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SO Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilbcrd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida aql-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va
mustaqil garor gabul giluvchi mutaxassislarni tayyorlashda matematik
ta'lim asosiy oTin egailaydi. Talabalami matematik tayvorlash ulaming
kasbiy faoliyatida zarur bo‘ladigan boshga tabiiy-ilmiy. umumkasbiy va
ixtisoslik fanlarini o‘rgariishlari uchun nazariy asoslarni ta’minlashi
kerak. Bu esa o0z navbatida samarali o'gitishning muhim omillaridan
biri bollgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o‘quv
go'llanmalarni yaratishni tagozo etmoqda.

Ushbu darslik oliy texnika o'quv yurtlarining oliy matematika fani
dasiuri asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’lim standartlari
talabiariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi vettita bobdari
iborat bo‘lib. u oliy matematikaning chiziqli algebra elernentlari,
vektorli algebra elernentlari, anaiitik geometriya, matematik analizga
kirish. bir o‘zgaruvchi funksiyasining differensial hisobi, oliy algebra
elernentlari va bir o'zgaruvchi funksiyasining integral hisobi
boMimlariga bag‘ishlangan. bo'limlar zamonaviy xorijiy adabiyotlar
va o'gitish texnologiyalari talilili asosida yaratilgangan bo'lib. har bir
mavzuni yozishda bir gancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan,
mavzular toMiq yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqil
O‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalaming shakllantirilishiga
hamda ijodiy qobiliyatlami rivojiantirishgayo'naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflami, teorernalarrii va
tipik masaialarni vechish usullaiini ko‘rsatuvchi misollami topadi.
Bunda biror tasdigning isboti keltirilmagan bo'lsa, natijalaming ifodasi
uning ma'nosiiii tushuntiradigan misollar bilan toidirilgan.

Darslikning har bir mavzusi ko'p sondagi misol va masalalar
yechimlarida tushuntirilgan, uiami o°‘zlashtirishni mustahkamlashga
yo'naltirilgan mashglar bilan toldirilgan Ayrim misol va masaialarni
matematik paketlar yordamida yechish usu'llari keltirilgan.
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Mualiif darslik qo‘lyo/masini o'gib. umng sifatini oshirish borasida
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetiriing
professori B.A.Shoimqulovga, 0 ‘zbekiston Milliy universitetiriing
o‘gituvchilari - professor A.Narmanovga, dotsentlar N.Jabborov va
J.Tishaboyevlarga o ‘z minnatdorchiligir.i izhor giladi.

Ayniqsa, darslikning wushbu jildini tuzishda va mazmimini
yaxshilashda fizika-matematika fanlari doktori A. Quchgarovning
beminnat yordamini mualiife’tirof etishni o0‘zining burchi deb biladi.

Darslik hagidagi tanqgidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha
kitobxonlarga mualiifoldindan o‘z tashakkurini bildiradi.



* Matritsalar
+ Determinantlar

+ Matritsa ustida
almashtirishlar

¢ Chiziqli tenglamalar
sisiemasi

Al-Xorazmiy -
Muhamnuul ibn Musa
Xorazmiy (783-850) -
xorazmlik malemalik,
astronom va geograf.

Al-Xorazmiy algebra
faniga tuof soldi, itmiy
ma'lumot ra traktatlar-
ni hayon eiishning aniq
qgjidtilarini ishlab chig-
tli. U o'ttlik pozinion hi-

soblash tizimini, not
belgisini  va iftitMar
kjiordinataliwini  hirin-

chilardon bo‘lib awslub
berth va amaliyotga LL-
big eliti.

I.Karimov

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

Chiziqli algebraning d&slabki masalasi
chiziqli tenglamalar haqgidagi rnasala
hisoblanadi. (Sunday tenglamalami yechish
jarayonida determinant tushunchasi pavdo
boidi.

Chizigli tenglamalar sistemasi va uiaming
determinantlarini o'rganish natijasida matritsa
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan
matritsaning rangi tushunchasi  kiritilishi
chizigli tenglamalar sistemasining birgalikda
va aniqg bo‘lshi shartlarini olish imkonini
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga
kelib, chiziqli tenglamalar sistemasi
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

1L.1.MATRITSALAR

Matritsa tushunchasi 1850-yilda James

Joseph Sylvester  tomonidan kiritiigan.
A’e/ming 1858-yilda chop etilgan
«Matritsalar nazariyasi haqgida memuar»

asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon

gilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik
obyektlami almashtirish va chizigli
tenglamalami yechish bilan bog‘lig holda
rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar

matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan
biri hisoblanadi.



Matritsaiar matematika, texnika va iqtisodiyotning turli sohalarida
keng qo'llaniladi. Masalaji, ulardan matematikada algebraik va
difTerensial tenglamalar sistemasini yechishda, kvant nazariyasida fizik
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsiyada zamonaviy samolyotlami
yaratishda fovdalaniladi.

1.1.1. Matritsa va lining turlari

Matritsaiar sonlar. algebraik belgilar va matematik funksiyalaming
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarash va bunday massivlami
0‘z ichiga olgan masaialarni qisqga ko‘rinishda yozish va yechish
imkonini beradi.

Matritsa - bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar. matematik
funksiyalar) massivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik
gavslarga olingan to‘g ‘ri burchakii jadvalidir.

Matritsaning oMchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilau
aniqlanadi. Matritsaning oMchamini ifodalash uchun mxn belgi
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan lashkil
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri biian belgilanadi.

Masaian,

3X2 o'lchamli matritsa  2x3 o'lchamli matritsa  2X 2 o Ichamli matritsa j

r2 .
-1 4 70 SINX - COS

A= 0T B“ RN ((J cosA  suix 3
K

A matritsaning /-satr va y-ustunda joylashgan elementi a, bilan

belgilanadi.
A=(aJ, (i=\,m,j=\,n) yoki A-ail|, (i=\,m,j=\,n) yozuv

A matritsa ai elementlardan tashkil topganini bildiradi:

4 au m g, a8 a2 . gp
« ad e a2 a,. a2
s = 2 ;o Amad s
L mm am



Ix n oichamli A=(a.l a2 .. a,j matritsaga satr matritsa voki
satr-vektor deyiladi.

a . .
ix loichamli Am matritsa”a ustun matritsa voki ustun-vektor

uU.

dcviiadi.

nxu o'lchamli maritsaga n- tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan ong quyi burchagiga
yo'nalgan a. ,a,:...am elementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh
diagonali, o'ng yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo'nalgan

elementlardan tuzilgan diagonaliga lining yordamchi

diagonali deyiladi.

Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elernentlari
nolga teng bo'lgan

‘au ar .. o. " y 0 oV
0 a2 .. adh
A= A= 2 .
° o an an

\

matritsaga yugoridan uchbnrchak (quyidan uchburchak) matritsa
deyiladi.

Bosh diagonalda joylashmagan barcha elernentlari nolga teng
bo'lgan

(u 0 on
0 a..... 0
A=
0 0

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.

Barcha elernentlari birga teng bo'lgan diagonal matritsaga birlik
matritsa deyiladi va / (voki IM) harfi bilan belgilanadi.

Barcha elernentlari nolga teng bo'lgan ixtiyoriy o‘lchamdagi
matritsaga no! matritsa deyiladi va (> hard bilan belgilanadi.

A matritsada barcha satrlarni mos ustunlar bilan almashtirish
natijasida hosil gilingan Al matritsaga A matritsaning
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a))T=(an).



Agar A=A: bo'lsa, A matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

1.1.2. Matritsalar ustida arifmetik amallar

M aritsalarning tengligi

Bir xil o‘lehamli A=(a:;) va B=(b:) matritsalaming barcha mos

elementlari teng, ya'ni  =b: bo'lsa, bu matritsalarga teng matritsalar
deyiladi va A=B deb yoziladi.

A=8 <> ay-b.
barcha i —m, j~I,n uchun

Matritsani songa kKo 'paytirish
1-ta’rif. A- (ai;) matritsaning A songa Kko'paytmasi deb,
elementlari cq--Aay kabi aniglanadigan C-XA matritsaga aytiladi.

C-?A <> ¢.-nn,.

. '2-1 0 _ A
1-misol. A= 3 4.1 bo'lsin. 3A ni toping.

Y echish.

-1 ' _ ) 0 i
3,4:3.2 o (3-2 3(-1) 30' (6 -3 O,

4 -1,43.3 3-4 3e(-1), N

M atritsalarni go‘shish va ayirish

Matritsalarni  qo'shish va ayirish amallari bir xil o Ichamli
matritsalar uchun Kkiritiladi. Bunda vyig‘indi matrisa qo‘shiluvchi
matritsalar bilan bir xil o‘lchamga ega boMadi.

2-ta'rif. A-(aJ va R=(11) matritsalaming vyig'indisi deb,
elementlari ¢t =«. +b; kabi aniglanadigan ¢ =A+B matritsaga aytiladi.

(=A+R <> c,-=a4+by.
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2 .
2-misol. A= vaB =| 2 bo'lsin. A+B ni toping.
Y echish

0 -1 an 2 Q 142 -143 4+2W3 2 6X

A+B - I+ - .
Il O . u o -2) y3+1 0+0 I+(-2)j1 4 0 -1

-A =(-1) A matritsa A matritsaga garama-garshi matritsa deb

ataladi.
3-tavif. A- (an) va B- (h) matritsalarning ayirmasi  deb

V=A-B=A +(-B) matritsaga aytiladi. Bunda C matritsaning
elementlari ¢j =af +{-bv) =al. -A, kabi topiladi.

C=A-B o ofFWHry

I 3
3-misol. A-; va tf=( bo'lsin
4y b I _cJ
Y echish.
(2 3 2W2-1 -3-3 2-2 fl1 -6 0

1-ij U-2 -1-1 4-(-1 \o -2 5

M atritsalar ustida chizigli amallar quyidagi xossalarga ega.

A,B,C,() matritsalar m <n o'lchamli va k.u- skalyar sonlar boMsa, u
holda:

1 A+B=B +A 2. (A+B)+C=4+(B+C);
3. A+0=A 4", A+(-A) =0;

5. AA+B) =AA+AB, 6U (A+/MA =AL +4A

7 . u(Asi) =A(/A) =(AI)A g I-A- A

. (3+By =AT+H/T, 10", (AAY =/1r;

11°. A+C=B boMsa, C=B - A boMadi;
12 /A-O bo'isa, A=0 yoki A-0 boMadi
9



13°. A1=/16 va 1*0 bo‘lsa, A”B boiadi.

Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.

Birinchi to'rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chigadi.
5-xo0ssani garaymiz.

A va B birxil oichamli matritsalar bo'lsin.

U holda

A+B=(J+b)
yoki
AA+B) = A, +/>)= Aai;) +Albv)
va ikkinchidan
A0 )+ Afbi;) —AA+ AB.

bo'ladi.
Bu ikkita tenglikdan AA+B) =AJ+AB boiishi kelib chigadi.

M atritsalarni ko'paytirish

Bir xil sondagi elementlarga ega bo'lgan A satr matritsa va
B ustun matritsa berilgan boisin deylik. Bunda A satming B ustunga
ko‘pavtmasi quyidagicha aniglanadi:

b.
AB=(au a. .. a.l- =a,bu +a.du +... +a,X

\Kj

ya’'ni ko'paytma berilgan matritsalar mos elementlari ko'paytmalarining
yig'indisiga teng boiadi.

Matritsalarni ko'paytirishning bu goidasi satrni ustunga ko paytirish
goidasi deb yuritiladi.

Ikki matritsani  ko‘paytirish amali moslashtirilgan matritsalar
uchun kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga
teng boisa, Ava B matritsalar moslashtirilgan deyiladi.

4-ta’rif. mmp o'lchamli A=(aj matritsaning p*n oichamli

B=(b.) matritsaga ko'paytmasi AB deb, cn elementi A matritsaning

10



i -satrini B matritsaning j -ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish qoidasi
bilan, ya'ni
on=a,A* +CA* + -+ 1 =) AL = *=1,..,U

(qo'shiluvchlari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniglanadigan m m
oichamli I =(cn) matritsaga aytiladi.

4-misol. Berilgan matritsalarni ko'paytiring.

i 'l 2NIM5 6W 1-5+2-7 16 +2-8~ 19 22\
'\B 4)°N7 8] y3mb+4W 3e674-817N3 50/

203 +1e( 1>  2-2 +10 2004130 1B 4 1T
-3-3+4 (-1) -3-2 t4-0 -3e4+4+3 = 13 -6 0
0-3-2 (-1) 0-2 £2-0 04+2.3 V-2 o by

Agar A matritsaning satrlari A, A.... An bilan va B matritsaning
ustulari B .« . ,B. bilan belgilansa, u holda matritsalarni ko'paytirish
goidasini quyidagi ko'rinishda yo/ish mumkin:

AT '"AB AB = ABA
A .

(- AB- G s . B AB. AB, ABn
n, nA AB2 .. A

Matritsalarni ko'paytirishda A yozuv ikkita bir xil matritsaning
ko'paytmasini bildiradi:
/. =Am!,
1



Shu kabi
A3=A-A-A, A - AA-..-A

I‘I
5-misol. f (jo)= 2X- v; +5va A=j bo'lsin. /(A)ni toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f(A) funksiyaga o‘tishda A sonli

go‘shiluvchi  ?J ko'paytma bilan almashtiriladi, bu yerda /-biriik
matritsa.

N -0 f\ -T

+5-f1 °
o B\ 2y 2y )
2 20 (I -3 5 0W6 |
0 4 0 4 05]-(0 5

f(A) =2A- A2+51 =2-

M atritsalarni kopaytirish amali ushbu xossularga ho ysunadi

I A matritsa mxn o'lchamli va B,C matritsalar n<p
o'lchamli boMsa, A(B+C)=AB+AC bo'iadi;

2. AB,Cmatritsalar mos ravishda mxn, nxp, py.q
o'lchamli boMsa, A(BC.)=(ABYC bo'iadi;

3" AB,/,() nioslashtirilgan matritsalar va Au skalyar sonlar
bo'isa, u holda:

1) (AA)(pB) =(Ap)(AB): 2) A(AB) =(AA)B =A{AB\,
3)AI =IA=A 4) AO=0A=();
5) (ABf =BrA.

4° Al1,0-n- tartibli kvadrat matritsalar va p,g manfiy
bo'Imagan butun sonlar bo'isa, u holda:
1) A'A"=Apg\ 2) (A"Y =(A)K,

3)a=aA- 4ya ' = 1.

Xossalardan ayrimlarini  ta’riflar yordamida isbotlaymiz va
ayrimlarining to‘g‘riligiga misollami yechish orgaii ishonch hosil
gilamiz.
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1-xossani qaravlik.
A=(au) matritsa mxn oichamli va 8 =(/>), C=(c) matritsalar

ux p oichamli boisin. U hoida 2- va 3-ta’riflarga ko‘ra istalgan i,j da

birinchidan
tf +f =(& +c,)

yoki
AB+C)=Yalbt +c4)=X(a,[, +4H.O=£"/ +

va ikkinchidan
Z «A =74 +x :

boiadi.
Oxirgi ikkita tenglikdan J1(B +C)= AB+AC boiishi kelib chigadi.
3- xossaning 5-bandini garavlik.
/=(«,) va Br-.(h ) boisin. Bundan Al=(a[) va B' =(b") boiadi, bu
yerda a\ b[ =b,.
U holda 3-ia'rit'ga ko‘ra istalgan i,j da birinchidan

= yoki (AB)T=£ ajkuti

va ikkinchidan,

boiadi. Bundan (AB)'=B‘AT boiishi kelib chigadi.
2-xossani to‘giiligiga misol yechish orgali ishonch hosil gilamiz.

| -2 41
A=\ 2) B:rg’ 4‘!, r=". . boisin.
U holda
. r-1 2 |
"0 4 502 ,2 0 8T
11 12 1
AB()=(1 2) 0 0 1 {29 12 17).

3 -
m=N2 o, 6D



(m-2 4
I 5 0 V

(AB)C=(3 7) (29 12 17).
Demak, A(BC.)=(AB)C.

Umuman olganda matritsalami ko'paytirish nokommutativ, ya’ni
AB* BA. Masalan, 1-<n oichamli A matritsaning ux 1 oichamli B
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, ya’'ni Ix| oichamli matritsadan
iborat boisa, BA ko’paytmasi u-tartibli kvadrat matritsa boiadi.

Bir xil tartibli A va B kvadrat matritsalar uchun AB=BA bo'isa,
A va B matritsalarga kommutativ matritsalar. AB-BA ayirmaga
kommutator deyiladi.

1.1.3. Mashqlar

1 A kvadrat matritsa  bo'lsin. A+ A simmetrik matritsa bo'lish
ko'rsating.
i cn
2. A= 4 iTjatritsani X= 0, Y="15}L1va Z= 0 matritsalaming chizigli
A =

kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalang.
_ bo'isa, a va b ni toping.
n j-u
4. Matritsa 30 la elementga ega bo'isa, u ganday tartiblarda beriiishi
mumkin?
5-8. AB matritsalar va A/fi sonlar berilgan. AA+1B matritsani toping:
1 -0 f23-n

. - = =-1, ft =2
SOA T B 0y,
0 38 1
6 A -2 1LB= 3 -i , A=2 n=-3.
1 4 5 By
2-1 0] 3 1 I
LA -1 3-2[B= 0 -10 3
2 3 1j -4 -3 2

U



2 -1
8 A=j 5 -3 B[wu-I, A-l, u=-V
i-i 0 -p)
9. Ava B moslashtirilgan matritsalar bo'lsin. Quyidagilami ko'rsating:
(a) agar A matritsa satr matritsa boisa, u holda AH satr matritsa boMadi:
(b) agar H matritsa ustun matritsa bo'lsa. u holda AH ustun matritsa boiadi.

2. o _
10. 1|3 3] |(’)\f) ’3 19 o[lbmsa X va vmto&ng

11. Agar A matritsa 3-3 oichamli va [ esa 5-5 oichamli boisa,

/11" ko'paytma ma’noga ega boiishi uchun «matritsa gqanday oichamda boiishi
kerak?

12, 4=jJ ”| matritsa berilgan  AHko'paytmani nol matritsaga

aylantiruvchi H matritsani toping.

13-16. Ava W matritsalar berilgan. AH matritsani toping.

3. al 20\,

kiy " 13
@ n .,
4. 1=0 -l B%iZL
13 2]

{0 144 (1 31
15./1=3 0 1]0= 0 -!!

12 1° {2 ij
( 11 2 f4 0 -2N

16. A- -2 0o 34k=- O
11 0 4 3.
17. A —JJZ ~ANpwm-1 N L c=/7- \/boisra,1(.£€/?)!"matritsani toping.
A4 é
18. A- \\2 sz [2 GJ( {s ébOIsa A(BC) matritsani toping
(A -2 3j [o1
19. AY 2 I 6,0-j 3 2 matritsalar berilgan. AH H'B, Al

\l 2 2 w20,
matritsalarni toping.



(\ —21

20. A- j va J(X) =3x=+5x-4 boMsin. /'(.4)ni toping

21./!:f"1 %\ bo'isa. A2' ni toping.

22. Agar Al=/ va A matritsa 2x2 o'lchamli bo'isa, Am toping.

1.2. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chizigli tenglamalar sistemasini
yechishda  fovdalanilgan  bo'lib, keyinchalik determinantlar
matematikaning bir gancha masalalarini yechishga, jumiadan xos
sonlarni topishga, differensial tenglamalarni yechishga, vektor hisobiga.
keng tatbiq etildi.

Biz avval ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunehalari
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli
determinantlami hisoblash uchun asos bo'iadi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

Ikkinchi tartibli determinant

(i -a
ly a2
kabi belgilanadi va aniglanadi.
Bunda au,an,aZa2 lar determinantning elementlari deb ataladi.
« determinantning /-satr  va j-ustunda joylashgan elementini
ifodalaydi.
au,an elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh
diagonali. a2,a,2 elementlar joylashgan diagonalga determinantning
yordamchi diagonali deyiladi.
Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal
elementlari  kopaytmasidan  yordamchi  diagonal  elementlari
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:
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j-misol. Berilgan determinantlami hisoblang.

=3e5- 4(-2) =15 +8 =23;

tha  2since | . . . <
3 | -iga cl8a -sina msina =1- 2sm a =cos2a.
jsina ctga >
Matritsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi.
Determinant fagat kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

A=\a" kvadrat matritsaning determinanti dct A bilan
U "
. . au a . . . .
belgilanadi va dct A= —¢iua2 kabi aniglanadi.
A umr

Bunda matriLsani uning determinanti bilan adashlirmaslik kerak:
A - bu sorilar massivi; dctA - bu bitta son (yoki ifoda).

(‘thinchi tartibli detenninant

a, a. d.
dctAm o/, a., a. =aila,al +a,.at,a%+aralla,
ali ul
-allh,as-aa - auazav

kabi belgiianadi va aniglanadi.

Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal,
yordamchi diagonal tushunehalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi
kiriliiadi.

Uchinchi tartibli determinantlami hisoblashda o'ng tomonidagi
birhadlami topishning yodda saglash uchun oson bo'lgan qoidalaridan
foydalaniladi.

< chburchak goidasir, ushbu sxema bilan lasvirlanadi:

a, g.?,./lg 0. a “y
aVomg, 2> @Xa?k«K
ad arR aw ag

+



Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga parallel bo‘lgan
uchburchaklar uchlaridagi elcmentlar uchta elementning ko'pavtmasini
hosil giladi. Agar uchburchaklarning asoslari bosh diagonalga parallel
boisa, u holda elementlarnirig ko'paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar
uchburchaklarning asoslari yordamchi diagonalga parallel boisa,
u holda elementlarning ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«Sarryus qoidalciri» quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

v 2 Pfl / .
«2 'an %.g . A af a.
1) «.XF Pn 2) ag’la. o a,
a2 4 + a' a. a a it

< a. it X +"4+ >+

1-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikkita satri
yoziladi, 2-qoidad3 esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallel
boigan to'g'ri chiziqlardagi elcmentlar uchta ko‘paytuvchini hosil
giladi. Agar to'g'ri chiziglar bosh diagonalga parallel bo'lsa, u holda
elementlarning ko'paytmasi ishorasini saglaydi. Agar to'g'ri chiziglar
yordamchi diagonalga parallel bo'lsa, u holda elementlarning
ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

2-13
2-misol. 1 det/i= 3 2 -1  determinant™ uchburchak goidasi
1 3 -2
bilan hisoblang.
3
2. detS- 1 determinantni Sarryusning 1-qoidasi bilan
-4

hisoblang.



|
3. aeU.'- 3 | determinantni Sarryusning 2-qoidasi bilan

3 -1
hisobiang.
Yechish.
2 -13 2 -
13 2 -l 1+27=20.3 V2" 6.6.6 6
1 -2

del A=20-6 =14

3 4 1 3 "4
2 0 .3,Z'" 0- dot8=0436+2-0+9-16 -31.
3 2 3 -l
5
i
-A detC=1-36-20-6-8-15 =-84
/5 - 3
3 2

1.2.2. n- tartibli determinant tushunchasi

n-tartibli determinant

a. ilK . au
Q]Z m am

kabi belgilanadi va maium qoida asosida hisoblanadi.

n-tartibli  determinant har bir satr va har bir ustundan fagat
bittadan olingan n ta elementning ko'paytniasidan lu/ilgan n\ ta
go'shiluvchilar yig/Zindisidan iborat boiadi, bunda ko'paytmalar bir-
biridan elementlarining tarkibi bilan farg giladi va har bir ko'paytma
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oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora go‘vi'adi.

n -tartibli determinantni bu qoida asosida ifodaiash ancha noqulay.
Shu sababli yuqori tartibli determinantiami hisoblashda bir nechta
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori
tartibli determinantlami quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (yoki ustun)
bo'yicha voyiladi. Bunda  quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli
determinantlar yuqorida keltirilgan ta'riflar asosida topiladi.

n -tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik toMdiruvchi
tushunchalaridan foydalaniladi.

n -tartibli determinant a. elementining minon deb, shu clement

joylashgan satr va ustunni o'chirishdan hosil boMgan (n-1)-tartibli
determinantga aytiladi va bilan belgilanadi.
Determinant adelementining Avalgebraik to'ldiruvchisi deb.

songa aytiladi.

13
Masalan. 2 0 determinantning a2 =2 elementining minori
3 2
va algebraik toMdiruvchisi quyidagicha topiladi:
1 3 2
3 2
2.0 1 =M = -10, A =10.
2 -2
3 2 -2

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy «-tartibli determinant uchun ham
oMir.li boMadi.

[-xo0ssa. Transponirlash (barcha satrlarni mos ustnnlai bilan
almashtirish) natijasida determinantning giymati o‘zgarmaydi, ya'ni

au  “n aw 4. aA
«@ aiz a4, = a. a. a¥
ak a, 01 a, a
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Isboti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va 0'ng tomonidagi
determinantlaming gqiymatlarini uchburchak qoidasi orqaii yozib oiish
va olingan ifodalarning tengligiga ishonch hosil gilish kifoya.

1-xossa satr va ustunlaming teng huqugligini belgilab beradi.
Boshqacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun
ham o'rinli boMadi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham
satrlar va ham ustunlar uchun ifodalab. ularning isbotini fagat satrlar
yoki fagat ustunlar uchun ko'rsatamiz.

2-xo0ssa. Determinant ikkita satrining (ustunining) o'rinlari
almashtirilsa, uning  qiymati qgarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi.
Masalan,

Bu xossa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.

3-xo0ssa. Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega boisa.
u nolga teng boMadi.

Isboti. Ikkita bir xil satming o'rinlari almashtirilsa determinant
(shuningdek. uning giymati) o'zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2-
xossaga ko'ra determinant giymatining ishorasi o'zgaradi. Demak
det4 =~det//,, yoki 2del.1=0. Bundan detA=0.

4-xo0ssa. Determinantning biror satri (ustuni) elementlari A songa
ko'paytirilsa, determinant shu songa ko'payadi va aksincha determinant
biror satr (ustun) elementlaririing umumiy ko'paytuvchisini determinant
belgisidan tashqgariga chigarish mumkin.

Masalan,
/il.  Av,, Aa, ", ‘hi a»
a,. - A «2, az
n o a, «R  «n

Isboti. Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida
oltita qgo‘shiluvchining hammasida A ko'paytuvchi gatnashadi. Bu
ko'paytuvehini qgavsdan tashqariga chigarib, qavsiar ichidagi
go shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o'ng tomondagi
ifoda hosil boMadi.

5-xossa.  Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha
elementlari nolga teng bo'isa, u nolga teng boMadi.
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Xossaning ishoti 4-xossadan A=0 da kelib chigadi.
6-xo0ssa. Agar determinantning ikki salri (ustuni) proporsional
bo'lsa, u nolga teng bo'ladi.
Masalan,
a, a,
Nan Aa2 ?MU =0

ad a2 3

Ishoti. 4-xossaga ko'ra determinant ikkinchi satrining A
ko'paytuvchisini determinant belgisidaii chigarish mumkin. Natijada
ikkita bir xil satrli determinant goladi va u 3-xossaga ko ra nolga teng
boiadi.

7-xo0ssa. Agar determinant biror satrining (ustunining) hat bir
element! ikki qoshiluvchining vyig indisidan iborat boisa, bu
determinant ikki determinant vyig'indisiga teng bolib, ulardan
birinchisining  tegishli satri (ustuni) elementlari birinchi
go'shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari
ikkinchi go'shiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita
go‘shiluvchi yigindisidan iborat boisin.

1J holda
a, +a'. adr+a’ au-+a’
ar, a2 = (a\ +a\)aza9 +(a[. +a")anad +
a,, 1,
+ U\ + - «, +a")alan - (a2+a2aZal?- +a'))a v =
NI APEL TN NMIRGLT ~anxng-aVang anazl+

a' < a, 1 < oy
+a\ana32-a'az,l-a'a2ZI-a" a2 = (, a a, ¢ %z (7,3}
an Imoax g\

8-xo0ssa. Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga
boshqa satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko‘pavtirib
go‘shilsa, determinantning giymati o‘zgarmaydi.

Isboti. detA determinantning ikkinchi satri elementlariga A ga
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ko'paytirilgan birinchi satming mos elementlari go'shilgan bo'lsin:

ur ti. ar +/mr a., +Jar

« Q. « « «3
«22 A Cy B
a3, o« «,, 22 33

Qo’'shiluvchilardan birinchisi det.4ga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko ra
nolga teng. Demak, yig indi det.lga teng.

9-xo0ssa. Determinantning giymati uning biror satri (ustuni)
elementlari bilan shu elementlarga mos algebraik to'ldiruvchilar
ko'paytmafarining yig'indisiga teng bo'iadi.

Masalan, det A=a, [ ; +</ A, +/sA,

yoki
«l. 0. «B
«22 «2i «2 «2, «22
«2: «22 «21 = «;, ¢, 2
«32 «33 Cw «n o a,.
«n «.2 «3,
Ishoti. Tenglikning o'ng tomonida almashtirishlar bajaramiz;
-a,,(33)-fl,,(a,,a3- afa?)+a,.(a2a3 -a,,aQ =
«r Clr «1,
'ar.«22«]3 « .OM .1 Ofli tl CL. .1 cl CtM.CJ, c, Cl,,Li, bl, <. «2.
«,, «32 «33

10-xossu Determinant  biror satri (ustuni) elementlari  bilan
boshga satri (ustuni) mos elementlari algebraik to‘ldiruvchilari
ko paytmalarining ytg'indisi noiga teng bo iadi.

Masalan, a,rl. +a,A.; + =0.

Ishoti. Determinantni 9-xossani qo'llab, topamiz:

«,, «12 «11

<N, 4 «TN2 + >0 = «2, «22 «23
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Bunda au, an, an mos ravishda a2, a,, bilan bilan almashtirilsa.

3-xossaga ko'ra, determinant nolga teng bo'iadi.

1-izoh. Determinantning  xossalari asosida quyidagi teorema
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil  tartibli A va B kvadrat matritsalar
ko‘paytmasining determinanti bu  matritsalar determinantiarming
ko'paytmasiga teng. ya'ni

det(v*l «B) =det Amlet/?.
1.2.4. «-tartibli determinantlami hisoblash

«-tartibli determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keitirish usullaridan
biri bilan hisoblash mumkin.

Tartibinipasaytirish usuli

n-tartibli determinant 9-xossaga asosan. biror satr yoki ustun
bo‘yicha yoyilsa, yoyilmada (?—)-tartibli algebraik to'ldiruvchilar
hosil boiadi, ya‘ni «-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga
past bo igan determinantlami hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o'rinli bo'iadi.

2-teorema. i satrining nomeri ganday bo'lishidan gat'iy na/ar.
«-tartibli determinant uchun bu determinantni i-satr bo'yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=a™An +ai2A, +...+umhw, /=1«

formula o'rinli.

3-teorema. j ustunining nomeri qanday bo'lishidan gat’iy nazar, n -
tartibli determinant uchun bu determinantni j -ustun bo'yicha
yoyilmasi deb ataluvchi

detA=a* A +alA +..+a A, j~\,n

formula o‘rinli.

Determinantni biror satr yoki ustun bo'‘yicha yoyishga Laplas
yoyilmalari usuli deyiladi.

Laplas yoyilmalari usulida determinantning gaysi bir satrida
(ustunida) nollar ko'p boisa, u holda yoyishni shu satr (ustun)
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bo'yicha bajarish qulay boMadi.

Bundan tashqari, 8-xossani qo'ilab, determinantning biror satrida
(ustunida) bitta elementdan boshga elementlami nollarga Kkeltirish
mumkin. Bunda determinantning qiymati shu satrdagi (ustundagi)
noldan fargli element bilan wuning algebraik to'ldiruvchisining
ko'paytmasidan iborat bo'ladi. Shunday qgilib, u-tartibli determinant

bitta (n - I1)-tartib!i determinantga keltirib, hisoblanadi.

3-misol.
2 10 4
4 2 1 3
del A -
0 3 -4
1 1 0-2

detemiinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.

Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng bo'lgan uchinchi
ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan
boshga barcha elementlarini nolga  aylantiramiz. Buning uchun
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko'paytirib, uchunchi satrning mos
elementlariga go'shamiz va hosil bo'lgan dcterminantni uchinchi
ustun elementlari bo'yicha yoyamiz:

2-1 4
Cor s e s - 510 6 5
“AT 2 0 s« 10 6 0 5 HM-IIF
1 1 0 _li 1 bt
- -2
2) Hosil gilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunnin

uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2)ga ko'paytirib.
birinchi satrga go'shamiz, keyin uchinchi satrni (-10)ga ko'paytirib,
ikkinchi satrga qo'shamiz, hosil bo'lgan dcterminantni  birinchi ustun
elementlari bo'yicha yoyamiz va hosil bo'lgan ikkinchi tartibli
deierminantni hisoblaymiz:

0 -3 8
-3 8
del: = 0 -4 25 =-75 +32 =-43.
-4 25
1 1 -2
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Uchburchak ko'rinishga keltirish usuli

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddalashtiriladi va
uchburchak koMinishga keltiriladi, ya'ni diagonalidari pastda (yuqorida)
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

det” =(-1)* detf/

boMadi, bu yerda £-satrlarda va ustunlarda bajarilgan barcha o'rin
almashtirishlar ~ soni; detf/-berilgan determinantning  uchburchak
ko‘rininshi va uning giymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Aossa. Uchburchak ko'‘rinishidagi determinant bosh diagonalda
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-misol.

210 0

0 10 2

determinantni uchburchak ko‘rinishga Kkeltirib, hisoblang.
Yechish.  Determinant ustida quyidagi  soddaiashtirishlarni

bajaramiz:

- birinchi ustunni o‘zidan o‘ngda joylashgan ustunlar bilan ketma-
ket k-3 ta o'rin almashtirib, to'rtinchi ustunga oMkazamiz;

- birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

- ikkinchi wustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan
elementlarini nolga aylantiramiz;

-uchinchi ustunning UTrtinchi satrida joylashgan elementini nolga
aylantiramiz;

- (-1)* =(-1)3=-1 ko‘paytuvchi bilan hosil boMgan uchburchak
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonaldajoylashgan elementlarini
ko‘paytiramiz.

2 100 100 2 100 2

30 10 0 10 3 o ! 0 3
=(-iy =(-1)e

10 2 1 02 11 02 1 1

0 10 2 10 2 0 00 2 -2
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100 2 100 2
010 3 010 3
00 1 -5 "o 1.5
00 2 ~2 000 8

1.2.5. Mashqlar

1. Amatritsa n*n oichamli boMsin. det(/4) da ¢ ni determinant
belgisidan tashqariga chigarish uchun formula keltirib chigaring.

2. Akvadrat matritsa va A A=1 boMsin. det.4 =+ boMishini ko'rsating.

3.n=\ 0 ]van =!" *jboMsin. det(/l +tfi =dec/1rdetE fagat a+c/=0
U j (c cl)

boMganida bajarilishini ko‘rsating.

4, }'I=\P/1 va B-\37 21)i bo'lsin. det(/1+B) - detAmdotr bo'lishiga

ishonch hosil giling.

5 A-~ 1! boMsin. det-41™ ni toping.
v2 U

6. A va B matritsalar 3*3 o'lcharnli, det/1=-lva detB-m2 boMsin.

Toping:
1) detAB: 2) dets/4; 3) detATA 4) det#'.
7. A va R matritsalar 4*4 oMchamli, detA- 4va dcttf---3 boMsin.
Toping:
1) det.4/?, 2)detft\ 3) det2A; 4) detlA
Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang
3 x-y 9 1 a-b
X -X " h+1a-b
1, Sn2a o a " tgg -1 ctga-i
sin"/? cos: snd  oosd

Uchinchi tartibli determinantlami uchburchak va Sarryus qoidalari bilan
hisoblang:
-4

12

= o N

0
1
2

N B~ Ol

1
123

-1 1
n -3 13.
301
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Uchinchi tartibli determinantlami biror satr yoki ustun elementlari bo'yicha
yovib hisoblang:

1 b | x -1 x
4 bbb o0 15, 1 x 4
b 0 -b X 1 x
sina sinp 0 tga ctg/l 0
16. sina 0 siny 17. tga 0 tgp
0 sinp siny 0 ctga
Uchinchi tartibli determinantlami xossalaridan foydalanib hisoblang:
1 ¢ ab | 1 1
8. 1 b ca 19, ax ay az
1 a be a2+x2 a2-uy2 a~+z2
a mi b b X X4y X- V
20 b a+b b 21. x x+z x-2z
b b a b X X X
a a"+1 (L-a) l1cosa 1 1tsina
22 b b2+1 (IfA)2 23. 1 sina 1 1-cosa
c ¢ -1 (I+c): I 1 1

To'rtinchi tartibli determinantlami hisoblang:

1 -12 2 13
%530 2 B o

o -2 4 1 4 7

5 a2 1 3 2 2 2

4 b4 -3 9 -8 5 10
26. 2 ¢3 2 21, 5-85 8

4 d5 -4 6 -5 4 7

1.3. MATRITSA USTI1DA
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chizigli algebrada nuihim ro‘l
o‘ynaydi. Jumladan, chizigli algebraik tenglamalar sistemasining
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umumiy yechimini topishda, teskari matritsani aniglashda, matritsaning
rangini  hisoblashda matritsa ustidagi almashtirishlardan  keng
foydalaniladi.

Matritsa satri (ustuni) ustida eiementar almashtirishlar uch tipda
bo'ladi:

I ikkita satrning (ustunning) o'rnini almashtirish;

Il. satmi (ustunni) noldan farql songa kolpaytirish;

Il. satrga (ustunga) noldan fargli songa kopaytiriigan boshqga
satmi (ustunni) qo'shish.

Biri ikkinehisidan eiementar almashtirishlar  natijasida hosil
gilingan A va B matritsalarga ekvivalent matritsalar deyiladi va A~B
ko'rinishda yoziladi.

1.3.1. Teskari matritsa
Asosiy ushunchular

Matritsalarni qo'shish, ayirish va ko'paytirish sonlar ustida
bajariiadigan mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi.
Ushbu baridda matritsalar uchun sonlami bo'lish amaliga monand amal
bilan tanishamiz.

Ma’lumki, agar «.soni nolga teng bolmasa, u holda har ganday m

soni uchun kx=m tenglama yagona x:K—:k~'m yechimga ega bo'ladi,

bu yerda k ' soni k soniga teskari son deb ataladi.

Sonlar uchun Kkeltirilgan bu tasdig matritsali tenglamalami sonli
tenglamalarga monand yeehishda muhim ro'l o'ynaydi. Xususan. sonli
tenglamalar uchun kk '=1 va k'k =1 shartlarining bajarilishi hal
giluvchi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun AA1=/va A'A=/
shartlarning  bajarilishi ~ muhim hisoblanadi, bu yerda AJ- bir xil
o ichamli kvadrat matritsalar.

Agar A va A' kvadrat matritsalar uchun AA'=A'A=1 tenglik
bajarilsa, A' matritsa A matritsaga teskari matritsa deyiladi.

Sonlarda. k' mavjud bo'lishi uchun k* 0 bo'lishi talab etilgani
kabi, matritsalarda, A1l mavjud bo'lishi uchun detA*0 bo'lishi talab
gilinadi.

Agar detA- 0 bo'lsa, A matritsaga singular matritsa deyiladi.
Bunda singular so'ziga sinonim sifatida «toy» yoki amaxsus»
terminlaridan ham foydalaniladi. Agar dct/1°0 bo'lsa, A matritsa
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nosingular (yoki xosmas yoki maxsusmas) matritsa deb ataladi.

Agar A matritsada avval elementlar mos algebraik toidiruvchilar
bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa hosil bo'lgan matritsa
A matritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi va a4 bilan belgilanadi:

A nl . A
al A me A

An 2 .

Teskari matritsa haqida teoremalar

1- teorema. X0s matritsa teskari matritsaga ¢ga boMmaydi.

Isboti. A matritsa uchun A1l mavjud bo%sin deb fara? gilaylik.
U holda AA"' =T bo'iadi. Bundan det(Ad~') =det/ yoki det/1-detA": =det/
kelib chigadi. Bunda dct4=0 va dct/ =1 ekanini hisobga olsak,
0=1 ziddiyat hosil boMadi. Bu ziddiyat qilingan faraz notog ri
ekanini ko'rsatadi, ya'ni teoremani isbotlaydi. B

2- teorema. Har ganday xosmas A matritsa uchun teskari matritsa
mavjud va yagona bo'iadi.

Isboti. A matritsa xosmas, ya'ni detA+0 bo'lsin. Avval A mavjud

I

bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun matritsani det -adj/4

matritsaga  ko'paytiramiz va ko'paytmaga  determinantning
9- va 10- xossalarini goMlaymiz:

Jil
a, au detA detl\ det/1
. a, a . n, A,. _Anl_
det AadJA = det A det A det A
JC K Arr
det4 det A det A
a,A +«J1+--ta,An auA24un2Aa2+. ,+allls " A Fa AT+ .ta,Am
det/I det .4 detA
anAn 4+3::Az +m a.,A, +al:AB +.. ¥g2 A a. A. \ +. tan[,
detA detA det A
«, A Ta?l2+.+a A g *+a<Aa-m apin tauNi +. ra A
detA detA det A
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Demak, A matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa

formula bilan topiladi. Bunda AA'- /tenglik bajariladi

A'A=/ tenglikning bajarilishi shu kabi ko‘rsatiiadi.

F.ndi A*yagona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun A" dan boshga
A matritsaga teskari C matritsa mavjud bo isin deb faraz gilamiz. U
holda ta'nfga ko'ra, AC-1 boMadi. Bu tenglikning har ikkala
tamonini  A' ga chapdan ko'paytiramiz:

A'AC mA |

A'A =1 boMgani uchun IC =A ! bo'ladi.

Endi IC-C va A’'l=A' ekanini hisobga olsak, C=A" kelib
chigadi. Teorema to'liq isbot gilindi.

3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu xossalar o'rinli boiadi:

I A matritsa 1 teskari matritsaga ega bo'lsa, d e
bo'ladi;

2". A matritsa A" teskari matritsaga ega bo'lsa, (A ')' =Abo'ladi;

3" n/n oichamli A va H matritsalar A' va R' teskari
matritsalarga ega boisa, (AH) «H .i boiadi;

4 . A matritsa J1' teskari matritsaga ega boisa, {Aly'=(A y
bo'ladi.

Isboti. I) Amatritsa uchun A" mavjud bo'lsin. U holda AA'=I

t -
djt 4

yoki det(AA 1)=det / boiadi. Bundan det A-dal A~ =1 yoki det 1:d_t70\
€

kelib chigadi.

2) A matritsa uchun A mavjud bo'lsin. IJ holda AA =1 =A'A
tengliklarga ko'ra A matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A
dan iborat, ya'ni (A')' =A bo'ladi.



3) nxn oichamli A va B matritsalar A' va B  teskari
matritsalarga ega boisin.
U holda AB va B 'A' matritsalar uchun

(B'A' )(AB)=B (A'A)B=B~'IB=B IB=I,
(AB\B'A )= ABB "A1=AIA'=AA =T

boiadi. Demak. AB uchun teskari matritsa mavjud va (AB)'=B A1
boiadi.

4) A matritsa uchun A' mavjud boisin.

U holda Ar va (A y matritsalar uchun

ATA)T={A 'AT=1T=1,
(A TAT=(AA |)7=/r =/

boiadi. Demak, A7 uchun teskari matritsa mavjud va (ATT =(A V
boiadi.

1-izoh. 3-xossani Kk ta nx« oichamli va teskari matritsalarga ega
boigan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin:

UA' -A Al -AbA 1 A"

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

3 4A
1-misol. A=A matritsaga teskari matritsani toping va natijani

tekshiring.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:
3 4
det A= =6-4=2.
1 2

det Aw Ova A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik toldiruvchilarini topamiz:

O,=HTI 2-2, /l-< 1 1-1.
A2 —(—1)""4 =—4, L 1) 3-3.
A matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz:
g L
ad]A= K - ,
"2, 3)



Shunday qilib.

1 (2 ~ay_1r2 an ot ':“
detAvl 3J1 2\'1 3

2 :
1-2 n
2-misol. A= 2 o -1 matritsaga teskari matritsani toping
-2 1 1!

Yechish. Bu matritsa uchun:

1-2 1
dctA= 2 0-1 =0-4+42-0+4+1=3%0.
2 1

Matritsa elementlarining algebraik to‘Idiruvchilarini topami/:

lo - 21 2 1
Al_ = a =k 1 | > = 0 1
1 i M I

A 2t o, = =Q =
2 1 2 1 12 -1
2 0 1 -2 1 2

A — 2, =- =3 A/:I
2 1 2 1 1o 0

A matritsaga biriktirilgari matritsani topamiz:

/1, 4> 1 32
adjA= .43 a2 A _ 0 I 3
4A) A 3 2 3 4

Demak,



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

A xosmas matritsaning A" teskari matritsasini topishning qulay
usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga
asoslangan Gauss-Jordan usuli hisoblanadi.

A 1 matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

I A va / matritsalami yonma-yon yozib, (ANI)
kengaytirilgan matritsa lu/iladi;

2. Rlementar almashtirishlar yordamida (A\1) matritsa (/|B)
ko'rinishga keltiriladi. Bunda B matritsa A matritsa uchun
teskari matritsa bo'iadi.

3-misol. matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.

Y echish.
10 -
(AV))- rr+(-2)r2
0 1
YA 1 -3 -
f1 ~3 2
1 2 0 1 0 5 31/;->/e:5
v J
f 2 I n
3 L 2t spesn 10 o
1 3 -(/ A
0 1 0 1 1 3
\ 5 5' e

Yuqorida keltirilgan r +4Art belgilash /-satr bu satrga 9 songa
ko'paytirilgan k- satrni qo‘shish natijasida hosil gilinganini. r ->r :}.
belgi esa /- satr bu satrni 7 songa bo‘lish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.
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Fr1 -1 2n
4-misol. A- -1 3 0 matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan

2 14
usuii bilan toping.
Yechish.,
1-12 100
An=-1 30 0 i 0 r->r+,
2 14 00 1pB-—>m+(-2u
N -1 2 o ol 1 2 100> p5riik
lo 22 , 10,--,2-0 11 1 1 O
!VO 3 0-2 0 1y VO 30 5, o 1rn>1+(-3/
1 1 0 31 8%
10 3 2 2 10322 = +(-3)r
I . 11
01 ) ) 0 )y 9 01
©o = 7 4 L >(3) oo 7 1 1
\Vi Hg _2 " 6 2 3,
' 1
100 -2-1 1
0 i o,g— 0 31
0017 1 1
v 6 2
Demak.
-2 -1
A'= 2 0 .
3
1 1
ve 2 3
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1.3.2. Matritsani LU yoyish

Chizigli algebrada matritsalaming turli yoyilmalari  keng
go'llaniladi.

Matrisani yoyish deb, uni biror xossaga (masalan, ortogonaiiik,
simmetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo igan ikki va ikkidan ortiq
martitsalar ko'paytmasi shakiida ifodalashga aytiladi. Bunday
yoyishlardan biri matritsani LU yoyish hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda mxn o'lchamli A matritsa A-LU shaklda
ifodalanadi, bu yerda /.-diagonal elementlari birlardan iborat bo'lgan
mxm oichamli quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U-mxn
oichamli yugori uchburchak (m*n da trapetsiya) (Upper-triangular)
matritsa.

Masalan,
\No0o0o/
A_*]_OOO'***
T Y10 o000 .- o+
* * %
Vv L, o 0 0 00

Matritsaning LU yoyilmasi yana matritsaning LU faktorizasiyasi
deb ataladi. Matritsaning LI! vyoyilmasidan chi/Zigli algebraik
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda
foydalaniladi.

mxn o'lchamli A matritsa A=LIlI shaklga keltirish (LU yoyish),
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan fargli songa
ko'paytirilgan boshga satrni qo shish orgaii quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.

I_ll

I . Amatritsa satrlarida kctma-ket elementar almashtirishlar
bajariladi va U shaklga keltiriladi:

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar kelma-
ketligi asosida / yozuv hosil gilinadi va bu yozuvda barcha
diagonal elementlar ustunlarni  bolish  orgaii  biriarga
aylantiriladi.

Nl matritsani LU yoyish al”™oritmi
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-4 -5 3-8 N .
5-misol. A= matritsani LU yoying.
2 -5-4 1

Yechish. Matritsa satrlanda ketma-ket elementar almashtirishlar
bajaramiz:

(r7. 4 -1 5 ® 2 4 -1 5 -2
-4 -5 3 -8 1 0 3 1 2 -3

2 -5 -4 1 8 0 -9 -3 -4 10
-6 0 7T -3 1 \p 12 4 12 -5,

2 4 -1 5 _2° "2 4 -1 5 B\
o3 Y 2 .3 o0 3 1 .3
=1J
00 0 K 1 00 o >
0 0 1 0 0 0
,0 LI 0 N

A matritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli / matritsa 4x4
oMchamli boMadi Birinchi gadamda belgilangan yozuvlar L mairitsa
yozuvining ustunlarini tashkil giladi. Bu yozuvda barcha diagonal
clementlami birlarga aylantiramiz:

-1 n

4 3
2 -9 2
-6 12 4 5,
2 3 :2 \5
I VAR (0]
o O
(l
22 1 -2 10
Bundan -
1 -31 1 -3 1
-3 4 2 1 -3 4 2
Demak,
2 4 -1 5 -2 1 0 0 O 2 4 -15 -24
-4 -5 3 -8 4 -2 i 00 03 12 .3
2 -5 -4 1 8 1 -3 1.0 0 0 0 2 1
6 0 / -3 4 3 4 2 1 0 0 00



n- tartibli kvadrat matritsa berilgan bo'lsin. Bunda A matritsani
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday
aigoritmlardan biri bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas boMsin. U holda ta'rifea ko'ra.

o o 0/\
a4 “p = O To, «n
1 O 0 o} nr «J3 L. j lam a2 a
/11 /1 1 0 c 0 " @, |= ny. a,. in j.
n L L ] veC 0 O
Bundan

Bu yig‘indidagi oxirgi qo‘shiluvchilami ajratib, topamiz:

«, . agar i™j bo'lsa; (3.1)

K =74 “ & ©*) agar i>] bo'lsa. (3.2)

Shunday qilib, L va [/ matritsalaming noma'lum elementlari a, va
topilgan /,,Malar orqgali ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda
avval barcha uy larni va keyin barcha / lami hisoblab bo'Imaydi, va

aksincha. Bu formulalar orgali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

u,.=a,,, i =12.nm;

/, =—, /=23,..1
b2 =U.: /=23,.1
;=34,.1;;

va hokazo, ya'ni [/ ning satrlari va I, ning ustunlari almashlab
hisoblanadi.
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s 2 9n
5-misol. A= 4 9 4 matritsani LU yoying.
Uu 7 9j

Yechish. Berilgan matritsa xosmas, chunki det A=166"o.
LU - Ayoyilmani tuzamiz:

' \
F1 0 0) ‘U, ur un 3 2 91
/, 1 Ojl- 0 w n 4 9 4ij
u , /l o e Ml / ,6 7 9 j
/. va matritsalarning noma'lum elementlarini (3.1) va (3.2)

formulalar bilan aniglaymiz:
W.-an=8, MuUK=an-2, U =an=9,

4 1
2=—393 n -a, B :9___:_2_ 1
5~ Ay _41“['3' =4--:-9- —, /--' T“ l- -8- -41
2 1=—,
16
us Iy L2 9 9 83
Demak,
8 2 9 1 o o 2 9
4 9 4 1 | o 0 8--
2 2
6 7 9

! _ O O @
\4 d 1é 32)
1.3.3. IVlatritsanins» rangi

mxn o‘lchamli A matritsa berilgan bo'lsin Bu matritsadan biror
K (k ta satr va k ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
ustunlaming kesishishida joylashgan elementlardan «-tartibli kvadrat
matritsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a matritsaning
K-tartibli minori deyiladi.
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A matritsa noldan fargli minorlari tartibining eng kattasiga A
matritsaning rangi deyiladi va r(A) (yoki rang.") kabi belgilanadi.

Tartibi K.4)ga teng bo'lgan minorga A matritsaning bazis minori
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bo'lishi mumkin.

Matritsa rangining ta rifidan quyidagi tasdiglar kelib chigadi.

1 Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi
butun son orqali ifodalanadi. ya’'ni 0<r(/J)<min(w;n).

2. Fagat A=0 matritsa uchun r(Aj =0 bo'ladi.

3. « -tartibli kvadrat matritsa xosmas bo‘lganidagina r(A) =n
bo'ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalargu bo'ysunadi.
I Transponirlash natijasida matritsaning rangi o‘zgarrnaydi;
2°. Eiementar almashtirishlar natijasida matritsaning
rangi o'/garmaydi.

Isboti. Bilamizki:

a) transponirlash natijasida determinantning qiymati o'zgarmavdi:

b) ikkita satrning (ustunnirig) o‘'mi almashtirilsa determinantning
ishorasi o'zgaradi;

c) satmi (ustunni) noldan fargli songa ko'paytirilsa, determinant shu
songa ko‘payadi;

d) satrga (ustunga) noldan fargli songa ko‘paytirilgan boshga satmi
(ustunni) go‘shilsa determinant o'zgarmaydi.

Demak, transponirlash va eiementar almashtirishlar natijasida xos
matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoiadi. ya'ni
uning rangi o'zgarmaydi.

r(A) ni ta’rif asosida topish usuli minorlar ajratish usuli deb ataladi.
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi
tartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng bo'lsa. r(J1)=0
bo'ladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech boMmaganda bittasi
noldan fargli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng boMsa
/a)=1bo'ladi; agar ikkinchi tartibli noldan fargli minor mavjud bo'lsa,
uchinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jaravon yoki barcha k -tartibli
minorlar nolga teng bo'lishi aniq bo‘lguncha yoki «k-tartibli minorlar
mavjud bo Imaguncha davom ettiriladi, bunda r(A) =k - | boMadi.
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2 -1 3 - 24
6-misol. A 4 -2 5 | | matritsaning rangini minoriar ajratish
2-11 8 |
usuli bilan toping.
Yechish. Ravshanki, 1<r(A) <min(3;5) =3
Ikkinchi tartibli minorlardan biri

,1'1 3 =-5+6=1* (.
j-2 5

Uchinchi tartibli minorlami hisoblavmiz:

2 -1 3 2 -1 -2
MP - 4-2 5 -, - 4 -2 1
2 -11 2 -1 8
2 3 -2 -1 03 -2

s ~ 4 5 1 =o = .2 5 1 =0
2 1 8 -11 8

Barcha uchinchi tartibli minoriar nolga teng. Demak, r{A) =2

r(/I)ni topishning minoriar ajratish usuli hamma vagt ham qulay
bo lavermaydi. chunki ayrim hollarda bir gancha hisoblasldar bajarishga
to g‘ri keladi.

Elementar almashtirishlar orgaii har qganday matritsani bosh
diagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan
elementlari nollardan iborat boMgan matritsa ko'rinishiga keltirish
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

AN0O
010 0
00 00O
,OOOO’

Bunday matritsaga kanonik matritsa deyiladi.  Kanonik
matritsaning rangi uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng
boMadi.

r(A) m kanonik matritsaga Kkeltirib topish usuli matritsani
kanonik ko'rmishga keltirish usuli deb ataladi.
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1 12 3
7-misol. A= 2 0 1 -1 matritsaning rangini uni
3

V-l -5 -10

kanonik ko'rinishga keltirish usuli bilan toping.

Y echish.
1 -1 3 -1
A= 2 o 12 +(-2
-1 3 -10 5J r+r
I i 2 3 -1' -1 2 3 -T
0 2 -3 7 4 ~0 2 -3 -7 4
W 2 -3 -7 41 b+ 40 0 0 OaA->Ar
"1 o O i 0 o
-1 2 0 lMi-*r+r. 0 2 0 A~>r:2
2 -3 o, >NL+(EYr~0 -3 o 3
3 -7 0 a0 A+ (3)7; o -7 o I ->r4:7
V-l 4 0/ 15=->r, +I, \P 4 0/ (-4)
n 0 o (1 o oN
0 1 o0 o 1 o
o -1 o r r2- 0 0 0

0o -1 0 m r4 +r: 0o 0 O

o -1 gB—=Exh 0 0 o,
Demak, /(/))=2
1.3.4. Mashqlar

1 Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo'isa, A ' matritsa ham xosmas
va simmetrik boMishini ko'rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (/- A xosmas matritsa bo'isa,
Al -A)'=(1-A)"A tenglik bajarilishini ko'rsating

3. A=la j matritsaning teskari matritsaga ega bo'lishi shartini toping.
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(2 5\ (-7 -8
4, n- va = 1bo'lsin C=A1lekanini ko'rsating.
1-3 -71 t 3 2,
i 4 0 -5> ‘A0 5)
5. P— -18 1 24 matritsa A- 0 1 -6
M-3 0 4 3 0 41

bo'lishini ko'rsating.

(un -3 sS4 (s
6. S =25l -17 21 - 11 matritsa A= 4
fe10 6 2y 3 -

matritsasi bo'lishini ko'rsating

7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
bo'ladi?

(\ -2 on /
I ' _10 - . .
.)A[2 %J 2)H|1" 0 3)rJ|; 2 6 ; / |
| s "y

8. A(Q jlnbo‘lsin. A -A' va n' -1 bo'lishini ko'rsating.

9. Berilgan matritsalardan qaysi birlari o'zaro teskari matritsalar bo'ladil

I'lf-I Illva.(o E 2) 5IIva‘ 2-5)
"v1l-°) u u 41 V 1 3]
v 2 Ol f7 2 -6
3 m) 1(s O .
3) 0 5_Iva 510 3.t 4) 0 2 3jva -3 -1 3
© 9 ) \13y {2 1-2
100 A~ 7 6j matritsa berilgan. J1'1 matritsani toping.
11. n=l ' ~j matritsa berilgan. n Imatritsani toping.
12. Berilgan shartlami ganoatlantiruvchi A matritsani toping:
>(Q"={; "] 2).2, " -
@7 2y — M Hni=1 b 3
)72t ) |



100
13. ABC- -5 1 O bo'lsin. C 'B 'A-' ni toping.

001
[-3 2 3
14. AA 4 1 6 matritsa berilgan. C=/-adj/i ko‘paytmamng barcha
7 5 -1

nodiagonal elementlarini toping

A 2 bAN
15. A- 0 2 4! matritsa beriigan. C =/-acp! ko'paytmaning barcha
130

diagonal elementlarini toping.

A matritsa berilgan. A™ matritsani toping:

N1 o0 2 34
6. A= i 2 -1 17.A=2 6 4
V2 4y 3 10 8

A matritsa berilgan. A ’ matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

(m1 0 ! 21 I -1 o I'I.
2 101 9 A- -1 0 10§
18. A- 21 AT 2 12
1" | :
-1 > 1y 0 ! 20
20. A matritsa berilgan. Matritsaning Li! yoyilmasini toping:
f 6
(2 2 A= O on
nHA gg 0 ) 2 o,
(3 i 2 2 3 2
3y a- "9 0 -4 = 4 13 9 =*
vg 9 1 6 5 4,
2 -3 44
2.0 2 -4 8 -7
55a= 6 3 13 -3 6)A 6 -5 14
4 6 16 17 -6 9 -12
v 8 -6 1°,

A matritsa berilgan. r(A) ni minoriar ajratish usuli bilan toping:

1 12 3t 1 -2 3
21. A= -1 3 0 1 22. A= -1 4-2
y3 411 v2-2. Ty
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A matritsa berilgan. r(A)ni elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

-13 4
f1 -3 L3
2. Ar 2 1 4 24, A=
: -4 3 1
-3 -1 -6 llj
-9

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASI

Chizigli  tenglamalar sistemasini yechish masalasi ehiziqii
algebraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika. texnika
va igtisodiyotning ko‘pchilik masalalari chizigli tenglamalar sistemasi
orqaii ifodalanadi, masalan. geodeziyaviy olehash, elektr zanjirlarini
loyihalash, chizigli programmalashtirish va iqgtisodni rejalashtirish
masalalari chizigli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

1.4.1. Asosiy tushunchalar

Ushbu

| avx, +a,x, +..+atmxn=/,
la, x +a, : +..4

(4.1)
a.x Fa.Xt.+t( V=b

sistemaga n noma 'lumli m ta chiqziqli tenglamalar sistemasi deyiladi.
Bu yerda av,ar ....am haqiqgiy sonlarga sistemaning koeffitsiyentlari,
xt,X2...,.Xxr noma’lumiar, b,,b2...bm haqiqiy sonlarga ozod hadlar
deyiladi.
(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan

a’'r

cl,

matritsaga (4.1) sistemaning matritsasi (asosiy matritsasi) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo‘shish orgaii

45



hosil gilingan
‘an a2 e .,y O
"l an

matritsaga (4.1) sistemaning kengaytirilgan matritsasi deyiladi.
(4.1) sistemani

AX=B (4.4)
matritsa ko‘rmishida yozish mumkin, bu yerda
f o\ (bA
X b,
X = B=
A,

Hagiqgatdan ham.
"a X 42+, +alxnN o

aZx]+aZx2+ . + adx, o

+anx +..+awxn

(4.1) sistema tenglamalarini ayniyatga ayiantiradiga
noma'lumlaming tartiblangan x°,x°,...x" giymatlariga (4.1) sistemaning
yechimi deyiladi.

Kamida bitta yechimgaega sistemaga birgalikda bo ‘lgan sistema,
bitta ham yechimga ega bolmagan sistemaga birgalikda bho'Imagan
sistema deyiladi.

Birgalikda bo'lgan va yagona yechimga ega sistemaga aniq sistema.
cheksiz ko'p yechimga ega sistemaga anigmas sistema deyiladi. Anigmas
sistemaning har bir yechimi sistemaning xususiy yechimi deb ataladi.
Barcha xususiy yechimlar to'plami sistemaning umumiyyechimi deyiladi.

Sistemani tekshirish deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda
emasligini aniglash va agar sistema birgalikda bo'lsa, u holda uning aniq
yoki anigmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo'lgan sistemaning
umumiy yechimini topishga sistemani yechish deyiladi.

Yechimlari to'plami bir xil bo'lgan, ya’'ni birinchisining har bir
yechimi ikkinchisining yechimi bo'ladigan. va aksincha, ikkinchisining
har bir yechimi birinchisining yechimi bo'ladigan ikkita sistemaga
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ekvivalent (teng kuchli) sistemalar deyiladi.

Ushbu almashtirishlar sistemada elementar almashtirishlar deb
yuritiladi:

- sistema istalgan ikkita tenglamasining o'rinlarini almashtirish;

- sistemaning istalgan tenglamasini noldan fargli songa
ko'paytirish (bo'lish);

- sistemaning istalgan  tenglamasiga  noldan fargli songa
ko'paytirilgan boshqa tenglamasini qo'shish.

Elementar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil
bo'iadi.

Ushbu

a,X, -axXx *. earxn b,

a,.*, +a,X. +..+a xn- b2

(4.6)
aMt+n,,x, +... +a™xn=b,
n noma’'lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasining
4 ar .ma\
a. a2 .
A= Lo 4.7
matritsasi kvadrat matritsa bo'iadi.
A matritsaning
av a\ -e au
a. .. ah
det A- (4.8)
a, a .. am

determinantiga (4.6) sistemaning determinant deyiladi.
Agar dctA* 0 bo'isa, (4.6) sistemaga xosmas sistema deyiladi
Agar dct A=0 bo'isa, (4.6) sistemaga xos sistema deyiladi.

1.4.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss usuli

n noma'lumli m ta chigzigli tenglamalar sistemasini yechishning
qulay usullaridan biri - noma lumlarni ketma-ket yo qotishga
(chigarishga) asoslangan Gauss usulmi ko'rib chigamiz.
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n noma'lumli T tachiqzigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

o, X +aux, +..+/mn=A,

aZx +anx: a,n=A, (4.1)
amx. +akX. +...+ aimkn=bt
(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosgichda amalga

oshiriladi.
Birinchi bosgichda sistema pog'onasimon ko'rinishga keltiriladi.
Pog'onasimon sistema deyilganida

[a.x, +a ,r, +.. +a]txk+... +tfux, =A,
| anxl+.. +auxi +.*a ,.v. - A.

ko'rinishdagi sistema tushuniladi, buyerda k <n, au*0, i- 1k

Ikkinchi bosgichda noma’lumlar pog'onasimon sistemadan ketma-
ket topiladi.

[-bosgich. Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi
tenglamaning chap va o'ng tomonini au*0ga (agar a, =0 bo'lsa. u
holda bu tenglama sistemaning x noma'lum oldidagi koeffitsiyenti
nolga teng boMmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin
hosil gilingan tenglamani (-u.) ga ko‘paytirib, /-tenglamaga go'shamiz.
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boslilab x gatnashgan
hadlar yo'gatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko'rinishga keladi:

x, +all’x. +a'l'x, +... +a'."}x, - A0',

bu yerda a)1, a;" (/=1,m,j =1,/»)-sistemaning birinchi almashtirishlardan
keyin hosil gilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.

Sistemada x, noma'lum oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo'lgan
tenglama bor bo'lsa, bu tenglamani birinchi o'rinda yozish orqali
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.
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Shu kabi a, *0 deb, sistemaning uchinchi  tenglamasidan
boshlab x noma’lumni yo'gotamiz va bujarayonni mumkin bo'lguniga
gadardavom ettiramiz.

Bu bosgichda, agar:
- 0=0ko'‘rinishdagi tengiiklar paydo bo'isa, u holda bu tengliklar
tashlab yubotiladi.

- (i b* (v 0) ko'rinishdagi tengliklar paydo bo'isa. u holda
jarayon to'xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda bo'Imaydi.

2-bosgich. Pog'onasimon sistemani yechamiz. Pog'onasimon
sistemada k tenglamalar soni n noma’lumlar soniga teng yoki
no’malumlar sonidan kichik bo'lishi mumkin. Shu sababli bu sistema
yagona yoki cheksiz ko'p ychimga ega bo'lishi mumkin. Agar sistema
uchburchak ko'rinishga kelsa, ya'ni k=n bo'isa, sistema yagona
yechimga ega bo'iadi. Agar sistema trapetsiya ko'rinishga kelsa. ya'ni
kK <n bo'isa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo'iadi.

1-misol. <jsv + je, —2je, = —11. tenglamalar sistemasini Gauss usuli
| x - 2x +4x, =8

bilan yeching.

Y echish.

1-bosqich. Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:

- birinchi va uchinchi tenglamaiarning o'rinlarini almashtiramiz;

- (-3) ga ko'paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va
(-2) ga ko'paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma-
had qo'shamiz;

- ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7
gava (-9)ga bo'lamiz.

2-bosgich. v, ning uchinchi tenglamadagi giymatini birinchi va
ikkinchi tenglamalarga go'yamiz, ikkinchi tenglamadan x, ni topamiz
va uning giymatini birinchi tenglamaga go'yib, n ni topamiz.

Sistemaning yechimlarini x. x,. x, ketma-ketlikda yozamiz.

| 2x. - 4X. - X. =-2. j X - 2%, +4x, - 8,
<X + X;-2x,=-11,=)'v - v -7v --it >
i X -2r, +4x,= 8
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jo - 2x; -T4T, = 8, j X - 2X, +4jc, = 8

= 7x, - lajt, =-35, = X2- 2jc, =-5,:
-9x, =-18 J n = 2
jo. = 2. X. = 2, X, =-2.
->n jc, - 2 =-5, je, = -1,= > - je. = —1
X, - 2V, +4 2= 3 =2 L = o0 X, = 2.

Gauss usulining 1-bosgichini sistemaning o‘zida emas, balki uning
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.
Masalan, vuqoridagi sistemaning 1-bosgichi quyidagieha bajariladi:

2 -4 -1, -2 rt-»r, 1-2 4 8
3 -2 -11 ~ 3 1-2 11 r2->r2+ (=3)r
1-2 41 8 2 -4 -1 -2 ro->r +(-2)
V 1 y \Y
A / A
( -2 4 8 1 -2

0 7 -14 -35 r2->r2:7 ~ 0 1 -

—

_— a—
'

N Y9

0 - 9 -18 r ->r,:(-9) 0 0
le 4

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan vechishda bu
usulning boshga bir turi Jordcm-Gauss usuli goilaniladi. Bu usulda
kengaytirilgan (ANB)matritsa ustida eiementar almashtirishlar bajariladi
va A matritsa o'mida | matritsa hosil qilinadi, ya'ni u (N\X)
ko'rinishga Kkeltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi boiadi.

X - X2- x =0.
2-misol. «5x — x2 wmajc. =3, sistemani Gordan-Gauss usuli bilan
jc, + 2T, 4 3jc, =5

yeching.
Y echish.
G -11].10 f1 -1 -1 0]1
5 -1 4 13 r2->r2+(=5r~0 4 9 371 ->r 4
41 2 3! syr, -ty +(-Dr, Vo 3 4 5
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/ \
1 -1 -1 0 1 -1 1 0
6 1+ 9 3 -0 1 23
4 4 4 4
0 3 4 571 >+(-3)r U 1 fo>rp
\V / 0 0 , - '.V 4
4 4]
/ o /
1 i I 0 I —=>rt+r, i 1 Oll 1Nr —>r +T,
o 1 ° 3 (N o 10 3
4 4 -
p 01t | -
100 2"
O10j 4
| -
VOO 1..I

Demak, xt=2, x2- 3, r, =-1.

Shunday qilib, Gaussning noma’lumlarni ketma-ket yo'qotish
usulida (4.1) sistema tenglamalarda almashtirishlan bajarish orqaii
yuqori uchburchak (ayrirr, hollarda trapetsiya) shakwga keltiriladi va
hosil gilingan uchburchak sistema teskari o'rniga qo‘vish orqaii
yechiladi. Bu usul matematik nuqtayi nazardan, sistemani uning
matritsasini /7/yoyish orqaii yechish algoritmiga ekvivalent.

Gauss usulining LU yovishga asoslangan algoritmi.
I To'g'rio'rniga qo'yish. A matritsaning A--LU yoyilmasi
topiladi;
r
2". Teskario'rniga qo'yish. LUX=B o <
Inx=yY
sistema yechiladi.

| x -m2.t, +3X, + X, = 3.
3-misol. 2X, + x2-2x,+ r,=-5 tenglamalar sistemasini LU
' AA—x —3X T2x1- -8

yoyish orqaii yeching.



Yechish.

AZ12 |y -2 1> +(-2)r 0 -3 -8 -
111 -3 2n->A+(-Dr ,. =3 6 it
0 i\

O O 1212
i fl n fl 0 ol
2 -3 -2 1 Bundan L= 2 1 0
b -3 %y i 1 1,

Avvai L) =B tenglamani yechamiz:

'10 O +g
210V =5

1*
31l
Bundan
=3 Vv, =3,
2Y1+>2=-5, =-5-2y, =-11,
+ v, +Y,=-8 [y;=-8 -y, -y, =0.

Endi (YX=Y tenglamani yechamiz:

fy\
fi1 2 3 y -
0 -3 -8 1 g—"H¥
0 0 2 ZGJ 0
X, =K,
X, +2X, 31, +jc =3, X =-A
3jt, +8x, +.r =11, A +7*
_ 3
2x, +2x = 0 13 + 8A
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Sistema trapetsiyasimon ko'rinishda. Demak, n cheksiz ko'p
yechimga ega. Bunda Kning tayin giymatida sistema xususiy yechimga
ega bo'iadi.

Masalan,£ =1da x. =-7, X2=6, x, =- I, X, =\.

Agar sistema n tanoma’lumdan va n ta chizigli tenglamadan iborat
hamda xosmas bo'isa, u holda bu sistemaning yechimi I,U yoyish
asosida quyidagi formulalar bilan topiladi:

Y =h- XXV, 1=12,.41, (4.9)
X =—Ilv - x Li=n.n-i..l1 (4.10)
nv' r< '
X, + 3x, — x, =0,

4-misol. <3x,- x,+2x, =5, tenglamalar sistemasini LU vyoyish
A2X, - 4XzH- X, =7
asosida yeching.
Yechish. Avval Lva U matritsalaming elementlarini topamiz.
Ularni (3.1) va (3.2) formulalar bilan aniglaymiz:

== = an =3, I o, =-k
== =3 =3 T )

w ] 1
uR=-1-3m=— " 2
_. ~wvue - 4-2-3 N
ul -10
m, = -/w, =1—=2-(4)—1-5=-2.

Endi > va x lami (4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:

=h, -0, y.=/,-/,>=5-30 =5, v,=h -/, - Iny2=7—3-0—-1-5=2,

I _5-5e(-0) _
WY T2 TN Twl vt ot
i 0-3 (-1)-(-! -1
X -I (V ~unxr-un x ) e« (H-Hx ):2’

“n 1

Demak, x, =2, «x, =-1, «x, =-1.
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1.4.3. » noma'iumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasini
tekshirish va yechish

n ta noma'lumdan va m ta chizigli tenglamadan iborat
(4.1) sistemani garaymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirilgan
matritsasi C boMsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3)
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda boMishining
zarur va yetarli shartlarini aniglovchi teorema bilan tanishamiz. Bu
teorema rus va o'zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda boMishi uchun
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, ya’'ni
r(A) =r(C) boMishi zarur va yetarli.

Isboti.  Zarurligi.  (4.1) sistema birgalikda boMsin. Bu
nomaMumiaming gandaydir tartiblangan n, .7 giymatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. C matritsa ustida
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga (-jc1) ga
ko'paytirilgan birinchi ustunni go'shamiz, keyin (-»,) ga ko'pavtirilgan
ikkinchi ustunni go‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-<’) ga
kc‘paytirilgan 4 -ustunni qo‘shamiz. Natijada, sistema yechimimng
ta'rifiga ko'ra, C matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan
quyidagi o matritsaga o'tadi:

rau . m a, 0
al a. 0
am |

Eiementar almashtirishlar matritsaning rangini ozgartirmaydi, va'ni
r(C) =r(C,) boMadi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat
boMgani uchun r((\) =r(A). Bundan r(A) =r(C) kelib chigadi.

Yetarliligi. r(A)=r(C) =r bo'lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini
ko:rsatamiz. A matritsaning noldan fargli r-tartibli minorini sistema
tenglamalari va noma'lumlarining o'rinlarini almashtirish orqali chap
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor C matritsa uchun ham
minor boMadi. Shu sababli noma’lumlaming biror ... giymatlari
dastlabki r ta tenglamani va shu bilan birga golgan «k-tenglamani ham
ganoatlantiradi, bu yerda k>r. U holda (4.1) sistemada oxirgi
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M-I ta tenglamani tashiab yuborish va uni

laMy, +aux2 +.. +abx:1-b .

az2x +azx2+... +alxn=h2
(4.11)

ailxl +ar x2+...+anxn=b

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hoi boMishi mumkin:
r=n yoki r<n (r>n bo'Imavdi, chunki A matritsajami n ta ustunga
ega).

r -n bo'iganda (4.11) sistemaning noma’lumlari soni tenglamalari
soniga teng boMadi. Bundan tashqari, sistema determinanti nolga teng
emas. Shu sababli (4.11) sistema yagona yechimga ega boiadi.
Bundan bu sistemaga ekvivalent (4.1) sistemaning birgalikda va aniq
sistema boMishi kelib chigadi.

r<n da (4.12) sistemani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

allx]fa,2, t... +awxr-b. -a,,:Ixrl -,..-aitxn,
a, I -tazx2+ =h.-alr Nop
arx, +a,,x, +...+anx =h, —anrxt,-,..-arixr

Bu sistemaning koeftltsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga

teng emas. U holda xr noma’lumlarga biror giymatlar bcrib,
(4.12) sistemaning ...,X vechimini topsa boiadi.
r, nomaiumlarga istalgan giymatlar berish mumkin. Shu

sababli (4.12) sistema cheksiz ko'p yechimga ega boMadi va bu
sistemaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va anigmas sistema
boiadi. Teorema toiiq isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. Agar birgalikda bo'lgan sistema matritsasining rangi
nomaiumlar soniga teng bo'lsa, sistema yagona yechimga ega bo'ladi.

2-natija. Agar birgalikda bo'lgan sistema matritsasining rangi
nomaiumlar sonidan kichik bo'lsa, sistema cheksiz ko'p yechimga ega
bo'ladi.

(4.2) sistema birgalikda bo'lishining zarur va yetarli shartiga va bu
sistemani yechishning Gauss usuliga asosan n noma 'lumli m ta chizigli
tenglamalar sistemasini tekshirish va yechish quyidagi tartibda amalga
oshiriladi.
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Tekshirish (Gauss usuli): sistemaning kengaytirilgan matritsasi
(mos ravishda asosiy matritsasi) elemental almashtirishlar yordamida
pog‘onasiinon  koM'inishga keltiriladi (pog'onasimon matritsa - bu
pog'onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda:

- agar r(A) dr(C) bo'isa, sistema birgalikda boimaydi:

- agar r(A) =r(C) =n, ya’'ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
soniga teng boMsa, sistema birgalikda va aniq boMadi;

- agar r(A) =r(C) <n, ya'ni sistemaning rangi uning noma’lumlari
sonidan kichik boMsa. sistema birgalikda va anigmas boMadi.

Yechish: Matritsaning rangi va nomaMumlari soni tagqoslanadi.

Bunda:

- agar r(A) =r(C)=n boMsa, ya'ni sistema bazis
minorining  taitibi nomaMumlar soni bilan ustma-ust tushsa. n
no’malumli n ta chizigli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

- agar r(A) =r(C)=r<n boMsa, sistemada (n-r) ta erkin
noma’lumlar hosil giiinadi. Bunda x..v - bazis (asosiy)
noma’lumlar, x.,Xxr ...- erkinnoma’lumlar bo'iadi.

Erkin nomaMumlami sistema tenglamalarining o'ng tomoniga
o'tkazamiz:

a0, +a,x2+...+arx, =h - a,. xt,- -a ,X,.
a X +U2X2+..+aaxn-h. -a.rtlxr,
(4.13)
a X +4, X2+...+ anxt- br- anax.n -. .. - a,x,
yoki matritsa ko'rinishida



(4 14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va uning yechimi
yugorida garalgan usullardan istalgan biri bilan topiladi.
Erkin yechimlar v, ,=¢,, xm2 =c2....m, =c,_r giymatlar gabul qilsin.

IJ holda (4.14) sistema
AXr=H mcB I..+cn B., (4.15)

ko'rinishni oladi va ...xr bazis noma’lumlar c,, c:. giymatlar
orgaii ma’ium ko'rinishda ifodalanadi:

X=X'(¢,.i\....c,r), i=12..r.
Birjinsli bo'Imagan Ax =B sistemaning yechimini

"X ceul)

X — (4.16)

ustun matritsa ko'rinishda yozish mumkin.

Erkin noma'lumlar istalgan son giymatini gabul qilishi mumkin.
Shu sababli (4.1) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'iadi

(4.16) ifoda (4.1) sistemaning umumiy yechimini aniglaydi.
Bundan o'zgarmaslaming tavin qiyinatlariga sistemaning
xususiy yechimlari mos keladi.

I v, + 2.X, - 40\ = 0.
5-misol. i5x +3v,- 7x, = 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va

Isar, - 4.x, +6X. = -i

yeching.

Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
elementar almashtirishlar bajaramiz:

n f \
| 2 -4 0 1 2 -4 0
Cc 5 3 .71 8r > +(-5)r~0 -7 13 8

-1l -»r, +(-5)r, 0 -14 26 -1 r,->rx- (-2)r2
6 » s y (-2)

>



1 2 -4 0

0 7 13 8

0 0 0 17
\%

r(Ji =2* 3=r(C). Demak, sistema birgalikda emas.

X - 4n2+2n, =1
6-misol. 20, -3n, - n,-5n4=-7, tenglamalar sistemasini tekshiring
3 -7n + X - 5n4=-8
va yeching.
Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida
eiementar almashtirishlar bajaramiz:

C=2 -3 -1 -5 7 T =>1 4(2r,
3 -7 1 -5 8 > + (3
v /
> n
1 -4 2 0 -1 1 -4 2 0 -1
0 5 -5 -5 5 ~ 5 5 -5 r,>> B
0 5 -5 -5 -5 +(- 0 0 0 0 0
y no LACDn 4 Yy
/ \
1 -4 2 0 -1 ¢, —C, +4c, 10 0 0 0 ¢, —Yc, +¢
0 1 -1 4 -1 ¢ ->¢ +(-2)c,~0 1 -1 -1 -1 ¢4 4C
0 0 0 0 0 c, ->ch+c, 0 0 0 0 0 c\->¢c, +C
\ Yy
7 0000
01000
00000
v, /

Yugorida keltirilgan ¢ ->c, +Act belgilash /-ustun bu ustunga /
songa ko'paytiriigan n-ustunni go'shish natijasida hosil gilinganini
bildiradi.

r(A) =2 = 2 =r(C) <4. Demak. sistema birgalikda va anigmas.

Yechish. x va n, noma’'lumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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sistemani yozamiz:
- "2 f 0N
ISR v
JU: v -1 |-5)

X=1, va xt=c2 deb berilgan sistemaning umumiy yechimini
topamiz:

"-5 +2x +4v4' -5
(v 2 f41
* -1+ X +X - | i
2 — = ¢ +c2
X c, 0 1 0
(7] , 0. o

bu yerda ¢., ¢, - ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

1.4.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

n ta noma’'lumli va n ta ehizigii tenglamadan iborat (4.6) xosmas
chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin.

Xosmas chizigli tenglamalar sistemasini yechlshnlng ikkita usulini
garaymiz.

M atritsalar usuli

Bu usul (4.6) sistemaning ushbu
AX =B (4.17)
matritsa ko'rinishini yechishga asoslanadi.
A matritsa xosmas boigani uchun A mavjud boiadi.
(4.17) tenglikning har ikkaia gismini chapdan A" ga ko‘paytiramiz;
A AX=A B, IX=A B
Bundan
X - A-B (4.18)

kelib chigadi.
(4.18) tenglamaga chizigli tenglamalar sistemasini matritsalar
usuli bilanyechish formulasi deyiladi.

I X=X+ x, =5
7-misol.  12x +Xx, + X, =6. tenglamalar sistemasini inatritsaiar
| v +x +2x =4

usuli bilan yeching.
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Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1-1 1]

detA= 2 1 11=2-1+2-1+4-]1=5%0.
2!

Demak, sistema - xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toMdiruvchilarini aniglaymiz:

11 2 1] 2 1
, = =1, Ai=- 1=-3, A =
- 1 Lio-i
= = = 1 —J
A = 1, =3 An 1 i 271 |
-1 11 bl
= =-2, Al = = = =3
A 11 2 171 A 2 |
U holda
(1 3 -2n
A =--3 1 i
5
1-2 3
Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:
1 3 -2V'5) 54188 15" '3
X=AB=' 3 1 1 6 l-15+6+4 5 =1
1-2 3] A 5—12+127 7 Yy,
Demak, ;, =3, g =-I, x.=],

Determinantlar usuliyoki Kramerformulalari

Chizigli tenglamalar sistemasini yeehishning bu usuli determinantlar

nazariyasiga asoslanadi.
2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas bo'lsa, u holda sistema

yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechim quyidagi formulalar bilan

topiladi:
(419)
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bu yerda 1),,1). /), determinantlar D=delA determinaiitdan mos
noma’lum oldidagi koeffitsiyentlami ozod hadiar bilan almashtirish orgaii
hosil gilinadi.

Jshoti. (4.6) sistemaning matritsa ko'rinishidagi  yechimini,
ya'ni (4.18) formulani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

rx J1 4 A2 .. AN m
x 1A A2 .. A B
~)) i
wll A1 - o« J\
voki
Ab +A.b. Al bl
D
_A-A +Aab, +mm-Ab
D
Amb. +A b -f..+ Anbn
D
Bundan
) Ab +ADb +.+ Ab
v = 5
Abt+A Ryf ..+ Aitbn
D
A, +Abn+..+ Awbn
kelib chigadi.

Ikkinchidan, Ah +A b +.. +A b ifoda

1, «12 - i

i "2 - «2 |

b a- .. a_ |

determinantning ustun elemerniari bo'yicha yoyilmasiga, ya’'ni I), ga
teng.
Demak,
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(4.19) tenglikning qolgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

Dx,,
X =—"
D " D
x = — (|=21,n) formulalarga Kramerformulalari deyiladi.

2xt+ 3x2+ 2%, = 9,
8-misol. N, +2*,-3n, =14, tenglamalar sistemasini Kramer
3c, +4yv, + x,=16
formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D, /=123 determinantlami hisoblaymiz:

2 3 2 9 3 2
D=1 2 -3 =-6%0, D:= M 2 -3 =-12;
3.4 1 6 4 1
2 9 2 2 3 9
1 14-3 =—8 - 12 14 =01

3 16 1 3 4 16

Kramer formulalari bilan topamiz:

X =-t-~12-2 * -~J68-3 X =12=_2
D -6 D D -6

Shunday qilib, n noma’lumli »n ta chizigli xosmas tenglamalar
sistemasi yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechirnni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kramer formulalari bilan
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo'lgan ushbu
avx, + alx2+... + abxn= 0,

a, X. +arx +...+ahxn=0,
(4.20)

amf +amXp +... +LgXn=0
sistemaga birjinsli tenglamalar sistemasi deyiladi.
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matrilsalarining ranglari

long bo'ladi. Shu sababli bu sistema hamma vaqt birgalikda va nolga
teng bo'lgan (trivial) n =x, =...,=xn=0 yechimga ega.

Bit jinsli tenglamalar sistemasi qganday shartlar bajarilganida
noiga teng bo'Imagan yechimga ega bo'ladi? Bu savolga quyidagi
teoremalar javob beradi.

3-teorema. (4.20) tenglamalar sistemasi nolga teng bo'lmagan
yechimga ega bo'lishi uchun sistema matrisasining rangi sistema
tenglamalari sonidan kichik bo'lishi, ya'ni r <n bo'lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi Ma'lumki, r<n. r=n bo'lsin deymiz. U holda
Kramer formulasidagi D* 0 va barcha D =0 bo'ladi. Shu sababli

tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo'ladi:

x=— =0, D =0. D* 0.
" D

Demak, (4.20) sistemaning trival yechimlardan boshga yechimlari
yo'q. Agar ular bor bo'lsa, u holda r<n bo'ladi.

Yetaliligi. r<n bo'lsin. U holda birgalikda bo'lgan birjinsli sistema
anigmas bo'ladi. Demak, sistema cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'ladi.
bunda ulardan ayrimlari nolga teng bo'Imaydi.

4-teorema. n norna’lumli n ta chizigli bir jinsli tenglamalar
sistemasi nolga teng bo'Imagan yechimga ega bo'lishi uchun sistema
matrisasining determinanti nolga teng bo'lishi, ya'ni det/l =0 bo'lishi
zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Agar det.4”0 ( yoki r=n) bo'lsa, sistema yagona
trival yechimga ega bo'ladi. Demak, sistema nolga teng bo'lmagan
yechimga ega bo'lsa, sistemaning determinanti det.4 =0 bo'ladi.

Yetaliligi. Agar det Am0 bo'lsa, r<n bo'ladi. LJholda 3-teoremaga
ko'ra, sistema cheksiz ko'p yechimlarga ega boiadi, bunda ulardan
ayrimlari nolga teng bo'lmaydi.

5-teorema. Agar .V, va X. ustun matritsalar (4.20) sistemaning
yechimlari bo'lsa, u holda bu yechimlarning chizigli kombinatsiyasi

ciX. ir A

ham (4.20) sistemaning yechimi bo'ladi, bu yerda c,.c, -istalgan haqiqiy
sonlar.
Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra,

AX, =0 va AX.=0.
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U holda istalgan c¢. va c2sonlari uchun
c,AX, =0 dan A(c,X,)=0,
c.AX2=0 dan A(c2X2)=0
boMadi. Bu tenglikiami qo‘shamiz:
A(c,X,) +A(c2X2) =0
yoKki
A(c, X, +c2X 2) =0.
Demak. .V, va X2yechimlaming c.X. +c2X 2 chizigli kombinatsiyasi

(4.20) sistemaning yechimi bo‘ladi. Bunda X, va X2 yechimlar
fundamental sistema tashkil giladi deyiladi.

- X +X2- X, =0,
9-misol. 3x{-x2- x,=0, bir jinsli tenglamalar sistemasini
2X, +X2- 2X, =0
yeching.
Yechish. Sistema determinantini hisoblaymiz:

-1 1-1
det A - 3 -1 -1 =-2-2-3-2-1+6=-3*0.
2 1-2

Demak, sistema sistema trivial veehimga ega: x, =x. =x, =0

X, - *2- X + *4=0,
10-misol.  2x. - 2x, + x, + x4=(), birjinsli tenglamalar sistemasini
5X, - 5X2- 2X, +4x4=0

yeching.
Yechish. Sistema matritsasini pog'onasimon ko'rinishga
keltiramiz:
fl. -1 -1 n \ -1 -1 1)
A= 2 -2 11 r2->r2+(=2)t~ 0 o ¥ -

o]

2
Ww -5 -2 4,1 ~>rt+(-5)r, 0 3 -

\
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(1-1-1 1 cor e ‘I 0 0 o

~0 0 3 -1 Acn+c, - 0 0 3 -1 c2-> -
[0 0o 0 0 ci-va+ (-D)c, 00 0 0 4->c.
i OO £l 0 0 g i 0 o
o-l 3 o! 0 -1 0 3l.—>c,,(-)~ 0 1 0 o0
Jdyg i ©° ° °] 0 0 0 g

r(4)=2 n=4, r<«

Demak, sistema nolga teng bo'lmagan yechimga ega. Bunda
yechimlardan ikkitasi bazis o‘zgaruvchilar, qolgan ikkita yechim erkin
o'zgaruvchiiar bo'ladi.

& =f,. x =c. deyniizva

J-fjc,y- c -c¢, +x.—0.
[ 3c\ - Ad=0
sistemaga ega bo‘lamiz.
Bu sistema v, =3c,, X -c, - 2¢c. yechimga ega.

Berilgan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

(C-2¢,

!
V=

c2

3t

Bu yochirnni xususiy yechimlaming chizigli kombinatsiyasi ko'rinishiga
keltiramiz:

(v 2c, rn 2
c 0 1 0
A = -f =c +c2
0 c2 0 1
vO, 3c2
(~2n
_ | 0 _ _ _ _
Bunda A =i va X | Xususiy yechimlar yechimlaming
0, V 3;

fundamental sistemasini tashkil giladi.
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1.4.6. Chiziqli tenglamalar sistemasini
matematik paketlarda yechish

Kompyuterli matematika sistemalari (KMS) yoki matematik
paketlar matematikaning turli masalalarini yechishda keng qo'llaniladi.
Hozirgi vaqtda matematik paketlaming turli variantlari yaratilgan:
Maple, MathCAD, MatLAB, Mathematica, Direve.

Chizigli tenglamalar sistemasini bu pakctlardan birinchisiaa, ya'ni
Maple matematik paketida yechishni qisqa bayor. gilamiz. Batafsi!
bayon maxsus kurslarda beriladi.

Ax =b tenglamalar sistemasi Maple paketida ikki usuldan biri bilan
yechilishi mumkin.

I-usul: solve huyrug7 bilan.

Bu buvruq bilan (4.1) ko'rinishda berilgan chizigli tenglamalar
sistema yechiladi.

12x+6y +52= 0,

Il1-misol. j 2x +5y + 6z =-4, tenglamalar sistemasini yeching.
pPX+7y+82=—

Yechish.

> e0:={2*x + 6%y + 5%2 =0, 2*x + 5*y + 6% =-4, 5*\ + T*y +8*z =-T}:

> solve {eq, {x.y,2}};

{x=-l,y=2,z=-2}
x-ly +9z =-6.
12-misol.  2x-3y +5z=-3,tenglamalar sistemasining umumiy va

X+ y+z=0

bitta xususiy yechimini toping.
Yechish.

> e(:={X -T*y + 9%z =-6, 2*x -3*y + 5%z =-3, 3*x +y+z =0}
> s:=solve {eq, {x,y.2}};

s*.i\x-—n3 ---g--V:—9+—1%,z-z>,1
{ n un I 1 j

Sistemaning xususiy yechimini topish uchun r o‘zgaruvchiga subs

buyrug‘i bilan tavin giymat berish kerak:
> subs {z=1,s}
{x=-1y=2,2=1}
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2-usul: linsoive(A,b) huyrug'i bilan

Bu buyrug bilan linalg paketidan Ax=b tenglamaning yechimi
topiladi. Bunda buyrugning argumenti: A -matritsa; b - vektor.

2x+ 7y +13z= 0,
13-misol. <3* + 14y + 12: =18 tenglamalar sistemasini Gauss usuli
j 25y +\6z -39

bilan, Kramer formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching.

Yechish.
1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

> withfLinearAlgebra):
A = «2,3,5>|<7,1-1,25%|<13,12,16»;

12 7 13
,c=j.3 1412
|5 25 16
> 1i :=<0,18,39>;
(o]
h 18
34
> GanssianEliminafion(A);
2 7 13
. 7 5
05 "4
lo (i - 3

> GaussianElimination(A,'methoir="FractionFree');

13
-15
-3
;ReducedRowEchelonForm(<Al|b>);
10 0 -4
(¢ 10 3
oqa@ I -l
Demak,
v: —4 y: 3 rm- |



2) Sistemani Kramer t'ormulalari bilan yechamiz:
> with(Student|LinearAlgebral):
>d :=«2,3,5>|<7,14,25>|<13,12,16»;
|2 7 13
d=\3 14 121
15 25 16
> d:=Determinant(d);

> dx1:=«0,18,39>|<7,14,25><13,12,16 » ;

0 7 13!
18 14 12
39 25 161

dl:=Determinant(dx1);
dl «12

> dx2 :=«2,3,5>[<0,18,39>|<13,12,16»;

2 0 13
ax2- 3 18 12
5 39 16

> (2:=Determinant(dx2);
2:
> dx3 :=«2,3,5>|<7,14,25>|<0,18,39»;
j2 7 0
dx3=j3 14 18
15 25 39
> d3:=Determinant(dj(3);
dSm 3
> x:=dlld;y:=d2/d;z:=d3/d;
X —4 v: 3
3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:
> with(Student|LinearAlgebral):
> A =«2,3,5>|<7,14,25>|<13,12.,16»;

f2 7 18]
nA=13 14 12
V5 25 16,
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An(-1);
76 213

|}

33

15

w Nw Rw &

>B:=«0,18,39»:

B:-ilOB')I
D
X:=AN(-1).B;
(-4
nt:=l 3
1-1,
linsolve(A,b) buyrug'ining argurnenti sifatida mos ravishda A va
B matritsalar olinsa, bu buyrug bilan AX - B matritsaviy
tenglama yechimini ham topish mumkin.

i3 - T 13 -4 6|
0 1-2 n= 2 4 2 jmatritsaviy tenglamani
411 0, -2 5 5]

yeching.

yechish.

>with(Student| LinearAlgebra]):
>A:-«1,0,1>]<3,1,-1>!1<-1,-2,0»;

N3 -1
A-Jo ! -2

I 0l

> A =An(-1);

2 ! 5n

111

2 102

7 7 7./

> B :=«13,2,-2>|<-4,-4,5>1<6,2.5»;

3 —4 6
B:= 2 4 2
-2 5 5,
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> X:=AJ(-1).b;

n=4-2 0]
1-1

A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to'piami v ga avtiladiki.
A matritsaning bu vektorlar to'plamiga ko'paytmasi nolga teng, ya'ni JIx- 0
bo'iadi. Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sistemasi
yechimlarini topishga ekvivalent bo iadi.

J1 matritsaning yadrosini kernel (A) buyrug'i bilan topish mumkin.

WVt Y =0,

4.15-misol. 2y -2 =0, tenglamalar sistemasini yeching.
X+3y-2=0

Yechish.

> with(linalg):

> A :=array (|[1,1.00,j0,2,-11,)1,3,-1]))

> kernel (A) :

1.4.7. Mashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

X, - X2+ %X- - 2, X, — X, -l
41, xfx-3, =1 4.2, wsx - v w2x 3
15jt, - x, +xt=17. [4jc, +3xx= 4.
X+ X o+ 5, +2x,= Xi4x2- M +2x4-3,
43 2x. » X+ 3x, f2x, =-3, 43 2X, —X2+ xy- x4=1
2xt+3x2+ 1Ix, +518= 2. 3X, +j2+2x, - XxA=5,
o 4 x2+ 3jc, +4x,=-3. X)~X+ ~1 =

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

f2x, % X,+3.x, =-13, [3x,+2 3n, -1
4.5, | X 42X - m= -2, 4.6. 32r, + x, +2x. - 4
| 3x,+ X -4x, = T X-3x+ X- Y
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I, +2XT + X, - 2XA= -4, j 2%, 4n. + n, - 4,

X4X +3x. - 1 X, -x 42X, +20. = 1,
4.7. o 48. 4
12x, +V- x4- 0 X, +3x, +2x< =-5,
13x, + r, +4n, =-2. 3X--X, ‘2n, = 3.
2x, +3n2- M-.r, — 8 n,-2n2- 3x- = 5n04--1,
I3 + x:- n, X, - X 2n, --3n, +2n, 4 5n, - -3,
4.9. 4.10.
X, - Xr+ x,-n,=Q 5n. - 7.X, +9x34 10, =-8,
3%, NTX, - 3%, - 4= 1h n.- N, +5n, =.2.

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeching:

i No*6n2 630, =21, | 4+ + »=-2
4.11. j4n, r8n, 4 n, =18 4.12. \3n, - 2n; (3§ — 5,
[3x, 4 5x, +4n, =33, 4n, +3n, +5n, = 1

Tenglamalar sistemasini LU yoyish asosida yeching:

j 3x,-7x2-2x, =-7, | x,-2.x;+ X, =3

4.13. +5.x, * X, = 5, 4.14. -- 4x, +5x, +2n, - 0,
6n, -4n, = 2 J 6n,-9n, + x, 6

j x.- n, f£2x, = 0, N, -3n 42n, = 1
4.15. 9 n, -3n24 n, --5, 4.16. <n, -2n2 1
3x, +7x24 5n, = 7 ; 2n2- 3n, =-3.

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

nl+2x, - n, - 3 12X 4 x2- r, - 2,

4.17. 42n,-n, 4 2%, - -4 1.4.18. §2n, t 2x, -3n, --3,
j n 130, —1. =6 (n t2n, -2n --8

i'n -r2n, + x, = 8, |2%, 47X - X, - 10,

4.19. J n t2x, +3x -10, 1.4.20. ; x, *2» 4 n, = 2
j2X, - 3x2- 4n, - -4. 3%, -5x24.3n, = -5.

Tenalamalar sistemasini Kramer formulalari bilan veching:

3n, -4 n2=17, f8X1a 7X = 1,
4.2 ; 1.4.22.
150, ) 2%, Ii. 16n, f4n, =10
X 42x,43x, = 5. 2n, - 2024 x, - 8,
l.x,- 2n, 4 3x* | 1.4.24. < x Wp, + n, =3
" 130, 12x, -2n, :-J.
2x,+3x2-2n, = 8
ax,4 ax24 n, |
I x, +2n, +30, = 6, 1.426. a0, 4a2s n, a
4.25. <4n, 45x, 46n, - 9, noa oan, aax =1
7X, +8n, =-6
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Birjinsli tenglamalar sistemasini yeching:
4.27_ 2X-V..2V. ° .4.28. U *

[3~ X,+3X,-0. bicf 330 0
|3 X +21] 0 N3 « =0
4.29.| 13 20-%, =0 1430, |3 1+ 3 ()
551410 W+ 31n- 0

fn, +3)(-6X+2n420, | n- n -2n,+ 3,-C
4.31. I|3'I~2§-r?f]- 2>4=_00 1.4.32. har’+ ”>mfrc:)
|27 s 4, =0, 7 %20 X0

Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasini
toping:

jn,-n, + n, —X =0, Jon, - 30, - V,- v -1
4.33. 12x, +X, + n, +n4=0, 1.4.34. <2x -n, + n, =0.
14n,-n2+3x,-x4=0. I x. j-10x,-4.v, - 3x4 0.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan. Kramer formulalari bi'an
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

5x, + 8n, - Xj=~2, I x,-t2n, . x,- 0
4.35.  x, +2x?+3x, =-4. 1.4.36. | 3n, - 5x, +3x, =il
2X, -3x2+2x, = 3. 12x ®W7x, - n, =-3
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iwkttttvhasinmg Kirin-
ti'higii mrt&ibo'lgan.

fitsmltm (tmonida»
kitiiilgen gvdegraf tu-
ihum'hati  kinemotiku
> tfirtimikm}»  tulkUi
LiKnaxk

VEKTORLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

2.1. VEKTORLAR

Vektor nisbatan yangi matematik
tushuncha hisoblanadi. «Vektor» terminining
o'/i 1845-yilda Uilyam Rouen Gamiiton
tomonidan kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son qgiymati va
yo'nalishi bilan xarakterlanuvchi obyektlar
bilan ish ko'rilganida duch kelinadi. Bundav
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik
kattaiiklar misol bo'iadi.

Vektor matematikaning turli boMimlarida,
masalan, elementar, analitik va differensial
geometriya boMimlarida qoMIlaniladi. Vektorli
algebra  fizika ~va inexanikaning  turli
bo'limlariga. kristallografiyaga, geodeziyaga
tatbiq qilinadi. Vektorlarsiz nafagat klassik
matematikani, balki boshga ko‘plab fanlami
tasavvur gilib boMmaydi.

2=1.1. Asosiy tushunchalar

Tayin uzunlikka va yo'nalishga ega
boMgan kesma vektor deb ataladi.

Vektor AB yoki a bilan belgilanadi.
Bunda A nugqtaga vektoming boshi devilsa,
B nuqtaga uning oxiri deyiladi.
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Boshi va oxiri orasidagi masofaga vektorning uzunligi yoki moduli
deyiladi. Vektorning moduli |/tS|yokija| ko'rinishda belgilanadi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi
va 6 bilan belgilanadi. Bunda j01=0bo'ladi. Nol vektor yo‘nalishga ega
bo‘Imaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik vektor deyiladi va ko'p
hollarda e orgali belgilanadi.

«vektor bilan bir xil yo‘naigan birlik vektorga a vektorning orti
deyiladi va <3 bilan belgilanadi.

1-ta’rif. Bir to'g'ri chiziqda yoki parallel to'g'ri chiziglarda
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

a va b vektorlarning kollinearligi ap deb yoziladi. Kollinear

vektorlar bir tonionga yo'nalgan (yo'nalishdosh, wular a'i'l'b Kkabi
belgilanadi) yoki qarama-garshi tomonlarga yo'nalgan (ular aTIl/? kabi
belgilanadi) bo'lishi mumkin. Hoi vektor har ganday vektorga kollinear
hisoblanadi.

2-ta’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar
komplanar vektorlar deb ataladi.

3-ta’rif. a va i vektorlar kollinear, yo'nalishdosh va uzunliklari
teng bo‘lsa, ularga teng vektorlar deyiladi va ci=b kabi yoziladi.

Vektorlar tengligining bu ta’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi
vektorlami xarakterlaydi. Bu ta'rifga asosan erkli vektomi fazoning
ixtiyoriy nuqtasiga parallel ko'chirish mumkin bo'ladi.

Erkli vektorlar  tushunchasidan foydalanib, vektorlarning
kollinearligi va komplanarligi uchun boshqga ekvivalent ta’riflarni berish
mumkin: agar ikkita nol bo'Imagan vektorlar bir nuqtaga ko'chirilganida
bir to‘g‘ri chizigda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi;
agar uchta nol bo'Imagan vektorlar bir nugtaga ko'chirilganida bir
tekislikda yotsa, bu vektorlarga komplanar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektorning erkli ko'chirilishi chegaralanishi
mumkin. Agar vektorning go'yilish nuqtasi qat’iy fiksirlangan bo‘lsa, bu
vektorga bog'langan vektor deyiladi. Agar vektorning boshi joylashishi
mumkin bo'lgan chiziq berilgan bo'lsa, bu vektorga sirpanuvchi vektor
deyiladi. Bog'langan va sirpanuvchi vektorlar nazariy mexanikada keng
go'llaniladi. Masalan, M nuqtaning radius vektori bog'langan vektor
bo'ladi; aylanma harakatda aylanish o'gida joylashgan burchak tezlik
vektori sirpanuvchi vektor bo'ladi.

74



2.1.2. Vektorlar ustida chizigli amallar

Vektorlami go‘shish, ayirish va vektomi songa ko‘paytirish amaliari
vektorlar ustida chizigli amallar hisoblanadi.

Ikkita a va b vektor berilgan bo'lsin. Istalgan O nuqta olib, bu
nugqtaga OA=d vektomi parallel ko'chiramiz. A nuqtaga AB=b
vektomi qgo'yamiz. Bunda birinchi vektorning boshini ikkinchi
vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi OB vektorga a va b vektorlarning
yig'indisi deyiladi. ya’ni OB=a+b (1-shakl). Vektorlami qo'shishning
bu usuli uchhurchak qoidasi deb ataladi.

Ikkita vektomi parallelogramm qoidasi bilan ham qo'shish
mumkin. Bulling uchun O nuqtaga OA=a va OC=b vektorlami
go‘yamiz va ulardan parallelogramm yasaymiz. Bunda
parallelogrammning O wuchidan o'tkazilgan OB diagonal d+b
vektomi beradi (1-shakl).

1-shakl. C

Bir nechta vektomining yig'indisini topish uchun bu vektorlarga
leng vektorlardan ko‘pburchak (sinig chizig) hosil gilinadi. Bunda
boshi birinchi
vektorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida bo'lgan vektor
ko'pburchak barcha vektorlarining yig'indisiga teng bo'ladi. Bir necha
vektomi bunday qo'shish wusuliga ko'pburchak qoidasi deyiladi. 2-
shaklda to'rtta d,b,c,d vektorlarning yig'indisi n vektortasvirlangan.

a va b vektorlarning ayirmasi deb, a vektor bilan b vektorga
garama-garshi  bo'lgan (-ft)vektor yig'indisiga aytiladi, ya'ni
a-b=d+(-b).

d-b avirmani topish uchun d va b vektomi umumiy O nuqtaga
go'vamiz. Bunda b vektor oxiridan d vektor oxiriga yo'nalgan vektor
d-b vektomi beradi (3-shakl).
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0 A=a va OB=h vektorlarga qurilgan OACB parallelogrammni

diagonal vektorlari bu vektorlarning yig‘indisidan va ayirmasidan iborat
bo'ladi (4-shakl).

a vektorning A4*0 songa ko'paytmasi deb, a vektorga kollinear.
uzunligi |A]-j | ga teng va yo‘nalishi A>0 bo'iganda 1 vektor
yo‘nalishi bilan bir xil, #A<0 bo'iganda a vektor yo'nalishiga garama-
garshi bo'lgan na vektorga aytiladi.

Vektorni songa ko'paytirishning bu ta'rifidan quyidagi xossalar
kelib chigadi:

1-xossa. a (a*0) va Svektorlar kollinear bo'lishi uchun h =mnu
bo'lishi zarur va yetarli, bu yerda A-birorta son;

2-xossa a=\a\m (a*0), ya’ni har bir nol bo'Imagan vektor

uzunligi bilan ortining ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Vektorlar ustida chizigli amallar ushhu xossalarga ega.

r.d+b=b+5; 2\ (a+N)+c=a+(b+c);
3. d~0 =a; 4" a +(-a) - O;

5 2(MA) = (A1) a; 6". (n +/i)a=Xa +pa:

7', Fatn = s Al 8. la-a

Xossalaming isboti vektorlami qo'shish va ayirish qoidalari hamda
vektorning songa ko'paytirish ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
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Misol tarigasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz. AB vektor

dan va BC vektor b dan iborat
boMsin (5-shakl). U holda vektorlami
go‘shishning uchburchak xossasiga
ko'ra ABC uchburchakda

AC=a+b

boMadi.

Parallelogrammning xossasiga
kora: 5-shakl.

AD=BC. DC=AB.
Vektorlami qo'shishning uchburchak xossasiga Kko'ra,
uchburchakda
AC=ADtDC=b+a

bo'ladi.
Bundan, athb=b+a kelib chigadi.
I-misol. ABCD to'g'ri
to'rtburchakning tomonlari

AB =3. AD=4. M - DC tomonning
o'rtasi, N-CB tomonning o'rtasi (6-
shakl). AM.AN~MN vektorlami mos
ravishda AB va AD tomoidar bo'ylab
yo'nalgan / va j birlik vektorlar orqgali
ifodalang.

Yechish. a=\a',-a boMishini hisobga
olib. topamiz:

AB =|AB|*7=3/, AD=|AD|sW =4j.

6-shaklga ko‘ra,
DM=MC='DC=-AB=-7 BN-NC=-BC=-AD=2j .
2 2 2 2 2

Vektorlami go'shish goidasi bilan topamiz:
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2.1.3. Vektoming o‘griagi proeksiyasi

Sanoq boshini aniglovchi nuqtasi va biriik vektori berilgan to'g'ri
chizigga o'q deyiladi.

é Dbiriik vektor va O nuqta / o'gni birgiymatli aniglaydi.

M nuqtadan / o'gga tushirilgan AA, perpendikulyarning At
asosiga A nuqtaning | o gdagiproeksiyasi deyiladi (7-shakl).

AB {AB * 0) ixtiyoriy  vektor
boMsin. At va B, bilan mos ravishda
AB vektor boshi va oxirining / o'qdagi
proeksiyalarini belgilaymiz.

A B, vektorga AB vektoming |
0 gdagi tashkil etuvchisi deyiladi.

4-ta’rif. AB vektoming | o 'gdagi . £
proeksiyasi deb 1 A B, | songa aytiladi
va Pr, AB bilan belgilanadi. Bu son 7-shakl.
nna tashkil etuvchi va I o'qg bir tomonga yo'nalgan bo'isa musbat

ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).
Demak,

Pt AB =+\AB]\.

5-ta’rif. a vektor bilan uning /o'gdagi tashkil etuvchisi a, vektor
orasidagi tp burchakka a vektor hilan lo g orasidagi burchak (ikki a va
a, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0<w <(8-shakl).

Vektoming o ‘gdagi proeksivasining asosiy xossalari bilan
tanishamiz.

1-xossa. a vektoming | o°‘qdagi
proeksiyasi a vektor modulining bu
vektor bilan o‘q orasidagi < burchak
kosinusiga ko‘paytmasiga teng, ya’ni

Pr.a=a\cosp .

Isboti. Agar a vektor bilan /o'q
orasidagi burchak o'tkir \0 <q><2--
bo'isa, a, tashkil etuvchi va / o‘q bir 8-shakl.
tomonga yo'nalgan boMadi.
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U holda

Pr,a =+ 1a\ 19 a|costp.

Agar a vektor bilan / o‘qg orasidagi burchak o‘tmas \“~<@<n

bo'lsa, a tashkil etuvchi va / o'q garama-garshi tomonga yo'nalgan
bo'ladi.
U holda

Pr,a=-]a\|=-] a|cos(7T - <p) Fcl|costp.

Agar tp——bo‘lsa, u holda

Pr,a- 0= a\cos—=)a\cosip.

Bu xossadan quyidagi natijalar

kelib chigadi.

1-nalija. Vektorning 0‘qdagi
proeksiyasi:

1) vektor 0'q bilan o'tkir
burchak tashkil qilsa, musbat
bo'ladi;

2) vektor 0'q bilan o‘tmas
burchak tashkil gilsa, mantly boiadi;

3) vektor o‘q bilan to'g'ri burchak tashkil gilsa. nolga teng boiadi.

2-natija. Teng vektorlarning bitta o'qdagi proeksiyalari teng
boiadi.

2-xo0ssa. Bir nechta vektor vyig'indisining berilgan o'gdagi
proeksiyasi vektorlarning shu o'qdagi proeksiyalari yig'indisiga teng,
masalan,

Prr(u+b+c)=Pr,a+ Pr,b+Prc.

Isboti. d =a+h+c bo'lsin.
U holda (9-shakl)
Pr,t/ =+]|d, |=+]a, \+\b, )-|c, |,

va ni
Pr,(a +b+c)=Pr,a+ Pr,b+Pr,c.
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3-xo0ssa. Vektor skalyar songa ko‘paytirilsa, uning o'gdagi
proeksiyasi ham shu songa ko'payadi. ya'ni

Pr,(Ad) =AwPr,a.
Isboti. Vektoming o‘qdagi proeksiyasining I-xossasiga ko'ra,
A>0 da Pr (Aa) =] Ad;cosip = A\d \cos(p = AwPr, a.
A< 0Oda Pr,(A«) 5 Ad \cos(;r ~(p) =-A \a|(-cosip) = Ala jcospp=A wPr, a.
A=0da Pr,(0ea)=0=0mPr,a=AwmPr, a

3-natija. Vektorlar chizigli kombinatsiyasining o'qdagi proeksiyasi
bu vektorlar o‘qdagi proeksiyasilarining mos ehizigii kombinatsiyasiga
teng, masalan,

Pr (kd + rib) = kPr, d + nPr.b.

2-misol. ABC to'g'ri R
burchakli uchburchakning
katetlari BA =5 BC =5n/3. ABC
uchburchak balandliklari bo‘ylab
yo‘nalgan  vektorlarning AC
gipotenuza bo'ylab yo'nalgan |
o'gdagi proeksiyalarini toping.

Yechish. 10-shak.
ZBAC =(p, ZBCA =1 bo'lsin
deylik.
U holda
BA 5_ [ BC 5V3 \[¢
cos - , cosul=
AC fi+ (5/3Y ~2 AC  W+(5v'3Y

ABC uchburchak balandliklari bo'ylab yo'nalgan vektorlar AB, CB,
Bl) bo'iadi (10-shakl). Bu vektorlarning / o'gdagi proeksiyalarini
topamiz:

Pr, AB =| AB lecosip~5m
2 2

n3 15
97
Pr, BD = BD |mos , =0.
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2,1.4. Vektorlarning chi/.igli bngMiqgligi. Bazts

Uch oMchovli K fazoda vektorlar berilgan bo'lsin. ixtiyoriy
a,.a,,u, sonlarni olamiz va a,,a,,a, vektorlardan

a~a,a. +a.a. +a,a, (1.1)

vektomi tuzamiz. Bunda a vektorga d,a....an vektorlarning
chiziqli kombinatsiyasi, a ,a .a, sonlarga bu chi/.igli kombinatsiyaning
koeffitsiyentlari deyiladi.

6-ta’rif. Agar a ,a,,a, vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng
bo'Imagan shunday ara,.a. sonlar topilsa va bu sonlar uchun

«,n +a.n, +a,a, =0 (1.2)

tonglik bajarilsa, d.d .J. vektorlar sistemasiga chiziqli bog'liqg vektorlar
deyiladi.

7-ta"rif. Agar (1.2) tenglik fagat a. =a7=a, =0 bo'iganda o'rinli
bo'lsa, d..a,,a, vektorlar sistemasiga chiziqli erkli vektorlar deyiladi.

1-teorema. drd,,a, vektorlar chiziqli bog'lig bo'lishi uchun ulardan
hech boMmaganida bittasi golganlarining chizigli kombinatsiysidan
iborat boMishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. Berilgan vektorlar chizigli bog'lig bo'lsin. U
holda (1.2) tenglik bajariladi, bunda a. (A=123) sonlardan kamida
bittasi nolga teng bo'Imaydi. a, *0 bo'lsin deylik.

U holda

a, . a. .
a, = - a, ——-a,
a. a.,
bo'ladi, ya'ni § vektor qolgan vektoraming chizigli kombinatsiyasidan
iborat
Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, a. golganlarining

chizigli kombinatsiysidan iborat boMsin:

5, =ora +a,d2.
Bundan
ad +a.d f(-Da, =0

kelib chigadi, ya'ni (1.2) tenglik a.=-lda bajariladi. Demak, berilgan
vektorlar chizigli bog'liq.



7-ta'rifga ko'ra bitta nol bo'lmagan a vektordan iborat sistema
chizigli erkli bo'iadi. chunki aa= 0 tenglik fagat va fagat »n =0 da
bajariladi.

Demak. bitta a vektordan iborat sistema fagat va fagat a-0
bo'lganida chizigli bog'liq bo‘ladi.

Tekislikdagi vektorlarning chizigli bog'lig yoki chizigli erkli
boMishi haqidagi masalani garaymiz.

2-teorema. Ikkita a, va a, vektor chizigli bog‘lig bo'lishi uchun
ular kollinear boMishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. a va 5, vektorlar kollinear bo'lsin. IJ holda
a: =M, bo'iadi, bundan Aa + (-l)a, =0 yoki a.a +a.a. =0. Demak,
vektorlar chiziqli bog'liqg.

Yetarliligi. a, va a2 vektorlar chizigli bog'lig boMsin. U holda
a,a, +a,a, =0 tenglik a, va a, sonlardan kamida bittasi, masalan, a
noldan fargli bo'lganida bajariladi. Bundan al--gLaI yoki d2=Ad,
kelib chigadi. Demak, vektorlar kollinear.

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi

4-natija. Ikkita a, va a2 vektor chiziqli erkli bo'lishi uchun ular
kollinear bo'Imasligi zarur va yetarli.

3-teorema. Agar & va e2 biror tekislikning ikkita kollinear
boMmagan vektoilari bo'isa. u holda shu tekislikning istalgan
uchinchi a vektorini bu vektorlar bo'yicha yagona usulda

a=ag +a.é62 (1.3)
ko'rinishda yoyish mumkin.

Isboti. Bitta @] nuqtaga
vektorlami go'yamiz: OE,=e,,
OE, =c2 OA=a. A nuqtadan e va
e2 vektorlarga parallel ikkita to'g'ri

chiziq o'tkazamiz. Bu to'g'ri
chizigiar bilan e va &2 vektorlar 11-shakl.
yotgan to'g'ri chiziglaming

kesishish nuqtalarini mos ravishda A, va A, bilan belgilaymiz (11-
shakl).
Ikki veklor yig'indisi ta'rifiga ko'ra, OA=O0A +AA, bu yerda



4,A =0A, ekani hisobga olinsa
d=0A +0OA . (j -4)

t;, va OA, vektorlar kollinear bo'lgani uchun OAx=a,t;, va shu kabi
OA, =ate, bo'ladi. Bu tengliklarga ko‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik
kelib chigadi.

(1.3) yoyilmaning a va a, koeffitsiyentlari bir giymatli
aniglanishini ko'rsatamiz. Buning uchun

d=/8, rp:c2 (1.5)

voyilma mavjud bo'lsin deb faraz gilamiz.
(1.5) tenglikni (1.3) tenglikdan hadma-had ayirib. topamiz:

lat- [)é, +(«.- p Je =0.

Shaitga ko'ra, e va ¢ vektorlar kollinear emas. U holda 1-narijaga
ko'ra, ular chiziqli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik fagat a, - p. =0 va
a,-3,=0 Dbo'lganida bajariiadi. Bundan a,=4, a, =[. Demak,
(1.3) yoyilmaning a, va a, koeffitsiyentlari bir giymatli aniglanadi.

4-teorema. Tekislikdagi liar ganday uchta vektor chiziqli bog'liq
bo'ladi.

Isboti. a,,s,,a, vektorlardan ikkitasi, masalan, a va a, kollinear
vektorlar bo'lsin. 1) holda al=a ai yoki d, =a,d. +0a,bo'ladi. Demak,
d ,d vektorlar chizigli bog'lig.

d.,a,,d. vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo'lrnasin.

li holda 3-teoremaga ko'ra a, vektomi

d, =a,a, +a,d,,

ko'rinishda yozish mumkin. Demak, d,,a,,a, vektorlar chizigli bog'liq.

2- va 4-teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

5-natija. Tekislikdagi chizigli erkli vektorlar soni ko'pi bilan ikkiga
teng.

6-natija. Tekislikdagi vektorlar uchun ko'rsatilgandagi Kkabi
fazodagi vektorlar uchun quy idagi xulosalarni ko'rsatisb mumkin:

1) Uchta vektor chizigqli bog'liq bo'lishi uclwin ular komplanar
bo'lishi zarur va yetarli;

2) Uchta vektor chizigli erkli bo'lishi uchun ular komplanar
bo'lmasligi zarur va yetarli:

83



3) Agar e,,r,8, vektorlar komplanar bo'Imasa. u holda istalgan a
vektor bu vektorlar bo‘vicha yagona ko'rinishda yoyilishi mumkin,
ya'ni

a=a6 +a,e2+a,é,: 1i.6)

4) Uch oMchovli fazodagi har ganday to‘rtta vektor chizigli bogMiq
bo‘ladi;
5) Fazodagi chiziqli erkli vektorlar soni ko'pi bilan uchga teng.

Tekislikdagi bazis deb, istalgan ikkita chizigli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teoremaga ko ‘ra, tekislikdagi istalgan d veklomi
bazis bo‘yicha yagona ko'rinishda yoyish mumkin. ya'ni

d=a,r ya.é2. (1.7)
(1,7) tenglikka d vektoming e,,e2bazis bo‘yicha yoyilmasi. a..a:

sonlarga d vektoming &, & bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va
d- {a,;a:}deb vyoziladi.

| Fazodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqgli erkli vektorga aytiladi.

6-natijada keltirilgan xulosalarga ko;ra. uch oMchovli fazodagi
istalgan  a vektomi bazis bo‘yicha yagona ko'rinishda yoyish

mumkin, ya’ni
d=ae\ +azx +ax)\. (1.8)

Bunda sonlar 5 vektoming &,.8.,&, bazisdagi affin
koordinatalari boMadi, ya’ni a =

3-misol. Uchburchakli muntazam piramidada AB,AC,AD-A
uchning qirralari, D O -n uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). Agar
8,628, mos ravishda AB,AC,AD qirralar bo'ylab yo'nalgan vektorlar

boMsin. DO vektoming bazis bo'yicha yoyilmasmi toping.
Yechish. Vektorlarni songa ko ‘paytirish amalining xossasiga koLlra:

AB = A?, AC =622 AD=Ae,,

bu yerda n,n,.A -haqiqiy sonlar.
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Piramidaning bir uchidan chiqgan qirralarida yotgan

vektorlar komplanar emas. Shu sababli DO vektomi
bo'yicha yoyish mumkin.
Piramida muntazam bo'lgani uchun
lining balandligi asosining medianalari
kesishish nuqtasiga  tushadi, ya’ni
O - uchburchak medianalarining kesishish
nuqtasi bo'ladi.
Vektorlami go'shish qoidasiga ko'ra

1)0 = D/i + AO.
Hunda
DA =-AD = ,
2 - _2 AR+AC 1
AC - " AM ==--m-mm-m--m— “(Ac. +Age,).
3 3 2 3 12-shakl.
Demak.

po=-J1. +—.e +/ )

2.1.5. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar

Fazodagi bazis sifatida o'zaro perpendikular bo'lgan i,j,k
vektorlami olaylik Bunday bazis
ortonormallashgan bazis deyiladi.
Bunda 7,J, kvektorlar bazis ortlari
deb ataladi.

Koordinatalar  boshidan mos
ravishda i.j.k bazis ortlari
yo'nalishida o'tkazilgan Ox,(fy,Oz
o'glarga koordinata o'qlari deyiladi.
ih.0y.O: o'glardan tashkil topgan
Oxyz koordinatalar sistemaga to'g'ri
burchakii (yoki dekart) koordinatalar
sistemasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektorni olib,

e,r.,é

bazis

birlik



uning boshini koordinatalar boshiga keltiramiz, ya'ni a-OM vektomi
hosil gilamiz (13-shakl).
a vektoming koordinata oq'laridagi proeksiyalarini topamiz.

Buning uchun OM vektoming oxiridan koordinata tekisliklariga parallel
tekisliklar o‘tkazamiz va ulaming koordinata o'glari bilan kesishish
nuqtalarini mos ravishda M., M, M, orqaii belgilaymiz. Bu tekisliklar

koordinata tekisiiklari bilan birgalikda diagonallaridan biri OM vektor
boMgan to'g'ri burchakli parallelepipedni hosil giladi.
Bunda

Pr.a=|(LU 11 Prva =jOM 21 Pxza =\OMy\.
Birnechta vektoriami go'shish goidasiga ko'ra.
a=0Mi1+M,N +NM .

Yoki MIN=0M,, NM =OM ni hisobga olsak.

n=0M,+OM2+0OM,. (1.9)
Shunindek,

OM1=10Mj?. OMi =\OM.\j, OM,=\OM \k. (1.10)

a =0M vektoming koordinata o‘qlaridagi proeksiyalarini mos
ravishda ab.a, va a, orgaii belgilaymiz, ya'ni |[WLl/.]=a , \OM:\-a..
IOM al=a..

U holda (1.9) va (1.10) tengliklardan topamiz:

a=aj +aj +axk. (1. 11)

(1.11) tenglik a vektoming |I,],k bazis bo‘yicha yoyilmasi deb
yuritiladi. at,av,a: sonlarga a vektoming dekart koordinatalari (yoki
oddiygina koordinatalari) deyiladi va a ={a™a ;a,} kabi yoziladi.

a ={a%a ;a2} vektor berilgan bo'lsin.

To‘g‘ri burchakli parallelepipedning diagonali hagidagi teoremani

go'llaymiz:

IOM 12=10M ;|2-1 O M 2|2+|0 M ,12,

Bundan

la|‘=a\ +a[ +a.
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ya'ni  vektorning uzunligi uning koordinatalari  kvadratlarining
yig‘indisining kvadrat ikiiziga teng.

d vektorning Ox.0y,0z o‘qlar bilan tashkil gilgan burchaklari mos
ravishda a,p.y bo'lsin (13-shakl). cosa, coip, cosy lar a vektorning
yo 'naltiruvchi kosinuslari deb ataladi.

Vektorning o‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

ak=|a|cosa, ay=idjcos/?, a, gd]|cosy.

Bundan a#0bo ‘!ganida

_ a- _a' i
cosa=—, cosy -2, cosp=2 . .1
\d\ y \a\ p) |dl ( ) )I

(1.13) tenglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:
cos'a +cos:p +cos2y =1, (114)

ya’ni nol bo'Imagan vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari
kvadratlarining yig'indisi birga teng.
Bundan d" birlik vektorning koordinatalari cosa, cos/? cosy

bo'lishi kelib chigadi, ya'ni a" ={coscr; cos/?;cos/} .

4-misol. Uzunligi \a\=2 ga teng vektor Ox,0y koordinata o'qglari
bilan a =60 ,p =120"1li burchaklar tashkil giladi. a vektorning

koordinatalarini toping.
Yechish. Vektorning o'qdagi proyeksiyasining I-xossasisiga ko'ra:

n Haicosa =2cos60" =2 -2—: 1

av=ajcos/? = 2cosl 20“=2 -f =-1

Vektorning uzunligini topamiz:
2=yf\+1+a].

Bundan



Demak,
d={l:-1;v2} yoki a={l;-1:-v2}.
a va bvektorlar koordinatalari bilan berilgan bo'lsin.
a=cxX +ayi+tark. b=Dbj +bj +bk.

Vektoming o'gdagi proeksiyasining xossalariga ko'ra:

axb = (uvxbKi+ (avbv)j + (arxb.)k. (1.15)
aa—1axi + Aaj + Aark. (1.16)
d-h o {ja - by, (i--7)
a =b.
Shunday qilib,

1) vektorlar go'shilganida (ayrilganida) ulaming mos koordinatalari
go‘shiladi (ayriladi);

2) vektor songa ko'paytirilganida uning barcha koordinatalari shu
songa ko'payadi;

3) teng vektorlarning mos koordinatalari teng bo'iadi va aksincha.

5-misol. a=-4i-2j+4k vektor berilgan. Bu vektorga garama-qarshi
yo'nalgan, kollinear va uzunligi i”!'=9 bo'lgan vektoming
koordinatalarini toping.
Yechish. b vektoming koordinatalari bxby,bz. ya’ni b=\b/.b/.bj
bo'lsin.
ava b vektorlar kollinear bo‘lsa g=Ab bo'iadi. bu yerda /1 -biror
son.
U holda ikki vektoming tengligi shartidan
6t=Aar, b =da, b =na.
voki
b, =-4A. b, =-2A, b, =44.

Bu koordinatalami va b vektoming uzunligini hisobga olib,
topamiz:

V16A2+4Ar+ Ib/lc =9. 64 =9 voki A=+-.
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a \ab vektorlar garama-qgarshi yonalgani uchun A<0. ya’ni

Demak, b ={6;3;-6}.

Koordinatlar boshiga qo‘yilgan va oxiri M nuqgta bo'lgan r=()M
vektorga M nuqtaning radius vektori deyiladi. M (x\y\z) nuqta radius
vektorining koordinatalari r ={x;y,z} boMadi.

Boshi .e/(*»:>;z,) nuqtada va oxiri S(r,;v2z,) nuqtada bo'lgan
AB vektorni garaymiz. A va B
nuqtalarning radius vektorlarini mos
ravishda r ={(*,:>s.;zj va r={x2;v,:z:]
boMadi.
14-shaklga ko'ra, AB=T-r].
Bundan (! .15) tenglikka asosan

AB=(X. - n)i+(v,-Vv)j+(z, - )k
yoki
AB -{v.-a:y.- v,:z2- z2,}. (1.18)

Shunday qgilib. vektorning
koordinatalari uning oxiri  va boshining mos koordinatalari
ayinnasiga teng.

(1.18) tenglikdan AB vektorning modulini topamiz:
I I=Mdr “my +O’. - vi +(22- ziy (1.19)

AB vektorning uzunligi A va B nuqtalar orasidagi masofani
aniqlaydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidagi masofani
topish formulasi deyiladi.

6-nnsol. Paralleiogramrnning uchta ketma-ket wuchi berilgan:
JA(-1;3;1). B(-2:-5;3), C'(0;-1;1). BD diagonal uzunligini toping.

Yechish. Parallelogramm 1) uchning x;y;z koordinatalarini

parallelogramm uchun AD =BC ekanidan aniglaymiz. AD va !i(
vektorlami (1.18) formula ko'rinishida yozamiz:

AD={i+1Ly-3z- 1}
BC ={0- (-2);-1 - (-5);1 -3} ={2;4;-2}.
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U holda AD=BC tenglikdan X+1=2,y-3 =4, z-1 =-2, ya’ni
Dil;7;-1) bo'lishi kelib chigadi. BD vektoming koordinatalarini

fcmmiz:
BD ={l- (-2);7 - (-5);—1- 3}={3;12;-4}.
U holda
|BD|= +122+(-4)r =V9+T44 +T6 = 13,

Aix"y~z,) va B{x,;y,;z,) nuqtalarni tutashtiruvchi kesma berilgan

/1C
bc'lsin. AB kesmani berilgan 9>0 nisbatda bo'luvchi, ya’ni CB:ﬂ

tenglikni ta'minlaydigan C(x;y;z) nuqtani topish masalasini yechamiz.
Masalaning shartiga ko'ra, ACxaGB vektorlar kollinear, ya’ni
AC =4TB.

U holda
AC ={x-X-y-vy,;z-2,}, CB={ - x;y2- y;z2- z}
imbatga olinsa,

X-Xxt=A(x2- x), y~y, =My, - v). z-z, = A(r;- 2).
Bu tengliklardan x,y,z larni topamiz:
X~NA)r; =y +Av _= X+ 4r; 00)
1+ 4 1+4 7 1+ 4

(1.20) formulaga kesmani berilgan A nisbatda bo'lish formulasi
deyiladi.

(1.20) tengliklardan 9 =1da kesma o'rtasining koordinatalarini
topish formulalari kelib chigadi:

X= V= r=uw . (1.21)
2 . 2 2

1-izoh. Tekislikda yotuvchi AB kesma uchun (1.20) va (1.21)
formulalar quyidagi ko'rinishlami oladi:



7-misol. 4(2:5) va S(4;9) nuqtalami tutashtiruvchi AB kesmani
AC:CB=1:3 nisbatda bo'luvchi C nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra, A=+, C(x.y) nuqgtani

(1.22) formulalar bilan topamiz.

6, yoki

2.1,6. Mashqglar
1.Agar la+b|ga-b j bo'lsa, J va b vektorlar ganday shartni
ganoatlantiradi?
2. |aj~13, \b| 19 va |&+i |=24 bo'lsa, |d-b | ni hisoblang.
3. Agar M —AB kesmaning o‘rtasi bo'lsa, fazoning ixtiyoriy (“nuqtasi

uchun OM - ~tOA mOB) tenglikni isbotlang.

4. AD.BE.CI- kesmalar ABC uchburchakning medianalari bo'lsa,
Ain HI: TCF - 0 tenglikni isbotlang.

5. Jn —ABC uchburchakning bissiktrisasi. AB- a. AC =b, \a\=2,
M Ibo'lsa, AN vektorni toping.

6. ABC!'> teng yonli trapetsiyada " 1\4B =60'\AD\=\DC\=\('"b| 2.
M,1 -mos ravishda DC va BC tomonlarning o'rtalari. SM vektorni mos

ravishda AB va AD tomonlur bo'ylab yo'nalgan rhva ft birlik vektorlar orqgali
ifodalang.

7. O nugtaga OA a va OB b vektorlar go'yilgan. AOB burchak
bissektrisasida yotuvchi biror OM vektorni toping.

8. ABC!) parallelogrammda AB-J va AD-h, M — parallelogramm

diagonallarining kesishish nuqtasi. MA, MB vektorlami a va b vektorlar orgali
ifodalang.

9. m ning gqanday giymatida c =a-mb va rf=—</3a+6A vektorlar kollinear
bo'ladi?

10. Biror bazisda d [m-\:2), b {3:«6! vektorlar berilgan. « va bvektorlar

kollinear bo'lsa m va n ni toping.
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11. ABC!) to'g'ri burchakli trapetsiya asoslari ;AH\- 4 va |CE>|=2 va
AABC =45‘. AB, AD, DC', /iIC vektorlarning CBvektor bilan aniglanuvehi 0'qqa
proyeksiyalarini toping.

12. ARC teng tomonli uchburchakning tomonlari 2V3 ga teng,

AD.BFX'E-uchburchakning balandliklari. 4B, SC, CA, AD, RF, CE
vektorlarning zR/C  burchak bissiktrisasi bo'ylab yo'nalgan 1 0'qqa
proyeksiyalarini toping.

13. ArRcD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC va CD tomonlarning
o‘rtalari. Bazis vektorlar 4= AD va e2=AR boisa, PQ vektorni bu bazis
bo‘yicha yoying.

14. OACR to'g'ri to‘rtburchakda ™M va J/mos ravishda BC va AC
tomonlarning o'rtasi. OC vektoming OM =a va ON=b vektorlar bo'yicha
bazisga yoying.

15. ARCD piramidada P va Q mos ravishda AD va BC qirralaming o'rtasi.
Bazis vektorlar €] - AB, e2=AC va =AD boisa, vektorni bu bazis bo'yicha
yoying.

16. OABC tetraedr berilgan. ()AOH,()C vektorlardan iborat boigan

bazisda OF vektorni toping, bu yerda A-asos medianalarining kesishish nugtasi.

17. Tekislikda uchta a={8-2} b={2I1} va £a 4} vektorlar
berilgan Har bir vektoming qolgan ikki vektor bo'yicha yoyilmasini toping.

18. a- {2;1,0!, 6={1;-1;2}. 5={2;2;-1} vektorlar bazis tashkil qilishini
ko'rsating. d - {3,7—# vektoming shu bazis bo'yicha yoyilmasini toping.

12-
19. &={-1;5;-2} va A={2;-1;3} vektor berilgan. 3a-2b va

vektorlarning koordinata o'glaridagi proeksiyalarini toping.

20. a={l;-1;2}, *=§2,-31} va c ={0—-3,-2}vektorlar berilgan. -23 m3b-c
va 3a- 2b12c vektorlarning koordinata o'glaridagi proeksiyalarini toping.

21. Tomonlari 5={-1;0,7! va b- (5-4,-5} vektorlarga gnrilgan
parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 AB ={2,6A) va AcC={;22} bo'isa, ABC uchburchakning cP
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nugtaning radius vektori koordinata o'glari bilan bir xil
burchak tashkil giladi va uzunligi 3 ga leng. M nuqtaning koordinatalarini toping.

24, a vektor oxva 0z o'glari bilan mos ravishda 60"va 120ii burchak
tashkil giladi. Agar ]Ja|=4bo'isa, bu vektoming koordinatalarini toping.
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25. Agar d - {213 vektorning boshi At3;—2;—4}bo‘lsa. uning cxirining
koordinatalarini toping.

26. Agar a = {2:4;-1} vektorning oxiri i?(—L3—4}bo‘lsa, uning boshining
koordinatalarini toping.

27. N va B nugqtalar berilgan. AB vektorning ortini toping:
1) 1M;-9:6), B(8:6,-10): 2) N1(6;-1;9), i (2;4:-3).

28. 02,-1:0), fl(1;-i;2). (°(0,5:3) nuqtalar berilgan. a- AB-CB vektorning
ortini toping.

29. a=(2:3}, b - {t:—8l. ¢ ={-1:3} vektorlar berilgan. a ning ganday
giymatlarida m=a+ab va 4- a+3cvektorlar kollinear bo'ladi

30. u- 16 - 12/ +\bk vektor bilan bir xil yo'nalgan va uzunligi ji"|=15 bo'lgan
vektorning koordinatalarini toping.

31. Uchlari N(-1,-3), 1(2:-3), (7(21) bo'lgan uchburchakning perimetrini
toping.

32. Uchlari /((- 3.-3). B(-I;3), C(l;-1) bo'lgan uchburchakning to'g'ri
burchakli ekanini ko'rsating.

33. Uchlari A(21), «(-1:1). ('(-3:2) nuqtalarda bo'lgan uchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazini va radiusini toping.

34. M, (-1.-2) va N1/,(3:4) nuqtalar berilgan. MtM2to'g'ri chizigda yotuvchi va
U, nugtaga nisbatan M, nuqgtaga Sharobar yaqgin bo'lgan M(r.y)nugtani toping.

35. Uchlari /J(l;4). «(-5.0), CV2;-1) nuqgtalarda bo'lgan uchburchak
medianalarining kesishish nugtasini toping.

36. Parallelogrammning uchta ketma-ket At-6:-4), «(-4.8), (’(-1:5* uchlari

berilgan. Parallelogrammning to'rtinchi uchini toping.

37. Uchlari N(4:1;-3). Bii;4;-2), C(l:10.-8) nuqtalarda bo’lgan [BC
uchburchakning f/Jmedianasi uzunligini toping.

2.2.VEKTORLARNING KOTAYTMALARI

2.2.1. Ikki vektorning .skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ko'paytmatting ta'rifi

I-ta’rif. Ikki a va h vektorning skalyar ko'paytmasi deb bu
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko'paytmasiga

9.3



teng songa aytiladi va u ab (yoki a-Ayoki (a,0)) kabi belgilanadi, ya’ni
ab =|a|-|Z>|-cosp, (2.1)

bu yerda 9-a va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning
boshi bir nuqtaga qo‘yiladi).
(2.1) formulani boshga ko ‘rinishda yozish mumkin.

M a’lumki.
Prta2A5|cos™ va Pr, h=b|coscp.
Bundan
ab”~a\-Vtdb (2.2)
yoki
ab =\b \ Pr, o, (2.3)

ya’ni ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi ulardan birining moduli bilan
ikkinchisining birinchi vektor yo'nalishidagi o°‘gga proeksiyasiriing
ko‘pavtmasiga teng.

Skalyar ko paytmaning xossalari

1-xossa. Ko paytuvchilarning 0 rin almashtirish xossasi:
ab =ba.
Isboti. ab ja\\Abjcos(a,b) =\b\\a\cos(b ,a) =ba.
2-x0ssa. Skalyar Ko paytuvchiga nishatan guruhlash xossasi:
(Aa)b = X(ab).

Isboti. (2.2) formulaga ko‘ra, (Aa)b =\b\Pr-(Aa). Vektoming o'qdagi
proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr. (AJ) = A«Pr, |a\.

Bundan
(Aa)b =\b\- Pr. (Am) = A-jb |-Pr |a|= Ax(| b\PrMa|) = X(ab).
3-x0ssa. Qo shishga nisbatan tagsimot xossasi:
a(b -rc)=ab +ac.
Ishboti. Vektoming o'qdagi proeksiyasining 2-xossasiga ko‘ra,
Prio+c)=Prb+Prec
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Demak,
a(b +c)=ja|sPr.(A +c)=jal(Pr.A+ Pr.c)=

SJa|*Pr A+ja|sPrc=aA+ac.

4-xossa. Agar a va A vektorlar perpendikular boisa, u hoida
ularning skalyar ko'paytmasi nolga teng boMadi. Shunindek, teskari

tasdiq o'rinli: agar ab =0 (]a|*0,|A|*0) boisa, u holda al b bo'iadi.
Xususan: /m =j=xkm=j i=Ili|=/m=0.

Isboti. a £A bo'lganda cos” =0 boiadi. Bundan db - 0.

— T
ab =0 0,|//1|*0) bo'isa, cos<p=0 boiadi. Bundan <=~ , ya'ni

ai.b.

5-xossa. Vektoming skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga
teng, ya'ni c;: =!aj2.

Xususan: il=jl=k2=1

Isboti. al=awa=ja|WalcosO' = a\sd|7al2.

1-izoh. Agar d vektorni skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat
ildiz chigarilsa. d vektoming o'zi emas, balki uning moduli hosii
bo'iadi, ya'ni

\d : =ldj(Va: *a).

1-misol. d\=4, |A\~6 <p=(a,b) =y bo'lsin. (3a-A)-(2d + 4A)

ko'paytmani toping.
Yechish. Avval 3-xossa yordamida gavslami ochamiz va keyin
skalyar ko'paytinaning ta'rill va xossalaridan foydalanib, topamiz:

(3a—/>)+(2d f 4b) = 3a w25 - Aw2d + 32 *4A- AwdA=6a + 10db-4bl-=
=61a 2+10 la |MA|cos-- - 4] A[2=

=6-4' +10 4-6- 5-4 -6; =96+ 120- 144=72.

. . J* or .
2-misol. ja|=4,| A]F3<p=(a,A) =-- boisin. Bu vektorlarga

qurilgan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yechish. d va Avektorlarga qurilgan parallelogramm diagonallarini
dih vaa-A vektorlar orgaii ifodalash mumkin.
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Skalyar ko‘paytmaning xossalaridan foydalanib, topamiz:

la+b|=yj(a+bY =yla‘+2ah + A2="\a|2+2]a | bjcose+\b j2 =
=yl6+2m4e3e "j+9=VI3,

\a-b |=-J(a-b)2=Va2- 2aA +h2=n/~al|2-2; a]b|cosd+\b |2 =

=,/16+2-4-3- £++9 =V37.
\% 2

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning skalyar ko paytmasi
Ikkita a ={ax\ay\ar} va b ={bx\br\h.} vektor berilgan bo~‘lsin.
U holda bu vektorlami JJ/li birlik vektorlar orgali ifodalab,
skalyar ko‘paytmaning xossalarini va

i,].,k vektorlarning skalyar
ko'paytnialarini hisobga olib, topamiz:

ab=(aj +aj +a,k)mb.i +bj +b.k)=ajbji+amsj+abjk+
+abji +aybjj +aybjk +azbtki +azbykj +a.b.kk =
- ady +ayhy+ach .

Demak,
ab = ii'bx +a.b_, (2.4)
ya’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyar
ko'paytmasi ulaming  mos

koordinatalari ko‘paytmalarining
yig‘indisiga teng.

3-misol. a=4{4;-2;3}, b={1;-2;0}. c={2;1;-3} bo'lsin.
(a+3b){a-b +c) ko'paytmani toping.

Yechish. Avval in=a+3b va n=a-b +c vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

m={4+3¢% -2 +3 (-2); 3+3+0}={7;-8;3},

A={4- 1+2; -2 +2+ 1 3- 0- 3}=15,1,0}
Bundan (2.4) formulaga ko'ra

Wesi = 786+ (-8) +1+ 30 = 27.
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Skalyar ko paylmaning ayrim tatbiglari
1. Ikki vektor orasidagi burchak

a={al/,at;a.\ va h= b,} vektorlar orasidagi < burchak

kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

cos(p- ah . (2.5)
\a\-\b\

yoki

ab +ab -tab
cos(p= (2.6)
Ja~ +« +a mlb' +b" +b
VvV x v - Vor y 2

Shu kabi, fazodagi ikki yo'nalish orasidagi burchak kosinusi bu
yo'nalishlarning mos (bir nomdagi) yo’naltiruvchi kosinuslari
ko'paytmalarining yig‘iridisiga teng:

cos(p=cos cosa. +cos/ cosf + cos;-, cos/,. (2.7)

2. /W vektoming perpendikulyarlik sharti
axtb bo'lsin. IJ holda cos- 0 bo'lgani uchun (2.6) tenglikdan
axs, +ayhv- um. =0 (2.8)

kelib chiqadi.
Fazodagi ikki yo ualishlarning perpendikularlik shartini
(2.7) tenglikdan topamiz:

cosa, cosrr, +cos[l cosp tcos)\cosy -0. (2.9)

J. Vektoming berilgan yo nalishdagiproeksiyasi

(2.3) tenglikdan topamiz:

Pr S=-~ fpr/Uu-~1 (2 10)
1h | ' \a\J
yoki
ab+ab+ab ( abr+ah +-a=b.—%
Pra- Prb= — O.--"--1 211
~bl+bl+b2 ‘ Nal+aR+al
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Shu kabi a(x:y;z) vektorningyo mnaltiruvchi kosinuslari
cosa. cosft, cosy bo'lgan Iyo nalishdagi (o'qdagi) proeksiyasi:

Pr,a = xcosa + vcosp +rcos/ . (2.12)

4. Kuchning hajargan ishi

MN vektor bilan < burchak tashkil etuvchi F kuch ta'sirida
moddiy nuqta M nugtadan .V nuqtaga to‘g‘ri chiziqg bo‘yiab
ko'chavotgan boMsin (15-shakl).

Fizika kursidan ma’lumki, F kuchning MN-S ko'chishdagi
bajargan ishi

A=|F\-\51cos<o yoki A=FS (2.13)

formula bilan aniglanadi.

Demak, moddiy nuqtaning
to‘g‘ri chizigli harakatida o'zgarmas
kuchning bajargan ishi kuch vektori
va ko‘chish vektorining skalyar
ko‘paytmasiga teng. Bu jumla
skalyar ko 'paytmaning mexanik
ma'nosini anglatadi.

4-misol. Moddiy nuqta A(l;-2;2)
nuqtadan B(5-5;-3) nuqtaga 15-shakil.

F={2—-3 kuch ta'sirida to‘g‘ri
chiziqg bo‘ylab ko‘chgan.

Quyidagilami toping: 1) F kuchning bajargan ishini: 2) F
kuchning ko‘chish yo‘nalishidagi proeksiyasini; 3) F kuchning
ko‘chish yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchagini.

Yechish. Avval moddiy nuqta ko‘chish vektorini, uning va F
kuchning uzunligini topamiz:

S=AB={4-3-5} [S|=VI6+9+25=5v2, JF|[=Vva+1+9=VI4.

U holda:

1) A=FS=2m+ (-1) «(-3) + (-3) M-5) =26 (ish b\

s 151 5/2 5
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FS 26 nn/7 13vr7
j)cos(p= — — = e, (P = AFCCOS-imrrs

- = — —— =7
I/4|MS| 5-¥Y2-TM 35 35

5-misol. m=d+2b va n=5a-4b o‘zaro perpendikular vektorlar
bo'lsin. a va b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. m In bo'lgani uchun (a+2b) (5a-4b) =0 boiadi.

Bundan

5a" 4 (,ab- %' =0 yoki 5;am+6;d|mb\costp- 8/ bi.=0.

d va b birlik vektorlar boigani sababli: 5+6cos<p-8 =0.
U holda

1 .
cos(p =—yoki V= 43

2.2.2. IkKki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta rift

Agar uchta vektordari qaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va
gaysi biri uchinchi ekani ko‘rsatilgan boisa, bu vektorlarga tartiblangan
uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar jovlashish tartibida yoziladi.

Agar komplanar boimagan vektorlar tartiblangan wuchligining
uchinchi vektori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi
vektorga qisqa burilish soat strelkasi yo‘nalishiga teskari boisa. bunday
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uchlikka o'ng uchlik, agar soal strelkasi yo‘nalishida boisa chap uchlik
deyiladi (16-shakl).
2-ta’rif. a vektoming ft vektorga vektor ko'paytmasi tleh quyidagi
shartlar bilan anigianadigan ¢ vektorga aytiladi (17-shakl):
1) ¢ vektor a va ft vektorlarga perpendikular, va'ni cl a va cl.b:
7.) c¢ vektoming uzunligi son jihatidan tomonlari a va ft
vektorlardan iborat boigan paralielogrammning vuziga teng, ya'ni
jRig d jeft [sin<p, bu yerda (p=(a,b) \
3) a.b,c vektorlar o‘ng uchlik tashkil giladi.
a va ft wvektorlarning vektor ko'paytmasi axb yoki [5,fi]
kabi belgilanadi.

17-shakl.

Vektor ko paytmaning xossalari

I-xossa. Ko'paytuvchilarning o'rinlari aimashtirilsa vektor
ko'paytma ishorasini garama-qgarshisiga o'zgartiradi. ya’ni

a. Xft = -ft Xci,

Isboti. Vektor ko‘paytmaning ta'rifiga ko'ra, axbva ft xa vektorlar
bir xil uzunlikka ega (paralielogrammning yuzi o'zgarmaydi), kollinear.
ammo gqarama-garshi vo‘nalgan, chunki «,ft,axft  vektorlar ham.
b,a,b xa vektorlar ham o'ng uchlik tashkil giladi.

Demak,

a Xft=-ft Xa.
2-xo0ssa. Skalyar ko pay tuvchiga nisbatan guruhlash xossasi:

() x ft =Aid x ft).
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Isboti. A>0 bo'lsin. U holda (na)xb va A(dxb) vektorlar a va b
vektorlarga perpendikular bo’ladi, chunki b, na va a vektorlar bir
tekislikda yotadi. Shu sababli (na)xbxa H(axb) vektorlar kollinear.

Shuningdek, bu vektorlar yo'nalishdosh (Aa va a vektorlar
vo’nalishdosh) hamda ular bir xil uzunlikka ega:

(L) *b |5 2d jub |sin((/la) ,b)) = SA|a|«jb jsin(a,b),

[A/Lxb) ajaxbl|=Ata\mbjsin(ti,b).

Demak
(An)xti - ?2.(axhb).

Xossa A<0 da ham shu kabi isbotlanadi.
3-x0ssa. 0o shishga nisbhatan tagsimot xossasi:

ax (b+c)=axbraxe.

Bu xossaning isbotini keltirmaymiz.

4-xossa. Agar d va b vektorlar kollinear boisa, u holda ulaming
vektor ko‘paytmasi nolga teng boiadi. Shunindek, teskari tasdiq o'rinli:

agar Wxb- 0 (j<ip0,j£':*0) bo'lsa. u holda a va b vektorlar kollinear
boiadi.

Isboti. a va b vektorlar kollinear boisa. ular oiasidagi burchak
0=0 yoki 0=180“ ga teng va si>=0 boiadi. U holda
\a <b|=al¢bjsin =0.Bundan

axb-0.
dxb -~ boisa, \<ixii|gdI1b;sinn>=0 boiadi. U holda |a|-]A|*0
boigani wuchun sin<p-0. Bundan =0 yoki p=180"ya’ni a vai
vektorlar kollinear.
6-misol. i.j,k vektorlarning vektor ko‘paytmalarini toping.

Yechish. Bunda vektor ko’paytmaning ta’rifidan quyidagi tengliklar
bevosita kelib chigadi:

/s j- Ko jx K Kxi—j.

Haqgigatan ham, masalan. i xj - ktenglik o'rinli, chunki:
DA i. K .j:
2) jni=l7j| / 5in90 =1; 3) 7,1, A vektorlar o'ng uchlik tashkil giladi.
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Shuningdek, 1-xossaga ko'ra,

j Xi=-K, Kx]j =~I, ixk =— .
Vektor ko'pavtmaning 4-xossasidan topamiz:
/Ixi =jx j - kxk =0.
7-misol. |a|=3, \b\=2, 9=(a,b) :6—boisin. j(d+2b)x(d-36)|ni
hisoblang

Ycchish. Vektor ko'paytmaning ta'rifi va xossalaridan foydalanib,
topamiz:

(a+2b)x(a-3b)=axa+2bxa-3dxb-bbxb=-5axbh.

Bundan

|(d+2b) x(d-3fe)H -55 xb |=51di¢/b |sing- 5m8 M «sin 6 =15.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning vektor ko paytmasi

Ikkita a={ax;av;az} va b ={bx\bwbz} vektor berilgan bo'lsin.

i,j,k vektorlarning vektor  ko'paytmalari fonnulalaridan
foydalanib, topamiz:

axb=(aj +aj +a_k)x(bj +bj+ b ky=abfi x/)+ajbt{i xj) labji xk) +
+aybt(j xj)+aybt(j xj) +avbjj xk) +azbx(k xi) +a,bv(k x /) +a b {k xk) =

=axhyk - axbj - ayoxk +aybj +azby - azbli =(afz- am,)i - (ab - ah )j +

(@b yok a, az . ax a L lax
aby-ayox)k = i-
y b T obkoygn o+
va ni
1 a. | a. av av
5xb =\ Y L. (2.14)
by by j  bx b bx b
Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
17 K
ax b= ay a- (2.15)
b b
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8-misol. a ={3;-1;-2},6 ={0;-2;4} boMsin. (a + 2b)x(2a -3b)
ko'paytmani toping.

Yechish. Avval m=a+2b va n=2a- 3b vektorlarning
koordinatalarini topamiz:

m={1m+2«(;! o(-1) + 2 +(-2);1 +(-2) + 2-4} = {3;-5;6},

A={2-3-3- 0;2 (-1) - 3+(-2);2 u-2) -3 w} = {6;-8;-16}.

Bundan (2.14) formulaga ko'ra

rhxn= i+ K =128/ +84/ +6Kk.

-5 6 - 13 6 L 3 -5
8 -16'1 6 -ie )} 6 -8

Vektor ko paytmaning ayrim tatbiglari

1. 1kki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko'pavtmaning 4-xossasiga ko'ra, a va b vektorlar kollinear
boisa

axb =0
yoki
oxft = (ath7- abt)'- (ab - abx)j +(abt- a}bx)k =0
bo'ladi.
Bundan
ab. - abt-0,ab:-ahv=0, abv-ath -0
yoki

2.16
b, bv b ( )

va’ni kollinear vektorlarning koordinatalari proporsional bo'ladi va
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektorlar kollinear bo'ladi.

2. Parallelogramm va uchburchakningyuzlari
Vektor ko'paytmaning ta’rifiga ko'ra |a xbjga|-jb jsinip, ya’ni

S daxbl.

Bundan

-V =l1*xnr =\ ldxb'm (2M7)
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3. Nugtaga nisbatan kuch momenti

() nugtasi mahkamlangan gattiq jism A nuqtasiga qo'yilgan F
kuch ta’sirida Onuqta atrofida aylanma harakat gilayotgan boMsin,
masalan, bolt kalit yordamida buralayotgan boMsin (18-shakl).

Fizika kursidan maMumki, F kuchning O nuqtaga nisbatan
momenti deb O nuqtadan o'tuvchi va quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1) M ir va M1F, buyerda r =0.4- A nuqtaning radius vektori;
2) jM|Er" |F|sing bu yerda

P=(r, F);

3) r,F,M vektorlar o‘ng uchlik
tashkil giladi.

Shunday qilib.

M-T*F.

ya’ni go‘zg‘almas nuqtaga nisbatan
kuch momenti kuch gqo‘yilgan nuqta
radius vektorining kuch vektoriga
vektor ko'paytmasiga teng.

Bu jum la vektor ko'pavtmaning
mexanik Ta hosini anglatadi.

4. Aylanma harakatning chiziqli teziigi

Yugqorida keitirilgandagi kabi qo’zg'almas O nuqta atrofida w
burchak tezlik bilan aylnma harakat gilayotgan gattiq jism
M nuqtasining chizigli teziigi Eyler formulasi bilan topiladi:
V=0OXr.
bu yerda r = OM - M nuqgtaning radius vektori.

9-misol. m. « ning ganday giymatlarida a = {£2;3;n} va b ={/n;-6;2]
vektorlar kollinear boMadi?

Yechish. Ikki vektoming kollineariik shartiga ko‘ra, ~-2 - ry = 2 .
m -

Bundan m=4, n- -t.

10-misol.a - 2j - 3k va b -4/ +3j vektorlarga qurilgan
paralielogrammning yuzini hisoblang.



Yechish Yuzani (2.17) formula bilan hisoblaymiz:

1i i2 10 1 12

t2 -3 1 3 to 2y V92+ 122+ (-8) 17(yi>.)
— - 1 1 - - - 1>.).
S Saxb] "9 0 f 4 0 4 31 y

2.2.3. Uchta vektorning aralash ko'pavtmasi

Anilash kopaytmaning ta'rifi va geometrik ma'nosi

3-ta'rif. Uchta d.b va cvektorning aralash ko'paytmasi deb axh
vektorning ¢ vektorga skalyar ko'paytmasiga teng songa aytiladi va
abc kabi belgilanadi.

Uchta komplanar bo'Imagan a,b,c
vek-torlar berilgan boisin. Bu
vektorlarga parallelepiped quramiz va
axb =rfvektomi yasaymiz (19-shakl).

Vektor ko'pavtmaning ta’rifiga
ko'ra.

dia, dlb.\d|=Spir

bu yerda Snr- parallelepiped asosining

yuzt. 19-shakl.
Ta’rifga ko'ra d c-\d\c|cosw,

bu yerda <p~c va d vektorlar orasidagi burchak.

i9-shaklda d,b.c vektorlar o'ng wuchlik tashkil gqiladi va
P< ya'ni cos<p>0. U holda jc;os<>=h va dc- S”rmh- V. lkkinchi
tomondan d c=(axb)-c=abc. Demak, J =abe.

Agar a.h.c vektorlar chap uchlik tashkil gilsa, 4>~ vacos<p<O0

bo'ladi. U holda |c\cosip=-h, v- - abc .

Shunday qilib. komplanar bo'Imagan uchta vektor aralash
ko'paytmasining moduli girralari bu vektorlarning uzunliklaridan iborat
bo'lgan parallelepiped hajmiga teng:

y=\abc\. (2.18)

Bu jumla aralash  ko'paytmaning geometrik ma'nosini
angiatadi



Aralash ko 'paytmaning xossalari
1-xo0ssa. Amallarining o'rinlari almashtirilsa aralash ko'paytma

o'zgarmaydi, ya’ni
(axb)-c =a-(b xc).

Isboti. Skalyar ko‘paytmaning o'rin almashtirish xossasiga ko'ra,
(axb)m=Cmaxhb).
(2.18) formulaga ko‘ra,
V=|(axb)sc|, V=|(bxc)m\.

Bunda a,b,c va b,i\a uchliklarning har ikkaiasi bir vaqtda yoki o'ng
uchlik yoki chap uchlik tashkil giladi. Shu sababli (a xb) -c =(b xc) m.
Bundan
(ax b) mCc - a m(b xc).

2-x0ssa. Ko'paytuvchilarning o‘rinlari doiraviy almashtirilsa,
aralash ko'paytma o'zgarmaydi, ya'ni

abc =bca=cab .

Isboti. 1-xossa va skalyar ko'paytmaning o‘rin almashtirish
xossasidan topamiz:

abc =ambxc)=(bxc)m=bca,
bca =b m(c x 2) = (c x a) m - cab.

3-x0ssa. Ikkita go‘shni ko'paytuvchining o'rinlari aimashtirilsa.
aralash ko'paytma ishorasi garama-garshisiga almashadi. Masalan,
abc =-bac .

Isboti. abc =(axb)-c=—{b >a) @ —bad.

4-xo0ssa. Agar nolga teng bo'lmagan a,b,c vektorlar
komplanar bo'isa, u holda ularning aralash ko'paytmasi nolga teng
bo'iadi.

Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: agar abc =0 (jdj£0,|/>|*0,jc|*0)
bo'isa, u holda a,b,c vektorlar komplanar bo'iadi.

Isboti. abc =0 a|*0,|b|*0,|c|*0) bo'lsin. a,b.c vektorlar

komplanar emas deb faraz gilamiz.
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Llholda bu vektorlarga hajmi K*0 bo'lgan parallelopiped qurish
mumkin. | =+abc dan ahc* 0 kelib chigadi. Bu dbc =0 shartga
zid. Demak. qilingan faraz noto'g'ri va a,b,c vektorlar komplanar.

a,h,c vektorlar komplanar bo‘Isin.

U holda d=a*b vektor a,b,c vek-torlar yotgan tekislikka
perpendikuiyar bo'iadi.

Bundan die. Shu sababli dc =0 yoki abc=0.

Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning aralash kopaytmasi

Uchta d={axat;aj, b={b/,h.;b.} va ¢ ={cTc,;c,} vektor berilgan

boMsin.
U holda
6 az 7 a. ax .,
ix6 = - a-
bv h, br b. 3+ bx b
) Y ax a |—7 ax {kl (cu
abc = I - + (9]
' T px bt ¥
bt \ bt |
fa, la . ! ax av
b b x| b S bx b
Yo Yx oy, by fr y
voKki
|
fa, a2 a,
abc =\p b b, (2M9)
C ¢, ¢

11-misol. a = £2;2;1}, b ={3—2;5], c = {Il;3} vektorlar berilgan.
abc ko paytmani hisoblang.
Yechish. abc ni (2.19) formula bilan topamiz:

w2 2 |
abc=j 3 -2 51=12+10—3+2—-10—18=—7.
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Aralash ko'paytmaning ayrim tatbiglari

1. Fazodagi vektorlarning o zarojoylashishi
a,b,'c vektorlarning fazoda o°‘zaro joy lashishini aniglash
V =+abc bo'lishiga asoslanadi. Bunda agar abc >0 bo'lsa, u
holda vektorlar o'ng uchlik tashkil giladi, agar abc <0 bo‘lsa, u

holda vektorlar chap uchlik tashkil giladi.

2. Uchta vektorning komplanarlik sharti

Aralash ko'paytmaning 4-xossasiga ko'ra nolga teng bo'Imagan
d,b,c vektorlar komplanar bo'lsa, u holda abc =0 yoki

ac a ar
br bv b 0. (2.20)
cr cv

3. Parallelepiped va piramidaning hajmlari

Aralash ko'paytmaning geometrik ma'nosiga ko'ra.
d,b.c vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini Vi =\dbc\ bilan va

pirammida hajmini Wr s abc Dbilan topish mumkin

Shunday qilib.
ja a a |j la a a'i
i | |
Vm:mod br by bZ 17 6V 5 modlp b b \« (2.21)
\c C C\ iC C c
12-misol. Uchlari A(2;3;1), fi(4;1;-2), C(6;3;7), D(-5:-4;8)

nuqtalarda boMgan piramidaning D uchidan tushirilgan h balandliui
uzunligini toping.
Yechish. Avval piramida girralarini ifodalovchi vektorlami
topamiz:
AB = {2;—2;-3}, AC = {4,0;6}, AD ={-7;-7;7}.
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Piramida hajmini hisoblaymiz:

-2 -3
154
V=-mod 4 0 6 184+ 84+ 84 + 56|=
7 -7 7

ABC yoq yuzini hisoblaymiz:

_"> _3 2 3§ 2 27T
S:-\ABxAC\:-.\ +

.24 =14,
Piramida uchun v - -3hS.
Bundan
3-154
h= = - " 154:]_1 (u.b.)
S 14 14
13-misol. Fazoda A.BJ'.D nuqtalar koordinatalari bilan berilgan.

/1(7:2:21. A(5:7;7), C(4;6;10), D(2;3;7). Quyidagilami toping:

1) AB vektor proeksiyalari va yo‘nalishini;
2) ABAC, ABx AC ko‘paytmalami;

3) ABC uehburchak yuzasini;
4) ABCD piramida hajmini.
Yechish. 1) aeB vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz:

AB={a,:a \a }={- 7;7- 2,7- 2} ={2;5;5}.
Bundan (1.12) formulaga ko'ra,

ABW al= +5M=3-/6 .

i/i vektor yo‘nalishini (1.13) formulalar bilan topamiz:



Topilgan yechimlami Maple paketida bajaramiz:
> with(geoRi3d):

> poflit{A,7,2,2},poiii?{B.5.?,7), point(C',4,6,10), point(0.2<3,7):
> wilh(LiilearAlgebra):
>v  <a,b,c>;

v:i(a)ex+ (b)ev+ (c)e,

> VectorNorm(v,2.conj«gafe=ialse);

nlor + b2 4-c2
vl :=<5-7,7-2,7-2>;
vl : —2k + Bey + Be.

VectorNorm(vl,2,eonjugate=false);
3/6

Normaiize(<a«b,e>,Euclidesin,c«njugate=falst};

*Ja:i b 2+C1
b

\lR2 b2TCcl
c

yfer ~b' t c2

> Normalized I.£nciide»B~enjug«te=f*k);

2) (2.2.8) formuladan nA={-2;5;5}, AC = {-3,4,8} larni hisobga
olib, topamiz:
AB®AC = (-2) (-3) +5-4 +5-8 =66

>VAO  <4-7.6-2.10-2 »
VIR.” := —3e, +*4e,, + 8e.

AB.AC:=»otroduet{ <5-7,7-2,7-2>, <4-7,6-2,L1-2> i;

VectorCalculvs:(AB, AC) :=66
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AB x AC vektor ko‘paytmani (2.15) formula bilan topamiz:

i j K
J 595 1-2 5- -2 5 .
ABxAC= -2 5 5 /-1 \j - k=20/+j +7k
4 & -3 8 1-3 4
-3 4 8
i j K
A=|/ mn
jop q
> [)eiei mhianUA;: imq—inp + Ikp —Iljg+ 0ojn—oKwW
> axb «1,-2,-3>}<[,5>*1>kb A 8»;
i/ K
vk -2 55
3 48
Determinants axb); 20i+ 7TK+]j

3) ABC uchburchak yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

S=1ABxAC\=1V20;+1 +V = ——
2! 1 2 2
> mfwiN:=VertorNorm*N<2,conjugate=false}: modX =15V 2
> s:-=inodN/2; vi=— n/2

4) ABCD piramida hajmini topamiz'



> Determimuit(abc);
-64
> VaBCD:=(Al)('(I)eierminant{abc))/6},

VMK'l)= .
3

2.2.4. Mashqglar

1. Tomonlari birga tent: bo'lgan teng tomonli ABC uchburchak berilgan.
AB®BC + BC-CA t CA AB ifodaning giymatini toping.

2. Tomonlari BC -5 CA £ AB- 7ga teng bo'lgan ARC uchburchak
berilgan. ABmBC skalyar ko'pavtmani toping.
3. Agar |a j=6, |ft|=4, 0 =(d,b) =— bo Isin. Toping:
1) (2di b)'; 2) (2d-3b)(d-2b).
4. a={1;-2;2} va b - {2:4,-5} vektorlar berilgan. Toping:
1) (3d-2b)(a+b); 2)(a-A)".

5. Berilgan vektorlar m ning ganday giymatlarida perpendikular boMadi?
1)5 {I;~2m;0}, b - {4.2;3/nJ; 2) a- {/n;-5;2}, h- {m-2,m,m +3}.

6. e c,, e birlik vektorlar uchun 5 tc, .- Obo'lsa, &62te.e, +c\u ni
toping.

7. Tomonlari a=27t] va b=-] t 2k vektorlardan iborat bo'lgan
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

8. Uchlari N1(-1;-2;4), A(-4;-2;0), C(3;-2;1) bo'lgan ABC uchburchak
berilgan. zZR ni toping.

9. xOz va yOz burchaklarning bissektrisalari gandav burchak tashkil
giladi?

10. Koordinata o'glari bilan tashkil gilgan burchaklari berilgan fazodagi ikki
vo'nalish orasidagi burchakni toping:
1)/':I(n n n'\ va (n n n); ) rKonon\ va /.:[5}1 2K N
2 4] L 14 4 2] 16 3 4; e 3 2

2.11. a={3-6,}, b {i;4;-5}, ¢ -{3—4,12} vektorlar berilgan. Quyidagilarni
toping:

1) Pr a; 2) Pr(2s—an).
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12..-1(1:2,-3) nuqtani 1i(5;6:-1)nuqtaga to‘g‘ri chizig bo'ylab ko'chirishda
F {2:—:3; kuchning bajargan ishini toping.
13. n--{3;-1;5} va ft={l;2;-3} vektorlar berilgan. Agar i d 9

i-ft = 1va x vektor Oz oqiga perpendikular bo'lsa, x vektorning koordinatalarini
toning.

14, 1 ={2;-3;1}, ft {1—2;3< va c={1:1-7} vektorlar berilgan. Agar

x 1d. x Lft, x ¢ =10 bo'isa, x vektorni toping.

15. Agar ja|=4, jft|=6, 9 [d.b) 5 bo'lsa, quyidagilarni toping:
1) axft: 2) 1id- 3ft)v(a+4>1].

16. Tcmonlari a va f' vektorlar uzunliklaridan iborat bo'lgan
parallelogrammning yuzini toping:

1Yy d m+2n, ft=2m4d. buyerda lin; 1, |n]| I, <p=(m,n)=g—|.

2i a 3(h-2i, ft- Sm+w>). bu yerda Im 2,|n|- 3. (>a.n) -y.

17. Agar |45, jft|=1i). ah 25 bo'lsa. |a xft|ni toping.
18. Agar iii\- 3, !t|=13. j'i> fti=36 bo'lsa. db ni toping.

19. 0 ={-1:23} va b {2;-1:3} vektorlar berilgan. Vektor ko'paytmalarini
toping:
1) dxft; 2) [2d fftix(3ft- ri).

20. Tomonlari d va ft vektorlar wuzunliklaridan iborat bo'lgan
uchburchakning yuzini toping:
1) a ={2;-2;1}, ft-<8;4;1}, 2) d {3:5-8}, ft 6:3;-2}

21. Uchburchak uchiari .-?(1:2.0), B(3;0;-3), (‘(5,2.6) berilgan. lining H
uchidan AC tomonga tushirilgan baiandlik uzunligini toping.

22. Anuqtaga M kuch go'yilgan. Bu kuchning H nuqgtaga nisbatan
rnomentini
toping: ) f ={2;-4;5!, /f(0,2Ji, N(-1;2;3), 2)P - {1:2-1), N(-1;4;-2), A(2;3;-1).

23. F ='2:2:4} kuch J1(4,2:-3) go‘yilgan. «(0:2:4)nuqtaga nisbatan
kuch mcmentining giymatini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

24. Kollinear boimagan m\a fAvektorlar berilgan. d=a-m +6/i va
ft - 3/n- 2% vektorlar n ning ganday giymatida kollinear bo'ladi?

25. d={-1;3;a> va ft= {/?:-6;-3! vektorlar a va p ning ganday qgiymatlarida
kollinear bo'ladi?



26. Ikkita 5={2,—3}, ft={-15} vektorlar berilgan. Quyidagi shartlami
ganoatlantiruvchi x vektoming koordinatalarini toping:
liia vai-i=7; 2) x|lavabx=17.

27. a- {4—=2-3tva 6={013} vektorlarga perpendikular. uzuniigi 26 ga teng
va Oy o°‘g bilan o'tinas burchak tashkil giiuvchi x vektoming
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlaming komplanar yoki komplanar emasligini aniglang.
1)3 ={8—=21J,b ={212} ,¢ = (3;-1;-2); 2)3={2-1.2;.n {3-4:7;,c=(@2-3).
29. a ning gqanday giymatlarida d.b.c vektorlar komplanar bo‘ladi®
1) d ={l:l;a}, b =(0;1;0>, f ={3,0;1}; 2) 5={a;3;lj, *={5,-1,2}, L={-1:5:4}.
30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidariing hajmini va D

uchidan tushirilgan balandligini toping:
1) A{\-2,2), «(-1:1:2). C(-1;-2:8). £(1:1;,10):  2).4(L;L1). 5(2..0:2). C<2;2;2), D(3;4;-3).

31. d, b, ¢ vektorlar berilgan. Bu vektorlar ganday uchlik tashkil etishini

aniglang va girralari bu vektorlardan iborat boMgan parallelepiped hajmini toping.
1)5 = {1—=21} - {3,2;'} ,c = {-1:0:1}; 2)3 = {1:3,3}, b m {-1:2.0}, ¢ ={I;2:-3}.
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« Tekislikdagi to‘g‘ri
chiziq

« Ikkinchi tartibli
chiziglar

e Tekislik

* Fazodagi to‘g‘ri
chiziq

« lkkinchi tartibli
sirtlar

Rene Dekart
(1596-1650) -
frantsuzfaylasufi,
matematigi, mexanigi,
fizigi valdiziologi.

Rene Dekart
naviy analitik geomet-
riya va algebraik ramz-
larga asm sotgan.

Dekart tomonidatt
u.ialitik geometriyaning
yuratilhhi egri chiziglar
tengiamalarini biror
koerdinataiar * ? / « « -
da tahtii eiisk imkonmi
bertii va  funksiya
tushunchasi tomon hal
cjilitvchi tjaclam ho'ldL

GEOMETRIYA

Analitik geometriya - matematikaning
boTimlaridan biri bo'lib, u geometriya bilan
algebrani birlashtiradi, ya’ni ayrim

geometrik tushunchalami algebraik tahlil
gilish va ayrim algebraik bogManishlarni
geometrik izohlash imkonini beradi. Bnnda
asosiy e’tibor ikkita masalaga, xossalariga
ko'ra geometrik shakining tenglamasini
keltirib chigarishga va tenglamasiga ko'ra
geometrik shakining ko‘rinishi va xossalarini
o'rganishga, garatiladi.

Fransuz  matematigi Rene Dekart
analitik geometriyaning asoschisi
hisoblanadi. Dekart tomonidan 1637-yilda
kiritilgan koordinatalar usuli nuqgtaning
o'rnini  biror koordinatalar sistemasiga
nisbatan aniglashga asoslanadi.

3.1. TEK1SLIKDAGI
TO G RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziqg

Umumiy boshlangMch O nuqtaga ega
bo'lgan o'/aro perpendiktilyar Ox va Oy
koordinata o‘qlari
burchakli  Oxy

hosil giladi.

tekislikda to'g'ri
koordinatalar sistemasini



Oxy koordinatalar sistemasida ikkita jc va y soniari tekislikdagi
har canday M nuqtaning o'mini to‘liq aniqlaydi. Bunda nuqta M(x:y,
kabi belgilanadi: x ga M nuqtaning absissasi, y ga M nuqtaning
ordimtasi deyiladi.

ih}’ tekislikdagi chizig tenglamasi deb aynan shu chiziq
nuqtilarining jc va y koordinatalari orasidagi bog'lanishni aniglovchi
ikki loma'lumli

F(x,y) =0

ko‘riiishdagi tenglamaga aytiladi.

5hu kabi, koordinatalari ikki noma'iurnli /(v.>) 0 tenglamani
ganoitlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x-,y) nuqtalari to'plamiga
tekisikda shu tenglama bilan aniglanuvehi chiziq deyiladi.

Ayrim hollarda tekislikdagi chiziq y = /(v) tenglama bilan beriladi.
Bunca chiziq y = f{x) funksiyaning grafigi deb ataladi.

Tekislikdagi chiziq ikkita x=x(). y=y(i), ieT tenglamalar
bilan ham beriiishi mumkin. Bunda barcha M y(t)), tel nugtalar
to'plani tekislikdagi chizigni ifodalaydi x x(t), y =y(t) funksiyalarga
bu chizigning parametrik tenglamalari, t o'zgaruvehiga parametr
devilidi.

Tekislikdagi  chizigning ikkita x-x(t), y=y(t) parametrik
(skahar) tenglamalarini bitta r=i{t) vektor tenglama bilan
berisi mumkin. Bunda i parametr (vaqt) o‘zgarishi bilan r=f(t)
vektuning oxiri biror chizigni chizadi. Bu chizigga nuqtaning
traekoriyasi, f =r(t) tenglamaga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumla
chizigning vektor va parametrik tenglamalarming mexanik mahosini
bildiadi.

Shunday  qilib. tekislikdagi har ganday chizigqga ikki
o'zga‘'uvchining biror F(x,y) =0 tenglamasi mos keladi va aksineha,
ikki Vzgaruvchining har ganday F(x.y) - 0 tenglamasiga, umuman
olganda, tekislikdakdagi biror chiziq mos keladi. Bunda «umuman
olgaiida» iborasi aytilganlarda mustasnoga yo'l ge'yilishi mumkinligini
bildiadi. Masalan. (x-1)2+ (y-4)2=0tenglamaga chiziqg emas, balki
Mils") nugta  mos keladi: x' +y2J.1-0 tenglamaga tekislik
nuqtilarining hech bir geometrik o'mi mos kelmaydi.
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3.1.2. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To'g'ri chizigning tekisiikdagi u'rni turli parametrlar bilan bir
giymatli aniglanish; mumkin. Masalan, to'g'ri chizigda yotuvchi nuqta
va to'g'ri chizigga perpendikular vektor bilan. to‘g‘ri chizigning
koordinata o'glarida ajratgan kesmalari  bilan va hokazo. Bunday
parametrlar to'g'ri chizigning tenglamalarini Kkellirib chigarish uchun
asos bo'ladi. Quyida berilgan parametrlariga ko'ra to'g'ri chiziq
tenglamalarini keltirib chigarish bilan tanishamiz.

. To'g'ri chizigda yotuvchi Ma(xi;ya) nuqta va to'g'ri chiziqq:
perpendikular ho Igan n={4; i} vektor berilgan.

| to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olamiz v
M.M - {v-x ,v- iJ vektorni yasaymiz (1-shakl).

ButuJa n1M.M bo'ladi. Ikki vektorning perpendikuiyarlik

shartiga asosan to'g'ri  chiziq
tenglamasini topamiz:

AGr-r )+ B(y-y )=0. (D)

(1.1) tenglamaga berilgan nuqtadan o'tuvchi va berilgan vektorge
perpendikular to gri chizig tenglamasi deyiladi.

To'g'ri chizigga perpendikular bo'lgan har ganday vektorga
to'g'ri chizigning normal vektori deyiladi.

Demak, vektor (1.1) tenglama bilan  aniglanuvchi
to'g'ri chizigning normal vektori
bo'ladi.
I-misol. V (2:3)va
nuqtalar  berilgan. M, nuqtadan
o'tuvchi \a M, M2 vektorga
perpendikular to'g'ri chiziq

tenglamasini tuzing.
Yechish. Awal M.M, vektorini

topamiz:
M A4 ={-1-20-3={3-3}

Bundan A=-3, B=-3.



Izlanayotgan to'g'ri chiziq tenglamasini (1.1) formula bilan
tuzamiz:

~3(x- (-1))-3(y-0)=0
yoki
X+ v+1=0.
1. To'g'ri chizigda yotuvchi MO(x,\y0) nuqgta va to'g'ri chiziqq:
parallel bo'lgan s={p;q} vektor berilgan.
| to'g'ri chizigda yotuvchi Ma(x,\y,) va M(x;y) nuqtalardan
M,M = {x- xu\y - y..} vektorni yasaymiz ( 1-shakl).
Bunda s \a MM vektorlar kollinear boMadi. Ikki vektoming
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:
*-*0 = Y¥Y~Yo
P A

(1.2)

(1.2) tenglamaga berilgan nugtadan o 'tuvchi  va  berilgar
vektorga parallel to g ri chiziq tenglamasi deyiladi.

Shunindek, bu tenglama to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi deb
ataladi.

To'g'ri chizigqa parallel bo'lgan (yoki to'g'ri chizigda yotuvchi)
nolga teng bo'Imagan har qganday vektorga to'g'ri chizigning
yo 'naltiruvchi vektori deyiladi.

Demak, s={p\q} vektor (1.2) tenglama bilan aniglanuvehi
to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori bo'iadi.

1-izoh. (1.2) tenglamadan to'g'ri chizigning keltirilgam 11 sharlni
ganoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil gilish mumkin.

1. (1.2) tenglamada

belgilash kiritamiz.
Bundan

X=xu+tp, y =v0+tq (1.3)

tenglamalar kelib chigadi. bu yerda /-parametr.
(1.3) tenglarnalarga to'g'ri chizigning parametrik tenglamalari
deyiladi.
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2. M a’lumki, tekislikdagi chizigning ikkita parametrik (skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan berish mumkin, ya’ni
(1.3) tenulamalarni

r=r +lIs (1.4)

ko'rinishda  yozish mumkin, bu vyerda r-{x\y), fi mos
ravishda M(x:y), M.(g.y.,) nuqtalarning radius vektorlari;
s ={/?;4}-to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori (! -shakl).
(1.4) tenglamaga to 'g'ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
2-misol. M(-2;4)nuqtadan o'tuvchi va ,?={l;-3} vektorga parallei
to'g'ri chizigning kanonik, parametrik va vektor tenglamalarini tuzing.
Yechish.To'g'ri chizigning kanonik, parametrik va vektor
tenglamalarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

n+2 y-4
1 -3 \Y,
X--2 ~I, >=4-3/, /eT:

r mr0+is, ru={-2:4}

/1. To 9 ri chizigda yotuvchi ikkita
Mt(x ;y,) va M2(x2;v,) nugta berilgan.
1 to'g'ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy
M (jc; v) nuqtani olib, M,M ={x - xt\y - yt) o
va =\x2-x ;;,- v} vektorlarni 2-shakl.
yasaymiz (2-shakl). Bunda M.M  va

M.M. vektorlar kollinear bo'ladi.
ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

x: - x\ ny
bo'ladi.
(1.5) tenglamaga berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi deyiladi.

V. To'g'ri chizigning Ox va Oy o'glaridan ajratgan kesmalari ¢

va b berilgan.
| to'g'ri  chizigda yotuvchi  ixtiyoriy M(x\y) nuqtan
olamiz (3-shakl).
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S.CBM va AOBA o‘xshash. U holda uchburchaklaming
o'xshashlik aiomatiga ko'ra.

CB CM O0B-OC OD OoC OD
OB OA OB OA OB r OA

Bundan OC=x, OB=a, OD=y. OA

o'rniga qo'yish bajarib, topamiz:

-+- =1 1.6
=Y (1.6)

(1.6) tenglamaga to'gri chizigning
kesmalarga nisbhatan tenglamasi
deyiladi.

3- misol. Ax+3v-12 =0 tenglama
bilan berilgan to'g'ri chizigni chizmada
tasvirlang.

Yechish. Tekislikdagi to'g'ri

chizigni chizish uchun uning ikkita
nuqtasini bilish yetarli bo'iadi.
To'g'ri chizig tenglamasida, masalan x=0 deb, y =4 ni, ya'ni

A4(0:4) nuqgtam va shu kabi BI(2;"j nuqgtani topamiz. Bu nuqtalami

tutashtirib, berilgan tenglamaga mos to'g'ri chizigni chizamiz (4-shakl).
Bu masalani boshqgacha, ya’ni to'g'ri chiziq tenglamasini
kesmaiarga nisbatan tenglamaga keltirib yechish mumkin. Buning uchun
tenglamaning ozod hadi (—2>ni o'ng
tomonga o'tkazamiz va hosil bo'lgan
tenglikning har ikkala tomonini 12 ga
bo'lamiz:

4v3iy 12. U .’V 1
12 12

yoki
Z(__]:}f:
4

Bu tenglama bilan aniqglanuvehi
to'g'ri chiziq Ox o'gidan
koordinatalar boshiga nisbatan o'ng
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tomonga 3 ga teng kesma, Oy c'qidan esa koordinatalar boshiga
nisbatan yuqoriga 4 ga teng kesma ajratadi (4-shakl).

V. To'g'ri chizigning og ‘ish burchagi f va Oy o'gidan ajratga
kesmasi h berilgan.

Ox o'gning musbat yo'nalishidan berilgan to'g'ri chizigga soat
strelkasiga teskari yo‘naiishda hisoblangan < burchakka to'g'ri
chizigning og'ish burchagi deyiladi.

Og‘ish burchagining tangensi, ya’ni kK m-tg<p son to'g'ri chizigning
burchak koeffitsiyenti deb ataladi.

/ to'g'ri  chizigda yotuvchi
ixtiyoriy ~ M(x:y) nuqtani olamiz
va burchak tangensi ta’rifidan
foydalanamiz (5-shakl):

X
yoki
y =tg<px+b.
Bundan
y =kx+b. (1-7)
Bu tenglamaga to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli

tenglamasi deyiladi.

2-izoh. {17) tenglamadan to'g'ri chizigning K burchak
koeffitsiyentga ega boMgan yana bir tenglamasini keltirib chigaramiz.
Bu io'g‘ri chizig \l (x,:y.) nuqtadan o'tsin. U holda bu nugtaning
koordinatalari (1.7) tenglamani ganoatlantiradi: r, =kx +h.

Bundan h=y, - o,

U holda (1.7) tenglamadan topamiz:

V=kx- fty, + v,
yoKki
y-y\ =k(x-x.). (1.8)

(i.8) tenglamaga berilgan
nuqgtadan berilgan vo 'nalish bo yicha
o 'tiathi to g 'ri chiziq tenglamasi
deyiladi.
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Suningdek, bu tenglama to'g'ri chiziglar dastasi tenglamasi deb
ataladi.

VL. To'g ri chizig n=0P normalining yo 'nalishi a va uzunligi
berilgan.

I to‘g‘ri chizigda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y) nuqtani olamiz.
6-shaklga asosan:

Pr, OP=Pr, ON + Pr, NM + Prf MP,

bu yerda Pf OP-p, Pr, ON ~xcosa, Prf NM =ysina, Prf MP =0.

Bundan,
p = xcosa +_ysina
yoki
jrcosa +ys\na - p =0. (1.9)
(1.9) tenglamaga to g Ti chizigning normal tenglamasi deyiladi.

Keltirib chigarilgan (1.1)-(1.9) tenglamalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

X,y o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi
tekislikdagi biror to‘g'ri chizigni ifodalaydi va aksincha. tekislikdagi
har qanday to'g'ri chiziq x,y o‘zgaruvchilaming biror birinchi

darajali tenglamasi bilan aniqglanadi.

Demak, tekislikdagi har bir I to‘g‘ri chiziq tenglamasini
Ax+By+C =0 (1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda C-ozodhad; A2+ B!'*0.
(1.10) tenglamada A va B sonlar to‘g‘ri chizig normal vektorining
koordinatalari bo*lishini (1.1) tenglama yordamida ko ‘rsatish mumkin:

A(x-x8)+B(y-yb)=0,
Ax +By- (Axn+ Ryl:) =0,
Ax + By + C =0, C=-(Axn+ Bya).
Demak, n={A;B}.

(1.10) tenglamaga to g Ti chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

122



(.1.10) tenglamada:

1) /1=0 bo'isa, tenglama By +C =0 ko'rinishga keladi. Bunda
to'g'ri chizigning normal vektori Ox o‘gga pedendikular bo‘ladi. Shu
sababli to'g'ri chizig Ox o'gga parallel, Oy o'gga perpendikular
bo'iadi. Shu kabi # =0 da kelib chigadigan Ax+C =0 to'g'ri chizig Oy
o'qqga parallel, Ox o'qga perpendikular bo'iadi;

2) C=0 bo'isa, tenglama Ax+By =0 ko'rinishni oladi. Bu
tenglamani 0(0:0) nuqtaning koordinatalari ganoatlantiradi. Demak,
to'g'ri chizig koordinatalar boshidan o'tadi;

3) 4=0va C=0 bo'isa. tenglamadan y =0 kelib chigadi. Bu to'g'ri
chizig Ox o'gda yotadi. Shu kabi /}=0 va C=0 da hosil bo'iadigan
x-0 to'g'ri chizig Oy o'gda yotadi.

4- misol. aning ganday qiymatlarida (a2+ 4a)x+ (a-5)v-2u+4=0

to'g'ri chizig: 1) Ox o'qga parallel bo'iadi: 2)Ox o'qqa perpendikular
bo'iadi; 3) koordinatalar boshidan o'tadi.

Yechish. Misolning shartiga ko'ra: A=a2+4a, B=a-5,
C- -2a +4.

U holda:

1) a2+4a~0 vyoki a=-4, a=0 da A=0 bo'iadi. Shu sababli
berilgan to'g'ri chiziqg Ox o'gga parallel bo'iadi.

2) a-5 =0yoki a=5da A4=0 va berilgan to'g'ri chizig Ox o'gga
perpendikular bo'iadi.

3) -2ay4=0yoki a=2 da Cw0 bo'iadi. Demak, a=2 da to'g'ri
chiziq koordinatalar boshidan o'tadi.

To'g'ri  chizigning (1.1)-(1.10) tenglamalaridan har Dbirini
boshqgalaridan keltirib chigarish mumkin.

Misol tarigasida (1.10) tenglamadan (1.9) tenglamani keltirib
chigaramiz. Bulling uchun (1.10) tenglikning chap va o'ng tomonini

normallovchi ko ‘paytuvchi deb ataluvchi M =%-F._------ songa
Ja2+b2
ko'paytiramiz.
Hosil bo'lgan fiy f ( _q tenglamada
mlal+ b-
A . B C
cosa = - —---mme- , siha =x—= = . p=% qn =
\.42+ B2 Ja +b2 Ja2+b2

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglama kelib chigadi.
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Bunda M ko'paytuvchining ishorasi C koeffitsiyentning
ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

5-misol. To'g'ri chizigning 5x—2>h-8 0 tenglamasini normal
ko‘rinishga keltiring.
Yechish.

Tenglamaning chap va o'ng tomonini M=——= = = =-—
X5 ¢( 12) 13

(chunki C>0) soniga ko‘paytiramiz.

Bundan
ORI
yoKki
jecosa +ysina - p =0,
bu yerda cosa =---§, sma =i2, p :—8,
13 13 13

3.1.3. Tekislikda ikki to‘g‘ri chizigning
o‘zaro joylashishi

Ikki to g ‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikdagi ikki / va / to'g'ri chiziglar orasidagi burchak
o bo'lsin.

Bu burchak to'g'ri chiziq tenglamalarining beriiishiga ko'ra, turli
formulalar bilan aniglanishi mumkin.

1 To'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari

Jr+By+Q\=0 va Ax+By+Q\=0

bilan berilgan bo'lsin.

Bunda to'g'ri chiziglaming nl={A\B}, n2={/),/?}normal
vektorlari orasidagi burchak to'g'ri  chiziglar orasidagi burchakka
teng, ya'ni £=(/, /2>=(«,«2)bo‘ladi (7-shakl).

Ikki  vektor orasidagi burchak kosinusi formuiasidan topamiz:



11. To'g'ri chizigiar kanonik tenglamalari

ya v-.t. vy
P, 4, P2 <

bilan berilgan bo'lsin.
Bunda v ={/.,,(/} <={pz,q2} boMadi.
U holda <=/ ./)=(s"..iV) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz:
costp- PPi T4 (1 M2)
toe o vae tublpl+Yy
111 To'g'ri chizigiar burchak koeffitsiyentli
y=kx+Avay- Ax4dh

tenglamalari bilan berilgan bo'lsin.
7-shaklga ko'ra. #=9 </>,

Bundan
-tW
14 tgQplgiP,
yoki
A-A
AW (1M3)
kelib chigadi.

Agar bunda to'g'ri chiziglardan qaysi biri birinchi va gaysi biri
ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o'lkir burchakni topish
talab gilinsa. u holda (1M3) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi.
ya'ni

I*,-*. 1 (114)
14 AAT

Shunday qilib. to'g'ri  chi/iglar
tenglamalarining ko'rinishiga  qarab.
ular orasidagi burchak (111)-(1.14)
formulalardan biri bilan topiladi.

6-misol. y =-4n-4-1va 5x- 3y -7 =0
to'g'ri chizigiar orasidagi burchakni
toping.

Yechish. Birinchi tenglamaga ko'ra. 7-shakl.



K =-4. Ikkinchi tenglamadan topamiz:

5 7 5
5ar-3v-7 =0, v— X --, bunda K = .
ar- 3 v Y 3x X u K 5
U holda

<P = — e = -
[+(-4)-3

Demak, <p=7 .

Ikki to‘g ‘ri chizigning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to'g'ri  chizigning perpendikularlik shartlarini
ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib
chigaramiz.

/ 1/, bo'lsin. U holda cosp=0 v a(I.1!) tenglikdan topamiz:

A4 +BB, =o. (1.15)
Shu kabi (1.12) tenglikdan

PP2+gg =° (1-16)
kelib chigadi.
(1.13) tenglikdan
_1+K k
Cctg<P = A:L7

U holda / L/da ctgip=0 yoki
[ +**2=0 (1.17)

bo'ladi.

Demak, to'g'’ri chiziglar tenglamalarining ko'rinishiga
garab, ulaming
perpendikular bo'lishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniglanadi.

Ikki to ‘g ‘ri chizigning parallellik sharti

I / va / to'g'ri chiziglar parallel bo’lsin. U holda ulamin
normal  vektorlari «, ={/ItB]}va n2={Ar-Br) kollinear bo'ladi. Ikki
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vektorning kollinearlik shartidan ikki to'g'ri chizigning parallellik
shartini topamiz:

ii. Agar /va/2 to'g'ri chiziglar parallel bo'lsa, u holda ulaming
yo'naltiruvchi vektorlari s\={pl;q,}\a s: ={p2qgZ] kollinear bo'ladi.
Bundan

Ei=7: (1.19)
Pi Ar

1. 112 bo'lganida ular orasidagi burchak uchun tgp- 0 bo'ladi.

U holda (1.14) tenglikdan topamiz:

K=k . (120)

Shunday gilib, (1.18)-( 1.20)  shartlardan biri ~ to'g'ri
chiziglar tenglamalarming berilishiga ko'ra, ulaming parallel bo'lishini
aniglaydi.

7-misol  JV,(21) nugtadan o'tuvchi va 2x+3y+4=0 to'g'ri
chiziqga perpendikular to'g'ri chizigq tenglamasini tuzing.

Yechish. To'g'ri  chizig tenglamasini Ax+By+C=0 ko'rinishda
izlaymiz.

To'g'ri chizig MJ 21) nugtadan o'tgani sababli 2A+B+C=0
va 2r+3v+4=0 to'g'ri chizigga perpendikular bo'lgani uchun
2a+3B- 0 bo'ladi.

Bu tenglamalami birgalikda yechib topamiz: A=-~C, B=" =

Ava B koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo'yamiz:

—Cxt QU +C- 0,

Bundan
(-3++2y - 4)C=0 yoki 3n-2j-4=0.

/A to‘g ‘ri chizigning kesishishi
To'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari

Ax+Byv+C,—0 va Ax tBy (.—0
bilan berilgan bo'lsin va M,(xny0) nugtada kesishsin (7-shakl).



U holda Aufx,\y,) nugtaning koordinatalari har ikkala tenglamani

ganoatlantiradi. Shu  sababli ikki ~ to'g'ri chizigning kesishish
nuqtasi koordinatalari

'Ix mBy =mC 0.
IAXt+B3n+ (, =0 (121)
sistemadan topiladi.

Bunda kesishish nuqgtasi orgaii  o'tuvchi  to'g'ri
chizigiar dastasi

Ax +Bj +(\ +A(AXx +B,y +C2)=0 (1.22)
tenglama bilan aniglanadi, bu yerda #- sonli ko‘paytuvchi.

S-misol. 2x-y-2=0a to'g'ri chi/Ziq bo'ylab yo'naltirilgan
yomgMik nuri x-2y +2=0 to'g'ri chizigda sinadi va qaytadi Qa\luvchi
nur yo'nalgan to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.

Yechish. Yorug'lik nurining gaytish nuqtasi 2x-y-2 =0 va
x-2y +2=0 to'g'ri chiziglaming kesishish nuqtasi bo'iadi.

Bu nugta M(x;y) bo'lsin. Uni quyidagi sistemadan topamiz:

2x- y-2=0.
x—2y +2=0.
Bundan M(2;2).
Yorug'lik nuri sinadigan va yo'naltirilgan to'g'ri chizigiar
orasidagi burchak tangensini topamiz.
Berilgan  to'g'ri  chiziglaming  burchak  koeffitsiyentlari

k = k =2 bo'iadi.

Bundan

Bu son yorug'lik nuri gaytuvchi va sinuvchi to'g'ri chizigiar
orasidagi burchak tangensiga teng bo'iadi.
U holda



buyerda k- nurgaytuvchi to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti.

Bundan k=- 2—
11

Demak, izlanayotgan to'g'ri chizig uchun: M(2:2), K- -
Bu parametrlar bilan aniglanuvchi tc/g‘ri chizig tenglamasini tuzaniz:

Ve 2= (x-2)

yoki
2+ f 1lv- 18=0.

Ikki to'g'ri chizigning ustma-ust tushishi

/ va / to'g'ri chiziglar umumiy tenglamalari
mx- Ny fr =0. Ax+R.y fc2=0

bilan berilgan bo'lsin va ustma-ust tushsin.
Bunda:

-birinchidan /12 boMadi v :a IBf =n tengliklardan A -, 14, =0,

M- \B, - 0 kelib chigadi;
- ikkmchidan / to'g'ri chizigning har bir nuqgtasi. jumladan.
M (x ;r0) nuqgtasi, It to‘g‘ri chizigda ham yotadi, ya'ni

Ax 4By, +C, =0, Nxn+B.yv+C, =0
boMadi.
Bu tengliklaming ikkinchisini 9 ga ko‘paytiramiz va birinchidan
ayiramiz:
(A - AA)x, 4(B - nit.)r (C, - n(\)=0.

Bundan  -n(\ kelib chigadi.
Demak, to'g'ri chiziglarning ustma-ust tushush sharti

‘B C-. (1.23)
A, B, C.

tengliklar bilan ifodalanadi.
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3.1.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofa

Nugtadan to'g'ri chizigqa tushirilgan perpendikulaming uzuniigiga
nugtadan to 'g'ri chiziggacha ho ‘lgan masofa deyiladi.

M,,(x0:y0) nugta va Ax+By+c =0 tenglama bilan /to'g'ri chiziqg
berilgan boMsin. Mc nugtadan / to'g'ri chizigga tushiurilgan
perpendikulaming asosini TV, (% ;>m)

bilan belgilaymiz (8-shakl). r -
J¥(r;:v,) nugta / to'g'ri chiziqda
yotgani sababli Ax. +By, +C =0. ya’'ni
C=-Ax, - By, boMadi.
n={A;B) vektoming / to'g'ri
chizigga perpendikular ~ boMishi
maMum. Shu sababli M, nugtadan
/ to'g'ri chiziggacha bo igan masofani s
-shakil.

vektoming o'gdagi  proeksiyasining

xossalaridan foydalanib topamiz:

d=pPr-MM x)A *(\ ~y,)B|
Ax *By - Ax -By I=1 Ix * By +fj

4al+B' vV, +b:
Shunday qilib, nugtadan to g'ri chiziggacha ho ‘lgan masofa

j _1Axa+ By, +C| (1.24)
\A' +B"*
formula bilan topiladi.

9-misol. 3x+4y-4 =0 va 6x+8y+5=0 parallel to'g'ri chizigiar
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x+4y -4 =0 to'g'ri chizigda ixtiyoriy. masalan  M(0;l)
nugtani olamiz. U holda berilgan parallel to'g'ri chizigiar orasidagi
(/masofa M(0;l) nugtadan  6x *8y+5=0 to'g'ri chiziggacha boMgan
masofaga teng boMadi. Uni (1.24) fonnula bilan hisoblavmiz:
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3.1.5. Mashgqlar

l. To'g'ri chiziglarning burchak koeffitsiyentini va koordinata o‘qlarid.
ajratgan kesmalarini toping:

v els i i 2)X—3v—2;

2. To'g'ri chizigning tenglamasini tuzing: i) ,,](3) nugtadan o'tuvchi va
n [34} normal vektorga ega bo'lgan: 2) Mn-2,-31 nuqtadan o'tuvchi va
r {-1:3} yo'naltiruvchi vcktorlarga ega bo'lgan: 3) J1/,(-2:3) nuqtadan o'tuvchi
Ox o'gqa perpendikular bo'lgan; 4) A/,(3:2) nuqtadan o'tuvchi Oy o'gda b 5 ga
teng kesma ajratuvchi.

3. Tenglamalardan gqa>silari to'g'ri chizigning normal tenglamasini
ifodalaydi?

1)y +2 =0; 2).r-2,5 0: 3),-p---y-3 =0, ih2 0

4. To'g'ri chiziglarning kesishi.-ih nuqtalarini va ular orasidagi burchakni
toping:

1)75nr~v-3 0. 2X-3.VI4=0; 2) »-:-4 ) 4(,3v-5 i)
X+1_y-1

3) - - X-3y Y 0,
3 1 5 " -2

5. w va 4 ning ganday giymatlarida mx+9y +n=0 va 4x+my-2 =0 to'g'ri
chiziglar: 1) parallel bo'ladi: 2) ustma-ust tushadi; 3) perpendikular bo'ladi?

6. m ning ganday giymatlarida lo'g'ri chiziglar: 1) parallel bo'ladi;
2) perpendikular bo'ladi?
1) 7- my+5=0, 2x-r3y +3 0, 2) 2X-iy +4=0, mx-6y +? =0.

7. v1y -7 -0 to'g'ri chizigda koordinatalari 2x-y t4 -0 tenglik bilan
bogiangan nuqtani toping

s. N1 T) nuqtadan o'tuvchi va koordinata o'qlari bilan yuzi 2kvadrat
birlikka teng uchburchak ajratuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

9. A(-3,2). B(5;-2),(’(04> bo'Isa, ABC uchburchakda A balandlik
tenglamasini tuzing.

10. A -2:0).f1(5:3),C'(";-1) bo'lsa, AIK uchburchakda AD medians
tenglamasini tuzing.

11. 2,v-i+3=0 va v-av-2 =0 to'g'ri chiziglarning kesishish nuqtasidan
o'tuvchi va bx-4y-1 =0 to'g'ri chizigga perpendikuiar to'g'ri chiziq tenglamasini
tuzing.
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12. To'g'ri burchakii teng yonli uchburchak gipotenuzasi orgaii o'igan to'g't
chiziqg tenglamasi 3* t-2t -6 wudan va uchlaridan biri f1(-1:- 2) nuqtadan iborat.
Uchburchakning katetiari tenglamalarini tuzing.

13. Paralielogrammning ikki uchi /111 va /3(2—2) nuqtalarda yotadi vz
diagonallari (-1:0) nuqtada kesishadi. Paralielogrammning tomonlari
tenglamalarini tuzing.

14. Agar .4(5:3). 5(1:1), C(3,5), D(b,6) to'rtburchakning uchlari bo'isa, uning
diagonallari kesishish nuqtasini va diagonallari orasidagi burchakni toping.

15.  Uchburchakning uchlari berilgan:  .4(8:3),5(2:5). (/(5.-1). Uchburchak
medianalarining kesishish nuqtasidan o'tuvchi va n4y -2 0 to'g'ri chizigqa
perpendikular to'g'ri chiziqg tenglamasini tuzing.

16. Burchak tomonlaridan birining tenglamasi 4x-3y i9 -odan va

bissektrisasining tenglamasi v-1y f21=0dan iborat Burchak ikkinchi tomonining
tenglamasini tuzing.

17. Uchburchakning ikki uchi /5(5:11.5(1:3) va medianalari kesishish nuqtasi
M (3:4) berilgan. Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

18. Uchburchakning ikki uchi J1(2;-2),#(-6;2) va balandliklari kesishish
nuqtasi M(1:2) berilgan. Uchburchakning < uchidan tushirilgan balandlik
tenglamasini tuzing.

19. Uchburchak tomonlarining o'rtalari berilgan: AY,(i:-3),.U. (2;-2i. W,(-3;4).
Uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

20. Paralielogrammning ikki tomoni 2t+y-2 =0, t-vtl17 0 to'g'ri
chiziglarda yotadi va diagonallari M (-3,5;3.5) nuqtada kesishadi. Parallelogramm
golgan tomonlari yotgan to'g'ri chiziglaming tenglamalarini tuzing.

21. L-2y+5=0 to'g'ri chiziqg bo'ylab yo'nalgan yorug'lik nuri 3.t--2y- 7
to'g'ri chizigda sinadi va gaytadi. Qaytuvchi nur yo'nalgan to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing.

22. Uchlari /1(2:3).5(-1:4).1'(5;5) nuqtalarda bo'lgan uchburchak og'irlik
markazidati o'tuvchi va AC toir.onga parallel to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

23. Bir uchi .4(3;4) nuqtada bo'lgan va bir tomoni 2jce5y t-3 0 to'g'ri
tenglama bilan berilgan to'g'ri chizigda yotgan kvadratning yuzini toping

24. 4jc-3><+8 =0 va S.r-6y-7 =0to'g‘ri chizigiar orasidagi masofani toping.

25. Kvadratning ikki tomoni 5n+12y-61 0 va 5*+12>+17-0 tenglamalar

bilan berilgan to'g'ri chiziglarda yotadi. Kvadrat diagonalining uzunligini
toping.
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26. A[2A) nugtadan o'tuvchi va koordinatalar boshidan 2 birlik
masofada yotuvchi to'g'ri chiziqg tenglamasini tuzing.

27. N(-2,3) nugtadan o'tuvchi va #(5;-1),C(3;7) nugtalardan teng
uzoqlikda yotuvchi to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.

28, '/(-5:12) nugtaning ,!(-5;l)va  /i(2.-3)nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri

chiziqdagi proeksiyasini toping.

3.2. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida x,y o'zgaruvchilarning ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi
tartibli chizig deyiladi.

liar qganday ikkinchi tartibli chizigni
doiraviy  konusning tekislik bilan  kesishish
chizig'i sifatida hosil gilish mumkin. Shu sababli
ikkinchi tartibli chiziglar konus kesimlar deb
ham ataladi. Berilgan / to'g'ri chizigni uni
A nugtaga kcsuvchi boshga bir fiksirlangan
/ to'g'ri chiziq atrofida o'zgarmas 0 burchak
ostida aylantirish natijasida hosil gilingan sirt
doiraviy konus deyiladi (9-shakl).

Bunda / to'g'ri chizigga konushing
vasovchisi, | to‘g‘ri chizigga konusning o 'gi, A 9-shakl
nugtaga konusning uchi. konusning | nugta
bilan ajratilgan gismlariga konusningpallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):

- tekislik konusning A uchidan o'tmasa va konus o0'giga
perpendikular bo'lsa, kesimda aylana hosil bo'ladi;

- tekislik konus o'giga perpendikular bo'Imav, konusning fagat
hitta  pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel
bo'Imasa, kesimda c/lips hosil bo’ladi;

- tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning
pallalaridan birini kessa. kesimda parabola hosil bo'ladi;

- tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil
bo’ladi;

- tekislik konusning A uchidan o'tsa, kesimda nuqta, to'g'ri chiziq,
to g'ri chiziglar jufti hosil boMadi.



AYlana Ellips Parabola Giperbola

Nu4d‘a To'g'ri chiziq lo’g ”_ ch.|2|q|ar
jufti

10-snakl.

Ikkinchi tartibli chizigiar fan va texnikaning ko'p sohalarida keng
go'llaniladi.

Bunga misollar kelliramiz.

1.Ma’lumki, avtomobil g'ildiraklari aylana shaklida vasaladi.

2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh jovlashgan umumiy
fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat giladi.

3. Agar parabola fokusiga yorug'lik manbavi joylashtirilsa, nurlar
uning o‘giga parallel ravishda qaytaai. Projektorning tuzilishi bu
x0ssaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot gilinganidek, yer yuzidan gorizontga garab
burchak ostida v, =112 km/c(ikkinchi kosmik teziik) boshlang'ich tezlik

bilan chigarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz
uzoglashsa, v, > 112 km!c boshlang'ich tezlik bilan chigariigan raketa

giperbola bo'ylab yer yuzidan cheksiz uzoglashadi, v, <11,2 km/c

boshlang'ich tezlik bilan chigarilgan raketa esa verga gaytib tushadi
yoki yeming sun’iy yoTdoshi bo'lib goladi.
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3.2.1. Aylana

1-ta'rif Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nugtadan teng

uzoglikda yotuvchi nugtalarning
geometrik o'rniga aylana deyiladi. \%
Tekislikda Mjxy.y,) nugtadan R
masofada yotuvchi nuqtalarni M

garaymiz. Bu nuqtalardan biri M(x;y)
nuqta bo’lsin (I 1-shakl).

Aylana ta’rifiga ko‘ra, 1M M ER.

Bu tcnglikka ikki nugta orasidagi /
masofa formulasini qo‘llaymiz:

J(X-x YHy-y ) mk.
11-shakl.
Bundan

(-A-)T+(v- V,)2=R | (2.1)

(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda
i/ tv;,. ) nugta aylana markazi, R masofa aylana radiusi deb ataladi.

=0, y.=0 da (2.1) tenglamadan topamiz:
ar +yl=R2. (2.2)
(2.2) tenglama markazi koordintalar boshidan o'tuvchi va radiusi
R ga teng aylanani aniglaydi.
1-misol  Koordinatalari v=Rcost, y =fisin/ tenglamalar bilan
aniglanuvchi M{x;y) nugta aylana nuqtasi bo'lishini ko'rsating.

Yechish. M(xX\y) nugia koorainatalarining har ikkala tomonini
kvadratga ko'taramiz va hadlab go'shamiz:

v +y =R cos2l +R sin /- R(sinll+cos2t)- R

yoki
x2+v2=R\

Demak, koordinatalari n=Rcost, v=Rs'mt, te.R tenglamalar bilan
aniglanuvchi \1(x;y) nuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi
va radiusi R ga teng aylanada votadi.
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Avlanani anigiovchi ushbu

Ix =Rcost,

i’y =Rsmt. /e [0:21r] (2.3)

tenglamalar sistemasiga aylananing parametrik tenglamalari deyiladi.
3.2.2. Ellips

2-ta’'rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
boMgan masofalaming yigMndisi o‘zgarmas kattalikka teng boMgan
nugtalaming geometrik o'rniga ellips deyiladi.

Ftva F, ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi boMsin.
FF.=2t\ FiM=r), F2M =r2 belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning ta'rifiga ko'ra, F]M +R\\t =2a. va'ni
rt+r,= 2a, (2.4)

bu yerda a- o‘zgarmas son boMib, a>c.
(fry koordinatalar sistemasini Cfr o'q fokuslardan. (h o' FF.

kesmaning o'rtasidan o'tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl).
U holda F2(-c:0) va /-,(~0)boMadi.
M nuqtaning koordinatalari r va y boMsin deylik, ya'ni M(x\y).
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko'ra
r, =yf(X- cY +y2, r2=yj(x +c)' +y2-

r va r, ning bu ifodalarim (2.4) tenglikka qo‘yib. almashtirishlar
bajaramiz:

v/(x- ¢c) +y2+p/(x + +Y2=2a,
(r- c)2+y2=(2a- yx+cY fy2),
X' - 2xc +cl-y"' =4a" - Ja~(X + O~ +y 2 -rv*t +2XC~C -y .
aj(x j-cy +y2=al+xc,
a'x" +2a'xc +alc2+ay =a - 2a'xc +xx .

(a2- c=)x2+ay2=a:(uz- c2).
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h2=a2-c 2 (chunki a>c) belgilash kiritib, topamiz:

b'x2+a?d’l maZd~

yoki

(2.5) tenglamaga ellipsningkanonik tenglamasi deyiladi.
x=acost, y =bsa\t tenglamalar bilan aniglanuvchi M(x\y) nugta ellip

nuqtasi bo'lishini I-misoldagi kabi ko'rsatish mumkin.
Ellipsni amglovchi ushbu

12'61

ly =ftsint, 1£10:2n"|

tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari deyiladi.

Ellipsning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.5) tenglikda x va y ning fagat juft darajalari gatnashgani
uchun eilips Ox,Qy o'glarga va 0(0:0) nuqtaga nisbatan simmetrik
boiadi. Shu sababli (2.5) tenglamani g>0, y>0 da (I-chorakda)
tekshirish yetarli bo'ladi.

I-chorakda (2.5) tenulamadan y:é\aZ— x:  kelib chigadi.

Bunda Vv koordinata 0 dan a gacha o‘sganida y koordinata b dan
0 gacha kamavadi. Ellipsning golgan choraklardagi shaklini koordinata
o'glariga nisbatan simmetrik gilib chizamiz (12-shakl).

Ellipsda 0(0.0) nuqtaga markaz. /),(a;0). J12(-a;0), B,(0,b). B2(0;-b)
nuqgtalarga uchlar. .1.L, BB kesmalarning 2a, 2b uzunliklariga mos

ravishda katta va Kkichik o‘glar, a,b sonlarga mos ravishda katta va
kichik yarim o‘glar. FM, F.M kesmalarning >/ uzunliklariga (oka!

radiusiar deyiladi.

Ellipsning shakl, 2 nisbatga bog'lig bo'ladi, ammo ellipsning

shaklini ; nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.

y =6 Kkattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0<?, <],



chunki O0<c<a. b dan p—:i\H Cn ,ya'm.-b:Vl- e'.
a \aj a

Demak, £->Ida — ). ya’'ni b kichiklashib, ellips Oy 0‘giga
parallel ravishda Ox o‘gqga tomon siqgilib boradi, aksincha e ->0 da

3 1, ya'ni ellips aylanaga yaginlashib boradi.

X =J_rE to‘g‘ri chizigiar ellipsningdirektrisalari deb ataladi.

12-shakl.

Ellipsning M nuqtasidan  direktrisalargacha boMgan d va d,

masofalar uchun ushbu
AT
d d S

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun
. =u-ex I, =a+ex

formulalar hosil gilinadi.
Fokuslari oy o'gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi

ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.
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Har  ikkala hoi uchun ellipsning tenglamalarini va asosiy
xossalarini keltiramiz.

Marka/i 0(0,0) nuqtada boMgan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

vy
—+1:!-_1 a>b>0 y
? @Gx (hyO'[adI b
ak quChyUtaCh 'a.\.'il (0] Fczl\/a*x
\%Q.Blﬁh\(co F2(c;0) b ’
02—52'
yi
-f"—l a>b>0 fﬁ
/ C Pr\
kattao q oy chyctcd : \
kICh}Ega(lOX cayiad oo b
-fokuslar™ Fn& . F1(0.0) Ve FV/
c2=a2- b2 -a

Agar a=b bo'isa. u holda (2.5) tenglamadan x2+y2=a2 tenglama,
ya'ni markazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng
aylana tenglamasi kelib chigadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi
hisoblanadi.

2-misol. Ax2+9y2=144 ellipsning o'glari uzunliklarini, fokuslarining

koordinatalarini va ekssentrisitetini toping.
Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

35
Bundan a2- 36, b2=16.
Demak, a=6, b=4, 2a=12, 2b=8.
Shunday qilib, ellips o'qglarining uzunliklari mos ravishda 12 va
8 ga teng.
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a va b ni bilgan holda ¢ ni aniglaymiz:
c=n/a2- b2=>/36-16 =21/
Bundan fokuslaming koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:
Fa(2V5;0), F,(-2n/5,0);

_c_ 25 s
£~a~ 6 7 3

3.2.3. Giperbola

3-ta’rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nugtagacha
boMgan masofalar ayirmasining moduli o'zgarmas Kkattalikka teng
boMgan nugqtalarning geometrik o'rniga giperbola Jeyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o'q 4 va f, fokuslardan, Oy o'q

kesmaning o'rtasidan o'tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).

M(x;y) giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi boMsin. FF, =2c, FM=r,
F2M =r} belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko'ra ,

\r\-rr\=2a, (2.7)

buyerda a- o'zgarmas son boMib, a<c.
(2.7 ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishiar kabi
almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:

bu yerda bl=c-- al.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.

Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib
aniglaymiz.

(2.8) tenglikda x va y ning faqatjuft darajalari gatnashgani uchur
giperbola ellips kabi Ox,Oy o'glarga va 0(0;0) nugtaga nisbatan
simmetrik boMadi. Shu sababli (2.8) tenglamani x>0. >>0 da (I-
chorakda) tekshiramiz.

[
I-chorakda (2.8) tenglamadan y=—ayix2— a2 kelib chigadi. Bunda

x>a \a x koordinata a dan boshlab o'sishi bilan y koordinata ham
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o'sib boradi, ya'ni M(x;y) nugta cheksizlikka intiladi. Bu intilish
ganday vuz berishini ko'rsatish uchun koordinatalar boshidan o'tuvchi

va burchak koeffitsiyenti k=— ga teng bo'lgan y =—x to'g'ri chizigni
a a

garaymiz. Bu chizig ushbu xossaga ega: Mnuqgta giperbola bo'ylab
harakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoglashgani sari bu to'g'ri
chiziqga juda yaqginlashib boradi, lekin uni kesib o'tmaydi. ya'ni
asimptotik yaginlashadi. c

Shunday qilib, giperbola I-chorakda /1,(%,0) nugtadan o'tib, v= -x

a
to'g'ri chizigga asimptotik yaginlashgani holda o'ngga va yuqoriga
garab o'sib boradi.

Giperbolaning qolgan choraklardagi shaklini koordinata o'glariga
nisbatan simmetrik qilib chizamiz (13-shakl).

Shunday qilib, giperbola ikki gismdan iborat bo'ladi. Bu gismlarga
giperbolaning tarmoglari deyiladi.

13-shakl.

1 -a> tenglama  bilan aniglanuvchi  to'g'ri  chizigiarga

giperbolaning asimptotalari deyiladi.

Giperbolada /1,(a;0), A (-a;0), A(0:/1). 5,(0;-£) nugqtalarga uchlar,
4A kesmaning 2a uzunligiga hagigiy o'q, BB2 kesmaning 2b
uzunligiga mavhum o'q, a, b sonlarga mos ravishda haqigiy va

141



mavhum yarim o'glar,

RAM FM kesmalarning r.
fokal radiuslar deyiladi.

, I uzunliklariga

e =— kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi
Bunda r >!, chunki ¢c>a

=c2-a? - =Jf~ ,ya'ni —=Ve2-1.
b~=c2-a2dan . ‘&a y

Demak, ekstsentrisitet birga ganchalik yagin bo‘lsa, A shunchaiik

kichik boMadi, ya'ni £-»lda é-»O va giperbola hagigiy o'qi tomon
sigilib boradi, aksincha . kattaiashgan sayin

3 ham Kkattaiashadi va
giperbolaning tarmoglari kengayib boradi.

X =+— to'g‘ri chiziqiar giperbola/!//!~ direktrisalari deb ataladi
E

Fokuslari Gh o‘gida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniglanadi

Markazi <9(0;,0) nuqtada bo‘lgan giperbolaning
kanonik tenglamalari va asosiv xossalari

haqlql ox ox (ayotad

a0 Oy dayotad|
%a%a K ( cS

02—a2+b2,
- asimptotalan: y =+

,[¢:0),

hﬂquoq oy (auiadd

0 Ox (hyotajl
f\ﬁf<us alga F0r<r);

cl=a2 +6,

- simptotar -
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Giperbolaning M nuqtasidan direktrisalargacha bo'lgan d, va d2
masofalar uchun ushbu
d d2

tengliklar bajariladi (13-shakl).
Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

x>0 bo'iganda r,=Ex-a, r7=£x +q
x <0 bo'iganda r,=-a-ex, N =a - ex

formulalar hosii gilinadi.

Yarim o'glari teng bo'lgan giperbolaga teng tomonli giperbola
deyiladi.

Teng tomonli giperbola

X2 - y2=a2 (29)
tenglama bilan aniglanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti V2 ga teng va M(V3;v2) nugtadan o'tuvchi

giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning yarim o'glari
uzunligini. fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining,
direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

Yechish. Ma'lumki, £e=-=-/2 yoki c2=2a2 Ikkinchi tomondan
c2=a2+b2 Bundan a2=b:. Demak, izlanayotgan giperbola teng
tomonli. A/(T31/2) nugta giperbolada yotgani uchun (*3) (™) _ |

ya'ni a2-A.
Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi

F-y2=1
ko'rinishni oladi.
Bu tenglama bilan aniglanuvchi giperbolaning yarim o'glari a=b=1
uzunlikka, fokuslari  A1V2,0), FJ-~2;0) koordinatalarga ega bo'ladi.

asimptotalari y=#x tenglamalar bilan, direktrisalari x=iij/§
tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola

4-ta’rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nugtadan va
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g‘ri chizigdan teng uzoglikda
yotuvchi nugtalaming geometrik o‘rnigaparabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha bo‘lgan masofani p(p> 0)
bilan belgilaymiz.

p kattalikka parabolaningparametri deyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o'q direktrisaga perpendikular va
fokusdan o'tadigan, 0(0;0) nugta fokus va direktrisaning o'rtasida
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemasida

f(—;OJ) nuqta fokus, x =~— to'g'ri chiziq direktrisa bo'iadi (17-shakl).
V2 2

M (x;y)parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
M nuqtaning direktrisadagi proyektsiyasini N bilan belgilaymiz.
Parabolaning ta'rifiga ko'ra V& =MF.

Bundan

W+P

X +pX +- -pxn———4—+y~

yoki
y —Zpx. (2.10)

(2.10) tenglamaga  parabolaning
kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolaning shakiini uning kanonik
tenglamasidan foydalanib aniglaymiz. 14-shakl.

(2.10) tenglikda yning juft darajasi
gatnashgani uchun parabola Ox 0'qga nisbatan simmetrik bo'iadi.

Shu sababli (2.10) tenglamani jc>0, y >Oda tekshiramiz.

| chorakda (2.10) tenglamadan y ="2px kelib chigadi. Bunda x>
va X koordinata 0 dan boshlab o'sishi bilan y koordinata ham o'sib
boradi. Shunday qilib, y>0 bo'lganda M(x,y) nugta <9(0,0) nugtadan
chigadi va x o'sishi bilan o'ngga va yuqoriga garab  bu nugtadan
cheksiz uzoglashadi. Parabolaning y <0 dagi shakiini Ox o'qga nisbatan
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simmetrik qilib chizarniz (14-shakl). Bunda CX00) nuqgta parabolaning
uchi, Ox o‘q parabolaning o 'gi deb ataladi.

Parabolaning ekstsentrisiteti e:%:g—:lga teng boMadi, direktrisasi

X - tenglama bilan aniglanadi.

4-misol. y2=6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(2.10) bilan tagqoslab, ko'ramizki, 2p =6 yoki p =s.

U holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi

X =~—=--- va fokusi f\—O |— 0’\ bo'ladi.
2 2

Parabolaning boshga kanonik tenglamalari shu kabi aniglanadi.

(Fchi i9(0;0) nugtada bo‘lgan parabo'aning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

. v- -2pX

-f'okus: /&/—0 j;
42 j

- Creinsa: - »
Va oxOqgasimmetrik:
- Simmetrya o'g- ox 0
- Yy
f'okus: h (O;B Y,
-dlirektritsa; v=-- / \
2 F \

\a oyogpsimmetrikc  / 0

. . . f >0
simmetriya @y - oy
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziglaming
umumiy tenglamasi

Iklita x va y o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy
ko'riniihda

Ax2+2Bxy +Cy2+2Dx t 2Ev+F =q A' +B2- C2* 0 (2.11)

kabi ytziladi. bu yerda A,B,C,D,E,F- koeffitsiyentlar.

Ollingi  bandlarda ta’riflari asosida ellips, giperbola va
paraboalaming kanonik tenglamalarini keltirib chigardik va xossalarini
o'rganlik. Bunda chiziglaming markazlaiini koordinatalar boshiga
joylashirdik va ulaming o'glarini koordinata o'alari bo'ylab
yo ‘nalirdik.

Uribu  bandda (2.11) tenglama koeffitsiyentlarining mos
givmatarida konus kesimlardan birini. yoki mavhum konus kesimlardan
birini, yoki bo'sh to'plamni aniglashini kolrsatamiz. Bunda konus
kesimring markazi koordinatalar boshida yotmasligi va oqlari
koordiiata o'glariga nisbatan og'ishga ega bo'lishi qgiyinchilik
tug'dirshi mumkin. Bu givinchilikni bartaraf gilish uchun koordinatalar
usulinng ikki qurolidan - koordinatalar o'glarini parallel ko'chirish va
burishcan foydalanamiz.

Koordinata o'qlarini parallel ko'chirish

Tevislikda Oxy to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo'lsin <

K>ordinata o'glarini parallel
ko'chiiish - bu Oxy sistemadan uning
o'glari yo'nalishlarini va masshtablarini
o'zgarirmasdan  fagat  koordinatalar
boshinng joylashishini o'zgartirish orgaii
yangi O'x'y sistemaga o'tishdir.

Y mgi Oxy sistemaning
koordiiatalar boshi O  eski Oxy
sistenuda  (jc,,>.) koordinatalarga ega
bo'lsin ya’'ni Ol(xM\yt). 15-shakl.

Tekislik ixtiyoriy M nugtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini

146



(x;y) bilan va OXy sistemadagi koordinatalarini ix';/) bilan
belgilaymiz (15-shakl).
U holda

OM=xi +yj, 00" =xj +yj, CY¥M=x'i +V'].

15-shakldan topamiz: OM - QY +CYM.

Bundan
Xi +y] =x,i +y | X 4y
voki
X=X, +X, y =y, +y. (2.12)
(2.12) formulalar ~ Mnuqtaning  Oxy  sistemadagi (x;v)

koordinatalarini OXYy sistemadagi (*';/) koordinatalar orgaii topish
imkonini beradi va aksincha.

5misol.  (x-4)2+(y +1)2=36 tenglamani Oxy koordinatalar
sistemasini  parallel  ko’chirish  orqaii
soddalashtiring.

Yechish  Berilgan tenglama Oxy

koordinatalar ~ sistemasida  markazi [ "X
(4—3 nugtada yotuvchi va radiusi i

_ . . \
R=b ga teng aylanani ifodalaydi. I d i K

Oxykoordinatalar sistemasi

0@yt =0'(4:-1)  riugiaga  parallel V!
ko'ehirilsa, berilgan tenglama yangi \ B y
OXy' sistemada ham aylana tenglamasini '
beradi 16-shakl.

(2.12) formulalarni goilab, topamiz:
X' =X- xu=x-4, y'=y-y,=y41l

U holda berilgan tenglama OXYy' sis-temada
X" +y'2=36

ko'rinishni oladi, >a'ni markazi koordinatalar boshida boMgan va radiusi
R- 6 ga teng aylanani ifodalaydi.
Aylana grafigini Oxy va OXY' sistemalarda chizamiz (16-shakl).
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Koordinata o ‘glarini burish

Tekislikda Oxy to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan
bo'lsin.
Koordinata o'glarini burish s bu Oxy sistemadan uning
koordinatalar boshini va o'glari
masshtablarini 0'zgartirmasdan
fagat koordinata o'glarini biror
burchakka burish orqgali yangi Oxy
sistemaga o'tishdir.
Oxy sistemani O nuqta atrofida
soat strelkasi yo'nalishiga teskari
yo'nalishda a burchakka burib,
OxYy sistemaga o'tamiz.  Tekislik
ixtiyoriy ~ Mnugqtasining Oxy 17-shakl
sistemadagi koordinatalarini  (x; V)
bilan va O'xy sistemadagi koordinatalarini (x"y") bilan belgilaymiz.
Mnugqta radius vektorining uzunligi r ga, uning OX o0'q biian tashkii
gilgan burchagi pga teng bo'lsin (17-shakl).
17-shakldan topamiz:

X'=rcc&p, y' =rsin<p, (2.13)
X=rcos(Pp+a), y' =rsm(<Pp+a). (2.14)

(2.14)  tengliklar ustida almashtirishlar  bajaramiz va
(2.13) tengliklarni hisobga olib, topamiz:

X =rcos@/+a) =r(cos<pcosa - sin<gina) =

=(rcos(p)cosa-(rsin”)sina - x'cosa - y's'ina,
y =rsin((f>+a) =r(s:n rpcosa 4 cos"osma) =

=/-(cos™)sina +/"(sin™)cosa =x'sin 1 y'cosa.
Demak,
X-X'cosa - y'sina, y =x'sina +v'cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o'glarini burish formulalari deyiladi.
Bu fonnulalar M nuqgtaning Oxy sistemadagi (.t;y) koordinatalarini
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Oxy' sistemadagi (x";y") koordinatalar orgali topish imkonini beradi
va aksincha.

6-misol. w=-2 tenglamani koordinata o'glarini 45°ga burish
orgali kanonik shaklga keltiring.
Yechish. (2.15) tengliklardan /=45 da topamiz:

v2
X=X cos45" -y sin45' =" " IX —y ),

y =X sin 45“ + v cos45" :—2 IX +v)

X vay ni xy- -2 tenglamaga qo‘yamiz:

v2 o, ,v2 _.7
'Z V_y )._2 {X+y)_' ’
[(h-y) =22
4 4

Bu tenglama giperbolaning kanonik
tenglamasi hisoblanadi, ya'ni w~-2
tenglama bilan aniglanuvchi chizig OXy'

sistemada Ve :—4 =1 tenglama bilan
aniglanuvchi  giperbolani  ifodalaydi.
Demak, v=- X funksiyaning grafigi

asimptotalari koordinata o‘glari  bilan
ustma-ust  tushadigan teng tomonli
giperboladan iborat (i 8-shakl). 18-shakl

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani soddaiashtirish

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani garaymiz:
Ax +2Bxy+Cy2+2Dx +2Ey F =0. (211

Bunda B7=0boMsin. Koordinata o'glarini a burchakka buramiz,
ya ni  (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi
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koordinatalar orqaii ifodalaymiz:
A(x'cosa - y’sina)l+2S(.r'cosa - y'sinur)(.v'sina ~y’'cosa) +
+C'(x'sincr +v'cosa)2+2D (x'cosa - ¥Ysina) +2£(.r'sina +v'cosa) + F =0
yoki
Al'2+2B/y -1C\y’2~2D/ 4 2E{' aFl =0,
bu yerda

= Acos2a +2Bcosasir.a +Csin2a;

B = (C- /i)sinacosa: +B(cos2a - sin2a):
C, =”sin2or-2Bcosasin a +Ceos2a;

Z&>=Dcosa +£sina; £ =Esina- Dcosa: Ft=F

a burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamada
x'y oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya'ni

S, =(C - /4)sinacoscr 4 B(cos2a - sin2a) =0

tenglik bajarilsin.
Bundan

ctg2a =- (2.16)

2B’

Shunday  qilib, koordinata o'glarini (2 16) shartni
ganoatlantiruvchi a burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagi
tenglamaga keltiradi:

A/1+C\y2+2D/ +2Ey' +F =0, [2+B2*0. (2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani (/1 =C,da),
yoki ellipsni ()1, m(, >0da), yoki giperbolani (A, C, <0da), yoki
parabolani (A, -C, =0da) aniglaydi. Bunda ellips (aylana) uchun - nugta
yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun - kesishuvehi to'g'ri
chizigiar juftligi, parabola uchun - parallel to'g'ri chizigiar juftligi kabi
buzilishlar bo'lishi mumkin.

Isbuti. A =C, bo'lgan holni batafsil tahlil gilamiz.

A - C da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

A/2+AY2+2D/ +2EY +Fx=o0.
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X< +y'2 +2=|1-x' + 2—’F\- V' +2 =0,
A A A

, +2n Ky +i
A [A) A {A1 A {A
DA al . B o N
, lﬂ)lq\f+ | U'?‘thfJ Jl A" (218)

Bunda. (2.18) tenglama va mos ravishda (2.17) tenglama:

I)jfE\f ﬂ(EVI -H >0 bo'iganda markazi o\(—Di ,—E1\| nuqtada
\Aj VAl A
/ \ f
|73 +{$-' 1 —ALga teng aylanani aniglaydi;
Al {A]
2) 0,1 =0bo'lganda jx+~j +~v+"I1 =0 ko'rinishga
. o D_F§ . .
keladi. Bu tenglikni yagona Oj( —————— nugta koordinatalari
v A A)

ganoatlantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;

f F
31 E)iy +(—riv — -<0 bo'iganda hech bir chizigni aniglamaydi.
14 [AJ A

Bunda «aylana mavhum ayianaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan hollarda teorema shu kabi tahlil gilinadi.

Shunday qilib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama)
ikkinchi tartibli chiziglardan birini aniglaydi.

7-misol.  4x'-25; '-24x v50v-89 =0 tenglama bilan berilgan
ikkinchi tartibli chizig ko'rinishini aniglang.

Yechish. Berilgan tenglamada A=4, C=-25.

Bundan J1 C=4 (-25)<0.

Teoremaga ko'ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi.

Tenglamada almashtirishlar bajaramiz.

A(X" - Bx +9) - 25(/ - 2y +1)- 36+25 - 89 =0,
4(x-3)J —25(>'—4)2=100,

151



U-1 _(V-1): =]
25 4

Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi 0(3:1) nugtada
joylashgan va yarim o'glari a=5,h =2 ga teng bo'lgan giperboiani
aniglaydi.

3.2.6. Mashqglar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi J1/1(-1;3) nugtada joylashgan
va radiusi R=6 ga teng bo'lgan; 2) markazi n/.(-fo) nuqtadajoylashgan va .4(4;4)
nugtadan o‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari va C(—35) nugtalarda
bo'lgan; 4) /)(X-4) nugtadan o'tgan va koordinata o'glariga uringan; 5) markazi
M(2,—) nuqtada joylashgan va urinmalaridan biri 3*4 4y+3 0 to'g'ri chizigda
bo'lgan.

2. Aylanalaming markazi va radiusini toping:
1) n2+y2+8.x-14y +16 =0; 2) xz+Vv' +4x-by—3 0
3) xi+yl-x+2y-\ =0; 4) N +>243.t-7.(>-] =0.
3. 4(1—2) nuqgta berilgan. Uning aylanalaming ichkarisida, tashqarisida
yoki ustida yotishini aniglang.
1) x21y2-5; 2) .r - v2=9;
3) X1+>2-8x-4y-5 =0; 4) X=-ry; -10.x-r8y =0.

4. n2+y2—2x+4y—20-0 van2+y2-10y >20=0 tenglamalar bilan
berilgan aylar.alar markazlari orasidagi masofani toping.

5. - =~ =1to'g'ri chizigdan koordinata o'glari kesgan kesmani diametr
gilib ayiana chizilgan. Bu aylana tenglamasini tuzing.

6. A(2;-1), A(3;41nuqtalardan o'tgan va markazi .t- v-4 0 to'g'ri
chizigdajoylashgan aylana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari N1(-2;2),9(0;-2).C(-1:-1) bo'lgan ABCuchburchakka tashqi
chizilgan aylananing markazi va radiusini toping.

8. Aning ganday giymatlarida y =kx to'g'ri chizig r +y2-8n-2y >l6=<
aylanani kesadi, bu aylanaga urinadi?

9. (x-4)* +ty-2)2-4 aylanaga uringan va koordinatalar boshidan o'tgan
to'g'ri chizigiar tenglamalarini tuzing.
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10. Aylana tenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiring:
1) X} yl- 16v; 2) xI-v'-ay; 3) xlwy' 2x+2y.

11. Fokuslari Oy o'gda 0(0;0) nugtaga nisbatan simmetrik joylashgan va
quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

1) kichik o'gi 12 ga va ekssentrisiteti - ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa
10 ga va ekssentrisiteti ~ ga teng: 3) M,(6:0)va ,V/,(0:9) nugtalardan o'tgan;

4) direktrisalari orasidagi masofa 5 ga va ekssentrisiteti > : gateng.

12. -lz-i \‘/1- I ellipsga lomonlari ellips o'qglariga parallel gilib kvadrat ichki

chizilgan. Kvadratning yuzini toping.

13. s5.t; t 20>2- 100- Oellipsning J1-v-20 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan
urinmasi tenglamasini tuzing.

14. 16x' +25y2-400 Oellipsning bir fokusidan uning kichik o'giga parallel
o'tgan vatari uzunligini toping.

15. r2 lellipsning M(X:y) nugtasidan uning o'ng fokusigacha bo'lgan

masofa chap fokusigacha bo'lgan masofadan to'rt marta katta. A/ v:vi nugtani
toping.
16. ~ 4 lellipsning Mi xy) nugtasidan uning chap fokusigacha bo'lgan

masofa o'ng fokusigacha bo'lgan masofadan ikki marta katta. M(X;v) nugtani
toping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o'qi oxirlarigacha bo'lgan masofalar
2 va 8 ga teng. F.llipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko'rinishga keltiring:
i) 16x* «25y" -400 O: 2) 144v ,25,-'-3600 O

19. X *2>—7 o to'g'ri chiziq bilan N2+4y2- 25 ellipsning kesishish
nuqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o'gida joylashgan va quyidagi shartlami
ganoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini luzing: 1) direktrisalari
N

orasidagi masofa 1—58 ga va ekssentrisiteti -Bga teng; 2) direktrisalari orasidagi

inasofa %ga tone va asimptotalari tenglamalari y i%x; 3) direktrisalari
J



orasidagi masofa y ga va haqigiy o'qi 8 ga teng; 4) direktrisalari orasidagi

masofa — ga va fokuslari orasidagi masofa 14ga teng.
21 Giperbolaning nugtalaridan biri va asimptotalarining tenglamalari
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

1) M(6;2),y= v, n: 2) V/(42),y- £~—X:

4) Mb\by = ~x

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Unir.g asimptotalari orasidagi
burchakni toping.

23. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o‘q bilan Zga teng burchak tashkil
giladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24. 5jr2+17yJ -85 =0 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokuslarga ega bo'lgan
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

25. Giperbola 25n2+9y2=225 ellips bilan bir xil fokuslarga ega.
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng bo‘lsa, uning kanonik tenglamasini
tuzing.

26. Assimptotalari O(2;-3) nugtada kesishuvchi va W(4;-I) nugtadan o‘tuvchi
giperbola tenglamasini tuzing.

27. Giperbolaning y :3x:r35 tenglamasini sodda ko‘rinishga keltiring.

28. Berilgan fokusi va direktrisasi tenglamasiga ko'ra parabolaning
kanonik tenglamasini tuzing:

1)F(-3;4),*- 5=0; 2) F(5:3),y +2 =0.

29. Berilgan tenglamasiga ko'ra parabolaning uchini va simmetriya o'qining
tenglamasini aniglang:

1) y2-2y +16x+65 =0; 2) 2XL+.v-8jt +5=0.

30. Berilgan tenglamalar ganday chiziglarni aniglaydi?
X=-(¥ +e-),
y=2%’-e-9

3)y =-2vV +I; 4) r
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3! X:-_a/—, b = _Tbl‘ giperbolaning parametrik tenglamalari bo'lishini
sin. sin

ko'rsating.

32. v=2pr.y 2pt te R parabolaning parametrik tenglamalari bo'lishini
ko'rsating.

33. 13.x2+10w*13y2—72 =0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

34. x2-6v3.w-5yi-8 =0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

35. Egri chizigning tenglamasini soddalashtiring, chizigning turini aniglang va
shakiini chizing:

1) 5x2+9y2-30n t 18v *-9=0; 2) 2n2-12x+y 13=0;
.3) 5n; -4y 2+30n +8v +21 =0; 4) 2y3-n-12y +14=0;

5) n2-6n 1r1'-8=0; 6) n2 1y *y2-1 =0.

36. £+E =1ellipsga n/(-3;3) nuqtada o'tkazilgan urinma tenglamasini

tuzing.

37'?_/\'6 =1giperbolaga A/(2,-4) nuqtada o'tkazilgan urinma tenglamasini
i
tuzing.

38. -n2=1giperbolaga Mf -~;3 nuqgtada o'tkazilgan urinma tenglamasini
tuzing.

39. .r =16v parabolaning 2n+4y+7=0 to'g'ri chizigga perpendikular
bo'lgan urinrnasini toping.

3.3.QUTB KOORDINATALARDA
CHIZIQLAR

3.3.1. Qutb koordinatalari

lekislikda  sanoq boshiga, musbat yo'nalishga va masshtab
birligiga ega boMgan Op nur qutb o'gi, uning O- sanoq boshi qutb
deb ataladi.
M tekislikning qutb bilan ustma-usl tushmaydigan ixtiyoriy nugtasi
bo'lsin. Bunda Mnugtaning holati ikkita son, Oqutbdan M nuqtagacha
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bo'lgan r masofa va Op qutb o'gi bilan OM yo'nalgan kesma orasidagi
© burchak bilan aniglanadi (Op nurdan boshlab burchak yo'nalishi
soat strelkasi yo'alishiga teskari tanlanadi).

r va < sonlariga M nugtaning
qutb koordinatalari deyiladi va
M(r;<p) deb yoziladi. Bunda r masofa
qutb radiusi, ¥ burchak qutb
burchagi deb ataladi (19-shakl).

Tekislikning  barcha nugtalarini
aniglash uchun r va ip Kattaliklarni
0<r<+4x, -n<(p<n chegaralarda
olish yetarli bo'ladi. Bunda tekislikning
har bir nugtasiga yagona rva p
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har
bir (r;w) sonlar juftiga tekislikdagi
yagona nugta mos keladi.

Nugtaning qutb va to'g'ri burchakli koordinatalari orasidagi
bog'lanishni  topamiz.  Bunda to'g'ri  burchakli  koordinatalar
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o'gini
qutb o‘gi bilan ustma-ust tushadigan
qilib tanlaymiz (20-shakl).

M nugta v va v to'g'ri burchakli
koordinatalarga, r va <9 qutb koordi- M)
natalarga ega bo'lsin. A

20-shakldan topamiz:

19-shakl.

jc=rcos™>, y-rsmcp. (3.2)

Bu tengliklar nugtaning to’g'ri

burchakli koordinatalarini uning qutb

koordinatalari bilan bog'laydi. 20-shakl.
(3.1) tengliklardan nugtaning qutb

koordinatalari bilan uning to'g'ri

burchakli koordinatalari o'rtasida quyidagi bog'lanish hosil gilinadi:

r-Jx2+y\ tgp « (3.2)

Bunda @ burchakning giymati nuqtaning joylashgan choragiga
(x,y larmng ishoralari asosida) garab, -n <u><n oraligda tanlanadi.
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/ -misol. M(-l;-\/3)nuqgtaning qutb koordinatalarini toping.
Yechish.  Berilgan nugtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar
bilan aniglaymiz:

r=-/(-0r+(-V3); =2, = y =V3
V/ nugtan 111 chorakda yotadi.

U holda <p=9— n- - ; boMadi. Demak, m{2;——)|.
[ \" 3

3,3.2. Qutb koordinatalar sistemasida chizigiar

Quit koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasi deb aynan shu
chizig barcha nuqtalarining r va pkoordinatalari orasidagi bogManishni

aniglovchi ikki nomaMumli
F(r:ip) =0 (3.3)

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Mumkin bo'lganda (3.3) tenglama
r ga nisbatan vyechiladi va r=r<)
ko'rinisnga keltiriladi.

Chizigning  F(x\y) =0 tenglamasi-
dan qutb tenglamasiga o'tish uchun
X va y lar o'rniga  ulaming
(,3.1) formulaiardagi giymatlari go'yiladi
va aksincha chizigning qutb
tenglamasidan FCxy)-0 tenglamasiga

o'tish (3.2) formulalar bilan amalga
oshiriladi.

To'g'ri chizigning qutb tenglamasi

To'g'ri chiziq tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.

Bunda O qutbdan | to'g'ri chiziggacha boMgan p masofa va Op
qutb o gi bilan berilgan to'g'ri chiziqga perpendikular bo'lgan  f
0'g orasidagi a burchak berilgan bo'lsin (2 1-shakl).

/ chizigning ixtiyoriy MM\<p) nuqtasi uchun Pr OM - p boMadi.

Ikkinchi tomondan
Pr, OM 5 OM | cos(« - W) - rcos(a - ip).
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U holda
rcos{fa- P=p. (3.4)
(3.4) tenglamaga to 'gri chizigrning qutb tenglamasi deyiiadi.

2-misol. /V/757 | va JV25,0) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chizigning

qutb tenglamasini tuzing.

Yechish. To'g'ri chizigning Mxva M2 nuqtalar orasidagi kesmasi
katetlari 5 ga teng bo'lgan to‘g‘ri  burchakli uchburchakning
gipotenuzasi bo'ladi. Bunda qutbdan to'g'ri chiziggacha bo'lgan
masofa to'g'ri burchak uchidan
gipotenuzaga tushirilgan  balandlikdan
iborat (22-shakl).

Uning uzunligini (pni) va yo'nalshini
(a ni) topamiz:

OMmOML _ 55 _W2 _ n
P JOUf} +OM; ~V52+5r ” 2 '

U holda (3.4) formulaga ko‘ra,

Konus kesinilarining qutb tenglamalari

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutb
tenglamalarini keltirib chigaramiz. Bunda chiziglarning fokuslaridan biri
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko'rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chigarishda ularning har
bir nugtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bo'lgan masofaning
fiksirlangan to'g'ri chiziggacha (direktrisagacha) bo'lgan masofaga
nisbati o'zgarmas kattalikka - ekstsentrisitetga teng bo'lishi xossasidan
foydalaniladi. Bunda konus kesim =< bo'iganda ellipsdan, t-1
bo'iganda paraboladan va r>i bo'iganda giperboladan iborat bo'ladi
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog'i, A4 -bu tarmogning fokusi,
d-qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, r -ekstsentisitet
bo'lsin.  Fokusdan direktrisagacha bo'lgan masofani p bilan

belgilaymiz (24-shakl).
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Mb MF
oM QM QM ~

23-shakl.

/ chizigda ixtiyoriy M(r,<p)nuqtani olamiz.
IJ holda konus kesimlarning

xossasiga ko'ra, 2 - =s bo'ladi.
QM

Bundan FM =eQM yoki
MA=sAN= AF+ FN) =c(p +r cosip).

Oxirgi tenglikni r ga nisbatan
vechamiz:

; L'P
- 'COsp (3:5)
(3.5) tenglamaga konus kesim-
Itiming qutb tenglamasi deyiladi. Bu
tenglama c <1 da ellipsni. e >1 giperbolaning bir tarmog'ini va c- 1da
parabolani aniglaydi.
1-izoh. Konus kesimlarning qutb tenglamalari  direktritsaning
joylashishiga bog'liq bo'ladi:

24-shakl.

I>ircktri.saninf; holati —tenglama
T

\ortikel va gutbden chapda -« | |COS<p :

direktnsa 3

| vertikal va qutcn o ngda- - - b " y=3
| qornta e uenyprice: = 2 —/_}3 0 N o
Qorizontal Ve Quibcen pestc- 1 " e
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Boshga chiziglaming qutb tenglamu/ari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini
garaymiz.
Uzunligi 2a(a>0)ga teng boigan AB kesma uchlari bilan biror

to'g‘ri burchakning tomonlari bo'ylab sirpanib harakarlanayotgan
boMsin. To'g'ri burchakning O uchidan bu kesmaga OMperpendikular
tushurilgan ~ (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqtida om
perpendikular m asosining traektoriyasini topaylik.

Masosning  (nuqtaning)  traektoriyasini  qutb  koordinatalar
sistemasida tuzish uchun to'g'ri burchakning O ucliini qutb, QA o'gni
qutb o'gi deb olamiz. ™ nuqtaning qutb koordinatalarini r, ¢ deb

belgilaymiz, ya'ni Mr\<p) deymiz.
AOM uchburchakdan topamiz:

OM = OAcas<p,
r =OAcos(q

AOB uchburchakdan topamiz:
OA = ABs'mtp,
OA = 26/sin (p

Bundan m asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasini hosil gilamiz:
r =c/sin2tp

Bu tenglama bilan aniglanuvehi chiziq to'rt yaprogli gul deb ataladi.
Uning grafigini a=1da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).
> Witthlots):
> 8niinatecurve([$ia(2*t)«t"~" i*i..| *i|, coords=elar,
frarBfs:=60,nijmpo!Sits:; 100):

Vv

O A X
25-shakl. 26-shakl.
160



Maternatikaning keyingi bo'iimiarining misol va masalalarini
yechishda foydalaniladigan chiziglaming grafiklari va ularning qutb
yoki parametrik tenglamalari 1-ilovada keltirilgan.

3.3.3. Mashqlar

1. Au'3;1) va 5(-v3;-l)nuqtalaming qutb koordinatalarini toping.

¢ N
2. 2:~£/]Iva P(J;?A_jnuqtalaming to'g’ri burchakli koordinatalarini
j 4 3

toping
a\ / n\

3. A\ 5;--iva H8---|nuqtalar orasidagi masofani toping.

4, Uchlari O qutbdava A (i /i(r,;$2) nugtalarda joylashgan OAB
uchburchak-ning yuzini toping, bu yerda qa ><p.

kvadratning yuzini toping.

6. Kvadratning ikkita qo’shni uchlari berilgan: 1]6;—\ flf2:—).
vV 3y '3l

Kvadratning yuzini toping.

7. Berilgan tenglamalarni dekart koordiriatalarida yozing:

nr SSinto: 2) r 5cosif
3) -nZn: 4) 1 - 4cas2f;;
5 . .
'T sl 1- @iy
7 I —eee

) 243<%s < 8 3 15sinu?

8. Berilgan tenglamalarni qutb koordmatalarida yozing:

1)y5; 2)y-2r |
Y x 4r 4) x1-y2 al
5) yyt  -2ax =0; 6) xy - 4
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9. Berilgan tenglamasiga ko'ra chiziglarning turini aniglang:

D =g DT e
3 = 3 4 = :
)r |1COS<§ )r 2--cos(p
| 3
— g —— i
2 4
4f
,)r =T77W Z)I' 1+ €sin<p
3)r=—5f—’ 4) r, 4b-
I- Ssmi 1- ccosc?

3.4. TEKISLIK

3.4.1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ich O nuqtaga va bir xil masshtab birligiga ega
bo'lgan o‘zaro perpendikulyar ftc, Oy va Oz o'glar fazoda to'g'ri
burchakli Oxy: koordinatalar sistemasini hosil giladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x,v va r sonlari fazodagi har
ganday M nugtaning o'rnini to'liq aniglaydi. Bunda nugta M(X,y;z) kabi
belgilanadi, & ga M nuqtaning abssissasi. y ga M nugtaning ordinatasi,
z ga Mnugtaning applikatasi deyiladi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nuqtalarining
X,y,z koordinatalari orasidagi bog'lanishni
aniglovchi uch noma’lumli

F(x,y,z) =0
tenglamaga aytiladi.
Shu kabi, koordinatalari uch noma'lumli F\x,y,z)=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi Oxy: fazoning barcha M(xX\y\z) nugtalari to‘plamiga

fazoda shu tenglama bilan aniglanuvchi sirt deyiladi.
Fazodagi sirt x=x(u,v), y =yw,v), z=z(u,v), (u;v)eD  parametrik
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tenglamalar bilan ham beriiishi mumkin, bu yerda -
Wsohada berilgan sir! barcha nugtalarining va fagat shu nuqtalarning
koordinatalarini beruvchi ikki o'zgaruvchili funksiyalar.

Masalan,

V=/%iNmcosv. Yy - /7%sinwsinv, z=Rcosu. O<u<n, 0 <v<2n

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.

Fazodagi chizigni ikki sirtning kesishish chizig'i yoki ikki sirt
umumiy nugtalarining gometrik o‘mi deb garash mumkin (27-shakl).

/ chizigni  aniglovchi ikki sirt F(x,y,z) =0 va G(x)y.z.)=0
tenglamalar bilan berilgan bo'lsin (27-
shakl). U holda / chiziq ikkala
tenglamani  ham  ganoatlantiruvchi
M(xX\W\z) nuqtalar to'plamidan tashkil

topadi.
Koordinatalari
\F{x,y,z) =0,
{g'(je,>"z) =0
Tenglamalar sistemasini
ganoatlantiruvchi Oxy: fazoning

barcha M(x-y:z) nugtalari to'plamiga
fazodagi shu tenglamalar sistemasi
bilan aniglanuvehi chiziq deyiladi.
Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu
chizig barcha nuqtalarining x,y,z koordinatalarini aniglovchi

{F(x.y.2) =0,
[(i(xy.2) - 0

tenglamalar sistemasiga aytiladi.
Fazodagi chizigni nugtaning trayektoriyasi deb garash mumkin.

Bunda  chiziq r =f{t) vektor  tenglama  bilan  yoki
x=x(i), v-y(). z=z(t), i€ T parametrik tenglamalar bilan beriladi.
Masalan,

x =Rcosat, y*Rshat, z~—1t

parametrik tenglamalar vint chizig'ini ifodalaydi.



Fazodagi analitik geometriyada sirtiii (yoki to'g'ri chizigni)
o‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik xossalariga ko'ra, sirtning
(yoki to'g'ri chizigning) tenglamasini keltirib chigarish; tenglamasiga
asosan sirtning (yoki to'g'ri chizigning) ko'rinishi va xossalarini
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tenglamalari

Tekislikning fazodagi  o'rm turli parametrlar biian (masalan,
tekislikning koordinata o'qlarida ajratgan kesmalari bilan) bir giymatli
aniglanishi mumkin.  Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning
turli tenglamalari keltirib chigariladi.

L Tekislikda yotuvchi Mux,,;ynza) nuqgta va to'g'ri chizigq
perpendikular bo'lgan n=[A:B\C] vektor berilgan.
Tekislikka perpendikular

bo'lgan  har ganday vektorga
tekislikning normal vektori deyiladi.
0 tekislikning ixtiyoriy
M(x;y\z) nuqtasini  olamiz.
M va MO nugtalarning radius
vektorlari mos ravishda r va [
bo'lsin.
U holda MdM =r-r0boiadi.
M va Mn tekislik nuqtalari
bo'lgani  uchun  MtM  vektor *
tekislikda yotadi va tekislikning 28-shakl.
normal vektoriga pei-pendikular
bo'ladi, ya'ni rixMnM (28-shakl). ikki vektorning perpendikularlik
shartiga asosan tekislik
tenglamasini topamiz:

n-(r-r,) =0. (4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
(4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining
koordinatalarini qo‘vib. topamiz:

A(X- X,)+B(y-y,)+C(z- )=0. (4.2)

164



Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Shuningdek, (4.2) tenglamaga berilgan nugtadan o'tuvchi va
berilgan vektorga perpendikular tekislik
tenglamasi deyiladi.

1-misol.  V/,(345 nuqgtadan o'tuvchi va normal vektori
n={-i:-3;2} bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Masalaning shartiga ko'ra,

X, ™.V, =4,2,, =5, A=-i, B- -3.C =2.
I holda (4.2) tenglamadan topamiz:
(-1)mx-3) ®(-3) (y 4)<2(2-9-0

yoki
x+31- 22 - 5=0.

Il. Tekislikdayotuvchi uchta M~x"y”z.), M m?), M .(x.)
nugta berilgan.
(T tekislikda yotuvchi ixtiyoriy M(\y\z) nugtani olamiz va

MM ={x—x,;y - v,;2-2,},

MtM, - {X, ~X,;y, -y.:z. -z,i

vektorlami yasaymiz.
Bunda MtM,MIM1, A/JV, vektoriar komplanar bo iadi
(29-shakl). Vektorlaming komplanarlik shartidan topamiz:

"X-X  y-Vo 2-2 1

(4.3) tenglamaga berilgan uchta
nugtadan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi
deyiladi.

(4.3) tenglamada
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belgilash kiritib, topamiz:

X-X y-y, [I-T

Yr~y, |=0. (4.4)
P 4 ro|
(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nugtadan o tuvchi va berilgan
vektorga parallel tekislik tenglamasi deyiladi.

Shu kabi
s, =MtM2={pl;ql:r
s2=mJm, ={p1\d 2}
belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

X-X V-y z—2z

P2 2 Y
M
(4.5) tenglamaga berilgan
nugtadan o tuvchi va berilgan ikki i\‘
vektorga parallel tekislik tenglamasi i N
deyiladi. /} !
JV.(x.y.i2,), M, (x2y2r,) va S

v,;z-) nugtalar cr tekislikning mos
ravishda Ox, 71 va Oz o'glarda yotuvchi
nuqtalari. ya'ni A/.(a0,0), A/20;6;,0) va

boisin (30-shakl).
U holda (4.3) formulaga ko'ra.

30-shak!.

X-a y z
-a b 0=0
-a 0 c
bo'ladi.
Bundan
6cx - o/Ac+afz +acy =0, hex+aery +abi- abe
yoKki
V.- .r | 4.6
a b c (4.6)
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30-shakldan ko'inadiki, a,n, cmos ravishda cr tekislikning Ox, Oy
va Oz o'glarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli  (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga
nisbatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. M, (2;-1;3) nuqgtadan o'tuvchi. a =804 va ft={-3:22}
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. lzlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan
topamiz:
X-2 y+1 z-3
3 0 -1 0,
-3 2 2

(x—2) R —{=+1) M6 —3) +(z —3) *6 =0,
2X - 3y +6z - 25 =0.

3-misol. Ox, Oy va O: o'qlarda mos ravishda 2, (-4) va 6 ga teng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko'ra: u=2; ft=-4; c=6.

Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

X ftenn g2
2 (-4) 6

6x—3y +2z- 12=0.

1. Tekislik n=0P normalining
uzunligi p va birlik vektori
& - {cosa;cos/ff,cos"} berilgan.

a tekislikda yotuvchi ixtiyoriy
M(x:y,z) nugtani olamiz. Bu nugtaning
radius vektori r =OM={x,y,z} bo'lsin
(31-shaki). Bunda/' radius vektoming X
e vektor yo'nalishidagi proeksiyasi
p ga teng bo'iadi, ya'ni

3 1-shakl.

llp - p.
Bundan

re =p, re -77 =0
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yoKki
A'COSCr + y COS/2 + 2 COS/ - /1-0. (4.7)

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chigarilgan (4.1)-(4.7) formulalar asosida ushbu xulosa
kelib chagadi:

X,¥,z o0‘zgaruvchilaming har ganday birinchi darajali tenglamasi |
fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksincha, fazodagi har ganday ji
tekislik x,y,z o'zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglamasi !
bilan aniglanadi. [

Demak, har bir a tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+D=0 (4.8)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda D-ozod had; Al+B *0.

(4.8) tenglamada n={A\B;C) bo'lishini (4.2) tenglama yordamida
(to'g'ri chizigdagi kabi) ko rsatish mumkin.

(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

(4.8) tenglamada. 1) A=Q bo'lsa, tenglama By+Cz>D=0
ko'rinishga keladi. Bunda tekislikning = normal vektori Ce
o‘gga perpendikular bo'ladi. Shu sababli tekislik Ox o'gga parailei
bo'ladi. Shu kabi 6=0 da Ax+Cz+D-0 tenglama Oy o'qqga parallel

tekislikni, C=0 da Ax+By+D-0. tenglama Qz o'gga parallel
tekislikni ifodalaydi; Ax+By+D=0 tenglama Oz o'qga parallel
tekislikni ifodalaydi;

2) D=0 bo'lsa, tenglama Ax-wBy+Cz -0 ko'rinishni oladi. I'ni
0(0;0;0) nugta koordinatalari ganoatlantiradi va tekislik koordinatalar
boshidan o'tadi;

3) A-0 D=0 bo'lsa, tenglamadan By+Cz-0 kelib chigadi Bu
tekislik Ox o'qdan o'tadi. Shu kabi Ax+Cz-0Otenglama Oy o'gdan
o'tuvchi tekislikni, Ax+By=0 tenglama Qz o'gdan o'tuvchi tekislikni
ifodalaydi;

4) A=0, 6 =0 bo'lsa. tenglama Cz+D=0 yoki z ko'rinishni
oladi Bu tekislik Oxy tekislikka parallel bo'ladi. Shu kabi By+D=0
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tekislikka parallel tekislikni ifodalaydi;

5) A=0, 5=0, D=0 bo'isa, tenglama Cz=0 yoki 2=0 ko'ririishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shu kabi Oyz tekislik
x - 0 tenglama bilan. Ox: tekislik y =0
tenglama bilan aniglanadi.

4-misol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o'gdan va
nugtadan o'tuvchi; 2) Oy o'qga parallel bo igan va
7,(3;0;-4),17,(5;-2:3) nugtalardan o'tuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel
bo'lgan va M,{i:—23) nugtadan o'tuvchi.
Yechish. \) Ox o'qdan o'tuvchi tekislik tenglamasi By+Cz=0
bo'iadi Bu tenglamani  MM0;~2;3) nuqtaning koordinatalari
ganoatlantiradi. chunki bu nugta tekislikda yotadi.

Demak. (-2) *5 +3C =0 yoki B=-C .

Bundan

§Cli’+Cz=0
yoki

3y +2z2 =0.

2)0}' o'qqa parallel tekislik tenglamasi Ax+Cz+D -0 bo'iadi. Uni
M(3:0;-4).M .{5;-2:3) nuqtalarning koordinatalari ganoatlantiradi. ya'ni

3A- AC+D=0,
15/4+3C + D=0
Bundan
A=-—Dva C=—D.
29 29
U holda
-—Dx-—D:iD-0
29 29
yoKki

7x-2z -29 =0.
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3) Oxz tekislikka parallel tekislik  tenglamasi By+D- 0
boMadi. Bundan A/, (1;-2;3) nuqtada -25 + D=0 yoki D=2s kelib
chigadi.

U holda Q

Bv+2B =0

Jn

yoki v

y +2=0. / | avs
Tekislikning  (4.1)-(4.8) '\ /
tenglamalaridan  har  birini
boshgalaridan keltirib
chigarish mumkin. Masalan,
(4.8) tenglamani (4.7
tenglamaga o‘tkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o‘ng
tomonini  normallovehi ko'paytuvchi deb ataluvchi

V= songa
slIAl +B- +C

ko'paytiriladi. Bunda M ko'‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyentning
ishorasiga qarama-garshi gilib  tanlanadi.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o'zaro joylashishi
Ikki tekislik orasidagi burchak

Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

Ak + By +Ctz+D, =0, AX+B¥ +CZ + D2=0

tenglamalar bilan berilgan o, cr, tekisliklar orasidagi burchak & ga
teng boMsin(32-shakl).

Bunda n, ={Al;BI;C }, i2={A\B.,C2} va $=(a, ,a =(ril ril).
Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz.

n,n2 AJA +BB2+cjc,
lg, Iel«21 U *« +@4a'U +B2+C:°
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Odatda, ikki tekislik orasidagi burchak deyiiganida y dan
oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli

1AA +BIBL+C,C21 (4.9)

5-misol. x+y+z-1=0. x-2y+3z-1=0 tekisliklar orasidagi
burchakni toping.
Yechish. Masalaning shartiga ko'ra: n ={1,1.1}, ii2={1;-2;3}.
U holda
ctisp = 11e1+1(-2) +1431 2
VI2+ 12+ 12 my12+(-2)2+32 V42'

Bundan

g)=arcco

Ikki tekislikning perpendikuhtrlik sharti

a, 1 a. bo'lsin U holda cob™=0 va (4.9) tenglikdan topamiz:

AA +BB «('(" 0. (4.10)

6-misol. JV, ,M2(0;3;4) nuqgtalardan o'tuvchi va x+2y-z =C
tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish. Tekislik tenglamasini Ax+By+Cz-#D=0 ko'rinishida

i/laymiz.
Misolning shartiga ko'ra:

A+2B- C-0 (tekishk x +2y - z- 0 tekislikka _i),
A 2B+C - -D (tekislik Mt(1;2;,1) nugtadan o'tadi).
3B +4C =-D (tekislik A/20;3;4) nuqtadan o'tadi.

Sistemaning yechimi:

7 1 |
A=—D. B-=D. C=—D.
6 3 ¢ 2
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A, B,C koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

é) X +—3D v——? z +D=0.

Bundan
IX -2y +3z- 6=0.

Ikki tekislikning parallellik sharti

a, va <1 tekisliklar parallel bo'lsin. U holda s, ={//15,,CT} va
nr={A1,B2C2} vektorlar kollinear bo'ladi. Ikki vektorning kollinearlik.
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

A =E=E_. (4.1M)
AR B C

Ikki tekislikning ustma-ust tushishi

< va <, tekisliklar ustma-ust tushsin. 1) holda birinchidan ular
parallel bo'ladi. Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

A B C2

yoki
Ax-A42=Q B - AB =0, C.~ AC2=0. (4.12)

Ikkinchidan <, tekislikning har bir nugtasi, jumladan
MO(x¢y.,,;z0) nugta a2 tekislikda yotadi, ya'ni
Ax, +Byl-rC>, +D =0.

4*» +1BY, mC-: D =0.

Bu tengliklardan ikkinchisini /1 ga ko'paytiramiz va birinchi
tenglikdan ayiramiz;
(A=At +(/, ~ABYV) 4 ((., - AC,)rkt H/), —AD2)~0.

Bundan (4.12) tengliklami hisobga olsak DI-AD1=0 yoki

bo'ladi.
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Demak,
— ==~ = 4 13

(4.13) tengliklar  tekisliklaming ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

3.4.4. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

Nugtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga
nugtadan tekislikkacha bo ‘lgan masofa deyiladi.

Af,(v,, vii;,,) nugta va Ax+By+Cz+D=0 tenglama bilan a
tekislik berilgan boMsin. M. nuqtadan a tekislikka tushirilgan
perpendikuiaming asosini ) bilan belgilaymiz (33-shakl).

U holda Ma nugtadan a tekislikkacha boMgan masofa
d =Yp, M.LL, boMadi, bu yerda M,M0=4,- X,;y0- y;z,, - Z,}
Ikki vektor skalyar ko'paytmasining xossasiga ko'ra,
d=W'Mul _!I(*,-x)A+( - v,)B+(z0- z)C
'n x.I tB <I

_[Ax, +By. +Cz, - /i - 5v, - Cz, |
wjP +B =mC

W(X,; v,;z, )nugta a tekislikda yotgani sababli
Ax 1By, +Cz +D =0,

ya'ni
D=-Nx, - /iy - Cz..
Bundan
NJAX,-r_Ny,-rCz, +0 14
ma2+b2+c?2

Shunday qilib, nuqgtadan tekislikkacha bo'lgan masofa
(4.14) formula bilan topiladi.

7-misol. M,,(5;4;-1) nugtadan M,(3;0;3), M20;4,0) va M,(0;4;-3)
nugtalardan o'tuvchi tekislikkacha boMgan masofani toping.

Yechish. Avval berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik
tenglamasini tuzamiz:



lje—=3 vy z-3
1 0-3 4 0-3 0.
10-3 4 -3-3

Bundan
— 12 M(x —3)—9 ey +0mMz—3)=0
yoki
4x +3v-12 =0.
MO(5;4;-1) nuqgtadan
4x +3>'-12 =0 tekislikkacha
bo'lgan

masofani (4.14) formula bilan
hisoblaymiz:

14-5 +3-4—12!
d="- =

4(6).
V4 3 <0 ©

3.4.5. Mashgqlar

1. Nﬂz;—lf%) nuqgtadan o'tuvchi va shu nuqtaning radius vektoriga
perpendikulai bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2. - |2,-3,4> vektorga perpendikular boigan va O: manfiy yarimo'qda
5ga teng kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

J. M(2;3;-1) nugtadan o'tuvchi 2x-?,y +5z-4 - 0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

4, ”(2,5,'1) nuqtadan o'tuvchi 2x <-3y-42 %5 -0 tekislikka parallel tekislik
tenglamasini tuzing.

5. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) ]1,(13—2) nugtadan va am'gdan
o'tuvchi; 2) ]'l,,(2,-1,3» nugtadan o'tuvchi va Gy o0'ggqa perpendikular:
3) Mq3:-2;4)nuqtadan o'tuvchi va Oxy tekislikka parallel; 4) /\/\/,(2,'3,') VV,(3,4,0)
nuqtalardan o'tuvchi va Oy o'qqga parallel; 5) koordinatalar boshidan va

”,(3,—4,2) NZ('|,3,4) nugtalardan o'tuvchi.

174



6. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) J1/0(2;-5;4) nuqtadan Oyo'gdan
o'tuvchi; 2) WO(3;7;-1) nuqtadan o'tuvchi va Ox o'gga perpendikular; 3)
WO(2: 3,4) nuqtadan o'tuvchi va Oxz tekislikka parallel; 4)1/,(2;1:-2), N/,(-7;-2;1)
nuqtalardan o'tuvchi va Oy o‘qga parallel: 5) koordinatalar boshidan va
V/,(1:2—1). M,(-3:0:4) nuqtalardan o'tuvchi.

7. axtwv-3c f6:0 tekislikning koordinata o'glari bilan kesishish
nugtalarini toping.

8. 2r +3v-5r +30 0 tekislik koordinata o'qlarida ganday kesmalar ajratadi?

9. M,(2;-1.3), N/,(-1;3:2) nuqtalardan o'tuvchi va Ox. Oz o'qlarida teng
inusbat kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

10. N/,(2:5:-2) nuqtadan o'tuvchi va Ox,Ox o'glarida Oy o'gqga nisbatan uch
barobar uzun kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

11. Berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing:

1) JV (2;1;-1), A/ (3;1:0), N/,(-1:2:-1); 2) A/,(1;-2;3), A72(4;1;3), M {I;2;-1).

12. M ,(3:3:3) nuqtadan koordinata tekisliklariga tushirilgan perpendikular
asoslari orqgaii o'tgan tekislik tenglamasini tuzing.

13. JY (£11). N/,(0:2:1) nuqtalardan o'tuvchi va a [2:0;i; vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

14. JV,(1:2:.0). A/2(21:11 nuqtalardan o'tuvchi va a - ;30:1} vektorga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

15. JI/0(1—23") nuqtadan o'tuvchi va a {211} 1 {31—1} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

16. /v,(0:1:2) nugtadan o'tuvchi va d ={2;0;1},£ {110} vektorlarga parallel
tekislik tenglamasini tuzing.

17. 9x- 2v m(>r-l! 0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va normal
ko'rinishlarini yozing

18. 5x+7i-34;+ 5 0 tekislik tenglamasining kesmalarga nisbatan va nomial
ko'rinishlarini yozing.
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15Uy WM hi] ]yl hurohnknl toping
1) * v i2in® Fvux-y-3=0;
2) 3jt-y +2z+12=0 va 5x+9>- 3z-! =0;
3) 2x-iy - 4z+4=0va 5x+2y +z- 3-0;

4) +2y «3 O0va y+2z- 5=0.
20. mva uning ganday giymatlarida tekisliklar parallel bo'ladi:
\)ix-5y-nz-2-0, mx+2y-3z +ll 0; 2)nx-6_r-6z+4 -0, 2jctwv+3z-8=0.
21. Mning ganday giymatlarida tekisliklar perpendikular boMadi:
1) 4x-7_y+2z-3 :o,-3.x+2y+m2+5 0; 2)X-My-z (),2jm3r smz-4 .o

22. Tekislik tenglamalarini tuzing:
1) N/,(2;2;-2) nuqtadan o'tuvchi va berilgan tekislikka parallel:

a) n-2y-3r =0; b)y 2 3ifz 1 (i

2).W,,(-I;-I;2)nuqtadan o'tuvchi va berilgan ikki tekislikka perpendikular:

a) X +2y-2z2+6-0, x- 2y4z+4=0; b) n 3y+z-1=0, 2x-y+--2=0.

3).V/, (5--4:3),_ O/,(-2,!;8) nuqtalardan o'tuvchi va berilgan tekislikka
perpendikular: a) Oxy; b) Oyz; c) Oxz.

23. N/(-2;1;3) nuqtadan va v- 2y- 2z+6 =0, 2xu43y--z 3 0 tekislikiarning
kesishish chizig‘idan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

24.  V/2:1,—2>nuqgtadan  o'tuvchi va jr+3y+2z+1=0, 3v+2v-z-r8 =0
tekisliklar kesishish c,hizig‘iga perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.
25. yW,(2;0;0), A/2(0;1:.0) nuqtalardan o'tuvchi \a Oxy tekislik bilan 45”li
burchak tashkil giluvchi tekislik tenglamasini tuzing.
26. Tekisliklarning kesishish. nugtasini toping:
1) x+2y-2z+2=0, x—y —=2z+7=0. 3x- y- 2z +11=0;
2) je-2>'-42=0, £+2.y-4; +4- 0. 3x+y —z-4 =0.
27. A/,(5-1;4) nugqtadan V/,(3:3;0), W,(0;-3;4), A/,(0:0:4) nuqtalar yotuvchi
tekislikkacha bo'lgan masofani toping.

28. Oxoqning 2x +_y-2z+6 =0, x+2y n 2z-9 =0 tekisliklardan teng uzoqlikda

yotuvchi nuqtasini toping.
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29. 2t—y —2: —S - Otekislikka parallel boigan va Ma(4;3;-2)nuqtadan d--3
masofadan o'tuvchi tekislik tenglamasini Inzing.

30. Ikki yog'; 12x»3.r-4r-4-0 va [2*+3v-4z t22 =0 tekisliklarda yotuvchi
kubning hajmini toping.

31. nugtaning 3.x-4y-» 12i +14=0 tekislikdan chetlashishini toping.

32. N1/(3:0;1)nuqtaning 2x+9y-bz £33 =0 tekislikdan chetlashishini toping.

33. jovt2v~2t-5 0, 5 i . | Oparallel tekislik'iar orasidagi masofani

toping.

3.5. FAZODAGI TO'G'RI CHIZIQ
3.5.!. Fazodagi to'g'ri chiziq tenglamalari
Tofg 'ri chizigning kanonik tenglamasi

Analitik geometriyaning bir gancha masalaiarini yechishda fazodagi
to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama
keng qo'llaniladi. Bu tenglamani
keitirib chigaramiz.

Fazoda biror to'g'ri chizig
berilgan bo'lsin. Bu to'g'ri chiziqga
parallel bo'lgan (yoki bu to'g'ri
chiziqda yotuvchi) nolga teng
boimagan har ganday vektorga bu
to'g'ri chizigning  yo'naltiruvchi
vektori deyiladi.

Berilgan MO{ x nugtadan
o'tuvchi va yo'naltiruvchi vektori
s--{p;g-,r} bo'lgan /to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
/ to'g'ri chizigning ixtiyoriy  M(xy:z) nugtasini olamiz va
MOM - {x- n;v-y,;r -t }vektorni yasaymiz (34-shaki).

Bunda n va MM vektoriar kollinear bo'iadi. Ikki vektoming
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kollinearlik shartidan topamiz:

M-V _ Y-V, z-1Zi

o s i (5.1)

Bu tenglikiami / to'g'ri chizigda yotuvchi har bir M(x.y,z)
nuqtaning koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha agar .V/ixiy;.")
nugta 7/ to'g'ri chizigda yolmasa. u holda uning koordinatalari (5.1)
tenglikiami qganoatlantirmaydi, chunki bunda s va MM vektorlar
kollinear bo'Imaydi.

(5.1) tengliklarga to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi.

Bunda ixtiyoriy s yo'naltiruvchi vektoming p, g, mkoordinatalari
bu to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi parametrlari va s vektoming

yo'naltiruvchi kosinuslari  bu to'g'ri chizigning yo naltiruvchi
kosinuslari deb ataladi.

To'g'ri  chizigning kanonik tenglamasidan uning boshga
tenglamalarini keltirib chigqaramiz.

To'g'ri chizigning kanonik tenglamasini

*-*o _Y-Y,
P

X-X,, Z- 27
P r

tenglamalar sistemasi deb qarash mumkin.

Bu tenglamalarning har ikkaiasi  birinchi darajali tenglamalar
hisoblanadi. ya'ni tekislik tenglamalari bo'iadi. Bundan fazodagi to'g'ri
chizig ikkita parallel bo 'Imagan tekislikning kesishisidan hosil ho 'ladi
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, =--®=- to'g'ri chiZig 2x+5y-2 =Q va 3y-2z =0
tekisliklarning kesisish chizig'i bo'iadi.

Shunday qilib, agar o, va a, tekisliklarning n ={A:B\Cil va
n2={A2;B2C2} normal vektorlari kollinear bo'Imasa, bu tekisliklarning
kesishishidan hosil bo'lgan /to'g'ri chiziq quyidagi tenglamalar
sistemasi bilan itodalanadi:

fAX WML ( zIX—0 -
4By+C.Z+/), -8 5-2)
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Bn tenglamalar sistemaga to'g'ri chizigning umumiy tenglamalari
deyiladi.
(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to'g'ri chizigning kanonik
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.
1 To'g'ri chizigning  biror MOQ(X,;_y,,z0) nugtasi  topiladi
Buning uchun avva! noma'lum
X,,yaza koordinatalardan biriga
giymat beriladi va bu giymat
(5.2) tenglamalardagi mos
o'zgaruvchi o'rniga go'yiladi,
keyin boshqa koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orqali
aniglanadi.
2. To'g'ri chizigning v
yo'naltiruvchi vektori topiladi. /
to'g'ri chizig 7 va 3
vektorlarga perpendekular 35-shakl.
bo'lgani uchun nl.h,, v L2

bo'ladi (35-shakl). Bundan

c, A -i B, j

.oa T ;
Ss-nx =
4 B atc a%a mi

(5.3)
vektor aniglanadi.

3.Topilgan Ma nugta va vektor asosida kanonik tenglama
tuziladi.

X—2y +3z +1 =0,

/-misol.
2v+y-4zm =0

tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechih. Misol shartiga ko'ra:
A=l S =2 C=3 A=2 B =1 C2=-4,
To'g'ri chizigning JVAT,, v,,;z0) nuqtasini topish uchun z=0 deb
olamiz.
U holda

yM_._
sistemadan x, =3, v -=2ekanini topamiz.
To'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topamiz:

2 3_|31_.|I-2i =105
Lo-a g 2bip | IS

MO nugta va v vektoming koordinatalarini (5.1) tenglamaga
go‘yamiz:

gc-3 _y-2 _z
5 10 “5
yoki
£- 3
1 2 |

(5.2 tengiamada

p q r
belgiiash kiritamiz.
Bundan
x =x +pi,
y =yc+g> (5.4)
-=z,+4

tenglamalar kelib chigadi, bu yerda te J1- parametr.

(5.4) tenglamalarga to'g'ri chizigning parametrik tenglamalari
deyiladi.

Ma'lumki, fazodagi chizigning uchta parametrik (skalyar)
tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.

Demak, (5.4) tenglamalami

I' =ra+ts (5.5)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda r ={x,v;z}, r,={,>>,2u}- mos
ravishda M(x;y;z), AM(r,;v,;z) nuqgtalaming radius vektorlari;
s H/2<7;r}-to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vektori (34-shakl).
(5.5) tenglamaga to'g'ri chizigning vektor tenglamasi deyiladi.
Berilgan M”™x"yz,) va M2(x.;y2,z2) nuqtalardan o'tuvchi I to'g'ri
chizig tenglamasini tuzamiz. Buning uchun / to'g'ri chizigning
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yo'naltiruvchi vektori sifatida

soMML AL
vektorni olamiz va (5.1) tengliklardan

*-X _V-v, =r-Z, (56)
Y. -N- V. -V, r, -r. I

terigliklarni keltirib chigaramiz.
Bu tengliklarga berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chizig
tenglamasi deyiladi.

3.5.2. Fazoda ikki to‘g‘ri chizigning o‘zaro joylashishi

Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak

e va -—— =-—h.-z—tx tenglamalari bilan
P 4 A Pi 4 r.

berilgan ikki Z \a / to'g'ri chiziglar orasidagi burchak ” bo'lsin.

Bunda to'g'ri chiziglaming yo'naltiruvchi vektorlari s, ={pr.q,;},
V. ={p,;q,;r.} ga va ular orasidagi burchak to'g'ri chiziglar orasidagi
burchaklardan biriga teng, ya'ni <p--(/ ,/,> (v,..v,) bo'ladi.

o burchak kosinusini topamiz:

C0Sp= : {.7)

1S, iV, j xip +q] +/;*J) p, +q; 4n

2-misol x-3t-2, v=0, z=-t+3 va Xx=2t-1, y —0. z=t—3
to'g'ri chiziglar orasidagi o'tmas burchakni toping.
Yechish. To'g'ri chiziglar tenglamalarini kanonik shaklga
keltiramiz:
Y42 v _z-3 Y+1_y _ 243
~T~0~ -i 2 70— |

U holda (5.7) formuladan topamiz:

3-2 4-0 04- (-1) +1 n
COS (p- _
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0 ‘tmas burchak uchun cos™ =- - bo'iadi. Bundan £=135".

Ikki to'g’ri chizigningperpendikularlik sharti
/ 112 bo'lsin. U holda cos<p=0 va (5.7) tenglikdan topamiz:

PiPi +LL +,7>=0. (5.8)

Bu tenglik ikki to'g'ri chizigning perpendikularlik  shartini
ifodalaydi.

IkKi to 'g'ri chizigning parallellik sharti

/ va l: to'g'ri chizigiar parallel bo'lsin. U holda va
s2={p2q2r2} vektorlar kollinear bo'iadi, Ikki vektoming kollinearlik
shartidan ikki to'g'ri chizigning parallellik shartini keltirib chigaraamiz:

Ikki to'g'ri chizigning hir tekislikdayotishi
/ va / to'g'ri chizigiar bitta < tekislikda yotsin. M,(xt,
to'g'ri chizigning nuqgtasi va Mr(x2\y2\) - 22 to'g'ri chizigning nuqtasi
bo'lsin.
U holda s, ={p,;q.;r, s2={p2\2r2}, MtM2={x, —&c:Vv2-y.;22—,}
vektorlar a tekislikda yotadi, ya'ni bu vektorlar komplariar bo'iadi.
Vektorlaming komplanarlik shartiga ko'ra topamiz:
X,~xl y,-y. z,-z.
A >4 =0. (5.10)
Pr 4i
Bu tenglik ikki to'g'ri chizigning bir tekislikda yotishi shartini
ifodalaydi.

Ikki to'g'ri chizigning aygash bo'lishi

Il va |, to'g'ri chizigiar aygash bo'isa, s = s. ={p/.q2-12}.
MM2={x2-x,;y..-y,;23-z,} vektorlar bir tekislikda votmaydi. ya'ni

182



komplanar bo'Imaydi.
Shu sababli

P r1=o. (5.11)

bo'ladi. Bu shart ikki to'g'ri chizigning aygash boMishini belgilaydi.

Ikki to'g ‘ri chizigning ustma-ust tushishi

l va / to'g'ri chiziglar ustma-ust tushsin. 1! holda bu to'g'ri
chiziglar birinchidan. parallel bo'ladi va ikkinchidan.
M M2={x, —,;y}
vektor bu to'g'ri chiziglardan birida, masalan / da yotadi.

Shu sababli

'R

-

_A=r

P2 n
IX, - X W
rp A

(5.12) tengliklar ikki to'g'ri chizigning ustma-ust tushish shartini
ifodalaydi.

(5.12)

3.5.3. Fazoda to‘g‘ri chizig bilan tekislikning
o‘zaro joylashishi

To'g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak
To'g'ri chizig bilan uning
tekislikdagi proeksivasi orasidagi
burchakka to'g'ri chizig bilan
tekislik orasidagi burchak deyiladi.
—YY» to'g'ri

p b r

chizig bilan rr:Ax+ByJ Cz+D=0
tekislik  orasidagi  burchak 1o
boMsin. 1J holda to'g'ri chizigning
yo'naltiruvchi  vektori  s={p\q.r)
bilan tekislikriing normal vektori
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il ={A;B;C] orasidagi burchak if/=90"-p bo'ladi (36-shakl).
ost// =sin (p tenglikni hisobga olib, topami/:
|Ap+Ba+Cz | (.19

smp= T T—="" Tl
<p=l]A‘+ +C  p2+¢—+r'

3-misol T =2'— to'g'ri chiziq bilan 2x-y-z +9-0

tekislik orasidagi o‘tkir burchakni toping.
Yechish. lzlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topamiz;
Ci2e14(-1) o1+(-1) o(-2) i I
\22+(Ar +(-1)' m/ll +I2-(-2V' 2

Bundan o&=35"

To'g'ri chizig bilan tekislikningperpendikularlik sharti

| La bo'lsin. U holda to‘g‘ri chizigning yo'naltiruvchi vektori
s ={p-,q;r) va tekislikning normal vektori n={A:B:C} kollinear boiadi.
Bundan

=£ 5.14
o q 7 (5.14)

to'g'ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chigadi.

To'g'ri chiziq bilan tekislikningparulellik sharti

N\a bo'lsin. U holda, vi>j bo'ladi.
Bundan
Ap+Bqg+Cr~0. (5.15)
Bu tenglik to'g'ri chiziq bilan tekislikning parailellik shartini
ifodalaydi.

4-misol. MO(-1;2;-3) nugtadan o'tuvchi va 2x- 3y +6r- 1=0
tekislikka pecbendikular to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.
Yechish. To'g'ri chizig bilan tekislikning perpendikularlik shartiga
kora,
2_-3 6
y p q r
Bundan q=-p, r =3p.
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r » 1
Demak, M\—%;2;-3), s =\p',--p.3p\ -

U holda (5.1) tenglamaga ko'ra:

n+1_i-2_r+3
P 3 3p
-2
yoki
Vf! -2 z+3
7 ~-3 7 6

Bu masalani boshgacha yechish mumkin. To'g'ri chiziq tekislikka
perpendikular bo'lgani sababli tekislikning normal  vektori to'g'ri
chizigning
yo'naltiruvchi vektori bo'iadi, ya’'ni s ={2;-3,6}.

U holda A/,(—%2-3) nugtadan o'tuvchi to'g'ri chizigning kanonik
tenglamasi:

A+l1My -2 7z +3
2 ~-3 6

5-misol. m ning ganday giymatida "3 ml M4l to'g'ri

chizig va 3t *v-3z-1=0 tekislik parallel bo'iadi?

Yechish. m ning izlanayotgan giymatini to'g'ri chizig va
tekislikning parallellik shartidan topamiz:  3-3 +1mm+(-3)* (m+1=0.
Bundan «7=3.

To'g'ri chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar /]l bo'Imasa, u holda to'g'ri chizig va tekislik kesishadi.

Shu sababli
Ap+Bqg +Cr*0 (5.16)

bo'iadi.

Bu shart to'g'ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilavdi.

Shunday qilib, (5.16) shart bajarilsa, to'g'ri chiZig bilan tekislik
gandaydir nugtada kesishadi. Bu nuqta A/(r,y,z,) bo'lsin L holda
M (x,,v,,z,) nugtaning koordinatalari to'g'ri chiziq va tekislikning
tenglamalarini ganoatlantiradi:
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Axt+By,+Czl +D =0. (5.18)

Bu tenglamalardan JI/,(*,>>,z,) nuqtani topish quyidagi tartibda
amalga oshiriladi:
17 (5.17) tenglama parametrik ko'rinishga keltiriladi:

X, =Xu+pt, v, =V, +qt, z, =zo+rt; (5.19)

2”.X,,y, va z, lar (5.18) tenglamaga qo'yiladi va u t ga nisbatan
yechiladi;

3°. t ning topilgan gqiymati (5.19) tenglamalarga qo'yiladi va
MxXxxynrx nuqta aniglanadi.

6-misol. . = = t°‘g‘ri chiziq bilan 2x+3y-j-3 =0
tekislikning kesishish nuqtasini toping.
Yechish.
i+ 2=Zitl=i e -2 - -1+,
-1 -2 3 1 '

2°.2(—2-t) +3(2—=2/)—{1+3/)—=8=0= /=-1;
3-x, =-2-(-1) =-1, y,=—1- 2+(-1) =1, z, =1+3m(-!) =-2.

Demak, J1/,(-1;1;-2).

To'g ‘ri chizigning tekislikdayotishi

I to‘g‘ri chizig < tekislikda yotsin.
U holda birinchidan, s+n bo'ladi va ikkinchidan, to'g'ri
chizigning Ma(xn;yc;z,) nuqtasi tekislikda ham yotadi.
Shu sababli
Ap +Bq +Cr =0, 20
Ax( + By} +Czu+D =0.

(5.20) shart to'g'ri chizigning tekislikda yotishini belgiiaydi.

3.5.4. Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofa

M,(x.;Vv,;z,) nugta va — =———=-——tenglama bilan /to'g'ri
P 4 r

chiziq berilgan bo'lsin. / to'g'ri chiziq M,,(x0;y0\z,) nuqtadan o'tadi va
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s ={p;q;r} yo'naltiruvchi vektorga ega bo'iadi. Mt(xxyAz) nugtadan
to'g'ri cliiziggacha bo'lgan masofa d bo'lsin.

Izianayotgn d masofa MMX va s vektorlarga qurilgan
parallelcgramm balandligining uzunligiga teng bo'iadi (37-shakl).

Bu parallelogrammning
yuzi |[MOM, x.v | ga teng.

Bundan
d=}y v « 51 (5.21)
kelib chigadi.
7-misol. n/,(1;-1;-2) nuqtadan
jt;B_ y +22— 1;8_'_ to'g'ri cliiziggacha
bo'lgan masofani toping. 37-shakl.

Yechish Misolning shartiga ko'ra:
A/, (1;-1;-2), Af,(-3;-2;8), ,v={3;2;-2}.

Bundan
MM, ={l- (=8)—1- (—2);—2 - 8} = {4;!;-10}.
U holda
foj K
M,M|x§= 4 1-10
3 2 -2

—(-2 +20)/' - (-8 +30)j +(8-3 )k =18i - 22j +5k,
iM M 'xJ]=x18 «(-22I +51=7V17, |?[Efill* «( 2) =VIT7.
(5.21) formula bilan topamiz:

d =~ | =7(ub).
V17

3.5.5. Mashqlar

1. Berilgan to'g'ri chizigning kanonik tenglamasini tuzing: 1).V/,(l;l;-2)
nugtadan o'tuvchi va # {23—} vektorga parallel; 2) M (2-3,-1) nugtadan
o'tuvchi va Oy o'gga parallel; 3) J/-(2—1-2 nugtadan o'tuvchi va

6ne2j-4z-5 -0 tekislikka perpendikular.
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2. AM0(2;-3:5) nugtadan o'tuvchi berilgan to'g'ri chizigiarga parallel to'g'ri
chiziq tenglamasini tuzing:

A)Xrl y+1 Z_2 2~) x=3+2nv -l +3r.r=I-/, 3) ({X +3y+r+6:0’
3 2X- Vv 4:3 0

3. W(-3;6;2) nugtadan o'tuvchi va Oz o'qni to'g'ri burchak ostida kesuvchi
to'g'ri chizigq tenglamasini tuzing

4. n/(—1;2;-3) nugtadan o'tuvchi va koordinata o'glari bilanc :3—. {}- T

v =" burchaklar tashkil giluvchi to'g'ri chiziq tenglamalarini tuzing.

5. Berilgan nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini
tuzing:

1) JV(L,22), m23;1;-2); 2) W(L-2).

6. M(2;2;-1) nuqgtadan o'tuvchi va 5 ={112}, h - {-1:3:1} vektorlarga

pedendikular to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini tuzing.

7. 1'0'g'ri chiziq tenglamasini parametrik ko'rinishga kcltiring:

1) 15* +y =3~+5=°" 0) &1 ne-
18jc—4>-7 +6 =0, ,_r-y +2r*b.0

8. To'g'ri chiziq tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiring:

\4x-y-z +12 =0. | x+y-zt-3=0.
1 2
? i y-z- 2=0; [2x-.v - 1=0.
9. Uchburchakning uchlari berilgan: A (-123). B (-1-21><"(3;45). \ uchdan
o'tkazilgan rncdiana tenglamasini tuzing

10. ABCD nparallelogrammning ikki uchi ,i(-1;2;0),#(4;l:3)va diagonallari
kesishish nuqtasi 0(-2;l;2) berilgan. Parallelogramm CDtomonining tenglamasini
tuzing.

11. To'g'ri chiziglar orasidagi o'tkir burchakni toping:
1) x=-2+31y =0,z=3— va x=-1+2,y =0,z=-3 +/,

y-2 z+2 f2x+v- r-1=0
2) _i =

R [2x-.y +3z+5=0.

N X

12. A/(-2;3;-1) nuqtadan o'tuvchi va berilgan to'g'ri chizigiarga
perpendikular to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing:

_y_z-2 x+1_y+l_z-2 X-5 )+l z-3 x+2 y z+i
1 371 -T 2~ '3 ~"~5
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13. V/(I:-1,2) nugiadan o'tuvchi va to'g'ri chizigga

parallel to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.
14. To'g ri chiziglaming o'zaro joylashishini aniglang:
1) e e -~ 278(,v-w.z --3-41;
v+4 _y+3_1z-1 X y-1_zr12
2 r- -2--
15. To'g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi hurchakni toping:

)~ -y=~ .2n+2v-9 O0; 2)\X~Y ~\"'° vr2y-z +6=0.

16. To'g'ri chiziq bilan tekislikning o'zaro joylashishini aniglang:

\/- y* - — i - _*

p FV YA 60 o iez- om0 2) VI IVZ o2 s,
12j Ty- z+3=0, ' 2 8 3
17. To'g'ri chiziq bilan tekislikning kesishish nuqgtasini toping:

i)\x-4 i-7_z-5 n_ v+i3_z+7

— == 20 X-3y- 27 +3- 0] 2) - = e = , am-z-4 O
15 4 yoor VT TR z

18. A/(4;5:-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikular
tenglamasini tuzing:

1) n-2y -3=0: 2) *>e+r-5-0.

19. mva n ning gandav giymatlarida =T :_j to'g'ri chizig:

1) in f2y - 4z -n— 0 tekislikda yotadi; 2) mx+ny >3z-5 -0 tekislikka
perpendikular bo'iadi; 3) 2x+3y <-2mz-n=0 tekislikka parallel boiadi.

20. A{l; 1-n nugtadan o'tuvchi va berilgan to'g'ri chiziqga perpendikular
tekislik tenglamasini tuzing:

1jX+l y+2 z>2. mTi3 y-1_1z-5
- IR wr | T
.. * o e s . -
21. A/0.;2) nugtadan va }_2x+y4z-2 —o to'g'ri chizigdan o'tuvchi tekislik

tenglamasini tuzing.
22. 3 :1 5' to'g'ri chiziq bilan x e+ v-2z-4 =0 tekislikning

kesishish nuqgtasini toping.
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23. M(2;3;4) nugtaning = t°‘g‘ri chizigdagi proeksiyasini
toping.
Isx +iy +sz +b =u. . . X+] v_4 7_1i .
< , , , to'g'ri chizigdan o'tuvchi \a ----- =i =-_ to‘e'r
\2x+4y + 7+10 2 -2
chiziqgqa parallel tekislik tenglamasini tuzing.

\3x+y-4z +5=0

n X-y+27-\= 0 to'g'ri chizigdan va ,V/(I;-1,2) nugtadan o‘tgan tekislik

tenglamasini tuzing.

26. W (2;-3;-1) nugtadan berilgan to'g'ri chizigqacha bo'lgan masofani
toping:
.X-3 y 42 z+l. _ g+l >+2_z +l
~4~ 3 —T" ~2 ~-T ~~2~

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Oxyz koordinatalar sistemasida x,y,z o‘zgaruvchilaming ikkinchi
darajali tenglamasi bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyiladi.
Uchta x,y va z o'zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi
umumiy ko‘rinishda
Ax1+By"+Cz2+ Dxy + BExz+ Fyz+ Gx + fly + Kz + L =0, (6.1)

kabi  yoziladi, bu yerda AB,C,A E,F,G,H,K. Z,-0'zgarmaslar;
Al+B! +C2*0.

Har ganday (6.1) ko‘rinishdagi tenglamani koordinata o‘qlarini
parallel ko‘chirish va  burish orqgali kanonik ko finishga keltirish
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o'zgaruvchi fagat bir marta, bitta
(yo nolinchi, yo birinchi, yo ikkinchi) darajada gatnashadi. (6.1)
tenglama koordinatalar sistemasining o'glari sirtning simmetriya o‘qlari
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida
(masalan, markaziy-simmetrik sirtlarda simmetriya markazi tanlanadi)
kanonik ko‘rinishni oladi.

Shu bilan birga ikkinchi tartibli sirt

F(x,y)=0 (G(x?>>) =0, H(x,z) =0) (6.2)
tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglama bilan aniglanuvchi
sirtlar silindrik sirtlar deyiladi.
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Sirtlarning shaklini tasavvur gqilish va chizish  uchun «parallel
kesimlar usuli» deb ataluvchi usulni qoilaymiz. Bunda sirtning shakli
uning koordinata tekisliklari yoki bu tekisliklarga parallel
tekisliklar  bilan keshishish chiziglarini (kesimlarini) tekshirish
yordamida o'rganiladi.

3.6.1. Sfcra

Fazoda markaz deb ataluvchi nuqtadan teng u/ogqlikda yotuvchi
nuqtalarning geometrik o'rniga sfera deyiladi.
nugtadan R masofada yotuvchi fazodagi nuqtalami
garaymiz. Bu nuqtalardan biri M(x;y;z) nuqgta bo'lsin.
Sferaning ta’'rifiga ko'ra, :MOM\=R.

Bundan
\I(x-x,,y m(v-i ) +(z =R
yoKki
(X-X,)2T(y-yw+(r-rn)'=n2 (6 3)
(6.3) tenglamaga sferaning kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda

Mu(x,y, .) nuqta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.
1-misol. Markazi N/,(-2;2;1)nuqtada yotgan va 2.v-i -2r -5 0
tekislikka uringan sfera tenglamasini tuzing.

Yechish. Sfera tekislikka uringani sababli uning
Mu(-2:2:1)markazidari 2x+y-2z-5 =0 tekislikkacha bo'lgan masofa

sferaning radiusiga teng boMadi.
Nugtadan tekislikkacha bo'lgan masofa formulasidan topamiz:

2

Y122 +[2+(-2Y 3
U holda (6.3) formulaga ko'ra,
(y42) +0'-2)24(z~1)2=09.
3.6.2. Ellipsoid

Oxyz koordinatalar sistemasida

X2 y2 z2
1 (6-4)
a 0 c

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ellipsoid deyiladi.
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Ellipsoidning Oxy tekislikka parallel tekisliklar biian kesimlarini
garaymiz. Bu tckisliklarning har biri z=h tenglamaga ega boMadi.
Bunda h - birorta son.

Kesimda hosil boMgan chiziq

ﬁ_ +2L
a2”™ b2 (6.5)
z=h

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi.

(6.5) sistema tenglamalarini tekshiramiz.

j/?|>6-boMganda J;LL2+%%<O boMadi va (6.5) sirtning z=h tekislik
bilan kesishish nugtasi mavjud boMmaydi.

Ih|zc, ya’ni h=#+c boMganda ja%+’§£ =0 boMadi. Bunda sirtlar
(0;0;c) va (0;0;-c) nuqtalarga kesishadi va z=c va z= -c tekisliklar

berilgan sirtga urinadi.
|Al<c boMganda (6.5) tenglamalami quyidagicha yozish mumkin:

buyerda «, :a\j,'| 6 A:b{'/-g .

Demak, kesimda yarim  o'glari va boMgan ellips
hosil boMadi (38-shakl). Bunda\n\
gancha kichik boMsa, yarim o‘qglar
shuneha katta boMadi. h=0 da

ular o‘zlarining eng katta ---jLi_q---
giymatlariga erishadi: a, =a, A =b. < Jtor:

(6.4) sirtning x=h va y=h / ot
tekisliklar  bilan  kesimlari  ham Grrrm-ronee ir'KQA',
ellipslardan iborat boMadi.

Shunday qilib, garalgan Frre
kesimlar (6.4) tenglama bilan \ I/kS

aniglanuvchi  sirt  38-shaklda \V
keltirilgan ellipsoiddan iborat 38-shakl.

boMishini ko ‘rsatadi.



a,b,c kattaliklarga ellipsoidning yarim o'qlari deyiladi Yarim
o‘giar har xil boMganda ellipsoid uch o'qgli ellipsoid boMadi. Yarim
o‘glardan istalgan ikkitasi bir-biriga teng boMganda ellipsoid aylanish
ellipsoidi boMadi.

Yarim o‘glarning uchalasi teng boMganda ellipsoid tenglamasi

x2+y2+z~=R2 R=a=b=c (6.6)
boMgan sferaga ayiar.adi.
2-misol é_ +/t\>:\ ellipsning Ox va Oy oglari atrofida

aylanishidan hosil boMgan sirtlarning tenglamalarini toping.

Yechish. Agar ikkinchi tartibli chizig F(x,y) - 0 tenglama bilan
berilgan boMsa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida aylanishidan hosii
boMgan sirt F(x;x,/j7+z')=0 tenglama bilan, Oy oqi atrofida
aylanishidan hosil boMgan sirt esa F(x\,.rJ+z2;y)--0 tenglama bilan
aniglanadi.

pr +-b; =lellipsning Ox oqi atrofida aylanishidan hosil boMgan sirt

tenglamasini topamiz:

N ANfZ+Z>L=1 voki
W ]

a a: b

Ellipsning Oy oqi atrofida aylanishidan hosil boMgan sirt
tenglamasini shn kabi topiladi:

Q b
Hosil boMgan tenglamalaming har ikkaiasi aylanish ellipsoidini
aniglaydi.
3.6.3. Giperboloidlar

Oxyz koordinatalar sistemasida

II/I ‘b c “ (6-7)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga bir pallali giperboloid
deyiladi.
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Bu sirtni Oxy tekislikka parallel : =h tekisliklar bilan kesamiz.
Kesimda

X v 2
.a" *h- +cC
\z =h
yoki
X y

aVi+e2) |y e

-=h.

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvchi chizig hosil bo'ladi. Bu chiziq

vtnm olglari a,=aJ\>I +h—l2 va b:bd; /lr_ boMgan cilipsdan iborat.
c c

Yarim o‘giar h—~0 da eng kichik giymatlariga erishadi: a,=a,b,-b. j/j
nhg o'sishi bilan ular o‘:sib boradi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar bilan kesimlarni

i y_
*a C b!
y=Q x=G
teiglamalar sistemalari bilan
aiiglanuvchi  giperbolalardan  iborat
bo'ladi.
Kesimlarning tahlili shuni

ko‘rsatadiki, (6.7) tengiama bilan
aiiglanuvchi giperboloid musbat va
manfiy yo‘nalishlarida chegaralanmagan

holda kengayuvchi «trubka»
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo’ladi (39-
shakl).

a=b boMganda (6.7) tenglama
bir palluii ayianish giperboloidm
ifodalaydi.

Oxyz kordinatlar sistemasida

CON I Yl ©8
kaionik tenglama bilan aniglanuvchi sirtga ikki pctllali giperboloid
deyiladi.
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Bu sirtning OXy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish chizig'i

y2 h
h: "c (6.9)

tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi. Bunda j/?]<c bo'lganda z=h

tekislik sirtni kesmaydi, \\\=c bo'lganda z=c va z=-c tekisliklar

sirtga (0,0;c) va

(0:0;—) nuqtalarga urinadi, |/i]>c bo'lganda z =h tekislik sirtni kesadi.
\N\>c bo'lganda (6.9) tenglamalarni quyidagicha vo/ish mumkin:

buyerda a =a.j---1 b =bJ—7- 1.
\¢' Ve

Bu chizig \\ ning o'sishi bilan yarim
o'glari o'suvchi ellipsni beradi.

tenglamalar sistemalari bilan
aniglanuvchi giperbolalar bo'iadi. 40-shakl.
Bu kesimlar  (40-shakl) (6.8)
sirtning ikki pallali giperboloid deb atalishiga sabab bo'iadi. a=b
bo'lganda (6.8) tenglama ikki pallali
aylanish giperboloidn'i aniglaydi.

3-misol. x2-4y~+4r?+2x +8v- 7=0 tenglama bilan aniglanuvchi
sirt turini toping.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini to'la kvadratlarga ajratamiz:

r; +2x-F1- 4(y +2v+I1)+4z"'-! +4-7=0,
iv li -4(n- IV +4z2=4.
Bundan
QC+12 | (y-Hin
2: 12 12
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Y=x+1, y'=y- 1 z'-z deb, Oxyz sistema markazini £Y(-110}
nuqtaga parallel ko‘chirish orgali O'x'y'z’ sistemaga o'tamiz.
Bu sistemada tenglama

ko‘rinishni oladi.
Bu tenglama O'y' oq bo'ylab yo'nalgan bir pallali giperboloidni
atiiglaydi.

3.6.4. Konuslar

Oxyz koordinatalar sistemasida
(6.10)

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus
deyiladi.
(6.10) sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesisish

al b ¢
U h=0 da 0(0;0,0) nugtaga
avianadi.
h*Q boisa, kesimda

r=h
tenglamalar sistemasi bilan
aniglanuvchi ellips hosil bo'ladi. Bu
ellipsning  yarim o'glari  \\ ning

o'sishi bilan o‘sadi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar

bilan kesimlari 41-shakl.

sistemalar bilan aniglanuvchi ikkita kesishuvchi to'g'ri chiziglardan iborat
boiadi (41-shakl).
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3.6.S. Paraboloidiar
Oxyz koordinatalar sistemasida

— ="', a>Q,b>0,>0 (6.11)
b c

kanonik tenglama bilan aniglanuvchi sirt elliptik paraboloid deyiladi.
Bu sirtning Oxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi ushbu

K

(ah)  (bhy

z=hh>0
tenglamalar sistemasi bilan
aniglanuvchi ellips bo'ladi. Lining
yarim o'glari  |hj ning o'sishi bilan

o'sadi.
Sirtning Oxz va Oyz tekisliklar

bilan kesimlarida z=~ va r- T
a b

parabolalar hosil bo’ladi (42-shakl).

Shu sababli (6.11) tenglama bilan 42-shakl.
aniglanuvchi sirt elliptik paraboloid
deyiladi.

a =b boMganda (6.1 !) tenglama aylanish paraloidini aniglaydi.

4-misol. A/.(0;i;0) nuqtadan va y =-b tekisiikdan teng uzogqlikda
yotuvchi nuqtalarning geometrik o'mini toping.
Yechish. M(x\y\z) izlanayotgan

nuqta boMsin.
Masala shartiga ko’ra

iMM Hy +b]|
yoKki

yix' (y- by +z1q4v+b]
Bundan

X +y2- 2yb b: fzl=y1+2yb +b~
X2+z2=4by
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yoki

Sirtning Oxz tekislikka parallel tekislik bilan kesimi u.ihbu

(X: - y2=4hh,
[y =h, h>0

tenglamalar sistemasi bilan aniglanuvehi aylanaiardan iborat. Sirtning
rtrv va tekisliklar bilan kesimlarida v=— va y = narabola'ar

hosil boMadi.
Bu sirt aylanish paraboloidini aniglaydi (43-shakl).
Oxvz koordinatalar sistemasida
i.—y— =7 a>0 n>0 (6.12)
kanonik tenglama bilan aniglanuvehi sirt giperbolik paraboloid
deyiladi.
Sirtning (Yxy tekislikka parallel tekisliklar bilan kesimi

(ahy (bh)
z=h,h>0

tenglamalar sistemasi bilan
aniglanuvehi giperboladan, Oxz
va ()yz tekisliklar bilan kesim lari

z=-~ va “= parabolalardan

iborat boMadi.

Shunday qilib, (6.12)
tenglama  bilan  aniglanuvehi
sirtning ko‘rinishi «egar» shaklida boMadi (44-shakl). Bu sirt giberbolik
paraloboid deb ataladi.

44-shakl.

3.6.6. Silindrik sirtlar

Tekislikda L chizig va bu tekislikka perpendikular 1 to‘g‘ri chizig
berilgan boMsin.
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L chizigning har bir nuqtasi orgaii / to‘g‘ri chiziqga parallel qilib
o'tkazilgan to'g'ri chizigiar to'plamidan hosil bo'lgan sirtga silindrik

sirt deyiladi. Bunda L chizig silindrik L

sirtning yo'naltiruvchisi, / to'g'ri Jfr7
- . tiMM

chizigga parallel bo'lgan to'g'ri i'l

chizigiar silindrik sirtning yasovchilari
deb ataladi (45-shakl). TR

Oxyz koordinatalar  sistemasini
(): o'qg [/ yasovchiga parallel va
L yo'naltiruvchi Oxy  tekislikda
yotadigan gilib tanlaymiz. 45-shakl.

. yo'naltiruvchining Oxy tekislikdagi tenglamasi F(x.y) =0
bo'lsin. U holda F(x,y) =0 tenglama yosovchilari O: o'gga parallel
bo'lgan silindrik sirtni ifodalaydi.

Silindrik sirtning nomlanishi va tenglamasi
L yo'naltiruvchining shakli asosida aniglanadi.

Agar Oxy tekislikdagi yo'naltiruvchi

. . o>
eilinsdan iborat bo'lganda X b =1tenglama
a

elliptik silindrni ifodalaydi (46-shakl).
X +y2=R7 tenglama bilan aniglanuvehi
doiraviy silindr elliptik silindming xususiy
holi bo'iadi. *

Shu kabi — - "=Itenglama giperbolik
a b 46-shakl.
silindrni  (47-shakl), y =2px tenglama

paraboliksilindrni ifodalaydi (48-shakl).

47-shakl. 48-shakl.
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5-misol. x2-2z tenglama bilan aniglanuvchi sirt shaklini chizmg.
Yechish.  Berilgan tenglamada v qgatnashmaydi va x2=2.

chizig Ox:
tekislikda yotuvchi parabolani ifodalaydi.
Shu  sababli 1”(2"22’ tenglama
Y-o

yosovchilari  Ov o'gqa parallel bo'lgan
parobolik silindmi ifodalaydi.

Parabola y-0 tekislikda O: o0'gga
nisbatan simmetrik boMadi, uchi <9(0,0,0)
nuqgtada yotadi va N7,( 2,0;2), A/.(2,0;2)
nuqtalardan  o'tadi. Chiziq shaklini Maple
paketida chizamiz (49-shakl):

> with(plots):

> imiicitp!of3d{|v 1 In], v~-~0,,4,

z=-4.4, grid=| 13,13,13!);

49-shakl.

3.6.7. Ikkinchi tartibli sirtlarning

to‘g‘ri chiziqli yasovchilari

To‘g‘ri chiziglarning harakatidan
hosil  bo‘ladigan  sirtlarga to'g'ri
chizigli sirtlar deyiladi. Bu sirtlaming
yasovchilari to'g'ri chizigliyasuvchilar
deb ataladi.

To'g‘ri chizigli sirtlarga konus
sirtlar va silindrik sirtlarlar misol bo‘la
oladi. Bundan tashqgari, bir paliali
giperboloid va giperbolik paraboloid
ham to'g‘ri chiziqli sirtlar bo'lishi
isbotlangan.

Bir paliali giperboloidning har bir
nuqtasi orqali

n-mMm n
hi (.13

Cv
| *4d
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tenglamalar bilan berilgan to'g'ri chizigiar oilasidan fagat bitta
chiziq o'tishi ko‘rsatilgan, bu yerda a,b,c- bir pallali giperboloidning
yarim o'qlari. k.I-nolga teng boimagan sonlar.

Shunday qilib, (6.13) tenglamalar kxa / ning turli giymatlarida bir
pallali giperboloidaa yotuvchi va uni to‘lig gqoplovchi cheksiz to'g'ri
chizigiar sistcmasini tashkil giladi. Bu to'g'ri chiziglarga bir pallali
giperboloidning la g ri ehiziqii yasovchilari deyiladi.

Shu kabi

X \x

.a h , valda (6.14)

o
|
o= 7

[ti b k [ah
tenglamalar bilan berilgan to'g'ri chizigiar giperbolik paraboloidning
to'g'ri ehiziqgii yasovchilari bo'iadi.
To'g'ri ehizigii yasovchilardan bir pallali giperboloid sirtlaming

yasovchilari qunlish va
texnikaning konstruksiyalarida
keng foydalaniladi.
Masalan, bir pallali
giperboloidning to'g'ri  ehizigii noow T
yasovchilari bo'yicha metall
balkalar joylashtirilgan
radiomachta, suv va yadro = VA
qurilmalarining minoralari,
teleminoralar (masalan, Guanjou
(Xitoy)  teleminorasi, 50-shakl). W
tirgaklar va uzatmalar (5 1-shaki)
kabi konstruksiyalar ishlab

51-
chigiigan. Bunday konstruksiyalar

yengi! va  mustahkain  bo'lgani sababli keng tatbiq etiladi.

3.6.8. Mashgqlar

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan birining uchlari
M, (4:1,-9 va JV,(2:-3:5) nuqtalarda yotgan: 2) markazi J1/0(3;—5:—2) nuqtada
yotgan va 2x—=3r +11 0 tekislikka uringan.

2. Sfera markazining koordinatalarini va radiusini toping:
1) X +i vy 2) v osy2*r' -6ntsy +10; +25 o
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3. Har bir nuqtasidan A/,(-3;0;0) va -W2(3;0;0) nuqtalargacha bo'lgar

masofalar kvadratlarining vyig'indisi 36 ga teng boigan fazoviy
nuqtalarning geometrik o'rnini toping.

nuqtalarining geometrik o'rnini toping.

5. Har bir nuqtasidan /1/00;0;-4) va M2(0;0;4) nuqtalargacha bo'lgan
masofalar yig'indisi 10 ga teng bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing.

6. Har bir nuqtasidan J1/,(-5,0:0) va M2(5;0:0)nuqtalargacha bo'lgan
masofalar ayirmasining moduli 6 ga teng bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing

7. Berilgan sirtning ko'rsatilgan o'qlar atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sirt
tenglamasini tuzing:
jf2 jif2 v2 v2 j2
1) 2=-"=,0x va Oz 2 ) -— =1,0x va Oy 3) oy +7e L Oyvaoz
2 16 25 64 i

8. Markazi koordinatalar boshida yotgan va yo'naltiruvchilari x2-2z +1=0,
v-z+1=0 tenglamalar bilan berilgan konus tenglamasini tuzing.

9. wining ganday giymatlarida g+my- 2 =(Q tekislik Y elliptik
parabaloidni 1) ellip's bo'yieha: 2) parabola bo'yicha kesadi?2

10. Berilgan sirtlarning kesishish chizig'ini aniglang:

1)— +— =22, 3*-y +62-14 =0; 2) — - — =2z. 3.r-y +62-14 =(;
3 6 4 3

11. Har bir nugtasidan W(3,0:0) nuqgtagacha va v=I tekislikkacha bo'lgan

masofalar nisbati %3 ga teng bo'lgan fazoviy nuqgtalarning geometrik o'rnini
toping.

12. Berilgan sirt va to‘g‘ri chizigning kesishish nuqtasini toping:

) X~ y2 z22_ X-3 y-4 r+2 1 ol
8l'36+9 _ ' T -6 4 l6+9 4 "4 -3

13. Berilgan tenglama bilan aniglanuvchi sirt turini aniglang:

1) 36*2+64y; -144r2+576 =0 2) 2+y ' +22- 2(x +y +2)- 22 =0
3) 3:itd+2y2-122 =0, 4) 16x +3y! +1622- 64jr- 6y +19=0;
5) 25*%;-9y!-225 =(; 6) 9.r2-4v2-362=0:

7) 4jt2+3y2-522+60 =0, 8) r +y2-2x -3=0.
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* Haqiqgiy sonlar
« Sonli ketma-ketliklar

* Bir 0‘zgaruvchining
funksiyasi

« Funksiyaning limiti

 Funksiyaning
uzluksizligi

Ogyusten Lui Koshi
(r89-1857)-
fransuz matematigi
va mexaitigL
Matematik analiz asos-
iarini ishlab chigqgan,
matematikaning mate-
matik analiz, algebra,
matematik fizika va
boshqa bo'limlarining
rivojiga  katta hma

go'shgan.

O. L. Koshi birincM

bo'iib limit, uziuksirMk,
hmilu, differensial, in-
tegral, gaturning vagin-
lashishi tushunchalari-
ga qat'iy ta'rifbergait.

Matematik analiz tarixdan «Cheksiz
kichiklar tahliiinga mos bo'limlar majmuasi
bo'lib. u differensial va integral hisobni
birlashtiradi. Matematik analiz  sistemali
bo‘lim sifatida XVII—XVIII asrlarda |.Nuyton.
G.Leybnis, L.Evler, J.Lagranj va boshga
olimiar asarlarida vuzaga keldi. Uning asosi
boMgan limitlar nazariyasi XIX asrda O.Koshi
tomonidan ishlab ehiqgildi. Matematik ana-
lizning boshlangMch tushunchalari X1X-XX
asrlarda to'plamlar nazariyasi, oMchamlar
nazariyasi. haqigiy o‘zgaruvchi funksiyalari
nazariyalarining rivojiga asoslanib chuqur
tahlil qgiliridi va umumlashtirildi.

Matematikaning «Matematik analizga
kirish» boMimida matematik analizning asosiy

tushunchalari boMgan bir o'zgaruvchining
funksiyasi, sonli ketma-ketliklar, limitlar,
cheksiz kichik funksiyalar va wuzluksi/lik

tushunchalari o'rganiladi.

4.1. HAQIQIY SONLAR

4.1.1. To‘plam

roplain matematikaning boshlangMch
(la'riflanmaydigan) va muhim tushunchalari-
dan biri hisoblanadi. To'plam deganda tayin
xossaga ega boMgan ixtiyoriy tabiatli
obyeKtlar majmuasi tushuniladi. Masalan.
guruhdagi talabalar to'plami, butun sonlar
to‘plami, berilgan nuqgtadan oMuvchi to”g'ri
chiziglar to'plami.
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To‘plamni tashKil etuvchi obyeKtlarga to‘pl'amning elementlari
deyiladi. To‘plam, odatda, lotin alifbosining bosh harllari bilan. uning
elementlari esa shu alifboning kichik hartlari bilan belgilanadi.

A to'plamning ab.c\~elementlardan tashkil topganligi A={a,b,c,J}
kabi yoziladi. Ba’zan to'plam sonlar, bclgilar, so’zlar yoki formulalar
yordamida beriladi.

a elementning A to'plamga tegishli ekanligi aeA deb yoziladi.
b elementning A to'plamga tegishli emasligi fee 4(yoki hi A) kabi
belgilanadi. Masalan, A={24,6,8} to‘plam uchun 4e Ava 5e A

A to'plam chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo"lsa A
to‘plamga chekli to'plam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi. Masalan,
A={*16<x<20,xe V} cheKli to'plam, B={x:x>15*e/1'} cheksiz
to'plam boMadi.

Bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam ho ‘sh o plam deb
ataladi va 0 kabi belgilanadi. Masalan, A-{x:x2+!=0,x€ R} bo'sh
to'plam, chunki n +1=0 tenglama haqigiy sonlar to'plami K da
yechimga ega emas.

Agar A to'plamning har bir elementi B to'planming ham
elementi bo‘lsa A to'plamga B to'plamning gismi (gismiy to'plami)
deyiladi xa Aa B (yoki B3 A) kabi belgilanadi. Masalan, A={23.4} va
B- {12,345} bo'isa Aa B bo'iadi.

Agar Ac B va Ba A bo'isa A va B to'plamlarga teng toplamlar
deyiladi va ~A=B Kabi yoziladi. Demak, A=B tenglik A va B
to'plarnlarning bir xil elementlardan tashkil topganini bildiradi.

A va B to'plarnlarning har ikkalasiga tegishli bo'lgan element bu
to'plamlarnng umumiy elementi deyiladi.

1-ta'rif. A va B to'plarnlarning hirlashmasi (yoki yig‘indisi) deb
ularning kamida bittasiga tegishli boMgan elementlardan tashkil topgan
to'plamga aytiladi va An B (yoki A+B) kabi belgilanadi.

Demak, A B= :xe A voki xe B}

2-ta'rif. A va B to'plamlarning kesishmasi (yoki ko paytmasi)
deb ulaming barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi  va ArnB (yoki//-#) kabi belgilanadi.

Demak, An B={x:xe Avaxe B}

3-ta'rif. A to'plamdan Hto'plamning ayirmasi deb A to'plamning
B to'plamga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to'plamga
aytiladi va A\B kabi belgilanadi.
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Demak.. .\NB={x:xc Avax e B).

Masalan. >4={1,357} va B ={2,5,7,9} to'plamlar uchun
Au B={123579}, ArmB={57} A'B={1.3} B\A={29}bo'iadi.

B to'plam A to'plamning qismiy to'plami boMsa, A\B ayirma
B to'plamning A to plamga to ‘Idiruvchisi deyiladi

1-3 ta'riflaming chizinadagi ifodasi 1-shaklda keltirilgan. Bunda
An B, AkjB. A\B bo‘yab ko'rsatilgan.

]-shakl.

4.1.2. Sonli to'plamiar

Hagiqiy sonlar va ularning asosiy xossalari

Elementlari sonlardan iborat bo'lgan to'plam sonli to'plam
dev iladi.

Son matematik analizning asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, uzoq
tarixiv rivojlanish yo'liga ega. Narsalami, buyumlami sanash zaruriyati
tufayli natural sonlar paydo boMgan. Natural sonlar to'plamiga ularga
garama-qarshi sonlarni va nol sonini qo'shish bilan butun sonlar
to'plami hosil gilingan. Matematikaning taraqqiyoti ratsional sonlarning
va keyinchalik irratsional sonlarning kiritilishini tagozo etgan. Ratsional
sonlar to'plami va irratsional sonlar to'plami haqiqiy sonlar to'plami deb
ataigan.

Shunday qilib. MrzZczQczR sonli to'plamlar hosil gilingan, bu

yerda A ={123,..,..}-barcha natural sonlar to'plami;

Z={0.£1,%2,..,+«,..}-barcha butun sonlar to'plami:
f, |

Q- « -,pe.Z.qeN>- barcha ratsional sonlar to'plami; R- barcha
[ !

hagiqiy sonlar to'plami.
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Har ganday ratsional son yoki chekli o'nli kasr bilan yoki cheksiz

3
davriy o‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masalan, - =15=(1,500...),

-3:0,333...-ratsional sonlar.

Ratsional boMmagan haqiqgiy sonlarga irratsional sonlar deyiladi.
Irratsional son cheksiz  davriy bo'Imagan  o'nli  kasr bilan
ifodalanadi. Masalan. \2 =1,4142356 .., A - 3,1415926 ...-irratsional

sonlar.

Shunday qilib, haqiqiy sonlar to‘piamini barcha cheksiz o'nli kasrlar
to‘plami deyish va R={x: x =a.a.a.a,...} kabi yozish niumkin, bu yerda
ae7.,a e{012..9}/=12..

Hagqiqiy sonlar to‘plami R quyidagi asosiy xossalarga ega boMadi.

. R to'plam tartiblangan to‘plamdir, ya'ni istalgan ikkita har xil a
va b sonlar uchun a<b (yoki b<a) tengsizlik bajariladi.

2°. R to'plam zichdir, ya’'ni istalgan ikkita har xil a va b sonlar
orasida a<x<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi cheksiz ko'p x haqiqiy
sonlar mavjud boMadi;

3" R to'plam uzluksizdir.

Son o‘@di. Sonlurning sodda to'plamlari

Hagqiqiy sonlarning uzluksizligi xossasi asosida barcha haqiqgiy sonlar
to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq nuqtalari to‘plami orasida bir qgiymatli
moslik o‘rnatiladi.

Buning uchun biror to'g'ri chizigda (u gorizontal yo‘nalgan bo'lsin
(2-shakl)) musbaf yo‘nalishni, O hisob boshini va masshtab birligini
tanlavmiz. Musbat g sonini
ifodaiash  uchun  bu to'g'r i 5 T
chizigda O hisob boshidan o‘ng
tomonda tanlangan  masshtab 2-shakl.
birligida berilgan .r songa teng
masofada yotuvchi W nuqtani olamiz; manfiy n sonini ifodaiash uchun
esa bu to‘g‘ri chizigda O hisob boshidan chap tomonda |*] songa (bu son
hagida keyingi bandda tushuncha beriladi) teng masofada yotuvchi ™M
nugtani olamiz; x =0 soniga O hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha haqgigiy sonlar to‘plami bilan
koMsatilgan bir giymatli moslik o'matilgan to'g'ri chiziqga son o qgi (yoki
sonli to g ri chiziq) deyiladi.
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Shunday qilib, har bir hagigiy songa son o‘gining yagona M nuqtasi
mos qo'yiladi va aksincha, bu son o'gining har bir M nuqtasiga yagona
y haqgigiy son mos keladi. Bunda haqiqiy son va son o‘qining nuqtasi
bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli «<x son» so‘zi o'rniga ko'p
hollarda «rnuqta» so'zi ishlatiladi.

Son o'gi hagigiy sonlaming joylashishi to'g'risida ko'rgazmali
ma'lumot beradi. x <x, tengsizlik x, nuqta x. nuqtaga nisbatan chapda
yotishini anglatadi, x,<x, <x, tengsizlik x; nuqta x, va X, nuqtalar
orasida yotishini bildiradi.

aeR beR a<b boMsin. llagiqiv sonlar to‘plamining quyidagi
gism to‘plamlariga oraliglar (intervallar) deyiladi:

Jerbl =jx:a<x<b] - kesma (yopiq oralig. sigment);

(ab)={x:a<x<h}~ interval (oehiq oraliq);

\ab) ={x:a <x </Z}L(/F ={x:a <x<b}- yarim ochiq intervallar;

(-;E£] ={x:x<b}, (—ecb) ={v:x <b]. [a+)={x:x>a},

(a;+00) = {x:x >a\, (-0c;+00)={x:-x <x <+30}-cheksiz intervallar.

Bunda a va b sonlar mos ravishda bu oraliglarning chap
va o‘ng
chegaralarini aniqlaydi, -* va +x belgilar son o‘qi nuqtalarining O
nuqtadan
chapga va o'ngga qarab cheksiz uzoglashishini simvolik tasvirlaydi.

x((x, e R)nugtani o'z ichiga olgan har ganday (a\b) intervalga
xa nuqtaning atrofi deyiladi. Xususan, (x.,-e;x,,+¢€) interval X,
nuqgtaning n atrofi deb ataladi. Bunda x, soniga bu atrofning
markazi, ¢ (c >0) soniga bu atrofning radiusi deyiladi.

Agar x £(x0-e;x, +s) bo‘lsa, u holda x -e <x<x,+e yoki
| x-x(\<e tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning bajarilishi x nugta
X, nuqtaning e atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut giymati

4-ta’'rif. x(xeR) sonining absolut giymati (yoki moduli) deb x >0
boMganida x sonining o'ziga, x manfiy boMganida (-x)soniga aytiladi.
X sonining absolut giymati jxj belgi bilan belgilanadi.
Demak, ta'rifga ko'ra.
[ x, agarx>0.

IX]=\
- 1, agarx <0.
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Sonning absohit giymati quyidagi xossalarga ega,
r. xe Rdajxj>0, |-x @)X} - xXl<xgx}
2" a>0 da \x\<a tengsizlik - a<x<a tengsizlikka ekvivalent
boMadi;

3”.xe R,ye Rda

lir +y|~x|+jy], \x-y\2\xI-\yl Ix'YH*I'iy}
\%

Bu xossalaming isboti bevosita sonning absolut giymati ta'rifidan
kelib chigadi. Ulardan birini, masalan. \x+Yy |g x\+1y\ boMishini
isbotlaymiz.

Isboti. x +y> 0 boMsin.

U holda & +Y\=x +y, jcdic y<]y| boMadi.

Bundan
I* +y l=X+y <In:+1y |

X +y <0 boMsin.
U holda

IX+Y |=-(* +y) =(-X) T(-y), - <[, -y <y I

boMadi.
Bundan

lr+Y!I=(m+(y)<l.ri+lyl.
Sonli to'plamning aniqg chegaralari

5-ta’rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan .ve*T uchun x<M
tengsizlik bajarilsa, X haqigiy sonlar to‘plami yuqoridan
chegaralangan deyiladi.

Masalan, X =(-x,l] to‘plam yugoridan chegaralangan.

6-ta’'rif. Agar shunday m soni topilsa va istalgan xe X uchun x>m
tengsizlik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to'plami quyidan chegaralangan
deyiladi.

Masalan, barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.
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7-ta’rif. Agar X to'plam ham quyidan ham yugoridan
chegaralangan bo'lsa., y’'ani shunday mva M sonlari topilsa va istalgan
xeX uchun m<X <M tengsizlik bajarilsa, X haqgiqiy sonlar to'plamiga
chegaralangan deyiladi.

Bu ta'rifdan agar X to‘plamning elementlari biror kesmada
joylashsa, u holda bu to'plam chegaralangan boMadi degan xulosa kelib
chiqgadi.

Yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan to'piamga yuqoridan
[quyidan) chegaralanmagan deyiladi. Masalan, barcha natural sonlar
to‘plami yuqoridan chegaralanmagan (ammo quyidan chegaralangan)
bo'lsa, barcha manfiy sonlar to'piatni quyidan chegaralanmagan (ammo
yuqoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to'plami. barcha
ratsional sonlar to‘plami, shuningdek, barcha haqigiy sonlar to'plami
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

Agar V to'plam yuqoridan W soni bilan chegaralangan bo'lsa, bu
songa X to plamning yuqori chegarasi deyiladi. Bunda M sonidan
katta bo'lgan ixtiyoriy M' son ham X to'plamning yuqori chegarasi
bo'ladi.

8-ta’'rif Agar istalgan xeX uchun x<M bo'lsa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy e >0 musbat son uchun shunday x* &X soni topilsa va
M - ¢ <x* <M tengsizlik bajarilsa. Msoniga .V to'plamning aniq yuqori
chegarasi dey iiadi.

Boshgacha aytganda. X to'plamning aniqg yuqori chegarasi X ning
barcha yuqori chcgaralarining eng kichigi bo'ladi.

X to'plamning aniq yuqori chegarasi M - sup X (yoki V/=sup{.r})

bilan belgilanadi (lotin tilida supremum - eng yuqori so'zidan olingan).

Yuqoridan chegaralanmagan X to'plam uchun ta'rif asosida
supX =+x deb olinadi.

Agar X to'plam quyidan m soni bilan chegaralangan bo'lsa, bu
songa X to'plamning quyi chegarasi deyiladi. Bunda m sonidan kichik
bo'lgan ixtiyoriy m son ham .V to'plamning quyi chegarasi bo'ladi.

9-ta’'rif. Agar istalgan xeX uchun x>m bo'lsa va yetarlicha
kichik ixtiyoriy e >0 musbat son uchun shunday x*e.Vsoni topilsa va
m<x*<rn+£ tengsizlik bajarilsa, m soniga X to'plamning anig quyi
chegarasi deyiladi.

Shunday qilib, /1 to'plamning aniq quyi chegarasi X ning barcha
quyi chcgaralarining eng kattasi bo'ladi.

N1 to'plamning aniqg quyi chegarasi M=M X (yoki M =inf{x})
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bilan belgilanadi (lotin tilida infimum - eng quyi so'zidan olingan).

Quyidan chegaralanmagan X to'piam uchun ta'rif asosida
infW=-oc deb olinadi. Masalan, X II21 .t ﬂll to‘plani uchun

n

infX =0, supX --1

X to'plamning aniq chegaralari uchun quyidagiu tasdiq o'rinli
bo'iadi.

1-teorema. Har ganday yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'sh
bo'Imagan hagqiqiy sonlar to'plami anig yuqori (aniq quyi) chegaraga
ega bo'iadi.

4.1.3. Matematik mantig elementlari

Mantiqgiy belgihir

Ta'riflaming, teoremalaming ifodalanishida va bosga matetntik
tasdiglarda ko'pincha ayrim so‘zlar va butun ifodalar takrorlanib keladi.
Bundav hollarda ularning yozilishida mantiqiy belgiiami qo'llash qulay
bo'iadi.

Matematik mantigda mulohaza deb rost yoki yolg'onligi bir giymatli
aniglanadigan darak gaplarga aytiladi. Masalan, «Yer quyosh atrofida
aylanadi», «6 oddiy son» gaplari mulohaza bo'isa. «kech kirmoqda»,
«matematika qgiyin fan»
gaplari mulohaza bo'lmaydi.

a mulohazaning inkori a - «a. emas» voki «or bo'lishi to'g'ri
emas» deb o'qgiladi.

a va p mulollazalaming konyunksiyasi a nj3- «a va fi» deb
o'giladi.

a va p mulohazalaming dizyunksiyasi cxvfi- «« yoki p» deb
o'giladi.

a va p mulohazalaming implikatsiyasi a —p — «agar a bo'isa,
u holda p bo'iadi» (yoki «a dan p Kkelib chigadi») mulohazasini
bildiradi.

a va p mulohazalaming ekvivalensiyasi a» p- « a vap
ekvivalent» (yoki «a dan p kelib chigadi va p dan a kelib chigadi»)
mulohazasini bildiradi,

Mavjudlik h’antori 3-  «mavjudki», «topiiadiki» so'zlarini
bildiradi.
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Umumiylik kvantori V-«iiar qanday», «ixtiyoriy», «barcha»
so'zlarini ifodalaydi.

«o'rinli boMadi», «bajariladi» so'zlarini anglatadi.

(-~-«moslik» ni bildiradi.

Mantiqiy belgiiar yordamida yo/ilgan tasdiglarni tushunish va
o‘qgishr.i osonlashtirish uchun belgilarning har biriga tegishli boMganlari
alohida gavslarga olinadi.

Masalan,

(V- >0)fd<S > Xvx £x,, jx - xMK5) :JJ(x )-A\<e)

yozuv  «ixtiyoriy s >0 son uchun shunday <5>0 son tcpiladiki, xning
X ga teng boMmagan va |x-xJ<<V tengsizlikni qganoatlantiruvchi

barcha qiymatlarida |/(x)-/1|<rr tengsizlik bagariladi» deb o'giladi.

Zarur va yetarli shartlar

p -birorta mulohaza boMsin. p mulohaza kelib chigadigan har
ganday « mulohazaga p mulohaza uchun yetarii shart deyiladi.

P mulohazadan kelib chigadigan har ganday a mulohazaga p
mulohaza uchun zarur shart deyiladi.

Masalan, a: «x soni nolga teng» va p: «x> ko'pavtma
nolga teng»
mulahazalari boMsin. Bunda a mulohaza p mulohaza uchun yetarli
shart boMadi. Hagigatan ham, xy ko'paytma nolga teng boMishi uchun v
nolga teng boMishi yetarli. x nolga teng boMishi uchun xy ko‘paytma
nolga teng boMishi zarur. Ammo, p mulohaza a mulohaza uchun
yetarli shart boMmaydi. chunki xy ko'paytma nolga teng bo'lishidan x
sonining, albatta, nolga teng boMishi kelib chigmaydi.

«Agar a mulohaza rost boMsa, u holda p mulohaza rost boMadi»
teoremani a p ko‘rinishda yozish va quyidagi ifodalardan biri
bilan bcrish mumkin: «a mulohaza p mulohaza uchun yetarli shart
boMadi»; «p mulohaza a mulohaza uchun zarur shart boMadi».

Agar a va p mulohazalaming har biridan ikkinchisi keiib chigsa,
ya'ni (a p)n(P=>a) boMsa, u holda a va p mulohazalaming har biri
ikkinchisi uchun zarur va yetarli shart boMadi va a 0 p deb yoziladi.

Bu yozuv boshgacha quyidagicha o'qgilishi mumkin:

1) a o'rinli boMishi uchun p o'rinli bo'lishi zarur va yetarli;

2) a fagat va fagat p bajarilsa o‘rinli bo'iadi:



3) a fagat va fagat p rost boMganida rost boMadi.

Matematik induksiya metodi

Matematik induksiya metodi miihirri  matematik isbotiash
usullaridan biri hisoblanadi. Bu usul n natural songa bogMiq tasdiglami
isbotiash uchun goMlaniladi.

Uni umumiy holda ifodalymiz: n natural songa bogMiq biror
tasdigni (masalan, formulani) isbotiash quyidagi tartibda amalga
oshiriladi:

1) tasdigning to'g‘riligi n=1 da tekshiriladi (agar « =!da tasdiq
ma'noga ega boMmasa, tekshirish tasdiq ma'noga ega boMadigan eng
kichik n dan boshlanadi);

2) tasdiq biror n (n>1)da to'g'ri deb faraz gilinadi va uning «-! da
to'g ri boMishi isbotlanadi. Kevin bu tasdigning istalgan «natural son
bajarilishi hagida
xulosa chiqariladi.

Matematik induksiya metodi bilan Nuyton binomiformulasi deb
ataluvchi

(a+bY=CY +Cra" b+...+Crankbk+...+ C"b” (1.1)

formulani isbotlaymiz, bu yerda n - natural son: 0<k<n.
(1.1) formulada gatnashayotgan

Cim—-n
k\(n-k)\

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan

Atadan guruhlashiar soni) deyiladi, bu yerda m\ (en foktorial) belgi

orgali birinchi n ta natural son ko'pavtmasi belgilanadi. Binominal

koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidagi bogManishlar o'rinli boMadi:
G +C =Ch,

(n+)!=n\r. +1 (bunda 0!'=! deb olinadi).
(1.1) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to'g'ri
boMishini n=1da teksiiiramiz:

(a+b) =C'a +C'ab -——-a+---b=a+b;
OH  ilo!

2) (1.1) formula biror n da to'g'ri boMadi deb faraz gilamiz va
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(« +1) da shu kabi formula o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz, ya’ni
(a+b™ =c; <M +Cla"b+.. +CE£a~*6*"'+...-rC;.p6'+ ';;,'T (1.2)

formulani isbotlavmiz.
Hagigatan ham.

(@a+N0T" =(CV +C>"-A+..+C>"“6"' +...+CD")(a+b)»
=[>**+cyb +..+ +.+C>6"J-r,yAr...+
e(  V* + +C*%t"+cy" =cy-' +(C" +Ct)a"b+ .+
+(0 40"V I L (C- 0> +r>
Binominal koeffitsiyentlar uchun
C;=i=c"B ¢7H ‘(s r*HrM=cty
("fmr(> (", r;=i=r;
boMishi inobatga oiinsa. oxirgi tenglikdan (1.2) tenglik kelib chigadi.
Demak, matematik induksiya metodining 1) va 2) bandlari
bajarilgani uchun

Nyuton hinomi formulasi istalgan n natural soni uchun to'g'ri boMadi.
(1.1) formula gisqacha

@th"=Yy("a h

ko'rinishda yoziladi.
Xususan, (1.1) formuladan n=2 van =3da tanish gisqa ko‘paytirish
formulalari kelib chigadi:

(a+b)'-('™a +Cab+C22=a2+lab +bl;

(c+b) =C"a’+ C'adb+C.ab* +C'b" =az+ 3alb+3ab2+h".

4.1.4. Mashgqlar

1. 1 va fl to'plamlar berilgan. NoB, 4un 4, JI\B, B'.4 to'plamlami
toping.
1) 7j-11.234}, ft 1456 2) 4={134*. B=1i2457809);
3) A=Ixt FL:x' +*—20=0), A={xg«:x2-x +!2 =0}
2. 4 -musbat juft sonlar to'plami va fi-musbat tog sonlar to'plami bo'isa,

4 "Hva .Kj B to'plamlarni toping.
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3. A-barcha 2 ga boiinadigan sonlar to'plami va B--barcha 5 ga
boiinadigan sonlar to'plami bo'lsa, Ar*B to'plamni toping.

4. 1g5 irratsional son ekanini ko'rsating.
5. -[i -V? <nf3—2 ekanini ko'rsating.

6. Berilgan to'plam elementlarini toping.

7. Berilgan tenglamalami yeching.
1) 13jc- 4j=2—: 2) 1-x2+2x - 3L

3) -J? mx' O 4) /(7-2r
8. Berilgan tengsizliklami yeching.
1) Ix-21> 1, 2) Ix'-7x +12 pn2-7.x *1
3) x2+42-LIx+3)2-10 <0 4) J(x +Y <-x-1
9. Berilgan X to'plam uchun supA' va mf'X larni toping
1) X ={reZ:-5<x<0]; 2) X ={xe R:x <0}

10. Tengliklami matematik induksiya metodi bilan isbotiang:

DI 2) 1+3+5+.+(2n-)=n2

4.2. SONLI KETMA-KETLIKLAR

4.2.1. Sonli ketma-ketliklar

1-ta’'rif. i,2 , 3 , natural sonlar qatorining har bir n natural
soniga mos qo'yilgan x,, x2,X,,....X,,... haqgiqgiy sonlar to'plamiga sonli
ketma-ketlik (yoki ketma-ketlik) deyiladi va {xj bilan belgilanadi.

Bunda xv xl,X,,...,xn.. sonlar {x,}ketma-ketlikning hadlari, xn bu
ketma-ketlikning umumiy hadi, n uning nomeri deb ataladi.

Agar ketma-ketlikning har bir hadini topish mumkin bo'lsa, ketma-
ketlik berilgan deyiladi. Ketma-ketlik analitik yoki rekurrent usullarda
berilishi mumkin.
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Analitik usulda ketma-ketlikning umumiy hadi formula ko'rinishida
beriiadi. Bunda n ga i,2,3.4... qiymatlar beriiadi va ketma-ketlikning
mos hadlari topiladi.

Masalan. xn~(-\y-n formula {xn}={-1,2-3...(-1)"*n,..} ketma-
ketlikni beradi.

Rekurrent usulda ketma-ketlikning birinchi (yoki bir nechta
birinchi) hadi  beriiadi va keyingi hadni (yoki bir nechia keyingi
hadlarni) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish
formulasi beriiadi. Masalan. x_=a,, xr,=\n+d rekurrent formula
arifmetik progressiyani, ., =/ xn =xm rekurrent formula geometrik
progressiyani beradi.

Agar VAe N uchun xa=c(ce R) boMsa, {jc,} ketma-ketlikka
0 zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday Msoni (m soni) topilsa va Mwe N uchun
X <M (xn>m) tengsizlik bajarilsa. {*} ketma-kctlikka yuqoridan
chegaralangan (quyidan chegaralangan) deyiladi.

3-ta'rif. Agar {v,} ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday w, JV sonlari topilsa va Yne N

uchun m<x <M tengsizlik bajarilsa, {x] ketma-ketlikka
chegaralangan deyiladi.
A =mex{| mi| M [}boMsin. u holda ketma-ketlikning

chegaralanganlik shartini jAIJ<A ko'rinishda vozish mumkin.

4-ta'rif. Agar V4>0 son uchun {xj ketma-ketlikning \xJ>A
(xn>A yoki xn<-A) tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadi topilsa. {.xj
ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.

Ta'riflardan ko'rinadiki, ketma-ketlikning barcha elementiari u;
yuqoridan  chegaralangan bo'lsa, (-oc;M] oraligga.  quyidan
chegaralangan bo'lsa |Jm+<x) oraligga, ham quyidan ham yuqoridan
chegaralangan bo'lsa [m;M] oraliqga tegishli boMadi. Chegaralanmagan
ketma-ketlik yugoridan yoki quyidan chegaralangan boMishi mumkin.

Chegaralangan va chegaralanmagan ketma-ketliklarga misollar
keltiramiz.

1.{*}={? +'} ={25.10....n1+1...}-quyidan chegaralangan (m =2),
ammo yuqoridan chegaralanmagan.

2.{yJ ={-n }={3149,..,#2.>— yugoridan chegaralangan
(A/ =-1), ammo quyidan chegaralanmagan.
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3.{2,,}:ﬁ——l-l =<0,— - chegaralangan (T =QA/ =1).
n 123 n !

4.{m) ={(-"}={-22.-3,4....(—)"m__}—chegaralanmagan.

5-ta’'rif. AgarV/>e/V uchun: n, < boisa. {x } ketma-ketlikka
gat'iy o'suvchi deyiladi: g >n,], bo'isa, {*} ketma-ketlikka qat'iy
kamayuvchi deyiladi; xn<x”~ bo'isa. {jcJ ketma-ketlikka
kamaymaydigan deyiladi: *,>v,, boMsa, {X] ketma-ketlikka
o'smaydigan deyiladi.

Barcha bunday ketma-ketliklar umumiy bitta monoton ketma-ketlik
nomi bilan birlashtiriladi. Bunda o‘suvchi va kamayuvchi Kketrna-
ketliklarga gat 'iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

Monoton ketma-ketliklarga misollar keltiramiz.

1. \ = =i - o'‘suvchi a chegaralangan
{x \rL]_’L I2 34 m+1 1 uvent v g %4
kelma-ketlik.

2. [yj={««}--{2-12,2....n,n,..\ - kamaymaydigan va

chegaralanmagan ketma-ketlik.

3. {z}=1-i-]1 =|i,Ax ... J' kamayuvchi va chegaralangan
ketma-ketlik.
4. {uj=!- =111—
{u] 1//J 22 nn

...1-o‘smaydigan va chegaralangan
]

kelma-ketlik.

Ikkita {*.} va [>} ketma-ketlikning yig'indi-si, ayirmasi,
ko'paytmasi, bo'linmasi (bunda > ;*0)deb, har hir hadi bu ketma-
ketliklar mos hadlarining yigMndisidan, ayirmasidan, ko'paytinasidan va
boMinmasidan iborat boMgan ketma-ketlikka aytiladi.

Ko‘rsatilgan amallar simvolik tar/da quyidagicha yoziladi:

KX-YN =K +vj,  {x,}-{yj ={x,-y],

= Itf: <S.v. /0.
ta} [vi

Xususan, {*,} ketma-ketlikning m songa ko‘pa_vtmasi m {xr} deb.
har bir hadi {*,} ketma-ketlik mos hadining shu songa
kolpaytmasidan iborat boMgan {mmnl ketma-ketlikka aytiladi.
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4.2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketma-ketliklar

6-ta'rif. Agar VA>0 son uchun shunday ;Vnomer topilsa va
Vn>N uchun !xn">A tengsizlik bajarilsa. {xj ketma-ketlikka cheksiz
katta ketma-ketlik deyiladi.

Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan boMadi.
Ammo chegaralanmagan ketma-ketlik cheksiz katta bo'lmasligi

mumkin. Masalan. -J«<sm™ | shunday ketma-ketliklardan biridir.

7-ta’'rif. Agar Vi: >0 son uchun shunday N=N(s) nomer topilsa
va Vn>N uchun ]xn|<i: tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-ketlikka
cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

1-misol {« }:_I!_]'. ketma-ketlik cheksiz kichik ekanini ko'rsating.
<<J

Yechish. Vs> 0 son olamiz. |a,,i:\-n||<e tengsizlikdan n>£

tengsizlik kelib chigadi. < ni - ning butun

desak, u holda Vn> N uchun \ank ebo'ladi. Demak. ta'rifiga ko'ra.

j!
{J pketma-ketlik cheksiz kichik boMadi.

Lji
Keltirilgan misolda /1= j nomer c ga bog'lig bo'ladi, ya'ni

€ ning turli giymatida har xil giymatlami qabul giladi. Masalan, c¢ =01
da A’'=10, >:-0,01 da N =100. Shu sababli cheksiz kichik ketma-
ketlikning ta'rifida A/=N(z) debyozilgan.

1-teorema. Agar {xj ketma-ketlik cheksiz katta va ,m #0,nefl’

bo'lsa, u holda ketma-ketlik cheksiz kichik bo'ladi. va aksincha

{a }- cheksiz kichik va a *0, ne N bo'lsa, | cheksiz katta
\a. .

bo'ladi.
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Isboli. {xj cheksiz katta ketma-ketlik, xn*0 bo'lsin. Ve >0 son
olamiz va A:Edeymiz. 6-ta’'rifga ko‘ra bu A soni uchun shunday

N nomer topiladi va \n>N uchun MWn\>A tengsizlik bajariladi.

Bundan Vn>N uchun j— =_! < L =f£ boMadi. Bu esa j—> ketma-
Ix« | il 4 ' {x..

ketlikning cheksiz kichik boMishini bildiradi. Teoremaning ikkinchi

gismi ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik ketHta-ketilkiar quyidagi xossalarga ega.

1", lkkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
algebraik yig’indisi cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.

2°.  lkkita (chekli sondagi) cheksiz kichik ketma-ketlikning
ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.

3°. Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-
ketlikka ko‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.

4". Cheksiz kichik ketma-ketlikning chekli songa ko;paytmasi
cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.

Xossalardan  birining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish
bilan chegaralanamiz.
{xj chegaralangan ketma-ketlik, {an} cheksiz kichik ketma-ketlik

boMsin. {xn a j ketma-ketlik cheksiz kichik boMishini isbotiash kerak.
{ic.} ketma-ketlik chegaralangan. Shu sababli biror A=i) son va
V« uchun \xj< A boMadi.

Ve>0 son olamiz. {a } cheksiz kichik boMgani sababli EX>O son
uchun shunday N nomer topiladi va \/n>N uchun |aj<X boMadi.

U holda V«> Ada |x,-aj=] x| Jaj< A-%:e boMadi.
Demak, {x, a,}- cheksiz kichik ketma-ketlik.
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4.2.3. Ketma-ketlikning limiti

8-ta’'rif. Agar Ve >0 son uchun shunday N = N(e) nomer topilsa va
uchun |xn-a]<e tengsizlik bajarilsa, a soniga {xj ketma-
ketlikning limiti deyiladi va bu limx,, =a kabi yoziladi.

2-misol. Limit ta’'rifidan foydalanib, lim—— =1bo'lishini
"3n+l

ko‘rsating.
Yechish. Ve>0 olamiz. Misolning shartidan topamiz:
3w- 2 —3 3
S Y 3N+l 3m+1
\xt -a\<E tengsizlikni ganoatlantiruvchi n ning giymatlarini topish
uchun --—§-—1<e tengsizlikni yechamiz: n> -?i-'-——E.
3n+ 3£
N nomer sifatida EJ’--_-Ssonining butun gismini, ya’'ni N(e) = 33_6 c
3

sonini olish mumkin. Bunda Vs >0 son olinganda ham \/n>N uchun
jX -1 !<e boMadi.
Shu sababli ketma-ketlik limitining ta’rifiga asosan,
2n-1

Ma’'lumki, \xn-a\<£ tengsizlik xr had a nuqtaning e atrofiga
tushushini  bildiradi. Shu sababli ketma-ketlikning limiti ta'rifini
quyidagicha talgin qilish mumkin: agar limxn=a boMsa, u holda a
nuqgtaning istalgan e atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n> N
nomerii barcha xn nuqgtalar a nuqtaning e atrofiga, ya'ni {a-s;a +tm

intervalda yotadi va bu X

intervaldan tashqarida = --------- 4OMm m » TW W« 44—
berilgan  ketma-ketlikning a~E a arc
chekli  sondagi nugqtalari 3-shakl.

joylashadi  (3-shakl). Bu
jumla ketma-ketlik limitining geometrik Ta 'nosini anglatadi.

4.2.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketiikiar

S ta'rif Chekli limitga ega boigan ketma-ketlikka yaginlashuvchi
ketma-ketlik deviladi.
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Yaqginlashuvclii boMmagan ketma-ketlikka uzoglashuvchi ketma-

ketlik deyiladi.
{rj ketma-ketlik yaginlashuvchi va a limitga ega bo'lsin. U holda

{*,-<*}={a,} cheksiz. kichik ketma-ketlik boMadi, chunki Ve>0 son
uchun shunday N(e) nomer topiladi va Vn>N uchun [anHxn- a\<e
boMadi. Shu sababli yaginlashuvchi va a limitga ega boMgan ixtiyoriy
{xj ketma-ketlikning umumiy hadini xn=a-ran ko'rinishda yozish
mumkin boMadi va aksincha, {.rj ketma-ketlikning istalgan hadini
xr=a+an ko'rinishida ifodaiash mumkin boMsa, u holda limx,,=a
boMadi, bu yerda {«,]- cheksiz kichik ketma-ketlik.

Shunday qilib, chcksiz kichik ketma-ketlikning limiti nolga teng

boMadi. Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega bo'Imaydi. Uning limiti
yo deb belgilanadi.

Yagrafashuvehi ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega,

1. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik yagona limitga ega boMadi.

2". Yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan boMadi.

3" Agar {xr} va{>,) ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lsa. u
holda {xn+yj ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim (xrxy ") =limxr +limy a boMadi.

4U Agar {* } va{v,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda {+, =, ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim xnwn =lim xnalim y, boMadi.

5". Agar {xj va {yj ketma-ketliklar yaginlashuvchi va limyn*0

\Y uwun'
ketma-ketlik yaginlashuvchi va lim
W ovt lim )1
boMadi.

6". Agar {xr} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, u holda
limcmn=cuaim xn (¢ e R) boMadi.

7'. Agar {xn}va {vj ketma-ketliklar yaginlashuvchi va V«e,V
uchun xjt<yr boMsa, uholda lim xa<Ilim ynboMadi.

8" Agar {wm} va {rj ketma-ketliklar yaginlashuvchi,
limxn=Ilim =a va V«e,V uchun xn<yn<zn boMsa, u holda

limyn=a bo'ladi.
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Xossalardan birining. masalan, 3-xossaning isbotini keltirish bilan
chegaralanamiz.

liinxn=a. limyr=b bo‘lsin. U holda xn=a+at va yr=b+p,
boiadi, bu yerda {aj. {/} cheksiz kichik ketma-ketliklar.

Bundan
xn+y\ =(axb) + (anxft")
kelib chigadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning 1-xossasiga asosan {ar £pn)
cheksiz kichik ketma-ketlik Shu sababli {* xya} ketma-ketlik azxb
limitga ega boiadi, ya'ni

lim (nnxv,) =limx xlimy,.

3-misol. {r}=4 ~ | 1 ketma-ketlikning yaqginlashuvchi ekanini
J
ko'rsating.

Yechish. Birinchidan, v, =--~ <-+-"
n—- n n n

Bunda Vn>6 uchun x"<é boiadi. Ikkinchidan, YwneA/ uchun

Xn= >1+2=- >0 boiadi Agar > =0. zn=-- belgilash kiri't'szalg.,
n n n

limy, =limr =0 va V/i>6 uchun y, <xn<r boiadi. U holda 8-xossaga

ko'ra.

limv, =0, ya’'ni berilgan ketma-ketlik yaginlashuvchi boiadi.

Har ganday ketma-ketlik ham limitga ega boimavdi. Ketma-ketlik
limiti mavjud boiishi haqgidagi teorema bilan tanishamiz.

2-teorema (Veershtrass teoremasi). Har ganday chegaralangan
monoton kelma-ketlik liinitiga ega boiadi.

Isboti. Monoton kamaymaydigan ketma-ketlikni garaymiz.
X <X. <X, <..< <.. va shunday At soni topilsin va xn<M
boisin. Elementlari bu ketma-ketlikning hadlaridan tashkil topgan /1
to‘plamni garaymiz.

Shartga ko‘ra. bu to'plam bo'shmas va yugoridan chegaralangan.
U holda
4.2 banddagi 1-teoremaga asosan, X to'plam aniq yuqori chegaraga ega
boiadi. Bu chegarani a bilan belgilaymiz va a soni berilgan ketma-
ketlikning limiti boiishini ko‘rsatamiz.
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a soni xn ketma-ketlik elementlaririing aniq yuqori chegarasi
bo‘lgani uchun uning xossasiga ko'ra, Vc >0 son uchun shunday N
nomer topiladi va n>Nda xr>a-e boMadi. Ikkinchidan. anigq yuqori
chegaraning ta’'rifiga asosan, barcha n lar uchun xn<a<a +c bo'ladi.
Shunday qilib, n>N uchun a-e <x, <a +e, ya'ni \xn-a\<s tengsizlik
kelib chigdi. Bu tengsizlik a soni {*,} ketma-ketlikning limiti boMishini
bildiradi.

Monoton o‘smaydigan ketma-ketlik uchun teorema shu kabi
isbotlanadi.

1zoh. Monoton ketma-ketlikning ~ chegaralanganligi uning
yaginlashuvchi boMishining zarur va yetarli shartini beradi.

Hagigatan ham, agar monoton ketma-ketlik chegaralangan boMsa,
u holda 2-teoremaga ko'‘ra, u yaqginlashadi; agar monoton ketma-ketlik
yaginlashuvchi boMsa, yaqinlashuvchi ketma-ketlikning 2-xossasiga
asosan, u chegaralangan boMadi.

2- teoremadan ichma-ich qo‘yilgan kesmalar hagidagi lemma kelil
chiqgadi.

[a;A], [aZ£)___[a,;h),...kesmalar ketma-ketligi berilgan bo'lib.
bunda [a;;62]™ ... i d .., ya'ni har bir kesma o'zidan

oldingi kesmaning ichiga joylashgan va Wmbn-aj =0 boMsin.

Bu kesmalarga ichma-ich qo‘yilgan kesmalar deyiladi.

Lemma (Kanior lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qo'yilgan kesmalar
ketma-ketligi uchun bu ketma-ketlikning har biriga tegishli boMgan c
nuqgta mavjud va yagona boMadi.

Bu lemma haqiqiy soniar to'plamining uzluksizligi yoki son
o‘gining toMaligi hagidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaqginlashuvchi ketma-ketlikning xossalari va limitlar hagidagi
teoremalar nafaqat nazariy, balki amaliy jihatdan ham muhim
ahamiyatga ega. Ulardan,
masalan, ketma-ketliklaming limitini hisoblashda keng fcydalaniiadi.

4-misol. lim— — Ilimitni toping.
"R8n - i

Yechish. Kasrning surati va maxrajidagi ketma-ketliklar limitga
ega emas, chunki ular chegaralanmagan. Shu sababli boMinmaning
limiti hagidagi 5-xossani to‘gMidan-to‘g‘ri qo'llab boMmaydi. Bu
xossani goMiash uchun awal ketma-ketlikning surat va maxrajini n ga
boMamiz va keyin vyaqginlashuvchi ketma-ketlikning xossalarini
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qoilavmiz:

+1 A 3+0 3
Inn-------- =lim v A
liml limg- lim- ©°0 8
n K n) **n
4.2.5. e soni

{x }:ilfl —)11 ketma-ketlik berilnan bo'lsin. Bu ketma-ketlik
v n)j

uchun  Nyuton binomi formulasini a=\ b=- da qo'llaymiz:
n

n(n - )( 2) (n- («- __)2._|

(_r] _1_) et —eee PN S

I
xn—1+rtl- + —
n 2! n [\ n'

yoKki

(2.1) tenglikdan ko'rinadiki, 4 ning o'sishi bilan uning o'ng
tomonida musbat qo'shiluvchilar soni ortib boradi. Bundan tashqari.

4 ning o'sishi bilan ! kamayadi va L\ 1 I k atta liklar ortadi.
n nj

Shu sababli U }:iﬂ&luilyi/lklketma-ketlik monoton o'suvchi bo'iadi.
m

(2.1) tenglikka ko'ra.

HEM >2. (2.2)
W

(2.1) tenglikda gavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu
bilan birea, n>2 da — bo'iadi.
N 2

Bundan

Xx <l+1+ *+. .+ —<[|+1+-+.+--- =lh— |— =3 (2.3)
2! [\ 2
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kelib chigadi. Demak, (2.2) va (2.3) tengsizliklarga ko'ra, 2<x. <3,
ya'ni {xj-chgaralangan.
Shunday qilib, {.tj ketma-ketlik monoton o'suvchi wva

chegaralangan. U holda Veershtrass teoremagasiga ko‘ra u

yaqginlashadi. ya’ni chekli limitga ega bo'ladi. Bu limitni e harfi bilan
belgilaymiz.
Demak,

im|l1+— =e 2.4

iy 20

e soniga Neper soni deyiladi. e soni irratsional son. e soni
matematikaning bir gancha masalaiarida muhim rol o'ynaydi. e soni,
masalan, natural logariimning asosi bo'ladi: ,v>() sonining natural
logarifmi In* bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga fagat ta'rif
berildi va u 2<e<3 tengsizlikni ganoatlantirishi ko'rsatildi. Keyinchlik
e sonining giymatini istalgan aniqlikda topish usullari ko'rsatiladi.

4.2.6. Mashgqlar

1. Ketma-ketlikning dastlabki to'rtta hadi berilgan. lining umumiy hadini

toping:
M1l Lo 525 125 625
2'5811 .. 2 6 24 ..
3) -1,1-1,1,...; 4) 1515,

2. Chegaralangan ketma-Kketliklarni ko'rsating:

1) j&, = 2) X =cosh/T + Itgnn,
2 +n~

3) xn=mnm 4) xi -y~ +1 —n:

) . )

5) xn=(-1Y n, 6) .m=In(«+2)—nn

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari gat’iy monoton?

IK,—-™ 2) v v -
3/r-2 jr. il

3) %, =—; 4) X =—.

) n = )X =g

5) xn=[-In\ 6)xit=—.

224



4. 1— ketma-ketlik cheksiz kichik ekanligini isbotlang.
5 — --- — —- ketma-ketlik 4 ga tens limitga ega ekanligini ketma-
14 29 50 3/1+2 3
ketliknirig limiii ta'rifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketlikiarning limitini toping:

. 5-/r 2) v 7 42
hx.- 3+ " 4-n
K EV4 ny f2f t3n-1V
8 oxam+r " Vh2- i
. — 22/ _{#Ni-in-1)
5% 277 6) M= 3/rr2
3 1-5/T 8) v, - 3 Y1
7 1+/2 5n » o« , 2 2M4T
9) -ymn\2-nin-2; 10) -, \/4t2+n- \'nz—n;
i) e 12) a  WM~MT —,
In4 1 \frr -1
A 14
13) ¥ Vn! mj; T ) A VA+1
11)! . (@m D +2)!
15 vt 16) % (2n+3)1-(2n +2)!
2-5 +4-7-7...+ 2/i- | :3) 1+2+3+ o/
17) % A+5 18) X n-2i+1
| 1 1 1 1
19 20) a.
YV 17 713 (bn- 5)(6t7 +1) Yo 24 46 m
V-1 . 6-6" +5
22) \r
21) . PN e
3 H
1,2" .
- 3 5 9 , 2) v, 14349+, +V
74 16 64 4" 2m“2+5
1. i, 2
25) xtm 1cos/J 3“ 26) A, - -smn +—— :
Dii m! nl-1
/  \2K
=f]— | 28 = —-i
) A ) Vi+n)
jen tl, 30) v V-nW
29) . V% =\rif 1t
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43.BIR 0 ‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

4.3.1. Funksiya

Ikki to'plam elmentlari orasidagi bog‘lanishni o'matishga
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kursida o'rganilsada,
nafagat bu  kursning, balki butun matematikaning  asosiy
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

Funksiya tushunchcisi

[-ta'rif. Agar X to'plamning har bir v soniga biror f qoidaga
ko'ra, Y to'plamning bitta y soni mos qo'yilgan bo'isa, x to'plamda
funksiya berilgan deyiladi va f:x->y yoki y ~fix') kabi belgilanadi.

Bunda / funksiya X to'plamni Y to'plamga akslantiradi deb
aytiiadi. X to'plam f funksiyaning aniqglanish sohasi deb ataladi va
D(f) bilan belgilanadi, yeY to'plam / funksiyaning giymatlar sohasi
deb ataladi va £(/) bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyaning argumemi yoki erkli o zgaruvchi, y funksiya
yoki x ga bog'liq o zgaruvchi deb ataladi.

y =f (x) funksiyaning x=x,(x e X)nuqgtadagi xususiy giymati
f(xv)-y, yoki yJr =yakabi belgilanadi. Masalan, f(x) =3x2- 2 bo'isa,
/(0)=-2. /() =I.

y =f(x)  funksiyaning grafigi deb Oxy koordinatalar
tekisligining abssissasi x argumentning giymatlaridan va ordinatasi
y funksiyaning mos giymatlaridan tashkil topgan barcha (x:/(x)),
xe D(f) nuqtalari to'plamiga
aytiladi. Funksiyaning grafigi tutash
chizigdan (egri chizigdan yoki to'g'ri
chizigaan) iborat boMishi yoki ayrim
nuqgtalardan tashkil topishi mumkin,
masalan, y =«!, neN funksiyaning i
grafigi 12,6,.... nuqtalardan iborat v
bo'iadi 4

Har ganday chiziq ham biror =-Vi—r
funksiyaning grafigi bo'lavermaydi,
masalan, x2+y!l=1 aylana 4-shakl.
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funksiyaning grafigi boMmaydi, chunki har bir .re (-11) uchun y ning
bitta emas balki ikkita giymati mos keladi: y =\l-x2 va yl=-j\ - x!
(4-shakl). Bunda funksiya ta'rifining bir giymatlilik sharti buziladi.

Ammo aylananing quyi yarim tekislikdagi bo'lagi y =-V1-r
funk-siyaning, yuqori vyarim tekislikdagi bo'lagi esa y-/l-x2
funksiyaning grafigi bo'iadi.

Funksiyaning berilish usulluri

Funksiyaning beriiishi, ya'ni * ning har bir giymatiga y ning
yagona qiymatini topish turli usulda berilgan bo'lishi mumkin. Amalda
funksiya berilishining analitik, jadval va grafik usullari ko‘p qo'llaniladi.

Analitik usulda x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish bir yoki
bir nechta formula orqaii beriladi. Masalan,

y=pr‘ v =sin2t y=fx-5, agar x <3,
' v },ql’+2, agar x> 3,

Funksiya y=f(x) ko'rinishda yozilganda, avrim hollarda
funksiyaning aniglanish sohasi  £>(/) ko'rsatilmaydi. Bunda,
funksiyaning aniglanish sohasi x ning f(x) funksiya ma'noga ega
bo'ladigan barcha giymatlari
to'plamidan iborat deb garaladi.

Jadval usulida x va v o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish jadval
orqaii  beriladi. Masalan, logorifmik fuksivalarning, trigonometrik
fuksiyalaming jadvallari.

Amalda jadval orqgaii funksiyani kuzatish natijalari yoki uning
tajribada olingan giymatlari beriladi.

Grafik usulida fuksiya-ning grafigi beriladi. Bunda funksiyaning
argumentning u yoki bu givmatlariga mos qiymatlari bevosita shu
grafikdan topiladi.

X va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish yuqorida keltirilgan uch
usui bilan chegaralanib golmasdan, boshqga shakllarda beriiishi ham
mumkin.  Masalan, F*HMning hisoblash programmasi shaklida,
tavsillardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi

y =f(x) funksiya X to'plamda aniglangan va I={a\b)aX bo'lsin.

227



2-ta'rif. Agar Vx,*2e/ uchun x <x, bo'lganda ;(xD</(-. )
(f(x,)>f(x.)) tengsizlik bajarilsa,
y =f(x) funksiyaga | intervalda
o'suvchi (kamayuvchi) deyiladi. ;

3-ta’'rif. Agar VX, x2e/ uchun j

* <x2 bo‘lganda /(x,)</(x) \ At
(/(*))=>/(*,)) tengsizlik bajarilsa, 'F/ | j
y =/(*) funksiyaga | intervalda '
kamaymaydigan (o 'smaydigan) I < .. b *
deyiladi. ~ 5-shakl.

Masalan. grafigi 5-shaklda
berilgan funksiya (-2;i) intervalda kamayuvchi, (I;6) intervalda

kamaymaydigan, (3;6) intervalda o'suvchi.

Barcha bunday funksiyalar / intervalda monoton funksiya nomi
bilan umumlashtiriladi. Bunda o'suvchi va kamayuvchi funksiyalarga /
intervalda qat iy monoton funksiyalar deyiladi. Funksiya monoton
boigan inlervallar monotonlik intervallari deb ataladi.

Funksiyaningjuft va togligi

y =f(x) funksiya X to'plamda aniglangan bo'lsin.

Agar Vxs X uchun -xeX va /(-*) =fix) bo'isa. ;"(x) funksiyaga
juft  funksiya deyiladi. Masalan. y==x2, y =cosv, y =VI~*x: -juft
funksiyalar.

Juft funksiyaning grafigi ordinata o'giga nisbatan simmetrik
boiadi.

Agar Vxe X uchun - xeX va /(-x) =-/(*) boisa /(*) funksiyaga
tog funksiya deyiladi. Masalan, y =x\ v=sin*-toq funksiyalar.

Toq funksiyaning grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik
boiadi.

Juft ham, toq ham boimagan funksiya umumiy ko’rinishdagi
funksiya deb ataladi. Masalan, y n 2 y-ylx- umumiy ko'rinishdagi
funksiyalar.

/(*) va g(x) funksiyalarjuft funksiyalar bo'isa,

f(x) +g(x), f(x)-g(x), f(x)g(x). — (X) £0)
g(v)
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funksiyalar ham juft boMadi.
fix) va g(x) funksiyalar toq funksiyalar bo'lsa.

f(x) +.$20», J (x) - 9(x)

funksiyalar toq bo'ladi,

/(x)-g(x), --f--, (#(*)* 0)
a(™)

funksiyalar esa juft boMadi.

Immisol.  J3'{x) - In(2.r- +4x2) funksiyalarning tog ekanini
ko'rsating.
Yechish. Toq funksiya uchun

/(-v) -/(.v) yoki f(x) +f(-x) =0
boMadi.
Tekshirib ko'ramiz:

fix) -f(-x) =In(2x +v'| Wx ) tIn(-2v +VI +4x") =
=In(t+4x - 4v:)=Inl=0.

Bu munosabatdan xe D(f) boMsa, -xe D (f) boMishligi kelib chigadi.
Demak, funksiya toq.

Funksiyaning chegaralanganligi

y =f\x) funksiya A to‘plamda aniglangan boMsin.

4-ta'rif. Agar shunday o'zgarmas M soni topilsa va ¥xe A" uchun
f(x)<M tengsizlik bajarilsa, /(x) fuksiya Ato'plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi.

5-ta'rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsa va ¥ xe A' uchun
r(X) >m tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya A to'plamda quyidan
chegaralangan deyiladi.

6-ta’rif. Agar J\x) funksiya ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan boMsa. y'ani shunday o'zgarmas m va M sonlari topilsa
va X'xe X uchun m<f(x) <JV tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X
to'plamda chegaralangan deyiladi.

Masalan, y =I-x* funksiya yuqoridan M=1 soni bilan
chegaralangan, y=2 +x1 funksiya quyidan m-2 soni bilan
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chegaralangan, y =sinx funksiya qujidan m=-1 soni bilan va
yugoridan M =1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

y =fix) funksiya X to‘plamda aniqlangan boMsin.

7-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas 7 (7*0) son topilsa va
Vxe~uchun x+TeX. x-Te X,f(xx T)= f'(x) boMsa. /(x)funksiyaga
davriy funksiya deyiladi. Bunda T laming eng kichik musbat giymati
Thga f(x) funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, y =sinx funksiyaning davri 2n, tgx funksiyaning
davri K.

2-misol. /(x) =4sin3x +3cos3x funksiyaning eng katta giymatini va
davrini toping.

_ A VAN
Yechish. acosx +fesinx - \[a2 +H~ cos(x - tp) {;p:argtg-.l formulaga
aj
ko‘ra,
--------- 4
f(x) :Vr3: +42c0s(3x - q)=5c0s(3.r - p), ip- argtgé.
Bu funksiyaning eng katta giymati /I ) =5.

Asos(axx<p) funksiyaning davri T.,=— boMadi. Bundan T,=~.
a

4.3.2. Teskari funksiya

Aniglanish sohasi X va giymatlar sohasi Y boMgan vy =/(*)
funksiya berilgan boMsin. Agar bunda har bir ye ¥ giymat yagona
xeX giymatga mos go'yilgan boMsa, u holda aniglanish sohasi Y va
giymatlar sohasi X boMgan x =cp(y) funksiya aniglangan boMadi. Bu
funksiya y =/(x) ga teskarifunksiya deb ataladi va x=<p(y) - f ~(y)
kabi belgilanadi.

y =/(x) va x =(p(y) funksiyalar o'zaro teskarifunksiyalar deyiladi.
Bunda y =/(x) funksiyaga teskari x =</~ funksiyani topish uchun
fix') =y tenglamani x ga nishatan yechish (agar mumkin boMsa) yetarli.
Masalan, y =ax funksiyaga teskari funksiya x =loguy funksiya boMadi.
y--x7 funksiyaga xe[0:I]da x=fy teskari funksiya mavjud. xe[-1;I] da
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esa mavjud emas, chunki bunda y ning har bir giymatiga =& ning
ikkita giymati, masalan, y =1 ga x, =-1 x2=1 mos keladi.

Teskari funksiya ta'rifiga ko'ra, y =f(x) funksiya X va Y
to‘plamlar o'rtasida bir giymatli moslik o'matsagina y =f(x) funksiya
teskari funksiyaga ega

boMadi. Bunda har ganday Yi

gal'iy  monoton  funksiya /y =A%)
teskari funksiyaga ega \

bo'ladi  deyish ~ mumkin ' /y =x
boMadi. Bunda agar funksiya |

o0 ssa (kamaysa), u holda Mx/ 7

>0

unga teskari funksiya ham
o'sadi (kainayadi).

y =f(x) va unga teskari
x —ip(y) funksiyalar bitta egri /6
chizig bilan ifodalanadi, ya’ni S
ulam(i]ng grafigi ustmﬁ-ust Vo
tushadi. Odaldagidek, 6-shakl.
argument (erkli o'zgaruvchi)
x bilan va funksiya (bogMiq o‘zgaruvchi) v bilan belgilansa. y =f(x)
funksiyaga teskari funksiya y =<p¥) deb yoziladi. Bu y =f(x) egri
chizigning JV¥ (x :>.) nuqtasi y =<p¥) egri chizigning M2(y.;x,,) nuqtasi
bo'lishini bildiradi. Bu nuqtalar y =x to'g'ri chizigqa nisbatan
simmetrik bo'ladi (6-shakl). Shu sababli o'zaro teskari v=fix) va
v =(@)(.r) funksiyalarning grafiklari i va Il choraklar koordinata
burchaklarining bissektrisulariga nisbatan
simmetrik bo'ladi.

4.3.3. Murakkab funksiya

X to'plamda qiymatlar sohasi 7 boMgan z=(p(xX) funksiya
aniglangan bo'lsin. Agar 7. to'plamda t=./(-) funksiya aniglangan
bo'lsa, u holda X to'plamda y =f(<p(x)) murakkab funksiya (yoKki
r=<~9 va y=-/() funksiyalarning superpozitsiyasi) aniglangan
deyiladi.

r =<p(x) o'zgaruvchi murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb
ataladi. Murakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta boMishi
ham mumkin.
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Masalan, >=cos5y murakkab funksiya, chunki ti >=/(z) =cos2
va z=<p(x) =5x funksiyalaming superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. Elementar funksiyalar sinfi

Quyida keltirilgan funksiyalarga asosiy elementar funksiyalar
deyiladi.

1 O'zgarmasfunksiyay - C(Ce ).

O'zgannas funksiya: D(/) =(-x.;+00), E(/) ={(} chegaralangan, juft.
davri ixtiyoriy T.

0 ‘zgannas funksiyaning grafigi abssissalar o'giga parallel to‘g‘ri
chizigdan iborat boMadi.

2. Darajalifunksiya y=x‘.aeR,a*0.

Hamma darajali funksiyaning grafiklari (31) nuqtadan o tadi.

1) a =n. n-butun musbat son. Bunda funksiyaning grafig
koordinatalar boshida abssissalar o‘giga urunadi (n>2 da): n juft son
boMganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, r toq son bo'iganda
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boMadi (7-shakl). n-lda

lva Il choraklar koordinata burchaklari bissektrisalarining grafigini
ifodalaydi (7-shakl).

= y
\M 2 y " N
: \
1 -m—»
/u] /0
\ /7 Xs A
S AY . ;
/A 1 > ~li (0] 1
|I /
P \ 1
"1
n=-]\
8-shakl.
2) a =-n, a-butun musbat son. Bunda funksiyaning grafigi n juft

son bo'lganda ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik, n tog son
boMganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
boMadi (8-shakl). n=Ida teskari proporsional bogManish grafigini
ifodalaydi (8-shakl).
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3) a---r, r- —, T va «-0'zaro tub butun sonlar. Bunda n juft son
n

bo'iganda D(/) =[0;+oc), n tog son boMganda D(/)=(-0c;-H»).
Funksiyaning grafigi n toq va mjuft son bo'iganda ordinatalar o'giga
nisbatan simmetrik (9-shakl). n va m toqg sonlar bo'lgnida
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi (10-shakl). r<1 da
gratik koordinatalar boshida ordinatalar o'qiga urinadi (9, 10-shakl).
r>1 da grafik koordinatalar boshida abssissalar o'giga urinadi (11-
sliakl).

vV =X X
. .-

Vv o-- X

v t / fsg ! X 1 ~~A

S _
Q ! X o )
9-shakl. 10-shakl. 1-shakl.
4)a--q. I=—<0, mva «-o0'zaro tub butun sonlar, n+- 1. Bunda

n

n juft son bo'iganda D(f) =(0;+oc)(I2-shakl), n toq son bo'iganda
D(f) =(-®;0)u (0;-kt0). Funksiyaning grafigi n tog va m juft son
bo'iganda ordinatalar o'giga nisbatan simmetrik. n va m toq
sonlar bo'iganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
bo'ladi (13-shakl).

y

\ V= x

=\

o 1 X
Im 4
o\ 1
12-shakl. 13-shakl.
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3. Ko ‘rsatkichlifunksiya y -ax, ae R,a>0,a* 1.

Ko'rsatkichli funksiyada D (/) = (-°c;+oc), £(/) = (0;+0c). Bu funksiya
R da monoton

a>1 bo'isa, R da monoton o'suvchi, 0<a<l| boisa,

kamayuvchi.
Ko'rsatkichli funksiyaning grafiklari (0;1) nuqtadan o'tadi.

Ko'rsatkichli funksiyalar grafiklari 14-shaklda keltirilgan.

Y =log., X
(a>1

\\ /

y =log,n

(0<ax<)

14-shakl. 15-shakl.

4. Logarifmikfunksiya y =log, &, ae R. a>0, a* 1.
Logarifmik funksiyada

D (f) =(0;+00) va

E£(/)=(-o00;+0c). a=>1 bo'lsa,

D(/)da monoton o'suvchi,

0<a<1 bo'isa, £>(/)da
monoton kamayuvchi; y=
ga teskari funksiya.
Logarifmik funksiyalaming 16-shakl.

grafigi (10) nugtadan o'tadi.
Logarifmik funksiyalaming grafigi 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrikfunksiyalar.
. y =sinx: D(f) =(-o00i+a0), £(/) =[-1;1], chegaralangan,
davri 27(16-shakl).
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e y=cosx: D(/) =(-=o;+oc), £'(/) =[-I;1], chegaralangan, juft, davri

2/ (16-shakl):

o v=/gx:
D(/) =N2rt-IJR; (2t + %5 .} weZ,
2) _
. y =tgx
£(/) =(—eg+ag) , toq, davri /T(! 7-shakl);
e V=Cctgx:
D (f) =(nn;(n +\)n), neZ, K 3
= ClgX

£(/) =(-x;+x), toq, Ul
davri ,T(17-sbakl). f

6. Teskari trigonometrik

funksiyalar:

e v=arcsinx: £)(/) =[-1;1], 17-shakl.

4(f) m 2’2 chegaralangan, tog, monoton o'suvchi (18-shakl),
\% y
= ___y__-___alrcsin X r K
- p
n -4 >>= arccosijec
-1 -0 1 * )
L1
-1 O 1 *
18-shakl. 19-shakl.
. y =arccosx: £(/) =[-I;I], £(/)=[0;1r], chegaralangan, monoton
kamayuvchi( 19-shakl):
y
1
r
2 /™Y =awlgx
’ 1
o/ X > \ Y- arccigx
T
----- ~2 e . X
20-shakl. 21-shakl.
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ey =arctgx: E>(/) =(-«;+»), toq, monoton
Vo2 2j

o'suvchi (20-shakl);

.y = arcctgx: D(f) =(-so;-rcc), £(/*) =(0;,t) . monoton
kamayuvchi (21-shakl).

Asosiy eiementar funksiyalardan chekli sondagi arifmetik amallar
(qo‘shish, ayirish, ko'paytirish, bo'lish) va superpozitsiyalash
yordamida hosil qilingan bitta formula bilan berilgan funksiyaga
eiementar funksiya deyiladi.

Masalan, y =Pn(x) =acX" va.xn¥ +... +amx+am y ~lg2(sin2.x) +eZ,
y =arccos * +\fx2- eiementar funksiyalar.

Eiementar bolmagan funksiyalarga quyidagi funksiyalar misol
boMadi:
1, agar x >0,

rx >
y:S|gt|X= 0, agarxzoY y aga 0,
—1, agar x <0, x', agarx <0.

X X X Vo X
1

[, P —— ..+ —:I;'—

(
33 85 77 (2« + 1)1-(2n +1i)
4.3.5. Gipcrboiik funksiyalar

Ko'rsatkichli funksiyalardan hosil gilinadigan quyidagi eiementar
funksiyalarga giperholik funksiyalar deyiladi:

_AN
 giperholik sinus! y =shx, shx:.(?..— 1(22-shakl);
Vv
=
o y =chx
/
/
/0 X
o]
!
22-shakl. 23-shakl.
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P
» giperbolik kosinus:y =chx, chx:——C (23-shakl);

. giperbolik)> tangens:y —thx, thng-)-(:f--!- (24-shakl):
ex+e
* giperbolik kolangens. v=cttu, cthx =—-------- (25-shakl).
e'—e

yS-y - (to

/0

4.3.6. Oshkormas va parametrik
ko‘rinishda berilgan funksiyalar

Agar v va Vv o‘zgaruvchilar orasidagi bogManish y =/(.x)
ko'rinishda ifodalansa. bu funksiyaning oshkor ko'rinishdagi berilishi
hisoblanadi. Shuningdek. ayrim hollarda funksiyaning oshkormas
ko'rinishidan foydalanishga to g'ri keladi.

Funksiya .V to'plamda aniglangan bo'lsin. Agar har bir ne X songa
mos go'vilgan vagona r son F(x, v) =0 tenglamani ganoatlantirsa,
y =f(x) funksiyaga F(x.y)- 0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishda
berilganfunksiya Jcyilad i.

Agar v va v o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish ikkita a=x(0 va
y=v(f), fe.V funksiyalar berilgan bo'lsin. U holda Oxy koordinatalar
tekisligining koordinatalari  (x(t)\v(t)) bo'lgan barcha nugqtalari
to'plamiga parametrik ko'rinishda berilgan chizig (egri chi/.iq yoki
to'g'ri chiziq) deyiladi. Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko'rinishda berilgan chizig y =/(x) funksiyaning
grafigini ifodalasa, bu funksiyaga parametrik ko'rinishda berilgan
funksiya dey iladi.
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4.3.7. Mashqlar

1. Funksiyaning aniglanish sohasini toping:

3) /()=

. 10-x
5) T(X): V*2-11x +18’

7) /(x) =-Ix-7T W10 -x;

9) /(x) =V x-2 +m/l—x aV.v; +4,

11) /(x) =arcsin.k-arccos(4 -x);

13) /(x) =log, Inlgx;

15) /(x) - "' log2(2 —3x),

17) fix) - Y- 4jr+arccosx3_4'
6

3

19) /(*) =T
VX -3.I+2

5sin 2x.

o\ — 1+x
2) /()= X bX +6
5
4) /(x)=—
) /() (x-Th/* +2"
6) /w :n/4-3n-2, x '

cos/tt

8) J(x)-- \2v11l- W *1L

10) f(x) - g8t ... ,
V2 -x

12) /(*) =arcsin(x - 2) t3In(x - 2):

14) /(x) =Insinx;

161 / (x1=lnj 3 FI7-T

18) f(x): arccosx-tszi

x-In(x-t 3;

20) fix
) fix) V7.V

2. Funksiyaning giyniatlar sohasini toping:

1) f(x) ¥+x2+4x <2,

3) f(x) =2sin.v- 5

5) f(x) =2" -1;

7) /(x) =V9-x=;
9) /(x) " 31X ]
5

1) /(%)

T2x +4x +5
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2) f(x) =4l~~x +I-

4) f (x) - sinx +cosx:
6) fix):=2¢c ' *I

|
8) fix)= ?arCIQX,

2.r-3
10) f(x)--
) 1) i2r—-31
2
12) f(x) = — —
\[ix--Ax +I



3. /(.1) =x'3” funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

1i/C). 2) f( vh. 3)/(-*);
1 %)
4. Funksiyaning monotonlik oraliglarini toping:
1) J(x) =x" -5n +6: 2) fix) =.x1 arcsin X,
3) /(.x) :ﬁ.—; 4) f(x)~ arctgx -Xx.
5. Funksiyaning juft, tog yoki umumiy ko'rinishda ekanini aniglang:
) fix) -x'-3.v-«; 2) fix) ~x* 5xJ-rl
3) /(*)—-:—T.I: 4) /(.x]- cig3.x+c0s2.x;
5) /(x)=inf — 6) f'(r)=1n(n- \Lx, >1);
v3- X
7) f(x) :2|xj.3; 8) /(.V)—x|l'j
[ TN
9) fix) =3 |.x+sm.x); 10) /(X' - -—-—— jx

6. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:

1) f(x) =(A-«)cos2jca n (0<k<n). 2) fix) - 4sin x'.
3) fix) =sin2.x +cds2.x; 4) /(.r) =3sinx +4cosjr;
5) f(X) =sin 3.x-r cos4X, 6) fix)cos4nj,

7. Funksiyaning monoton. qat’iy monoton yoki chegaralangan ekanini
aniglang:

N/ (*) =sin* x 2)7(.x) z:l
] =-Y3% . av, rx<0,
= gm0

8. Funksiyaning davrini toping:
1) f(x) = Jcos . 2) fix) =¢N2.x-3);
3) (20 =/ gx-cos;, 4) /’()§:sin2—cos2-cosjrcosz.v;
5) /(X mmn 1-X-cos\W; 6) fix) =sin2x+cos3*;
1) 1{yqsn2X; 8) /(X)=|cos3.x];
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') j'c):sm%x bOOS%X 10) /(j¢) =gy~ ctg= +sin
9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:
1) ==3x4-5; 2) y:1_+x_;
3) y=4+log, j5 4) v=2sin3x.
10. /(g(x)) va g(/(x) murakkab funksiyalarni toping:
1) /(nr) =3ar+l, g(x) =x"; 2) /(9 =sinx, g(x)=1*I:

4) f(x) =211, g(x) =log, X.

11. Funksiyaning grafigini chizing:

1) y =x2+4x +3; 2) y =-2sin3x;
3) y - 4) y =-x1 |,
2x +1
5) y =xsin x; 6) y =X+sin X
1)
7) y =arceos|x]|; * 8) ) ,3 .
12. Ayniyatni isbotlang:
1) 1-(/rx 1 2) cthx - ! = :
ch'x ©oshex
chix +1 chlx-1
3) chx = 4) sh2x
) e , ) shz 'y
5)  x <7 ocsignyg Ot
2x

13. Qaysi nuqta >+cos>-x =0 funksiya grafigiga tegishli ekanini aniglang:

N(1;0); B(0;0); C\ } D(n- ;7).
14. Qaysi nugta $) :., | parametrik tenglamalar bilan berilgan ec>ni chizigga
1) i
- L J(1 13,
tegishli ekanini aniglang: /(1;5): Al —="i C(2:8), 0(0,1).

15. Berilgan funksiyani ==y;x) ko‘rinishga keltiring:

X =i+ 2, \X-\ sin/,
lv=V +4/ +5, =2cos/.
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4.4. FUNKSIYANING LIMITI
4.4.1. Funksiyaning limiti

Funksiya limitining ta’riflari

Biror A sonli to‘plarn berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar x,s X nuqtaning ixtiyoriy £(c>0) atrofida X
to'plamnifig cheksiz ko'p elementlari yotsa, xu nuqtaga X toplamning
limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, X:<f|r%-.neNj\' to'plam uchun x =0 limit nuqta bo'ladi.

f(x) funksiya X toplamda aniglangan va t, nuqta X toplamning
limit nuqgtasi bo'lsin.

2- ta’rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» yoki Geync
ta'rifi). Agar X toplamning nuqtalaridan tuzilgan x nugtaga
yaginlashuvchi har ganday {*} ketma-ketlik (x, cx,) olinganda ham,
bu ketma-ketlikka mos [f{xj} ketma-ketlik hamma vaqt yagona A
limitga intilsa . A soniga /(*) funksiyaning ., nuqtadagi yoki x->x0
dag: limiti deyiladi va bu limf(x) - A deb yoziladi.

3- ta'rif. (funksiya limitining «r, - S tilidagi» yoki Kashi ta'rifi).
Agar VE£>0 son uchun shunday 8 >0 son topiisa va X ning
0 < x—v j<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xeX,x® xa
giymatlarida \f{x)-A\<s tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning xu nuqtadagi yoki x xu dugi limiti deyiladi va bu
limf(x) = A deb voziiadi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi ta’riflari o‘zaro
ekvivalent ekanligi isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nuqtadagi
limitini topishda bu ta’riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

%, ga intiluvchi {x,} ketma-ketlikni yetarlicha ko'p wusul bilan
tanlash mumkin bo'lganligi uchun Gevni ta’'rifidan funksiyaning limitini
topishdan ko'ra, funksiyaning nuqtada limitga ega bo‘Imasligini
ko'rsatishda foydalanish qulaylikka ega bo‘!adi. Buning uchun xa ga
nuqgtada limitga ega bo‘lmagan birorta {/(<,)) ketrna-ketlikni topish
yetarli yoki har xil limitlarga ega bo'lgan {/(*)} va {/(*)} ketma-
ketliklami ko'rsatish kifoya.
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1-misol. /(x) =sin- funksiya x=0 nuqtada limitga ega
boimasligini ko'rsating.

f1i I
Yechish. x =0 nuqgtaga intiluvchi ikkita \— } va hz ------- ketma-
yur .
12 ;

ketiiklami garaymiz. Mos {/(x)} ketma-ketliklar har xi! limitlarga

i "jr \1

intiladi: {sinra} ketma-ketlik nolga intiladi, -stin! —rt2nn jf ketma-ketlik
I v2 jJ

esa birga intiladi.

Demak, /(x) :sin)-( funksiya x =0 nuqtada limitga ega bo‘hnaydi.

2 -misol. lim(3x-2) =1 ekanini ko'rsating.

Yechish. Me>0 son olamiz. Shunday 5 >0sonni ko‘rsatishimiz
kerakki, |x - 1\<8 boiganida [/ (m)— X« bo'lsin.

Bunda f{x) =3x-2: [Jf(x)- 1H(3x- 2)-1H3x- 3H 3(x- ) |=831x- 11

boigani uchun 5:{% deb olsak, |x-1]<<5 boiganda |/(x)-1]<e bo'iadi.
Demak, lim(3x-2) =1.

Xususan, e =1da 8 =-, s=- da 8 =-.
3 2 6

Shunday qilib, S son e songa bogiiq boiadi. Shu sababli
keyingi ta'riflarda 5 =8(c) deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning x0 nuqtadagi liiniti ta'rifida x nuqtaning o'zi
garalmaydi. Shunday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi giymati
funksiyaning bu nuqtdagi limitiga ta'sir gilmaydi. Bundan tashgari,
funksiya x, nuqgtada aniglanmagan boiishi ham mumkin. Shu sababli
X0 nugtaning atrofida (x ®x0 bo‘lganda) teng bo‘lgan ((x=x, da har xi!
giymatga ega boMgan yoki wulardan bittasi yoki har ikkaiasi
aniglanmagan) ikkita funksiya x->x,,da bitta limitga ega bo‘iishi
yoki ulaming har ikkaiasi limitga ega bo‘lmasligi mumkin.

X1, X®0

bo Isa, lim f(x) Innitni toping.
L x=0 0 Isa, lim f(x) Innitni toping

3 - misol’ £(x) :{
Yechish. g(x) =x% -oc<x<+o0o0 funksiya x =0 dan tashgari, barcha
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r.uqgtalarda  f(x) funksiya bilan ustma-ust tushadi va limg(x) =0
bo'iadi. Shu sababli NT/1x) =0.
Funksiyaning nuqtadagi limiti ta'rifini geometrik nuqgtayi nazardan
shunday talgin qilish mumkin: agar A soni /. funksiyaning
nuqtadagi limiti boisa, nuqtaning istalgan ¢ atrofi uchun
X nuqgtaning shunday S atrofi
topiladi va 5 atrofdagi barcha

X (x®xj nuqtalarda f(x) funksiya- Y=I09
ning mos giymatlari A nuqtaning

£ atrofida  yotadi. Boshqgacha 2£
aytganda f(x) funksiyaning

S atrofdagi  grafigi 4-E i
y-A-s va y=A+s to'g'ri chizigiar

bilan  chegaralangan, kengligi ] -5 x, xc+

2s ga teng bo‘'gan tasmada 26-shaki.

joylashadi (26-shakl).

4-ta'rif. Agar VE>0 son uchun shunday $=<S(f)>0 son topilsa
va v ning x, <x <x,+8 (x,,-8 <x<xc) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha giymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning x, nuqtadagi o'ng (chap) limiti deyiladi va
lim/(x) =1 yoki f{x+Q)-A (lim f(x)*A yoki f(x-O)-A) kabi
belgilanadi.

f{x) funksiyaning x nuqtadagi o'ng va chap limitlari bir tomonlama
limU.lar deb ataladi. Agar f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘r:g va chap
limitlari mavjud va bir-biriga teng, ya'ni f(x,, +0)=/(xc- 0)=A boisa,
x. nuqtada  f(x) funksiyaning limiti mavjud va pvrrn f(x) =A bo‘ladi.

y —fix) funksiya (-oc;+30) intervalda aniglangan bo'lsin.

5-ta’'rif. Agar V/; >0 son uchun shunday t>=5(f)>0 son topilsa
va X ning x>8 (x<-<b)tengsizlikni ganoatlantiruvchi  barcha
giymatlarida \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, A soniga f(x)
funksiyaning X-»+00 (X ->-ca) dagi limiti deyiladi va
lim fix) =A (lim fix) =A) kabi belgilanadi.

Funksiyaning cheksizlikdagi limiti ta’rifini geometrik nuqtayi
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nazardan bunday talgin gilish mumkin. agar lim Z(*)=A(iim f(X) =A
bo'lsa, Vf,>0 son uchun shunday son topiladiki,
te (J;+*) (xe (-=c;-(5)) larda f(x) funksiyaning giymatlari
.) nuqgtaning e atrofida yotadi.

Limitlar hagidagi teoremalar

Funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» ta'rifi yaqginlashuvchi
(limitga ega) ketma-ketliklaming xossalarini funksiyaning limiti uchun
o'tkazish imkonini beradi. Bu xossalarni ifodalovchi teoremalar bilan
tanishamiz va ulaming ayrimlanni isbotlaymiz. Bu teoremalarda
garalayotgan funksiyalar x->xnda limitga ega deb hisoblaymiz.

1-teorema. Funksiya *-»x0da yagona iimitga ega bo'ladi.

2-teorema. ikkita funksiya algebraik vyig‘indisining limiti bu
funksiyalar limitlarining algebraik yig'indisiga teng, va'ni

lim(/(x) £g(.v)) =limf(x) £lim£(x).
Isboti. Ixtiyoriy {xj kema-ketlik olamiz.

Bu ketma-ketlik uchun xn->x, x, *x,,, X,sD(/)nO (?) bo'lsin.
J holda

lim (/(*) £2(x)) = lim (7 (xj g (x]) =
=lim f(xh)xlim g(xj.= lim /(x)xlim g(x).
Demak,

lim(/(x) £g(x)) =limf(x) £limg(x).

3-teoreina. lkkita funksiya ko'paytmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining ko'paytmasiga teng. ya’ni

lim(/(x) m(x)) =limf(x) dimg(x).
1-natija. O'zgarmas funksiyaning limiti uning o‘ziga teng, ya'ni
imC=C.

2-natija. O'zgarmas ko‘paytuvchini limit belgisidan tashgariga
chigazish mumkin, ya'ni

limA W (a)) =k ®WimJ (x), ke R
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3-natija. Funksiyaning musbat ko‘rsatkichli darajasining limiti bu
funksiya limitining shu tartibli darajasiga teng, ya'ni

lim(/(.r)) =(lim/(*))", p >0.

4-teorema. Ikkl funksiya bo'linmasining limiti bu funksiyalar
limitlarining nisbatiga teng, ya’ni

«  xX(x) lim g(x)

5-teorema. Agar v, nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
f(x)<#(x'j tengsizlik bajarilsa, u holda lim f(x)< lim g(x) bo'ladi.

A-tcorema. Agar V. nuqtaning biror atrofidagi barcha x uchun
/'(X) <<Pp(¥) <g(x) tengsi/lik bajarilsa va lim f(x) - lim #(jc) = A bo'lsa,
X-*

r->r0

u holda lim <p(X) = A bo'ladi.
7-teorema. lim #(*) =(, lim/(.v)-(VO bo'lsin.
I; holda:

1) agar |ic- X, K<5(<5>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha jc

ft fy\
uchun —O >0 bo'lsa, lini (—y =-kx bo'ladi;
Xix) ~og(x)

2)agarl.x-.v <5 (<5>0) tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
x uchun '-—<0 bo'lsa, lim =-0C bo'ladi.
£(*) -- sW
8-teorema. Agar lim f(x) = Apx bo'lsa. u holda X nugtaning

yetarlicha kichik atrofidan olingan jc (jc djc ) qiymatlarda /(.v) funksiya

chegaralangan bo'ladi.
Isboti. Shartga ko'ra, lim /'(ic)=A*oc. Funksiya limitining Koshi

ta'rifiga ko'ra, Vr >0 son uchun shunday 8 >0 son topiladi va v ning
0 <jje—r,! <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

fge)—AI<£, ya'ni A-e <f(x) <A+e tengsizlik bajariladi. Demak, X

ning 0< ;jc- jc,j <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha gqiymatlarida
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f(x) funksiyaning qiymatlari  (A-s;A +s)oraliqda boiadi. Bu
funksiyaning (x,,-5;x0+<5), x*x,, oraliqda chegaralanganligini bildiradi.
9-teorema. Agar: 1) lim<px)=t. va x, nuqgtaning shunday

(x,, -<S;x\, +5), 5>0 atrofi mavjud va bu atrofdan olingan barcha X lar
uchun  <p(X)*t0 boisa. 2) lim f(t) =B boisa, u holda X->x da

murakkab f(<p(x)) funksiya limitga ega va lim /(<p(x)) =B boiadi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar X-» o0 da ham o‘rinli boiadi.

4 -misol lim-—— - 15 limitni toping.
x'-25 t 6

Yechish. Bu limit uchun ikki funksiya boiinmasining limiti
hagidagi teoremani qoilab boimaydi, chunki .r—5 da kasrning maxraji
nolga teng boiadi. Bundan tashqgari, suratning limiti ham nolga teng.

Bunday hollarda ~ ko'rinishdagi anigmaslik berilgan deyiladi.
Bu anigmaslikni ochish uchun kasrning surati va maxrajini
ko‘paytuvchilarga ajratamiz va kasrni x-5*0 (x ->5, lekin x*5)ga
boiib, topamiz:

. (x-5)(x-3) .. x-3 2 |
lim =lim =—=
* (x-5)(x +5) >'mx+5 10 5

5-misol. lim-7 +2C +- limitni toping.
B X' +4x2- X

Yechish. Bu misolda x->x da — ko'rinishdagi anigmaslik hosil

ocC
boiadi. Kasrning surat va maxrajini X ning yuqori darajasiga, ya’'ni
X' ga boiib, topamiz:

L 2XT+3x2+ 1 . X+ X' 2+0+0
lim—-—"— =lim- —-A-= - =2.

e X +4x - x x'11+4 1 1+0-0

Ajoyib limitiar
Birinchi ajoyib limit: lim 4%

. T .
Isboti. 0<x< —boisin.
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Radiusi K=\ga teng bo'lgan aylananing radian o'lchovi n ga teng
bo'lgan markaziy burchagiga mos yovini garavmiz (27-shakl).
Shakldan quyidagilarga ega bo'lamiz:

VVFOA yiizi < MOA sektoryuzi < ,\L()A yuzi;

NIMOA yuzi:S, - - OA WMK =—s! esin x = *sin n;
2 2 2

MOA sektor yuzi: S, = OA MA=—mm = -X;
2 2 2

MOA yuzi: S, =' OAmLA=- mlmgx- - tgx
Bundan sinx <x <tgx kelib chigadi. Tengsizlikni sin.v>0 ga
bo'lamiz:

i . sinx
l<--2em < yak ] cosx < -<1l

Endi x <0 bo'lsin.

sin(-x sinx .
(-x) cos(-x) =cosx ckanidan

- X X
x <0da ham
In X
COSX < ---—-- < v
lim cosx - 1 lim I=1boMgani uchun oxirgi W
t vO »-»l) W
tenglikdan 6-teoremaga ko'ra, v
----- r---r
lim """ 1. O
>0 X
B 27-shakl.
6-misol. iiml €O imitni toping.
Yechish. x->0 da - ko'rinishdagi anigmaslik berilgan.

Almashtirishlar bajaramiz:

-COS X .le
XJ 2
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X sinl X j
r—=0da ~ O0va 1- ajoyib limitga ko‘ra, lim—--y=1

Demak,
r v
sinl
|~im_|Z_C_9§C:binl \2j = - = .
X0 Y - 'Y X 2 2

Ikkinchi ajoyib limit: limj1+ 1 =e
X

Isboti. Ma'lumki, lim 1+- =e, neN .

jc>lbo‘lsin. n=[xJ deb olamiz. L' hoida Xx=n+a, bu yerda
O<a <l
n <x <n-fFltengsizlikdan topamiz:
i i
—_——l e

/11 X n
yoki
S <l +-- I+ '] .
{/1+n+\) <K+Xj] <§+ ni (1)
jc —oc da n—=x.
U holda
lim] 1+ g =lirr/1 +-- J-lim! 1+- | =\-e =&\
n Vv n) 4 n
lim |1+
lim I 1+ n+l; €

Shuning uchun (4.1) tengsizlikdan 6-teorernaga ko‘ra.

limll+- 1 =e

kelib chigadi.
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Demak.
lim
limitni toping.
Yechish x-»x>da T ko'rinishdagi anigmaslik berilgan.

Qavs ichidagi kasrning  butun qismini ajratib, almashtirishlar
bajaramiz:

X—30 da 2x—1-sac bo'lgani sababli 2-ajoyib limitni qoilab.
topamiz:

kanidan lim

4.4.2. Cheksiz kichik funksiyalar

Ta’'njlar va asosiy tcoremalar
6-la’rif. Agar Hnf(x) -0 bo‘lsa, f(.x) funksiyaga x ->x, da cheksiz

kichik funksiya deyiladi.
Funksiyaning limiti ta'rifiga ko'ra. lim f(x) =0 tenglik quyidagicha



talgin gilinadi: VE>Oson uchun shunday <$=<5(£)>0 son topiladi va
r ning 04n- x, KS tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarda
If(x)\<e tengsizlik bajariladi.

X —>X0+0. X —=j0- 0, X -> +o00, x ->-oc da cheksiz kichik funksiya shu
kabi ta'riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyalar ko'pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki
cheksiz kichik deb ataladi va odatda. grek alifbosining a,p kabi harflari
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik funksiyalarga n->0 da a-x\ x->3 da p=x-3,
x-+kn,keZ da y=s'mx funksiyalar misol boMadi.

7-ta’rif. Agar )I(igf(x) =oc boMsa, f(x) funksiyaga x x t da cheksiz

katta funksiya deyiladi.
Bunda /(a) funksiya fagat musbat qiyniatlar qabul qilsa,
limj\x) =+o0 deb, faqat manfiy qiymatlar qabul gilsa, limf(x) =-oc deb

yoziladi. Masalan, x-WN da /(*):--_—1 cheksiz katta funksiya boMadi.
X

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o'rinli boMadigan teoremalar bilan
tanishamiz.
10-teorema. )I(i;,nb/(.t) =/ boMishi uchun *->x, da a(x) =/(;c)- A

funksiya cheksiz kichik boMishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. \\mf(x)=A boMsin. f(x)-A=a{x) funksivani

olamiz.
U holda
!(!,@a(Jr) =lim Jf(x) - AN=lim f(x) - )I@OA:A- A=0.

Demak, a(x) =f(x) - A funksiya cheksiz kichik.

Yetarliligi. f(x)-.4 =a(x). bu yerda a(jc) cheksiz kichik funksiya
boMsin. Bundan/(jr) =A+a(x).

U holda

Iljrcn f(x) :,!1[1(/4 +a(x)) :lem/f +rI_!Xr]1<<(x) =A+0=A.

Quyidagi teoremalar x ->jg da deb qgaraladi.

11-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning
algebraik yig'indisi cheksiz kichik funksiya boMadi.

12-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boMadi.
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4-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya bo'iadi.

5-natija. Cheksiz kichik funksiyaning chekli o‘zgarmas songa
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boMadi.

13-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bo'Imagan
limitga ega funksiyaga boMinmasi cheksiz kichik funksiya boMadi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar x->x, *->* - 0. x->x0+0 da ham
o'rinli bo'iadi.

14-teorema. Agar x x da a(x) funksiya cheksiz kichik boMsa,

u holda x >, da (*) funksiya cheksiz katta boMadi va aksincha agar
a(x

x —»xi da f(x) funksiya cheksiz katta boMsa, u holda x ->x, da /

funksiya cheksiz kichik boMadi.

8-misol. el(x):(x-Z)'sinZ—2 funksiya x-~2 da cheksiz kichik
X_
bo'lishini ko'rsating.
Yechish. lim(x-2)'=0 ekanidan p(x)=(x-2)" funksiya cheksiz
kichik.

g(x) :sin2---}-, X* 2 funksjya ehei*a’ralé\ni|>aln, chunki isin2— -1 <I.
X-2 \ X-2\
a(x) funksiya cheksiz kichik /?(v) funksiyaning chegaralangan
g(.t) funksiyaga ko'paytmasidan  iborat. Demak, 12-teoremaga
ko'ra. a(x) funksiya x-»2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taggoslash

MaMumki, cheksiz kichik funksiyalaming vigMndisi, ayirmasi va
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiyalar bo'iadi. Bu tasdigni cheksiz
kichik funksiyalaming boMinmasi uchun ta'kidlab bo'lImaydi, chunki
bitta cheksiz kichik funksiyaning boshga cheksiz kichik funksiyaga
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya'ni chekli son boMishi, cheksiz
katta bo'lishi. cheksiz kichik bo'lishi yoki limitga ega bo'imasligi
mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida
tagqoslanadi.

«(n) va P(x) funksiyaar x->x, da cheksiz kichik funksiyalar
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bo‘lsin.

1 Agar IimCX(X):Ach (A - cheklison) bo’isa, a(x) va p(x) bir xil

P(X)

tartibli cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.

2. Agar | i;#]ci =0 boMsa, a{x) funksiya fi(x) funksiyaga nisbatan
: X

yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu a =c,(P) kabi

belgilanadi.
3. Agar Iim%l:qc bo‘lsa. a(x) funksiya P(x) funksiyaga nisbatan
: X

quyi tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.

4. Agar lim—— mavjud boMmasa, a(x) va p(x) funksivalarga
” *>P(x)

laggoslanmaydigan cheksiz kichikfunksiyalar deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1) x ->0 da sin3x va sinx funksiyalar birxil tartibli cheksiz kichik

3sin3x sin 3jc
n 3hm

funksiyalar, chunki lim ._ =lm-JJ--=----- -=-=3;

sinx sInx _sinx 1
------ lim

X I1-" X

2) x-+0 da 2x funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

"
cheksiz kichik funksiya, chunki Iimé(' :"mZ_r =0;
‘*bx * 5
3) x—=0 da sinx funksiya x funksiyaga nisbatan quyi tartibli

cheksiz kichik funksiyalar, chunki limS—1=lim - =1e1- m
X' X r< x X

4) xsin)—( va x funksiyalar x~>0 dataggoslanmaydigan cheksiz

xsin - )
kichik funksiyalar, chunki lim------ —=limsin- limit mavjud emas.

252



Ekvivalent cheksiz kichikfunksiyalar

Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz
kichik funksiyalar muhim ahamiyatga ega.

a(x) va P(x) funksiyalar n->x0 da cheksiz kichik funksiyalar
boMsin.

8-ta’rif. Agar lim¥X!=1bo'lsa. u holda x x, da a(x) va p(x)

1”7 P(x)

ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a(x) P(x) kabi
belgilanadi.

Masalan. x->0 da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz

kichik funksiyalar, chunki lim--n—=1I.

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o'rinli bo'ladigan teoremalar
bilan tanishamiz.

15-teorema. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz
kichik funksiyalarning har ikkalasini voki ulardan bittasini ekvivalent
cheksiz kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limit!
o‘zgarmaydi.

Isboti. x—r, da a~a' va p~p' bo'lsin.

1J holda
im? =im&-2 Zim—2im—Cm 2 =1 1l fif—s
P "pa P ‘'ta **p ‘<P wep " P
ya'ni

16-teoreraa. lIkkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi
ulaming har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya
bo'ladi.

17-teorema. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik
funksiyalarning yig'indisi eng quyi tartibli qo'shiluvchiga ekvivalent
bo'ladi.

Cheksiz kichik funksiyalarning vyig'indisiga ekvivalent bo'lgan
cheksiz kichik funksiyaga bu yig'indining bosh gqismi deyiladi.
Cheksiz kichik funksiyalarning yig'mdisini uning bosh qismi bilan
almasatirish  yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalarni tashlab
yuborish deb vuritiladi.
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¥Y-misol. lim-- +7y +-TF limitni toping.
2sin x

"Yechish. Jim LRI = lim X =p .-

3
x" 2sinx 92X 2 2
sinx~.r va 17-teoremaga ko'ra, x->0 da 3x-*-7x! +4xq ~3Xx.

chunki x->0 da

- ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishda ekvivalent

cheksiz ~ kichik funksiyalarni almashtirish prinsipidan va ekvivalent
cheksiz kichik funksiyalaming xossalaridan foydalanish mumkin.

Limitlarni hisoblashda quyidagi ekvivalenlliklar qoiiantladi.

1 x-»0 da sinx~x; 2. x—20 da tgx- x;

3. Xx->0 da arcsinx~x; 4. x >0 da arctgx~x;
5 x->0 da fl- cosx~*7.' 6. x-+) da e - |~x;
7. x-»0 da a' -1 'xInfir; 8. x—»0 da In(l +x)~

9. x->0 da loga(l +x)~x- log t*

10. x->0 da (L +x)”- I-mx.

2" T
10-misol. lim e limitni toping.
" sin 4x - arctg?>x
\r/ecﬁisﬁ. lim 2Tl =lim (27-0:(7x:)

1*sin4x - arctg?x ®me sin4v- arctg3x |

x—>0da 2U- 1~-3wvIn2, 7r-I~xIn7, sindx~ 4v va
arctg3x~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:
. 2n- Ix  _ .. 3xIn2-xIn7 _ 3In2- In7_, 8
lim-- =lim = =Ih—
" sindx - arctg3x '3 4x-3Xx 1 7

4.4.3. Mashgqlar

I. Funksiya limitining ta'rifi yordamida isbotlang:

1) line-3) =1 2y lim(L-3%) =4
3) lim.r2=1z 4) |+mf\4_ 1 =2.
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2. f(x) funksiyaning t r nuqtalardagi chap va o‘ng limitlarini toping:

1) /(V) --M,.Yn :3,

Vo X<2, _ _
3y w = , 4) fix) *1 " ' wvi.x 1
ViAo x>2, x =2 4(1—an)+ 11—%|

3. /(vi Sian funksiyaning x,=0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.
4, f(x)~x-\x\ funksiyaning jn=2nuqtada limitga ega emasligini ko'rsating.

5. Limitlarni toping:

1) lira (2.x2 <30r-1), 2) lim— - .
) fra 3 ) **=3' 49
4 N -T.(t10
3) lim— . af wn V7LD
m’' v -2.v-3 > 2x - 11xt-5
5y tim " T3 6) tim V21
*m 2. S-x-2"
) rm ViV=-X-I 8) In v |
9) lim 10) tim [V .2
> 2x .3x.1 Jt'-.x2-.x+I
- (2x A\ x-7 )
1 find - T 12) Wl ——t ' |
t 2 vi-5ves | ) ’l\J-{X'-\ 1—X)I
_Art 3x+# . 3x -4
13) lim 14) iim
X2 -3.x*
X —2x*
15) Imj X T 16) lim —
Ix 2x ;3 mm2Xx t x-4
17) lim x(\'4x2 1—=2.xi; 18) lim (Vx2-4 +.v).
. S r> V2
1991 imfx 20) lim
X2-7 j i5x2+1 5x+2)
21) lim tg2x. 22) lim -

1. x15inx



sin 3x

27) lim 28) Inn'2
-22 3 sm*n
o
29) limj----m-a ctgx 30) limjtgx——- -1:

f %4 sinX
31) }(_iq’(x-\)ctgnx,

5’;)4 “ra_c'gl_IISIth)

cosx!

IimP— -X J«‘.gKX\

32)

- 34
). 2 X -2X
rax-1 V-4 V
35) limj 36) lim
) limj 2X+1 ) 3x+2J
a * 43VY'!
37) iim 3x-2 38) [2x+: 3 Y
rve x4 3 <-4 X+2]
39) lim- 40) lim In.r-1
X-2
i
41) lim(l+sinXxi'"; 42) lim(cos2n)1X":
43) 1imi3-2n):1 44) lim(3—a) 2~
45) lim 46) lim .
11gx- 2sinx larcsm X +jX

47) lim (4l'h N(InBx+2)-In (3x-1));

6. Quyidagilarni isbotlang:

) 1 SOV

1) *->0 da a(x)=tg2x va (}(x)=3x+x’ funksiyalar bir xil tartibli;

. 16—1 — . .
2) jr—1 da a(x) :---;-]va p(x) =Jx -1 funksiyalar ekvivalent;
X

funksiyalar uchun a-n{f> >
xbix +2

3)*->+* da a(x) Z-\-;]—l-—va ) =—
X_

4) x->0 da a(x) =arcsm2x+x2 va [I(X) =1-cosx funksiyalar uchun p =o(a).

7. Limitlarni ekvivalent cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping:

by b2 2 lim & 1
|II|+3I X242V +3n
3) fim 7O 4y tim 321
->usmjc-sm 4n ' oarcsin2n



v_7) x2+3;c-4 .
n

5) lim ' 6) In
'RV o+ X-6 arctg(x-\)

7) lim---—; 8) lim )

92,1 arcsin x +2x~

n, .. V)-sin v-! . ,

9) lim 2SN VoL ; 10) lim-" -— \
el 1-cosx ©*n jearcsin 3x

I'1) lim S,n-" 12) lim )

* arctg2x-arcsin 3x

. . 3n-5

13) |Im------Bﬁ..I ..... - 14) iim e )
>"IIn(! Maicsm 2x) "arcsin 2x-x'
. sin3x in(2 kcosx

15) lim------ ; 16) lim n( )
memjig 4x esinx(e'*r- 1)’

VX-smjr . viIn(cos3.v)

17, hm -V ; 4 18) lim )

X + 3Y tgx - Sill x
.y -

19) lim— - —-—; 20) im I
n XSIn x )

21) lim . T -(e-1): 22) limjr-(2' -3'")

X—=00

21) fimt &1 71 13 24} 1im @ Higx: D)esin X

r In(1--=v )I-cos2n) =)  x(eMnx-\)

4.5.FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5.1. Funksiya uzluksizligining ta’riflari

f(x) funksiya JG nuqtada va uning biror atrofida aniglangan boMsin.
[-ta’rif. Agar f(x) funksiya v nuqtada chekli limitga ega boiib, bu
limit funksiyaning shu nuqgtadagi giymatiga teng, ya'ni

iim f(x) =/(x,,) (5.1)
bo'lsa, f(x) funksiya xunuqgtada uzluksiz deyiladi.
l@] (V) - f{x ) tenglik uchta shartning bajarilishini angiatadi;

1) /(x) funksiya xa nugtada va uning atrofida aniqlangan:
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2) f{x) funksiya x-»x0da limitga ega;
3) funksiyaning x, nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi giymatiga teng.
x.(=lim;. ekanidan (5.1) tenglikni

limf(x) =/(limx) (5.2)

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga
o‘tish va funksiya belgilarining o‘rnini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta’rifi asosida funksiya uzluksizligining ta’rifini
<s-8 tilida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- ta’'rif. Agar Vs >0 son uchun shunday $>0 son topilsaki, x nir
Ix—x0k<$ tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
Iifix)- /(x0) |<€ tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz
deyiladi.

(5.1) tenglikni

lira (/(x) —/(x,,)) =0 (5.3)

ko‘rinishda yozamiz.

x —x0 ayirmaga x argumentning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi
Ax bilan belgilanadi, 7/ (x)- /(x,)
ayirmaga esa /(x) funksiyaning
x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va

Y -fix)

Ay bilan belgilanadi. d

Shunday qilib,  AX=x- X a0 /
A =/(x,, +Ax)-/(xc).

Demak, /(x) funksiyaning /Y
x0 nuqtadagi orttirmasi nin fix.)
fiksirlangan x0 giymatida
argument orttirmasining funksiyasi @) %, o+ X
boiadi (28-shakl).

(5.3) tenglik yangi 28-shakl.
belgilashlarda

limAy =0 (5.4)

Ax--»0

ko‘rinishni oladi.

(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument orttinnasi vs funksiya
orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta'rifi sifatida quyidagicha
ifodalash mumkin.



3-ta’'rif. Agar x argumentning xu nuqtadagi cheksiz Kkichik
nrlimnasiga f(x) funksiyaning shu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa, f (x) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz deyiladi.

funksiyaning nugtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
In'riflaming istalgan biridan foydalanish mumkin.
I-misol. y -mosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Ycchish. y —osx funksiya xe Rda aniglangan. Istalgan xnugtani
tiliimiz va bu nuqtada Ayni topamiz:

*
Ay :cos/(x +Ax) - COSX =-28in X-i-— [esiri Ax
\Y 2] 2

Iktndan lim Ay = lim{-2sinhx +2Lsin®)=0 kelib chigadi, chunki

chcgaralangan sinj(\j“'zrjj funksiyaning cheksiz  kichik sinf\zy

funksiyaga ko'paytmasi cheksiz kichik bo'iadi.

Demak, 3-ta’rifga ko‘ra, y -cosx funksiya xnuqtada uzluksiz.

4-ta'rif.  Agar ima/ (x) =/(x,,) { lim /(x) =/(X,,) | bo'isa,

/(A funksiya xj nuqtada o ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

I-ta'rif va 4-ta'riflardan quyidagi xulosa kelib chigadi: /(<*)
funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun u shu nugtada ham
chapdan, ham o'ngdan uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalaming xossalari

Nugtada uzluksiz funksiyalaming xossalari

1-teorema (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar). f(x) va
>+ funksiyalar x, nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda /(x)xg(x),
/(¥ uyx) va fixcl {«(x(D p0) funksiyalar ham x nuqtada uzluksiz
g(x)
bn'Imli
Isboti.  f\x) va g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo'lgani
llcluin ular bu nuqtada /(x,) va g(xj limitlarga ega. U holda



funksiyaning limiti hagidagi teoremaiarga ko'ra, /(x)xg(x), f(x)-g[x)
f(x)

a(x)

va (g(xn*0) funksivalaming x nuqtadaai limitlari mavjud va

ular mos ravishda f(x,)xgixj. fix,)m(, ) va - -\} (g(x;)*0)) oga
oK
teng boMadi. U holda 1-ta'rifga ko‘ra, /(x)xg(x), fix)-g(x) va

------ (9(x.,)* 0) funksiyalar g nugtada uzluksiz.

Bu teorema chekli sondagi funksiyalarning algebraik yig'indisi va
ko‘paytmasi uchun ham o'rinli bo'ladi.

2-teorema. (murakkab funksiyaning uzluksizligi). z=/p(X)
funksiya xu nugtada uzluksiz, y =/(z) funksiya esa z, =<p(x,) nuqtada
uzluksiz bo'lsin. U holda y =fi<p{x)\ murakkab funksiya nuqtada
uzluksiz bo'ladi.

Isboti. z=(pix) funksiya n nuqtada uzluksizligidan z=g>(x),
limip(x) =<p(0), ya'ni n->x,da z z, bo'ladi.

Shu sababli z =(p(x) funksiyaning uzluksiligidan
dif(<p(X))=|im/(Z) =l () f((p(xj)

kelib chigadi. Bu f(<p(x)) murakkab funksiyaning x, nugtada
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish
mumKkin.

Agar z=cp(x) funksiya x, nuqtada A limitga ega boMib, v =j{z)
funksiya z=A nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda y =f(<p(x)) murakkab
funksiya uchun

lim ((p{x)) = /(ljggf/>)) (5.5)

boMadi.
Bu tenglik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga o fish goidasivfx
ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2 - misol. I(E_m—— — (a>0,a*I) limitni toping.

Yechish. lim---—+= =lim—slog (1+x) =limov> (I +x)\
X A
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log (I +n)" funksiya y -logaz va z=(I+x)r funksiyalaming

murakkab funksiyasi. lim(l +x)r =e va y =log z funksiya : =e nuqtada

uzluksiz. U hoida (5.5) tenglikka ko'ra,

Xususan, a=! da Iino1 = =1
Sonlar o'gida aniglangan J\x) =C funksiyani garaymiz. &, e R da
lim/(x) =C=/(x,,) bo'iadi. Demak, f(x)=C o‘zgarmas funksiya

istalgan X nuqtada uzluksiz.
f(x) =x funksiya ham xunugtada uzluksiz, chunki limx =x..

Bundan I-teoremaga ko'ra. /(x) =x funksiya ko'paytmalaridan
iborat \-n"(B6 Y| darajali funksiya hamda o‘zgarmas va darajali
funksiyalardan arifmetik amallar orqaii hosil gilingan
P(X)~ay +a,;, x"'+..+ax+a, ko'phad (butun-ratsional funksiya)
istalgan x e R nuqtada uzluksiz boMadi.

Shu kabi yuqorida keltirilgan teoremalar va limitlar hagidagi
teoremaiar yordamida asosiy elementar funksiyalar o'zining aniglanish
sohasida uzluksiz boMishini ko'rsatish va ushbu teoremani isbotlash
mumkin.

3-teorema. Elementar funksiyalar o'zining aniglanish sohasidagi
barcha nuqtalarda uzluksiz boMadi.

4-teorerna. Agar /(x) funksiya x0 nuqgtada uzluksiz va f(x0)>A
(/(x,)<.!) boMsa, u hoida shunday S>0 son topiladi va
Vxefx. ~/=x -r>) uchun f(x) >A (f(x)<A) boMadi.

Jskoti. f (x,)>A boMsin. Aniglik uchun f(x,I)=A+h deymiz, bu

yerda h>0. E-—1 011 olamiz. /(x) funksiyaning x, nugtada

uziuksizligidan shunday son topiladi va x ning x-x kS
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

giymatlarida i/(x)-/(x.,)j<” tengsizlik  bajariladi. Bundan

Vxe(x{-i;x, 7<5) uchun
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f(x)>f(X )~ =A+h -h--A +~>A

boMadi.

f(xa)<A boMsin. - f(x) funksiyani garaymiz. -f(x 0)>-A boMgani
sababli yuqoridagi isbotga asosan, x0 nuqtaning S >0 atrofi topiladi va
bu atrofda -f(x)>-A yoki f(x) <A boMadi.

5-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg'unligi). Agar 7 (a)
funksiya  nuqtada uzluksiz va /(x,)*0 boMsa, u holda shunday <5>0
son topiladi va (xu-S;xf+<®) inter\'alda  fix) funksiya ishorasini
saqlavdi, ya:ni f(x,,) funksiya bilan bir ishorali boMadi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan A=0 boMganda kelib chigadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f(x) funksiya (a\b) intervalning har bir nuqgtasida uzluksiz
boMsa, u holda u (a\b) intervalda uzluksiz deviiadi.

Agar f(x) funksiya (a\b) intervalda uzluksiz boMib. a nugtada
o‘ngdan uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz boMsa, u holda
f{x) funksiyaga [a\b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir gancha muhim xossalarga ega
Bu xossalami teoremalar orqgali ifodalaymiz. Bunda teoremalaming
isbotini keltirmasdan, fagat geometrik taiginini ko‘rsatish bilan
kifoyalanamiz.

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f(x) funksiya
\a\b] kesmada uzluksiz va kesmaning
oxirlarida turli ishorali giymatlar qabul fib) >0
giiinsin. U holda shunday ce(a;b) nuqta
topiladiki, bu nugtada /(c) =0 boMadi.

Teoremaning  geometrik  talgini:
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox owning
bir  tomonidan ikkinchi ~ tomoniga O M © b
o‘tganida Ox o‘gni kesadi (29-shakl).

7-teorema (Bolsano-Koshining
ikkinchi teoremasi). fix) funksiya \a\o\
kesmada uzluksiz va /(<) =A, f(b)=B, fia)< 0
C- A va B orasidagi ixtiyoriy son 29-shakl.
boMsin. U holda shunday ce[a;6] nuqta topiladiki, f(c) =C boMadi.

y -fix)'
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Teoremaning geometrik talgini: uzluksiz funksiya bir giymatdan
ikkinchi giymatga oMganida barcha oralig giymatlarni gabul
giladi (30-shakl).

8-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x)
funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo'isa, u holda u bu kesmada
chegaralangan boMadi.

31-shaklda keltirilgan y =f(x) funksiya [\ kesmada uzluksiz.
Bunda V.*e[a;6] uchun m<f(x) <M.

1-izoh. Teorema \a\b\ kesma (a,b) interval bilan almashtirilganida

o'rinli boMmasligi mumkin.

Masalan, fix) =- funksiya (0;1) intervaida uzluksiz. lekin
X

chegaralanmagan, chunki lim- =-Hp,

Yy y
r-/U),
B Ly f VN
C
f/
™ \m X\
A J(a) /m)  fib)
O a c h X (0] *W ' v b
30-shakl. 31-shakl.

9-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar /(x)
funksiya kesmada uzluksiz boMsa, u holda u shu kesmada
o'zining eng kichik va eng
katta qiymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan v=/(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz.
Bunda u ,r nuqgtada o'zining eng katta M giymatini va x, nugtada
o'zining eng kichik m giymatini gabul giladi.

2-izoh. Bu teorema (//3 interval uchun o'rinli bo'Imasligi
mumkin. Masalan, f(x) =x funksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekin



0'zining eng kichik va eng katta giymatlariga erishmaydi.

10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi haqidagi). Agar
y =f(x) funksiya [a\o\ kesmada uzluksiz va qat’iy monoton boMib,
\c¢-d] uning giymatlar sohasi bo'lsa, u holda berilgan funksiyaga
teskari y =ip(x) funksiya fc\d] kesmada uzluksiz va qat’iy monoton
boMadi.

4.5.3. Funksiyaning u/ulish nuqtalari

Agar f(x) funksiya uchun nugtada funksiya uzluksizligi
1-ta’rifining  hech boMmaganda bitta sharti bajariimasa. funksiya
L, nugtada uzilishga ega deyiladi. Bunda x, nuqgta f(x) funksiyaning
uzilish nugtasi deb ataladi

32-shaklda gfrafiklar biian berilgan funksiylarga qaraymiz.

Bu funksiyalarning har biri uchun r - uzilish nuqgtasi.

Birinchi holda (32,a-shakl) ta’rifning 1-sharti bajarilmaydi, chunki
funksiya x{ nugtada aniglanmagan.

Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta’rifning 2-sharti buzilgan, chunki
!imfix) limit mavjud emas.

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta'rifning 3-sharti bajarilmaydi, chunki
Llrﬂ/ =A*/(*).

Funksiyaning barcha uzilish nugtalari  birinchi va ikkinchi tur
uzilish nuqtalariga boMinadi.

32-shakl.
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5-ta’rif. Agar V, uzilish nugtasida /(x) funksiya chekli bir
tomonlama limitlarga ega, ya'ni lim f(x) =Al va lim f(x) =A: boisa.

X nuqtaga s (e funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi.
Bunda:
a) A =.( boisa. v bartarafqgilinadigan uzilish nugtasi deb ataladi;

b) A *A, boisa, xusakrash nugtasi, JA - N, | kattaiik junksiyaning
sakrashi deb ataladi.

[2v-1 -1<x<] .
Masalan: e(x):ﬁ. yo y funksiya uchun ;. = 1- sakrash
- 2jc. < jc<

nuqtasi, bunda funksiyaning sakrashi 11- 2 =1 ga teng;

[ sinx
P-1] x funksiya uchun x,=0- bartaraf gilinadigan
[ 2 x=0

uzilish nuqtasi, bunda <pX)=2 o'rniga <p(¥) =Ildeb olinsa uzilish

fsinx
bartaraf gilinadi, ya'ni <p®-'! x . " uzluksiz  funksiya hosil
;L1130

boiadi.

6-ta'rif. Agar Xx uzilish nuqgtasida /(x) funksiyaning bir
tomonlama limitlaridan kamida bittasi mavjud boimasa yoki
cheksizlikka teng boisa. X nugtaga fix) funksiyaning ikkinchi
tur uzilishi nuqgtasi deyiladi.
Masalan, f(x)=- funksiya uchun x,---0- ikkinchi tur uzilish
X
nugqtasi.
i2X- 3]

3-misol. /(x) —
2x - 3

funksiyanins> uzilish nugqtalarini toping va
har bir uzilish nugtasining turini aniglang.

Yechish. Funksiya sonlar o'gining x=- nuqtasidan boshqga

nuqtalarida aniglangan va uzluksiz.
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Bunda

-1, x<
/(*) =<
1, Jt>

U holda

Demak, x =- sakrash nuqtasi va funksiyaning sakrashi u 91- (-1) |=2.

4.5.4. Tekis uzluksizlik

f(x) funksiya (a;b) intervalda uzluksiz boMsin. U holda istalgan
x0e(a;b) nugtada Vs >0 son uchun shunday 5>0 son topiladi va
ic—0 |<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xce(a;b) wuchun
I/ (jc) —y (jcO) |<e' tengsizlik bajariladi. Bunda 5 ham e ga, ham Xu ga
bog‘lig boMadi: 5 =5(e;xa). Bitta £>0 son uchun har xil xe(a;b)
nuqtalarda S son turlicha boMishi mumkin va bunda barcha xe(cr,b) da
yagona S sonning mavjud boMishi kelib chigmaydi. Bunday 5 =<5(")>0
son mavjud boMishining talabi f(x) funksiyaning (a\b) intervalda
uzluksiz boMishi talabiga nisbatan kuchli talab hisoblanadi

7-ta’'rif. Agar Vc>0 son uchun shunday S =5(i)>0 son topilsa
va (a;b) intervalning jjc'- jc" |<<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
jc va jc' sonlari uchun \f(x")-f(x’)\<s tengsizlik bajarilsa, /(jc)
funksiya (a;b) intervalda tekis uzluksiz dey iladi.

Masalan, f(x) =x funksiya butun sonlar o‘gida tekis uzluksiz.
Bunda 5 =c deb olish yetarli

Agar f(x) funksiya (a;6) intervalda tekis uzluksiz boMsa, u holda
u har bir xe(a,b) nuqgtada uzluksiz boMadi. Teskari tasdig o'rinli
boMmaydi. Agar bunda (/>) interval [a/>] kesma bilan almashtirilsa,
teskari tasdig ham o’rinli boMadi.

11-teorema (Kantor teoremasi). Agar /(n) funksiya [a\O\ kesmada
uzluksiz boMsa, u holda u [a\h] kesmada tekis uzluksiz bo'ladi.
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4.5.5. Mashqlar

J. Funksiyaning uzluksizligi ta'rifidan fovdalanib, berilgan funksiyalaming
Vi,, ¢ rda uzluksiz ekanini isbotlang:

1) N =3-T; 2) 1(*)=x +1x-6
2. Uzluksiz funksiyalaming xossalaridan foydalanib. berilgan
funksiyalaming (-ccl-*®) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:
1) f(x)-iM s3x-e2~; 2) fix) \/5(-:3- +smX + ];_2
3. Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:
1) fix) g 2) /(.t) =x2+ X+l
j3e—I, X <f),
3) /,V) 1V n-2: 4./:t| ( X:_Ll X >0;
51f(x)- 2] 6 1) | 4—
f1x-3 ] X2 x<2,
7) fix)--{~-x2. -3 <x<3 8)J(X J . 4 2<x<j
[ x-3, V>3 J- ] T X5
AR ) o B 1A (Wit
4.4 nirg ganday giymatlarida berilgan funksiyalar uzluksiz bo'iadi?
1/ 't+3);-u;' " 2) /(x) el
n; X- X)-" *
I, i w5\ *2 <0

5. f(x) funksiyaning x, nuqgtadagi uzulish turini aniglang:

Dico ya3 %-3 201X 5 -3

3) fix) urulg 7X- 1r,2" 4) f(x) =41 X, 3
6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

ME= 2 K g 0en s



7. /'n) =———-"-——- funksiyani [a:b\ kesmada uzluksizlikka tekshiring:
(t+3)U -4)

1) [A\o\=[-4,]; 2) [a;*] =[-2:31

8. f(x) funksiyani 10;2],[-3;1),]4;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring:

) /(v» 2)JM  InA-

X +2x-3 T+

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega bo'lishini
ko'rsating:

1) n' - Ar2+3x+2 =0, |-l 2) sinv-x +1-0, [1,2]

10. Limitlarni toping:

H H —— * 1 *
1j |Ir}'ll A_ (@=>0,a*Q), 2) [lTl \\//'

268



* Funksiyaning hosilasi
va differensiali

« DitYerensialiash qoida-
lari va fbrmulalari

« Differensial hisobning
asosiy teoremalari

 Funksiyalarni hosilalar
yordamida tekshirish

Gotfrid Vilgelm
Leyhnis
(1646-1716)-
nemis matematigi,
fayiasujl, flzigi,
xuqugshunosi
va tilshunosi.

Leyhnis cheksiz  ki-
chiklurga  asoslangan
differential va integral
hisobni yaratgan, kom-
binatorikanlfan sljuliiu
astmlagan,  matematik
mmtiigqri  asos soigan,
0 va | sonlari bilan
ikkiiik sanoq sistemasi-
ni ttmirlugan.

Mexanikiida mergiya-
nitig saglanish gonitni-
nl asimlab bergan.

BIR 0 ‘“ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING
DIFFERENSIAL HISOBI

Differensial hisoh - bu matematik
analizning hosila va differensial
tushunchalari hamda ulaming funksiyalarni
tekshirishga tatbigi masalalari o‘rganiladigan
boiimidir. Differensial hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi
bilan uzviy bog'lig. Ular birgalikda
tabiatshunoslik va texnika uchun muhim
ahamiyatga ega bo'lgan matematik
analizning asosini tashkil giladi.

Differensial hisobning matematik fan
sifatida vuzaga chiqishini, odatda, 1.Nyuton
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi
yarmida) nomlari bilan bog'lashadi. Ular
differensial hisobning asosiy qoidalarini
mustaqil ravishda ishlab chigishgan.

5.1. FUNKSIYANING
HOSILASI VA DIFFERENSIAL!

5.1.1. Hosila tushunchasiga olib
keluvchi masalalar

Egri chizigga o ‘tkazilgan urinma

Avvai egri chizigga o'tkazilgan
urinmaning umumiy ta'rifini  beramiz.
Uzluksiz L egri chizigda ™M \a M.
nuqgtalami olamiz (1-shakl).

V/ va M, nuqtalar orgali o'tuvchi MM,
to'g'ri chizigqa kesuvchi deyiladi.
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M, nuqgta L egri chizig bo'yiab siljib, M nuqgtaga yaginlashsin. U
holda MM, kesuvchi M nuqta atrofida buriladi va qandaydir MT limit
holatiga intiladi.

Berilgan L egri chizigqa berilgan M nuqtada o ‘tkazilgan urinma
deb, MM, kesuvchining M, nuqta L egri chiziqg bo‘vlab siljib, M
nuqtaga yaqinlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjud bo'lsa)
aytiladi.

2-shakl.

Endi M(x;y) nuqtada vertikal bo‘lmagan urinmaga ega bo‘lgan
y =f(x) uzluksiz funksiya grafigini garaymiz va uning k=tga burchak
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a-urinmaning Ox o‘q bilan tashkil
gilgan burchagi. Buning uchun M nugqta va grafikning x +Ax abssissali
Mt nuqtasi orqaii kesuvchi o‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o'q
bilan tashkil gilgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:
M.N - Av — f(x +AXx)-f(x)

AX Ac

Ax —0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham

tarn =

nolga
intiladi. Shu sababli Ax->0 da M, nuqta egri chiziq bo‘ylab siljib, M

nuqtaga yaginlashadi. Bunda ./ kesuvchi M nugta atrollda buriladi
va MT urinmaga yaginlashib boiadi, ya'ni <p-"a. Bundan limp=a

yoki limtgp=tga.
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Shuning uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

=100 = o= gy e i JETAXR) o

Tog 'ri chizigli harakat tezligi

M moddiy nuqta (biror jism) gandaydir to‘g‘ri chiziq bo'ylab
harakat gilayotgan bo'‘lsin. Vaqtning har bir t giymatiga boshlang‘ich
JV, holatdan M holatgacha bo'lgan muayyan s=McM masofa mos
keladi. Bu masofa /vaqtga bog'lig, ya'ni n masofa vagtning funksiyasi
bo‘ladi: s =s(t).

s(t) funksiyaga nuqtaning harakat qonuni deyiladi.

Nugtaning t vaqtdagi harakat tezligini aniglash masalasini
garaymiz.

Agar biror i vaqtda nugta M holatda bo'lsa, u holda t+JV
(A?-vaqtning orttirmasi) vaqtda nuqta JV, holatga o'tadi, bu verda
MW, =s +As (Av-masofaning orttinnasi). Demak, V/ nugtaning At
vaqt oralig'idagi ko'chishi As=s(t +At)- s{t) ga teng bo'ladi (3-shakl).

L nisbat nuqgtaning At vaqt
oralig ‘idagi o rtacha tezligini
. . _ i bs
ifodalaydi: v, e Bunda s(t)
o'rtacha tezlik At giymatga s(t + At
bog'lig bo'ladi: At gancha kichik
3-shakl.

boisa, o'rtacha tezlik nugtaning
berilgan t vaqtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.
Harakat o‘rtacha tezligining At vaqt oralig'i nolga intilgandagi
limitiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi (yoki oniy tezligi)
deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v(t) bilan belgilaymiz.
U holda

KO=|inJ/-\~ yoki ~ N Tt e N> (1.2)

Shunday qilib, nuqtaning berilgan t vaqtdagi harakat tezligini
aniglash uchun (1.2) limitni hisoblash kerak bo'ladi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko‘plab masalalar (1.1) va
(1.2) ko'rinishdagi limitlami topishga olib keladi.
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Bunday masalalardan yana ayrimlarini keltiramiz:

1) agar Q=Q(t) o'tkazgichning ko‘ndalang kesimi orgaii vagtning
t onida o‘tuvchi elektr toki bo'isa, u holda elektr tokining t ondagi
momenti

O =lim~C-=lmg(/ +A) ~(0; (13)

2) agar N=N(t) vaqtning / onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy
modda miqdori bo'isa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi
reaksiyaga kirishish teziigi

V(1) :|imi?[|§|_ |"m _'§!(_t_i_'ﬁ*_t)_____'§'_(_t_) (1-4;
3) agar w=m(x) birjinsli boMmagan stcrjenning 6>0,0) va M(.c,0)
nuqtalar orasidagi massasi bo'isa, u holda sterjenning x nugtadagi
zichligi
Am +Ax)-m{. ? <
“2] S — 1.5l
oy ORI (

Kodilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga garamasdan,
(1.1)-(] .5) limitlar bir xii ko‘rinishga ega: ularda funksiya orttirmasining
argument  orttirmasiga  nisbatining argument orttirmasi nolga
intilgandagi limitini topish talab gilinadi.

5.1.2. Hosilaning ta’rifi,
geometrik va mexanik ma‘'nolari

Hosilaning ta’riflari

Y -fix) funksiya (a\b) intervalda aniglangan bo'lsin. Ixtiyoriy
xuf(a;b) nugtani olamiz va bu nugtada x argumentga Av orttirma
(xn+Axe(a;b)) beramiz. Bunda funksiya Ay =f(x1+Ax)-f(x]
orttirma oladi.

\
1-ta’'rif. Agar I<m"V limit mavjud va chekli boMsa, bu limitga

f(x) funksiyaning %, nuqtadagi hosilasi deyiladi va u /'(*,)
(yoki y’(x0) yoki vj ) kabi belgilanadi.
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Shunday qilib,
(1.6)

bo‘lsa, u

holda funksiya x, nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz
hosilaga ega deyiladi. Shu sababli 1-ta'rif bilan aniqlanadigan

hosila chekli hosila deb yuritiladi.
1-misol. /'\i v funksiyaning x =x, nuqtadagi hosilasini toping.
Yechish. x nugtada x argumentga Ax orttinna beramiz va
funksiyaning mos orttirmasini topamiz:
Ay =f (x, +Av)- /(X,) =(r +AXY-x' =
=(X%, + Ax - Xit)(X; +2x,,Ax + At,' f X~~x AX- x;)=Av(3x’ +3x,Ax + AX").

Orttirmalar nisbatini tuzamiz:

Bu nisbatning Av-»0 dagi limitini topamiz:
' =lim— - i ' Av FAX)=3x".
y'(x L lim(3x," +3x Av FAX") =3x
2-ta'rif. v—-/(x) funksiyaning X, nuqtadagi o'ng (chap) hosilasi

deb /'(.vj= lim \f'{x )= lim — I limitga aytiladi.
Ox v - - ax;
2- misol f(x) g x- 31funksiyaning x,=3 nuqtadagi o'ng va cha
hosilalarini toping .
Yechish. Berilgan funksiyaning x, =3 nuqtadagi orttirmasini
topamiz:

Av=/(3+Av)- /(3) 93+ 0x- 31 13- 3HAV|
U holda



Bu misolda /'(0) */_'(0). Shu sababli 7(*) x- 3jfunksiya uchun
Ax-->0da " i =L4li nisbatning limiti mavjud emas va /(*)=]x-3]|
Ax A

funksiya =3 nuqtada hosilaga ega boimaydi.

Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan ta'riflaridan ushbu
tasdiglar kelib chigadi: agar funksiya x0 nuqtada hosilaga ega boisa,
funksiya shu nuqtada bir-biriga teng boigan o‘ng va chap hosilalarga
ega boiib, f'(xa)=f(xv)=f'(xn) boiadi; agar funksiya x, nuqtada
o‘ng va chap hosilalarga ega boiib, f',(x,,)=f"(xj boisa, funksiya shu
nuqtada hosilaga ega va f(x )=f"'(x0)=/'(*,,) boiadi.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga funksiyani differensiallash
deyiladi.

Agar y =f(x) funksiya biror oraligda aniglangan va bu oraligning
har bir nugtasida f(x) hosila mavjud boisa, u holda

/'(v) W) /)

formula f\x) hosilani x ning funksiyasi sifatida anigiaydi. Bundan
keyin, agar y =f(x) funksiyani differensiallashda differensiallash

nuqtasi  ko'rsatilmagan boisa, hosilani * ning mumkin boigan
barcha giymatlarida topamiz va y'(x) debyozamiz.

Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Egri chiziqgga oikazilgan urinma haqgidagi masalada urinmaning
burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

K=tva — lim—
AX

tenglik hosil gilingan edi.

Bu tenglikni  k=f'(x) koinishda yozamiz, ya'ni f'(x) hosila
y =f(x) funksiya grafigiga M (x,f(x)) nuqtada o4kazilgan urinmaning
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jumla hosilaning  geometrik
ma’nosini ifodalaydi.

To‘g'ri ehizigii harakat hagidagi masalada ushbu

limit hosil gilingan edi.
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Bu limitni v(t) =s'(t) ko'rinishda yozamiz, ya'ni moddiy nugta
harakat qonunidan / vaqt bo'yicha olingan hosila nuqgtaning t ondagi
to'g'ri chizigli harakati tezligiga teng. Bu jumla hosilaning mexanik
Ta nosini ifodalaydi.

Umumlashtirgan holda, agar y =f{x) funksiya biror flzik jarayonni
ifodalasa. u holda y' hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish
mumkin. Bujumla hosilaningfizik Ta nosini anglatadi.

Funksiya grafigiga o ‘tkazilgan urinma
va normal tenglamalari

y =f(x) funksiya grafigiga M(xs\yu)(bu yerda  =f{xa)) nuqtada
o'tkazilgan urinma tenglamasini hosilaning geometrik ma’nosidan
keltirib chigaramiz.

Urinma U vi) nugtadan o'tadi. Shu sababli uning tenglamasini

(1.7)

urinma tenglamasi kelib chigadi.

Egri chizigga o'tkazilgan normal deb, urinish nugtasida urinmaga
perpendikular boMgan to'g'ri chizigga aytiladi.

Egri chizigga W,(.thv,) nugtada o'tkazilgan normal shu nuqtada
o'tkazilgan urunmaga perpendikulyar boMgani sababli

K
*, f\*0)
Bundan, agar f '(xj~0 bo'lsa
V- v, (X-Xj (1.8)

normal tenglamasi kelib chigadi.



5.1.3. Funksiyaning diiTerensiallanuvchiligi

3-ta'rif. Agar y-f(x) funksiyaning n nuqtadagi W orttirmaga
mos orttirmasini

Av = AAX +a(Ax)Ax (1-9)

ko‘rinishda ifodaiash mumkin boMsa, /(x) funksiya x, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A- Sx ga bog'lig bo'Imagan
son, a(Ax)- At —>0 da cheksiz kichik funksiya. ya'ni lim«(Ax', =0.

Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchariligi bilan shu nuqtadagi
hosilasi orasidagi bogManishni aniglaymiz.

1-teorema. y =f(x) funksiya x. nuqtada differensiallanuvchi
boMishi uchun u shu nuqtada hosilaga ega bo'lishi zarur va yetarii.

Isboti. Zarurligi. y~f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
boMsin.

U holda ta'rifga ko'ra,

Av = AAXj-a (AX)At
yoki
— =A+a(Ax).
JIX
Bundan

cn

lim 4 wA  f(x ).
|mﬂx

ya'ni y =f(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega.
Yetarliligi. y =f(x) funksiya n nuqtada hosilaga ega boMsin.

U holda f'(x)-Ilim-——. A- fix ) belgilash kiriiamiz. bunda

a(Ax) =Ax - A funksiya Av->0Oda cheksiz kichik boMadi.
Bundan

Ay = AXX - a (At)At.

ya'ni funksiyaning x0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi kelib

chiqadi.
2-teorema. Agar v=/(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
bo Isa, u holda u shu nugtada uzluksiz boMadi.
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Isboti. i =/(x) funksiya x, nuqgtada differensiailanuvchi bo'lsin
Ta'rifga ko'ra, Av =/1\x +a(Ax)AX.

Bundan [limAv - lirn[AAx +a(Ax)Ar) =0. ya'ni funksiya n nuqgtada
uzluksiz.

Teoremaning teskarisi hamrria vaqt ham o'rinii boimaydi, >a’ni
funksiyaning biror nuqtada uzluksiz boiishidan uning shu nuqtada
differensiailanuvchi bo'lishi hamma vaqt ham kelib chigmaydi.
Masalan, v=jr—31funksiya x -3 nuqgtada uzluksiz bo'isa ham, u shu
nuqtada hosilaga ega emas (2-misol), ya'ni differentsiallanuvchi emas.

Agar y - f{x) funksiya (u\b) intervalning kesmaning) har bir
nuqtasida hosilaga ega bo'isa, u shu intervalda (kesmada)
differensiailanuvchi deyiladi.

5.1.4. Funksiyaning differensiali

Differensial tushunchasi

f(x) funksiya (a\b) intervalda aniglangan bo'‘lib, x,e<,ab)
nugtada differensiailanuvchi bo'lsin. U holda Av=/'(*,,)Ax +a(Ax)Ax
boiadi

3-ta’'rif. y =/(X) funksiya
orttirmasining At ga nisbatan ehiziqii
bo'lgan bosh gismi f'tx,)AX ga
y —f[x) funksiyaning x nuqtadagi
differensiali deyiladi \a dy (yoki

df{x)) bilan belgilanadi:
dy = f'[XiDAX. (110)

Erkli o'zgaruvchi x ning. ya'ni
y =x  funksiyaning differensialini
topamiz.
v'boigani uchun (1.10)
formuladan dy =dx - Ax kelib chigadi, ya'ni erkli o‘zgaruvchining
differensiali uning orttirmasiga teng: dx =Ax.
Shu sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

dy =j "(x, )dx. (1-11)
boshgacha aytganda, funksiyaning differensialifunksiya hosilasi bilan
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erkli o zgaruvchi dijferensialinitig ko paytmasiga teng.

(1.11) tenglikdan /'(x,,):d—X bo'ladi. ya'ni funksivanirig X

nugtadagi  hosilasi  funksiyaning shu nuqtadagi differensialining
argument difTerensiali nisbatiga teng.

Differenstaining geomettik Ta 'nosi

Differensialning geometrik ma'nosini aniglaymiz. Bunig uchun
y =f(x) funksiya grafigiga MJ.x,,:f{x.J) nugtada W/ urinma o'tkazamiz
va bu urinmaning xn+Ax nuqtadagi ordinatasini garaymiz (4-shakl).
MNQ uchburchakdan \'Q=tg(plAx=dy ekanligi kelib chiqgadi.
Urinmaning geometrik ma’'nosiga ko'ra, tgs, =7/'(*,,).
Bundan NQ=f(x, )Ax- dy.
Demak. y —f(x) funksiyaning xn nuqtadagi differensiali funksiya
grafigiga M, (*,,:/(*,)) nuqtada o'tkazilgan urinmaning orttirmasiga
teng. Bu jumla differensialninggeometrik ma 'nosini ifodalaydi.

Differensialning tagribiy hisohlashlarga tatbiqi

Ko‘pchilik masalalarni yechishda vy =/(,-) funksiyaning v
nugtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensiaiiga tagriban
almashtiriladi, ya'’ni Ay~dy deb olinadi. Buni J (x) ~/(.t,) +/'(.vi)Ax
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A migdoming taqgribiy
giymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

. A ni x nugtada biror f(x) funksiya giymatiga tenglashtiriladi:
A=t (x);

2" nugta x ga vyaqgin va /(x,) ni hisoblash qulay qilib
tanlanadi;

3°. /(.r,) hisoblanadi;

4'. /'(*,,) hisoblanadi;

5 X, f(x,,), f'(xu) giymatlar f(x) a f(x,,)+7/'(v,)Ax formulaga
go'yiladi.

3-misol. 2,008; ning taqribiy giymatini toping .
Yechish.
1" A=2,008", f(x) =x" deymiz, uholda f (x)=A va v=2.008;
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2 Vv =2 deb olamiz,

3. f(c,)-2" -8:

4o, f\x) =3, /'(c.,) =12

s. /> /'jic )« T'{\)AXx =8+ 12 0,08 =8,096.
5.1.5. Mashqlar

1 Hosila ta'rifidan foydalanib, funksiyalaming hosilasini toping;

1) fix) = V-1, 2)f{x)’“z-5—x,
3)/(V) -rtg2x, 4)_f(x) =ch2x.
2. f\'x )ni hosila tarifidan foydalanib hisoblang:
Doy Ze-". Y =0 (=14 o, =0
A/(v) Agoxm-j. H/U) = . =2

3. Berilgan funksiyalaming /(jr,) va /.'(v,) hosilalarini toping:

1) /;nt '3v—2], jc, 2)J (jo) je-2 |+qhr+21 jo, 2

r agar X+ 2 ho'lsa.

3) =< 4) () =Ver -1 =0

= jc -3jc agar x >2 bo Isa,jcl =2,
) . I .
4, Moddiy nuqta (4 o‘qi  bo'ylab x=——-2/ +3/ gonun bhilan

harakatlanmoqda. Qaysi nuqgtalarda moddiy nuqgtaning harakat yo'nalishi
o'zgaradi?

5. Moddiy riugta s -s{i) qonun bilan to'g'ri ehizigii harakat gilniogda.
Qaysi vaqtda material nugtaning tezlanishi aimicl) ga teng bo'iadi?

1).v(0 -2/ - '/m ] 31 =l(»j), a ==19; 2).s(() -F +-T -4:) 3(m),a 9

6. O'tkazgich orgaii o'tuvehi tok migdori /=0 vaqtdan boshlab q =3t2-
gonun bilan aniglanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniglang.
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5.2. DIFFERENSIALLASH
QOIDALARI VA FORMULALARI

5.2.1. Yig'indi, ayirma, ko‘paytma va boMinmani
diffcrcnsiallash

Funksiyaning hosilasi ta'rifidan foydalanib, ikki  funksiya
yig'indisi, ayirmasi, kopaytmasi va bo‘iinmasini differensiallash
goidalarini keltirib chigaramiz.

1-teorema. Agar u=u(x) va v=v(c) funksiyalar x nuqtada
differensiallanuvchi boMsa, u hoida bu funksivalaming yig'indisi.
ayinnasi, ko'paytmasi va boMinmasi (boMinmasi  v(x)*0 shart
bajarilganda) ham x nuqgtada differensiallanuvchi va quyidagi
formulalar o'rinli bo'ladi:

!(u V) =m v ; 2. (mw) =uv+vu 3 — :u_'\_/_-_\{lul tmO).

\yl V-

Isboii. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar haqidagi teoremalardan
foydalanib topamiz:

(u(x TAL) V(X - AV)) - (u{x) £V(.v))

uzxv) =l|i
uv) =im Ac
SR TS
2. Fomiulani  isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremadat
foydalanamiz: * nuqtada differensiallanuvchi u=u(x) va v=v(t)

funksiyalar shu nuqtada uzluksiz boMadi Shu sababli At ->0 da
m->0 va Av->0.



n(x) m(x) +un(x) v T v(.v) Am+AmmAv - u(x) «v(x)
Av

v(x) AW +u(x) IAV +Av-f‘-L-l\:v(x)' iimfm----r u(x) mim Av +
W 4 Ac

(

=lim

+limAv lim — =u'ev +umwf+0-u =u'v+Vv'u.
Ar- >0 v20 [y

m(v —AX)  Uu(X’) u(x) +Au  u(x)
ﬂl \ —I'm V(X + AX) v(.v)_: v(.V)+Av  v(v)_

lim u(x) w(x) +v(x)_+Am- u(x) m(jc) - u(.x) IAV: lin v-Au-u-Av

AX-(v(X)i- Av) m(x) V*IAL (V' + VEAY)
Au Av . Am . Av
Ve —um Velim - nim , ,
Nlim o Av AX _ AX e \1 _uv-vu
v +v Av v +VvIimAv v7

5.2.2. Teskari funksiyani differensiallash

y-f(x) funksiya teskari funksiya mavjudligi hagidagi teoremaning
shartlarini ganoatiantirsin va x =<p(y) teskari funksiyaga ega boisin.

2-teorema. Agar y-J(x) funksiya X nuqtada fix)* 0
hosilaga ega bo'isa, u holda x=<pfy) funksiya mos y =/(x) nuqtada
differensiailanuvchi boiadi va

e'(r) =——, ya'ni x' - 1-.
_ ) Y,

Isboti. x=<p(v) funksiyaning argumenti y ga Ay*O orttirma
beramiz. U holda > /(v« funksiyaning gat’iy monotonlidan x =cp(y)
funksiya Av*0 orttirma oladi. Shu sababli ™ 1y kabi  vozish

A A
AX
mumkin.
x-(p(y) teskari funksiya y nuqtada uzluksiz boigani uchun
\y->0 da Ar->0 boiadi: Av ->0da oxirgi tenglikning olng tomoni

/'(1x) (fix) *0) ga, chap tomoni <(y) hosilaua teng boiadi.
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Demak,
=10

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya
hosilasining teskari giymatiga teng.

5.2.3. Murakkab funksiyani differcnsiallash

y-f(u) va u=<p boMsin. U holda y=/0(x)) funksiya erkli
argumenti x dan va oraliq argumenti wn dan iborat murakkab funksiya
boMadi.

3-teorema. Agar u=(p() funksiya * nuqtada ip\x) hosilaga va
y =f(u) funksiya mos u=<p® nugtada f'(u) hosilaga ega boMsa, u
holda f((p(x)) murakkab funksiya x nuqtada differensiallanuvchi
boMadi va

y\x) =fA\u)(p\x).

Isboti. y =f(u) funksiya u nuqtada differensiallanuvchi boMgani
uchun Ay =f'(u)Au t-a(Au)Au boMadi.

Bundan

y =/ («)AU +a(AW)"Arl
Ac Ac AX

u=(p() funksiya x nuqtada hosilaga ega. Shu sababli u=<pX)
funksiya X nugtada uzluksiz va Ac->0da Au-» 0.

U holda

I|m— = Mﬂlm ------ hllmcc (Aif) Iimﬂn.

A0 fly e+ iy %0 [y
Bundan
> /(W) =/'(**)' <P'0) + 0 =<' (X)
yoKki
Y (x) =7'(«) *<p'(X).

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan
funksiyaning oralig argument boYyicha hosilasi bilan oraliq
argumentning erkli argument bo yicha hosilasining ko paytmasiga
teng.

Bu goida oraliq argumentlar bir nechta boMganda ham o‘z kuchida
goladi. Masalan, y =f(u), n=g(v), v=h(x) boMsa, y*' =y' m{ «v' boMadi.
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y =/(«) va n=<pK) differensiailanuvchi va y =/(<?(*)) murakkab
funksiyani hosil giluvchi funksiyalar bo'lsin.

Murakkab funksiyaning hosilasi hagidagi teoremaga ko‘ra, y[ =y'u[
boiadi.

Bu terigliknirig har ikkala tomonini dx ga ko‘paytiramiz:

y[dx —y'u'dx.
Endi y[dx=dy va u[dx=du ekanini hisobga olsak,
dy = y'du.

dy—y[dx va dy=y[du formulalarni solishtirish ko'rsatadiki,
y= f(x) funksiyaning differensiali argument erkli o'zgaruvchi yoki biror
argumentning funksiyasi boiishidan gat’iy nazar bir xil fonnula bilan
topiladi.

Differensialning bu xossasiga ciifferensialning invciriantlik xossasi
deyiladi.

dy - y[dx formula tashqi ko‘rinishidan dy=y[du formulaga o'xshasa-
da, aslini olganda ular orasida farg mavjud: birinchi formulada x erkli
o'zgaruvchi  va shu sababli dx---\r, ikkinchi formulada esa wu
funksiya n ning funksiyasi va shuning uchun du ¢Au.

5.2.4. Asosiy elementar funksiyalaming hosilaiari

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topishda ekvivalent
cheksiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiya'iami
differensiallash formulalaridan hamda yigiridi, ayirma, ko'paytma va
boiinmani differensiallash goidalaridan foydalanamiz.

1. O‘'zgarmasfunksiya: v- C(C e R).

0 ‘zgarmas funksiya xeR  da o'zining giymatini saglagani
uchun ixtiyoriy nugtada uning orttirmasi nolga teng bo'iadi.

Shu sababli

(C)r=lim— =lim— =0.

2. Darajalifunksiya. y =x”,bunda aeR, a ¢0.
Bu funksiya uchun x >Oda



Bundan

Endi Ix—»0 da 1#2—* =1l ~ an—)z( ekanligini hisobga olsak.

- Ay _X,)}Pm(ll _____ ﬁ “:_—__X"“nLAX X—x Q’m

bo'ladi.
Demak,
(xa)' =ax"°'
Xususan, I- EE— (\)_
\x; X' 2n/x

3. Ko‘rsatkichlifunksiya. y =u\ bunda aefi, «>0, at-L
Bu funksiyaning orttirmasi Ay =arx-a r =ar(ag -!) bo‘!gani uchun

N =3"' e-——-- boMadi. Bundan [Ox-»0 da a*"-1 -Axlna ekanini
AX AX

hisobga olsak.

Av _ . «a" ~1_ .. Axlna_
ima -a ‘fim =a Ina
t»U A x O I

(a')' =a‘Ina
Xususan, (er) =e".
4. Logarifmikfunksiya: y =log,x, bunda ae.R, a >0, a*|

y =logax funksiya x=a; funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi
banddagi formulaga ko‘ra, x'(y) =aylna.
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x'(y) «'Ina jrina
Demak.

1009 S\na
Xususan. (lpn)'=—
X
5. Trigonometrik funksiyalar.
i)y =sinx funksiyaning orttirmasi

. . N f
Av =sin(x +Ax) - sinx =2sin — cosl x +---

va
2sin AXcos(x +AX
Ay 2 Y 2
At At
Bu tenglikdan At-*0 da sin~ ni hisobga olib, topamiz:
2 sy + At
bim s = fitn — - = Ii(m cosflx +— ] = cos(ir-t-0) = COSX.
Demak.
(sinx)" = cosx.
2) y -cosx funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi

fonnulasidan foydalanib topamiz:

‘= -(n i = ./\- -.~- = - - o - :--
(cosx) —istU XX)EJ —COSJVZ X f2 xJ| cos|v2 X Jo(- ) =-sin x.

Demak,
(cosx)" =- sinx.

3) v =tgx funksiyaning hosilasini boMinmaning hosilasi
formulasidan foydalanib topamiz:



Demak,

Ve =
4) y =ctgx funksiyaning liosilasini topishda murakkab funksiyaning
hosilasi formulasidan foydalanamiz:

r f
(ictgx)1= Rl 1 -y (-1)=———
2 J] sV Jc%

sin X
co
Demak,
0" =5 &
6. Teskari trigonnmetrikfunksiyalar.
[)v =arcsinx funksiya x =sin.v funksiyaga teskari.
Bunda x'(y) =cosy = sin*y =vl - x2.
1) holda
(9)== 1 |
X)) A2
Demak.
(arcsinx)
[-.v
n
2)y =arccosx funksiyaning hosilasini arcsinx 4 arccos.v )
formuladan foydalanib topamiz:
(arccosx)' =1—-arcsinx | =-(arcsinx)' =~-j===,
Demak,
(arccosx) — 2 -
I-X

3) y =arctgx funksiyaning hosilasini  teskari ~ funksiyaning



hosilasi for.mulasidan foydalanib topamiz:

' . . 1
(arctgx)’ —-; =cos'y =
ugyY I+tg2y 1+xr'
Demak,
tgx)' = — .
(arctgx)' = Tox
4) arctgx va arcctgx funksiyalar arctgx +arcctgx =~ bog'lanishga
ega.
Bundan
(arcctgx)' = | IEI arcctgx j =-(arctgx)' = —;
v .
Demak,
(arcetgx) = --remikor.
1+ %

1-misol. Giperbolik funksiyalaming hosilalarini toping.
Yechish.  Differensiallash  qoidalari va y=er funksiyaning

hosilasidan foydalanib topamiz:

(ex~c "\ e+e

(shx) = -—=--—- j =---—--—=chx, ya ni (shx)'=ckx
\ 2 2
N
(chx) e—tB—l 1 —-e-)-(--;?--x—shx ya'ni (chx)' =shx:

Wy S wcheshxe (e’ chixeshe 1, i ) =
\chxj chx chx chx chx

(cth)’ _fchx) sh x- ch‘x 1 ya'ni (cthx) :__I .
\shx j shx sh x sh x

5.2.5. Differensiallash goidalari va hosilalar jadvali

Keltirib chigarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar
funksiyalaming hosilalari formuialarini jadval ko'rinishida yozatniz.
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Amalda ko'pincha murakkab funksivalaming hosilalarini topishga
to'g‘ri keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda «n»
argument « M» oraiiq argumentga aimashtiriladi.

Dijferensiallash gtridaiari,

1 (uzxv)' =u'+v\ un=u(x), v=v(x)-differensiallanuvchi

funksiyalar;
2. (u lﬁ)r:u'v+uv', xususan (Cm)/':Cm, C-o'zgarmas son;
3. (1l -Ll-y-,u— xususan (C\ cv

vV) v Vv

4.\ = ragary =f (x) va *- <p(y);

Asosiy eiementarfunksiyalarning hosilatarjadvallL

1 (C) =0;

N

(u*) =au“*mm, xususan [\-u)j = |/|17 w 61}'\/'}/= =M
vm

3. (a )- a“Inami', xususan (e“) =eum\

4. (log u)'=—- xususan (Incy ="' m
nina 7

5. (sinw)' =cosumi\ 6. (cos//) —sin n *w;

7. = --u 8. (ctgu) =—— K
(tgu) coszm v (ctgu) sin un ‘

9. (arcsinu)' =——----- LT 10. (arccosM)' =— 1 en,
( ) n/1-m2 ( M Vi m"

1. o ~ 1fU o 12. (arcctgu)' " -w/

13. (shu)' ~chu u: 14 {chu)' =shu mN\

15. (thu)l=----- u; 16 (cthu)'=—* u.

chn shu
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Keltirilgan  diferensiallash  qoidalari va asosiy elementar
funksiyalaming hosilalar jadvali bir o'zgaruvchi funksiyasi differensial
hisobining asosini tashkil qiladi. Ulami bilgan holda har ganday
elementar  funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda vyana
elementar funksiya hosil bo'iadi.

4-misol. y (o) = 5" + arcsinx + .ring funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2 qoidalari va
3.4,9-formulalaridan foydalanildi.

f'(x)-(5" +arcsinx +xInx)'=(5") +(arcsinx)' +(xInx) =5‘In5 +

! ' I |
+ TX Inx-+yv(Inx) =5'In5+ r = +InXx +Xx-—=

VIi-x’ M-x1 X
- =5*IN5+-=i=- +Inx +1.
X yIN-X2

5.2.6. Logarifniik differensiallash

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun avval berilgan
funksiyani logarifmlash, so‘ngra dilferensiallash magsadga muvofiq
bo'iadi. Bu jarayonga logarifniik differensiallash deyiladi.

3- misol. v=—— Ax 2-—— funksiyaning hosilasini toping.
x- M1

Yechish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orgaii
topish mumkin. Ammo bu jaroyon katta hajmga ega. Shu sababli
logarifniik differensiallashni qoMlaymiz. Buning uchun funksiyani
logarifmlaymiz:

Inv=In(x +1) 4In(x- 2) +xIln 2 31n{r - 4).

Bu tenglikning har ikki gismini * bo'yicha differensiallaymiz:

Endi bu tenglikdan /ni topamiz:



yoki

, _UL*) u(n-2)t 2 f3x2 4 3 N
(x-4) \n +1 5g—2) X- 4]

y

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari fagat logarifniik
differensiallash orqgaii topiladi. Bunday funksiyalaming gatoriga
darajali-ko'rsatkichlifunksiya deb ataluvchi y =u funksiya kiradi. bu
yerda u=u(x), v=v(x)- x ning difFerensialianuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash
yordamida topamiz:

'Inv=v-lIny, iv’ =V -’In||+\---1--u. v o=V (v’lnm + V—hlé.‘
y' n " "
Bundan
nY=n" 1nve/+V vU~nl (2.1)
(2.1) formulani eslab qolish qoidasini ifodalaymiz: Jarajaii

ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi n=const shartidagi ko'rsatkichli
funksiya hosilasi  bilan v=const shartidagi darajali funksiya
hosilasining yig'indisiga teng.

4 -misol. y~jr“ r funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. (2.1) formula bilan topamiz:
y = in x m-sin3x) e3+cos3x er*“‘r' m

yoki
y - XT,r- os3x - 3x"””” mnx mein 3x.

5.2.7. Parametrik va oshkormas ko'rinishda berilgan
funksiyalarni differensi>allash

t o'zgaruvchining x=(p(t) va y =y/(t) funksiyalari biror T={a\P)
intervalda aniglangan bo'lib. bu intervalda o>\t), /7@ hosilalar va
x-q>{t) funksiyaga teskari t=dy(x) funksiya mavjud bo'lsin. Agar
x=<pt) funksiya gat'iy monoton boisa, t-d(x) teskari funksiya bir
giymatli, uzluksiz va gat’'iy inonoton bo'iadi. Shu sababli y =u/(d(x))
murakkab funksiya mavjud bo'iadi. Bunda y - f(x) funksiya x =cp{t) va



y =i//(t) tenglamalar bilan parametrik ko'rinishda (r parametrli)
berilgan deyiladi.
y =, (x) funksiya

 x=(p(®),
cv=iy(), /e T
parametrik tenglamalar biian berilgan bo'lsin. i holda t=<>{X) teskari

funksiya mavjud va uning hosilasi ¢'(x) =- bo'ladi. Shuningdek,
</l

y =W(d(x)) murakkab funksiya hosilasi y\ =y\dp{x))db\x) bo'ladi

Bundan
AN
«) -
() £0
yoKki
> = (2.2)
-V,
5 -misol v =3cos) bo'lsa, / ni topin
-miso ry--4sint sa, i toping.

Yechish. y’ :(3-99-51{);:---33%--/:- 3ctgt.
(4sin0] 4cos/ 4
Agar funksiya y ga nisbatan vechilmagan, ya'ni x va vy
o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish F(x,y) =0 ko‘rinishda berilgan
bo'lsa, funksiya oshkormas ko rinishda berilgan deyiladi.
Oshkor berilgan har ganday y =f(x) funksiyani oshkormas

ko'rinishda /(x)-y =0 kabi yo/ish mumkin, ammo teskarisini hamma
vaqt bajarib bo'Imaydi. F(x,.y) =0 tenglamani y ga nisbatan yechish
hamma vaqt ham oson emas, ayrim hollarda esa umuman mumkin

emas.
Funksiya oshkormas ko'rinishda berilgan bo'lsa, F(x,y) funksiya

x ning murakkab funksiyasi, ya'ni bunda y=y(x) deb qaraladi
va F(x.y)=0 tenglikning chap va o'ng tomoni x bo'‘yicha
differensialanadi, so‘ngra hosil boMgan tenglamadan y' topiladi.
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6- misol. y - argfgv - x1=0 boMsa. y'ni toping.
Yechish.  Tenglikning har ikkala tomonini x bo'yidia
differensiallaymiz:

Yy 3x2=0.
1+y

Bundan

yoki

5.2.8. Yugqori tartibli hosilalar va differcnsiallar
Yugori tartibli hosilalar

/ (x) funksiya biror (ab) intervalda aniglangan bo‘lib. shu
intervalda differensiyallanuvchi bo'lsin. U holda /'(x) hosila xe(a:b)
ning funksiyasi bo’iadi. Shu sababli bu funksiya uchun hosilaning
mavjudligi va uni hisoblash masalalarini garash mumkin.

/'(x) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. f(x) funksiyaning f\x)
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinchi
tartibli hosila mavjud bo‘lsa, bu hosiladan olingan hosila uchinchi
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartiblidan
boshlab yuqori tartibli hosila deyiladi.

(yoki j (%), (x)3" (%), (X),... yOKi

belgilanadi.
7-misol. y =x, 1nx bo‘lsa, y 4(3)ni toping.

Yechish. y =(x")'Inx +x’(Inx)' =3x2Inx +x' % =X (Binx+1)

/ =(x2(3Inx +1))' =(x2) (3Inx +1) +x2A3InX- 1) =



=2x(31nx +1) +r: I\?:.V(GInx-t 5);
V" =(v(61n v+5))' =x'(61nx +5) +x(6In x +5)' =61nx +5- .v--V=6 Inx +11

vaA=6Inx +1) =—
X
Bundan
a (3) =1=2

| unksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha
oldingi tartibli hosilalarini topish kcrak boMadi. Biroq, ayrim
funksiyalarning «-tartibli  hosilalarini  topish imkonini  beruvchi
formulalar mavjud. Masalan, quyida Kkeltirilgan formulalar bunday
formulalar gatoriga kiradi:

|
1[a)"—a‘lia [a>0), )" =e"; 2 (sinv)" =shfx+M)

3.U")y"=a(a-1)..(a-n +\x"'"aeR 4. (cosx)' | )]
).._(-!)"(/; - iV
X’

I 7- Cn)" =(V 5 ()" = CV4V

5. (Inx 6. (mi v)(" = £V

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.

3. (.r"m(a-1)..(«-n +)x“"ae R ning isboti.
y =x", y' =ax"". y'=a(a - Dx' ~
y" —-a(a -1)@- 2)x“\ .., y*™ =a(a -I)...(a- n+\)x'""
Shunday qilib.

(x )" =a(u-1)..a— +\\X"\a e R.

4. (cosx)l’lzcosllx+r—"_j\ning isboti.



Demak,

( nn
(cosJT) ™ = COSI' X + -
\%

2y

5 (In.n)™ :x' — ning isboti.
v=Inx, y'=—=x~, Vv’=-L-t;, y"=(-1X-2)n" =(-1V sie2ex —
X

Vo o=v_l) mm-3m. (/2-fx 20 ,

Shunday qilib,
(nx)r - (-D7(<-1)!

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik T a 'nosi
M moddiy nugta s =s{t) qonun bilan to‘g‘ri ehizigii harakat gilsin.
U holda s’(t) moddiy nuqtaning i vaqtdagi tezligini ifodalaydi:
s[(t) =v(t).

Nugtaning / vaqtdagi teziigi v{t), t+At vaqtdagi teziigi  v(/) +J1’
bo'lsin, ya’'ni At vaqt oralig'ida nuqtaning teziigi Av gao'zgarsin.

— nisbat tog ri ehiziqgii harakatda nuqtaning At vaqt oralig'idagi

A*
o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning At -»0 dagi limiti M
nuqtaning berilgan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u aft) bilan

belgilanadi: Mnﬂﬂ—r =«(/). ya'ni v'(t) =a(t).

Shu sababli
a(t) =s’().

Demak, moddiy nugta harakat qonunidan t vaqt bo‘yicha olingan
ikkinchi tartibli hosila to'g'ri ehizigii harakatda nugtaning t vaqgtdagi



tezlanishiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik
Ta 'nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ko'rinishda berilgan
funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari

y =f(x) funksiya

"X =<(),
1y =AY, ter

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin.
U holda

VI:)£<1I

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensiallash
goidalariga ko'ra.

xt

Shu kabi

»o_ (" / 4) ~ 00 | _

va boshga hosilalar topiladi.

x=at- sin/), bo'lsa. ikkinchi tartibli hosilam” topmg.

<5 misol. {
y —£1(1 —COS/}

Yechish. (2.2) formula bilan topamiz:

, (a(l - cos/)) _ asmt _ sin/ t
(«(/-sin/))" a(l-cosz) 1- cos/ "2

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,



y\ hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicha
yozish mumkin

2.4
+*) (2.4)

y =f(x) funksiya F(x,y) =0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishda
berilgan bo‘lsin.

Bu tenglama * bo'‘yicha differensiallansa va y' ga nisbatan
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgan birinchi tartibli hosila
X bo'yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chigadi. Bu
hosilada x, y, y lar gatnashadi. lIkkinchi tartibli hosilaga topilgan V'

ni go‘yib, y" ni x va y orqaii ifodasi aniglanadi.

9- misol. bx2+a2vl =a%?2 bo'isa, ikkinchi tartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash
goidasidan foydalanib topamiz:

(b:x2+a"y:) =(a22), b:mx - al 2xy'=0.

Bundan
b2 x
azly
U holda
hox
b* x'y-y'x bt xy'-y b2 - ﬁy_y
a2 y2 o' y2 al y!
h x:b2ia'; bax2_ b
a®  ay’ a'y? aly®’

Yugqori tartibli differensiallar

Biror (a:b) intervalda differensiyallanuvchi y =f(x) funksiyaning
dy =y'(x)dx differensiyali birinchi tartibli differensial deyiladi.
U hoida

d(dy) =d{f'(x)dx) = (f'(x)dx) dx =F\x)dx mdx
differensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va

d2y =f(x)dx2 (2.5)
kabi yoziladi, bu yerda dx2 bilan (dx)2 belgilanadi.
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Ikkinchi tartibli differensiaidan olingan differensial uchinchi
tartibli differensial deyiladi va hokazo. n-tartibli  differensial
deb (n- I)-tartibli
differensiaidan olingan differensialga aytiladi va d"y - f""\x)dx" kabi
yoziladi.

Bundan v (\) Ié- ya'ni y =f(x) funksiyaning wn-tartibli
X

hosilasi funksiya «-tartibli differensialning argument differensialining
w-darajasiga nisbatiga teng boMishi kelib chigadi.

JO-misol. v=x'-3x-1 boMsa, d\v ni toping.
Yechish. y’'=4 x +3, y" =\2x:. > =24x.
Bundan
d'y =y (x)dx' =24xdx\
Yuqgorida keltirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi boMganda

o'rinli boMadi. Agar y=.f(x) funksiyada x boshga bir  erkli

o'zgatuvchining funksiyasi bo'lsa, yuqori tartibli differesiallar
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.
Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko'rsatamiz.
Ko'paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

d'y =d(f(x)dx) =d (f(x))dx +f'(x)d(dx) =f(x)dx mix + f'(x)d 2,
ya’ni
dy —f(x)dx~ + f\x)d . (2.6)

(2.5) va (2.6) fonnulaiami solishtiramiz: murakkab funksiya uchun
ikkinchi tartibli differensial o'zgaradi. ya'ni bunda ikkinchi qo'shiluvchi
f'{x)d x hosil boMadi.

Agar bunda v erkli o zgaruvchi boMsa, u holda

d x =d(dx) =d(\- dx) =ibemd 1=dx m0 - 0
va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o'tadi.

Il-misol. \ v va r=sin/ boMsa. d2 ni toping.

Yechish. y'=2x y' =2, dx- costdt, d2 =-sintdt2

(2.6) formulaga formula bilan topamiz:

d? =2dx2- 2xsintdl =2(costdt)' - 2sin/ sintdt =
=2co0s; tdt2-2sin 2tdt2 =2cos2tdt2.
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Boshga yechim: y =\2va x =sin/.

Bundan
y--sin2;, y =2sin/cos/ =sin2f, y" - 2cosit.
U holda
d2y =y dt2=2cos 2tdt"".
5.2.9. Mashgqlar
1 Differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib, berilgar
funksiyalaming hosilasini toping:
1)y Za - 1 +IN2 2) V- %X6+3x' - 2x,
3)y - \IC+3X2”X - 1)\/:f§7— ? 3:(\
2T
5)y =- 6)>- o\
A Xnjr . o Inx re:
"= ey 81 = e
OV 1 cosx 10), Ligx
e S mcasx
17) o/ex 12)y OSSNy
Jfer- s -t
W)y A 14)V- trcte
15))' =logle 16).v=4sin2x-31gx *4cos2x
17) v=\4-3xr; 18)V:ar(5ian,
_rne' 3 i
19)y =006' JHTTT* 2). pin-
2\)y ="v~x2 +|CaICsin, 22)y =" +1)- Zarctge’,
23) V:2|”1'-3’I: 2y =loy , 1
25)y = 9% *Incosz3x 26) y=e~"(sin3x +00s 3X:



27)y =\ - l-arctgyfe* -1, 28)y =Inc(gir—+—J;

29) v=3arcc-o0s 2 +\ffax—4 : 30),, - —=5--—--—--1--arctg— +InVx2+2
) Vs fax—4—=R ) 2 o) wg oy

2. Berilgan x <(y) funksiyalar uchun y- hosilani toping:

b x—1+y 2) v=e'y, 3) A=2sinv, 4) x=3c/gv.

3. Qujidagi sonlarni differensial yordamida tagriban hisoblang:
1) /33, 2) 1g10.21; 3) ctg 45°10; 4)3,013’

4. Quyidagi funksiyalarning berilgan nugtadagi tagribiy giymatini
differensial yordamida hisoblang:

1)>= /- 70+10, v=0.98: 2)yEN % * =015

5. Berilgan funksiyalarning birinchi tartibli differensialini toping:
1) v - m(lng--1): 2) y ’I} : 3) Yy =cos22;

ayy - NSIN . 5y y 3, &)y IHCOST
6. Berilgan hosilalar uchun y" ni toping:

1)y -1l 2)y - e2C0S™: 3) y(1+x' yarctgx; 4)y :,ﬂln,ﬂﬁ).
7. Berilgan funksiyalar uchun y™ (0)ni toping:

I)y sin5xcos2n: 2) y = .xcos*; 3) y n2sinm 4) y =x—e\

8. Oshkormas funksiyalarning hosilasini toping:

|) hx2tay 2- a2b2; 2) y' 'm'sw 3) e =xy:

4) cos(.n)=a:; 5) el r xy=(2 6) xsiny tysin.x=0.

9. Berilgan funksiyalar uchun Tﬁf' ni toping:

1) j*=;2+I, 2) |'V=acos('
[v~7"-1; '-asm/;
, in In(l +/2). 4) f-X-ar(_:§i_r_1_t
[y—/—larclgt: [y:V|-/
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10. Berilgan egri chizigga .If (xuj,> nugtada o'tkazilgan urinma va normal
tenglamalarini tuzing:

AV - -
1) 3 Mnll 3 2 ) y - IMX M. (n,0).
3) v—' n !-1 egri chizigga y =x1 parabola bilan kesishish nugtasida;
f_Uj_
X' 19 i o Ix ' rT—sin t f1 1
51 2 i *a** 6,":))’2”"'{rv
r /

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNING
ASOSIY TEOREMALARI

5.3.1. Ferma teoremasi

Differensiailanuvchi funksiyalaming nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo'lgan teoremalari bilan tanishamiz.

l-teorema (Ferma teoremasi). fix) funksiya (a\b) intervalda
aniglangan bo'lib, bu intervalning biror ¢ nuqtasida o'zining eng katta
(eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar funksiya c¢ nuqtada chekli
hosilaga ega bo'isa, u holda

/'(c) =0
bo'iadi.

Isboti. Aytaylik. y =f(x) funksiya c&(a\b) nuqtada o'zining eng
katta giymatiga ega bo‘!sin. U holda \fxe(a;b) uchun f(x)<f(c), ya'ni
f(x) - /(c)<0 bo'iadi.

v=f(x) funksiya c¢ nuqtada yi
hosilaga ega. Shu sababli bu nugtada
funksiyaning o'ng va chap hosiialari  f(L

mavjud va
/M =BT "rb2»<o(,>c). M
r x-C ( )
/V » lim C,.

X-C

/;(c)=/(c)=/'(c)
5-shakl.
boMadi.



Bu munosabatlardan  /'(c) =0 bo'lishi keiib chigadi.

Funksiya ¢ nuqtada eng kichik giymatga ega bo‘lgan hoi uchun
teorema shu kabi isbotlanadi.

Ferma teoremasining geometrik talgini quvidagicha bo'iadi:
y =f(x) funksiya c nugtada eng katta (eng kichik) giymatga erishsa va
/'(c) hosila mavjud boisa , f(x) funksiya grafigiga M(c;/(c)) nugtada
o'tkazilgan urinma Ox o'qqga parallel bo'iadi (5-shakl).

[auM kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o'rinli
bo Imavdi Masalan, f(x) =x funksiya [0;lj kesmada o'zining eng
katta (r-1 da) va eng kichik (.v*Oda) qiymatiga erishadi. Bu
nuqtalarda hosila /'(x) =1*0.

5.3.2. Roll teoremasi

2-teorema (Roll teoremasi). f(x) funksiya [crb] kesmada
aniglangan, uzluksiz va f(a) =f(b) bo'lsin. Agar funksiya (ab)
intervalda differensiailanuvchi bo'isa. u holda shunday ce(a;b) nugta
topiladiki,

f'(c) =0
boladi.

Isboti. Shartga ko'ra. f(x) funksiya [c:fr] kesmada aniglangan va
uzluksiz. 1) holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko'ra, funksiya shu
kesmada o'zining eng katta giymati M ga va eng kichik giymati m ga
ega bo'iadi. Bunda M =m bo'isa, /(n) funksiya \a\u] kesmada
0'/.garmas va shu sababli v'xe(a:b) uchun /(*m)=0 bo'iadi.

f\c)
v
/(@) - /()
(0] b w b X
6-shakl. 7-shakl.
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Agar M®T  bo'lsa, f(x) funksiya M va m giymatlardan
biriga biror ce(a;b) nuqgtada ega bo‘ladi. Bunda Ferma teoremasiga
asosan, f'(c) =0 boMadi.

Roll teoremasi ushbu geometrik taiginga ega: [a\h\ kesmada
uzluksiz, (a;ft) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetki
nuqgtalarida teng giymatlar gabul giluvchi funksiya grafigida shunday
(c;/(c)) nugta topiladi va bu nuqgtada funksiya grafigiga o'tkazilgan
urinma Ox o'giga parallel bo'ladi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o'rinli bo'lishini tekshiring:
1)J (x) —x2- - 4 funksiya uchun [0;3] kesmada; 2)f(x) -VV -1
funksiya uchun [—%1] kesmada.

Yechish.1) /(x) =x2—31—4 funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,

differensiallanuvchi va uning chetki nuqtalarida bir xil giymatga ega:

/(0) =/(3) =-4. Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o'rinli
bo‘ladi. x ning /'(*) =0 bo'lgan giymatini topamiz: f(x) =4x- 3=0.

Bundan X:Z'
2) f(x) =\[x2-1 funksiya [%1] kesmada uzluksiz, /(-1) =/(1) =0,

21

3 WK Bu hosila r=0e (—%1) nuqglada mavjud emas.

Demak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘rinli boimaydi.

5.3.3. Lagranj teoremasi

3-teorema (Lagranj teoremasi). fix) funksiya [a\b] kesmada
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. Agar funksiya (u\b) intervalda
chekli hosilaga ega bo'lsa, u holda shunday ce(a-,b) nuqta topiiadiki,

nc)j~ m (3.i>
b-a

bo'ladi.
Isboti. Teoremani ishbotiash uchun yordamchi

F{x) =fix) - J\d) - , Ax- a)
-a
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funksiyadan foydalanamiz. SKartga ko‘ra, f(x) funksiya [c\o] kesmada
aniglangan, uzluksiz va ya\b) intervalda hosilaga ega bo'lgani uchun
F(x) funksiya ham (a\b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va (a\b)

intervalda hosilaga ega bo'iadi.
Bunda

Fe=Mx)-  fu) F@=Fb)-0. (3.2)

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartiarini
ganoatlantiradi. U holda biror ce(a;/1) nuqta uchun F'(c) =0,

ey j_(_?B):-Ia( 2) =0'bo- fad).
Bundan

/v) = f(b)~f(a).
h- a

Teoremaning geometrik talginini beramiz.

f(bg)-_af(a) giymat ?u%k_siya grafigMing A(a:f(a)) va B(b.f(b)

nuqtalari orqaii o‘tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniqlaydi.

feoremaga ko'ra, shunday ce(a;b) topiladiki, C'(c;f(c)) nuqgtada funksiya

grafigiga o'tkazilgan urinma AB kesuvchiga parallel bo'iadi (7-shakl).
(3.1) tenglikdan

f(b) - f(a) - f'(c)(b- a) (3.3)

kelib chigadi. Bu formulaga Lagranj formulasi yoki chekli ayirmalar
formulasi deyiladi.
Agar a =x. b- x+Av desak. bu formulani

Px+AX) - 1{x) =F{C)AX (3.4)

ko'rinishda yozish mumkin.
ce (a.b) bo'lgani uchun c=u +d(b-a). 0<0 <1, deyish mumkin.
L' holda (3.4) tenglik
fix rmnr)-/(*) =f'(x +0Ax)AX
ko'rinishni oladi.
Langranj teoremasi yordamida Ay~dy taqgribiy tenglikning
anigligini bahoiash mumkin. Buning uchun f(x) funksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz /"(*) hosilaga ega bo'lsin deb, topamiz:
Ay- dy=(/(x +AX) - /(x)) - f'{x)dx =f'(c)Ax - /'(X)Ax =
=(/"'(c)-/'(x))Ax= /"(c,)(c-x)Ar, bu yerda c, e(c\.r).
Demak, Ay- dy=f(c.)(c- x)Ox. M- maxj/"(x)] boMsin.

lc- x;<Ax va /"(c"Wtengsizliklami hisobga olib, topamiz:
[Av- dA<M !Ax 2.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga leng
bo‘lsa, funksiya shu intervalda o'zgarmas bo'ladi.

2-natija. Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilalarga ega
boMsa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas gqo'shiluvchiga farq giladi.

2 -misol. arcsinx +arccosx =  xe[-I;I] ekanini isbotlang.
Yechish. /(x) =arcsinx +arccosx deb oisak, (—%1) oraligda

Nx)=-TL=—=L==0.
n/1-X2  n/1-X2
U holda 1-natijaga ko‘ra. /(x) =C, ya'ni arcsinx +arccosx =C. C
ning giymatini topish uchun x ga (-1:1) intervaldagi giymatlardan
birini, masalan, x =0 ni go'yamiz: arcsinO +arccosO"C yoki ~ =c -
Bundan

. n
arcsinx +arccosx :?.

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). f (X va ~(x) funksiyalar Ja.h]
kesmada aniqlaugan va uzluksiz boisin. Agar funksiyalar (c\b)
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(aZ>) uchun g'(x)*0
bo'lsa, u holda shunday ce(u\b) nuqta topiladi va

(35)
g(b)- g@ g'(c)
bo'ladi.
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Isboti. Teoremariing g\x)*0 shartiga ko'ra, (3.5) tenglik ma'noga
ega bo'lishi uchun g(b)*g(a) bo'lishi kerak. /(*) va g(x)
funksiyalardan ushbu

AX)=7(*) - Oa) - (%) - *(«)

g(b)-g(a)

funksiyani tuzamiz. Bu funksiya [a\b\ kesmada aniqlangan, uzluksiz va
(a\b) intervalda hosilaga ega.
Bundan tashqari,

Mnx) =/\x)- E(/>)-£(9 g'U), F(a) =F(b) =0.

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi va biror ce(a;b) nugta uchun F'(c)~0, ya'ni

f(b)-f(a)

t'(c)-- =g (¢) =0
g(b)-g(a)
bo’iadi.
Bundan
/(by- Oa) =f\c)
g(b)- g{a) g'(c)
5.3.5. Lopital teoremasi
5-teorcma jjj ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishning Lopital goidasi j .

J+, nuqtaning biror atrofida /(.y) va g(x) funksiyalar uzluksiz, differen-

siallanuvchi va £#&(*)*0 bo'lsin. Agar Imof(x):o, lim =0 va
lim T =k (chekli voki cheksiz) limit mavjud bo'isa, u holda
Y (n
lim 0& - lim Ne (3.6)
o9, g
bo'iadi.

Isboti. ;\x) \a g(x) funksiyalar uchun n nuqtaning biror atrofida
yotuvchi [c,;)y] kesmada Koshi teoremasini go'llaymiz.
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Bunda

hisobga olinsa.

= (3.7)
9(x) g'(c)

hosil boMadi, bu yerda ¢ nuqta x va x nuqtalar orasida yotuvchi
biror son.
O-+X, da ¢ ham g0 ga intiladi

(3.7) tenglikda limitga o'tamiz:
(©)

tim T jim T'(CL
> £(*) o g

lim — —=k ekanidan lim  _ =k.
g'{x) r g'(f)

Shu sababli

lim >X lim nV)).
g(x) < g\x

hohlar: 1 1-teorema f(x) va g(x) funksiyallar x=x da
aniglanmagan, ammo lim /(.v)=0va lim g(x) =0 boMganda ham o'rinli

boMadi. Bunda /(*,) =lim f(x) =0 va g(x..)=lim #(n)"0 deb oSish

vetarli.

2. 1-teorema da ham o'rinli bo'ladi. Hagigatan ham, x= -

z
deb, topamiz:
Al
tm Sdim-H i lim-—--4 . -U» O«
"CIl "'Nel 43W)
3. f'(x) va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini

ganoatlantirsa, teorema takror go'llanishi mumkin:



3- miso!.  lim — L+Jnx iimitni toping.
a' -e

Yechish.  /(x) =n2-1 +Inx, g(x)=ex-e funksiyalar x =\ riugta
atrofida aniglangan. lim f(x) =lim g(.x) =0, ya’ni 5 ko'rinishdagi
o ~ >

anigmaslik berilgan.
1) holda 1-teoremaga ko'ra,

g(x) N g\x) ¢ e
Demak.
. X |+|nY 3
[ J———
<I ex—e e

o« ko'rinishdagi anigmasliklami ochish hagidagi teoremani isbotsiz

keltiramiz.

'
6-tcorcxna v ko’rinishdagi anigmasliklami ochishning Lopitai qoidass}.

y. nugtaning biror atrofida f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz.
differensiallanuvchi va g\x)*0 bo'isin Agar limJ(x)=Ilimgu) =

boMib. I.im-ﬁx) limit mavjud bo'lsa, u holda

9'(x)
lim —=iim
B og(x) < g®
bo'ladi.
4 -misol lim — - -' iimitni toping.
m in(c’ ~e")
1
Y'chish. ImW'- "L=f
**In(e' ~e") V°°y e e'(x-a) VO)
e —C
. e' iy 1 _ 1 1 .
=lim =lim = = :
>e'(x- a) +e- \+(x-a) I+(a-a) 1+0
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O X

[
deyiladi.

Ox yoKki X-0C ko'rinishdagi  anigmaslikiar  algebraik
almashtirishlar yordamida asosiy anigmasliklarga keltiriladi.

0C x° yoki I ko’rinishdagi anigmaslikiar

ko'rinishdagi  antgmashklarga asosiy anigmaslikiar

v) '
formula yordamida Ox anigmaslikka keltiriladi.

5- misol. iimjc' lux limitni toping.

Yechish. ijm x* Inx M0 *00) =um . =f—j=ijm =--umX'=0,
sl

6 - misol. I‘irF]f)-(-c/g,x) limitni toping.

. ] i . S NIX— "li 0i
Yechish. Iimt:!' - ctng =(x - x)'= hid/§nn?§———)§(£—«—)—§¥l S m
*w\X J Y Jjcsin 11 J Vo,
. COSX-COSX + XSinX . XsillY fo
=lim — lim
sinx +xcosx 1« sin X +ycosx M)
. Sin X +XC0S |
=lim A 0.
1 COSX+ COSY- XsinyY 2
7-misol limx” " limitni toping.
r—=9
o . . o urnsWrnX me
Yechish. 1jmx** =(0 ):ImJJe =e" =e =

-lim--:-. -lj >
e IWJ’ =e lim?L =e"

=e = =1.

5.3.6. Teyior teoremasi

7-teorema (Teyior teoremasi). f(x) funksiya x, nuqtaning biror
atrofida aniglangan boiib. bu atrofda (n+I)-tartibligacha hosiiaiarga
ega va /™'(x) hosila x nugtada uzluksiz bo'lsin.
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U holda

J(*)=f (-O+: ~ (*-#)+—"y (x-X)2+..+

T a0 (37)

bo'ladi, bunda c- x -B(Xx-Xx,), 0<B<l

(3.8) tenglikka Teylor formulasi deyiladi.
Isboti. Avval

i! 2: n.
R .un; fix) mmév.x)
bclgilashlar kiritamiz.
Bunda biror ¢ son uchun R (X)=m—"' (n--n-)*  bo'lisbi
(A +1y:
ko‘rsatiisa, teorema isbot boMadi.
Kndi x, nugtaning atrofida x (x>x,i boMsin) nugtani tanlaymiz va
'n:n|kesmada
FO /) =gv. CTRTR )
(x-xj
yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(t) funksiya [x;.x] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

te[xux|

F\t)=-7/(/) + 1T (x-1)- f2!— 2n- 1) - 135"(v—/)3+...*
N n\ (n-y,)"
(v n j.-1Kv t)A v (39)
[0\ (x-xj"
I- v da
F(x.,)- 7(V)- <pfx.v,)- x)= (an)- (n) =0;
t=x da
n-v) ./()-m - 'yl -=>~-4 K “*>B- (X - %) "o.



Demak, F(t) funksiya [xuX kesmada Roli teoremasining barcha
shartlarini ganoatlantiradi. U holda shunday c {x, <c<x) nuqgta topiladi
va F'(c) —o bo'iadi.

(3.9) tenglikka ko'ra,

1" (O(X_C)..+(<<+I)U -tfAW —o.
(*_*"r-
Bundan
- - Tkt
Rn,(x)—(nﬂ)! (X- X"
<p(x,x0) =f{x0)+ = u Noro-v o)+ --Z-|~'\(x-xj: i lmh{ Wy )

ko'phadga n-tartibli Teyior ko phadi,

funksiyaga Teyior formulasining Lagranj ko'rinishdagi qoidiq hadi
deyiladi.
n=o da Teyior formulasidan f(x)=f(x.,)+f(c)(x-x.J yoki
f(x)-f(xj=f‘(c)(x-xj tenglik, ya'ni Lagranj formulasi keiib chigadi.
Demak, Lagranj formulasi Teyior formulasining xususiy noli boMadi.
%, =0 da Teyior formulasining xususiy hollaridan yana biri

f(x)-/(0)+m x+..+r 40) .. +=[ H , . O<e<1
I n («*1)!
hosil bo'iadi.
Bu formulaga Maklorenformulasi deyiladi.

Ayrim  funksiyalaming  Makloren  formulasiga yoyilmasini
keltiramiz:



4. (1+x) =i+ gt {T ]) L T(T;])"'(-/-l-/l--_--ﬂ-+]).v‘+
I! 2! n

pTENGT My o0 % xel]):

(n-1-7!
Xususan, Nn=T1 da
'(‘l+x)qﬂ=i+-rx| +—n{-|1;£|)x'+ (J'I ]) ....... (VI (M —2—))—X +X.
1 21 (n-1)!

Formulalardan ba’zilarining isbotini keltiramiz.
1. fix) =exbo'lsin.
1) holda
f(x) =F'(x) =F"(X) =..=f ... (x) =€\
/(0)=/'(0)=/'(0)=..=/ "®(0)=1
Makloren formulasi quyidagi ko'rinishga keladi:

r \w vi P7
o= + ——X", (3.10)
12 /7 (m+)!

2. /(x) =sinx bo'lsin.

U holda

0, njuft bo'lsa,
()ﬂlnjxln.*’J, /"' (0) =sinjn N1

\Y
Bundan
) xl X 5X 7 ) x2h-l 2
SinY -.Y ---eoemee [ +ooo+ (- ]) e ( >) Y[ ] y e — .
3 5 7 7-1) (28+2)!
4. (x) =(+x)" bo'lsin.
U holda
f rx) =tnim- .. (m— +1)@ +x)"
f'(0) =m(m- 1. .(m- n+2).
Bundan

(I+x)“ 1 My m.(T:Zﬁ& +... 4 _mam- I)..&(\m- n+1)X_,



“LT(T(\«)Jrl)(,Tn)(l[I T xe (<.

Teyior formulasi funksiyalar giymatlari va limitlarini berilgan
aniglikda hisoblash imkonini beradi. Masalan, .
f(x) funksiyaning x=a nuqtadagi giymatini
xatoligi e dan katta  bo'Imagan aniqlikda

n en i

J
b 1.0000000000000
1n 2.0000000000000 |

hisoblash uchun Teyior ko‘phadini shunday 1o 2:5000000000000
K darajasigacha olinadiki, bunda K son "3 2.6666666666667
i/n(a)j<F tengsizlikni ganoatilaniradigan é 2.7083333333333
n larning eng kichigi gilib tanianadi. 6 g;iggggggggggg
8 -misol. e sonini 0,00! aniglikda hisoblang. 7 g;igg?é?g?éﬁg
. . . . 8
Yechish. f(x) =ex funksiyani garaymiz. '
‘ el : 4 2.7182815255732
Shartga ko‘ra, x=a =1, e =0,001. 110 2.7182818011464 |
(3.10) fonnulaga binoan n ning
noy = 0,001 shartni ganoatlantiruvchi eng kichik qiymati

n=6, bunda o<c< I.

Demalk,
e» l+-1+ 1+ i +..+—1:

1 2 3 7 6l
=2 +0,5 +0,16667 +0,04167 +0,00833- 0,00139 =2, 718,

Shu kabi e sonining istalgan aniqglikdagi giymatlari jadvalini
topish mumkin.

5.3.7. Mashqlar

1 Funksiya uchun berilgan kesmada Roll teoremasi o‘rinli boMishini
tekshiring. Agar o‘rinli bo‘lsa, teoremadagi C ning tegishli giymatini toping:
rr.

1) f(x) =4x-x" +5, [0,21; 2) /(.r)-sin 2v. |7 .t
3) f(x) =2-\Ix:, [-11]; 4) f(x) - 3-1, [ [-2,21
2. Funksiya uchun berilgan kesmada Lagranj formulasidagi c ni
tegishli giymatini toping:
sy [a1] 2) f(x) =€" |o;il;
3)/(*) =Inx, [ze}; 4) /(v=r -6n fI, [0:1].
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3. Berilgan funksiyagrafigining urinmasi AH vatarga parallel bo'lgan
nugfasini toping:

D) tx) =13V, A(-2.-2). B> 2) [<x) =Vjt+T, 1(01), 43:2).

4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu
formuladagi r ning tegishli giymatini toping:

1)/(.<) “ sin 2x. g(.r)--OOSZEI\ ift— [ 2) fix) =x4-3, g(jc):X’+2. j02|

5. Funksiyaning o'zgarmas bo'lishlik alomatidati tovdalanib, quyidagilarni
isbotlang:
i-n-2arclgx. x<-\:

1) arccos- —T :2arclgx. 0<X<lIr, 2)aresin i 2arc'gr, -1 <x <.
1( X Lev ;-0 - larctgx. x 1

6. Loopital qoidasidan foydalanib limitlarni toping:

MU Ta S . - arctgx
RS D g
. — i In X
9 T*Rginx 4) |>I<m ctgx
5) im |0? .V. 6)1 fim -2arctgx
' 3 ‘ Inl 1-r
er -jT-I .~ Incos(3*2 -x)
" I,Ir.n snil v o 8) In.'n ém w
9) L"BTthS(: 10) lim(1-t")cfgx;
. S b .
111imse>,  igx). 12) limj:; P
13) Iirpv(/r—:..rr": |4) limv’v
fovyeT 2
15) lim 2- - | 16) lim(cos3.r)"" .
17) lim((px)' . 18) lim(vt3n*
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7. Ko'phadni (x-Xx<) ningdarajasi bo‘yicha yoying:
1) P(X) - X" +50™ -3ar +1, Xb=-2; 2) P(X) x4-2v +5x-6.jc. 2

8. Funksiyaning berilgan nuqtada uchinchi tartibli Teylor formulasini
vozing:

1) f(x) =JI+x, xa~3; 2)/(*):-X, o, - -2.
9. Funksiyalarni Makloren formulasi yordamida .tning darajalari bo'yicha
yoying:
1) /(-*) =xe". 2) f(x) =chx.
10. Berilganlarni 0,001 aniqlikda hisoblang:
1) sin36™; 2) cos32%;
3) Ve; 4) 1910,09

11. Limitlarni Makloren formulasi yordamida toping:

. 1+
1) lim : ) Eﬁ?ﬁ.&- 2
e -1-Ar----- X
1 *
3) linffilrY 4) (mittteosa- v e
=3 In(I-H.0-IT

5.4. FUNKSIYAILARNI HOSILALAR
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiglaridan biri funksiyalarni tekshirish va
grafigini chizishga hosilaning qoMlanilishi hisoblanadi. Quvida bu
tatbiglami ifodalovchi teoremalarni keltirami/.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema (funksiya monoton bo'lishining zaruriy sharti). Agar
(@J1) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya shu intervalda
o'suvchi (kamayuvchi) boMsa, u holda \/xe(a\b) da

fix) >0 {f'(x) <0)
boMadi.
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Isboti. f(x) funksiya (ab) intervalda o'suvchi bo’lsin.  (a\b)
intervalning ixtiyoriy X va x+Ax nugtalarini olamiz.
Ij holda Ax>0 bo'lsa, f(x+Ax)>f(x) va Ax<0 bo'lsa.
f(x +Ax) <f(x) boMadi.
Ikkala holda ham
f(x +Ar)- /(v) X
AX

Teoremaning shartiga ko'ra fix) funksiya (ab) intervalda
differensiallanuvchi.
Shu sababli

f) Him/ (V- W - /(W)

f(x) funksiya {a:b) intervalda kamayuvchi bo'lganda teorema shu
kabi isbotlanadi.

V- fix)
\.: 'n
Y% K
)‘S \Y
O a c /,
9-shakl.

Bu teorema ushbu geomctrik talginga ega: biror intervalda
differensiallanuvchi bo'lgan osuvchi (kamayuvchi) funksiya grafigiga
o'tkazilgan urinmalar Ox o'gqning musbat yo'nalishi bilan o'tkir
(o'tmas) burchak tashkil giladi yoki ayrim nuqtalarda Ox o'giga parallel
bo'ladi (8-shakl) ((9-shakl)).

2-teorema (J'unksiya monoton bo fishining yetarli sharti). Agar
(a:b) intervalda differensiallanuvchi /(x) funksiya uchun V.xe(a;6) da
f(x)> o (/'(x)<o) bo'lsa. f(x) funksiya (ah) intervalda o'sadi
(kamayadi).

315



Isboti. (a\b) intervalda f\x)>0 bo'lsin. Mc,v, e(ub). x <,
nugtalarni olamiz.

f(x) funksiya uchun [v,xj kesmada Lagranj teoremasining
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, biror
ce(x,,x2) da f(x7)-f{x,) =f'(c)(x2-x]) bo'iadi.

Teoremaning shartiga ko'ra, Vxe(a,b) da /'(*)> o, shu jumladan.
ce(c,.v,) da f\c)>o0. *;-ar,>0 va shuning uchun f(c)(x2- x,)>o0.
Bundan f(x.)-f(x,)> o yoki f(x2)>f(x,). Shunday qilib, f(x) funksiya
Vie(a;A) da o'sadi.

f'(x)<0 bo'lganda teorema shu kabi isbotianadi.

Eslatmalar. 1 Funksiya o'suvchi va kamayuvchi bo'lgan
intervallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.

2. (ab) intervalda o’suvchi (kamayuvchi) va NN\ kesmada
uzluksiz bo'gan /(g) funksiya [cr,b] kesmada o'suvchi (kamayuvchi)
bo'iadi.

/- misol.  /(x) =x -\2x +5 funksiyaning monotonlik intervallarini
toping.

Yechish. D(f) =R f'(x) =3xJ~12=3(.r-4). U holda: ;’(v)>0 dan
X - 4>0 yoki [xj>2 f'(x) <0 dan *2-4<0 yoki |jc|]<

Demak, f(x) funksiya (-°c;-2)u(2+x) intervalda o'sadi, (—=22)
intervalda kamayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumiari

[-ta’'rif. Agar x, nuqtaning shunday < atrofi topilsa va bu
atrofning barcha x*x0 nuqtalarida f(x)<f(xj(f(x)>f(xj) tengsizlik
bajarilsa, a, nuqtaga j\x) funksiyaning gat’iy lokal maksimum (qa/’iy
lokal minimum) nugqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga  ekstremum
nuqtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi giymati
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi funksiya aniglanish  sohasining biror
atrofi bilan bog'lig. Shu sababii funksiya ekstremumga aniglanish
sohasining fagat ichki nuqtalarida erishadi. Shu bilan birga,
funksiya o'zining aniglanish sohasida bir nechta minimumga yoki
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maksimumaga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari gandaydir
minimumdan kichik bo'lishi mumkin ( 20-shakl).

3-teorema {ekstremum mavjud bo lishining zaruriy sharti). Agar
v, nuqtada differensiallanuvchi f{x) funksiya shu nugtada ekstremumga
ega bo'lsa, uholda 7'(*,)=0 bo'ladi.

Isboti. x nuqta fix) funksiyaning ekstremum nugqtasi bo'lsin. U
holda shunday {x -S.x ¥6)
interval topiladi va bu intervalda

fix) funksiya o'zining eng katta /&N
yoki eng kichik giymatiga ega
bo'ladi.

U holda Ferma teoremasiga
ko'ra, fix i—o bo'ladi.

Bu teorema quyidagicha
geometrik talginga ega. Agar *
nugta f(x) funksiyaning
ekstremum nuqtasi bo'lsa
(masalan, 10-shaklda x nuqta).
funksiya grafigiga shu nuqtada urinma o'tkazish mumkin va bu urinma
Ox o'giga parallel bo'ladi.

Izohlar. . fix) funksiya n  nugtada uzluksiz bo'lib.
differensiallanuvchi bo'imaganida ham. ekstremumga ega bo'lishi
mumkin. Masalan, uzluksiz v=].vj
funksiya T=0 nuqtada hosilaga ega v
emas, ammo V=0 minimum nugta
(22-shakl).

Shunday qilib, 7(.r) funksiya x,
nugtada ekstremumga ega bo'lsa, bu
nuqtada fix) hosila nolga teng yoki /
mavjud bo'Imaydi. 0 X

fix) hosilasi nolga teng bo'lgan
\oki mavjud bo'Imagan nuqtaga
birinchi tur kritik nuqta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik nugta ham ekstremum nugta
bo'lavermaydi. Masalan, f{x) =x" funksiya uchun jc=0 da
fix) =3x7=0. Demak, x- 0 birinchi tur kritik nugta, ammo u
ekstremum nuqta emas (12-shakl).

10-shakl.

yHXi

/

11-shakl.
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4-teorema (ekstremum mavjud bo flishining yetarli sharti). Agar
f(x) funksiya x0 birinchi tur kritik nugtaning biror 5 atrofida
differensiailanuvchi bo'lib, x nuqta x: nuqtadan chapdan o‘ngga
o‘tganida f'(x) hosila: ishorasini musbatdan manflyga o'zgartirsa
nugta maksimum nuqta bo'iadi; manfivdan musbatga o‘zgartirsa
X0 nugta minimum nuqta bo'iadi.

Isboti.  xu - birinchi tur kritik nuqta,
ir6 (X, -S\x,) da f'(x)>0 va xe(*,*, +S) da y=V
f\x) <o bo'lsin. U holda 1-teoremaga ko'ra,
funksiya (*,,-<Sjc,) intervalda o'sadi va

(jcojoo+<5) intervalda kamayadi. Demak, f(x) /0
funksiyaning xk nuqtadagi giymati uning
Vxe(X,,-5\x, +5 nuqtadagi giymatidan Kkatta /
bo'iadi, ya’'ni /(x) funksiya G, nugtada

maksimumga erishadi. 12-shakl

xe(x0-S;x0) da J'(x)<o0 va xe (X ,c, +6)
da f*(x)> 0 bo'lgan hoi uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar * nugta xn nuqtadan chapdan o'ngga o'tganida
ishorasini o'zgartirmasa x nugtada ekstremum mavjud bo'Imaydi.

Funksiyani ckstremumga tekshirish - bu funksiyaning barcha
ekstremumlarini topish demakdir Ekstremum mavjud bo'lishining
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning
quyidagi goidasi kelib chigadi:

I y= f{x) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;

2°. Bu nugtalardan funksiyaning aniglanish sohasiga iegishli
bo'lganlari tanlanadi;

3" tanlangan nuqtadan chapdan o'ngga o'tishda f'(x) nosilaning
ishorasi tekshiriladi;

4" 4- teoremaga asosan funksiyalaming ekstremum nuqtalari
(agar ular bor bo'isa) aniglanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi
giymatlari hisoblanadi.

2- misol.  f(x) =\x~ - X% funksiyaning ekstremumlarini toping.

Yechish. Ravshanki,
2 1 1 2-Vjc
DU)=R, fXx)=- 1 --= r-—_ --
3-Vv 3 3 Xx
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Hosila x”=0 nuqgtada mavjud emas va X, =8 nuqtada nolga teng. Bu

kritik nuqtalar berilgan funksiyaning aniq'.anish sohasini uchta
(—8¢:0), (0;8), (8;+*>)

intervallarga ajratadi. s e, e
Hosilaning har bir birinchi o N--'r - N X
tur kritik nugtadan

chapdan o‘ngga o‘tishdagi 13-shakl.

ishoralarini chizmada

belgilaymiz (13-shakD.  Bunda strelkalar funksiyaning tegishli
intervalda o'suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.
Demak, v,=0 - minimum nuqgta, ym=f(o)=0 va  x2=8-

4
maksimum nuqta, >im=/(8)=-.

Funksiyaning eng katta va eng kichik givmatini topish matematika.
fizika, kimyo, iqtisodiyot va boshga fanlaming ko‘plab masalalarini
vechishda keng qo'llaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni
tashish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish maqgsadida
ishlab chigarishni tashkil etish masalasi, eng katta va eng Kkichik
giymatlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib
keluvchi optimal yechimlami izlash haqidagi boshga masalalar. Bunday
masalalarni yechish bilan matematikaning maxsus bo'limi - chiziqgli
programmalashtirish shug'ulianadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko'rib chigamiz.

3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning
burchakiaridan bir xil o'lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq
quti yasalgan. Qutining sig‘imi eng katta bo'lishi uchun tomoni necha
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni .t bo'lsin.
U holda qutining asosi 12- 2jc va balandligi x ga teng bo'ladi.

Qutining hajmini topamiz:

F(x) =x(12-2x)2=144x-48x2+4x\ xe[0;6],

Bu funksiyaning maksimumini aniglaymiz.

Y'(X) =144- 96x +12x2=12(2- x)(6-x)
hosila x=2 da ishorasini musbatdan manfiyga ahnashtiradi, ya’'ni
x =2 maksimum nuqta bo'ladi.
Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x - 2 (n:b), bunda
V(2) =i28 (kub.b).



5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyaning
eng katta va eng kichik giymatluri

y =f(x) funksiya |«6| kesmada u/luksiz bo'lsin. U holda
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra. funksiya bu kesmada
o‘zining eng Kkatta va eng kichik giymatlariga ega bo'ladi. Bit
givmatlarga funksiya yoki ekstremum nugqtalarda yoki \ab] kesmaning
chetki nuqtalarida erishadi.

Bundan |st/1 kesmada uzluksiz y =/(x) funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chigadi:

I y=f(x) funksiyaning (a\b) intervaldagi birinchi tur kritik
nuqtalari topiladi;

2”. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va ¢/~ kesmaning
chetki nuqtalaridagi giymatlari hisoblanadi;

3" hisoblangan giymatlar orasidan eng Kattasi va eng Kichigi
tanlanadi.

Izohlar. 1. Agar y =/ (xj funksiya [ain] kesmada fagat bitta kritik
nuqgtaga ega bo‘lib, u maksimum (minimum) nuqgta bo‘lsa, bu nugtada
funksiya o'zining eng katta (eng kichik) giymatiga ega boMadi,
ya'ni  maxf(x) ='"/(x0) (minf(x) =/(*,)) bo'ladi.

2. Agar y=f(x) funksiya [a;6] kesmada kritik nuqtaga ega
bo‘Ilmasa, bu funksiyaning kesmada monoton o'sishini yoki monoton
kamayishini bildiradi. Bunda y =f(x) funksiya [;/1) kesmadagi eng
katta va eng kichik giymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4 -misol. _y-x'-3x funksiyaning [0.2] kesmada eng Kkatta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish.
1" f'(x) =3x2-3 =0 dan xt=-1, x, =1, x2e[0,2];
2" /(1) =-2, /(0) =0, /(2)=2;

3. max/(x) =/(2) =2, mip/(jc) =/(1) =-2.

5.4.4. Funksiya grafigining botiqligi,
gavariqligi va egilish nuqtalari

y =j\x) funksiya (ab) intervalda differensiallanuvchi bo‘lIsin.
U holda v=f(x) funksiya grafigining VM(x\f(x)), xe(a,b) nugtada
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urinmasi mavjud bo'iadi.

2-ta’rif. Agar ta;b) intervalda y =f(x) funksiyaning grafigi unga

intervalning ixtiyoriy nuqtasida
(pastda) vyotsa, funksiya grafigi
deyiladi(l 4-shakl).

Funksiya grafigining  botiq
gismini gavariq gismidan ajratuvchi
M(c; /'(c) nugta funksiya
gra/Zigining egilish  nuqgtasi  deb
ataladi

5-teorema.  Agar r «fix)
funksiya (a\b) intervalda ikkinchi
tartibli hosilaga ega va Vxeya-.h)
da f’(X)<o(/"(x)>G) bo'isa. u
holda v=f(x) funksiya grafigi (a\b)
intervalda gavariq (botig) boMadi.

o'tkazilgan urinmadan yugorida

(a;b)intervalda botig (gavariq)

14-shak..

Isboti. v.re </ da f'(x) <0 boMsin. Funksiya grafigida n»; eu>:b)
abs”issali ixtiyoriy Mnuqta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu
urunmadan pastda yocishini ko'rsatamiz. Buning uchun xe(cr,h) nugtada
y=f(x) egri chizigning y ordinatasi bilan urunmaning yu ordinatasini

solishtiramiz.
Urunma tenglamasi

v,, =/(*J- /U, )(ac-ar,,).
bo'igam uchun

V- yu = /(me) | (-o afix,, kv- x ).

Lagranj teoremasiga ko'ra

Il

y fix)

/

v

f(x)-f(xj=f{c)(x-xj, bu yerda

C nugta N, bilan  x ning orasida

yotadi.
Shu sababli

«.V,.

15-shakl.

-V, = (e)(X - xj- fix, )(X- X,)

voki

Y~Y, =/'(c) - F'(X.))(x-x0).
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/'(c)-/'(*,,) ayirmaga Lagranj teoremasini takror qo'llaymiz:
/'(c)-/'(-*0) =/"'(cD(n-x(), buyerda c nuqta c bilan X ning orasida
yotadi. Demak, y-  =f(c )(c- x,)(x- x0).

Bu tengsizlikni tekshiramiz:

1) agar x>X,, bo‘lsa, u holda x-x,>Q c-x >0 bo ladi va
f\c,)< o;

2) agar x<xn bo‘lsa, u holda x-x, <o, ¢c- x,<0 bo'ladi va
/"(c) <o.

Har ikkala holda ham = >m, =/*(c,)(c- x()u - )<o0,ya'ni y <yx.

Demak. Vxe(a;/>) da urunmaning ordinatasi funksiya grafigining
ordinatasidan katta bo‘ladi va (a:b) intervalda funksiya grafigi gavariq.

f(x) >o0 da funksiya grafigi botiq bo'lishi shu kabi isbotlanadi.

Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish quyidagi teoremalarga
asoslanadi.

6-teorema (egilish nugta mavjud bo flishining zaruriy sharti). Agar
y =f{x) funksiya (a\b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega
va M{x,\f(xJ) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'lsa, u
holda /"(*,,) =0 bo'ladi.

Isboti. Teskarisini faraz gilamiz:/’~ ) * o, aniqgiik uchun /”(x0)>o0;
X0 nuqgtaning biror atrofida f’(x)>0 bo'lsin. U holda 5-teoremaga
ko'ra. funksiya grafigi bu atrofda botiq bo'ladi. Bu X, nuqta egilish
nuqtaning abssissasi bo'ladi mulohazasiga zid. Demak, qilingan faraz
noto'g'riva f(x) =o.

f(x) =0 bo'ladigan nuqtalarning hammasi ham funksiya grafigining
egilish nuqtasi bo'lavermaydi. Masalan, f(x) =x* funksiya grafigining
M(0;0) nugtasi egilish nugta emas, ammo x =Oda f ’'(x) =i2x2=0.

Demak, f ’(x,) =0 shart egilish nugta mavjud bo'lishining zaruriy
sharti bo'ladi.

7-teorema (egilish nuqta mavjud bo'lishining yetarli sharti)
y =f(x) funksiya x;: nugtaning biror S atrofida ikkinchi tartibli hosilaga
ega bo'lsin. Agar 5 atrofning x0 nuqtadan chap va o'ng gismiarida
f*{x) hosila har xil ishoraga ega bo'lsa. u holda M (x,;f(xr)) nuqta
funksiya grafigining egilish nuqgtasi bo'ladi.

Isboti. xe (x,-<5x, )da f"(xX)>0 va xe(X,,x)+8) da f'(X)<o
bo'lsin. U holda 5-teoremaga ko'ra, xn nuqtadan chapda funksiya
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grafigi botiqg va o'ngda qavarig bo'iadi. Demak, ,W(x,;/(*,)) nuqta
funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'iadi.

jre(jc0-£;*,,) da /’(*)<0 va *e (*,,%,+S) da /"(*)>0 bo'lgan hoi
uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. y =f(x) funksiya x{ nugtaning biror 6 atrofida ikkinchi
tartibli hosilaga ega bo'lib, uning f'(xQ hosilasi mavjud bo'Imaganida
ham egilish nuqgtaga ega bo'lishi mumkin. Shu sababli egilish nuqtalarni
ikkinchi tartibli hosila nolga teng bo'lgan yoki uzilishga ega bo'lgan
nuqtalardan izlash kerak bo'iadi.

f(x) hosilasi nolga teng bo'lgan yoki mavjud bo'Imagan nuqtaga
ikkinchi tur kritik nuqta deyiladi.

5 - misol. funksiya grafizini botiq va gavariglikka
1-x"
tekshiring.

Yechish. D(f) =(-oc;-1) n (-1;1) u (1;%).

, o X V j02+1 w O XEH\ 4 2X(Xx1+3)
Y 41-.t j (a n 1. Y [(l-xy) @L-v) -

Ikkinchi tartibli hosila jo =0 nuqtada nolga teng va x, =-1, v, =1

nuqtalarda mavjud emas.

f{x) hosilaning ishorasini oraliglar usuli bilan tekshiramiz:

Demak, funksiyaning grafigi (1,00 va (L00) intervallarda
gavariq, (—ec—d) va 0;1)
inteivallarda botiq bo'iadi.
0(0;0) nugqta funksiya
grafigining egilish nuqtasi
bo'iadi.

5.4.5. Funksiya grafigining asimptotalari

Egri chizigning asimptotasi deb shunday to'g'ri chizigga aytiladiki,
egri chizigda yotuvchi V/nuqta egri chizig bo'ylab harakat qilib
koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari Mnuqtadan bu to'g'ri
chiziggacha bo'lgan masofa nolga intiladi (16-shakl).

Uch turdagi, ya’'ni vertikal, gorizontal va og'ma asimptotalar
mavjud.
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Agar lim f(x) yoki lim f(x) limitlardan hech bo'Imaganda bittasi

cheksiz (4x yoki-ac) bo'lsa. jc=jc, to'g'ri chiziq y~f(.x)
funksiya grafigining asimptotasi bo'ladi. Bunday asimptota vertikai
asimptota deb ataladi.

Masalan. f(x) =- funksiya grafigi uchun x=o to‘g‘ri chiziq
X

vertikal asimptota, chunki lim /(jr) =+x va lim /(x)--X.

Shunday qilib, vertikal

asimptotalarni izlash uchun X ning
. . . . y-kx+h/

unga yaqin giymatlarida f(x) funksiya

modul bo'yicha cheksiz o'sadigan
%, qiymatini topish kerak. Odatda, bu

v ikkinchi tur uzilish nugtasi bo'ladi. /vS - 1<)
Agar shunday Ava b sonlari .
mavjud  bo‘lib, x->oc (x->-*) da (ry)

f(x) funksiya

f () =kx+b+a(x), limar(x) =0
ko'rinishda ifodalansa, y-kx +b to'g'ri 16-shakl.
chizig y =f(x) funksiya grafigining asimptotasi boMadi. Bunday
asimptota og'ma asimptota deb ataladi.

8-teorema. y =f{x) funksiya grafigi v=kx+b 0g‘ma asimptotaga
ega boMishi uchun

im %) A lim(Z(n) - k9 -h

bo'lishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. y-f(x) funksiya grafigi y-kx +b og'ma
asimptotaga ega boMsin.
u holda og'ma asimptotaning ta'rifiga ko'ra, y=k«mb a(x).
rI_i’r;rl a(x) - o boMadi.

Bundan

Ry
Ne a(A)1;

imNe  =jim Aw2 4 A, lim(/(x)-kQ=lim(E-a(*)) =£

kelib chigadi.
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U hoida lirn(/(jc) - kx) =b dan f (x) - kx=b+a(x). mno:(n) =0 kelib
chigadi. Demak, f(x)=kx+b+a(x) bo'iadi. Bu esa y-kx +b to’'g’ri
chizig f(x) funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

Agar t””l f-')\(/), lim¢s (i) -kx) limitlardan hech bo'Imaganda bittasi

mavjud bo'lImasa yoki chcksiz bo’isa, fix) funksiya grafigi og'ma
asimptotaga ega bo‘lmaydi.
Agar A-~o0 bo'isa, A=lim/(jc) bo'iadi. Bunda y=b to'g'ri

chizigga f(x) funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.
hoh. y=f(x) funksiya grafigining asimptotalari da va

v ->-x da har xil bo'lishi mumkin. Shu sababli Iim/(w.
\Y

lim(/(x) - k<) iimitlarni aniglashda t ->«c va x->-00 hollarini alohida
garash lozim.

5- misol. y~-X2—A-3 funksiya grafigining asimptotalarini loping.

Yechish. lim =—on, llin = +cD.
X X

Demak, x -0 to'g’ri chiziq vertikal asimptota.

. . X
* °x|.l9§/ - lim ,X
b- lim \f{x) - kx\- \ - lezlim X -=0,
X Vo0
b=lim f/(.v) - A - lim — =o

Bundan
y - kxrb- x.
Demak, y- x to'g’ri chizig og'ma asimptota.
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5.4,6. Funksiyani tekshirish va grafigini
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish malum tartibda (sxema
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

1. Funksiyaning aniglanish sohasini topish.

2'.Funksiya grafigining koordinata o‘qglari bilan kesishadigan
nuqtalarini (agar ular mavjud boMsa) aniglash.

3'. Funksiyaning ishorasi o'zgarmaydigan oraliglami (/ (x) >0 yoki
/(jc) <o boMadigan oraligiami) anigiash.

4'. Funksiyaning juft-toqligini tekshirish.

5" Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

6" Funksiyaning  monotonlik  oraliglarini aniglash va
ekstremumlarini topish.

1. Funksiyaning qavariglik va botiglik oraliglarini hamda egilish
nugtalarini aniglash.

® Y -.° bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini
chizish.

Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning nainma
bandlari. albatta, bajarilishi shart emas. Soddarog hollarda keltirilgan
bandlardan ayrimlarini, masalan I'.2',6'ni bajarish yetarli boMadi. Agar
funksiya grafigi juda tushunarli boMmasa 1 —" bandlardan keyin
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo‘shimcha
nuqgtalarini topish va funksiyaning boshqga xususiyatlarini aniglash
bo‘yicha go‘shimcha tekshirishlar o'tkazish mumkin.

7- misol. v=)2A/+l’ funksiyani tekshiring va grafigini chizing.
Yechish. T'.Funksiyaning aniglanish sohasi:
D{f) =(-00;-1)vj (-1:1) u (I;+00).

2, f=o0 da y=-1 boMadi. Funksiya Oy o'gini (o:—}) nugtada
kesadi. y do boMgani uchun funksiya Ox o'gini kesmaydi.
3". Funksiya (-00;-i) va (I;+oo) intervallarda musbat ishorali va

(=1 inten alda manfiy ishorali.

4°. Funksiya uchun xeD(f) da f(-x) =f(x) boMadi.
Demak, ujuft.
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Demak. n=-1 va X=!to‘g'ri chiziqgiar vertikal asimptotalar bo'iadi.

K=lim XL =o(g->+nda hamx-» -a0 da ham kK=0),

X(x - 1)

b=lim -0-n
feifxl-1
Demak, y =1 to‘g‘ri chiziq x->+oc da hamx->-00 da ham
gorizontal asimptota bo'iadi.
6 . Funksiyaning monotonlik oraliglarini aniglaymiz va

ekstremumlarini topamiz.

S 2X(X - D - 2x(x: +) 4x
N (x2- 9): (x: -1y

Birinchi tartibli hosila x=-1 va

x=! da mavjud emas va *=0 da

nolga teng. Bu nuqtalar berilgan

funksiyaning  aniglanish  sohasini

to'rtta / \
(-=0:-1), (-1:0), (0:1). (K+x)

intervallarga ajratadi. Hosilaning bu

intervallardagi va har bir birinchi tur

kritik  nuqtadan chapdan o0'ngga

v

Yy

o‘tishdagi  ishoralarini  chizmada -1 (i 1
beigilaymiz: )
1
Demak, funksiya (-<*-I) va 17-shakl

(—%0) intervallarda o'sadi, (0;) va
(I;+cc) intervallarda kamayadi n=0 maksimum nuqta, >>,,=/(0)=



7". Funksiyaning qavariglik va botiqgiik oraliglarini hamda egilish
nuqtalarini aniglaymiz.

(r -12- x-2(x2z Vx 4(1+3x2)
(v -1r < -1)5

Ikkinchi tartibli hosila .t, =-1 va n, =1nuqtalarda mavjud emas.
y"  hosilaning ), (-z3, (,+o0) intervallardagi ishoralarini
tekshiratniz:

Demak, funksiyaning  grafigi ~
(-1;1) intervalda gavariq, (-30;-) va — - i— =Y -
(:+00) mtervallarda botiq boiadi. '
Funksiya grafigining egilish nugtasi yo'q.

g I'- T bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shak!).

\
S- misol. y = funksiyani tekshiring va grafigini chzing.

Yechish Misolni Maple paketida bajaramiz.
> with(plots) :
> restart:
> read!ib{exlrema):

X3
(*+ 12

> lim %
v_ -1 g

> lim
> |im /
> I-i[nooT;
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> lim ( —n)

> S => 2

\Y

so/v<?({f-0},.v);

\Y

yolve( {f> 0}, jt);

Vv

solve( {t < 0}.xj;

> nxtrema{f, {}, {v}'V); v

c{.v- -3}. {.v=0}}

> solve', |-7- f> (=n);
V! os (1 i

Ix = 0}, {n =0}, {x=0}

o</}
(x<-1 {-1<xx<0}
2V
(n-+ar v+

<x=-3}. <x=0} (x: 0}

L 27

{x < -3}, {-1 <x,x <0} {) <x}

\
> solvell j?- t<(f,xi
3 <X X <
T
dv2 !
6X 12/

X hy-- (G )]
> simplify (

bx
{x + 141

l

18-shakl.



> Solvelllg% f> 0|\>,/ch;;
<b2 )

{0 < A}
> sclvel j—- f<0),a);
1 dS

{x< -1} {-1 <xx <0}

plot([f(x), g(x), [-1, 4 /=-10..10] ], jc =—S..5,-10..6, color
=[red, blue, green], linestyle -[ 1, 6, 6], thickness =2, disconl
—true, gnd =[50,50]);

5.4.7. Mashqlar

1. Funksiyalarning monotoniik intervallarini va ekstremumlarini toping:

1) /(a) =a’ -9a2+153g;

3)/(A! 4oa
5) f(x) - rvl Vv
7) /(x) =xe

9) /(a)V a2+1)

Iy /(a) =A-2sina, 0<a <2n:

2. Funksiyalarning berilgan
giymatlarini toping:

1) /(a)—a ' —3a. [0;2];

3) /(a) =A+cos2a, O0;-];

% 2
2) f(X) =--——---2 a;

6) /(a) 4V -az

8) /(a) =c/jx;

10) /(@) - —

12) /(a) =a +2cos"a. 0<a<n.

kesniadagi eng katta va eng kichik

2) fix) =" +3a2-9a-10, |-4(l;

4) /(a)=allna, fle].

3.Jism 5 =21/+3r2-r3 gonun bilan Imrakatlanmoqgda. Jismning eng

katta tezligini toping.

4. Ko'ndalang kesimi to'g'ri to'rtburchakdan iborat to'sinning bukilishga
garshiligi ko'ndalang kesimning eni bilan bo'yi kvadratining ko‘paytmasiga
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to‘sinning bukilishga garshiligi eng
katta bo'lishi uchun to'sinning o'lchamlari ganday bo'lishi kerak?



5. LVunligi /ga teng simdan to'g'ri to rtburchak yasalgan. To'g'ri
to'rtburchakning yuzasi eng katta bo'lishi uchun uning o'lchamlari ganday bo'lishi
kerak?

lo'rtburchakning mumkin bo'lgan eng katta yuzasini toping.

7. R radinsli sharga yon sirti eng katta bo'lgan silindr ichki
chizilgan. Silindming balandligi ganday bo'lishi kerak?

8. Silindming hajmi V ga teng. Eng kichik to'la sirtga ega
bo'lgan silindming balandligini toping?

9. Kemada yoqilg'i sarfi uning tezligining kubiga proporsional bo'lib. u 20
km/soat tezlikda soatiga 40 so'm sarflavdi. Kemaning boshqa xarajatlari soatiga
270 so'mni tashkil giladi. Remaning 1km. yo‘l uchun umumiy xarajati eng
kam bo'lishi uchun uning teziigi ganday bo'lishi kerak?

10 A zavoddan B shahar orgaii o'tuvchi tetnir yo'lgacha bo'lgan gisga
masofa a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo'lida temir yo'ldagiga
garaganida ikki baravar kam bo'isa, yukni A zavoddan B shaharga eng arzon
vetkazish uchun A zavoddan avtomobil vo'li temir yo'lga ganday burchak
o'tkazilishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiqlik-gavariglik intervallarini va egilish
nuqtalarini toping:

1) J(X) -x' '4jC’+(Vr, 2) JIX) (x-5)' +4X'B
3) fyxl =2.c-3\Ix . 4) /(v) 1+a/(ar-3)5,

5) f(Ni--- g mn); 6) /(n) =1n(1gr):

7 fix, o 8) f(x) - vl—x

12 Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

X

3) f(x) - yix' -3x 4) / (x) =—xarctgx\
5 /()= 1 6) fix) - — —
X
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13. Funksiyalarni tekshiring va grafigini chizing:

) fix) =x—x*, 2) f(:c) x9%3.v 2,
3) fix) =—j— IO
5) /(X) :*+}(-:; 6) /'y \ T
RRAOEMEENE 8)/<*) = £-11-

5.5. HOSILANING GEOMETRIK TATBIQLARI

5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a,b] kesmada differensiallanuvchi v=/(jc) funksiya berilgan va
uning grafigi AB yoydan iborat bo'lsin (19-shakl). [ab] kesmani
X,»X2,...x~N nuqtalar bilan n ta bo‘lakka bo'lami/. Bu nuqtalarga
4B yoyning ... Mn] nugqtalari mos keladi va ularni sinig chizig
bilan tutashtiramiz. Bu siniqg chizigga nB yoyga ichki chizilgan
sinig chiziq deyiladi. Siniq chizigning perimetrini sn bilan belgilaymiz,
ya'ni

:_>‘(i;W M. I (MtI=A, M. =B).

M_M: bo‘glinlardan eng kattasining uzunligini 9  bilan
belgilaymiz, bunda M:)M, bo‘gMnlar soni cheksiz ortganida, ya'ni

~cc da A 20,

AB yoyga ichki chizilgan sinig chizig perimetrining A ->0 dagi
chekli limiti Mt,M2...nuqtalami tanlash usuliga bog‘lig boimagan
holda mavjud bo'lsa, bu limitga chizig yoyining uzunligi deyiladi.

Yoy uzunligini s bilan belgilab, topamiz:

s=lims
<.

=

=lm Y, IM. M\

n

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, A nuqtadan
hisoblaymiz.

M(x\y) nugtada AM yov  uzunligi s ga, M\X+Ax>+Ay)
nuqtada am’ yoy uzunligi ag+A”ga ter,g bo'lsin, bu yerda
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AS-MM"  voy uzunligi (20-shaki).
MNM' uchburchakdan MM uzunlikni topamiz:

MM'=J AX" +Ay".
Geometrik mulohazalardan

li,,, 1

1, MM' - 4>4(-,IJ.y2

kelib chigadi, va'ni chizigning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan
to'g'ri chiziq ekvivalent bo‘ladi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga
olib. MM’ uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish baiaramiz:

MM
Av Ax \  \AxJ

Oxirgi tenglikda limitga o'tib, s=s(x) funksiyaning hosilasi uchun
formula topamiz:

O —y+w \ (5.2)
dx \ vadx,
Bundan
ds=vyjdxl +dy . (5.2)
(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensialini ifodalaydi va

ushbu geometrik ma’noga ega: voy differensialini chizig urinmasining
tegishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (2.0-shaklda MT kesma).



Agar egri chizig x=x(t),y =y(t)j eT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, dx=x\t)dt, dy =y'(t)dt bo'ladi va (5.2) ifoda ushbu
ko‘rinishni oladi:

ds =yjV\t)' +y\t)2dt. (5.3)
Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r =r(tp) tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, x =rcostp, v=/snjo ifodalami tp parametrli tenglamalar

deb, topamiz:
E_X =£r cos» - rsintp, ﬂ/ :ir sin ® + rcose>,
dip dtp dp dp
\dtpj VvdtpJ dtp)
1. (dr\ (5.4)
r+{dtp)

5.5.2. Yassi egri chizigning egriligi
Egrilik

Egri chizig shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning
egilganlik darajasidir.
0 'z-0'zini kesib o‘tmaydigan va har bir
nuqtasida tayin urinmaga ega bo'lgan yassi
egri chizigni gqaraymiz. Egri chizigda ikkita
A va B nugtalarni olamiz. Bu nugtalarda
egri chizigga o‘tkazilgan urinmalar orasidagi
burchakni Aa bilan belgilaymiz (21-shakl).
Aa burchakka AB yoyning qo ‘shnilik
burchagi deyiladi.
Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan
go‘shnilik burchagi katta bo'lgani ko'proq
egilgan bo'ladi. Har xil uzunlikka ega
yoylarning egilganlik darajasini qo'shnilik
burchagi orqgali baholab bo'Imaydi. Bunda AB yoy uzunligida
Aa burchakning o'rtacha qancha ulushi to'g‘ri kelishi muhim
hisoblanadi.



AB yoyning o'rtacha egriligi deb, tegishli go'shnilik
burchagining AB yoy uzunligiga nisbatining absolut gqiymatiga
aytiladi:

Bitta egri chizigning turli gismlarida o'rtacha egrillik har xil bo'lishi
mumKkin.

Egri chizigning bevosita A nuqgtadagi egilganlik darajasini baholash
uchun egri chizigning berilgan nuqtadagi egriligi tushunchasini
Kiritamiz.

Berilgan egri chizigning A nuqtadagi egriligi deb AB yoy o'rtacha
egriligining Z-> N1 dagi (% -> Odagi) limitiga aytiladi:

(5.6)

[a burchak urunish nuqtasi egri chizig yoyi bo‘ylab Av masofaga

kocliishida urinmaning burilish

burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri " »

chizigning egriligiga quyidagicha ta'rif 7/

bersa ham bo'iadi: egri chizigning /

egriligi bu - urinish nugtasi egri chiziq o\)n« X

bo'vlab harakatlanganida urinma N

ayianishining burchak tezligidir. \ /
Misol uchun to'g'ri chiziq va X

aylananing o'rtacha egriligi va egriligini

topaylik. 22-shakl.

1 To'‘g‘ri  chizigning istalgan
nuqtasiga o'tkazilgan urinma to'g'ri chizigning o'zi bilan ustma-ust
tushadi. Shu sababli a =0, uning ixtiyoriy nugtasida o'rtacha egrilik va
egrilik nolga teng bo'iadi.

2. Aylana uchun fla go'shnilik burchagi uning OA\a OB radiuslari
orasidagi burchakka, ,-w1yoy uzunligi Av=/?Aaga teng bo'iadi. bu
yerda R-aylana radiusi (22-shakl).

U holda

ya’'ni aylananing egriligi o'zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng
bo'iadi.
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Uzluksiz  ikkinchi tartibli hosilaga ega y= f(x) funksiya bilan
aniglanuvchi yassi egri  chizigning
M(x:y) nuqtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chizigaa M(x\y) va M,(x +Ax:y +Ay)
nuqtalarda urinma o'tkazamiz,
urinmalaming og'ish burchakiarini a va
a+Aa bilan belgilaymiz (23-shakl).

MMX yoyga mos keluvchi go'shnilik
burchagi Aaga teng (gavariq yoy uchun
Oa <0, botiq yoy uchun Aa >0). ©
a =a(x)va s =s(x) boigani uchun 23-shakl.

>/
/f

) da
A'.lim H

S| Av j: ds S

S 2e 5

tga =y, va demak, a =arc/gy' bo'ladi. Bu tenglikni differcnsiallab,
topamiz:

da v

5.8
dx 1+y (5.8)

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7) tenglamaga go'vib, y =f(x) egri
chizigning M(x:y) nuqtadagi egriligini topish formulasini hosil gilamiz:

K= 1wl
@+yny

(5.9)

Agar egri chizig x=x(t),y =y(t)j eT parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo'lsa,

Wwoo,9Y 3
(x?+y?y

bo'ladi va (5.9) formula ushbu ko'rinishni oladi:

K =Y =X |

o e >m)

(5.10)
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Agar egri chizig qutb koordinatalarida r=r(<p) tenglama bilan
berilgan bo'isa, x--rcos<p, y =rsm<p ifodalarni <p pararnetrii tenglamalar
deb, topamiz:

p . (5.11)

I-misol. yr=-x" egri chizigning x =-~nuqtasidagi egriligini toping.
Yechish. Hosilalarni topamiz; / =-3*\ y’=-6x. Hosilalaming

X -~ nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

/'—f, y*—3.
U holda
= zlf 3 192
r A 125
. 64
r, )

2-misol. x=r,y =2t egri chizigning t=1 parametrga mos
nugtasidagi egriligini toping.

Yechish. x'(t) =It, X'(t)- 2, y'(t) =6r, y"(t) =\2t hosilalaming qiy-
matlarini /-1 da topamiz: X' -2, X'=2. y =6, y"'=\2

Bundan
_DLu2- 261 3
~ 12 (6 ) 04,0

Egrilik radiusi, markazi va aylanasi, evolyuta, evolventa

Chizigning berilgan \t nuqtadagi egriligi K ga teskari R miqdorga
shu chizigning garalayotgan nuqtadagi
egrilik radiusi deyiladi:



Egri chizigning Mnuqtadagi normaliga egri chizigning botigligi
yo'‘nalishida MC= R kesmani qo'yamiz (24-shakl).

C nuqtaga berilgan egri chizigning M nuqtadagi egrilik markazi
deyiladi.

Markazi C nuqtada bo'lgan R radiusli aylana berilgan egri
chizigning M nuqtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik avlanasining bu ta'rifidan berilgan M nuqtada egri
chizigning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng bo'lishi
kelib chigadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a va p bilan belgilab, ularni
hisoblash uchun formulalar chigaramiz.

y-f'(x) egri chizigga M(x;y) nuqtada o'tkazilgan normal
tengiamasini tuzamiz;

» v=--,(-V-.U (5.14)

\%

bu yerda A'.y-normalning o'zgaruvchi koordinatalari.
C(a\P) nuqta normalga tegishli boMgani uchun uning
koordinatalari (5.14) tenglamani ganoatlantiradi.

P~V = (<), (5.15)

C(a; P) nugta M(x;y) nugtadan egrilik radiusi R ga teng masofada
yotadi, shu sababli

(a-xf +(P-y)2=R2 (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalarni birgaiikda yechib. < va p lami

topamiz: |

[
a-x+ — R, P=y+4==R. (5.17)
N\+y'2 VA+Y"

Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni go'vamiz:
a =x&(I*FY ) g=\jiTve (5.18)
1/1 ' 1/!

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniglashtirish uchun
Y =0 va y <o bo'lgan hollar alohida qgaraladi. Bunda y >0 bo'lsa.

mos nuqtada egri chizig botiq va p>y bo'ladi. Shu sababli bunda quyi
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ishoralar olinadi, ya'ni egrilik markazining koordinatalari

a v V? \ P=y+}r~ 5.19
(Iy | y ]Ty i ( )
forinulaiar bilan aniglanadi. Bu formulalary” <o bo’lganida ham o'rinli
bo'iadi.
Agar egri chizig v=x(t),y - y(t),t e T parametrik tenglamalar bilan
berilgan bo'isa, (5.J9) ifoda ushbu ko’rinishni oladi:

(5.20,
Xy —Xy Xy -XYy
3-misol. r=3(1+omsg>) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik
radiusini toping.
Yechish. lio&iialami topamiz: r =-3sin<, r'" =-3cos&
U holda

R=\ w

K \r: +2r'2-rr'\

(9(1 +2cosip+cos @) +9sin ; <
19(1 +2c0s @-+cos2tp) +18sin2p+9(cos<p -t-cos”ip) |

27(1 +2cos<p +cos’ @+sin2<p?2
9[1- 2cosip- cos2@i- 2sin2@+cos™ +cos2w\

= .3.(.2.£:1'.:|:9_9.S.E(.I.). = 2(2(]_ +C0os |p):-| !: 4](1;05_(2[?

31 +cosp

Egri chizigning barcha egrilik markazlari to'plamiga exolyuta
deyiladi.

Berilgan chiziq o'z evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma)
deb yuritiladi.

Agar egri chiziq y-f(x) tenglama bilan berilgan bo'isa, (5.19)
tenglamani uning evolyutasi uchun parametrik (x parametrli) tenglama
deb garash mumkin.

Egri chizig parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20)
(cnglama evolyutaning parametrik tenglamalarini ( bu tenglamalaming
o'ng tomoniga kiruvchi kattaliklar t parametrga bog'liq bo'iadi)
ifodalaydi.
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4-misol y - x2 parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yechish Hosilalarni topamiz: y' =2x.y" =2

Egriiik inarkazining koordinatalarini aniglaymiz:

f =X —mmmmRmmmeea e 2 =-4X b ~x +i.-_*___4_'['. —(.3.').(.-:|:].'
5 .

Bu tenglamalami y-x2 parabola evolyutasining parametrik
tenglamalari deb garash mumkin. Tenglamadar. x paramemii chiqarib,
topamiz:

,_16
a = .
21V 2j

Bu tenglama yarim kubik parabola tenglamasi bo'ladi
5.5.3. Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chizigning parametrik tenglamalari

Egri chiziq tekislikdagi kabi fazoda ham parametrik tenglamalar
bilan berilishi mumkin.

t argumentning bir xil aniglanish sohasiga
ega boMgan uchta funksiyasini gqaraymiz:

\x =x(t), [ j
\y =yu), (5.21)
[z=2z(®), le 7.

Bunda te T ning har bir givmatiga tayin
X,¥,z giymatlar va fazoviy M(x:v:)) nuqgta
mos keladi. t o zgarishi bilan Mnuqgta fazoda @~ - -emm- Y
biror 'y egri chizigni chizadi. Bunda
egri chiziq (5.21) parametrik
tenglamalar bilan berilgan va i ga parainetr deymiz.

Biz, fazodagi to‘g‘ri chizigning quyidagi parametrik tenglamalari
bilan avvaldan tanishmiz:

JXAX,+pt,
1Y=\a+C
bz:zl+rl. leR
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Yana bitta misol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan
berilgan egri ehizigni garaymiz:
fv=acost,
v=asint,
z=ht

Bu egri chiziqga vin! chizig'i deyiladi (25-shakl).
/ parametrning istalgan qiymatida:

v e; =a'(cos t+sirr /)=a .

Bu tenglik vint chizig'ining x!+y2=a2 silindrda jcylashishini bildiradi.
Bundan, Mnugta vint chizig'i bo'ylab harakatlanganida uning Oxy
tekisligidagi proeksiyasi radiusi a ga teng aylanada harakatlanishi kelib
chigadi, bunda t parametr N nugtaning qutb burchagi bo'iadi. t
parametr 2n ga o'sganida V nuqta aylanani to'liq aylanib o'tadi, vint
chizig'i M niiqtasining 2 applikatasi esa h=2nb kattalikka o'zgaradi.
Bu kattalikka vint chizig'ining qadami deyiladi.

Skalyar argumentning vektorfunksiyasi

Fazodagi egri chizig (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan
bo'lsin. Bunda x{t), y(t), (/) funksiyalaming aniglanish sohasi T ga
tegishli har bir t parametrga biror M(x,y,z) nuqta, har bir M nugtaga

esa boshi koordinata boshida va oxiri \/ nuqtada bo'lgan r =0OM
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata
o'gkiridagi proeksivalari Mnuqgtaning koordinatalari bo'iadi va shu
sababli vektor (5.2!) formulalar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, re 7 parametrning har bir giymatiga biror

r-x(t)i +y(t)j +z(Hk (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektomi t skalyar argumentning vektor funksiyasi
(yoki vektorfunksiya) deb ataymiz va r(i) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektoming oxiri chizadigan L chizigga f(t) vektoming

godograft de\iladi.
r(t) vektor funksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyalaming

berili::higa teng kuchli, uning koordina o'giaridagi proeksiyalari
x{i), y(i), z{t) bo'iadi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tushunchalarini
Kiritarniz.
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1-ta’rif. Agar limjr(/) = lim>(f)=>,. limz(t)=z, bo'isa.
,=Xj i-y.j +: k vektorga f=*(/)I+y{t)j +z(t)k vektor funksiyaning
t~>t0dagi limiti deyiladi va limr(o =r, deb yoziladi.

r(t) vektor funksiya t=ti da va t, nuqtani o'z ichiga olgan biror
inten'alda aniglangan bo'lsin.

2-ta’'rif. Agar t nuqtada Iim?(0 =r(() bo'lsa, )= vektor funksiya
t, nuqtada uzluksiz deyiladi.

r(t) =x{t)i +y(t)j +z(t)k vektor funksiya M(x,y,z) nuqtaning radius
vektori, ya'ni r=0OM bo'lsin (27-shakl). t parametrning o'zgarishi
bilan M nuqgta I. godografni chizadi. Parametrning tanlangan tayin t
giymatiga M nuqta va r(t) vektor mos kelsin.

Perimetrning boshga I+At giymatini olamiz. Unga M, nugta va
r(r +A/) vektor mos keladi. r(t +At)=C)MI va r(t)-OM vektorlaming
ayinnasi Ar =MM, vektomi garaymiz:

Ar = r(t +At)-r(t).
Uni r(t) vektoming t nuqtadagi orttirmasi deymiz.
\ . j
Kyt nisbat A? vektorga kollinear, ehunki ALr skalvar ko‘pa'- tuvchi.

3-ta'rif. Ar vektor funksiya orttirmasiriing argumentning mos ™
orttirmasiga nisbatining A/— 0 dagi limitiga r(t) vektorfunksiyaning i
nugtadagi i skalyar argument bo'yicha hosilasi deyiladi va r\t) yoki

kabi belgilanadi.
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Shunday qilib.

.4 cfr(l) I dr
- - =lim—

rit)= (5.23)
"dt

Limit ta’'rifiga ko'ra, r'(t)~ vektor.
r(t) funksiya hosilasini uning koordinataiar  o'qlaridagi
proeksiyalari biian bogMaymiz.

r(t) =x()i +y(t)j +z(Hk

r(t +At) =xii - At)i +y(t +At)] +:{t + Ak
bo' Iganiuchun
Ar =r(t -A/) - r(t)  (x(t mAt)—x(t)V +[y(t +A0 ->(/)./ - (z(t * At)-z(1))k
yoki

Ar =Axi +Ayj +Azk .

Shunday qilib.

Af _Axi~+Av Az .

At At At At

Bundan
r (t)—l\jn;% = \ilrp%xi.ﬂim ':: 7+|li.n_1 %K.=

~x\t)J +y\t)j +z'(tk.

Demak.
r'o) =x\t)i +y\t)j +z\t)k . (5.24)

(5.24) ifodadan vektor funksiyani differensiallash qoidalar: hamda

vektor funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma'nolari
differensial hisobning asosiy differensiailash qoidalariga hamda
hosilaning geometrik \a mexanik ma'nolariga o'xshash boMishligi kelib
chiqadi.

2. r’(t) vektor r(t) radius vektor godografiga t parametrning o'sish

(vektor funksiya hosilasining geometrik Ta 'nosi).



3. Vektor funksiyaning t vaqt bo‘yicha F(t) hosilasi moddiy
nuqtaning t ondagi harakati teziigi v(t) ga teng (vektor funksiya
hosilasining mexanik Ta hosi).

I. Skafyar argutmwinirtg vektorfurtksiyasini differemmUushning
asosiy qoidalari.

d,m - u_d, d\ dr
1. —(r=+r - rA==4+" - 1;
dt( ~ dt dt dt
dc ,
2. — =0, T-0 'zgarmas vektor:
dt
3. E(AI;):Adt A(t =AY)-/ argumentning skalyar fur.ksivasi;
ar. dr
4. —(r mr)=—2-7 +r. B2
dt( 2) a 2 ' d
N
3 d—rxr =E’-xr+r§<}IL
dt da 2 di
(5.24) ifoda Va Kkeltirilgan o'xshashliklar asosida fazodagi egri

chizigning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chigariladi.

1. (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri
chizigga parametrning i= qiymatiga mos MAX,,:y,..zK nuqtasida
o‘tkazilgan urinma (to‘g‘ri chiziq)

£ZL=Zrii =- - (5 25)
®(f)) /(O z'(0

tenglama bilan aniqlanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nuqtasida urinmaga perpendikular
o'tkazilgan tekislikka egri chizigga o tkazilgan normal tekislik deyiladi.
Urinish nugtasi MKxxy4,z.9 bo‘lgan normal tekislik

X% )i>- *,) +y'(to)(y- y,) +Z(r.)(z- 1) =0 (5.26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chizig yoyining differensiali

ds = +y'(0: +z'itfdt (5.27)

formula bilan topiladi.
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4. Fazodagi egri chizigning egriligi
K =V{yz ->emm) r(jfz - i: )" +06&"- 17 (5 28)
(x ~+y*"+22)~
formula bilan aniglarmdi.
5-misol. x=t.. y=t\ z-t egri chizigga /=-1 parametrga mos
nugtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini toping:
Yechish. Urinish nugtasining kocrdinatalarini topamiz:
I=— V=1 z=—2
Hosilalami topamiz va ularning urinish nuqtasidagi qiymatlarini
hisoblaymiz:
x'(0 =3\ y\t) - 2/, z\t) =\
x(-1)=3 ¥Y(-1) =-2, r'(-D=lI
Urinish nugtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan
giymatlari asosida izlanayotgan tenglamalami topamiz:
a) urinma tenglamasi
X+l y-1 z+!
3 7 —_ 1 1
b) normal tekislik tenglamasi

3(x+1)- 2(y-1) +z+1=0.
3x- 2y +z+6=0.

7- misol. Asosining radiusi /?=4ga teng silindrda joylashgan.
gadami h- 6n ga teng vint chizig'i tenglamasini tuzing. Uning yoyi
differensialini va egriligini toping.

Yechish. t=2n da z=h=3/.
Demak. vint chizig‘ining tenglamasi

X =4c0s?. y =4sin?, z=3/.
Bundan
X'(t) =-4sinf, (0 =4cost, z'(t)=3 Xx’(t) - -4cos/, y'(0 =-4sinl, z''(t) =0.
Hosilalaming hisoblangan giymatlari asosida  izlanayotgan
tenglamalami topamiz:
a) vint chizig'iyoyining differensiali

ds=7x" +y'2+2z'2dt =v'16sin21-t-16 cos2t +9dt =
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=~/'6(sirr t +cos: t) +9dt =50k
b) vint chizig'ining egriligi
y'z''- y’'z =4cos /*0--(-4sinr) «3 =12sin/:
XZ'"- X. =(-4sin/m0- (-4cos/)-3 =12cos/,
Xy - XYy =(-4sin/) W-4sin/)- (-4cos/)wcos/=16,
X'2+y'2+2'2=16sin* 7+ 16 cos2t + 9 = 25:

VI44sin2/+144cos2/+256 20 4
= 25:

5.5.4. Mashqlar

1. Egri chizigning egriligini toping:

1) y =coslx, * =m nuqtada; 2) y =e~\ Oy o'q bilan kesishish nugtasida.
3) x-9cos;, ~=3sinr ellipsning istalgan nuqtasida;
4) t=4(f-sm(), =3-4(l-cos() sikloidaning istalgan nuqtasida;
5)r 2(!-cos”™), 9=n nuqtada; 6) rL™ sin2ip. ip- ™ nugtada.
2. Egri chizigning egrilik radiusini toping:
1) Q+'V—' 1, jr=0 nugqtada; 2)y :l\/llx_, x =K nuqgtada
3) x=t2 y =t--t\ [=1 nuqtada; 4) r =cup, istalgan nuqtada.

3. Egri chizig egrilik markazining koordinatalarini toping:

1)y =—jc =1 nugtada; 2).v=/-sin/> 1-cos/, t- r21 nugtada.
X
4. Egri chizigq evolyutasi tenglamasini toping:
1) \2=2c+l); 2) y2-2x =0
3)* =2 y~t -2 4).v =a(cos/ +/sin/).y =j(sm /-/cos/).

5. Vektor funksiyaning godografini toping:
1) A/)=(2/-1)7 +(-3/ +2)7 +41k, tc R 2) r{t) =4c*Z - | +3oiffe, /e 1,
3) r(/)=2cos’ /T+2sm' 1 +fr, te[Q,2n\. 4) r(t) =6cos// +5sin(/+3*, /.|0;2ff]
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6. Egri chizigga o'tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini
toping:
N f{t)-tA+/7+t'k i 1nuqtada;
it)ym-tli +-i’J+ -t’ — .
2) fit) 2t i 3IJ 4t k t~2 nua/ltada,

3) fit) =sin2ti t 2sin tcostj +3cos2tk. t:I nuqtada;

4) P(t) = e'(cos sint); +e'(smt- cost)y +e'k. 1=0 nuqtada.
7. Egri chizig yoyi differensialini toping:
1) ?(t) =3cos2ti +5sintcost/ +4sin2tk, 2) fit) =!>cost/ +5sintj +12tk.

5.6. TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir cAzgaruvchining har ganday tenglamasini
/(*) =0 (6.2)

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda f(x)-x o‘zgaruvchining biror
funksiyasi.
(6.12) tengiamaning ildizi deb shunday x=x qiymatga aytiladiki.
bunda tenglamaning chap tornoni nolga aylanadi, ya’'ni /(x0) =0 bo'ladi.
(6.1) tenglamani yechish deb uning ildizlarini topishga aytiladi.

Vo y= fix) Yy M y y =fix)
| \ \ /
i/
1
\ \ ¢/
u / A
0 xa X (@] X, X (e} X
a b c
28-shakl.

(6.2) tenglamaning ildizi geometrik jihatdan yo y= f(x) funksiya
grafigining Ox o‘q bilan kesishish nuqtasining abssissasini (28-a shakl).
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yo bu grafikning shu o'q bilan wurinish nugtasini (28-b shakl)
yoki grafik va o'gning umumiy nuqtasini (28-c shakl) ifodalaydi.

lldizning bu interpritatsiyalaridan bir o‘zgaruvchi tenglamasini
vechishning geometrik usuli kelib chigadi: (6.1) tenglamani yechish
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (>=0) o’q bilan
kesishish nugtalarini topish kerak.

/(*) =0 tenglamani taqgribiy yechish, odatda, ikki bosgichda amalga
oshiriladi.

Birinchi bosgichda tenglamaning ildizlari ajratiladi. ya'ni tenglama
yagona haqiqiy ildiziga ega bo'lgan chekli oralig aniglanadi.

Ikkinchi bosqichda ildizlar aniglashtiriladi, ya'ni ular berilgan
aniglikda topiladi.

(6.2 tenglamaning ildizlarini ajratish uchun ushbu kriteriya
goMlaniladi; agar /(x) funksiya [a\h] kesmada uzluksiz, monoton va
kesmaning chetki nuqtalarida har xil ishoraii qivmatlarga ega bo'lsa,
u holda (6.1) tenglama shu kesmada yagona haqiqiy ildizga ega bo'ladi.

f(x) funksiyaning kesmada monoton bo'lishining yetarli sharti
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saglashi
hisoblanadi (agar f(x)> o boMsa, funksiya kesmada o'sadi, agar f(x) <o
bo'lsa, kamayadi).

Agar y-f(x) funksiyaning Ox o‘g bilan

kesishish nugtalari joylashgan oraliglarni anigq K1
ko'rsatuvchi grafigini chizish mumkin bo'lsa, \
(6.1) tenglamaning ildizlarini grafik usuida 5m
ajratsa bo'ladi. \
J](x) va f,(x) funksiya grafiklarini chizish 3\
oson bo'lgan hollarda (6. 1) tenglamani "\
62) 1 XM
o |
ekvivalent ko'rinishda ifodalash orgali
ildizlarni ajratsa bo'ladi. Bunda (6.2)
tenglamaning ildizi >=j\{x) va y =f,(x) 29-shakl.

grafiklarning kesishish nugtasi boMadi.
1-misol. X' +6x-5=0 tenglama ildizlarini ajrating.
Yechish. Misolning shartiga ko'ra,

/(jc) =xj +6*-5.
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xeR da /'(*) =3x: +6>3 XeR bo'lgani uchun funksiya ixtiyoriy

oraligda o'sadi. x ning manfiy giymatlarida f(x) <o va x ning
yetarlicha katta giymatlarida, masalan, v=1 da f(x)> o.

Demak, funksiya [0;1] kesmada bitta haqiqiy ildizga ega.

Berilgan tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin.
Tenglamani x'=-ex+5, ya'ni (6.2) ko'rinishga keltiramiz. y=x" va
v —&x+5 funksiya grafiklarini chizamiz (29-shakl). Chizmadan
ko'rinadiki, keltirilgan grafiklar abssissasi (0;1) intervalda yotuvchi
M nuqtada kesishishadi.

5.6.2. lldizlarni aniqglashtirishning
vatarlar va urinmalar usuliari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul bilan (6.1) tenglamaning ildizi
ajratilgan, ya'ni tenglama yagona X ildizga ega bo'lgan [a\b] kesma
aniglangan bo'lsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch
shart bajaradi.

1) f(a) va f(b) sonlari har.xil ishorali: 7 (s) */(/>) <o0;

2) kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saqlaydi;

3) kesmada f"(x) hosila nolga teng emas va ishorasini
saglaydi.

(6.1) tenglama yechimining birinchi vaqginlashishi sifatida y =/(.v)

funksiya grafigi yoyining chetki A(a,f(a)) va B(b\f(b)) nugtalarini
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o0‘q Kkesishish nuqtasining abssissasini
olarniz (30-shakl).

Ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqg formulasi asosida AB to'g'ri
chizig tenglamasini tuzamiz:

*--- y~Ha) (@ii
b—a~ f(h) - f(a)

(6.3) tenglamaga v=0 ni qo'yib. ildizning birinchi yaqinlashishini
topamiz:
x _cf(b) - bf(a) 64)
I f(b)~f(a) '

349



(6.1) tenglamaning izlanayotgan X ildizining ikkinchi
yaqinlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula f(x) funksiya
chetki nuqtalarida har xil ishoralarga ega bo'lgan [a;*,] va

kesmalardan biriga qollaniladi. Bunda, agar J\a)f(x)> o shart
bajarilsa (1-hol) [a;x] kesmada

64
/(X.,)-Aa) 1 1

kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar f(a) f"(x)<o shart bajarilsa (2-hol)
(G4 kesmada

bf(XI)-xJ(b)
*U 7w -7 (6'5’

kabi aniglanadi (30,c,d-shakl).

\\ f(x)< 0 i
N\\\TM >0 . “
N\, /i
\\\ /7 i
0 a X Yy W~7X
QM. M, A
of......
A J\ x/ V xo

A\x)>os7 /

30-shakl.

Bu jarayonni davom ettirib. ildizning keyingi
jt.X4,.. vyaqginlashishlari topiladi. Agar (s-1)-yaqginiashish mavjud
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bo'isa, n-yaginlashish 1-hol uchun

X _ure)- 1(t/)

Ve, =N «=1,2,3,.. (6.6)
/(*-)-7(«)
formula bilan. 2-hol uchun
v =bf(xi_)-xrn_J(b) V=K M=123.. 6.1

/(* )-1(/>)

formula bilan topiladi.
Geometrik mulohazalarga ko‘ra, x, (n=1,23,...) sonlarning ketma-

ketligi ildizga yaginlashadi, ya'ni
limxr =X (6.8)
(6.6) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun

talab gilmgan aniqglik olinganga gadar davom ettiriladi.
Vatarlar usulining absolut xatoligi

X - x /()] (6.9)
tengsizlik bilan baholanadi, bu yerda /j—mm) ING){ 7' (%)* o.

Urinmalur usuli

(@\h) oraliqda (6.1) tenglama yagona X ildizga ega bo'lsin. y =f(x)
funksiya grafigiga A(a;f{a)) nugtada urinma o'tkazamiz.
Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

y- f{a)=f (a)(x- a). (6.10)

Bu tenglamada y=o0 deb

urinmaning Ox o'q bilan kesishish
nuqtasining abssissasini topamiz:

o . f(a)*0. (6.11)
j (@)
(6.12) formula ildizning birinchi
yaqinlashishini beradi. Ikkinchi

yaginiashishni (6.11) ga monand
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formulani (x,;b) oraliqga qo'llab, topamiz:

(6.12)

lldizning keyingi yaqinlashishlari shu kabi topiladi.
Agar (n-1)-yaginlashish mavjud bo‘lsa, «-yaginiashish

(6.13)

formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaginiashish xusifatida [a\b] kesmaning

(6.14)

shartni ganoatlantiruvchi nuqtasining abssissasi olinadi (31-shaki).
Demak, bu usulni A nuqtadan boshlash shart emas.
Urinmalar usulida ham (6.8) va (6.9) munosabatlar o‘rinli bo'ladi.

Vatarlar va urinmalar usullarining
birgalikda go ‘llanilishi

Vatarlar usuli bilan urinmalar usuli ildizga turli tomondan
yaginlashishni beradi Shu sababli, odatda, ulami birgalikda goMlash
qulay bo'ladi. Bunda ildizni aniglashtirish tez bajariladi va hisoblashni
nazorat gilish mumkin bo'ladi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda qo'Jlanilishi masalasini

garaymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.
Bu shartlar bajarilganida to'rtta hoi boMishi mumkin (30-shakl):

a) f\x) <o, f""(x) >o0; b)/'(x)>o0, f(x) <o;

c) f'(x) >0,f\x)> 0; d)/’'(x) <o,f(x) <o.

Anigiik uchun f'(x) >o, f"(x) >0 bo'lgan holni garaymiz (32-shakl).
A(a\f{a)) va B(b;f(b)) nuqtalar orgali vatar o'tkazamiz.
Bu vatarning Ox o‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

Endi f(x) funksiya grafigiga B(b\f(b)) nuqgtaga urinma o'tkazamiz.
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Bu urinmaning Ox o‘q bilan kesishish nugtasini topamiz:

b.=b- /(")
f'(hY

Shunday qilib, a<at<X <h <b.
Bu jarayonni davom ettirib, taqribiy giymatlaming ikkita ketma-
ketligini topamiz:

a<d <a <...<.Yy va b>b>b >.>X,

bu verda

n =a (6.15)

(6.16)

{a,.} va {/= ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak,
ular limitga ega. lima, - a,

lims, =ft bo'isin. Agar 1) va

3) shartlar bajarilsa, a =;3=X
/(*) =0 teng-lamaning yagona
yechimi bo'ladi.

Agar ildizning aniqiigi

¢ oldindan Dberiisan  bo'lsa.
u holda an va hn far ja -i |
yoki e<a -/5,|<2c shartlardan
biri  bajarilishiga gadar davom

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajarilsa n <« ai (yoki A*»An) bo‘ladi.
ikkinchi shart bajarilsa X a +b bo'ladi.

1-misol. 2- X-igVv -0 tenglmaning hagqiqgiy ildizini vatarlar va
urinmalar usullarini birgalikda go‘llab, ¢ =0,000001 aniqlikda hisoblang.

Yechish. lzlanayotgan iidizni ajratish uchun berilgan tenglamani
lgx =2- x ko'rinishga keltiramiz va >=lIgx, y-2-x funksiyalarning



grafiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayotgan ildiz fl,6;l,8]
kesmaning ichki nuqtasi bo'lishi
kelib chigadi.

1) va - 3) shartlaming
bajarilishini tekshiramiz. \y=-
f(x) =2- n- lg.r funksiya uchun: \ y=19*
/(1,6) =2- 1(5- 0,2041 =0.1959 >0; v

/(1,8)=2- 18- 0,2553 =-0,0553 <O A

f\x) =-1- —ge; f\x) =—gf;
X X

33-shakl.
[L6;1,8] kesmada /'(*)<0, /'(*)> 0.

Demak, [1,6;1,8] kesmada
1) - 3) sharthr bajariladi. Shu sababli « =16 \r. b=18 deb olamiz va

aniglashtirish formulalarini go‘llaymiz:

(18- 16)/(16)

C Y 49 (19)

=16+0,1559 =1,7559;
h=16- - =161 0.1540 =1,7540;
/'(16)
a2=1.75558; h2=1,75557, a, =1,7555816; h2=1,7555807.
i a, - ft, H 1,7555816-1,7555807]= 0.0000009 <e.
Demak, izlanayotgan yechim £* a. =1,7555816.

5.6.3.Mashqiar

1 Tenglaniialarning haqiqiy ildizini vatarlar va urinmalar iisullarini birgalikde
qo'llab, e =0,000)1 aniglikda toping:

1) n1-2n+7=0;, 2) 8’ ra—1=0;

3) nlg.t- 1=0,

4) 2v+i-sinx- 0.
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» Kompleks sonlar
* Ko'phadlar

Leonard F.yter
(1707-1783)-
shveysar, nemis va rus
matematigi hamda
mexanigi.

Eyler matematik ann-
Hz, Uijferensia! geomel -
fiya, sonlar nazariyasi,
tagribiy  hisabiashiar,
ostnoii mexanikasi, ma~
lematik Jizika, baliixfi-
ka. kdmular quritishi,
musiga nazariyasi va
fanning boshga sohala-
riga md #5# dsin oriiq
ishlar mualtifi.

Eyler matematikaga
gatorlar  ttuzitriynsini,
kompleks sonlar nuzari-
yusida Eyler formitiasi-
ni, e smini, mavhum
biriik uchun i brfglni va
boshga ko'plah maxims
funksiyalarni kiritgan.

OLIY ALGEBRA
KLEMENTLARI

6.1. KOMPLEKS SONLAR

Kvadrat ildiz chigarish amali barcha
haqiqiy sonlar uchun aniglanmaganligi
sababli har ganday kvadrat tenglama ham
hagigiy sonlar to‘plamida yechimga ega
bo'Imaydi. Ru masala hamda uchinchi va
to'rtinehi darajali tenglamalami vechishda
yuzaga kelgan ko'plab masalalar haqiqiy
sonlar to'plamini kompleks sonlar
to‘plamigaeha kengaytirishni tagozo etdi.

Keyinchalik kompleks sonlar
malematika va amaliy matematikaning
ko'pchilik muhim masalalarini yechishga

tatbiq qilindi va hozirgi matematikani
kompleks sonlar tushunchasisiz tasawur
gilib bo'Imaydi.

6.1.1.Kompleks son
tushunchasi va tasviri

Kompleks son tushunchasi

[-ta’rif. r kompleks son deb ma lum
tartibda berilgan v va y haqgiqgiy sonlar
juftiga aytiladi va r =(x,v) deb yoziladi.

X va y sonlarga mos ravishda z

kompleks sonning haqgiqiy va mavhum
gismlari deyilib, x=Rez, jp>=Imz kabi
belgilanadi.

va z,—n2y2) kompleks

sonlarida xt=x2 va y,=y, boMganida ular

teng. ya'ni :, =z, deyiladi.
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(0,9 son mavhum birlik deb ataladi va / bilan beigilanadi:
/= (0,D). (11

2-ta’'rif. z =(x,,y.) va z. =(x2y,) kompleks sonlarining yig'indisi
deb

Z -z, =(*Y,) H(XY ) = X,V +Y 2) (12)
songa aytiladi.

3-ta'rif. z =(x,y) va z2=(x,.y2) kompleks sonlarining
KO paytmasi deb

Z'z.=(ac,.yD-(Ac2,>2) = (xX2-y.y,,X,y2+yX2) (1.3)

songa aytiladi.
Keltirilgan ta’'riflardar. haqiqiy sonlardagi kabi

(x,,0) +(x,,0)=U, +x20)

(xi,0) *(x. ,0) =(x.X, ,0)
kelib chiqgadi.
Shunday gilib, kompleks sonlar hagiqgiy sonlanii «to ‘Idiradi».
(1.1) va (1.3) formulalar asosida topamiz:
x=(x,0), 1y=(0,l)y =(0.9+(y,0)=(0y -1+0,0°0+1mW)=(0,y).
Bu ifodalardan z =(x,y) kompleks son yozilishining boshqga bir
ko‘rinishi kelib chiqadi:
r=(xy) - (X.0)+(0,y>=x +1iy.
Kompleks sonlarni ko'paytirish ta'rifidan topamiz:
i1=/=(0,2) (0, =(-10)=- 1
Demak. i=(0,i)- kvadrati minus birga teng bo'lgan son.
Shunday qilib, z=x+iy ifodaga kompleks son deyiladi, bu yerda
X,y —haqiqiy sonlar, i- mavhum birlik.
Agar z=x+iy ifodada y =0 bo'lsa. z=x haqgiqiy son. agar
x =0 bo'lsa, z=iy sofmavhum son hosil bo'ladi.
Fagat x=y =0 bo'lganida z=x+;y kompleks son nolga teng
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bo'ladi. Kompleks sonlar uchun «katta» va «kichik» tushunchalari
Kiritilmaydi.

Mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi z=x+iy va
7=x-iy sonlariga go shma kompleks sonlar deyiladi.

Haqigiy va mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi
- =x+iy va z.=-x—~iy sonlariga garama-qarshi kompleks sonlar
deyiladi.

Kompleks sonlarning geometrik tasviri

Har bir z-x +iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining
M(x;\) nugtasi bilan ifodaiash mumkin (bu yerda x- Rer, y =Im.r) va
aksincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nuqtasini - 15 eiy
kompleks sonning geometrik tasviri deb garash mumkin ( 1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi.
Bunda, : =x haqiqiy sonlar haqigiy o'q deb ataluvchi Ox o‘gning

nuqgtalari ~ bilan  aniqlanadi; z=iy

mavhum sonlar mavhum o'q deb &)
ataluvchi Oy o‘gning nugtalari  bilan

aniglanadi JEIx:y)

Shuningdek, r-xniy kompleks
sonni M(X;y) nuqtaning radius vektori

?=0M orqali ifodaiash mumkin (1- /

shakl). Bunda: vektorning K

uzunligiga kompleks sonning moduli o '
deyiladi va M\ yoki r bilan © x x
belgilanadi; r vektorning Ox o'gning 1-shakl.

musbat vo'naiishi bilan hosil qilgan
burchagiga kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan
belgilanadi.

z =0 kompleks sonning argumenti aniglanmagan. r*O kompleks
sonning argumenti ko‘p gqivmatli bo'lib, 2xk (k=o0, -1 1 -2, 2...)
go'shiiuvchigacha aniqlikda topiladi: Argz=arg +2ak kt=z, bu yerda
argz-argumentning (~n:n] oraligda yotuvchi bosh qgiymati, ya’ni
- n<argz <n (ayrim hollarda argumentning bosh giymati sifatida [0;27r)
oraiigqa tegishli giymat olinadi).
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6.1.2. Kompleks sonlarning yoziiish shakllari

Ushbu
Z- X+iy
ifodaga kompieks sonning algebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning r moduli va <=Argz argumentini z-x +iv

kompleks sonni ifodalovchi r =OM vektoming qutb koordinataiari deb
garash mumkin. Bunda Xx=rcosip, v- /sinm bo'iadi (1-shakl).

U holda z=x+iy kompleks sonni z =rcostp +irsinip yoki
z =r(coscp +fsin )

ko'rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik
shakli deyiladi.

Bunda r=jz] modul quyidagi formula bilan aniglanadi:

r=\z\=-Jx2+y2.
pargument esa

X

Hp= - sin <p=% tgp-

y
X
fonnulalardan topiladi.

p=Argz =argz +2nk, ke zekanidan

cos(p=cos(argz + 21/1) =cos(argz), s§n<s =sin(argz)

kelib chigadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan
trigonometrik shakliga o'tishda kompleks son argumentining bosh
giymatini aniglash yetarli bo'iadi.

- n <argz <u bo'lgani ucun tg(pzx—tenglikdan topamiz:
arctg)\:—. 1, IV choraklarning ichki nugtalarida.
arctgyy+n, il chorakning ichki nugtalarida,
arcth--n, 111 chorakning ichki nugtalarida.

Agar nugta haqgiqgiy yoki mavhum o'glarda yotsa. argzni bevosila
topish mumkin.
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Masalan, z =2 uchun argr, =0; 2z, =-3 uchun argz, = z, -\
n J
uchun argr, =--; z, =-4i uchun argz, = [ (2-shakl).
Eyler formulasi deb ataluvchi

cosm+/sin p=e™*

ifoda yordamida 2 =r{os</>+/5ine>)
tenglikdan z=rc* ifoda keltirib chigariladi. 2=3 o0Jz,=2*
Ushbu

r=re'

ifodaga z =r(cosp J-/sin”) kompleks sonning
ko rsalkichli (yoki eksponensial) shakli
deyiladi, bu yerda r =jz]-kompleks sonning
moduli;  ip=Argz- kompleks sonning 2-shakl.
argumenti.

Eyler formuiasiga ko'ra e'dpfunksiya 2n davrli davriy funksiya
bo'iadi. Shu sababli z kompleks sonni ko'rsatkichli shaklda vozish
uchun kompleks son argumentimng bosh giymatini, ya'ni <p=argz ni
aniglash yetarli bo'iadi.

=4/

i-misol. z:-sin%/cos% kompleks sonni turi (algebraik,
trigonometrik va ko'rsatkichli) shakllarda yozing.

Yechish. z =msin 781—+icos% kompleks son trigonometrik shaklda
berilgan emas. Shu sababli shunday m burchakni topamizki.

. N . n M.
00sC>=-SmM 8—va sinw- cos8— ho Tsin.

Bunday burchak tp-~ +—=— bo'iadi.
2 8 8

cos 5:'—:- V2__-2_\_/__2_ va s'rn%T :VZZVZ m hisobga ofib, kompleks

sonining turli shakllarini yozamiz:

x/2-V2  V2+V2 59 .. 5n
+/ cos— +;sm— =e R .
2 4 8 8

359



6.1.3. Kompleks sonlar ustida amallar
Kompleks sonlarni go‘shish

Agar r a, + N VA z. =x, + iy, b0'Isa, yugorida keltirilgan kompleks

sonlarni go”hisn ta'rifiga ko'ra,
r +2z2=(X, +X,)+i(y. +v.). (1.4)
Kompleks sonlarni go‘shish kommutativlik va assosiativlik xossalariga
ega:
z, +z22=z2+7r (z. fz,)+z =7. +(z, fz,).

(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
go‘shilishi kelib chigadi (3-shakl).

3-shakldan bevosita ko'rinadiki, jz, +z2<z,j- jz. j. Bu tengsizlikka
uchburchak tengsizligi deyiladi.

Kompleks sonlarni ayirish

Kompleks sonlarni ayirish amaii qo'shishga teskari amal sifatida
aniglanadi.

z, va z2 kompleks sonlaming ayirmasi deb. r, ga qo‘shilganida
z, ni hosil giluvchi z kompleks soniga aytiladi va z=:z,-z tarzda
yoziladi.

Agar z, =jg +iy. va z, =x2+/> bo'lsa, ta’rifga ko ra,

z=2z,-22=(- X,)+ily, - V.) (1.5)

(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi
ayrilishi kelib chigadi. (4-shakl).
4-shakldan ko‘rinadiki, jz, - z22z, j- ;221



Kompleks sonlar uchun
Iz, -2 2"=M(X, -X;y +(y, - Vv,):

bo'ladi. ya'ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu
sonlarni ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan |z-2/7|=I tenglik kompleks tekisligida z3=2/
nugtadan birga teng masofada yotuvchi z nuqtalar to'plamirii, ya'ni
markazi z,=2i nuqtada joylashgan va radiusi birga teng
aylanani aniglaydi.

Kompleks sonlarni ko paytirish

Agar - =x +iy, va z,=x2+iy2 bo*lsa, yuqoridu keltirilgan
kompleks sonlami ko'paytirish ta'rifiga ko'ra,

z=2z2 =(Vv.Xx- Vv, +Hxy, +y,x2). (1.6)

Kompleks sonlarni ko‘paytirish kommutativlik, assosiativlik va
go'shishga nisbatan distributivlik xossaiariga ega:

2,22—12,,
(z,z,))z, =z,(z.2,);

AiZ2 + ~3) —Z,22+ ZMZX

2-misol. 2,=1+3/, z, =-3+/ bo'lsa, z +z, 2z,-z2, zI-z2 larni
hisoblang.
Yechish. z, +z, =1 +3/) +(-3 +i)=-2 +4i;

2z, —z, =(2+6/)- (-3 */)=5+5;;
zoz, =(1+3/)u-3 +/)=(-3-3)4/(1—9)=-6 -8/
Trigonometrik shaklda berilgan
z, =r.(cosip, -/sin”,), z, =r2(costp: 4 il (y,)
kompleks sonlami ko‘paytiramiz:
z.z, =r,(cosip. + /sin<p,)r. (cos”; +('sin</).) =
=r.r,(cos ftcos tp, + isin tptcos tp, + /cos 1, sin p, - sin Psin <p,) =
= rr2(cos<p. costp. - sin g sin g2) + /(sin tptcos tp, 4 icostp, sin tp2) =
=r.r, (cos( P, 4 tp, ) +isin(tp, 4 tp,)),
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ya’'ni
r2=r.r,(cos(<p, +2) +ism((p, +<2)). (1.7

Demak, kompleks sonlar ko'paytirilganda ulaming modullari
ko‘paytiriladi va argumentlari qo‘shiladi.

Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o'rinli
boMadi. Xususan, n ta bir xil ko‘paytuvchilar uchun

Z" - (r(cos(p+ /sin /)" - r"(cosncp + /sin ndy) (1.8)
bo‘ladi.
(1.8) formulaga Muavrformulasi deyiladi.
3-misol. z=5/3+/bo'isa, z ni hisoblang.
Yechish. Awal kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiramiz.
T

v.3 6
Bundan

Muavr formulasiga ko‘ra:

2'1:2h\c056—-6 +/sin6—-6 1=64(costt +/SinNN) =-64.

Kompleks sonlarni bo‘lish

Kompleks sonlarni bo'lish amali ko'pavtirishga teskari amal sifatida
aniglanadi.

r, va 1,0 kompleks sonlarning bo’'linmasi deb. z2 ga
ko'paytirilganida z ni hosii giluvchi r kompleks soniga aytiladi va

r =— kabi yoziladi.

zt=x, +iy., z, =X2+iy2#0 va z=x+iy boisin.
U holda (x, +iy2)(jt +iy) =x, +iy, tenglikdan

tenglamalar sistemasi kelib chigadi.
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Sistemadan g va Y nitopamiz:

X><|+|2 Xl-X|2
XK A2 X XY

»
Xz +y| 9 X 2 +y2
Shunday qilib,
Z="“m=XCtMi. +i ~Xg> (1.9)
Q2 42 X:+yl

Amalda ikki kompleks sonning boMinmasi uning surat va maxrajini
maxrajning go'shmasiga  ko‘paytirish  orqgaii  topiladi (maxraj
mavhumlikdan qutqariladi).

4- misol. 2, =1+2i, z, =3 +i bo'isa, — ni toping.
9

L
Yechish. ~ kasming surat va maxrajini z2 tako’'pavtirib, topamiz:
“p

z, _n-2i (1+20(3-0 3+6/-/+2 5+ 1 i.
z2~3+/~(3+0(3-0 ~ 9+1 ~ 10 ~2 2°'
Trigonometrik shaklda berilgan z =n,(cosp, +/sm<p,) kompleks
sonini r_=/-(cosw. +/sin® \kompleks soniga bo'lamiz:
Z, _ r(cosip,+/Sin<p.)  »(cos™, +/simp,) (eos<p, -/sin«J.)
12 r:(coso .+ism<p2) r2(eos<p: +/sin’v>) -(cosip2—/s i n )
= : (C0s(<0, ~<p. i-L;Sin(("i -<p.)).
Demak,

-=- (cos{@ -(p.) +ism((p, -<p,)). (1.10)
-r 1

Shunday qilib. bir kompleks sonni ikkinchisiga boMganda ulaming
modullari bo'linadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chigarish

Kompleks sondan «-darajali ildiz chigarish amali «-natural
darajaga oshirish arnaliga teskari amal sifatida aniglanadi.

r kompleks sonining n-darajali ildizi deb, Ww'=z tenglikni
ganoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.
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r =/(cosip+is'mp) va w=p(cos6é -fis'md) bo'lsin.

Ildizning ta’rifi va Muavr formulasidan foydalanib topamiz:
z=wW"=p"(cos nb + Ain nB) =/-(cos(/) +isin ip).

Bundan

p"=r, "O=ip+2rK, K=0, -1 1 -2. 2.
yoki

keiib chiqgadi.
U holda w=\[z tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

w, =\jr(cosg> +is'mtp) = Nﬁ':‘

Sinus va kosinus funksiyala-ming davriyligi sababli r kompleks
sonining n- darajali ildizlari soni
n ga teng boMadi va ular k ning
n ta k=o, 1 .., n-\ giymatlarida
aniglanadi.  lldizlarning  moduli
r hagigiy sonining n-darajali
algebraik ildizidan iborat boMadi,

argumentlari esa bir-biridan — ga
V4

karrali songa farq giiadi. Bunda
barcha ildizlar kompleks tekisligida
markazi z- 0 nuqtada boMgan va
radiusi /jz| ga teng aylanaga
ichki  chizilgan n  burchakli
muntazam ko‘pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakl)

5-misol. \T\ ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

-cos7r +/sin,T.

Bundan




k ga Q |, 3 va 4 giymatiar berib, topamiz:

n .. n v2 .. .
W, = COS—-h/Sin —= (1 + 1),
4 4 2

3 y/2, |,
w—cos—+5|n———( 1+ /).
4 4 2
' . V2
W, = COS------ Flsin— =— (-1 +/)
5/t .. ST V2
W, =C0S----- Lism — = — (-1 —1),
4 4 2

7 T .. In V2
w, =cos— 4 ;sin— =— (1-
4 2

Bu iidizlar (r) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chiziigan
muntazam to rtburehakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

6.1.4. Mashgqlar

9 x
1. X,y ning ganday haqiqiy giymatlarida r, =x-jvi-y- v, a

/

c. 2xn ;-3xi-yI'" kompleks sonlar go‘shma boMadi?

2. n,> ning ganday haqigiy giymatlarida z -y +2r +3-2Xi va

r, --3jr+& + — +2i2 kompleks sonlar teng boMadi?

|
3. t >m ning qanday haqiqiy giymatlarida z, - 3x- 2> +5/3-1 va

= --3v-/5f— i-2r kompleks sonlar garama-garshi boMadi?
4. v,v ning ganda> haqiqiy giymatlarida r, =5.x +-r-+3v/ *» va
---3v(l +l()+—/ kompleks sonlar nolga teng boMadi?

5. (2) tekislikda berilgan tenglamalami veching:
1) r2+bz 25 ==} 2) 2T2fiz+1=0:

3) iz2- 2rj-3i=0; 4) z2- 6/z- 5=0.
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6. {:) tekislikda berilgan shartlar bilan ganday nuqtalar to'plami aniglanadi?
1) Re: =a: 2) Imr =h:
3) rdz <R 4) i) <argr <i#
5)/-<|r|]</?, p <argc <(/. bu yerda a.b.r.R.qik- haqiqiy sonlar.

7. Berilgan kompleks sonlarni turli (algebraik, trigonometrik va
ko'rsatkichli) shakllarda yozing:

1) 2=-2 +2w3/: 2) z=V3-i,
3) r=n/3lcos-- +/sin--); 4) z- i4T\ cos —+ /sin —\
% 4 4] v 4 4j
= - - dadz -1
5) z=Ve °; 6) n-VOe1 3
7) z =2c0s60" -2/5sin 60"; 8) r--2c0s45%" A9N45.

8. Berilgan kompleks sonlarning yig‘indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va
bo'linmasini toping:

1)z,=-5+3x va 2z =2-4;; 2)::, =-3-4/ va r2-2 +3i

9. (2) tekislikda berilgan nuqtalar orasidagi masofani toping:

1) 1-3/ va 4;; 2) 1-5/ va -4:
3) 1+3/ va 3+2, 4) 8-3/ va 2+5/
10 Hisoblang:
1) 2721 +@1_ AL +,); 2 -20 +1
) 227+ a1 +) ) 20
3) (2+3/3-(2-37)"; 4) (-1 +2i)" -(1-27)4.

11. Kompleks sonlarning haqiqgiy va mavhum qismlarini toping:

[y _30/3:47 . G-l xlby 8riof!
2v3+2/ ) 2+i 0
3) et 4) (F-5)1 :
)G UREY S

12. Berilgan kompleks sonlarning ko'paytmasi va bo‘linmasini toping:



3) z, =8(c0s!35" +/s5in135") va z, =2{cos45" +/sind5");
4) z, =8(c0s90"-t ism90”l va z, - cos30" f/sin30".

13. Darajalarni hisoblang:

N 1— cos A" +ssin 2V gy LAV
1 2; 36 36Jj vi- /]
3) (2-2): 4) (V2(cos20" +/sin20"))" .

14. Berilgan sonlarning barcha ildiziaririi toping:
1) /:>-2V3/, 2) V-T;

3)V-8 +8V3/; 4) vl e/

6.2. KOPHADLAR

6.2.1. Ko‘phadlar ustida ainallar

Ushbu
Pr(x) =alx™ t0,.'" +..+a<ji-a (2,1)

funksiyaga u- darajali ko'phad (yoki butun ratsianalfunksiya) deyiladi.
Bunda a, &0, a....,an sonlari ko'phadning koeffitsiyentlari deb ataladi,
manfiy boMmagan butun n soni ko'phadning daraja ko‘rsatkichini
bildiradi.

Xususan. n -0 da M(x)=a(a,, *0) nolinchi darajali ko'phad hosi!
bo'ladi.

Agar Pjx) va Q,(X) kophadlar v ning barcha giymatlarida bir
xil giymatlar gabui gilsa, u holda Pn(x) va CJ,(x) ko'phadlarda x ning
bir xil darajalari oidida turgan koeffitsiyentlar teng bo'ladi va aksincha.
Bu ko'phadlarga teng ko'phadlar deyiladi va Pn(x) =QJx) deb yoziladi.

Ko'phadlar ustida qo'shish. ayirish va ko'paytirish amallarini
bajarish mumkin.

Ikki ko'phadning yig'indisi, ayirmasi va ko'paytmasi yana ko'phad
bo'ladi.

Ko'phadlarni qo‘shish, ayirish va ko'paytirish amallari algebraik
ifodalardagi kabi bajarilgani uchun arifmetik amallaming asosiy
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xossalariga ega bo'iadi.
Ko'phadlarni bo'lish goldigli va qoldigsiz bo'iishi mumkin.
Pjx) va Q.Jx) ko'phadlar berilgan bo'lsin, bunda n>m>0.
U holda

Pjx) =Q,(x) sRanfx) +rjx), 0<k<m (2.2)

tenglikni ganoatlantiruvchi R,, JX) va rt(x) ko‘phadlar mavjud va
yagona bo‘ladi. Bunda Pjx) boMinuvchi, QJx) bo'luvchi, RmX)
bo'linma, rjx) qoidigq deb ataladi.

(2.2) tenglikda rjx) =0 bo'lishi ham mumkin. U holda Pjx)
ko'phad R, ,,(X) ko‘phadga qoldigsiz bo'linadi deyiladi.

Ko'phadlarni bo'lishdan hosii bo'ladigan bo‘linma va qoldigni

topishning har xil usullari  mavjud. Ko‘p holiarda «burchakli
usulida bo'lish» qoidasidan foydalaniladi

6.2.2. Ko'phadlarning ildizi

Pjx) ko'phadning ildizi deb & o'zgaruvchining bu ko'phadning
giymatini nolga aylantiradigan x, (haqiqgiy yoki kompleks) giymatiga
aytiladi, ya’'ni bunda Pjxi)=0 bo'iadi.

Pjx) ko'phadni x-a ga bo'lishdan hosil bo'ladigan qoldigni
bo'lish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teoremani
isbotlaymiz.

1-teorema. Pjx) ko'phadni x-a ikkihadga bo'lishdan hosi!
bo'ladigan qoidiqg PJa) ga teng bo'iadi.
Isboti. Pjx) ko'phadni x-a ikkihadga bo'lish natijasi

Pjx) - (x-a) IR XX)+r<

bo'lsin, bu yerda r biror o'zgarmas son (0- darajali ko'phad) bo'iadi.
Bu tenglikda x o'zgaruvchiga a giymat berib, topamiz:

r=PJa).

Teorema isbotlandi
Bu teoremadan quyidagi teorema kelib chiqgadi.
2-teorema (Bezu teoremasi). a son Pjx) ko'phadning ildizi

boMishi uchun Pjx) ko'phad x-a ikkihadga qoldigsiz bo'linishi
zarur va yetarli.
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6.2.3. Ko‘phadni ko'payluvchilarga ajratish

Ko'phadni nolinehi darajali bo‘lmagan ikkita yoki bir nechta
ko'phadning  ko'paytmasi ko'rinishida  ifodalashga  ko'pkadni
Ko ‘paytuvchilarga ajratish deviladi.

Algebraning asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani
isbotsiz keitiramiz.

3-teorema. n-darajali  (n>0) bar ganday ko'phad hech
bo'Imaganda bitta haqigiy yoki kompleks ildizga ega bo'ladi.

Bu teoremaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

4-teorema. «-darajali bar ganday ko'phadni

PJx) =a,ix- a, )(x- a )...(x-an) (2.3)

ko'rinishda ko'paytuvchilarga ajratish mumkin. bu yerda « -
ko'phadning bosh koeffitsiyenti. a,, a, ... a,- ko'phadning ildizlari.

isboti. (2.!) ko'phadni garaymiz. 3-teoremaga ko'ra, u ildizga ega.
Bu iidizni cf, bilan belgiiavmiz. U holda Bezu teoremasiga ko’ra,
Pnix) =(jc-a,)-P, {X) bo’ladi, bu yerda Pr,U)- (n-1)- darajali ko'phad.
/4 (v) ko'phad bo'lgani uchun u ham ildizga ega. Bu iidizni a2 bilan
belgilaymiz. U holda P (x)=(x-a,) ®B,2(x) bo'ladi, bu yerda Pt,(x)~
(«-2)-darajali ko'phad. Demak, Pjx) = (x-a,)(x-a,)sP_2(x).

Bu jarayonni davom ettirish natijasida

P,,(xX)=a,,(x-a,)ix-a, )..(x- an)

yoyilmani hosil gilamiz.
(2.3) tenglikdagi (ar-a ) ko'paytuvchilarga chizigli ko'payluvchilar
deyiladi.

1-misol. P\x)—V 7x —x+2 ko'phadni chizigli ko'paytuvchilarga
ajrating.

Yechish. Berilgan ko'phad x=-1, x=I, x-2 da nolga teng bo'ladi,
al=1

Demak,

M- 20 - a+2 (X- D(r- )X- 2.

(2.3) tenglikdan shunday xulosa kelib chiqadi: n- darajali har
ganday ko'phad n ta iidizga (haqigiy yoki kompleks) ega. Ular orasida
tenglari boMishi mumkin. Ko'phadning (2.3) yoyilmasida gandaydir bir
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iidiz K marta uchrashi mumkin. U holda bu ildizga k karrali ildiz
deyiladi. k=1bolganida ildiz oddiy ildiz deb ataiadi.

Agar (2.1) ko'phad ktKkarrali at ildizga, k karrali a, ildizga va
umuinan kr karrali rr ildizga ega bo'isa, (2.3) formula

P(x) =a(x - ny (x- azy'..(x-a,)"- (2.4)

ko'rinishni oladi, bu yerda k +k r .. +kr=n

(2.3) tenglikda a,, a2,.., a, ildizlar orasida komplekslari bo'lish
ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o‘rinli bo'ladigan teoremani
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqiqiy koeffitsiventli P (n) ko'phad a+ib
konipleks ildizga ega bo'isa, u holda u a-ib go'shma ildizga ham ega
bo'iadi.

Bu teoremaga ko'ra, ko'phadning (2.3) yoyilmasida kompleks
ildizlar o'z go'shma juftlari  bilan gatnashadi. Bu  juftga mos

ehizigii ko'paytuvchilami ko'paytiramiz:

(t- (a+ib)(x-(a - ib))=((x- a)- ib)((x- a) +ib) - (x- a\ +b' =
=x2- 2ax +a" +b~=x2+px +q,
bu yerda p=-2a, q=a2+b2

Demak, qo'shma ildizlarga mos ehizigii  ko'paytuvchilar
ko'paytmasini haqiqiy koeffitsiyentli, diskriminanti manfiy bo'lgan
kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.

Shu kabi

(x- (@+ib)Hx- (a- ib)* =((*- (afib)(x- (a—ih))l=(x2+px+ <

almashtirish bajarish mumkin.

Shunday qilib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdigni
hosil gilamiz.

6-teorema. Har ganday haqiqiy koeffitsiyentli ko'phad haqiqiy
koeffitsientli ehizigii va kvadrat uchhadlardan iborat ko'paytuvehilarga
ajratiladi, ya'ni  (X)ko'phadni

P(x) =a,{x-al)1(x-a2)K...(x-ar)* x
><(V+p.X+Qq)" @2+ pX+q2) 2..(x2+p.x+q,)" (2.5)
ko'rinishda ifodalash ~ mumkin. Bunda ko'phadning bosh
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koeffitsiyenti, ar a. ... an ko’phadning mos ravishda kn k2.... k,
karrali ildizlari, x:+px +q (t=I/) kvadrat uchnadlar uchun
diskrcminant D=p' - 49<0, k +k +..+kt+2n +2s, +... +25, =n;

>/, KI A, 5, N,....v- natural sonlar.

2-misol. /iv) n' +3x‘-a -3 ko'phadni ko'paytuvehilarga ajrating.
Yechish. Pjx) =a +3Vv -a-3=x\x+3)- (v+3)=

-(@ars;v -1)y=(a+3)(a-1)(a: +a+1)

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

ikkita Q,,(x) va P(x) ko'phadning nisbatiga
AfX) - Qr{x) b.xm+bIxX"" +...+bKlIx +bn
P.{a) ax" ax- +..+a_,.c +an
ratsional funksiya (ratsional kasr) deyiladi.
7<n bo'lganda ratsional kasr to'g'ri kasr, m>n bo'lganda
noto'g'ri kasr deyiladi.
Noto‘g‘ri kasrda uning QJx) suratini Pn(x) maxrajiga odataagidek
bo'lish vo'li bilan kasrdan butun gismi q(x) ajratiladi, ya'ni
ROO= so=e(?) + s
P() P(x)

tengiik hosi! gilinadi. bu >erda qg(x) - butun qgism deb ataluvchi
ko'phad. ) -to'g'ri kasr. chunki r(x) goldigning darajasi P(A)ning
darajasidan kichik.
3- misol. R(X) = ratsional kasrdan butun gismini ajrating.
Yechish. Ko'phadlami bo'lish qoidasi bo yicha kasming suratini
rnaxrajiga bo'lamiz:
3.vl- 2a'+1 m X +2X-r2
3a4 f 6a’' mb6a2j 3x2-8a + 10

_ -8a'-6a2+1
- 8a - 16x - 1l6a
io2+1lea +1
io0a2+20a +20

- 4a—9



Demak,
-4v- 10
R(X) - 3x2- 8y+10

Quyidagi to'g'ri kasrlarga sodda (elemental-) kasrlar deyiladi:

X-a
in. - A k>2. keN)\
x3) ( )
Mx + N , 2 :
| (/1?7 -4</<0):
X* + px +q
v __,\_/_I?S_t_’_\!_ (v>2, ve n -\ <0)
g TR R R

bu yerda A, M, jV, a, p, q - haqiqiy sonlar.
7-teorcma. Maxraji (2.5) ko‘rinishda ko'paytuvchilarga ajratilgan

har ganday — to'g'ri kasnii sodda kasrlar yig'indisiga yagona tarzda

yoyish mumkin.

Bunda:
1) (2.5) ifodariing (x-a) ko'rinishdagi ko‘paytuvchisiga 1 turdagi

Aa kasr mos keladi;

2) (2.5) ifodaning (x-a)* ko'rinshidagi ko'paytuvchisiga 1va Il

turdagi Ata kasrlar yig'indisi r+...-r——— mos keladi;
x-a (x-a)' (x-a)

3) (2.5) ifodaning x'+px +q ko'rinishdagi ko'paytuvchisiga
Il turdagi J¥n —  kasr mos keladi;
X* +px +q

4) (2.5.) ifodaning (x2+px+q)' ko'rinishdagi ko'paytuvchisiga
Il va IV turdagi s ta kasrlar yig'indisi

M,x +V, Mx + /1, Mx +N . e
I S — — mos keiadi.
X' +px+q ((X1+px+q)l (xz+px+<z)
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Shunday qilib, teoremaga ko'ra,

Qix) L 4 4 ____'_A‘%_ + ..+

PW x—& (x-ay (x-a)*

<
x
+
2
o~

Mx +.V M x+ A\
+—m B vy , (2.6)
X +pxAq (X +px+q) (x +px+q)

buyerda An A, ...Ak A/, ', N/, A Mt. A, - koeffitsiyentlar.

(2.6) tenglikdagi noma’lum koeffitsiyentlarini topishning turii
usullari mavjud. Masalan, noma'lum  Kkoeffitsiyentlarni topishda
koeffitsiyenilarni tenglashtirish usulini gqo'llash mumkin.

Bu uiu! quyidagi tartibda amaiga oshiriiadi:

1 (2.6) yovilmailing o'ng tomoni umumiy rnaxraj $(1-) ga
keltiriladi.  Natijada ----- =Y H ayniyat hosil bo'ladi. bu verda

PJx)  P.X
S Jx)—koeffitsiyent lari
noma’lum boMgan ko'phad.

2. Hosil boMgan ayniyatda maxrajlar teng bo'lgani uchun, suratiar
ham aynan teng boMadi, ya'ni Qnfx) =SJ.t).

3. Qjx) =Snfx) tenglikda * ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlar tenglashtiriladi (ko'phadlarning aynan tengligi hagidagi
teoremaga ko'ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boMadi va bu sistemadan
izlanayotgan A, A... . M,, A, V/, A3..MXx A, koeffitsiyentlar

topiladi.

4-misol. RO =" to'gri Kasrni oddiv kasrlar yig'indisiga
(% +1)

yoying.
Yechish. R(X) ning maxrajini ko'paytuvchilarga ajratamiz:

XAX + 1) =X\X +1)(%e - X +1)

R(X)ni 1-teoremaga asosan, sodda kasrlar yig'indisiga yoyamiz:

NomaMum koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli
hilan topamiz. Buning uchun tenglikning o'ng gismini umumiy
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maxrajga keltiramiz, hosil  bo'lgan  tenglikning  har ikkala
tomonidagi maxrajlami tashlab yuborarniz va quyidagi tenglikni hosil
gilamiz:

n4- 2x + 1= A (X +t) + A2(x +i) +Ax (0" - x+ 1)+ Mx'(x 1)+ Nx'(x Hi).
X ning b:r xil darajalari oldidagi koeffiisiyentlami tenglashtiramiz:

T A+A+M-1

X' -A +A2eM + N=0.
v : A+ V-0

X' A - -2,

x A -1

Bu tenglamalar sisternasini yechamiz:

Demak,

| -
R =24 | et
X x'  3(x-t-1) 3(x-x +1)

6.2.5. Mashgqlar
1. Berilgan P(x) va ~(x! ko'phadlaming yig'indisini. ayirmasini va
ko'paytmasini toping:
1) P(X) =2x"- x=+4, y(x)=x'+3jc' —r:
2) P(x) —=x44x2-5. (JIX) 3x4+Xx'-x2

2. 1'x) ko'phadni Q{x) ko'phadga bo'lishda hosil bo'ladigan bo'linma va
goldigni toping:
1) PIX) =.t +2x2-X+ 1. (y(4) - X~ +X—1,

2) PLX)=x" 15r - 6x +5. (J(x) =x’ +2x*‘ -1;
3) P(X) =3xs+4x3+2x -1 £XX) =x'+3x - 7,
4) f(x) - 2n* —3x’ +32x! -24x +1  Q(x)= X2-5X+6.
3. Qix) ko'phadni x -a ikkihadga bo'lganda hosil bo'ladigan goldigni toping:
1) PON=x1-3x*-x" +1, x- 2; 2) P(x) =x"-6Xx7-x"'-S. x* 1;

3) Z(X)=3x6ris-64, n 2; 4) P(x)=x"-6x"fx, x-3.
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4, P(x)-ax' mbx3- x- 1va (J(x) =3j'-xr+x-c ko'phadlar bir-biriga aynan
teng. a. b, r larni toping.

5. ax4>x'-3v;b*2t"tex -3r+1l.a b, c larni toping.
6. Beriigar, ko'phadiarni ko'paytuvchilarga ajrating:
) jr'- 16 2) x' -81nm;
3) 5*4-4tt* mi'S.V - ). 4) v -bX' +9x’-x2 bx- 9

7. Berilgan to'g'ri kasrlami sodda kasrlar yig'indisiga yoying:

y* +4*1-1 3n'-5nr° +8x-4
g ot " S
31 3v22 n 4) v ' o1
X o Xt X =\

8. Berilgan lo'g'ri kasrlarni sodda kasrlar yig'indisiga yoying va
koeffitsiyentlarni noma'lum koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan toping:

IR AT n 20 —31x—6,
") xJ +xI X' j-bx
3y v zIxXl “2v7- 4) 2XZ1

AV X' " x
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* Ratsional fimksiyalarni
integrallash

« Trigonometrik
funksiyalarni integrallash

« Irratsional ifodaiarni
integrallash

« Aniq integral
« Xosmas integrallar

* Aniq integralning
tatbiglari

Isaak Myulon
(1642-1727) -
ingliz matematigi, fizigi,
mexanigi va astronomi

iSyuton “Natural falsa-
faning matematik asos-
lari” iLsaritlu butun olam
torfishisk  qonunini  va
mc-xanikaning uch gt/su-
nini buytm gitgiin .

V matematik  analfr,
asoslarini, Vyuton binomi
jormulasmi. tenglamalar-
rti yechishning ISyuton
usulini yaratgan. ntale-
matik hisablmhtarda ga-
torlardan  foydatanishm
ko'nmgan.

BIR 0 “ZGARUVCHI
FUNKSIYASINING
INTEGRAL HISOBt

Integral hisob - bu matematikaning
integral tushunchasi, uning xossalari va
hisoblash usullari o'rganiladigan boMimidir.
Integral hisob differensial hisob bilan uzviy
bog‘liq wva tilar birgalikda matematik
analizning asosini tashkil giladi.

Differensial va integral hisobning asosiy
tushunehalari, jumladan, differensiallash va
integrallash amallari ortasidagi bog’lanish,
ulannning amaliy masalalarni yechishga
tatbigi  XVII asming ikkinchi yarmida
L.Syitton va G.Leybnis tomonidan ishlab
chigilgan. Ularning izlanishlari matematik
analizning  gurkirab  rivojlanish  davrini
bosh lab bergan.

Integral hisob yordamida ko'plab yangi
masalalar ~ bilan  bir  gatordam llgari
yechilmagan bir gancha nazariy va amaiiv
masalalarni yechish imkoni yaratilgan.

Integral hisobning asosiy tushunehalari
bir-biri bilan uzviy bog‘liq anigmas va aniq
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlang‘ich funksiya va

anigrnas integral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish
differensial hisobning asosiy inasalalaridan
biri  hisoblanadi. Matematik  anali/
masalalarining turliligi. uning geometriya,
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mexanika, fizika va texnikadagi keng migyosdagi tatbigi berilgan
f(x) funksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng bo'lgan
f-'(¥) funksiyani topishga olib keladi.
Funksiyaning berilgan hosilasiga ko'ra, lining crzini topish
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi.
y-f(x) funksiya (a\b) intervalda aniglangan bo‘lsin.
1-ta'rif. Agar (a:b) intervalda differensiallanuvchi
F(x) funksiyaning hosilasi berilgan f(x) funksiyaga teng, ya'ni
A\x) =fix) (voki dF(x) =f(x)dx), xe(a;b)

bo'lsa. Fix) funksiyaga (a-b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi deyiladi.

Masalan: 1) F(x) =x* funksiya sonlar o'gida /(*)=.!g2
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo'ladi, chunki nefl da
(*7  3.r;

2) F(X) =j\-x~ funksiya intervalda f(x) =— |= r funksiyaning
vl-.v2

hoshlang'ich funksivasi bo‘ladi, chunki xe(-1;1) da (VI-.r2)' =- Gl -
- X
Lemma. Agar Fix) va &) funksiyalar (a\b) intervalda fix)
funksiyaning boshlang'ich funksiyalari bo'lsa, u holda F(x) va ®(.1) bir-
biridan o‘zgarmas songa farg qiladi.
Isboti F{x) va ®(n) funksiyalar {a\b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyalari bo'lsin: F{x)=fix), ®'(n) =fix).
U holda istalgan xe{a\b)da
(P;x) - FQ)' - @'(n-)- F'ix)- fix) - fix) - 0
bo'ladi.
Bundan &) - F(x) =C yoki ®(x) =F(x) +C kelib chigadi, bu
yerda C-ixtiyoriy o'zgarmas son.
Shunday qilib. f(x) funksiya (a,b) intervalda biror F{x)
boshlang'ich funksiyaga  ega bo'lsa. uning golgan barcha
boshlang'ich funksiyalari {F(x)+c jCe R] to'plamni tashkil giladi.

2-ta’rif. f(x) funksiyaning (a.b) intervaldagi boshlang‘ich
funksiyalari to‘plamiga fix) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
[/(.v)cEr kabi belgilanadi.
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Shunday qilib, ta'rifga ko'ra.
1f(x)dx =F(x) +C, (1.1)

bu yerda f(x)~ integral ostidagifunksiya, f(x)dx - integral ostidagi
ifoda’, x- integrallash o zgaruvchisi. } - integrallash betgisi deyiladi.

Anigmas integralni topish, va'ni berilgan funksiyaning boshlang'ich
funksiyalari to'plamini aniglash masalasi funksiyani integrallash deb
yurililadi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga
teskari amal bo'iadi.

Berilgan f(x) funksiya gachon boshlang'ich funksiyaga ega bo'iadi
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotsiz
keltiramiz).

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo'isa u
holda u bu kesmada uzluksiz. bo'lgan boshlang'ich funksiyaga ega
bo'iadi.

Ko'p hollarda F(x) funksiya fix) funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi bo‘ladigan (a:b) interval ko'rsatilmaydi. Bunday holda
(a:b) interval sifatida f(x) funksiyaning aniglanish sohasi tushuniladi.

Shu sababli bundan kevin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1.1)
formula ma’'noga ega deb hisoblaymiz.

Masalan, /(*) =- funksiya (-30;0) va (0;3¢) intervalda uzluksiz.
X

Shu sababli uning anigmas integrali deb

funksiya tushuniladi. y

Boshlang'ich funksiyaning
grafigi  integral egri chiziq deb > F{x) mC.
ataladi.

Anigmas integral geometrik
jihatdan ixtiyoriy C o'zgarmasga
bog'lig bo'lgan barcha integral egri
chizigiar  to'plamini  ifodalaydi.
Agar F(x) funksiyaning grafigi
integral egri chiziqg bo'isa, boshga

y ; 1I'(x) +c,

1-shakl.
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integral egri chiziglar uni Oy o‘gi bo'yicha parallel ko‘chirish
yordamida hosil gilinadi (1-shakl).

7.1.2. Anigmas integralning xossaiari

Anigmas integral quyidagi xossalarga ega.
. Anigmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi
funksiyaga (ifodaga) teng:

{fE)dx) =7 (a). (d\f(x)dx =f(x)dx).
Isboti. F(x) funksiya J(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi,
ya'ni F’'(x)-/(x) bo'lsin.

1) holda
C\f(x)dx)' =(F(x) - CY =¥'s1)- 0 =/(X).

{d\f(x)dx md(F(x) +C) - di- (x) +dC =F'(X)dx =F (x)dx).

Bu xosia integral amali to g'ri bajarilgcmligini differensiallash
orqali tekshirish imkonini beradi.

Masalan, f(3x2+5)dx=x" +5x+(" to‘g‘ri, chunki (x1+5x +C)' =3x2+5.

2" Funksiya differentsialining anigmas integrali shu funksiya bilan
0'zgarmas sonning yig'indisiga teng:

jdF(X) =F(x) +C.
Isboti. F\x) =f(x) bo'isin.

U holda
YAF(X) =JF’(X)dx - If(x)dx =/-'(*) + (m

3" Ozgarmas ko'paytuvchini anigmas integral belgisidan tashqariga
chigarish mumkin:

j kf(x)dx =k\f(x)dx, kK=cons!,Kd0.

Isboti. F (x)=1(x) bo'lsin.
Bundan

\KHX)dx = \KF\X)dx = F(KF(x))'dx = K(F(x) + (") =kF{x) +C, =K\\X)dx
((,=kC deb olindi).
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4". Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig‘indisining anigmas
integrali shu funksiyalar 2nigmas integrallarining algebraik yig‘indisiga
teng:

J(/(w*) £gW)dx =\f(x)dx xj'g(x)d!x".

isboli. F'(x) =f{x), G'(x) =g(x) boMsin.

U holda
J(/(*) £9(x))dx =] (F\Xx) £G'(x))dx =

=] (F(x) £G(x))'<€&=jd(F(x)£G{x)) =
=F(X) £G(X) +C =(F(x) +O\) £(G(X) +C,)=
=\f(x)dx £ fga-)dix, c, +C, =Q\

5" Agar \f(x)dx =F(x) +C bo'isa, u holda x ning istalgan differen-
siallanuvchi funksiyasi u=u(x) uchun jf(u)du =F(u) +C bo'iadi.

Isboti. x erkli o‘zgaruvchi, /(x) uzluksiz funksiya, F(x) funksiya
f(x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin.
U holda jf(x)dx =F(x) +C bo'iadi.

u=<p) bo‘lsin, bu yerda $(X) - uzluksiz hosilaga ega boMgan
funksiya.

Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko'ra,

dF(u) =F'(u)du =f(u)du
bo‘ladi.
Bundan
f/ (n)du =\d(F(u)) =F(u) +C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi.
Demak, anigmas integral integrallash o‘zgaruvchisi erkli o'zgaruvchi
yoki erkli o‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan ixtiyoriy
funksiyasi bo'iishidan gat’'iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy integrallar jadvali

Integrallash amali differensiallash amaliga teskari ama! bo'‘lgani
uchun asosiy integrallar jadvalini differensial hisobning mos
formulalarini (differensiallar jadvalini) goMlash va anigmas integralning
xossalaridan foydalanish orgaii hosil gilish mumkin.
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Masalan, d(sinu) =cosudu ekantdan “cosudu=j<i(sin«) =sin« +C.
Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallarjadvali deyiladi.

Asosiy integruilarjadvali.

1. fu"du =- +C, (a*-1); 2. f— =Injr/|=C;
a+1
3. ra“du ~ - t-C, (0 <a* 1 4. fetdu =e" +
Ina
5. {sinudu =- coan + ('; 6. Jcosudu —sin n + O;
7. \lgudu =- Injcos;/1=( 8. \ctgudu = Injsinun |=C
I = .c: fo. 7-94 - -ctgu —+C;
cos'n sm*
U i U .
-— = -~ +C 12. j— =In|%gf—+ - 1+C
Jsinm In\fel Jcosm I gT/Z 4N\
, d
13. jr d-y----:-:arcsm£+ C; 14, f ! =In,/+\ul+aM +C.
\a2-u‘ a N2+ a
du 1 " du {
J—-- —= arctg - -t ; 16. { =L 2N LC;
a + u a a' 2a M+a|
17. jshudu —r/im + C; i 8. fchudu =shu +C,
9. =thu +C; 20. f - -cthu +C
sh n

Asosiy integrallar jadvalida iniegrallash ozgaruvchisi un erkli

o'zgaruvchi yoki erkli o'zgaruvchining funksiyasi (5- xossaga
bo'lishi mumkin.

Jadvaida keltirilgan formulalaming to'g'riligiga uning
tomonini  differensiallash va bu differensialning formula
tomonidagi integral ostidagi ifodaga teng bo'lishini tekshirish
ishonch hosil gilish mumkin.

ko'ra)

o'ng
chap
orqaii

Bu integrallardan birining, masalan 13-formulaning to'g'riligini

korsatamiz:



7.1.4. Integrallash usuliari
Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) aJmashtirishlar bajarish
va anigmas integralning xossalarini qo'llash orgali berilgan integralni
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib integrallash usuliga
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar:

1) JN5sinjt-——- + X" jix =5{sin.x<ir - 2j Tix\/x =

=-5cos/ - 2arctex +Z(f'_ £C:

G i, N W S 1

cos xsin X cos rsin X \sin X cos X)

I dx .r ox 2
-j — — =-ctgx - tgx +C =— (:

sm "X 7 cos X sin 2X

3)} dX=-J —x-~~OXx=-3 (- X)dX+j -- -
[+x2 1+.12 1+0r

Nk + ik +I -------- - x+);—1+arctgx+C

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialning
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga kiritish» jarayoni)
qgo‘llaniladi:

du-d(u+a), a-son; du-—e{au)\ udu:?d(u~); casndu - d(smu)\
a
smudu =--d(cosu); ~-du d(In?), — —du d(tgu).

Umuman olganda, f(u)du =d(f(u)).

Bu formuladan integrallarni topishda ko'p foydalaniladi.

Misollar.
13‘ S :-1J'---(-j(—3-)9- == rctg +C——arctg—+C
"16+9x 3 16+(3jc)2 3 4 12
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O'rniga go'yish (0'zgaruvchini almashtirish) usuli

Ko'p hollarda mtegraidagi o'zgaruvchini almashtirish uni bevosita
integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o‘rniga go'yish
(o'zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi
teoremaga asoslanadi.

2-teorema. Biror T oraligda aniglangan va differensiailanuvchi
x () funksiyaning giymatlar sohasi X oraligdan iborat bo’lib, X da
N\x) funksiya aniqlangan va uzluksiz, vya'ni T oraligda /(<(0)
murakkab funksiya aniglangan va uzluksiz bo'lsin. U holda

\f{x)dx =\f(cp(t))<p'(t)dt (1.2)
bo‘laai.

Isboii. X oraiiqgda Fix) funksiya f(x) funksiyaning boshlang‘ichi
bo'lsin. U holda H<p(t)) murakkab funksiya I oraligda aniglangan,
differensiailanuvchi hamda

FAND) =1MepD)p' W)= Npd)<P'(®)
bo'iadi.

Bundan

HA{(P{O)(P'(dt =J F(<pD)dt =F(ip(t)) +C =

=F(x) +C:i In=\f(x)dx\r
hisobga olinsa,
\f(x)dx =\H(p(0) (p*()dt.

(1.2) formula anigmas integralda o'zgaruvchini almashtirish
formulasi deb  yuritiladi.

Ayrim hollarda t=<p(X) o'rniga go'yish bajarishga to‘g‘ri keladi.
U holda \f(ip{x))ip'(x)dx=\j\t)dt  bo'iadi. Demak, (1.2) formula
o'ngdan chapga qo'Hanishi ham mumkin.

I-misul. jx"Nix—3dx integralni toping.

Yechish. Vr-3 =/ almashtirish bajaratniz.
U holda x =t14 3, dx-2tdt.



Shu sababli
IXjx - 3dx =j (12+3) <mitclt =2f(/' +3r )dl =

.3

=2jt'dt + 6\tXt =2 m—+6+- +C=- g/ii- 3)5+2/(n-- 3)’ +C.

2-misol. fn1+ integralni toping.
alnA

Yechish. 1+1ma =r bo‘lsin.

Bundan
CiX

tna =I - 1, —-2tdt
na A
U holda (1.2) formulaga ko'ra,

fvr1+InA ct- 2tdt _ftdt
AInA [1t1 1 -1

=2f[ 1+—J}—"\n =i t+ - Ini-—-N+C =

4 L1/ I 2 X+1p
=21+ DA o= v Fina 1 I, o
112 -1 1 ; l1+ina-1i

=2Vi +Ina +2In|vl+Ina - ij- InjinA+C\

3- misol. jV 1+cos2Asin 2xdxintegralni toping.

Yechish. 1-rcos2a =t2 deymiz.

Bundan
-2cosxs"\nxdx~2tdt yoki sin 2xdx =-2tdt.

U holda
jVI +cos2a sin 2xdx =t(-2t)dt =

=-2m 4C= icos v) +C.
3 3

hoft. Ayrim hollarda integrallashning o’zgaruvchini almashtirish
usuli takroran go'llaniladi, ya'ni bunda bajarilgan o'rniga qo'vishdan
so‘ng shunday integral hosil bo'ladiki. bu integralni boshga o'rniga
go'‘yish orqgali soddalashtirisb yoki jadval integraliga keltirish mumkin

bo'ladi.
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Bo 'Inklab integrallash usuli

Bo'laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko'paytmasinirig
differensiali formulasiga asoslanadi.

3-teorema. u(x) va v(jt) funksiyalar gandaydir X oraliqda
aniglangan va differentsiallanuvchi bo‘lib, u'ix)v(x) funksiya bu
oraligda boshlang'ich funksiyaga ega, ya'ni ju'(X)v( xX)dx integral
mavjud bo'lsin. 1J holda X oraligda u{X)v'(x) funksiya boshlang'ich
funksiyaga ega va

j v ()dx = u(xX)v(x)~1 v(x)u'(x)dx (1.3)

bo'iadi.
Isboti. (k(jc)v(.y)) - Y(v)v(.r) +v'{x)u{x) tenglikdan

UEOV'(x) = (HAV() - v)uNx) .

(Mm(v)v(.)) va ii'(xv(x) funksiyalar X inter\'alda boshlang'ich
funksiyaga ega bo'igani uchun v'(x)u(x) ham X intervalda boshlang'ich
funksiyaga ega bo'iadi. Oxirgi tenglikning chap va o'ng tomonlarini
integrallasak. (1.3) formula kelib chigadi.

(1.3) formulaga anigmas integralni bo laklab integrallash formulasi
deyiladi.

Ma’ lumki,

vi{x)dx =dv, u'(x)dx - dil.

Demak, (1.3) formulani
j'udv =uv - Jvdu (1.4)

ko'rinishda yozish mumkin.
BoMaklab integrallash usuiining mohiyati berilgan integraida
integral ostidagi f(x)dx ifodani udv ko'paytma shaklida tasvirlash va

(1.4) formulani goMlagan holda berilgan Judv integralni oson
integrallanadigan \vdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo'laklab integrallash orqaii topiladigan integrallaming, asosan,
uchta guruhini ajratish mumkin:

1) |P(X)arctgxdx, j P(x)arcctgxdx, JP{&)Inxdx, ['P(x)arcsin xdx,
[P(x)arccoaxdx (bu yerda P(x) - ko'phad) ko‘rinishdagi 1-guruh
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integrallar. Bunda dv=P(x)dx deb. qolgan ko‘paytuvchilar esa un bilan
belgilanadi;

2) "P{ercbe.  fP(v)sin kxdx, JP(X)coskxdx  ko‘rinisbdagi  2-
guruh integrallar. Bunda u=P{x) deb, golgan ko‘paytuvchilar dv deb
olinadi;

3) Jebsmkxdx, jV'coskxdx ko'rinishdagi 3-guruh integrallar
bo‘laklab integrallash ormulasini  takroran goMlash orgali topiladi.

4 -misol. Jarctgxdx integralni toping.

) n- arclgx da:--gz(—. i X
Yechish. }arctgxdx = 1+n" j=xarctgx- j )

dv=dx. v- x X

5- misol. J.re'dx integralni toping.
Yechish.

n=x, du=dx

<€ dx \=x€'-je'dx =xe' - ¢’ +C =cTx- 1) +C.

O dv=e'dx, v-e' \
6- misol. /=fsinxe2dxintegralni toping.
Yechish.

- , n=el', du=2e""dx . ]
I='sinre 'dx= . =- eZ cos.v +2jeZ casxdx
dv =sinxdx, v=- cosx

u=e2 du-2elxdx

. - —e'xcosx -r2(2sinx - 2fe" sinxcfc
dv =cosxdx, v=sinx ( )

=eZ(2sinx - cosx) - 41.

Bundan



Ko‘rsatilgan uchfa gurub bo'laklab

integrallanadigan barcha
integrallarni o‘z ichitia olmaydi.

Masalan, integral vuqorida

keltirilgan  integrallar  guruhlariga kirmaydi,

lekin uni bo'laklab
integrallash usuli bilan topish mumkin:

xX i u X . .
=Xtgx - ] tgxdx =xtgx—Injcos* mC.
cos X | av=——, v-tgXx
cos* X
7.1.5. Mashqlar
i. Berilgan integrallarni anigmas integralning xossaiari va integrallar jadvalini
qo’llab toping:

IIJjSigx--—ti' 1 dx 2 1f— -—dx\
v X +! J a't 3
b I \n 4aHn \ , 20 T dx

J I |Hr VT-j2
5)f- - - dx

6) jlsin ' tcosm) dx:

X - A
l) [V”‘l cos Xiu 8) fl sin x\‘A
4) fetg xdx. 10) f—w ™ t
J WCOS V- COS2*
inf iL—; ©»)f = ..
R < V3-4n-"'X

2. Berilgan integrallarni differcnsiai ostiga kiritish usuli bilan toping:
DI—

2)Jfoos,:xsin><o$<,
OfiW 7 4)r' MA
li 4" X+5
5) jV™"' ca?xdx, 6)je” jrice
L /-
g o) Y
M-t 00 Aoy 4
-t,ir sm' Axctg 4x
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3. Berilgan integrallarni o‘rniga qo‘yish usuli biian toping.

3)Ji/l6-x"dx:

5) +3dx.

dx

7>f

(arcsm x)'J I-x2

dx
J
eJs-AX-x1

11) | x(2x+7)toalT;

e ‘rdx

13)J
v'r—9

21 - ok

X X+2
4 bx'dx
>

Vk1i4

6)f f?.ngdx
J 1+sin 1.0OBX

U'!Sx”'i‘Bb

dx

10)}
V3T2-2]C-1

dx

In2x dx
Indx x

4. Integrallarni boMaklab integrallash usuli bilan toping:

1) Mxarctgxdx
3)j xinxdx,
5)J xTdx,

7) [xIn(x +1)N:

9) fsin Inxdx:

j) fm tgxdx
cos2X

5. Integrallarni toping:

HJVAL « e
3)JV cos2(ev)dx,

5) | 1-1gx;,
lgx

dx
T4y (2x-3)"
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2) [arcmnx/;
4)jxVce/x.

6) Jxsiri 2xdx:

rxsinxo'»
8>[- ]
* COS &

10)j ¢ sm4xdx

j2nTA arc lgxdx
m 1(X

2) jsin3xsm5x£/x;

L

6)r Jnxdx
ex (I-lir x)

S) X(4 min V)



7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARNI
INTEGRALLASH

7.2.1.Sodda kasrlarni integrallash

6.2 banddan bilamizki, quyidagi ratsiona! kasrlarga sodda kasrlar
deviladi:
[ "
X-a
H e , (k>2, ke X):
(x-a)"
oAy
u. T—-— . ty<o);
Y + /iY*
N& +n

e , - (v=2, s A, p -4;/<0),

buyerda A M, V. a, p, a- hagiqgiy sonlar.
Iva Il turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orqali topiladi:

Jx---a X -a (2.1)
j — = {(A-a) rf(Y-2)= A~ ---  +C oo +C. (2.2
Il turdagi sodda kasrni garaymiz.
f \Vim M
rdx integralining suratiaa kasming maxrajidan olingan hosila
X +px+q

(V +px+4) =2x+pni ajratamiz va natijani integrallaymiz:



b

v (2x+p) +N - .

LR OV Aol AT O W ' 3 IO
XNMpXx +(q X" +px+q 2 X'+t

MNP )
bbxw +'p'X'+q 2 ' :‘-‘]1
yoki
C Mr+V f Mp \
7 e *b—— t+
vV +px+( v 2 )

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi
=InjN +px+4#I.

Ikkinchi integral maxrajida to'liq kvadrat ajratamiz va integralni
quyidagicha hisoblavmiz:

Nz g, L , :-j---'-z—. arc? 0P ,
X +px+q f +p)~ p X*q-p
v 2) 4

bunda 4(/-/7 >0, chunki D<O.

Natijada quvidagiga ega bo‘lamiz:

f Av+2vV M, , 2N - Mp 2X +p
R ——— <y = In x 1 /«-Qj+ - arclg +C. (2. ¢
r +px+q 2 Va?-/"2 Vas~/"
1-misol. /= J---*6+11 tA integralni toping.
* o+
~(2ar +6) + 1L- - *6 . o
Yechish. / i 2-------m-memeeeee 2 <vm f:2v'luzv -41 e
J n +6x +13 2 y‘-bX+13 X1+ 6x +13
| Injnl +6x+131-4J.
Bu yerda
] - r dx: ¢ d(x +3) ) iarctg-)-(-f--f.
J(x+3)'-4 (x+)’y+2- 2 2
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Bundan

' ;S-)S-i-]-}-- dx :ilnixz +6X + 131—Larctgz(--t§- HC.
m1 +6x 13 2 2

IV turdagi sodda kasming integralini topamiz:

r y-n ~ V/, (2x+pydx »
J(r+px+(/) 27 (x* +px+0q)*

[ 1)

w - Y

Bu tenglikning o'rig tomonidagi birinchi integral jadvaldagi
integralga keltirib, piladi:

/=r_(2x +p)dx
(x2+px +q)’
X +px AT +px+0) :Z| - A2 +px +)'1

/ \
Ikkinchi integralga (uni / hilan belgilavmiz) jv,q ?I:/ almashtirish

bajaramiz va 0 <</- -=u2belgilash kiritamiz.
U holda
Ax P
I -Jf/u ---------------------- e Jf o4l =
b ’ < + ’
r(*+pY+q_QZ\4 ( m) r (2 )
17 ] ]

_J( Ij’- rdi
aldll - a2 2V
Bu tenglikning o'ng qismidagi birinchi integral / ga o'xshash

boiib, unda maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu
sababli, belgilasbga ko'ra, bo'ladi. Ikkinchi integralni bo'lakiab
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integrallaymiz:

b ottt 1 t-2tdt
C(M+al)y 2 (t2+a2)’

\( -t 1, dt N
2V(s-I)(/2+aZ T+7-1 I +ar ') *

2(s-1)(r +aj‘" 2(s-1

Demak. /, integralni hisoblash uchun y darajani pasaytirish
formulasini hosil gilamiz:

/=1 t 1

a2 2a2(s-1)(r+ «T * 2a2(.s--1)"
2s-3

2a (1-1)(F+« ) ThdEo i <25

Shunday qilib, (2.5) formula bo‘yicha / integralni topamiz, keyin
I dagi barcha i ni *+~ bilan alinashtirib va J, /, integrallarni  (2.4)

tenglikka go'yib, 1V turdagi sodda kasr integralini topish uchun ifoda
hosil gilamiz.

(2.5) formula bo'yicha I, integralni topish indeksi bittaga kichik
bolgan /, integralni topishga, /,, integralni topish esa o'z navbatida
/,2 integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval
integralni topishgacha davom ettiriiadi:

rodt 1

/= - - = arct%t +C.
"t +a a a

Demak, (2.5) formula orgaii /, dan /,, ga . so‘ngra /,, o'tiladi va

hokazo. Shu sababli bunday formulalar keliirish yoki rekurrent
(qaytuvchan) formulalar deyiladi.

2-misol. f——- — dx integralni toping.
(n +47+8) g ping

vecﬁiéf{. ro2x+4+1 dx—r 2X +4 -d>(+f dx

J(X* +4xX +8)  1(X* +4x +8) J(x- +4X +8):

392



1 rdx+2) J__r o dt_
Y- +4AV+8 +e \(x+2Y +4]27 X' +4x- 8§ +*tl+al’

bu yerda t=r+2, a=2.
(2.5) integraldan foydalanib ayrim hisoblashiardan so'ng
1 X+2
----- g-— T o et ST 1 o] (s LR
2a(f+a2) 2a a 8(r+4.v+8) 16 2

ekanligini topamiz.

Demak,
U ZXFS =
(x' - 4x +8)
e 4o 2(:-2- ------- i—-l-ante--i-z- +C=
X' +4v+8 8(.1" +4.r +8) 2
———————— X286 v TarermXtioac
8(x+4x +8) 16 2
7.2.2. Ratsional kastlarni integrallash
6.2 banddan va yuqorida avtilganlardan keiib  chigadiki.

R(X) =~>~ ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi tartibda

amalga oshiriiadi:

1) berilgan ratsional kasming to'g'ri yoki noto‘g‘ri kasr ekanini
tekshirish; agar kasr noto'g’ri bo'lsa, kasrdan butun gismini ajratish;

2) to'g'ri kasming maxrajini ko'paytuvchilarga ajratish;

3)to'g'ri kasrrii sodda kasrlar yig'indisiga yoyish;

4) hosil bo'lgan ko'phad va sodda kasrlar yig'indisini integrallash.

3- misol. 1=\-; X-+6 _-dx intearalni toein%.
SX -2X +2X
Yechish. R(x) = — noto'g'ri kasr. chunki
X' - 2X +2X

m=4, n=3 (m>n).
Bu kasming suratni maxrajga bo'lish orgali kasrdan butun gismini
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ajratamiz:
X' +6 lic —2x2+2x
X' - 2x" +2x2l X +2

2X' - 2X3+6
2X' - 4X2 +4xX
2X2—4X +6
Bundan
2X' - 4X +6

R(X) =X +2 +—--— == .

) 2

To‘g‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
X5- 2X2+2X =X(X2- 2X +2).

To‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘rinishidayozamiz:
2xl-4x+6 A Mx+N

D
X(X2- 2x +2) X X2-2X +2
Yoyilmaning noma’lum koeffitsiyentlarini topamiz:
2X2- 4X +6 =A(X2- 2x +2) + M + Nx,
''x2: A+M =2
X1 -2A + N=-4,
X 24 =86.

Bundan A=3 M=— N=2

Shunday qilib,

/2%x) ~ x t éh——— —
X

X'—2x +2

Ko‘phad va sodda kasrlar vig'indisini integrallaymiz:

/=f(x+2)dx+f +] - -X-—-dx — +2x #3In!x |-
J x  JIx2-2x+2 2

(2x 2)tl 2 2 i 2x-2
- <x=-- +2x +3Inx &= - 1-- -dx -
X -2x+2 2 2 X

X—2+2x +31n|x|-‘lln|x2- 2x + 2L +arctg(x - ) +C.
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7,2.3. Mashglar

1. integrallarni toping:

2x +3 o J xdx
1) f— — — -dx, 2)f
3(x-2)(x +5) J(x +D)@2.x-
3) f e XAX ~-mmmm ; 4) f - -eee- N s ;
(x+D)(x+2)(c 3) #(x +1)(jc +6x +5)
5)£r_(v:IVr4-I_'I - N - - 6)r\|/| r7 YdX'
7) j 2 +2xU_4x+3dX, . 2*5x—-n
" no-tx wX(X -5.x+4)
9)J— n 108} X
X —2%X' =x +2 1x;(x #D
dx . fodx
LI) 2)J1 T
J 1+ X
uj rvilusx +2x2+x +1,. 14) rxiic
n X" *x 1l #x -1
ax
15)f ~ 16) f
)IX | )J (x +9)
17y .-- dx: 18) f
I (n- +2x f2)- LU -)(x' *4)
(1) — JE—— ; 20) f -~
J Or +4x +5)0x' +4x +m3) e (x F1)"(e"rl)
2» j - N
23)f .— '3 .dx 24) |5w -4 -—
u(x'-3xy 3)" JX +13x' +36

7.3. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALARNI

INTEGRALLASH

Trigonometrik funksiyalarni integrallash usullaridan ayrimlari biian
tanishamiz. Faqgat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar
(qo’shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish) bajarilgan ifoda berilgan
bo Isin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni sin* va cosjc
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funksiyalar orgali ratsional ravishda ifodalash va /2sina\cosd
ko‘rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. J/2(sinAcosjc)rZr ko‘rinishitlagi integrallar

j/?(sinx,cosx)<& ko‘rinishidagi integralni tg~=t almashtirish

orgali hamma vaqt t o'zgaruvchili ratsional funksiyaning ir.tegraliga
almashtirish, ya’ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Hagigatan ham, jy?(sinx,cosx)E& ifodadan

sinx = ___2_§g| =21 , COS X = 1ztg2 _ = ---:-r , X=arct'it, ax = id'-

1+tg2X 1+/ Irtg* X i+r ' [ +r
2 2
tarzdagi o'rniga qo‘yishlar yordamida t o‘zgamvchili
m {\+/ \+t ) 1+ ]
ratsional funksiya kelib chigadi.

1-misol. /=1 integralni toping.
3sin* +2cos* +3

Yechish. tgz—zt devmiz. 1J holda

2d1
[ — L+T . f dt r_dt_
i 2/ +2__}?__I'+3, Jr +6/+5 J(t+|)(t+5)
1+/- I+

=i f -+—i]t—A\nlt+lj+8In11+51r(
W+1 t+5]

Noma’'lum koeffitsiyentlarni aniglaymiz: A=-, B=-~.
Demak,

'igX 1
I:E(in\t+l]- In|[/+5)+C = InJV —J= --InI —I—j+C

|£ +5!
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Universal trigonometrik o‘miga qgo'yish natijasida amalda
ko'pincha ancha murakkab ratsional funksiyalar hosil boMishi mumkin.
Bundav hollarda yuqorida keltirilgan integralni topishda quyidagi sodda
almashtirishlardan foydalangan ma’qul:

a) agar ~(sin Mcos X) ifoda sin.Y ga nisbatan toq, ya’'ni

ft(-sin x.cosx) =-/?(sin X,COSX)
bo'lsa, u iioida cosx=t o'rniga qo'yish bu funksiyani ratsionallashtiradi;
b) agar P(sin.Y.cos.Y) ifoda cosy ga nisbatan toq, ya'ni
P(sin ;r,-cos.v) =—(sin X,COSX)
bo'lsa, u holda sinx =/ o‘miga qo'yish orqgali bu funksiya
ratsionallashtiriladi;
c) agar/f(sin.Y,cosj) ifoda sin.v va cosx larga nisbatan jufit, ya’'ni
/7(-sin x. - cosy) =/7(sin N, cosy)
bo'lsa. u holda Igx~t o'rniga go'y ish bu funksiyani ratsionallashtiradi.
Bunda quyidagi almashtirishlardan foydalaniladi:

oo g x| , 1 1_
Sin" x =—7- — =----- .. COS' X =—=mmmmmmm— = mmeee- ,
Lltg'X 14/ 1+tg'X 14/
dt
x--arctgt, ax=---—- 7.
14-/
2-tmsol. I =f— - QO T"\\—-- integralni toping.

sin" X- 4sin X +5

Yechish. Integral ostidagi funksiya cosv ga nisbatan  toq
funksiya. Shu sababli sinY -t deb olamiz.
U holda

fom = f— - - arcig(t - 2)-rC =arctg(sin n - 2) 4C.
/485 1 2) 4l -2

integralni toping.

3-misol. /=J—
I_

Yechish. Integral ostidagi funksiya sin.Y ga nisbatan juft
funksiya. Shu sababli tgx=t o'rniga qo'yishdan foydalanamiz.
U holda



7.3.2. JsirTxcos” xdx Ko'rinishidagi integrallar

fsirTxcos”xdx ko'rinishidagi integrallar m va n butun soniarga
bog‘lig holda quyidagicha topiladi:

a) «>0 va toq bo'lganida cost=/ o'rniga qo'yish integralni
ratsionallashtiradi;

a) m>0 va toq bo'lganida sin* =r o'rniga qo'yish orgaii integral
ratsionallashtiriladi;

c) myva n sonlar juft va nomanfiy bo'lganida

. i~ i 2j
sin?x = &0{;5 2 , CcOos 2y = -'-f-f-;-’ sait

formulalaridan foydalanib, darajalar pasaytiriladi;
d) m+n<0 hamda mva n juft bo'lganida tgx=t yoki ctgx=t
o'rniga qo'yishdan foydalaniladi. Bunda m<0 va n<0 bo'isa. suratda

qgo‘!lab, ratsional funksiyalarni integrallashga keltiriladi;

e) m,n<0 va ulardan biri toq bo'lganida sinv va cos* iardan
gaysi birining darajasi toqligiga qarab, surat va maxrajni shu
funksiyaga qo'shimcha ko'paytirishdan foydalaniladi.

4-misol. Jsin5xcos'xdx integralni toping.

Yechish. Jsin xcoslxdx (n>0 va tog. cos* =t) - jsinincos2nsnxdx =

=-jr(i - r )2t2dt = - Jtldt + 2\t'dt - {t'dt=-J +2- - -- +C =
=— Cc0S5X +—€0s' X— co0s' X +C.
3 5 7

5-misol. JsinixcosXxdxintegralni toping.
Yechish. Jsindxcosdx (n,m>0 va njn - juft) =J(sinxcosjc)' sin xdx

/sin22itt (1o eos2iMyge j(sin' 2x-sin: 2xcos2x)d\ =

AL ooV, 18y axd(smaxy =

2 16
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6-misol. /=[—— - integralni toping.
sin xcos' x

Yechish Bunda n=-4, m=-2. n+m=-6 <0, K:t"121 71-1=2.

Demak,
r sm X +C€0S2X nsin' X +2sin2xc0s' X +c0s4xX
( ) dx dk =

sin xcos’ sin4xcos‘ x

—I dx dx  rcos2x

Zos X +2J— an % b in de =tgx - Zctgx - ‘ctg~xd(ctgx):

=lIgx- 2ctgx- -ctg'x 1 C.

7.3.3. jtg'xdx va jetg"xdx ko‘rinishidagi integrallar

\tg''xdx va jctg'xdx (bu yerda n>0 butun son) ko'‘rinishidagi
integrallar mos rasvishda tgx=t va ctgx=t o'rniga qo'yish orqali
topiladi.

Bunday integrallarni o'rniga go‘vishlardan foydalanmasdan,
bevosita

ig:x= —- 1, ctg2 _
cos* X sin‘ x
formulalar yordamida hisoblash ham mumkin.

7-misol. Jtg'xdxintegralni hisoblang.

Yechish. 1-usul. \g xdx = ng tdx—-¥—,-—h1 =Jt'dt-



..... 1 \ok=

COSs* X J

2-usul. jtg xdx =\tg'x tgxdx =jtg".x-I

=itg" " X-~-~~- jtg'xdx= \tg'xd(tgx)-\tgx-\—--—- | No=
\cos x

cos X
:Ztgélx-ftgxd(tgx)- _ftgx4dx:-tgix --tg Ix-\n[cosxI+C
7.3.4. Jsinmxcosnxdx, Jsin/wxsin nxdx, j cOSrnxcosnxdx
ko'rinishidagi integrallar
Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda
sin MXCOSNX = ~(sin(/?/ +N)X +sin(w - N)X),

sin MXS'MNX =" (cos(/w - N)X - cos(M +n)X),

cosmxcosnx =—{cos(m+n)x 4 cos(? - n)x)

trigonometrik formuialardan foydalaniladi.

8-misol. ]cos?* ecos,5xdx integralni toping.

Yechish. jcos3xmosbxdx = (c0s8x+cos2x)dx =

=- S_ sin8n1 +- sin 2x |+C =—(sin8.x4-4sin 2v) 4(\
218 2 J 16

7.3.5. Mashqlar

1 Berilgan integrallarni toping:

d A d
Nf— = - f—
54 4sin X - 2sin X4 sin 2.v
3 f e . 4 f— ...
J1+5sm r +1cos’'r J 4 +2«m
5)I sinxex 30CBLxax
S - co-1- N amdx



¢ cos'xdx rcos4* +sindx

8)f ——=j-——-
1#in a - )J cost- sfﬁ(*x
g)j‘si n2xcos4xdx , i?% -fr\l,({,s /;(
J
. —n 12) J[ctglxdx:

0} -
2+ 3Sin" JC-/COS" X

r sin2xdx ro . )
......... — 14» Icos2jrcos5jtd!x;
J 1+ cos“X N
15) [sin2xcos3xdX ; 16) jcosjtcos2jccos3. v X,

7.4. IRRATSIONAL IFODALARNI
INTEGRALLASH

Irratsional ifodalami o‘z ichga olgan avrim integrallarni ko‘rib
chigamiz.

lax +b\" {ax +h\- :
741 R | j{—(- I Mc ko rimshiaagi integrallar
/ n

» &
i/? X bV Jr-lz(-r-j:-AV1 dx (R —ratsional funksiya.

Nvex+d] {cx+d)

m, m, n2..~ butun sonlar) ko'rinishdagi integrallar —— ~i
cx +d

o'rniga go'yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga
keltiriladi, bunda v=EKUK(n],nl,...).
f

- Ll \
Xususan, fR x.cix +/A" ,(av +b)" ,.Jabr integrallar ax+b-t" o'rniga
go'yish yordamida, {R xX.x"-.pr integrallar esa x=t‘ o'rniga

go'yish yordamida i o'zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

1-misol. / |' 41 -dx integralni toping.
v 1+X

Yechish. Bu yerda EKUK(2,3) =6 bo‘lgani uchun 1+x =t6 tarzda
belgilash kiritamiz.
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U holda
VI +x=t\ W\ +x =I\ dx=(it'dt

Demak,
/=}——- --- w6tidl =6jllI(t2- 2t +r j-\)dt=
ft's _t* tb t'\ \/
= --—— 2 — + = 2- + +1 + —
6 5 9 5 3 C 15(3/ 1/ +9r 5+C

== -(3(L +@); - 10(1 +X) +9u! +v +15)+ C.

7.4.2. \R(x,"axr +bxJ}cyk ko'rinishidagi integrallar

P nyeee -rhx +c)dx  ko'rinishidagi integrallar Eylerning uchta
o'rniga qo'yish usuli orqgaii ratsional funksivalardan olingan
integrallarga keltiriladi:

a) a>0 bo'lganida -Jax2+bx +c =t+ 4ax almashtirish orqaii integral
ostidagi funksiya ralsionaliashtiriladi {Eylerning birinchi o'rniga
go Vvishi):

b) c¢>0 bo'lganida -Jaxl+bx +c =txxy/c almashtirish yordamida
integral ostidagi funksiya ratsionallashtinladi (Eylerning ikkinchi
0 'rnigu g o Yishi);

c)ax2+bx +c¢ kvadrat uchhad a(x- xt)(x- x2) ko'ririishda ko‘pav-
tuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya -lax2+bx+c =-i(x-X,)
almashtirish  bilan ratsionallashtiriladi (Eylerning uchinchi o'rniga
go ‘yishi).

2-misol. | =f--—-- ~ integralni toping.
Yechish. Bunda a>0. Shu sababli -jx' +2x +'2=t-x ko'rinishdagi
o'rniga qo'yish bajaramiz.

U holda
X2+2X +2 =t2-2tx +x2. 2x +2x - -2.
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Bundan

1-2 2+2t+
-----%-t-----z 1+ KX +2X+2 = |

Wy AR TG R

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

[=F2(1 N (/L +2f+ 2)dt = \-t! ~21+2-di.
1(1+4/+4)2(1’\) 1+0(2 +0

Integral ostidagi to'g'ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

r-2t+2 4 5 ~ C
@+0(2 +02 1+/ 2+1 (2+0"

Koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini go'llaymiz: A -1 R=Q C =-

Bundan

X 0‘zgaruvchiga gaytamiz:

/—nl+p vx +2tt2 e .a— - (.
1 1 X+2+V.r2+2jt+2

3-misol. /-} #==="="= integralni toping,
Vv -3.v +2

Yechish. x~- 3jc# =(r- 1)(n- 2) bo‘lgani uchun
V(-x-1)(je-2) = (je-1)/
shaklda o'rniga qo'yish bajaramiz.
U holda

(r-N(r-2)=xx-19T, r=, x~2

Bundan

X= 2 dx = —flnl, VYV - 3X+2= {ll --
r-1 I {tl' i r

Topilganlami berilgan integralga gqo'yamiz:



I=1- (I . -2)~~~ =-InM | =-ini! o
J ((c—iyt r— X+N jr-i S

Dastlabki o'zgaruvehiga gaylamiz:
[x —2 x—"
1- 2 + "
/—in Nl x oo 2x+3WV - 3x+214C
| X~2-1
! * o
Eyler o'rniga qo'yishlari  ayrim  integrallarda  murakkab
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning
quyidagi usullaridan foydalanilsa bo'iadi.
| AK(x,nlax2+bx +c)dx  ko'rinishidagi integrallarni  hisoblashning
kvadrat uchhaddan to la kvadrat ajratish usulida berilgan integrallar
ax'+bx +c kvadrat uchhaddan to'la kvadrat ajratish yo'li bilan ushbu
integrallardan biriga keltiriladi:
a) agar a>0 va b2-4ac <0 bo'isa, u holda \R(t\'m' +n2 )dt.

. i. .2 i
bu verda n =8, M = , t=x+—7:;
a a

b) agar a>0 va bl-4ac >0 boisa, u holda \R{t[n22-m \it,
bu yerda n?=a, m?=0L1:42C (= ..
4a 2a

c) agar a<0 va b2-4ac>Q bo'isa, u holda \R(t,Jm2- n2 vii.

Bu yerda W* - -a, K =—-----m-meol Ct-X +

Hosil gilingan integrallar mos ravishda t=—tgz,t= m , t=- sinr
n «sinz n

o'rniga qo'yishlar orgaii J/J(sin;;,cosr)</z ko'rinishga keltiriladi

4-misol. Jv5 +4x- x2dx integralni toping.

Yechish. Kvadrat uchhaddan to'la kvadrat ajratamiz, yangi t
o'zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik o'rniga go'yishdan foydalanib,
topamiz:
| ._2_fi
f/5 +4x - x2dx=1j) (x 2) dx—'|A o !l—{VQ 12dt =
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N9 t

~=arcsin arcsin- +
3 2y 3
~Laresin V-2 Hix-2)vEFixx 4.
2 3 2
2.)R(x.\ax2+bx +c)dx ko'ririishidagi ayrirn integrallarni

hisoblashning boshqga usullarini keltiramiz.

a)j - JL*Q()CLX ko‘rinishidagi integrallar, bu yerda P,,(X)- n- darajal
Vax ~bx +c

ko'phad:

1) n=0 da J-===== ko‘rinishda boMadi; bu integral a >0
\lax2-tbx +c

bo'lganda jadvaldagi 14- integraiga. n<0 boMganda jadvaldagi 13-

integralga keltiriladi;

2) «=1da | ko'rinishda bo'ladi; bu integral suratda
jaxlnbx+c

kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi
1- integralga va ikkinchisi 1) banddagi integralga keltiriladi;

3) n>2 bo'lganda berilgan integraldan keltirish formulalari
yordamida

- P,(X)dx dx
maxl+bx +c axl+bx +c
ko'rinishdagi ifoda hosil gilinadi, bu yerda koeffitsiyentlari

noma'lum bo'lgan « —-darajali ko‘phad, M—qandaydir o'zgarmas son.
Bunda ko'phadning noma’lum koeffitsiyentlari va Msoni oxirgi
tenglikni differensiallash hamda v ning chap va o‘ng tomondagi bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish orqali topiladi.

—m ko'rinishdagi integral ax +j3=-
(XX +p )\ @xX2+ bx + C t



almashtirish yordamida 1) banddagi integralga keltiriladi;

c)! AN==7= (ne'Zn>1) ko‘rinishdaei integralc« +P ="'
@x+pydax2+bx+c |

o'rniga qo'yish orqgaii 3) banddagi integralga keltiriladi.

5- misol. J------- . = integralni toping.
(x-2)Vx2-4x+5

Yechish. x-2 =- deymiz. U holda =---, x2-4x+5--1+1
t tl \
Bundan
dt
( dx == f ? =7
m(x 2)4X -4x>5 J1[F . Vr +f
SVr

Demak, b) banddagi integral hosil gilindi. Bunda (7=2 bo'lgani
uchun

| -4== = (7 + N)Y/2+! +A/f .
vr+| 1(41

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:
RAGEEY'Y = e

V/2-Hi ve2~rl  v/2H
yoki

2=111+T )4-(17 4 B)l +Af .
t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglab, topamiz:
I

U holda
c txt t\\+t2 1r dt Y\ 1I '9 VE rr' c
e = D e | P — 7 + + +C .
WiT72 =TT R T T ™ )

Dastlabki o'zgaruvehiga gaytamiz:

¢ __YiX2-4x #5 1,01 4 VX2-4X4- 5

(X- 2) VXT-4X +5 2(x-2) 2 | x-2
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7.4.3. Jx"(a + bx'Yy dx binominal differensialni integrallash

bx"*)*"dx ko‘rinishidagi integral binominal differensial

integrali deyiladi. Bunda integral ostidagi it'oda xnfa-+bx") ga
binominal differensial deyiladi, bu yerda m u, p- ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional

funksiyalarni integrallashga keltiriladi:
a) p butun son boMganida integral x=t' (bu yerda s =EKUK(m,n))

o'rniga qo'yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) mr-] * butun son bo'lganida integral a+bx' =t’(bu yerda s-p
sonning maxraji) o'rniga go'yish yordamida ratsionallashtiriladi;

c) —n—+p bumn son bo'lganida integraida a+bx"=t'xX" (bu

yerda n- p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.

Agar yuqorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial
eiementar funksiyalar orqali ifodalanrnaydi, ya’'ni integrallanmaydi.

Masulan, jVI +x’'tfo integralning integral osti funksiyasi binominal
differensial:  M=0. n=3, p=~. Bunda ~ - +p=7*

P 2 P 2 n 3 n P 6

sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral eiementar
funksiyalar orqali ifodalanrnaydi.

6-misol J=]—"L = integralni toping.

v'Vi- X'

Yechich. Shartga ko'ra.

1 m+1, -3
m- -j, n=4, n=—, fp=
j > (p4

e) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:

l+gra =Vx\ Y-(/2—) *, dx=- -Zt(t2-11 \ t=—"-.~f—
J

U holda



7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

Biz integrallashning elementar funksiyalaming keng sinfini gamrab
olgan muhim usullarini ko'rib chigdik. Bu usullar ko'pchilik hollarda
ar.igmas integralni topish, ya’'ni boshlang'ich funksiyalarni aniglash
imkonini beradi.

Ma’'lumki, har ganday uzluksiz funksiya boshlang'ich funksiyaga
ega bo'iadi. Agar biror f(x) elementar funksiyaning boshlang'ich
funksiyasi ham elementar funksiya bo'isa, u holda \f(x)dx integral
elementarfunksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha, {Vx-cosxdx integral elementar
funksiyalarda ifodalanmavdi, chunki hosilasi Vx-cosx ga teng bo'lgan
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbigda muhim ahamivatga

ega bo'lgan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga
misollar keltiramiz:

\e~"dx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi);
\-?]%(Z---integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
jcosxAft, jsinx<&-Frenel integrallari (fizika);

*dx, integralli sinus va kosinus;
X J X

\;dx- integralli ko'rsatkichli funksiya.

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,
e',— ,Cco0Ss.sinx;, £ funksiyalaming boshlang'ich
Inx X X X
funksiyalari yetarlicha o'rganilgan, X argumentning turli

giymatlarida ulaming qiymatlari uchun mufassal jadvallar tuzilgan.

7.4.5. Mashqlar

1. Berilgan integrallarni toping:
LV "\ v 2lj x.vdt'vv,-'

3)fV mjUxh H[' " A

V.t+1
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Idx

| 1
g X+1 i
5)! n "t
) Sj2x-1+9(2x-1))2 \ VT1] \-x2
7 > . [
V-V -3.T+ 2 \IX 42X +5
9 dx 10)] dx
nx +x+1 cn/4-2.r- x1
W) n 12)J-— - oK
\+'[\-2x-x2 1+Vy! +2jt+2
13) eJyi 4x- x2dx: 14) I \IX: - 4dx:
15) dx 16)] dx
(n- 1tV-.v" y3n-2 (*-1)n/x: -2.x
17) -72%% [ 120 T, ;
L \3- 2x x2 )[\GJr-DA
190 — ; 20)f— *
mY(I'V.v)' x"\[2-x"
21) XN(1+.V) 6, 22)[-1™-dx:
) XN(1+V) ) >
23) 1 : 24) JvI' Wiv

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga
olib keluvchi masalalar

Aniq integral tabiat va texnikaning bir gancha masalalarini
ycchishda, xususau, har xil geometrik va fizik katlaliklarni hisoblashda
keng qoilaniladi.

Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi Itagidagi masalasi

7'ekislikda Oxy to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasi

kiritilgan va \a\o\ kesmada uzluksiz va manfiy bo‘lImagan v=/(v)
funksiya aniglangan bo‘lsin.



Yugoridan v=f(x.) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox oqi bilan,
yon tomonlaridan x=a va x=b to'g'ri chizigiar bilan chegaralangan
figuraga egri ehiziqii trapetsiya deyiladi (2-shaklda bu figura -aABh).

aABb egri ehizigii trapetsiyaning 5 yuzasiga ta’rif beramiz.

[a\b] kesmani n ta Kkichik kesmalarga bo'lamiz: bo'linish
nuqgtalarining abssissalarini a=x0<xt<..<x <x: <...<xi, <x:=b bilan
belgilaymiz. {x}= bo'linish  nuqtalari  to'plamini [a\b}
kesmaning bo'‘linishi deymiz. x bo'linish nuqtalari orgaii Oy o'gga
parallel x-xt to'g'ri chiziq o'tkazamiz. Bu to'g'ri chizigiar aABb
trapetsiyaning asoslari [x_,;x] bo'lgan n ta bo'lakka bo’iadi. aABb
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining yig'indisiga teng
bo'iadi. n yetarlicha katta va barcha I*,.,;*] kesmalar kichik
bo'lganida har bir n ta tasnianing yuzasini hisoblash oson bo'lgan mos
to'g'ri to'trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin bo'iadi. Har
bir [x;jc ] kesmada biror £ nugtani tanlaymiz, /(x) funksiyaning bu
nuqtadagi giymati / ) ni hisoblaymiz va uni to'g'ri to'rtburchakning
balandligi deb gabul gilamiz. [x_,;x] kesma kichik bo'lganida fix)
uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o'zgarishga ega bo'iadi. Shu
sababli bu kesmalarda funksiyani va taqriban /(£) ga teng deyish
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi /(")(x-x_,) ga teng bo'lganidari
aABb egri ehiziqii trapetsiyaning S gayuzasi taqriban S,teng bo'iadi:

S«S,=tf(1)Ax, A v v (5.1)
;

(5.1) taqribiy giymat

d =max Ax (/=!,«) kattaiik ganeha Y =f{x) "t—

kichik bo’isa, shuncha aniq
bo'iadi. d kattalikka  {x}
bo'linisnning diametri deyiladi.
Bunda /i->oc da d~>0.

Shunday qilib, egri ehiziqii
trapetsiyaning S yuzasi deb,
Sn to'g'ri to'rtburchaklar
yuzasining bo'linish  diametri O X
nolga intilgandagi limitiga

2-shakl.
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aytiladi, ya’'ni
S =limé' =limY f(£ )AX. (5.2)

Demak, egri  ehizigii trapetsiyaning  yuzasini  hisoblash
masalasi (5.2) ko'rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib o‘lilganyo7 masalasi

Agar moddiy nuqtaning harakat gonuni s=f(t) (bunda t- vaqt,
s—bosib o‘tilgan yoi) tenglama bilan berilgan bo'isa, f(t) funksiyaning
f'(t) hosilasi moddiy nugtaning berilgan vaqtdagi harakat teziigi v(t) ga
teng, ya'ni v(t)=f'(t) bo'iadi. Fizikada quyidagi masalani yechishga
to'g'ri keladi. Moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo'ylab v tezlik bilan harakat
gilayotgan va v tezlik t vaqgtning uzluksiz funksiyasi bo'lsin deymiz.
Moddiy nuqta vaqtning t=a dan t=b gacha bo'lgan biror [a\D]
oralig'ida bosib o'tgan yo'l s ni topamiz. [a\b] kesmani
a=il</, <.<t <, <tn=b nuqtalar bilan vaqgtning n ta
yetarlicha kichik oraliglariga bo'lamiz.  Vaqtning kichik  [n,r]
oralig'ida v(t) tezlik «deyarli» o'zgannaydi. Uni bu vaqt oralig'ida
o'zgarmas va tagriban v(f ) (E e[> ]) ga teng deyish mumkin. Bunda
harakat [r j kesmada tekis bo'iadi. U holda bosib o'tilgan yc'l

bu vaqt oralig'ida v(].)(/ -/,_,) ga, \a\b] vaqt oralig'ida =ZV(s.)A,
(8/,=/-/,_) ga teng bo'iadi, Bu tagribiy giymat ~ =maxAr, (i=\n)
kattaiik gancha kichik bo'isa, shuncha aniq bo'iadi.

Shunday qilib. s bosib o'tilgan yo'l deb, snyig'indining d — Odagi
limitiga aytiladi, ya'ni

s =lims. =limY v(E, )A/. (5:3)

0y,

Demak, bosib o'tilgan yo'lni hisoblash masalasi (5.3)
ko'rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko'rinishdagi yig'indining limitini
topishga olib  keluvchi bir ~ xil  usul qo'llanildi. Tabiat va
texnikaning bir gancha masalalari yuqoridagi kabi yig'indining
limitini topishga keltiriladi.
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7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y =f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo'lsin.
\a\b] kesmani ixtiyoriy ravishda
a= <jg <..<x,<X <. <xn, <xn=b

nugtalar bilan n ta gismga bo‘lamiz, bunda {x } ga [a/)] kesmariing
bolinishi, d =max(jt - x_,), /=14) kattalikka bo linish diametri deymiz.

Har bir [*_,;*] kesmada ixtiyoriy nugtani tanlaymiz. Bunday
nuqtalami belgilangan nuqtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(£,)
giymatini mos Ax =x -xt uzunlikka ko'paytirib. bu ko'paytmalardan
=E/(E)A¥, (5-4)

«

yig'indini tuzamiz. (5.4) yig'indiga J\x) funksiya uchun [u;£]
kesmaning {x} boiinishidagi Riman integral yig'indisi deyiladi.

w, yig‘indining d->0dagi limiti tushunchasini kiritamiz.

1-ta’rif. Agar V £>0 son uchun shunday <6>0 son topilsa va
j/-wj<e tengsizlik [a\b] kesmaning diametri d <5 bo'lgan istalgan
{x} bo‘linishida £ belgilangan nuqtaiarning tanlanishiga bog'‘liq
boimagan holda bajarilsa, / soniga w, Riman integral yig'indisining
limiti deyiladi va u /=Iljmw, deb yoziladi.

2-ta’rif. Agar (5.4) Riman integral yig'indisi d->Oda chekli limitga
ega bo'lsa, u holda bu limitga [a\b] kesmada f(x) funksiyadan olingan
aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va jf\f(X)dX kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta'rifga ko'ra,
i/ (x)n =l{@£|/(£)A»r,, (5.5)

bu yerda f(x)—integral ostidagi funksiya, x- integrallash o'zgaruvchisi,
a, b- integralning quyi va yuqori chegarasi, \a\bJ-integrallash sohasi
(kesmasi) deyiladi.
b
[ab] kesmada \f{x)dx aniq integral mavjud bo'lsa. y=f(x)
funksiya  shu kesmada integrallanuvchi (Riman bo'yicha
integrallanuvchi) deyiladi.
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Izoh. Oliy matematika kursida boshqga aniq integrallar garalmagani
sababli buridan kevin '<Riman integrali» va «Riman bo‘yicha
integrallanuvchi» iboralarini mos ravishda «integral» va
«integrallanuvchi» deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta’riflarda a<b bo'lsin deb faraz gqdindi. Aniq integral
tushunchasini a=b va a>b bo'lgan hollar uchun umumlasbtiramiz.

a>h bo'lganida 2-ta’'rifga ko'ra,

\f(x)dx =-]f(x)dx. (5.6)
2-ta'rifga ko'ra. a=h bo'lganida ((5.5) ga garang).
} (x)& =0. (5.7)
(5.4) integral yig'indi berilgan funksiyaning argumenti qanday harf
bilan belgilanishiga bog'ligq bo'Imagani sababli, uning limiti va
shuningdek, aniq integral integrallash o'zgaruvchisining belgilanishiga

bog'lig bo'Imaydi:

i 7 ()dx =3 (t )dt =3f(z)dz.

1
I-misol. %xttx integralni aniq integralning ta'rifidan fovdalanib
hisoblang.
Yechish. [0;] kesmada y=x2 funksiya uzluksiz.
[0:] kesmani 0=x <X <..<X, <X <..<X,,<x,=I| nuqtalar bilan

uzunliklari Ix, :-ﬁ(/:l,n) bo'lgan n ta bo'lakka bo'lamiz. Bunda
d - max Ax,. Demak, d ->0 da /?-» oc.

£ nuqta sifatida gismiv kesmalaming oxirlarini olamiz:

—% —_
&l_ 1_n.
Tegishli integral yig'indini tuzamiz:

=}|If(4.)a*, :;i-hz -n:ﬁ(i: +204. 4+ «2)=
fn+1)(2u+1) (n+1X2n+!)
6n 6nl
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Bundan

) o s \A+DN+]) 1
limw =limw =Ilim-¥-----eeeeiZ= -
" 6/r 3
Demak, ta’rifga ko‘ra,
jOde =
J

Endi £ nuqta sifatida gismiy kesmalarning boshlarini olamiz:

Bundan

:tHf(S )& = bln n- &/1 6n D

yoKki

r\xd;x;: lim w :ﬁm_(_I{I_:_l_ZS :;l_:_];lz-l
i 62

Demak, berilgan integralning giymati [0:1] k.esmani bo'‘lish usuliga

va bu kesmada £ nuqgtani tanlash usuliga bog'lig emas va ﬁ/atc =-1.

Anig integral mavjud bo'lishi hagidagi teoremani isbotsiz
keltiramiz.
1-teorema. (Kashi teoremasi). Agar y=f(x) funksiya \a\b\

b
kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda jf(x)dx aniq integral mavjud bo'ladi.

Funksiyaning uzluksiz bodlishi uning integrallanuvchi bo'lishining
yetarli sharti bo'ladi. Boshgacha aytganda, [a\o\ kesmada uzilishga ega
boigan, ammo bu kesmada integrallanuvchi funksiyalar mavjud bo'lishi
ham mumkin.

2-teorema. [a\b] kesmada chekli sondagi birinchi tur uzilish
nuqtalariga ega boMgan funksiya bu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.

7.5.3. Aniq integralning geometrikva mexanik ma’nolari

Egri  chizigli  trapetsiyaning yuzasi masalasiga gaytamiz.
(5.2) tenglikning o'ng tomoni integral yig'indidan iborat. U holda
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(5.5) formuladan aniq integralning geometrik manosi kelib chiqadi:
agar f(x) funksiya [a;6] kesmada integrallanuvchi va manfiy
bo'Imasa, u holda kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral
y =f(x). y=0, x=a va x=b chizigiar  bilan chegaralangan egri
ehiziqgii trapetsiyaning yuzasiga teng.

2- miiol. ~ 9 -x 2dx integralni uning geometrik ma’nosiga tayanib

hisoblang.
Yechish. Bunda x ning -3 dan 3 gacha o'zgarishida tenglamasi

v=V9-x2 bo'lgan chiziq x2+y1=9 aylananing Ox o'gidan yuqorida
joylashgan bo lagidan iborat bo'iadi. Shu sababli x=-3, x=3, y =0 va
y @v;9- x2 chizigiar biian chegaralangan egri ehizigii trapetsiya
a' +v: -9 doiraning yarmidan tashkil topadi.

IJning yuzi 5 :9/7|' ga teng.

Demak,
1" 7d x =y .

Endi bosib o'tilgan yo'l masalasiga o'tamiz. (5.3) tengiikning o‘ng
tomoni integral yig'indidan iborat bo'lgani uchun (5.5) formuladan
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya |aA] kesmada

integrallanuvchi va manfiy bo'Imasa, u holda v(f) tezlikdan \ab\ vaqt
oralig'ida olingan aniq integral moddiy nuqtaning t=a dan t=b gacha
vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo'liga teng. Bujumla aniq integralning
mexanik manosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari

1" Agar integral ostidagi funksiya birgateng bo'isa, u holda

b
Jdx=b—a
bo'iadi.

Ishoti Aniq integralning ta'rifiga ko'ra,



2", O'zgftrmas ko*paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga
chigarish mumkin, ya'ni

I Kj (coc =A] 7 (x)dx , K=const.

Ishoti. |kP\X)dx=limY.kF(E)Ax =klimV  )Av=kffix)dx.

V) (o
3. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig'indisining aniq
integrali qo'shiluvehilar aniq integrallarining algebraik yig'indisiga
teng, ya'ni
H/Z ()= ip())dx =\f(x)dx=\(p(x)ibc.

Isboti.  Mf()=<p(0)dx = £ (7 (£) =/ H\x =

n n b b
=L.imE/(E)AX, £limX>(£)AXx, =\j\x)dx £\<p(X)dx.
HME/(E)AX, 2limX>(£)AX, =\N\)dX £\<p(x)

4".Agar |a/~| kesma bir rieeha gismga bo'lingan bo'lsa, u holda
lab\ kesma ho'yicha olingan ar.iq integral har bir gism bo'yicha olingan
aniq integrallar yig'indisiga teng bo'ladi.

Masalan,

b c b
[f(x)dx =JI\x)dx +j I\x)ch, ce.[a\b\.

Isboti. a<c<b bo'lsin deylik. Integral yig'indi [bl/]] kesmani
bo'lish usuliga bog'lig emas. Shu sababli ¢ ni Ja/~4 kesmani bo'lish
nugtasi qilib olamiz. Masalan. agar c—xn deb olsak, u holda wnni ikki
vig‘indiga ajratish mumkin:

:2§A£)AF, :|Z|/(b:)": +,%'./(£)AX .
Bunda d-» 0 da limitga o'tamiz:
\F()dx = \X)eLx +J F(x)dx
a, b, ¢ nuqtalaming boshgacha joylashishida ham xossa shu kabi

isbotlanadi.
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Masalan, a<b<c bo'isa. \f(x)dx =\f(x)dx +3/(x)<& bo'iadi.

Bundan
ff(x)dx =)f(x)dx - \f (x)dx

yoki integrallash chcgaralarining almashtirilishi xossaga ko'ra, ((5.6)
ga garang)
JT)dx =ff (x)dx + If(x)dx.

5. Agar Jo\No\ kesmada funksiya o’z ishorasini o'zgartirmasa, u
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil
bo‘ladi, ya'ni:

[#N] da f(x)>0 bo'lganda, f/(.r)A>0 bo'iadi;
h
\ab\ da f(x) <0bo‘lganda, \f(x)dx< 0 bo'iadi.

Isbuti. f(x) >0 funksiya uchun integral yig'indi un>0 bo'iadi.
n

chunki 7(~)>0 va W >0. Bundan \f(x)dx>0. Shu kabi Ax, >0,

/(.*)<0 ekanidan w, <0 va b\f{x)dx<0 kelib chigadi.
6" Agar \ab\ kesmada f(x)><p(x) bo'isa. u holda

Ef(x)dx>\;p(x)dx
bo'iadi.
Isboti. f(x)><p(x) dan f(x)-cp{x)>0 bo'iadi. I' holda 5-xossaga
ko'ra J(Z(V)- ip())dx>0 voki 3-xossaga ko'ra. jf(x)dx - \<pXcx>0.
Buandan a a

t f
j F(x)dx >p(x)c.

7 .Agar tj va M sonlar f(x) funksiyaning [bt/]] kesmadagi eng
kichik va eng katta giymatlari bo‘lsa, u holda

m(b - a) <j/ (X)dx<M(b - a)
bo’iadi.
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Isboti. Shartga ko'ra, m<f(x)< M. L holda 6-xossaga ko'ra,
h|mdx<} f(x)dx <h| Mdx .
Bunda
3mdx- nihldx:m(b- a), thdx:J'I/':ldx:M(h-a\.
U holda
/> a) <{/(ic)cir <M(b --a).

Bu xossa aniq integralni haholash hagidagi teorema deb yuritiladi.
8" Agar f(x) funksiya [ab\ kesmada u/.luksiz bo'isa, u holda

shunday c”™a:b] nuqta topiladiki,
b
JT Qdx =f (c)(b- a) (5.8)

bo'ladi.

Isboti. 7-xo0ssaga ko'ra,

m(b - a)< jf(x)dx <M{b- a) .

Bundan
H(xyix
m<—------ <
b-a
\f(x)dx
b:;":M deymiz. U holda m</.i<M boigani uchun Bolsano-
Koshining ikkinchi teoremasiga ko'ra, biror ce[a;6] nugta uchun
/ (c) =/ bo'ladi.

Shu sababli



8-x0ssa o 'rla giymat hagidagi teorema deb ataladi.

(5.8) formulaga o ‘rla giymatformulasi, /(c) ga /(x) funksiyaning
lo,b] kesmadagi o‘rtacha giymati deyiladi.

O'rta giymat haqgidagi teorema quyidagi geometrik talginga ega:
agar f(x) >0 bo"!sa. u holda \M(x)dx integralning giymati balandligi

1 (€) gava asosi (b-a)ga teng bo'lgan to'g'ri to'rtburchakning yuzasiga
teng bo'iadi.
Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. [(#/5 kesmada aniglangan f(x) funksiya uchun
JTREG /XY
boMadi.
2-natija. Agar [a;A] kesmada |/(Vv)]<A bo'isa, u holda
if/(x)dx <k(h - a), (k=const.)
bo'iadi.
3- rnisol. y-2x +2 funksiyaning [—%2] kesmadagi o'rtacha giymatini
toping.

Yechish. O'rta giymat haqidagi teoremadan topamiz:

. N\
/. b-aéj(x)dx'

Aniq integralning geometrik ma’nosiga y:2f>(+2
ko'ra, \{2x +2)dx integralning  giymati 7 "
/
3-shaklda keltirilgan uchburchakning yuzasiga
teng, ya'ni
S=-¢(2+1)-6 =9
Bundan
2 X
3-shakl.
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7.5.4. Mashqlar

1. Integrallarni aniq integralning geometrik ma'nosiga tayanib hisoblang:

1j cos.xdx, 2)j<3 -x)dx.

3516 x:Ix: 4) ff(x)dx. /u-, = Tegor"2-A°-
| 2 I x.agar 0 <x<2.

2. Integrallarni lagqoslang:

4 4 ' 1
)/, =Jcosxdx, /2=Jsm .xdx; 2)/, =I\,2-.r:olx. i. jn -t
(o] (o} 4
0 0 \ i
3)/t=|n/1-*3c&, /2= (1—mpeh; 4)/,= jxeosj>rax? /, - Jxsinxdx.
-2 -2 _ -
-2 2
3. Integrallarni baholang:
1 )32 cosx’ 2)/2={VI +3x2<&,
3)/, =jVI+T'dr; 4)/,= |
4- 2.X-Xx
4.  Funksiyalarning berilgan kesmalardagi o'rtacha giymatini loping:
Dv V4 v. (-22]; 2)Y  xi, [-1,1];
3)_y=3x+2. [L3]; 4) y  xc'. [0,

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqori chegarasi o‘zgaruvchi aniq integral

y =f(x) funksiya [a;/1] kesmada aniglangan va u/luksiz bcrlsin.

U holda u ixtiyoriy [u;X] (a<x<Db) kesmada integrallanuvchi  bo'ladi,
ya'ni istalgan xe[a;£] uchun

F(x) =]f(t)dI (6.1)

integral mavjud bo'ladi.
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Agar ixtiyoriy t&u\b)da /(/)>0 bo‘lsa, u holda F(x)=\f(t)dt

integral asosi [a:x] kesmadan iborat bo‘lgan egri ehiziqgii trapetsiyaning
o'zgaruvchi yuzasi ,S'(x) ni ifodalaydi
(4-shakl).
[a,/1] kesmada (6.1) tenglik bilan
aniglangan F(x) funksiyaga yuqori
chegarasi o0 ‘zgaruvchi aniq integral

deyiladi.
Fix) funksiya [a}>] kesmada ()
uzluksiz va differensiailanuvchi
bo'iadi. Shuningdek, bunda F(X) 0
funksiya uchun quyidagi fundamental 4-shakl.

teorema o’rinli boMadi.

1-teorema (Nyuton-Leybnis teoremasi). [a;/1] kesmada uzluksiz
fix) funksiyaning yuqori chegarasi o‘zgaruvchi integrali F(x) dan
yuqori chegara bo‘yicha olingan hosila mavjud va u integral ostidagi
funksiyaning yuqori chegaradagi giymatiga teng boMadi. ya'ni

F’'(x) f{Hhdt\ =./(*), x&[a\b\. (6.2)
Isboti. xe[a;/1] va .r+Axe[a;6] bo'lsin.
U holda aniq integralning 4-xossasini qo'llab, topamiz:

Fx +Ax) = j fit)di =\f(t)dt +  f(t)dt.

Bundan (6.1) tenglik va o'rta giymat haqidagi teoremaga ko'ra,

r4nr

AF =F(x +AX) - F{x) = \f(t)dt=f(c)Ax, bu yerda ce[x.x +Av],
F(x) funksiyaning hosilasini aniglaymiz:

F'(X) =lim—- =lim *» :Iimf(C).

Moo Ay mom Ay Neo
At 0da x +Av->Xxva c->x, chunki c£[x,x +Av],
U holda }\x) funksiyaning uzluksizligidan
F'(x) =limJ (©) - fix)
bo'iadi.
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Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy
teoreinalaridan biri hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [ab\ kesmada uzluksiz har ganday fix) funksiya
shu kesmada boshlang'ich funksiyaga ega boiadi va un.ing
boshlang'ich funksiyalaridan biri yugori chegarasi o'zgaruvchi  F{x)
integral bo'ladi degan xulosa kelib chigadi.

f(x) funksiyaning boshga bir boshlang'ich funksiyasi F{x)
funksiyadan o'zgarmas C songa farq gilgani uchun anigmas va
aniq integrallar orasidagi ushbu bogianish kelib chigadi:

i/ (Xdx = [f(t)dt +C, * o[c/>]. (6.3)

7.6.2. Nvuton-Leybuis formulas»

Aniq integralni integral yig'indining limiti sifatida hisoblash,
hatto, oddiv funksiyalar  uchun ham ancha  qgiyinchiliklar
tug'dirad:. Shu sababli anig integralni hisobiashning (6.3) formulaga
asoslangan, amahy jihatdan qulay bo'lgan hamda keng go'llaniladigan
usuli bilan tanishamiz.

2-teorema  (integral hisobning asosiy teoremasi) Agar
F(x) fur.ksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda

1f(x)dx =F(b)-F{a). (6.4)
Isboti. F(x) funksiya  f{x)  funksiyaning  boshlang'ich
funksiyakridan biri bo'lsin. U holda 1-teoremaga asosan, \f{t)dt

funksiya ham  f(x) funksiyaning fa\b] kcsmadagi boshlang'ich
funksiyasi  bo'ladi.
Boshlang'ich funksiyalar o'zgarmas C songa farg gilganidan
jf(t)dt =F(x) +C.

Bu tenglikka x =a ni go'yamiz va chegaralari teng bo'lgan aniq
integralnir.g xossasini qo'llaymiz:

Jf(tydt =F(a) +C =o0.
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Bundan C=-F(a).
U holda istalgan xe[a\b] uchun
j fU)dt - F(xX)~ F(a)
bo'ladi.
Oxirgi tenglikda x=b deymi/ va i o'zgaruvchini * bilan

aimashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chigadi.
(6 4) formulaga Nyuton-Leybnisformulasi deyiladi.

F(b)-F(a) ayirmani shartli ravishda A(x)[ deb yozish kelishiigan.

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi
\f(x)dx=F(x)j* (6.5)
ko'inishda ifodalanadi.

1-misol. | o integralni hisoblang.

Yechish. f—  ~ v +71 +x1i| =1n3 +\0L—n1=1M3+v 10,
1

WI +x2 1 1 1 1
2-misol. f———---- integralni hisoblang.
IX1—2x+10
Yechish.
i ax _} dx

\ X- 14 1 L1
= ——. = -arete ]i = “{aretel- arete,5) =
dv;-2jc+10 1(x-1)‘+3- 3 3 1, 3V 12

7.6.3. Aniq integraida o‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. y=f(x) funksiya [¢/>] kesmada uzluksiz boisin.
Agar: 1) v—t) funksiya [a;/?l kesmada differensiallanuvchi va (@E{t)
funksiya !/>] kesmada uzluksiz; 2) x=c{) funksiyaning giymatlar
sohasi [a\b] kesmadan iborat; 3)tp{a) =a va <p(p)=b bo'lsa, u holda
\f(x)dx =\f(<p())<p' Ot (6.6)
bo'ladi.
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Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra,

b

1f(x)dx = F(h) - F(a)

bu yerda F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a\b] kesmadagi boshlang'ich
funksiyalaridan biri. ®(t) = F(ip{t)) murakkab funksiyani garavmiz.
Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

®'(0 =F\(p{t)ip\D) =f((P(D))(P\1).

Demak, ®(()funksiya [or;/?] kesmada f(<p(t))<p'(t) uzluksiz funksiya

uchun boshlang'ich funksiya bo'iadi. Nyuton-Leybnis formulasi bilan
topamiz:

Jf(<p()<p\tydt = ®(P) - @ (a) = F(tp(P))- F(<p(a)) =

b

F(b) - F(a) =Jf(x)dx.

(6.6) formula anicj integralda o'zgaruvchini almashtirish formulasi
deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda
0 'rniga go Yyish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (6.6) formula bilan hisoblashda dastlabki eski
o'zgaruvehiga gaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o'rniga
go'yishga mos tarzda o'zgaradi.

3-misol. J/4-x 2dxintegralni hisoblang.

almashtirish ~ 3-teoremaning barcha  shartlarini ganoatlantiradi:
birinchidan, f(x) =4T- x2 funksiya [0;V3] kesmada uzluksiz,

x =2cos/ bu kesmada uzluksiz, uchinchidan . o'zgaruvchi 0 dan

~ gacha o'zgarganda x =2sin/ funksiya 0 dan  gacha o'sadi va bunda

d>0-0va 9 =-J3.Bunda dx=Icostdt.
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(6.6) formuladan topamiz:

fs/4—x:dx =4] cos2tdt ~2j (1 +cos2t)dt =2(t +- sin2/{ = +—.
> [ n v o2 ) 3 2

4-misol. (a'/i +x'dx integralni hisoblang.

Yechish. t=-)\+x2 o'rniga gqo'yish bajaramiz.

U holda

X=V/2- 1, dx=—4=—= x -0 da t=i, x=da t- JI.
qr -1
[iV2] kesmada m/r -1 funksiya monoton o sadi, demak o'rniga
qo'yish to'g'ri bajarilgan.
Bundan
2V2.

levi+A2 =Jnal - 1sdmy-- = =jtat
] | vr —1 |

Izoh. (6.6) formulani qo'llashda teoremada sanab o'tilgan
shartlaming bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo'yieha o'zgaruvchini almashtirish xat natijaga
olib kelishi mumkin.

7.6.4. Aniq integralni bo‘laklab integrallash

4-teorema. Agar u(x) va v(c) funksiyalar «'(.v)va v'(r) hosilalari
bilan [¢£] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda

judv =uvj* - Jvdu (6.7)
bo'ladi.
Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra. u(x) va v(x) funksiyalar
hosilaga ega.

U holda ko'paytmani differensiallash goidasiga binoan,
li(X)v(x))" =UX)v' (x)+ v(x)u'(x).
Bundan u(x)v(x) funksiya u(x)v'(x)+v(x)u'(x) funksiya uchun
boshlang'ich funksiya bo'lishi kelib chigadi. u{x)v\x) +v(x)u’(x)
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funksiya [a\b] kesmada uzluksiz boMgani uchun u bu kesmada
integrallanuvchi bo‘iadi.

U holda aniq integralning 3-xossasiga va Nyuton-Leybnis
formulasiga ko‘ra

;u(x)v'(x)dx + k]|v(x)u'(x)cbc: u)v(x)j .

Bundan, n\x)dx =du{x) va v'(x)dx=dv(x) bo’lgani uchun

b ~ b
Judv - icv] - jvdu.

(6.7) formula aniq integralni bo laklab integrallashformulasi deb
ataladi.

1
5-misol. ”xe 'dx integralni hisoblang.
0

Yechish.
xe = WX dv=e 1 ek =
du=dy, v=—e O e TV
= =-1_1+i=] 2
e e e e

7.6.5. Mashqlar

Berilgan integrallarni hisoblang:

2 4
1) }(jt2 +2x +\)dx, 2) Jsm 4xatc,
3 0
3)J cosxdx. 4)jf;
K in
6
2
5)j 2x<ic; *
)Jocos x<ic, 6)}Sln L
4
o (2 HY-
7)*1}13 8)j(2r’ +)n2n-;
A
2
9)JjcV1+j2 10) Jcosxsin1xdx;
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17) Jarcsin xch\ 18) Jin 2xdx:

19) fxbin —dx.
|

1 i

22) firinxdx;

23) j sin yjxdx; 24) Jcos(In*)dx.

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Anig integral garalganida \f(x)dx integral mavjud bo'lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab gilingan edi: 1) integrallash chegarasi
chekli [ab\ kesmadan iborat bo‘lishi; 2) integral ostidagi funksiya [a;b]
kesmada aniglangan va chegaralangan bo'lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan bin bajarilmaganda u
xosmas integral deb ataladi: 1) fagat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) fagat
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega bo'lgan funksiyaning xosmas
integrali (yoki !'1tur xosmas integral) dey iladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar
(I tur xosmas integrallar)

I-ta’'rif. f(X) funksiya [a;+oc) oraligda uzluksiz bo'lsin. Agar

lim\f(x)dx limit mavjud va chekli bo'isa, bu limitgayuqori chegarasi



cheksiz xosmas integral deyiladi va j J(X)dx kabi belgilanadi:
NGdx = limy f F(x)dx. (7.1)
Bu holda 7"f(x)dx integralga yaginlashuvchi integral deyiladi.
Agar Ilimff(x)dx Ilimit mavjud bo'Imasa yoki cheksiz bo'lsa,

Jf(x)dx integralga uzoqlashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas
integrallar shu kabi ta’riflanadi:

\f(x)dx = limj/ (x)dx, (7.2)

X

13 (9 = lim 3/ () + lim 3/ (x)c£L, (7.3)

bu yerda c— sonlar o‘gining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi
har ikkala xosmas integral yaginlashgandagina yaginlashadi.

I- misol. f— (a >0) integralni yaginlashishga tekshiring.
1x*
Yechish. a ¢\ bo‘lsin.
U holda

[ him B = im X =L (limb - )
,Xx“ h X 1 a l-a h*

=—--(lim bl" - 1) =+,

Bunda:!) a <1 boMganda, f—
ixl 1-a



Demak, ?%( xosmas integral a >1 da yaginlashadi va 0<a<I| da
i

uzoglashadi.

0
2- misol. j*xcosxdx iritegralni vaginlashishga tekshiring.

0 0 / Qo \
Yechish. }jccosjcc& = iim fxcos.tcAc= limj xsinx - Jsin xdx \=

=lim(-asin a +cosxj’ =lim(-asin« - cosa +1).
Bu limit inavjud ernas. Shu sababli |xcosxdx integral uzoglashadi.
. ? (674 . - . . -
3- misol.  f-----m-mm---- integraini vaginlashishga tekshiring.
-, X" +fax+\Q
Yechish. Oralig nugtani ¢ =0 deymiz.

U bolda (7.3) tenglikga ko'ra,

r dx 4 dx 7 dx
X' +6x+10 x1+6x+10 x2+fax+ 10

Bundan
e B limarctg(x +3)° =
Lr~6.v+10 m>1(v-3) +1 L
=arctgi - limarctg(a +3) =arctg3 +?
T dx [ J— dx . =hmarctg(x +3) =
)X +fax+10 .. A3) :1 7
limarctg(b +3) - arctgj =~ - arctgi.
U holda
7 dx 1 dx J dx

X +6x + 10 Vv +fax+ 10 ov +fax+ 10
n 7 .
—arclg3 + —+—- arctgi- n.
Demak, xosmas integral yaginlashadi.
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7.7.2. Uzulishga ega boMgan funksiyalarning xosmas inlegraHari
( Il tur xosmas integrallar)

2-ta’rif. f{x) funksiya [a\b) oraligda aniglangan va uzluksiz bo'lib.
x =b da cheksiz uzulishga ega bo'lsin. Agar iimh{f{x)dx limit mavjud
va chekli bo'lsa, bu limitga uzulishga ega bo ‘lgan funksiyaning xosmas

integrali deyiladi va \f(x)dx kabi belgilanadi:

AM{X)dx = lim ~M{x)dx. (7-4)

Shu kabi: 1) f(x) funksiya * ning a ga o‘ngdan yaqinlashishida
uzilishga ega bo’lsa,
\f{x)dx = lim\f{x)dx\ (7.5)
bo*ladi;
2) agar fix) funksiya ce[a\b] da uzilishga ega bo'lsa,

\f(x)dx =iim\j\x)dx +lim \f(x)dx (7.6)

bo'ladi.
] tur xosmas integrallar uchun yaginiashish (uzoqglashish)
tushunchalari |Itur integrallardagi kabi kiritiladi.

4- misol. i integralni yaginlashishga tekshiring.
-ix\Ix
Yechish. x =0 da integral ostidagi funksiya u/.ilishga ega.
IJ holda (7.6) tengiikka ko'ra,

m/y . owm/N LN - A
\-—= =Ilim f—7=-rlim =-3limjt ? -3limjt™]
JAX *\x\jx  -"Lxyix '

=3lime 1- 1- 1+3lime 1=6j lim£ 1-1 I=+X

Demak, xosmas integral uzoglashadi. Berilgan integralga Nyuton-
Leybnis formulasi formal go'llanilishi xato natijaga olib keladi:

\ dx 31



7.7.3. Xosmas integrallarning yaqiniashish alomatiari

Ko'pineha. xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orqgali
hisoblash  shart bo'Imasdan, fagat uning vyaqginlashuvchi yoyi
uzoglashuvchi bo'‘lishini bilish yetarli bo'ladi. Bunday hollarda berilgan
integral yaqinlashishga yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligi oldindan
ma'lum bo Igan boshga xosmas integral bilan tagqoslash orqali
tekshiriladi. Xosmas integrallarning tagqoslash alomatlarini ifodalovchi
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

1-teorcma (/ tur xosmas integralning yaqiniashish alomati).
[a+oc) oraligda fix) va ip(x) funksiyalar uzluksiz va 0 <f(x)<(p(x)
bo‘lsin. U holda:

1) agar \(p(¥)dx integral yaginlashsa, \f(x)dx integral ham
yaginlashadi:.

2) agar I/ (.t)dx integral uzoglashsa, [<p()dx integral ham
uzoqlashadi.

5-misol |Jc 'dx integralni yaginlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang‘ieh
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integralning yig'indisi ko'rinishida
ifodalaymiz:

Jexdx=]e *dx+je 'dx.
0 0 1

Tenglikning chap qismidagi integraUardan  birinchisi chekli

giymatga ega boMgan anig integral.  Ikkinchi  xosmas jle "dx

integralni yaginlashishga tekshiramiz.
[I:-x) oraligda 0<e <e" bo'ladi. er va c ' funksiyalar

uzluksiz.
Burida

le "dx- dx=lim(-e'r)j =- - lim—=-.

Demak. bu integral yaginlashadi va 1-teoremaning l)bandiga
asosan, Puasson integrali ham yaginlashadi.
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1 N
6-misol. \— —--- integralni yaginlashishga tekshiring.
T,e"'COSX g y q g g

Yechish. Integral ostidagi funksiya x =0 dauzulishga ega.

xe(0;i] da == >
e‘-cosn xe
Bundan
\dx \dx
l— =- I|m I—— I|mlnn’ 0- Jimln e I)=+30.
oXc e w'( —( Q D=

Demak, jld—x integral uzoqglashadi va 1-teoremaning 2) bandiga
2 Xe

asosan berilgan integral ham uzoglashadi.

2-teorema (Il tur xosmas integrating yaginlashish alomati).
[ab) oraligda f(x) va <p funksiyalar uzluksiz boMsin va

0<f(x)<<p(® tengsizlikni ganoatlantirsin, x-bda f(x) va <X
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘lsin. U holda:

1) agar J<p(X)dx integral yaginlashsa, jf(x)dx  integral ham
yaginlashadi;

2) agar Jf(x)dx integral uzoglashsa, \<p{x)ax integral ham
uzoglashadi.

Taqgqoslash teoremalari integral ostidagi funksiya bir xi! ishorali
bo'lganida o'rinli bo‘ladi.  Ishorasi almashinadigan funksiyalarning

xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o'rinli bo‘ladi.
3-teorema. Agar \\f()\dx f\\f{x)\dx) integral yaqinlashsa,

\f(x)dx‘ef{x)dx\ integral ham yaqinlashadi.
3-ta'rif.  Agar J]/(je)|cfccM]/(jc) |d* integral  yaqginlashsa,

yaqginlashuvchi xosmas integral

deyiladi.
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4-ta’rif.  Agar jf(x)dx |\f(x)dx] integral vyaginlashsa va
V-

'@ /h \ *m /h
IfO)Ndx 1jj Z7(.r)i dx™ integral uzoglashsa, N {x)dx \\f(x)dx

iritegralga shartliyaginlashuvchi xosmas integral deyiladi.

" misot. p'osvA integralni yaginlashishga tekshiring.
X

Yechish. Integral ostidagi funksiya [l;+x)oraligda ishorasini
aimashtiradi.

Ma’lumki, foSiPk.
ri x

1-misolga ko'ra, 5 integral yaginlashuvchi.
i

@ |
U holda i-ieoremaga asosan, fl— ?x integral yaginlashuvchi va
1 x

3-teorema va 3-ta’rifga kotva, fCOSxdx integral absolut yaginlashuvchi
i

bo‘ladi.

(7.2). (7.3) ko‘rinishdagi ((7.5),(7.6) ko'rinishdagi) xosmas
integrallar uchun taqqoslash alomatlari hamda  absolut va shartli
yaginiashish  tushunchaian vuqorida (7.1) ko'rinishdagi ((7.4)
ko'rinishdagi) integrailar uchun keltirilgandagi
kabi kiritiladi.

7.7.4. Mashqlar

1. Berilgan inlegraliarni hisoblang yoki uzoglashuvchi ekanini aniglang:

D BK. 2)fxe 2k

3) fxcosxdx: 4) | In>)<(dx

i & 6) \arctsxcx
2XRX2. A
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2. Integrallami yaginlashishga tekshiring:

1)1*: 2)j N
)iX )J[V|+X'
3) 4) 3sin
w3
5)J~rV 6)}-*
on 1
) I -= . L I e — :
AVI-cos* fer-cos;c
)N 0 .jii-,
11) | —j-dx; 12) | e™ sin xdx.
I X i

7.8. ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning goMlanilLsh sxemalari

X o‘zgaruvchi aniglangan [@\D\ kesmaga bog'liq biror geometrik
yoki fizik A kattalikning qiymatini (tekis shakl vuzasini, jism hajmini,
kuchning bajargan ishini va hokazo) hisoblash talab gilingan bo'lsin.
Bunda A kattalik additiv deb faraz qilinadi, ya'ni [a/>] kesmaning
c<ala\b] nugta bilan [a:c] va [e;6] gismlarga bo'linishida A kattalikning
[a-b] kesmaga mos qiytrcati uning [a;c] va [cb] kesmalarga inos
giymatlarining yig‘indisiga teng deb garaladi.



A kattalikning giymatini hisoblash ma’lum tartibda (sxema asosida)
bajariladi. Bunda ikki sxernadan biriga amal qilish mumkin: Isxema
(integralyig'indilar usuli) va Itsxema ( differensial usuli).

Isxema aniq integralning ta’'rifiga asoslanadi. Bunda:

r. [ab] kesma a-xa<x <..<xi,<x <..<x, <xr=b nuqtalar
bilari n ta kichik kesmalarga bo'iinadi. Bunda A kattaiik mos n ta
An, «elemesitar qo‘shiluvchilar» ga bo'iinadi:

A=AA + +...+ J11,,

2'. Har bir («elementar qo‘shiluvchi» masalaning shartidan
aniglanuvchi funksiyaning mos kesma istalgan nuqtasida hisoblangan
giymati bilan kesmaning uzunligi ko‘paytrr.asi ko'rinishiga keitiriladi:

AA*f(Z,)AX-

Ai: ning taqribiy giymatini topishda ayrim soddalashtirishlar gilish
mumkin: kichik bo'lakda yoyni uning chekkalarini tortib turuvclii vatai’
bilan almashtirish mumkin; kichik bo'lakda o'zgaruvchi tezlikni
o'zgarmas deyish mumkin va hokazo.

Bunda A kattalikning taqribiy qiymati integral yig'indidan iborat
bo'iadi:

* .
A é f(i)v.

3 .| kattalikning haqiqiy qiymati bu integral vig‘indining
«-»70 dagi (bunda 9=maxAgar) limitiga teng bo‘ladi:

A=lim X f($, )Ax, =Jf(x)dx.

Il sxema | sxemaning o‘zgargan ko'‘rinishi hisoblanadi va
«differensial usul» yoki «yuqori tartibli cheksiz kichiklarni tashlab
yuborish usuli» deb ataladi.

Bunda:

r. [a\B\ kesmada ixtiyoriy X giymatni tanlaymiz va o'zgaruvchi
[a:.v] kesmani qaraymiz. Bu kesmada A Kkattaiik v ning funksiyasi
bo’iadi: A=A(x), va'ni A kattalikning boiagi noma’lum /I(x) funksiya
bo'iadi;

2". X ning kichik Ax=dx kattalikka o‘zgarishida AA
orttirmaning bosh gismini topamiz: dA= f(x)dx, bu vyerda f(x)~ x
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o'zgaruvchining masala shartidan kelib chiquvchi funksiyasi (bunda
mumkin bo lgan scddalashtirishlar gilinishi mumkin);

3°. \AXJA deb, dA ni adan b gacha integrallash orgali A ning
izlanayotgan giymati topiladi:

A=\f(x)dx.

7.8.2. Tekis shak! yuzasini hisoblash

Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash

Aniq integralning geometrik ma’'nosiga asosan, abssissalar o'qidan
yugorida yotgan, ya'ni yuqoridan v=f{x) (f(x)> 0) funksiya grafigi
bilan, quyidan Ox o'g bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning vuzasi

S =\f{x)dx (8.1)
integralga teng bo'ladi. / V' 8- x- v
Shu kabi, abssissalar o'gidan pastda
yotgan, ya'ni quyidan v=f(x) (f(x)<0)
funksiya grafigi bilan, yugoridan Ox o'q
bilan, yon tomonlaridan X=a va X-b
to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning yuzasi
o 2 x
S —-]af(x)dx (8.2) 6 ahakl.

integtegralga teng bo'ladi.

I-misol Ox o‘q va y=6-x-x parabola bilan chegaralangan tekis
shakl yuzasini toping.

Yechish. Parabolaning OX o‘q bilan kcsishish nugtasini
topamiz (5-shakl):

v=0=6- x- x2=B+x)(2-t), =-3, x, =2
Tekis shakl yuzasini (8.1) formula bilan topamiz:

: T- ;
S- J(6 - X- A-z)dX:I(BX- 'T_fjp:
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Yuzan? hisoblashga oid murakkabroq masalalar yuzaning addiliv!ik
xossasiga asoslangan hoida
yechiladi. Bunda tekis shakl
kesishmaydigan gismlarga

. . . . . . /' V=x'—x -2
ajratiladi va aniq integralning

4-xossasiga  ko‘ra  tekis -1/ 0 /2 <
shakining  yuzasi  gismlar

yuzalarining yig'indisiga \

ten« bo'ladi.

2-misol. y=r —V —Ir
va y—0 chiziglar bilan 6-shakl
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblang (6-shakl).

Yechish Berilgan tekis shakini yuzalari S va Ji bo'lgan
kesishmaydigan gismlarga ajratainiz. U holda yuzaning additivlik
Xossasiga asosan. beiilgan tekis shakining yuzasi gismlar vuzalarining
yig'indisiga teng bo'ladi.

Demak,

2 o> f (X -/ - 2n)abe-j(.r' -a2- 2x)dx —

(x* A
M4 3 /M
37
{I J v 12

Irk\ kesmada ikkila y,=f\x) va y2=f2x) uzliksiz funksiyalar
herilgan va xe[cn6] da f,(x)>f(x) bo'lsin. Bu funksivalarning grafiklari
va x=a, x=b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklni
garaymiz.

Bu tekis shakining yuzasi yuqoridan y2=f2x) va vy, =I\(X)
funksiyalar grafiklari bilan. quyidan Ox o0'q bilan, yon tomonlardan
x-a Vva x=b to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyalar yuzalarining ayirmasiga teng bo'ladi:

5=1f Ax)dx - V, (X)dx =j (F2AX) - f (x))dx. (8.3)



Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning
kochishga nisbatan invariantlik  xossasidan foydalangan  holda
soddalashtiriladi. Bunda tekis sliakl yuzasi (8.3) formulada * va vy
o'zgaruvchilar (Ox va (7y o‘glar) ning o‘mini almashtirish yo'li bilan
hiso'olanadi, ya’'ni (7-shakl).

5 =] (3 (%) - f(x))dx = - gsy))dy. (8.4)

8-shakl.

3-misol. x=y: va x=y +2 chiziglar bilan chegaralangan iekis
shaklning abssissalar o'gidan yugorida yotgan qismining vuzasini
hisoblang (8-shakl).

Yechish. Berilgan chiziglaming kesishish nuqtalarini topamiz:

yl=v+2 W-y-2=0 v,=0 v=2

Tekis shakl yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:
B R R R
0 7 ]

Agar egri chizigli trapetsiya yuqoridan x=(p(t), y =y/(t), a<t<p
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan
chegaralangan va a=(p(a), b =f(b) bo'lsa. (8.1) formulada x =qg>(t),
dx=(p'(t)dt  ko'rinishdagi o‘miga qo'yish orgali o'zgaruvchi
almashtiriladi.
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U holda
S =\ip(tH)<p'(t)dt (8.5)

bo’iadi, bu yerda, a - (p{a) va A=tp(P).

4-misol. Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.

Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz.
Bu doiraning avlanasi x-Rcost, ==/xin/ parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi va doira koordinata o‘glariga nisbatan simmetrik bo'iadi.
Shu sababli uning biririchi chorakdagi yuzasini hisoblavmiz (bunda x

o’'zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda i parametr ~ dan 0 gacha

0’'zgaradi) va natijani lo'rtga ko'paytiramiz. U holda (8.5) formulaga
ko'ra:

S - 4S]—41/%in/(—£sint)dt =4/ Jsintdt =
5 0

2R 1(1- cos2/)(7/ =2R nR

Yuzani qutb koordinatalurida hisoblash

Qutb koordinatalar (r- qutb radiusi. ¢—qutb burchagi) sistemasida
berilgan r-r(g>) funksiya 0. \</ip] kesmada uzluksiz bo’lsin.

r =r(<p) funksiya grafigi hamda () qutbdan chiggan $¢=a va c¢p-P
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga egri chizigli sektor deyiladi

AOB egri ehizigii sektor yuzasini hisoblavmiz. Bunda I' sxemadan
fovdalanamiz.

. Qutbdan chiggan < va a burchaklarga mos nurlar bilan
chegaralangan egri ehizigii sektor yuzi <9 burchakning S =S(cp)
funksiyasi bo’lsin, bu yerda a<<p<p (=« boMganda 5(a) =0, $=p
bo'lganda S(P)--S).

2". Joriy ¢ qutb burchak Ap=d(p orttirma olganida AS vu/a
OAB «elementar egri chuzigli sektor» vuziga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial XS orttirmaning 0 dagi orttirmasining
bosh gismini ifodalaydi va radiusi r ga, markaziy burchagi dtp ga teng
boigan OAC doiraviy sektor yuziga teng boHadi (9-shakl).

439



Shu sababli

dS=-rdf.

3" Oxirg: itodani <p=a dan tp=p gacha integrallab izlanayotgan
yuzani topamiz:

S= }ew»</?2. (8.6)

5-misol. r=2cos3<p egri

chizig bilan chegaralangan

figuraning yuzasini hisoblang.
Yechish. r =2cos3(/> egri

chizig bilan chegaralangan

figuraga uch yaproqli gul °

deyiladi (1-ilovaga garang). 9-shakl
Uning oltidan bir gismi

yuzasini hisoblayiniz:

-5 =- |4cos' 3(pdin= | (1+ cos6ip)p=\>+ | =—
6 21 i v 6

Bundan S —.

Agar egri chizigli sektor r=r(<p) va r=r25 (tpe\a-p\ da
r2(cp) >rt((p)) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo'lsa.

=\ (V) - ri{V)d<p (8.7)

boiadi.
7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

AB egri chizig v=/(*)>0 funksiyaning grafigi boMsin. Bunda
xe\a\h], y =f(x) funksiya va y'-f’(x) hosila bu kesmada uluksiz
bo‘Ism.

AB egri chiziqg uzunligi 1 ni n sxemadan foydalangan holda
topamiz.

I [ab] kesmada ixtiyoriv x nugtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi
[a,x] kesmani garaymiziz. (x,f(x)) nugta M bo'lsin.
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L voy uzunligi /8, x ning funksiyasi bo'ladi: !=I(x) (1(a)=0 va

2". n ning kichik JSix=ur kattalikka

o0 zgarishida dl differensialni topamiz: y=rgfu 0
dl=I'Qdx. LI yoyni uni tortib ke
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va 4 » AA){
I'(x) ni topamiz (10-shakl): /
N
%Oy Th— %
—+im 1 FAVY —N\+(y")2 o 51X Xrhbx
VAXJ 1
10-shakl.
Demak,
dl =yjl + (i) 2cfc
3'. dl ni i/dan b gacha integrallaymiz:
I =\i\Hyydx. (8.8)

(8.7) tenglikka voy differensialining to‘g‘ri  burchakli
koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chizig x=2>),y e [c;d], tenglama bilan berilgan bo'lsa.
yuqorida keltirilganiami takrorlab, AB yoy uzunligini hisobiashning
quyidagi formulasini hosi! gilamiz:

/ \lux;v</v. (8.9)

B-mifull gv'\ry—i’v& egri chiziq yoyining Ox o'q bilan

kesishish nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Ycchish. v-0 deb egri chizigning ox oq bilan kesishish
nuqgtalarini aniglaymiz: x =0, x =242.
Hosilani topamiz;
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Yoy uzunligini hisoblaymiz:

Agar egri chizig x=<p), y =N/b), a <t<P, parametrik lenglamalar
bilan berilgan bo‘lsa, (8.8) formulada Xx=<pf), Yy =u/(x), dx=<p't)dt
o'miga qo'‘yish orqgali o'zgaruvchi almashtiriladi.

Bunda

1=ivV (1)+w d)dt (8.10)

kelib chigadi, bu yerda a =ip(a) va b= <p(fi).

Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r =r(<p), a<q></3,
tenglama bilan beriigan bo'lsin, bunda r(cp), r{<p) funksiyalar [or;/7]
kesmada uzluksiz va AB nugtalarga qutb koordinatalarida «/]

burchaklar mos keiadi.
X =rcoscp, ,v=rin</> ekanligidan

x\cp) =r'(<p)cosg>- r(tp)sin (@
V(<) = r'((p)sin(p /{</>)cos ar.

(8.10) tormulaga  x'(tp) va y\x) hosilalarni qgo'yamiz va
almashtirishlar bajarib, topamiz:

LN\ T ) + 1 R (8.11)
7-misol. r =a(l +cosp), a>0 kardioida uzunligini toping.
Yechfh. Egri chizigning simmetrikligini (1-ilovaga garang)
hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

| m2j-y/a2(l +cos”™)": +a'(-sin<pydtp =4ajJ ——2-d<p =
o] OV 2
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7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

AH egri chizig Y=/(*)> 0 funksiyaning grafigi bo‘lsin. Bunda
ie[a;i], y=f(x) funksiya va
y' =f"(x) hosila bu  kesmada
uzluksiz boMsin.
AS egri chizigning Ox o0'q
atroflda aylanishidan hosil bo'lgan
jism sirti  yuzini  hisoblaymiz.
Buning uchun Il sxemani
qoilaymiz.
1" istalgan ne[a;6] nugta orqaii
Ox o0‘qga pedendikular tekislik
o'tkazamiz.  Bu tekislik aylanish
sirtini  radiusi  y~f(x) bo Igan
aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox olgidagi
a va x nuqgtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o'tkazilgan
tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi boMadi: S =S(x) (S(a)=0
va S(h) =S).
2°. x argumentga Ax=dx orttirma
beramiz va xwAye \a\u] nugta orqaii
Ox o0‘qga perpendikular tekislik
o'tkazamiz. Bunda S =S(x) funksiya
«belbog‘» ko‘rinishida  AS orttinna
oladi.
Kesimlar orasidagi jismni
yasovchisi dl bo‘lgan va asoslarining
radiuslari v va y +dy bo‘lgan kesik
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik

konusning yon sirti
dS=n(y +y fdy)dl- 2mdi +Tidyd  ga
teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan 12-shakl.

yuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS =2nydl.
Bunda dI - pA +{y[)Idx ekanini hisobga olamiz: dS =27iy"jl +(y')"dx.
3". dS ni adan b gacha integrallab. topamiz:

©=2n]y M+ (yydx (8.12)
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Shu kabi x=g(y), y e[c\d\ funksiya grafigining Oy o'q atrollda
aylantirshdan hosil boMganjism sirtining yuzi ushbu

S =2u]xy\+(x"J2dy (8.13)

formula bilan hisoblanadi.

5-misol. y =2/fx,]<x<2 egri chizigning Ox o'gi atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan sirt (12-shakl) yuzini toping.

Yechish. Misol shartidan topamiz: y = 1.

n/x
(8.12) formula bilan topamiz:

2 I /1 n 2 gr -
S= 2n12xx Wt+ -£jdx= 4n\xx+|ate—4jt| (x+1)2 =— (3x3 - 2x2)
Agar  AB egri chiziq x=cpt), y=¢/A). a<t<p, parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda AB egri chizigning
Ox (Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism sirti yuzi

quyidagicha hisoblanadi:

S = 2°rJ|//(/)An>2 /) +y/2(t)dt s 2n\(p(t)4>y 1(0) +<p2()dt | J, (8.14)

bu yerda a=<s va 6 =9(P) (c =y/{ajva d =y<[)).

/1Segri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r =/(p), a <¥#<p
tenglama bilan berilgan boMganida quyidagi formulalar o‘rinli bo'ladi:

r _ K __
Ox: S =27rJVsin~vr7+r'20p,  Oy: S =2n”"rcos (pX'r2+r'2d<p. (8.1 5)

6- misol. Radiusi R ga teng bo'lgan shar sirti yuzini hisoblang.
Yechish. Shar parametrik tenglamasi x=Rcost, y =Rsini bo'lgan

yarim aylananing Ox o‘g atrofida aylanishidan hosil bo'ladi. Shaming
koordinata o‘glariga simmetrik bo'lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

S =2-2,t] Rsmt/Ni-Rsiat)2 + (Rcost)2dt =
0

2 *
= AanJ\s\ntdt =- 4/t/72cos/ H =4nR2.
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7.8.5. Hajmlarni hisoblash

Hajmni ko ‘ndalang kesimyuzasi bo {yicha hisoblash

Hajmi hisoblanishi lozim bo‘lgan gandaydir jism (13-shakl) uchun
uning istalgan ko'ndalang kesim
yu/asi S malum bo'lsin. Bu
yuza ko'ndalang kesim joviashishiga
bog'lig bo'iadi: S =S(x), xe]cib], bu
yerda S(x)-[«;/>] kesmada uzluksiz
funksiya.

Izlanayotgan hajmni //sxema
asosida lopamiz.

I. Istalgan xe[a,/>] nugta orqaii
Ox o0'gga perpendikular tekislik
0 tkazamtz.  Jismning bu tekislik
bilan kesimi yuzasini  .S(x) bilan va
jismning bu tekislikdan chapda votgan bo'lagining hajmini V(x) bilan
belgilaymiz (13-shakl). Bunda V kattaiik x ning funksiyasi bo'iadi
V=V(x) (/(a) =0 va V{b)--V).

2". V(x) funksiyaning dv differensialini topamiz. Bu differensial
Ox 04] bilan x va x+Ax nuqgtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar
orasidagi «elementar gatlam»dan iborat bo'iadi. Bu differensialni asosi
S(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan tagriban almashtirish
mumKkin. Demak. dV =S(x)Jx.

3". dV ni adan h gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

V- | s(xdx. (8.16)

7-misol. X: +V2+-“l=l ellipsoidning hajmini hisoblang.

Yechish. Ellipsoidning Ox o'qga perpendikulvar va koordinatalar

boshidan x (-a <x <a) masofada o'tuvchi tekislik bilan kesamiz.
Kesiinda yarim o'glari b(x) =b¥1- — va c(x) =cjl- ~ bo'lgan ellips
hosil bo'iadi.
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lining yuzasi
NX) =71b(x)c(x) = Jibe

U holda

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y =/ (=) uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox olq
bilan, yon tomonlaridan x=a va x=b to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o0'q atrofida aylantirishdan
hosil bo'lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy
ko'ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X =x tekislik
bilan kesimining yuzasi S(x) =ny' bo'ladi.

U holda (8.16) formulaga ko‘ra,

h
V =n\y~dx. (8.17)

Shu kabi yugoridan y =J\x)
uzluksiz ~ funksiya grafigi  bilan,
quyidan Ox o'q bilan, yon
tomonlaridan x=a va x-b to'gTi
chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyani Oy o'gi atrofida m r
aylantirishdan hosil bo'lgan jismning
hajmi quyidagi
formula bilan hisoblanadi:

h

8-misol. y =-Jx, v=0, a=0, v=4
chiziglar bilan chegaralangan yassi
shakining Ox o'qgi atrofida
aylanishidan  hosil  bo'lgan  jism 14-shak
hajmini toping ( 14-shakl).
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Yechish. Hajmni (8.17) formula bilan topamiz:
S =nJxdx =T- =8\

Agar egri chi/Zigli trapetsiya .r =<p(y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy
0'qgi, y =t va v=J to’g'ri chiziglar bilan chegaralangan bo'lsa,

(8.19)

bo'iadi.
9-misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng bo‘lgan konusning
hajmini hisoblang.
Yechish. Konusni  katetlari R
va H boigan to'g'ri burchakli
uchburchakning balandlik bo‘ylab
vo'nalgan Ox 0'q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism
deyish mumkin (15-shakl).
Gipotenuza tenglamasi y =kx

bo'lsin.
U holda
R R
v =foe, K= = y=- X.
o H' H
Bundan
R nR:_ X

I =n"Vdx- NN ~xlx = =- TiRH,
i’ 1112 3

1"

7.8.6. Momentlar va og‘irlik markazini hisoblash

lekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi
uzunligini. hajmlarini hisoblashga oid yugorida keltirilgan masalalarni
yechishda aynan bir xil usul qgo'llanildi. Bunda izlanilayotgan Q
kattalikni hisoblash integral yig'indi limitini topishga keltirildi. Barcha
masalalarda Q kattaiik biror [a\bJ kesma va bu kesmadagi uzluksiz
funksiyalarga bog'liq holda o'rganildi.
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Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz giiamiz:
I". Adaitivlik xossasi. [4;i1] kesma istaigancha bo‘lak!arga

bo'linganida ham Q=’_|\:1Q, bo'ladi, bu verda Qt - 0Oning /-bo'lakdagi
giymati;

2". Kichiklikdagi chiziglilik xossasi. [a:b] kesmadagi istalgan kichik
[x .jc] kesmada Q ~kAx bo'ladi, bu yerda Ax, =x - xIV

Quvida keltiriladigan momentlami, og'irlik markazi va kuchning
bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil
gilinadi. Shu sababli bu formulalami keltirib chigarmaymiz va ulardan
masalalami yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda /Aw,n2...mn bo'lgan

A(X2Yy2),...,An(xm:yn) nugtalar sistemasi berilgan boisin.
Sistemaning Ox (Oy)o'qga nisbatan statik momenti Mx (M ) deb

nugtalar ~ massalarini ulaming ordinatalariga  (absissalariga)
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi. ya'ni

fw,=2Z w*]-

Sistemaning Ox (Oy) o'gga nisbatan inersiya momenti ./ (Jy) deb

nugtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi, ya’ni

< WEEn

Sistemaning og'irlik markazi deb koordinatalari (\Mm '\r/rI11J\ bo'lgan

nugtalarga aytiladi, buyerda m=Vm:.

Yassi egri chizigning momentlari va og ‘irlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chiziq y =f(x) (a<x<h) tenglama bilan
berilgan bo'lib, egri chizigning har bir (x.f(x)) nugtasidagi zichlik
y=y(x) ga teng va f(x) funksiya f(x) hosiiasi bilan birga uzluksiz
bo'lsin.

U holda AB egri chizigning momentlari va og'irlik markazining
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koordinatalari quyidagi formulalar bilan anig!anadi:

Ms =\yydl, My =]yxdl; (8.20)
J X=j fydl, J =iscriz; (8_2_1)
s b
J«dl |
j ydl lydl
buyerday =f(x), 7 =;/(x), dl = y' dx, a< x<b.

10-misol. Zichligi y =1 ga teng bo'lgan y ="R2- x\ W\<R vyarirn

aylananing mornentlari va og'irlik markazini toping.

Yechish. y'-~- -rJ L= boMgani uchun dl = — :
\ 4 \Y y/f v'

U holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:
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Tekis shuklning momentluri va 0” ‘irlik markazi

Oxy tekislikda \ab\ kesmada uzluksiz boigan y--f(x) funksiya
grafigi, Ox 0'q, x=a va x--b to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan egri
ehiziqii trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning bar bir
nugtasida y =y(x) zichlik uzluksiz bo'lsin. U holda tekis shaklning

momentlari va og'irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar
orqaii topiladi:

(8.23)

)= idx; (8.24)

(8.25)
j yydx \yydx

bu yerda y =y(x), y - y(x), , a< x<b.

li-misol. y =sinx sinusoida yoyi va Ox o'gining 0<x<;r bo'lagi
bilan chegaralangan, zichligi y- 1 ga teng tekis shaklning og'irlik
markazini toping.

Yechish. Sinusoidaning simmetrikligidan xc =£boMadi. U holda

n
iydx finxix=- cos xk =2 yr=2=1L
0" 0 2 8
Demak,
n n
X
5 M

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash

Moddiy nugta o'zgaruvchan F kuch ta’sirida Ox o'qi bo'ylab
barakatlanayctgan bo'lsin va bunda kuchning yo'nalishi harakat
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yo‘nalishi bilan bir xil bo'lsin. U holda F kuchning moddiy nugtani
Ox o0'gi bo'ylab x-a nugtadan x=b(a<h) nugtaga ko‘chirishda
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

A ="\F(x)dx, (8.26)
bu yerda F(x) funksiya [a\n\ kesmada uzluksiz.

12-misol. m massaii kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish
uchun gancha ish bajarish kerak?

Yechish. Butun olam tortishish gonuniga ko‘ra, yerning
jisinni  tortish  kuchi F=k ga teng bo'ladi, bu yerda V/-yerning

massasi, a- yer markazidan kosmik kemagacha bo‘lgan masofa, k-
gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, ya’'ni x=R da F=mg ga teng, bu
yerda g —erkin tushish tezlanishi.

U holda
mM

Bundan
R2

W —gR~ F=mg—.

g QX

I/lanavotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

A+h D -

A- jmg--dx=-mgR2-j =-m
JK gx g x{H g

/ I 1N
RA— --- =mgR- -
\R+h Rj R+h
7.8.8. Jismning bosib o‘tgan yo‘li

Moddiy nuqgta (jism) to'g'ri chiziq bo'ylab o'zgaruvchan v=wW/)
tezlik bilan harakatianayotgan boisin. Bu nuqtaning tt dan t2 gacha
vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo'lini topamiz.

Hosilaning  fizik ma'nosiga ko‘ra.  nuqgtaning bir tomonga
harakatida «to'g’ri chizigli harakat tezligi yo'ldan vaqt bo’yicha olingan

. . ds -
hosilaga teng», ya'ni v(0 =% Bundan dS =v(t)dt. Bu tenglikni t dan

i, gacha integrallaymiz:

S=\v(t)dt. (8.27)
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Izoh. Bu formulani aniq integralni go'ilash sxemalari bilan
ham topish mumkin.

7,8.9. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal qonuniga ko'ra, suyuglikning gorizontal plastinkaga bosimi

P=g Y h
formula bilan topiiadi, bu yerda g- erkin tushish tezlanishi,
y—suyuglik zichligi, S- plastinkaning yuzasi, h~ plastinkaning botish

chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida
suyuglikning plastinkaga bosimini bu
formula bilan topib bo'Imaydi, chunki
plastinkaning har xi! nugtalari turli
chuqurlikda yotadi.

Suyuglikka x=u. x=b, v =ft(x),
y, =f2(x) ehiziglar bilan chega-
ralangan plastinka vertikal
botirilayotgan bo'lsin. Bunda
koordinatalar ~ sistemasi  16-shaklda
ko'rsatilganidek  tanlangan  bo'lsin.

Suyuglikning  plastinkaga P bosimini topish uchun 1! sxemadan
fovdalanamiz.

Bunda:

1°. Izlanayotgan P kattalikning bir gismi .vning funksiyasi bo'lsin:
p=p(), ya'ni p=p(x) - plastinkaning n o'zgaruvchi kesmasiga
mos gismiga suyuqlik bosimi, bu
yerda (p(a) =0 va p(h)=P).

2 X argumentga Ax-dx oittirma D r
beramiz. Bunda p(x) funksiya [p
orttinna oladi  (16-shaklda dx

galinlikdagi tasma). Funksiyaning dp
differensialni  topamiz. dx kichik
ekanidan tasmani barcha nuqtalari bitta
chuqurlikda yotuvchi to'g'ri
to’rtburchak deb hisoblaymiz. ya'ni
plastinka gorizontal bo'lsin deyiniz.
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U holda Paskal qonuniga ko'ra,

dp=g-y-(J, - V) dx-x.
s .
3" dp ni x=a dan x~b gacha integrallaymiz:

h
/ g Y |<v m)xdx

yoki
P=g-y-1(/3X) -/ (jr)UfA-. (8.28)

13-misol Asoslari a va h ga. balandligi # ga teng bo‘lgan teng
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka ¢ ciiuqurlikda botirilgan
(! 7-shakl). Suyuqglikning plastinkaga bosimini toping.

Yechish. lzlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko'ra,

P=gycj7yxdx
bo'ladi.
v 0‘zgaruvchini * o'zgaruvchi orqali ifodaiash uchun CMN va
CKB uchburchaklarning o'xshashligidan foydalanamiz:

y-a X-¢
h-n h
Bundan ‘{:a+—h-(.v-c).
lj holda
L'H  b-Li \ fax2 b-afx' or 9\
=gyt +— ( V d 2 + I, 2 1 =

(a;;bch +hf(’a +2b{||
7.8.10. Mashgqlar

1 Berilgan chiziglar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:
1)y -9-a\ y -1 2) y~-X, y--2X-XT:

3) y-1n(n16), y 3lngr, y 0, n 0 4) v Injr. y=0, x --el.
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5) r=y2 x=\y+2], 6) xy 4. x=5-y;
7)Y =x\ /=-*; 8)y t.y-x".X |V
9)x =4cosf, y =3sm/ O<(<2n"

10) x =3(/- sinr), y =3(1-cost) (sikloida bitta arkasi)

11) r =3-Jcos2ip: 12) - 3sin Ap
13) r =2+3cos< 14) r =2ip, b<o’rami.
2. Berilgan egri chiziglaming argumentning ko'rsatilgan oralig‘iga m

yoyiari uzuniiklarini toping:

) y-~,n=0dan x=m/3 gacha;

2) y =chx, x =0 dan x =1 gacha;

3) y2=nr\ n=0 dan .r=5 gacha;

4) y —arccos-/x - \Ix-x2. x - o dan n=1gacha;

5) n=—y2- -Iny, y =1dan y - 2 gacha;

6) 1=1-n(.y2-1), y =3 dan y =4 gacha;

7) x=t2, y=i.- t, koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalari crasidagi;
8) x=t\y=/,/=0dan t=1gacha;

9) x=2(/—sint), y - 2(1- cos/) (sikloida bitta arkasi):
10) x=3(2cos/- cos2/), y =3(2sm(-sin 2/);

11) r=a(l-cosp). <" kardioida bo'lagining;

3. Chiziglaming berilgan o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sir* yuzir
hisoblang:
1) y2=4x, x=0 dan x =3 gacha, Ox 0'Q;

2) *2+y2=9, Oy 0'q;

3).t=2((-sin(), v=2(1-C0/),bitta arkasi, Ox oq:
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4) .t-vr2cosi, ==sin/. Ox 0'Q;
4. R radiusli shar haimirii hisoblang.

5. Ascsi i—GQ r \gzzleiiipsdan iborat bo'lgan va balandligi k=3 ga teng
eilipiik konusning hajmini hisobiang.

6. Xx2+y7+:2=If>shar hamda x-2 va =3 tekisliklar biian chegaralangan
iism hajmini hisobiang.

7 ‘: f'o "A"f A'rPata” giperboloid hamda n= 4 va x =2 tekisliklar
bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chiziglar bilan chegaralangan iekis shakining berilgan o'q
airofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini hisoblang:

1) x2=4-y, y-0 0x 0'qi;

2) x: i=>; -4 yarim avlana <{>0) va v2 3t parabola, Ox 0:qj;
3) y =arcsinx, v =0. x =1 0y O'qi;

4) y2=x', x-i. y=0, 0y o'qi;

5) xr=4y, x-0, y=1 Oy 0'qi;

! +12:1 Oy o'qi;
9 ' M

=

6)

N
ol

7) x =2{i--sm;), y=2(1-cos/), bitta arkasi. Ox o‘qi;
8) xr. v=t\ xm0, y- 10y 0'qi

9) r - 311 +asP), qutho'qi;

10) r - 2Rs<F> yarim aylana, qutb o'qi;

9. r =2/%in Pbi: jinsli ayiananing og'irlik markazini toping.

10. x -icos m/, y =asin’t birjinsli astroidaning Ox o'gdan yuqorida yotgan
yoyining og'irlik markazini toping.

11. 4r+3y-12 =0 birjinsli to'g'ri chizigning koordinata o'qlari orasida
joylashgan kesmasining koordinata o'glariga nisbatan statik mornentlarini toping.

12. x=o0. y= 0o, x+y =2 chiziglar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shakining
koordinata o'glariga nisbatan statik va inersiya mornentlarini, og'irlik markazini
loping.
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13. y =4 -x2 va ==0 birjinsli chiziglar bilan chegaralangan iekis shaklning
og'irlik markazini toping.

14. Yarim o'glari a=5va b- 4 bo'lgan birjinsli ellipsning koordinata
o'glariga nisbatan inersiya rnomentini toping

15. x2+y2=R2 aylananing birinchi chorakda joylashgan bo'lagining o'girlik
markazini toping. Bunda aylananing liar bir nuqtasidagi ehizigii zichligi shu nuqgta
koordinatalarining ko'paytmasiga proporsional.

16. x =8cos' i. 8- 4sinlt astroida birinchi chorakda yotgan yovining koordinata
o'glariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning
har bir nuqtasidagi ehiziqii zichligi n ga teng.

17. Prujinani 4 awga cho'zish uchun 24 J ish bajariladi. 150 J ish bajarilsa,
prujina ganday uzunlikka cho'ziladi?

18. Agar prujinani I sm ga sigish uchun ¢ kuch sarf gilinsa, prujinaning
8 9m ga sigishda sarf bo'ladigan F kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 mva radiusi 4 nm bo'lgan mis simni 2 nmm cho'zish uchun

gancha ish bajarish kerak? Bunda F =ES—X, E=12-10* Simml.

20. Og'irligi /=15 T bo‘lgan kosmik kemani yer sirtidan K 2000 km
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo'ladigan ishni toping.

21. Jismning to'g'ri ehizigii harakat teziigi v-2t” itl (m's) formula bilan
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan s n davomida bosib o'tgan yo'lini
toping.

22. Nugtaning harakat teziigi v=0,i< (mis) ga teng Nugtaning 10 n
davotnidagi o rtacha tezligini toping.

(

w Ii
23. Sportchining parashutdan tushish te/ligi v= ~"j formula bilan

ifodalanadi, bu yerda g - erkin tushish tezlanishi, m - sportchining massasi,

k = proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3M davom etgan
bo'lsa, sportchi ganday balandlikdan sakragan?

24. Nugtaning harakat teziigi v=0lIe™-" (m/s) ga teng. Nugtaning harakat
boshlanishidan harakat to'xtaguncha bosib o'tgan yo'lini toping.

25. Suyuglikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b>a) ga, balandligi WNga

teng bo'lgan teng yonli trapetsiya s'naklidagi plastinkaga suyuqlikning bosimini
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m bo'lgan to'rtburchakli shlyuzga suv
bosimini toping.
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21. Diametri 6 m bo'lgan va suv sathida ioylashgan yarim doira shaklidagi
veitikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi /=1000 kglm'.

7.9. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Ma'lumki, agar f(x) funksiyaning [a\o0\ kesmada boshlang‘ich
funksiyasi F(x) mavjud bo‘lsa, f(x) funksiyaning aniq integrali
Nyuton-Levbnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda
olinmaydigan aniq integrallar amalda taqribiy hisoblash usullari bilan
topiladi. Bunday usullardan aniq integralning integral yig‘indining limiti
hagidagi ta'rifiga va geometrik ma'nosiga asoslangan usullarni ko'rib
chigamiz.

7.9.1.To'g‘ri to‘rtburchaklar formulasi

kesmada uzluksiz y =/(a)funksiya uchun \f{x)Jx integralni

hisoblash talab gilingan boisin. Aniglik uchun barcha xe[a;A] da f(x)
funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb i‘araz gilamiz.
kesmani a=v, <x <..<Xx ,<x,<..<xn, <xn=b nuqtalar bilan

uzunliklari &=—a boMgan «ta teng kesmalarga ajratamiz.
n

Funksiyaning x, ... I, nugtalardagi giymatlarini y,,, y,...Y .Yy
bilan belgilab. y A=f(x,). v, =/ (* y, =f(x:)..>,=/(*,) larni
hisoblaymiz va quyidagi integral yig‘indilarni tuzamiz:

Y, Ar +y,Ac +...+ y,Axuy ... *y,. . AX =£.v,AX,

VAV + VAV +... +y AX+... + VAt =Y y AX
U holda 18-shaklga ko'ra,

J;f(x)ndx*b-% +V+.+y +..+y,.=h v, , (9.1)

\f(x)dx; —fy, +Y24 - +Y, + Y, =— }i1ly,- (9.2)
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni taqribiy hisoblasnnirig
to g ri to rthurchaklarformulalari deyiladi.

18-shakldan ko‘rinadiki, agar fix) funksiya [a\o\ kesmada musbat
va o'suvchi boMsa, (9.1) formula vy
berilgan integralning qiymatini kami

bilan, (9.2) formula esa ortigM bilan
beradi. S =
Agar [a\b] kesmada f\x) chekli /
hosila mavijud bo‘lsa, to'g‘ri YAYX y2Y3:
to‘rtburchaklar formulalarining absolut _
S M -a)2 o xh xtX Xt X,_iX,X,_iX,,
xatoliklan IS.j<— 5 tengsizlik Bl

bilan baholanadi. bu yerda Ms=max]/'(jc)].

7.9.2. Trapetsiyalar formulas]

\a\b] kesmani bo'lishlar sonini avvalgidek qoldiramiz va Av
intervalga mos keladigan y =/(x) funksiyaning har bir yoyini bu
yoyning chetki nuqtaiarini tutashtiruvchi N,N, N, N\ V. N

vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri ehiziqii trapetsiya n ta
to‘g‘ri ehiziqii trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl).

Bu to'g‘ri ehizigii trapetsiyalar har birining yuzasi —LA*

(i=\ri) ga teng. Bu yuzalaming barchasini qo'shib, trapetsiyalar
formulasim hosi! gilamiz:

1/(*)<& N o= + 4T j- (9.3)

Bu formulaning xatoligi & kK e tem>sizlik bilan

baholanadi, bu yerda M =max]/*(jc)J.

7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar usuli)

\a\p] kesmani
a=X,<X, <X, <..<x32<x24 <xh<.. <xZ 2< <xlsa=h
nuqgtalar bilan uzunliklari h=-— bo'lgan « =2m ta teng kesmalarga
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ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan M2n2, Mim,, Mlir nugtalar orqali

parabolalar o‘tkazamiz. Egri chizigqli aMOMnb trapetsiyaning yuzasini
parabolalaming M22, M2 \a M2 (i=\m) nuqtalarini tutashtiruvchi

yoylari bilan chegaralangan 2m ta parabolik trapetsiyalar
vuzalarining vyig'indisi bilan almashtiramiz.

M2,r, M M 2nnuqtalar orgali o'tkazilgan parabola tenglamasini
y=Ax2+Bx+C ko'rinishda izlaymiz. A,B.C  koeffitsiventlami
parabolaning berilgan uchta nuqtadan o'tishi shartidan topamiz.
Hisoblashlar qulay boMishi uchun koordinatalar  boshini o‘qlaming
yo‘nalishini 0'zgartirmasdan Jra kesmaning o'rtasiga
joylashtiramiz (20-shakl).

¥y Y n, M2 M,
\a u M o r
v, Vo YiYr o WM M yer,
o ST Jd, X, 4 x, Xn X
19-shakl. 20-shakl
Parabolaning (-/i;v2.2)? (0;v,M), nugtalardan o‘tishi shartidan
v, .=Ar- Bh+C, 3\ ,=C, y, =Ah' +Bh+C kelib chigadi.
Bundan
|
A- é‘)p( v, +v2l), B=2A

Endi 2/-parabolik trapetsiya yuzini aniq integral orqgali hisoblaymiz:

* Ar r2 /
V = f(At2+Bx +C)dx=1 A——— +Cx|l = (2Ah?-thC).
vV 3 2 N\h 3

Formulaga A,8,c koeffitsiyentlarning giymatlarini go'yib, topamiz:

* ~ X

+4 ). r=1n
bm
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Parabolik  trapetsiyalaming yuzlarini qgo'shib, izlanayotgan
integralning taqgribiy giymatini beruvchi formulani hosil gilamiz:

JIOVIX@V -V, +T1 A/ +yr o +y 2, K 2(y: +y, +e+y,m)). (9.4)

(9.4) formulaga Simpsonformulasi (yoki parabolalarformulasi)
deyiladi.

Bu formulaning xatoligi ks, 2880 tengsizlik bilan baholanadi,
n

bu yerda M4=maxj/'1(*)j-
1-misol. }__gg'_ integralni  taqribiy hisoblash usullari  bilan
{l+x1

(n =10da) aniglang.
Yechish.  Quyidagi jadvalni tuzamiz:
, 0 0L 502 03 04 05 06 07 08 09 1
y 10901 0915 09174 0821 08 0733 06711 0609 0556 05

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g‘ri to'rtburchaklar usuli

bilan topamiz:
[-1—- 01(1 +0,9901+0,9615 +0.9174 +0,8621 +0,8 +0,7353 +0,6711 +
0l+X

+0,6098 +0,5525) = 0.1 +8,0998 =0,80998 (crlig'i bilan),

i dr

\El. 1n0,1(0,9901+0,9615 +0,9174 +0,8621 +0,8 +0,7353 +0,671 1+
ol+r

+0,6098 +0,5525 +0.5) =0.1+7.5998 - 0,75998 (kami biian).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:
f *0,lf— - +0,9901 +0,9615” 0,9174+ 0,8621 +0,8 +0,7353 +
I+w ~ 2

+0,6711 +0,6098 +0,5525 = 0.1 +7,8498 =0,78498.
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3) Simpson formulasi bilan hisobiaymiz:

j_AL.=(i +05+4(0.9901 +0,9174+ 0,8 +0,6711 +0,5525) +
“14x"

+290,9615 +0,8621 4 0,7353 +0,6098))= 0,78539

Berilgan integralni aniq giymatini topamiz:

f -:arctng":—:o,787571.
I \+x2 4

Taqribiy hisoblashlaming nisbiy va absolut xatoliklarini aniglaymiz:

lo‘g‘ri to‘rtburchaklar To‘g“ri to'rthurchaklar

T tsiyal P bulai
(kami bilan) (ortig'i bilan) rapetstyafar arabulaiar
1

3,3% %0,026 3,1% 0.024 0,09% 0.0003 0,04% 0,0003

Berilgan integralning Maple paketida yechimini beramiz.
1) To'g'ri to'rtburchaklar usuli bo‘yicha:

> wrii{SUuLni\ ( aifuhii! j)
. |

' i b x 10 nasnos I

157479042051X583
[950414208136225

> cvdlj {m}
08099814972
~w. i.

59291148404470X7
7X0165<>832544900

0.7599814972
2) Trapetsiyalar usuli bo'‘yieha:
>ii-;ihiSsiuieiii\ <'alctiixi.i: \) :
L N— .m0 j./m> o omm/m>;

122.48312522.521419
156033 IM6650X93r10

> <SWTH{%Y
0.7849814972
3) Simpson formulasi bo'yieha:
>y Sudni\( A« W)
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A fp'l<}x'r’v+1r,(,\|| I"'Xy'j ). meihod--simpsn |;

598858531583831 177490 i484536676736463
7624903642650463520301694141655283000

> evalj\?0)"
0.7853981632

7.9.4. Mashqlar
1 je xdx anig integralni 0.001 aniglikda tagribiy hisoblang: 1) to‘g‘ri
0

to'rtburchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan: 3) Simpson formulasi
bilan.
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Matritsalar

2. 4=3X-A my/ 3.a 21 -4 « 1x30,30*12x 1515x2.3x 10,103 546.6>5

3 7.1 3 -122 jo 1 -2- (2= -l 2
5.1 43 4 b. 13 5 713 -7 6 . 8. 5 -3-1/ 31
' 4 ¢)] e o3 o7, 1 0 -2-Vj
. (10 -1]
10. 3x5. 12. E b‘;\‘] 13. [8 14. 1-2 -3].
2 -1 ¢4
] (1] 20 '
15. JI—I 1071 6. -8 -3 13 17. f -8 18. % 67)‘
U2 5° 2 1 1 1.-38 154 1661
(=2 o 128 -4 6| 4 -344 (1 ON
9.1 -9 0} j 6L .4 17 1 20. i 21.
5| j 10 38 20 1.
2 . 2 4 19
T a \ 1 -
2 /. 1 a G|(4 ! | ofr-1 (il}

Determinantlar

1. A"ckt.< 5. 1 6.1) -2 2) -125; 3)1; 4)8. 7.1) - 12, 2) -243; 3> 64,

4)4 8.-v 9 -Db(amhj. 10. sin(a - ZJ)sin(a + (i) 11. 2sina 12. - 47. 13. 18.
14~ (/>2) 15.4.1. 16. - 2sinasin Asiny 17. -tga-tgf], 18.(a-h)(a-c)(h-c).
19. iiix-y)(x -:)(;->m). 20. al!(a+3bi. 21. - xyz 22. 0. 23. cos2a. 4. 63

25. 100. 26. 20- 8/)tc r5d 27. -6

Matritsalar ustida almashtirishlar

f-1 I 1(-5
3. ad-he m0. 7. fijj 8. | 9. 1723). 10.
-1 0 ) -4-2 -3]
1[4 -2, 1(1 1i 113 - 2i r2
(. 122. ) A o -
Coon s VA o w2 w0 w YA 4y
1-9 1 -3] 10 0\
4 A -4 s -2i, 13 5 | 0j14 0 15 -10
3 -3 1 0o I
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0 -2 -3 8 14 -107
4 6 -3 5
6. -6 2 2 17.- -4-1 21 18
6 0 -4 6 -2
-2 0 1 2.4 2 4 2-5 3
<2 -1 -1 0
-4 0 2 -il v2 1\ '
19 Mo &0 Loove gy
2 0 -1 1i! n ifo 3y 2 _1a° -3/
s 1 3 -2
f10 M3 1 10 «il o5 2
3 -3 100 3 2. 4mavjudemas:5) -3 1 00 3 23
132 4004 2 2 1,vo027
1000 072 -3 41
210000 2 1
) 32 1000 0 0 21.3.222 232 243
300100 0 0
4300 4o 0 -9

Chizigli tenglamalar sistemasi

I.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, anigmas. 3. Birgalikda. anig. 4. Birgalikda emas.
5. x, =-1, x2=-2, x, =-3. 6. X =2 X, =-2, X, |

7.% =1~ --1. x.=-1. ;=1 8 V=2 x2 -1, x, -2. W4-!

9. X, =2 X, - c+1 x, =2c-1, xt=c 10. x, =5%v-13c,- 3 x. 5\-H - I

X, =C,, Xt-c2. 11. x, -3, x2=0. X =6 12.x 0% --Lx

13. X =3 X =4 X =-6 414. X=-5. x, =-4, X=0.15. v -5, x. -1 x -3
16. x. = 1, -6. x, =-3. 17. x, =-1. x. 3 x. 2 18 x=3 x, -3, % |
19. X, =3, X. 2 X, =1 20.x 1 x, =L x --1. 21

22. X, =3. X2 --2. 23. X, =1 X, =2. X, =0. 24. X, =1 X, --2. X, -2
5. X =22, X =1 X, =2, 26 X =0 X, al V0 )er 2 /0

27. X, - -¢. X, =0, x, =¢. 28. X, =-15¢. x, - llc, x, =14c.

29. X, =7c. X; =-1lc, X, =-5¢c. 30. X, =X2- X, =0.31. X, X X =0

32.x,=-2¢,x2=7c,x, =0.x, =3c. 33. fyl,O&O.%/O.—ll. 34. (1,0- 2.3).(0J.1.2)
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Vektorlar

I.aAf. 2 22. SAV-— 2h.6. KM =n-24. 7 5 *
l«l 1%

8. -i(n +£), ~(n-A). 9. m=2fi. 10. m- 1 n--3. 11.pAB=2"2,
HpiAD =—v2, Mp,D<'- V2, TIpAC=Q 12. Jp,AB=3, Mp,BC =0, Mp.CA=-3

M-i/)=3, IPIBF= _ flpCF. --. 1.13_ 14 +1-:-1 .15 _
2 2 12721 133 12'2 2j

16. |(3 39 17 a=2b+c. b:..z~ ¢-5-2b . 1.18. d =2a-3b+c.

19. ) { 7;17,—12}; 2){3—;-3—:-3| .20. D{- 8;-4;0} 2) {7;-3;2}.21. jd +6 |=6, \d-b\= 14.
J

22.V10 23. W(v'3:xV3,+v5). 24.d - {2,+2v2;-2} 25. A(5;-3;-3}. 26./1(-3;-1;-3}.

it I, #/, V23 160 nuTo,. f 4 3 121,- [ 263
27" I'Sm ip '™ I'M M '-#i-i; 28-" T2 7:7[ 29'" - 1
MA - o gy 323 T , 3 AI|-35(

35. (-21) 36. P<-3.-7) .37. AD"b.

Vektorlarni Ko paytirish
1 --. 2 -19. 3.1)112; 2)252. 4. 1)-89; 2)86. 5. 1) m=1 2) m=2 m =3.
6o, Ton 8, O 10.1)2) w0l D) 2) . 12010 (AND),
13. 1--27-37. 14. x=71+5j +k 15.1)12el; 2) 132. 16. 1) NyJ>): 2) bb-Ji(yA).
17. 25v3  18. +15. 19.1){9;9:~3}; 2){63;63;-21( .20. 1) IV/2 2)y.

21. h —E(/J'I).ZZ. V={38-9,—4}, m={I;-4;-7}. 23. 28, cos»:-%, cosB:—9
v N

cosy | 24.a=-9. 25.«=|./? =2. 26. 1){3;2}; 2){-2;3}. 27. {-6;-24;8>.

28. 1)yo'q; 2) ha. 29. 1) a - |:2) a--3. 30. 1) V=14(AN).A=VI4hA),2)

- 2hb\h=3v2(«.0 ) 31.1) o'ng uchlik, i - 12(AA); 2) chap uchlik, K=27(AA).
Tekislikdagi lo’x"ri chiziq

1 Dn - 4,<]-4.A =3; 2)|t:-3,n:-2,f|:3; 3)t :7a :S,A:-Z—;
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4U =A_ a=y b == 2 1)3jt+dy <6=0; 2)3* - >+9 =0; 3)x +2=0;

41 *+y-5=0. 3. 2va3. .4. M, (u),<p =45"; 2'W (2.-1)..,2 90"

3)JW,60,(P =0O; 4)M,(2,2),<p =45“. 5. 1)w =-6.w*3 va T -8B, n*-3:

2)m =-6,n =3 vam=6, n=-3; 3) m=0, n—hek.li son. 6. 1)m =-:-da ].

ii: 2) m- Ada jj, m--9 dal . 7. ilfi) 8. *- v-2=0va x-Ay +4=0
9. 3%i-2y Il- 0. 0. *-5y-r2 =0, Il. 12*49y —47 0 12, 5.r-j' +3 =0,
*+5v+1) 0. 13. 3*1y-4- 0, *tby +8=0, 3* +y +10 O, X-0 T - 6 M.
14. W<4;4)?> =i 15. 3x-3y-8 =0. 16. 3*: Ay- 12 0.
17. x +2y -7 =0, 7* +2y - 37 =0, 5*-2y+| =0 18.y =2*
19. *- v+7=0, IX+4y -6 =0. 6% +5y +9 =0, 20. 2*+v49-0. * y -3 0
21. 29*%-2v +33=0. 22. 2*—3y+8=0. 23.29w.h). 24. - A 25 evaine>
26. *-2 =0, 3*-4y *10=0 27. y-3=0. 4*+y +5=0 8. (-12.5).

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziglar

1.1)(*+1)2+(y-3)2=36; 2)(n+3)2T1(y-5)* =50: 3)(x+1): +(y-4): =2:
4) (x-4): f(y+4)2=16. (x-20)3t(y +20)2=400; 5) (x-2)2+(yih2=1
2. 1) M (=4;7), K=7: 2) N/,(-2;31, « =4 3) A/ f--1j. N=m 4) JU f
N=4. 3. 1) aylanada; 2) aylana ichkarisida; 3) aylanada; 4) aylana ichkarisida.

4. 50/2(n.M. 5. (*-2)2+fve-l = 6 (*-5)2+ (v-1)2=13. 7. V(@3:2)
\

R=5 8 0<lt<— =0va * =—. 9. y=0va 4*-3y=0.
5 1 15

I* =81 +cos/j. N ]* =2cos(, j* =1+\2 cost/,

10. 0 . . . .
\y =8simm,<e 10:211]; \y =2(1 +sin»),re [0:2*]: iy =1+V2sip»/ ? [0:2/H.

S — A= 2) - Hj-=18) —i-- =) 4 1.
H 1)36 1001 )24 119 )36 81 )16 251
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12. \2(kvh) 13. (*vf5- Uva* - v-5 =0. 14.-~[uh).

15, V/I-i— jn/.1 16. A/130). 17. 16.I +25y 1=400.
\Y / \Y J
X =5cost, \x =5 cost, f \\
) < i 21< ) 19. 4 1 @32.
[y =4sintte |0;Zr]: [v ~12smi.t e [0;2nr] nN2/f
20.1)- 2) - X-ml — =1 4)N--—
9 16 144 25 16 9 25 24
21, 1)'—  -=1 2)*-- L 3)X-- - I, 4 1 22, --
24 S 8 4 12 27 24 18 3
23.v2 24. p'-v' =6. 25. v m* l. 26. , ‘11 27./ =- -
4 12 X-2 - 9x'

28.1v. * 1v' 447 2) ) =AxT[+3.29. DAA(41L v 1 2)Ai2b. x-2.
l

g
30. A -i - 1-giperbola; 2)y* parabola; 3)gipcrbolaning pastgi yarim
tekislikdagi iarmog'i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmog‘i.
2 V2 2
33. e 1 34. & =1. 36. n-3v+)2-0.(Ko‘rsaEma. arinma

A xvn Yy w,

tengfamaliarlz =1 ell/ps. XXg . - 1- giperbola,
a h a h

v pU myi- parabola). 37. 4x-y-4- 0.37. 2/5mr-3v+4-0. 38. 2.r->-16 =0
fjitlb koordinatalarifa chiziglar
b.<J\I2;-by|V&IZ; 6) 2. 41,~V3). If.y—z 21] 3.7 ft 45 :2{/- sif<p, —A. 5. 4 it

b. 64 7.0V +'y.2) N 2)(r ~31+v:i=—33) u2-y;r 2w,
) y 2& 4 )gl ~J 4 ) y

H AT 4ri-y L 5) N6 4(Ly)i 6 r =820 )

8) olt - v 9v 13 8. 1) / _Sihip' 2) ~ z-a-igol_..sin—m r ”0?5§ -p: )

»o*:t—oS-ZW, 5) r -2acosp; 6) r2 :Sinzi; .Nr- N Ol r=—--—- — .

4 25003" ) 1----190003 K
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9. I)ellips; 2) giperbola; 3) parabola: 4) ellips.

Tekislik
l. 2n-y 43-- 14=0. 2. 2n-3y f4: +20=0. 3. 2n-3y +5r +10 -0.
4. n+3y-4r-21 -0.5. 1) 2y +3; 0, 2) y+I=0:3) 2-4 0;
4) *+2-3 =0; 5) 20r +14y-52-0. 6. 1) 2x-z-0; 2) n-3 0;3)y-3 -0;
4) g+32+4=0; 5)8n-.y +62=0. 7. J1(-3:0:0),/1(0,-6:0).C(0:0:2). 1)
8. a=-15.6 =-10.c =6. 9. x+y +2-4=0. 10. n+3y+2- 15=0.
Il. ) T+3y-2-6-0; 2) x—y —=2=0. 12. X+y +2-6 0.

13. Xx+y—2:-0. 14, x- 2y-3z+3-0.15. 1)2.7-5y +2-15 O;

2)2nr14y +92-21=0.16. x-y - 2+5-0. 17. ™ ~ =1

9 2 &
L LIET- S P S S AV SV -
TR TR T6 77 ST T TR T

19.1)45"; 2)90" ; 3)90°; 4) arccos(0,4i.20. )T =—>n- ~y- 2)M=3,9 -4

21. D)1= 13;2)m=1 22. 1) a)n-2y-3r-4 =0; b)2- +3y +2-8 - 0:

2) a)2n f3y+4r-3 =0; b)dn+y -72+19=0; 3)a)5n+7y+3=0: b)» -r +7 -C;
c) 5n+72—46=0. 23. 7Tn+\4y-2z +6=0.24. n-y+2+1=0

25. n+2y +n/5r -2=0 van+2y-+1Sz-2 o. 26. lM(-2:1:2): 2)M(2.-::1). 27.4(6)

28. A/(—1S;0;,0)va M(!:0;0). 29. 2x-y-2z --Ova 2n-y - 22-18 =0. .30. 8(A/).

r
31. -2 32. -3 33. —.
6

Fazodagi to'g'ri chiziq
jj.on-1_y—4 2 2 ~x-2 y+3 241 3VT“2 Y+1 2f2

2 T -1’ 0 1 o’ 3 1" -2
.Nn-2 _y+3 _r1-2 . n0.n0-2 y+3_r—=2. n-2 y+3 2-2
4 * 1 3 2 3 -1 n 6 -7
r v -_2 r+1 v-2 -+3 Lr+4v-7 0. F3n-2y-7 =0.
3. == A — =N =—-. 514 u .
-12 0 | \8 -1 I*+ =m Q j2y +32 + =0
6. 5 32 r—4 7.1 n=13/,v 1.19;,3=2-28/7: 2) n-/v 1-3/ 2=-2/.
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8. 1)— =-5; 2)]x=vI/I=-' 2.9. =Y-2=£r] 0. fxI=Y, Il 4
! 2 2 ! 2 3 2 - 1 0 -5 1-3

11, 1)*>=--; 2)o =— 12. 1) =13-r--;2)r--="3=¢"1
4 2 6 17

5 173 6 1

13, *j*~~j* 14. 1) parallel; 2) aygash. 15. N\p=": 2)p= —.
16. 1) parallel; 2) to’g‘ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) JV(3:2.1); 2) W(2;4;6).

Wy XA A8y X AV8 20 g gy o3 n=-23: 2) =12,
p=-i2. 20. 1)2ic—g>+4-— -0 2)4.v->-2_--7 =0. 3):+U0.

21. 3jt *5v—2r - 9.=0.22. (-2.U--3). 23. M(2,3:4) .24, 5x-2y T2: +5=0.

25. ».2v-9r +12 0. 26.! (hA) 5 2)

)10 3
Ikkinchi tartibli sirtlar

1 1)(Jf-3):1() +1)2+ 21: 2) (V 7)2+(i"+5)2+(.- +2): =56
V2R »\ Iy
2. 1) m-2-: - IR - 2) M(3,-4;-5j./2- 5 3. 1) .r2+y: +:' =9,
4 x i: 1Ov.5. --- ' +— =L 6. —=-1. 7.1) 4y -x4-4z1 =0
9 25 16 9
n HE yLx=l-l 1 e |v V "24r- -1
2 16 25 25 10 64 16

X—64-- 11—6- . 8 X' +v2-'2=0. 9.1)mq0 va m>—4; 2)m 0. 10. 1) ellips:

2)giperbola; 3) parabola; 4) nugta. 11. y1+r' -2.v: =—6(ikki paliali giperbolcid).
12. 1) A/,(34-2)JV. (6;-2,2); 2) 3/(4:-3:2). 13. 1) ikki pailali giperboloid; 2) sfera:
3)elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr;  6) giperbolik
paraboloid: 7) j|< pallaii giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Hagqiqiy sonlar

1. 1).4ni ={4}, A~/B- {1,23456). Al'f —{1,23}, B/N1 ={56),
2) N--.B- {1.48. A B={123456.7,89), A/B - {3} B/A=(2,57,9;
3) An B ={4}. 4 jB=f-53,4). A/8 ={-5), B/A={3i.

2. ) Ar,B—0. akjli—=JT 3. /di/3-barcha 10ga bo’linadigan sonlar.

6. /) ={1.2.34): 2) A=(123. 7. 1) 1@ 1} 2) 0; 3){-1.0); 4)f-00.2}
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8. 1) (~«%l|w[3,=c); 2) (3.4); 3) [-*;-1]. 4){-1.0). 4)i-00,2} 9. 1) 0.-5;
2) 0, mavjud emas.

Sonli ketma-ketliklar

1)-r, :gi—l 2)jt,, z?\; 3).v =oosnn\ 4).t, - 3t2(-1)". 2. 1); 2); 4); 6).
3. 2), 5)-monoton, 1),3)-4),6)-gat’iy monoton. 6. 1) 2) '} 3) 4)8; 5) 4
6)2; 7) 8)-1; 9)0. 1001 11)-]; 12) 13) o 14)*; 15)1; 16)0;

17)-3; 18) = 19) 1, 20)-; 21) o 22)--; 23)--; 24)-- 25)-- 26)2
)8 18) 5 19) 1,20);5 21) 0 22)-5; 28)-5; 24):- 25)- _26)

27)— 28)™; 29)e; 30) e\
? C

i

Bir 0 zgaruvchiningfunksiyasi

1. 1)(—20;-2)u (—&+=0); 2) (-a0;-3)n (-3;-2>u(-2;+«); 3) [-2:2], 4) (-2;ll0();+»):

5)4) (-n;2)u(9;10];" 6)U U(- }-jolU 1j 7) 710, 8)j I ; 9) {21
: r oo\
10)(2:+®); 11)0; 12)(2:3]: 13)(10:-r«); 14) kna:(2n+i)x),ntZ; 15) :().“ ;
13,
r.t
16) [3;6)u(6;7J; 18) |-5;0)u(0;13:  19) (-«;1)u (1,2Kj (2;-t*);

20) (=82 2. 1)1 2..)2) 12+") 3) [-7.-3]. 4) [-v2;V2j; 5) [0,k¥); 6) (13],

7) {031, *)(-14) 9)|-]:+»j; 10) {-Uwil}: 11) (0:3]; 12) (0;2]. 3. 1)3;

1) — vsi. 3) 42/ 4.1 | dakamavadi, !-:h =m! da o’sadi;
3n 4 2, '

3 12

2) (—x;+cc) da o‘sadi; 3) (-ao0;0)u(0;+») da kamavadi; 4) kK L da
kamayadi. 5. I)toq; 2)juft; 3)juft; 4) umumiy ko'rinishda; 5) toq, 6) toq;
7)juft; 8)toq; 9) toq; 10)juft. 6. 1) M =n.m=k 2) M =4m- -4

3) M =y/2m--v2: 4) M =-J5m=—5; 5)M=Ilm=— 6) V-Ilm O

7. 1) chegaralangan; 2) gat’iy monoton; 3) gat’iy monoton; 4) monoton.
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8.1)6*%; 2)|; 3)4/r; 4) |; 5)*; 6)2*%; 7)]; 8) 9)12*: 10)6*.

9. 1)V = L 2), -I x 3)>'=3%4; -4) yzgarcsin 5
>0. i) /(g(x))=3x +1  g(/"(X))= Bx+1)"; 2) /(9(x))=sin [xI, g(/(x))=1]sinx];3)

/(g(x>)=5~x, g(/(x)) =----- 4) 7(g(x))=x\ g(/(r)) 3x
13. #GD. 14. AB. (5. 1)V X +1 2)~+— =1

Funksiyaning limiti
2. /v, —0) =2 /(x;, >0) =3 2)fix,, - 0) =0, / (X0+0) - 400.3)/(X,, - 0) =2

/(x. +0 =0; 4)/(x,, -0/=5 f(xn+0)=1.5. 1)8; 2)0; 3)2-; 4)é 5)é; 6)2;
7)-112' 8)jj; 9)-1; 10)+o0; 11)-2, 12) i 13)-3; 14) 3 15)0; 16)+®
17)- j: 18)2; 19)0; 20)J_; 21)2; 22)0; 23)1; 24)-]; 25)|; 26)]; 27)6"2;

28) V. -29)0. 30)0; 31) 51 32)5= 33)-1; 34)5 35)™ 36)e; 37)+®; 38)0;

i[;

39)e ; 40)e  41) < 12] 43)e; 44)e; 45)1; 37)3; 46)"; 47)4; 48) L

@ Ny 2)5 =L Hn3 5L 6)5 7). 82 9)y 10): 1L 12)2

13)— 14)~In~: 15)-1; 16)-'; 17)~; 18)-9. 19)3; 20)-; 21)0:

22)In2, 23)-1; 24)-
Funksiyaning uzluksizligi

4. )33, 2)-1. 5. 1) ikkinchi tur uzilish nuqtasi; 2) birinchi tur (bartaraf
gilinadigan) uzilish nuqtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nugqtasi; 4) ikkinchi
tur uzilish nugtasi; 6. 1) x 0 birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nuqgtasi; 2)

X j +n*i»»er) birinchi tur (bartaraf gilinadigan) uzilish nugtasi. 7. 1) x=-3da

ikkinchi tur uzilishga ega; 2) uzluksiz. 8. 1) [4,5]da uzluksiz, ]0;2]da
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X=1—kkinchi tur uzilishga ega, |-3;l]da x=-3,.r =1-ikkinchi tur uzilishga ega; 2)
hech bir kesmada aniglanmagan. 10.1)Ina;2) m

Funksiyaning hosila.\i va differensiali

m]?(-zl; 2)/'<Y) =(—J‘|5 %) 3)/'(x) =- s_in! > m 4)/'(x) =2sh2x.

2. 1)-3: 2)-4; 3)4; 4)-]. 3. 1)-3, 3 2)0,2; 3)!, -2*+3; 4)-1 1
4./, =1,/,=3. 5.1)/=2c; 2)/=x. 6. /=12/
Differensiallash goidalari vaformulalari

1 1)>'12/-x1: 2)/ =X+12r' - 2, 3)V' =V +7jIV¥+—7=;
W rv.r

L, 3
, 3 1 ;o Xxet(x-i)+e~*(x- r2) . R
> - -2;[1)2 ty " J 7 5 = s : 6)> n(2 737715
in2*-In*-| g) Vi.h, 1 9)r.=__221*_. ,0);
(In.t-1)2 . ' x(\nx-e")" ' (1-cos.t) - sm2x
1)/ Zsin .2x; 12)/ =fj-c_a)srjc +§m XS - 13)/ = yxshx—chx)] P14/ = sh42_x;
15)/ =-_ L_; 16)/ =-—-- — 1N/ =--=n~r=; 18)/ -4=7;
X\ \2X xIn10 Jx 24 X -x

19V =-29n2r. 20)r" ¢ 21)[=arsing 22)/ =" dr—

v 9 e+l
23)[ =3 *" 24)[ =\, 25)/=(-/43x)2; 26)/ =-6e"rSiN3x 27)/ =
)7 - mc_olgf; 28/ = n-/ﬁn-i4:-jr-; 30/ U"+é()~' 2.1/ :-(1+%3 2

—. 3. 1)2.0125; 2)1.009;  3) Moi2

4)27.351. 4. 1)2,03; 2)0,97; 3)0,31; 4)1,01. 5. \)dy inxdx, 2)dy=-5dx,

3)dy =-2smdani;;  4)d =3as:n Ixcosxdx. 5)dy =-sin *3““ In2xx
6)cb =-3/g*Int cosxax 6. 1)/ =24f(5/- 3, 2)y =€2(2008X-1 IsMy0).

474



3)yT~ — 4) v" - o 7. I)sin—2 ; 2)Wsin—2 : 3)-n(n-|)sin—2 ;o Aan-1>.

@ x)’
8. )v'=-h[x. 2)y =" 1l.. 3)v 11 DAY Vo=- 5t MO,
aIy yl-x ox(y-D xsm(;ry)
>=—— .B)y'= D12y, 1 31 4)-VT-r*
5) f o+x 6) XCOoS Vi sin X S )41' ) «sin (’3) 45 ) '

10. 1)3x- 3y +2 =0. 3x+3y *4 (L 1)x+y-— =0.
X-y-r. -0 3)5x-v-4=0,ni5y-6 =0, 4)5x!4v-25 =0. 20.x- 25y +64 O,

5) x- V 0. X1v-4=0;6)4x.2y -3 0, 2x-4y >1=0
Differensial hisobining asosiy teoremalari

* )¢ ~ 3;2b,="s 3)yo‘qg 4)yo'q. 2.1), —;2)c =In(<*l); 3)c =e-I:

4> | 3. of- 2)

fD) 40). %2
2 4 AUWH, 405 2

C1)-* 2)L; 3L
. 6. 1)-* 2)%, 3L

>
4)0; 50 6)2; 7)1 8 i 9)3 10 -3 1) 0 12) 0; 13) L 14)7; 15)°

16)i- ' 17) 1, 18) 3~ 7. 1) P{X) - 19-1LL.X+ 2)- (x+2)2+(x+2)\

2) NI-r) 4+ Bjx—=2)« 12(x- 2); +6U-2)" +(x-2)4;

8 1) 2+-j(.x-3)-1(x-3): +_I(x-3)" - 471-;- . ¢ =X, +0(x- x,). O<0<1.
128v . 1+cf
PO baan 0 G Ly ou k) g<o

9. 1) fiX)=X+-i! +-21+.... ﬁ—]y i-w (Ax+n+l)c\ 0<0< 1
s yh p*—p

21 '<».-e T -.0<»<] .0,1)0.587; 2)0,868:

3) 1.-95: 4)1.004. 11. 1)1:2)22[: 3)1: 4) -1

Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

I. 1) (-*;i) w(5+cc) intervalda o'sadi. (15)intervalda kamavadi, fm - 7.
/,, ~/(5)- -25; 2) (-x;~i) j (2. t']) intervalda o'sadi. <-1;2) intervalda kamayadi,

fum /(-D= b? /m: N2)- - 3 3) (0,2; w(2;+cc) intervalda o'sadi, (-*;-2)u(2.0)
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intervalda kamayadi, /,, =/(0) =0, 4) (-2;2)intervalda o'sadi, (-»:-2)vy»2;+«)

intervalda kamayadi,=/(2)=1 7/, =/(-2)- -1, 5) f- ! intervalda
V yZ yi2)]

- intervalda kamayadi, f =/f-1=1=--

o'sadi, f - | ,
| Wj 12 j w2J) 2

/ :/]--é,\:—l; 6)(-®;-1)u(0;l) intervalda o'sadi, (-1;0)u(l;+»j intervalda
v V2] 2

kamayadi. /mw =/(-!) =2, /m,2=/{]) =2, =/(0) O intervalda

o'sadi,lM;mc) intervalda kamayadi, =/() ;8) (O+>)intervalda o'sadi,

(~00,0) intervalda kamayadi, /HD=/(0) - I 9) (G;t«) intervalda o'sadi, (—ec0)
intervalda kamayadi, fnr =/(0) =0; 10)(e;+ce) intervalda o'sadi,

(0 u(l;e) intervalda kamayadi, / =/(e)=€e 11) f*;-,,a- J'- intervalda o'sadi,

AO;—!u f~ ;2rrl intervalda kamayadi, :/|q-;~) =% +v3,

f =/f—)=—>6: 12) 10;~" |~ ~— intervalda o'sadi,f )intervalda
ys31 3 v 12 viz2z ] 1j2 12;

kamayadi, fm -  j=—"03*2 g =/jl’(§_X 1__ 5rr-6v3 J
12 T = {n ~ ~ 1~
2)V 2 m==2 2)M=I7, m H 3)U 1% 3

12 6

HN/ =3 m=0 3.v =2i (tez.birl.). 4.~ /)(eni), W />(bo'yi). 5. I+

6.S=24(yu7 birl.). 7. H=a/2 8. H:V N 9. a 3 10. 13.5 so'm.

It. 1) (-K.0)o(2;+*) intervalda botig, (0;2) intervalda qavariq. Mpo;0). M2<2-4)
egilish  nuqtalari; 2) (5+0c) intervalda bctig, (-*.5) intervalda gavariq, ;V/(57)
egiiish nugtasi; 3) (-»;0)u (0;+») intervalda botig, egilish nugtasi yo'q;

4) (3+ac) intervalda botig, (-x;3) intervalda qavariq, V/(3l)egilish nuqtasi;

5) i- I;joc) intervalda botig, egilish nuqtasi yo'q; 6)(—%1) intervalda botiq,
(-00;-Nu(l;+oc) intervalda gavarig, A/,(-3m2), ,v/,(l;In2) egilish nugtalari:

7)f-oc;—Lk,| _L;M ci intervalda botiq,intervalda qavarig,
| s) {S { 73 B)

{ e 1, /1/,1(-71:;z egilish nugtalari; 8) (-1;0)o(l;+»i intervalda botiq.
v V3 4) U3 4;

(-»;—¥ ) (0;d intervalda gavarig, M,(-1;2), M,(l;-2) egilish nugtalari.

12. 1) X=#1 y =0, 2) X-0, y~1(c +03 da), =-1 (x >-» tfo), 3)y v
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4) v- - X+ (v >+* da), y- “x+1(x—>-oc da). 5)

V;-2. y=0(v-»-? da). elr=My=0

7) X=0.y-3Xx.8) X I, 1 g ~'v sesda). i a * (\ > o dai
Hosilalarning geometrik tatbiglari

1 1)4 2)2 3) (1+8sin:t) 24) —4—7; 51- 6)- 2. 1) — 2) ~(145A m

16|s,n—‘l 8 ' 3 i2
2
') 2 4> 3 »<2:2> 2) [|+ 13-l 4 1)gl-17.2) MHL- ~ (¢ - 1)5
3)i 4 m. 41 n , 51112 ' 2)— —=1lv=-1
27 2 -3 4 16 9
yneev 2.1 1 4)—Ff— 1.-36.1)---1=" 1= 1
36 25 2 3 6 '
8
1 y-

xf3r M--11 0: 2) — 2—3:1-&--'.3x+by+12;-7o:0;

5,V \ fron - 4)yr1 =~ N~ 2, +;-3 =0

7. 1)5dr. 2)13d.

Tenglamalarni tagribiy yechish
1.1) -2.2583: 2) 0.682.3; 3) 2,5062, 4)-0.8879.

Kotnpleks snnlar

-V V:-1 2. JE 5 v“10 3. x=-1. V 2 4.X:-5| ‘V:-3

5. 0)r=-3,4,12 -3-4i 2) =A, =-;3) L =3/, 4)r, =Y, ;2=

(i. 1) X a to’g'ri chizig; 2) v @b to'g’ri chizig; 3) markazi 0(0;0)nuqtada bo Igan va
r. Nradiusli avlanalar orasidagi halga; 4) <>va i# nurlar orasidagi sektor;
5) 3) markazi 0;0:0) nugtada bo'lgan va r. Rradiusli aylanalar orasidagi halganingp

va ¥ nurlar orasidagi  bo'lagi.  7.1) -2+ 2v3, =4"c0s-y +rsin =4e 1}
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q Vi ‘W V6 T6.

I ( Can . ( %
2)n/3 - /=21 cosj +*sinSh—6J J ~ 2" n ;

3n 3n) T,
=V."cos-- +/sm— |.-=V'|€
4) 2+2/=2v 2fcos - +/sinj =lyfle4,5)1- /=Vi~cosj _~ 14 ="2e
6) -3-2/ =n/13[cosjarc/g™-*j+/sin*a/-c/g|-*jj vi3e 1
7) 1- n/3/ = 27cosh- -~ j+ /sinf-y j j=2c
8)-V2-n/2/ =2~cosN-—j +/sinf--ijj =20 4.

- 117
8. 1) +z2=-3-«. -r: -71t7, =2. 2/ -A 10- 10/
2) r,+rr=-1-i, r,-ra=-5-7i, z, r =6-17,. ii =_i] ++<. 9. M 5V2: 2) 5vi2:

3) n/5 4)10. 10.1)----/: 2)-|-1/; 3)24/ 4)48/. 11. )Rcr 1 ,Im.- =

37 29
4)Rez =—~,Im: =——

1 4
2)Rez =0, Imz =-; 3)Rez =- tlmz =
8 5 |

o' w

12. 1)z, T 2=-4 +4fii, ~L- 11 -r, 2)- V3t -t =-6/ 3)r, -s2=-16.
-2

it,4f Nr. z,=-4+4p¥, i- =4+4V3i 13, DI6(1+/);, 2)-1; 3) 2r(l-:); 4)

S32(1+VBA). 14, 1) +(WB-/), 2)/ .-N--AL 0N 3) £33+ /) £ (1- o3);

% .
4) \ll)éTI/cosn AUl usir. +8f0r,) K=I!,r],2r,]3,’4'
’ { 20 20 )

Ko'phadlar
1L1) /7+Q-jr w5 -xl-p+4 A- Q=-V -x' - x2ti+4,
PQ =2xa-X7+6x" +/15-2xJ +13X - 4jx; 2) P+Q- 4x4-n’ -5
P-Q- -2x4-x"+2v.-5 PQ 3n84pg"+Ix \X -\6x4- 5x" +5X;
2.1) R=Xx+\ r~—x+2 2)/1=jc+3. r=-6x2- 5*t X

3) ft=3x2-5, r =-21x2+17.x+34; 4) R=2x2- 3x+5 r =\9- 24. 3. 1) 73/ 2) -4;
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3)96; 4)84 4. a=36=-l.c =1 5. 1)a=2b--\,c=\6.1) (m-2)0 +2)(arr +4);

2) *n-9)(nr *9); 3)5(n- Yr—2)2(n-—3); 4) (.x-3)2(n-1)(*2+J +1).

7. 1)J-+-V-—  2)---V+4 —; 3) 1 1 4
X x g+l X2 n2+4 X 3(n-1) 3(*+2)’

D53 T o D 2% ks 2 Lo B
3) ¢ T e 4 1. 1-+ 1
T

o2
n- -1 A+l ) no n+l  a2-.r+]

Integrullashning asosiy usullari

. 1) -51r|:os.y- 2arctgx 2) IfHiL +21Ini.r- 31tC; 3)-—— —e*—In ljr] +(’
5 2 2Vx2
. 32X
4) horctgx - 2art.sina4C; 5)2X B-----— mm +('; 6)X-cosx +C; T7)e* +fex+TI;
31In3- In2)

&)-cigx fCOSjr'f; 9)' ctgx - X 'f ) 10) - ctgx +C, Il)j"arctg— +Q
I2)—£/~2arcsin—\\/<‘>— +<"e 2. 1) 4—tg"x+c; 2) - écos‘ Y+C; 3E\jarclg*2x +C;)

4) —n/el (y +5) +C: 51" +I; 6)—Lf™ t-C; 7)-—-—-—— +C; 8)- 2cosn/a+C;
10 3 4sin4n

9) arcsm~+C; 10) - 3\[clgdx +C. 3. 1) 2In(l +e*)- x+C; 2) -In(jc" +1) +C;

3)8arcsin ? -Aarn/T6-ar +C: 4)7~'(.v4+4)2iC; 5)~(x*+3)/1"+3 C:

6) N2 +5iN2X [4G, 7)== == tC; 8)2AniT-Hs arcty-- +C 9
2(arcsm y): . S

arcsmA~.C: 10) ! I3, U sea2~bX-3, C; 11) ifi2r
| i 4n

v3 12 noj

i tor--3
12) 2arcsm v'x  (13) —Ini— ; 14)Ina- In2 lInx +21In2 |+C.
12 e2tr3 1 1

4-1) ———2——arctgx— 2 fr. 2)jarcsin x+~Il-x2+C; 3) E) InLl - " +C:

4) p'i.r2-2n, 2)+C: 5) 3(a!n3-1H C;
In'

<) sin2a--acos2a +C.7)-(aT - NIn X+ 1]--*(*-2) +C: 8) —— -tex +C
J 2 2 4 2cos X 2
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9) *(sinIn [jc]-cosln jx 1) C; 10) -e 4 (sindx-cosd4x> + (', i 1) rgx(Inlgx- M+T;
12) arctgx(Inarcigx- I)+C 5. 1)1(1 ix2)2V1i+x1- - (I +x2)w +x2 +C,

2) - sin2Xx— --sin gjc i-( 3 — (2+sin(2e*) +C; 4) - - <tu<8xt 1) * ("
)4 s (3) 4( (2e%) ) 5 ) *(

2*%-3L (.
X+\

5) InJsinx +cosx |+C, 6) - —n1l- In*IxJ+(, 7) - 1In

8)iarctg +C, 9) xtgx+InjcosxjtC,  10) 2arcty '<m 1-) C-W ,C,
) i 1., R I |

12) \3+elt i C; 13)-.v-"sin3jc+f. 14)--igx2 +( -

15)!2.7t' (9In2x- 6Inv+2)*(16) 2—G=s* ((m

sin x

Ratsional funksiyalarni integrallash
1. 1)In |x2+3x- 1011C; 2 ) 'fﬁ)“ll (m: 3)‘2n |(X+1([|:hg)

2 x+5 x+1 x+1

6)—fIn|x | In|2x - 11- —In12x f 11tf ;
4 If; 16

7y 2 3 Xit(; 8)5x+lIn [Kj--In x-11 i-—In [x—41K
X X +Hi 2 3 6
9)X +-mN--N LU 1um +C; 10) -1-m ip(C, I 'inf * -)*‘T.
3 (x +2)2 X 2 kx'tl)
! v 2x +1
)I—l n--(-)-(--J-r-D2 ! —1 arci 2—xp-!-+( ; ?S)DX >X " ii- 4 arctg X,
6 Ix--x+1 V3 S 3 \"Al
Faxrexe, in I_'”r-z--:ﬂ\"'ﬂ:; 1%) IIn------ — arclgx +C
{ 3 [x!+13j 4 I

16)lj —--+arctg- |*C, 17)-—-- 1 - *arclg(x+1) +C;
)Sdlx‘ +9 *g3j| )2(x‘ +2x +2) 9( )

) Infic-1 1+ If —~—F +arctgx) +C\  \9) | arctg(x +2)- —arctg*-*-2 +C,
2vx‘tl J a 24
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20)-in—/--2— — ¢ 21) ! 1" tlarctgx Stl.".
4 r-ii 2(1+1) = 8, (r ti) ]

mn, -f-9 1 v 1 4x 7 8>3 2r-t
- 8(x—-2x ) EF"*-- 11" 13> p -S T r-r-*-*-eqe

(v

2aymtY .28 arclgx
o4 3
Trigunometrik funksiyalurni integrallash

. r X
1.1) -§/Wg ---------- + 2)-8\Ilg -2t2!n Ao +C; 3) —n5~- +3+C:

~fc : <arccos—"~+ (" I e it S 2arc/g(sin gr)-sin x-i

Toigx
8)~In ' ' _gnox~c, 9)—{'4/1 -——sin4vi-sin;2r:. (m
4 1-lgx 4 B4 4 3 J

10) Injtgx;-1/g x+c; 11) -ﬁi)ning -*i L, 12) —21In |sin2x\+ctg22x)+C

13) -J2ardg\ —=j -~ x+ 14)— Osin7x  7sir 3.r) +T;
w27 42

15)-1 —an3ar-— M —sir, x j. O; 16)1, «I** Eiif tillA|
243 10 20 48 > 24

Irratsionalfunksiyalurni integra/lash

11) 2H( 3Jx‘trfx 6|n(| Vx) mC: 2)

(i-V7)2 i+VT
3)— ~-0d +x)2 ;A+X ttf/TTx -15) ! C; 4)(LAX+T)2¢j— 1+C;
5) V2v & VIV D e31n(V2v-l + D)+ (' 6)-J& A f -3 — |
) nvav-l+h+d 64T 5o

TIn i2x -3 i 2yx~ 3ic+2 !--C; 8)In Ix+1e-Jx22x t 5]—0 9)In
e+1+Vx2 fx +]j

-xt VI-2x-

[-VI- 2-xz
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12) In111a+JIX2+4m 1§ ---mmmmmmmv *(T;
13) —arcsinf-— = ;+—x-2)"5 +4x-r2+C; 14) —Ix2-4 - 2InIx +'Jx2-4[ +C,
2 V3lJ 2 2

15) 2)—fC; 16)-arcsinj— j+C; \7)-\57-2x-x" -arcsinj |+
Vx 1 V* iy 2y

8) - 2-Jbx-x2-8 I 9aicsin(x- 3)+C; 19) 23 In - A

)8) (x-3) ) LM 1Nk )

20) )’(2—4 XY +T; 21)V(H-JC3)5-|1‘—8 SIJVC 22)7(/1/7-3)-11/1 +\[x +(":
X- N

23) _NEI(F,24)- 1 1N

e/ integral
1. 1)0; 2)8; 3)4-; 4) 4 2. 1)/, >/,;2)/, >/2; 3) [, </,; 4) /,</,. 3. )"</- <*;

2)4 </, <4,/7; 3) 2<1 *6; 4) -5</,, <3. 4. 1)5; 2)%; 3)8; 4)e-2

integralni hisoblash
19; 2)-2; 3)-2; 4)1; 5)-4; 6)";1 7)Iné; 8)-5, 9)-2—3-- 10)21; 11)In35

12)—: 13) 14)

—(8-5->/2), 15)In— 16)1--. 17)—1; 18)t'-2; 19)4;
36 36 12 3 4 2

9
200N «n +2j; 21)N— , 22)~-p 23)2; 24)—

Xosmas integrallar
1 I)4—; 2)-4; 3) uzoglashadi; 4) uzoqglashadi; 5)6—; 6)4—+2—ln2; 7)21 8)2;

9~i 4y ; 12) uzoglashadi; 13) uzoglashadi; 14)T. 2. 1)a>1 da

yaginlashadi va 0<a <l da uzoglashadi; 2) yaginlashadi; 3) yaginlashadi;

4) yaqginlashadi; 5) uzoglashadi; 6) yaginlashadi; 7) uzoglashadi;
8) uzoglashadi; 9) yaginlashadi, 10) yaginlashadi;
11) absolut yaginlashadi; 12) absolut yaginlashadi
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Aniq integrallarning ratbiqglari
1.1)36; 2)]; 3)1+61n], 4)~+1, 5)]; 6)y-81n2; 7)1; 8)]; 9)12.1; 10)27*,
11)9; 12) 13> 1(17~ +48), 14)1~1. 2. Da/3+1|n(2+n/3); 2)1f,-1V  3)
3 2 2\ ey

4) 2; 5)|441In2° 6)!+,n|; 74n/3; 8)1(13n/n --8) 9)16, ]0)48,

11)4a(2--/3); 12) 21 +3n/3. 3. I)??r; 2)36jt; 3)—3 jt 4).7(2 +x) 4. -aK35 121
3

6.7*. 7. 3a. 8.1)MAr; 2)7*; 3)’:1-; 4)’7\>K; 5)32*; 6)100%; 7‘)40*25 8%*-?

9)72*%: 10) |9139.(70,/1). 10. T (0;-y]. M. A, =10M, =-~r, [ ~:2]

122.a/, ==,y =/ * cT|;". 13. C \|/0;| |.14./, =80*;/,, =125*,
= i

rz 2~ 5 A
- 16. Cj5;~* j 17. 5 sm; 18. 0,32 k(im. 19. 7,68*. 20. 2210"' J.
( f -0 n 2
21. 150 M 22. 25 mis. 23. 180+jA<» » -] 1124, 1000 7. 25. gy--~ +2“>
Y 17 J 6

26. 324 1. 27. 175.4 ftV.
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Ayrim chiziglaming grafiklari va tenglamalari

2N
o< o
r-R r - 2/%cos®
R radmsli aylana
/l
O --
r - hi acostp (a >b)
Paskal chig'anog'i Arximed spiraii
% ,
..... K)
f=ajcosbp (a>0)
(xz+y2f -a2(x2-y:)=0 r =</sin 21 (a >0)
Bernulli limniskatasi lo it yaprogii gul
y
5
7\
of o
X It
\ (> 2mi
- - = \ X - ci(t- sin/).
X -t X§+y32rtf-'  fA=200s3/, ( )
y =13 Y=asin t cv=a(l --cos/), a>0
Yarimkubik parabola Astroida Sikloida
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