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SO Z BOSHI

Matematika barcha tabiiy bilimlar asosidir.
David Gilbcrd

Hozirgi jadal rivojlanish davrida aql-zakovatli, ijodiy fikrlovchi va  
mustaqil qaror qabul qiluvchi mutaxassislarni tayyorlashda matematik 
ta'lim  asosiy о Tin egailaydi. Talabalami matematik tayvorlash ulam ing 
kasbiy faoliyatida zarur b o‘ladigan boshqa tabiiy-ilm iy. umumkasbiy va  
ixtisoslik fanlarini o ‘rgariishlari uchun nazariy asoslarni ta’minlashi 
kerak. Bu esa o ‘z navbatida samarali o'qitishning muhim omillaridan 
biri bollgan zamon talablariga javob beruvchi darsliklar va o ‘quv 
qo'llanmalarni yaratishni taqozo etmoqda.

Ushbu darslik o liy  texnika o'quv yurtlarining oliy  matematika fani 
dasiuri asosida yozilgan va bakalavrlar Davlat ta’lim standartlari 
talabiariga mos keladi.

Darslik uch jilddan iborat. Darslikning birinchi jildi vettita bobdari 
iborat b o‘lib. u oliy  matematikaning chiziqli algebra elernentlari, 
vektorli algebra elernentlari, anaiitik geometriya, matematik analizga 
kirish. bir o ‘zgaruvchi funksiyasining differensial hisobi, oliy  algebra 
elernentlari va bir o'zgaruvchi funksiyasining integral hisobi 
boMimlariga bag‘ishlangan. bo'lim lar zam onaviy xorijiy adabiyotlar 
va o'qitish texnologiyalari talilili asosida yaratilgangan bo'Iib. har bir 
mavzuni yozishda bir qancha xorijiy adabiyotlardan foydalanilgan, 
mavzular toMiq yoritilgan, tegishli bilimlar talabalar tomonidan mustaqil 
0 ‘zlashtirilishiga, ularda ko‘nikma va malakalaming shakllantirilishiga 
hamda ijodiy qobiliyatlam i rivojiantirishgayo'naltirigan.

Darslikda talaba asosiy tushunchalarni, ta’riflami, teorernalarrii va 
tipik masaialarni vechish usullaiini ko‘rsatuvchi m isollam i topadi. 
Bunda biror tasdiqning isboti keltirilmagan bo'lsa, natijalaming ifodasi 
uning ma'nosiiii tushuntiradigan misollar bilan toid irilgan .

Darslikning har bir m avzusi ko'p sondagi m isol va masalalar 
yechim larida tushuntirilgan, uiami o ‘zlashtirishni mustahkamlashga 
yo'naltirilgan mashqlar bilan told irilgan  Ayrim m isol va masaialarni 
matematik paketlar yordamida yechish usu'llari keltirilgan.
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M ualiif darslik qo‘lyo/m asin i o'qib. umng sifatini oshirish borasida 
bildirgan fikr va mulohazalari uchun Qarshi Davlat universitetiriing 
professori B .A .Shoim qulovga, 0 ‘zbekiston M illiy universitetiriing 
o ‘qituvchilari -  professor A.Narmanovga, dotsentlar N.Jabborov va 
J.Tishaboyevlarga o ‘z  minnatdorchiligir.i izhor qiladi.

Ayniqsa, darslikning ushbu jildini tuzishda va mazmimini 
yaxshilashda fizika-matematika fanlari doktori A. Quchqarovning 
beminnat yordamini m ualiif e ’tirof etishni o ‘zining burchi deb biladi.

Darslik haqidagi tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan barcha 
kitobxonlarga m ualiif oldindan o ‘z tashakkurini bildiradi.
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• Matritsalar

• Determinantlar
♦ Matritsa ustida 

almashtirishlar

♦ Chiziqli tenglamalar 
sisiemasi

Al-Xorazmiy -  
Muhamnuul ibn Musa 
Xorazmiy (783-850) -  
xorazmlik malemalik, 
astronom va geograf.

Al-Xorazmiy algebra 
faniga tuof soldi, itmiy 
m a 'lu m o t  га traktatlar- 
ni hayon eiishning aniq 
qjidtilarini ishlab chiq- 
tli. U o'ttlik pozinion hi- 
soblash tizimini, not 
belgisini va iftitMar 
kjiordinataliwini hirin- 
chilardon bo ‘lib awslub 
berth va amaliyotga Ш- 
biq e liti.

I. Karimov

CHIZIQLI ALGEBRA 
E LEM ENT LARI

Chiziqli algebraning d&slabki masalasi 
chiziqli tenglamalar haqidagi rnasala 
hisoblanadi. (Sunday tenglam alam i yechish  
jarayonida determinant tushunchasi pavdo 
b o id i.

Chiziqli tenglamalar sistem asi va uiaming 
determinantlarini o'rganish natijasida matritsa 
tushunchasi kiritildi. G.Frobennus tomonidan 
matritsaning rangi tushunchasi kiritilishi 
chiziqli tenglamalar sistem asining birgalikda 
va aniq b o‘lshi shartlarini olish imkonini 
berdi. Shu zaylda XIX asrning oxirlariga 
kelib, chiziqli tenglamalar sistemasi 
nazariyasini barpo qilish jarayoni tugatildi.

1.1. M A T R I T S A L A R

Matritsa tushunchasi 1850-yilda  Jam es 
Joseph Sylvester  tomonidan kiritiigan. 
A'e/ming 1858-yilda  chop etilgan
«M atritsa lar nazariyasi haqida m em uar»  
asarida matritsalar nazariyasi mufassal bayon 
qilingan.

Daslabki vaqtlarda matritsa geometrik 
obyektlam i almashtirish va chiziqli 
tenglamalami yechish bilan b og‘liq holda 
rivojlantirildi. Hozirgi vaqtda matritsalar 
matematikaning muhim tatbiqiy vositalaridan 
biri hisoblanadi.
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Matritsaiar matematika, texnika va iqtisodiyotning turli sohalarida 
keng qo'llaniladi. Masalaji, ulardan matematikada algebraik va 
difTerensial tenglamalar sistem asini yechishda, kvant nazariyasida fizik 
kattaliklarni oldindan aytishda, aviatsiyada zam onaviy sam olyotlam i 
yaratishda fovdalaniladi.

1.1.1. Matritsa va lining turlari

Matritsaiar sonlar. algebraik belgilar va matematik funksiyalam ing  
katta massivlarini yagona obyekt sifatida qarash va bunday m assivlam i 
o ‘z ichiga olgan masaialarni qisqa ko‘rinishda yozish va yechish  
imkonini beradi.

M atritsa  -  bu elementlar (sonlar, algebraik belgilar. matematik 
funksiyalar) m assivining satr hamda ustunlarda berilgan va kichik 
qavslarga olingan to‘g ‘ri burchakii jadvalidir.

Matritsaning oMchami uning satrlari soni va ustunlari soni bilau 
aniqlanadi. Matritsaning oMchamini ifodalash uchun m xn  belgi 
ishlatiladi. Bu belgi matritsaning m ta satr va n ta ustundan lashkil 
topganini bildiradi.

Matritsa lotin alifbosining bosh harflaridan biri biian belgilanadi.
Masai an,

3 x 2 о 'Ichamli matritsa 2 x 3  о 'Ichamli matritsa 2 x 2 о Ichamli matritsa j

r2
A=  0 7

К

( - 1 4 7^

B “ (  * > « J
s in x  -  cos 'j

COS A SUi X  J

A matritsaning /-satr va y-ustunda joylashgan elem enti a„ bilan 

belgilanadi.
A = (a J , (i = \,m ,j = \,n) yoki A =|| ai; | | , (i = \,m ,j = \,n) yozuv  

A matritsa a:i elementlardan tashkil topganini bildiradi:

4 au . ■■ e , . ' a, a 2 -• a-,n

1! J? II «2, a2I . •• a2. ; A H I a  !i=
a,. a21 .

■■ ■■■ am,
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/  \

Cl

lx  n o ich a m li A = (a.l a 2 ... a , j  matritsaga sa tr  m atritsa  voki
sa tr-vek tor  deyiladi.

i x 1 o ich a m li A ■

U .

matritsa^a ustun matritsa voki ustun-vektor

dcviiadi.
их и o'lcham li maritsaga n- tartibli kvadrat matritsa deyiladi. 
Kvadrat matritsaning chap yuqori burchagidan o n g  quyi burchagiga

yo'nalgan a. ,a ,:....am elementlaridan tuzilgan diagonaliga uning bosh
diagonali, o 'ng  yuqori burchagidan chap quyi burchagiga yo'nalgan  

elementlardan tuzilgan diagonaliga lining yordam chi

diagonali deyiladi.
Bosh diagonalidan yuqorida (pastda) joylashgan barcha elernentlari 

nolga teng bo'lgan

о V 
0

' i

matritsaga yuqoridan uchbnrchak (quyidan uchburchak) matritsa 
deyiladi.

Bosh diagonalda joylashmagan barcha elernentlari nolga teng 
bo'lgan

( u ,  0 . . .  О л 
0 a .........  0

'au ar ... o , /
г Ч  0

A =
0 a22 ... a2n

A' = a a
Оо

V an an.

A =

0 0

matritsaga diagonal matritsa deyiladi.
Barcha elernentlari birga teng bo'lgan diagonal matritsaga birlik 

matritsa  deyiladi va / (voki П) harfi bilan belgilanadi.
Barcha elernentlari nolga teng bo'lgan ixtiyoriy o ‘lchamdagi 

matritsaga no! matritsa deyiladi va (> hard bilan belgilanadi.
A matritsada barcha satrlarni mos ustunlar bilan almashtirish 

natijasida hosil qilingan A1 matritsaga A matritsaning 
transponirlangan matritsasi deyiladi: (a:))T = (an).



1.1.2. Matritsalar ustida arifmetik amallar

M a ritsa la rn in g  t e n g l i g i

Bir xil o‘ lehamli A = (a :,) va B = (b:i) matritsalaming barcha mos 
elementlari teng, y a ’ni = b : bo'lsa, bu matritsa!arga t e n g  m a tr itsa la r  
deyiladi va A = В deb yoziladi.

Agar A = A: bo 'lsa, A matritsaga simmetrik matritsa deyiladi.

A = 8  <=> ay -  b . 

barcha i — l,m , j~ l , n  uchun

Matritsani songa ко 'paytirish

1-ta’rif. A -  (a i;) m a tr itsa n in g  Я s o n g a  k o 'pa y tm a si deb, 
elementlari с я --Яау kabi aniqlanadigan C-XA matritsaga aytiladi.

C - ? A  <=> с . - л и , .

1-m iso l. A = 

Y echish.

' 2 - 1  0 
3 4 - 1 bo'lsin. 3A ni toping.

3.4 = 3 •
Г 2 
3

- 1  o' (3-2 3 ( - l ) 3-0 ' (6 - 3  O',
4 - 1 / Ч з . з 3-4 3 • ( - ! ) ,

сЛ41

II

M atritsa la rn i q o ‘s h i s h  va  a y ir ish

Matritsalarni qo'shish va ayirish amallari b ir  x il о  Icham li 
m a tr itsa la r  uchun kiritiladi. Bunda y ig ‘ indi matrisa qo‘shiluvchi 
matritsalar bilan bir xil o ‘ lchamga ega boMadi.

2-ta ’ rif. A - ( a J  va R = (Л ) m a tr itsa la m in g  y i g ' in d i s i  deb, 
elementlari c,t = « . +b; kabi aniqlanadigan c  = A + B matritsaga aytiladi.

( = A + R <=> с  =a + b .•j 4 У
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2-m isol. A = 

Y echish

A + B -
0  -1 4Л

I + to Ю
1!

I 0 u U  0 -  2) у

2 3 2  )
v a B  = |  ̂ bo'lsin. A +B ni toping.

1 + 2 -1  + 3 4 + 2 W 3  2 6 X 
3 + 1 0 + 0 I + (-2) j l  4 0 -1

-A  = ( - l )  A matritsa A m a tr itsa ga  q a ram a -q a rsh i m a tr itsa  deb 
ataladi.

3-taVif. A -  (an) va В -  (h ) m a tr itsa la rn in g  a y irm a s i  deb 
V = A - B=A + ( -B)  matritsaga aytiladi. Bunda С matritsaning 
elementlari c :j =atj +{-bv) = al. -A, kabi topiladi.

3-m isoI. A - ;

Yechish.

( 2

С = А -В  о c =V (7 -/> .!/ У

( I  3
va tf = bo'lsin

4y b  l - • J

3 2 W 2 - 1 - 3 - 3 2 -2
1 - i j  U - 2 - 1 - 1 4 - ( - l

f  1 - 6  0
\ o  - 2  5

M atritsa la r u stid a  ch iz iq li a m a lla r  q u y id a g i  x o s sa la r g a  e ga .

A,B,C,() matritsalar m <n o'lchamli va к .ц-  skalyar sonlar boMsa, u
holda:

1 A + B=B + A;

3". A + О = A:

5". A(A + В) = AA + AB;

7 . u(Asi) = A(j/A) = (A/.i)A:

9°. (/} + By = А7 +/Г,

11°. A + C = B boMsa, C = B -  A boMadi;

12“ /А-О  bo'isa, Я = 0 yoki A - 0  boMadi

9

2". (A +B) + C = .4 + (B + C); 

4". A + (-A) = 0;

6U. (A + /i)A = A4 + /jA;

8". I-A -  A;

10". (AA)r = /Лг ;



13°. АЛ = Лб va Л *0 bo‘lsa, А^В  boiadi.

Xossalardan ayrimlarini isbotlaymiz.
Birinchi to'rtta xossaning isboti bevosita 2-ta’rifdan kelib chiqadi. 
5-xossani qaraymiz.
A va В bir xil o icham li matritsalar bo'lsin.
U holda

A + B = (a,J+ b )

yoki

A(A + B) = A(u, + />.) = A (ai;) + A(bv)

va ikkinchidan
A( о  ) + A{bi;) — AA + AB.

bo'ladi.
Bu ikkita tenglikdan A(A + B) = AJ + AB boiish i kelib chiqadi. 

M atritsa la rn i к о 'p a y tir ish

Bir xil sondagi elementlarga ega bo'lgan A satr matritsa va 
В ustun matritsa berilgan bo isin  deylik. Bunda A satming В ustunga 
ko‘pavtmasi quyidagicha aniqlanadi:

AB = (au a .  ... a . J -
b.

\ K j

= a,,bu + a.2bu +... + a ,X

y a ’ni ko'paytma berilgan matritsalar mos elementlari ko'paytmalarining 
yig 'ind isiga teng boiadi.

Matritsalarni ko'paytirishning bu qoidasi s a t r n i  u s t u n g a  к о  p a y t i r i s h  
q o i d a s i  deb yuritiladi.

Ikki matritsani ko‘paytirish amali m o s la s h t i r i l g a n  m a t r i t s a la r  
uchun kiritiladi.

A matritsaning ustunlari soni В matritsaning satrlari soniga 
teng bo isa , A va В m a t r i t s a la r  m o s l a s h t i r i l g a n  deyiladi.

4-ta’rif. m ■■ p  o'lchamli A = ( a j  m a t r i t s a n in g  p * n  oicham li
В = ( b . ) m a t r i t s a g a  k o 'p a y tm a s i  AB deb, с л elementi A matritsaning
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i -satrini В matritsaning j  -ustuniga satrni ustunga ko‘paytirish qoidasi 
bilan, ya'ni

сл =a,А* + « .A *  + -  + " Л  = I flA .  ' = *  = 1,...,иr-l

(qo"shiIuvchIari quyidagi sxemada keltirilgan) kabi aniqlanadigan m ■ n 
o icham li Г = (сл) matritsaga aytiladi.

4-m isol. Berilgan matritsalarni ko'paytiring.

j 'I  2N| Г5 6 W 1 -5  + 2-7 1 6  + 2 -8^_Г19 22\ 
' v3 4 j  ’ lv7 8 j y3 ■ 5 + 4 ■ 7 3 • 6  ̂4 - 8J  ̂^43 50/

'  2 • 3 + 1 • ( 1 > 2 - 2  + 1 0 2  • 4  + 1 • 3 '
/ 5 4  1 Г

-  3 - 3  + 4  ( - 1 ) - 3 - 2  t  4 - 0 -  3  • 4  + 4  • 3 = 13 - 6  0
_ 0 - 3 - 2  ( - 1 ) 0 - 2  f  2 - 0 0  • 4 + 2 • 3 V -  2 o 6 y

Agar A matritsaning satrlari A,,A..... Am bilan va В matritsaning
ustulari в  . «  . , в.  bilan belgilansa, u holda matritsalarni ko'paytirish 
qoidasini quyidagi ko'rinishda yo/ish mumkin:

' A. ' ' A, B, A, В ■ ABrA

( -  AB -
A

(в, в  ... B J
A.B. A В, ... A,Bn

Л , Л А A B, .m 2 . A В ,■n n J

Matritsalarni ko'paytirishda A: yozuv ikkita bir xil matritsaning 
ko'paytmasini bildiradi:

/l: = A ■ ! .
I I



Shu kabi
A3=A-A-A, A' -  A-A-...-A

5-m isol. f ( jc)  = 2x -  ,v ; + 5 va A = j
-П

bo'lsin. /(A)ni toping.

Yechish. Matritsa ko‘rinishdagi f (A)  funksiyaga o ‘tishda A sonli
qo‘ shiluvchi ?J ko'paytma bilan almashtiriladi, bu yerda /-biriik 
matritsa.

f (A)  = 2A-  A2 + 51 = 2- p  _1]
r\ - 0 f \ - Г

+ 5 -f1 ° )
1° 2J 0  2\ У 0  2\ V (o i j

2 -2Л (I  - 3  
0 4 |0 4

5 0 W 6  I 
0 5 ] ~ ( 0  5

M atritsa la rn i k o ‘p a y t ir ish  am a li u sh b u  x o s su la r g a  h o  ‘y s u n a d i

Г. A matritsa m xn  o'lchamli va B,C matritsalar n< p  
o'lchamli boMsa, A(B + C) = AB + AC bo'iadi;

2". А, В, С matritsalar mos ravishda m xn, n x p ,  py .q  
o'lchamli boMsa, A(BC.) = (AB'yC bo'iadi;

3". A,B,/,() nioslashtirilgan matritsalar va A,и skalyar sonlar 
bo'isa, u holda:

1) (AA)(pB) = (Ap)(AB): 2) A(AB) = (AA)B = A{AB\,

3 )A I = IA = A; 4) AO=OA = ();

5) (ABf  =Br Ar .

4°. A,1 , 0 - n - tartibli kvadrat matritsalar va p,q  manfiy 
bo'lmagan butun sonlar bo'isa, u holda:

1) A"A" = Ap q\ 2) (А"У =(A)K,

3  ) A ' = A -  4  ) A '  =  1 .

Xossalardan ayrimlarini ta’ riflar yordamida isbotlaymiz va 
ayrimlarining to‘g ‘rilig iga misollami yechish orqaii ishonch hosil 
qilamiz.
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1 -xossani qaravlik.
A = (au ) matritsa m x n oicham li va 8  = (/>,.), C  = ( c ) matritsalar 

и х  p  oicham li bo isin . U hoida 2- va 3-ta’riflarga ko‘ra istalgan i , j  da 
birinchidan

tf + f  = (/>., + c,)
yoki

A(B + C) = Y a J b ti +с4) = Х (а,Д  + Ч .О  = £ " Л  +

va ikkinchidan

Z « A  = /4Г + ж :

boiadi.
Oxirgi ikkita tenglikdan Л(В + С)= AB + AC bo iish i kelib chiqadi.
3- xossaning 5-bandini qaravlik.
/! = («„) va Br--.(h ) boisin . Bundan A1 =(a[) va B' = (b') bo iad i, bu 

yerda a\ b[ =b,.
U holda 3-ia'rit'ga ko‘ra istalgan i , j  da birinchidan

va ikkinchidan,

= yoki (AB)T = £ a jkbti

boiad i. Bundan (A B )'= B ‘ AT boiish i kelib chiqadi.
2-xossani to‘g i i l ig ig a  misol yechish orqali ishonch hosil qilamiz.

A=(\ 2), B = 

U holda

ГЗ ~!| 
0 4 J , Г  =

- 2  4 1 
5 0 2

boisin .

BC = \
0 4 5 0 2

A(B( ) = (1 2)

AB = {\ 2)

J
11 12 1

20 0 1

3 - I  

0 4

13

Г -1 i 12 I
20 0 8 Г4 S

--{29 12 17). 

(3 7),



(АВ)С = (3 7)
(■-2 4

I  5 0 V
(29 12 17).

Demak, А(ВС.) = (АВ)С.
Umuman olganda matritsalami ko'paytirish nokommutativ, y a ’ni 

AB* BA. Masalan, 1 -<n oicham li A matritsaning их 1 o icham li В 
matritsaga AB ko‘paytmasi sondan, y a ’ni l x l  o icham li matritsadan 
iborat bo isa, BA ko’paytmasi и -tartib li kvadrat matritsa bo iad i.

Bir xil tartibli A va В kvadrat matritsalar uchun AB = BA bo'isa, 
A va В matritsalarga kom m u ta t iv  m a tr i t sa la r .  AB-BA  ayirmaga 
k om m u ta to r  deyiladi.

1.1.3. Mashqlar

1 .A kvadrat matritsa bo'lsin. A + A' simmetrik matritsa bo'lishini 

ko'rsating.

matritsalaming chiziqli"°1
Гсл

2. A = 4 iTjatritsani X = 0 , Y = 1 1 va Z = 0

A О V---
---

---
--

kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalang.

n  . j - u
bo'isa, a va b ni toping.

4. Matritsa 30 la  elementga ega bo'isa, u qanday tartiblarda beriiishi 

mumkin?

5 - 8 .  A,В matritsalar va A,fi sonlar berilgan. AA + цВ  matritsani toping:

5. A -

6. A -

1. A

-1 - 0 f  2 3 -Л
L В = = -1, ft = 2.

-3  o j -V 0 2J

0 -3^ '-1
-2  1 L B = 3 - i , A = 2, и = -3.

1 4 j . 2 -5 У

2 - 1  0Л, -3 1 1л
-  1 3 -  2 [ в  = 0 - 1 0 rn11!

2 3 ! j , - 4 -3  2y
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2 - 1
5 - 3 3 I

- 1  0 - 2 )
8. А = j 5 - 3 3 [ и - I , А -- 1, ц = - V.

i - i  о - г )

9. A va В moslashtirilgan matritsalar bo'lsin. Quyidagilam i ko'rsating:

(a) agar A matritsa satr matritsa b o isa , u holda AH satr matritsa boMadi:

(b) agar H matritsa ustun matritsa bo'lsa. u holda AH ustun matritsa bo iad i.
,  f| 2'. (x O' ( x 0Л

10. = | b o isa . x va vni toping.
13 3J î O у J 19 o) K 6

11. Agar A matritsa 3 -3  o icham li va Г esa 5 -5  o icham li b o isa , 

/Ш' ko‘paytma ma’ noga ega bo iish i uchun «m atritsa qanday o icham da bo iish i 

kerak?

12. ,4=jJ ” | matritsa berilgan AH ko‘paytmani nol matritsaga

aylantiruvchi н matritsani toping.

13-16. A va И matritsalar berilgan. AH matritsani toping.

13. aJ 2 0 \ „ J '
k-1 У I3 

(2 П (4  -B = I 3 I14. Л = 0 -I  г, J5 = L  . 1

I3 2J
{I 1 44| (-1  3̂1

15. /1=3 0 1 |,Д= 0 - ! !

I2 1 °J { 2 i j

( 1 -1 2) f  4 0 - 2 N:
16. A -  -2  0 3 |,Д =

V 1 ° J
2 - 1  0
0 - i  3 .

i 2, — Z \ Г 1 4
17. A --j  ̂ j. и - 1  ̂ I, С = /?-3/b o isa , (.4/?)!"matritsani toping.

/3 - ^ 4  5n\ f -  ] 4̂
18. A- \~ i, /? = ! ' !. (.'= j bo isa , A(BC)  matritsani toping.\2 4J [2 6J { 5 3, 1 &

( A  -2 3'' Г 0 I; j I
19. A -*! 2 I 6 „Д- j  3 2 matritsalar berilgan. АН, H'B, A1

\ I 2 2j v~2 0,
matritsalarni toping.
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( \ — 2̂ i
20. А -  j va J(x) = 3x~ +5х- 4  boMsin. /'(.4)ni toping

f  1 o\
2 1 ./ != ^  J  bo'isa. A2" ni toping.

22. Agar A1 =/ va A matritsa 2x2 o'lchamli bo 'isa, Am toping.

1.2. DETERMINANTLAR

Determinant tushunchasidan dastlab chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishda fovdalanilgan bo'lib, keyinchalik determinantlar 
matematikaning bir qancha masalalarini yechishga, jumiadan xos 
sonlarni topishga, differensial tenglamalarni yechishga, vektor hisobiga. 
keng tatbiq etildi.

Biz avval ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar tushunehalari 
bilan tanishamiz. Bu tushunchalar keyinchalik yuqori tartibli 
determinantlami hisoblash uchun asos bo'iadi.

1.2.1. Ikkinchi va uchunchi tartibli determinantlar

Ikkinchi ta rtib li d e term in an t 

(.i -  a
!:ч a 22

kabi belgilanadi va aniqlanadi.
Bunda au,an ,a 2],a2; lar determinantning elementlari deb ataladi. 

«  determinantning /-satr va j-ustunda joylashgan elementini 
ifodalaydi.

au,an elementlar joylashgan diagonalga determinantning bosh 
diagonali. a2.,a,2 elementlar joylashgan diagonalga determinantning 
yordamchi diagonali deyiladi.

Shunday qilib, ikkinchi tartibli determinant bosh diagonal 
elementlari kopaytmasidan yordamchi diagonal elementlari 
ko‘paytmasining ayrilganiga teng:

" , 1 a n  a
^  1

a ,,
“ 22
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j-m iso l.  Berilgan determinantlami hisoblang.

= 3 • 5 -  4 • (-2 ) = 15 + 8 = 23;

„ t^a 2 since I . ,
2. I \ - i g a  c l8a  - s in  a  ■ 2 s in a  = 1 -  2sm  a  = cos2a.

j sin a  c t g a  >

Matritsaning muhim tavsiflaridan biri determinant hisoblanadi. 
Determinant faqat kvadrat matritsalar uchun kiritiladi.

A = \a" kvadrat matritsaning determinanti dct A bilan
U. "

belgilanadi va dct A =
au a

ll2\ uгг
— ciua2, kabi aniqlanadi.

Bunda matriLsani uning determinanti bilan adashlirmaslik kerak: 
A -  bu sorilar massivi; dct A -  bu bitta son (yoki ifoda).

( 'ch in ch i ta rtib li d e ten n in a n t

dct A ■■
a, a .  с/,. 

c/., a . ,  a ..

a,, u,
= a ila ,2a l, + a,.at,a%i +ar,alla„

- a !1a„ a s -  a. a  -  aua2ta v

kabi belgiianadi va aniqlanadi.
Uchinchi tartibli determinant uchun satr, ustun, bosh diagonal, 

yordamchi diagonal tushunehalari ikkinchi tartibli determinantdagi kabi 
kiriliiadi.

Uchinchi tartibli determinantlami hisoblashda o'ng tomonidagi 
birhadlami topishning yodda saqlash uchun oson bo'lgan qoidalaridan 
foydalaniladi.

<<U chburchak  q oida sir , ushbu sxema bilan lasvirlanadi:

a, g.? ,./13 о.. а “и
a2]%■■9 ч Ъ*2> G2Х а?.£к «К
a2l а г2

+
а ъъ а37



Bunda diagonallardagi yoki asoslari diagonallarga parallel bo‘ lgan 
uchburchaklar uchlaridagi elcmentlar uchta elementning ko'pavtmasini 
hosil qiladi. Agar uchburchaklarning asoslari bosh diagonalga parallel 
bo isa, u holda elementlarnirig ko'paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar 
uchburchaklarning asoslari yordamchi diagonalga parallel b o isa , 
u holda elementlarning ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

«S a rryu s q o ida lcir i»  quyidagi sxemalar bilan ifodalanadi:

1)

V «2 Pn /
« 2, ' an a ' .

« . Гx Pn
S’

a/2 4 +

< a . &22 vx+

1
a  i

2)
a '  a,.

a , .  a,

>■--
a„ ■ a .

1Я
27 Д,

a

a . 
a , 

a it
x + "4 + >. +

1-qoidada avval determinant tagiga uning birinchi ikkita satri 
yoziladi, 2-qoidad3 esa determinantning o‘ng tomoniga uning birinchi 
ikkita ustuni yoziladi. Bunda diagonallardagi yoki diagonallarga parallel 
boigan to 'g 'ri chiziqlardagi elcmentlar uchta ko‘paytuvchini hosil 
qiladi. Agar to 'g 'ri chiziqlar bosh diagonalga parallel bo'lsa, u holda 
elementlarning ko'paytmasi ishorasini saqlaydi. Agar to 'g 'ri chiziqlar 
yordamchi diagonalga parallel bo'lsa, u holda elementlarning 
ko'paytmasi teskari ishora bilan olinadi.

2 -m iso l .  1. det/i =

2 - 1 3  
3 2 - 1

1 3 - 2
determinant™ uchburchak qoidasi

bilan hisoblang.

2 . d e tS -
э
1

- 4
determinantni Sarryusning 1-qoidasi bilan

hisoblang.



3 .  aeU. ' -

hisobiang.
Yechish.

3 -1
3 | determinantni Sarryusning 2 -qoidasi bilan

I

2 - 1 3  
1. 3 2 -I 

1 -  2 

del A = 20 - 6  = 14.

2 - I

•1 + 27 = 20. 3 V '2 ' 6 -  6 +  6 -  6 .

3 4 I 3 " 4
2 0 . 3 ,Z ' 0 -
3 2 з -I

dot 8 = 04 36 + 2 -  0 + 9 -16  -31.

5

i

-  4s\
/ 5  -

3 . 'I

detC = 1 - 3 6 - 2 0 - 6 - 8 - 1 5  = -84
3 - 

- 2 '

1.2.2. n -  tartibli determinant tushunchasi

n -ta rtib li d e term in an t
a . ilK .. aUt

a2. . a2n

QnZ ■ ann

kabi belgilanadi va m aium  qoida asosida hisoblanadi.
n -ta rtib li d e te rm in an t  har bir satr va har bir ustundan faqat 

bittadan olingan n ta elementning ko'paytniasidan lu/ilgan n\ ta 
qo'shiluvchilar yig/indisidan iborat bo iad i, bunda ko'paytmalar bir- 
biridan elementlarining tarkibi bilan farq qiladi va har bir ko'paytma
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oldiga inversiya tushunchasi asosida plus yoki minus ishora qo‘vi!adi.
n -tartibli determinantni bu qoida asosida ifodaiash ancha noqulay. 

Shu sababli yuqori tartibli determinanti ami hisoblashda bir nechta 
ekvivalent qoidalardan foydalaniladi. Bunday qoidalardan biri yuqori 
tartibli determinantlami quyi tartibli determinantlar asosida hisoblash 
usuli hisoblanadi. Bu usulda determinant biror satr (yoki ustun) 
bo'yicha voyiladi. Bunda quyi (ikkinchi va uchunchi) tartibli 
determinantlar yuqorida keltirilgan ta'riflar asosida topiladi.

n -tartibli determinantlami yoyishda minor va algebraik toMdiruvchi 
tushunchalaridan foydalaniladi.

n -tartibli determinant a.. e l em en t in in g  m in o n  deb, shu clement 
joylashgan satr va ustunni o'chirishdan hosil boMgan (л -1 ) -tartibli 
determinantga aytiladi va bilan belgilanadi.

Determinant ач e lem en t in in g  Ava lg eb ra ik  to ' ld ir u v ch is i  deb.

songa aytiladi. 

Masalan.
1 3
2 0 
3 2

Л = н г . ч

determinantning a2l =2 elementining minori

va algebraik toMdiruvchisi quyidagicha topiladi:

I 3  2
3 22 ....0  1 => M =
2  - 2

3  2  -  2
-10, A. =10.

1.2.3. Determinantning xossalari

Determinantning xossalarini uchinchi tartibli determinant uchun 
keltiramiz. Bu xossalar ixtiyoriy «-tartibli determinant uchun ham 
oMir.li boMadi.

l-x o ssa . Transponirlash (barcha satrlarni mos ustnnlai bilan 
almashtirish) natijasida determinantning qiymati o‘zgarmaydi, ya'n i

a u “ n a w a : a A

«2' a iz a : , = a . a , . a S2

а к a  , 0,1 a,, a
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Isbo ti. Xossani isbotlash uchun tenglikning chap va o 'ng tomonidagi 
determinantlaming q iy m a tla r in i uchburchak qoidasi orqaii yozib oiish 
va olingan ifodalarning tengligiga ishonch hosil qilish kifoya.

1-xossa satr va ustunlaming teng huquqligini belgilab beradi. 
Boshqacha aytganda, satrlar uchun isbotlangan xossalar ustunlar uchun 
ham o'rinli boMadi va aksincha. Shu sababli keyingi xossalami ham 
satrlar va ham ustunlar uchun ifodalab. ularning isbotini faqat satrlar 
yoki faqat ustunlar uchun ko'rsatamiz.

2-xossa . Determinant ikkita satrining (ustunining) o'rinlari 
almashtirilsa, uning qiymati qarama-qarshi ishoraga o‘zgaradi. 
Masalan,

Ь
a , . a u a . « 2 2

I « 1’

i a , i a „ (J, a , .

Bu xossa ham 1-xossa kabi isbotlanadi.
3-xossa . Agar determinant ikkita bir xil satrga (ustunga) ega boisa. 

u nolga teng boMadi.
Isboti. Ikkita bir xil satming o'rinlari almashtirilsa determinant 

(shuningdek. uning qiymati) o'zgarmaydi. Ikkinchi tomondan 2- 
xossaga ko'ra determinant qiymatining ishorasi o'zgaradi. Demak 
det.4 = ~det//„ yoki 2del.1 = 0. Bundan detA = 0.

4-xossa. Determinantning biror satri (ustuni) elementlari A songa 
ko'paytirilsa, determinant shu songa ko'payadi va aksincha determinant 
biror satr (ustun) elementlaririing umumiy ko'paytuvchisini determinant 
belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
Masalan,

/jil. Av,, Aa,, " , ‘ hi a »

" , a,. -  A • «2, a 22

и «... a , «32 «и

Isboti. Tenglikning chap tomondagi determinant hisoblanganida 
oltita qo‘shi!uvchining hammasida A ko'paytuvchi qatnashadi. Bu 
ko'paytuvehini qavsdan tashqariga chiqarib, qavsiar ichidagi 
qo shiluvchilardan determinant tuzilsa, tenglikning o'ng tomondagi 
ifoda hosil boMadi.

5-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) barcha 
elementlari nolga teng bo'isa, u nolga teng boMadi.
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Xossaning isb o ti 4-xossadan A = 0 da kelib chiqadi.
6-xossa . Agar determinantning ikki salri (ustuni) proporsional 

bo'lsa, u nolga teng bo'ladi.
Masalan,

a  , a ,

Л аи Aa !2 ?MU II О

a sl a 32 «33

Isbo t i .  4-xossaga ko'ra determinant ikkinchi satrining A 
ko'paytuvchisini determinant belgisidaii chiqarish mumkin. Natijada 
ikkita bir xil satrli determinant qoladi va u 3-xossaga ko ra nolga teng 
boiadi.

7-xossa. Agar determinant biror satrining (ustunining) hat bir 
element! ikki qoshiluvchining y ig  indisidan iborat bo isa , bu 
determinant ikki determinant y ig 'ind isiga teng bolib , ulardan 
birinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari birinchi 
qo'shiluvchilardan, ikkinchisining tegishli satri (ustuni) elementlari 
ikkinchi qo'shiluvchilardan tashkil topadi.

Isboti. Determinant birinchi satrining har bir elementi ikkita 
qo‘shiluvchi yig ind isidan iborat boisin .

IJ holda

a', + а ’. а'.г + a;’ a'u + a ’

аг;
а,,

a  2 
л,

=  (a\ + a\ ) a 22a S! + (a[.  + a ". ) a ^ a 4 +

+  U)\ +  -  « ,  +  а". ) аГа г] -  ( a ‘2 +  a ’2) a 2]a !? -  + a ' , ) a  .1/. =

1̂1̂ 22̂ 33 ^’2̂ 23̂ 31 ^П̂ 21̂ 32 1̂3̂ 22̂ 31 ’ '̂2^21̂ 3? -a'va ;з з̂: апа 2Ъа31 +

a': < a!, 1 < ° ' l
+ a\iana32-a'3a22a,l - a ”2a2]a3J -a".a13ay2) = « 2, a a., + | « , °z

1C/;3|.

ал ! " ax. a„\

8-xossa . Agar determinantning biror satri (ustuni) elementlariga 
boshqa satrining (ustunining) mos elementlarini biror songa ko‘pavtirib 
qo‘shilsa, determinantning qiymati o‘zgarmaydi.

Isbo t i .  det A determinantning ikkinchi satri elementlariga A ga
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ko'paytirilgan birinchi satming mos elementlari qo'shilgan bo'lsin:

ur -t ?ui. а г  + /мг a., + Ла,г

« , Q „ « „ « , : « , 3

" , « 2 2 +  A  • « , . «  , « В

« 3 , « . , « , , « 2 2 « 3 3

Qo'shiluvchilardan birinchisi det.4ga va ikkinchisi esa 3-xossaga ko ra 
nolga teng. Demak, yig  indi det . I ga teng.

9-xossa. Determinantning qiymati uning biror satri (ustuni) 
elementlari bilan shu elementlarga mos algebraik to'ldiruvchilar 
ko'paytmafarining yig 'indisiga teng bo'iadi.

Masalan, det A = а ,Д ; -+ </,,/!,, + c/,sAl,

yoki

« 1 . О. « В
« 2 2 « 2 i « 2 « 2 , « 2 2

« 2 : « 2 2 « 2 1 =  « ; , - « , 2
« 3 2 « 3 3 « . „ « П « „ а , .

« и « . 2 « з ,

Isboti. Tenglikning o'ng tomonida almashtirishlar bajaramiz:

-a„ (33 ) - f l , , ( a , ,a 33 - a}la2)) + a,.(a2.a3, - a , , a 22) =

« г С1г « 1 ,

Ы „ « . . « 2 .

« , , « 3 2 « 3 3

' « г . « 2 2 « ] 3  « . О М  . т  O f l i  t l  Cl. .1  Cl C t M . C J ,  Cl, C l , , L i ,

10-xossu  Determinant biror satri (ustuni) elementlari bilan 
boshqa satri (ustuni) mos elementlari algebraik to‘ldiruvchilari 
ko paytmalarining ytg'indisi noiga teng bo iadi.

Masalan, a,r l. +a,,A.: + = 0.

Isboti. Determinantni 9-xossani qo'llab, topamiz:

« , , « 1 2 « 1 1

<7,, Л , ,  +  « Г Л , 2  +  « , > Л ;  = « 2 , « 2 2 « 2 3

« и « , _
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Bunda au, an , an mos ravishda a2 , a,, bilan bilan almashtirilsa.
3-xossaga ko'ra, determinant nolga teng bo'iadi.

1-izoh. Determinantning xossalari asosida quyidagi teorema 
isbotlangan.

1-teorema. Bir xil tartibli A va В kvadrat matritsalar 
ko‘paytmasining determinanti bu matritsalar determinanti arming 
ko'paytmasiga teng. y a ’ni

det(v*l • B) = det A ■ det/?.

1.2.4. «-tartibli determinantlami hisoblash

« -ta rtib li determinantni xossalar yordamida soddalashtirib, keyin 
tartibini pasaytirish yoki uchburchak ko‘rinishga keitirish usullaridan 
biri bilan hisoblash mumkin.

T artib in i p a sa y t ir is h  u su l i

и-tartibli determinant 9-xossaga asosan. biror satr yoki ustun 
bo‘yicha yoyilsa, yoyilmada (/? — 1)-tartibli algebraik to'ldiruvchilar 
hosil bo iad i, y a ‘ni «-tartibli determinantni hisoblash tartibi bittaga 
past bo igan determinantlami hisoblashga keltiriladi.

Umuman olganda, quyidagi teoremalar o'rinli bo'iadi.
2-teorema. i satrining nomeri qanday bo'lishidan qat’ iy na/ar. 

«-tartibli determinant uchun bu determinantni i -satr bo'yicha 
yoyilmasi deb ataluvchi

detA = a^An +ai2A., + ...+umAw, / = ! , «

formula o'rinli.
3-teorema. j  ustunining nomeri qanday bo'lishidan qat’ iy nazar, n - 

tartibli determinant uchun bu determinantni j  -ustun bo'yicha 
yoyilmasi deb ataluvchi

detA = â  A, +a1.A, +... + a  A„, j~\ ,n

formula o‘rinli.
Determinantni biror satr yoki ustun bo‘yicha yoyishga Laplas 

y o y i lm a la r i  u su li deyiladi.
Laplas yoyilmalari usulida determinantning qaysi bir satrida 

(ustunida) nollar ko'p b o isa , u holda yoyishni shu satr (ustun)
24



bo'yicha bajarish qulay boMadi.
Bundan tashqari, 8-xossani qo'ilab, determinantning biror satrida 

(ustunida) bitta elementdan boshqa elementlami nollarga keltirish 
mumkin. Bunda determinantning qiymati shu satrdagi (ustundagi) 
noldan farqli element bilan uning algebraik to'ldiruvchisining 
ko'paytmasidan iborat bo'ladi. Shunday qilib, и-tartibli determinant 

bitta (n -  l)-tartib!i determinantga keltirib, hisoblanadi.

3-m isol.

del A -

2 - 1 0 4

4  2 - 1 3  

- 2  0  3 - 4  

1 1 0 - 2

detemiinantni tartibini pasaytirish usuli bilan hisoblang.
Yechish. Bunda: 1) Ikkita elementi nolga teng bo'lgan uchinchi 

ustunni tanlaymiz va uning ikkinchi satrida joylashgan elementidan 
boshqa barcha elementlarini nolga aylantiramiz. Buning uchun 
ikkinchi satr elementlarini 3 ga ko'paytirib, uchunchi satrning mos 
elementlariga qo'shamiz va hosil bo'lgan dcterminantni uchinchi 
ustun elementlari bo'yicha yoyamiz:

del A  ~

2 -1 0 4 2 - 1 0 4
2 - 1  4

4 2 -  1 3 4 2 -1 3= = H M - 1)=,J 10 6 5
- 2 0 3 - 4 10 6 0 5

1 ! - 2
1 1 0 _ i 1 1 0 - 2

2) Hosil qilingan uchinchi tartibli determinantda birinchi ustunning 
uchinchi satri elementidan yuqorida joylashgan elementlarini nolga 
aylantiramiz. Buning uchun avval uchinchi satmi (-2 )ga ko'paytirib. 
birinchi satrga qo'shamiz, keyin uchinchi satrni (-10)ga ko'paytirib, 
ikkinchi satrga qo'shamiz, hosil bo'lgan dcterminantni birinchi ustun 
elementlari bo'yicha yoyamiz va hosil bo'lgan ikkinchi tartibli 
deierminantni hisoblaymiz:

= - 7 5  + 3 2  = - 4 3 .

0 - 3 8
— 3 8

del 4  = 0

1

- 4

1

2 5  

-  2
- 4 2 5
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U chbu rchak  k o 'r in ish g a  k e ltir ish  u su li

Bu usulda determinant xossalar yordamida soddalashtiriladi va 
uchburchak koMinishga keltiriladi, ya 'n i diagonalidari pastda (yuqorida) 
joylashgan barcha elementlari nolga aylantiriladi.

Bunda

det^ = ( - l ) ‘ detf/

boMadi, bu yerda £ -satrlarda va ustunlarda bajarilgan barcha o'rin 
almashtirishlar soni; detf/-berilgan determinantning uchburchak 
ko‘ rininshi va uning qiymati quyidagi xossa asosida hisoblanadi.

Ao s sa .  Uchburchak ko‘rinishidagi determinant bosh diagonalda 
joylashgan elementlarining ko‘paytmasiga teng.

4-m isol.
2 1 0  0

0 1 0  2
determinantni uchburchak ko‘rinishga keltirib, hisoblang.

Yechish. Determinant ustida quyidagi soddaiashtirishlarni 
bajaramiz:

-  birinchi ustunni o‘zidan o‘ngda joylashgan ustunlar bilan ketma- 
ket k -  3 ta o ‘rin almashtirib, to'rtinchi ustunga oMkazamiz;

-  birinchi ustunning birinchi satridan pastda joylashgan 
elementlarini nolga aylantiramiz;

-  ikkinchi ustunning ikkinchi satridan pastda joylashgan 
elementlarini nolga aylantiramiz;

-uch inch i ustunning UTrtinchi satrida joylashgan elementini nolga 
aylantiramiz;

-  (-1)* =(-1)3 =-1 ko‘paytuvchi bilan hosil boMgan uchburchak 
ko‘rinishdagi determinantning bosh diagonalda joylashgan elementlarini 
ko‘paytiramiz.

2 1 0 0 1 0 0 2 1 0 0 2
3 0 1 0 0 1 0 3 0 ! 0 3

= ( - i y - = ( - ! ) •1 0 2 1 0 2 ] 1 0 2 1 1
0 1 0 2 1 0 2 0 0 0 2 - 2
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1 0 0 2 1 0 0 2

0 1 0 3 0 1 0 3

0 0 1 - 5 = (- ! )■ 0 0 1 - 5

0 0 2 ~ 2 0 0 0 8

1.2.5. Mashqlar

1. A matritsa n *n o icham li boMsin. det(/.4) da Я ni determinant 

belgisidan tashqari ga chiqarish uchun formula keltirib chiqaring.

2. A kvadrat matritsa va A' A = 1 boMsin. det.4 = ±l boMishini ko'rsating.

3.  Л = \ 0 | v a Л  = ! ,̂ * j boMsin. det(/l + tf'i = dec /1rdet£  faqat a +c/ = 0
U> l j  (c  cl)

boMganida bajarilishini ko‘ rsating.

4. Л = Р  va B-\ 7 1 i bo'lsin. det(/l • B) -  det A ■ dot И bo'lishiga
V1 3 2)

ishonch hosil qiling.

5. A -^  1 ! boMsin. det-41""" ni toping.
v2 U

6. A va в  matritsalar 3 * 3  o'lcharnli, detЛ = - !v a  detВ -■2 boMsin.
Toping:

1) detAB:  2 )  det5/4; 3) de tATA, 4 ) det#'.

7. A va R matritsalar 4 * 4  oMchamli, det A -  4 va d ctt f- - -3  boMsin.
Toping:

1) det.4/?, 2 ) d e t f t \  3) det2A; 4)  detIA.
Ikkinchi tartibli determinantlami hisoblang

>' x-y 9.
1 a - b

x -  X h + 1 a ~b

10. sin 2 a cos a 11.
tga -1 ctga -  i

sin " /? cos: p sin a cos a

Uchinchi tartibli determinantlami uchburchak va Sarryus qoidalari bilan 
hisoblang:

5 —! 1 -2  0 -4
12. 4 и -3 13. 3 1 1

2 -3 1 -1 2 -3
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Uchinchi tartibli determinantlami biror satr yoki ustun elementlari bo'yicha 
yovib hisoblang:

1 b I x  - 1 X

14. b b 0 15. 1 x - 1
b 0 - b X  1 X

sin a sin p 0 tga ctg/1 0
16. sin a 0 sin у 17. tga 0 tgP

0 sin p sin у 0 ctga

Uchinchi tartibli determinantlami xossalaridan foydalanib hisoblang:
1 с ab ] 1 1

18. 1 b ca 19. ax ay az
1 a be a 2 + x2 а 2 -ц y 2 a~+z2

20.

22.

a ■+■b b b 

b a + b b 

b b a  b

а а" + 1 (1 • a) 

b b2 +1 ( I f  A)2 
с с  -I  (l + c):

21 .

23.

X  X  -t- у  X -  V

x x+ z x - 2 z  

X X  X

11 cosa 1 1 t sin a
1 sin a  1 1 - cosa

I 1 1

To'rtinchi tartibli determinantlami hisoblang:

24.
1 -1 2 
3 1 5  

2 - 3 0  
0 -2  4

2

-2
2
1

25.
I 3
о 0 
о 0
4 7

26.
5 a  2 1
4 b 4 - 3
2 с 3 2
4 d  5 - 4

27.
3 2 2 2
9 - 8  5 10
5 - 8 5  8
6 - 5 4  7

1.3. MATRITSA UST1DA 
ALMASHTIRISHLAR

Matritsa ustida almashtirishlar chiziqli algebrada nuihim ro‘ l 
o‘ynaydi. Jumladan, chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining
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umumiy yechimini topishda, teskari matritsani aniqlashda, matritsaning 
rangini hisoblashda matritsa ustidagi almashtirishlardan keng 
foydalaniladi.

M atritsa sa tr i (u stuni) u stida  e i em en ta r  a lm a sh tir ish la r  uch tipda 
bo'ladi:

I ikkita satrning (ustunning) o'rnini almashtirish;
II. satmi (ustunni) noldan farq 1 i songa koLpaytirish;
III. satrga (ustunga) noldan farqli songa kopaytiriigan boshqa 

satmi (ustunni) qo'shish.
Biri ikkinehisidan eiementar almashtirishlar natijasida hosil 

qilingan A va В matritsalarga ek v iva len t m a tr itsa la r  deyiladi va A~B 
ko'rinishda yoziladi.

1.3.1. Teskari matritsa

Asosiy ushunchular

Matritsalarni qo'shish, ayirish va ko'paytirish sonlar ustida 
bajariiadigan mos amallarga monand (hamohang) amallar hisoblanadi. 
Ushbu baridda matritsalar uchun sonlami bo'lish amaliga monand amal 
bilan tanishamiz.

M a’ lumki, agar «.soni nolga teng bolm asa, u holda har qanday m

soni uchun kx = m tenglama yagona x = — = k~'m yechimga ega bo'ladi,
к

bu yerda к ' soni к soniga teskari son deb ataladi.
Sonlar uchun keltirilgan bu tasdiq matritsali tenglamalami sonli 

tenglamalarga monand yeehishda muhim ro'l o'ynaydi. Xususan. sonli 
tenglamalar uchun kk ' = 1 va k'k = 1 shartlarining bajarilishi hal 
qiluvchi hisoblansa, matritsali tenglamalar uchun AA 1 = / va A 'A = / 
shartlarning bajarilishi muhim hisoblanadi, bu yerda AJ -  bir xil
o ichamli kvadrat matritsalar.

Agar A va A' kvadrat matritsalar uchun AA ' = A 'A = 1 tenglik 
bajarilsa, A ' matritsa A matritsaga tesk ari m a tr itsa  deyiladi.

Sonlarda. k ' mavjud bo'lishi uchun к *  0 bo'lishi talab etilgani 
kabi, matritsalarda, A 1 mavjud bo'lishi uchun det A *0  bo'lishi talab 
qilinadi.

Agar det A -  0 bo'lsa, A matritsaga s in gu la r  m a tr itsa  deyiladi. 
Bunda singular so 'ziga sinonim sifatida «.to,у» yoki am axsus» 
terminlaridan ham foydalaniladi. Agar dct/1^0 bo'lsa, A matritsa
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n o s in gu la r  (yoki x osm a s  yoki m axsusm as) m a tr itsa  deb ataladi.
Agar A matritsada avval elementlar mos algebraik toidiruvchilar 

bilan almashtirilsa va keyin transponirlansa hosil bo'lgan matritsa 
A matritsaga b irik tirilgan  m a tr itsa  deyiladi va ad>4 bilan belgilanadi:

A. Л, ■• A: '
a12 A, ■• A„2

An л2. •
------------------------------------------\

Teskari matritsa haqida teoremalar

1- teorema. Xos matritsa teskari matritsaga ega boMmaydi.
Isbo ti. A matritsa uchun A 1 mavjud bo'lsin deb fara? qilaylik.

U  holda AA ' = Г bo'iadi. Bundan det(A4~‘) = det/ yoki det/1 -detA': =det/ 
kelib chiqadi. Bunda dct ,4 = 0 va dct/ = 1 ekanini hisobga olsak,
0 = 1 ziddiyat hosil boMadi. Bu ziddiyat qilingan faraz notog ri 
ekanini ko'rsatadi, y a ’ni teoremani isbotlaydi.

2- teorema. Har qanday xosmas A matritsa uchun teskari matritsa 
mavjud va yagona bo'iadi.

Isboti. A matritsa xosmas, y a ’ni detA±0  bo'lsin. Avval A mavjud
I

bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun matritsani - adj/4

matritsaga ko‘paytiramiz va
9- va 10- xossalarini qoMlaymiz:

det A
ko'paytmaga determinantning

det A
adjA =

a ,  a u  

a., a a , .

J i !_
det A det A

Л ,  A,.
det A det A

JC_ К
det/4 det A

det/1
_ A n l_

det A

A rr

det A )

a , A + « Л + - . t a „ A n a uA2l 4 и 2A;2 +.. , + а 1лЛ,я " , A + a 2A". +. . + a.„Am

a nAn
det/l

+ a::Az + ■■
det .4

a.,A, + a l:AB +.. ¥a2„A„ a. A..
det A

\ +.. -t a^Д,
det A det A det A

« „ A + ая2Л2 +. ..+ a A аЛ * + а<Аа +■ a , An\ n + ащ1Ап1 + .. r a  A

det A det A det A
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A ' = —-— adjA 
det/l

formula bilan topiladi. Bunda AA ' -  / tenglik bajariladi 
A ‘A = / tenglikning bajarilishi shu kabi ko‘rsatiiadi.

F.ndi A '' yagona ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun A ' dan boshqa 
A matritsaga teskari C matritsa mavjud bo isin deb faraz qilamiz. U 
holda ta 'n fga ko'ra, A C - I  boMadi. Bu tenglikning har ikkala 
tamonini A ' ga chapdan ko'paytiramiz:

A 'AC ■ A I

A'A = I boMgani uchun IC. = A !  bo'ladi.
Endi I C - C  va A ’1 = A ' ekanini hisobga olsak, C=A ' kelib 

chiqadi. Teorema to 'liq isbot qilindi.
3-teorema. Teskari matritsa uchun ushbu x o s sa la r  o'rinli bo iad i:

1". A matritsa л teskari matritsaga ega bo'lsa, d e t -
d‘jt -I

bo'ladi;
2". A matritsa A ' teskari matritsaga ega bo'lsa, (A ' ) '  = A bo'ladi; 
3". n / n  o icham li A va H matritsalar A' va R ' teskari 

matritsalarga ega b o isa , (AH) •• H . i bo iad i;
4 . A matritsa Л' teskari matritsaga ega bo isa , {A1 y'= (A  у 

bo'ladi.
Isboti. I) A matritsa uchun A ' mavjud bo'lsin. U holda AA ' = I

yoki det( A A 1') = det / boiad i. Bundan det A -dal A~ =1 yoki det 1 = — —
det A

kelib chiqadi.

2) A matritsa uchun A mavjud bo'lsin. IJ holda AA' = I = A'A 
tengliklarga ko'ra A matritsa uchun teskari matritsa mavjud va u A 
dan iborat, y a ’ni (A ' ) '  = A bo'ladi.

Demak, A matritsaga teskari matritsa mavjud va bu matritsa



3) n x n  oicham li A va В matritsalar А ' va В teskari 
matritsalarga ega bo isin .

U holda AB va В 'A ' matritsalar uchun

( B ' A'  )(AB)=B (A 'A)B = B~'IB = B lB = I,

(AB\B 'A )= A(BB ' )A 1 = AIA ' = AA = Г

boiadi. Demak. AB uchun teskari matritsa mavjud va ( AB) ' =B A 1 
boiadi.

4) A matritsa uchun A ' mavjud boisin .
U holda Ar va (A у  matritsalar uchun

AT(A ')T ={A 'A)T = IT = I,

(А ‘)ТАТ =(AA ; )7 =/г =/

boiad i. Demak, A7 uchun teskari matritsa mavjud va (АТГ  =(A V 
boiadi.

1-izoh. 3-xossani к ta n x «  o icham li va teskari matritsalarga ega 
boigan matritsalar uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin:

' U A '  - A, A J  -A ; At 1  A'.

Bu formula matematik induksiya metodi bilan isbotlanadi.

( 3  4  A
1-m iso l. /1 = ̂  matritsaga teskari matritsani toping va natijani 

tekshiring.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini hisoblaymiz:

det A =
3  4  

1 2
= 6 -4 = 2 .

det А ф 0 va A matritsa uchun teskari matritsa mavjud.
Matritsa elementlarining algebraik toldiruvchilarini topamiz:

Д ,= Н Г  2 -2 , /!.-< 1. 1 - 1 .
A 2 , — (—! ) " ' 4  = —4,  1, 1 )  3 - 3 .

A matritsaga biriktirilgan matritsani tuzamiz:
........................  _ ■ 4̂

ad] A =I4 К

2̂2 >
3 2

3 )'



Shunday qilib.

A ' =-

2-m isol. A =

1 ( ? ~ 4Ч|_ 1 ' 2 - 4 Л
/ 1

1
-  2Л

3
det A - I 3 1 2 -1 3V J \ 2 2 ,

1 - 2  Л

2 o -1 matritsaga teskari matritsani toping
- 2  1 1 !

Yechish. Bu matritsa uchun:

dct A =
1 - 2  1 
2 0 - 1  
2 I !

= 0 -  4 + 2 -  0 + 4 + l = 3 * 0 .

Matritsa elementlarining algebraik to‘ ldiruvchilarini topami/:

! о
A,, =

A. - -

II

1

1IIтг01

- 2  1 

1 !

II yj li 1

- 2  1 

0  - 1

2  - 1  

- 2  1
-  о, =

1 i

- 2  !

С*"ГII li

! l l
-

|2 -1

■ 2 .

2 0 1 - 2 | 1 -  2
— -  2 , A23 = - = 3, Av  =

-2  1 - 2  1 ! 2 0
A,

A matritsaga biriktirilgari matritsani topamiz:

/ 1 ^2 1 4 >^ ?3t ' 1 3 2 '

adj A = •4,3 a22 An = 0 Л
J 3

ч А) A2, J , 2 3 4 ,

Demak,



Teskari matritsani topishning Gauss-Jordan usuli

A xosmas matritsaning A ' teskari matritsasini topishning qulay 
usullaridan biri matritsa satrlari ustida elementar almashtirishlarga 
asoslangan G au ss-Jo rd an  u su li hisoblanadi.

A 1 matritsani topishning Gauss-Jordan usuli ushbu tartibda amalga 
oshiriladi.

Gauss-Jordan usulining algoritmi

Г A va / matritsalami yonma-yon yozib, (A\I) 
kengaytirilgan matritsa lu/iladi;

2°. Rlementar almashtirishlar yordamida (.A\1) matritsa (/|B) 
ko'rinishga keltiriladi. Bunda В matritsa A matritsa uchun 
teskari matritsa bo'iadi.

3-m isol. matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan usuli

bilan toping va natijani tekshiring.

Yechish.

(A\l ) -
1 0 
0 1

r r + (-2 )r2

f 1 ~ 3
1 -  2^

1 2 0  1
V

1 - 3  
0 5

- 2 l
3 !/;->/•.: 5

J -

1 - 3 1 - 2 s 
1 3

rt —> r} + 3 r.
f

1 0
2
5

l Л

5
0 1 0 1 1 3

\ 5 5 , 11

5 ,

- ( /  A ').

Yuqorida keltirilgan r +Яrt belgilash / -satr bu satrga Я songa 
ko'paytirilgan к - satrni qo‘shish natijasida hosil qilinganini. r -> r :}. 
belgi esa / - satr bu satrni Я songa bo‘ lish natijasida hosil qilinganini 
bildiradi.
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Demak, A '

/ 2 Г
5 5 1 (
1 3

, 5 5/

4-m isol. A -
Г 1 - 1  2 Л 

-1 3 0 
2 1 4

matritsaga teskari matritsani Gauss-Jordan

usuii bilan toping.

Yechish.
1 -1 2 1 0 о'

(А\ /) = -I 3 0 0 i 0 г
2 1 4 0 0 1 г, -

Ч /

(\ -1 2

г—оо 1 1 2

! о 2 2 !  1 0 Г  — >  Г  'r 2 г  2 2 - 0 1 1
! 0  3 0 - 2  0 1 0 3 0
V У V

r, -> r, + r,
/3 —>гг +( -2щ 

1 0 0">

1  1  О
2 2

- 2  0 1

к -> г + к

1 1 3 1 л 1
-  -  0 -  -  0 1

1 0 3 2 2 1 0 3 2  2
0 1 ! -  -  0 0 1 1 0 1

2  2 2 2

О 0 1 7 3  , г, > .*• : (-3) ОО

7 1 1
V ч

I ™1
 <N

1

, 6 2  з ;

г. ->  г +(- 3)/;

\г =/• + (-З)г

' 1
1 0 0 - 2 - 1  1

2 10 i 0 —  — 0 —
3 3

0 0 1 7 1 1
V 6 2

Demak.

А ' =

- 2  -1
2 0 -

3
1 1

v 6 2 
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1.3.2. Matritsani LU yoyish

algebrada matritsalaming turli yoyilmalari kengChiziqli 
qo'llaniladi.

M atrisan i y o y i s h  deb, uni biror xossaga (masalan, ortogonaiiik, 
simmetriklik, diagonallik xossasiga) ega bo igan ikki va ikkidan ortiq 
martitsalar ko'paytmasi shakiida ifodalashga aytiladi. Bun day 
yoyishlardan biri m atritsan i LU y o y i s h  hisoblanadi.

Matritsani LU yoyishda m xn  o'lchamli A matritsa A- L U  shaklda 
ifodalanadi, bu yerda /.-diagonal elementlari birlardan iborat bo'lgan 
m x m oicham li quyi uchburchak (Lower-triangular) matritsa; U - m x n  
oicham li yuqori uchburchak ( m * n  da trapetsiya) (Upper-triangular) 
matritsa.

Masalan,

A =

'\ 0 0 o' /

* 1 0 0
* * 1 0
* *V * 1, \

0  .  * * * 

0  0  0  •  * 

0  0  0  0  0

Matritsaning LU yoyilmasi yana m a tr itsa n in g  LU fak to riza siya si 
deb ataladi. Matritsaning L l ! yoyilmasidan chi/iqli algebraik 
tenglamalar sistemasini yechishda va teskari matritsani topishda 
foydalaniladi.

m x n  o'lchamli A matritsa A = LII shaklga keltirish (LU yoyish), 
umuman olganda, A matritsaning satrlariga noldan farqli songa 
ko'paytirilgan boshqa satrni qo shish orqaii quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi.

Г"
Л matritsani LU yoyish al^oritmi

I Г. A matritsa satrlarida kctma-ket elementar almashtirishlar 
bajariladi va U shaklga keltiriladi:

2°. Satrlarda bajarilgan elementar almashtirishlar kelma- 
ketligi asosida /, yozuv hosil qilinadi va bu yozuvda barcha 
diagonal elementlar ustunlarni bo lish  orqaii biriarga 
aylantiriladi.
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5 -m iso l .  A =
- 4

2
6

4 - 1  5

- 5 3 - 8  

- 5 - 4  1 

0 7 - 3

matritsani LU yoying.

Yechish.
bajaramiz:

Matritsa satrlanda ketma-ket elementar almashtirishlar

( Г Т 4 _ j 5 ■> 2 4 - 1 5 - 2 '

- 4 - 5 3 - 8 1 0 3 1 2 - 3

2 - 5 - 4 1 8 0 - 9 - 3 - 4  10

, - 6 0 7 - 3 1 0V 12 4 12 - 5 ,

(2 4 - 1 5 _ 2' '2 4 - 1 5 л\ — Z

0 3 t1 2 - 3 0 3 1 - 3

0 0 0 К 1 0 0 0 *> 1

,0 0 0
L I

7
„0 0 0 0 N

= I J

A matritsa 4 ta satrdan tashkil topgani sababli /, matritsa 4 x 4  
oMchamli boMadi Birinchi qadamda belgilangan yozuvlar L mairitsa 
yozuvining ustunlarini tashkil qiladi. Bu yozuvda barcha diagonal 
clementlami birlarga aylantiramiz:

-I л

- 4  3

2 - 9  2

- 6  12 4  5 ,
. 2  . 3  : 2 \5
'I' -V 'i' Ф

(  '

ОО

-  2 1 - 2  1 0
1 - 3 1

Bundan -
1 - 3  1

- 3  4 2 1 - 3  4  2

Demak,

' 2 4 - 1 5 -  2 Г 1 0 0 O' 2 4 -  1 5 -  2 4
- 4 - 5 3 - 8 1 - 2 i 0 0 0 3 1 2 - 3

2 - 5 - 4 1 8
_

1 - 3 1 0 0 0 0 2 1

6 0 / -  3 1 , - 3V 4 2 1̂ 0ч 0 0 0 5 ,
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n -  tartibli kvadrat matritsa berilgan bo'lsin. Bunda A matritsani 
LU yoyish turli algoritmlar bilan amalga oshirilishi mumkin. Shunday 
aigoritmlardan biri bilan tanishamiz.

A matritsa xosmas boMsin. U holda ta 'rifea ko'ra.

00 . 0 ^
1 0 . 0

/„ /, 1 . . 0

Л  L  L . 1 V

«11 “l2 ■ ■ О  Го,, « л
О иг  « J 3  . . j I аи а,2 а 

с 0 "зз «з„ | = и у. а,. i n  j •

c o o

Bundan

к - :  к - .

Bu y ig ‘ indidagi oxirgi qo‘shi!uvchilami ajratib, topamiz:

«, agar i ^ j  bo'lsa;
* - l

К = — ( 4  “ & « » * ) ’ a8ar i> j  bo'lsa.и л  *-i ;

(3.1)

(3.2)

Shunday qilib, L va Г/ matritsalaming noma'Ium elementlari a, va 
topilgan /„,Mwlar orqali ketma-ket ifodalanadi.

2-izoh. (3.1) va (3.2) formulalar shunday tartiblanganki, bunda 
avval barcha uy larni va keyin barcha / lami hisoblab bo'lmaydi, va 
aksincha. Bu formulalar orqali hisoblashlar quyidagi tartibda bajariladi:

u,.=a,, ,  j  = 1,2.....n;

/, =— , / = 2,3,...,л;

ы2. =u.: ./ = 2,3,..„и;

; =3,4,...,/;;

va hokazo, y a ’ni Г/ ning satrlari va I, ning ustunlari almashlab 
hisoblanadi.
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Г 8 2 9 ̂

5 -m iso l .  A = 4 9  4  matritsani L U  yoying.
U  7 9 j

Yechish. Berilgan matritsa xosmas, chunki det A = 166 ̂  o. 
LU -  A yoyilmani tuzamiz:

f 1 0 o ) 'u,, ur и, \ 8̂ 2 91
/,, 1 0 I-j 0 wr и. 4 9 4 i

u ,  /,

Оо

и, / , 6 7 9 j

/. va matritsalarning noma'lum elementlarini (3.1) va (3.2) 
formulalar bilan aniqlaymiz:

и . - а л =8, ик =ап -  2, u =an = 9,

4 1
<2 =— я31 и, -  а  , = 9 ------2 -  1

-  “  ->

-  а , — / ,м., = 4-----9 -  —23 23 2 1 1 3  ^  ^ / - — и - - - -  
" и. “ ■ 8 4 ’

2 1 = —, 
16

Demak,

u,s Iу() I. и2, 9 '9
83

8 2 9 '  

4 9 4 

6 7 9 ,

1 о о
1  I о
2

-  И I
\4 16

2 9

0 8 - -
2

0 0 “  
32 )

1.3.3. IVIatritsanins» rangi

m x n  o‘ lchamli A matritsa berilgan bo'lsin Bu matritsadan biror 
к (k ta satr va к ta ustunni ajratamiz. Ajratilgan satr va
ustunlaming kesishishida joylashgan elementlardan к -tartibli kvadrat 
matritsani tuzamiz. Bu matritsaning determinantiga a  m a tr itsa n in g  
к -ta rtib li m in or i deyiladi.
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A matritsa noldan farqli minorlari tartibining eng kattasiga A 
m a tr itsa n in g  ra n g i  deyiladi va r(A) (yoki ra n g.') kabi belgilanadi.

Tartibi K.4)ga teng bo'lgan minorga A m a tr itsa n in g  bazis m in ori 
deyiladi. Matritsa bir nechta bazis minorga ega bo'lishi mumkin.

Matritsa rangining ta rifidan quyidagi tasdiqlar kelib chiqadi.
1. Matritsaning rangi 0 bilan m,n sonlarining kichigi orasidagi 

butun son orqali ifodalanadi. y a ’ni 0<r(/J)<min(w;n).
2. Faqat A = 0  matritsa uchun r(Aj = 0 bo'ladi.
3. « -tartibli kvadrat matritsa xosmas bo‘ lganidagina r(A) = n 

bo'ladi.

Matritsanng rangi ushbu xossalargu bo'ysunadi.

Г Transponirlash natijasida matritsaning rangi o ‘zgarrnaydi; 
2°. Eiementar almashtirishlar natijasida matritsaning 
rangi o'/garmaydi.

Isboti. Bilamizki:
a) transponirlash natijasida determinantning qiymati o'zgarmavdi:
b) ikkita satrning (ustunnirig) o‘mi alm ashtirilsa determinantning 

ishorasi o'zgaradi;
c) satmi (ustunni) noldan farqli songa ko'paytirilsa, determinant shu 

songa ko‘payadi;
d) satrga (ustunga) noldan farqli songa ko‘paytirilgan boshqa satmi 

(ustunni) qo‘shilsa determinant o'zgarmaydi.
Demak, transponirlash va eiementar almashtirishlar natijasida xos 

matritsa xosligicha va xosmas matritsa xosmasligicha qoiadi. ya'n i 
uning rangi o'zgarmaydi.

r( A) ni ta’ rif asosida topish usuli m in o r la r  a jra tish  u su li deb ataladi. 
Bu usulda matritsaning rangi quyidagicha topiladi: agar barcha birinchi 
tartibli minorlar (matritsa elementlari) nolga teng bo'lsa. г(Л) = 0 
bo'ladi; agar birinchi tartibli minorlardan hech boMmaganda bittasi 
noldan farqli va barcha ikkinchi tartibli minorlar nolga teng boMsa 
/■(Л) = 1 bo'ladi; agar ikkinchi tartibli noldan farqli minor mavjud bo'lsa, 
uchinchi tartibli minorlar tekshiriladi; bu jaravon yoki barcha к -tartibli 
minorlar nolga teng bo'lishi aniq bo‘ lguncha yoki к -tartibli minorlar 
mavjud bo lmaguncha davom ettiriladi, bunda r(A) = k -  I boMadi.
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6-m isol. A
2 - I  3 -  24j
4 - 2  5 I | matritsaning rangini minoriar ajratish
2 - 1 1  8 |

usuli bilan toping.
Yechish .  Ravshanki, 1 < r(A) <min(3;5) = 3.

Ikkinchi tartibli minorlardan biri

1 -1  3 = -5 + 6 = 1 * 0.
j - 2  5

Uchinchi tartibli minorlami hisoblavmiz:

M\

2 - 1 3 2  - 1 -  2
(3)  _ 4 - 2  5 =  0 :  = 4 - 2  1

2 - 1 1 2 - 1  8

2  3 - 2 - 1  3  -  2

3 ~ 4  5 1 li о II - 2  5 1

2 1 8 - 1 1  8

=  0 .

Barcha uchinchi tartibli minoriar nolga teng. Demak, r{A) = 2. 
r(/l)ni topishning minoriar ajratish usuli hamma vaqt ham qulay 

bo lavermaydi. chunki ayrim hollarda bir qancha hisoblasldar bajarishga 
to g ‘ri keladi.

Elementar almashtirishlar orqaii har qanday matritsani bosh 
diagonalning birinchi bir nechta elementlari birlardan va qolgan 
elementlari nollardan iborat boMgan matritsa ko'rinishiga keltirish 
mumkin. Masalan, ushbu matritsaga

(\ о о
0 1 0  0
0 0 0 0

,0 0 0 0,
Bunday matritsaga kanonik m a tr itsa  deyiladi. Kanonik 

matritsaning rangi uning bosh diagonalida joylashgan birlar soniga teng 
boMadi.

r (A ) m kanonik matritsaga keltirib topish usuli matritsani 
kanonik k o 'rm ish ga  k eltir ish  usuli deb ataladi.
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7-m iso l. A =

v

1
2

-1

1 2  3 
0 1 -1 
3 - 5  - 1 0

matritsaning rangini uni

kanonik ko'rinishga keltirish usuli bilan toping. 

Yechish.

A =
1 -1
2 0 

-1 3

3 - 1  

-1  2 
-10 5 J

+ (-2 
r + r

i - i 2 3 -1 ' i -1 2 3 - Г
0 2 - 3 - 7 4 ~ 0 2 -3 - 7  4

0V 2 -3 - 7 4 r, Гъ + o4 0 0 0 0>A -> A r

'  1 0 o' i 0 0 '

-1 2 0 r-1 -* r ,+ r. 0 2 0

2 - 3 0 r , -> r, + (~2)r. ~ 0 - 3 0

' 3 - 7 0 ГА - »  r4 +  ( -3 )/ ; 0 - 7 0

-1
V

4 0
/

r 5 -> r ,  + r, 0V 4 0/

>\ ~>гг : 2 
3 - 

r  -> r4 : 7 

(-4 )

n 0 o ' ( 1 0 0 N

0 1 0 0 1 0

0 -1 0 r  r2 - 0 0 0

0 - 1 0 гл r4 + r : 0 0 0

, 0 - 1 Oy у  —> r  +  T’ 5 S  ^  *2 ,0 0 0,

Demak, /•(/)) = 2

1.3.4. Mashqlar

1. Agar A matritsa xosmas va simmetrik bo 'isa, A ' matritsa ham xosmas 
va simmetrik boMishini ko'rsating.

2. Agar A kvadrat matritsa va (/ -  A) xosmas matritsa bo'isa, 
Ai l -A) ' =( I -A) ' A tenglik bajarilishini ko'rsating

3. A =1a j matritsaning teskari matritsaga ega bo'lishi shartini toping.
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(  2 5\ ( - 7  -S']
4. Л -  va  Г =  I bo'lsin C = A 1 ekanini ko'rsating.

1 - 3  - 7 1  t 3 2 ,

i' 4 0 -5> 'A 0 5)
5. P,--- - 1 8  1 24

.
matritsa A - 0 1 - 6

1ч - 3  0 4 3 0 4 !

bo'lishini ko'rsating.

(  11 - 3 S 4; (s
6. S  = — - 1 7  

3 6 !
' - 1 0

21
r,

- 11 matritsa A =
2 !J

4
3 -

(\ - 2 о л /

1° n
I "  21

3 ) r  j  2 
I

2 6 ; /> =

I3 s " у I

matritsasi bo'lishini ko'rsating

7. Berilgan matritsalardan qaysi birlari uchun teskari matritsa mavjud
bo'ladi?

!) A '  1 , 2) H -[2 b J

(О 1л
8. A -  ̂ J  bo'lsin. A - A'  va л ' - I  bo'lishini ko'rsating.

9. Berilgan matritsalardan qaysi birlari o'zaro teskari matritsalar bo 'lad i1'

. f - l  I I ( О Г, 5'i f  2 - 5 )
П i v a . 2) I va I
' v 1 °J U U 4 1  V  l _1 3J

, , 2 O'! f 7 2 - 6
' 3 ■)) 1 (5  O':

3) I va -  I; 4) 0 2 3 j va -3  -1 3
(0 5j  510 3 j  '  jJ \ 1 3 \j [ 2  1 - 2

6'
10. A ~! 7 j matritsa berilgan. Л '1 matritsani toping.

11. Л = J  ' ~j matritsa berilgan. Л 1 matritsani toping.

12. Berilgan shartlami qanoatlantiruvchi A matritsani toping:

1 > («)"= { ; " ' j .  2) ,2, , ' ;  - ; i ;

n  . . i ?  I  : 13) (Л7 2/) ' —! !, 4) Л 1 =; 1 0 3-1 0 J j I
1 4 - 3  8j
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13. А ВС -

1 О О 
-5 1 О 
О О 1

bo'lsin. С 'В 'A- '  ni toping.

[ - 3  2 3 
14. А А  4 1 6 

7 5 -1
matritsa berilgan. С = Л -adj/i ko ‘paytmamng barcha

nodiagonal elementlarini toping

A  2 У \

0 2 4 !  matritsa beriigan. С = Л -аф ! ko'paytmaning barcha15. A --
1 3 0

diagonal elementlarini toping.

A  matritsa berilgan. A"' matritsani toping:

'\ 1 0 2 34

16. A = i 2 -1 17. A = 2 6 4
2 2 4V У ,3 10 8

A  matritsa berilgan. A ’ matritsani Jordan-Gauss usuli bilan toping:

18. A -

( ■  1 0 1 2Л
2 1 0 1 19 . A =

1 '
2 1

l - l  > 1 1 “ 1У

'  l - l  о П
-1 0 1 0 j
2 -1 1 2 j
0 ! 2 0 j

20. A  matritsa berilgan. Matritsaning Li!  yoyilm asini toping:

1 ) A - (2
v8 o 2) A =

f  6 

12
n
5 /

( 3 i 2̂ 1 2 3 2'

3 )  A  = - 9 0 - 4 II 4 13 9 *

V 9 9 14 -6 5 4у

4 42 - 3
2 0 2' - 4 8 -7

5 )A  = -6 3 13 - 3 : 6)  A 6 - 5 14

4 6 16 17 - 6 9 - 1 2
8

V
- 6 1 ° ,

A matritsa berilgan. r(A)  ni minoriar ajratish usuli bilan toping:

1 — 1 2 31 1 - 2  3

21. A = - 1  3 0 1 22. A = - !  4 - 2
3 4 1 1V

2 - 2  7v -  ' У
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A  matritsa berilgan. r (A)n i elementar almashtirishlar usuli bilan toping:

23. A
f 1 - 3  
 ̂ 2 —! 
I -  3 - 1

4 — Ь |. 

-6 l l j
24. A =

- 1 3 4
- 1 3 - 2
- 4  3 1
- 3  0 -  9J

1.4. CHIZIQLI TENGLAMALAR  
SISTEMASI

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish masalasi ehiziqii 
algebraning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. Matematika. texnika 
va iqtisodiyotning ko‘pchilik masalalari chiziqli tenglamalar sistemasi 
orqaii ifodalanadi, masalan. geodeziyaviy o lehash , elektr zanjirlarini 
loyihalash, chiziqli programmalashtirish va iqtisodni rejalashtirish 
masalalari chiziqli tenglamalar sistemasini yechishga keltiriladi.

Ushbu

1.4.1. Asosiy tushunchalar

|  a v x, + a„x,  + ... + a tnxn = />,, 
I a ,  x + a, ,  :, + ... +

a .  x. -r- a  ...x, + ...  + (7 ,v = b
(4.1)

sistemaga n n om a  'lumli m ta ch iqz iq li t en g la m a la r  s is t em a s i  deyiladi.
Bu yerda av ,a r ..... am haqiqiy sonlarga s is t em a n in g  k o e ffits iy en tla r i ,

xt,x2,...,x r n o m a ’lum iar, b,,b2..... bm haqiqiy sonlarga o z o d  h a d la r
deyiladi.

(4.1) sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan

a '.r.

сI ,

(4.2)

matritsaga (4.1) sistemaning m a tr itsa s i (a s o s i y  m a tr itsa s i) deyiladi.
Bu matritsaga ozod hadlardan tuzilgan ustunni qo‘shish orqaii
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hosil qilingan
' a n a,2 .•• a \n О

c = 2̂! a 2n h,

••

matritsaga (4.1) s is tem a n in g  k en ga y tir ilga n  m a tr itsa si deyiladi.
(4 .i)  sistemani

AX = B (4.4)

m a tr itsa  k o 'rm ish id a  y oz ish  mumkin, bu yerda
f \ (bA
x. b,x  = B = 2

A,
Haqiqatdan ham.

' a  x, + ,̂2-̂ 2 + . . + a lnxn N r o

AX =
a2]x] + a 22x2+ . .+ a2nx„

= л - s .

+ a m2x + ...+ a wnxnJ a ,

(4.1) sistema tenglamalarini ayniyatga ayiantiradigan 
noma'lumlaming tartiblangan x°,x°,...,x‘ qiymatlariga (4.1) s is tem a n in g  
y e c h im i  deyiladi.

Kamida bitta yech im gaega sistemaga b irga lik da  b o  'lgan  sis tem a , 
bitta ham yechimga ega bolm agan sistemaga b irga lik da  b o 'lm a ga n  
s is tem a  deyiladi.

Birgalikda bo'lgan va yagona yechimga ega sistemaga an iq  s is tem a . 
cheksiz ko'p yechimga ega sistemaga an iqm a s s is tem a  deyiladi. Aniqmas 
sistemaning har bir yechimi s is tem a n in g  x u su siy  y e c h im i  deb ataladi. 
Barcha xususiy yechimlar to'plami s is tem a n in g  um um iy y e ch im i  deyiladi.

Sistemani tek sh irish  deganda sistemaning birgalikda yoki birgalikda 
emasligini aniqlash va agar sistema birgalikda bo'lsa, u holda uning aniq 
yoki aniqmasligini tekshirish tushuniladi. Birgalikda bo'lgan sistemaning 
umumiy yechimini topishga s is tem a n i y e c h i s h  deyiladi.

Yechimlari to'plami bir xil bo'lgan, ya ’ni birinchisining har bir 
yechimi ikkinchisining yechimi bo'ladigan. va aksincha, ikkinchisining 
har bir yechimi birinchisining yechimi bo'ladigan ikkita sistemaga
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ek v iva len t ( t e n g  kuch li) s is tem a la r  deyiladi.
Ushbu almashtirishlar s is tem a d a  e lem en ta r  a lm a sh tir ish la r  deb 

yuritiladi:
-  sistema istalgan ikkita tenglamasining o'rinlarini almashtirish;
-  sistemaning istalgan tenglamasini noldan farqli songa 

ko'paytirish (bo'lish);
-  sistemaning istalgan tenglamasiga noldan farqli songa 

ko'paytirilgan boshqa tenglamasini qo'shish.
Elementar almashtirishlar natijasida ekvivalent sistemalar hosil 

bo'iadi.
Ushbu

a„x, - a x  * .. • a nxn b, 
a,.*, + a„x. + ... + a xn -  b2,

(4.6)

aMxt + п„,х, +... + a^xn = b, 

n noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasining
4 ar .. ■ a\

A =
a. a22 .. • Q l n

° -

matritsasi kvadrat matritsa bo'iadi. 
A matritsaning

a u a\i -• au

det A -
a. ... a2n

a , an2 . . .  ann

(4.7)

(4.8)

determinantiga (4.6) s is t em a n in g  d e t e rm in a n t  deyiladi.
Agar dct A * 0 bo'isa, (4.6) sistemaga x osm a s s is tem a  deyiladi 
Agar dct A = 0 bo'isa, (4.6) sistemaga x os s is tem a  deyiladi.

1.4.2. Chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishning Gauss usuli

n noma'lumli m ta c ’niqziqli tenglamalar sistemasini yechishning 
qulay usullaridan biri -  n om a  lum la rn i ketma-ket y o  q o t ish ga  
(chiqarishga) asoslangan G auss u su lm i ko'rib chiqamiz.
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n noma’ lumli т tachiqziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin:

(4.1) sistemani Gauss usuli bilan yechish ikki bosqichda amalga 
oshiriladi.

Birinchi bosqichda sistema pog'onasimon ko'rinishga keltiriladi. 
Pog'onasimon sistema deyilganida

ko'rinishdagi sistema tushuniladi, bu yerda к <n, au * 0 ,  i -  1 ,k.
Ikkinchi bosqichda noma’ lumlar pog'onasimon sistemadan ketma- 

ket topiladi.
l - b o s q i c h .  Sistemada quyidagi almashtirishlami bajaramiz: birinchi 

tenglamaning chap va o'ng tomonini au * 0 ga (agar a,, = 0 bo'lsa. u 
holda bu tenglama sistemaning x. noma'Ium oldidagi koeffitsiyenti 
nolga teng boMmagan tenglamasi bilan almashtiriladi) bo‘lamiz. Keyin 
hosil qilingan tenglamani ( - u . ) ga ko‘paytirib, / -tenglamaga qo'shamiz. 
Bunda sistema tenglamalarining ikkinchisidan boslilab x qatnashgan 
hadlar yo'qatiladi va (4.1) sistema quyidagi ko'rinishga keladi:

bu yerda a)]', a;" (/ = 1 ,m, j  = 1 ,/»)-sistemaning birinchi almashtirishlardan 

keyin hosil q ilingan koeffitsiyentlari va ozod hadlari.
Sistemada x, noma'Ium oldidagi koeffitsiyenti birga teng bo'lgan 

tenglama bor bo'lsa, bu tenglamani birinchi o'rinda yozish orqali 
hisoblashlar osonlashtirilishi mumkin.

cr,, x, + au x, +... +./, nxn = A,, 
а 2]х, +anx: a,nxn = A,, (4.1)

amx. + aK2x. +...+ airnxn = bt

[ a .x ,  + a  ,.r, + ... + a ]txk +... + tfux„ = A,,
I anx1+... + a u xi + .. * a  ,.v. - A .

x ,  + all’x. + a'l'x, +... + a'.'Jx, -  A,0',
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Shu kabi a , *0  deb, sistemaning uchinchi tenglamasidan 
boshlab x noma’ lumni yo'qotamiz va bu jarayonni mumkin bo'lguniga 
qadardavom ettiramiz.

Bu bosqichda, agar:
-  0 = 0ko‘rinishdagi tengiiklar paydo bo'isa, u holda bu tengliklar 

tashlab yubotiladi.
-  (i b ‘ (,v 0) ko'rinishdagi tengliklar paydo bo'isa. u holda

jarayon to'xtatiladi, chunki berilgan sistema birgalikda bo'lmaydi.
2 -b o sq ich . Pog'onasimon sistemani yechamiz. Pog'onasimon 

sistemada к tenglamalar soni n noma’ lumlar soniga teng yoki 
no’malumlar sonidan kichik bo'lishi mumkin. Shu sababli bu sistema 
yagona yoki cheksiz ko'p ychimga ega bo'lishi mumkin. Agar sistema 
uchburchak ko'rinishga kelsa, y a ’ni k = n bo'isa, sistema yagona 
yechimga ega bo'iadi. Agar sistema trapetsiya ko'rinishga kelsa. ya 'n i 
к < n bo'isa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo'iadi.

1 -m iso l. <j3.v + jc , — 2 jc , =  — 1 1 . tenglamalar sistemasini Gauss usuli

bilan yeching.
Yechish.
1 -b o sq ich . Sistemada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz:
-  birinchi va uchinchi tenglamaiarning o'rinlarini almashtiramiz;
-  (-3) ga ko'paytirilgan birinchi tenglamani ikkinchi tenglamaga va 

(-2) ga ko'paytirilgan birinchi tenglamani uchinchi tenglamaga hadma- 
had qo'shamiz;

-  ikkinchi va uchinchi tenglama hadlarini mos ravishda 7 
ga va (-9)ga bo'lamiz.

2 -b o sq ich . v, ning uchinchi tenglamadagi qiymatini birinchi va 
ikkinchi tenglamalarga qo'yamiz, ikkinchi tenglamadan x, ni topamiz 
va uning qiymatini birinchi tenglamaga qo'yib, л ni topamiz.

Sistemaning yechimlarini x . x,. x, ketma-ketlikda yozamiz.

| x  -  2x + 4x, = 8

I 2x. -  4x. -  x. = -2 . j x, -  2x, + 4x, -  8,

<3x. + x ; -  2x, = -11 , => J ' v -  v - 7v - - i t  -">

i x -  2r, + 4x, = 8
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=>
jc, -  2x ; -г 4.T, = 8, j x  -  2x, + 4jc, = 8. 

7x, - 1 4 jt , = - 3 5 ,  => j x2 -  2jc, = - 5 , :  

- 9 x ,  = - 1 8  j  л, = 2

jc , = 2. x. = 2,

->■ jc ,  -  2  ■ 2  = - 5 , jc,  = - ! , = > -

x, -  2.v, + 4 • 2  = 8 1 N
J

T II О

x, = - 2 .

jc .  =  — 1 ,  

x, = 2.

Gauss usulining 1-bosqichini sistemaning o‘zida emas, balki uning 
kengaytirilgan matritsasida bajarish qulaylikka ega.

Masalan, vuqoridagi sistemaning 1 -bosqichi quyidagieha bajariladi:

2 - 4  - 1  ; - 2 rt - » r , 1 - 2  4 8

3 I - 2  j - 1 1 ~ 3 1 - 2 - 1 1

1 - 2  4  ! 8 2  - 4  - 1 - 2
V  1 У V

r2 -> r2 + (—3)r  

r. -> r, + ( - 2 )r,

( A / A
1 - 2 4 8 1 _  2

4 ! 8

0 7 - 1 4 - 3 5 r2 -> r2 : 7  ~ 0 1 - 2  !1 - 5

Iе
0 -  9 - 1 8 r  -> r, : ( - 9 ) 0

4
0 1 i 2

Xosmas tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan vechishda bu 
usulning boshqa bir turi Jo rd cm -G au ss u su li qo ilan ilad i. Bu usulda 
kengaytirilgan (A\ B )matritsa ustida eiementar almashtirishlar bajariladi 
va A matritsa o'm ida I matritsa hosil qilinadi, ya 'n i u (Г\ X) 
ko'rinishga keltiriladi. Bunda oxirgi kengaytirilgan matritsadagi 
X matritsa tenglamalar sistemasining yechimi bo iad i.

2-m isol.

yeching.
Yechish.

x  -  x2 -  .x. = 0.

• 5 x  — x 2 +■ 4jc. = 3, 

jc, + 2.T, 4- 3jc, = 5

s is tem an i G ordan -G auss u su li b ilan

(  1 
1 - 1  - 1 1 0j

f
1 - 1 - 1

л
0

5 - 1  4  | 3 r2 -> r2 + (~5)r  ~ 0 4 9 3

1 2  3 ! 5
4 ' У

r, -»r, +(-l)r, 0 3
V

4 5

r, ->r 4
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\
/ \

1 -1  -1 0 1 -1 -1 0
« , 9 3

0 1 9 3
0 ! — ~ —

4 4
r, > r, + ( - 3 )r

4 4
0 3 4 5

0 0 11 11
V / —

' 4 4 J
/

1 - i  - i  
, 9

o '
3

i —> rt + r,
(  9Ni

/
i

I 'N 
-1  0 -11

0 1
4 4

0 1 0  3

1° 0 1 -1 0
V

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------'S

!о

r , ->  г , :
V 4

г  —> г  +  г,

f  I \1 О 0 | 2 
О 1 0 j .Я
О 0 1 ! - I

V ■

Demak, xt = 2, х2 -  3, .г, = -1.

Shunday qilib, Gaussning noma’ lumlarni ketma-ket yo'qotish 
usulida (4.1) sistema tenglamalarda almashtirishlar bajarish orqaii 
yuqori uchburchak (ayrirr, hollarda trapetsiya) shaklga keltiriladi va 
hosil qilingan uchburchak sistema teskari o'rniga qo‘vish orqaii 
yechiladi. Bu usul matematik nuqtayi nazardan, sistemani uning 
matritsasini /7/yoy ish orqaii yechish algoritmiga ekvivalent.

Gauss usulining LU yovishga asoslangan algoritmi.
Г. T o 'g 'r i o ' r n i g a  q o 'y ish . A matritsaning A--LU yoyilmasi 

topiladi;
Г

2". Teskari o ' r n i g a  q o ' y i s h .  LUX = В о  <
i их  = Y

sistema yechiladi.

I x •+■ 2.t, + Зх, + x, = 3.

3-m isol. 2x, + x2- 2 x,+ r ,= - 5, tenglamalar sistemasini LU 
! a\ — x — Зх т 2хл -  -8

yoyish orqaii yeching.



Yechish.

; i ! 2 3 P
A = !2 | ! - 2  1

1 |-1 - 3  2J
>\->r + (-2)rr  
n -> >\ + (-Dr

Г i 2 3 l )
0 !— 3 I oe i

v °

m 
j 

l j - 6  i

о i \j i

r  i)/;

0 - 3  - 8 . - 1  

О О 12 ! 2
= 6'.

' i f 1 л f'l 0 o l
2 - 3 —» 2 1 Bundan L = 2 1 0

Ь  - 3  2y 
■ 0 i  1 1,

Avvai L) = в tenglamani yechamiz:

' 1 0 O'
\y ' '

со 
4—

2 1 0
1*

II -  5

J  1 1

Bundan

= 3, v, =3,
2УI +>’2 =-5, = -5 -2 y , =-11,

+  v , + У , =  - 8  [ y ; =  - 8  -  y ,  -  y , = 0.

Endi (УХ = У tenglamani yechamiz:

f  1 2 3 ч
f  у \ 
:

0 - 3 -  8 -1 ■ — - и

0 0 2 2 , GJ
0

x , + 2x,  и- Зл, + jc. = 3, 

3jt, + 8x, + .r =11 ,  

2x, + 2 x  = 0

x,=k,  
x. = -  A,

_ l l  + 7*
3

I3 + 8A
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S is te m a  trap e ts iy as im o n  k o 'r in ish d a . D em ak, n c h ek s iz  k o 'p  
y e c h im g a  eg a . B u n d a  к n in g  ta y in  q iy m a tid a  s is tem a  x u su s iy  y e c h im g a  
e g a  b o 'ia d i.

M asa !an ,£  = 1 da x. = -7 , x2 =6, x, = -  I, x, = \.

A g ar s is tem a  n ta  n o m a ’ lum dan v a  n ta  c h iz iq li ten g lam ad an  iborat 
ham da xo sm as b o 'is a , u h o ld a  bu s is tem an in g  y e c h im i I,U y o y ish  
a so s id a  q u y id a g i fo rm u la la r b ilan  to p ilad i:

У, = b: -  XX, V,, I = 1,2,...,я, (4 .9 )

x  = — I v -  x L i = n . n -  i..... 1. (4 .1 0 )
и. V ' i”<-1 '

4 -m iso l .  <
x, + 3x,  — x,  = 0 ,

3x, -  x ,+ 2 x , =5, te n g lam a la r  s is tem as in i LU yo y ish
^2x, -  4 x z -i- x, = 7

a so s id a  y e ch in g .
Yechish .  A v v a l L v a  U m a tr its a lam in g  e lem en tla r in i topam iz. 

U larn i (3 .1 )  v a  (3 .2 )  fo rm u la la r  b ilan  an iq la y m iz :

II .ft II "  = a n = 3, “ n =  « , ,  = - k

sfj 
,-3

li = 3 =3 .  
1

1 - « 3 ,  =л = 2 ,
1

и L2 = - 1  -  3 ■

o'1lim

= = 2

ii ~ IV.U \2 -  4  - 2 - 3
=  1 .

u12 -10

m„ = -  /,,w„ = ! —2 - ( —1) —1-5 = -2.

Endi >• va x  Iami (4.9) va (4.10) formulalar bilan topamiz:

=b, - 0 ,  y . = /’, -  /„>; = 5 - 3 0  = 5, v., = h. -  /„y, -  Iny 2 = 7 — 3 -0  —1-5 = 2;

1 2 1 5 -  5 • ( - ! )
x ,  = —  y ,  =  — -  = - 1, x ,  =  —  ( y .  -  u n x ,  > = --------- --  = - 1,

MV1 - 2  w22 -10

i 0 - 3  • (-1 ) - ( - ! )  ■ (-1 ) „
x - ( v  ~ и пх г - и x ) • ---------------- ------------------= 2.

“ п 1
Demak, x ,  = 2 ,  x ,  = -1 , x ,  = -1 .
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n ta noma’ lumdan va m ta chiziqli tenglamadan iborat
(4.1) sistemani qaraymiz. Bu sistemaning matritsasi A, kengaytirilgan 
matritsasi С boMsin. Bu matritsalar mos ravishda (4.2) va (4.3) 
tengliklar bilan ifodalanadi. Quyida (4.1) sistema birgalikda boMishining 
zarur va yetarli shartlarini aniqlovchi teorema bilan tanishamiz. Bu 
teorema rus va o'zbek tilida yozilgan adabiyotlarda Kroniker-Kapelli 
teoremasi deb yuritiladi.

1-teorema (4.1) tenglamalar sistemasi birgalikda boMishi uchun 
sistema asosiy va kengaytirilgan matritsalarining ranglari teng, y a ’ni 
r(A) = r (C)  boMishi zarur va yetarli.

I sbo t i .  Z arur l ig i .  (4.1) sistema birgalikda boMsin. Bu 
nomaMumiaming qandaydir tartiblangan л, ,.т qiymatlari sistema
tenglamalarini ayniyatga aylantirishini anglatadi. С matritsa ustida 
quyidagi almashtirishlami bajaramiz: uning oxirgi ustuniga ( - jc1 ) ga 
ko'paytirilgan birinchi ustunni qo'shamiz, keyin ( - л , )  ga ko'pavtirilgan 
ikkinchi ustunni qo‘shamiz va shu kabi davom ettirib, oxirida (-.<,’) ga 
kc ‘paytirilgan я - ustunni qo‘shamiz. Natijada, sistema yechimimng 
ta ’rifiga ko'ra, С matritsa oxirgi ustun elementlari nollarga aylangan 
quyidagi C\ matritsaga o'tadi:

1.4.3. н noma'iumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasini
tekshirish va  yechish

Г au a,. ■■ a,. 0
a2l a.. 0

aml " - I

Eiementar almashtirishlar matritsaning rangini ozgartirm aydi, va'ni 
r(C) = r(C ,) boMadi. C, matritsaning oxirgi ustuni nollardan iborat 
boMgani uchun r( (\) = r(A). Bundan r(A) = r(C)  kelib chiqadi.

Yetarli l ig i . r(A) = r(C) = r  bo'lsin. (4.1) sistema birgalikda ekanini 
ko:rsatamiz. A matritsaning noldan farqli r-tartibli minorini sistema 
tenglamalari va noma'lumlarining o'rinlarini almashtirish orqali chap 
yuqori burchakda joylashtirish mumkin. Bu minor С matritsa uchun ham
minor boMadi. Shu sababli noma’ lumlaming biror ..... qiymatlari
dastlabki r  ta tenglamani va shu bilan birga qolgan к -tenglamani ham 
qanoatlantiradi, bu yerda k >r .  U holda (4.1) sistemada oxirgi
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(4.11)

a ilxl + ar x2 + ... + anxn = b

sistema bilan almashtirish mumkin. Bunda ikki hoi boMishi mumkin: 
r = n yoki r<n  ( r >n  bo'lmavdi, chunki A matritsa jam i n ta ustunga 
ega).

r -- n bo'iganda (4 .1 I) sistemaning noma’ lumlari soni tenglamalari 
soniga teng boMadi. Bundan tashqari, sistema determinanti nolga teng 
emas. Shu sababli ( 4 . l l )  sistema yagona yechimga ega boiadi. 
Bundan bu sistemaga ekvivalent (4 .1) sistemaning birgalikda va aniq 
sistema boMishi kelib chiqadi.

r  < n  da (4.12) sistemani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

a llx] -f a,2x, t... + awxr - b .  - a „ :lxrtl - , . . - a itxn, 
а ,  дг, - ta 22x2 + = b. - a lr ^  p

ar x, +a,,x, +... + anx =h, —an rxt , - , . . - a rix r

Bu sistemaning koeftltsiyentlaridan tuzilgan determinant nolga 
teng emas. U holda xr noma’ lumlarga biror qiymatlar bcrib,
(4.12) sistemaning ...,x  vechimini topsa bo iadi.

.r , nomaiumlarga istalgan qiymatlar berish mumkin. Shu
sababli (4.12) sistema cheksiz ko'p yechimga ega boMadi va bu 
sistemaga ekvivalent (4.11) sistema birgalikda va aniqmas sistema 
boiadi. Teorema to iiq  isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1-natija. Agar birgalikda bo'lgan sistema matritsasining rangi 

nomaium lar soniga teng bo'lsa, sistema yagona yechimga ega bo'ladi.
2-natija. Agar birgalikda bo'lgan sistema matritsasining rangi 

nomaium lar sonidan kichik bo'lsa, sistema cheksiz ko'p yechimga ega 
bo'ladi.

(4.1) sistema birgalikda bo'lishining zarur va yetarli shartiga va bu 
sistemani yechishning Gauss usuliga asosan n n om a  'lumli m ta ch iz iq li 
t en g la m a la r  s is tem a s in i tek sh irish  va  y e c h i s h  quyidagi tartibda amalga 
oshiriladi.

m - r  ta tenglamani tashiab yuborish va uni

I a M.v, + aux2 + ... + аых:1-- b . 
a2x. + a22x2 + ... -t- а1яхп = b2
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T eksh ir ish  (G au ss  u su l i ) :  sistemaning kengaytirilgan matritsasi 
(mos ravishda asosiy matritsasi) elemental almashtirishlar yordamida 
pog‘onasiinon koM'inishga keltiriladi (pog'onasimon matritsa -  bu 
pog'onasimon sistemaning matritsasi).

Bunda:
-  agar r ( A )  ф r(C) bo'isa, sistema birgalikda boim aydi:
-  agar r(A) = r(C)  = n ,  ya ’ni sistemaning rangi uning noma’ lumlari 

soniga teng boMsa, sistema birgalikda va aniq boMadi;
-  agar r(A) = r(C)  < n,  ya'n i sistemaning rangi uning noma’ lumlari 

sonidan kichik boMsa. sistema birgalikda va aniqmas boMadi.
Y ech i sh :  Matritsaning rangi va nomaMumlari soni taqqoslanadi.
Bunda:

-  agar r(A) = r(C) = n boMsa, y a ’ni sistema bazis 
minorining taitibi nomaMumlar soni bilan ustma-ust tushsa. n 
no’malumli n ta chiziqli xosmas tenglamalar sistemasi yechiladi;

-  agar r(A) = r (C)  = r < n boMsa, sistemada ( n - r )  ta erkin 
noma’ lumlar hosil qiiinadi. Bunda x...v -  baz is  ( a s o s i y )  
n o m a ’l u m la r , x . , x r ..... -  erk in  n o m a ’lu m la r  bo'iadi.

Erkin nomaMumlami sistema tenglamalarining o'ng tomoniga 
o'tkazamiz:

а,.д-, + a,.x2 +... + a rx, = h, -  a,. xt , - 
a x + u22x2 + ... + a2nxn - b .  - a . rtlxr ,

a. x + ч, х2 +...+ anxt -  br -  аплх.л - .  .. -  a„x„ 
yoki matritsa ko'rinishida

- a „x,.

( 4 . 13)



(4 14) sistema berilgan (4.1) sistemaga ekvivalent va uning yechimi 
yuqorida qaralgan usullardan istalgan biri bilan topiladi.

Erkin yechimlar v, , = c ,,  x rt2 = c2..... дг„ = c„_r qiymatlar qabul qilsin.
IJ holda (4.14) sistema

A X r = H ■ с В I ... • c n B. ,

ko'rinishni oladi va .... xr bazis noma’ lumlar c,, c : .

orqaii m a’ium ko'rinishda ifodalanadi:

X' =X'(c,.i\.....c„_r), i = 1.2..... r.

Bir jinsli bo'lmagan A X  = В sistemaning yechimini

' x, . . . c „ , )

(4.15)

qiymatlar

X  ---
с,

(4.16)

ustun matritsa ko'rinishda yozish mumkin.
Erkin noma'lumlar istalgan son qiymatini qabul qilishi mumkin. 

Shu sababli ( 4 . 1 )  sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'iadi
( 4 . 1 6 )  ifoda ( 4 . 1 )  sistemaning umumiy yechimini aniqlaydi. 

Bundan o'zgarmaslaming tavin qiyinatlariga sistemaning 
xususiy yechimlari mos keladi.

! -v, +  2.x,  -  4л\ =  0.

5-m isol. i 5x, + 3.v, -  7x, = 8, tenglamalar sistemasini tekshiring va
I 5лг, -  4.x,  + 6x. =  - i

yeching.

Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida 
elementar almashtirishlar bajaramiz:

I 2 - 4 .
л

0
f

1 2 - 4
\

0

С 5 3 - 7  ! 8 r. > r. + ( - 5 )r  ~ 0 - 7  13 8

6 - 1 r, - »  r, + ( - 5 )r, 0
V

- 1 4  26 - 1
/

r, -> r x -  ( - 2  )r2

>7



/ \
1 2 - 4 0

0  - 7 13 8

0  0 0 - 1 7
V

г(Л) = 2 * 3 = r (C) . Demak, sistema birgalikda emas.

х, -  4л2 + 2л, = —1,
6-m isol. • 2л, -Зл, -  л., -5 л 4 = -7, tenglamalar sistemasini tekshiring

Зл, -  7л, + х, -  5 л 4 = -8
va yeching.

Yechish. Tekshirish. Sistemaning kengaytirilgan matritsasi ustida 
eiementar almashtirishlar bajaramiz:

( 1 - 4 2 0 - Г
С = 2  - 3 - 1  - 5 - 7 г  -> г  ч- (_2)г,

3  - 7
V

1 - 5 - 8
/ ->/■, + (—3)/-

1 - 4 2 0
>

- 1 1 - 4 2 0
л

- 1

0 5 - 5 - 5 - 5 ~ 0 5 - 5 - 5 - 5

0 5
ч

- 5 - 5 -  5 г, Г, +(-1)л 0
4

0 0 0 0
У

r , ->> ■. 5'

/
1 - 4 2 0

\
- 1 с ,  —> с, + 4с', ! 0 0 0 0 с’, —Ус, + с-

0 1 - 1 - 1 - 1 с, -> с ,  + ( - 2 )с, ~ 0 1 - 1 - 1 - 1 с4 4- С

0 0 0 0 0 с, -> с5 + с, 0 0 0 0 0 с\ -> с, + С
V V У

']  0 0 0 о'
0 1 0 0 0
0 0

V
0 0 0

/

Yuqorida keltirilgan с ->c, + Act belgilash /-ustun bu ustunga /. 
songa ko'paytiriigan л -ustunni qo'shish natijasida hosil qilinganini 
bildiradi.

r(A) = 2  =  2  = r(C) < 4. Demak. sistema birgalikda va aniqmas. 
Yechish. x va л, noma’ lumlami bazis deb olamiz va ekvivalent
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sistemani yozamiz:

) к r - n ' 2 ' f  0 Nj
• - ~ \XAJ U ; { - v - I l - 5.)

.x,= 11, va xt =c2 deb berilgan sistemaning umumiy yechimini 
topamiz:

( V ' - 5  + 2.x, + 4.v4 ' - 5 ' '2
f 4 l

*2 - 1 + X, + X, - l I i— = с + c 2
X, c , 0 I 0

C 2 , 0 . >О________________________
'

bu yerda c . ,  c ,  -  ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

1.4.4. Xosmas tenglamalar sistemasini yechish

n ta noma’lumli va n ta ehiziqii tenglamadan iborat (4.6) xosmas 
chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin.

Xosmas chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ikkita usulini 
qaraymiz.

M atritsa la r u su li

Bu usul (4.6) sistemaning ushbu
AX = B (4.17)

matritsa ko'rinishini yechishga asoslanadi.
A matritsa xosmas boigan i uchun A mavjud boiad i.
(4.17) tenglikning har ikkaia qismini chapdan A ' ga ko‘paytiramiz:

A AX = А В, IX = A B.

Bundan
X -- A~ B (4.! 8)

kelib chiqadi.
(4 .18) tenglamaga ch iz iq li t en g la m a la r  s is tem a s in i m a tr itsa la r  

u su li b ilan  y e c h i s h  fo rm u la s i  deyiladi.

I x -  x. + x, = 5.

7-m iso l. I 2.x, + x, + x, = 6. tenglamalar sistemasini inatritsaiar 
| .v, + ,x, + 2.x, = 4 

usuli bilan yeching.
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Yechish. Sistemaning determinantini hisoblaymiz:

1 - 1  1 |
2 1det .-I = 1 l = 2 - l  + 2 - l  + 4 - l  = 5 * 0 .

2 !

Demak, sistema -  xosmas.
Determinant elementlarining algebraik toMdiruvchilarini aniqlaymiz:

A„ =

A, =■

A„ =

! 1 2 l| 2 1
= 1, Ai =- 1 = -3,  A„ =

1 2 1 2 ii 1 1 !
1,

- i  i 
1 2

= 3, An =
1 1 
1 2

= 1,
! i - i.1 — —J

23 : I l

-1 !

1 1 1
= -2,  Au =-

1 1 
2 1

= 1
! -I

A„ =!
” 2 l

= 3.

U holda

A = - 
5

(  1 3 - 2 ^  
- 3  1 i

1 - 2  3

Sistemaning yechimini (4.18) formula bilan topamiz:

IX = A B =
1 3 - 2  

-3 1 1
1 - 2  3

\ '5) ' 5 + 1 8 -8  ' "15" ' 3'
6 1

~ 5
-15  + 6+4 1

5
- 5 = -1

J A 5 — 12 + 12 ^ I 14 /

Demak, дг, =3 ,  дг, = - l,  x.=],

Determinantlar usuli yoki Kramer formulalari

Chiziqli tenglamalar sistemasini yeehishning bu usuli determinantlar 
nazariyasiga asoslanadi.

2-teorema. Agar (4.6) sistema xosmas bo'lsa, u holda sistema 
yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechim quyidagi formulalar bilan 
topiladi:

* ,= “ > (4 1 9 )D D D
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bu yerda I) , , I) .__/)„ determinantlar D = delA determinaiitdan mos
noma’ lum oldidagi koeffitsiyentlami ozod hadiar bilan almashtirish orqaii 
hosil qilinadi.

Jshot i .  (4.6) sistemaning matritsa ko'rinishidagi yechimini, 
ya 'n i (4.18) formulani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

r x, Л 4  A2I ... Am" Г М
x: 1 Au A12 ... Д., Ъ;

~ 1)

Vх, , A ,  -  • « . . . /--
---

---
--

voki
A,.b. + A,.b. Arl brl 

D
_A-A + Aab, + ■■■+ An,b 

D

Alnb. + A. b -f... + Ambn
D

Bundan

-v, =  -
A.,b. + A,b, + ...+ A. b

D
bj J  
D

A ,bt + A h, f ... + Ai:bn

A.nb, + А,Ьп +...+ Atwbn

kelib chiqadi.
Ikkinchidan, A h + A, b + ... + А Ь ifoda

U  =

| Л , « 1 2  -  j 

i "2: -  «2, I

b a - ... a. - I
determinantning 

Demak,

ustun elemerniari bo'yicha yoyilmasiga, y a ’ni I), ga
teng.
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(4.19) tenglikning qolgan formulalari shu kabi isbotlanadi:

Dx  
x = — ".

D " D

x = — (| = 1,л) formulalarga K ram er  fo rm u la la r i  deyiladi.

8-misol.
2xt + 3x2 + 2*, = 9,
.v, + 2 * , -З л ,  =14, tenglam alar sistemasini Kram er

3jc, + 4,v, + x  , = 16

formulalari bilan yeching.

Yechish. D va D , / = 1,2,3 determinantlami hisoblaymiz:

= -12;
2 3 2 9 3 2

D = 1 2 - 3 = - 6 * 0 , D; = 14 2 - 3

3 4 1 16 4 1

2 9 2 2 3 9

1 1 4 - 3 II 1 00 II 1 2 14 = 12

3 16 1 3 4 16

Kramer formulalari bilan topamiz:

x = - ‘- -  ~ 12 - 2  * - ~ 18- з  x = 12 = _26D - 6 D D - 6

Shunday qilib, n n o m a ’lumli и ta chiziqli xosm as tenglamalar 
sistemasi yagona yech im ga  ega bo 'lad i va bu yechirnni yoki
(4.18) matritsalar usuli bilan yoki (4.19) Kram er formulalari bilan 
topish mumkin.

1.4.5. Bir jinsli chiziqli tenglam alar sistemasi

Ozod had lari nolga teng bo 'lgan  ushbu

avx, + al2x 2 +... + аыхп = 0,

a, x. + ar x +... + ah xn = 0,

a ,x. +a ,x, +... + Ц x = 0m il ml 2 лет n

(4 .20)

sistemaga bir j in s l i  tenglam alar s istemasi  deyiladi.
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(4.20) sistema asosiy va kengaytirilgan matrilsalarining ranglari 
long bo 'ladi.  Shu sababli bu sistema ham m a vaqt birgalikda va nolga 
teng bo 'lgan  (trivial) л = x, = ...,= хл = 0  yechim ga ega.

Bit jinsli  tenglam alar sistemasi qanday shartlar bajarilganida 
noiga teng b o 'lm ag an  yechim ga ega bo 'lad i?  Bu savolga quyidagi 
teorem alar  ja v o b  beradi.

3-teorema. (4.20) tenglam alar sistemasi nolga teng bo 'lm agan  
yechim ga ega bo 'lish i uchun sistema matrisasining rangi sistema 
tenglamalari sonidan kichik bo 'lish i,  ya 'n i  r <n bo 'lish i zarur va yetarli.

Isboti. Z arurlig i M a 'lum ki,  r < n . r = n bo 'ls in  deymiz. U holda 
K ram er formulasidagi D *  0 va barcha D =0 bo 'lad i.  Shu sababli 
tenglam alar sistemasi yagona yechim ga ega bo 'ladi:

x = —  = 0, D =0. D *  0.
' D

D emak, (4.20) s istem aning trival yechim lardan boshqa yechimlari 
yo 'q .  Agar ular bor bo 'lsa ,  u holda r < n  bo 'ladi.

Yetaliligi. r < n  bo 'ls in . U holda birgalikda bo 'lgan  bir jinsli sistema 
aniqm as bo 'ladi.  D emak, sis tem a cheksiz k o 'p  yechim larga ega bo 'ladi. 
bunda ulardan ayrimlari nolga teng bo 'lm aydi.

4-teorema. n norna’lumli n ta chiziqli bir jinsli tenglam alar 
sistemasi nolga teng bo 'lm agan  yechim ga ega bo 'l ish i uchun sistema 
m atrisasining determinanti nolga teng bo 'lishi, y a 'n i  det/l = 0 bo 'l ish i 
zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. A gar de t .4^0  ( yoki r = n )  bo 'lsa ,  sistema yagona 
trival yechim ga ega bo 'ladi.  Demak, sistema nolga teng  bo 'lm agan  
yechim ga ega bo 'lsa ,  s is tem aning determinanti det.4 = 0 bo 'ladi.

Yetaliligi. Agar det A ■ 0 bo 'lsa , r < n  bo 'ladi.  LJ holda 3-teoremaga 
ko 'ra, sistema cheksiz k o 'p  yechim larga ega b o ia d i ,  bunda ulardan 
ayrimlari nolga teng bo 'lm aydi.

5 - teo rem a . Agar .V, va X . ustun matritsalar (4.20) sistemaning 
yechimlari bo 'lsa ,  u holda bu yechim larning chiziqli kombinatsiyasi

с j X. i r  A

ham (4.20) sistem aning yechimi bo 'lad i,  bu yerda c , .c ,  - i s ta lg a n  haqiqiy 
sonlar.

Isboti. Teoremaning shartiga ko 'ra ,

AX, = 0  va AX. = 0.
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U holda istalgan с. va c2 sonlari uchun

c,AX, = 0 dan A(c,X , ) = 0,

c.AX2= 0 dan A(c2X 2) = 0 

boMadi. Bu tenglikiam i q o ‘shamiz:

A(c,X,) + A(c2X 2) = 0

yoki

A(c,X, + c2X 2) = 0.

D emak. .V, va X 2 yech im lam ing  с.X. +c2X 2 chiziqli kombinatsiyasi
(4.20) sistemaning yechimi b o ‘!adi. Bunda X , va  X 2 yechim lar 
fundam ental sistem a tashkil q ilad i deyiladi.

9-misol.
-  x, + x2 -  x, = 0,
3x{ - x 2 -  x, = 0, b ir  jinsli  tenglam alar sistemasini

2x, + x2 -  2x, = 0

yeching.
Yechish. S istema determinantini hisoblaymiz:

det A -
-1  1 - 1

3 - 1 -1  
2 1 - 2

= - 2 - 2 - 3 - 2 - l  + 6 = - 3 * 0 .

Demak, sistema sistema trivial veehim ga ega: x, = x. = x, = 0

10-misol.
x, -  * 2 -  X, + * 4 = 0,

2x. -  2x, + x, + x4 =(), b i r j in s l i  teng lam alar  sistemasini

5x, -  5x2 -  2x, + 4x4 = 0

yeching.

Yechish. S istema matritsasini pog 'onas im on  ko 'r in ishga  
keltiramiz:

f \  -1  - 1  n (\ - 1  - 1  l )

A = 2 - 2  1 1 r2-> r2 + (~2)rt ~ 0 О ’ч/J 1

v5 - 5  - 2  4, r, ~>rt +(-5)r, 0\

1mо
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С  2 —^ +  с . ' I 0 0 o '

^ С л +  C-, - 0  0 3 - 1 c 2 - >  c ,  -

C A ~ * C\  + ( - l ) c , 0  0 0 0 1 - >  c .

f l 0  0 O l i  0 0

- I  о - 1 0 3 I с . —> с , , ( - l ) ~ 0  1 0 0

L.
J

кГ /-
---

---
---

---
---

о
оо

°J 0  0 0 oj

( 1 - 1 - 1  1 
~j 0 0 3 - 1

[о о о о

i  о о оч| 
о -1 з о!

г (.4) = 2. п = 4, г < «.

D emak, sistema nolga teng bo 'lm agan  yechim ga ega. Bunda 
yechim lardan ikkitasi bazis o ‘zgaruvchilar, qolgan ikkita yechim  erkin 
o 'zgaruvch iia r  bo 'ladi.

д-- = f, .  .x, =c. d e y n i iz v a

f jc, -  с -  с, + x . — 0.j ,
[ 3c\ -  A-4 = 0

sistem aga ega b o ‘lamiz.
Bu sistema v, =3c,, x, - c ,  -  2c. yech im ga  ega.

Berilgan s istem aning um um iy  yechimini topamiz:

( С - 2  c , '

!
C 2 

3t\

.V =

Bu yochirnni xususiy yech im lam ing  chiziqli kombinatsiyasi ko 'rin ishiga 
keltiramiz:

( V 2c, r n 2'

c. 0 1 0
A = -f =  c. +  С  2

0 C 2 0 1

v 0 , 3 c 2 ,

Bunda A". = i
I 0 

0,

va X.

( ~ 2 Л 

I 0I
I

V 3 ;

xususiy yechim lar yech im lam ing

fundamental sistemasini tashkil qiladi.
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Kompyuterli m atem atika  sistemalari (K M S) yoki matem atik 
paketlar m atem atikaning turli masalalarini yechishda  keng qo 'llaniladi. 
Hozirgi vaqtda matem atik  paketlam ing  turli variantlari yaratilgan: 
M aple, M athCAD, MatLAB, M athem atica, D ireve.

Chiziqli tenglam alar sistemasini bu pakctlardan birinchisiaa, ya 'n i  
M aple  matematik paketida yechishni qisqa bayor. qilamiz. Batafsi! 
bayon m axsus kurslarda beriladi.

Ax = b tenglam alar sistemasi M aple paketida ikki usuldan biri bilan 
yechilishi mumkin.

I-usul: solve huyrug 7 bilan.

Bu buvruq bilan (4.1) ko 'r in ishda  berilgan chiziqli tenglam alar 
sis tem a yechiladi.

I 2x + 6у  + 5z = 0,
I I - m i s o l .  j 2x + 5у  + 6z  = -4 ,  tenglam alar  sistemasini yeching. 

p x  + 7 у  + 8z = —7
Yechish.
>  eq:={2*x + 6*y + 5*z = 0, 2*x + 5*y + 6 *i  =-4, 5 * \  + 7*y +8*z =-7}:
> solve {eq, {x.y,z}};

1.4.6. Chiziqli tenglam alar sistemasini
m atem atik paketlarda yechish

{x=-l,y= 2 ,z= -2}
x - l y  + 9z -

12-misol.
x - l y  + 9z = -6.

2 x - 3 y  + 5z = - 3 , tenglam alar  s is tem asining um um iy  va

Зх + у  + z = 0

bitta xususiy yechim ini toping.
Yechish.

>  eq:={x -7*y + 9*z =-6, 2*x -3*y + 5*z =-3, 3*x + y+ z  =0}:
> s:=solve {eq, {x,y,z}};

_  { 3 8 9 13 ]s:— \x-~- ------V = — + — z , z - z > .
{ 11 11 II 11 j

Sistemaning xususiy  yechimini topish uchun г o ‘zgaruvchiga subs 
buyrug ‘i bilan tavin q iym at berish kerak:

> subs {z= l,s}
{x = -l,y = 2 ,z = l}
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2-usul: l insoive(A ,b) huyrug'i bilan

Bu buyruq bilan l ina lg  paketidan Ax = b tenglam aning  yechimi 
topiladi. Bunda buyruqning argumenti: A -matritsa; b - vektor.

2.x + 7 у  +13z = 0,

13-misol. < 3* + 14y + 12: = 18, tenglam alar sistemasini Gauss usuli
j 25y + \ 6z - 3 9

bilan, K ram er formulalari bilan matritsalar usuli bilan yeching.

Yechish.
1) Sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

> withfLinearAlgebra):

A := « 2 , 3 , 5>|<7,l-l,25^|<13,1 2 ,1 6 » ;

> li := <0,18,39>;

> G an ssianE lim inafion(A );

I 2 "7 13

, := j . 3 14 12

| 5 25 16

o
h 18

34

2 7 13
: 7 5
10 —

3 3

! о (i 3
—

> G au ssianE lim in ation (A ,'m eth oir= 'F raction F ree');
2 7 13

0 7 -1 5
0 0 -3

; ReducedRowEchelonForm(<A|b>);

1 0 0 - 4

(I 1 0 3

0 (i I -I
Demak,

v : — 4 у  : 3 г :■ -  I
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2) Sistemani K ram er t'ormulalari bilan yechamiz:

> w ith(S tudent |L inearA lgebra |) :

> d := « 2 ,3 ,5> |<7 ,14 ,25> |<13 ,12 ,16» ;
| 2 7 13 j 

d = \ 3 14 12 I

I 5 25 16 i

>  d:=D eterm inant(d);

> dx 1 : = « 0 , 18 ,39 > |< 7 ,14 ,2 5 > |< l 3 ,12 ,16 » ;

d l:= D eterm in an t(d x1 );

I 0 7 13 !
I

18 14 12
39 25 16 I

d l  • 12

>  dx2 := « 2 ,3 ,5 > |< 0 ,1 8 ,3 9 > |< 1 3 ,1 2 ,1 6 » ;

dx2 -
2 0 13
3 18 12

5 39 16

> d2:=D eterm inant(dx2);
с12 : —У

> dx3 := « 2 ,3 ,5 > |< 7 ,1 4 ,2 5 > |< 0 ,1 8 ,3 9 » ;
j 2 7 0 

dx3 = j 3 14 18 

] 5 25 39

> d3:=D eterm inant(dj(3);
dS ■ 3

> x := d l/d ;y := d 2 /d ;z:= d 3 /d ;
x — 4 v : 3 

3) Sistemani matritsalar usuli bilan yechamiz:

>  w ith (S tu d en t|L in earA lgeb ra |):
> A := « 2 ,3 ,5 > |< 7 ,1 4 ,2 5 > |< 1 3 ,1 2 .,1 6 » ;

f  2 7 18 j

/1 = 13 14 12 

lv5 25 16,
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А л(-1);
76 213 Ч 8
~3 3 3
12 33 15
3 3 3
5 15 7
3 3 3

> В := « 0 , 1 8 , 3 9 » :

Х:=АЛ(-1).В;

{ ° ') 
В : - j 18 I 

!ч3 9 j

( -  4'
Л':=| 3

1-1,
!insolve(A,b) b u y r u g ' in in g  argurnen ti  s i fa t ida  m o s  ra v ish d a  A  v a  

В m a tr i tsa la r  o linsa ,  bu  b u y ru q  bilan AX -  В m a tr i tsav iy  
te n g la m a  y ec h im in i  ham  top ish  m u m k in .

13 - 4  6 |

2 4 2 j m a tr i tsav iy  te n g lam an i

- 2 5 5 J

y ech ing .  
yechish.

> w ith(Student| L inear  Algebra]):

> A : -  « 1 ,0 ,1  >]<3,1,-1 >!<-!,- 2 , 0 » ;

( \  3 - 1 л|

A - J o  ! - 2  |
I ! 0 I

'  i з  -  Г

0 1 - 2 Л'  =

. 1 1  0ч /

> А :=Ал(-1);
2 ! 5 л
1 1 1
2 1 2

1
,7  7 7./

> В := «13 ,2 ,-2> |<-4 ,-4 ,5>!<6 ,2 .5» ;

13 — 4 6

В:= 2 4 2

- 2 5 5,
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> Х:=АЛ(-1).Б;

Л := 4 - 2  О 
! 1 - 1

A matritsaning yadrosi deb shunday vektorlar to'piami v ga avtiladiki. 
A matritsaning bu vektorlar to'plamiga ko'paytmasi nolga teng, ya'ni Лх -  0 
bo'iadi. Bunda A matritsaning yadrosini topish bir jinsli tenglamalar sistemasi 
yechimlarini topishga ekvivalent bo iadi.

Л matritsaning yadrosini kernel (A) buyrug'i bilan topish mumkin.

4.15-misol.
,v+ у  =0 ,

2y  - 2  = 0, tenglamalar sistemasini yeching. 

X + 3y -  2 = 0

Yechish.
> w ith(linalg):
> A  :=array (|[ 1,1.0 |,j0 ,2 ,-1 1 ,|1 ,3 ,-1 ||)

> kernel (A) :

1.4.7. M ashqlar

Tenglamalar sistemasini tekshiring:

4.1.

4.3.

x. -  ,x2 + x- -  2,
X, f X; -  J, = 1,

! 5jt, -  .x, + x t = 7.

,x, + x. + 5л:, + 2.x„ = t, 
2x. • .x2 + 3x, f 2x, = -3 , 

2xt + 3x2 + 1 Ix, + 5лсд = 2. 

дг, 4 x2 + 3jc, + 4.x„ = -3 .

4.2.

4.3.

— X, — X, -I .

■ 5-x, -  -v, ■+ 2.x. 3.
[ 4jc, + 3xx = 4.

xi 4- x2 -  дг. + 2x4 -- 3, 
2x, —x2 + xy -  x4 = 1, 

3x, + jc2 -t- 2x, -  xA = 5,

X) ~ X2 + ~ ̂ *4 = 2-

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

f2x, *• .x,+3.x, = -1 3 , |3 x ,+ 2
4.5. | .x, + 2.x, -  дг, = -2 , 

l 3x, + ,x, - 4 x ,  = 7.

Зл, -1
4.6. J 2.r, + x, + 2x. - 4

.X, -  3.x, + ,x, - У
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4.7. •

4.9.

.г, + 2хг + х, -  2хА = -4.

Х2 4- X. + Зх. -  1,
! 2х, + .V, -  х4 -  0.

! Зх, + г, -I- 4л, = -2.

Г2х, + Зл2 -  .V, -.г , --- 8,
I Зх -I- х: -  л, х, - X, 

х, -  хг + х, -  л, = О, 

3.x,  ̂7х, -  Зх, -  ,х4 = 1Ъ.

4.8. •!

4.10.

j 2х, 4  л . + л, -  4, 

х, - х  4  2х, +  2л . = !, 

х, +3х, + 2х< = -5 , 

Зх- - х ,  ‘ 2л, = 3.

л, -  2л2 -  3.x- +■ 5л4 - - 1 ,  

2л, --Зл, + 2л, -г 5л, -  -3 , 

5л. -  7.x, + 9х3 4 IO.v, = -8 ,  

л. -  л, + 5л, = -2 .

Tenglamalar sistemasini Jordan-Gauss usuli bilan yeching:

; л. * 6л2 ь Зл, = 21,

4.11. j 4л, г 8л, 4 л, = 18. 

[З.х, -I 5.x, + 4л, = 33.

I *i + + ». = -2,
4.12. \ Зл', - 2л; (-Зл-j — 5,

4 л, + 3л, + 5 л , = 1.

Tenglamalar sistemasini LU yoyish asosida yeching:

j 3 x , - 7 x 2 - 2 x ,  = - 7 ,  | x , -2 .x ; + x, = 3.

4.13. +5.x, * x, = 5, 4.14 . - -  4x, + 5x, + 2л, -  0,
6л, - 4 л ,  = 2. J 6 л ,-9 л , + х, 6

j х. -  л, f 2х, = 0, ; л, -  Зл 4 2л, = 1.

4.15. •) л, - З л 2 4 л, - - 5 ,  4 .16. < л, - 2 л 2 1.
Зх, + 7х2 4 5л, = 7 ; 2 л 2 -  Зл, = -3 .

Tenglamalar sistemasini matritsalar usuli bilan yeching:

л! + 2x, -  л, - 3,
4.17. <| 2 л ,-л , 4 2x, - —1, 

j л, т Зл, — л. = 6. 

j" л, -г2л, + x, = 8,
4.19. J л t 2.x, + 3.x, -10, 

j 2.x, -  3x2 -  4л, - -4 .

Tenalamalar sistemasini Kramer formulalari bilan veching:

I 2.x. 4  x 2 -  r ,  -

1.4 .18 . -j 2л, t  2x, -- Зл, - 

( л, t 2л, -  2л, -  

| 2.x, 4 7.x, -  x, - 
1.4.20. ; x, • 2 » 4 л, = 

Зх, - 5 x 2 4.3л, =

2,
-3,
_ s

10,

2,
-5.

4.21. ;
Зл, - 4 л2 = 17,

! 5л, ) 2.x, I i .

!.x, 4 2x, 4 3x, = 5.

3.x, -  2л, 4 Зх* I

2x ,+ 3 x 2 -2 л , = 8

I х, +2л, +3л, = 6,
4.25. < 4л, 4 5.x, 4 6л, - 9,

7.x, +- 8л, = - 6

1.4.22.
f 5.Х'1 4  7.x = 1,

] 6л, f 4л, = 10 

2 л ,  -  2 л 2 4  х ,  - 

1.4.24. < х '■ Зл, + л,

! Зл, ! 2х, -2 л ,

1.4.26.
ах, 4 ах2 4 л, 

Л , 4  а 2Х2 4  л, 
л, 4  ал, 4  ах,

8 ,

: —3.
: -J .

I.
а,

= 1.

71



4 .2 7 _ 2 X - V . . 2 V .  °. , . 4.28 . U  *
[3x,~ x,+3x,-0. |5jc. f Здг.4 Зл, 0.
| Зл, + x, + 2лj = 0, 12л, т Зл, + x. = 0,

4.29. | л, - 2x2 — 3x, = 0. 1.4.30. j Зл, -  2л2 + Зл, 0,
15л, j-5л,- 4л, -- 0. 14л, + Зл. + 5л, - 0
f л, + 3х,-6х, +2л4 = 0, | л -  л, -2л, + Зл., - С.

4.31 .  ! 2х'~  Хг + 2л' = 0 ' 1.4.32. j Г| "2 " 4 , ‘ =Г’-I Зл, -  2х2 -I- 2л; -  2х4 -  0. j л, -  4л, + л, > 10л4 - О,
| 2л, л2 +4х, +8л„ =0. | 2л, х, -2  г, -  х. • 0.

Bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasini 
toping:

j л , - л ,  + л, —X. = 0 ,  J л, - Зл, -  V ,-  ,v, -  I).
4.33. 12x, + x, + л, + л4 = 0, 1.4.34. <2x - л ,  + л, = 0.

1 4 л , - л 2 + 3 x , - x 4 = 0. I x. j- 1 0 x , -4.v, -  3x4 0.

Tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan. Kramer formulalari bi'an 
matritsalar usuli bilan Maple matematik paketida yeching:

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

4.35.
5x, + 8л, -  X j= ~ 2 , I x, -t 2л , . x , -  0,

x, + 2 x ? + 3x, = -4. 1.4.36. |  Зл, -  5x, + 3x, = i 1.
2x, - 3 x 2 + 2 x , = 3. ! 2x +■ 7x, -  л, = --3
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• Vekiorlar

* Vekiorlarnmg 
ku'paytraalari

liilyam Rouen 
Gamiiton flS05-l865) - 
Irtwrdiyalik matematik, 

mexanik va fiyk.

<>mukmning fizik!i m  
nuitemntika sohtHsUiagi 
imftfiyvdaH o’z. thtmda 
shiHJatii hofxais ya 
/аппгщ  Ыг песйв <?‘я  
уШ г Ыв‘« nfyshiga 
xntnm

6&KtiftmHhtg ish (an  
veksorti alfjtsbratiing 
m 'fipaniitisinga va 
f m g a  mkt.or т а уй т  
iw k ttttvh a sin m g  Kirin- 
ti'higii mrt&i bo'lgan.

fitsmltm (tmonida» 
kitiiilgen gvdegraf tu- 
ihum'hati kinemotiku 
;>« tfirtimikm}» tulkUi 
щкпаЖ

VEKTOR LI ALGEBRA 
ELEMENTLARI

2.1. V EK TO R LA R

Vektor nisbatan yangi matem atik 
tushuncha hisoblanadi. «Vektor»  term inining 
o ' / i  1845-yilda  Uilyam Rouen Gam iiton  
tom onidan kiritilgan.

Vektor tushunchasiga son qiymati va 
yo 'na lish i bilan xarakterlanuvchi obyektlar 
bilan ish ko 'r i lgan ida  duch kelinadi. Bundav 
obyektlarga kuch, tezlik, tezlanish kabi fizik 
kattaiiklar misol bo 'iadi.

V ektor m atem atikaning turli boMimlarida, 
m asalan, elementar, analitik va differensial 
geom etriya boMimlarida qoMlaniladi. Vektorli 
a lgebra fizika va inexanikaning turli 
bo 'l im lariga . kristallografiyaga, geodeziyaga 
tatbiq qilinadi. Vektorlarsiz nafaqat klassik 
m atematikani, balki boshqa k o ‘plab fanlami 
tasavvur qilib boMmaydi.

2=1.1. Asosiy tushunchalar

Tayin uzunlikka va yo 'na lishga  ega 
boMgan kesma vektor deb ataladi.

Vektor AB yoki a bilan belgilanadi. 
Bunda A nuqtaga vek tom ing  boshi devilsa, 
В nuqtaga uning oxiri deyiladi.
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Boshi va oxiri orasidagi m asofaga vektorning uzunligi yoki moduli 
deyiladi. V ektorning moduli | / t S | y o k i j a |  ko 'r in ishda  belgilanadi.

Boshi va oxiri ustm a-ust tushadigan vektor nol vektor deb ataladi 
va 6 bilan belgilanadi. B unda  j0 1= 0 bo'ladi.  Nol vek tor y o ‘nalishga ega 
b o ‘lmaydi.

Uzunligi birga teng vektorga birlik  vektor  deyiladi va k o 'p  
hollarda e orqali belgilanadi.

« v e k t o r  bilan bir xil y o ‘naigan birlik vektorga a vektorning orti 
deyiladi va <3J bilan belgilanadi.

1 - ta ’rif. B ir to 'g 'r i  chiziqda yoki parallel to 'g ' r i  chiziqlarda 
yotuvchi vektorlar kollinear vektorlar  deb ataladi.

a va  b vektorlarning kollinearligi a p  deb yoziladi. Kollinear 

vektorlar bir  tonionga yo 'na lgan  (yo 'na lishdosh , ular a'i'I'b kabi 
belgilanadi) yoki qarama-qarshi tomonlarga yo 'na lgan  ( ular a T I /?  kabi 
belgilanadi) bo 'lish i mumkin. Hoi vektor har qanday vektorga kollinear 
hisoblanadi.

2 - ta ’rif. Bir tekislikda yoki parallel teksliklarda yotuvchi vektorlar 
kom planar vektorlar  deb ataladi.

3 - t a ’rif. a va i  vektorlar kollinear, yo 'na lishdosh  va uzunliklari 
teng b o ‘lsa, ularga teng vektorlar deyiladi va ci=b  kabi yoziladi.

V ektorlar tengligining bu t a ’rifi erkli vektorlar deb ataluvchi 
vektorlami xarakterlaydi. Bu ta 'r ifga asosan erkli vektom i fazoning 
ixtiyoriy nuqtasiga parallel ko 'chir ish  m um kin bo'ladi.

Erkli vektorlar tushunchasidan foydalanib, vektorlarning 
kollinearligi va komplanarligi uchun boshqa ekvivalent ta ’riflarni berish 
mumkin: agar ikkita nol bo 'lm agan  vektorlar bir nuqtaga ko 'chir i lganida  
bir to ‘g ‘ri chiziqda yotsa, bu vektorlarga kollinear vektorlar deyiladi; 
agar uchta nol bo 'lm agan  vektorlar bir nuqtaga ko 'chir i lganida  bir 
tekislikda yotsa, bu vektorlarga kom planar vektorlar deyiladi.

Ayrim hollarda vektorning erkli ko 'chirilishi chegaralanishi 
mumkin. A gar vektorning qo 'y il ish  nuqtasi q a t ’iy fiksirlangan b o ‘lsa, bu 
vektorga bog'langan vektor deyiladi. A gar vektorning boshi joylashishi 
m um kin bo 'lgan  chiziq berilgan bo 'lsa , bu vektorga sirpanuvchi vektor 
deyiladi. B og 'langan  va sirpanuvchi vektorlar nazariy m exanikada keng 
qo 'llaniladi. M asalan, M nuqtaning radius vektori bog 'langan  vektor 
bo 'ladi; aylanm a harakatda aylanish o 'q id a  joy lashgan  burchak tezlik 
vektori sirpanuvchi vektor bo 'ladi.
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2.1.2. Vektorlar ustida chiziqli amallar

V ektorlam i q o ‘shish, ayirish va vektom i songa k o ‘paytirish amaliari 
vektorlar ustida chiziqli am allar  hisoblanadi.

Ikkita a va b vektor berilgan bo 'ls in . Istalgan О nuqta olib, bu 
nuqtaga OA=d  vektom i parallel ko 'ch iram iz . A nuqtaga AB = b 
vek tom i qo 'yam iz . Bunda birinchi vektorning boshini ikkinchi 
vektorning oxiri bilan tutashtiruvchi OB vektorga a va  b vektorlarning  
y ig 'in d is i  deyiladi. y a ’ni OB = a + b (1-shakl). V ektorlam i qo 'sh ishn ing  
bu usuli uchhurchak qoidasi  deb ataladi.

Ikkita vektom i para lle logram m  qoidasi  bilan ham qo 'sh ish  
m um kin. Bulling uchun О nuqtaga OA = a va OC=b  vektorlami 
q o ‘yam iz  va ulardan parallelogramm yasaymiz. Bunda
para lle logram m ning О uchidan o 'tkazilgan OB diagonal d + b 
vektom i beradi (1-shakl).

Bir nechta vektom ining  yig 'indis in i topish uchun bu vektorlarga 
leng vektorlardan k o ‘pburchak (siniq chiziq) hosil qilinadi. Bunda 
boshi birinchi
vektorining boshida, oxiri esa oxirgi vektorining oxirida bo 'lgan  vektor 
ko 'pburchak  barcha vektorlarining y ig 'ind is iga  teng  bo 'ladi.  Bir necha 
vektom i bunday qo 'sh ish  usuliga ko 'pburchak  qoidasi  deyiladi. 2- 
shaklda to 'r t ta  d ,b ,c ,d  vektorlarning yig 'indis i л vek to rtasv ir langan .

a va b vektorlarning ayirmasi  deb, a vektor bilan b vektorga 
qarama-qarshi bo 'lgan  (-f t)vektor y ig 'ind is iga  aytiladi, ya 'n i  

a -  b = d + ( - b ).

d - b  avirmani topish uchun d va b vektom i um um iy О nuqtaga 
qo 'vam iz . Bunda b vektor oxiridan d vektor oxiriga yo 'na lgan  vektor 
d - b  vektom i beradi (3-shakl).

A
A

1-shakl. С
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О А = a v a  OB = h v ek to r la rg a  qu r i lgan  OACB p a ra l le lo g ra m m n in g  
d ia g o n a l  vek to rla r i  bu  v ek to r la rn in g  y ig ‘in d is id an  va  ay i rm a s id a n  iborat 
b o ' la d i  (4 -shakl) .

A

a vektorning  Я * 0  songa ko 'p a y tm a s i  deb ,  a v e k to rg a  kollinear.  
uzunlig i | Я | - j I g a  te n g  v a  y o ‘nal ish i  Д > 0  b o ' ig a n d a  й v ek to r  
y o ‘nalish i b ilan  b ir  xil, Я < 0 b o ' ig a n d a  a v e k to r  y o 'n a l i s h ig a  q a ra m a-  
q arsh i  b o ' lg a n  ла v e k to rg a  aytiladi.

V ek to rn i  so n g a  k o 'p a y t i r i s h n in g  bu ta 'r i f id a n  q u y id a g i  xossa lar  
ke l ib  chiqadi:

1-xossa. a ( a * 0 )  va /S v ek to r la r  k o l l inea r  b o ' l i sh i  uch u n  h =■ ли 
b o ' l i s h i  za ru r  v a  yetarli ,  bu y e rd a  A -b i ro r ta  son;

2-xossa  a =\ a \ ■ a ( a * 0 ) ,  y a ’ni h a r  b ir  nol b o ' lm a g a n  v ek to r  

uzun l ig i  bilan o r t in ing  k o 'p a y tm a s ig a  teng  b o ' lad i .

Vektorlar ustida chiziqli amallar ushhu xossalarga ega.

Г. d + b = b + 5 ;  2 \  (a + Л) + c = a + ( b + c ) ;

3". d ~ 0  = a; 4". a  + ( - a )  - 0;

5". ?.(!мй) = (Я • ц ) а ; 6". (л + / i)a = Ха + pa :

7 ’. Я(а + h)  = Яд + АЛ; 8'. 1 а -  а.

X o s s a la m in g  isboti v e k to r la m i  q o 's h is h  v a  ay irish  qo ida lar i  h am d a  
v e k to rn in g  s o n g a  k o 'p a y t i r i s h  t a ’r if idan  bevos i ta  ke l ib  ch iqad i.
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Misol tariqasida xossalardan birinchisini isbotlaymiz. AB vektor 
dan va BC vektor b dan iborat 
boMsin (5-shakl). U holda vektorlami 
q o ‘shishning uchburchak xossasiga 
k o 'ra  ABC  uchburchakda

A C = a + b

boMadi.
Paralle logram m ning xossasiga 

k o r a :
AD = В С . DC = AB .

V ektorlam i qo 'sh ishn ing  uchburchak xossasiga ko 'ra ,  AD 
uchburchakda

. 1C = AD t DC = b + a

bo'ladi.
Bundan, а т  b = b + a kelib chiqadi.
I-misol. A BCD to 'g 'r i

to 'r tburchakn ing  tomonlari
AB = 3. AD = 4. M -  DC tom onning 

o 'rtasi,  N - C B  tom onning  o 'rtasi (6- 
shakl). A M . AN~MN vektorlam i m os 
ravishda AB va AD tom oidar bo 'y lab  
yo 'na lgan  / va j  birlik vektorlar orqali 
ifodalang.

Yechish. a=\a',-a  boMishini hisobga 
olib. topamiz:

AB  = | A В | • 7 = 3 / , A D = | AD | ■ j  = 4 j .

6-shaklga k o ‘ra,

DM  = MC = ' DC = -  AB = -  7, BN -  NC = -  BC = -  AD = 2 j  .
2 2 2 2 2

Vektorlam i qo 'sh ish  qoidasi bilan topamiz:

5-shakl.



2.1.3. V ektom ing o ‘qriagi proeksiyasi

Sanoq boshini aniqlovchi nuqtasi va biriik vektori berilgan to 'g 'r i  
chiziqqa o 'q  deyiladi.

ё biriik vektor va  О nuqta / o 'qn i  b irq iym atl i  aniqlaydi.
M  nuqtadan / o 'q q a  tushirilgan AA, perpendikulyarning At 

asosiga A nuqtaning  I о ‘qda g ip ro eks iya s i  deyiladi (7-shakl).
AB {AB * 0) ix tiyoriy  v e k to r  

boMsin. At v a  B, b ilan  m os  rav ish d a

AB vektor boshi va oxirining / o 'qdag i 
proeksiyalarini belgilaymiz.

A B, vektorga A В ve k to m in g  I
о ‘qdagi tashkil etuvchisi  deyiladi.

4 - t a ’rif. AB ve k to m in g  I о 'qdagi . £ 
proeks iyas i  deb ±j A B, | songa aytiladi 

va Pr, A В bilan belgilanadi. Bu son 

Л Д  tashkil etuvchi va I o 'q  bir tomonga y o 'na lgan  b o 'isa  m usbat 
ishora bilan, aks holda manfiy ishora olinadi (7-shakl).

D emak,

7-shakl.

Pti AB = ± \ A B ]\.

5 - ta ’rif. a vek tor bilan uning /o 'q d a g i  tashkil etuvchisi a, vektor 
orasidagi tp burchakka a vektor hilan I о ‘q orasidagi burchak  ( ikki a va 
a, vektor orasidagi burchak) deyiladi. Ravshanki, 0 < w < л- (8-shakl).

V ektom ing  o ‘qdagi proeksivasining asosiy xossalari bilan 
tanishamiz.

1-xossa. a vek tom ing  I o ‘qdagi 
proeksiyasi a vektor m odulin ing bu 
vektor bilan o ‘q orasidagi <p burchak 
kosinusiga k o ‘paytm asiga teng, y a ’ni 

Pr. a =| a \ cos <p .
Isboti. A gar a vek tor bilan /o 'q

orasidagi burchak o 'tk ir 0 < q> < - -  
\  2

bo 'isa ,  a, tashkil etuvchi va / o ‘q bir 
tom onga yo 'na lgan  boMadi.

8-shakl.

78



U holda

Pr, a  = + 1 a\ !=| a  | cos tp.

A gar a vektor bilan / o ‘q orasidagi burchak o ‘tm as  \^~<(р < л

bo 'lsa , a. tashkil etuvchi va / o 'q  qaram a-qarshi tom onga yo 'na lgan  
bo'ladi.

U holda

Pr, a  = - |  a\ |= - |  a  | cos(7T -  <p) =j cl | cos tp .

Agar tp — — b o ‘lsa, u holda

Pr, a -  0 =| a \ cos —■ =) a \ cosip .

Bu xossadan quyidagi natijalar 
kelib chiqadi.

1 -na li ja .  Vektorn ing  o ‘qdagi 
proeksiyasi:

1) vektor o 'q  bilan o 'tk ir  
burchak tashkil qilsa, m usbat 
bo 'ladi;

2) vektor o 'q  bilan o ‘tmas 
burchak tashkil qilsa, m antly  b o ia d i ;

3) vektor o ‘q bilan to 'g ' r i  burchak tashkil qilsa. nolga teng b o ia d i .
2 -n a t i ja .  Teng vektorlarning bitta o 'qdag i  proeksiyalari teng 

b o ia d i .
2-xossa. Bir nechta  vektor y ig 'ind is in ing  berilgan o 'qdagi 

proeksiyasi vektorlarning shu o 'qdag i  proeksiyalari y ig 'ind is iga  teng, 
masalan,

Pr, (u + b + c) = Pr, a + Pr, b + Pr, с .

Isboti. d  = a + h + с bo 'ls in .

U holda (9-shakl)

va ni

Pr,t/ = + | d, |= + |a ,  \+\b, ) - |c ,  |,

Pr, (a + b + c) = Pr, a + Pr, b + Pr, с . 
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3-xossa. Vektor skalyar songa k o ‘paytirilsa, uning o 'qdagi 
proeksiyasi ham shu songa ko 'payad i.  ya 'n i

Pr, (Ad) = A ■ Pr, a .

Isboti. V ek tom ing  o ‘qdagi proeksiyasining I-xossasiga ko 'ra ,

Я > 0 da Pr (Aa) =| Ad ; cosip  = A \ d \ cos(p = A ■ Pr, a.

A < Oda Pr,(A«) =j Ad \ cos(;r ~(p) = -A  \ a | (-cosip) = A\ a j coscp = A ■ Pr, a.

A = 0 da Pr, (0 • a) = 0 = 0 ■ Pr, a = A ■ Pr, a.

3 -n a t i ja .  Vektorlar  chiziqli kom binatsiyasin ing o 'qdag i  proeksiyasi 
bu vektorlar o ‘qdagi proeksiyasilarining mos ehiziqii kom binatsiyasiga 
teng, masalan,

Pr (kd + rib) = к Pr, d + n Pr. b .

2-misol. ABC to 'g ' r i  R
burchakli uchburchakning
katetlari BA = 5, BC = 5л/з . ABC 
uchburchak balandliklari b o ‘ylab 
y o ‘nalgan vektorlarning AC 
gipotenuza bo 'y lab  yo 'na lgan  I 
o 'qdag i  proeksiyalarini toping.

Yechish.
ZBAC = (p, ZBCA  = ц/ bo'lsin  

deylik.
U  holda

BA 5 _  [
~ 2 ’

cos cp -
AC f i + ( 5 / 3  У

COS I// =
BC

10-shakl.

5V3 [4 \  j

AC  vV + ( 5 v '3  У

ABC  u c h b u rc h a k  ba land lik lar i  b o 'y l a b  y o 'n a lg a n  v e k to r la r  AB, CB, 
BI) b o ' ia d i  (10 -shak l) .  B u  v ek to r la rn in g  / o 'q d a g i  p roeks iya la r in i  
topam iz :

Pr, AB =| AB I • cosip ~ 5 ■
2 2

л/3 15
2 ’

Pr, BD =| BD I ■ cos = 0.1 1 1 7
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2,1.4. Vektorlarning chi/.iqli bngMiqligi. Bazts

Uch oMchovli К fazoda vektorlar berilgan bo 'ls in . ixtiyoriy
a ,.a ,,u ,  sonlarni o lam iz  va a,,a ,,a , vektorlardan

a ~ a ,a . + a.a . + a ,a ,  (1.1)

vektom i tuzamiz. Bunda a vektorga d ,a . .... an vektorlarning
chiziqli kom binatsiyasi, a  ,a  .a , sonlarga bu chi/.iqli kombinatsiyaning 
koeffitsiyentlari deyiladi.

6 - ta ’rif. Agar a ,a,,a, vektorlar uchun kamida bittasi nolga teng 
b o 'lm agan  shunday a r a ,.a .  sonlar topilsa va bu sonlar uchun

«,и + а .й ,  + а ,а ,  =-0 (1.2)

tonglik bajarilsa, d .d  .J. vektorlar sistemasiga chiziq li bog 'liq  vektorlar 
deyiladi.

7-ta"rif .  Agar (1.2) tenglik faqat a . = a 7 = a ,  =0 bo 'iganda  o'rinli 
bo 'lsa ,  d..a ,,a , vektorlar sistemasiga chiziqli erkli vektorlar  deyiladi.

1 - teo rem a. dr d,,a , vektorlar chiziqli bog 'l iq  bo 'lish i uchun ulardan 
hech boMmaganida bittasi qolganlarining chiziqli kombinatsiysidan 
iborat boMishi zarur va  yetarli.

Isboti. Zarurligi. Berilgan vektorlar chiziqli bog 'l iq  bo'lsin . U 
holda (1.2) tenglik bajariladi, bunda a. (A = 1,2,3) sonlardan kam ida 

bittasi nolga teng bo 'lm aydi.  a ,  * 0 bo 'ls in  deylik.
U holda

a , . a .  .
a, = -----a , ----- a,

a .  a.,

bo'ladi,  ya 'n i  <5, vektor qolgan vek to ram ing  chiziqli kombinatsiyasidan 
iborat

Yetarliligi. Berilgan vektorlardan bittasi, masalan, a. qolganlarining 
chiziqli kom binatsiysidan iborat boMsin:

5, = or,а + a  ,d2.
Bundan

a d. + a .d  f  (- l)a , = 0

kelib chiqadi, y a 'n i  (1.2) tenglik a . = - l d a  bajariladi. Demak, berilgan 
vektorlar chiziqli bog 'liq .



7-ta 'r ifga k o 'ra  bitta nol bo 'lm agan  a vektordan iborat sistema 
chiziqli erkli bo 'iad i.  chunki a a =  0 tenglik faqat va faqat и = 0 da 
bajariladi.

Demak. bitta a vektordan iborat sistema faqat va faqat a -- 0 
bo 'lgan ida  chiziqli bog 'l iq  b o ‘ladi.

Tekislikdagi vektorlarning chiziqli bog 'l iq  yoki chiziqli erkli 
boMishi haqidagi masalani qaraymiz.

2 - te o re m a .  Ikkita a, va a, vektor chiziqli b o g ‘liq bo 'lishi uchun 
ular kollinear boMishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. a. va 5, vektorlar kollinear bo 'ls in .  IJ holda 

a: = M, bo 'iad i, bundan Aa, + ( - l )a ,  = 0 yoki a .a, + a .a. = 0 . Demak, 
vektorlar chiziqli bog 'liq .

Yetarliligi. a, va a2 vektorlar chiziqli bog 'l iq  boMsin. U holda
a,a, + a , a ,  =0  tenglik a, va a , sonlardan kamida bittasi, masalan, a

noldan farqli bo 'lgan ida  bajariladi. Bundan a1 - - —Lal yoki d2 = Ad,
a '

kelib chiqadi. D emak, vektorlar kollinear.
Bu teorem adan quyidagi natija kelib chiqadi
4 -n a t i ja .  Ikkita a, va  a2 vektor chiziqli erkli bo 'l ish i uchun ular 

kollinear bo 'lm aslig i zarur va yetarli.
3 - teo rem a . Agar ё va e2 biror tekislikning ikkita kollinear 

boMmagan vektoilari bo 'isa .  u holda shu tekislikning istalgan 
uchinchi a vektorini bu vektorlar bo 'y icha  yagona usulda

a = а,ё, + а .ё2 (1.3)

ko 'r in ishda  yoyish m umkin.
Isboti. Bitta О nuqtaga 

vektorlam i qo 'yam iz :  O E ,= e ,,

OE, = c2, OA = a . A nuqtadan e, va 
e2 vektorlarga parallel ikkita to 'g ' r i  
chiziq o 'tkazam iz . Bu to 'g 'r i  
chiziqiar bilan e va ё2 vektorlar 11-shakl.
yotgan to 'g ' r i  chiziq lam ing
kesishish nuqtalarini m os ravishda A, va A, bilan belgilaym iz (11- 
shakl).

Ikki veklor y ig 'ind is i  ta 'r if iga  ko 'ra ,  OA = OA, + A,A, bu yerda



4,A = OA, ekani h isobga olinsa

d = О A, + О A . (j .4)

t;, va OA, vektorlar kollinear bo 'lgani uchun OAx = a,t ;, va shu kabi 

OA, = a te, bo 'lad i.  Bu tengliklarga k o ‘ra, (1.4) tenglikdan (1.3) tenglik 
kelib chiqadi.

(1 .3) yoyilm aning  a  va a , koeffitsiyentlari bir qiymatli 
aniqlanishini ko 'rsatam iz. Buning uchun

d = Дё, -г p :c2 (1.5)

voyilm a m avjud  bo 'ls in  deb faraz qilamiz.
( 1.5) tenglikni (1.3) tenglikdan hadm a-had ayirib. topamiz:

[a t -  Д)ё, + ( « . -  p  )e =0.

Shaitga ko 'ra , e, va c; vektorlar kollinear emas. U holda 1-narijaga 
ko 'ra , ular chiziqli erkli. Shu sababli oxirgi tenglik faqat a, -  p. =0 va

a , - 3 , =  0 bo 'lgan ida  bajariiadi. Bundan а , = Д ,  а ,  = Д .  Demak,
(1.3) yoyilm aning  a, va a , koeffitsiyentlari bir qiymatli aniqlanadi.

4 - teo rem a . Tekislikdagi liar qanday uchta vektor chiziqli bog 'liq  
bo'ladi.

Isboti. а , ,я , ,а ,  vektorlardan ikkitasi, masalan, a va a, kollinear 
vektorlar bo 'ls in . I) holda a1 = a  a i yoki d, =a,d. + 0 a ,b o ' lad i .  Demak, 
d ,d vektorlar chiziqli bog 'liq .

d.,a ,,d . vektorlardan istalgan ikkitasi kollinear bo'lrnasin.
li  holda 3-teoremaga k o 'ra  a, vektomi

d, =a,a , + a , d , ,

ko 'r in ishda  yozish m umkin. D emak, d ,,a ,,a , vektorlar chiziqli bog 'liq .
2- va 4-teorem alardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
5 -n a t i ja .  Tekislikdagi chiziqli erkli vektorlar soni ko 'p i  bilan ikkiga 

teng.
6 -n a t i ja .  Tekislikdagi vektorlar uchun ko 'rsati lgandagi kabi 

fazodagi vektorlar uchun quy idagi xulosalarni ko 'rsatisb  mumkin:
1) U chta  vektor chiziqli bog 'l iq  bo 'lish i uclwin ular kom planar 

bo 'lishi zarur va yetarli;
2) Uchta vektor chiziqli erkli bo 'lish i uchun ular kom planar 

bo 'lmasligi zarur va yetarli:
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3) Agar е,,г,,ё, vektorlar kom planar bo 'lm asa .  u holda istalgan a 
vektor bu vektorlar b o ‘v icha yagona ko 'r in ishda  yoyilishi mumkin, 
ya 'n i

a = а,ё, + a ,e2 + а , ё , : I i .6)

4) Uch oMchovli fazodagi har qanday to ‘rtta vektor chiziqli bogMiq 
b o ‘ladi;

5) Fazodagi chiziqli erkli vektorlar soni k o 'p i  bilan uchga teng.

Tekislikdagi bazis  deb, istalgan ikkita chiziqli erkli vektorga aytiladi.

5-natija va 3-teorem aga k o ‘ra, tekislikdagi istalgan d veklomi 
bazis b o ‘y icha  yagona ko 'r in ishda  yoyish m um kin . ya 'n i

d  =  а , г  ч а . ё 2. ( 1 .7)

(1,7) tenglikka d v ek tom ing  e,,e2 bazis bo ‘yicha yoyilmasi. a . .a 2 
sonlarga d vek tom ing  ё,,ё, bazisdagi affin koordinatalari deyiladi va 

d -  {a ,;a : } deb yoziladi.

I F azodagi bazis deb, istalgan uchta chiziqli erkli vektorga aytiladi.

6-natijada keltirilgan xulosalarga k o ;ra. uch oMchovli fazodagi 
istalgan a vek tom i bazis b o ‘yicha yagona ko 'r in ishda  yoyish

m um kin , y a ’ni
d = a.e\ + a 2e. + a x \ . (1.8)

Bunda sonlar 5 vek tom ing  ё,.ё.,ё, bazisdagi affin

koordinatalari boMadi, y a ’ni a =

3 -misol. Uchburchakli m untazam  piramidada A B ,A C ,A D - A  
uchning qirralari, D O - n  uchdan tushirilgan balandlik (12-shakl). A gar 
ё,,ё2,ё, m os ravishda AB,AC,AD  qirralar bo 'y lab  yo 'na lgan  vektorlar 

boMsin. DO vek tom ing  bazis bo 'y ich a  yoyilm asm i toping.
Yechish. Vektorlarni songa k o ‘paytirish am alin ing xossasiga k o Lra:

AB = At?,, AC  = Я2ё2. AD = A,e,, 

bu yerda л ,л , .A - h a q iq iy  sonlar.
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Piram idaning bir uchidan chiqqan qirralarida yotgan е , г . , ё ,  

vektorlar kom planar emas. Shu sababli DO vek tom i bazis
bo 'y icha  yoyish  m umkin.

Piramida m untazam  bo 'lgan i uchun 
lining balandligi asosining medianalari 
kesishish nuqtasiga tushadi, y a ’ni
О -  uchburchak medianalarining kesishish 
nuqtasi bo'ladi.

V ektorlam i qo 'sh ish  qoidasiga ko 'ra

Hunda

1)0 = D/i + AO.

DA = - A D  = ,

; 2 -  2 A R + A C  1
A О - AM =------------- - (Ac. + A,e,).

3 3 2 3 .................

Demak.

12-shakl.

DO = -Л/. + —(л.ё + / ).

2.1.5. Dekart koordinatalar sistem asida vektorlar

Fazodagi bazis sifatida o 'za ro  perpendikular bo 'lgan  i , j , k  birlik 
vektorlami olaylik Bunday bazis 
ortonorm allashgan bazis  deyiladi.
Bunda 7,J, к vektorlar bazis ortlari 
deb ataladi.

Koordinatalar boshidan mos 
ravishda i . j . k  bazis ortlari 
yo 'na lish ida  o 'tkaz ilgan  Ox,(fy,Oz  

o 'q la rga  koordinata  o 'qlari deyiladi. 
ih .Oy .O:  o 'q lardan  tashkil topgan 

Oxyz koordinatalar sistemaga to 'g 'r i  
burchakii (yoki dekart) koordinatalar 
sistemasi deyiladi.

Fazoda ixtiyoriy a vektorni olib,



u n in g  bosh in i  k o o rd in a ta la r  b o sh ig a  k e l t i ram iz ,  y a 'n i  a - O M  v ek to m i  
hosil  q i la m iz  (1 3-shakl) .

a v e k to m in g  k o o rd in a ta  o q ' la r id a g i  p ro ek s iy a la r in i  top a m iz .  

B u n in g  uchun  OM v e k to m in g  ox ir idan  k o o rd in a ta  tek is l ik la r ig a  parallel 
tek is l ik la r  o ‘tk a z a m iz  va u la m in g  k o o rd in a ta  o 'q la r i  b i lan  kes ish ish  
nuq ta la r in i  m o s  rav ish d a  М., M ,, M, orqaii  be lg i laym iz .  B u  te k is l ik la r

k o o rd in a ta  tek is i ik la r i  b ilan  b irga l ikda  d ia g o n a l la r id an  biri OM v ek to r  
boMgan to 'g ' r i  bu rch ak li  para l le lep ipedn i  hosil  q iladi.

B u n d a

Pr. a  = | ( Ш 11, Prv а  = j OM 2 1, Pxza = \OMy\.

B i r n e c h t a  v e k to r ia m i  q o 's h is h  q o id a s ig a  k o ' r a .

a = OM 1 + M ,N  + NM .

Y oki M tN  = O M ,, NM = ОМ ni h iso b g a  olsak.

й = O M , + OM 2 + O M ,. (1 .9)
Shunindek,

OM 1 = I OM  1 j • ?. OMi = \ O M . \ j ,  O M , = \ O M , \ k .  (1 .10)

a = OM  v e k to m in g  k o o rd in a ta  o ‘q la ridag i p ro eks iya la r in i  m o s  

r av ish d a  a 5.a ,  va  a, o rqa ii  be lg i la y m iz ,  y a 'n i  | Ш / . |  = а  , \O M : \ - a ..

I ОМ я I = a..
U ho lda  (1 .9 )  va  (1 .10 )  te n g l ik la rd a n  topam iz :

a = a j  + a j  + a. к . ( ! .  1 1)

(1 .1 1 )  te n g l ik  a v e k to m in g  l , ] , k  baz is  b o ‘y ic h a  y o y i lm a s i  deb  

yur i t i lad i .  a t , a v, a : so n la rg a  a v e k to m in g  dekart koordinatalari  (yoki 

o d d iy g in a  koordinatalari)  dey i lad i  va a ={a^\a ;a,} kabi yozi lad i .  

a = {a%\a ;a2} v e k to r  ber i lgan  b o ' l s in .

T o ‘g ‘ri bu rch ak l i  p a ra l le le p ip e d n in g  d ia g o n a l i  h aq idag i  teo rem an i  
q o ' l la y m iz :

I о м  12 = I о м ;|2-! о м 2|2+|о м , 12,

B u n d a n
I a |‘ = a\ + a[ +- a.
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ya 'n i  vektorning uzunligi uning koordinatalari kvadratlarining 
y ig ‘indisining kvadrat ikiiziga teng.

d vektorning Ox.Oy,Oz o ‘qlar bilan tashkil qilgan burchaklari mos 
ravishda a , p . у bo 'ls in  (13-shakl). cosa, со i p ,  cos у lar a vektorning  
yo  'naltiruvchi kosinuslari deb ataladi.

V ektorning o ‘qdagi proeksiyasi 1-xossasidan topamiz:

а к =| a | cosa , ay =i d j cos /? , a, =j d | cos у .

Bundan a # 0 b o ‘!ganida

a- ,) a ' / з 1 -j чcosa = — , cos у -- , cos p = — . ( I . I j )
\d\ \a \ |d l

(1.13) tenglikdan (1.12) formulani hisobga olib, topamiz:

cos' a  + cos: p  + cos2 у = 1, ( 1 1 4 )

y a ’ni nol bo 'lm agan  vektorning yo 'naltiruvchi kosinuslari 
kvadratlarining yig 'indis i  birga teng.

Bundan d" birlik vektorning koordinatalari c o s a ,  cos /?, co s у

bo 'lish i kelib chiqadi, y a 'n i  a'' = {coscr; cos/?; cos/ } .

4-misol. Uzunligi \ a \=2  ga teng vektor Ox,Oy koordinata  o 'q lari  
bilan a  = 60 , p  =120" li burchaklar tashkil qiladi. a vektorning 
koordinatalarini toping.

Yechish. V ektorning o 'qdag i proyeksiyasining I -xossasisiga ko 'ra :

и H a i cosa = 2cos60" = 2 • — = 1;
2

a v =! a | cos/? = 2cosl 20“ = 2 - f = -1

V ektorning uzunligini topamiz:

2 = yf\ +  l +  a ] .

Bundan



Demak,

d = {l:-l;v2} yoki a  = {l;-l:-v2}. 

a va  b vektorlar koordinatalari bilan berilgan bo 'ls in .

a  = cixi + ay i + агк . b = b j  + b j  + b,к . 

V ektom ing  o 'qdag i  proeksiyasining xossalariga ko 'ra :

a ± b  = (uv ± b K)i + (av ± bv)j  + (аг ± b. )k . (1.15)

a a — лах i + Aa j  + Aar к . (1.16)

d - h  о  -j a -  bv, 
a  = b .

( i - - 7)

Shunday qilib,
1) vektorlar q o 'sh ilgan ida  (ayrilganida) u lam ing  m os koordinatalari 

q o ‘shiladi (ayriladi);
2) vektor songa ko 'pay tir i lganida  uning barcha koordinatalari shu 

songa ko 'payadi;
3) teng vektorlarning m os koordinatalari teng bo 'iad i  va aksincha.

5-misol. a = - 4 i - 2 j + 4 k  vektor berilgan. Bu vektorga qarama-qarshi 

yo 'na lgan ,  kollinear va uzunligi i /? != 9 bo 'lgan  vek tom ing  
koordinatalarini toping.

Yechish. b vek tom ing  koordinatalari bx,by,bz. y a ’ni b = \b /.b / .b j  

bo 'ls in .

a v a  b vektorlar kollinear b o ‘lsa <j = Ab bo 'iadi.  bu yerda Л -b i ro r
son.

U holda ikki vek tom ing  tengligi shartidan

Bu koordinatalam i va b vek tom ing  uzunligini hisobga olib, 
topamiz:

V16Я2 + 4АГ+ I Ь/c = 9. ± 6Я = 9 voki Я = ± - .

6t = Aar, b =Яа , b_ =ла.
voki

b = -4A. b = -2 A ,  b = 4 Я .x у  > z
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a \a b  vektorlar qaram a-qarshi y o n a lg a n i  uchun A<0. y a ’ni

D em a k ,  b = {6;3;-6}.

Koordinatlar boshiga q o ‘yilgan va oxiri M nuqta bo 'lgan  r = ( ) M  
vektorga M  nuqtaning radius vektori  deyiladi. M (x \y \z ) nuqta radius 
vektorining koordinatalari r = {x;y,z}  boMadi.

Boshi .•/(*•.:>• ;z,)  nuqtada va oxiri S ( r , ; v 2;z ,)  nuqtada  bo 'lgan 

AB  vektorni qaraymiz. A va В 
nuqtalarning radius vektorlarini mos 
ravishda r. ={(*,:>•.; z j  va r = { x 2;v , :z : ] 
boMadi.

14-shak!ga ko 'ra ,  A В = T\ -  r].
Bundan (! .15) tenglikka asosan

AB = (x. -  .r, )i  + (v, -  v, ) j  + (z, -  z, )k 

yo k i

AB -- {.v. -  a, : y . -  v ,:z2 -  z ,}. (1 .18)

Shunday qilib. vektorning 
koordinatalari uning oxiri va boshining mos koordinatalari 
ay innas iga  teng.

(1.18) tenglikdan AB  vektorning modulini topamiz:

I *B  I = мЧ* “ л'; У + O’. -  У' f  + (z2 -  zi У (1.19)

AB  vektorning uzunligi A va В nuqtalar orasidagi masofani 
aniqlaydi. Shu sababli (1.19) tenglikka ikki nuqta orasidag i masofani 
topish form ulasi deyiladi.

6-nnsol. Para 1 le iogram rn  n ing  uch ta  k e tm a -k e t  uch i ber i lgan : 
,4(-l;3;l). B (-2:-5;3), C’(0;-1;1). BD d ia g o n a l  uzun l ig in i  top ing .

Yechish. Parallelogramm I) uchning x;y;z koordinatalarini

parallelogramm uchun AD = BC ekanidan aniqlaymiz. AD  va !i( 
vektorlam i (1.18) formula ko 'r in ish ida  yozamiz:

AD = {л' + 1;_у -  3,z -  1},

BC = {0 -  (-2);-1  -  (-5);1 -3 }  = {2;4;-2}.
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U ho lda  AD  = BC te n g l ik d a n  x  +1 = 2, y - 3  = 4, z - l  = - 2 ,  y a ’ni 

Dil;7;-1) b o ' l i sh i  kel ib  ch iqad i.  BD v e k to m in g  koo rd ina ta la r in i  

fcm m iz :

BD = {1 -  (—2);7 -  (—5);—1 -  3} = {3;12;-4}.

U holda

| BD |= +122 + ( -4 ) r  = V9+T44 +Тб = 13.

A ix ^ y ^ z , )  v a  B{x, ;y , ;z , ) nuq ta la rn i  tu ta sh t i ruvch i  k e s m a  ber i lgan
/1С

bc ' ls in .  AB k e sm an i  be r i lgan  Я > 0  n isb a td a  b o ' lu v c h i ,  y a ’ni = Я
С В

tenglikni ta 'm in la y d ig a n  C(x;y;z)  nuq tan i top ish  m asa las in i  y echam iz .

M a sa la n in g  sha rt iga  k o ' r a ,  ACxaG B  v e k to r la r  ko ll inea r ,  y a ’ni 

AC = Я Г В .
U  holda

AC = { x -  x, -y -  y, ;z -  z ,}, CB = {x -  x ;y 2 -  y ;z2 -  z} 

im batga  olinsa,

x - x t = A ( x 2 - x ), y ~ y ,  = M y ,  -  v ) .  z - z ,  =  Я(г; -  z).

B u  ten g l ik la rd an  x ,y ,z  larni topam iz :

х ^ Я )г ; = у  + Av _ = zx + Яг; o 0)

1 + Я 1 + Я ’ 1 + Я

(1 .20)  fo rm u la g a  kesm ani berilgan  Я nisbatda bo'lish  formulasi 
deyiladi.

(1 .20 )  ten g l ik la rd an  Я = 1 d a  k e s m a  o ' r ta s in in g  koo rd in a ta la r in i  
topish fo rm ula la r i  kel ib  ch iqadi:

Х = v = г = щ .  (1.21)
2 • 2 2

1-izoh. T ek is l ik d a  y o tu v c h i  AB k e sm a  u c h u n  (1 .20 )  v a  (1 .21)  
fo rm ula la r  qu y id a g i  k o ' r in i s h la m i  oladi:



7-misol. 4(2:5) va S(4;9) nuqtalam i tutashtiruvchi AB kesmani 
A C :CB = 1:3 n isbatda bo 'luvchi С  nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish. M asalaning shartiga k o ‘ra, Я = -* , C(x.y)  nuqtani 

(1.22) formulalar bilan topamiz.

I ■+■ 1 +
3 3

2 . 1 , 6 .  M a s h q l a r

1 .A g a r  I a + b |=| a - b  j bo ' l sa ,  J  va b vektor la r  qanday  shartn i  
qanoat lan t irad i?

2. |a j~13 ,  \b | 19 va  | <5 + i  |= 24 b o ' l s a ,  | d - b  | ni  h isob lang .

3. A g a r  M  — A В k e sm a n in g  o ‘rtasi b o ' l s a ,  f azon ing  ix tiyor iy  (^nuqtasi  

u ch u n  OM -- ^ tOA ■ OB) tenglikni  isbotlang.

4 . AD. BE. Cl- k e sm a la r  ABC  u c h b u rch ak n in g  m ed iana lar i  bo ' lsa ,

A i n  HI: т CF - 0 teng l ikn i  isbotlang.

5. J л — АБС  u c h b u rch a k n in g  b issik tr isas i.  AB -  а. АС = Ь , \a\= 2,

M l b o ' l s a ,  AN  vek to rn i  toping.

6. ABC!'> t eng  yonli  t r ap e ts iy ad a  ^  I \4B = 6 0 ' ,\ AD\=\ DC \=\( 'b  | 2 . 

М,Л - m o s  rav ishda  DC  va BC t o m o n la rn in g  o 'r ta la r i .  SM  vek torn i  mos 

ravishda  AB va AD  to m o n lu r  b o 'y la b  y o 'n a lg a n  rh va  ft b ir lik  v ek to r la r  orqali  
ifodalang.

7. О nuq taga  OA a va  OB b vek to r la r  q o 'y i lg a n .  А О  В  burchak  

b issek tr isas ida  y o tuvch i  b i ro r  OM  vektorni  toping.

8. ABC!) p a ra l le lo g ram m d a  AB - J  va AD  -  h , M  — p a ra l le lo g ram m  

d iagona l la r in ing  k es ish ish  nuqtas i .  M A , MB v ek to r lam i  a va b v e k to r la r  orqali  
ifodalang.

9. m n ing  q a n d ay  q iy m a t id a  с = a - m b  va rf = —</3a + 6A vek to r la r  ko l linear  
b o ' lad i?

10. B iror b a z isd a  ci [ m - \:2), b {3:«;6! vek to r la r  ber ilgan .  « va  b v ek to r la r  

ko llinear  b o ' l s a  m va n ni toping.

6, yoki
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11. ABC!) to 'g 'r i burchakli trapetsiya asoslari ; AH\- 4 va |C£>|=2 va 
AABC = 45‘. A B , A D , DC', Л С vektorlarning C B vektor bilan aniqlanuvehi o 'qqa 
proyeksiyalarini toping.

12. ARC teng tomonli uchburchakning tomonlari 2V3 ga teng, 
A D .B F X 'E -uchburchakning balandliklari. 4 B , SC, C A , A D , R F , СЁ 

vektorlarning Z R /C  burchak bissiktrisasi bo'ylab yo'nalgan I o'qqa 
proyeksiyalarini toping.

13. ARCD parallelogrammda P va Q mos ravishda BC  va CD tomonlarning 
o ‘rtalari. Bazis vektorlar <■', = AD va e2 = AR boisa ,  PQ vektorni bu bazis 
bo‘yicha yoying.

14. OACR to 'g 'r i to‘rtburchakda M va Л mos ravishda BC va AC 

tomonlarning o'rtasi. ОС  vektoming OM = a  va O N = b  vektorlar bo'yicha 
bazisga yoying.

15. ARCD piramidada P va Q mos ravishda AD va BC qirralaming o'rtasi. 
Bazis vektorlar e] -  AB, e2 = AC va = AD boisa ,  vektorni bu bazis bo'yicha 
yoying.

16. О ABC tetraedr berilgan. ()AOH,()C  vektorlardan iborat boigan 

bazisda OF vektorni toping, bu yerda A -asos  medianalarining kesishish nuqtasi.

17. Tekislikda uchta a = {3;—2}, b = {-2;l} va £ -■ 4} vektorlar 
berilgan Har bir vektoming qolgan ikki vektor bo'yicha yoyilmasini toping.

18. a -  {2;1;0!, 6={1;-1;2}. 5 = {2;2;-l} vektorlar bazis tashkil qilishini 

ko'rsating. d - {3,7 —7] vektoming shu bazis bo'yicha yoyilmasini toping.

1 2 -
19. <5 = {-1;5;-2} va A = {2;-l;3} vektor berilgan. 3a-2b va 

vektorlarning koordinata o'qlaridagi proeksiyalarini toping.

20. a = {l;-l;2}, * = {— 2;—3;1} va с = {0;—3,-2} vektorlar berilgan. -23  ■ 3 b -с 
va За -  2b т 2c vektorlarning koordinata o'qlaridagi proeksiyalarini toping.

21. Tomonlari 5 = {-l;0,7! va b - (5;—4;—5} vektorlarga qnrilgan 
parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.

22 AB = {2,6A) va AC = {4 ; 2 2} bo'isa, ABC uchburchakning CP 
medianasi uzunligini toping.

23. Fazoda M nuqtaning radius vektori koordinata o'qlari bilan bir xil 
burchak tashkil qiladi va uzunligi 3 ga leng. V/ nuqtaning koordinatalarini toping.

24. a vektor O X v a OZ o'qlari bilan mos ravishda 60" va 120 i i  burchak 
tashkil qiladi. Agar ] a |= 4 bo'isa, bu vektoming koordinatalarini toping.
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25. A gar d -  {2;—1,1} vektorning boshi At3;—2;—4} bo ‘lsa. uning cxirin ing 
koordinatalarini toping.

26. Agar a = {2:4;-l} vektorning oxiri i?(—1.3;—4} b o ‘lsa, uning boshining 
koordinatalarini toping.

27. Л va В nuqtalar berilgan. AB vektorning ortini toping:
1) Л М ;-9:6), B(8:6,-10): 2) Л(6;-1;9), й (2 ;4 :-3 ).

28. Д 2,-1 :0), fl(I;-i;2 ). ( ’(0,5:3) nuqtalar berilgan. a -  AB-CB  vektorning 
ortin i toping.

29. a = (2:3}, b -- {!:—3!. с = {-1:3} vektorlar berilgan. a  ning qanday 

qiym atlarida m = a + ab  va я -  a  + 3c vektorlar kollinear bo 'lad i

30. и -  1бГ - 12/ + \5k vektor bilan b ir xil yo 'na lgan  va uzunligi ji"|=15 bo 'lgan  
vektorning koordinatalarin i toping.

3 ! . Uchlari /)(-1,-3), й(2:-3), (7(2.1) b o 'lgan  uchburchakning perim etrini 

toping.

32. Uchlari /((- 3.-3). B(-l;3), C(l;-1) bo 'lgan  uchburchakning to 'g 'r i  

burchakli ekanini ko 'rsating .

33. Uchlari A(2:1), «(-1:1). ('(-3:2) nuqtalarda bo 'lgan  uchburchakka tashqi 

chizilgan aylananing m arkazini va radiusini toping.

34. M,  (-1.-2) va Л/,(3:4) nuqtalar berilgan. M tM 2 to 'g 'r i  chiziqda yotuvchi va 
U, nuqtaga nisbatan M, nuqtaga Sbarobar yaqin bo 'lg an  M(r.y)nuqtani toping.

35. Uchlari /J(l;4). «(-5.0), CV2;-1) nuqtalarda bo 'lg an  uchburchak 

m edianalarining kesishish nuqtasini toping.

36. Parallelogram m ning uchta ketm a-ket A t - 6:-4), «(-4.8), ( ’(-1:5* uchlari 

berilgan. Parallelogram m ning to 'rtinch i uchini toping.

37. Uchlari Л(4:1;-3). Bii;4;-2), C(l:10.-8) nuqtalarda b o ’lgan [BC 

uchburchakning f/Jm edianasi uzunligini toping.

2 . 2 . V E K T O R L A R N I N G  K O T A Y T M A L A R I

2.2.1. Ikki vektorning .skalyar ko‘paytmasi

Skalyar ко'paytmatting ta'rifi

l - t a ’rif. Ikki a va  h vektorning skalyar ko 'paytm asi deb bu 
vektorlar uzunliklari bilan ular orasidagi burchak kosinusi ko 'paytm asiga
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teng songa aytiladi va u ab (yoki a -A yoki (a ,o ) )  kabi belgilanadi, y a ’ni

ab =|a|-|Z>|-cosp, (2.1)

bu yerda <p - а  va b vektorlar orasidagi burchak (bunda vektorlarning 
boshi bir nuqtaga q o ‘yiladi).

(2.1) formulani boshqa k o ‘rinishda yozish m umkin.
M a ’lumki.

Prft a =\ 5 |c o s ^  va Pr, h =| b | coscp.

Bundan
a b ^ a \ - V t db (2 .2 )

yoki
ab =\b \ Pr, o , (2.3)

y a ’ni ikki vek tom ing  skalyar k o ‘paytmasi ulardan birining moduli bilan 
ikkinchisining birinchi vektor yo 'na lish idagi o ‘qqa proeksiyasiriing 
k o ‘pavtm asiga teng.

Skalyar ко ‘paytmaning xossalari

1-xossa. Ко ‘paytuvchilarn ing о ‘rin alm ashtirish  xossasi:

ab =ba.

Isboti. ab =j a\ -\ b j cos (a ,b ) = \ b \ -\ a\ cos (b , a) = ba.

2-xossa. Skalyar ко ‘paytu vch iga  nisbatan guruhlash  xossasi:

(Aa)b = X(ab).

Isboti. (2.2) form ulaga k o ‘ra, (Aa)b =\b\Pr- (Aa) . V ek tom ing  o 'qdagi 

proeksiyasining 3-xossasiga asosan Pr. (АЛ) = A • Pr, | a \.

Bundan

(Aa)b =\b\- Pr. (Ад) = A- j b | - Pr̂  | a |= A ■ (| b \ Pr^1 a |) = X(ab) .

3-xossa. Qo ‘shishga nisbatan taqsim ot xossasi:

a(b -r c) = ab + ac .

Isboti. V ek tom ing  o 'qdag i  proeksiyasining 2-xossasiga k o ‘ra,

Pr, (b +  c )  =  P r  b +  P r c.
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Demak,
a ( b  +  с )  =j а  | • Pr.(A +  с )  =j а 1 (Pr. A +  Pr. с )  =

=j а | • P r  A+ j a | • P r  с = a  A + ac .

4-xossa. A gar a va A vektorlar perpendikular b o i s a ,  u hoida 
ularning skalyar ko 'pay tm asi nolga teng boMadi. Shunindek, teskari 
tasdiq o 'rinli: agar ab = 0 ( |a |* 0 , |A |* 0 )  b o i s a ,  u holda a l  b bo 'iadi.

X u su san : / ■ j  = j  ■ к = к ■ i = j  i = li ■ j  = / ■ к = 0.

Isboti. a ±A bo 'lganda  cos^ = 0 b o ia d i .  Bundan db -  0.
— T

ab = 0  0 , |Л |*0) bo 'isa ,  cos<p = 0 b o ia d i .  Bundan <p =  ~  , ya 'n i

a i .  b .
5-xossa. V ek tom ing  skalyar kvadrati uning uzunligi kvadratiga 

teng, ya 'n i  c;: = !a j2.
Xususan: i 1 = j 1 = k2= 1.

Isboti. a 1 = a ■ a =j a | ■ | a I cos O ' =| a \ ■ | d |=| a |2 .

1-izoh . Agar d vektorni skalyar kvadratga oshirib, keyin kvadrat 
ildiz chiqarilsa. d vek tom ing  o 'z i  emas, balki uning moduli hosii 
bo 'iad i,  ya 'n i

\ d : =1 dt j (Va: * a ) .

1-misol. d \= 4 , | A \~6 ,<p = ( a , b)  = у  bo 'ls in . (3a - A ) -(2d + 4A)

ko 'pay tm ani toping.
Yechish. Avval 3-xossa yordam ida qavslam i ocham iz va keyin 

skalyar ko 'pay tinan ing  ta 'r i l l  va xossalaridan foydalanib, topamiz:

(3a — />)•(2d f  4b) =  3a  ■ 25 -  A ■ 2d +  3a • 4A -  A ■ 4A = 6a + 10db - 4 b 1 =

= 6 1 a  I2 +10 I a  | ■ | A | c o s - -  -  4 | A |2 =

= 6 - 4 '  + 10 4- 6- - - 4  -6 ; = 9 6 +  1 2 0 -  144 = 72 .2
л — 2.7Г

2-m isol. j a |= 4 , |  A ]= 3,<p = (a,A) = - -  b o i s in .  Bu vektorlarga

qurilgan parallelogramm diagonallarining uzunliklarini toping.
Yechish. d va A vektorlarga qurilgan paralle logram m  diagonallarini 

d i h va a - A  vektorlar orqaii ifodalash mumkin.
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Skalyar k o ‘paytm aning xossalaridan foydalanib, topamiz:

| a + b |= yj(a + ЬУ = yla‘ + 2 ah + A2 = ĵ\ a  |2 + 2 |a  || b j cos q>+ \ b j2 =

= .у 16 + 2■ 4• 3 • ^ j  + 9 = Vl3,

\ a - b  |= - J ( a - b ) 2 =  V a 2 -  2aA + h 2 =  л/|~а |2 - 2 ;  a  ]| b  | cos Ф+ \ b  |2 =

= ,/16 + 2-4 -3 -  -1-+ 9 = V37.
V 2

Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning skalyar ко ‘paytmasi

Ikkita а = {ах\ау\аг} va  b = {bx\br\h.} vektor berilgan b o ‘lsin.

U holda bu vektorlami JJ/li birlik vektorlar orqali ifodalab, 

skalyar k o ‘paytm aning  xossalarini va i , ] , k  vektorlarning skalyar 
ko 'paytnialarin i h isobga olib, topamiz:

ab = (a j  + a j  + a,k) ■ (b.i + b j  + b.k) = a jb j  i + a rb> i j  + a b j к +

+ a b j i  +ayb j j  +ayb j k  +azbtki + azbykj + a.b.kk =
-  a b + a h + a b .XX у V г г

Demak,
ab = й'Ьх + a.b_, (2.4)

y a ’ni koordinatalari bilan berilgan ikki vektorning skalyar 
ko 'pay tm asi  u lam ing  mos koordinatalari k o ‘paytmalarining 
y ig ‘indisiga teng.

3-misol. a = {4;-2;3}, b = { l;-2;0}. c={2;l;-3} bo'lsin .

(a + 3 b ) { a - b  + c )  ko 'pay tm ani toping.

Yechish. Avval in = a + 3b va n = a - b  + с vektorlarning 
koordinatalarini topamiz:

m = {4 + 3 • 1; -2  + 3 (-2); 3 + 3 • 0} = {7;-8;3},

Я = { 4 -  1 + 2; -2  + 2 + 1; 3 -  0 -  3} = }5;1;0}.

Bundan (2.4) form ulaga k o 'ra

w • я = 7 ■ 5 + (-8) • 1 + 3 • 0 = 27.
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Skalyar ко ‘paylmaning ay rim tatbiqlari

1. Ikki vektor orasidagi burchak

a = {a/ ,at ;a.\  va  h = b,} vektorlar orasidagi <p burchak 

kosinusini (2.1) va ( 2.4) tengliklardan topamiz:

yoki

cos(p- ah . (2.5)
\a\ - \b\

a  b  + a  b - t a b  
cos (p =  ( 2 .6 )

Ja~  + «  + a  ■ J.b' +  b' + b
V x v - V r  У 2

Shu kabi, fazodagi ikki yo 'na lish  orasidagi burchak kosinusi bu 
yo 'na lish la rn ing  mos (bir nom dagi) y o ’naltiruvchi kosinuslari 

ko 'paytm alarin ing  y ig ‘iridisiga teng:

cos (p = cos cos a.  + cos Д  cos Д  + cos;--, c o s / , . (2.7)

2. / Ш  vek tom in g  perpendikulyarlik  sharti 

a ± b  bo 'ls in . IJ holda cos<p -  0 bo 'lgan i uchun (2.6) tenglikdan

а жЬ, + a yh v -  u 7b. = 0 ( 2 .8 )

k e lib  c h iq a d i .
Fazodagi ikki y o  ‘ualishlarning perpendikularlik  shartini

(2.7) tenglikdan topamiz:

cosa, cosrr, + cos Д  cos p  t- cos )\ cos у -0. (2.9)

J. Vektom ing berilgan y o  ‘nalishdagi proeksiyasi

(2.3) tenglikdan topamiz:

Pr S = - ~  f p r / U - ^ 1  (2 10)
!b  | ' \ a \ J

yoki
( a b r + a h  + a.b. )a b + a b + a b  -------- --

Pr a -- Pr .b =  — Д . - - ' - - I. (2.1 1)
^ b l + b l + b 2. ‘ ^ a l + a 2t +al  j
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Shu kabi a(x:y;z) vektorning y o  ‘naltiruvchi kosinuslari 
c o s a . cos f t ,  co sy  bo'lgan I y o  nalishdagi (o'qdagi) proeksiyasi:

Pr, a  =  x c o s a  + vcos p  +  г  c o s /  . ( 2 . 1 2 )

4. Kuchning hajargan ishi

MN vektor bilan <p burchak tashkil etuvchi F kuch ta 's ir ida  
m oddiy  nuqta  M nuqtadan .V nuqtaga to ‘g ‘ri chiziq b o ‘yiab 
ko 'chavo tgan  boMsin (15-shakl).

Fizika kursidan m a ’lumki, F  kuchning M N - S  ko 'ch ishdagi 
bajargan ishi

A =| F\-\  5 1 cos<o yoki A = FS (2.13)

form ula bilan aniqlanadi.
Demak, m oddiy  nuqtaning 

to ‘g ‘ri chiziqli harakatida o 'zga rm as  
kuchning bajargan ishi kuch vektori 
va k o ‘chish vektorining skalyar 
k o ‘paytm asiga teng. Bu jum la  
skalyar ко 'paytmaning mexanik 
m a'nosini anglatadi.

4-misol. M oddiy nuqta  A(l;-2;2) 

nuqtadan B ( 5 -  5;—3) nuqtaga 15-shakl.

F = {2;—1;—3} kuch ta 's ir ida  t o ‘g ‘ri 
chiziq b o ‘ylab k o ‘chgan.

Q uyidagilam i toping: I) F  kuchning bajargan ishini: 2) F 
kuchning k o ‘chish y o ‘nalishidagi proeksiyasini; 3) F  kuchning 
k o ‘chish y o ‘nalishi bilan tashkil qilgan burchagini.

Yechish. Avval m oddiy  nuqta  k o ‘chish vektorini, uning va F 
kuchning uzunligini topamiz:

S = AB = {4;—3;—5}. [ S | = Vl6 + 9 + 25 = 5v2 , jF|= V4 + 1 + 9 = Vl4 .

U holda:

1) A = FS = 2 ■ 4 + (-1) • (-3) + (-3) ■ (-5) = 26 (ish b.)\

's 15 1 5 /2  5
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FS 26 Пл/7 13vr7
j  ) cos (p =  —_ -------- —  =  — — — = r  = ----------- , (p =  arccos -------------

I /•' | ■ | S | 5-У2-ТЙ 35 35

5-misol. m = d + 2b va n = 5 a - 4 b  o ‘zaro perpendikular vektorlar 
bo 'ls in . a va b birlik vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish. m l n  bo 'lgani uchun (a + 2b) ( 5 a - 4 b )  = 0 b o ia d i .
Bundan

5a' 4- (,ab -  %b' = 0 yoki 5 j a ■' +6 j d | ■! b \ costp -  8| b i2 = 0.

d va b birlik vektorlar b o ig a n i  sababli: 5 +6cos<p- 8  =0.
U holda

1 , .  л
cos(p = — yoki V = ~-

2.2.2. Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi

Vektor kopaytmaning ta ’rift

Agar uchta vektordari qaysi biri birinchi, qaysi biri ikkinchi va 
qaysi biri uchinchi ekani k o ‘rsatilgan b o i s a ,  bu vektorlarga tartiblangan 
uchlik deyiladi.

Tartiblangan uchlikda vektorlar jovlashish  tartibida yoziladi.

Agar kom planar b o im a g a n  vektorlar tartiblangan uchligining 
uchinchi vektori uchidan qaralganda birinchi vektordan ikkinchi 
vektorga qisqa burilish soat strelkasi y o ‘nalishiga teskari b o i s a .  bunday
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uchlikka o 'n g  uchlik , agar soal strelkasi y o ‘nalishida b o i s a  chap uchlik 
deyiladi (16-shakl).

2 - t a ’rif. a vek tom in g  ft vektorga vektor ko'paytm asi tleh quyidagi 
shartlar bilan aniqianadigan с vektorga aytiladi ( l7 -shak l) :

I)  с vektor a va ft vektorlarga perpendikular, va 'n i  с l  a va с l . b :  
7.) с vek tom ing  uzunligi son jihatidan tom onlari a va ft 

vektorlardan iborat b o ig a n  para lie logram m ning vuziga teng, ya 'n i  

j <? i=j d j ■ I ft |sin<p, bu yerda (p = (a , b )  \

3) a .b ,с vektorlar o ‘ng uchlik tashkil qiladi. 

a va ft vek torlarning vektor ko 'pay tm asi  a x b  yoki [5, ft] 
kabi belgilanadi.

17-shakl.

Vektor ко ‘p a y tm a n in g  xossa la ri

l-x o ssa . K o 'pay tuvchilarn ing  o 'r in lari  a imashtirilsa vektor 
ko 'pay tm a  ishorasini qarama-qarshis iga o 'zgartiradi.  y a ’ni

a . x f t  =  - f t  x c i ,

Isboti. Vektor k o ‘paytm aning  ta 'r if iga  k o 'ra ,  a x b va ft xa  vektorlar 
bir xil uzunlikka ega (paralie logram m ning yuzi o 'zgarm aydi) ,  kollinear. 
am m o qarama-qarshi v o ‘na!gan, chunki « ,f t ,a x f t  vektorlar ham.
b,a ,b  x a vektorlar ham o 'n g  uchlik tashkil qiladi.

Demak,
a  x f t  =  - f t  x a .

2-xossa. Skalyar ко ‘pay tuvchiga nisbatan guruhlash  xossasi:

(ЛЙ) x ft 7= Ai d  x ft) .
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Isboti. Я > 0  bo 'ls in . U  holda (ла)хЬ  va A(dxb)  vektorlar a va b 

vektorlarga perpendikular b o ’ladi, chunki b , ла va a vektorlar bir 
tekislikda yotadi. Shu sababli ( л а ) х Ь х а Я (аxb)  vektorlar kollinear. 
Shuningdek, bu vektorlar yo 'nalishdosh  (Aa va  a vektorlar 
vo’nalishdosh) ham da ular bir xil uzunlikka ega:

(Ш)  * b |=| ?.d j ■ I b | sin((/la) ,b )) = Я | a | • j b j sin(a, b ),

| Я(/1 x b ) a. | a  x b |= Я ! a  \ ■ \ b j s in ( ti , b ).

Demak
(.Ал) x ti -  ?.(a  x b ).

Xossa A <0 da ham shu kabi isbotlanadi.
3-xossa. Oo shishga nisbatan taqsim ot xossasi:

a  x  (b +  c )  = a x  b -1- a x e .

Bu xossaning isbotini keltirmaymiz.
4-xossa. Agar d va b vektorlar kollinear b o i s a ,  u holda ulam ing 

vektor k o ‘paytmasi nolga teng b o ia d i .  Shunindek, teskari tasdiq o'rinli: 
agar й х Ь -  0 (j<ip0,j£ ':*0) bo 'lsa . u holda a va  b vektorlar kollinear 

b o ia d i .
Isboti. a va b vektorlar kollinear b o i s a .  ular oiasidagi burchak

o  = 0' yoki o  = 180“ ga teng va sin</> = 0 b o ia d i .  U holda 
\a .< b |=; a I • | b j sin = 0. Bundan

a x b -  0 .
d x b  -.~{) b o i s a ,  \<i x ii |=j d  I -I b  ; sinr,> = 0 b o ia d i .  U holda |a | - ]A |* 0  

b o ig a n i  uchun sin<p-0. Bundan = 0 yoki p = 180", y a ’ni a va i  
vektorlar kollinear.

6-misol. i . j ,k  vektorlarning vektor k o ‘paytmalarini toping.
Yechish. Bunda vektor k o ’paytm aning t a ’rifidan quyidagi tengliklar 

bevosita kelib chiqadi:
/  >; j -  к . j  x  к к x i — j .

Haqiqatan ham, masalan. i x j  - к tenglik o 'r in li,  chunki:

1 ) A i . к . j:

2) j л i=l7j| / 1 sin90 =1; 3) 7, J ,  A vektorlar o 'n g  uchlik tashkil qiladi.

101



Shuningdek, 1 - xossaga  ko'ra,

j  x i  = -к , к x j  = ~i, ix k  = —j  .

Vektor ko 'pav tm an ing  4-xossasidan topamiz:

/x i  = j x  j  -  k x k  = 0.

7-misol. | a |= 3 ,  \ b \ =2 ,  <p = (a , b )  = — b o i s in .  j (d + 2b)  x ( d - 3 6 ) |n i
6

hisoblang
Ycchish. V ektor ko 'pay tm an ing  ta 'r if i  va xossalaridan foydalanib, 

topamiz:
(a + 2b ) x (a -  3b ) = a x a + 2b x a -  3d x b -  bb x b = —5a x b .

Bundan

| (d + 2b) x ( d -3 fe )H  -55  x b |= 5 1 d i • | b | sin<p -  5 ■ 3 ■ 2 • sin -  = 15 .
6

Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning vektor ко ‘paytmasi

Ikkita a = {ax;av;az} va b = {bx\bv\bz} vek tor berilgan bo 'ls in .

i , j , k  vektorlarning vektor ko 'pay tm alar i  fonnula laridan  
foydalanib, topamiz:
a x b = ( a j  + a j  + a_k)x (bj  + b j +  b_k) = a b f i  x / ) + ajbt {i x j )  1 a b j i  xk)  + 

+ aybt ( j  x j ) + aybt ( j  x j )  + avb j j  xk)  + azbx(k x i )  + a,bv(k x /)  -+ a_b_{k x к ) =

= axbyk -  axb j  -  aybxk + ayb j  + azbxj  -  azb} i = ( a f z -  azb„ )i -  ( a b  -  a h  ) j  +

a, az ax a L  ! ax
+ (axby - a ybx)k =

b b>
i -

bx ь[ П  *
\k.

va ni

5 x b =\! «у a. I a. a, a v a v

b! >' b; j bx b. j  + bx b (2.14)

Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mum kin: 

1 / j  к
a x  b = a y a - 

b b
(2.15)
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8-misol. a = {3;-l;-2},6 ={0;-2;4} boMsin. (a + 2b)x(2a -3b)  
ko 'pay tm ani toping.

Yechish. Avval m = a + 2b va  n = 2a -  3b vektorlarning 
koordinatalarini topamiz:

m = {  1 ■ 3 + 2 • ();! • ( -1 )  + 2 • (-2);1 • ( -2 )  + 2 -4 }  = {3;-5;6},

Я = { 2 - 3 - 3 -  0;2 ■ (-1) -  3 • (-2);2 ■ (-2) - 3  ■ 4} = {6;-8;-l6}. 

Bundan (2.14) formulaga ko 'ra

6 L  3 - 5
к =128/ + 8 4 /  +6k.

-  5 6 -  ! з 6 - 3 - 5
rh x n =

- 8 -16 ' 1 6 - i 6 j  + 6 - 8

V ektor ко ‘p a y tm a n in g  ayrim  ta tb iq lari

1. Ikki vektorning kollinearlik sharti

Vektor ko 'pav tm an ing  4-xossasiga ko 'ra ,  a va b vektorlar kollinear 
b o i s a

a x b  =  0

yoki
o x f t  = ( a tb 7 -  a b t )/' -  ( a b  -  a b x ) j  + ( a b t -  a } b x) k  = 0

bo 'ladi.
Bundan

a b. -  a.bt =  0, a b : -  a,hv = 0, a b v -  atb_ =  0
yoki

(2.16)
b, bv b.

v a ’ni kollinear vektorlarning koordinatalari proporsional bo 'lad i va 
aksincha proporsional koordinatalarga ega vektorlar kollinear bo'ladi.

2. Parallelogram m  va uchburchakning yu zla ri 

Vektor ko 'pay tm an ing  t a ’rifi ga ko 'ra  | a  x b j=j a | - j b j sinip, y a ’ni

S =j a x b I.par i i

Bundan

- V  =l “ x л I’ = \ 1 d x b '' ■ (2M 7)
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3. N uqtaga nisbatan kuch m omenti

() nuqtasi m ahkam langan  qattiq jism  A nuqtasiga qo 'y ilgan  F  

kuch t a ’sirida O nuq ta  atrofida ay lanm a harakat qilayotgan boMsin, 
m asalan, bolt kalit yordam ida buralayotgan boMsin (18-shakl).

Fizika kursidan maMumki, F  kuchning О nuqtaga nisbatan 
m om enti deb О nuqtadan o 'tuvch i  va quyidagi shartlarni 
qanoatlantiruvchi M vektorga aytiladi:

1) M i r  va M 1 F, bu yerda r = 0.4 -  A nuqtaning radius vektori;

2) j M  |=! r ' | F  | sin <p. bu yerda 

<p = ( r ,  F ) ;

3) r , F, M  vektorlar o ‘ng uchlik 
tashkil qiladi.

Shunday qilib.

M - г * F .

y a ’ni q o ‘zg ‘almas nuqtaga nisbatan 
kuch momenti kuch q o ‘yilgan nuqta 
radius vektorining kuch vektoriga 
vektor ko 'pay tm asiga  teng.

Bu j  um I a vektor ko'pavtm aning  
mexanik та ’nosini anglatadi.

4. A ylanm a harakatning ch iziq li teziigi

Yuqorida keitirilgandagi kabi q o ’zg 'a lm as  О nuqta atrofida w 
burchak tezlik bilan ay lnm a harakat qilayotgan qattiq jism  
M nuqtasin ing chiziqli teziigi Eyler formulasi bilan topiladi:

V = (O X r .

bu yerda r = OM -  M nuqtaning radius vektori.

9-misol. m . « n ing qanday qiymatlarida a = {— 2;3;n} va b = {/и;-6;2| 
vektorlar kollinear boMadi?

Yechish. Ikki v ek tom ing  kollineariik shartiga k o ‘ra, ~-2 -- — = " .
m - 6  2

Bundan m = 4, n -  - t .

10-misol. a -- 2j  -  3к va  b -- 4/  + 3j  vektorlarga qurilgan 
para lie logram m ning yuzini hisoblang.



5  =; a  x b |=

Yechish Yuzani (2 .1 7 )  formula bilan hisoblaymiz:

1 i i2 1 1 I2
1 2 - 3  i 0 - 3  ! ! о 2 j

! ! f
? 0 4 0 4 3 1

-  V92 + 122 + ( -8 ) : = 17(yi>.).

2.2.3. U ch ta  v e k to rn in g  a r a la s h  k o 'p a v tm a s i

Anil ash ko‘paytmaning ta'rifi va geometrik ma'nosi

3 - ta 'r i f .  Uchta d .b  va  с vektorning aralash ko'paytm asi deb axh  
vektorning c: vektorga skalyar ko 'pay tm as iga  teng songa aytiladi va 
abc kabi belgilanadi.

Uchta kom planar bo 'lm ag an  a,b,c 
vek-torlar berilgan b o is in .  Bu 
vektorlarga parallelepiped quram iz  va 
a x b  = rf vek tom i yasaym iz (19-shakl).

Vektor k o 'p av tm an ing  ta ’rifiga 
ko 'ra .

d  _i_ a , d l .b  . \d  |= Spiir.

bu yerda Srur -  parallelepiped asosining 

y u z i .
T a ’rifga ko 'ra  d  c - \ d \ c|cosw, 

bu yerda <p~c va d  vektorlar orasidagi burchak.
i9-shaklda  d,b.c  vektorlar o 'n g  uchlik tashkil qiladi va

<p < ya 'n i  cos<p > 0. U holda j с ; cos<<> = h va d c -  S^r ■ h -  V. Ikkinchi

tom ondan  d  c = (a x b ) - с = abc. D emak, J = a be.

A gar a.h.c vektorlar chap uchlik tashkil qilsa, 4>>~  vacos<p<0

bo 'lad i.  U holda | с \ cosip = -h , V -  -  abc .
Shunday qilib. kom planar bo 'lm agan  uchta vektor aralash 

ko 'pay tm asin ing  moduli qirralari bu vektorlarning uzunliklaridan iborat 
bo 'lg an  parallelepiped hajm iga teng:

y = \ a b c \ .  ( 2 . 1 8 )

B u  ju m la  aralash ko'paytm aning geom etrik m a'nosini 
a n g ia ta d i

19-shakl.



Aral ash ко 'paytmaning xossalari
1-xossa. Am allarining o 'r in lari almashtirilsa aralash ko 'pay tm a  

o 'zgarm aydi,  y a ’ni
( a x b ) - c  = a- (b  xc).

Isboti. Skalyar k o ‘paytm aning  o 'r in  almashtirish xossasiga ko 'ra ,

( a  x b )  ■ с = с ■ ( a  x b) .

(2.18) formulaga k o ‘ra,

V =| ( a  x b ) • с |, V =| ( b x c )  ■ a  \ .

Bunda a , b , c  va b , i \ a  uchliklarning har ikkaiasi b ir  vaqtda yoki o 'n g  

uchlik yoki chap uchlik tashkil qiladi. Shu sababli ( a x b) -c =(b  x c) ■ a.
Bundan

( a x  b )  ■ с -  a  ■ (b  x c).

2-xossa. K o 'pay tuvchilarn ing  o ‘rinlari doiraviy almashtirilsa, 
aralash ko 'p ay tm a  o 'zgarm aydi,  ya'ni

abc = bca = cab .

Isboti. 1-xossa va skalyar ko 'pay tm an ing  o ‘rin almashtirish 
xossasidan topamiz:

a b c  =  a  ■ {b  x c )  = (b x c )  ■ a  =  b c a , 

b c a  = b ■ (c  x я ) = (с  x a )  ■ b -  c a b .

3-xossa. Ikkita q o ‘shni ko 'pay tuvch in ing  o 'r in lari aimashtirilsa. 
aralash ko 'p ay tm a  ishorasi qaram a-qarshis iga almashadi. Masalan, 
a b c  = - b a c  .

Isboti. a b c  = (a x b ) -  с = —{b > a )  ■ с — - b a d .

4-xossa. Agar nolga teng bo 'lm agan  a,b ,c  vektorlar 
kom planar bo 'isa , u holda ularning aralash ko 'paytm asi nolga teng 
bo 'iadi.

Shunindek, teskari tasdiq o 'rinli:  agar abc = 0 (jd j£0 , | /> |*0 ,jc |*0) 

bo 'isa , u holda a , b , с  vektorlar kom planar bo'iadi.

Isboti. abc = 0 ( j  a |* 0 , |b |* 0 , |c |* 0 )  bo 'ls in . a ,b .с vektorlar 

kom planar em as deb faraz qilamiz.
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L1 holda bu vektorlarga hajmi K * 0  bo 'lgan  parallelopiped qurish 
m um kin. I = ± abc dan ah с * 0 kelib chiqadi. Bu dbc = 0 shartga 

zid. Demak. qilingan faraz n o to 'g 'r i  va a ,b ,c  vektorlar komplanar.

a,h,c vektorlar kom planar b o ‘lsin.

U holda d = a * b  vektor a,b,c  vek-torlar yotgan tekislikka 
perpend ikuiyar bo 'iadi.

Bundan d i e .  Shu sababli d c  = 0 yoki abc = 0.

Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning aralash ко'paytmasi

Uchta d = {ax;at ; a j ,  b = {b/,h.;b_} va c = {cT:c ,; c ,}  vektor berilgan 

boMsin.
U holda

ix 6  ==
a az

7 -  a -
a.

J +
ax a v

bv h br b. bx bz y

a b c  =
a z ? ax a L a x i - l, \i - 7 + \k (cvi
b‘ \ bt b- i bx bt Ii

1 J

! a a ! I a a z ! ax av1 У 1 с - i  v \c +
\ b b \ x1 y  1 ! b -

b 1 r 2 i bx b
У

voki

I
! a a  ax у  Z

a b c  = \ b  b bj x у  z

С с , с

(2M9)

11-misol. a = {— 2;2;l}, b = {3;—2;5], с = { l I ;3 }  vektorlar berilgan. 
abc ko paytm ani hisoblang.

Yechish. abc ni (2.19) formula bilan topamiz:

■2 2 I J

abc = j 3 - 2  5 1 = 12 + 10 — 3 + 2 —10 —18 = —7.

I i - i  з ;
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Aralash ko'paytmaning ayrim tatbiqlari

1. Fazodagi vektorlarning о ‘zaro  jo y lash ish i

a,b,'c vektorlarning fazoda o ‘zaro jo y  lash ish ini aniqlash

V = ± abc bo 'l ish iga  asoslanadi. Bunda agar abc >0 bo 'lsa , u 

holda vektorlar o 'n g  uchlik tashkil qiladi, agar abc <0  b o ‘lsa, u 

holda vektorlar chap uchlik tashkil qiladi.

2. Uchta vektorning kom planarlik sharti

Aralash ko 'pay tm an ing  4-xossasiga k o 'ra  nolga teng bo 'lm agan
d,b,c  vektorlar kom planar bo 'lsa ,  u holda abc = 0 yoki

ac a aг
br bv b,
cr cv

0. (2 .20 )

3. P ara lle lep iped  va p iram idan ing  hajm lari 

Aralash ko 'pay tm an ing  geometrik  m a 'nos iga  ko 'ra .
d , b . c  vektorlarga qurilgan parallelopiped hajmini V/w: = \ d b c \  bilan va 

mida hajmini К 

Shunday qilib.

p iram ida hajmini Vrr - - -  abc bilan topish mumkin 
6

j a a a j ! a a a i
! i I IV =m od b b b , V ---- modi b b b \. (2.21)par ^  г у z ’ ,7 6 i У *

\ с С С \ i С С с.

12-misoI. Uchlari A( 2;3;1), fi(4;l;-2), C(6; 3;7), D(-5:-4;8) 
nuqtalarda boMgan piram idaning D uchidan tushirilgan h balandliui 
uzunligini toping.

Yechish. Avval piramida qirralarini ifodalovchi vektorlam i 
topamiz:

AB = {2;—2;—3}, AC = {4;0;б}, AD = {- 7;-7;7}.
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Piram ida hajm in i hisoblaym iz:

V = - mod 
6

2 - 2  

4 0 

- 7  - 7

-3

6
7 I

184+  8 4 + 84 + 56|=
154

ABC  yoq yuzini hisoblaymiz:

S = - \ A B x A C \ = - J  
2 2 \

_ "> — 3
2

2 - 3  f 2 - 2  Г

0 6
+

4 6 |  + 4 »!
• 24' =14.

Piram ida uchun v  -  - hS .
3

Bundan

3 - 154
h = = -----"

,S 14
154
14

= 11 (u.b.)

13-misol. Fazoda A .B J ' .D  nuqtalar koordinatalari bilan berilgan. 
/1(7:2:21. Я(5:7;7), C(4;6;10), D(2;3;7). Q uyidagilam i toping:

1 ) AB vektor proeksiyalari va y o ‘nalishini;
2) A B A C ,  A В x AC k o ‘paytm alam i;

3) ABC uehburchak yuzasini;
4) A BCD piramida hajmini.

Yechish. 1) AB  vektor proeksiyasini (1.18) formula bilan topamiz:

AB = {a, :я  \a } = {5 -  7;7 -  2;7 -  2} = {-2;5;5}.

Bundan (1.12) form ulaga ko 'ra ,

A B \=! a |= + 5Г = 3-/6 .

i/i vektor y o ‘nalishini (1.13) formulalar bilan topamiz:



Topilgan yechim lam i M aple  paketida bajaramiz:
> with(geoRi3d):

>  pof!it{A,7,2,2},poiii?{B.5.?,7), point(C',4,6,10), point(0.2<3,7):

> wilh(Lii!earAlgebra):

> v <a,b,c>;
v : :: ( a  )ex +  ( b ) e v +  ( c ) e ,

> VectorNorm(v,2.conj«gafe=ialse);

v l := <5-7,7-2,7-2>;

л/ or +  b2 4- c2

v l : —2l\  +  5ey +  5e..

VectorNorm(vl,2,eonjugate=faIse);

з / б

N orm aiize(<a«b,e>,Euclidesin,c«njugate=falst};

*Ja: i b 2 + c1 
b

\Га 2 b2 т c1
с

yfcr ~ b ' t c2

>  N o rm a lized  I .£  n c iid e » B ^ e n ju g « te = f* k );

!
5 'й i 

!>* !
i -v e
Ll 8 J

2) (2.2.8) formuladan ЛД = {-2;5;5}, AC = { - 3,4,8} larni h isobga 
olib, topamiz:

AB ■ AC = (-2) ■ (-3) + 5- 4 + 5- 8 = 66

> vAO <4-7.6-2.10-2 »:
v/R.’ := — 3e, +• 4e„ +  8e..

AB.AC:=»otroduet{ <5-7,7-2,7-2>, <4-7,6-2,Ш-2> i;

VectorCalcuIvs:(AB, AC)  :=66
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АВ х AC  v ek to r  k o ‘p ay tm an i  (2 .15 )  fo rm u la  b ilan  topam iz :

A B x AC =
i j  к 

- 2  5 5 

- 3  4 8

5 5|- 1-2 5 -  - 2  5 
/ - 1 \j  -  

4 8? - 3  8 1-3 4
k = 20/ + j  + 7k

i j  к

A := | / m n 
j о p  q

> [)eiei mhianUA;: i m q — i n p  +  l к p  — I j  q + o j  n — о к w

> axb «1,-2,-3>}<|,5>*1> !< Ь А 8 » ;

сvk
i / к
- 2 5 5

3 4 8

Determinants axb); 20 i +  7 к + j

3) ABC  uchburchak yuzasini (2.2.17) formula bilan hisoblaymiz:

.S' = 1 IA B x  AC\ = 1 V20; + 1' + V  = — —
2! I 2 2

>  m fw iN := V ertorN orm *N <2,conjugate=:fa lse}: m odX  := 15 V 2

> s:-=inodN/2; .v:= —  л/2

4 ) ABCD  piram ida hajm ini topam iz'



> Determimuit(abc);

-64

> V a BCD:=(AI)('(l)eierminant{abc))/6},

VMK 'I) = .
3

2.2.4. M ashqlar

1. Tomonlari birga tent: bo'lgan teng tomonli ABC uchburchak berilgan. 
AB ■ BC + BC-CA t С A AB ifodaning qiymatini toping.

2. Tomonlari BC - 5, CA f>. AB - 7 ga teng bo'lgan ARC uchburchak 

berilgan. A B ■ BC skalyar ko'pavtmani toping.

3. Agar |a  j= 6, |ft |=4, о = (d,b) = —  bo lsin. Toping:

1) (2d i b)' ; 2) (2d-3b)(d-2b).

4. а = {1;-2;2} va b - {2:4;—5} vektorlar berilgan. Toping:
1) (3d- 2 b ) ( a + b ) ; 2 ) (a -A )‘ .

5. Berilgan vektorlar m ning qanday qiymatlarida perpendikular boMadi?
1 ) 5  {l;~2m;0}, b - {4.2;3/nJ; 2) a -  {/n;-5;2}, h - {m-2,m,m + 3}.

6. e:, c,, e, birlik vektorlar uchun 5, t c, . -J, 0 bo'Isa, ё,ё2 t e.e, + c\u ni 
toping.

7. Tomonlari a = 27 t ]  va b =-]  t 2k vektorlardan iborat bo'lgan 
parallelogrammning diagonallari orasidagi burchakni toping.

8. Uchlari Л(-1;-2;4), A(-4;-2;0), C(3;-2;1) bo'lgan ABC  uchburchak 
berilgan. ZR ni toping.

9. xOz va yOz burchaklarning bissektrisalari qandav burchak tashkil 
qiladi?

10. Koordinata o'qlari bilan tashkil qilgan burchaklari berilgan fazodagi ikki 
vo'nalish orasidagi burchakni toping:

. . .  ( n  n  n' \  ( л  л  л )  ,  Г  к  л  л \  , [5л 2 к л1) /. :i va ; 2) va /. :
U  2 4 J  2 1.4 4 2 J  I 6 3 4 ;  ‘ {  6 3 2

2.11. a = {3;—6;— l}, b {i;4;-5}, с - {3;—4,12} vektorlar berilgan. Q uyidagilarni 
toping:

1) Pr a ; 2) Pr (2,<: — ЗЛ ) .
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12..-1(1:2,-3) nuqtani й(5;6:-1)nuqtaga to ‘g ‘ri chiziq bo'ylab  ko'chirishda  
F {2:—1:3; kuchning bajargan ishini toping.

13. й--{3;-1;5} va f t= {l;2;-3} vektorlar berilgan. Agar i  d  9.

i - f t  = 1 va x vektor Oz  oq iga  perpendikular b o'lsa , x vektorning koordinatalarini 
toning.

14. й = {2;-3;1}, ft {1.—2;3< va c: = {1:1-7} vektorlar berilgan. Agar 

x 1. d.  x L ft, x с  =10 bo'isa , x vektorni toping.

15. Agar j a  |=4, j ft |= 6, <p [ d . b )  —  bo'lsa , quyidagilarni toping:
6 ”

I ) a  x ft : 2) 11 Id - 3ft) v (a + 4/> 1 j.

16. T cm onlari a  va ft" vektorlar uzunliklaridan iborat bo'lgan  
parallelogram m ning yuzin i toping:

! ) d m + 2n,  ft = 2m 4 d. bu yerda ! i n; 1, | n | I, <p = (m , п)  = П- .6
2 i а  3(й-2й , ft -  S m +■*>]. bu yerda ] m 2 , | л | -  3.  (>я.й) - у .

17. A gar | ,-i |= 5, j ft |= I i). ah 25 bo 'lsa . | a x ft | ni toping.

! 8. Agar i ii \ -  3, ! ft |= ! 3. j,'i> ft i= 36 bo' Isa. db  ni toping.

19. д = {-1:2,3} va b {2;-1:3} vektorlar berilgan. V ektor ko'paytm alarini 
toping:

!) d  x ft ; 2) [2d f ft i x (3ft -  ri) .

20. Tom onlari d va ft vektorlar uzunliklaridan iborat bo'lgan  
uchburchakning yuzini toping:

1) a ={2;-2;l}, ft-<8;4;1}, 2)  d {3:5-8}, ft |6:3;-2}

21 . Uchburchak uchiari .-?(1:2.0), B(3;0;-3), ('(5,2.6) berilgan. lin in g  H 

uchidan AC  tom onga tushirilgan baiandlik uzunligini toping.

22. A nuqtaga /■' kuch qo'y ilgan . Bu kuchning H nuqtaga nisbatan 
rnomentini
toping: ) f  ={2;-4;5!, /f(0,2Ji, Л’(-1;2;3), 2 ) P -  {1:2-1), Л(-1;4;-2), Я(2;3;-1).

23 . F  = '2:2:4} kuch Л(4,2:-3) q o ‘yilgan. «(0:2:4)nuqtaga nisbatan 
kuch m cm entin ing qiym atini va yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

24. K ollinear b o im a g a n  m \  а Я vektorlar berilgan. d = a - m  + 6/i va 
ft - 3/л - 2»i vektorlar и  ning qanday qiym atida kollinear bo'ladi?

25. d = {-l;3;a> va ft= {/?:-6;-3! vektorlar a  va p  ning qanday qiym atlarida 

kollinear bo'ladi?



26. Ikkita 5 = {2;—3}, fc = {-1;5} vektorlar berilgan. Quyidagi shartlami 
qanoatlantiruvchi x vektoming koordinatalarini toping:

1) i i a  va i - i  = 7 ; 2) x || a va b x = 17 .

27. a -  {4;—2:—3} va 6 = {0;1;3} vektorlarga perpendikular. uzuniigi 26 ga teng 
va Oy o ‘q bilan o 'tinas burchak tashkil qiiuvchi x  vektom ing 
koordinatalarini toping.

28. Berilgan vektorlaming komplanar yoki komplanar emasligini aniqlang.
1 )3  = {3;—2;1 J ,b = {2,1.2} , с = (3;-l;-2); 2)3 = {2-1.2; .л {3-4:7;, с = (1:2 - 3) .

29. a  ning qanday qiymatlarida d .b . c  vektorlar komplanar bo‘ladi°
1) d  = { l: l ;a } , b = (0;1;0>, f  = {3;0;l}; 2) 5 = { a ;3 ;lj ,  * = { 5 ,- l,2 } , <? = {-1:5:4}.

30. Piramida uchlarining koordinatalari berilgan. Piramidariing hajmini va D 
uchidan tushirilgan balandligini toping:

] ) A{\-2,2) ,  «(-1:1:2). C(-l;-2:8). £>(1:1;10): 2).4(l;l;l). 5(2..0:2). C<2;2;2), D(3;4;-3).

31. d, b, с vektorlar berilgan. Bu vektorlar qanday uchlik tashkil etishini 
aniqlang va qirralari bu vektorlardan iborat boMgan parallelepiped hajmini toping.

1 ) 5  = {1:—2,1} -  {3,2;!} ,c  = {-1:0:1}; 2 ) 3  = {1:3,3}, b ■- {-1:2.0}, с = {l;2:-3}.
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GEOMETRIYA

• Tekislikdagi to ‘g‘ri 
chiziq

• Ikkinchi tartibli 
chiziqlar

• Tekislik

• Fazodagi to ‘g ‘ri 
chiziq

• Ikkinchi tartibli 
sirtlar

Rene Dekart 
(1596-1650) -  

frantsuz faylasufi, 
matematigi, mexanigi, 

fizigi va Jiziologi.
Rene Dekart 

naviy analitik geomet­
riya va algebraik ramz- 
larga asm sotgan.

Dekart tomonidatt
u.ialitik geometriyaning 
yuratilhhi egri chiziqlar 
tengiamalarini biror 
koerdinataiar * ? / « « -  
da tahtii eiisk imkonmi  
bertii va funksiya 
tushunchasi tomon hal 
cjilitvchi tjaclam ho'ldL

Analitik geometriya -  matem atikaning 
boTimlaridan biri bo 'l ib ,  u geometriya bilan 
algebrani birlashtiradi, y a ’ni ayrim 
geom etrik  tushunchalam i algebraik tahlil 
qilish va ayrim algebraik bogManishlarni 
geom etrik  izohlash imkonini beradi. Bnnda 
asosiy e ’tibor ikkita masalaga, xossalariga 
k o 'ra  geometrik  shakining tenglamasini 
keltirib chiqarishga va  tenglamasiga k o 'ra  
geometrik  shakining k o ‘rinishi va xossalarini 
o 'rgan ishga, qaratiladi.

Fransuz matematigi Rene Dekart 
analitik  geom etriyan ing asoschisi 
hisoblanadi. Dekart tom onidan 1637-yilda 
kiritilgan koordinatalar usuli nuqtaning 
o 'rn in i biror koordinatalar sistemasiga 
nisbatan aniqlashga asoslanadi.

3.1. TEK1SLIKDAGI 
TO G RI CHIZIQ

3.1.1. Tekislikdagi chiziq

U m um iy  boshlangMch О nuqtaga ega 
bo 'lgan  o ' / a r o  perpendiktilyar Ox va Oy 
koordinata o ‘qlari tekislikda to 'g 'r i  
burchakli Oxy koordinatalar sistemasini 
hosil qiladi.



Oxy koordinatalar s istemasida ikkita jc va у  soniari tekislikdagi 
har canday M nuqtaning o 'm in i  t o ‘liq aniqlaydi. Bunda nuqta M ( x : y ,  

kabi belgilanadi: x ga M nuqtaning absissasi, у  ga M nuqtaning 
ordim tasi deyiladi.

ih}’ tekislikdagi chiziq tenglam asi deb aynan shu chiziq 
nuqtilarining jc va у  koordinatalari orasidagi bog 'lan ishni aniqlovchi 
ikki lom a'lum li

F(x,y)  = 0

k o ‘riiishdagi tenglam aga aytiladi.
5hu kabi, koordinatalari ikki nom a'iurnli  /• ( v. > ) 0 tenglamani 

qanoitlantiruvchi Oxy tekislikning barcha M(x-,y) nuqtalari to 'p lam ig a  
tekisikda  shu tenglam a bilan aniqlanuvehi chiziq  deyiladi.

Ayrim hollarda tekislikdagi chiziq у  = / ( v) tenglam a bilan beriladi. 
Bunca chiziq у  = f { x )  funksiyaning  grafigi deb ataladi.

Tekislikdagi chiziq ikkita x = x(i). у  = y(i), i e T tenglam alar 

bilan ham  beriiishi mum kin. Bunda barcha M y(t)), t e l  nuqtalar 

to 'p lan i  tekislikdagi chiziqni ifodalaydi x x(t), у  = y(t) funksiyalarga 

bu chiziqning parametrik tenglamalari, t o 'zgaruveh iga  param etr 
devilidi.

Tekislikdagi chiziqning ikkita x - x ( t ) ,  y  = y(t)  parametrik  

(ska har) tenglamalarini bitta r = i { t )  vektor tenglam a bilan 

berisi mumkin. Bunda i param etr  (vaqt) o ‘zgarishi bilan r = f ( t )  
vek tun ing  oxiri biror chiziqni chizadi. Bu chiziqqa nuqtaning 
traekoriyasi, f  = r(t) tenglam aga harakat tenglamasi deyiladi. Bu jumla 
chiziqning vektor va param etrik  tenglam alarm ing mexanik m a ’nosini 
bildiadi.

Shunday qilib. tekislikdagi har qanday chiziqqa ikki 
o 'zga 'uvchining biror F(x,y)  = 0 tenglam asi m os keladi va aksineha, 
ikki Vzgaruvchining har qanday F(x.y)  -  0 tenglam asiga, um um an 
olganda, tekislikdakdagi biror chiziq mos keladi. Bunda «um um an 
olgaiida» iborasi aytilganlarda m ustasnoga y o 'l  qe 'y i l ish i  m umkinligini 
bildiadi. Masalan. ( x - 1 ) 2 + ( y - 4 ) 2 =O tenglam aga chiziq emas, balki 
Mils') nuqta mos keladi: x' + y 2J .1 -0  tenglam aga tekislik 
nuqtilarining hech bir geometrik  o 'm i  mos kelmaydi.
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T o 'g ' r i  chiziqning tekisiikdagi u 'rn i  turli param etrlar bilan bir 
qiymatli aniqlanish; m umkin. M asalan, to 'g ' r i  chiziqda yotuvchi nuqta 
va to 'g ' r i  chiziqqa perpendikular vektor bilan. to ‘g ‘ri chiziqning 
koordinata o 'q la r ida  ajratgan kesmalari bilan va hokazo. Bunday 
parametrlar to 'g ' r i  chiziqning tenglamalarini kellirib chiqarish uchun 
asos bo 'ladi.  Q uyida  berilgan parametrlariga k o 'ra  to 'g 'r i  chiziq 
tenglamalarini keltirib chiqarish bilan tanishamiz.

I. To'g'ri ch iziqda yotuvch i M a(xi:;ya) nuqta va to 'g 'r i chiziqqa  
perpendikular ho Igan n = {.4; Й} vektor berilgan.

I to 'g ' r i  chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M(x;y)  nuqtani o lam iz va 

M..M -  {.v - x , v -  i J  vektorni yasaym iz  (1 -shakl).

ButuJa п 1 M .M  bo 'ladi.  Ikki vektorning perpendikuiyarlik 
shartiga asosan to 'g ' r i  chiziq 
tenglamasini topamiz:

.-l(.r -  r ) + B(y -  у  ) = 0. (I I )

(1.1) tenglam aga berilgan nuqtadan o'tuvchi va berilgan vektorga  
perpendikular to ‘g r i  chiziq tenglam asi deyiladi.

T o 'g 'r i  ch iziqqa perpendikular bo 'lgan har qanday vektorga 
to 'g 'r i chiziqning norm al vektori deyiladi.

Demak, vektor ( 1 . 1) tenglam a bilan aniqlanuvchi
to 'g ' r i  chiziqning normal vektori 
bo 'ladi.

l-m isol. V/ (2:3)va
nuqtalar berilgan. M, nuqtadan

o 'tuvchi \a  M, M2 vektorga
perpendikular to 'g ' r i  chiziq 
tenglamasini tuzing.

Yechish. A w a l  M. M, vektorini

topamiz:

М Д  = {-I -  2;0 -  3} = {—3;—3}.

Bundan A = -3, В = -3.

3.1.2. Tekislikdagi to‘g ‘ri chiziq tenglamalari



Izlanayotgan to 'g ' r i  chiziq tenglam asini (1.1) formula bilan
tuzamiz:

~ 3(x -  (-1)) -  3(y -  0) = 0

yoki
x+  v + 1 =0.

II. T o'g'ri ch iziqda yo tu vch i M 0(x„\ у  0) nuqta va to 'g 'r i ch iziqqa  
p a ra lle l bo'lgan  s = { p ; q }  vektor berilgan.

I to 'g ' r i  chiziqda yotuvchi M a(x,.\y,,) va M(x;y)  nuqtalardan 

M.,M = {x -  xu\у  -  y.,} vektorni yasaym iz ( 1-shakl).

B unda s \ a  M M  vektorlar kollinear boMadi. Ikki vektom ing  
kollinearlik shartidan quyidagini topamiz:

(1.2) tenglam aga berilgan nuqtadan о 'tuvchi va berilgan  
vektorga p a ra lle l to ‘g  r i chiziq tenglam asi deyiladi.

Shunindek, bu tenglam a to 'g 'r i chiziqning kanonik tenglam asi deb 
ataladi.

T o 'g ' r i  chiziqqa parallel b o 'lg an  (yoki to 'g ' r i  chiziqda yotuvchi) 
nolga teng  bo 'lm agan  har qanday vektorga to 'g ' r i  chiziqning 
y o  'naltiruvchi vektori deyiladi.

D emak, s = {p \q} vektor (1.2) tenglam a bilan aniqlanuvehi 
to 'g ' r i  chiziqning yo 'na ltiruvchi vektori bo 'iadi.

1-izoh. (1.2) tenglam adan  to 'g ' r i  chiziqning keltirilgam 11 sharlni 
qanoatlantiruvchi boshqa tenglamalarini hosil qilish mum kin.

1. (1.2) tenglam ada

tenglam alar  kelib chiqadi. bu yerda / -p a ra m e tr .
(1.3) tenglarnalarga to 'g 'r i chiziqning param etrik  tenglam alari 

deyiladi.

* -* 0  = У ~Уо
P я

( 1.2)

P Я

belgilash kiritamiz. 
Bundan

x = xu + tp, у  = v0 + tq (1.3)
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2. M a ’lumki, tekislikdagi chiziqning ikkita parametrik  (skalyar) 
tenglamalarini bitta vektor tenglam a bilan berish m um kin, y a ’ni
( 1.3) tenulamalarni

r = r + Is (1.4)

ko 'r in ishda  yozish m um kin, bu yerda r - { x \ y ) ,  ftl mos

ravishda M(x: y ) ,  M ..(.дг,,: у.,) nuqtalarning radius vektorlari; 
s = {/?; 4}- t o 'g ' r i  chiziqning yo 'nalt iruvchi vektori (! -shakl).

(1.4) tenglam aga to 'g'ri chiziqning vektor tenglam asi deyiladi.
2-misol. M (-2 ;4)nuqtadan  o 'tuvch i  va ,?={l;-3} vektorga parallei 

to 'g ' r i  chiziqning kanonik, parametrik  va vektor tenglamalarini tuzing.
Yechish.T o 'g ' r i  chiziqning kanonik, parametrik va  vektor 

tenglamalarini (1.2), (1.3) va (1.4) formulalar bilan topamiz:

л + 2 у  -  4

1 -  3 .V 

x - - 2  ~-l, >' =  4 - 3 / ,  / e  T:
1

r =■ r0 + is, ru = {- 2 :4}.

/ / / .  To ‘g  ri ch iziqda yotuvchi ikkita 
M t(x ; y , ) va  M 2( x 2; v , )  nuqta berilgan.

1 to 'g 'r i  chiziqda yotuvchi ixtiyoriy

M (jc; v) nuqtani o!ib, M,M = {x -  x t \ y  -  y t ) о X

va = \x2 - x  ; ; , -  v.} vektorlarni 

yasaym iz  (2-shakl). Bunda M.M  va 

M.M.  vektorlar kollinear bo 'ladi.

2-shakl.

ikki vektorning kollinearlik shartidan topamiz:

x: -  x\ ■ У
bo'ladi.

( 1.5) tenglamaga berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziq  
tenglam asi deyiladi.

IV. T o'g'ri chiziqning Ox va Oy o 'q laridan  ajratgan kesm alari a 

va b berilgan.
I to 'g 'r i  chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M(x\y)  nuqtani 

o lam iz (3-shakl).
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S.CBM va AОБА o ‘xshash. U holda uchburchaklam ing  
o 'xshash lik  aiomatiga ko 'ra .

CB CM 
OB OA

O B - О С  OD
OAOB

ОС OD 
OB r OA

Bundan ОС = x , OB = a, OD = y. OA 

o 'rn ig a  qo 'y ish  bajarib, topamiz:

- + -  = 1. 
a b

( 1.6)

(1.6) tenglamaga to 'g ri chiziqning  
kesm alarga nisbatan tenglam asi 
deyiladi.

3- misol. Ax + 3 v -1 2  = 0 tenglam a 
bilan berilgan to 'g ' r i  chiziqni chizm ada 
tasvirlang.

Yechish. Tekislikdagi to 'g 'r i  
chiziqni chizish uchun uning ikkita 
nuqtasini bilish yetarli bo 'iadi.

T o 'g ' r i  chiziq tenglam asida, masalan x = 0 deb, у  = 4 ni, ya 'n i

(.4(0:4) nuqtam va shu kabi Bl 2;  ̂ j nuqtani topamiz. Bu nuqtalam i

tutashtirib, berilgan tenglam aga m os to 'g ' r i  chiziqni ch izam iz  (4-shakl).
Bu masalani boshqacha, y a ’ni to 'g 'r i  chiziq tenglamasini 

kesm aiarga nisbatan tenglam aga keltirib yechish m umkin. Buning  uchun 
tenglam aning  ozod hadi (—12>ni o 'n g  
tom onga o 'tkazam iz  va hosil bo 'lg an  
tenglikning har ikkala tomonini 12 ga 

bo 'lam iz:

yoki

4 v 3 y  12. U' . ’ V 1
12 12

x у---1---:
3 4

Bu tenglama bilan aniqlanuvehi 
to 'g ' r i  chiziq Ox o 'q id an  
koordinatalar boshiga nisbatan o 'n g

120



tom onga 3 ga teng kesm a, Oy c 'q id an  esa koordinatalar boshiga 
nisbatan yuqoriga 4 ga teng kesm a ajratadi (4-shakl).

V. T o'g'ri chiziqning o g ‘ish burchagi f  va Oy o'q idan  ajratgan  
kesm asi h berilgan.

Ox o 'q n in g  m usbat yo 'na lish idan  berilgan to 'g ' r i  chiziqqa soat 
strelkasiga teskari y o ‘naiishda hisoblangan <p burchakka to 'g 'r i  
chiziqning og'ish  burchagi deyiladi.

O g ‘ish burchagining tangensi, y a ’ni к ■-tg<p son to 'g 'r i chiziqning  
burchak koeffitsiyenti deb ataladi.

/ t o 'g ' r i  chiziqda yotuvchi 
ixtiyoriy M(x:y)  nuqtani o lamiz 
va burchak tangensi ta ’rifidan 
foydalanam iz (5-shakl):

x
yoki

у  = tg<px + b .

Bundan
у  = kx + b . (1-7)

Bu tenglam aga to 'g 'r i chiziqning burchak koeffitsiyentli 
tenglam asi deyiladi.

2-izoh. { 1 7) tenglam adan to 'g ' r i  chiziqning к burchak 
koeffitsiyentga ega boMgan yana bir tenglam asini keltirib chiqaramiz. 
Bu i o 'g ‘ri chiziq \ l  (x,:y.) nuqtadan o 'tsin . U holda bu nuqtaning 
koordinatalari (1.7) tenglam ani qanoatlantiradi: r, = kx + b.

Bundan h = у, -  юг,.

U holda (1.7) tenglam adan topamiz:

v =  kx  -  /tv, +  v,

yoki
y - y \  = k ( x - x .  ). ( 1 .8 )

( i .8 )  teng lam aga berilgan
nuqtadan berilgan vo 'nalish bo yich a
о 'tia’chi to g  'ri chiziq tenglam asi 
deyiladi.
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Suningdek, bu tenglam a to 'g 'r i ch iziq lar dasta si tenglam asi deb 
ataladi.

VI. To 'g ‘ri chiziq  n = OP norm alining y o  'nalishi a  va  uzunligi p 
berilgan.

I to ‘g ‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M (x;y ) nuqtani olamiz.
6-shaklga asosan:

Pr, C)P = Pr, ON + Pr, N M  + Prf MP,  

bu yerda Prf O P - p ,  Pr, ON ~ xcosa , Prf NM = ys in a ,  Prf MP = 0.

Bundan,
p  = xcosa  +_ysina

yoki
jrcosa + y s \n a  -  p  = 0. (1.9)

(1.9) tenglam aga to  ‘g  ‘ri chiziqning norm al tenglam asi deyiladi. 
Keltirib chiqarilgan (1.1)-(1.9) tenglam alar asosida  ushbu  xulosa 

kelib chaqadi:

x ,y  o ‘zgaruvchilam ing  har qanday birinchi darajali tenglamasi 
tekislikdagi biror to ‘g 'r i  chiziqni ifodalaydi va aksincha. tekislikdagi 
har qanday to 'g ' r i  chiziq x ,y  o ‘zgaruvchilam ing  biror birinchi 

darajali tenglamasi bilan aniqlanadi.

Demak, tekislikdagi har bir I to ‘g ‘ri chiziq tenglamasini

Ax + By + С = 0 (1 .Ю )

k o ‘rinishda yozish mum kin, bu yerda  C - o z o d h a d ;  A2 + B! * 0.
(1.10) tenglam ada A va В sonlar to ‘g ‘ri chiziq normal vektorining 

koordinatalari b o ‘!ishini (1.1) tenglama yordam ida k o ‘rsatish mumkin:

А ( х - х я) + В ( у - у ь) = 0,

Ax + B y -  (Ахл + Ryl:) = 0,

Ax + By + С = 0, С = - (A xn + Bya).

Demak, п = {А;В}.
(1.10) tenglam aga to ‘g  ‘ri chiziqning umumiy tenglam asi deyiladi.
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(.1.10) tenglamada:
1) /1 = 0 bo 'isa , tenglam a By + C = 0 ko 'r in ishga  keladi. Bunda 

to 'g ' r i  chiziqning normal vektori Ox o ‘qqa p eф en d ik u la r  b o ‘ladi. Shu 
sababli to 'g 'r i  chiziq Ox o 'q q a  parallel, Oy o 'q q a  perpendikular 
bo 'iadi.  Shu kabi #  = 0 da kelib chiqadigan Ax + C = 0 to 'g ' r i  chiziq Oy 
o 'q q a  parallel, Ox o 'q q a  perpendikular bo 'iadi;

2) С = 0 bo 'isa ,  tenglam a Ax+By  = 0 ko 'r in ishni oladi. Bu 
tenglamani 0(0:0) nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi. Demak, 
to 'g ' r i  chiziq koordinatalar boshidan o 'tadi;

3) .4 = 0 va C = 0 bo 'isa .  tenglamadan y  = 0 kelib chiqadi. Bu to 'g 'r i  

chiziq Ox o 'q d a  yotadi. Shu kabi /} = 0 va C' = 0 da hosil bo 'iadigan 

x -  0 to 'g ' r i  chiziq Oy o 'q d a  yotadi.

4-  misol. a ning qanday qiymatlarida ( а2 + 4a)x + ( a - 5 ) v -  2u + 4 = 0 
to 'g ' r i  chiziq: 1) Ox o 'q q a  parallel bo 'iad i:  2 ) Ox o 'q q a  perpendikular 
bo 'iad i;  3) koordinatalar boshidan o 'tadi.

Yechish. M isolning shartiga ko 'ra :  A = a 2 +4a,  B = a - 5 ,  
С -  -2a  + 4.

U holda:
1) a 2 + 4 a ~ 0  yoki a = - 4 ,  a = 0 da A = 0 bo 'iad i.  Shu sababli 

berilgan to 'g ' r i  chiziq Ox o 'q q a  parallel bo 'iadi.
2) a - 5  = 0 yoki a = 5 da Я = 0 va berilgan to 'g 'r i  chiziq Ox o 'qqa  

perpendikular bo 'iadi.
3) - 2 a  у 4 = 0 yoki a = 2 da С =■-■ 0 bo 'iadi.  Demak, a = 2 da to 'g ' r i  

chiziq koordinatalar boshidan o 'tadi.
To 'g 'r i  chiziqning (1.1)-(1.10) tenglamalaridan har birini 

boshqalaridan keltirib chiqarish mumkin.
Misol tariqasida (1.10) tenglam adan (1.9) tenglamani keltirib 

chiqaramiz. Bulling uchun (1.10) tenglikning chap va o 'n g  tomonini

norm allovchi ко 'paytuvchi deb ataluv chi M  = ± - F._------- songa
J a 2 + b 2

ko 'paytiram iz.

Hosil bo 'lg an  fiy  f  ( _ q  tenglam ada
■Ia 1 + b -
A . В С

cos a  = ± - ---------- , sin a  = ± —; = = .  p  = ± ,-------- =
\ .4 2 + B2 -Ja + b 2 J a 2 + b 2

belgilashlar kiritsak, (1.9) tenglam a kelib chiqadi.
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Bunda M ko'paytuvchining ishorasi С koeffitsiyentning 
ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

5-misol. To'g'ri chiziqning 5x — 12>-h- 8 0 tenglamasini normal 
ko‘rinishga keltiring.

Yechish.

Tenglamaning chap va o'ng tomonini M =-—= = =  = - —
x 5 • ( 12) 13

(chunki С > 0) soniga ko‘paytiramiz.

Bundan

- 5' \ ,2> ' - 8 -o
13 13 13

yoki
jccosa  + ysina -  p = 0,

, , 5 12 8
bu y e r d a  cos a  = ---- , sma = —, p = — .

13 13 13

3.1.3 . Tekislikda ikki to‘g ‘ ri chiziqning  
o ‘zaro joylashishi

Ikki to ‘g ‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikdagi ikki /, va /, to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak 
tp bo'lsin.

Bu burchak to'g'ri chiziq tenglamalarining beriiishiga ko'ra, turli 
formulalar bilan aniqlanishi mumkin.

1. To'g'ri chiziqlar umumiy tenglamalari

,!,.r + B,y + C\ = 0 va A,x + B,y + С\ = 0

bilan berilgan bo'lsin.
Bunda to'g'ri chiziqlaming nl ={A,\B,}, n2 ={/),;/?,} normal 

vektorlari orasidagi burchak to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakka 
teng, y a ’ni </> = (/, ,/2>=(«,,«2)bo‘ ladi (7-shakl).

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formuiasidan topamiz:



11. To'g' ri  chiziqiar kanonik tenglamalari

ya v- .t . v у 
P, 4, P 2 <1:

bilan berilgan bo'lsin.

Bunda ,v = {/;,;(/,}. .< ={pz,q2} boMadi.

U holda <? = (/, ./,)=(.s",.iV) (7-shakl) ekanini hisobga olib, topamiz:

cos tp - P  P i + 4 ,4 :

l - f , i ' l - b  ! V A '  +чЫр !1 + Ч:
111. To'g'ri chiziqiar burchak koeffitsiyentli

у = k,x + A, va у - A,x 4 h,

tenglamalari bilan berilgan bo'lsin.
7-shaklga ko'ra. </> = <-p. -</>,.

Bundan

(I М2)

-  t.W
I 4- tgCpJgiP;

yoki

tg<p - A, -  A, 
A.A,

(1 М3)

kelib chiqadi.
Agar bunda to'g'ri chiziqlardan qaysi biri birinchi va qaysi biri 

ikkinchi ekani ko‘rsatilmasdan ular orasidagi o'lkir burchakni topish 
talab qilinsa. u holda (1M3) formulaning o‘ng tomoni modulga olinadi. 
y a ’ni

I*,-*. I
1 4 A, A, j’

(114 )

Shunday qilib. to'g'ri chi/iqlar 
tenglamalarining ko'rinishiga qarab. 
ular orasidagi burchak ( 1.1 I) - ( 1.14) 
formulalardan biri bilan topiladi.

6-misol. у = -4л- 4-1 va 5x -  3у - 7  = 0 
to'g'ri chiziqiar orasidagi burchakni 
toping.

Yechish. Birinchi tenglamaga ko'ra. 7-shakl.



5 7 55дг- 3 v - 7  = 0, v — x - - ,  bunda к, = : .
3 3 3

U holda

tg<p =  —------------------- ------ =  - 1 .

l+ (-4 ) -3

Demak, <p = — .
4

Ikki to‘g ‘ri chiziqning perpendikularlik sharti

Tekislikdagi ikki to'g'ri chiziqning perpendikularlik shartlarini 
ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchakni topish formulalaridan keltirib 
chiqaramiz.

/, 1/, bo'lsin. U holda cos<p = 0 v a ( l . l ! )  tenglikdan topamiz:

A,.4: + BB, = 0 . (1.15)

Shu kabi (1.12) tenglikdan

P,P2 + <7,<7! =° (1-16)

kelib chiqadi.
(1.13) tenglikdan

1 + к k,
ctg<P =  -------------7 -A, -L

U holda /, _L/,da ctgip = 0 yoki

l + *,*2 =0 (1.17)

bo'ladi.
Demak, to 'g ’ri chiziqlar tenglamalarining ko'rinishiga 

qarab, ulaming
perpendikular bo'lishi (1.15)-(1.17) shartlardan biri bilan aniqlanadi.

Ikki to ‘g ‘ri chiziqning parallellik sharti

I. /, va /, to'g'ri chiziqlar parallel bo’ lsin. U holda ulaming 
normal vektorlari «, ={/l1;B]}va n2 ={Аг-,Вг) kollinear bo'ladi. Ikki

к, = - 4 .  Ikkinchi tenglamadan topamiz:
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vektorning kollinearlik shartidan ikki to'g'ri chiziqning parallellik 
shartini topamiz:

ii. Agar /,va/2 to'g'ri chiziqlar parallel bo'lsa, u holda ulaming 
yo'naltiruvchi vektorlari s\ = {pl;q,}\a s: = {p2;qz] kollinear bo'ladi. 
Bundan

III. /,|| l2 bo'lganida ular orasidagi burchak uchun tgrp -  0 bo'ladi. 
U holda (1.14) tenglikdan topamiz:

Shunday qilib, (1.18)-( 1.20) shartlardan biri to'g'ri 
chiziqlar tenglamalarming berilishiga ko'ra, ulaming parallel bo'lishini 
aniqlaydi.

7-misol Л/„( 2;1) nuqtadan o'tuvchi va 2x + 3 ,y + 4 = 0 to'g'ri 
chiziqqa perpendikular to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To'g'ri chiziq tenglamasini Ax + By + С = 0 ko'rinishda 
izlaymiz.

To'g'ri chiziq M J 2;1) nuqtadan o'tgani sababli 2A + B + C = 0 
va 2 л- + 3 v + 4 = 0 to'g'ri chiziqqa perpendikular bo'lgani uchun 
2a + 3B -  0 bo'ladi.

Bu tenglamalami birgalikda yechib topamiz: A = -~C, B = ^  ■

A va В koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo'yamiz:

Ei = ?:
Pi Яг

(1.19)

к, = k: . (120)

— —Cx+ - Cv + С -  0. 
4 2 '

Bundan
(- Зл- + 2у -  4 )C = 0 yok i Зл -  2 j  -  4 = 0.

/АА/ to‘g ‘ri chiziqning kesishishi

To'g'ri chiziqlar umumiy tenglamalari
A. x + B,v + С, — 0 va A x  t B y  ( .  — 0 

bilan berilgan bo'lsin va M ,(xn;y0) nuqtada kesishsin (7-shakl).



U holda Aiu{x„\y„) nuqtaning koordinatalari har ikkala tenglamani 
qanoatlantiradi. Shu sababli ikki to'g'ri chiziqning kesishish 
nuqtasi koordinatalari

( 1.21)
' Л х  ■ By  ■ С  0.
IA2x:t + В2ул + ( ’, = 0  

sistemadan topiladi.
Bunda kesishish nuqtasi orqaii o'tuvchi to'g'ri

chiziqiar dastasi
Axx  + B j  + (\  + A( A2x + B , y  -t- C 2) = 0 ( 1.22)

tenglama bilan aniqlanadi, bu yerda Я -  sonli ko‘paytuvchi.

S-misol. 2x -  у -  2 = 0 a to‘g'ri chi/iq bo'ylab yo'naltirilgan 
yomgMik nuri x -2 y  + 2 = 0 to'g'ri chiziqda sinadi va qaytadi Qa\1uvchi 
nur yo'nalgan to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Yorug'lik nurining qaytish nuqtasi 2 x - y - 2  = 0 va 
x -2 y  + 2 = 0 to'g'ri chiziqlaming kesishish nuqtasi bo'iadi.

Bu nuqta M(x;y) bo'lsin. Uni quyidagi sistemadan topamiz:

2x -  у -  2 = 0. 
x — 2y + 2 = 0.

Bundan M(2;2).
Yorug'lik nuri sinadigan va yo'naltirilgan to'g'ri chiziqiar 

orasidagi burchak tangensini topamiz.
Berilgan to‘g'ri chiziqlaming burchak koeffitsiyentlari

k. = k. =2 bo'iadi.
2

Bundan

1 -22 3
<g<p у  - 4 

1 + 2  4 
2

Bu son yorug'lik nuri qaytuvchi va sinuvchi to'g'ri chiziqiar 
orasidagi burchak tangensiga teng bo'iadi.

U holda



bu yerda к -  nurqaytuvchi to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti.

2
Bundan k = - —.

11

Demak, izlanayotgan to'g'ri chiziq uchun: M( 2:2), к - -  .

Bu parametrlar bilan aniqlanuvchi tc/g‘ ri chiziq tenglamasini tuzaniz:

v -  2 = —-  ( x - 2 )
1 I

yoki
2л- f  11 v -  18 = 0.

Ikki to'g'ri chiziqning ustma-ust tush is hi

/, va / to'g'ri chiziqlar umumiy tenglamalari

.■1.x -  I), у  f  Г  =0. A2x + R . y  f  C 2 = 0

bilan berilgan bo'lsin va ustma-ust tushsin.
Bunda:

A В-birinchidan / II /2 boMadi v a = л tengliklardan A , - , 14, =0,A. If
П -  \B, -  0 kelib chiqadi;

-  ikkmchidan / to'g'ri chiziqning har bir nuqtasi. jumladan. 
M (x ; r 0) nuqtasi, l.t to‘g ‘ri chiziqda ham yotadi, ya ’ni

A.x 4 B , y „  + С, = 0, Л х и + B . y v + C ,  = 0

boMadi.
Bu tengliklaming ikkinchisini Я ga ko‘paytiramiz va birinchidan 

ayiramiz:
(A, -  AA )x„ 4- (В -  л й . ) г  (С, -  л ( \  ) = 0 .

Bundan -л(\  kelib chiqadi.
Demak, to'g'ri chiziqlarning ustma-ust tushush sharti

• B C- . (1.23)
А, В,  C .

tengliklar bilan ifodalanadi.
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3.1.4. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha boMgan masofa

Nuqtadan to'g'ri chiziqqa tushirilgan perpendikulaming uzuniigiga 
nuqtadan to 'g'ri chiziqqacha ho 'Igan masofa deyiladi.

M„(x0:y0) nuqta va Ax + By + C = 0 tenglama bilan / to'g'ri chiziq 
berilgan boMsin. Mc nuqtadan / to'g'ri chiziqqa tushiurilgan 
perpendikulaming asosini Л/, (.x, ;>■,) 
bilan belgilaymiz (8-shakl). r

formula bilan topiladi.

9-misoI. 3x + 4y  - 4  = 0 va 6x + 8_y + 5 = 0 parallel to'g'ri chiziqiar 
orasidagi masofani toping.

Yechish. 3x + 4y - 4  = 0 to'g'ri chiziqda ixtiyoriy. masalan M(0;l) 
nuqtani olamiz. U holda berilgan parallel to'g'ri chiziqiar orasidagi 
(/masofa M(0;l) nuqtadan 6x *- 8_y + 5 = 0 to'g'ri chiziqqacha boMgan 
masofaga teng boMadi. Uni (1.24) fonnula bilan hisoblavmiz:

П

n = {A;B) vektoming / to'g'ri 
chiziqqa perpendikular boMishi 
maMum. Shu sababli M„ nuqtadan 
/ to'g'ri chiziqqacha bo igan masofani 
vektoming o'qdagi proeksiyasining 
xossalaridan foydalanib topamiz:

Л/ (r,: v,) nuqta / to'g'ri chiziqda 
yotgani sababli Ax. + By, + С = 0. y a ’ni 
С = -Ax, -  By, boMadi.

8- shak l .

d = Pr- M M x )A • (\ ~ y , ) B  |

Ax * By -  Ax - By I = ! 1x ‘ By + f j

4  a 1 + в ' v ,i + b :

Shunday qilib, nuqtadan to ‘g'ri chiziqqacha ho ‘Igan masofa

j  _ I Axa + By,, + С | 

\ A' + B‘
(1.24)
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3.1.5. M ashqlar

I. T o 'g ' r i  c h iz i q l a r n in g  b u rc h a k  k o e f f i t s iy e n t in i  v a  k o o rd in a t a  o ‘ q l a r id a  
a j r a tg a n  k e s m a la r in i  to p in g :

2. T o 'g ' r i  ch iz iqn ing  teng lam asin i  tuz ing: i )  Л/,( 3 )  nuqtadan o 'tuvch i  va 
n [3:4} normal vektorga  e g a  b o ' lg an :  2) М л - 2 ,-3 1 nuqtadan o 'tuvch i  va 
г {-1:3} yo 'n a l t i ruvch i  vck to r la rga  ega  b o ' lg an :  3 )  Л/,(-2:3) nuqtadan o 'tuvch i  
Ox o 'q q a  perpendiku lar  b o ' lg an ;  4) A/,(3:2) nuqtadan o 'tuvch i  Oy o 'q d a  b 5 ga 
teng k e sm a  a jratuvchi.

3. Ten g lam a la rdan  qa> si lari t o 'g ' r i  ch iz iqn ing  normal teng lam as in i  
i fo d a layd i?

1 ) y  + 2 = 0; 2 ) . r  -2 ,5  0: 3 )  - л - - - у - 3  = 0, i ^ 2  0.)  )  5  . .  ] 3  ] V

4. T o ' g ' r i  c h iz i q l a r n in g  kesishi.-ih n u q ta la r in i  v a  u l a r  o r a s i d a g i  b u rc h a k n i  
top in g :

1) 5лг~ v - 3  0 .  2x - 3 v i 4 = 0 ;  2 )  »•=-•■ 4 ( , 3 v - 5  i) ;
7 . 4 2

5. w v a  я  n ing  qanday  q iym a t la r id a  mx±9y + n = 0 va  4.x + my - 2  = 0 to 'g ' r i  
ch iz iq lar :  1) p ara l le l  bo ' lad i :  2 )  ustma-ust tushadi;  3) perpend iku lar  b o ' lad i?

6.  m ning qanday q iym at la r id a  lo ' g ' r i  ch iz iq lar :  1) para l le l  bo ' lad i ;
2) perpendiku lar  b o ' lad i?

7. v 1 у - 7  -- 0 t o ' g ' r i  c h iz iq d a  k o o rd in a t a la r i  2 x - y  t 4 - 0 t en g l ik  b i lan  

b o g i a n g a n  n uq tan i  top ing

s .  л т )  n uq tad an  o ' t u v c h i  v a  k o o rd in a t a  o 'q l a r i  b i l a n  y u z i  2 k v a d r a t  
b i r l i k k a  ten g  u c h b u r ch ak  a j r a tu v c h i  t o ' g ' r i  c h iz iq  t e n g la m a s in i  t u z in g .

9. A(-3,2). B(5;-2 ) , (  ’(0,4> b o '  Isa, ABC u c h b u r c h a k d a  ЯП b a l a n d l ik  

t e n g l a m a s in i  tu z in g .

10. A( -2 :0).f l (5 :3) ,C '( ! ;- l)  b o ' l s a ,  AIK u c h b u r c h a k d a  AD m e d ia n s  

t e n g l a m a s in i  tuz ing .

11. 2 ,v -  i +3 = 0 v a  v -r v - 2  = 0 t o ' g ' r i  c h iz iq l a r n in g  k e s i s h is h  n uq ta s id an  

o ' t u v c h i  v a  Ъ х - 4 у - 1  =0 t o ' g ' r i  c h iz iq q a  p e r p e n d ik u ia r  t o ' g ' r i  c h iz iq  t e n g la m a s in i  

tuz ing .

I ) v  • Is i :  :i 2)x — 3 v — 2;

3) -  - 
3

x + I _ у  -  1 x -  3у  Ч 0,
1 5 ' - 2

1) дг - m y + 5 = 0 ,  2 x - r 3у  + 3 0 ; 2 )  2 x -  i y  + 4 = 0 ,  m x -6 y  + ?  = 0 .
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12. T o 'g ' r i  burchak ii  teng  yon l i  uchburchak  g ipotenuzas i  orqai i  o ' i g a n  to 'g ' r i  
chiz iq  ten g lam as i  3* t-2t - 6  и dan va uch lar idan  biri Л(-1:- 2) nuqtadan iborat. 
Uchburchakn ing  katetiari  teng lam a la r in i  tuzing.

13. Para l ie logram m ning  ikk i  uchi /1(1,1) va /3(2;—2) nuqta larda  yotad i  va 
d iagona lla r i  (-1:0) nuqtada kes ishad i.  P a ra l ie lo g ram m n ing  tom onlar i  
teng lam a la r in i  tuzing.

14. A g a r  .4(5:3). 5(1:1), C(3,5), D(b ,6)  to 'r tburchakn ing  uch lar i  b o ' i s a ,  uning 

d iagona lla r i  kesish ish  nuqtasin i va  d iagona l la r i  o ras idag i  burchakni toping.

15. Uchburchakn ing  uch lar i  b er i lg an :  .4(8:3), 5(2:5). (.’(5.-1). Uchburchak 
m ed iana la r in ing  kesish ish  nuqtas idan  o 'tuvch i  va  л 4 у  -  2 0 to 'g ' r i  ch iz iqqa 
perpend iku lar  to 'g ' r i  ch iz iq  teng lam as in i  tuzing.

16. Burchak  tom on lar idan  b ir in ing  ten g lam as i  4 x - 3 y  i 9 -o d a n  va  
b is sek tr isas in ing  t en g lam as i  v - l y  f 21 = 0 dan iborat Burchak  ikk inchi  tomonining 
ten g lam as in i  tuzing.

17. Uchburchakn ing  ikk i uchi /5(5:11.5(1:3) va m ed iana la r i  kes ish ish  nuqtasi  
M (3:4) ber i lgan . Uchburchak tom on lar in ing  ten g lam a la r in i  tuzing.

18. Uchburchakn ing  ikki uchi Л(2;-2), й(-6;2) va ba land l ik la r i  kes ish ish  
nuqtasi M ( l : 2 )  ber ilgan. Uchburchakn ing  < uch idan tush ir i lgan  ba land l ik  
teng lam as in i  tuzing.

19. Uchburchak tom on lar in ing  o 'r ta la r i  b er i lg an :  AY,(i:-3),.U. (2;-2i. W,(-3;4). 
Uchburchak tom onlar in ing  teng lam a la r in i  tuzing.

20. P a ra l ie lo g ram m n ing  ikk i  tomoni 2.t + y - 2  = 0 ,  .t - v t 17 0 to 'g ' r i  
ch iz iq la rda  yotad i  va d iago n a l la r i  M ( - 3,5;3.5) nuqtada kesishad i.  Pa ra l le logram m  
qo lgan  tom onlar i  yo tgan  to 'g ' r i  c h iz iq lam in g  ten g lam a la r in i  tuzing.

21. д:- 2 у + 5 = 0 t o 'g ' r i  ch iz iq  b o 'y la b  y o 'n a lg a n  y o r u g ' l ik  nuri 3 .t - -2y -  7 С 
t o 'g ' r i  ch iz iqda  sinadi va qay tad i .  Q aytuvch i nur y o 'n a lg a n  t o 'g ' r i  ch iz iq  
teng lam asin i  tuzing.

22 . Uchlar i  Л(2:3).5(-1:4).Г(5;5) nuqta larda  b o ' lg an  uchburchak  o g ' i r l ik  
markaz idati  o 'tuvch i  v a  A C  toir.onga para l le l  t o ' g ' r i  ch iz iq  teng lam as in i  tuzing.

23. Bir uchi .4(3;4) nuqtada b o ' lg a n  va b ir  tomoni 2jc-• 5y t-3 0 to 'g ' r i  
ten g lam a  bilan ber i lg an  t o 'g ' r i  ch iz iqda  yo tgan  kvadra tn ing  yuz in i  toping

24. 4jc-3><+8 = 0 va S . r - 6 y - 7  = 0 t o ' g ‘ ri ch iz iq ia r  o ras idag i  m asofan i  toping.

25. K vadratn ing  ikki tomoni 5л+ 12у-61  0 va  5* + 12> + 1 7 - 0  ten g lam a la r  
b ilan  ber i lgan  t o 'g ' r i  ch iz iq la rd a  yotad i .  Kvadrat d ia go n a l in in g  uzun lig in i  
toping.
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26. A[2A)  nuqtadan o 'tuvch i  va koord inata lar  boshidan 2 bir lik 
m asofada  yotuvch i t o 'g ' r i  chiz iq  ten g lam as in i  tuzing.

27. Л(-2;3) nuqtadan o 'tuvch i  va #(5;-l),C(3;7) nuqta lardan  teng 
uzoq likda  yotuvch i  t o 'g ' r i  chiz iq  teng lam asin i  tuzing.

28. './(-Я;12) nuqtan ing , ! ( -5 ; l )v a  /i(2 .-3)nuqtalardan o 'tuvch i to 'g ' r i  

ch iz iqdag i  p roeks iyas in i  toping.

3.2. IKKINCHI TARTIBLI CH IZIQLAR

Oxy koordinatalar sistemasida x, у  o'zgaruvchilarning ikkinchi 
darajali tenglamasi bilan aniqlanuvchi chiziq tekislikdagi ikkinchi 
tartibli chiziq deyiladi.

liar qanday ikkinchi tartibli chiziqni 
doiraviy konusning tekislik bilan kesishish 
chizig'i sifatida hosil qilish mumkin. Shu sababli 
ikkinchi tartibli chiziqlar konus kesimlar deb 
ham ataladi. Berilgan / to'g'ri chiziqni uni 
A nuqtaga kcsuvchi boshqa bir fiksirlangan 
/. to'g'ri chiziq atrofida o'zgarmas 0 burchak 
ostida aylantirish natijasida hosil qilingan sirt 
doiraviy konus deyiladi (9-shakl).

Bunda / to'g'ri chiziqqa konusning 
vasovchisi, I. to‘g ‘ ri chiziqqa konusning о 'qi, A 9-shak l
nuqtaga konusning uchi. konusning I nuqta 
bilan ajratilgan qismlariga konusningpallalari deyiladi.

Agar konus tekislik bilan kesilganida (10-shakl):
-  tekislik konusning A uchidan o'tmasa va konus o'qiga 

perpendikular bo'lsa, kesimda aylana hosil bo'ladi;
-  tekislik konus o'qiga perpendikular bo'lmav, konusning faqat 

hitta pallasini kessa va uning yasovchilaridan birortasiga parallel 
bo'lmasa, kesimda c/lips hosil bo’ ladi;

-  tekislik konus yasovchilaridan biriga parallel ravishda uning 
pallalaridan birini kessa. kesimda parabola hosil bo'ladi;

-  tekislik konusning ikkala pallasini kessa, kesimda giperbola hosil 
bo’ ladi;

-  tekislik konusning A uchidan o'tsa, kesimda nuqta, to'g'ri chiziq, 
to ‘g'ri chiziqlar jufti hosil boMadi.



АУ1апа Ellips Parabola Giperbola

Nu4‘a To 'g 'r i  chiziq

10-snakl.

Ikkinchi tartibli chiziqiar fan va texnikaning ko'p sohalarida keng 
qo'llaniladi.

Bunga misollar kelliramiz.
1 .M a ’ lumki, avtomobil g'ildiraklari aylana shaklida vasaladi.
2. Quyosh sistemasining planetalari quyosh jovlashgan umumiy 

fokusga ega ellipslar bo‘yicha harakat qiladi.
3. Agar parabola fokusiga yorug'lik manbavi joylashtirilsa, nurlar 

uning o‘qiga parallel ravishda qaytaai. Projektorning tuzilishi bu 
xossaga asoslangan.

4. Mexanikada isbot qilinganidek, yer yuzidan gorizontga qarab 
burchak ostida v„ = 11,2 km/с(ikkinchi kosmik teziik) boshlang'ich tezlik 
bilan chiqarilgan raketa parabola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz 
uzoqlashsa, v„ > 11,2 km!с boshlang'ich tezlik bilan chiqariigan raketa 
giperbola bo‘ylab yer yuzidan cheksiz uzoqlashadi, v„ <11,2 km/c
boshlang'ich tezlik bilan chiqarilgan raketa esa verga qaytib tushadi 
yoki yeming sun’ iy yoTdoshi bo'lib qoladi.

l o ' g ' r i  ch iz iq iar  
juft i
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3.2.1. Aylana

1-ta 'r if Tekislikda markaz deb ataluvchi berilgan nuqtadan teng 
uzoqlikda yotuvchi nuqtalarning

(2.1) tenglamaga aylananing kanonik tenglamasi deyiladi. Bunda 
i/ t v ;;. ,) nuqta aylana markazi, R masofa aylana radiusi deb ataladi. 

л-,. = 0, y . =■ 0 da (2.1) tenglamadan topamiz:

(2.2) tenglama markazi koordintalar boshidan o'tuvchi va radiusi 
R ga teng aylanani aniqlaydi.

1-misol Koordinatalari ,v = Rcost, у = fisin/ tenglamalar bilan 
aniqlanuvchi M{x;y) nuqta aylana nuqtasi bo'lishini ko'rsating.

Yechish. M(x\y) nuqia koorainatalarining har ikkala tomonini 
kvadratga ko'taramiz va hadlab qo'shamiz:

Demak, koordinatalari л = Rcost, v = Rs'mt, te.R tenglamalar bilan 
aniqlanuvchi \1(x;y) nuqta markazi koordintalar boshida yotuvchi 
va radiusi R ga teng aylanada votadi.

geometrik o'rniga aylana deyiladi. V
Tekislikda M jxy.y,)  nuqtadan R 

masofada yotuvchi nuqtalarni 
qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M(x;y) 
nuqta bo’ lsin (I 1-shakl).

M

Aylana ta’rifiga ko‘ra, 1 M, M |= R.
Bu tcnglikka ikki nuqta orasidagi 

masofa formulasini qo‘llaymiz:
/

J (x -x  У Н у - у  ) ■ к. о х
1 1-shakl .

Bundan

(.t-A-,)7 +(v -  v„)2 =R . (2.1)

дг + у1 = R2. ( 2 .2 )

.v + у  = R cos2 I + R sin / -  R (sin 11 + cos2 t) - R'

yoki
x2 + v 2 =R\

135



Avlanani aniqiovchi ushbu

1 x = Rcost,
1 (2.3)
[ y  = Rsm t. / e  [ 0:2тг ]

tenglamalar sistemasiga aylananing parametrik tenglamalari deyiladi.

3.2.2. Ellips

2-ta ’ rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha 
boMgan masofalaming yigMndisi o‘zgarmas kattalikka teng boMgan 
nuqtalaming geometrik o'rniga ellips deyiladi.

Ft va F, ellipsning fokuslari, M ellipsning ixtiyoriy nuqtasi boMsin. 
FF.=2t\ FiM = r), F2M = r2 belgilashlar kiritamiz.

Ellipsning ta ’rifiga ko'ra, F]M + F\\t = 2a. va'ni

rt + r,= 2a, (2.4)

bu yerda a -  o‘zgarmas son boMib, a>c.
(fry koordinatalar sistemasini Cfr o'q fokuslardan. (h o'q F,F. 

kesmaning o'rtasidan o'tadigan qilib tanlaymiz (12-shakl).
U holda F2(-c :0) va /-,(^0)boMadi.
M nuqtaning koordinatalari r  va у  boMsin deylik, ya'ni M(x\y). 
Ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga ko'ra

r, = yf(X -  cY  + y 2 , r2 = yj(x + c)' + y 2 -

r  va r, ning bu ifodalarim (2.4) tenglikka qo‘yib. almashtirishlar 
bajaramiz:

v/(x -  c ) ‘ + у 2 + д/(х  + + У 2 = 2 a ,

(л- -  с) 2 + у 2 = (2a -  yj~(x + cY f y 2 ) : , 

x‘ -  2xc + cl -  y ' = 4a' -  4a^(x + c)~ + y 2 -r.v* + 2 x c ~ c  - у  . 

a j( x  j- с у  + y 2 = a 1 + xc, 

a'x" + 2a'xc + a lc 2 + a 2у = a -  2a'xc + x2c .

(a 2 -  c~ )x2 + a 2y 2 = a : (uz -  c2).
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h2 = a 2 - с 2 (chunki a > c ) belgilash kiritib, topamiz:

b‘x2 -I- a2)’1 -■ a2b~,

yoki

(2.5) tenglamaga ellipsningkanonik tenglamasi deyiladi.
x = acost, y = bsa\t tenglamalar bilan aniqlanuvchi M(x\y) nuqta ellip

nuqtasi bo'lishini l-misoldagi kabi ko'rsatish mumkin.
Ellipsni amqlovchi ushbu

,2.6 ,
|у  = fts int, I £ 10:2л"|

tenglamalar sistemasiga ellipsning parametrik tenglamalari deyiladi.
Ellipsning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib 

aniqlaymiz.
(2.5) tenglikda x va у ning faqat juft darajalari qatnashgani 

uchun eilips Ox, Cry o'qlarga va 0 (0 :0 )  nuqtaga nisbatan simmetrik 
boiadi. Shu sababli (2.5) tenglamani д>0, y>0 da (l-chorakda) 
tekshirish yetarli bo'ladi.

I-chorakda (2.5) tenulamadan y = -\ a 2-  x: kelib chiqadi.
a

Bunda ,v koordinata 0 dan a gacha o‘sganida у koordinata b dan
0 gacha kamavadi. Ellipsning qolgan choraklardagi shaklini koordinata 
o'qlariga nisbatan simmetrik qilib chizamiz (12-shakl).

Ellipsda 0 (0 .0 )  nuqtaga markaz. /),(а;0). Л2(-а ;0), B,(0,b). B2(0;-b) 

nuqtalarga uchlar. .1. L, В В kesmalarning 2a, 2b uzunliklariga mos 
ravishda katta va kichik o‘qlar, a,b  sonlarga mos ravishda katta va 
kichik yarim o‘qlar. FM, F.M kesmalarning >;,/•, uzunliklariga (oka!
radiusiar deyiladi.

Ellipsning shakl; -  nisbatga bog'liq bo'ladi, ammo ellipsning
a

Сshaklini nisbat yordamida tekshirish qulaylikka ega.
a

у: = 6 kattalikka ellipsning ekstsentritsiteti deyiladi. Bunda 0 <?; < 1,



chunki 0 <c < a. b dan b сЛ . ■ b /----- ,
~ = i H  -  . ya ni -  = V 1 - e . a \ \a j  a

Demak, £->lda — ► (). y a ’ni b kichik lash ib, ellips Oy o‘qiga 

parallel ravishda Ox o‘qqa tomon siqilib boradi, aksincha e ->0 da

-  1, y a ’ni ellips aylanaga yaqinlashib boradi. a

x = ±— to‘g ‘ri chiziqiar ellipsningdirektrisalari deb ataladi.E

о

M

\ X.
V V' \

s '

_ v Ta7

У

12-shakl.

Ellipsning M nuqtasidan direktrisalargacha boMgan d va d, 
masofalar uchun ushbu

r\_ r,
d, d.. S

tengliklar bajariladi (12-shakl).
Bu tengliklardan ellipsning fokal radiuslari uchun

r. =u- ex, r, = a + ex

formulalar hosil qilinadi.
Fokuslari O y  o'qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi 

ellipsning kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.
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Har ikkala hoi uchun ellipsning tenglamalarini va asosiy 
xossalarini keltiramiz.

Marka/i 0(0;0) nuqtada boMgan ellipsning
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

v ‘ v'1. — + ;~г- 1 a > b > 0
a 1 k1 У

-  katta o'q Gx da yotadi b

va 2a ga teng; ■ - F F2 \- kichik o'q Oy da yotadi ' 1-  a \  * О с / а *хva 2b ga teng; у/
-  fokuslar: h\(-c;0), F2(c;0) - b

с2 = я2 -  b2.

2. - -  f - -  = 1 a >b>  0
у  i 
a/'■'b" a' /  c

if
Р г\

-kattao'q Oy da yotc-di \
va 2a ga teng: f

-b \  O-kichik o'q Ox da yotadi b x
va 2b gateng; /-fokuslar: F,(0;-c). F1((),c) V  с FV

c 2 = a2 -  b2 - a

Agar a = b bo'isa. u holda (2.5) tenglamadan x2 +y2 =a2 tenglama, 
ya ’ni markazi koordinata boshida yotuvchi va radiusi a ga teng 
aylana tenglamasi kelib chiqadi. Demak, aylana ellipsning xususiy holi 
hisoblanadi.

2-misol. Ax2 +9y2 =144 ellipsning o'qlari uzunliklarini, fokuslarining 
koordinatalarini va ekssentrisitetini toping.

Yechish. Ellipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

*1 + ^  = 1.
36 16

Bundan a2 -  36, b2 = 16.
Demak, a = 6, b = 4, 2a = 12, 2b = 8.
Shunday qilib, ellips o'qlarining uzunliklari mos ravishda 12 va 

8 ga teng.
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c = л/a2 - b2 = >/36-16 = 2л/5.

Bundan fokuslaming koordinatalarini va ekssentrisitetni topamiz:

Fa,(2V5;0), F,(-2л/5;0);

_ с  _ 2л/5 _ л/5 

£ ~ а~ 6 ” 3

3.2.3. Giperbola

3-ta’ rif. Tekislikda fokuslar deb ataluvchi berilgan ikki nuqtagacha 
boMgan masofalar ayirmasining moduli o'zgarmas kattalikka teng 
boMgan nuqtalarning geometrik o'rniga giperbola Jeyiladi.

Oxy koordinatalar sistemasini Ox o'q /•, va f, fokuslardan, Oy o'q 
kesmaning o'rtasidan o'tadigan qilib tanlaymiz (13-shakl).
M(x;y) giperbolaning ixtiyoriy nuqtasi boMsin. FF, = 2с , F,M = r,

F2M = r} belgilashlar kiritamiz. Ciperbolaning ta’rifiga ko'ra ,

\ г \ - г г \=2а ,  ( 2 . 7 )

bu yerda a -  o'zgarmas son boMib, a < с .
(2.7) ifodada (2.4) ifodada bajarilgan almashtirishiar kabi 

almashtirishlar bajarib, quyidagi tenglamani keltirib chiqaramiz:

a v a  b ni bi lgan holda с ni aniqlaymiz:

bu yerda b1 = c~ -  a1.

(2.8) tenglamaga giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi. 
Giperbolaning shaklini uning kanonik tenglamasidan foydalanib 

aniqlaymiz.
(2.8) tenglikda x va у ning faqat juft darajalari qatnashgani uchun 

giperbola ellips kabi Ox,Oy o'qlarga va 0(0;0) nuqtaga nisbatan 
simmetrik boMadi. Shu sababli (2.8) tenglamani x>0 . > >0 da (I- 
chorakda) tekshiramiz.

I j _____________

I-chorakda (2.8) tenglamadan y = -yix2 -  a2 kelib chiqadi. Bunda
a

x>a \a x koordinata a dan boshlab o'sishi bilan у koordinata ham
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o‘sib boradi, ya'ni M(x;y) nuqta cheksizlikka intiladi. Bu intilish 
qanday vuz berishini ko'rsatish uchun koordinatalar boshidan o'tuvchi

va burchak koeffitsiyenti k = — ga teng bo'lgan у = —x to'g'ri chiziqni
a  a

qaraymiz. Bu chiziq ushbu xossaga ega: M nuqta giperbola bo'ylab
harakat qilib koordinata boshidan cheksiz uzoqlashgani sari bu to'g'ri
chiziqqa juda yaqinlashib boradi, lekin uni kesib o'tmaydi. ya'ni
asimptotik yaqinlashadi.

£
Shunday qilib, giperbola I-chorakda /1,(я;0) nuqtadan o'tib, v= -x

a

to'g'ri chiziqqa asimptotik yaqinlashgani holda o'ngga va yuqoriga 
qarab o'sib boradi.

Giperbolaning qolgan choraklardagi shaklini koordinata o'qlariga 
nisbatan simmetrik qilib chizamiz (13-shakl).

Shunday qilib, giperbola ikki qismdan iborat bo'ladi. Bu qismlarga 
giperbolaning tarmoqlari deyiladi.

13-shakl.

.1 • > tenglama bilan aniqlanuvchi to'g'ri chiziqiarga
a

giperbolaning asimptotalari deyiladi.
Giperbolada Л,(а;0), A:(-a;0), Д(0:Л). 5,(0;-£) nuqtalarga uchlar, 

.4,A, kesmaning 2a uzunligiga haqiqiy o'q, BB2 kesmaning 2b 
uzunligiga mavhum o'q, a ,  b sonlarga mos ravishda haqiqiy va
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mavhum yarim o'qlar, F\M, FM kesmalarning r. , r  uzunliklariga 
fokal radiuslar deyiladi.

e  = — kattalikka giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Bunda г >!, chunki с > a.

b~ = c2 - a 2 dan - =- jf~ 
a \\a

, ya 'ni — = Ve2 -1 .

Demak, ekstsentrisitet birga qanchalik yaqin bo‘ lsa, -  shunchaiik
a

kichik boMadi, ya'ni £ - » ld a  - - » 0  va giperbola haqiqiy o'qi tomon
a

siqilib boradi, aksincha e  kattaiashgan sayin -  ham kattaiashadi va
a

giperbolaning tarmoqlari kengayib boradi.

x = ±— to‘g ‘ri chiziqiar giperbola/!//!^ direktrisalari deb ataladi.
E

Fokuslari Cn o‘qida va markazi koordinatalar boshda yotuvchi 
giperbolaning kanonik tenglamasi shu kabi aniqlanadi.

Markazi <9(0;0) nuqtada bo'lgan giperbolaning 
kanonik tenglamalari va asosiv xossalari

1 7 - f r -
-  haqiqiy o'q Ox da yotadi va 2a ga teng;-mavhum o'q Oy da yotadi

va 2 b ga teng;-fokuslar: K ( - c S ) ), F,[c :0 ) ,  

с2 =a2 +b2,
-  asimptotalan: y = ± — x

a

2 I
-  haqiqiy o'q Oy da yotadi 
va 2a ga teng,-  mavhum o'q Ox da yotadi va 2b ga teng:

-fokuslar: F(0;-c), F.(0;<r);
c l = a 2 +6';

- asimptotalari: у  - '

142



Giperbolaning M nuqtasidan direktrisalargacha bo'lgan d, va d2 
masofalar uchun ushbu

d, d2

tengliklar bajariladi (13-shakl).
Bu tengliklardan giperbolaning fokal radiuslari uchun ushbu

x > 0 bo'iganda r , = E x - a ,  r7 =£x + a;

x < 0 bo'iganda г,=-а-ех, n = a  -  ex

formulalar hosii qilinadi.
Yarim o'qlari teng bo'lgan giperbolaga teng tomonli giperbola 

deyiladi.
Teng tomonli giperbola

x 2 -  y2 = a 2 (2.9)

tenglama bilan aniqlanadi.

3-misol. Ekssentrisiteti V2 ga teng va M(V3;v2) nuqtadan o'tuvchi 
giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing. Uning yarim o'qlari 
uzunligini. fokuslari koordinatalarini toping va asimptotalarining, 
direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

Yechish. Ma'lumki, £•=- = -/2 yoki c2=2a2. Ikkinchi tomondan

c2=a2+b2. Bundan a2=b: . Demak, izlanayotgan giperbola teng 

tomonli. А/(ТЗ;л/2) nuqta giperbolada yotgani uchun (^3) _ ( ^ )  _ |

ya ’ni a2 -A.

Demak, izlanayotgan giperbolaning kanonik tenglamasi

л* -  у2 = 1
ko'rinishni oladi.

Bu tenglama bilan aniqlanuvchi giperbolaning yarim o'qlari a = b = 1 
uzunlikka, fokuslari /•'1(V2;0), FJ-^2;0) koordinatalarga ega bo'ladi.

asimptotalari y = ±x tenglamalar bilan, direktrisalari x = ±-j=
V2

tenglamalar bilan topiladi.
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3.2.4. Parabola

4-ta’ rif. Tekislikda fokus deb ataluvchi berilgan nuqtadan va 
direktrisa deb ataluvchi berilgan to‘g ‘ri chiziqdan teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtalaming geometrik o‘ rnigaparabola deyiladi.

Parabolaning fokusidan direktrisasigacha bo‘ lgan masofani p(p>  0) 
bilan belgilaymiz.

p kattalikka parabolaningparametri deyiladi.
Oxy koordinatalar sistemasini Ox o‘q direktrisaga perpendikular va 

fokusdan o'tadigan, 0(0;0) nuqta fokus va direktrisaning o'rtasida 
yotadigan qilib tanlaymiz. Tanlangan koordinatalar sistemasida

f (—;o) nuqta fokus, x = ~— to'g'ri chiziq direktrisa bo'iadi (17-shakl).
v 2  J  2

M (x;y)parabolaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
M nuqtaning direktrisadagi proyektsiyasini N bilan belgilaymiz. 
Parabolaning ta’rifiga ko'ra VA/ = MF.

Bundan

\x + P

x + p x  + - - рхл----+ y~
4 '

yoki
у  — Zpx. (2 .10)

(2.10) tenglamaga parabolaning 
kanonik tenglamasi deyiladi.

Parabolaning shakiini uning kanonik 
tenglamasidan foydalanib aniqlaymiz. 14-shakl.

(2.10) tenglikda у ning juft darajasi
qatnashgani uchun parabola Ox o'qqa nisbatan simmetrik bo'iadi.

Shu sababli (2.10) tenglamani jc>0, у  > Oda tekshiramiz.
I chorakda (2.10) tenglamadan y = ̂ 2px kelib chiqadi. Bunda x>0 

va x koordinata 0 dan boshlab o'sishi bilan у koordinata ham o'sib 
boradi. Shunday qilib, y> 0 bo'lganda M(x,y) nuqta <9(0;0) nuqtadan 
chiqadi va x o'sishi bilan o'ngga va yuqoriga qarab bu nuqtadan 
cheksiz uzoqlashadi. Parabolaning у  < 0 dagi shakiini Ox o'qqa nisbatan
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simmetrik qilib chizarniz (14-shakl). Bunda C>(0;0) nuqta parabolaning 
uchi, Ox o‘q parabolaning о 'qi deb ataladi.

NKfParabolaning ekstsentrisiteti e = —— = 1 ga teng boMadi, direktrisasi
MF

x -  tenglama bilan aniqlanadi.

4-misol. y2 = 6x parabola berilgan. Uning direkrtisasi tenglamasini 
tuzing va fokusini toping.

Yechish. Berilgan tenglamani parabolaning kanonik tenglamasi
(2.10) bilan taqqoslab, ko'ramizki, 2p = 6 yoki p = 3.

U holda berilgan parabola uchun direktrisasi tenglamasi

x = ~— = --- va fokusi f\ — ;0 | = [ -:0^| bo'ladi.
2  2  V 2  )  v 2  J

Parabolaning boshqa kanonik tenglamalari shu kabi aniqlanadi.

(Fchi i9(0;0) nuqtada bo'lgan parabo!aning 
kanonik tenglamalari va asosiy xossalari

I. v- - 2px 

-f'okus: /■'/ —,0 j;
4 2  J

-  direktritsa: x -  ■ —
2

va Ox oqqa simmetrik:
-  simmetriya o'qi- Ox b> 0 "

2.

(  P f'okus: h 0; —

-direktritsa: v = ---
2

va Oy oqqa simmetrik; 
-simmetriya о qi - Oy

У

/

/
F  \

p <  0

y,

\

f >0
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3.2.5. Ikkinchi tartibli chiziqlaming
umumiy tenglamasi

Iklita x va у  o‘zgaruvchining ikkinchi darajali tenglamasi umumiy 
ko'riniihda

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx -t 2Ev + F = О, A' + В2 -  С2 * 0 (2.11)

kabi ytziladi. bu yerda A,B,C,D,E,F -  koeffitsiyentlar.
Ollingi bandlarda ta’ riflari asosida ellips, giperbola va 

paraboalaming kanonik tenglamalarini keltirib chiqardik va xossalarini 
o'rganlik. Bunda chiziqlaming markazlaiini koordinatalar boshiga 
joylashirdik va ulaming o'qlarini koordinata o'alari bo'ylab 
yo ‘nalirdik.

U^ibu bandda (2.11) tenglama koeffitsiyentlarining mos 
qivmatarida konus kesimlardan birini. yoki mavhum konus kesimlardan 
birini, yoki bo'sh to'plamni aniqlashini koLrsatamiz. Bunda konus 
kesimring markazi koordinatalar boshida yotmasligi va oq lari 
koordiiata o'qlariga nisbatan og'ishga ega bo'lishi qiyinchilik 
tug'dirshi mumkin. Bu qivinchilikni bartaraf qilish uchun koordinatalar 
usulinng ikki qurolidan -  koordinatalar o'qlarini parallel ko'chirish va 
burishcan foydalanamiz.

Koordinata o'qlarini parallel ko'chirish

Tevislikda Oxy to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan 
bo'lsin

K>ordinata o'qlarini parallel 
ko'chiiish -  bu Oxy sistemadan uning 
o'qlari yo'nalishlarini va masshtablarini 
o'zgarirmasdan faqat koordinatalar 
boshinng joylashishini o'zgartirish orqaii 
yangi O'x'y sistemaga o'tishdir.

Ymgi O'x'y sistemaning
koordiiatalar boshi O’ eski Oxy 
sistenuda (jc„;>•.,) koordinatalarga ega 
bo'lsin y a ’ni Ol(x(l\yti) . 15-shakl.

Tekislik ixtiyoriy M nuqtasining Oxy sistemadagi koordinatalarini

> *

M

/
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(x;y) bilan va O'x'y sistemadagi koordinatalarini ix ';/) bilan 
belgilaymiz (15-shakl).

U holda

OM = x i  + yj, 00 ' = x j  + y j , СУМ =x'i  + y'j.

15-shakldan topamiz: OM - ОСУ + СУМ.

Bundan

xi + yj = x„i + y j  + x'i + y'j

voki

X = X„ + X , y  = y„ + y . (2 . 12)

(2.12) formulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi (x;v) 
koordinatalarini O'x'y' sistemadagi (* ';/) koordinatalar orqaii topish 
imkonini beradi va aksincha.

5-misol. ( x - 4 ) 2 + (у +1)2 =36 tenglamani Oxy koordinatalar 
sistemasini parallel ko’chirish orqaii 
soddalashtiring.

Yechish Berilgan tenglama Oxy 
koordinatalar sistemasida markazi 
(4;—1) nuqtada yotuvchi va radiusi 
R = b ga teng aylanani ifodalaydi.

Oxy koordinatalar sistemasi
()'(xa\yt) = 0'( 4;-l) riuqiaga parallel 
ko'ehirilsa, berilgan tenglama yangi 
O'x'y' sistemada ham aylana tenglamasini 
beradi.

(2.12) formulalarni qoilab, topamiz:

x' = x -  xu = x -  4, y' = у -  y„ = у 4 1.

U holda berilgan tenglama O'x'y' sis-temada
x” + y'2 =36

ko'rinishni oladi, > a ' n i  markazi koordinatalar boshida boMgan va radiusi 
R - 6 ga teng aylanani ifodalaydi.

Aylana grafigini Oxy va O'x'y' sistemalarda chizamiz (16-shakl).

/[ 
/ j / ]

" X

\
I d i к

V I )
V у
i —

16-shakl.
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Koordinata о ‘qlarini burish

Tekislikda Oxy to'g'ri burchakli koordinatalar sistemasi berilgan 
bo'lsin.

Koordinata o'qlarini burish •- bu Oxy sistemadan uning 
koordinatalar boshini va o'qlari 
masshtablarini o'zgartirmasdan 
faqat koordinata o'qlarini biror 
burchakka burish orqali yangi Oxy 
sistemaga o'tishdir.

Oxy sistemani О nuqta atrofida 
soat strelkasi yo'nalishiga teskari 
yo'nalishda a  burchakka burib,
Ox'y' sistemaga o'tamiz. Tekislik 
ixtiyoriy M nuqtasining Oxy 17-shakl
sistemadagi koordinatalarini (x; v)
bilan va O'xу sistemadagi koordinatalarini (x';y') bilan belgilaymiz. 
M nuqta radius vektorining uzunligi r ga, uning Ox' o'q biian tashkii 
qilgan burchagi <p ga teng bo'lsin (17-shakl).

17-shakldan topamiz:

x'= rcc&tp, y' = rsin<p, (2.13)

x = rcos(<p + a), y' = rsm(<p + a). (2.14)

(2.14) tengliklar ustida almashtirishlar bajaramiz va
(2.13) tengliklarni hisobga olib, topamiz:

x = г с os (c/7 + a) = r(cos<pcosa -  sin <pbin a) =

= (rcos(p)cosa- (rs in^)s ina  -  x'cosa -  y's'ina, 
у = rsin((f> + a) = r(s:n rpcosa 4- cos^osm a) =

Demak,

= /-(cos^)sina + /"(sin^)cosa = x'sin и  ̂y'cosa.

x-x'cosa -  y'sin a, у  = x'sin a  + v'cosa. (2.15)

(2.15) formulalarga koordinata o'qlarini burish formulalari deyiladi. 
Bu fonnulalar M nuqtaning Oxy sistemadagi (.t;y) koordinatalarini

148



Ox'y' sistemadagi (x';y') koordinatalar orqali topish imkonini beradi 
va aksincha.

б-misol. vv = -2 tenglamani koordinata o'qlarini 45°ga burish 
orqali kanonik shaklga keltiring.

Yechish. (2.15) tengliklardan r/ = 45 da topamiz:

v‘2 ,x = x cos45" -  у  sin 45 ' = Ix — у  ),

л/2 ,
у = x sin 45“ + v cos45" =— ix + v ).

2
x va у  ni xy -  -2  tenglamaga qo‘yamiz:

V'2 , , v2 ,
.  ' v - y  ) ■ —  {X + y )  = - 2,z 2

l ( ^ - y " )  = -2,

4 4

Bu tenglama giperbolaning kanonik 
tenglamasi hisoblanadi, y a ’ni .vy ~ -2 
tenglama bilan aniqlanuvchi chiziq Ox'y'

sistemada ------ :— = 1 tenglama bilan
4 4

aniqlanuvchi giperbolani ifodalaydi.

Demak, v = - -  funksiyaning grafigi
x

asimptotalari koordinata o‘qlari bilan 
ustma-ust tushadigan teng tomonli 
giperboladan iborat ( i  8-shakl). 18-shakl

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani soddaiashtirish

Ikkinchi tartibli umumiy tenglamani qaraymiz:

Ax +2 Bxy+Cy2 + 2Dx +2Ey F = 0. (2.1 1)

Bunda В7=0boMsin. Koordinata o'qlarini a burchakka buramiz, 
ya ni (2.15) formulalar yordamida eski koordinatalami yangi
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koordinatalar orqaii ifodalaymiz:

A(x'cosa -  y ’sin a )1 + 2 S ( . r ’cosa  -  y 's inur )(.v'sin a  ~ y ’c o s a )  +

+ C'(x'sincr + v'cosa)2 + 2D (x'cosa -  У sin a )  + 2£(.r’sin a  + v'cosa) -r F = 0 

yoki

A1x'2 + 2 В /у  -г С\y’2 ~ 2D /  4 2 E{y' +■ Fl = 0,

bu yerda

= Acos2 a  + 2Bcosasir.a + Csin2a ;

B, = (C -  /i)sinacosa: + B(cos2 a  -  sin2 a ) :
C, = ^sin 2 or -2 B co sa s in  a  + Ceos2 a ;

ZJ>, = Dcosa + £sina; £, = Esina -  Dcosa: Ft = F.

a burchakni shunday tanlaymizki, yuqoridagi tenglamada 
x'y oldidagi koeffitsiyent nolga aylansin, ya'ni

S, = (C  -  /4)sinacoscr 4- B(cos2 a  -  s in2 a) = 0

tenglik bajarilsin.
Bundan

ctg2a = -  . (2.16)
2 В

Shunday qilib, koordinata o'qlarini (2 16) shartni 
qanoatlantiruvchi a  burchakka burish (2.11) tenglamani quyidagi 
tenglamaga keltiradi:

A /1 + C\y'2 + 2D/  + 2E.y' + F, = 0, Д2 + B2 * 0. (2.17)

1-teorema. (2.17) tenglama hamma vaqt yoki aylanani ( Л, = C,da), 
yoki ellipsni (Л, ■(’, >0da), yoki giperbolani (A, С', <0da), yoki 
parabolani (A, -C, =0da) aniqlaydi. Bunda ellips (aylana) uchun -  nuqta 
yoki mavhum ellips (aylana), giperbola uchun -  kesishuvehi to'g'ri 
chiziqiar juftligi, parabola uchun -  parallel to'g'ri chiziqiar juftligi kabi 
buzilishlar bo'lishi mumkin.

Isbuti. A =C, bo'lgan holni batafsil tahlil qilamiz.
A, - C, da (2.17) tenglik ustida almashtirishlar bajaramiz:

A / 2 + А У 2 + 2D/ + 2ЕУ + Fx = 0.
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П F F
x* + у '2 +2= -̂x' + 2- -̂ v' + — = 0, 

A A ' A,

, +2^  к у + й
A, [A, ) ' A, ' { A, I A. { A

vI , DA I , £ ,
' * + т  +| >’ +I -  ■ | ■ , ,  | -  °A + f - ‘-1 ■ (2.18)
l  Д )  V U i  U J  A

Bunda. (2.18) tenglama va mos ravishda (2 .1 7) tenglama:

f D V  ( E V  F ( D E \l ) j  — j +i — I - - J  >0 bo'iganda markazi o \ — i ,— 1 | nuqtada
\ A j  V A J  A

/ \
D {c-' 1
7  + YA  J { A  J

f
— L ga teng aylanani aniqlaydi; 

A,

2) 0,1 = 0 bo'Iganda j x + ~ j  + -̂v + "“ l  =0 ko'rinishga

( D Ekeladi. Bu tenglikni yagona О j ---- —- I  nuqta koordinatalari
v A A )

qanoatlantiradi. Bunda «aylana nuqtaga buzilgan» deyiladi;

( у) у ( fr V  F
31 | _± + —i — - < 0 bo'iganda hech bir chiziqni aniqlamaydi.

' I 4 J [ A J A

Bunda «aylana mavhum ayianaga buzilgan» deyiladi.

Qolgan hollarda teorema shu kabi tahlil qilinadi.
Shunday qilib, (2.17) tenglama (mos ravishda (2.11) tenglama) 

ikkinchi tartibli chiziqlardan birini aniqlaydi.
7-misol. 4 x ' -2 5 ;  ' -24x v 50 v -89 = 0 tenglama bilan berilgan 

ikkinchi tartibli chiziq ko'rinishini aniqlang.
Yechish. Berilgan tenglamada A = 4, С = -25.
Bundan Л C’ = 4 (-25)<0.
Teoremaga ko'ra, berilgan tenglama giperbolani ifodalaydi. 
Tenglamada almashtirishlar bajaramiz:

4(x‘ -  6x + 9) -  25( /  -  2у + 1) -  36 + 25 -  89 = 0,

4 (x -3 )J — 25(>’ — I)2 =100,
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U -  ') _ (V-1): = J
25 4

Demak, berilgan tenglama simmetriya markazi 0(3:1) nuqtada 
joylashgan va yarim o'qlari a = 5 ,h  = 2 ga teng bo'lgan giperboiani 
aniqlaydi.

3.2.6. M ashqlar

1. Aylananing tenglamasini tuzing: 1) markazi ЛЛ(-1;3) nuqtada joylashgan  
va radiusi R = 6 ga  teng bo'lgan; 2) markazi л/.(-Го) nuqtada joy lashgan  va .4(4;4) 
nuqtadan o ‘tgan; 3) diametrlaridan birining uchlari va C’(—3;5) nuqtalarda 
bo 'lgan ; 4) /J(X:-4) nuqtadan o 'tgan va  koordinata o 'qlariga uringan; 5) markazi 
M(2;— 1) nuqtada joylashgan  va urinmalaridan biri 3*4 4y+3 0 to 'g 'r i  chiziqda 
bo'lgan.

2. Ay lana lam ing  markazi va radiusini toping:

1) л2 + y2 + 8.x-14y + 16 = 0; 2) xz+ v‘ +4x-by — 3 0;

3) xi + y1-x+2y-\ = 0; 4) ^  + >-2 + 3.t-7.(>-| = 0.

3. .4(1;—2) nuqta berilgan. Uning ay lana lam ing ichkarisida, tashqarisida 
yoki ustida у otishini aniqlang.

1) x2 1 y 2 -5 ;  2) .r -  v2 =9;

3) x1 +>,2- 8 x - 4 y - 5  = 0 ; 4) x~ -r y ; - !0 .x-r8y = 0.

4. л2 + у 2 — 2x + 4y—20-0  va л2 + y 2- lO y > 20 = 0 tenglamalar bilan 
berilgan aylar.a lar markazlari orasidagi masofani toping.

5. -  -- ^  = I to 'g 'r i  chiziqdan koordinata o'qlari kesgan kesmani diametr 

qil ib ayiana chizilgan. Bu ay lana tenglamasini tuzing.

6. A(2 ; - l ) ,  Д(3;41 nuqtalardan o 'tgan va  markazi . t -  v -4 0 to 'g 'r i  
ch iz iqda joy lashgan  ay lana tenglamasini tuzing.

7. Uchlari Л(-2;2),Я(0;-2).С(-1:-1) bo 'lgan ABCuchburchakka tashqi 
chizilgan ay lananing markazi va radiusini toping.

8. A ning qanday qiymatlarida y = kx to 'g 'r i  chiziq г + у 2- 8 л - 2 у  > 16 = <> 
aylanani kesadi, bu ay lanaga urinadi?

9. (x-4)* + t y - 2 ) 2 -4  ay lanaga uringan va koordinatalar boshidan o'tgan 
to 'g 'r i  chiziqiar tenglamalarini tuzing.
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10. Aylana tenglamalarini parametrik ko'rin ishga keltiring:

I ) .x} y J -  16.v ; 2) x! - v‘ - 4у ; 3) x1 +■ у' 2x + 2у .

11. Fokuslari Oy o 'qda 0(0;0) nuqtaga nisbatan simmetrik joylashgan va 
quyidagi shartlami qanoatlantiruvchi ellipsning kanonik tenglamasini tuzing:

1) kichik o 'q i 12 ga va ekssentrisiteti -  ga teng; 2) fokuslari orasidagi masofa 

10 g a  va ekssentrisiteti ~ ga teng: 3) M,(6:0)va ,V/,(0:9) nuqtalardan o'tgan;

4) direktrisalari orasidagi masofa — ga va ekssentrisiteti >: -  ga teng .
3 5

12. -  - i -v-  ! e l l ipsga lomonlari ellips o 'q lar iga parallel qilib kvadrat ichki
12 4

chizilgan. Kvadratning yuzini toping.

13. 5 . t ;  t 20>2 - 100-  0 ell ipsning л t -v -20  0 to 'g 'r i  chiziqqa parallel bo'lgan 
urinmasi tenglamasini tuzing.

14. 16x‘ • 25y2 -400  Oellipsning bir fokusidan uning kichik o 'q iga  parallel 
o 'tgan vatari uzunligini toping.

Г215. 1 ellipsning M(x:y) nuqtasidan uning o 'ng fokusigacha bo'lgan

masofa chap fokusigacha bo'lgan masofadan to'rt marta katta. A/( v:vi nuqtani 
toping.

16. ~  4 1 ell ipsning Mi x-,y) nuqtasidan uning chap fokusigacha bo'lgan

masofa o 'ng fokusigacha bo'lgan masofadan ikki marta katta. M(x;v) nuqtani 
toping.

17. Ellipsning bir fokusidan uning katta o 'q i oxirlarigacha bo'lgan masofalar
2 va 8 ga teng. F.llipsning kanonik tenglamasini tuzing.

18. Ellipsning tenglamalarini parametrik ko'rin ishga keltir ing:

i ) 16x* <• 25y' -400 0 :  2) 144 v  , 25,-' -3600 0

19. x * 2>—7 о to 'g 'r i  chiziq bilan л2 + 4у2 - 25 ell ipsning kesishish 
nuqtalarini toping.

20. Fokuslari ordinatalar o 'q ida joylashgan  va quyidagi shartlami
qanoatlantiruvchi giperbolaning kanonik tenglamasini luzing: I) direktrisalari

18  ̂orasidagi masofa — ga va ekssentrisiteti - g a  teng; 2) direktrisalari orasidagi
5 3

2 8 8  • 12 inasofa —— ga tone va asimptotalari tenglamalari у ± — x; 3) direktrisalari
j 3 5



orasidagi masofa у  ga  va  haqiqiy o 'q i 8 ga teng; 4) direktrisalari orasidagi 

masofa —  ga  va fokuslari orasidagi masofa 14 ga teng.

21. Giperbolaning nuqtalaridan biri va asimptotalarining tenglamalari 
berilgan. Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing:

22. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. Unir.g asimptotalari orasidagi 
burchakni toping.

qiladi. Giperbolaning ekssentrisitetini toping.

24. 5jr2 +17yJ -85 = 0 ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokuslarga ega bo'lgan 
teng tomonli giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.

25. Giperbola 25л2 +9y2 = 225 ellips bilan bir xil fokuslarga ega. 
Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga  teng bo‘ lsa, uning kanonik tenglamasini 
tuzing.

26. Assimptotalari О (2;-3) nuqtada kesishuvchi va W(4;-l) nuqtadan o ‘ tuvchi 
giperbola tenglamasini tuzing.

_3
27. Giperbolaning y =-------  tenglamasini sodda ko ‘ rinishga keltiring.

3x + 5

28. Berilgan fokusi va  direktrisasi tenglamasiga ko 'ra  parabolaning 
kanonik tenglamasini tuzing:

1) F(-3 ;4 ) , * -  5 = 0 ; 2) F(5;3), у +2 = 0.

29. Berilgan tenglamasiga ko 'ra  parabolaning uchini va simmetriya o 'q ining 
tenglamasini aniqlang:

1) у2- 2 y  + 16x+65 = 0 ;  2) 2.x1 +.v-8jt + 5 = 0.

30. Berilgan tenglamalar qanday chiziqlarni an iqlaydi?

1) M (6;2), у = v:, л : 2) V/(4;2), у - ± ~~x :

4) М(Ь\Ъ),у ± ~ x

23. Giperbolaning asimptotasi haqiqiy o ‘q bilan ~ g a  teng burchak tashkil
4

х = -(У +e-'), 

К ' -sy = —(e -e  )
2

3 ) y  = -2 v V  + l; 4) .r
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3 ! .  х = - а—, >■ = тЬ‘ g iperbolaning parametrik tenglamalari bo'lishini
sin/ sin I

ko'rsating.

32. ,v = 2pr. у  2pt, t e  R parabolaning parametrik tenglamalari bo'l ishini 
ko'rsating.

33. 13.x2 +10.vv -* 13 y 2 — 72 = 0 tenglamani kanonik shaklga keltiring.

34. x2 - 6 v 3 . w - 5 y i  - 8  = 0 tenglamani kanonik shaklga keltir ing.

35. Egri chiziqning tenglamasini soddalashtiring, chiz iqning turini aniqlang va 
shakiini chizing:

1) 5.x2 + 9 y 2 - 3 0 л  t 18 v *-9 = 0; 2 )  2л 2 - 1 2 x  + y 13 = 0;

.3) 5л; - 4 у 2 + 30л + 8.V + 21 =0; 4) 2 у 3 - л - 1 2 у  + 14 = 0;

5)  л 2 - 6 л  I г ’ -  8 = 0; 6 )  л 2 1 у  *- у 2 - 1  = 0.

36. — + — = 1 ell ipsga л/(—3;3) nuqtada o 'tkaz i lgan urinma tenglamasini
36 12

tuzing.

37. — - ^ -  = 1 giperbolaga A/(2,-4) nuqtada o 'tkazilgan urinma tenglamasini
2 i6

tuzing.

38. - л 2 = 1 giperbolaga Mf -~ 

tuzing.

39. .r  =16v parabolaning 2л + 4у + 7 = 0 to 'g 'r i  chiziqqa perpendikular 
bo'lgan urinrnasini toping.

3.3. QUTB K O O R D IN AT A L A R D A  
CH IZIQ LAR

3.3 .1. Qutb koordinatalari

I ekislikda sanoq boshiga, musbat yo'nalishga va masshtab 
birligiga ega boMgan Op nur qutb o'qi, uning О -  sanoq boshi qutb 
deb ataladi.

M tekislikning qutb bilan ustma-usl tushmaydigan ixtiyoriy nuqtasi 
bo'lsin. Bunda M nuqtaning holati ikkita son, Oqutbdan M nuqtagacha

;3 nuqtada o 'tkazilgan urinma tenglamasini
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bo'lgan г masofa va Op qutb o'qi bilan OM yo'nalgan kesma orasidagi 
<о burchak bilan aniqlanadi (Op nurdan boshlab burchak yo'nalishi 
soat strelkasi yo'alishiga teskari tanlanadi).

r  va <p sonlariga M nuqtaning 
qutb koordinatalari deyiladi va 
M ( r ; < p )  deb yoziladi. Bunda r  masofa 
qutb radiusi, <p burchak qutb 
burchagi deb ataladi ( 19-shakl).

Tekislikning barcha nuqtalarini 
aniqlash uchun r  va ip kattaliklarni
0 < r < -юс, -л< (р< л  chegaralarda 
olish yetarli bo'ladi. Bunda tekislikning 
har bir nuqtasiga yagona r va tp 
sonlar jufti mos keladi, va aksincha, har 
bir ( r ; w )  sonlar juftiga tekislikdagi 
yagona nuqta mos keladi.

Nuqtaning qutb va to'g'ri burchakli koordinatalari orasidagi 
bog‘ lanishni topamiz. Bunda to'g'ri burchakli koordinatalar 
sistemasining koordinatalari boshini qutb bilan va abssissalar o'qini 
qutb o‘qi bilan ustma-ust tushadigan 
qilib tanlaymiz (20-shakl).

M nuqta ,v va v to'g'ri burchakli 
koordinatalarga, r va <p qutb koordi- 
natalarga ega bo'lsin.

20-shakldan topamiz:

19-shakl.

M{r\(p)
'A

jc = rcos^>, y-rsmcp. (3.1)

Bu tengliklar nuqtaning to’g'ri 
burchakli koordinatalarini uning qutb 
koordinatalari bilan bog'laydi. 20-shakl.

(3.1) tengliklardan nuqtaning qutb 
koordinatalari bilan uning to'g'ri
burchakli koordinatalari o'rtasida quyidagi bog'lanish hosil qilinadi:

r  -- J x 2 + y \  tg<p
X

(3.2)

Bunda cp burchakning qiymati nuqtaning joylashgan choragiga 
(x,y larmng ishoralari asosida) qarab, - n  <ц><n oraliqda tanlanadi.
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/ -misol. M(-l;-\/3)nuqtaning qutb koordinatalarini toping.
Yechish. Berilgan nuqtaning qutb koordinatalarini (3.2) formulalar 

bilan aniqlaymiz:
_____ _

r = -/(- 1)г + (-V3); = 2, tg<p = у  = v'3.

.V/ nuqtan 111 chorakda yotadi.

U holda <p = — -  л - - - boMadi. Demak, m {2;-—  |.
? 3 v з )

3,3.2. Qutb koord inata lar sistemasida chiziqiar

Quit koordinatalar sistemasida chiziq tenglamasi deb aynan shu 
chiziq barcha nuqtalarining r va <p koordinatalari orasidagi bogManishni 
aniqlovchi ikki nomaMumli

F(r: ip) = 0 (3.3)

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Mumkin bo'lganda (3.3) tenglama 

r ga nisbatan yechiladi va r = r(<p) 
ko'rinisnga keltiriladi.

Chiziqning F(x\y) = 0 tenglamasi- 
dan qutb tenglamasiga o'tish uchun 
x va у lar o'rniga ulaming 

(,3.1) formulaiardagi qiymatlari qo'yiladi 
va aksincha chiziqning qutb 
tenglamasidan FCxy) - 0 tenglamasiga 
o'tish (3.2) formulalar bilan amalga 
oshiriladi.

To'g'ri chiziqning qutb tenglamasi

To'g'ri chiziq tenglamasini qutb koordinatalarida topamiz.
Bunda О qutbdan I to'g'ri chiziqqacha boMgan p masofa va Op 

qutb o qi bilan berilgan to'g'ri chiziqqa perpendikular bo'lgan f  
o'q orasidagi a burchak berilgan bo'lsin ( 2 1-shakl).

/ chiziqning ixtiyoriy M(r\<p) nuqtasi uchun Pr OM - p boMadi.
Ikkinchi tomondan

Pr, OM =j OM | cos(« -  w) - rcos(a -  ip).
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U holda
г cos{a -  <р) = р . (3.4)

(3.4) tenglamaga to 'g ri chiziqrning qutb tenglamasi deyiiadi.

2-misol. /V/, 5̂;  ̂j va Л/2(5;0) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziqning

qutb tenglamasini tuzing.
Yechish. To'g 'ri chiziqning Mx va M2 nuqtalar orasidagi kesmasi 

katetlari 5 ga teng bo'lgan to‘g ‘ ri burchakli uchburchakning 
gipotenuzasi bo'ladi. Bunda qutbdan to'g'ri chiziqqacha bo'lgan 
masofa to'g'ri burchak uchidan 
gipotenuzaga tushirilgan balandlikdan 
iborat (22-shakl).

Uning uzunligini (p ni) va yo'nalshini 
(a  ni) topamiz:

OM. ■OM1 _ 5-5 _ W2 л  
P JOUf} + OM; ~ V52 + 5г ” 2

a  -

U holda (3.4) formulaga ko‘ra,

( л  \ 5V2 r cosi m----=------- .
V  4 J 2

Konus kesinilarining qutb tenglamalari

Konus kesimlarning (ellipsning, giperbolaning, parabolaning) qutb 
tenglamalarini keltirib chiqaramiz. Bunda chiziqlarning fokuslaridan biri 
qutbda yotsa, uning tenglamasi sodda ko'rinishni oladi.

Konus kesimlarning tenglamalarini keltirib chiqarishda ularning har 
bir nuqtasidan fiksirlangan nuqtagacha (fokusgacha) bo'lgan masofaning 
fiksirlangan to'g'ri chiziqqacha (direktrisagacha) bo'lgan masofaga 
nisbati o'zgarmas kattalikka -  ekstsentrisitetga teng bo'lishi xossasidan 
foydalaniladi. Bunda konus kesim >;<] bo'iganda ellipsdan, t; - 1 
bo'iganda paraboladan va r>i bo'iganda giperboladan iborat bo'ladi 
(23-shakl).

/-konus kesimlardan birining tarmog'i, /• -bu  tarmoqning fokusi, 
d -qutbdan chapda joylashgan vertikal direktrisasi, г -ekstsentisitet 
bo'lsin. Fokusdan direktrisagacha bo'lgan masofani p bilan 
belgilaymiz (24-shakl).
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M b
QM

MF
QM

\

i *i I .f V I
/(0:0)

/' : 4
i: > 1 

Mb'
QM ~ '

23-shakl.

/ chiziqda ixtiyoriy M(r,<p)nuqtani olamiz. 
IJ holda konus kesimlarning

xossasiga ko'ra, ^ -  = s bo'ladi.
QM

Bundan FM = eQM yoki

/■ = sAN = AF+ FN) = c(p + r cosip).

ga nisbatan

Q

Oxirgi tenglikni r 
vechamiz:

.. _  L'P
I -  i'COS<p

(3.5)

24-shakl.
(3.5) tenglamaga konus kesim-

ltiming qutb tenglamasi deyiladi. Bu 
tenglama с < 1 da ellipsni. e > I giperbolaning bir tarmog'ini va с -  1 da 
parabolani aniqlaydi.

1-izoh. Konus kesimlarning qutb tenglamalari direktritsaning 
joylashishiga bog'liq bo'ladi:

l>ircktri.saninf; holati — tenglama

\ crtikal va qutbdan chapda -  r
i- p

| gori/ontal va qutbdan yuqorida-

I -  i: cos <p
I vertikal va qutbdan o ngda- r  - 1 --I f  Г CDS <p

■ />'1 -t csmcp

gorizontal va qutbdan pastda -  г P - -1 -  £ s in ip
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direktnsa 3
У = 3

___ -*r’
// -  3 0 з \  0

r
3

1 +■ sin tp



Boshqa chiziqlaming qutb tenglamu/ari

Qutb tenglama bilan modellashtiriladigan masalalardan birini 
qaraymiz.

Uzunligi 2 a (a> 0 )ga  teng boigan A В kesma uchlari bilan biror
to‘g ‘ri burchakning tomonlari bo‘ylab sirpanib harakarlanayotgan 
boMsin. To'g'ri burchakning О uchidan bu kesmaga OM perpendikular 
tushurilgan (25-shakl). AB kesmaning harakati vaqtida ом 
perpendikular м asosining traektoriyasini topaylik.

Masosning (nuqtaning) traektoriyasini qutb koordinatalar 
sistemasida tuzish uchun to'g'ri burchakning О ucliini qutb, OA o'qni 
qutb o'qi deb olamiz. м nuqtaning qutb koordinatalarini r, q> deb 
belgilaymiz, y a ’ni M(r\<p) deymiz.

AOM uchburchakdan topamiz:

AOB uchburchakdan topamiz:
OA = ABs'mtp,
OA = 26/sin (p.

Bundan м  asos izlanayotgan traektoriyasining qutb koordinatalar 
sistemasidagi tenglamasini hosil qilamiz:

r  = c/sin 2 tp.

Bu tenglama bilan aniqlanuvehi chiziq to'rt yaproqli gul deb ataladi. 
Uning grafigini a =1 da Maple paketi yordamida chizamiz (26-shakl).

> with(plots):
> 8niinatecurve([$ia(2*t)«t^~" i *i..l *i|, coords=elar, 
frarBfs::=60,nijmpo!Sits:;: 100):

OM = OAcas<p, 
r = OA cos cp.

V

О A x
25-shakl. 26-shakl.
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Maternatikaning keyingi bo'iimiarining misol va masalalarini 
yechishda foydalaniladigan chiziqlaming grafiklari va ularning qutb 
yoki parametrik tenglamalari 1-ilovada keltirilgan.

3.3.3. M ashqlar

1. Ач'3;1) va 5 ( -v3 ;- l )nu q ta lam in g  qutb koordinatalarini toping.

‘ 71 | / 2/Г ̂
2. 2:~— j va H\ 1; — jnuqtalaming to 'g ’ri burchakli koordinatalarini

j  / 4 3

4. Uchlari О qutbda va A ( i /i(r,;<p2) nuqtalarda joylashgan OAB 
uchburchak-ning yuzini toping, bu yerda cp, > <p,.

toping
я \ / n \

3. A\ 5;-- i va H\ 8;-----| nuqtalar orasidagi masofani toping.

kvadratning yuzini toping.

6. Kvadratning ikkita qo’ shni uchlari berilgan: Л|6;—\ flf2:— ) .
V 3 у Г '  3 J

Kvadratning yuzini toping.

7. Berilgan tenglamalarni dekart koordiriatalarida yozing:

1) r  3 s in to: 

3) ■ sin 2n:

2 )  r 5 cos i/>:

4 )  r  -  4cas2 f ; ;

5 )  r
1 -- COS i'[)i I Sill <p

7) r : -----------
2 -f- 3 <jo s  <p

8) r
3 ! 5 sin u?

8. Berilgan tenglamalarni qutb koordmatalarida yozing:

1) у 5;
') x 4г:

5) у} t - 2ax = 0 ;

2) у - 2т I:

4)  х ! -  у 2 а 1: 

6) ху  - 4;
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9. Berilgan tenglamasiga ko'ra chiziqlarning turini aniqlang:

1) r  = ~——— • 2 )  r -2 + sin <?

3) r = -----3---- ; 4) r =
I 1 cos <p

, ) r  = T77W  2) r

3 ) r=_ 5 f _ ;  4) Г -
I -  >: s m ij> 1 -  с cos c?

1
— 1 + 2 c o S < ? ?

2

2 - -  C O S  (p

I 3 ,_ — £  — — li
2 4

4  £

1 + € s in < p  

4ь-

3 .4 . T E K I S L I K

3.4 .1. Fazoda sirt va chiziq

Umumiy boshlang‘ ich О nuqtaga va bir xil masshtab birligiga ega 
bo'lgan o‘zaro perpendikulyar ftс, Oy va Oz o'qlar fazoda to'g'ri 
burchakli Oxy: koordinatalar sistemasini hosil qiladi.

Oxyz koordinatalar sistemasida uchta x ,v  va г sonlari fazodagi har 
qanday M nuqtaning o'rnini to'liq aniqlaydi. Bunda nuqta M(x,y;z) kabi 
belgilanadi, л- ga M nuqtaning abssissasi. у ga M nuqtaning ordinatasi, 
z ga M nuqtaning applikatasi deyiladi.

Oxyz fazodagi sirt tenglamasi deb aynan shu sirt nuqtalarining 
x,y,z koordinatalari orasidagi bog'lanishni 
aniqlovchi uch noma’ lumli

F(x,y,z) = 0

tenglamaga aytiladi.
Shu kabi, koordinatalari uch noma'lumli F\x,y,z) = 0 tenglamani 

qanoatlantiruvchi Oxy: fazoning barcha M(x\y\z) nuqtalari to‘plamiga 
fazoda shu tenglama bilan aniqlanuvchi sirt deyiladi.

Fazodagi sirt x = x(u,v), у = у (и, v), z = z(u,v), (u;v)eD parametrik
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tenglamalar bilan ham beriiishi mumkin, bu yerda -
Wsohada berilgan sir! barcha nuqtalarining va faqat shu nuqtalarning 
koordinatalarini beruvchi ikki o'zgaruvchili funksiyalar.

Masalan,

.v = /?sinm c o s v . у - /?sinwsinv, z = Rcosu. О<и<л, 0 < v <2n

parametrik tenglamalar sferani ifodalaydi.
Fazodagi chiziqni ikki sirtning kesishish chizig'i yoki ikki sirt 

umumiy nuqtalarining gometrik o‘mi deb qarash mumkin (27-shakl).
/ chiziqni aniqlovchi ikki sirt F(x,y,z) = 0 va G(x,y.z:) = 0 

tenglamalar bilan berilgan bo'lsin (27- 
shakl). U holda / chiziq ikkala 
tenglamani ham qanoatlantiruvchi 
M(x\y\z) nuqtalar to'plamidan tashkil 
topadi.

Koordinatalari

\F{x,y,z) = 0,
{ g ’ ( jc ,> ' , z )  = 0

Tenglamalar sistemasini
qanoatlantiruvchi Oxy: fazoning 
barcha M(x-y:z) nuqtalari to'plamiga 

fazodagi shu tenglamalar sistemasi 
bilan aniqlanuvehi chiziq deyiladi.

Shu kabi, Oxyz fazodagi chiziq tenglamasi deb aynan shu 
chiziq barcha nuqtalarining x,y,z koordinatalarini aniqlovchi

{F(x,y,z) = 0,
[(i(x,y,z) - 0

tenglamalar sistemasiga aytiladi.
Fazodagi chiziqni nuqtaning trayektoriyasi deb qarash mumkin. 

Bunda chiziq r = f{t) vektor tenglama bilan yoki
x = x(i), v -  y(f). z = z(t), i e T parametrik tenglamalar bilan beriladi. 

Masalan,

x = Rcosat, y^Rshat, z~— t

parametrik tenglamalar vint chizig'ini ifodalaydi.



Fazodagi analitik geometriyada sirtiii (yoki to'g'ri chiziqni) 
o ‘rganishda ikkita masala ko‘riladi: geometrik xossalariga ko'ra, sirtning 
(yoki to'g'ri chiziqning) tenglamasini keltirib chiqarish; tenglamasiga 
asosan sirtning (yoki to'g'ri chiziqning) ko'rinishi va xossalarini 
tekshirish.

3.4.2. Tekislik tenglam alari

Tekislikning fazodagi o'rm turli parametrlar biian (masalan, 
tekislikning koordinata o'qlarida ajratgan kesmalari bilan) bir qiymatli 
aniqlanishi mumkin. Shu sababli parametrlariga ko'ra tekislikning 
turli tenglamalari keltirib chiqariladi.

1. Tekislikda yotuvchi Mu(x„;yn:za) nuqta va to'g'ri chiziqqa 
perpendikular bo'lgan n = [A:B\C] vektor berilgan.

Tekislikka perpendikular
bo'lgan har qanday vektorga 
tekislikning normal vektori deyiladi.

о tekislikning ixtiyoriy 
M(x;y\z) nuqtasini olamiz.
M va M0 nuqtalarning radius 
vektorlari mos ravishda r va r„ 
bo'lsin.

U holda McM = r - r 0 boiadi.
M va Mn tekislik nuqtalari 

bo'lgani uchun M,tM vektor * 
tekislikda yotadi va tekislikning 28-shakl.
normal vektoriga pei-pendikular
bo'ladi, ya'ni ri±MnM (28-shakl). ikki vektorning perpendikularlik 
shartiga asosan tekislik 
tenglamasini topamiz:

n-(r-r„) = 0. (4.1)

Bu tenglamaga tekislikning vektor tenglamasi deyiladi.
(4.1) tenglamaga normal vektor va radius vektorlarining 

koordinatalarini qo‘vib. topamiz:

A(x -  x„) + B(y -  y ,) + C(z -  ) = 0. (4.2)
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Bu tenglamaga tekislikning skalyar tenglamasi deyiladi.
Shuningdek, (4.2) tenglamaga berilgan nuqtadan o'tuvchi va 

berilgan vektorga perpendikular tekislik 
tenglamasi deyiladi.

1-misol. ,V/„(3;4;5) nuqtadan o'tuvchi va normal vektori 
n = {-i:-3;2} bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko'ra,

x„ =■ 3,.v, =4,2,. =5, A = - i ,  В -  -3.C = 2.

I! holda (4.2) tenglamadan topamiz:

nuqta berilgan.
(T tekislikda yotuvchi ixtiyoriy M(x\y\z) nuqtani olamiz va

vektorlami yasaymiz.
Bunda MtM , MIM1, А/,Л/, vektoriar komplanar bo iadi 

(29-shakl). Vektorlaming komplanarlik shartidan topamiz:

(-1) ■ (x -3 )  +■ (-3) (y 4) • 2 (2 -  5) --- 0
yoki

x + 3.1 -  22 -  5 = 0.

II. Tekislikda yotuvchi uchta M^x^y^z.), M ■,?,), M . ( x . )

M,M = {x — x,;y -  y , ;2 -z ,} ,

MtM, -; {x, ~x,;y, - y , : z .  - z , i

' X -  X у  -  V, 2 - 2  !

(4.3) tenglamaga berilgan uchta 
nuqtadan о ‘tuvchi tekislik tenglamasi
deyiladi.

(4.3) tenglamada
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x -x  y -y ,  Г-.Т
Уг~У, | = 0. (4.4)

P 4 r !
(4.4) tenglamaga berilgan ikkita nuqtadan о tuvchi va berilgan 

vektorga parallel tekislik tenglamasi deyiladi.
Shu kabi

belgi lash kiritib, topamiz:

s, =MtM2 ={pl;ql:r 

s2=m Jm , ={p1\ql\r2} 

belgilashlarda (4.3) tenglamadan topamiz:

x -  x, v -  у  z — z.

А  Я,
P2 <?2 '2

= 0. (4.5)

(4.5) tenglamaga berilgan 
nuqtadan о tuvchi va berilgan ikki 
vektorga parallel tekislik tenglamasi 
deyiladi.

Л/, (x,; y ,; z,), M, (x2; y2; r ,) va 
v,;z-) nuqtalar cr tekislikning mos 

ravishda Ox, ГЛ' va Oz o'qlarda yotuvchi 
nuqtalari. ya'ni A/.(a;0;0), A/2(0;6;0) va 

boisin (30-shakl).
U holda (4.3) formulaga ko'ra.

x - a  у  z 
- a  b 0 |=0 
- a  0 с

bo'ladi.
Bundan

yoki

M
/ i \

i\ N 
i i 
/ !
/
I I
/ , t r

30-shak!.

6cx -  c/Ac + a£z + асу = 0, hex + aery + ab i- a be

V .-'  . r I. 
a b с

(4.6)
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30-shakldan ko'inadiki, a , h ,  cmos ravishda cr tekislikning Ox, Oy 
va Oz o'qlarda ajratgan kesmalarini ifodalaydi.

Shu sababli (4.6) tenglamaga tekislikning kesmalarga 
nisbatan tenglamasi deyiladi.

2-misol. M.,(2;-1;3) nuqtadan o'tuvchi. a = {3,0,—1} va ft ={-3:2.2} 
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Izlanayotgan tekislik tenglamasini (4.5) formula bilan 
topamiz:

x -  2 у + 1 z -  3
3 0 -1 

- 3  2 2
0,

(x — 2) ■ 2 — (_>’ +1) ■ (6 — 3) +(z — 3) • 6 = 0,

2x -  3 у  + 6z -  25 = 0.

3-misol. Ox, Oy va O: o'qlarda mos ravishda 2, (-4) va 6 ga teng 
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Masalaning shartiga ko'ra: u = 2; ft = -4 ;  c=6.
Tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan topamiz:

X  у  z—1-------- 1— — I
2 ( - 4 )  6

6x —3y + 2 z -  12 = 0.

III. Tekislik n = OP normalining 
uzunligi p va birlik vektori 
ё - {cosa;cos/ff;cos^} berilgan.

a tekislikda yotuvchi ixtiyoriy 
M(x:y,z) nuqtani olamiz. Bu nuqtaning 
radius vektori r =OM = {x,y,z} bo'lsin 
(31-shaki). Bunda/' radius vektoming x 
e vektor yo'nalishidagi proeksiyasi 
p ga teng bo'iadi, ya'ni

I Ip -  p .
Bundan

3 1-shakl.

r e  =  p ,  r e  - / 7  = 0
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yo k i
A'COSCr + у  COS/? + 2  С OS/ -  / 1 - 0 . (4.7)

(4.7) tenglamaga tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Keltirib chiqarilgan (4.1)-(4.7) formulalar asosida ushbu xulosa 

kelib chaqadi:

x,y,z o‘zgaruvchilaming har qanday birinchi darajali tenglamasi |j 

fazodagi biror tekislikni ifodalaydi va aksincha, fazodagi har qanday ji 
tekislik x,y,z o'zgaruvchilaming biror birinchi darajali tenglamasi ! 
bilan aniqlanadi. Ij

Demak, har bir a tekislik tenglamasini

Ax + By + Cz + D = 0 (4.8)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda D-ozod had; A1 + В *0 .
(4.8) tenglamada n = {A\B;C) bo'lishini (4.2) tenglama yordamida 

(to'g'ri chiziqdagi kabi) ko rsatish mumkin.
(4.8) tenglamaga tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.
(4.8) tenglamada. 1) A=-Q bo'lsa, tenglama By + Cz->-D= 0 

ko'rinishga keladi. Bunda tekislikning = normal vektori Сbe 
o‘qqa perpendikular bo'ladi. Shu sababli tekislik Ox o'qqa parailei 
bo'ladi. Shu kabi 6=0 da Ax + Cz + D -0  tenglama Oy o'qqa parallel 
tekislikni, C = 0 da Ax + B y+ D -0 . tenglama Oz o'qqa parallel 
tekislikni ifodalaydi; Ax + By + D = 0 tenglama Oz o'qqa parallel 
tekislikni ifodalaydi;

2) D = 0 bo'lsa, tenglama Ax +■ By + Сz -- 0 ko'rinishni oladi. I ’ni 
0(0;0;0) nuqta koordinatalari qanoatlantiradi va tekislik koordinatalar 
boshidan o'tadi;

3) A -  0, D = 0 bo‘ lsa, tenglamadan By + Cz- 0 kelib chiqadi Bu 
tekislik Ox o'qdan o'tadi. Shu kabi Ax + Cz --- 0tenglama Oy o'qdan 
o'tuvchi tekislikni, Ax + By = 0 tenglama Oz o'qdan o'tuvchi tekislikni 
ifodalaydi;

4) A = 0, 6 = 0 bo'lsa. tenglama Cz + D = 0 yoki z ko'rinishni 

oladi Bu tekislik Oxy tekislikka parallel bo'ladi. Shu kabi By + D = 0
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tenglama Oxz tekislikka parauei teiusiiiviii, лх+^=-и 
tekislikka parallel tekislikni ifodalaydi;

5) A = 0, 5 = 0, D = 0 bo'isa, tenglama Cz = 0 yoki 2 = 0 ko'ririishga
keladi. Bu tenglama Oxy tekislikni ifodalaydi. Shu kabi Oyz tekislik 
x - 0 tenglama bilan. Ox: tekislik y  = 0 
tenglama bilan aniqlanadi.

4-misol. Tekislik tenglamalarini tuzing: 1) Ox o'qdan va 
nuqtadan o'tuvchi; 2) Oy o'qqa parallel bo igan va 

Л^,(3;0;-4),Л^,(5;-2:3) nuqtalardan o'tuvchi; 3) Oxz tekislikka parallel 
bo'lgan va M,{i:—2:3) nuqtadan o'tuvchi.

Yechish. \) Ox o'qdan o'tuvchi tekislik tenglamasi By + Cz = 0 
bo'iadi Bu tenglamani Mf\0;~2;3) nuqtaning koordinatalari 
qanoatlantiradi. chunki bu nuqta tekislikda yotadi.

Demak. (-2) • 5 + 3C = 0 yoki B = - C .

Bundan

— Ci’ + Cz = 0
2 '

yoki
3 y  + 2z = 0.

2)0}' o'qqa parallel tekislik tenglamasi Ax + Cz + D - 0 bo'iadi. Uni 
/V/,(3:0;-4).M .{5;-2:3) nuqtalarning koordinatalari qanoatlantiradi. ya'ni

• ЗА -  AC + D = 0,
15/4 + 3C + D = 0.

Bundan

A = -  — D va C = — D.
29 29

U holda

-  — Dx - — D: i D - 0 
29 29

yoki

7 x - 2 z  - 2 9  = 0 .
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3 )  Ox,z tekislikka parallel tekislik tenglamasi By + D - 0  

boMadi. Bundan A/„(l;-2;3) nuqtada - 2 Я  + D = 0 yoki D = 2 S  kelib 
chiqadi.

U holda

yoki
Bv + 2B = 0

y + 2= 0.

Tekislikning (4.1)-(4.8) 
tenglamalaridan har birini 
boshqalaridan keltirib
chiqarish mumkin. Masalan,
(4.8) tenglamani (4.7) 
tenglamaga o‘tkazish uchun
(4.8) tenglikning chap va o ‘ng 
tomonini normal love hi ко'pay tuvchi

«2
J n

V J
/ I Cl /  

/ \  /I  \  /

deb ataluvchi

Л/ = ±- songa
slA1 +B- + C

ko'paytiriladi. Bunda M ko‘paytuvchining ishorasi D koeffitsiyentning 
ishorasiga qarama-qarshi qilib tanlanadi.

3.4.3. Fazoda ikki tekislikning o'zaro joylashishi

Ikki tekislik orasidagi burchak

Ikki tekislikning normal vektorlari orasidagi burchakka ikki 
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

A]x + By + Ctz + D, = 0 ,  A2x + B2y + C2z + D2 = 0

tenglamalar bilan berilgan о- , cr, tekisliklar orasidagi burchak ф ga 
teng boMsin(32-shakl).

Bunda ri, = {AI;BI;С }, ri2 ={A.\ B2,C2} va <p = (a, ,a 2)=(ril,ril) .

Ikki vektor orasidagi burchak kosinusi formulasidan topamiz.

A] A, + B, B2 + CjC ,n,n2
I«, I • I « 21 U  * «  + <■ ' U  +B2 + C: ‘ 
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oshmagan burchk tushuniladi.
Shu sababli

Odatda, ikki tekisl ik orasidagi burchak deyi iganida у  dan

1 A.A. + BIB1 + C,C21 (4.9)

5-misol. x + у + z -  1 = 0. x -  2у + 3z -1 = 0 tekisliklar orasidagi 
burchakni toping.

Yechish. Masalaning shartiga ko'ra: и, ={1;1;1}, й2={1;-2;3}.
U holda

6-misol. Л/, , M2(0;3;4) nuqtalardan o'tuvchi va x + 2 y -z  = C 
tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish. Tekislik tenglamasini Ax + By + Cz +■D = 0 ko'rinishida 
i/laymiz.

Misolning shartiga ko'ra:

cciscp =
! 1 • 1 + 1(-2) +1•31 2

Vl2 + 12 + 12 ■ д/l2 + (-2)2 + 32 V42 '
Bundan

q)= arcco

Ikki tekislikning perpendikuhtrlik sharti

a, 1  a. bo'lsin U holda соь^ = 0 va (4.9) tenglikdan topamiz: 

A.A. • В В. • ( ' ( '  0. (4.10)

A + 2В -  С -- 0 (tekishk х + 2у -  z -  0 tekislikka _i_), 
А 2В+ С - -D  (tekislik Mt (1;2;1) nuqtadan o'tadi). 

ЗВ + 4С = -D (tekislik A/2(0;3;4) nuqtadan o'tadi.

Sistemaning yechimi:

7 1 IA = — D. В -~D. С =— D.
6 3 2

171



А, В,С koeffitsiyentlarni izlanayotgan tenglamaga qo‘yamiz:

--D x  + -D v--D z  + D = 0.
6 3 2

Bundan
Ix -  2у  + 3z -  6 = 0.

Ikki tekislikning parallellik sharti

cr, va <r1 tekisliklar parallel bo'lsin. U holda я, ={//1;5,;C1} va 
пг ={A1,B2;C2} vektorlar kollinear bo'ladi. Ikki vektorning kollinearlik. 
shartidan ikki tekislikning parallellik shartini topamiz:

A R CА  = .£>_ = Ь _ . (4 .П)
A2 В C

Ikki tekislikning ustma-ust tushishi

<t, va <r, tekisliklar ustma-ust tushsin. I) holda birinchidan ular 
parallel bo'ladi. Ikki tekislikning parallellik shartidan topamiz:

A, B, C2
yoki

Ax-A 42 = О, В. -  AB, = 0, C.~ AC2 = 0 . (4.12)

Ikkinchidan <r, tekislikning har bir nuqtasi, jumladan 
M0(x(1;y„;z0) nuqta a 2 tekislikda yotadi, y a ’ni

A.x„ + B,ytl -г C>„ + D, = 0.

4*» + И>У, ■ C-: D =0.

Bu tengliklardan ikkinchisini Л ga ko'paytiramiz va birinchi 
tenglikdan ayiramiz:

(A] — aA2)xf; + (/J, ~ AB2) vr) 4- ((., -- AC ,) r lt }-(/), — AD2) ~ 0.

Bundan (4.12) tengliklami hisobga olsak DI-AD1 = 0 yoki 

bo'ladi.
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Demak,

— = — = ~  = —  (4 13)
a2 b . c2 d2 '

(4.13) tengliklar tekisliklaming ustma-ust tushish shartini 
ifodalaydi.

3.4.4. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

Nuqtadan tekislikka tushirilgan perpendikulaming uzunligiga 
nuqtadan tekislikkacha bo ‘Igan masofa deyiladi.

Af,(.v„; vn;;„) nuqta va Ax + By + Cz + D = 0 tenglama bilan a
tekislik berilgan boMsin. M,. nuqtadan a  tekislikka tushirilgan 
perpendikuiaming asosini ) bilan belgilaymiz (33-shakl).

U holda Ma nuqtadan a  tekislikkacha boMgan masofa 

d = \Пр„ М.Щ boMadi, bu yerda M,M0 = {x„ -  x,;y0 -  y;z„ -  z,}.

Ikki vektor skalyar ko'paytmasining xossasiga ko'ra,

d = \M'M■' 1  _ ! (*„ -  x, )A + (>• -  v,)B + (z0 -  z, )C
! n x. l  t В < Г

_ [ Ax,, + By.. -+- Cz,, -  /fx, -  5v, -  Cz, |
■JjP  + В ■ С

;W,(x,; v,;z, )nuqta a  tekislikda yotgani sababli

Ax, r By, + Cz, +D = 0,
ya 'ni

D = -Лх, -  /iy -  Cz..
Bundan

^ J.4x,-r_^y,-rCz, + D| !4
■Ja 2 + b2+c 2

Shunday qilib, nuqtadan tekislikkacha bo'lgan masofa
(4.14) formula bilan topiladi.

7-misol. M„(5;4;-l) nuqtadan M,(3;0;3), M2(0;4;0) va M,(0;4;-3) 
nuqtalardan o'tuvchi tekislikkacha boMgan masofani toping.

Yechish. Avval berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik 
tenglamasini tuzamiz:



! jc — 3 у  z -  3 

j  0 - 3  4 0 - 3  

! 0 - 3  4 - 3 - 3

0.

B u n d a n

y o k i

— 12 ■ (x  — 3) — 9 • у  + 0 ■ (z  — 3) = 0 

4 x  + 3 v - 1 2  = 0 .

M 0( 5 ;4 ; - l )  n u q tad an

4x  + 3>’ - 1 2  = 0 t e k i s l i k k a c h a  

b o ' l g a n
m a s o f a n i  ( 4 .1 4 )  f o rm u la  b i lan

h i s o b la y m iz :

14-5 + 3 - 4 —12!d='-
v4 •3 •0

= 4(6).

3 .4 .5 . M a s h q la r

1. A/n(2;—1:3) nuqtadan o 'tuvchi va  shu nuqtaning radius vektoriga 

perpendikulai bo' lgan tekislik tenglamasini tuzing.

2. й -  |2;-3;4> vektorga perpendikular b o ig an  va O : manfiy y a r im o 'q d a  

5ga teng kesma ajratuvchi tekisl ik tenglamasini tuzing.

J .  M(2;3;-l) nuqtadan o'tuvchi 2x-?,y + 5z- 4  -  0 tek is l ikka parallel tekislik

tenglamasini tuzing.

4. Л/(2;5;-1) nuqtadan o'tuvchi 2x <-3y-4z • 5 - 0  tekis likka parallel tekislik 

tenglamasini tuzing.

5. Tekislik tenglamalarini tuzing: I) Л/„(1.3:—2) nuqtadan va a m 'q d a n  

o'tuvchi; 2) Л/„(2;-1;3» nuqtadan o'tuvchi va Gy o 'qqa perpendikular:

3) M0(3:-2;4) nuqtadan o'tuvchi va Oxy tekislikka parallel;  4) /W,(2;-3;l). .W,(3;4;0) 
nuqtalardan o'tuvchi va Oy o 'qqa parallel; 5) koordinatalar boshidan va

Л/,(3;—4;2). A/2(-l;3;4) nuqtalardan o'tuvchi.
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6. T e k is l ik  teng lam a la r in i  tuz ing :  1) Л/0(2;-5;4) nuqtadan O yo 'qdan  

o 'tuvch i ;  2 )  .W0(3;7;-I)  nuqtadan o 'tuvch i va  Ox o 'q q a  perpend iku lar ;  3) 

W0(2: 3,4) nuqtadan o 'tuvch i va Oxz tek is l ik k a  para l le l ;  4)Л/,(2;1:-2), Л/,(-7;-2;1) 

nuqta lardan  o 'tuvch i  va  О у o ‘qqa  para l le l :  5) koord inata lar  boshidan va

V/,(1:2.— 1). M , (-3:0:4) nuqta lardan  o 'tuvch i .

7. 2x + .v - 3c f 6 = 0 tek is l ikn ing  koordinata  o 'q la r i  b ilan  kes ish ish  

nuqtalar in i toping.

8. 2.r + 3 v - 5 r  + 30 ^0  tek is l ik  koordinata o 'q la r id a  qanday  ke sm a la r  a jra tad i?

9. M ,(2 ;- l .3 ) ,  Л/,(-I;3:2) nuqta lardan  o 'tuvch i va Ox. Oz o 'q la r id a  teng 

inusbat  k e sm a la r  a jra tuvchi  tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

10. Л/„(2:5:-2) nuqtadan o 'tuvch i  va  Ox,Ox o 'q la r id a  Oy o 'q q a  nisbatan uch 

barobar uzun kesm a a jra tuvchi tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

11. Ber i lgan  uchta nuqtadan o 'tuvch i  tek is l ik  teng lam as in i  tuz ing:

1) Л/ (2;1;-I), A/; (3;1:0), Л/,(-1 :2:-1); 2 )  A/,(l;-2;3), A/2(4;l ;3 ) , M , { l ;2 ; - l ) .

12. M ,(3:3:3) nuqtadan koordinata tek is l ik la r ig a  tush ir i lgan  perpendiku lar  

asos lar i  orqaii o 'tgan  tek is l ik  ten g lam as in i  tuzing.

13. ЛУ (1:1:1). Л/,(0:2:1) nuqta lardan  o 'tuvch i va a  [2:0;i; vek to rga  para l le l  

tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

14. Л/, (1:2:0). A/2(2:1:11 nuqtalardan  o 'tuvch i  va  a  - ,’3:0:1} vektorga  para l le l  

tek is l ik  t en g lam as in i  tuzing.

15 . Л/0(1:—2:3") nuqtadan o 'tuvch i  va a  {2:1:1},Л {3:1:—1} vek to r la rga  para l le l  

tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

16. Л/,,(0:1:2) nuqtadan o 'tuvch i  va  d  = {2;0;1},£ {1:1:0} vek to r la rga  paral le l  

tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

17. 9 x - 2 v  ■ (> r - l ! 0 t ek is l ik  t en g lam as in ing  k e sm a la rga  n isbatan va normal 

ko 'r in ish la r in i  yoz in g

18. 5.x + 7_i - 3 4 ;+  5 0 tek is l ik  t en g lam as in ing  ke sm a la rga  n isbatan  va nomial 
ko 'r in ish la r in i  yoz ing .
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И  I > Ич||Им1 h i й*||||)ц1 hurohnknl toping

1) * ) v  i 2 i » ** >* vu x - y - 3 = 0 ;

2)  3jt- y  + 2z + 12 = 0 v a  5.x + 9>’- 3z - !  = 0 ;

3 ) 2.x -  i y  -  4z + 4 = 0 va  5x + 2 y  + z -  3 -  0;

4 )  • 2 y  • 3 0 va  y + 2z -  5 = 0.

20 . m  v a  и n ing  qanday  q iym a t la r id a  tek is l ik la r  para l le l  bo ' lad i :

\ ) i x - 5 y - n z - 2 - 0 ,  m x + 2 y - 3 z  + l l  0 ;  2 ) n x - 6 _ r - 6 z  + 4 - 0, 2 jc -t-w v + 3 z - 8  = 0 .

21. /и n ing qan d ay  q iym a t la r id a  tek is l ik la r  perpend iku la r  boMadi:

1) 4 x -7 _y  +  2 z - 3  = 0 , - 3 . x  + 2y + mz + 5 0 ; 2) x - m y -  z  ( ) , 2 j  ■ 3 r  > m z - 4  - 0

22.  Tek is l ik  teng lam a la r in i  tuzing:
1) Л/,(2;2;-2) nuqtadan o 'tuvch i  v a  ber i lgan  tek is l ikk a  para l le l :

а ) л - 2 у - 3 г  = 0 ;  b) 2*  3 i f  z I ( i ;

2 ) .W „(- l ; - l ;2 )nuqtadan  o 'tuvch i va  ber ilgan  ikki t ek is l ikk a  perpendiku lar :

a) x  + 2у -  2z + 6 - 0 , x -  2у  4 z + 4 = 0 ; b) n  3у  + z - 1  = 0, 2x -  у  + - -  2 = 0.

3).V/, (5;--4:3),_ Д/,( -2,!;8) nuqta lardan o 'tuvch i va ber i lgan  tek is l ikka  

perpendiku lar :  a )  O x y ;  b) O y z ;  c) Oxz.

23. Л/(-2;1;3) nuqtadan va v -  2 у -  2z + 6 = 0 ,  2 х ч З  y - - z  3 0 tekisl  ikiarni ng 
kesish ish  c h iz ig ‘ idan o 'tuvch i  tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

24. V/(2:1;—2> nuqtadan o 'tuvch i  va  jr + 3y + 2z + l = 0 ,  3.v + 2 v - z - r 8  = 0

tek is l ik la r  kesish ish  c,h izig‘ ig a  perpend iku la r  tek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

25. yW,(2;0;0), A/2(0;1:0) nuqta lardan  o 'tuvch i \-a  Oxy  tek is l ik  b ilan 45” li 

burchak tashkil  q i luvchi t ek is l ik  teng lam asin i  tuzing.

26.  T ek is l ik la rn ing  kesishish. nuqtasin i toping:

1) x + 2 y  -  z + 2 = 0, x — у  — 2z + 7 = 0. 3.x -  у  -  2z +11 = 0;

2) jc- 2 > ' - 4 z = 0, дс + 2 . у - 4 ;  + 4 -  0. 3x + y —z - 4  = 0.

27.  A/„(5;-l;4) nuqtadan V/,(3:3;0), W,(0;-3;4), А/, (0:0:4) nuqta la r  yotuvch i 

tek is l ikkach a  b o ' lg an  masofan i  toping.

28.  Oxoqning 2x  + _ y -2 z  + 6 = 0 ,  x + 2 у  л 2 z - 9  = 0 tek is l ik la rdan  teng uzoq likda 

yotuvch i nuqtasin i toping.
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29.  2.t — y  — 2 :  — S - 0 tek is l ik k a  p ara l le l  b o i g a n  va  Ma(4 ;3 ;-2 )nuqtadan  d - - 3  

m asofadan  o 'tuvch i  tek is l ik  teng lam asin i  Inzing.

30. Ikki y o g ' ; 12.x-» 3 . r - 4 r - 4 - 0  va  l2* + 3 v - 4 z  t 22 = 0 tek is l ik la rd a  yotuvch i 

kubn ing  ha jm in i  toping.

31 .  nuqtan ing  3.x-4y-» I2i + 14 = 0 tek is l ikdan  chet lash ish in i toping.

32. Л/(3:0;1)nuqtan ing  2.x +9 y - b z  t--33 = 0 tek is l ikdan  chet lash ish in i  toping.

33. io.v t 2 v ~ 2 t  - 5  0 ,  5>. i .- I Oparalle l tekisl ik 'iar o ras idag i  masofan i 

toping.

3.5. FAZO D AGI TO 'G 'R I CHIZIQ

3 .5 .!. Fazodagi to'g 'ri chiziq tenglam alari 

To‘g ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi

Analitik geometriyaning bir qancha masalaiarini yechishda fazodagi 
to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi deb ataluvchi maxsus tenglama 
keng qo'llaniladi. Bu tenglamani 
keitirib chiqaramiz.

Fazoda biror to'g'ri chiziq 
berilgan bo'lsin. Bu to'g'ri chiziqqa 
parallel bo'lgan (yoki bu to'g'ri 
chiziqda yotuvchi) nolga teng 
boimagan har qanday vektorga bu 
to'g'ri chiziqning yo'naltiruvchi 
vektori deyiladi.

Berilgan M0{ x nuqtadan 
o'tuvchi va yo'naltiruvchi vektori 
s--{p;q-,r} bo'lgan / to'g'ri chiziq 
tenglamasini tuzamiz. Buning uchun
/ to'g'ri chiziqning ixtiyoriy M(x:y:z) nuqtasini olamiz va 
Mt)M -  {x -  л ; v -  y , ;r  -  г } vektorni yasaymiz (34-shaki).

Bunda л va MM  vektoriar kollinear bo'iadi. Ikki vektoming
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kollinearlik shartidan topamiz:

•V -  V _ У -  V , _ z -  z;i (5.1)
P 4 r

Bu tenglikiami / to'g'ri chiziqda yotuvchi har bir M(x.y,z) 
nuqtaning koordinatalari qanoatlantiradi, va aksincha agar .V/ixiy;.') 
nuqta / to'g'ri chiziqda yolmasa. u holda uning koordinatalari (5.1) 
tenglikiami qanoatlantirmaydi, chunki bunda s va MM vektorlar 
kollinear bo'lmaydi.

(5.1) tengliklarga to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi.
Bunda ixtiyoriy s yo'naltiruvchi vektoming p, q, >■ koordinatalari 

bu to'g'ri chiziqning yo'naltiruvchi parametrlari va s vektoming 
yo'naltiruvchi kosinuslari bu to'g'ri chiziqning yo naltiruvchi 
kosinuslari deb ataladi.

To'g'ri chiziqning kanonik tenglamasidan uning boshqa 
tenglamalarini keltirib chiqaramiz.

To'g'ri chiziqning kanonik tenglamasini

tenglamalar sistemasi deb qarash mumkin.
Bu tenglamalarning har ikkaiasi birinchi darajali tenglamalar 

hisoblanadi. y a ’ni tekislik tenglamalari bo'iadi. Bundan fazodagi to'g'ri 
chiziq ikkita parallel bo 'Imagan tekislikning kesishisidan hosil ho 'ladi 
degan xulosaga kelish mumkin.

Masalan, -■= --- ■= - -  to‘g ‘ri chi/iq 2x + 5 y -2  = Q va 3 y -2 z  = 0

tekisliklarning kesisish chizig'i bo'iadi.
Shunday qilib, agar cr, va a, tekisliklarning n, = {A,:B,\Ci I va 

ri2 ={A2;B2;C2} normal vektorlari kollinear bo'lmasa, bu tekisliklarning 
kesishishidan hosil bo'lgan / to'g'ri chiziq quyidagi tenglamalar 
sistemasi bilan itodalanadi:

* - * o  _y-y ,
p

x-x„ z -  z,
P r

f A x • Й1 ‘ ( z • IX — 0.
4- В,у + С .Z + /), — 0.

(5.2)
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Bn tenglamalar sistemaga to'g'ri chiziqning umumiy tenglamalari 
deyiladi.

(5.2) umumiy tenglamalari bilan berilgan to'g'ri chiziqning kanonik 
tenglamasi quyidagi tartibda topiladi.

1. To'g'ri chiziqning biror M0(x,;_y„;z0) nuqtasi topiladi 
Buning uchun avva! noma'lum 
x,,,ya,za koordinatalardan biriga 
qiymat beriladi va bu qiymat
(5.2) tenglamalardagi mos 
o'zgaruvchi o'rniga qo'yiladi, 
key in boshqa koordinatalar
(5.2) sistemani yechish orqali 
aniqlanadi.

2. To'g'ri chiziqning v 
yo'naltiruvchi vektori topiladi. / 
to'g'ri chiziq й, va >? 
vektorlarga perpendekular
bo'lgani uchun л J .h,, .v _Lri2
bo'ladi (35-shakl). Bundan

35 -shakl.

s -  n, x = -j Я. Г C, A -i в , ; j

B. (\
4 C. A: 9 A, B2 i |

(5.3)

vektor aniqlanadi.
3.Topilgan Ma nuqta va 

tuziladi.
vektor asosida kanonik tenglama

/-misol.
x — 2y -i- 3z +1 = 0,
2v + y - 4z ■ =  0

tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechih. Misol shartiga ko'ra:
A, =1, S, =— 2, C, =3, A =2, B, =1, C2 =-4.

To'g'ri chiziqning Л/Длг,,; v„;z0) nuqtasini topish uchun z{.= 0 deb 
olamiz.

U holda

У и ~
sistemadan x, =3, v, -=2ekanini topamiz.

To'g'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektorini (5.3) formuladan
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topamiz:

2 3

1 -  4
3 1 I - 2  i

; ! j; ! I > = {5;10;5}.1 -4  2 i 2 1 I

M0 nuqta va v vektoming koordinatalarini (5.1) tenglamaga 
qo‘yamiz:

дс-3 _ y - 2  _ z
5 10 “ 5

yoki
£-_3 _

1 2 I '

(5 .1) tengiamada

л* -  .r v — V- z -  z----- =------------------ = /6 Д
p q r

belgiiash kiritamiz.

Bundan

x = x, + pi,
y = yc+qi> (5.4)
- = z„ + 4

tenglamalar kelib chiqadi, bu yerda t e Л - parametr.
(5.4) tenglamalarga to'g'ri chiziqning parametrik tenglamalari 

deyiladi.
Ma'lumki, fazodagi chiziqning uchta parametrik (skalyar) 

tenglamalarini bitta vektor tenglama bilan ifodalash mumkin.
Demak, (5.4) tenglamalami

r' = ra + ts (5.5)

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda r = {x;v;z}, r„ = {x„:>>„;zu} -  mos 
ravishda M(x;y;z), A/n(r,; v„;z) nuqtalaming radius vektorlari; 
s ={/?;<7;r} -to ‘g ‘ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori (34-shakl).

(5.5) tenglamaga to'g'ri chiziqning vektor tenglamasi deyiladi. 
Berilgan M^x^y^z,) va M2(x.;y2;z2) nuqtalardan o'tuvchi I to'g'ri

chiziq tenglamasini tuzamiz. Buning uchun / to'g'ri chiziqning
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y o 'n a l t i r u v c h i  v ek to r i  s i f a t id a

Л  : =  мм. =  {ДГ, -  AV v ,  -  v , ; = .  - г , }  

vektorni olamiz va ( 5 . 1) t e n g l i k l a r d a n

* -  x. _ v - v ,  = r - z ,
Y. -Л- V. - V ,  Г,  - Г .

( 5 .6 )

t e r ig l ik la rn i  k e l t i r ib  c h iq a r a m iz .
B u  t e n g l i k l a r g a  berilgan ikki nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq 

tenglamasi d e y i l a d i .

3.5.2. Fazoda ikki to ‘g‘ ri chiziqning o ‘zaro joylashishi

Ikki to'g'ri chiziq orasidagi burchak

 ̂ - --1- -  v a  - ——  = - — h . - z —tx  t e n g l a m a la r i  b i lan
P 4  >\ P i 4  r .

b e r i lg a n  ik k i  /, \ a  /. t o ' g ' r i  c h iz iq l a r  o r a s id a g i  b u rch ak  ^ b o ' l s in .

B u n d a  t o ' g ' r i  c h i z i q l a m in g  y o 'n a l t i r u v c h i  v e k to r la r i  s, = {pr.q,;^}, 
,v. = {p,;q,;r.} g a  v a  u la r  o r a s id a g i  b u rch ak  t o ' g ' r i  c h iz iq l a r  o r a s id a g i

b u r c h a k la r d a n  b i r i g a  ten g ,  y a ’ ni <p--(/ ,/,> ( v,. .v,) b o ' l a d i .  

ф  b u rc h a k  k o s in u s in i  to p a m iz :

C0Sp= . {5.7)
IS,  !i V, j xi p  + q ] +/; •  J p ,  + q ;  4  л.

2-misol x -  3t -  2, _v = 0 ,  z = -t  + 3 v a  x = 2t - 1 ,  у  — 0 .  z = t — 3 

t o ' g ' r i  c h iz iq l a r  o r a s id a g i  o ' tm a s  b u rc h a k n i  to p in g .
Yechish. T o 'g ' r i  c h iz iq l a r  t e n g l a m a la r in i  k a n o n ik  s h a k lg a  

k e l t i r a m iz :
,Y 4 2 v _ Z -  3 ,Y + 1 _ у  _ 2 4-3
~ T ~ 0 ~  - i  ’ 2 ”  0 ~~ I

U holda (5.7) formuladan topamiz:

3 -2  4-0 04- ( -1 )  • 1 Л
COS (p- -
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0 ‘tmas burchak uchun cos^ = -  -  bo'iadi. Bundan £> = 135".

Ikki to'g'ri chiziqningperpendikularlik sharti

/, _ll2 bo'lsin. U holda cos<p = 0 va (5.7) tenglikdan topamiz:

Pi Pi +Ш  +,7> =0. (5.8)

Bu tenglik ikki to'g'ri chiziqning perpendikularlik shartini 
ifodalaydi.

/, va l: to'g'ri chiziqiar parallel bo'lsin. U holda va
s2 ={p2;q2;r2} vektorlar kollinear bo'iadi, Ikki vektoming kollinearlik 
shartidan ikki to'g'ri chiziqning parallellik shartini keltirib chiqaraamiz:

Ikki to'g'ri chiziqning hir tekislikda yotishi

/, va /, to'g'ri chiziqiar bitta <r tekislikda yotsin. M,(xt, 
to 'g'ri chiziqning nuqtasi va Мг(х2\у2\х2) - 12 to'g'ri chiziqning nuqtasi 
bo'lsin.

U holda s, ={p,;q,;r{}, s2 = {p2\q2,r2}, MtM2 ={x, — дс,: v2-y .;z 2 — r,} 
vektorlar a  tekislikda yotadi, y a ’ni bu vektorlar komplariar bo'iadi.

Vektorlaming komplanarlik shartiga ko'ra topamiz:

Bu tenglik ikki to'g'ri chiziqning bir tekislikda yotishi shartini

/VI,M2 ={x2-x ,;y ..-y ,;z3-z,} vektorlar bir tekislikda votmaydi. ya'ni

Ikki to 'g'ri chiziqning parallellik sharti

x,~xl y ,-y . z,-z .
A </, =0.I

(5.10)
Рг 4i

ifodalaydi.

Ikki to'g'ri chiziqning ayqash bo'lishi

I. va I, to'g'ri chiziqiar ayqash bo'isa, s, = s. = {p/.q2-,r2}.
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komplanar bo'lmaydi. 
Shu sababli

■*; ' -V )  • .V

P:
P:

z ,  — z,  

r 
r.

! * 0 . (5.11)

bo'ladi. Bu shar t  ikki to'g'ri chiziqning ayqash boMishini belgilaydi.

Ikki to'g ‘ri chiziqning ustma-ust tushishi

I. va /, to'g'ri chiziqlar ustma-ust tushsin. I! holda bu to'g'ri 
chiziqlar birinchidan. parallel bo'ladi va ikkinchidan.
M M 2 ={x, —x,;y}
vektor bu to'g'ri chiziqlardan birida, masalan / da yotadi.

Shu sababli
' Py _ Я = r_

(5.12)Я 2 Г1
I x, -  x v\

r p. Я.

(5.12) tengliklar ikki to'g'ri chiziqning ustma-ust tushish shartini 
ifodalaydi.

3.5.3. Fazoda to ‘g‘ ri chiziq bilan tekislikning  
o‘zaro joylashishi

To'g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak

To'g'ri chiziq bilan uning 
tekislikdagi proeksivasi orasidagi 
burchakka to'g'ri chiziq bilan 
tekislik orasidagi burchak deyiladi.

_ y -y„
4

to'g'ri
p Ц r

chiziq bilan rr : Ax + By J  Cz + D = 0 

tekislik orasidagi burchak tp 
boMsin. IJ holda to'g'ri chiziqning 
yo'naltiruvchi vektori s={p\q.r) 
bilan tekislikriing normal vektori
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ii = {A;B;C] orasidagi burchak if/= 90"- p  bo'ladi (36-shakl). 
cost// = sin (p tenglikni hisobga olib, topami/:

| Ap + Bq + Cz | . л sm<p=- — ..........  (Э.13)
■JA‘ + + С p2 + q'~ + r ‘

3-misol —— -  = ' —-  to'g'ri chiziq bilan 2x - y - z  + 9 -  0
1 1 - 2

tekislik orasidagi o‘tkir burchakni toping.
Yechish. Izlanayotgan burchakni (5.13) formula bilan topamiz:

i 2 • 1 + (-1) • 1 + (-1) • (-2) i Ism <p -  -  
\

Bundan c/> = 35".

22 + (—1Г + ( - ! ) '  ■,/l: +l2 -(-2V’ 2

To'g'ri chiziq bilan tekislikningperpendikularlik sharti

I L a  bo'lsin. U holda to‘g ‘ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori 
s = {p-,q;r) va tekislikning normal vektori n = {A:B:C} kollinear boiadi. 

Bundan

= £  (5.14)
p q r

to'g'ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik sharti kelib chiqadi.

To'g'ri chiziq bilan tekislikningparulellik sharti

l\\a bo'lsin. U holda, vi>j  bo'ladi.
Bundan

Ap + Bq+Cr~ 0. (5.15)
Bu tenglik to'g'ri chiziq bilan tekislikning parailellik shartini 

ifodalaydi.

4-misol. M0( - 1;2;-3) nuqtadan o'tuvchi va 2x -  3y + 6r -  I = 0 
tekislikka peфendikular to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. To'g'ri chiziq bilan tekislikning perpendikularlik shartiga 
kora ,

2 _ -  3 6
p q r

•y
Bundan q = - zjp , r = 3p.
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Г  ̂ 1
Demak, М.\—1;2;-3), s =\р',--р.3р\ - 

U holda (5.1) tenglamaga ko'ra:

л + 1_ i -  2 _ г + 3 
Р 3 3 р 

-  2
yoki

V f ! -  2 z + 3
7  ~ - з  ” 6

Bu masalani boshqacha yechish mumkin. To'g'ri chiziq tekislikka 
perpendikular bo'lgani sababli tekislikning normal vektori to'g'ri 
chiziqning
yo'naltiruvchi vektori bo'iadi, y a ’ni s = {2;-3;6}.

U holda A/,,(—1:2;—3) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqning kanonik 
tenglamasi:

A- + 1  ̂у - 2  _ z + 3
2 ~ - 3  6

5-misol. m ning qanday qiymatida -  1 to'g'ri
3 m m +1

chiziq va 3t * v - 3 z - l = 0  tekislik parallel bo'iadi?
Yechish. m ning izlanayotgan qiymatini to'g'ri chiziq va

tekislikning parallellik shartidan topamiz: 3-3 +1 ■ m + (-3)• (m +1) = 0 .

Bundan «7 = 3.

To'g'ri chiziq bilan tekislikning kesishishi

Agar /||<т bo'lmasa, u holda to'g'ri chiziq va tekislik kesishadi.
Shu sababli

Ap+Bq + Cr* 0 (5.16)
bo'iadi.

Bu shart to'g'ri chiziq bilan tekislikning keshishishini belgilavdi. 
Shunday qilib, (5.16) shart bajarilsa, to'g'ri chi/iq bilan tekislik 

qandaydir nuqtada kesishadi. Bu nuqta A/,(jr,,y,,z,) bo'lsin Li holda 
M (x,, v, ,z,) nuqtaning koordinatalari to'g'ri chiziq va tekislikning 
tenglamalarini qanoatlantiradi:
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Bu tenglamalardan Л/,(*,,>>,,z,) nuqtani topish quyidag i tartibda 
am alga  oshiriladi:

1”. (5 .17) teng lam a parametrik ko 'r in ishga  keltiriladi:

x, = xu + pt, v, = v„ + qt, z, = z 0 + r t ; (5 .19)

2”. x,,y, va z, lar (5 .18) teng lam aga qo 'y i lad i  va u t ga  nisbatan 
yech i lad i;

3°. t ning topilgan qiymati (5 .19 ) teng lam alarga qo 'y i lad i  v a  
Мх(хх,у пгх) nuqta aniqlanadi.

6-misol. . = = t ° ‘ g ‘ri chiziq bilan 2x + 3 y - j - 3  = 0

tekis l ikn ing kesishish nuqtasini toping.
Yechish.

i ± 2 =Z i± l  = i , , , , - 1- 2/. . - , - 1+3/;
-1  -  2 3 1 '

2°. 2(—2 - t )  + 3(—1 — 2/) — (1 + 3/) — 3 = 0 => /= -1 ;

3-.x, = - 2 - ( - 1 )  = -1, y, = —1 -  2 • (-1) = 1, z, = 1 + 3 ■ (- ! )  = - 2 .

Demak, Л/,(-l ; l ; -2).

To‘g ‘ri chiziqning tekislikda yotishi 

I to‘g ‘ri chiziq <r tek is l ikda yotsin.
U holda birinchidan, s ± n bo 'lad i va ikkinchidan, to 'g 'r i  

chiziqning Ma(xn;y c;z„) nuqtasi tek is l ikda ham yotadi.
Shu sababli

Ap + Bq + Cr = 0, 20
Ax(l + By} +Czu+D = 0.

(5 .20) shart to 'g 'r i  chiziqning tek is l ikda yotish in i belg iiayd i.

3.5.4. Nuqtadan to ‘g‘ ri chiziqqacha bo'lgan masofa

M,(x. ; v,; z,) nuqta va — = ——— = -—— tenglam a bilan / to 'g 'r i  
P <7 r

chiziq berilgan bo 'ls in . / to 'g 'r i  chiziq M„(x0;y 0\z„) nuqtadan o'tadi va

Axt +By,+Czl +D = 0 . (5 . 18)

186



s = {p;q;r} yo 'na lt iruvch i vektorga ega  bo 'iad i .  Mt(xx-,yx\zy) nuqtadan 
to 'g 'r i  cliiz iqqacha bo 'lgan  masofa d bo'lsin.

Izianayotgn d masofa M M X va s vektorlarga qurilgan 
para lle lcgram m  balandlig in ing uzunlig iga teng bo 'iad i  (3 7-shakl).

Bu paralle logrammning 
yuzi | M0M, x.v | ga teng.
Bundan

d = | л / \1 X  ,s: 1
(5 .21)

kelib chiqadi.

to 'g ' r i  c liiz iqqacha

7-misol. Л/,(1;-1;-2) nuqtadan 
jt + 3 _ у  + 2 _ г  -  8

3 “ 2 ” ~ T  
bo 'lgan  masofani toping.

Yechish M isoln ing shartiga ko 'ra : 
A/,(1;-l;-2), Af„(-3;-2;8), ,v={3;2;-2}.

37-shakl.

Bundan

M„M, = {I -  (—3);— 1 -  ( —2 ) ;—2  -  8} = {4 ; ! ; -10} .

U holda

M,,M| x s7 =
f  j к
4 1 - 1 0
3 2 -  2

--- ( -2  + 20)/' -  ( -8  + 30)j + (8 - 3 )k = 18i  -  22j  + 5k,

i M M' x J|= x 18 • (-22Г +51 = 7V17 , |,?|= f i l l *  • ( 2)' = Vl 7 .

(5 .21) formula bilan topamiz:

d = ~ l  = 7(ub).
V 17

3.5.5. M ashqlar

1. Berilgan to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzing: l).V/,(l;l;-2) 
nuqtadan o'tuvchi va .<■ {2;3;—i} vektorga parallel; 2) M (2;—3,-1) nuqtadan 
o'tuvchi va Oy o'qqa parallel; 3) Л/-(2;—1:—2> nuqtadan o'tuvchi va 
6л • 2 j - 4 z -5  -0 tekislikka perpendikular.
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2. A/0(2;-3:5) nuqtadan o 'tuvch i ber i lgan  to 'g ' r i  c h iz iq ia rg a  para l le l  to 'g ' r i  
ch iz iq  teng lam asin i  tuzing:

. 4 x r 1 у +1 z -  2 ~ [ x  + 3y+r + 6 = 0,
1 ) ------= - —  = ------- ; 2 )  х = 3 + 2л v - l  + 3r.r = l -/ ,  3 ) {

4 1 3  [ 2 x -  v  4.: • 3 0

3. W(-3;6;2) nuqtadan o 'tuvch i  v a  Oz o 'qn i  to 'g ' r i  burchak ost ida  kesuvchi 
to 'g ' r i  chiz iq  teng lam asin i  tuz ing

4. Л/(—1;2;-3) nuqtadan o 'tuvch i  v a  koordinata o 'q la r i  b i l a n «  = —. {}- — ,
3 4

v = ̂  burchak lar  tashkil  q i luvch i  to 'g ' r i  chiz iq  teng lam a la r i  ni tuzing.

5. Ber i lgan  nuqtalardan o 'tuvch i to 'g ' r i  ch iz iqn ing  um um iy  teng lam asin i  
tuzing:

I ) Л/,(-1;2;2), M 2(3;l;-2); 2) ,W,(1;-2;1). .
6 . M (2 ;2 ;- l )  nuqtadan o 'tuvch i  v a  5 = {1:1;2}, h - {-1:3:1} vek to r la rga  

peф en d iku la r  to 'g ' r i  ch iz iqn ing  um um iy  teng lam as in i  tuz ing.

7. I 'o 'g 'r i  ch iz iq  teng lam asin i  parametr ik  ko 'r in ish g a  kclt ir ing :

1) I5* + y ~~ 3~ + 5‘= °’ о) \ x 1 1  ̂ °-
1 8jc — 4>- - 7  + 6 = 0, , _ r - y  + 2 r * b . O

8 . T o 'g ' r i  ch iz iq  teng lam asin i  kanon ik  ko 'r in ishga  ke lt ir ing :

\ 4 x - y - z  + 12 = 0. I x + y - z t -  3= 0.
1 ) 2 )
;  i y - z -  2 = 0; [2 x - .v  - 1 =0 .

9. U chburchakn ing  uch lar i  ber i lgan :  A (-1;2;3). B ( - 1;—2;1>,<"(3;4;5). \ uchdan 
o 'tk az i lg an  rncdiana t eng lam asin i  tuzing

1 0 . A BCD p ara l le log ram m n in g  ikki uchi ,i (- l ;2 ;0) ,#(4 ;l :3 )va d iagona lla r i  
kes ish ish  nuqtasi  0 ( - 2 ;l;2 ) ber i lgan .  Pa ra l le logram m  CD tomoni n ing teng lam asin i  
tuzing.

11. T o 'g ' r i  ch iz iq la r  oras idag i  o ' tk ir  burchakni toping:
1) x = - 2  + 31, у  = 0, z = 3—/ va  x = -1  + 2/, у  = 0, z = -3  + /;

x  у - 2  z + 2 f 2 x + v -  r - l = 0 .
2 ) -  = -------=------- v a  \

2 - 1  3 [2 x - .y  + 3z + 5 = 0.

12. A/(-2;3;-l) nuqtadan o 'tuvch i v a  ber ilgan to 'g ' r i  ch iz iq ia rg a  
perpendiku lar  to 'g ' r i  ch iz iq  ten g lam as in i  tuzing:

.4 x _  у  _ z - 2  x + 1 _ y  +1 _ z - 2  x - 5  )•+! z - 3  x  + 2 у z + i
2 1 3 ’ 1 - Г  2~ ’ ' 3  ~ " ~ 5
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parallel to 'g 'r i  chiziq tenglamasini tuzing.

14. To'g ri ch iz iqlaming o'zaro joylash ish in i aniqlang:

л ч _т — 5 v — 4 z -  3
1 ) ----- ------------------. л 2 ^ 8 ( , v - w . z  - - 3 - 4 1;

-  4 -  3 2

-v + 4 _ y  + 3 _ z - 1  x y - 1  __ z  г 2
2 Г  ’ - 2 ~ ~

15. T o 'g 'r i  chiziq bilan tekislik orasidagi hurchakni toping:

I)  ~  - y  = ~ . 2л + 2 v - 9  0 ;  2 ) \ Х~ У ~_\‘ °  -v г 2у - z  + 6 = 0.

16. To 'g 'r i  chiziq bilan tekislikning o 'zaro joylash ish in i aniqlang:

, ,  [-V- v *  4 - - 6 -- 0, v+i v - 2  -* 2
1 1 • - 3x -  v 1 6z -  12 ■ 0 ; 2) -- = . 2л + v - 4,- - 8  -  0 .

I 2j  -г у -  z + 3 = 0, ' 2 8 3

17. T o 'g 'r i  chiziq bilan tekislikning kesishish nuqtasini toping:

i \ x -4  i - 7  z — 5 . л v + i 3 z + 7 _
i ) —  = -------= ------- , x -  3 у -  2 г  + э -  0 ;  2 )  -  = ---------= -------, эл -  z -  4 0.

1 5  4 2 17 13

18. A/(4;5:-6) nuqtadan berilgan tekislikka tushirilgan perpendikular 
tenglamasini tuzing:

1) л - 2у - 3 = 0 : 2 ) .*->• +г - 5 - 0 .

19. m va n ning qandav qiymatlarida ——-= - —- = — to 'g 'r i  chiziq:_ 4 4 _ j

I ) in  f 2 у  -  4z -n~- 0 tekis likda yotadi; 2) mx+ny >-3z- 5  -0  tekislikka 
perpendikular bo'iadi; 3) 2x-+ 3y <-2mz-n = 0 tekislikka parallel bo iad i .

20. A/{1; 1;- n nuqtadan o'tuvchi va berilgan to 'g 'r i  chiziqqa perpendikular 
tekislik tenglamasini tuzing:

I .j Jt + l у  + 2 z > 2 . _■. ,т i 3 у  - 1  _ z -  5
' 2 - 3  ~T~" " T ” I T '

21. A'/(0.l;2) nuqtadan va \ * ° to'g'ri chiziqdan o'tuvchi tekislik
l_2x + у 4 z - 2  = 0

tenglamasini tuzing.

22. -  — - =  ' to 'g 'r i  chiziq bilan x • v - 2 z - 4  = 0 tekislikning
3 - 1 5

kesishish nuqtasini toping.

!3 .  V/(l:-!;2) nuqiadan o'tuvchi va to'g'ri chiziqqa
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23. M(2;3;4) nuqtaning = t ° ‘g ‘r i chiziqdagi proeksiyasini

toping.

| sx + i y  + sz  + b = u. x + | v _ 4 7 _ i
24. < , , , to 'g 'r i  chiziqdan o'tuvchi \a -----= :------= -  to‘ e ‘ri

\2x + 4 y  + .7 + 1 0  2 3 - 2

chiziqqa parallel tekislik tenglamasini tuzing.

\3x+ y - 4 z  + 5 = 0,
25. ■; . to 'g 'r i  chiziqdan va ,V/(I;-1;2) nuqtadan o ‘tgan tekislik

x - y + 2 z - \ = 0  

tenglamasini tuzing.

26. W (2 ;-3 ;- l )  nuqtadan berilgan to 'g 'r i  chiziqqacha bo'lgan masofani 
toping:

. .  x - 3  y  + 2 z + l .  _ дг + l > + 2 _ z  + l
~4~  3 ~~ ~T" ’ ~2 ~ -T  ~ ~2~'

3.6. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR

Oxyz koordinatalar s istemasida x ,y , z  о ‘ zgaruvch ilam ing  ikkinchi 
daraja li tenglamasi bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli sirt deyilad i.

Uchta x,y  v a  z o 'zgaruvch in ing  ikkinchi daraja li tenglamasi 
um umiy ko ‘ rinishda

Ax1 + By" + Cz2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + fly + Kz + L = 0, ( 6 . 1 )

kabi yoz ilad i ,  bu yerda  A,B,C, A  E,F,G,H,K. Z ,-o ‘zgarmaslar ; 
A1 +B! +C2 * 0 .

Har qanday (6 .1 ) ko ‘ rinishdagi tenglamani koordinata o ‘qlarini 
parallel ko ‘chirish va burish orqali kanonik ко ‘rinishga keltirish 
mumkin. Kanonik tenglamada har bir o 'zgaruvch i faqat bir marta, bitta 
(yo  nolinchi, yo  birinchi, yo  ikkinchi) dara jada qatnashadi. (6 . 1)
teng lam a koordinatalar s istemasining o 'q lar i  sirtning simm etr iya o ‘qlari 
bilan ustma-ust tushganida va koordinatalar boshi maxsus tanlanganida 
(masalan, markaziy-s im metrik  sirtlarda s im m etr iya markazi tanlanadi) 
kanonik ko ‘ rinishni oladi.

Shu bilan b irga ikkinchi tartibli sirt

F(x,y)=  0 (G’(x?>') = 0, H(x,z) = 0) (6.2)

tenglama bilan berilishi mumkin. Bunday tenglam a bilan aniqlanuvchi 
sirtlar si lindrik sirtlar deyilad i.

190



Sirtlarning shaklini tasavvur qilish va chizish uchun «p aralle l 
kesimlar usuli» deb ataluvchi usulni q o i la y m iz .  Bunda sirtning shakli 
uning koordinata tek is l ik lar i  yok i bu tek is l ik larga  parallel 
tek is l ik lar bilan keshishish chiziq larin i (kes im larin i) tekshirish 
yordamida o 'rgan ilad i.

3.6 .1. S fcra

Fazoda markaz deb ataluvchi nuqtadan teng u/oqlikda yotuvchi 
nuqtalarning geometrik o 'rn iga  sfera  deyilad i.

nuqtadan R masofada yotuvchi fazodagi nuqtalami 
qaraymiz. Bu nuqtalardan biri M (x ;y ;z )  nuqta bo'lsin.

Sferaning ta ’ r if iga  ko 'ra ,  : M0M\=R.
Bundan

\l(x-x„y ■ ( v - i  ) + (z =R
yoki

( x - x ,,)2 т ( у - у иУ + ( г - г л) '= Л 2. (6 3)

(6 .3) teng lam aga sferaning kanonik tenglamasi deyilad i .  Bunda 
Mu( x , y , .) nuqta sfera markazi, R masofa sfera radiusi deb ataladi.

1-misol. Markazi Л/„(-2;2;1)nuqtada yotgan va 2 . v - i  - 2 r  -5 0 
tek is l ikka  uringan sfera tenglamasin i tuzing.

Yechish. Sfera tek is l ikka uringani sababli uning 
Mu(-2:2:1 )markazidari 2x + y - 2 z - 5  = 0 tek is l ikkacha bo 'lgan masofa 
sferaning radiusiga teng boMadi.

Nuqtadan tek is l ikkacha bo 'lgan masofa formulasidan topamiz:

12 • (-2) + I • 2 + (-2 ) ■ 1 -  5 1 9 „
к = ------- , — = -  = .?.

у122+[2+(-2У  3

U holda (6 .3 ) formulaga ko 'ra ,
(y 4 2 ) ’ + 0 ’ - 2 )2 4- (z  ~ l )2 = 9.

3.6.2. Ellipsoid

Oxyz koordinatalar s istemasida
X 2 y 2 z2

1 (6-4)а о c
kanonik teng lam a bilan aniqlanuvchi sirtga ellipsoid  deyilad i .
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Ellipsoidning Oxy tek is l ikka parallel tek is l ik lar  biian kesimlarini 
qaraymiz. Bu tck is l ik larn ing har biri z = h teng lam aga ega  boMadi. 
Bunda h -  birorta son.

Kesimda hosil boMgan chiziq

Гif_  + 2L
a 2 ^ b2 
z = h

(6 .5 )

teng lam alar sistemasi bilan aniqlanadi.
(6 .5 ) s istema tenglamalarin i tekshiramiz.

jr2 v2j/?|>6-boMganda — + —■ <0  boMadi va  (6 .5 ) sirtning z = h tekislik 
a b

bilan kesishish nuqtasi mavjud boMmaydi.
j r  y !| h | = c ,  y a ’ni h = ±c boMganda —  + ^ -  = 0 boMadi. Bunda sirtlar
a" b

(0;0;c) va (0;0; -c )  nuqta larga kesishadi va z = c va  z= -c tek is l ik lar 
berilgan sirtga urinadi.

|A|<c boMganda (6 .5) teng lam alam i quy idag icha  yozish mumkin:

—  +  - T  =  ! 

о; Ыi
z = h.

bu yerda «, = a j] A, = b jl  -  ~  .
V 6-' V с

Demak, kesimda yar im  o'qlar i 
hosil boMadi (38-shakl) . B u n d a \h\ 
qancha kichik boMsa, yar im  o ‘qlar 
shuneha katta boMadi. h = 0 da 
ular o ‘ z larin ing eng katta 
q iym atlar iga  erishadi: a, = a , A, =b. ,<

(6 .4 ) sirtning x = h va  y = h / 
tek is l ik lar bilan kesimlari 
ellipslardan iborat boMadi.

Shunday qilib, qaralgan 
kesim lar (6 .4) tenglama bilan 

aniqlanuvchi sirt 38-shaklda 
keltir ilgan ellipsoiddan iborat 
boMishini k o ‘rsatadi.

va boMgan ellips

/---j—i- Ч-----
. J t o r :  

iham С -------------- 1-  -k- 44. Г  /\Q ,

T  ~T -

f  ! Г ”
\ ! 's 
\ ; /

....\J/„

38-shakl.



a,b,c katta l ik larga e llipso idning yarim o'q lari deyilad i Yarim 
o ‘q iar har xil boMganda ellipsoid uch o'qli ellipsoid  boMadi. Yarim 
o ‘qlardan istalgan ikkitasi b ir-b iriga teng boMganda ellipsoid aylanish 
ellipsoidi boMadi.

Yarim o‘ qlarning uchalasi teng boMganda ellipsoid tenglamasi

x2 + y 2 +z~=R2. R=a= b=c  (6 .6 )

boMgan sferaga ayiar.adi.

2-misol x-  + ^ = \  e l l ipsn ing Ox va  Oy oqlari atrofida
a b

aylan ish idan hosil boMgan sirtlarning tenglamalarin i toping.
Yechish. Agar ikkinchi tartibli chiziq F(x,y) -  0 teng lam a bilan 

berilgan boMsa, u holda bu sirtning Ox oqi atrofida ay lan ish idan hosii 
boMgan sirt F(x;±,/j7 + z ’ ) = 0 teng lam a bilan, Oy oqi atrofida 

ay lan ish idan hosil boMgan sirt esa F(±\,.rJ +z2;y)--0  teng lam a bilan 
aniqlanadi.

- -  + - -  = 1 e l l ipsn ing Ox oqi atrofida aylan ish idan hosil boMgan sirt
<f b'

tenglamasin i topamiz:

^ +^/Z+Z>L=1 voki
a W ■ a : b

Ellipsning Oy oqi atrofida aylan ish idan hosil boMgan sirt 
tenglamasin i shn kabi topiladi:

Q Ь

Hosil boMgan teng lam alam ing  har ikkaiasi ay lan ish  ellipsoidini 
an iq laydi.

3.6.3. G iperboloid lar

Oxyz koordinatalar sistemasida

' • “ I (6-7)и b с

kanonik teng lam a bilan aniqlanuvchi sirtga bir p a lla li giperboloid 
deyilad i .
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Bu sirtni Oxy tek is l ikka  parallel :  = h tek is l ik lar  bilan kesamiz. 
Kesimda

x  _v  , 2 
. a' * h- + с 
\z = h

yoki
X У

! a V 1 + c2 J 
- = h.

( ь Щ

I v c' ,

tenglamalar s istemasi bilan aniqlanuvchi chiziq hosil bo 'lad i .  Bu chiziq
I h2 Г /г

v tnm  obqlari a,=aJ\ + —  va b = b J l +  — boMgan cilipsdan iborat.V с' V c'
Yarim o ‘q iar h-~ 0 da eng k ich ik q iym atla r iga  erishadi: a , = a , b , - b .  j Л j 
n h g  o 's ish i  bilan ular o ‘ :sib boradi.

Sirtning Oxz va Oyz tek is l ik lar  bilan kesim larni

= 1 .
y_
b!
x = G

• a с 
y=.Q

te ig lam a la r  sistemalari bilan
ai iq lanuvch i giperbola lardan iborat 
bo'ladi.

Kesim larning tahlili shuni 
ko‘ rsatadiki, (6 .7 ) teng iam a bilan 
a i iq lanuvch i giperboloid musbat va 
manfiy y o ‘na lish lar ida  chegara lanmagan 
holda kengayuvch i «trubka» 
ko‘rinishdagi sirtdan iborat bo ’ ladi (39- 
shakl).

a = b boMganda (6 .7 ) tenglama 
bir palluii ayianish giperboloidm  
ifodalaydi.

Oxyz kordinatlar s istemasida

4 * 4 - 4 ~ ia' b с1
(6 .8)

kaion ik  teng lam a bilan aniqlanuvchi sirtga ikki pctllali giperboloid 
deyiladi.
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Bu sirtning Оху tekisl ikka parallel  tekisl iklar bilan kesisish chizig'i

tenglamalar sistemasi bilan aniq lanadi. Bunda j/?|<c bo 'lganda  z = h 
tekislik sirtni kesm aydi,  \h\ = c bo 'lganda z = c va z = -c  tek is l ik lar 
sirtga (0;0;c) va
(0:0;—c) nuqta larga urinadi, |/i|>c bo 'lganda z = h tekislik sirtni kesadi. 

\h\> с bo 'lganda  (6 .9) tenglamalarni quy idag icha  vo/ish mumkin:

o 'q lar i  o 'suvch i ellipsni beradi.

tenglamalar sistemalari bilan
aniqlanuvchi giperbola lar bo 'iad i .  40-shakl.

Bu kesim lar (40-shakl) (6 .8 ) 
s irtning ikki pallali  g iperboloid deb ata l ish iga  sabab bo 'iadi. a = b 
bo 'lganda (6 .8 ) teng lam a ikki palla li 
aylanish giperboloidn'i an iqlaydi.

3-misol. x 2 - 4 y~ + 4 r ? + 2x + 8 v -  7 = 0 teng lam a bilan aniqlanuvchi 
sirt turini toping.

Yechish. Tenglam aning chap tomonini to ' la  kvadratlarga ajratamiz:
r ; + 2x -Г 1 -  4( у + 2 v + I) + 4z:' - !  + 4 -  7 = 0 ,

iv li - 4(л -  IV + 4z2 =4.

у 2 h
h: " с (6 .9)

bu yerda a = a . j - - - 1, b. = b J—7 - 1.
\ c' Vc

Bu chiziq \h\ ning o 's ish i bilan yarim

Bundan
Qc + 1)2 | ( y - l ) 1 ^

2 : l 2 I2
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У = х +1, у' = у  -  1, z ' - z  deb, Oxyz sistema markazini £У(-1;1;0} 

nuqtaga parallel k o ‘chirish orqali O'x'y'z’ sistemaga o 'tam iz.
Bu sistemada tenglam a

k o ‘rinishni oladi.
Bu teng lam a O'y' oq bo 'y lab  yo 'na lgan  bir palla l i  giperboloidni 

atiiqlaydi.

kanonik teng lam a bilan aniqlanuvchi sirt ikkinchi tartibli konus 
deyilad i.

(6 .10) sirtning Oxy tek is l ikka  paralle l tek is l ik lar bilan kes isish

sistemalar bilan aniqlanuvchi ikkita kes ishuvchi to 'g 'r i  chiziqlardan iborat 
b o ia d i  (41-shakl).

3.6.4. K onuslar

Oxyz koordinatalar s istemasida

(6 . 10)

a1 b‘ c
U h = 0 da 0 (0 ;0 ;0) nuqtaga 

avianadi.
h*Q b o is a ,  kesimda

г = h.
teng lam alar sistemasi bilan 
aniqlanuvchi ellips hosil bo 'lad i .  Bu 
e l l ipsn ing yar im  o 'q la r i  \h\ ning 
o 's ish i  bilan o ‘ sadi.

Sirtning Oxz va Oyz tek is l ik lar  
bilan kesim lari 41-shakl .
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3.6.S. P araboloidiar

Oxyz koordinatalar  sistemasida

—  = ' ,  a>Q,b> 0,c- > 0 
b с

(6. 11)

kanonik tenglam a bilan aniqlanuvchi sirt elliptik paraboloid  deyilad i .  
Bu sirtning Oxy tek is l ikka parallel tek is l ik lar bilan kesimi ushbu

К ,
(ah) (bhy
z = h,h > 0

tenglamalar sistemasi bilan 
aniqlanuvchi ellips bo 'ladi. Lining 
yarim  o 'q lar i  | h j ning o 's ish i bilan 
o 'sad i.

Sirtning Oxz va Oyz tek is l ik lar

bilan kes im lar ida z = ~  va  r -  -vT 
a b

parabolalar hosil bo’ ladi (42-shakl).
Shu sababli (6 .11) teng lam a bilan 
aniqlanuvchi sirt elliptik paraboloid 
deyilad i .

a = b boMganda (6.1 ! )  teng lam a aylanish paraloidini an iq laydi.

4-misol. A/.(0;i;0) nuqtadan va у  = -b tekisiikdan teng uzoqlikda 
yotuvchi nuqtalarning geometrik o 'm in i  toping.

Yechish. M(x\y\z) iz lanayotgan 
nuqta boMsin.

Masala shartiga ko ’ ra

i M M  |=| y + b |
yoki

yjx' (y -  by + z1 =| v + b|.

Bun dan

x + y 2 - 2yb -ь b: f  z1 = y 1 + 2yb + b~ 
x2 + z2 = 4 by

42-shakl.
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дг‘ z"-----1-----— у
4 b 4 b "

Sirtning Ox:z tek is l ikka parallel tekis l ik  bilan kes im i u.ihbu

(x: -  y 2 = 4hh,
[ y  = h, h> 0

teng lam alar s istemasi bilan an iq lanuvehi ay lanaiardan iborat. Sirtning

rtrv va tek is l ik lar  bilan kes im lar ida v = —  va y = —  narabola 'ar
' ' 4b h

hosil boMadi.
Bu sirt ay lan ish paraboloidini an iq laydi (43-shakl).
Oxvz koordinatalar sistemasida

y o k i

£__ У_
a ‘

= z. a > 0, n > 0 (6 . 12)

kanonik tenglama bilan aniqlanuvehi sirt giperbolik paraboloid  
deyilad i .

S irtning (Уху tek is l ikka parallel tek is l ik la r  bilan kesimi

(ahy (bh) 
z = h, h > 0

teng lam alar sistemasi bilan 
aniqlanuvehi giperboladan, Oxz 
va ()yz tek is l ik lar  bilan kesim lari

z = -~  va “ = parabolalardan

iborat boMadi.
Shunday q ilib , ( 6 .12) 

teng lam a bilan aniqlanuvehi 
sirtning k o ‘rinishi « e g a r »  shaklida boMadi (44-shakl). Bu sirt giberbolik 
paraloboid deb ataladi.

3.6.6. S ilindrik  sirtla r

Tekislikda L ch iziq va bu tek is l ikka  perpendikular I to ‘g ‘ ri chiziq 
berilgan boMsin.

44-shakl.
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I L
, , ' f r ;7

' f  i M MI I I I !
I ; i

i 1 j ! I I I ii. l-i JI

L ch iz iqning har bir nuqtasi orqaii / to‘ g ‘ ri ch iz iqqa parallel qilib 
o 'tkaz i lg an  to 'g 'r i  ch iz iq iar to 'p lamidan hosil bo 'lgan sirtga silindrik 
sirt deyilad i .  Bunda 1. chiziq silindrik 
sirtning yo'naltiruvchisi, / to 'g 'r i  
ch iz iqqa parallel bo 'lgan to 'g 'r i  
ch iz iq iar silindrik sirtning yasovchilari 
deb ataladi (45-shakl).

Oxyz koordinatalar sistemasini 
(): o 'q  / yasovch iga  parallel va
I. yo 'nalt iruvch i Oxy tek is l ikda 
yotad igan  qilib tan laym iz .

I. yo 'na lt iruvch in ing  Oxy tek is l ikdagi 
bo'ls in . U holda F(x, у )  = 0 teng lam a yosovchilari  O: o 'q q a  parallel 
bo 'lgan  silindrik sirtni ifodalaydi.

S ilindrik sirtning nomlanishi va  tenglamasi 
L. yo 'na lt iruvch in ing shakli asosida aniqlanadi.

Agar Oxy tek is l ikdag i yo 'nalt iruvch i 
x' >•-

45-shakl. 

tenglam asi F(x.y) = 0

eilinsdan iborat bo 'lganda = 1 tenglama
a b1

elliptik silindrni ifodalaydi (46-shakl).
x + y2 = R7 teng lam a bilan aniqlanuvehi 

doiraviy silindr elliptik s i l indm ing xusus iy  
holi bo 'iadi.

Shu kabi —. -  "V
a

silindrni (47-shakl), у  =2px tenglama 
paraboliksilindrni ifodalaydi (48-shakl).

— = I teng lam a giperbolik 
b

* 1

46-shakl.

47-shakl. 48-shakl.
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5-misol. x2 - 2 z  tenglama bilan aniqlanuvchi sirt shaklini chizmg. 
Yechish. Berilgan teng lam ada v qatnashmaydi va  x2 =2. 

chiziq Ox:
tek is l ikda yotuvchi parabolani ifodalaydi.

f  x2 - - 2 z
Shu sababli -j ’ tenglama

: у - о

yosovchilari Ov o 'qqa  parallel bo 'lgan 
parobolik s i l indm i ifodalaydi.

Parabola y - 0  tek is l ikda O: o 'qqa 
nisbatan simmetrik boMadi, uchi <9(0,0,0) 
nuqtada yotadi va Л/,( 2;0;2), A/.(2;0;2) 

nuqtalardan o 'tadi. Chiziq shaklini Maple 
paketida ch izamiz (49-shakl) :

>  w i t h ( p lo t s ) :

> imiicitp!of3d{| v  1 In],  v~-~0„4, 
z=-4..4, g rid= | 13,13,13!);

49-shakl.

3.6.7. Ikkinchi tartib li sirtlarn ing  
to ‘g‘ ri chiziqli yasovchilari

To‘g ‘ri ch iziqlarn ing harakatidan 
hosil bo ‘ lad igan sirtlarga to'g'ri 
chiziqli sirtlar deyilad i .  Bu s irt lam ing 
yasovch ilar i  to'g'ri chiziqliyasuvchilar 
deb ataladi.

To‘g ‘ ri chiziqli sirt larga konus 
s irtlar va silindrik sirt larlar misol bo ‘ la 
oladi. Bundan tashqari, bir paliali 
g iperboloid va giperbolik paraboloid 
ham to 'g ‘ ri ch iziq li sirtlar bo 'l ish i 
isbotlangan.

B ir paliali  g iperboloidning har bir 
nuqtasi orqali

л - М Л
С V h i

I *4 1n

(6 .13)

50-shakI.
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teng lam alar bilan berilgan to 'g 'r i  ch iziq iar oilasidan faqat bitta 
chiziq o 'tishi k o ‘rsati lgan, bu yerda a ,b ,c -  bir pallali  giperboloidning 
yar im  o 'q lar i.  k.l -n o lg a  teng b o im a g a n  sonlar.

Shunday qilib, (6 .13) teng lam alar k xa / n ing turli q iym atlar ida bir 
pallali  g iperbolo idaa yotuvchi va uni to ‘ liq qoplovchi cheksiz to 'g 'r i  
ch iz iq iar sistcmasini tashkil qiladi. Bu to 'g 'r i  ch iz iq larga bir palla li  
g iperboloidning la ‘g  ri ehiziqii yasovchilari deyilad i .

Shu kabi

x :  \ x z \
-  + — =  KZ, — +

. a h , va I я b 1 (6 .14)
—=h

[ti b к [ a h

teng lam alar bilan berilgan to 'g 'r i  ch iziq iar giperbolik paraboloidning 
to 'g 'r i  eh iziq ii yasovch ilar i  bo 'iadi.

T o 'g 'r i  ehiziqii yasovchilardan bir pallali g iperboloid s irt lam ing 
yasovch ilar i  qunlish  va 
texnikaning konstruksiyalarida 
keng foydalaniladi.

Masalan , bir pallali 
g iperboloidning to 'g 'r i  ehiziqii 
yasovch ilari  bo 'y icha  metall 
ba lkalar joy lash tir i lgan
radiomachta, suv va yadro 
quri lm alar in ing minoralari,
te lem inoralar (m asa lan , Guanjou 
(X itoy) te leminorasi, 50-shakl). 
t irgak lar va uzatmalar ( 5 1-shaki) 
kabi konstruksiya lar ishlab 
chiqiigan. Bunday konstruksiyalar 
yengi!  va mustahkain bo 'lgan i sababli keng tatbiq etiladi.

3.6.8. M ashqlar

1. Sferaning tenglamasini tuzing: 1) diametrlaridan birining uchlari
.V/, (4:1,-.’•) va Л/ ,(2:-3:5) nuqta larda  yo tgan : 2) m arkaz i  Л/0(3;—5:—2) nuqtada 

yotgan  va  2x — >■ — 3r +11 0 tek is l ikk a  uringan.

2. Sfera markazining koordinatalarini va radiusini toping:
1 ) x + i - . v -  y  ‘ г  (l: 2 )  v • у 2 * г ' - 6 л  t 8 y  + 1 0 ;  + 25 0.

л щ т

>2jStV„

v\
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3. Har bir nuqtasidan A / ,( -3 ;0 ;0 )  va -W2(3 ;0 ;0 )  n uqta la rgacha  bo ' lg an  

m asofa la r  kvadrat  lari n ing y ig ' in d is i  36 g a  teng b o i g a n  fazov iy  
nuqta larn ing  geom etr ik  o 'rn in i  toping.

nuqta lar in ing  geom etr ik  o 'rn in i  toping.

5. Har bir  nuqtas idan Л/Д0;0;-4) va  ,V/2(0;0;4) nuqta la rgacha  bo ' lg an  
m asofa la r  y ig ' in d is i  10  g a  teng b o ' lg an  s irtn ing ten g lam as in i  tuzing.

6 . Har bir nuqtas idan Л/,(—5,0:0) va  M 2(5 ;0 :0)nuqtalargacha b o ' lg an  
m asofa la r  a y irm as in in g  moduli 6 g a  teng b o ' lg an  sirtn ing teng lam as in i  tuzing

7. Ber i lgan  s irtn ing  k o 'r s a t i lg an  o 'q l a r  atrofida ay lan ish id an  hosil  b o ' lg an  sirt 
teng lam asin i  tuz ing:

jf2 jf2 v2 v2 j 2
I) 2  = ----- , Ox va  Oz; 2 ) -----—  = I, Ox va Oy: 3) -— + - -  I, Oy va  Oz.

2 16 25 64 !fi

8 . M arkaz i  koord inata lar  boshida yotgan  va y o 'na l t iruvch i la r i  x2 - 2 z  + 1 = 0 , 
v -  z + 1 = 0 ten g lam a la r  b ilan  ber i lgan  konus teng lam asin i  tuzing.

9. win ing qanday  q iym at la r id a  дг + m y - 2 = (J tek is l ik  У e l l ipt ik 

paraba lo idni  1 ) ellip's b o 'y ieha :  2 ) parabo la  b o 'y ic h a  ke sad i1?

10. Ber i lgan  sir t la rn ing kes ish ish  ch iz ig ' in i  an iq lang :

1 ) — + — = 22 , 3* -  y  + 62 -1 4  = 0; 2) —  -  —  = 2z. 3 . r - y  + 6 z -1 4  = 0;
3 6 4 3

11. Har bir nuqtasidan  W(3,0:0) nuqtagacha va ,v = l t ek is l ikkach a  bo ' lgan  

m aso fa la r  nisbati %/3 ga  teng b o ' lg an  fazov iy  nuqta larn ing geom etr ik  o 'rn in i  
toping.

12. Ber i lgan  sirt va  to ‘g ‘ ri ch iz iqn ing  kesish ish  nuqtasin i toping:

I)
x~ y 2 z 2 _ x - 3  y - 4 r + 2 
8 l ’ 36 + 9 _ ’ T  - 6  4 I6 + 9

.1 • 1
4 ' '4  - 3  4

13. B er i lgan  ten g lam a  b ilan an iq lanuvch i sirt turini an iq lang :

I ) 36*2 + 64y ; - 1 4 4 г2 +576 = 0:

3) 3:tJ + 2y2 - 1 2 2  = 0;

5) 25*; - 9 у ! - 2 2 5  = 0;

7) 4jt2 + 3y2 - 5 2 2 + 60 = 0,

2 ) .v2 + y ‘ + z 2 -  2(x + у  + z) -  22 = 0:

4) 16x +3y ! +16 2 2 - 64jr- 6y  + 19 = 0;

6 ) 9.r2 - 4 v 2 - З 62 = 0:

8 ) r + y 2 - 2 x  - 3 =0 .
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• Haqiqiy sonlar

• Sonli ketma-ketliklar

• Bir o‘zgaruvchining 
funksiyasi

• Funksiyaning limiti

• Funksiyaning 
uzluksizligi

O gyusten  Lui Koshi 
(Г89-1857)- 

fran suz  m atem atigi 
va mexaitigL

M atematik  ana liz  a so s -  
ia r in i i sh la b  ch iqqan , 
m a tem a tik an in g  m a te ­
matik analiz, a lg eb ra , 
m atem atik  fiz ik a  va  
b o sh q a  b o 'l im la r in in g  
r iv o ji g a  katta h m a  
q o 'sh ga n .

O. L. K o sh i b ir in cM  
b o 'iib  lim it, uziuksirMk, 
h m ilu , d i f f e r en s ia l ,  in ­
te g ra l, q a tu rn in g  vaq in - 
la sh ish i  tu sh u n ch a la r i-  
g a  q a t ’i y  t a ’r i f  b erga it.

Matematik analiz  tarixdan «C heksiz  
k ich ik lar tah l i i i »ga  mos bo 'l im lar  majmuasi 
bo 'lib . u differensial va integral hisobni 
bir lashtiradi. Matematik analiz  sistemali 
bo ‘ lim sifatida XVII—XVIII asrlarda l.Nuyton. 
G .Leybnis , L.Evler, J .Lagran j va boshqa 
olimiar asarlarida vuzaga keldi. Uning asosi 
boMgan lim itlar nazariyasi XIX asrda O.Koshi 
tomonidan ishlab ehiqildi. Matematik ana­
l izning boshlangMch tushunchalari X1X-XX 
asrlarda to 'p lam lar  nazariyasi ,  oMchamlar 
nazariyasi .  haq iq iy  o ‘ zgaruvchi funksiya lar i 
nazariya lar in ing r ivo jiga asoslanib chuqur 
tahlil qiliridi va umumlashtiri ldi.

M atematikaning «M atem atik  analizga 
k ir ish» boMimida matematik analizning asosiy 
tushunchalari boMgan bir o 'zgaruvch in ing 
funksiyasi,  sonli ketma-ketlik lar, limitlar, 
cheksiz kichik funks iya lar va uzluksi/lik 
tushunchalari o 'rgan ilad i.

4 .1 .  H A Q IQ IY  S O N L A R

4 .1 .1 . T o‘plam

Г о  p l a i n  matematikaning boshlangMch 
( la 'r i f lanm ayd igan ) va m u h im  tushunchalari- 
d a n  b ir i  hisoblanadi. To 'p lam  deganda tayin 
xossaga ega  boMgan ixtiyoriy  t ab ia t l i  
o b yeK tla r  majm uasi tu s h u n i l a d i .  Masalan. 
g u r u h d a g i  t a l a b a l a r  t o 'p l a m i ,  bu tun  sonlar 
t o ‘p l a m i ,  berilgan nuqtadan oMuvchi to^g'ri 
c h iz iq l a r  t o 'p l a m i .
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To‘plamni tashKil etuvchi obyeKtlarga to ‘ p !amning elem entlari 
deyiladi. To‘p lam , odatda, lotin a l ifbosining bosh harllari bilan. uning 
elementlari esa shu alifboning kichik hartlari bilan belgilanadi.

A to 'p lam ning a,b.c\ ^elem entlardan tashkil topganligi A = {a ,b ,c,J} 
kabi yoziladi. B a ’ zan to 'p lam sonlar, bclgilar, so ’ z lar yok i formulalar 
yordamida beriladi.

a elementning A to 'p lam ga  tegishli ekan lig i a e A  deb yozilad i.  
b elementning A to 'p lam ga tegishli em aslig i fe e .4 (yok i h i  A) kabi 
belgilanadi. M asalan , A = {2,4,6,8} to ‘plam uchun 4 e  A va 5 e A.

A to 'p lam  chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo"Isa A 
to ‘p lam ga chekli to'plam , aks holda cheksiz to'plam  deyilad i.  Masalan, 
A = {*: 6 < x < 20, x e ,V} cheKli to 'p lam , B = { x : x > 15,* еЛ'} cheksiz  
to 'p lam boMadi.

Bitta ham elementga ega bo 'lm agan  to 'p lam ho ‘sh ю plam  deb 
ataladi va 0  kabi belgilanadi. M asalan , A - { x : x2 +! = 0,x € R} bo'sh 
to 'p lam , chunki л: +1 = 0 teng lam a haqiq iy  sonlar to 'p lam i К da 
yech im ga  ega emas.

A gar A to 'p lam ning har bir elementi В to 'p lanm ing ham 
elementi bo‘ lsa A to 'p lam ga В to'plam ning qismi (qismiy to'plam i) 
deyi lad i  ха A а  В (yoki В з  A ) kabi belgilanadi. Masalan , A = {2,3.4} va 
В -  {1,2,3,4,5} bo 'isa  A a  В bo'iadi.

A gar A c  В va В a  A bo 'isa  A va В to 'p lam larga  teng t o ‘p lam la r  
deyilad i va A = B Kabi yozilad i.  Demak, A = В tenglik A va В 
to 'p larnlarning bir xil elementlardan tashkil topganini b i ld i r a d i .

A va В to 'p larnlarning har ikka las iga  tegishli bo 'lgan  element bu 
to 'p lam larnng umumiy elementi deyilad i.

1 - t a ’ r i f .  A va В to'plarnlarning hirlashm asi (yoki yig'indisi) deb 
ularning kam ida bittasiga tegishli boMgan elementlardan tashkil topgan 
to 'p lam ga ay t ilad i va  А и  В (yoki A + B) kabi belgilanadi.

Demak, A В = : x e A voki x e В}.

2 - t a ’ r i f .  A va В to 'plam larning kesishmasi (yok i ко paytm asi) 
deb u lam ing  barcha um um iy elementlaridan tashkil topgan to ‘ plamga 
ay t ilad i va АглВ  (yok i//-# ) kabi belgilanadi.

Demak, A n  В = {x : x e A va x e  B}.

3 - t a ’ r i f .  A to 'p lamdan H to'plam ning ayirm asi deb A to 'p lamning 
В to 'p lam ga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to 'p lam ga 
ayt ilad i va A\B kabi belgilanadi.
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Demak.. . I \ В = {.x : x с A va x e  B).
M asalan . >4 = {1,3,5,7} va В = {2,5,7,9} to 'p lam lar  uchun 

A u  В = {1,2,3,5,7,9}, АглВ = {5,7}, A ' В = {1.3}. B\A = {2,9} bo 'iad i.
В to 'p lam A to 'p lam ning qism iy to 'p lam i boMsa, A\B ay irm a 

В to 'p lam ning A to ‘p lam ga to ‘Idiruvchisi deyilad i
1-3 ta ’r if lam ing chizinadagi ifodasi 1-shaklda keltir ilgan. Bunda 

A n  В , A kj в . A\B bo ‘yab  ko'rsati lgan .

]-shakl.

4.1.2. Son li  to 'p la m ia r

Haqiqiy sonlar va ularning asosiy xossalari
Elementlari sonlardan iborat bo 'lgan to 'p lam sonli to'plam  

dev iladi.
Son matematik analizn ing asos iy  tushunchalaridan biri bo 'lib , uzoq 

tarix iv rivojlanish y o ' l i g a  ega. N arsa lam i, buyum lam i sanash zaruriyati 
tufayli natural sonlar paydo boMgan. Natural sonlar to 'p lam iga  ularga 
qarama-qarshi sonlarni va nol sonini qo 'shish bilan butun sonlar 
to 'p lam i hosil q i lingan. Matem atikan ing taraqqiyoti ratsional sonlarning 
va key incha l ik  irratsional sonlarning kiritil ishini taqozo etgan. Ratsional 
sonlar to 'p lam i va irratsional sonlar to 'p lam i haqiq iy  sonlar to 'p lam i deb 
ataigan.

Shunday qilib. MrzZczQczR sonli to 'p lam lar hosil qilingan, bu 
yerda A' = {1,2.3,...,«, .. .}-b a r c h a  natural sonlar to 'p lami: 
Z = {0.±1,±2,...,+«,...}-b a rc h a  butun sonlar to 'p lami:

f „  I
Q -  <! - ,p e.Z .qeN >-  barcha ratsional sonlar to 'p lam i; R -  barcha

[я !
haq iq iy  sonlar to 'p lam i.
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Наг qanday ratsional son yoki chekli o 'n l i  kasr bilan yoki cheksiz
3

davriy  o ‘nli kasr bilan ifodalanadi. Masalan, -  = 1,5 = (1,500...),

-  = 0,333.. .- ra ts iona l  sonlar.
3

Ratsional boMmagan haq iq iy  sonlarga irratsional sonlar deyiladi. 
Irratsional son cheksiz davr iy  bo 'lm agan o 'n li  kasr bilan 
ifodalanadi. M asalan . \2 = 1,4142356 ..., я -  3,1415926 . . .- irra ts iona l 
sonlar.

Shunday qilib, haqiqiy sonlar to‘piamini barcha cheks iz  o 'n li  kasrlar 
to ‘plami deyish va  R = {x: x = a.a.a.a,...} kabi yozish niumkin, bu yerda
a e 7.,a  e {0,1,2,...9},/ = 1,2.....

Haqiq iy  sonlar to ‘plami R quy idag i asos iy  xossa la rga  ega boMadi.
Г. R to 'p lam tartiblangan to‘ plamdir, y a 'n i  istalgan ikkita har xil a 

va b sonlar uchun a< b  (yoki b < a)  tengsiz lik  bajariladi.
2°. R to 'plam zichdir, y a ’ni istalgan ikkita har xil a va b sonlar 

orasida a < x < b  tengsiz likn i qanoatlantiruvchi cheksiz  ko 'p  x haqiqiy 
sonlar mavjud boMadi;

3". R to 'p lam uzluksizdir.

Son о ‘с/i. Sonlurning sodda to'plamlari

Haqiqiy sonlarning uz luksiz lig i  xossasi asosida barcha haqiq iy  sonlar
to ‘p lam i bilan to‘ g ‘ ri chiziq nuqtalari to ‘plami orasida bir q iymatli
moslik o ‘rnatiladi.

Buning uchun biror to 'g 'r i  chiziqda (u gorizontal y o ‘ naIgan bo'lsin
(2-shakl)) musbaf y o ‘ nalishni, О hisob boshini va masshtab bir ligini
tanlavmiz. Musbat дг sonini

- \iifodaiash uchun bu to 'g ‘ r i --------------------- ----------------------.------ -ь O x
chiziqda О hisob boshidan o ‘ ng
tomonda tanlangan masshtab 2-shakl.
b ir l ig ida berilgan .r songa teng
masofada yotuvchi V/ nuqtani o lamiz; manfiy л: sonini ifodaiash uchun 
esa bu to ‘g ‘ri ch iziqda О hisob boshidan chap tomonda |.*| songa (bu son 
haqida keying i bandda tushuncha berilad i) teng masofada yotuvchi M 
nuqtani olamiz; x = 0 soniga О hisob boshi mos keladi.

Barcha nuqtalari uchun barcha haqiqiy sonlar to ‘plami bilan 
koMsatilgan bir q iym atli  moslik o 'm at i lgan  to 'g 'r i  ch iz iqqa son о qi (yoki 
sonli to ‘g  ‘r i chiziq) deyilad i.

206



Shunday qilib, har bir haq iq iy  songa son o ‘qining yagona  M nuqtasi 
mos qo 'y i lad i  va aksincha, bu son o 'q in ing  har bir M nuqtasiga yagona 
y haqiq iy  son mos kelad i.  Bunda haq iq iy  son va son o ‘ qin ing nuqtasi 
bitta x belgi bilan ifodalanadi. Shu sababli « x  son» so ‘zi o 'rn iga  ko 'p  
hollarda « r n u q t a »  so 'z i ishlatiladi.

Son o 'q i  haqiqiy son lam ing joy lash ish i to 'g 'r is id a  ko 'rgazm ali  
m a 'lum ot beradi. x. <x, tengsiz lik  x, nuqta x. nuqtaga nisbatan chapda 
yotishini anglatadi, x ,< x , <x, tengsiz lik  x ; nuqta x, va x, nuqtalar 
orasida yotishini bildiradi.

a e R, b e R, a < b boMsin. I laq iq iv  sonlar to ‘p lam in ing quyidagi 

qism to ‘p lam lariga oraliq lar ( intervallar) deyilad i :
|cr.b] = j x : a < x < b] - kesma (yopiq oraliq. sigment);
(a-,b) = {x:a<x<h}~  interval (oehiq oraliq);
\a:b) = {x : a < x < />}..(«;/>] = {x:a < x < b} -  yarim  ochiq intervallar; 
( - « ;£ ]  = { x :x < b}, (—oc;b) = {v: x < b]. [a:+x>) = {x: x > a},

(a;+oo) = { x : x  > a\, (-oc;+oo) = {x : - x  < x < +30}- c h e k s iz  intervallar.
Bunda a va b sonlar mos ravishda bu ora liq larn ing chap 

va o ‘ng
chegaralarin i an iq layd i,  - *  va + x  belg ilar son o ‘ qi nuqtalarin ing О 
nuqtadan
chapga va o 'n gga  qarab cheksiz uzoqlashishini simvolik  tasv ir laydi.

x(l(x, e R)nuqtani o 'z  ichiga olgan har qanday (a\b) intervalga 
xa nuqtaning atrofi dey ilad i .  Xususan, (x . , -e ;x„+  e) interval x„ 
nuqtaning и atrofi deb ataladi. Bunda x, soniga bu atrofning
markazi, с (с > 0) soniga bu atrofning radiusi deyilad i.

A gar  x £ (x0 - e ;x ,  + s ) bo ‘ Isa, u holda x - e  < x < x„ + e yoki 
| x - x (, \<e tengsiz lik  bajariladi. Bu tengsiz likn ing bajarilish i x nuqta 
x, nuqtaning e atrofiga tushishini bildiradi.

Sonning absolut qiymati

4 - t a ’ rif. x ( x e R )  sonining absolut qiymati (yok i moduli) deb x >0 
boMganida x sonining o 'z iga ,  x m anfiy  boMganida ( -x )so n ig a  aytiladi. 

x sonining absolut q iymati jx j belgi bilan belg ilanadi.
Demak, t a ’rifga ko 'ra .

[ x, agar x > 0.
I x|= \

- 1 , agar x < 0.
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Sonning absoh it  q iy m a t i  q u y id a g i  x o s s a la rg a  ega ,

Г. x e R da j x j> 0, | - x  j=) x |, - 1 x ]< x <| x |;

2". a >0  da  \x\<a tengsiz lik  - a < x < a  tengsiz l ikka ekvivalent 

boMadi;

3”. x e  R,ye  Rda

| jr  + y | ^ x | + j y | ,  \ x - y \ 2 \ x l - \ y l  Iх ' У H * I ' i У I-
V

Bu xossa lam ing  isboti bevosita sonning absolut qiymati t a ’rifidan 
kelib chiqadi. Ulardan birini, masalan. \x + y  |<j x \+ 1y\ boMishini 
isbotlaymiz.

Isboti. x  + y>  0 boMsin.
U holda \ x  + y\= x + y, jc <| jc y<]y| boMadi.

Bundan
! *  + у  != x + у  < ! л-: + 1 у  |.

x + у  < 0 boMsin.
U holda

I x + у  |= - ( *  + у )  = ( - х )  -Г ( - у ) ,  -  .г <| Л- [, -  у  <! у  I

boMadi.
Bundan

|.тг + У != (-дг) + (-у)<|.г|+|у|.

Sonli to'plamning aniq chegaralari

5 - t a ’ rif. Agar shunday M soni topilsa va istalgan .ve^T uchun x<M  
tengsiz lik  bajarilsa , X  haq iq iy  sonlar to ‘p lami yuqoridan 
chegaralangan deyilad i.

Masalan , X = ( - x , l ]  to‘ plam yuqoridan chegaralangan.
6 - t a ’ rif. A gar shunday m soni topilsa va istalgan x e  X uchun x > m  

tengsiz lik bajarilsa, X haqiqiy sonlar to 'p lami quyidan chegaralangan 
deyilad i.

Masalan , barcha natural sonlar to‘plami quyidan chegaralangan.
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7-ta ’ rif. A gar X to 'plam ham quyidan ham yuqoridan 
chegaralangan bo'lsa., y ’ ani shunday m va M sonlari topilsa va  istalgan 
x e X  uchun m < X < M tengsiz lik  bajarilsa, X haq iq iy  sonlar to 'p lam iga  
chegaralangan dey i lad i .

Bu ta 'r ifdan agar X  to‘ p lamning elementlar i biror kesmada 
joy la sh sa ,  u holda bu to 'p lam chegaralangan boMadi degan xulosa kelib 
chiqadi.

Yuqoridan (quy idan ) chegara lanmagan to 'p iam ga yuqoridan 
[quyidan) chegaralanmagan dey ilad i .  Masalan, barcha natural sonlar 
to ‘plami yuqoridan chegara lanmagan (ammo quyidan chegara langan) 
bo 'lsa , barcha m anfiy  sonlar to 'p iatni quyidan chegara lanmagan (ammo 
yuqoridan chegaralangan). Barcha butun sonlar to 'p lami. barcha 
ratsional sonlar to ‘plami, shuningdek, barcha haqiqiy sonlar to 'p lami 
ham quyidan, ham yuqoridan chegaralanmagan.

A gar V to 'p lam yuqoridan V/ soni bilan chegara langan bo 'lsa ,  bu 
songa X to ‘plamning yuqori chegarasi deyilad i .  Bunda M sonidan 
katta bo 'lgan  ixtiyoriy  M' son ham X to 'p lam ning yuqori chegarasi 
bo 'lad i .

8 -ta ’ r i f  A gar istalgan x e X  uchun x < M bo 'lsa  v a  yetarlicha 
kichik ixtiyoriy e >0 musbat son uchun shunday x* & X soni topilsa va 
M -  с <x* < M tengsiz lik  bajarilsa. M soniga .V to'plamning aniq yuqori 
chegarasi dey iiadi.

Boshqacha aytganda. X to 'p lam ning  aniq yuqori chegarasi X ning 
barcha yuqori chcgara larin ing eng kich ig i bo'ladi.

X to 'p lam ning aniq yuqori chegarasi M -  sup X (yoki V/=sup{.r})
**:.Y

bilan belgilanadi (lotin t i lida supremum -  eng yuqori so 'z idan  olingan).
Yuqoridan chegara lanmagan X to 'p lam uchun ta 'r i f  asosida 

supX = +x deb olinadi.
Agar X  to 'p lam  quyidan m soni bilan chegara langan bo 'lsa , bu 

songa X to'plamning quyi chegarasi deyilad i. Bunda m sonidan kichik 
bo 'lgan  ix tiyoriy  m son ham .V to 'p lamning quyi chegarasi bo 'ladi.

9 -ta ’ rif. A gar istalgan x e X  uchun x>m  bo 'lsa  va yetar l icha 
k ich ik  ix tiyoriy  e >0  musbat son uchun shunday x*e .V so n i  topilsa va 
m < x* <rn+£ tengsiz lik bajarilsa, m soniga X to'plamning aniq quyi 
chegarasi deyilad i .

Shunday qilib, Л to 'p lam ning aniq quyi chegarasi X ning barcha 
quyi chcgaralarin ing eng kattasi bo 'lad i .

Л to 'p lam ning aniq quyi chegarasi M= M X  (yok i M = inf{x})
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bilan belg ilanadi (lotin ti l ida infimum -  eng quyi so 'z idan olingan).
Quyidan chegara lanmagan X to 'p iam uchun t a ' r i f  asosida

' 1 t 1inf vV = -oc deb olinadi. M asalan , X I . . Л to ‘plani uchun
I 2 n J

inf X = 0, sup X --1.

X to 'p lam ning aniq chegaralari uchun quyidag iu  tasdiq o 'rinli 
bo 'iad i .

1-teorem a. Har qanday yuqoridan (quy idan) chegara langan bo 'sh 
bo 'lm agan  haq iq iy  sonlar to 'p lam i aniq yuqori (aniq quy i)  chegaraga 
ega  bo 'iadi.

4.1.3 . M atem atik mantiq elem entlari

Mantiqiy belgihir

T a ’r if lam ing, teorem alam ing ifodalanishida va bosqa matetntik 
tasdiqlarda ko 'p incha ayr im  so ‘ zlar va butun ifodalar takrorlanib keladi. 
Bundav hollarda ularning yozil ish ida mantiq iy  be lg i iam i qo 'l lash  qulay 
bo 'iadi.

Matematik mantiqda mulohaza deb rost y o K i  yo lg 'o n l ig i  bir q iym atli  
an iqlanadigan darak gap larga  ayt ilad i. M asalan , «Y e r  quyosh atrofida 
ay lan ad i» ,  «6 oddiy son» gaplari  mulohaza bo 'isa . «kech  k irmoqda», 
«m atem atika  q iy in  fan» 
gaplari mulohaza bo 'lm ayd i.

a  mulohazaning inkori a  -  « a .  em as» voki «or bo 'l ish i  to 'g 'r i  
em as»  deb o 'q ilad i.

a  va p  m u loll aza lam in g konyunksiyasi а  л j3 -  « a  va f i » deb 
o 'q ilad i.

a  va p m u lohaza lam ing dizyunksiyasi cxvfi -  « «  yoki p »  deb 
o 'q ilad i.

a  va p m u lohaza lam ing implikatsiyasi a  — p -- « ag a r  a bo 'isa , 
u holda p b o ' iad i»  (yoki « a  dan p  kelib ch iqad i» )  mulohazasini 
bildiradi.

a  va p m u lohaza lam ing ekvivalensiyasi a  » p -  «  a  va p 
ekv iva len t»  (yoki « a  dan p ke l ib  chiqadi va  p  dan a  ke l ib  ch iqad i» ) 
mulohazasini bildiradi,

Mavjudlik h ’antori 3 -  «m av ju d k i» ,  « top iiad ik i»  so 'z larin i 
bildiradi.
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Umumiylik kvantori V - « i i a r  qanday» , « ix t iyo r iy » ,  «barcha» 
so 'z larin i ifodalaydi.

«o 'r in l i  boMadi», «b a ja r i lad i»  so 'z larin i anglatadi.
( -^ -«m o s l ik »  ni bildiradi.

M antiq iy  belg iiar yo rdam ida  yo/ilgan tasdiqlarni tushunish va 
o ‘qishr.i osonlashtirish uchun belg ilarn ing har b ir iga tegishli boMganlari 
alohida qavs la rga  olinadi.

Masalan ,

(Vf.- > 0)fd<S > ox Vx ± x„ ,j x -  x M |< 5 ) :| J(x  )-A\<e)

yozuv « ix t iyo r iy  s > 0 son uchun shunday <5>0 son tcp ilad ik i ,  xn in g  
x ga teng boMmagan va |x-xJ<<V tengsiz likni qanoatlantiruvchi 
barcha q iym atlar ida |/(х)-Л|<гг tengsiz lik  bagar ilad i»  deb o 'q ilad i.

Zarur va yetarli shartlar

p -b i ro r ta  mulohaza boMsin. p mulohaza kelib  chiqadigan har 
qanday «  mulohazaga p mulohaza uchun yetarii shart deyilad i.

P mulohazadan kelib chiqadigan har qanday a  mulohazaga p 
mulohaza uchun zarur shart deyilad i .

Masalan , a :  «x  soni nolga teng» va p : «x> ko 'pavtm a 
nolga teng»
mulahazalar i boMsin. Bunda a  mulohaza p mulohaza uchun yetarli 
shart boMadi. Haqiqatan ham, xy ko 'paytm a nolga teng boMishi uchun v 
nolga teng boMishi yetarli.  x nolga teng boMishi uchun xy ko ‘paytma 
nolga teng boMishi zarur. Ammo, p mulohaza a  mulohaza uchun 
yetarli  shart boMmaydi. chunki xy ko 'paytm a nolga teng bo 'lishidan x 
sonining, albatta, nolga teng boMishi kelib chiqmaydi.

«A g a r  a  mulohaza rost boMsa, u holda p mulohaza rost boMadi» 
teoremani a  p ko ‘ rinishda yozish va quy idag i ifodalardan biri 
bilan bcrish mumkin: « a  mulohaza p  mulohaza uchun yetarli  shart 
boMadi»; « p  mulohaza a  mulohaza uchun zarur shart boMadi».

Agar a  va p  m u lohaza lam ing har biridan ikkinchisi keiib chiqsa, 
y a ’ ni (a p) л (P => a) boMsa, u holda a  va p m u lohaza lam ing har biri 
ikkinchisi uchun zarur va yetarli  shart boMadi va a  о  p deb yozilad i.

Bu yozuv boshqacha quyidag icha o 'q il ishi mumkin:
1) a  o 'r in l i  boMishi uchun p o 'r in l i  bo 'l ish i zarur va  yetarli;
2 ) a  faqat va faqat p  bajari lsa o ‘ rin!i bo 'iadi:



3) a  faqat va faqat p  rost boMganida rost boMadi.

Matematik induksiya metodi
M atematik induksiya  metodi miihirri matematik isbotiash 

usullaridan biri hisoblanadi. Bu usul n natural songa bogMiq tasd iq lam i 
isbotiash uchun qoMlaniladi.

Uni um um iy  holda ifodalymiz: n natural songa bogMiq biror 
tasdiqni (masalan, formulani) isbotiash quyidag i tartibda am alga  
oshiriladi:

1) tasdiqning to 'g ‘ r i lig i л = 1 da tekshir iladi (agar  «  = !d a  tasdiq 
m a 'noga  ega boMmasa, tekshirish tasdiq m a ’noga ega boMadigan eng 
k ich ik n dan boshlanadi) ;

2 ) tasdiq biror n (n > 1) da to 'g ' r i  deb faraz q i l inad i va uning «  - !  da

to 'g  ri boMishi isbotlanadi. Kevin bu tasdiqning istalgan « n a t u r a l  son 
bajarilishi haqida 
xulosa chiqariladi.

Matematik induksiya  metodi bilan Nuyton binomi form ulasi deb 
ataluvchi

(а + Ь У = С У  + C'ra" b +... + СкпалкЬк + ...+ C"b” (1 .1)

formulani isbotlaymiz, bu yerda n  -  natural son: 0 < к  < n .
( 1. 1) formulada qatnashayotgan

C1- ■ — -ni
k\(n-k)\

koeffitsiyentlarga binominal koeffitsiyentlar (yoki n ta elementdan 
Atadan guruhlash iar soni) dey ilad i ,  bu yerda n\ (en foktorial) belgi 
orqali birinchi n ta natural son ko 'pavtm asi belg ilanadi. B inominal 
koeffitsiyentlar va faktorial uchun quyidag i bogManishlar o 'r in l i  boMadi:

C„“ ' + C ‘ = C ‘;,';

(n + 1)!= n\{r. + 1) (bunda 0!=! deb olinadi).
(1 .1 ) formulani isbotlaymiz. Buning uchun: 1) formula to 'g 'r i  

boMishini n = 1 da teksii iramiz:

(a + b)‘ = C:'a + C'ab - —--a + - - - b = a + b;
OH! i! 0!

2) ( 1.1) formula biror n da to 'g 'r i  boMadi deb faraz q ilam iz va
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(«  + !) da shu kabi formula o ‘ rinli bo‘ lishini ko ‘ rsatamiz, y a ’ni

(a + b)"' = c ;  ,<T“ + Cl,a"b +... + C£a~*6* ' +.. .-гС;.|а 6' + Г ; ; , ' Г  (1 .2 )

formulani isbotlavmiz.
Haqiqatan ham.

( а  + Л'Г' = ( C V  + C > "- ,A + ...+ C > " “‘ 6 ‘ -r-... + C “b")(a + b)^

= Г>**‘ + c y b  +... + + ... + C > 6" J - r , y A r . . .+

• ( V *  +. . + C “ 'ctb" + с у "  = c y - '  + (C" + C't )a"b + ...+

+ (Г; + r ' V ' ‘/ / ,! + ...+ (c ;-’ + c> />" + r > ,,:.
Binominal koeff itsiyentlar uchun

c ;  = i = c " I>, c ” + c ‘ =(••;,., r* + r ‘" = c ‘;;', 
('"■ r ( > ( " ,  r ;  = i = r;;,'

boMishi inobatga oiinsa. oxirgi tenglikdan ( 1.2 ) tenglik kelib chiqadi.
Demak, matematik induksiya metodining I ) va  2) bandlari 

bajari lgani uchun
Nyuton hinomi formulasi istalgan n natural soni uchun to 'g 'r i  boMadi.

( 1. 1) formula q isqacha

(a + h)" = Y ( " a  h
kM'.

ko 'r in ishda yoziladi.
Xususan, (1 .1 ) formuladan n = 2 v a n  = 3 da tanish q isqa ko ‘paytirish 

formula lari kelib chiqadi:

(a  + b )' - ( ’"a + C  ab  + C 2b 2 = a 2 + l a b  + b 1;

(c + b) =  C ”a ’ + C ‘a 2b + C.ab‘ +C'b' = a z +  3a1 b + 3ab2 +h'.

4.1.4 . M ashqlar

1. .1 va fl to 'p lam la r  ber ilgan . Л о В ,  .4 и  Я, Л\В, B ' . 4  to 'p lam lam i  

toping.
1) / j - 11.2.3.4}, ft 14,5,6!; 2 )  .4 = {1.3.4.*}. В = ! i,2,4,5,7,8,9);

3 )  A = lx t  I'. : x '  + *  — 2 0  = 0),  A = { x g « : x 2 - x  + ! 2  = 0}.

2. .4 -m usbat  ju f t  sonlar to 'p lam i va  f i - m u s b a t  toq son lar  to 'p lam i bo ' isa ,
4 ' H va  . К j B to 'p lam larn i  toping.
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3. A - barcha 2 ga bo i in ad igan  sonlar to 'p lami va B--barcha 5 ga 
bo i inad igan  sonlar to'p lami bo'lsa, Ar^B to'p lamni toping.

4. lg5 irratsional son ekanini ko'rsating.

5. - [ i  - V ?  < л/з — 2 ekanini ko'rsating.

6. Berilgan to'p lam elementlarini toping.

1- ta ’ rif. i ,2 , 3 , na t ur a l  s o n la r  q a to r in in g  h a r  b i r  n n a tu ra l  
s o n ig a  m o s  q o ' y i l g a n  x , ,  x 2,x , , . . . ,x„ . . .  h a q iq i y  so n la r  t o 'p l a m i g a  sonli 
ketma-ketlik ( y o k i  ketma-ketlik) d e y i l a d i  v a  { x j  b i l a n  b e lg i l a n a d i .

B u n d a  xv xl ,x„...,xn... s o n la r  {x„} k e t m a - k e t l i k n in g  h a d la r i ,  xn bu 

k e tm a - k e t l i k n in g  u m u m iy  h ad i ,  n u n in g  n o m e r i  d eb  a t a la d i .
A g a r  k e t m a - k e t l i k n in g  h a r  b i r  h a d in i  to p ish  m u m k in  b o ' l s a ,  k e t m a -  

k e t l i k  b e r i lg a n  d e y i l a d i .  K e tm a - k e t l i k  a n a l i t i k  y o k i  r e k u r r e n t  u s u l l a r d a  
b e r i l i s h i  m u m k in .

7. Berilgan tenglamalami yeching.

1) | 3jc -  4 j= —;
2

3) -J? ■ x‘ 0.

2) ! - x 2 + 2x - 3 |= 1;

4) /(7- 2 r

8. Berilgan tengsiz liklami yeching.

1) I x-21> 1; 2) |x! - 7 x  +12 |> л2 -7.x * 1

4) J (x  + \у  < - x -  13) x2 + 2-Цх + 3)2 -10  < 0;

9. Berilgan X to 'p lam uchun supA' va mf'X larni toping

1) X = { r e Z : - 5 < x < 0 | ; 2) X = {x e R : x < 0}

10. Tengliklami matematik induksiya metodi bilan isbotiang:

D l 2) 1 + 3 + 5 +.. + ( 2 n - 1) = n2

4.2. SONLI KE TM A-KETLIKLAR

4.2 .1. Sonli ketm a-ketlik lar
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Analitik usulda ketma-ketlikning um um iy  hadi formula ko 'r in ish ida 
beriiadi. Bunda n ga i,2,3.4.... q iym at la r  beriiadi va  ketma-ketl ikn ing 
mos hadlari topiladi.

M asalan . xn ~(-\y-n  formula {xn } = { - 1 , 2 - 3 ..... ( - 1 ) ” • и,...} ketma-
ketlikni beradi.

Rekurrent usulda ketma-ketl ikn ing birinchi (yok i bir nechta 
birinchi) hadi beriiadi va keying i hadni (yoki b ir nechia keyingi 
hadlarni) birinchi (yoki bir nechta birinchi) had (hadlar) asosida topish 
formulasi beriiadi. M asalan . x _ = a,, xr , = \n + d rekurrent formula 

arifmetik progressiyani, .r, = />,, xn = xnq rekurrent formula geometrik 

progressiyani beradi.
Agar V /г e  /V uchun xa = c ( c e  R)  boMsa, {jc„} ketma-ketl ikka 

о 'zgarmas ketma-ketlik deyilad i .
2 - t a ’ rif. Agar shunday M soni (m soni) topilsa va Vw e  N uchun 

x < M ( хл > m) tengsiz lik bajarilsa. {*,} ketm a-kctl ikka yuqoridan 
chegaralangan (quyidan chegaralangan) deyilad i.

3 - t a ' r i f .  A gar {.v,} ketma-ketlik ham quyidan ham yuqoridan 
chegara langan bo 'lsa , y a ’ ni shunday w , Л/ sonlari topilsa va У л e N 
uchun m < x < M tengsiz lik  bajarilsa , { x j  ketma-ketlikka 
chegaralangan deyilad i .

A = max{| m i,| M |} boMsin. U holda ketma-ketlikn ing 
chegara langan lik  shartini j дг; j< A ko 'r in ishda vozish mumkin.

4 - ta ' r i f .  A gar V 4 > 0  son uchun { x j  ketma-ketl ikn ing \xJ>A  

(x n>A yoki xn< -A )  tengsiz likni qanoatlantiruvchi hadi topilsa. {.xj 
ketma-ketl ikka chegaralanmagan deyiladi.

T a ’ riflardan ko 'r inad ik i ,  ketma-ketlikn ing barcha elementiari u: 
yuqoridan chegaralangan bo 'lsa ,  (-oc;M] oraliqqa. quyidan 
chegaralangan bo 'lsa  |m;+<x) oraliqqa, ham quyidan ham yuqoridan 
chegaralangan bo 'lsa  [m;M] ora liqqa tegishli boMadi. Chegara lanm agan 
ketma-ketlik yuqoridan yoki quyidan chegaralangan boMishi mumkin.

Chegara langan va chegara lanmagan ketm a-ketl ik larga misollar 
keltiramiz.

].{*,} = {/?’ +!} = {2,5.10.....n1 +1....}-q u y id a n  chegaralangan (m = 2 ),
ammo yuqoridan chegaralanmagan.

2 . { y J  = {-n } = {—1,—4,—9,...,—и2,...>— yuqoridan chegaralangan 
(А/ = -1 ) ,  ammo quyidan chegaralanmagan.

215



3.{z„} = {——Ч  = < 0,—, -  chegara langan ( т  = О, А/ = 1).
I и j I 2 3 п !

4.{mJ = { ( - ! )”«} = { - 1,2.-3,4..... (—1)” л»__} — chegara lanmagan.

5 - t a ’ rif. AgarV/>e/V uchun: л, < b o is a .  {x } ketm a-ketl ikka 
qat'iy o'suvchi dey i lad i :  д-.. >л,|, bo 'isa , {*,} ketm a-ketl ikka qat'iy 
kamayuvchi dey i lad i ;  xn<x^  bo 'isa . {jcJ ketm a-ketl ikka 
kamaymaydigan dey i lad i :  *„ >.v„,, boMsa, { x j  ketma-ketl ikka 
o'smaydigan deyilad i .

Barcha bunday ketm a-ketl ik lar um um iy bitta monoton ketma-ketlik 
nomi bilan birlashtiri ladi. Bunda o ‘ suvchi va kam ayuvch i ketrna- 
ket lik larga  qat 'iy monoton ketm a-ketl ik lar deyilad i.

Monoton ketm a-ketl ik larga m isollar keltiramiz.

1. {x\ = • ] 1  = i  - o ‘ suvchi va chegaralangan
\n+ 11 (2 3 4 /7 + 1 I ь &

kelma-ketl ik .
2 . [ y j  = {«.«}--{1-1.2,2.....n,n,...\ -  kam aym ayd igan  va

chegara lanmagan ketma-ketlik .

3. {z.} = |-i-| = |i,A>i .....j- kam ayuvchi va chegara langan

ketma-ketlik .

4. { u j  = ! - , —!  = -11,1.—. . . . 1 - o ‘ sm ayd igan  va chegara langan
1 // n J ! 2 2 n n j

kelma-ketlik .
Ikkita {*„} va [>,,} ketma-ketl ikn ing yig'indi-si, ayirmasi, 

ko'paytmasi, bo'linmasi (bunda > ; * 0 )deb, har hir hadi bu ketma- 
ketlik lar mos hadlarin ing yigMndisidan, ay irm asidan , ko 'payt inas idan  va 
boMinmasidan iborat boMgan ketm a-ketl ikka aytiladi.

Ko‘ rsatilgan am alla r  simvolik  tar/da quy idag icha  yozilad i:
К Ж - У Л  = K  + v j ,  { x „ } - { y j  = { x , - y j ,

= !'V- ; < S . v .  / 0 .
{>■„} [ v j

Xususan, {*„} ketma-ketl ikn ing m songa k o ‘pa_vtmasi m {xr} deb. 
har bir hadi {*„} ketma-ketl ik  mos hadining shu songa 
k o bpaytmasidan iborat boMgan {m ■ хп I ketma-ketl ikka ayt ilad i.
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4.2.2. Cheksiz katta va cheksiz kichik ketm a-ketlik lar

6 - t a ’ rif. A gar VA > 0 son uchun shunday ;V nomer topilsa va 
Vn>N uchun ! xn'> A tengsiz lik  bajarilsa . { x j  ketm a-ketl ikka cheksiz 
katta ketma-ketl ik  deyilad i .

Har qanday cheks iz  katta ketma-ketlik  chegara lanmagan boMadi. 
Ammo chegara lanm agan ketma-ketl ik  cheksiz katta bo 'lm asl ig i

mumkin. Masalan. -|«sm™| shunday ketma-ketliklardan biridir.

7 - t a ’ rif. Agar Vi: > 0 son uchun shunday N = N(s) nomer topilsa 
va Vn>N  uchun ] xn | < i: tengsiz lik  bajarilsa, { x j  ketma-ketl ikka 
cheksiz kichik ketma-ketl ik  deyilad i.

desak, u holda Vn> N uchun \an к e bo 'lad i.  Demak. t a ’ r if iga ko 'ra .

€ n ing turli q iym at ida  har xil q iym atlam i qabul qiladi. M asalan , с = 0.1 
da A’ = 10, >:-0,01 da N =100. Shu sababli cheksiz kichik ketma- 
ketlikn ing ta 'r if ida /V = N(z) d eb yo z i lgan .

1-teo rem a. A gar { x j  ketma-ketlik  cheksiz katta va ,тг # 0 ,и еЛ '

1 -misol {« } = -!-]• ketma-ketl ik  cheksiz  k ich ik ekanini ko 'rsating.
I « j

Yechish. Vs>  0 son olamiz. |a„i= -| < e  tengsiz likdan n>
\ n I £

tengsiz lik  kelib chiqadi. <Y ni -  ning butun

{
j !

-  j> ketma-ketlik  cheksiz k ich ik boMadi.

I j i
Keltirilgan misolda Л =| j nomer с g a  bog 'l iq  bo 'lad i ,  y a ’ni

bo 'lsa ,  u holda ketma-ketl ik  cheksiz k ich ik bo 'lad i .  va aksincha

{a } -  cheksiz k ich ik va a  * 0 ,  ne N bo 'lsa , cheksiz katta
\ a .  !

bo'lad i.
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Isboli. { x j  cheksiz  katta ketma-ketlik , xn * 0  bo 'ls in . Ve > 0 son

olam iz va  A = — deymiz. 6- t a ’ r ifga ko ‘ ra bu A soni uchun shunday
£

N nomer topiladi va  \/n>N uchun \xn\>A tengsiz lik  bajariladi. 

Bundan Vn>N  uchun j — =_!_<_L = £ boMadi. Bu esa j —-!> ketma-
I x« | l jr" I 4 ' {x „

ketlikn ing cheksiz  k ichik boMishini bildiradi. Teoremaning ikkinchi 

q ism i ham shu kabi isbotlanadi.

Cheksiz kichik ketHta-ketilkiar quyidagi xossalarga ega.

1". Ikkita (chekli sondagi) cheksiz k ich ik  ketma-ketlikning 
a lgebraik  y i g ’ indisi cheksiz  k ich ik ketma-ketlik  boMadi.

2°. Ikkita (chekli sondagi) cheksiz  kichik ketma-ketlikn ing 
k o ‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketl ik  boMadi.

3°. C heksiz  k ich ik  ketma-ketlikn ing chegaralangan ketma- 
ket likka  ko ‘paytmasi cheksiz  k ich ik  ketma-ketlik  boMadi.

4". Cheksiz  k ich ik  ketma-ketlikning chekli songa k o ;paytmasi 
cheksiz kichik ketma-ketlik  boMadi.

Xossalardan bir ining, masalan, 3-xossaning isbotini keltirish 
bilan chegaralanamiz.

{ x j  chegara langan ketma-ketlik , {an} cheksiz  k ich ik ketma-ketlik  
boMsin. {xn a j  ketma-ketl ik  cheksiz  k ich ik boMishini isbotiash kerak.

{ jc ,} ketma-ketlik  chegaralangan. Shu sababli biror A > i)  son va 
V «  uchun \xj< A boMadi.

£V e > 0  son olamiz. {a } cheksiz  kichik boMgani sababli — >0  son
A

uchun shunday N nomer topiladi va \/n>N uchun | a j < — boMadi.
A

£
U holda V«> A da | x„ -aj=| x j  -| a j <  A • — = e boMadi.

A

Demak, {x„ a „ } -  cheksiz  k ich ik ketma-ketlik.
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4.2.3. K etm a-ketlikning limiti

8 -ta ’ rif. A gar \/e > 0 son uchun shunday N = N( e ) nomer topilsa va 
uchun |хл-а|< е tengsiz lik  bajarilsa, a soniga { x j  ketma- 

ketlikning limiti dey i lad i  va bu limx„ = a kabi yozilad i.

2-misol. Lim it t a ’r ifidan foydalanib, lim——-  = 1 bo ‘ lishini
' 3 n +1

ko ‘ rsating.
Yechish. V e > 0  olamiz. M iso ln ing shartidan topamiz:

l*„-l|=

\xt -a\<E tengsiz likn i qanoatlantiruvchi n n ing q iym atlar in i topish
3 3 -  Euchun -------< e tengsiz likn i yecham iz : n > ------ .

3n + i 3 £

3w -  2 — 3 3
Зи +1 3 n +1 Зи + 1

3 — €
N nomer sifatida ------ sonining butun qismini, y a ’ni N(e) =

3 E
3 — e
3 £

son ini olish mumkin. Bunda Vs > 0 son olinganda ham \/n>N uchun
jx - 1  !<e boMadi.

Shu sababli ketma-ketlik  lim itin ing ta ’r if iga  asosan,
2n -1  

l i m --------- = 1 .
" •* 2n + 1

M a ’ lumki, \xn-a\<£  tengsiz lik  xr had a  nuqtaning e atrofiga 
tushushini bildiradi. Shu sababli ketma-ketl ikn ing limiti ta 'r if in i 
quy idag icha talqin qilish mumkin: agar limxn = a boMsa, u holda a

nuqtaning istalgan e atrofi uchun shunday N nomer topiladi va n> N 

nomerii barcha xn nuqtalar a nuqtaning e atrofiga, y a ’ni { a - s ; a  + t■) 
intervalda yotadi va bu x
intervaldan tashqarida ---------ч-Om m m »  т ш ш « ф  4- 4- —
berilgan ketma-ketl ikn ing a~E a a_rC '
chekli sondagi nuqtalari 3-shakl.
jo y la sh ad i  (3-shakl). Bu
jumla ketma-ketl ik  limitining geometrik т а  'nosini anglatadi.

4.2.4. Yaqinlashuvchi ketm a-ketiikiar

S t a ’ r i f  Chekli l im itga  ega boigan ketma-ketl ikka yaqinlashuvchi 
ketma-ketl ik  deviladi.
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Yaqinlashuvclii boMmagan ketma-ketl ikka uzoqlashuvchi ketma- 
ketlik deyilad i.

{ r j  ketma-ketlik yaqin lashuvchi va a l im itga ega bo 'ls in . U holda 
{*„-<*} = {a,} cheksiz. k ich ik ketma-ketlik boMadi, chunki V e > 0  son 
uchun shunday N(e) nomer topiladi va Vn>N uchun [an |=| xn -  a\< e 
boMadi. Shu sababli yaq in lashuvchi va a l im itga ega  boMgan ixtiyoriy  
{ x j  ketma-ketl ikn ing um um iy hadini xn= a - r a n ko 'r in ishda yozish 
mumkin boMadi va  aksincha, {.rj ketma-ketlikn ing istalgan hadini 
xr =a + a n ko 'r in ish ida ifodaiash mumkin boMsa, u holda lim x„= a

boMadi, bu yerda  { «„ ]-  cheksiz  kichik ketma-ketlik.
Shunday qilib, chcks iz  k ich ik ketma-ketl ikn ing limiti nolga teng 

boMadi. Cheksiz  katta ketma-ketlik  l im itga ega bo 'lm ayd i.  Uning limiti 
yo deb belgilanadi.

Yaqrafashuvehi ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega,

1". Yaqin lashuvchi ketma-ketl ik  yagona l im itga ega boMadi.
2". Yaqin lashuvchi ketma-ketlik  chegaralangan boMadi.

3". A gar {xr } va{>„) ketma-ketl ik lar yaqin lashuvchi bo'lsa . u 
holda {xn ± y j  ketma-ketlik  yaq in lashuvchi va
lim (xr ± у ') = lim xr + lim y a boMadi.

4U. A gar {* } va{v„} ketma-ketl ik lar yaqin lashuvchi bo'lsa , u j 
holda {*„ >'„} ketma-ketlik  yaq in lashuvchi va  I
lim xn ■ y n = lim xn ■ lim y ,  boMadi.

5". Agar { x j  va  { y j  ketma-ketl ik lar yaqin lashuvch i va lim y n * 0  1

6". A gar {xr} ketma-ketlik  yaqin lashuvchi bo 'lsa , u holda 
lim с ■ xn = с ■ lim xn ( c  e R) boMadi.

7'. A gar {xn} va { v j  ketma-ketl ik lar yaqin lashuvch i va V «e ,V  
uchun xjt < y r boMsa, u holda lim xa < lim yn boMadi.

8'". A gar {лл} va { r j  ketma-ketl ik lar yaqin lashuvchi, 
lim xn = lim = a va  V «e ,V  uchun xn<yn<zn boMsa, u holda 

lim y n = a  bo'ladi.

V 11 j 11 л '
ketma-ketlik  yaqin lashuvchi va lim

"■*“ v t: l im ) 1

boMadi.
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Xossalardan birining. masalan , 3-xossan ing isbotini keltirish bilan 
chegaralanamiz.

liin xn = a. lim yr =b bo ‘ lsin. U holda xn = a + a t va yr =b + p„ 

b o ia d i ,  bu yerda { a j .  {/?„} cheksiz  k ich ik  ketma-ketliklar.

Bundan
xn ± y\ = ( a ± b) + (an ± ft")

kelib chiqadi.
C heksiz  k ich ik ketma-ketl ikn ing 1-xossasiga asosan {ar ±pn) 

cheksiz kichik ketma-ketlik  Shu sababli {*, ± уя} ketma-ketl ik  a±b 
l im itga  ega b o ia d i ,  y a ’ni

lim (лл ± v ,) = lim x ± lim y , .

3 -misol. {.r,} = <j f  ~ j

ko 'rsating.

Yechish. B irinchidan, v, = -- ~  < - +- - ”
n~ n n n

Bunda Vn>6  uchun x < -  b o ia d i .  Ikkinchidan, У и е /V uchun
" 2

Xn = > 1 + 2 = -  > o b o ia d i  A gar >- = 0. zn = - -  belg ilash kiritsak,
n n' n ' " 2 "

limy, = limr = 0  va V/i> 6 uchun y„ < xn <r b o ia d i .  U holda 8-xossaga 

ko ’ ra.
lim.v, =0, y a ’ ni berilgan ketma-ketl ik  yaqin lashuvchi b o ia d i .

Har qanday ketma-ketlik  ham lim itga ega b o im a v d i .  Ketma-ketlik 
l imiti mavjud b o i i s h i  haqidagi teorema bilan tanishamiz.

2 - teo rem a  ( Veershtrass teoremasi). Har qanday chegaralangan 
monoton ke lm a-ketl ik  l i in it iga  ega b o ia d i .

Isboti. Monoton kam aym ayd igan  ketma-ketlikni qaraymiz. 
x. < x. < x, <... < <... va shunday At soni topilsin va xn<M
b o is in .  Elementlari bu ketma-ketl ikn ing hadlaridan tashkil topgan Л 
to ‘plamni qaraymiz.

Shartga ko ‘ ra. bu to 'p lam  bo 'shm as va yuqoridan chegaralangan. 
U holda
4.2 banddagi 1-teoremaga asosan, X to 'p lam  aniq yuqori chegaraga ega 
b o ia d i .  Bu chegarani a bilan be lg i laym iz  va a soni berilgan ketma- 
ketlikn ing limiti b o i i sh in i  k o ‘rsatamiz.
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a soni хп ketma-ketl ik  elementlaririing aniq yuqori chegarasi 
bo‘ lgani uchun uning xossas iga  ko 'ra , V c  > 0 son uchun shunday N 
nomer topiladi va n>Nda xr > a - e  boMadi. Ikkinchidan. aniq yuqori 
chegaraning t a ’ r if iga asosan, barcha n lar uchun xn< a < a  + c bo 'ladi. 
Shunday qilib, n>N uchun a - e  <x„ <a + e,  y a 'n i  \xn-a\<s  tengsiz lik  
kelib chiqdi. Bu tengsiz lik  a soni {*„} ketma-ketl ikn ing limiti boMishini 
bildiradi.

Monoton o ‘ sm ayd igan  ketma-ketlik uchun teorema shu kabi 
isbotlanadi.

Izoh. Monoton ketma-ketl ikn ing chegara langan lig i uning 
yaq in lashuvch i boMishining zarur va  yetarli  shartini beradi.

Haqiqatan ham, agar  monoton ketma-ketlik  chegara langan boMsa, 
u holda 2 -teoremaga ko ‘ ra, u yaq in lashad i;  agar  monoton ketma-ketlik 
yaq in lashuvchi boMsa, yaqin lashuvchi ketma-ketlikn ing 2-xossas iga 
asosan, u chegaralangan boMadi.

2 - teoremadan ichma-ich qo ‘y i lg an  kesmalar haqidagi lemma kelib 
chiqadi.

[a,;A,], [a2;£ J__ [a , ;bJ , . . .k e sm a la r  ketma-ketlig i berilgan bo'lib .
bunda [ a ; ;62] ^  . . .  i d ..., y a ’ni har bir kesma o'zidan
oldingi kesmaning ich iga joy lashgan  va Wm{bn- a j  = 0 boMsin.

Bu kesm alarga  ichma-ich qo ‘y i lgan  kesmalar deyilad i.
Lemma (Kanior lemmasi). Ixtiyoriy ichma-ich qo 'y i lg an  kesmalar 

ketma-ketl ig i  uchun bu ketma-ketl ikn ing har bir iga tegishli boMgan с 
nuqta mavjud va  yagona  boMadi.

Bu lemma haq iq iy  soniar to 'p lam in ing uzluksiz lig i yoki son 
o ‘qin ing toMaligi haqidagi muhim xossani ifodalaydi.

Yaqin lashuvchi ketma-ketlikn ing xossalari va l im itlar haqidagi 
teoremalar nafaqat nazariy , balk i am a liy  j ihatdan ham muhim 
aham iyatga  ega. Ulardan,
masalan , ke tm a-ketl ik lam ing limitini hisoblashda keng fcydalan iiad i.

4-misol. lim— —- Iimitni toping.
" ** 8n -  i

Yechish. Kasrning surati va m axra jidag i ketma-ketl ik lar l im itga 
ega  emas, chunki ular chegara lanmagan. Shu sababli boMinmaning 
limiti haqidagi 5-xossani to ‘gMidan-to‘g ‘ ri qo 'l lab  boMmaydi. Bu 
xossani qoMiash uchun a w a l  ketma-ketlikn ing surat va maxrajin i n ga 
boMamiz va keyin  yaqin lashuvchi ketma-ketlikning xossalarin i
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q o i l a v m i z :

* limlГз+ 11 lim 3 + lim -
n V n J *-♦* n

liml lim 8 - lim -
n К n ) "-** n

Ъп +1 .. n п j  , . ,r  , >=c n 3 + 0 3
Inn --------= lim

8 - 0  8

4.2.5. e soni

{x } = i  f l  — 1 1 ketma-ketlik  berilnan bo 'ls in . Bu ketma-ketl ik
|v n) j

uchun Nyuton binomi formulasini a = \, b = -  da qo 'l laym iz :
n

, I n (n -  1) I n(n -  l)(« -  2)...(n -  ( « -  1)) I
x n = 1 + rt ■ -  + —------- - • —- + ... + —------- ------- — ------ -------- -  • -

n 2! n n\ n"

yoki

(2 . 1) tenglikdan ko 'r inad ik i ,  я ning o 's ish i bilan uning o 'ng  
tomonida musbat qo 'sh iluvch i lar  soni ortib boradi. Bundan tashqari.

я ning o 's ish i bilan ! k am ayad i va [\ -  1 ), [ l k a t t a  I ik lar ortadi.

( u i y l v .
V. n }

(2 . 1) tenglikka ko 'ra .

n \ n j  \ n j

11 1 V 1Shu sababli U } = il 1 + -  \ ketma-ketlik monoton o 'suvch i b o ' ia d i .
v m

II f M  >2. (2 .2 )
И у

(2 . 1) tenglikda qavs ichidagi har bir ifoda birdan kichik va shu

bilan birea, n> 2  da — bo'iadi.
n\ 2

Bundan

x <1 + 1+ * + . . .+  — < I +1 + -  + ...+ - - -  = !h— !— = 3 ( 2 . 3 )
2! n\ 2 2" , 1
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kelib chiqadi. Demak, (2 .2 ) va (2 .3 ) tengsiz lik larga  ko 'ra , 2 <x. <3 , 
y a ’ni { x j -chg ara lan gan .

Shunday qilib, { . t j  ketma-ketlik  monoton o 'suvch i va 
chegaralangan. U holda Veershtrass teorem agasiga k o ‘ ra u
yaqin lashad i.  y a ’ni chekli l im itga ega bo'ladi. Bu Iimitni e harfi bilan 
be lg ilaym iz .

Demak,

iim | 1 + — = e. (2 .4)
- ~ 'v n)

e soniga Neper soni deyilad i .  e soni irratsional son. e soni 
matematikaning bir qancha masa la ia r ida  muhim rol o 'ynayd i .  e soni, 
masalan, natural logari im n ing  asosi bo 'lad i:  ,v>() sonining natural 
logarifmi In* bilan belgilanadi. Bu paragrafda e soniga faqat t a 'r i f  
berildi va u 2 < e < 3  tengsiz likni qanoatlantirishi ko 'rsatild i. Keyinchlik 
e sonining q iymatini istalgan an iq likda topish usullari ko 'rsatiladi.

4.2.6. M ashqlar

1. Ketma-ketlikning dastlabki to'rtta hadi berilgan. lining umumiy hadini 
toping:

,ч 1  i  I  _L . 5 25 125 625

2 ’ 5 8 1 1 .....  ’~2 6 24 .....

3) -1,1-1,1,...; 4) 1,5,1.5,

2. Chegaralangan ketma-ketliklarni ko'rsating:

1) jc„ = 2) x = cosh/T + Itgnn,
2  + n~

3) xn = ■ ■ _  ; 4) x i - y[n~ +1 —n:
\ln

5) xn = (-1Y  n, 6 ) .rn = ln («+ 1) — In n.

3. Ketma-ketliklardan qaysilari monoton va qaysilari qat’ iy monoton?

I K , — -™ 2) v. i .v ’ -
З/г-2 jr. _i -t I

3) x„ = — ; 4) X = — .
n  5 “

5) xn = [-Jn\ 6 )x rt = — .
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4. 1,— ket ma-ket l i k cheksiz kichik ekanligin i isbotlang.

5. — --- — —-  ketma-ketl ik 4 ga tens limitga ega  ekanligini ketma-
14 29 50 3/1+2 3

ketliknirig limii i ta 'r ifidan foydalanib isbotlang.

6. Ketma-ketl ikiarning limitini toping:

h * .-
5 - /7”

2) -v.
3/7; 4- 2

3 + 2/J ’ 4 -  n

3)
3/i 1 // ’ 4) jf„ -

f  2>Г t 3 n - l  V
2./Г 4 3n + 7' 'v h2 -  2>i + ! j '

5) *,
__ 2)- — (2 /!Г 6) -V, =

{П -* I)1 -  in - l ) 1
2/7; 7 3/r r 2

7)
3-;' 1-5/Г

8) .v, -
3 5/1

1 + ЛА22 5n » «  , 2 2/1 4 Г

9) -  yfn \-2 -лIn-  2; 10) r„ / 2* ' 2 Vrt + n -  \n — n;

i !  )  jc. 12) a. л/л1 ~4/Г — n,

13) -V„
In 4 1

Vn! ■ j; T 5
14) A,

\fnr -1 
V/l + 1

15)
1 !)!

16) *„
(2/m l)i+(2/i + 2)!

.’/: t IV-2»i! (2n + 3)!-(2n + 2)!

17) x,
2 - 5  + 4-7-7.. .+ 2/i -  | I I I  : 3) 18) X, 1 + 2 + 3 +. • /i

/1 + 5 ri -  2/i + 1

19) ,v,
I 1 1 20) a.

1 1
~ 1 7 7-13 (bn -  5)(6t? + 1) 2 4 4 6 2и(.

21) .r.
V -1

3 +1
22) \r . 6-6" +5 

2 3” + 1

3 5 9 1,2"
24) v„

1 + 3 + 9 + .. + V
- '  ) ■*„ -I 16 64 4" 2 ■ 3“’2 + 5

25) x t

27) x„

1 Зл
■ cos/j'--------- ;ii l)ii ■; !

= f l — ! .
4

26)  A ,

28)  a .

1 . i 2/r-  - sm n +—г— : 
n nl - 1
/ \ 2/i-S 

= j — -  i 
V i + n )

29) л„
j 2/7 t 1 ; 30) v„ (V - n w

= - i —f 1 \n +1J
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4.3. BIR 0 ‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

4.3 .1. Funksiya

Ikki to 'p lam  elmentlar i orasidagi bog ‘ lanishni o 'm at ishga  
asoslangan funksiya tushunchasi matematik analiz kurs ida o 'rgan ilsada , 
nafaqat bu kursning, balk i butun matem atikan ing asosiy  
tushunchalaridan biri hisoblanadi.

F unksiya tush unchcisi

l - t a ’ r if. A gar X to 'p lam ning  har bir v son iga  biror f  qoidaga 
ko 'ra ,  Y to 'p lam ning bitta у  soni mos qo 'y i lg an  bo 'isa ,  x  to 'p lam da 
funksiya  berilgan dey i lad i  va f : x - >  у  yoki у  ~ fix') kabi belg ilanadi.

Bunda /  funksiya X  to 'p lamni Y to 'p lam ga akslantiradi deb 
ayt iiad i. X  to 'p lam  f  funksiyaning aniqlanish sohasi deb ataladi va 
D(f )  bilan belg ilanadi, y e Y  to 'p lam  /  funksiyaning q iym atlar sohasi 
deb ataladi va £ (/ )  bilan belgilanadi.

Bunda x funksiyaning argum em i yo k i  erkli о 'zgaruvchi, у  funksiya  
yok i x ga  bog'liq о ‘zgaruvchi deb ataladi.

у  = f  (x) funksiyaning x = x,(x e X )nuqtadagi xususiy qiymati 
f ( x v) - y „  yoki y|r = ya kab i belg ilanadi.  M asalan , f ( x )  = 3 x2 -  2 bo'isa , 

/ (0) = - 2. / (1) = I .

y  = f ( x )  funksiyaning grafig i deb Oxy koordinatalar 
tek is l ig in ing  abss issasi x argumentning qiymatlar idan va ordinatasi 
у  funksiyaning mos q iymatlar idan tashkil topgan barcha (x :/ (x )) ,  
x e D (f)  nuqtalari to 'p lam iga  
ayt ilad i.  Funksiyan ing grafig i tutash 
chiziqdan (egri chiziqdan yoki to 'g 'r i  
ch iz iqaan) iborat boMishi yoki ayr im  
nuqtalardan tashkil topishi mumkin, 
masalan, y  = « ! ,  n eN  funksiyaning 
grafig i 1,2 ,6,.... nuqtalardan iborat 
bo 'iad i

Har qanday chiziq ham biror 
funksiyaning grafig i bo 'laverm ayd i,  
m asalan , x2 + y ! = 1 ay lana  4-shakl.

/

i ! -
~ uv о v i X

4
= -  V 1 — .r
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funksiyaning grafig i boMmaydi, chunki har bir .re ( - 1:1) uchun у  ning 

bitta emas balki ikkita q iymati mos keladi: у  = \fl - x 2 va y 1 = -j\  -  x! 
(4-shakl). Bunda funksiya ta ’ rifining bir q iym atli l ik  sharti buziladi.

Ammo ay lanan ing  quyi yar im  tek is l ikdagi bo 'lag i  y  = -V 1- r  

funk-siyaning, yuqori yarim  tek is l ikdag i bo 'lag i  esa у -  л/l- x 2 
funks iyaning grafig i bo 'iad i .

Funksiyaning berilish usulluri

Funksiyaning beriiishi, y a ’ni * ning har bir q iym atiga  у  ning 
yagona  qiymatin i topish turli usulda berilgan bo 'l ish i mumkin. Amalda 
funks iya  berilish ining analit ik , jadva l  va  grafik usullari ko ‘ p qo 'l lan ilad i .

Analitik usulda x va у o 'zgaruvch ila r  orasidagi bog 'lan ish bir yoki 
bir nechta formula orqaii beriladi. M asalan ,

, f x -  5, agar x < 3,
у = дг’ , v = sin2;t, y = \ ,

|дГ+2, agar x> 3.

Funksiya y = f(x)  ko 'r in ishda yozilganda, avrim hollarda 
funks iyaning aniqlanish sohasi £>(/) ko 'rsa t ilm ayd i.  Bunda, 
funksiyaning aniqlanish sohasi x ning f (x)  funksiya m a ’noga ega 
bo 'lad igan  barcha q iymatlar i  
to 'p lamidan iborat deb qaraladi.

Jadval usulida x va v o 'zgaruvch ila r  orasidagi bog 'lan ish  jadva l  
orqaii beriladi. M asalan , logorifmik fuksivalarning, tr igonometrik 
fuks iya lam ing  jadva lla r i .

Am alda jad va l  orqaii funksiyani kuzatish natijalari yoki uning 
ta jribada olingan q iymatlar i  beriladi.

Grafik usulida fuksiya-n ing grafig i beriladi. Bunda funksiyaning 
argumentning u yok i bu q ivm atlar iga mos qiymatlar i  bevosita shu 
grafikdan topiladi.

x va у  o 'zgaruvch ila r  orasidagi bog'lan ish yuqorida keltirilgan uch 
usui bilan chegaralanib qolmasdan, boshqa shak llarda beriiishi ham 
mumkin. M asalan , F^HMning hisoblash programmasi shaklida, 
tavsil lardangina iborat holda.

Funksiyaning monotonligi

y  = f(x)  funks iya  X to 'p lam da aniqlangan va l= {a \b)a X  bo'lsin.
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2 - t a ’ rif. A gar Vx,,*2 e / uchun x <x, bo 'lganda ; ( x ! )<,/(-. ) 
( f (x , )>f(x.))  tengsiz lik  bajarilsa , ...
у  = f(x) funks iyaga  I intervalda 
o'suvchi (kamayuvchi) deyilad i .  ;

3 - t a ’ rif. A gar Vx,,x2e /  uchun j 

* ,< x 2 bo ‘ lganda / ( x , ) < / ( x )  \ l ^  r -

(/ (* , )> / (* , ) )  tengsiz lik  bajarilsa , / j
' Г !

у  = / (* )  funks iyaga I intervalda
kamaymaydigan (o ’smaydigan) I < .... ь *
deyilad i .  ~ 5-shakl.

Masalan. grafig i 5-shaklda 
berilgan funksiya ( - 2;i) intervalda kam ayuvch i ,  (l ;6) intervalda 
kam aym ayd igan , (3;6) intervalda o 'suvchi.

Barcha bunday funks iya lar  / intervalda monoton funksiya nomi 
bilan umumlashtiri ladi. Bunda o 'suvch i va kam ayuvch i funks iya larga  / 
intervalda qat iy monoton funksiya lar deyilad i .  Funksiya  monoton 
b o ig a n  in lervallar monotonlik intervallari deb ataladi.

Funksiyaning juft va toqligi

y = f (x)  funksiya X  to 'p lam da aniqlangan bo'lsin .
A gar Vx s  X uchun - x e X  va / ( - * )  = fix) bo 'isa .  ;"(x) funksiyaga 

ju ft funksiya deyilad i .  M asalan . y==x2, y  = cos.v, у  = Vl  ̂ x : - ju f t  
funksiya lar .

Juft funks iyaning grafig i ordinata o 'q iga  nisbatan simmetrik 
b o ia d i .

Agar Vx e X uchun -  x e X  va /(-x) = -/ ( * )  b o i s a  / (* )  funksiyaga 
toq funksiya deyilad i .  M asalan , у  = x\ v = s in * - to q  funksiya lar .

Toq funksiyaning grafig i koordinata boshiga nisbatan simmetrik 
b o ia d i .

Juft ham, toq ham b o im a g a n  funks iya um um iy ko ’ rin ishdagi 
funks iya  deb ataladi. M asalan , у  л 2 у - y l x -  um um iy ko 'r in ishdag i 
funksiya lar .

/ (* )  va g(x) funks iya lar ju f t  funksiya lar bo 'isa ,

f (x)  + g(x), f ( x ) - g ( x ) ,  f ( x ) g ( x ) .  — (x) -t- 0 )
g(v)
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funksiya lar ham ju f t  boMadi.
fix)  va g(x) funksiya lar toq funks iya lar bo'lsa .

f (x)  + .$?(», J  (x) -  g(x)

funks iya lar toq bo 'ladi,

/(x)-g(x), - -f-- ,  (# (* )*  0) 
g(*)

funksiya lar esa juft boMadi.

I ■misol. J '{ x ) -  ln(2. r -  + 4x2) funks iya larn ing toq ekanini 
ko 'rsating.

Yechish. Toq funksiya uchun

/(-.v) -/(.v) yoki f(x) + f ( - x )  = 0
boMadi.

Tekshirib ko 'ram iz :

f ix) - f ( - x )  = ln(2x + v'l +■ 4x ) t ln(--2.v + v'l + 4x ' ) =

= ln( t + 4x  -  4.v: ) = In I = 0.

Bu munosabatdan x e  D(f)  boMsa, - x e D ( f )  boMishligi kelib chiqadi. 
Demak, funksiya toq.

Funksiyaning chegaralanganligi

y = f\x) funksiya A to ‘p lamda aniqlangan boMsin.
4 - ta ' r i f .  A gar shunday o 'zgarm as M soni topilsa va У хе A" uchun 

f ( x ) < M  tengsiz lik  bajari lsa , / (x ) fuksiya A to 'p lamda yuqoridan 
chegaralangan  deyilad i.

5 - ta ' r i f .  Agar shunday o ‘zgarmas m soni topilsa va У хе  A" uchun 
r (x) > m tengsiz lik ba jar i lsa  f(x)  funksiya A to 'p lam da quyidan 

chegaralangan deyilad i .
6 - t a ’ rif. A gar J\x) funksiya ham quyidan, ham yuqoridan 

chegara langan boMsa. y 'a n i  shunday o 'zgarm as m va M sonlari topilsa 
va X'xe X uchun m < f(x) < Л/ tengsiz lik bajarilsa, / (x ) funksiya X 
to 'p lam da chegaralangan deyilad i .

Masalan, y  = l -x*  funks iya  yuqoridan M=  1 soni bilan 
chegara langan, y = 2  + x1 funksiya quyidan m- 2  soni bilan
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chegara langan, у  = sinx funksiya q u j id an  m = - 1 soni bilan va 
yuqoridan M = 1 soni bilan chegaralangan.

Funksiyaning davriyligi

у  = f i x )  funksiya X  to ‘plamda aniqlangan boMsin.
7 - t a ’ rif. A gar shunday o 'zgarm as 7’ ( 7 * 0 )  son topilsa va 

V x e ^ u c h u n  x + T e X .  x - T e  X , f ( x ±  T)= f'(x) boMsa. / (x ) funks iyaga 
davriy funksiya dey ilad i .  Bunda T lam ing eng k ich ik  musbat q iymati 
Tn ga f (x)  funksiyaning davri deyilad i .

Masalan , у  = sinx funksiyaning davri 2л ,  tgx funks iyaning 
davri к .

2-misol. / (x) = 4sin3x + 3cos3x funksiyaning eng katta q iymatin i va 
davrini toping.

____   ̂ Jy \
Yechish. acosx + fesinx -  \[a2 +b~ cos(x -  tp) I <p = argtg-  I formulaga

V a j
k o ‘ra,

r---------  4
f (x )  = V3: + 4 2 cos(3x -  cp) = 5cos(3.r -  p), ip -  argtg- .

3

Bu funks iyaning eng katta q iym ati /I ) = 5.

Asos(axx<p) funks iyan ing davri T.,=—  boMadi. Bundan T „ = ~ .
a 3

4 .3 .2 . T e sk a r i  fu n k s iy a

Aniqlanish sohasi X va q iym atlar  sohasi Y boMgan y  = /(* ) 
funks iya berilgan boMsin. A gar bunda har bir y e  У q iym at yagona 
x e X  q iym atga mos q o 'y i lg an  boMsa, u holda an iqlan ish sohasi Y va 
q iym atla r  sohasi X boMgan x = cp(y) funks iya aniqlangan boMadi. Bu 
funks iya y  = /(x) ga teskari funksiya deb ataladi va x = <p(y) -  f  ~;(y) 
kabi belgilanadi.

y  = / (x ) va x = (p(y) funks iya lar o'zaro teskari funksiyalar deyilad i. 
Bunda у  = / (x) funks iyaga teskari x = </>(y) funksiyani topish uchun 
fix') = у  tenglamani x ga nisbatan yechish (agar mumkin boMsa) yetarli. 
M asalan , y  = a x funksiyaga teskari funks iya x = loguy  funks iya boMadi. 

y - - x 7 funks iyaga x e [ 0: l ]da x = f y  teskari funksiya mavjud. x e [ - l ; l ]  da
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У i
jy = A*)
// r !

/ y  = X

/
Mx / /  ____

> 0

__

/ 6 X , , /  Vo .v

' s
iy  -  <p(x)

6-shakl.

esa mavjud emas, chunki bunda у ning har bir q iym atiga  л- ning 
ikkita q iymati,  masalan, y  = 1 ga  x, = - 1, x2 =1 mos keladi.

Teskari funksiya ta 'r if ig a  ko 'ra , у  = f(x )  funksiya X va Y 

to‘p !am lar  o 'rtas ida bir q iym atli  moslik o 'm atsag ina  y = f(x )  funksiya 
teskari funksiyaga ega 
boMadi. Bunda har qanday 
qal 'iy monoton funksiya 
teskari funksiyaga ega 
bo'ladi deyish  mumkin 
boMadi. Bunda agar  funksiya
о ssa (kam aysa) ,  u holda 
unga teskari funksiya ham 
o 'sad i (ka inayadi) .

у  = f (x)  va unga teskari 
x --ip(y) funksiya lar bitta egri 
chiziq bilan ifodalanadi, y a ’ ni 
u lam ing grafig i ustma-ust 
tushadi. Odaldagidek,
argument (erkli o 'zgaruvch i)
x bilan va funksiya (bogMiq o ‘zgaruvch i) v bilan belgilansa. y  = f(x)  
funks iyaga  teskari funksiya y = <p(x) deb yozilad i. Bu y = f (x)  egri 
ch iz iqning Л/ (.x : > . ) nuqtasi y  = <p(x) egri ch iz iqning M2(y.;x„) nuqtasi 
bo 'l ish in i bildiradi. Bu nuqtalar y  = x to 'g 'r i  ch iz iqqa nisbatan 
simmetrik bo 'lad i (6 -shakl) . Shu sababli o'zaro teskari v = f ix )  va
v = (7)(.r) funksiyalarning grafiklari i va III choraklar koordinata 

burchaklarining bissektrisulariga nisbatan 
simmetrik bo 'ladi.

4.3.3. M urakkab funksiya

X to 'p lam da q iym atla r  sohasi 7 boMgan z = (p(x) funksiya 
an iqlangan bo 'ls in . A gar 7. to 'p lamda ,t =./(-) funks iya  aniqlangan 
bo'lsa , u holda X  to 'p lam da y  = f(<p(x)) murakkab funksiya (yoki 
r  = </>(x) va у =-/(:) funksiya larn ing superpozitsiyasi) aniqlangan 
deyilad i.

r  = <p(x) o'zgaruvchi murakkab funksiyaning oraliq argumenti deb 
ataladi. M urakkab funksiyaning oraliq argumentlari bir nechta boMishi 
ham mumkin.
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M asalan , > = cos5.y murakkab funksiya , chunki ti > = /(z ) = cos2 
va z=<p(x) = 5x funks iya lam ing  superpozitsiyasidan iborat.

4.3.4. E lem entar funksiyalar sinfi

Quyida kelt ir i lgan  funks iya larga asosiy elementar funksiyalar 
deyilad i.

1. О ‘zgarmas funksiya у  -  С (С  e  Л ).

O 'zgannas  funksiya: D(/) = (-x.;+oo), E(/) = {(_'} chegara langan, juft. 
davri ix t iyo r iy  T.

0 ‘ zgannas funks iyaning graf ig i abss issa lar o 'q iga  para lle l  to ‘ g ‘ri 
chiziqdan iborat boMadi.

2. D arajali funksiya у  = x ‘ . a  e  R,a *  0 .
Hamma dara ja l i  funksiyaning grafik lar i (1;1) nuqtadan о tadi.
1) a  = n. n -b u tu n  musbat son. Bunda funks iyaning grafig i 

koordinatalar boshida abss issa lar o ‘q iga  urunadi (n > 2  da): n juft son 
boMganda ordinatalar o ‘q iga  nisbatan simmetrik, r  toq son bo 'iganda 
esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik boMadi (7-shakl) .  и - I d a  
Iva  III choraklar koordinata burchaklari b issektrisalarin ing grafig in i 
ifodalaydi (7-shakl).

у
\ П 2

1

\

Уj И = 3 

h  i- ■— »
/■] /  i

/ Xs A
s / У  ;S'.------ -----------

: 1 П -  ~
\\
\\\\

-----

/' A- 1 -* ~li О 1
I /

! /
/ \  --1
' 1

n = -]\

8-shakl.

2) a = -n ,  я -b u tu n  musbat son. Bunda funksiyaning graf ig i n ju ft  
son bo 'lganda  ordinatalar o ‘q iga  nisbatan simmetrik, n toq son 
boMganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
boMadi (8 -shakl). n = I d a  teskari proporsional bogManish grafig in i 
ifodalaydi (8-shakl).
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3) а---г, г -  — , т  va « - o ' z a r o  tub butun sonlar. Bunda n juft son
n

bo 'iganda D(/) = [0;+oc), n toq son boMganda D(/) = (-ос;-н»). 
Funksiyaning grafigi n toq va m ju ft son bo 'iganda ordinatalar o 'q iga  
nisbatan simmetrik (9-shakl). n va m toq sonlar bo 'lgn ida
koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo 'lad i ( 10-shakl) . r< I da 
gratik  koordinatalar boshida ordinatalar o 'q ig a  urinadi (9, 10-shakl). 
r> I da grafik koordinatalar boshida abss issa lar o 'q ig a  urinadi ( 11- 
sliakl).

> у y i  '

у  =  X  -

i

v  =  x x

- 1
V - -  X  .

_

v ,  1 9 I -x/  J fs 1 ~~A

--------1---------------------—  .................
Q ! x

О 1 *

9 - sh ak l . 10 -shak l . 1- sh ak l .

4 ) a - - q .  <7 = —<0, m  va « - o ' z a r o  tub butun sonlar, n ± -  I. Bunda 
n

n ju ft  son bo 'iganda D(f) = (0;+oc)(l2-shakl), n toq son bo 'iganda 
D(f) = ( -® ;0 )u (0;-кю). Funksiyan ing grafig i n toq va m ju ft son 
bo 'iganda  ordinatalar o 'q ig a  nisbatan simmetrik. n va m toq 
sonlar bo 'iganda esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik 
bo 'lad i (1 3-shakl).

l ■ 4

o\ 1

12-shakl.

у

\ v= x '

I — V..
О 1 -X

13-shakl.
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3 . Ко ‘rsatkichli funksiya y - a x, a e R,a > 0, a *  1.
K o'rsatk ich li  funks iyada D ( / )  = ( - ° c ;+ o c ) ,  £ ( / )  = ( 0 ;+ o c ) . Bu funksiya 

a > 1 bo 'isa ,  R da  monoton o 'suvch i,  0 < a < l  b o is a ,  R d a  monoton 
kam ayuvchi.

Ko'rsatkichli funksiyaning grafik lar i (0;1) nuqtadan o 'tadi. 
Ko'rsatk ich li  funks iya lar grafik lar i  14-shaklda keltirilgan.

У = log., x 

(a > 1)

\\ /

у  = log , л " ’ 
(0 < a < 1)

14-shakl. 15-shakl.

4 .  Logarifmik funksiya у  = log, a- , a e  R. a > 0, a *  1.
Logarifm ik funks iyada

D (f) = (0;+oo) va
£ (/ ) = ( - oo;+oc). a > 1 bo' Isa,
D(/)da monoton o 'suvchi,
0 < a < 1 bo 'isa , £>(/) da 
monoton kam ayuvch i ;  y  = 
ga  teskari funksiya.

Logarifm ik funks iya lam ing 
grafig i (1;0) nuqtadan o 'tadi.

Logarifm ik funks iya lam ing grafig i 15-shaklda keltirilgan.

5. Trigonometrik funksiyalar.

• y  = sinx: D (f)  = ( - oo;+ qo) ,  £(/ ) = [ - l ; l ] ,  chegaralangan, toq, 
davri 2^ (16-shak l) .

16-shakl.
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D(/) = N2r t - l ) ^ ; ( 2rt + 1)-~ |, w eZ ,
y = tgx

• у = cosx : D (/ )  = (-=o;+oc), £'(/) = [ - l ; l ] ,  chegaralangan, juft, davri 
2/r (16-shakl) ;

• v = /gx:
v Л

’ 2 j ’
£(/) = (—qc;+oc) , toq, davri /Т ( !  7-shakl) ;

•  v = c tg x :

D (f) = (пл;(п + \)л), n e Z ,

£ (/ ) = (-ж;+ж), toq, 
davri ,T(17-sbakl).

6 . Teskari trigonometrik 
funksiyalar:

•  v = arcsin x : £ )(/ )  = [ - l ; l ] ,

Л Л 

2 ’ 2

! I
f !

к ; 

= ctgx

4 ( f )  ■■

17-shakl.

chegaralangan, toq, monoton o 'suvch i (1 8-shakl) ,

V 
я 

”  2

у -  arcsin x ----------1
/;

- 1 , ' О 1 *

;/ 71it - —

Г"
у

к

: п -ч >> = arc cos jc

2

-1 О 1 *

18-shakl. 19-shakl.

• у  = arccosx: £ (/ )  = [ - l ; l ] ,  £ (/ )= [0; тг], chegara langan, monoton 
kam ayuvch i( 19-shakl):

/Г
2 / ^ У  = aw lgx

/

О/ X
тс

----- ~ 2  .............__.......

у

71

71
2 \  у -  arcctgx

о X
20-shakl. 21-shak l .
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• у  = arctgx: £>(/) = ( - « ;+ » ) ,  toq, monoton
V 2 2 j

o'suvch i (20 -shakl);
•  у  = arcctgx: D(f) = ( -  s o ;- r c c ) ,  £ ( / " )  = (0; , t )  . monoton 

kam ayuvchi ( 21 -shakl).
A sosiy  eiementar funksiya lardan chekli sondagi arifmetik am allar 

(q o ‘ shish, ayir ish , ko 'paytir ish , bo 'l ish ) va superpozitsiyalash 
yordam ida hosil q i l ingan bitta formula bilan berilgan funks iyaga  
eiementar funksiya deyilad i .

Masalan, у  = Pn(x) = acx"' -v a.xm'' +... + am ,x + am, у ~ lg2(sin2.x) + e2' , 

у  = arccos * + \fx2 -  eiementar funksiya lar.

Eiementar bolm agan funks iy a la r ga quy idag i funks iya lar misol 
boMadi:

у  = SlgtlX =

1, agar x > 0 ,  

0 ,  agar x  =  0 , 

— 1, agar  x < 0,

, agar x > 0 ,

x ’ , agar x  < 0.

x  X X ,  . . .  X
■----- 1------------- + . . .  + ( — 1)  —
3!-3 5!-5 7! 7 (2« + 1)!-(2л + i)

4.3.5. G ipcrboiik  funksiyalar

Ko'rsatkich li  funksiyalardan hosil q i l inadigan quyidag i eiementar 
funks iya larga giperholik funksiyalar deyilad i:

(£* — ̂  1
• giperholik sinus’. y  = shx, shx = ......—  (2 2 -shakl);

у  = c h x

V

и
V4. 

^

/
/

/ 0
X

22-shakl.

О
!

23-shakl.
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Р с
» giperbolik kosinus: у  = chx, chx = — ——  (23-shakl) ;

» cx — f l• giperbolik tangens: у  -- thx, thx=---------- (24-shakl):
ex + e '

• giperbolik kolangens. v == cttu, cthx = ~-------- (25-shakl).
e ' — e

у

1

yS- у  -  ( t o

/ 0
X

- 1

4.3.6. O shkorm as va param etrik  
ko‘ rinishda berilgan funksiyalar

A gar .v va v o ‘zgaruvch ilar  orasidagi bogManish y  = /(.x) 
ko 'r in ishda ifodalansa. bu funksiyaning oshkor ko 'r in ishdag i berilishi 
hisoblanadi. Shuningdek. ayrim  hollarda funks iyan ing oshkormas 
ko 'rin ish idan foyda lan ishga to g 'r i  keladi.

Funksiya .V to 'p lam da aniqlangan bo'ls in . Agar har bir л e X songa 
mos qo 'v ilgan  vagona г son F(x, v) = 0 tenglamani qanoatlantirsa, 
y = f(x)  funks iyaga F(x.y) -  0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishda 
berilgan funksiya Jc y i lad  i .

A gar ,v va v o 'zgaruvch ila r  orasidagi bog 'lan ish  ikkita a = x (0  va 
y = v ( f ) ,  fe.V funks iya lar berilgan bo'ls in . U holda Oxy koordinatalar 
tek is l ig in ing koordinatalari (x(t)\v(t)) bo 'lgan  barcha nuqtalari 
to 'p lam iga  parametrik ko 'r in ishda berilgan chiziq (egri chi/.iq yoki 
to 'g 'r i  chiziq) dey ilad i .  Bunda t parametr deb ataladi.

Agar parametrik ko 'r in ishda berilgan chiziq y  = /(x) funksiyaning 
grafig ini ifodalasa, bu funks iyaga  parametrik ko'rinishda berilgan 
funksiya dey iladi.
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2 ) /(*)=

3) /(*)=

4.3.7. M ashqlar

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini toping:

1 +  x

5) f(X): 1 0 - x
V *2 - l l x  + 18 ’

7 )  / ( x )  = - J x - 7  W l O - x ;

9 )  / ( x )  = V x - 2 + ■Л—х +■ V.v; +4,

11) / (x )  = arcsin.к -arccos(4  - x ) ;  

13) / (x )  = log, In Igx;

15) / ( x )  -  e " '  log2(2 — 3x),

3 - 4 . r

4) /(x) =

6) / w  =

8) J(x)-- 

10) f ( x )  -

12) /(*) = 

14) / ( x )  =

x ^5x + 6 

____ 5

(x-lh/* + 2 '

л/4-Зл-2 - x ' 

C O S / t t

\ 2 v 11 - Vx * 1: 

3

161 /  (x 1 = lnj

д: ̂ — 8 t .......,
V 2 - x

arcsin(x -  2) t 3 ln( x - 2): 

In sin x;

- 3  + J 7 - 7 '

17) f i x )  -  -Уз -  4jr + arccosx 

3
19) / ( * )  = T

6

5 sin 2x.
Vx: -З.Г + 2

2. Funksiyaning qiyniatlar sohasini toping:

18) f( x ) :  

20 ) fix)

xt 2 
arccos - i 

3

x - ln (x - t  3;

V«7.v'

1) f ( x )  -r x 2 + 4x < 2; 

3)  f ( x )  = 2sin .v-  5:

5 )  f ( x )  = 2" -1 ;

7)  / ( x )  = V 9 -x = ;

]

2)  f ( x )  = 4l~~x + l- 

4 )  f (x) -  sin x + cosx:

9 )  / (x )   ̂ 3|xj

11) /(*) =

5

2x + 4x + 5

6 )  f i x ) :  

8 )  f ix )=

10) f(x)--  

12 )  f ( x )  =

= 2c ' * I:

I— arc tgx, 
к
2 . r - 3

i 2л- — 3 1

___ 2_
\ [ix --A x  + l

238



! i / C ) .  2) f( v h . 3 )/ ( -* ) ;
I *)

4. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini toping:

1) J ( x )  = x" -  5л + 6:  2 )  f i x )  = .x1 a rc s in  x,

3 )  / ( . x )  = —.-; 4 )  f(x )~  arctgx -x .Л

5. Funksiyaning juft, toq yoki umumiy ko'rin ishda ekanini aniqlang:

I)  f ix )  -- x ' -3.v - .x  ; 2)  f i x )  ~ x* 5xJ -г I:

3 )  / (* ) - -= —— : 4 )  / ( .x | -  c i g 3 .x + c o s 2 .x ;л:
5 )  /'(.x) = inf — 6 )  f ' ( . r)  = 1 п (л -  \Lx; >1) ;

v 3 -  .x j

7 )  f ( x )  = 2| x j - 3 ;  8) /(.v) --- x | л j;
2 / '>T _ 7"r ̂

9 )  f i x )  = 3 '  |.x+ sm .x ) ;  1 0 )  /'(.x' -  --— —  j.x.

6. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping:

I )  f(x)  = ( A - « ) c o s 2 jc4 n (0 < k < n ) .  2) f i x )  - 4s in  x ’ .

3 )  f i x )  = s in 2 .x  + cds2 .x ;  4 )  / ( . r )  = 3 s i n x  + 4 c o s j r ;

5 )  f(x) = sin  J . x - r  c o s 4 x, 6 )  f i x ) c o s 4 ^ j .
7. Funksiyaning monoton. qat’ iy monoton yoki chegaralangan ekanini 

aniqlang:

! ) / ( * )  = s in*  .x: 2 ) / ( . x )

3. /(.т) = х'З” funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

x + 1
x + :

-in r-----  . x. avar x < 0.3)/(.x) = -Уз.х-4; 4)/(.x) = ̂[-3, agar x>i).

8. Funksiyaning davrini toping:

1) f(x) = .’.cos . 2) fix) = c^(2.x-3);
3) f(.x) = / g x -c o s - ,  4) /’(.X) = sin—cos-cosjrcos2.v;

2 2 2

5) / ( x) -■--sin 1 -X-cosVv; 6) fix) = sin 2x + cos3* ;
7) / ( .v) =| sin 2.x|; 8) /(.x)=|cos3.x|;
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_ . Зх 2х') /(jc) = sm--- bcos —J 2 3
! 0 )  /(jc) = t g ^ ~  ctg~~ + sin ,

3 2 3

9. Funksiyaga teskari funksiyani toping:

1) >' = 3x4-5; 2) y = — —;
1 + x

3)  у  = 4  + log, jc; 4 )  v = 2 sin 3x.

10. /(g(x)) va g(/(x) murakkab funksiyalarni toping:

1 ) /(лг) = Здг+1, g(x) = x' ;  2) / (jc) = sinx, g(x)=|*|:

4)  f ( x )  = 2 11, g(x) = log, x.

11. Funksiyaning grafig ini chizing:

1) у  = x2 + 4x +3;

3) у -  - - - - - ;
2x  + l

5)  у  = xsin x;

7) у  = arceos|x|; •

12. Ayniyatni isbotlang:

1) l - ( / r x  

3) ch2x = 

5 ) x)

1
ch'x

ch lx  +1
2 ’

x 2 - !

2 )  у  = - 2 sin3x;

4) у  = - x J |x|;

6 )  у  = X + sin X. 

8) , ,3’.

2)  cth2x -  ! = : 
sh~ x

4) sh2x 

6)c/i(ln x)

c h lx -1
Y
X3 + 1

2x  2x

13. Qaysi nuqta >> + cos>-x = 0 funksiya graf ig iga tegishli ekanini aniqlang:

Л(1;0); B(0;0); C\ |; D(n -  l;?r).

f Л = / — 1
14. Qaysi nuqta <; , parametrik tenglamalar bilan berilgan ec>,ri chiziqqa

i.)' i • I
( 1  13',tegishli ekanini aniqlang: Л(1;5): й| —; — i: C(2:8), 0(0,1).

15. Berilgan funksiyani >’ = y;x) ko ‘rinishga keltiring:

x = i+  2.,

| v  = V +4/ + 5,
2)

\ X - \ sin/, 

= 2 cos/.
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4.4. FUNKSIYANING LIMITI

4.4.1. F u n k s iy a n in g  l im it i

Funksiya limitining ta ’riflari
Biror A sonli to ‘plarn berilgan bo‘ lsin.
!- ta ’ rif. A gar x., s  X nuqtaning ix tiyoriy  £ ( c > 0 )  atrofida X 

to 'p lamnifig  cheksiz ko 'p  elementlari yotsa, xu nuqtaga X  toplamning 
limit nuqtasi deyilad i .

f 1 ■
Masalan, X =<~-.neN\ to 'p lam uchun x =0 lim it nuqta bo 'ladi.

In j

f (x)  funksiya X toplamda aniqlangan va  t, nuqta X toplamning 
limit nuqtasi bo 'ls in .

2- ta ’ rif. (funksiya limitining «ketma-ketlik tilidagi» yoki Geync 
ta'rifi). A gar X toplamning nuqtalaridan tuz ilgan x. nuqtaga 
yaqin lashuvch i har qanday {*,,} ketma-ketl ik  (x ,  фх,,) o linganda ham, 
bu ketma-ketl ikka mos [f{x j }  ketma-ketlik  ham m a vaqt yagona A 

l im itga intilsa . A soniga / (* ) funks iyaning ,r„ nuqtadagi yok i x -> x0 
dag: limiti deyilad i va bu lim f (x )  -  A deb yozilad i.

3- t a ’ rif. (funksiya limitining « r, - S tilidagi» yoki Kashi ta'rifi). 
A gar V£>0 son uchun shunday 8 >0 son topiisa va x ning
0 < | x — .v, j < S tengsiz likni qanoatlantiruvchi barcha х е Х , х Ф х а 
q iym atlar ida  \f{x)-A\<s  tengsiz lik  bajarilsa, A soniga f (x)  
funks iyaning xu nuqtadagi yoki x xu dugi limiti deyilad i va bu 
lim f (x)  = A deb voziiadi.

Funksiya limiti uchun berilgan Geyne va Koshi t a ’ riflari o ‘ zaro 
ekvivalent ekan lig i isbotlangan. Shu sababli funksiyaning nuqtadagi 
l imitini topishda bu ta ’ riflarning istalgan biridan foydalanish mumkin.

x„ g a  intiluvchi {ж,,} ketma-ketlikni yetar l icha ko 'p  usul bilan 
tanlash mumkin bo 'lgan l ig i  uchun Gevni t a ’ rifidan funksiyaning limitini 
topishdan ko 'ra , funks iyaning nuqtada lim itga ega  bo ‘ lmas!ig in i 
ko 'rsatishda foydalanish q u lay l ikka  ega bo ‘ !adi. Buning uchun xa ga 
nuqtada lim itga ega  bo ‘ lmagan birorta {/(.<„)) ketrna-ketlikni topish 
yetarl i  yoki har xil l im itlarga ega bo 'lgan  {/(*')} va {/(.*’ )} ketma- 
ket l ik lam i ko'rsatish kifoya.
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1 -misol. / (x ) = s in -  funks iya  x = 0 nuqtada lim itga ega 

b o im a s l ig in i  ko 'rsating.

f ] i ! . I
Yechish. x = 0 nuqtaga intiluvchi ikkita \ —  J- va I---------\ ketma-

уцг ! I К  ̂ i4 7.У1Л
! 2 ;

k e t i ik lam i qaraym iz. Mos {/(x)} ketm a-ketl ik lar  har x i !  l im itlarga
j ' jr \  1

intiladi: {sinra} ketma-ketl ik  nolga intiladi, -jsin! — т2пл  jf- ketma-ketlik
I v 2 jJ

esa birga intiladi.

Demak, / (x ) = s in -  funks iya  x = 0 nuqtada lim itga ega bo ‘ hnaydi.
X

2 - misol. l im (3x-2 ) = l ekanini ko 'rsating.

Yechish. \/e > 0 son olamiz. Shunday 5 > 0 sonni k o ‘ rsatishimiz 
kerakki, | x - 1\< 8 b o ig a n id a  [ / (лг) — 11<«г bo‘ lsin.

Bunda f{x)  = 3x -  2 : | f (x)  - 11=| (3x -  2) - 1 1=| 3x -  3 H 3(x -  1) |= 3 1 x -  11 
£b o ig a n i  uchun <5 = -; deb olsak, |x-l|<<5 b o ig a n d a  | / (x ) - l| < e  bo 'iadi. 

Demak, l im (3x-2 ) = 1.

Xususan, e = 1 da  8  = - ,  s = - da 8 = - .
3 2 6

Shunday qilib , S son e songa b o g i i q  b o ia d i .  Shu sababli 
key ing i t a ’riflarda 5 = 8(c) deb olamiz.

Izoh. Funksiyaning x0 nuqtadagi liiniti ta 'r if ida  x nuqtaning o 'z i 
qara lm ayd i.  Shunday qilib, funksiyaning x0 nuqtadagi qiymati 
funks iyaning bu nuqtdagi l im itiga ta 's i r  q i lm ayd i.  Bundan tashqari, 
funksiya x„ nuqtada an iq lanm agan b o i i sh i  ham mumkin. Shu sababli 
x0 nuqtaning atrofida (x Ф x0 bo‘ lganda) teng ’oo‘ lgan ( (x = x„ da har xi! 
q iym atga  ega  boMgan yoki ulardan bittasi yok i har ikkaiasi 
an iq lanm agan) ikkita funks iya x -> x , ,d a  bitta l im itga ega bo ‘ iishi 
yok i u lam ing  har ikka ias i  l im itga ega bo‘ lm asl ig i  mumkin.

т , [x1, ХФ 0 . .
3 - misol. f (x )  = \ bo Isa, lim f(x) lnnitni toping.

[ 1, x = 0

Yechish. g(x) = x% -oc<x<+oo funksiya x = 0 dan tashqari, barcha
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r.uqtalarda f (x)  funks iya  bilan ustma-ust tushadi v a  limg(x) = 0 

bo'iadi. Shu sababli И т Л х )  = 0 .
r.-* 0  “

Funksiyaning nuqtadagi limiti t a ’rifini geometrik nuqtayi nazardan 
shunday talqin qilish mumkin: agar A soni / ' ( j c )  funksiyaning

nuqtadagi limiti b o is a , nuqtaning istalgan с atrofi uchun

4 -E

U

У = f(x)

-

2 £

i

-  S  x ,  x c + 

26-shaki.

x„ nuqtaning shunday S atrofi 
topiladi va  5 atrofdagi barcha 
x (x Ф x j  nuqtalarda f(x )  funksiya­

ning mos q iymatlar i  A nuqtaning 
£ atrofida yotadi. Boshqacha 
ay tganda f (x)  funksiyaning 
<5 atrofdagi grafig i 
y - A - s  va y  = A +s  to 'g 'r i  chiziq iar 
bilan chegaralangan, kenglig i
2 s ga  teng bo‘ !gan tasmada 

joy lashad i (26-shakl).
4 - t a ’ rif. Agar V£ > 0  son uchun shunday <5 = <S(f) > 0  son topilsa 

va v ning x„ <x <x,,+ 8  (x„- 8  < x< xc) tengsiz likn i qanoatlantiruvchi 

barcha q iym atlar ida  \f(x)-A\<e  tengsiz lik  bajarilsa, A soniga f(x)  
funks iyaning x„ nuqtadagi o'ng (chap) limiti deyilad i va
l im /(х) = Л yoki f{x + Q)-A  ( l im  f ( x ) ^ A  yok i f ( x - O ) - A )  kabi

belgilanadi.
f{x)  funksiyaning x, nuqtadagi o 'n g  va chap lim it lari bir tomonlama 

limU.lar deb ataladi. A gar f(x)  funks iyaning x„ nuqtadagi o ‘ r:g va  chap 
limitlari mavjud va  bir-biriga teng, y a ’ni f(x„ + 0) = / (x c -  0) = A b o is a ,  
x . nuqtada f(x) funksiyaning limiti mavjud va lim f(x) = A bo ‘ ladi.r-vr„

у — fix)  funks iya (-ос;+эо) intervalda aniqlangan bo'ls in .

5 - t a ’ rif . Agar V/; > 0 son uchun shunday t>=5(f)>0 son topilsa 
va x ning x >8  (x<-<5)tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

q iym atlar ida \f(x)-A\<e  tengsiz lik bajarilsa , A soniga f(x)  
funksiyaning x-»+oo (x ->-ca) dagi limiti deyilad i va 

lim f ix)  = A (lim f i x )  = A) kabi belgilanadi.

Funksiyan ing cheksiz l ikdag i limiti t a ’ rifini geometrik nuqtayi
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nazardan bunday talqin qilish mumkin. agar  lim /(.*) = A (iim f(x) = A) 
bo 'lsa , Vf; > 0 son uchun shunday son topiladiki,
.t e (J ;+ *) (x e (-=c;-(5)) larda f(x)  funks iyan ing q iymatlari 
.) nuqtaning e atrofida yotadi.

Limitlar haqidagi teoremalar

Funksiya l im itin ing «ke tm a-ket l ik  t i l id ag i»  ta 'r if i  yaq in lashuvchi 
( l im itga ega) ketm a-ketl ik lam ing xossalarin i funks iyaning limiti uchun 
o 'tkazish imkonini beradi. Bu xossalarni ifodalovchi teoremalar bilan 
tanishamiz va u lam ing  ayr im lann i  isbotlaymiz. Bu teoremalarda 
qara layotgan funks iya lar x -> xn da l im itga ega  deb hisoblaymiz.

1-teorem a. Funksiya * - » x 0da yagona iim itga ega bo 'ladi.
2-teorema. ikk ita  funksiya a lgebraik  y i g ‘ indis in ing limiti bu 

funks iya lar l im itlarin ing a lgebraik  y ig ' in d is ig a  teng, va 'n i

lim(/(x) ± g(.v)) = lim f (x)  ± lim £ (x ) .

Isboti. Ixtiyoriy { x j  kem a-ketlik  olamiz.
Bu ketma-ketlik  uchun xn -> x , x, *x,„ x , s D ( / ) n O ( ? ) bo 'ls in .

IJ holda
lim (/ (* ) ± z(x)) -- lim ( ( / ( x j  ± g ( x j )  =

= lim f ( x h) ± lim g (x j .=  lim /(x)±Iim g(x).

Demak,
lim (/(x) ± g(x)) = lim f (x)  ± lim g ( x ) .

3 -teo re ina .  Ikkita funksiya ko 'paytm asin ing  limiti bu funks iya lar 
l im itlarin ing ko 'pay tm as iga  teng. y a ’ni

l im(/(x) ■ g(x)) = lim f ( x )  ■ lim g (x ).

1 -n a t i ja .  O 'zgarm as funks iyaning limiti uning o ‘z iga  teng , ya 'n i

lim С = С .

2-natija. O 'zgarm as k o ‘paytuvchini limit belg is idan tashqariga 
chiqazish mumkin, y a 'n i

lim(A ■ /  ( a ) )  = к ■ lim J  (x), к e R.
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3-natija. F u n k s i y a n in g  m u s b a t  k o ‘ r s a tk ic h l i  d a r a j a s in in g  l im i t i  bu 
f u n k s iy a  l im i t in in g  shu ta r t ib l i  d a r a j a s i g a  ten g ,  y a ' n i

! im(/(.r))  = ( l im / ( * ) ) ' ,  p > 0.

4-teorem a. Ikkl f u n k s i y a  b o ' l in m a s in in g  l im i t i  bu  f u n k s iy a l a r  
l im i t l a r in in g  n i s b a t i g a  t en g ,  y a ’ ni

f ix)  l i m  f {x)
lim - - - - -  = — --------- . iim е(л ) Ф 0 .
« x ( x )  lim g (x )

5 - t e o r e m a .  A g a r  ,v„ n u q t a n in g  b iro r  a t ro f id a g i  b a r c h a  ж uchun  

f(x)<#(x'j  t e n g s i z l i k  b a j a r i l s a ,  u h o ld a  lim f ( x ) <  l im g(x)  b o ' l a d i .

A-tcorema. A g a r  v. n u q t a n in g  b iro r  a t ro f id a g i  b a r c h a  x u ch un  

/'(x) < <p(x) < g(x)  t e n g s i/ l ik  b a j a r i l s a  v a  lim f ( x )  -  l im #(jc) = A b o ' l s a ,
X-*Xj  r -> r 0

u h o ld a  lim <p(x) = A b o ' l a d i .

7-teorem a. l im #(*) = (), l i m / ( . v ) - ( V O  b o ' l s in .

I ; ho ld a :

1) a g a r  | jc -  x, K<5(<5>0) t e n g s iz l ik n i  q a n o a t l a n t i ru v c h i  b a r c h a  jc

f t () f(y\
u ch un  — >0 b o ' l s a ,  lini — - = -юс b o ' l a d i ;

Xix)  ̂ -  g(x)

2 ) a g a r l . x - . v  |<<5 ( < 5 > 0 )  t e n g s i z l i k n i  q a n o a t l a n t i ru v c h i  b a r ch a  

x u ch u n  -■-— <() b o ' l s a ,  lim = -oc b o ' l a d i .
£(*) - -  s W

8 - t e o r e m a .  A g a r  lim f ( x )  =  А ф x  b o ' l s a .  u h o ld a  x n u q ta n in g

y e t a r l i c h a  k i c h ik  a t ro f id an  o l in g a n  jc (jc ф jc ) q i y m a t l a r d a  /(.v) f u n k s iy a  

c h e g a r a l a n g a n  b o ' l a d i .
Isboti. S h a r t g a  k o ' r a ,  lim /'(jc) = A * o c . F u n k s i y a  l im i t in in g  K osh i

t a ' r i f i g a  k o ' r a ,  V r  > 0  son u c h u n  s h u n d a y  8 > 0 son to p i l a d i  v a  ,v n in g
0  < j jc — . r „ ! < 8  t e n g s iz l ik n i  q a n o a t l a n t i ru v c h i  b a r c h a  q i y m a t l a r i d a  

f ( j c )  — A |< £ , y a ' n i  A - e  < f(x) < A +e t e n g s i z l i k  b a j a r i l a d i .  D e m a k ,  x 

n in g  0<  ; jc - jc„ j < 8  t e n g s i z l i k n i  q a n o a t l a n t i ru v c h i  b a r c h a  q i y m a t l a r id a
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f (x)  funksiyaning q iym atlar i  ( A - s ; A  + s )o ra l iq d a  b o ia d i .  Bu 
funks iyaning ( x „ - 5 ; x 0 + <5), x*x„  ora liqda chegara langan lig in i  bildiradi.

9 -teo rem a. Agar: 1) lim <p(x) = t,. va x„ nuqtaning shunday

(x„ -<S;x\, +5),  5 > 0  a tro f i  m a v ju d  v a  bu a t ro fd an  o l in g a n  b a r ch a  x la r  

u c h u n  <p(x)*t0 b o i s a .  2 )  lim f( t)  = B b o i s a ,  u h o ld a  x -> x d a

m u r a k k a b  f(<p(x)) f u n k s iy a  l im i t g a  e g a  va  lim /(<p(x)) = В b o i a d i .

Y u q o r id a  k e l t i r i l g a n  t e o r e m a la r  x - »  ±oo d a  h a m  o ‘ r in l i  b o i a d i .

4 - misol l im -——  -  15 limitni toping.
x ‘ - 2 5  t 6

Yechish. Bu limit uchun ikki funks iya b o i in m a s in in g  limiti 
haqidagi teoremani q o i l a b  b o im a y d i ,  chunki .r —>5 da kasrn ing maxraji 
nolga teng b o ia d i .  Bundan tashqari, suratning limiti ham nolga teng.

Bunday hollarda ~ ko 'r in ishdag i an iqmaslik  berilgan deyilad i .

Bu aniqmaslikni ochish uchun kasrning surati va maxrajini 
k o ‘paytuvch ilarga ajratam iz va kasrni x - 5 * 0  (x  -> 5, lekin x * 5)ga 
b o i ib ,  topamiz:

( x - 5 ) ( x - 3 )  x - 3  2 I 
l im-----------------= lim-------= — =
* (x - 5 ) ( x  + 5) >'■x+5 10 5

5 - misol. lim- 7  +  ̂C +- limitni toping.
■ x ’ + 4 x 2 -  x

Yechish. Bu misolda x - > x  da — ko 'r in ishdag i an iqmaslik  hosil
ОС

b o i a d i .  K a s r n in g  su ra t  v a  m a x r a j in i  x n in g  y u q o r i  d a r a j a s i g a ,  y a ’ n i 
x ’ g a  b o i i b ,  to p a m iz :

3 1
2 x ’ + З х 2 + 1 x + x ' 2 + 0  +  0  „lim —------- ------ = lim - —  - A - = ------------= 2 .

• x  + 4 x  - x  x ‘ l 1 + 4 1 1 + 0 - 0

Ajoyib limiti ar
• sin X Birinchi ajoyib limit: lim = I.

7ГIsboti. 0 <x< — b o is in .
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Radiusi K = \ ga  teng bo 'lgan  aylanan ing radian o 'lchov i л: ga teng

bo 'lgan  m arkaz iy  burchagiga mos yovin i qaravmiz (27-shakl) .
Shakldan quy idag i la rga  ega  bo 'lam iz:

VVfOA yiizi < MOA sektor yuzi < ,\L()A yuzi;

ЛMOA yuzi: S, -  - OA ■ MK = — •! • sin x  = * sin л;
2 2 2

MOA sektor yuzi: .S', = OA MA = — ■ 1 ■ x = -x ;
'  2 2 2

MOA yuzi: S, = ' OA ■ LA = -  ■ 1 ■ Igx -  -  tgx.

Bundan sin x < x < tgx kelib  chiqadi. Tengsizlikni sin.v>0  ga  
bo'lam iz :

x iI <------<
sin x cosx

. . s in x
y a k  ] cos x  < - < 1.

Endi x <0  bo'lsin.

co s ( -x )  = cosx  ckanidan 

x <0 da ham

s in ( -x )  s inx  
-  x  x

sin x
co sx  < ------ < I .

lim cosx  -  1, lim I = 1 boMgani uchun oxirgi
t  -vO » -»l)

tenglikdan 6 -teoremaga ko 'ra ,

l im " " "  . I .

б-misol. iim

>0 X

1 -  cosx limitni toping.

О

V
\\

w
V

----- r - - - r

27-shakl.

Yechish. x - > 0  da -  ko 'rin ishdagi an iqmaslik berilgan.

A lmashtirishlar bajaramiz:

-  C O S  X ■M = i
x J 2
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x  sin! Х j
г —> 0 da ^  0 va 1 -  a joy ib  l im itga ko ‘ ra, l im — --- yl = 1.

Demak,
Г /

.. l-COSJC 1
Iim-------—  = bin —
x -*0 Y г—»0 'У

sinl
\ 2 j
x

2 !

= -i = . 
2 2

Ikkinchi ajoyib limit: lim j 1 + -  I = e
x

Isboti. Ma'lumki, lim I + -  =e, neN  .

j c > lb o ‘ lsin. n = [xJ deb olamiz. L' hoida x = n + a ,
0 < a  < 1.

n < x < n -f-1 tengsiz likdan topamiz:

i i ;----< • < —
/7+1 X n

yok i

I 1 + - —  I < f l  + - - l  < f l +  ' ]  .
V n + \) \ x j  \ n)

jc —> oc da n —> X .

U holda

lim| 1 + - )  = lirr/l +-- ] -lim! 1 + - | =\-e = e\
n) " " v n)

lim I 1 + ------
n + 1

4  n

)
(

lim | 1 +
n + 1 ) e

Shuning uchun (4 .1) tengsizlikdan 6-teorernaga k o ‘ ra.

lim I 1 + -- I =e

kelib chiqadi.
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Demak.

lim

limitni toping.

Yechish x -»x > d a  Г  ko'rinishdagi aniqmaslik berilgan.
Qavs ichidagi kasrning butun qismini ajratib, almashtirishlar 

bajaramiz:

X —> 30 da 2x  — 1 —>ac bo'lgani sababli 2-ajoyib limitni qo i lab . 
topamiz:

Ta ’n jla r  va asosiy t core m alar

6 - la ’ rif. Agar Hm f(x) -- 0 bo‘ lsa, f(.x) funksiyaga x -> x,, da cheksiz

kichik funksiya deyiladi.
Funksiyaning limiti ta 'rifiga ko'ra. lim f(x) = 0 tenglik quyidagicha

kanidan lim

4.4.2. Cheksiz kichik funksiyalar



talqin qilinadi: V£>Oson uchun shunday <5 = <5(£)>0 son topiladi va 
.r ning 0 <| л- -  x„ |< S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarda 
| f(x)\<e tengsizlik bajariladi.

x —> x0 + 0. x —> jc0 -  0, x ->  +oo, x  -> -oc da cheksiz kichik funksiya shu 
kabi ta'riflanadi.

Cheksiz kichik funksiyalar ko’pincha cheksiz kichik kattaliklar yoki 
cheksiz kichik deb ataladi va odatda. grek alifbosining a ,p  kabi harflari 
bilan belgilanadi.

Cheksiz kichik funksiyalarga л->0 da a - x \  x-> 3  da p = x -3 ,  
x-+ k n ,k eZ  da y = s'mx funksiyalar misol boMadi.

7 -ta ’ rif. Agar lim f(x )  = oc boMsa, f(x) funksiyaga x x t da cheksizx~*\
katta funksiya deyiladi.

Bunda /(a) funksiya faqat musbat qiyniatlar qabul qilsa, 
lim j\x) = +oo deb, faqat manfiy qiymatlar qabul qilsa, lim f(x )  = -o c  deb

yoziladi. Masalan, х - И  da /(*) = - - — cheksiz katta funksiya boMadi.
x — 1

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o'rinli boMadigan teoremalar bilan 
tanishamiz.

10-teorem a. lim/(.t) = /l boMishi uchun * -> x„ da a(x) = /(;c ) -  Ax~*xto
funksiya cheksiz kichik boMishi zarur va yetarli.

Isboti. Zarurligi. \\mf(x)=A boMsin. f ( x ) -A = a { x ) funksivani

olamiz.
U holda

iima(jr) = lim | f(x )  -  A \ = lim f(x)  -  lim A = A -  A = 0 .«-**> »■*%

Demak, a(x) = f(x ) -  A funksiya cheksiz kichik.
Yetarliligi. f ( x ) - .4  = a(x). bu yerda a(jc) cheksiz kichik funksiya 

boMsin. Bundan/(jr) = A +a(x).
U holda

lim f(x) = Iim(/4 + a(x)) = lim/f + lim«(x) = A + 0 = A .
x-»jCo r->*e X-+Ib r -»x „

Quyidagi teoremalar x -> jc, da deb qaraladi.
1 1-teorem a. Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalarning 

algebraik yig 'indisi cheksiz kichik funksiya boMadi.
12-teorem a. Cheksiz kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga 

ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boMadi.
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4-natija . Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalaming 
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya bo'iadi.

5-nati ja .  Cheksiz kichik funksiyaning chekli o ‘zgarmas songa 
ko'paytmasi cheksiz kichik funksiya boMadi.

13-teorema. Cheksiz kichik funksiyaning nolga teng bo'lmagan 
limitga ega funksiyaga boMinmasi cheksiz kichik funksiya boMadi.

Yuqorida keltirilgan teoremalar x -> x, * - > * , -  0. x -> x0 + 0 da ham 
o'rinli bo'iadi.

14-teorema. Agar x x  da a(x) funksiya cheksiz kichik boMsa,

u holda x -> jc,, da * funksiya cheksiz katta boMadi va aksincha agar
a(x)

x —► xtl da f(x) funksiya cheksiz katta boMsa, u holda x -> x„ da -----
/  (*)

funksiya cheksiz kichik boMadi.

8-misol. a(x) = ( x - 2 ) 'sin2—-— funksiya x -^ 2  da cheksiz kichik
x - 2

bo'lishini ko'rsating.
Yechish. l im (x -2 ) '= 0  ekanidan p(x) = (x -2 ) '  funksiya cheksiz

kichik.
1 . i l lg(x) = sin2----- , x * 2 funksiya ehei*aralani>an, chunki isin2 — -I < I .

x - 2   ̂ \ x-2\

a(x) funksiya cheksiz kichik /?(v) funksiyaning chegaralangan 
g(.t) funksiyaga ko'paytmasidan iborat. Demak, 12-teoremaga 
ko'ra. a(x) funksiya x - »  2 da cheksiz kichik.

Cheksiz kichik funksiyalarni taqqoslash
MaMumki, cheksiz kichik funksiyalaming vigMndisi, ayirmasi va 

ko'paytmasi cheksiz kichik funksiyalar bo'iadi. Bu tasdiqni cheksiz 
kichik funksiyalaming boMinmasi uchun ta 'kidlab bo'lmaydi, chunki 
bitta cheksiz kichik funksiyaning boshqa cheksiz kichik funksiyaga 
nisbati har xil natijaga olib kelishi, ya 'n i chekli son boMishi, cheksiz 
katta bo'lishi. cheksiz kichik bo'lishi yoki limitga ega bo'imasligi 
mumkin.

Cheksiz kichik funksiyalar bir-biri bilan nisbati yordamida 
taqqoslanadi.

« (л )  va P(x) funksiyaar x ~> x„ da cheksiz kichik funksiyalar
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cx(x')1 Agar lim ’ = А ф 0 (A -  chekli son) bo’ isa, a (x ) va p(x) bir xil 
P(x)

tartibli cheksiz kichik funksiyalar deyiladi. 

cc{ jc)
2. Agar l i m = 0 boMsa, a{x) funksiya fi(x) funksiyaga nisbatan

'  P(x)
yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi va bu a  = c,(P) kabi 

belgilanadi.

ctix}3. Agar lim——■ = qc bo‘ lsa. a (x ) funksiya P(x) funksiyaga nisbatan
' P(x)

quyi tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.

4. Agar lim— — mavjud boMmasa, a(x) va p(x) funksivalarga
” ‘>P(x)

laqqoslanmaydigan cheksiz kichik funksiyalar deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1) x ->0 da sin3x va sinx funksiyalar b irx i l  tartibli cheksiz kichik

3 s in 3 x  sin 3 jc 
.  ̂ ----------- 3 h m --------- ~

funksiyalar, chunki lim = lim -Л -  - = - - -  - -  - = -  = 3;
sinx sinx sinx 1 

------  lim
x 1 •" x

2) x-+0 da 2x funksiya 5x funksiyaga nisbatan yuqori tartibli

2x? 2 rcheksiz kichik funksiya, chunki lim —  = lim —  = 0;
‘ *“ 5x *" 5

3) x —> 0 da sinx funksiya x funksiyaga nisbatan quyi tartibli

cheksiz kichik funksiyalar, chunki lim S—Л = lim • -  = 1 • 1 - oo;
x •" x ‘ r ~;‘ x x  0

4) x s in -  va x funksiyalar x~>0 dataqqoslanmaydigan cheksiz
x

. 1
xsin -  .

kichik funksiyalar, chunki lim------ — = limsin- limit mavjud emas.

b o ‘ lsin.
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Bir xil tartibli cheksiz kichik funksiyalar orasida ekvivalent cheksiz 
kichik funksiyalar muhim ahamiyatga ega.

a (x) va P(x) funksiyalar л -> x0 da cheksiz kichik funksiyalar 
boMsin.

(У- (  XI8 -ta ’ rif. Agar lim------= 1 bo'lsa. u holda x x„ da a (x) va p(x)
1 ” P(x)

ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar deyiladi va a(x) P(x) kabi 
belgilanadi.

Masalan. x - >0 da sinx va x funksiyalar ekvivalent cheksiz

kichik funksiyalar, chunki lim---n— = I .

Cheksiz kichik funksiyalar uchun o'rinli bo'lad igan teoremalar 
bilan tanishamiz.

15-teorem a. Agar ikkita cheksiz kichik funksiya nisbatida cheksiz 
kichik funksiyalarning har ikkalasini voki ulardan bittasini ekvivalent 
cheksiz kichik funksiya bilan almashtirilsa, u holda bu nisbatning limit! 
o‘zgarmaydi.

Isboti. x —> .г„ da a ~ a '  va p~ p' bo'lsin.
IJ holda

a  .. a  a' P' a  ,. 0' . . a '  , , .. a' .. a'lim - = iim---------= lim — lim-—- lim — = I I lim—- = Iim—--,
■ ” P ’ ” p a' P' ' " a  * *' p ' «  P' ■ *'• p " P

y a ’ni

Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar

16-teoreraa. Ikkita ekvivalent cheksiz kichik funksiyaning ayirmasi 
ulaming har biriga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya 
bo'ladi.

17-teorem a. Chekli sondagi har xil tartibli cheksiz kichik 
funksiyalarning y ig 'indis i eng quyi tartibli qo'shiluvchiga ekvivalent 
bo'ladi.

Cheksiz kichik funksiyalarning y ig 'ind is iga  ekvivalent bo'lgan 
cheksiz kichik funksiyaga bu у ig'indining bosh qismi deyiladi. 
Cheksiz kichik funksiyalarning yig 'mdisin i uning bosh qismi bilan 
almasatirish yuqori tartibli cheksiz kichik funksiyalarni tashlab 
yuborish deb vuritiladi.
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У-misol. Iim-- + 7 y +--T- limitni toping.
2sin x

v  l - l.  !• 3x + 7 x J + 4x ' 3x 3 3 . . . ,Yechish. lim ------T---------= lim— = h m - - - ,  chunki x->0 da
*" 2sinx ■~>0 2.x ‘ ‘ 2 2

sinx~.r va 17-teoremaga ko'ra, x->0 da Зх-*-7х! +4хя ~3х.

-  ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochishda ekvivalent

cheksiz kichik funksiyalarni almashtirish prinsipidan va ekvivalent 
cheksiz kichik funksiyalaming xossalaridan foydalanish mumkin.

L im it la rn i h isoblashda quyidag i ek v iva len l l ik la r  qo i ian t la d i .

1. x - » 0  da sinx ~x ; 2. x —̂ 0 da tgx -  X ;
3. x->0 da arcsinx~x; 4. x ->0 da arctgx ~ x ;

5. x->0 da i * • 1 -  cosx ~ — :
2

6. x -+•() da e - l~ x ;

7. x - »0  da a' -1  'x lnfir ; 8. x —► 0 da ln(l + x )~ x ;
9. x->0 da loga(l + x)~x- log t*;

10. x ->0 da (1 -t- x)” -  I ~mx.

2'‘ _ т
1 0 - misol. lim --------------limitni toping.

' sin 4x -  arctg?>x

v i i .. 2’* - 7 ‘ (2’* - i ) - ( 7 * - l )rechish. lim ----------------= lim---------------------- .
1 *° sin 4x -  arctg?x ■ • sin 4,v -  arctg3x

x —> 0da 2U -  1 ~3.vln2, 7r - l~ x ln 7 ,  sin4x~ 4.v va
arctg3x~3x ekvivalentliklardan foydalanamiz:

2й -  I х 3x ln2 -x ln7  3 In 2 -  In 7 , 8lim--------------------= lim----------------- = -------------- = In —.
' sin 4x -  arctg3x ' >J 4 x -3 x  1 7

4.4.3. M ashqlar

I. Funksiya limitining ta'rifi yordamida isbotlang:

1) lim(2jc-3) = 1; 2 )  lim (1-3*) = 4;
t-*2 x-*-l

3 )  lim .r2 = 1; 4 )  limf " 1 = 2 .
™ \4-xj
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2. f ( x )  funksiyaning t  r nuqtalardagi chap va  o ‘ ng limitlarini toping:

3 ) / W  = 4 )  f i x)  * 1  "  ' v i . x  1 
4(1—дг)+ 11—Jt|

1) /(.V) --M,.Yn : 3,

\ x, x< 2 .  
v ' 4. x > 2, x = 2:

3. /(.vi signx funksiyaning ,x„ =0 nuqtada limitga ega emasligini ko‘rsating.

4. f ( x ) ~ x - \ x \  funksiyaning jvn = 2 nuqtada limitga ega emasligini ko'rsating.

5. Limitlarni toping:

I)  lira (2.x2 < Здг-1);

3) lim—т—— — .
■ •’ v - 2 .v - 3

5 )  lim
x >4

7) I'm

vi • • .  з
и  2 ■

ViV-x-i

2) lim — -  .
*-*=3' 4 9

, 4 , .v; - 7 . ( t l 0  
4 )  lun , ----- .

> 2x - 1 1.x t-5

6 )  lim 

8)  Inn

л/2-л -1
S - x - 2 '

•v I

9 )  lim
-> 2.x . 3.x . 1

. . ( 2x ±\ x - 7 )I I Iim - . ------  ;
t  2 v ‘ -  5.v • 6  I

4r‘ — 3x +- ^
13) lim

15) lmi

.x2 -3.x* 

x' + 2.x
Lx 2x ; 3 

17) lim .x( \'4.x2 1 — 2 .x i;

19) l i m f x

2 1) lim

.-X2 - ?  j

tg2x.

v + * - 2  10) lim . .
Jt'- .x2-.x+l

12) lull I — -— t ' |;
^-{x'-\  1 -x )

14) iim
3.x' - 4

r  — 2 x *"
16 ) lim —  —;

>■ ■■ 2x t x -  4

18 ) lim (Vx 2 - 4  + .v).

Г r > v2
2 0 )  lim

i 5.x2 + I 5.x + 2 )'

2 2 )  lim - - - ;
1 • ,X f  sin .X



2 7 )  lim
sin 3.x

-2—v'2
: I

29)  limj-------- ctgx
‘ *4 sin x

3 1 )  \im(x -\)c t gnx,x-*l

-,~4 arcsin(jt + I) 
3 3 )  l i r a ------ —'-------

r
35 )  lim j 

37 )  iim
Г -Voc

39 )  lim-

2x - 1 
2x + 1

3.x- 2  
x+ 3

x - 2
i

4 1 )  lim (1 + sin x i ';

28 )  I n n ' 2
• >n sm * л

30 )  lim j t g x ------ - -1:
c o s x !

32 )  limP 1\ - - - X  \!gKX\

34)
” 2 x -2x

36)  lim
3.V-4") V
3x + 2 J
Г2* + зУ' 38 )  hm i ------i .

< - 4  x + 2 j

40)  lim
ln.r-1

42 )  lim (cos2л)1 C'K ' :

43 )  Iimi3 - 2 л ) : 1 44 )  lim (3 — a ) 2~

45 )  lim
11 Igx -  2 sin x

46 )  lim
1 arcsm x + jx

47 )  lim (4л + !)(ln(3x + 2 ) - l n ( 3 x - 1)); 4 8 )  lim л(1п(л + 1)-1пл).
6. Quyidagilarni isbotlang:

1) * - > 0  da a(x)=tg2x va (}(x) = 3x + x’ funksiyalar bir xil tartibli;

JC— 1 —
2) jr —>l da a(x) = ----- v a  p(x) = J x - 1  funksiyalar ekvivalent;

x + ]

1 1
3 ) * - > + *  da a(x) = ------va /Цх) = — —  funksiyalar uchun a-n{f> >:

\л х- Х Ы Х  + 2

4) x -> 0 da a(x) = arcsm2x + x 2 va [l(x) = 1-cosx funksiyalar  uchun p =o(a).

7. Limitlarni ekv iva len t  cheksiz kichik funksiyalardan foydalanib toping:

1 -  cos лi- . « 2 jcI) lim— -----' ln(l + Зл) 2) lim

3 )  lim
arctg3x

x2 -+ 2,v + Зл 

3 2 l - l
'->u sm jc-sm 4л

4) lim
' arcs in 2л
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v_7)
5 )  Iim '

'  *-’ .V +  x -  6

7)  l i m - - - — ;
;g2,r

n . V) -  sin .v - !
9)  Iim--------------------;

• •■l 1 - c o s x

I I ) Iim S ,n ’- ' '

в'" - I13) Iim------ —........ -:
> "l ln(!  ̂aicsm 2x)

sin3x
15) Iim------ ;

■ • ■■ jig  4x

. . .  . v x - sm jr
17 ;  h m - V ;  4-;

X +  3.Y

19) l im — - — - — ;
■ x sin x

2 1 )  l i m . T - ( e - 1 ) :

.. le'r -1) tg3x2.1) l im ------------ ;------—-----  :
r ln( 1 - - ~> v )! I -  cos 2 л )

6) Inn

8)  lim

x 2 + 3 ;c -4  . 
arctg(x-\)

>u arcsin x +- 2x~

10) lim -  ' - — \
'  *n jc arcs in 3x

12) lim
* arctg2x -a rcs in  3x

3^-5 '
14) iim ----------- .

" arcsin 2x -  -

'„/1 i
16) lim 

18) lim

arcsin 2 x -x '

ln(2 + cosx)

• sinx(e '*r -  1) ’

vln(cos3.v)
tgx -  Sill x

e»*' -|20) !im
, XCOSX

2 2 )  l im jr-(2 '" -3 '" )
X—>00

n  (д/i + igx - 1) • sin 3x24)  l im------------------------- .
*-->0 x(eM n x -\)

4.5.FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4.5 .1. Funksiya uzluksizligining ta ’ rifla ri

f(x )  funksiya jc, nuqtada va uning biror atrofida aniqlangan boMsin.
l - t a ’ rif. Agar f(x )  funksiya v nuqtada chekli limitga ega bo iib , bu 

limit funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga teng, y a ’ni

i i m  f ( x )  = /(x,,) ( 5 . 1 )

bo'lsa, f(x ) funksiya xu nuqtada uzluksiz deyiladi.

lim j  (.v) -  f { x  ) tenglik uchta shartning bajarilishini angiatadi;
X->Xc

1) / (x) funksiya xa nuqtada va uning atrofida aniqlangan:
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2) f{x)  funksiya x - » x 0 da limitga ega;
3) funksiyaning x, nuqtadagi limiti uning shu nuqtadagi qiymatiga teng.

x.( = lim jc ekanidan (5.1) tenglikni

lim f(x)  = /(limx) (5.2)

ko ‘rinishda yozish mumkin. Demak, uzluksiz funksiya uchun limitga 
o‘tish va funksiya belgilarining o ‘rnini almashtirish mumkin.

Funksiya limitining ta ’rifi asosida funksiya uzluksizligining ta ’rifini 
<<s - 8  ti l ida» quyidagicha ifodalash mumkin.

2- t a ’ rif. Agar Vs > 0 son uchun shunday <5 > 0 son topilsaki, x ning 
! x — x01< <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida
1 f i x ) -  /(x0) |<£ tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz 
deyiladi.

(5 .1) tenglikni
lira (/(x) — /(x„)) = 0 (5.3)

t- x„ --*0

ko ‘rinishda yozamiz.
x — x0 ayirmaga x argumentning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi

Ax bilan belgilanadi, / ( x ) -  / (x , )
ayirmaga esa / (x )  funksiyaning У
x0 nuqtadagi orttirmasi deyiladi va У -- fix)
Ay bilan belgilanadi. is

Shunday qilib, Ax = x -  x„, f(x„ +Ax) /

A)' = /(x„ + A x ) - / ( x c) .

/ УDemak, / (x )  funksiyaning
fix  „)x0 nuqtadagi orttirmasi x ning A’v

fiksirlangan x0 qiymatida
argument orttirmasining funksiyasi О x„ ,t ,, + Дг x

b o iad i  (28-shakl).
(5.3) tenglik yangi 28-shakl.

belgilashlarda
lim Ay = 0 (5.4)
Ax--»0

ko ‘rinishni oladi.
(5.4) tenglikni uzluksizlikning argument orttinnasi vs funksiya 

orttirmasi tushunchalariga asoslan-gan ta ’ rifi sifatida quyidagicha 
ifodalash mumkin.
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3 - t a ’ rif. Agar x argumentning xu nuqtadagi cheksiz kichik 
nr l im nasiga f(x) funksiyaning shu nuqtadagi cheksiz kichik orttirmasi 
mos kelsa, f  (x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

f unksiyaning nuqtadagi uzlukizligini tekshirishda keltirilgan
In'ri f lam ing istalgan biridan foydalanish mumkin.

I-misol. у  —■ cosx funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Ycchish. у  — cosx funksiya x e  Rda aniqlangan. Istalgan xnuqtani

tiliimiz v a  bu nuqtada Ayni topamiz:
* / . Ax
A у = cos(x + A x )  -  cosx = - 2 sin x-i---- | • siri — .

V 2 j  2

( ( АхЛ Ax')Iktndan lim Ay = lim|-2sin^x + —  j- s in — | = 0 kelib chiqadi, chunki

( Ar \ у
chcgaralangan sinj jc  н— -  j funksiyaning cheksiz kichik sin —

\ 2 j  " 2

funksiyaga ko'paytmasi cheksiz kichik bo'iadi.

Demak, 3-ta’rifga ko ‘ra, у -- cosx funksiya xnuqtada uzluksiz.

4 - t a ’ rif. Agar iimo/(x) = /(x,,) { lim /(x) = /(x„) j bo'isa,

/ (> I funksiya x;i nuqtada о ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.
l - t a ’ r if  va 4-ta’ riflardan quyidagi xulosa kelib chiqadi: /(•*) 

funksiya x„ nuqtada uzluksiz bo‘ lishi uchun u shu nuqtada ham 
chapdan, ham o'ngdan uzluksiz bo'lishi zarur va yetarli.

4.5.2. Uzluksiz funksiyalam ing xossalari

Nuqtada uzluksiz funksiyalaming xossalari

1-teorem a (uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik am allar). f(x )  va 
>*(<) funksiyalar x„ nuqtada uzluksiz bo‘ lsa, u holda / (x )± g(x),  

fix  I/(x) ц(х) va {«(x(1) ф 0) funksiyalar ham x nuqtada uzluksiz
g (x )

bn'lmli
Isboti. f\x) va g(x) funksiyalar x„ nuqtada uzluksiz bo'lgani 

llcluin ular bu nuqtada /(x„) va g ( x j  limitlarga ega. U holda
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funksiyaning limiti haqidagi teoremaiarga ko'ra, / (x )± g(x ) ,  f(x)-g[x) 
f  (x )

va — -(g (x n) * 0 )  funksivalaming x nuqtadaai limitlari mavjud va 
g(x)

ular mos ravishda f ( x , ) ± g ix j .  f i x „) ■ g(x, ) va -  -  ] (g(x ;,) * 0)) ga
gK\ )

teng boMadi. U holda 1-ta'rifga ko‘ra, / (x )± g(x ) ,  fix )- g(x) va

------ (g(x.,)* 0) funksiyalar д nuqtada uzluksiz.
g(x)

Bu teorema chekli sondagi funksiyalarning algebraik y ig 'indis i va 
ko‘paytmasi uchun ham o'rinli bo'ladi.

2-teorema. (murakkab funksiyaning uzluksizligi). z = /p(x) 
funksiya xu nuqtada uzluksiz, y  = /(z) funksiya esa z., = <p(x„) nuqtada 
uzluksiz bo'lsin. U holda y  = fi<p{x)\ murakkab funksiya nuqtada 
uzluksiz bo'ladi.

Isboti. z = (pix) funksiya л nuqtada uzluksizligidan z = q>(x), 
limip(x) = <p(x0) ,  y a 'n i  л -> x„ da z z., bo'ladi.

Shu sababli z = (p(x) funksiyaning uzluksiligidan

lim f(<p(x)) = lim/(z) = J  (z ) f((p(xj)x-kig

kelib chiqadi. Bu f(<p(x)) murakkab funksiyaning x, nuqtada 
uzluksizligini bildiradi.

2-teorema yordamida (5.2) tenglikni quyidagicha umumlashtirish 
mumkin.

Agar z = cp(x) funksiya x„ nuqtada A limitga ega boMib, v = j{z )  
funksiya z = A nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda y = f(<p(x)) murakkab 
funksiya uchun

lim f((p{x)) = /(limf/>fx)) (5.5)x->x.,

boMadi.
Bu tenglik uzluksiz funksiya belgisi ostida limitga о fish qoidasivfx 

ifodalaydi va funksiyaning limitini topishda foydalaniladi.

2 - misol. lim-—  —- — (a > 0 ,a * l )  Iimitni toping.«-* x

Yechish. lim- - - — + *-  = lim — ■ log (1 + x) = limlov> (l + x)\ 
x ‘ ,;i .x
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log (l + л)' funksiya у - loga z va z = (l + x ) r funksiyalaming 

murakkab funksiyasi. lim(l + x ) r =e va у  = log z funksiya :  = e nuqtada 

uzluksiz. U hoida (5.5) tenglikka ko'ra,

Sonlar o 'qida aniqlangan J\x) = C funksiyani qaraymiz. Vx„ e R da 
lim/(x) = C’ = /(x„) bo'iadi. Demak, f(x )  = C o ‘zgarmas funksiya

istalgan x nuqtada uzluksiz.
f(x )  = x funksiya ham xu nuqtada uzluksiz, chunki limx = x...

Bundan I-teoremaga ko'ra. /(x) = x funksiya ko'paytmalaridan 
iborat \ - л " (вб  У| darajali funksiya hamda o‘zgarmas va darajali 
funksiyalardan arifmetik amallar orqaii hosil qilingan 
P(x)~ a y  + a,:_x" ' +... + a.x + a„ ko'phad (butun-ratsional funksiya) 
istalgan x e R nuqtada uzluksiz boMadi.

Shu kabi yuqorida keltirilgan teoremalar va limitlar haqidagi 
teoremaiar yordamida asosiy elementar funksiyalar o'zining aniqlanish 
sohasida uzluksiz boMishini ko'rsatish va ushbu teoremani isbotlash 
mumkin.

3-teorema. Elementar funksiyalar o 'zining aniqlanish sohasidagi 
barcha nuqtalarda uzluksiz boMadi.

4-teorerna. Agar /(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz va f ( x 0)>A 
(/(x, )< . ! )  boMsa, u hoida shunday S > 0 son topiladi va
Vxefx. ~/>;x, -r>) uchun f(x ) > A ( f ( x )< A ) boMadi.

Jskoti. f (x ,) > A boMsin. Aniqlik uchun f(x ,l) = A + h deymiz, bu

yerda h>0. E~~1 S011 olamiz. /(x) funksiyaning x„ nuqtada

uziuksizligidan shunday son topiladi va x ning | x -  x к  S
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha

qiymatlarida i /(x)-/(x .,) j<  ^  tengsizlik bajariladi. Bundan

Vxe(x(j -й ;х ,  т<5) uchun

Xususan, a =! da lim ~  = 1.
t »0 у1
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boMadi.
f ( x a)<A  boMsin. -  f(x )  funksiyani qaraymiz. - f ( x 0)> -A  boMgani 

sababli yuqoridagi isbotga asosan, x0 nuqtaning S > 0 atrofi topiladi va 
bu atrofda - f ( x ) > - A  yoki f(x )  < A boMadi.

5-teorema (uzluksiz funksiya ishorasining turg'unligi). Agar / ( a )  

funksiya nuqtada uzluksiz va / (x , ) * 0  boMsa, u holda shunday <5>0 
son topiladi va (xu - S ;x f +<5) inter\'alda fix )  funksiya ishorasini 
saqlavdi, y a :ni f(x„) funksiya bilan bir ishorali boMadi.

Teoremaning isboti 4-teoremadan A = 0 boMganda kelib chiqadi.

Kesmada uzluksiz funksiyalarning xossalari

Agar f ( x ) funksiya (a\b) intervalning har bir nuqtasida uzluksiz 
boMsa, u holda u (a\b) intervalda uzluksiz deviiadi.

Agar f(x )  funksiya (a\b) intervalda uzluksiz boMib. a nuqtada 
0 ‘ngdan uzluksiz va b nuqtada chapdan uzluksiz boMsa, и holda 
f{x)  funksiyaga [a\b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Kesmada uzluksiz funksiyalar bir qancha muhim xossalarga ega 
Bu xossalami teoremalar orqali ifodalaymiz. Bunda teoremalaming 
isbotini keltirmasdan, faqat geometrik taiqinini ko ‘ rsatish bilan 
kifoyalanamiz.

6-teorema (Bolsano-Koshining birinchi teoremasi). f(x )  funksiya 
\a\b] kesmada uzluksiz va kesmaning 
oxirlarida turli ishorali qiymatlar qabul 
qiiinsin. U holda shunday ce(a;b) nuqta 
topiladiki, bu nuqtada /(с) = 0 boMadi.

Teoremaning geometrik talqini: 
uzluksiz funksiyaning grafigi Ox owning 
bir tomonidan ikkinchi tomoniga 
o ‘tganida Ox o ‘qni kesadi (29-shakl).

7-teorema (Bolsano-Koshining 
ikkinchi teoremasi). f ix )  funksiya \a\b\ 
kesmada uzluksiz va / (« )  = A, f(b ) = В ,
С -  A va В orasidagi ixtiyoriy son
boMsin. U holda shunday ce [a ;6 ]  nuqta topiladiki, f(c ) = C boMadi.

f ( x ) > f ( X, ) ~  = A + h - h- - - A  + ~ > A

f i b )  > 0

у  - f i x ) '

О M 1C b

f i a ) <  0

29-shakl.
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Teoremaning geometrik talqini: uzluksiz funksiya bir qiymatdan 
ikkinchi qiymatga oMganida barcha oraliq qiymatlarni qabul 
qiladi (30-shakl).

8-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x )  
funksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo'isa, u holda u bu kesmada 
chegaralangan boMadi.

31-shaklda keltirilgan y = f(x )  funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz. 
Bunda V.*e[a;6] uchun m < f(x) < M .

1-izoh. Teorema \a\b\ kesma (a,b) interval bilan almashtirilganida

o'rinli boMmasligi mumkin.

Masalan, fix ) = -  funksiya (0;1) intervaida uzluksiz. lekin
x

chegaralanmagan, chunki lim- = -н».

У У

r  =  / U ) ,

в - .......................y f
/  ! \

с
/f

1 м \m \f{x)\
A

J ( a ) :/(■.') f i b)
____ J______L_______ .

О a с h x О Cl X, '  .v b

30-shakl. 31-shakl.

9-teorema ( Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar /  (x) 
funksiya kesmada uzluksiz boMsa, u holda u shu kesmada
o'zining eng kichik va eng 
katta qiymatlariga erishadi.

31-shaklda keltirilgan ,v = /(x) funksiya [a\b] kesmada uzluksiz. 
Bunda u ,r nuqtada o'zining eng katta M qiymatini va x, nuqtada 
o'zining eng kichik m qiymatini qabul qiladi.

2-izoh. Bu teorema (//;/>) interval uchun o'rinli bo'lmasligi 
mumkin. Masalan, f(x ) = x funksiya (0;1) intervalda uzluksiz, lekin



o'zining eng kichik va eng katta qiymatlariga erishmaydi.
10-teorema (teskari funksiyaning uzluksizligi haqidagi). Agar 

y  = f(x )  funksiya [a\b\ kesmada uzluksiz va qat’ iy monoton boMib, 
\c-,d] uning qiymatlar sohasi bo'lsa, u holda berilgan funksiyaga 
teskari y = ip(x) funksiya fc\d] kesmada uzluksiz va qat’ iy monoton 
boMadi.

4.5.3. Funksiyaning u/ulish nuqtalari

Agar f(x )  funksiya uchun nuqtada funksiya uzluksizligi
1-ta’rifining hech boMmaganda bitta sharti bajariimasa. funksiya 
,t„ nuqtada uzilishga ega deyiladi. Bunda x„ nuqta f(x ) funksiyaning 
uzilish nuqtasi deb ataladi

32-shaklda gfrafiklar biian berilgan funksiylarga qaraymiz.
Bu funksiyalarning har biri uchun r -  uzilish nuqtasi.
Birinchi holda (32,a-shakl) t a ’rifning 1 -sharti bajarilmaydi, chunki 

funksiya x(J nuqtada aniqlanmagan.
Ikkinchi holda (32,b-shakl) ta ’rifning 2-sharti buzilgan, chunki 

lim f ix )  limit mavjud emas.
X

Uchinchi holda (32,c-shakl) ta 'r ifning 3-sharti bajarilmaydi, chunki 
lim /(x) = A * / ( *  ).*-*4

Funksiyaning barcha uzilish nuqtalari birinchi va ikkinchi tur 
uzilish nuqtalariga boMinadi.

32-shakl.
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5-ta ’ rif. Agar ,v„ uzilish nuqtasida /(x) funksiya chekli bir 
tomonlama limitlarga ega, ya 'n i lim f(x )  = Al va lim f(x )  = A: b o isa .

x, nuqtaga / ( jc )  funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi deyiladi. 
Bunda:

a) A = . (. b o isa .  .v, b arta ra f qilinadigan uzilish nuqtasi deb ataladi;

b) A. * A, b o is a ,  xu sakrash nuqtasi, | A. -  Л, | kattaiik junksiyaning 

sakrashi deb ataladi.

[ 2.v -  1, -1 < x < 1,
Masalan: e(x) = <L „ , „ funksiya uchun jc = 1 -  sakrash

14  -  2 jc. 1 < jc < 3

nuqtasi, bunda funksiyaning sakrashi 11 -  2 = I ga teng;

[ sinx
<p{x) -- | x ' funksiya uchun x , = 0 -  bartaraf qilinadigan

[ 2, x = 0

uzilish nuqtasi, bunda <p(x) = 2 o 'rniga <p(x) = ld e b  olinsa uzilish

f sinx
bartaraf qilinadi, ya 'n i <p(x) - ' !  x ' uzluksiz funksiya hosil

; i, л = о
bo iad i.

6 -ta 'r if .  Agar .x, uzilish nuqtasida /(x) funksiyaning bir 
tomonlama limitlaridan kamida bittasi mavjud bo im asa  yoki 
cheksizlikka teng b o is a .  x, nuqtaga fix)  funksiyaning ikkinchi 
tur uzilishi nuqtasi deyiladi.

Masalan, f ( x ) = -  funksiya uchun x„---0- ikkinchi tur uzilish
-X

nuqtasi.

j 2 x -  3  j
3 -misol. /(x) — — ' funksiyanins> uzilish nuqtalarini toping va

2 x  -  3

har bir uzilish nuqtasining turini aniqlang.

Yechish. Funksiya sonlar o'qining x = -  nuqtasidan boshqa 

nuqtalarida aniqlangan va uzluksiz.
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Bunda

/(*) = <
-1 , x<

1, Jt>

U ho lda

D em ak , x  = -  sakrash  nuqtasi v a  fu n k s iy an in g  sakrash i ц --=) 1 -  (-1 ) |= 2 .

4.5.4. Tekis uzluksizlik

f(x )  fun ks iya  (a;b) in terva lda  u z lu k s iz  boMsin. U ho lda  is ta lgan  

x0 e(a;b) nuq tada  Vs > 0 son uchun sh unday  5 > 0  son top ilad i va 
| jc — jc0 |< <5 ten g s iz l ikn i qanoat lan t iruvch i barcha xc e ( a ;b )  uchun 

| / (jc) — у (jc0) |<e' t e n g s iz l ik  b a ja r i lad i .  Bunda  5 ham e ga , ham xu g a  
b o g ‘ liq  boMadi: 5 = 5(e;xa). B itta  £ > 0  son uchun h a r  x i l  xe(a;b) 
n uq ta la rda  S son tu r l icha boMishi m um kin  v a  bunda barcha  xe(cr,b) da  

y a g o n a  S sonn ing  m av ju d  boMishi ke l ib  c h iq m ayd i .  B u n d ay  5 = <5(^)>0 
son m av jud  boMishining ta lab i f(x) fu n k s iy an in g  (,a\b) in terva lda  
u z lu k s iz  boMishi ta la b ig a  nisbatan  kuch l i  ta lab  h isob lanad i.

7-ta ’ rif. A g a r  V c > 0  son uchun shunday  S = 5 ( i ) > 0  son top ilsa  

v a  (a;b) in te rva ln ing  j jc '-  jc" |< <5 tengs iz l ikn i qanoat lan t iruvch i ix t iyo r iy  

jc' va  jc' sonlar i uchun \ f( x ') - f (x ’ )\<s ten g s iz l ik  b a ja r i lsa ,  /(jc) 
fu n k s iy a  (a;b) intervalda tekis uzluksiz dey i lad i.

M asa lan ,  f(x )  = x fu n ks iy a  butun son lar  o ‘ q id a  tek is  uz luks iz . 
B unda  5 = c deb  o lish  ye ta r l i .

A g a r  f(x )  fu n k s iy a  (a ;6 ) in terva lda  tek is  u z lu k s iz  boMsa, u ho lda 

u har b ir xe(a,b) nuqtada u z lu k s iz  boMadi. T eskar i  tasd iq  o 'r in l i  

boMmaydi. A g a r  bunda («;/>) interval [a;/>] k e sm a  b ilan  a lm ash t ir i ls a ,  
teskar i tasd iq  ham o ’ rin li boMadi.

11-teorema (Kantor teoremasi). A ga r  / (л )  fu n k s iy a  [a\b\ k e sm ad a  
u z lu k s iz  boMsa, u  ho lda  u [a\h] k e sm ad a  tek is  u z lu k s iz  b o ' lad i .
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J. Funksiyaning uzluksizligi ta’ rifidan fovdalanib, berilgan funksiyalaming 
Vi,, с r da uzluksiz ekanini isbotlang:

1) /'(дг> = 3x2-7; 2) /(*) = x' + I x -6.
2. Uzluksiz funksiyalaming xossalaridan foydalanib. berilgan 

funksiyalaming (-ccI-*®) intervalda uzluksiz ekanini isbotlang:

/----- 11) f(x ) -iM s3 x -e 2'~'; 2) f ix )  vx-3 + sm‘x +

4.5.5. M ashqlar

t-2

3. Berilgan funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini chizing:

1) f i x )  2) /(.t) --- x2 +! a x +1
• : j Зле — I, x < f),

3) /,V) - V  л - 2 : 4 , / : t |  ' 1 . x > 0;1 ( x -1
51 f (x) - 2'J 6) Л-r) , 4 —

1 + 2

f 1. x< -3, j x2. x<2,
7) f i x ) - - { ^ - x 2. -3  < x < 3. 8) J  (x) j 4, 2 < x < 5,

I x-3, v >3, j -  j-! 7, x > 5:

9)  f (x,  ' ? l  . 10) Лл )  |s--vi .x -2x-3 (x-!)smjr
4. 6/ n irg  qanday qiymatlarida berilgan funksiyalar uzluksiz bo'iadi?

.t: +3x- u; 3*. x > 0.
l ) / n ;  x - 2  ' "  2) /(x)-^, i я cos \ * 2. x < 0.a -  x. x > 2.

5. f ( x )  funksiyaning x, nuqtadagi uzulish turini aniqlang:

1) f(x )  x„ - 3; 2) /(x) -- — xn -3;x-3 x+3
3) f ix )  urulg - r, - ‘ 4) f(x) = - - r  x„ 3.2x- 1 2  4 - 1

6. Murakkab funksiyani uzluksizlikka tekshiring:

2 [x + 2. x < 0,! ) , / ( - )=  2) / (_) = 2z -  3, z = tgx.
z 4-1 I x  — 2, x  > 0;
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7. / и )  =------- '------ funksiyani [a:b\ kesmada uzluksizlikka tekshiring:
( .t  + 3 ) U - 4 )

1) [a\b\ = [-4;!]; 2) [a;*] = [-2:31

8. f ( x )  funksiyani 10;2],[-3;1),|4;5] kesmalarda uzluksizlikka tekshiring:

l )  /(v» ' 2) J M  l n ^ - 1
x + 2 x -3  JT + 5

9. Tenglamalar berilgan kesmada kamida bitta ildizga ega bo'lishini 
ko'rsating:

1) л ’ - Я.г2 + 3x + 2 = 0, |-l:l 1; 2) sin v - x  + 1 -- 0, [1;2]

10. Limitlarni toping:

l j  lim - — - (a> 0,a*Q ), 2) lim*1 V'
„ ,11 Д- . .11 V
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• Funksiyaning hosilasi 
va differensiali

• DitYerensialiash qoida- 
lari va fbrmulalari

• Differensial hisobning 
asosiy teoremalari

• Funksiyalarni hosilalar 
yordamida tekshirish

Gotfrid Vilgelm 
Leyhnis 

(1646-1716)- 
nem is matematigi, 
fa y ia su jl, flz igi, 
xuquqshunosi 
va tilshunosi.

Leyhnis cheksiz ki- 
chiklurga asoslangan 
differential va integral 
hisobni yaratgan, kom- 
binatorikanlfan sljuliiu 
astmlagan, matematik 
mmtiiqqri asos soigan,
0 va I sonlari bilan 
ikkiiik sanoq sistemasi­
ni ttmirlugan.

Mexanikiida m er g iy a -  
nitig saq lan ish  qonitn i- 
n l asimlab b ergan .

BIR 0 ‘ZGARU VCH I  
FUN K S IY  A SI NI N G 

DIFFE RE N SIA L HIS О В I

Differensial hisoh -  bu matematik 
analizning hosila va differensial 
tushunchalari hamda ulaming funksiyalarni 
tekshirishga tatbiqi masalalari o ‘rganiladigan 
bo iim id ir .  Differensial hisobning
rivojlanishi integral hisobning rivojlanishi 
bilan uzviy bog‘ liq. Ular birgalikda 
tabiatshunoslik va texnika uchun muhim 
ahamiyatga ega bo'lgan matematik 
analizning asosini tashkil qiladi.

Differensial hisobning matematik fan 
sifatida vuzaga chiqishini, odatda, I.Nyuton 
va G.Leybnis (XVII asming ikkinchi 
yarmida) nomlari bilan bog'lashadi. Ular 
differensial hisobning asosiy qoidalarini 
mustaqil ravishda ishlab chiqishgan.

5.1. FUNKSIYANING 
HOSILASI VA DIFFERENSIAL!

5 .1 .1 . Hosila tushunchasiga olib 
keluvchi m asalalar

Egri chiziqqa о ‘tkazilgan urinma

Avvai egri chiziqqa o'tkazilgan 
urinmaning umumiy ta'rifini beramiz. 
Uzluksiz L egri chiziqda M \a M. 
nuqtalami olamiz (1 -shakl).

V/ va M, nuqtalar orqali o'tuvchi MM, 
to 'g 'r i chiziqqa kesuvchi deyiladi.
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М , nuqta L egri chiziq bo'yiab siljib, M nuqtaga yaqinlashsin. U 
holda MM, kesuvchi M nuqta atrofida buriladi va qandaydir MT limit 
holatiga intiladi.

Berilgan L egri chiziqqa berilgan M nuqtada о ‘tkazilgan urinma 
deb, MM, kesuvchining M, nuqta L egri chiziq bo‘vlab siljib, M 
nuqtaga yaqinlashgandagi MT limit holatiga (agar mavjud bo‘ lsa) 
aytiladi.

2-shakl.

Endi M(x;y) nuqtada vertikal bo‘ lmagan urinmaga ega bo‘ lgan 
у = f(x )  uzluksiz funksiya grafigini qaraymiz va uning k=tga  burchak 
koeffitsiyentini topamiz, bu yerda a -u r in m an in g  Ox o ‘q bilan tashkil 
qilgan burchagi. Buning uchun M nuqta va grafikning x + Ax abssissali 
Mt nuqtasi orqaii kesuvchi o ‘tkazamiz (2-shakl). Kesuvchining Ox o'q 
bilan tashkil qilgan burchagini q> bilan belgilaymiz.

2-shakldan topamiz:
M.N Av f ( x  + A x )-f(x )  

tarn = —-— = —  = —-------- -——
MN Ax Ajc

Ax —> 0 da funksiyaning uzluksizligiga asosan, Ay ham
nolga
intiladi. Shu sababli Ax->0 da M, nuqta egri chiziq bo‘ylab siljib, M 
nuqtaga yaqinlashadi. Bunda .Ш/ kesuvchi M nuqta atrollda buriladi 
va MT urinmaga yaqinlashib boiadi, y a ’ni <p-^a. Bundan limcp = a

yoki lim tg<p = tga.
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Shuning uchun urinmaning burchak koeffitsiyenti

, Av f(x  + A x )-f(x )  , .  к = tga  = lim tg(p = lim ---- - = lim - ----------------- "------ . ( 1 . 1 )л» -M ■„ .n Yy Дд:

To ‘g ‘ri chiziqli harakat tezligi
M moddiy nuqta (biror j ism ) qandaydir to ‘g ‘ri chiziq bo'ylab 

harakat qilayotgan bo‘ lsin. Vaqtning har bir t qiymatiga boshlang‘ ich 
Л/, holatdan M holatgacha bo'lgan muayyan s = McM masofa mos 
keladi. Bu masofa / vaqtga bog'liq, ya 'n i л masofa vaqtning funksiyasi 
bo‘ ladi: s = s(t).

s(t) funksiyaga nuqtaning harakat qonuni deyiladi.
Nuqtaning t vaqtdagi harakat tezligini aniqlash masalasini 

qaraymiz.
Agar biror i vaqtda nuqta M  holatda bo'lsa, u holda t + Л/ 

(A ?-vaqtn ing orttirmasi) vaqtda nuqta Л/, holatga o'tadi, bu verda 
MUM, = s + As (Av-masofaning orttinnasi). Demak, V/ nuqtaning At 
vaqt oralig 'idagi ko'chishi As = s(t + At) -  s{t) ga teng bo'ladi (3-shakl).

As . .
—  nisbat nuqtaning At vaqt 

oralig ‘idagi о ‘rtacha tezligini

ifodalaydi: v. = — . Bunda 
" At

о'rtacha tezlik At qiymatga 
bog'liq bo'ladi: At qancha kichik 
b o is a ,  o'rtacha tezlik nuqtaning 
berilgan t vaqtdagi tezligini shuncha aniq ifodalaydi.

Harakat o‘rtacha tezligining At vaqt oralig 'i nolga intilgandagi 
limitiga nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat tezligi (yoki oniy tezligi) 
deyiladi. Bu t ondagi tezlikni v(t) bilan belgilaymiz.

U holda

KO = l i m ~  yoki ^ - И т « ± « ^ Й > .  (1.2)
м-vо / \ t  V-»0  A t

Shunday qilib, nuqtaning berilgan t vaqtdagi harakat tezligini 
aniqlash uchun (1.2) Iimitni hisoblash kerak bo'ladi.

Tabiatning turli sohalariga tegishli ko ‘plab masalalar (1.1) va 
(1.2) ko'rinishdagi limitlami topishga olib keladi.

: ...................... : bs
s(t)

s(t + At)

3-shakl.
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1) agar Q = Q(t) o'tkazgichning ko‘ndalang kesimi orqaii vaqtning 
t onida o‘tuvchi elektr toki bo'isa, u holda elektr tokining t ondagi 
momenti

1 (1 ) = lim ~C~ = lim g(/ + A/) ~ g ( 0 ; (1.3)
/U-М) Д /  V  *0 Д /

2) agar N = N(t) vaqtning / onida reaksiyaga kirishuvchi kimyoviy 
modda miqdori bo'isa, u holda kimyoviy moddaning t ondagi 
reaksiyaga kirishish teziigi

AN .. N(t + At) -  N(t) , V(t) = lim----= lim -------------------- ; (1-4;
л , .о  Д I  л . и . Д /

3) agar ш = m(x) bir j insli boMmagan stcrjenning 6>(0;0) va M(.c;0) 
nuqtalar orasidagi massasi bo'isa, u holda sterjenning x nuqtadagi 
zichligi

Am m(x + Ax)-m{x) , <-7(;)-=lim— = lim—------- --------- (1.Ы
л'-у" Ax u Ax

Ko4ilgan masalalar fizik mazmunining turliligiga qaramasdan,
(1.1)-(] .5) limitlar bir xii ko ‘rinishga ega: ularda funksiya orttirmasining 
argument orttirmasiga nisbatining argument orttirmasi nolga 
intilgandagi limitini topish talab qilinadi.

Bunday masala lardan yana  ayrim larin i keltiramiz:

5.1.2 . Hosilaning ta ’ rifi, 
geom etrik va m exanik m a'nolari

Hosilaning ta ’riflari

У -- f ix )  funksiya (a\b) intervalda aniqlangan bo'lsin. Ixtiyoriy 
xu £ (a;b) nuqtani olamiz va bu nuqtada x argumentga Av orttirma 
(xn + Axe(a;b)) beramiz. Bunda funksiya Ay = f ( x tl + A x ) - f ( x J  
orttirma oladi.

\v
1-ta ’ rif. Agar l<m"  limit mavjud va chekli boMsa, bu limitga

f (x )  funksiyaning x,, nuqtadagi hosilasi deyiladi va u /'(.*„) 

(yoki y ’(x0) yoki v'j ) kabi belgilanadi.
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S hunday  qilib,

bo‘ Isa, u

(1.6)

holda funksiya x„ nuqtada musbat ishorali (manfiy ishorali) cheksiz 
hosilaga ega deyiladi. Shu sababli 1-ta’r if  bilan aniqlanadigan 
hosila chekli hosila deb yuritiladi.

1 -misol. /'.\i v funksiyaning x = x„ nuqtadagi hosilasini toping.
Yechish. x nuqtada x argumentga Ax orttinna beramiz va 

funksiyaning mos orttirmasini topamiz:

= (x„ + Ax -  xit)(X,; + 2x,,Ax + At,' f  x'~ ~ x Ax -  ж ;) = Av(3x’ + 3x„Ax + Ax’ ). 

Orttirmalar nisbatini tuzamiz:

2- ta ’ rif. v -- /(x) funksiyaning x, nuqtadagi o'ng (chap) hosilasi

2- misol f(x) =| x -  3 1 funksiyaning x„ = 3 nuqtadagi o 'ng va chap 
hosilalarini toping .

Yechish. Berilgan funksiyaning x, = 3  nuqtadagi orttirmasini 
topamiz:

Ay = f  (x., + Av) -  / ( x„) = (.r + Ax Y -  x ’ =

Bu nisbatning A v - » 0  dagi limitini topamiz:

y '(x  = lim —-  -  lim(3x,' + 3x Av I- Ax’ ) = 3x ' .
' ' *'■ Ax " ’’

deb /'(.vj= lim \ f"{x )= lim —  I limitga aytiladi.
Д х v -  -  a x ;

Av = / ( 3 + Av) -  / ( 3) =| 3 + Дх -  3 1 - 1 3 -  3 1=| Av |

U holda



Bu misolda /'(0) */_'(0). Shu sababli / ( * )  x -  3 j funksiya uchun

Ax-->0da ^ i  = L4li nisbatning limiti mavjud emas va /(*)=|х-3| 
Ax Ax

funksiya = 3 nuqtada hosilaga ega bo im ayd i.
Funksiya hosilasining yuqorida keltirilgan ta'riflaridan ushbu 

tasdiqlar kelib chiqadi: agar funksiya x0 nuqtada hosilaga ega b o isa ,  
funksiya shu nuqtada bir-biriga teng b o igan  o‘ng va chap hosilalarga 
ega b o i ib ,  f'(x a) = f ( x v) = f'(x n) b o iad i ;  agar funksiya x„ nuqtada 
o‘ng va chap hosilalarga ega b o i ib ,  f',(x„) = f ' ( x j  b o is a ,  funksiya shu 
nuqtada hosilaga ega va f ( x !l) = f'(x 0) = /'(*„) bo iad i.

Funksiyaning hosilasini topish amaliga funksiyani differensiallash 
deyiladi.

Agar y  = f(x )  funksiya biror oraliqda aniqlangan va bu oraliqning 
har bir nuqtasida f ( x )  hosila mavjud bo isa ,  u holda

/'(v) U ) ' /iV)
Ax

formula f\ x ) hosilani x ning funksiyasi sifatida aniqiaydi. Bundan 
keyin, agar у = f(x )  funksiyani differensiallashda differensiallash 
nuqtasi ko'rsatilmagan b o is a ,  hosilani * ning mumkin bo igan  
barcha qiymatlarida topamiz va y'(x) debyozamiz.

Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari
Egri chiziqqa o ik az i lgan  urinma haqidagi masalada urinmaning 

burchak koeffitsiyenti uchun ushbu

к = tva  — lim —
Ax

tenglik hosil qilingan edi.
Bu tenglikni k = f'(x) ko in ishda yozamiz, y a ’ni f'(x) hosila 

у  = f(x )  funksiya grafigiga M (x,f(x)) nuqtada o4kazilgan urinmaning 
burchak koeffitsiyentiga teng. Bu jum la  hosilaning geometrik 
m a ’nosini ifodalaydi.

To‘g ‘ri ehiziqii harakat haqidagi masalada ushbu

limit hosil qilingan edi.
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Bu Iimitni v(t) = s'(t) ko'rinishda yozamiz, y a ’ni moddiy nuqta
harakat qonunidan / vaqt bo'yicha olingan hosila nuqtaning t ondagi 
to 'g 'r i chiziqli harakati tezligiga teng. Bu jum la  hosilaning mexanik 
т а  nosini ifodalaydi.

Umumlashtirgan holda, agar у = f{x )  funksiya biror flzik jarayonni 
ifodalasa. u holda y' hosila bu jarayon tezligini ifodalaydi deyish 
mumkin. Bu jum la hosilaning fizik т а  nosini anglatadi.

y = f(x )  funksiya grafigiga M(xls\yu )(bu yerda = f{ x a) ) nuqtada 
o'tkazilgan urinma tenglamasini hosilaning geometrik m a’nosidan 
keltirib chiqaramiz.

Urinma U v:i) nuqtadan o'tadi. Shu sababli uning tenglamasini

urinma tenglamasi kelib chiqadi.
Egri chiziqqa o'tkazilgan normal deb, urinish nuqtasida urinmaga 

perpendikular boMgan to 'g 'r i chiziqqa aytiladi.
Egri chiziqqa W,(.tb; v,) nuqtada o'tkazilgan normal shu nuqtada 

o'tkazilgan urunmaga perpendikulyar boMgani sababli

Funksiya grafigiga о ‘tkazilgan urinma 
va normal tenglamalari

( 1 . 7 )

к
*„ f\ * o)

Bundan, agar f ’( x j^ 0  bo'lsa

V-  v, ( x - x j ( 1.8)

normal tenglamasi kelib chiqadi.



3 -ta ’ rif. Agar y - f ( x )  funksiyaning л nuqtadagi Vv orttirmaga 
mos orttirmasini

Av = A Ax + a(Ax)Ax (1 -9)

ko‘rinishda ifodaiash mumkin boMsa, /(x) funksiya x„ nuqtada 
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A -  Sx ga bog'liq bo'lmagan 
son, a(A x)- At -->0 da cheksiz kichik funksiya. y a ’ni lim « (A x ' ,  = 0.

Funksiyaning nuqtada differensiallanuvchariligi bilan shu nuqtadagi 
hosilasi orasidagi bogManishni aniqlaymiz.

1-teorem a. y = f(x )  funksiya x. nuqtada differensiallanuvchi 
boMishi uchun u shu nuqtada hosilaga ega bo'lishi zarur va yetarii.

Isboti. Zarurligi. y ~ f(x )  funksiya x  nuqtada differensiallanuvchi 
boMsin.

U holda ta ’ rifga ko'ra,

Av = A Ax j - a  (Ax) At

y o k i

5.1.3 . Funksiyaning diiTerensiallanuvchiligi

Bundan

—  = A + a(A x). 
Лх

lim 4' ■ A f'(x  ). 
'“ "Дх

y a ’ni y  = f(x )  funksiya x„ nuqtada hosilaga ega.
Yetarliligi. у  = f(x )  funksiya л. nuqtada hosilaga ega boMsin.

U holda f'(x  ) - lim-—. A -  f i x  ) belgilash kiriiamiz. bunda

a (Ax) =- -  A funksiya Av -> Oda cheksiz kichik boMadi.
Ax

Bundan

Ay = A,\x -  a  (A t)  At .

ya 'n i funksiyaning x0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi kelib 
chiqadi.

2-teorem a. Agar v = /(.x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi 
bo Isa, u holda u shu nuqtada uzluksiz boMadi.
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Isboti. i =/(x) funksiya x„ nuqtada differensiailanuvchi bo'lsin 
Ta’rifga ko'ra, Av = Л,\х + a(Ax)Ax.

Bundan lim Av - lirn [A Ax + a(Ax)Ar) = 0. y a ’ni funksiya л nuqtada 

uzluksiz.
Teoremaning teskarisi hamrria vaqt ham o'rinii bo im ayd i,  >a’ni 

funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo iish idan uning shu nuqtada 
differensiailanuvchi bo'lishi hamma vaqt ham kelib chiqmaydi. 
Masalan, _v =jл- — 3 1 funksiya x - 3 nuqtada uzluksiz bo'isa ham, u shu 
nuqtada hosilaga ega emas (2-misol), ya 'n i differentsiallanuvchi emas.

Agar у  - f{x) funksiya (u\b) intervalning kesmaning) har bir 
nuqtasida hosilaga ega bo'isa, u shu intervalda (kesmada) 
differensiailanuvchi deyi lad i.

5.1.4. Funksiyaning differensiali

Differensial tushunchasi

f(x) funksiya (a\b) intervalda aniqlangan bo‘ lib, x,e<,a,b) 
nuqtada differensiailanuvchi bo'lsin. U holda Av = /'(*„)Ax + a(Ax)Ax 
bo iad i

3-ta ’ rif. y  = /(x) funksiya 
orttirmasining At ga nisbatan ehiziqii 
bo'lgan bosh qismi f'tx ,,)Ax ga 
у  -- f[x ) funksiyaning x nuqtadagi 
differensiali deyiladi \a dy (yoki 
df{x)) bilan belgilanadi:

dy = f'[x i}) Ax. (1 1 0 )

Erkli o'zgaruvchi x ning. ya 'n i 
y  = x funksiyaning differensialini 
topamiz.

v ' b o i g a n i  uchun (1.10) 
formuladan dy = dx - Ax kelib chiqadi, y a ’ni erkli o‘ zgaruvchining 
differensiali uning orttirmasiga teng: dx = Ax.

Shu sababli (1.10) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

dy = j  '(x„ )dx. (1-11)

boshqacha aytganda, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi bilan
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erkli о ‘zgaruvchi dijferensialinitig ко ‘paytmasiga teng.

(1.11) tenglikdan / '(x„) = —  bo'ladi. ya 'n i  funksivanirig x,
dx

nuqtadagi hosilasi funksiyaning shu nuqtadagi differensialining 
argument difTerensiali nisbatiga teng.

Differen staining geomettik т а  ’nosi

Differensialning geometrik ma'nosini aniqlaymiz. Bunig uchun 
у = f ( x ) funksiya grafigiga MJ.x„:f{x.J) nuqtada W7 urinma o'tkazamiz 
va bu urinmaning xn + Ax nuqtadagi ordinatasini qaraymiz (4-shakl).

MNQ uchburchakdan \'Q = tg(p0Ax = dy ekanligi kelib chiqadi.
Urinmaning geometrik m a’nosiga ko'ra, tgq>„ = /'(*„).

Bundan NQ = f ( x ,  )Ax -  dy.
Demak. у  — f(x )  funksiyaning xn nuqtadagi differensiali funksiya 

grafigiga .V/,,(*„:/(*„)) nuqtada o'tkazilgan urinmaning orttirmasiga 
teng. Bu jum la differensialninggeometrik ma 'nosini ifodalaydi.

Differensialning taqribiy hisohlashlarga tatbiqi

Ko‘pchilik masalalarni yechishda у  = /(;,-) funksiyaning v, 
nuqtadagi orttirmasi funksiyaning shu nuqtadagi differensiaiiga taqriban 
almashtiriladi, y a ’ni Ay^dy  deb olinadi. Buni J  (x) ~ /(.t„) + / '( .v i )Ax 
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bunday almashtirish yordamida biror A miqdoming taqribiy 
qiymati quyidagi tartibda hisoblanadi:

Г. A ni x nuqtada biror f(x )  funksiya qiymatiga tenglashtiriladi: 
A = f (x ) ;

2". nuqta x ga yaqin va /(x„) ni hisoblash qulay qilib 
tanlanadi;

3°. /(.r„) hisoblanadi;
4'. /'(*„) hisoblanadi;
5". x„, f(x„), f '(x u) qiymatlar f(x )  a f(x „ ) + / ' ( v,)Ax formulaga 

qo‘yiladi.

3-misol. 2,008; ning taqribiy qiymatini toping .
Yechish.
I." A = 2,008’ , f(x )  = x' deymiz, u holda f (x) = A va .v = 2.008;
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2 .v = ?. deb olamiz;

3'. f (jc, ) - 2’ - 8 :

4°. f\ x )  = 3.v! , /'(jc.,) = 12; 

s . / <л-> •. /'jc ) • f'{\)Ax = 8 + 12 0 ,08 = 8,096.

5.1.5 . M ashqlar

1. Hosila ta’ rifidan foydalanib, funksiyalaming hosi las ini toping;

1) fix) = V3j:-i; 2 ) f { x )~—-— ,
2 - 5x

3)/(.v) -rtg2x, 4)_f(x) = ch2x.

2. f\ x  )ni hosila tarifidan foydalanib hisoblang:

1) J\x) = e~ ’. -v, = 0; 2) / ( x ) = Ini I -  4л). jc„ = 0;

3l/(.v) = lg 2̂x ■ ~j. nr; 4)/U) =“ . =1-

3. Berilgan funksiyalaming /_'(jr„) va /.'(v,,) hosilalarini toping:

1) / ;л t ! 3 v — 2 |, jc„ 2 )  J  (jc) jc-2 | +1 jr+ 2 1, jc„ 2:

r  agar X • 2 ho'Isa. j :
3) >’ = < ,  4) /(*) = ve r - I .  =0.

i -  jc -1- 3jc agar x > 2 bo Isa, jc(1 = 2 ,

I4. Moddiy nuqta (.4 o ‘qi bo'ylab x =---- 2/ +3/ qonun bilan

harakatlanmoqda. Qaysi nuqtalarda moddiy nuqtaning harakat yo'nalishi 
o'zgaradi?

5. Moddiy riuqta s --s{i) qonun bilan to'g'ri ehiziqii harakat qilnioqda.
Qaysi vaqtda material nuqtaning tezlanishi aimic1) ga teng bo'iadi?

I ).v(0 - 2/’ - '/■ J 31 • l(» j), a =■-19; 2).s(() -- Г + -  Г  - 4 : J 3(m), a 9

6. O'tkazgich orqaii o'tuvehi tok miqdori /=0 vaqtdan boshlab q = 3t2 -\ 

qonun bilan aniqlanadi. Ikkinchi sekund oxiridagi tok kuchini aniqlang.
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5.2. DIFFERENSIALLASH 
QOIDALARI VA FORMULALARI

5.2.1. Y ig ‘ indi, ay irm a ,  ko ‘p ay tm a va boMinmani 
d iffcrcnsia llash

Funksiyaning hosilasi ta ’ rifidan foydalanib, ikki funksiya 
y ig 'indis i,  ayirmasi, kopaytm asi va bo‘ iinmasini differensial lash 
qoidalarini keltirib chiqaramiz.

1-teorema. Agar u = u(x) va v = v(jc) funksiyalar x nuqtada 
differensiallanuvchi boMsa, u hoida bu funksivalaming yig 'indisi. 
ayinnasi, ko'paytmasi va boMinmasi (boMinmasi v (x )*0  shart 
bajarilganda) ham x nuqtada differensiallanuvchi va quyidagi 
formulalar o'rinli bo'ladi:

■ / u 'v -v ’u „1. (u ± v) = и ± v ; 2. (m ■ v) = и v + v u: 3. — = — ----- , (mO).
\ y J  V-

Isboii. 1. Funksiyaning hosilasi va limitlar haqidagi teoremalardan 
foydalanib topamiz:

2. Fomiulani isbotlashda 5.1.3. banddagi 2-teoremadan 
foydalanamiz: * nuqtada differensiallanuvchi u = u(x) va v = v(.t) 
funksiyalar shu nuqtada uzluksiz boMadi Shu sababli Ат -> 0 da 
Ли -> 0 va Av -> 0.

(u ± v)' = lim —Ar-»0
(u(x г At) ± v(x -  Av)) -  (u{x) ± v(.v)) 

Ac

) Ли \v ,- = lim -  ± lim —■ -  и i v .w-.i Vv V, ,0 Vt



и(х) ■ v(x) + и(х) ■ Av т  v(.v) Am + Am ■ Av -  u(x) • v(x)
Av

(  . A  и . , Av , Au\ . . Am . . Av 
= lim v(x) —  + u(x) ■ + A v----- = v(x) ■ lim------г u(x) ■ lim — +

Vv 41 Ac

+ lim Av lim —- = u' • v + и ■ vf + 0 - u' = u'v + v'u.
Ar- >0 V —*0 Д у

m (.v  — Ax) u(x') u(x) + Au u(x)
,  { и \ v(x + Ax) v(.v) .. v(.v)+Av v(.v)
3 . I -  = I 'm----- ------------ — = l im ----------------------- =

V v j  •« * ' Ax *  •' Ax

u(x) ■ v(x) + v(x) • Am -  u(x) ■ v(jc) -  u(.x) ■ Av .. v - A u - u - A v
lim --------------- 7-------------:------------------------= lim --------------------- :

Ax -(v(x)i- Av) ■ v(x) v' *1 At • ( v" + v ■ Av)

Au Av Am Avv • —  и ■ v • lim -  и ■ lim , ,
^ lim Av____Ax _ Ax_____'•* • \л _ u v - v u

v  +v Av v  + v l im A v  v7

5.2.2. Teskari funksiyani differensiallash

y - f ( x )  funksiya teskari funksiya mavjudligi haqidagi teoremaning 
shartlarini qanoatiantirsin va x = <p(y) teskari funksiyaga ega bo is in .

2-teorem a. Agar y - J ( x )  funksiya x nuqtada f i x ) *  0 
hosilaga ega bo'isa, u holda x = <p(y) funksiya mos y  = /(x) nuqtada 
differensiailanuvchi bo iad i  va

ф'( r) = —— , y a ’ni x' -  1 - .
_ f'(x) ' y,

Isboti. x = <p(v) funksiyaning argumenti у  ga Ay^O orttirma 
beramiz. U holda >. /(v « funksiyaning qat’ iy monotonlidan x = cp(y)

;\X 1
funksiya Av*0  orttirma oladi. Shu sababli kabi vozish

A) Ay
Ax

mumkin.
x-(p(y) teskari funksiya у  nuqtada uzluksiz bo igan i uchun 

\y->0 da Ar ->0 bo iad i :  Av ->0da oxirgi tenglikning o lng tomoni

1 ( f ix )  * 0) ga, chap tomoni <p'( y) hosilaua teng bo iad i .
/'(x)
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Demak,

<р'(у) = f'(x)

Shunday qilib, teskari funksiyaning hosilasi berilgan funksiya 
hosilasining teskari qiymatiga teng.

5.2.3. M urakkab  funksiyani differcnsiallash

y - f ( u ) va u = <p(x) boMsin. U holda y  = / 0 (x ) )  funksiya erkli 
argumenti x dan va oraliq argumenti и dan iborat murakkab funksiya 
boMadi.

3-teorema. Agar u = (p(x) funksiya * nuqtada ip\x) hosilaga va 
y  = f(u )  funksiya mos u = <p(x) nuqtada f'(u) hosilaga ega boMsa, u 
holda f((p(x)) murakkab funksiya x nuqtada differensiallanuvchi 
boMadi va

y\x) = f\u)(p\x).

Isboti. y  = f(u) funksiya и nuqtada differensiallanuvchi boMgani 
uchun Ay = f'(u)Au t- a(Au)Au boMadi.

Bundan
Ay Au , . „ An-f-  = / ( « ) —  + a(Aw)
Ac Ac Ax

u = (p(x) funksiya x nuqtada hosilaga ega. Shu sababli u = <p(x) 
funksiya x nuqtada uzluksiz va Ac ->• 0 da Au - »  0.

U holda

Bundan

yoki

.. Av , ,, 4I. Au .. AmIim— = f  (M)lim------h limcc(Ai/) • Iim — .
A r-*0  Д  у  Л с-*0 Д  у  Ас -»0 А *-»0  Д  у

>•'(■*) = /'(**)' <Р'0) + 0 ■ <р'(х)

у'(х) = /'(«) • <р'(х).

Shunday qilib, murakkab funksiyaning hosilasi berilgan 
funksiyaning oraliq argument bo ‘yicha hosilasi bilan oraliq 
argumentning erkli argument bo ‘yicha hosilasining ко ‘paytmasiga 
teng.

Bu qoida oraliq argumentlar bir nechta boMganda ham o‘z kuchida 
qoladi. Masalan, y  = f(u), и = g(v), v = h(x) boMsa, у' = у ' ■ u{ • v' boMadi.
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y  = /(«) va и = <р(х) differensiailanuvchi va у  = /(<?(*)) murakkab 
funksiyani hosil qiluvchi funksiyalar bo‘ lsin.

Murakkab funksiyaning hosilasi haqidagi teoremaga ko‘ra, y[ = y'u[ 
bo iad i.

Bu terigliknirig har ikkala tomonini dx ga ko ‘paytiramiz:

dy — у  [dx va dy = y[du formulalarni solishtirish ko'rsatadiki, 
y=  f(x)  funksiyaning differensiali argument erkli o 'zgaruvchi yoki biror 
argumentning funksiyasi bo iish idan qat’ iy nazar bir xil fonnula bilan 
topiladi.

Differensialning bu xossasiga ciifferensialning invciriantlik xossasi 
deyiladi.

dy -  y[dx formula tashqi ko ‘rinishidan dy=y[du  formulaga o'xshasa- 
da, aslini olganda ular orasida farq mavjud: birinchi formulada x erkli 
o'zgaruvchi va shu sababli dx---\r ,  ikkinchi formulada esa и 
funksiya л- ning funksiyasi va shuning uchun du ф Au .

Asosiy elementar funksiyalaming hosilalarini topishda ekvivalent 
cheksiz kichik funksiyalardan, teskari va murakkab funksiya'iami 
differensiallash formulalaridan hamda y ig ir id i ,  ayirma, ko'paytma va 
bo iinm ani differensiallash qoidalaridan foydalanamiz.

1. О ‘zgarm asfunksiya : v -  C (C  e R).
0 ‘zgarmas funksiya x e R  da o 'zining qiymatini saqlagani 

uchun ixtiyoriy nuqtada uning orttirmasi nolga teng bo'iadi.
Shu sababli

y[dx — y'u'dx.

Endi y[dx =  dy va u[dx = du ekanini hisobga olsak,

dy =  y'du.

5.2.4. Asosiy elem entar funksiyalam ing hosilaiari

(C)r = lim —  = lim —  = 0.

2 . Darajali funksiya. у  = x”, bunda a  e R, а  ф 0 . 

Bu funksiya uchun x > Oda
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Bundan

. H I----— Л
Ax Ax

I
a_____________
3i|4- Лх

~ a  —
X J X

f i + ~ Y - 1
V X ) -  = x “ lim

Endi Лх—» 0 da 1+ —  -1  ~ a —  ekanligini hisobga olsak.

Ay „ .. V x ) „ aAx alim —  = x hm -----------------= x lim = x hm —
u—>o Дд- Лг „1 Дх v ♦'> Ax - X ,Vr X

bo'ladi.

Demak,

(xa)' =ax°'.

I I I  ̂ I—Xususan, -|  = -- -- , (Vx) = 
\x; x ‘

1
2 л/х

3. Ko‘rsatkichlifunksiya. y  = u\ bunda a e f i,  «> 0, a t-1.
Bu funksiyaning orttirmasi Ay = a r+Ax - a r =аг(ал' - ! )  bo‘ !gani uchun

^  = a' • ------- boMadi. Bundan Дх - »0  da a*"'- 1  -Axlna ekanini
Ax Ax

hisobga olsak.

Av « a" ~ 1 . . .  Axlna lim — = l i m a ---------- - a  l im----------= a  In a
Л* -*(< Д д ;  A t-»U  Д х  ^  >0 Д *

boMadi.

Demak,

( a ' ) '  = a‘ Ina.

Xususan, (er)' =e'.

4. Logarifmik funksiya: y = log,x, bunda ae.R, a > 0, a * l
у  = logax funksiya x = a ; funksiyaga teskari funksiya. Bunda oldingi 
banddagi formulaga ko‘ra, x '(y )  = a y Ina.
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Demak.

( l o g ,  x ) ’ -  - - -  .x\na

Xususan. (Ip.л)' = —.
x

5. Trigonometrik funksiyalar.

i )y  = sin x funksiyaning orttirmasi
/\ у f \

Av = sin(x + Ax) -  sin x = 2sin —  cosl x +----

x'(y) « ' In a jr In a

va
_ . Ax ( Ax 2sin cos x +

Ay 2 v 2
A t A t

Bu tenglikdan A t -* 0  da sin ~  ni hisobga olib, topamiz:

_ Ax ( A t2 cos x +
l i m - - -  = iitn ——---------------— -  = lim cosf x + — ] = cos(.ir-t-O) = cosx.
Av .0 Xx ч ;Vx •« 1 2 J

Demak.
(sinx)' = cosx.

2) у -cosx  funksiyaning hosilasini murakkab funksiyaning hosilasi 
fonnulasidan foydalanib topamiz:

w  (  ■ ( n(cosx)' = | sinj x | j = cosj ^  -  x j • f ~  -  x | = cos| -- -  x | • ( - 1) = -sin x. 

Demak,
U X)j V 2 М 2  J v 2

(cosx)' = -  sinx.

3) v = tgx funksiyaning hosilasini boMinmaning hosilasi 
formulasidan foydalanib topamiz:



Demak,

(/£*)' = —l— .COS“ X

4) у = ctgx funksiyaning liosilasini topishda murakkab funksiyaning 

hosilasi formulasidan foydalanamiz:

r f
(ictgx)1 =

Demak,

^ - -V ]! 1 - y  (-1) = — — —
2 J -(л  ) sin x' cos | 7 -  JC

( c t gx) '  = —
sin X

6. Teskari trigonnmetrikfunksiyalar.

l ) v  = arcsinx funksiya x = sin.v funksiyaga teskari.

Bunda x'(y) = cosy = sin* у  = vl - x2 .

IJ holda
1 I

/(*)== —
x'(.v) л/1 — JC2 

Demak.
I

(arcsinx)
l-.v

2 )y  = arccosx funksiyaning hosilasini arcsinx 4 arccos.v 

formuladan foydalanib topamiz:

л
2

(arccosx)' = 1—-a r c s in x  | = -(arcs inx) '  = ~ -j= = =.

Demak,
1

(arccosx) =— -j= =.
VI- X

3) у  = arctgx funksiyaning hosilasini teskari funksiyaning
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hosilasi for.mulasidan foydalanib topamiz:

1(arctgx)' —------ ; = cos' у  =
UgyY " I + tg 2y  1 + х г '

Demak,

(arctgx)' = — .
1 + x

4) arctgx va arcctgx funksiyalar arctgx + arcctgx = ~ bog'lanishga

ega.

Bundan

(arcctgx)' = I П -  arcctgx j = -(arctgx)' = —;
v 2 -  x

Demak,

1(arcctgx) = --------- г.
1 + x~

1 -misol. Giperbolik funksiyalaming hosilalarini toping.

Yechish. Differensiallash qoidalari va y = er funksiyaning 

hosilasidan foydalanib topamiz:

, ( e x ~ с  ' \ e + e
(shx) --------- j =------— = chx, ya ni (shx)' = ckx:

\ 2 j  2

( e + в 1  ̂ ex — e x(chx) — | — --— I =--------- = shx. y a ’ni (chx)' = shx:
K 2 j 2

. s, j shx) (shx)'chx-shx-(chx)' ch'x-sh'x 1 1(thx) = —  ■=------------, ----- -  -  -  — =——, va ni (thx) = —- :
\chxj chx chx chx ' chx

, fchx) sh x -  ch‘x 1 , . I(cthx) = -  I = ya ni (cthx) = — -  .
\shx j  shx  sh x sh x

5.2.5. Differensiallash qoidalari va hosilalar jad va li

Keltirib chiqarilgan differensiallash qoidalarini va asosiy elementar 
funksiyalaming hosilalari formuialarini jadval ko'rinishida yozatniz.
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Amalda ko'pincha murakkab funksivalaming hosilalarini topishga 
to 'g ‘ri keladi. Shu sababli quyida keltiriladigan formulalarda « л »  
argument «  м »  oraiiq argumentga aimashtiriladi.

D ijferensiallash qtridaiari,

1. (u±v)' = u'±v\ и = u(x), V  = v(x) -differensiallanuvchi 
funksiyalar;

2. (u ■ v)r = u'v + uv', xususan (Си)' = Си, С -o 'zgarm as son;
I /

~ (иЛ u'v-uv' ( C\ Cv'3. -  =----- ;—  , xususan
v v )  v  V v

4. y\ = , agar y  = f  (x) va .* -  <p(y) ; 
x

Asosiy eiementar funksiyalarning hosilatar jadvalL

1. (C)' = 0;

2. (u‘ )' = au“~' ■ и , xususan [ - )  =
1 > / 1 V  ̂ 'w, (л/м) = r= -M;

\uj и7 2vm

3. (a )' - a“ In a ■ ti', xususan (e“)' =eu ■ u\

4. (log u)' = — -  xususan (In« y = ’ m';
и In a и

5. (sinw)' = cos и ■ u'\ 6. (cos//)’ — —sin и • w';

7. (tgu) = 2 - -u ; 8. (ctgu)’ = —— ■«';
cos и sin и

9. (arcsin u)' = —;-------■ u': 10. (arccosM)' = — 1 • и ,
л/!-м2 Vi м"

11.

"a1!%2 12. (arcctgu)' -------  - ■ //;
1 f U 1 + и

13. (shu)' ~chu u : 14 {chu)' = shu ■ u'\

15. (thu)1 = ----- • u ; 16 (cthu)' = —“  u.
ch и shu
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Keltirilgan diferensiallash qoidalari va asosiy elementar 
funksiyalaming hosilalar jadvali bir o'zgaruvchi funksiyasi differensial 
hisobining asosini tashkil qiladi. Ulami bilgan holda har qanday 
elementar funksiyaning hosilasini topish mumkin. Bunda yana 
elementar funksiya hosil bo'iadi.

4-misol. у ( jc )  = 5" + arcsin x + .r In дг funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Hosilani topishda differensiallashning 1,2 qoidalari va 

3.4,9-form ulalaridan foydalanildi.

f'(x )-(5 '  + arcsinx + x ln x ) '= (5 ' )  + (arcsinx)' + (x lnx ) = 5 ‘ ln5 +

! ' I I
+ т  x Inx -+ ,v(lnx) =5 ' In5 + r =  + Inx -t- x - — =

V I - x ’ л/l - x 1 x

-  = 5* In 5 + - = i = -  + In x + I .
X y l \ - X 2

5.2.6. Logarifniik differensiallash

Ayrim hollarda funksiyaning hosilasini topish uchun avval berilgan 
funksiyani logarifmlash, so‘ngra dilferensiallash maqsadga muvofiq 
bo'iadi. Bu jarayonga logarifniik differensiallash deyiladi.

3- misol. v = —— -Â x 2-—— funksiyaning hosilasini toping.
(x -  4 )1

Yechish. Bu hosilani differensiallash qoidalari va formulalari orqaii 
topish mumkin. Ammo bu jaroyon katta hajmga ega. Shu sababli 
logarifniik differensiallashni qoMlaymiz. Buning uchun funksiyani 
logarifmlaymiz:

4
In v = ln(x + 1) ln(x -  2) + xln 2 — 3 1п(дг -  4).

Bu tenglikning har ikki qismini * bo‘yicha differensiallaymiz:

1 , 1 ,  , 4 1 , ,  ,  1
—  v = --------- 3,t + ------------- н In 2 -  j --------- .
у  x ! +1 5 x -  2 x -  4

Endi bu tenglikdan / n i  topamiz:



, U-1 * 1) ч(л - 2)! 2' f 3x2 4 3 ^
у  = ------------------- ---------------------------- --------------- + ----------- 4  ] n  2 -------------- I

( x - 4 )  \ л + I 5(дг — 2') x -  4 J

Shunday funksiyalar borki, ulaming hosilalari faqat logarifniik 
differensiallash orqaii topiladi. Bunday funksiyalaming qatoriga 
darajali-ko'rsatkichlifunksiya deb ataluvchi y = u funksiya kiradi. bu 
yerda u = u(x) ,  v = v(x)- x ning difFerensialianuvchi funksiyalari.

Bu funksiyalaning hosilasini logarifmik differensiallash 
yordamida topamiz:

, , 1 , , , 1 ( ,, vh'4|In v = v • In !/, — V = V ■ In II + \ ------U . v  = v  V In и +  —  .
у ' и ' l  и

Bundan
(и"У = и' 1пм■ V + V и'~ и1. (2.1)

(2.1) formulani eslab qolish qoidasini ifodalaymiz: Jarajaii- 
ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi и = const shartidagi ko'rsatkichli 
funksiya hosilasi bilan v = const shartidagi darajali funksiya 
hosilasining yig 'ind is iga teng.

4 - misol. y~- jr“ ,r funksiyaning hosilasini toping.

Yechish. (2.1) formula bilan topamiz:

у  = i n  x ■ (-sin3x) • 3 + cos3x • r““‘r'' ■ I
yoki

у -  хт,г-' ■ cos3x -  Зх"” ” ■ In x ■ sin 3x.

5.2.7. P a ram etr ik  va  oshkormas ko 'r in ishda ber i lgan  
funks iya la rn i differensi> a llash

t o'zgaruvchining x = (p(t) va y = y/(t) funksiyalari biror T = {a\P) 
intervalda aniqlangan bo'lib. bu intervalda q>\t), i//'(t) hosilalar va 
x-q>{t) funksiyaga teskari t = ф(х) funksiya mavjud bo'lsin. Agar 
x = <p(t) funksiya qat 'iy  monoton b o is a ,  t - ф(х) teskari funksiya bir 
qiymatli, uzluksiz va qat’ iy inonoton bo'iadi. Shu sababli у = ц/(ф(х)) 
murakkab funksiya mavjud bo'iadi. Bunda y -  f(x )  funksiya x = cp{t) va

yoki
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у = i//(t) tenglamalar bilan parametrik k o ’rinishda (r parametrli) 
berilgan deyiladi.

у = ; (x) funksiya

j x = (p(t),
: v = iy(t), / e 7'

parametrik tenglamalar biian berilgan bo'lsin. l i  holda t=<j>{x) teskari

funksiya mavjud va uning hosilasi ф'(х) = - bo'ladi. Shuningdek,
</(')

у = Ч/(ф(.x)) murakkab funksiya hosilasi y\ = у\ф{х))ф\х) bo'ladi 

Bundan

>■■(«) -  
<̂/> О

yoki

>•: = . (2.2)
-V,

l\r = 3cosJ,
5 - misol ■! bo'lsa, /  ni toping.

! у  -- 4sin t

, (3cos/)' 3sin / 3Yechish. у = ------— =---------= -  ctgt.
(4sin0| 4cos/ 4

Agar funksiya у ga nisbatan vechilmagan, y a ’ni x va у 
o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish F(x,y) = 0 ko‘rinishda berilgan 
bo'lsa, funksiya oshkormas ко rinishda berilgan deyiladi.

Oshkor berilgan har qanday y = f(x )  funksiyani oshkormas 
ko'rinishda / ( x ) - y  = 0 kabi yo/ish mumkin, ammo teskarisini hamma 
vaqt bajarib bo'lmaydi. F(x,.y) = 0 tenglamani у  ga nisbatan yechish 
hamma vaqt ham oson emas, ayrim hollarda esa umuman mumkin 
emas.

Funksiya oshkormas ko'rinishda berilgan bo'lsa, F(x,y) funksiya 
x ning murakkab funksiyasi, ya 'n i bunda y = y(x) deb qaraladi 
va F(x.у ) = 0 tenglikning chap va o 'ng tomoni x bo‘yicha 
differensialanadi, so‘ngra hosil boMgan tenglamadan y' topiladi.

291



6- misol. у  -  argfgv -  x1 = 0 boMsa. y' ni toping.
Yechish. Tenglikning har ikkala tomonini x bo‘y id ia  

differensiallaymiz:

/ (x) funksiya biror (a;b) intervalda aniqlangan bo‘ lib. shu 
intervalda differensiyallanuvchi bo'lsin. U holda /'(x) hosila xe(a:b) 
ning funksiyasi bo’iadi. Shu sababli bu funksiya uchun hosilaning 
mavjudligi va uni hisoblash masalalarini qarash mumkin.

/'(x) ga birinchi tartibli hosila deyiladi. f(x )  funksiyaning f\ x)  
hosilasidan olingan hosilaga ikkinchi tartibli hosila deyiladi. Ikkinchi 
tartibli hosila mavjud bo‘ lsa, bu hosiladan olingan hosila uchinchi 
tartibli hosila deyiladi va hokazo. Bunday hosilalar ikkinchi tartiblidan 
boshlab yuqori tartibli hosila deyiladi.

Yuqori tartibli hosilalar y \ y m.y":......y"'....

У
1 +y

3x2 =0.

Bundan

yoki

5.2.8. Y uqori tartib li hosilalar va d iffercnsiallar

Yuqori tartibli hosilalar

(yoki j ”(x),f" (x)J"  (x),...,f"  (x),... yoki

belgilanadi.

7 - misol. у  = х , 1пх bo‘ lsa, y 41(3)ni toping.

Yechish. у = (x’ )'lnx + x ’(lnx)' = 3x2 lnx + x' -  = x (3In x + 1);
x

/  = (x2(3Inx +1))' = (x2) (3In x +1) + x2(3InX -  1)' =
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= 2x(31nx +1) + r : ■— = .v(6Inx-t 5);
.Y

v" = ( v(61n v + 5))' = x'(61n x + 5) + x(6ln x + 5)' = 61nx + 5 -  .v • -  = 6 In x + 1 I:
V

v 41 = (61n x + 11)' = —.
X

Bundan

>■ ‘ (3) = 1 = 2-

l unksiyaning yuqori tartibli hosilasini topish uchun uning barcha 
oldingi tartibli hosilalarini topish kcrak boMadi. Biroq, ayrim 
funksiyalarning «-tartibli hosilalarini topish imkonini beruvchi 
formulalar mavjud. Masalan, quyida keltirilgan formulalar bunday 
formulalar qatoriga kiradi:

I
1. [a )'” — a ‘ In" a [a > 0), (<>‘ )'' = e ' ; 2 (sin.v)"' ■ ( nn \ = sin| x + 2 j,

3. U ’ ) " = a ( a  -1).. (a  - n  + \)x ‘ ",a e R: 4. (cosx)'
I 2 J

5. (Inx)' . _ (-!)"(/; -  iV.
x’

6. ( m i  v ) (" =и ± V’"”;

I 7- (Си)" = ( V ' ; 8 . (u-v)'"' = £ C V 4, V
к-0

Formulalardan ayrimlarining isbotini keltiramiz.

3. ( . r " ■■■ a  (a -  1)...(« - n  + l)x“ '",a e  R ning isboti.

y  = x", у' = ax" ''. y '= a (a  -  l)x' ~, 

y" -- a  (a  -1 )(a -  2)x“ \ ..., y"" = a(a  - l ) . . . ( a -  n + \)xr"". 

Shunday qilib.

(x ) " = a(u  -  I)...(a —n +-\)x" \ a  e R .

I П7Г \4. (cosx)1"1 = cosl x + —  j ning isboti.
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Demak,
( пл

( c o s  Л') '" = COSI X + -
V 2 у

5. (In .г)'"’ = - - - - - -  — ning isboti.
x"

v = lnx, y ' = —= x~', v” = -L - .t  ; , у" = ( -1Х -2 )л"  = (-1V • i • 2 • x —  
x

,  т  ,  ,  , 4  (—D" 1 («  — 1)1V =v_ l) ■ 1 ■ 2 - 3 ■... ( / ? - l)x = -------------------- .
x"

Shunday qilib,

(!nx)1" - ( - ! ) ”(« -1)!

Ikkinchi tartibli hosilaning mexanik т а ’nosi

M moddiy nuqta s = s{t) qonun bilan to ‘g ‘ri ehiziqii harakat qilsin.
U holda s’(t) moddiy nuqtaning i vaqtdagi tezligini ifodalaydi:

s[(t) = v(t).

Nuqtaning / vaqtdagi teziigi v{t), t + At vaqtdagi teziigi v(/) + Л’’ 
bo'lsin, y a ’ni At vaqt oralig 'ida nuqtaning teziigi Av gao 'zgars in .

—  nisbat to ‘g ‘ri ehiziqii harakatda nuqtaning At vaqt oralig'idagi
A*

o'rtacha tezlanishini ifodalaydi. Bu nisbatning At - » 0 dagi limiti M 
nuqtaning berilgan t vaqtdagi tezlanishi deyiladi va u a{t) bilan

b e lg i lan ad i :  lim— = «(/). y a 'n i  v'(t) = a(t).
Л1 .1! Д Г

Shu sababli
a(t) = s’(t).

Demak, moddiy nuqta harakat qonunidan t vaqt bo‘yicha olingan 
ikkinchi tartibli hosila to 'g 'r i ehiziqii harakatda nuqtaning t vaqtdagi



tezlanishiga teng. Bu tasdiq ikkinchi tartibli hosilaning mexanik 
т а  'nosini ifodalaydi.

Parametrik va oshkormas ko'rinishda berilgan 
funksiyalarning yuqori tartibli hosilalari

y = f(x )  funksiya

' x = <p(i),
1 у  = !//(/), t e r

parametrik tenglamalar bilan berilgan bo'lsin.
U holda

v : = 4  ■x

Bundan murakkab va teskari funksiyalarni differensial lash 
qoidalariga ko'ra.

xt

у .  (2.3)

Shu kabi

»  _ ( '  /  ,4 )  ^  0 O | _

x\ ' x.

va boshqa hosilalar topiladi.

, i' x = a(t -  sin/), , . . . . .  . . . .. .
<S- misol. { bo'lsa. ikkinchi tartibli hosilam topmg.

I у  — £7(1 — COS/ }

Yechish. (2.2) formula bilan topamiz:

, (a(I -  cos/))' _ asmt _ sin/ t
(« (/ -s in / )) '  a ( l - c o s z )  I -  cos/ " 2

Bundan (2.3) formulaga ko‘ra,



y\ hosilani (2.3) formula ustida almashtirishlar bajarib, quyidagicha 
yozish mumkin

• ( 2 . 4 )
(•*,)

y = f(x )  funksiya F(x,y) = 0 tenglama bilan oshkormas ko'rinishda 
berilgan bo‘ lsin.

Bu tenglama * bo‘yicha differensiallansa va y' ga nisbatan 
yechilsa, birinchi tartibli hosila topiladi. Topilgan birinchi tartibli hosila 
-x bo‘yicha differensiallansa, ikkinchi tartibli hosila kelib chiqadi. Bu 
hosilada x, у, у  lar qatnashadi. Ikkinchi tartibli hosilaga topilgan v' 
ni qo‘yib, y" ni x va у  orqaii ifodasi aniqlanadi.

9- misol. b2x2 + a 2v l = a2b2 bo'isa, ikkinchi tartibli hosilani toping.
Yechish. Oshkormas ko‘rinishdagi funksiyani differensiallash 

qoidasidan foydalanib topamiz:

(b:x2 + a"y: )' = (a 2b2)', b: ■ 2x -  a 1 • 2 xy' = 0 .
Bundan

b2 x 
a 2 у

h x 
— x • ----- — у 

b‘ x 'y -y 'x  b1- xy' -  у b2 a 2 у
a2 у 2 o' y 2 a ! y !

h- x:b2 i a ' ; '  b2a 2b2 _ b
2 2 3 1 3 2 3 *a a y  а у  a у

Yuqori tartibli differensiallar

Biror (a:b) intervalda differensiyallanuvchi y  = f(x )  funksiyaning 
dy = y'(x)dx differensiyali birinchi tartibli differensial deyiladi.

U hoida
d(dy) = d{f'(x)dx) = (f'(x)dx) dx = f\x)dx ■ dx 

differensialga ikkinchi tartibli differensial deyiladi va

kabi yoziladi, bu yerda dx2 bilan (dx)2 belgilanadi.

d 2y  = f ( x ) d x 2 ( 2 . 5 )

2 %
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Ikkinchi tartibli differensiaidan olingan differensial uchinchi 
tartibli differensial deyiladi va hokazo. n-tartibli differensial 
deb (n -  I)-tartibli
differensiaidan olingan differensialga aytiladi va d"у  -  f'"\x)dx" kabi 
yoziladi.

Bundan v ( \) l/ •' . y a ’ni у = f(x) funksiyaning и-tartibli
dx"

hosilasi funksiya «-tartibli differensialning argument differensialining 
w-darajasiga nisbatiga teng boMishi kelib chiqadi.

JO-misol. v = x ' -- 3x -1 boMsa, d\v ni toping.
Yechish. y ’ = 4 x +3, y" = \2x: . >’  = 24x.

Bundan
d'y = y ’’ (x)dx' = 24xdx\

Yuqorida keltirilgan formulalar x erkli o‘zgaruvchi boMganda 
o'rinli boMadi. Agar y = .f(x) funksiyada x boshqa bir erkli 
o'zgatuvchining funksiyasi bo'lsa, yuqori tartibli differesiallar 
invariantlik xossasiga bo‘ysunmaydi.

Buni ikkinchi tartibli differensial uchun ko'rsatamiz.
Ko'paytmaning differensiali formulasiga ko‘ra,

d'y = d(f(x)dx) = d(f(x))dx  + f'(x)d(dx) = f(x )d x  ■ dx + f'(x)d2x,

y a ’ni
d 2 у — f(x)dx~ + f\x)d2x. (2.6)

(2.5) va (2.6) fonnulaiami solishtiramiz: murakkab funksiya uchun 
ikkinchi tartibli differensial o'zgaradi. ya 'n i bunda ikkinchi qo'shiluvchi 
f '{x)d x hosil boMadi.

Agar bunda v erkli o zgaruvchi boMsa, u holda

d x = d(dx) = d(\- dx) = ibe ■ d 1 = dx ■ 0 - 0

va (2.5) ifoda (2.6) formulaga o'tadi.
II-m isol. \ v va ,r = sin/ boMsa. d 2y  ni toping.

Yechish. y '= 2.x. y '  = 2, dx -  cos tdt, d 2x = -sintdt2
(2.6) formulaga formula bilan topamiz:

d 2y  = 2dx2 -  2xsin tdl = 2(costdt)' -  2sin/ sin tdt =
= 2cos; tdt2 - 2 s in 2 tdt2 =2cos2 tdt2.
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Boshqa yechim: у  = .v2 va x = sin/.

Bundan

y--s in2;, у  = 2sin/cos/ = sin2f, y" - 2cosit.

U holda

d 2 у  = у ” dt2 = 2 cos 2 tdt".

5.2.9. M ashqlar

1. Differensiallash qoidalari va formulalaridan foydalanib, berilgan 
funksiyalaming hosilasini toping:

1 )y  = 3x* - 1 x' + In 2:

3) у -  + 3x2ijx -r\'JC

5 )y  = -

jxlnjr 7)^= ; 
111 X- I

9) v 1 -  cosx

11) ̂  = -  c/ex;

, ,.  jccfer -  shx• J ) у -------------;
xshx -  chx

15)j' = logIe,
1 7) v = \ 4 -З х г ;
19 )y  = cos' дг-sm* x\ 

2\ )y  = 'JV~x? + jcarcsinr,
23) y = - In——:2 1-31
25) у  =

tg3x + In cos2 3x

2) v -  - x6 + 3x' -  2x; 
6

/i \ r~ 3 ^4 )y = f x -
*  3.Y

6)>- 

8) j  =

2V + Г  
2’ V '

In x те' 
In л -с'

10), 1 -igx

12) у jrsil) ЛГ-C O SX

-vcos.v + sin.v
14) v -  thx + cthx,

16).v = 4sin2 x-3lgx * 4cos2 .x, 
18) v = arcsin J x ,
20) :. ' in-  J6 x + 3

22) у = In (t?'' +1)- 2 arctge',
24) у  = log , л':

26 )_y = e~’'(sin3x + cos 3.x):
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2 7 ) у  = V<?* -  1 -arctgyfe* - 1 ,  2 8 ) у  = !nc(gj^— + —J;

29) v = 3arcc-os —̂  + yffa.x — 4 — Д'2: 30),, - —±—5--------1--a rc tg—r-- + InVx2 + 2.
V5 4(at- 2) 4^2 v2

2. Berilgan .x <p ( y )  funksiyalar uchun y ’ hosilani toping:

! )  x — ; 2) .v = e"v; 3) дг = 2sin v, 4) x = Зс/g v .1 + у
3. Qujidagi sonlarni differensial yordamida taqriban hisoblang:

1) ;/33; 2) Ig 10,21; 3) c t g  45°10'; 4 )3 ,013’

4. Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtadagi taqribiy qiymatini 
differensial yordamida hisoblang:

1)>= л/л: -  7д +10, V = 0.98: 2) у = ^  *, * = 0,15:

5. Berilgan funksiyalarning birinchi tartibli differensialini toping:

1) v -  дс(1п д--1): 2) у  *П/- : 3) у  = cos2 2дг;
д

4) у - nsin' лг. 5) у 3 ‘"‘ '. 6)  у 1н ’ cosдг.

6. Berilgan hosilalar uchun у"  ni toping:

1 )y -- (x“ -1Г: 2)y - e2x cos*; 3) у = (1 + x' )arctgx; 4)y = дг2(In д: — 1).
7. Berilgan funksiyalar uchun y" (0)ni toping:

l ) y  sin 5 xcos 2 л : 2)  y  = .xcos*; 3)  у  л 2 sin л: 4 )  у  = x~e\

8. Oshkormas funksiyalarning hosilasini toping:

I ) h2x2 + a2y 2 - a2b2; 2) у' - дг' + 3ду; 3) e'*' = xy:

4 )  cos(.n ) = a-: ; 5) e1' r  .xy = (?; 6) xsin у  t- у  sin .x = 0.

9. Berilgan funksiyalar uchun —■v ni toping:
£ЙГ

1) j * = ; 2 + l, 2) |’V =acos(' 
[ v ~ / ' - l ;  ! )  ' - a sm / ;

.  ! д: ln(l + /2). .. f -X-arcsin t.
4  ' 4) -----[y - /-■a r c lg t :  [y = Vl-/
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10. Berilgan egri chiziqqa .If (.xu,j',>) nuqtada o'tkazilgan urinma va normal 
tenglamalarini tuzing:

1)^- — , Mn I - 2 )  у  -  sm x М. (n,0).
3 I 3y

3) v — x’ n ! - l  egri chiziqqa y  = x 1 parabola bilan kesishish nuqtasida;

f _ Uj _
x' 1 9  ’i , ,  Iх ' Г.т — sin t. f  I 1

51 2  i * « * *  6,' ,  = » , 2 , , " ' { r v
Г  /’

5.3. DIFFERENSIAL HISOBNING 
ASOSIY T E ORE M ALAR I

5 .3 .1. Ferm a teoremasi

Differensiailanuvchi funksiyalaming nazariy va amaliy ahamiyatga 
ega bo'lgan teoremalari bilan tanishamiz.

1-teorem a (Ferma teoremasi). f ix )  funksiya (a\b) intervalda 
aniqlangan bo‘ lib, bu intervalning biror с nuqtasida o'zining eng katta 
(eng kichik) qiymatiga erishsin. Agar funksiya с nuqtada chekli 
hosilaga ega bo'isa, u holda

/ ' ( c )  = 0

bo'iadi.
Isboti. Aytaylik. y = f(x )  funksiya c&(a\b) nuqtada o'zining eng 

katta qiymatiga ega bo‘ !sin. U holda \fxe(a;b) uchun f(x )< f(c ) , y a ’ni 
f(x )  -  / (c )<0 bo'iadi.

v = f(x )  funksiya с nuqtada yi 
hosilaga ega. Shu sababli bu nuqtada 
funksiyaning o 'ng va chap hosiialari f ( L 
mavjud va

/ :м = вт ^ г Ь ^ » < о ( , > с ) .
r x -C

/ V »  l im C , .
x - c

/;(c)=/!(c)=/'(c)

M

boMadi.
5-shakl.
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Bu munosabatlardan /'(c) = 0 bo'lishi keiib chiqadi.
Funksiya с nuqtada eng kichik qiymatga ega bo‘ lgan hoi uchun 

teorema shu kabi isbotlanadi.
Ferma teoremasining geometrik talqini quvidagicha bo'iadi: 

y = f(x )  funksiya с nuqtada eng katta (eng kichik) qiymatga erishsa va 
/'(c) hosila mavjud b o is a  , f(x )  funksiya grafigiga M(c;/(c)) nuqtada 
o'tkazilgan urinma Ox o 'qqa parallel bo'iadi (5-shakl).

[au l̂ kesma uchun Ferma teoremasi hamma vaqt ham o'rinli 
bo lmavdi Masalan, f(x) = x funksiya [0;lj kesmada o'zining eng 
katta ( r -1 da) va eng kichik (.v^Oda) qiymatiga erishadi. Bu 
nuqtalarda hosila /'(x) = 1*0.

5.3.2. Roll teorem asi

2-teorema (Roll teoremasi). f ( x) funksiya [cr,b] kesmada 
aniqlangan, uzluksiz va f ( a )  = f(b )  bo'lsin. Agar funksiya (a;b) 

intervalda differensiailanuvchi bo'isa. u holda shunday ce(a;b) nuqta 
topiladiki,

f'(c) = 0

bo lad i .
Isboti. Shartga ko'ra. f(x)  funksiya [c;:fr| kesmada aniqlangan va 

uzluksiz. IJ holda Veershtrassning 2-teoremasiga ko'ra, funksiya shu 
kesmada o'zining eng katta qiymati M ga va eng kichik qiymati m ga 
ega bo'iadi. Bunda M = m bo'isa, /(л) funksiya \a\b] kesmada 
o'/.garmas va shu sababli v'xe(a:b) uchun /'(*■) = 0 bo'iadi.

f\c)

/(a) - /(b)

О

.V/

b -V b X

6-shakl. 7-shakl.
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Agar M Фт bo'lsa, f(x) funksiya M va m qiymatlardan 
biriga biror ce(a;b) nuqtada ega bo‘ ladi. Bunda Ferma teoremasiga 
asosan, f'(c) = 0 boMadi.

Roll teoremasi ushbu geometrik taiqinga ega: [a\h\ kesmada 
uzluksiz, (a;ft) intervalda differensiallanuvchi va kesmaning chetki 
nuqtalarida teng qiymatlar qabul qiluvchi funksiya grafigida shunday 
(c;/(c)) nuqta topiladi va bu nuqtada funksiya grafigiga o'tkazilgan 
urinma Ox o 'q iga parallel bo'ladi (6-shakl).

1-misol. Roll teoremasi o'rinli bo'lishini tekshiring:
1) J  (x) — x2 -  -  4 funksiya uchun [0;3] kesmada; 2) f(x )  --- VV -1 
funksiya uchun [—1;1] kesmada.

Yechish. 1) /(x) = x2 — Здг — 4 funksiya [0;3] kesmada uzluksiz,

differensiallanuvchi va uning chetki nuqtalarida bir xil qiymatga ega:

/(0) =/(3) = -4 .  Shu sababli, bu funksiya uchun Roll teoremasi o'rinli 
bo‘ ladi. x ning /'(*) = 0 bo'lgan qiymatini topamiz: f ( x )  = 4x -  3 = 0.

Bundan x=~.
4

2) f(x ) = \[x2 -1 funksiya [—1;1] kesmada uzluksiz, /(-1) = /(1) = 0,

2 1 Bu hosila дс = 0 e (—1:1) nuqlada mavjud emas.
3 Mx

Demak, bu funksiya uchun Roll teoremasi o‘ rinli bo im ayd i.

5.3.3. L agran j teoremasi

3-teorem a (Lagranj teoremasi). f ix )  funksiya [a\b] kesmada 
aniqlangan va uzluksiz bo‘ lsin. Agar funksiya (u\b) intervalda 
chekli hosilaga ega bo'lsa, u holda shunday ce(a-,b) nuqta topiiadiki,

n c ) j ^ m  (3.i>
b -  a

bo'ladi.
Isboti. Teoremani isbotiash uchun yordamchi

F{x) = f ix )  -  J\d) -  . {x -  a)
b  -  a
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funksiyadan foydalanamiz. SKartga ko‘ra, f ( x) funksiya [ci\b] kesmada 
aniqlangan, uzluksiz va ya\b) intervalda hosilaga ega bo'lgani uchun 
F(x) funksiya ham (a\b] kesmada aniqlangan, uzluksiz va (a\b) 
intervalda hosilaga ega bo'iadi.
Bunda

F'(x) = f\x) -  f U , ) , F(a) = F(b) -  0 . (3 .2 )
b - a

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartiarini 
qanoatlantiradi. U holda biror се(а;Л) nuqta uchun F'(c) = 0,
ГЧ x f ( b ) - f ( a )  . . .  . . . .t { c ) - ~------- =0 bo lad).

b -  a
Bundan

/ V )  = f(b)~ f- ( a ) .
h -  a

Teoremaning geometrik talqinini beramiz.
f(b) -  f  (a) . c i -  c- ■ ■qiymat funksiya grafigming A(a;f(a)) va B(b,f(b))

b - a
nuqtalari orqaii o ‘tivchi kesuvchining burchak koeffitsiyentini aniqlaydi. 
feoremaga ko'ra, shunday ce(a;b) topiladiki, C'(c;f(c)) nuqtada funksiya 
grafigiga o'tkazilgan urinma AB kesuvchiga parallel bo'iadi (7-shakl).

(3.1) tenglikdan

f(b) -  f(a )  -  f'(c)(b -  a) (3.3 )

kelib chiqadi. Bu formulaga Lagranj formulasi yoki chekli ayirm alar 
formulasi deyiladi.

Agar a = x. b -  x -+- Av desak. bu formulani

J'{x + Ax) -  f{x) = f'{c)Ax (3.4)

ko'rinishda yozish mumkin.
с e (a.b) bo'lgani uchun с = u + d(b -a ) .  0 <0 < 1, deyish mumkin.

L' holda (3.4) tenglik

f i x  г Длг)- / ( * )  = f'(x  + 0Ax)Ax

ko'rinishni oladi.
Langranj teoremasi yordamida Ay ~ dy taqribiy tenglikning 

aniqligini bahoiash mumkin. Buning uchun f (x) funksiya ikkinchi
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tartibli uzluksiz / ”(*) hosilaga ega bo'lsin deb, topamiz:

Ay -  dy = (/(x + Ax) -  /(x)) -  f'{x)dx = f'(c)Ax -  /'(x)Ax =

= (/ '(c)-/ '(x))Ax= /"(c,)(c-x)Ar, bu yerda c, e(c\.r).

Demak, Ay -  dy = f ( c . )(c -  х)Дх. M -  maxj/"(x)| boMsin.

! с -  x ;< Ax va /"(c^^W tengsiz l ik lam i hisobga olib, topamiz:

[Av -  dy\ < M ! Ax j2 .

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
1-natija . Agar biror intervalda funksiyaning hosilasi nolga 1eng 

bo‘ Isa, funksiya shu intervalda o'zgarmas bo'ladi.
2-natija . Agar biror intervalda ikkita funksiya teng hosilalarga ega 

boMsa, funksiyalar bir-biridan o‘zgarmas qo'shiluvchiga farq qiladi.

2 - misol. arcsinx + arccosx = x e [ - l ; l ]  ekanini isbotlang.

Yechish. /(x) = arcsinx + arccosx deb oisak, (—1;1) oraliqda

Л х ) = - Г L = — = L = = o .
л/ 1-Х 2 л/1-Х 2

U holda 1-natijaga ko‘ra. / ( x )  = C, y a ’ ni a rc s in x  + a rcco sx  = С . С 
ning qiymatini topish uchun x ga (-1:1) intervaldagi qiymatlardan

birini, masalan, x = 0 ni qo'yamiz: arcsinO + arccosO^C yoki ~ = c -

Bundan
narcsinx + arccosx = —.
2

5.3.4. Koshi teoremasi

4-teorema (Koshi teoremasi). f (X) va ^(x) funksiyalar |a.h] 
kesmada aniqlaugan va uzluksiz bo is in . Agar funksiyalar (c\b) 
intervalda differensiallanuvchi va Vxe(a:Z>) uchun g ' (x )* 0  
bo'lsa, u holda shunday с e(u\b) nuqta topiladi va

g(b) -  g(a) g'(c)
bo'ladi.

( 3 5 )
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Isboti. Teoremariing g \ x )*0  shartiga ko’ ra, (3.5) tenglik ma'noga 
ega bo'lishi uchun g(b)*g(a) bo'lishi kerak. /(.*) va g(x) 
funksiyalardan ushbu

/• (X) = / ( * )  -  Д а) -  ’ ( * ( * )  -  * ( « ) )
g (b )-g (a )

funksiyani tuzamiz. Bu funksiya [a\b\ kesmada aniqlangan, uzluksiz va 
(a\b) intervalda hosilaga ega.

Bundan tashqari,

П х ) = / \ х )-  g'U), F(a) = F(b) = 0.
£(/>)-£(«)

Demak, F(x) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini 
qanoatlantiradi va biror ce(a;b) nuqta uchun F'(c)~0, y a ’ni

,,, . f ( b ) - f ( a )t ( c ) - -  ------------g (c) = 0
g(b)-g(a)

bo’ iadi.
Bundan

/(by- Д а)  = f\ c)  
g(b) -  g{a) g'(c)

5.3.5. Lopital teoremasi

5-teorcma j j j  ко'rinishdagi aniqmasliklarni ochishning Lopital qoidasi j .

л-, nuqtaning biror atrofida /(.y) va g(x) funksiyalar uzluksiz, differen- 
siallanuvchi va £■'(*) * 0  bo'lsin. Agar lim f(x ) = 0, lim = 0 var +r0

f  f(lim -—— = к (chekli voki cheksiz) limit mavjud bo'isa, u holda
• " У (-'■)

lim 0 &  - lim №  (3.6)
. g(x) , g'(x)

bo'iadi.
Isboti. ;\x) \a g(x) funksiyalar uchun л nuqtaning biror atrofida 

yotuvchi [с ,;.y] kesmada Koshi teoremasini qo'llaymiz.
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Bunda

. -  , , /(x„) = g(x„) = 0
g (x )-g (x , ,)  #(c)

hisobga olinsa.

= (3.7)
g(x) g'(c)

hosil boMadi, bu yerda с nuqta x va x, nuqtalar orasida yotuvchi 
biror son.

ДГ-+Х,, da с ham дс0 ga intiladi
(3.7) tenglikda limitga o'tamiz:

f(x ) f'(c)Iim lim -----.
> £(*) • » g'(c)

lim — — = k ekanidan lim = k.
g'{x) r »  g'(f)

Shu sababli

lim Ж  lim n V ) .
g(x) < «, g\x)

h o h la r : 1. 1-teorema f(x) va g(x) funksiyallar x = x, da 
aniqlanmagan, ammo l im /(.v) = 0va l im g(x) = 0 boMganda ham o'rinli

boMadi. Bunda /(*„) = l im f(x )  = 0 va g(x..) = l im #(л)^0 deb oSish

vetarli.

2. 1-teorema da ham o'rinli bo'ladi. Haqiqatan ham, x= -
z

deb, topamiz:

/iTl
tm .  lim - H i  .  lim- — - - 4  .  - Ц » Д «

" C l  "'№ 1 4 3 W )
3. f'(x) va g'(x) funksiyalar 1-teoremaning shartlarini 

qanoatlantirsa, teorema takror qo'llanishi mumkin:



3- miso!. lim —— L+J nx iimitni toping.
a' - e

Yechish. /(x) = л 2 -1  + lnx, g(x) = ex - e  funksiyalar x = \ riuqta 

atrofida aniqlangan. lim f(x ) = lim g(.x) = 0, y a ’ni -  ko'rinishdagi
Д » ~ >. 0

aniqmaslik berilgan.
IJ holda 1-teoremaga ko'ra,

■ " g(x) ^  g\x) e' e

Demak.

X - l  + ln.Y 3 
lim --------------=
<-i ex — e e

oc
oc ko'rinishdagi aniqmasliklami ochish haqidagi teoremani isbotsiz 

keltiramiz.
' cc \

6-tcorcxna — ko’rinishdagi aniqmasliklami ochishning Lopitai qoidasiI.
lac J

y. nuqtaning biror atrofida f(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz. 
differensiallanuvchi va g \ x ) * 0  bo'isin Agar lim J ( x )  = lirn g U )  = -x>

f ix )boMib. l i m-  limit mavjud bo'lsa, u holda 
' g ’(x)

lim — = iim
■ g(x) < -  g'(x)

bo'ladi.

4 - misol lim — - - ' iimitni toping.
■ in(c'’ ~e")

1

Y'chish. lim W'-"L=f
* *“ ln(e' ~e") V°°y e •‘ e '(x -a )  VO)

e — с

e' 1 1 1= Iim-----------------= l im ------------- =------------- =------ :
t->» e'(x -  a) + e~ \ + ( x - a ) I + (a -  a) 1 + 0
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О х  . . .
-  va — ko'rinishdagi antqmashklarga asosiy aniqmaslikiarU ЭС

deyiladi.
O x  yoki x -o c  ko'rinishdagi aniqmaslikiar algebraik 

almashtirishlar yordamida asosiy aniqmasliklarga keltiriladi.
0C. x° yoki Г ko ’rinishdagi aniqmaslikiar

Zl.v) ' f ’

formula yordamida O x  aniqmaslikka keltiriladi.

5- misol. iimjc' lux limitni toping.

I

Yechish. i jm  x '  In x =■ (0 • oo) = u m  = f  — j = i j m  = -  - u m  x ‘ = 0.
1 ,  1 3 ""

v*

6 - misol. l im f--c/gx) limitni toping.
“ П.х ' ,

■ (1 j . , /'sinx-xcosx'l
i m  -  -  c tg x  = ( x  -  x )  = h i d  — ---------------
’ ■ \X J ' '"V JCSin Л' J

f
Yechish. l im

sin.r  -  x c o s x  'i 0 i
= i — I ■
Vo;

c o s x - COSX + X S in X  X s i l lY  f 0
0

= l im ---------------------------- -- lim
s i n x  +x c o s x  1 • s in  x + YCOSX V

sin x + x cosy (I = lim------------------------ = -=  0.
1 COS X +  COS Y -  X s in  Y 2

7 - misol lim x” ' limitni toping.
r—>0

I totlim у
_ _ _ -  „ ,  11 тп  5Ш r  Ln X * » * '____

Yechish. l i m x““ =(0 ) = lime ”  = e" =e =' •" . .j 
;

lim;;'. -lim,--:-. -lim1'*1 . >
= e “  ‘ =e ■ ' =e "  =e" =1.

5.3.6. T eyior teoremasi

7-teorema (Teyior teoremasi). f(x )  funksiya x, nuqtaning biror 
atrofida aniqlangan bo iib .  bu atrofda (n + l ) - tar t ib l igacha hosiiaiarga 
ega va / ‘" ' (x) hosila x nuqtada uzluksiz bo'lsin.
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U holda

J (*) = f  (-О + : ~ ( * -  •*,, ) + — “y (x -  X, )2 + ... +

. л ,-*>••■ (ЗЛ)
n\ (я + 1)!

bo' ladi, bunda с -  x -  в(х -  x, ), 0 < в < 1.
(3.8) tenglikka Teylor form ulasi deyiladi.
Isboti. Avval

i! 2: n.

R, .и ;  f ix) ■■■■>( v. x )

bclgilashlar kiritamiz.

Bunda biror с son uchun R (x) = ■— ' (л--л- )"*' bo'lisbi
(/i + l):

ko‘ rsatiisa, teorema isbot boMadi.
Kndi x , nuqtaning atrofida x (x>x,i boMsin) nuqtani tanlaymiz va 

! л :л | kesmada
( x — tY" R (x)

F(t) / (V) •• o)( v. / 1  ■’ Л ’ . t e [ x u:x |
( x - x j

yordamchi funksiyani tanlaymiz.
F(t) funksiya [x;.x] kesmada usluksiz va differensiallanuvchi va

F\t) = - /'(/) + -  -  —  (x  - 1) -  f  —  2(л - 1 ) -  1 (' ' ( v -  /)3 +... *
1! 1! 2! 3!

Il\ n\ ( Л - .Y , )  "

;■  (/) (v  n  j . - I K v  t )  A’, ,.v> ( 3 9 )
n\ ( x - x j"

I -  v da
F ( x , ) -  / (  v) -  <p{x. v , ) -  x)  = (дг)-  ( л)  = 0 ;

t = x da

n -v ) . / (» )  -  m  -  '  v 1 -  -<> -  ~ -  Я - к  -*>■ -  " о.I! n\ (x -  x,,)

3 0 9



Demak, F(t) funksiya [xu-,x] kesmada Roli teoremasining barcha 
shartlarini qanoatlantiradi. U holda shunday с {x„ <c<x) nuqta topiladi 
va F'(c) -- 0 bo'iadi.

(3.9) tenglikka ko'ra,

1 " (0 , (« + l ) U - t f ^ W(x -c)" + -----—-----------—----= 0.
( * - * „ Г ‘

Bundan

Rn, (x) = - ——  (.x -  x„)"*'.
(л + 1)!

<p(x,x0) = f { x 0)+ ■ N . r  - . v  ) +  - - ~ ^ ( x - x j : i . . .  • ■ .... , V  \ \ v  .v )•
1! Zl n\

ko'phadga n -tartibli Teyior ко ‘phadi,

funksiyaga Teyior formulasining Lagranj ko'rinishdagi qoidiq hadi 
deyiladi.

л = 0 da Teyior formulasidan f(x) = f(x .,)+ f(c)(x -x .J  yoki 
f ( x ) - f ( x j  = f ‘(c )(x -x j tenglik, y a ’ni Lagranj formulasi keiib chiqadi. 
Demak, Lagranj formulasi Teyior formulasining xususiy noli boMadi. 

x„ = 0 da Teyior formulasining xususiy hollaridan yana biri

f(x ) - / (0) + m x +... + r 40 )^ . . ,+ = Г Н ,  . , 0<e;<1
I! n\ ( « * 1)!

hosil bo'iadi.
Bu formulaga Makloren formulasi deyiladi.

Ayrim funksiyalaming Makloren formulasiga yoyilmasini 
keltiramiz:



, . т  т { т - 1) , т ( т  -  1)...(/и -  п  + 1) ,
4. (1 + х) = 1 + -  л- + - ------- -Х + ...+  — ----------  .v +

I! 2! и!

т(т -\ )...(т  -п) ,+ -------- -------— ------(1 + сх) х , х е (-];!);
(п -I-1)!

Xususan, п = т  da

, ,  ч „  ,  П П{п-1) ,  я ( л - 1) . . . ( и - ( и - 2))
( 1 + х )  = 1 + - х  +  — ----- - х  +  - .......— --------- —х + х .

1! 2! (п - 1 ) !

Formulalardan ba ’zilarining isbotini keltiramiz.

1. f ix )  = ex bo'lsin.

I) holda
f(x )  = f'(x) = f'(x )  = ... = f ......(x) = e\

/ (0) = / ‘(0) = / ' ( 0) =... = /  "*’(0) = 1.

Makloren formulasi quyidagi ko'rinishga keladi:

г V2 v'1 P7
•> = +- — —X’ ". (3.10)

1! 2! /;! (и +1) !

2 . / ( x )  = s in x  b o ' ls in .

U holda
0, n juft bo'lsa,

V -  У | ( - ! )  2 . n toq bo'lsa. 

Bundan
1 5 7 2h-1 2n*2X X X  . X . 14„ . ДГ

Sin.Y - . Y --------- i-------------- + . . .  +  ( - ] ) ----------------- '"(“ >) Sin ilT-------------- .
3! 5! 7! (2/7 -1 ) ! (2a? + 2)!

( x )  = sin j x  -I- n ■ ~ j, / '" ' ( 0 )  = sinj n Л

4 .  ; ( х )  = ( !  + х ) "  b o ' l s i n .  

U  h o ld a
f  " ( x )  = tn(m -  1 )...(m — n + 1)(1 + x)"  

f ' “ (0) = m(m -  1). .(m -  n + 1).
Bundan

m m(m-X) , rn(m -  l)...(m -  n + 1) ,
( l+ x )“ 1 i V ' - ------- x +... + — ---------— ---------------x-

1! 2! n\
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, т (т -\ ) .. .( т -п )п ч_ ,  „+---------------------- (l + '-'.r) .г
(« + !)!

х е  (—1;1).

Teyior formulasi funksiyalar qiymatlari va limitlarini berilgan 
aniqlikda hisoblash imkonini beradi. Masalan, 
f(x)  funksiyaning x = a nuqtadagi qiymatini 
xatoligi e dan katta bo'lmagan aniqlikda 
hisoblash uchun Teyior ko‘phadini shunday 
к darajasigacha olinadiki, bunda к son 
j/?n( a ) j < F  tengsizlikni qanoatilaniradigan 
n larning eng kichigi qilib tanianadi.

8 - misol. e sonini 0,00 ! aniqlikda hisoblang.
Yechish. f(x) = ex funksiyani qaraymiz.

Shartga ko‘ra, x  = a  = 1, e = 0,001.
(3.10) fonnulaga binoan n ning

j n en ii

b 1.0000000000000
11 2.0000000000000 |
12 2.5000000000000

3 2.6666666666667
4 2.7083333333333
5 2.7166666666667
6 2.7180555555556
7 2.7182539682540
8 2.7182787698413
4 2.7182815255732

I 10 2.7182818011464 I

ЛД1) = 0,001 shartni qanoatlantiruvchi eng kichik qiymati

n = 6 , bunda 0 <c< I .

Demak,
1 1 i 1e  »  1 + -  + — + — + . . ,+ — =
1! 2! 3! 6!

= 2 + 0,5 + 0,16667 + 0,04167 + 0,0083 3 -  0,00139 = 2, 718.

Shu kabi e sonining istalgan aniqlikdagi qiymatlari jadvalini 
topish mumkin.

5.3.7. M ashqlar

1. F un ks iy a  uchun ber i lgan  kesm ada  Roll  teorem as i  o ‘ rin!i  boMishini 
teksh ir ing . A g a r  o ‘rin ! i  bo ‘ lsa, teo rem adag i  с ning teg ish l i  q iym at in i  toping:

r r.
1) f ( x )  = 4 x - x '  +5, [0,21; 

3 )  f ( x )  = 2 - \ l x : , [-1 1 ];

2 )  / ( . r ) - s i n  2 .v . | ”  ; . t  

4 )  f ( x )  -  3 - 1 , [ [-2,21

2. Funks iya  uchun ber i lgan  kesm ada  Lagranj fo rm u las idag i  с n ing 
teg ish l i  q iym at in i  toping:

1 -* + L [0;1 ];

3 )/(*) = Inx, [1;e!;

2 ) f ( x )  = e' 
4 )  / ( v) = ,r

|0;il;

-6 л  f I, [0:1].
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3. Berilgan funks iyagraf ig in ing  urinmasi AH vatarga parallel bo'lgan 
nuqfasini toping:

1) f(x )  = x~ +3.v, A(-2.-2). B( 1;4>; 2) /<x) = Vjt+T, .1(0:1), 4(3:2).
4. Funksiyalar uchun berilgan kesmada Koshi formulasini yozing va bu 

formuladagi г ning tegishli qiymatini toping:

1 )/(.<) “  sin 2x. g( . r )--oos2a\ j f t — |; 2 )  fix)  = x 4 - 3 ,  g(jc) = x’+2. j0.2|.

5. Funksiyaning o 'zgarmas bo'l ish lik alomatidati tovdalanib, quyidagilarni 
isbotlang:

i - n - 2 a r c lg x .  x < - \ :

1) a rcco s- —T = 2arclgx. 0  < x < l r , 2 )a re s in  i 2arc'gr, - 1  < x  < I.1 ( X' 1 + .V - .; - л  - larctgx. x ' I

6. Loopital qoidasidan foydalanib limitlarni toping:

м и  т а  - .4 , л -  arctgx
1) Inn------- . 2 )  l im ------- ;------,

« •; In .r ' " v

3 )  l i m —— 4) limT-*'lnsin.x x ctgx

, ,  loe. .v , 4 . n-2arctgx5) lim ; . 6) lim
’ 3 ‘ In! 1-r

In X

er - jT -I  оч , lncos(3*2 -x )
7) lim - 4  . 8) lim Л ■ 

, . sin v • sm 2.v

9 )  lim xtg - : 10 )  l im (l- t '")cfgx;
* >T X ’

1 1 I lim(sec.>. igx). 12) limj----------- j:
' \ x arclgx J

1 3 )  lim (/ г - : . . г Г " :  I 4) lim v :’ v :
, . , 'V

f  Y Y ? T  -2
15 )  lim 2 -  -  I : 16)  lim(cos3.r)'' .

, , ч  з >

17) lim((px)' '. 18) lim (.v t 3.r) ‘
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7. Ko 'phadni (х - х <,) n in g d a ra j a s i  bo ‘y ic h a  yoy ing :

1)  P(x) -  x' + 5л" -Здг + 1, хь = - 2 ;  2)  P(x) x4 -  2.v + 5 x -6  . jc,. 2

8. Funks iyan ing  ber i lgan  nuqtada uchinchi tartib li T ey lo r  formulasin i 
vozing :

1) f(x )  = J l+ x ,  ха ~ 3; 2 ) / (*)  = - ,  дг„ -  -2 .
x

9. Funks iya la rn i  M ak lo ren  formulas i  yo rdam id a  . tn in g  dara ja la r i  b o 'y ic h a  
y o y in g :

1) /(-*) = xe‘ . 2 )  f(x )  = chx.

10. Ber i lgan la rn i  0,001 an iq l ikda  h isob lang :

1) sin36"; 2 )  cos32“ ;

3 )  Ve; 4 )  Ig 10,09

11. L im it larn i M ak lo ren  formulasi  yo rd am ida  toping:

, -V2 cos v - 1 + —1) lim ; 2) Iim-------. 2- ;
Г-К1 x > *" x'

e -1-ДГ-----
2

1 * ___
, f s in jrV  1 + .fco s .x - v I +■ 2x 3) limj---- ; 4) (mi----------

* J ‘ ln(l-H.r)-JT

5.4. FUNKSIYAILARNI HOSILALAR 
YORDAMIDA TEKSHIRISH

Differensial hisobning tatbiqlaridan biri funksiyalarni tekshirish va 
grafigini chizishga hosilaning qoMlanilishi hisoblanadi. Quvida bu 
tatbiqlami ifodalovchi teoremalarni keltirami/.

5.4.1. Funksiyaning monotonlik shartlari

1-teorema (funksiya monoton bo'lishining zaruriy sharti). Agar 
(а;Л) intervalda differensiallanuvchi f(x) funksiya shu intervalda 
o'suvchi (kamayuvchi) boMsa, u holda \/xe(a\b) da

f i x )  > 0  {f ' (x)  < 0)

boMadi.
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Isboti. f(x)  funksiya (a;b) intervalda o'suvchi bo’ lsin. (,a\b) 
intervalning ixtiyoriy x va x + Ax nuqtalarini olamiz.

Ij holda Ax>0 bo‘ lsa, f (x  + Ax)>f(x) va Ax<0 bo'lsa. 
f(x  + Ax) < f(x)  boMadi.

Ikkala holda ham

f(x + Ar)- / (.v) >()
Ax

Teoremaning shartiga ko'ra f ix )  funksiya (a,b) intervalda 
differensiallanuvchi.

Shu sababli

f(.x) Iim/ (V - Vv' - /(V)W).
Ax

f(x)  funksiya {a:b) intervalda kamayuvchi bo'lganda teorema shu 
kabi isbotlanadi.

V - f i x )

\ : ' л 
\
x КIs

V
О a с /,

9-shakl.

Bu teorema ushbu geomctrik talqinga ega: biror intervalda 
differensiallanuvchi bo'lgan osuvch i (kamayuvchi) funksiya grafigiga 
o 'tkazilgan urinmalar Ox o'qning musbat yo'nalishi bilan o'tkir 
(o'tmas) burchak tashkil qiladi yoki ayrim nuqtalarda Ox o 'q iga  parallel 
bo'ladi (8-shakl) ((9-shakl)).

2-teorema (J'unksiya monoton bo ‘lishining yetarli sharti). Agar 
(a:b) intervalda differensiallanuvchi /(.x) funksiya uchun V.xe(a;6) da 
f(x )>  0 (/ '(x )< 0) bo'lsa. f(x)  funksiya (a;h) intervalda o'sadi 
(kamayadi).
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Isboti. (a\b) intervalda f\ x )> 0 bo'lsin. Vjc ,.v, e (u,b). x. <дг, 
nuqtalarni olamiz.

f(x)  funksiya uchun [ v , x j  kesmada Lagranj teoremasining 
shratlari bajariladi. Shu sababli Lagranj formulasiga binoan, biror 
c e ( x ,,x2) da f(x 7) - f{ x ,)  = f'(c)(x2- x ]) bo'iadi.

Teoremaning shartiga ko'ra, Vxe(a,b) da /'(*)> 0 , shu jumladan. 
с e (jc, , .v,) da f\c)>  0 . * ; -лг,>0  va shuning uchun f(c)( x2 -  x,) > 0 . 
Bundan f(x .) - f(x ,)>  0 yoki f ( x 2)> f(x,). Shunday qilib, f(x)  funksiya 
V ie(a ;A) da o'sadi.

f'(x )< 0 bo'lganda teorema shu kabi isbotianadi.
Eslatmalar. 1. Funksiya o'suvchi va kamayuvchi bo'lgan 

intervallarga funksiyaning monotonlik intervallari deyiladi.
2 . (a;b) intervalda o ’suvchi (kamayuvchi) va \u\b\ kesmada 

uzluksiz bo'gan /(д) funksiya [cr,b] kesmada o'suvchi (kamayuvchi) 
bo'iadi.

/- misol. / (x) = x -\2x + 5 funksiyaning monotonlik intervallarini 
toping.

Yechish. D(f) = R, f'(x) = 3xJ ~ 12 = 3 ( . r - 4 ) .  U holda: ; ’(.v) >0 dan 
x -  4 > 0 yoki | x j> 2; f'(x) < 0 dan *2- 4 < 0  yoki |jc|<2.

Demak, f(x) funksiya (-°c;-2) u ( 2;+x) intervalda o'sadi, (—2:2) 
intervalda kamayadi.

5.4.2. Funksiyaning ekstremumiari

l - t a ’ rif. Agar x,, nuqtaning shunday <5 atrofi topilsa va bu 
atrofning barcha x * x 0 nuqtalarida f ( x ) < f ( x j( f ( x ) > f ( x j)  tengsizlik 
bajarilsa, a„ nuqtaga j\x) funksiyaning q at’iy lokal maksimum (qa/’iy 
lokal minimum) nuqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalariga ekstremum 
nuqtalar deyiladi. Funksiyaning ekstremum nuqtadagi qiymati 
funksiyaning ekstremumi deb ataladi.

Ekstremum tushunchasi funksiya aniqlanish sohasining biror 
atrofi bilan bog'liq. Shu sababii funksiya ekstremumga aniqlanish 
sohasining faqat ichki nuqtalarida erishadi. Shu bilan birga, 
funksiya o'zining aniqlanish sohasida bir nechta minimumga yoki
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/ (-V)

maksimumga erishishi va bunda maksimumlardan ayrimlari qandaydir 
minimumdan kichik bo'lishi mumkin ( 10-shakl).

3-teorema {ekstremum mavjud bo lishining zaruriy sharti). Agar 
v, nuqtada differensiallanuvchi f{x) funksiya shu nuqtada ekstremumga 
ega bo'lsa, u holda / ' ( * , )==0 bo'ladi.

Isboti. x nuqta fix) funksiyaning ekstremum nuqtasi bo'lsin. U 
holda shunday {x -S .  x -r 6) 
interval topiladi va bu intervalda 
fix) funksiya o'zining eng katta 

yoki eng kichik qiymatiga ega 
bo'ladi.

U holda Ferma teoremasiga 
ko'ra, f i x  i — 0 bo'ladi.

Bu teorema quyidagicha 
geometrik talqinga ega. Agar .* 
nuqta f(x) funksiyaning 
ekstremum nuqtasi bo'lsa 
(masalan, 10-shaklda x, nuqta).
funksiya grafigiga shu nuqtada urinma o'tkazish mumkin va bu urinma 
Ox o 'qiga parallel bo'ladi.

Izohlar. !. fix) funksiya л 
differensiallanuvchi bo'imaganida ham. 
mumkin. Masalan, uzluksiz v = | .v j

о

10-shakl.

nuqtada uzluksiz bo'lib. 
ekstremumga ega bo'lishi

funksiya т = 0 nuqtada hosilaga ega 
emas, ammo v = 0 minimum nuqta

V

( 11-shakl). у =| x  |

Shunday qilib, /(.r) funksiya x„
nuqtada ekstremumga ega bo'lsa, bu /

nuqtada f i x )  hosila nolga teng yoki /
mavjud bo'lmaydi. 0 X

f i x )  hosilasi nolga teng bo'lgan 
\oki mavjud bo'lmagan nuqtaga 
birinchi tur kritik nuqta deyiladi.

2. Hamma birinchi tur kritik 
bo'lavermaydi. Masalan, f{x) = x' 
f i x )  = Зх7 =0. Demak, x - 0 birinchi 
ekstremum nuqta emas ( 12-shakl).

nuqta ham 
funksiya 

tur kritik

11-sh ak l.

ekstremum nuqta 
uchun jc = 0 da 

nuqta, ammo u
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4-teorema (ekstremum mavjud bo ‘lishining yetarli sharti). Agar 
f(x)  funksiya x0 birinchi tur kritik nuqtaning biror 5 atrofida 
differensiailanuvchi bo'lib, x nuqta x: nuqtadan chapdan o‘ngga 
o ‘tganida f'(x) hosila: ishorasini musbatdan manflyga o'zgartirsa 
nuqta maksimum nuqta bo'iadi; manfivdan musbatga o ‘zgartirsa 
x0 nuqta minimum nuqta bo'iadi.

Isboti. xu -  birinchi tur kritik nuqta, 
j :  6  (x, -S\x , ) da f '(x)>  0  va x e  ( * „ , * „  +  S) da 
f\x)  < 0 bo'lsin. U holda 1 -teoremaga ko'ra, 
funksiya (*„-<S;jc„) intervalda o'sadi va ____

;y = .V
/

(jc0;jc0+<5) intervalda kamayadi. Demak, f(x) /о
funksiyaning xlt nuqtadagi qiymati uning 
Vxe(x„-5\x ,: +<5) nuqtadagi qiymatidan katta /
bo'iadi, y a ’ni / (x) funksiya jc„ nuqtada
maksimumga erishadi. 12-shakl

xe(x0-S ;x 0) da J"(x)< 0 va x e (x, ,jc„ +6) 
da f'(x)>  0 bo'lgan hoi uchun teorema shu kabi isbotlanadi.

Izoh. Agar * nuqta xn nuqtadan chapdan o 'ngga o'tganida 
ishorasini o'zgartirmasa x nuqtada ekstremum mavjud bo'Imaydi.

Funksiyani ckstremumga tekshirish -  bu funksiyaning barcha 
ekstremumlarini topish demakdir Ekstremum mavjud bo'lishining 
zaruriy va yetarli shartlaridan funksiyani ekstremumga tekshirishning 
quyidagi qoidasi kelib chiqadi:

Г. y= f{x) funksiyaning birinchi tur kritik nuqtalari topiladi;
2°. Bu nuqtalardan funksiyaning aniqlanish sohasiga iegishli 

bo'lganlari tanlanadi;
3". tanlangan nuqtadan chapdan o 'ngga o'tishda f'(x) nosilaning 

ishorasi tekshiriladi;
4". 4- teoremaga asosan funksiyalaming ekstremum nuqtalari 

(agar ular bor bo'isa) aniqlanadi va funksiyaning bu nuqtalardagi 
qiymatlari hisoblanadi.

2- misol. f(x) = \x~ -  X~ funksiyaning ekstremumlarini toping. 

Yechish. Ravshanki,
2 1 1 2 -Vjc 

D (J) = R, f X x )  = - r - - =  r - — - -
3-V.v 3 3 Xjx
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Hosila x  ̂ = 0 nuqtada mavjud emas va x, = 8 nuqtada nolga teng. Bu 
kritik nuqtalar berilgan funksiyaning aniq'.anish sohasini uchta
(—зс;0), (0 ;8 ), (8;+*>)

+ —

intervallarga ajratadi. ... ........... .................. ....... ..........................
Hosilaning har bir birinchi 0 ^ -- 'r -   ̂ x
tur kritik nuqtadan
chapdan o‘ngga o ‘tishdagi 13-shakl.
ishoralarini chizmada
belgilaymiz (13-shakD. Bunda strelkalar funksiyaning tegishli 
intervalda o'suvchi yoki kamayuvchi ekanligini bildiradi.

Demak, v,=0  -  minimum nuqta, ymm= f( 0) = 0 va x2 = 8-
4

maksimum nuqta, >im = / (8) = - .

Funksiyaning eng katta va eng kichik qivmatini topish matematika. 
fizika, kimyo, iqtisodiyot va boshqa fanlaming ko ‘plab masalalarini 
vechishda keng qo'llaniladi. Masalan: minimal xarajat sarflab yukni 
tashish haqidagi transport masalasi, maksimal daromad olish maqsadida 
ishlab chiqarishni tashkil etish masalasi, eng katta va eng kichik 
qiymatlami izlash usullarini takomillashtirish va rivojlantirishga olib 
keluvchi optimal yechimlami izlash haqidagi boshqa masalalar. Bunday 
masalalarni yechish bilan matematikaning maxsus bo'limi -  chiziqli 
programmalashtirish shug'ulianadi.

Biz soddaroq masalalardan birini ko'rib chiqamiz.
3-misol. Tomoni 12 uzunlik birligiga teng kvadrat tunukaning

burchakiaridan bir xil o 'lchamli kvadratlar kesib olingan va usti ochiq 
quti yasalgan. Qutining s ig ‘ imi eng katta bo'lishi uchun tomoni necha 
uzunlik birligiga teng kvadratlar kesilishi kerak?

Yechish. Kesib olinadigan kvadratlaming tomoni .t bo'lsin.
U holda qutining asosi 12- 2jc va balandligi x ga teng bo'ladi. 

Qutining hajmini topamiz:

F (x )  = x ( 1 2 - 2 x ) 2 = 1 4 4 x - 4 8 x 2 + 4 x \  x e [ 0 ;6 ] ,

Bu funksiyaning maksimumini aniqlaymiz.

Y'(x) = 1 4 4 -  96x + 12x2 = 1 2 (2 -  x ) ( 6 - x )  

hosila x = 2 da ishorasini musbatdan manfiyga ahnashtiradi, y a ’ni 
x = 2 maksimum nuqta bo'ladi.

Demak, kesib olinadigan kvadratlar tomoni x -  2 (и:Ъ), bunda 
V(2) = i 28 (kub.b).
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5.4.3. Kesmada uzluksiz funksiyaning 
eng katta va eng kichik qiymatluri

y = f( x ) funksiya |«;6| kesmada u/luksiz bo'lsin. U holda 
Veershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra. funksiya bu kesmada 
o ‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga ega bo'ladi. Bit 
qivmatlarga funksiya yoki ekstremum nuqtalarda yoki \a;b] kesmaning 
chetki nuqtalarida erishadi.

Bundan |<я;Л| kesmada uzluksiz у  = / (x) funksiyaning eng katta va 
eng kichik qiymatlarini topishning quyidagi qoidasi kelib chiqadi:

Г. у = f(x) funksiyaning (a\b) intervaldagi birinchi tur kritik 
nuqtalari topiladi;

2”. funksiyaning topilgan kritik nuqtalardagi va |«;/>| kesmaning 
chetki nuqtalaridagi qiymatlari hisoblanadi;

3". hisoblangan qiymatlar orasidan eng kattasi va eng kichigi 
tanlanadi.

Izohlar. 1. Agar у  = / (xj funksiya [а;й| kesmada faqat bitta kritik 
nuqtaga ega bo‘ lib, u maksimum (minimum) nuqta bo‘ lsa, bu nuqtada 
funksiya o'zining eng katta (eng kichik) qiymatiga ega boMadi, 
y a ’ni maxf(x) ='/(xu) (minf(x) = /(*„)) bo'ladi.

2. Agar y = f(x)  funksiya [a;6J kesmada kritik nuqtaga ega 
bo‘ lmasa, bu funksiyaning kesmada monoton o'sishini yoki monoton 
kamayishini bildiradi. Bunda y = f(x)  funksiya |я;ЛJ kesmadagi eng 
katta va eng kichik qiymatlariga kesmaning chetki nuqtalarida erishadi.

4 - misol. _y- x '-3 x  funksiyaning [0.2] kesmada eng katta va 
eng kichik qiymatlarini toping.

Yechish.
1". f'(x) = 3x2 - 3  = 0 dan xt =-1, x, =1, x2 e[0,2];
2 " .  / ( l )  =  - 2 ,  / ( 0 )  =  0 ,  / ( 2 )  =  2 ;

3". max/(x) = /(2) = 2; min/(jc) = /(l) = -2.
хщ 0,21 re|0,2|

5.4.4. Funksiya grafigining botiqligi, 
qavariqligi va egilish nuqtalari

y = j\x) funksiya (a;b) intervalda differensiallanuvchi bo‘ lsin.
U holda v = f(x)  funksiya grafigining VM(x\f(x)), xe(a,b) nuqtada

320



urinmasi mavjud bo'iadi.
2-ta ’ rif. Agar ta;b) intervalda у = f(x)  funksiyaning grafigi unga 

intervalning ixtiyoriy nuqtasida o'tkazilgan urinmadan yuqorida 
(pastda) yotsa, funksiya grafigi (a ;b) intervalda botiq (qavariq) 
deyilad i( l 4-shakl).

Funksiya grafigining botiq 
qismini qavariq qismidan ajratuvchi 
M(c; /'(c)) nuqta funksiya
gra/igining egilish nuqtasi deb 
ataladi

5-teorema. Agar r • fix )  
funksiya (a\b) intervalda ikkinchi 
tartibli hosilaga ega va Vxeya-.h) 
da f ’(x)< 0 ( / " ( x ) > G )  bo'isa. u 
holda v = f(x)  funksiya grafigi (a\b) 
intervalda qavariq (botiq) boMadi. 14-shak..

Isboti. V .r  e  <«;/>) da f ’ (x) <0 boMsin. Funksiya grafigida л ;  eu>:b) 
abs^issali ixtiyoriy M nuqta olamiz (15-shakl). Funksiyaning grafigi bu 
u run mad an pastda yocishini ko'rsatamiz. Buning uchun xe(cr,h) nuqtada 
y = f ( x )  egri chiziqning у  ordinatasi bilan urunmaning yur ordinatasini 
solishtiramiz.

Urunma tenglamasi

v„ = / (* 'J -  / ’U„ )(дс-дг„). 

bo'igam uchun

V -  yur = / (■ » • )“  I  ( - O  -■ f ix , ,  K-V -  x ).

Lagranj teoremasiga ko'ra 
f ( x ) - f ( x j  = f'{c )(x -x j, bu yerda 
с nuqta .v„ bilan x ning orasida 
yotadi.

Л
у fix)

/

7
«.V,.

Shu sababli
15-sh ak l.

voki

-  V„. = f ' ( c ) ( X  - x j -  f i x ,  )(.x -  ,x„)

У ~ У., = ( / ' ( c )  -  f'(x.  ) ) ( x - x 0 ) .
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/ '(с )-/ '(*„ )  ayirmaga Lagranj teoremasini takror qo'llaymiz: 
/'(с)-/'(-*о) = / '(с|) ( л - х (.), bu yerda c, nuqta с bilan x, ning orasida 
yotadi. Demak, у  -  = f ( c  )(c -  x„ )(x -  x0).

Bu tengsizlikni tekshiramiz:
1) agar x>x„ bo‘ lsa, u holda x -  x , > О, с -  x, >0 bo ladi va

f\c,)<  0 ;
2) agar x< xn bo‘ lsa, u holda x -x ,  <0, с -  x„ <0 bo'ladi va 

/"(c ) <0 .
Har ikkala holda ham >■ -  >■„ = /*(с, )(c -  x(, )u  -  ) < 0 , y a ’ni у < уж .
Demak. Vxe(a;/>) da urunmaning ordinatasi funksiya grafigining 

ordinatasidan katta bo‘ ladi va (a:b) intervalda funksiya grafigi qavariq.
f ( x )  > 0 da funksiya grafigi botiq bo'lishi shu kabi isbotlanadi.
Funksiya grafigining egilish nuqtasini topish quyidagi teoremalarga 

asoslanadi.
6-teorema (egilish nuqta mavjud bo ‘lishining zaruriy sharti). Agar 

y = f{x) funksiya (a\b) intervalda uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega 
va M{x„\f(xJ) nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'lsa, u 
holda /"(*„) = 0 bo'ladi.

Isboti. Teskarisini faraz q i lam iz :/ ’^ ) * 0 , aniqiik uchun / ”(xo)> 0 ; 
x0 nuqtaning biror atrofida f ’(x)> 0 bo'lsin. U holda 5-teoremaga 
ko'ra. funksiya grafigi bu atrofda botiq bo'ladi. Bu x„ nuqta egilish 
nuqtaning abssissasi bo'ladi mulohazasiga zid. Demak, qilingan faraz 
n o to 'g 'r iv a  f ( x )  = 0 .

f ( x )  = 0 bo'ladigan nuqtalarning hammasi ham funksiya grafigining 
egilish nuqtasi bo'lavermaydi. Masalan, f(x) = x* funksiya grafigining 
M(0;0) nuqtasi egilish nuqta emas, ammo x = Oda f ’(x) = i2x2 =0.

Demak, f ’(x„) = 0 shart egilish nuqta mavjud bo'lishining zaruriy 
sharti bo'ladi.

7-teorema (egilish nuqta mavjud bo'lishining yetarli sharti) 
y = f(x)  funksiya x,: nuqtaning biror S atrofida ikkinchi tartibli hosilaga 
ega bo'lsin. Agar 5 atrofning x0 nuqtadan chap va o 'ng qismiarida 
f"{x) hosila har xil ishoraga ega bo'lsa. u holda M (x,;f(xr)) nuqta 
funksiya grafigining egilish nuqtasi bo'ladi.

Isboti. x e (x„ -<5;x, )da f"(x)> 0 va x e (x„,xt) +8) da f"(x)< 0 
bo'lsin. U holda 5-teoremaga ko'ra, xn nuqtadan chapda funksiya
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g r a f i g i  bo t iq  v a  o 'n g d a  q a v a r iq  b o ' i a d i .  D e m a k ,  ,W (x , ; / ( * , ) )  nu q ta  
f u n k s iy a  g r a f i g in in g  e g i l i s h  n u q ta s i  b o ' i a d i .

jre(jc0-£;*„) d a  / ’ (* )<0 v a  * e (*„,x„ + S) d a  /"(*)> 0 b o ' l g a n  h o i 

u ch u n  t e o r e m a  shu  k a b i  i sb o t lan ad i .
Izoh. y = f(x )  f u n k s i y a  x(l n u q t a n in g  b iro r  6 a t ro f id a  ik k in c h i  

t a r t ib l i  h o s i l a g a  e g a  b o ' l ib ,  u n in g  f '(x Q) h o s i l a s i  m a v ju d  b o ' lm a g a n id a  

h am  e g i l i s h  n u q t a g a  e g a  b o ' l i s h i  m u m k in .  S h u  s a b a b l i  e g i l i s h  n u q ta la rn i  
ik k in c h i  t a r t ib l i  h o s i l a  n o lg a  t e n g  b o ' l g a n  y o k i  u z i l i s h g a  e g a  b o ' l g a n  
n u q t a la r d a n  iz la sh  k e r a k  b o ' i a d i .

f ( x )  h o s i l a s i  n o lg a  t e n g  b o ' l g a n  y o k i  m a v ju d  b o ' lm a g a n  n u q t a g a  

ikkinchi tur kritik nuqta d e y i l a d i .

5 - misol. f u n k s i y a  g r a f i 2,ini bot iq  v a  q a v a r iq l i k k a
1 - X "

t e k sh i r in g .

Yechish. D(f) = ( -o c ; - l )  и  (-1;1) u  (1 ;* ) .

, Г  x V jc2 + 1 „ (  x! +\ Л  _2x(x1 +3)
У 4 l - . t  j  (I л  1' • У [ ( l - x y )  (1 - v ) •

Ik k in c h i  ta r t ib l i  h o s i l a  jc, = 0 n u q t a d a  n o lg a  t e n g  v a  x, = -1 ,  v, =1

n u q t a l a r d a  m a v ju d  e m a s .
f { x )  h o s i l a n in g  i sh o ra s in i  o r a l iq l a r  u s u l i  b i la n  t e k s h i r a m iz :

D e m a k ,  f u n k s i y a n in g  g r a f i g i  (—1;0) v a  (1;oo) in te r v a l l a r d a  

q a v a r iq ,  ( —qc;— 1) v a  (0;1) 

i n t e iv a l l a r d a  bot iq  b o ' i a d i .
0 (0 ;0 )  n u q ta  f u n k s i y a  

g r a f i g in in g  e g i l i s h  n u q ta s i  
b o ' i a d i .

5.4.5. Funksiya grafigining asimptotalari

Egri chiziqning asimptotasi d e b  s h u n d a y  t o ' g ' r i  c h iz iq q a  a y t i l a d ik i ,  
e g r i  c h iz iq d a  y o tu v c h i  V/n u q ta  e g r i  c h iz iq  b o ' y l a b  h a r a k a t  q i l ib  
k o o rd in a ta  b o sh id an  c h e k s i z  u z o q la s h g a n i  s a r i  M n u q ta d a n  bu t o ' g ' r i  
c h iz iq q a c h a  b o ' l g a n  m a s o fa  n o lg a  in t i l ad i  ( 1 6 - s h a k l ) .

U ch  tu r d a g i ,  y a ’n i  v e r t i k a l ,  g o r iz o n ta l  v a  o g ' m a  a s im p to t a l a r  
m a v ju d .
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Agar lim f(x)  yoki lim f(.x) limitlardan hech bo'lmaganda bittasi

cheksiz ( 4 x  yo k i- э с )  bo'lsa. jc = jc, to 'g 'r i chiziq y~f(.x) 
funksiya grafigining asimptotasi bo'ladi. Bunday asimptota vertikai 
asimptota deb ataladi.

Masalan. f(x) = -  funksiya grafigi uchun x = 0 to‘g ‘ri chiziq 
x

vertikal asimptota, chunki lim /(jr) = +x va lim / (x ) - - x .

Shunday qilib, vertikal

о

у - kx + h /

/ v S  - f<*)

(.r; y)

asimptotalarni izlash uchun x ning 
unga yaqin qiymatlarida f(x) funksiya 
modul bo'yicha cheksiz o'sadigan 
x„ qiymatini topish kerak. Odatda, bu 
.v. ikkinchi tur uzilish nuqtasi bo'ladi.

Agar shunday A va b son lari 
mavjud bo‘ lib, x --> oc (x -> - * )  da 
f(x) funksiya

f  (x) = kx + b + a(x), lim ar(x) = 0

ko'rinishda ifodalansa, y -k x  + b to 'g 'r i 16-shakl.
chiziq y  = f(x) funksiya grafigining asimptotasi boMadi. Bunday 
asimptota og'ma asimptota deb ataladi.

8-teorema. y = f{x) funksiya grafigi v = kx + b og ‘ma asimptotaga 
ega boMishi uchun

fix)lim = A, lim (/(л) -  kx) - h

bo'lishi zarur va yetarli.
Isboti. Zarurligi. y - f ( x )  funksiya grafigi y -k x  + b og'ma 

asimptotaga ega boMsin.
U  holda og 'ma asimptotaning ta 'r ifiga ko'ra, у = kx ■+■ b a(x). 
lim a(x) -  0 boMadi.
г -* ± ч

Bundan

lim № = lim Ач---- 1-b a ( A ) ' ' ]
j = A, l im (/ (x ) -kx)= l im (£ -a(* ))  = £

kelib chiqadi.
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U hoida lirn(/(jc) -  kx) = b dan f  (x) -  kx = b+ a(x). 1ипо:(л) = 0 kelib 

chiqadi. Demak, f(x)  = kx + b +- a(x) bo'iadi. Bu esa y -k x  + b to’g ’ ri

chiziq f(x)  funksiya grafigining asimptotasi ekanini bildiradi.

mavjud bo'lmasa yoki chcksiz bo’ isa, fix )  funksiya grafigi og 'ma 
asimptotaga ega bo‘ lmaydi.

Agar A~0 bo'isa, A=lim/(jc) bo'iadi. Bunda y = b to 'g 'r i

chiziqqa f(x) funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.
hoh. y = f(x)  funksiya grafigining asimptotalari da va

/ ( V )v ->-x da har xil bo'lishi mumkin. Shu sababli lim .

lim(/(x) -  kx) iimitlarni aniqlashda t ->«c va x -> -oo hollarini alohida 

qarash lozim.

fix')Agar lim -  , lim ( / ( j c ) -kx) limitlardan hech bo'lmaganda bittasi
t . * V . '

.V

x2 -  35- misol. y ~ -  — -  funksiya grafigining asimptotalarini loping.
A

Yechish. lim
x

x  -  .1
= —on, llin -------- = +O0 .X

Demak, x - 0 to‘g ’ri chiziq vertikal asimptota.

* • lim/ W  - lim ’
X-*f«C YX

x
X

b -  lim \f{x) -  kx\-
\ x

\ T

-- -  x | = lim - = 0,J v •+ чо X

b = lirn f/(.v) -  /tv] - lim —  = 0

Bundan
у -  kx r b -  x .

Demak, y -  x to 'g ’ ri chiziq og 'ma asimptota.
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5.4,6. Funksiyani tekshirish va grafigini 
chizishning umumiy sxemasi

Funksiyani tekshirish va grafigini chizish m a lu m  tartibda (sxema 
asosida) bajariladi. Shunday sxemalardan birini keltiramiz.

1'. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.
2‘ . Funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan kesishadigan 

nuqtalarini (agar ular mavjud boMsa) aniqlash.
3' . Funksiyaning ishorasi o'zgarmaydigan oraliqlami ( /  (x) > 0 yoki 

/(jc) < 0 boMadigan oraliqiami) aniqiash.
4‘ . Funksiyaning juft-toqligini tekshirish.
5" Funksiya grafigining asimptotalarini topish.
6“. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlash va 

ekstremumlarini topish.
1". Funksiyaning qavariqlik va botiqlik oraliqlarini hamda egilish 

nuqtalarini aniqlash.
go y - 1 ° bandlardagi tekshirishlar asosida funksiyaning grafigini 

chizish.
Funksiya grafigini chizish uchun keltirilgan sxemaning nainma 

bandlari. albatta, bajarilishi shart emas. Soddaroq hollarda keltirilgan 
bandlardan ayrimlarini, masalan Г .2' ,6 'ni bajarish yetarli boMadi. Agar 
funksiya grafigi juda tushunarli boMmasa 1 — 7" bandlardan keyin 
funksiyaning davriyligini tekshirish, funksiyaning bir nechta qo‘ shimcha 
nuqtalarini topish va funksiyaning boshqa xususiyatlarini aniqlash 
bo‘yicha qo‘ shimcha tekshirishlar o'tkazish mumkin.

7- misol. v = AV+- ’ funksiyani tekshiring va grafigini chizing. 
x~ -1

Yechish. Г .Funksiyaning aniqlanish sohasi:

D{ f )  = ( -o o ;-1) v j (-1 :1) и  (l;+oo).

2 ;. дг = 0 da y = - 1 boMadi. Funksiya Oy o 'qini (0:—I) nuqtada 
kesadi. у ф0 boMgani uchun funksiya Ox o'qini kesmaydi.

3". Funksiya ( -o o ;- i)  va (l;+oo) intervallarda musbat ishorali va

(—1;1) inten alda manfiy ishorali.

4°. Funksiya uchun xeD( f)  da f( -x )  = f(x) boMadi.
Demak, u juft.
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X" 1к = lirn — ------ = 0 ( дг -> +00 da hamx - »  -ao da ham к = 0 ),
. . - x(x -  I )

Demak. л: = - 1  va  х = ! t o ‘g'ri chiziqiar vertikal asim ptotalar bo'iadi.

b = lim - 0 -л
‘ • ’{ x 1 -1

Demak, y = 1 to‘ g ‘ri chiziq x->+oc da hamx->-oo da ham 
gorizontal asimptota bo'iadi.

6 . Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqlaymiz va

ekstremumlarini topamiz.

2.x(x‘ -  1) -  2x(x: + 1)
v  = -

(x2 - 1) :
4x

(x: - l У

Birinchi tartibli hosila x = - l  va 
x =! da mavjud emas va *- = 0 da 
nolga teng. Bu nuqtalar berilgan 
funksiyaning aniqlanish sohasini 
to'rtta

( -=o;-l) , ( -1 :0) ,  (0;1). ( l ;+ x )

intervallarga ajratadi. Hosilaning bu 
intervallardagi va har bir birinchi tur 
kritik nuqtadan chapdan o 'ngga 
o ‘tishdagi ishoralarini chizmada 
beigilaymiz:

/

У

\

-1 0 1
-J

1

Demak, funksiya (-<*-;-l) va 17-shakl
(— !;0) intervallarda o'sadi, (0;1) va
(l;+cc) intervallarda kamayadi л = 0 maksimum nuqta, >>„,=/(0) =



7". Funksiyaning qavariqlik va botiqiik oraliqlarini hamda egilish 
nuqtalarini aniqlaymiz.

( r  - l ) 2 -  x-2(x2 z \) ■ 2x 4(1 + 3.x2) 
( v  - 1 Г  <л - I ) 5

Ikkinchi tartibli hosila .t, = -1 va л, = 1 nuqtalarda mavjud emas. 
y" hosilaning 1), ( - 1;1), (l;+oo) intervallardagi ishoralarini
tekshiratniz:

Demak, funksiyaning grafigi ~
( - ! ; ! )  intervalda qavariq, (-зо;-1) va — -------i— ’...—..У-------------■—

-  I 1 -V
(l;+oo) mtervallarda botiq bo iad i .
Funksiya grafigining egilish nuqtasi yo'q.

8". 1" - T bandlar asosida funksiya grafigini chizamiz (17-shak!).
\XS- misol. у = -— funksiyani tekshiring va grafigini chzing.

Yechish Misolni Maple paketida bajaramiz.
> with(plots) :

> restart:

> read!ib{exlrema) :
x3> f-=

( * + l )2
>  lim ?;

v _ - l  +• ’

> Iim

> lim /;

> lim — ;
- ►  00 x

1
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> lim ( — л  ) :

> S := > -  2;

> so/v<?({f-0}, .v);

> yolve( { f>  0}, jt);

> solve( {t < 0} .x j ;

-2

l x  =  0} ,  {л =  0} ,  {x =  0}  

[0 < Л'}

(,x < - I { - I < x.x < 0}

2 .v

> nxtrema{f, { }, {.v}.'.v1); .v;

(л-+1Г l.v -t- 1)
<x = -3} .  <x = 0}. (.x : 0}

L  2 7  j

: { .v- - 3 } .  {.v=o}}

>  solve', I - 7 -  f  >  (1 >. л |;
V ! o-s 1 1

{x < -3} ,  { - I  < x ,x  < 0}. {() <x}  

\

Vj ’
> solveI j  — -  t < (! j, x i , 

! a

-3 <x,x <

_tT_
dv2 '

6x 12/ 6x
(X -h I)-'- (X : I) ix - I )

> s i m p l i f y  ( 

bx
{x + 1ч4

4

-s - 5  -4

s „
/ У  

' /

У /
' s

1 8-shakl .

3 2 9



' I d 2 M> solve 1 i — 7  f > 0 >, jc ;; 
, ! < ь 2 ) J

{•> <>•

{0 <  A'}

> s c lv e l  j —- -  f < 0 ) , a ) ;
11 dS

{x< - 1}, {-1 < x,x < 0}

>
p lo t( [ f ( x ) ,  g (x ), [-1, /, /=-10.. 10] ], jc =— S.. 5,-10.. 6, color 

= [ red, blue, green], linestyle - [ 1, 6, 6 ], thickness = 2, disconl
— true, gnd = [50,50]);

5.4.7. M ashqlar

1. Funksiyalarning monotoniik intervallarini va ekstremumlarini toping:

v V2
1) / ( a ) = a ’ - 9 a 2 + 15a; 2 )  f ( x )  = ------- - - 2 a ;

3 ) / ( A !  . 4 ) ■•.,) : 'v
4 - а д ‘ 4

5 )  f ( x )  -  r v l  v' ; 6 )  / ( a )  4 V  - a 2;

7) /(x) = xe 8) / ( a )  =c/j2a;

9) / ( а) И п(а2 + 1): 10) /(a) - - —;
In A

! ! )  / ( a )  = A -2 s in  a, 0 < a  < 2 л-; 12) / ( a )  = a  + 2cos" a. 0 < a  < n .

2. Funksiyalarning berilgan kesniadagi eng katta va eng kichik 
qiymatlarini toping:

1) / ( a ) — a ' — 3 a . [0;2]; 2) f ix )  = a ’’ + 3 a 2- 9 a - ! 0 ,  |-4;(i|;

3) / (a )  = A+ cos 2a, 0 ; - | ;  4 )  / (a ) = a 1 In a , fl;e].

3. Jism 5 = 21/ + 3r2 - r 3 qonun bilan lmrakatlanmoqda. Jismning eng 
katta tezligini toping.

4. Ko'ndalang kesimi to 'g 'r i  to'rtburchakdan iborat to's inning bukilishga 
qarshiligi ko'ndalang kesimning eni bilan bo'yi  kvadratining ko ‘paytmasiga 
proporsional. D diametrli xodadan kesilgan to‘ sinning bukilishga qarshiligi eng 
katta bo'lishi uchun to's inning o 'lchamlar i qanday bo'lishi kerak?
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5. LVunligi /ga teng simdan to 'g 'r i  to rtburchak yasalgan. To 'g 'r i  
to'rtburchakning yuzasi eng katta bo'l ishi uchun uning o 'lchamlar i qanday bo'lishi 
kerak?

lo'rtburchakning mumkin bo'lgan eng katta yuzasini toping.

7. R rad ins I i sharga yon sirti eng katta bo'lgan silindr ichki 
chizilgan. S il indming balandligi qanday bo'l ish i kerak?

8. S il indming hajmi V ga teng. Eng kichik to 'la  sirtga ega 
bo'lgan sil indming balandligini toping?

9. Kemada yo q i lg ' i  sarfi uning tezligining kubiga proporsional bo'lib . u 20 
km/soat tezlikda soatiga 40 so 'm sarflavdi. Kemaning boshqa xarajatlari soatiga 
270 so ‘mni tashkil qiladi. Remaning 1km . y o ‘ l uchun umumiy xarajati eng 
kam bo'lishi uchun uning teziigi qanday bo'lishi kerak?

10. A zavoddan в  shahar orqaii o 'tuvchi tetnir yo ' lgacha  bo'lgan qisqa 
masofa a km. Agar yuk tashish narxi avtomobil yo ' l id a  temir yo ' ldag iga  
qaraganida ikki baravar kam bo'isa, yukni A zavoddan в  shaharga eng arzon 
vetkazish uchun A zavoddan avtomobil vo' li  temir y o ' lg a  qanday burchak 
o'tkazil ishi kerak?

11. Funksiyalar grafigining botiqlik-qavariqlik intervallarini va egilish 
nuqtalarini toping:

1) J  (x) - x' -4jc’ + (vr; 2) JIx) (x-5)' + 4 x -1 3;
3 )  fyxl = 2.c-3\lx . 4) / ( v) 1 + д/(дг-3)5 ,

5) f( \ i - - -  !n(l ■ л ): 6 )  /(л) = 1п(1̂ -дгг):

7} fix,
1 * Л

8)  f (  x) - v 1 — —
X

12. Funksiyalar grafigining asimptotalarini toping:

X

3) f(x) -- yfx' -3x 4 ) /  (x ) = — xarctgx \

5) /(*) =x + 2
e

6)  f ix )  - — —;

X
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') f ix)  = x —x*; 2 ) f(:c) x% -3.v • 2,

3) f ix)  = — j —; 4)  / : , .  v .
ДГ 1-Jt

5) /(x) = * + --; 6) /:ч \
jc -T

7 )  / ( , )  = * - - V ;  8 )/ < * )  = . £ - Л -
x 3 2.v

13.  Funksiyalarni  tekshiring va  grafigini chizing:

5.5. HOSILANING GEOMETRIK TATBIQLARI

5.5.1. Yassi egri chiziq yoyining differensiali

[a,b] kesmada differensiallanuvchi v = /(jc) funksiya berilgan va 
uning grafigi AB yoydan iborat bo'lsin (19-shakl). [a-,b] kesmani 
x„x2,...,x^ nuqtalar bilan n ta bo‘ !akka bo'lami/. Bu nuqtalarga
,4B yoyning .....Mn ] nuqtalari mos keladi va ularni siniq chiziq
bilan tutashtiramiz. Bu siniq chiziqqa лв  yoyga ichki chizilgan 
siniq chiziq deyiladi. Siniq chiziqning perimetrini sn bilan belgilaymiz, 
y a ’ni

= X i ;W M. I (Mtl=A, M. = В). 
i- - l

M_M: bo‘g Linlardan eng kattasining uzunligini Я bilan 
belgilaymiz, bunda M:)M, bo‘gMnlar soni cheksiz ortganida, y a ’ni

 ̂cc da A —̂ 0 .
AB yoyga ichki chizilgan siniq chiziq perimetrining Я -> 0 dagi

chekli limiti Mt,M2.....nuqtalami tanlash usuliga bog‘ liq bo im agan
holda mavjud bo'lsa, bu limitga chiziq yoyining uzunligi deyiladi.

Yoy uzunligini .s bilan belgilab, topamiz:

s = lim s = lim У I M. ,M \.
n--»<r. n  X—>0  ̂ |

Yoy uzunligini uning biror nuqtasidan, masalan, A nuqtadan 
hisoblaymiz.

M(x\y) nuqtada AM yov uzunligi s ga, M\x + Ax;>’ + Ay) 
nuqtada a m ’ yoy uzunligi д + A^ga ter,g bo'lsin, bu yerda
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As-мм' voy uzunligi (20-shaki).
MNM' uchburchakdan MM' uzunlikni topamiz:

MM'= J  Ax' + Ay'.

Geometrik mulohazalardan

= li„, 4X 1»r л, MM' +Ду2

kelib chiqadi, va'n i chiziqning cheksiz kichik yoyi va unga tortilgan 
to‘ g 'r i  chiziq ekvivalent bo‘ ladi. Ushbu ekvivalentlikni hisobga 
olib. MM' uzunlikni ifodalovchi formulada almashtirish baiaramiz:

MM
Av Ax \ \AxJ

Oxirgi tenglikda limitga o'tib, s = s(x) funksiyaning hosilasi uchun 
formula topamiz:

ds
dx \ v cix ,

Bundan
ds = yjdx1 + dy . (5.2)

_  = J 1+W \  (5 . 1)

(5.1) formula yassi egri chiziq yoyi differensialini ifodalaydi va 
ushbu geometrik m a’noga ega: voy differensialini chiziq urinmasining 
tegishli kesmasi bilan ifodalash mumkin (2.0-shaklda MT kesma).



Agar egri chiziq x = x(t),y = y(t)j eT parametrik tenglamalar bilan 
berilgan bo‘ lsa, dx = x\t)dt, dy = y'(t)dt bo'ladi va (5.2) ifoda ushbu 
ko‘rinishni oladi:

ds = yjV\t)' + y\t)2 dt. (5.3)

Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r = r(tp) tenglama bilan 
berilgan bo‘ lsa, x = rcostp, v = /-sin<jo ifodalami tp parametrli tenglamalar 

deb, topamiz:

dx dr . dv dr .
—  = — c o s »  -  r sin tp, -— = — sin ® + rcose>, 
dip dtp dtp dtp

\dtpj VdtpJ dtp)

1 . ( dr \

r  +{dtp)
(5.4)

5.5.2. Yassi egri chiziqning egriligi 

Egrilik

Egri chiziq shaklini xarakterlovchi elementlardan biri uning 
egilganlik darajasidir.

0 'z -o ‘zini kesib o‘tmaydigan va har bir 
nuqtasida tayin urinmaga ega bo'lgan yassi 
egri chiziqni qaraymiz. Egri chiziqda ikkita 
A va В nuqtalarni olamiz. Bu nuqtalarda 
egri chiziqqa o ‘tkazilgan urinmalar orasidagi 
burchakni Aa bilan belgilaymiz (21-shakl).

A a  burchakka AB yoy ning qo ‘shnilik 
burchagi deyiladi.

Bir xil uzunlikka ega ikkita yoydan 
qo‘ shnilik burchagi katta bo'lgani ko'proq 
egilgan bo'ladi. Har xil uzunlikka ega 
yoylarning egilganlik darajasini qo'shnilik 
burchagi orqali baholab bo'lmaydi. Bunda AB yoy uzunligida 
Aa burchakning o'rtacha qancha ulushi to 'g ‘ ri kelishi muhim 
hisoblanadi.
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AB yoyning o'rtacha egriligi deb, tegishli qo'shnilik 
burchagining AB yoy uzunligiga nisbatining absolut qiymatiga 
aytiladi:

Bitta egri chiziqning turli qismlarida o'rtacha egrillik har xil bo‘ !ishi 
mumkin.

Egri chiziqning bevosita A nuqtadagi egilganlik darajasini baholash 
uchun egri chiziqning berilgan nuqtadagi egriligi tushunchasini 
kiritamiz.

Berilgan egri chiziqning A nuqtadagi egriligi deb AB yoy o'rtacha 
egriligining /} -> Л dagi (л- -> Odagi) limitiga aytiladi:

Да burchak urunish nuqtasi egri chiziq yoyi bo‘ylab Av masofaga 
kocliish ida urinmaning burilish 
burchagini ifodalaydi. Shu sababli egri " ■> ,
chiziqning egrilig iga quyidagicha ta 'r if  / 
bersa ham bo'iadi: egri chiziqning /
egriligi bu -  urinish nuqtasi egri chiziq о \ ) л «  X
bo'vlab harakatlanganida urinma 4V
ayianishining burchak tezligidir. \  /

Misol uchun to 'g 'r i chiziq va x 
aylananing o'rtacha egriligi va egriligini 
topaylik. 22-shakl.

1. To‘g ‘ri chiziqning istalgan
nuqtasiga o'tkazilgan urinma to 'g 'r i chiziqning o'zi bilan ustma-ust 
tushadi. Shu sababli Да = 0, uning ixtiyoriy nuqtasida o'rtacha egrilik va 
egrilik nolga teng bo'iadi.

2. Aylana uchun Да qo'shnilik burchagi uning OA\a OB radiuslari 
orasidagi burchakka, ,-ш yoy uzunligi Av = /?Aaga teng bo'iadi. bu 
yerda R-a y lan a  radiusi (22-shakl).

y a ’ni aylananing egriligi o 'zgarmaydi va radiusining teskarisiga teng 
bo'iadi.

(5.6)

U holda
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м,

Uzluksiz ikkinchi tartibli hosilaga ega y= f(x)  funksiya bilan 
aniqlanuvchi yassi egri chiziqning 
M(x:y) nuqtadagi egriligini hisoblaymiz.
Egri chiziqaa M(x\y) va M,(x + Ax:y + Ay) 
nuqtalarda urinma o'tkazamiz, 
urinmalaming og'ish burchakiarini a  va 
a + A a  bilan belgilaymiz (23-shakl).

MMX yoyga mos keluvchi qo'shnilik 
burchagi A a g a  teng (qavariq yoy uchun 
Д а  <0, botiq yoy uchun Aa  >0).

a  = a(x) va s = s(x) bo igan i uchun 23-shakl.

>/
/f

О

A ' . l i m H :  
>(l| A.v j

da
da dx
ds ds

dx

(5.7)

tga = у , va demak, a  =arc/gy' bo'ladi. Bu tenglikni differcnsiallab, 
topamiz:

da _ y" 
dx 1 + у

(5.8)

(5.8) va (5.1) ifodalami (5.7) tenglamaga qo'vib, y = f(x)  egri 
chiziqning M(x:y) nuqtadagi egriligini topish formulasini hosil qilamiz:

К = 1 v I 

(1 + y ny
(5.9)

Agar egri chiziq x = x(t),y = y(t)j eT parametrik tenglamalar bilan 
berilgan bo'lsa,

Ух , 9 У з
(х?+у?У

bo'ladi va (5.9) formula ushbu ko'rinishni oladi:

1 / rt n r -\ х,У, ~ x,y, |K = ' (5.10)
(•v," • >;■)
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Agar egri chiziq qutb koordinatalarida r = r(<p) tenglama bilan 
berilgan bo'isa, x--rcos<p, y = rsm<p ifodalarni <p pararnetrii tenglamalar 
deb, topamiz:

' - p .  ( 5 . ! ! )

I-misol. yr=-x' egri chiziqning x = -~ nuqtasidagi egriligini toping.

Yechish. Hosilalarni topamiz: /  = -3*\  y ’ = - 6x. Hosilalaming 

x '-~ nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

' 3 • -j/ — — , у  — —3.
4 '

U holda

= i z l  f 3 192 
r ;  ]A  125

r ; 64
)

2-misol. x = r ,y  = 2t' egri chiziqning t = 1 parametrga mos 
nuqtasidagi egriligini toping.

Yechish. x'(t) = It, x"(t) -  2, y'(t) = 6 r, y"(t) = \2t hosilalaming qiy- 
matlarini / -1 da topamiz: x' -2 , x" = 2. у = 6, y" = \2.

Bundan
_ 1 2 ■ i 2 -  2 ■ 6 1 3 
~ !2 (6  ) : o 4 ;o

Egrilik radiusi, markazi va aylanasi, evolyuta, evolventa
Chiziqning berilgan \t nuqtadagi egriligi К ga teskari R miqdorga 

shu chiziqning qaralayotgan nuqtadagi 
egrilik radiusi deyiladi: -



Egri chiziqning M nuqtadagi normaliga egri chiziqning botiqligi 
yo ‘na!ishida MC= R kesmani qo 'yamiz (24-shakl).

С nuqtaga berilgan egri chiziqning M nuqtadagi egrilik markazi 
deyiladi.

Markazi С nuqtada bo'lgan R radiusli aylana berilgan egri 
chiziqning M nuqtadagi egrilik aylanasi deb ataladi (24-shakl).

Egrilik avlanasining bu ta ’rifidan berilgan M nuqtada egri 
chiziqning egriligi va egrilik aylanasining egriligi bir-biriga teng bo'lishi 
kelib chiqadi.

Egrilik markazining koordinatalarini a va p bilan belgilab, ularni 
hisoblash uchun formulalar chiqaramiz.

y -f '(x )  egri chiziqqa M (x; у ) nuqtada o'tkazilgan normal 
tengiamasini tuzamiz:

>■ -  v = - - , ( -V-.U (5.14)
V

bu yerda A '.y-norm aln ing  o'zgaruvchi koordinatalari.
C(a\P) nuqta normalga tegishli boMgani uchun uning 

koordinatalari (5 .14) tenglamani qanoatlantiradi.

P~v =—-,-(<*-*). (5.15)
3’

С (a; P) nuqta M(x;y) nuqtadan egrilik radiusi R ga teng masofada 
yotadi, shu sababli

( a - x f  + (P -y )2 = R2. (5.16)

(5.15) va (5.16) tenglamalarni birgaiikda yechib. << va p lami 
topamiz:

I i
a - x ± —r  R, P = y + —j= = R .  (5.17)

Mr\ + y'2 vA + У'"

Bu formulalarga (5.13) tenglikdan R ni qo'vamiz:

,y'(]+y ) а т  1T v 2 a  = x ± — —-—-, p = V I . (5.18)
I/I ' I / !

Bu formulalarda qaysi ishoralar olinishini aniqlashtirish uchun 
У >0 va у < 0 bo'lgan hollar alohida qaraladi. Bunda у  > 0 bo'lsa. 
mos nuqtada egri chiziq botiq va p> у bo'ladi. Shu sababli bunda quyi
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a  v  V(l ?  \ P = y + ]~ r ~  (5.19)
I У I i У i

forinulaiar bilan aniqlanadi. Bu formulalar у" < 0 bo’ lganida ham o'rinli 
bo'iadi.

Agar egri chiziq .v = x(t),y -  y(t),t e T parametrik tenglamalar bilan 
berilgan bo'isa, (5. J9) ifoda ushbu ko’rinishni oladi:

(5 .20,
x y  —x y  x у  - x y

3-misol. r = 3(1 + cosq>) kardioidaning istalgan nuqtasida egrilik 
radiusini toping.

Yechish. 1 io&iialami topam iz: r = -3 sin <p, r" = -3 cos</>.
U holda

R= \ _  w

ishoralar olinadi, ya'n i egrilik m arkazining koordinatalari

К \r: + 2 r ’2 - r r '\

(9(1 + 2 cos ip + cos cp) + 9sin ; <p)‘
19(1 + 2 cos cp + cos2 tp) + 18 sin2 <p +9(cos<p -t-cos” ip) |

27(1 + 2cos<p + cos’ cp + sin2 <p)2 
9 [ 1 -  2cosip -  cos2 cp i- 2 sin2 cp + cos^ + cos2 w \

3(2(1 + cos«i) ч! л (p =------------------ = 2(2(1 + cos ip)- = 4cos—.
3(1 + cos q>) 2

Egri chiziqning barcha egrilik markazlari to'plamiga exolyuta 
deyiladi.

Berilgan chiziq o 'z  evolyutasiga nisbatan evolventa (yoki yoyilma) 
deb yuritiladi.

Agar egri chiziq y - f ( x )  tenglama bilan berilgan bo'isa, (5.19) 
tenglamani uning evolyutasi uchun parametrik ( .x parametrli) tenglama 
deb qarash mumkin.

Egri chiziq parametrik tenglamalar bilan berilgan holda (5.20) 
(cnglama evolyutaning parametrik tenglamalarini ( bu tenglamalaming 
o 'ng tomoniga kiruvchi kattaliklar t parametrga bog'liq bo'iadi) 
ifoda laydi.
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4-misol у -  x2 parabola evolyutasi tenglamasini toping.
Yechish Hosilalarni topamiz: y' = 2x.y" = 2.

Egriiik inarkazining koordinatalarini aniqlaymiz:

2x(\ Jr 4.v") , i-*-4.r' 6.x +1с/ = x -------------- - = -4x . b ~ x' + ----- -- =-------- .
2 2 2

Bu tenglamalami y - x 2 parabola evolyutasining parametrik 
tenglamalari deb qarash mumkin. Tenglamadar. x paramemii chiqarib, 
topamiz:

, 16a =
27 V 2 j

Bu tenglama yarim kubik parabola tenglamasi bo'ladi

5.5.3. S k a lya r  argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chiziqning parametrik tenglamalari
Egri chiziq tekislikdagi kabi fazoda ham parametrik tenglamalar 

bilan berilishi mumkin.
t argumentning bir xil aniqlanish sohasiga 

ega boMgan uchta funksiyasini qaraymiz:
i

\x = x(t), I j
\y = yU), (5.21)
[z = z(l), I e 7.

" I— " 1
----- -------Y

25-shakI.

Bunda t e T ning har bir qivmatiga tayin 
x,y,z qiymatlar va fazoviy M (x:v::) nuqta 
mos keladi. t o zgarishi bilan M nuqta fazoda 
biror у egri chiziqni chizadi. Bunda 
egri chiziq (5.21) parametrik 
tenglamalar bilan berilgan va i ga parainetr deymiz.

Biz, fazodagi to‘g ‘ri chiziqning quyidagi parametrik tenglamalari 
bilan avvaldan tanishmiz:

jX^X,+pt,
] У = Va + C!>’
\z = z. + rl. I e R.v 1
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Yana bitta misol keltiramiz. Ushbu parametrik tenglamalar bilan 
berilgan egri ehiziqni qaraymiz:

f.v = a cost, 
v = a sin t, 
z = bt.

Bu egri chiziqqa vin! chizig'i deyiladi (25-shakl).
/ parametrning istalgan qiymatida:

v • ; = a' (cos: t + sirr /) = a  .

Bu tenglik vint chizig 'ining x!+y2 = a2 silindrda jcylashishini bildiradi. 
Bundan, M nuqta vint chiz ig 'i bo'ylab harakatlanganida uning Oxy 
tekisligidagi proeksiyasi radiusi a ga teng aylanada harakatlanishi kelib 
chiqadi, bunda t parametr N nuqtaning qutb burchagi bo'iadi. t 
parametr 2n ga o'sganida V nuqta aylanani to'liq aylanib o'tadi, vint 
chiz ig 'i M niiqtasining 2 applikatasi esa h = 2nb kattalikka o'zgaradi. 
Bu kattalikka vint chizig 'ining qadami deyiladi.

Skalyar argumentning vektor funksiyasi

Fazodagi egri chiziq (5.21) parametrik tenglamalari bilan berilgan 
bo'lsin. Bunda x{t), y(t), _(/) funksiyalaming aniqlanish sohasi T ga 
tegishli har bir t parametrga biror M(x,y,z) nuqta, har bir M nuqtaga 
esa boshi koordinata boshida va oxiri V/ nuqtada bo'lgan r = OM 
radius vektor mos keladi (26-shakl). Bu vektoming koordinata 
o'qkiridagi proeksivalari M nuqtaning koordinatalari bo'iadi va shu 
sababli vektor (5 .2 ! )  formulalar bilan aniqlanadi.

Shunday qilib, re  7' parametrning har bir qiymatiga biror

r -x(t)i +y(t)j +z(t)k (5.22)
vektor mos keladi. Bu vektomi t skalyar argumentning vektor funksiyasi 
(yoki vektor funksiya) deb ataymiz va r(i) bilan belgilaymiz.

r(t) radius vektoming oxiri chizadigan L chiziqqa f(t) vektoming 
godograft de\ iladi.

r(t) vektor funksiyaning berilishi uchta skalyar funksiyalaming 
berili::higa teng kuchli, uning koordina o 'qiaridagi proeksiyalari 
x{i), y(i), z{t) bo'iadi.

Vektor funksiya uchun limit, uzluksizlik va hosila tushunchalarini 
kiritarniz.
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1-ta ’ rif. Agar Iimjr(/) = lim >(f ) = >„,. lim z(t) = z„ bo'isa.

r„ = x j  i- y .j + :  к vektorga f  = *(/)I + y{t)j + z(t)k vektor funksiyaning 
t ~>t0 dagi limiti deyiladi va l im r (0  = r„ deb yoziladi.

r(t) vektor funksiya t = t:i da va t,, nuqtani o 'z  ichiga olgan biror 
inten'alda aniqlangan bo'lsin.

2 - ta ’ rif. Agar t, nuqtada lim?(0 = r ( ( )  bo‘ lsa, )'■<() vektor funksiya

t, nuqtada uzluksiz deyiladi.
r(t) = x{t)i + y(t)j +z(t)k vektor funksiya M(x,y,z) nuqtaning radius 

vektori, y a ’ni r=OM  bo'lsin (27-shakl). t parametrning o'zgarishi 
bilan M nuqta I. godografni chizadi. Parametrning tanlangan tayin t 
q iymatiga M nuqta va r(t) vektor mos kelsin.

Perimetrning boshqa I + At qiymatini olamiz. Unga M, nuqta va 
r(r + A/) vektor mos keladi. r(t + At)=C)Ml va r(t)-O M  vektorlaming 
ayinnasi Ar = MM, vektomi qaraymiz:

Ar  = r( t  + At ) - r ( t ) .

Uni r(t) vektoming t nuqtadagi orttirmasi deymiz.
\ y  . j
— nisbat A? vektorga kollinear, ehunki — skalvar ko ‘pa'- tuvchi.
At Ar

3 -ta ’ rif. Ar vektor funksiya orttirmasiriing argumentning mos м 
orttirmasiga nisbatining А/ —» 0 dagi limitiga r(t ) vektor funksiyaning i 
nuqtadagi i skalyar argument bo'yicha hosilasi deyiladi va r\t) yoki

kabi belgilanadi.
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Shunday qilib.

, 4 cfr(l) dr . .  -
r i t ) = -  - - -  = l i m — . ( Э .2 3 )

dt '""dt

Limit ta ’ rifiga ko'ra, r'(t)~  vektor.
r(t) funksiya hosilasini uning koordinataiar o'qlaridagi 

proeksiyalari biian bogMaymiz.

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k 

r(t + At) = xii -  At)i + y(t + At)] + :{t + At)k

bo' Iganiuchun

Ar = r(t -A/) -  r(t) (x(t ■ At) — x(t))/ + [y(t + A0 ->'(/))./' -  (z(t * At)-z(t))k 

yoki

A r = Axi + Ayj + Azk .

Shunday qilib.

Af  Ax ~ Av - Az ■—  = — i + i + — к . 
At At At At

Bundan

Ar Ax • Av -• Az ■ r (t ) — lim —  = Iim —  i + lim / + lim — к =
v *’ At v ' At At ■' - At

~ x\t)J + y\t ) j  + z’(t)k.

Demak.

r '0 )  = x\t)i +y\t)j + z\t)k . (5.24)

(5.24) ifodadan vektor funksiyani differensiallash qoidalar: hamda 
vektor funksiya hosilasining geometrik va mexanik ma'nolari 
differensial hisobning asosiy differensiailash qoidalariga hamda 
hosilaning geometrik \a mexanik ma'nolariga o'xshash boMishligi kelib 
chiqadi.

2. r ’(t) vektor r(t) radius vektor godografiga t parametrning o'sish 
yo 'naiisiiida o'tkaziigan urinma bo'ylab yo ’nalgan boMadi (27-shakl) 
(vektor funksiya hosilasining geometrik т а  ’nosi).



3. Vektor funksiyaning t vaqt bo‘yicha F'(t) hosilasi moddiy 
nuqtaning t ondagi harakati teziigi v(t) ga teng (vektor funksiya 
hosilasining mexanik т а  ’nosi).

I. Skafyar argutmwinirtg vektor furtksiyasini differemmUushning
asosiy qoidalari.

d , ■ - . ч dr, dr.\ dr ,1 . — (r + r  -  rA = —1- + ------ 1;
dt ~ dt dt dt
dc _ _ , ,

2 . — = 0, с - о  zgarmas vektor:
dt °

3". —(Ai;) = A A  = A(Y)-/  argumentning skalyar fur.ksivasi; 
dt dt dt.

dr, _ . dr  
4 . — (r ■r,) = —--л +r. ■—? : 

dt ' 2 dt 2 ' dt
c„ d   ̂ dr, .. . d r5. — r x r  =—- x r + r. x — 

dt ' 1 dt 2 di

(5.24) ifoda Va keltirilgan o'xshashliklar asosida fazodagi egri 
chiziqning urinmasi, normal tekisligi, yoyining differensiali va egriligi 
uchun quyidagi tenglamalar keltirib chiqariladi.

1. (5.21) parametrik tenglamalar bilan berilgan fazodagi egri 
chiziqqa parametrning i = qiymatiga mos MAx,,:y,.:zlx) nuqtasida 
o ‘tkazilgan urinma (to‘g ‘ri chiziq)

£Z*L = Z r i i  = - - (5 25)
*'(f0) / (O  z' ( 0

tenglama bilan aniqlanadi.
2. Fazodagi egri chiziq urinish nuqtasida urinmaga perpendikular 

o'tkazilgan tekislikka egri chiziqqa о ‘tkazilgan normal tekislik deyiladi.
Urinish nuqtasi M[x(x.x:y4;z:<) bo‘ lgan normal tekislik

x % )i> -  *„) + y'(tо )(y -  y , ) + z'(r„)(z -  г.,) = 0 (5.26)

tenglama bilan ifodalanadi.
3. Fazoviy egri chiziq yoyin ing differensiali

ds = + y ' (0 : + z'itfdt (5.27)

formula bilan topiladi.
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Г/ > "  ч ' \2 . / / "  "  t \ 2  . / . J  n ft t\2K = v (yz ->•■■) -r(jfz - i : )  + (x>' - 1 7 ) (5 28)

(x ~+y*"+z2)~
formula bilan aniqlarmdi.

5-misol. x = t'.. y = t\ z - t  egri chiziqqa / = -1 parametrga mos 
nuqtada o‘tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini toping: 

Yechish. Urinish nuqtasining kocrdinatalarini topamiz:

ДГ = — 1, V = 1, z = — 1.
Hosilalami topamiz va ularning urinish nuqtasidagi qiymatlarini 

hisoblaymiz:
x'(0 = 3.'\ y\t) -  2/, z\t) = \:

.r'(-l) = 3, У(-1) = - 2, r '(-D=l

Urinish nuqtasining koordinatalari va hosilalaming hisoblangan 
qiymatlari asosida izlanayotgan tenglamalami topamiz:

a) urinma tenglamasi

x +1 у -1 z +!
3 ” ~ 1 ’

b) normal tekislik tenglamasi

3(x +1) -  2(y - l )  + z + l = 0.
3x -  2 у + z + 6 = 0 .

7- misol. Asosining radiusi /? = 4ga teng silindrda joylashgan. 
qadami h -  6n ga teng vint ch iz ig ‘ i tenglamasini tuzing. Uning yoyi 
differensialini va egriligini toping.

Yechish. t = 2n da z = h = 3/.
Demak. vint chiz ig ‘ ining tenglamasi

x = 4 cos?. y  = 4sin?, z = 3/.
Bundan
x'(t) = -4sinf, >’’(0  = 4cost, z'(t) = 3. x’(t) -  -4cos/, y ' ( 0  = - 4 sin I, z"(t) = 0. 

Hosilalaming hisoblangan qiymatlari asosida izlanayotgan 
tenglamalami topamiz:

a) vint chizig‘ i yoyining differensiali

ds = 7x" + y'2 + z'2dt = v '16sin21 -t-16 cos2 t + 9dt =

4. Fazodagi egri chiziqning egriligi

345



= ^/'6(sirr t + cos: t) + 9dt = 5dt.

b) vint chizig 'ining egriligi

y'z" - y ’z = 4 cos / • 0 - - ( -4 sin г) • 3 = 12sin/: 

x'z" - x 2  = ( - 4 sin /)■ 0 -  (-4cos/)-3 = 12cos/; 

x'y" - x"y' = ( -4 sin /) ■ ( - 4 sin /) -  ( - 4 cos/) ■ 4 cos/ = 16;

x '2 + y '2 + z '2 = 16sin* / + 16 cos2 t + 9 = 25:

Vl 44 sin2 / +144cos2 / + 256 20 4
= 25:

5.5.4. M ashqlar

1. Egri chiziqning egrilig ini toping:

I) y  = coslx , * = ■- nuqtada; 2) y = e~‘\ Oy o 'q bilan kesishish nuqtasida.

3)  x -  9 cos;, ^ = 3sin r ellipsning istalgan nuqtasida;
4) ;t = 4(f-sm(), >’ - 4 ( l - c o s ( )  sikloidaning istalgan nuqtasida;

5) r = 2 ( !-cos^ ) , <p = n nuqtada; 6) r L ^ sin 2ip. ip -  ^ nuqtada.

2. Egri chiziqning egrilik radiusini toping:
x 2 v! i—

1) — + -— - 1, jr = 0 nuqtada; 2) y  = Mx , x = К nuqtada

3) x = t2, y  = t - - t\  / = 1 nuqtada; 4) r = cup, istalgan nuqtada.

3. Egri chiziq egrilik markazining koordinatalarini toping:

l ) y  = —,jc  = 1 nuqtada; 2).v = / -  sin /. >• 1 -  cos/, t -- n nuqtada.
x 2

4. Egri chiziq evolyutasi tenglamasini toping:

1) _v2 = 2(jc +1); 2) y 2 -2x = 0;
3 ) *  = 2z. y ~ t ‘ - 2; 4).v = a(cos/ + /sin/). у = j(sm /-/cos/).

5. Vektor funksiyaning godografini toping:

1) ?(/) = (2/-1)7 + (-3/ + 2)7 + 4tk, tc R: 2) r{t) = 4c*Z; -  j  + 3s»i/fe, / e /?;

3) r(/) = 2 cos’ /7 + 2 sm ' /7 + fr, t e[Q,2n\. 4) r (t)  = 6 cos// + 5sin(/+ 3*, /.:|0;2ff|
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6. Egri chiziqqa o 'tkazilgan urinma va normal tekislik tenglamalarini

toping:

! )  f{t) - t2l +/’7 + t 'k. i 1 nuqtada;

2) fit) ■---- t !i + -i’J+ - t ’k, t~ 2 nuqtada;
2 3 4 M

3) fit) = sin2 ti t 2sin tcostj +3cos2 tk. t =— nuqtada;
4

4)  P(t) = e'(cos sin t); + e'(sm t -  cos t)y + e'k. 1 = 0 nuqtada.

7. Egri chiziq yoyi differensialini toping:

1) ?(t) = 3cos2 ti + 5 sin t cost/ +4sin2tk, 2) fit) = .‘>cost/ + 5sintj + I2tk.

5.6. TENGLAMALARNI TAQRIBIY YECHISH

5.6.1. Asosiy tushunchalar

Bir cAzgaruvchining har qanday tenglamasini

/(*) = 0 (6 .1)

ko ‘rinishda yozish mumkin, bu yerda f ( x ) - x  o ‘zgaruvchining biror 
funksiyasi.

(6 . 1) tengiamaning ildizi deb shunday x = x qiymatga aytiladiki. 
bunda tenglamaning chap tornoni nolga aylanadi, y a ’ni /(xo) = 0 bo‘ ladi.

(6 . 1) tenglamani yechish deb uning ildizlarini topishga aytiladi.

V y=  fix )  У

I
у  M  У

\
у = fix)

\ 1 / ■■ 1 /

\ \

\  1 / 
' 1 / 
\1 /
VЧ. /

0 xa X О Х„ X О X

a b c

28-shakl.

(6. 1) tenglamaning ildizi geometrik jihatdan yo y= f(x) funksiya 
grafigining Ox o ‘q bilan kesishish nuqtasining abssissasini (28-a shakl).
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yo bu grafikning shu o ‘q bilan urinish nuqtasini (28-b shakl) 
yoki grafik va o 'qning umumiy nuqtasini (28-c shakl) ifodalaydi.

Ildizning bu interpritatsiyalaridan bir o ‘zgaruvchi tenglamasini 
vechishning geometrik usuli kelib chiqadi: (6 . 1) tenglamani yechish 
uchun uning grafigini chizish va grafikning Ox (> = 0) o ’q bilan 
kesishish nuqtalarini topish kerak.

/(*) = 0 tenglamani taqribiy yechish, odatda, ikki bosqichda amalga 
oshiriladi.

Birinchi bosqichda tenglamaning ildizlari ajratiladi. ya 'n i tenglama 
yagona haqiqiy ildiziga ega bo'lgan chekli oraliq aniqlanadi.

Ikkinchi bosqichda ildizlar aniqlashtiriladi, y a ’ni ular berilgan 
aniqlikda topiladi.

(6 . 1) tenglamaning ildizlarini ajratish uchun ushbu kriteriya 
qoMlaniladi: agar / (x) funksiya [a\h] kesmada uzluksiz, monoton va 
kesmaning chetki nuqtalarida har xil ishoraii qivmatlarga ega bo'lsa, 
u holda (6 . 1) tenglama shu kesmada yagona haqiqiy ildizga ega bo'ladi.

f(x)  funksiyaning kesmada monoton bo'lishining yetarli sharti 
uning birinchi tartibli hosilasining bu kesmada ishorasini saqlashi 
hisoblanadi (agar f(x)>  0 boMsa, funksiya kesmada o'sadi, agar f(x)  < 0 
bo'lsa, kamayadi).

Agar y - f ( x )  funksiyaning Ox o ‘q bilan 
kesishish nuqtalari joylashgan oraliqlarni aniq K1
ko'rsatuvchi grafigini chizish mumkin bo'lsa, \
(6 .1) tenglamaning ildizlarini grafik usuida 5 ■
ajratsa bo'ladi. \

J](x) va f,(x) funksiya grafiklarini chizish 3 \
oson bo'lgan hollarda (6 . 1) tenglamani " \

(6.2) 1 Xм
о II

ekvivalent ko'rinishda ifodalash orqali 
ildizlarni ajratsa bo'ladi. Bunda (6.2) 
tenglamaning ildizi > = j\{x) va y = f,(x) 
grafiklarning kesishish nuqtasi boMadi.

29-sh ak l.

1-misol. x' + 6x - 5 = 0  tenglama ildizlarini ajrating.

Yechish. Misolning shartiga ko'ra,

/(jc) = x j + 6* - 5 .

348



xeR  da /'(*) = 3x: + 6 > Э, XeR  bo'lgani uchun funksiya ixtiyoriy 

oraliqda o'sadi. x ning manfiy qiymatlarida f(x) < 0 va x ning 
yetarlicha katta qiymatlarida, masalan, v >1 da f(x)> 0.

Demak, funksiya [0;1] kesmada bitta haqiqiy ildizga ega.
Berilgan tenglamaning ildizini grafik usulda ham ajratish mumkin. 

Tenglamani x '= - 6x + 5, ya 'n i (6.2) ko'rinishga keltiramiz. y = x' va 
v —Gx + 5 funksiya grafiklarini chizamiz (29-shakl). Chizmadan 
ko'rinadiki, keltirilgan grafiklar abssissasi (0;1) intervalda yotuvchi 
M nuqtada kesishishadi.

5.6.2. Ildizlarni aniqlashtirishning  
v a ta r la r  va urinm alar usuliari

Vatarlar usuli

Biror (analitik yoki grafik) usul bilan (6.1) tenglamaning ildizi 
ajratilgan, ya 'n i tenglama yagona X ildizga ega bo'lgan [a\b] kesma 
aniqlangan bo'lsin. Bu kesma shunday tanlanadiki, bunda quyidagi uch 
shart bajaradi.

1) f ( a )  va f(b) sonlari har.xil ishorali: / ( я )  •/(/>) <0 ;
2 ) kesmada f'(x) hosila nolga teng emas va ishorasini 

saqlaydi;
3) kesmada f"(x) hosila nolga teng emas va ishorasini 

saqlaydi.
(6 . 1) tenglama yechimining birinchi vaqinlashishi sifatida y  = /(.v) 

funksiya grafigi yoyining chetki A(a,f(a)) va B(b\f(b)) nuqtalarini 
tutashtiruvchi vatar bilan Ox o ‘q kesishish nuqtasining abssissasini 
olarniz (30-shakl).

Ikki nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziq formulasi asosida AB to'g'ri 
chiziq tenglamasini tuzamiz:

* - - -  y ~ l {a) ((л i i
b — a~ f(h) -  f(a)

(6.3) tenglamaga v = 0 ni qo'yib. ildizning birinchi yaqinlashishini 
topamiz:

x _ c,f(b) -  bf(a) 6 4 )
! f(b  ) ~ f  (a) '
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(6.1) tenglamaning izlanayotgan X ildizining ikkinchi x, 
yaqinlashishini topish uchun (6.4) ga monand formula f(x)  funksiya 
chetki nuqtalarida har xil ishoralarga ega bo'lgan [a;*,] va 
kesmalardan biriga qo llan ilad i.  Bunda, agar J\ a )f(x )>  0 shart 
bajarilsa ( 1-hol) [ a ;x j  kesmada

6 4
/(X .,)- A a )  1 1

kabi topiladi (30,a,b-shakl), agar f(a ) f"(x)< 0 shart bajarilsa (2-hol)
[jCj;/>] kesmada

bf(Xl) - x J ( b )
* " 7 ш - т  (6 '5 ’

kabi aniqlanadi (30,c,d-shakl).

о

\ \
|\ \\\ Г М  > о
1 \ \n\1 S. \  \  \

\\ \
a x ч W~7X

Q-\ \ j1 M,... «

f'(x)<  0

//"■  
/ / i

-,,й

.X

/ / i

A

О

A
f\x)> 0 / 7  /

a - " m ,

•I,.....
j \  x / V x o

30-shakl.

Bu jarayonni davom ettirib. ildizning keyingi 
jt„x4,... yaqinlashishlari topiladi. Agar ( я - 1 ) - yaqiniashish mavjud
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bo'isa, n -yaqinlashish 1-hol uchun

x _  Ч/'(*„-1) -  -r ( t / )  

/ ( * - , ) - / ( « )  

formula bilan. 2-hol uchun

v = bf(xii_ ) - x ri_J(b) 
/(*„ )-/(/>)

, jc„ = Л. «  = 1,2,3,..

.v, = к, и = 1,2,3,...

(6 .6 )

( 6 . 7 )

formula bilan topiladi.
Geometrik mulohazalarga ko‘ra, x, (n = 1,2,3,...) sonlarning ketma- 

ketligi ildizga yaqinlashadi, y a ’ni

lim xr = X (6 .8)

(6 .6 ) va (6.7) formulalar bilan hisoblashlar oxirgi kesma uchun 
talab qilmgan aniqlik olinganga qadar davom ettiriladi.

Vatarlar usulining absolut xatoligi

! X -  x. \< /(* .) ! (6.9)

tengsizlik bilan baholanadi, bu yerda /j — min | f\x') {, / ' ( * ) *  0.
a<x<i)

Urinmalur usuli

(a\h) oraliqda (6.1) tenglama yagona X ildizga ega bo'lsin. y = f(x)  
funksiya grafigiga A(a; f{a)) nuqtada urinma o'tkazamiz.

Bu urinmaning tenglamasini tuzamiz:

y -  f  {a) = f  (a)(x -  a ) . ( 6 . 1 0 )

Bu tenglamada у = 0 deb 
urinmaning Ox o'q bilan kesishish 
nuqtasining abssissasini topamiz:

■*, f ( a ) * 0 .  (6 .11)
j  (a)

(6 . 11) formula ildizning birinchi 
yaqinlashishini beradi. Ikkinchi 
yaqiniashishni (6 . 11) ga monand
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fo rm ulan i (x,;b) oraliqqa qo'llab, topamiz:

(6 . 1 2 )

lldizning keyingi yaqinlashishlari shu kabi topiladi. 
Agar (n - l)-yaq in lash ish  mavjud bo‘ lsa, «-yaqiniashish

(6.13)

formula bilan topiladi.
Bu tenglamada nolinchi yaqiniashish xu sifatida [a\b] kesmaning

shartni qanoatlantiruvchi nuqtasining abssissasi olinadi (31-shaki). 
Demak, bu usulni A nuqtadan boshlash shart emas.

Urinmalar usulida ham (6 .8) va (6.9) munosabatlar o ‘ rinli bo'ladi.

Vatarlar usuli bilan urinmalar usuli ildizga turli tomondan 
yaqinlashishni beradi Shu sababli, odatda, ulami birgalikda qoMlash 
qulay bo'ladi. Bunda ildizni aniqlashtirish tez bajariladi va hisoblashni 
nazorat qilish mumkin bo'ladi.

Vatarlar va urinmalar usullarini birgalikda qo'Jlanilishi masalasini

qaraymiz. Bunda ham vatarlar usulidagi uchta shart bajarilsin deymiz.

Bu shartlar bajarilganida to'rtta hoi boMishi mumkin (30-shakl):

Aniqiik uchun f'(x) > 0, f"(x) > 0 bo'lgan holni qaraymiz (32-shakl). 
A(a\f{a)) va B(b;f(b)) nuqtalar orqali vatar o'tkazamiz.

Bu vatarning Ox o ‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

Endi f(x)  funksiya grafigiga B(b\f(b)) nuqtaga urinma o'tkazamiz.

(6.14)

Vatarlar va urinmalar usullarining 
birgalikda qo ‘llanilishi

a) f\x) < 0, f"(x) > 0 ; 

c) f'(x) > 0, f\ x )>  0 ;

b )/ '(x )> 0, f ( x )  < 0 ; 

d )/ ’(x) < 0, f ( x )  < 0 .
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Bu urinmaning Ox o ‘q bilan kesishish nuqtasini topamiz:

/('*)b.=b-
f'(hY

Shunday qilib, a <at < X < b. <b.
Bu jarayonni davom ettirib, taqribiy qiymatlaming ikkita ketma- 

ketligini topamiz:

a < a, <  a ,  < . . .  <  .Y va b> b,> b, > ...> X ,

bu verda

и. = a (6.15)

(6.16)

{a,,} va {/>J ketma-ketliklar monoton va chegaralangan. Demak, 
ular limitga ega. lima, -  a ,

lim.6, = ft bo‘ isin. Agar 1) va

3) shartlar bajarilsa, a  = ;3 = X 
/(.*) = 0 teng-lamaning yagona 
yechimi bo'ladi.

Agar ildizning aniqiigi

с oldindan beriisan bo'lsa.

u holda ал va hn far j a - i  |<t- 

yoki e <| a  -/>„ |< 2c shartlardan 

biri bajarilishiga qadar davom 

ettiriladi. Bunda birinchi shart bajarilsa Л "« a i: (yoki A" » A n)  bo‘ ladi.

ikkinchi shart bajarilsa X a + b
bo'ladi.

1-misol. 2 -  x -  ig.v - 0 tenglmaning haqiqiy ildizini vatarlar va 
urinmalar usullarini birgalikda qo‘ l!ab, с = 0,000001 aniqlikda hisoblang. 

Yechish. Izlanayotgan iidizni ajratish uchun berilgan tenglamani
!gx = 2 - x ko'rinishga keltiramiz va > = lgx, у - 2 - х  funksiyalarning



grafiklarini chizamiz (33-shakl). Chizmadan izlanayotgan ildiz fl,6;l,8J 
kesmaning ichki nuqtasi bo'lishi 
kelib chiqadi.

1) va -  3) shartlaming 
bajarilishini tekshiramiz.

f(x)  = 2 -  л -  lg.r funksiya uchun:

/(1,6) = 2 -  1,(5 -  0,2041 = 0.1959 > 0; 

/(1,8) = 2 -  1,8 -  0,2553 = -0,0553 < 0;

f\ x )  = -1  -  — Ige; f\ x )  = —— Igf; 
x x

\ у = -
\ у  = ‘g *

V " '
; \
; \

33-shakl.
[1,6;1,8] kesmada /'(*)< 0, /'(*)> 0.

Demak, [1,6;1,8] kesmada 
! )  -  3) sharthr bajariladi. Shu sababli «  = 1.6 \г. b = 1.8 deb olamiz va

aniqlashtirish formulalarini qo‘ llaymiz:

(1,8 - 1,6)/ (1,6)
a ,  =  1,6 -

/ (1,8) - / ( 1,6)
= 1,6 + 0,1559 = 1,7559;

h. = 1.6 -  -  = 1,6 i 0.1540 = 1,7540;
/ ’(1,6)

a2 =1.75558; b2 =1,75557; a, = 1,7555816; b2 = 1,7555807.

i a, -  ft, H 1,7555816-1,7555807]= 0.0000009 <e. 

Demak, izlanayotgan yechim £ * a. = 1,7555816.

5.6.3.Mashqiar

1. Tenglaniialarning haqiqiy ildizini vatarlar va urinmalar iisullarini b irgalikda 
qo'l lab, e = 0,000)1 aniqlikda toping:

1) л 1- 2 л + 7 = 0:, 

3) л lg.t -  1 = 0,

2 )  д ’ r or —1 = 0;

4 ) 2v + i -  sin x -  0.
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• Kompleks sonlar

* Ko‘phadlar

Leonard F.yter 
(1707-1783)- 

shveysar, nemis va rus 
matematigi hamda 

mexanigi.

Eyler matematik ann- 
Hz, Uijferensia! geomel - 
fiya, sonlar nazariyasi, 
taqribiy hisabiashiar, 
ostnoii mexanikasi, rna~ 
lematik Jizika, baliixfi- 
ka. kdmular quritishi, 
musiqa nazariyasi va 
fanning boshqa sohala- 
riga md #5# dsin oriiq 
ishlar mualtifi.

Eyler matematikaga 
qatorlar ttuzitriynsini, 
kompleks sonlar nuzari- 
yusida Eyler formitiasi- 
ni, e smini, mavhum 
biriik uchun i brfglni va 
boshqa ko'plah maxims 
funksiyalarni kiritgan.

O L IY  A L G E B R A  
KLEMENTLARI

6.1. KOMPLEKS SONLAR

Kvadrat ildiz chiqarish amali barcha 
haqiqiy sonlar uchun aniqlanmaganligi 
sababli har qanday kvadrat tenglama ham 
haqiqiy sonlar to‘plamida yechimga ega 
bo'lmaydi. Ru masala hamda uchinchi va 
to'rtinehi darajali tenglamalami vechishda 
yuzaga kelgan ko'plab masalalar haqiqiy 
sonlar to'plamini kompleks sonlar 
to‘plamigaeha kengaytirishni taqozo etdi.

Keyinchalik kompleks sonlar 
malematika va amaliy matematikaning 
ko'pchilik muhim masalalarini yechishga 
tatbiq qilindi va hozirgi matematikani 
kompleks sonlar tushunchasisiz ta saw ur  
qilib bo'lmaydi.

6 .1 .1 .Kompleks son 
tushunchasi va tasviri

Kompleks son tushunchasi

l - t a ’ rif. г kompleks son deb ma lum 
tartibda berilgan .v va у  haqiqiy sonlar 
juft iga aytiladi va г = (x,v) deb yoziladi.

x va у sonlarga mos ravishda z 
kompleks sonning haqiqiy va mavhum 
qismlari deyilib, x = Rez, j> = Imz kabi 
belgilanadi.

va z, — (л2, у 2) kompleks 
sonlarida xt =x2 va y,=y,  boMganida ular 
teng. y a ’ni :, = z, deyiladi.
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(0,1) son mavhum birlik deb ataladi va / bilan beigilanadi:

/ = (0,1). ( 1. 1)

2- t a ’ rif. z. = (x,,y.) va z. =(x2,y , )  kompleks sonlarining yig'indisi
deb

z, --z, =(.*.,y,) + (x . . y . ) = ( x  + x , , v, + y 2) ( 1.2)
songa aytiladi.

3-ta ’ rif. z, = (x , ,y )  va z2 = (x , .y2) kompleks sonlarining 
ко paytmasi deb

Z. ' z . = ( д с , , у |)-(дс2,>’2) = ( х х 2 - y . y , , x , y 2 + y x 2) (1.3)

songa aytiladi.
Keltirilgan ta ’riflardar. haqiqiy sonlardagi kabi

(x, ,0) + (x, ,0) = U, + x2,0)

(xi ,0) • (x. ,0) = (x.x, ,0)

kelib chiqadi.
Shunday qilib, kompleks sonlar haqiqiy sonlanii «to ‘Idiradi».
(1.1) va (1.3) formulalar asosida topamiz:

x = (x,0), iy = (0,l)y = (0.1) • (y,0) = (0 • у  -1 • 0,0 • 0 + I ■ y) = (0, y).

Bu ifodalardan z = (x,y) kompleks son yozilishining boshqa bir 
ko ‘rinishi kelib chiqadi:

г = (x, y) - (x.0) + (0,y> = x + iy.

Kompleks sonlarni ko'paytirish ta'rifidan topamiz:

i1 = /7 = (0,1) (0,1) = ( - 1.0) = - 1.

Demak. i = (0, i ) -  kvadrati minus birga teng bo'lgan son.
Shunday qilib, z = x + iy ifodaga kompleks son deyiladi, bu yerda 

x,у  — haqiqiy sonlar, i -  mavhum birlik.
Agar z = x + iy ifodada y  = 0 bo'lsa. z = x haqiqiy son. agar 

x = 0 bo'lsa, z = iy so f mavhum son hosil bo'ladi.
Faqat x = y  = 0 bo'lganida z = x + ;y kompleks son nolga teng
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bo'ladi. Kompleks sonlar uchun «katta» va «k ichik» tushunchalari 
kiritilmaydi.

Mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi z = x + iy va
7 = x -iy  sonlariga qo shma kompleks sonlar deyiladi.

Haqiqiy va mavhum qismlarining ishorasi bilan farq qiluvchi
- =x + iy va z.=-x~iy  sonlariga qarama-qarshi kompleks sonlar 
deyiladi.

Kompleks sonlarning geometrik tasviri

Har bir z - x  + iy kompleks sonni Oxy koordinatalar tekisligining 
M(x;\) nuqtasi bilan ifodaiash mumkin (bu yerda x -  Rer, у  =Im.r) va 
aksincha, koordinatalar tekisligining har bir M(x;y) nuqtasini - л • iy 
kompleks sonning geometrik tasviri deb qarash mumkin ( 1-shakl).

Oxy tekislikka kompleks tekislik deyiladi va (z) kabi belgilanadi. 
Bunda, :  = x haqiqiy sonlar haqiqiy o'q deb ataluvchi Ox o ‘qning 
nuqtalari bilan aniqlanadi; z = iy 
mavhum sonlar mavhum o'q deb 
ataluvchi Oy o ‘qning nuqtalari bilan 
aniqlanadi

Shuningdek, r -  x л iy kompleks 
sonni M(x;y) nuqtaning radius vektori
? = OM orqali ifodaiash mumkin (1- 
shakl). Bunda: vektorning
uzunligiga kompleks sonning moduli 
deyiladi va \z\ yoki r bilan 
belgilanadi; r vektorning Ox o 'qning 1 -shakl.
musbat vo'naiishi bilan hosil qilgan
burchagiga kompleks sonning argumenti deyiladi va Argz bilan 
belgilanadi.

z = 0 kompleks sonning argumenti aniqlanmagan. r^O kompleks 
sonning argumenti ko ‘p qivmatli bo'lib, 2xk (k = 0, - 1, 1, - 2, 2....)
qo'shiiuvchigacha aniqlikda topiladi: Argz = a r g + 2як ,kt=.z, bu yerda 
argz-argumentning (~n:n] oraliqda yotuvchi bosh qiymati, y a ’ni
-  n <argz < n (ayrim hollarda argumentning bosh qiymati sifatida [0;27r) 
oraiiqqa tegishli qiymat olinadi).

(-)

Л f lx:y)

г /
/ ■

/К.
/  \v> ;

О X  X
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Ushbu

z -  x + iy

ifodaga kompieks sonning algebraik shakli deyiladi.
Kompleks sonning r moduli va <p = Argz argumentini z - x  + iv 

kompleks sonni ifodalovchi r = OM vektoming qutb koordinataiari deb 
qarash mumkin. Bunda x = rcosip, v -  / sinда bo'iadi (1-shakl).

U holda z = x + iy kompleks sonni z = rcostp + irsinip yoki

z = r(coscp + f sin <p)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu ifodaga kompleks sonning trigonometrik 
shakli deyiladi.

Bunda r=jz| modul quyidagi formula bilan aniqlanadi:

6.1.2. Kompleks sonlarning yoziiish shakllari

r=\z\=-Jx2 +y 2.
<p argument esa

X у  уCOS!p = —, sin <p = —, tgcp -  - 
r r  X

fonnulalardan topiladi.
<p = Argz = argz + 2nk , k e z ekanidan

cos(p = cos(argz + 2тЛ) = cos(argz), sin<<; = sin(argz)

kelib chiqadi. Shu sababli kompleks sonning algebraik shaklidan 
trigonometrik shakliga o'tishda kompleks son argumentining bosh 
qiymatini aniqlash yetarli bo'iadi.

-  л  < argz < и bo'lgani ucun tg(p = — tenglikdan topamiz:
x

varctg —. I, IV choraklarning ichki nuqtalarida. 
x 
у

arctg— + л, il chorakning ichki nuqtalarida, 
x 
у

arctg----л, III chorakning ichki nuqtalarida.

Agar nuqta haqiqiy yoki mavhum o'qlarda yotsa. argzni bevosila 
topish mumkin.
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=2=-3 0 

= -4/

J z , =  2 *

Masalan, z. =2 uchun argr, =0; z, = -3 uchun argz, =ж:  z, -\
Л J[

uchun argr, = --; z, = -4i uchun argz, = (2-shakl).

Eyler formulasi deb ataluvchi

cos да + / sin <p = e‘*

ifoda yordamida z = r(cos</> + /sin«>) 
tenglikdan z = rc“‘ ifoda keltirib chiqariladi.
Ushbu

г = re '

ifodaga z = r(cosp J-/sin^) kompleks sonning 
ко rsalkichli (yoki eksponensial) shakli 
deyiladi, bu yerda r =jz|-kompleks sonning 
moduli; ip = Argz- kompleks sonning 2-shakl.
argumenti.

Eyler formuiasiga ko'ra е'ф funksiya 2n davrli davriy funksiya 
bo'iadi. Shu sababli z kompleks sonni ko'rsatkichli shaklda vozish 
uchun kompleks son argumentimng bosh qiymatini, y a ’ni <p = argz ni 
aniqlash yetarli bo'iadi.

71 71i-misol. z = -sin — + /cos— kompleks sonni tur 1 i (algebraik, 
8 8

trigonometrik va ko'rsatkichli) shakllarda yozing.

71 71Yechish. z =■ -sin — + icos— kompleks son trigonometrik shaklda 
8 8

berilgan emas. Shu sababli shunday да burchakni topamizki.
. n . л , M .coso> = -sm — va sinw -  cos— no Isin.

8 8

Bunday burchak tp-~  +— =—  bo'iadi.
2 8 8

5л- V2-V2 . 5,т v'2 + \/2 . , .  , ... . . .cos — = -  -------  va sm— =----------- m hisobga onb, kompleks
8 2 8 2

sonining turli shakllarini yozamiz:

x/2-V2 V2 + V2 5я . . 5л
-------------- +/---------------- c o s —  + ; s m —  = e R .

2  4  8 8

3 5 9



6.1.3. Kompleks sonlar ustida am allar  

Kompleks sonlarni qo‘shish

Agar r  л, + /V. va z. = x, + iy, bo'lsa, yuqorida keltirilgan kompleks 
sonlarni qo^hisn ta 'r ifiga ko'ra,

г  + z 2 = (x, + x , ) + i(y .  + v . ). ( 1 . 4 )

Kompleks sonlarni qo‘shish kommutativlik va assosiativlik xossalariga 
ega:

z, + z 2 = z 2 + z r  (z. f  z ,)  + z, = 7 .  + (z ,  f  z , ) .

(1.4) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi 
qo‘shilishi kelib chiqadi (3-shakl).

3-shakldan  bevosita ko'rinadiki, j z, + z 2 !<| z , j -  j z. j . Bu tengsizlikka 
uchburchak tengsizligi deyiladi.

Kompleks sonlarni ayirish

Kompleks sonlarni ayirish amaii qo'shishga teskari amal sifatida 
aniqlanadi.

z, va z 2 kompleks sonlaming ayirmasi deb. r ,  ga qo‘ shilganida 
z, ni hosil qiluvchi z kompleks soniga aytiladi va z = z , - z  tarzda 
yoziladi.

Agar z, = jc, +iy. va z, =x2 + />. bo'lsa, ta ’ rifga ko ra,

z  = z, -  z 2 =  (■*, -  x ,)  + i(y, -  V . ) ( 1 . 5 )

(1.5) tenglikdan kompleks sonlar geometrik jihatdan vektorlar kabi 
ayrilishi kelib chiqadi. (4-shakl).

4-shakldan ko‘rinadiki, j z, -  z 2 1> z, j - ; z 2 1.



!z, - z 2 '=M(x, - x ; y + (y , -  v , ) :

bo'ladi. y a ’ni ikkita kompleks sonlar ayirmasining moduli tekislikda bu 
sonlarni ifodalovchi nuqtalar orasidagi masofaga teng.

Shu sababli, masalan |z -2/|= l tenglik kompleks tekisligida z3 = 2/ 

nuqtadan birga teng masofada yotuvchi z nuqtalar to'plamirii, ya 'n i 
markazi z ,=2i  nuqtada joylashgan va radiusi birga teng 
aylanani aniqlaydi.

Kompleks sonlarni ко ‘paytirish

Agar - = x. + iy, va z,=x2+iy2 bo*Isa, yuqoridu keltirilgan 
kompleks sonlami ko'paytirish ta 'r ifiga ko'ra,

z = z,z = (.v.x -  .v, v , ) + Hx.y, + y,x2). ( 1 .6 )

Kompleks sonlarni ko ‘paytirish kommutativlik, assosiativlik va 
qo'shishga nisbatan distributivlik xossaiariga ega:

z,z2 — z 2z , ,
( z ,z , ) z ,  = z , (z .z , ) ;

^I i,Z2 + ~ 3)  — Z ,Z. 2 + Z^ZX.

2 -misol. 2, = 1 + 3/, z, = - 3  + / bo'lsa, z, + z , ,  2 z , - z 2, zl -z2 larni 
hisoblang.

Yechish. z, + z, = (1 + 3/) + (- 3  + i) = -2 + 4 i;

2z, — z, = (2 + 6/) -  ( - 3  -*-/) = 5 + 5;: 

z. • z ,  = (1 + 3/) ■ ( - 3  + /)= ( - 3 - 3 ) 4-/(1 —9) = - 6 - 8/.

Trigonometrik shaklda berilgan

z, = r . (c o s ip ,  - / s i n ^ , ) ,  z ,  = r2(costp: 4- / sill (jy,)  

kompleks sonlami ko‘paytiramiz:

z .z ,  = r , (c o s ip .  + /sin<p,)r. ( c o s ^ ; +('sin</).) =

= r.r,(cos <pt cos tp, + i sin tpt co s  tp, + / cos tp, sin tp, -  sin <p, sin <p,) =

= r r 2(cos<p. cos tp. -  sin tp, sin <p2 ) + /(sin tpt cos tp, 4- icostp, sin tp2) =

= r.r, (cos( <p, 4- tp, ) + isin(tp, 4- tp, )),

K o m p le k s  sonlar uchun
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y a ’ni
r 2 =r.r,(cos(<p, +<p2) +ism((p, + <p2)). (1.7)

Demak, kompleks sonlar ko'paytirilganda ulaming modullari 
ko‘paytiriladi va argumentlari qo‘shiladi.

Bu qoida istalgan sondagi ko‘paytuvchilar uchun ham o'rinli 
boMadi. Xususan, n ta bir xil ko‘paytuvchilar uchun

bo‘ ladi.
(1.8) formulaga Muavrformulasi deyiladi.

3 - misol. z = л/з + / bo'isa, z ni hisoblang.
Yechish. A w a l  kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiramiz.

Kompleks sonlarni bo‘ lish amali ko‘pavtirishga teskari amal sifatida 
aniqlanadi.

r, va г, ф 0 kompleks sonlarning bo'linmasi deb. z2 ga 
ko'paytirilganida z, ni hosii qiluvchi г kompleks soniga aytiladi va

r = — kabi yoziladi.

z" -  (r(cos(p + /sin ./>))” -  г " (cos ncp + / sin пф) ( 1.8 )

v;3 6
7Г

Bundan

Muavr formulasiga ko‘ra:

z'1 = 2h\ cos— - 6  + / sin — - 6  1 = 6 4 ( costt +/sinл) = - 6 4 .
6 6

Kompleks sonlarni bo ‘lish

zt = x, + iy. , z, = x2 + iy2 #0  va z = x + iy bois in . 
U holda (x, + iy2)(jt + iy) = x, + iy, tenglikdan

tenglam alar sistemasi kelib chiqadi.
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_ XX, + y,y2 _ x2y , - x , y 2
2 ■> 9 ' 2 2 

X Z + УI X 2 + У 2

Shunday qilib,

Z = “■ = XLX? t M i . +i ~x<-y> (1 .9 )
*2 +>2 x:+yl

Amalda ikki kompleks sonning boMinmasi uning surat va maxrajini 
maxrajning qo'shmasiga ko‘paytirish orqaii topiladi (maxraj 
mavhumlikdan qutqariladi).

4- misol. 2 , = 1 + 2i, z, = 3 + i bo'isa, — ni toping.
2̂

■7

Yechish. ~ kasming surat va maxrajini z2 t>a ko’pavtirib, topamiz: 
“ 2

z, _ n -  2i (1 + 20(3 -  0  3 + 6/ -  / + 2 _ 5 + 5/ _ 1 i_ . 
z2 ~ 3 + / ~ (3 + 0 ( 3 - 0  ”  9+1 ~ 10 ~2 2 '

Trigonometrik shaklda berilgan z. = л-,(cos«p, + /sm<p,) kompleks

sonini r_ = /-.(cosw. + /sin®. \ kompleks soniga bo'lamiz:

z, _ r  (co s ip ,+/S!n<p.) »;(cos^», + /simp, ) (eos<p, -/sin«J.)
: 2 r: (cos0 .+ism<p2) r2(eos<p: + /s in г̂>,) - (cosip2 — /s i n )

r
= -  (C0s(<0, -<p. i-L.;Sin((^i -<p.)). r

Demak,

- = -  (cos{(p. -(p.) + is'm((p, -<p,)). ( 1 . 1 0 )
-r Г1

Shunday qilib. bir kompleks sonni ikkinchisiga boMganda ulaming 
modullari bo'linadi va argumentlari ayriladi.

Kompleks sonlardan ildiz chiqarish

Kompleks sondan «-dara ja l i  ildiz chiqarish amali «-natural 
darajaga oshirish arnaliga teskari amal sifatida aniqlanadi.

r kompleks sonining n-darajali ildizi deb, w" = z tenglikni 
qanoatlantiruvchi w kompleks soniga aytiladi.

Sistem adan дг va  у  ni topamiz:
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г = /(cosip + is'mp) va w = p(cos6 -f is'md) bo'lsin.

Ildizning ta’ rifi va Muavr formulasidan foydalanib topamiz: 

z = w" = p"(cos лб + / sin пв) = /-(cos(/) + isin ip).

Bundan

p"=r, nO = ip + 2лк, k = 0, - 1, 1, - 2. 2,...
yoki

<р + 2лк „ -0 =--------- , p=Vr

keiib chiqadi.
U holda w = \[z tenglik quyidagi ko‘ rinishga keladi:

w, = \jr(cosq> + is'mtp) = \fr
i-( (p + 2кл . . ft) + 2кл= л1Г I COS ------------- U ? С 1 П ------------ L k = 0, 1, ..... n - 1. ( 1. 11)

Sinus va kosinus funksiyala-ming davriyligi sababli г kompleks 
sonining n- darajali ildizlari soni 
n ga teng boMadi va ular к ning 
n ta k = 0, 1, ..., n-\ qiymatlarida 
aniqlanadi. lldizlarning moduli 
r haqiqiy sonining n -darajali 
algebraik ildizidan iborat boMadi,

argumentlari esa bir-biridan —  ga
/7

karrali songa farq qiiadi. Bunda 
barcha ildizlar kompleks tekisligida 
markazi z -  0 nuqtada boMgan va 
radiusi ;/jz | ga teng aylanaga 
ichki chizilgan n burchakli
muntazam ko‘pburchakning uchlarini tasvirlaydi (5-shakl)

5-misol. \T\ ning barcha ildizlarini toping.
Yechish. Ildiz ostidagi ifodani trigonometrik shaklda yozamiz:

Bundan

- cos7r + /sin,T.

, i—г л +■ 2лк. . . л  + 2лк , .  , .  _ 
a / -1 = c o s -----------+ ;s in ------------ , A = 0, 1, 2, 3.
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к ga О, I, 3 va 4 q iym atiar berib, topamiz:

л . . n v 2  ,. ..
W., = COS---- h / Sin — = -----(1 + 1),

4  4  2

Зяг . . Зл- у/2, , 
w, = c o s —  + ;sin  —  = — ( - 1  + /). 

4 4  2

3'T , . . Зл- V2
w, = c o s ------ r- 1 sin —  = —  ( - 1  + /),

4 4 2

5/т . . 5/Т V 2
w, = c o s ------ Lism  —  = —  ( - 1  — 1 ),

4 4  2

7 7Г . .  I n  V 2 
w, = cos —  4 ;sin  —  = —  (1 -

4 4 2

Bu iidizlar (r) kompleks tekisligida birlik aylanaga ichki chiziigan 
muntazam to rtburehakning (kvadratning) uchlarida yotadi (6-shakl).

6.1.4. M ashqlar
9 x

1. x , y  ning qanday haqiqiy qiym atlarida  r, = x - j v i - y - v a
/

c. 2x n ; - 3 x i - уГ '  kompleks sonlar q o ‘ shma boMadi?

2. л , > ning qanday haq iqiy q iym atlarida z. -  у  + 2 r  + 3 -  2xi va

r ,  --3jr+& + —  + 2 i2 kompleks sonlar teng boMadi?I
3.  t ,>■ ning qanday haqiqiy qiymatlarida z, - 3 x -  2>v + 5/3 - 1  va  

=, - -3 v -/ 5 f — i-2r kompleks sonlar qarama-qarshi boMadi?

4. ,v, v ning qanda> haqiqiy q iym atlarida r, =5.x + -r-+3v/ *•»’ va

---3v(l +■()+ — kompleks sonlar nolga teng boMadi?
/

5. (z) tekis likda berilgan tenglam alam i veching:

I )  r 2 + bz  25  ■-= (j: 2) 2.T2 f  iz + 1 = 0 :

3 ) iz2 -  2.r j- 3i = 0; 4 )  z 2 -  6/z -  5 =- 0.
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6 .  {:)  tek is l ik d a  b e r i lg an  sh a r t la r  b i lan  q a n d a y  nu q ta la r  to 'p la m i a n iq la n a d i?  

1) Re :  = a: 2)  Imr = b:

3)  r  <] z [< R: 4 )  if) < a rg r  < i//;

5)/-<|r|</?, p < argc < (/'. bu y e r d a  a.b.r.R. cp.i/r - h aq iq iy  son lar .

7 .  B er i lg a n  k o m p le k s  so n la rn i  turl i (a lg eb ra ik ,  t r ig o n o m e tr ik  va  
k o ' r s a tk ic h l i )  s h a k l la rd a  y o z in g :

1)  z = -2  + 2-ч/3/; 2 )  z = V 3 - i ,

3 )  г = л/з|c o s - -  + /sin - - ) ;  4 )  z -  i 4T-\ cos — + /sin —\
V 4 4 J  IV 4 4 j

i— -  —I ,---- <1 arctz- - т j
5) z = V2e ‘ ; 6) л-VOe1 3

7)  z = 2cos60" - 2 / sin 60"; 8 )  г  -  - 2 c o s 4 5 “ -  2i.sin 45".

8 .  B er i lg an  k o m p le k s  s o n la rn in g  у ig ‘ indisi,  a y i rm a s i ,  k o ' p a y tm a s i  va  
b o ' l in m a s in i  toping :

l ) z , = - 5  + 3< v a  z, = 2 - 4 ; ;  2 ) : : ,  = - 3 - 4 /  v a  r 2 - 2  + 3i

9 .  (z) te k is l ik d a  b e r i lg an  n u q ta la r  o ra s id a g i  m a so fa n i  top in g :

1) 1 -3/  v a  4;; 2 )  1 -5 /  v a  - 4 :

3 )  1 + 3/ v a  3 + 2/; 4 )  8 -3/  v a  2 + 5/

10. H isob lang :

I ) 2Z?i + (1 _ ,')2(1 +,); 2) • (-20 + 1;
1 + 2/ -  2 + /

3)  (2 + 3/')3 - ( 2 - 3 / ) ’ ; 4 )  ( - 1  + 2i)' - ( 1 - 2 / ) 4.

1 1 .  K o m p l e k s  s o n la rn in g  h a q iq iy  v a  m a v h u m  q ism lar in i  top in g :

Зл/3-/7 ОЧ - 1  + ' 5 8+19/'I) — ----—: 2) — ----+-------- .
2(V3 + 2/ ) 2 + i 40

3 ) -----4 —1-----—; 4) (Г -5)1 2/(1 — i )(1 + 2/ ) 1i 2< ' 2 ~ /1 j

12. Berilgan kompleks sonlarning ko 'paytmasi va bo‘ linmasini toping:



3) z, =8(cos!35" +/sin 135") va z, = 2{cos45" + /sin45 ');

4) z, = 8(cos90"-t ism90”l va z, -  cos 30" f/sin 30".

13. Darajalarni hisoblang:

In  . 7л-V f  ( 1  + j V°I) I ----  cos —  + /sin— - I ; 2 )  -----
! 2 ;  36 36Jj v 1 - /J

3) ( 2 - ?./)’: 4) (V2(cos20" +/sin20"))': .

14. Berilgan sonlarning barcha ildiziaririi toping:

1) /:>-2V3/; 2) V-7;

3 ) V - 8  + 8V3/; 4) v! • /

6.2. KOPHADLAR

6.2.1. K o ‘ phadIar ustida ainallar

Ushbu

Pr(x) = ahx’' ю ,.Г ' + ... + a< j i - a  (2,1)

funksiyaga и- darajali ko'phad (yoki butun ratsianalfunksiya) dey ilad i. 
Bunda a„ ф 0, a, ....,an sonlari ko'phadning koeffitsiyentlari deb ataladi,
manfiy boMmagan butun n soni ko'phadning daraja ko ‘rsatkichini 
bildiradi.

Xususan. n - 0 da Pn(x) = a(a„ * 0) nolinchi darajali ko'phad hosi! 
bo'ladi.

Agar P jx) va Q„(x) kophad lar  ,v ning barcha qiymatlarida bir 
xil qiymatlar qabui qilsa, u holda Pn(x) va CJ,(x) ko'phadlarda x ning 
bir xil darajalari oidida turgan koeffitsiyentlar teng bo'ladi va aksincha. 
Bu ko'phadlarga teng ko'phadlar deyiladi va Pn(x) = QJx) deb yoziladi.

Ko'phadlar ustida qo'shish. ayirish va ko'paytirish amallarini 
bajarish mumkin.

Ikki ko'phadning yig 'indisi,  ayirmasi va ko'paytmasi yana ko'phad 
bo'ladi.

Ko'phadlarni qo‘shish, ayirish va ko'paytirish amallari algebraik 
ifodalardagi kabi bajarilgani uchun arifmetik amallaming asosiy
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xossalariga ega bo'iadi.
Ko'phadlarni bo'lish qoldiqli va qoldiqsiz bo'iishi mumkin.
Pjx) va Q.Jx) ko'phadlar berilgan bo'lsin, bunda n>m>0.
U holda

Pjx) = Q„(x) ■ Ra_m(x) + r jx ) , 0 <k<m (2.2)

tenglikni qanoatlantiruvchi R„_Jx) va rt (x) ko ‘phadlar mavjud va 
yagona bo‘ ladi. Bunda Pjx) boMinuvchi, QJx) bo'luvchi, Rnm(x) 
bo'linma, rjx )  qoidiq deb ataladi.

(2.2) tenglikda rjx )  = 0 bo 'lis ’ni ham mumkin. U holda Pjx) 
ko'phad R,_„(x) ko ‘phadga qoldiqsiz bo'linadi deyiladi.

Ko'phadlarni bo'lishdan hosii bo'ladigan bo‘ linma va qoldiqni 
topishning har xil usullari mavjud. Ko‘p holiarda «burchakli 
usulida bo‘ !ish» qoidasidan foydalaniladi

6.2.2. Ko'phadlarning ildizi

Pjx) ko'phadning ildizi deb a- o'zgaruvchining bu ko'phadning 
qiymatini nolga aylantiradigan x„ (haqiqiy yoki kompleks) qiymatiga 
aytiladi, y a ’ni bunda Pjxi:) = 0 bo'iadi.

Pjx) ko'phadni x - a  ga bo'lishdan hosil bo'ladigan qoldiqni 
bo'lish jarayonini bajarmasdan topish imkonini beradigan teoremani 
isbotlaymiz.

1-teorema. Pjx) ko'phadni x - a  ikkihadga bo'lishdan hosi! 
bo'ladigan qoidiq PJa) ga teng bo'iadi.

Isboti. Pjx) ko'phadni x - a  ikkihadga bo'lish natijasi

Pjx) -- ( x - a )  ■ R„_XX) + r <

bo'lsin, bu yerda r biror o'zgarmas son (0 - darajali ko'phad) bo'iadi.
Bu tenglikda x o 'zgaruvchiga a  qiymat berib, topamiz:

r = PJa).

Teorema isbotlandi
Bu teoremadan quyidagi teorema kelib chiqadi.
2-teorema  (Bezu teoremasi). a  son Pjx) ko'phadning ildizi 

boMishi uchun Pjx) ko'phad x - a  ikkihadga qoldiqsiz bo'linishi 
zarur va yetarli.
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Ko'phadni nolinehi darajali bo‘ lmagan ikkita yoki bir nechta 
ko'phadning ko'paytmasi ko'rinishida ifodalashga ko'pkadni 
ко 'paytuvchilarga ajratish deviladi.

Algebraning asosiy teoremasi deb ataluvchi quyidagi teoremani 
isbotsiz keitiramiz.

3-teorema. n -darajali (n>0) bar qanday ko'phad hech 
bo'lmaganda bitta haqiqiy yoki kompleks ildizga ega bo'ladi.

Bu teoremaning natijasi sifatida quyidagi teoremani isbotlaymiz.
4-teorema. « -d a r a ja l i  bar qanday ko'phadni

PJx) = a, ix -  a, )(x -  a )...(x -an) (2.3)

ko'rinishda ko'paytuvchilarga ajratish mumkin. bu yerda «  -
ko'phadning bosh koeffitsiyenti. a , ,  a, ..... a , -  ko'phadning ildizlari.

isboti. (2 . ! )  ko'phadni qaraymiz. 3-teoremaga ko'ra, u ildizga ega. 
Bu iidizni cf, bilan belgiiavmiz. U holda Bezu teoremasiga ko’ ra, 
Pnix) = ( j c - a , ) - P„_,{x) bo’ ladi, bu yerda Pr ,U ) -  (л - l ) -  darajali ko'phad. 
/• ,(.v) ko'phad bo'lgani uchun u ham ildizga ega. Bu iidizni a 2 bilan 
belgilaymiz. U holda P (x) = ( x - a ,)  ■ P„_2(x) bo'ladi, bu yerda Pt ,(x)~ 
( « - 2 ) - darajali ko'phad. Demak, Pjx) =  ( x - a , ) ( x - a , ) ■ P_2(x).

Bu jarayonni davom ettirish natijasida

P„(x) = a „ (x -a , ) ix -a , )...(x - a n)

yoyilmani hosil qilamiz.
(2 .3) tenglikdagi (д г-а  ) ko'paytuvchilarga chiziqli ko'payluvchilar 

deyiladi.

1-misol. P\x) —.V 7.x — x + 2 ko'phadni chiziqli ko'paytuvchilarga 
ajrating.

Yechish. Berilgan ko'phad x = - l ,  x = l, x - 2  da nolga teng bo'ladi,
a. | = 1.

Demak,

л-1 -  2r  -  a- +  2  (x -  ! )(.r -  1 )(x -  2) .

(2.3) tenglikdan shunday xulosa kelib chiqadi: n- darajali har 
qanday ko'phad n ta iidizga (haqiqiy yoki kompleks) ega. Ular orasida 
tcnglari boMishi mumkin. Ko'phadning (2.3) yoyilmasida qandaydir bir

6.2.3. K o ‘ phadni ko'payluvchilarga ajratish
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iidiz к marta uchrashi mumkin. U holda bu ildizga к karrali ildiz 
deyiladi. к = 1 bo lgan ida ildiz oddiy ildiz deb ataiadi.

Agar (2.1) ko'phad kt karrali a t ildizga, k, karrali a , ildizga va 
umuinan kr karrali r r ildizga ega bo'isa, (2.3) formula

P(x) = a(x  -  и У  (x -  а 2У’ ...(х -а ,)'-  (2.4)

ko'rinishni oladi, bu yerda k, + k: r ... + kr = n.
(2.3) tenglikda a,, a 2 ,..., a ,  ildizlar orasida komplekslari bo'lishi 

ham mumkin. Kompleks ildizlar uchun o ‘rinli bo'ladigan teoremani 
isbotsiz keltiramiz.

5-teorema. Agar haqiqiy koeffitsiventli P (л) ko'phad a + ib 
konipleks ildizga ega bo'isa, u holda u a - i b  qo'shma ildizga ham ega 
bo'iadi.

Bu teoremaga ko'ra, ko'phadning (2.3) yoyilmasida kompleks 
ildizlar o ‘z qo'shma juftlari bilan qatnashadi. Bu juftga mos

ehiziqii ko'paytuvchilami ko'paytiramiz:

(.t -  (a + ib))(.x - (a  -  ib)) = ((.x -  a) -  ib)((x -  a) + ib) -- (x -  a\ + b' =

= x2 -  2ax + a" + b~ = x2 + px + q, 

bu yerda p = -2a, q = a2+b2.

Demak, qo'shma ildizlarga mos ehiziqii ko'paytuvchilar 
ko'paytmasini haqiqiy koeffitsiyentli, diskriminanti manfiy bo'lgan 
kvadrat uchhad bilan almashtirish mumkin.

Shu kabi

(x  -  (a + ib))H(x -  (a -  ib))* = ( (*  -  (a f  ib))(x -  (a — ib)))1 = (x2 + px + </)“

almashtirish bajarish mumkin.
Shunday q i I ib, yuqorida keltirilganlar asosida quyidagi tasdiqni 

hosil qilamiz.
6-teorema. Har qanday haqiqiy koeffitsiyentli ko'phad haqiqiy 

koeffitsientli ehiziqii va kvadrat uchhadlardan iborat ko'paytuvehilarga 
ajratiladi, y a ’ni (x) ko'phadni

P(x) = a„{x-a l )1, ( x - a 2)k’ ...(x -a r )* x 

><(V + p.x + q,)'" (a-2 + p2x + q2) 2 ...(x2 + p.x + q,)" (2.5)

ko'rinishda ifodalash mumkin. Bunda ko'phadning bosh
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koeffitsiyenti, a r a. ..... a n-  ko’phadning mos ravishda kn k2 ..... k,
karrali ildizlari, x: + px  + q (t = l,/) kvadrat uchnadlar uchun 
diskrcminant D = p' -  4q < 0, k. + k. + ... + kt + 2л, + 2s, +... + 2s, = n ;
.**, /, кг A,, 5,, л,......v -  natural sonlar.

2-misol. /’ iv) л' + 3x‘ - a  - 3  ko'phadni ko‘paytuvehilarga ajrating.

Yechish. P jx) = a  + 3.v' - a  -  3 = x\x  + 3) -  ( v + 3) =

-  (a r 3 ;(V  - 1 ) = (a + 3 )(a - 1 ) (a : + a- + 1).

6.2.4. Ratsional kasrlarni sodda kasrlarga yoyish

ikkita Q„(x) va P(x) ko'phadning nisbatiga
Qr,{x) b.,xm +blx""' + ... + bK_lx + bn

A { X ) -
P .{ a )  a.,x" a tx"~' + ... + a_ ,.c  + an 

ratsional funksiya (ratsional kasr) deyiladi.
,7;<n bo‘ lganda ratsional kasr to'g'ri kasr, m>n bo'lganda 

noto'g'ri kasr deyiladi.
Noto‘g ‘ ri kasrda uning Q J x )  suratini Pn(x) maxrajiga odataagidek 

bo'lish vo‘ !i bilan kasrdan butun qismi q(x) ajratiladi, ya 'n i

R(x)= -----= «(*) + -------
P.(x) P(x)

tengiik hosi! qilinadi. bu >erda q(x) -  butun qism deb ataluvchi 

ko'phad. ) - t o 'g ' r i  kasr. chunki r(x) qoldiqning darajasi P(A)ning 

darajasidan kichik.

3- misol. R(x) = ratsional kasrdan butun qismini ajrating.

Yechish. Ko'phadlami bo'lish qoidasi bo y icha kasming suratini 
rnaxrajiga bo'lamiz:

3 . v 1 -  2 a  ' + 1  ■ x + 2x - r  2  

З а 4 f  6 a '  ■+ 6 a 2 j 3 x 2 - 8 a + 10

_  - 8 a ' - 6 a 2 + 1

-  8 a  -  1 6 x  -  1 6 a

i O.t2 + I 6 a  + 1 

i 0 a 2 + 2 0 a  + 2 0

-  4 a  —7 9



Demak,

R(x) -  Зх2 -  8.y + 10 

Quyidagi to 'g 'r i  kasrlarga sodda (elemental-) kasrlar deyiladi: 

i. x - a

II. -  A (k>2. keN)\
(x -a )

Mx + N ,  2 .
III. —--------------- , (/?  - 4 < / < 0 ) :

x* + px + q

Mx + N
IV. — ------------- —  , (.v > 2, .v e  Л , p - \q < 0 ) ,

(x + px + </)

bu yerda A, M, jV, a, p, q - haqiqiy sonlar.
7-teorcma. Maxraji (2.5) ko ‘rinishda ko'paytuvchilarga ajratilgan

har qanday — to' g' ri  kasnii sodda kasrlar y ig 'ind is iga  yagona tarzda

yoyish mumkin.

Bunda:
1) (2.5) ifodariing (x -a )  ko'rinishdagi ko ‘paytuvchisiga 1 turdagi

A
------ kasr mos keladi;
x - a

2) (2.5) ifodaning ( x - a ) *  ko'rinshidagi ko'paytuvchisiga 1 va II

turdagi Ata kasrlar y ig 'indis i г + .. .-r—- —— mos keladi;
x - a  (x -a ) ' ( x -a )

3) (2.5) ifodaning x'+px + q ko'rinishdagi ko'paytuvchisiga

III turdagi Л/л — kasr mos keladi;
x* + px + q

4) (2.5.) ifodaning (x2+px + q)' ko'rinishdagi ko'paytuvchisiga
III va IV turdagi s ta kasrlar yig 'indisi

M,x + ,V, M x  + Л , M x  + N  , . ,.

-  4 v -  10

.+ - ------- ;—  mos k e i a d i .
x' + px + q (x1 + px + q ) 1 (x 2 + px + <7)'
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Q Jx )  1 •! Ak- ” -----— +----- -—- + ----- 4—  + ...+
P W  x — cc (х- a y  ( x - a ) ‘

M,x + .V, M x+ A\ M x + /V , ,  _4
+ —, ■ ------ -------------------+-... + ----- ------------- , (2 .6 )

x + pxA-q (x + px + q)' (x + px + q)'

bu yerda An A, .....Ak, А/,, Л',, Л/,, A! Mt. A', -  koeffitsiyentlar.
(2 .6 ) tenglikdagi noma’ lum koeffitsiyentlarini topishning turii 

usullari mavjud. Masalan, noma'Ium koeffitsiyentlarni topishda 
коeffitsiyenilarni tenglashtirish usulini qo'llash mumkin.

Bu uiu! quyidagi tartibda amaiga oshiriiadi:
1 (2 .6 ) yovi!mailing o 'ng tomoni umumiy rnaxraj Я(л-) ga

keltiriladi. Natijada - - - - -  ;= ‘Ч H  ayniyat hosil bo'ladi. bu verda
PJx) P„(x)

S J x ) — koeffitsiyent lari 
noma’ lum boMgan ko'phad.

2. Hosil boMgan ayniyatda maxrajlar teng bo'lgani uchun, suratiar 
ham aynan teng boMadi, y a ’ni Qm(x) = SJ .t ) .

3. Q jx) = Sm(x) tenglikda * ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsiyentlar tenglashtiriladi (ko'phadlarning aynan tengligi haqidagi 
teoremaga ko'ra);

Natijada tenglamalar sistemasi hosil boMadi va bu sistemadan
izlanayotgan A,, A. .....Л,. M, ,  A,, V/,, A 3.......M x. A', koeffitsiyentlar
topiladi.

x4 — 2x + 14 - misol. R(x) = to 'g 'r i kasrni oddiv kasrlar y ig 'ind is iga
* -(* ’ + 1)

yoying.
Yechish. R(x) ning maxrajini ko'paytuvchilarga ajratamiz:

x\x + I) = x\x +1 )(.*•• -  x +1)

R(x)ni 1 -teoremaga asosan, sodda kasrlar y ig 'ind is iga  yoyamiz:

A A, A Mx + ,V R(x) = — + ~  + -----1-—--------- .X V .V + 1 X ' - . v  + l

NomaMum koeffitsiyentlarini koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli 
hilan topamiz. Buning uchun tenglikning o'ng qismini umumiy

S h u n d ay  q il ib , teo rem aga  k o 'r a ,
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maxrajga keltiramiz, hosil bo'lgan tenglikning har ikkala 
tomonidagi maxrajlami tashlab yuborarniz va quyidagi tenglikni hosil 
qilamiz:

л'4 -  2x  + 1 = Atx (x ’+t) + A2(x + i )  + Ax (л" -  x + 1) + Mx'(x  1) + Nx'(x H i) .

X ning b:r xil darajalari oldidagi koeffiisiyentlami tenglashtiramiz:

.r4 : A + A. + M -  1. 
x ' : -A + A2 ■+• M + N = 0.

• ,v : A + V - 0. 

x ' : A -  -2 , 
x : A. -  I

Bu tenglamalar sisternasini yechamiz:

4 5 4
A = . A  = - 2 .  A, = 1, M = Л ; = —  .

3 ■ 3 3
Demak,

D, ,  2 ! 4  xx - 4Rlx) = — + . +-------- 4-
x  x ‘ 3 (x - t -1) 3 ( x - x  + l )

6.2.5. M ashq la r

1. B er i lgan  P(x) v a  ^ ( x !  ko 'phad  la m in g  y i g '  indisin i.  ay irm as in i  va 
ko 'p ay tm as in i  toping:

1) P(x) = 2x ’ -  x~ + 4, y (x )  = x ’ + 3jc' — jr:

2) P(x) -- x 4 4 x 2 -5 .  (Лх) 3x4 + x ' - x 2

2. Л'х) ko 'phadn i Q{x) k o 'p had ga  bo ' l ishda  hosil b o ' lad ig an  b o ' l in m a  va 
qo ld iqni  toping:

1) Plx)  = .t’ + 2 x 2 - X +  I. (y( Д ) - X~ + X — 1,

2) PLx) = x' 1 5.r -  6x + 5. (J(x) = x ’ + 2x‘ -1 ;

3 )  P(x) = 3xs + 4x3 + 2 x - 1, £Xx) = x '+ 3 x  - 7;

4 )  f ( x )  -  2л* — 13x’ + 32x! - 2 4 x  + 1, Q(x)= x 2-5 x + 6 .

3. /Jix) ko 'phadn i x - a  ikk ih ad ga  bo 'Iganda hosil bo ' lad ig an  qo ld iqni toping:

1) P(x\ = x1 -3 x * -x '  + 1, x -  2 ; 2 )  P(x) = x " -6 x 7 - x ' - S .  x* 1;

3 )  Z’ (x') = 3x6 r i s - 6 4  , n  2 ;  4 )  P ( x ) = x ' - 6 x ’ f x ,  x - 3 .
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4. P(x)-ax' ■ bx3 - x - 1 va (J(x) = 3 j ’ - х г + x-c  ko 'p had la r  b ir -b ir iga  aynan  
teng. a. b, r larni toping.

5. ax4 > x'  -  3.v ; b * 2 t" t ex' - 3.r + I . a, b, с !arni toping.

6. Beri igar , ko 'phad ia rn i  k o 'p a y tu v c h i la rg a  ajrating:

! )  jr ‘ - 16: 2) x'  -81л;

3 )  5 * 4 -4 t t *  ■; i 'S .V  -  (л). 4 )  v - b x '  + 9x’ - x 2 bx -  9

7. Ber i lgan  t o 'g ' r i  k a s r lam i  sodda kasr la r  y ig ' in d is ig a  yo y in g :

.y* +4*1-1 З л ' - 5 л г ‘ + 8 x - 4

ч -л '  ’ " >

31 3 v 2 2 ■ 4)  v ' • 1
' X : ■' x ‘ ‘ x'->\

8. B er i lgan  lo ' g ' r i  kasr larn i  sodda  kasr la r  y ig ' i n d is ig a  y o y in g  va 
koeff its iyentlarn i n om a 'lum  koeff its iyen tlarn i  teng lasht ir ish  usuli  b i lan  toping:

i '  : * 2v + . n  2дг; — 11-x—6• .) j i \ 2 s  ’x + x x + x - bx

3 )  -V  z l xl  “ 2 v ' 7 - 4 )  2xZ 1
V . x" ' x
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• Ratsional fimksiyalarni 
integrallash

• Trigonometrik 
funksiyalarni integrallash

• Irratsional i fodaiarni 
integra llash

• Aniq integral

• X osm as integra llar

• A n iq  in tegra ln ing  
tatb iqlari

Isaak My и Ion 
(1642-1727) -  

ingliz matematigi, fizigi, 
mexanigi va astronom i
iSyuton “Natural fa lsa -  

fa n in g  matematik asos- 
la r i” iLsaritlu butun olam  
torfishisk qonunini va 
mc-xanikaning uch qt/яи- 
nini buytm qitgiin .

V matematik analfr, 
asoslarini, Vyuton binomi 
jorm u lasm i. tenglamalar- 
rti y e ch ish n in g  ISyuton 
usu lin i yaratgan. ntale- 
matik hisablmhtarda qa- 
torlardan foydatanishm  
ko'nmgan.

BIR 0 ‘ZGARUVCHI 
FUNKSIYASI NING 
INTEGRAL HISOBt

Integral hisob -  bu matematikaning 
integral tushunchasi, uning xossalari va 
hisoblash usullari o 'rganiladigan boMimidir. 
Integral hisob differensial hisob bilan uzviy 
bog‘ liq va tilar birgalikda matematik 
analizning asosini tashkil qiladi.

Differensial va integral hisobning asosiy 
tushunehalari, jumladan, differensiallash va 
integrallash amallari o rtas idag i bog’ lanish, 
ulannning amaliy masalalarni yechishga 
tatbiqi XVII asming ikkinchi yarmida
I. S'у  it ton va G.Leybnis tomonidan ish lab 
chiqilgan. Ularning izlanishlari matematik 
analizning gurkirab rivojlanish davrini 
bosh lab bergan.

Integral hisob yordamida ko'plab yangi 
masalalar bilan bir qatordam llgari 
yechilmagan bir qancha nazariy va amaiiv 
masalalarni yechish imkoni yaratilgan.

Integral hisobning asosiy tushunehalari 
bir-biri bilan uzviy bog‘ liq aniqmas va aniq 
integrallardir.

7.1. ANIQMAS INTEGRAL

7.1.1. Boshlang‘ich funksiya va
aniqrnas integral

Berilgan funksiyaning hosilasini topish 
differensial hisobning asosiy inasalalaridan 
biri hisoblanadi. Matematik anali/ 
masalalarining turliligi. uning geometriya,
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mexanika, fizika va texnikadagi keng miqyosdagi tatbiqi berilgan 
f(x)  funksiya uchun hosilasi shu funksiyaga teng bo'lgan 
f-'(x) funksiyani topishga olib keladi.

Funksiyaning berilgan hosilasiga ko'ra, lining crzini topish 
masalasi integral hisobning asosiy masalalaridan biri hisoblanadi. 

y - f ( x )  funksiya (a\b) intervalda aniqlangan bo‘ lsin.
1-ta 'r if .  Agar (a:b) intervalda differensiallanuvchi 

F(x) funksiyaning hosilasi berilgan f(x) funksiyaga teng, ya 'n i 
/• \x) = fix )  (vok i  dF(x) = f(x)dx) , xe(a;b)

bo'lsa. Fix) funksiyaga (a-b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang‘ich 
funksiyasi deyiladi.

Masalan: I) F(x) = x' funksiya sonlar o'qida /(*) = .! дг2 
funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasi bo'ladi, chunki л е Д  da
( * 7  3.r;

2) F(x) = j\-x~  funksiya intervalda f(x) = — =  r funksiyaning
v l - .v 2

hoshlang'ich funksivasi bo‘ ladi, chunki x e ( - l ; l )  da (V l- . r 2)’ = - —1 ^ -.
VI -  x‘

Lemma. Agar Fix) va Ф(дг) funksiyalar (a\b) intervalda fix) 
funksiyaning boshlang'ich funksiyalari bo'lsa, u holda F(x) va Ф(.т) bir- 
biridan o‘zgarmas songa farq qiladi.

Isboti F{x) va Ф(л) funksiyalar {a\b) intervalda f(x)  funksiyaning 
boshlang'ich funksiyalari bo'lsin: F'{x)= fix), Ф'(л) = fix ) .

U holda istalgan xe{a\b)da

(Ф;х) -  F(x))' -  Ф'(л-)- F'i x) - fix )  -  fix )  -  0
bo'ladi.

Bundan Ф(дг) - F(x) = С yoki Ф(х) = F(x) + С kelib chiqadi, bu 
yerda C’ - ix t iyo r iy  o 'zgarmas son.

Shunday qilib. f(x) funksiya (a-,b) intervalda biror F{x) 
boshlang'ich funksiyaga ega bo'lsa. uning qolgan barcha 
boshlang'ich funksiyalari {F(x) + C’ j С e R] to'plamni tashkil qiladi.

2 - t a ’ rif. f(x)  funksiyaning (a.b) intervaldagi boshlang‘ ich 
funksiyalari to‘plamiga fix )  funksiyaning aniqmas integrali deyiladi va 
[/(.v)c£r kabi belgilanadi.
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S h u n d a y  q i l ib ,  t a ' r i f g a  k o 'r a .

I f(x)dx = F(x) + C, (1 . 1)

bu yerda f(x)~  integral ostidagi funksiya, f(x)dx -  integral ostidagi 
ifoda', x -  integrallash о ‘zgaruvchisi. } -  integrallash betgisi deyiladi.

Aniqmas integralni topish, va ’ni berilgan funksiyaning boshlang'ich 
funksiyalari to'plamini aniqlash masalasi funksiyani integrallash deb 
yurililadi.

Demak, funksiyani integrallash amali funksiyani differensiallashga 
teskari amal bo'iadi.

Berilgan f(x) funksiya qachon boshlang'ich funksiyaga ega bo'iadi 
degan savolga quyidagi teorema javob beradi (teoremani isbotsiz 
keltiramiz).

1-teorema. Agar f(x) funksiya [a;6] kesmada uzluksiz bo'isa u 
holda u bu kesmada uzluksiz. bo'lgan boshlang'ich funksiyaga ega 
bo'iadi.

Ko'p hollarda F(x) funksiya fix )  funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi bo‘ ladigan (a : b ) interval ko'rsatilmaydi. Bunday holda 
(a:b) interval sifatida f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi tushuniladi. 
Shu sababli bundan kevin integral ostidagi funksiyalar uzluksiz va (1 .1) 
formula m a’noga ega deb hisoblaymiz.

Masalan, /(*) = -  funksiya (-зо;0) va (0;эе) intervalda uzluksiz.
x

Shu sababli uning aniqmas integrali deb

funksiya tushuniladi. у
Boshlang'ich funksiyaning 

grafigi integral egri chiziq deb 
ataladi.

,,>• F{x) ■ C.

Aniqmas integral geometrik
Оjihatdan ixtiyoriy С o 'zgarmasga 

bog'liq bo'lgan barcha integral egri 
chiziqiar to'plamini ifodalaydi. 
Agar F(x) funksiyaning grafigi 
integral egri chiziq bo'isa, boshqa

1-shakl.

у ; l '(x) + c ,
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integral egri chiziqlar uni Oy o ‘qi bo'yicha parallel ko ‘chirish 
yordamida hosil qilinadi ( 1-shakl).

7.1.2. Aniqmas integralning xossaiari

Aniqmas integral quyidagi xossalarga ega.
Г. Aniqmas integralning hosilasi (differensiali) integral ostidagi 

funksiyaga (ifodaga) teng:

({ f(x)dx)' = / ( a ) . (d\ f(x)dx = f(x)dx).

Isboti. F(x) funksiya J(x) funksiyaning boshlang‘ ich funksiyasi, 
ya 'n i F’(x)-/(x) bo'lsin.

IJ holda
C\f(x)dx)' = (F(x) -  СУ = У- '<л ) - 0 =-- / (x).

{d\f(x)dx ■--- d(F(x) + C) -  di- (x) + dC = F'(x)dx = f  (x)dx).

Bu xosia integral amali to g'ri bajarilgcmligini differensiallash 
orqali tekshirish imkonini beradi.

Masalan, f (3x2 + 5)dx = x' + 5.x + ( ’ to‘g ‘ ri, chunki (.x1 + 5x -r C)' = 3.x2 + 5.

2". Funksiya differentsialining aniqmas integrali shu funksiya bilan 
o'zgarmas sonning y ig 'ind is iga teng:

j dF(x) = F(x) + С .

Isboti. F\x) = f(x) bo‘ isin.

U holda
)dF(x) = J F’(x)dx -  ! f(x)dx = /-'(*) + (•■

3". Ozgarmas ko'paytuvchini aniqmas integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin:

j kf(x)dx = k\f(x)dx, к = cons!,к Ф 0 .

Isboti. F (x) = f(x) bo‘ lsin.
Bundan

\ kf{x)dx = \kF\x)dx = f (kF(x))’dx = k(F(x) + (') = kF{x) + C, = k\J\x)dx 

(( , = kC deb olindi).
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4". Chekli sondagi funksiyalar algebraik y ig ‘ indisining aniqmas 
integrali shu funksiyalar 2niqmas integrallarining algebraik y ig ‘ indisiga 
teng:

J (/(■*) ± gW)dx = \f(x)dx ± j'g(x)d!x'. 

isboli. F'(x) = f{x), G'(x) = g(x) boMsin.

U holda
J (/(*) ± g(x))dx = |(F\x) ± G'(x))dx =

= |(F(x) ± G(x))’<& = jd(F(x)±G{x)) =

= F(x) ± G(x) + С = (F(x) + C\) ± (G(x) + C ,) =

= \f(x)dx ± f g(A-)d!x, С, ± С, = С \

5". Agar \f(x)dx = F(x) + С bo'isa, u holda x ning istalgan differen- 
siallanuvchi funksiyasi u=u(x) uchun jf(u)du = F(u) + C bo'iadi.

Isboti. x erkli o ‘zgaruvchi, / (x) uzluksiz funksiya, F(x) funksiya 
f(x)  funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'lsin.
U holda jf(x)dx = F(x) + C bo'iadi.

u = <p(x) bo‘ lsin, bu yerda <p(x) -  uzluksiz hosilaga ega boMgan 
funksiya.

Birinchi differensialning invariantlik xossasiga ko‘ra, 

dF(u) = F'(u)du = f(u)du
bo‘ ladi.

Bundan
f /(и )du = \d(F(u)) =F(u) + C.

Bu xossa integrallash formulasining invariantligi xossasi deyiladi. 
Demak, aniqmas integral integrallash o‘zgaruvchisi erkli o'zgaruvchi 
yoki erkli o‘zgaruvchining uzluksiz hosilaga ega bo‘ lgan ixtiyoriy 
funksiyasi bo'iishidan qat’ iy nazar bir xil formula bilan topiladi.

7.1.3. Asosiy integrallar jadvali

Integrallash amali differensiallash amaliga teskari ama! bo‘ lgani 
uchun asosiy integrallar jadvalini differensial hisobning mos 
formulalarini (differensiallar jadvalin i) qoMlash va aniqmas integralning 
xossalaridan foydalanish orqaii hosil qilish mumkin.
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Masalan, d(sinu) = cosudu ekantdan \cosudu= j<i(sin«) = sin« + C. 

Quyida keltiriladigan integrallar asosiy integrallar jadvali deyiladi.

1. fu"du = -
a  + 1

Asosiy integruilar jadvali. 

+ C , (a  *  - 1 ) ;

3.

5.
7.

f a“du ~ --------- t -C, ( 0  < a *  1) ;
In a

{sin udu = -  со an + (';

\lgudu = -  In j cos;/1= ( 

гI , = -  С :
cos ' и

+ С:

13.

17. 

! 9.

: <*U , i U
J - — = ln fe -

s in  и \ 1
r du . и
j ------ : - = a r c s in — + С ;

\ a 2 - u ‘ a
du I и

J — - - -- = arctg -  -г t ; 
a + u a

j shudu — гЛм + С ;

= thu + C ;

2. f— = In j г/|=С;

4. | e“du = e" +

6 .  | cos udu — sin и + О;

8 . \ctgudu = In j sin и |= С 

I - du
10. J — 7 -  -ctgu  -+- С ;

' sin* и

12. j — = ln|?gf — + - 1  + C, 
cos и i V 2 4  J\

14. f 

16. {

du

л/и 2 ± a ‘

du

= In!;./ + \u1 ±aM + C.

1 , \i‘ ~u\= — lm----- i I- С ;
a' 2a  M + a|

i 8 . f chudu = shu + C,

2 0 .  f -  -cthu  + С 
sh и

Asosiy integrallar jadvalida iniegrallash ozgaruvchis i и erkli 
o'zgaruvchi yoki erkli o 'zgaruvchining funksiyasi (5- xossaga ko'ra) 
bo'lishi mumkin.

Jadvaida keltirilgan formulalaming to 'g 'r i l ig iga uning o'ng 
tomonini differensiallash va bu differensialning formula chap 
tomonidagi integral ostidagi ifodaga teng bo'lishini tekshirish orqaii 
ishonch hosil qilish mumkin.

Bu integrallardan birining, masalan 13-formulaning to 'g 'r ilig in i 
korsatamiz:



Bevosita integrallash usuli

Integral ostidagi funksiyada (yoki ifodada) aJmashtirishlar bajarish 
va aniqmas integralning xossalarini qo'llash orqali berilgan integralni 
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltirib integrallash usuliga 
bevosita integrallash usuli deyiladi.

Misollar:

1)  J ^ 5 s i n j t ----- - + x' j i x  = 5{sin.x<ir -  2 j T jx\/x =

x4= -5 cos л' -  2arctex +---- f- С ;
4

r cos2x . . cos2 x -  sin2.с , .( \ I Л ,
2 ) 1—  . r<h  = \----- dx = \\ --------------------- — \ix

cos xsin X cos rsin X \ sin X cos x )

r dx r dx 2
i . : - j  —  — =-ctgx -  tgx + С = — - ( : 
sin x cos x sin 2x

3 ) } dx = - J  -— x-~ ~dx = - J  (1 -  x2 )dx + j  - -  -

7.1.4. Integrallash usuliari

l+ x2 1+.t2 1+дг'

f i г i j г dx x1= -\dx + \ xdx + J ------- = -  x + — + arctgx + C.
\ + x 3

Berilgan integralni jadval integrallariga keltirishda differensialning 
quyidagi almashtirishlari («differensial amali ostiga kiritish» jarayoni) 
qo‘ l!aniladi:

du-d(u+a), a - s o n ;  d u - —d{au)\ udu = —d(u~); casndu - d(smu)\
a 2

smudu = --d(cosu); ~-du=d(In?/); — —du = d(tgu). 
и cos и

Umuman olganda, f(u)du = d(f(u)).

Bu formuladan integrallarni topishda k o 'p  foydalaniladi.

Misollar.

, ч , dx 1 . d(3x) 1 ! Зх I 3x
1) --------   = - J ---- ------ : = =----- arctg— + С = — arctg — + С ;

' ! 6 + 9x 3 16 + (3jc)2 3 4 4 12 4
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Ko'p hollarda mtegraidagi o'zgaruvchini almashtirish uni bevosita 
integrallashga olib keladi. Integrallashning bu usuli o'rniga qo'yish 
(o'zgaruvchini almashtirish) usuli deb yuritiladi. Bu usul quyidagi 
teoremaga asoslanadi.

2-teorema. Biror T oraliqda aniqlangan va differensiailanuvchi 
x =■ (p(:) funksiyaning qiymatlar sohasi X oraliqdan iborat bo’ lib, X da 
1\x) funksiya aniqlangan va uzluksiz, ya 'n i  T oraliqda /(<p( 0 ) 

murakkab funksiya aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. U holda

\f{x)dx = \ f(cp(t))<p'(t)dt ( 1 .2 )

bo‘ laai.
lsboii. X oraiiqda Fix) funksiya f(x)  funksiyaning boshlang‘ ichi 

bo'lsin. U holda F{<p(t)) murakkab funksiya Г oraliqda aniqlangan, 
differensiailanuvchi hamda

F,\ (̂t)) = 1\{ср(1))<р'(1)= f\(p(l))<p'(t)
bo'iadi.

Bundan

! f  {(p{t))(p'(t)dt = J F'(<p(t))dt =F(ip(t)) + C =

= F(x) + C:i In = \f(x)dx\r

hisobga olinsa,
\f(x)dx = \ f{(p(t))(p'(t)dt.

( 1.2 ) formula aniqmas integralda o'zgaruvchini almashtirish 
formulasi deb yuritiladi.

Ayrim hollarda t = <p(x) o 'rniga qo'yish bajarishga to‘g ‘ri keladi. 
U holda \f(ip{x))ip'(x)dx = \j\t)dt bo'iadi. Demak, (1.2) formula 
o'ngdan chapga qo'Hanishi ham mumkin.

l-misul. j x îx — 3dx integralni toping.

Yechish. V r - 3  =/ almashtirish bajaratniz.
U holda x = t1 4 3, dx-2tdt.

O'rniga qo'yish (o'zgaruvchini almashtirish) usuli



J x jx  -  3dx = j  (12 + 3) < ■ Itclt = 2 f (/' -г 3 r  )dl =
f 5  ,3 ' y _______________ _________

= 2jt'dt + 6\t2dt = 2 ■ — + 6 • -  + С = -  д/й -  3)5 + 2 /(л- -  3)’ + C.

2 - misol. f л,1 + in tegra ln i toping.
a In A

Yechish. 1 + 1п а  = г  b o ‘ lsin.
Bundan

cix
1 п а  = г - 1, — - 2  tdt.

A
U ho lda  (1 .2 )  fo rm u laga  k o 'ra ,

f vr1 + lnA , ct-2tdt _ f t :dt
-----------<&=[■—----- =2

J A In A 1 t 1 -  1 Г -  I

= 2 f[ 1 + — J— '\ л  = i  t + -  Ini-— -П + C  =
4  /’ - I /  I 2 \t + 1|J

' , l ( / - l ) 2i „  „ r—-—  |(л/Г+ InДГ)71= 21 + Ini --------- -t-C = 2 v l  + In a  + In----------------- 1 + с  =
! t 2 -1 I ; 1 + ln A - l  i

= 2 Vi + In a  + 21n|v 1 + In a  -  ij -  Injln x\ + C\

3- misol. j V 1 + cos2 Asin 2xdxin tegra ln i toping.

Yechish. 1 -r cos2 a  = t2 d eym iz .

Bundan
-2cosxs'\nxdx~2tdt y o k i  sin 2xdx = -2td t.

U ho lda

jV l  + cos2 a  sin 2xdx = ^t(-2t)dt =

= - 2  ■ -  4 С = i cos .v) + C.
3 3 ^

hoft. A yr im  ho lla rda  in teg ra l la sh n in g  o ’ zga ruvch in i  a lm ash t ir ish  
usu l i  takroran  q o ' l la n i la d i ,  y a 'n i  bunda b a ja r i lgan  o 'rn ig a  q o 'v ish d an  
so ‘ ng  sh unday  in tegra l hosi l b o ' lad ik i .  bu in tegra ln i  boshqa  o ' rn ig a  
q o ‘y ish  o rqa li  soddalasht ir isb  y o k i  j a d v a l  in teg ra l ig a  ke lt ir ish  m um kin  
b o ' lad i .

Shu sabab li
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Bo 'Inklab integrallash usuli

Bo'laklab integrallash usuli ikki funktsiya ko'paytmasinirig 
differensiali formulasiga asoslanadi.

3-teorema. u(x) va v(jt) funksiyalar qandaydir X oraliqda 
aniqlangan va differentsiallanuvchi bo‘ lib, u'ix)v(x) funksiya bu 
oraliqda boshlang'ich funksiyaga ega, y a ’ni ju'(x)v(_x)dx integral 
mavjud bo'lsin. IJ holda X oraliqda u{x)v'(x) funksiya boshlang'ich 
funksiyaga ega va

j ii(x)v'(x)dx = u(x)v(x)~I v(x)u'(x)dx (1 .3 )

bo'iadi.
Isboti. (k(jc)v(.y))’ - 1/( v)v(.r) + v'{x)u{x) tenglikdan

U(x)v'(x) = (H(A-)v(jf))' -  v(x)u\x) .

(m(.v)v(.t))' va ii'(x)v(x) funksiyalar X  inter\'alda boshlang'ich 
funksiyaga ega bo'igani uchun v'(x)u(x) ham X intervalda boshlang'ich 
funksiyaga ega bo'iadi. Oxirgi tenglikning chap va o 'ng tomonlarini 
integrallasak. (1.3) formula kelib chiqadi.

(1.3) formulaga aniqmas integralni bo ‘laklab integrallash formulasi 
deyiladi.

M a ’ lumki,
v'{x)dx = dv, u'(x)dx - dll .

Demak, (1.3) formulani

j" udv = uv -  J vdu (1 .4 )

ko'rinishda yozish mumkin.
BoMaklab integrallash usuiining mohiyati berilgan integraida 

integral ostidagi f(x)dx ifodani udv ko'paytma shaklida tasvirlash va
(1.4) formulani qoMlagan holda berilgan J udv integralni oson 
integrallanadigan \vdu integral bilan almashtirib topishdan iborat.

Bo'laklab integrallash orqaii topiladigan integrallaming, asosan, 
uchta guruhini ajratish mumkin:

1) | P(x)arctgxdx, j P(x)arcctgxdx, J  P{ a-) In xdx, j" P(x) arcsin xdx, 
[ P(x)arccoaxdx (bu yerda P(x) -  ko'phad) ko‘rinishdagi 1-guruh
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integrallar. Bunda dv = P(x)dx deb. qolgan ko‘paytuvchilar esa и bilan 
belgilanadi;

2) Р̂{х)е̂ сЬс. f P(.v)sin kxdx, J P(x)coskxdx ko ‘rinisbdagi 2- 
guruh integrallar. Bunda u = P{x) deb, qolgan ko‘paytuvchilar dv deb 
olinadi;

3) ]eb smkxdx, jV ' coskxdx ko'rinishdagi 3-guruh integrallar 
bo‘ laklab integrallash ormulasini takroran qoMlash orqali topiladi.

4 - misol. |arctgxdx integralni toping.

и -  arc Igx, da = ---- —. i
1 + л " j = xarctgx -  j

dx
Yechish. } arctgxdx = x

dv = dx. v -  x 1 + x

5- misol. J.re'dx integralni toping.

Yechish.

и = x, du = dx 
<e' dx = \ = x e '- je

I dv = e'dx, v - e' \
' -  J e'dx = xe' -  e' + С = cT(x -  1) + C.

6- misol. / = fsin xe2xdxintegralni toping. 

Yechish.

, и = e1', du = 2e‘'dx
I = sin re 'dx = j = -  e2' cos.v + 2j e2' casxdx

dv = sin xdx, v = -  cosx

u = e2x, du -2e lxdx 
dv = cosxdx, v = sin x

-  —e‘x cosx -r 2(2 sinx -  2 f e" sinxcfc)

= e2' (2sin x -  cosx) -  41.

Bundan



Ko‘ rsatilgan uchfa gurub bo'laklab integrallanadigan barcha

integrallarni o ‘z ichitia olmaydi. Masalan, integral vuqorida
cos' x

keltirilgan integrallar guruhlariga kirmaydi, lekin uni bo'laklab 
integrallash usuli bilan topish mumkin:

xdx i u x'
J ——  = dxcos x ! av = — — , v-tgx

COS* X
= xtgx -  j tgxdx = xtgx — In j cos* ■ +C.

7.1.5. M ashqlar

i. Berilgan integrallarni aniqmas integralning xossaiari va integrallar jadvalini 
qo’ llab toping:

I I [ j Sigx -  -  —— t i '  I dx 2 I f —— --dx\
J v x + ! J a't 3

Ь Г  \ л  4) П \  , 2 ' dx:
J J l |+jr VT-jt2 J

5 )  f - - - dx, 6 )  j | sin '  t cos ■* ) dx:

1) [V; 1 + -U: 8) f——n ViA-:
 ̂ cos x i 1 sin x

4 )  f с t g  xdx. 10) f — ■v ^ t-
J ■ cos .v - cos 2*

i n f  iL — ; 12.) f =  . .
■' ■' *-< V3 - 4 л -  '.X

2. Berilgan integrallarni differcnsiai ostiga kiritish usuli b i lan  toping:

I ) | ——— dx, 2 ) f cos,: x sin xdx,
■J r  J

• ) f ; W l ^v: 4) r ' " MA
1 i  4д ' x + 5

5) jV"" сa?xdx, 6 ) je“ jr!d£*.

7 ,| a ' "  .Zv 8 ) \%'"/-x-dx:* sin ' x J yjx

10)J---;--^ -------
л/4-t,ir sm‘ Ax̂ ctg 4x
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3. Berilgan integrallarni o 'rn iga  q o ‘ yish usuli biian toping.

2)1 - dx 
■' X х+ 2

3 )  J  i/ l6 - x ' d x :  

5 )  +3dx.

4>bv

6)f t ib -
J 1 + sin л

x'dx 

1 x 1 i 4

cos 2 xdx
.1 COSX

7>f

9 ) J

dx

(arcsm x)’ J  Г - х 2 

dx

Щ Щ ь .3 x ) 5

• J s - A x - x 1 

1 1 ) | х ( 2 х + 7 ) юа!т;

e ‘rdx

10)} dx

V 3.T2 -2JC-1

dx

13) J
cv'r — 9

In 2x dx
In 4x x

4. Integrallarni boMaklab integrallash usuli bilan toping:

1)  ̂  xarc tgxdx 2 )  [а гсм п хЛ ;

3 )  j  x in xdx, 4 )  j  xVc/x.

5 )  J  xTdx , 6 )  Jx s ir i  2 xdx:

7 )  [x ln (x  + 1)Л: rxsinxo!» 
8 > [ -  j :

* C O S  JC

9 )  f sin In xdx: 10) j c' ' ‘ sm 4xdx

j )  f m tgxdx 
cos2 X

j 2  ̂ Г ^  arc Igxdx
■ 1 ( X

5. Integrallarni toping:

I ijV\1 • л * :Jx

3 )  J V  cos2( e v )dx,

5) |1 -Igx

7 ) f -

-dx ,  
Igx

dx

2 )  jsin3xsm5x£/x;

• e

6 ) r J n x d x  _
• x ( l - l i r  x)

(x + l) (2x-3 )’ S)j x(4 ■ !п v)
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7.2. RATSIONAL FUNKSIYALARNI 
INTEGRALLASH

7.2.1.Sodda kas r la rn i  integrallash

6.2 banddan bilamizki, quyidagi ratsiona! kasrlarga sodda kasrlar 
deviladi:

/. '
x -  a

H ------------ , (k > 2, к e X):
(x -a )'

д/v -i- у
Ui. T— - — . ty< o);

-Y + /7.Y *

Л&  + Л'
— .---------------  .  ( . v > 2 ,  s e  A ,  p  - 4 ; / < 0 ) ,
(JC + /И ^ ) '

bu yerda A, M, .V. a ,  p, a -  haqiqiy sonlar.
I va II turdagi sodda kasrlar jadval integrallari orqali topiladi:

J - -  (2 . 1)
x - a  x - a

j — ---=--.-/{(A--a)'‘ rf(.Y-a)= A ~  - - -  +C =-------- ---------- +C. (2.2)
( * - « )  -A + l ( ! - £ ) ( * - a) '

III turdagi sodda kasrni qaraymiz.

■ + /V
--------dv integralinine suratiaa kas
px + q

(V + px + 4 )' = 2x + p n i  ajratamiz va natijani integrallaymiz:

f Vfr + V
I , --------- dx integralining suratiaa kasming maxrajidan olingan hosila
x + px + q



M \'fn
, v  — (2x + p) + N - f

Л/v + N f 2 y> 2 j г 2л- -  /? ,J - ,----------- Tdx = j-^ ------------------------z - dx = — I —-------- - —air +
x ^ p x  + q x' + px + q 2 x' +  ; «  f </

] ь -  - - -  - ' MP )
J x‘ + px + q 2 ' I *■» 1 

“ J

yoki

С M r  + V M  f  M p  \ ,
J 7 -------- -*b=— J t + k ..v + px + q 2 v 2 )

Bu tenglikning o ‘ng tomonidagi integrallardan birinchisi

•Л = In j Л' + px + £/ I .

Ikkinchi integral maxrajida to 'liq kvadrat ajratamiz va integralni 
quyidagicha hisoblavmiz:

,  dx г  V. 2  J  2 2 x +  p
J i = J —--------=J 7 -----v --------, = - j ---'-—. arc'? ,

x + px + q f + p ) ^  p x * q - p
v 2 )  4

bunda 4(/-/7 >0 , chunki D <0 .

Natijada quvidagiga ega bo‘ lamiz:

f A/.v + zV , M , , 2Л -  Mp 2 x + p
I — ------------------ <^v =  In x  I / «  -  q j +  --  arclg +C. ( 2 .  _•>)
Г  + p x+q 2 V 4 ? - / ’ 2 V 4 4 ~ / ’

1-misol. / = J - - - * + 11 t/v integralni toping.
* + 6 x +  13

~ (2дг + 6) + 1 L -  - • 6  .  , ,  ,
Yechish. / i 2------------------ 2 <iv ■ f ; 2 v ' !,uZv -41 dx-

J л  +  б х  + 1 3  2 y ‘ -  bx +  1 3  x1 +  6 x  + 1 3

Bu yerda

|  In j л 1 + 6 x +  1 3 1 - 4  J.

r dx с d(x +  3 )  1 x +  3J  = ------------- ;--------=  -------------- ;-------- - =  — arctg --------- .
J (x + 3 ) ' - 4  ‘ (х + Уу+2- 2 2
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Bundan

r 5x + ] 1 5 2 . . .  ,  x + 3 ,,; ---------- dx = — In i x + 6x + 131 —larctg------- н С.
■ л + 6x • 13 2 2

IV turdagi sodda kasming integralini topamiz:

г Ух -  Л ^ .V/, (2x + p)dx ^
J (,r: + px + (/)' 2 ’ (x* + px + q)‘

f » f lI 2 )
.........(2 ,1)

vv - У

Bu tenglikning o'rig tomonidagi birinchi integral jadvaldagi 
integralga keltirib, piladi:

/ = r _(2x + p)dx
(x2 + px + q)’

- }(x‘ + px </) "Л(.Г + px + q) =-
(l -  л’ )(д-2 + px + <7) ’_l

/ \
Ikkinchi integralga (uni / hilan belgilavmiz) j дг — I = / almashtirish

v 2 ;

b a ja ram iz  va  0 < </- - = u 2 be lg i la sh  k ir i tam iz .

U holda

d\ x , P
I ■ f ................... 2  j ----------------------  | d! . ’ f "  '  di =
' J / ' ’ v  (Г +■ a 2) ’ <rJ (/2 +fl2)’r( p Y p2 4* + , + q -  \l l  2 ) 4 J

- — f - - - -a 2 J IГ -
l j- rd i

-I 2 J / . 2 , 2 \ 7 ’ a (t +Й )

Bu tenglikning o 'ng qismidagi birinchi integral / ga o'xshash 
bo iib , unda maxrajning darajasi s dan bir birlikka kichik. Shu 
sababli, belgilasbga ko'ra, bo'ladi. Ikkinchi integralni bo'lakiab

3 9 !



|- t2dt l f t -2tdt

in teg ra l la ym iz :

' (Г + a1)’ 2 (t2 + a2)’

\( - t  1 , dt Л
2V(s-l)(/2 +а2Г Г + 7-1 ̂  (Г +a:r ' J ‘

2 ( s - 1 ) ( r  + a j ‘ ' 2 (s - l)

Demak. /, integralni hisoblash uchun .y darajani pasaytirish 
formulasini hosil qilamiz:

/ = I ;  _____ t _ _  1
' a 2 2 a 2( s - 1 ) ( r + « T  ‘ 2 a 2( .s - - ! ) “

' 2 s -  3
+ t t ;— tt' - , -  <2 -5 ;

2 a  (л - 1 ) ( Г + «  ) ’ 2a* (s -  1)

Shunday qilib, (2.5) formula bo‘yicha / integralni topamiz, keyin

I dagi barcha i ni * + ~ bilan alinashtirib va J , /, integrallarni (2.4)

tenglikka qo'yib, IV turdagi sodda kasr integralini topish uchun ifoda 
hosil qilamiz.

(2 .5) formula bo‘yicha I, integralni topish indeksi bittaga kichik 
bolgan /, integralni topishga, /,, integralni topish esa o‘ z navbatida 
/, 2 integralni topishga keltiriladi va bu jarayon quyidagi jadval 
integralni topishgacha davom ettiriiadi:

, r dt 1 t/,= - — -  = - arct% + C.
"t +a a a

Demak, (2.5) formula orqaii /, dan /,, ga . so ‘ngra /, , o ‘tiladi va 
hokazo. Shu sababli bunday formulalar keliirish yoki rekurrent 
(qaytuvchan) formulalar deyiladi.

2-misol. f— —- — dx integralni toping.
(л + 4.т + 8)

v  / • / r 2x + 4 +1 г 2x + 4 . f dxYechish. —v--------------dx = ------------------dx + -----  — ----- --
J (x* + 4x + 8) 1 (x* + 4x + 8) J (x- + 4.x + 8);
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____1 r d(x + 2) J ___  r dt_
у- + 4.V + 8 + • \(x + 2Y + 4 ]2 ” x' + 4x -  8 + * t1 + a1'

bu yerda t = r + 2, a = 2 .

(2.5) integraldan foydalanib ayrim hisoblashiardan so'ng

/ 1 t x +2  1 x+2
i -  - - :  ,-----— + -  - arctg- = - ,------------- 4 -arctg--------

2 a ( f + a 2) 2a а 8(.r+4.v + 8 ) 16 2

ekanligini topamiz.

Demak,
2x + 5—,------------- dx =

(x‘ -  4x + 8)

x+2  1 x+2
= — r—......... 4--------------------- 1----ante ------ + С =

x" + 4.v + 8 8(.т‘ +4.r + 8) 16 2

x -  6 1 X + 2  ------- ----------------+ __ arclfT-----------1. C.
8 (x + 4 x  + 8) 16 2

7.2.2. Ratsional kastlarni integrallash

6.2 banddan va yuqorida avtilganlardan keiib chiqadiki. 

R(x) = ~>~~  ratsional kasr funksiyani integrallash quyidagi tartibda

amalga oshiriiadi:
1) berilgan ratsional kasming to 'g'r i yoki noto‘g ‘ri kasr ekanini 

tekshirish; agar kasr noto'g’ri bo'lsa, kasrdan butun qismini ajratish;
2 ) to 'g ‘ri kasming maxrajini ko'paytuvchilarga ajratish;
3 ) to 'g 'r i kasrrii sodda kasrlar yig 'indisiga yoyish;
4) hosil bo'lgan ko'phad va sodda kasrlar yig 'indisini integrallash.

3- misol. I = \-; X -+ 6 -dx intearalni toping.
s x -2 x  +2x v b

Yechish. R(x) = — noto'g'ri kasr. chunki
x' -  2.x' + 2x

m = 4, n = 3 (m > n).

Bu kasming suratni maxrajga bo'Iish orqali kasrdan butun qismini
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a jra tam iz :

x' +6  |jc’ — 2x2 + 2x
x' -  2x' + 2x 2 I x + 2

2x’ -  2x3 + 6 
2x' -  4x2 + 4x

Bundan
2x2 — 4x + 6

_ . „ 2x‘ -  4x + 6R(x) = x + 2 + —----- ------- .
x — 2x + 2x

To‘g ‘ri kasming maxrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:
x 5 -  2x2 + 2x = x(x2 -  2x + 2).

To‘g ‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyilmasi ko‘ rinishidayozamiz:
2x! -  4x + 6 A Mx + N

---------------------------------------- — --------j-  .

x(x2 -  2x + 2) x x2 -  2x + 2 

Yoyilmaning noma’ lum koeffitsiyentlarini topamiz:

2x2 -  4x + 6 = A(x2 -  2x + 2) + Mx + Nx,

' x2: A + M = 2, 
x1 : -2A + /V = -4, 
x ° : 2.4 = 6 .

Bundan /1 = 3, M = —1, N = 2.

Shunday qilib,
. - 3 - x  + 2

/?(х) ~ x t 2 h--- i— --------- .
x x" — 2x + 2

Ko‘phad va sodda kasrlar vig'indisini integrallaymiz:

/ = f (x + 2)dx + f + I -  -X--—--dx ----- — + 2x -■ 3 In ! x I -  
J x J x 2 - 2x + 2 2

(2x 2) t l  2 2 j 2x - 2
-  <ix = - -  + 2x + 3 In | x 1 - - 1 - - - dx -
■’ x -  2x + 2 2 2 x -  2x + 2

x 2 1— + 2x + 31n|x|-“ ln|x2 - 2x + 21 +arctg(x -  1) + C.
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7,2.3. Mashqlar

2x + 3 . .  r xdx

1. integrallarni toping:

LI)

I ) f — —— — -dx, 2) f 
3 ( x - 2 ) ( x  + 5) J (x  + l)(2.x-; 1)

3 ) f ----------- xdx --------- ; 4 )  f - --------^ -------- ;
(x  + l ) (x  + 2)(j c 3) •* (x  + 1)(jc + 6x + 5)

5 ) { — - - - - - - 6) |  7  ' dx.
^ r (  Y  —  I V r  4- П M r '  -  Y

7) j 2x> + 2xU_4x + 3 dx, Г . 2 * 5x--л
■' л - tx  ■* x(x - 5 . x + 4)

9 ) J — Л;  10)} dX
X  — / T — Y  -4- / J  Y  I Yx -  2 x ‘ - x  + 2 1 x ; (x '  + D

dx . . .  f dx
2 ) J 1 T

J  I +  X

, r v 1 ч 3 x ‘ + 2 x 2 + x + 1 , . r x ' i ic
U )  ----------—------------------dx: 14 )  —— ;

 ̂ x" * x I 1 •* x - 1

dx
! 5 ) f - “ ~: 16) f , , ,

■X -I  J (x +9)

17) j . - -  dx: 18) f
J (л- +- 2x f 2)- 1 U '- l) (x ' * 4)

19)  j - —----------— , --------------- ; 2 0 )  f  -~
J O r  + 4x  + 5)Ox‘ + 4x  +■1 3 )  • ( x  + 1)"(.t " r l )  

2 » j - ^

2 3 )  f . — ' 3 . dx: 2 4 )  |5vv - 4 - — dv.
■’ (x ‘ - З х ч  3)" J x + 13x‘ +36

7.3. TR1GONOMETRIK FUNKSIYALARNI 
INTEGRALLASH

Trigonometrik funksiyalarni integrallash usullaridan ayrimlari biian 
tanishamiz. Faqat trigonometrik funksiyalar ustida ratsional amallar 
(qo’shish, ayirish, ko ‘paytirish va bo‘ lish) bajarilgan ifoda berilgan 
bo lsin. Bunday ifodani barcha trigonometrik funksiyalarni sin* va cosjc
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funksiyalar orqali ratsional ravishda ifodalash va /?(sin a\cos;c) 
ko‘ rinishga keltirish mumkin.

7.3.1. J/?(sinA,cosjc)rZr ko‘ rinishitlagi integrallar

j/?(sinx,cosx)<& ko‘ rinishidagi integralni tg~=t almashtirish

orqali hamma vaqt t o'zgaruvchili ratsional funksiyaning ir.tegraliga 
almashtirish, y a ’ni ratsionallashtirish mumkin. Shu sababli bu 
almashtirish universal trigonometrik almashtirish deyiladi.

Haqiqatan ham, jy?(sinx,cosx)£& ifodadan

2tgi  21 ] ~ t g 2 \ ~ r  2disin x = -----  - = ------; , cos x = -----------— = ------ r  , x = arct'it, ax = — -
1 + tg2 X l+/ I г tg ‘ X i + r  ' l + r

2 2

tarzdagi o'rniga qo‘yishlar yordamida t o ‘zgamvchiIi

■ {\+/ \+t ) 1+Г J

ratsional funksiya kelib chiqadi.

1 - misol. / = 1 integralni toping.
3sin* + 2cos* + 3

Yechish. tg— = t devmiz. IJ holda
2

2 d l

I = f --------------L + Г _________ . f _____d t______ r ____ d t ____ __
.  2/ 1 -  Г , ,  J r  +6/+ 5 J (t + l)(t + 5)j ---- - + 2 ....... + 3

1+/- l+ r

= i f - + ——■\jt = A\n! t +1 j + 8 ln 11 + 5 1 r(
W  + l t + 5 J  « ' i t  

Noma’ lum koeffitsiyentlarni aniqlaymiz: A = - ,  B = -~.

Demak,

' tg X 1'
I = —(in \t +1 ] -  In | / + 51) + С = - ln j~ —| = --In! —■ — j + C.

2 2 |/ + 5l 2 I дс ,
|£~+5!
i ^ I
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U nive rsa l  tr igonom etr ik  o ‘m ig a  q o 'y is h  n a t i ja s id a  am a ld a  
k o 'p in c h a  ancha  m u rakkab  ra ts iona l fu n k s iy a la r  hosi l boMishi m um kin . 
B un dav  ho l la rda  y u q o r id a  ke l t i r i lgan  in tegra ln i  top ishda q u y id a g i  sodda 
a lm ash t ir i sh la rd an  fo yd a lan gan  m a ’qul:

a )  a g a r  ^(sin л\ cos x) ifoda sin.Y g a  n isbatan  toq, y a ’ n i
f t(-s in  x .cosx) = -/?(sin x,cosx) 

b o ' l s a ,  u i io ida cosx = t o ' r n ig a  q o ‘ y ish  bu funks iyan i ra ts iona l la sh t irad i ;
b) a g a r  P(sin.Y.cos.Y) ifoda cos y ga n isbatan  toq, y a 'n i

P(sin ;r,-cos.v) = — /?(sin x ,cosx ) 
b o ' l s a ,  u ho lda sinx = / o ‘ m ig a  q o 'y i s h  o rqa li  bu fu n k s iy a  
ra ts ion a l la sh t ir i l ad i ;

c )  agar/f(sin.Y,cosj) ifoda sin.v va cosx la rg a  n isbatan  jufit, y a ’ n i
/?(-sin x. - cos.y) = /?(sin л, cos.y) 

b o ' l s a .  u ho lda lgx~t o 'rn ig a  q o 'y  ish bu fun ks iy an i ra ts iona l lash t irad i .  
B u n d a  q u y id ag i  a lm ash t ir i sh la rd an  fo yd a lan i lad i :

. ;  tg 'X  I  , 1 1Sin X  = —: -  — =------. . cos x ---------— = ------- ,
!  -1- t g ' X  I 4- / ‘ 1 + t g ' X  1 4 /

, dt x--arctgt, ax =-----7 .
14-/

2-tmsol. I = f— ,- CO- T̂ V------  in tegra ln i toping.
sin' x -  4sin x + 5

Yechish. Integral o s t id ag i  fu n ks iy a  cos.v g a  n isbatan  toq 
fu n k s iy a .  Shu sabab l i  sin.Y - t  deb o lam iz .
U ho lda

!  = f ....- = f--—  - -  a r c i g ( t  -  2 ) - r C  = a r c t g ( s i n  л -  2) 4- С.
/ — 4/ 4- 5 J (/ -  2) ‘ 4-1

3-misol. / = J — in tegra ln i  toping.
I -  2 sin' x

Yechish. Integra l o s t id ag i  fu n k s iy a  sin.Y ga  n isbatan  ju f t  
fu n k s iy a .  Shu  sabab l i  tgx = t o 'rn ig a  q o 'y ish d a n  foyda lanam iz .
U ho lda



7.3.2. J s i r T x c o s ” xdx ko'rinishidagi integrallar

fsirTxcos” xdx ko'rinishidagi integrallar m va n butun soniarga
b o g ‘ liq  ho lda  q u y id a g ic h a  top ilad i :

a )  « > 0  v a  toq b o ' lg a n id a  co s t  = / o ' rn ig a  q o 'y i s h  in tegra ln i 
ra ts iona l lash t irad i ;

a )  m> 0 v a  toq b o ' lg a n id a  s in* = r o 'rn ig a  q o 'y is h  o rqa ii  integral 
r a ts iona l la sh t ir i lad i ;

c )  m v a  n son lar  ju f t  v a  n o m anf iy  b o ' lg a n id a

fo rm u la la r idan  foyda lan ib ,  d a r a ja la r  p a say t i r i lad i ;
d ) m + n <0 h am d a  m v a  n ju f t  b o ' lg a n id a  tgx = t y o k i  ctgx = t 

o 'r n ig a  q o 'y i sh d an  fo yd a lan i lad i .  B unda  m<0 v a  n<0  b o ' isa .  suratda

q o ‘ ! lab , rats ional fu n ks iy a la rn i  in teg ra l la sh ga  k e l t ir i lad i ;
e) m,n<0 v a  u la rdan  biri toq b o ' lg a n id a  sin.v v a  cos* iardan 

q ay s i  b ir in ing  d a ra ja s i  to q l ig ig a  qarab , surat v a  m axra jn i  shu 
fu n k s iy a g a  q o 'sh im c h a  ko 'p ay t ir ish d an  fo yd a lan i lad i .

4-misol. J sin5 xcos'xdx integralni toping.

Yechish. J sin x cos1 xdx (n > 0 va toq. cos* = t) -  j sinJ л cos2 л s:n xdx =

. 2 1 ~ ̂ и'sin X = ---------
2

i -  cos 2x 2 j  r  W U
, COS X = ---------

2
I + c o s 2 jt

= - j r( i  -  r  )2t 2d t  = -  ] t l d t  + 2 \ t ‘ d t  -  { t ' d t  = - J  + 2l-  -  - -  + С =

= —  cos5 x + — cos' x —  cos' x + C.
3 5 7

5-misol. J sin1 xcos?xdx integralni toping.

Yechish. J sin4 xcos2xdx (n,m> 0 va njn -  juft) = J(sinxcosjc)' sin xdx

/ s i n 22 jf^  (, 1 - c o s 2 jM\dx= J(sin' 2x - s in : 2xcos2x)d\ =

1 ,1 -  cos4.v , 1 ■ . , _ ,- - } ----------- dx----- J sin 2xd(sm2x) =
8 2 16
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6-misol. / = [—— , - integralni toping.
sin xcos' x

Yechish Bunda n = - 4 ,  m = - 2. n + m = - 6  < 0 , к = t”11 ” 1 -  ] = 2 .
2

Demak,

, r (sin x + cos2x)‘ , л sin' x + 2sin2 xcos' x + cos4 x ,
/ = 1 — —------- ;---- -dx = -----------------------.-------------dx =

sin xcos‘ x sin4xcos‘ x

r dx r dx rcos2x , „ f , „
= J - + 2J — — + j - dx = tgx -  2ctgx -  I ctg~xd(ctgx) = 

cos X sin X J sin X 1

= Igx -  2ctgx -  -ctg'x т  C.

7.3.3. jtg'xdx va jctg"xdx ko‘ r in ish idag i in teg ra l la r

\tg"xdx va jctg'xdx (bu yerda n>0 butun son) ko ‘rinishidagi 
integrallar mos rasvishda tgx = t va ctgx = t o 'rniga qo'yish orqali 
topiladi.

Bunday integrallarni o'rniga qo‘vishlardan foydalanmasdan, 
bevosita

ig:x= ---- 1, ctg2
cos* X sin ‘ x

fo rm u la la r  y o rd a m id a  h isob lash  ham  m um kin .

7-misol. J" tg 'xdx integraln i hisoblang.

Yechish. 1-usul. \tg xdx = tgx = t, dx = -— —I = \ 1 = It 'dt -
i 1 -t- / 2 i J i+r  J



2-usuI. j tg xdx = \tg'x tg2xdx = jtg'.x-I —------1 \dx =
COS* X  J

= itg''x-~-~~-jtg'xdx= \tg'xd(tgx)-\tgx-\—------ I № =
c o s  x \cos X

= ~tg4x-ftgxd(tgx)- ftgxdx=-tgix - - t g 1x-\n[cosxl+C
4 ' 4 2

7.3.4. Jsinmxcosnxdx, Jsin/wxsin nxdx , j  cos rnx cos nxdx 
ko 'r in ish idag i in teg ra l la r

Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashda

sin mxcosnx = (̂sin(/?/ + n)x + sin(w -  n)x),

sin mxs'm nx =  ̂(cos(/w -  n)x -  cos(m + n)x),

cosmxcosnx = —(cos(m + n)x 4 cos(?« -  n)x)

trigonometrik formuialardan foydalaniladi.

8-misol. |cos?* • cos,5xdx integralni toping.

Yechish. j cos 3.x ■ cos5xdx = (cos8.x + cos 2x)dx =

= -  ( sin 8л + -  sin 2x | + С = — (sin8.x 4- 4sin 2v) 4- ( \
2 1.8 2 J 16

7.3.5. M ashq la r

1. Berilgan integrallarni toping:

d x  ^  r dxl ) f— ~ : 2)f—
5 4 4 sin x - 2sin x 4 sin 2.v

f ---------- . 4) f — .........
J 1 + 5sm r + 1 cos’ r J 4 + ?«m

3

5) Г sln xĉx f 3COS1 xdx
S -  со -1 -  ̂ om 4sin X
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с cos'xdx r cos4 * + sin4 x ,
• ' , ■ 8 ) f --- j---- dx

1 +■ sin a J cos x -  sin * x

9) f s i n2 xcos4 xdx , 10)  f ^J J r

! ! ) } - - —  - —■ ; 12) [ctglxdx:
J 2+ 3 S i n "  J C - / C O S "  X  J

r sin2xdx r
13) --------- — ; 14» I cos2jrcos5jtd!x;

J  I +  C O S “ X  J

15) [s in2 xcos3xdx ; 16) jcosjtcos2jccos3.v^x.

smjrcos x

7.4. IRRATSIONAL IFODALARNI 
INTEGRALLASH

Irratsional ifodalami o ‘z ichga olgan avrim integrallarni ko‘ rib 
chiqamiz.

7.4.1. \R I ax + b\' { ax + h\- , .
I j — ( -  I Jrfic ко rimshiaagi integrallar

/ » «, л
Г ax + b V Г ixr + A V 1j/? x J -------  J -------  dx (R — ratsional funksiya.

 ̂ V cx + d J { cx + d )

m,, m:, n2,...~ butun sonlar) ko'rinishdagi integrallar —  —  ~.i
cx + d

o'rniga qo'yish yordamida ratsional funksiyaning integraliga 
keltiriladi, bunda v = EKUK(n],nl ,...).

f  -  Щ \
Xususan, f R x.icix + />)" ,(av + b)" „..Jabr integrallar ax + b - t '  o'rniga

qo'yish yordamida, {R x,x"’ . x " - . pr integrallar esa x = t‘ o'rniga 

qo'yish yordamida i o'zgaruvchili ratsional funksiyaga keltiriladi.

1-misol. / | '  41 -dx integralni toping.
v 1 + x

Yechish. Bu yerda EKUK(2,3) = 6 bo‘ lgani uchun 1 +x = t6 tarzda 
belgilash kiritamiz.
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U holda

Vl + x=t\ yf\ +x = l\ dx = (it'dt

/=}——- - - -  ■6tidl = 6 j l l (t 2 - 2t‘ + r j-\)dt =

ft'5 t ‘ tb t'\ V= 6 -----2 — +C = -  (3/2 -  10/ + 9r  + 15) + C =
V15 9 5 3 ;  15

= — — -(3(1 + дг); -  10(1 + x) + 9ч ! + v +15)+ С.
15

7.4.2. \R(x,^axr  +bxJ-cyk  ko 'r in ish idag i in teg ra l la r

}Л(лг,лУссс: -rhx + c)dx ko'rinishidagi integrallar Eylerning uchta 
o'rniga qo'yish usuli orqaii ratsional funksivalardan olingan 
integrallarga keltiriladi:

a) a >0 bo'lganida -Jax2 + bx + c = t± 4ax almashtirish orqaii integral 
ostidagi funksiya ralsionaliashtiriladi {Eylerning birinchi o'rniga 
qo ‘vishi):

b) c >0  bo'lganida -Jax1 +bx + c =tx±y/c almashtirish yordamida 
integral ostidagi funksiya ratsionallashtinladi (Eylerning ikkinchi
о 'rnigu q o 'yishi) ;

c)ax2+bx + c kvadrat uchhad a(x -  xt)(x -  x2) ko'ririishda ko‘pav- 
tuvchilarga ajralganida integral ostidagi funksiya -lax2 + bx + c = --i(x-x,) 
almashtirish bilan ratsionallashtiriladi (Eylerning uchinchi o'rniga 
qo 'yishi).

2-misol. I = f----- , ~ . integralni toping.
l + V x: + 2x  + 2

Yechish. Bunda a > 0 . Shu sababli -jx‘ + 2x + '2=t-x  ko'rinishdagi 

o'rniga qo'yish bajaramiz.

U holda

x2 + 2x + 2 = t2 -2tx + x2. 2x + 2lx - Г  -2 .

D em ak,
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1 - 2  t2 + 2t + 2 r f — — — 1 - 2  Гx = -  - , dx - ------------  , 1 + \ x + 2x + 2 = 1 + ( -------------= —
2(1+/) 2(1 + /)' 2(1+/)

Topilganlami berilgan integralga qo‘yamiz:

/  = f 2(l ^ ' ,(/1 + 2f-+ 2 )dt = \- t! ~ 21+ 2- d i.
1 (t1 + 4/ + 4)2(1 ^ ; ) : (1 + 0 ( 2  + 0

Integral ostidagi to 'g'r i kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

Г  -  2t + 2 .4 5  ^ С  

(I + 0 ( 2  + О 2 1+/ 2 + 1 (2 + 0 ' '

Koeffitsiyentlarni tenglashtirish usulini qo'llaymiz: A - 1. R = 

Bundan

, [ dl „ f dl , ,. 2 
/ -  I --------- 2|------------ --- In i + t, +------ + ( .

! r/ (2 + 0 ' 2 +/

x o ‘zgaruvchiga qaytamiz:

/ — Injl + л- v x + 2.t t 2 ---------- . ■ — - - ( .
1 1 x + 2 +V.r2 +2jt + 2

3-misol. / -}  7===^=^= integralni toping, 
v'.v - 3 . v  + 2

Yechish. x~ -  3jc +■ 2  = ( г -  1)(л -  2)  bo‘ lgani uchun 

V(-x - 1 ) ( jc- 2 ) = ( jc- 1 ) /  

shaklda o'rniga qo'yish bajaramiz.

U holda

B undan

x ~2
I x-\

(r  -  l)(.r -  2 ) = (x -  1) T ,  r = ,

Bundan

! -  2 , 2 /Л т “ 2  Л гx = ------ . dx = —r—  , , v .v -  3x + 2 = ——  -  1 \l -  -  --
r - 1 (/ - 1)" { t 1 -1 j  r

Topilganlami berilgan integralga qo'yamiz:

+ 4/ + 4 

2(1 + 0

О, C = -



J  = J -  ( Г  = - 2 J ~~~~ = - I n M l  + C  = - i n i ' — -j + С .
J (c — iy t  г  — l \t + i\ j г - i  S

Dastlabki o'zgaruvehiga qaylamiz:

+ С = -In 13 -  2x + Зл/V -  3x + 2 ! +C./ — — In

[ x  — 2 x  — ^ 
1- 2 , + " 

\ x - l  .x -1

I X~2 - l
! * - i

Eyler o 'rniga qo'yishlari ayrim integrallarda murakkab 
hisoblashlarga olib kelishi mumkin. Bunday hollarda integrallashning 
quyidagi usullaridan foydalanilsa bo'iadi.

I ,\К(х,л1ах2 +bx + c)dx ko'rinishidagi integrallarni hisoblashning 
kvadrat uchhaddan to la kvadrat ajratish usulida berilgan integrallar 
ax'+bx + c kvadrat uchhaddan to 'la kvadrat ajratish yo 'l i  bilan ushbu 
integrallardan biriga keltiriladi:

a) agar a >0 va b2-4ac  <0 bo'isa, u holda \R(t,\!m' + n2r  )dt.
• i 2 i b  4ac b bu verda n = a, m =------------ , t = x + — -,

4 a 2a

b) agar a > 0 va b1 -4ac  > 0 b o isa ,  u holda \R(t, [̂n2t2 -m  \it,
• i 2 2 b1 - 4  ac h bu yerda n = a, m = ----------, t=x  + - -  ;

4a 2a

c) agar a < 0 va b2-4ac>Q bo'isa, u holda \ R(t,Jm2 -  n2t vii.
■ , , b2-4ac bbu yerda и* - -а ,  гк --------------- , t - x  +

4 a 2a

Hosil qilingan integrallar mos ravishda t = —tgz, t = m , t = -  sin г
n «sinz n

o'rniga qo'yishlar orqaii J/J(sin;:,cosr)</z ko'rinishga keltiriladi

4-misol. |v5 + 4.x -  x 2dx integralni toping.
Yechish. Kvadrat uchhaddan to 'la kvadrat ajratamiz, yangi t 

o'zgaruvchi kiritamiz va trigonometrik o'rniga qo'yishdan foydalanib, 
topamiz:

__________________ ____| . _ 2 _ f i
f /5 + 4x -  x2dx = f j )  (,x 2.) dx =! A “ ' ’ j = { V9 - 12dt =

! dx - dt 1 '
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~ = arcsin• I \ 9
3! 2 ч

arcs in -  +
3
t

9 v -  2 1 i------------ r--—arcsin ---- H— (x -2 )v 5  + 4 x - x  +C.
2 3 2

2.)R(x.\ax2 +bx + c)dx ko'ririishidagi ayrirn integrallarni

arcsin

hisoblashning boshqa usullarini keltiramiz.

I* (x)ctxa ) j  - 4 ^ =  ko‘ rinishidagi integrallar, bu yerda P„(x)- n- darajal
V ax ~bx + c

ko'phad:

1) n = 0 da J - = = = = =  k.o‘rinishda boMadi; bu integral a >0
\lax2-tbx + c

bo'Igan da jadvaldagi 14- integraiga. л<0 boMganda jadvaldagi 13- 

integralga keltiriladi;

2 ) «  = 1 da | ko'rinishda bo'ladi; bu integral suratda
- jax1 л bx + с

kvadrat uchhadning hosilasini ajratish natijasida ikkita, biri jadvaldagi
1- integralga va ikkinchisi 1 ) banddagi integralga keltiriladi;

3) n> 2 bo'lganda berilgan integraldan keltirish formulalari 
yordamida

ko'rinishdagi ifoda hosil qilinadi, bu yerda koeffitsiyentlari
noma'lum bo'lgan « — 1 -darajali ko‘phad, M — qandaydir o 'zgarmas son. 
Bunda ko'phadning noma’ lum koeffitsiyentlari va M soni oxirgi 
tenglikni differensiallash hamda .v ning chap va o‘ng tomondagi bir xil 
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish orqali topiladi.

- P„(x)dx dx
■J ax1 + bx + с ax1 + bx + с

dx . . .  . 1 
----------- -------------=■ ko'rinishdagi integral ax + j3 = -
(<XX + p  ) \  ax2 + b x  +  C t



c)| ^ ^ = = z =  (n e'Z,n> I) ko‘ rinishdaei integral c«  + P = '
1 (COC + p y 4 a x 2 +bx + c I

o'rniga qo'yish orqaii 3) banddagi integralga keltiriladi.

5- misol. J ------- . =  integralni toping.
( x - 2 ) V x 2 -4x+5

Yechish. x - 2  = - deymiz. U holda = - - - ,  x2 -  4x + 5 - -1 + 1.
t t1 v

Bundan
dt

( _____ dx = = _ f___?  = _ r
■(x 2 )4  X' - 4x > 5 J 1 [Г  . Vr + f

, 'V r

a lm ash tir ish  y o rd am id a  1) banddag i in teg ra lg a  k e l t ir i lad i ;

Demak, b) banddagi integral hosil qilindi. Bunda (7 = 2 bo'lgani 
uchun

I -4 = =  = (Л? + Й)У/2 +! + A/f . 
v r + l  1 ( 4 1

Tenglikning har ikkala tomonini differensiallaymiz:

/7 . /г— Г  + M. = .4VI + r  + , 4-^=^=
V /2 -Hi V ? 2 ^ 1 V/2 H-l

yoki
/2 = Л(1 + Г )4-(Л? 4 В)! + Af . 

t ning bir xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni teng lab, topamiz:

I

U holda

c t2dt t\\+t2 1 r dt t ĵ\+t" 1 ! г г'
----- - = ---------------- 1 = - '  = ------------------ Ini? + Vl + Г  | + С .

W I +/2 2 2 J V l+ r  2 2 1 1

Dastlabki o'zgaruvehiga qaytamiz:

c yjx2 - 4 x  + 5 1, jl 4- Vx2 -4X4- 5;............... ........... . -----------------— н— In!---------------------+C.
(x -  2) v x 7 - 4 x  + 5 2 ( x - 2) 2 | x - 2
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bx")"dx ko‘ rinishidagi integral binominal differensial 
integrali deyiladi. Bunda integral ostidagi it'oda xm(a + bx")' ga 
binominal differensial deyiladi, bu yerda m, и, p -  ratsional sonlar.

Binominal differensial integrali uchta holdagina ratsional 
funksiyalarni integrallashga keltiriladi:

a) p butun son boMganida integral x =t' (bu yerda s = EKUK(m,n) ) 
o ’ rniga qo'yish orqali ratsionallashtiriladi;

b) m- * butun son bo'lganida integral a + bx' =t’(bu yerda s - p
n

sonning maxraji) o 'rniga qo'yish yordamida ratsionallashtiriladi;

c) — — + p bumn son bo'lganida integraida a + bx"=t‘x" (bu
n

yerda л -  p sonning maxraji) almashtirish bajariladi.
Agar yuqorida keltirilgan shartlar bajarilmasa binominal differensial 

eiementar funksiyalar orqali ifodalanrnaydi, y a ’ni integrallanmaydi.
Masulan, jVl + x’ tfo integralning integral osti funksiyasi binominal

differensial: /и = 0 . n = 3, p = ~. Bunda p - - ,  ~ -  + p = ?-
2 2 n 3 n 6

sonlardan birortasi butun son emas. Shu sababli bu integral eiementar
funksiyalar orqali ifodalanrnaydi.

6-misol J = |—- ^ L =  integralni toping.
,v ‘ V1 -  x"

Yechich. Shartga ko'ra.
1 m+ 1 - 3  + 1 1m - - j ,  n = 4, n = — , --------(- p =-------------= - 1.
2 n 4 2

e) bandda aytilganidek, almashtirish bajaramiz:

7.4.3. J' x ” (a +  b x 'Y  dx binominal differensialni integrallash

I +дг4 = V x\  -Y - (/2 — 1) ‘ , dx = -  - t(t2 -1 1  \  t = —̂ ~ —
2 jf

U holda



Biz integrallashning elementar funksiyalaming keng sinfini qamrab 
olgan muhim usullarini ko'rib chiqdik. Bu usullar ko'pchilik hollarda 
ar.iqmas integralni topish, y a ’ni boshlang'ich funksiyalarni aniqlash 
imkonini beradi.

M a ’ lumki, har qanday uzluksiz funksiya boshlang'ich funksiyaga 
ega bo'iadi. Agar biror f(x)  elementar funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi ham elementar funksiya bo'isa, u holda \f(x)dx integral 
elementar funksiyalarda ifodalanadi deyiladi.

Adabiyotlarda keltirilishicha, {Vx-cos xdx integral elementar 
funksiyalarda ifodalanmavdi, chunki hosilasi Vx-cosx ga teng bo'lgan 
elementar funksiya mavjud emas. Amaliy tatbiqda muhim ahamivatga 
ega bo'lgan elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallarga 
misollar keltiramiz:

\e~''dx- Puasson integrali (ehtimollar nazariyasi); 
cix\-------integralli logarifm (sonlar nazariyasi);
lnx

jcosx2tft, js inx2<&-Frenel integrallari (fizika);

* dx, integralli sinus va kosinus;
x J x

\—dx- integralli ko'rsatkichli funksiya.
x

Elementar funksiyalarda ifodanlanmasa-da,

e ' , — , c o s . sinx; , £_ funksiyalaming boshlang'ich
In x x x x

funksiyalari yetarlicha o'rganilgan, x argumentning turli
qiymatlarida ulaming qiymatlari uchun mufassal jadvallar  tuzilgan.

7.4.5. M ashqlar

1. Berilgan integrallarni toping:

l,JV ' \ v  2!j x .vd t 'vv ,- '

3) f v' ■2jUx<h 4) [ '  " ' ’ах
x V . t + l

7.4.4. Elementar funksiyalarda ifodalanmaydigan integrallar

408



5)! л

7)

9)

И)

13)

15)

17)

19)

21)

23)

- j 2 x - l + ‘J ( 2 x - ' , ) 2

I, 1 , 'I
’ f  1 ‘ X+1|

V-T-1 J\

dx
\ - х 2

dx оч г dx
г - ---------  X)! = -------------------

V-V -З.Т+ 2 \1х‘ + 2х + 5

dx 10)| dx
л1х' + х + 1 сл/4- 2.г -  х1 

Л 12) J ---- - dx
\ + ' [ \ - 2 х -х 2 1 + V y ! + 2 jt+2

• J y i  4х -  х 2 dx: 14) J  \Гх: -  4dx:

dx 16 )| dx
(л -  ItV-.v" у З л - 2  (*-1)л/х: -2.x

xdx- 7 = ^ = = ;  18) [ !2л Т)̂ ,  ;
\ 3 -2 x - x 2 \'6jr-.v; - 8

— : 20 )f— *  ;
■Y(l'V.v)' х'\[2-х'

х$\J( 1 + .v') б/r; 22) [-I^ -d x :
У/Х

‘Л ; 24) | v l ' V\iv

7.5. ANIQ INTEGRAL

7.5.1. Aniq integral tushunchasiga 
olib keluvchi masalalar

A niq  integra l tab ia t va t e x n ik a n in g  b ir q an ch a  m asa la la r in i  
ycch ishd a , x u susau , har  x i l  geom etr ik  va  f iz ik  ka t la l ik la rn i  h isob lashda  
keng  q o i l a n i l a d i .

Egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi Itaqidagi masalasi

7’e k is l ik d a  Oxy to ‘ g ‘ ri b u rchak l i  dekart koo rd ina ta la r  s is tem as i  

k i r i t i lg an  va \a\b\ k e sm ad a  u z luk s iz  v a  m an f iy  b o ‘ lm agan  v = /(.v) 
fun ks iya  an iq lan gan  b o ‘ ls in.
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Yuqoridan v = f(x.) funksiya grafigi bilan, quyidan Ox o q i  bilan, 
yon tomonlaridan x = a va x = b to 'g 'r i chiziqiar bilan chegaralangan 
figuraga egri ehiziqii trapetsiya deyiladi (2 -shaklda bu figura -aABh). 

aABb egri ehiziqii trapetsiyaning 5 yuzasiga ta ’ r if  beramiz.
[a\b] kesmani n ta kichik kesmalarga bo'lamiz: bo'linish 

nuqtalarining abssissalarini a = x0 <xt <...<x < x: < ...<xri_, <x:: = b bilan 
belgilaymiz. {x } = bo'linish nuqtalari to'plamini [a\b}
kesmaning bo‘ linishi deymiz. x, bo'linish nuqtalari orqaii Oy o'qqa 
parallel x - x t to 'g 'r i chiziq o'tkazamiz. Bu to 'g 'r i chiziqiar aABb 
trapetsiyaning asoslari [x_,;x] bo'lgan n ta bo'lakka bo’ iadi. aABb 
trapetsiyaning S yuzasi n ta tasma yuzalarining y ig 'ind is iga  teng 
bo'iadi. n yetarlicha katta va barcha I*,.,;*,] kesmalar kichik 
bo'lganida har bir n ta tasnianing yuzasini hisoblash oson bo'lgan mos 
to 'g 'r i  to'trburchakning yuzasi bilan almashtirish mumkin bo'iadi. Har 
bir [ x ; j c  ] kesmada biror £ nuqtani tanlaymiz, /(x) funksiyaning bu 
nuqtadagi qiymati / ) ni hisoblaymiz va uni to 'g 'r i to'rtburchakning 
balandligi deb qabul qilamiz. [x_,;x] kesma kichik bo'lganida f ix )  
uzluksiz funksiya bu kesmada kichik o'zgarishga ega bo'iadi. Shu 
sababli bu kesmalarda funksiyani va taqriban / (£ ) ga teng deyish 
mumkin. Bitta tasmaning yuzasi / (^ ) ( x - x _ , )  ga teng bo'lganidari 
aABb egri ehiziqii trapetsiyaning S ga  yuzasi taqriban S„ teng bo'iadi:

S « S „ = t f ( l ) Ax,, Av V .V (5.1)
i=l

(5.1) taqribiy qiymat 
d = max Ax (/ = ! ,«)  kattaiik qaneha

kichik bo’ isa, shuncha aniq 
bo'iadi. d kattalikka {x } 
bo'linisnning diametri deyiladi. 
Bunda /i->oc da d~>0.

Shunday qilib, egri ehiziqii 
trapetsiyaning S yuzasi deb, 
Sn to 'g 'r i to'rtburchaklar 
yuzasining bo'linish diametri 
nolga intilgandagi limitiga

О

У = f{x)

X,

2-shakl.

' t—
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ay t i la d i ,  y a ’n i

Demak, egri ehiziqii trapetsiyaning yuzasini hisoblash 
masalasi (5.2) ko'rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Bosib о ‘lilgan у  о 7 masalasi

Agar moddiy nuqtaning harakat qonuni s = f(t)  (bunda t -  vaqt, 
s— bosib o‘tilgan y o i )  tenglama bilan berilgan bo'isa, f(t) funksiyaning 
f'(t) hosilasi moddiy nuqtaning berilgan vaqtdagi harakat teziigi v(t) ga 
teng, y a ’ni v(t) = f'(t) bo'iadi. Fizikada quyidagi masalani yechishga 
to 'g 'r i keladi. Moddiy nuqta to 'g 'r i chiziq bo'ylab v tezlik bilan harakat 
qilayotgan va v tezlik t vaqtning uzluksiz funksiyasi bo'lsin deymiz. 
Moddiy nuqta vaqtning t = a dan t = b gacha bo'lgan biror [a\b] 
oralig 'ida bosib o'tgan yo 'l  s ni topamiz. [a\b] kesmani 
a = i0 </, < ...<t , </; <tn =b nuqtalar bilan vaqtning n ta
yetarlicha kichik oraliqlariga bo'lamiz. Vaqtning kichik [л_,; r ] 
oralig 'ida v(t) tezlik «deyar li»  o 'zgannaydi. Uni bu vaqt oralig'ida 
o'zgarmas va taqriban v(f ) (£  e[> ] )  ga teng deyish mumkin. Bunda 
harakat [r j kesmada tekis bo'iadi. U holda bosib o'tilgan yc ' l

bu vaqt oralig 'ida v(|.)(/ -/,_,) ga, \a\b] vaqt oralig 'ida = Z v(s . )Aj, 

(Д/,=/-/,_,) ga teng bo'iadi, Bu taqribiy qiymat ^ = maxAr, (i = \,ri)

kattaiik qancha kichik bo'isa, shuncha aniq bo'iadi.
Shunday qilib. s bosib o'tilgan yo'l deb, sn yig 'indin ing d —» Odagi 

limitiga aytiladi, y a ’ni

s = lim s. = lim У v(£ )Д/. (5.3)
d ->0  ‘ d ~*0  у , " 1 1

Demak, bosib o'tilgan yo'lni hisoblash masalasi (5.3) 
ko'rinishdagi limitni hisoblashga keltiriladi.

Qaralgan har ikki masalada biror ko'rinishdagi y ig 'indin ing limitini 
topishga olib keluvchi bir xil usul qo'llanildi. Tabiat va 
texnikaning bir qancha masalalari yuqoridagi kabi yig 'indin ing 
limitini topishga keltiriladi.

S  = lim6' = lim У f(£ )Ax . (5 .2 )
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7.5.2. Integral yig‘indi va aniq integral

y = f ( x) funksiya [a,b] kesmada aniqlangan bo'lsin.
\a\b] kesmani ixtiyoriy ravishda

a = < jc, <... < x: , < x, <... < xn_, <xn=b 
nuqtalar bilan n ta qismga bo‘ lamiz, bunda {x } ga [a;/)] kesmariing 
bo'linishi, d = max(jt -  x_,), (/ = I,я) kattalikka bo linish diametri deymiz.

Har bir [*_,;*] kesmada ixtiyoriy nuqtani tanlaymiz. Bunday 
nuqtalami belgilangan nuqtalar deb ataymiz. Funksiyaning /(£,) 
qiymatini mos Ax = x - x t uzunlikka ko'paytirib. bu ko'paytmalardan

= E/(£)A*, (5-4)«I

y ig ‘ indini tuzamiz. (5.4) y ig ‘ indiga J\x) funksiya uchun [u;£] 
kesmaning {x} bo iin ish idagi Riman integral yig'indisi deyiladi. 

w, y ig ‘ indining d ->0 dagi limiti tushunchasini kiritamiz.
1-ta’rif. Agar V £>0 son uchun shunday <5>0 son topilsa va 

j / - w j< e  tengsizlik [a\b] kesmaning diametri d <5 bo'lgan istalgan 
{x} bo‘ linishida £ belgilangan nuqtaiarning tanlanishiga bog‘ liq 
bo im agan  holda bajarilsa, / soniga w„ Riman integral yig 'indisin ing 
limiti deyiladi va u / = ljmw, deb yoziladi.

2-ta ’rif. Agar (5.4) Riman integral y ig 'indisi d -> Oda chekli limitga 
ega bo‘ lsa, u holda bu limitga [a\b] kesmada f(x)  funksiyadan olingan

A

aniq (bir karrali) integral (Riman integrali) deyiladi va j f(x)dx kabi

belgilanadi.
Shunday qilib, ta 'r ifga ko'ra,

j / ( x ) ^  = lim£/(£)A»r,, (5.5)'t *1' , i

bu yerda f (x )— integral ostidagi funksiya, x -  integrallash o'zgaruvchisi, 
a, b -  integralning quyi va yuqori chegarasi, \a\b]- integrallash sohasi 
(kesmasi) deyiladi.

b
[a,b] kesmada \f{x)dx aniq integral mavjud bo'lsa. y = f(x)

a

funksiya shu kesmada integrallanuvchi (Riman bo‘yicha 
integrallanuvchi) deyiladi.
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Izoh. Oliy matematika kursida boshqa aniq integrallar qaralmagani 
sababli buridan kevin '<Riman integrali» va «Riman bo‘yicha 
integrallanuvchi» iboralarini mos ravishda «integral» va 
«integrallanuvchi» deb ishlatamiz.

Keltirilgan ta ’riflarda a<b bo'lsin deb faraz qdindi. Aniq integral 
tushunchasini a = b va a >b bo'lgan hollar uchun umumlasbtiramiz. 

a > h bo'lganida 2 -ta’ rifga ko'ra,

\f(x)dx = -]f(x)dx. (5.6)

2-ta'rifga ko'ra. a = h bo'lganida ((5.5) ga qarang).

}/(х)&  = 0. (5.7)

(5.4) integral y ig 'ind i berilgan funksiyaning argumenti qanday harf 
bilan belgilanishiga bog'liq bo'lmagani sababli, uning limiti va 
shuningdek, aniq integral integrallash o'zgaruvchisining belgilanishiga 
bog'liq bo'lmaydi:

j /  (x)dx = Jf( t  )dt = J f(z)dz.

1
I-misol. Jx ttx integralni aniq integralning ta'rifidan fovdalanib

0
hisoblang.

Yechish. [0 ;1] kesmada y = x2 funksiya uzluksiz.
[0 :1] kesmani 0 = x, <x, <... < x_, <x, <... <x„, <x„ = I nuqtalar bilan

uzunliklari Ix, = --(/ = 1,n) bo'lgan n ta bo'lakka bo'lamiz. Bunda 
n

d -  max Ax,. Demak, d -> 0 da /?-» oc.

£ nuqta sifatida qismiv kesmalaming oxirlarini olamiz:

с '4, = *,=-■n
Tegishli integral y ig 'ind in i tuzamiz:

= 'Lf(4. ) a * ,  = Z - - 2 -  =  ~ ( i :  + 2 : + . . .  +  « 2 ) =
1-1 . i n n n

/7(и + 1)(2и + 1) (и +1Х2и + !)
6 n 6 n1
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Bundan
(Я + 1Х2И + 1) 1 limw = !imw = lim------------------- = - .

»-»“ 6/r 3

Demak, ta ’ rifga ko ‘ra,

jVdx =
0 J

Endi £ nuqta sifatida qismiy kesmalarning boshlarini olamiz:

S, i—i - n
Bundan

= t  f(S )&x, = 1 = - D
1=1 Ы n n 6/1 6n

y o k i

r г (И -1Х 2Я -1 ) 1\x cbc= Iim w =lim--------- 7------= - .
i 6/2 3

D em ak , ber i lgan  in teg ra ln ing  q iym a t i  [0:1] k.esmani b o ‘ lish u su l ig a
e 1v a  bu k e sm a d a  £ nuqtani tan lash  u su l ig a  b o g ' l iq  em as  v a  jV atc  = - .

A n iq  in tegra l m av ju d  bo ‘ lish i h aq id ag i  teo rem an i isbots iz  
ke l t iram iz .

1-teorema. (Kashi teoremasi). A g a r  y = f(x) fu n k s iy a  \a\b\
b

k e sm ad a  u z lu k s iz  b o ' l s a ,  u ho lda  j  f(x)dx an iq  integra l m av ju d  b o ' lad i .

F u n k s iyan in g  u z lu k s iz  b o 4lish i un ing  in teg ra l lanuvch i b o ' l i sh in in g  
y e ta r l i  sharti b o ' lad i .  B o sh q ach a  a y tgan d a ,  [a\b\ k e sm ad a  u z i l i sh g a  e g a  
b o i g a n ,  am m o  bu k e sm ad a  in tegra l lanuvch i fu n k s iy a la r  m av jud  bo 'I ish i 
h am  m um kin .

2-teorema. [a\b] k e sm ad a  ch ek l i  sondag i b ir inch i tur uzil ish  
n u q ta la r ig a  e g a  boMgan fu n ks iy a  bu k e sm a d a  in teg ra l lanuvch i b o ' lad i .

7.5.3. Aniq integralning geom etrikva  mexanik m a’nolari

Egri ch iz iq l i  t r ape ts iy an in g  y u z a s i  m a s a la s ig a  q ay tam iz .
(5 .2 )  t e n g l ik n in g  o 'n g  tomoni in tegra l y ig ' in d id a n  iborat. U  ho lda
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(5.5) formuladan aniq integralning geometrik m a ’nosi kelib chiqadi: 
agar f(x)  funksiya [a ;6] kesmada integrallanuvchi va manfiy 
bo'lmasa, u holda kesmada f(x )  funksiyadan olingan aniq integral 
y = f(x). y  = 0, x = a va x = b chiziqiar bilan chegaralangan egri 
ehiziqii trapetsiyaning yuzasiga teng.

3  
2- misol. ^ 9 - x 2dx integralni uning geometrik m a ’nosiga tayanib 

hisoblang.
Yechish. Bunda x ning - 3  dan 3 gacha o'zgarishida tenglamasi 

v=V9 - x 2 bo'lgan chiziq x2 + y 1 =9 aylananing Ox o 'qidan yuqorida 
joylashgan bo lagidan iborat bo'iadi. Shu sababli x = -3, x = 3, у = 0 va 

у -■ v;9 -  x2 chiziqiar biian chegaralangan egri ehiziqii trapetsiya 
a '  + v: - 9  doiraning yarmidan tashkil topadi.

9/ГIJning yuzi 5 = —  ga teng.
2

Demak,

] ^ 7 d x  = y .

Endi bosib o'tilgan yo 'l  masalasiga o'tamiz. (5.3) tengiikning o‘ng 
tomoni integral yig 'indidan iborat bo'lgani uchun (5.5) formuladan 
ushbu xulosaga kelamiz: agar v(t) funksiya |a;A] kesmada 
integrallanuvchi va manfiy bo'lmasa, u holda v(f) tezlikdan \a:b\ vaqt 
oralig 'ida olingan aniq integral moddiy nuqtaning t = a dan t = b gacha 
vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo 'l iga  teng. Bu jum la aniq integralning 
mexanik m a’nosini anglatadi.

7.5.4. Aniq integralning xossalari

1". Agar integral ostidagi funksiya birgateng bo'isa, u holda
b
J dx = b — a

bo'iadi.

Ishoti Aniq integralning ta 'r ifiga ko'ra,



2", O'zgftrmas ko*paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga 
chiqarish mumkin, ya 'n i

h b

| kj (x)cbc = A| /  (x)dx , к = const.

Isboti. |kf\x)dx = Iim Y.kf (£ )Ax = к lim V )Av = к f f  ix)dx.
</-*0 '  d-V.) ( ! "  ' J  ‘

3'. Chekli sondagi funksiyalar algebraik yig 'indisin ing aniq 
integrali qo'shiluvehilar aniq integrallarining algebraik yig 'ind is iga 
teng, y a ’ni

}(/(x)± ip(x))dx = \ f(x)dx±\(p(x)ibc.

Isboti. \{f(x)±<p(x))dx = l im £ (/ (£ ) ± <p(/ ))\x =
a A V° «=1

n  n  b b

= l.im£/(£)Ax, ± limX>(£)Ax, = \ j\x)dx ±\<p(x)dx.
Л »=• л / -I „ a

4" .A gar |a;/>| k esm a  b ir  rieeha q ism g a  bo 'I ingan  b o ' ls a ,  u ho lda
1 a:b\ kesm a h o 'y ic h a  o l ingan  ar.iq in tegra l har b ir q ism  b o 'y ic h a  o lingan  
an iq  in teg ra l la r  y i g ' i n d i s i g a  teng  b o ' lad i .

Masalan,
b с b
|f(x)dx = J J\x)dx + j  J\x)ch, ce.[a\b\.

Isboti. a <c <b bo'lsin deylik. Integral y ig 'ind i [ы:Л| kesmani 
bo'lish usuliga bog'liq emas. Shu sababli с ni |a;/>| kesmani bo'lish 
nuqtasi qilib olamiz. Masalan. agar c----xn deb olsak, u holda wn ni ikki 
v ig ‘ indiga ajratish mumkin:

= Х Д £ )АГ, = Z / (b :)^ :  + Z./(£)AX .
f--l I I - m l

Bunda cl - »  0 da limitga o'tamiz:
b  с  b

\f(x)dx = \f(x)cLx + J f(x)dx

a, b, с n u q ta lam in g  boshqacha  jo y la s h is h id a  ham xossa  shu kabi 

isbotlanadi.
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I b с

Masalan, a<b<c  bo'isa. \f(x)dx = \f(x)dx + J/(x)<& bo'iadi.
c a b

Bundan

f f(x)dx = ) f(x)dx -  \ f  (x)dx
a  a  b

yoki integrallash chcgaralarining almashtirilishi xossaga ko'ra, ((5.6) 
ga qarang)

j f(x)dx = f f  (x)dx + I f(x)dx.

5". Agar |a\b\ kesmada funksiya o ’z ishorasini o'zgartirmasa, u 
holda funksiya aniq integralining ishorasi funksiya ishorasi bilan bir xil 
bo‘ ladi, y a ’ni:

b

[я:Л| da f (x)>0  bo'lganda, f/ ( .r )A >0  bo'iadi;
h

\a:b\ da f(x)  <0 bo‘ lganda, \f(x)dx< 0 bo'iadi.

Isbuti. f(x) > 0 funksiya uchun integral y ig 'ind i и л >0 bo'iadi.
Л

chunki / ( ^ ) > 0  va ,-Vv > 0 . Bundan \f(x)dx> 0. Shu kabi Ax, >0,
b

/( . *)<0  ekanidan w„ <0  va \f{x)dx< 0 kelib chiqadi.

6 ". Agar \a,b\ kesmada f(x)><p(x) bo'isa. u holda
b b 

jf(x)dx>\ip(x)dx

bo'iadi.
Isboti. f(x)><p(x) dan f(x)-cp{x)>0 bo'iadi. I! holda 5-xossaga

A A A

ko'ra ] (/ (.v) -  ip(x))dx > 0 voki 3-xossaga ko'ra. j f(x)dx - \<p(x)dx > 0 .
a  a a

Bundan
ft ft 
j  f(x)dx > (̂p(x')dx .

7 . Agar ,tj va M sonlar f(x) funksiyaning [ы:Л| kesmadagi eng 
kichik va eng katta qiymatlari bo‘ lsa, u holda

m(b -  a) < j / (x)dx < M(b -  a)

b o ’ iadi.
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Isboti. Shartga ko'ra, m< f(x)< M.  Li holda 6 -xossaga ko'ra,
h b h 

| mdx < j  f(x)dx < | Mdx .

Bunda
Ь b b  b

J mdx -  nil dx = m(b -  a), f Mdx = Л/J dx = M (h-a\.

U holda

/«(/> -  a )  < {/(jc)cir < M(b --a) .

Bu xossa aniq integralni haholash haqidagi teorema deb yuritiladi.
8". Agar f(x)  funksiya [a-,b\ kesmada u/.luksiz bo'isa, u holda 

shunday c^[a:b] nuqta topiladiki,
b

j f  (x)dx = f  (c)(b -  a) (5 .8 )

bo'ladi.

Isboti. 7 -xossaga ko'ra,

m(b -  a)< j f(x)dx < M{b - a) .

Bundan

}f(xyix
m < —--------< M .

b - a

\f(x)dx
------ = M deymiz. U holda m</.i<M b o igan i  uchun Bolsano-

b  — a

Koshining ikkinchi teoremasiga ko'ra, biror c e [ a ; 6] nuqta uchun 
/ (c) = /i bo'ladi.
Shu sababli



8-xossa о 'rla qiymat haqidagi teorema deb ataladi.

(5.8) formulaga о 'rla qiymat formulasi, /(c) ga /  (x) funksiyaning 
|o,b] kesmadagi o'rtacha qiymati deyiladi.

O'rta qiymat haqidagi teorema quyidagi geometrik talqinga ega:

agar f(x) > 0 bo"!sa. u holda \ f(x)dx integralning qiymati balandligi

1 (c) ga va asosi ( b - a ) ga teng bo'lgan to 'g 'r i to'rtburchakning yuzasiga 
teng bo'iadi.

Aniq integralning xossalaridan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

1-natija. [(/;/>) kesmada aniqlangan f(x)  funksiya uchun

3- rnisol. y - 2 x  + 2 funksiyaning [—1;2] kesmadagi o'rtacha qiymatini 
toping.

Yechish. O'rta qiymat haqidagi teoremadan topamiz:

jj7(x)fl£*j<j|/(x)!dY

boMadi.

2-natija. Agar [a;A] kesmada |/(.v)|<A bo'isa, u holda

if/(x)dx < k(h -  a), (k = const.)

bo'iadi.

./.. , * \j(x)dx.b -  a a
у у = 2.x + 2f

.......  ;;■{
Aniq integralning geometrik m a’nosiga

ko'ra, \{2x + 2)dx integralning qiymati
/

3-shaklda keltirilgan uchburchakning yuzasiga 
teng, ya 'ni

S = - •  (2 + 1) -6 = 9.

Bundan

3-shakl.

2 x

4 1 9



1. Integrallarni aniq integralning geometrik ma'nosiga tayanib hisoblang:

11 j  cos.xdx, 2)j<3 -x)dx.

7.5.4. Mashqlar

3>}V>6 x : Jx: 4 )  f f (x ) dx .  /и- ,  = Г Т’ е д о Г " 2 - ^ ° -
I 2 I x .a g a r  0 < x < 2 .

2. Integrallarni laqqoslang:

4 4 ' _________ 1

! ) / ,  = J c o sx d x ,  /2 = Jsm  .xdx; 2)/, = J\ ,2 - . r : o!x. i .  j  л -it
o o  _j

о ___  о \ i
3 )/ t = | л/1-*3с&, /2 = J (1 — дскаЬг; 4 ) / ,=  j.xeosj>rax ? /, - J x s in x d x .

- 2  - 2  _ *  _  ,

~ 2 2

3. Integrallarni baholang:

1 : 2 )/ 2 ={Vl + 3x2<&;
J 3 - 2  COS X ‘ J

3 )/ ,  = j V l+ T 'd r ;  4 ) / , =  I
4 -  2.x- x

4. Funksiyalarning berilgan kesmalardagi o'rtacha qiymatini loping: 

Dv V4 v .  ( - 2 2 J ;  2 )  У x i, [-1,1];

3)_y = 3x+ 2. [1;3J; 4 )  у  x : c ' .  [0;1],

7.6. ANIQ INTEGRALNI HISOBLASH

7.6.1. Yuqori chegarasi o ‘zgaruvchi aniq integral

y = f(x)  fu n k s iy a  [а;Л] k e sm ad a  an iq lan gan  va u/ luks iz  bcr ls in . 
U ho lda  u ix t iyo r iy  [u;x] ( a< x< b ) k e sm ad a  in teg ra l lanuvch i b o ' lad i ,  
y a 'n i  is ta lgan  x e [ a ; £ ]  uchun

F(x) = ]f(t)dl (6 .1)

in tegra l m av ju d  b o ' la d i .
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in tegra l asos i [a :x ] k e sm ad an  iborat b o ‘ lgan  egr i eh iz iq i i  t rape ts iy an in g  
o 'z g a ru v c h i  y u z a s i  ,S'(x) ni ifoda layd i 
(4 -sh ak l) .

[а,Л] ke sm ad a  (6 .1 )  teng l ik  b ilan  
an iq lan gan  F(x) fu n k s iy ag a  yuqori 
chegarasi о ‘zgaruvchi aniq integral 
d ey i lad i .

Fix) f u n k s iy a  [a-J>] k e sm ad a  
u z lu k s iz  v a  d if fe ren s ia i lan uvch i 
b o ' iad i .  Sh u n in gd ek , bunda  F(x) 
fu n ks iy a  uchun q u y id a g i  fundam enta l 
teo rem a o ’ rinli boMadi.

1 - t e o r e m a  (Nyuton-Leybnis teoremasi). [а;Л] ke sm ad a  u z lu k s iz  
f ix )  fu n k s iy an in g  yuqo r i  ch ega ra s i  o ‘zgaruvch i in tegra l i  F(x) dan 
yu q o r i  ch ega ra  b o ‘y i c h a  o l ingan  hosi la  m av jud  v a  u in tegra l os t idag i 
fu n k s iy an in g  yu q o r i  c h ega rad ag i  q iy m a t ig a  teng boMadi. y a ’ ni

A gar  ix t iy o r iy  t&[u\b)d a  / (/ )> 0 b o ‘ lsa, u ho lda F(x) = \f(t)dt

о

S(x)

4-shakl.

F’(x) f{l)dt\ = ./(*), x&[a\b\. (6.2)

Isboti. х е [а ;Л ]  v a  .r + A x e [a ;6 ]  b o ' ls in .
U  ho lda  an iq  in teg ra ln ing  4 -xossas in i  q o ' l l a b ,  topam iz :

F(x + Ax) = j  fit)di = \f(t)dt + j f(t)dt.

B undan  (6 .1 )  teng lik  va  o 'r ta  q iy m a t  h aq id ag i  teo rem ag a  k o ‘ ra,

Г 4 Лг

AF = F(x + Ax) -  F{x) = \f(t)dt=f(c)Ax, bu y e rd a  с e[x.x + Av], 

F(x) fu n ks iy an ing  hosi las in i a n iq la ym iz :

F'(x) = l im—-  = lim * ^ = lim f(c).
Ax ->0 Д у  Ax  -hi  Д у  /Vc-»0

At 0 da  x + Av -> x v a  с --> x, chunk i с £ [x,x + Av],

U ho lda  }\x) fu n k s iy an in g  u z lu k s iz l ig id an  

F'(x) = lim J  (c) -  fix)
Ar+0

b o 'iad i .
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Nyuton-Leybnis teoremasi matematik analizning asosiy 
teoreinalaridan biri hisoblanadi. Bu teorema differensial bilan aniq 
integral tushunchalari orasidagi munosabatni ochib beradi.

Bu teoremadan [a.b\ kesmada uzluksiz har qanday f ix)  funksiya 
shu kesmada boshlang'ich funksiyaga ega b o iad i  va un.ing 
boshlang'ich funksiyalaridan biri yuqori chegarasi o'zgaruvchi F{x) 
integral bo'ladi degan xulosa kelib chiqadi.

f(x )  funksiyaning boshqa bir boshlang'ich funksiyasi F{x) 
funksiyadan o'zgarmas С songa farq qilgani uchun aniqmas va 
aniq integrallar orasidagi ushbu bogian ish  kelib chiqadi:

j"/ (x)dx = | f(t)dt + C, * о [«;/>]. (6.3)

7.6.2. Nvuton-Leybuis formulas»

Aniq integralni integral yig 'indin ing limiti sifatida hisoblash, 
hatto, oddiv funksiyalar uchun ham ancha qiyinchiliklar 
tug'dirad:. Shu sababli aniq integralni hisobiashning (6.3) formulaga 
asoslangan, amahy jihatdan qulay bo'lgan hamda keng qo'llaniladigan 
usuli bilan tanishamiz.

2 -teorema (integral hisobning asosiy teoremasi) Agar 
F(x) fur.ksiya [a\b] kesmada uzluksiz bo'lgan f(x )  funksiyaning 
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda

]f(x)dx = F (b)-F {a). (6.4)

Isboti. F(x) funksiya f{x) funksiyaning boshlang'ich 

funksiyakridan biri bo'lsin. U holda 1-teoremaga asosan, \f{t)dt

funksiya ham f(x )  funksiyaning fa\b] kcsmadagi boshlang'ich 
funksiyasi bo'ladi.

Boshlang'ich funksiyalar o'zgarmas С songa farq qilganidan

j  f(t)dt = F(x) + C.

Bu tenglikka x = a  ni qo 'yamiz va chegaralari teng bo'lgan aniq 
integralnir.g xossasini qo'llaymiz:

]f(t)dt = F(a) + C = 0.
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j  fU)dt -  F(x)~ F(a)

bo'ladi.
Oxirgi tenglikda x = b deymi/ va i o'zgaruvchini * bilan 

aimashtiramiz. Natijada (6.4) formula kelib chiqadi.
(6 4) formulaga Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.

F(b)-F(a) ayirmani shartli ravishda /г(х)[ deb yozish kelishiigan. 

Bu kelishuv natijasida Nuyton-Leybnis formulasi

\f(x)dx=F(x)j* (6.5)

ko'inishda ifodalanadi.

dx

B undan  C = -F(a).

U holda is ta lgan  xe[a\b] uchun

1-misol. | - integralni hisoblang.

Yechish. f — ̂  ~ |п: v + л/l + x1 i| = lnl3 + J\ 01 — In 1 = 1п1з + v I Oj.
W l  + x2 1 1 1  1 1

2-misol. f—— —----- integralni hisoblang.
i x1 — 2.x + 10

Yechish.

i dx } dx \ x - 1 i4 1 , r. 71-------------- = --------- ----- . = -arete ----1 = {arete 1 -  arete,0) = —.
•!.v ; - 2 jc + 10 1 ( x - 1 ) ‘ + 3 -  3 3 I, 3 V 12

7.6.3. Aniq integraida o ‘zgaruvchini almashtirish

3-teorema. у = f(x)  funksiya [«;/>] kesmada uzluksiz bois in . 
Agar: 1) ,v — <p(t) funksiya [a;/?l kesmada differensiallanuvchi va (p'{t) 
funksiya !«;/>'] kesmada uzluksiz; 2 ) x = q>{t) funksiyaning qiymatlar 
sohasi [a\b] kesmadan iborat; 3 )tp{a) = a va <p(p)=b bo'lsa, u holda

\f(x)dx = \f(<p(t))<p'(t)dt (6 .6 )

bo'ladi.
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Isboti. Nyuton-Leybnis formulasiga ko'ra,

b

J  f(x )d x  = F(h) -  F(a)

bu yerda F (x)  funksiya f ( x )  funksiyaning [a\b] kesmadagi boshlang'ich 
funksiyalaridan biri. Ф(t) = F(ip{t)) murakkab funksiyani qaravmiz. 

Murakkab funksiyani differensiallash qoidasiga asosan,

Demak, Ф(()funksiya [or;/?] kesmada f(<p(t))<p'(t) uzluksiz funksiya 
uchun boshlang'ich funksiya bo'iadi. Nyuton-Leybnis formulasi bilan 
topamiz:

(6 .6 ) formula anicj integralda o'zgaruvchini almashtirish formulasi 
deb yuritiladi. Aniq integralni hisoblashning bu usulida aniq integralda
о 'rniga qo ‘yish usuli deyiladi.

Izoh. Aniq integralni (6 .6 ) formula bilan hisoblashda dastlabki eski 
o'zgaruvehiga qaytish shart emas, chunki integrallash chegarasi o'rniga 
qo'y ishga mos tarzda o'zgaradi.

3-misol. J л/4 - x 2dx integralni hisoblang.

almashtirish 3-teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi: 
birinchidan, f(x) = 4T-  x2 funksiya [0; V3] kesmada uzluksiz,

x = 2 cos/ bu kesmada uzluksiz, uchinchidan 1 o 'zgaruvchi 0 dan

Ф'(0 = F\(p{t))ip\t) = f((p(t))(p\t).

j, f(<p(t))<p\t)dt = Ф(Р) -  Ф (а) = F (tp(P ))- F(<p(a)) =

b

F(b) -  F (a) = J f ( x ) d x .

~ gacha o'zgarganda x = 2 sin/ funksiya 0 dan gacha o'sadi va bunda

cf>(0) -  0 va <p = -J3 . Bunda dx = Icostdt.
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f-s/4 — x: dx = 4|cos2 tdt ~ 2j (1 + cos2t)dt = 2(t + -  sin 2/ || = —  + — .
’> ii и V 2 )\, 3 2

4-misol. (a'/i + x'dx integralni hisoblang.

Yechish. t = -J\ + x2 o'rniga qo'yish bajaramiz.

U holda

x = v /2 - 1, dx = —4 ===, x - 0 da t = i, x = da t -  J l . 
лj r  -  1

[l;V2 ] kesmada л/r - 1  funksiya monoton о sadi, demak o'rniga 
qo'yish to 'g 'r i bajarilgan.

Bundan

(6.6) formuladan topamiz:

|дсл/1 + A'2 = J л;Г -  1 ■ l ■ —j= =  = = j t2dt
II l л/ ̂  — 1 l

2V2 -

3

Izoh. (6 .6 ) formulani qo'llashda teoremada sanab o'tilgan
shartlaming bajarilishini tekshirish lozim. Agar bu shartlar buzilsa,
keltirilgan formula bo'yieha o'zgaruvchini almashtirish хаю natijaga 
olib kelishi mumkin.

7.6.4. Aniq integralni bo‘ laklab integrallash

4-teorema. Agar u(x) va v(jc) funksiyalar «'(.v)va v'(.r) hosilalari 
bilan [«;£| kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda

j  u d v  = u v  j * -  J  vd u  (6 .7 )

bo'ladi.
Isboti. Teoremaning shartiga ko'ra. u(x) va v(.x) funksiyalar 

hosilaga ega.
U holda ko'paytmani differensiallash qoidasiga binoan,

(li(.x)v(x))' = 1l(x)v'(x)+ v(x)u'(x).
Bundan u(x)v(x) funksiya u(x)v'(x) + v(.x)u'(x) funksiya uchun 

boshlang'ich funksiya bo'lishi kelib chiqadi. u{x)v\x) + v(x)u'(x)
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funksiya [a\b] kesmada uzluksiz boMgani uchun u bu kesmada 
integrallanuvchi bo‘ iadi.

U holda aniq integralning 3-xossasiga va Nyuton-Leybnis 
formulasiga ko‘ ra

b b

ju(x)v'(x)dx + | v(x)u'(x)cbc= u(x)v(x)j* .

Bundan, n\x)dx = du{x) va v'(x)dx = dv(x) bo’ lgani uchun
b  ̂ b 
| udv -  icv| -  j  vdu .

(6 .7) formula aniq integralni bo laklab integrallash formulasi deb 
ataladi.

1
5-misol. ^xe 'dx integralni hisoblang.

0

Yechish.

| xe 'dx =
w = x, dv = e ‘dx 
du = dx, v = —e "

-xe'I -r\e~xdx =
• 0 J

= = - I _ I  + i = ] _ 2
e : е е  e

7.6.5. M ashqlar

Berilgan integrallarni hisoblang:
2

1) }(jt2 + 2x +\)dx,
-i

4
2) Jsm 4xatc,

0

3 ) J  cos xdx .
К

6

4 ) j f ;  
1 л

2
5) j c o s2x<ic;

0
6)} *  , '  sin X

4

7 ) j—■j JC + JC
8 ) j(2 r ’ +1)л:2Л-;

0

9) J  jcV 1 + jc2

я
2

10) Jco sxs in1 xdx;
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17)  J arcsin xch.\ 1 8 )  J i n 2 xdx:

19) f x ып — dx. ■ 1 ii

2 2 ) j" jr In xdx;

2 3 )  j  sin yjxdx; 24)  | cos(ln*)dx.

7.7. XOSMAS INTEGRALLAR

Aniq integral qaralganida \f(x)dx integral mavjud bo'lishi uchun

ikkita shartning bajarilishi talab qilingan edi: 1) integrallash chegarasi 
chekli [a,b\ kesmadan iborat bo‘ lishi; 2 ) integral ostidagi funksiya [a;b] 
kesmada aniqlangan va chegaralangan bo'lishi.

Aniq integral uchun keltirilgan shartlardan bin bajarilmaganda u 
xosmas integral deb ataladi: 1) faqat birinchi shart bajarilmasa, cheksiz 
chegarali xosmas integral (yoki I tur xosmas integral) deyiladi; 2) faqat 
ikkinchi shart bajarilmasa, uzilishga ega bo'lgan funksiyaning xosmas 
integrali (yoki !1 tur xosmas integral) dey iladi.

7.7.1. Cheksiz chegarali xosmas integrallar  
( I tu r  xosmas integrallar)

l - t a ’ rif. f (x) funksiya [a ;+oc) oraliqda uzluksiz bo'lsin. Agar

lim\f(x)dx limit mavjud va chekli bo'isa, bu l im itgayuqori chegarasi



\f(x)dx = lim f f(x)dx. (7.1)J Ь-*-ко J

-TOO

Bu holda  ̂f(x)dx integralga yaqinlashuvchi integral deyiladi.

b

Agar lim f f(x)dx limit mavjud bo'lmasa yoki cheksiz bo'lsa,

J f(x)dx integralga uzoqlashuvchi integral deyiladi.

Quyi chegarasi cheksiz va har ikkala chegarasi cheksiz xosmas 
integrallar shu kabi ta ’ riflanadi:

\f(x)dx = lim j/(x)dx, (7.2)

r+x. с  b

| J  (x)dx = lim J / (x)dx + lim J/(x)c£t, (7.3)
-ос a с

bu yerda c— sonlar o‘qining biror fiksirlangan nuqtasi. Bunda
(7.3) tenglikning chap tomonidagi xosmas integral, o‘ng tomondagi 
har ikkala xosmas integral yaqinlashgandagina yaqinlashadi.

I- misol. f— (a > 0 ) integralni yaqinlashishga tekshiring.
1 x “

Yechish. а ф\ bo‘ lsin.

U holda

f dx "{dx x'"’ j i ,I — = lim I — = Iim-------1 = ------  ( lim b -  1).
, x “ h ; x“ • I a  1 - a  h **•*

B u n d a : ! )  a  <1 boMganda, f — = —---(lim bl"• - 1) = +зс,
i x 1 1 - a

cheksiz xosmas integral d e y i la d i  v a  j  J(x)dx kab i b e lg i lan ad i :



** cixDemak, f— xosmas integral a  > I da yaqinlashadi va 0 < a < l  da
i x*

uzoqlashadi.
0

2- misol. j*xcosxdx iritegralni vaqinlashishga tekshiring.

0 0 / Q 0 \
Yechish. }jccosjcc& = iim fxcos.tcAc = limj xsin x\ -  Jsin xdx \ =

= lim(-asin a + cosxj' = lim ( -as in «  -  cos a + 1).

Bu limit inavjud ernas. Shu sababli |xcosxdx integral uzoqlashadi.

? cix3- misol. f-------------  integraini vaqinlashishga tekshiring.
-,X' +fax+\Q

Yechish. Oraliq nuqtani с = 0 deymiz.

U bolda (7.3) tenglikga ko'ra,

Bundan

r dx 'J dx 7 dx
■ x' + 6x + 10 x1 + 6x + 10 x2 + fax + 10

r  dx r  dx .. , _ . i o---------------= h m ---------------= lim arctg(x + 3) =
Lr~ 6.v+ 10 ■ >-1 (.v -  3)' + 1 L

= arctgi -  lim arctg(a + 3) = arctg3 + —,
2

7 dx ,• r dx—-------------= lim --------- ------= hmarctg(x + 3) =
) X + fax + 1 0 ....... (A , 3 )  : 1 ”

lim arctg(b + 3) -  arctgj = ~ -  arctgi.

U holda
7 dx 'I dx J  dx
, x + 6 x  + 1 0 .V + fax + 1 0 о .V + fax + 10

n 71— arclg3 + — + — -  arctgi -  л  .

Demak, xosmas integral yaqinlashadi.

4 2 9



7.7.2. Uzulishga ega boMgan funksiyalarning xosmas inlegraHari 
( II tur xosmas integrallar)

2-ta ’ rif. f{x) funksiya [a\b) oraliqda aniqlangan va uzluksiz bo‘ lib.
b - i:

x = b da cheksiz uzulishga ega bo'lsin. Agar iim \f{x)dx limit mavjud

va chekli bo'lsa, bu limitga uzulishga ega bo 'Igan funksiyaning xosmas
b

integrali deyiladi va \f(x)dx kabi belgilanadi:

^f{x)dx = Iim ^f{x)dx. (7-4)

Shu kabi: 1) f(x)  funksiya * ning a ga o‘ngdan yaqinlashishida 
uzilishga ega bo’ lsa,

b  h

\f{x)dx = Iim\f{x)dx\ (7.5)
a  a i r .

bo‘ ladi;
2 ) agar f ix)  funksiya с e[a\b] da uzilishga ega bo'lsa,

\f(x)dx = i im\j\x)dx + lim \f(x)dx (7.6)

bo'ladi.
II tur xosmas integrallar uchun yaqiniashish (uzoqlashish) 

tushunchalari I tur integrallardagi kabi kiritiladi.

4- misol. i integralni yaqinlashishga tekshiring.
-ix\lx

Yechish. x = 0 da integral ostidagi funksiya u/.ilishga ega.
IJ holda (7.6) tengiikka ko'ra,

■ //у ■ //v I //v - ' I _ A
\-—= = lim f—7= -rlim = -3limjt ? -3limjt J 
J,.r\[x **\x\jx ‘-"Lx'yfx '

= 3lime 1 -  1 -  1 + 31im e 1 = 6j lim £ 1 -1  I = +x

Demak, xosmas integral uzoqlashadi. Berilgan integralga Nyuton- 
Leybnis formulasi formal qo'llanilishi xato natijaga olib keladi:

\ dx 3 I'



Ko'pineha. xosmas integralni (7.1) - (7.6) formulalar orqali 
hisoblash shart bo'lmasdan, faqat uning yaqinlashuvchi yoyi 
uzoqlashuvchi bo‘ lishini bilish yetarli bo'ladi. Bunday hollarda berilgan 
integral yaqinlashishga yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchiligi oldindan 
ma'lum bo Igan boshqa xosmas integral bilan taqqoslash orqali 
tekshiriladi. Xosmas integrallarning taqqoslash alomatlarini ifodalovchi 
teoremalarni isbotsiz keltiramiz.

1-teorcma (/ tur xosmas integralning yaqiniashish alomati). 
[a;+oc) oraliqda f ix)  va ip(x) funksiyalar uzluksiz va 0 <f(x)<(p(x) 
bo‘ lsin. U holda:

1 ) agar \(p(x)dx integral yaqinlashsa, \f(x)dx integral ham 

yaqinlashadi:.

2 ) agar I / (.t)dx integral uzoqlashsa, [<p(x)dx integral ham 

uzoqlashadi.

5-misol |с ' dx integralni yaqinlashishga tekshiring.

Yechish. Puasson integrali deb ataluvchi bu integral boshlang‘ ieh 
funksiyaga ega emas. Uni ikkita integralning y ig 'indis i ko'rinishida 
ifodalaymiz:

J e~x dx = |e * dx + je  ' dx.
0 0 1

Tenglikning chap qismidagi integraUardan birinchisi chekli 

qiymatga ega boMgan aniq integral. Ikkinchi xosmas je  ''dx
I

integralni yaqinlashishga tekshiramiz.
[ l :-x )  oraliqda 0 <e <e" bo'ladi. e r va с ' funksiyalar 

uzluksiz.
Burida

|e 'dx -  dx = l im (-e 'r)j = -  -  lim —. = -.

Demak. bu integral yaqinlashadi va 1-teoremaning l )b and iga  
asosan, Puasson integrali ham yaqinlashadi.

7.7.3. Xosmas integrallarning yaqiniashish alomatiari
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1 ^
6-misol. \— —-----  integralni yaqinlashishga tekshiring.

T,e”-cosx

Yechish. Integral ostidagi funksiya x = 0 dauzulishga ega.

x e ( 0;i] da —----------- > —
e‘ -cos л xe

Bundan

\dx 1 \dx 1 ,i 1
I — = -  lim I — = -  lim In лг =—(0 -  Jim In e I) = +эо.
о xc e '■ *",c x e ‘ "" '* e «-*i

1 dxDemak, j — integral uzoqlashadi va 1-teoremaning 2) bandiga
a  xe

asosan berilgan integral ham uzoqlashadi.

2-teorema (II tur xosmas integrating yaqinlashish alomati). 
[a.b) oraliqda f(x) va <p(x) funksiyalar uzluksiz boMsin va 
0 <f ( x ) <<p(x) tengsizlikni qanoatlantirsin, x - b d a  f(x)  va <p(x) 
funksiyalar cheksiz uzilishga ega bo‘ lsin. U holda:

1) agar J<p(x)dx integral yaqinlashsa, jf(x)dx  integral ham 

yaqinlashadi;

2 ) agar Jf(x)dx integral uzoqlashsa, \<p{x)dx integral ham 

uzoqlashadi.
Taqqoslash teoremalari integral ostidagi funksiya bir xi! ishorali 

bo'lganida o’rinli bo‘ ladi. Ishorasi almashinadigan funksiyalarning 
xosmas integrallari uchun quyidagi alomat o'rinli bo‘ ladi.

3-teorema. Agar \\f(x)\dx f \\f{x)\dx) integral yaqinlashsa,

3-ta ’ rif. Agar J|/(je)|cfccM|/(jc)|d* integral yaqinlashsa,

\f(x)dx\\f{x)dx\ integral ham yaqinlashadi.С

yaqinlashuvchi xosmas integral

d ey i la d i .
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4-ta’ rif. A gar  j f(x)dx | \f(x)dx j in tegra l y a q in la sh s a  v a
v-

+00 /  h  \  *-oo /  h

|| f(x)\dx I j j  /(.r)i dx ̂  integral uzoqlashsa, \ f  {x)dx \\ f(x)dx 

iritegralga shartliyaqinlashuvchi xosmas integral deyiladi.

7 isol. p 'os v,/V integralni yaqinlashishga tekshiring.misot
' x

Yechish. Integral ostidagi funksiya [l;+x)oraliqda ishorasini 
aimashtiradi.

jcos jc|

T r i X-
M a ’ lumki, |----- !<-

1-misolga ko'ra, integral yaqinlashuvchi.
i X'

+Qcl I
U holda i-ieoremaga asosan, f!— dx integral yaqinlashuvchi va

11 x I

3-teorema va 3-ta’ rifga кота , f C0Sxdx integral absolut yaqinlashuvchi
‘i -v

bo‘ ladi.

(7.2). (7.3) ko‘rinishdagi ((7.5),(7.6) ko'rinishdagi) xosmas 
integrallar uchun taqqoslash alomatlari hamda absolut va shartli 
yaqiniashish tushunchaian vuqorida (7.1) ko'rinishdagi ((7.4) 
ko'rinishdagi) integrailar uchun keltirilgandagi 
kabi kiritiladi.

7.7.4. M ashq la r

1. Berilgan inlegraliarni hisoblang yoki uzoqlashuvchi ekanini aniqlang:

1) j ЫХ . . 2)fxe 2dx:

3) f x c o s x d x : 4) j In xdx
X

5) f__dZ- 6) \arctsxdx.
2 XXX2 -  i I х
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1 ) 1 * :  2) j  Л
i x г. VI + x'

3 ) 4 )  J Sln
С I x

2. Integrallami yaqinlashishga tekshiring:

■**> 3

5 ) J ^ V  6 ) } - *
0  ̂ 1

7)  I - ~  . 8 )  f -----—-----;
^ V l - c o s *  f, e r -cos ;c

, ) j ^  . o . j ; ; - ,

1 1) | — j-dx  ; 12)  | e "' sin xdx.
i x i

7.8. ANIQ INTEGRALNING TATBIQLARI

7.8.1. Aniq integralning qoMlanilLsh sxemalari

x o ‘ z garuvch i an iq lan gan  [a\h\ k e sm a g a  b o g ' l iq  b iror  geom etr ik  
y o k i  f iz ik  A k a t ta l ik n in g  q iym a t in i  ( tek is  shak l vu za s in i ,  j i s m  h a jm in i ,  
ku chn in g  ba ja rgan  ish in i  va  hokazo ) h isob lash  ta lab  q i l in gan  b o ' ls in .  
B unda  A ka t ta l ik  add it iv  deb faraz  q i l in ad i ,  y a ’ ni [a,/>] k e sm an in g  
c<a[a\b] nuqta b i lan  [a :c ]  va  [e;6] q ism la rg a  b o ' l in ish id a  A k a t ta l ikn in g  
[a-,b] k e sm a g a  mos qiytrcati u n in g  [a ;c ]  va  [c,b] k e s m a la r g a  inos 
q iy m a t la r in in g  y i g ‘ in d is ig a  ten g  deb qara lad i.



A ka t ta l ikn in g  q iym a t in i  h isob lash  m a ’ lum tart ibda ( sx em a  aso s id a )  
b a ja r i lad i .  B unda  ikk i sxernadan  b ir ig a  am a l q i l ish  m um k in : I sxema 
(integralyig'indilar usuli) v a  It sxema ( differensial usuli).

I sxema an iq  in teg ra ln ing  t a ’ r if iga  a so s lanad i .  Bunda :
Г. [ a,b] k e sm a  a -  xa <x. <...<x i_, <x < . . .< x , <xr =b nuq ta la r  

b ilari n ta k ich ik  k e sm a la rg a  b o ' i in ad i .  Bunda A ka tta i ik  mos n ta 
АЛ, «e lem es ita r  q o ‘ sh i lu v c h i la r »  g a  b o ' i in ad i :

A =AA, + + ...+ ЛЛ,;

2". Har b ir («elementar q o ‘ sh i lu v c h i»  m a sa lan in g  shartidan 
an iq lan uvch i fu n k s iy an in g  m os k e sm a  is ta lgan  n uq tas ida  h isob langan  
q iy m a t i  b ilan k e sm an in g  uzun lig i  k o ‘ paytrr.asi k o 'r in is h ig a  k e i t ir i lad i :

AA,*f(Z,)Ax-

A i : n in g  ta q r ib iy  q iym a t in i  top ishda ay r im  sodda la sh t ir ish la r  q i l ish  
m u m k in : k ich ik  b o ' l a k d a  y o y n i  uning ch ek k a la r in i  tortib turuvcli i  vatai'  
b ilan  a lm ash tir ish  m um k in ; k ich ik  b o ' la k d a  o 'z g a ru v ch i  tez l ikn i 
o 'z g a rm a s  dey ish  m um kin  v a  hokazo.

B un d a  A k a t ta l ik n in g  taq r ib iy  q iym a t i  integra l y i g ' in d id a n  iborat 
b o ' ia d i :

A * ± f ( i  )\v .
»=!

3 . I k a t ta l ikn in g  h aq iq iy  q iym at i  bu in tegra l v i g ‘ ind in ing  
«-►то dag i (b un da  Я = m axАдг) l im it ig a  teng  b o ‘ ladi :

A = lim X  f($ , )Ax, = J f(x)dx.

II sxema I s x em an in g  o ‘ zgargan  k o ‘ rin ishi h isob lanad i va 
«d i f fe re n s ia l  u su l»  yo k i « y u q o r i  tartib li ch ek s iz  k ich ik la rn i  tashlab 
yubor ish  u su l i »  deb a ta lad i .

Bunda:
Г. [a\b\ k e sm ad a  ix t iyo r iy  x q iym atn i  ta n la y m iz  v a  o 'z g a ru v ch i  

[a:.v] ke sm an i q a raym iz .  Bu k e sm ad a  A ka tta i ik  v n ing  funks iya s i  
b o ’ iadi: A = A(x), v a 'n i  A ka t ta l ikn in g  b o i a g i  n o m a ’ lum /l(x) fun ks iy a  

b o ' iad i ;
2". x n ing  k ich ik  Ax = dx k a t ta l ik k a  o ‘z g a r ish id a  AA 

ortt irm an ing  bosh q ism in i topam iz: dA= f(x)dx, bu y e rd a  f(x )~  x
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o 'z g a ru v c h in in g  m a sa la  shart idan  ke l ib  ch iq u v ch i  fu n k s iy a s i  (bunda 
m um k in  bo Igan s cd d a la sh t ir i sh la r  q i ! in ish i  m u m k in ) ;

3°. ,\AxJA deb , dA n i a dan b g ach a  in teg ra l la sh  o rqa li  A n ing 
iz lan ayo tgan  q iym a t i  top ilad i :

A = \ f(x)dx.

7.8.2. Tekis shak! yuzasini hisoblash

Yuzani dekart koordinatalarida hisoblash
A niq  in teg ra ln ing  g eom etr ik  m a ’n o s ig a  a sosan , ab s s i s s a la r  o 'q id an  

yu q o r id a  yo tg an , y a ’n i yu q o r id an  v = f{x )  ( f ( x ) >  0 )  fu n k s iy a  g ra f ig i  
b i lan , quy id an  Ox o 'q  b i lan ,  yon  tom on lar idan  x = a va x = b to 'g ' r i  
ch iz iq la r  b ilan  ch ega ra lan ga n  egri ch iz iq l i  t r ap e ts iy an in g  vu zas i

S = \f{x)dx (8 .1 )

in teg ra lg a  teng  b o ' lad i .
Shu kab i ,  ab s s i s s a la r  o 'q id an  pastda 

yo tg an ,  y a 'n i  q u y id an  v = f(x ) ( f (x )< 0 )  
fu n k s iy a  g ra f ig i  b i lan , yuqo r idan  Ox o 'q  
b ilan , yon  tom on lar idan  x=a va  x-b  
to 'g ' r i  ch iz iq la r  b i lan  c h ega ra lan ga n  egri 
ch iz iq l i  t r ape ts iy an in g  y u z a s i

S = - ] f (x ) dx  (8.2)
a

in teg teg ra lg a  teng  b o ' lad i .

l-m isol Ox o ‘ q va y = 6 - x - x  p arabo la  b ilan  c h e ga ra lan ga n  tek is  
shak l y u z a s in i  toping.

Yechish. P arabo lan ing  Ox o ‘q b ilan  kcs ish ish  nuqtasin i 
to p am iz  (5 -shak l) :

v = 0 = 6 -  x -  x2 = (3 + x)(2 -  t) ,  = -3 ,  x, = 2.

T ek is  sh ak l yu z a s in i  (8 .1 )  fo rm u la  b ilan  topam iz :

; ( T- т ; Л|2
S -  J  ( 6  -  X -  A-2 )dx = I 6x -  -  — j =

/
SV ' 6 -  x -  ,v

О 2 X

5-shakl.
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Yuzan? hisoblashga oid murakkabroq masalalar yuzaning addiliv!ik 
xossasiga asoslangan hoida 
yechiladi. Bunda tekis shakl 
kesishmaydigan qismlarga 
ajratiladi va aniq integralning
4-xossasiga ko‘ra tekis 
shakining yuzasi qismlar 
yuzalarining yig'indisiga 
ten« bo'ladi.

2-mi sol. У = r — V' — 7 r

/ ' v = x ' — x~ - 2x1

- 1 / 0 / 2 -c

\

'''' ’

va у  — 0 chiziqlar bilan 6-shakl
chegaralangan tekis shakl yuzasini hisoblang (6-shakl).

Yechish Berilgan tekis shaklni yuzalari S va Л, bo'Igan 
kesishmaydigan qismlarga ajratainiz. U holda yuzaning additivlik 
xossasiga asosan. beiilgan tekis shakining yuzasi qismlar vuzalarining 
yig'indisiga teng bo'ladi.

Demak,

>' • > f (x

( x'
' I  4

A
3

- л' -  2л)а6с-j(.r' - a -2 -  2x)dx — 

- ' 1

{I J v

An

37
1 2 '

I:r.k\ kesmada ikkila y,= f\x)  va y2 = f 2(x) uzliksiz funksiyalar 
herilgan va хе[сл6] da f ,(x )> f(x )  bo'lsin. Bu funksivalarning grafiklari 
va x = a, x = b to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklni 
qaraymiz.

Bu tekis shakining yuzasi yuqoridan y2 = f 2(x) va y, = J\(x) 
funksiyalar grafiklari bilan. quyidan Ox o'q bilan, yon tomonlardan 
x - a  va x = b to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli 
trapetsiyalar yuzalarining ayirmasiga teng bo'ladi:

5 = ! f 2(x)dx -  \/, (x)dx = j ( f 2(x) -  f  (x))dx. (8.3)



Ayrim hollarda yuzani hisoblashga oid masalalar yuzaning 
kochishga nisbatan invariantlik xossasidan foydalangan holda 
soddalashtiriladi. Bunda tekis sliakl yuzasi (8.3) formulada * va y  
o'zgaruvchilar (Ox va (7y o‘qlar) ning o‘mini almashtirish yo'li bilan 
hiso'olanadi, y a ’ni (7-shakl).

5  = j (J: (x) -  f (x) )dx  = -  g S y ) ) d y . (8.4 )

3-misol .  x = y : va x = y  + 2 chiziqlar bilan chegaralangan iekis 
shaklning abssissalar o'qidan yuqorida yotgan qismining vuzasini 
hisoblang (8-shakl).

Yechish. Berilgan chiziqlaming kesishish nuqtalarini topamiz:

y 1 = v + 2, _v2 - y -  2 = 0, v, = 0, v = 2.

Tekis shakl yuzasini (8.4) formula bilan topamiz:

; = }(v + 2 -  y 2)dy  = j У + 2у  -
0 [ Z J

=2 + 4-- = --.

Agar egri chiziqli trapetsiya yuqoridan x = (p(t), y  = y/(t), a < t < p  
parametrik tenglamalar bilan berilgan funksiya grafigi bilan 
chegaralangan va a = ( p ( a ) ,  b  = f ( b )  bo'lsa. (8.1) formulada x = q>(t),
dx = (p'(t)dt ko'rinishdagi o‘miga qo‘yish orqali o'zgaruvchi 
almashtiriladi.

8-shakl.
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U holda

bo’ iadi, bu yerda, a  -  (p {a ) va A = t p ( P ) .

4-misol .  Radiusi R ga teng doira yuzasini hisoblang.
Yechish. Koordinatalar boshini doiraning markaziga joylashtiramiz. 

Bu doiraning avlanasi x - R c o s t , >' = /?sin/ parametrik tenglamalar bilan 
aniqlanadi va doira koordinata o‘qlariga nisbatan simmetrik bo'iadi. 
Shu sababli uning biririchi chorakdagi yuzasini hisoblavmiz (bunda x

o’zgaruvchi 0 dan R gacha o‘zgarganda i parametr ~ dan 0 gacha

o ’zgaradi) va natijani lo'rtga ko'paytiramiz. U holda (8.5) formulaga 
ko’ra:

S -  4.S’| — 41 /?sin/(—/? sin t)dt = 4/?! J s in tdt =
5 0

S = \ip(t)<p'(t)dt (8.5)

: 2R 1 (1-  cos2/)(7/ = 2R nR

Yuzani qutb koordinatalu rida hisoblash

Qutb koordinatalar ( r -  qutb radiusi. <p— qutb burchagi) sistemasida 
berilgan r - r ( g>) funksiya o .  \</:p] kesmada uzluksiz bo’ lsin.

r = r(<p) funksiya grafigi hamda () qutbdan chiqqan <p = a  va c p - P  
nurlar bilan chegaralangan tekis shaklga e g r i  chiziql i s ekt or  deyiladi

A OB egri ehiziqii sektor yuzasini hisoblavmiz. Bunda I! sxemadan 
fovdalanamiz.

Г’. Qutbdan chiqqan <p va a  burchaklarga mos nurlar bilan 
chegaralangan egri ehiziqii sektor yuzi <p burchakning S = S(cp) 
funksiyasi bo’ lsin, bu yerda a<<p<p (<p = «  boMganda 5(a) = 0, <p = p  
bo’ lganda S(P) - -S) .

2". Joriy cp qutb burchak A<p = d(p orttirma olganida AS vu/a 
OAB «elementar egri chuziqli sektor» vuziga teng orttirma oladi.

Bunda dS differensial XS orttirmaning 0 dagi orttirmasining 
bosh qismini ifodalaydi va radiusi r  ga, markaziy burchagi dtp ga teng 
boigan О AC doiraviy sektor yuziga teng bobladi (9-shakl).

439



3". Oxirg: itodani <p=-a dan tp = p  gacha integrallab izlanayotgan 
yuzani topamiz:

S  = } / • » < / ? .  (8 .6 )

5-misoI. r = 2cos3<p egri 
chiziq bilan chegaralangan 
figuraning yuzasini hisoblang.

Yechish. r = 2cos3(/> egr i 
ch iz iq  b i lan  ch ega ra lan gan  
f ig u ra g a  uch y ap ro q l i  g u l  °  
d e y i la d i  (1 - i lo v a g a  q a ran g ) .  9-shakl

Uning oltidan bir qismi 
yuzasini hisoblayiniz:

■-S = - |4cos‘ 3(pdtn = |(1+ cos6ip)d<p = \y> + | = —.
6  2  i i V 6  I  6

B undan  S — л .

Agar egri chiziqli sektor г,=г(<р) va r = r 2(</>) (tpe\a-p\ da 
r2(cp) > rt((p)) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan bo'lsa.

•s'=  \ (v) -  r ; {v))d<p (8 .7 )

boiadi.
7.8.3. Yassi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash

AB egri chiziq v = / (* )>  0 funksiyaning grafigi boMsin. Bunda

xe\a\h], y  = f(x )  funksiya va y ' -  f ’(x) hosila bu k e sm a d a  u luks iz  
bo ‘ Ism.

AB egri chiziq uzunligi I ni и sxemadan foydalangan holda 
topamiz.

Г. [a,b] kesmada ixtiyoriv x nuqtani tanlaymiz va o‘zgaruvchi 
[a,x] kesmani qaraymiziz. (x,f(x)) nuqta M bo'lsin.

Shu sababli

dS = - r d f .
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У = /(Jfju
Тл

•(й

,Ш voy uzunligi /в, х ning funksiyasi bo'ladi: ! = l(x) (1(a) = 0 va

2". л- ning kichik Лх = шг kattalikka 
o zgarishida dl differensialni topamiz: 
dl = l'(x)dx. Ш  yoyni uni tortib 
turuvchi vatar bilan almashtiramiz va 
!'(x) ni topamiz (10-shakl):

А/

Лх—Ю у  Лх— Лх

fA vV— l i m 1 —— — J\ + (y '  )2. 
vAxJ Л

Demak,

dl = yjl + (>■’ )2 cfc

3‘. dl ni i/dan b gacha integrallaymiz: 

l = \ i\ H y y d x .

О

/
4 » - A/ 

Ax

Af

я X x 1 Ад ь x 

10-shakl.

(8.8)

(8.7) tenglikka voy differensialining to‘g ‘ri burchakli 
koordinatalardagi formulasi deyiladi.

Agar egri chiziq x = ,?(>•), у  e [c;d ] , tenglama bilan berilgan bo'lsa. 
yuqorida keltirilganiami takrorlab, AB yoy uzunligini hisobiashning 
quyidagi formulasini hosi! qilamiz:

s  ■ l 3 'Г  3 , r6-misul. i v\ y — v x  
8 4

/ j\lux;v</v. (8.9)

egri chiziq yoyining Ox o'q bilan

kesishish nuqtalari orasidagi uzunligini hisoblang.

Ycchish.  v - 0  deb egri chiziqning Ox oq bilan kesishish 
nuqtalarini aniqlaymiz: x, =0, x =242.

Hosilani topamiz:

, 3 4v = ---- x ' ----- - x
8 3 4  3 2 \

i v  r !
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Y o y  uzunligini hisoblaymiz:

A gar  egr i ch iz iq  x = <p(t), y  = \j/(t), a  < t< P , p a ram etr ik  len g la m a la r  

b i lan  ber i lgan  b o ‘ lsa , (8 .8 )  fo rm u lada  x = <p(t), у  = ц/(х), dx = <p'(t)dt 
o 'm ig a  qo ‘y ish  orqa li  o 'z g a ru v ch i  a lm ash t ir i lad i .

Bunda

1 = i v V  (1)+чу'‘ d)dt (8 .1 0 )

kelib chiqadi, bu yerda a = ip(a) va b = <p(fi).
Egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r  = r(<p), a< q > < /3, 

tenglama bilan beriigan bo'lsin, bunda r(cp), r'{<p) funksiyalar [or;/?] 
kesmada uzluksiz va A, В nuqtalarga qutb koordinatalarida «,/j 
burchaklar mos keiadi.

x = rcoscp , ,v = rsin</> ekanligidan

x\cp) = r'(<p)cosq>- r(tp)sin (p, 

y'(<p) = r'((p)sin(p -/-(</>) cos от.

(8.10) tormulaga x'(tp) va y\x) hosilalarni qo'yamiz va 
almashtirishlar bajarib, topamiz:

e . / -------------------------------—

l - \ \ r  '{<p) + r ' ' {<p)d<p . ( 8 . 1 1 )

7-misol.  r  = a(l + cosp), a>0 kardioida uzunligini toping.
Yechfh. Egri chiziqning simmetrikligini (1-ilovaga qarang) 

hisobga olib, (8.11) formula bilan topamiz:

I ■- 2j-y/a2(l + cos^)': + a ‘ ( - sin<pydtp = 4a j J —-—'>̂-d<p = 
о о V 2
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AH egri chiziq У = /(*)>  0 funksiyaning grafigi bo‘ lsin. Bunda 
i e [ a ; i ] ,  y  = f(x )  funksiya va 
y' = f'(x)  hosila bu kesmada 
uzluksiz boMsin.

AS egri chiziqning Ox o‘q 
atroflda aylanishidan hosil bo'lgan 
jism sirti yuzini hisoblaymiz.
Buning uchun II sxemani 
qoilaymiz.

1". istalgan ле[а;6] nuqta orqaii 
Ox o‘qqa peфendikular tekislik 
o'tkazamiz. Bu tekislik aylanish 
sirtini radiusi y ~ f(x )  bo lgan 
aylana bo‘ylab kesadi (11-shakl). Bunda aylanish sirtidan Ox oLqidagi 
a va x nuqtalardan zOy tekisligiga parallel ravishda o'tkazilgan 
tekisliklar ajratgan sirt yuzi x ning funksiyasi boMadi: S = S(x) (S(a) = 0 
va S(h) = S).

2°. x argumentga Ax = dx orttirma 
beramiz va x ■+ Ay e \a\b] nuqta orqaii 
Ox o‘qqa perpendikular tekislik 
o'tkazamiz. Bunda S = S(x) funksiya 
«belbog‘» ko‘rinishida AS orttinna 
oladi.

Kesimlar orasidagi jismni 
yasovchisi dl bo‘ lgan va asoslarining 
radiuslari v va y  + dy bo‘ lgan kesik 
konus bilan almashtiramiz. Bu kesik 
konusning yon sirti
dS = n(y  + у  f dy)dl -  2mdi + Ttdydl ga 
teng. dydl ko‘paytmani dS ga nisbatan 12-shakl.
yuqori tartibli cheksiz kichik sifatida tashlab yuboramiz: dS = 2nydl. 
Bunda dl -  д/l + {y[)ldx ekanini hisobga olamiz: dS = 27iy ĵl + (y')'dx.

3". dS ni a dan b gacha integrallab. topamiz:

7.8.4. Aylanish sirti yuzini hisoblash

■S' = 2n]y^+(yydx (8 .12)
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Shu kabi x = g(y), у e[c\d\ fu n k s iy a  g ra f ig in in g  Оу o 'q  a t ro l ld a  
ay lan t ir sh dan  hosil boM gan j ism  s ir t in ing  yu z i  ushbu

S = 2u]xyj\+(x'J2dy (8 .1 3 )

fo rm u la  bilan h isob lanad i .

5-misol. y = 2^ fx ,]< x< 2  egr i ch iz iq n in g  Ox o 'q i  a trof ida  

ay lan i sh id an  hosil b o ' lg a n  sirt ( 1 2 -sh ak l)  y u z in i  top ing .

Yechish. M iso l shart idan  topam iz :  у  = 1 .
л / х

(8 .1 2 )  fo rm u la  b ilan  topam iz :

2 I / 1 2 _ Л I'2 Sljr - -
S = 2 л j2 x x  ■ J t  + -f= j dx = 4л\ x.x + late = 4jt ■ --(x + 1)2 = —  (3x3 -  2x2).

I v  W * /  1 3  3

Agar AB egri chiziq x = cp(t), у = (//(/). a < t < p , parametrik 
tenglamalar bilan berilgan bo‘ lsa, u holda AB egri chiziqning 
Ox (Oy) o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism sirti yuzi 
quyidagicha hisoblanadi:

P ,------------------------------- /  A , ---- ------------------------  'N
S  = 2?rJi//(/)A/̂c>'2(/) + y/'2(t)dt S = 2n\(p(t)4>y'1(t) + <p'2(l)dt j, (8. i 4)

a V «I У

bu y e rd a  a = </>(<*) v a  6 = <p(P) (c = y/{aj v a  d = y<Д )).

/ISegri ch iz iq  qutb ko o rd in a ta la r  s is tem as ida  r  = /(p), a  < </.> < p 
te n g lam a  b ilan  ber i lg an  boMganida q u y id ag i  fo rm u la la r  o ‘ r in l i  b o ' lad i :

r ,_____  /< _____
Ox: S  = 27rJV sin^vr7 + r'2d<p, Oy: S = 2n^r cos (px'r2 +r'2d<p. (8.1 5)

6- misol. Radiusi R ga teng bo'lgan shar sirti yuzini hisoblang.
Yechish. Shar parametrik tenglamasi x=Rcost, y = Rsini bo'lgan 

yarim aylananing Ox o‘q atrofida aylanishidan hosil bo'ladi. Shaming 
koordinata o‘qlariga simmetrik bo'lishini inobatga olib, hisoblaymiz:

S = 2- 2 ,t ]  Rsmt^Ji-Rsiat)2 + (Rcost)2dt =
0
2 *

= AnR1 \s\ntdt = -  4/t/?2 cos/|J =4лR2.
J  10
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Hajmni ко ‘ndalang kesim yuzasi bo ‘yicha hisoblash
Hajmi hisoblanishi lozim bo‘ lgan qandaydir jism (13-shakl) uchun 

uning istalgan ko'ndalang kesim 
yu/asi S  m alum  bo'lsin. Bu
yuza ko'ndalang kesim joviashishiga 
bog'liq bo'iadi: S = S(x), xe|ci:b], bu 
yerda S(x)-[«;/>] kesmada uzluksiz 
funksiya.

Izlanayotgan hajmni //sxema 
asosida lopamiz.

Г. Istalgan xe[a;/>] nuqta orqaii 
Ox o'qqa perpendikular tekislik
o tkazamtz. Jismning bu tekislik 
bilan kesimi yuzasini .S'(x) bilan va 
jismning bu tekislikdan chapda votgan bo'lagining hajmini V(x) bilan 
belgilaymiz (13-shakl). Bunda V kattaiik x ning funksiyasi bo'iadi
V = V(x) ('/(a) = 0 va V{b)--V).

2". V(x) funksiyaning dV differensialini topamiz. Bu differensial 
Ox o4] bilan x va x + Ax nuqtalarda kesishuvchi parallel tekisliklar 
orasidagi «elementar qatlam»dan iborat bo'iadi. Bu differensialni asosi 
S(x)ga va balandligi dx ga teng silindr bilan taqriban almashtirish 
mumkin. Demak. dV = S(x)Jx.

3". dV ni a  dan h gacha integrallab, izlanayotgan hajmni topamiz:

V -  j S(x)dx. (8.16)

x : V27-misol . - -  + + -“-■ = l ellipsoidning hajmini hisoblang.

Yechish. Ellipsoidning Ox o'qqa perpendikulvar va koordinatalar 

boshidan x ( - a  < x < a) masofada o'tuvchi tekislik bilan kesamiz.

Kesiinda yarim o'qlari b(x) = b̂ J 1 -  —-  va c(x) = c j  1 - ~  bo'lgan ellips

7.8.5. H ajm larni hisoblash

hosil bo'iadi.
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l in ing yuzasi

^(x) = 7 l b ( x ) c ( x )  = J ib e

U holda

3

Aylanish jismlarining hajmini hisoblash

Yuqoridan y = / ( a )  uzluksiz funksiya grafigi bilan, quyidan Ox okq 
bilan, yon tomonlaridan x = a va x = b to'g'ri chiziqlar bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Ox o'q atrofida aylantirishdan 
hosil bo'lgan jism hajmini hisoblaymiz. Bu jismning ixtiyoriy 
ko'ndalang kesimi doiradan iborat. Shu sababli jismning X = x tekislik 
bilan kesimining yuzasi S(x) = ny' bo'ladi.

U holda (8 .16) formulaga ko‘ ra,
h

V = n\y~dx. (8.17)

Shu kabi yuqoridan у = J\x) 
uzluksiz funksiya grafigi bilan, 
quyidan Ox o‘q bilan, yon 
tomonlaridan x = a va x - b to'g'ri 
chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiyani Oy o'qi atrofida 
aylantirishdan hosil bo'lgan jismning 
hajmi quyidagi

77 r

formula bilan hisoblanadi:
h

8-misol. y  = -Jx, v = 0, a  = 0, .v = 4 

chiziqlar bilan chegaralangan yassi 
shakining Ox o'qi atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan jism 
hajmini toping ( 14-shakl).

I4-shakl
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Yechish. Hajmni (8 .17 )  formula bilan topamiz:

S = л  J xdx = 7Г- = 8я\

Agar egri chi/iqli trapetsiya .r = <p(y) uzluksiz funksiya grafigi, Oy 

o'qi, у  = t va v = J  to’g'ri chiziqlar bilan chegaralangan bo'Isa,

( 8 . 1 9 )

bo'iadi.

9-misol. Radiusi R ga va balandligi H ga teng bo‘ lgan konusning 
hajmini hisoblang.

Yechish. Konusni katetlari R 
va H boigan to'g'ri burchakli 
uchburchakning balandlik bo‘ylab 
vo'nalgan Ox o'q atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan jism 
deyish mumkin (15-shakl).
Gipotenuza tenglamasi y  = kx 
bo'lsin.

U holda

v = foe, к = tg<p = R 
H '

R
У = - X .

H

B undan

;• , ; R г . nR: XI = n v dx -  л\ —x d x  =-----------
i '  I I I 2 11" 3

= - TiR'H. 
3

7.8.6. M omentlar va og‘ irlik markazini hisoblash

I’ekis shakl va aylanish sirti yuzalarini, yassi egri chiziq yoyi 
uzunligini. hajmlarini hisoblashga oid yuqorida keltirilgan masalalarni 
yechishda aynan bir xil usul qo'llanildi. Bunda izlanilayotgan Q 
kattalikni hisoblash integral yig'indi limitini topishga keltirildi. Barcha 
masalalarda Q kattaiik biror [a\bJ kesma va bu kesmadagi uzluksiz 
funksiyalarga bog'liq holda o'rganildi.
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Shu kabi Q kattalik quyidagi xossalarga ega deb faraz qiiamiz:
Г . Adaitivlik xossasi. [я;й] kesma istaigancha bo‘ !ak!arga

bo'linganida ham Q = ^Q,  bo'ladi, bu verda Qt -  0n ing  /-bo'lakdagi
i-=1

qiymati;
2". Kichiklikdagi chiziqlilik xossasi. [a:b] kesmadagi istalgan kichik 

[ x  ,; jc, ] kesmada Q, ~ kAx bo'ladi, bu yerda Ax, = x -  x!V
Quvida keltiriladigan momentlami, og'irlik markazi va kuchning 

bajargan ishini hisoblash formulalari ham yuqoridagi singari hosil 
qilinadi. Shu sababli bu formulalami keltirib chiqarmaymiz va ulardan 
masalalami yechishda foydalanamiz.

Oxy tekislikda massalari mos ravishda /w,,m2......mn bo'lgan
Аг(х2, у 2),...,Ап(хп: у л) nuqtalar sistemasi berilgan boisin. 

Sistemaning Ox (Oy)o'qqa nisbatan statik momenti Mx (M ) deb 
nuqtalar massalarini ulaming ordinatalariga (absissalariga) 
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi. y a ’ni

f w , = Z w,*,]-

Sistemaning Ox (Oy) o'qqa nisbatan inersiya momenti ./ (Jy) deb 
nuqtalar massalarini ulaming ordinatalari (absissalari) kvadratiga 
ko'paytmalari yig'indisiga aytiladi, y a ’ni

■L \ jy = 'L '» x \
V .-I /

( M M \Sistemaning og'irlik markazi deb koordinatalari — 1 bo'lgan
\ m m J

nuqtalarga aytiladi, bu yerda m = ’Vm: .
i=l

Yassi egri chiziqning momentlari va og ‘irlik markazi

Oxy tekislikda AB egri chiziq y = f(x )  (a<x<h)  tenglama bilan 
berilgan bo'lib, egri chiziqning har bir (x.f(x)) nuqtasidagi zichlik 
y = y(x) ga teng va f(x )  funksiya f ( x )  hosiiasi bilan birga uzluksiz 
bo'lsin.

U holda AB egri chiziqning momentlari va og'irlik markazining
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koordinatalari quyidagi formulalar bilan aniq!anadi:
b A

Ms =\yydl, My = | yxdl; ( 8 .2 0 )

J x = j 'fy7dl, J  =  J > c r  J / ; (8.2.1)

s b
J ;«dl |

b

j  y d l  | y d l

b u yerda у  = f ( x ) , / = ;/(x), dl = y'  dx, a< x < b .

10-misol .  Zichligi у  = I ga teng bo'lgan y  = ^R2- x\ \X\<R yarirn 

aylananing mornentlari va og'irlik markazini toping.

Yechish. y' -~- -r J L =  boMgani uchun dl  = — .
\ Я  V ч / f v '

U holda (8.20) - (8.22) formulalardan topamiz:
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Tekis shuklning momentluri va o” ‘irlik markazi

Oxy tekislikda \a;b\ kesmada uzluksiz boigan y - - f ( x )  funksiya 
grafigi, Ox o'q, x = a va x----b to‘g ‘ri chiziqlar bilan chegaralangan egri 
ehiziqii trapetsiya (tekis shakl) berilgan va tekis shaklning bar bir 
nuqtasida у  = y(x) zichlik uzluksiz bo'lsin. U holda tekis shaklning 
momentlari va og'irlik markazining koordinatalari quyidagi formulalar 
orqaii topiladi:

bu yerda у  = y(x), у  -  y (x) , , a< x<b.

li-m isol. у  = sinx sinusoida yoyi va Ox o'qining 0<x<;r bo'lagi 
bilan chegaralangan, zichligi у - 1 ga teng tekis shaklning og'irlik 
markazini toping.

Moddiy nuqta o'zgaruvchan F kuch ta’ sirida Ox o'qi bo'ylab 
barakatlanayctgan bo'lsin va bunda kuchning yo'nalishi harakat

(8.23)

J =  jy>c2ydx;
]  b  b (8.24)

(8.25)
j  yydx \ yydx

TCYechish. Sinusoidaning simmetrikligidan xc =— boMadi. U holda

n
f f | к A 71I ydx = I sin xdx =- cos x[ = 2. y r = — = —
o o  2  8

Demak,
n nX .V,
2 8

7.8.7. Kuchning bajargan ishini hisoblash
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yo‘nalishi bilan bir xil bo'lsin. U holda F kuchning moddiy nuqtani 
Ox o'qi bo’ylab x - a  nuqtadan x = b(a< h)  nuqtaga ko‘chirishda 
bajargan ishi quyidagi formula bilan hisoblanadi:

A = "\F(x)dx, (8.26)

bu yerda F(x) funksiya [a\h\ kesmada uzluksiz.

12-misol. m massaii kosmik kemani yerdan h masofaga uchirish 
uchun qancha ish bajarish kerak?

Yechish.  Butun о lam tortishish qonuniga ko‘ ra, yerning

jisinni tortish kuchi F = к ga teng bo'ladi, bu yerda V/-yerning

massasi, a -  yer markazidan kosmik kemagacha bo‘ lgan masofa, k -  
gravitasiya doimiyligi. Yer sirtida, y a ’ni x = R da F = mg ga teng, bu 
yerda g  — erkin tushish tezlanishi.

U holda
, mM m s. k

Bundan
R2Ш  ----- gR ~, F = mg  — .
X

I/lanavotgan ishni (8.26) formula bilan topamiz:

Я +h D  -  J  /  I 1 N

A -  j  mg - - dx = -mgR2 -j = -mgR2\ —  - - -  = mgR-  - 
к x x\H \R + h Rj R + h

7.8.8. Jismning bosib o ‘tgan yo ‘li

Moddiy nuqta (jism) to'g'ri chiziq bo'ylab o'zgaruvchan v = v(/) 
tezlik bilan harakatianayotgan boisin. Bu nuqtaning tt dan t2 gacha 
vaqt oralig'ida bosib o'tgan yo‘ lini topamiz.

Hosilaning fizik ma'nosiga ko‘ ra. nuqtaning bir tomonga 
harakatida «to 'g ’ ri chiziqli harakat tezligi yo'ldan vaqt bo’yicha olingan

dS
hosilaga teng», ya ’ni v(0 = — . Bundan dS = v(t)dt. Bu tenglikni t dan

dt
i, gacha integrallaymiz:

S=\v(t)dt. (8.27)
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Izoh. Bu formulani aniq integralni qo'ilash sxemalari bilan 
ham topish mumkin.

7,8.9. Suyuqlikning vertikal plastinkaga bosimi

Paskal qonuniga ko'ra, suyuqlikning gorizontal plastinkaga bosimi

P = g  У ■ S h

formula bilan topiiadi, bu yerda g -  erkin tusbish tezlanishi, 
y — suyuqlik zichligi, S -  plastinkaning yuzasi, h~ plastinkaning botish 
chuqurligi.

Plastinkaning vertikal botishida 
suyuqlikning plastinkaga bosimini bu 
formula bilan topib bo'lmaydi, chunki 
plastinkaning har xi! nuqtalari turli 
chuqurlikda yotadi.

Suyuqlikka x = u. x = b , v. = f t(x), 
y ,  = f 2(x) ehiziqlar bilan chega­
ralangan plastinka vertikal 
botirilayotgan bo‘ lsin. Bunda 
koordinatalar sistemasi 16-shaklda 
ko'rsatilganidek tanlangan bo'lsin.
Suyuqlikning plastinkaga P bosimini topish uchun I! sxemadan 
fovdalanamiz.

Bunda:
1°. Iz lanayo tgan  P k a t ta l ik n in g  b i r  q ism i .vning fu n k s iy a s i  b o ' ls in :  

p = p(x), y a 'n i  p = p(x) -  p la s t ink an in g  л- o 'z g a ru v c h i  k e sm a s ig a  
m os q i s m ig a  su y u q l ik  bos im i ,  bu 
y e rd a  (p (a )  = 0 v a  p(h)=P).

2 .x  argumentga A x-dx  oittirma 
beramiz. Bunda p(x) funksiya Дp  
orttinna oladi (16-shaklda dx 
qalinlikdagi tasma). Funksiyaning dp 
differensialni topamiz. d.x kichik 
ekanidan tasmani barcha nuqtalari bitta 
chuqurlikda yotuvchi to'g'ri 
to’rtburchak deb hisoblaymiz. ya'ni 
plastinka gorizontal bo'lsin deyiniz.

D Г

у M

4 5 2



dp = g -y-  ( J ,  -  V|) dx-x.
S  *

3". dp ni x = a dan x~b  g a ch a  in teg ra l la ym iz :

h
/' g Y | < v -}>■ )xdx

y o k i

P = g - y - 1(/3 (x) --./; (jr)UfA-. (8.28)

13-miso l  Asoslari a va h ga. balandligi /? ga teng bo‘ lgan teng 
yonli trapetsiya shaklidagi plastinka suyuqlikka с  ciiuqurlikda botirilgan 
( ! 7-shakl). Suyuqlikning plastinkaga bosimini toping.

Yechish. Izlanayotgan bosim (8.28) formulaga ko'ra,
с -h

P = gy j yxdx
с

bo'ladi.
v o‘zgaruvchini * o'zgaruvchi orqali ifodaiash uchun CMN va 

СКВ uchburchaklarning o'xshashligidan foydalanamiz:

у  -  а x -  с 
h  -  и  h

Bundan \’ = а + —— -(.v-c).
h

l j  holda
L'H b-Li \ fa x 2 b - a f x ’ or 'i \j

/> = g y f  + —  ( V d  2 + I , 2 !| =

U holda Paskal qonuniga ko'ra,

( a + b , h~ , _. Л  
= •» ch + - - ( a  + 2b) |.

7.8.10. Mashqlar

1 Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan tekis shakl yuzalarini hisoblang:

1) у - 9 - л \  у - Г); 2 )  у ~ - х ,  у - - 2 х - х г:

3 ) у -  1п(л I 6), у  31пдг, у 0, л 0; 4 )  v In jr.. у =  0, х --е1.
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7 )у = х\ / = - * :

9 ) x  = 4cosf ,  у  = 3 s m /. О < ( < 2л".

5) .г = у2. х=\у+2[, 6) ху •- 4. х = 5 -у ;

8 ) у  t  . у - х '.. X I V

10) х = 3(/ -  sin г), у  = 3(1-cos t) (sikloida bitta arkasi)

11) г = 3-Jcos2ip: 

13 )  г  = 2 + 3 cos <р;

12) г -  3sin 2(p 

14) r = 2ip, bi< o ’rami.

2. Berilgan egri chiziqlaming argumentning ko'rsatilgan oralig‘ iga mos 

yoyiari uzuniiklarini toping:

3. Chiziqlaming berilgan o ‘q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan sir* yuzini 
hisoblang:

1) y 2 = 4x, x = 0 dan x = 3 gacha, Ox o‘q;

2) *2 + y2 = 9, Oy o‘q;

3).t = 2 ((-  s in (), v = 2(1-cos/),bitta arkasi, Ox o q :

1) у -  ~ , л = 0 dan х = л/з gacha;

2) у  = chx, х = 0 dan х = 1 gacha;

3) у 2 =лг\ л = 0 dan .г = 5 gacha;

4) у  -- arccos-/x -  \ lx -x 2. х -  0 dan л = 1 gacha;

5) л = — у 2 -  -  In у, у  = 1 dan у  -  2 gacha;

6) ,т = 1-!п(.у2 -1), у  = 3 dan у  = 4 gacha;

f  ■

7) x = t2, y = - - t ,  koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari crasidagi;

8) x = t'\ у  = /’ ,/ = 0 dan t = 1 gacha;

9) x =.?.(/ — sin t), у -  2(1- cos/) (sikloida bitta arkasi):

10) x = 3(2cos/- cos2/), у = 3(2sm ( -sin 2/);

11) r = a(l -cosp). Г<^ kardioida bo‘ lagining;
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4 )  . t - v r2cosi,  >' = sin/. Ox o 'q ;

4. R radiusli shar haimirii hisoblang.

.X2 v25. Ascsi — г = 1 eiiipsdan iborat bo'lgan va balandligi k = 3 ga teng
16 9

eilipiik konusning hajmini hisobiang.

6. x2 + у7 + : 2 = !f> shar hamda x -2  va л- = 3 tekisliklar biian chegaralangan 
iism hajmini hisobiang.

, , 2

7‘ 4 f '9 " A'J " f ^'r Ра^а ^ giperboloid hamda л = -1 va x = 2 tekisliklar

bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.

8. Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan iekis shakining berilgan o'q 
airofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini hisoblang:

1) x2 = 4 -  у, у -  0. Ox o'qi;

2) x : i-> ; - 4  yarim avlana <„t :> 0) va v2 3.t parabola, Ox o:qi;

3) у = arcsin x, v = 0. x = 1 Oy  O'qi;

4) y 2 = x', x -  i. у = 0, Oy  o'qi;

5) хг = 4y ,  x -  0, у = 1. Oy  o'qi;

x; v26 ) — +— = 1. Oy  o'qi;
25 9 ' M

7) x = 2{i --sm ;), у = 2(1-cos/), bitta arkasi. Ox o‘qi;

8) x ^ r.  v =t\ x ■- 0, у -  1, Oy  o'qi;

9) r -  3(1 + cos<p), qutbo'qi;

10) r - 2Rcas<f>, yarim aylana, qutb o'qi;

9. r = 2/?sin <p bi: jinsli ayiananing og'irlik markazini toping.

10. x - i c o s  ■’ /, у  = a  sin’ t bir jinsli astroidaning Ox o'qdan yuqorida yotgan 
yoyining og'irl ik markazini toping.

11. 4.r+ 3y-12 = 0 bir jinsli to 'g 'ri chiziqning koordinata o'qlari orasida 
joylashgan kesmasining koordinata o'qlariga nisbatan statik mornentlarini toping.

12. x = 0. y= 0, x + у = 2 chiziqlar bilan chegaralangan bir jinsli tekis shakining 
koordinata o'qlariga nisbatan statik va inersiya mornentlarini, og'irlik markazini 
loping.
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13. y  = 4 - x 2 va >' = 0 bir jinsli chiziqlar bilan chegaralangan iekis shaklning 
og'irlik markazini toping.

14. Yarim o'qlari a = 5 va b - 4 bo'lgan bir jinsli ellipsning koordinata 
o'qlariga nisbatan inersiya rnomentini toping

15. x2 + y 2 = R2 aylananing birinchi chorakda joylashgan bo'lagining o'girlik 
markazini toping. Bunda aylananing liar bir nuqtasidagi ehiziqii zichligi shu nuqta 
koordinatalarining ko'paytmasiga proporsional.

16. x = 8cos' i. 8 -  4sin1t astroida birinchi chorakda yotgan yovining koordinata
o'qlariga nisbatan statik momentlarini va massasini toping. Bunda astroidaning 
har bir nuqtasidagi ehiziqii zichligi л ga teng.

17. Prujinani 4 л-wga cho'zish uchun 24 J  ish bajariladi. 150 J  ish bajarilsa, 
prujina qanday uzunlikka cho'ziladi?

18. Agar prujinani I sm ga siqish uchun \k(> kuch sarf qilinsa, prujinaning
8 sm ga siqishda sarf bo'ladigan F kuch bajargan ishni toping.

19. Uzunligi 0,5 m va radiusi 4 mm bo'lgan mis simni 2 mm cho'zish uchun
Sxqancha ish bajarish kerak? Bunda F = E — , E = 12-10* Simm1.

20. Og'irl igi /’ =1.5 T bo‘ lgan kosmik kemani yer sirtidan к 2000 km 
masofaga uchirish uchun bajarilishi kerak bo'ladigan ishni toping.

21. Jismning to 'g 'r i ehiziqii harakat teziigi v-2t^ it1 (m's) formula bilan 
ifodalanadi. Jismning harakat boshlanishidan s л davomida bosib o'tgan yo'lini 
toping.

22. Nuqtaning harakat teziigi v = 0,i<! (mis) ga teng Nuqtaning 10 л 
davotnidagi o rtacha tezligini toping.

,  ( _ w  'i
23. Sportchining parashutdan tushish te/ligi v = "' j  formula bilan

ifodalanadi, bu yerda g -  erkin tushish tezlanishi, m -  sportchining massasi, 
к -  proporsionallik koeffitsiyenti. Agar parashutdan tushish 3 mm davom etgan 
bo'lsa, sportchi qanday balandlikdan sakragan?

24. Nuqtaning harakat teziigi v = O.le""-"' (m/s) ga teng. Nuqtaning harakat 
boshlanishidan harakat to'xtaguncha bosib o'tgan yo'lini toping.

25. Suyuqlikka vertikal botirilgan asoslari a va b (b>a) ga, balandligi И ga 
teng bo'lgan teng yonli trapetsiya s'naklidagi plastinkaga suyuqlikning bosimini 
toping.

26. Asosi 18 m va balandligi 6 m bo'lgan to'rtburchakli shlyuzga suv 
bosimini toping.
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27. Diametri 6 m bo'lgan va suv sathida ioylashgan yarim doira shaklidagi 
veitikal devorga suv bosimini toping. Suv zichligi / = 1000 kglm'.

7.9. ANIQ INTEGRALNI TAQRIBIY HISOBLASH

Ma'lumki, agar f ( x)  funksiyaning [a\b\ kesmada boshlang‘ ich 
funksiyasi F(x) mavjud bo‘ lsa, f ( x)  funksiyaning aniq integrali 
Nyuton-Levbnis formulasi bilan topiladi. Elementar funksiyalarda 
olinmaydigan aniq integrallar amalda taqribiy hisoblash usullari bilan 
topiladi. Bunday usullardan aniq integralning integral y ig ‘indining limiti 
haqidagi ta'rifiga va geometrik ma'nosiga asoslangan usullarni ko'rib 
chiqamiz.

7.9.1.To‘g ‘ri to ‘ rtburchak lar formulasi

h

kesmada uzluksiz у =/(a)funksiya uchun \f{x)Jx integralni

hisoblash talab qilingan boisin. Aniqlik uchun barcha xe[a;A] da f ( x)  
funksiya musbat va monoton o‘suvchi deb i'araz qilamiz.

kesmani a = v, < x <...<x , <x,< ... < xn_, <xn =b nuqtalar bilan

uzunliklari &x = — a boMgan « ta  teng kesmalarga ajratamiz. 
n

Funksiyaning _x„, .....,r„ nuqtalardagi qiymatlarini y,„ y ,..... у .....y„
bilan belgilab. y A = f(x„). y, = . / ( * ,y, =f ( x :).....>•„ =/(*,) larni
hisoblaymiz va quyidagi integral y ig ‘ indilarni tuzamiz:

y„Ar + y,Ac +...+ у, Ax ч ... * y„..Ax = £.v,Ax,

v, Av + v , Av + ... + у  Ax +... + v„ At = У  у  Ax.

U holda 18-shaklga ko'ra,

j  f(x)dx *  b - %  + V +... + у  + ... + y,„. = h : , v ,  , ( 9 . 1)
i n  n , о

\ f(x )d x ; — fy, + У 2 + -  + У, +
b -  a 

У„ = — ЛУ,-П i l
(9.2)
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(9.1) va (9.2) formulalar aniq integralni taqribiy hisoblasnnirig 
to ‘g ‘ri to ‘rthurchaklar form ulalari deyiladi.

18-shakldan ko‘rinadiki, agar f ix )  funksiya [a\b\ kesmada musbat 
va o'suvchi boMsa, (9.1) formula y 
berilgan integralning qiymatini kami 
bilan, (9.2) formula esa ortigM bilan 
beradi.

Agar [a\b] kesmada f\ x )  chekli 
hosila mavjud bo‘ lsa, to 'g ‘ri
to‘rtburchaklar formulalarining absolut _____________ ___

...............  M ( b - a ) 2 x h x t~Xl x t x,_i x ,x„_i x „ ’
xatoliklan | S j< —- -------  tengsizlik" 2n 18-shakl
bilan baholanadi. bu yerda Ms = max|/'(jc)j.

7.9.2. Trapetsiyalar formulas]

\a\b] kesmani bo‘ lishlar sonini avvalgidek qoldiramiz va A.v 
intervalga mos keladigan y  = /(x) funksiyaning har bir yoyini bu 

yoyning chetki nuqtaiarini tutashtiruvchi N,,N„ N , N \ .V,.,Ne
vatarlar bilan almashtiramiz. Bunda berilgan egri ehiziqii trapetsiya n ta 
to‘g ‘ri ehiziqii trapetsiya bilan almashtiriladi (19-shakl).

Bu to‘g ‘ri ehiziqii trapetsiyalar har birining yuzasi — LA*

(i = \,ri) ga teng. Bu yuzalaming barchasini qo'shib, t rap e t s i ya l ar  
formulasim  hosi! qilamiz:

//(*)<& ^  = + + »'г j- (9 .3 )

Bu formulaning xatoligi \ <S,. |< tem>sizlik bilan
1 2n~

baholanadi, bu yerda M = max|/*(jc)J.

7.9.3. Simpson formulasi (parabolalar usuli)

\a\b] kesmani
a = x„<x, < x, < ... < x2i_ 2 < x 2i4 < xh <... < x27,_2 < < х1я = h 

nuqtalar bilan uzunliklari h = - —-  bo'lgan « = 2m ta teng kesmalarga

S  ■
: /  

yAyx у 2 Уз:
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ajratamiz va har bir ketma-ket kelgan M2m_2, Mlm_,, Mlir nuqtalar orqali 
parabolalar o‘tkazamiz. Egri chiziqli aM0M2mb trapetsiyaning yuzasini 
parabolalaming M 2i 2, M2t_,\a M2l_ (i = \,m) nuqtalarini tutashtiruvchi 
yoylari bilan chegaralangan 2m ta parabolik trapetsiyalar 
vuzalarining yig'indisi bilan almashtiramiz.

М2„_г, M M 2m nuqtalar orqali o'tkazilgan parabola tenglamasini 
у = Ax2 + Bx + С ko'rinishda izlaymiz. A,B.C koeffitsiventlami 
parabolaning berilgan uchta nuqtadan o'tishi shartidan topamiz. 
Hisoblashlar qulay boMishi uchun koordinatalar boshini o ‘qlaming 
yo‘nalishini o'zgartirmasdan ;jr2i] kesmaning o'rtasiga
joylashtiramiz (20-shakl).

у V Л ,
N 2

\ A .

: i :
-v ,

О -Tj J, X ,  Д , X ,  X n X

м M

v„:

M2: ,

У::У: Ун

M,

r

Угг-i У г г ,

19-shakl. 20-shakl

Parabolaning (-/i;v2,_2)? (0;v,M), nuqtalardan o‘tishi shartidan
v, . = Ah~ -  Bh + C, >\ , = C, y, = Ah' + Bh + С kelib chiqadi.

Bundan

! 1
A - “ут( v,,_: + v2l), В =2/г 2A

Endi 2/ -parabolik trapetsiya yuzini aniq integral orqali hisoblaymiz:

* A r r 2 /,
V = f ( A t 2 + Bx + C ) dx=  I A ----- —  + C x l  = ( 2 A h ?- t bC) .

V 3 2 )\_h 3

Formulaga A , B , C  koeffitsiyentlarning qiymatlarini qo'yib, topamiz:

* ~ x  -+ 4 ). г = I n.
b m
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Parabolik trapetsiyalaming yuzlarini qo'shib, izlanayotgan 
integralning taqribiy qiymatini beruvchi formulani hosil qilamiz:

j  f (x ) dx® V - V ,  + Л» + 4<-V, + у г +... + y 2„_, К 2(y: + y ,  +... + y ,m_,)). (9.4) 
i 6m

(9.4) formulaga Simpson f o r m u l a s i  (yoki p a r a b o l a l a r  f o rm u l a s i )  
deyiladi.

Bu formulaning xatoligi |<S„ tengsizlik bilan baholanadi,
2880л

bu yerda ,V/4 = maxj/'1 (*)j- 

\ dbi1-misol .  f-----  integralni taqribiy hisoblash usullari bilan
{1 + x1

(n  = 10da) aniqlang.

Yechish.  Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X 0 0,1 ‘j 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
У 1 0,9901 0,9615 0,9174 0,8621 0,8 0,7353 0,6711 0,6098 0,5526 0,5

1) (9.1) va (9.2) formulalar yordamida to‘g ‘ri to’rtburchaklar usuli 

bilan topamiz:

[■— -  0,1(1 + 0,9901 + 0,9615 + 0 .9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,6711 +
о 1 + X

+ 0,6098 + 0,5525) = 0.1 • 8,0998 = 0,80998 (crlig'i bilan),

i dr
\ -  и 0,1(0,9901 + 0,9615 + 0,9174 + 0,8621 + 0,8 + 0,7353 + 0,671 1 +
о 1 + r

+ 0,6098 + 0,5525 + 0.5) = 0.1 • 7.5998 -  0,75998 (kami biian).

2) Trapetsiyalar formulasi bilan hisoblaymiz:

f * 0 , lf— -  + 0,9901 + 0,9615^ 0,9174+ 0,8621 + 0,8 + 0,7353 +
J l  + .v2  ̂ 2

+ 0,6711 + 0,6098 + 0,5525 = 0.1 • 7,8498 = 0,78498.
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j  _ ^ L . = (i + 0.5 + 4(0.9901 + 0,9174+  0,8 + 0,6711 + 0 ,5525) +
“ I 4 X "

+ 290,9615 + 0,8621 4- 0,7353 + 0,6098))= 0,78539 

Berilgan integralni aniq qiymatini topamiz:

f - = arctgxj* = — = 0,787571.
I \ + x2 * 4

Taqribiy hisoblashlaming nisbiy va absolut xatoliklarini aniqlaymiz:

3) Simpson formulasi bilan hisobiaymiz:

Io ‘g‘ri to‘ rtburchaklar 
(kami bilan)

T o ‘g“ri to 'rthurchaklar 
(ortig 'i bilan) Trapetsiyalar Parabulaiar

1
3 ,3 %  1 0,026

1
3,1% 0.024 0,09% 0.0003 0,04% 0,0003

Berilgan integralning M ap l e  paketida yechimini beramiz.
1) To‘g ‘ri to'rtburchaklar usuli bo‘yicha:

> ■»'iih{SUuL’ni\ (. a i f u h i i !  j) 
!' i

> c v d l j  {':■’}.

, x T: 0 .i, na /hoJ r :
157479042051X583
[950414208136225

08 099814972

. - w .. I, i.

59291148404470X7 
7X0165<>832544900

0.7599814972
2) Trapetsiyalar usuli bo‘yieha:

>ii-;ihiSsiuieiii\ < 'alctiixi.i: \) :

'  ^>УЦ\ ................ ■ . :■ 0  j . / ; ■- ' > r;  ■■■ /■; >;

1 1 1 :  /- i
122.48312522.521419
156033 П6650Х93П0

> <;vU:T { %}'
0.7849814972

3) Simpson formulasi bo'yieha:
> v, ,S;udn;.i\ ( ://•: «/i ■ ! i )
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^  Лрп!-<}х:т̂ и-1г;С\ .... х , ). meihod- -simpsvn I;
i l l ,  y : j

>  evalj\?o) '

598858531583831 177490 i 484536676^36463 
7624903642650463520301694141655283000

0.7853981632

7.9.4. M ashqlar

1. j e  x dx aniq integralni 0.001 aniqlikda taqribiy hisoblang: 1) to‘g ‘ ri
0

to'rtburchaklar usullari bilan; 2) trapetsiyalar usuli bilan: 3) Simpson formulasi 
bilan.
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2. .4= ЗХ -  A) ■ У/ 3. a  2. Л - 4  «I. 1 x 30,30 * 1,2 x 15,15 x 2.3 x 10,10 >; 3. 5 ч 6.6 >5

3 - 12' j'0  1 - 2 - 

13 5 7.1 3 - 7  6 . 8 .

Matritsalar

3 7 - 1 '
5.! b.

-4 3 4 !

10.

I ' " I15. j - l  10 I
U  2 5 '

( — 12 O';

19. ! - 9  0 j; j 

2 '

'] a, \

16.

22. /.-/.

-4 «  J \2 - 3  - 7 ,

3x5 . 12. [
о

° \  13. ГI4 ba J 18

' 2 - 1 4

-8 -  3 13 17. f  - 8
2 1 . 1 1.-38

61
' 2 3 -  4

- 4 17
6 |

12 . 20. i5| 2 4
! 1 

19 J
1 i/.4  ! 0 | I -  1 (Л
G ( 1 ij

(2 — v - I  2 'i 
5 -3-1/ 3 J. 

-1 0 -  2 -  v j

( Ю -1 'j 
14. 1 - 2  -3|.

20
18.

' 35 67 )  
154 1бб1‘

4 -  3 4 Ч ( 1 0 N. 21.
0 38 20 I.

Determinantlar

1. A"ckt.< 5. 1. 6 . 1 )  -2  2 )  -12 5 ;  3 ) 1 ;  4 ) 8 .  7 . 1 )  - 12; 2 )  - 2 4 3 ;  3> 64;

4 ) 4  8. -  v 9 -  b(a ■ hj . 10. s in (a  -  /J)sin(a -r (i) 11.  2 s in a  12. - 47. 13. 18.

14.^’ (/>-2) 15.4.1 .  16. -  2 sin a. sin /У sin у 17. - tg a -tg f] , 1 8 . ( a -h)(a-c)(h-c).
19. iiix-y)(x - :)  (;->■). 20.  a ! (a + 3bi. 21.  -  xyz 22. 0. 23. cos 2a. 4. 63

25. 100. 26. 2o -  8/) t с r 5d 27. -6

3. a d -h e  ■ 0. 7. f i j j  8. I

Matritsalar ustida almashtirishlar

f - 1 l'i „ ____ 1 ( -  5
l - l  0

9. 1 ),2)3). 10.

! (.
I [ 4  - 2 ' ,  

22 И :> i
12. I) A- 1 ( 1 1 i

2 )
l I3 - 2 i Г :•I , 3) A -10( l 1 J -

4) A
I - 9  l-l - 3 ]

- 4  S - 2 i .  13. 
!

3 -  J  1

3 ( 0  IJ 

! 0 0 \

5 ! 0 j. 14. 0. 15. - 1 0  
I о 0 ij

- 4 - 2  -  3 J 

2
1 4 j’
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16.
10 -  2 -  3 

-6  2 2 

- 2  0 I

17. -
6

8 14 -10'; 
- 4 - 1  2 I
2 - 4  2

18.

j 0 0 4 - 4 '
1 - 4  6 - 3  5

8 0 - 4  6 - 2

l 4 2 - 5  3

< 2 -1 -1 0
-4 0 2 - i ! (\ oY 2 1\ ' j о V 6 4 119 20. 1) 2)

2 0 - 1 i ! И i/ o  3J' 2 - 1 A° -3 /

l “ 5 1 3 - 2;

f 1 0 04 '3 1 1 0 <0i l  o 5 2'

>) --3 1 0 0 3 2 . 4) mavjud emas: 5) -3 I 0 0 3 2 3

1 3 2 4 .0 0 4. 2 2 l/ V 0 2 7

1 0 0 0 o' '2 -3 4 'I
- 2 1 0 0 0 0 2 1

6) 3 2 1 0 0 0 0 0 21. 3 . 22 2. 23. 2. 24.3.
3 0 0 I 0 0 0 0
4 3 0 0 1° 0 - 9

Chiziqli tenglamalar sistemasi

l.Birgalikda emas. 2. Birgalikda, aniqmas. 3. Birgalikda. aniq. 4. Birgalikda emas.
5. x, = -1, x2 = -2, x, = -3. 6. x = 2. x, = -2, x, I

7. x, = 1, -v, ---I. x. =-1. лг, = 1. 8. .V, =2. x2 -I, x, -2. ,v4 -  !

9. x, = 2. x, -  с + 1, x, = 2c -1, xt = с 10. x, = 5cv -  13c, -  3, x. 5c\ -  He, -  I.

x, =c,, xt - c 2. 11. x, - 3, x2 =0. X; =6 12. x i. x, - -I. x, (i.

13. X, = 3, X, = 4. X, = -6 4.14. X, = -5. x, = -4, X; = 0. 15. v. -5, x. -  1. x, -  3.

16. x. = 11, -6. x, =-3. 17. x, =-1. x. 3. x. 2. 18. x. = 3. x, -3, X-. I

1 9 .  x, = 3, x. 2. x, = 1. 2 0 .  x 1, x, = I. x, -  -1 . 2 1 .

2 2 .  X, = 3. X2 - -2 .  2 3 .  X , = 1. X ,  = 2. X, = 0. 2 4 .  x, = 1. x , - - 2 .  x ,  - 2

2 5 .  x. =-2, x, =1, x., =2. 2 6 .  x, = 0, x, 1 . v, 0. ci{a ' ) (a^ 2) / 0.
a

2 7 .  x, - - c .  x,  =0, x, = c. 2 8 .  x, = -15c. x, -  1 Ic, x, = 14c.

2 9 .  x, = 7c. X; = - 1  lc, X., = -5c.  3 0 .  x, = x2 - x, = 0 . 3 1 .  x, x, x,  = 0

3 2 . x , = - 2  c , x 2 = 7c, x, = 0.x , = 3c. 33 . f  1 , 0 ( 0 . 1 , 0 . - 1 1 .  34 . (1,0 -  2.3). (0 J.1.2)
y, 2 2/
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I . a A. f  . 2. 22. S. A V -  —  2h . 6. KM =n-2«. 7 5 *i 7.
I«l 1*1

Vektorlar

8. - i ( n  + £), ~(л-А). 9. m = 2 fi. 10. m -  1, n - - 3 .  11.  Пр, AB = 2^2 ,

Flpi AD = —v2 , Пр, D<' -  V2 , TIp,AC = Q. 12. IJp,AB = 3, Пр,ВС = 0 , Пр.СА = -  3,

///-- i/)  = 3,  IlPfBF = flp.CF. - - .  1 . 1 3 . 1 4 . • ! - ; - !  .15.
2 2 12 2 J 13 3 j I 2 ' 2 2 j

16. | . I 17.  a = 2b + c . b= --~  , c -S -2 b  . 1.18. d = 2a-3b+c.
(3 3 3J 2

19. ) {- 7;17,—12}-; 2 ) { - ; - —: - | . 2 0 .  I){- 8 ; -4 ;0}; 2 )  {7;-3;2}. 21 .  j d + 6 |= 6, \d-b\= 14. 
;3  3 3j

22.  v' 10. 23. ,W(±v'3:±V3;±v5). 2 4 . d - {2;±2v2;-2} 25. Я(5;-3;-3}. 26.Л(-3;-1;-3}. 

i t  I, //. , И2 3 ! 6 ! лчТо,. f 4 3 1 2 1 , -  [ 2 6 3!
27' I S m i p ' " 1 'М ' П ' - й - й ;  28- ' '  Г ?  7 : 7 [  29' " - 1

Л1.А 31. л - 12. 33. r i - . - Л  34. AJ|-3:-5(
( 5 5 J \2 2 J 2

35.  (-2:1) 36.  P<~3.-7) .37.  AD^lb.

Vektorlarni ко ‘paytirish

1. - - .  2. -19. 3.1)112; 2)252. 4. I ) - 89; 2)86. 5. 1) m = 1; 2) m = 2. m = 3 .

6 . -  ’ 7. -  8. 9. /T . 10. 1 ) 2 )  я-. II.  1)— ; 2 )— . 12. 10 («АЛ).
2 2 4 3 3 !3 13

13. i - - 27-37. 14. x = 7l + 5j + k. 15.1 ) !2e l ; 2) 132. 16. I) (̂yJ>): 2) bb-J'i(yA).

17. 25v'3 18. ±15. 19.l){9;9:~3}; 2){63;63;-21( . 20. 1) 9л/2; 2) у .

21 .  h - — (/.Л).22.  .V/ = {—8;—9;—4}, Л? = {l;-4;-7}. 23.  28, c o s » = - - ,  cos/3 = -  
v 13 7

cosy | 24.  a = -9. 2 5 . « = | . / ?  = 2. 26.  1){3;2}; 2){-2;3}. 27.  {—6;-24;8>.

28. 1) yo 'q; 2) ha. 29. 1) a  -  | : 2) a  - -3. 30.  1) V = 14(АЛ).А = V14(h.A.); 2)

Г -  2{h.b.\h = 3v2(«.o ). 31.1) o'ng uchlik, i - 12(A A); 2) chap uchlik, К = 27(A.A).

Tekislikdagi lo ’x'ri chiziq

1. 1)л - ,<j -4 .A  =3 ; 2 ) it = - , л = - 2 ,Л = “ ; 3) t  = —, а = 5, A = - —;
4 3 3 2 2
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4 U  = A  a  = - , b  = ~.  2. l )3 j t+ 4 v  < 6 = 0 ;  2 )3*  - >•+ 9 = 0 ;  3 ) x  + 2 = 0;
5 2 2 '

41 * + y - 5 = 0 .  3. 2va3 . .4 . l )M „(u ) ,< p  = 4 5 " ; 2 'W  (2.-1) .,,? 90" :

3 ) J W ,6 0 , (P  = O; 4)M„(2,2),<p = 45“. 5 . l ) w  = - 6 . w * 3  v a  т - в ,  п * - з :

2 ) m  = - 6 , n  = 3 va  m  = 6 ,  n  = -3  ; 3) m = 0 , л — chek.li son. 6. 1 ) m  = - :- d a  ].

i i :  2 )  m -  Ada  jj, m - - 9  d a l  . 7. il.fi) 8. * -  v -  2 = 0 va  x - A y  + 4 = 0

9. 3* i -2y l l -  0. Ю. * - 5 y - r 2  = 0. I I .  12* -i 9 у  — 17 0 12, 5 . r - j '  + 3 = 0 ,

.* + 5 v + 1) 0 .  1 3 .  3*1 у - 4 -  0 , * t 5у  + 8 = 0 , 3* + у  + 10 0 , x - о  г - 6 --■().

14 .  W<4;4),?> = i  15. 3 x - 3 y - 8  = 0 .  16. 3*-: Ay -  12 0 .

17. x + 2 y  - 7  = 0, 7* + 2 y  -  37 = 0, 5 * - 2 y + l  = 0 18. y  = 2*

19. * -  v + 7 = 0, Ix + 4у  - 6  = 0. 6* + 5у  + 9 = 0. 20 . 2* + v 4 9 -  0. * у  - 3 0

21 . 2 9 * - 2 v  + 33 = 0 .  22. 2*  — 3 у + 8 = 0 . 2 3 . 2 9 w.h) .  24 . — (и.А) 25 . 6\'2(i/V>>
10

26. * - 2  = 0, 3 * -  4у  * 10 = 0 27. у  -  3 = 0. 4 *  + у  + 5 = 0 8. (-12.5) .

Tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqlar

1 . 1 ) ( *  + 1)2 + ( y - 3 ) 2 = 3 6 ;  2 ) ( л  + 3)2 т ( у - 5 ) ‘ = 5 0 :  3) ( x  + 1) : + ( y - 4 ) : = 2 :

4 )  (x - 4 ) : f  ( y  + 4 ) 2 = 16. ( x - 2 0 ) 3 t ( y  + 20)2 = 4 0 0 ;  5 )  ( x - 2 )2 + ( y  i l ) 2 = 1.

2. 1) M (—4 ;7 ) , K = 7 :  2 )  Л/„(-2;31, «  = 4: 3) A / ,f ‘- ; - l j .  Л = ■-: 4 )  Л/, f

Л = 4 . 3. 1) ay lanada ;  2 )  a y la n a  ichkar is ida ;  3) ay lan ad a ;  4 )  a y la n a  ichkar is ida .

4 .  5л/2(и.М. 5. ( * - 2 ) 2 + f  v - - 1  = - - .  6. ( * - 5 ) 2 + ( v - l ) 2 = !3 .  7. Л/,(3:2),
v 2 J  4

R = 5. 8. 0<Jt < — = 0 v a  *, = — . 9. у = 0 va  4* - 3y = 0.
15 1 ‘  15

10 . 1)
I * = 8(1 + cos/j. ^  |* = 2cos(, j *  = 1 + \2 cost/,

\y = 8sin»,< e 10:2л]; \y = 2(1 +sin»),re  [0:2*]: i у = 1 + V2 sip.»./ ? [0:2 л-].

1 1 .  1 )  — + -^- = 1 ;  2) - -  + i -  = l; 3) — i - -  = l ; 4) - 1 .
36 100 24 49 36 81 16 25
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12. \2(kv.h) 13. (* v f  5 -  U va* - v - 5  = 0. 14 .-~[uh).

!5.  V/I - i — j. Л/.I 16.  A/13,0). 17. 16.Г +25y 1 =400.
V / V J

Г x = 5 cost, \x = 5 cost, f  \ \
>8. 1) < 2 1 < 19. 4- | (3 2) .

[.y = 4 sin t,t e  |0;Z;r]: [v  ~ 12sm i.t е [0;2лг]  ̂ ’ 2 /

2 0 . 1 ) -  2) - x-- ■ !: — = I; 4 ) ^ - -  —  I
9 16 144 25 16 9 25 24

21.  1 ) ' —  - = ! ;  2 ) * - - ' 1; 3 ) x- -  - I; 4 I 22. - -
24 S 8 4 12 27 24 18 3

23. v2  24.  д ' - v '  =6. 25. v ■ '• l .  26. , ' 1,1 2 7 ./  = - -
4 12 x - 2  - 9x'

2 8 . l v  * 1 v ’ + 4 ;  2) ) = ^ - x 7 -ДГ + 3.  29 . 1).-1(-4;11. v I; 2 ) A i2 . b .  x - 2 .
10  1  Mi

g
30. !)  д - i - I - giperbola; 2 )y‘ parabola; 3)gipcrbolaning pastgi yarim

tckislikdagi iarmog'i; 4) giperbolaning chap yarim tekislikdagi tarmog‘ i.
x'2 v'2 x'2

33. - • • I 34. •— =1.  36. л -3v + ) 2 - 0 . (Ko‘rsa£ma. arinma

r i ■ xvn УУ n . xx., w ,t eng lam alar i :  = 1- ell/ps. - f  -  - 1 -  g i p e r b o l a ,
a ’ h a  h

;v p U  *■ -v„ i -  p a r a b o l a  ). 37.  4.x - y - 4 -  0 . 3 7 .  2 /5лг- 3  v + 4 -  0 . 38.  2 . r - > - ! 6  = 0.

fjitlb koordinatalarifa chiziqlar

b.<j 2 ;-  |, W: 2; 2. 4(1;~V3). If. — j. 3.7 ft. 4.5 = —г,/- sin(<p, —</>). 5. -I vftV b y  I 6 )  у 2 2 j 2
b. 64 7. 1)V + ' y .  2 )  Л ; 2)(.r ~Э- 1 + v: = — ;3)  u 2 - y ; r  2,vv;

2> 4 V ~J 4

4) (A - - . i T  4(.r; -  у I, 5) .V5 4(1- y ) ;  6) r  = 3(31- 2x): 7)
25 16 64 '

8) ?1  -  1V ' -V - 1?. 8. 1) / - '  . 2) /• ----- 1 ......—;3 )  r  4sm - : 4 )
16 9 3 sin ip 2ais() -  sin cos p

»•* = — -  , 5) r  - 2a cos p; 6) r 2 = - . 7) r - -------—------ ;9 l  r = — ----- - — .cos2w sin 2 i3 , 9  10  21 -  cos" о 1----- cos (p25 9
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Tekislik

I. 2 л - у  4 3 - -  14 = 0. 2. 2 л - 3 у  f 4 : + 20 = 0.  3. 2 л - 3 у  + 5r +10 - 0 .

4. л + 3 y - 4 r - 2 1  - 0.5.  1) 2у  + 3 ;  0; 2 )  y  + l= 0 : 3 )  2 - 4  0 ;

4) * + 2-3  = 0 ;  5) 22дг + 14y - 5 2 - 0 .  6. 1) 2 x - z -  0; 2) л -  3 0 ; 3)  у  -  3 - 0 ;

4 )  дг + 32 + 4 = 0 ;  5 ) 8 л - . у  + 62 = 0. 7. Л(-3:0:0),Й(0,-6:0).С(0:0:2). 1)

8. а  = -15 .6  = - ! 0 . с  = 6. 9. х + у  + 2 -  4 = 0 . 10. л + Зу + 2 -  15 = 0 .

I I .  1).Т + Зу -  2 -  6 -  0 ;  2) х — у  — 2 = 0 . 12. X + у  + 2 -  6 0 .

13. х + у — 2 :  -  0 . 14.  х -  2 у -  3z + 3 - 0 . 15. 1 ) 2 . т -5у  + 2 - 1 5  0 ;

2) 2л -г 4у + 92 -  21 = 0 . 16. х - у  -  22 + 5 -- 0 . 17. ™  ~  = I;

9 2 6

9 2 6 , п л v 2 , 7 6 6 42
— л ----- v н—  2 —1 - 0 . 18. —  + ’ + — = 1 : ------х t v I * 2 -------= С .
11 11 11 -6  7 7 11 II 11 II

1 9 . 1 ) 4 5  '; 2)90' ; 3)90°;  4) arccos(0,4i. 20.  ) т  = ~~>п -  ~ у -  2 ) /и = 3,я -4

21.  1 )т=  13; 2) m = 1 22. 1) а ) л - 2 у - З г - 4  = 0;  b ) 2- + Зу + 2 - 8  - 0 :

2 )  а )2 л  f Зу+  4 г - 3  = 0 ;  Ь )4л  + у - 72 +19 = 0 ;  3 )  а ) 5 л + 7 у + 3 = 0 :  Ь )»  - г  + 7 - С;

с) 5л + 72 —46 = 0. 23. 7л + \ 4 y - 2 z  + 6 = 0 .24.  л - у + 2 + 1 = О

25. л + 2у  + л/5г - 2 = 0 va л + 2 у  - • J S z - 2  0. 26. Г,М(-2:1:2): 2)М(2.-::1). 27.4(6)

28.  А/ (—1 S;0;0) va М (! :0;0). 29.  2 x - y - 2 z  --Ova 2л - у  -  22 - 1 8  = 0 . .30. 8 (АЛ).

/г
31.  -2  32. - 3  33.  — .

6
Fazodagi to 'g'ri chiziq

j j . л -  1 _ у  — 1 2 2 ^ x - 2  у  + 3 2 + 1 3VT “ 2 У + 1 2 f 2
2 T  ~ 1  ’ 0 1 0 ’ 3 1 ” -2

. л - 2  _ y + 3  _ г - 2  . л . л -  2 у  + 3 _ г  — 2 . л - 2  y+_3 2- 2  
'  4 “ 1 3 ’ “ 2 3 -1  ’ И 6 - 7  ’

г v -_2  г+1 v - 2  - + 3 L r + 4 v - 7  0. „ Г З л - 2 у - 7  = 0.
3. —  = . 4. — - = ^  = — -. 5. 1) •! ■ 2)\

- 1 2  0 I V7. - I  I * + =-'■ 0; j 2у + З2 +1 = 0.

6 . 2 ; . г—  7 .  1) л = 13/, v 1 . 19;,3 = 2-28/ : 2) л - /, v 1-3/ 2 = -2/.
- 5  - 3  4

9. I ) ellips; 2) giperbola; 3) parabola: 4) ellips.
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8. 1)— - = --5 ; 2)х-  = v И = •' 2 . 9. = У- 2 = £ r J  ,о. f ± l  = У ,  l l _ 4
! 2 2 7 ! 2 3 2 - 1 0  - 5  1 - 3

11. 1) *> = - - ;  2 )о  = — . 12. 1) -—  = 1 3 -- r - - ; 2) r - -  = ̂  3 = -r ‘ 1
4 2 - 5  1 3 6 16 17

13. * j * ~ ~ .j * 14. 1) parallel; 2) ayqash. 15. \)<p = ̂ : 2 ) p =  —.

16. 1) parallel; 2) to’ g ‘ri chiziq tekisligida yotadi. 17. 1) Л/(3:2:1); 2) W(2;4;6).

< о i , x -  4 . 4  6 - .  x -  4 v - 5  z + 6 ,18. 1) — -  -  — = — ■; 2) = ----j- = ---- -. 19. 1) m = 3, n = -23; 2) и  = 12,

/? = - i  2 . 20. 1) 2jc — 3j> + 4 - — I - 0  ; 2 ) 4 .v - > - 2 _ - - 7  = 0 .  3 ) :  + U 0 .

21. 3jt * 5 v — 2r -  9 = 0 . 22. (-2 .U--3) . 23. M (2,3:4) . 24. 5 x - 2 y  т 2 :  + 5 = 0 .

25. »x . 2 v - 9 r  + 12 0 . 26. ! ) (hA)  ; 2)
10 3

Ikkinchi tartibli sirtlar

1. 1 ) ( J f - 3 ) : -t ()  +1)2 + 21: 2) ( V ? ) 2 + ( i ’ + 5)2 +(.- + 2): =56
/  , J  » \ l-y

2. I) .1/̂  -2-: -  |. R - 2) M(3,-4;—5 j. /? -  5 3. I) .r2 +y: + :'  =9.

4. x i :  lOv.5. - - -  ' + —  = !. 6. — = -1. 7.1) 4 y  - x 4 - 4 z ! =0
9 25 16 9 '

- л ->) £. ..y.L±=l-1  1 ' • • | v  V ' 2 4 r- - !
2 16 25 25 10 64 16

X-— - -  1 — -  I. 8. x' + v2 -  ' 2 = 0. 9.1 )m ф 0 va m > —- ;  2) m 0. 10. 1) ellips:
64 16 ’ 4

2)giperbola; 3) parabola; 4) nuqta. 11. у 1 + r ' -2.v: = —6(ikki paliali giperbolcid).

12. 1) А-/,(3;4:-2).Л/. (6;-2;2); 2) 3/(4:-3:2). 13. 1) ikki pailali giperboloid; 2) sfera:
3)elliptik paraboloid; 4) aylanish ellipsoidi; 5) giperbolik silindr; 6) giperbolik 
paraboloid: 7) j|<ki pallaii giperboloid; 8) doiraviy silindr.

Haqiqiy sonlar

1. 1 ) . 4 п й  = {4}, A ^ / B -  {1,2,3,4,5,6). AI ! f  --- {1,2,3}, В/Л = {5,6),

2) Л- - .В -  {1.4.8;. A В = {1,2,3,4,5,6.7,8,9), A / В -  {3}. В/A = (2,5,7,9»;

3)  A n  В ={4}. 4 j B = f -5;3,4) .  A / 8  = {-5) ,  B/A={3i .

2. 1) А г-, В — 0 .  akj li —• Л*. 3. /(■' i/3-barcha lOga bo’ linadigan sonlar.

6. 1 )/) = {!,2,3,4); 2) /( = (1.2,3). 7. i )  ]-■ I}; 2) 0 ;  3){-l,0); 4){-oc,2}.
I” 3J
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8. 1) (~«?;l|w[3,=c); 2 )  (3.4); 3) [ - * ; - l| .  4){-1.0). 4)i-oo,2} 9. 1) 0 . - 5 ;
2) 0, m av jud  emas.

Sonli ketma-ketliklar

l)-r , = — -  2)jt„ = — ; 3).v = oosnn\ 4 ) . t ,  - 3 t 2 ( - ! ) ' .  2. 1); 2) ; 4 ) ;  6).
3>i-l n\

3. 2) , 5)-monoton, 1 ) ,3 )-4 ) ,6 )-qa t ’ iy monoton. 6. 1) 2 )  'J; 3) 4 )8 ; 5) 4;

6 )2 ; 7) 8 ) - | ;  9 ) 0 .  10)1 1 1 ) -  | ; 12) 13) oc; 1 4 ) * ;  15)1; 16 ) 0 ;

17)-3; 18) —; 19) 1; 2 0 ) - ;  21) о 2 2 ) - - ;  23 )-- ;  2 4 ) - -  2 5 ) - -  26)2
2 6 4 2 3 36 2 ■

2 7 ) —; 2 8 ) ™ ;  29 )  e ;  30)  e \
i? С

Bir о ‘zgaruvchining funksiyasi

1. 1)(—°o;-2)и (—2;+=o); 2) (-ao;-3)и (-3;-2> u ( - 2 ; + « ); 3) [-2:2] , 4) ( - 2 ; l l o ();+»):

5 ) 4 )  (-n ;2 )u(9 ;10| ; ‘ 6 ) U  U ( -  }-  j о Ц  ,1 j; 7) |7;10], 8) j I ;  9) {21

Г о \
10)(2:+®); 1 1 ) 0 ;  12)(2:3]: 13)(10 :-r«) ;  14) <2 п я : (2л + i )ж) ,n t Z ;  15) i ().“ ;

! з ;
г ' т 1

16) [3 ;6 )u (6 ;7 J ;  18) |-5;0)u(0;lJ :  19) ( - « ; l ) u  (I,2Kj  (2;-t*);

20 )  (~3;2). 2. ! ) | 2.. . ). 2 )  |2 • ' ); 3 )  [-7 .-3 ] .  4 )  [ - v 2 ;V 2 j ;  5) [0 ,к * ) ; 6 )  (1;3],

7) [031, * ) ( - | 4 )  9 ) | - | ; + » j ;  10) { -U w i l} :  11) (0:3]; 12) (0;2|. 3. 1)3;

1) — %■'. 3) 4 ) - - .  4. 1) I dakamavadi, ! - :h  ■ ! da o ’sadi;
Зл  3' V  4  2 ;  1,2 ,

2) (—x;+cc) da o ‘ sad i ;  3 )  ( - a o ; 0 ) u ( 0 ; + » )  da kam avad i ;  4 )  к щ  da 

k am ayad i .  5. l ) t o q ;  2 ) ju f t ;  3 ) ju f t ;  4 )  um um iy  ko 'r in ishd a ;  5 )  toq, 6 )  toq; 

7 ) ju f t ;  8) toq; 9) toq; 10) juft .  6. 1) M  = n .m  = k: 2 )  M  = 4,m - -4.

3) M = y/~2,m -- - v 2 :  4 )  M  = - J5,m = —v5; 5) M  = 1 ,m  = —, 6) V/ - l.m 0.

7. 1) chega ra langan ;  2 )  q a t ’ i y  monoton; 3) q a t ’ iy  monoton; 4 )  monoton.
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8 .1 ) 6 * ;  2 ) | ;  3)4/г; 4) | ;  5 ) * ;  6 ) 2 * ;  7) | ;  8) 9)12*: 10)6*.

9. 1) v --------- : 2 ) i  - 3)>’ = 3*“4; -4) у  = — arcsin .
' l - х  3 2

>0. i)  /(g(x))= Зх' + 1, g(/"(x))= (Зх + 1)’ ; 2) /(g(x))= sin | х|, g(/(x))=|sinx|;3)

/(g(x>)=5~x, g(/(x)) = - - - - -  4) /(g(x))=x\ g(/(.r)) 3x.
3x -  1

13. .4-.C-D. 14. A:B. (5. 1 )V X +1. 2) — + — = 1.
9 4

Funksiyaning limiti

2. /(.v,, — 0) = 2. /(x:, > 0) -■ 3; 2) fix,, -  0) = 0, / (x0 + 0) -  4 0 0 ; 3 )/(x„ -  0) = 2.

/(x,. + 0  = 0; 4)/(x„ -0/ = f ( x n + 0) = 1 . 5. 1)8; 2)0; 3 ) - ;  4 ) -  5 ) - ;  6)2;
5 2 3 3

7 ) - l ;  8 ) i ;  9 ) - l ;  10)+ 00; 11)-2 , 12) i. 1 3 ) - - ;  14) 3; 15)0; 16) + ®;
12 j  3

17)- j : 18)2; 19)0; 20) J_ ; 21)2; 22)0; 23)1; 2 4 ) - | ;  25)| ; 26 )| ; 27)6^2;

28) V  - 29)0. 30)0; 31) - ;  32) — ; 33)-1; 3 4 ) - ;  35)^*; 36)e ; 37)+®; 38)0;о 71 *  2

39)e ; 40)e 41) <-; I2| 43)e; 44)e; 45)1; 37)3; 46 )^ ; 47)4; 48) 1.

<>• П ;  2)- ' ; 3) — 1; 4) In 3: 5)1; 6)5; 7 ) — . 8)2; 9 ) - ;  10 )- ;  11)1; 12)2;
э 2 2 3 6

13) — ; 14) ~ln  ̂: 1 5 ) -1 ;  1 6 ) - ' ;  17)^; 18)-9. 19)3; 2 0 ) - ;  21)0:

22 )In2; 23)-1; 2 4 ) - .
2

Funksiyaning uzluksizligi

4. 1J — 3,3; 2 ) - l .  5. 1) ikkinchi tur uzilish nuqtasi; 2) birinchi tur (bartaraf 
qilinadigan) uzilish nuqtasi; 3) birinchi tur uzilish (sakrash) nuqtasi; 4) ikkinchi 
tur uzilish nuqtasi; 6. 1) x 0 birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzilish nuqtasi; 2)

x j  + n*i»»er) birinchi tur (bartaraf qilinadigan) uzilish nuqtasi. 7. 1) x = -3da 

ikkinchi tur uzilishga ega; 2) uzluksiz. 8. I) [4,5]da uzluksiz, |0;2|da
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.х = 1 — ikkinchi tur uzilishga ega, |-3;l|da x = -3 ,.r = I -ikkinchi tur uzilishga ega; 2) 
hech bir kesmada aniqlanmagan. 10. l) lna ;2 ) m.

Funksiyaning hosila.\i va differensiali

1. ! ) / ' ( * )  = — r = = ;  2 ) / ’<*) = — Л 3 )/'(x) = - - ! — ■ 4 ) / ' ( х )  = 2sh2x.
2mJx -1  (1-5*) sin 2x

2. 1 ) - 3 :  2 )-4 ;  3 )4 ;  4 ) - | .  3. l ) - 3 ,  3; 2 )0 ,2 ;  3 ) ! ,  -2 * + 3; 4 ) - 1, 1.

4. /, = 1 ,/, = 3. 5 . 1 ) / = 2c; 2 ) / = 1c. 6. / = 12.-/

Differensiallash qoidalari va formulalari

1. 1 ) > ' 12/ - x 1: 2 ) /  = Xs + 12r' -  2; 3)v' =----V + 7jrV*+—7= ;
•W-* rv.r

,  , ,  3
, I 3 1 , xe‘ (x-i)+e~*(x-r2) , ,  , П;

4 )>  - - T -  t т  "  T ’ 5 >>’ = ---------------- i--------------- ; 6 ) > n - “ 7771 •2у1х x x x (2 - 3  )

in2* - l n * - l  g )  V i . h ,  1, 9 ) г . = _ _ 2? т * _ .  , 0 ) ;  -
( l n . t - 1)2 . ' x(\nx-e')' ' (1- c o s . t ) '  ! -  sm 2дг

I 1) /  = ■ ; 12 )/  =----- r ' 2 r . 13 )/  = ] ; 14 )/  = -  4— ;
sin 2x (jccosjc + sm x) yxshx-chx) sh 2x

15 ) /  = - _ L _ ;  16)/ =-----— ; 17 )/  = - - = ^ = ;  18)/ - 4 = ? ;
x\r\2 x x In 10 J x  24 x - x

19) v' = -2sin 2.r. 20) r' • 2 1 ) / = arcsinx; 2 2 ) / = ” 4r—
v 9 e  +1

23) /  = 3 *°"; 24) /  = ̂ ; 25 )/ = (l-/g3x)2; 26)/ = -6e''rsin3.x; 27)/ =

28) /  - ---- L_; 29) /  = -  - = i =  -; 3 0 )/  X~' 2. i ) /  = - J- -  ; 2)
cosx л / б л - 4 - j r  U " + 2 )  (1+Л)

, 3 )  /  = - = = L = ;  4 ) /  = - — — . 3. 1)2.0125; 2 )1 .009 ;  3 )  M 0i 2:
x ' ’ ’ 1' ^4- x 2 ’ ’ x2+()

4)27.351. 4. 1) 2 ,0 3 ;  2 ) 0 , 9 7 ;  3 )  0 ,3 1 ;  4 ) 1 ,0 1 .  5 . \)dy in xdx, 2)dy = - ~ d x ,X

3 ) d y  = - 2 sm 4a^i:; 4 ) ф  = 3as:n 1 xco sxdx.  5 ) d y  = -s in  *3“'“  In 2>dx,

6 )ф  =-• -3/g*ln! cos xdx. 6. 1) /  = 24jf(5/-  3); 2)y" = e2*(2cos.x -1 Ism x).
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3 ) у т ~-  —  , 4) v" -  —. 7. l )s in  — ; 2 )w s in— : 3 ) - n ( n - l)sin — ; 4)я(л-1>.
(1 ' x ) x 2 2 2

8.  I ) v ’ = -  h[x . 2) у  = ' I I . . з ) V' 1,1 ; 4 )  V' = -  ; ," ,МП(Л! ) . 
а 'у  у 1 -  x ' x (y -] )  xsm(;ry)

5) >’ = — — . 6)y'= 9. 1 )1 ; 2 ) .  1 ; 3) 1 ' ( 4)-VT-r“
f  + x x cos v i sin x 41 « s in  ( 4/

10.  I ) 3x -  3 у + 2 = 0. 3x + 3у  *4 (1; 1)  x + у — n  = 0.

x - y - r .  - 0; 3) 5x -  v -  4 = 0, л i 5 y - 6  = 0; 4 )  5.x ! 4 v - 2 5  = 0. 20.x- 25 у  + 64 0;

5) x -  V 0. X 1 V -  4 = 0; 6) 4.x . 2у  -  3 0, 2x -  4у  > I = 0

Differensial hisobining asosiy teoremalari

*• l ) c  ~ 3- ;2 b , = ^ s  3) yo ‘ q; 4) yo ‘q. 2 .1) , —  ;2)c  = ln(<?-l); 3)c = e - l :

4 >' I 3. o f  -  2) f l ; l )  4. I). * 2)c :  6. 1 ) - * ;  2 ) 1 ;  3) 1;
2 4 )  V4 ’ 2 J 8 '  2 3 ’

4 )0 ;  5)0; 6 ) 2 ;  7 ) 1  8) - ;  9) 3; 10) -3; 11) 0; 12) 0;  13) 1; 14)?; 1 5 ) ^
2 4

16 ) i- ' ;  17 )  1, 18)  3^ .  7.  I )  P {x )  - 19-1Ц.Х+ 2 ) - (_x + 2 ) 2 + ( x + 2 ) \

2) Л-г) 4 • 13! jx  — 2 ) • 12(.x -  2) ; + 6 U - 2 ) ’ + ( x - 2 ) 4;

8. 1) 2 + - j ( . x - 3 ) - l ( x - 3 ) : + _ l ( x - 3 ) ’ ------ 4 ^ 1 - ; -  . с = x„ + 0 (x - ,x„). O<0<1.
128v . 1 + c f

1 (x+2) (x + 2)~ (.x+2)' (-X+2)1
2 ) -  -------------- - -  , ( , c = x „ ; 0 u - x ..). Q<0<\.

9. 1) f ix ) = x + - -  + -  + .. . .  *—  i- — (йх+ n + l)c'\ 0<0< 1.i! 21 (я - 1)! /i!
y.~ у4 y2n p'** — p~̂

21 '<».-• -г - . 0 < » < |  .0 ,1 )0 .5 8 7 ;  2)0,868:

3) I . -95: 4)1.004. 11. 1 ) 1 : 2 ) — : 3)1:  4) -124
Funksiyalarni tekshirish va grafiklarini chizish

I. I) (-* ;i) чу (5;+cc) intervalda o'sadi. (1:5) intervalda kamavadi, f m - 7.
/ „  ~/(5)- -25; 2) (-x;~i) j  (2. t ' j )  intervalda o'sadi. <-1;2) intervalda kamayadi,

f,um /(-D= 7. /,„m : Л2) -  - 3) (0,2; w(2;+cc) intervalda o'sadi, (-* ;-2 )u(2 .0) 
ь 3
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intervalda kamayadi, / „  = /(0) = 0; 4) (—2;2)intervalda o'sadi, (-»:-2)vy»2;+«)

intervalda k a m a y a d i , = /(2) = 1, / „  = / (-2) -  -1; 5) f -  !_ intervalda
V у! 2 yJ 2 J

o'sadi, f - l ; - intervalda kamayadi, f  = / f —!= 1=--,
I Vr2 j  l  л/2 j vV2 J 2

1  ̂ 1/  = / ] - - =  =— ; 6)(-® ;- l)u (0 ;l)  intervalda o'sadi, (- l ;0 )u( l ;+» j intervalda
V V2 J 2

kamayadi. /пих, = / (- !)  = 2, /m„2 = /{]) = 2, =/(0) 0; intervalda

o 'sadi,П;мс) intervalda kamayadi, = /"(I) ; 8) (0:+*>) intervalda o'sadi,

(~qo;0) intervalda kamayadi, /Ю1Г = /(0) - I: 9) (G;t«) intervalda o'sadi, (—oo;0) 
intervalda kamayadi, f mr = /(0) = 0; 10)(e;+ce) intervalda o'sadi,

(0,1) u( l ;e )  intervalda kamayadi, /  = /(e) = e: 11) f * ; - „ -  '• intervalda o'sadi,

f 0; — ! u f ^  ;2гг1 intervalda kamayadi, = /| -~ ) = - ?  + v3,

3 J

 ̂ ; ч ,  j - 1 

f  = /f—) = — —УЗ: 12) I 0 ; ~ ' | ^ f ~ — intervalda o'sadi, f )intervalda
Ч з , 1 3 v 12 J v 12 J I j 2  1 2 ;

kamayadi, f m -- j  = — /mn =/j  ~  j -  -+ 6v3 + l2 r _ r( 5х ') _ 5гг-6v3 J
12 ’ J - = J{ n r ~ ~ r ~

2. 1) V/ 2. m = —2, 2 )M = 17, m HI 3)U 1* 3
12 6

4)Л/ = i?3, m = 0 3.v = 2 i (tez.birl.). 4 . ~  /J(eni), л/“ / >(bo‘y i ). 5. Л- -̂.

6 . ,S = 24(yu7 birl.). 7. H = Ял/2. 8. H = 9. a  -  10. 13.5 so'm.
V л- 3

I t .  I) (-K.0)o(2;+*) intervalda botiq, (0;2) intervalda qavariq. М д0;0). M2<,2;-4) 
egilish nuqtalari; 2) (5;+oc) intervalda bctiq, (-*.5) intervalda qavariq, ;V/(5,7) 
egiiish nuqtasi; 3) ( - » ;0) и  (0;+») intervalda botiq, egilish nuqtasi yo'q;
4) (3;+ac) intervalda botiq, (-x;3) intervalda qavariq, V/(3;l)egilish nuqtasi;
5) i- l; j oc) intervalda botiq, egilish nuqtasi yo'q; 6 )(—1,1) intervalda botiq, 
(-oo;-l)u(l;+oc) intervalda qavariq, Д/,(-1;1п2), ,v/,(l;ln2) egilish nuqtalari:

7 )f-oc;—L k ,| _ L ;M c j  intervalda b o t i q , i n t e r v a l d a  qavariq,
I S )  { S  J { /з л/з )
f  1 3 ^  (  1 3^M\ I, л/,1 -7=;— egilish nuqtalari; 8) ( - l ;0)o ( l ;+ » i intervalda botiq.
v V3 4) U 3  4 ;

( - » ; —) ) (0;1) intervalda qavariq, M ,(- l ;2), M ,( l ;-2) egilish nuqtalari.
12. 1) x = ±1, у  = 0; 2 )  x -  0, у ~ 1 (jc +03 da), у  = -1 (x > - »  tfo), 3 ) y v;
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К  7 14) v -  -  —х +1 ( v > +* da), у  -  '- х + 1 (х —> -ос da). 5)

V ; -2. у = 0 (jv --» -J? da). 6 1 г = П, у = 0:

7 )  х  = 0 .  у  - - 3 х . 8 )  х  I , 1 д  ~ ' V  > • / da). i л  * (\ > •/ da'i 

Hosilalarning geometrik tatbiqlari

1. 1) 4. 2) 2. 3) (1+ 8sin: t) 2: 4)  —Д —7 ; 5 1 -  6) -  2. 1) — 2) ^ (14 5 A ■
16|s,n-'l 8 ' 3 i2

I 2l

’ ) 2; 4 > 3 ‘ »<2:2>; 2) [ | + l ; - l j  4. 1) tj1 - 1 ^ . 2 )  т)1 -  ~ ( c  -  l ) 5;

3 ) i  4 ■: . 4 I n „ 5. I ) '• ' 1 1 2 ' 2) — -  — = 1 v = -1
27 2 - 3  4 16 9

3)  л • • V 2 . г 1 4 )  —  f — ! . -  3. 6. I ) - - - 1 = ' 1 = 1 
36 25 2 3 6 '

81 y -  _ .
2x f 3 r Ml- -1 I 0 : 2) —  • — 3 = ----- . 3x + by + 1 2 ;-  70 = 0;

1 2  4

5,V  V  ’  f  '  ^  -  4 ) ^ 1  = ^ ^ . 2 ,  + ; - 3  = 0.

7. 1)5dr. 2)13dl.

Tenglamalarni taqribiy yechish
1 . 1 )  -2 .2583: 2) 0.682.3; 3) 2,5062, 4)-0 .8879.

Kotnpleks snnlar

I - V V : -1 2. Л-. 5, v “ 10. 3. x = -1. V 21 4.x = -  v = -
5 '  ' 3

5. 1) r, = -3 , 4/, r 2 -3 -  4i: 2) = A,, = -,; 3) ; ,  = -3/; 4) r, = 5/, ; 2 =- i.

(i. 1) x a  to’g'ri chiz iq ; 2 )  v  -■ b t o ' g ’ ri ch iz iq ;  3) m arkaz i  0 (0 ;0 )nuq tada  bo lgan va 
г. Л radius li  av lana la r  o ras idag i  ha !qa ; 4 )  <r> v a  i// nurlar o ras idag i  sektor;

5) 3) markazi 0;0:0) nuqtada bo'lgan va r. Rradiusli aylanalar orasidagi halqaningp

va ¥ nurlar orasidagi bo’ lagi. 7.1) - 2 + 2 v 3 ,  = 4^cos-y + г sin = 4e 1 ';
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г  ( ( яЛ ( я  Vi '■ ц  V6 Т б .  Зл Зл)  г, V
2 )л/з -  / = 2! cosj + *sinS^—6 J J ~ 2  ̂  ̂ = V . ^ c o s - -  + /sm —  j.-=v'j€ ;

4 )  2 + 2/ = 2v 2fcos -  + / s i n j  = ly f le 4' , 5 )  1 -  / = Vi^cosj _ ^ ] 4 = ^2e ’

6 )  - 3 - 2 /  = л/1з[ c o s j a r c / g ^ - * j  + /sin^a/-c/g|-*j j v l3e  1

7 )  1 -  л/3/ = 2^ cos^  -  ~  j + / s i n f -  у  j  j = 2 c  ' ;

8 ) - V 2 -л/2/ = 2 ^ c o s ^ - — j  + / s i n f - - i j j  = 2c  4 .

- 1 1 7
8 . 1 ) 2| + z 2 = - 3 - « .  - r : - 7  t  7,, = 2 .  26/, -A- | 0 - 1()/.

2)  г,  + г г = - l - i ,  r, - r a = - 5 - 7 i ,  z, r  = 6 - 1 7 , .  i i  = _ i |  + ±<. 9. П  5V2: 2 )  5vf2:

3 )  л/5; 4 ) 1 0 .  1 0 . 1 ) - - - - / ;  2 ) - | - | / ;  3)24/ 4)48/. 11 .  1 ) R c r  1 , 1m.- =

1 4 3 37 29
2 )R e z  = 0, Imz = - ;  3 )R ez  = - tImz = - ;  4 )R e z  = —~ ,I m :  = ——.

8 5 5 j

12. 1)z,  T 2 = - 4  + 4 f i i ,  ~L - Л -r ,  2) -  Зл/З t 3/, - t  = - 6/; 3 ) r ,  - s 2 = -1 6 .
-2

i t , 4/; 4)r. z ,= -4  + 4л/3/, i -  = 4 + 4V3i 13. 1)16(1 + /); 2 ) - 1 ;  3) 2r' ( l - : ) ;  4)

-32(1 + V3/). 14. 1) + (л/з -/); 2 ) / . - ^ - - ^ / . “ - -^/:  3) ± (л/3 + /'), ± (1 -  a/3j);

. .  10/т/ n + 8Атг . *  + 8for") n n , .4 )  v2 l co s -------------u s i r . ----------- , к = l!,l,2,3,4
’  { 20 20 J

K o ' p h a d l a r

1. 1) /' + (J - jr’ +■ 5.x' - x l - дс + 4, /J - Q = - V  - . x '  -  x2 t i + 4 ,

P Q  = 2 х я - X 7 + 6х" +Л-5 - 2 x J + 13.x' -  4 j x ;  2 )  P + Q -  4.x4 -  л ’ - 5,

P - Q -  - 2  x4 -  x ' + 2.v: -  5, P Q  Зл8 4 дг" + Ix \ x -\ 6.x4 -  5.x ’ + 5.x;

2 .1 )  R = x + \, r ~ —x + 2: 2 )  Л = jc + 3. r = - 6.x2 -  5* t X;

3) ft = 3x2 -5 ,  r = -2.1.x2 + 17.x + 34; 4)  R = 2x2 -  3x + 5. r = \9x -  24. 3. 1) 73; 2) - 4 ;
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3)96; 4)84 4. а  = 3,6 = - l . c  = 1. 5. 1) а  = 2 ,Ь- -\ , с  = \. 6. 1) (лг- 2 ) 0  + 2)(дгг + 4) ;

2) *и -9 ) (л г  *-9); 3 )5 (л -  1)(лг — 2 )2(л- — 3); 4 )  ( .х -3 )2( л -1 ) ( * 2 + J  + 1).

7. 1 J -  + - V - — : 2 ) - - - V + 4 — ; 3) 1 1 4
X х дг + 1 X х2 л2 +4 X 3(л -1 )  3(* + 2 ) ’

4) ; 3 -  7 -  - Г - -  . ■ 8- I ) 2 - -  1 + Л - - - - ;  2) 1 —- ? -  + - 3-  ;Л - J ,  1 V + АГ+1 X X X А И л х - 2  .1 + 3

3) •' 7 • : -  2 4) 1 . 1 -  + . 1
.г л - -Г-1 А+1 л л+1 аг2 - . г + ]

Integrullashning asosiy usullari

1. I ) - 51п cos .y-  2arctgx 2)  I f H i L  + 2 Ini.r-  3 1 tC; 3 ) ----- — e * — In I jr| +(.’
5 2 2Vx2

3 • 2 x
4 )  horctgx -  2 art.sin at 4- С ; 5)2x  ■+------— ------- + ( ’ ; 6 )x -c o sx  + C ; 7 )e *  + fex + Г ;

3 1 (In 3 -  In 2)

&)- c i gx  fcosjr-f; 9)- c t gx -  x • f , 10) - c t gx + C; I 1 ) j ^ a r c t g  —  + C;

I 2 ) - r ~ a r c s i n — V — +<’’• 2 .  I ) — tg x̂ + С ; 2 )  - - cos’ .Y + C;  3 —  \jarclg*2x + С; )  
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4 )  — л/ьГ (y  + 5) + С : 5 It'”” '  + Г ;  6 ) —  ̂f "" t-C; 7 ) ------- ——  + C; 8 ) -  2 cos л/а + С;
10 3 4 s in 4 л

9) a r c sm ^ + C ;  10) -  3-\[ c l g4x  + С. 3. 1) 21n(l + e * ) -  x + C; 2 )  -ln(jc" +1) + С ;

3)8arcsin ?  -Ддгл/Гб-дг + С: 4 ) ^ ' ( . v 4 + 4)2 i C ;  5) ^ (x ‘ + з ) Л ’ +3 C:

6) In ] 2 + sin2x | -+C; 7)------ ----- - tC; 8)2ln i т’ - 5| S a r c t g - -  + C; 9)
2(arcsm y ) ‘  ’ "  v'5

a r c s m ^ . C :  10) !_ ln|3,  U  / 9 a 2 ~ bx-з| ,  C ; 11) i f i 2^ -  _
v3 I i 4^ 12 II j

i !t,2r -- 3i
I 2 )  2arcsm v'x ( 1 3 )  —Ini——  ; 14 )  In a  -  In 2 I In x + 2 In 2 I +C.

12 e2t r 3; 1 1

4-1)  -- ---a rc tg x -  '  f Г. 2 ) jarcs in  x + ^ ll-x 2 +C; 3 ) — In Ш -  —  + C:
2 2 2 4

4 )  p ' i . r 2 - 2 л  ,  2) + С: 5 )  ( а ! п З - 1 н  С ;
In' 3

<>) sin 2 a - - a c o s 2 a  + С . 7 ) - ( a T  -  l)ln | x+ 1 |- - * ( * - 2 )  + C: 8 )  ----- --tex + C
J 2 2 4 2 cos x 2
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9 )  * ( s in ln  | jc | -co s ln  j x I) C; 10) - e 4‘ ( s in4 x -cos4x>  + (.', i 1) rgx( In Igx -

1 2 )  arctgx(In arcigx-  I) + С 5 .  1) 1 ( 1  -i x 2)2 V1 + x 1 -  -  (I + x 2 )-v/l + x 2 + C,

2) -  sin 2x — --sin 8jc i-( 3 )  — (2 + sin(2e*) + C; 4 )  - - <Tu <3.x t I) * (';
4 16 4 9

5 )  In | s inx  + cosx  | +C, 6 ) -  — In 11 -  In* ] x |i +(', 7 )  - In
2 * - 3 L ( .
x+\

8 ) i a r c t g + C, 9 )  xtgx + In j cosx j t-C, 10) 2 arctg ' <’■ 1 -)

i 1 . , , , I , 1
12) \3 + elt i C; 1 3 ) - . v -^ s in 3 jc  + f .  1 4 ) -'-igx2 +( -

1 5 ) ! . t '  ( 9 In2 x -  6 In v + 2 ) * ( 1 6 )  2—C—s * ( ( ■
27 sin x

RatsionaI funksiyalarni integrallash

1. 1 ) ln  |x2 + 3x - 101 1C; 2 ) l n l l  .(■: 3 ) ' l n  ‘л/2x+l 2 |(.x + 1)(лг -h 3) !
5 jx + ll 2 Ix! ( x - i )

4 ) - I n -------: + ------+ (  ; 5 ) In----------
2 x + 5| x + 1 x+1

i Г ;

6 ) — f In | x | In | 2x - 1! -  —- In 12x f  11 t f ;
4 If; 16

2x -  3 , 
7 )  —  -  f In

X
X i t ( ' ;  8 )5 x  + l l n  | x j -  - I n  , x -11  i - - - I n  [ x — 4 1 К

ll 2 3 6x + 1

9 ) х  + - 1п ^ - - И Ц 1 и  + С; 10) - l - m i p ( C ,  I I )  ' i nf  ‘ - ) ‘ Г.
3 (x + 2 )2 x 2 l4 x ' t !)

2 x - l  . n , x ’ • 4 2x + lI . ! (x + l ) 2 'l 1 2 x - l  . п д '  ■ 412)  — I n --------- —  + —  arcta, — p-- - + ( ; 13)  -> x - i i -  arctg
6 I x-  -  x + 1J V3 ' S  3 v.i

f  2x” + 6x 2 . Г дг2 — 1 N|N| , r ,  I .  ! x - l  I-------------- + in —------  +C;  15)  - I n ------ j — arclgx + C
{ 3 [ x ! + l J j  4 !x + l| 2

1 6 ) l j  —— -- + arctg-  | ‘ C, 1 7 ) - — - -  1 -  * arclg(x + 1) + C;
5 4 I x '  +9 * 3 j  2(x‘ + 2x + 2)

18) In | jc - 1 1 + l f  —r^—г +arctgx) + C\ \ 9) I  a r c t g  (x + 2 ) -  — arc t g*-*-2 + C.
2 vx ‘ t 1 J  a 2 4

П + Г;

c-w ,c ,
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2 0 ) - in-—/ --2 -— !—  с 21) ! .1 '
-I r - i i  2 ( 1 + 1) ■ 8 ;  ( r  t i )

— t larctgx St!. ' .
J

П ,  - f - 9  1 v 1 4x 7 8->/3 2 r - t
- „  1 к * " * - - 1 1 ' ! 3 > p - S T r - r - * - * - • «•

24)  In

8 ( x ~ - 2 x  5) 16 

(V  - 9 X
------ - a r c l g -
л" I 4 ! 3

Trigunometrik funksiyalurni integrallash

^ < - 4  ,A r
1 . 1 )  - « / W g ----- * ----- + 2 ) -  lg -  t 2!n

3 -■> 8 v. 2
X 

^2* + C; 3 )  —In 5 ^ -  + 3l + C;

’ :
~~ fc  : •<'^arccos—7̂ ~ + (~' ----------—V— + <-'; 2arc/g(sin дг)- s in  x-isin X  sin X

8 ) --In 
4

: i gx
I -  Igx +—sin 2x~C,  9 ) — j Л- -—sin 4.v i - s i n ; 2 r  : . ('■ 

4 16 i4 4 3 J

10) In j tgx; - l / g  x + C ; 1 1) - l in in g . 1
10 * 1 L , 12) — (21n |sin2x\+ct g22x)+C,

1 3)  - J2ardg\ —j=- j - x + 14)— Osin 7x 7sir 3.r) + Г;
W 2  / 42

I 5 ) - I  —а п З д г -— sin — —sir, x  j . O; 1 6 ) 1  , « I * * , E i i f  t i l l ^ l  , .
2'ч 3 10 2 j  ' 4  8 lf> 24

Irratsional funksiyalurni integra/lash

1.1) 2-J~x - 3'-Jx - t r f x  -  6ln(l - ’Vx) ■ C: 2)
( i -V 7 )2 i+VT

3 ) — ^ - O d  + x ) 2 ; CXI + X) t tf/TTx - 15) ! C; 4 ) (ЦДх+Т)2 • j — ! + C;

5) V2v : ;VIv : • 31 n (V 2 v -l + !) + ( ’ ; 6 ) - J ± ^ . f  - - J  —  I 
4 \ U -1  J 5 V U - i ;

7)ln i 2x -3  i 2yx~ 3.ic + 2 ! --C; 8)ln  ! x + 1 • - Jx22x t 5 j - O  9 ) In
• +1 + Vx2 f x + 1 j

10) —lc
2 4-X-.2V4 - 2x- «- j

J + f ;  1 1 )ln
. - x t  Vl  -- 2x -

I-V l- 2x -x z 
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12) In 11 l a- + J x 2 + :"jm 1 | i ------------p .  -  * (7;
x + 2 t  -J x 2 -  2x 4 2

13) —arcsinf-— :-  ; + —( х - 2 ) ^ 5  + 4 x - r 2 + C; 14) — - Jx2 - 4  -  2 In l.x + ' Jx2 - 4 [  +C;
2 V 3 J 2 ' 2

! 5 )  — 2J ——- f C ;  1 6 ) -a rc s in j——  j + C; \ 7 ) - \ 5 ^ - 2 x - x ‘  -arcsinj | +
V x 1 V* i у 2  у

) 8 )  -  2- J b x - x 2 - 8  l 9 ai csin( x -  3) + С; 19) 2 3l In 7=1 T /— I  ̂ ’1 + л/A I 1 r \lx /

20) У(2- Х‘У +Г; 21)V(H-JC3)5 -f— - - - i -V c ,  22 )—(л/7-3)-л/1 + \[x +(':
4x- ^ I  8 5 J  7

23 ) _ ^ £ l ( f , 2 4 ) - J 1^ j
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1. 1)0; 2)8; 3 )4 - ;  4) 4. 2. 1)/, >/,; 2)/, >/2 ; 3) /, </,; 4) /, </,. 3. 1 )^< /- <*;

2 )4  </, <4,/7; 3) 2<Л *6; 4) -</„ <3. 4. 1 ) - ;  2 )1 ;  3)8; 4 ) e - 2
5 2 2

integralni hisoblash

I )9 ;  2 ) - ;  3 ) - ;  4)1; 5 ) - ;  6 ) ^ * 1  7 ) l n - ;  8 ) - - ,  9)-2—- -  1 0 ) - ;  11)In
2 2 4 3 3 3 3 4

12) — ; 13) 14) —(8-5->/2), 15) In—; 1 6 ) 1 - - .  17)—-1; 18 )t '-2 ; 19)4;
36 36 12 3 4 2

Я

20)^|«и +2j ;  2 1 ) ^ — , 2 2 ) ^ - p  23)2; 2 4 )—

Xosmas integrallar
1. I) —; 2 ) -4 ;  3) uzoqlashadi; 4) uzoqlashadi; 5)—; 6 )— + — ln2; 7 ) 1  8 )2 ;

' 4  6 4 2 2

9~i !4y ; 12) uzoqlashadi; 13) uzoqlashadi; 14)7Г . 2. l ) a > l  da

yaqinlashadi va 0<a <1 da uzoqlashadi; 2) yaqinlashadi; 3) yaqinlashadi;

4) yaqinlashadi; 5) uzoqlashadi; 6) yaqinlashadi; 7) uzoqlashadi;
8) uzoqlashadi; 9) yaqinlashadi, 10) yaqinlashadi;
I I )  absolut yaqinlashadi; 12) absolut yaqinlashadi
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1 .1 )3 6 ;  2 )| ;  3)1 + 61n|, 4 )^+ 1 , 5 )| ; 6 ) y -8 1 n 2 ;  7 ) 1 ;  8 )| ; 9)12.т; 10)27*;

11)9; 12) 13> 1(17^ + 48), 1 4 ) 1 ^ 1 .  2. 1)л/з + 1|п(2 + л/з); 2) l f , - l V  3)
3 2 2\ ey

4) 2; 5) | 4 4 ln2’ 6 ) !+,n| ;  7)4л/3; 8)1(13л/п --8) 9)16, ]0)48,

11 )4а(2--/з); 12) 2.т + 3л/э. 3. I)— ?г; 2)36jt; 3)— jt; 4).7(2 +ж) 4. - я К 3 5 12т
3 3 3

6 .— *. 7. Збяг. 8 . 1 ) ^ я г ;  2 )— * ;  3 ) ^ - ;  4 ) ^ ж ; 5 )32*; 6)100*; 7)40*2; 8 ) - * -
з о 4 7 у 5 7 7 ?

9)72*; 10) | яй 3 9. (7(0;,Л). 10. Г  (о ;-у| .  П. А/, = 1 0 М,  = - ^ г , Г ^ ; 2 j

12. А/, = А/̂ , =•■!, д  =/ * С  Г|;^1. 13. С  | 0 ;| | .1 4 ./ ,  =80*;/ , ,  =125*.
-> j ;  V

Г 2 2  ̂ 15 ^
, 5 - 16 . С j 5 ; ^ *  j 17. 5 sm; 18. 0,32 k(im. 19. 7,68*. 20. 2 2 1 0 '  J.

(  f  -.80 ЛЛ 2

21. 150 /и. 22. 25 mis. 23. 180 + j ^<» » - ]  I I 24. 1000 т. 25. gy--~  + 2“->
'  V И  J  6

26. 324 1 . 27. 1 75.4 ftV.

Aniq integrallarning ratbiqlari
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Ayrim chiziqlaming grafiklari va tenglamalari
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