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KIRISH

Matematik tadgiqot usullari hozirgi zamon fan va texnikasida
0’ziga x0s muhim o’ringa ega. Hisoblash texnikasining rivojlanishi
va uning inson faoliyatining barcha jabhalaridagi tadbigini
kengayishi bilan bog’liqg bo’lishligi ogibatida, aynigsa,
matematikaning ahamiyati yanada oshdi. Bu esa muhandis
mutaxassislarning matematik tayyorgarligi yuqori bo’lishligiga doir
bo’lgan talabni yanada oshirish zaruriyatini vujudga keltiradi.

Matematika - fani fundamental fanlardan biri bo’lib, bu har
doim tabiiy va texnika fanlarini taraqqiy etishda muhim o’rin
egallagan.

Matematika fanini taraqqiy etishida o’rta asr olimlaridan Muso
al-Xorazmiy, Ahmad al-Farg’oniy, Abu Rayhon Beruniy, Mirzo
Ulug’bek va boshqalar juda katta hissa go’shganlar.

O’zbek  matematiklarining  matematika fani  sohasidagi

xizmatlarini yugori baholab, O’zbekiston Respublikasi Prezidenti
ILA.Karimovning “O’zbekiston XXI asr bo’sag’asida” asarida
shunday deydi: “Matematikaning “ehtimollar nazariyasi va
matematik statistika”, “differensial tenglamalar nazariyasi”,
“matematika-fizika tenglamalari”, “funksional analiz” sohalari
bo’yicha erishilgan natijalar respublikadan tashgarida ham
ma’lum”.

Yugorida aytilgan natijalarga ega bo’lishda matematiklaridan
V.l. Romanovskiy, T.N. Qori-Niyoziy, T.A. Sarimsakov,
S.X. Sirojdinov, 1.S. Artanix, M.S. Salohiddinov, Sh.A.Achilov,
T.A.Azlarov, Sh.A.Alimov, D.X.Xojiyev va boshgalaming
xizmatlari nihoyatda kattadir.

Mamlakatimizda barcha yo’nalishlar bo’yicha bakalavrlar
tayyorlash tizimiga o’tilgach, barcha fanlar bo’yicha o’quv rejalari
va tipik dasturlarni davlat standartiga gqo’yish zarurati tug’ildi. Shu
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bilan  birga xalgaro ta’lim berish  standartlarini  go’llash,
ujdodlarimizning boy milliy meroslarini shu jarayonga jalb qilish
kerak bo’ldi. Har bir yo’nalish bir necha mutaxassisliklami 0’z
ichiga olgani uchun, mamlakatimizdagi barcha texnik oliy o’quv
yurtlarida bakalavrlar tayyorlash bo’yicha oliy matematika fanidan
0’zbek tilidagi darslik tayyorlash muammosi paydo bo’ldi. Tavsiya
etilayotgan ushbu ma’ruzalar matni ana shu maqgsadlami ko’zda
tutadi.

Bu ma’ruzalar matni ToshDTU «2-oliy matematika» kafedrasi
professor-o’qituvchilari  tomonidan tayyorlanib, ToshDTUning
ilmiy-uslubiy  ishlar ~ bo’yicha oliy = matematikadan ishni
muvofiglashtirish kengashida muhokama gilindi.

Ushbu ma’ruzalar niatni oliy matematikaning barcha
jabhalarini 0’z ichiga olib, har bir bob bo’yicha oliy
matematikaning injenerlik ishiga tadbigi ko’rsatilgan. U oliy
o’quv yurtlarida dastlabki ikki bosgichda 456 soatlik auditoriya
darslariga mo’ljallangan 112 ta ma’ruzadan iborat. To’plamning
mazkur 1-gismiga 1l-semestrda o’qgiladigan 28 ta ma’ruza kiritilgan.



I-ma’ruza.
DETERMINANTLAR

1.1. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar.
Quyidagi an, au, aZ), a2 haqiqiy sonlardan tuzilgan

kvadrat jadvalga 2-tartibli kvadrat matritsa deyiladi, bu yerda
a,y-uning elementlari, au, al2 va a2, al2 lar uning satr
elementlari, au, ag va an, a2 ustun elementlari deb ataladi. afj
ning birinchi indeksi i satr ragami, j ustun ragamini bildiradi.
Misol uchun, a2 2-satr va 1l-ustunda joylashgan. Bu
matritsaning determinanti deb, quyidagi songa aytamiz:

Xuddi shunday

au aR an N

A= aX a2 a2

kvadrat jadvalni 3-tartibli kvadrat matritsa deb atasak, uning
determinanti deb quyidagi sonni aytamiz:



(D) va (2) determinantlar mos ravishda 2-tartibli va 3-
tartibli determinantlar deb ham ataladi.

(2) determinantni hisoblash uchun «uchburchaklar usuli»
deb ataluvchi quyidagi diagrammadan foydalanish mumkin:

a) (+) b) (-)

l-rasm.

Har bir diagrammada tutashtirilgan elementlar o’zaro
ko’paytirilib, keyin natijalar qo’shiladi,
a) diagrammadagi yig’indi «+» ishorasi bilan,
b) diagrammadagi yig’indi esa «-» ishora bilan olinib, ikkala
natija o’zaro qo’shiladi.

3-tartibli determinantlarni hisoblash uchun «Sarryus usuli»
deb ataluvchi quyidagi diagramma ham mavjud:

an ai2 al3 ay al2
a2l d2 &3 a2l a2

a 31 a 32 a 33% a 31 a 32

2-rasm.

bu yerda tutashtirilgan elementlar o’zaro ko’paytirilib, asosiy
diagonalga parallel tutashtirilganlari alohida qo’shilib «+»
ishora bilan, yon diagonalga parallel tutashtirilganlari alohida
qo’shilib «-» ishora bilan olinib, natijalar go’shiladi.
1.2. Detcrminantlarning xossalari. «
1 Agar determinantning barcha satr elementlarini ustun
elementlariga yoki aksincha almashtirilsa, uning giymati
0’zgarmaydi:



2. Agar determinantning ikki yonma-yon turgan satr (ustun)
elementlarini o’rnini mos ravishda almashtirsak, determinant
giymati garama-qgarshi ishoraga o’zgaradi:

°12 «l1 «n «12
«l2«21 «11«22 («11«22 «12«21)
«22 «2. «2! «22

3. Agar determinantning biror satri (ustun) elementlari umumiy
ko’paytuvchiga ega bo’lsa, u holda bu ko’paytuvchini
determinant tashqarisiga chigarish mumkin:

«l1 "2

a2l 2

4. Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari mos
ravishda boshga yo’l (ustun) elementlariga proportsional
bo’lsa, u holda determinant giymati nolga teng bo’ladi:

au Aau
°21  Acta

AauaZ - AalZa2 = ﬂ{anaﬂ ~a]2a2|§: AO” &

—Aan«2i Aana2 —A(aua2 aua2l)—A 0

Xususan, agar A=0 bo’lsa, determinant giymati nolga
tengdir.
5. Agar determinantning yo’l (ustun) elementlari ikki ifodaning
yig’indisi ko’rinishida bo’lsa, u holda determinant ikKki
determinant yig’indisi ko’rinishida yozilishi mumkin:



6. Agar determinantning yo’l (ustun) elementlarini biror /bl)
songa ko’paytirib, mos ravishda boshga yo’l (ustun)
elementlariga qo’shsak, determinant giymati o’zgarmaydi:

«n  «12+N71. « a\2 _ an Aau a\l an

a2l a2+ i a2 az @A a2 ax

Yuqorida keltirilgan xossalar determinant uchinchi va undan

yuqori tartibli bo’lganda ham o’rinlidir.

Keyingi xossalarni  Kkiritish  uchun uchinchi tartibli A
determinantdan foydalanamiz,

«1 a2 a3
A=a2 a2 3
Gl @@ 33

Berilgan uchinchi tartibli determinantning /-yo’li va j-
ustunini o’chirishda hosil bo’lgan ikkinchi tartibli determinant
aj elementning minori deyiladi va Mtj-deb belgilanadi.

Masalan, au elementning minori

MU = «? «23
X 3B
Xuddi shuningdek, aniki
M\2 = ald «»
«31 «33

ga teng va hokazo.
Qo’yidagi A,=(-DHMy ifoda af] elementning algebraik
to’ldiruvchisi deyiladi. au elementning algebraik to’ldiruvchisi



4 ,= , al2elementniki esa

ne ( va hokazo.

7. Determinantning biror yo’l  (ustun) elementlarini mos
ravishda o°’zining algebraik to’ldiruvchilariga ko’paytirib
qo’shsak, u holda vyig’indi determinant gqiymatiga teng
bo’ladi. Hagiqatdan,

A —ciyAg #cil7An  gidys L0 07 j+ 022103 3
A= apih) + A5l + a3 A=<  + Of,A22 + «r37r3
A —<F, Kiji 4 ciyyhys, + A=03IA3 +a2A2i + aBAB

Tengliklaming to’g’ri ekanligini isbotlash giyin emas.

«2?2 «23 «@l «23
A - £|A]| -ho127M2 +«13713  «ll -a +

«32 « 33 «31 « 33

«21
Yo "«11(« 22«33 « 23«32 ) «12 («2 1«33 « 23«31 )

«31

«13 Va2 «32

« i3« 22« 31 « 12« 2 1« 3 3 « 11« 23«32

8. Determinantning biror yo’l (ustun) elementlarini  mos
ravishda boshga yo’l (ustun) elementlarining algebraik
to’ldiruvchilariga ko’paytirib qo’shsak, u holda vyig'indi
nolga teng bo’ladi. Masalan,



1121 P 2 11323 a\W2 *Q21'2 + «31"32 ~ ®
1] i]2M32 133 a3 + «r°r3 + «r3-"\33 = ®

va hokazo. Hagiqatdan,

«1l2 «13 «11 «13 +
«11-731 + a i2-"32 + «13733 — «11 fl12
«22 f123 °2\ n23
+a Q W\ a\2
13 MIM2N23  MIM3N2 ALIM2A23Y
a 2\ n22

Yugorida keltirilgan xossalar quyida kiritiladigan n-tartibli
determinantlar uchun ham o’rinlidir.

1.3. n-tartibli determinantlar. Birinchi n ta natural

sonlarning {1,2,...,n] to’plamiga o’zini har ganday n mos
qo’yish n-tartibli o’rinlashtirish deyiladi. Har ganday n-tartibli
n o’rinlashtirish quyidagicha yozilishi mumkin:

12 n
Vi &y ®a

n

Xususan,

n12

7 \a\ «2

kanonik o’rinlashtirish deyiladi.

Agar i<j bo’lib, a,>o0; bo’lsa n o’rinlashtirishda (i.j)
juftlik inversiyani tashkil etadi deymiz. Agar barcha invers
juftliklar soni B(n) juft bo’lsa, n-o’rinlashtirish juft, agar S(n)
tog bo’lsa, n o’rinlashtirish toq deyiladi.
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Misol. Quyidagi

13 52 4
2 3 5 4 1

7=

o’rinlashtirishning juft yoki toq ekanligini aniglang.
Yechish: Berilgan o’rinlashtirishni kanonik ko’rinishda

yozib olamiz:
f\ 2 3 4 5~

" 2 4 3 1 b5y
va inversiyalar sonini hisoblaymiz. Invers juftliklarni (1,4),
(2,3), (2,4), (3,4) lar tashkil etgani uchun, S(n)~4, demak, n-
juft o’rinlashtirish ekan.
Ta’rif. Quyidagi:

au <3 an
a2l ar2 an

\ an\ an2 am/

Kvadrat matritsaning un-tartibli determinanti deb, quyidagi songa
aytiladi:
a\\ an a\n

a
detA =22 2% 2 =£(-1)apan(l)..a, up

am ar?

bu yerda yig’indi barcha n-tartibli o’rinlashtirishlar bo’yicha
bajariladi.



Bu ta’rifni tushunish uchun n=3 bo’igan holini ko’raylik.
Barcha 3-tartibli o’rinlashtirishlar quyidagicha bo’ladi:

\ .
N 203 fi 2 3 \ 23
n=o s T2y i
J / 3 Vv 2 31
\ 237 12 3 12 3"
D=g 21, ™ w13, 7, 32,

Har bir o’rinlashtirish uchun inversiya sonini hisoblasak:
S(M)=0, S(n)=2, S(w)=2, s@w=3, S(nH=1 S(hbh~1
.ekanligiga ishonch hosil gilamiz. U holda ta’rifga ko’ra:

au a \2 a \3
a 2\ a 22 a 23 °\ ]a 22a 33 2\ a 32a \3 '>ra \2a 23a 3\
an a 32 «33

al\ia 22a 3\ al\2a2\ay al\\a 2ia 32

ya’ni 3-tartibli determinant uchun avval keltirilgan formulani
hosil qildik.

Yugoridagiga o’xshab, n-tartibli determinant uchun ham
algebraik to’ldiruvchini Kiritish mumkin. u hoida 2-tartibli va 3-
tartibli determinantlarning barcha xossalari «-tartibli
determinantlar uchun ham o’rinli bo’ladi. Xususan,

detA ="a, KAK i=1,...,n
2 ( ) ®)

detA =Y jalkAlk (k=1,...,n)
I (4)
bu yerda Ak algebraik  to’ldiruvchilar /-l tartibli
determinantlardir, shu sababli, (3), (4) formulalarni «-tartibli



determinantni hisoblashning tartibini pasaytirish yoki satr va
ustun elementlari bo’yicha yoyish usuli deb ham atashadi.
Misol. Hisoblang:

2 -110
0 12-1
3-123
3 1 6 1

Yechish: Masalan 3-ustun elemenlarini avvr.l 2-ustunga va
-2 ga ko’paytirib 1-ustunga qo’shamiz:

0 0 1 0
4 3 41
-4 3 2 -1
=1 -1 1 3
11 2 3
-9 7
9 7 6 1
3-ustunni - 4 ga va 3 ga ko’paytirib, mos ravishda 1- va 2-
ustunlarga qo’shsak:
0 0 -1
-13 10
-13 10 3 =-1-
-13 10
-13 10 1
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2-ma’ruza.
MATRITSALAR

2.1. Matritsalar ustida arifmctik amallar.
Ta’rif: mxn o’lchamli matritsa deb, ait i=I,2,...,m,
7=1,2,...,/? sonlardan tuzilgan m ta satr, n ta ustunli quyidagi

a\l «2 Oy
A= a, 8y am
a'm2 K"

jadvalga aytamiz. Matritsa gisqacha, O=Wayll ko’rinishda ham
yozilishi mumkin.

Agar m=n bo’lsa, A kvadrat matritsa deyiladi.

Agar barcha i=l,2,....m, j=I,2,...,n lar uchun a”-by
bo’lsa, bir xil o’lchamli A=\\a™\ va B=\\b*\ matritsalarni teng
deymiz, ya’ni A=B.

Bir xil o’lchamli A=\a,, va B=W\bLl matritsalarni
yig’indisi A+B deb, shunday 5=11"1 matritsaga aytamizki,
bunda Si—djj+b'j, i=1,2,.,.,m, j=1,2,...,n bo’ladi.

Misol 1

'3 -1 2 IN f-2 1-1 1> '1 01 2s
4 3 0 - + 3-1 1 1 =7 2 10
vi 2 65 -2, ~2 -1 -4 -lj 3 i i -3,
JEllayll matritsani a songa ko’paytmasi deb, A matritsani
barcha elemcntlarini a ga ko’paytirishdan hosil bo’ladigan

V=\\blj\\, bij-aafi, i=1,2....m, j=I,2...... n, matritsaga aytamiz.
Misol 2.
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f1 2N '3 67
3- 3 -1 = 9 -3
-1 4, 12,

mxn o’lchamli A=llayll matritsaning nxk o’lchamli #=11/2yll
matritsaga ko’paytma.si deb, elementlari quyidagi

sij=ailblj+aib2+ ... +arbr, j=1,2,...m, j=1,2, ..., n.

formulalardan aniglanadigan mxk o’lchamli 5=11"11 matritsaga
aytamiz.

Misol 3.
(1 2°' 1+6 4-2 0+2
fi1 4 O
AB = 0 -1 — 0-3 0+1 O0-1
3 1 g
3 K v3+3 12-1 0+1
f7 2 2N
30141 C
6 11 1

Agar T”K bo’lsa, VA ko’paytmani bajarib bo’lmaydi,
lekin agar m-k bo’lsa, umumiy holda A V=VA bo’lmaydi,

chunki AV mxm o’lchamli, VA esa nxn o’lchamli matritsa
bo’ladi. Hatto m-n bo’lgan holda ham matritsalar ko’paytmasi
uchun kommutativlik (o’rin almashtirish) xossasi o’rinli emas.

Masalan,

'3 4 0 "2 0 1n
A= 1 2 -1 B= -1 10
11 2y 43 4 5,



f2 4 3N "7 7 2n
AB = -3 -2 -4 AB = -2 -2 41
9 7 u, 18 15 ¢

ya’ni AV*VA.

Bevosita tekshirish yo’li bilan quyidagi

1) (AA)B=A{XB)=LAB), &son;

2) (A+B) C=A C+B C;

3) C{A+B)=CA+CB;

4) A{B C)=(A B) C;
xossalarni o’rinli ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

Agar A va V nxn o’lchamli kvadrat matritsalar bo’lsa, u
holda

1) det(A B)-detA -detB;

2) det(AA)=A"detA;
munosabatlar o’rinli bo’ladi.

Agar barcha i,j lar uchun a®=ap bo’lsa, AT=\\aTl\
matritsani A=\\a”\ matritsaga transponirlangan matritsa deymiz.

Agar A mxn o’lchamli matritsa bo’lsa, AT nxm o’lchamli
matritsa bo’ladi.

Misol 4.
T
"3 -2 1IN
B 201
Kkl 1 2,
-1 2,

Quyidagi xossalar o’rinli:

1) (ADT=N;

2) (A+V)T=AT+VT

3) (A B)T=BTAT

Agar Aj-A bo’lsa, kvadrat A matritsa simmetrik, AT=-A
bo’lsa, kososimmetrik matritsa deb ataladi.
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Teorema. Har ganday J1 kvadrat matritsani simmetrik V va
kososimmetrik S matritsalar yig’indisi ko’rinishida ifodalash
mumKkin.

2.2. Teskari matritsa. Quyidagi nxn o’lchamli matritsani
ko’raylik:

[ 1 0 e On

0 1 0
E =

Ixtiyoriy nxn  o’lchamli ~ A-\\a”\  matritsa  uchun
A E-EA-A ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas, ya’ni E
matritsalar uchun birlik vazifasini bajaradi. Shuning uchun E ni
birlik matritsa deb aytiladi.

Determinanti 0 ga teng bo’lgan quyidagi har ganday nxn
o’lchamli A=\a,\\ matritsa maxsus matritsa deb ataladi:

a
det A - In

Aks holda, ya’ni det/i® bo’lsa, A matritsa maxsus
bo’lmagan matritsa cjeyiladi.
Masalan, avvalgi paragrafda ko’rilgan misolga ko’ra

2 -1 1 O
0 1 2 -
3 -1 2 3
3 1 6 1

matritsa maxsus matritsa, chunki
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1 24
detA =0

1 2 3

1 61

Ta’rif. Agar A-V=VA=E munosabat o’rinli bo’lsa, nx/7
o’lchamli kvadrat B=\\bM\ matritsani maxsus bo’lmagan nxn
o’lchamli  A=1«yll  matritsaga  teskari matritsa  deb
ataladi.Teskari matritsa V=A 1ko’rinishda belgilanadi.

Endi teskari matritsani bevosita hisoblash usullarini
ko’ramiz.

Faraz qilaylik, /=M1l maxsus bo’lmagan kvadrat
matritsa bo’lsin. Agar Atl- at] elementning delL4 dagi algebraik
to’ldiruvchisi bo’lsa, u holda

Al A2 .. An

poo A2 A2 - AR

VAU An m /

A ga biriktirilgan matritsa deb ataladi. Determinantning
(3), (4) xossalariga asosan, quyidagi kelib chiqgadi:

A'A=AA'=dclA E,  bundan ' Takta A

Teskari  matritsani  hisoblashning bu  wusuli  biriktirilgan
matritsalar usuli deb ataladi.
Misol 4. Biriktirilgan matritsalar usuli bilan

rl1 2 -14
A= 3 0 2
vé -2 5j.j

18



matritsaga teskari matiritsani toping.
Yechish: detA=-4. Demak, A maxsus bo’lmagan matritsa
ekan. Uning barcha algebraik to’ldiruvchilarini topamiz:

0 2 2 -1 o x 2 1 _,
= = fa— "y =
T2 5 22 5 0 2
B _11 g >§S@_Hl-l s
AT=~ 4 5 e 4 5 3 2
6 mi- - 2 10 A= %o
= - U -l - - ’ e =-b.
An A 4 -2 3 0

Shuning uchun,

f 4 -8 4
Av= -7 9 5
\ 10 -6
va
-2 -1
A~ =- -4A "= -7/4 9/4 -5/4

32 -5/2 312

Quyida ko’riladigan usulimiz elementar almashtirishlar
usuli deb ataladi.

Agar J1 nxn o’lchamli maxsus bo’lmagan kvadrat matritsa
bo’lsa, uning uchun o’lchami n\2n bo’lgan Ga=(A\E) matritsa
tuzib olamiz, ya’ni A matritsaga birlik E matritsani birlashtirib
tuzamiz. Hosil bo’lgan GA matritsani satrlari ustida elementar
almashtirishlar bajarib, uni (E\V) ko’rinishga keltiramiz. U
holda V=A"' bo’ladi.
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Elementar almashtigishlar usuli  yordamida

quyf&gﬂg;igorhat?i.tr c teskari matntsani topin%:

r3 2 1n
A= 45 2
214/

Yechish: g+ matritsani tuzib olamiz:

r3 211 0 o
rA= 4 520 10

21400K

matriKaninp ~trlarini mos ravishda y,, y2 y, deb belgilab

r
almashtirishlarni bajaramiz:

olib ular ustida

/ 1 = - y "o —y"
Wi 7\=Y[--Yv Y
f J I
MR=-y2
"o AY y* = _L_y"
¥ yrEYSEnYL 24
Natijada ketma-ke 4uyidagini hosil 4ilamiz:
23 13 1/3 0 0
3 21
4520 1 0 7.3 23 45 1 0
5 140 CV 0 -1/3 104 -2/3 0 1

/, 0 17 5/7 -2/7 O
0 | 2/7 -4/7 3/7 O
0 0 24/7 -6/7 1/7 1
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"1 0 0 3/4 -7/24 -1/24"
> 0 1 0-1/2 512 -1112
0 1-1/4 1/24 7/24 /

Demak,

[ 314 -7/24 -1/244
A-''= -1/2 5/12 -1/12

v 4 124 7124

Teskari matritsa quyidagi xossalarga ega:
1°. (aA) '-A'/a (a?Q)
2°. (AVy'= V'A'
3 (ANT=(AT '

I°-xossaning isboti. Agar atO bo’lsa, det(aA)=a"delA*0
bo’ladi, shuning uchun aA=\\aay\\ matritsa maxsus emas,
demak, (aA)l mavjud. Agar Ay deb aA matritsaning aay
elementining algebraik to’ldiruvchisi, Ay deb esa A matritsaning
Oy elementini algebraik to’ldiruvchisini belgilasak, u holda
Ay-cC'Ay ekanligiga ishonch hosil qgilish giyin emas. Shu
sababli,

1
(aA)' 1_ y | 4 a"-'A,
a”’dci A" a" detA
1 ] A = A
a detA' a detA a

2° xossaning isboti. Agar V’A 1ni A V ga o’ng tomonidan
ko’paytirilsa

AVV'AL-A(BBD)A'-AEAI=AA I=E.
Agar chap tomonidan ko’paytirsak:
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B'A ,AB=B'(A'A)B=B'EB=B'B=E
bo’ladi. Demak, hagigatdan (AV)'-V 'A lekan.
3° xossani isboti. AT ni (ADJ ga chap tomonidan
ko’paytiraylik, u holda 218§ dagi transponirlangan
matritsalarning 3-x.0ssasiga ko’ra

ATA)T=(A 'A)T=ET=E

va AT ni (A')T ga o’ng tomondan ko’paytirsak quyidagi hosil
bo’ladi:

(A9r AT =(AAI)T=ET=E.
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3-ma’ruza.

ARIFMETIK VEKTORLAR FAZOSI.
MATRITSANING RANGI

3.1 Arifmetik vektorlar. Ixtiyoriy n ta X,,X2...X,,

sonlarning har ganday tartiblangan to’plami arifmetik vektor
deyiladi va x-(xi,x2...,xn) kabi belgilanadi. x,,x2...,xn sonlar s
arifmetik vektorning komponentlari deb ataladi.
Arifmetik vektor ustida quyidagi amallarni kiritamiz.
Qo’shish: agar x=(xvx2...,xn) va y=(yuw2es->) bo’lsa, u
holda

X+Y=(X]+YVX2+y2 ... X,,+yn) (3.1)

bo’ladi.
Songa ko’paytirish: agar A.-biror son va x=(xI,x2...,xn)
arifmetik vektor bo’lsa, u holda

tac=(Ajt,,/1*2...,Axn (3.2)

bo’ladi.

Barcha arifmetik vektorlar to’plamini yuqoridagi Kiritilgan
amallarga ko’ra arifmetik vektorlar fazosi deb ataladi va Rn
bilan belgilanadi. Bu fazo chizigli fazo bo’ladi. Hagigatan,
ixtiyoriy x,ueRn lar uchun

1) x+y=y+x;

2) (xty)+z-x+(y+2z);

3) jet0=jg bu erda 0=(0, ... ,0) nol vektor;

4) har ganday x,u uchun shunday z mavjudki, x=u+z, z ni
X va u larning ayirmasi deb ataladi va z~x-u deb belgilanadi;

5) /U/mx)=(Au)x, A/n - ixtiyoriy sonlar;

6) 1x-X;

7) N(x+y)=Nx+1ly;

8) (A+/i)x =Ax +ilx.

23



Eslatma. Agar xux2....xn sonlar haqiqiy bo’lsa, R" xaqiqiy

arifmetik vektorlar fazosi, agar n®n;>..,xn lar kompleks bo’lsa,
Rn kompleks arifmetik fazo deb ataladi.

Agar shunday bir vagtda nolga teng bo'Imagan ALA2...As
sonlar mavjud bo’lib, AKI+A2x2+...+Asxs=0 bo’lsa, arifmetik
vektorlarning {x”x”..,xs) sistemasi chizigli bog’liq deyiladi.
Aks holda, bu sistema chizigli bog’liq emas deyiladi.

Faraz qgilaylik, Q-arifmetik vektorlarning ixtiyoriy to’plami
bo’lsin. V-{ele2...,.es] sistema Q da bazis tashkil etadi
deyiladi, agar
a) ekeQ, k=\,2,...,s\

b) V sistema chizigli bog'liq bo’Imasa;
v) ixtiyoriy xeQ uchun shunday A,,...,AS topilsaki,

L]

33)

=<
1

*=1

bo’lsa.
(3.3) formula x vektorning V bazis bo’yicha yoyilmasi deb

ataladi. A,,...,AS koeffitsientlar x vektorning V bazisdagi
koordinatlari deyiladi.

Misol 6. Agar

«,=(4,1,3,-2), a2=(1,2,-3,2), «,=(16,9,1,-3),

a4=(0,1,2,3), a5=(1,-1,15,0)

bo’lsa,

3a{+5a2a32a4+2a5
ni hisoblang.
Yechish: (3.1) va (3.2) ga asosan
3flj=(12,3,9,-6), 5a2=(5,10,-15,10),
2a4=(0,2,4,6), 2as=(2,-2,30,0),

3al+5a,-a32a4+2a5(12+5-16-0+2, 3+10-9-2-2, 9-15-1-4-30, -
6+10+3-6+0)=(3,0,-41,1).

Misol 7. x,=(-3,1,5) va n"=(6,-3,15)  arifmetik
vektorlarning chizigli bog’liq yoki chizigli bog’lig emasligini
aniglang.

Yechish: Ta’rifga ko’ra
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A 1+A2r2=(-3A,+6A7, NT}3N12 5 1 5 /=0
bundan,

-3A,+642=0,
Ar 3A7=0,
5/1,+15/12=0.

Ko’rinib turibdiki, bu tengliklarni bir vagtda fagat A,=0, 4,=0
giymatlar qanoatlantiradi. Demak, berilgan vektorlar chizigli
bog’lig emas ekan.

Misol 8. <?,=111,11), ~=(0,1,1,1,1), es=(0,0,1,1,1),
es=(0,,,l,1), £5=(0,0,0,0,1) arifmet'’k vektorlar sistemasi Rs da
bazis tashkil etishini ko’rsating.

Yechish: Avval bu sistema chizigli bog’lig emasligini
ko’rsatamiz. Haqgigatan

+A22~~A (3HALMH (D= (AL AT+A> A+ A2+ A3, A, + TR+ N13+14
At+ H+H4+45=0

bundan

4,=0, A|+9,=0, A+A"+A"—0, A\+Ai+Aj+A4=0

A +A;+A3+H4+HA;=0

va ketma-ket A=0, A,=0, A,=0, k=0, A=0 hosil bo’ladi, ya’ni
bu sistema chizigli bog’liq emas ekan.

Endi x=-(x"xbx1uxn,x5 Rs ning ixtiyoriy elementi bo’lsin. U
holda
X - (X DK2X3X4X5= (xbX xXbX\,X{)+ (0, X2-XIt X2-X,, X2-X,, X2Zx})+
+f0, 0, Xrx2 x3x2 xyx2+(0, o, o, x 4 b)+
+®,0,0,0, X5x4)=jc,(1, 1, 1, 1, IHfXxr.tJfO, 1, 1, 1, \)+(xr
*2(0,0,1,1,1)+ +(x4x3(0, 0, 0, 1, 1)+ (x5Xa(0, O, O, 0, 1)=
=X,e,+(X2-X,)e2+ (x3-x2 e 3+ (x4-x3)ed+(x5x4es.
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Agar x=(xux2xvx4,x5?0 bo’lsa, u holda xu x2-x, xyxx
O4x3 x5x4 bir vagtda nolga teng bo’lmaydi.  Shu sababli
(e.ez2e3eses; RBda bazis bo’lar ekan.

Masalan, x=(l, 0, 1,0, 1) arifmetik vektorning shu bazisdagi
koordinatlari x=(1, -1, 1, -1 1) bo’ladi.

Teorema 1 Agar ax a2 ab arifmetik vektorlar chizigli
bog’liq va vektor a, va a2 vektorlar orqali chizigli
ifodalanmasa, a] va a2 lar fagat o’zgarmas ko’paytuvchigagina
farq qiladi.

Ishot: ab a2 a3 lar chizigli bog’liq bo’lgani uchun bir
vagtda nolga teng bo’lmagan shunday AITAMAM sonlar topiladiki
Ala,+A2a2+A3A3bo’ladi.

Agar bo’lsa, u holda

deb yozish mumkin, lekin bu teorema shartiga zid, chunki a3
vektor a, va a2 lar orqali chizigli ifodalanib goladi. Shu sababli
/13=0 bo’lishi shart. U holda quyidagi bo’ladi:

Ala,+A2a2- 0,

bundan esa, agar AXX0 bo’lsa,

kelib chigadi. Teorema isbot bo’ldi.

Teorema 2. Agar ata2...,an arifmetik vektorlar chizigli
bog’lig bo’lmasa-yu, aua?...,anb lar chizigli bog’lig bo’lsa, u
holda b vektor axa2...,an vektor orgali chizigli ifodalanadi.

Ishot: axa2...,anh vektorlar teorema shartiga ko’ra chizigli
bog’lig bo’lgani uchun bir vagtda nolga teng bo’lmagan

shunday ALAZ2...,AnH sonlar topiladiki,
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Avax+A2a 2+ m+ Aran+Anbb—0Q (3.4)

In/ladi. Bu yerda Amd0 bo’lishi shart, aks holda, ya’ni agar
AMI=0 bo’lsa,

A |+ A2d-\-. .. +Artin-0

bo’lib, bundan va a,a2...,.an laming chizigli bog’liq
emasligidan Al=A2=...=A,,=0 kelib chigadi, ya’ni a,,a2...,anb
lar chizigli bog’lig emas degan xato xulosaga kelamiz. Shu
sababli AmM®0, u holda (3.4) ni

A A,
=—r—ax~— a2 — an
m 1" AM
deb yozish mumkin. Teorema isbot bo’ldi.

Teorema 3. aua2...,am arifmetik vektorlar orqali chizigli
ifodalanuvchi har ganday n>m ta bu b2 ...,bn arifmetik
vektorlar sistemasi chizigli bog’lig bo’ladi.

Isbotni matematik induktsiya usuli bilan amalga oshiramiz.

m -1 bo’lganda teoremaning to’g’riligiga ishonch hosil
gilish giyin emas. Faraz gilaylik, teorema m—k-1 uchun to’g’ri
bo’lsin deb m-k uchun tekshiramiz.

Agar

b\~cllal+.. .+c lkak
b2—€21«i+...+cdak,

b,,=c,.la]+...+cnak

bo’lsa, quyidagi 2 hoi yuz berishi mumkin.
1 Barcha cu,c2.....cnl koeffitsientlar nolga teng. Unda
bvb2...,bn lar k-1 ta vektorlar orgali chizigli ifodalanib goladi,

bu hoi uchun farazimizga ko’ra teorema to’g’ri.
2. 4, ning koeffitsientlarini kamida bittasi noldan farqli.

Umumiylikni buzmagan holda cn”0 deb faraz gilishi mumkin.
Agar
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b\ = b2— —b}

'31

b\ =b}

b[=bA-"-b X
c\

desak, bu vektorlar ava2...,am orqali chizigli ifodalanadi va
ularning soni n-1 teorema shartiga ko’ra k-\ dan Katta.
Qilingan farazga ko’ra bu sistema chizigli bog’liq, ya’ni
shunday bir vagtda nolga teng bo’lmagan y2...y, sonlar
topiladiki,

r?b2+-+rJ1 =o

bo’ladi. Agar B2....,b'n lar o’rniga ularning bub2...,bn lar orgali
ifodasini go’ysak,

rA +rzx2+...+rA =0

bu yerda
W=~~Y1i-~
CU cu
hosil bo’ladi. y2...,yn lar bir vagtda nolga teng bo’lmagani

uchun bltb2...,bn lar chizigli bog’lig ekanligi kelib chigadi.

Har ganday vektorlar sistemasi QaR" kamida bitta bazisga
ega va bu sistemaning barcha bazislari bir xil sondagi
vektorlardan tuzilgan bo’ladi. Bu sonni Q sistemaning rangi
deb ataladi va rangQ yoki r(Q) ko’rinishda belgilanadi.
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R" fazoning rangi n ga teng, uni bu fazoning o’lchami deb
ataladi. R" da bazis tashkil etuvchi quyidagi sistema

e,=(l, 0,0, ..., 0),
e2=(0, 1, 0, ..., 0),

e=®, 0,0, ..., 1

kanonik bazis deb ataladi.

Rn ning har ganday x vektoriga uning shu bazisdagi
koordinatlar ustunini o’zaro bir giymatli mos qo’yish mumkin,
ya’ni

X = X,e, +X222+...+Xnen <X =

\.XnJ

Eslatma. Vektorning komponentalari bilan uning biror
bazisdagi koordinatalarini farglash zarur. Ular fagat kanonik
bazis uchun bir xil bo’ladi xalos. Bunga 8-misolda keltirilgan
vektor misol bo’la oladi.

3.2 Matritsaning rangi. Faraz qilaylik, mxn o’lchamli A
matritsada ixtiyoriy ravishda uning k ta satr va K ta ustuni biror
usul bilan tanlangan bo’lsin, bu yerda k<min(m,n). Bu
tanlangan satr va ustunlardan tuzilgan fc-tartibli determinant A
matritsaning /c-tartibli minori deyiladi.

Ta’rif. Noldan fargli minorlarning eng yuqori tartibi A
matritsaning rangi deb ataladi.

Agar r(A)=r bo’lsa, noldan fargli r—tartibli har ganday
minor A matritsaning rangi deb ataladi.

mxn o’lchamli A matritsaning barcha satrlarini (yo
satrlarini yo ustunlarini) R" ning yoki mos ravishda R™ ning
arifmetik vektorlari sistemasi deb garash mumkin.

Isbotsiz quyidagi teoremani keltiramiz.
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Teorema 3. Matritsaning rangi uning  yo’llari
sistemasining rangiga teng bo’ladi va bazis minorini 0’z ichiga
olgan yo’llar sistemasida bazis tashkil etadi.

Matritsa rangini hisoblashning ikkita usulini ko’ramiz.

1-usul o’rab turuvchi minorlar usuli deb ataladi.

Agar M2 minor Af, minorni to’la 0’z ichiga olsa, M2 minor Mx
minorni o’rab turadi deymiz. Masalan,

4 . «12 «13 «l4 «1l5
«21 «22 «23 «24 «25
A =
«31 «32 «33 «34 «35
N «dl «42 «43 «44 «45 y
matritsada
a\2 aU
M,
a 22 a 2b
bo’lsa.

?
ag 32 P

uni o’rab turuvchi minor bo’ladi.

Faraz qgilaylik, A matritsada noldan fargli biror ~-tartibli
minor M aniglangan bo’lsin. M ni o’rab turuvchi (k+ 1j-tartibli
minorlami ko’rib chigamiz. Agar bu minorlarning hammasi
nolga teng bo’lsa, u holda matritsaning rangi kK bo’ladi. Agar
bu (k+1J-tartibli minorlarning orasida hech bo’lmaganda bitta
noldan farglisi Mkd bo’lsa, MkH ni o’rab turuvchi barcha (k+2)-
tartibli minorlarni ko’rib chigamiz va hokazo. Bu jarayon to
o’rab turuvchi minorlar orasida kamida bitta noldan fargli
topilmaguncha davom etadi.

Misol. Quyidagi matritsaning rangini toping:
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Ko’rinib turibdiki

-4 3
M7 - *0
21

Uni o'rgb turuvchi 3-tartibli minorlar orasida masalan

2 -4 3
M3=1 -2 1
0o 1 -1

minor noldan fargli. Lekin M3 ni o’rab turuvchi 4-tartibli
minorlar

2 -4 3 1 2 -4 3 10

1 -2 1 -4 1 -2 1 -4 2
=0, 0.

o 1 -1 3 o 1 -1 31

4 -7 4 -4 4 -7 4 -4 5

Shu sababli A matritsaning rangi r(A)=3, uning bazis minori
bo’ladi.

2-usul elementar almashtirishlar usuli deb ataladi.
matritsalar ustida quyidagi elementar almashtirishlar deb
ataluvchi almashtirishlarni bajarish mumkin:

1) Biror yo’lni songa ko’paytirishi;

2) Biror yo’Ining elementlariga unga proportsional bo’lgan

undan avvalgi yo’lning elementlarini qo’shish;
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3) Biror yo’lning elementlariga unga proportsional bo’lgar
undan keyingi yo’l elementlarini go’shish.
Bu almashtirishlarning birinchisini satrlar ustida bajarish
uchun berilgan matritsani quyidagi maxsus tuzilgan

matritsaga chapdan ko’paytirish kifoya.
2)-almashtirishni satrlar ustida bajarish uchun esa berilgan
matritsani quyidagi

(\

matritsaga chapdan ko’paytirish va nihoyat 3)-almashtirishni
satrlar ustida bajarish uchun shu matritsani quyidagi

fl

matritsaga chapdan ko’paytirish kifoya. Masalan,
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0o a o X y Z = ox ay az
o 0 gk v W v
(1 0 0'"ra b cn f a b c °
0 1 0 x y z = X Yy z
a \Y yu+ax v+ay w+az

f\ 0 0"fa b Q) f a b c \

0 1 x x y zZ = x+oum y+ov 2+ocw

vo O b u Vv W o Vv w o,

Agar bu almashtirishlar ustunlar ustida bajariladigan bo’lsa,
berilgan matritsani shu maxsus tuzilgan matritsalarga mos
ravishda o’ngdan ko’paytirish kerak.

Agar satrlar ustida 1) va 2) almashtirishlarni bir necha
marta bajarish lozim bo’lsa, berilgan matritsani

r 0o - o'
Yy 21 Yy 22 [
(3.5)
\Yn Yn2 s  Ymy

matritsaga chapdan ko’paytirish kerak bo’ladi.

Xuddi shunday, agar 1) va 3) almashtirishlarni bir necha
marta satrlar ustida bajarish lozim bo’lsa, bu matritsani

(3.6)

nnJ
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matritsaga chapdan ko’paytirish etarli.

Agar ustunlar ustida 1) va 2) almashtirishlarni bir nccha
marta bajarishgan bo’lsa, matritsani (3.6) ga o’ngdan, agar 1)
va 3) almashtirishlar bajariladigan bo’lsa, berilgan matritsani
(3.5) ga o’ngdan ko’paytirish kifoya giladi.

Bu usul quyidagi teoremaga asoslanadi.

Teorema 4. Matritsaning yo’llari ustida bajariladigan har
ganday elementar almashtirishlar matritsa rangini
0’zgartirmaydi.

Isbot: Faraz gilaylik r(A)=r bo’lib, bazis minor

yo’llarini 0’z ichiga olgan bo’lsin. Mr ning
al ~ (AlU>all’ eee> air’ see’ A n)> eee> ar ~ (arl' ar2>eee’ arr> arn)
arifmetik vektorlarning sistemasini garaylik. MrA) bo’lgani

uchun a, sistema barcha yo’llar sistemasida bazis
tashkil etadi.

Agar Mr vyo’llarini 0’z ichiga olgan vyo’llar ustida
almashtirishlar bajarib, ularni

(#1,0, ...,0 alrH, ..., aln),
0, & N2, rH\>—) &n) '

(0,0 , ar, arr+v.., am

ko’rinishga keltirsak, bu arifmetik vektorlardan tuzilgan sistema
ham barcha yo’llar sistemasida bazis tashkil etadi. Ko’rinib
turibdiki, bu sistema rangi ham r ga teng. Teorema isbot
bo’ldi.
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4-ma’ruza.
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

4.1. Umumiy tushunchalar. Quyidagi n ta noma’lumli m
la tenglamalar sistemasini garaylik

0,*, +anx2+... +alxn =bl,

«21*1 ar2X2 +eeem*" a2nXn ~ "2 >
(4.2)
Xt o T tamxp=bm,
Agar bu yerda
«ll>«12>" - «!, \;
A= itz man x = X2 g= K
\am\’am2’-a-»anm KPT;
desak, (4.1) ni matritsa ko’rinishda yozish mumkin:
AX=V. (4.2)

Agar V=0 bo’lsa, sistema bir jinsli, aks holda bir jinsli
bo’lmagan sistema deyiladi. (4.1) sistemaning yechimi deb
(4.2) ni ayniyatga aylantiradigan har ganday n ta komponentali

ustun vektor X ga aytiladi (X yechimga mos keluvchi x&R"
arifmetik vektorni ham (4.1) sistemaning yechimi deb ataladi).
Agar sistema kamida bitta yechimga ega bo’lsa, uni
birgalikda deyiladi, aks holda birgalikda emas deyiladi.
Agar ikkita sistema yechimlari to’plami bir xil bo’lsa,
ularni ekvivalent deyiladi.
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4.2. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning
matritsalar usuli va Kramer formulalari.

Faraz qilaylik, (4.1) sistemada n-m bo’lsin. Agar detA")
bo’lsa, u holda ma’lumki (garang 2.2 bo’limga). Bunday
matritsaga teskari A-l matritsa mavjud. A'lni (4.2) ga chapdan
go’llasak:

X= AV (4.3)

tenglik hosil bo’ladi. (4.3) ning o’ng tomonidagi ko’paytirish
amalini bajarib, hosil bo’lgan ustunlarning mos
komponentalarini tenglab, (4.1) ning yagona yechimini hosil
gilamiz. Sistemani yechishning bu usuli matritsalar usuli deb
ataladi.

Yechimni yuqorida ko’rsatilgan usuli yordamida topaylik.
U holda

. = A, +A2b2+...+ Anbn

/-1,2,...,n. (4 4]
det A

hosil ~ bo’ladi. Tengliklarni o’ng tomonidagi kasr suratidagi
yig’indining determinantni biror yo’li bo’yicha yoyib hisoblash
usulidan (garang, 1.3 bo’lim, (3), (4) formulalar) foydalanib,
quyidagi

«N- h\ ai,+r- m\n

A = , i=1n

B»,-"an K a»>

determinantlar ko’rinishida ifodalash mumkin.
Agar A=detA deb belgilasak, (4.4) tengliklarni

X, i=1,n

36



ko’rinishda yozib olsa bo’ladi. Bu (4.5) formulalar Kramer
formulalari deb ataladi.
Misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:

3X, +2x2 +x3 =5

2X, - X2+ x3=6

X, + 5x2=-3
Yechish: Sistemaning
3 2 11
A= 2 -1 1
1 5 0y

niatritsasi maxsuc emas, chunki dcL4=-2*0. Biriktirilgan
matritsasi

(5 5 3
At= 1 -1 -1
1 -13 -7

ko’rinishga ega. U holda teskari matritsa

-5 5 3n
A-' = 1 -1 -1
n -13 -7
bo'ladi va nihoyat,

f-5 5 3> 5> 1f_24A—f_1Z'

X =A'B=-~ 1 -1 -1 &6 ;)
13 _, v-3, I
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Bundan, xI=2, x2=-\, ;¢3=1 ekanligini hosil gilamiz.

Endi sistemani Kramer formulalari yordamida
hisoblaymiz:
5 2 1 3 5 1 3 2 5
6 -1 1=-4 N2=2 6 1=2 [A3=2-16
-3 5 0 1 -3 0 1 5 -3
n A, , n,
1 % " ~ = L] * i, _
Demak, I N 3=~ ekan

Eslatma. Agar (4.1) sistema bir jinsli bo’lib, uning
matritsasi xosmas, ya’ni A=det*0 bo’lsa, u holda bunday
sistema yagona trivial deb ataluvchi nol je=(0,0,...,0) echimga
ega bo’ladi. Haqgigatdan, bunday sistemani ozod hadlari nolga
teng bo’lgani uchun A, determinantlar nolga teng

bo’ladi, Kramer formulalariga asosan esa x,=0, x2=0,...xn=0
ekanligi  kelib chigadi. Shu sababli bir jinsli chizigli
tenglamalar sistemasi noldan farqli, ya’ni kamida bitta

komponentasi nolga teng bo’lmagan, x=(xl,...,x,,) yechimga ega
bo’lishi uchun uning matritsasi xos bo’lishi shart (A=0).

4.3. Ixtiyoriy chizigli tenglamalar sistemasini yechish.
Bunda umuman ti-m bo’lishi shart emas deb hisoblaymiz.
Quyidagi matritsa

fid . an b')
°2\ = an b2

= =

\an (|
bmgaytirilgan matritsa deb ataladi.

Teorema (Kroneker-Kapelli). (4.1) sistema birgalikda
bo’lishi uchun rangA=rangA A bo’lishi zarur va yetarlidir.
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Zarurligi: Faraz qilaylik, (4.1) sistema birgalikda va
r()=k bo’lsin. Biz r(A)=k ekanini isbotlashimiz kerak. r(A)=k
bo’lgani uchun A matritsaga A matritsaga ham tegishli bo’lgan
K tartibli noldan fargli minor mavjud. Shuning uchun r(n)>«k

bo’ladi. Endi bu minorni gamrovchi A matritsaning har
ganday A:+l-tartibli minori nolga teng ekanligini isbotlash
farur. Bu minorning bitta ustuni ozod hadlardan iborat.
IJmumiylikni buzmagan holda bu minor

11 a1k bx

deb faraz qilishimiz mumkin, chunki aks holda sistemaning
tcnglamalarini va no’malumlarnng joyini almashtirib shu holga
olib kelsa bo’ladi. Shartga ko’ra (4.1) sistema birgalikda,
shuning uchun shunday x=(x,,...,xj arifmetik vektor mavjudki,
u sistemaning qanoatlantiradi, xususan, u sistemaning birinchi
k+1 ta tenglamasini ham ganoatlantiradi. U holda

aux, + ... +axkxk+ 4, =0

(4.5)

ak\Viix 1+ «.o+ ak+\,kXk + ~k+\
bu yerda

A —a, kPXkA + e+ aJnxn

(4.6)

Ak+1 o~ a k+\ k+HXk+\ + ..+ ak+],nXn b K+\

(4.5) asosida quyidagi
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aunY\ + eee + axkyK +AMH = 0

4.7)
UK +— +akHityk +Akdyw =0

sistemani tuzib olamiz. Bu sistema birgalikda, chunki uni
noldan fargli y=(x....... 1) yechim ganoatlantiradi. U holda (
4.2 bo’limdagi eslatmaga garang) bir jinsli (4.7) sistemaning
determinanti nolga teng, ya’ni

WRD &
@+1,1 «mc*+1,* ak+\ kt\Xk+H\ + ...+ aM X,  bk+1
n 1 ome«.* «IS 1 eeec!* h\
= E -
=t

WCH] eom*H*  FHYV  H e mFHIM M4

O

&L eeec*+1 ¥ bk\

chunki r(A)=k bo’lgani uchun yig’indiga Kkiruvchi barcha
determinantlar nolga teng. Demak, r( A)=k ekan.

Yetarliligi: Endi r(A)=r(A)=k bo'lsin deb faraz qilaylik.
Sistema birgalikda ekanligini isbot qilish kerak. Qilingan
farazga ko’ra, sistemaning shunday k ta tenglamasi mavjudki,
uning no’malumlari oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan k-
tartibli determinanti noldan farglidir. Tenglamaning birinchi
gismida qilinganidek, umumiylikni buzmagan holda bu aynan
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tenglamalar deb faraz qilish mumkin. Shartga ko’ra, uning
uchun

au m 4k

ak\ ' mmm Kk
(4.8) sistemani quyidagicha yozib olamiz:
c\N +... +akkk = /1 —a, * H{ —

(4.9)
at,x, +... + akkxk —bk  akjctx ki awwin

a*0 bo’lgani uchun bu sistema yagona yechimga ega va u
Kramer formulalari yordamida topish mumkin:

0 1=
= = N ~ ~ n
X\= =~ 4t (D)~ alihXich ~ mm- alixn)

(4.10)

w=_ =/ “ aKM\XK" -EEE-abIXM)

a o

bu yerda Ag, i=\,2,....,k, ad elementining <x determinantdagi
algebraik to’ldiruvchisidir. xkH,...,x,, larga har xil qgiymatlar

berish mumkin, xx...,xk larning giymatlari esa (4.10) formulalar
orgali  hisoblanadi. Demak, (4.9) sistema cheksiz ko’p
yechimga ega ekan.



Endi bu yechimlar (4.1) sistemaning (4.9) ga kirmagan
tenglamalarini ham qanoatlantirishini  ko’rsatishimiz kerak.
Buning uchun (4.10) yechimlar (4.1) ning &+l tenglamasini
ham yechimi ekanligini ko’rsatish kifoya.

(4.1) sistemaning avvalgi £+1 ta tenglamasini olib, ularni
(4.5) ko’rinishida yozib olamiz. Faraz qilaylik, x arifmetik
vektor (4.5) ning dastlabki k ta tenglamasini yechimi bo’lsin.
Xuddi yugoridagidek, (4.7) tenglamalar sistemasini tuzib
olamiz. Bu sistemaning determinanti nolga teng. Shuning uchun
bu sistema trivial bo’lmagan y,,...,ykil yechimga ega. Bu yerda
ytH1*0, chunki, aks holda (4.7) sistema y.....,ykO yechimga ega
bo’ladi, bundan y,=0,...,yk=0 ekanligi kelib chigadi, chunki
0*0, ya’ni (4.7) trivial y,=y2=...=yt+1=0 yechimga ega bo’lib
goladi. (4.5) sistema bir jinsli bo’lgani uchun

Ykl YMm

sonlar ham bu sistemaning yechimi bo’ladi. U holda Ji»—

lar (4.5) sistemaning dastlabki k ta tenglamalarining yechimi
bo’ladi. Bizga ma’lumki, bu sistema yagona xu...,xk yechimga
ega edi. <7*0 bo’lgani uchun z[ =xl,...,2’k =xk bo’lishi shart.

Agar bu qgiymatlarning va zki =1 ni (4.7) ning k+1-
tenglamasiga qo’ysak, tenglik bajarilishiga ishonch hosil
gilamiz. Demak, xv...xk lar (4.5) ning k+I-tenglamasini

ganoatlantiradi va (4.6) ga asosan, X=(X,...,X,,) (4.1) ning k+1-
tenglamasini yechimi ekan. Teorema to’lig isbot bo’ldi.

Eslatma: agar gml=cl...x=c,,.k desak, barcha xv...,xk lar
cv....cnk larga bog’lig bo’lib qoladi. (x/c.....,cnk),...,xk

(cl,...,cnk,cl,....c,, WT ustun (4.1) ning umumiy yechimi deb
ataladi.
Misol. Quyidagi sistemani yeching:
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x +y+ 2=1
x+y+22 =1
X+y +3z =2

Yechish:
111
A=1 1 2
113
Shuning uchun
11
A= 11 2
11 3
11 1%0
matritsa uchun r(A)=2, chunki 1 , = . Kengaytirilgan
"11 1 0
A= 112 1
, 113 2,
matritsa uchun r(A) = 3, chunki shu matritsaning
111
12 1=1*0
13 2

ya’ni r(A) >r(A) bo’lyapti. Yugoridagi teoremaga asosan, bu
sistema yechimga ega emas deyish mumkin.
Misol. Sistemani yeching:

X+y +z —1
X+y +7z=1

2X +2y +4z - 2.
Yechish: Uning determinanti
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1 1
a=11 =0
2 2 4
Bevosita hisoblash yo’li bilan r(A) =r(A) =2 ekanligiga
ishonch hosil gilishimiz mumkin. Berilgan sistemani birinchi va
ikkinchi tenglamalaridan
x+y+z=1 1
X+y+2z=1J
sistemani tuzib olamiz. Uni 0’z navbatida

X+z=1—y, 1
X+2z =1-vy.j
ko’rinishda yozib olamiz. Bu sistema uchun
‘= =1*0
& 12
shu sababli, u yagona yechimga ega:
1-n1 1 1-y
X = Z= =0
l1-y 2 1 1-y

Demak, u ning har ganday giymatida (I-u, u, 0J uchlik
berilgan sistemaning yechimi bo’ladi.
Agar u=S desak, fl-S, S, 0)T ustun berilgan sistemaning

umumiy yechimi bo’ladi.
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5-ma’ruza.

5.1. BIR JINSLI SISTEMALAR.

Quyidagi
a\\Xx+... +alnxn =0,

(4.11)

bir jinsli sistemani garaylik. Bu sistema har doim birgalikda,
chunki uning kamida trivial jc=0 yechimi bor. Uning trivial
bo’lmagan yechimi mavjud bo’lishi uchun r(A)-r<min(m,n)
bo’lishi zarur va yetarlidir.

Faraz qilaylik, QcR"-bir jinsli (4.4) sistemaning barcha
yechimlari to’plami bo’lsin. Bu to’plamdagi har ganday bazis
n-r ta ele2...,enr chizigli bog’lig bo’lmagan vektorlardan
tuzilgandir. Kanonik bazisda unga mos keluvchi EVE2...,Enr
vektorlar sistemasi fundamental yechimlar sistemasi deb ataladi.
Uning yechimi quyidagicha:

X-SIElI+...+SniEnr

Ko’rinishda yozish mumkin, bu yerda Sv..S,_r ixtiyoriy
0’zgarmaslar.
Misol. Quyidagi bir jinsli sistemaning fundamental
yechimlar sistemasini va umumiy yechimini toping:
2X, - 4x2 +5x3+3x4=0,

3ic, - 6x2+4a'3+2x4 =0,
4x, - + 17x3+ 1\x, - O.

Yechish: Bu sistemaning matritsasini tuzib olamiz:
r2 -4 5 3n

A= 3 -6 4 2
4 -8 17 1,
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r(A)=2 (tekshiring!). Bazis minor sifatida, masalan,
5 3
M2= =-2*0
4 2

ni olishimiz mumkin. U holda sistemaning 3- tenglamasini
tashlab, uni quyidagi ko’rinishga keldramiz:

5jc3 + 3xN = -2 jg + 4jt,
4x3+ 2jc4 = -3X, + 6X2

Bunda, agar x,-S,, x2=S2 desak,
Xb= C, +5C,, x. =—C, - 1C-,
2 2
topiladi. Demak, sistemaning umumiy yechimi
G
*=(C.C9= _g+c

-C, -7C,

bo’ladi. Bundan mos ravishda S,=I, S2=0 va S,-0, S2=I| deb,
fundamental yechimlar sistemasini topamiz:

f 11 0
0 |
5 S = =° =
2 5
7
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5.2. Jordan-Gaussning  noma’lumlarni ketma-ket

yo’gotish usuli. Bu usulning asosiy ma’nosi berilgan (4.1)
sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib olib, uning
yo’llari ustida elementar almashtirishlar bajarib, uni quyidagi
ko’rinishga keltirishdir:

fAo0 0 »p141 = aV  hi)
0 1 =+ 0 g2+ a2 K

0 0 U rr+1  we  al K

0 0 0 0 o 0

0 0 .0 0 0 hi
(4.12) matritsa o0’z navbatida quyidagi (4.1) ga ekvivalent
bo’lgan
+... +ajpxn-b[

X2+a2ridXr4 +... + aznxn ~ b2

Xr+ a'rr+ixr+i + -~ + ah,xn=b"'r
0="br
O=1uT

tenglamalar sistemasining kengaytirilgan matritsasidir. Agar
(4.12) da Br#,...,b'm sonlarning hech bo’Imaganda bittasi noldan
fargli bo’lsa, (4.13) va 0’z navbatida (4.1) sistemalar birgalikda
bo’Imaydi.

Agar bl =... =bm=0 bo’lsa, u holda sistema birgalikda

bo’ladi va (4.13) formulalar xv...,xr noma’lumlarning xr+v...,xn
noma’lumlar orgali ifodasini beradi.
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Misol. Sistemani yeching:

jc, + 2x2 +3X, + 4x4 = 5,
X2+ 2x3+3x4 =1,
X, + 3*3 + 4jc4 = 2,

X, +X2+5x3+6x4=1
kengaytirilgan matritsani yozib olaylik:

f]
0

A=
1

2 3 4 51
12 3 1
0 3 4 2
1 158 1,

bu matritsaning satrlari ustida elementar almashtirishlar
bajaramiz:

fl1 2 3 4 2 3 4
A=0123 1 2 3

10 3 4 -2 0 -3

llI56 / -12 2 -4,
12 3 4 5 ~10 3 4 2 4 0 3 4 2
0-200 -3 0200 3 020 0 3
0 12 3 1 0 0 2 3 1/2 0 0 2 3 1/2
0-122 -4 0022 .52 1000-1 -2
10 3 4 2 10 3 0 -6 10 o o 15/4
0200 3 0200 3 0200 3
00 2 3 12 0 0 2 0 =13/2 0 0 2 0 -13/2
0001 2) 00 0 1 %2 0 00 1 2 g

bundan x/=2, n3=-13/4, x,=3/2, n,=15/4 kelib chigadi.
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6-ma’ruza.

6.1. VEKTORLAR ALGEBRASI.
UMUMIY TUSHUNCHALAR.

Elementar geometriyadan ma’lumki, kesma deb to’g’ri
chizigning ikki nuqtasi bilan chegaralangan bo’lagiga aytiladi.
Uning uzunligi deb, tanlangan masshtab birligiga nisbatan
kesmaning chegaralari orasidagi masofani o’lchash natijasida
olinadigan musbat son giymatini tushunamiz.

Agar biror to’g’ri chiziqda ikki A va B nugqtalar olib, shu
to’g’ri chiziq bo’ylab siljiydigan nuqgtani garasak, bu nuqgta
to’g’ri chizigda ikki yo’nalish aniqlaydi.: bittasi A nugtadan V
nugta tomonga qarab, ikkinchisi teskari, ya’ni V nuqtadan A
nugta tomonga harakatlanadi. Bu yo’nalishlardan birini musbat
yo’nalish deb atasak, unga teskari yo’nalishni manfiy yo’nalish
deb atash mumkin.

Yo’nalishga ega bo’lgan to’g’ri chiziq o’q deb ataladi.

1-rasm.

Agar o’glar parallelgina bo’lib  golmay, musbat
yo’nalishlari ham bir xil bo’lsa, u holda bu o’qglarni bir xil
yo’nalgan deymiz. Parallel bo’lib, musbat yo’nalishlari teskari
bo’lgan o’glarni garama-qgarshi yo’nalgan o’glar deb ataladi.
Agar o’qlar o’zaro perpendikulyar bo’lsa, musbat yo’nalishlari
gandayligidan qat’iy nazar ularni ortogonal o’glar deyiladi.

Agar to'g’ri chizigning biror kesmasida musbat yo’nalish
berilgan bo’lsa, bu kesmani vektor deb ataladi. kesmaning
chegara nugqtalaridan birini uning boshi, ikkinchisini oxiri
desak, vektorning musbat yo’nalishi uning boshidan oxiriga
garab bo’ladi.
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Boshi A nuqtada, oxiri V nuqtada bo’lgan vektorni AB
ko’rinishda belgilanadi. Vektorni bitta harf bilan belgilash ham

gabul gilingan. Masalan a,s yoki c¢ va xokazo.
Vektorning uzunligi deb, shu vektorni ifodalovchi
kesmaning uzunligi tushuniladi. Demak, agar AV Kkesmaning

uzunligini |1#|, AB vektorning uzunligini \~\ deb belgilasak,
|n/?] =|N5| bo’ladi. Xuddi shunday a vektorning uzunligi uchun
[ti belgi gabul gilingan.

Boshi va oxiri ustma-ust tushgan AA vektorni nol vektor
deb ataladi va 0 ko’rinishda belgilanadi. Ma’lumki,
["] - o =0 bo’ladi.

Agar a va B vektorlar parallel, uzunliklari va musbat

yo’nalishlari bir xil bo’lsa, ularni teng deyiladi va a=b deb
yoziladi. Uzunliklari bir xil parallel vektorlar har doim ham

teng bo’lavermaydi, masalan, a va B vektorlar 2-rasmdagidek
bo’lsa.

Uzunliklari bir xil, parallel, lekin garama-garshi yo’nalgan

a va B vektorlar garama-garshi vektorlar deb ataladi. a

vektorga garama-qgarshi vektorni -a deb belgilanadi. Masalan,

2- rasmdagi B vektor a ga garama-garshi vektor, shu sababli
=-a.

Agar AB = AtBi bo’lsa, u holda AB vektorni Jl, nuqtaga
parallel ko’chirildi deb tushuniladi (3-rasmga garang).
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A,
3-rasm.

Bitta to’g’ri chiziqda yoki parallel to’g’ri chiziglarda
joylashgan vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

A nugtaning L to’g’ri chiziqdagi proeksiyasi deb, L
to’g’ri chizigning unga perpendikulyar bo’lgan A nugtadan
o’tuvchi tekislik bilan A' kesishish nuqtasiga aytiladi. (4-
rasmga garang).

a- AB vektorning L o’gidagi proeksiyasi deb, a
vektorning uzunligini, uni L o’q bilan tashkil etgan a
burchagining kosinusiga bo’lgan ko’paytmasiga aytamiz (5-
rasmga garang), ya’ni

/77, .a =|a|cos«, (O<a <)

Eslatma. Proeksiyaning yuqorida keltirilgan ta’rifi A
tekislik L o’gga perpendikulyar bo’lgani uchun, to’g’ri
burchakli proeksiya deb ham ataladi. Agar A tekislikni L
to’g’ri chizigga og’ma o’tgan biror A' tekislikka parallel

51



0’tkazsak, bu proeksiyani og’ma burchakli proeksiya deyiladi.

Bunday proeksiya nptAB (A" ga parallel) ko’rinishda
belgilanadi. Agar gavs ichida hech ganday ma’lumot
berilmagan bo’lsa, bu proeksiyani to’g’ri burchakli (ortogonal)
proeksiya deb tushunamiz.

Teng vektorlarning bitta o’qdagi proeksiyalari ham teng
va bir vektorning o’zaro parallel L va L’ o’qlardagi
proeksiyalari ham teng bo’ladi. Qarama-qarshi vektorlarning L
o’qdagi proeksiyalari ishorasiga farg qiladi,chunki agar a
vektor L o’gga a burchakka og’ib o’tgan bo’lsa, -a L o0’q
bilan a +n burchak tashkil etadi, Cosa va Cos(n +a)
lar giymati ma’lumki, ishorasi bilan farg qiladi.

Agar a vektor A tekislikka perpendikulyar bo’lsa, uning

n
L o’qdagi proeksiyasi nol bo’ladi, chunki C°s~=0,

np,a =JajCas =0_
Agar a vektor L o’gga parallel bo’lsa, npLa =\a\CosO° =\a
bo’ladi.

6.2. Vektorlar ustida arifmetik amallar. Bizga
a,,a2,....,an vektorlar berilgan bo’lsin. Ixtiyoriy O nuqta olib a,
ni boshini shu nuqtaga, a2 ni § ning oxiriga, 53 ni a2 ning
oxiriga va Xx.k. tartibda barcha vektorlarni parallel ko’chiramiz.
Hosil bo’lgan sinig chizig berilgan vektorlar  sistemasining
ko’p burchagi deb ataladi (6-rasmga garang).

6-rasm.
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)

Bu  ko'pburchakni  yopuvchi i tomoni berilgan
vektorlarning yig'indisi deb atalib, quyidagi
a=gdad,+a2+..+an

ko'rinishda belgilanadi.

Vektorlarni qo'shishning bu ta’rifi yig’indi uchun
kommutativlik (ya’ni qo’shiluvchilarning o’rnini almashtirish)
xo0ssasiga ega (7-rasmga garang).

Bu qo’shish amali uchun assotsiativlik xossasi, ya’ni
a.(j,c vektorlar uchun

(a+(i)tc=a+(e+c)

munosabat ham o’rinli (8-rasmga garang).
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«1

Agai o, va ti: vektorlar yig’indisini 9-rasmdagidek. ya’ni
A&, a, vektorlar boshini O nuqtaga keltirib bajarilsa, u holda

vektorlar parallclogramm qoidasi bo'yicha qo’shildi deb
ataymiz.

10-rasm.
Agar d|, a2 va vektorlar berilgan bo'lsa, ularni olti
xil: (a,,d2,d,),(dt.J..a,)(a2,d,,w,).(«,.a, J,).(</.a,.d2) va

(d,.a,.d}) ketma-ketliklar bo'yicha go'shish mumkin (10-
rasmga qarang). Chizmadan ko’rinadiki, barcha ketma-ketlik

natijasi d =OB vektorga olib keladi. ya’ni boshlari bir O
nuqtaga keltirilgan vektorlar yig’indisi, shu vektorlardan
qurilgan parallepipedning O uchidan chiqib unga garama-qarshi
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uchigu yo’nalgan diagonaldan iborat bo’lar ekan. Xuddi shu
xulosaga, qo’shishning parallelogramm usuli yordamida ham
kelsa bo’ladi. Bu ishni bajarishni o’quvchining o’ziga havola
gilamiz.

Ta’rif. a va B vektorlarning ayirmasi deb shunday c
vektorga aytamizki, uning B vektor bilan yig’indisi a vektor
bo'ladi, ya’ni a =a +c .

Buni ¢c=a-e ko’rinishda belgilash gabul gilingan.

Ta’rifdan va 11-rasmdan ko'rinadiki, a va B
vektorlarning ayirmasini qurish uchun, ularning boshini bir O
nuqtaga Kkcltirib, ayiruvchi vektor oxiridan kamayuvchi vektor
oxiriga yo'nalgan vektorni olish kerak ekan.

Eslatma. a- d ayirmani ## va — larni qo’shib bajarsa
ham bo'ladi, ya’ni c - a-B- a4(-«).

-

Bizga n vektor va biror /» son (skalyar) Dberilgan
bo'lsin.

Ta'rif. mu  ko'paytma deb, shunday B vektorga
aytamizki, 1) | | !l va 2) u kabi yo’nalgan agar m>0
bo'lsa, n ga teskari yo'nalgan agar m< 0 bo'lsa.

12-rasm.
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12-rasmda m- -\,m - ~— m-2 bo’lgan hollar ko’rsatilgan.

Chizmadan ko’rinadiki, (-1)a=-a.

Bu ko’paytma quyidagi tagsimot xossalariga ega:

1°. m(dl+a2+..+an)- Ta, +md2+... + man

2°. (m +m2+..+mn)a=T,a+m2a+.. +mmna

Biror L o’qgda yotuvchi shu o'q bo’ylab yo’nalgan
uzunligi bir o’lcham birligiga teng vektor shu o’gning orti deb
ataladi. Agar & ort va unga parallel biror a vektor berilgan
bo’lsa, uni

a = tac;

ko’rinishda ifodalasa bo'ladi, bu yerda “+*“ ishora a va e

laining yo’nalishlari bir xil bo’lganda va ishora i va *
larning yo'nalishlari teskari bo’lganda olinadi.
a va & vektorlarning biror 1. o’qdagi proeksiyalari

quyidagi xossalarga ega:
np,a +np,b =np, (a+b\ (5.1)
np,(ma)= mnpla. (5.2)
Xuddi shunday a=(a-8B) +8B ekanligini e'tiborga olsak,
np, (0-h)+np, b =np!'d
yoki
np,d - np,b =npL[a-b) (5.3)

6.3. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar.
Tekislikda o’zaro perpendikulyar, O nuqtada kesishuvchi x va
Y o'glar, fazoda esa o’zaro perpendikulyar, O nuqtada
kesishuvchi  x,y,z o’glar berilgan bo’lsin. O nugtani
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koordinatalar boshi, -v,v,- o’qglarni koordinatalar o’glari deb
ataymiz. Tekislikdagi va fazodagi har ganday nuqta o’rni uning
koordinatalar o'gidagi proeksiyalarini O nuqgtagacha bo'lgan
masofalari orgali yagona ravishda aniglanadi. Bu masofalarni
shu nuqtaning koordinatalari deb ataymiz (13-rasmga garang).

o
13-rasm.

I’cli o’lchamli fazoda olingan ixtiyoriy nuqtani O nuqta
bilan birlashtirib turuvchi OA vektor A nuqtaning radius-
vektori deb ataladi. OA vektorning -~ v va r o'glardagi
proeksiyalarini mos ravishda v.v.r deb belgilasak, ular 13-

rasmdan ko'iinadiki, A nuqgtaning koordinatalaridan iborat
bo'ladi. v ni A nuqgtaning abssissasi, .V ni ordinatasi va z ni

aplikatasi deb ataymiz.

(.v.r.r) sonlar uchligi fazoning A nugqtasi bilan uning
ratlins-vcktori o'rtasida o'zaro bir giymatli moslik o’rnatadi.
Shu sababli. (-* v,-) uchlikni ayrim hollarda A nuqta yoki OA

vektor deb tushunamiz.
Har ganday vektorni o'ziga parallel ravishda ko’chirish

mumkin bo'lgani uchun, agar OA - (n, v.r) bo'lib, uni o'/iga

parallel ko'ehirish natijasida hosil bo'lgan vektor

a -(nyr,.-,) bo'lsa, u holda v=-V.) = v,.r - z, bo’ladi.
(5.1), (5.2) va (5.3) xossalarga ko’ra

(v..r)+(@-.v,.r,)=(xt Vv, vt v,,z%2) (5.4)
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a(x.y, z)=(av,ay,ce). (5,5)

deb yozish mumkin.
Tekislikda boshi A(xl,y]) va oxiri B(x2,y2) nuqgtalarda

bo’lgan a - AB vektor berilgan bo'lsin (14-rasmga garang).
Chizmadan ko'rinadiki.

\-
B
y2 ......./\
Yi A
O X1 X 2 X
14-rasm.

npxAB =X, - X,,np AB = W —3’,.
Demak,
a (x,-x,,y2-1r,)

ekan. Xuddi shunday, fazoda berilgan AB, bu yerda
A(xi,yl,zl),B(x2,y2,z2), vektor uchun

a=AB=(x2-X,,y2-Y,,Z, - Z,).

X,y.z o’qlarining ortlarini mos ravishda /,./ va k bilan
belgilaymiz. Ixtiyoriy {x,y,z) vektorni
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(x,y,z)= xi +yj +zk

ko’rinishda ifodalash mumkin. Haqgigatan, agar
[=(],0,0),7 = (0L, oXE = (0,0,1)

ckanligini e’tiborga olsak,

xi +yj +zk - v(I,0.0)+ y(0,1,0) + z(0,0,1) =
= (.v,0,0)+ (0,y,0) + (OO, 2) = (x,y, 2)

kelib chigadi.

Bizga a =(v,Vv,.z,) va b=(x2,y2,z2) vektorlar berilgan
bo’lsin. Bu vektorlar parallel bo’lishi  uchun ularning
koordinatalari ganday shartlarni ganoatlantirishi  kerakligini
aniqglash talab etilgan bo’lsin. Agar a- 0 bo’lsa, u holda uning
yo’nalishi aniq emas, shu sababli uni B ga ham parallel deb
garash mumkin. Endi faraz qilaylik, a ¢ 0 bo'lsin. B vektor d
ga parallel bo’lishi uchun B8 =/a bo’lishi zarur va yetarlidir.
Oxirgi tenglikni

Vv, =Axt,y, = Ay{,z2 = 4r,
ko’rinishda yozib olish mumkin. Bundan

X2 Yl -1

*1 >/, ri
kelib chigadi. Demak, ikki vektor kolleniar bo’lishi uchun,
ularning koordinatalari mos ravishda proportsional bo’lishi
zarur va yetarli ekan.
Vektorlarning  bu  xususiyatidan  foydalanib, uchlari

M, (v,.v,.z,) va M2(x2,\2.z3) nuqtalarda bo'lgan A/ J1/,
kesmani berilgan MIM\MM2=4:\ nisbatda bo'luvchi M
nugtaning koordinatalarini topish masalasini hal gilamiz.
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15-rasm.

Agar OM, =1\.OM, - \,OM -r desak, u holda

MM r r. MM r. r bo’ladi. N/,0/ va MM, vektorlar

kolleniar bo’lgani uchun , berilgan nisbatga ko’ra
f-N=7(r2-r)

bo’ladi. Bundan A? 1 bo’lgani uchun

r, + Ai\
1+ A
yoki
O, f/Lv, v, + Ay, _ _ A
1-fA 1+ A I+ A
kelib chigadi.
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7-ma’ruza.

VEKTORLAR USTIDA AMALLAR.
UCHBURCHAK YUZI. SKALYAR KO’PAYTMA

7.1. Tckislikda yo’nalishni aniglash. Ma’lumki, har
vektoming yo'nalishini uning koordinata o’qlari bilan tashkil etgan
burchaklari to’la aniglab beradi. Masalan, tekislikdagi vektorni
garasak, u Ox va Oy o'qlari bilan mos ravishda a va /? burchakJar
tashkil etadiki, bu burchaklar uchun a +p =nl2 munosa'oat
o’rinlidir. Shu sababli, berilgan vektor yo’nalishini fagat bitta
burchak yordamida ham aniqlasa bo’ladi deyish mumkin, lekin
bunda tekislikda musbat aylanma yo’nalish kiritilgan bo’lishi shart.

Ta’rif. O’zaro parallel bo’lmagan 4 va B vektorlar aniglagan
tekislikdagi aylanma yo’nalish deb, a vektordan B vektorgacha
bo’lgan eng qisga (ya’ni n dan Kkichik) burilish burchagiga
aytamiz.

Musbat yo’nalish deb, / wva j ortlar aniglagan aylanma
yo'nalishni tushunamiz.

Faraz qilaylik, P - tekislikning ixtiyoriy vektori bo’lsin.
Uning boshini koordinata boshi O ga ko’chirib, OM radius-vektor
bilan ustma-ust tushiramiz. <p- P vektorni Ox o’qgi bilan tashkil
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etgan burchagi, ya’ni Ox ni musbat yo'nalishda burganda OM
bilan ustma-ust tushish burchagi bo’lsin.

deb nainki aylanish burchagini, balki 2n dan oshiq
giymatlarni ham qabul qiladigan burchakni tushunamiz, ya’ni bu

yo’nalishni necha marotaba burchakka burmaylik, natijada
yana dastlabki yo’nalishga gaytamiz.

@ manfiy giymatlar ham gabul qilishi mumkin, ya'ni 0\
o'gni manfiy yo'nalishda aylantirib P OM vektor bilan ustma-

ust tushirish mumkin. Lekin bunda @ burchak endi P
vektorning Ox o°’q bilan tashkil etgan burchagi bilan bir xil
bo’lmaydi. Masalan, - rasmdagi holatda oc n dan kichik
bo'lgan musbat burchak, ® esa yo -a, yoki 1n- a ga teng.
Shu sababli, agar (X, [1 Jar mos ravishda r vektorning Ox va
Oy o’glari bilan tashkil etgan burchaklari bo'lsa, u holda @

l-chorakda bo’lsa: a &< p /' T 9
2-chorakda bo’lsa: a - P-<p-1
3-chorakda bo’lsa: a =2a-</>, p P -%

4-chorakda bo’lsa: a =2n-<p. p--2n+y1 ~
bo’ladi.
Agar P-{X, K) bo’lsa, u holda
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T - 1’lcos™. F-j/’|sin™, pl=yx 2*Y1
ckanligini e’tiborga olsak,

cosm —— . sin®
Ax' . o) L)

kelib chigadi. (1) formulalar /* vektorning yo’nalishini to'la
aniqlab beradi. < ni giymatini (1) ning bitta formulasidan, masalan
sin»/” orqgali anigqlasa bo'ladi, lekin bu vektorning yo’nalishini
aniglash uchun vyetarli emas, buning uchun cos< ning ishorasini
ham biiish kerak bo’ladi.

3-rasm.

Faraz qilaylik, /"{A',, },) va P Z{X2 }\} vektorlar berilgan
bo'lsin. Bwu vektorlar orasidagi burchakni, agar u P\ dan ga

garab o'lchansa, f\, ko'rinishda ifodalaymiz; agar bu burchak
yo'rialishi bilan bir xil bo’lsa, bu burchakni musbat giymatlar bilan
o’lchaymiz, aks holda bu burchak kattaligini manfiy qgiymatlar bilan
ifodalaymiz.

I\ va J: lar orasidagi burchakni topaylik. Agar I\ va P:
vektorlarning Ox o’q bilan tashkil etgan burchaklari mos ravishda

Pi va ¥ bo’lsa, u holda

63



<P = <Pr-da>\.

Bundan
cos ¢p = cos(<p2- cpx), sin (p = sin(<p2 -<p,)
yoki
cos{<2-(pXx)- cos(p2cos<gx+ sincp2sin x>
sin(”2- o) = sin g2cosgx- sin cpxcos(p2,

COS X = X1 sin”,
ix [Try V* 2+ ’
ekanligini e’tiborga olsak,

X xX
Ccos#>
(2)

) X x¥Y2 - X 2Yx
Sin (p- 3)
IJXX+YXI x22+Y,1

munosabatlarni  hosil qilamiz. (2) formulaning o'ng tomoni
vektorlarning koordinatalariga nisbatan simmetrik bo'lsa, (3)

formulaning o'ng tomoni, P, bilan P2 ning o’rinlarini
almashtirganda, o’z ishorasini teskarisiga almashtiradi. Shu sababli,

/ noa ( f ( * A
o
COS p2,pt =cos P, P2 sin P2,P, =Qg° P\v'P2
\ \ > K /

bo’ladi.
Misol. £={3,4) vektor bilan QP =60 burchak tashkil

etuvchi, uzunligi 2 bo’lgan P vektorni toping.
Yechish. Agar (p=0Ox, Q desak, u holda "+60=0x, P

bo’ladi. Shu sababli, cos ® = , sinn> =" ekanligi uchun
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X=2 cos( I+60")=2 (cos<P co0s60" - sin*/9 sin 60")=
=2(cos(p 21 - sin<P V|2): 15- . 5W\
F=2sin(9p+60")= 2(sin™ co0s60"+ cos<p sin 607)=
% 4 1 3 n/3l 4+3n/3

7.2. Boshi bir nuqtaga qo’yilgan ikki vektorda qurilgar
uchburchak yuzi. Boshlari A nugtaga keltirilgan P, = AB = {X,, K}
va A = AC' ={V, I} vektorlar berilgan bo’lsin.

a) b)
4-rasm.

V va S uchlarini birlashtirib AVS uchburchakni hosil gilamiz.

Shu uchburchak yul.ini hisoblaylik. Agar ® P~ P2 bo’lsa,

ma’lumki

= —1I\ mP2sin (p (4)

Bu ycrda, agar /> f\ vektorlar aniglaydigan aylanma yo’nalish
Oxu tekislikning musbat aylanma yo’nalishi bilan bir xil bo’lsa

(garang, 4-rasm, a), yuza qiymati musbat, aks holda (qgarang, 4-
rasm, b) manfiy bo'ladi.
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Endi (4) da sin(p o'rniga (3) ni go'ysak:

()

formulani hosil gilamiz.

Agar I\ va P2 vektorlarga tortilgan parallelogrammni
ko’rsak, uning yuzi uchun

formulaga ega bo’lamiz.
Endi faraz qilaylik, ABC uchburchakning uchlari n(n,. v,),
B(x,, v¥,), C(v, V,) nuqtalarda bo’lsin. Berilgan uchburchakning yuzi

AB va AC vektorlarga qurilgan uchburchak yuziga teng bo’ladi.
Agar B (x: M.y, - AC = (X.-.v,. .V ekanligini
e'tiborga olsak, (5) formulaga ko’ra

formulalarga ega bo’lamiz.

7.3. Vektorlarning skalvar ko’pavtmasi.

Ta’rif. a va B vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb, ular
uzunliklarining, ular orasidagi burchak kosinusiga bo'lgan
ko’paytmasiga aytamiz, ya’ni
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5-rasm.

Vektorning proeksiyasini ta’rifiga ko’ra, |a|-cos« (bu yerda

a =(aji)) a vektorning B vektordagi proeksiyasiga teng bo’ladi,
shu sababli skalyar ko’paytmani

a 0B = |« mnp/ci ~ |a| mpoB

ko'rinishda ham yozsa bo’ladi (5-rasmga garang).

Skalyar ko’paytma quyidagi xossalarga ega:

1° aod =28 o0a,

2°. i/°(«+c)=d°«+0n-°t,

3" (Act)o(/I«) = ([} (a 0€), (Ajii - ixtiyoriy sonlar)

4" a®a~d -|«".

5. a &s - () bo'lishi uchun a va B Jar o’zaro perpendikulyar

bo'lishi zarur va yetarlidir.
I°-xo0ssaning isboti.

dod = Je*«ecosa = |mMumosa =b°a
2°-, 3°- va 4°-xossalarning isbotini bajarishni o’quvchining o0’ziga
havola gilamiz.
5°- xossaning isboti. Zarurligi. a°e=0 bo’lsin. U holda,
0=uyoB - jfj|Jqscosa dan ||~ 0,]<4”~ O bo’lgani uchun cosor-0,

T
0’z navbatida bundan a =~. ya’ni al.e ekanligi kelib chigadi.
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Yetarligi. Agar — bo’lsa, u holda cosa =0, shu

K
sababli o °e - |a]-le]-cos - O bo'ladi.
5°-xossa vektorlarning perpendikulyarlik sharti deb ataladi.
4°- va 5°-xossalarga asosan,

ioj-joj-kKok=1L1ioj -iok=j°k=0.
Endi agar o = (X,,y,,z,),b =(X\ ,y2,z2) bo’lsa, u holda

a’°B=(xti +yj +z,k)° (x2 +y2 +z2Kk)=xtx2 2+x¥y\i °j +
+Xtz2i % +y,x2] °i +yfy2) 2+M~) °k +ztx,k °i +zt)\k °j +

+2,2,P -x,x2+y,y2+ztz2.

Xususan, agar a =B bo’lsa,

4 ms\~ +V
yoki,

bo’ladi.
Bu fonnuladan foydalanib, fazoning ixtiyoriy

ﬂ(Xl-,Y\)-B{x2'3'2’r:) nuqtalari  orasidagi masofa dAH ni
quyidagicha topsa bo’ladi:

dam=11 AB N*2 .x, 2+y2- \r +iz2- )2

1-Misol. a —0NJ1) va b —(l,2.3) vektorlarning uzunligini
toping.
Yechish.

\a\ = Vi" +12+ 1- =>/3, \b\ = VI: +22+32 = VI4.
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2 Misol.  «-=101) wva i =0,2,2) vektorlar orasidagi

liurchakni toping.
Yechish. Skalyar ko’paytmaning ta’rifidan

aob
cosa =

\a\ mb

formulani kcltirib chigaramiz. Bundan

VA= VI12+0' +12=n/2,| =VF+ 22+22 =3
aoe =M+ 0-2+1-2=1+2=3.
Demak,
1 n-
== a :
3mVv2 V2 4
Faraz qilaylik, berilgan vektor 0’gi bilan « burchak,

o0’qi bilan P burchak, - o’gi bilan ¥ burchak tashkil etsin.

holda
X - npxa = |« mosor.

Y —npxa = [of &os /?,

Z =np.a =|j| *cosy.

ekanlieidan
A
cos a
Ix 2+Y2+2Z2
Y
cosp -
\IX2+Y2+2722
Z
cosy =
yfx2+Y2+22
kelib chiqgadi.

(6) ni kvadratlarga ko’tarib,o0’zaro qo’shsak.
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X" +Y +7.

— =1 munosabatni hosil
X-+Y'+2Z2°

COS OF +COS- P+ COS-y =

gilamiz.
(6) dan topiladigan cosor, cosp va cos/ qgiymatlar o
vektorning kosinus yo'naltiruvchilari deb ataladi.
Agar a=e = (l,mn) ort bo’lsa, u holda
l-cosa, m = cos /7, [T=cos/
bo’ladi.
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8-ma’ruza.

n- O’LCHOVLI EVKLID FAZOSI.
VEKTOR KO’PAYTMA

8.1. Chiziqli evklid fazosi. Tekislikdagi har bir nugtaga uning

0 A radius-vektorini o’zaro bir giymatli mos qo’yaylik. Natijac

radius-vektorlar uchun Kiritilgan go’shish, ayirish va vektorni songa
ko’paytirish amallariga ko'ra, bu radius-vektorlar to’plami, ya’ni
tekislik chizigli fazoga aylanadi, ya’ni chiziqli fazoning barcha
xossalarini ganoatlantiradi. Bu chizigli vektor fazoni R? bilan
belgilaymiz, Xuddi shunday mulohaza qilib, uch o’lchamli fazoni

chizigli vektor fazoga aylantirib, uni R3 bilan belgilaymiz,

Agar 3-ma’ruzada kiritilgan R" chiziqli fazoda uning ikki
v=(v,, ..xn)y =(v,,v,V, ) vektorlari uchun skalyar
ko’paytma

n

A (1)

ko’rinishda kiritilsa, R"™ n o’lchamli chizigli evklid fazosi deb

ataladi, uni biz R" bilan belgilaymiz.
Skalyar ko’paytma (1) uchun quyidagi xossalar o’rinli.
1°. vov>0,vox =0 fagat x =0=(0,0,...,0) bo’lsagina,
2°. Moy=yon,
3% (ax+/1)° " =a(x 0;) +/3(y °r),
4°, Movl<vrvOEwy oy ;
Oxirgi xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb yuritiladi.
I1°-3°-xo0ssalarning isboti sodda bo’lgani uchun ularni bajarishni
o’quvchiga havola qilib, 4°-xossaning isbotini keltiramiz.
Hagigatan, ixtiyoriy a hagigiy son uchun

O<(v4 Ay)° (V4 Ay) - XOX + A OX +AOY + A2+y °y =
=X°X+2Amoy+/2wmoy - a+2Ah4 cA2.
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bu yerda a=x°xh=x°y,c=y°y deb belgilandi. Ma’lumki,
agar kvadrat uchhadni giymatlari manfiy bo’lmasa, uning grafigi A
o’gqdan yuqorida joylashgan bo'ladi, shu sababli, u A o’qgni kesib

o’tmaydi. Bu hoi, agar diskriminant b2- ac <0 yoki b~ < ac
bo’lgandagina ro’y beradi. Xossa to’lig isbot bo'ldi.
Agar (1) da x =y desak,

n

.VO'\/: I_‘_r:s

Bundan
[v]

hosil bo’ladi. U holda Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini

IVoy\ < [l s WA

ko’rinishda yo/.ish mumkin. Bundan ko’rinadiki, shunday A
- 1< A< 1 mavjudki, uning uchun

Xoy - A-[id +p]

o’rinli bo'ladi. Agar A - zosco de."ak ([o,i-] da coso> A yagona

yechimga ega, ya’ni har bir A wuchun fagat bitta (0 burchak
topiladi) , oxirgi tenglikni

X0y = [a-|-]>1c sw (2)

ko’rinishda yozish mumkin bo'ladi. « son v va vy vektorlar

orasidagi burchak deb ataladi.
x va Y vektorlar ortogonal deyiladi, agar ularning skalyar

ko’paytmasi
-

x°v=" x/my, =0
/-l
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bo'lsa.
(2) dan ko'rinadiki, nolga teng bo’lmagan x va
"ektorlarning ortogonai bo’lishi uchun ular orasidagi burchak
T
1 bo'lishi zarur va yetarlidir.

Quyidagi tcngsizlik
+M<W |V (3)

Minkovskiy tengsizligi deb ataladi. Bundan xususan,

tengsi/.lik kelib chiqgadi.
(3) ni isbotlashni o’quvchiga havola gilamiz.

R, chizigli fazoning har bir x elementiga, shu fazoning ¥

elementini mos qo’yish qoidasi, R, ni o'/.iga akslantirish deb
ataladi.
R, ning chizigli operatori deb. R, ni o’/.iga akslantiruvchi
va quyidagi

AA mv) = AmAX, A(x+ V)- Ax +Ay

xossalarga ega bo'lgan har ganday A akslantirishga aytamiz. Buni
A\Rt >R, ko'rinishda yozish gabul qilingan.

Bizga R, chi/igli fazoning A chizigli operatori va shu
fazoning biror W= (<?,£,....en) bazisi berilgan bo’lsin.
At\ ,k = 1,2,..../1, vektorlarni 9? bazis bo’yicha yoyaylik:

1J holda quyidagi
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an ab i
«2»

| ] .aH/')

matritsa J1 chiziqli operatoming W bazisdagi matritsasi deb
ataladi. Agar matritsa chiziqli operatorning qaysi bazisdagi

matritsasi ekanligini ko’rsatish zarur bo’lsa, bu matritsa uchun [A]}
belgi ishlatiladi.

Chizigli operator 0’z matritsasi bilan yagona ravishda
aniqglanadi, ya'm agar x,y lar R, ning ixtiyoriy elementlari bo’lib,
X,Y lar ularning mos ravishda koordinatalar ustunlari bo’lsa, u
holda ¥ - Ax dan Y —fa]x Kkelib chigadi.

Rn fazoning chizigli operatorlari uchun quyidagi amallarni
kiritish mumkin:

a) operatorlar yig'indisi: (A+B)x- Ax +fiv), 0'z navbatida
[a +b\=[a]+[b\-

b) operatorni  songa  ko’paytirish: (AmA)x = Am(Ax) va
[aa]=a [a]

v) operatorlar ko’paytmasi: (AB)x = A{Bx\ va 0'z navbatida
[AB} =[A\\B).

Har ganday x e Rn ufhun Ex - x munosabatni
ganoatlantiruvchi E  operatorni  birlik operator deymiz. A
operatorga teskari operator deb AA~'=A'A = E munosabatni
ganoatlantiruvchi a * operatorga aytamiz. A operatorga teskari
operator mavjud bo'lishi uchun (bu holda A operator maxsusmas
operator deb ataladi) uning har ganday bazisdagi [n] matritsasi

maxsus bo’lmasligi zarur va yetarlidir, bundan tashqari [a ']=["] '.
Misol. R) ning Ax =(x2+r,2x. +x,3y, - n\ 4x.) operatorini

chizigli operator ekanligini ko’rsating va uning kanonik bazisdagi
matritsasini tuzing.

Yechish. Agar x=(x,x,Xj), va y=0’-v:.v.) lar R} ning
ixtiyoriy elementlari bo’lsa, u holda
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X+y = (X, +yxX2+y2,X3+y1b), HAx=(Hr, 1%, /X,)
lurga asosan,
A(X+y) =(x2+y2+ X, +y,,2(X, +y,)+X, +
+\B3(x, + V)- -((x, +y2)+ (x, +y3))-
=(X2+ X +y2 +y32x, +X3+ 2y, +
+Y,,3% - X, +X, +3y, - y2 +¥3)=
= (X, +Xx,,2%, fx,,3x, -x2+x3)+
(Y, +Y,.2y, Y, 3 - Y +y,)= Ax+ Ay
n(ax) = (I, + 1%, ,2A%, + J1X3,3A%, - JIX2 + Ax}) =
= I(x2 + x,,2X, +X,,3%X, - X, +X-) = JIAX .

Demak, berilgan operator chizigli ekan.

Aet =(0,2,3) = 0ec, +2 e, +3¢G,,
Ae2 =(1,0,-1) =1e, +0 W21 <,
Ae, —(ILIh=1¢ +1e2+1 t2.
Bundan
0 3
-1
1

M=

- O N

Misol. Ax - (x,,m\ +1,x, +2) operatorni chiziglikka tekshiring.
Yechish.

a(x +y) = (X, +y,, X, +y2+1,x3+y3+2)
= (Xl!Xi + 1|)<1 +2)+ (yr!yriys)* AX +Ay|

ya’ni berilgan operator chizigli emas.

Misol. Ax =(2x,.-2%, t-3x; + 2x,,4X, - X2+ 5X,).
Bx = (-3x, +x,.2x, fx,,-x, +3Xx,) operatorlar berilgan. C =AB
operatorni va uning [c] matritsasini toping.

Yechish. Avval [a] va \b\ matritsalarni topib olamiz.
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Ac, = (0, -2,4), Ac, =(2,3. 1).Ac, =(0.2,5)
va
Be, = (- 3,0,0). Be, =(0,2.~1), Be. =(1,1,3)

bo'lgani uchun

"0 2 0 (-3 o h
= 3 -1 No 2 1
4 -1 5, 0 -13,
U holda
1 0
6 4 7
2 -7 18
Bundan
CcV, =(0,6,-12), ('e, =(4,4-7), CV-=(2719)
va

Cx - (C(YC, +X2C: m.Y,12)=Y] o((c,)+X, (Cc2)+Xx ((V,) =
= (4v, +2x,,60'| +4v. +7.v.12.v, Tv +18n\).

Agar
Ax = Ax (4)

tenglik biror y*0,.ye Rn uchun o'rinli bo’lsa, u holda A son A

chizigli operatorning xos soni, x
esa A operatorning A xos soniga mos keluvchi xos vektori deb
ataladi.

R, fazoda (4) tenglikni unga ekvivalent bo'lgan quyidagi
matritsa tengligiga almashtirish mumkin:

[A- AF\V=0 V*o. (5)

Oxirgi tenglikdan, A son A operatorning xos soni bo'lishi
uchun det[/) - NE] =0 bo'lishi zarur va vyetarli ekanligi kelib
chigadi. p{X) =AcuA- AE\ A operatorning xarakteristik ko’phadi
deb ataladi.
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Demak, xos son xarakteristik ko’phadning yechimi bo’lar
ekan. Unga mos keluvchi xos vektorning koordinatalar ustuni (5)
bir jinsli tenglamalar sistemasining biror noldan fargli yechimi
bo'ladi.

Misol. Ax ~(2v - X, +2x,,5%, - 3x, +3X,,-X, - 2X,) operatorning
X0s soni va unga mos keluvchi xos vektorlarini toping.
Yechish. Avval A operatorning matritsasini tuzib olamiz:

2 -1 2
5 -3 3
-10 -2

Berilgan operatorga mos keluvchi bir jinsli tenglamalar sistemasi
quyidagi ko’rinishni oladi:
2- 9% -x, +2v, =0
5%, - 3+ 4)x, f3x3=0

- X - (2 +A)x, =o.

(6)

Bundan xarakteristik ko'phadni topamiz:

2-N -1
p(A)= 5 3-4 3 =-A+1)
-1 0 -2-4
Demak, xos son a i ekan. Bu sonni (6) ga qo’ysak.

3X, - X, +2x, =0
5x, - 2x, +3x, =0

-X, -X, O

Bundan v  -xt, x, =x2. Agar V, - a desak,
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bo’ladi.
Agar A operator R, fazoda /11/712,...4n xos sonlarga mos
keluvchi n ta chizigli bog’lig bo'Imagan ....en xos vektorlarga

ega bo'lsa. u holda A operatorning shu xos vektorlaridan tuzilgan
sistema R, da bazis tashkil etadi. A operatorning shu bazisdagi
matritsasi quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

0 0
n 0

n
0 O 9

Misol. A chizigli operatorning quyidagi matritsasini diagonal
ko’rinishga keltiring:
1 2
[a]l= O 2 0
4 2 -2 -V

Yechish.
1-A 2 0
p(A) =det[/l -NE]- 0 2 -4 0 (1 21 -n2)- 0
-2 -2 -1-4
Bundan xos sonlarni topamiz: ¢, =2,12=1/, - 1

Ularga mos keluvchi xos vektorlarni topish uchun avval (5)
sistemaga #1- 2 ni go'yamiz:
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J-x,+2x =0
j- 2X, - 2x2- 3x3=0

Bundan, E =(2.1-2)'. Xuddi shunday, agar A2- 1 dcsak,
(5) sistcma quyidagi ko’rinishni oladi:

Jx2=0
j- 2%, - 2x7- 2x3=0.

Demak, E2=(1,0,-1)/ ekan. Agar (5) da A - -1 dcsak,

fx| +x, =0
[3x, =0.
Bundan, , - (0.0,1)
Demak, E,,A, bazisda A operatorning matritsasi
2 0 0
vOo 0 -1y
bo’ladi.
8.2. Ikki vektorning vektor ko’paytmasi. Avval Rt faz

yo’nalish tushunchasini kiritib olamiz.

Bir tckislikda yotgan uchta vektorni komplanar vektorlar deb
ataymiz. Bir tekislikda yotmagan har qganday vektorlar uchligini
komplanar bo’lmagan  vektorlar dcymiz. Bizga komplanar
bo’lmagan, boshlari bir nuqtaga Kkeltirilgan wn, v, u vektorlar
berilgan bo'lsin.

Ta’rif. ii. v, ir vektorlar uchligi chap sistemani tashkil etadi
deymiz, agar {ii. '0- ¥) vektorlar juftliklari aniglaydigan
aylanma yo’nalishlar o’zlari yotgan tckisliklaida musbat aylanma
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yo'nalish bilan bir xil bo’lsa. Loagal bitta juftlik yo'nalishi o’zi
yotgan tekislikning musbat aylanma yo’nalishidan farq qilsa,
bunday uchlikni o’ng sistema deb ataymiz.

w

1-rasm.

Misol. i, j , k ortlar uchligi chap sistemani tashkil etadi,

chunki (/, j\ (/. k\ (£, /) juftliklar yo’nalishi mos ravishda Oxy,
Oyz, Ozx tekisliklaining musbat yo’nalishi bilan bir xildir.

i, i, k uchiik esa o’ng sistemadir, chunki (/, k) juftli
aniglagan aylanma yo’nalish Ozx tekisligining musbat yo’nalishiga
teskari. Xuddi shunday, (£../7) va (./,') juftliklar aniglagan
aylanma yo’nalishlar mos ravishda Oyz va Ow tekisliklarining
musbat yo’nalishiga teskaridir.

Endi geometriya va amaliy matematika masalalarida keng
go’llaniladigan vektor ko’paytma tushunchasini Kkiritamiz.

Ta’rif. a va B vektorlarning vektor ko’paytmasi deb.
quyidagi uchta xususiyatga ega bo’lgan c¢ vektorga aytamiz:

1) ¢ ning uzunligi a va B vektorlar uzunliklari va ul
orasidagi < burchak sinusi ko’paytmasiga teng:

lc] = lafle|sin">; (7)
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2) ¢ vektor o va B vektorlar yotgan tekislikka

perpendikulyarjumladan a ga ham va B ga ham perpendikulyar:
3) a, « c vektorlar chap sistemani tashkil etadi.

a
2-rasm.

Birinchi xossadan c¢ ning uzunligi a va B vektorlardan
yasalgan paralelogramm yuziga teng ekanligi kelib chigadi. ya'ni

yoki

Tn=|-la X b\ (8)

Vektor ko'paytmani cixe ko’rinishda ifodalaymiz.

Yugorida kiritilgan ikki ko’paytmalarga (ya’ni skalyar va
vektor ko’paytmalar) berilgan nomlar, ularning natijalariga qarab
tanlanganligini cslatib o’tamiz.

Vektor ko’paytma quyidagi xossalarga ega.

1-xossa. axe- 0 Dbo'lishi uchun, a, B vektorlar kolleniar
bo'lishi zarur va yetarlidir.

Bu xossa vektorlarning kolleniarlik sharti deb yuritiladi.

Isboti (7) tenglikdan kelib chigadi.
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2-xossa. Bxa--axe, yani ko’paytuvchilar o’rni almashsa,
natija fagat o’z ishorasini o’zgartiradi.

Hagiqatan, agar ko’paytmada O va B vektorlar o’rnini
almashtirsak, B,a,ax B uchlik o’ng sistema bo’lib qoladi, axe

ning ishorasini teskarisiga almashtirsak, unda B,a,-ax B uchlik
chap sistemaga aylanadi.
3-xo0ssa. Agar m,n - ixtiyoriy sonlar bo’lsa,

(Ta)Xw = mn{a xb).

Isboti. Agar m=0, n*0 yoki m=*0,n =0 bo’lsa, tenglik
bajarilishi 0’z-o0’zidan ko’rinib turibdi. m*0,n =1 bo’lgan holni
ko’rish yetarli,chunki m~\,n*0 bo’lgan hoi 2-xossani qo’llash
hisobiga biz ko’rmoqchi bo'lgan holga keltiriladi. Avvalambor

i(ma)x b\ = \majb sin $5

bu yerda agar m> 0 bo’lsa, ¢d-tp va m<O0 bo’lsa, p=n-$>,
lekin ikkala holda ham sin ¢ = sin (p bo’lgani uchun

|(»ja)x b\ - [m|5]ji|sin - jmfla xh\_

Ikkinchidan, Ta vektor a vektorga kolleniar, shu sababli axb
vektor Ta ga perpendikulyai'. m(a>xb) vektor dxb ga kolleni;ir
bo’lgani uchun m{axiij vektor md ga va b ga perpendikulyardir.
Va nihoyat, agar 7Y 0 bo’lsa, a va Ta vektorlar, axb va

(dx bj vektorlar bir xil yo’nalgan bo’ladi, shu sababli d, b,

dxb uchlik chap sistema bo’lgani uchun wi#i, b, m(axb) uchlik

ham chap sistema bo’ladi. m< 0 bo’lgan hoi ham xuddi shunday
tekshiriladi. Xossa to’lig isbot bo’ldi.
4-xo0ssa.

dx(b+c)--axb+dxc.

Isboti: Avval a~e ort bo’lgan holni ko’raylik. B va
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3-rasm.

c vcktorlarni  3-rasmda ko’rsatilgandek qilib, e ga
perpendikulyar bo’lgan a tekislikka proeksiyalaymiz va bu
proektsiyalarni r ort atrofida soat milini harakati bo’ylab 90° ga
bursak, e xs va exc vektorlar hosil bo’ladi.

nPn(c +e) = npre +npTc bo’lgani uchun e xB va exc larning
yig’indisi bo’lgan va ularga tortilgan parallclogrammning dioganali
éx(Buc) gateng bo’ladi. Demak,

ex(B4c)-exB +Exc

ekan.
Endi agar a ixtiyoriy noldan fargli vektor bo’lsa, a-\p\a( deb

(bu yerda - a vektorning orti),

flx(e+c) = |4ja0Ox (e 4c) = |o|(00x (B + c)) = |[i|(i0Ox B 4-a0Xxc) =
= }aj\x{at.yxé)4-|\a\|\(aW Xc) = \a\an x 8 + \a\anxc = axs +axc
tenglikni hosil gilamiz. Xossa to’lig isbot bo’ldi.

Bu xossadan xususan quyidagi munosabat kelib chigadi:
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(a-re)x(c fd)—axc+axd fbxc-'-bxd

Vektor ko'paytmaning xossalaridan ortlar uchun quyidagi
munosabatlar kelib chigadi:

ixi -i2—0,j2=0.k2=0.
ixj—K,jxkK=i.kx/=]j.
joxi~-k,kxj=-ij xk--j.

Shu sababli, agar vektorlar o’z proeksiyalari bilan berilgan
bo'lsa, ya'ni a- {cix ,a_} b ~{byhb},b. }bo'lsa, u holda

axe =\aj +a,j +a~k)x[bj +bY +b.k)=
a,bi-wmab,(xj)+axb.(ix£)+ b, x/)-
+0, y2+avz\j xk "+ a.b\k x a.bMkx /jTa.ft.(bl")

=36, A- ax:j - a, ;) +aw// *uzbj ~a_bti =

~ap)*
a.
a, a-- \a. a a . a, b\
j+ K = s
b b bt
b b- - ) .
g ik

Misol. 5- (4,23 va B ={214} vektorlarning  vektor
ko’paytmasini toping.

Yechish.
4 2 3
axa 2 1 4 11-12j - 4k
r1 A
Misol. a- {x,,y,.z|}b - {v.y2.z2}  vektorlarga tortilgan

uchburchak yuzini toping.
Yechish. Ma’lumki (qarang, (8)),
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Shu sababli.

Misol. 4@ 1.2),/2((),!-) va (°(-1,2,3) uchlari berilgan
ABCD parallelogrammning yu/ini toping.

Yechish. a - AB - {-12--3}« - AC =m{- 2,31} vektorlar tu/.ib
olib, avvalgi misol natijasini go’llasak:

2
1e-32 1 2
r -3 4 4 ] =gl 12+72+1 =VITL

vy 1 2 1 -2
Uchta vektorning aralash ko’paytmasi
a, h wva C vektorlarning aralash ko'paytmasi deb d

vektorni b  vektorga vektor ko’paytmasidan hosil bo’lgan
natilaning C  vektorga skalyar ko’paytmasiga aytiladi va
quyidagicha belgilanadi:

(axb) c yoki dbc.

Aralash  ko’paytmaning geomctrik

ma’nosi: a, b wva C vektorlar
komplanar vektorlar bo’lmasin, ya’ni ular ®
bir tekislikda yotmasin.
U holda dxb =d va -

(@xb )ec—/+c=dcSos(p=dc,* Bu ycrda d-



a,b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuzi, 5 esa ah c
vektorlarga qurilgan parallelepipedning balandligi bo’lgani uchun
abc aralash ko'paytma o’sha parallelepipedning hajmiga teng
bo’ladi.

Aralash ko’paytmaning xossalari;
1 Istalgan ikkita vektorning o’rni almashsa aralash ko’paytma

ishorasini o’zgartiradi:

(axh)c - -(axh)-.6 =-(cxi)-a,
2. Agarda uchta vektordan ikkitasi teng bo’lsa yoki parallel bo’lsa

aralash ko’paytma nolga teng bo’ladi.
3. «o» Vva «<» amallari belgisining o’rnilarini almashtirish mumkin,

ya'ni («xh)c =d(bxc).
4. a, h va c vektorlar komplanar bo’lishi uchun (bitta tekislikda

yotishi uchun) abc -0 bajarilishi zarur va yetarli.

Parallelepiped va piramida hajmi

a, b va c vektorlarga qurilgan parallelepipedning hajmi
Vpar- l«bc.
a, b va c vektorlarga qurilgan piramidaning hajmi
\pir ~--x~abc

Misol. Uchlari 0(0,0,0), A(5,2,0). V(2,50) va 5(1,24)
nuqgtalarda bo'lgan piramidaning hajmi, AVS yogning yuzasi va shu

yoqqga tushirilgan perpendikulyar hisoblansin.

86



Yechilishi: AB, AC va AO vektorlarning proektsiyalarini
topaylik
AB {-1,3,0}, AC{-4,0,4}, AO {-5,-2,0}

z

=--(-60-24
TR

84/6=14 Kkub.b.

W = |ABXAC] =- 1127 + 12k |1 12/t = vI2" H2r +12" - 6V3

3K ,  3-14
h=(1) = --—; Demak, h- 7= —T~%
MC bn/ 3 3
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9-ma’ruza.
TEKISLIKDAGI TO'G'RI CHIZIQ

9.1. Umumiy tushunchalar. Faraz qilaylik, bizga ikki x
va y o’zgaruvchi migdorlarni bog’lovchi

P{X'¥)=0 Q)]

tenglama berilgan bo’lsin. Bu tenglama o'z navbatida bir
o’zgaruvchini, masalan ¥ ni ikkinchisining, ya'ni x ning
funksiyasi sifatida aniglaydi. Agar (1) ni y ga nisbatan yechib
olsak, quyidagiga ega bo’lamiz:

y = .f(x), (2)

bu yerda f(x) bir giymatli yoki ko’p giymatli funksiya bo'lishi
mumkin, bu funksiyaning giymatlari x o'zgarganda uzluksiz
0’zgaradi deb faraz gilaylik.

X va ¥ miqgdorlarni Oxy dckart koordinatalar

tekisligining  biror M nuqtasini  koordinatalari  sifatida
garaymiz. U holda (2) tenglik x o'zgaruvchining har bir
giymatiga v ning anig bir giymatini mos qgo’yadi.

Shu sababli, x ning har bir qiymatiga tekislikning
koordinatalari x va y~ ./(**) bo’lgan anig bir M nuqtasi mos
keladi.

Endi, agar x uzluksiz. giymatlarni gabul gilsa, u holda M

Oxy tekisligida uzluksiz o’zgarib, nuqgtalarning geometrik
o’rnini chizadi, bu geometrik o’rinni chiziq deb ataymiz.

Demak, chiziq koordinatalari (1) yoki (2) ko’rinishdagi
tenglamani ganoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o'rni ekan.
(1) yoki (2) tenglama o'z navbatida chizigning tenglamasi deb
ataladi.

Endi, agar aytilgan gaplarni umumlashtirsak, berilgan
chizigning tenglamasi deb, (1) yoki (2) ko’rinishga ega bo’lgan
shunday tenglamaga aytamizki, bu tenglama faqgat berilgan
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to'g’ri chizigda yotuvchi nuqgtaning koordinatalarini x va y
ning o’rniga go'ygandagina ganoatlanadi.
Agar F(x,r)=Ax fBy+C bo'lsa, (1) ni 1-tartibli tenglama
deymiz, u ifodalaydigan chizigni to’g’ri chiziq deb ataymiz.
Agar F(x,y)= Ax2+Bxy +Cy2+Dx+Ey+M bo’lsa, (1) ni
2-tartibli tenglama, unga mos keluvchi chizigni esa 2-tartibli

chiziq deb ataymiz.
Misol tarigasida, to'g'ri chiziq va aylananing tenglamasini

tuzamiz.

1 To’g’ri chizig tenglamasi. Faraz gilaylik, ¥ o’qini
N(0.N) nugtada kesib o'tuvchi va x o'giga a burchak ostida
0g'ib o’tgan to'g’ri chiziq berilgan bo'lsin.

M(x,y) to'g'ri chizigning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsin. 1-
rasmga ko’ra, BM = AB tga, bu yerda BM va AB lar

M{x,y) BM va AB vektorlarning  kesma  Kkattaligi.
BM ~y-b. AB- v bo’lgani uchun vyuqoridagi formuladan

y-b =(ga x,
yoki
y = kx + b, 3)
kelib chigadi, bu yerda
K =tga 4)
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deb belgilandi. (3) tenglamani berilgan to’g'ri chizigning
ixtiyoriy nugtasini koordinatalari ganoatlantiradi, va aksincha
koordinatalari (3) ni ganoatlantiradigan har qganday nuqta A
to’g’ri chizigda vyotadi. «k koeffitsient (4) ga ko’ra, a
burchakka bog'liq bo’lgani uchun burchak koeffitsient deb
ataladi, b esa boshlang’ich ordinata deyiladi.

2. Aylana tenglamasi. Radiusi r va markazi C(a,b)
nugtada bo’lgan aylanani ko’raylik. Ta’rifga ko’ra, aylana
C(a,b) nuqgtagacha bo’lgan masofalari o'zgarmas r ga teng
bo’lgan nuqgtalarning geometrik o’rnidir.

Agar M(x,y) tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, u holda

nil(x-a)2+(y-b) =/,

yoki tenglikni kvadratga ko’tarib, ildizni yo’qotsak,
(x-a\ +(y-h\ -r

Bu tenglama berilgan aylananing tenglamasidir.
Agar aylananing markazi koordinatalar boshida bo'lsa, u
holda uning tenglamasi soddaroq bo'ladi:

n:*y2-r2

9.2. To’g'ri chizigning umumiy tenglamasi.
Teorema. Oxy koordinatalar tekisligida har ganday to'g'ri
chizigning tenglamasi

Ax 4By +C =0 (s)

ko’rinishda bo'ladi, aksincha, (5) ko’rinishdagi har ganday
tenglama  (I\y  koordinatalar tekisligida to'g'ri  chizigni
ifodalaydi.

Isboti. Yugorida ko’rilganidek, x o’qiga og'ish burcliagi
ma’lum bo'lgan har gqanday to'g’ri chizigning tenglamasi
y - kx +h ko’rinishda bo’ladi. Buni 0'z navbatida
kx-y +h=0 ko’rinishga keltirib olsa bo’ladi. Endi. agar
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to'g'ri chizigning bir nugtasi Mn(w,y,,) va unga perpendikulyar
bo'lgan biror \A,B) vektor berilgan bo'lsa, u holda to’g’ri
ehizigda yotuvehi har ganday M(x,y) nugta  uchun

= {x~xtlLy - yv} vektor s vektorga perpendikulyar
bo'ladi. Vektorlarning  perpendikulyarlik shartiga  ko’ra
soM@ =0 yoki

n(ar-nro)+5(y-yo)=0. (6)

Qavslarni oehib va C =-Ax0-By0 deb belgilasak, (6) m (5)

ko’rinishga keltirsa bo’ladi.
Endi teoremaning ikkinchi qismini isbot gilamiz. Agar (5)
da B/ 0 bo'lsa, u holda (5) tenglikni B ga bo'lib yuborib.

ko’rinishga keltirib olamiz. Agar k- ,0 - desak, oxirgi

tenglikni y =kx+h deb yo/.sa bo’ladi. Ma'lumki, bu to’g’ri
chiziniing burchak koelfitsientli tenglamasidir.

X;ar B 0 bo'lsa, u holda A 0, shuning uchun (5)
quyidagi ko’rinishni oladi:

C
A

(l
bu yerda .  ~7 desak, v-a, ya'ni x o'giga perpendikulyar
to'g’ri chiziq tenglamasi hosil bo'ladi. Teorema isbot bo’ldi.
(5) tenglama to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi
deyiladi, (6) esa bir nuqtadan o’tgan to'g’ri chizig tenglamasi
deb ataladi.
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To’g’ri  chizigning umumiy tenglamasi (5) to’lig
bo’lmagan uch holni ko’ramiz:

1) C=0, bunda tenglama Ax+ By- 0 ko’rinishni oladi,
bu tenglama koordinatalar boshidan o’tgan to’g’ri chizigni
ifodalaydi. Haqigatan, x =0,v =0 koordinatalar bu tenglamani
ganoatlantiradi.

2) A~0,5*0, bunda (5) By+C- 0 ko’rinishga keladi,
bu tenglama X o’qiga parallel o’tadigan to’g’ri chizigni
ifodalaydi. Xususan, agar C=0 bo’lsa, ¥ =0 hosil bo'ladi, bu
X 0’qining tenglamasidir.

3) A*0,B *0,C *0 bo’lsin. U holda (5) ning ozod hadi
r ni tenglikning o’ng tomoniga o’tkazsak va -C ga bo'lib
yuborsak:

__'_A_\_X_____f_ 7§y 1
-C -C
yoki
C
A B

Quyidagi belgilashlarni Kiritsak:

g:--b:n--

A’ B
tenglama
£+Z =
a ht (7)

ko'rinishga keladi. (7) ni to’g'ri chizigning kesmalardagi
tenglamasi deb ataymiz, chunki bu to’g’ri chizig x o’qgini
M(a.0) nuqgtada, > o’gini N(O,h) nuqgtada kesib o ’tadi.

Misol. 3x-5y +15--0 to’g'ri chizigning kesmalardagi
tenglamasini tuzing.

Yechish. Ozod had 15 ni tenglikning o’ng tomoniga
o’tkazib -15 ga bo’lamiz:

R
5 3
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Demak, berilgan to’g’ri chizig x va Y o’qlaridan mos
ravishda a = -5, ft =3 kcsmalar ajratar ekan.
Umumiy tenglamaning A va B koeffitsientlari geometrik

ma’noga ega. (6) dan ma’lumki, A va B kocffitsientlar to’g’ri
chiziqga perpendikulyar vektorning koordinatalaridir. Agar

a- 5,A) vektor tuzib olsak, s va a vektorlar perpendikulyar

ckanligiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Shu sababli, a
vektor berilgan to'g’ri chizigga parallel bo’ladi, uni shu

xususiyatiga ko’ra, to’g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori, s
ni esa normal vektor deb atashadi.
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]10-ma’ruza.

TO’G’RI CHIZIQNING BOSHQA KO'RINISHDAGI
TENGLAMALARI

Agar  J1/0(m0,y0) lo’g’ri chizigning berilgan nugtasi va
d = {m,n) uning yo’naltiruvchi  vektori bo’lsa, uning
tenglamasini quyidagicha tuzsa ham bo’ladi.

Faraz  qilaylik, M(x,y) nuqta lo’g’ri  chizigning
0’zgaruvchi nuqtasi bo’lsin. U holda, d va MOM vektorlar
0’zaro parallel bo’ladi. Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra

V-%0_ V-yo0

Bu tenglama to’g’ri chizigning kanonik tenglamasi deb ataladi.
Agar (8) da kasrlarni t ga tenglasak,

F - V0 =ml, y - y0- nt,
yoki
jY- Y0+ ml,

[Y ~ >0 +nt,

parametrik tenglamalar deb ataluvfchi tcnglamani hosil gilamiz.

Agar to'g’ri chizigning ikkita TH, (X,,Vv,).M,(ny>?2)

nuqtalari ma’lum bo'lsa, u holda o=M,/1/m vektorni

yo’naltiruvchi vektor deb qgarash mumkin, shuning uchun bu
to'g’ri chizigning tenglamasi (8) ga ko’ra
w1 Y N

Vi Mioda f ©

nl )

bo’ladi. Bu tenglama ikki nuqtadan o’tgan to’g'ri chizigning
tenglamasi deb ataladi.
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2-rasm.

Endi, faraz qilaylik, bizga A to’g’ri chizig va uning
normal vektori n berilgan bo’lsin. Agar a n vektorning
x o0’giga og’ish burchagi bo’lsa, u holda shu vektorning orti

={CoSa,Sina} bo’ladi. Kj =1

M (x.v) \ to’g'ri chizigning o’zgaruvchi nuqgtasi va
ox r bo'lsin. u holda (2-rasmga garang).

P ~nP,, ~H'nP,,OM =h° OM - xCoSa +ySina.
Bundan

xCoSa +ySina-p =0 (10)

kelib chigadi. (10) tenglama to’g’ri chizigning normal
tenglamasi uct>ataladi.

Agar to’g’ri chizig Ax+By+L =0 tenglama bilan
berilgan bo’lib, bu tenglama normal tcnglamami yoki yo’q
ekanligini aniglash uchun bu to’g’ri chizigning normal
vektorini uzunligi birga tengligini tekshirish kifoya. Bu

tenglama \m-\F'n~ \ U =1 bo’lsagina normal bo’ladi.Agar

\nn=mA +B ¢\ bo’lsa, berilgan tenglamani =+ 'JA +B
ifodaga bo’lish kerak:

+ I =Vv¥F -—m -0 /|11y
msiA' + B’ y[n2+ B 2 VA~ + B1



(10) formuladan ma’lumki, ozod hadning ishorasi manfiy
bo’lishi shart, shu sababli, oxirgi tenglikdagi ishoralardan birini
ozod hadning ishorasiga teskari qilib tanlash zarur. Shunda (11)

1
normal tenglamaga aylanadi. - +77 ifoda normallovchi

ko’paytuvchi deb ataladi.

To’g’ri chiziqga doir turli masalalar.
1. Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak. Faraz qilaylik,

bizga A, :y = k™~+bt va A2:y —k2x+b2 to’g’ri chiziglar
berilgan bo’lsin. Ma’lumki, kt=tga”,k2=1ga2 bu yerda
al,a2 lar mos ravishda J1,,J712 to’g’ri chiziglarning x o0’giga
0g’ish burchaklaridir. Bu burchaklarni Oxy tekisligidagi musbat
yo’nalish bo’ylab hisoblangan deb tushunamiz. Agar a2>a,
bo’lsa, A, A2 to'g’ri chiziglar orasidagi burchak deb
a =as -a, burchakni tushunamiz. U holda

(12)

(12) dan ko’rinadiki, agar =k: bo’lsa, a -0 yoki a~n

bo’ladi, ya’ni A, va [2 to’g’ri chiziglar parallel bo’ladi, va

aksincha, agar A va Jl, to’g’ri chiziglar parallel bo’lsa,

(ga =0, bundan esa —kj kelib chigadi. Shu sababli,
= ky tenglik to’g’ri chiziglarning parallellik sharti deb

ataladi. Agar A va A2 to’g’ri chiziglar- perpendikulyar, ya’ni
7t

a =y bo’lsa, u holda (12) dan 1+ k} =2 =0 munosabat kelib

chigadi. Bu tenglikni to’g’ri chiziglarning perpendikulyarlik
sharti deb ataymiz.
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2. Ikki to'g’ri chiziq tenglamasini birgalikda tekshirish.
Faraz qilaylik, bizga ikki A, Va A, to’g’ri chiziglarning
tenglamalaridan tuzilgan

j AN+ B\Y + (| —0,

\irx + B2y +Cr =20 (r3»
sistema berilgan bo’lsin. Ma’lumki, bu sistema yagona
yechimga ega bo'lishi uchun

n, Bf,

n2 B2

bo’lishi zarur va yetarlidir. Bu esa — "~ ~L tengsizlikka

ekvivalent. Bu holda (13) ning yagona yechimi A, Va A;
to’g’ri chiziglarda yotuvchi nuqgtaning koordinatalarini beradi,

ya'ni va A. to'g'ri chiziglarning Kkesishish nuqtasini
aniqglaydi.
Agar

=0
\A2 B2
bo'lsa, A g bo'ladi, Bunda ikki hoi yuz beradi: l)agar

(13) sistema cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa, bu

A2 B2 (\
chiziglar ustina-ust tushadi: 2) (13) sistema umuman yechimga

bo'lganda bajariladi, u holda A, va A; to'g’ri

ega emas, bu vy B C bo’lganda yuz beradi, bunda

berilgan to’g’ri chiziglar umuman kesishmaydi, ya'ni ular
parallel bo’ladi.
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3. Nugtadan berilgan to’g’ri chiziqggacha bo’lgan masofa.
NM”0’-Y0) nuqtadan [ to’g'ri ciiiziggacha bo’lgan d
masofani topish talab etilgan bo’lsin. A to’g’ri chizigning nQ
normalini qurib olaylik. Agar MO nuqta A ga nisbatan,
normalning musbat yo’nalishi tomonida joylashgan bo'lsa, u
holda  masofa +d, aks holda —d bo’ladi. Buni M
nuqtaning A to’g’ri chizigdan 8 chetlanishi deb ataymiz.
Chizmadan ko’rinadiki,
p+S —npnOMO=x0CoSa +y(iSina

bundan

S =x0CoSa +y0Sina —p (14)
yoki
d =\x0CoSa + y0Sina - p\ (15)

kelib chiqgadi. Demak, nuqtadan berilgan to’g'ri ciiiziggacha
bo’lgan masofani topish uchun, nuqtaning koordinatalarini
to'g’r:  chizigning normal tenglamasini chap tomonidagi
noma’lumiar o’rniga qo’yish kifoya ekan.

Agar to'g'ri chiziq tenglamasi normal bo’lmasa, u holda
normallovchi  ko’paytuvchi yordamida normal ko'rinishga
kcltirib, so’ngra (15) formula yordamida talab qilingan
masofani hisoblaymiz.

To’g’ri chiziglar dastasining tenglamasi.
Tekislikning ~(Ao0->0) nuqtasidan o’tgan barcha to'g’ri

chiziglari to’plami S  markazli to’g’ri chiziglar- dastasi deb
ataladi.

Teorema. Agar Alx+Bly +C\ =0 va A2x+ B2y +C: =0

lar 1 nuqtada kesishuvchi to’g’ri chiziglar, va lar bir
vagtda nolga teng bo’lmagan ixtiyoriy sonlar bo'lsa, u holda
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or(,x+B,y +C,)+ P(A2x+ B2y +C\)- 0 (16)

S nugtadan o'tuvchi to’g’ri chiziqg tenglamasi bo’ladi.
Isboti. Avval (16) hagigatan tenglama ekanligini
ko’isataylik, buning uchun wuni quyidagi ko’rinishda yozib
olamiz:

(aA, + PA2)x + (aB, + fIBl)y + (aCl+pC1)=0  (17)

Bu yerda ocAx+ P12 va ocB, + PB2 lar bir vagtda nolga teng
bo’laolmaydi, chunki aks holda, aA, + PN12=20 va

A, B, _ p
aB, +[iB, - 0 dan  “~~ ~ ~ kelib chigadi, bun; esa

bo’lishi mumkin emas, chunki bu to’g’ri chiziglar shartga ko'ra
kesishadi. Bu esa (17) tenglama ekanligini ko’rsatadi. Demak,
u tekislikda biror to’g’ri chizigni ifodalaydi. Endi bu to’g'ri

chizig 8 nuqtadan o’tishini ko’rsatsak kifoya. Hagigatan, (17)
dagi noma’lumlar o'rniga  *00% larni  qo’ysak,
AV0O+B,y0o+C, =0 va Ax0+Bx0+C2=0 ekanligidan,

a(A,x0+B,y0+C,)+P(AX0+B%0+C2)=0
bo'lishi kelil*higadi. Teorema isbot bo'ldi.
Agar masalan, ce ®0 bo’lsa, (17) ni quyidagi ko’rinishda
yozsa bo'ladi:
(Atx +B,v+ (") + N(A,x +B2y +t\)=0,

P . .
bu yerda a” deb belgllandl.

Misol. S nuqtada  kesishuvchi 2x +3y-5 =
=0,7x + 15v-f 1- 0 to'g’ri chiziqlar berilgan bo’lsin. S
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nuqtadan i2x —by —1=0 to’g'ri chiziqgga perpendikulyar
o’tgan to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.
Yechish. Avval berilgan to’g’ri chiziglar Icesishishini

2 7
tekshiramiz: y * —. Demak, ular kesishmaydi. Dasta

tenglamasi
2X+3y - 5+ A(Ix + 15v+1)=0.
Buni quyidagicha yozib olamiz:
2+ 7A)x+ @B+ 15A)y + (- 5+ A) =0. (18)

Bu to’g'ri chizigning burchak koeffitsientini topaylik:

‘= 2+1A
3+ 15A
.., 102
Berilgan to'g'ri chizigning burchak koeffitsienti A

bo’lgani uchun, ularning perpendikulyarlik shartiga ko’ra

2+1A 5
3+1510- 12’

Bundan A =-1- Bu giymatni fI8) ga qo'ysak:

5X + 12y + 6 = 0.
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11-ma’ruza.

IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR: ELLIPS, GIPERBOLA
VA PARABOLA.
ULARNING KANONIK TENGLAMALARI

Ikkinchi tartibli egri chiziglar.

O’zgaruvchilarning 2 darajasi gatnashgan tenglamalar ikkinchi
tartibli egri chizigni bildiradi. Umumiy holda uning tenglamasi
quyidagi ko’rinishda bo’ladi

Ax42Bxu+Cu*+2Dx+2Ey+F=0 1)

bu yerda A, B, C, D, E, F o’zgarmas koeffitsicntlar bo’lib bulardan
A. B, C koeffitsientlarning kamida bittasi 0 ga teng bo’lmasligi
kerak. (1) tenglama koeffitsientlarining olgan qiymatlariga garab
uning qanday egri chizigni tasvirlashini ko’ramiz.

I. Aylananing umumiy tenglamasi

Oldingi paragraflarda C(a;b) nugtasidan o’tuvchi radiusi R ga
teng bo’lgan aylananing tenglamasi

(x-a)2+(u-b)2=R2 (2)

ekanligini ko’rglb edik. Qavslarni ochib bu tenglamani quyidagicha
yozish  mumkin: x2-2ax+az+uz2bu+b2=R2 bu tenglamani (1)
tenglama bilan solishtirib xu oldidagi koeffitsientni yo’qligi X: va
u2 oldidagi koeffitsientlar o’zaro teng ekanligini ko’ramiz. Shunday
qilib, X, W ga nisbatan ikkinchi tartibli umumiy tenglama aylana
tenglamasi bo’lishi uchun undagi X2 K12 gatnashgan hadlar oldidagi
koeffitsientlar teng bo’lishi va xu ko’paytma oldidagi koeffitsientlar
0 ga teng bo’lishi zarur va yetarlidir.

Demak ikkinchi tartibli egri chiziglarning tenglamasi quyidagi
ko’rinishda bo'ladi: x2+u:+2Dx+2Ey+F-0, bu yerda x2+2Dx va
u:+2Ey ni to’la kvadratga keltiramiz, u holda

(x+D)2+(y+E)2=D2+E2-F 3)
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(3) da quyidagi uch hoi bo'lishi mumkin:

1) D2E2F>0 bu holda R-*D 2+E2-F radiusli markazi (-D, -£)
nugtada bo’lgan aylana tenglamasi kelib chigadi.

2) DZ2E2F=0 bu holda (3) tenglama quyidagi ko’rinishni oladi:
(x+D)2+(y+E)2=0 bu tenglamani fagat (-D,-E) nuqgta
koordinatalarigina ganoatlantiradi.

3) D2+E2F<0 (3) tenglama hech ganday egri chizigni ifodalamaydi.

Misol.  jr+ir+6x-6u-22=0 hech qganday egri chizigni
ifodalamasligini ko’rsating.

Yechish. (3) ga asosan.

(\2+6x+9)-9+(if-6x+9)-9+22=0
(x+3)2+(h-3):= - 4.
Demak, bu tenglama hech ganday egri chizigni ifodalamaydi.

Misol 2. x2+u24x+6u+3=0 tenglama aylananing tenglamasi
ekanligini ko'rsating.

Yechish. x2 va u2 oldidagi koeffitsientlar teng, xu ko'paytma
gatnashgan had tenelamada yo'q. Bu yerda .4=1. V=I, D=-4, E=6,
F=3.

(2) ga asosan,

X24x+4+tr+6y+9-4-9+3=0
(x-2)2+(m+3)2=10
bu markazi (2; -3) nuqtada bo’lgan, radiusi V10 bo’lgan
aylananing tenglamasidar.

2 Ellips

Ta’rif. Ellips deb,fokuslar deb ataluvchi nuqtalargacha bo’lgan
masofalarining  yig’indisi 2a ‘o0’zgarmas bo'lgan tekislik
nugtalarining geometrik o'rniga aytiladi. Fokuslarni F,, F2 deb
belgilaymiz, ular orasidagi masofa 2S ellipsning ta’rifiga asosan,

FIM+FM-2a (4)

bizga ma’lumki 2a>2C. Dckart koordinatalar sistemasini olamiz.
Tanlab olgan koordinatalar sistemasida chap fokus F,(-C:0) va o’ng
fokus F,(C:0), 1l-rasmdan M(X, u) ixtiyoriy nugta. ellips
tenglamasini keltirib chigaramiz.

MF - T(XTC)1+y2 MF = V(x- cy +y.
102



(4) ga asosan

\ (x+ O~ +y2+n10x—Cy +y2=2a (5)
y
Tenglamani soddalashtirish ~ uchun  yuqoridagi ifodani

quyidagicha yozamiz.
Vix+c)2+y2 —2a—4(x—c) +yL

tenglamani ikkala tomonini kvadratga ko'tarsak
(x+ C)' +y2=4a2+(x- O~ + - dayj{x-cC)" +y2
Soddalashtirgand” so’ng
ar(x- C):+y ~al- Cx
yana kvadratga ko’tarsak
al[(x-S)2ru=a'x2alSx+SXx2

va soddalashtirsak

(a2-S2x2+a2aaz2S?
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a2S2 musbat son, shuning uchun cf-S2=b2 deb olsak (5)
tenglama quyidagicha ko’rinishga keladi

(6)

Ellipsni ixtiyoriy nugtalari (6) tcnglamani ganoatlantiradi, (6)
ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi. Endi ellipsning kanonik
tenglamasidan  foydalanib  uning  shaklini  tckshiramiz. (6)
tenglamaga ellipsning X va it ning kvadratlarigina kiradi, shu
sababli (x, uU) nugta ellipsning nugtasi bo’lsa, (+x, *U) nugta ham
mlinet o RAUR;fiG1 Shecaiiautiv ivu iiiv3iiva 1;' inata
o'qlariga nisbatan simmetrik jovlashgan, shuning uchun ellips
shaklini birinchi chorakda tekshirish kifoya. (6) tenglamani u ga
nisbatan yechamiz.

(M

u hagigiy son bo’lishi uchun cr-x2 >0 yoki x<a bo'lishi kerak bl 0
dan a gacha o’sib borishi mumkin. n-O bo'lganda it-b bo’lib. n-a
bo’lganda u- 0 bo’ladi. Abssissa n 0 dan a gacha o’sib borganda u
ordinata b dan 0 gacha kamayib boradi. BA yoy ellipsning birinchi
chorakdagi yoyi bo’ladi. Simmetriyaga asoslanib ellipsning 2, 3 va

4 choraklardagi yoylari B/1. A,B va B A larini ko’rsatamiz, ellips
chizmada ko’rsatilean.

'y
B
A/ / n A
) o
Fe '
~-
B,
2-rasm.



Koordinata o’qlarini ellipsning simmetriya o’qlari deyiladi,
fokuslar etgan simmetriya o’q ellipsning fokal o’qi deyiladi.
Simmetriya o’glarining kesishgan nuqtasi ellipsning markazi
deyiladi. Ellipsning simmetriya o'glari bilan kesishgan nugqtalari
uning uchlari deyiladi. 2-rasmda A(a, 0), A/(-a, 0) V(b, 0),
Vi(-b, 0) nugtalar ellipsning uchlari AAt-2a ellipsning katta o’qi
VVi=2b ellipsning kichik o’glari deyiladi (a>b bo’lishi shart). (6)
tcnglamada a-b deb olinsa, x2+u2az2 ko'rinishiga ega bo’ladi. Bu
tenglama radiusi a ga teng bo’lgan aylananing tenglamasidir.

Ellipsning  eksscntrisiteti.  Ellipsning  fokuslari  orasidagi
masofani  uning katta o’qi  uzunligiga nisbati  ellipsning

c
ckssentrisiteti deyiladi va deb belgilanadi. s noldan a gacha

bo’lgan giymatlarni olish mumkin, shuning uchun 0<£<1.
Bizga ma’lumki, c-yja -b2 bu yerdan

Agarda a=b bo’lsa ellips aylana bo’lib goladi va bo’ladi.
Agarda b ning giymati a dan 0 gacha kamaysa i: 0 dan 1 gacha
o'sib boradi. Shunday qilib, ellipsning e eksscntrisiteti 0 ga gancha
yaqin bo’lsa ellipsning shakli aylanaga shuncha vyaqgin va
ckssentrisiteti 1 g”gancha yaqin bo'lsa u shuncha ingichkalasha
boradi.

Ellipsning fokal radiuslari. Ellipsning ixtiyoriy nugtalaridan
fokuslargacha bo'lgan masofalari ellips nuqtasining
fokal radiuslari deyiladi. FtM va F2M ellipsdagi M nugtaning fokal
radiuslaridir, bularni r, va r2 deb belgilaymiz. Bizga ma’lumki,

rh=pPM=J(x- C)2+y2 rR”=FEM=J(x+O* +Y

fokal radiuslarni ifodalash uchun formula topish magsadida bu
tenglikning ikkala tomonini kvadratga ko’tarib, chiggan natijalarni
ikkinchisidan birinchisini hadlab ayiramiz:
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/v- 1 ,=4Cn
T, + rz=2a (8)
go’ysak

r-r, =2-.I 9
n

tenglik hosil bo'ladi, (8) va (9) tenglikni hadlab go’shsak,
M= - «

r=a+a (10)

hosil bo’ladi. (10) formulalar abtsissasi x ga teng bo’lgan ellips
nugtalarining fokal radiuslarini x orqgali chizigli ifodalaydi.

Misol. 2.v+4/r=8 ellips fokuslarining koordinatalari,
ckssentrisiteti va abssissasi 1 ga leng bo'lgan nuqtalarning fokal
radiuslari topilsin.

Yechish. Ellips tenglamasi 8 ga bo’lamiz + ) | bu

tenglikdan cr=4, a=2, b2=2, hb—j2

C V«-[ \4 2=\2

demak, /,(v2, 0) F:(-j2, 0) nugtalar ellipsning fokuslaridir.

- L c 49
Ellipsning ckssentrisiteti - -
d 2
n— bo'lgani uchun
r. =a-ex 2- \i2 1.4 w2 po 4oVl

Ellipsning dircktrisalari

N+ =
a" b
Ellipsning direktrisalari deb, uning katta o’giga perpendikulyar

a
bo’lgan va markazidan * h masofa uzunligida o’tadigan
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ikkita to'g’ri chiziqga aytiladi. Ellips direktrisalarining tenglamalari

=+ a v= ---qbo ladi.
t £

3-rasm.
Direktrisalari ellipsning A va Jl, uchlaridan tashgarida

joylashgan bo’ladi, chunki £ <1, £>a- t <-a-

Direktrisalar quyidagi xossaga bo’ysunadi.

Teorema. Ellipsning ixtiyoriy M(x, u) nuqtalaridan
fokuslarigacha bo'lgan masofaning mos direktrisalarigacha bo’lgan
masofaga nishati £ (0’zgarmas songa) teng.

d»=MLx d-,=ML2 sonlar M nuqtadan dirckti isalargacha bo'lgan

masofa, r, var, radiuslar, 3-rasmdan
a-e
4 =ML=0OD-ON= x=°_&
i\ a- ex r. a+ £x
Demak, a- ex " d a +£x
t: £

Misol. Katta yarim o'qi 3 va kichik yarim o’qi 2 bo’lgan
ellipsning tenglamasi va uning direktrisalari tenglamalari tuzilsin.
Yechish. a=3, b-2 bo’lgani uchun Ellipsning tenglamasi

LY cssentrisiteti wm  v'9-4 Vs
9 4 ekKssentrisitetl 3 3
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— i-3
Direktrisalarining tenglamalari X =t r x =z

Giperbola.

Giperbolaning kanonik tenglamasi. Giperbola deb har bir
nuqtasidan berilgan ikki nuqtagacha (fokuslargacha) masofalarning
ayirmasi o0’zgarmas songa teng bo'lgan tekislik nugtalarining
geometrik o’rniga aytiladi.

Fokuslar orasidagi masofani 2S deb belgilaymiz. Giperbola
ta'rifiga asosan, MF2- MF\ = +2a.

Giperbolaning berilgan koordinata sistemasida tenglamasini
keltirib chigaramiz.

Bizga ma’lumki, MFt- yjx+C)2+y~ MF2=7J(x- C)2+y

demak V(x+C):+y2-n](x- C)2+y7=+2a

Ikkala tomonini kvadratga ko’tarib, ixchamlashtirgandan so’ng va
S2a2=b2 deb belgilasak, giperbolaning kanonik tenglamasini keltirib
chiqaramiz.

H U 1)

(11) tenglama giperbola nuqtalarining koordinatalari ni
ganoatlantiradi. Quyida giperbola ganday egri chizig bo’lishini
ko’ramiz. Tenglamada noma’lum koordinatalarining juft darajasi
gatnashadi. SHunga asosan giperbolaning ikki simmetriya o’qi
mavjud. Bu X va u o’qlaridir,
simmetriya o’qlari  giperbolaning
o’glari deyiladi. Giperbolaning
o'qlari fokuslari joylashgani uchun

frontal o’q deyiladi.
Giperbolaning birinchi
chorakdagi formulasini tekshiramiz.

r~2 2

Y= b—n!>< - a (12)

a

108



Bu yerda \>a bo’lishi kerak n 0 dan ga o’sganda u ham 0 pa o'sadi.
Giperbola o’qglariga nisbatan simmetrik bo’lgani uchun AN yoy 4-
rasmdagi kabi bo'ladi. n=0 berib Xx=ta ni topamiz. Demak,
giperbolani ikki uehi bor A(a, 0) va At(-a, 0) giperbola u o’gi bilan

kesishmaydi chunki x=0 bersak y=i"-l_3“~ . Shuning uchun faqat
Ox o'gi hagigiy o'q Oy o'gini mavhum deyiladi.

b
AN yoy y = - JT to'g'ri chiziqga yaqinlasha boradi. Bu to’g’ri

chizigning burchak koeffitsienti k-bla bo’ladi.

Buni ko’rsatish uchun M va N(x, n) nugtasini olamiz. 5-rasmda
ko'rinib turibdiki, ikkala nuqtani ham abssissasi bir xil, ordinatalari
orasidagi farqni yozamiz.
. 0,
y—y:Q Er/lx'-azzh(x-\g _a Y
b~ a Y
h al _ ah
a xfyfx2+a2 x+nlx~a
Bu ifodani surati o'zgarmas son bo'lib maxraji n o'sishi bilan
cheksiz suratda o'sib boradi. Shuning uchun Y-u ayrma 0 ga
intiladi, ya’ni abssissa o’sishi bilan M nugta N ga intiladi.
b
Simmetriyadan ko'rinib  turibdiki Y = ax to'g’ri chiziq X

cheksizlikka intilganda giperbola yoyi (shoxi) shu to’g’ri chizigqa
intiladi Y~ hX va Yy - - h—X to'g'ri  chiziglari giperbolaning

asimptotalaii deyiladi. Giperbolani qurishdan oldin asimptotalarni
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qurish kerak. Buning uchun abssissa o’gidan a uzunlik u o'gidan I?
uzunlik olib asimptota (0, 0) (a, b) nugtalardan o’tishi lozim.

c
£ -~ giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi. Bi/.ga ma’lumki, ,v>a

bunda 6>\ ekstsentrisiteti giperbolani formasini ifodalaydi s2a2b2

dan T*erﬁY i3£ ?‘ Demak ekstsentrisiteti kichik bo’lgan

sari o’glarning munosabatlari b/a ham kam bo’ladi. Agar a
o’zgarmay qolib b kattalashib borsa giperbolaning ekssentrisiteti 1
dan ancha katta giymatlar gabul gqiladi va bu holda giperbola

shoxlari kengayib boradi S 1 ga gancha yaqin bo’lsa giperbolaning
shoxlari shuncha sillig va e 1 dan gancha katta bo’lsa giperbola
shoxlari shuncha yoyiq bo’ladi.

Misol 1 Fokuslar orasidagi masofa 16 ekssentrisiteti 8/7
bo'lgan giperbolaning kanonik tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Shart bo’yicha 2a=16, g-8, £=s/a-S/I
demak a—1 , v= n/6T 49 =/45

Giperbolaning  kanonik  tenglamasi  quyidagicha bo’ladi

64 15
Misol 2. M,(-3; ~-) va M,(4; -2) nuqgtadan o’tuvchi
2

giperbolaning kanonik tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Geperbolaning kanonik tenglamasi a n F | uning

tenglamasini M, va M2 nugta koordinatalari ganoatlantiradi.
Shuning uchun

9 172 _i 6_ 4 _i

u~ b’ Lil b
bu yerdan a~=8 va b2=4 ekanini topamiz. Giperbola tenglamasi
quyidagicha bo'ladi.
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X ~ )’~r
a' b~
zulf masofada fokal o’giga perpendikulyar bo’lib o’tadigan ikkita
to'g’ri chizigga aytiladi,

Ta’rifga asosan, direktrisa tenglamalari quyidagicha
ko’rinishda bo’ladi

~ ‘ giperbolaning direktrisalari deb lining markazidan

a
X -+~
S e

Giperbolada />1 bo'lgani sababli atf<a bo’ladi. Giperbolaning
direktrisalari va O markazi bilan A, uchlari orasida joylashgan.

Giperbola quyidagi xossaga ega. Giperbolaning ixtiyoriy
nuqtasidan fokusgacha masofaning mos direktrisasigacha bo’lgan
masofa nisbati s ga (o’zgarmas songa) teng.

Rasmdan d”x-a/t; agar M nugta chap shoxida bo’lsa u holda
o, ah:-x bo'ladi. Endi rjdx nisbatni ko’ramiz. M nugta o’ng

N -atsx s(-a+ex)
shoxida bo’lgan holda ~ a ~ sx-a ~£ M nugta chap
1 X -
S

shoxida bo’lganda rjdt=e ikkala holda ham z ga teng bo’ladi.

Misol.  Giperbola direktrisalari orasidagi masofa uning
fokuslari orasidagi masofadan uch marta kichik. Giperbolaning
mavhum o'tli 4 ga teng. Giperbolaning ekssentrisiteti va
direktrisalari tenglamasi tuzilsin.
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Yechish. Giperbolaning fokuslari orasidagi masofa 2s
direktrisalar orasidagi masofa 2a/s ma’lum shuning uchun

masalaning shartiga ko’ra 3 (2—5 = 2c yercja 3a=cs

a~
Direktrisalar tenglamasini tuzamiz. x=zxal/s giperbola uchun
cl=al+Ir bizda 2/?=4, b=2 demak 2tr=4, a~Vv2. a va S giymatlarini

direktrisasi tendamasisa qo’ysak, X - il;?/; bu yerda vr3.vi vr2 - 0.

Parabola

Parabola deb har bir nuqtasidan berilgan bir nuqtagacha
(fokusgacha) va berilgan bir to’g’ri chiziqgacha (direktrisagacha)
masofalari o’zaro teng bo’lgan tekislik nuqgtalarining geometrik
o’rniga aytiladi. Direktrisasidan fokusgacha bo'lgan masofasini r
deymiz. r parabola parametri deyiladi. Parabola tenglamasini
keltirib chigaramiz:

Tanlab olingan koordinatalar sistcmasi fokus koordinatalari
F(p/2; 0) direktrisasining tenglamasi x=-r/2 va u o’giga paralel
M(x, //) parabolaning nuqtasi. Parabolaning ta'rifiga asosan
MN=MF 7-rasmda ko’ramiz.
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2 V 2'
Ikkala tomonini kvadratga ko’tarib ixchamiashtirsak parabolaning
kanonik tenglamasi hosil bo’ladi:

r= 2rx (13)

Parabolaning nuqtalari (13) tenglamasini ganoatlantiradi.
Paraboladan tashqgarisidagi nuqtalari bu tenglamani
ganoatlantirmaydi. Parabolaning shaklini uning tenglamasiga asosan

tekshiramiz y =+"2px bo’lgani uchun, agar r>0 bo’lsa n>0
bo’lishi kerak. Demak x turli giymatlar olsa bu giymatlar 0 dan -tcc
gacha bo'lgan oraligda bo’lishi kerak, X ning bunday giymatlariga
u ning 0 dan £°0 gacha qiymatlari to’g’ri keladi, ya’ni birinchi
kvadratda x ning giymatlari 0 da +cc gacha o’sib borganda u ham
+oc gacha o’sib boradi. Parabola 7 chizmada tasvirlangan chizigdan
iborat, agar parabolaning (13) tcnglamasida r<0 ga bo’lsa bu holda

a<0 bo’lishi kerak va parabolaning shaklidagiga nisbatan teskari
bo’ladi.

Agar parabolaning (13) tenglamasida X va W o’rinlarini
almashtirsak, ya’ni x2=2” k o 'rinishni oladi va koordinata o’qlariga
nisbatan quyidagicha joylashgan bo’ladi.

y y

/[ p>0
* X
p<0
Parabolaning ekssentrisiteti va direktrisasi. Parabolaning
ixtiyoriy nugtasidan uning fokusgacha bo'lgan masofani r, bilan

direktrisasigacha bo’lgan masofani d bilan belgilab, parabola
ta'rifidan r=d bunday r/d- 1 shuning uchun parabola ekstsentrisiteti
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£-1
(2) tenglama uchun direktrisa tenglamasi
X--r12

Misol I. Ox o0’q parabolaning simmetriya o’qi, uni uchi
koordinatalar boshida yotadi, parabola fokusidan uchigacha bo’lgan
masofa 4 birlikka teng. Parabola tenglamasi tuzilsin.

Yechish. Masalaning shartiga asosan, parabolaning tenglamasi
u2=2rx bo’ladi.

OF-4 rll-4 yoki r=8
bu giymatni parabola tenglamasiga gqo’ysak u2=16x.

Misol 2. Parabola tenglamasi berilgan u2=6x. Uning fokusini
koordinatalarini va direktrisasini tenglamasini tuzing.

Yechish. Bu verda 2r=6 r=3 direktrisa tenglamasi X=-r12 x=-
3/2  fokusi F(3/2; 0).



12-ma’ruza.

SIRT TENGLAMASI. FAZODA TEKISLIK VA TO’G’RI
CHIZIQ TENGLAMALARI

12.1. Umumiy tushunchalar. Faraz gilaylik, X,y,z - ixtiyor
0’zgaruvchi miqgdorlar bo’lsin. Agar

F(x.,y,2)=0 (1)

tenglik X,y,z larning fagat ayrim qiymatlaridagina o’rinli bo’lsa, u
holda (1) ni x,}’,z larga nisbatan tenglama deb ataymiz. Uchta
son x=x0,y =y0,z =z0 (1) tenglamani qanoatlantiradi deymiz,
agar (1) dagi noma’lumlar o’rniga shu sonlarni go’yganda tenglik
ayniyatga aylansa. (1) tenglamani qanoatlantiradigan har bir
X0,y0,z0 sonlar uchligiga fazoning M(x0,y0,zB) nugtasini mos
go’yamiz. Bunday nuqtalarning geometrik o’rnini sirt deb ataymiz,
(1) ni esa shu sirtning tenglamasi deymiz.

Agar sirt tenglamasi berilgan bo’lib, biror nuqgtaning shu sirtda
yotish yoki yotmasligini tekshirish talab qilingan bo’lsa, u holda
berilgan nuqtaning koordinatalarini tenglamaning noma’lumlari
o’rniga qgo’yish  kifoya.  Analitik geometriyaning vazifasi
garalayotgan sirtni uning tenglamasi yordamida o’rganishdir.

Sirtning ixtiyoriy nugtasi uning o’zgaruvchi nuqtasi
deb ataladi.

Misol sifatida sferaning tenglamasini tuzaylik. Sferaning
ta'rifiga ko’ra, sferaning markazi deb ataluvchi C(a,b,c) nugtadan
sferaning o’zgaruvchi nuqtasi orasidagi masofa r o’zgarmasdir.
Demalk,

n(x- a)2+(y- bf f[z-cf =r,
yoki
(@- a)l+(y-b)2+(z-c)2- r2

Agar sferaning markazi koordinatalar boshida bo’lsa, u holda
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Fazodagi analitik geometriyada asosan algebraik tenglamalar bilan
ifodalangan sirtlar o’rganiladi. Masalan, tenglamasi

Ax+By+Cz+ D=0 (?

ko'rinishda bo'lgan sirt 1-tartibli sin deb ataladi. Tenglamasi
AX +By-+Cz2+2Dxy + 2Exz +2Fyz + 2Gx + 2Hy + 2Kz + 1 =0 (3)

bo'lgan sirtlarni 2-tartibli sirtlar deb ataymiz. Yuqorida ko’rilgan
misoldan sfera 2-tartibli sirt ekanligi kelib chigadi

12.2. Fazodagi tekislik tenglamalari.

Teorema 1 Dekart koordinatalar sistemasida tekislik 1-tartibli
sirtdir.

Isboti. Biror dckart koordinatalar sistemasida berilgan @

tekisligida  uning  biror  nuqtasi M Q) .t) wva unga

perpendikulyar o’tgan gqandaydir n =\A,B,C} vektor berilgan
bo’lsin.
Faraz gilaylik, M(x,y.z) tekislikning siljuvchi nugtasi bo'lsin.

Bu nugta a tekisligida yotishi uchun M ,M-{x-xQy-.yaz-20)
vektor yi ga perpendikulyar bo'lishi shart, ya'ni ntM M.
n ={A,B,C).

Vektorlarning perpendikulyarlik shartidan M M ofj =0 yoki

A(x- x0)+ B(y - y0)+C(z- -,) =0 (4)

kelib chigadi. Agar M(X,y,z) nuqgta a tekisligida yotmasa, (4)
o’rinli bo'Imaydi. shu sababli (4) tenglik M(X.y.z) nugtaning
o’mini tola aniqlaydi. Agar (4) dasi qavslarni ochib va
D - -Ax,, - By, -C.zu deb belgilasak.

AX+By fCz+/)=
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hosil bo’ladi. Teorema isbot bo'ldi.

Tekislikka perpendikulyar bo'lgan nol bo’lmagan har ganday
vektor tekislikka normal vektor deb, shu sababli, (4) tenglama
normal vcktori n bo'lib, MO(x0,y0,z0) nuqgtadan o’tgan tekislik
tenglamasi deb ataladi.

Teorema 2. Dekart koordinatalar sistemasida har ganday 1-
tartibli tenglama tckislikni aniglaydi.

Isboti. Biror dekart koordinatalar sistemasida (3) tenglama

berilgan bo’lsin. Faraz gilaylik, 0,y,,.r@ lar shu tenglamaning biror

yechimi bo'lsin, ya’ni (3) ni qganoatlantiruvchi sonlar bo’lsin. U
holda

Ax{) £Bv fCz0+ID=0 (S)
bo'ladi. (3) dan (5) ni ayirsak
AXx x)eB(v V)e((:: z0) ©

hosil bo'ladi. Ma’lumki, bu tenglama normal vcktori n bo'lib,
\1 (x-i . nugtadan o'tgan tekislik tenglamasidir.

(4) tenglama (3) ga ekvivalcnt bo'lgani uchun (3) ham
tekislikning tenglamasi bo'ladi. Teorema isbot bo'ldi.
Tekislikning (3) tenglamasini uning umumiy tenglamasi deb
ataymiz. A

Misol. n=4{223} vektorga perpendikulyar bo'lib. JI/,,(1,11)
nugtadan o'tgan tekislik tenglamasi tuzilsin.
Yechish. (4) ga asosan,

2(x-1)+2(y-1)+3(r-1) =0
yoki
2v+2v+3z-7=0.

Teorema 3. Agar ikki A+ Sy +C,z+ D] =0 va
AX +B2 £ C2z +D2=0 tenglamalar bir tekislikni ifodalasa, u holda
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bu tenglamalarning mos koeffitsientlari o0’zaro proportsional
bo'ladi.
Isboti. Hagigatan, agar teorema sharti o'rinli bo'lsa, u holda
n, ={",,5,,"} va n2={A2,B2,(\) vektorlar berilgan tekislikka
perpendikulyar  bo’lishadi, demak, ular o’zaro  kolleniar.
Vektorlarning  kolleniarlik  shartiga ko’ra, A2,B2,C2 sonlar
sonlarga proportsional bo’ladi. Agar proportsionallik
koeffitsientini 1! desak, A2=AYJ,B2- Bji,C2- C\ju. Agar
MO(xQy0,z0) tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo’lsa, u holda uning
koordinatalari har bir  tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni
Ax0+B,y0o+C,r0+D, =0 va AX0+B%0+CZ%, +D2=0 bo’ladi.
Agar ularning birini M ga ko'paytirib, ikkinchisidan ayirsak,
2 ~ - 0 hosil bo’ladi. Bundan esa,

A2 B2=(\ = D2

A B C D M
kelib chigadi.

12.3. Tekislikning kesmalardagi tenglamasi. Ma’lumki,
AB,C,D koeffitsientlar bir vaqtda nolga teng bo’lmaydi. (3)
tenglamada bu koeffitsientlarning ayrimlari nolga teng bo’lgan bir
necha xususiy hollarni ko’rib chigaylik.

1) D- 0; tenglama Ax+By+Cz--0 ko’rinishga keladi. Bu
tenglamani x-0,y =0,z=0 sonlar ganoatlantiradi, ya'ni
tekislik koordinatalar boshidan o’tadi.

2) 5=0; tenglama Ax+By+D- 0 ko’rinishda bo’ladi. Bu
tekislikning normal vektori n~{A,B,0 z o0’giga
perpendikulyar, demak, tekislikni o’zi shu o’qga parallel
0’tadi.

3) B=0,C-—0; bunda Ax+D-0 ga ega bo’lamiz. Uning
normal  vektori « ={"0,0} vy va z o’glariga

perpendikulyar, u holda tekislik Oyz tekisligiga parallel
o’tadi. Xususan, agar D- 0 bo'lsa, w=0 hosil bo'lib. bu
tekislik Oyz koordinatalar tekisligi bilan ustma-ust
tushushiga ishonch hosil gilamiz.



Yuqoi idagidek fikr yuritib, Ax+Cz+D =0 tenglama Y o0’giga
parallel tekislikni, By +Cz+D =0 tenglama x o’giga parallel
tekislikni aniglashiga ishonch hosil gilamiz. Bularning xususiy holi
sifatida, y =0 tenglama Oxz koordinatalar tekisligining, z =0 esa

Oxy tekisligining tenglamasi ekanligini ko’ramiz.
4) A,B,C,D koeffitsientlarning birortasi ham nolga teng
bo’Imasin. U holda ozod hadni tenglikning o0’ng
tomoniga o’tkazib, tenglamani -D ga bo’lib yuboramiz:

AX By &
~D +~-D+~D ~
yoki
A B C
D. D D
Agar a~~—I g.c~ belgilashlar kiritsak,

hosil bo'ladi. (6) tenglari%ii tekislikning kesmalardagi tenglamasi
deb atashadi.

12.4. Tekislikning normal tenglamasi. Faraz gilaylik, bizg
n tekisligi, wuning normali n va koordinatalar boshidan
tekislikkacha bo’lgan masofa p berilgan bo’lsin. n vektorning
koordinata o’glari bilan tashkil etgan burchaklari a,p,y bo’lsin.

Agar «o f>vektorning orti bo'lsa, u holda

n0 = {cosa, cos/?, cos/}



bo’ladi. Tekislikning siljuvchi nugtasini M(x,y\z) desak, uning

radius-vektori OM - {x,y,z} bo'ladi. Ma'lumki, np- OM - p <|.
rasm).

Ma’lumki,
np,, OM - |JI0lnp- OM =

=n0oOM =xcosa + ycosfi +zcosy

Bundan, %
XQBx4y COS?4zcosy p=0 7

(7) tenglama tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Agar tekislikning tenglamasi (3) ko’rinishda berilgan bo'lsa,
uni normal tenglamami yoki yo’gmi ekanligini

ifodaning qiymatiga qgarab aniglaymiz: agar // =1 bo'lsa, (3)
normal tenglama bo’ladi, aks holda (3) ni = 1 ga bo’lib
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+ A + B +
~nra2+82+c - 3~Ja 2482+ 2«

.9)

" WA2+B2+C2  y/a2+B2+C2"

hosil gilamiz. Bu tenglama normal bo’lishi uchun endi (9) dagi
ishoralardan birini ozod had D ning ishorasiga teskari gilib olinsa
kifoya. (3) tenglama W ifoda yordamida normal ko’rinishga
keltirilgani uchun 11H ni normallovchi ko’paytuvchi deb atashadi.

%
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13-ma’ruza.

TEKISLIK, FAZODAGI TO’G’RI CHIZIQ VA
ULARGA DOIR AYRIM MASALALAR.

1. Nuqgtadan berilgan tekislikkacha bo’lgan masofa.
Faraz qilaylik, n tekislik va wunda yotmagan biror

MO(x0,y0,z0) nugta berilgan bo'lsin. MO nugtadan n
tekislikkacha bo’lgan d masofani topish talab gilingan bo’lsin.

Berilgan tekislikning normali ni qurib olamiz. Agar
M, nugta va koordinatalar boshi n tekislikning har xil
tornonlarida joylashgan bo’lsa, u holda MO nuqgtaning 7

tekislikdan chetlanishi deb +S ga, aks holda ~8 ga aytamiz
(1-rasm).

J7,, nugtani normalga proeksiyalaylik. U holda chizmadan
ko’rinadiki,

S =PQ = 0Q - OP.

OP =p.0Q =np. OM,,

ekanligini e'tiborga olsak,
S =npnOMo- p
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npn ()MO = x0cos a +Y,, cos /3+z0cos 'y
bo’lgani uchun

S =x0cosa +yncos fi +z0cos/ - p (10)

formulaga ega bo’lamiz. U holda
d = |xHcosa +y0Ocos P +z0cosy - p\.

2. Ikki tekislik orasidagi burchak. Faraz qilaylik, bizga
O, Ax+ v+C|Z+2| =0 va [>- +By+1,z+2,=0
tekisliklar berilgan bg~sin. N, ={A,,5,,C,} va N, ={/4,,5,,C\}
berilgan tekisliklarning normal vektorlari. 2-rasmdan
ko’rinadiki. tekisliklar orasidagi burchak ularning normallari

orasidagi burchakka teng. Shuning wuchun normal vektorlar
orasidagi burchakni cjidiramiz. Ma'lumki (3-rasm),

o NtoN2
cos(p=
N, N

yoki
AA +/?.#,+ C.C,
CoS(p -

YAt +5, +C; eyjA: +B2 +C\ (11)
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T
Agar AJ_A2 bo’lsa, »“T bo’ladi. U holda cos® =0 va (11)

ga asosan AtA2+B]B2+CtC2=0. Bu tenglikni tckisliklarning
perpendikulyarlik sharti deb atashadi. Agar A, tekislik A2

tekislikka parallel bo’lsa, u holda N, vektor A', vektorga
kolleniar bo'ladi. Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko'ra

bo'ladi. Bu inunosabat tckisliklarning parallcllik sharti deb
ataladi.

3. Uch nuqtadan o’tgan tekislik tenglamasi. Bizga J1
tekislikning uchta M,(*-v,,r,),M2(x2,v2,z,).M .(v,, v,,z,)

nuqtasi berilgan bo’lsin. Agar A/(x,y,z) shu tekislikning

siljuvchi nuqtasi bo’lsa, u holda M]1/.1/|N/2,NI,N7. vektorlar
N tekislikda yotadi, ya'ni ular komplanar bo'ladi.

M,M = {x~xt,y- v,,--z,}.
M, M 2= lv, V.V.-y.,z2-2,},

MM, ={', -~ -v,,z, -z,}

ekanligidan va vektorlarning komplanarlik shartidan

x = X, _y\ __"'
X2- v YR2-Y\ .y.« =0
V- N YTN ~z\

kelib chigadi.
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13.1. Fazodagi to’g’ri chizig. 1) Agar berilgan

O Ax+Bty+Ctz+2,=0 va A AX+Bly +C%Z +Dz—0
tekisliklar parallel bo’lmasa, u holda ular to’g’ri chizig bo'ylab
kesishadi. Shu sababli, fazodagi to’g’ri chizigni ikki
tekislikning kesishish chizig’i sifatida qaraymiz. Demak, fazoda
to’g’ri chiziq quyidagi tenglamalar sistemasi bilan

aniqlanadi:

JAXx+Bty +C,z + D, =0,
[A%+B2% +CZ +D2=0. (12>

(12) to'g’ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Agar A
va A, tekisliklar parallel bo’lsa, (12) to’g’ri chizigni
ifodalamaydi. Demak, berilgan tenglamalar sistemasi to’g’ri
chizigning umumiy tenglamasi ekanligini aniglash uchun
noma’lumlar oldidagi mos koeffitsientlarni  proporsional
emasligini tekshirish kerak ekan.

Bir to’g’ri chizig bo’ylab cheksiz ko’p tekisliklar
kesishadi. Bunday tekisliklarni tekisliklar dastasi deymiz. Agar
shu dastaga tegishli ikkita tekislikning tenglamasi ma'lum
bo’lsa, shu dastaning bosh”tekisligini tenglamasi

a(Atx + Biv+ C|z + D]) + B3 x+ By +C\z r O-) 0 (13)
bo’ladi.

Bunga ishonch hosil qilish uchun, avval (13) tenglama
tekislik teng ekanligini tekshiraylik. Buning uchun, (13) ni
quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

(aAi +A2P)x +{aB] + pB2)v + (a( +J3C:)z + (aD] + J3r) = 0.

Agar bir vaqtda oA +fiA2=0,ab]+pB2=0,aC\ + 4 \ =0
bo'lsa, u holda

A2 C\ a
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bo’ladi. Bu esa dastlabki farazga zid, chunki bu holda A va
A2 tekisliklar parallel bo’ladi va ular to’g’ri chizigni
ifodalamaydi. Bu ziddiyat (13) tenglama ekanligini ko’rsatadi.
Bu tenglama 1-darajali tenglama bo’lgani uchun u tekislikni
ifodalaydi.

Agar a,p larning biri, masalan a*0 bo’lsa, u holda (13)
ni quyidagi ko’rinishga keltirish mumkin:

(aia+ BY+C|Z+ DX+ AAX + B-y+C22 + D)= 0.

2. To’g’ri chizigning kanonik tenglamasi. Bizga fazoda
to’g’ri chizigning biror (xo’Yameu) nugtasi va unga parallel
bo’lgan a ={l,m,n) vektor berilgan bo’l sin. Faraz gilaylik,
M{x,y,z) to’g’ri chizigning siljuvchi nuqtasi bo’lsin. U holda
a va MOM vektorlar parallel bo’ladi. Vektorlarning
kolleniarlik shartiga ko’ra

A (14)

kelib chigadi. a vektor M nuqgtaning to’g’ri chizigda
bo’lishini ta’minlagani uchun uni to’g’ri  chizigning
yo’naltiruvchi vektori deb atashadi. (14) ni to’g’ri chizigning
kanonik tenglamasi deb ataymiz. Agar to’g’ri chizig umumiy
tenglamasi bilan berilgan bo’lsa, uning bu tenglamasini kanonik
ko’rinishga keltirsa bo’ladi. Haqigatan, bizga (13) berilgan
bo’lsin. Bu sistemani aniglaydigan tekisliklarni mos ravishda
A, va A, deb Dbelgilaylik. Ularning normal vektorlari
«i = {A\,B\,C{} va n2={A2,B2,C2} bo’ladi. To’g’ri chizigning
kanonik  tenglamasini  tuzish  uchun: 1) uning  biror
MO(xo,y0,z0) nugtasini bilish kerak; bu nugtani topish uchun
(13) dagi noma’lumlardan biriga giymat berib, masalan z =z0
deb, (13) sistemani * va Yy larga nisbatan yechib, X =x0,v =yn

larni topamiz; 2) to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi d ={l,mn}
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vektorini topish kerak; qaralayotgan to’g’ri chiziq ikki
tekislikning kesishish chizig’i bo’lgani uchun, u va n2
vektorlarga perpendikulyar bo’ladi. Shuning uchun, a vektor
sifatida «| va n2 vektorlarga perpendikulyar bo'lgan ixtiyoriy
vektorni, shu jumladan, ularning vektor ko’paytmasini olish
mumkin, ya’ni a - nSxn2.

Misol. Berilgan to’g’ri chizigning kanonik tenglamasini
tuzing:

J3X+2>’+4z-11 =0,
[2x+y -3z -1 =0.

Yechish. Agar *0=1 desak, sistemadan y0=2,z0=1 kelib
chigadi, demak, MO(I1,2,I) ekan. Endi yo’naltiruvchi vektorni
topamiz. Sistemadan nx={3,2,4},in2 = {21,—3} lami aniglaymiz.

U holda a=« xn2=4{-10,17,-1} bo’ladi, bundan
/=-10,m=17,« = -1 lar topiladi. Bularni (14) ga olib borib
go’ysak:

X-1 y-2_2z-1
-10% 17 -1 -
Agar (14) dagi nisbatlarni / ga tenglasak:
*~*) _y-yo _r~zo_t

| m n
bundan
X =X0+1t,
my =y.+na, {15)
z=z20+nt

kelib chigadi. (15) ni to’g’ri chizigning parametrik tenglamasi
deb atashadi, t bu yerda parametr rolini o’ynaydi. To’g’ri
chizigning parametrik tenglamasi odatda to’g’ri chizig bilan
tekislikning kesishish nuqtasini topish masalasida ishlatiladi.
. X~2 y-3 z-4 . )
Misol. —_— =~j—= to’g n chiziq bilan

2x +y +z- 6 =0 tekislikning kesishish nuqtasini toping.
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Yechish. Avval to’g’ri chizigning parametrik tenglamasini
tuzib olamiz:
X=2+t,y =3+t,z =4 +2t.
Endi bularni tekislik tenglamasiga olib borib qo'yamiz:
2 +?)+@B+/)+(@4+2))- 6=0.
Bundan /=-1 topiladi, bu giymatni parametrik tenglamasiga
qo’yib x=1 y =2, z-2 larni topamiz.

3.To’g’ri chiziqga doir ayrim masalalar. Faraz
gilaylik,to’g’richizigning ikki M Xx~y~z~),M2{x2,y2,z2) nuqtasi
berilgan bo’lsin. Bu to’g’ri chizigning yo’naltiruvchi vektori
sifatida a =MIM2 vektorni olish mumkin. Agar M(X,y,z)
nuqta to’g’ri chizigning siljuvchi nuqtasi bo’lsa, u holda,
va a vektorlar parallel bo’ladi. Berilgan koordinatalarga ko'ra,
MAM = {X-XXYy-yXzZ-2Zx}
a={x2-xxy2—y1,z22- z,}
Vektorlarning kolleniarlik shartiga ko’ra:
A-x y-yx z-z,
D I e VI 3/ 5 (16)
Oxirgi tenglik ikki nuqtadan o’tgan to'g’ri chiziq
tenglamasi deb ataladi.
A) Endi faraz gilaylik, bizga
x—X Y-\ z-z1| X-X2 y~y2 z~1z:

/, m] 7 Voo 11, n2
to’g’ri chiziqlar berilgan bo’lsin. Ular orasidagi burchak
ularning yo’naltiruvchi vektorlari 3= }
a = {lI2,m 2,n 2} orasidagi burchakka teng. Shu sababli,
a, 1,1, +mtm, +«,«,
cos<Pp :WH\W/;I: V:'177_7',A+7!,7'--y//', +777, o+ 7, (17)

bo’ladi.
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b) Agar to'g’ri chiziglar perpendikulyar bo'lsa, u holda
P —=cos® 0. shu sababli,

I02+ w, w2+ /T,M, = 0 (18)
bo’ladi. Bu tenglikni to’g’ri chiziglarning perpendikulyarlik
sharti deb ataymiz.

v) Agar to’g’ri chiziglar parallel bo’lsa, larning
kolleniarlik shartidan

h nm? nr

kelib chigadi . Bu tenglik to’g’ri chiziglarning parallellik
sharti deb ataladi.

4. To’g’ri chiziq va tekislik*
* _Y~Yo _r-tT

/ m n
Ax + By +Cz +D =0 tekislik berilgan bo’l sin.

Bizga to’g’ri chiziq va

3-rasmdan ko’rinadiki, to’g'ri chiziqg bilan tekislik orasidagi
burchak @@ va yo’naltiruvchi vektor bilan tekislikning normal

vektori orasidagi burchak < lar yiQindisi « TN bundan
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n it
a- —<p yoki P~~~a. Shu sababli, ( ni topsak kifoya.
Demak,

cosp=Sma =T »- fLrBm+Cno 20)
vN"+B~+C' W/ +m~+n~-

Agar to’g’ri chiziq tckislikka parallel bo’lsa, !l holda
yo’naltiruvchi vektor normalga perpendikulyar bo'ladi, shuning
uchun

Al + BT +Cn —0 (21)
bo’ladi. Bu tenglik to’g’ri chizig bilan tekislikning paiallellik
sharti deyiladi. Agar to’g’ri chizig bilan tekislik perpendikulyar
bo'lsa, u holda yo’naltiruvchi vektor bilan normal vektor
parallel bo’ladi. U holda to’g’ri chizig bilan tekislikning
pcrpendikulyarlik sharti

B
==

c
n (22)

>

bo'ladi.
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14-Ta’rysa.
IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR
l. Ikkinchi tartibli sirt tushunchasi.

Fazodagi biror Dekart koordinatalar sistemasida X, y, z larga
nisbhatan

Ax2By2+Cz1+2Dxy+2Eyz+2Fyz+2Gx+2Hy+2Kz,+L=0 (1)

tenglamani qanoatlantiradigan nuqgtalamo'plami ikkinchi tartibli sirt
deyiladi. Bu tenglamadagi A, B, C, D, E, F koeffitsientlardan hech
bo’lmasa bittasi noldan fargli bo'lganda sfera, ellipsoid,
giperboloid, silindrik sirt, konus sirt yoki bir gancha aylanma
sirtlarni ifodalash mumkin, shuningdek bu tenglama yordamida ikki
tengsizliklar oilasi, nuqta, to'g’ri chiziq va hatto bo’sh to’plamlarni
ham aniglash mumkin. Biz bu bobda eng sodda (aylanma sirtlar)
sferalar, konuslar, silindrlar, ellipsoidlar, giperboloidlar,
paraboloidlar va giperbolik paraboloidlar bilan tanishamiz.

Il. Sfera
Ta’rif. Fazoda berilgan nuqtadan teng masofada yotgan
nuqtalarning geometrik o’rnidan tashkil topgan sirt sfera deyiladi.
z

1-rasm.

Sfera tenglamasini tu/.ish uchun fazoda O y,, T,) nuqgta
olaylik undan teng masofada yotgan nuqtalar umumiy holda
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M(X, ¥, z) va masofa R bo’lsin. U holda aytilganga ko’ra, 1-
rasmdan:

IOM ER yoki j(x-xj2+(y-y,Y +(z-z232=R
(x-x,)2¢(y-y,)2+(z-2)2=R2 2)

Bu sferaning (kanonik) tenglamasi deyiladi.
Agar sfera markazi koordinatalar markazi bilan ustma-ust
tushsa uning tenglamasi quyidagi ko’rir.ishda bo’ladi (X]=V|=Z|=0)

(3)

Misol. xz+y2z2+2x+4y-20=0 tenglama bilan berilgan sferaning
markazi va radiusi R topilsin.
Yechish. x2t>2+z22+2.t+4v-20=0 dan to’la kvadrat ajratamiz.
X2+ 2X+1+y24+4>"+4+722=25
(*+1)2+0m-2)2+(r-0)2=25;
Demak: 0,(-1; -2; 0) sfera markazi
R=5 sfera radiusi.

I11. Silindrik sirtlar.
Ta’rif. Fazoda yo'naltiruvchi deb atalgan L-chizigni kesib
o’tuvchi va biror | to’g’ri chiziqga paralel bo’lgan barcha to’g’ri

chiziglardan hosil bo'lgan sirt silindrik sirti deyiladi (2-rasm).

/

2-rasm.

F(x, y)=0 tenglama fazodagi yasovchisi (9Z-o’qgqa parallel
silindrik sirtni aniglaydi. Shuningdek F(X, y)=0 vyasovchisi OY-
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o’qqga parallel, F(\\ -)=0 yasovchisi OX-o’qga parallel bo’lgan sirtni
aniglaydi. Bu holda F(x, v)=0, F(x, z)=0, F(y, -)=0 tenglamalar
tckislikda ko’rilsa ular mos ravishda XOY, XOZ, YOZ tekislikdagi
egri  chiziglarni ifodalaydi va ular silindrik  sirtlarning
yo’naltiruvchilari deyiladi.

Quyidagi yasovchilari OZ o’qga parallel bo’lgan eng muhim
silindrik sirtni ko'ramiz. Ularning yo’naltiruvchilari mos ravishda
aylana, ellips, giperbola, paraboladan iborat (3-rasm)

a) X2y2=cr - to’g’ri doiraviy silindr (4)
b) +>r:~2: 1 - elliptik silindr )
V) 4 ~b2 1 - giperbolik silindr (6)
g) y22px - parabolik silindr (7)
z
3-rasm.
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IV. Konus sirt.
Ta’rif. Fazoda yo’naltiruvchi deb atalgan L- chizigni kesib
o’tuvchi va berilgan $-nugtadan o’tuvchi barcha | to’g’ri

chiziglardan hosil bo’lgan sirt konus sirt (yoki ikkinchi tartibli
konus) deb ataladi (4-rasm).

4-rasm.

R - nugta konusning uchi va L - yasovchisi deb ataladi

Misol. Uchi koordinatalar markazida yotgan va
yo’naltiruvchisi ellipsoiddan L iborat:
Z=¢C

¥—=1]1 konus tenglamasi tuzilsin.

Yechish. M(X, ¥, 2) konusning ixtiyoriy nugtasi bo'lsin. u
holda konusning vyasovchi 0(0; 0; 0) va M(x, y, 2 nugtalardan
o'tgan to’g’ri chizig bo’ladi. Uning fazodagi kanonik tenglamasini
topamiz

X-0_y-0 z-0 .jcov oz ] . )
— - ==fe-= ———— - yoki —=—=- yoki z=C ni o’rnisa qo'ysak:
A-0y-0z-0 X y z
X Vv z CX cy . .
----- bundan x - ; y =— hosil bo’ladi.
X c z z

Buni yo’naltiruvchi L tenglamasiga qo’ysak quyidagi tenglama
hosil bo'ladi

(8)

134



Bu elliptik sfera yoki ikkinchi tartibli konus tenglamasi
deyiladi. Agar bunda a-b deb olsak yo’naltiruvchisi

z=cC |
x2+ : _ r a-radiusli aylana bo’lgan to’g’ri aylanma konus hosil

bo’ladi, uning simmetriya o’qi OZ dan iborat bo’ladi.

X2 72
X2eir-2 20 9)
Shtiningdek, o'glari OY va OX Jcoordinata o’qglaridan iborat va

uchi koordinatalar markazida yotuvcM ikkinchi tartibli konuslarning
tenglamasi mos ravishda

X2 X2+ 22_0 (10)
ar~ b~ c2
va
N Yy 2 VA A
a" b~

lardan iborat bo'ladi.

135



15-ma’ruza.
AYLANMA SIRTLAR.

Ta’rif. Fazoda biror L chizigning z-o'q atrofida aylanishidan
hosil bo’lgan nuqtalar to’plami aylanma sirt deyiladi. L-chiziq
aylanma sirtning .nedianasi, ~-0’q esa uning aylanma o’qi deyiladi.
Biz aylanish o’glari OZ, OY, OX-o’glaridan iborat bo'lgan hollar
bilan chegaralanamiz (1-rasm).

1) Sirt aylanish o’qi OZ o’gidan iborat bo'lgan, L-medianas
esa OYZ tekisligida yotgan tekis chizig bo’lib uning tenglamasi
quyidagicha bo’lsin

F(v,z) =0l
v=0 } < ")
z

1-rasm.

M(x, y, ")- aylanma sirtning ixtiyoriy nugtasi bo’lsin, M nuqta
orgali OZ o’giga perpendikulyar qilib Q tekislik o’tkazaylik, Q
tekislikda aylanma sirtni markazi 0, va P(0,Kl,Z), 0(0;0:Z) bo’ladi.
Bu holda HO,M1=tOJ1=1I",1

|7, 7V, 1= yj(x - 0)* + (y-0)"+(z- 2\ =yfx +y~

\Y\=nP =+ + Y~
P(0,v, z) nuqgta L-medianada yotgani uchun, F(y\z)=0 o’linli.
Bundan ushbu tenglama hosil bo’ladi

136



F(xv*2+/, z)=0. (12)
Bu F(y,2)=0, x=0 L-mediana OZ-o0’qgi atrofida aylantirishdan
hosil bo’lgan aylanma sirt tenglamasidir
2) Agar F(y, 2)=0, x=0 L-medianani OY o’qi atrofida aylantirilsa, u
aylanma jismning tenglamasi quyidagicha ko'rinishda bo’ladi.

F(y,xJx2+z2)=0 (13)

3) Agar F(x, >0=0, z=0 L-mediana OX o’qi atrofida aylantirilsa va
bundan hosil bo’lgan aylanma jismning tendamasi quyidagicha

ko'rinishda bo’ladi ™
F(x, zyjy2+z2)=0 (14)
Ellipsoidlar
1 Aylanma ellipsoidlar.
X2 722
a) Agar XOZ tekisligida berilgan + A ellipsni OZ-o’qi

atrofida aylantirsak tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan
aylanma ellipsoid hosil bo’ladi. (V punkt)

r2 y2+z2 X2 y2 z2

— +— — =1yoki “T+7M+"r-1 (15)
a ¢ a c c

b) Agar shu ellipsni OX o’gi atrofida aylantirsak ushbu aylanma
ellipsoid hosil bo’ladi va h.k.

+4 =] yoki “ +2A7+7r=1 (16)
a c a a ¢
s) Agar (15) yoki (14) da a=s deb olsak
X2Hy2+z2=a? (163

sfera hosil bo’ladi.

2. Elliptik elipsoid

Tenglamasi:

137



ko’rinishida berilgan sirt fazoda elliptik ellipsoid deyiladi (2-rasm).

SV+A tE =1 X ilr+T=1
b C a' b~ ¢
2-rasm.

VII. Giperboloidlar
1. Bir pallali aylanma giperboloidlar
2 1zl
a) YOZ tekislikda berilgan )t;_ - =1 giperbola OZ o'qi
CN
atrofida aylantirilsa tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir
pallali aylanma giperbolik sirt hosil bo’ladi.

X +y z i X y
- = - oki — + 1
y b2 b' «c2 (18)
- . X y . .
b) Agar XOY tekislikda berilgan 4 n giperbola OY-o'gi

atrofida aylantirilsa tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo’lgan bir
pallali aylanma giperbolik sirt hosil bo’ladi.

b T Lyoki — +— - 1 (19)
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s) Agar XOZ tekisligida berilgan X 2721 giperbola OZ o’qi

atrofida aylantirilsa tenglamasi quyidagi ko’rinishda bo’lgan bir
pallali aylanma giperbolik sirt hosil bo’ladi.

(20)

2. Bir pallali elliptik giperboloidlar

Tenglamalari quyidagi ko’rinishda berilgan sirtlar fazoda bir
pallali elliptik giperboloidlar deyiladi:

(21)
a2 bl c2
a2 b2 c2 (22)
X2+y2+z_2 =1

Bu sirtlar mos ravishda z=h, y=k, x=t tekisliklar bilan kesilsa,
kesimda ellipslar hosil bo’ladi (3-rasm).

Aylana bir pallali Bir pallali
giperboloid elliptik giperboloid

3-rasm.
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3. Ikki pallali aylanma giperboloidlar

a) Agar YOZ tekisligida berilgan y2 z2 _| giperbola QY o’qi

atofida aylantirilsa tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo’lgan
ikki pallali aylanma giperboloid hosil bo’ladi

|t|)_£ei¢£| =, yoki yb--ié- tC: \ (24)

. L . X1 v2
b) Shuningdek XOY tekisligida berilgan -—=1; va

X0OZ tekisligida berilgan - X k1= giperbolalar mos ravishda
OX va OZ o’qgi atrofida aylantirilsa quyidagi ko’rinishdagi ikki

pallali giperboloidlar hosil bo’ladi:
a b b (25)
x2_yl, z1_, (26)
a a ¢
4. Ikki pallali elliptik giperboloidlar.

Tenglamalari quyidagicha ko’rinishda berilgan sirtlar fazoda
ikki pallali eliptik giperboloidlar deyiladi



Quyida OY o’gi atrofida aylantirilishdan  hosil  bo’ladi

X2 72
— ---r\;/r +~r = ikki pallali aylanma giperboloid va
a ~ Cc~
X—.Z-z—2+22:-1 ikki pallali elliptik giperboloidlar shaklini
a C

keltiramiz (4-rasm)

4-rasm.

VIIL. Paraboloidlar
1. Aylanma paraboloidlar.

a) Agar XQOY tekisligida berilgan u2=2rx parabola OX o’qi atrofida
aylantirilsa tenglamasi quyidagicha ko’rinishda bo’lgan aylanma
paraboloid (siilt) hosil bo'ladi.

y 1+71=2px (30)

Agar x=h deb olinsa y2+:22px, z=h aylana hosil bo’ladi.
b) Shuningdek XOZ tekisligida berilgan x2=2pz parabola va YOZ
tekisligida berilgan z2=2ru parabolani mos ravishda OZ va OY
o’glari atrofida aylantirsak quyidagicha aylanma paraboloidlar
tenglamasi hosil bo'ladi.

X2+y2=2pz (31)
va

X2+z2-2py (32)

141



2. Eliptik paraboloidlar

Tenglamasi umumiy holda quyidagicha ko’rinishda berilgan

sirtlar elliptik paraboloidlar deyiladi (5-rasm).

—+— =2z
P 4

x14=l-9y
L+Z;:2X

P q
Quyida OZ o’qi atrofida aylantirishdan hosil

X' vl L . .
X~=y--2pz va 20 2 elliptik  paraboloidlarni
keltiramiz:
1 z 'K | y:=2
tr h

YAX+y:

V [/ aylana
I *

5-rasm.
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3. Giperbolik paraboloidlar

Tenglamasi umumiy holda quyidagicha ko’rinishda
sirtlar giperbolik paraboloid deyiladi.

Xl V2 e X2 22 0 Y = 2x (36)
pq P q p A
yoki bu tengliklar odatda quyidagicha ko’rinishda yoziladi:
x2 ye_ o ox_z2 ., vzl _, (37),
p 2 2p 29 ° 2p 2q V
vl o x2 . . . - N
Quyida -----5-- =z giperbolik paraboloid shaklini keltiramiz.
29 2p
Bunda ~=h bo’lsa o _X= 1 giperbola;
2gh  2ph '

n-0 bo’lsa y~-29z parabola

v=0 bo’lsa ,r=2pz parabola

\ - .
:=() bo’lsa Eq_ 2_p =0 yoki
vV X
—0 yoki 4-—T= ~1=7+T=| y°~ tekislikda
4 P W4 4P)W? 4p
yotuvchi ikkita quyidagi to’g’ri chiziglardan iborat:
Y Y Bva e %o B yoki y—Xi¥
[ Vit  vIT Vit VT Vp

koordinatalar boshidan o’tuvchi to’g’ri chiziglardan iborat. Bu
degan so’z sirt XOY tekisligini shu ikki to’g'ri chiziglar bo'ylab
kesib o'tadi (6-rasm).
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Giperbolik paraboloidlarni umuman to’g’ri chiziqlardan tashkil
topgan sirt ekanligini isbotlash mumkin.
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16-ma’ruza.
O’ZGARUVCHI MIQDORLAR. FUNKSIYA.

I Hagqiqiy sonlar. Haqiqiy sonlar bilan sonlar o’qi orasidagi
0’zaro moslik

Tabiat, fan va texnika masalalarida gatnashgan miqgdorlarning
0’zaro munosabatlarini tekshirishga olib keladigan miqdorni
o’lchov birligi yordamida taqqoslab ko’rish natijasida yoki
boshgacha aytganda o’lchash natijasida son hosil bo’ladi. O’lchj.sh
natijasida  butun, kasr sonlar hosil bo’lishi  mumkin. Son
lushunchasi gadim zamonlarda paydo bo'lib, wuzog davrlar
davomida kengaygan va umumlashgan.

Butun, kasr, musbat, manfiy sonlar, nol soni bilan birga
ratsional sonlarni tashkil ctadi va har ganday ratsional sonni ikkita
butun son nisbati, ya'ni p/q ko’rinishda tasvirlash mumkin.

Masalan. 3=3/1; 0,75=3/4; 0=0/1 va h.k.

Ratsional sonlarni chckli yoki chcksiz o'nli kasr ko’rinishda
ifodalash mumkin. Davriy bo’Imagan chcksiz o’nli  kasrlar
irratsional sonlar deyiladi.

Masalan. -5, 3-/7, VII va h.k.

Barcha ratsional va irratsional sonlar to'plami haqigiy sonlar
deyiladi. Hagiqiy sonlar giymatlari bo’yicha tartibga solingandir.
Har bir jnft hagiqiy son x va u uchun quyidagi manosabatlardan
fagat bittasi o'rinli bo'ladi. x<y, x=u, x>y haqiqiy sonlarni sonlar
o’gining nugqtalari bilan tasvirlash mumkin.

Sonlar o’qgi shunday chcksiz to'g'ri chizigdan iborat bo’ladiki
unda:

1) Sanoqg boshi dcyiladigan biror 0 nuqta;

2) Musbat va manfiy yo'nalish (bular strelka bilan ko’rsatiladi)

0 nuqgtadan boshlab chapdan o'nga bo’lgan yo’nalish
musbat, aksinchasi manfiy bo’ladi;

3) Uzunliklarni o’lchash uchun masshtab birligi tanlab olingan

bo'ladi.
M 2 M,
-4-3-2-1 0 12 3 4
0 nugta O sonini tasvirlaydi, har bir haqigiy son sonla

o’gining ma’lum bir nuqtasi bilan tasvirlanadi. Ikkita har xil
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haqgigiy sonlar o’qining har xil nuqtalari bilan tasvirlanadi. Sonlar
o’gining har bir nuqtasi birgina hagiqiy sonlarning tasviridan
iboratdir. SHunday qilib barcha hagiqiy sonlar bilan sonlar o’gidagi
barcha nuqtalar orasida o’zaro bir giymatli mosiik mavjuddir. Har
bir songa sonlar o'gida uni tasvirlanuvchi birgina nugta mos keladi
va aksincha, sonlar o’gidagi har bir nuqgtaga shu nugta bilan
tasvirlanuvchi birgina son to’g’ri keladi.

Haqigiy sonlar to’plami quyidagi muhim xo0ssaga ega,
ixtiyoriy ikkita haqgigiy son orasida ratsional sonlar ham, irratsional
sonlar ham topiladi. Quyidagi teorema o’rinlidir (isbotsiz
keltiramiz).

Teorema. Har bir irratsional a son istalgan darajadagi
aniqglikda ratsional sonlar yordami bilan ifodalanadi.

Misol.

jl4 kami bilan

[1,5 ko'pi bilan

Il. Haqigiy sonlarning absolyut giymati (moduli)

Hagiqiy sonlarning absolyut qiymati (moduli) IM kabi
belgilanadi. X hagiqgiy sonning absolyut (moduli) deb, quyidagi
shartlarni  ganoatlantiruvchi manfiy bo'Imagan hagigiy songa
aytiladi.

n>0 bo’lsa, M=n

n<0 bo’lsa, bl=-n

Masalan. 141=4, 1-81=8, 101=0

Har ganday son n uchun n<inl munosabat o’rinlidir.

Sonlarning absolyut giymatining xossalari.

1) Haqgiqiy sonlar algebrik yig’indisining absolyut giymati
go’shiluvchilar absolyut giymatlaiining yig’indisidan katta emas;

Ix+y I<IXI<Ivl

Xagigatdan, agar x+u > 0 bo’lsa u holda

Lvtvl=v-t-><LviHvl, chunki n<bl, y<Ivl

Agar x+ikQ bo'lsa u holda

U'+Ml=-(A+y)=(-A)+(-v)<IxI+l_yI
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2) Ayirmaning absolyut gqiymati kamayuvchi va ayriluvchining
absolyut giymatlari ayirmasidan kichik emas.
Lv-yl>Uil-lyl - WS

Hagigatdan, agar X-y~z deb olsak unda x=u+z bo’lib

I xIH>+cl<lvi+Icl=lvi+U->'l bundan

IxI-IN<l.v-vl bo’ladi
3) Ko’paytmaning absolyut qiymati ko’paytuvchilar absolyut
giymatlarining ko’paytmasiga teng.

Uyzl=Ld-lyMzl

4) Bo’linmaning absolyut giymati bo’linuvchi va bo’luvchi
absolyut giymatlarining bo’linmasiga teng

£ = X\

VoWV

I1l. O’zgaruvchi va o’zgarmas miqgdorlar.
O’zgaruvchi migdorlarning o’zgarish sohasi.

Fan va texnikada uchraydigan miqdorlar o’zgaruvchi yoki
o’zgarmas bo’lishi mumkin. Masalan, yurib turgan poezdning
bosayotgan yo’li, issitilayotgan jismning temperaturasi, erib turgan
muzning miqdori, yurib turgan mashinada sarf bo’layotgan benzin
miqgdori o’zgaruvchi bo’ladi. Keltirilgan misollardan yurayotgan
poezdni ko’rib o’taylik. Bu holda uning bosayotgan yo'li, unga sarf
bo’lgan vaqtga garab o’zgarib boradi, ya’ni o’zgaruvchi miqgdor
bo'ladi. Xolbuki, poyezdning tezligi o’zgarmas yoki o’zgaruvchi
bo’lishi mumkin, chunki u bir xil tezlikda yoki borgan sari
tczlashib yoki borgan sari sustlashib, yoki goho tezlashib va goho
sustlashib \urishi mumkin. Shuning uchun masalada gatnashgan
migdorlardan qaysi birining o’zgarmas yoki o’zgaruvchi bo’lishi
ko’rilayotgan masalaning shartlariga bog’ligdir, birog migdorlarning
orasida shundaylari ham uchraydiki ular har xil sharoitda o0’z
giymatini saglab o’zgarmasligi mumkin. Masalan har ganday
uchburchakda ichki burchaklarning yig’indisi 2d ga teng, har
ganday aylana uzunligini uning diametriga nisbati n ga tengdir.

Bu miqdoilar absolyut o’zgarmas miqgdorlar deyiladi. Umuman
biror hodisani teksliirishda yoki har bir sharoitda 0’z giymatini
saglagan miqdorni o’zgarmas va turli giymatlarga ega bo’lgan
miqgdori  o’zgaruvchi  miqdor deyiladi. Odatda o0’zgaruvchi
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miqdorlar, X, v, z, t .. harflari bilan, o’zgarmas miqgdorlar «, b.
C, ... harflar bilan belgilanadi.

Ko'p masalalarda o’zgaruvchi  miqgdorning giymatlarini
chegaralashga, ya’ni uning giymatlaridan biror 2 aniq son orasidagi
giymatlarni e’tiborga olishga to’g’ri keladi.

O’zgaruvchi migdorlarning barcha son giymatlar to’plami shu
0’zgaruvchining o’zgarish sohasi deyiladi. Agarda o’zgaruvchi X
ning hamma giymatlari a<x<b shartni ganoatlantirsa bu holda n
migdor |a, b) oraligda yoki intervalda o’zgaradi deyiladi va bunday
interval yopiq interval deyiladi. Hamda |a, b\ kabi belgilanadi.
Agar o’zgaruvchi X ning hamma gqiymatlari a<x<b shartni
ganoatlantirsa bu holda (a, b) ochiq interval deyiladi va (a, b) kabi
belgilanadi. Bunda a, b lar x (a, b) ni giymatlariga kirmaydi.

Agar X ning qgiymatlari a<x<b yoki a<x<b shartni
ganoatlantirsa bu holda (a, b) interval mos ravishda o’ngdan va
chapdan yarim ochiq oraliglar deyiladi va mos ravishda \a, b),
(a, b\ kabi deyiladi.

IV. Tartiblangan o’zgaruvchi migdor. O’suvchi va kamayuvchi
0’zgaruvchi migdorlar. Cheklangan o’zraruvchi miqdor.

Agar o’zgaruvchi migdor n ning o’zgarish sohasi va uning
ixtiyoriy har ikki qiymatning qaysi biri oldingi va qaysi bin
keyingi  ekanligi ma’lum bo’lsa bu o'zgaruvchi tartiblan
o'zgaruvchi miqgdor deyiladi.

Qiymatlar to'plami n,, n,, n3 * n, sonlar ketma-ketligini hosil
giladigan o’zgaruvchi miqdor tartiblangan o’zgaruvchi migdorning
xususiy holidir. Bunda X,<xl+ larning qaysi biri migdor jihatidan
katta kichikligidan qat’iy nazar X, oldingi, \vH keyingi qiymatdir.

Agar o'zgaruvchi miqdorning keyingi giymati oldingidan katta
bo'lsa o’suvchi, keyingi qgiymati oldingidan kichik bo’lsa
kamayuvchi o'zgaruvchi miqgdor deyiladi. O'sib boruvchi yoki
kamayib  boruvchi  migdorlar monoton  o'suvchi, monoton
kamayuvchi yoki umuman monoton o’zgaruvchi miqdor deyiladi.

Agar o’zgaruvchi miqdor x ning absolyut giymati uning biror
giymatidan boshlab, birorta musbat A sondan kichik bo’lib, bl</1 n
ning gaysi o'zgarishlarida ham bu tengsizlik o'/ kuchini saqlab
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borsa, bu holda bunday o’zgaruvchi X chegaralangan yoki
cltcklangan deyiladi.
Masalan. siav cheklangan yoki chegaralangan bo’ladi, chunki

IsinxI<I

V. Funksiya. Funksiyaning aniglanish sohasi.

Ko’pincha fan va texnika masalalarida gatnashgan o’zgaruvchi
migdorlar o’zaro shunday bog’liq bo’ladiki, ulardan birining
o’zgarishiga garab ikkinchisi ham ma’lum ravishda o’zgaradi.
Masalan, doiraning radiusi R va uning yuzi S deb belgilansa, unda

S=nR2

bo’ladi. Bu ycrda S ning giymati R ning giymatiga bog’lig bo’lib R
ga berilgan har bir giymatga S ning aniq giymati mos keladi. Bu
holda S, R ning funksiyasi deyiladi.

Ta’rif. Funksiya deb, biror M to’plamning har bir X
elementiga boshgqa L to’plamning y elementiga mos keltiradigan /
gonunga aytiladi.

Bu bog’lanish u=f(x) ko’rinishda ifodalanadi. Bundagi / harfi
«funksiya» (function) so’zining birinchi harfidan iborat bo’lib, zikr
gilingan bog’lanishni umumiy ravishda va gisgacha ifodalaydi.

Bu vyerda pg-erkli o’zgaruvchi (argument), y-funksiyaning X
nuqtadagi giymati, /-gqonuniyat.

Yana quyidagilarga *e’tibor qarataylik. Fizikadan ma’lumki,
Boyl-Mariot qgonuniga ko’ra, temperaturasi o0’zgarmay turgan
gazning hajmi (v) bilan uning tashgi bosimi (p) ning ko’paytmasi
o’zgarmas miqdordan iborat. Agar S o’zgarmas deyilsa, bu
gonunning matematik ifodasi bunday bo’ladi.

Pv=C

Bundan R berilsa v ni yoki v berilsa R ni aniglash mumkin.
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Bunda, birinchisida funksiya rolida bo’lgan R ikkinchisida
argument rolini bajarmoqda. Shuning uchun masaladagi o’zgaruvchi
migdorlardan qaysi birini funksiya va qaysi birini argument qilib
olish masalaning shartiga va berilgan formulaning tuzilishiga
bog’lig bo’ladi.

u-f{x) funktsional bog’lanish va/ funksiyaning xarakteristikasi
deyiladi.

Ta’rif.  Funksiyani aniglaydigan  argumentning hamma
giymatlar to’plami funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi.

Masalan. ¥ = ning aniglanish sohasi x-a dan boshqa

hamma hagigiy sonlardan iborat y =j\-x : ning aniglanish sohasi
[-1,1] intervaldan iborat, u=Igx ni aniglanish sohasi hamma musbat
sonlardan iborat va h.k.

V1. Funksiyani berilish usullari.

Funksiya quyidagi ko’rinishda beriladi.

1) Jadval usulida;

2) Grafik usulida;

3) Analitik usulida;

1 Funksiya jadval usulida berilganda ikkita o’zgaruvchi x va
n larni giymatlari jadvalda bo’lib n ni har bir giymatlarga n ni aniq
giymati mos go’yiladi.

X X,
Yy W y

Bu usuldan asosan sutkalik ob-havoni o’zgarishini aniglashda
foydalaniladi.

2) Funksiya grafik usulida berilganda koordinata sistemasi
yordamida chizigning barcha nuqtalari uchun o’zgaruvchi n ni har
bir giymatiga v ni aniq giymati mos qo’yiladi (1-rasm).
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Bu wusul yordamida funksiyaning geometrik tasvirini ifodalash
mumkin.

y=f(s)
Funksiyaning geometrik ma’nosi tekislikdagi chizigni ifoda etadi
(2-rasm).
3) Funksiyaning y-f{x) ko’rinishda berilishi analitik usuld:

berilishi deyiladi.
Masalan. n=1lwc+5, u=3\ >'=cos

y =yjx- 3x2+ 1, u=x21

VII. Elementar funksiyalar. Asosiy elementar funksiyalar.

Matematik analizning asosiy masalasi funktsional
munosab'Titlarni tekshirishdan iborat bo’lgani uchun bizga har vaqt
turli funksiyalar bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi shuning uchun
biz bu yerda funksiyalarning asosiy sinflarini tashkil etgan va
elementar funksiyalar deb atalgan ularning turlari bilan tanishib
0 ’tamiz.

1) Butun ratsional funksiyalar;

n darajali butun ratsional funksiya deb umumiy ko’rinishi
quyidagicha bo'lgan funksiya aytiladi.

y=alxnta xn #Qed' M +..,+an
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Bunda a0, a,, a2 ... , a, lar koeffitsientlar bo’lib haqigiy o’zgarmas
sonlardir.

Masalan. u=2x+5, u=0,5x212, wm=5x33x2+15 larni har biri
butun ratsional funksiyalardir.

2) Kasr ratsional funksiyalar;
Ikki butun ratsional funksiyalarning bir biriga nisbati kasr ratsional
funksiya yoki gisqacha ratsional funksiya deyiladi. Uning umumiy
ko’rinishi quyidagicha

ax'" + +aXxn2+...+ai

Y~bxm+by '+b~x"2+..+bT

Misol. Y 2X+5 3x2+1I ] h biri tsi |
isol. -x_—4x+¥- jr+1_ amlng ar biri ratsiona

funksiyalardir.
3) darajali funksiya;
u=x" ko’rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.
4) ko’rsatgichli funksiya
u-axko’rinishdagi funksiya ko’rsatgichli funksiya deyiladi.
5) Logarifmik funksiya. Teskari funksiya.
«=logx ko’rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi.
x-a* funksiya logarifmik funksiyaga teskari funksiya deyiladi.

Umuman u=J{x) funksiya Dberilgan bo’lsa x=f~\y) bu
funksiyaga teskari bo’ladi.

O’zaro teskari bo’lgan funksiyalarning grafiklari orasida
ma’lum bog’lanish mavjuddir. Bunday funksiyalardan birining
grafigi ma’lum bo’lgan holda, unga teskari bo’lgan ikkinchisining
grafigini chizish juda qulaydir. Buning uchun x va u ning rollarini
o’zaro almashtirish kifoya. SHunday qilib to’g’ri funksiyaning
grafigidan teskari funksiyaning grafigini hosil qilish uchun butun
shakl birinchi koordinatalar burchagining bissektirissasi atrofida
180° ga aylantirilsa kifoya qiladi.
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x=6(y) J-x

y-f(x)

-rasm.

Shu yo'l bilan ko’rsatgichli funksiya grafigidan logarifmik
funksiyaning grafigi hosil gilinadi (3-rasm).
Yy

a> |

3-rasm.

6) Trigonometrik funksiyalar.
V=sim, \-coja, V=tg.v, y=ctg.v, y=sec.v, }-cosecjc lar trigonometrik
funksiyalar deyiladi.

7) Teskari trigonometrik funksiyalar.
V=aresin.v, y=arccosjc, y=arctg.v, y=arcstg.v ko’rinishdagi funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Agar argumentning har bir giymatiga funksiya uchun bir
nccha giymat to’g'ri kelsa. bunday funksiya ko'p qgiymatli deyiladi
va birgina giymat *o'g'ri kelsa, bir giymatli deyiladi.
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Yuqorida ko'rilgan funksiyalar bir giymatli edi. Lekin teskari
trigonometrik funksiyalar ko'p giymatli funksiyalardir.

non
Agar bu funksiya ) o oraligda ko'rilsa, u bir giymatli

funksiyaga aylanadi.

Ta’rif. u=f(x) ko’rinishda analitik usulda berilgan funksiyalar
asosiy elementar funksiyalar deyiladi.

Asosiy elementar funksiyalar quyidagilardan iborat.

1) darajali funksiya:

2) ko’rsatkichli funksiya:

3) logarifmik funksiya:

4) trigonometrik funksiya:

5) teskari trigonometrik funksiya:
1) Darajali funksiya n=x" va n hagigiy son. Bu funksiyaning
aniglanish sohasi (-co; +o00) dan iborat. Bu funksiyaning xususiy
hollarda grafigi quyidagi ko’rinishda bo'ladi (4-rasm).

y=x3 y - lx
_ X y=1X ~*
y=xJ
pPX_
 —
4-rasm.

2) Ko’rsatkichli funksiya u=a\ a>0, c&1 Bu funksiya x ning katta
giymatlarida aniglangan, uning grafigi quyidagicha (5-rasm)
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0 X

5-rasm.

3) Logarifmik funksiya. _y=logind axp, a®l Bu Ilunksiya n>0
giymatlarda aniglangan (0, -ko) uning grafigi quyidagicha (6-rasm).

4) Trigonomctrik funksiyalar.
MssillA\ \'=COSA,  tgV, \€CtgA, y=secx, y=COSCCA

v=sin.v va y=-o0s.v funksiyalarni aniglanish sohasi (-ga, +co) dan
iborat.

y=tg.v va v-secx funksiyalarni aniglanish sohasi (7-rasm)
(-G0, xk)U(At +00)
XK= (2k+ 1)en/2  (k=0, 1, +2, ..)
y=ctgx va y=cosecx larni aniglash sohasi

(-GO, A )U(xt ,+00) xk kn.
x\=kn (k=0, %1, %2, ..)
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Bularni grafiklari quyidagicha

VIII. Algebraik va transscndent funksiyalar

Algebraik funksiyalar quyidagi funksiyalardan iborat.
1 Butun ratsional funksiya. Buni bi/ yuqorida ko'rib o'tdik.
2. Kusr ratsional funksiya. Buni ham yuqorida ko'rib o’tdik.
3. lrratsional funksiya.

Agar u=f{x) funksiyani o'ng tomonida algebraik amallar ichida
butun bo’lmagan ratsional ko’rsatkichli darajaga ko’tarish amallari
bajarilsa u miqdor x ning irratsional funksiyasi deyiladi.

2V + Vv st- . . .
Bunea }' - -y =s]x kabilar misol bo'ladi.

V8-3.Y-
Ta'rif. Algebraik bo'Imagan funksiya transtsendent funksiya

deyiladi.
Masalan, i/=sin.v, v=tg.v, y=«' larning har biri transscndent
funksiyadan iborat.
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17-ma’ruza.
FUNKSIYANING LIMITI, UZLUKSIZLIGI.

1. O’zgaruvchi migdorning limiti.
Chcksiz katta o’zgaruvchi miqgdor.

Matcmatik analizning asosiy amullaridan biri limitga o’tish
amalidir. Bu amal analiz kursida turli ko’rinishlarda uchraydi. Bu
bobda o0’zgaruvchi migdorning limiti tushunchasiga asoslangan
sodda ko’rinishlar ko’riladi.

Agar masala shartida berilgan miqgdor har xil sonli giymatlarni
gabul gilsa, bu migdor o’zgaruvchi migdor deyiladi.

1-ta’rif. Agar x-a ayirmaning absolyut giymati X ning
o'/garishi jarayonida avvaldan berilgan har ganday musbat kichik
son /. dan kichik bo'lsa va n ning bunday keyingi o’zgarishida ham
bu sondan kichikligicha qolsa, a o’zgarmas son x ning limiti
deyiladi.

Agar a o’zgarmas son X ning limiti bo’lsa x migdor a ga
intiladi deyiladi va bu lirru=a yoki x->u ko’rinishda yoziladi.
Yuqorida aytilgan limit tushunchasining geometrik talqini
quyidagidan iborat. Agar o’zgaruvchi x ning a o’zgarmas son limit
nuqtasi bo'lsa bunda oldindan berilgan markazi a va radiusi e ga
teng, n ning shunday qiymati topiladiki bu giymatlar hammasi shu

a nuqtaning ? atrofida yotadi.

2e

0 X a S

Ix-al

Endi bir necha misollarni ko’ramiz.
1-Misol. Aytaylik ushbu o’zgaruvchi a

-1- -b - 3- .
X_2'" N:~3° A _4. .. X"~n+\"""
giymatlari gabul gilinganda uning limiti a=1 bo’lishini ko'rsating.
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Yechish. Haqgigatdan modullar ayirmasidan
X -1U= n -|=-"
[7+1 M+
ixtiyoriy musbat e sonini olamiz. Bunda Ixnll<s bajariladi agarda
1 1
-<£ va n>— 1 bo’lganda.
n+1 s b
Agar N biror natural sondan iborat bo’lib shu shartni

. 1 1
ganoatfantirsa N> . V7 Ge—— ) <e.

U holda hamma n>N lar uchun quyidagi tengsizlik o’rinli
bo’ladi:

n+ 1 N+\
Bu tengsizlik shuni ko’rsatadiki yugoridagi n o’zgaruvchining limit
giymati 1 ga teng bo’ladi, ya’ni

lim——=1
"an+ 1l
2-Misol. O’zgaruvchi x quyidagi giymatlarni qabul gilganda

X,=2; x2=1 ';n=1 .. ;*,=1-; ..
z 3 n

uning limiti c;=I bo’lishini ko’rsating.
Yechish. Haqigatdan, agar

* _11=r1+ - '
I*.-1=r n

demak ixtiyoriy musbat e soni ilchun n nomerdan boshlab +1<t:
n

yoki n> -1 bo’lib Ixnll<R tengsizlikni ganoatlantiradi. Demak,

yugoridagi x o'zgaruvchining limiti 1 ga tengligini ko’rsatadi.
2-ta'rif. Agar n o’zgaruvchi migdor o’zini o’zgarish jarayonida
avvaldan berilgan har ganday musbat son M dan, katta bo'lsa va
bundan keyingi o’zgarishda ham o’sha sondan kattaligicha qolsa x
cheksiz katta migdor deyiladi, ya’'ni IxI>M.
3-ta’rif. Agar x—»a yoki x— intilganda lima(x)=0 bo’lsa, bu
holda x—a yoki x—00 da a(x) cheksiz kichik migdor deyiladi.
3-Misol. O’zgaruvchi x quyidagi giymatlarni gabul gilsin.
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X,=-2; x2=4\ x,=-8; ... X=(-2)",

liu holda x cheksiz katta migdor deyiladi, chunki rt>/V=[log2V]
bo’lganda 1(-2)"I>M bo’ladi, bu yerda [x] simvol X ning butun
gismini bildiradi.

2. Funksiyaning limiti.

Faraz gilamiz, X={n} haqiqiy sonlar to’plami berilgan bo’lsin,
a nuqta uning limit nugtasi va shu to'plamda u~f{x) funksiya
aniglangan deb olamiz.

1-Misol. Ushbu /(x)=x5 funksiyaning x—2 dagi limiti 32 ga
teng ekanligini ko’rsating.

Yechish. 2 ga intiluvchi ixtiyoriy {X,){x2, n=1, 2, ..}
kctma ketlikni  olamiz. Mos {/(-*,)} ketma-ketlik quyidagi
{/(a,)}={xs.} ko'rinishda bo’ladi. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar
ustidagi arifmetik amallarga binoan

lim f(xn)= limx\ =25=32
X, *: X,, =2
Demak, ta'rifga ko’ra
Hm/(*J=32

2-Misol. Ushbu /(x)=cos Ux  (a*0) funksiyaning x—0 da
limitga ega emasligini ko’rsating.
Yechish. O ua intiluvchi ikki turli

W J — 2 k (J. LI
1(4/7 + DT {2h7T )

kctma-ketlikni o'.aylik, u holda
f(x\) T€s 2~ ~0
[(*”)=cos2nn =1
bo'lib lim/(a,')=0, bo’ladi. Bu esa \imf(x"")=\ funksiyaning x=0
nuqtada limiti mavjud emasligini ko’rsatadi.

2-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar vf*>0 son uchun shunday tx>0
son topilsaki, argument x ning \x-a\<6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
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barcha giymatlarida f(x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, u holda b son
f{x) funksiyaning a nuqtadagi ix->a dagi) limiti deb ataladi.
3-Misol. Ushbu /(x)=sin.v funksiyaning x-n!2 nuqgtadagi limiti
1 ga teng ekanligini ko'rsating.
Yechish. Demak Vf>0 songa ko’ra 8 ni 3=s deb olsak u

holda 1x-n/2 KS tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x lai uchun
a

X - -
|sing- 1J= Isinjc - sin”’ 2sin- - cos-—*‘ < 2sin-——- - <hr=-1
2 2 2 1 2

munosabat bajariladi. Bundan, ta’rifga ko’ra lim sinjc=l ekani kelib
chigadi. Faraz gilamiz x={x,| haqigiy sonlar to’plami berilgan, a
nuqta uning o'ng (chap) limit nuqtasi va shu to’plamda u=f(x)
funksiyasi aniglangan bo’lsin.

4-ta’rif. (Koshi ta’rifi) Agar VE>0 son uchun shunday S”fiis)
son topilsaki, argument n ning a<x<a+5(a-b<x<a) tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha xeX giymatlari uchun
\f{x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, b son fix) funksiyaning a nuqtadagi
o’ng (chap) limiti deb ataladi. Funksiyaning o'ng (chap) limitlari
quyidagicha belgilanadi.

I.m/UH; vyoki fia+0)=b

( limf(x)-b yoki fia-())-b)
4-Misol. Ushbu

siny, agar x>0 ho"lsa

D)= cosr agpr n<0 ho"lsa

Funksiyaning .v=0 nuqtadagi o’ng va chap limitlarini toping.
Yechish. Yuqgoridagi funksiya limiti ta’rifidan foydalanib
shularni hosil gilamiz:
Kgaof(x) = limsinx =0

v-»f0

WA= g
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3. Funksiyaning x—co dagi limiti. Chegaralangan funksiya

Agar funksiyaning argumenti x cheksizlikka va aniq ishorali
cheksizlikka intilsa, funksiyaning limit qiymatini quyidagicha
ta'riflaymiz.

1-ta’rif. Agai' argument giymatlardan tuzilgan ketma-ketlik
uchun funksiya gqiymatlardan tuzilgan mos ketma ketlik I? ga
yaginlashsa, u holda b son x— da f(x) funksiyaning limit giymati
(yoki n—ho da funksiya limiti) deyiladi.

x--»co da funksiyaning limit giymatini belgilash uchun
quyidagi I'm.f\4 =b simvolikadan foydalaniladi.

2-ta’rif. Agar argument giymatlaridan tuzilgan va elementlari
biror nomerdan boshlub, musbat (manfiy) bo’lgan ixtiyoriy cheksiz
katta ketma-ketlik uchun funksiya qiymatlaridan tuzilgan ketma-
ketlik b ga yaqinlashsa, u holda b son argument x musbat (manfiy)
cheksizlikka intilganda fix) funksiyaning limit giymati deyiladi. Bu
holda simvolik belgilashlarni quyidagicha yozamiz.

limf(x) =b, (limf(x) =b)

1-Misol. Ushbu fix)-\Ix funksiyani ko’ramiz bu funksiya
n—co da 0 ga teng bo’lgan limit giymatga ega. Haqgigatdan ham,
agar n,. n\........ wn... argument giymatlaridan tuzilgan cheksiz katta
ketma-ketlik bo'lsa

U holda 1/n,, Ux2..... Il.v,, ketma-ketlik cheksiz kichik va
shuning uchun uning limiti 0 ga teng bo’ladi, ya'ni (1-rasm)
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nm -| =0
Xi

3-ta’rif. u-fix) funksiyasi belgilangan biror to’plamda
chegaralangan deyiladi, agarda shunday musbat son (M>0) mavjud
bo’lsaki, shu to’plamga tegishli x argumentning hamma qiymatlari

uchun fix)\<sM o’rinli bo’lsa, aks holda funksiya chegaralanmagan
deyiladi. SHunday to'plam sifatida oralig yoki segment va butun
sonlar o’qgini olish mumkin.

2-Misol v=sin.v va y=cosx funksiyalari -co<.t<+co da
aniglangan bo’lib, x ning ihtiyoriy qiymatida quyidagilar o’rinli
bo'ladi.

Isinxl<1 va lcosxI<lI

1-teorema. Acar hmt(v)=b bo’lsa va bunda I? chekli sondan

iborat bo’lsa, u holda fix) funksiyasi x—a da chegaralangandir.
Isboti. Quyidagi tenglikdan lim./(.v) =/ ixtiyoriy />0 son
uchun shunday S topiladiki a-S<x<a+ /1 uchun quyidagi tengsizlik
bajariladi.
\fix)-b k;; yoki I f(x)\ -\b\ K c
Buning bajarilishi fix) funksiyaning x—a da chegaralanganligini
ko’rsatadi.
2-teorema. Agar iim/(v) h*0 bo'lsa. u holda v /()
v
funksiya x—a da chegaralangan bo’ladi.
Isboti teorema shartiga ko’ra ixtiyoriy />() son uchun x-a
nuqtaning atrofida ‘
\fix)-b\<£ yoki TV (VA 1< i
-£<\ fix) 1-12<r: yoki  \b\-i:<\fix)<\b\<£
va oxirgi tengsizlikdan quyidagilar kelib chigadi:
1 1 |
\bIrf  |/(.V)| Ib\-if

Agar i = | desak shuni hosil gilamiz:

10> 1 10
91 > |/("v)] > WA\
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I
va oxirei natija shuni ko’rsatadiki Y - f~{rx~) funksiyani .v—a da

chegaralangandir.

4. Cheksiz kichik miqdorlar va ularning asosiy xossalari.

I-ta’rif. Agar lim/(.v)=0 munosabat o’rinli bo'lsa. u holda
n=f{x) funksiya x-a nuqtada (a—+ da) chcksiz kichik miqgdor
deyiladi. Yozilgan ta’rifni quyidagicha aytish mumkin. Ixtiyoriy
oldindan berilgan musbat ¢ U'>0) wuchun, shunday S >0

topiladiki. hamma n lar uchun U-dCf) da tengsizlik
bajariladi. Misol sifatida quyidagilarni ko’rish mumkin.
y=v\ agarda n—0 da y=n-1, agarda n->1da
y=1/n; agarda x—00 da v=2', agarda a->-co da

Cheksiz kichik funksiyalar quyidagi xossalarga ega.

1 Ilkkita cheksiz kichik funksiyaning yig’indisi yoki ayirmasi
yana kichik funksiya bo’ladi.

2. Chcksiz  kichik funksiyaning chegaralangan funksiyaga
(xususan o'/garmas funksiyaga) ko’paytmasi cheksiz kichik
funksiyadir.

5. Limitlar haqgidagi asosiy tcoremalar.

1-teorema. O’zgarmas funksiyaning Ilimiti o’ziga teng.
lime—e (v const'.

2-teorema. Limitga ega bo’lgan chekli sondagi o’zgaruvchi
migdorlar algebraik yig’indisining limiti, bu o'zgaruvchilar
limitlarning yig'indisiga teng

lim(t/ 3 /2. +t/A=limt/|-i-limt/2)-...-i-limt/<

3-teorema. Limitga ega bo’lgan chekli sondagi o'zgaruvchi
migdorlar ko’paytmasining limiti bu o’zgaruvchilar limitlarining
ko’paytmasiga teng

limt/, U2. . Uks\imU{limf/2...limf/;.
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4-teorema. Limitga ega bo’lgan ikki o’zgaruvchi miqdor
bo’linmasining limiti, agar bo’luvchining limiti 0 ga teng bo’Imasa,
bo'linuvchi va bo’luvchi limitlarining nisbatiga teng,
ya’ni i'imE _ lim '(IimrK*O)
Vo limF
Isboti. Agar limU=a, limV=i"0 bo'lsa bundan U=a+a, V=b+/3
bo’ladi. a, /3 cheksiz kichik migdorligidan
U a+a a (at+a aN_a ah f3a
V. b+p h \b+P bj b b{b+P)
U a aa-Bb
>"k; y~b +HbI T /1)

ab a
(*) dan atb o’zgarmasligidan P cheksiz kichik miqgdorligidan

ab-/3a - ham cheksiz kichik migdor bo'ladi. Kasrni maxraji b
(b+j3) ni limiti b2*0 ga teng, demak,

Mru a Ilimu

ImV  ~h~TimV "'
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18-ma’ruzalar.
AJOYIB LIMITLAR

sinx
funksiyaning x=0 nuqtadagi limit giymati

(birinchi ajoyib limit).

sinx
1-teorema. funksiyaning x=0 nuqtadagi limit qiyrtiati

mavjud bo’lib, u birga teng

lim --—--—-- =1 I

,IQ) X H

Isboti. Agar 0<n<n/2 uchun 0<sinx<x<tgx tengsizlikning
o’rinliligidan, tengsizlikni hadma had sinx ga bo'lib

X 1 ) sinx
lc-— < yoki  cosx<-—--—<1
SINX  cosx X

Oxirgi tengsizliklar x ning -n/2<\<0 shartini ganoatlantiruvchi
giymatlari uchun ham o’rinlidir. Bunga ishonch hosil gilish uchun
sinx  sin(-x)

cos(x)=cos(-x) va Nekanini ko’zda tutish yetarli. cosx

uzluksiz funksiya bo’lgani uchun limcosx =1 bo'ladi. Shunday
sinx

gilib cosx, 1 va funksiyalar uchun x=0 nugtaning biror S

atrofida bir xil limit giymatiga ega bo’ladi.
Demak, bunda

. osinx ..
lim---—--= limcosx = 1
. X

Teorema isbotlandi.

2. e soni. Natural logarifmlar.

Quyidagi o’zgaruvchi miqgdorni ko’ramiz. (1+-)" bunda n
o’suvchi o’zgaruvchi migdor va a;=1, 2, 3...
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1-teorema. O'zgaruvchi migdor (1+ ) /;—x¢> intilganda limit

giymati mavjud bo’lib u 2 va 3 son orasida yotadi.
Isbot. Nyuton binomi formulasidan quyidagilarni yozish
mumkin.

+1-Yy =1+-.1+~ -0 fiv + N? 2 /1 +
®  \nJ 1-2 J
nin- DU?-2)...[n-(n-1DI ¢
"+ 1-2¢,..0, % b
(1) ifodada algebraik almashtirishlardan so’ng
- = ___f -i]|t - , 2
+-) =1+ 1= ]u|1 o5 3 o J]
Oxirgi tenglik n ning o'sib borishi o’zgaruvchi miqdoi N ni

o'sib borishini ko’rsatadi. Hagigatdan, agar n ni //[+1 ga

1(|

N
172V n> 126 /7+|/"ah'x'

almashtirsak

Bundan [1+-J ni chegaralanganligini ko'rsatami/.. Agar

shuni e’tiborga olsak (** *)<!; (1“') (1~™) <t va h-k (2)
. o ly i i i
Ifodadan yozish mumkin _*+ 7" < 1f |4 i +...
vV n 1-2 12 3 12 3
Bundan
1 < 1 1 1 |
12 3 2;° 1-2-3-4 < 2 I 2 3.1/ 2
Shu tengsizlikni yozish mumkin
f%_'_ v i, i 1 1
- 14+ 1+ —+ =— -
nJ 2T~ 72

va o’ng tarafdagi ifoda geometrik progressiyani tashkil giladi va
A=1/2 d=1 progressiyani birinchi hadidan iborat.
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Shuning uchun

1 1 1 a-u
(Ilf - <1+ H—H— 7+t - 1+ a

1+ = 1+ <j

:ndi hamma n lar uchun

1+-1 <3
n;

hosil gilamiz.
Yuqoridagi (2) dan (* +~J ~ A7
shunday qilib quyidagi tcngsizlikka ega bo’lamiz

2< M1+ <3 (3)

Demak, (3) o'zgaruvchi miqdor 1+ ning

chegaralanganligini ko'rsatadi.

Agar o’zgaruvch' miqdor |1 o'suvchi va chegaralangan

bo’lsa bu miqgdor limit giymatiga ega bo'ladi va bu limitni e deb
belgilaymiz. (3) tengsizlikni shunday yozish mumkin: 2<e<3

Bu esa teoremani isbotini beradi.

Bunda e irratsional son va uning qiymati

e-2.7182818284... ga teng

2-teorema. = J  funksiyaning x—¢ da limit
giymati mavjud va u c soniga teng.

lim 1+- | =e 4
|1+ 4
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Isboti 1 Aytaylik x—»+co, va qo’yidagi shu tcngsizlik o'rinli

bo’lsa,
n<x<n+1
. o1 1
Yozish mumkin --S- >
n x n+T
vl s qg L
n X /7+1
i+lv" >fi+-1J

Agar x->co da n—sco intiladi. Endi quyidagi limitlarni topamiz:

»(l+n) -n M K b

i + - i +~)= =
,I,_|>rg(1\fl ! lim(l ft)) e\

l+---1 limfi+ ' 1
a1y S T I & /Y o VAR v £ 5 N - B
lim 1+ --2--- =Tim = ; =-=e€

n+\) 1 1+ V1
[7+1 B VAR 5|
Demak shularga asosan,
lim 1+-] =e ()
X

2. Aytaylik, endi x—-00. Agar yangi o’zgaruvchi f=-(.v+l)

olsak yoki *=-(/+1) desak, /—»+o0 da x—>-00 bo’ladi.

Yozish mumkin:
| / yll1

liml 1+ —1 = liml |- m
| +

lim| 1+ -1 = Iimf|+|] m(1+ 1=e-l=e

Oxirgi ifoda teoremani isbotini beradi. Endi v:i4 ,
funksiyani grafigini ko’rsatamiz (2-rasm).
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2-rasm.

Agar (5) da I/x=a bo’lsa x-»00 da a->0 {at0) va shuni hosil
gilamiz

. N _

lim (1 a)\a-e

Misol 1. limf 1+-j'
VX

*77

Yechish. Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz va (5) da
yozamiz

X
( \3 ( foA
lim i+i =lim 1+1 — lim 1+1
X->Cl0 X X-*ac X X >30 X
vV Vv V v AN/
Agar y=\og( j'unksiya uchun e - + ga teng bo’lsa,

bu funksiya uchun _y=Iru belgini ishlatamiz. Demak, asosi e
bo’lgan logarifmlar natural logarifmlar deb ataladi, ular uchun Inx
belgi ishlatiladi. O’nli va natural logarifmlar quyidagi munosabatlar
bilan bog’langan

JgN=M\nN (6)

InJV-1/M-IgN (7)

Bu yerda M natural logarifmlardan o’nli logarifmlarga o’tish
moduli.

M=lg e=lg 2.71870.4343
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1/M=Inl0«2.303

Shularga asosan (6) va (7) ni qo’yidagicha yozish mumkin.
IgN=0.43431njV (8)
In/\V=2.3031¢g/V 9)
Misollar. Jadvaldan foydalanmasdan hisoblang.
1) In100=In 102=21n 10=2-2,303=4.606

2) In0,001=In 10 3=-31n 10=-3-2,303=-6,909
3 InV Tl = 5-In10=--2,303=1,151

3. Funksiyaning uzluksizligi.

XczR to’plamda /(jt) aniglangan bo'lib xn(x0eR) to’plamning
limit nuqtasi bo'lsin.

1-ta’rif (Koshi ta’rifi). \/c > 0 son uchun shunday 6 =f(e)>0
son topilsaki, funksiya argumcnti xeX ning Ix-x(k<S tengsizlikni
ganoatlantiruvchi  barcha qgiymatlarida \f(x)-f(xQ\<£ tengsizlik
bajarilsa /(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

1-misol. Ushbu /(x)=Vx + 11  funksiyaning x0=5 nuqgtada
uzluksiz ekanini ko’rsating.

Echish. Vf> 0 son olib, bu £ songa ko’ra &0 soni 6= 4
bo’lsin deb garalsa, u holda Ix-5l<c> bo’lganda

bu esa qo’rilayotgan funksiyaning a0=5 nuqtada uzluksiz ekanini
bildiradi.

2-ta’rif (Geyne ta’rifi) Agar X to’plamning elementlaridan
tuzilgan va M0 ga intiluvchi har ganday {n,} ketma-ketlik olinganda
ham funksiya qiymatlaridan tuzilgan mos {/(x,)} ketma-ketlik
hamma vaqt yagona /(x0) ga intilsa, f(x) funksiya x0 nuqtada
uzluksiz deb ataladi.

Agar XI_im/(x) =/(x ) musbat o’rinli bo’lsa, ushbu

™ [/(X)-/(A:0] = 0

munosabat ham o’rinli bo’ladi. Odatda x-x0 ayirma argument
orttirmasi f{x) -/(x0) esa funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi
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deyiladi. Ular mos ravishda Ax va Ay (A/(x0)) kabi belgilanadi:
ya’ni: Av=Af(x0)=f(x)-f(x0).
Demak, x=x0+Ax, Ay=f(x0+Ax)-f(x) natijada, Jimf(x) - /(*,)

munosabat AIvirH)A) - AL“QA/(-YO) =0 ko’rinishga ega bo’ladi.

Shunday qilib /(x) funksiyaning M nuqtada uzluksizligi bu
nugtada argumentning cheksiz kichik orttirmasiga funksiyaning
ham cheksiz kichik orttirmasi mos kelishi sifatida ham ta’riflanishi

mumkin.

2-misol. Ushbu f(x)=cosx funksiyaning VxueR nugtada
uzluksiz bo’lishini ko’rsating.

Yechish. Va,e/? nuqtani olib unga Ax orttirma beraylik.
Natijada /(.v)=cos.v _ham ushbu /lv=cos(x0+,lv)-cosx0 orttirmaga ega
bo'lib. va -#<Ax<n bo’lganda

1Ay 1= 1 cos(0+/Li) - COSAD I =

L . At . A
I2sin — sin(A, f r) <2m =[x
2 2 2

munosabatga ega bo’lamiz. Bundan esa Ax—0 da Ay—0 bo'lishi
kelib chiqadi. Aytaylik y=/(v) funksiya ac:R to’plamda aniglangan
bo'lib, x0(A0eX) to’plamning (o'ng va chap) limit nugtasi bo'lsin.
Bunda a—a0 da /(a) funksiya uchun quyidagi uch holdan bittasigina
bajariladi:

1) chekli /(ac-0), /(a0+0) chap va o’ng limitlar mavjud va

/(Ny-0)=/a0+0)=/(al) (10)

tenglik o’rinli. Bu holda /(a) funksiya n=n0da uzluksiz bo'ladi.

2) I(ao-0), I(ao+t0) lar mavjud, lekin (10) tengliklar
bajarilmaydi u holda flx)—=X=X0 nuqtada bir tur uzulishga ega
deyiladi.

3) 1(a0-0), /(.rot0) larning birortasi cheksiz yoki mavjud emas.
Bu holda xn nuqtada 2 tur uzulishga ega deyiladi.

4) f(x0-0)=f(x0+0)*f(xt)) bo'lsa bunday uzulish, bartaraf gilish
mumkin bo'lgan uzilish deyiladi.

3 Misol. Ushbu /(a)=1a]1 funksiyaning am=2 nuqtada birinch
tur uzulishga ega ekanligini ko’rsating.

Yechish. Demak,
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lim [X\=\, 1im [x]=2
x+2 01 1 X-+2+Q

Bundan esa berilgan funksiyaning x0=2 nuqtada, birinchi tur
uzulishga ega ekanligi kelib chiqgadi.

4. Uzluksiz funksiyaning xossalari.

Berilgan f(x) va q(x) funksiyalar X to’plamda aniglangan
bo’lib, x0eX nugta X to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

1 -teorema. Agar f(x) va q(x) funksiyalar n0 nuqtada uzluksiz
bo’lsa u holda

f(x)xq(x), f(x)-a(x),

f{x)

:(q(x)*0), VxeX
funksiyalar ham x0 nuqtada uzluksiz bo’ladi.

1-misol. Ushbu  /(A)=3jc,+sinjjc  funksiyaning x=R da
uzluksizligini ko’rsating.

Yechish. <p(x)=x, <y(A)=sinx funksiyalar R uzluksiz. Bundan f(x)
funksiyani /(a)=3 x x-.v+sin.i'siru ko’rinishda yozamiz, u holda
uzluksiz  funksiyalar ustidagi arifmctik amallarga ko’ra f(X)
funksiyaning R da uzluksizligi kelib chigadi.

Uzluksiz funksiyalarni global xossalari:

1) x0 nuqgtaning yetarli kichik atrofida funksiya chegaralangan
bo’ladi.

2) Agar /(.vo*0 bo'lsa, x0 nuqtaning yetarli kichik atrofida/(n)
0’z ishorasini saqlaydi.

Aytaylik y=f(x) funksiya X to’plamda z=<p(y) funksiya Y
to'plamda aniglangan bo’lib, ular yordamida z=(pif{x)) murakkab
funksiya tuzilgan bo’lsin.

2-teorema (Murakkab funksiya uzluksizligi hagida). Agar f(x)
funksiya x0 nuqtada, z-<p(y) funksiya x0 ga mos kelgan /(xO0)
nuqtada uzluksiz bo’lsa z=cp(f(x)) funksiya x0 nuqtada uzluksiz
bo’ladi.

Endi uzluksiz funksiyalarning global xossalarini teorema
shaklida keltiramiz.

3-teorema (Boltsano-Koshining 1 chi teoremasi). Agar f{x)
funksiya [«, b\ segmentda aniglangan va uzluksiz bo'lib,
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scgmentning a va b nuqtalarida har xil ishorali giymatlarga ega
bo’lsa, u holda shunday c¢ (a<c<b) nuqta topiladiki, u nugtada
I'unksiya 0 ga aylanadi: f(c)=0.

4-teorema. (Boltsano-Koshining 2 chi teoremasi). Agar f{x)
funksiya \a, b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo’lib uning a va
b nugtalarida f(a)=A, /(b)=B giymatlariga ega va A*B bo’lsa, A va
H orasida har ganday 5 son olinganda ham a va b orasida shunday
s nuqgta topiladiki f(c)=C bo’ladi.

5-teorema. (Veyershtrassning 1 chi teoremasi) Agar f(x)
funksiya [a,b] segmentda aniglangan va uzluksiz bo’lsa, u holda
shu segmentda chegaralangan bo’ladi.

6-teorema. (Veyershtrassning 2 chi teoremasi) Agar f{x)
funksiya [a, /7] segmentda aniglangan va uzluksiz bo’lsa, funksiya
shu segmentda o’zining anig yuqori hamda aniq quyi chegaralariga
erishadi.

|a'|—jc
2-misol. Ushbu/(*):—_2]~ funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechish. Ma'lumki
x agar x>0 bo'lsa

- X agar x<0 bo'lsa
bundan foydalanib topamiz

0, agar x>0 bo'lsa

= | no

agar x <0 bo'lsa

.v=0 nuqtada runksiya aniglanmagan bo’lib va lim/(x) =0,
lim/ (x) =+00 munosabatlar o’rinlidir, bu esa ta’rifga ko’ra n-0

nuqta/(v) funksiya uchun 2 tur uzilish nuqtasi ekanligini bildiradi.
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19-ma’ruza.
HOSILA VA DIFFERENSIAL.
1 Harakat tczligi.

Biror qattig jismning to’g’ri chizigli harakatini ko’rib
chigaylik. Jismni o’lchamini va shaklini e’tiborga olmay moddiy
nuqta deb qgarash mumkin. Harakat qiluvchi nuqtani uning
bog’langich MO holatidan hisoblanadigan s masofa t vaqtiga bog’liq
bo’ladi ya’ni s masofa t ning funksiyasi bo’ladi.

s=f(t) @

Faraz qilaylik, harakat qiluvchi M nuqta t vaqtning biror
momentida MO bog’langich harakatda 5 masofada bo’lsin, undan
keyingi t+At momenti esa nuqgta boshlang’ich holatdan .v+lv
masofada bo’lib JI/, holatni olgan bo’lsin (1-rasm).

S AS

\%
1-rasm.

Shunday qilib, At vaqt oralig’ida n masofa As miqgdorga

o’zgaradi. Bu holda At vaqt oraljg’ida v migdor As orttirmani oldi
deyiladi.

As :
Quyidagi — nisbat nuqta harakatining At vaqtidagi o’rtacha
tezligini ifodalaydi.

Ammo bu nisbat moddiy nuqtaning har bir momentidagi
tezligini ifodalamaydi. Buning uchun At ni kichik vaqt oralig’ini
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olish kerak. O’rtacha tezlikning AI-»0 dagi limiti moddiy nugtaning
berilgan momentdagi tezligini ifodalamaydi, ya’ni

A
V= My &

Shunday qilib, yo’l orttirmasi As ning vaqt orttirmasi At ga
nisbati vaqt orttirmasi 0 ga intilgandagi limiti harakatning berilgan
momentdagi tezligi deyiladi.

Yuqgoridagi (3) tezlikni boshgacha shaklda yozish mumkin.
Masofani orttirmasi As-f(t+At)-f(x) bo’lgani uchun

v=Ilim AS =1i mﬁt__ié.t.);t(_t)_ (3)
O<-0 At &t-*0 At

Bu esa notekis harakatning tezligi bo’ladi. Demak, notekis
harakat tezligi tushunchasi limit tushunchasi bilan bevosita
bog’ligdir.

Misol. Yo’lning vaqtga bog’lanishi

Formula bilan ifodalansa, tekis tezlanuvchan harakatning ixtiyoriy t
momentidagi va t=2 sekund momentidagi tezligi topilsin. (bu yerda
0=9,8 m/sek: erkiu tushish tezligi)
Yechish. Argument t ga orttirma beramiz t+At u holda masofa
s+As=g(f+AnN2 =g(12+ 2t& + &t2)
2
orttirmaga ega bo’ladi. Bu yerda As ni topamiz:

po < AULT2IAITAD) gt2_ L gAI2
2

As
Endi — nisbatini tuzamiz:
At
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- gAt'

a, E£N+Yy
At At
Limitni hisoblaymiz:
2\
V=lim— = lim gt+gAt
A* At 10

Shunday qilib, t vaqtning istalgan momentidagi tezligi v=gt ga
teng. ?=2sek bo’lsa (v)l=2=g-2 = 9,8-2 = 19,6 m/sek

2. Hosilani ta’rifi.

Berilgan:

y=f(x) (1)
funksiya biror x nuqtada va uning atrofida aniglangan va uzluksiz

bo’lsin. Argument x ga biror At (musbat yoki manfiy) orttirma
beramiz, u holda wn funksiya Au orttirmaga ega bo’ladi. Demak,
x+At da m+Am=/(x+Ac) ga ega bo’lamiz.
Funksiya orttirmasi Au ni topamiz:
Ay=/(x+Av)-/(X) (2)

Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatini
yozamiz.
Ay  fix +AX)- f{x)
AX AX
Bu nisbatning Ax—0 dagi limitini hisoblaymiz agarda bu limit
mavjud bo’lsa u berilgan funksiyaning x nuqtadagi hosilasi deyiladi
va f(x) ko’rinishda belgilanadi. Shunday qilib
fl'Kx)J ||m Ay

N Ax->0 j\ x

yoki
Sr %!ICY = l’irg.ﬁ{i‘-i’-*-’-q £(x), @

Demak, m=/(x) funksiyaning hosilasi deb, funksiya orttirmasini
argument orttirmasiga nisbati argument orttirmasi 0 ga intilgandagi
limitiga aytiladi.
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Ta'rifdan ko'rinadiki, x ning har bir giymatiga f'(x) ning
ma lum giymati mos keladi, ya’ni hosila x ning funksiyasi ekanligi
kclib chigadi.

Berilgan funksiyadan hosila olish shu funksiyani

i d
diferentsiallash deviladi. Hosila quvidagi V. di ko’rinishlarda ham
belgilanadi. Hosilaning berilgan nuqtadagi giymatlari esa f'(a) yoki
/I li=u ko’rinishda belgilanadi.

Misol. y=vx funksiya berilgan uning

1) Ixtiyoriy x nuqtadagi;

2) x=4 nuqtadagi hosilasi topilsin.

Ycchish. Argument x ga orttirma beramiz x+Av u holda
\U-Ay=n/x + Ix ga ega bo'lamiz. Bu yerdan

%x + Av - \ x)(v'x* \v +vx YW

Av=\x- W-\x=
VX o+ JIX < x VX BAX 0\ A

A C e
funksiya orttirmasiga ega bo'lamiz. al ga nisbatini yozamiz
Av Av 1
Ax  Ax(\x - Welx) \x*Ax * o
limitga o'tamiz
, . Ay . 1 1
v = lim— = lim
a W VX + Av fVx 2VX

natijada funksiyaning ixtiyoriy nuqtadagi hosilasi quyidagicha
bo’ladi:

1
VvV =
2\/x

funksiya hosilasining a-4 nuqtadagi qiymati

teng bo'ladi.

3. Hosilaning geometrik ma'nosi

Bizga berilgan u—f(x) funksiya x nuqta va uning atrofida
aniglangan bo'lsin. Argument x ning biror giymatida u-f(x)
funksiya anig qiymatga ega bo'ladi, biz uni MOQX, u) deb
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belgilaylik. Axgumentga Ax orttinna beramiz va natija funksiyaning
u+Au=J[x+Ax) orttirilgan qiymati to’g’ri keladi. Bu nugtani
M~x+Ax, u+Au) deb belgilaymiz va MO kesuvchi o’tkazib uning

OX o'gining musbat yo’nalishi bilan tashkil etgan burchagini @
bilan belgilaymiz.

Endi --- nisbatni qaraymiz. 2-rasmdan ko’rinadiki,

A
-y:« (l)
ga teng.
Agar Ar—0 ga. u holda Mx nuqta egri chizig bo’yicna
harakatlanib, Mn nuqtaga yagihlasha boradi. MOM] kesuvchi ham

Ax—>0 da o0’z holatini o’zgartira boradi, xususan @ burchak ham

o'zgaradi va natijada @ burchak a burchakka intiladi. MW,
kesuvchi esa MO nugtadan o’tuvchi urinma holatiga intiladi.
Urinmaning burchak koeffitsienti quyidagicha topiladi.

tea = \I/l_nbtvq>:‘\l\5_r1103 =f’'(x) y(|\
Demak, f'(x)=tga, vya’ni, aigument x ning berilgan
giymatida f'(x) hosilaning qiymati f(x) funksiyaning grafigiga
uning MO(X. u) nugtasidagi urinmaning OX o0’qining musbat
yo’nalishi bilan hosil gilgan burchak tangensiga teng.
178



4. Funksiyaning differensiallanuvchanligi.

Ta’rif. Agar u=f(x) funksiya x=x0 nuqtada hosilaga ega bo’lsa,
Av_ .. [ (x0+Ax)- f (x0)
(xa'ni Au:%-l,;\)?~t0 ” A.x maviud bo'lsa) u holda
berilgan x=x0 qiymatda funksiya differensiallanuvchi deyiladi.

Agar funksiya biror [a, b\ ((a, b)) kesma (interval) ning har
bir nuqtasida differensiallanuvchi bo’lsa, u holda kesma (interval)da
differensiallanuvchi deyiladi.

Teorema. Agar u=J[x) funksiya biror jc=a0 nuqtada
differensiallanuvchi  bo’lsa, u holda funksiya shu nuqgtada
uzluksizdir.

Hagigatdan, agar

bo'lsa,

fA\y/'W +
X r

bu yerda y Av—0 da nolga intiluvchi miqdordir. U holda
Aw = ' (X 0)AX + y/Sx

bo’ladi. Bu yerdan ko’rinadiki Ac—0 da Alt ham nolga intiladi,
ya'ni funksiya x=x0 nuqtada uzluksizdir.

Demak, agar ~-/U) funksiya x=x0 nuqtada, uzluksiz bo’lsa, n
shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi ham bo’Imasligi ham
mumkin.

Misol. f{x) funksiya [0, 2] kesmada quyidagicha aniglangan
(3-rasm)

0<je<l da f(x)=x

1<x<2 da f(x)-2x-1
Bu funksiya x=\ nuqtada uzluksiz bo'lsa-da, hosilaga ega emas.
Hagigatdan, Ax>0 da

[im/(UAXx)-/(l) = («1? Ai)-1j-[2.1-1]=1lim2Aj =2

Wi AX i, 0 AX * A
Ax<0 da
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On->0 da funksiyaning giymati bir hil chigishi kcrak. Shunday
gilib, tekshirilayotgan limit Av ning ishorasiga bog'liq, bu esa n-1
nuqgtada funksiya hosilaga ega emasligi kelib chigadi.
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20-ma’ruza.

DIFFERENSIALLASH QOIDALARI.
IIOSILA VA DIFFERENSIALNING TADBIQI.

1. u=x" funksiyaning hosilasi. (n-butun va musbat son).

Teorema. u=xnfunksiyaning hosilani /?x"; ga teng.
Agar u~x" bo'lsa, u'=nx
hagigatdan:
1) Nix orttirma beramiz
u+Au=(x+/\x)"
2) Nyuton binomi formulasidan

Ny~x""+nx*"1Av+ \j, AAX)2+ ... +(Av)"-a"
Av n(n- 1

3, f-=nx""'+ - XAV L +(AV)!
Ax 1w

Hv-lim =lim\nx"H - V 2At+ ... +(Av)n']=nx""
Ay A/on 1-2

demak, u=nx'-' ekan.
Misol. u=x\ u'=3x2

2. y=sinx, j=cosx funksiyalarning hosilalari.

1-teorema. y=sinx funksiyaning hosilasi, cosx ga teng.
Agar y=sinx bo’lsa, v—0sx
hagigatdan,

1) v+Ay=sin(x+Ax);

A4 Av- A X 4 AV 4 X
2) Ay=sin(x4-Av)-sinx=2sin ? cos ~

 AX Av
=2sin — c°s(X 4 —-)

Av

2sin cos(.v+ sin .

5 A\—/: —————— 2 - === - —cos(VH I'I)\
Av Av Av
2



2
demak, v-cosx

2-teorema. y-cosA funksiyaning hosilasi, -sin.* ga teng.

Agar v=cos.v bo’lsa, y'=-sin.v
Bu teoremani isboti I-teoremaning isbotiga o’xshash bo'lib wuni
o’quvchiga havola gilamiz.

3. O’zgarmas migdorning hosilasi. O’zgarmas miqgdor bila
lunksiya ko’paytmasining hosilasi. Yig’indining, ko’paytmaning,
bo’linmaning hosilalari.

1-teorema. O'zgarmas miqdorning hosilasi nolga leug.
Agar y~c (c-const) bo'lsa, y=0 bo’ladi.
hagigatdan, x ning istalgan giymatida
y=f(x)=c
Argument x ga orttirma beramiz, u holda
y+Av =f(x+Av) = ¢ dan Ay = On+Av) -fix) = ¢ -t=0
endi nisbatni olamiz va limitga o’tamiz.

Ay YA\ .
X)?:O, _\/:Hnbﬂzo, demak «'=().

2-teorema. O’zgarmas ko’paytiruvchini hosila ishorasidan
tashgariga chigarish mumkin.

Agai' u=CU(x) (C-const) bo'lsa, u'=CIf(x) bo’ladi.
hagigatdan,

) y~CU(X)\

2) y+Ay=C{/(x+Av);

Ay=CU (n+Ax)-CU(x);

Ay U(x + Ax) - U(x)

3> [, --C s I

r n i, U(xi'Ax) U(x)
Hy—pm, N8 =e lim = =i e
Demak, u'=Cl/(x) ekani kelib chiqdi.

3-teorema. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar
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yig’indisining hosilasi shu funksiyalar hosilasining yig’indisiga
teng.

Agar u=u(x)+v(x)+co(x) bo’lsa, v=m(jc)+(x)+al(x) bo’ladi.
Ilagigatdan,

1) y=u+ v+o)

2) y+Ay=u+Au+ v+Av¥oh-Aco

Ay-Aw+A vh-AQ

Ay Au Av A@

NCOAX AX Av Av

4 v=Ilim -- =lim — +lim Av+lim — =u'+v'+ay
PUAY AHDAV »* AV ASu Av
Demak, >Eu'(jo+ Mx)+1Y(x)
Misol. 1) v=4x,-2siav
y=12xz2cos;c

4-tcorema. Ikkita differensiallanuvchi funksiyalar
ko’paytmasining hosilasi birinchi funksiya hosilasining ikkinchi
funksiya bilan ko’paytmasi plyus birinchi funksiyaning ikkinchi
funksiya hosilasi bilan ko’paytmasiga teng.

Hagiqatdan,

1) y=M V

2) _y+Ay=(u+an)(1-Ay)

Nly=u n-mA yt+ vAu-u Y~VA"+uA v

Ay Au Av
—v— +uUu—

Av AX AX

i Av_ . Au . Av

DY AY = Y e U ax —vuruv

Demak, y'=vu'+uiK

Misol. 2) y=v4cosx, YE(A,)'cos.v+All(cos.v)E4.vIcosx-.v'&in.v

Xuddi shuningdek birinchi funksiyalar ko’paytmasi uchun ham
bu formula o’rinlidir. Masalan, y=uvto bo’lsa, y=u von-n x"ait1ved

5-teorema. Kasrning hosilasi yana kasrga teng bo’lib, uning
maxraji berilgan kasr mahrajining kvadratiga, surati esa surat
hosilasini  maxrajga ko’paytmasidan maxraj hosilasini suratga
ko’paytmasini ayirganiga teng.
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Aear v—i\i bo'Isa, y'= -U--V-}N,/—“V

Hagiqatdan,
n+ Au
DY T A

n+Au n VAU- KAV

AN v+ Av v V(v + Av)

Au Av
\Y% - u
2)a __v(v fAv)
AI/I Av . Au
----- n— vlim - niini
I:)lmA>—|jm Ax AX *-"Ar "UAX A V- W
AX ¢ v(v-fAw) Vljjr%(v + Av) v’
vu - uv
Demak, y = v

sin x

Misol 3. Y - —V'—
2X

,_ (sinx)(2v?- 1)- (2x - l);sinx (2n"' - l)cos.v 4v sinn
~(2v 1) (v 0>

4. Logarifmik funksiyaning hosilasi.

Teorema. log,x funksiyanirrg hosilasi  log,< ga teng.

1
Agar y=log,rv bo Isa, y= log,/’

Hagigatdan,
1) y+Ay=log,,(n+An)

Av-log, (v+A.v)-logx-log, m—  =log,( 1+ — )
X Vv

) A Io A+ 202 2 g0+ 2592 dog, e Xy
2 - = - ” - -0 — - — = - 'y —_—
AX g X X AX g X X g X
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i’l=lim-log 1+ —)»=-limlog,(l +— = -log,,<?
0, Ox n X x A" X X

1 ., 1
Demak, y=~log,e yoki —
y X 9.y Y a-lna
Aearda a-e bo Isa, ¥ = — ==
x n» X

Demak, v=Inx funksiyaning hosilasi l/a ga teng, ya'ni y=Inx,
y - 1/a.
Misol. y=rin.V yEAHIaxd- Vi(InA")-5x4nA+AS5 I/A-A451nX+]) *

Hosila va differensialning tadbiqi.

1-masala. f(x)=x3 funksiya grafigining MO(1; 1) nugtasiga
0’tkazilgan urinmaning tenglamasi tuzilsin.

Yechish. / (x)=3x2=tga; k=tga(=3T:=3;
k=3. u-uC=k(a-a0) urinma tenglamasi bo’lsin m-1=&(x-1) =>

=> 1=3(a—1); »=3x-2

2-masala. ellipsning MO(2; 3) nuqtasiga

o'tkazilgan urinma va normal tenglamalari tuzilsin.

Yechish: Ellips tenglamasining (ayniyat) aynan tenglik deb
hisoblab hadlab hosilasini olamiz. Oshkormas funksiyaning
hosilasini olish qoidasiga asosan: ushbu hosil bo’ladi.
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3 2
a) y-3=—(x—2); b) y=3=-(x~2) normal tenglamasi

urinmaga teng.

2na

fx = 2(t - sint) 34
i ) 4y sikloidning t, -

[y =2(1-cost) 2
mos kelgan J1/0(n0, u0) nuqtasiga o'tka/ilgan

tenglamasini tuzilsin.

3-masala. parametria
normal va urinma

. /33  ,3n
Yechish. a) a =2 — sin =3n-2(-1) =3a42,
.2

Vo=2 ®E0s - =21-20=2

demak, MO(3nu-2; 2) bu sikloidga normal va urinmaning urinish

nuqtasi.
2 sin/
h) k. x Y O0u.)
12(1  cos/)J,
.. 34
sin 1
2 |- cos
1
L=7? kK =-
s) urinma tenglamasi: W-KO0=K,(a—\)
n-2=-(x-371-2) yoki
H+V-37T-4=0.
Normal tenglamasi: /<-2=+I(.v-3/r-2) yoki

m—x+3;p=0.
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4-misol. Radiusi 20 sm |li bir jinsli metal shar qizdirilgach
lining radiusi 20,01 sm ga oshgan. Shaming hajmi gancha oshgan.

Yechish: f(x + Ax) * f(x)+ /'(*)" Ax; R=x-20\  At=0,01cm.
9UF ~ aA3; 3u(x + Ax) = $(20.01) = 5(20) + .9'(20) 0,01
i9,,,(20,01)~ W03+ j;r mB+(20): «0,01 = | n m02(20 + 3m0,01) =
=— % \00+20,03 = — 7T+2003

3 3

9,,(20)=| nm03="/1+4+21000=y n =000

y N (2003 - 2000) = — n +0,003 .
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21-ma’ruza.

MURAKKAB, OSHKORMAS, TESKARI VA PARAMETRIK
KO’RINISHDA BERILGAN FUNKSIYALARNING
HOSILALARI.

Bizga murakkab funksiya berilgan bo’lsin, ya’ni shunday
u=f(x) funksiyaki, uni y=F(u), u=cp(x) yoki v=F((fix)] ko’rinishida
ifodalash mumkin bo'lsin.

Teorema. Agar u~tp(x) funksiya biror x nuqtada wu\=d(x)
hosilaga ega bo'lsa, y=F(u) funksiya esa u ning mos giymatida
y,=F(u) hosilaga cga bo’ladi, u holda shu x nuqtada murakkab
funksiya ham

y\=Fj(x)-p(x) yoki yj=yj-uj ga teng hosilaga ega bo'ladi.

Isboti. Argument a ga Ax orttirma beramiz, u holda

u+Au=<p(x+Ax), y+Ay=F(u+Au)
bu yerdan
UtAu=<p(x+Ax)-t(x), Ay=F(u+Au)-F(u).

Ax—0 da Au—0 intiladi va Au->0 da Ar<—0 intiladi.
Teoremaning shartiga asosan.

Ifm AY = yi
Au "
bu yerdan
Ay ,
— = + a
Au y

tenglik kelib chigadi, bu yerda Au—0 da a->0
So’ng tenglikdan
Ay=y,'Au+aAu hosil gilamiz.
Buni Av ga bo’lamiz va Ax—0 dagi limitini topamiz
Ay , Au Au
— =v,— +a—
AX AX Av

. Av , . Au . Au
v =lim—=Vv' lim— +lima —=Vv en
Hen Ayt AL R Ay .



Shunday qilib teorema isbot bo’ladi.

Agar u=f(x) funksiya y=F(u), u-(p{v), y=t(x) ko’rinishida
Isa, bu murakkab funksiya uchun ham teorema o’rinlidir, ya’ni
y'= Flmuv- w
Misol. y=sinanx, k=1nx, u=siny, y=u2
v,;=21, nj—eosv, i/¥ 1x
y'=y," mlA) mV1= 2u mcos u -1/jrfsin-liu-cosliuc-l/jc
v<=1/Asin21nx

y=t&r, y=ctgx, _y=InLrl funksiyalarning hosilalari.

1
1-teorema. tgx funksiyaning hosilasi-—— ga teng.

Haqigatdan, )'=tgx,
, (sinxY _ (sinx)'cosx-(cosx)'sinx _ €0S2X + Sin2x 1
Vcosx/ C0S2X C0S2X COoS; X

1
2-teorema. ctgx funksiyaning hosilasi " t ga teng.

Hagigatdan, y=ctgx;
, fcosxV _ (cosxVsinx-(sinx)'cosx Sin2x + cos2x _ 1
Asinxv sin X sin?x sin’x

3-teorema InlM funksiyaning hosilasi 1/x ga teng.
Hagigatdan,

a) x>() bo’lsa, >=In.v, shuning uchun y'=1/x

b) ,v<0 bo’lsa, Lvl=x, 1nbl=1n(-n), y=In(-x)

= of-*)'= ‘e - =
y= 1= 'e(-1)= =
Misol. v=Intg2x, u=tgv, v=2x, y=\nu

v '=y yV o= T e = .4
* I 1 n cos'v sin4x
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Oshkormas funksiya va uni differensiallash.

Agar ikkita X va n o’zgaruvchilar
Fix, >)=0

tenglama bilan berilgan bo'lsa va y=f(x) ni (1) tenglamaga
go’yganimizda u X ga nisbatan ayniyatga aylansa, u holda (1)
tenglama oshkormas funksiya deyiladi. Bunda

, K
/.; +Fvy: 0, y=-1Y

Masalan, x2+y2a2=0 tenglamani y=y]a~ - x 2 yoki y
funksiyalar ayniyatga aylantiradi. Ammo hamma vaqt ham
oshkormas funksiyani oshkor ko’rinishda ifodalash mumkin emas.

Masalan, 1) x2+y2-xy-0 2) e, +-2sinAV=0 bularni elemental-
funksiyalar orqgali ifodalab bo’lmaydi.

Bunday funksiyani differensiallash uchun n ni X ning
funksiyasi deb garash mumkin va murakkab funksiyaning hosilasi
sifatida aniglash mumkin.

Misol.
1, jr+y2-cr=0
2x+2y-y'=0\ y=- xly
2) v.+y2-.w=0
2v- Y
2,v+2=v|—v-.v‘I:0, y — - Zy_—x

3) e'+-2sinjt>=0
d+v( 1+yl)-2cos.vy(xyk_y)=0*
(e'T-2.vcos.vy)yt2yc()sxy+c'*-O
1 2y COBAT t'11

e"'  2Xcosav

y=xa,y=ax y-uv- ko’rinishidagi funksiyalarning hosilalari.

1-teorema. a" funksiyaning hosilasi axuiga teng.

Agar u=x" bo'lsa, u holda y'-axal bu yerda «-ixtiyoriy
haqigiy son.

Haqiqatdan,
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v V' In_y=lat“=aln*

A .
vI:a-l, yI:ya 1:axa'
X X

v
2-teorema. a* funksiyaning hosilasi axlIna ga teng .
Hagigatan,

y-a\ 1n)'=1lnga'=rina

Y=y\na-a/lna

a-e bo’lsa, y=e\ y'=ex

y=e'\ne=e".

3-teorema. y=u' funksiyaning hosilasi, Y=wnilw'+mIiinn

bo’ladi.
Hagigatdan,
y=u"\ Iny=lim'= iini<

Ivevinvey 1 i

r "

V-v(V |/| M+VIINM)=MZ v I;I-u'+v'InM)

V= '+ nwl

w. \(v*1) \.av . 1);
\— (; 25y (Gr

Iny= 3 1n(n+1)+-‘ilr|(2m.H 1)-71n(*+5)-siin

| 3 3 7
\Y/ f cos*™
y 3(*+1) 2(2*+1) *+5
{\x «1) \(2x +1)7 2 7

(v+5);v,nt v3(x+ Hf22*+ 1 =*+5

Teskari funksiya va uni differensiallash.

Biror («, h) (a<b) oraligda aniglangan va o’suvchi wu-fix)
unksiya berilgan bo’lsin. (J{a)=s, f(b)=d).
Funksiya o’suvchi bo’lgani uchun,
> <y? ekani kelib chiqgadi. Argumentning ikkita har
jiymatlari uchun funksiyaning ikkita H,=0%*|), u2=f(x2) giymatlari

V,<*2 quyidagilar uchun
xil *,, x2
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mos keladi. Buning teskarisi ham to’g’ri, ya’ni ut<y, giymatlar
uchun giymatlari mos keladi. Demak x ning giymatlari bilan
u ning gqiymatlari orasida o’zaro bir qiymatli moslik mavjud. U
holda x=f ~'(u) funksiya u-f{x) funksiyaning teskari funksiyasi
deyiladi.

Xuddi shunday fikrni kamayuvchi funksiyalar uchun ham

aytish mumkin.
Teorema. Agar u=f(x) funksiyaning u nuqtadagi noldan fargli

bo’lgan ¢{u) hosilaga ega x=(p(u) teskari funksiyasi mavjud bo’lsa.

u holda tegishli x nuqtada u=J{x) funksiya ?a teng bo’lgan

f'(x) hosilaga ega bo’ladi, ya’ni, A x)= ~ »

tenglik o’rinli bo’ladi.
Isboti. Au orttirmaga asosan yozamiz.
Au=(f{u+Au)-(p{u)
Ay 1
nx  Jix
Ay
Au—0 da At—0. Limitga o’tib
1
>\="r

ni hosil gilamiz.
Teskari trigonometrik funksiyalar va ularni differensiallash.

1-teorema. arcsinr funksiyaning hosilasi r~--= ?a ten8-
V113

Hagiqatdan,
>'zarcsinA, A=siny, Av-cosy

1 1
X cost \j\-sin2y a/1-x2
2-teorema. arccosx funksiyaning hosilasi 12 ga teng.
-X

Hagiqatdan,
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V=«rCCOSA", A-COSV, Av=-siny
r 1 i i
vV sin ¢ -cos2y VI1-x

I
3-teorema. c/rctgx funksiyaning hosilasi ga teng.

llagigatdan,
V-arCtgJC, A-tgy, A\-
cos" v
1 , 1 1
V = — :COS8 V= — —— = - ;
\Y ' 1+ /£'V  1+0"

1
4-teorema. arcctgA funksiyaning hosilasi ~y+y' ga teng.

Ilagigatdan,
v=arcctgA, v=ctgy, n — . 7
g 9y sin"y
1 . 1 I
v, — =-8In" v =- °... = mmmmmmmmmmee- ,
Xy ) 1+ Ctg'y 1+ X

Misol. \-arctg-yjx
1 arctg\X

v~2arctg 11X m -
1+x 24x  v.v(l+.v)

Differensiallashdagi asosiy formulalar

l.y-c y-0
2. y=u” y-an" Ju
y=sin» y- cosu- ul
4. y=cosw sin»- nl
5 v=tgu V]: ____9'7
cos' u
6. >-ctgmu = - _M,
sin’ n
7. y-a" y=a“\na n!
v=2" y':e"-u'I
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8 y=\ogji yz-M\ogae u

=1nm -y
y y -
9. y=arcsinM y 1
. y=arcsi =
Y VT-«2
. 1
0. y=arccosti y'=- | o
VI -m
1,
1. y=tITCtgu y=
1+wun
2. _y=arcctg« Y rw
3 y=Cm y-Cunl C=const
4. _y=n+v-(¥ Y=m'+ VEiY
5.y=u-y y'-U"\H-"1
u'v-v'u
6.y-uN Y o
Y
7.y=F(>), n=<p(x) yj=yj mux
8.y-uv y'=vuw'u'+ AHUnm
9. - 7
ny
X=«p(y)

Funksiyaning parametrik tenglamasi va uning hosilasi.

Agarda tekislikda egri chiziq

<P(0,|

.- w0 refer, M

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo’lsa, u holda shu sistcma
funksiyaning parametrik tenglamasi deyiladi.

Agar x=(p(t) funksiya t=F(x) teskari funksiyaga ega bo’lsa, u
holda uni x ning funksiyasi, ya’ni
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u=y\F(x)]

murakkab funksiya ko’rinishida ifodalash mumkin.
Parametrik funksiyaga misollar keltirish mumkin, masalan:

1) Aylananing parametrik tenglamasi
X = acos/]

V- asm/Jf el0, 2n]

2) Ellipsning parametrik tenglamasi
X = acos/]

le[0, 2m
y

3) Sikloidaning parametrik tenglamasi

X = ait - sin/)] /
y =a(t - cos/)J e[0, 2]

4) Astroidaning parametrik tenglamasi

X = acosd/] '
y = asin 3£J fe[0, 2%
va h.k

Hosilani topish, murakkab funksiyaning hosilasi formulasidan
va teskari funksiyaning hosilasi formulasidan foydalanamiz:
(2) tenglikdan

Lyl ., @)
yX:y!_tX— y<->:'|_:><t| ykl X~>4O
) X - acos/]
Misol. v:osin/Jf /e[0, 2n]
jr,'=-asin/
y,--acos/
, acost
N=oghy = oot
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Giperbolik funksiyalar

Ko’rsatkichli ~ funksiyalar orqgali ifodalanuvchi  quyidagi
funksiyalar
thx = € ¢
e'+e (1
chx-e—+e dhx - © Te

giperbolik funksiyalar deyiladi.
(1) formuladan quyidagi trigonometrik munosabatlar kelib
chigadi:

ch3c-shjc=l, (2)

ch(x + v) = chxchy + s/ixshy.
sh(x +y) = shxchy + chxshy. @)

Bevosita (1) tenglamadan olib kelib qgo’yib (2), (3)
formulalarning to’g'ri ekanligiga ishonch hosil gilish mumkin.

n-cost, \-sin/ funksiyalar aylananing parametrik tenglamalari
bo’lgani kabi, n-cos/, y=sin/ funksiyalar giperbolik funksiyalar
deyiladi.

Giperbolik  funksiyalarning hosilalarini  osongina  keltiiib
chigarish mumkin.

(shx) - chx, (thx)1

(chx) - shx, (cthx)]
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22-ma’ruza
DIFFERENSIAL.

Agar u-f(x) funksiya \a, b] kesmada differensiallanuvchi
bo’lsa, kesmaga tegishli biror x nuqtadagi hosilasi

Babna =7'(%) (1)

tciiglik bilan aniglanadi. Limit ta’rifidan
N=f\x) +a 2
(% ) (2)

bu yerda Ax—0 da «—0
\u=f"(x)Ax+a-/\x
Shunday qilib, funksiyaning Om orttirmasi ikkita
go’shiluvchidan iborat bo’lib, bulardan birinchisi orttirmaning bosh
bo’lagi deb ataladi va Ax orttirmaga nisbatan chiziglidir. Shu
birinchi hadi funksiyaning difjerensiali deb ataladi va dy yoki df{x)
bilan belgilanadi, demak,
I
du=f"(x) Ax (3)

n—x, /'—/'=1bo’lgani uchun du=dx-At, u holda Ax-dx bo’ladi
du=f'(x)dx.
Funksiyaning differensiali funksiya hosilasi va argument
differensialining ko’paytmasiga tengdir.
(1) tenglamadagi ikkinchi yig’indi «Av esa Av ga nisbatan

a mAx
yuqori tartibli kichik miqdordir, thunki
(3) tenglamadan
dv
I'W = Jx (4)

Demak, f\x) hosilasi funksiya  differensialini  erkli
o’zgaruvchining argument differensialiga nisbati deb qarash
mumkin.

Endi (1) tenglamani quyidagicha yozishimiz mumkin

Au-du+aAx (5)
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oc/ix ifoda Jin ga nisbatan cheksiz kichik migdor bo’lgani uchun
JOu~du (6)
ko’rinishda yozish mumkin.
Yuqgoridagi ifodadan foydalanib yozamiz
f(x+Ax)-f(x)~f '(n)Ax
yoki
J\X+\X)~F(x)+f*(x),\x @)

So'ng (7) formula taqribiy hisoblashlarda ishlatiladi.

Misol. V3,92 - hisoblash talab ctilsin.

y=VvJf funksiya olamiz, bu ycrda n0=4, /1n--0,08
Xo+J1n-4-0,08=3,92,/(X0)=v|M4- v4 - 2

/uw = rl. St, [ [

/3,92 =/4- 0.08 ~/(n0)+/,(x],)An-2+ 41(-0,08):2-0.02: 1,92

Yuqorida keltirilgan hosila jadvallari yordamida funksiyaning
differensiallarini topish mumkin.

Masalan.

Dv=a", tly=axa 'dx

2) v=log,t dy- 1llogwedx
X
i)y=u+v dy-du+dv

4 \-Llty dy =

shunga o'xshash barcha formulalarni yozish mumkin.
Murakkab funksiya berilgan bo'lsin, ya’ni
u=f{u), u=(p{x) yoki v=/1*.v)|.
Murakkab funksiyaning hosilasiga muvofiq:
m yoki dv=fu(u)(p'(x)dx,
X

ammo <(x)dx=du bo’lmagani uchun
dy=fu(u)du

Shunday qilib, murakkab funksiyaning differensiali oddiy
funksiyaning differensiali kabi ekan, ya’ni murakkab va oddiy
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funksiyaning differensiallari ma’no jihatidan har xil bo’lsa ham,
ko’rinishi bir hil ckan. Bu differensialning invariantligi deyiladi.

Differensialning geometrik ma’nosi.

Egri chiziqg u-f(x) tenglama orgali berilgan bo’lsin. Egri
chizigning biror M(x, u) nuqtasini olamiz va shu nuqtaga urinma
o’lkazib uning OX o’gining musbat yo’nalishi bilan tashkil etgan
burchagini a deb belgilaymiz. Argument x ga JIx orttirma beramiz,
natijada funksiya Au orttirmaga ega bo’ladi. Bu nugtani

Mt(x+Ax, u+Au) deb olamiz (1-rasm).

X >
* 64 X X+AX

1-rasm.

AMNT dan: /V7'=A/Mg«, tga=f[x), MN-\x, NT=f\x)Ax

lekin du=f'(x)At bo'lgani uchun
NT=dy
ekani kclib chigadi.

So’nggi tenglik f(x) funksiyaning berilgan v va Av
giymatlariga tegishli differensiali u=f(x) egri chizigning berilgan x
nuqtasidagi urinma ordinatasini orttirmasiga teng ekan.

Shakldan ko’rinadiki,

MtT=Ay-dy

Bu ayirma shaklga e’tibor bcrsak musbat ham, manfiy ham
bo’lishi mumkin.
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Yugqori tartibli hosilalar

Berilgan u{x) funksiya fa, b] kesmada differensiallanuvchi
bo’lsin, u holda funksiyaning f(x) hosilasi x ning funksiyasidir.
Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topish mumkin.

y"=(X) = ()

Xuddi shuningdek uchinchi tartibli hosila to’g’risida fikr
yuritish mumkin.

Y Uy y=(00) = (9

Ixtiyoriy /r-tartibli hosila ham shu tartibda aniglanadi.

y 0= (y (+)-( 1\x)) *-f*"\x)

Misol.

1) y=x"~2x2

y'=5xA4x, y"=20x34, y'"'=60x\ >D:120n, /=120, yv=0

2) y=sim'

y=COSX=Sm(jt+fl/2)

yEcos(.t+yz/2)=sin(.v+2n/2)

SlEcos(x+272)=sin(x+3 n/2)

y{i=sin(x+nnl2")

y-Cu,  y@=Cul
y=u+y, y"W n+i>"

y=u-u Y S=Un), <+t v+ —" otV o+ L W

So’ngi tenglik Leybnits formulasi.

Yugori tartibli differensiallar.

Berilgan funksiya differensiallanuvchi bo’lsin, ya’ni, u-f(x)
ning differensiali
du=f\x)dx
tengligi bizga ma’lum. Bu tenglikdan yana differensial olamiz
d(dy)=ctd=d(f \x)dx)=f""{x)dx2
Uchinchi tartibli differensial ham
d(dd)=d\=d(f "(x)dx2)=f nfx)dx-
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kn'rinishida aniglanadi.
Ixtiyoriy tartibli differensial esa
d(dn'y)=d'y=d(f'\x)dxn")=fr¥x)dxn
tenglik bilan ifodalanadi.
Hosil bo’lgan ifodadan quyidagi tengliklarni yozish mumkin:
, dy d2v " dry
[<Ne *. . rM - dx.-
Agar murakkab funksiya berilgan bo’lsa, uning birinchi tartibli
differensiali
dy=F*(u)du
ekanligi ma’lum. Lekin ikkinchi tartibli differensiali
d¥=d(Fi(u)du)=FiXu)(du)2+Fl(u)dly,
bu yerda du=q)(x)dx, drii—p\x)dx1
Misol. u=InZinx, m=1nv, v=sinx, y-ir

rfv=21nsin,v-~—
sin.v

Jv=21nsin.«/(Insiav)=2»A(
du=d(Inv)= -
\"

d v=d{b\nx)=cosxdx
Oshkormas va parametrik funksiyalarni
yuqori tartibli hosilalari.

1. x2+v2-xy=0
2x+2vy-y-x>'-0

2x -y
y- 2 y - x
2= (2-yDQy- V- (2y - D(2t-y) =
(2y-n):
-2 yey-m- @2 2 - per-y)
2y - X 2y - X (3y - 4n)(2y - n) - 3n(2x - y)
(2y--~x)2 " (2y-x¥
- 1% ~8nY~4xr- KOn-1+>rl_ 10y -8ny - 6x?
(2y - x)”’ 2y -xy
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Parametrik funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz.

Bizga ma'lumki x=tp(t), y=i/At) funksiyaning hosilasi

dy
Nl=dL
dx  dx
dt
formula bilan hisoblanadi. Ikkinchi tartibli hosilasini aniglaymiz:
fdy’ "dy\
dy . d(d)_d _ _d g o
~¢~ dxvdx) dx(dx ~dt dx | dx
Vvdt ~dtJ
dx d v_dy dx dxd v dyd x
d'y dt dtl dt dt7 1 _ dt dt dt dt2
dx’ (dx) , dx
vdt : dt Wdt )

(P> (1)-cp (H)<p(t)

Misol.
y=acos/
v=sin/ j
x'=-asint Xx,,=-acosa
V,=-«sint vy, =-acosa
dy _ +acost

-ctgt
dx ~ -as\nt
£> (-asmt)(-us\nt)- (-acost)(ucost)
dx [—e/sintY osin t

Ikkinchi hosilaning mexanik ma'nosi.
Bizga ma'lumki moddiy nuqtaning harakat tezligi
tartibli hosila orgali ifodalanadi

ds
dt
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Agar moddiy nuqta tezligidan vaqt bo'yicha .hosila olinsa. u
Bioddiy nuqgtaning tezlanishini ifodalaydi.

bu yerda «-moddiy nuqtaning tezlanishini ifodalaydi va u ikkinchi
tartibli hosila orqgali ifodalanadi.
dv. dX

dt  dt2
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23-ma’ruza.

DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR
HAQIDA BA’ZI TEOREMALAR.

1. Hosilaning ildizi hagidagi Roll teoremasi.

Agar fix) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib, shu
kesmaning barcha ichki nuqtalarida differensiallanuvchi va
f(a)=fib)=0 bo’lsa, u holda (a, b) oraligda hech bo’lmaganda bitta
x=s nuqta mavjudki bu nuqtada funksiya hosilasi nolga aylanadi,
ya’ni/ '(c)=0.

Isboti. fix) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lgani uchun
shu kesmada eng katta giymati m ga erishadi.

1-hol. M=m bo’lsa [a, b] kesmada fix) (o’zgarmas) bo’ladi.
Bundan / (.v)=0 kelib chigadi (a<x<b)

2-hol. Mg, ya’ni M>m bo’lsa, soddalik uchun M>0 deb faraz
gilsak, [a, b] kesmada fix) funksiya uzluksiz bo’lgani uchun /(c)
(a<c<b) bo’ladi.

Bundan
fA)=|imtSE*M zm = lim so (1,
W w1 Ay
'f'l(c)z tim e AR - ijm fc +AX)=M )
J *1J Ay Ay

(1) va (2) tengliklarni taqgoslab, /(c)=0 ni hosil gilamiz. Teorema
isbot qgilindi.

Misol /(.v)=sia.v funksiya [0, n\ kesmada uzluksiz, (0, n)
oraligda differensiallanuvchi  /(0)=sin0=0, /(/T)=sinn=0. Roll
teoremasining barcha shartlari bajariladi.

/ '(a)=cosx=0=>a-"/2, demak 0<n!2<n uchun/ '(*/2)=cos("/2)=0

2. Chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasi.

Agar /(a) funksiya [a, b\ kesmada uzluksiz bo’lib, (a, b)
oraligda differensiallanuvchi bo’lsa, u holda (a, b) oraligda hech
bo’Imaganda bitta x=s nuqta topiladiki, (a<c<b) bu nuqgtada

f(b)-f(a)=f \c)(b-ci)
tenglik o’rinli bo’ladi.
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Ishot. F(x) = f(x) - f(a) - Hh] f(a) (- a)

yordamehi funksiyani tuzamiz. Bunda F(a)=0, F(b)=0 bo'lib, Fix)
funksiya  |a, b\ kesmada  uzluksiz ~va (a, b) oraligda
differensiallanuvchi  bo’ladi. Demak, F(x) funksiya Roll
teoremasining barcha shartlarini qganotlantiradi. Bunda F{c)=0
(a<c<b) kelib chigadi. Lekin
- 0 bo’lgani uchun f(b)-f(a)=f '(c)(b-a) va
teorema isbot gilindi.
Misol fIx)=x*+3x+5 funksiya [-1,1] kesmada uzluksiz va uning
barcha ichki nuqtalarida differensiallanuvchidir.
[(D-./14-1) _9-1 8 A
I-(-1) 2 2

f |(n)=3n:+3=4=>3n"= 1=>n"=1/3=>n\= I_|=, X,=- /2

Demak, -—=f'[£-] 1, bunda % e (-1,1)

3. Orttirmalar nisbati hagidagi Koshi teoremasi.
Agar fix) va g(x) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo’lib,
(a, b) oraligda differensiallanuvchi bo’lsa, bundan tashgari (a, b)

oralikning barcha nugtalarida g'(x)*"0 bo’lsa, u holda shunday x-r
(a<c<b) nugta topi,adljki, !)u nugtada ;(—(?)—;((Z)L=;TE:C)) tenghk
o'rinli bo’ladi.
Isboti. F(x)=f(x)-f(«)- J)-x(a) '0?W-g(«)) yordamehi
funksiyaning tuzamiz. Bunda F(a)=0, F(b)=0 bo’ladi.
F(x)=f(X)--~~-— ~--uXx) bo’lgani uchun F(x) funksiya (a, b)

oraligda differensiallanuvchi bo’ladi. Demak, F(x) funksiya Roll
teoremasining barcha shartlarini ganotlantiradi. Roll teoremasiga
binoan shunday x=c (a<c<b) nuqgta topiladiki, F(c)=0 bo’ladi.
Bunda
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[(/»)-1(E") ()= _>f(b)-f{a) A(F)
1(n) (>(r)=0 8(b)-g{a) ~g(c) va teorema
isbotlandi.

Misol. /(jc)=aj+8, £(v)=x+n+l funksiyalar [-1,2) kesmada
uzluksiz va uning barcha ichki nuqtalarida differensiallanuvchi
ekanligi ravshan (a=-1, h=2)

/(2)-/(1)=_ X.8 (IV-38 9 9 =

3
g(2)-g(-1) 8+2+1-[(-1N3-1+1 1uU+1 12 4

f'(x)=3x2 r'(n")=3ar+1*0, n-1 nuqtada o
1 *'(0 3-1+1 4
Bundan [(2) - 1¢:1) /'(]'__1__)_; ST
K(2)-tf(-D «'(1)

4. Rad qiluvchi misollar (kontrprimer). Yuqorida keltirilga
teoremalaining ba’zi shartlari bajarilmaganda teorema tasdig’i
o’rinli bo’lmasligiga doir misollar keltiramiz.

D f(x)=\f(x- 1) funksiya [0,2] kesmada uzlukg,)iz
1(0)=1(0) = %(=2)" - L/(2) - \\ =L/'(.v) = — hosila  (0,2)
3v.v—1

oraligning 1 bo'lgan barcha nugtalarida aniglangan va n-1
nugtada mavjud emas. Roll teoremasining ikkinchi sharti buziladi.
2

/'(c)-
3Ve-1
ganotlantiradigan 0<r<2 nuqta mavjud emas.

2) f(x)=\\" +5 funksiya [-1, 2| kesmada uzluksiz, shu kesmaning
vA0 bo'lgan  barcha ichki nugtalarida differensiallanuvchi:

Shuning  uchun  (0,2) oraliqda =0 teimlikni

2
f\x):-3;\j/: va Lagranj teoremasining ikkinchi sharti buziladi.
A"

[(2)-/( D_ v4 1_2_:9\/(: ,2 e 8 .8
2- (-1) 3 3Ve V4 - 1 (V4 1)
demak eg(-1,2)
Lagranj teoremasining tasdig’i bajarilmaydi
3)/(.v)=cos.v, ~(v)=sin.v funksiyalar [0, 2€3) kesmada uzluksiz
(0, 2n/3) oraligda differensiallanuvchi bo’lib, n*n/2 bo’lganda
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Ji(.v)=cosjc*O bo'ladi. n-n/2 Bo’lganda Koshi teoremasining
uchinchi shurti buziladi: gird2=cos(n/2)=0

I )-/10) cos~T-cosO -'-1 -
3 - 3 2 =_2= J=f
tff sin-¥osin) B4 19 rr
o) oo sine. ~tge\ Bundan - A =-V5-» c= ge O, Ig)

~(c) cosc
Demak, Koshi teoremasining uchinchi sharti buzilsa ham
teorema tasdig'i bajariladi, bu shart og’irrog ekan.

N ko’rinishdagi anigmasliklarini ochish.

Teorema (Lopital qoidasi). fix) va g(x) funksiyalar x=a
nugtaning biror atrofida aniglangan va differensiallanuvchi bo’lsin
va shu sohada bo'lsin. Agar x=a nuqtada f(a)=g(a)=()
bo'lib, I'imb‘(_x) limit mavjud (chekli yoki chcksiz) bo’lsa, u xolda
um/_(\o ham maviud bo ladi va Iimf—IQ:Iim—fl—X) tenglik o’rinli
" Xix) aM T E'(x)
bo’ladi.

Eslatma 1 Agar x-a nuqtada f(a)=}>'(a)=0 bo’lib, fix) va g‘x)

[ (vi

funksiyalar teorema shartini ganotlantirsa va IimA—W) limit maviud

(chekli yoki chcksiz) bo’lsa, u holda tenglik o’rinli bo’ladi. Bundan
lim~-*-lim — -=Ilim'"p-— kelib chigadi. Agar f{a)=g"{a)=0

bo'lib, fix) va #'(X) funksiyalar teorema shartini ganotlantirsa, bu
jarayonni yana davom qildirish mumkin.
Eslatma 2. a=t0 bo’lganda ham teorema 0’z kuchini saqglaydi.

_ Misollar
i\
. 1 cosvy sinx | cosx 1
1 = eeeecee——— = 11rm -------- - Hrn-------= — - o
x3 ' 3X: *6X 0 !



ko’rinishdagi anigmasliklarni ochish.

Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar x—a nuqtaning biror atrofida
vta bo'lgan barcha nuqtalarda uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib
shu sohada ~(n*O va MrnA.rn)=HTt”(n)=co bo’lsin.

Agar ,im/]\.N. limit mavjud (chekli yoki cheksiz) bo’lsa, u

holda I'IT/OO ham maviud bo ladi va | ---—=nm
9(x) g(X) w o7in)
o’rinli bo’ladi.
Eslatma 1 Agar lim/(.v)=co, limg'(jr)=co bo’lib, /'(.v) va #(r)
funksiyalar teorema shartlarini ganotlantirsa, u holda

- f(x) o f(x) f\x)
lim—=1im- =hm —-- tengllk o’rinli bo’ladi va xokazo.

1 g) -9 (x) **g'(x)t
Eslatma 2. a=w bo Iganda ham teorema o0’z kuchini saglaydi

2. - ..
N In(jc —L . , . 22sin (n-1
Misollar 1 fim (J ) = AM ool o= 1] Zoin (n-1) _
X+l ctg(x- 1) _ * " (-v-1)
sin:(x- 1)
=-2 lim -=-2-0=0
1

co
Bu yerda oo ko’rinishdagi anigmaslik uchun Lopital goidasi

0
go llanildi va — ko’rinishga keltirildi, so’ngra unga yana Lopital



goidasi qo'llanildi.
A . 2sIn2 . 2 1In22 .. 2 In52 .
2, lim— = I|m—s—n-- lim Nee lim- o =2 - foydalanib
X ' 3x' "X 6Xx Ix 6 6

»-ao, 0-00, 0° cc°, 1* ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish mumkin.
Bunda shu anigmasliklar 0 yoki ® ko’rinishga keltiriladi. so’ngra

unga Lopital goidasi go’llaniladi. Buni misollarda ko’ramiz.
ipc)

31 [y limitni hisoblang. Belgilash kiritamiz
] 21nx
z(x)=x2sm\ Inz(x)=2sinx-Inx= — . Bundar.
sinx
2
L 2 nv r 2 Sin:x SiNnz .
lim Inr(.v) = lim-----—-- = lim— —-——-=urn-—-——--—— = -2 lim— - ]
1 * _ cosy XCOSX C0S-XsinXx
sinx sin: x
=2 «0/1 = 0.

Tevlor formulasi.

Faraz qilaylik v=/(x) funksiya x=a nugtaning biror atrofida
/;+] gacha tartibli hosilalarga ega bo'lsin. ya'ni 2+l marta
differensiallanuvchi bo’lsin. Shunday

() =f0F r)(x-fl)+c2Ax-c(): + ... +cC,,(x-0)" (1)
ko’phadni topamizki, Lining noma’lum koeffitsientlari

P,.(a)-Aa), P.:(a)=f (a). P,\a)=f'(a)........ P*'{a)=f"{a) (2)

tenglTkdcin T0pifsin. Bundii O]—i(u”)\, €\—j—C J(&)\t Fz—f (Ag”?——f ),
f(

tengliklar o'rinli bo’ladi. Koeffitsentning topilgan
giymatlarini (1) formulaga qo’ysak, quyidagini hosil gilamiz:
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P.(x) =f(a)+f'(a)-(x-a)+

2! N n\
f(x) funksiya va Pn(x) ko’phad ayirmasini R(x) bilan belgilasak,
f{x)-Pn(x)=Rn(x) kelib chigadi. Buni (3) formuladan foydalanib
quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

Kx)=fa)+fXa)(x-a)+Il-~{x-ay+£"-(x-a)3+..

+L a) *R,(x) (4)

- n
(4) formula x=a nuqta atrofida /(x) funksiyaning n darajali
ko’phadga yoyilmasi bo’lib, Teylor formulasi deyiladi. Rn(x)
yoyilmaning qoldig hadi deyiladi Rn(x) ning turli shakllari
"*[a+B(x-a)
mavjuddir. R,,(x)=------- («+T) ——————— (x~a) (0<6kl) - Lagranj
shaklidagi goldiq hadi deyiladi. Buni (4) ga go'ysak.
f(x)=f(a)+f(a")(x-a)+ (x-a)2+ _ (x-a)r+..
2\ I

r {a\r iV T /1 a +e”x-a)} : N
b A (170) P e (A Yoo () ®)

(5) formulada a-0 bo'lsa fix) funksiyaning n-O nuqta atrofidagi
yoyilmasi hosil bo’ladi.

f(x)=fi0)+f (O IV+'AX +"A~r14...

I () , f""n{6x) ,
- +'— n (0</11) (6)
(6) formula Teylor formulasining xususiy holi bo’lib, Makloren

formulasi deyiladi.
e\ sinx, cosx funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi

bo’yicha yoyilmasi.
f(x)-exbo'lsa f'\x)=exbundan f )0)=e°=I; i=0, 1, 2, 3,..., n
f-"\Qx)~e°" Bularni (6) formulaga qo’ysak,
e =l+A+ "-V:i+ 1A .- -X" +- e~ jT"', (0<0<\)
! 3l nl (76 1)!

/(x)=siiu bo’lsa, /(0)=sin0=0, f'(x)=cosx=sin(x+7i/2), f '(0)=cos0=I
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/'(.v)=(cosx)--siru-sin(x+2-"2), / (0)=sin;r=0
["(A)=(-sinjc)E-co&x=sin(jr+3-/72), /"(0)=sin(37t/2)=-1
f "=sin(x+n-rf2),fX0)=sin(nrf2y,f(ex) ()=sin[ex+(n+\yrf2]

Bularni (6) fomiulaga qo'yib sinx ning yoyilmasini hosil gilamiz.

Sin mr Sin 0X+ (« + 1)7°
SIHX = J1'—eemeee X HeX -X + X 0<B<\
3! 5! (n+1)!
Shunga o’xshash cosx ning yoyilmasi quyidagicha bo’ladi:



24-ma'ruza.

FUNKSIYANI TEKSHIRISH.
FUNKSIYANING O’SISHI VA KAMAY ISHI

Bizga y=fix) funksiya berilgan bo'lsin.

Ta'rif 1 Agar y=f(x) funksiya uchun «n» arguraentning Kkatta
giymatiga funksiyaning katta qiymati mos kelsa, u holda bu
funksiya o’suvchi deyiladi.

Ta'rif 2. Agar u=f(x) funksiya uchun «n» argumcntning Katta
giymatiga funksiyaning kichik qiymati mos kelsa, u holda bu
funksiya kamayuvchi deyiladi.

Biz endi hosila tushunchasidan foydalanib, funksiyaning
o'sishi va kamayishini tekshiramiz.

Teorema 1

1) Agar \a, b] kesmada hosilaga ega bo’lgan fix) funksiya
shu kesmada o’suvchi bo'lsa, uning hosilasi [a, b] kesmada manfiv
bo'lmaydi, /'(.v)>0

2) Agar fix) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz, (a. b)
oraliqda differensiallanuvchi bo'lsa va a<x<b uchun f'(x)>0 bo'lsa,
bu funksiya [o, b] da o’sadi.

Isboti. 1) Faraz qilamiz, u-fix) funksiya [a. b] kesmada
o'suvchi bo'lsin. Quyidagi nisbatni garaymiz.

I (++ Ay) - f(x)
Ay
fix) funksiya o’suvchi bo'lishi tichun:
Av>0 da /(a4-Av)>/(d),
Ay<0 da fix+\x)<fix)

[(n'+Ay)- f
Lekin, bu hollar uchun _(n__y) (x) bo’ladi.

Demak. lim R >0, bundan f'(x)>0.

2) Faraz qilamiz, «m» ning \a, b\ oraligdagi barcha
giymatlari uchun f (x)>0 bo'lsin. A'e(a, b], (v.<y2) ixtiyoriy
giymatni garaymiz. Lagranjning chekli orttirmalar haqgidagi
teoremasiga binoan:

fix2-fix])=f"(g)(x2xt), x,<g<x2
Shartga ko’ra, f (¢)>0, va bundan
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1(x2 -1(x,) >0, demak /(x2 >/ (x,).

Bundan,/(x) /-ya o’suvchi ekanligi kelib chigadi.

Teorema 2. Agar fix) funksiya [a, b] kesmada kamaysa, shu
kesmada /'(x)<0 bo’ladi. Agar (a, b) oraligda /'(x)<0 bo’lsa, [a, b]
kesmada/(x) funksiya kamayadi.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi isbotlangan teoremaga
o’xshashdir.

Misollar. 1) fix) =2x2Inx funksiyaning o’sish va kamaish
oraliglari topilsin.

Yechish: funksiya x>0 giymatlarda aniglangan.

Hosilasini topamiz:

['(x)=4x- 1/x;
funksiya usuvchi, agar/'(x) > 0 yoki 4x-1/x>0
Bundan x>1/2 boTadi.

Funksiya kamayuvchi, agar fl(x)<0 eki bo’lsa, bundan
4x-1/x<0 boTadi.

Demak, funksiya 0<x<I/2 intervalda kamayuvchi, I/2<x<oc
intervalda o’suvchidir.

2)/(x) = x2 e x funksiyaning o’sish kamayish oraliglari topilsin.

Yechish: funksiya ( -n ) oraliqda aniglangan.

f{x) = (Ix-x2) ex;f\x) =0 = > (2x-x2) e "=0

e'00, 2x-.r=0; x,=0; x2=2
(-%-. 0) da/'(x)<0 - funksiya kamayuvchi
(0, 2) da/'(x)>0 - funksiya o’suvchi;

(2, ac) da/ {(x)<0 - funksiya kamayuvchi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi.

Ta’rif 1 Agar absolyut miqdori bo’yicha yetaili darajada
kichik bo’lgan ixtiyoriy Ac uchun /(xHAX)</(xD) bo'lsa, /(x)
funksiya x=x, nugtada maksimumga (max) ega deyiladi.

Ta’rif 2. Agar absolyut migdori bo’yicha yetarli darajada
kichik bo’lgan ixtieriy Ay uchun  /(x:+/1xX)>/(x2 bo’lsa, fix)
funksiya x=x: nugtada minimumga (min) ega deyiladi (1-rasm).
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1-rasm.

Funksiyaning maksimum va minimumlari funksiyaning
ekstremumlari deyiladi.

Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti.

Teorema: Agar differensiallanuvchi y=fix) funksiya a-a,
nuqtada maksimumga yoki minimumga ega bo'lsa, u holda /'(x))=0
bo'ladi.

Ishoti: Faraz gilamiz, a- a, nuqtada funksiya maksimumga ega
bo'lsin deb. U holda, yetarli darajada kichik uchun

f(xJ+Ax)<f(x]) ni yozish mumkin.

Bundan: f(xJ+Ax")-f(x1)<0

[(n fAY) [(v)
Ax msbatni ko’ramiz.

fix *A a f(x, +Ax)-/(x n
Weo @ AVLTAN D0 g T AR
Av Ay
boTadi.
Hosilaning ta'rifiga ko’ra: )
fix.£ay)-i(y)
/v

Itv,)= 11,
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Agar Ax manfiyligicha qolib, nolga intilsa, u holda /'(x,)>0
bo’ladi.

Agar Ax musbatligicha qgolgan holda nolga intilsa, u holda
/'(-*,)<0 bo’ladi.

/*(a,) ning giymati Ax ning qganday holda nolga intilishiga
bog’lig bo’lmagan aniq son bo’lgani uchun. tengsizliklar fagat
/'(x,)=0 da birgalikda bo'ladi.

Isbotlangan teorcmadan quyidagi natija kelib chigadi: agar
argument «x» ning kyrilayotgan hamma qiymatlarida fix) funksiya
hosilaga ega bo’lsa, u holda funksiya x ning fagat hosilani nolga
aylantiradigan giymatlaridagina ekstrcmumga ega bo’ladi.

Bunga teskari bo’lgan xulosa to’g’ri emas, ya'ni hosilani
nolga aylantiradigan har gqanday qiymatda albatta maksimum
mavjud bo'lavermaydi.

Misol: y=x3; v=3x2; 3a'=0, n-0.

Funksiyaning hosilasi x=0 nuqtada nolga teng bo’ladi, lekin
bu nuqtada funksiya na maksimumga na minimumga ega emas (2-
rasm).

Misollar:
1) y=[x] funksiya x=0 nuqtada hosilaga ega emas. lekin bu
funksiya shu nugtada minimumga ega.

2)y = \x funksiyaning hosilasini topamiz.

1
v—y—rj— bu funksiya x=0 nuqtada hosilaga ega emas, chunki x—0
X
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Bu nugtada funksiya maksimumga ham, minimumga ham ega
emas.

N XY

0] X
2-rasm.

Hosila nolga aylanadigan argumentning giymatlari kritik
nuqtalari yoki kritik giymatlari deyiladi.

Funksiya fagat 2ta holda: hosila mavjud va nolga teng bulgan
nuqtalarda, yoki hosila mavjud bo’lmagan nugtalarda ekstremumga
ega bo’lishi mumkin (3-rasm).

Ekstremum mavjudligining yetarli shartlari.

Teorema: fix) funksiya v kritik nuqgtani o0’z ichiga olgan
birorta intervalda uzluksiz va shu intervalning hamma nuqtalarida
differensiallanuvchi bo’lsin.
1)Agar shu nugtaning chap tomondan o'ng tomonga o’tishda

hosilaning ishorasi «+» dan «-» ga o’zgarsa, funksiya n-n,
nugtada maksimumga ega bo'ladi.

2) Agar chapdan x, nuqgta orgali o’ngga o'tishda hosilaning
ishorasi «-« dan «+» ga o0’zgarsa, funksiya shu nuqgtada
minimumga ega bo’ladi.

Isboti: 1) Hosilaning ishorasi «+» dan «-» ga o’zgarsin, ya’ni
x<v, , da [/ (n)>0
x>, , da  f\x)<0 bo’lsin deb faraz gilamiz.
fix) - f(Xi) ayirmaga Lagranj teoremasini qo’llaymiz:
fix) - fix,) =fig)ix-xt), x<g<xt
.vet, bo’lsin.
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U holda: C<x,, I'(E>(), /'("(x-Xx,) < 0 bo’ladi.
Demak, fix) -fix,) < 0, fix) </(x,)
x>X, bo’lsin. U holda: £>x,, /'(*)<0, /I'(*(x-x,) < 0 bo’ladi.
Demak, fix) - fix,) < 0, fix) < fix,).

Bulardan, x, nugtada f(x) funksiya maksimumga ega ekanligi
kelib chigadi.

Differensiallanuvchi funksiyani birinchi hosila yordami bilan
maksimum va minimumga tekshirish.

Funksiyani birinchi hosila yordami bilan maksimum va
minimumga tekshirish quyidagi sxema bo’yicha bajariladi:
1 Funksiyaning birinchi hosilasi /'(x) ni topamiz.
2 Argument x ning kritik giymatlarini topamiz, buning uchun:

a) birinchi hosilani nolga tenglaymiz va/ '(x)=0 tenglamaning
hagiqgiy ildizlarini topamiz.

b) v ning f\x) hosila uzilishga ega bo'ladigan giymatlarini
topamiz.
3. Hosilaning  kritik  nuqtadan chapdagi va o’ngdagi fix)

funksiyaning giymatini hisoblaymiz.

Matijada quyidagi sxema hosil bo’ladi:

Kritik nuqgta x, dan o’tishda/ '(x) Kritik nuqtaning
hosilaning ishorasi xarakteri
X<V, X=X, X>X.

+ f'(x,)-0 yoki . Maksimum nugtasi
uziluvchi

) /'(x,)=0 yoki + Minimum nuqtasi
uziluvchi

+ /'(x,)=0 yoki + Funksiya fagat o'sadi
uziluvchi

; /'(x,)=0 yoki . Funksiya fagat

uziluvchi kamayadi

Missolar. 1)/(x)=3/4 x4- x' - 9x2+ 7

Yechish: funksiya (-00; 0o0) intervalda aniglangan.
Uning hosilasini olamiz.
fix) =3n" - 3x:  18x = 3x(.r - x - 6) = 3x(x+2)(x-3)
fix) = 0,3x(x+2)(x-3)=0
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3x=0, x,=0
X+2=0, x2=-2
x-3=0, x3=3
Demak, funksiya x,=-2, x:=0, x3=3 kritik nuqgtalarga ega.
Kritik nuqta atrofida funksiya hosilasining ishorasini
tekshiramiz.
Intervallar X<X, Xi<X<X Xn<X<A( X, <X
f\x) ishorasi - + - +

Demak, a, =-2 nuqtada funksiya minimumga erishadi.

y™ U-2=-9
funksiya x2 = 0 nugtada maksimumga erishadi.

Muax Ll =7
funksiya x3= 3 nugtada minimumga erishadi.

Ymin vuj=-40 ; .
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25-26-ma’ruzalar.

FUNKS1YANI MAKSIMUM VA MINIMUMGA IKKINCHI
HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH.

Faraz gilamiz, nuqtada /i{n1,)=0 va f(x) mavjud va X,
nuqtaning biror atrofida uzluksiz bo’lsin.

Teorema. /'(*,)=0 bo’lsin; va /"(jc,)<0 bo’lsa, funksiya x=x{
nuqtada maksimumga va aksincha / |(@)>0 da minimumga ega
bo’ladi.

Agar kritik nuqtada /"(n,)=0 bo’lsa, funksiya x=x, nuqtada
yoki maksimum, yoki minimum bo’lishi, yoki na maksimum va na
minimum bo’lmasligi mumkin. Bu holda tekshirishni 1-hosila
yordamida olib borish kerak.

Funksiyani  2-hosila yordamida ekstremumga tekshirish
sxemasini quyidagi jadvalda tasvirlash mumkin.

r/ W Kritik nugtaning xarakteri
r 0 1 _ maksimum nuqtasi
0 + minimum nugqtasi
0 D noma’lum

Misollar: 1:/(n-vV 1
Jemm lvla Ix'e =nane ' (4-2.I

fixv (= {4-1r=0; e"*1*0
x*=(, =)
N-2.X----- 0, » - LXe-, 2

Demak fui.ksiya x,=- ¥2, .v,=0, v;=V2 kritik nuqtalarga ega.

FunkMyaniiJg ?« tartibli hosilasini olamiz.

'-6n'e '-1Cx‘c ' +4x‘e r -2xre * (6-9aj+2a’);

Kritik i t f " ( x ) ning ishorasini aniglaymiz.
/ t< L eene i o~ 1?7 )< (', T y2 ;<0.

Demak funksiya ,i--\2 va x=41 nuqtalarda maksimumga
eg;: vmbu .;;ymat Ji--V2)-4/e2 ga teng bo’ladi.

kritik nugt mi 1- tartibli hosila yordamida tekshiramiz.

t s li<0 vi f'{ 1)>0
Dtvnak, n : miqgtala funksiya [0)=0 ga teng bo’lgan minimumga
erishadi.
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Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik giymatlari

y=f(x) funksiya [a,b\ kesmaning hamma nuqtalarida uzluksiz.
bo’lsin deb faraz qilaylik. Bu holda shu kesmada funksiya eng
katta giymatga ega bo’ladi.

Funksiya \a, b\ kesmada o0°’zining eng katta qiymatiga
kesmaning yo bosh nuqgtasida, yo oxiri nuqtasida, yo bo’lmasa
funksiya uchun maksimum bo’lgan ichki nuqgtasida yotishi mumkin.
Funksiya o’zining eng kichik giymatiga kesmaning yo boshida, yo
oxirida, yo bo’lmasa funksiya uchun minimum nugta bo’lgan ichki
nugtada yotishi mumkin.

[a, b] kesmadagi y-f(x) uzluksiz funksiyaning shu kesmada
eng katta va eng kichik qiymatlari quyidagi sxema bo’yicha
aniglanadi.

1) funksiyaning  kesmadagi barcha  maksimumlari  va
minimumlari topiladi;

2) kesmaning bosh va oxirgi nuqgtalarida funksiyaning f(c;) va
f(b) giymatlari hisoblanadi;

3) funksiyaning yuqorida topilgan barcha gqiymatlari orasidan
eng kattasi va eng kichigi tanlab olinadi, ana shu giymatlar
funksiyaning berilgan kesmadagi eng katta va eng kichik giymati
bo’ladi.

Misollar:

1) me/((v)=2.vV-32- 12x4-1 funksiyaning [-2; 5/2] kesmadagi en
katta va eng kichik giymatlari topilsin.

Yechish. Funksiyaning [-2; 5/2] kesmadagi maksimum va
minimumlarini topamiz

['(X)=6x26x-12

' (x)=0=>6.v2-6.v-12=0 yoki

X2-x-2=0; X,=-1; x2=2.

Funksiyaning 2-tartibli hosilasini topamiz va kritik nuqtalarda
["(x)=12x-6 hosilaning ishorasini aniglaymiz.

/"(x)U ,=-18<0; /"(x)U=18>0.

Demak, funksiya x,=-1 nugtada maksimumga, n%=2 nuqtada
minimumga ega.

Endi kesmaning bosh va oxirgi nuqtalarida funksiyaning
giymatini aniglaymiz;

3'tax Ix=-2=_~" }min Ix=5/2=_16,5.



Demak tekshirilayotgan funksiyaning [-2; 5/2] kesmadagi
eng katta giymati yI*."8;
eng kichik giymati y”2=-19 ga teng ekan.

2) y=x2 \nx funksiyaning [1; e] kesmadagi eng katta va e
kichik giymatlari topilsin.

Yechish: Berilgan funksiyaning hosilasini olamiz.

yE2X-Inx+x2m/x=x(21lnx+1);

Y=0, x(21nx+1)*0, chunki funksiya x>0 qiymatlari uchun
aniglangan.

x"0O; 21nx+1 =0

Inx=-1/2; x=e'U2 -\}:
e

Bu giymat berilgan kesmaga tegishli emas.

U holda berilgan kesmada funksiyaning kritik nugtalari yo’q.
Kesmaning bosh va oxirgi nuqtalarida funksiyaning qiymatini
aniglaymiz

yU,=0; y\I==e2

Demak, yU,=0 funksiyaning eng kichik giymati, y\a=e2 eng
katta giymati ekan.

Funksiyalar maksimumi va minimumi nazariyasining masalalar
ycchishga tadbiqi.

Maksimum va minimum nazariyasi yordami bilan geometriya,
fizika, inexanikaga doir masalalar yechiladi.

Misollar:

1) Vo hajmga ega bo’lgan silindrik ko’rinishda ochiqg rezervi
qurish kerak bo’lsin. Uning materiali d galinlikka ega.

Rezervuar qurishda material eng kam ketishi uchun uning
o’lchovlari, ya’ni asosining radiusi va balandligi ganday bo’lishi
kerak?

Yechish: Ichki silindr asosining radiusini x, balandligini h
orgali belgilaymiz (4-rasm). U holda:

V=Mx+d) A+ n\ (x+d) 2x2\h=nd(x+d) 2+ a/1(2xd+d )
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4-rasm.

2-tomondan, shartga ko’ra

\V0-7DCh, h=VJm?2
U holda:

, TiVa 2Vd  vVd 2
V:7U|(X+dy+ 2 I(2Xd+CP):m|(X+t|y+ ______ H -~
JLX X

Bu funksiyani je0 da ekstremumga tekshiramiz. Buning
uchun hosila olamiz.

X X X
V(x)=0=>2d(x+d)( w +Vo)=0
Bu tenglamaning yagona musbat yechimi boi x =\JV0/n ;
Endi h ning giymatini aniglaymiz.
no8NIL =K =x

n

0

71

2) Gorizontal (p burchak bilan giyalatib go’yilgan to’pdan
boshlang’ich tezlik bilan otilgan o’qning bo’shligda uchish uzogligi
R=0A
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r,; sin 2 _ . :
R - - formula bilan aniglanadi.
g
Berilgan V0 boshlang’ich tezlikda o'gning uchish uzogligi R
eng katta bo'lishi uchun (p burchak ganday bo’lishi kerak (5-rasm)?
Ycchish:

Yy

5-rasm.

OA-R
U-og’irlik kuchining tezlanishi.
/?-miqdor  o'zgaruvchi < burchakning funksiyasi. Shu
funksiyani 0<(p<7d2 kesmada maksimumiga tekshiramiz.
2r; cosltp 2v; cos2¢p N

g g
co0s2</9=0; (p=7|!4
R.= _4v;sin_2j.. R~, Jv
g T4 £

Demak, <=ml4 giymatda R funksiya maksimumiga ega.

i= - maksimum giymat.
R funksiya |[0; n/2] kesmaning uchlarida /71/>0=0; R\w2=0

giymatlarga ega.
Demak, R=v02g giymat R funksiyaning eng katta giymatidir.
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27-ma’ruza.

EGRI CHIZIQNING QAVARIQLIGI VA BOTIQLIGI.
BURILISH NUQTA

Bizga grafigi egri chizigdan iborat bo’lgan y=f(x) funksiya
berilgan bo’lsin.

Ta’rif 1 Agar (a, b) intervalda egri chizigning hamma
nuqtalari uning har qanday urinmasidan pastda bo’lsa, shu
intervalda egri chizigning qavariligligi yugoriga garagan yoki
gavariq egri chizig deyiladi.

2. Agar (fc, s) intervalda egri chizigning hamma nugtalari
uning har ganday urinmasidan yugorida bo’lsa, shu intervalda egri
chizigning kavariqgligi pastga yo’nalgan yoki botiq egri chizig
deyiladi (1-rasm).

Teoremalar:

1 Agar (a, b) intervalning hamma nugtalarida /"(.v)<0 bo’lsa,
shu intervalda u=f(x) egri chiziq gavariq bo’ladi.

2. Agar (b, s) intervalning hamma nugtalarida /"(x)>0 bo’lsa,
shu intervalda u=f{x) egri chiziq botig bo’ladi.

Ta’rif. Uzluksiz egri chizigning qavarig qismini botiq
gismidan ajratgan nuqta egri chizigning burilish nuqtasi deyiladi.

Burilish nuqtadagi urinma egri chizigni kesib o’tadi, chunki
bu nugtaning bir tomonida egri chizig urinma ostida bo’lsa,
ikkinchi tomoni urinma ustida bo’ladi.

Teorema. Egri chizig u=f(x) tenglama bilan berilgan bo’lsin.
Agar f"(a)=0 bo’lsa yoki f"(a) mavjud bo’lmasa va x=a nuqtadan
o’tishda f"(x) ning ishorasi o0’zgarsa, x=a nuqta burilish nugtasi
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bo'ladi.
Misollar:

]. v=v4 a 18x2+24x-12 funksiyaning gavarigliq va botiglik
intervallari va burilish nugtalari aniglansin.

Yechish: Berilgan funksiyadan 2 marta hosila olamiz.
v'=4a4 3 a:-36x+24

y'=12n:+61-36=6(2.r+n-6)
2- tartibli hosilani nolga tenglaymiz va tenglamani yechamiz.
v'=0, 6(2.r+jt-6)=0, n,=-2; ar,=3/2
Berilgan funksiya (-co: fg) intervalda aniglangan va uzluksiz.
Shuning uchun quyidagi intervallar hosil bo'ladi.
(-co; -2) intervalda y">0 bo'ladi,
(-2; 3/2) intervalda y"<0 bo’ladi,
(3/2; coy intervalda y">0 bo’ladi.
Demak, (-ma; -2) va (3/2; pd) intervallarda  berilgan
funksiyaning grafigi botig, (-2; 3/2) intervalda esa gavarig bo'ladi.

U holda n,=-2 va x,=3/2 nuqtalar funksiya grafigining burilish
nugtalari bo’ladi.

2. I<=x4 egri chil.igning qavariglik va botiglik intervallari v
burilish nugtasi topilsin.

Yechish: v—4,v\ v'=12V

12v.=0, 10

Berilgan funksiya (-ga;ga) intervalda aniglangan.

Quvidagi intervallar hosil bo ladi:
(-co; 0) intervalda »">0 bo ladi,
(0; m) intervalda v'>0 bo'ladi.

U holda a-o nugta burilish nugtasi bo’lmaydi, funksiyaning
grafigi botigdir (2-rasm).
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Asimptotalar.

Ta’rif: Agar egri chizigning o’zgaruvchi M nugtasi cheksiz
uzoglashganda uning biror A to’g’ri chizigdan masofasi (>0 ga, A
to’g’ri chiziq egri chizigning asimptotasi deyiladi (3-rasm).

Asimptotalar 2 xil bo’ladi: vertikal asimptota va o0g’ma
asimptota.

Vertikal asimptota.
Agar ¥Y™QU)=oo yoki lim/(x)=co yoki lim/(.v)=co bo'lsa, u

holda x—a to'g'ri chiziq u=f(x) egri chizigning vertikal asimptotasi
bo'ladi (4-rasm).
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Og’ma asimptotalar.

Agar it=f(x) egri chiziq og’ma asimptotaga ega bo’lsa, uning
tenglamasi

u=kx+b ko’rinishida bo'ladi.

Bu formuladagi k va b lar quyidagi formula orqgali aniglanadi:

K= \!lm L b :Tl_i»[g[/(x) - kx]

Agar bu limitlar mavjud va chekli bo’lsa, egri chizigning
0g’ma asimptotasi mavjud bo’ladi. Agar limitlardan birortasi
mavjud bo’lmasa, u holda egri chizigning og’ma asimptotasi
bo’Imaydi.

Misollar:

1 Sa
) RV

Egri chiziq a-3 vertikal asimptotaga ega, chunki

. . X
gy u- gy, =x=+o0

Og'ma asimptotasini tekshiramiz:

u-kx+b. k= Hm f51x~ = lim =0
] r > a(a —3)
b= lim \f(x)-kx\= lim -5—=5
! v”' v-3
Demak, egri chiziqg t<=5 og’ma asimptotaga ega ckau.
2) ii= W 'j;
Egri chiziq n-O vertikal asimptotaga ega, chunki
I]I)I;%V: \IALnO.Y-e = /%T = +C0
Egri chizigning og’ma asimptotasini topamiz.
u=kx+b\
K= IimT = lime?hr=e° =1
b- limfve!V- Wy = lim&its im-8i2= g
1" 1/x - z

Demak, u=x+1;
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28-ma’ruza.
FUNKSIYALARNI TEKSHIRISHNING UMUMIY SXEMASI

Funksiyalarni tekshirishning umumiy sxcmasiga quyidagilar Kiradi:
1.Funksiyaning aniqglanish sohasini topish;

2.Funksiyaning uzilish nugtalarini aniglash;

3.Funksiyaning o’sish va kamayish intervallarini topish;

4. Maksimum va minimum nugtalarini, shuningdck

funksiyaning maksimal va minimal giymatlarini topish:
5.Grafikning qavariglik va botiglik sohalarini, burilish
nugtalarini aniglash;

6.Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

O ’tkazilgan tekshirishga asosan funksiyaning grafigi yasaladi.

Agar tekshiriladigan funksiya juft funksiya bo'lsa, ya’ni
/(-x)=/(x) bo’lsa, u holda funksiyaning aniglanish sohasida
argumentning fagat musbat giymatlarida funksiyani tekshirish va
grafigini yasash kifoya. Argumentning manfiy giymatlari uchun
funksiya grafigini yasashda juft funksiya grafigi ordinata o’qgiga
nisbatan simmetrik bo’lishidan foydalaniladi.

Agar it=f(x) toq funksiya, vya'ni /(-.v)=-/(x) bo'lsa, bu
funksiyani argumentining fagat musbat giymatlari uchun tekshirish
kifoya. Toq funksiyaning grafigi koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik bo'ladi.

Y
Misol: |+ xe funksiya tekshirilsin va erafigi chizilsin.

Yechish: 1) funksiyaning aniglanish sohasi: -cc<x<ao
Berilgan funksiya toq funksiyadir, chunki

X
It(-x)= - \ +~? = - u(x)

2) Funksiya uzluksizdir.
3) Kritik nuqgtalarni aniglaymiz.

l-x: 1~-x’
V- 7, 77--— 7=0, 1-x2=0
e (1+x) 1+X)
X,=-1; x2=1.

Funksiyaning o’sish va kamayish intervallari:
(-co; -1) da y'<0 - funksiya kamayadi,
(-1; 1) da v'>0 - funksiya o'sadi,
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(1; oc) da ¥<0 - funksiya kamayadi.
4) Funksiyaning maksimum va minimumlarini
Buning uchun 2- tartibli hosilani olamiz.

= 2xX(I+x2Y - 2(1+x2)e2x- (L-x 2) _

y ~ 1+x2)4 ~
- 2x(1 +x2+2 - 2x2)  2x(x: - 3)
(1+x2yY (\+x2y

mU,=1/2>0
Demak, .v=-1 nugtada funksiva minimumga ega. }ninL ,=-1/2;

>" pal=-1/2<0.
Demak, x=I nuqtada funksiya maksimumga ega.

,=i=1/2;

topamiz

5) Egri chizigning qavariglik va botiglik sohalarini va burilish

nuqgtalarini aniglaymiz.
2x(x ~>) =Q 2x(jr-3)=0.
1+Xx)
xt=-\/r3, x:=0, xs=V3; u holda:
(-x;- V3) da v"<0 - egri chiziq gavariq
(-V3; 0) da v>0 - egri chizig botiq
(0; v3) da /<() - egri chiziq qavariq
(v 3; co) da y">0 - egri chiziq botiq

V3 . V3
Viv._"=- 4 :ylx0o=0; V,._,3=—

Demak, (-v3; --4J), (0; 0), (v3; 7) nugtalar burilish nuqgtalaridir.

6) Egri chizigning asimptotalarini aniglaymiz.
a) Egri chizigning vertikal asimptotasi yo’q.
b) Og'ma asimptotasi: u=kx+b

K=lim-——-—or -=lim—— =0;
X(I+x ) -M +r

b=Ilim——~=0;
"1+ x

U holda u=0 - og’ma asimptotadir.

Shu topilgan qgiymatlarga asosan funksiyaning grafigini

chizamiz (1-rasm).
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0,5 ;
A_r 'l+x2
-\3 -1
0 1 V'3 X
0,25
1-rasm.

Funksiyani hosila vordamida tekshirishning tadbiqi.

1-masala Tomoni a ga teng bo'lgan kvadrat shakldagi (temir)
tunukadan uning uchlaridan teng kvadratchalarni shunday kesib
olinsinki, tunukaning qolgan gismini buklaganda hosil bo’lgan usti
ochiq idishning hajmi eng katta bo'lsin.

Yechish. Kesib olingan kvadratcha tomoni uzunligi v bo'lsin,
u holda idishni asosi tomoni a-2x bo'lgan kvadrat bo'ladi, hajmi

esa
X

v=(a- 2xX):-x = aA - 4ax2+4x3,
er(O; —i, n'=c2- Sax + 12x: = 0
v 2

y
y +v64a2- 4 12-in’ Sa +4a
’ 24 24
12a a 4a a /~ al\f
—_— m Al — __)(i€ o —
24 2" 24 6 1y 23

n"=-8a+24x; u"; 2%=-83+4a:—4a<0-
V6;

Demak. a 9 da blx):iaj max givmatga esa.
6 27 w o~

2-masala. Balandligi h bo’lgan to’g’ri doiraviy konusning
ichiga joylashtirilgan doiraviy tsilindrning hajmi eng katta bo’lish
uchun uning balandligi ganday bo’lishi kerak?
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Yechish: Silindr balandligi u bo'lsin OA=R radiusi bo'lsin.
OF=x; DF=y bo'lsin, (0O<y<h) OAOC ~ AODC x: (h-y) = R

K(h-y).
9,, = tix"v = IR
Ir
(v -ahy +.">)=0,

-4hy -rh" = 0.
2h £\ 4h~-3h" 2hzh oC- h
v. =h: y, =— hg(0: h); e(0;h) demak y= - kritik nugta.
8-(y)="r (-4h+6y); ITAL=A (44 4nA20="R 2h=- """
h" ne v3; hi he h

0 demak funksiya (9 - hajm) >=-é da maksimum giymatga

erishadi.

3-masala. R (m) radiusli yarim shar formadagi rezervuar
sekundiga Q (1) tezlik bilan suv quyiladi. Rezervuarda suv
satxining ko'tarilishi 0.5 R ga teng bo'lgan momcntdagi tezligi
topilsin.

Yechish. Suvning satxini h (m), uning hajmini v (in') bilan
belsjilaymiz.

OO0 =R. OM=0,M=R/2=h.

h va Vlar orasidagi bog'lanishlarni topamiz. Shar segmenti
formulasidan foydalanib ushbu ifodani yozamiz:

v=TTh:(R 7) (1,

Bu ifodani t bo'yicha differensiallab, tezliklar orasidagi h va v
o'zearuvchilarning bog'lanishlarini topamiz.

d dv dh h-~ dh

V- n 2/7(R o] -

dt  dh dt dt
yoki
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pn = FIr\(/IRh - h2\ pr EB

Masalaning sharti bo’yicha

Bu yerda 11 = 0,001 m3

(2) va (3) lardan quyidagi ifodani hosil gilamiz:
dh
dt twl

n— bo'lganda

ch _ QUUM2T m T
dt 3ttR? tcek)
4-masala. Elcktroplitkaga qo’yilgan choynakda t0 momentda
suv qaynaydi va parga aylana boshlaydi. Shu t0 momenldagi
issiglik miqdori Q(t), issiglik sig'imi Q\t) topilsin.
Yechish. Joul-Lents qonuniga ko’ra issiglik miqdori

Q=i:Rt 1

formula orgali topiladi. Bunda /-tok kuchi (amper), rvaqt
(sekund), Q-—issiglik migdori (Djoul).

Faraz qilaylik, choynak elektroplitkaga qo’yilganda /=0
momentda choynak issigiigi g bo'lsin, u holda t momentda issiglik
miqgdori

Q-q+rRt (2

bo'ladi. t=t0 momentda suv gqaynasin va choynakdagi yig'ilgan
issiglik migdori

QO=q+iRt0 3)
bo'lib, suv parga aylana boshlaydi.
Fizikadan ma'lumki, suv qaynaganda 1 kg par hosil qilish

uchun 2256,7 Djoul issiglik miqdori kerak bo'ladi.
Agar dt vaqtda gaynagan suvning massasi dm deb belgilasak,
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m~ '..- edt « 45 «10-
2.256,7 (4)

demak, 16 da suvning gaynagan gismi:

B « 45 = 10‘ 5 .ﬂ ’2 7 "
dt (5)
Bunga sarf bo'lgan issiglik migdori esa quyidagicha:

~~~ = 418,68~ * 418,68 ml0 5 45 2R * 0,1884r/? Dj/sek (6)

Bundan t va / >/, momentda gaynagan suvning parga aylanishi
uchun sarf bo’lgan issiglik migdori quyidagicha bo’ladi:

90,1884-r/1(/-/0) Djoul. )

Demak, choynakda issiglik miqdori ikki xil formula bilan
ifodalanadi:
a) choynakda suv gaynash boshlanguncha (t < tu:

Q~g +i Rt;
b) choynakda suv gaynagandan keyin (t > t0):
Q ~ X +i2Rt() —0,1884/2/?(/ —0) ;

v) bularni hosila tushunchasiga tadbiq qilamiz. Q-Q(t)
funksiya t=t0 nugtada hosilaga ega bo’lmaydi, biroq bu nugtada
uning grafigi maksimumga erishadi. Bu shakldan ham ko’rinadi
(a b).

Q ~ X +i2Rt0 —0,1884/2/%(
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0,1884r/? i
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ILOVA

OLIY MATEMATIKADAN MUSTAQIL
TAYYORLANISH UCHUN
SAVOL VA MISOLLAR (1-KURS, 1-SEMESTR)

CHIZIQLI ALGEBRA

1 Ikkinchi, uchinchi va n-tartibli determinantlar va ularning

xossalari.

Minorlar va algebraik to’ldiruvchilar.

Skalyar va vektor kattaliklar. Vektor uzunligi.

Tekislikda va fazoda koordinata sistcmasi.

Vektorlarning komplanarligi.

Vektoiiarni qo'shish, ayirish va songa ko’paytirish.

Ortalar. Bazis. Vektorni bazis bo’yicha yoyish.

Nuqgta, kesnia va vektorning berilgan o’qga proektsiyasi.
Vektorlarning skalyar ko’paytmasi (vektor Kko’rinishi),
xossalari.

10. Skalyar ko’paytmaning koordinatalar orgali ifodalanishi.
11. Ikki vektor orasidagi burchak. Ikki vektorning parallellik
va perpendikulyarlik shartlari.

12. Vektor ko'paytmaning vektor ko’rinishi va xossalari.

13. Vektor ko'paytmaning koordinatalar orqgali ifodalanishi.

14. 1kki vektorning vektor ko’paytmasining geometrik ma’nosi.
15.  Uch vektorning aralash ko’paytmasi. Komplanarlik
shartlari.

16. Vektorlar ustida chizigli operatorlar. Matritsalar.

17. Matritsani songa ko’paytirish va matritsalarni qo’shish.

18. Matritsalarni ko’paytirish.

19. Matritsa rangi.

20. Birlik matritsa.

21. Teskari matritsa va uning mavjudlik shartlari.

22. Bir jinsli bo'Imagan tenglamalar sistemasi. Yechimi

yagona, cheksiz ko’p yechimli va yechimi bo’lmagan
sistemalar.

23. Kroneker-Kapella teoremasi.

24. Kramer formulalari.

©oOoNOTrwWwN
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25. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli
26. Bir jinsli sistemalar.

27. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning matritsalai
usuli.

ANALITIK GEOMETRIYA

1 Tekislikda to’g’ri chizigning umumiy tenglamasi.

2. Tekislikda to’g’ri chizigning normal tenglamasi.

3. Tekislikda to’g’ri chizigning kesmalardagi tenglamasi.

4. Tekislikda to’g'ri chizigning umumiy tenglamasining
xususiy hollari.

5. To’g’ri chizigning burchak koeffitsenti. To’g’ri chizigning
burchak koeffitsentli tenglamasi.

6. Berilgan nugtadan o’tuvchi va berilgan burchak koeffitsentli
to'g’ri chizig tenglamasi.

7. Berilgan ikki nugtadan o’tuvchi to’g’ri chizig tenglamasi.

8. Kesma uzunligi.

9. Ikki to’g’ri chiziq orasidagi burchak.

10. Ikki to’g’ri chizigning parallellik va perpendikulyarlik
shartlari.

11. To’g'ri chizigning normal tenglamasi.

12. To’g’ri chiziq tenglamasining vektor ko’rinishi

13. To’g'ri chizigning normal tenglamasi.

14. Nugtadan to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofa

15. Ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi. Aylana.

16. Ellips.

17. Parabola.

18. Giperbola.

19. Tekislik. Tekislikning umumiy tenglamasi.

20. Tekislikning umumiy tenglamasining xususiy hollari

21. Tekislikning normal tenglamasi.

22. Tekislikning normal vektori.

23. Tekisliking vektor tenglamasi

24. Berilgan nugtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi.

25 Berilgan uchta nugtadan o’tuvchi tekislik tenglamasi.

26. Nugtadan tekislikkacha bo’lgan masofa.

27. Ikki tekislik orasidagi burchak.
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28. Ikki tekislikning parallel]ik va perpendikulyarlik shartlari.
29. Ikkinchi tartibli sirtlar

MATEMATIK ANALIZGA KI1RISH

1 O’zgarmas va o'zgaruvchi kattaliklar

2. To’plamlar va ular ustida amallar

3. Hagigiy sonlar. Sonli to’plamlar. Chekli va cheksiz
to’plamlar.

Ketma-ketlik limiti

Limitga ega ketma-ketliklar hagida teoremalar.

Limitga ega o’zgaruvchi miqgdorlar ustida amallar.

Cheksiz kichik migdorlar.

Cheksiz katta migdorlar.

9. Noaniqgliklar

10. Monoton ketma-ketliklar.

11 e soni.

12. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi.

13. Bolbtsano-Veyershtrass teoremasi.

14. Tekis yaginlashish tushunchasi.

15. Asosiy eng sodda funksiyalar.

16. Juft va toq funksiyalar.

17. Davriv funksiyalar.

18. Oshkor va oshkormas funksiyalar. Parametrik funksiyalar.
19. Funksiya limiti.

20. Chekli limitga ega funksiyalarning chegaralanganligi
hagidagi teorema.

21. Limitga ega funksiyalar hagida teoremalar.

22. Limit mavjudligining Koshi kriteriysi.

23. Limitga ega funksiyalar ustida amallar.

24. Bir tomonlama limitlar

25. Funksiyaning uzluksizligi. Uzilish nuqtalarining turlari.
26. Murakkab funksiya va uning uzluksizligi.

27. Kesmada uzluksiz funksiyalar. Veyershtrass teoremasi.
28. Kesmada uzluksiz bo'lgan funksiyalar hagida teoremalar
(Veyershtrass teoremasidan tashgari).

29. Teskari funksiya. Uning mavjudligi va uzluksizligi.

30. Giperbolik funksiyalar.

o N ook
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31.
32.
33.

Birinchi ajoyib limit.
Ikkinchi ajoyib limit.
Ekvivalent cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar.

Ularni solishtirish.

©COENDUTEWN P

10
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

DIFFERENSIAL H1S0B

. Funksiya hosilasi. Hosila va uzluksizlik

Hosilaning geometrik ma'nosi

Elcmentar funksiyalarning hosilalari.

Murakkab funksiya hosilasi.
Teskari funksiya hosilasi.

Oshkormas funksiya hosilasi.

Parametrik funksiya hosilasi.

Funksiya differensiali va uning hosila bilan bog’ligligi.
. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

Ikkinchi va yuqori tartibli hosilalar

Ikkinchi va yuqori tartibli differensiallar

O’rta giymat haqidagi teoremalar:

a) Ekstremum hagidagi Ferma teoremasi;

b) Funksiyaning noli hagidagi Roll teoremasi

v) Koshi formulasi;

g) Lagranja formulasi.

Noanigliklarniochishning Lopital qoidasi

Teylor i Makleron formulalari.

Teylor i Makleron formulalari.

Asosiy elementar funksiyalarning Teylor gatoriga yoyish.
Statsionar nuqtalar. Lokal maksimum va minimum.
Lokal ekstremumlarning yetarli shartlari.

Kesmada funksiyaning ekstremum giymatlari.
Qabariqg va botiglik. Burilish nuqtalari.

Burilish nugtalari mavjudligining yetarli shartlari.

Funksiya grafigining asimptotalari. Og’ma asimptota

mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari.
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CHIZIQLI ALGEBRA VA ANALITIK GEOMETRIYA

I x X+ 1 x+2

1) jx+3 x+4 x+5 =0 tenglama yechilsin.
IX+6 X+7 x+8
kina cosa 1

2) |sinp cosp I ni hisoblang.

isiny cosy 1]

3) [ Ajni hisoblang.

~r5 0 2 3nF6)
-2
4) 14 15 3 [ ni hisoblang.
7

S CI 2U j
f1 -3 2~
5) 13 -4 1j ni hisoblang.
V2 -5 3i
(2 7 3
6) A= 39 4 bo’lsa, A'lni toping,
w5 V
12 2n
7) A=|2 1 -2 bo'lsa, A 1ni toping.
V2 -2 1j
(\ 35 -n
12 -1 -3 41 . . - -
gj s 1-17 1 matritsaning rangini toping.

vio7 9 1j
(3 -13 2 57
5-3 2 3
1-3-50-7
7 -5 9 4 1]

9) matritsaning rangini toping.
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X +2y + 32 = 15
10) i 5x-3y +2z = 15 sistcma Kramer formulalari yordamida
[IOx - 1ls +52 =36

yechilsin.
X-Yy-22=6
11) «Px+3y- 7z=16 sistema Kramer qoidasi yordamida
ISx+2y+z=16
yechilsin.
{2\, - X, +3x. +2x4=4 *
12) <3X’ t3 +3x +2xn= e sistemani uauss usulida yeching

X -X. - X - 2x4=6
3X - X. +3x, - X =6

f4x +4x. - 5x, +5x. - 0

13) ix o \'X X __]1% sistemani Gauss usulida yechine
X +2x. =1

X +8y+z=2
.3X- 2y 16/

;2Xry-z=-5
-y +z=-7
X*4y+2z=-1
[x - 4y =-5

16) awHah vektorlar berilgan bo'lib, ular orasidagi burchak
120° ga teng. ¢ = 2(7-1,5b *ni quiing va uning modulini toping,
bunda a =3 va p =4

17) t =21 ~3j 7ok vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini
toping.

18) ONn =i tj va OB =K - ij vektorlarga  qurilgan
parallelogramm diagonallarini aniglang.

19) a=-i +j va b =1- 2j +2k vektorlar orasidagi burchakni
toping.

20) A(3; 3; -2), B(0; -3; 4) C(0; -3; 4) va D(0; 2; -4) nugtalar
berilgan. up 1AB ni toping.
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21) Uchlari A(7; 3; 4), B(l; 0; 6), C(4; 5; -2) nuqtalarda
bo'lgan uchburchak yuzini toping.

22) a va b vektorlar orasidagi burchak 45' ga teng. Agar
lag =y1=3 bo’lsa a-2b va 2a +b vektorlarga qurilgan

uchburchak yuzini toping.

23) a=K-j va h=1+j+k vektorlarga  qurilgan
parallelogramm diagonallarini va yuzasini toping.

24) (7= 1+3j+2k b=21-3 - 4k, c =-3/ +12/ + 6K vektorlar
komplanarligini ko’rsating va ¢ ni a va bga yoying.

25) a=31+4]. b=-3/+k ¢ =2]+5 vektorlarga qurilgan
parallepiped hajmini hisoblang.

1) Ox o’gida koordinata boshidan va A(8, 4) nugtadan barobar
uzoqglikda joylashgan nugtani toping.

2) Uchlari A(-2; 1), V(3; 6), S(5; 2) va D(0; -6) nuqgtalarda
bo’lgan bir jinsli to’rtburchak shaklidagi taxtaning og’irlik
markazini toping.

3) F(2; 2) nugtadan va Ox o’qgidan barobar uzoglikda bo’lgan
nugtalar to’plamining geometrik o’rni tenglamasini toping.

4) Diagonallari 10 va 6 ga teng bo’lgan, katta diagonali Ox,
kichik diagonali Ou da bo’lgan romb tomonlarini toping.

5) Uchburchakning tomonlari x+3y=0, x=3, Xx-2y+3=0
tenglamalar  bilan  berilgan. Uchburchakning uchlari va
burchaklarini toping.

6) y=kx+5 to'g’ri chizigdan koordinata boshigacha bo’lgan
masofa d =v'5ga teng bo’lsa, K ni toping.

7) Uchlari  A(-3;0). V(2; 5), S(3; 2) nuqgtalarda bo’lgan
uchburchakning BD balandligini toping.

8) y=2x, y=-2x va y=x+b to’g’ri chiziglardan hosil bo’lgan
uchburchakning yuzini va burchaklarini toping.

9) Uchburchakning A(-4; 3) va V(4; -1) uchlari, hamda
balandliklarining kcsishish nuqtasi M(3; 3) berilgan. Uning S
uchini toping.

10) M,(0; -I; 3) va M,(l; 3; 5) nuqgtalar berilgan. M, nugtadan
o’tuvchi va M,M, kesmaga perpendikulyar bo’lgan tekislik
tenglamasini toping,
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11) Ox o’qgiga parallel bo’lgan va M,(0; 1, 3), ML(2; 4; 5)
nuqtalardan o’tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

12) (2; 2; -2) nugtadan o’tuvchi va x-2y-3z=0 tekislikka
parallel bo’lgan tekislik tenglamasini toping.

13) M,(-I; -2; 0) va M,(l; 1, 2) nugtalardan o’tuvchi va
X+2y+2z-4=0 ga perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini
toping.

14) M,(1; -1; 2), M2A2; 1, 2) va MJI; 1, 4) nugtalardan
o’tuvchi tekislik tenglamasini toping.

15) 4x+3y-5z-8=0 va 4x+3y-5z+12=0 tekisliklar orasidagi
masofani toping.

16) (-4; 3; 0) nugtadan to’g’ri

chizigga parallel bo’lgan to’g'ri chiziq tenglamasini toping.

17) (-4; 3; 0) nugtadan P=( 2 3) ga parallel o’tuvchi
to’g’ri chiziq tenglamasini toping.

18) x=3, z=5 to’g’ri chizig tenglamasini va uning
yo’naltiruvchi vektorini toping.

19) (-1; 2; -3) nugtadan o’tuvchi va x=2, y-z=l to'g'ri
chizigga perpendikulyar bo’lgan tekislik tenglamasini toping.

200 ~=-—-= to’g’ri chizig va x+2y+3z-29=0

tekislikning kesishish nuqgtasini toping.

21) Fokuslari orasidagi masofa 8 ga, kichik yarim o'gi 3 ga
teng bo'lgan ellipsning kanonik tenglamasini toping.

22) Katta yarim o'qgi 6 ga, ekssentrisiteti 0,5 ga teng bo’lgan
ellipsning kanonik tenglamasini toping.

23) x2-4y2=16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng bo’lgan M
nugta olingan. Bu nuqtadan giperbola fokuslarigacha bo'lgan
masofalarni toping.

24) Agar giperbola uchun 1) fokuslari orasidagi masofa 10 ga,
uchlari orasidagi masofa 8 ga teng bo’lsa; 2) hagigiy yarim
o’qi  2n5ga, ekssentrisiteti M2 ga teng bo'lsa, bu
giperbolalarning kanonik tenglamalarini toping.

25) 1) (0; 0) va (I;-3) nuqgtalardan o’tuvchi va Ox o0’giga
nisbatan simmetrik bo’lgan; 2) (0; 0) va (2; -4) nugtalardan
o’tuvchi va Ou o’giga nisbatan simmetrik bo’lgan parabola
tenglamasini toping.
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26) Quyidagi tenglamalar ganday sirtlarni tasvirlaydi?

1) m+\V+= =2a: 2) xl+y’ = 2az 3) X:+z2=2az
4) X' ~y: = 2az; 5 X' +y:=r\ 6) X' =2az; 7) X;=2yz
27) Quyidagi tenglamalar ganday egri chizigni tasvirlaydi:
1) 4x:-y' =0 2) 4x: +y; =0 3) xJ+/: +2x+2=0
4) x:+vy:- 6x-8y+25<(; 5) y;- 16 =0; 6) 2x23y2
4x+6y=7.

Matematik analizga kirish

) Dy=p 2) y=-Ix-2I; 3) y=Ixl-x funksiyalarning
grafiklarini yasang.
2) a) Y=V-x +vT+ x; b) y=arcsin:)!5|52—l; c)4y

d) Vv Iog,;x _-15X *O gy y= )):"jr)i funksiyalarning

aniglanish sohalarini toping.
4nr+2- Vn; + [
mil+2-n" +1

xv16- X;
X+2

3) Limitni hisoblang: tir

4) Limitni hisoblang:

. . ¢n- | . Cop 1+ 2+.0n
5) Hisoblang: lim 6) Hisoblang: lim
) Hi oM, ) ’ non‘ + 1
. Lo X - X-2 : T
7) Hisoblang: lim w1+ 1 8) Hisoblang: W%HIS
. . . 1-
9) Hisoblang: lim ¥** 9®% 10) lim = X
11) limYEz g8 X 12) lim ¥ *2)

X: +2X



17) liinl + 2x)". 18) lim(

|1) |‘/‘1||(|T|— 20) lim

Differensial hisob

Hosilani va f(x () ni toping:

COS X 1\ V2x —1 ,
D Y= 0y osinx” 2) Y=— . -x- 1
----------- n 14 A 1
3) y= yI+ cos" X, X, = —: 41) y - IJ---)-(-+, X. -z
2 X
1+ X
5) y=In(e " +xc '), x, =0 6) v = arcclg X

7) y = xarctgx - VI - X
n-tartibli hosilani toping.

8) y=c- 9) y=Inx; 10) y = vx; I 1) y=COs:X
3-tartibli hosilani toping:

12) y=e'cosx; 13) y=x:Inx; 14) y=xcosx; 15) y=x:Inx.
Funksiya differensiallarini toping:

.1
16) y = VI + x'; 17) y = - +arctg - ; 18)y=arcS|nX
X n

:X fi toping:

X

19) x=a(cost+tsint), y=a(sint-tcost);

20) x=a(t-sint), y=a( 1-cost);

21) x3ty33axy=0; 22) ysinx+xcosy=0.
Lopital qoidasidan foydalanib hisoblang:

23) lim-—-: 24) lim 1 M- X 25) lim x'
- ¢'sin 2v *d' 2 - sin
26) | ——————————————— . 27) limf- -
" In(1+ 2x) 23|n\ -

Funk5|ya grafiklarini quring:
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28) y=4x-x2, 29) y=(*r;y ;
31) y=x-21n2; 32) y=sin2x-x, X e

33) y=2x+ctgx; 34) y=x+- .
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