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So” boshi

Mazkur uslubiy qo'llanma texnika oliy o'quv yurtlarining o'quv
rejasidagi “Oliy matematika” fanida, chiziqli algebraik tenglamalar
sistemasini, chizigsiz algebraik va transsendent tenglamalami, aniq
integralni, birinchi tartibli diffeiensial tenglamalami taqribiy
yechi<ii, ko'p o'zganivchili funksiyalar u:hun Teylor formulasi va
uning qo'llanilishi, kompleks o'zgaruvchili fimksiyalaming qoldiglar
nazariyaa asosida aniq integrallami hisoblafh kabi bo‘limlari
bo'yicha laboratoriya ishlarini bajarishga doir bo'lib, u “Oliy
matematika™ ning ushbu bo'limlarini talabalaiga chuqur o'iganisil
va ulami amaliy maxdalami yechishga tatbiq gila bilish, hisoblash
jarayonlalining ketma-ketligini aniglanadi va talgin gilish, hisobladi
jarayonida yo'l go'yiladigan xatolami baholash kabi ko'nikmalami
hosil gilishga yoidam beradi.

Uslubiy qo'llanma 1 kurs talabalari uchun mo'ljallangan bo'lib,
unda chizigli algebraik tenglamalar sistemasini Gauss, Jordan-
Gauss, usullari bilan yechiiii, chizigsiz algebraik yoki transsendent
tenglamalar ildizini taqribiy uaillar, (iteratsiya, urinma, vatar
usullari) yordamida yechish, aniq integrallami Simpson usuli
yoidamida taqribiy yechish, birinchi tartibli diffeiensial
tenglamalami Eyler, Eylcr-Koshi usullari bilan yechish, ko
o'zgamvchili  funksiyalami  tekshirislida  Teylor foimulasining
go'llanilishi (funksiyalar ekstiemumini topish, shartli ekstremumni
topish va h.k), chekli uzilishga ega bo‘lgan fimksiyalaidan olingan
xosmas integrallami qgoldiglar nazariyasi yordamida hisobla®
mavzularidagi laboratoriya iAlari majmuasi berilgan. Har bir
laboratoriya ishi nazariy va amaliy gismlandan iborat bo'lib, amaliy
gismida laboratoriya ishining ganday yo'l bilan bajarilishi batafsil
bayon qilingan. Laboratoriya idilari oxirida har bir gumh talabalari
uchun alohida misollar to'plami berilgan. Laboratoriya ishlari A-4
foimatda, standart talablaiga mos ravishda rasmiylashtirilgan holda
ko'rsatilgan muddatda topsliiriladi.



Chizigli algebrada Jordan-Gauss usulini go‘Uash

Chizigli algebra, chizigli tenglamalar va chizigli tengsizliklar
sisternasini o ‘iganadi. Biz quyida chiziqli algebraik tenglamalar
sistemasini yechish uchun qo‘llaniladigan usullaidan ayrimlarini
garab chigamiz.

L Jordan chigar&i usuli

Quyidagi chizigli funksiyalar sistemasi berilgan bo’lsin
(chizigli forma):

ul=allxl+alx2...+alxs+...+alnc>
y2=a2x,+a2x2...+axst+...+aj n

u,=atpcj+taix2+ ...+alxst+...+a”n

> (1)
y =Rt arXx 2 ... +arixst...+arjcn
ymrant +anix2+ ... +anmsxst...+amd

bu n da: tfy(i=\\m\j =1n)- anig sonlar bo'lib, x
0'zgaiuvchilaming koeffitsientlaridan iboratdir, ul funksiyalar. Bu

X,-i XS X n
Yr= el °12 °ls-1 als als+l1
Y2~ a2l a2 a 2s-1 a 2t azs+l

y~ au ai2



V,_ a,l ar2 O N ar.\-1 a, “r,+1 M

ml am2 mm amsl ans amn,

Jadval (1) sistema matritsasining koeffitsientlaridan iborat
bo'lib, (1) sistema kabi o'giladi, ya’ni l-ustunda turgan 1-noma’lum
ushbu satrdagi 1-koeffitsientning yuqorisida turgan 1-noma’lumga
ko'paytirib, natijani 2-koeffitsientni 2-noma’lumga ko'paytirib
go’shilganiga va h.k. oxirgi koeffitsientni yuqoridagi oxirgi
noma’lumga ko'paytirib go'shilganiga tengdir.

“Jordan chigarishning bir gadami” deb ataluvchi ushbu
amalni qaraymiz:

(1) sistemadan r indeksli tenglamani olamiz:
u=arx, + ar2x2+... + arsxs+ ... + a,, X,
va uni ars* 0 bo'lsa, gnga nisbatan yechamiz:
x=— (-arlx,-arXx2 ...-ari xsl+yr-ars.xs, r...-amxj. (2)

<rs

Topilgan x, ni (1) sistemadagi boshga tenglamalardagi xs lar
o'rniga qo'yamiz. Ushbu amalni y, - tenglamaga nisbatan amalga

oshiramiz:

yl=ailx,+alx2+...+alsIxsJ+ aJ — (-arlx,-arx2-...-arslxs4

+YrarnV -t ["®~-~rrnrn)la,s*/r+

Buni ixchamlaymiz:

y=(air )X, +(aiz X2+...+(a,,.r K,+
a,,
+ By @it A s, 22 B 3)
a,, Cl, a,,



Bu ko'rinish (1) sistemaning ixtiyoriy (r - tenglamadan
tashgari) tenglamasi uchun o'rinlidir. Shu sababli (3) da i indeks
i—1,2, .. ,r-1, /-+1, m giymatiami gabul giladi. Bu yerdagi v lar

oldidagi a,t—f—’—s—q—qkoeffitsientlarni hosil gilish ma’lum gonuniyatga

Urs
bo'ysunadi. Bu qonuniyatni hisobga olib, i - tenglamaning j -
noma’lum X ning koeffitsientini b~dcb, uni
* .. a«an a,ars-a,sar
J = aj- = (4)

«n (Irs

ko'rinishida yozib olamiz.
(2), (3) va (4) ni hisobga olib, (1) sistemani quyidagi
ko'rinishga keltiramiz:

YI=*A+*[NT+ - snisix=+—  Xr+bls+x,,,+ ... +blnx,
a...

a
VM ;+W - +hu IX*+E yr+bu+S:+H+ - +bmn

()
x= -2 x Ao AT g et y, -l xnp Ay
a an ars an a,,
Y,.=bT.X,+b1X2+ ... +/?1, . 1-;+— A+ - +HU -

ar.



Bu sistema uchun Jordan jadvalini tuzamiz (2-jadval).

2-jadval

Demak, (1) sistemadan (5) sistemaga o'tish 1-jadvaldan 2-
jadvalga o'tish bilan ekvivalent ekan.

1 - Jordan jadvalida xs ustunni hal giluvchi ustun, yr gatorni hal
giluvchi gator deb ataladi. Hal gqiluvchi qator bilan hal giluvchi

ustunning kesishgan joyida turgan as ga hal qiluvchi element
deyiladi.

2 - Jordan jadvalida hal qiluvchi ustundagl koeffitsientlar hal
giluvchi elementga bo'linadi, hal giluvchi satrdagi koeffitsientlar hal
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giluvchi elementga bo'linib, teskari ishora bilan olinadi. Hal
giluvchi element e&a teskarisi bilan almashtiriladi. Qolgan
elementlar (4) formula bilan hisoblanadi. (4) formula  to'g’ri
to'rtburchak formulasi deb ataladi.

Bu formula yordamida at element o'miga yangi jadvaldagi b m
elementni hosil gilish uchun 1 - jadval uchlarida bj elementm
hisoblash uchun zarur bo'lgan elementlar joylashgan to'rtburchakka
ajratiladi. Ushbu. to'rtburchakning asosiy diagonali hal qiluvchi
element bilan yangi jadvaldagi hisoblanayotgan elementning o'rnida
turgan  koeffitsientdan iborat bo'ladi. Yordamchi diagonal
elementlari  to'rtburchakning qgolgan ikki uchida joylashgan
koeffitsientlardan iboratdir. Shuni esda tutish lozimki, asosiy va
yordamchi diagonallar turli hollarda har xil joylashishi mumkin.

Yangi element b ni hosil qilish uchun asosiy diagonal
uchlaridagi elementlarni ko'paytirib, ulardan yordamchi diagonal
uchlaridagi elementlar ko'paytmasi ayriladi va natija hal giluvchi
elementga bo'linadi. Hal gqiluvchi element, odatda, to'rtburchak
ichiga olinadi | qj

Quyidagi rasmda birinchi jadvalda afj elementni hal giluvchi an
elementga nisbatan joylashishning turli holatlari ko'rsatilgandir.



Shunday qilib, 1-jadvaldan bir gadam Jordan chiqgarish usulini
go‘llab, 2-jadvalga o'tish natijasida erkli o'zgaruvchi x, bilan ur
funksiyaning o'rni almashtiriladi. Bu almashtirish fagat shaklan
bo'Imasdan fizik ma’noga ham ega bo'lishi mumkin.

Ushbu o'tish quyidagicha izohlanadi:

1 Hal qiluvchi element o'zining teskari  miqgdori bilan
almashtiriladi.

2. Hal qiluvchi ustunning qolgan elementlar hal qiluvchi
elementga bo'linadi.

3. Hal qiluvchi qatorning qolgan elementlari hal qiluvchi
elementga bo'linib, teskari ishora bilan yoziladi.

4. Qolgan barcha elementlar to‘g’ri to‘rtburchak formulasi (4)
yoidamida topiladi.

Jordan chiqgarish usulini go'llash natijasida 1-jadvaldagi hamma
V. (/=1I,w)lar jadval tepasiga, ya'ni x] (/= L1/?)lar o'miga
o'tkaziladi va natijada (1) tenglamlar sistemasi X larga nisbatan
yechilgan bo'ladi.

Misol.
V= x, + 3x2- 2x3
Y2="x,- 2x2+ 3*3
y} = Ox, +7 x2-Xj
berilgan bo'lsin. y, va xt ning o'mini almashtiring.

Yeehish. Jordan jadvalini tuzamiz.

X, X2 *=3  X}ustun hal giluvchi ustun,
ni - hal giluvchi satr,
Y= 1 3 [3 |-2 1lhal giluvchi element.
>2- 4 -2 3
Y= 0 7 |



Jordan chiqarish usulining 1-gadamini go'llaymiz va quyidagi
jadvalni hosil gilamiz.

5 R .
— - = e = - =— ekanligini topamiz;
2 2

(-2) 2
0 1
uchun to'rtburchakdan
] 1
-20-(-1)1I _ 1 yahk
-2 2

Qolgan elementlar ham shu usulda topiladi.

Bu jadval quyidagi sistemaga ekvivalentdir:
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Bu yerda n, funksiya sifatida, n, argument sifatida garalmoqda.

Yugorida bayon gilingan usul oddiy Jordan chigarish usuli
bo'lib, uning takomillashgan ko'rinishlari ham mavjuddir. Jordan
chigarish usuli yordamida matritsaning rangini aniqglash, chizigli
tenglamalar sistemasini yeehish, chizigli tengsizliklar sistemasining
qulay yechimlarini topish mumkin.

Biz uchun zarur bo'lgan quyidagi teoremani keltiramiz.

Steynis teoremasi. Agar Jordan jadvalini m<n satrlari chizigli
bog’langan bo'lsa, u holda Jordan chigarish usulining m gadamidan
so'ng hamma yt (i-\,m) larni yuqoriga o'tkazish mumkin, ya’ni m
ta x, ..., xmlarniy, ym lar orqgali va golgan x,,,H X,, lar orqali
ifodalash mumkin.

Isbot. v ni yuqgoriga o'tkazishga fagat hal giluvchi elementni
tanlab olish xalagit berishi mumkin (hal giluvchi elementlar nolga
teng bo'lib, nolga bo'lib bo'Imaydi).

Faraz qilaylik, Jordan chiqgarish usulining r (r<in) gadamidan
so'ng 3-jadvalga keldik.

3-jadval
y/ v2 Y, Xr+! me *n
X,= b, b/2 b,r b/.r+l b,n
5 b ij b2 me b2 bl.r+l bzn

brl h,2 mm brr br.r+l b,n



YiH2— cri2l  OA22 0

yT cml A m2 Grr 0 0

Agar y o'zgaruvchilarni yuqoriga o°‘tkazish bundan keyin
mumkin boimay qolsa, bu jadvalning o‘ng tomonining pastki
gismida faqgat nollar borligini bildiradi, ammo nollaming mavjudligi
golgan y (yr+ y j lami birinchi ry (y, yn) lar orqali chizigli
bog’lanishini bildiradi:

YWH—r+1Yl+cr+.2 Y+ +crHry,

YT=CTlY1l+ C12y2 + ... + Cmry,

ya’ni y lar chizigli bog'langandir, bu esa teoremaning shartiga
garama-garshidir. Natijada teorema sharti o‘rinli boiganda, hamma
v larni yugoriga o ‘tkazish mumkin.

Endi Jordan chigarish usulini bevosita matritsaning rangini
topish uchun qo'llanishini garaymiz. Quyidagi matritsa berilgan
bo'lsin:

roy a2 s« O/

a2l a22 mmm a?2n

Am

\Pml aT2 mmm Clmn\]

Ushbu  matritsaning  rangini  aniglaymiz, ya’ni  chizigli
bog’lanmagan gator (yoki ustun) lar sonining eng kattasini topamiz.

Buning uchun yuqoridagi matritsaga Jordan jadvalini (4-jadval)
tuzamiz.

12



4-jadval

X, xX? X,
u,- an a,2 am
w2~ a2l “2 ah
4y,,= °ml N2 &m

Bu jadvalga nisbatan ketma-kct (mumkin boiganicha) Jordan
chigarish usulini go'llaymiz. Steynis teoremasiga asosan jadvalning
yugorisiga chizigli bog’lanmagan qatorlar soni nechta bo'lsa,
shuncha o'zgaruvchi vy, larni chigarish mumkin. Bu esa matritsaning
rangini bcradi.

Shunday qilib, matritsaning rangi bajarilgan Jordan chigarish
gadamlari soniga teng. Bundan tashgari, agar matritsa qatorlar soni
uning rangidan katta bo'lsa (r > m), matritsaning qatorlarini chizigli
bog’langanligi ham kelib chiqgadi.

MisoL Quyidagi matritsaning rangini aniglang:

f1 3 0

4 _2
"7 6 2 4

-7 -1 4 -3

13



Jordan jadvalini tuzamiz

Hal qiluvchi satr deb
1 - satrni, hal giluvchi
ustun deb 1 - ustunni
olamiz. Hal qiluvchi
element 1 bo'ladi. Jor-
dan chigarish usulining
bitta gadamidan so'ng
quyidagi jadvalga ke-
lamiz.

u XS x4 Hal giluvchi satr sifati-
= 1 3 0 1 da 2-satrni, hal qiluv-
' chi ustun sifatida 2-
u2= 4 10, 5  ustunni, hal giluvchi

element deb - 10 ni
%3 6 -10 -2 5  olamiz.
M,= -7 20 4 -10

Yana bir Jordan chigarish gadamidan so'ng ushbu jadvalga
kelamiz.

u, u2 x3 X4 'y laring  qolganini
tepaga chigarib  bo'l-
X— 2 3 6 ®  maydi, chunki jadval-
10 10 10 10 ning quyi o'ng gismida
nollar turibdi. Demak,
as— 4 1 2 5 matritsa 2 ta chizigli
To > 10 " 10 10  bog’lanmagan satrga ega
_ va matritsaning  rangi
Uj= 2 1 0 0 2 ga teng.
ud= 1 -2 0 0

Qolgan ikkita satr birinchi satr orgali chizigli bog'langan.
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y3 = 2yl+y2,
Y4 = Y -2y2.

Il1. Gaussning noma’lumlarni yo‘qotish usuli

Quyidagi tenglamalar sistemasini gqaraymiz:

auxx+...+ax,xn =ax
a2\X] +...+a2nxn = a2
®)

am\x\ +eee + amnxn ~ am

Agar m = n bo'lsa, (6) sistemani turli usullar (masalan, Kramer
usuli) bilan yeehish mumkin.

Agar m&n bo'lsa, bu sistemaning yechimi mavjud yoki mavjud
emasligini avvalo tekshirib ko'rish kerak bo'ladi. Sistemaning

matritsalarini yozamiz:

a\l' ‘a \n

- B kengaytirilgan matritsa.

am \ amnam
Ka m\ =+ «a mn

Agar sistemaning rangi rA- r < n bo'lsa, kengaytirilgan

V  matritsaning satr va ustunlarini elementar almashtirishlar
yordamida quyidagi ko'rinishga keltirish mumkin:
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U holda bunga mos sistema

X, +blx2+ ... +b,xr+ blr+ixrd + ... + b, xn= b,
X2+ ... + bAXr+ b2rtlx,,, + ... + b2xn= b2
Xr+ b",Ix,,, +...+ bmxn=br (8)
0- br
Bu sistema (6) ga ekvivalent bo'lib, agar brd , . bm

sonlardan birortasi noldan fargli bo'lsa, (6) sistema va demak (8)
sistema birgalikda emas.



Agar brd = ... = J,, =0 bo‘lsa (6) sistema birgalikdadir va
(8) dan x,, Xr ... x! balis o'zgaruvchilarni erkin + X,
o'zgaruvchilar orgali ketma-ket ifodalab, (6) sistemaning yechimini
topish mumkin. Agar r—n bo'lsa, bu sistemaning yechimi
yagonadir.

Demak, Gauss usulida kengaytirilgan V matritsani almashtirish-
lar natijasida yuqoridagidek  uchburchakli matritsaga keltiriladi.
So'ngra oxirgi satrdan boshlab noma’lumlami xm xml X,
ketma-ket hisoblab topiladi.

Boshgacha aytganda. Gauss usulida tenglamada o'zgartirishlar
(A matritsaning satrlarini kombinatsiyalash orqali) olib borib, unga
ekvivalent masalaga (yechimi bir xil bo'lgan) keltirish va hosil
bo'lgan masalada o'rniga qo'yishning teskarisini bajarish orqali
yechim topiladi.

Teorema. Agar A kvadrat (m=n) matritsa bo'lsa, u holda
shunday U matritsa (yugori uchburchakli), M
matritsa (xosmas pastki uchburchakli) va R matritsa
(o'rin almashtiruvchi matritsa) mavjudkim, U=MPA
tenglik o'rinlidir. Agar A matritsaga teskari bo'lgan
L matritsa (pastki uchburchakli) mavjud bo'lsa,
LV-PA o'rinli bo'ladi.

Gauss usuli U, M va R matritsalarni topish algoritmi

hisoblanadi. Bu vyerda A matritsaning satrlarini R matritsa
almashtiradi.

Ma’lumki, {a;} (i=\,n, j=\,n) matritsaning bosh minorlari deb

{«,} (/=1k; j=\k; k=1,.,n) matritsaning aniglovchilariga aytiladi.
Teorema. Agar A matritsaning hamma minorlari noldan fargli
bo'lsa, n holda R matritsani birlik matritsa deb olish

mumkin va natijada LU=A bo'ladi.
A matritsaning bunday yoyilmasil diagonal elementlari 1—1
normallashgan bo'lsa, yagonadir. Teoremani AX=b (9) tenglamaga

N1 matritsa yoyiluvchi matritsa deyiladi. Agar uni A = ko'rinishda
D)

yozish mumkin bo’lsa. Bu yerda W va D lar kvadrat matritsalardir. Yoyuvchi
matritsaning bu xossasi masalani ikki kichikroq masalaga ajratib yechishga imkon
beradi.

17



goilaymiz. Agar U, M va P lar hisoblangan bo'lsa, (9) sistcmaning
ikJcala tomonini MP ga ko'paytiramiz: ,
MPAX = MPb yoki bundan UX = MPh.
Bu tenglama teskari o'ringa qo'yish bilan yechiladi va u (8) ga
o'xshashdir. MPb ni hisoblash to'g’ri gadam bilan bajariladi.
Misol.

X+ y+z+w=4
2x + 3v+z+w=7
X+ y+z+w=4
NI +2y +27 +2w —1
ya’ni, AX=Db sistemani yeching.

Bu n da
fi .. N
A= 2 3 11 x="y  »4y
1111 z

[ 2 2 2 \W | Vy

Gaussning birinchi gadamidan so'ng
X+ y+z+w=4 satrni ko'paytuvchisi 1

O+y-z-w =-]
0+0+0+0=0

O+v+z+w=3

Ikkinchi gadamdan so'ng
X + y+itvv = 4



y-z-w=-I
2z + 2w = 4
0=0

<3u jarayonni amalga oshiruvchi o'rin almashtirish matritsasi
quyidagichadir:

/10 0 0
R= 0 1 0

0 0 0

\O o 1

M  matritsa Gauss usulining keyingi gadamlaridagi satr
ko'paytuvchilari bilan aniglanadi.

Gauss yo‘qotish gadamida «1-satrni m4 ga ko'paytirib, 4-satrga
go‘sh» deyish quyidagi

1 0 O matritsani  chapdan berilgan
0 1 0 matritsaga ko'paytirish orqali
bajariladi.

0 0 0 1
\n4 O 1 0]

Bu matritsa 1-ustun va 4-satr kesishishi natijasida 1 ta m4
go'shimcha dementi bo'lgan birlik matritsadir. Bu matritsalar oddiy
ko_'Faytirish goidalariga bo‘ysunadi, ya’ni

1 000 F o000 10000 JI 0 o0
1 00 m 1200 0 100 m2 1 0
0 10 01 m 010 m, 0 1
0 0 1 ooj 00 m. 0 0

Y
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Shunday qilib, satrlar ustida bajarilgan almashtirishlar matritsa
belgisida quyidagicha ko'paytma orgali ifodalanadi:

fi1o00 fll oo fi

0 0 o\
0O 1.0 O 0O 1 0 O 0O O
°: 1
0O 0 1 0 0O 0 0 1 jo 10
0O O O 1 , io\-1 O
vV ° vV 1° J 7
Zni 3- va 4- U ni yo'gotish
yo'qgotish satrlarni
almashti-
rish
3-gadam 2-gadam
"1 00 o4 f1 0 O O"
-2 100 -1 00
-1 0 10 1 -1 0 1
<-i o0 1, 1 0 1oy,
X ni yo'qotish yig'indi natija
1-gadam
Bu matritsani quyidagicha ham yozish mumkin:
f 1o o \ f 0o 0 o0\
-2 1 0 1 0 0
-1 1 0 0 1
0 0

V 1 0 0 J
quyi uchburchakli o'rin almashtirish
matritsa matritsasi
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Bundan ko'rinadiki, satrlarning o‘rnini almashtirishni  biz
oldindan bajarib go'yishimiz mumkin ekan va so‘ngra Gaussning
yo'qgotish usulini go'llash mumkin (ya’ni, matritsa
ko'paytuvchilarini hisoblash).

Ushbu misol uchun oxirgi natija

(X o o ﬂ000\f 1o it 1A
-2 1 00 0 1 00 2 311 =01-1 -1
-1 -1 10 0 1111 00 2 2
1 0 0 ;V 10 M 222 loo 0 0

V 7 J

M P A V
. . O'rin .

Ko pa_yt’gvc_hl_ almashti- Beril- Yuqori

-lar yig’indisi rishning gan uchbur-
natijast yig’indisi mat- chail
natijasi ritsa )

Yechish jarayonini davom ettirish uchun MPb ko'paytmani
hisoblash kerak. Uning natijasi ustun (4, -1, 4, 0)* vektordir, ya’ni
Mv ko'paytmaga.

Endi teskariga o'rniga qo'yish bilan shug’ullanamiz. Oxirgi
tenglamani yechib bo'Imaydi, ammo W ning o'rniga ixtiyoriy
giymatni go'ysa, ganoatlantiradi. Masalan W = 0 bo'lsa,

2;+2m0 =4 dan z =2

v= mtw +£ - -1 +0+2-1
t=4-v-z-w =4- 1—2-0=1
bo'ladi.
Demak, yechim: v= 1y =127 =2, w =0 bo'ladi.

Hulosa sifatida shuni aytish mumkin:

1 Agar U matritsa diagonaldagi elementlardan birontasi nolga
teng bo'lsa, u holda A matritsa xos matritsa bo'ladi.
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2. Xos matritsa (A) uchun AX=b sistema birgalikda bo'ladi, agar
teskari o'ringa go'yishda diagonaldagi nol fagat 0=0 ko'rinishdagi
tenglamada gatnashsa.

Diagonalida nol gatnashgan tenglama ixtiyoriy usulda yechiladi.

Gaus usulini o'rganishni soddaroq izohlash uchun to'rt
noma’lumli tenglamalar sistemasini garaymiz:

a,,xl+alx2+al)x)+aldx4=a,$

a2x,+a2x2+aZx3+azk4=aXs (8”)
a3 x,+radx2+axx3+axkkd=ad |
adlx |+a4x 2+adx3+adk4=ad

Bu sistemada an ~0 deb olib, 1-tenglamani & ga nisbatan
yeehamiz:

X, + bI2x2+bIx3+blxd=bl} , (blj=a,/all).

Oxirgi tenglikni ketma-ket a2, aM a4l ga ko'paytirib, mos
ravishda (8’) sistemaning 2, 3 va 4 tcnglamalardan ayirib, ulardagi
N, ni yo'gqotamiz, natijada

X,+bI22+bIx3+blaxd=h,j N
(8"

bundaa -aljailb), (ij>2).

(8") sistemadagi 2-tenglamada a2 *0 ni bosh element deb olib
uni qolgan satr elementlariga bo'lamiz:
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Oldingidek, (8") ni 3- va 4-tenglamalaridan x2ni yo'gotamiz va
quyidagi sistemani hosil gilamiz:

X,+b X 2+b1X3+bMx4=b,j
X2+b{'X3+b™X4=b%
a*Xs+a”*x"afl 8"

a™x3+al x4=a%

bundaaf=a”-a~b”, (ij>3).

Hosil bo'lgan (8") sistemaning 3-tenglamas”da *0 ni o'sha
a§’
satrdagi qolgan elementlarga bo'lsak, x3+bf4x4=b", (bff = )
a

va uni 4-tcnglamaga qo'ysak, uning ko'rinishi

ag %0 @, iavVAraf-afb™ )

.3)
bo'ladi, undan x4=b{ ni topamiz: b~

Natijada
X,+bIx2+biX3+blax"=bl5"

X2+b”™ x3+ b x4=b"
*3+bwm x4=bf @)
*4=pA
sistemani hosil gilamiz.
Undan ketma-ket x4, x3 x2 va x, lar topiladi.

Shunday qilib, Gauss usulida tenglamalar sistemasini yechish
ikki bosgichda olib boriladi:
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a) To'g’ri  yurish. Berilgan (8) sistema (8N sistema
ko‘rinishiga, ya’ni uchburchakli matritsaga ega bo'lgan sistemaga
keltiriladi.

b) Teskari yurish. Ketma-ket x4, x,, x2 va x, lar oldingi
giymatlardan foydalanib, o‘rniga qo‘yish bilan hisoblanadi.

I11. Chizigli tenglamalar sistemasini Jordan chigarish usuli
* bilan yeehish

Yugorida keltirilgan (6) sistemada n=m deb olamiz, u holda

anxi+alx2+ ... +alx=a,,

9)

«, N+« 1+ - +amx=an

Bu tenglamalar sistemasi chizigli bog’lanmagan boisin, u holda
sistema matritsasining rangi n (r=n) ga teng bo'ladi.

(9) sistema uchun Jordan jadvalini (5-jadval) tuzamiz.

5-jadva
Sistemaning hamma satrlari Xi x 2 ‘.
chiziqgli bog’lanmaganligidan
jordan chigarish wusulini n ta a.= “u an maE An
gadamidan so'ng ozod
hadlarning  hammasi  tepaga “°~ a2l az == M2
o'tadi, ularning o'rniga
noma’lum x lar keladi. Natijada
6-jadval hosil bo'ladi. a.= Uni -2 m nr
6-iadva
Demak, har bir satrda at va b a. 8 o
larni mos holda ko'paytirib .- - e b
go'shsak, noma’lumlaming qiy-
mati topiladi. Shuni e’tiborga «:- b 21 - am b2
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olish kerakki, 7-jadvalda
keltirilgan Bm matritsa berilgan

Am (6-jadval) matritsaga
nisbatan teskari matritsadir,
ya’ni

K, =A

Demak, qaralayotgan usul yordamida matritsani o °‘zgartirish
mumkin ekan.

Ushbu usul algebraik tenglamalar sistemasining teskari
matritsasini topish yo'li bilan yeehish g’oyasini amalga oshiradi.

Agar r<n bo'lsa, tenglamalarning bir gismi qolganlari bilan
chizigli bog’langan bo'ladi, Jordan jadvalining tepasiga fagat r ta
ozod hadlar chigadi, n-r noma’lumlar tepada qoladi (7-jadval),
jadvalning o'ng qismi pastki burchagida nollar turadi, chap
gismining pastki burchagida chizigli bog'langan tenglamalar turadi.
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Tepada golgan *r+/, . ., X, noma’lumlarga ixtiyoriy giymatlami
berib, xi,..., xr noma’lumlar topiladi. Sistema cheksiz ko‘p yechimga
ega, ya’ni anigmas bo'ladi. Bu hoi amaliyotda ko'p uchraydi, ya’ni
ko'p yeehimlar to'plamida eng qulayini tanlab olish zarur bo'ladi.

Agar m<n bo'lsa (tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kam
bo'lsa), u holda oldindan sistema cheksiz ko'p yechimga ega
bo'lishi aniq bo'ladi.

Agar tenglamalar soni noma’lumlar sonidan ko'p bo'lsa (m>n),
yeehimlar sistema matritsasining rangiga bog'liq bo'ladi.

Rang albatta noma’lumlar sonidan ko'p bo'laclmaydi: r = n
bo'lsa yechim yagona, r < n bo'lganida yechimi cheksiz ko'p,
ikkala holda ham sistemaning bir gism tenglamalari qolganlari
orgali chizigli bog’langan bo'ladi. Agar sistema birgalikda bo'Imasa
(ya’ni bironta ham yechim mavjud emas), u holda n ta tenglama va
n ta noma’lum bo'lgan holda hamma ozod hadlarni yuqoriga
o'tkazib bo'Imaydi (o'tkazib bo'lsa, sistema yagona yechimga ega
bo'lishini bildiradi) va natijaviy jadval (8-jadval) ko'rinishida
bo'ladi, ammo chap gismidagi ustunda qolgan ozod hadlar yuqoriga
o'tkazib yuborilgan ozod hadlarning chizigli kombinatsiyadan iborat
bo'lmaydi:

art,* cr+lla,+crH2a2+ ... +cr+la,

(11)
cn2a2 + ... +cnrar

Yuqgorida keltirilgan (9) sistemani quyidagi ko'rinishda yozib
olamiz:

auxi+alx2+ .. +alxnat= O n
a2x,+a2x2+ ... +udix,-a2= 0
(12)

a,,ix,+arx2+ ... +cijixn-a,= 0

Bu sistema uchun Jordan jadvalini quyidagicha tuzamiz.
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8-jadval

X, A2 1
0 = an a’2 37
0 = «2/ «22 az, -«
0 = (InI an2 «MH - «n

Bu jadvalda a,, ni hal qiluvchi element deb olib, Jordan
chigarish usulini qo'llasak, 9-jadval hosil bo'ladi.

Xuddi shunday holat tenglamalar sistemasida moslik bo'Imasa,
ya’ni tenglamalar soni noma’lumlar sonidan kichik bo'lsa, (m < n)
ro'y beradi. O'rindosh bo'lmagan (m > n) sistemani yechishda
hamma ozod hadlar yuqoriga o'tadi. U holda n ta tenglama m ta
berilgan qiymatlar orqali ifodalanadi. Ammo chap tomondagi
ustunda golgan ozod hadlar sistema o'rindosh bo'Imaganligi sababli
tepada o'tgan ozod hadlarni chiziqli kombinatsiyasiga teng
bo'Imaydi va bu holda ham sistemani o'rindosh bo'Imaslik mezoni
uchun (11) shartga o'xshagan sistema hosil bo'ladi. Jordan chigarish
usulining qulayligi shundaki, tenglamalar sistemasini yechish
jarayonida uning o'rindoshligini  yoki o'rindosh emasligini,
aniglangan yoki aniqlanmaganligini tekshirib o'tirish shart emas.
Fagatgina sistemani jadval shaklida yozib, ketma-ket Jordan
chigarish usulini qo'llash kerak. Oxirgi jadval esa sistcmaning
o'rindosh, aniglangan yoki o'rindoshmasligini, aniglanmaganligini
ko'rsatadi.

Misol.
Quyidagi sistemani yeching.
v, + 2x7-Xj =5

J 3x/+5x2+axE]
| 2x, - X243 1
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Jordan jadvalini tuzamiz va ketma-ket Jordan chiqarish usulini
go'llaymiz.

T
5 7 X 5 7 /
X,= 5 2 -13 X,= 14 3 13
31 31 31
xo~ 3 1 7 X,= 2 4 7
31 31 31
1=
-13 5 31 X3= 13 5 1
31 31 31
Oxirgi jadvaldan
14 3 13 70-21 + 13 62
X, =8-c— — 4+ L= o = - =2



yagona *,=2,
Misol.

Sistemani yeching.

*=1, g3=-1

yechimni topamiz.

X, —X2 —2Xj = 2

-2X,+ 4p2+3n, = 4
5%  Ix2- 9x3=2

bx, —x2 — 7*3=14

Jordan jadvalini tuzib, mumkin bo'lgan Jordan chiqarish usulini

go'llaymiz.
2 4
*[= 2 172
*0= 1 172

X3

5/2

1/2

Oxirgi  jadvaldan  ozod
hadlarni ~ yuqoriga  chigarib
bo'Imaydi, chunki hal giluvchi
elementni tanlab bo'Imaydi (u
yerda nol turibdi). Ozod hadlar
uchun (10) tenglik o'rinli:

29



2=32- 144

14=5 -2+1-4
14= 5 1 0

Tepada bitta x, noma’lum qoldi. Berilgan sistema o'rindosh
ammo aniglanmagan.

Demak,

X, =22 + 4— + — X,
2 2

53=1-2 + - 4+- rij
2 2
yoki

X, =6 + — X,
2
Xx2=4 + ~ X3

*3ga ixtiyoriy giymatiami berib x, va jc, lar topiladi.

Misol.

Sistemani yeching:
[x, + x2 +xt =1
3n',+4;c245.r,=2
4vj + 5x2+6a,=4

Jordan jadvalini tuzamiz va ketma-ket Jordan chigarish
usulining ikkita gadamini bajaramiz.
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Xi *2 X3
2= 3 4 5

1 2 *3 Qolgan noma’lumlarni yu-
goriga o'tkazib bo'Imaydi,
X /= 4 1 1 chunki hal giluvchi element
nolga teng va bundan
tashqari:
x= 3 12 40 11+21.
4= 1 1 0

Demak, sistema o'rindosh emas (oxirgi tenglama oldingi ikkita
tenglamaga mos emas).

IV. Jordan - Gauss usuli

9-jad
0 X2 Xxn 1
x| = b, b,2 b,, b,
° = t>2! b2 B b2n b2
0= b b,2 T b,m bn
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Bu jadvaldan 1-gatorni yozib olamiz:

X, = blx2+ .. + btx,- Db,

va jadvaldan ushbu satrni va nol ustunni o’chiramiz.

A 10-jadval
X2 Xn 1
0 =
1 b221 1>2n b2
0 = bn, b,n bn

Ushbu 10-jadvalda b2 ni hal giluvchi clement deb olib, Jordan
chigarish usulining bir gadamini bajarib, 11-jadvalni hosil gilamiz.

1 - jadval
0 X2 1
X2 = *0 s2] [ 1] Sh S2
0= s Sii . Sh mh

Ushbu jadvaldan

*2=cZXx3+ .. + caxt+ ni
yozib olib, ushbu satr va 0 ustunni o'chiramiz hamda yana Jordan
jadvalini yozamiz va h.k. davom ettirib, oxirida x,,=b ni topamiz,
so'ngra golgan xn,, x,2.. x2 x, larni o'rniga ketma-ket qo'yish
orgali hisoblab chigamiz.
Misol. Quyidagi

2Xt+2x2-jc, =4

31, +x2-3x}=7

jc, +jc2 *2xj =3
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Sistemani Jordan - Gauss usuli bilan yeching:

Yechish.
2Xf + 2x2-1-4=0
3jc, +x2-3jc, -7 =0
X +x2 -2x3-3=0

sistemani ko'rinishida yozib olamiz va Jordan (8-jadval) jadvalini
tuzamiz.

Bu jadvalga nisbatan
Jordan chigarish usulini
qo‘llaymiz.

Bu jadvaldan 1-satrni yozib olamiz va 1 satr hamda O ustunni
o'chiramiz:

X| = X2 + —X, + 2
1 . . .
*9 Xj 1 Bu jadvalga nisbatan Jordan
0 = 2 chigarish usulini go'llaymiz va
- -3/2 -1 quyidagi  jadvalni hosil
0= 0 .32 1 gilamiz.
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0 X3
bundan x, =

T 12 314 <172 _ 4
yozib olamiz.
= 0 -3/2 -1

yana 1-satr, 1-ustunni o'chiramiz

*3
0= -3/2 -1

bundan esa 0=-—x31 yoki
ni topamiz.
Bu giymatdan foydalanib ketma-ket
X2= - 3/4 (- 2/3) -1/2 =0
va X, ni topamiz v, =-0 +1/2 (-2/3) + 2 = 5/3.

Demak yechim x, =5/3, x2=0, Xj=-2/3 ga teng ekan.
Yechim berilgan tenglamalarni ganoatlantiradi.
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1 3n,-3n2+ 2n,=2
4n, - 5x2+ 2n,=1

n.- 2n, =5

2. 3x, + 2n2- 4xj =8
2x, + 4n, - 5n, =1
5V, + 6n,- 9ur, -2

S

3. 3V, +n, +2n, =-3
n2x, + 2x2+ 5n, =5
5n, + 3w2+7jc3E1

r -
4. 5n, - 50, - 4x) =-3
nx, - x2 + 5x3=1
an, - 4n: - 9x, =0

5. 4n, - 3n2+ x3 =3
X, + X2 -x3=4

3n, - 4n2+2n,=2

6. 6n, + 3n2- 5n, =0
9x, + 4x2 - 7n,=3
3n, + x2- 2n3=5

2X, + 3%, + 4n,=5
X, + X2 + 5n,=6

3.r, + 4n,+ 9n,=0

VARIANTLAR

8. 5n, + 6x2- 2x3=2
2%, + 31, - x3=9
3n, + 3n2- n,=1

9. 7X, - 2x2 - Xx3=2
6n, - 4n2 - 5n, =3

n, + 2n:+ 4n,=5

10.3n, + n2+ 2n,=1
2n, + 2,2 - 37" =9
Jj1- n2+ n3=2

11. 8n,- n2+ 3" =2
n4n, + n2 + 6n4=1
M, - 2n, - 33=7

2. 2n,+ s+ x3-2
s, + o+ 3,4
n, + 2N, An3Fl

r
13. 31- 50+ 3n4

WS+ 272 + J1,8
2n, - 702 ¥2n =1
g

14. n-2/2 + 31=5
<2n,- 32 -4n,=-9
3+ -2n,=0
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15. 5x,
3x, -2 + nE7
2X, + 3x2 - 3x=4

- X, - 2x,=1

16. 2x, + 8x2 - 7x(=0
2X, - 5x2 + 6x,=1
4x, + 3x, - x3=7

17. 3x, + 4x, + X, =2
nx, + 5x2 - 3x, =4

2X| - x2 + 4x3=5

18. 4x, - 9x2 + 5x,=1
nlx, -4x, + x}=1
3x, + 5x2 - 4x(=5

19. 2x, - 3x2 + 2x3=5
<3x, + 4x2 - 1x} =2
,_;-Sx, t X" 5x§=9
/o

20. 4x, + x_ + 4x(E19
42x, - X, +2r=1

X, + X, + 2x3=8

21. 2x, - x, + 2x_,=8
X, + X2+ 2x3=11
4x, + X2 + 4x3=22

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

3k

3+ DR + 6x,=-8
3+ sp+ x, =4
KX, - 4x2 - 2Xx3=-9

3+ X+ X =4
3+ 5x2 + 6x( =36
>, - 4x2 - 2Ax3=-19

3 - x+ r=9
B¢, + > + 2vt =11
A + 2&Hx3=19

2+ 3R+ n =4
2+ > + 3x%=0

3x, + 2x2+ x5, =1

2, + 3 + 1, =12
2+ >+ 3x,=16
3 + >3+ X =8

X -2x2 + 3¢ =14
2.+ 3R -4«,=-16
3¢ - 2253 =-6
3+ D2+ 5Xj=-14
X, - 3x2+ 4*,=-19
7X, + 4or, - x, =13



29. 3n1+ 2n? + 3n,=3 30. 2x/ + 4x2 m5xj =11
w2 - 302+ x3 =-10 Xl -2n2+n(=9
3V, +2x2 -4n, =8 n, -5n02+ 2n3 =10
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Tenglamaning haqiqiy ildizlarini urinma va vatarlar usuli hilan
tagribiy hisoblash

Ishning maqsadi

Ushbu  laboratoriya  ishini  o'tkazididan asosiy = magxid
talabalaiga yuqori tartibli algebraik va transsendent tenglamalaming
yechimlarini taqribiy, yetarlicha aniqlikda topish usullarini hamda
bu uchun zaiur bo'lgan hisobladi jarayonini tashkil gila bilish va
amalga o&irish, hoziigi zamon hisoblash mashinalarini tatbiq qilish,
matematik jadvallardan foydalana bilishni o'rgatishdan iboratdir.

Masalaning qodyilishi

Ma’lumki, algebraik va transsendent tenglamalaming aniq
yechimini har doim ham topib bo'lImaydi. Aynigxi, bediinchi va
undan yuqori tartibdagi tenglamalaming aniq yechimini topish
jiddiy muammo hisoblanadi. Bu tipdagi tenglamalami yechishning
eng qulay usuli ulami tagribiy yechishdir.

Faraz qgilaylik,

F(x)=0 (1)
tenglamaning yechimi (ildizlari) topish talab gilingan bo'lsin.
Ma’lumki, har ganday tenglamaning ildizlari soni tenglamaning
taitibiga bog’lig bo'lib, u algebraning asosiy teoiemasidan Kkelib
chigadi.

Teorema. Har ganday /i-darajali ko‘phad kamida bitta ildizga
ega.
(1) tenglamaning ildizlarini topishda ular (ildizlar) qaysi oraliqda
yotishini aniglab olish zarur bo'ladi. Agar tenglama ildizining biror
atrofida tenglamaning boshqga ildizlari mavjud bo'Imasi, bunday
ildizlar yakkalangan ildizlar deyiladi.

Tenglamaning yakkalangan ildizini topish ikki bosqgichdan iborat.
1 lldizlami ajratish, ya’ni iloji boricha diunday kiehik oralig olish

kerakki, shu oraligda (1) tenglamaning bitta va fagat bitta ildizi

mavjud bo'lsin.
2. Ajratilgan ildizlami tagribiy usullar yondamida ycturli aniglikda
topidi.



Tenglamaning ildizini ajratishda "Matematik tahlil” kursidagi
gnyidagi teoiemadan foydalaniladi.

Tcorema. Agar uzluksiz F(x) funksiya \a\b\ oraligning chetki
nuqtalarida har xil ishoralar gabul qilsa, ya’ni F(amF(b)<0 shart
bajarilsa, u holda F{x) funksiyaning [a;b] kesmada hech
bo'Imaganda bitta haqiqiy - \ ildizi mavjud bo‘lib, F(<f)=0 bo'ladi.

Agar F(x) funksiyaning \a,b] da birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalari mavjud bo'lib, F(x) hosila [a\b\ da o<z ishorasini
(F'(x)>0 yoki F'(.v)<0) oZzgartirmasa, u holda (1) tenglama
yagona ildizga ega bo'ladi.

Ildizni ajratish uchun qulay usullandan biri tenglamani grafik
usulda yechishdir.

Tenglamalami yechishning grafik usnlidan foydalanib, berilgan
tenglamaning haqgigiy musbat ildizlari yotgan eng kichik oraliglari
aniglab olinadi. So'ngra, urinma va vatarlar usulidan foydalanib, bu
yechimlami 8 aniglikkacha hisobladi mumkin bo'ladi.

Usulning talgini

1. Grafik usulida (1) tenglamaning musbat ildizlarini ajratib olamiz.
buning uchun:
a) y=F(x) funksiyaning grafigini chizamiz. Grafikning abssissa o ‘qi
bilan kesishish nugqtalari (1) tenglamaning ildizlari bo'ladi.
b) Agar y=F(x) funksiyaning grafigini chizish ancha mudikul
bo‘lsa, u holda (1) tenglamani
f(x) = (p(v) 2
ko'rinishda yozib olamiz va y=f(x) hamda y=(p(x) funksiyalaming
grafiklarini chizamiz. Bu grafiklaming keashgan nugtalarining
abssissalari berilgan (1) tenglamaning ildizlari bo‘ladi. Udizlaming
joylanishiga qarab bu ildizlar tagriban ganday oraliglaida
yotganligini aniglash giyin emas.

Oraliglar tagriban aniglangach, bu oraliglaidan (1) tenglamaning
hagigiy musbat ildizi yotgan eng kichik [ab] kesmani ajratib
olamiz. Bu kesmada quyidagi shartlaralbatta bajarilishi lozim:

a) \a\b] keariada, F(x) funksiya va uning birinchi hamda ikkinchi
tartibli hosilalari F(x)\a F'(x) lar uzluksiz bo‘lishligi;

b) [ab] kesmaning oxirlarida y=F(x) funksiyaning ishoralari
turlicha: ya’ni F(a)F(b)<0 bolishligi;
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d) [a;b] kesmada birinchi tartibli hosila F(x) o'z ishorasini
o'zgartirmasligi, ya’ni kesmada F*(x)>0 - funksiya fagat o'suvchi
yoki F(x)<0 - funksiya fagat kamayuvchi bo'lishligi;

e) \a\b\ kesmada ikkinchi tartibli hosila F(x) o'z ishorasini
o'zgartinnasligi, ya’ni y=F(x) egri chizig burilish nuqtalariga ega
bo'Imasligi kerak.

Demak, agar [a;b] kesmada y=F(x) funksiya uchun yuqorida
go'yilgan shartlaming barchasi ganoatlantirilsa, u holda bu kesnada
F(x) funksiyaning giafigi quyidagi holatlaidan birortasi ko'rinishida
bo'lishi mumkin:*

Kl

1-rasm. 2-rasm. 3-rasn. 4-rasm.

2. Urinma va vatarlar uchun umumlashgan usul.

F(x)=0 tenglamani [a\b] kesmaga tegishli bo'lgan haqgiqiy musbat
ildizini topishda ketma-ket yaqinlashish usulini go'lla.sh mumkin.

Biz quyida ildizni topish uchun shu usnlni, ya'ni umumlashgan
urinma va vatarlar usulini go'llaymiz.

Urinma va vatariar u.sulining talgini shundan iboratki, berilgan
y=F(x) egri chizigni \a\b] kesmada bir tomondan vatar bilan
ikkinchi tomondan urinma bilan almaslitiramiz. Vatar va urinmaning
abssissa o'gi bilan kesishgan a, va b, nuqtalari yangi [a,;£,]
kesmani hosil giladi (5-rasm).

Agar |arfel<<5 (bu yerda <5-berilgan aniglik) bo‘lsa, hisoblash
lo'xtatiladi va taqribiy ildiz  topilgan hisoblanadi. Aks holda
[«,;/?,] kesmada yuqoridagi hisoblash ishlari to'liq gaytariladi.



5-rasm.

Berilgan tenglamaning haqiqiy musbat ildizini topish uchun
fagat vatarlar usulidan foydalanganda [a\b] kesmada funksiya
grafigiga vatar o'tkazilgandan so'ng, vataming abssissa o*qi bilan
kesiriigan nuqtasini bt deb belgilab, [a,b\\ kesmada \a-b*\<5
shartni tekshiramiz. Adgar berilgan aniqglikka erishsak, hisoblash
to'xtatiladi va ildiz b]deb olinadi, aks holda hisoblash ishlari
[a,b{\ kesmada takrorlanadi.

b] ni topish uchun berilgan ikki A(a\ F(a)), B(b\ F(b)) nugtad:
o'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasidan foydalanamiz:

y - F(b) X-b 3)

F{a)- F(b) a-b
(3) tenglama [a\bj kesmadagi vatar tenglamasidir. Bu vataming Ox
o'qi bilan kesishish nuqtasining kooidinatalari *=£,, y=0 dir. Bu
ifodani (3) tenglamaga qo‘yib , ga nisbatan yechsak:

ft =b-F(b\ 7a (@)

F(a)-F(b)

bo'ladi. Bunda ft, vatarlar usuli bo'yicha birinchi yaginlashish
hisoblanadi.

Ildizni fagat uiinmalar usulida topish uchun [a\b| kesmada F{x)

funksiyaga urinraa o'tkazamiz. Urinmani kesmaning Sunday
tomonidan o'tkazish kerakki, bunda F(x) va F(x) lar bir xil idiorali,

ya’ni F(x)- F(x)> 0 bo'lsin; aks holda urinmaning Ox o'qi bilan
kesishish nuqtasi [a,b| kesmadan tadiqariga chiqgib ketadi.
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Kesmaning F(x)-F'(x)> 0 bo‘ladigan uchini a bilan, keyingi
uchini esa b bilan belgilaymiz. Egri chizigqga A(a;F(a)) nugtada
o'tkazilgan urinma tcnglamasi

y-F(a)=F'(a)(x-a) ()

bo'lib, urinmaning Ox ofqi Dbilan kesishish  nugtasining
koondinatalari x=a,; y=0 dir. Bu giymatlami (5) tenglamaga
qo ‘ysak:

ni hosil qilamiz. Bunda a, - urinmalar usuli bo'yicha birinchi
yaginlashishdir.

Endi [o,;fe] da \a{-b\<S shartni tekshirib ko'rumiz, agar shart
ganoatlantirilsa, hisoblash ishlari to‘xtatiladi va ildiz a, deb olinadi,
aks holda [a“b] kesmada yuqoridagi hisoblash ishlari takrorlanadi.

Agar hisoblash ishlari vatarlar usuli, yoki urinmalar usuli, yoki
har ikkala usul bilan bir vaqtda n marta takrorlangan bo‘lsa, a,, va
b,, lar quyidagicha aniglanadi:

(7)
D

b,,:hHJ-F(bHI)-F[é )It:)(bn)y (n=123..) (8)

Agarquyidagi belgilashlami kiritsak, ya’ni

e wVri®t J1("=123,.)

(7) va (8) formulalami
an =an-I| )

hn =bn-\ +" bn-1
(«=1,2,3, ..)
deb yozish mumkin.
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Laboratoriya ishini bajarilish tartibi

1 Berilgan F{x)=0 tenglamani J\x)=<p(x) shaklda yozib olib, fix)
va <p(¥) funksiyalar grafiklarini chizamiz hamda urinma va vatarlar
usulini ganoatlantimvchi [a\b\ kesmani aniglaymiz.

2. Quyidagi shartlami tckshiramiz:

a) F(a) va F(b) larturli ishorali boiishligini;

b) F(x) funksiyaning birinchi tartibli hosilasi

F(x) \u,b] kesmada o z ishorasini sagladiligini;

cl) ikkinchi tartibli P'(x) fa\b) da ishorasining saglashligini;

3. Kesmani F(xwF'(x)>0 shartni ganoatlantimvchi uchini
aniqlab, uni a bilan belgilaymiz.

4. Hisoblash ishlarini \a,,-b,\<S (bunda “-berilgan aniglik)
shart bajarilguncha davom ettiramiz.

Ko‘rgazmali misol

jr,-8.v+3=Q tenglamaning haqiqiy musbat ildizini umumlaiigan
urinma va vatarlar usulida 0.0001 gacha aniglikda tagribiy
hisoblang. >
Yechish:
1 x38x+3=0 tenglamani .t3=8jc-3 shaklda yozib olib, y=IC3 va y=8n-3
funksiyalaming grafiklarini chizamiz. Chizmadan ko ‘rinadiki,

tenglamaning haqigiy musbat ildizi oraligda yotadi.

1
2. a) F(X)—x -8v+3 funksiyaning x=0 va x=— nugqtalaidagi

giymatiami hisoblaymiz:

F(0)=3>0
T
. = g Lliz="14 +3=11 =0,125-1 =-0,875 <0,
2, 4, 2 8 8
Demak, F(0) va F| — lar turli ishorali.
b) Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalaril

topamiz: F(x)=3x2% F'(x)=6x.
[0; 0,5] kesmadagi ,v=0; x=0,2; .t=0,5 nuqtalaida flinksiya
hosilalaming idioralarini tekshiramiz:
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F(0) =3 0-8=-8<0, /%(0,2>=3 (0,2)2-8=3-0,04-8=0,12-8=-7,88<0.
F(0,5)=3 (0,5)2-8=3 0,25-8=0,75-8=-7,25<0, F"(0)=0

F/(0,2)=6 0,2=1,2>0, f(0,5)=6 0,5=3>0

Demak, F*(x) va F"(x) hosilalar [0; 0,5] kesmada o” ishoralarini
saqlaydi:
F(x)<0\ F\x)>0
3. (0; 0,5] kesmani F(x) F"(x)>0 shartni ganoatlantimvchi uchil
aniglaymiz.
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F(0) =350, F(0) =6 0=0, F(0)-F "(x)>0 , F(0,5)=-0,875<0

F\0,5)=6 0,5=3>0 F(0,5}F'(0,5)<0.
Demak, a sifatida 0 nugtani olamiz.

4, Hisoblash ishlarini a,, va b,, lami (7) va (8) formulalardan
aniglab, |a,,-bn|<0.0001 gacha davom ettiramiz hamda hosil
bo'lgan natijalami quyidagi jadvalga kiritamiz:

X F(x)=x'-8x+3 vb,, Da,., F(x)=3x:-8

X x Bx X'-8X+3 F(@a, ,)-F(b,.,) Abldl \ 3xr 3x’-8
¥ 0 0 0 3 -0.5 0.3750 0 0 -8
b, 0.5 0.1250 -3.8750 0.8750 3.875 -0.1129 0.25 0.75 -7.25
a, 0.3750 0.0527 -2.9473 0.0527 -0.0121 0.006954 0.14063 0|.42188 -7.5781
b, 0.3871 0.0580 -3.0388 -0.0388 0.0915 -0.00513 0 14485 0.44954 -7.5505
a  0.382054 K -*:] = 0.000085 <0.0001
b.  0.381969

Demak, berilgan a!-8x+3=0 tenglamaning eng kichik haqiqiy

musbat ildizi v=0,381969 bo ‘larekan.

N

o ~N ook w

+siar-0,25=0
.v+Inv-0,5=0

A"-4cosr=0
2x-\nxA=0
2M .1=0

xlgx-1=0
21gx-|+1=0

4x-cost=0

Variantlar
16 4x-7sinr=0
17 2vInx-1=0
18 3-v-21gv=0
19 X-2-41gx=0
20 Xx4g.v-1=0
21 \nx +-Jx = 0
22 (r-1?-c*=0
23 weq =0
24 I-(x+1)Inx=0
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10

12
13

14
15

K 008 X = 0

¥
cftfic- — =0
10
5jtJ-6siiur0
n-—lg.v-—=0
26"

xlrur-14=0
tg(0,4x+0,4)-jr=0

25

26

27
28

29

46

e*-2+.v2=0
2-nlg.v=0

x/
4-x-t71=0
x-Jx+1-1=0

2-.v«cetgv=0

2-Y* - cos ?jc: 0



Aniq integralni taqribiy hisoblashda Simpson usuli

Ko'pgina fizik va tcxnik masilalar, boshlang'ich funksiyalari
elemental funksiyalaidan iboiat bo'Imagan aniq integraldan iborat
bo'lishi mumkin. Natijada bo>4ilang‘ich funksiyalari elementar
funksiyalaidan iborat bo'Imagan yoki tajriba yo'li  bilan
aniglanadigan fimksiyalami integral yoidamida hisoblasiiga to'g'ri
keladi. Bunday integrallar giymatlarini topidi uchun turli tagribiy
hisobla”i usullari mavjud. Bulan to'g'ri to‘rtburchaklar, trapetsiya
va Simpson usullaridir.

Simpson usulining gisgacha mazmuni

Bu usulning asosiy magsadi, integral ostidagi fimksiyani
ikkinchi tartibli ko'phad bilan almashtirishdan iborat bo‘lib,
ko'phadning ma’lum nugtalaidagi giymatlari funksiyaning shu
nuqtalaidagi qiymatlari bilan ustma-ust tushsin.

Faraz qgilaylik,

b
\A*)dx 1)

a

integralni hisoblash talab gilingan bo'lsin.

fa\b\ kesmani a=x0, .v,,..., Xb=b nuqtalar yoidamida 2n ta juft
sondagi teng kesmachalarga ajratamiz va bu nuqtalaidan y=f(x) egri
chiziggacha OY o'giga parallel to'g'ri chiziglar o'tkazamiz. U holda
y=f(x), y=0, x=a, x=b chiziglar bilan chegaralangan trapetsiyaning
yuzi 2n ta elementar yuzachalarga bo'linadi. Ikkita qgo'shni
elementar yuzachalami parabolik trapetsiya yuziga keltiramiz. Hosil
gilingan yuza quyidagi formula yoidamida hisoblanadi:

~ (Y2, + Ayl M 2y2i+2) (2)

bu n dayirflxv)’ Yr,A=AxbJl YbH=AXxb+r\h= =0w- ]

[a,b\ - kesmada hosil gilingan parabolik trapetsiyachalaming
yuzlarini qo'shib, izlanayotgan integralning taqribiy giymatini
beiuvchi quyidagi formulani hosil gilamiz:
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b
fr(x] £ ¢™ (Y O+ y2n+4(1+Yr +-+Yrn-1)+ 2(v2 + Yn +-+Y2n-2))  (3)
| 6/7
(3) formulaga Simpson yoki parabola formulasi deyiladi.
Agar f(x) funksiya [a,b] kesnada to‘rtinchi tartibli uzluksiz
hosilaga ega bo‘lsa, u holda Simpson foimulasining absolyut xatosi

i | {b-af
180(2/j)
bu nda M\ |/v(x)l - ning [a\b] kesmadagi eng katta qiymati.
Funksiya to‘rtinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsa ham xatolikni

baholash qiyin bo'lishi mumkin. Qo‘ilgan aniglikda baholash
uchun Runge gqoidasidan foydalanamiz. Bu quyidagicha bajariladi:

4)

b-a b-a
va h>=
2n 47

gadamlar bilan (3) formula bo'yicha integralni hisoblaymiz. h=h{va
h=h2gadamlarda integralning taqribiy giymatlari mos ravishda 3(™*
va 3("2 - lar bo‘Isin.
U holda yo‘l go'yilgan absolyut xato
3(") » 3("1)

A=m
15

ko'rinishda aniglanadi.

Izoh. Agar (1) integralni s aniglikda hisoblash talab gilingan
bo‘lib, A<e hosil qilingan bo‘lsa, integralning tagribiy giymati
3= teng bo‘ladi. Agar A>e bo‘lsa,

3T 2,3,) (5)
integral (3) formula yoidamida hisoblanib

3("#)_3 )

A= " (6)
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absolyut xato topiladi. Agar <8 bo‘lsa 3 = 3/, -taqribiy giymat
olinadi, aks holda A<e shart bajarilguncha (5) dan boshlab jarayon
gaytariladi.
Masalaning qo‘yilishi
U dibu

1f{x)dx

integral Simpson usuli bilan s=10'5aniglikda hisoblansin.

Ishning bajarilish tartibi

1 Integralni qo'lda hisoblash uchun

n :"é"{n =5,N =2« =10)
n

gadamli jadval tuzamiz.

13-jadval
(N) (x;) (yi) (ki) (K ¥5)
0 X0 Yo 1 Yo
1 X, N 4 4y,
2 X2 V3 2 2y2
9 x9 W 4 4y»
10 X0 Y1 1 Yio

Jadval quyidagi taitibda to ‘Idiriladi:

1) (J10 - ustun, bo'lingan nuqtalaming tartib nomerlari;

2) (Xj) - ustun, [a;/>] kesmani bo'lingan nuqtalarining abssissalari;
3) (y,) - ustun, V~f(x,) funksiyaning moskeluvchi giymatlari;

4) (it.) - ustun, (3) formula bilan hisoblangandan vy, ning
koeffitsientlari;
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5) (k¥;) - ustun, y, va A - laming inos qiyTatlalining
Ko ‘paytma lari.
2. Jadvaldan foydalanib

3IM =1+frk y, (» =10)
1=0
3. h2=h/2 gadam bilan yana jadval to‘Idirilib
4, "u’<2§'_ N v. (yv = 20) hisoblanadi.
N 1:0 *
5. Xatolik (6) formula bo‘yicha baholanadi.

Laboratoriya ishlarining har bir variantini algoritmga gqarab
programmaani tuzib, EHM da natija olish zamr.

Namunaviy misol

JinsinxdX - aniq integral Simpson usuli bilan £=1O0* aniglikda
*
i

hisoblansin.

1. |n/4; n/2) kesmani N=2n=\0 gismlatga ajratamiz, u holda
2.

j I fit n it _h n
1 Tot2“4 ~40"2~2 ~80

va jadvalni tuzamiz.
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Nn,=n/40 Ne=10 n2=n/80 N=20

(RO (*)) ) (*) (o (*) ™)
0 0.785398 -0.346573 1 0 0.785398 -0.346573
1 0.863938 -0.273903 4 1 0.824668 -0.308108
2 0.942478 -0.211934 2 2 0.863938 -0.273903
3 1.021018 -0.159416 4 3 0.903208 -0.241668
4 1.099557 -0.115402 2 4 0.942478 -0.211934
5 1.178097 -0.079172 4 5 0.981748 -0.184660
6 1.256637 -0.050181 2 6 1.021018 -0.159416
7 1.335177 -0.028018 4 7 1.060281 -0.136397
8 1.413717 -0.012387 2 8 1.099557 -0.115402
9 1.492256 -0.003087 4 9 1.138824 -0.096353
10 1.570796 -0.000000 1 10 1.178097 -0.079172
1 1.217367 -0.063802
12 1.256637 -0.050181
13 1.295907 -0.038268
14 1.335177 -0.028018
15 1.374447 -0.019402
16 1.413717 -0.012387
17 1.452986 -0.006956
18 1.492256 -0.003087
19 1.531526 -0.000771
20 1.570796 -0.000000
20
2 3(*i)=_*x£ KYy, =-0,086413 3(:) =— K_KY' -"0,086414
3"0 (=0
309 _3(")
3. A= 15 <10 4. 3 =-0,086414

H#N#N#N#NQN#N#N#N#N#Hx



13

15

17

19

21

02 ydx

0O \+x3

Jin(l + n[x\k
0

0.5 , 2
\ arctgx dx
-

0'f5 xdX
0 1+X5

0.5 -

| \\ +x3dx
0

%

Jx2sin xdx
0

0,7

J x2e x dx
0

%

\Xx 2 cos xdx
0

0,5
jxarctgxdx
0,2

JIx3sin xdx
0

Variantlar

10

12

14

16

18

20

22
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2/
Je Tdclx
0

0.'f"> 1
COSXYjX
-------------- oxX

0,1
0,5
fx COS -Jxdx
0
Of sin.v 2

J x2
01 *

0’? arct
1 28 x
X.
sing
V

©o_h_1>'l9

02 X
rVSS].Ily
hix
O *
0.4
| xle~xdx
0



23

25

27

29

*t arctgx<jx

0 1+*

J x3e n‘dx

24

26

28

30
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J w2 NI+ x4dx

- 0.2

Jjcin(l + x)dx
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Birinchi darajali differensial tcngiamalarni Eyler,
Eyler-Koshi usullari bilan tagriban yechish

Ishning magsadi

Talabalami differensial tenglamaning 0‘ng tomonini
0 zgaruvchilarga ajralgan ikkita llinksiyaning KO ‘paytmasi
ko'rinishida yozish mumkin bo'Imasa va bundan kelib chiggan
holda bu masalalami analitik yo‘lbilan yechish mumkin bo'Imagan
hollanda yechisfiga o'igatish. Bundan tashqari, talabalaiga birinchi
darajali oddiy diffeiensial tenglamalami yechishda qo'llaniladigan
turli - xil sonli wusullardan mustaqgil foydalanishga, diffeiensial
tenglamalami approksimatsiyalashga, javoblaming xatosini
baholashga, yechim algoritmini qurishga, algoritmning blok-
sxemasini va uning dastuiini tuzishga, ulaming sonli giymatlarini
hisoblashga o ‘rgatish.

Ishni asoslash

O'gisdi jarayoni davomida talabalar oliy matematikaning bofhqga
kurslari bilan bir qatorda, birinchi darajali oddiy diffeiensial
tenglamalaidan boshlanib n darajali tenglamalargacha va xususiy
hosilali turli xil diffeiensial tenglamalami o'iganadilar.

Talaba oliy o‘quv vyuitlaiida ta’lim olish davomida turli xil
fanlami o'igana borib, fizik, mexanik, ijtimoiy, iqtisodiy va bodiqa
jarayonlami mode Uashtirish ko'nikmasini hosil qiladi. Hoziigi
davrda inson va jamiyat faoliyatini umuman  matematik
mode 1lashtirish jarayonisiz tasavvur qilib bo'Imaydi. Agar tok
kuchining o'tkazgich qismida o ‘zgarishi, havoning, yer osti
suvlarining, neft, gaz bosimlarining o'zgarishlari, turli xil biologik
substansiyalaming ko'payishi va halokati jarayoni, hudud, sliahar
avtotransportini boshgarish jarayoni, ishlab chiqgarish, ijtimoiy
jarayonlami  boshqarish, ozig4)vqat narxlarining, foydaning,
tannarxning va h.k. ortigeha jarayonlaming o'zgarishi diffeiensial
tenglainalar onqgali ifodalanishiga e ’tibor beradigan boisak, talabaga
ixtiyoriy darajali diffeiensial tenglamalami, xususiy holda birinchi
darajali diffeiensial tenglamalami yechish usullarini o'igatish
ganchalik muhim ekani ayon bo'ladi.
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Demak, talabalar diffeiensial tenglamalar bo'yicha laboratoriya
ishini bajarish jarayonida mustaqil ravishda tudi xil usullar to'plami
ichidan berilgan tenglamani ganoatlantiruvchi, unga eng ko'p mos
keluvchi yechish usulini izlash, u yoki bu usulni go'llash sohasini,
uning afeal va kamchiliklarini aniqlasii imkoniyatiga ega bo'ladi.

Masalaning qo‘yilishi

Diffeiensial tenglamalar kursidan ma’lumki, birinchi darajali
diffeiensial tenglamalaming baichasi ham kvadraturalanda
integrallana bermaydi. Kvadraturalarda integrallanmaydigan
masalalar sinfi kvadraturalanda integrallanadigan masalalar sinfidan
ancha kengdir.

Hosilalarga nisbatan yechilgan birinchi darajali diffeiensial
tenglamani ko'ramiz:

y" =f{x\y)- )

(1) diffeiensial tenglamaning umumiy yechimi C paramctiga
bog'lig quyidagi ko’rinishdagi lunksiyalar oilasi bo ‘ladi:

y = <p{X\C). (2)

Bunda (p{X\ C) quyidagi shartlami ganoatlantirishi kerak:

1) (2) yechim C parametming ixtiyoriy giymatida (1)
tenglamani ganoatlantirishi kerak;

2) shunday Q giymat mavjudki, Hinksiya n=r0 nuqtada u(x0)=u0
shartni ganoatlantiradi.

h(n-; Q funksiyalar oilasidan xususiy yechimni hisoblash uchun
n=n0nuqtoda

3)
bosiilang'ich shart beriladi.

Yuqorida bayon qilingan (1) - (3) masalaga Kodii masilasi
deyiladi.

Shunday qilib, (1) diffeiensial tenglamaning (2) umumiy
yechimidan (3) bo;4ilang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimni
topish talab qgilinadi.

(1), (3) tenglamalar uchun quyidagi teoiema o'rinli:

Teorema: Agar (1) tenglamada flx;y) funksiya va uning hosilasi

fy (t;v) tekisligida yotgan gqandaydir (x0;v0) nuqUini o0z ichiga
olgan yopiq D sohada uzluksiz bo'lsa, u holda bu tenglamaning
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x=x0 nugtada (3) shartni ganoatlantimvchi yagona y=<p(x) yechimi
mavjud.

Geometrik nuqtayi nazaidan qarasak, bu teoiema grafigi (vuv0)
nuqtadan o'tuvchi yagona y=(p{x) funksiya mavjudligini bildiradi.

Geometrik nuqgtayi nazaidan (2) tenglamaning umumiy yechimi
kooidinatalar tekisligida faqgat bitta o zgaiuvchi C ga bog'lig egri
chiziglar oilasini tashkil gqiladi. Bu egri chiziglar integral egri
chiziglar deb ataladi. Xususiy yechimga bu oilaning berilgan
gandaydir (jtO;v0) nugtadan o'tuvchi bitta egri chizig'i mos keladi.

1) - (3) nfasalani ikki xil yo'l bilan yechish mumkin: analitik
(bunda javob analitik ifoda ko'rinishida bo'ladi), sonli (bunda javob
jadvallar ko'rinishidi bo'ladi).

Diffeiensial tenglamani sonli wusul bilan ycchish quyidagi
bosqichlaidan iborat:

I. Sonli usulni tanlash.

Mavjud baicha sonli usullaitlan berilgan tenglamaga eng ko'p
mos keladigan usulni tanlash.

Il. Yechimning algoritmini ishlab chiqish.

Topilayotgan yechimlaming ketma-ketligi, ya’ni yechimning
algoritmi aniglanadi.

I1l. Bevosita hisoblashga tayyoigarlik.

Talab qgilingan aniqlik darajasida baicha arifmetik hisoblami
bajarishni  ta’minlash, yondamchi qurollami tayyorlash (talab
gilinayotgan jadvallar, mikrokalkulyatorlar, hisoblash mashinalari),
yechish algoritmining blok-sxemasini tuzish, progranmiani qo'l
ostidagi hisoblash mashinasiga mos algoritmik tilda tuzish.

IV. Hisoblashlami bajarish va natijani olish.

Agar hisoblash  mikrokalkulyatorda bajarilayotgan  bo'l.4t,
hisoblashlar ketma-ket bajariladi va olingan natijalar jadvalga yozib
go'yiladi. Agar hisoblashlar kompyutyenda bajarilsa, u holda
programma kompyuter xotirasiga Kiritiladi va natija kerakli shaklda
olinadi.

V. Olingan natijalaming tahlili.

Olingan natijalar tahlil gilinib, yechimning xarakteri aniglanadi,
uning grafigi chiziladi, zamr bo'lgan fciqdiida berilganlar
o'zgartirilib, hisoblash takroran bajariladi.
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Usulni tavsiflash

Birinchi darajali diffeiensial tenglamalami taqribiy yechishning
eng sodda usuli Eyler usuli hisoblanadi. Eyler usulining mazmuni

shundan iboratki, izlanayotgan yechimning ekstrapolyatsiyas
birinchi darajali ko'phad bilan almashtiriladi.
Bizga
y' =f(x.y) (4)

diffeiensial tenglama quyidagi boshlang'ich shartlar bilan berilgan
bo'lsin

>SN=*0=D 5>
bu yeida reD va D={x: a<x<b}.

\a\b] kesmani x=h nuqtalar bilan n ta teng bo'laklaiga bo'lamiz,
bunda

/, = - *I1E (6)
n n
Demak h=xi-x0=x2-xI=...=xnxni=Ax.
Agar (4) tenglmaning yechimini y-<p(x) deb olsak, u holda
uning a=x0, X ....... . Xrei) nuqtalaidagi yechimlari yx(p(,v0), y r-(p”*cx

y =(p{xn) ko'rinidida bo'ladi.
Quyidagi belgilashlami Kkiritamiz:

OYo =Y 1~ YovArt = ¥2- YI =¥Yn- Yn-1e )
Hosilanin% ta'rifi%a ko'ra AItir_n>o%3(/=y\

Udibu hosilani orttirmalaming nisbati bilan almashtirib,
gandaydir xatoliklar bilan

B - > <>
deb yozst bo'ladi. Bundan Ay= _yAv ifodani
Av = f (X ;>)Ax (8)

ko'rinishida yozamiz.
(8) ifodaning X,(i=0,n- 1) nuqtalaidagi giymatini topamiz:
x=x0da AuO=f(x0\y0)Ax
yoki (7) ni va Ax=h ekanligini hisobga olsik,
YrYo=A*o<Y <Q)*m
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Bu ycrda h, x0, y0 giymatlar ma’lum bo'lgani uchun y, ning
giymatini quyidagicha yoza olamiz:
N ~ Y +f(xa;v0YL 9>
v=t, bo'lganda Ay,=/(1|, y,)Ax ni yoki y2yi~f(xfly,)h ni topamiz,
bundan

YT =Y\ +A*\'-y No - 0°)
Xuddi shunday yo'l bilan quyidagilami topamiz:

X=x2pa ¥3=y2+f(x2;y2)l.
x=x3pa™M =y3+f(xy,yy)h

X=Xn_xpay, =yn-\+ f(x,-\,y,-\)h.
(9), (10), (11) munosabatlaidan ketma-ket vy,, v, Y,, lami
topamiz.
Topilgan y,, y2 e vy, giymatlar (4), (5) diffeiensial tenglama
yechimining n,, Xz, ..., X, nuqtalaidagi sonli giymatlari bo'ladi. Bu

yechimlar taqgribiy, chunki ular (*) farazdan olindi, shuning uchun
Eyler usuli bilan olingan yechimlar taqribiy yechimlar deyiladi.

Geometrik nuqtayi nazaidan Eyler usuli tekislikdagi (M0;y0),
@LyD,...(armys)y nuqtalami birla&tirishdan hosil bo'lgan siniq
chizigni bildiradi. Shunday yo'l bilan olingan siniq chiziq Eyler
sinig chizig'i deb ataladi. Bu sinig chiziq (4) diffeiensial
tenglamaning  integral egri chizig'ining taqribiy  ko'rinishi
hisoblanadi.

Yy f

Yc

1-rasm.
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Agar/(x;v) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsa:
a) funksiya [a;/?] kesmada uzluksiz;
b) funksiyaning x bo'yicha hosilasi yugoridan chegaralangan

df
dx dx dy
d) u bo'yicha Lipshis shartini ganoatlantiradi:

I(%y)- 1%y T A%K - g 1EE=1") @
U holda y(xB aniq yechim bilan yt taqribiy yechim orasidagi
xatolik quyidagi formula bo'yicha hisoblanadi:

Bu yenda N \a L hagiqgiy sonlar.
Namunaviy misol

v(v)( 0=0 boshlang'ich shartni ganoatlantimvchi y'=2x+y

diffeiensial tenglamaning yechimini toping. Yechim [0;1] oraligda
/i=0,I gadam bilan topilsin.

Shartga ko'ra «=n0=0, b=x,,=I va fix\y)=2x+y

Nugqtalar sonini (6) dan topamiz

h 01

Endi (9) - (11) sistemaga ko'ra x, nuqtalatda funksiyaning
v,,(/ =1;l0) giymatlarini topamiz:
ng=0 da yO0=0
*=0,1 da vy,=y0f(x0\ yoy?=y,+(2x0+ y0)/j=0+(20+0)0,l =0
Xn=0,2 da y-=vV|+/(X,; y,¥r=y,+(2x,+ y,)ft=0+(20,1+0)0,1 =
=0,02;
x4&0,3 da y3Fy,+ y-)h=y,+(2x,+ y,)/i=0,02+(2 0,2+
+0,02)0,1 =0,062;
#=0,4 da-—- [f-=mmmmm y4=0,1282;
*s=0,5 da ......... /] === v5=0,22101;
*6=0,6 da ....... Al y6=0,34312;
X-,=0,7 d a ......... /] y 7=0,4974;
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ny=0,8 da ... S y8=0,68714;
*=09da.... Al y,=0,91585;
jc0= 1da.... A—....... vio= 1,18744
Berilgan diffeiensial tenglamaning aniq yechimi y(Jc) = 2ex2x-2
ga teng.
Yechimni jadval ko ‘rinishida ham ifodalash mumkin
1-jadval
o X Yi.i av,.,=I(VMy,, i)lj Vi
1 01 0 0 0 0
2 0,2 0 0,2 0,02 0,02
3 03 0,02 0,42 0,042 0,062
4 04 0,062 0,662 0,0662 0,1282 1
5 0,5 0,1282 0,9282 0,09282 0,22102
6 0,6 0,22102 1,22102 0,122102 0,343122
7 0,7 0,343122 1,543122 0,1543122 0,4974342
8 08 0,4974342 1,8974342 0,18974342 0,6871776
9 0,9 0,6871776 2,2871776 0,22871776 0,9158954
10 1 0,9158954  2,715589538 0,271589538 1,1874849
2 jadvalda taqgodadi uchun aniq va taqgribiy yechimlami
keltiramiz:
2-jadval
Ne o anigq yechim taqribiy yechim
Y(X) M
1 0,1 0,010304 0,0000
2 0,2 0,0428 0,200
3 0,3 0,09972 0,0620
4 0,4 0,18364 0,12820
5 0,5 0,29744 0,22102
6 0,6 0,440424 0,34312
7 0,7 0,6275 0,49743
8 0,8 0,85108 0,68717
9 0,9 1,1192 0,915895
10 1 1,43656 1,187484

Agar absolyut va nisbiy xatolami hisoblasik:

A=y (v,y~y,=0,249076,
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A =0249076 g 338
- y(xj)  1,43656
Demak, yo‘l go'yilgan xatolik 17,34% ni tashkil etadi.

Bundan ko'rinadiki, taqribiy yechim aniq yechimdan ancha faiq
giladi. Bu integrallash qgadami h-0,1 juda qo'pol olinganini
bildiradi. Agar gadamni /i=0,01 yoki h=0,001 qilib olsak, taqribiy
yechimni aniq yechimga ancha yaqinlashtirish mumkin.

Eyler usulining anigligi integrallash gadami h ga bog'lig va
uppmksimatsiyalash tartibi o(h) kattalik bilan o'lchanadi. Shuning
uchun kerakli aniglikka erishish uchun h ning giymatini kamaytirish
kerak. Approksimatsiyala*h xatosini kamaytirish uchun Eyler
usulining mukammallashgan shakli Eyler-Koshi usulidan
foydalanish mumkin.

Eyler - Koshi usuli

Yechimlami Eyleming mukammallashgan uaili bilan topganda
quyidagicha yo ‘Ltutiladi:

Har bir k gadamda x*+, :,,vA+2— oralig nuqgta uchun

funksiyaning qiymati

(12)
x4 2
2
formula bilan hi.soblanadi.
Keyin xkri nugtiida yM funksiyaning giymati
YM =YK+ ¥ X 05y, ) (13)
\Y% 2 2,

dan topiladi.
Eyler - Koshi usuli bo'yicha har bir k+1 gadamda (11) formula
bo‘yicha

y§i = YK+ ¥ (XK-,yK) (14)
hisoblanadi va keyin bu asosida W+ funksiyaning giymati gayta
aniglanadi:
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Misol. Yuqgorida ko'rsitilgan masalani Eyler - Koshi usuli bilan

yeching:

x0=0 pa y(0 =y0+Ax0;y0)fi=y0+(2*0 +>0)3=0+ (2«0 +0) m),1 = 0.

=01 pgay\

YK*| = YK

Yo +M(/(*0;>0)+ /(*1;>7))= Yo+7 (2*0 +Yo + 23, + V)0,)=

im0

Bu usulning aniqlik tartibi 0(h?2).

0+% (2 0+0+2 01+0)= 0,01

*2=0,2pa yf) =y, +i(2x,+y,) = 0,01+ 0,1(2 0,1+ 0,01) = 0,031,

y2- Y +0,052.V| +y, +2xn +y2)=0,042.
Xuddi shunday

*3=10,3 da
*4=0.4 da
*5=10,5 da
A6=0,6 da"
Xj=0,7 da
*8=10,8 da
x4y=0,9 da
nw= * da
i topdik.

y3 = 0,0862
V4 = 0,1628
V, =0,2798
y6 = 0,4242
yi = 0,6046
y8 = 0,8250
y9 = 1,0896
V,0= 1.4029

Y3 = 0,0984
v4=0,1817
y5= 0,2997
y6 = 0,4406
y7=0,6228
y8= 0,8451
W= 11118
V0= 1,4175

Hisoblash natijalarini jadval ko'rinishida yozamiz.

=z
ic

X

0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
10 10

© 0o N OB WN R

aniq yechim

0.01304
0,0428
0,09972
0,18364
0.29744
0,44424
0,6275
0,85108
1,1192
1,43656

Eyler-Kodii
usuli yechimi
0,0100
0,0420
0,09840
0,1817
0,2997
0,4406
0,6228
0,8451
1,1118
1,4175
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3-jadval

Eyler usuli yechimi

0,0000
0,0200
0,0620
0,1282
0,22102
0,34312
0,49743
0,68717
0,915895
1,187484



n=1 nuqtadagi absolyut xatolik A = 1,43656 - 1,4175 = 0,01906,
nisbiy xatolik

001906 =00329
> 1,93656

ga tengdir.

Shunday qilib, yo‘lqo ‘ilgan xatolik 1,33 % ni tashkil etadi.

Taqribiy hisoblasiilammg u yoki bu usulini tanlash asosan
integral egri chiziglaiga bog'liq bo'ladi. Agar integral egri chiziglar
to‘g‘ri chizigga yagin bo'lsa, Eyler usulidan foydalansa bo'ladi.
Agar integral egri chiziglaming ko'rinishi to'g'risida oldindan bir
narsa deyish qiyin bo‘lsa, u holda Eyler usulida integral gadamni
maydaioq olisJi kerak yoki Eyler - Koshi usulidan foydalanish
kerak.
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10

1

12

13 .

14

y
y'= X+ cos’y
. y
y —X+COS—3

\ y
y'=X + cos—

y = X+ cos-)/é
yfl
y :X+CCBZ
K

y "= X® cos 2%5

y = X+ C%y—
e
\ y
y'= X+ C06—=
nle
y'= X+ CDS-yz
n/3
y'= X+ Q6=
VIT
y = X+ Si.n~¥:
- Yy
y'= X +sin—
y'- X+ sin ,)-/——
nflo
y'= x+sin—¥:
nr7

Variantlar

Yo (1,8)=2,6
Y0 (1,6) = 4,6
yo(0.6) = 0,8
yo(0,5) = 0,6
y(1,7) = 5,3
Y0(91,4) = 2,2
Yo(1>4) = 2,5
Y0(0,8)= 1,4

E =
yQ2,1) = 2,5
¥0(1.8) = 2,6
Y0(1,6) = 4,6
Y0(0,6) = 0,8
yo(0,5) = 0,6
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xe[
1.82,8]
xe[1,6;2,6]
xe[0,6
2,6]
xe [0,5; 1,5]
xe[1,7;2,7]
xe[1,4;2,4]
xe[1,4;2,4]
xe [0,8;1,8]
xe[1,2;2,2]
xe[2,1;3,1]
xe[1,8;2,8]
xe(1,6;2,6]

xe [0,6; 1,6]

xe [0,5;1,5]



15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

L] H V
y'= X +sin—
n

. Y
=X +sin —
Y n2X
. Y
=X +sin—
y'=x+si s
y:x+sin~¥-
n2

y'= X+ sin—)}{:
73

Y
=X +SIn—
b 1

y = X+sfn--L-

9

y = X+ Sin“%/:
n15

Y=X+ sin—X
15

y'-X + Sin ry—
n

Yo(1,7) = 5,3
Yo1,4) = 2,2
Yo(1>4) = 2,5
y0(0,8) = 1,3
Yo(M)= 15
Y0(0,6) = 1,2
Y0(0,5)= 1,8
Yo(0,2)= 11
Yo(04) = 0,8
y(0,5) = 0,6
Yo<1l.2)= 14
yo(0,4) = 0,8
Y0(0,3) = 0,9
Yol2)= 18
Y0(0,7) = 2,1
Y0(0,9) = 17
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xe[1,7;2,7]

xe [1,4;2,4]

xe[1,4;2,4]
xe 10,8;1,8]

xe[1,12,1]

xe [0,6;1,6]

xe [0,5;1,5]

xe [0,2;1,2]

xe[0,1;1,1]

xe[0,1:1,1]

xe[l,2;2,2]

xe[0,4;1,4]

xe[0,3;1,3]

xe[1,22.2]

xe [0,7;1,7]

xe [0,9;1,9]



A w0 D

©

10.

11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.

Diffeiensial
tenglama

y'=y3-X
y'=x2y2-1
y'=x2-y 2

1+ x2
y— r +1
xy

T ltx+y
y'= e* +xy
y'= siny - sinx

y'=1+ X+ x2-2y2

X- +y2

N .0

y'=x’+r
y*—x3y 3+ X2
y'=Vxy2+1
y'=y2+xy+ X2

y'=xyl—1

((/\

= + +V

X ex
Y=2 + x+y
fl
y,“ x“U “Vyi
y’'= X+ pa/l+y2

Boshlang ‘ich
shart
Y,0o=1
Y. =1
yL =o0
yL =1
Vw0 = 1
y.0=0
Yom =°
yL, =i
yL, =i
yu =w
yL. =1
Mx0=10
Y,0=1
yL..=°
MN02=1
yL-0 = 15
yI*, =2

o =02
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xela;b]
10; 0,5)
[0; 0,5]
10; 2]
LGB/

[0: 0,5]

[0; 1]
[0; 1]
[I; 1.1]

[I; 1,5]

10,5; 1]

[0; 0,5]
[1; 1.5]
[0; 0,5]
to, 1]

[0,2;
1,2]
[0,3;
1,3]

[1; 2]

10,3;
1,3]

bi
0,01
0,01
0,1
0,01

0,01

0,1

0,1
0,05

0,05

0,05

0,05
0,05

0,01
0,01
0,1

0,1

0,01

0,1

h2

0,1
0,1
0,4
0,2

0,1

0,2
0,2
0,1

01

01

01
0,1

0,1
0,05
0,2

0,2

0,02

0,2



19.
20.

21.

22.
23.

24.
25.
26.

27.

28.
29.

30.

y'= X2 +2y

if

y'= X+ sinL
X
y'=x +y2
. Y2+ X2
y= ¥y
y'= X~¥Y2
y'= 2x - 0,1y2

Y'=xyr-1
y' —1,5y n/x

y1l= x3- yx- y"

n,.. =02
Yx, =1
W= =1
Y1..0="°"3
Yk0=1
yl,,0=1
yl,.0 =1
-4=0 =1
yl.., =1
y|,0 =0
yL =2,7183
yu=0,5
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[0;
u;

[i;

[0;
O,

[0;
fO;
[0;

n,

[0;
u;

[0; 0,5]

2]

21

1]
1

1]
1]
n

2]

1]
21

0,1
0,1

0,01

01
01

0,1
0,1
01

0,1

0,1
01

0,05

0,2
0,2

0,2

0,2
0,2

0,2
0,2
0,2

0,2

0,2
0,2

0,1



Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun Teylor formulasi
va uning tatbiglari

Qo'yilgan maxilani to‘g‘ri hal qilish uchun, birinchidan,
masalaning o'zini yaxshi tushunish, ikkinchidan, ishlatiladigan
matematik apparatning nozik jihatlarini bilish, uchinchidan est shu
tipdagi masalalami hal gilish bo'yicha yetarli tajribaga ega bo'lisli
zaiur.

Ushbu laboratoriya idiida Teylor fonnulasi talabalaiga Oliy
matematikada bayon qilinadigan baicha fomiulalar kabi amaliy
masalalami hal gilish quroli sifatida tagdim etiladi.

Laboratoriya ishidan magsad talabalami Teylor formubsi va shu
formula yondamida hal gilinadigan masalalaming ayrimlari bilan
yaqgindan tanishtirish, shuningdek ushbu tipdagi masalalami yechidi
bo'yicha ulaida muayyan ko'nikma hosil gilishdir.

I. Tushuncha va faktlar

1-teorema. flxy) funksiya MO(x0;y0) nuqgtaning biror e>0 atrofi
X>)TI(x ~x0)2 + (Y-YoY <e}da n+l maita diffeiensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda
f(xo+ Ax;y0 + At) = f(x0;y0)+df\Mg+"  2/]| +.m

1 I (1)

-d" —_yn”
...+n!d flu +t(H+i\3 +7|\7v

tenglik o'rinli bo'ladi. (1) tenglik Teylor fonnulasi deb ataladi.
Bu yerda N(x0;y0) va (VO+Av; vO+Av) nuqtalami tutashtimvchi
kesmadagi biror nuqta;

d kA =M *"pr Ar*-"-AY. (2)
AXK~' By
Xususiy holda,
A=1 bo’lganda,
df M wol.at+M sao),Ay,
= lwn dx dy
k=2 bo'lganda,
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1A T /(-Y>Y0) ~.2 ; 2d~/(xo>0) Av.Av+~V kizo).4v2
7 dx~ dxdy dy

Wl — <n+7|...*,, +1=- rd"+\f Teylor  formulasining
(«+>) n (a+1) AV
Lagninj ko'rinishidagi qoldiq hadi deb alaladi.

2-teorema.
a) md"f\ll\/l, - Olgrg /2_H =0;

b) limj k . =0, yani e®° da Rn*i d"f\
«0d”A Wi
y

ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor.

Izoh. (1) ko'rinishdagi Teylor formulas! f uch, to'rt va hokazo
o'zgaiuvchilaming funksiyasi bo'lganda ham o'rinli. Umumiy holda
(1) tenglikning o'ng tomoni yozilish jihatidan o zgarmaydi. Fagat
funksiya to'la diffeiensialini hisoblashda o'zgarish bo'ladi. Uch

o'zgaiuvchili  funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli to'la
differensiallarini quyida keltiramiz:
AN N . .
df\ (bYo”o0) . df(xQ\yO\ZO)-Q\y al(x0;y0;r0) 7\
M 0 dx dv dz
2f
d 2f -d sz +32f— -A\y2 +d—2fr- mAZ2 +
MO  dx2 Mo MO dz2 MO
w20 mceay+29 A +29% Ay
dxdy dxdi dydi
nin Mh

bu n da MO(x0;y0;%).

Funksiyaning ikkinchi tartibli to'la differensiali argumentlarining
ort-tirmalariga nisbati kvadratik formadir.

Ikki o'zgaiuvchili funksiya uchun

d2f
- ,al2 - a2\ .- <72/ a7 d2f

dx2 0 oxdy D2
belgilashlami Kkiritsak, uning ikkinchi tartibli to'la differensiali. Ax
va Jly ga nisbatan matritsasi
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«, , &,

\ad°nj
dan iborat bo'lgan kvadratik tormaga aylanadi.
Uch o'zgamvchili funksiya uchun esa

_d2f d2f _s2f
au = ,«33:=-
dx- o te22" dy2 Mn < wmn
f of Saf
al2 ~a2\: «23 -«32 - _FgZ_/

" dxd ,au ~ i dxd
xbeu y idxdz AD

belgilashlami kiritsak, uning 2-tartibli to'la diffeiensiali matntsasi
ra\|an «13 J
Q2i ~22 723
731 «32 «33
bo'lgan kvadratik formadan iborat bo'ladi.
Q(?c|,x2jc3)=XTA X kvadratik formani garaymiz. Bu yeida

I'alla\2a\3 N
A= «21«22a23 ’X = *) —(Xj XT X3"
[«3, a32 «33 *3

Q(0;0;0)=0.
I-ta’rif. Agar Q(x,;x2x3) kvadratik fonna argumentlarining
x\' +x2 +x} *0 shartni qganoatlantiradigan baicha qgiymatlarida

musbat (manfiy) bo'lsa, musbat (manfiy) aniglangan kvadratik
forma deb ataladi.

al\la\2ali
°11«12

8 [ «Ll>52 8317 «21«22 «23
«21 «22

°31a32a33

belgilashlami Kiritamiz.

3-teorema. 8,>0, 520 (5,>0, 82>0, 83>0) bo'lsa, ikki (uch)
o'zgaiuvchili / funksiyaning ikkinchi tartibli to'la diffeiensiali
aigumentlarining  orttirmalariga  nisbatan  musbat aniglangan
kvadratik forma bo'ladi.

4-teorema. 8,<0, 820 (8,<0, 52>0, 83<0) bo'lsa, ikki (uch)
o'zgaruvchili / funksiyaning ikkinchi tartibli to'la diffeiensiali
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aigumentlalining  orttirmalariga  nisbatan manfiy  aniglangan
kvadratik fonna bo'ladi.

2-ta’rif. Agar MO nugtaning biror atrofi topilib, shu atrofdan
olingan MO dan faigli bo'lgan ixtiyoriy M nuqta uchun f(M)<f(MO)
(f(M)>f(MQ)) tengsizlik bajarilsa, f(M) funksiya MO nuqtada lokal
maksimumga (minimumga) ega deyiladi.

Agar funksiya MO nuqtada lokal maksimum yoki lokal
minimumga cga bo'lsa, u MO nuqtada lokal ekstremumga (yoki
shunchaki ekstremumga) cga deyiladi.

3-ta’rif. Agar u=f(x\y) fiinksiya uchun MO(x0;y0) (<p(x0,y0)=Q)
nuqta va uning biror atrofi topilib, bu atrofdan olingan <pOc,y)=0
bog'lanish shartini ganoatlantimvchi va MO dan fargli ixtiyoriy
M(x,u) nuqta uchun

ft>y) <f(xo;Y0)(/(*;y) > A*0;y0))
shait bajarilsa, J'(x\y) funksiya MO(x0;u0) nuqtada shartli maksimumga
(minimumga) ega deyiladi.

5-Teorema. (ekstremumning zamriy sharti). f(xy,z) funksiya
MO(x0;v0;3>) nuqtada lokal ekstremumga ega va differensiallanuvchi
bo'lsa,

nosyp;-0) _ cY(ho;yp;-0) = =0
dx dy dz
bo'ladi.
Natija. Agar f{x\y\z) funksiya MO(x0]y0-Z) nugtada lokal

ekstremumga ega va differensiallanuvchi bo'lsa, Ax, Ay va Az ning
baicha giymatlarida

bo'ladi.
Funksiyaning birinchi tartibli to'la differensiali nolga teng
bo'ladigan nuqtalar uning statsionar nuqtalari deb ataladi.
6-teorema. (ekstremumning yetarli sharti).
MO nuqta ikki marta differensiallanuvchi bo'lgan / funksiyaning

statsionar nuqtasi bo'lsin. Agar d2f\ musbat (manfiy) aniglangan
kvadratik foima bo'lsa, / funksiya MO nuqtada lokal minimumga
(maksimumga) ega bo'ladi.

7-teorema. Agar (MO,vON) L(x;y;):-fix;v)+/cpix;y) funksiyaning
statsionar nuqtasi bo'lib,
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F(xm):=f(x;v)+H1>" YY)
funksiyaning MOQ(x0;y0) nuqtadagi ikkinchi tartibli to'la diffeiensiali,
ya’ni
2
d ¢ Mu musbat (manfiy) aniqlangan kvadratik fonna bo'lsa,

u=flxy) funksiya MO(x0;y0) nuqgtada <p(X\y}=0 bog'lanishli shaitli
minimumga (maksimumga)ega bo'ladi.

* 1l. Masalaning qo‘yilishi

1. Berilgan Pmx\y) ko'phadni Teylor formulasidan foydalanib,
(.r-gr0) va (y-y0) ning darajalari oiqali ifodalash.

2. Berilgan arifimetik ifodaning qiymatini n=1 uchun Teylor
foimulasidan foydalanib (goldiq hadni hisobga olmasdan)
taqribiy hisoblash.

3. u=f{x,y) funksiyaning statsionar nuqtalarini topish; topilgan
nuqtalaida f[xy) funksiya lokal ekstremumga ega bo'lishi-
bo'Imasligini dZonqali aniglash. -

4. u=f{x;y) funksiya berilgan (p{xX\y)=0 bog'laniihli, shartli
ekstremumga ega bo'ladigan nuqtalami topish.

I11. Masalalami yeehish algoritmlari

1-masala. xy+y®b ko'phadni (.v+1) va (y-1) ning darajalari oiqali
ifodalang.

1-masilani yeehish algoritmi.
a) Ko'phadning darajasi m ni aniqlash;

[«=3
Berilgan ko'phad uchun n-3 bo'lganda Teylor fonnulasini yozak,
goldig had 0 ga teng bo'ladi.
h) xo, y0Ova Av, Ay ni aniqlash;
x0=-1, Yo=1 Ax=x+1 Ay=y-1

d) d kPS\'(_t_t) (A-=0,1,2,3) ni hioblash (10/0@'(4,()) =73(-1;D)]
P3(-1;1M-1)2-1+13=2; P3(-1;1)=2,
— = 2xy, h=:x2+f§.y2, ] =4,
CcK K (L0 % HD
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dPoI-LI) - -2(x + 1)+4(y

%t_ 'y /c\ixdpy'_zx -
o PP _
rktfy(_U)__ ' -# (-n) =6
j2n = 2vHD)2-2-2-(x+1)(v-1)+6(y-1)2

_C9' _y_:Ql _/\3_ :6 — T =6,

<3 r.r/ dxcty?2 ' cty*
d 2Pi =3-2-(x+D2(y-1)+6(y-1)3.
(1= ST DAYD BN
2) Topilganlami
P3{x-,y)=Pi{- L;)+rf/$|( L)+ Irf2n +-~"Pb
-11) 3 (-1:0

tenglikka qo'yish:
X2y +y3=2-2(*+D)+4(y-1)+(x+22-2(x +IXy-I)+
+3(y-i)2+(*+i)2(y-i)+ (.y-i)3.
Milsala hal gilindi.
2-masala. a"(4,05)2 +(3,07)2 ni taqgribiy hisoblang.
2-masalani yechisii algoritmi.
M ]
juyh Juyoy* oy 0)

tagribiy hisoblash foimulasidan foydalanish uchun
a) f(x,y) funksiyani tanlash:

f{x-y) =TI +y 2;/(4,05;3,07) = (4,05)2 +(3,07)2 ,

dv
hamda Av=.v-jc0, Ay=y-y0 nisbatan kichik bo'ladigan gilib tanlash:
M =4;y0= 3;/1x=0,05,/1y = 0,07,

b) M0 va vO ni /(aQ;v0), va anig hisoblanadigan
X
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d) f(x0;v0). dx va dy ni hisoblash:

8f
X Ix24y2° A
4 df
s X -
X (43) 5dy
e) topilgan giymatlami (1) tagribiy hisoblash formulasiga qo'yish:

7(4,05)2 + (3,07)2 * 5+, «0,05 +e «0,07 = 5+ 0,04 o 0,07 =

A=5+0,04 +0,042 = 5,082; ;/(4,05)2 + (3,07)2 * 5,082.
3-masala. f(x;v)=x3+y33xy funksiyaning lokal eksuemum
giymatlarini toping.
3-masalani yeehish algoritmi.

n/ m
a) Birinchi tartibli xususay hosilalami, yani — va — ni
dx dv
topish;
df—: 0
dx
Ao=0
dy
sistemani yechib,/(.v;y) funksiyaning statsionar nugtalarini aniqlash:
Don2 oy o= jy2.
0X ay

[33:2-3>'=0 jx2-y =0
\ly2-3x-0,\y2-x -0
MOQ(0;0) va M ,(I;l) statsionar nuqtalar.
d2f d2/ daf
b) xususiy hosilalami topish; har bir
dx2 " dxdy ° dy2
statsionar nuqta uchun a11’ A2’ App koeffitsientlami, so'ngra St=au,
N2=a,i-a:2-a2,; minorlami hisoblash;
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Mo(0;0): tf,1=0, «|2=-3, «*=0 N=0. &=-9
n/,(1;1): an=6, 1|2=-3, n2=0 =6, <$,=36-9=27, £3=27
d) <">0, &>0 bo'lsa, dZ kvadratik forma musbat aniglangan,
rf,<0, A>0 boiai, dZ kvadratik forma manfiy aniglanadiganidan
foydalanib, har bir statsionar nuqgtada lokal ekstremum bor-yo‘gligi
hagida xulosa chiqgarish; funksiyaning ekstremum qgiymatlarini
hisoblash:
MO0(0;0) uchun 6,=0, 6%0: d:f aniq ishorali kvadratik forma
eTa s
MO nuqtada shartli ekstremum mavjud emas.

M,(I;1) uchun 6,>0, 52>0. Demak, dZ niusbat aniglangan
kvadratik forma.

M|0;1) nuqtada berilgan funksiya Al;1)=1+1-3=-1 ga teng lokal
minimum giymat gabul giladi.

4-masala. u=x+2y funksiyaning x2ty2=5 bog'lanishli shaitli
ekstremum giymatlarini toping.

4-maalani yeehish algoritmi.

a) L(xy\/1) funksiyani tuzidi; L(x\y\A) ning statsionar nuqtalarini
topish:

dL
— —1+ 2Ax,

1+ 2tar =0,

2+2\y =0,

X2+y2-5=0.
sistemani yechib,

statsionar nuqgtalami topamiz.

b) har bir statsionar nuqgta uchun

® {x.,y)=f(x,y)+ *<p{x.y)
funksiyani tuzish:
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K 24 ) (>N + 2y +Mar2+ r - 5).

VI 1A ~1g(x;~=x+2r ~(,1+/ -5),

d) har bir statsionar nuqta uchun d2= ni topish va xulosa
chiqgarish; f (x,y) ning ekstremum giymatlarini hisoblash:

n <2 r2 nn
M, - 1;-2;—t P - I, --——CR:O, _zrqo: 1
2j <3r cor® th~

5,=1>0, 6-,=I >0. Demak, (-1;-2) nugtada d2F mu shat aniglangan;
f (x,y)=x+2y flinksiya (-1;-2) nuqtada /(-1;-2)=-5 ga tcng shartli
(,r2+y2=5 bog'lanishli) minimum qiymatni qabul giladi.

m(w-N\V £*--\ » =n £ ? =-le

2l 2] a2 A ~°

6,=-1<0, 82=1>0. Demak, (1;2) nuqtada d 2F manfiy aniglangan;
f(x\y)=x+2y funksiya (1;2) nuqtada / (1;2)=5 ga tcng shaitli
(v2+y:=5 bog'lanishli) maksimum giymatni gabul qgiladi.
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IV. Variantlar

1 - variant
= Pm Y)=-0'+Xy2+1 \M=1>0=1
2. 3(4,3)Z2+(3,21)2 =?
3. I(a-;v)=x"2(- x-vy)

4. 1(-x;y) = cos2x +sin2jry - - =0

2 - variant
le PT(XY)=X3+vVv3-2xy, XV =-1,y0=-1
2. sin(30,05)° «cos(60,02)° =7
3. f{x;y)=4-(x2+y2f 3

4. I(x;y) =x+y;-N-+-~ -~ =0
x oy 1

3 - variant
1 PT(X'Y)=xY +Xx2 +¥2'x0 = "> =1
2. In(e25-e203+1)="?
3. f(x;>)=x3+y3-15xy
4, f(x;y)=x2+y2- xy+x+y-4;x+y +3=0

4 - variant

le pm(x;v)=X2y - xy2, x0=2,y0=1
2. arcfgl,05arc7g1,007 = ? (I-chorakda)

3. f(x;y) =(x2+y2(e-(- +y2)- 1)

4, /(x;v)=-U(x- v+4);x2+v2-1 =0
V2
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.

4-

5 - variant

rNXx'Y)=2xy+x2~Y2*x0=°, Yo=~12.

(2,04)3 - 2,04 3,02 + (3,02)3="7
f{x\y) =x2-xy +y2-4.v
f(x;y)=xy2;x+2y =1

6 - variant
PT(x;y) =2x2+3y2+my;x0=2,y0=2
~(6,03)2 + (5,02)2 +3 =7
[(X;y)=Xx2+xy+y2- 3x- 6y
[(X;y)=Xy;X2+y2-2 =0

7 - variant

PT(x;y)=xy2+ny+2, 010 =-1,y0=-2
#(45,07)° c#(45,15)°="?

I(ar;y)=1ny +(47-x-y(¥+y
4

ﬂvx;y):L.Fl 1 1 126
Xy y 4

8 - variant

Pn{x;y) =212y +3xy+4,x0=2,>0=-2
arcsin0,25+ arccos0,42 = ?

I(t;y) =x3y2(l-x-y)

[(X;y)=-+4+-:Xx +y-2 =0
(x:y) VAR

78



10

A w N e

9 - variant
PM(x;y) = x2 +Xxv2+x+y, x0=3 y0 = -3
e05In(e +0,4)=?

f(X;V)=X2+xy+v2+—+—
v Y

f(x;y)=x3- 3xy2+18y; 3x2" - y3- 6x=0

10 - variant
pm(x;y) =x3-5xy+y2- 4 x0=0,y0=-2

=7

[(X;y)=sinx +sin>+sin(x +")0<x<—0<"<-]j

4. [ (x;v)=xv;2x+3y-5=0

11 - variant
Pm(x; y)=x3+3x2v- v3,x0=1,y0=3
eOI5 cos(60,05)°=?
f{x;y)= X2-Xy +y2+9x-6y +20

/(x;.v)="2 +.v2;74 +tg 1=0

12 - variant
Pm(x;y) = x3- xv+9x- 6y; X0 =3,y0 =2
€021 sin(30.18) =?
f(x;v)=yn[x-y2- x+6y
[(X;])= 2xv; x2+ \2- 4=0
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13 - variant
Pm(x;y)=x2-2xy-y2+4;x0=2,y0=1
In(l +(3,03)2-(3,01)2)="

f(x;y) =sinxminy min(x +y), 0 <x<ti,0<x<4

H{x\y)=2x+Dby,\ +-\r-\=0
X2 y2 4

14 - variant
pm(*;y) =5*¥Y+xy2 - 2x2y; x0=1y0 =3
e0n3 «#(45,12)° =?

/(X;y) =x3-8>3- 6xy+1

fix;>)=2c0s2x +3sin2y;y-x ___21:0

15 - variant
PIAX’Y )-X+Y~2x2+y2+4;x0=4,y0=-4
e°’05 ¢/g(45,06)0 =?
f(x;y) =3x+6y-x -Xy-y2
[(X;Vv)=x2y;2x+y -1 =0

16 - variant
PM(X;y) =X +Yy - 2X2+y2 +4;X0=4,y0 = -4
e°'25 In(t’+0,05) =7
F(X;y)=Xx2+y2-2x- 47xv - 2y +8

I(X;y) =x2+y2,—+—-1 =0
(x:y) Y2t
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17 - variant
1m An(v;y) =2x2Y+xv-x +v;x0=0,y0=1
2. In(e+(2,05)2-(2,01)2)="

3- f(x-y) =ey2(x+y?2)
4. f(X;y)=4xy; x2+y2-9=0

18 - variant
1o pm(V;V)=5x2+y2- Xxy; yo=23o0 =1
2. v(5J1)2+(2,12)2-4 =7
3. 1 (X;y)=2x3- xy2+5x2+y2

4. | (x;v)=3cos2x+4sin2y;y - x- Z:0

19 - variant

1e Pm(x;y)=3x2-8x+y2;x0=3,y0=4

2. e0'12-cfg(45,07)="7

3. f(x;y)=3x2-2xn/4 +y - 8x+8

4, f(X;y)=x2+y2+xy-x-y+4;,x+y+2=0
20 - variant

1 Pm(x;y)=3x+6y-x2-y2;x0=1,y0=3

2. V(4,25)2 + (2,24)2 +5 =?

3. /(x; v)= (2x2 + +v )

4. f{x;y)= 2cos2j +3sin2x;x -j-—=0
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21 - variant
L Pm(x;_v)=xy+x3v;x0=1y0=0

2. 5,00)2+(8,13)2 =~
3. [(X;V)=2nT +X2- t+y2+2y

4. f(X;Y):Sin2X+c052y; X_y__/\ =0

22 - variant

le PT(Xx>Y)=*3~v3+2xy; x0=1,v0=2

2. M(,21)3+(2,01)3 =2

3. /(X;y)=x3-j'3+15xy

4, f(x;y) =x2+v2—~Xxy+x+y—4; x+ v+3=0
23 - variant

le pm(x;>) = - X2+J2;X0=1>0=1

2. In(e05-c0B+1)=2

3. /(X;])=x2+xy-y2+4x-3y

(24
4, f(x;y)=— (A+X-.y); x2+y2=1
24 - variant
Io (*>)=eM2+x2y +;x0=1y0=-1
2. 7(3,15)3+ (2,13 + 1=?
3. /(X;j)=—x2+Xj-—2-5%x-y

4. f(x;y)=x2y; 2x+y =\
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> w N

1m

4.

25 - variant
AW (x;y) - 3x2 +2y~ - xy: x0 =3,y0="-1
c112" sin(89,5)° =?
I(x;.v) =*2y3(1-x - y)
I'(n;y) - y3-8x2y +18n; 3ny2-*3-6y -O

26 - variant
(a:v)=¥3- 5XVv+x2+4;x0=QVv0=1
t'01' In(/+0,25)="?

((v;Vv)~-y2+xv-2-9x +6x- 20

f(x:y)=x2+12;J+ “1
4 j
27 - variant
N, (X;y) =%x2+ v2+3xv+5x0=0.y0=2

arcsin0,15 sarccos0,32 = ?

/'(a; V)= X2+xy +y2+ - +—
X vV

Cf{x5y)=xy2 ;x+2y =1

28 - variant
pm(V;y)=x- Y+x2+¥2-4,xn=3 Yo=1
n(/ + (2,15)2 - (2,23)2)=?

. f{x;v)=2y3-x2y +5y2 4x2

f (x;j)=3cos2y 44sin2x ; x-y =—
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29 - variant
- Pr{x’'¥Y)=2xr -*x +y2;x0=1y0=1
2. yj(2,\sf -(3,24)3-10 =?
3. f{x\y)=ey[y+x2)
4. f{x\y)=>r2+>>2 +xy-jt-y +4;jc+y +2=0

30 - variant

le pm(x',y)=2xy2+xy+4; X0 =1y0="-!
2. e025-#(45,05)° =7

3 1
3. f(x;v):?x2+yfx+?y - 4Ax+4

4. f(x,y)=3ny;m2+y2=4
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Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarning qoldiglari nazariyasidan
foydalanib aniq integrallarni hisoblash

Ishning magsadi:

1 Talabalaiga haqigiy va kompleks o'zganivchili funksiyalar-
ning har hil ko‘rinishlaridagi integrallarini hisoblashlaiga qoldiglar
nazariyasini tatbig qilish mumkinligini ko'rsatish va odatdagi
goMlaniladigan kvadraturalar yoidamida integrallanmaydigan funksi-
yalar integrallarini talabalaiga qoldiglar yoidamida hisobla*hni
o'rgatish.

Ajralgan maxsus nuqtalar
va ularning turlarga ajralishi

ur/U) funksiya biror a nuqtada analitik boisin.

1-ta’rif.

Agar /(-) funksiya biror a nuqtada analitik bo‘lsa, u holda a
nuqtaga f(z) ning to'g’ri nuqtasi deyiladi.

2-ta'rif. Agar f(z) funksiya a nuqtada nolga aylansi, yani
f(a)~0 bo'lsa, u holda a nuqta f(z) ning noli deyiladi.

3-ta’rif. Agar a nuqgtada /(a)=0, [/'(n)=0, f"{a)=0, ..,
f aA)(u)=0 bo-lib, 0 bo'lsa, u holda a ga f (2
funksiyaning A-karrali noli deyiladi. Agar k=1 bo'lsa, a ga oddiy
nol deyiladi.

4-ta’rif. Agar f (z) funksiya a nuqtada analitik bo'lmasa, a
maxsus nuqta deyiladi.

Maxsus nuqgtalaming xillari juda ko‘p bo‘lib, ulaidan amalda
ko'p uchraydigani ajralgan (yakkalangan) maxsus nuqtalaidir.

5-ta’rif. Agar / (z) funksiya a nuqgtaning biror 0<lz-a|</?
atrofida analitik, nuqtaning o*zida analitik bo‘lmasa, u holda a
nugtaga /(c) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi deyiladi.

Ajralgan maxsus nuqtalar uch xil bo'ladi:
1) chetlashtiriladigan (qutulib bo'ladigan) maxftis nuqtalar,
2) qutblar,
3) muhim maxsus nuqtalar.

6-ta’rif, Agar f(z) funksiyaning a maxsus nugtasida

ZIiJrrnaf{z):A chckli limitga ega bo'lsa, u holda a nuqgta /'(z)
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funksiyaning chetlashtiriladigan (qutulib bo'ladigan) maxsus nuqtasi
deyiladi.
7-ta’rif. Agar f (z) funksiyaning a maxsus nugtasida

lim f(z) =° bo'lsa, u holda a ga f(z) funksiyaning qutbi
r->a

deyiladi. Agar a nuqta / (z) funksiyaning noli bo'lsa, =

funksiyaning qutbi bo'ladi.

8-ta’rif. Agap a nuqtada /(z) funksiyaning limiti mavjud
bo'lmasa, u holda a nuqtaga f (z) funksiyaning muhim maxsus
nuqtasi deyiladi.

f(z) funksiyaning ajralgan maxsus nugtasining qaysi tipga
kirishini sliu funksiyaning bu nuqta atrofidagi Loran qatoriga
yoyilishidan ham aniglash mumkin bo'ladi.

1-tcorema. [/ (z) fiinksiyaning ajralgan maxsus a nuqtasi

chetlashtiriladigan (qutulib bo'ladigan) maxsus nugta bo'lishi uchun
Loran gatori bosh gismga ega bo'Imasligi zarur va yetarlidir.

Demak, bu nuqta atrofidagi / (c) funksiyasining Loran gatoriga
yoyilmasi

/W= fc,,(z-«y
/11=0
ko'rinishda bo'ladi.
2-teorema. f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nugqtasi qutb
bo'lishi uchun Loran gatoridagi bosh qism hadlari soni chekli
bo'lishi zamr va yetarlidir, ya'ni:

--) - * * - - ~ - - -
/(--) Ltr>» n’—tOC-b «r -te < f r+te.uU -r

3-teorema. / (r) funksiyaning ajralgan maxsus a nuqtasi muhim

maxsus nuqgta bo'lishi uchun Loran qatorining bosh gismi cheksiz
ko'p hadlaiga ega bo'lishi zamr va yetarli, ya’ni:

/(*)= fACn{z-af

fizz-@
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Funksiyaning ajralgan maxsus nuqtadagi qoldig‘i (chegirmasi) va
uning integralni hisoblashga tatbiqi

Ma’lumki, agar f(z) funksiya a nuqtani o'z ichiga olgan biror
G sohada analitik bo'lsa, u holda a nuqtani o'rab olgan G ichida
yotgan yopiq L kontur bo'ylab olingan integral Koshi teoremasiga
muvofiq:

L
Agar a nuqta f (z) funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi bo'lsa,
u vagtda bu integral nolga teng bo'Imasligi mumkin. Ana .dnu
integralni topamiz.
Ta'rif. Agar f (z2) funksiya 0<|r-n|</? halgada analitik
funksiya bo'lsa, shu funksiyaning ajralgan maxsus a nuqgtaga
nisbatan qoldig'i deb,

integralning giymatiga aytiladi va

Re,/(z)=-L-jl(z)!z (2)
1L
Res - franaizcha Residu so‘zidan olingan bo'lib. qoldig degan
ma’noni beradi.
Ikkinchidan,
c-i-r 1 fNe o»
IK L

(2) va (3) dan
Res/(r)=C _i
Z=a

bo'lishini olamiz. Bundan esa, agar a nuqta / (z) funksiyaning
to'g'ri yoki qutulib bo‘ladigan (yo‘gotili*dii mumkin bo'lgan)
maxsus nuqtasi bo'lsa,

Rei/(z)=0.

Z-a
1) agar c=a nuqta f (z) funksiyaning oddiy qutbi bo'lsi,
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Res/(z) = lim (z-a)f(z). (4)

i=a -->«

2) agar z=a nuqta f (z) funksiyaning «-tartibli qutbi bo'lsa,

Re™/(-)=T-~-v lim (5)
z=a \n-\).z-+adzn 1
Agar
f(zU £ &
n) fib)

kasr shaklida bo‘lib, z=a nuqta /(r) iunksiyaning oddiy qutbi va
! (2), | 2r) funksiyalar T=a nuqtada f 2a)=0, / 2(a)*0, f (a)*0
shartni ganoatlantirsa,

Res/(z)=4 H . (6)
z=a f2{a)
Teorema (qoldiglar hagidagi asosiy teoiema).
Agar [/ (z) funksiya i yopiqg chizig bilan o'ralgan G - yopiq
sohaning ajralgan a],a2...,a, nuqtalaridan boshga hamma nugqtalarida
analitik bo'lsi, u holda

if(z)dz =2ni£ Rej|/(z)aAl ©)
i *=|r=°
Bajariladigan laboratoriya ishida qaialayotgan integrallami
asosan ikki tipga ajiatish mumkin:
2n
1-tip. 3 = J/?(cos(p;sin9 )dy>
0
ko'rinishdagi integral bo'lib, bu yendagi R coscp va sin<p laming
ratsional  fiinksiyasi. Bu tipdagi integralni 7=e"b almaslitirish
yoidamida |z|=1 dagi aylana konturi bo'yicha olinadigan kompleks
o'zgamvchining integraliga keltiriladi va Eyler formulalari

1 o . 1 dz
coscp=® zwn ;sincp=—fz 1\
2\ z) 21 r)
); rdan foydalaniladi:
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1- namunali misol

3j j e *t— T (l<i)
(0 1- 2acosp+a
integralni hisoblangan.
~f'rdeb, tegishli shakl almashtirishlardan foydalansak,
I idz
|.li, az2-(a2+l)z+a

integralini hosil gilamiz. Maxrajni nolga tenglashtirib:
af-(ar+1)c+a=0.
Z\=ci\ Zi=\la ildizlami topamiz.
Bulaidan r, maxsus nuqta integrallash konturi ichida bo‘lib, bu
nuqta birinchi tartibli qutb bo'ladi. U holda

Resf(z) = \' mA-T "
r=r, =a la - + ]; ca -1
Bundan esa
3 =2m- Rexf(z])-2m- —F— = -——-- -
a'-1 1-a
2-tip. 3=

ko'rinishdagi integral bo'lib, bu yendagi R Xx o0 ‘zgaruvchining
ratsional  funksiyasi. Bu chegarasi cheksiz bo'lgan xosmas
integraldir.

Agar

M = HhR)
ko'rinishdagi ko'phad bo'lib, m va n lar mos ravidida P,{x) va
Q.,.(X) ko'phadlaming darajalari bo‘lsa, va Q,,(x) ning nollari haqiqgiy
o'qdan tashqarida bo'lib, n>fn+2 bo'lsa, integral yaqginlashadi.

2-namunali misol
+®

3=J

dx

integral hisoblansin.
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Ma’lumki, agar Ax) funksiya (-00,+00) oralig'idagi yuqori yarim
tekislikning chekli sondagi z,. z2 “maxsus nuqtalaridan bodiga
baicha nuqtalarida uzluksiz va analitik funksiya bo'lib, yetarlicha
katta bo'lgan |rl lar uchun

M
s JV>0.5)0

munosabati o'rinli bo'lsa

Jf(x)Ix =2n/]T Res\j{z\zK].
00 /-1

Yuqori yarim tekislikda

z4 + 1
funksiya

m LTt 3n . 3n
Zi =cos—+/sm— va z? =Cc0S-—--- h/sin —
1 4 4

ko'rinishdagi ikkita maxsus nuqtalarga ega bo'ladi. Bulaming har

ikkalasi ham f (z) funksiyasining oddiy qutblaridir. Shuning uchun:
+00

2
J-— =2nif Res\f(z),zk]= 2n/(Kes[f{z\zX]+ Ren[/ (2),22]) =
*=1
;2n/(Res[f(z),zx+ Res\f{z),z2D=2ni lim 14 lim
—>1z4+1 —>21z4+1

=2ni lim —r-+ lim _‘A”:zn/J 1 _2n/'zf+22"
4r >z, 4z —==24z |/ 477+ 47%y ~~4}l~ _-f E

/ \ N
an .
cosﬂ—+/sin “—f + cos — +/sin 3—”Y
nUF+2_N 1 4 4i . 4 4
T (rJd =T n o 3n . 3n
cos—+/sin— cos— +/sin—
Vv 4 4 4
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Demak,

JIT .. 3an n .o n .
LOS +/Sin . -COS +/sin + COS+ /sin
" m 4 4 4
3an . T ]’ 2 (cost + (sinn-)’
+ +/sin +
N- .o
i m sin
nr -4 .
w2 - = rsin —= - 71
2 (-1 +0) -1 4 2
7 dx V2
N — =——T7m
, v o+1 2
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1

13

15

17

19

21

23

f

Variantlar

p dx
VvV 'oeif
'? e'dx
Ix4+ 1
> e-dx
I(x*+4)=
dx

_{(x2+ 1)(x2+4)

“i(x2+ I)dx
i(7 ~

dx -

i(x2+1)(x4+1)
ks dx

o+ D(xd +)

f xcosx_ <Ix

{x2+2x +5

Xsinxdx

I(x2+2x +5)3

+?  dx

(x'+0’
2 dx
» 2+ COSX
2 dx
0(2 + cosx)*
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2

10

12

14

16

18

20

22

24

% X2x

I(x4+ 1)2

Hf e'dx

“(x, + D!

"r e'dx

| x2+4

#  x2dx

vV oo+ )-
r dx
»(x2+ 1) «(x2+4)
+? dx
(X D) (x4+ 1)

xsindx
jx2+2x+5

ke dx
-»(x2+ 1) (x2+ 4)*
“f  xcosxdx
I(x2+2x +5)2
#  dx
T(x4+i)j
2 dx
03 + 2cosx

2 dx
0(3 +2cosx)2



25

27

29

2 dx 26 44 dx

6(l - 6cosx +9)2 5(1 + 6cosx + 9)2
3 dx 28 2 dx
071-0,5c0sx + —A 071 +0,5c08x + " ]

vij dx 30 2 dx

o (3 + 2c0s2x)2 o(5 + 2c0s2x)2
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