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SO‘ZBOSHI

O‘zbek tiliga davlat tili maqomi berilishi munosabati bilan oliy
o‘quv yurtlarida o‘zbek tilidagi o‘quv adabiyotlarining yetishmov-
chiligi sezilib qoldi. Shu munosabat bilan darslik va o‘quv qo‘llan-
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo‘ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning va yangi davlat ta’lim standart-
larining gabul qilinishi darslik va o‘quv qo‘llanmalarga yangi talab-
larni vujudga keltirdi.

Ushbu o‘quv go‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari
bo‘yicha amaliy mashg‘ulot darslari uchun mo‘ljallangan. Kitob uch
bo‘limdan iborat bo‘lib, I.A. Gafarov tomonidan kitobning Kirish
qismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan
birinchi bo‘limi yozilgan. Ikkinchi bo‘lim Y.P. Oppoqov tomonidan
yozilgan bo‘lib, yuqori tartibli tenglamalarni o‘z ichiga oladi.
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo‘limda differensial teng-
lamalarning boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda qisga nazariy ma’lumotlar va foydalaniladigan
asosiy formulalar hamda namuna uchun tipik misol va masalalar
yechimlari bilan ko‘rsatilgan. Mustaqil yechish uchun tavsiya qilin-
gan misollarning javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, o‘zbek va rus tilidagi mavjud ada-
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikaning «Operatsion
hisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo‘lim-
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e’tiborga olib, III bobga
yuqoridagi ikki bo‘limni ham Kkiritishni lozim deb topildi.

O‘quv go‘llanmadan universitetlar nomatematik mutaxassisligi
hamda texnika oliy o‘quv yurtlari talabalari foydalanishlari mumkin.

Mualliflar qo‘lyozmani digqat bilan ko‘rib chiqib, uni yaxshilash
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan Muhandislik-peda-
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to‘g‘risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mamnuniyat bilan
qabul qiladilar.



KIRISH

1- §. Differensial tenglamalar haqida umumiy tushunchalar

1- ta’rif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’-
lum y=f(x) funksiya va uning y’, y", ..., ' hosilalari orasidagi
bog‘lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiladi. Differensial tengla-
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F(x, 9,9, ¥" 0 ) =0
yoki

A gy

Agar izlanayotgan funksiya y=f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining
funksiyasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Umuman, noma’lum funksiya ko‘p argumentli bo‘lgan hollar
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz faqat oddiy differensial
tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

2- ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qat-
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (¥")* +2y'+xy* = 0 tenglama birinchi tartibli differ-
ensial tenglamadir.

Mana bu (y")? +ay’ + by + cosx = 0 tenglama esa ikkinchi tar-
tibli differensial tenglama.

3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb,
differensial tenglamaga qo‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
qanday y=f(x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo‘lsin:

2 n
F[x’yady dy dy]=0~

d2
w0



y=sinx, y=2cosx, y=3sinx-cosx funksiyalar, umuman,

y=Cysinx,y=C,cosx yoki y=Csinx + C,cosx ko‘rinishdagi
funksiyalar C, va C, o‘zgarmas migdorlarning har qanday qiymatlar-
ida ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Buning
to‘g‘riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yib
ko‘rib, ishonish mumkin.

2- §. Differensial tenglamaga olib keladigan
ba’zi bir masalalar

1- masala. Massasi m bo‘lgan jism v(0) = v, boshlang‘ich tezlik
bilan biror balandlikdan tashiab yuborilgan. Jism tezligining o‘z-
garish gonunini toping.

Nyutonning ikkinchi gonuniga ko‘ra: m% =F  buyerda F —

jismga ta’sir etayotgan kuchlarning vig‘indisi. Jismga faqgat ikkita
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning qarshilik kuchi

F =-kv, k >0, yerning tortish kuchi F, = mg . U holda ushbu

dv
mE—mg—ku (k> 0)

differensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning
v{(0) = v, shartni ganoatlantiruvchi yechimi

-t
v(t) =(v0 --’-"f—)-e n +—”;C—g
ekanligini bevosita o‘rniga qo‘yish bilan tekshirish giyin emas.

2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida
yashasin deylik. Urchish va o‘lishning davriyligini hisobga olmay,
ko‘rilayotgan tur individuumilari sonining o‘zgarish gonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vagtning berilgan kichik intervalida
urchish va o‘lishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional
bo‘ladi. N individuumlar sonining o‘sishi ko‘rilayotgan intervalda N
soniga proporsional bo‘lib, bu o'sish interval uzunligiga ham pro-
porsional bo‘ladi. Shunday qilib, N(#) funksiyani uzluksiz va uziuk-
siz differensialanuvchi deb qarasak, ushbu
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””‘f”(” =¢-N(1). N(t) =Ny >0

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda £ — proporsionallik
koeffitsiyenti («o‘sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial

tenglama bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N(r) = N, - e*!"
ekaniga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bundan kelib chiqadiki,
vaqt arifmetik progressiya bo‘yicha o‘zgarsa, individuumlar soni ge-
ometrik progressiya bo‘yicha o‘zgaradi. Agar € > 0 bo‘lsa, N(?)
o‘sadi; agar € < 0 bo‘lsa, N(t) kamayadi. € = 0 bo‘lganda N(¥)
o‘zgarmas bo‘lib, urchish o‘lishni to‘la qoplaydi.
3- masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta to‘g‘ri chiziqli hara-
kat gilmoqda. Uning harakat qonunini toping.
Har bir momentda & nuqtadan koordi-

}l' X 'i G nata boshigacha bo‘lgan masofa x bo‘lsa,
5w > nugta tezligi % ( =%§) bo‘ladi.

Moddiy nugtaga ikki tashqgi kuch: ishgalanish kuchi —px, b > 0
va taranglik kuchi —kx, & > 0 ta’sir etadi deylik.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan G nuqgtaning harakat
qgonuni

mx = ~bx — kx

bo‘ladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy
nugta dvigatel bilan ta’minlangan bo‘lib, dvigatelning G nugtaga
ta’sir kuchi £ bo‘lsa, u holda G ning harakat qonuni

mx =-bx —kx+ F

bo‘ladi. Ko‘pincha F migdor |F|< F, = const munosabatga bo'y-
sunadi,



I BOB

BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- §. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

F(x,y,y)=0 (1.1)
ko‘rinishda bo‘ladj. Agar bu tenglamani y * ga nisbatan yechish mum-
kin bo‘isa, uni

y'=f(xy) (1.2)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi-
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teorema o‘rinli bo‘lib, bu
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
haqidagi teorema deyitadi.

Teorema. Agar y' = f(x,y) tenglamada f(x, y) funksiyva va un-
dan y bo‘yicha olingan 51; xususiy hosila xQOy tekislikdagi (x,, ;)

nuqtani o‘z ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,
u holda berilgan tenglamaning x=x, bo‘lganda y=y, shartni ganoat-
lantiruvchi birgina y=¢(x) yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nuqtayi nazardan grafigi (x,, ¥,) nug-
tadan o‘tuvchi birgina y=¢(x) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi.
Teoremadan (1.2) tenglama cheksiz ko‘p turli yechimlarga ega ekan-
ligi kelib chigadi.

x=x, bo‘lganda y funksiya berilgan y, songa teng bo‘lishi kerak,
degan shart boshlang ‘ich shart deyiladi. Bu shart ko‘pincha

y X=xy = y 0 (13)
ko‘rinishda yoziladi.



I- ra’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yechimi deb bitta ixtiyoriy C o‘zgarmas migdorga bog‘liq bo'lgan
hamda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y = ¢(x,C) funksiyaga
aytiladi:

a) bu funksiya difterensial tenglamani C o‘zgarmas migdorning
har qanday aniq giymatida ganoatlantiradi;

b) x=x, bo‘lganda y=y,, ya'ni ¥|..,, =¥ boshlang‘ich shart
har qanday bo‘lganda ham C miqdorning shunday C=C; giymatini
topish mumkinki, bunda y = ¢(x,C,) funksiya berilgan boshlan-
g‘ich shartni qanoatlantiradi. Ushbu holda x, va y, giymatlar x va y
o‘zgaruvchilarning o‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago-
naligi haqidagi teoremaning shartlari bajariladigan gismiga tegishli,
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko‘-
pincha y ga nisbatan yechilmagan

P(x,y,0)=0
ko‘rinishdagi munosabatga kelib golamiz. Bu munosabatni y ga nis-
batan yechsak, umumiy yechimni hosil gilamiz. Ammo y ni
®(x,y,C) =0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar bi-
lan ifoda etish hamma vaqt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday
hollarda umumiy yechim oshkormas ko‘rinishda qoldiriladi.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi ®(x,y,C) =0
ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Misol. Birinchi tartibli

— = —

d 2
dx X
tenglama uchun y = % funksiyalar oilasi umumiy yechim bo‘ladi:

buning to‘g‘riligini y funksiyani tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin.
2- §. O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar

Ushbu M(x)dx+ N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o Zgaruvchi-
lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o‘ziga xos tomo-
ni shundaki, dx oldida faqat x ga bog‘liq ko‘paytuvchi, dy oldida
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esa fagat y ga bog'liq ko‘paytuvchi turadi. Bu tenglamaning yechi-
mi uni hadma-had integrallash yo‘li bilan aniglanadi:

[ M(ydx + [ NG)dy = C.

Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi
bu tenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi C ni yechim
uchun qulay ko‘rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx — ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Bu yerda o‘zgaruvchilari ajralgan tenglamaga egamiz.
Uni hadma-had integrallaymiz:

Jtgx dx — J ctgydy = C yoki —Injcosx — Injsiny} = —=InC.
Bu yerda integrallash doimiysi C ni ~InC ,ya'ni C= —InC orqali

belgilash qulaydir, bundan Insin y - cosx = InC yoki siny - cosx =C
umumiy integralni topamiz.
Ta'rif.
y' =G0 14

ko‘rinishdagi tenglamalar o ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial teng-
lamalar deb ataladi, bu yerda f,(x) va f,(») — uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda o‘zgaruvchilarni ajratish
kerak. Buning uchun (1.4) da y’' ning o‘rniga dy/dx ni yozib, teng-
lamaning ikki tomonini f,(y) # 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko‘paytiramiz.
U holda (1.4) tenglama

fz( ) = fi(x)dx (1.5)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o‘zgaruvchi faqat o‘ng tomon-
da, y o‘zgaruvchisi esa chap tomonda ishtirok etyapti, ya’ni oz~
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

fz( ) If(x)dx+C

ekanligini hosil gilamiz, bu yerda C — ixtiyoriy o‘zgarmas.
2- misol. y’ = y/x tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama, bu
. .. .. dy dx
yerda f,(x) = 1/x va fi(») = y. O‘zgaruvchilarni ajratib, 7)’-7-—;
9



tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab jill = Iiif+ InC, C>0
y x

yoki Iny = Inx + InC va bu tenglikni potensirlab, y = Cx umumiy
yechimni topamiz.

Faraz gilaylik, y = Cx umumiy yechimdan x,=1, ¥,=2 boshlan-
g‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab gilin-
yapti. Bu giymatlarni y = C- x ga x va y larning o‘rniga qo‘yib,
2=C-1 yoki C=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

. x(3? — Hdx + ydy = 0.

. y'cosx = y/Iny, y(0)=1.

. Y= tgx - tgy.

(Ddy +ydx = 0, (1) = 1.
.Incosydx + xtgydy = 0.

(= [V I NE S S

. y7y'+ey =0, y(1)=0.
T.yly'=ly,¥»2) =1

8.y + sinx +y) = sin(x — ).

9. xyl+yPdx+yJl+x2dy =0.

10. y’ = 27, y(—3) = —5.

11. y’ = sh(x + y) + sh(x — y).

12. x()f + Ddx + 3204+ 1)dy, y(0) = 1.

3- §. Bir jinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar
1- ta’rif. Agar ixtiyoriy X uchun

fGx, ky) = Lf(x, y)

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, f(x, y) funksiya x va y o‘zgaruvchilarga nisba-
tan n- o lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi.

1- misol. f(x, y)= x> + y* funksiya bir o‘Ichovli bir jinsli funk-
siya, chunki £0u, 2p)= JOx)' + ) =23 +3* =af(x,y).
10




2- misol. f(x, y) = xy — y* funksiya 2-o‘lchovli bir jinsli funksiya,
chunki f(Ax, Ay) = (Ax) - (M) — (W) = R2xy = ¥) = ¥ fix, y).

2 .2 :
3-misol. f(x,y)=2—2 funksiya 0- o‘lchovli bir jinsli funk-

siya, chunki

R R BN T s T P
fOxhyy == = = == A f(x,).

2- ta’rif. Birinchi tartibli
= f(x,y) (1.6)

differensial tenglama x va y ga nisbatan bir jinsli differensial tenglama
deb ataladi (agar f(x, y) funsiya x va y ga nisbatan 0- o‘ichovli bir
jinsti funksiya bo‘lsa).

Bir jinsli differensial tenglamani yechish. Faraz qllayhk (1.6) bir
jinsli differensial tenglama berilgan bo‘lsin, u holda shartga ko‘ra

fF0x,0) =AYf(x,y). Bu ayniyatda X =% deb olsak, f(x, )=

f (1, %) ni hosil gilamiz. Bu holda (}.6) tenglama quyidagi ko‘ri-
nishga keladi:

dy _ y‘)

& f(l,; : (1.7)
(1.7)da u = %, ya’ni y = u - x almashtirish bajaramiz.
U holda o AP S -Z-x‘i x ni hosil gilamiz. Hosilaning bu ifodasini

(1.7) ga qo‘yib, H+%-x= £(1, u) yoki ﬁ‘%:f% tenglikni

hosil gilamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama-
dir. Integraliab quyidagini topamiz:

j-——f(l’u)_f jx +InC, | u) - = In|Cx].
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Integrallarni topgandan so‘ng « o‘rniga £ ni qo‘yib, berilgan
X
tenglamaning integralini ¥ = y(x, C) ko‘rinishida topamiz.

. dy _ _xy . .
4- misol. T tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamaning o‘ng tomonidagi funksiya 0-olchovli
bir jinsli funksiya bo‘lgani uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun -f? = u almashtirishni bajaramiz. U holda

dy du p . du u
=UX, —— = .—. Bular U+X-——=—+
Y=ux, ST Bularni tenglamaga qo‘yib u + ol
3 2
yoki x-% = _“_ va o‘zgaruvchilarni ajratib, UZ# )4 _ & vooi
ax -y’ o x

1 1 :
(“T - _) du = &= tenglamaga kelamiz.
woou X

A 1 |
Integrallash natijasida — ~Inld = Inlq + Injd yoki 5= Infex(]

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda u# o‘rniga % ni qo‘-

2
yib, —;—yl = In|Cxl tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ko‘-
rinib turibdiki, y ni x orqali elementar funksiyalar yordamida ifodalab
bo‘lmaydi. Birog x ni y orqali ifodalash mumkin: x = y\/»2 In|CY.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial
tenglamalar

dy _ ax+by+C
re ax+by+C (1.8)

ko‘rinishdagi tenglamalarni bir jinsli tenglamalarga keltirish mumkin.
Agar C, = 0, C = 0 bo‘lsa, tenglama bir jinsli bo‘lishini ko‘rish

12



qiyin emas.Faraz gilaylik, C va C, larning birortasi noldan farqli
bo‘lsin. x = x+ h, y = y, + k almashtirish bajaramiz. U holda

dy _ dy

o (1.9)

X, yva % ifodalarni (1.8) tenglamalarga go‘yib
an ax,+by, +ah+bk+C L10
dx,  ax +bhy +ah+bk+C (1.10)

tenglamaga ega bo‘lamiz. 4 va k larni shunday tanlab olamizki,
ah+bk+C =0,
ah+bk+C =0

tenglamalar o‘rinli bo‘lsin, ya’ni 4 va k larni (1.11) tenglamalar sis-
temasining yechimi sifatida olamiz. Bu holda (1.10) tenglamadan bir

(1.11)

dy, _ axj+by
dxi alxl +b]yl

va x hamda y larga x, = x — h, y, = y — h formulalar yordamida
gaytib, berilgan (1.8) tenglamaning yechimini topamiz. Agar

ab
a b

bo‘lsa, ya’ni ab,=a b bo‘lganda, ma’lumki, (1.11) sistema yechim-

jinsli tenglamani hosil qilamiz. Tenglamani yechib

=0

ga ega bo‘lmaydi. Ammo, bu holda ";—1=%=7L, ya’ni a,=ha,

b,=\b bo‘ladi.
Bundan kelib chiqadiki, (1.8) tenglamani

dy _ (ax+by)+C

@ Maxrby)eC, (1.12)

ko‘rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda
z=ax+ by (1.13)
almashtirish yordamida tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan differ-

ensial tenglamaga aylanadi, haqiqatdan, % =a+ b% tenglikdan
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& 1.2 _a (1.14)

munosabatni hosil qilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni (1.12)

. .. . l C
tenglamaga qo‘yib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3-%—% = }\ZZ:C
1

tenglamani hosil gilamiz.

ax+by+C
Yugorida (1.8) tenglamaga qo‘llanilgan usulm =f [a,x+ !ay+C|J

tenglamaga ham qo‘llash mumkin, bu yerda f qandaydlr uzluksiz
funksiya.

-3 ; .
XY I tenglamani yeching.

. dy
5- misol. pri

Yechish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun
x=x,th, y=y +k almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama
dyy _x+y+htk-3 . A 1
E —m ko‘rinishni oladi. A+k—3=0, h—k—1=0 teng-
lamalar sistemasini yechib, A=2, k=1 ekanligini topamiz. Natijada

1+Y1

bir _;msh tenglamam hosil gilamiz. — Ay almashtirish-
X

dx, -
dy du du  l+u

L=u+x - Ut X - o =

ni bajarsak, u holda y=ux, o= o -1
1 1 1 -

. . du _ 1+u? o <
bo‘ladi va natijada x; Fx’i = -;Liu o‘zgaruvchilari ajraladigan teng-
: _

. . .. . 1= dx
lamaga ega bo‘lamiz. O‘zgaruvchilarni ajratamiz: I——"z-du = -x—' ni
+U 1

integrallab

arctgu — 3 ln(l +u’) = In|x|+ InlCl,

arctgu = In le,N/(l +ul )I yoki Cx,V1+u’ =e*™¥ ekanligini topa-

2L
) S S Ty ot
miz. 4 o‘rniga ifodani qo‘yib, C\[x? +y? =e * ekanligini va

14



»-1
nihoyat, x va y o‘zgaruvchilarga o'tib, CJ(x=22 +(y=1)2 =¢" 2
natijani hosil gilamiz.
2x+yp-1
4x+2y+5

Yechish. Tenglamani x=x,+h, y=y +k almashtirish yordam-
ida yechib bo‘lmaydi, chunki bu holda 4 va & larni aniglashga yor-

6- misol. Y’ = tenglamani yeching.

dam beradigan sistema determinanti nolga teng.

l
4 2
Bu tenglamani 2x+y=z almashtirish yordamida o‘zgaruvchilari
ajraladigan differensial tenglamaga keltirish mumkin, haqgiqatan,

y'=7—2 bo‘lgani uchun tenglama
' - z-1
¥-2=55
ko‘rinishga yoki
,_ 5249
=3

ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib

2 7

32 +55-ln|5z+3| =x+C

munosabatni, z o‘rniga 2x+y ni qo‘yib esa
%—(2x+y)+-27—51r1110x+5y+9l=x+C yoki

10y -5x+7In|10x+5y +9|=C, ni,
ya’ni y ning x ga nisbatan oshkormas ko‘rinishini hosil qilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
13. (x* +2xy)dx + xydy = 0.

4.y =Zesinz, y(1)=3.

15



15. xy'sin (1) +X = ysin (l)

x x
16. xy +y? =(2x* +xy) - y'.
17. xyy’' = y* +2x*.

18. y' = (lj +COoS (l) .
x x

19. (x> + y})dx - xpdy =0 .

20. (x+y+2)dx+(2x+2y-~1)dy=0.

21, 2x+y+Ddx+(x+2y-1)dy =0.

22. 2(x+y)dy +Bx +3yNdx =0,y(0)=2.
23, (x-2y+Ndy+Rx+y-Ddx=0.

24, (x-y+4)dy+(x+y-2)dx=0.

4- §. Chiziqli differensial tenglamalar.
Bernulli tenglamasi

1. Chiziqgli differensial tenglamalar.

Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli
bo‘lgan tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi. Bunday
tenglama

L+ Px)y =00 (1.15)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda P(x) va Q(x) — berilgan uzluksiz
funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi
ko‘rinishida gidiramiz:

y=ux) - v(x) (1.16)

Bu funksiyalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi
esa (1.15) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini
differensiallaymiz:

dy dv du

_—= Y — futed

dx dx dx*
16



d .
Topilgan —i hosila ifodasini (1.15) tenglamaga qo‘yib,

d
u—ng+%u+ Puv = Q yoki u(—+ Pv)-\—d—v =Q (L.17)
bo‘lishini topamiz. v funksiyani
Dy py=0 (1.18)
dx

shartni ganoatlantiradigan qilib olamiz. Bu differensial tenglamada
v ga nisbatan o‘zgaruvchini ajratib, quyidagini topamiz:

‘iv —Pdx , integrallab —In|C|| + Infv| = — | Pdx yoki v ==Cle“f”“"

ni hosil gilamiz.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan fargli biror yechimi yetarli
bo‘lgani uchun v(x) sifatida
v =e P (1.19)
funksiyani olamiz, bu yerda f Pdx — qandaydir boshlang‘ich funksiya.
Topilgan v(x) ning giymatini (1.17) tenglamaga qo‘yib,

di
v(x)jx_" = Q(x) yoki d—z Q((x)) ekanligini topamiz, bu yerdan

u= Q(x)dx+C
v(x)

ni topamiz. u va v larni (1.16) formulaga qo‘yib, nihoyat

y= v(x)[j%dx+€} yoki y = e /P [ Jocoer™ dx + C] (1.20)

ifodani, ya’ni (1.15) ning umumiy yechimini topamiz.

1- misol. & _ 2. y = (x +1)* tenglamani yeching.
dx  x+1
dv du
h. y= uv deb ol hol __ aded
Yechish. y= uv deb olsak, u oda udx+ =

% ifodasini berilgan tenglamaga qo‘ysak,

17



dv  du 2 _ 3
UE'FEU x—_‘-l-LlU—(x+])
yoki
dv 2 du _ 3
e A TRICRLR (1.21)
v funksiyani aniglash uchun d_2 4,0 yoki ﬂ = 2;"‘ teng-
dx  x+l x+1

lamani hosil gilamiz. Bu yerdan In| v | = 2ln| x+1 | yok1 v=(x+ )2
v ning ifodasini (1.21) tenglikka qo‘yib, # ni aniglash uchun

(x +1)? % =(x+1)® yoki % = x + 1 tenglamani hosil gilamiz, bu

(x+1)?
2

yerdan u = +C . Demak, berilgan tenglamaning umumiy

+ C(x +1)? bo‘lar ekan.

4
yechimi y = 9—";)—

2. Bernulli tenglamasi.
Ta’rif.
%+P(x)~y=Q(x)~y", n=2 (1.22)

ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb ataladi, bu yerda
P(x) va Q(x) — berilgan uzluksiz funksiyalar, n = 0; 1.
Tenglamaning barcha hadlarini y” ga bo‘lamiz

yr— & =+ P(x) y™"™ = Q(x) (1.23)
vaz=y"! almashtinshm bajaramiz, u holda
= (ns)yr L
Topilgan giymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, —+( n+)P.z=

=(-n+1)-Q chizigli tenglamani hosil gilamiz. Chiziqli tenglama-
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z o‘rniga y™*! ni qo‘yib,
Bernulli tenglamasining umumiy integralini hosil gilamiz.

18



2- misol. Ushbu

dy _ .3, 3
=Xy (1.249)

tenglamani yeching.
Y echish. Tenglamaning barcha hadiarini y* ga bo‘lamiz

3 dy
yr o xy?=x (1.25)
va z = y 2 almashtirishni bajaramiz, u holda E = -2 y“3 & . Bu
giymatlarni (1.25) ga qo‘yib
d.
- =-2x (1.26)

chizigli tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy integralini topa-
miz:

g Byt du
z & Y ET VR

Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga qo‘yamiz:

dv dll_ I, PO . dU_ a'u___ 3
U—+v— 2xuv = -2x’ yoki u(a 2xv)+va_ 2x°.

Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

2
D xw=0, ® - 2xdx, Injv| =2, v=¢
dx v

ekanligini topamiz. ¥ ni aniglash uchun

2 du
X = =-2x

dx
tenglamaga ega bo‘lamiz. O‘zgaruvchilarni ajratib
du=-2e"xXdx, u=-2le 2 ¥dx +C

ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab

2 2 2
Y _
u=xe* +e* +C, z=u-v=x>+1+Ce*

19



ifodalarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

-2 1

2
y7?=x? v 1+ Ce yoki y = = bo‘lar ekan.
Qx2+1+Ce"

Quyidagi tenglamalarni yeching:

25. y'costx+y = tgx, p(0)=0.  33. '+ 2L = 3x2)%3,
X

26. y’' — ythx = chx. M.y X Y

27. y'+ xyz = arcsin x + x. 35. 4xy '+3y = —e* - xHP.

1-x
. —_ 2 ' 312)’ 2 :
28. xy' — y = x¥cosx. 36. y A ribd (X +)sinx,
+
29, y'+2xy = xe"‘2 . y(0)=1.
30. y'cosx + y = [ — sinx. 37. ydx + (x + x»H)dy = 0.

31y + L= x2yt.
x
32. (Xny — x)y' = y.

5- §. Tola differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. To‘la differensialli tenglama.
Ta’rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 ko‘rinishdagi tenglama-
ning chap gismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni
du = M(x, y)dx + N(x, y)dy (1.27)
bo‘lsa, u holda bunday tenglama fo a differensialli tenglama deyi-

ladi.

(1.27) tenglama to‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun
oM _ oN
oy ax
shart bajarilishi kerak.
20



To‘la differensialli tenglama ta’rifidan du=0, bundan u(x, y)=C
ekanligi kelib chigadi (C — ixtiyoriy o‘zgarmas).

u(x, y) ni topish uchun y ni o‘zgarmas deb hisoblaymiz, u hol-
da dy =0 ekanidan du=M(x, y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha
integrallasak,

U= fM(x, y)dx + o(y). (1.28)
(1.28) tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz va natijani M(x, y) ga

0
tenglaymiz, chunki gyli =N(x,y),

oM on
[5 e o) = Nxy)
yoki
' oM
o'(y)=N(x,y)- a—ydx. (1.29)
(1.29) ifodani y bo‘yicha integrallab, ¢(y) ni topamiz;

o) = [Ny - [Slax)ay+c.

Demak, u(x, y)= [M(x,y)dx + I(N(x, y) - j%dx)dy +C.

Bu ifodani ixtiyoriy o‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy
integralini hosil gilamiz.

1- misol. (3x*+6x)2)dx+(6x2y+4)*)dy=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

Yechish. Bu yerda M(x, y)=3x2+6x32, N(x, y)=6x2y+4)°.

oN aN .. OM _oN
E-ley, a—-lzxy, ya’'ni = .

oy ax
.g; = M(x,y) bo‘lganligi sababli
92. = 3x2 + 6xy2 .
ox

Bu tenglikni x bo‘yicha integrallaymiz:
u = x*+3x%2+o(y).
21



Bundan

ou 3
.-—‘_"6 - /
% Xy +e'(p).

— = N{x,y) ekanligini hisobga olsak,

oy
¢'(y)= 6x’y + 4y’ ~6x%y yoki ¢'(y) =
Bundan
o) =y+C
Demak,
u=x2+3xy+y+ C
yoki
X+ 3xH2+ 3yt = C.
oM _ oN

2. Integrallovchi ko‘paytuvchi. Agar 3 *— bo‘lsa, u holda

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday p(x, y) funksiyani topish
mumkinki, pMdx + uNdy = du bo'ladi. Bu p(x, y) funksiya integ-
rallovchi ko ‘paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:

o

1) =———— = ®(x) bo‘lganda, Inp= jd)(x)dx bo‘ladi.
oN _oM

2) Q‘Tal =@, (y) bo'lganda, Inu = chl(y)dy bo‘ladi.

2- misol. (y + xy*)dx — xdy = 0 tenglamani yeching,.
Yechish. Bu yerda M =y + x32, N = —x, %=l+2xy,

oN oM SN
=-], = _.
ax ay ox
Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksiyaning to‘la dif-
ferensiali emas. Bu tenglamaning faqat y ga bog‘liq bo‘lgan inte-
grallovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani qaraymiz.
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aN _oM
ax oy _-l-1-2xpy 2

M y+xy2 y’

bundan

Inp = —2Iny, ya’ni p = —12—
y

Berilgan tenglamani p ga ko‘paytirganda

(—1-+xjdx—-§§-a’y=0
y y

tenglama hosil bo‘ladi. Bu to‘la differensialli tenglamadir, chunki

Tenglamani yechib

yoki
_ 2x
x*+2C

umumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari to‘liq diffe-
rensialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (¢r + y + siny)dx + (¢ + x + xcosy)dy = 0.
39. (x+y— Ddx + (¢ + x)dy = 0.

40. (xcosy — ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dx = 0.
41. 2xydx + (x* — y)dy = 0.

42. (2 — I xdx + (4y* — 6x3)ydy = 0.

43. -ﬁ-afx+(y3 +Inx)dy =0.

44. (10xy — 8y + Ddx + (5x2 — 8x + 3)dy = 0.
x3

45. 3x2(1+1ny)dx=(2y—7)dy,

46. 2xcos?ydx + (2y — x%sin%y)dy = 0.
23



Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv-
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. (x> — y)dx + xdy = 0.

48. y*dx + (yx — dy = 0.

49. (x* + y* + x)dx + ydy = 0.

50. x)*(xy' +y) = 1.

51. (X2 + 3Iny)ydx = xdy.

52. 2xtgydx + (x* — 2siny)dy = 0.

53. (e — y)dx + ydy = 0.

54. (1 + 3x3siny)dx — xctgydy = 0.

55. (sinx + &)dx + cosxdy = 0.

6- §. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial
tenglamalar

Ta’rif.
dy
F(x, v, E) =0 (1.30)

ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nishatan yechilmagan 1-tartibli
tenglama deb ataladi.

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani % ga nisbatan yechib olish
magsadga muvofiq bo‘ladi, ya’'ni berilgan tenglamadan

%:fi(x,y) (i=1,2,..,n) (1.31)

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan teng-
lamalar hosil gilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishdagi

tenglamani % ga nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, un-

dan tashqari y ' ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko‘ri-
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermaydi.
Shuning uchun (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha para-
metr Kiritish yo‘li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlari-
dan biri bilan tanishib chigamiz.

Faraz qilaylik, (1.30) tenglamani y yoki x ga nisbatan oson

yechish mumkin bo‘lsin. Masalan, uni y = f(x,y’) ko‘rinishda
24



yozib olish mumkin bo‘lsin. B{- = p parametr kiritib, y=f(x, p) ni

hosil gilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to‘la differensial
olib hamda dy ni pdx ga aimashtirib

_of(x,p) of (x,p)
pdx = P dx + > dp,

ya’ni, M(x,p)dx+ N(x, p)dp =0 ni hosil gilamiz. Agar bu tengla-
maning x = ®(p,C) yechimini topsak, u holda berilgan tenglama-
ning yechimi

{x =@(p,(),
y = f(x,p)
parametrik ko‘rinishda bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun y(x,)= y, Koshi masalasi (x,, y,) nuq-
tadan o‘tuvchi va bu nuqtada umumiy urinmaga ega bo‘lgan (1.30)
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo‘lmagandagina
yagona yechimga ega bo‘ladi. Aks holda Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladi, ya’ni (x,, y,) nugta Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladigan nuqta bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudligi va
yagonaligining yetarlilik shartini quyidagi teorema aniqglab beradi.

Teorema. y,, F(x,,y,,¥;) =0 tenglamaning yechimlaridan biri
bo‘lsin. Faraz qilaylik, F(x,y,y') funksiya x bo‘yicha uzluksiz,
y va y’ bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning y’
bo‘yicha hosilasi noldan fargli bo‘lsin:

oF '
'5)7(x0,y09y0) * 0

U holda F(x,y,y") =0, y(x,)=), Koshi masalasining X, nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida ¢'(x,)=y, shartni qanoatlantiruvchi
y=¢(x) yagona yechimi mavjud bo‘ladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko‘rinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bo‘lishi mumkin, ya’ni
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shunday yechimlarga ega bo‘lishi mumkinki, bu integral chiziglar
fagat yagonalik sharti bajarilmaydigan nugtalardan iborat bo‘ladi.

Agar F(x,p,y") funksiya x ga ko‘ra uzluksiz hamda y va y’ ga

ko‘ra uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (1.30) tenglamaning max-
sus yechimi, agar u mavjud bo‘lsa,

F(x,y,y") =0,
9 (x,y,9") =0 (1.32)
oy

tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.
Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topish
uchun (1.32) tenglamalar sistemasidan y’ ni yo‘qotish kerak.

1- misol. (y")® - 2x-(y")? + y' = 2x tenglamani yeching.
Yechish. (y) -2x-(y) +y' =2x = (y' = 2x)(y')> +1) =0

bo‘lganligi uchun, berilgan tenglama % —-2x =0 tenglamaga ekvi-
valent. Uning yechimlari y = x2+ C ko‘rinishga ega.
2-misol. (')’ +y-(y-x)-y' —xy* =0 tenglamani yeching.
Yechish. Berilgan tenglamani (y' + y2) (¥ =xp) =0 ko‘ri-
nishda yozib olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y '+y?=0 va
y'— xy = 0 tenglamalar yig‘indisiga ekvivalent. Ulardan birinchisi-

2
2

ning yechimlari y=0va y = ?}5’ ikkinchisinikiesa y =C-e? .

Demak, berilgan tenglama yechimlari ( y —;1?) (y _C. eé) =0,

3-misol. y = (y')% -¢” tenglamani yeching.
Yechish. p=y' = % parametr kiritamiz. U holda y = p’e”,

dy = (2pe’ + p*e”)dp. Bu yerdan p = 0 yoki x=2e” +¢?(p-1)+C=
=e’(p+1)+C.
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Demak, berilgan tenglama yechimlari
, B .
y=0va x=(p+De? +C,
y=pe.
4- misol. In y' +siny'— x = 0 tenglamani yeching.

Yechish. y'=p deb olsak, x =Inp +sinpdy = pdx bo‘lgani
uchun —a[')l = (%+ cos pj dp. Bu yerdan y = I(l + pcosp)dp =

= p +cosp + psinp + C . Demak, berilgan tenglama yechimiari

x = Inp +sinp,
y = p+cosp+ psinp+C.

5- misol. (y')? +(x +a)y -y =0 tenglamani yeching.

Yechish. p=y' parametr kiritamiz, u holda y = p* +(x+a)pdy =
=pdx va dy =2pdp +(x + a)dp + pdx tenglamalardan pdx =2 pdp +
+(x+a)dp+ pdx, 2p +x + a)dp =0 tenglamalarni hosil gilamiz.
Bu yerdan p=C yoki 2p+x+a=0 tenglamalar kelib chigadi. Demak,
berilgan tenglama yechimlari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

jy = p* +(x+a)p,

— . 2
y=(x+a)-C+C" va R2p+x+a=0.

Oxirigi ikki tenglikdan p parametrni yo‘qotib, y=C(x+a)+C* va

_ (x+a)’

ekanligini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
56. (') =y’ -y, 61. Gx+1)(y) -3(y+2y +9=0.
57. (¥)* +y (In’y ~1)=0. 62. x*(»')* -2xpp'~x* = 0.
58. () +x(y') -y=0. 63 x*(')V-x'-y=0.
59. x(¥') -y(¥)? +1=0. 64. y(y'Y -2xy'+y=0.
60. x(y)Y +xy'-y=0. 65 Iny +2(xy'-y)=0.
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7- §. n- darajali 1- tartibli tenglama

Chap tomoni y ' ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat,
ya’ni quyidagi

Oy + PO+ Pyt L Py + Py=0

ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglama n-darajali I-tartibli tenglama de-
yiladi. Bu yerda n— butun musbat son, P, Py, Py, ..., P lar x va
y ning funksiyalari.

Bu tenglamani y’ ga nisbatan echa olamiz, deb faraz gilaylik.
Bundan y’ uchun, umuman aytganda, n ta har xil ifoda hosil
bo‘ladi:

Y =9, v =L, ¥y =10 (1.33)

Bu holda

Fix, y,y) =0 (1.34)
tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta
y' =f» (1.35)

tenglamani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari mos
ravishda quyidagilar bo‘Isin:
®,(x,y, C)=0,0,x,y C)=0,.., ®(x,y C)=0.(1.36)
Bu integrallarning chap tomonlarini o‘zaro ko‘paytirib, nolga
tenglaymiz:
O (x,y, C) @,x,y,C) .- @ (x,y, C)=0. (1.37)

Agar (1.37) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo‘lsak, (1.34)
tenglamaning yechimini hosil qilamiz, hagiqatan ham, (1.34) teng-
lamaning har ganday yechimi (1.37) tenglamalarning birini, binobarin,
(1.35) tenglamalarning birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglama
(1.35) tenglamalarga yoyilgani uchun uni ham ganoatlantiradi,
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C,, C,, ..., C,
o‘zgarmaslarni bitta C bilan almashtirish va tenglamani

®xy O 0y 0 .. 2y )=0 (139
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechimi

bo‘ladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun (1.38) tenglamaning » ta
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin;

(I)l(xl 3 C) = 03 (DZ(X, Y, Q = 0, very ch(x, Yy, C) = O, (139)
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bu yerda C — istalgan qiymatlarni qabul qiluvchi ixtiyoriy o‘zgar-
mas, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechim-
lar (1.39) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar orasida bo‘ladi.

1- misol. (y')? - x— =0 tenglamaning umumiy integralini toping.
a

Yechish. Tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilarga
ajratib, quyidagini hosil qilamiz:

(J" J:) (J’ +‘/_j 0, bu yerdan y'- ‘/_ =0 va ' +\/— 0.

Bu ikkala tenglama o‘zgaruvchilari ajralad1gan tenglamadir. Ular-
ning umumiy integrallari

Jy -2 co[+ -C=0.

Shuning uchun berllgan tenglamamng umumiy integrali ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

Wy - c>2——-

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. (') — 2x(y')+y'=2x. 73. 8(y')3=27y.

67. "NHy(y — x)y' — xy*=0. 74. (y'+1) = 27(x+y)%.

68. (") H+Ginx — 2xy)y’ —xy = 0. 75. 2(y'+1) = L.

69. (y')*=4. 76. (') — 4y° = 0.

70. )+~ 1=0. 77. x(y')? = y.

71. x(y )2 — 2yy'+4x = 0. 78. y(y )3 +x = L.

.0y -y =0. 79.4(1 — y )=y — 2P0 'Y
8-§. F(y, y') = 0 va Kx, y') = 0 ko‘rinishidagi

tenglamalar

Bu tenglamalardan y ni (birinchi tenglamadan) yoki x ni (ik-
kinchi tenglamadan), shuningdek p = y' ni ¢ parametr orqali ifo-
dalash mumkin, deb faraz gilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda hosil bo‘ladi.
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Masalan, F(y, p)=0 tenglama bo'lgan holni ko‘raylik. y=¢() deb
tenglamadan p=y(#) ni yoki, aksincha, p=¢(f) deb tenglamadan
y=o¢(f) ni topdik, deb faraz gilaylik. U holda bir tomondan,
dy=pdx=vy(t)dx, ikkinchi tomondan, dy=¢'(f)dt. dy uchun ikkala
ifodani taqqoslab, y(f)dx=g¢'(f)dt ni hosil gilamiz, bundan:

y(?)
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

9'(?)
J' T +C,

y = o(1).

d. _(p—(ﬁdt va X = Mmc.
* J.\v(t)

1- misol. y = a1+ (y')* tenglamaning umumiy vechimini to-
ping.

Yechish. p=y'=sht deymiz, u holda y = avl +sh?t =a-chy,

= p dan dx = -1-)— ni topamiz. dy=ashtdt bo‘lganiigidan dx=adt va

d
x=at—C.
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
(x =at-C,
{ y = acht.
Bundan ¢ parametrni yo‘qotamiz. {= x+C bo‘lganligidan
y= achicig
a
Quyidagi tenglamalar yechilsin:
80. x(y2 — 1) = 2y". 85.y = In(1+y"?).
SL.y'(x—1Iny’') = 1. 86. (y'+1y = (y' — y)i
82.x=y3+ y" 87.y=('— e
83. x=y'\Jy? +1. 88. () — (¥y")? =~
84.y =y + 2% 89. (') — () =y
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9- §. Lagranj va Klero tenglamalari

1. Lagranj tenglamasi. Ushbu
y=x0(y") + y(y') (1.40)

tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi, bu yerda o(y '), w(»') lar y’ ning
ma’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr kiritish usu-
li bilan yechiladi. y '=p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama ush-
bu ko‘rinishga keladi:
y = xo(p) + w(p). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bo‘yicha differensiallab,

P =0(p) + (x¢'(p) + ¢'(p)) L
yoki
P o) = (¢ + )L (1.42)

tenglamani hosil gilamiz. p — ¢(p) = 0 va p — y(p) = 0 bo‘igan hol-
larni garaymiz:

a) p — o(p) = 0 bo‘lsin. (1.42) tenglamani % ga nisbatan

yechib, quyidagi ko‘rinishda yozamiz: & — x 92 __ vip)
dp  p-o(p) p-o(p)

Hosil qgilingan tenglama x va ;ﬁ ga nisbatan chiziqglidir, demak,
/4

x=o(p, O) (1.43)
umumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga qo‘yib, y ni p va C orqali
ifodalaymiz:

y =, Cy op) + v =f(p, O). (1.44)
(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
x =®(p,C),
y=f(p,0).

Bu sistemada p parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yechimini quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:

Hx, y, () =0.

parametrik ko‘rinishda beradi: {
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Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘lmaydigan maxsus
yechimi ham bo‘lishi mumkin.

b) p — @(p) = 0 bo‘lsin, ya’ni biror p=p, da ¢(p,)=p, bo‘lsin.
Ushbu

{y = x9(p) + o(p),
P=D
sistemada p ni yo‘qotib, y = x¢(p,) + w(p,) yechimni hosil gilamiz.
Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimidir.

1- misol. Ushbu y = x + (y')? Lagranj tenglamasining umumiy
va maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Bu tenglamada y' ni p(x) ga almashtirib,

y=x+p (1.45)
tenglamani hosil gilamiz. Uni x bo‘yicha differensiallaymiz:

- 2 4p 13,29
p=1+3p E.Bundanp 1=3p -

a) Agar p — 1 # 0 bo‘lsa, ushbu

tenglamani integrallab, quyidagini hosil gilamiz:

2
x=3np—1+p+ L)+ (1.46)
2

x ning hosil gilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz:
2
y=3np—+p+ &)+ C+p.

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametr ko‘rinishida beradi.

b) Agar p — 1 = 0 bo‘lsa, p = 1 giymatni (1.45) tenglamaga
qo‘yib, y = x+1 maxsus yechimni hosil gilamiz.

2. Klero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi-
ning ¢(¥ ') = y' bo‘lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umu-
miy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

y=xy'+ty('). (1.47)
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y' = p(x) deb olsak, (1.47) tenglama quyidagicha ko‘rinishga ke-
ladi:
y =xp + y(p). (1.48)
x bo‘yicha differensiailab, quyidagini topamiz:

_@_ . dp

L oy dp s dp , B dp _
y —p+xdx+\v(p)dx,yamdx[xw(p)]—O,buyerdandx—O

yoki
x+vy'(p)=0. (1.49)

% = 0 tenglamadan p=C kelib chiqadi,(1.48) da p o‘rniga C ni

qo‘yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz:

y= Cx+ y(0). (1.50)

Bu geometrik nuqtai nazardan to‘gri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakldagi yechimini beradi:

{x =-y'(p),
y =-py'(p) +v(p).
Hagiqatan ham, bu tenglamalardan: dx = —y"(p)dp.

dy = [-pv"() = v(®) + V@)ldp = —py"()dp, bu yerdan 2 = p.

Buni Klero tenglamasiga qo‘yish —py'(p) + w(p) = —py’'(p) + y(p)
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo‘qotib, (1.47)
tenglamaning integrali ®(x, ¥)=0 ni hosil qilamiz. Bu integralda C
ishtirok etmaydi, binobarin, u umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan C ning hech ganday giymatida
hosil qilib bo‘imaydi, chunki chizigli funksiya bo‘lmagani uchun u
maxsus integral deyiladi.

2-misol. Ushbu y = xy’ + y' — (y")? Klero tenglamasining
umumiy va maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Klero tenglamasining umumiy yechimini y' ni C
bilan almashtirib topamiz:

y=C+C—-?
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Bu tenglamani C bo‘yicha differensiallaymiz:

sistem

0=x+1-2C
Quyidagi
y=Cx+C-C?,
0=x+1-2C
adan C ni yo‘qotib,
y =1+ 1)

maxsus yechimni hosil gilamiz. U parabola bo‘lib, y = Cx + C — C*
umumiy yechimlar oilasining o‘ramasini tashkil giladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integrallarini toping:

9. y=xy'— (¥')?.

99.y=xy'— (y)%.
100. y =xy' —aJ1+(y')*.

, 1
101. y=xy +3'

102. J(y) +1+xy' -y =0.
103. y =xy'-¢”.

104. y=xp' — (2 + 7).
105. (')’ = 3(xy' — »).
106. 20y )2(y — xy") = 1.

107. y =x(%+y’)+y’.

10- §. Rikkati tenglamasi

1

91. y =2xy'+ :

g J() )2(y’)2

_ X0

92. 2y = I
93. y=x(y")?+ (¥
94,y + y = x(y')*.
95. y+xy' =4y'.
96. y =x(y') -2(y').
97. 2xy' — y=Iny".
98. xy' —y =Iny".
Ushbu

% = P(x)y* + 0(x)y + R(x) (1.50)

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy tenglamasi deyiladi. Bu
yerda P(x), Q(x), R(x) — biror a < x < b oraligda o‘zgaruvchi x ning
uzluksiz funksiyalari (-0 < @, b < +0).
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Tenglamada P(x) = 0 bo‘lsa, chizigli tenglama; R(x) = 0 bo‘lsa
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

O‘zgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
tenglamasi 0z ko‘rinishini saqlaydi:

1) x erkli o‘zgaruvchini ixtiyoriy x = ¢(x,) ko‘rinishda (¢ — dif-
ferensiallanuvchi funksiya) o‘zgartirish natijasida tenglamaning
ko‘rinishi o‘zgarmaydi.

Hagigatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
yana Rikkati tenglamasini olamiz:

@ = Ploa)o'(x1)y” + QloGa)le'(xa)y + Rlo(e)]o'(x);

2) y erksiz o‘zgaruvchini kasr chizigli y = %;}1—13 ko‘rinishda («,
1

B, vy, & — garalayotgan oraligda a8 - By # 0 shartni qanoatlantiruvchi
x ning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish natija-
sida ham tenglama o°z ko‘rinishini saglaydi:

ayy o A
dy _ (ad—x‘+a N +B) - (YY1+5)—(Y—d;1+Y 1 +8")-(ay +B) ~

dx (9, +8)

d
(o8-Br) 2L (ayy'o )y +(a'5+By-ad'~By )y +(B'5-5'B)
- (19 +8)* )

Natijani (1.50) tenglamaga qo‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil
bo‘lganiga ishonch hosil gilamiz.

Erkli o‘zgaruvchi x yoki erksiz o‘zgaruvchi y ning bunday shakl
almashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamasi soddaroq (kanonik)
ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y? oldidagi koeffitsiyentni y=w(x)z chiziqli al-
mashtirish orqali tlga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng-
lamaga go‘yamiz, u holda

dz
W —
dx

+ 7w = P(x)w*z? + Q(x)wz + R(x)
yoki
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B% = P(x)wz® + (Q(x) —%)z + ﬁ(v;x—)

Agar w == deb olinsa, tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:

1
P(x)

dz

S =g (Q( x) - (x))z P(x)- R(x).

P(x)

Bu almashtirish x ning P(x) = 0 bo‘lgan o°zgarish oralig‘i uchun
o‘rinlidir.

2) Tenglamada qidirilayotgan y funksiya oldidagi koeffitsiyentni
y=u*ta(x) almashtirish orgali nolga teng holga keltirish mumkin.

Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga qo‘yamiz, u holda

% = P(x)u? +[0Q(x) + 2P(x)a(x)]u + R(x) + P(x)ol.
u oldidagi koeffitsiventning 0 ga teng bo‘lishi uchun

a(x) = 2QP((X)) (P(x) # 0) qilib tanlab olish kifoyadir.

Keltirilgan almashtirishiarni birgalikda go‘llab, Rikkati tengla-

dy

masini == =t y? + R(x) ko‘rinishda yozish mumkin.

1- misol. Ushbu 2. =y +—21— tenglamani yeching.
Yechish., y =% almashtirishni  bajarib, tenglamani

2
ch -1- —(-JZ;) shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish-

da = =y belgilashdan foydalanamiz. U holda « + x Zx =-1- 2

du dx | du  _ dx o
Wadus | 2x Ieua)E | 2x tenglikni integrallab,

arctg(l + u) = %lnx +C
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yoki

u+l =tg(C~%lnx),

zZ= x{—l + tg(C —%lnxﬂ
ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo*ladi:
1

]

Quyidagi tenglamalrni yeching:
108. y'+ay)—axy—1=0. 13y —2xy+y>=5—x2,

y:

109. y' + y* = 2/x%. 114. y' + 2yer — )2 = &> +e~,
110. xp? +xy + X2 = 4. 115. 3xy’ — (2c+3)y +2 = —R2.
111. 3y "+y2+2/x2=0. 116. 2xy’ — G+ 2y+y2 = —22.

112, xy' — 2x+Dy+y? = —=x2. 17 5xp' — (dx+5)y + 2 = —3x,
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I BOB

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- §. Asosiy tushunchalar

n- tartibli oddiy differensial tenglama deb,

F(x,y,y",y",..y") =0 2.1)

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.

Bu tenglamaning yechimi deb, » marta differensiallanuvchi va
(2.1) tenglamaga qo‘yish natijasida uni ayniyatga aylantiruvchi
y = o(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

Fx,0(x),9'(x), 0"(x)..., ¢ (x)] = 0.

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

YOo) =Yer Y'OR) =Y Y (%) =Yg o YV =0" (2.2)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

y=9(x,C,C,...,C,)

funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. C,, C,, ..., C.
o‘zgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orgali aniqlab, tegishli xu-
susiy yechim hosil gilinadi.

Umumiy yechimdan xususiy yechimni hosil qilishda qaralayot-
gan oraligning chetki nugtalarida berilgan chegaraviy shartlardan
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla-
maning tartibi bilan teng bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

n- tartibli differensial tenglamani fagat ayrim xususiy hollarda-
gina bevosita integrailash mumkin.
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Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan tenglamalar

2-§. y" = f(x) ko‘rinishdagi tenglama

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani » marta ketma-ket integrallash
natijasida umumiy yechimi topiladi:

= fx), (2.3)
Y = [f()dx+ € = £+ G

yD = I[fl(x)+C1]dx+C2 = f,(x)+Cx + Gy

y=/L(x)+ ('El)'x"’l + (rfzz)'x” A+Cx+C,, (24

bu yerda f,(x) = J.[ jf(x)dx o ‘1)' (nczz)' s ...y C, lar o‘zgar-
mas sonlar bo‘lgani uchun (2.4) ni quyidagicha ham yozish mumkin:
y=£,(x)+Cx" +Cx"? .. +Cx+C,-
1- misol. y” =sin x tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
Yechish. y" = % ekanligini e’tiborga olib, berilgan tengla-

mani %— =sinx yoki dy" =sinxdx ko‘rinishda yozish mumkin.

Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

y' = jsinxdx+C1 =-cosx + (|,
y' = '[(—cosx+C1)dx+C =-sinx +Cx +C,,
= j(\sinx+C1x+C2)a'x+C3 =cosx+-;-C,x2 +Cx + G,

1
ECI-

Izlangan umumiy yechimga ega bo‘ldik.

Demak, y =cosx +Cx* +C,x +C;, C =
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2-misol. y" = xe* tenglamaning y(0)=1,y’(0)=0 bosh-
lang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija-
sida umumiy yechimni aniglaymiz:

y'= J.xe'xdx+Cl =-xe " —e* +(,

y = j(—xe"‘ —e " +C)dx+C, =xe" +e* +e* +Cx+ G,

y=e"(x+2)+Cx+C,.
Boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olsak,
1=e%(0+2)+C, -0+C,,C, =-1,
y'=-xe* -e* +(
dan 0=-0e’-e’+C, C =1.
Demak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=e (x+2)+x~1.
Quyidagi tenglamalarni yeching:

118. yV = cos? x, y(0) = 31—2, y'(0)=0,y"(0) = %, y"(0) = 0.
119. " = xsinx, y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 2.

120. y"sin*x =sin2x.

121. y" =2sin x cos’x —sin’x .

122. y"=xe, y(0)=0,y'(0)=2,y"(0) = 2.

123. y" =5,y =2,y () =1, ") = 1.

124. y" =4cos2x, y(0) =0, y'(0) = 0.

125. y" = —

1+x%
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126. y" = —. ,y(%)=ln\/§,y'(§)=l.

127. y
128. yV =cosx.

129. V' = ——.
sin” x

130. y"=xe*, y(0)=1,y'(0)=2.

131. y" =sin2x, y(0) =6, y'(0) =0.

3- §. Noma’lum funksiya oshkor holda qatnashmagan

tenglamalar
F(x,y @,y L y™)y=0 (2.5)
tenglamada y funksiya oshkor holda qatnashmagan. Bu tenglamada
¥ = p(x) 26)

almashtirishni bajarib, uni

F(xaPsP',---,Pn_k) =0

ko‘rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi & bir-
likka pasayadi.

1- misol. xy" = y'In (-J-'—) tenglamaning umumiy yechimi topilsin.
X

Yechish. Bu tenglamada y funksiya oshkor holda gatnashma-
gani uchun y' = p(x) almashtirishni bajaramiz. Bu holda y” = p’
o‘rinli bo‘ladi. Bularni tenglamaga qo‘ysak,

= 2 i p=Lml

x-p'=pln= yoki p Sin—.
Hosil bo‘lgan tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l-
ganidan §= t yoki p = x -t almashtirishni bajarsak, p' =+ x¢' ga
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ega bo‘lamiz. Buni e’tiborga olib, tenglamani 7+ xt' = tIn ¢ yoki
xt" = t(Inf - 1) ko‘rinishda yozish mumkin. O‘zgaruvchilarni ajrat-
sak,

dt _ dx
tini-1)  x

tenglamaga ega bo‘lamiz. Integrallash natijasida
Inlnz-1)=Inx+1InC, yoki Int-1=Cx,

bundan esa ¢ = 9" kelib chigadi. ¢ :—:1 ekanini e’tiborga olsak,

p= xeC1x+l

hosil bo‘ladi. p(x) =y’ dan y' = xe%*' tenglik hosil bo‘ladi. Bun-
dan esa izlangan umumiy yechim

1

_ Crx+1 _ 1 Cix+l _ Cix+l1
y= Ixe dx—er Fe +C,

1 i
ko‘rinishda hosil bo‘ladi.
2- misol. y"(x-1)-y" =0 tenglamaning y(2)=2,y'(2)=1,y'(2) =1
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. y"= p(x) va y” = p’ almashtirish bajarsak, dast-

d; dx
labki tenglama p'(x - 1) = p yoki 71, = =) ko‘rinishga keladi. In-

tegrallash natijasida In p = In(x -1) + InC, yoki p = C,(x - 1) yechim

hosil bo‘ladi. Dastlabki belgilashni e’tiborga olib, y”" = C,(x - 1)
natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo-
rat. Ketma-ket integrallab:

y' = J-Cl(x— Ddx + C, :%Clx2 -Cx+C,
y = J'(%Clx2 —C1x+C2)a'x+C3 =%x3 —%xz +Cx +G

umumiy yechimni hosil gilamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib

42



y"(2)=1dan [ =C(2-1) yoki C =1,

y'(2) =1 dan 1=—;—-4—2+C2 yoki C,=1,

y(2) = 2 dan 2 =§_i;.+2+c3 yoki C, :%
natijalarni hosil gilamiz. Bundan esa

1 3 1 5 2
yEgX —ax txtz
xususiy yechimni topamiz.

3- masala. m massali jism samolyotdan boshlang‘ich tezliksiz
tashlandi. Unga o‘z tezligining kvadratiga teng miqdorda havo
qarshilik ko‘rsatmoqda. Jismning harakat qonunini toping.

Y echish. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

s — jism bosib o‘tgan masofa;

_ds .. .. d*s .
v=— —jism tezligi; w = 7 tezlanish.

Jismga quyidagi kuchlar ta’sir etadi:
p=mg — harakati yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi;

2
F=m'’=k (%) — garama-qarshi yo‘nalishdagi havo qgarshiligi.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan jismning harakat gonuni-
ni ifodalovchi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:
2 2
mw = p ~ kv’ yoki mf;?s_ =mg - k(dg) % b ekanini e’tibor-

dt dt
a olsak, m9% = mg — kv? yoki 4o _ ﬁ(ﬁ— vz) tenglama hosil
g ] E" - g v y dt m k eng

bo‘ladi.

a* =£k"1 belgilash bajarsak, o‘zgaruvchilari ajraladigan

(a* ~ v?) tenglamani hosil gilamiz.

I|=

i _
dr
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dv
(a2-v?)

@| = ﬁt + C, natijani hosil gilamiz.
a-v m

Ofzgaruvchilarini ajratib, = —’,;-df integrallash yordamida

—l—ln
2a

Masala shartiga ko‘ra, =0 da v(0)=0 ekanligini e’tiborga olsak,

2ak

KALd —’—n—t tenglikdan v ni

C,=0 kelib chigadi. Shunday qilib, In|—2
a_

akt _tik_t

(2 )2 )
tOpsak, v=aglem™ -1 em +1 =aw=(f[h—m— hosil
em +e ™

bo‘ladi.

gmli = \/’—ng % = \/%_E va U= % ekanini  hisobga olib,
-Z,—s = ﬂth\/%_?f tenglamani hosil qilamiz va uning yechimi
s= \/;alnch 24, --—lnch kgt+C2, =0 da s(0)=0 ekanli-
gidan C,=0 bo‘lib, jismni bosib o‘tgan yoli s = —ln ch t formu-

la bilan, tezligi esa v = ath t formula bilan ifodalanadi.

Bu formuladagi a = k hm v=alim th\/g t=a= \/—%- ekan-

1w

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmaydi hamda tezda v = \/%

limit qiymatga erishadi va xuddi shu holat parashyut bilan sakrashda
ham sodir bo‘ladi.
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Quyidagi tenglamalarni yeching:

132. X’y"+x%y' =1. 140. x?y" = y".

133. y" + y'tgx =sin2x. 141. y"(e* +1)+y'=0.

134. yxInx=y'. 142, (1+2%)y"+2xy" = x°.

135. xp" -y’ =e* - x*. 143, ytgx =y’ +1.

136. y"+2xy” =0. 144. xy"+y'+x=0

137. (1-x2)y" - %' = 2. 145. y"-xL_ly'=x(x~1),
y(2)=1,y"(2) = ~1.

138. 2xyp"-y"=y" —a*. 146. xy" =y'+ xsin—y;'.

139. (1+x2)y”+1+y’2=0_ 147. (1_x2)yn+xy:=2'

4-§. Argument oshkor holda gatnashmagan tenglama

F(y,y,y"..y") =0 Q7

tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu
tenglama

y'=p(y) 2.8)
almashtirish bilan tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
(2.8) almashtirishda: y"=p'(y)-y'=p-p',
y"=plp p"+p%], -
o‘rniga qo‘yishlar bajariladi.
1- misol. 1+ y? = y-y" tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish. y'=p(y) va y"= pp’ almashtirishlarni bajarsak,

dastlabki tenglama 1+ p?> =y - p-p' ko‘rinishga keladi, bu esa bi-
rinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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¢ . . d d . A .
O‘zgaruvchilarni ajratib, ]p pz = —yX- tenglamani hosil gilamiz.
+p

Tenglikni integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

l -
51r1|1+p2|=lny+lnC, yoki 1+p2=C]2y2, P=i’C,2y2—l.

Dastlabki o‘zgaruvchi y ga qaytib, y'==+.C’y? -1 yoki
d -
\/_;Ey2= = tdx natijaga ega bo‘lamiz. Tenglikni integrallab,
Cy -1
: 1 +(x+ +{x+
_C'1T1n<qy+ /Clzyz _1) =ﬂ:(x+Cl) yoki y =%l_(e—( Q)G 4 o C2)Cl):

= chC (x + Cz) izlangan umumiy yechimni hosil gilamiz.
1

2- misol. M(0; 1) nuqtadagi urinmasi OX o‘q bilan a=45" bur-
chak tashkil qgiluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga teng
bo‘lgan chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Egri chizigning egrilik radiusi va normali tenglama-
lari quyidagicha edi:
R=(l+y?)y2[y", N=yJl+y?.

Masala shartiga asosan R=N? ekanligidan, quyidagi differensial
tenglamaga ega bo‘lamiz:

(1 + y12 )3/2/y~ - y3( [1 +y12 )3.

Tenglikning har ikki tomonini (1 + y"?)*/? ga bo‘lib, 1/y" = )?
yoki y"y® =1 tenglamani hosil qilamiz. y' = p(¥) va y" = pp' al-
mashtirish bajarsak, pp'y® =1 tenglik hosil bo‘ladi. O‘zgaruvchilarni
ajratib va integrallab, quyidagi yechimni hosil gilamiz:

pdp 3 _ _ -3 1 __ 1 a2, 1
5 Y =bpdp=yidy, Spt=-5y7 +5G
yoki
P=C -y
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Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak, y’2 =C - y~2 tenglama hosil

bo‘ladi. Masala shartiga asosan y'(x,) = tg45° =1 yoki y(0)=1,
y'(0)=1, bundan 1=C,—1, ya’ni C,=2. Shunday qilib, noma’lum
funksiyani aniglash uchun birinchi tartibli y? =2-y? yoki

2 —
y' = _____szyl tenglama kelib chigadi. Bu tenglamaning o‘zgaruvchi-

larini ajratib, integrallaymiz:

ydy = dx, l\/2)/2—1=x+lC2
:}2y2 -1 2 2
yoki y = -;-[(2x +C,)° + 1]. Izlangan chizigning M(0; 1) dan o‘ti-

shini e’tiborga olsak, 1 = -‘2-[(2 0+C) +1], ¢ =1.
Demak, y = 2x? + 2x + 1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

148. y-y"+y? =0. 153. y'A+y)=y?+y".
149. y"+2y(y')’ = 0. 154. yy"+y = 2.
150. y'tgy =2y". 155. y? +2yy"=0.
151. y"(2Qy +3)-2y? =0. 156. yy"-y? =0,
152. y(1-lny)y"+(1+Iny)y? =0. y(0)=1,y'(0)=2.

157. Egrilik radiusining OY o°‘gdagi proyeksiyasi o‘zgarmas a
bo‘lib, OX o‘q bilan esa koordinata boshida kesishuvchi egri chiziq
tenglamasini tuzing.

158. Suyuglikka tashlangan m massali jism o‘z og‘irligi tufayli
cho‘ka boshladi. Agar suyuqlik qarshiligi jism tezligiga proporsional
bo‘lsa, harakat qonunini toping.

159. 2yy" = (y')z. 160. y'y* =1.
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161. 2yy" =1+ 2. 163. y’ =y'/\/}_1.
162. y - y"=y? +3y*Iny.

5- §. Noma’lum funksiya va hosilalarga nisbatan bir
Jinsli tenglamalar

Fx,p,9,5"...,y")=0 .9)
tenglama x,y,y’,y",...,y" larga nisbatan bir jinsli bo‘lsa,
y
5P (x) (2.10)

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
1- misol. 3y =4y -y"+ y? tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglama y,)’,y" larga nisbatan bir jinsli
ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini y?> ga bo‘lib,

’ 2 ” !
3(%) —4-y7=1 ko‘rinishga keltiramiz. 3}'}—=p(x), ya’ni

” I2 L4 I 2 L
p'(x)= !-3):2’)—, 2 —(L) = p' yoki 2= p' — p* almashtirish ba-
y y o \y y
jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p” —4p* —4p' =1 yoki 4p' = -1 - p?
birinchi tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz.
Oc‘zgaruvchilarni ajratib va integrallab, quyidagi natijaga kelamiz:
dp

> =—-41-dx yoki arctgp = C, —%x, bundan esa p:tg(C—%)

l+p

yoki Y. tg (C —i‘.) hosil bo‘lgan tenglamaning o‘zgaruvchilarini
y

cos(C1 - %)

ajratgandan so‘ng, integrallab Injy| =41n +1n|G,| yoki
y =C, cos’ (C, - %) yechimga ega bo‘lamiz.
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2- misol. y + yy" = yy' tenlamani yeching.

Yechish. Bu tenglama ham avvalgi tenglama kabi y, y’, y” lar-
ga nisbatan bir jinsli bo‘lgani uchun yuqoridagi usulni qo‘llash
mumkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifoda (yy')’ ga
tengligi, ya’ni (yy') =y +yy" ekanligidan (yy')' =yy' teng-
lamaga ega bo‘lamiz. yy' =z almashtirish bajarsak, sodda z' =z
tenglamaga ega bo‘lamiz va uning umumiy yechimi z = C,e* ko‘ri-
nishda bo‘ladi. Belgilashga asosan yy' = C\e* yoki ydy = Cie*dx ni
integrallab, quyidagi umumiy yechimni hosil gilamiz:

y: =2C e +C,.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

164. yy" -y =0. 171, xyy" + xy? =2yy'.
165. (Y +y)y"+y? =0. 172. X" = (y - xp').
. ’ 2
" r_ 122 L4 _J’_ _y_ :y_
166. 2xy" . y" = y"” —a’. 173.y+x+x2 5

167. y"=y'e?,y(0)=0,y'(0)=1. 174. x*yy"+y? =0.

168. xyy" —xy”? = yy'. 175. X7 -2p") =y
169. yy" = y? +15y*Jx. 176. xyy" =y'(y +¥').
170. (1+x*)(y™? - yy") = xpy’. 177. 4x2p%y" = x2 - y*.

178. x'y" = (y -0}y -0 - X).

6- §. Yugqori tartibli chizigli tenglama

P +a )Y +a, ()Y + ot a, ()Y +a,(x)y = f(x) 2.11)
ko‘rinishdagi tenglama n- tartibli chizigli bir jinsli bo ‘Imagan tengla-
ma deyiladi. Bu yerda g,(x), a,(x), ..., a,(x) va f(x) — ma’lum va
biror oraligda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar.
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Agar f(x) = 0 bo‘lsa, bu tenglama chizigli bir jinsli tenglama
deyiladi.

Chiziqli bir jinsli tenglamaning birorta y, xususiy yechimini bil-
gan holda

=y [ax)dx 2.12)

chizigli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini bit-
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo‘lmagan tengla-
ma ham z(x) ga nisbatan (n—1)- tartibli chiziqli tenglamaga keladi.

1- misol ”'+£ " '+-—1— =Xx tenglamani y, =1 u-
SV ATy Y gV = g y =Inx x
susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.

Yechish. (2.12) formulaga asosan y =Inx J'z(x)a'x almash-
tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

/_1 n_____l 2z ’
y _szdx+zmx,y === Izdx+ ~+2 Inx,

Izdx—§5+%+z In x

ni berilgan tengamaga go‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi
tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz:

” 3 2Inx , 1
Inx+|=+ -z+—2-—lnx Z=X.
X X X

2-misol. "+ Ey' +y =0 tenglamaning xususiy yechimi
X

SinX ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping.

1

Yechish. (2.12) formulaga ko‘ra y = Sir;x Iz(x)dx almashti-
rishni bajaramiz. Tegishli hosilalarni
¢ _ XCOSX—sin x _[zdx + sin x z

x2

bl
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" sin x 7+ 2(xcos,§—sin X) . (x2_2)sin )3c+2xcosx j‘zdx
X X~ X
tenglamaga qo‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo‘ladi:

cos x
——dx.
sin x

sinx-z"+2cosx-z=0 yoki £=~2
z

Tenglikni integrallab, 7 = C21 yechimga ega bo‘lamiz.
sin® x

Natijani dastlabki almashtirishga qo‘yib,

sinx ( G sin x
== j 1—dx =22X(C, - Cietgx)

sin“ x

yoki

sin x coS X
- Cl
x

y=0C,

izlangan umumiy yechimni topamiz.

Misollarni yeching:

179. y"sin’ x = 2y tenglamaning y = ctgx xususiy yechimini
bilgan holda tartibini pasaytiring.

180. y" - y? + % =( tenglamaning y=x xususiy yechimini bil-

gan holda tartibini pasaytirib integrallang.
181. y" + (tgx — 2ctgx)y” +2ctg’xy =0 tenglamaning y=sinx

xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy
yechimini toping.

7- §. Chizigli bir jinsli tenglamalar
(2.11) tenglamada f(x)=0 bo‘Isin, ya’ni

Y+ aq (YD g, ()Y g, (X)y =0 (213)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan. y,, y,, ..., y, funksiyalar (2.13)
tenglamaning chizigli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi teo-
rema o‘rinli.
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Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chizigli erkli yechim-
lari y, ¥,, ..., y, funksiyalar bo‘lsa,

y=Cy+Cy, +..+C,y, 2.14)
funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi (C, G,
C, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar).
Izoh. y,y,, ..., y, funksiyalar (a; b) oraligda

oGy, oy, +...+a,y, =0 2.15)

shart noldan farqli «,, a,, ..., @, sonlar uchun o‘rinli bo‘lsa, bu

funksiyalar chizigli erkli funksiyalar, aks holda chizigli bog liq funk-
siyalar deyiladi.

Ikkita funksiya uchun o,y, + 0,3, 20 (2.15)shart 2L » ~ % _ ¢
Y2 o
shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chiziqgli erkli bo‘lishi uchun
ularning nisbati o‘zgarmas son bo‘lmasligi kerak.

Masalan. 1. y, =x,y, =x* funksiyalar 1‘-:%:£¢C
BT ¢ X

bo‘lgahi uchun chizigli erkli.

2.y =¢€,y, =€ funksiyalar ;}—1 = e** # C bo‘lganidan chi-
2

ziqli erkli.

3.y = 28, y, =5 funksiyalar g'— = —2— =0,4 bo‘lgani uchun
2

chizigli bog‘lig. (a, b) oraligda berilgan (n—1)- tartibgacha uzluksiz
hosilaga ega bo‘lgan » ta funksiyaning chiziqli erkli bo‘lishining

yetarli sharti bo‘lib, W (y,, y,, ..., y,) — Vronskiy determinanti-
ning noldan farqli bo‘lishi xizmat qiladi, ya’ni

yl y2 yn
b Y . W

WOy ey =l 0. (216)
y Py yen
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Agar y,, »,, .., ¥, funksiyalar (2.13) tenglamaning xususiy
yechimlari bo‘lsa, vronskianning noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli.

(2.13) tenglamaning vronskiani (2.16) a,(x) koeffitsiyent bilan
(a, b) oraligning x, nuqtasida

x
- Jap(x)dx

W(yl’y2’---s yn) = W(yl,y2, ceny y")|x=x0 -e X (217)

Liuvilli- Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.

(2.13) tenglamaning chiziqgli erkli yechimlari to‘plami yechim-
larning fundamental sistemasi deyiladi.

Ikkinchi tartibli

Y'+a(x)y +a,(x)y=0 (2.18)
chizigli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi yl(x)'va Y,(x)
funksiyalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi
y =3 (x) + Gy, (x) (2.19)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y,(x) ma’lum bo‘lsa,
ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya’ni

() =3 () [ d
¥, (x) =y, (x) |———dx )
2 1 ) (2.20)
yordamida aniglanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama-
ning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini pasaytirmas-
dan birdaniga (2.20) formula yordamida y,(x) ni topib, (2.19) formu-
la orgali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1- misol. "+ 2 y'+y =0 tenglamaning xususiy yechimi

X

sin x

Y bo‘lgan holda uning umumiy yechimini toping.

Yechish. (2.20) formula yordamida y,(x) ni topamiz:

e

sinx (e * sin x dx cOos X
Y, (x) = J - 3 dx = J. vt .
[smx X Jsin“x X

X
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Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

sin x COs X
y = Cl - C2 .

2-misol. y = C,e’™ + Cye™ funksiya y" -9y =0 tenglamaning
umumiy yechimi ekanini ko‘rsating,

Yechish. y, =¢€* va y, =e™* funksiyalarning har biri be-
rilgan tenglamani ganoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-

eSx

ziqli erkli, chunki i—’ === ¢%* = C . Shuning uchun bu ikki
2 e

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak,

y=Cy +Cy, =C&* +Cye™
umumiy yechim bo‘ladi.
3-misol. y” -y’ =0 tenglamaning y, =€, y, = *, y; =chx

xususiy yechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish. Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

N V2 s e e chx
Wx)=ly » y|=|¢8 -e* shx|=0,
vy, oy ¢ e* chx

chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday qilib,
bu funksiyalar chiziqgli bog‘liq, ya’ni ular fundamental sistemani
tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘lmaydi.

Misollarni yeching:

182. y,=shx va y,=chx funksiyalar y” -~y =0 tenglamaning
xususiy yechimlari bo‘lsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

. 1 .
183. y” +;1c-y’ + (1 —ﬁ)y =0, x # 0 tenglamaning =$smx,

cos x xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo‘ladimi?

-

Yo =
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Quyida berilgan funksiyalar o‘zining aniqlanish sohasida chizigli
erkli bo‘lishi yoki bo‘Imasligini aniqlang:

184. x+1, 2x+1, x+2.
185. 2x2 +1, x> -1, x+2.

186. \/)?, vx+a, Jx+2a.
187. In(2x), In(Gx), In(4x).

188. y, =€ va y, = €* funksiyalari y"+y' -2y =0 tengla-
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y=1va y, = e’* funksiyalar y"~2y' =0 tenglamaga xu-
susiy yechim bo‘lishini va fundamental sistema tashkil etishini ko‘r-
sating.

190. y"—4y'+5y=0 tenglama uchun y, =e** cosx,
¥, = e** sin x funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-
tal sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy yechimni yozing,.

191. y" -y =0 tenglamaga y;, = e™* xususiy yechim bo‘lsa, y, —
ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- §. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama

Y 1 ay" ™ +ay"? 4 ta, vy +a,y=0 (221

tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama deyi-

ladi, bu yerda a,, a,, ..., a, — o‘zZgarmas haqiqiy sonlar.
(2.21) tenglamaning yechimini

ko‘rinishda qidirib, uni tenglamaga qo‘yish orqali, (2.21) ning
xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi
K"+ a k™ v+ a k" + . +a, k+a, =0 (2.23)

algebraik tenglamani hosil gilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamamng
yechimiga mos ravishda:
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1) har bir oddiy haqiqgiy £ yechimga Ce, . qo‘shiluvchi mos kela-
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:
y=Ce* +Ce" 1.+ C M (2.24)
2) har bir karrali yechimga
y=(C +Cyx+ ..+ Cpx™ ) ek (2.25)

ko‘rinishdagi yechim mos keladi;
3) har bir k , = a +ip oddiy kompleks yechimga esa

e** (C, cosPx + C, sin Bx) (2.26)
go‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir ky , =« + i m- karrali yechimga

e [(q +C2x+...+C,,Hx’"‘1)c:os[3)c+(cl +ozx+...+cm_,x””‘)~sinﬁxJ

go‘shiluvchi mos keladi.

1-misol. y"-7y'+6y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. k*-7k+6=0 xarakteristik tenglamani tuzib,
k=1 va k,=6 ildizlarga ega bo‘lamiz, bularga esa e* va €% xususiy
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chiziqli erkli bo‘lganidan,

umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko‘rinishda yozi-
ladi:

y =Ce* +Cyet”,
2-misol. y”-13y" +36y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama k* —13k% +36 =0 ko‘ri-

nishda bo‘lib, uning ildizlari &, = £3, k34 =+2. Bunga mos e,
e, e, e funksiyalar chizigli erkli bo‘lganligidan, umumiy yechim
(2.24) formulaga asosan

y=Ce* + e +Ciet* 4 C ek,
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3-misol. y"-y'—2y =0 tenglamaning y(0)=0 va y'(0) =3
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish. Mos xarakteristik tenglama &> —k -2 =0 ko‘ri-

nishda bo‘ladi va uning yechimlari & =-1, k, =2. Umumiy
yechim esa (2.24) formuladan

y=Ce™ +Cye**

ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshlang‘ich shartlardan C, va C, larga nisbatan

Cl + C2 = 0,
-C, +2C, =3
sistema hosil bo‘ladi va C;, = —1, C,= 1 ekanligini topamiz. De-

mak, Xususiy yechim y = —e™ + ¢**,

4-misol. y" -2y’ =0 tenglamaning 3(0)=0 va y(In2)=3 chega-
raviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k2 —2k =0 ko‘rinishda
bo‘ladi va k=0, k,=2 uning yechimlari bo‘ladi. Demak, umumiy
yechim (2.24) formuladan y (x) = C; + C,e** ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

C1+C2 =O, yOkl C1+C2=0,
Cl +C2€21n2 =3 Cl +4C2 =3.

Bundan esa C;=—1, C,=1. Izlangan xususiy yechim y(x) = er* —1
ko‘rinishda bo‘ladi.

5- misol. y”-2y"+y' =0 tenglamaning umumiy yechimi to-
pilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k% —2k% + k = 0 ko‘rinish-
da bo‘lib, k,=0, k,=k,=1. Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo‘lgani
uchun e™, e*, x - e* funksiyalar xususiy yechimlar bo‘lib xizmat gi-
ladi va umumiy yechim (2.25) formuladan y = C, + C,e* + C,xe*
ko‘rinishda bo‘ladi.
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6-misol. y"-4y'+13y =0 tenglamaning umumiy yechimi

topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k% — 4k + 13 = 0 ko‘rinishda

bo‘lib, k;, =2 +3i. Bularga mos xususiy yechimlar e**cos3x va

er

sin3x ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy yechim, (2.26) for-

mulaga asosan, y = e**(C, cos3x +C, sin3x).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192. y"-4y'+3y=0. 202. yV 2y 4y =0.

193. y" -4y’ +4y =0, 203. 3" 14ty =0,

194. y"-4y'+13y =0. 204. yV +5y" 14y =0.

195. y" -4y =0. 205. y"-3y'+2y=0.

196. y"+4y =0. 206. y"+2ay’+a* =0.

197. y"+4y'=0. 207. y"+2y'+5y =0.

198. y"—y' -2y =0. 208. x"(r)-2x'(t)-3x(1) =0.
199. y” +25y = 0. 209. x"(¢)+whx(f) =0 (w= const).
200. y"-y'=0. 210. s"()+as'(1) =0 (a=const).

201. y"+4y'+4y =0.

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:
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211. y"+5y'+6y =0, y(0) =1, y'(0) =-6.
212. y"-10y'+25y =0, y(0)=0, y'(0)=1.

213. y"-2y'+10y =0, y(%)=0, y’(%)=e’5.
214. y" 13y =0, y(0) =1, y'(0)=2.

215. y"+9y =0, y(0)=0, y(%)ﬂ.



216. y"+y =0, y(0)=1, y,(g_):o,
217. 9y"+y =0, y(_32£)=2, y’(3—2“-)=0.

218. y"-y =0, y(0)=2, y'(0)=4.
219. y"+2y'+2y =0, y(0)=1, y'(0)=1.

9- §. Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglama

Y ra )Y+ e, (XY +a, (0)y = f(x) (28)

tenglama chizigli bir jinsli bo Imagan, ya'ni o‘ng tomoni 0 dan farqli
tenglama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
teorema bilan aniglanadi.

Teorema. Agar U = U(x) funksiya (2.28) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo‘lib, y,, »,, ..., y, funksiyalar esa mos bir jinsli
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi.

y=U+Cy +Cy +...+Cy, 2.29)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Boshgacha aytganda, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy
yechimi uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimlari yig‘indisiga teng.

Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimini xarakteristik tenglama orqali topishni bilamiz, ammo
bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish
masalasi ancha murakkab.

Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta Xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishib o‘tamiz. (Mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

I. O‘zgarmasni variatsiyalash usuli

Bu usul bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechi-
mini topish uchun qo‘llaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas bo‘lgan
hol uchun ham yaroqlidir.
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Mos bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari Vis Var wos ¥,
ma’lum bo‘lsa, (2.28) ning birorta xususiy yechimini

Ulx)=C(x)y, +C(x)y, +...+C(x)y, (2.30)
ko‘rinishda gidiramiz.
(2.30) ni (2.28) ga qo‘yib, C\(x), Cy(x), ..., C,(x) funksiyalarni
aniglash uchun quyidagi sistemani hosil gilamiz:

C (xX)y +C(x)y, +...+C(x)y, =0,
G )y +C(x)yy +...+Cl(x)y, =0,

G + G + L+ Gy =0,
G (x)yl +C2 (X)y2 +...+C, ()C)ynnl = f(x). 2.31)

Bu sistemadan C(x), C,(x), ..., C,(x) larni aniglab (2.30) ga
qo‘ysak, qidirilgan xususiy yechimga ega bo‘lamiz.
Yuqoridagi sistema
y'+a(X)y' + a,(x)y = f(x)
ikkinchi tartibli tenglama uchun
Cl(X)y, +C5 (x)y, =0,
Gy +Cy(x)y; = f(x)
ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
C (x) -_ yzf(x)dx; C ( ) y.f(x)dx
: W, n) oy W7,
U holda (2.30) formulaga asosan xususiy yechim
yzf(x)dx i f(x)dx
Win ) 2 W(n.y2)

(2.32)

U =-y | 233
ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda W (y,,y,) -y, va y, yechimlar vrons-
kianidir.
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0 ”n 2 ! Ctgx- . - . . .
1- misol. Y oy oty =— tenglamaning umumiy yechimini

toping.

Yechish. y” +%y’ +y =0 bir jinsli tenglama uchun 7- § dagi

. sinx e 1 ..
1- misolda y; = — ekanini bilgan holda y, = ~—cosx ni aniqla-
X
sinx COSX
. X 1
an edik va W = ) i = .
£ (yl 1) Xcosx-sinx Xsinx+cosx 2
| x? P

Demak, y, va y, yechimlar chizigli erkli, ya’ni fundamental sis-
temani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi-

mi y= Clﬂlf—Q%- ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy

yechimni (2.33) formulaga asosan aniqlash mumkin:

cosSXx ctgx sinx ctgx

U(x) = sinx (" Tk g COSX ((x x o sinx fcoszxdx_
x b1 x 31 x Jsinx
x2 x2
_E‘_))_f_’f cos xdx = mx[lnltg4‘+cosx} <; _sinx " ‘i

Natijada (2.29) formulaga asosan

sinx Cosx  sinx
=C -G, + n
x X

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Yugqoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli
tenglamasining y,(x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimi

ko‘rinishda aniglanib, bu yerda
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o Jau (x)dx
W =n j—-—z———dx
b4

formula orqali, U(x) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

I1. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Bu usuldan fagat (2.28) tenglamada koeffitsiyentlar o‘zgarmas
bo‘lgan holdagina foydalanish mumkin.

Y™ b ay D gy 4 vay = f(x) (2.34)

tenglama berilgan bo‘lib,
f(x)=e"[P,(x)cosPx + Q,, (x)sinpx] (2.35)

ko‘rinishda bo‘lsa (bu yerda P (x) va O, (x) — mos ravishda n va m
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim

U(x) = x"e™ [P, (x)cospx + G (x)sinPx]

ko‘rinishda gidiriladi, bu yerda r daraja — k" + ak"" +...+a, =0
xarakteristik tenglamaning a+pi ildizi tartibiga teng bo‘lgan sondir.
Agar xarakteristik tenglama a+37/ kompleks ildizga ega bo‘lmasa,
r=0 olinadi. P(x) va Q(x) lar esa [ tartibli ko‘phadlar bo‘lib,

[ =max(n,m) va P(x)=Ax +Ax™" +  +A, Q(x)=Byx' +

+Bx™ +. . +B.

y'tay'+ay = f(x) (2.36)
tenglama uchun yuqorida aytilganlarni tartiblab, quyidagicha yozish
mumkin.

1. f(x)=P,(x)e” bo‘lgan holda:
a) a son k* +ak+a, =0 xarakteristik tenglamaning ildizi
bo‘lmasa, xususiy yechim

U(X) = Qn (x)ew‘ (237)
ko‘rinishda qidiriladi;
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b) o son xarakteristik tenglamaning bir karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim ‘
U(x) =xQ,(x)e” (2.38)
ko‘rinishda qidiriladi;
d) o son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim
U(x)=x"0Q,(x)e™ (2.39)
ko‘rinishda qidiriladi.
2. f(x)=e*[P,(x)cosPx + 0, (x)sinBx] bolgan holda:

a) o+ Bi xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, u holda
xususiy yechim

U(x)=e* [P, (x)cosPx + Q; (x)sinpx] (2.40)

ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda / = max(n,m);

b) o +pi son xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa, xususiy
yechim

U(x)=x e [P (x)cosBx + 0 (x)sinpx] (2.41)
ko‘rinishda gidiriladi, bu yerda / = max(n,m).

2- misol. y" -2y’ -3y = €** tenglamaning y(In2) =1, y(2In2) =1
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglamaning £ —2k -3 =0 yechim-
lari k,=—1, k,=3. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y=Ce* +Cye’"

ko‘rinishda bo‘ladi. a =4, Py(x) =1 bo‘lgani uchun xususiy ye-
chimni (2.37) formulaga asosan

U(x) = Ae**
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
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16 4e** ~8A4e** —34e** =% yoki 5A=1, A :%.
Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan

y=Ce ™ +Ce* +-;—e4"

ko‘rinishda bo‘ladi. C; va C, larni aniqlash uchun chegaraviy shart-
lardan foydalanamiz:

Le
5

Cle~ln2 + C2e3ln2 + 4In2 - 1’

- 1
Ce 22 C2e61n2 +§eslnz -1

1 16
~C +8C, + 2 =1,
2 1 ? 5 yok] Cl =——652 C2 =

1 256 757

o1
600 "

Demak, izlanayotgan xususiy yechim:
_652 —x_ﬂ 3x I 4%
Y=75¢ "¢ T3¢ -
3-misol. y"+y'-2y =cosx-3sinx tenglamaning y(0)=1,
¥'(0)=2 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama k> + k — 2 = 0, uning yechim-
lari esa k=2, k,=1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi
y=Ce?* +Cye*
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x)=€%* (cosx - 3sinx), ya’ni a=0, g=1
bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40) formulaga asosan
U(x) = Acosx + Bsinx
ko‘rinishda izlaymiz. U(x) ni tenglamaga qo‘ysak:
—Acosx - Bsinx — Asinx + Bcosx —2Acosx —2 Bsinx = cosx — 3sinx
yoki
(B-3A4)cosx - (3B + A)sinx = cosx — 3sin x.
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Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

B-34=1, yoki A=0, B=1.
3B+ A=3

Bundan esa umumiy yechim y = Ce2* + C,e* +sinx kori-

nishda ekanligini topamiz. C, va C, koeffitsiyentlarni topish uchun
boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

. Ce® + Cye +5in0 =1,
lamiz: 0 0
-2Ce” +Cye° +cos0 =2

y = e+ sinx izlangan yechim bo‘ladi.

yoki C,=0, C,=1. Demak,

4-misol. y" -y’ = ch2x tenglamaning y(0)=y'(0)=0 boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k* — k = 0 va uning yechim-
lari k=0, k,=1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y=C, +C,e*

ko‘rinishda bo‘ladi. f(x) = e’* (ch2x+0-sh2x) bo‘lgani uchun
(2.40) formulaga asosan xususiy yechimni

U(x)=Ach2x + Bsh2x
ko‘rinishda izlanadi. {(x) ni tenglamaga qo‘ysak:

4Ach2x +4Bsh2x -2 Ash2x -2Bch2x = ch2x
yoki

(44-2B)ch2x+(4B-2A)sh2x=ch2x+0-sh2x.

Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

44-2B=1, _ T
)4 +4B =0, Duningyechimi A=z, B=c.

Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=C, +C,e* +éch2x+%sh2x.
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Noma’lum koéfﬁtsiyentlarni aniglash uchun boshlang‘ich shart-
lardan foydalanamiz:

C, +Cyel +—;—ch0 +%sh0 =0,
C,é’ +§sh0+%ch0=0

yoki

Bundan, C, =0, C, = —%. Demak, boshlang‘ich shartlarni ba-

jaruvchi xususiy yechim y = —%e += ch 2x +-sh2x ko‘rinishda

bo‘ladi.

Izoh: f(x)=ch2x= ez_xfzfz— = %(e“ +e2*) ekanligidan
xususiy yechimni U = U, + U, = A e** + Be™* ko‘rinishda qidirsak
ham aynan yuqoridagi yechim hosil bo‘ladi.

5-misol. y"-2y'+2y = x? tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k? -2k + 2 = 0 va uning il-
dizlari k, =11 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y =¢e" (C, cosx + C, sinx)
ko‘rinishda bo ladi.

f(x)=x* =e"*PB(x) bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(x) = Ax* + Bx + C ko‘rinishda gidiramiz. Tenglamaga qo‘yish
natijasida

2A-4Ax -2B +2Ax® +2Bx+2C = x* yoki
2AX + (4A+2B)x+2A-2B+2C =x* +0x +0
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ekanligidan quyidagilarni hosil gilamiz:
24=1,
~44+2B=0, yoki A=1 B=1C=
2A-2B+2C =0

1
5

Bundan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

y =e*(C, cosx + C, sinx) +%(x +1)%.

6- misol. y"+y =xe* +2e¢* tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Xarakteristik tenglama &2 +1 =0, uning ildizlari
esa k;, = *i bo‘ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi

y=C cosx+C,sinx
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x) = f; (x) + £, (x) = xe* +2e™* bo‘lgani uchun
a, =1, 0, =-1, B; =B, =0, p,(x) = x, demak, xususiy yechimni
U(x)=U\(x)+U,(x) = (Ax + B)e* + Ce™* ko‘rinishda izlaymiz. Te-
gishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘ysak:

24e* +(Ax + B)e™ + Ce™ + (Ax + B)e™ + Ce™ =xe* +2e™*

(24x +2A+2B)e* +2Ce™ =(1x +0)e* +2e7*.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz: ‘

b

24 =1,
2A+2B=0, yoki A=
C=1

1

-1 -
5 B=-5,C=1.

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:

y =Ccosx+C,sinx +-;—(x —-1)e* +e7*.
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7-misol. y" +y" -2y’ =x-e* tenglamaning umumiy yechimi-
ni toping.

Yechish. Xarakteristik tenglamasi &* + k% -2k = 0, uning il-

dizlariesa & =-2, k, =0, k3 =1 bo‘ladi. Demak, bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y=C +Ce* +Ce?*,
S =fix)+ fx)=x-¢€ .

a; =0, Bx)=x, ay =1, R (x)=-1, B, =B, =0 bo‘lgani uchun

xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:
Ux)=U;(x)+Uy(x)=x-(Ax + B) + x - Ce™
ko‘rinishga gidiramiz. Buni asosiy tenglamaga qo‘yib,
3Ce* +Cxe™ +2A+2Ce" +Cxe* —4Ax-2B-2Ce™ —-2Cxe™ =x—¢€*
yoki
4Ax +(2QA-2B)+3Ce* =x-¢€*-

ifodani hosil gilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun
quyidagi sistema hosil bo‘ladi;

44=1, 1 1 |
2A_2B=07 yOkl A=—11B:‘Z,C='—§.‘
3C = -1

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega
bo‘lamiz:

y =C, +Cye* +Cie 2> —-l-x x+1 —-l-xe".
1 2 3 4 3

8-misol. y”"+y=3sinx tenglamaning y(0)+y'(0)=0,

y (—;—) + y'(%) = 0 chegaraviy shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimi
topilsin.
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Yechish. Xarakteristik tenglama k2 +1 =0 va uning ildizlari
ki, =+i=0+1i bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y=Cicosx+C,sinx.
fGo0) =" Bsinx +0cosx), yani a+Bi=0+i, a=0, p=1

bo‘lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bir
xil bo‘lganligi uchun xususiy yechimni (2.41) formulaga asosan

U(x) = x(Acosx + Bsinx)
ko‘rinishda izlaymiz.
U’ = (-Asinx + Bcosx)x +(Acosx + Bsin x),

U" =2(-Asinx + Bcosx) + (—Acosx — Bsin x)x
ifodalarni tenglamaga qo‘ysak,
-2Asinx + 2 Bcosx — Axcosx — Bxsin x + Axcosx + Bxsinx = 3sinx

yoki -2Asinx+2Bcosx =3sinx + 0cosx

hosil bo‘ladi.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

. 3
sp_o Yok A=-3, B=0.

Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi

{—2A =3,

. 3
y =Cjcosx +C, sinx —5XC08x

ko‘rinishda bo‘ladi. Noma’lum C, va C, koeffitsiyentlarni aniglash
uchun chegaraviy shartlarni qanoatlantiramiz:

!

y'=-Csinx +C, cosx—%cosx +%xsinx ,
y(0) = C, cos0+C, sinO—%-O.cosO =C,

¥'(0) =-C;sin0 + C, cosO—%-cos0+%0-sin0 =G, —%,
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y(g) =C cosg- +C, sin% ————— cost = G,

(™ o an 3 . 3m.on_ 3n
y(E)— Clsm2+C2cos2 3 cos2+E 5Sins = C‘+T'
Shunday qilib,
3
3 yoki 3
ks iy
C2—Cl +-Z—=0 —C1+C2 :_T
sistema hosil bo‘ladi va uning yechimi C, = 3(28”), G, =~2;—"

bo‘ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni qa-
noatlantiruvchi xususiy yechimi:

3 . 3
y = §[(n +2)cosx — (m —2)sin x] —SXC0SX .

9-misol. y"+6y' +10y =80e”* cosx tenglamaning y(0)=4,
y'(0)=10 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k% + 6k +10 =0 va uning
ildizlari k;, =-3%i bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi y = e>*(C, cosx + C, sinx) ko‘rinishda bo‘ladi.
f(x)=e*(80cosx +0-sinx) bo‘lgani hamda a +Bi=1+/ ekan-
ligidan xususiy yechimni U(x)=e* (Acosx + Bsinx) ko‘rinishda
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘ysak:

e* (-2A4sinx + 2Bcosx) + 6e* (Acosx + Bsinx — Asinx + Bcosx) +
+10e* (Acosx + Bsinx) = 80e” cosx.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

{16A +8B =280,

yoki A=4, B=2.
~84+16B=0
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Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi
y=e>*(C cosx +C, sin x) + 2e* (2cosx + sinx).
Boshlang'ich shartlarni ganoatlantirib, C, va C, larni aniglaymiz:
y' =€ (-3G cosx - 3C, sinx - C; sinx + C, cosx) + 2¢* (3cosx —sinx) ,
y(0)=C, +4=4, y'(0) = -3C, +C, +6 =10, bundan C=0, C,=4.
Shunday qilib, boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy

yechim:
y =4e> sinx +2e* (2cosx +sinx).

10- misol. y” + y = tgx tenglamaning y(0) = y(-g-) =0 chegara-

viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k* +1 =0, uning ildizlari
esa k;, = +i. Shuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi:

y = Ccosx +C,sinx.

f(x) = tgx = "™ tgx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’-
lum koeffitsiyentlar usuli bilan izlab bo‘imaydi.

Shuning uchun, o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala-
namiz.

U(x)=C,(x)cosx +C, (x)sinx deb olsak, C,(x) va C,(x) funk-
siyalarni aniglash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

{C{ (X)y +C(x)y, =0, oki {C{(x) cosx +C; (x)sinx =0,
G (X)) + G (x)y; = f(x)
Bu sistemani yechib,

-C/ (x)sinx + C; (x)cosx = tgx.

2
Cl(x)=~J.Slrl Zdx+ A=sinx—-In

COS X

X T
tg(—2—+z) + A4,

G, (x)=-cosx + B
ekanligini topamiz.
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Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:

X s
tg (-2- + Z) .

Chegaraviy shartlarni ganoatlantirib, A va B ni aniglash uchun,
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

y = Acosx + Bsinx —cosxIn

Acos0 + Bsin0 - cos0- ln‘tg(%)l =0,

hid P4 n TN
Acos€+ Bsmg—cos- lnltg(g) =0.

6

Bundan A =0, B= gln 3. Demak, chegaraviy shartlarni ganoat-

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:

V3 . x =n
y _T-ln3-smx—cosx-ln‘tg(5+z) .

Quyidagi tenglamalarni yeching:

220. y"-2y'+y =e*~.

221. y" -4y =8x>.

222. y"+3y'+2y =sin2x + 2cos2x.
223, y"+y=x+2e".

224. y"+3y' =9x.

225. y"+ 4y’ +5y =5x2 - 32x+5.
226. y”—3y'+2y=ex.
227. y"+5y'+6y=€" +e”
228. y"+y"=6x+e".
229. y"+y' -2y =6x2.
230. y"~Sy'+6y =13sin3x.

231 y"+2y'+y=e".

232. y"+y'+2,5y =25cos2x.

233. 4y" -y =x* - 24x.

234. y"-4y'+3y =7, y(0)=3, y'(0)=9.
235. y" -8y’ +16y =€'*, y(0)=0, y'(0)=1.

2x
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236. y"+y =cos3x, y(g)=4, y’(-;f)=1.

237. 2y"-y'=1, y(0)=0, y'(0)=1.

238. y"+4y =sin2x +1, y(O):%, y'(0) =0.

239. y"+4y = cos2x, y(o)zy(£)=o,

240. y" -y =2shx, y(0)=0, y'(0)=1.
241. y"-4y'+8y =61le**sinx, y(0)=0, y'(0)=4.

10- §. Eyler tenglamasi

O¢zgaruvchi koeffitsiyentli chizigli

"y g x" Ty D w a0 va,y = f(x) (242)

yoki

(ax+b) W +aq (ax+ b)"’1 W s va (ax+b)y' +a,y = f(x) (2.43)

tenglama Eyler tenglamasi deb ataladi, a, — bu tenglamalar uchun
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.
(2.42) tenglamani x=e¢' va (2.43) tenglamani esa ax + b = e al-

mashtirish orgali o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli tenglama holiga
keltiriladi.

1- misol. x?y’" - xy’+y = 0 tenglamani yeching.

. . dt 1 1 _ L.
Yechish. x=¢' yoki 7 =lnx, ——=—=—=e¢ " almashtirish
e

bajarib, y = y(x) = y[x(t)] funksiyaning murakkab funksiya sifatida
hosilalarini topamiz:

y_dy _dy dt _ .
Y =% T H I ye
" _ d .
y :ii-(e’y)—i—(ye’ e’y)e'—ez’(y ¥)
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Buyerda y va j ko‘rinishda # bo‘yicha hosilalar belgilandi.
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:

e’ e (j-y)-e ey+y=0

yoki
y=2y+y=0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
K -2k+1=0, (k, =1),

umumiy yechimi esa

y=(C, +CGt)e' =(C, +C,Inx) - x
ko‘rinishda bo‘ladi.

2-misol. (4x -1 y"-2(4x -1y’ +8y =0 tenglama yechilsin.

Yechish. 4x-1=¢ yoki x =%(e’ +1), %:%e’ yoki
d _ .. Cy -
EI =4e”" almashtirishlarni bajarsak,

, _dydt .
-
y' = i(4 - e"y’)i’- =(-de’ .y +4ej)de =167 (F - p).
dt dx
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama
16e* e (j—y)-4-2e" ey +8y =0

yoki

2y-3y+y=0
ko‘rinishdagi o‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglamaga
aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:
U -3k +1=0, (k1 =1,k =1).
Natijada umumiy yechim

t
=t
y =Ce' +C,e?
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yoki
y=C(4x-1)+C,v4x -1
ko‘rinishda bo‘ladi.
3-misol. y" - xy'+y =cos(inx) tenglamani yeching.
i
dx
bajarib, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

Yechish. x=¢' yoki # =Inx, = e~' almashtirishlarni

y'=e'y, y = (j-J)

Topilganlarni tenglamaga qo‘ysak, quyidagi o‘zgarmas koeffitsi-
yentli tenglama hosil bo‘ladi:

V¥ -2y +y =cost.
Xarakteristik tenglama k* -2k +1=0, (k, = 1) bo‘lganidan,
bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
y =(C) +Cyt)e
ko‘rinishda bo‘ladi.
f(x)=(1-cost +0-sin t)e‘)r bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(t) = Acost + Bsint
ko‘rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblab:
U'=-Asint + Becost, U"=-Acost -~ Bsint,
tenglamaga qo‘ysak,
—Acost — Bsint +2 Asint —2 Bcost + Acost + Bsint = cost
yoki
-2 Bcost + 2 Asint = cost.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglaymiz:

{—28 =1,

oki B=-L 4- .
40 y 2,A 0
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Demak, U (1) = —%sint hamda umumiy yechim y =(G +G1)e' -

l .
—Esmt ko‘rinishda bo‘ladi.
Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak,
y=(C, +CyInx)x —%sin Inx

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching:

242. x’y" -2y =0.

243, x*y" +2xy' —n(n+1)y = 0.
244. x’y" +5xy' +4y = 0.
245. x*y"+xy'+y =0.

246. xy"+2y' =10x.

247. x2y" -6y =12Inx.

248. x’y"—xy'+2y =0.

249. x?y" ~3xy' +3y =3In? x.
250. x*y" +xy'+y =sinQlnx)
251. x’y" - 2xy' +2y = 4x.
252. x*y"+3x%y" +xy =6lnx.
253. x*y"—4xy' +6y =x°.
254. X2y "+xp'+y = x.

255. X} y" -3xy'+3y =0.

256. Xy +30 + y =2, y()=1 y'(1)=0.

1 1

257. x’y"-3xy'+dy =2x', y()=5, y(4)=0.

o

11- §. Differensial tenglamalarni qator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor-
damida integrallash mumkin bo‘lmaydi, bunday tenglamalarning
yechimini
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Ms

y=2.Clx-x)" (2.44)

n=0

darajali qator ko‘rinishida izlanadi.

Noma'lum C  koeffitsiyentlarni (2.44) ni tenglamaga qo‘yib,
tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koef-
fitsiventlarni tenglab topiladi, ya’'ni

y'=f(xp) (2.45)

tenglamaga qo‘yilgan y(x;) =y, boshlang‘ich shartni qanoatlan-
tiruvchi yechimni topish haqgidagi Koshi masalasining yechimini

© (”)x
yzzy (0)(x__x0)n (246)

n!
Teylor qatori yordamida topish qulay, bu yerda
y(x) = W, Y' (%) = f(x3¥0)5 -

1- misol. y” - x2y = 0 tenglamani yeching.
Yechish. Bu tenglamaning yechimini

y=Cy +Cix+Cx* +...+C,x" + ...

darajali qator ko‘rinishda gidiramiz.
Tegishli hosilalarni hisoblab,

y' =C +2C,x +3Cx* +...+nC,x"" +...,
y'=2-1-C +3~2-C3x+...+n(n—l)C,,x"‘2 + s
natijalarni tenglamaga qo‘yamiz:
2-1.C, +3-2.CGx +...+ nln - DC,x"2 -
X (Co +Cx+Cx? .+ Cx" + ) =0.
x ni bir xil darajalari bo‘yicha guruhlasak:
2:1.C, +3-2-Cyx+(4-3C, —=C)x* +(5-4-C5 - C))x’ + ...
+[(n+4)(n+3)Cphq = C,]x™*..,=0

77



yoki

2-1:G, +3-2-Gx + Y [(n+ D +3C,,4 -C,]x"? =0.
n=0
Bundan

Cz = O, C3 - (n +4)(4+ 3)C”+4 = 0

yoki

Cy

Chis = D (n=0,1,2..).

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniglashga yor-
dam beradi:

C, =S o G
n T 3478 (4n-1)dn’ Al T 4589 dn(dn+l)’

Ciniy =Chn3 =0 (n=0,1,2,..) -
Shunday qilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo‘ldik:
had xtn KAmt
=G nZ:(:) 3478 @nin T 1 Z <3589, An{dntl)

Hosil bo‘lgan gator son o‘qidagi barcha nuqtalarda yaginla-
shuvchi bo‘lib, u ikkita chizigli erkli yechimlar yig‘indisidan iborat:

2-misol. y' = x? + y? tenglamaning, y(0)=1 shartni bajaruvchi
yechimini Teylor qatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisi
shaklida toping.

Yechish. y(0)=1 boshlang‘ich shartga asosan y'(0)=0* +1 =1,

ikkinchi tartibli hosila y” =2x +2y -y’ va uning qiymati
P0)=2-0+2-1-12 =2;

uchinchi tartibli hosila y” =2 +2y'? +2yy" va uning giymati

y"(0)=2+2-1+2-1-2=8;

to‘rtinchi tartibli hosila /¥ =6y'y" + 2yy” va uning qiymati

yV(0)=6-1.2+2-1-8=28;
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beshinchi tartibli hosila y* =6y"* +8 yy" + 2" va uning qiymati
Y0 =622 +8-1-8+2-1-28 = 144.
[zlangan yechim formulasi

2 3 4 5
y=1 +%y’(0) +%y”(0) +—x3—'y”'(0) +%y1y (0)+%yy(0).

2 3 4 s
Demak,y=1+%+_2; +.8;‘_' 8% 144x

4! 5!

3-misol. y” = x + y? tenglamaning y(0) =0, y'(0) =1 shart-
larni qanoatlantiruvchi yechimini Teylor qatori ko‘rinishida to‘rtta
noldan fargli had yig‘indisi ko‘rinishida toping.

Yechish. Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

X X
T4 (0)+7!-y (0 +... bo‘lgani uchun

boshlang‘ich shartlardan foydalanib:
»"(0)=0+0% =0
y" =1+2yy’ va uning qiymati y"(0) =1+2-0-1=1,

y = y(0) +%y'(0) +§y"(0) +

¥ =2y + 2yy”" va uning qiymati ¥V (0)=2-1> +2-0-0=2,
¥ =6y'y" +2yy" va uning qiymati y*(0)=6-1-4+2-0-1=0,
¥y =6y +8y'y" +2y-y" va uning qiymati
»1(0)=6-0+8-1.1+42-0-2=8

3 4 6 3 4 6
X x 2x 8x X X x
Demak, YEG Attt XA e o

Quyidagi differensial tenglamalarning yechimlarini darajali qator-
lar ko‘rinishida toping:
258. y'+xy =0.
259, y'=x-2y, y(0)=0.
260. y"+xy'+y=0.
261. y"-xy'-2y =0.
262. y"+x%y =0, y(0)=0, y'(0)=1.
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Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniqglikda
noldan farqli Teylor qatori yig‘indisi shaklida toping:

263. y'=x2y+y*, y(0)=1, to‘rtta noldan fargli hadlar yi-
g‘indisi shaklida.

264. y' =x +2y?, y(0) =0, ikkita noldan farqli had yig‘indisi
shaklida.

265. y'-xy’> =0, y(@® =1, y'(0) =1, to‘rtta noldan farqli
had yig‘indisi shaklida.

266. y' =2x -y, y(0) =2, aniq yechimi topilsin.

267. y' = y* +x, y(0) =1, birinchi beshta hadi yig‘indisi ko*-
rinishidagi yechimi topilsin.

268. y"=Qx-1Dy -1, y(0) =0, y'(0) =1, birinchi beshta hadi
yig‘indisi ko‘rinishidagi yechimi topilsin.
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11 BOB

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
SISTEMASI

1- §. Normal sistema

Ushbu
%zﬁ(t,xl,xz,...,xn), (i=1n) (3.1
ko‘rinishdagi sistema birinchi tartibli n ta differensial tenglamalarning
normal sistemasi yoki x;=x(f) noma’lum funksiyaning hosilasiga nis-
batan yechilgan differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunda
tenglamalar soni noma’lum funksiyalar soniga teng, deb faraz gilinadi.

Agar (3.1) sistemaning o‘ng tomonidagi f; (i =1,n) funksiyalar
X, ,% ,...,X, larga nisbatan chizigli bo‘lsa, u vaqtda (3.1) sistema
chizigli differensial tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (a, b) intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval-
da uzluksiz differensiallanuvchi va sistemaning hamma tenglamasini
ganoatlantiradigan n ta x,(7), x,(t), x;(¢), ..., x,(¢) funksiya to‘p-
lamiga aytiladi.

Differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun Koshi ma-
salasi shunday yechimni topishdan iboratki, u r=f; da berilgan quyi-
dagi giymatlarni gabul qilsin:

X |t=r0 =Xy, Xz |,=,0 = X055 Xp |,=,0 = X,9. (3.2)

Bu giymatlar (3.1) normal sistemaning boshlang ‘ich shartlari
deyiladi. Ularning soni noma’lum funksiyalar soni bilan bir xil.

(3.1) sistemaning umumiy yechimi deb, » ta ixtiyoriy C,, C,, ..., C,
o‘zgarmaslarga bog‘liq bo‘lgan ushbu x; = ¢, (¢,C,, C,, ..., C,)
funksiyalar sistemasiga aytiladi. Ixtiyoriy o‘zgarmaslarning mumkin
bo‘lgan ba’zi qiymatlarida hosil bo‘ladigan yechimlar xususiy
yechimlar deyiladi.
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n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o‘rinli, ya’ni birinchi tartibli » ta differensial tenglamaning normal
sistemasi x- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.
X = ax+by+ f(0), (33)
%zcx+dy+g(t) (3.4)

sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, ¢, d — o‘zgarmas koef-
fitsiyentlar, f(f) va g(f) — berilgan funksiyalar, x(#) va y(f) —noma’-
lum funksiyalar.

(3.3) tenglamadan

1{dx
y —Z(E—GX—f(’)) 3.5)
ni topamiz va uning ikkala gismini differensiallaymiz:
dy _ 1 d2x_ dx _df
— = Z(ijT a— Ej (3.6)

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib qo‘yamiz. Natijada x(#) ga nis-
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil gilamiz:

2
A%_;‘.+B%+Cx+1>(t) -0, (.7
t

bu yerda 4, B, C — o‘zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

—(F = y + 1,
dy
- = x+1
Birinchi tenglamadan
dx
y=_r- I 3.9)

ni topib, uning ikkala tomonini ¢ bo‘yicha differensiallaymiz:
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dy _d’x

i (39

(3.8) va (3.9) ifodalarni sistemaning ikkinchi tenglamasiga keltirib
qo‘yib, x(f) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiyentli ikkinchi tartibli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

2
Lx _x-1-0.
dt

Bu tenglamaning umumiy yechimi:
x=C1et +C2e_t ‘"l. (3.10)

(3.10) funksiyani 7 bo‘yicha differensiallab, (3.8) ifodaga keltirib
go‘ysak,

y=Ce -Ce" -1
ni topamiz. Demak, sistemaning umumiy vechimi:

x=Ce +Ce’ -1,
y=Ce -Ce' ~1.

2- §. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler usulida integrallash

Quyidagi bir jinsli chizigli

ffx—-—ax+by+cz
dr ’

d)
Z=ax+hy+az, G.11)
—Z—f—=azx+b2y+czz

sistemani garaymiz va undagi koeffitsiyentlarni o‘zgarmas deb hisob-
laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar
ko‘rinishida izlaymiz:
x=Xxe", y=pe’, z=ve", (3.12)
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bu yerda r, o, u, v o‘zgarmas bo‘lib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis-
temani ganoatlantiradigan qilib aniglash lozim. (3.11) sistemaga
(3.12) giymatlarni qo‘yib, e ga gisqartirib va A, p, v oldidagi koef-
fitsiyentlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz:

(a-r)A+bu+cv=0,

ar+(b -rjp+cqv=0, (3.13)
GHr+bp+(c; —r)v=0.

(3.13) sistema — A, u, v ga nisbatan chiziqli bir jinsli tenglama-
lar sistemasidir. Demak, sistema noldan fargli yechimlarga ega
bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir. Shunday qilib,

a-r b c
A=|lag b-r ¢ [=0 (3.14)

@ b -

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama r ga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir, u
(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning r,, r,, r; ildizlari haqiqiy va har xil
bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar siste-
masini yozamiz va A, u;, vi; A, By Va; Ay 1y, v, Koeffitsiyentlarni
aniqlaymiz. Agar (3.14) tenglamaning r,, r,, r; ildizlariga mos (3.11)
sistemaning xususiy yechimlarini x;, y,, 2,5 X,, ¥, 25 X5 V3, 23
orqali belgilasak, (3.11) differensial tenglamalar sistemasining umu-
miy yechimi

y()=Cy + Gy + Gy, (3.15)

ko‘rinishda bo‘ladi.
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1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

£~3x~ +
i Y+,

b
dr
d

Z-—- —_
E—x v+ 3z.

=-x+5y -2z, (3.16)

Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

3I—-r -1 1

yoki ° =112 +36r 36 = 0. Uning ildizlari: 5 =2, » =3, r, =6.
Demak, (3.16) sistemaning xususiy yechimlarini

21 21 21
X =he, yo=pe’, g =vie’,

3t 3t 3t
X2 =}\.2€ s y2 =Hze ,» L =V2e )

6t 61 24
X3 =M€, Y3 = e, 73 =vse

ko‘rinishda izlaymiz.
r,=2 da A, y, v ni aniqlash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi

quyidagicha yoziladi:

G- -y +v, =0, M-tV =0,
—)\-1 +(5_2)u1 _V] =O, yokl —7\.1 +3u1 —Vl = O,
}\1‘}1+(3—2)V=O }\.I_H1+Vl=0.

Bu sistema yechimlari: A, =1, p, =0, v; =—1.
r,=3 uchun
Ay — Uy +v, =0,
—Ay +2u; v, =0,
Ay —uy =0
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida A=1,

H,=1, v,=I ni olish mumkin.
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r,=6 da (3.13) tenglamalar sistemasi quyidagicha bo‘ladi

—3)\,3 - H.3 + V3 = 0,
~Ay —p3 - vy =0,
}\,3—}13“3\’3 =0,

A,=1 deb, u,=—2, v;=I larni topamiz.
Shunday qilib, (3.16) sistemaning Xususiy yechimlari:

21

x=e', y=0, 7 =-e";
3.

=€,

3t
Y2 =€,
6t

x, = e,

6t 61
X3=e 5 y3=—2e 5 Z3:e

Bu xususiy yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechimi (3.15) for-

mulaga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi:
x(1) = Cie** + Cye¥ + Cye®
y(t) = Ce’ ~ 2C,e%, (3.17)
2(t) = -Ce*" +Cye¥ + Cye®.
b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan

holni gqaraymiz.
2- misol. Sistemaning yechimini toping:

dx .
_dT=x—5y,

3.18)
d—y=2x—y
dt )

Yechish. Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

l-r =1 _pi9-0
2 -1-

ko‘rinishda bo‘lib, u ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan
(I-r)A-5u=0, (3.19)
2A-(1+r)p=0
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sistemaga ega bo‘lamiz. r=3i uchun
{(1 -3k -5y, =0,
2h = (1+3i)y, =0.
A,=5deb, p,=1-3i ni topamiz. U holda

x =5,y =(1-3i)e (3.20)

xususiy yechimlarni topamiz. r,=—3/ ni (3.19) ga qo‘yib, A,=3,
u,=1+43i larni topamiz.
U holda xususiy yechimlar

x; =5e y = (1+3i)e (3.21)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o‘tamiz:

- X1+ X - X —X
x_12 x_l2

1 — ’ 2T TR
2 2 (3.22)
— _ Nt —_Nn-n
yl - 2 }) yl - 2 .

Bundan Eyler formulasi e**" = cosaf + isinoas dan foydalanib

X = 5cos3t, X, = Ssin3z,
¥ =cos3t+3sin3t, y, =sin3t~3cos3t
larni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy-
idagi ko‘rinishda bo‘ladi:
x(t) = 5C, cos3t + 5C, sin3¢;
Y(#) = C (cos3t + 3sin3r) + C, (sin 3z -~ 3cos3¢).

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘lsin.
3- misol. Sistemaning yechimini toping:

& 2x +

- " (3.23)
dy _ _ :
717—4)/ X.
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Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi

2-r 1
-1 4-r

r,=3 ildizga ega. Sistemaning yechimini

X = ()\.1 + Hlt)e:” s

=r’-6r+9=0

r=

(3.24)

ko‘rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yib
3(h )+ g =200 + 1) + (A + pat) (3.25)

tenglikka ega bo‘lamiz. Chap va o‘ng tomondagi bir xil darajali
t ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

{37»1 +y = 2% + Xy,
3 =2 + 1y
sistemani hosil qilamiz. Bundan
{kz =X + Uy,
Hy =1y
ni topamiz. A, va p, sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum-

kin. A,=C, va 1= C deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy
yech1m1

x = (C, +Cyt)e*,
y=(C +C, + Ct)e¥
ko‘rinishda bo‘ladi.

3- §. Differensial tenglamalar sistemasining
birinchi integrali

Differensial tenglamalar sistemasi

dx fl

—L =it X, X, X,), (P=1m) (3.26)
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ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifmetik amallar
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) yordamida (3.26) tenglama-
lar sistemasi osongina integrallanadigan

F(z, U, %) -0 (.27)

tenglamaga keltiriladi, bu yerda U =U (¢, x;, X3, ...s Xp)-
1- misol. Sistemaning yechimini toping:

dx _ 2 2
i 2(x” +y9)t,
dy _ (3.28)
= = 4xyt.

Yechish. Tenglamalarni hadma-had qgo‘shib,
d(x+y)

dt
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab

X+y

=2(x+y)’t

ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:
d(x-y) _ Ry
—= 2t(x - y)>

bundan

1 7
e +1° =G,
ni hosil gilamiz. Shunday qilib, sistemaning ikkita birinchi integra-
lini topdik:

S SR R

r +m—cl, t +x_y—C2. (3.29)

(3.29) ifoda — (3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis-

temani x va y noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) diffe-
rensial tenglamalarning umumiy yechimini topamiz:

C,+C; -2 G -G
x(t) = e, y(t) =
2(C " NGy -1) 2G -1 )G -1%)
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2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

e _xoy
dt —t’

& _x-y

dr 71’ (3.30)
dz

—=x-y+1

a7

Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla-
masini hadma-had ayirib,

d(x-y) _
dt 0
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi
integralini topamiz:
x—y:Cl. (3.3

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-
lariga qo‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

& _G

dar 71’

o 1 (.32)
Ez Cl + 1.

(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan
7=(C, + D1+ G, (3.33)
ni topamiz. (3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib
qo‘yamiz va
y = |G 1+ Cy|+ G (3.39)
ni topamiz. Shunday qilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:
x(t) =In|Cyt + G|+ C, +Cy,
y(t) =In|Cit + G|+ G5,
(1) =(C + Dt +C,.
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3- misol. Quyidagi

%xt— =3x+5y,

(3.35)
B ax-sy
dt

sistemaning x| . 2, ¥ 0 5 boshlang‘ich shartlarni ganoat-
t= 1=

lantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko‘paytirib,
ikkinchi tenglamaga hadma-had qo‘shib,

d(2x+y) _
— = 2(2x +y)
tenglamani hosil gilamiz. Bundan
2x+y =Ce”
yoki y=Ce' ~2x (3.36)

birinchi integralni topamiz. (3.36) ni (3.35) sistemaning birinchi
tenglamasiga keltirib qo‘yib, x ga nisbatan chizigli tenglamaga kela-
miz:

K +7x=5Ce". (3.37)
Bundan
_ 5
x(1) = Cre”" +5C e (3.38)

yechimni topamiz. Shunday qilib, (3.35) sistemaning umumiy yechimi

x(t) = Cye”! +%C1e2' ,
3.39
y(t) = —%Clez’ -2C e, (-39
Sistemaning boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy
yechimini topish uchun (3.39) ga ¢, x va y larning o‘rniga mos
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ravishda 0, 2 va 5 sonlarni qo‘yib, C, va C, larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

5
C,+=C =2,
2o (3.40)
—%C, -2C, =5.

Bundan C =9, C,=-3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xu-
susiy yechimi:

x(t) =5e* -3¢,
y(t) =—e* +6e7".

4- §. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘Imagan
differensial tenglamalar sistemasini integrallash
usullari

1. O‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo‘lsin:

X' +ax+by+qz=fi(1), 1)
V+ax+by+oz=f(01), (2) (3.41)
rax+ by +az=f(1). (3)

Bunda f(7) (i=1, 2, 3) o‘zgaruvchining berilgan uzluksiz funksiyasi.
Faraz qilaylik:
X = Clxl + C2x2 + C}X},
y=CG» + Gy, + Gy, (342
1=Czg +C5 + Gz

funksiyalar (3.41) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy yechi-
mi bo‘lsin. U holda (3.41) sistemaning yechimini

x=C(@)x +Cy(1)x, + G (F)xy,
Y=CGOn +G 1)y, +Ci(t)yy, (3.43)
2=C (g +C (1)1 +C (g
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ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C\(7), C,(1), C;(#) ~ noma’lum funk-
siyalar.
(3.43) ifodalarni (3.41) sistemaga keltirib qo‘ysak, (3.41) siste-
maning (1) tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:
Gx +Cx +Cxy + G (X +ax +hy +¢z) +
+G (% +a % + iy +a5)+ GG +ax; + by +qz3) = £ (D).
Bunda (3.42) ga asosan barcha gavslar nolga teng, demak,
Cix, +Cixy + Cixy = fi (1). (3.45)
Xuddi shuningdek, (3.41) sistemaning (2) va (3) tenglamalaridan
{Cl'Jﬁ +Cy, + Gy = f,(1)
iz + iz + Gz = (1) (3.46)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
C/, C5, C5 larga nisbatan chizigli bo‘lgan (3.45), (3.46) sistema

yechimga ega, chunki uning determinanti Vronskiy determinanti
bo‘lib, u noldan farqli, ya’ni:

(3.44)

X X X3
A=y ¥ y3|=0.
Q L B

(3.45), (3.46) sistemadan C/, C,, C; larni topib, so‘ng integral-
lab, C,, C,, C, larni topamiz, shu bilan birga (3.41) sistemaning
(3.43) yechimini topamiz.

1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

dx
-Jr-+2x+4y_l+4t,

(3.47)
dy )
7{+x—y-5t .
Yechish. Awalo
%xt-+2x+4y=0,
d (3.48)
Dix-y=0
dt
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sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi
tenglamasini

I
X=y-— (3.49)
ko‘rinishda yozib, uni # bo‘yicha differensiallab,
dx _ dy _ dzy 350
rr (3:50)

tenglikni hosil gilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaning
birinchi tenglamasiga keltirib qo‘yib, y ga nisbatan ikkinchi tartibli
tenglamaga kelamiz:

d’y dy
——+=-6y=0.
a? dar Y

Bu tenglamaning umumiy yechimi:

y = CleZt + Cze—3f.
(3.49) dan

x=-Ce* +4C,e

ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:
x=-Ce* +4Cye™,
y=Ce* +Cye".

Endi (3.47) sistemaning yechimini

- — 2t -3t
{x— Ci(t)e” +4C,(1)e™', 3.51)

y=C (t)e* +C,(1)e™

ko‘rinishda izlaymiz.
(3.51) ni (3.47) ga keltirib qo‘yib va ba’zi bir elementar amaliar-

ni bajarib, C/(¢), C; (1) larga nisbatan

-C/(t)e*" +4C;(t)e™ =1+ 4¢,
C/(1)e* +Cj(t)e™ < %t’
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chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

2 -2t
Cit) = (61 —4t5—l)e

larni topib, so‘ngra integrallab,

(32 +81+2)€>’

NGRSt

C(t) = —%(r 3 +C, G =l_10(2z ) +C, 3.52)

ni topamiz, bu yerda C; va C, — ixtiyoriy o‘zgarmaslar. (3.52) ni
(3.51) ga keltirib qo‘yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil
gilamiz:

x(t) =-Cie* +4C,e>" +1t+ 1%,

y(t) = Gt + Cye _%,2, (3.53)

2. Anigmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o‘zgarmas koeffitsiyentli
chiziqii bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining
o‘ng tomonidagi ifoda f(#) — funksiya, P(#) — ko‘phad, e —
ko‘rsatkichli funksiya, sinpt, cospr — sinus va kosinus yoki ularning
ko‘paytmasi ko‘rinishida bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini anig-
mas koeffitsiyentlar usuli bilan topish magsadga muvofigdir.

2- misol. Ushbu

& xX+2y

dt ’ (3.54)
y _ _ .

E-x 5sint

sistemaning umumiy yechimini toping.
Yechish. (3.54) sistemaga mos bo‘lgan bir jinsli sistema:

ﬂ=x+2y

dt ’ (3.55)
Y _y

a7

Birinchi tenglamani 7 bo‘yicha differensiallaymiz:

2
ﬂ=£x—+2£¥-.
dr? dt
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Bundan

d*x  dx -
g 2x=0 (3.56)
. o x  dx .
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama P 2x = 10sin¢
t

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning k% -k -2 =0 xa-
rakteristik tenglamasi &k, = -1, k, =2 ildizlarga ega.
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
x=Ce' +C,e (3.57)
bo‘ladi. Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng tomoni f(¢) =10sinz
ko‘rinishga ega. Bunda a=0, f=1, shuning uchun xususiy yechimni
x* = Acost + Bsint (3.58)

. . - o . . .
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan x*, x* larni topamiz:

’
*

x* = —Asint + Bcost,

" .5
x* =-Acost - Bsint. (3.59)

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga qo‘yib, quyidagiga
ega bo‘lamiz:

(34 + B)cost + (A + B)sint =10sinz.

cost va sint larning koeffitsiyentlarini tenglashtirib,

34+ B =0,

A+ B=10
sistemani hosil gilamiz. Sistemani yechib

A=-5 B=15
larni topamiz. Demak, xususiy yechim
x* = -5cost + 10sint
ko‘rinishda, umumiy yechim esa
x=x+x"=Ce" +Cye* ~5cost+10sin? (3.60)

ko‘rinishda bo‘ladi. (3.60) ni 7 bo‘yicha differensiallab
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x'=-Cie™" +2C,e* +5sint +10cos¢ (3.61)

ni topamiz. (3.60) va (3.61) larni (3.54) sistemaning birinchi tengla-
masiga keltirib qo‘yamiz.
U holda

y=-Ce' + %Czez’ + -Iis-cost - -;-sint

ni topamiz. Demak, (3.54) sistemaning umumiy yechimi

x =Ce”" + Cye*" —5cost +10sint,
15

-t 1 2t 5 .
= — + = 4+ —COSf —=SInf
y C}e 26}6 7 3

ko‘rinishda bo‘ladi.
3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

dx
E=al‘x+bly+fi(t)r
'y

d (3.62)
= =ax+by+ f(1)

sistemani qaraymiz. Ikkinchi tenglamani biror A songa ko‘paytirib,
birinchi tenglamaga hadma-had qo‘shamiz:

d(x;tky) =(a +Aay))x+ (B +Ab)y + £, (1) + 0f, (£)- (3.63)

(3.63) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

d(x+\y)
dt

=(aq, +>»a2)(x+ ”‘*iz y)+f1(t)+hf2(z). G.64)

al+

Endi A sonni shunday tanlaymizki, u

bl o (3.65)
a +Aay
bo‘lsin. U holda (3.64) tenglama (x+Ay) ga nisbatan chizigli tengla-
ma ko‘rinishiga keladi:

d(x;tky) =(a +ra ) (x +ap) + fL (1) + A (1) (3.66)
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(3.66) ni integrallab
X4y = e MPOUC [0+ 2y (D]e @) dr} (3.67)

ni topamiz.

Agar (3.65) tenglama ikkita haqiqiy har xil A, # &, ildizga ega
bo‘lsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra-
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo‘ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeching:

dx
—_— 4 !
7 Sx+4y+e',

dy _
E—4x+5y+l.
Yechish. Buyerda aq =5, b =4, a0, =4, b =5, fi(t)=¢,
£ (¢) =1. X sonni (3.65) formuladan topamiz:

P h = 4450 = A(5+40). (.67)
5+4x

Bu tenglama A, =-1, A, =1 ildizlarga ega. U holda (3.67")
formuladan A=1 uchun

x+y=e9’ (Cl +j-(e-8t +e-9t)dt)=cle9t *—:;-e’ _

N-1

A = -1 uchun

x-y=€(C + [(l-e")dr)=Cye’ +te' +1
larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning bog‘ligmas ikki-
ta birinchi integrali
1 1Y

(x+y+§e’ +-9—)e =,

(x-y-t' -1)e’ =C,
ko‘rinishda bo‘ladi.
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Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini bitta
tenglamaga keltirish usuli bilan toping:

269. dy

270. dy

271. d

272.

273. 5

3x-ty3p 1
=3x 5y 3t 2t+

27

2

3

2

4.

75. | &’

276. \

277. 1

278.

& _dy +3x =sint,

ddt

iix—+ = cost
dt y= )

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste-
maning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:

Z=x ¥,
279. 15,
E = 2x}7.

280.

x _ y
&t x-y’
dy _ x
dt x-y
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X .
=sinxcosy,

281. o
—; = cosxsiny.
dx )
E" ==Yy, =t + 2xy, ) . )
282. 2 ,  funksiyalar sistemaning
&yt t=x-p
Ldt x

birinchi integrali bo‘la oladimi?

2
=y® -cCosx,  z=2fcosx-Iny,

283. funksiyalar siste-

dr

dy . z=3ycosx -y’
— = —ysinx.

4 = ~ysinx

maning birinchi integrali bo‘la oladimi?

= =cos’xcos?y +sin’xcos? y,
dt

284.

dy

dt

= —%siansin 2y, x(0)=0, y(0)=0.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eyler
usuli bilan toping:

%=8y—x, %=4x—3y,
285. < ¥ 288.

ﬂ=x+y ﬂ=3x+4y

dt ' dt )

r;lf£=2x+y, (ﬁt=5x—y,
286. ¢ 289.

d_y=x~3y. £=x+3y

dt \ dt ’

x(0) =0, y(0) =0.

dx . dx
7:_‘x-{-y, 7=x+5y,
287. d; 290. d;
E=4y—2x, E=—3y—‘x,
x(0)=0, y(0)=-1. x(0)=-2, y(0)=1
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xTTETe
%+2d—y=]7x+8y, 4
201, {4 At 293. {2 -,
I3ﬂ=53x+2y di
dt ’ -qizx—y
x(0)=2, y(0)=-1. t '

dx— —_— —
71}-—6x 12y -z,

dy _ _ _
292. =% 3y -z,

&z _
—Jt-—-4x+12y+3z.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
o‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli bilan toping:

;ﬂ+2x—y=—ez', ;2+y=003f,

294. d’ 297. <d’
7J:+3x—2y=6e2’. 2 4+ x =sint
§=x+y—cost, %=2x—y,

295. {; 298. { &

==y i _y= - — I i
==Y 2x +cost +sint. v 2y - x —-5€'sint.
£=2x+y—2z—t+2,
dx dt
~— -y = cost, &
296. g’ 299. | = =-x+1,
\E=x+y—z-t+l.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini aniq-
mas koeffitsiyentlar usulida toping:

dx

=3-2y, — = -y +5sin¢,

300. | % g 301. ‘j Y
11}_'=2x—2t. —y=x+cost.
dt dt
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dx
— =4x=5Sy+4r-1, Xty
dy

302. ;’y 304.
~=x- 2y +t, - =X 2y +2t,
x(0)=0, y(0)=0. x(o):_%’ y(0)=_%.
d—x+i)i y=e, ﬁ:xcosr,

303. 44 dij ws. 4
2dt+dt+2y_smt 2717:(e +e )y,

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam-
ber usulida toping:

Z__5x+4y, %=2x+4y+cost,
306. 309. |
d_y=x+2y. L =X -2y +sint.
at dr
%=6x+y, %=3x+y+e’,
307. 14 310. 4%
o =4x+3y. E=x+3y—e’.
r%’:-=2x——4y+1, fi_x=x+5y,
308. {4 . 311 4y
7=—X+ y. kE=—3y—x,
x(0)=-2, y(0)=1.
Mustagil ish topshiriglari
2
%“‘y+z, %)'='y_"
312. 1%, 33. 15 |
— =y+Z+L — ==
=7 a2
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by 1 ey
dt ’ a T
3. C 318. { ¥
‘_Z=_.l_ £=x+3v
o y-t dr
) dx -
dy 2 A
dr y’ d
315. | 319. Y, 4
2 LA
L dt
’(i‘ t
dx  yz’ J
Y _ . 3t
316. <£= x 320. S EX-yrrHel,
de 27 dr
y e x+yv+7+4
ar X+Y+Z+4.
-‘%:—7x+y,
317. dz
== 2x -5y

5- §. Operatsion hisob

1. Boshlang‘ich funksiya va uming tasviri.

Boshlang‘ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni qanoat-
lantiruvchi f(#) funksiya qabul gilinadi:

1°. Istalgan chekli intervalda f(#) va f'(f) chekli sondan ko‘p
bo‘lmagan birinchi tur uzilish nuqtalariga (chekli sakrashlarga) ega.

2°. t < 0 uchun £(n)=0.

3°. f(r) funksiva ko‘rsatkichli funksiyadan tez o‘simaydi, va’ni
shunday ¢ ga bog‘liqg bo‘lmagan musbat haqiqgiy o‘zgarmas A va §,
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta 7 lar uchun

I ()] < Me™ (3.68)

tengsizlik bajariladi. Bunda S, — originalning o‘sish tartibini ko‘r-
satuvchi son. Original o‘zgarmas bo‘lsa, §,=0 deb gabu! qilish
mumkin. .
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S (1) funksiyaning haqiqiy o‘zgaruvchi ¢ ning kompleks funksiyasi
e ga ko'paytmasini, ya’ni

e P f(t) (p=a+ib, a>0) (3.69)
ni qaraymiz. (3.69) funksiya ham haqigiy o‘zgaruvchi  ning kom-
pleks funksiyasidir:

e ” . f(t)=ef(t)cosht —ie~™ f(t)sinbt. (3.70)

So‘ngra ushbu xosmas integralni garaymiz:
Te~? f(t)dt = Te ® f(t)cosbtdf —i je~® f(t)sinbedt. (3.71)
0 0 0

Agar f(f) funksiya (3.68) tengsizlikni ganoatlantirsa va a > S,

bo‘lsa, (3.71) tenglikning o‘ng gismida turgan xosmas integrallar
mavjud va ular absolyut yaginlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniglaydi, u funksiya
F(p) ni bilan belgilaymiz:

F(p) =°§e*"’f(r)dr. G.72)

Ta’rif. Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan

F(p)= Ee"”f(t)dt = L{f (1))

tenglik bilan aniqlangan F(p) funksiyaga f(?) funksiyaning tasviri
yoki Laplas almashtirishi deyiladi, f(f) funksiyaning o‘zi esa
F(p) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi:

F(p)—— f(1) tasvir-original yoki f(#)— F(p) original-tas-
vir, yoki
L{f ()} = F(p).

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
1°. Ixtiyoriy o va B kompleks o‘zgarmaslar uchun

of (1) +Bg(t) «——aF(p)+BG(p). (3.73)
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Asosiy originallar va tasvirlar jadvali

Ne f(.t) F(p) tasvir No f(_t) F(p) tasvir
original original
1 a
L. I 7 9. | e* sin at (p-a)? +a2
nt n!
2. " 10. P
pn+l e (p- 0L)rz+l
: 2_ 2
3 e 1t.] tcosat —%—22
p-a (p” +a”)
A a 5 2pa
. sin at 12.| tsinar 5 53
p2 +02 (p2 +a2)2
14 . - 1
5.1 cosar 55— 13.] sin(t—0) | € —
p-+a po+1
a - 4
6. | shat s | |14, | cost-a) | €7 =
pS-a p+1
/4 sin ¢
7. | chat T 15| — arcctgp
p‘~-a !
.
P—a sin f arcctgp
8. | e — 3 | [——adt —_—
e cosar | T3 | |16 6[ p 2
2°. Ixtiyoriy o‘zgarmas o > 0 uchun
!
f(at)e——F (§) : (3.74)

3. Agar f(t)«=—F(p) bo'lib, f'(f) original bolsa, u holda
S ()y—pF(p)- f(0).
4. Agar f(t)<—F(p) bo‘lsa, u holda istalgan a da
e f(t)ye—F(p-a).

(3.75)

(3.76)
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5°. Agar f(t)«—F(p) bo‘lsa, u holda t > 0 bo'lganda
flt—1)e——e " F(p). (3.77)
6°. Agar f(r)«—F(p) bo‘lsa, u holda

[ (t)dtf—:—F—;"il. (3.78)
0

7°. Agar f(t,x)«—F(p,x) bo‘lsa, u holda

f(tx) - OF(px)

P - > (3.79)
8. Agar f(t)«=—F(p) bo‘lsa, u holda
~f (1) —F'(p). (3.80)

9°. Agar IF(z)dz integral yaqginlashuvchi va f(#)«——F(p)
bo‘lsa, u holda

L0 [Py, (3.81)
4

3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misollar.

Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqigiy o‘z-
garuvchining bir qator elementar funksiyalarining tasvirini topamiz.

Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g‘ri jad-
valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirishlar
yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab olamiz.

1- misol. f(¢) =4’ funksiyaning tasvirini toping.

Yechish. Logarifmning asosiy ayniyatidan:

ar - elna‘ - erlna_
U holda (3) formuladan

etlna — 1
p-lna
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. . . . . .. \ . -
ifodani topamiz. Demak, &' funksiyaning tasviri F(p) = yarve ya’ni
r, 1
a «—— .
p-Ina

2-misol. f(t) =1t cosat originalning tasvirini toping.
Yechish. 8 ga asosan

(o a2 gl
£-cosar< 2.7 T 22 (a2
p+a (a“+p°)  (a“+p°)
e
Demak, L{tcosat} = ———.
(p™+a”)
3- misol. "e* originalning tasvirini toping.

at, -1 o .
Yechish. € 'V—p—_; moslikning ikkala tomonini a para-
metr bo‘yicha n marta differensiallab, quyidagilarni hosil gilamiz:

l§ . t
teut . 1! 5 : tZeut . 2! o~
(p-a) (p-a)
) 1 . 1
r_”eat . 3! 4; el n ot - n: l
(p-a) (p-a)™
n!
Demak, L{t" “’}—
)n+l

4-misol. f(z)=(t- 1)2 ¢! funksiyaning tasvirini toping.

Yechish. t~1=z deb, funksiyani z2e? ko‘rinishga keltiramiz.
Endi jadvalning 10- formulasidan

et ——

(p-1)
ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan

2
(p+1)°

(t-112 e

ga egamiz.
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4. Originalni tasviri bo‘yicha topish usullari

Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo‘yicha izlash
uchun yoyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda tas-
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan f(f) funksiyaning F(p) tas-

virini - hing darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyish mumkin

bo‘lsa, ya’'ni

F(p)=ﬂ+a—'+a—2+...+ Gn_ 4. (3.82)
P p 4

bo‘lib, u | T < R da F(p) ga yaginlashsa, u holda original quyidagi

formula bo‘yicha topiladi:

fy=Ya5. (3.83)

n=0

Bu qator ¢ > 0 giymatlar uchun yagqinlashadi va ¢ < 0 da f(1)=0
deb olinadi.
Endi F(p) funksiya p ning kasr ratsional funksiyasi, ya’ni

F(p)= g% (3.84)

bo‘lsin, bu yerda A(p) va B(p) — mos ravishda m va n darajali
(m < n) ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagicha
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo‘lsa, u holda
uni eng sodda ko‘paytuvchilarga yoyish mumkin:

B(p)=(p-p)1 (p-p)? . Ap-p)7, (3.85)

bu yerda k,+k,*...+k =n Ma’lumki, bu holda Fp) funksiyani eng
sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin:

F(p) z Y 'k/ — (3.86)
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Bu yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini

' lim
(s- l)'p—w dp*~ '

s = [(p p;)Y - F(p) (3.87)
formula bo‘yicha aniglash mumkin.

A, koefitsiyentlarni aniglash uchun (3.87) formulaning o‘rniga
integral hisobda ratsional kasrlarni integrallashda qo‘llaniladigan ele-
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni go‘llash
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’ni sodda va juft-jufti bilan
go‘shma bo‘lganda magsadga muvofigdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’ni

B(p)=(p-pXp-p)p-p3)- (D= D,)>
bu yerda j # k, p; # p, bo‘lsa, yoyilma soddalashadi:
(Pj)
B(Pj) )

K(p) ning u yok1 bu usul bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu-
zishda f(p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:
a) B(p) maxrajning ildizlari sodda bo‘lgan holda:

F(p)=

(3.88)

f(t)—fB((p’j)) e (3.9

b) B(p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:

1) = ZZ e (3.90)

j=ls=1

5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar
-
1-misol. F(p)= Le 7 tasvir uchun originalni toping.
p

Yechish. Fp) funksiyani p(p=0) kompleks o‘zgaruvchining
butun tekisligida ushbu Loran gatoriga yoyamiz:
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Yoyilma birinchi teoremaning shartlarini qanoatlantirganligi sa-
babli bu funksiyaning originali quyidagicha bo‘ladi:
6 i ( l)n t2n
2t

A
fy=1- M T A 4ugn

Demak,

I

1
-p-e” —)Z( D —— n'(?_n)'

2-misol. F(p) = 1) tasvirning originalini toping.

( 3

Yechish. Tasvirning maxraji p,=0, p,=1, p,=1, p,=i, p;=—i
tub ildizlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88)
ko‘rinishda bo‘ladi:

A A A
Fipy=, b B A &
p p-1 p+l  p-i p+i

A, A, A, A, A; koeffitsiyentlar

A
/ B'(Pj)

formula bilan aniglanadi, bu yerda A(p)=p* +p+1, B'(p)=5p* 1.

_AW0) An 3., _ACD L
S O Ry T S B(-1) 4

_AW i, A=) _ i
A“"B'(i“4’A B(-i) 4
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Endi (3.89) formula bo‘yicha originaini topamiz:

f)y=-1.

it _e—lt

2i

_ ' l t -1y e
_—l+4(3e +e") 5

3 1 o it
e +oe =
3

[ it
et ——e ' =
T3¢ 73

~1+ %(3e’ +e ") —%sin!.

Mustagqil ish topshiriglari

Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping:

321. f(t)=sin?r.
322. f(t) = €' cos’t.

323. f(t) =shatcosbt.

324. f(t) = chatcosbt.

325. f(t) = shbt

326. f(t) = chatsinbt.
327. f(t)=e"'ch7t.

t
328. f(t) = [cos® ardr.
0

!
329. -e-t

sint

330. f(f)——

Quyidagi tasvirlarning originallarini toping:

331. F(p)= p—sin%.

332. F(p) = pln[l +L2].
P

p+3

333. F(p) = ——-—.
p(p* -4 p+3)

p+l1

334. F(p) =

1

335. F(p)= .
(7) p(1+p%)

p(p-D(p-2)(p-3)"

1

336. F(p) = ——— .
(7 p(PE+1)(p+4)

337. F = .
(p) ~2p+5

338. F(p)=—2

p 2p+5.
2
339. F(p)= pr .
(pr)(p-2)(p*+4)
2
340. F(p)=—2%2_
P (p-1)?
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Mustagqil ish topshiriglari

341. F(p)= pf_l. 346. F(p):m.
342. F(p)=m. 347, F(,;):ﬁ.

343. F(p)= p4‘_l. 348, F(p)zm.
344. F(p)=m. 349, F(p):W.
345. F(p)=m. 350. F( RS

6. Differensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsion
hisob usuli bilan yechish.

Ushbu
x"(t)+ax'(t) +ax(t) = f(t) (3.91)

chiziqli differensial tenglamaning x(0) = x;, x'(0) = x; boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qilinsin. Bu
yerda a,, a, — berilgan haqiqiy sonlar, f(f) — ma’lum funksiya.
1zlanayotgan x(7) funksiya, uning garalayotgan barcha hosilalari va
f (1) funksiya originallar bo‘lsin deb faraz qilaylik.

x(f)«——X(p) va x(1)=1* -3t +4

bo‘lsin. Originalni differensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega
bo‘lamiz:

x'(t)«— px(p) - x(0),
x"(t)¢— p*X(p) - px(0) - x'(0).

Tasvirlarning chiziqliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir-
larga o‘tamiz:
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PPX(p) - px(0) - x'(0) + a; [ pX(p) - x(0)} + &, X(p) = F(p)
yoki
(PP rapra)®(p)-(p+a)x, —x =F(p). (392
(3.92) tenglamani X(p) ga nisbatan yechib

(pra)xg+x LW

x(p) == ;
14 +alp+a2 P +alp+a2

(3.93)

ni topamiz. X(p) ning originali (3.91) tenglamaning boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

Shu kabi istalgan n-tartibli o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli dif-
ferensial tenglamaning yechimini boshlang‘ich shartlarda topish
mumkin.

1- miso). x" -5x'+4x =4 tenglamani x{(0) =0, x'(0)=2 bosh-
lang‘ich shartlarda integrallang.

Yechish. x(t)«—X(p) deymiz, u holda berilgan boshlan-
g‘ich shartlarga asosan

x'«— px(p) - x(0) = px(p),
x"e—p*X(p) - px(0) - x'(0) = p*X(p) -2,
42
p
Berilgan tenglamada barcha funksiyalarni ulaming tasvirlari bilan
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil gilamiz:
(P ~5p+)F(p) =2 +2.

Bu tenglamadan X(p) ni aniqlaymiz:
4+2p
p(p~5p+d)’
Tenglikning o‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda

x(p)=
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ni hosil qilamiz. Bunda originalga o'tib, tenglamaning yechimini
topamiz:

x(1)=1-2¢e +e*".

Endi quyidagi o‘zgarmas koefTitsiyentli differensial tenglamalar
sistemasini qaraymiz:

& ax+by+ £,

dt

d 394

d—':=a2x+b2y+f2(t). (354
Bu sistemaning

x(0)=x5, y(0) =y, (3.95)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda
biz £,(1), £,(9), x(0), y(?) funksiyalarni x'(#) va y'(#) larning originallari
deb faraz qilamiz:

x(1)e—%(p), y(1)—F(p), f; ()——F,(p), f,(1)——F (p)

bo‘lsin.
(3.95) boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olib, originallarni differ-
ensiallash qoidasidan foydalanib

X'(1)e— pE(p) = X5, ¥' (1) e—py(P) - ¥,
larni topamiz.
Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap-

las almashtirishlarini qo‘llab, X(p) va y(p) larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

{pf(p) =aX(p)+b7(p)+ R(p)+xy,

PF(p) = ;%(p) + b, 7(p) + B (p) + ¥. (3.96)

(3.96) sistemaning yechimi:
=\ _ BBy I+ (p=b) F (p)+xy ] 3.97
xX(p) = (p-a ) (p-by)-ayh ’ 3.97)
j/-(p) — HZ[E(p)"'xO ]+(p—al )le(P)"',Vo] (3.98)

(p-a ) (p—b))-ayby
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(3.97) va (3.98)da originalga o‘tib, (3.94) sistemaning (3.95)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini hosil qgilamiz.

Mustagqil ish topshiriglari
Quyidagi tenglamalarning yechimini toping:
351, x'+3x =€, x(0)=0.
352. x'—x =cost—sint, x(0) =0.
353. 2x'+6x =te>", x(0) = —%.
354, x"+6x'=12t+2, x(0)=0, x'(0)=0.
355. x"+4x'+4 =4, x(0) =1, x'(0) = 4.
356. x" + x =cost, x(0) =-1, x'(0) =1.
357. x"+3x'+2x =2 +1, x(0) =4, x'(0) = -3.
358. x"~x'=2sint, x(0)=2, x'(0) =0.
359. x"—4x'+5x =2€* (sint + cost), x(0) =1, x'(0) = 2.

360. x"-4x"'=1, x(0)=0, x'(0) = —-‘li-, x"(0)=0.

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

%+x—2y=0, ‘
361. x(0)=1, »0)=1.
Q+x+4y=0
dt )
%+2y=3t,
362. | p x(0)=2, y(0)=3.
'y
—-2x=4
\ dt
dx_ﬂ__.
363 7;‘ P sinf, . B 0 ,
’ ix'+-dl=cost x( )—5, ¥( )—_5'
dt d

115



116

364.

365.

366. 1

367.

368.

369.

370.

dx
E+4y+2xh~4t+l,

dy

3.2
2 ix-y=212,
ar Y=3

dx
E+y—2x—0,

dy et
X 2y =-5¢'sint.

ﬁ+x+y—5
dr? ’

d2y
—— —-4x -3y =-3.
Ldr? y

( dx dy
— — =O
dt+2dz+x+y+z ,

dx dy

s Z+x+7=0.

dt dt

x(0)=3, y(0)=0, z(0)=4.

x(0)=y(0)=x'(0)=0.
x(0)=y(0)=0.

x(0)=2, ¥(0)=3.

x(0)=y(0)=x'(0)=y'(0)=0.

x(0)=y(0)=1, Z(O)=-2.

x(0) =2, y(0)=0,

x(0)= 3, y(0)-2.



6- §. Matematik fizika tenglamalarining tiplari

Ushbu ko‘rinishdagi
2 2 2
Fleyu, &2, %, 20 20 2U)9  (39)
o’ oy ! axdy gt
differensial tenglamaga ikkinchi tartibli ikki o ‘zgaruvchili xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.
ou a“) 0 (3.100)

3

au(xy)%rzau(x,w62 + oy ()21 ayZ+F(x Y

ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga nisbatan

chiziqli tenglama deyiladi.
Agar (3.100) tenglama ushbu

u
a (x, y)-—-—+2a12 (x, y) +a22 (x, y)T+

+ay3(x, y) +023(x y) +a;;3(x,y)u+f=0 (3.101)

ko‘rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chizigli deyiladi. Agar (3.101)
tenglamaning koeffitsiyentlari x va y o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘l-
masa, tenglama o ‘zgarmas koeffitsiventli deyiladi. (3.101) tenglamada

£(x, y)=0 bo‘lsa, unga bir jinsli deyiladi.
a, (dy)* = 2a,dxdy + ay, (dx)? =0 (3.102)

tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen-

sial tenglamalarga ajraladi:

“lZ*\/alzz %2 dy _ 4 -\ at,~ay) -ay (3.103)

2
dx aj

@ _
dx h a)y
Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) teng-

lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.
Agar M nuqgtada alzz —a, -ay >0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M

nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Giperbolik tipdagi
(3.101) tenglamada x va y o‘zgaruvchilarni
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&=9(x,y), n=v(x,y)
tengliklarga asosan & va n larga almashtirsak, (3.101) tenglama

62 - 6
5{_,;] +013%+013gu+a33“+f =0 (3.104)
yoki
o'u  dtu ou ou
i, —+ay—+apu+ f=0 3.105)
ag2 6'[]2 13 aa 23 an 33 f (

ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.

Torning ko‘ndalang tebranishi, sterjenning uzunasiga tebranishi,
o‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdagi)
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o‘xshash teb-
ranish jarayonlarini o‘rganish giperbolik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

: 2 d%u 3 du : . P

1- misol. x R A 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga

. ox oy
keltiring.

Yechish. Bunda a, =x2, ap =0, O =_y2, a122 _4a“422 =
= x2y? > 0. Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakteristik
tenglamasini tuzamiz:

x2(dy)* - y* (dx)* = 0 yoki (xdy — ydx)(xdy + ydx) = 0.

Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi:

xdy —ydx =0 va xdy + ydx =0.
dy dx

dy dx _ . _ dy _dx _ Sy
Bundan 7+?—0 yoki xy =C|, " =0 yoki dez.

Endi £=xy, n= 2 almashtirishlarni bajaramiz. x va y o‘zga-
ruvchilarning xususiy Rosilalarini yangi & va n o‘zgaruvchilar orqali
ifodalaymiz:

ou_ou 35 ou on_ou . du y
ox O ax on ax & om x*’
d

ou_ou % oultn_ou . ou
oy o &y om oy & m x
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62_"_i(5_". )_i(a_u.L) du e, S o).
ax?  ox\ég Sr™ o x2 a§2 ox 6& & ox

2 2 2 2
_[6u ‘6§+au‘6n]‘y u 2y [6 0“u y]‘y_

—_——

G ox  og? ox) X2 on 2 el 0 B-on 5
Bzu.y_azu LJL u 2y gz_ti _ Fu v du ¥ 2.@._);_
&M T af )2 P o k- X of X

Pu_(2u 3, O an].x+[ Pu_ & an)_
oe? oy O%-om oy n-0E oy on?

. [azu P lHﬁ_Hazu 1] |_Fu o,y Pu Fu 1
og?  o&-an x

Hosil bo‘igan tengliklamni berilgan differensial tenglamaga qo‘yamiz:

2 2 2 2 2
A REALIN A SR A N
ae? 0t-om x? gy’ o i3

au 2 8%u y u 1
x4 et — | =0
Y {agz o&-on x*  oa? X2
Bundan
?u 5 u y Pu 1 ou
. 2. —.==0 vyoki ——— =
Em ) T Y Zm 2
2
yoki .6_u_i.6_u=0‘
o-on 28 om
Demak, tenglamaning kanonik ko‘rinishi
Pu__ 1 ou_
&-on 28 on

Agar M nuqtada a} -a; 4, <0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M
nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101)
tenglama

§=0(x,y), n=0(x,y)
(¢(x,y) funksiya ¢ funksiyaga qo‘shma kompleks funksiya ) al-
mashtirishga asosan ushbu
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2 2
%+%+alsg—’;+au%+assu+f 0 (3.106)
kanonik ko‘rinishga keladi.

Elektr va magnit maydonlar hagidagi masalalarni, statsionar is-
siglik holat hagidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun-
ga o‘xshash masalalarni o‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

2- misol.

2 2 2
a_£ az+26Z:0

T2

ax?  0xdy ay
tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada a, =1, ap =-1, @, =2, @b —a,ay =
= —1 < 0, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi.
Xarakteristik tenglamasi:
(dy) +2dxdy +2(dx)’ =0 yoki y? +2y'+2=0.

Bundan y'=-1%i; y+x-ix=C, y+x+ix=C;. Quyida-
gicha almashtirishni bajaramiz: & =y + x, n = x. U holda:

B _ o i o,

ox  OEox  omox @€ om

oz 6za§ azan az
oy ogoy anay S

Pz (P & Pz om) (2 o8 oz m|_d P27
— | —— —— e - . _+2._,_+___,
oxt |og? ox d&on ox BE,&n 6x 32,] ox) ag? 8L 3’12

Pz 8%z ot 8%z o 62z Pz

oy gl oy ot v ggt | dEom
Pz 2% 0 o'

oy oe2 oy 0tom dy el

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga qo‘yib, kanonik tenglama
ko‘rinishini hosil gilamiz:
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yoki

Agar M nuqtada a} - a,ay; =0 bolsa, (3.119) tenglama M

nuqgtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o‘zgaruvchilarni
& =0(x,y), n=n(x,y)

shaklda almashtirsak, u ushbu

u ou du

ox Rl il = 3.107

a§2+alsa§+azsan+”33”+f 0 ( )
kanonik ko‘rinishga keladi.

Issiglikning tarqalish jarayoni, g‘ovak mubhitda suyuqlik va gaz-
ning filtrlanish masalasi va shunga o‘xshash masalalarni o‘rganish
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.

3- misol.

o'z 2 2
92 sin? x - 2ysinx - 25 + y? ~?—§-= 0
ax? oxoy 3y
tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. Tenglamada g, = sin® x, a,, = -ysinx, ay = y
Bundan esa a}, - a;,ay, = y*sin? x - y? sin” x = 0. Demak, tengla-
ma parabolik tipda ekan.

Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin? x(dy)’ +2ysinxdxdy + y* (dx)’ = 0 yoki (sinxdy + ydx)’ = 0.

E=y- tg%, n = y almashtirish yordamida x va y o‘zgaruvchi-

lardan & va n o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:
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62z 1 82 & az on 2x 1oz 212X, X
—~ = - —-ysect= + == .ysec? ZtgX =
ax? 2[5§2 ox 3% o ox Y 2 28 y 2 g2
1827 2..4x 1 &z 12X, X
= S€C’" —+—y—-sec” —tg—;
dg 7 Oyt s ey

Pz _(z & Pz o) x, %z % Pzon_
oyt \ee? Oy & on oy

2 2
1272 x5 P2 ox 2
4 o2 2 o on "2 on?

2 2 2
8-z li_z_ % 9z o -ysec? X 1oz
oxdy 2\ ger oy EF, én oy

2 2
_l aztx 0z -ysec +16z sec2 X
2{ ge? 577 % on 2 26 2
Hosil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz;

152 <2 1 oz 2 X X . 2
SeC Sln X+—=y—-8eC = -{g=sin“ x ~
455, y 2 2'})62J 2 g2

oz, 8z 2 0z
LltgZ sec? Xsinx — secZ.sinx +
( 22 e+ 3 an] Y agy 7 sinx

2

2 2
21072 2 X 0°z x 0%z
+y? L2 g2 X2 tgX+221-9,
y[aaz PRI anz)

Qavslarni ochib chiqib elementar amallarni bajarsak, tenglama
quyidagi ko‘rinishga keladi:

2
| 2X, X . 2 0°Z .2 52 2 X
—-p—=-Secs={g=s1n“- x + Sec” =sinx =
2 yaz; 7 83 anzy 3% i 2 0

yoki
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7z oz

y—==-=sinx.
én° 6%
o 2tg(x/2 ‘ ' ‘
Lekin Slnx=—g(2x/—)—, tgﬁ:é ekanidan sinx = 22§712 ni
le?(y2) 2 o 2

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi :

Agar (3.104)—(3.107) tenglamalarda U =U(§,n) funksiyani

U =™ .V tenglikka asosan yangi ¥ =V (&,n) funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

oV

ﬁ+YV+f1 =0,

2 2 . o
ﬂ_a_K+YV+fl =0, (giperbolik tip)
2 on?

v oV o
a_§2_+;qT+YV +fi = (elliptik tip)

2
'V oV £ =0. (parabolik tip)

Zva, T+
a2 B

Bunda vy, a;;, a,;, @33 — parametrlarga bog‘lig bo‘lgan o‘zgarmas
kattalik: £, = f e ®V; & = —q;;/2; p=—ay/2.

(3.101) tenglama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hol-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiallar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son qiymatlarini topish ta-
lab gilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar go‘llaniladi.

Har bir usulning o'ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-
laning qo‘yilishiga garab, mos usullaridan birini tanlab olish
magsadga muvofigdir.
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Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

2 2 2
371. X2 va—z+2xy8_z_.+y2i£= 0.
ax? oxoy 6y2
2 2 2
372. L8402 38z % g2 _,
ol oxdy gyt x  dy
2 2
373. L.22, 12z
x° ox y© oy
Pz, 407 282 01 2
374, —+2- 32242, 6% 2.
ax? oxdy  gy? ox y

2 2 2
375. 22,402,502, 22 20z _g
2 2 2
376. y2i£+2xy-a—z+2xzu+ya_z=0_
X oy d oy

7- §. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor-
damida kanonik ko‘rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng-
lamani integrallab, avvalgi o‘zgaruvchilarga o‘tilsa, (3.101) tengla-
maning izlangan yechimi hosil bo‘ladi.

Bu usulni chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

2 2
%wzz gx—g, (a=const) (3.108)
U(x,t)|t=0 = fi(x),
3.109
‘;‘Ui = £, (x). ( )
t =0

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar bo‘lib, J,(x) funksiya
torning boshlang‘ich holatini, f,(x) funksiya esa boshlang‘ich tez-
ligini ifodalaydi.
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(3.108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
dx’ —a’dt* =0 (3.110)

ko‘rinishda bo‘lib, unda alzz -a),ay = a® >0, demak, tenglama
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x—at=C,, x+at=C,, 3.111)
u holda
E=x-at, n= x+at 3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama
TV g (3.113)
o&om ’

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir-
langan n da & o‘zgaruvchi bo‘yicha integrallab, birinchi tartibli

ou
o Q) (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil gilamiz. Bunda Q(n) — ixtiyoriy
funksiyadir. So‘ng (3.114) tenglamani fiksirlangan & da v o‘zgaruvchi
bo‘yicha integrallab,

U=9¢(&)+vy(n) (3.115)
ifodani, ya’ni (3.113) tenglamaning yechimini topamiz. Bu yerda
¢(&) ham ixtiyoriy funksiya, y(n) = IQ(n)dn. (3.115) ifodada & va
n o‘zgaruvchilardan x va ¢ o‘zgaruvchilarga o‘tsak,

U(x,t) =o(x—at)+y(x+at). (3.116)

Oxirgi ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lib,
Dalamber integrali deyiladi. Qo‘yilgan masalaning yechimini topish
uchun ¢ va y funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, 1)
funksiya (3.109) ni ganoatlantirsin. Buning uchun (3.116) da r=10
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U(x,0) = o(x)+y(x) = fi(x)- 3.117)

(3.116) ning ¢ o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini topib, unda
=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan
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ol(x,0)

ek —ap'(x)+ay'(x) = fr(x)

yoki

—0'(x) + ' (x) = = ().
Bundan

1X
—o(x)+v(x) =~ { 7)dz+C (3.118)

ni topamiz. Bu yerda x,, C = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

o(x) = 3. () -2 | i)z -,
" (3.119)
W(X) =3 h (D) + o [H(R)dz S
X0

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy ¢ va y funksiyalarni
(3.119) ko‘rinishda olsak, U(x, 7) funksiya (3.109) shartlarni ganoat-
lantiradi. (3.119) ni (3.116) ga go‘yib, go‘yilgan masalaning
yechimini topamiz:

x+at

U(x,n) = DBV AED L . 3oy

X—Hf

Bu formula Dalamber formulasi deyiladi.

1- misol.
U otU
P
tenglamaning
Uy =x, Y =x
Ot {s=0

boshlang‘ich shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Bunda f(x)=x, f,(x)=-—x va a?=1 ekanligini e’ti-
borga olib, (3.120) formuladan
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U(x,t)=

X f+X+l J‘

1 2x+t

=x~%[(x+t)2 —(x—t)2]=xth:x(l-t)

Xt
ni topamiz. Demak, masalaning yechimi
Ulx, ) = x(1 — ).

3u

- & :
2- masala. Dalamber usuli bilan a—;=a—2 tenglamaning
! X

ou
2rlr=0
chimi topilsin.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra, a=1, o(x)=x2, y(x)=0.
Dalamber formulasiga asosan, masalaning yechimi

= x2, %f:.|,=0 = 0 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi ye-

2 2
u:(_x:’_)_;(x"'_t) yoki u=x*+p2

ko‘rinishda bo‘ladi.

62u 2 62

3- masala. Dalamber usuli bilan — pry pw) £ =0 tenglamaning
t x?

d . . . . .
UI,:D = COsX, a_l:l’=° = sin x boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

Yechish. Bunda ¢(x)=cosx va y(x)=sinx bo‘lganligi uchun
Dalamber formulasiga asosan

cos(x—at)+cos(x+at) ot

u(x,y) = 5 +— J' sin zdz =
x—-at
1 x—at+x+at x—at-x—-at 1 xrat
=—-2.c08 . -~ —CO0S 7| =
2 2 2 2a ot
1 . X+at+x-at . x-at-x-at
=cosx-cosat—z-2sm 5 .sinX ‘”Z =

1. .
= COSX-cosat +—sinx -sinat
a

yechimga ega bo‘lamiz.
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3 u 2 u _ . .
4- masala. P a = 0 tenglamaning u|_,= x(a-x) va
ou -3x . . . . .
5‘{_(): e? boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
Dalamber usuli bilan topilsin.
Yechish. Bu masalada ¢(x)=x(a-x)=ax-x* vay(x)=e>*
Yuqoridagi formuladan foydalansak,

U(X,y)——-[a(x at) - (x—ar)? +a(x+at)—(x+at)’]+ xT,e“dz—

x-at

e —x? — P - [30man _ p3(xsan)]
6a
izlanayotgan yechimni topamiz.
Mustagqil yechish uchun misollar

- 3u o%u .
Dalamber usuli bilan — = a* — tenglamaning 4| _, = f(x),
ot ox =0

ou

.= F(x) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:
=0

377. f(x)=x(2-x), F(x)=¢€"

378. f(x)=cosx, F(x)=sinx.

379. f(x)=e*, F(x)=sin’x.

380. f(x)=x(2-x), F(x)=¢€".

381. f(x)=e*, F(x)=4x.

382. f(x)=cosx, F(x)=cos’x.

383. f(x)=sinx, F(x)=8x".

384. f(x)=sin’x, F(x)=cosx.

385. f(x)=e**, F(x)=x.

386. Dalamber usuli bilan u|,_,=0, 91 (-0 =x boshlang‘ich shart-
lami ganoatlantiruvchi %27“ = 4Zx“ tenglamaning yechimi topilsin.
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o o%u ,
387. u|,,=0, % -0 =—X bo'lsa, aT; =a = pwy tenglamaning

yechimi topilsin.

388. u|.o=sinx, %],:Ozl boshlang‘ich shartlarni qanoatlan-
2 2

. . 0 a . . . .
tiruvchi —— = @ —-% tenglamaning ¢ = — vagqtdagi yechimi topilsin.
aor? ox 2a
Pu_ 20
389. prinliwy > tenglamaning u|,_o=0, —{, o=cosx shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
u  du

390. pr ity tenglamaning =z momentda u|_o=sinx,
2 ax

u
Eh:o =C0S8x shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

391, 242 2% nglamani 2 %4 —sinx shartlarni
- 57 =5 tenglamaning Ul =x7%, 5{-|,:0 =sin x shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

62 2 8%u ou .
392. —=a pw tenglamaning u], 0 =COSX, —} =sinx shart-
=0
larni qanoatlantlruvchl yechimi topilsin.
%u 2 a

393, —=a
axr

7 s tenglamaning 4|, =sinx, %‘ =0 shartlarni
t

1=0
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

8- §. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga qo‘yilgan masalalarni yechishda
keng qo‘llaniladigan usullardan yana biri o Zgaruvchilarni ajratish
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng bo‘lgan chega-
raviy shartlar bilan berilgan masalalamni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi / ga teng bo‘lgan va ikki uchi mahkam-
langan torning erkin tebranish masalasida ko‘raylik.

u 2 &u
- 2%

P il 3.12D)

tenglamaning
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Ul,g =1 (x), 2—‘,’|,:0= fri(x) (3.122)

boshlang‘ich va
U.n)y=U(,1)=0 (3.123)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qilin-
gan bo‘lsin. (3.121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko‘ra

U(x,t) = X(x)T(t) (3.124)
ko‘rinishda izlaymiz.
(3.124) ni (3.121) ga qo'yib, izlanayotgan X(x), 7(#) funksiyalar-
ning har biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil gila-
miz:

2 2 2
2T vr=0, ZX. 2 x oo, (3.125)
dt dx? &

bu yerda A — hozircha no’ma’lum bo‘lgan tebranish chastotasi, bu

tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo‘ladi:

T(t) = C, cosit +C, sinkt, (3.126)

X(x)=C, cos%x+C4 sinZx, (.127)
bunda C|, C,, C,, C, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

U(x,t) = X(x)T(¢) funksiya (3.123) chegaraviy shartlarni qanoat-
lantirishi uchun X(x) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya’ni
X(0)=X(1)=0 bo‘lishi kerak. x=0 va x=/ giymatlarni (3.127) tenglik-
ka qo‘yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C, =0, C, sin%l =0.
Ixtiyoriy o‘zgarmas C,#0 bo‘lgani uchun
sin/ =0
a
bo‘lishi kerak, bundan ne N uchun
-3—1 = nm.
Shunday qilib, tebranish chastotasi A ushbu

_an 2an ann

)\,1 7 N l2=—’-, seey )\.n =T, e
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giymatlardan birini gabul qgiladi xolos. »n ning har bir giymati uchun,
demak, har bir & uchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ga
qo'yib va C-C,, C, C, larning A=A, ga mos qiymatlarini @, va b, lar
bilan belgllab (3 121) tenglamanmg (3.123) chegaraviy shartlarni
qanoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini hosil gilamiz:

U,(x,ty=X, ()T, (t) =Y (a, cos@r +b, sin#t)sin%x. (3.128)
n=|

(3.121) tenglama chiziqli va bir jinsli bo‘lgani uchun (3.128)
yechimlarning yig‘indisi

U(x,t) = ZU (x,8) Z(a cos—mt +b, sinZZ t)sm Zx (3.129)
n=1
ham (3.121) tenglamamng (3.123) chegarav1y shartlarni ganoat-
lantiruvchi yechimi bo‘ladi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang‘ich shartlarni ham qanoatlanti-
rishi kerak. Bunga biz a, va b, koeffitsiyentlarni tanlab olish yo‘li
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning # bo‘yicha xususiy hosilasida =0 de-
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

U(x,0) = ia,, sin"x = f, (x),

U (x,0) ann
= ZT’ b, sm—x 5 (x) (3.130)

n=l1
tengliklarni hosil gilamiz. Bundan a, va b, koeffitsiyentlarni (Furye
koefTitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar 0rqa11 topamiz:
2 . HR _ 2 . nm
a, -76[1‘1 (x)sin=xdx, by _a—mojfz (x)sin==xdx. (3.131)

Bularni (3.129) ga qo‘ysak, masalaning ushbu
U(x,l)= 2Zsm——x( cos-aﬂt jf (&) sm—ﬁdé’;+

+Lsm£”_"t j £ (g)sm—gda) (3.132)
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yechimi hosil bo'ladi. Bunday ko‘rinishdagi yechim Bernulli integrali
deyiladi.
1- masala. Uchlari x=0 va x=/ da mahkamlangan torning

boshlang‘ich holati u = (j—zhj -x(/ — x) parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi =( bo'lsa, uning OX o‘qidan og'‘ishi

ou(x,0)
ot
aniqglansin.

Yechish. Masala shartiga ko‘ra, (p(x)zigz-x(l—x), y(x)=0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) gator ko‘rinishida izlaymiz.
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniglanadi:

I
a; =%If(x)»sm—dx _—J'(lx x%)- sm—dx b=0.
0
Integraini bo‘laklab integrallaymlz.

u =Ix- x%, dv, = sinkT"'xdx,

—(] - =t ok,
duy =(I -2x)dx, v= T Cos——s

/
8h o ! knx| 8 knx
=——(lx - - . +— ]~ -
a !3( X )th COSTL, o J( 2x)cos 7 dx,
bundan,

!
a, =8_112 (l—2x)cosk—nxdx,
knl® !

u, =1-2x, duy, =-2dx,

/ k
dv, —cos-lf-—-dx Uy ~K—sm-71-t-x—,

i !
8h knx 16h knx 16 A knx
a, =——(I- n4| sm—d COS~—! =
* kn( 2x)si 10+k221'[ k33 !

0
16h l6h

-05.
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Topilgan a, va b, larni (3.129) tenglikka qo‘yamiz:

u(x,t) =3 SR (1 - (1)) cos KRl gjn ke
ka1 k' ! !

Agar k=2n bo'lsa, 1-(-1)*=0, agar k=2n+1 bo‘lsa, | —(-1)k=2.
U holda

u(x,1) = 32_3/12 i . COS(2n+l)1tat sin 2n+)nx
™ mi (2n+1) / !

yechimga ega bo‘lamiz.
2- masala. Uchlari x=0, x=/ nuqtalarga mahkamlangan tor
berilgan bo‘lib, boshlang‘ich holati OAB siniq chizigdan iborat.

Agar boshlang‘ich tezlik

20x, 0<x<l/2
fz(x)“{za(z—x), J2<x<l A
bo‘lsa, ixtiyoriy t momentdagi tor holati topilsin. B

Yechish. Chizmaga asosan OB va AB to‘g‘ri
chiziglarning tenglamasi:
2h

0A;T=%:>y=—[-x, agar 0<x<1l/2;

o 12 x

L x-Y2 _y-h __ 2h(i-x)
S =7 R ey

Demak, torning boshlang‘ich holati

agar l[/2<x<].

%, 0<x<l2,
hx) = 2h(i-x)

b

I/2<x <.

Furye usuliga asosan go‘yilgan masala yechimini (3.129) tenglik
ko‘rinishida izlaymiz, ya’ni

0

anm . anm . hm
U(x,t) = Z(a,, cos——- t+b, smT-t) Sin—-- x.

n=l
Bu tenglikdan a, va b, koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar
yordamida topamiz:
133



5! an’? L2
a, :TI (x)sm~— xdx_~— J'x sm% xdx+ j([ x)- sm— xdx.
0 //z

Bo‘laklab integrallash formulasiga asosan:

. nn
u=x, dv= smedx

desak, bundan

du=dx, v= —L-cosﬂx.
nn {
U holda
J'x sm—-[- xdx——l cos—r X+ — Icos—— xdx =
L L. L ’ sin""-x
T oom ! P T
Demak,
)2 I
a, = i jx sin 2~ dx+-— fsm—-xdx— Ix sm— xdx =
12
4h nm ir2 4h nn 2 4h nrn /
=——— - X-COS— X t+—— -sin—-x] —-—.cos—-x| +
Inn I b nn I fy mm Ly
! !
4h . .
+ﬂ-x cos™t . x —ﬂ-smﬂ-x =%Slnﬂ,
Inn /2 n°m l y2 nm 2

!
b, =ijf2(x)sin—';—nx'dx == jxsm—x dx+— I(l x)sm—x dx.
ma g e
Yugqoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

b 8al? . mm

+ SIN —
" n31r3a 2

ni topamiz.
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Demak, tor tebranishining ixtiyoriy + momentdagi holati

» 2
U(x,t) = %Z(kcos i :—’asin m;a’]sin-';isinﬁ.

Mustagqil yechish uchun misollar

394. Uchlari x=0 va x=] da mah- y
kamlangan, boshlang‘ich holati OAB

siniq chizigni ifodalovchi torning ixti- A
yoriy ¢ vaqtdagi holatini boshlang‘ich
tezligi 0 bo‘lgan holda aniglang. B

395. Uchlari x=0 va x=1 da mah- o
kamlangan torning boshlang‘ich og‘ishi
nolga teng bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

/
Cos n(x_ij agar |x “L’ < ﬁ
a_u‘ = A » ag ) D
ot =0

0 aarlx—i‘>£
) £ 71”3

formula bilan aniqlansa, torning ixtiyoriy 7 vaqtdagi holatini aniglang.
396. Uchlari x=0 va x=1 da mahkamlangan, boshlang‘ich holati
u=h(x* -2x> + x) ni ifodalovchi boshlang‘ich tezligi 0 bo‘lgan
torning ixtiyoriy f vaqtdagi holatini aniglang.
397. Uchlari x=0 va x=3 da mah-
kamlangan, boshlang‘ich holati OAB 7
siniq chizigni ifodalovchi torning ixti- O

yoriy t vaqtdagi holatini aniglang. B x
Bunda 0O(0, 0), A(2, 1), B(3, 0) koor-
dinatalarga ega. A

398. Uchlari x=0 va x=1 da mah-
kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

U, aar‘x—-[—|<h
au— (1K} g 2 23

o N
2] 2

0, agar
formula bilan ifodalansa, toming ixtiyoriy ¢ vaqtdagi holatini aniglang.
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9- §. Sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi.
Chegaraviy masalaning qo‘yilishi

I. Issiglikning chegaralanmagan sterjenda tarqalishi.

ou ?u .
i a’ pwy tenglamaning >0, —o0<x <+ sohada u(x,0) = f(x),
X

- < X < +o0 boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi
u(x,t) = I £(8)- e a0 a0 g (3.133)
2a

Puasson integrali orqali aniglanadi.

I1. Issiglikning bir tomondan chegaralangan sterjenda tarqalishi.
ou _ o du

il pw) tenglamani {x>0, £0} sohada u(x,0) = f(x) bosh-

lang‘ich va u(0,7) = ¢(¢) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi

+0 2 2
u(x,1) = T pe)-Lerat e _ g aa Je o
0

ZaJn_
3
o(n) - e 189 =) (4 _ ) 2 (3.134)

2J‘

ko‘rinishda topiladi.
I11. Issiglikning chegaralangan sterjenda tarqalishi.
ou 2 &u

=4 pw3 tenglamaning u(x,t)|_, = f(x) boshlang‘ich va

u(0,1) = u(l,t) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

aznznzf
u(x,ty=Y be P .sini[" (3.135)
n=1
X
ko‘rinishda aniglanadi. Bunda 5, =+ J f(x )sm#dx

0
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1 | au—azazutnla i
- masala. — pwe englamaning

Uy, agar x; < x < Xg,

0, agar x <x; yoki x> Xx;

u(x,t)|,_y = f(x)= {
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Sterjen chegaralanmagan bo‘lgani uchun yechimni
Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:

u(x,t) = _2_#5. . ‘Tf(a) . e—(%—x)z/(ztazz)dg.

Shartga ko‘ra f(x) funksiya [x,, x,] oraligda o‘zgarmas y; tem-
peraturaga, qolgan oraligda esa 0 ga teng bo‘lgani uchun:

Wt o/¢dn
u(x,t) = —=—- e &7 at) g
( ) 2ant x'][ E

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

"‘ﬁr —n, dt=-2a\f dp.

2avt
U holda
x-x x—ic/|_ x-,}
u(x,t) = —%il: o dy = %Za(!r e " _%uojt e
2avt
yoki

Uy X—-X| X=Xy
u(x,1) 2 [ 2avt 2a+t
izlangan yechim bo‘ladi.

27 2, . . ‘
Bu yerda ®P(x) = 7 Je dt integral Puasson integrali deb ataladi.
To
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2
2- masala. g = 5_;‘ tenglamaning x>0, >0 da u|,=0 = f(x) =y,

ot ox
boshlang‘ich va u|x=0 =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini toping.
Yechish. Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun beril-
gan shartlarni ganoatlantiruvchi yechim ushbu ko‘rinishga ega
bo‘ladi:

. (Ex?  (ax)?
u(x,t)y=—=\u,le 4 -—-e 4 |d
( 2\[15! 0 ¢

yoki

u(x,t) = o cjf
0

_ (g-x)? _(&+x)?
e 4t —e 4¢ d&

Birinchi integralda ;—:/? =, d& = -2tdp almashtirishni bajarib,

o (&) 2

) r _H ‘!‘2 —-ﬂ x
2\/55[‘3 ' da_ﬁie d“_2[l+cp(2ﬁ)]’

ikkinchi integralda esa ﬁ% =, d& = 2Vtdp deb

24t
2
o Te(x:? de =2 T oW du = "_0[1 _ c])(_x_ﬂ
2Jnt Jr 2 241
2

ga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:

u(x,t) = qu)(ﬁ).
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N 2
3- masala. % = E-; (0<x <!, t>0) tenglamaning

-~

cX

x, agar 0<xsé,
g = f(x) =

/- x, agar é<x<1

bo‘lsa, boshlang‘ich va u|  =u| _, =0 chegaraviy shartlarni qa-

noatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Sterjen chegaralangan bo‘lganidan, berilgan chegara-
viy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymiz:

2,2

T nt

u(x,t) =Y bhe -sin“—'}x—-
n=1

0 0 1
2
= = !
I o dlx JY rgpemr, P n Y
dv = Sin.’.t_n.'.x..dx, U =—cos™X( I mn | R— - / o
/ bue/] i
+2 -icosﬁJr-Lz‘-cos“ 2 sin®® | =4 _sin™
l I = I 2n I 22 2

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko‘rinishga ega:

2,2

n“n“t
0 e —
u(x,t) = 4—IZ—}z—smﬂe 7 sinX
" op= 0 2 {
u2(2n+l)2t 5
. 4] < 1 ) . n(2n+1)x
oki u(x,t) =—9Y (-1)" e ! - sin————.
¥ (x,1) " ZO( ) Gn) 7
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Mustagqil yechish uchun masalalar

399. Uzunligi / ga teng, tashqi muhit ta’siridan muhofazalangan

va i,y = f(x)= Cx(:z—x) boshlang‘ich temperaturaga ega bo‘lgan

bir jinsli sterjen berilgan. Sterjenning uchlari nolga teng temperatu-
rada tutib turiladi. Sterjenning ¢ > 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

400. Agar sterjenning “lz:o = f(x)= Z—;rx - sinz—;‘x- boshlang‘ich
temperaturasi berilgan va uchlari issiglikdan muhofazalangan, ya’ni

ou _ou
ox x=0 T oox x={
muhofazalangan sterjenda temperatura tagsimotini toping.

401. Agar vzunligi / ga teng, sirti issiglikdan muhofazalangan
sterjenning boshlang‘ich temperaturasi

=0 bo‘lsa, uzunligi / ga teng va sirti ham issiglikdan

agar Osxsé,

leg

Fxy=1,! /
—';_0-(1—x), agar 5<x<l
bo‘lib, sterjenning uchlari ham issiglikdan muhofazalangan bo‘lsa,
shu sterjenda issiglik tagsimotini toping.

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal qiling:

2
=&’ 403. u =u,, ul =x-e

2. 4u, =u_,
40 U, = U, u,zo »

. 2
=sinxe * .

404. 4u, =u,, u
1=0

10- §. Laplas masalasining yechimlarini tekshirishga
keltiriladigan masalalar

Markazi O(0,0) nuqtada bo‘lgan doiraning chegarasida biror f(¢)
funksiya berilgan bo‘lsin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz
2 2
bo‘lib, doira ichida Au = 27“+§—;i =0 Laplas tenglamasini va
X Y
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u,_p = f(9) chegaraviy shartni qanoatlantiradigan u(r, ¢) funksiya-
ni topish Dirixle masalasi bo‘lib, uning yechimi

f—K g
( ,(p)——j RI- 2rRcos(1— go)+r E

ko‘rinishda bo‘ladi.
1- masala. Bir jinsli yupga doiraviy plastinkada temperaturaning
statsionar tagsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo‘lib, uning

yugori gismi 1° C da, pastki gismi 0° C da tutib turiladi
0, agar —t<1<0,

Yechish. Masala shartiga ko‘ra f (<) =
I, agar O<t<n
bo'l T R d
o‘lsa, temperatura tagsimoti u(r,
P d (r.9)= j " R? -2 Rcos(1-@)+r? t

integral bilan aniglanadi.

a) yuqori yarim doira (0 < ¢ < ) nuqtalar uchun tg—2 =t al-

1-12 2dr s

mashtirishni kiritamiz, bundan cos(r - o) = l 12; =—>, ya’'ni
+

t integrallash o‘zgaruvchisi (—tgi) dan cth gacha o‘zgaradi

Shunday qilib,

P
tg—
ng

¢
—tg—
82

2 2_2
RT-r dt = —arctg(-—lilrt)
R-r

u(l',(p)=l jq, (R- r) +(R+r)
2
= %[arctg (-———ctg ) + arctg(—tg )}

R+
tgo s tgd
2 el gz) R
" gZRrsimp

)
R-r

= larctg
T

141



yoki

2

_’-2

tg(um) = - 2Rrsing’

<p<m,

Bu tenglikning o‘ng tomoni manfiy, demak, 0 <@ <n da
u funksiya %< u <1 tengsizliklarni qanoatlantiradi. Bu hol uchun,

ya'ni 0 < ¢ < rn da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

R _r?

tg(m —um) = 2 Rrsing

yoki
| I RI_p?
U= ——ar —.
g2R/fsm<p

b) Pastki yarim doirada joylashgan nugtalar uchun (n < ¢ < 2x)

£-1

ctg— =1t o‘rniga qo‘yishdan foydalanamiz, bundan cos(t —o) =T
+

2dt

dv=-2%
241

, yangi integrallash o‘zgaruvchisi ¢ esa (—ctgg) dan
tg% gacha o‘zgaradi. U holda ¢ ning bu giymatlari uchun ushbuga
egamiz:

g—

1 R:-r?
u(r,p) = —— dt =
(r.6) n '[ (R+r)2+(R r)2 1

[
~Ct
&2

. Rorio9 Rt g®
n[arctg(RH th) + arctg(R+r ctg 2)}

yoki
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1 (R*-r%)

U=-——arctg——= m<o<2n,
T gZRrSin(p ¢

O‘ng tomon musbat (chunki sing < 0), shuning uchun 0 < # < %

Mustaqil yechish uchun masalalar

Doira ichida Laplas tenglamasini qanoatlantiruvchi va doira che-

garasida u‘ = f(9) funksiyaga teng bo‘lgan garmonik funksiya

topilsin.
405. f(9) = cos’e. 407. f(o) = cos'o.
406. f(¢)=sin’e 408. f(¢) = sin®e + cos®o.
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JAVOBLAR

.yt —4=Ce .

l x =n
2. -i-ln2ylntg(-2-+z).

ol

10.
11.
12.

13.
14.

®» N oo w s

.2sinx +In

sinycosx = C.

Zarctgx
4

y=e
y = arccos e .
2eV(y+ 1) =x2+1.
20x=-2)= In2 y.

tg%‘:C.

Wlex?+ +y? =C.

3

X _2Y =

2 -2 ok
y =Intg(chx + C).

arctgx? + 2arctgy’ = -;f-

ln|x+yi+;i+‘-;=C.

y = 2xarctgx.

cos&

.Cx=e x.

. y? =CxeX.
X

y2 =4x? InCx.

. I+sin(y/x)=Cxcos(y/x).

. 2=x2InCx2.

. x+2p+Sin|x+y -3 =C.

. X2+y2+xptx—y=C,C)=C2-1.
« 3x+2y—4+2In|x + y - 1| =0.

o xX2Hxy—pl—x+3y=C.

. X2+ 2xy—y2—4x+8y=C.

. y=tgx—l+eriex

. y=chx(shx+ ().

27

28.

29.
30.

31.

.= 1-x —;—(arcsin.x)z—Jl-x2 +C].

y=x(sinx+C).
y=e X (x2/2+C).
cosx(x+ C)/(1+sinx).
1
xBIn(C/x)
1
- Iny+1-Cy -
.y IB=Cx2B—(3/7)x3.
. y=(x—1)}(C—x).
. yi=x3(ex+0).
. y=secx/(x3+1).
. x=1/[y+ Ol

. e+ xy+xsinyt+er=C.
. ey+%x2+xy—x=C, C=C|+1.

. eX{xsiny+ycosy—siny)=C.
. 3x2y—y3=C.

. x2-3x32 A= C

. 4ylnx+yA=C.

. Sx2y—8xy+x+3y=C.
. X3+x3ny—y2=C.

. x2cosZy+y?=C.

. u=l/x2; x+y/x=C.

. p=1/y; xy—lny=0.

. 2x+In(x2+y2)=C.

. 233 =3x2=C.

. X2+Iny=Cx3; x=0.

. p=cosy; x2siny+ % cos2y=C.
. p=e~2%; y2=(C—2x)elx.

. p=l/siny; x/siny+x3=C.
. p=e7Y; eYeosx=C+tx.

‘y= C;y:07y=1'

2
€Os” X+=—
2

. y=esinG:t O p=e, y:%.



58.

59.

60.
61.
62.
63.
64.

65.
66.
67.

68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
71.
78.
79.

80.

81.

82.
83. x=
84.
85.

] P ot
i /L e

2 e T T e
y=0y=x+1

y=Cxt L 43=0722,
CZ

x=Cpler, y=C(p+1)er; y=0.
3Cy=3C2xH(C-3)2; y2+4y=12x.
2Cy+x2=C2.

xy=Clx+C, 4x2y=—1,
y?=2Cx—C2; y==+x.

y=Cx+%lnC, 2+ 1+In(—2x)=0.

(y_x+CJ(y Ce 2/2) 0.

(y—cosx—CO)(y e —-0)=0.
y=(Cx)2.

y=sin( C+x).

y=Cx2+1/C.

y:eClx'

y=(x+C)3

yrx=(x+0)3; y=—x

(et O2+y2=1; y=21.
Wx+O)2=1; y=0.
(y—x)2=2C(x+y)—C2; y=0.
(=143 +yAB=C.

»A(1 —y)“(x+ 0% y=1.

X = — 2 l,y=——1n|p —l|+C

1
x=lnp+;,y=p—lnp+C.

x=p +pdy=3p*+2p2+C.
WP 13y =0 - WP +1+C
x=3p2+2p+C,y=2p"+ p, y=0.
x=2arctgp+C, y

=In(+p%),y=0.

86.

87.
88. x-

89.

90.
91.
92.

93.
M. =

95.

96.

97.
98.

99.

100.

lr+p|i] P 3‘)p+1+C

3
y=pz(+p?2,y=2l
x=ef+C,y=(p-De?, y=-1.

= i[2 p* ~1 +arcsin L] +C,

ol

y=tpyp’-1,y=0.

l—‘]p—l

+ 341 -
W R R OARS
y=id]-ﬁ),y=0-

y=(C+yx +1)2; maxsus interal
y=0.
x=Ct2-28; y=2Ct-3¢2, bunda
=1/p.
Cy=(x—0)2, maxsus intervallar
y=0 va y=—4x.
Wy +Jx +1)2=C, y=0.

_ p-Inp+C

(-1

x,/; =lnp+C, y= ,/; (4—Inp—C);
y=0.

X=Clp=1)-2+2p+1,
y=Cp2(p—1)=2+p?%; y=0; y=x-2.
xp?=p+C, y=2+2Cp—1-Inp.

y= Cx—InC; y=Inx+1.

x =zx(In

Cx—C2; maxsus integral y = 2

y=Cx—a¥'* " maxsus integral
2 =2
xt+y2=a2,

101. y=Cx+L2; maxsus integral

y=1,5x
102. y =

2
3,

1-x?

103. y=Cx—eC.
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104.
105.
106.

2
107. y=Cx+C2+1; y=1—£4_
_ad
e 2
108. y =+x —iy =X
o
C+afe ? dx
3
109 y- 2t 2
(Cx” -1)x x
2
110. y-;+cx5_x,y__x,,
1 1
111.y—;+ 3 y=—
Cx3+x
x -
112.y—x+—;-é-,y_x
4
113.y=x+2+Ce4x i y=x+2
=¥ — 1 vy — pX
114, y=e s y=e.
115.y=3cx+ +X,y=X
116.y=-——xx——+x,y—_—x.
3Ce 2+1
2x
117. y=——z——+x,y=x.
2Ce 5 +1
R I T O R
118. =X *3¥ +3200s2x
119. y=xcosx—3sinx+x +2x.
120. y = Infsin x| + ¢x° + px + 6.
121. y=%sin3x+c|x+c2.
122 y=~(x+ 3" + 327 43,
123. y=3lnx+2x2—6x+6.

146

y= Cx—C2_
C3=3(Cx—y); 932 = 4x3.
2C2Hy—Cx)=1; 8)3=27x2.

124. y = 1 - cos2x.

125. y = C\x + xarctgx — Invl+x +G.

126.y = ¢;x + ¢; - In|cos x| — umumiy
yechim, xususiy yechim esa

y =~Injcosx.

127.y = x{1 - In|x|)+ %clx2 +CyX + 03

128. y =cosx +%qx3 +—;-c2x2 +0X + ¢y
129. y = - Infsin x| + ¢;x + ¢,
130. y = e*(x - 2)+ e,x + ¢3.

1. 1
131.y = -7 sin 2x +3X+ 6.
132.y =.:IY-+CI 1nx+C2.

133.y =¢sinx-x —%sin2x +Cy.
134.y = e;x(lnx - 1)+ c,.
135.y =" (x-+¢ +0y.

136.y = ¢, + ——=arctg—

J_ J_

137. y = (arcsin x)2 + ¢ arcsin x + ¢;.

5
1
138.y =+ CX+a P +0x+0; | — .
l(' )— : 3] 15¢2

139,y ( 1+¢f )1n|l+clx| e'x+ e,

140.y = i—L21n|l +¢x| + ¢
a q



141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.
150.

151.

152.
153. In

154.
155.

156.

157.

158.

159. y =

y=c|(x—e"‘)+c2.

3
=x——£+carctgx+c
Y=mara 2

Y =0y - € COSX — X.

y= —i2-+ ¢ Injx| + ¢5.
4

y =t —4x3 ~36x2 +72x + 8)/24.

X
y=(x* +chyarctg = + ¢ x + ¢,.
a

y=x +£2‘-(ch/l—x2 +arcsinx) +¢.

Y =0x+ .

Y ray+e =3x
ctgy - ¢x = ¢.
%1n|2y +3=qx+c,.

X+C)
x+q

y=e
[cl(y + l)—l]: c(x +¢y).
ety +1=+ch(c,x + c,).

Y¥=ax+o) y=c

X
COS—|.
a

y=e

y=-aln

160.
161.

162.

163. x =

164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174,

175.

176.

177.

ey =1+(x + )2
4y -1)=(cx+ c2)2.

In|y| = ce* + ™™
1
y-3a ln(2,/)_z+cl)+c2.

y = e,

y‘/y2 +cf +¢c? lr{yﬂly2 +c12| =

=i(—y2 +2c12x+3c2).

y=0yx+0 i—42—(c1x + a2,
15¢;

y=-Injl-x.

y= 02eclx

5/2

Incy =4x“ +qx, y=0.
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3

y=cyxe *.

1
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G
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2bx
(x (1) 24ep 1

4cly2 =4x + x(¢; In czx)z.
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Y =-xIn{c; In¢x), y=cx.
Y =0 + (¢ - cyx)etgx.

I 2
y=3xIn"x+exlnx+cyx.

2x.

y =¢sinx + ¢y sin
Tashkil etadi.
Tuzib bo‘ladi.
Chiziqli erkli emas.

Chiziqli erkli.

Chiziqli erkli.

Chiziqli erkli emas.

y = e +cpe”.
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ym=e"va y=qe ™ +ce”.

y =ce* +cye*.

y = (¢ + cpx)e?*.
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y =0 + e’

y = (¢ + cx)e?™.
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Y =0+ X +c3e” +cqxet.

y=(c€e" LLan cze""“’ﬁ/ 2)cos(x(«/iﬂ) +
e, e sinaa2/2).
¥ =¢| COSX+¢; SINX +¢3 COSAX +¢4 Sin2x.

24 ge .

y=ce"
y=(c;x +¢y)e™.

¥y = e "(¢ cos 2x + ¢, sin 2x).
x(f) = e +cpe”.

x(t) = ¢ coswt + ¢, Sin f.

s(t)=¢ + e,

y =de3* _3¢72x,

y = xe>*X.
I x
y =——e"cos3x.
3
1 -3x
y==(5-2e"%).
3
y= ﬁsin 3x.
. 1
Y =sinX +—cosx.
NE)
=2sin=.
y in 3
y =3 -

y =e”'(cost + 2sint).

y=(ex +¢y)e* + e~

2

y=ce® +ce™ - 2x3 - 3x.
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y=qe™ +ce ™ +0252 cos(-g - 2x}

Yy =€ COSX +cysinx +x + e,
_ 3x 32
y—Cl+C26 +Ex - X.
y=€2(¢; COSX+¢, Sinx) +x% ~8x+7.
y = c,ezx +{(c; - x)e*.
y =%e"‘ +x6% +qe > + e,
V=g +0x+(c; +x)e* + x> -3,
y=ce* +ce —3(x? + x +15).
y=e¥ +0e* +-;(5cos3x—sin3x).
-x_ 1 x
y=(x+c))e +Ze .
X
=) 3x . 3x
y=e %(q cos7 +6 smT)—
~6c0s2x + 8sin2x.
X _x
y=ce? +ce 2 -x3.
y= %(e“ +226% 4 %),
1 4x
y= 7x(x +2)e™”,
11 . I
Yy = - C0sX + 4sinx —Ecos?;x.
x
y=4e? -x-4.

y= .é.sin 2x —%(x cos2x - 1).

1 .
y= Tg(4x - m)sin 2x.
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244,
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246.

247.
248.
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253.
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255.
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y = xchx.
y=>(5cos2x—sin2x+6sinx—-5cosx).

<
y:—i+ 02x2.
X

Y =x" +ox D,

y=x7(c; +¢; Inx).

¥ = ¢y cos(In x) + ¢, sin(In x).
y =§x2 + clx‘] + C;.
y=0x+cx % —Inx+ é-

¥ = x(c; cos(In x) + ¢; sin(In x)).
y=gx+ex +-;-(9ln2 x+24Inx+26).
¥ = ¢ cos(Inx) + ¢, sin(Inx) —
- Lsin@inx).

3
y=cox+cx?—4xInx.

y =%(cl +clnx+ In? x).

y= xz(-:;x3 +0X +0y).

y=%x+cl cos(In x) + ¢; sin(In x).
V=cox+cxt +ox’.
1 2
y=Z(1n x+2inx+2).
_ 1 3 | )
y-zx w* Inx.
2 4 6
X X X
=, l———+—— )=
Y=ol -Z+ 3755 )
2
=cpe 2.
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259. y Z( ]):(Z'X)" —‘lze'z" —%+%_ 274. x(x) = (sint - 2cost)e ",
" y(t) = e”" cost.
260 . Z( )n 2n Z( l)” 2n+1 x(f)—e
YT Log6am S35 @) 275
y()=e" -e¥
261 i xZn ixanl ,
V=0 +q - N=c +er+c3t’,
For T TR I P Y S [ 1 +Ol+G ;
n An+l )= —(q+2c3)t—-—t —c3—+c4.
262. y = Z_(_‘)__ 3
04589...4n(4n+1)
X(f) (f Jn/_ [ ﬁ_]eAI\E
2 3 2 ’
263. y=l+%+i%—+—l7; +... 2717.
' ’ ) (t) J_ f\r ﬁ —r-/_
x2 12X
264. y=F+——+...
2 5! 278 x(f) - C‘e" + Cze_3l,
3 4 . _ )
265. Y=1+%+);—!+%—+.., y(t)=c,e ! +3ce™> +cost.
1
2 X X —tl=C,
266. y=4(l—%+-2-!~—-3.!-+..2”__“_) 279, | XY
—+t=c
83 34 X~y 2
267. y=l+x+—+t—+—+...
734 x 22,
280. b
= ——_1. «l i A l —_ +[=c .
268. y=x 2x2 6x3+24x 249 x y N
x =3¢, cos3t - 3¢, sin 3¢, tg—_cle
269. X 281.
¥ = ¢y 08 3t + ¢ sin 3.
tg——cze
x(f)=ce' —ce”’ +1-1,
270. {(1) ! ze o . e+ p) = 1,
=ce +ce —t+1,
yosacte tg(x-y) = 1.

. x(1) = 2c,e - 4c2e
y({t) =1+ ¢ sin2t — ¢y cos2t. 285.

Ry
7. x(t) = e~ “(1-21),

Y1) =e ¥ +20). 286.

=12 2t 3t
273 {x(l)_t +t+ce” + e,

2
YO =1 +1+ 2%, 87.

271, {x(t) =1+¢ cOS2 +cysin2e, {
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x(f) = e¥ (¢, cos 3t + ¢, sin 31). 300, | =acos2t+esindt 4o,

o {Y(I) = e* (¢ sin 3t + ¢, cos3n). . {Y(’) =€ Sin2f ~ ¢, cos2t + 1.

280, [X(0= eV (gt + ¢y), 301 {x(r) = ~¢, sinf +(c, - 1)cost,
= e4’(c,r +e—q). (1) = ¢ cost + ¢, sint.
290. x(f) = (sint - 5cosfe”’, 02 (1) = -1,
y(t) = e’ cost. "y =0.
5t 3t
291. {x(z) =¢ 5’+ € ’3’ 303 xO=—t+c) - 2e”" —cost - sint,
i) = 6e” —Te”. Y1) =¢; —2e" +cost.
x(f) = 2cie’ +Tce? + 3cze™,
292, y(1) = i€’ +3c,e +cze”, 104, x(1) = ——-f -=
2(t) = “2cie’ —8c,e¥ - 3cye. _ 5
=31
x(t) = ¢e' +¢, cost +¢sint,
293. () =cé +cysint+c;cost, 305. x(1) = ¢ es""
A = cy(cost +sint) + c3(sinf —cos?). y() = cze
x(t) = %e:"’ +2ce’ + e, 306, {x(t) 4cle + e,
254. 29 o . i Y1) = e +cpe’.
Ly(t) =5e +3cie’ + e
205 x(t) = (1 —t)cost —sin¢?, 307. {x(r) e’ +4cpe”’,
"y =t -2cost + tsint. ¥(t) = A +4cse”.
.t
296 X =q cost+czsmt+5cost+L X(1) = dee’ + Czes, _ % ,
) . . 308.
W) =— smr+czcosr—;smt——;cost. y1) = e’ - cze6’ _ %
’ x(t) = ¢ie' + e +siny,
v { tt; = —lc e 2 - 309 (1) =¢(1+20)—2c; - 2cog - 3siny,
=-aerae " )=t +o + 2sinr.

x(t) =cie' +c,e” +e Qcost ~sing),

298. W) =€ — ¥+ Geoswsing. 310, {x(t) = et e -,
x(f) = cje’ + ¢ sint + c3 cost, o0 =aet e e

299. {y(t) = —cie’ +c,cost —cysint +1, x(t) = (sint - 2cost)e™,
z(t) = ¢y sint + ¢y cost +1. 3. {y(,) =e ' cost.
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y(t) = ¢, + cpe? - %(z‘2 +1),

2(f) = c,e” + %(r2 —t-1).
2(.‘1
= ,
Yo (c-)*
2ty = L.
cy—t

yy=t+le @,
(5}
t

12() = czeg,

X(t)“ ’ 1 21 022 e-ZI ,

"l pel ) £

2

y(t)=

{z=c,y,

2 3.2
—-_—— X" =0,
Yy 2 y)

{x(t) = (c, cost +¢, sin),

We) =e¥[(q +¢))cost —(¢ —¢y)sint].

x(t) = (¢ +c,t)e”,
y(t)=—(c +c, (1 + t))ez'.

x(t) = e +ce”,

y(t) = ce” +cye”,

A1) =~ +¢)e " +cpe?.

( 1 1 3

e’ -4,
X+y-7=q€ +2e +4
2t

1
X+y+2z=ce +%e’ +Ze3’ +8,

. R Pk
Xx—y=ced +=e —=e¢”.
R A
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323.

324.

325.

326.

327.

328.

329.

330.

331.

332.

333.

334.

335.

336.

fi= Z( ) ———

o’ [(2 +1>'12

f(f)—Z( 1) e

fo (n+l)(2n‘)

F()=1-e + &,

f@) = —%+ e —%ez' Pl

3
foy= 3L iy,
= (4nh)
f(t)—-l-——-cost+-1-cos2t
4 12

"SRR DTN Y
= ——e +—e” + —e
f@ 3 4 12

F() = e'{cos2t + %sin 21,

fO=—e 42 -

cos?t ——sm2!
f(£) =8+5t+1% + (31 -8)e’.

F(p)=———.
D=
2,3p43
F(p) = p +2p+) ‘
(p-1)(p*~2p+5)

a(pz-az—bz)

F(p)= .
) pl(p-a)? +b2)[(p+a)? +b?]

p(p2—02+b2)

F(p) = _
) [(p-a)2 +b21[(p+a)2 +b?)
2pb
F(p) = ——r.
(» 5]
2,2 52
F(p) = b(p°+a”-b%)

(p-a)* +621[(p+a)?]
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338.

339.

340.

341.

342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.
352.

353.

354.

p-7

F(p) = ————.
(7) (p+7)2-49

2 20_2
F(p) =P 1%
®) P (p? +40?)
= In?_
F(p)=In o1
F(p)_—.arctg%.
£ = %(cht ~ cost).

f)y= %(cht +cost —2).

—

f(t) = =(shz —sint).

]

)= %(e' —sin? - cos1).
0= %(e' +sin? — cos?).
f(t)=3(e" + cost —sint -2).
£ty = %(rcost +sing).

f(t)=e"(1-cos?).

f(t)=e'(sint +cost —1).

f@)= %e"(cost —sint -2)+ %

x(fy=e 2 — e

x(¢) =sinzt.

2
t°-2  _3
= — e .

x(1) A

x(1) = 12,

355.
356.

357.
358.
359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

x(t) =1 —4re™ .
x(t) = (¢ + l)sint — cost.
x()=1* -3t +4.
x(f) =’ +cost —sint.
x(t) = ez’[(l - t)cost + (1 + f)sint].
x(t) = -7
.x(t) — 4e-2f _ 3e—31’
y(t) =3¢ —2e7%.

5 13
== t —3sin2
x(1) +—cos2t - 3sin2t,

) = %r +3cos2t + T3sin2t.

x(t) = —;-(sint +COs?),

1)

= %(sint —cos?).

x(®)=1+3e¥ +e7¥,
2 y(t) — e2! —_e—2r,
W) =2e¥ +2¢7%.

xt)=2(1-e" —te™),
y(ty=2t-2¢" =2

x(ty=t—-— + e,

yH =1+ —t -e.

x(f) = ¢’ (2cost - sin?),
y(t) = €' (3cost +sint).

{x(t) ~12(chf — 1) —%t sh,

y(t) =7t -sht — 17(cht - 1).
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377.
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X(1)=3-2¢7",
YNy =e”
H{y=e' - 3.

-3,

x(t) =cost +e

(1) --(cost e V3,

3'1
ggn —%=O,§=x+y, n=3x+y.

P P, 1(1_az 1 azJ -0
ae? "oa? 28 & noam)
E=y%, n=x"

Pz e
1% =0, &=x+y, n=3x-y.

6z+_a_2z __Og 2x~-y, n=x.
& o on
Fe 1 w1

=0,
2 an? TEm e T I
E=x%, n=x%

Ux,t)=2x -xt -+ 2—lae"‘shat.

1. .
U(x,t) = cosxcosaf — Esm xsinat,

Ux,ry= e"‘chat+% —4—1‘1 cos 2xsin2at.

Ux,t)=2x - x> —a*?* + %e"shat.

U(x,t) = e*chat + 4xt.

382.

383.

384.

385.
386.
387.

388.

389.

390.
391.

392.

393.

394,

395.

396.

U(x,t) =cosxcosat +%+

] .
+ —=COs2xsin 2at.
4a

U(x,t) = cosxsinat + 8xt(x> + a*r?).
: [ 1

U(x,t) = 3 5cos2x cos2at +
| .

+— 08 Xsin at.

U(x,1) = e¥*ch2at + xt(x% + a1?).

xX-1.
x(1-1).
T
U=
2a

1 .
—CoSxsinat.
a

u=-sinx.
x2 +¢% +sinxsint.
1. .
COos x cosat + —sin xsin ar.
a

sin x cos at.

k
knx ar
! !
412 w0 1 SlIl-}E-“ECOSm
ux ==y 2L
nfa Sk PPokR?
x sin X i krat.
/ !

9%6h < 1
U =25 Y
k=0 )

x c0s(2k + Dnat - sin(2k + Dnx.
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09 <= 1 . 2kn 1 2x-x24r
u(x,t) = ——=- ) —-sii— s
() =25 T sin |

2 402, u(x.ny=(1+1) 2e I+
xsmk—3-.co k’;’” 3
403. u(x.t)=x-(1+4r) Ze T4,
4 o
u(x,t):-?lwzk2 sm%’ix 1 Caxtsr
4 k=1 404. u(x,n)=(1+1) 2sit'n—l%e 4y
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knh krat . knk
X S!n--2T . Sln - SIn

! ! 405. u(r,<p)=%(l+r2 cos? p)
@n+1 P2t
u(x,t ! x = [3sine — r¥si
)= - ,,71(2”*'1)2 406. u(r,¢) 4(3smq> r sm3<p)
xsin(zmll)’“. 407 3 2 P4
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< 32
ux,ty=mn+ 5.3
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-
(2n+l)
u(x,t) = —4u0 Z —_—x
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0.5/ K =

22.193
063

Oppogov Y.P.

Oddiy differensial tenglamalardan misol va masalalar to*plami: Oliy
texnika o'quv yurtlari talabalari uchun o*quv go‘llanma/Y.P.Oppogov,
N.Turgunov, [.A.Gafarov; O‘zR Oliy va o'rta-maxsus ta’lim vazirligi.
= T.: «Voris-nashriyot», 2009. — 160 b.

I. Turgunov N. II Gafarov LA
BBK 22.193ya73



