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Kirish

Respublikamizda ta'lim-tarbiya tizimining bugungi kundagi 
asosiy vazifasi o'sib kelayotgan yosh avlodni har tomonlama 
odobli, axloqli, ijodkor, vatanparvar, zamonaviy bilim, ko'nikma 
va malakalami o'zlashtirgan hamda jamiyatda o'z munosib 
o'm ini egallashga qodir bo'lgan -  komillikka intiladigan 
barkamol avlodni voyaga yetkazishdir. Xalqimizning shunday 
ezgu maqsadlarini ro'yobga chiqarish yo'lida mustaqillik 
yillarida ta'lim-tarbiya sifati va samaradorligini zamon talablari 
darajasiga ko'tarish davlat siyosatining ustuvor yo'nalishlaridan 
biriga aylandi.

Yuqori malakali, raqobatbardosh, zamonaviy talablarga 
javob bera oladigan kadrlar tayyorlashda ularga chuqur 
matematik bilimlar berish va bu bilimlarni hayotga tatbiq eta 
olishga o'rgatish katta ahamiyatga ega. Shu sababli 
muhandis-texnolog yo'nalishlari bo'yicha ta'lim oluvchi 
bakalavrlarning o'quv rejalarida "Oliy matematika" fanini 
o'qitish ko'zda tutilgan.

Bu kitobda muhandis-texnologlar uchun "  Oliy 
matematika" fanining namunaviy dasturida rejalashtirilgan 
barcha mavzular o'z o'rnini topgan.

Ushbu kitob oliy ta'limning Davlat ta'lim standartiga ko'ra 
Muhandislik-texnologiya ta'lim sohalarida o'qitiladigan "Oliy 
matematika" fani dasturi bakalavr yo'nalishlarida ta'lim oladigan 
talabalami malakaviy bilimga ega bo'lishi uchun zarur 
bo'ladigan: Chiziqli algebra, analitik geometriya elementlari, 
matematik analiz, oddiy differensial tenglamalar nazariyasi, 
qatorlar, operatsion hisob, kompleks sonlar va kompleks 
o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasi, matematik fizika 
tenglamalari, ehtimollar nazariyasidan boshlang'ich 
tushunchalarni o'z ichiga olgan bo'limlardan tashkil topgan.

Bu bo'limlar bo'yicha nazariy ma'lumotlar yoritilgan, 
amaliy misol va masalalar berilgan, mavzularga oid testlar va



savollar keltirilgan. Ushbu kitobda muhandis-texnologlar 
yo'nalishi xususiyatidan kelib chiqib misol va masalalar tuzilgan. 
Talabalarning bilimini boyitish maqsadida imkon qadar ko'proq 
misollar berilgan.

Ushbu kitobni yozishda ko'p yillar davomida Buxoro 
muhandislik texnologiya institutida "Oliy matematika" fanini 
o'qitish tajribasidan va bu fan bo'yicha mavjud bo'lgan o'zbek va 
rus tilidagi o'quv adabiyotlaridan ijodiy ravishda foydalanildi. 
Mavzularning nechog'lik yoritilganligini baholash o'quvchiga 
havola qilinadi.

Ushbu o'quv adabiyoti kamchiliklardan xoli degan fikrdan 
uzoqda bo'lganligimiz tufayli uni takomillashtirish bo'yicha 
kitobxonlarning taklif va mulohazalarini minnatdorchilik bilan 
qabul etamiz.

Muallif
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Agar matematika go'zal bo'lmaganda edi, 

ehtimol matematikaning o'zi ham mavjud bo'lmasdi. 
Aks holda qanday kuch, insoniyatning buyuk daholarini 

bu qiyin fanga torta olardi.
Chaykovskiy

I-BO B . M A TR ITSA LA R  V A  A N IQ LO V C H ILA R
§ 1.1. Matritsalar va ular ustida amallar 
§ 1.2 Aniqlovchi(determinant)larva ular ustida amallar 
§ 1.3. Teskari matritsa va matritsa rangi

§ 1.1. M atritsalar va u lar ustida am allar

Matritsa bir qator matematik va iqtisodiy masalalami 
yechishda juda ko'p qo'llaniladigan tushuncha bo'lib, uning 
yordamida bu masalalar va ulaming yechimlarini sodda hamda 
ixcham ko'rinishda ifodalanadi.

M atritsa ta'rifi:m ta satr va n ta ustundan iborat to'g'ri 
to'rtburchak shaklidagi m-n ta sondan tashkil topgan jadval mxn 
tartibli m atritsa,urn  tashkil etgan sonlar esa m atritsaning 
elem entlari deb ataladi.

Matritsalar A,B,Cr... kabi bosh harflar bilan, ulam ing г-satr 
va y-ustunida joylashgan elementlari esa odatda a,j, bij, a, kabi mos 
kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan,

matritsa 2x3 tartibli, ya'ni 2 ta satr va 3 ta ustun ko'rinishidagi
2-3=6 ta sondan tashkil topgan. Uning 1-satr elementlari яп=1, an 
= -3 , Я13 =1.2 va 2-satr elementlari an =0, an =7.5, ягз = -1 
sonlardan iborat. Bu matritsaning 1-ustuni aw =1 va an =0, 2- 
ustuni an = -3  va an = 7,5, 3-ustuni esa Я13 =1.2 va ягз = -1  
elementlardan tuzilgan.

Agar biror A matritsaning tartibini ko'rsatishga ehtiyoj 
bo'lsa, u Am*» ko'rinishda yoziladi va umumiy holda



yoki qisqacha Am*n =(aij) ko'rinishda ifodalanadi.
Amxn matritsada m = n *  1 bo'lsa, u kvadrat matritsa, mФ n 

(m* 1, n* 1) bo'lsa to'g'ri burchakli matritsa , m=1, n* 1 holda satr 
matritsa va m* 1, n=1 bo'lganda ustun matritsa deb ataladi.

Anxn kvadrat matritsa qisqacha An kabi belgilanadi va n- 
tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Masalan, xalq xo'jaligining n ta tarmoqlari orasidagi o'zaro 
mahsulot ayirboshlash An =(aij) kvadrat matritsa yordamida 
ifodalanadi. Bunda a,j(i,j=l,2, ... , n va i*j) г-tarmoqda ishlab 
chiqarilgan mahsulotning /-tarmoq uchun moijallangan 
miqdorini, au(i=1,2, ... , n) esa z'-tarmoqning o'zi ishlab chiqargan 
mahsulotga ehtiyojini bildiradi.

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, m=1 va n=1 bo'lganda Aui 
matritsa bitta sonni ifodalaydi va shu sababli ma'lum bir ma'noda 
matritsa son tushunchasini umumlashtiradi.

A va В matritsalar bir xil tartibli va ularning mos elementlari 
o'zaro teng bo'lsa, ya'ni ш,= bij shart bajarilsa, ular teng 
matritsalar dir

A va В matritsalarning tengligi A=B yoki («■/)= (bij) 
ko'rinishda belgilanadi. Masalan, ixtiyoriy я*0 soni uchun

'a + a  a - a
, B = l2: °.lKa\a a - a  ^ I 1 a )

matritsalar o'zaro teng, ya'ni A = В bo'ladi.
A={«ij} matritsada i=j bo'lgan m  elementlar diagonal 

elementlar
Masalan, yuqorida ko'rilgan Аг*з matritsaning diagonal 

elementlari an=\ va «22=7.5 bo'ladi.
Diagonal matritsa diagonal elementlaridan boshqa barcha 

elementlari nolga teng bo'lgan ( я,,=0, i * j ) kvadrat matritsadir.
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Diagonal matritsaning diagonal elementlari nolga ham teng 

bo'lishi mumkin.
Masalan,

'15 0 0
3̂x3 = ^

2 0 
0 -1

0 0 0
0 0 - 3

diagonal matritsalar bo'ladi.
Barcha diagonal elementlari aa=1 bo'lgan n-tartibli diagonal 

matritsa n-tartibli birlik matritsa yoki qisqacha birlik m atritsadir 
Odatda и-tartibli birlik matritsa En yoki qisqacha E  kabi 

belgilanadi. Masalan,

E 2 =

mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik 
matritsalardir.

Barcha elementlari nolga teng (я//=0) bo'lgan ixtiyoriy m*-n 
tartibli matritsa nol matritsa deyiladi.

mm  tartibli nol matritsa О».« yoki qisqacha О kabi 
belgilanadi. Masalan,

'0 0 O']

'\ 0 o4
{1
L  b £ 3 = 0 1 0
I о 1 )\ /

,0 0 К

02x3 =
'0 o'

f°
0

Оз*2 =L 0 0
0 0 J

.0 0,
Озхз = Оз = 0 0 0 

0 0 0

ko'rsatilgan tartibli nol matritsalar bo'ladi.
Matritsalar ustida amallar.
Endi matritsalar ustida algebraik amallar kiritib, matritsalar 

algebrasini hosil etamiz.
Ixtiyoriy tartibli Am*n = (« ij)  matritsaning istalgan Xsonga 

ko'paytmasi deb Cm«« ={Aщ] kabi aniqlanadigan matritsaga 
aytiladi.

Bunda A matritsaning A, songa ko'paytmasi XA deb 
belgilanadi. Masalan,

'5 4 - Г /
A = =>6 A =

, 0  2 7, \

6 - 5  6 - 4  6 - ( - l )  

6 - 0  6 - 2  6 - 7

30 24 - 6 

0 12 42
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В -  В2хз -
о

-3

3 0"|
4 6

Bir xil tartibli Am*n =(a,j) va Bm*n =(bi/) m atritsalar yig'indisi 
deb elementlari c.y = a,j + bij kabi aniqlanadigan С =(*/) 
matritsaga aytiladi.

Bunda A  v a  В matritsalarning yig'indisi A + B  ko'rinishda 
belgilanadi va ularning mos elementlarini qo'shish orqali 
hisoblanadi. Masalan,

(5 3 -f|
A  -  ^ 2 x 3  -  7  2

matritsalar uchun
f5  + l 3 + 0 - 1  + f j  (6

Л + Я =
1,0 + 2 7 + (-3) 2 + 4 J  1̂ 2

Matritsalarni songa ko'paytirish va o'zaro qo'shish amallari 
quyidagi qonunlarga bo'ysunishi bevosita ulaming ta'riflaridan 
kelib chiqadi:

I. A + B = B + A  (qo'shish uchun kommutativlik qonuni);
II. A+(B+C) = (A + B )+ C  (qo'shish uchun assotsiativlik qonuni);
III. X (A + B ) = + XB , ( A. + ц )A  = XA  + \jA  (distrubutivlik 

qonuni)
Bundan tashqari yuqoridagi ta'riflar orqali bu amallar 

ushbu xossalarga ham ega bo'lishini ko'rsatish qiyin emas:
A + О = A , A+A =2A, 0 ■ A = О , X- О = О.

Bir xil tartibli A  m*n =(aij) va В m*n — (bij) m atritsalar ayirmasi 
deb Amxn va (-1) Bm*n matritsalarning yig'indisiga, ya'ni Am*n+ (-

1)Binxn matritsaga aytiladi.
Bunda A  v a  В matritsalarning ayirmasi A - В  ko'rinishda 

belgilanadi va ulaming mos elementlarini o'zaro ayirish orqali 
hisoblanadi. Masalan,

5̂ 3 -1}
,0 7 2A  -  ^ 2 x 3  - В ~ ̂ 2x3 -

(1 o
2 - 3

matritsalar uchun
5-1

A -  B =
3 - 0  

0 - 2  7 -  (-3)
- 1-1

2 - 4
4

- 2

3 - 2  
10 - 2



Am*p=(aij)vа Bp*n=(bij)matritsalaming ko'paytm asi deb 
shunday Cm*n=(cij) matritsaga aytiladiki, uning a j elementlari 
ushbu

cij ~  2  aik̂ kj > 
k = 1

i = l, 2, 7 = 1, 2,

yig'indilar kabi aniqlanadi.
Shunday qilib, Am*p=(aij)va  Bq*n=(by)matritsalar uchun p = q , 

ya'ni A  matritsaning ustunlari soni В  matritsaning satrlari soniga 
teng bo'lgandagina ularning ko'paytmasi mavjud bo'ladi va A B  

kabi belgilanadi. Bunda А В = С т *п= (сч)  matritsaning satrlar soni m  

birinchi A ko'paytuvchi matritsa, ustunlar soni n  esa ikkinchi В  

ko'paytuvchi matritsa orqali aniqlanadi. Bundan tashqari 
AB=Cm *n=(cij) ko'paytma matritsaning o/elementi A  matritsaning 
i -  satr elementlarini В matritsaning /-ustunidagi mos 
elementlariga ko'paytirib, hosil bo'lgan ko'paytmalami qo'shish 
orqali hisoblanadi. Bu "satrni ustunga ko'paytirish" qoidasi deb 
aytiladi. Masalan,

'3 1
3̂x2 - Вт*-) —

6  - 4  

1 2
0 - 2  

.4 5^
matritsalar uchun m=3, p=q=2, n = 2 bo'lgani uchun 

ularning ko'paytirish mumkin va ko'paytma matritsa АВ=Сзх2

'  3 - 6  +  1 1 3  • ( —4 )  +  1 - 2  4 4
0 1 О

Q x 2 “ 0  • 6  +  ( - 2 )  • 1 0  • ( - 4 )  +  ( - 2 )  • 2 = - 2  - 4

4 - 6  +  5 1 4 - ( - 4 )  + 5 - 2 , 2 9  - 6 ,

Matritsalar ko'paytmasi uchun A B ^ B A ,  ya'ni kommutativlik 
qonuni o'rinli bo'lmaydi. Masalan, A  mxqBqxn—Cni*n ko'paytma 
mavjud, ammo B pn Am*qko'paytma har doim ham mavjud emas va 
mavjud bo'lgan taqdirda, ya'ni n=m holda ham ular teng bo'lishi 
shart emas. Masalan,

<  v)- - e
matritsalar uchun A B ^ B A ,  chunki



АВ = 3 -1
4 5

2 7 
О -1

6 22л 
8 23 -.13 -1

4 5
Г 34 33 

Л - 4  - 5

Matritsalar ko'paytmasi va yig'indisi quyidagi qonunlarga 
bo'ysunadi hamda ushbu xossalarga ega bo'ladi:

I. A(BC)=(AB)C , (XA)B=A(\B) (ko'paytirish uchun assotsi- 
ativlik qonuni);

П. A(B+C) = AB + AC (ko'paytirish va qo'shish amallari
(A+B)C = AC + BC uchun distributivlik qonunlari);

Ш. AE = EA = A , Cb4 = 0 , A-0 = O ,  ( M = 0 .
Bunda £ va О mos ravishda tegishli tartibli birlik va nol 

matritsalarni ifodalaydi.
Matritsa ko'paytmasi ta'rifidan ko'rinadiki, har qanday n- 

tartibli A kvadrat matritsani o'ziga-o'zini ko'paytirish mumkin 
va natijada yana n-tartibli kvadrat matritsa hosil bo'ladi.

Akvadrat matritsani o'zaro mmarta (m -  birdan katta 
ixtiyoriy natural son) ko'paytirishnatijasida hosil bo'lgan kvadrat 
matritsa Amatritsaning m- darajasi deyiladi.

Amatritsaning m- darajasi Am kabi belgilanadi. Bunda A°=E 
va A1=A deb olinib, Am daraja ixtiyoriy nomanfiy butun m soni 
uchun aniqlanadi. Bu holda Am daraja ta'rifdan uning quyidagi 
xossalari bevosita kelib chiqadi (m^-natural sonlar, A-haqiqiy 
son):

l.Am Ak =Am+k ; 2.(A"')k = Amk ; 3.(AA)m =ЛтАт ;
4. Em = E; 5. O'" = 0 .

Shunday qilib, har qanday kvadrat matritsa uchun natural 
darajaga ko'tarish amalini kiritish mumkin ekan. Masalan,

( 2 5
A = \

\1 - 3

A3 = a2a =

=>/T =

9 - 5  
-1  14

1 -зЕ
2 5 
1 - 3

-3  
13 60 
12 - 4 7

9 -5 ]  
-1 14

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, 5-xossaning teskarisi o'rinli 
emas, ya'ni A"‘=0  tenglikdan har doim ham A=0 ekanligi kelib 
chiqmaydi. Masalan,

10 • « *' i
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Г 1 0 о ( i  i  у  i  n f o O']

* 0 = >  A 2 = =

l - l  - I 1 - !  - U l - 1  - О 1 ° o j

Kelgusida matritsani darajaga ko'tarish amalini ixtiyoriy m 
butun son uchun umumlashtiramiz.

B=(bij) matritsa А=(я;;) matritsaning transponirlangani 
deyiladi, agar i va j  indekslarning barcha mumkin bo'lgan 
qiymatlarida iHj=bji shart bajarilsa.

A matritsaning transponirlangani A1 kabi belgilanadi. Agar 
A matritsa tartibli bo'lsa, uning transponirlangani ATn*m 
tartibli bo'ladi.Masalan,

' 2  3  '
[ 2 - 4  1 )  T

Л х З  -
3  o  - s j  ^  ^ 3 x 2 _

- 4  0

, 1 - 5 ,

Matritsani transponirlanganini topish transponirlash am ali 
deyiladi va u quyidagi xossalarga ega bo'lishini ko'rsatish 
mumkin:

1. (AJY=A ; 2. (ЛА)Т=ЛЛТ (A- ixtiyoriy haqiqiy son);
3. (A±B)T= AT±BT; 4. (A-B)T= BT-AT.
Agar A kvadrat matritsa uchun AJ=A bo'lsa, u simmetrik 

matritsa, AT= -A  bo'lganda esa kososimm etrik matritsa dir.
Ta'rifdan har qanday simmetrik matritsaning elementlari aij= 

aji , kososimmetrik matritsaning elementlari esa д.,— я/ishartni 
qanoatlantirishi bevosita kelib chiqadi. Bundan kososimmetrik 
matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng bo'lishi kelib 
chiqadi.

Masalan,
' 3 6 1 ' ' 0 3  2  N

A  = 6 0 - 4 ,  B  = - 3

1

О

J - 4 - 2 J " 2 4  O j

matritsalardan A simmetrik, В kososimmetrik bo'ladi. 
Matritsalarning igtisodiv tadbiqlari.
1-misol. Xalq xo'jaligining tarmoqlari o'rtasida ayrim ishlab 

chiqarish resurslarining taqsimoti quyidagi jadval orqali berilgan 
bo'lsin (umumiy hajmga nisbatan foiz hisobida, raqamlar shartli):
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Resurslar

Xalq xo'jaligi tarmoqlari

Sanoat Qishloq
xo'jaligi Boshqa tarmoqlar

l.Yoqilg'i 45 30 25
2. Elektr energiyasi 53 27 20
3. Mehnat resurslari 38 21 41
4. Suv resurslari 40 48 12

Bu jadvalni matritsa yordamida quyidagi qulay 
ko'rinishda ifodalash mumkin:

45 30 25 '
53 27 20
38 21 41
40 48 12,

Bu yozuvda A  matritsaning har bir elementi aniq iqtisodiy 
ma'noga ega. Masalan, an=45 va «21=53 sanoat tarmoqlari 
yoqilg'ining 45 foizini va elektr energiyasining 53 foizini iste'mol 
qilishini ko'rsatadi; 022=27 qishloq xo'jaligi elektr energiyasining 
27 foizini sarflashini, язз=41 esa mehnat resurslarining 41 foizi 
boshqa tarmoqlarda band ekanligini ifodalaydi va hokazo.

2-Misol. Korxona Mi,М2 , Мз va M4 kabi belgilangan 4 xil 
mahsulot ishlab chiqaradi. Bu mahsulotlarni ishlab chiqarish 
uchun 3 xil S i , S2 va S3 xom ashyolardan foydalaniladi. Bunda aij 
(i=l,2,3,4; /=1,2,3) orqali Mi mahsulot birligini ishlab chiqarish 
uchun Sj xom ashyodan qancha birlik sarflanishini belgilab, 
mahsulotlar birligini ishlab chiqarish uchun xom ashyolar sarfi 
me'yorini ushbu Аахъ=(сч!) matritsa orqali ifodalaymiz:

(4  3 2̂ 1

15 3 1
Bunda Mi (i=l,2,3,4) mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini 

ifodalovchi С satr va Sj (/=1,2,3) xom ashyo birligining bahosini 
ko'rsatuvchi В  ustun matritsalar quyidagicha bo'lsin:



м

С = (90 110 80 100) ,  В = 4

ч5,

D = C - A  = (90 НО 80 100) = (1210 730 1150).

Bu holda СА matritsalar ko'paytmasi mavjud va и 
rejalangan mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun sarflanadigan Si, 
S2 va S3 xom ashyolar miqdorini ifodalovchi quyidagi D satr 
matritsadan iboratdir:

(4 3 2 )

I 0 5 

3 2 4 

,5 3 1,

Demak biz ishlab chiqarish rejasini bajarishimiz uchun Si , 
S2 va S3 xom ashyolardan mos ravishda 1210, 730 va 1150 birlik 
miqdorda ega bo'lishimiz kerak.

Xom ashyo miqdorini ifodalovchi topilgan D matritsani xom 
ashyo birligi bahosini ko'rsatuvchi В matritsaga ko'paytmasi DB 
ham mavjud va и bizga zarur miqdordagi xom ashyolami sotib 
olish xarajatimizni determinant sondan iborat bo'ladi:

DB  = (1210 730 1150 = 1210 • 7 + 730 ■ 4 + 1150 • 5 = 17140 .

Mustaqil yechish uchun savollar.
Berilgan A va В matritsalar uchun С maritsani toping.

1.1. я) -  2 3 3 ' 1 - 3 0 '
A = 1 0 - 4 '  В = -  1 2 2

-  3 1 -  1 , 6 -  ! 5 y

, C= 2 A + B

• > Ч - 24_ 35 > * -

-7 4~] 
10-5 
3 16

, C = B-2AT

'4 1 3̂ '1-1 3]
1.2. A = 0-1 2 ,  5 = 2 1 0 , c  = (за)т -  в

,2 1-1; Л 1 -к

1.3. A =
(5 -2s 
4 3 
0 2

13



iA 4 ! i 4 W « V ; V - " ~

3 1 o' 0-1 3 )

2-1 4 , *  = 2-1
47 2 1, 4 6 2 j

( - 2  4\
, С = A-BT6 6

1-3 1;
f7_4l f-1 4)

1.9. A= 0-3 , B= -I  2 L С = 3B-2A

a va в matritsani ko'paytmasini hisoblang

« М м ’ . * 4  *

1.15. A-
(1 2) .  4 (3 2 П

 ̂ • • ВЯ 5 . 1
о К 1 */

' 2 O'
1-1

, в = (-1 2 {
k 1 3>

(-2  3 0 
t  I 1 2 -
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1.17.’. a J 5- ' 3 « =\2 0-1 4/

1.19. Лш[х 2 3 4). в
2̂ 1-2 3/

1.21. ■С:: о

r~\ 3 O') 
2 1 1
3 0-2
4 1 2 

П 5 3'
6 8 2

1 2 -1

3 0 1

2 I 
I 1

V
A = 2 . « = ( 3 2 0

'1 2''3 2 ПA = \ , B = 1 11,5 1 1J 0 1

m

1.22. л =
3 i i '  
2 1 2 , B =

I 1- 1' 
2-1 1

J  2 3, .1 o 1,

1.23. A = ( 5  1 0 - 3 ) i  В

2 0\ 
1 - 4  

3 I 
0 -1 ,

' 1 2  3' ' 1 1 1 1 ' I I '

1.25. a = -2 3 1 
4 2 4

, B = 2 3-1 3 
-2-1 5-2

-3 5 
3-5 

-1 •,

1.27. a

1.29.

( 2  1 П 
1 2 1 
I 1 2

1.28. ^

/<=(1 2-lX s =

«  'I2 iL в
.1 °J

f2 4-2 i\
1 2  12  
3 1-3 1

I '  '1з 0

130.

'l 2 3 ' ' - 1 - 2 - 4 '
A = 2 4 6 , 5  = - 1 - 2 - 4

,3 6 9 J , » 2 4 ,

§ 1.2 A niqlovchi(determ inant)larva ular ustida am allar

Matritsaning bir qator xususiyatlarini ta'riflash va o'rganish 
uchun uning determinant tushunchasi kerak bo'ladi.

Determinant ta'rifi:« - tartibli A kvadrat matritsaning 
elementlaridan ma'lum bir qoida asosida hosil qilinadigan son n
-  tartibli determinant deyiladi.

A kvadrat matritsaning determinant 1Л1 yoki det/4 kabi 
belgilanadi. Ayrim o'quv adabiyotlarida determinant atamasi
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aniqlovchi deb aytiladi. Umumiy holda п-tartibli determinant 
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

«II «12 — «1.

|Л| = det A = «21 «22 «2.

a»l «л2
Berilgan IЛ I determinantni tashkil etgan aij (i,j= 1,2, ... ,n) 

sonlar determinantning elementlari, gorizontal ko'rinishda 
joylashgan a4 (/=1,2, ... ,n) elementlar determinantning i- satri 
0 =1,2, ... ,n), vertikal ko'rinishda joylashgan a</ (/=1,2, ... ,n) 
elementlar esa determinantning j  ustuni (/=1,2, ... ,n) deyiladi.

Endi I, II va III tartibli determinantlami hisoblash qoidasini 
formula ko'rinishida aniq ifodalaymiz.

I tartibli 1ДI determinant faqat bitta an sondan iborat bo'lib, 
uning qiymati shu sonni o'ziga teng, ya'ni 1Л 1 = 1дп1= aw deb 
olinadi.

II tartibli determinantning qiymati quyidagi formula bilan 
aniqlanadi:

H = e"  e,z 
e2l e22

Masalan,

= e,, 022-0,2 ■all

III tartibli 
hisoblanadi:

a\\
“21

(1 )

= 5 1 0 - 4 -  ( -2 )  = 50 + 8 = 58 

determinant esa quyidagi formula bilan

3 4 5 4
= 3- 6 -  4- 5 = 18 - 2 0  = - 2 ,

5 6 - 2  10

\A\ =

an

ai2
«22

«32

«13

«23

«33

~ « 1 1  - e 2 2 '« 3 3 + « l2  «23  «31 + «21 «32  « 1 3 “

- « U  «22  «31 ~ « I 2  «21 «33  ~ «2 3  «32  «11 ( 2 )

Bu yerda (2) formulani eslab qolish oson emas va shu sababli 
III tartibli determinantlami quyidagi usullarda hisoblash 
mumkin.

16
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❖ Uchburchaklar usuli. Bu usulda determinantning 

elementlari sxematik ko'rinishda nuqtalar singari ifodalanadi (7- 
rasmga qarang). So'ngra asoslari determinantning diagonallariga 
parallel bo'lgan uchburchaklar qaraladi. Bu uchburchaklaming 
uchlarida va diagonallarda joylashgan elementlaming 
ko'paytmalari hosil qilinadi. I holda chiziqlar bilan tutashtirilgan 
elementlaming ko'paytmalari o'z ishorasi, II holda esa qarama- 
qarshi ishora bilan olinadi.

i ii hi i и hi

7-rasm

❖ Sarrius usuli. Bu usulda determinantning o'ng tomoniga 
uning I va II ustunlari takroran yozilib, 3*5 tartibli matritsa hosil 
qilinadi. Bu matritsaning elementlari sxematik ko'rinishda 
nuqtalar singari ifodalanadi (8-rasmga qarang) va chiziqlar bilan 
tutashtirilgan elementlaming ko'paytmasi I holda o'z ishorasi, II 
holda esa qarama-qarshi ishora bilan olinadi.

i ii hi i ii i ii in i ii
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III tartibli determinantni hisoblashga doir misol keltiramiz:
2 6 - 2

= 2 • 5 • 0 + 6 • 4 • 3 +1 ■ (-1) • (-2 ) -Д = 1 5
3 -1

-  (-2 ) • 5 3 -  6 1 - 0 -  4 (-1) • (2) = 112.

Determinantlar va matritsalar orasida quyidagi o'xshashlik 
va farqlar mavjud:

1) matritsa sonlar jadvalini ifodalaydi. Determinant esa 
sonlar jadvalidan hosil qilinadigan sonli ifoda bo'lib, uning 
qiymati sondan iboratdir;

2) matritsa sonlar jadvalini dumaloq qavslar ichiga olish 
bilan belgilansa, determinant bu jadvalni vertikal chiziqlar 
orasiga olish bilan belgilanadi;

3) A matritsa va IAI determinantni tashkil etuvchi sonlar 
ulaming elementlari deyiladi;

4) matritsa va determinanant satrlar va ustunlardan iborat;
5) determinantlarda ustun va satrlar soni teng bo'lishi 

kerak, matritsalarda esa bunday bo'lishi shart emas.
Determ inantlaming a sosiy xossalari.
Endi ixtiyoriy tartibli determinantlar uchun o'rinli bo'lgan 

xossalar bilan tanishamiz. Aniqlik va soddalik uchun umumiy 
holda ifodalangan bu xossalami uchinchi tartibli determinantlar 
misolida ko'rsatamiz va isbotlaymiz.

1-xossa. Agar determinantda har bir i-satr (/*1,2,3, —,n) i- 
ustun bilan almashtirilsa, uning qiymati o'zgarmaydi.

Masalan,
*11 a \2 a l3 *11 «21 a i\

*21 *22 «23 = «12 «22 a i2

«31 fl32 a 33 a l3 a 21 e 33

Bu tenglik bevosita III tartibli determinantni (2) hisoblash 
formulasidan kelib chiqadi.

Demak determinantning satr va ustunlari teng kuchlidir, 
ya'ni satr (ustun) uchun o'rinli bo'lgan tasdiq ustun (satr) uchun

18
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ham o'rinli bo'ladi. Bundan tashqari bu xossadan matritsani 
transponirlashda uning determinanti o'zgarmay qolishi, ya'ni 
detA=detAT boiishi kelib chiqadi. Shu sababli determinantning 
keyingi xossalarini faqat satrlar uchun ifodalaymiz.

2-xossa. Determinantda ixtiyoriy ikkita satrlar 
almashtirilsa, determinantning qiymati faqat 
o'zgartiradi.

Masalan,

о rru о zaro 
ishorasini

a n «12 «13 a 3\ a 32 «33

«21 “ 22 « 23 =  - «21 «22 a 23

«31 «32 a 33 «11 «12 «13

Bu tasdiq ham bevosita (2) formuladan kelib chiqadi.
3-xossa. Agar determinantda ikkita satr elementlari bir xil 

bo'lsa, uning qiymati nolga teng bo'ladi.
Isbot: Berilgan determinantning qiymatini Д , uning bir xil 

elementli satrlarining o'rinlarini almashtirishdan hosil bo'lgan 
determinantning qiymatini esa Д' deb belgilaymiz. Unda, 2- 
xossaga asosan, Д -  -Д  bo'ladi. Ammo determinantda bir xil 
elementli satrlaming o'rinlari almashtirilganligi uchun uning 
ko'rinishi o'zgarmay qoladi va shu sababli Д -  Д bo'ladi. . Bu 
tengliklardan Д = -Д  natijani olamiz va undan Д=0 ekanligi kelib 
chiqadi.

Masalan, hozircha biz IV tartibli determinantni hisoblash 
formulasini bilmasakda, 3-xossaga asosan, birinchi va uchinchi 
satrlari bir xil bo'lgan ushbu determinantning qiymatini 
yozishimiz mumkin:

1 - 4
7

1 - 4
8 0

6
- 2|
6

5

= 0

4-xossa. Determinantda biror satr elementlari umumiy A 
ko'paytuvchiga ega bo'lsa, uni determinant belgisidan tashqariga 
chiqarib yozish mumkin.

Masalan,
■ B _ j  —
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«31

«12
Лап
«32

“13
Aa2}

«33

«и «12 «13
= A«21 «22 «23

«31 «32 «33
Isbot:  III tartibli determinantni (2) hisoblash formulasidagi 

yig'indining har bir qo'shiluvchisida A umumiy ko'paytuvchi 
qatnashadi. Bu A umumiy ko'paytuvchini qavsdan tashqariga 
chiqarib, 4-xossadagi tasdiqning o'rinli ekanligiga ishonch hosil 
etamiz.

5-xossa. Agar determinantda biror satr faqat nollardan 
iborat bo'lsa, uning qiymati nolga tang bo'ladi.

Bu xossaning isboti oldingi xossadan A=0 bo'lgan holda kelib 
chiqadi.

Masalan, quyidagi III tartibli determinantning qiymatini (2) 
formula bilan hisoblab o'tirmay, 4-xossaga asosan to'g'ridan-
to'g'ri

11 20 401
- 8  37 139 =0
0 0 0

deb ta'kidlay olamiz.
6-xossa. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr 

elementlari o'zaro proporsional bo'lsa, uning qiymati nolga teng 
bo'ladi.

Masalan,
II «12 «13

= 0>41
«31 «32 e33

Isbot:  4-xossaga asosan A proporsionallik koeffitsiyentini 
determinant belgisi oldiga umumiy ko'paytuvchi sifatida 
chiqarish mumkin. Bu holda ikkita satri bir xil bo'lgan 
determinant hosil bo'ladi va uning qiymati, 3-xossaga asosan, 
nolga teng. Bundan berilgan determinantning ham qiymati nol 
ekanligi kelib chiqadi.

Masalan,

20



2 5 - 3
4 1 8 =0.
3 7.5 -4 .5

chunki bu determinantda I va III satrlar proporsional va 
proporsionallik koeffitsiyenti A=1.5 ga teng.

7-xossa. Agar determinantning biror i-satri ikkita 
qo'shiluvchi yig'indisidan iborat, ya'ni a4+ bij ko'rinishda bo'lsa, 
bu determinantni ikkita determinantlar yig'indisi ko'rinishida 
yozish mumkin. Bunda bu determinantlaming /-satri mos 
ravishda a, va bij elementlardan iborat bo'lib, qolgan satrlari 
berilgan determinantniki singari bo'ladi.

Masalan,
«II «12 «13 a,, a, 2 Яц °M fl12 al3

a2\ + <>21 «22 + *22 «23 + *23 = a2\ a22 a2i + *21 *22 *23 •
«31 «32 «33 ail a32 a33 e3l e32 a33

xossaning o'rinli ekanligiga bevosita (2) formula orqali
ishonch hosil qilish mumkin.

8-xossa. Agar IЛ I determinantning a„ diagonal 
elementlaridan yuqorida yoki pastda joylashgan barcha 
elementlari nolga teng bo'lsa, uning qiymati diagonal elementlar 
ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Masalan,

=  « l l« 2 2 « 3 3 -

Isbot: Bu determinantlar uchun ulami (2) hisoblash 
formulasidagi mia22fl33qo'shiluvchidan boshqa hamma 
qo'shiluvchilari nolga teng bo'ladi va shuning uchun ularning 
yig'indisi, ya'ni determinantning qiymati shu ko'paytmaga teng 
bo'ladi.

Masalan, ushbu IV tartibli determinantni hisoblaymiz:
- 3  2 4 - 5

« I I e 12 a l3 « I I 0 0

0 a 22 «23 = «21 «22 0

0 0 «33 «31 «32 «33

11 9
2 7 
0 -1

= ( - 3 ) - 5 - 2 ( - l )  = 30.
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9-xossa. Diagonal matritsaning determinant uning diagonal 
elementlari ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chiqadi. 
Jumladan har qanday birlik matritsaning determinant birga 
tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha 
kiritamiz.

Ixtiyoriy я-tartibli determinantning ay (i,/=1,2, ... , n) 
elem entining minori deb bu determinantdan shu element 
joylashgan i-satr va j- ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (и-1)- 

tartibli determinant qiymatiga aytiladi.
Determinantning <*■/ elem entining minori M<> deb 

belgilanadi va ulam ing soni n2 ta bo'ladi. Masalan,
i - 5  a

A = (3)2 - 3  7
0 - 2  1

determinantning II satr elementlarining minorlarini yozamiz va 
hisoblaymiz:

1 - 5

" H - 2  I " ' '  " “ ' t  I ' ' ’ 0 - 2
=  - 2 .

Bunda III tartibli determinantning minorlari II tartibli 
determinantlar ekanligini yana bir marta ta'kidlab o'tamiz.

Ixtiyoriy n-tartibli determinantning atj (i,/*l,2, ... , n) 
elem entining algebraik to'ldiruvchisi deb (-1 )^Mi; kabi 
aniqlanadigan songa aytiladi.

Determinantning a., (/,/=1,2, ... , tt) elementining algebraik 
to'ldiruvchisi Ay kabi belgilanadi va, ta'rifga asosan,

Мц, / + y-juft bo'lsa;
i + y-toqbo'lsa.

formula bilan hisoblanadi. Masalan, (3) determinantning II satr 
elementlarining algebraik to'ldiruvchilari quyidagicha bo'ladi:

Ai\ = — M2i-1 , An *  M22* l , Axs “  -  M23*2 . (4)
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10-xossa (Laplas teoremasi). Determinantning ixtiyoriy bir 

j-satrida joylashgan a,, (/=1,2, ... , n) elem entlarini ulam ing A;/ 
(;'=1,2, ... , tt) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytmalarining 
yig'indisi shu determinantning qiymatiga teng bo'ladi. bo'lsa

Isbot: Bu xossa III tartibli IAI determinantning birinchi satri 
uchun quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

а 1 |Л | |  +  a l2 ^ 1 2  +  a 13^ l3  = И |  ( 5 )

Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik to'ldiruvchi 
ta'rifidan va determinantlami hisoblashning (1), (2) 
formulalaridan quyidagicha foydalanamiz:

au Au + an An  + а1з4з =a\\M\\ - a l2M|2 + e 13A/|3 =

a 22 a 23 a 2l a 23 a 2l a 22
- f l ,  j +  a , 3

a 32 a 33 a 3l a 33 a 3l a 32

=  a l l ( ° 2 2 a 33 — a 23a 32 )  ~  a l 2 ( a 2 la 33 “  a 23a 3 l )  +  а п ( а 21а 32 ~ a 22a 3 l )  =

=  a l l a 22a 33 _ a l l a 23a 32 - a l 2 a 2 l a 33 + a l 2 a 23a 3l + a 13a 2 l a 32 _ a I3 a 22 a 3l *

=  a l l a 2 2 a 33 +  a l2 a 23 a 31 + a 13a 21a 32 “  a l l a 23a 32 _ a 12a 2 l a 33 - a I3a 2 2 a 31 =  И ‘

Xuddi shunday tarzda determinantning ikkinchi va uchinchi 
satrlari uchun

a 2 l ^ 2 l  + a 2 2 ^ 2 2  + a 2 3 ^ 2 3  = И >  a 3 l ^ 3 l  +  a 3 2 ^ 3 2  +  a 3 3 ^ 3 3  =  M l

tengliklar o'rinli bo'lishi isbotlanadi
Yuqoridagi (5) va (6) tengliklar determinantning satrlar  

bo'yicha yoyilm asi deb ataladi.
Shunga o'xshash determinantning ustunlar bo'yicha 

yoyilm asini ham quyidagicha yozish mumkin:
a l l 4 l  +  a 2 1 ^ 2 l  + a 3 1 ^ 3 l  =И|. a l 2 ^ l 2  +  а 2 2 ^ 2 2  +  а 2 3 ^ 2 3  =  И» ^  

al}A,j  + e 23 ^ 2 3  + a 3 3 ^ 3 3  4 4
Masalan, yuqorida keltirilgan (3) determinant qiymatini 

uning II satrining (4) algebraik to'ldiruvchilari yordamida 
hisoblaymiz:

A = 2A2i +(-3)A22+7A2J= 2 l+ (-3 ) l + 7-2 = l3.

Laplas teoremasidan foydalanib yuqori tartibli 
determinantlami hisoblash mumkin. Bunda n-tartibli
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determinantni hisoblash n ta (n -1) - tartibli determinantni 
(i4i;algebraik to'ldiruvchilami) hisoblash va uning ixtiyoriy satr 
yoki ustuni bo'yicha yoyilmasidan foydalanishga keltiriladi. 
Jumladan, I tartibli determinant qiymati IAI = lflnl=<jnekanligidan 
foydalanib, (1) va (2) formulalami keltirib chiqarish mumkin. 
Determinant qiymatini Laplas teoremasi yordamida hisoblash 
uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo'yicha yoyilmasidan 
foydalanish mumkin. Ammo, amaliy nuqtai nazardan, ko'proq 
elementlari nolga teng bo'lgan satr yoki ustunni tanlash (agar 
shundaylar mavjud bo'lsa) maqsadga muvofiqdir. Bu holda nolga 
teng elementlaming algebraik to'ldiruvchilarini topishga hojat 
bo'lmaydi va hisoblashlar hajmi ancha kamayadi.

Misol. Ushbu IV tartibli determinantni hisoblang:
2 - 3 4 5

3 0 9 1

Yechish: Bu determinantni II ustun bo'yicha yoyilmasidan 
foydalanib hisoblash qulaydir. Bunga sabab shuki, bu ustunda 
nol elementlar boshqa satr va ustunlarga qaraganda ko'proq 
hamda <122= 0 ,  « 4 2 = 0  elementlaming An , A*2 algebraik 
to'ldiruvchilarini hisoblash shart emas.

Dastlab Л 12 va Л 32 algebraik to'ldiruvchilami hisoblab, An 
—389 va Лзг=45 ekanligini aniqlaymiz. Endi determinant 
qiymatini II ustunga Laplas teoremasini tatbiq etib hisoblaymiz:

И  =  a l 2 ^ l 2  +  e 2 2 ^ 2 2  +  « 3 2 ^ 3 2  +  e 4 2 ^ 4 2  =

= (-3 ) • (-389) + 0 • An  + 7 • 45 + 0 ■ Aa1 = 1482.

11-xossa. Agar IAI determinantni biror /-satrining 
algebraik to'ldiruvchilari Ai/ (/=1,2, ... , n) va bj (/=1,2, ... , n) 
ixtiyoriy sonlar bo'lsa, unda

b,An +Л2Л2 +*з4з +" , + *»4» “ И 
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda IВ I determinant IAI 

determinantdan faqat i-satri bilan farq qilib, uning i-satri bj



lAj)
(/=1,2, . . . ,  и) sonlardan tashkil topgan bo'ladi.
Isbot: Bu xossa isbotini III tartibli IAI determinantning , 

masalan, birinchi satri uchun keltiramiz. Bu holda
biAn+taAi2+ ЬзА1э= IBI 

yig'indining qo'shiluvchilari IAI determinantning birinchi 
satr bo'yicha yoyilmasini ifodalovchi

Я1А 11+ Я2А 12+ Я3А 13 = IAI 
yig'indi qo'shiluvchilaridan faqat birinchi ko'paytuvchilari, 

ya'ni birinchi satr elementlari bilan farq qiladi. Shu sababli IA I, 
IВ I determinantlar bir-biridan faqat birinchi satri bilan farq qiladi 
va IВ I determinantning birinchi satri Ъ\, b  va fo sonlardan iborat 
bo'ladi.

Masalan, An, A 12 va A 13

2 - 4  1
|Л|=0 7 3

9 12 - 4  

satri elementlarining algebraik

1Ы,, +12Л|2 +13/4,j =|B| =

determinantni birinchi 
to'ldiruvchilari bo'lsa, unda

12 13 
•7 3 .
12 - 4

12-xossa. Agar IAI determinantni biror i-satrining a,, (/=1,2, 
... , n) elementlari boshqa bir Jc-satr (i*k) mos elementlarining 
Akj (/=1,2, ... , n) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytirilgan 
bo'lsa, bu ko'paytmalar yig'indisi nolga teng bo'ladi.

Isbot: Oldingi xossada bf= a,j (/=1,2,. . . ,  n) deb olsak, unda 
* l 4 t l  2 Л 2 + * э Л э  +  "  • +  ^ 4 *  =  f l ( l 4 t l  + ° i 2 ^ * 2  + a / 3 ^ * J  +  ‘ ■ + a,. A,

Bu yerda IВ 1 determinant berilgan IAI determinantning k- 
satriga /-satrining a„ elementlarini qo'yish bilan hosil qilinadi. 
Shu sababli IВ I determinantning /-satri va fc-satri bir xil bo'lib, 3- 
xossaga asosan uning qiymati nolga teng bo'ladi, ya'ni

efl4 kl +ai2̂ k2 +а<з4 » + " ‘ + eto4 b» =0 * /.* = 1,2,-",л; / *  к. (8)

m  ... ... .............................. »"
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13-xossa. Agar A va В bir xil tartibli kvadrat matritsalar 
bo'lsa ulaming ko'paytmasining determinanti har binning 
determinantlari ko'paytmasiga teng bo'ladi, ya'ni 1Л-В1 = 1Л 1-1В 1 
tenglik o'rinlidir.

Bu xossani isbotsiz keltiramiz.
Ko'rib o'tilgan bu xossalar determinantlami hisoblash va 

ulaming turli tatbiqlarida qo'llaniladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi ikkinchi tartibli aniqlovchilam i hisoblang:

Quyidagi uchunchi tartibli aniqlovchilam i hisoblang:

3 - 1 - 1 2 0 4

1.41.я) - 3  1 5 «) 5 - 2  1
2 - 2  4 - 1 - 2  3

5 3 2 l l i
1.44. -1 2 4 1.45. 2 3 4

7 3 6 4 9 16

2 - 1 - 3 1 2 0
1.48. 1 3 2 1.49. 5 1 2

3 2 2 0 3 1

1 2 - 1 3 2 - 1
1.42. 3 7 2 1.43. 1 2 9

2 3 - 7 1 1 2
1 2 3 - 3 -1

1.46. 3--4 7 1.47. 0 - 3 2
3 12-13 0 0 - 3

i - i l 2 1 3
1.50. 2 1 1 1.51. 5 3 2

1 1 2 1 4 3



в

1.52.

1.56.

1.60.

1.64.

4 2 1 3 2 1 0 1 1 i i i
5 3 - 2 1.53. 2 5 3 1.54. 1 0 1 1.55. 1 2 3
3 2- 1 3 4 2 1.1 0 1 3 0

4 - 3  5 3 2 - 4 5 6 3 2 0 3
3 - 2  8 1.57. 4 1 - 2 1.58. 0 1 0 1.59. 7 1 6
1 - 7  - 5 5 2 - 3 7 4 5 6 0 5

3 4 - 5 1 5 25 a b с 0 a 0
8 7 - 2 1.61. 1 7 49 1.62. с a Ь 1.63. b с d
2 - 1 8 1 8 64 b с a 0 e 0

cos or sin a cos/У sin a  sin/? 
-s in a  cos sa cos/? cosarsin/? 

0 -sin/? cos/?
1.65.

sina cos a 1 
sin /? cos/? 1 
sin у cos у 1

Tenglamani yeching:

ш - | т л

1 .68.
2 - 1 2  
3 5 3 
1 6 дг + 51

1.69

t
J p -sin 2»> 2cos sin ip 
nipcosip cos2«>-sin: p 

x1 4 9

1 - 7 2  |5 2 * 8 - J  =  °  1 7 3

I 2 3 
1 3 -j t  3 
1 2 5 + jr|

1.70.

1.74
*J 3 2
I -1 1 
0 I 4

= ol.75

к 2 з| 
l i i

3 - x  - I  I 
-1  5 - x - l  

1 - 1  3 - J

Tengsizlikni hisoblang:

177 Ё Г ’  з1*о17Ч

I х 4 - J < o i 8 °  f r 7 H - 81
>5
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2 - 1  2 1 2 3

1.82 3 5 3 >0  1.83 1 3 —or 3 < 0 1.84 cos.r sin j:

1 6 jr + 5 1 2 5 + x
sinx cos*

1.85

>o

>o

Aniqlovchilam i hisoblang:

1.86 a)

I 2 - 1  
2-1  2 

—I—3—2 
3 -4 -3

-1 6 5 1
Я - 2  8 6 2

2 16 7 3
-3  9 3 4

1.92.

1.94.

1.96.

- 3  9 3 6 
- 5  8 2 7 

4 - 5 - 3 - 2  
7 - 8 - 4 - 5  

3 - 5  2 - 4  
- 3  4 - 5  3 
- 5  7 - 7  5 

8 - 8  5 - 6

3 - 3 - 5  8 
b3 2 4 - 6  

2 - 5 - 7  5 
- 4  3 5 - 6

3 0 2 0 5 62 - 7 9  4

1.87л) 2 3 - 1  
0 4 - 2

4
3 «)

0
6

2
183

3 0 
201 5

5 2 0 1 0 3 4 0

_ 6 10 6 9 7 9 7

1.88. - 9  8 8 5 1.89. 8 6 8 6
- 8  5 9 5 - 9 - 7  9 7
- 1 1 7  7 4 - 8 - - 6  8 5

6 8 - 9 - 1 2 6 - 5  1 2

1.90. 4 6 - 6 - 9 1.91. - 4 7 - 1 4
- 3 - 4  6 8 5 - 9  2 7
- 2 - 3  4 6 4 - 6  1 2

1.93.

1.95.

1.97.

2 - 5  4 3
3 - 4  7 5
4 - 9  8 5 

- 3  2 - 5  3| 
7 6 3 7
3 5 7 2 
5 4 3 5 
5 6 5 4

3 2 2 2
9 - 8  5 10
5 - 8  5 8
6 - 5  4 7|
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1.98.

1 . 10 0 .

1 . 10 2 .

1.104.

1.106.

1 2 - 1 1 1-1 2 1
2 - 1  0 1 1.99. 3 4 - 1  0

-1 1 - 2 2 2 1 3  1
1 4 1 1

•
- 5  0 1 - 2

4 3 - 1  2
2  I 2 - 1

3 1 - 1  1 

1 2  1 2

1.108.

1 . 1 1 0 .

1 . 1 1 2 .

0 0 4 
0 2 1 

0 7 3 5 
1 - 2 4 2

3 1 - 1  2
- 5 1 3 - 2
6 0 3 - 3
1 - 5 3 - 3

- 4 10 0 - 2 6
1 0 3 7 - 2
} - 1 0 5 - 5
2 6 - 4 1 2
J - 3 - 1 2 3

1 4 - 1  8 3
8 - 2  16 6

-1 - 3  0 1
1 1 0 1 2

- 1 7 0 8 1
3 5 - 4  4
1 3 2 1
4 7 3 5
1 - 2 4 2

-1 3 1 2 1 2 3 4
- 5  8 2 7 1 . 1 0 1 . 2 2 1 4

3 - 2 - 2 0 3 1 3 3
1 0 - 1 1 4 4 3 4

1.103.

1.105.

1.107.

1.109.

1 .1 1 1 .

1.108.

1 1 3  2
2 - 3  1 2 
2 2 4 4|

1 - 1 1 5  3

2 2 - 3 - 3  
4 6 - 6 - 9

- 3 - 4  6 8 
- 5 - 7  10 14|

6 6 10-51
5 8 8 - 9
5 5 9 - 8
4 7 7-11]

hi 2- 2-1
3 - 4  7 5
4 - 9  8 5
•3 2 - 5  3|

9 7 9 7 
4 3 4 3 
9 7 - 9 - 7  

- 8 - 6  8 6

1 3  0 1

3 3 1 2  
-1 1 -2  2|

1 4  11



щ .
2 1 3  4 2 3 1-1

1.109. -1 3 - 2  5 1.110. 7 8 2 - 5
0 5 4 2 0 - 2 - 2  3
1 2 - 3  1 1 0 - 1  1

§ 1.3. Teskari m atritsa va m atritsa rangi

Biz matritsalar ustida qo'shish, ayirish va ko'paytirish 
amallarini ko'rib o'tgan edik. Matritsalar son tushunchasini 
umumlashtirishdan hosil qilinganligi haqida ham aytilgan edi. 
Sonlar uchun qo'shish, ayirish va ko'paytirish amallaridan 
tashqari bo'lish amali ham mavjud. Bunda ikkita b va а (д*0) 
sonlar bo'linmasini quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

- = - ь = а-'ь.
a a

Bundan ko'rinadiki, bo'lish amalini a*0 songa teskari 
bo'lgan arx son yordamida ko'paytirish amali orqali ifodalash 
mumkin. Bunda ixtiyoriy a*0  va unga teskari ir ] sonlar orasida 
(ur'=a-]a=\ munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tenglik faqat o'zaro 
teskari sonlar uchun o'rinlidir va shu sababli teskari sonni ta'rifi 
sifatida qabul qilinishi mumkin. Shu sababli bu tenglikdan 
berilgan A matritsaga teskari matritsa tushunchasini kiritish 
uchun foydalaniladi.

Teskari matritsa ta'rifi: Berilgan n- tartibli A kvadrat 
matritsaga teskari m atritsa deb AB=BA=E (E-n- tartibli birlik 
matritsa) shartni qanoatlantiruvchi n-tartibli В kvadrat matritsaga 
aytiladi.

Berilgan A matritsaga teskari matritsa Л-1 kabi belgilanadi 
va, ta'rifga asosan, ular uchun AA-*= A~lA=E munosabat o'rinli 
bo'ladi.

Ma'lumki, ixtiyoriy a*0 soni uchun «г1 teskari son mavjud va 
yagonadir. a=0 sonining esa teskarisi mavjud emas. Shu sababli 
matritsalar uchun quyidagi savollar paydo bo'ladi:

1. Qanday matritsalar uchun ulaming teskarisi mavjud?
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2. Teskari matritsa yagonami va uni qanday topish mumkin?
3. Qanday matritsalarning teskarisi mavjud emas?
Agar A matritsaning determinant» 1/41=0 bo'lsa u maxsus 

matritsa , aks holda, ya'ni IA 1*0 bo'lsa maxsusmas matritsa 
dir.

Masalan,
' - 3  1 4 ' '1 1 o '

A = 2 5 -1 B - 0 5 -1

, 1 » 2 , ,3 6 1 ,
matritsalardan A maxsus (chunki IA I =0), В esa maxsusmas 

(chunki IВ 1=19*0) matritsa bo'ladi.
1-TEOREMA: Maxsus A matritsa uchun teskari A*1 

matritsa mavjud emas.
Isbot: Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni teskari A-1 matritsa 

mavjud deymiz. Ta'rifga asosan AA~lmA~lAmE va, teorema sharti 
bo'yicha, IA 1=0 tengliklar o'rinlidir. Bu holda, determinantning 
oldin ko'rib o'tilgan 13-xossasiga asosan,

IEI-1 А-,А Ы А  A-11-1/411Л*1! =0-1/4-4=0 
natijani olamiz. Ammo E birlik matritsaning determinant 

IE 1=1 bo'ladi. Hosil bo'lgan bu ziddiyat bizning farazimiz 
noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi va maxsus matritsa uchun uning 
teskarisi mavjud emasligini ifodalaydi.

Berilgan n- tartibli
an a ,2 ••• alH

A _  «21  «22  • "  a 2n  

i. ая1 an 2 ann,
kvadrat matritsa determinantinig Aij algebraik 

to'ldiruvchilaridan tuzilgan ushbu

4 i 1̂2 --  V
T

4 . 2̂1 ‘ • V

•̂21 ^22 •"  ^2* = 4  2 ^22 ‘ • 4 iJ

Л«2 • 4ч» > ^2* ’
matritsani kiritamiz.

»
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3-TA'RIF:A berilgan A matritsaga birkitilgan m atritsa deb
ataladi.

Masalan,
(2  - 3  Г

0 5 - 3  (1)
[4 0 1 ,

matritsa determinantining algebraik to'ldiruvchilari
i4n=5, A\2= -12 , i4i3=-20, i42i=3, An=-2, An= -12, 

Лз1=4, Лз2=6, Азз=10 
bo'lgani uchun unga birkitilgan matritsa quyidagicha 

bo'ladi:

(2)

2-TEOREMA: Agar A maxsusmas matritsa bo'lsa unga 
teskari A_1 matritsa mavjud va u

A ~ ' = ± -L 
И R

formula bilan topiladi. 

Isbot: Dastlab

4 . 2̂1 ■̂31 r 5 3 4 >
A = 4  2 2̂2 3̂2 = -1 2 -2 6

4̂ 13 2̂3 ^33, -20 -1 2

îl 2̂1 •■ V
Л 2 2̂2 •’ 4,2 (3)

< 1я Л2я

'o\\ «12 •" « ! , ' 4 l 2̂1 •• V

АЛ = «21 «22 -  «2л 4  2 •̂ 22

«»2 -  «-„, 2̂/1 >

ko'paytmani topamiz. Determinantlaming 10 va 12- 
xossalariga asosan

al\Ak +al2̂ 2k + «/3̂ n + "«(яЛ* ЛИ- tmk
[ o ,  i * k

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan, matritsalar 
ko'paytmasining ta'rifiga asosan,

32



jA j)

ГИ 0 0 •• o'
0 и 0 •• 0

AA = 0 0 и о

,0 0 0 к

ГИ 0 0 ••• o’ '1 0 0 •• o'
0 и 0 ••• 0 0 1 0 •• 0
0 0 и ••• 0 = 0 0 1 •• 0

0\ 0 0 ••• к ,0 0 0 •• 1;

tenglikni hosil etamiz. Unda, matritsalami songa 
ko'paytirish amalining ta'rifi va xossalariga asosan,

a 1-A =^-AA=^-,  0 0 \A\ - " 0  = 0 0 I ••• 0 = E
И и и

natijaga kelamiz. Shu tarzda

VAA A " E
tenglik ham o'rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin. Bu yerdan, 

teskari matritsa ta'rifiga asosan, (3) tenglik o'rinli ekanligiga 
ishonch hosil qilamiz.

Misol sifatida yuqorida ko'rilgan (1) matritsa uchun 
1/41=26*0 ekanligidan va unga birkitilgan (2) matritsadan 
foydalanib, Л-1 teskari matritsani topamiz:

26И

5 3 
-12 -2

4 ^
6

-20 -12 10

r 5 3 2
26 26 13

6 1 3
13 13 13
10 6 5

Г  i3 13 13
3-TEOREMA: Maxsusmas A matritsa uchun A 1 teskari 

rnatritsa yagona ravishda aniqlanadi.
Isbot: Teskarisini faraz qilamiz. С va В matritsalar A 

matritsaga teskari va С * В bo'lsin. Unda, teskari matritsa 
ta'rifiga asosan,

AC=CA=E, AB=BA=E
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklar va birlik matritsa 

xossasidan foydalanib, quyidagi natijalarni olamiz:



ftJ-
C=CE=CAB, B=BE=EB=CAB.
Bu ikkala tenglikning o'ng tomonlarini taqqoslab, C=B 

natijaga kelamiz. Hosil bo'lgan bu ziddiyat farazimiz noto'g'ri 
ekanligini ko'rsatadi va teskari matritsa yagona bo'ladi.

Shunday qilib, A maxsusmas matritsa uchun A-1 teskari 
matritsa mavjud va u yagonadir.

Teskari matritsa tushunchasidan foydalanib bir xil tartibli A 
va В kvadrat matritsalarning bo'linmasini A_,B (IA 1*0) 
ko'rinishda kiritish mumkin. Shuningdek A-1 teskari matritsani m 
marta o'zaro ko'paytirib, hosil bo'lgan matritsani A maxsusmas 
matritsaning -m- darajasi deb olishimiz va A-"1 (m-ixtiyoriy 
natural son) kabi belgilashimiz mumkin. Bundan Ak daraja (A- 
maxsusmas matritsa) ixtiyoriy к butun son uchun (§1 ga qarang) 
aniqlangan bo'ladi.

Teskari matritsalar quyidagi xossalarga ega:
1-xossa.E']= E.
Isbot: Bu xossa (3) teskari matritsani topish formulasidan 

bevosita kelib chiqadi.
2-xossa. (A-')-1= A.
Isbot: Bu xossa bevosita teskari matritsaning ta'rifidan, 

ya'ni AA_1= A_1A=£ tenglikdan kelib chiqadi.
3-xossa. (AB)-'= B' 1 A*1.
Isbot: Teskari matritsa ta'rifi va matritsalar ko'paytmasining 

assosiativlik xossasiga asosan quyidagi tengliklarni olamiz:
(AB)( B-1 A-')= A(BB-') A~x= AEA-'= A A -'-E ,
(B-1 A-')( AB)= B-'( A*1 A)B= B-'EB= B-‘B=E.

Bu tengliklardan AB va B_l A-1 o'zaro teskari matritsalar 
ekanligi ko'rinadi.

4-xossa. (A - '^ A 1)-1 .
Isbot: Matritsalarni transponirlash amalining (AB)T=BMT va 

E'=E xossalaridan foydalanib ushbu tengliklarga ega bo'lamiz: 
AT(A*')T=( A-'AJT-E^E, (A-')T AT=(A A-'Y=EJ=E.



Bu tengliklardan, teskari matritsa ta'rifiga asosan, (A~ 
|)Т«(ЛТ) '‘ ekanligi kelib chiqadi.

5-xossa. I Л’Ч=1/1 Л1 = 1 Л I*1 .

\AB\= 1ЛМВ1 formula va I £  I =1 tenglik hamda teskari son 
ta'rifidan foydalanib, ushbu natijaga kelamiz:

Matritsaning rangi. Endi kelgusida kerak bo'ladigan 
matritsa rangi tushunchasini kiritamiz. Dastlab oldin kvadrat 
matritsalar uchun aniqlangan minor tushunchasini ixtiyoriy 
to'rtburchakli matritsa uchun umumlashtiramiz.

Ta’rif:Har qanday Am->, matritsaning ixtiyoriy ravishda 
tanlangan к ta (k<mm(m,n)) satr va ustunlarining kesishmasida 
joylashgan elementlaridan tuzilgan fc-tartibli determinant bu 
matritsaning k-tartibli minori deyiladi.

matritsaning har bir elementi uning 1 tartibli,

h 2 3 I - 2 3 3 1 1 1 0 1 II 4i

i 3 1’ | 0 1 1 1 2 5 3 2 ’ 2 5

kabi determinantlar II tartibli,
- 2  3 1 - 2  3 1 3 1 4 - 2  3 1
3 I 4 
0 1 1

• 3 1 4
3 2 5

> 0 1 1
3 2 5

0 1 1
3 2 5

determinantlar esa berilgan matritsaning III tartibli 
fninorlariga misol bo'ladi.

Berilgan Amatritsaning rangi deb uning noldan farqli 
minorining eng katta tartibiga aytiladi.

Matritsaning rangi г(Л) kabi belgilanadi va uni quyidagicha 
topish mumkin. Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng, 
ya'ni u nol matritsa bo'lsa, uning rangi г(Л)=0 bo'ladi.

Isbot: Matritsalar ko'paytmasining determinant uchun

'-2  3 Г

w  . 3 1 4Masalan,/!.,, =
43 O i l



Matritsaning noldan farqli elementi mavjud bo'lsa, uning rangi 
r(A)>l bo'ladi. Bu noldan farqli elementni o'z ichiga olgan barcha
II tartibli minorlarni hisoblaymiz. Agar barcha II tartibli minorlar 
nolga teng bo'lsa, unda r(A)=l bo'ladi. Aks holda r(A) >2 bo'ladi 
va noldan farqli biror II tartibli minorni o'z ichiga olgan barcha 111 
tartibli minorlarni qaraymiz. Ulaming hammasi nolga teng bo'lsa 
r(/4)=2, aks holda r(A) >2 bo'ladi. Bu jarayonni shunday tarzda 
davom ettiramiz. Natijada, biror qadamda noldan farqli A:-tartibli 
minorni o'z ichiga oluvchi barcha (fr+l)-tartibli minorlar nolga 
teng bo'lgan holga kelamiz va bundan matritsaning rangi r(A)=k 
ekanligini topamiz.

matritsaning rangini aniqlaymiz. Bu matritsaning noldan 
farqli elementi mavjud va shu sababli r(A) >1. Endi noldan farqli 
ixtiyoriy bir, masalan an= -2  elementni, o'z ichiga olgan va 
noldan farqli bo'lgan II tartibli minor mavjud yoki yo'qligini 
aniqlaymiz:

Demak, r(A) >2 bo'ladi. Bu noldan farqli II tartibli minorni 
o'z ichiga olgan ikkita III tartibli minorlarni qaraymiz:

Bu yerdan ko'rilayotgan matritsaning rangi r(A)=2 ekanligi 
kelib chiqadi.

Shuni ta'kidlab o'tish lozimki, «-tartibli maxsusmas A 
matritsaning rangi r(A)=n bo'ladi.

- 2  3 I

Masalan, A4x3 =

. 3 2 5

- 2  3 I - 2  3 1
3 1 4 = 0 ,  3 1 4 = 0 .  
O i l  3 2 5
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Quyidagi matritsalaming teskari matritsalarini toping

'- 2  2 - 3 ' 1 2 -1'
1 .1 1 1  a) a = 2 - 1 2 6 )  A = 2.1 -1

. 3 - 1  3, , l - 7 3,

'2  1 - 1 1 2  - 3 1 0  o '

1.112. A = 5 2  4  

. 7  3 2 ,

1.113. A = 0  1 2  

, 1 0  4

1.114. A = 2  1 1 

1 3  1

Л _ |  | ^
1 2  - 1  - 2 '

2  1 1 1.116. A =
3  8  0  - 4

I—
»

V
I

A. II

N
J

1 1 2
2  2 - 4 - 3 4 )

V  1 ,3 8 - 1  - 6

M e . ;) 1.119. A

1.121. A :

(2 5 7 
6 3 4 
5 - 2  - 3

■СЯ1 . 1 2 0 . a (c o s  a  -  

s i n a  c o s  a

s i n  a ' l  

o s a  )

( 3 - 4  5 1
1.122. A= 2 - 3  I

3 - 5  - I

2 7 3 1 2 2 ’
1.123. .4 = 3 9 4 1.124. A- 2 1 - 2

5 3, ,2 - 2  1

Quyidagi matritsalami rangini toping

1.125. a)
( 1 3  2 - 7 - 4 '2 -1 3 - 2  4

-  5 -  15 -  10 35 20 4 - 2  5 .1 7
] 0 1 21 
I 1 4 23

67 3 
*0 -  1

,2 -1 1 8 2

1 3 5 -1 '3 -1 3 2 5

1.126.: 2 - 1 - 3  4 1.127. 5 - 3 2 3 4
5 1 - 1 7 1 - 3 - 5  0 - 7

,7 7 9 1 7  - 5 1 4  1

Matritsali tenglamalarni yeching

,128(i ib-G!) 1129-(J 2.)
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Takrorlash uchun savollar
1. Matritsa deb nimaga aytiladi?
2. Matritsaning tartibi qanday aniqlanadi?
3. Matritsaning elementi deb nimaga aytiladi?
4. Matritsalar qanday turlarga ajratiladi?
5. Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?
6. Matritsaning qanday elementi diagonal deyiladi?
7. Birlik matritsa qanday ta'riflanadi?
8. Qachon matritsa nol matritsa deyiladi?
9. Matritsani songa ko'paytirish qanday aniqlanadi?
10. Qaysi shartda matritsalami qo'shish yoki ayirish 

mumkin?
11. Qaysi shartda matritsalami ko'paytirish mumkin?
12. Determinant deyilganda nima tushuniladi?
13. II tartibli determinant qanday hisoblanadi?
14. Ill tartibli determinant uchburchak usulida qanday 

hisoblanadi?
15. Ill tartibli determinant Sarrius usulida qanday 

hisoblanadi?
16. Determinant va matritsa o'rtasida qanday o'xshashlik 

va farqlar bor?



17. Determinantda satr va ustunlar o'zaro qanday 
xususiyatga ega?

18. Determinantda ikkita satr yoki ikkita ustun
19. o'mi almashtirilsa nima bo'ladi?
20. Qaysi hollarda hisoblamasdan determinantning qiymati 

nol bo'lishini aytish mumkin?

MATRITSA VA ANIQLOVCHILARGA DOIR 
NAZORAT TESTLAR1

1.Matritsalar va ular ustida amallar
1. Matritsa mazmuni qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) sonlar yig'indisi B) sonlar ko'paytmasi.
C) sonlar to'plami. D) sonlar jadvali.
E) sonlar birlashmasi.

2. J  7° j matritsaning tartibini aniqlang.

A) 2x2. B) 2x3. C) 3x2. D) 3x3. E) 3*2=6.

( - 2  5 0 \
3. A= matritsaning elementlari bo'yicha <?u+ ai4 1 - 3  

> 6 - l  1 ' 
yig'indini toping.

A) 7. B) 4. C) 6. D) -5 . E) 5.

4. Elementlari a,, bo'lgan matritsa qachon nol matritsa 
deyiladi?

A) Barcha <J.«lementlarning yig'indisi nolga teng bo'lsa.
B) Barcha «.«lementlari nolga teng bo'lsa.
C) Barcha rt.^lementlarning ko'paytmasi nolga teng bo'lsa.
D) Biror satridagi barcha rt.relementlar nolga teng bo'lsa.
E) Biror ustundagi barcha e»elementlar nolga teng bo'lsa.

5. Quyidagi matritsalarning qaysi biri nol matritsa 
bo'lmaydi?

A > ( ° ° ) .  B MOOO) .  C ) ( “). D )f»  I  “).

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.



(LAI
6. Elementlari «ubo'lgan kvadrat matritsa qachon birlik 

matritsa deyiladi?
A) Barcha rt-^elementlar birga teng bo'lsa.
B) (b=l va an =0 (/#/) bo'lsa.
C) Barcha «»diagonalelementlar birga teng bo'lsa.
D) Biror satrdagi barcha «.«lementlar birga teng bo'lsa.
E) Biror ustundagi barcha «„elementlar birga teng bo'lsa.

7. Birlik matritsani ko'rsating.

»>(::)■  o ( ; : i  » ( " ) ■

“ ( : : ) ■  » ( " ) ■
8. Birlik matritsani ko'rsating.

a )  ( !  !  ! ] .  в )  n  1

D)

С I ! )
0
1 oj

n  , n  
Vo о oj C)

E) bu yerda birlik matritsa keltirilmagan

9. Qaysi shartda A va В matritsalar teng deyiladi?
A) A va В bir xil tartibli matritsalar bo'lsa.
B) A va В bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo'lsa.
C) A va В bir xil tartibli kvadrat matritsalar va 

ularning mos elementlari o'zaro teng bo'lsa.
D) A va В matritsalarning diagonal elementlari o'zaro teng 

bo'lsa.
E) A va В matritsalarning tartiblari bir xil va mos 

elementlari teng bo'lsa.

10. A

A , (
D)

2 6 14 

10 4 18

Ю

matritsa bo'yicha 2A matritsani toping.

B) ( 1 3 7 '
^10 4 I8 j

E) f 2314 1.
' (1 0 2 1 8  J

C)
' 2 3 
JO  2 : )
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2. Determinantlar va ularning xossalari

1. Quyidagi IAI determinantning <112 va 2 elementlari 
yig'indisini toping:

A) 5. B) 2.

H -

C) 7.

I - 4  7 
0 3 5 .

- 2  6 3
D) -  6. E) 6.

2. Quyidagi IAI determinantning diagonal elementlari 
yig'indisini toping:

1 - 4  7

И "

A) 14.

S. 5 ' 2 
3 4

A) 14.

3 - 3  
2 - 2  

A) 0.

B) 0.

0 9 5 
- 2  6 - 10!

C) 20. D) - 6 . E) 4.

4.

determinantni hisoblang.

B) -26. C) 26.

determinantni hisoblang.

B) -12. C) 12. D) 2.

D) -14. E) 0.

E) 3.

5.
x - l  3 

2 I
A).v=7. B) .v= -1 . C) x=2.

= 0 tenglamani yeching.

D) .v=4. E )x=8 .

6. = 1 tenglamani yeching.
3 x + \ 
x - 21

A) jci=4. *2=1 . В) дп=-2. дг2=3 .
D) tenglama yechimga ega emas. 

ko'p yechimga ega

7. Ushbu determinantni hisoblang:

1 3 ^
2 2
3 1

C) -2 . D) 4.

C) * 1=1. ЛГ2— 1 .
E) tenglama cheksiz

A) 1. B)0. E) 12.
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8. Ushbu determinantni hisoblang:

|3 -5  I

A) 0. B) 12.

0 4 2 
0 0-1 
C) 10. D )-10. E) -12.

9. Quyidagi tenglamani yeching:
x 1

A)x=l . B)x=2.5 . C) x=0.5 . D) x=0. E) x= -1

10. Ushbu tenglamani yeching:
.r 1 - 7

A)x=0. В)дг=1.

5 3 2 
10 6 4 
C) x=2.

= 0

D) x e 0 .
E) tenglama cheksiz ko'p yechimga ega.

3. Teskari matritsa. M atritsa rangi

1.A va unga teskari A_l matritsalar ko'paytmasi uchun 
qaysi tasdiq o'rinli?

A) AA~l faqat 0 lardan iborat matritsa bo'ladi.
B)AA_1 faqat 1 lardan iborat matritsa bo'ladi.
C) AAn diagonal elementlari 0, qolgan barcha 

elementlari 1 bo'lgan matritsa bo'ladi.
D)AA~] diagonal elementlari 1, qolgan barcha elementlari 0 

bo'lgan matritsa bo'ladi.
E) AAn ixtiyoriy kvadrat matritsa bo'ladi.

2. Qaysi shartda A matritsa maxsus deyiladi ?
A) IAI <0 . В) IA l>0 . С) IA 1*0 . D) IA 1=0. E) IAI <0 .

3. Qaysi shartda A matritsa maxsusmas deyiladi ?
A) IAI <0 . В) IAI >0 . С) IAI *0 . D) IAI =0 . E) IAI <0 .

4. Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsusmas?
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5. Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsus?

6 . A va unga teskari A' 1 matritsalar uchun quyidagi 
tengliklardan qaysi biri o'rinli emas (£ -  birlik matritsa, O - nol 
matritsa)?

A) A A~' = A_ ,A. B) A A-1 = £. C) A~' A = £ .
D) A A-1-A _1A = О . E) A -  A"1 = О .

7. Agar A kvadrat matritsaning determinanti Д bo'lsa, 
qaysi shartda A”1 teskari matritsa mavjud bo'lmaydi?

А) Д=0. В) Д<0. С) ДХ). Э )Д *0. Е) Д=1.

8. Qanday matritsaga teskari matritsa mavjud?
A) har qanday matritsaga.
B) har qanday kvadrat matritsaga.

C) determinanti 0 ga teng bo'lgan matritsaga.
D) faqat determinanti musbat bo'lgan matritsaga.
E) determinanti 0 ga teng bo'lmagan kvadrat matritsaga.

9. Teskari matritsaga doir xossa qayerda xato 
ko'rsatilgan?

A) (A-')-'=A . В) (А-')Т=И Т)-' . С) (AB)-' = В-' A-' .
D) £-'=£ . E) (A+B)-1=A-'+ B-' .

10. matritsaga teskari A-1 matritsani toping.

< : i  в> п -  d> ( - 3  v ) -
E) A"1 mavjud emas .
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Hayotning ikkita bezagi bor: 
matematika bilan shug'ullanish va o'qitish.

Puasson
II-BOB. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMALARI 

VA ULARNI YECHISH USULLARI
§ 2.1.Bir jinsli bo'lmagan chiziqli tenglamalar sistemalari va 

ularni yechish usullari
§ 2.2. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemalari

§ 2.1.Bir jinsli bo'lm agan chiziqli tenglam alar 
sistemalari va ularni yechish usullari

Chiziqli tenglamalar sistemasi umumiv
ко rinishdaquyidagicha yoziladi:

“n*i+*u*i =*i
+ O;:*3 +... + a,,x. =h, „  j  j

[e.,x, + a„:x,+ ...+a-lJf. =A.

bu yerda m -  tenglamalar soni; n -  no'malumlar soni; 
a„ (i = 1.2..../n; j  = 1.2...n) -koeffitsiyentlar; Ьу,Ьг..Ья - erkin 

hadlar; хх.х,..л, - noma'lumlar.
Chiziqli tenglamalar sistemasi (2.1)-ni matritsa ko'rinishda 

quyidagicha yozish mumkin.
A X  = B,

bu yerda
«И в11 •"
a j, eB ...

o.i
Sistemaning asosiy matritsasi bo'lib (mxn)o'lchovli,

Г V \

x nom alum  kattaliklar ustun matritsasi,
Г*.
*.

ozod hadlar ustun matritsasi.
Agar m = n bo'lsa, ko'p holda д = |л| = dci a (2 .1 ) sistemaning 

aniqlovchisi deyiladi.
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Chtoqti t«n0ainjl»
v«imh
uMittan
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1- rasm
Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish usullarid- rasm)

Chiziqli tenglamalar sistemasi (2.1) Kramer, teskari matritsalar 
va Gauss usullari yordamida yechiladi. Kramer va matritsalar 
usuli sistemaning asosiy matritsasi maxsus bo'lmagan va kvadrat 
bo’lgan holda (chiziqli tenglamalar sistema uchun) qo'llaniladi. 
Gauss va Gauss-Jordan usullari esa noma'lumlarni ketma- ket 
yo'qotishga asoslangan.

Kramer formulasi. Agar (2.1) sistema uchun » = »■ bo'lsa, 
ya'ni n noma'lumli» ta chiziqli tenglamalar sistemasi bo'lsa,

e,,.t, + a:2x,+ .. .  + a:,x,  = Л,
(2.2)

+ “, ,x 1 + ... + и„лг, =л.

bu yerda
“tl “,2 ••• “m ° l i  ••• К

Д =
o,, da ... au

* 0 ,  Д, =
ft. o:j ... au

,..., Д. =
о., ва ... A..

a., a ., ... a„ ft. e. j ... a„ a., a ., ...

Sistemaning yechimi:
ДI А, A

дг, = —L. r, = = —д д д (2.3)

Ko'rinishda yoziladi va bu holda sistema yagona yechimga 
ega bo lishi uchun д * obo'lishi zarur va yetarli.
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Agar л aniqlovchining qandaydir ikkita satr elementlari bir-

biriga proportsional bo'lsa, — = ̂ - = ... = ^ -
l a:i ai:

\ - o bo'ladi. Bu holda Kramer formulasini qollab  bo'lmaydi.
Misol: Ushbu uch noma'lumli chiziqli tenglamalar 

sistemasini Kramer usulida yeching:
jr, + 2x2 + 3x3 = 1 
2дг, + Здг2 + jt3 = 0 
2.t, + jt, -  2.vj = 0

Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlami hosil 
etamiz va hisoblaymiz:

1 2 3 1 2 3
Д = 2 3 1 II<ОСII 0 3 1

2 1 -1 0 1 - 2

1 1 3 1 2 1

> IJ

II 2 0  1 — —1 , Д3 — 2 3 0

2 0 - 2 2 1 0

Kramer formulalariga asosan sistema yechimini topamiz:

* = * l  = _A = ^  = - 1  x - ± ml
X Д 18 ’ *'■' Д 18 * *' Д 18 '

Teskari matritsa usuli. n - noma'lumli tenglamalar 
sistemasini quyidagi ko'rinshda yozamiz. A- X = В 

bu yerda
a,. .„ a,. 

®.ч -  «>. . del Л * 0. B ~
|41
Ь. $ x =

(X-*i
ДГ,

••• «_ A.

Agar A - matritsa maxsus matritsa bo'lmasa, u holda yechim
х = л в ко'rinishida bo'ladi.

Misol: Ushbu tenglamalar sistemasini matritsa usulida
yeching:

2дг, -  3*2 + 4дг3 = 20 
• ЗлГ| +4лг2 - 2 x 3 = -11 

4.t| + 2*2 + Зх3 = 9

= /> p € R , u holda



Yechish: Dastlab sistemaning A matritsasini yozib, uning 
determinantini hisoblaymiz:

'2-3 4 ' 2-3 4
A =3 4-2 . А-И- 3 4-2

,4 2 3 J 4 2 3
= 43*0.

Demak A matritsa maxsusmas, unga teskari matritsa mavjud 
va uni §1.3 dagi formulaga asosan topamiz:

A -' .X
2̂1 3̂1 r 16 17 -10'
2̂2 3̂2 1

‘ 43 -17 -10 16
3̂ *23 3̂3, -16 17,

Endi
V

= л-*='LX = i 43
A,

/ 20 ' ' 43 ' ' 1 '
-11 1 -86 -2~ 43

{ 9 J 29, > 3 ,

1, X2 = -2  , хз =3
ekanini aniqlaymiz
Demak, sistemaning yagona yechimi jci 

bo'ladi.
Shunday qilib matritsalar usuli har qanday tt noma'lumli ii 

ta tenglamali aniq sistema yechimini oddiy va ixcham 
ko'rinishdagi

AX = B=> A~'AX = a 'B . ■ EX = A']B. X = A~'B
formula bilan ifodalash imkonini beradi. Bu formula 

nazariy tadqiqotlar uchun qulaydir, ammo it oshib borishi bilan 
uning amaliy tatbig'i murakkablashib boradi. Bunga sabab shuki, 
bu holda /̂ -’teskari matritsani topish uchun vuqori tartibli 
determinantlami hisoblashga to'g'ri keladi.

Gauss usuli. Yuqorida keltirilgan (2.1) n-nomalumli m- 
tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsa, uning koeffitsientlari 
qatoriga ozod haldlar ustunni ham kiritamiz. Olingan matritsaga 
kengaytirilgan matritsa deyiladi:



[■vl X,

"ll a tJ ..• «i. b,
H = a

, a .i - b .

Kengaytirilgan В matritsa ustida bajariladigan elementar 
almashtirishlar tenglamalar sistemasi yechimlar tuzimiga ta'sir 
etmaydi. Elementar almashtirishlar bajarilganda belgi
qo'yiladi.

Faraz qilaylik, chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi (2.1) n 
noma lumli m ta tenglamadan iboart bolsasin. Tenglamalar 
sistemasi hech bo'Imaganda bitta yechimga ega bo'lishi uchun 
sistema asosiy matritsa (A) ning rangi kengaytirilgan matritsa (B) 
ning rangiga teng bo'lishi zarur va yetarlidir (Kronkera -Kapelli 
teoremasi).

(2.1) sistema yagona yechimga ega bo'lishi uchun r = « 
bo'lishi kerak. Agar r<n bo lsa, u holda sistema cheksiz ko p 
yechimga ega bo'ladi.

Misol: Ushbu sistemani Gauss usulida yeching:
2jf| -  3*2 + 4jt3 = 20 

• 3x| + 4*2 _ 2лг3 =-11
4.T| + 2.t2 + 3.r} = 9 

Yechish: Bu sistemadan noma'lumlarni birin-ketin 
yo'qotamiz.

1-qadam. Sistemaning ikkinchi va uchinchi 
tenglamalardan дп noma'lumni yo'qotamiz. Kasr sonlarga 
kelmaslik va bu orqali hisoblashlami soddalashtirish maqsadida 
buni quyidagicha amalga oshiramiz. Dastlab 1-tenglamani ikkala 
tomonini -3  soniga, 2-tenglamani esa 2 soniga ko'paytirib, ularni 
o'zaro qo'shamiz. So'ngra 1-tenglamani ikkala tomonini -2  
soniga ko'paytirib, hosil bo'lgan tenglamani 3-tenglamaga 
qo'shamiz. Natijada quyidagi ekvivalent sistemaga kelamiz:



2х, - З х 2 + 4 х ,  = 2 0  
17х2 - 1 6 х 3 = -8 2  
8х2 -  5х3 = -31

2-qadam. Oldingi qadamda hosil qilingan sistemaning 2- 
tenglamasini -8  soniga, 3-tenglamasini 17 soniga ko'paytirib 
o'zaro qo'shamiz:

Dastlab bu uchburchakli sistemaning 3- tenglamasidan лз=3 
ekanligini topamiz.

So'ngra bu natijani sistemaning 2- tenglamasiga qo'yib, 
undan .V2= -2  ekanligini aniqlaymiz. Yakuniy qadamda X2 = -2  va 
хз= 3 natijalarni sistemaning 1- tenglamasiga qo'yib, undan x i= l  

ekanligini topamiz. Demak berilgan sistemaning yagona yechimi
xi =1, X2 — —2 va дсз-З ekan.

Quyidagi 2 noma'lumli ikkita tenglamadan tashkil 
topgan sistemani Kramer va matrisalar usulida yeching.

2x, - 3 x 2 +4.r, = 20I — ■» “Д3 —
17x2 - I 6 x3 = -8 2  

43x3 =129

—x -  у = -5  
4

49
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Quyidagi 2 noma'lumli ikkita tenglamadan tashkil 

topgan sistemani Kramer va matrisalar usulida yeching.

2.16 j
\ax-by = a2 + b : 

bx + av = a : + b :
2.17 {xco se-  у sin or = cos2a 

xsina + vcosa = sin 2 a

2.18
(a + b\x -  (a -  b)y = 4 ah

2 . 1 9 p +5' " 15{3jt + 8.v = -3[(a- b\x + (а + fc)v = 2(eJ -A2)

"a "  ning qanday qiymatida tenglamalar sistemasi 
yechimga ega bo'lmaydi.

{x + ev = I 
•v -  L y  = :

2.22|(

2a + 3 

f 16x + av = 4

2.21
-  4x  + ay = I + a 

(6 + a)* + 2y = 3 + a

2.24

ar + 9v -  3 = 0 

(o + l ) t - 3 > ' - 4  = 0

[лг + а>’ = 1
2.23 .(ar + у = 2a

[2x-ay-i  = 0
"a" ning qanday qiymatida sistema cheksiz ko'p 

yechimga ega bo'ladi.

2.25

2.27j

(a + l)r + 8y = 4 a 

ax + (a + 3)y = За -  I

(3x + ay = 3 
av + 3 v = 3

2.26
\x + ay = 1

I ax -  3av = 2a + 3

2.29
(a + l )r -y  = a + 2 
j  + (a -l)y  = 2

(4* + Зу + 2r + 3 = 0
2.31 \ 7jr + 9v -  9r + 8 = 0 

(здг -  5.v + 6 ;  + 3 = 0

f 7jr ♦ 2y -  8; - 1 = 0 
2.3315x -  3y + I3r -14 = 0 

|дг + 2 у - 9 г  + 5 = 0

2 28(— (- ') .v  = 6 
[7ttt -  28 v = 6(a + 4)
12x + у -  5r = 3 

2.30 Здг -  5y + 2z = I 
[ 5 л -6 у + 3i = 6 

[5x + 2 .v -3i + 3 = 0
2.32 Xt -  3y + 2z + 7 = 0 

(2t + 3 > - 5 r - 4  = 0

i x + 2jr, = 4
Здг, +2jt, + 4.t, =19

2.t, + 5дг, + X) = -5



Quyidagi uch noma'lumli uchta tenglamadan tashkil 
topgan sistemani Kramer, Gauss va matrisa usulida yeching.

2.35<i)

2.36я)

2.37л)

x, + x2 + x, = 3 
2x, -  x2 + x, = 2
-  3x, + 2x, + x, = 0

x, + x , + 4 x , = I 
2x, + x 2 + 6x , = 2 
3x, + 3 x 2 + 13 x , = 2

2x, + x 2 -  x , + 3 x 4 = 20 
5x, -  x , + 2 x , -  x , -  17

-  3x, + 2 x , -  x , + 2 x ,  = 1 
x, -  x , + 4 x , -  2 x 4 = - 4

в)

2.38

2.40

2.42

x, -  2x, + 4x, = 6 
2x, -  хг + 3x, = 11 
4x, + x} -  5x, =9

x, + 2x, -  x , = 9 

2x, -  x2 + Зх, = 13 

3x, + 2x1 - 5 x 3 = -1

2x, + x2 -  x, = 6 
3x, -  x2 + 2x3 = 5 
4x, + 2x2 -  5x, = 9

3x, + x , + x , -  4 = 0 

x, + 2x, -  x , -  4 = 0 

2x, + x , + 2x, - 1 6  = 0

a)

x, + 2x, — Jt, =7  
2x, -  x, + x, = 2 
3x, + 5x, + 2x, = -7

2x, + x, + 3x, = 13 2x, + x2 + x, =7

2.44. x, + x ,+ x ,  = 6 2.45. x ,+ 2 x ,+ x , =8 2.46. j
3x, + Xj + x, =8 x, + x2 + 2x, = 9

I
x, +2x, +3x, -1 3  = 0 
Зх, + 2х2 + 2x, -1 6  = 0 
4x, -  2х2 + Sx, -  5 = 0

!
2 x , -  3x, + x, = 2 

2x ,+ x , -4 x , =9 
6x, -5 x , + 2x, =17

|
2x, + x 2 -3 x ,  = -1 
x, - 3 x ,  + 2x, = 10 
3x, -  4x2 -  x, = 5

|6x, +  2 x 2 -  x, = 2  

4x, -  x2 + 3x, = -3  
3x, ♦ 2x, -  2x, = 3

I
x, + 2хг + 3x, =3  

3x, + x2 + 2x, = 7 
2x, + Зх2 + x, =3

Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching

2.47.Я)

x, +2x, -3 x , - 2 x4 =1 

-2x , -3 x 2 +x, +3x4 = 3 
5x, + 9x, -  I Or, - 9 x4 =0

e)

-2v, + lt, -2 r , =2 

Ir, -2x; +x, =2 
-5x, +10f: -7x3 =10

s i
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2х, -  х2 - х ,  = 7 

2.48 - 4 х , + 2 х ,  = - 2  
6х, -  Злг, + х , = -3

2.49
х, + 2х, = 2 
2х, + х2 + Зх3 = I 
2х, +■ 7х, -З х, = 31

5дг, + Злг, + 5х, +12х4 = IО 
2.50 2х, + 2дс, + Зх, + 5дг4 = 4  

х, + 7х2 + 9х, + 4 х 4 = 2

§ 2.2. Bir jinsli chiziqli tenglam alar sistemalari 
Bir jinsli chiziqli tenglam alar sistemalari

Agar(2.1) tenglamalar sistemasida A, =b3 »... = /»,= о bo'lsa, u 
holda har doim nol (triviol) yechimga ega bo'ladi.

Har qanday bir jinsli tenglama uchun г(л)=г(в) shart 
bajariladi.

Agar bir jinsli sistemada г{л)=г{в)=п bo'lsa, u holda sistema 
faqat nol yechimga ega bo'ladi. Agar bir jinsli sistema г{л)=г{в)<п, 
u holda sistema noldan farqli yechimga ega.

Uch noma'lumli ikkita bir jinsli tenglamalardan tashkil 
topgan sistemani ko'ramiz.

Bu (2.4) sistema birgalikda bo'lib, nol yechimga ega 
x, =.*, =x, =o.Sistemani noldan farqli yechimi topish talb etiladi. 
Faraz qilaylik, x, * 0 bo'lsin. U holda

x, = 0. x, = 0 ... x. = 0

«.1*1 + an x i =0
/»j,x, +вих, +a2)x, =0 (2.4)

(2.5)

Bu (2.5) sistemani asosiy aniqlovchisi D = “" e,: * o.
°?i а.г



Д ^ Н - Д "  Я ,; = J _ k l  «II 

-t, о ] - a,, “r  D |аа  flj,

lAj)

(2 .6 )

Bir jinsli tenglamalar sistemasi (2.4) uchun kengaytirilgan 
matritsani ko'ramiz:

(2.7)k»,l on «...
a., au a„

Ikkinchi tartibli aniqlovchilar (2.7) matritsani qator va 
ustunlarini o'chirish bilan topiladi.

«II “,J . D, = “i. у °ll U2I = D
a!l «22 u2) “21 fl22

Bu belgilashlardan va (2.6) foydalanib quyidagi tenglamani 
olamiz.

x, D ,' x, D,

Bu yerdan
(2.8)

D, - D, D ,

tenglamani olamiz.
Agar proportsionallik koeffitsientini i bilan belgilasak, u 

holda (2.8) dan foydalanib, (2.6) sistema yechimini quyidagicha 
yozamiz

JC, =  D,l; JTj =  - D,l; дг, = D,l ( - * < / <  ®)

Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiy tatbifljarL

Chiziqli tenglamalar sistemasi iqtisodiy masalalami 
yechishda juda keng qo'llanishini aytib o'tgan edik. Masalan, 
xom ashyolardan foydalanishni eng katta foyda beradigan 
yo'lini topish, transportda yuk tashishni tashkil etishda eng kam 
xarajatga erishish, chorvachilikda mollar ozuqasi ratsionini 
uqiiona tuzish va nokazo. Bunday masaiaiami о rgamsn va 
yechish natijasida "Chiziqli dasturlash" deb ataladigan 
matematikaning yangi bir yo'nalishi yaratildi va unda chiziqli

S)
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tenglamalar sistemasi ko'p ishlatiladi. Bunga misol sifatida ikkita 
masalani ko'ramiz.

Masala. Qandolat firmasida holva, pecheniye va vafli ishlab 
chiqariladi. Bu mahsulotlarni tayyorlash uchun xom ashyo 
sifatida un, shakar va margarin yog'i ishlatiladi. Bir birlik 
mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan xom ashyo 
normasi va sex omboridagi xom ashyolaming zaxirasi bo'yicha 
ma'lumotlar quyidagi jadvalda berilgan:

Xom-
ashyo
turi

Bir birlik konditer mahsulotini 
tayyorlash uchun sarflanadigan xom 

ashyo normasi

Ombordagi 
xom ashyolar 

zaxirasi
Holva Pecheniye Vafli

Un 2 5 2 2350
Shakar 7 3 5 2750

Margarin 1 2 3 1400

Bu ma'lumotlar asosida xom ashyodan to'liq foydalanish 
maqsadida har bir konditer mahsulotining ishlab chiqarish 
hajmini toping.

Yechish: Holva, pecheniye va vaflining ishlab chiqarish 
hajmlarini mos ravishda x\, x2 va лгэ deb belgilaymiz. Jadvaldagi 
ma'lumotlar asosida uchala mahsulotni ishlab chiqarish uchun 
sarflanadigan har bir xom-ashyo miqdorini topamiz va uni 
ombordagi zaxirasi bilan tenglashtiramiz. Natijada quyidagi 
chiziqli tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

2 x t + 5лг2 + 2дг3 = 2350  

7jC| + Здг2 + 5дг3 = 2750  

дг, + 2 x 2 + З.Г3 = 1400

Bu chiziqli tenglamalar sistemasini y y q o r i d a  k o ' r i b  o ' S ' g a n  

usuiiardan biri yordamida yechib, x i = 1 0 0 ,  л : = 3 5 0  va л м = 2 0 0  

ekanligini topamiz. Demak, qandolat firmasida 2 0 0  birlik holva,



350 birlik pecheniye va 200 birlik vafli ishlab chiqarilsa xom 
ashvo to'liq sarflanadi.

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching. (- *  < / < *>)

2.52

2.54

x, -  2x, + 3x, = 0  
4x, + 5x, -  6 * ,  = 0

2дг, -  Sx2 + 2х, = 0 
х, + 4х 2 ~ Зх, = 0

fx, -  Здг, + 5х, = 0 

2 *5 6 [7jc, - 9 дг, - И х , = 0

2.58
5.1, + Зх2 + 4х, = О 
6х, + 5х2 + 6х, = О

2.62

2.64

х, + х2 -  7хj = О 
5х, -  х2 -  х, = О

х, + 4х2 + 2х, = О 
Зх, + 7х2 + Зх, =0

2.53

2.55

2.57

2.59

Зх, + 2дг; + 2х, = О 
5х, + 2хг + Зх, = О

х, + 2х, »■ Зх, = О 
2х, + Зх, + х, = О

Зх, + 4х, + 5х, = О 
х, + 2х; -  Зх, = О

4х, -  6х2 + 5х, =0 
6х, -9х , + 10х, = О

(х| + х , 7х} -  0  Гх. — 6х, + х, = О
- 6 х 2 +х} = 0 “ ^ . - x l - x N o

2.63
х, - х ,  - х ,  =0 
х, + 4х, + 2х, = О

2.65
[Зх, + 7х, + Зх, =0

2.66
[х, + х2 -  7х, = О

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching(-*><f <<*>).

Ix, + Xj -  7x, = 0 
x, - 6 x 2 +x, = 0 
5x, - x ,  - x ,  =0

(
2x, -X j -3 x , +x4 =0  
x, + 3x2 + 2x, -  2x4 = 0 
[Зх, + 2x, + 2x, + 3x4 = 0

2.68 x, + 4x, + 2x, = 0 
3x, + 7x2 + Зх, = 0

-  5x, + x2 + x, =0
2.70 ! x, -6 x 2 +x, =0  

[ x ,+ x j -7 x ,  =0

(x. : x~ : x, = 0
2.71 Зх, + 6x, + 5x, « 0 

[x, + 4 x 2 +  Зх, = 0



I
 at, +/>.r, + (a + b\x, -  0 
bx, + ax, + (a + b)x, = 0 
x, + х2 + 2x, = 0

x, + 4x, + 2x, + x4 = 0  

2 .7 3  2x, -  x, -  3x, + x4 = 0 
3x, + 2x, + 2x, + 3x, = 0  

x, -  х2 + 2x, -  x4 = 0 
2 .75  x, + x, - x ,  + 2 x 4 * 0  

x, - x2 - x ,  + x4 = 0

|4x, +хг - x ,  +2x 4 = 0  
x, + 3x2 -  x, + 2 x 4 = 0 
2x, + 2x, -  x, -  x4 =0

2 .79
x, + x, -  3x, + 2x4 = 0 
2x, -  2x, -  2x, + 3x4 = 0 
x, + x, + x. -  x. = 0

|
2x, + x 2 - x ,  + x4 = 0 

2x, + x 2 + x , — x4 = 0  
x, + 2x, -  x, + x4 = 0  

x, -  хг -  3x, + x4 = 0  

2 .76  x , + 3 x , + 4 x , - x 4 =0 
3x, - x 2 -3 x , + x4 = 0

|
3x, + x, -3 x , +x4 = 0  

x, +3x2 +x, -3 x 4 =0  
x, +x2 - x ,  -  x4 = 0

|
2 x ,  -  2 x ,  + 3x, -  2 x 4 = 0  

x ,  +  x ,  -  2 x ,  +  4 x 4 = 0  

Зх, -  х2 + 2x, + x4 =0

Takrorlash uchun savollar
1. Chiziqli tenglamalar sistemasi qanday ko'rinishda 

bo'ladi?
2. Sistemaning koeffitsiyentlari, noma'lumlari va ozod 

hadlari deb nimaga aytiladi?
3. Sistemaning yechimlari qanday ta'riflanadi?
4. Qachon sistema birgalikda yoki birgalikda emas deyiladi?
5. Qachon sistema aniq va qachon aniqmas deyiladi?
6. Qaysi shartda chiziqli tenglamalar sistemasi yagona 

yechimga ega?
7. Qaysi shartda chiziqli tenglamalar sistemasi cheksiz ko'p 

yechimga ega?
8. Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsa ko'rinishda 

qanday yoziladi?
9. Sistema matritsa usulida qanday yechiladi?
10. Matritsalar usulining qanday qulayliklari va 

kamchilikiari bor?
11. Sistemani Kramer usulida yechishning mohiyati 

nimadan iborat?



12.Sistemaning asosiy determinanti deb nimaga aytiladi?
13.Sistemaning yordamchi determinantlari qanday hosil 

qilinadi?
14. Sistema yechimi uchun Kramer formulalari qanday 

ko'rinishda bo'ladi?
15. Qachon tenglamalar sistemasi ekvivalent deyiladi?
16. Gauss usulining mohiyati nimadan iborat?

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEM ASIGA DOIR 
NAZORAT TESTLARI

1. Chiziqli tenglamalar sistemasi
1.Quyidagi sistemalardan qaysi biri chiziqli tenglamalar 

sistemasini ifodalaydi?

2. Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi koeffitsientlarining 
yig'indisini toping:

A) 10 . B)0. C) 5 . D) 15.
E) to'gri javob keltirilmagan.

3. Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi ozod hadlarining

- + ^  = A,
B) *' *2

3jc, -  2 x 2 = 5 

2jc, -  3 x 2 = 0

ko'paytmasini toping:
4.Г. + I x - ,  = 6



(й
A.Ta’rifni to ’ldiring:a, p va у sonlari uch noma'lumli 

chiziqli tenglamalar sistemasining yechimi deyiladi, agarda ular 
sistem aning....... tenglamasini ayniyatga aylantirsa.

A) birinchi. B) ikkinchi. C) birorta.
D) kamida bitta . E) uchala.

5. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda deb 
ataladi?

A) yechimga ega bo'lmasa.
B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa.
C) yagona yechimga ega bo'lsa.
D) cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa.
E) keltirilgan barcha hollarda.

6. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda emas 
deb ataladi?

A) yechimga ega bo'lmasa.
B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa.
C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga 

ega bo'lsa.
E) to'gri javob keltirilmagan.
7. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi aniq deb ataladi?
A) yechimga ega bo'lmasa. B) kamida bitta yechimga ega

bo'lsa.
C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga 

ega bo'lsa.
E) keltirilgan barcha hollarda.

8. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi aniqmas deb 
ataladi?

A) yechimga ega bo'lmasa. B) yechim ega bo'lsa.
C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga 

ega bo'lsa.
E) kiiuriigan barcha hoiiarda.

9. Kroniker-Kapelli teoremasi shartini k o ‘rsating:n 
noma'lumli chiziqli tenglamalar sistemasi AX=B birgalikda



bo'lishi uchun uning matritsasi A va kengaytirilgan Л" matritsa 
ranglari r(A) va г(Ли) ..........  shartni qanoatlantirishi zarur va
yetarlidir.

А )г(Л )> г(Л "). В) г(Л) < г(Лн). С )  г(Л) = г(Ля).
D) г(Л) *  г (Л8). Е )  г(Л) = г(Лн)=м.

10. Qaysi shartda uch noma'lumli uchta chiziqli 
tenglamalar sistemasi AX=B birgalikda bo'lm aydi?

А) г(Л) =  г(Л"). В) г(Л) =3, г(Л")=3 . С )  г(Л) =2, г(Л")=3
D) г(Л) =*2, г(Лв)=2 . Е )  г(Л) =1, г(Л")=1 .

2.C hiziqli tenglam alar sistem asini Kram er va Gauss 
usullarida yechish

l.U shbu ikki nom a'lum li chiziqli tenglamalar 
sistemasining asosiy determ inant qayerda to'gri ko'rsatilgan?

a \\x \ + a \2x 2 = b \
a Z\X\ + < * 2 2 * 2  = V

A) «11 h\
В )

b\ a, 2
C )

« и  h\

«21 * 2 b2 a 22 a  |2 b2

D )
«I I  «12

E )
«21 «12

«21 «22 ft, b2

2. Chiziqli tenglamalar sistemasinining asosiy Д  

determinantining qiymati qanday bo'lganda uni yechish uchun 
matritsalar usulini qo'llab bo'lm aydi?

А) Д * 0 . В ) Д = 0 .  С ) Д > 0 .  D) Д < 0 .

E) ko'rsatilgan barcha hollarda qo'llab bo'ladi.

3. Matritsaviy ko'rinishda yozilgan AX=B chiziqli 
tenglamalar sistemasi yechimining formulasi qayerda to'gri 
ko'rsatilgan?

A) X  = B A. В )  X  = Л  В _|. С ) Х  =  В _ 1 Л .

Г>> v  =  д - i . В. Е )  X  =  В А~\

4. Matritsaviy ko'rinishdagi АХ=В tenglamani yeching. 
Bunda



<&|

- о : ) -  - О -

а > *=(»)■ с > * - 0 -  “ » ' ■ ( } )
Е) sistema yechimga ega emas.

5. Chiziqli tenglamalar sistemasinining asosiy Д 
determinantining qiymati qanday bo'lganda uni yechish uchun 
Kramer usulini qo'llab bo'lm aydi?

А )Д *0 . В )Д = 0. С )Д > 0. D) Д <0.
E) ko'rsatilgan barcha hollarda qo'llab bo'ladi.

6. Ushbu ikki nom a'lum li ikkita chiziqli tenglamalr sistemasi 
berilgan:

|а,,дг, + a l2x2 = * ,

|a2,X| + o 22x2 = b 2
Quyidagilardan qaysi biri sistemaning asosiy 

determinantiga teng emas?

A) «II «12 • B) «II «22 • C) «II «21 • D ) - «21 «22
«21 «22 «21 «12 «12 «22 «II «12

E) Hamma ko'rsatilgan determ inantlar asosiy determinantga
teng.

7. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalr sistemasi 
berilgan:

f a , , * ,  + o , ,x 2 = 6 ,

|а,,дг,  +  a 22.r2 = V  

Agar bu sistemaning asosiy determinanti

д = а "  * 12*0
a 2| a 22

bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri to'gri?
A) sistema yechimga ega emas.
B) sistema yagona yechimga ega.
C) sistema cheksiz ko'p yechimga ega.
D) sistema faqat nol yechimga ega.

E) sistemaning yechimi yo'q yoki cheksiz ko'p .



8. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalr 
sistemasi berilgan:

fa ,, дг, + a 12x2 = b , 
le 2iX, + a 22x2 = b2 ‘

Quyidagilardan qaysi biri sistemaning yordamchi 
determinantiga teng emas?

b\ h2 . B) «11 *1 • C)
Л, д12

: D) « I I  «21

a \2 a 22 «21 h2 a 22 b| b2

E) Hamma ko'rsatilgan determ inantlar yordamchi 
determ inantdir.

9. Agar
+ a l2x 2 =A, 

j f l 2|X| + a 22X2 = 2̂
ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy 
determinanti Д*0 va yordamchi determinantlari Ai,A2 bo'lsa, 
sistemaning yechimi uchun Kramer formulasi qayerda to'g 'ri 
ko'rsatilgan?

А )  x, = Д, • Д, дг, = Д2 • Д . В )  jr, = Д, + Д, x,  = Д, + Д .

С )  x,  =Д, - Д ,  х} = Д ,  -  Д .  D) х, = Д - Д , , х г = Д - Д , .

Е )  X, = Д,/Д,х, = д , / д .

10. Agar
fa „ x , + a l2x2 =Ь,

1в 2|Х| + <»22*2 =Ь2
ikki noma'lumli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasining 

asosiy determinanti A=0 va yordamchi determinantlari Ai=A>=0 
bo'lsa sistemaning yechimi to'grisidagi qaysi tasdiq o'rinli 
bo'ladi?

A) yechim yagona.
B) yechim cheksiz ko'p.

C) yechim mavjud emas.
D) yechimlar o'zaro teng.
E) yechim nolga teng.

6 i
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3. C hiziq li tenglam alar sistem asini umum iy holda yechish.
Bir jin s li tenglam alar sistem asi
1. Chiziqli sistemada tenglamalar soni m ta va nom a'lum lar 

soni n ta bo'lsa, ular orasida qanday munosabat o'rinli bo'la 
olmaydi?

A) m<n. В) m>n. С )m  = n. D) m *  n.
E) keltirilgan barcha m unosabatlar o'rinli bo'la oladi.
2. Umumiy holda n noma'lumli m ta tenglamali chiziqli 

sistemani yechishda qaysi shart bajariladi deb hisoblanadi?
A) m = п. В) m £ п. С ) m < n. D) m *  п. E) m>n
3. n noma'lumli m ta (m < n) tenglamali AX=B chiziqli 

sistemada г(Л)=г(Л")=г bo'lsa, uning asosiy o'zgaruvchilarining 
soni s  qaysi shartni qanoatlantiradi?

A) s = r. B) s > r. C) s < r. D) s  *  r. E) s>  r.
4. n nom a'lum li m ta (m < it) tenglamali AX=B chiziqli 

sistemada г(Л)=г(Лв)=г bo'lsa, uning erkli o'zgaruvchilarining 
soni t qaysi shartni qanoatlantiradi?

A) t = r. B) f=n+ r. C) M i -  r. D) t=n ■ r. E) t=r -  n.
5. Ushbu 3 nom a'lum li 2 ta chiziqli tenglamalar sistemaning 

umumiy yechimini toping:
\ 2.V| -  2дг: + Xj = 1 

t, + x2 -  X) = 1

Jf|=l xI =(C + 3)/4 x, =(C-3)/2
A) x2 = С +1 . 

дг3 =С
В) x2 =(3C + 1)/4. C) x2 =(C + 1)/2 

x ,= C

D)
ДГ| — 1 + C*| ~ С 2 .r, = 1 + С

x2 = С2 E) дг2 = -2 С .
x, = C ,  X, = C

6. Ushbu 3 noma'lumli 2 ta chiziqli tenglamalar 
sistemaning umumiy yechimini toping:

(x  .' -  r . — = !

{дг, -  x 2 + Jf, = Г



lA j)

x, =1 х, = С + 1 х, = С +1
A) дг, = С +1. В) Xj=C . С)

ОIIн
дг, =C

ОIIн х,=С
x, = 1 + С, + С, X, = 1 + с

D) х.=С г . Е) х2 = -2С .
х, = С, х3 =С

7.Ushbu 2 noma'lumli 3 ta chiziqli tenglamalar sistemaning 
yechimini toping:

2x, - 2 x ,  =1 
x .+ jt ,  =1

Здг, - x ,  =2

B ) j x* e 3 C / 4  C ) { X| 3 C / 4 . D ) l * ’ 3 4 .
' {  x, = C  | дг, = С / 4 [дг, =1/ 4A) { V - c 4-

E)sistema yechimga ega emas.

8.Ushbu 2 noma'lumli 3 ta chiziqli tenglamalar sistemaning 
yechimini toping:

2x, -  2x: = 1 
x, + x2 = 1

Здг, -  дг, = 1

= 3/4 

I / 4 ‘

E)sistema yechimga ega emas.

--- 1 2

fx, =C/4 fx,=3C/4 Г дг, = 3C / 4 \x,=: 
A> U , = C  • { x, =C/4

9.Agarda to va to chiziqli tenglamalar sistemasining ozod 
hadlari bo'lsa, qaysi shartda sistema bir jinsli bo'lm asligi 
mumkin?
A)to=to=0. В)6,2 +/ь2 =0. С) I tol + l tol=0. D) I bi\ -  I tol-O.

E) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinsli bo'ladi.

lO.Agarda b i va to chiziqli tenglam alar sistemasining ozod 
hadlari bo'lsa, qaysi shartda sistema bir jinsli bo'ladi?

A) I to I • I to I =0. В) I bil/l tol=0. C )lto l/ Ito l= 0 .
D) I tol + l to!=0. E) I tol -  I tol=0.
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Insonning qimmati emas siymu zar.
Insonning qimmati ilm ham hunar.

Bedil

III-BO B. VEKTORLAR ALGEBRASI
§3.1. Vektorlam i qo'shish va ularni fazodagi tasviri 
§3.2. Skalyar va vektor ko'paytma va uning xossalari 
§ 3.3. Aralash ko'paytma ва uning xossalari 
§3.4.Vektori (chiziqni) fazo va n-o'lchovli vektor. Yevklid 

fazosi.Chiziqli operatorlar ва kvadrat formalar

3.1. Vektorlarni qo'shish va ulam i fazodagi tasviri
Hayotda uchraydigan barcha kattaliklar matematikada ikki 

turga, skalyar va vektor kattaliklarga ajratiladi.
T A' R I F 1: Faqat sonli qiymatlari bilan aniqlanadigan 

kattaliklar skalyarlar deb ataladi.
Masalan, massa, hajm, uzunlik, modda zichligi, guruhdagi 

talabalar soni skalyarlar bo'ladi. Skalyarlar а, в,с kabi 
belgilanadi.

T A' R 1 F 2: Sonli qiymati va yo'nalishi bilan 
aniqlanadigan kattaliklar vektorlar deyiladi.

Masalan, kuch, tezlik, bosim, harakat, oqim vektor 

kattaliklar bo'ladi. Vektorlar а ,в ,с  kabi belgilanadi.
T A' R I F 3 :a vektom ing sonli qiymati uning m oduli yoki 

uzunligi deb ataladi va \a kabi belgilanadi.

Geometrik nuqtai-nazardan vektorlar yo'naltirilgan 
kesmalar singari qaraladi. Yo'naltirilgan kesmaning boshi A va 
oxiri В nuqtada bo’lsa, tegishli vektor AB kabi belgilanadi. 
Bunda A nuqta vektom ing boshi, В nuqta esa vektom ing uchi,

kesma uzunligi vektor uzunligi deyiladi, ya’ni AB\ = AB .

T A' R I F 4: Boshi va uchi bitta nuqtadan iborat bo'lgan 
vektor nol vektor deyiladi.
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Nol vek tor 6 kabi belgilanib, uning moduli jo = о b 'ladi. Bu

•ektor yo'nalishi to'g'risida so'z yuritib bo'lmaydi.
T A' R I F  5: Bir to'g 'ri chiziqda yoki parallel to'g'ri 

chiziqlarda joylashgan vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.
Masalan, ABCD parallelogramm bo'lsa, AD v a  B C ,  IB va 

CD vektorlar kollinear, AD  va AB  , AC  va AB vektorlar esa 
kolllinear bo'lmaydi.

j  z  o h .  Nol vektor 0 har qanday a vektorga kollinear deb 
hisoblanadi.

JjA 'R  I_L 6; Ikkita a  , e  vektorlar teng deyiladi va а  =« kabi 
belgilanadi, agarda quyidagi uchta shart bajarilsa:

1. ava в vektorlar kollinear;
2. a vae vektorlar bir xil uzunlikka ega, ya'ni « = « ;

a va« bir xil yo'nalishga ega.
Masalan, ABCD parallelogrammda AD = B C , AB  = DC  

bo'ladi. Bu erdan vektorlam i parallel ko'chirish mumkinligi 
kelib chiqadi.

Endi ikkita a va« vektorlam i qo'shish va avirish amalini 
kiritamiz. Buning uchun parallel ko'chirish orqali ularning 
boshlarini bitta A nuqtaga keltiramiz. Unda bu vektorlam i o = 
* D , e = A B  kabi belgilab, ABCD parallelogrammni hosil 
qilamiz.

В

a 3.1-rasm

Bu holda a  va a  vektorlam ing yig'indisi deb 

Parallelogrammning A uchidan chiquvchi diagonalidan hosil

S’lingan AC vektorga aytiladi va а + e  kabi belgilanadi. Bu



щ .

vektorlarning a - в  ayirmasi parallelogrammning В uchidan 

chiquvchi diagonalidan hosil qilingan BD vektorga aytiladi.

3.2-rasm
Vektorlarni qo'shish amali quyidagi xossalarga ega:

1 . a + e = e + a  2 . ( a + e ) + c = a + ( e + c )  3 . a + 0 = a

T A' R I F 7:_______ a vektom i \ songa (skalyarga)

ko'paytmasi deb, \ a  kabi belgilanadigan va quyidagi shartlar 

bilan aniqlanadigan vektorga aytiladi:

1. /.a =|X| ч , ya'ni vektorning uzunligi. |X| marta o'zgaradi;

2. k a v a a  vektorlar kollinear;

3. A>0 bo'lsa k a  va a  bir xil yo'nalgan,

л<0 bo'lsa k a  v a a  qarama-qarshi yo'nalgan.

Masalan, ABCD trapetsiya bo'lib, uning asoslari AD=8 

vaBC=4 bo'lsa, unda AD=2BC \aAD=-2CB tengliklar o'rinli 

bo'ladi.

I z о  /i.).=0 bo'lsa, har qanday a vektor uchun 0 a=0

bo'ladi.

Vektorning songa ko'paytirish amali quyidagi xossalarga
ega:

1. ?.(Pu )=P(?.<i ) 2. (A.±|i)a =A.a±(ia
3. k(a  ±e)=ka ±ke



Bu yerd a a  vap ixtiyoriy sonlar, a  va « ixtiyoriy

vektorlardir.
j  A '  R I F 8: ( -1 )  a vektor a vektorga qarama-qarshi 

vektor d eyiladi va -a  kabi belgilanadi. Bunda doimo a+ (-a)= o 

bo’ladi-
Endi bir tekislikda joylashgan vektorlarning koordinatalari 

tushunchasini kiritamiz. Buning uchun bu tekislikda XOY 
koordinatalar sistemasini olamiz. OX(OY) koordinata uqida 
joylashgan, musbat yo’nalishda yo’nalgan va uzunligi birga 
teng bo'lgan i ( j )  vektorni kiritamiz. Kiritilgan i va / 
vektorlar ort vektorlar yoki qisqacha ortlar deb ataladi. Endi 
berilgan a vektorni yo'naltirilgan kesma sifatida qarab, uning 
OX vaOY o'qdagi proektsiyalarini q aray m iz . Bu proektsiyalar 
ham yo'naltirilgan kesma bo’lib, ular a  vektorning OX vaOY 
o'qdagi proektsiyalari deb ataladi va a ,  ,  a y kabi belgilanadi. 

Unda, vektorlam i qo'shish ta rifidan foydalanib, a = a, + a 

tenglikni yozish mumkin.

Endi a vektor proektsiyalarining uzunligini a y =|дс|, «, = у 

kabi belgilaymiz. a ,  vai ort va у ort) kollinear vektorlar 

bo'ladi, chunki ular OX(OY) koordinata o'qida joylashgan. Unda 
|'| = |7j = 1 bo'lgani uchun, vektorlam i songa ko'paytmasi ta'rifiga

asosan, a , mx i  vao7 =У j  deb yozish mumkin. Bu erda a , va/ 

ort bir xil yo'nalgan bo'lsa, x= a x deb, qarama-qarshi yo'nalgan 

bo'lsa, x= -|a | deb olinadi. Xuddi shunday tarzda u qiymati ±

kabi olinadi.Bu holda tekislikdagi ixtiyoriy a vektorini / va 

J  ortlar orqali

a= x i+ y j  (3.1)

ko'rinishda yozish mumkin.

T A ' R I F  9: (3.1) tenglik a  vektorning ortlar bo'yicha 
yoyilmasi, x va у sonlari esa uning koordinatalari deb
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ataladi va a (x,y) kabi ifodalanadi.

Masalan, a = 2 i-3  j  vektorning koordinatalari л -2 , y= ~ 3

bo'ladi.

Nol vektor uchun 0 = 0• 1 +0- j  bo'lgani uchun uning 
koordinatalari л=0, y=0 bo'ladi.

Har qanday a vektor uzining x va у koordinatalari bilan (3.1) 
tenglik orqali to'liq aniqlanadi. Koordinatalari bilan berilgan 
vektorlarning tengligi, kollinearligi va ular ustidagi qo'shish, 
ayirish, songa ko'paytirish amallarining natijalari oson 
aniqlanadi.

TEO REM A  1: a (xi.yi) v a « (x 2,y2) vektorlar teng bo'lishi 
uchun ularning mos koordinatalari teng, ya’ni х\~хг , yi=yi 
bo'lishi zarur va etarli.

TEO REM A  2 :и (x\,y\) \ав(хг,уг) vektorlar kollinear bo’lishi 
uchun ularning mos koordinatalari proportsional, ya’ni

— = — = *= >  =ky2
x z У2

bo'lishi zarur va etarli.

Masalan, a (3,-2) vae(9,-6) kollinear vektorlar, chunki
9/3»(-6/-2)=3.

TEO REM A  3: a  (jci,yi) v a e (x 2,y2) vektorlar yig'indisi yoki 
ayirmasining koordinatalari mos koordinatalam ing yig'indisi 
yoki ayirmasiga teng bo'ladi, ya’ni

a (.V i,yi) ±в(хг,уг)= с(х\±хг, yi±yi)
Masalan, а (4,-2) vae(5,9) bo'lsa, а  +e=(4+5,-2+9)=(9,7), а  - e  

=(4-5,-2-9)=(-l,-ll) koordinatali vektorlardan iborat bo'ladi.

TEO REM A  4: a (x,y) vektorning X songa ko'paytmasining 
koordinatalari uning har bir koordinatasini X songa 

ku paytiiishUan hosil bo'ladi, ya’ni Х а  (x,y)=c{Xx/Xy)

Masalan, а (4,-7) bo'lsa, 3 a =(3-4,3 (-7))=(12,-21) koordinatali 
vektor bo'ladi.



Bu teoremalarning isboti talabalarga mustaqil ish sifatida 

j^riladi-
F a z o d a g i vektorlam ing koordinatalari tushunchasini 

kiritish uchun OX, O Y vaOZ o'qlari bo'yicha i . j  v a k  ort 
vek torlam i kiritamiz. Unda yo'qorida ko'rsatilgan singari, 

fazodagi ixtiyoriy a  vektom i

ko'rinishda yozish mumkin bo'ladi. Bu tenglik а 
vektoming ortlar bo'yicha yoyilmasi deb atalib, undagi x, у vaz 

sonlari uning koordinatalari deyiladi va а  (x,y,z) kabi yoziladi.

teoremalardagi tasdiqlar o'rinli bo'ladi.

3.1-3. 30. AB vektom ing koordinatasi va uzunligini 

toping.

a =xi + y j  + z-k

Fazodagi vektorlar uchun ham yuqorida ko’rilgan

3.1. Л(1;1;3), B(2;2;3)

3.3. /<(0;1;-1). й(|;2;0)

3.5. /4(2; 1;2). B(3;2;2)

3.7. Л(0;1;4), S(l;2;4)

3.2. /4(0:1:3), Я(|;2;3)

3.4. .4(2; 2:3), В(3;2:4)

3.6. /<(0:1:1). fi(l;2:2)

3.8. /<(1:1:1). в(1:2;2)

3.10. ><(l:2;l)l Д(0:1;2)

3.12. >f(0;l;lX 5 (1 :2 ;2 )

3.9. Л{0;-4 ;ЗХ  5(1 ;-3 ; 4)

3.11.Л(2;1;3), 5(3;2;4)

3.13. /4(2; 1;3), 5(3;2;4) 3.14. /<(2;0:7), 5 (0 ;2 ;4 )

3.16. Л (-2;1;3), 5(5;1;2)

3.18. /4(3;1;3). S ( 2 ; 2 ; - 1)

3.20. /4(0;7;3), 5 ( 4 ;7 ; - 5 )

3.15. /<(8;2;-5), 5(7; 1;4)

3.17. /4(2;-1;4), 5(5;2;3)

3.19. /4(2;2;3), 5(3; 1;3)

3.21. /4(4;-3;2), 5(l;2;3)

3.23. Ж0:4;21 5 (3 :6 :-4 )

3.25. /4(0;-2; 1), в(2;0;3)

3.27. /4(1; 3;ЭХ 5(2;4;2)

3.26. -4(2;-2:3). В(2:1;7)

3.28. /4 (2 ;0 ;-IX 5 (4 ;2 :0 )

3.22. .4(5; 1:1). 5(б:2;1)

3.24. /<(|: 3:2\ Л



3.29. ^I(I;3;-2X S(3;2;0) 3.30. ^(l;3;-lX Я(3;1;0)
3.31.Koordinatalar boshidan M (22;-3;4) nuqtagacha bo'lgan 

masofani aniqlang.
3.32. r(0; 2;-3) radius vektorning ortlar bo'yicha yoyilmasini 

yozing va modulini hisoblang.
3.33. Л (-2; + 1; + 3) va f i(0 ;- l ;  + 2) nuqtalar orasidagi 

masofani toping.
3.34. 5{3;2;7} va ft{4; l;-5} vektorlar yig'indisini va ayirmasini 

toping.
3.35. Uchlari A(5;2;6), B(6;4;4), C(4;3;2) va D(3;l;4) nuqtalarda 

bo'lgan to'rtburchakning kvadrat ekanligini tekshiring.
3.36. a  va p  lam ing qanday qiymatlarida 

J  = 27 + +  *. f> = 3f -  6y + pii vektorlar kollinear bo'ladi?
3.37.Uchlari A(2;l;-4), B(l;3;5), C(7;2;3) va D(8;0;-6) 

nuqtalarda bo'lgan to'rtburchakning parallelogramm ekanligini 
isbotlang va parallelogramm tomonlarining uzunliklarini toping.

3.38. A(-l;2;3), B (2 ;-l;l) , C (l;-3;-2) va D(-5;3;3) nuqtalar 
trapetsiyaning uchlari bo'lishini tekshiring.

3.39. AB kesmaning boshlang'ich nuqtasi A(-l;2;4) va uni 1/2 
nisbada bo'luvchi C(2;0;2) nuqta berilgan. В uchining 
koordinatalarini toping.

3.40.Uchlari A(l;2;3) va B(4;2;-l) bo'lgan AB kesmani teng 
ikkiga bo'luvchi M nuqtaning koordinatalarini toping.

3.41. AB kesmaning boshlang'ich nuqtasi Л(-1;3;2). Uni teng 
ikkiga bo'luvchi nuqta esa C(2;0;2) bo'lsin. В uchning 
koordinatalarini toping.

3.42. Boshlang'ich nuqtasi A(-l;3;2), oxirgi nuqtasi B(0;l;4) 
bo'lgan AB vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

3.43. a vektor Ox o 'q  bilan a  = 4 5 " ,  Oy o'q bilan p = 60" 
burchak hosil qiladi. Agar |e| = 5 bo'lsa, uning koordinatalarini 

aniqlang.



3 44. Uchlari A(5;3;-10), B(0;l;4) va C(-l;3;2) nuqtalarda 
bo'lgan uchburchak berilgan. В ichki burchak bissektrissasining 
, 'naltiruvchi kosinuslarini toping.
 ̂ 3.45. a va b vektorlar orasidagi buchak = ~ ga teng va 

| | * | “ 3 е^аг>1 ^  c = 2a + 3b vektorning uzunligini

hisoblang.
3.46. a va h vektorlar orasidagi burchak v> = ~ ga teng. 

а|«з; |̂j = 4 . с-Зо + 2* vektorning uzunligini hisoblang.

3.47. Agar |e|«7>/2, |a| = 4 va bo'lsa? зa*ah  va

vektorlar a  ning qanday qiymatlarida o'zaro perpendikulvar 
bo'ladi?

3.48. a va * vektorlam ing koordinatalari berilgan:
5 = 7/ +2 j  + 3k, h = 2/ -  2j + 4k .

Bu vektorlam ing skalyar ko'paytm asini toping.
3.49. Uchalri A (-l;5 ;l), B (l;l;-2) va C(-3;3;2) nuqtalarda 

bo'lgan uchburchak berilgan. AC tomonni davom ettirishdan 
hosil bo'lgan tashqi burchakni aniqlang.

3.50. Uchalri A{-2;3;1), B(-2;-l;4) va C(-2;-4;0) nuqtalarda 
bo'lgan uchburchak berilgan. Bu uchburchakning С ichki 
burchagini hisoblang.

3.51. s ,b  va с vektorlam ing koordinatalari berilgan:

S{l;-4;8}««r - 4 y  + 8*, б{4;4;-2}«4Г + 4 y - 2 * .  c{23;6| = 2i + 3J  + 6* . 

(ь+с) vaktor 5 vektordagi proyeksiyasini toping.

3.52. |o| = 8, |ft| = 15, aft = 96 berilgan. a vektorning л vektor 

bilan vektor ko'paytm asining uzunligini toping.

3.53. Uchalari A(l;2;0), B(3;0;-3) va C(5;2;6) nuqtalarda 

k° lgan uchburchak yuzini hisoblang.

3.54. ~ab  = -3/ -  2j + 6* va e c » - 2/T + 4y + 4* vektorlar aabc 

t°nionlari. ad balandlikning uzunligini hisoblang.

*



3.55. о{б;0;2), />{l,5;2;l} vektorlardan tuzilgan parallelogram, 

mning yuzini va diagonallarining uzunliklarini toping.

3.56. Vektoming koordinatalarini ay ting: 1)3/ + 2 ]-5 k  ;
2) 2i -  к ; 3) 0,5/ + - J2 j ;

4) 3* ; 5) -4/ ; 6) 6 .
3.57. Quyidagi vektorlar berilgan: 1) a = 27 + 3 } - 5 k  ; 2) 

ft - - i  -2 j  + 3k . Ularning koordinatalarini toping.
3.58 ,A(4;-3;2) va B(-2;4;-3), M (0;5;l) va N(-4;0;-3) 

nuqtalam ing koordinatalarini bilgan holda AB  va MN 
vektorlarning koordinatalarini toping.

3.59. a = (2;3;-4). ft= (-l;2 ;l) va с = (3;0;2) vektorlarning 
koordinatalarini bilgan holda quyidagi vektorlarning 
koordinatalarini toping: 1) a + b ;  2) a + c ; 3) a + E -c ;4) 3e;

5) -  а + 2 c ; 6) 2a + 3ft - 2 c .
3.60. Ikki vektom ing kolleniarlik shartidan foydalanib, 

quyidagi vektorlarning kolleniar emasligini tekshiring: 1)
a = (2 5;— 1 / 3;4/5) va b = (3/ 5;—1 / 2;6/ 5);

2) с =(-6;l/3;3) va d = ( - 2;l/9;-l/3).
3.61. it va p ning qanday qiymatlarida a = (-3;«;4) va 

b = (- 2:4: p) vektorlar kolleniar bo'ladi?
3.62. Vektoming uzunligini hisoblang: 1) a = - J - 2 j  + 2k ;
2) b = / + 2 j  -  Зк; Ъ) с = i -  к ; 4) d = -3k .

3.63. a +b  vektom ing uzunligini hisoblang; bunda: 1)
J  = (-l;2;l); 6 = (-2 ;2 ;- l) ;

2) a = (l;-2;3); b = ( - 1;2;-3).
3.64. Agar a = (2;0;0) , A=(l;!;-l) bo'lsa, 3a + 2b vektoming 

uzunligini hisoblang.
3.65.Agar A(5;3;l) va B(4;5;-l) bo'lsa, лв vektoming

n7nnligini hisoblang.

3.66. Agar A{8;0;6), B(8;-4;6), C(6;-2;5) bo'lsa, AB,BC  va CA 
vektorlardan hosil bo'lgan uchburchakning perimetrini toping.



3 67. И5 1 kesma (bunda A(7;2;-3), B(-5;0;4) С nuqta bilan 

д |лс|• |C0| = 1:5 n*s^atda bo'Iinadi. С nuqtaning koordinatalarini

toping-
3.68. \Щ kesma uchlarining koordinatalari bilan berilgan: 

Л(4'2;-3)/ B(6;-4;-l). Bun kesmani teng ikkiga bo'luvchi С
nuqtaning koordinatalarini toping.

3.69. \лв\ kesma uchlarining koordinatalari berilgan: A(3;-2;-
5) va B(7;6;-l). Kesmani Я = |ЛС|:|СЯ| = 1 :3  nisbatda bo'luvchi С 

nuqtaning koordinatalarini toping.
3.70. Agar uchburchakning uchlari A(7;-4;5), B(-l;S;-2) va 

C(-12;-l;6) bo'lsa, uchburchak m edianalarining kesishgan 
nuqtasini toping.

3.71. a = i - 2 j  + 2k vektor bazis vektorlar bilan tashkil etgan 
burchaklaming kosinusini toping.

3.72. Quyidagi vektorlarning bazis- vektorlar bilan tashkil 
etgan burchaklarining kosinuslarini toping: 1) a= 7+ y+ * ; 2) 
b = (4Д0); 3) с = - ] - 3 * ;  4) d = 37.

3.73. a » (4;-3;i) va A=(5;-2:-3) vektorlarning skalyar 
ko'paytmasini toping.

3.74. Vektorlarning skalyar ko'paytm asini toping:
1) a = (3 ;-2 ;l)  va b = ( 4 ;-7 ;- 3 ) ;

2) c = (2/3;-5/6;l/4) va d = (3/2:6/5;4/3).
3.75. в * 7  + зу -* , 6 » -27-4.7 + 3* va с = 47-2.7-3* vektorlar 

berilgan. Dastlabki ikki vektor yig'indisining uchinchisiga skalyar 
ко paytmasini toping.

3.76. a = -47 -3y + 5* va h *-27 + 3y + * vektorlar berilgan. Ular 
0rasidagi burchakni toping.

3.77. a = i l - 4 k  va 7> = 5 7 -1 2 *  vektorlar orasidagi 
^urchakni toping.

*>./8. a = (— 2;2;— i > va o = ( -6 ;3 ;6 j vektorlar orasidagi 
burchakni toping.
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3.79. Agar e = (l;-l;2) va b= (0;2;l) bo'lsa, a + b 

vektorlar orasidagi burchakni toping
3.80. Uchburchakning uchlari berilgan: A (-l;4 ;l), B(3;4;-2)

__A
va  C(5;2;-l). cos(BA.BC) ni toping.

_A_
3.81. ABC uchburchakda cos(CA-,CB) ni toping, bunda 

A(l;l;5),B(-2;0;7),C(-3;-2;5).
3.82. Vektorlar perpendikulyarni, tekshiring. 1) a = (3;0;-6) 

va  b = (4;7;2);

2) с = (— 3;2;5) va d = (6;-3;l).
3.83. Uchburchak berilgan: A(2;4;5), 6(-3;2;2), C(-l;0;3) 

П  l  ос ekanini ko'rsating.
3.84. Agar a = p + 2q va b= 5p-4 ij ekani ma'lum  bo'lsa, p va 

</ birlik vektorlar qanday burchak tashkil qiladi?

3.85. Berilgan: |a| = 4, |fr| = 6, = Sxb ni toping, bunda

1 ) <p = o ;

2) <» = 90"; 3) ч> = 150“.
3.86. a = 2/ + 3]-4k  va b = I - j  + 3k vektorlarning vektor 

ko'paytmasini toping.
3.87. a = 2i + j  + 2k va b = i i  + 2~j + 2k vektorlarda yasalgan 

paralellogrammning yuzini toping.
3.88. a = 1 + j  -  к va b = 2/ -  j  + 2k vektorlarda yasalgan 

paralellogrammning yuzini toping.
3.89. Uchining koordinatalariga ko'ra uchburchakning 

yuzini toping: A(2;-3;4), B(3;2;-3) va C{3;-2;1).
3.90. Ordinata o'qida A(l;-3;7) va B(5;7;-5) nuqtalardan 

baravar uzoqlikdagi nuqtani toping.
3.91. a)Ikkita vektor berilgan: s - i i  + 2 j-sk  va 

ь -  -27 + зу + 4* а + ь va a - ь  vektorlarning koordinatalarini toping.
b) Parallelogramning uchlari A(l;-2;3), B(3;2;l), C(6;4;4) va 

D(x;y;z). D uchining koordinatalarini toping.
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3 92. a) ab = s vektor uchlarining koordinatalari berilgan: 
д(-4-1-3), B(2;-5;6). a vektorning bazis vektorlar bilan tashkil 

lean burchaklaming kosinuslarini hisoblang.
b )  </(0;7;23) vektor a(5;2;l)i h ( - l:4 ;2) va c ( - l : - l : 6 )  vektrolarning 

chiziql* kombinatsiya koeffisiyentlarini toping.
3.93. a) a - ( 2;2;-i) va ft = (-3;6;-6) vektorlar berilgan. Bu 

vektorlar orasidagi burchakning kosinusini hisoblang.
b) Parallelogramning ikkita uchining A (I;3;-3), B(2;-5;5) va 

dioganallari kesishish nuqtasining koordinatalari 0(1;1;1). С va 
D uchining koordinatalatini toping.

3.94. a) a = 27 + 7 va f> = -y + к vektorlarda parallelogramm 
vasalgan. Uning diagonallari orasidagi o'tkir burchakni toping.

b) <i vektor a, b, с vektorlam ing chiziqli kombinatsiyasi 
bo'ladimi? Chiziqli kombinatsiya koeffisiyentlarini toping. 

e( 1;3;5X *(0:4:5), c(7;-8;4)l J (2 ;- l;3 )

3 .2 .S k a ly a r  va v e k to r  k o 'p a y tm a  v a u n m g  x o ssa la r i

Ikki vektorning ska ly a r  ko 'pay tm asi  deb shu vektorlar 
modullarining ular orasidagi burchak kosinusi bilan 
ko paytmasiga aytiladi. Quyidagi a va £ vektorlam ing skalyar 
ko'paytmasi a-ь ko'rinishida belgilanadi. Demak,

a- f c  =  |a|.|/>|cos<(? ( 3 . 2 )

Skalyar ko'paytm aning xossalari
1)(ar a,/>) = (a.ar/) )= a[a ,b ), a  = const;
2) ( a , f t ) ^  o ;

3)a b =b -S o 'rin  almashtirish qonuni.
4)a(b+c) = a b+a c tarqatish qonuni.

5)Agar op> bo'lsa a b - ± a b  xususiy holda 

•O *  U ■ U cos" = a 1 # j5] = J s *;

6) agar a  L b  bo 'lsa a b  = a b c o s 9 ( f  = 0;
7)ortlari skalyar ko'paytm asi

l “j  * 0 ,  ~j-k «0 , i'k  *0 ,7 -i *  1, j - j  = I. i  i  = 1
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8) agar vektorlar a{a,,a„a; } va koordinatalar orqali
berilgan bo'lsa , a b  = a,b, + a fbY+a.b. .

Ikki vektor orasidagi burchak
a b  a ,b ,+ a rb +a,b,

й-|*| Vе- +al +e- 4 b- +bl +b- 3)

Parallelik sharti: b  = та yoki —  = —  = = m
a , a  f a ,

Perpendikulyar sharti й ь = о yoki <jA+“A +e,6, = o
1-masala. Ь (x,y,z) vektorning modulini toping.
Yechish. Skalyar ko'paytm aning 5) xossasiga asosan

a: = Vo • a = -Jx-x + y - y  + z-z = J x 2 + y 2 + z2 (3.4)

Masalan, u(3,4,12) vektorning moduli
a| = л/32 + 4 J + 12: = V 9 + 1 6  + 1 4 4 = V l 6 9 = 1 3

2-masala. i> (x\,y\,zi) va S (.xi,yi,zi) vektorlar orasidagi ф 
burchakni toping.

Yechish. (3.3) formulaga asosan ikki vektor orasidagi 
burchak

a b a ,b ,+ a  b ,+ a .b .

И’И № + №  +ь1+ь; eng
Masalan, в (1,0,1) v a « (0,1,1) vektorlar orasidagi ф burchak 

uchun
1 0 +0 1 + 1 1  1comp = -

Vl2 +0* + l2Vl2 + 02 +12 2
natijani olamiz va undan ф=60° ekanligini topamiz.
3-masala. bf.xi.yi.zi) va« (x2,y2,Z2) vektorlarning ortogonallik 

shartini toping.
Y ech ish .j  I s  bo'lgani uchun ular orasidagi burchak ф=90' 

bo'ladi va shu sababli совфЮ
XlX2+yiy2+Z\Z2 *  0 

tenglikni hosil qilamiz. Bu ikki vektorning orlogonaiiik 
shartidir.
Masalan, ь (3,-2,1) va s  (5,7,-1) vektorlar ortogonaldir,

chunki AiX2+yiy2+2 i22 = 3-5+(-2)-7+l (-l)  = 15-14-1=0
. .



Fazodagi A(xi,yi,zi) vaB(x2,.y2, zz ) nuqtalar 

orasid agi d  masofani toping.
Vp^hish. Bu nuqtalarni kesma bilan tutashtirib, AB vektomi 

hosil qilamiz. Ma'Iumki, bu vektom ing koordinatalari uning uchi 

bilan boshi koordinatalari ayirmasiga teng bo'ladi, ya'ni A В 
(х\~хг, yi-yz,/21- 22). Unda (4) formulaga asosan,

d  - \АВ\ =  J ( x 2 "  ) J +  ( v 2 - У i ) :  +  ~  ( 3 -5 )

tenglikka ega bo'lamiz.
Masalan, A (5,-3,l) va B (8,l,13) nuqtalar orasidagi masofa

d = 7(8 -5 )1 + (1 -  (-3))2 +(13 -  I)2 = л/9 + 16 + 144 = vlM = 13 

bo'ladi.
Vektom i boshqa vektor yo'nalishidagi proyeksiyasi.

Berilgan a vektomi i> vektor yo'nalishdagi proyeksiyasi (3.2 - 
chizma) quyidagi formula orqali topiladi.

nPi.3 -  |e|cosar = ^

I

3.3-chizma. 5 vektomi h yo'nalishidagi proyeksiyasi. 
V ektorlam i vektor ko'paytm asi. Ikkita « v a  i  vektorlarning 

vektor ko'paytm asi deb shunday uchinchi с vektorga avtiladiki 
(3.3-chizm a), с = yoki г -а х л

1) с vektor son qiymati bo'yicha berilgan « va л 
vektorlardan yasalgan parallellogram yuziga teng moduliga ega;

2) u parallellogram tekisligiga perpendikulyar;
Ikkita vektordan qo'shilgan parallelogramning yuzi

quyidagicha topiladi.

|c| = |5||£|sinar = |[a,ft]| (3.6)

Bu s va ii vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi



(lA l

3) с vektorning yo'nalishi 

Uch o'lchovli fazoda (л1) s =
Jfl' V
>1 va ь = У'.
.г|,

(3 .7 )

vektorlami

vektor ko'paytmasi
M J =  (.M ; -  У,*, У -  (x,z, -  X, i ,  )j + (дг.у, -  Xjy, )k

formula orqali yoki
1 j  к 

.*1= У l 2| 
*2 Уг

(3 .8 )

topiladi.

3.4 -chizm a. Vektorlami vektor ko'paytirishga doir.
Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega

1 ) |a.ftj=-|ft,aj 2 ) [5+A ,cJ=[a,c]+|ft,cj 3 )  [a a ;ftj=  \a,a />]= a[a;/>J 

4)Agar a.b nol bo'lingan vektorlar bo'lsa, (a,fcJ=o , 
ekanligidan, bu vektorlam i parallel (ojft) ekanligi kelib chiqadi

Q uyidagi й va b  vektorlam i skalyar ko'paytm asini 
toping

3 . 9 5 . S {-2; uij, 6 {3 ; -2 ;4 }  3 .9 6 .  a{0;l;l}, £ { - l ; - 3 ; 0 }

3 . 9 7 .  a { -2 ; l ; l } .  6 jO;- 2 ; - 5 1 3 . 9 8 .  e{0;l;l}. * { 3 ; - l ;0 }

3 . 9 9 .  i { ! : - 3 : 8 }  3 . 1 0 0 . 5 ^ - 1 ; - ! ) .  b{2,0, 2}

3 .1 0 1 .  a{0; - l ; - l j .  ft(l;2: - l }  3 .1 0 2 .  c, c , = -40. CXC Ш -5k

3 .1 0 3 .  a { - 2; l ; 2}, *| l;0; - l }  3 .1 0 4 .  a{0;l;l}, * { - 3; - l ; l|

3 .1 0 5 .  a ( - 2; l ; - 2}. £ { - l ;0 ;3 )  3 .1 0 6 .  e { l ; - l ; - l } ,  A { -2 ;3 ; - l }



3.107. 5{2;-l;3}. ft{<hl;l) 3.108. в{2;1;-2}. ft|-l:0;-2}
3.109. а{2;0:0}, ft{-3;l;l} 3.110. а|2;1:0). *{|;1;3}
3.111- 5{1:-1:0>, ft(0;3;2} 3.112. a{2:l;-2}, ft|0:l:l}
3.113. «{Mfc-ll, Л{0;3: — 1} 3.114. 5{2;-1:4|. Л{-1;0:0!
3.115. e{l;0;-l}, ft{-!;-3;0} 3.116. a{l;0:-l}, Л{-1;-3:0*
3.117. 3(5;2;-2}. ft{3;3;4) 3.118. в{-1:-!;-|). Л|0:0;-||

Quyidagi a  va b  vektorlam i vektor ko'paytm asini 
toping

3.119. a{-2;l;l}, Л{3; — 2;4} 3.120. a{0:l:l}. ft{-l;-3:0|
3.121.5{-2;l;l), ft{0;-2;-5} 3.122. o{0;I;l}. Л{3;-1;0}
3.123. a{0;-l;-l}, ft{l;-3;8} 3.124. a{0:-l:-l}, Л{2;0;2}
3.125. ej0;-l;-lj. ft{l;2;-l} 3.126. c, c: = -40. fx c - -5 *
3.127. 5{-2;l;2), ft{l:0:-l} 3.128. a{0;l:l}. A 3;-1:1}
3.129. 5{-2;l;-2}. ft{-l;0;3> 3.130. ejl:-l:-l}. ft{-2:3;-l}
3.131. fl{2;-l;3}. ft{0; 1; 1} 3.132. a(2;l;-2}. ft{-l:0:-2}
3.133. 5{2;0;0}, ft{-3;l;l} 3.134. a(2;l:0j. *{l;l;3}
3.135. o{l;-l;0}, ft{0;3:2} 3.136. o{2;l:-2}. ftJ0;I;1}
3.137. e(l;0-,-l}, ft{0;3;-l} 3.138. e{2;-l;4}. ft{-1;0:0}
3.139. 5(1; 0 ;-1}. ft{-l;-3;0} 3.140. a{l;0;-l}. ft{-l;-3:0}
3.141. a(5;2;-2}. ft{3;3;4} 3.142. a{-1;-l;-l}, ft{0:0;-1{
3.143. a) a{2;2;I}. ft{-2;-3;0} b) a=7 + 2y + 3* Vektor 

yo'nalishidagi birlik vektorni toping.
c) o = 2/+3y + 5* va ft=f + 2y + * vektorlam i vektor 

ko'paytmasini toping.
d) 5 = бГ + зу-2* va ft = 3/ -  2y + (ik vektorlardan yasalgan 

paralellogram yuzini hisoblang.
e) Uchlari A ( l ;l ; l ) ,  B(2;3;4) va C(4;3;2) nuqtalarda bo’lgan 

uchburchakni yuzini toping.
k) a+ib va Sa+b vektorlardan (|a|-jft|-l.(3,ft)-?n“) qurilgan 

Paralellogramm yuzini toping.
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2 ' 1.5 '

m) Agar a = - 3 va 6 = - 1
,-2.4

bo'lsa, с, = 2S, + ib va c} = -4„ +g

vektorlarning skalyar ko'paytm asini toping.
’3 1

1) m ning qanday qiymatda a = va ь - vektorlar

ortogonal bo'ladi.
n) Vektor koordinata o'qlari bilan 60°, 120° va 135° burchak 

hosil qilishi mumkinmi?

o) Agar a>
- 4 ' ' 2 '

a  = 3 S
-l И - 6

„ 2 ,

м (y,-2;-5), n (3;4;3) berilgan bo'lsa,

j  2b vektom i ш  vektorga proyeksiyasini toping.

3.144. a) < / {2 ;-4 ;l}, b{3;l;—2} b) (5a + 3A) (2a-6) ni a = 2,A = 3 va 
u ib  bo'lgan hoi uchun hisoblang.

c) a = I + 2j + Jk va b = bi + A j-2k vektorlar orasidagi burchakni 
toping.

Quyidagi c\ = 2 a-b  va c, = -a  + 3b vektorlam i vektor 
ko'paytm asini toping.

3 .145 .a { - 2: 1;I}, 6 (3 :-2 ;4 }

3.147 .a { - 2:l;l}, 6 | 0 ;-2 ;-5 }

3.149. a{0; - 1; -  ij, * { l ;-3 ;8 }

3.151. а{0;-1;-|), ft{l;2;-l)
3.153. a{— 2;I;2}, *{l;0;-l}
3.155. a ( - 2; l ; - 2), * ( - l ;0 ;3 )

3.157. a (2; - 1;3|, A{0; 1;|)

3.159. a{2;0;0). 6{-3;l;l}
3.161. a | l;-1:0}. A{0;3;2}

3.163. a{l:0; - l ) .  £ {0 :3 ;- l}

? .1 «  :•
3.167. a {5 ;2 ;-2 ). fc|3;3;4}

3.146. a{0;l;l}, £ { - l ; - 3 ;0 }  

3.148 .5(0;l;l}, * {3 ;- l ;0 }  

3.150. a{0; - l ; - l } ,  i { 2;0; 2} 

3.152. c ,- c ,  = -4 0 , c x c  = -5 *  

3.154. a{0;l ;l) . * { - 3 ; - l ; l }  

3.156. e jU -U -l} . b{- 2;3;— 1} 
3.158. a|2; l ; - 2j, i { - l ; 0; - 2) 

3.160. а{2; 1;0}, й{|;1;3)

3.162. a{2; l ; - 2), fc{0;1;l} 
3.164. a {2 ;- l ;4 ) . * { - 1:0:0}

J j.lto b . a [l;0 ;-1 }. £ { - l ; - 3 ;0 }

3.168. e{-U-U-l). />{0;0;-l}



§ 3 .3 . A ra la s h  k o 'p a y tm a  в а  u n in g  x o ss a la r i

а,ь va с vektorlam i /?’ fazoda aralash ko'paytm asi sondan 
i b o r a t  bo'lib, s - b c  ko'rinishda belgilanadi.

a-b-c >
a. a , a.

b. br b.
c. c r c,

(3.9)

bu yerda s ■■

( \ 
a. V

a = "r ; b = •>,
k J

: c = cr

Si 4
Vektorlar а,ь va с vektom i aralash ko'paytm asi a vektorni 

^,c] vektorga yoki |a,ftj vektom i с vektorga skalyar 
ko'paytmasidan iborat bo'ladi в б с = (а,(ь,с|)=Ца,б}с)

Aralash ko'paytm a quyidagi xossalarga ega:
1. Aralash ko'paytm aning ikkita ko'paytmasini o 'm i o'zaro 

almashtirilsa, ko'paytm aning ishorasi o'zgaradi
a-b- c  -  -a cb  = -bad = -cba  .

2.Aralash ko'paytm a hadlarini aylanma usulda 
almashtirishda o'z ishorasini o'zgartirm aydi a -b  -c = cab = bca .

3. Agar a,b va с vektorlar noldan farqli vektorlar bo'lsa, u 
holda a-b-c = о bo'lishi uchun bu vektorlar chiziqli bog'liq (yoki 
komplanar) bo'lishi kerak. a.b va с vektorlardan qurilgan 
parallelipipedning hajmi к„^=|л-£-с| teng. Xuddi shunday shu

uchta vektordan qurilgan tetrayedm ing hajmi vT = ija i  cj.

Q uyidagi a,b,c vektorlam i kom planarlig ini tekshiring.
3.169. a{-2;l;l}, *{0;-2;-5}. c{2;-l;-l>
3.170. e{0;l;l}, *{0;4;-2}, c{2;l;0}
3.171. 5{2;0;l}, *{2;0;-l(, c{-2;-l;4j
3.172. *(-2 :3 :-ll c{0:l:0}
3.173. afUkl}. *{2;3;0}, c{3;-l;-l}
3.174. a{-1;0;—2}. i{-3;2;-l}, c{2;0;-2}
3.175. а|1;(ПЗ}, 6{0:l;l}, c{2;-l;3|
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3 .1 7 6 . 5{-3;1;4}, Л{2;0;0}, c{-3;l;l}
3.177. a{l;0;-l}, i{0;-l;-l}, c{0;0;-2}
3.178. a{-1;0;-2}, ft{0;0;-l}, c{-1;0;3} a{-1;0;-2}, 5{l;0;-4}, c{2;0;-2}
3.179.3.180. 5{l;0;-2}, *{-3;2;-l}, c{4;2;-3}
3.181. a{l;2;4}, b {-3;6;4}, c{3;-6;4} 3.182. e{l;-l;l}, *{l;l;l}, c{2;3;4}
3.183. 5{5;3;-l}, *{l;-2;3}, c{2;0;-4}
3.184. я{-3;3;3}, i{2;l;l}, c{l9;ll;17}
3.185. a{l;6;5}, £{3;-2;4}, c{7;-18;2}
3 .1 8 6 . a{7;-3;2}, Л{3;-7;8}, c{l;-l;l}

3.187. 5{2;l;-l}, *{l:-4;l}, c{3;-2;2}
3.188. a) a{3;l;-l}, * { -2;-l;0}, c{5;2;-l}
в) Uchlari A(2;2;2), B(4;3;3), C(4;5;4) va D(5;5;6) bo'lgan uch 

burchakli piramidani xajmini toping.
c) Quyidagi to'rtta vektor berilgan bo'lsa, 

a= 2i+ j, b= i+ j+ 2k, c = t i+ 2 j-k ,  d = 3 i+ l j - l k  quyidagilami topish 
kerak.

1. d vektorini a,b,c lar bo'yicha yozing.
2. m = 5a + 2b vektor uzunligi va yo'nalishini toping.

§3.4 Vektor (chiziqli) fazo va n-o'lchovli vektor. 
Yevklidfazosi. 

Chiziqli operatorlar ва kvadrat form alar
1. Tartiblangan n-ta haqiqiy sondan tuzilgan ? = (*,,*2>•••*.) 

vektor n- o'lchovli vektor deyiladi. Agar xl =y,(i=l,2,3,...,n) bo'lsa, 
x - y ,  ya'ni x = (xl,x2,...xn) va y = (y,,y2,-y„) vektorlar teng bo'ladi. 
Vektorni x = (xt,x2,...xn) biror o'zgarmas л soniga ko'paytirsak, u

holda и = Я х , ya'ni й( = л ^(/ = 1,2,3....л) bo'ladi. Ikkita vektor
yig'indisi г=(л^,..д;) ш y=()\,y2,-у.) lar uchun z=x+y , ya'ni 
Zi=x,+y, 0 = 1,2,3....n) bo'ladi.

2. Vektorli (chiziqli) fazo deganda haqiqiy kompanentli 
vektorlar to'plami tushunilib, bu fazoda vektorlami qo'shish va



J §

e k to r la m i biror songa ko'paytirish amalidan iborat operatsiyalar

bajariladi-
3 . Agar am vektor а ,,а 2, ..л „ ., vektorlami chiziqli 

kombinatsiyasi bo'lsa, u holda
am = \ax + A2a2 + ... + A„,-A-i (3.14)

bu yerda А,,...,л„_, - ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.
4 . Bir vaqtda nolga teng bo'lmagan/!,,/^....An sonlar mavjud

bo'lsa va ular uchun
Ata] +A2a2+... + Aman,=  0 (3.15)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda vektorlar chiziqli
bog'liq deyiladi. Agar (2) shart ai =A2 = ... = a, =  o, bo'lganda bajarilsa, 
u holda a,,a2,...a„ vektorlar chiziqli bog'liq bo'lmagan vektorlar 
deyiladi yoki chiziqli ekrli vertorlar deyiladi.

5. Chiziqli bog'liq bo'lmagan vektorlarning maksimal soni 
fazo o'lchami deyiladi. n-o'lchovli fazo bazisi uchun n-chiziqli 
bog'liq bo'lmagan vektorlar majmuasi xizmat qiladi.

6. Bir bazisdan (ё„ё2,...,ёщ) boshqa bazis (ё\,ё\....ё*) ga o'tish

o'tish matrisasi yordamida amalga oshiriladi.
' a u  ai\ •

a U  a 72 ■

°»l 
• ° . 2 , ya'ni

/

e,
e"

=  A T
ё г

Al a * 2  • • X , Л ,

Koordinatalari xv x1,...xn bo'lgan x vektorini eski bazisdan 
yangi х\,хг,..л, koordinatalarning bazisga o'tish uchun

= A' yoki (3.10)

X n / X  n / \ “ S \ n /
bu yerda A-o'tish matrisasi hisoblanadi.

• Ikki x = (xi,x2,...x„) va у = (у„уг,-у„ )  skalyar vektorlami
Ko'paytmasi deb

(5,>) = е д  +х2у2 + ... + х„уп= '£ х 1у1.
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8. Skalyar ko'paytma ma'lum xossalarni qanoatlantirishsa, 

chiziqli (vektor) fazo Yevklid fazosi deyiladi. Bu fazoda * 
vektomi uzunligi

H = = 'I*?+ Jt, +... + x„

9. Ikkita x va у vektorlar orasidagi burchak q> quyidagicha 
aniqlanadi.

(x,y)
cosy) = | 0 <<p<n

Vm
10. Ikkita x va у vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi, 

agarda
(x,y) = °

Agar (ё,,гу) = о i * j  bo'lsa, n-o'lchovli Yevklid fazosida 

ё„ё2,...,ё' vektorlar ortogonal bazislarni hosil qiladi. Ba'zi 
masalalami yechimini keltiramiz.

11. Agar operator R" fazodagi har qanday x,y vektorlami 
ixtiyoriy x soni uchun

A(x +y) = A(x) +A(y), А(Лх) = AA(x)
munosabat o'rinli bo'lsa, A operator chiziqli deyiladi.
12. Vektor y = A(x)x vektorning tarsi deyiladi. Vektor x va 

uning tarsi у orasidagi bog'lanish y = A(x) ko'rinishida bo'ladi. Bu 
yerda A- chiziqli operator matritsasi bo'lib,

x = (x,,x2,...x jr. y = (yl,y1,...yn)T bir ustunli matritsa.
13. Chiziqli operator yig'indisi va ko'paytmasi quyidagicha 

bo'ladi,
( a  + = Л(5с) + S(jc)

(AB)(x) = A(B(x))
ЛА(х) = А(А(х))

Chiziqli operatorga doir quyidagi misollarni ko'ramiz.
14. Agar shunday x soni mavjud bo'lsaki,

А(х) = Ях yoki Ах = Ях (3.11)

x *  0 vektor chiziqli operator A ( yoki matrisa A) ning xos 
vektori deyiladi. Bu yerda x soni x ga mos keluvchi A
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Operatorning (yoki Ai matrissaning) xos soni deyiladi. Bu (4.21) 
formulani quyidagi ko'rinishga olib keladi.

(A-XE):c = 0 (3.12)

1 5 .  Operator A ning (yoki matrisa A) xarakteristik 
tenglamasi deb quyidagi tenglamaga aytiladi.

\A-XE\-- -X ...
=  0

___ _ «„, a„2 ... am-
Bu yerda \X-XE\ - xarakteristik ko'p had hisoblanadi. Chiziqli 

operatorning xarakteristik ko'p hadi bazis tanlashga bog'liq emas.
16. Xos vektor va unga mos keluvchi xos son 

bazisda operator matrisasi A diagonal matrisa bo'ladi.
A’ =  diog(Al,A2,...,Xl„ ) .

17. Bir necha darajali bir jinsli x,,x2,...,x„ o'zgaruvchidan 
tashkil topgan kvadrat forma deb quyidagi ifodaga aytiladi.

n rt
L(xltx2,...,x, ) = (3-13)

;=i j=\
(a„ = ajt) kvadratik farqi deyiladi.

Kvadratik formadagi har bir o'zgafuvchilarini kvadrati, 
yoki ikkita har xil o'zgaruvchilarini ko'paytmasi bo'ladi.

Kvadratik formani matritsa ko'rinishda quyidagicha yozish 
mumkin L = X T AX 

bu yerda
f

«11 «12 •
N• «,» V

A = «21 «22 •• «2» ; x  =

,«.1 «я 2 •■ «„„, Л>
18. Kvadratik forma matritsasiga maxsus bo'lmagan x = cy 

(bu yerda У=(yl,y2,...,y,)T ,  C- chiziqli almashtirish matritsasi) 
chiziqli almashtirish bajarilsa, u holda a" = c tac.

19. Agar av= 0 ( i * j )  bo'lsa, u holda i  = kanonik 

kvadrat forma bo'ladi va quyidagicha ko'rinishda yoziladi
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L = auxf + а22х\ +... + amx] = atlxf 

1=1
Kvadratik forma rangi kanonik formasining noldan farqli 

koeffisientlar soniga teng, hamda chiziqli almashtirishlar 
natijasida o'zgarmaydi.

20.Agar o'zgaruvchilari barcha qiymatlarida hech 
bo'lmaganda birortasini hadi noldan farqli bo'lsa, ya'ni 
L(xt,x2,...,xn )>o, u holda kvadratik forma L(x,,x2,...,x„ ) musbat 
aniqlangan deyiladi.

Kvadratik forma l  = x ta x  musbat aniqlangan bo'lishi 
uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

a)A matritsani barcha xos qiymatlari A, musbat bo'lishi;
b) A matritsani barcha bosh minorlari musbat (Silvesstr 

kriteriyasi).
Kvadratikforma l  = x ta x

manfiyaniqlanganbo'lishiuchunquyidagishartlarbajarilishikerak:
a) A matritsani barcha xos qiymatlari A, musbat bo'lishi;
b) A matritsani juft bo'lmagan tartibdagi manfiy, juft 

tartibdagilari esa musbat ( Silvestr kriteriyasi).
A matritsani xarakteristik tenglamasini ildizlari kvadratik 

formani xos sonlari ularga mos kelishi xos vektorlar esa kvadratik 
formani bosh yo'nalishi deyiladi.

Q uyidagichiziqni A operatom ing (Amatritsa) ning xos son 
va xos vektorlarini toping.

2 4̂3.189 .a -

3.191.-4 =

3.193.-4 =

-1 3

1 2 2 ] 
1 0 3 
1 3 0

1 1  8  ̂
0 2 0 

1 0 -1

3.190. a

3.192.-4 =

3.194.-4 =

f 3 41
1 - 2 J

f-1 0 2'
0 3 0
1 0

'2 0 -

1 3 -
0 1
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3.195 .л

'\ 0 1 O' 'I 0 0 0 '

0 2 0 3 3.196. л =
1 1 - 4 - 8

0 0 0 -1 2 - 4 7 - 4

,0 0 0 0 J J  - 8 - 4 1 ,

'2 5 3'

3.198./( = 3.199. л = 0 3 4
U >) 13 4 J ,0 0 0,

C hiziqli operator A ning A- m atritsasini diagonal 
ko'rinishga keltiring.

3.197. A :

Kvadratik form ani m atritsa ko'rin ish id a yozing.
3.200. L = 3x,2 + x\ -  x,x2
3.201. L = 2x2 -  x] +3*з + 2x,x, + 6x ,x 2

3.202. L = 2x\ + 3x2 -  2x] + x,x2 + 2xlx, + 3x2x,

Kvadratik forma rangini toping
3.203. L = xf + x] + Xj + 2x,x2
3.204. L = 2x,2 -  x] + Xj + 2x,x, + 5x,x2
3.205. L = 2x,2 + 4x2 + 9xj + 4x,x2 + 6x,x3 +12x2x3
3.206.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.

L = 2xf —3x3 -4x ,x2 + 4x,x3 - 8x 2x 3.
3.207.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.

L-x\  -  4x2x, + x2

3.208.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.
L = x,2 + 3x2 + 4x3 + 2x,x2 + 2х^з + 6x2x3

Takrorlash uchun savollar
1.Qanday kattaliklar skalyar deyiladi?
2.Qanday kattaliklar vektorlar deyiladi?
3.Vektorlarga qanday misollar bilasiz?
4.Vektorlarning songa ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
5.Vektorlaming koordinatalari qanday topiladi?
6.Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida arifmetik 

amallar qanday bajariladi?
7.Vektorlaming skalyar ko'paytmasi qanday aniqlaniladi?

I IS;



8.Skalyar ko'paytma qanday xossalarga ega?
9.Vektorial ko'paytma qanday aniqlaniladi?
10.Vektorlaming aralash ko'paytmasi qanday aniqlaniladi?

V E K TO R L A R  A LG EBR A SIG A  D O IR  N A ZO RA T 
TE STL A R I

1. V ektorlar va ular ustida am allarga doir testlar.
1. Skalyar deb nimaga aytiladi?
A)Faqat yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar 

deb aytiladi.
B) Faq;at son qiymati bilan aniqlanadigan katalikka skalyar 

deb aytiladi.
C) Haim son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan 

kattalikka skalyar deb aytiladi.
D) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.
E) Har qanday kattalik skalyar deyiladi.

2. Quyidagi kattaliklardan qaysi biri skalyar emas?
A) Sirt y u z a si.
B) Kesma uzunligi.
C) Jism hajmi.
D) Burchak kattaligi.
E) kuch. momenti.

3. Vektor deb nimaga aytiladi?
A)Faqatt yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor 

deb aytiladi.
B) Faqa t son qiymati bilan aniqlanadigan katalikka vektor 

deb aytiladi.
C) Harm son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan 

kattalikka vek tor deb aytiladi.
D) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.
E) Har qanday kattalik vektor deyiladi.



4. Quyidagilardan qaysi biri vektor bo'ladi ?
A) Sirt yuzasi.
B) Jism hajmi.
C) Kesma uzunligi.
D) Moddiy nuqta harakati.
E) Modda massasi.

5. Kollinear vektorlar ta'rifi qayerda to'g'ri ifodalangan ?
A) Bir xil yo'nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.
B) Har qanday a  va b vektorlar kollinear vektorlar deb 

aytiladi.
C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar 

kollinear deb aytiladi.
D) Bitta to'g'ri chiziqda yoki parallel to'g'ri chiziqlarda 

yotuvchi a  va b vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.
E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi a v a b  

vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

6. Agar ABCD trapetsiya (ADI IBC) bo'lsa, unda quyidagi 
juftliklardan qaysi biri kollinear vektorlami ifodalaydi?

A) AB va ВС . B) AC va BD . C) AB va DC .
D) AD va СВ . E) AD va DC .

7. Vektorlar tengligini ifodalovchi ta'rifni ko'rsating.
A) Bir xil yo'nalgan a v a b  vektorlar teng deb aytiladi.
B) Bir xil uzunlikli a v a b  vektorlar teng deb aytiladi.
C) Turli yo'nalgan, ammo uzunliklari teng bo'lgan a va b 

vektorlar teng deb aytiladi.
D) я va b vektorlar kollinear, bir xil yo'nalgan va 

uzunliklari teng bo'lsa, ular teng deb a y tila d i^
E) Kollinear va bir xil yo'nalgan я va b vektorlar teng deb 

aytiladi.

8. Agar ABCD parallelogramm (ADI IBC) bo'lsa, unda 
quyidagi juftliklardan qaysi biri teng vektorlami ifodalaydi?

A) AB v a  1 c  . B) AC va 5D . C) AS va DC .
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D) AD va СВ . E) AD va DC .

9. Vektorlar yig'indisi uchun qaysi qoida bo'lmaydi ?
A) Parallelogramm qoidasi.
B) Uchburchak qoidasi.
C) Trapetsiya qoidasi.
D) Ko'pburchakqoidasi;
E) Parallelepiped qoidasi.

10. Vektorlar yig'indisi uchun qaysi tenglik o'rinli 
bo'lmaydi ?

A) a+b = b+a.B) a+(b+c) =(a+b)+c .C) я+O =a.
D) a+(-a) =0 .E) I a+b 1 = 1я1 + 1Ы .

2. V ektorlarning koordinatalari va ular ustida am allarga 
doir testlar

1.Fazoda joylashgan quyidagi vektorlar uchliklarining 
qaysi biri ort vektorlar deb olinishi mumkin?

A) O'zaro perpendikulyar joylashgan, musbat yo'nalishga 
ega va uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektorlar.

B) Uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektorlar.
C) O'zaro perpendikulyar bo'lgan uchta vektorlar.
D) O'zaro kollinear va uzunliklari birga teng bo'lgan uchta 

vektorlar.
E) Bir xil yo'nalishga ega uchta birlik vektorlar.

2.Fazodagi i, j  va к  ort vektorlar uchun quyidagi 
tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?

A) Bu vektorlarning modullari birga teng.
B) Bu vektorlar o'zaro kollinear.
C) Bu vektorlar o'zaro perpendikulyar.
D) Bu vektorlar koordinata o'qlarida joylashgan.

E) Bu vektorlar koordinata o'qlari bo'yicha musbat 
yo'nalishga ega.
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3.Tekislikdagi a=(x, y) vektorning i va j  ortlar bo'yicha 

y o y ilm a s i qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) a=(x+y)(i+j). B) a=xj+yi. C) я = xi+yj .
D) a =xy(i+j). E) To'g'ri javob keltirilmagan .

4.я=(2, -5 )  vektorning i va j  ortlar bo'yicha yoyilmasi 
q a y e rd a  to'g'ri ko'rsatilgan ?

А)я=2»-5/. В) я= -5i+2j . С) я= -2 i+ 5 j.
D) a= 5 i-2 j . E) a=2i+5j.
5.Tasdiqtii to'ldiring:a=(x, л) vektor ( x ^ O )  XOY koordinata 

tekisligining -  joylashgan.
A) OX o 'q id a.
B) OX o'qiga parallel.
C) OX o'qiga perpendikulyar .
D) diagonalida;
E) OY o'qida yoki unga parallel.

6.Fazodagi a=(x, y, z) vektorning i, j, к ortlar bo'yicha 
yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a=(x+y+z)(i+j+k). B) a=xj+yi+zk . C) a  = xi+yj+zk .
D) a =xyz(i+j+k). E) a=xk+yi+zj .

7. я=(2, -5 , 1) vektor ning i, j, к ortlar bo'yicha 
yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a=i-5j+2k. В) я= -5i+j+2k. C) a=2i-5j+k.
D) a=i+2j-5k. E) a=2i+j-5k.

8. я=(0, у, z) vektor qanday xususiyatga ega ?
A) Bu vektor OX koordinata o'qiga parallel joylashgan.
B) Bu vektor OX koordinata o'qida yotadi. 4
C) Bu vektor OX koordinata o'qiga perpendikulyar 

joylashgan.
D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.
E) To' g'ri tasdiq keltirilmagan.

9. a=(x, y, 0) vektor qanday xususiyatga ega ?
A) Bu vektor OZ koordinata o'qiga parallel joylashgan.
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B) Bu vektor OZ koordinata o'qida yotadi.
C) Bu vektor OZ koordinata o'qiga perpendikulyar 

joylashgan.
D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.
E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

10. я=(0, 0, z) vektor qanday xususiyatga ega ?
A) Bu vektor OZ koordinata o'qiga parallel joylashgan.
B) Bu vektor OZ koordinata o'qida yotadi.
C) Bu vektor OZ koordinata o'qiga perpendikulyar 

joylashgan.
D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.
E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

3. V ektorlarn ing  skalyar ko'paytm asi, u ning xossalari va 
tatb iqlariga doir testlar

1. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi qayerda to'g'ri 
ifodalangan ?

А) я-Ь= I a I • I b \. В) a-b= I a I • I b\ соэф. С) a-b= I a I • I b I этф .
D) a-b= I я I • I b\ tgcf>. E) a-b= I я I • I b\ ctgc}>.
2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi 

I a-b\ =± I a I • I b\ shartni qanoatlantiradi ?
А) й va b bir xil uzunlikka ega bo'lsa.

B) a va b ort vektorlar bo'lsa.
C) a va b ortogonal bo'lsa.
D) a va b kollinear bo'lsa.

E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.
3. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasining xossasi 

qayerda noto'g'ri ifodalangan ?
A) a-b=b-ci. В )я-я= Ы 2 . С) a-(b+ c)= a-b+ a-c.
D) (Ля,Ь)= (a, Ab)= Л(я, b). E) Barcha xossalar to'g'ri.

4. i, j, к ort vektorlarning skalyar ko'paytmalari bo'yicha 
quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?

A) i-i=1, i-j=0, i-k=0.
B) /-/=1, j-i=0 ,  j-k=0.
C) Jfc-Ы , H = 0 , k-j=0.
D) ;•(!+ k)=0, i■ (k+j )=0, k- (i+ j)= 0.
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Е) /-(г+7)=0, i-{k+i)~0 ,  k-(j+k)~0.
5  Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(x\,y\) va 

Ь=(хг,уг) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblash 
formulasini ко rsating.

A) a-b = (xi+ yi)- (X2+ 1/2). B) a-b = x\ y\+ хг уг.
С) a-b = xi X2+ y\ t/г. D) я-Ь = xi уг+хгуь

E) a-b = (xi+ yi)+ (X2+ уг).
6. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan «=(3,4) va b=(-5,

2) vektorlarning я-b skalyar ko'paytmasini hisoblang.
A) 2 . B) 23 . C) -14  . D) - 7  . E) 0 .
7. Tekislkdagi a=(x,y) vektoming I a I modulini hisoblash 

formulasini ko'rsating.
A) I x+y\ . B ) I x l  + lyl . C) x2+y2 . D) J x 2 + y2 . E) VM + M

8. я=(-8, 6) vektoming I a I modulini hisoblang.
A) I йI=2 . В) I я 1=14 . С) I я I=48 . D) I я I=10 . E) I я I=Vl4

9. Fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(x 1, yi, zi) va 
b=(x2, уг, zi) vektorlarning я-b skalyar ko'paytmasini hisoblash 
formulasini ko'rsating.
A) a-b = (xi+ yi+ zi)- (X2+ уг+ гг). В) я-fr = Xi yi Zi+ хг уг гг
С) я-b = xi Хг+ у\ уг + zi г г . D) я-b = (xi+ yi+ zi)/ (хг+ уг+ гг) .
Е) я-b = xi/ хг+ yi/y2+ zi/ г г .

10.Fazoda koordinatalari bilan berilgan я=(3, 4,-1) va b=(-5,
2, 6) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblang.

A) 3 1 . B) 54 . C ) - 1 3 .  D) -29  . E) 0 .

4. V ektorial ko'paytm a, uning xossalalri va tatbiqlariga 
doir testlar

1. Agar с=я><Ь bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli 
emas ?

A) I с I = I a I I b\ sincj) (ф - a v a b  vektorlar oraskhgi burchak).
B) с 1 а  .С) с l b  . D) c, a v a b  vektorlar bir tekislikda yotadi
E) Keltirilgan barcha tasdiqlar o 'r in li.

2. Qanday я va b vektorlarning skalyar va vektorial 
ko'paytmalari o'zaro teng bo'ladi ?

A) a v a b  vektorlar teng bo'lsa.
B) a v a b  vektorlar kollinear bo'lsa.
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C) a va b vektorlar ortogonal bo'lsa.
D) a va b vektorlar qarama-qarshi bo'lsa.
E) Bunday vektorlar mavjud emas.

3. Qaysi shartda a va b vektorlar uchun \a*b\ = \a\\b\ 
tenglik o'rinli ?

A) a va b vektorlar teng bo'lsa.
B) a v a b  vektorlar kollinear bo'lsa.
C) a va b vektorlar ortogonal bo'lsa.
D) a v a b  vektorlar qarama-qarshi bo'lsa.
E) Bunday vektorlar mavjud emas.

4. Agar I я I =4, I b I =5 va ф=30° bo'lsa, I а*Ь I =?
A) 2 0 . B) 1 0 . C)10V3.  D) 4 1 .  E ) 5 V 2 .

5. Agar I я I =4, I b\ =5 va a-b =10 bo'lsa, \a*b\=?
A) 12 . B ) 6 .  С)6л/3. D) 10V3 .  E)6V2.

6. Vektorial ko'paytmaning xossasi qayerda xato yozilgan ? 
A) a*b= b*a . B) a*Ab=\a*b (A- o'zgarmas son).
С) a*(b+c)= a*b+ a*c . D) дхд=0 . E) (a+b)xc=a*c+b*c .

7. (2a+b)* (2a-b) ko'paytmani hisoblang.
A) 4a*a-b*b . B) 0 . C)4a*b .  D ) 4 l a l 2- l b l 2 . E) 4b*a.

8. Agar a+b+c=0 bo'lsa, quyidagi tengliklaming qaysi biri 
o'rinli emas ?

А) а*Ь=Ьхс . В) дхЬ=с><я . С) c*a=b*c. D) a*b=b*c= c*a 
E) Keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.

9. Agar i , j  va к ortlar bo'lsa, ularning vektorial ko'paytmasi 
qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) m =1 . B) i*k=j . C) i*j=k. D) k*j= i. E) k*k=k.

10. Koordinatalari bilan berilgan a=(xi, y\, zi) va b=(xi, уг, zi) 
vektorlar uchun a*b =( x, y, z) vektorial ko'paytmaning

nish formulasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
У,

koordinalarini to
У,
У 2

A) x = B) y = - C) z =
У 2

94



D) y = . E) Keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.

5. V ektorlarn ing  aralash k o 'p a y tm a si, uning xossalari va 
tatb iq lariga doir testlar

1.Ta'rif bo'yicha uchta vektorning aralash ko'paytmasi abc 
qanday hisoblanadi ?

A) Dastlab a-b skalyar ko'paytma, so'ngra (a-b)c ko'paytma 
hisoblanadi.

B) Dastlab a*b vektorial ko'paytma, so'ngra (я*Ь)-с skalyar 
ko'paytma hisoblanadi.

C) Dastlab a*b vektorial ko'paytma, so'ngra (a*b)*c 
vektorial ko'paytma hisoblanadi.

D) Dastlab I я МЫ ko'paytma, so'ngra ( l a l lbl ) l c l  
ko'paytma hisoblanadi.

E) To'g'ri javob keltirilmagan.

2. Uchta vektorning aralash ko'paytmasi abc qanday 
geometrik ma'noga ega ?

A) a, b va с vektorlardan hosil qilingan piramida h a jm i.
B) a, b va с vektorlarga yasalgan parallelepiped h a jm i.
C) a va b vektorlardan hosil qilingan parallelogramm 

yuzasini I с I modulga ko'paytmasi.
D) a va с vektorlardan hosil qilingan parallelogramm 

yuzasini I b I modulga ko'paytmasi.
E) с va b vektorlardan hosil qilingan parallelogramm 

yuzasini I a I modulga ko'paytmasi.

3.Ta'rifni yakunlang: Fazodagi uchta vektor komplanar 
deyiladi, ag a r...

A) ular o'zaro kollinear bo'lsa.
B) ular o'zaro perpendikulyar bey Isa.
C) ular koordinata o'qlariga parallel bo'lsa.
D) ular koordinat tekisliklarida joylashgan bo'lsa.
E) ular bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan bo'lsa.
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4. Fazodagi uchta a, b va с vektorlar komplanar boiishining 
zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?
A )abc>0 . B )abc<0 . C) abc^O . D) abc=0; E )abc=±1 .

5.Aralash ko'paytmaning xossasi qayerda xato 
ko'rsatilgan?

A) abc = cab . B) abc = -  bac . C) (a*b)-c = a-(b*c).
D) я I I b=>abc = 0 .  E) \abc\ = \a\-\b\-\c\ .

6. Fazodagi uchta noldan farqli a, b va с vektorlar 
komplanar bo'lishining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?

A) abc>0 . B) abc<0 . C) ab&O . D) abc=0 . E) 
abc=± 1

7. Fazodagi i, j va к ort vektorlarning aralash ko'paytmasi 
qayerda noto'g'ri topilgan ?

A) ijk=l. B) ikj= -1 . C) kij=l. D)jik=l. E) kji= -1.

8. я, b va с vektorlar o'zaro perpendikulyar va I a I =6, I b\ =3 
va I с I =4 bo'lsa, abc aralash ko'paytma qiymatini hisoblang.

A) 18 . B) 24 . C) 12 . D) 72 . E) 1 .

9. Qachon I abc 1= I д I lb I I cl tenglik o'rinli bo'ladi ?
A) Agar a, b va с vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lsa.
B) Agar I я I = I b\ = I с I shart bajarilsa.
C) Agar a, b va с vektorlar kollinear bo'lsa.
D) Agar a, b va с vektorlar komplanar bo'lsa.
E) Agar a=b=c bo'lsa.

10.Quyidagi hollardan qaysi birida abc=0 tenglik 
bajarilmaydi?

A) a , b va с vektorlardan kamida bittasi nol vektor.
B) я , b va с vektorlardan kamida ikkitasi kollinear.
C) я , b va с vektorlardan kamida ikkitasi o'zaro teng.
D) a , b va с vektorlardan kamida ikkitasi o'zaro 

perpendikulyar.
E) a , b va с vektorlar komplanar.
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Aylana -geometriyaning qalbidir. Aylanani o'rganing, 

shunda siz nafaqat geometriyaning qalbini, 
balki o'z qalbingizni ham o'rgangan bo'lasiz.

Sharigin

IV-BOB. A N A LITIK  G EOM ETRIYA
§ 4.1. To'g'ri chiziqli tekislikdagi tenglamasi va oddiy

masalalar.
§ 4.2. Ikkinchi tartibli chiziqlar.
§4.3. Fazodagi to'g'ri chiziq va tekislik 
§ 4.4. Ikkinchi tartibli sirtlar

§ 4.1. To'g'ri chiziqli tekislikdagi tenglam asi va oddiy  
m asalalar

1.Koordinata o'qidagi Л/(х,) va М (хг ) nuqtalar orasidagi 
masofa d quyidagicha aniqlanadi

d=\x2-x\.  (4 .1 )

2. Tekislikdagi M(xt,yt) va M(x2,y2) nuqtalar orasidagi 
masofa d quyidagi formula yordamida aniqlanadi:

d = V fa - * i)2+0 '2 -J'i)2 (4-2)
3. Oxirlari м(х,,у1) va M(x,,y2) nuqtalar bilan berilgan kesimni 

M(x,y) nuqta yordamida л(л = |л/,л/|:|л/л/2|) nisbatda bo'lsak, u holda

В- • (43>
4. Agar м(х,у) nuqta m,m2 kesmani o'rtasidagi nuqtani 

belgilasa, u holda

Щ  у - * ¥ -  (4-4)

5- To'g'ri chiziq tenglamasi:
■ boshlang'ich ordinatasi b va^ b u rch ak  koeffisienti к 

b° Igan chiziq tenglamasi
y - k x  + b (4.5)
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- berilgan M (xx,y {) nuqtadan o'tuvchi (burchak koeffisienti 
к ) to'g'ri chiziq tenglamasi

y - y t = r ( x - x , )  ( 4 6 )

- ikki Af(x,,y,) va M(x2,y2) nuqtalaridan o'tuvchi to'g'ri 
chiziq tenglamasi

y -y , _ x -x ,
У2 ~У, *2~*1 4̂-7)

(burchak koeffisienti ~y' ) yoki y = y- ~У] x + ̂ '*2 ~->’;ДГ| Voki
x , - x ,  X, -  X. X. -Y  •>

+ -  = 1 (4.8)

x2 - x ,

1 1 ]
X X, x2 

У УI Уг
- kesimdagi to'gri chiziq tenglamasi

£  + Z
a  b

(a va b lar mos ravishda to'g'ri chiziqli ox  va oy o'qlarini 
kesib o'tgan nuqtalarini koordinata boshigacha bo'lgan masofa
а Ф 0, b * 0 )

to'g'ri chiziqni umumiy tenglamsi
Ax+By + C = 0 (4.9)

6. A(xo;yo) nuqtadan o'tuvchi Ax + By + C -  0 to'gri 
chiziqgacha bo'lgan masofa

, \Ax0 + By„ + Cl

= — J a 2 B2—  ^  d  =  C0S а  + Уо sin °  ~ 1̂ '  (4 -Ю)

hamda koordinata boshidan to'g'ri chiziqgacha bo'lgan 
masofa quyidagicha topiladi:

|C|d = ", 1 yoki d=\-p\.

7. Ixtiyoriy M(xo;yo) nuqtadan o'tuvchi va ” =(^j vektorga

perpendikulyar bo'lsa, to'g'ri chiziq tenglamasi
A {x - x 0) + B ( y - y 0) = 0

bo'ladi (4.1-chizma).
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4.1-chizma. To'g'ri chiziq va uning normal bo'lgan vektori

8. To'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi ^ ± = !lẐ l 

bo'ladi. Bu yerda .t„,v0 to'g'ri chiziqqa tegishli M nuqtani 

koordinatasini ifoda qiladi hamda s = -to'g'ri chiziqni

yo'naltiruvchi vektori (ixtiyoriy nolga teng bo'lmagan vektor) 
(4.2-rasm).

4.2-chizma. To'g'ri chiziq va yo'naltiruvchi vektor

9.1kki y = k,x + bl va y  = k2x + b2 yoki A,x + B,y  + С, = 0 va 
Ai*+B2y+c2 =0  to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak quyidagi

X

formulalar yordamida aniqlanadi

(4.11)



т .

10. Ikki to'g'ri chiziqning parallellik sharti:

kt = k2 y 0k i i i - = i i -  (4.13)

11. Ikki to'g'ri chiziqning perpendikulyarlik sharti

k2 = — yoki a,a2 + BtB2 =0 (4-14)
*i

12. Ikki to'g'ri chiziqning kesishish nuqtasi quyidagi 
chiziqli tenglamalar sistemasini yechish orqali topiladi:

y = k,x + bl
yoki

Atx + Bty  + C, = 0 

A2x + B2y + C2 = 0 (4.15)

Agar д

у  = k2x + b2

* o bo'lsa, u holda to'g'ri chiziqning
a2 b 2

I D\
A, B2 bo'ladi.kesishish nuqtasini koordinatasi *

13.Uchta A(xly l\B{x1,y 2) va C(jc3,^3) nuqtalami L to'g'ri 
chiziqqa tegishli (A ,B ,C eL )  bo'lishi uchun quyidagi shartni 
bajarilishi kerak.

X2 - X 1 -  Уг ~У\
хг У3 -У 2

yoki
1 1 1
x, дс2 дг, 
У 1 У 2 У 3

(4.16)

14. Berilgan м 0(х0-у0) nuqtadan o'tuvchi va 5  = {5,,52}^o 
vektorga parallel bo'lgan to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasi 
quyidagicha bo'ladi:

= { S ,= 0 = > x  = xo;S2 = 0 = > y  = yo) (4.17)

Quyidagi masalalarni yeching.
4.1. a) 2 x -y + 3  = 0 tenglama bilan berilgan to'g'ri chiziqning 

burchak koeffisienti va ordinata o'qidan kesgin kesishishni 
aniqlang.

b).  Oy o'qidan b = 3 birlik kesma ajratuvchi hamda Ox o'qi 
bilan 150° burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini 
tuzing.

c)Oy o'qdan miqdori 7 birlikka teng kesma kesib, Ox 
o'qning musbat yo'nalishi bilan: 1) 30°; 2) 120°; 3) 135° li
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burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.
4.2. a)Oy o'qdan miqdori 2 birlikka teng kesma, Ox o'qning 

m u sb a t yo'nalishi bilan 150° li burchak tashkil qiluvchi to'g'ri 

chiziq tenglamasini tuzing.
b ) 1. y = 3* + l va y = -^ x+ 2 to 'g'ri chiziqlari qaysi biri Ox o'qi

bilan 60° burchakdan katta burchak hosil qiladi.
4.3.a) Koordinatalar boshidan o'tib Ox o'qning musbat 

yo'nalishi bilan 1) 45° li;
2) 135° li burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini

tuzing.
b) у = Зх + 9 chiziqning koordinata o qlari bilan kesimini 

nuqtalarini koordinatasini toping.
4.4. a)Quyidagi to'g'ri chiziqlar tenglamalari berilgan. Bu 

to'g'ri chiziqlar koordinata o'qlariga nisbatan joylashganini aytib 
bering.l) 2 x -y  = 0; 2) x - 3  = 0 ; 3 ) x - 5  = 0 ; 4) x = 0 ;

5 ) y  = 0

b) y = 2x-\, y = - y  = ̂ ^~, y = x + 2, у = Ax-2  chiziqlarning

qaysi birlari Oy o'qi bilan nuqtani kesib o'tadi.
4.5.a) To'g'ri chiziqning umumiy ko'rinishdagi tenglamalari 

berilgan. Ulam i burchak koeffisiyentli tenglamalar shakliga 
keltiring:

1) x -2 y  + l = 0 , 2 )3 x  + 5 y - l  = 0 , 3) 8x+ 3j> = 0.
4.6.a) Abssissalar o'qidan ajratgan kesmaning miqdori 2 

birlik, ordinatalar o'qidan ajratgan kesmaning miqdori 3 birlik 
bo'lgan chiziqning tenglamasini tuzing.

4.7.a) Abssissalar o'qidan ajratgan kesmaning miqdori -5 
birlik, ordinatalar o'qidan ajratgan kesmasining miqdori 5 birlik 
bo'lgan to'g'ri chiziqning tenglamasini tuzing.

b). C(2;-6) nuqta orqali >> = 2x + 7 chiziqg'iga parallel chiziq 
°tkazing.

4.8.a) Ushbu
1) 2x + 3 y -6  = 0 ; 2) 3 x -5 y -1 5  = 0 ; 3) ax + b y -ab  = 0 ;
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4) у = 5 х -2 ;  5) у = х+ 1; 6) ay = -bx+c-.
To'g'ri chiziqlarning tenglamalarini ulaming kesmalarga 

nisbatan tenglamalari shaklida yozing.
b). Quyidagicha chiziqlarning burchak koeffisiyentlarini 

aniqlang. a) 2 x -y  + 7 = 0 b) x + 3 y -4  = 0 v) 2x + 5y = 6

g) 3x-2y  = l d) 5x + 5.y-8 = 0 e) -x-y+\=Q

4.9 .a)0(0 ;0) va A(-5,0) nuqtalar berilgan bo'lib, О A kesmada 
diagonallari 6(0,3) nuqtada kesishuvchi parallelogramm  
yasalgan. Bu parallelogrammning tomonlari hamda 
diagonallarining tenglamalarini tuzing.

b)Uchburchakning tomonlarining tenglamasini
2x + y - 4 - 0 ,  3 x - y - l  = 0, x + j>-1 = 0bo'lsa, uning uchlari

ning koordinatalarini toping.
4.10. a) M (5,2) nuqtadan o'tib, koordinata burchagidan yuzi 

20 kv. birlikka uchburchak kesuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini 
tuzing.

b).Uchburchak uchlarining koordinatalari A(7;9), B(2;-3), 
C(3;6) berilgan b o 'lsa , quyidagilarni topish kerak:

1. mediananing kesish nuqtasi M ning koordinatalari;
2. BC tomon AE bissektrisani kesish nuqtasi E ning 

koordinatalari;
c)A(3;2) nuqtadan o'tuvchi va quyidagi keltirilgan 

shartlami qanoatlantiruvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing:
1. Ox o'qi bilan 135° burchak hosil qiluvchi; 2. Oy o'qiga 

parallel; 3. B (-2;-l) nuqtadan o'tuvchi; a) va b) punktlarda 
keltirilgan to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni toping.

4.11. Rombning diagonallari mos ravishda 6 va 4 birlikka 
teng bo'lib, ular koordinata o'qlari uchun qabul qilngan. 
Rombning tomonlari tenglamalari yozilsin.

b) x + 3y - 1  = 0, 2x -  5y - 1 3  = 0 chiziqlar va absissa o'qi 
hosil qilingan uchburchakning perimetrini toping
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4 1 2  Quyidagi tengsizliklarning geometrik ma'nosini 

aniqlan8 :
1) у > 2x+l, 2) у <2x+\, 3 ) x > 3 ,  4 ) x < 3 .
4.13. M(x,y) nuqta harakati davomida A(-3,3) va B(3,-3) 

nuqtalarga masofalar kvadratlarining ayirmasi hamma vaqt 36 ga 
teng bo'lib qoladi. Bu nuqta trayektoriyasi tenglamasini tuzing.

4.14. Tomonlari x -2 y  = 0, 4 x -3 y -3  = 0, 3 x - y - 7  = 0 to'g'ri 

chiziqlardan iborat uchburchakning yuzini toping.
4.15. Quyidagi to'g'ri chiziqlarning tenglamasini normal 

ko'rinishga keltiring:
1) 3x + 4 y -2 0  = 0, 2) 2 x -3 y  = 6.
4.16. Koordinatalar boshidan to'g'ri chiziqqa o'tkazilgan 

perpendikulyar bilan Ox o'qi orasidagi burchak: 1) 45°, 2) 135°, 3) 
60°. To'g'ri chiziqning tenglamasini tuzing va berilgan 
ma'lumotlarga binoan to'g'ri chiziqni yasang.

4.17. A(2,3) va B(3,0) nuqtalarning har biridan 3x+ 4y -20  = 0 
to'g'ri chiziqqa bo'lgan masofani toping.

4.18. y  = kx+3 to'g'ri chiziq koordinatalar boshidan S  

masofa uzoqdan o'tgan. Burchak koeffisiyent к topilsin.
4.19.a) 4x- 3y -  0 to'g'ri chiziqdan 5 birlik uzoqda yotuvchi 

tekislik nuqtalarining geometrik o'rnining tenglamasi tuzilsin.
4.20. Quyidagi berilgan to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni 

toping.
1) 5лг-у-7 = 0 va 3x + 2y = 0 2) x - 2 y - 4  = 0 va 2 x - 4 y  + 3 = 0 ,

3) 3x + 2y + 7 = 0 Va 2д:-3>'-3 = 0 4) 3 x - 2 y - l = 0  va 5д: + 2у + 3 = 0

b). £+ JL  = i kesmalar orqali berilgan umumiy tenglamani 

toping.

4.21.a) M (l,2) nuqtadan o'tib, 3.т+2у-5 = 0 to'g'ri chiziq bilan 
45° li burchaktashkil qiluvchi chiziqning tenglamasini tuzing.

b) M (-5;l) nuqta orqali y  = Зх- i  chiziqqa parallel bo'lgan 
to g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.22. а)Л(-4,5) nuqta diagonali 7x-y+8 = o to'g'ri chiziq 
yotgan kvadratning bitta uchidir. Kvadratning tomonlari va
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ikinchi diagonalida yotgan kvadrat tomonlarining tenglamalarni 
tuzing.

b)x-_y + 3 = 0, 2 x + у - 6  = 0, x + 5 y - 2 l  = 0 chiziqlar 1 ta chiziq 
dastasiga to'g'ri keladimi?

4.23.Kvadratning ikkita qarama -  qarshi uchi A (-l,3) va 
C(6,2) nuqtalarda yotadi. Kvadrat tomonlarining tenglamalarni 
tuzing.

b)Uchlari A(6;5), B(3;l), C (9;l)bo'lgan uchburchakning 
perimetri va Ah medianasini uzunligini toping.

4.24. A(-2,3) nuqtadan Ox o'q bilan a  burchak tashkil 
qiluvchi yorug'lik nuri yuborilgan. Nur Ox o'q o'qqa yetib borib, 
undan qaytgan. Tushgan va qaytgan nurlar tenglamalarini 
tuzing.

b) Uchburchakning A(-3;4), B (-4;l) va C (-l;2) uchlari bo'lsa, 
eng katta balandlikni toping.

4.25. x - 2 > , + 5 = 0 to'g'ri chiziq bo'yicha yo'naltirilgan 
yorug'lik nuri 3x-2>> + 7 = 0 to'g'ri chiziqdan qaytgan. Qaytgan 
nur tenglamasini tuzing.

4.26. M(x,y) nuqtadan o'tib, Ax+By+C = 0 to'g'ri chiziqqa 
parallel bo'lgan to'g'ri chiziqning tenglamasini tuzing.

4.27. 21 -  mashqning natijasiga asoslanib M (l,4) nuqtadan
o'tib:

1) x -3 ^  + 5 = 0, 2) 3x-4>’ + 5 = 0, 3) 8x-12^ + 3 = 0,
4) 5 x - 2  = 0,  5) 6^ -5  = 0

To'g'ri chiziqlarning har biriga parallel bo'lgan to'g'ri 
chiziqning tenglamasi tuzing.

4.28. Quyidagi to'g'ri chiziqlarning o'zaro joylashishini 27 
mashqning natijasiga muvofiq tekshiring:

1) x + 2y + 5 = 0 va 3x-6>' + 8 = 0
2) 9лг-12_у-4 = 0 va 8дг + 6.у + 1 = 0
3) 9x-12y -4  = 0 va 8jc + 6j> + 1 = 0

4) 4 x + 6 y - 7 = 0 va 12x + 18_>>-21 = 0.
4.29. M (-l,2) nuqtadan o'tib:

ф .  ........................ .................. ............................................................... ...
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1 ) 5х - 2у + 3 = 0 , 2) x + 4 y -l  = 0 ,3 )  3x + 7y-8 = 0,
4 ) 2x + 3y +5 = 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lgan to'g'ri 

chiziqning tenglamasini tuzing.
4.30. Ikkita to'g'ri chiziq orasidagi burchak aniqlansin:

1) 3 x - y + 5 - 0 2 ) l 2 ~ f  = I 2x+y - 7 = ° ^ - f ^  = l

4.31. U chlari А(2Д), B(3,l) va C (l,2) nuqtada bo'lgan 
uchburchak tomonlarining uzunliklari va ichki burchaklarini 

toping.
4.32. koordinatalar boshidan o'tib: 1) y -  2x + 3 to'g'ri 

chiziqqa parallel bo'lgan, 2) x -3 y -\  = 0 to'g'ri chiziqqa 
perpendikulyar bo'lgan, 3) y = 3x-5  to'g'ri chiziq bilan 45° li 
burchak hosil qiladigan to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.33. Uchburchakning ikkita uchi Л(3,4) va B(5,l) nuqtada 
bo'lib, unin balandliklari (4,1) nuqtada kesishadi. 
Uchburchakning uchlari С uchini toping.

4.34. 2x+3y-6 = 0 to'g'ri chiziq Ox, Oy o'qlami A,В 
nuqtalarda kesib o'tadi. С nuqta AB kesmani AC:CB=1:2 nisbatda 
bo'ladi. С nuqtadan AB to 'g'ri chiziqqa tushirilgan 
perpendikulyarning tenglamasini tuzing.

4.35. Uchburchakning 3x + 4y-12 = 0 va 3x-7y + 2l = o 
tomonlari berilgan. M(4;3) nuqta uning medianalarining kesishish 
nuqtasi ekanligi ma'lum. Uchburchakning uchinchi tomoni 
tenglamasi tuzing.

4.36. Birinchi chorakda joylashgan va tomonining uzunligi 
5 uzunlik birligiga teng bo'lgan rombning ikki tomoni absissa o'qi 
va Ax-3y = 0 to'g'ri chiziq bilan ustma -  ust tushadi. Rombning 
qolgan tomonlarining tenglamalari va dioganallari tenglamalari 
tuzilsin.

4.37. Koordinatalari mos ravishda (1;-1), (5;2) va (4;5) 
bo'lgan А, В, С nuqtalar berilgan. AC to'g'ri chiziqqa nisbatan В 
nuqtaga simmetrik bo'lgan D nuqtaning koordinatalari topilsin 
Va shu nuqtadan A, С nuqtalar orqali o'tkazilgan to'g'ri 
chiziqlarning tenglamalari tuzilsin.
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4.38.Parallelogramm ikki uchining koordinatalari m0s 
ravishda (1;1) va (2;-2) nuqtalarda bo'lib, dioganallari (-1;0) 
nuqtada kesishadi. Parallelogramm tomonlarining tenglamalari 
tuzilsin.

4.39. 2x + 3 y - 12 = 0 to'g'ri chiziqda (4;5) va (l;-2) 
nuqtalardan teng uzoqlikda yotgan nuqtaning koordinatalari 
topilsin.

4.40. A(-3;5) nuqtadan o'tuvchi va ordinata hamda abscissa 
o'qlaridan kesgan kesmalarning uzunliklari nisbati 1:2 kabi 
bo'lgan to'g'ri chiziqning tenglamasi tuzilsin.

4.41. A (-l;3) nuqtadan o'tuvchi shunday to'g'ri chiziqning 
tenglamasi tuzilsinki, bu to'g'ri chiziqning x+ 2y + 5 = 0 va 
x + 2 y - 2  = 0 parallel to'g'ri chiziqlar orasidagi kesmaning o'rta 
nuqtasi 2x-3y-ll= 0 to'g'ri chiziqda yotsin.

4.42. Tekislikdagi x -2 y + 2  = 0 to'g'ri chiziqqa x + 2 y -6  = 0 
to'g'ri chiziqqa nisbatan ikki marta yaqin jaolashgan nuqtalar 
geometrik o'rinlarining tenglamalari tuzilsin.

4.43. Uchlari A(-2;l), B(2;5) va C(2;-l) nuqtalarda joylashgan 
uchburchakka tashqi chizilgan aylana markazining koordinatalari 
topilsin va radiusining uzunligi hisoblansin.

4.44. Koordinata boshidan o'tuvchi va A (l;3) nuqtaga B(4;2) 
nuqtaga nisbatan 4 marta yaqin masofadan to'g'ri chiziqning 
tenglamasi tuzilsin.

4.45. Gipotenuzasining tenglamasi Ъх + 2 у -в  = 0 bo'lgan va 
uni A (-l;-2) nuqtada joylashgan to'g'ri burchakli teng tomoni 
uchburchakning qolgan ikki tomoni tenglamalari tuzilsin.

4.46. Birinchi chorakda joylashgan rombning ikki tomoni 
x -3 y  + 4 = 0 va Зх- у - 4  = 0 tenglamalar bilan ifodalangan. Shu 
tomonlarning kesishish nuqtasidan o'tgan diagonalining uzunligi 
4V2 uzunlik birligiga teng. Rombning qolgan tomonlarining va 
diagonallarining tenglamalari tuzilsin.

4.47. Quyidagi to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak 
aniqlansin:
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4.48. 3x-2j> + 7 = 0, 6 x - 4 y - 9  = 0, 6x + 4 y - 5  = 0, 2x + 3 y - 6  = 0 to'g'ri 
chiziqlardan parallel va perpendikulyar bo'lganlari ko'rsatilgan.

4.49. A(2,3)nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar dastasining 
tenglamasi yozilsin. Shu dastadan 1) 45°, 2) 60°, 3) 135°, 4) 0° 
burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziqlar tanlab olinsin va ular 

yasalsin.
4.49. A(-2;5) nuqta va 2.x-у = 0 to'g'ri chiziq yasalsin. A 

nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar dastasining tenglamasi 
yozilsin va o'sha dastadan berilgan to'g'ri chiziqqa: 1) parallel; 2) 
perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziq tanlab olinsin.

4.50. 2л-5у-10=0 to'g'ri chiziqning koordinata o'qlari bilan 
kesishgan nuqtalaridan bu to'g'ri chiziqqa perpendikulyarlar 
chiqarilgan. Ularning tenglamalari yozilsin.

4.51. A (-l,3) va B(4,-2) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq 
tenglamasi yozilsin.

4.52. Uchlari Л(-2,0), B(2,6) va C(4,2) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchakning BD balandligi va BE medianasi o'tkazilgan. AC 
tomon, BE mediana va BD balandlikning tenglamalari tuzilsin.

4.53. Uchburchak tomonlari x + 2 y  = o, *+4y-6 = o, * —4v-6 = o 
tenglamalar bilan berilgan. Uning ichki burchklari topilsin.

4.54. Koordinatalar boshidan o'tib, y  = 4-2* to'g'ri chiziq 
bilan 45° burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi 
yozilsin.

4.55. A (-l,l)  nuqtadan o'tib, 2x+3y  = 6 to'g'ri chiziq bilan 45° 
burchak to'g'ri chiziq tenglamasi yozilsin.

4.56.Ox o'q bilan cp = arctg2 burchak tashkil etuvchi 
yorug'lik nuri Л(5,4) nuqtadan chiqadi va shu o'qdan qaytadi. 
Tushuvchi va qaytuvchi nurlam ing tenglamalari yozilsin.
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4.57. Uchlari A{-2,0), 6(2,4) va C(4,0) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchak berilgan. Uning tomonlari, AE mediana, AO 
balandligining tenglamalari yozilsin va AE mediana uzunligi 
topilsin.

4.58. Uchlari A(0,7), B(6,-1) va C(2,l) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchak tomonlarining tenglamalari yozilsin va burchaklari 
topilsin.

4.59. 2 x - y + 8  = 0 to'g'ri chiziq Ox va Oy o'qlarni A va В 

nuqtalarda kesib o'tadi. N  nuqta AB ni AN : NB = 3:1 nisbatda 
bo'ladi. AB to'g'ri chiziqqa N  nuqtadan chiqarilgan 
perpendikulyarning tenglamasi yozilsin.

4.58.Tomonlari x + y  = 4, 3 x - y  = 0, x - 3 y - 8  = 0 tenglamalar 
bilan berilgan uchburchak yasalsin, uning burchaklari va yuzi 
topilsin.

4.59.Uchlari A(-4,2), B(2,-5) va C(5,0) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchak medianalarining kesishgannuqtasi va balandlik- 
larining kesishgan nuqtasi topilsin.

4.60.1) 3x4y-20 = 0, 2) x + y  + 3 = 0, 3) y = kx+b  to'g'ri chiziqlar- 
ning tenglamalari normal ko'rinishga keltirilsin.

4.61.Normal uzunligi p = 2 va uning Ox o'qqa og'ish 
burchagi p : 1) 45°; 2) 135°; 3) 225°, 4) 315° bo'lgan to'g'ri chiziqlar 
yasalsin. Bu to'g'ri chiziqlarning tenglamalari yozilsin.

4.62.A(4,3), B (2,l) va C(1,0) nuqtalardan 3x+4>>-10 = 0 to'g'ri 
chiziqqacha bo'lgan masofalar topilsin. Nuqtalar va to'g'ri chiziq 
yasalsin.

4.63.Koordinatalar boshidan 12x-5y + 39 = 0 to'g'ri chiziq
qacha bo'lgan masofa topilsin.

4.64. 2 x -3 y  = b va 4 x -6 y  = 25 to'g'ri chiziqlar o'zaro parallel 
ekanligi ko'rsatilgan va ular orasidagi masofa aniqlansin.

4.65. y  = kx + 5 to'g'ri chiziqkoordinatalar boshidan d = 
masofa uzoqlikda bo'lsa, к topilsin.

4.66. 4 x - 3 y  = 0 to'g'ri chiziqdan 4 birlik uzoqlikdagi 
nuqtalar geometrik o'mining tenglamasi yozilsin.
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j§ )
4.67. 8x-15>> = 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo'lib, A(4,-2) 

nuqtadan 4 birlik uzoqlikdagi to'g'ri chiziqning tenglamasi 
yozilsin.

4.68. 2x+3y = l2 va 3x+2y = 12 to'g'ri chiziqlar orasidagi 
burchaklar bissektrisalarining tenglamalari yozilsin.

4.69. 3*+4v = 12 va y = 0 to'g'ri chiziqlar orasidgi burchaklar 
bissektrissalarining tenglamalari yozilsin.

4.70. M(x,y) nuqta >> = 4-2* to'g'ri chiziqqa nisbatan 
y = 2x-4  to'g'ri chiziqdan uch m arta uzoqroqda harakat qiladi. 
o'sha nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.71. 2x+y+6 = 0 va Злг+5_и—15 = 0 to'g'ri chiziqlarning 
kesishish nuqtasi M va N(1,-2) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq 
englamasi (M nuqtani topmasdan) yozilsin.

4.72. 5x-j> + 10 = 0 va 8дг+4>>+9 = 0 to'g'ri chiziqlarning 
kesishish nuqtasi M dan o'tib x+3>> = 0 to'g'ri chiziqqa parallel 
bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi (M nuqtani topmasdan) yozilsin.

4.73.Uchlari Л(-3,0), B(2,5) va C(3,2) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchak BD balandligining uzunligi topilsin.

4.74. A(2,4) nuqtadan o'tuvchi va koordinatalar boshidan d  

= 2 uzoqlikda bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi yozilsin.
4.75.Л(-4,-3), B(-5,0), C(5,6) va D(1,0) nuqtalar 

trapetsiyaning uchlari bo'lishi tekshirilsin va uning balandligi 
topilsin.

4.76. Koordinatalar boshidan A(2,2) va B(4,0) nuqtalargacha 
masofalari bir xil bo'lgan to'g'ri chiziq o'tkazilgan. Bu masofa 
topilsin.

4.77. x + 2y-5  = 0 to'g'ri chiziq л/5 masofa uzoqlikda bo'lgan 
geometric o'rnining tenglamasi yozilsin.

4.78. y  = - x  to'g'ri chiziqqa nisbatan у = x to'g'ri chiziqdan 
ikki m arta uzoqroqda harakat qiluvchi M(x,y) nuqta 
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.79. 2x-3y+5 = 0 va 3 x + y -7  = 0 to'g'ri chiziqlarning 
kesishish nuqtasi M(x,y) dan o'tuvchi va y = 2x to'g'ri chiziqqa
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perpendikulyar to'g'ri chiziq tenglamasi (M nuqtani topmasdan) 
yozilsin.

4.80. A(-4,0) va 8(0,6) nuqtalar berilgan. AB kesma 
o'rtasidan Oy o'qidagiga qaraganda Ox o'qdan ikki baravar katta 
kesma ajratuvchi chiziq o'tkazilsin.

4.81. Л(-2,0) va B( 2,-2) nuqtalar berilgan. О A  kesmani 
tomon deb olib, diagonallari В nuqtada kesishuvchi OACD 
parallelogramm yasalgan. Parallelogramm tomonlarining, 
diagonallarining tenglamalari yozilsin va CAD burchak topilsin.

§ 4.2. Ikkinchi tartibli chiziqlar

1. Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tenglamasi
Ax2 + Bxy + Cy2 + Ey + F  = 0 (4.18)

2. Radiusi R va markazi C(xo;yo) va 0 (0 ;0 ) nuqtada bo'lgan 
aylana tenglamasi quyidagicha ko'rinishda bo'ladi:

(x -*oY + (y -y J= R 2 (4.19)
x2 + y 2 = R 2 (4.20)

3. Ellipsning kanonik tenglamasi (koordinata o'qlari ellips 
o'qi bilan ustm a-ust tushadi)

bu yerda a va b -ellips o'qlari:
b2=a2- c 2 (4.22)

^(-c.io) va f,(c;o) - ellips fokuslarini ifodalaydi («>*) . 
Ellipsning eksttisiteti ( e < l -ellips uchun)

* = £  (4.23)a
1. Umumiy holda aylana tenglamasi

Ax2 +Ay2 +Bx + Cy + D = 0 (1)

Ba'zi bir xususiy hollarni ko'rib chiqamiz. a) b2+ c2>4 AD, u 
holda r  > о . (1) tenglama ayniyat ifoda qoladi. б) в2 + c 2 = 4ad , R = о 
. Ko'rilayotgan tenglamaga faqat (a,b) nuqta mos keladi. b) 
в2 + c2 < 4ad  , u holda r  - m avhum  son bo'lib, (1) tenglama



м
m a 'n o s in i  yo'qotadi. Bu tenglamani markazi F(a,b)  va radiusi R 
bo'lgan aylana (x-a)2+ (y-ft)2 = R2 markazi absissa o'qida 
jo y la s h g a n  aylana tenglamasi a) (л:-а)2 + у2 = R2 joylashgan aylana 
te n g la m a s i 6) x1 + (y-ft)2 = /?2 -markazi ordinata o'qida bo'lgan 
a y la n a  te n g la m a s i

в) x2 + y2=R2 - markazi koordinatalar boshida bo'lgan aylana

tenglamasi
в  , с  -Jb2+C2-4AD

a = ------ , ft = ------ , R = -
2 A 2 A 2 A

4.3-rasm. Ellipsning shakli
3. Markazi (a,p) nuqtada bo'lgan ellips ko'rib chiqaylik.

(l~eO +(zz£L  = | .Ellipsning uchlarining koordinatalari

(a -a ,p ) ,( a  + a ,p\ {a ,p  + b ),{a ,p -b ).
Agar fokuslar orasidagi masofa 2c bo'lsa, u holda 

koordinatasi (a-с ,^ ( a  + c,^)bo'ladi(a>ft). A gar a<b bo'lsa, u holda 
fokus nuqtalarining koordinatalar [a,p+c\{a,p-c) bo'ladi. 

Ellipsning umumiy tenglamasini
Ax2 + By2+Cx + Dy + E = 0 (2)

deb yozish mumkin. Bu tenglamani + (-v~2̂ -  = -i

olamiz. U holda m avhum  ellipsni olamiz, ya'ni tenglamani o 'z  
ma nosini yo'qotadi.

Xususiy hollar a) a = o ,p * o ,  СYzfi. = i а> ь bo'lsa.
a b

( — V ’б) p = 0, аФ0 , u holda kanonik tenglama +?-
( a b

bo'ladi.
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Ellipsning ixtiyoriy M (x;y) nuqtasidan fokus masofagacha 
bo'lgan masofa quyidagi formula bilan topiladi.

r, = a -  e x , r2 = a + ex (4-24)
4. Giperbolani kanonik tenglamasi (giperbola o'qi 

koordinata o'qlari ustma-ust tushadi)

(4.25)

bu yerda a,b mos ravishda haqiqiy va m avhum yarim  
o'qlari,

c 2 = a 2 + b 2,
Ft ( -  c, ;0) va F2 (c;0) - giperbola fokuslari, c >  a .

Giperbolaning ekstrentsiteti (4.23) formula orqali topiladi ( f  > 1).

(4.26)

4.4-rasm. Giperbolaning shakli
Giperbolaning M(x;y) nuqtadan fokusgacha bo'lgan masofa

(4.27) quyidagi formula yordamida aniqlanadi.
/-, =\ex -  a|, r, = + a\ (4.27)

Giperbolaning ikkita asimptotasi quyidagi formula bilan 
aniqlanadi.

у  = ± —x 
a (4.28)

5. Koordinata boshida joylashgan parabolaning kanonik 
tenglamasi

y 2 = 2px (4.29)
(agar OX o'qiga nisbatan simmetrik bo'lsa), yoki

x2 = 2px  (4.30)
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y = Ax2 (4.31)
(agar Oy o'qiga nisbatan simmetrik bo'lsa), bu yerda p  yoki

. _ _L -parabola parametri.
2P

Parabolaning fokus nuqtasi j dan OX (fokus radius)

bo'lgan masofa quyidagi formula bilan aniqlanadi.

' = (4.32)

Parabola direktrissasining tenglamasi

* ~ f  (4-33)

Aylanaga doir m isollar:

4.82. a) Markazi C(-4,3), rasiusi R = 5 bo'lgan aylana 
tenglamasi yozilsin va u yasalsin.

A (-l,-l), B(3,2), 0 (0 ,0 ) nuqtalar bu aylanada yotadimi?
b)Aylananing ushbu 2x2 + 2y 2 -  3x + 4 у + 2 = 0 tenglamasiga 

ko'ra, uning makazi va radiusini aniqlang. c). Aylana 
diametrlaridan biri uchlarining koordinatalari berilgan: A (l;4) va 
B(-3;2). Shu aylananing tenglamasini tuzing.

4.83. A(- 4,6) nuqta berilgan. Diametrik О A kesmadan iborat 
aylana tenglamasi yozilsin.

4 .84 .1 ) x2 + y 2 -4 x  + 6 y -3  = 0) 2) x2+y2- 8x = 0 ;
3) x2 + y 2 +4y = 0 aylanalar yasalsin.
4.85. x2 + y 2 +5x = 0 aylana x+ y = 0 to'g'ri chiziq yasalgan va 

ularning kesishgan nuqtalari topilsin.
4.86. A (l,2) nuqtadan o'tuvchi va koordinata o'qlariga 

urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin.
4.87. x2 + y 2 + 4x-6y  = 0 aylananing Oy o'q bilan kesishgan 

uuqtalariga o'tkazilgan radiuslari orasidagi burchak topilsin.
4.88. A (-l,3), B(0,2) va C (l,-l)nuqtalardan o'tuvchi aylana 

tenglamasi yozilsin.
4.89. A(4,4) nuqtadan va x2 + y 2 + 4 x -4 y  = 0 aylana bilan 

У = ~х to'g'ri chiziqning kesishgan nuqtalaridan o'tuvchi aylana 
tenglamasi yozilsin.
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4.90. у = - 4 - х 1 -4 х  egri chiziqning joylashish sohasi aniqlab, 
shakli chizilsin.

4.91. x2 + y 2 —8x—4y + 16 = 0 aylanaga koordinatalar boshidan 
o'tkazilgan urinmalaming tenglamalari yozilsin.

4.92. A(a,0) nuqta berilgan. M nuqta shunday harakat 
qiladiki, д ОМА da ОМА burchak doimo to'g'ri burchak bo'lib 
qoladi. M nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.93.Л(-6,0) va B(2,0) nuqtalar berilgan. Shunday 
nuqtalaming geometrik o'rni topilsinki, ulardan OA va OB 
kesmalar teng burchaklar ostida ko'rinsin.

4.94 .M{x,y) nuqta shunday harakarlanadiki, undan A(-a,0), 
B(0,a) va C(a,0) nuqtalargacha bo'lgan masofalar kvadratlarining 
yig'indisi 3a2 ga teng bo'lib qolaveradi. Nuqta trayektoriyasining 
tenglamasi yozilsin.

4.95 .M(x,y) nuqta shunday harakarlanadiki, undan 
koordinat burchaklarining bissektrisalarigacha bo'lgan masofalar 
kvadratlarining yig'indisi a2 ga teng bo'lib qolaveradi. Nuqta 
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.96. x2 + у 2 =a2 aylana berilgan. Uning A(a,0) nqutasidan 
mumkin bo'lgan barcha vatarlar o'tkazilgan. Bu vatarlar 
o'rtalarining geometrik o'rni aniqlansin.

4.97. Л(-3;0) va B(3,6) nuqtalar berilgan. Diametrik AB 
kesmadan iborat aylana tenglamasi yozilsin.

Ellipsga doir misollar:
4.98. a) x2 +4y2 =16 ellips yasalsin, uning fokuslari va 

ekssentrisiteti topilsin.
b) Uchlari (±5; 0) va (0; ±3) bo'lgan ellipsning kanonik 

tenglamasi va fokus nuqtalarining koordinatlarini toping?
4.99. a) Agar ellipsning: 1) fokuslari orasidagi masofa 8 ga 

teng bo'lib, kichik yarim o'qi b = 3 ; 2) katta yarim o'qi a = 6 , 
ekstrensiteti e = 0,5 bo'lsa, uning kanonik tenglamasi yozilsin.

b) Ellipsning fokuslari abtsissa o'qida hamda o'qlari 16 va 10 
bo'lsa kanonik tenglamani tuzing.
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c)Ellipsning fokus nuqtalarining koordinatalari (±3; 5) va 
katta o'qi 10 ga teng kanonik tengalamasini yozing.

4.100. a) Ellipsning katta yarimo'qi a = 5 va с parametri: 1)
4 8; 2) 4; 3) 3; 4) 1,4; 5) 0 ga teng bo'lsa, uning kichik yarim o'qi 
I) va ekstrensiteti e topilsin.

b) Ellipsning 4 x 2 + 9 y 2 = 36 tenglam asini kanonik ko'rinishiga  

olib keling v a  o 'q lar uzunliklarini hisoblang.
c) Ellips a) X2 + 4 y 2 - 4 x  + 8.y-8 = 0 , b) 9x2 + 4 y 2 + 54*-40^ + 145 = 0 

laming m arkazi fokus nuqtalarining koordinatlari ham da  

o'qlarining uzunliklarini toping.
4.101. a)Yer fokuslaridan birida quyosh joylashgan ellips 

bo'yicha harakat qiladi. quyoshdan yergacha bo'lgan eng kichik 
masofa taxminan 147,5 million kilometrga, eng katta masofa 152,5 
million kilometrga teng bo'lsa, yer orbitasining katta yarim  o'qi 
va eksentrisiteti topilsin.

b) Ellipsning 64x2 + 9уг - 5 7 6  = 0 tenglamasini kanonik 
ko'rinishga olib keling va fokus nuqtasini koordinatalarini toping

4.102. a) Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bo'lgan 
ellips M(2, VI) va B(0,2) nuqtalardan o'tadi. Uning tenglamasi 
yozilsin va M nuqtadan fokuslargacha bo'lgan masofa topilsin.

b) Ellipsning l6x2 +25y2 -400  = 0 tenglamasini kanonik 
ko'rinishga olib keling va o 'q  uchlarini koordinatalarini toping

4.103. a) Fokuslati Ox o'qda yotuvchi ellips koordinata 
o'qlariga nisbatan simetrik bo'lib,

I  3
М(-4,л/2Т) nuqtadan o'tadi va e = -  ekstrensitetiga ega. Ellips

tenglamasi yozilsin va M nuqtaning fokal radiuslari topilsin.
b) Ellipsning fokus nuqtalari koordinatalari (±8,o) va 

ektsentrisiteti e = 0,8 .Kanonik tenglamasini tuzing.
4.104. a) x 2 + 2 y 2 =18 ellipsning o'qlari orasidagi burhckani 

teng ikkiga bo'luvchi vatar uzunligi topilsin.
b) Quyidagi egri chiziq tenglamasi qanday chiziqqa tegishli 

ekanligini aniqlang va grafini chizing.
+ 2 xy + 2 y 2 + */2x -  -J2y  - 5  = 0



с) Ellipsning fokuslari abtsissa o'qida koordinat boshiga 
nisbatan simmetrik joylashgan. O 'qlar aylanasi 6 va ularning 
nisbati 2. Ellipsning kanonik teng tuzing.

4.105. a) 9x2 + 25y2 = 225 ellipsda shunday M(x,y) nuqta 
topilsinki, undan o'ng fokusgacha bo'lgan masofa chap 
fokusgacha bo'lgan masofadan 4 m arta katta bo'lsin.

b) Ellips o'qlarining qanday nisbatida ektsentrensitet a) I ,

b) i ' v ) П teng bo'ladi.

G ip erbola  ga doir m isollar:

4.106. a)x2 - 4 y2 =l6giperbola va uning asimptotalari yasalsin. 
Giperbolaning fokuslari, ekstrensiteti va asimptotalari orasidagi 
burchka topilsin. b) Quyidagi tenglamalarni kanonik ko'rinishga 
olib kelitiring. a) 9x2-l6.y2-i44 = o b) 2x2- y 2 = 6 c) Giperbolaning 
fokusi (0, ± 3) va asimptotasi у = ±2x berilgan. Giperbolaning 
tenglamasi va ekstsentritentini toping

4.107 a)x2 - 4 y2 =16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nuqta 
olingan. Undan fokuslargacha bo'lgan masofalar topilsin.

b)Giperbola ~  + ̂ j = m ing fokus nuqtaning koordinatalari

va o'q uzunligini toping?
c)Quyidagi tenglamalardan qaysilari giperbolani 

tenglamasini ifoda qiladi:
a) Зх2-5.У2+10* +12^-78 = 0 v) Здг2 +ly2 - 140лг +11*-500 = 0
b) Ux2-17x + 10y-24 = 0 g) 4х2- 4у2- 4х + 7.у-12 0  = 0
4.108.a) Giperbola koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik 

bo'lib, М(6,2л/г) nuqtadan o'tadi va 4 = 2 mavhum yarim o'qqa 
ega. Uning tenglamasi yozilsin hamda M nuqtadan fokuslargacha 
bo'lgan masofalar topilsin.

b) Teng tomonli giperbolaning ekstsentristenti toping?

4.109.a)Uchlari ^ +;y  = 1 ellipsning fokuslari esa uning 

uchlarida bo'lgan giperbolaning tenglamasi yozilsin. b)
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2 L - —  = 1 giperbolaning ekstretsentritenti fokus

koordinatasini toping.
4110 a) y - = a 2+x2 giperbola yasalsin, uning fokuslarining 

k o o r d i n a t a l a r i  va asimptotalari orasidagi burchak topilsin. b) 
4t: _25>,! _io° = ° giperbolaning asimptotalarini toping.

c) Giperbola ^  ̂ ' ~ = 1 ™  ̂ birlikga abtsissa o'qini

manfiy yo'nalishida va 4 birlik ordinata o'qini musbat yo'nalishi 
bo'yicha parallel ko'chiring va tenglamasini tuzing.

4.111 a)x2 -Ay2 =16 giperbolaga A(0,-2) nuqtadan io'tkazilgan 
urinmalarning tenglamalari yozilsin.

b) Giperbola 3x2- 5 /  =28 va to'g'ri chiziq 2*-.y = 8ning kesim 
nuqtasining koordinatalarini toping.

c) Giperbola (* + 0 =i ni ordinata o'qi musbat

yo'nalishi parallel 2 birlikka siljiting.
-> •) x~ v”

4.112.a) — - p -  = l giperbolaning fokusidan asimptotalari-

gacha bo'lganmasofalar va asimptotalari orasidagi burchak 
topilsin.

b) i ~ T  = 1 §iperbola A(5,0), C(5V2, -2) va D(2, -3)

nuqtalar orqali o'tadim i?.

4.113.a) = i giperbolaga ichki chizilgan kvadratning

tomoni topilsin va qanday giperbolalarga kvadartni ichki chizish 
mumkinligi tekshirilsin.

b)Giperbolaning fokus nuqtasini koordinatalari (±2V2;o) va 
simptotasi у  = ±x berilgan. Giperbolaning tenglamasini toping. 

Parabolaga doir misollar:
4.114.a) F(0,2) nuqtadan va у = 4 chiziqdan bir xil 

8gr.̂  ashgan nuqtalar geometrik o' mining tenglamasi tuzilsin. Bu
^iziqning koordinata o'qlari bilan kesishgan nuqtalari



# 1

topilsin va u yasalsin. b) y- =i2x parabola grafigi A(3; -6), B(0.5/ ■Л 
) va C(l;3)nuqtalar orqali o'tadim i?

4.115. a)Koordinatalar boshidan va x = -4 to'g'ri chiziqdan 
bir xil uzoqlikda bo'lgan nuqtalar geometrik o'rnining tenglamasi 
tuzilsin. Bu egri chiziqning koordinata o'qlari bilan kesishgan 
nuqtalari topilsin va u yasalsin.

b) Har bir parabolaning fokus va direkrissachini toping:
c) y 2 =-12x, b) y2 +x = 0, d) 3x - y 2 =0
4.116. a )l) (0,0) va (1,-3) nuqtalardan o'tuvchi va Ox o'qqa 

nisbatan simmetrik;b) 2) (0,0) va (2,-4) nuqtalardan o'tuvchi Oy 
o'qqa simmetrik bo'lgan parabola tenglamasi yozilsin. c) Uchi 
koordinata boshida va fokusi a) (3,0), b) (-2,0), c) (0,4),d) (0; - i

)bo'lgan parabolalaming tenglamasini toping.
4.117. a)Markazi y2= 2px parabolaning fokusida bo'lib, 

parabola direktrissasiga urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin 
parabola va aylananing kesishgan nuqtalari topilsin.

b) Uchi koordinata boshida va direkrisisasi a) x = 2 , b) * = -5, 
v) y = 3, g) у = -2bo'lgan parabola tenglamaning toping.

4.118.a) x2 + v2 +4_y = о aylana x+y = 0 to'g'ri chiziqning 
kesishgan nuqtalaridan o'tib, Oy o'qqa nisbatan simmetrik 
bo'lgan parabolaning va uning direkttissasining tenglamalari 
yozilsin. Aylana, to'g'ri chiziq va parabola yasalsin.

b) Radius vektori 10 bo'lgan >>2=8.t parabolaning fokus 
nuqtasini koordinatasi topilsin.

4.119.a) y2= 6x parabolada fokal radius - vektori 4,5 ga teng 
bo'gan nuqta topilsin. b) y 2 = 36* parabolaning (4; y) nuqtasini 
fokal radius vektorini toping.

4.120a)Projektoming oynali sirti parabolaning o'z 
simmaterik o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan. Oynaning 
diametric 80 sm, chuqurligi 10 sm. Nurlam ing parallel dasta 
sharlida qaytishi uchun yorug'lik manbai parabolaning fokuslida 
o'rnatilishi kerak bo'lsa, yorug'lik manbai parabola uchidan 
qanday masofada o'rnatilishi kerak?
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b) Parabolani uchi va o'qini toping, a) y = x2 + 5, b) y  = \2-x2, 
v) y = x2+2x-3 g) x = y 2+ 8 y ,d ) у = x2 - x + 4 ,

4.121. y = -Vx egri chiziqning joylashish sohasi aniqlansin. bu 
egri chiziq yasalsin.

4.122. y2= 6x parabola uchidan o'tishi mumkin bo'lgan 
barcha vatarlar o'tkazilgan, bu vatarlar o'rtalari 
geometriko'mining tenglamasi yozilsin.

Parametrik formada berilgan ikkinchi tartibli chiziqlar
1. Parametrik formada berilgan egri chiziq tenglamasi 

x = yl4-r, y = t + 3 Dekart koordinatalar sistemasida qanday 
chiziqni ifodalaydi.

2. x-a + rcost, y  = b + rsm t.
3. jc =  5 c o s /, y  =  4 s in f

4. x = acosl, y  = bsint
5.Material nuqta a) * = 3cos2t, >> = 4sin2/ b) x = cost, y = sin/ v)

jc =  5 c o s — , v =  2 s i n  —
2  2

g) x = 4 + t2, y  = -  qonuniyat bilan harakatlansa, material 

nuqtaning harakat trayektoriyasini toping.
b) x2+ y2 =\ (aylana) v) | r  + ̂  = 1 (ellips) g) /=•£*-1 

(parabola)
6. v0 boshlang'ich tezlik bilan a burchak ostida otilgan

gi2jismning harakat tenglamasi x = v0/cosf; у = v0/sinf— — bu yerda

t -vaqt, g -erkin tushish tezlanishi « io~j . Jismning 

harakat trayektoriyasini a = ̂  va v0 *io— bo'lganda toping.

§4.3. Fazodag i to 'g 'r i ch iz iq  va  te k is lik

1. Tekislik tenglamalari:
- umumiy tenglamasi:

Ax + By + Cz + D  = 0 , (4.34)
bu yerda A,B,C,D lar haqiqiy sonlar;
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-Mo(xo;yo;zo) nuqtadan o'tuvchi va п = (л,в,с) vektorlarga 
perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasi

A {x-xo)+ B {y - y o)+ C (z -z o) = 0-f (4 .3 5 )

-koordinata o'qlarini mos ravishda a,b,c, nuqtalardan kesib 
o'tgan tekislik tenglamasi

M + r 1; (4-3*)
2. A(xo;yo;zo) nuqtadan Ax+By+Cz+D = о tekislikgacha bo'lgan 

d masofa
d = + By* + Сг0 + D\ g

iJ a 1 + в 2 + c-
3. Berilgan ikkita AlX + B,y + c,z + D,=o va A2x + B2y+ c2z+D2 = о 

tekisliklar orasidagi burchak (<p) quyidagicha topiladi
cos <p = ± A,A2 + B,B +C,C2 _ (4 38ч

V A} + В ; + С,2 -J A2 + B\ + C\
4. Ikki tekislikka parallelik

t  = t  = l  (439)
va perpendikulyarlik shartlari:

A,A3 + B,B2 + C,C2 = о (4.40)
5. Tekislikdagi to'g'ri chiziq ikki tekislikni kesishidan to'g'ri 

chiziq hosil bo'ladi
[ A . x  + B. y  + C.z + D. =0
|Л2*  + B2y  + C2z + D2=0 4̂ ‘41^

6. M (xi;yi;zi) nuqtadan o'tuvchi va s = (m,n,P) vektorlarga 
parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi

x ~ *i ,  у ~ у , ж г - г, (4.42)
т  п р

to'g'ri chiziqning kanonik tenglama yoki
x = xt +mt; у  = y,+  nt; z = z, + pt (4.43)

to'g'ri chiziqning parametrik tenglamasi deyiladi.
7. M i(xi;yi;zi) va Mh(x2;y 2;z2) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri 

chiziq tenglamasi



I

ш
8. agar ikki to 'g'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori berilgan

bo'lsa, Si ={ml,nx,p,)v a  S2 ={m2,n2,p2), u holda
m.m, +и,и, + o.o,

C0Ŝ  = ± I 2 2 2 2 2 3 (4-46)д/от, + /i| + /7, jm 2 + и2 + Рг
9. Ikki to 'g'ri chiziqning parallelligi

/И, И, P,—  = — = —  (4.47)m2 n2 p2
bo'ladi.
10. Ikki to 'g'ri chiziqning perpendikulyarlik sharti

m]m2 + л,л2 + p{p2 = 0 (4.48)

*-*i _ J'-y. _
m n p

Ax + By+Cz+D = 0 tekisliklar orasidagi burchak

11. Berilgan = 2 1 Л  = £ _ !l to 'g'ri chiziq va
°  m n p

f T A * * 1. ■ <4-49>■JЛ + В  +C -Jm + n + p

12.To'g'ri chiziq va tekislik ikkinchi parallelik sharti
Л/и + Bn + Cp = 0 (4.50)

13. To'g'ri chiziq va tekislikning parallelik sharti
A B C
m n p

bo'ladi.

(4.51)

Param etrik formada berilgan ikkinch i tartibli chiziqlar

1. Aylana, x2 +(y- 2)2 =4
x2 v22. ( x - a f  + (y - b )2 = r 2 aylana. 3. Ellips + ̂  = 1

4. Ellips ^r+p- = 1 5. у +  ̂= i (to'g'ri chiziq)

b) x2+y2= i (aylana) v) ^  + ̂ j~ = 1 (ellips)

g) y1 (parabola)

6 .: у  a  1-0,1jc2
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Quyidagi masalarni yeching

4.123. j va nuqtalardan teng uzoqlikda

bo'lgan nuqtalar geometrik o'm ining tenglamasi yozilsin.
4.124. a) Mi(-4; 0; 4) nuqtadan o'tuvchi Ox va Oy o'qlardan 

я=4 va b=3 kesmalar ajratuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.
b) Oz o'q hamda M(4;-2;7) nuqta orqali o'tuvchi tekislik 

tenglamasini tuzing.
c) N(4;-5;7) nuqta orqali o'tib, Oyz tekislikka parallel bo'lgan 

tekislik tenglamasini tuzing.
4.125. a) 1) x-2y+2z-8 = о va x+z-6 = o ; 2) *+2z-6 = o va 

x+2y-4 = o tekisliklar orasidagi burchak topilsin.
в) Mi(2;3;-1) va M2(l;s;3) nuqtalardan o'tib 3x-̂ +3z + i5 = o 

tekislikka perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.
c) 2x + 3>’-5z + 30 = 0 tekislikning koordinata o'qlari bilan 

kesishgan nuqtalarining koordinatalarini toping.
4.126. (-1; -1; 2) nuqtadan o'tuvchi va x-2y+z-4=0 hamda 

x + 2y-2z + 4 = 0 tekisliklarga perpendikulyar tekislikning 
tenglamasi yozilsin.

4.127. 4x + 3 j-5 z-8  = 0 va 4x + 3y-5z + l2 = 0 parallel 
tekisliklar orasidagi masofa topilsin.

4.128.2x-y + 3z-9 = 0; x + 2j/ + 2z-3 = 0; 3x + y- 4 z  + 6 = 0 
tekislikning kesishgan nuqtasi topilsin.

4.12.9. 1) [ v = 4 _ 2z va 2) { ^  = ZT i = :Z~ T  to 8 ri chiziqlarni

ung xOy va xOz tekisliklardagi izlari topilsin va to'g'ri chiziqlar 
yasalsin.

x + 2 j + 3z-13 = 0]
4Л30- Зх + у + 4z-\4 = 0) to'g'ri chiziq tenglamalarini:

1) proyeksiyalari bo'yicha; 2) kanonik ko'rinishda yozilsin. 
To'g'ri chiziqning koordinata tekisliklaridagi izlari topilsin 
hamda to'g'ri chiziq va uning proyeksiyalari yasalsin.
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[у  = Ъ (у  = 2 Где = 4
4.131. 1) [ z = 2) 2) | z = х + 1 3) [z = у tog r i  chizi4 yasalsin

va ularning vektorlari aniqlansin.
4.132.Л(-1; 2; 3) va B(2; 6; -2) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri 

chiziq tenglamalari yozilsin va uning yo'naltiruvchi kosinuslari 
topilsin.

4.133. A(2; -1; 3) va B (2; 3; 3) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chiziq yasalsin va uning tenglamalari yozilsin.

(x —y + z-4  = 0 (x + y  + z-4  = 0 . .
4.134. | . va j .  ,  to g r i chiziqlar [2x + y-2z + 5 = 0 [2x + 3 y- z - 6  = 0 b  1

orasidagi burchak topilsin.

4.135. ^ = f  = J  to'g'ri chiziqning * = z + l, j> = l-z to'g'ri 

chiziqqa perpendikulyar ekanini ko'rsating.

4.136. (-4; 3; 0) nuqtadan o'tuvchi va 2X + y-z = oj t o § ri

chiziqqa parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamalari yozilsin.
4.137. (2; -3; 4) nuqtadan Oz o'qqa tushilgan

perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.
x + l y +2 z-1 . . .

4.138. N(2; -1; 3) nuqtadan —  = = —  to'g'ri

chiziqqacha bo'lgan masofa topilsin.
4.139. £ ^  = Z±1 = £±1 va £ z i = Z z l = £±l parallel to'g'ri1 2  2 1 2  2

chiziqlar orasidagi masofa topilsin.
4.139. y = 3x-l, 2z = -3x + 2 to 'g 'ri chiziq bilan 2x+v + z-4 = 0 

tekislik orasidagi burchak topilsin.
4.140. = = —p- to 'g 'ri chiziq 2x + y - z  = 0 tekislikka

Parallel ekanligi, = = to 'g 'ri chiziq esa shu tekislik

ustida yotishi ko'rsatilgan.
4.141. (-1; 2; -3) nuqtadan o'tuvchi va x = 2, >>-z = l to'g'ri 

chiziqqa perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.
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4.142. = = to'g'ri chiziqdan va (3; 4; 0) nuqtadan
o'tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

J' + l z + 24.143. — - ~  = - y -  to g r i  chiziqdan o'tuvchi va

2x + 3y -  z = 4 tekislikka perpendikulyar tekislikning tenglamasi 
yozilsin.

. . . .  x ~ 3 _ y _ z ~ l  jc + 1 ^ - 1  z
2 ~ 1 “  2 va ~ T  ~ ~  = 2 P arallel to'g'ri

chiziqlardan o'tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.
4.145. Koordinatalar boshidan o'tuvchi va 4y= 3x,y = o va z = о 

tekisliklar bilan teng burchaklar tashkil etuvchi to'g'ri chiziq 
tenglamalari yozilsin va o'sha burchaklar topilsin.

4.146. x = 2t-l, y  = t + 2, 2 = 1-? to'g'ri chiziqning 
3x - 2y + z = 3 tekislik bilan kesishgan nuqtasi topilsin.

4. 147(2; 3; 4) nuqtaning x = y  = z to 'g'ri chiziqdagi 
proyeksiyasi topilsin.

§ 4.4. Ikkinch i tartibli sirtlar

Agar L  egri chiziqning har bir nuqtasi orqali berilgan 5 
vektorga parallel to'g'ri chiziq o'tkazsak, u holda silindrik sirt 
deb ataladigan sirtni hosil qilamiz. 5 vektorga parallel va 
silindrik sirtga tegishli to'g'ri chiziqlar bu sirtning yasovchilari 
deb ataladi, L  egri chiziq esa silindrik sirtning yo'naltiruvchisi 
deb ataladi.

Silindrik sirtni uning yasovchilariga perpendikulyar tekislik 
bilan kesilganda (normal kesim) aylana hosil bo'lsa, u holda 
silindrik sirt doiraviy sirt, agar ellips hosil bo'lsa, elliptik sirt, agar 
parabola hosil bo'lsa, u holda parabolik sirt deyiladi.

Berilgan egri chiziqning har bir nuqtasidan va fazoning bu 
egri chiziqda yotmaydigan belgilangan nuqtasidan o'tuvchi 
barcha to 'g 'ri chiziqlar birlashmasi konus sirt deb ataladi. Mazkur 
egri chiziq konus sirtning yo'naltiruvchisi, oldindan belgilangan
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м
nuqta uning uchi, to 'g'ri chiziqlar esa konus sirtning yasovchilari 
deb ataladi.

Fazodagi egri chiziqni harakatlanayotgan M  nuqtaning 
trayektoriyasi sifatida tasavvur qilaylik, bunda vaqtning har bir t 
m o m e n tid a  bu nuqtaning x,y,z koordinatalari oldindan 
tan lan g an  koordinatalar sistemasiga nisbatan ma'lum bo'lsin:

x = f M  y = f 2{*\ *»/э(0  (4.51)
(1) ko'rinishdagi tenglamalar fazodagi egri chiziqning 

p a ra m e tr ik  tenglamalari deb ataladi.
4.1-jadval

Ellipsoid tenglamasi 7. Paraboloid
tenglamasi
* 2 v 2 -zr + ̂ -T- = 2z

13. Kesishuvchi 
tekisliklar jufti 

tenglamasi

a1 b1

ftP
P *

Mavhum ellipsoid 
tenglamasi

У1 г2 ,
~  + Г Г+~  = _ a' b’ с

8. Giperbolik 
paraboloid sirt 

tenglamasi

14. Parabolik silindt 
sirti tenglamasi

У2 = 2 px

Mavhum konus 
tenglamasi

x2 v2 z2-г + тг + -т = 0

9. Elliptik silindr 
tenglamasi

15. Parallel tekisliklar 
jufti tenglamasi

x2 V

zk
-/

W \

r - b2 =0

A у
X

)
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4. Bir pallali giperboloid 

tenglamasi
x2 y2 z2 
2+^— + Ar— Г = 1 a

10. Mavhum 
elliptik silind 
tenglamasi
x2 v2 _  + 2_  = _ i 

2 i  2 1 a b

16. Mavhum parallel 
tekisliklar jufti 

tenglamasi
У2+Ь2 :

I 
I I

К-

5. Ikki pallali giperboloid 
tenglamasi

11. Mavhum 
kesishuvchi 

tekisliklar jufti 
tenglamasi

-T + Z7- = °  a2 b2

17. O'zaro ustma-ust 
tushadigan 
tekisliklar 

tenglamasi у2 - о

X
*\

И

6 . Konus tenglamasi 12. Giperbolik
silindr

tenglamasi
±1-^ = 1 
a 2 b 2

18. barcha tenglamalar 
uchun 

a>0,b>0,c>0,p>0 
1 va 2  tenglamalar 

uchun a>b>c 
3,4,5, 6, 7, 9,10 

tenglamalar uchun 
a>b

a tekislikdagi chegaralangan D figurani va a tekislikka 
parallel bo'lmagan biror a vektom i qaraylik. U  holda MeD va 

bo'lgan barcha M N  kesmalaming birlashmasi asosi D 
bo'lgan silindr deyiladi.

Silindrik sirtlar tenglamasini olish uchun 
yo'naltiruvchilarning tenglamalarini bilish talab etiladi.

FXx,y,z) = 0\a F2(x,y,z)= 0
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yasovchi tenglamasini
X - x  = У - у  Z - z  

m n p

bu yerda M (x,y,z) yo'naltiruvchiga tegishli nuqta, X ,Y ,Z-  
silindrik sirtning koordinatalari, m ,n ,p  -yasovchiga tegishli 
tashkil etuvchilar (o'zgarmas sonlar)

Quyida berilgan m asalalarni yeching.

4.148. Uchi koordinata boshida bo'lgan konus sirti 
tenglamasini tuzing

^ + ^  = 1
a2 b2 > (4.52)

a2 z2 b2 z2

(4.53)

Yechish. (0;0;0) va (x,y,z) nuqtalardan o'tuvchi tashkil 
etuvchini tenglamasi

x_ = Y z
x у z '

bo'ladi. Bu(4.52) va (4.53) tenglamalardan
x уx = c —, y  = c — 
z z

topiladi.U holda quyidagi konus sirtini olamiz.

4.149. Quyidagi tenglamalar qanday sirtlarni aniqlaydi:
a) x2 + y 2 = 25; b) x2 + y 2 + z2 V) y +T =l; 8> T
4.150. Yarim  o'qlari a = 6 va b = 4 va markazi koordinatalar 

boshida bo'lgan ellips o'zining Oz o'qda yotadigan kichik o'qi 
atrofida aylanadi. Ellipsning bu aylanishida chizadigan sirtning 
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.151. Yarim  o'qlari a = 6, 6 = 4 va markazi koordinatalar 
boshida bo'lgan ellips o'zining Oz o'qda yotadigan katta o'qi 
atrofida aylanadi. Aylanish sirti tenglamasini tuzing. Masalaga 
doir chizma chizing.
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4.152. — + j^  = l ellipsning Oy o'q atrofida aylanish sirti

tenglamasini tuzing.
4.153. Giperbolaning o'zining Ox o'q bilan ustma-ust 

tushadigan katta o'qi atrofida aylanishida chiziladigan sirtning 
tenglamasini tuzing. Giperbolaning yarim  o'qlari a = 8 va b = 6, 
uning markazi esa koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushadi. 
Chizma chizing.

4.154.Yarim o'qlari a = 3 va b = 4 bo'lgan ellips o'zining Oz 
o'q bilan ustma-ust tushadigan mavhum o'qi atrofida aylanadi. 
Giperbolaning markazi koordinatala boshi bilan ustma-ust 
tushadi. Bu giperbolaning aylanishidan hosil bo'lgan sirtning 
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.155. y 2 = 2x parabolaning Ox o'q atrofida aylanishidan 
hosil bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing.

4.156. 2x = 3z to'g'ri chiziqning Ox o'q atrofida aylanishidan 
hosil bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma 
chizing.

x2 z24.157. —— — = 1 giperbolaning Oz o'q atrofida aylanish

sirtning tenglamasini tuzing. Chizma chizing.
4.158. y2 =6z parabolaning Oz o'q atrofida aylanish sirtning 

tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.
4.159. jc- 3 = 0 to'g'ri chiziqning Oz o'q atrofida aylanish 

sirtning tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.
4.160. 14x = y2 +z2 sirtning turini aniqlang va uning tasvirini 

yasang.
t 2 V2 z24.161. — — = | tenglama bilan qanday sirt

belgilanganligi va u z - i = o tekislik bilan qanday chiziq bo'ylab 
kesishishini aniqlang.



2 2 72
4 162. -— — + — = 1 tenglama bilan qanday sirt berilgan- 

8 18 8

ligini va bu sirt z + 2 = 0 tekislik bilan qanday sirt bo'ylab
k e s ish ish in i aniqlang.

4.163. x2 +y2 -4z = 0 tekislik bilan qanday sirt berilganligini 
va u x-2 = 0 tekislik bilan qanday chiziq bo'yicha kesishishini 
aniqlang.

4.164. Diametri 6 m ga, balandligi esa 12 m ga teng bo'lgan 
silindrik bak sirtning yuzini aniqlang.

4.165. Ikkita silindrik bak berilgan birinchi bakning 
diametri 3 m, balandligi esa 4 m, ikkinchi bakning diametri 4 m, 
balandligi esa 3m. qaysi bak sirtning yuzi kattaligini aniqlang.

4.166. Sfera markazi z = 4 tekislikda joylashgan, sferaning 
o'zi esa xOy tekislikka M(2;3;0) nuqtada urinadi. Sferaning 
tenglamasini tuzing va uning markazi koordinatalarini aniqlang.

4.167. A(3;-5;6) va B(5;7;-l) nuqtalar sfera diametrlaridan 
birining oxirlaridir. Bu sferaning tenglamasini tuzing.

4.168.Quyidagi tenglamalar bilan qanday sirtlar aniqlanadi: 
a) x2 + y 2 + z = 9; b) x2 + y 2 + : 2 = 6 z; v) x2 + у 2 + z‘ = 4y + 5;

g) .t2 + y2 + z2 - 2x + 4у -6: = 2 ?
4.169. Л-2 +2y: -3z2 + 2.x + 8y+18z-54 = 0 tenglama qanday 

sirtni ifoda qiladi.
4.170. Quyidagi tenglamalar qanday sirtlarni ifoda qiladi? 
a) x2 - 4у 2 + 4(z -2)‘ -16 = 0 b) 4.x- + 3z‘ -12у + 24 = 0 
v) Jt2 +2(y-2): +3(z-l): =18 g) 4л- у 2 — z2 =4
4.171. Koordinata boshini ko'chirish yordamida sirt 

tenglamalarini sodda ko'rinishga keltiring.
a) x2 + у 2 + z2 - 4.x' + 8y - 6 z + 20 = 0
b) 4.x- +y2 - 8z2 + 8 .v- 4y + 16z-32 = 0 

V) 9л2 -4y2 - 36z2 -18.v-\6y- 216z -367 = 0 
g) 3x2 + y2 + 2z2 - 12a - 6  v + 4z-13 = 0
d) 2x2 - 3z2 + 4.v + 2y + 6 z +1 = 0 .



Takrorlash uchun savollar
1.Analitik geometriya predmeti nimadan iborat?
2.To'g'ri chiziqning umumiy tenglamasi qanday 

ko'rinishda?

3.To'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti deb nimaga 
aytiladi?

4.Ikkinchi darajali tenglamaning umumiy ko'rinishi qanday 
bo'ladi?

5.Aylana tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
6.Aylana qanday ta'riflanadi?
7.Ellips qanday ta'riflanadi?
8.Ellips ekssentrisiteti, direktrisalari qanday ifodalaniladi1

9.Giperbola va parabolaning kanonik tenglamasi qanday 
ko'rinishda bo'ladi?

A N A L IT IK  G EO M ET R IY A G A  D O IR  T EST LA R

1. To'g 'ri chiziq va uning tenglamalari
1. Analitik geometriyada chiziq nima asosida o'rganiladi ?

A) tenglama. B) chizma. C) proektsiya.
D) ta'rif. E) nuqtalar.

2. Tekislikdagi to'g'ri chiziqning umumiy tenglamasini 
ko'rsating:

A) у -kx + b . B) - + £  = i. C) Ax + By + С = 0 .
a b J

D) xco sa  + у sin a  -  p = 0 . E) —~ x° - y ~ y° .
m n

3. Tekislikdagi to'g'ri chiziqning umumiy Ax+Bt/+C=0 
tenglamasidagi A va В koeffitsientlar qanday shartni 
qanoatlantirishi kerak ?

A) A B>0 . В) A+B=0 . C) A -B<0 .
D) A 2 +B2*0  . E) A2-B 2̂ 0 .

.30

4 Tasdiqni yakunlang: Tekislikdagi to'g'ri chiziqning 
jnurniy Ax+Bt/+C=0 tenglamasi bo'yicha tuzilgan я=(А,В) vektor

bu to'g'ri chiziqqa -  .
A) parallel bo'ladi. B) tegishli bo'ladi.
C) perpendikulyar bo'ladi.
D) perpendikulyar b o 'lm ayd i. E) og'm a bo'ladi
5 . Tekislikdagi to'g'ri chiziqning umumiy 3x+5i/+2=0 

tenglam asi bo'yicha uning n normal vektorini toping.
A) n =(5,2). В) n =(3,5). C) n =(3,2).
D) n = (2,5). E) n =(5,3).

6.Ax+By=0 (A,B*0) tenglama qanday to'g'ri chiziqni 
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'qiga parallel bo'lgan.
B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.
C) OY koordinata o'qiga parallel bo'lgan.
D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.
E) koordinata boshidan o'tuvchi.
7.Ax+C=0 ( A ,0 0 )  tenglama qanday to'g'ri chiziqni 

ifodalaydi ?
A) OX koordinata o'qiga parallel bo'lgan.
B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.
C) OY koordinata o'qiga parallel bo'lmagan.
D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.
E) koordinata boshidan o'tuvchi.
8. By+C=0 ( B ,0 0 )  tenglama qanday to'g'ri chiziqni 

ifodalaydi ?
A) OX koordinata o'qiga parallel bo'lmagan.
B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.
C) OY koordinata o'qiga parallel bo'lgan.
D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.
E) koordinata boshidan o'tuvchi.
9. Tekislikdagi to'g'ri chiziqning burchak koeffitsientli 

ter>glamasini ko'rsating.



{&L

А) у = кх + b . В) — + — = 1. С) Ах + Вт/ + С = пa n  J  и
D) ,v cos a + jsinar - р = 0 . Е) -—^  = ̂

т  п
lO.Tekislikdagi to'g'ri chiziqning burchak koeffitsientli 

i/=kx+b tenglamasida к parametr nimani ifodalaydi ?
A)bu to'g'ri chiziqning OX koordinata o'qidan ajratgan 

kesmasini.
B)bu to'g'ri chiziqning OY koordinata o'qidan ajratgan 

kesmasini.
C) bu to'g'ri chiziqning OX koordinata o'qi bilan hosil etgan 

burchak tangensini.
D) bu to'g'ri chiziqning OY koordinata o'qi bilan hosil etgan 

burchak tangensini.
E) bu to'g'ri chiziqdan О koordinata boshigacha bo'lgan 

masofani.

2. To'g'ri ciziqlarga doir asosiy masalalar

1. Qaysi tenglama M(xo,yo) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar 
dastasini ifodalamaydi ?

А ) у - yo = к (x-xo). В) У-~Уо =k. C) x ~x,‘ = -.
x-x0 у -yo к

D) A(x-xo) + B(y-yo) = 0. E) у + yo = k (x+xo).
2. M (-l,4 ) nuqtadan o'tuvchi barcha to'g'ri chiziqlar 

tenglamasini ko'rsating.
A) (x+l)2+(y+4)2=0. B) y=k(x-1)+4.
C) y=k(x-1)-4. D)y=k(x+l)+4:. E ) y=k(x+1)-4
3. Qaysi tenglama M (-3,l) va N(0,7) nuqtalardan o'tuvchi 

to'g'ri chiziqda yotuvchi P(1 ,y) nuqtaning ordinatasi toping.
A) y=0. B) y = -4. C) y = 9.
D) у = -7. E) y = ±5.
4. Ikki y=k\x+bwa y=kix+bi to'g'ri chiziqlar orasidagi a 

burchak tangensi formulasini toping.
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1 + к ук2 ' ь 1 -к,к2 к2- к 1
5.у=2х-3 va у = -Зх +5 to'g'ri chiziqlar orasidagi burchakni 

toping.
A ) 90°. B) 60°. C) 45°. D) 30°. E) 120n.
6 .k parametrning qanday qiymatida y=2x+b va у = kx +c 

to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak «=45° bo'ladi?
A) be. B) -3 . C) b+c. D) 1. E) ±1/3.
7.y=k\x+b\ va y=kix+bi to'g'ri chiziqlarning parallellik 

shartini ko'rsating.
А) к\-кг = - 1 .  В) к\+кг=0. С) k\-ki=\.
D)fa-b=0. E) kvki=0.
8. 3x+ay+Ci=0 va ax+\2y+Qi=0 to'g'ri chiziqlar a  

parametrning qanday qiymatlarida parallel bo'ladi ?
A) ±C i-C 2. B) ±4. C) Ci±Cz.
D) ±6. E) ±7.
9. Aix+Bii/+Ci=0 va Л 2.Г+В21/+С2Ч) to'g'ri chiziqlarning 

perpendikulyarlik shartini ko'rsating.
A) AiB.+A2B2=0. B) A iA 2+BiB2=0.
C) A iB ]-A 2B2=0. D) A iA 2-Bib2=0.
E) A iA 2+BiB2+CiC2=0.
10. 3ax-4y+Ci=0 va ах+12у+Сг=0 to'g'ri chiziqlar a 

parametrning qanday qiymatlarida perpendikulyar bo'ladi ?
A) Ci±C2. B) ±4. C) ±5.
D) ± C i C2. E) ±7.

3. I I  tartib li tenglama va chiziqlar. Aylana va ellips

1 .Markazi M (a,b) nuqtada va radiusi R bo'lgan aylana 
tenglamasini ko'rsating.

A) (x+a)4(y+by=R2. C) (x-a)2+(y-b)2=R2.



В) (x+b)2+(y+a)2=R2. D) {x-b)2+(y-a)2=R2.
E) (x-a)+(y-b)=R.
2. Markazi Mo(xo,yo) nuqtada joylashgan R radiusli aylana 

tenglamasini ko'rsating.
A) x0 + y n = R .
B)|jt — jc0| + J/ — Уо\ = R ■
C)(x-x„y- + (у- у o)2 =R2-
D) (,v + .v0 ) 2 +(y + v0) 2 =R2.
E) x.v0 + yy0 = R 2.

3. Um um iy ko'rinishdagi II tartibli 
Ax2+2Bxi/+Ct/2+2Dx+2Ey+F=0 tenglama aylanani ifodalashi uchun 
В koeffitsient qanday shartni qanoatlantirishi kerak ?

A) B>0. B) B<0. C) B*0. D) B=0. E) B>0.
4. Um um iy tenglamasi x2+y2̂ lx+2y+l=0 bo'lgan aylananing R 

radiusini toping.
A ) R=2. B)R=3. C) R=4. D) R=5. E) R=6.
5. Um um iy tenglamasi x2+y2-6x-4t/-3=0 bo'lgan aylananing 

Mo(xo,yo) markazini toping.
A ) Mo(-2,-3). B)Mo(2,3). C) Mo(-3,-2). D) Mo(3,2). E) 

Mn(-3,2).
6.11 tartibli x2+y2-4x+2y+F=0 tenglama aylanani ifodalashi 

uchun ozod had F qanday shartni qanoatlantirishi kerak ?
A ) F=5. B) F<5. C) F>5. D) F^5. E) IF  1=5.
7. Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y2=R2 aylanani kesib 

o'tadi ?
A ) (k2+l)R2=b2. B) (k2+l)R2>b2. C) (k2+l)R2<b2.
D ) ( W ) M .  E) (k2+l)R2+b2=0 .
8. Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y2=R2 aylanaga u rin ib  

o'tadi ?
A ) (k2+l)R2=b2. B) (k2+l)R2>b2. C) (k2+T)R2<b2.
D) (k2+l)R2*b2. E) (k2+l)R2+b2=0 .



9  Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y2=R2 aylana bilan
kesishmaydi ?

A) (ki+i)R2=b2. B) (k2+\)R2>b2. C) (k2+ l)R2<b2 .
D) (k2+ l)R 2*b2. E) (k2+ l)R 2+b2=0 .
1 0 . y=x+4 to'g'ri chiziq va x2+i/2=8 aylanani urinish nuqtasi 

koordinatalarining yig'indisini toping .
A) -1  • B ) 0 .  C ) l .  D) 2 . E ) - 2  .

4. Giperbola va parabola
1 .Ta'rifn i to'ldiring: Berilgan ikkita Fi va F2 nuqtalargacha 

masofalari ... o'zgarmas son bo'lgan tekislikdagi nuqtalarning 
geometrik o'rni giperbola deyiladi.

A) ayirmasining moduli. B) ko'paytmasi.
C) yig'indisi.
D) bo'linmasi. E) kvadratlarining yig'indisi.
2. Yarim o'qlari a va b(a, b>0) bo'lgangiperbolaning kanonik 

tenglamasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A )’ \ . B)

D) a2x2 + b2y2 = 1 . E) ax2-by2 = 1 .
3. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri giperbolani 

ifodalaydi (a, b>0)?
A ) a2x~ - b2y 2 =±a2lr.
B) x2 - y 2 =±a2b2.
C) a x1 - b2y : = +1.
D) barcha tenglamalar giperbolani ifodalaydi.
E) barcha tenglamalar giperbolani ifodalamaydi. 

x2 .,2
4. = 1 giperbolaning asimptotalari tenglamasini 

o' b“
^o'rsating.

A) y = ± - °L x .

D)
a + b

у  = (a±b) x.

B)

E) y= ±abx .

v = ± -  x. b C)



5. Agar x2-4y2=4 giperbolaga tegishli nuqtaning ordinatasi 0 
ga teng bo'lsa, uning abssissasini toping.

A) x=l. В) x=l. C) x=2.
D )x=±2. E ) x=±l

6.9.v2-4y2=36 giperbola yarim o'qlarining yig'indisini toping. 
A)5. B) 13. C) 9. D) 45. E) 32.
7.9x2-16y2=144 giperbolaning fokuslari orasidagi 2c 

masofani toping.
A ) 2c=5. B) 2c=10. C)2c=15.
D)2c=20. E)2c=25.

8. Agar giperbolaning tenglamasi x2-4y2=16 ko'rinishda 
bo'lsa, uning asimptotalari tenglamalarini toping.

А )у  = ±^дг. В) y = ±-x. C)y=±4x.

D)y=±2x. E) y=±x
2 2

9. Kanonik tenglamasi = l bo'lgan giperbolaning
a b~

ekstsentrisiteti e qaysi formula bilan hisoblanadi ?

A ) , . j  i +i .  в  q J , 4 .

d > 4 ' - 7 -
10. Giperbolaning ekstsentrisiteti г qanday shartni 

qanoatlantiradi ?
A ) e >1. В) е<1. C) e*l. D) e=l. E)0<e<l.

5. Tekislik va uning tenglamalari
1. Tekislikning umumiy tenglamasi qayerda to'liq va to'g'ri 

ifodalangan?
A ) Ax+By+Cz+D=0. B)Ax+By+CDz=0.
C) Ax+By+(C+D)z=0. D) Ax-1+By_1+Cz_1+D=0.
E) Ax2+By2+Cz2+D=0.
2. Umumiy tenglamasi 2x-5y+4z+9=0 bo'lgan tekislikka 

tegishli va koordinatalarining yig'indisi 15 bo'lgan M(x,i/,5) 
nuqtaning abssisasini toping.



А) 4. В )-7. С )3. D ) 0. Е)-1.
3. Umum iy tenglamasi 2x-5y+4z-9=0 bo'lgan tekislikka 

tegishli, OZ o'qda yotuvchi va koordinatalarining yig'indisi birga 
teng bo'lgan nuqtaning ordinatasini toping.

6 A) 4. B) -7. C) 3. D) 0. E) -1.
4. Quyidagilardan qaysi biri Ax+Bi/+Cz+D=0 tenglamali 

tekislikning n normal vektori bo'ladi ?
A) n={B,C,D). B) m=(A,C,D). С) и=(А,В,С).
D) n =(A,B,D). E) и=(С,А,В).
5. Tasdiqni yakunlang: Um um iy tenglamasi Ax+By+Cz+D=0 

bo'lgan tekislikning n=(A,B,C) normal vektori shu ••• .
A ) tekislikda yo tad i.
B) tekislikka parallel bo 'lad i.
C) tekislikka perpendikulyar b o 'lad i.
D) tekisliikka og'ma bo'ladi.
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
6. 3x+4y+7z-81=0 tenglama bilan berilgan tekislik normalini 

aniqlang.
A ) n =(3,4-81). B) n =(3,-4,-81). C) n =(4,7-81).
D )n =(-3,-4,81). E) n =(3,4,7).
7. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri koordinatalar 

boshidan o'tuvchi tekislikni ifodalaydi ?
A ) Ax+Bi/+D=0. B) Ах+Bi/ + Cz=0.
C) By+Cz+D=0. D) Ax+Bt/+Cz+D=0. E) Ax+Cz+D=0.
8. x+y-z=0 tenglamali P  tekislik to'g'risidagi quyidagi 

tasdiqlardan qaysi biri o 'rinli ?
A) P koordinatalar boshidan o'tadi.
B) P OXY tekisligiga parallel.
C) P  OXZ tekisligiga parallel .
D) P O YZ tekisligiga parallel.
E) P  tekislik OZ koordinata o'qiga perpendikulyar.
9. Ax+By+Cz+D=0 tenglama A=D=0 holda qanday P 

tekislikni ifodalaydi?
A) P OX o'qiga parallel.
B )P  OX o'qiga perpendikulyar.
C) P OX o'qi orqali o'tadi.
D )P  OY o'qiga perpendikulyar.



Е) Р  OY o'qiga para lle l.
10. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri OZ koordinata 

o'qidan o'tuvchi tekislikni ifodalaydi ?

1. Berilgan Mo(xo,yo,zo) nuqtadan o'tuvchi tekisliklar 
dastasining tenglamasi qayerda to'g'ri ifodalangan?

E) A(x-xo)+B(y-yo)+C(z-zo)=0 .
2. Fazoning M(l,2,-3) nuqtasidan o'tuvchi tekisliklar dastasi 

tenglamasini ko'rsating.

C) A(x+l)+B(y+2)+C(z-3)=0. D)Ax+2By-3Cz+D=0.
E) A(x-1 )+B(y-2)+C(z-3)+D=0.
3. Mi(3,2,-1), Мг(0,3/1) va Мз(4,5,0) nuqtalardan o'tuvchi 

tekislik tenglamasini ko'rsating.
A ) 2x-y+z-3=0. B) x-2y+z+2=0. C) xh/+2z+1=0.
D) x-y+z=0. E) x-2y+2z+3=0.
4. Mi(3,2,-1), М2(0,ЗД) va Мз(4,5,0) nuqtalardan o'tuvchi 

tekislikda yotuvchi Mo(x,-4, 7) nuqtaning abssissasini toping.
A ) xo=-3 . B) xo=5 .
C) xo=-l,5 . D) xo=9 . E) xo=0

5. Berilgan Mo(xo,yo,zo) nuqtadan o'tuvchi va «=(A,B,C) 
vektorga

perpendikulyar tekislik tenglamasini ko'rsating.
A ) A(x+xo)+B(y+yo)+C(z+zo)=0 . B) Axxo+Byyo+Czzo=0.
C )  + У~Уо  + Z ,~ Zo - Q  p \  -v + x0 , У  + Уд , Z + Z_0_^CI.

A B C '  ' A B C
E) A(x-xo)+B(y-yo)+C(z-zo)=0 .
6.M(1,2,3) nuqtadan o'tuvchi va и=(3,2Д) normal vektorga 

ega tekislik tenglamasini yozing.
A)3x+2y+z-l0=0. B)x+2y+3z-14=0 .

A ) Ax+Bi/+Cz=0. B) Ax+Cz+D=0. C) Ax+Bi/=0.
D) By+Cz+D=0. E) By +D=0.

6. Tekislikka doir asosiy masalalar

A ) A(x+xo)+B(y+yo)+C(z+zo)=0 . B) Axxo+Bx/yo+Czzu=0.

A ) Ax+2By-3Cz=0. B) A(x-l)+B(y-2)+C(z+3)=0.



C) 2x+3y+z-ll=0 . D) x+3i/+2z-l 3=0 .
E) 3x+J/+2z-ll=0.
7 .Berilgan Mo(3,-4,0) nuqtadan o'tuvchi va и=(1,2,-3) 

normal vektorga ega bo'lgan tekislikda yotuvchi N(-3,8, z) 
nuqtaning aplikatasini toping.

A ) z=0 . B ) z=5 . C) z= -1 .
D)z=6 . E) z= -3,5 .
8. Mo(xo,yo,zo) nuqtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo'lgan 

masofani topish formulasini ko'rsating.
A) d = |Ar0 + By„ +Cz0 + D\.
B) d = y[\Ax„ + + Cza + •

, И*0 + ДУо + Czo + ̂ 1
~ W T F T P ~ '

on  , M + x„ + g  + >’„ + С  + z„ + £>j
U ’ / ,2 . r>2 , ^2

9. Зх+4у-2 л/6 z+14=0 tekislikdan koordinata boshigacha 
bo'lgan masofani toping.

A) 14. B) 7. C) 2. D ) 1. Е )2 л/6.
10. Ushbu 4x+3y—5z—8=0 va 4x+3y—5z-12=0 parallel 

tekisliklar orasidagi masofani toping.

l.Mo(xo,yo,zo) nuqtadan o'tuvchi va a=(m,n,p) vektorga 
parallel to'g'ri chiziqning kanonik tenglamasini ko'rsating.

A)4 . B)20 . С) л/2 . E) 2V2.

7. Fazodagi to'g 'ri chiziq tenglamalari

,v + m _ у + n _z + p
-v0 Уо :0

Г ) х~хч _ У~У\ 1
m n p 

E) To' g'ri javob keltirilmagan.

x + x„ y+y , , z +
-v,

m 11 P



ш
2. Kanonik tenglamasi -- = ̂ ~-v° =iZ£o ko'rinishda bo 'ba„

m n p о «П

L to'g'ri chiziq qanday xususiyatga ega ?
A )L to'g'ri chiziq YO Z koordinata tekisligiga parallel 

joylashgan.
В )L to'g'ri chiziq YO Z koordinata tekisligiga 

perpendikulyar joylashgan.
C) L to'g'ri chiziq YO Z koordinata tekisligini kesib o'tadi.
D) L to'g'ri chiziq YO Z koordinata tekisligini kesib 

o'tmaydi.
E) To'gri javob keltirilmagan.

3. Fazodagi L to'g'ri chiziqning = y ~ y ° = — ^  kanonik
m n p

tenglamasida m=0 bo'lsa, L qanday xususiyatga ega bo'ladi ?
A ) L to'g'ri chiziq OX koordinata o'qiga parallel joylashgan.
B) L to'g'ri chiziq OX koordinata o'qiga perpendikulyar

joylashgan.
C) L to'g'ri chiziq OX koordinata o'qiga parallel emas.
D) L to'g'ri chiziq OX koordinata o'qiga perpendikulyar 

emas.
E) To'gri javob keltirilmagan.
4. Kanonik tenglamasi bo'lgan to'g'ri

chiziqning yo'naltiruvchi vektorining koordinatalarini toping.
A ) (-3, 1, 0). В) (3, -1, 0). C) (2,5, -3).
D) (-2, -5, 3). E) (3,1, 0).
5. Kanonik tenglamasi bo'lgan to'g'ri chiziq

yo'naltiruvchi vektorining modulini toping.
A ) 1 В) л/7. С) 5. D) 13. E) VTT.
6. Kanonik tenglamasi = = ̂  bo'lgan to'g'ri chiziq

boshlang'ich nuqtasining koordinatalarini toping.
A ) (-3, 1, 0). В) (3, -1, 0). C) (2,5, -3).
D) (-2, -5, 3). E) (3, 5, 0).



7 Q u y id a g i la r d a n  qaysi biri fazodagi Mo(xcr,t/o,zn)
boshlang'ich nuqta va a=(m,n,p) yo'naltiruvchi vektorga ega

- 'ri c h iz iq n in g  parametrik tenglamasiga teng kuchli emas?
A) xxo=mt, yyo=nt, zzo=pt.
Б) x -mt=xo, y —nt=ya, z-pt=zo.
C) x-xo=mt, y-yo=nt, z-zo=pt.
D) x-xo-mt=0, y-yo-nt=0, z-zo-pf=0 .
p\ x ~ X" — У У" — z — t

' m n p
8. Kanonik tenglamasi = = —  bo'lgan to'g'ri

2 5 - 3  ь b
chiziqning parametrik tenglamasini toping.

9.
A) x=2-3t, y=5+t, z=-3. B) x=2+3t, y=5-t, z=-3.
C) x=3+2t, y=-l+5t, z= -31. D) x=3-2t, y= -1-51, z= 31.
E) x=3+2t, y=5+t, z= -31.

10. To'g'ri chiziqning x=3+2t, y=2+5t, z= 4-3f parametrik 
tenglamasi bo'yicha uning kanonik tenglamasini toping.

A)

C)

E)

x - 3 _ у + 1 _ г

x - 3 _ v - 2 _ z - 4
~2~ ~ 5 ~ ~ 3  ’ 
x- 2 у + 1 :  + 4

B)

D )

x-3 v -5 z +1
2 3 

x-3 _ у -2 
i  ~ s -3

11. Fazodagi to'g'ri chiziqning umumiy tenglamasini 
ko'rsating .

A ) Ax+By+C=0. B) Ax+By+Cz+D=0.
C) A\x+Buy+C\z+D\= A2X+B21/+C2Z+D2.

D ) j A,x + B,y + C,z + D,=0 (A lx+Bly + C,z = 0
\A2x + B2y + C2z + D2 = 0 ‘ |Ax + B,y + C,z = 0'



Odamning ulug'vorligi uning bo'yi bilan o'lchanmaganidek 
xalqning ulugiigi ham, uning soni bilan o'lchanmaydi 

yagona o'lchovi-uning aqliy kamoloti va 
axloqiy barkamolligidir

V .G y u g o

V-BOB. T O 'PLA M LA R  N A Z A R IY A S I E LEM EN T LA R I

§5.1. To'plam lar nazariyasining asosiy tushunchalari
§ 5.2. To'plam lar ustida amallar

5 .1 .To 'p lam lar n aza riyas in in g  asosiy  tu sh un ch a la ri

To'plam lar va ularga doir tushunchalar. To'plam 
deyilganda biror bir xususiyati bo'yicha umumiylikka ega 
bo'lgan ob'yektlar majmuasi tushuniladi. Masalan, I kurs 
talabalari to'plami, [0,1] kesmadagi nuqtalar to'plami, natural 
sonlar to'plami, firma xodimlari to'plami, korxonada ishlab 
chiqarilgan mahsulotlar to'plami va hokazo. Matematikada 
to'plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar bilan belgilanadi. 
A,B,C,D,... to'plamlarga kiruvchi obyektlar ularning elementlari 
deyiladi va odatda mos ravishda kichik a,b ,c kabi harflar 
bilan belgilanadi. Bunda «я element A  to'plamga tegishli (tegishli 
emas)» degan tasdiq aeА  (я гA ) kabi yoziladi.Birorta ham 
elementga ega bo'lmagan to'plam bo'sh to'plam deyiladi va0 
kabi belgilanadi. Masalan, {sirur = 2 tenglamaning yechimlari)=0, 
{perimetri 0 bo'lgan kvadratlar}= 0 , {kvadrati manfiy bo'lgan 
haqiqiy sonlar}=o. Algebrada 0 soni qanday vazifani bajarsa, 
to'plamlar nazariyasida 0 bo'lgan shunga o'xshash vazifani 
bajaradi.

Agar A  to'plamga tegishli har bir a element boshqa bir В 
to'plamga ham tegishli bo'lsa (яеА=>яеВ), u holda A  to'plam В 
to'plamining qismi deyiladi va AczB (yoki B=>A) kabi b e lg ila n a d i. 
Masalan, korxonada ishlab chiqarilayotgan oliy navli mahsulotlar



to'plamini A, barcha mahsulotlar to'plamini esa В deb olsak ,
unda A cB  bo'ladi.

Ta'rifdan ixtiyoriy A to'plam uchun A cA  vaacA  tasdiqlar 
o'rinli bo'lishi kelib chiqadi. Shu sababli to'plamlar uchun с  
belgisi sonlar uchun < belgiga o'xshash ma'noga egadir. Agarda 
A vaBto'plamlar uchun A cB  vaBcrA shartlar bir paytda bajarilsa, 
bu to'plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Masalan,A={—1;1} va B={x2-1=0 tenglama ildizlari},
C={badiiy asarni yozish uchun ishlatilgan harflar) va 

D={alfavitdagi harflar} to'plam lari uchun A=B, C=D bo'ladi.
To'plam lar ustida amallar va ularning xossalari. Algebrada 

a va b sonlar ustida qo'shish va ko'paytirish amallari kiritilgan 
bo'lib, ular

a+b=b+a va ab=ba (kom m utativlik, ya'ni o'rin almashtirish), 
a+(b+c)=(a+b)+c va a(bc)=(ab)c (assotsiativlik, ya'ni guruhlash), 
a(b+c)-ab +ac (distributivlik, ya'ni taqsimot) 

qonunlariga bo'ysunadilar. Bulardan tashqari har qanday a soni 
uchun a+Q=a va a■ 0 = 0  tengliklar ham o'rinli bo'ladi.

A  to'plamdan В to'plamlarning b irlashm asi (y ig 'ind is i) deb 
shunday С to'plamga aytiladiki, u A  va В to'plamlardan kamida 
bittasiga tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan bo'ladi va 
AuB kabi belgilanadi.

Shunday qilib A u B  to'plam yoki A  to'plamga , yoki В 
to'plamga, yoki A  va В to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli 
elementlardan iboratdir.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8| bo'lsa 
A^B={ 1,2,3,4,5,6,8},

C={I navli mahsulotlar} va D={II navli mahsulotlar } bo'lsa, 
unda

CuD={I yoki II navli mahsulotlar} to'plamni ifodalaydi. 
To'plamlarni birlashtirish amali , sonlarni qo'shish amali 

Slngari, A u B  =BuA (kommutativlik),
(A u B ) u  C=Au (BuC ) (assosiativlik)



qonunlarga bo'ysunadi. Bulardan tashqari A.U0=A va, sonlardan 
farqli ravishda, AuA=A, B c A  bo 'lsa AuB=A tengliklar ham 
o'rinli bo'ladi. Bu tasdiqlarning barchasi to'plam lar tengligi 
ta'rifidan foydalanib isbotlanadi. M iso l sifjtida, oxirgi tenglikni 
isbotlaymiz:

x e А и  В  => ,v e A yoki a- e В  => .v e  A => ( А и  £) с  A; 
x e A = > x e A u B = > A c ( A v  В )
Demak, (A u B )c z A  , A c ( A u B ) va , ta'rifga asosan, A u B  =A. 
Bir nechta A i, Аг, А з , ... , An to'plamlarning yig'indisi
A 1U A 2U A 3U  .. ,uA „ = (j Ak 

k=\

kabi belgilanadi va ulardan kam ida bittasiga tegishli bo'lgan 
elementlar to'plami sifatida aniqlanadi.

A va В to'plamlarning kesishmasi (ko'paytmasi) deb 
shunday С to'plamga aytilad iki, u A  va В to'plamlarning 
ikkalasiga ham tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan 
bo'ladi va A n B  kabi belgilanadi.

Shunday qilib A n B  to'plam A  va В  to'plamlarning umumiy 
elementlaridan tashkil topgan b o 'lad i. Sh.i sababli agar ular 
umumiy elementlarga ega bo'lm asa, ya'ni kesishmasa, unda 
AnB=0 bo'ladi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo'lsa AnB={2,4}, 
C={Tekshirilgan mahsulotlar} va D=|Sifatli mahsulotlar} 

bo'lsa, unda
CnD={Tekshirishda sifatli deb toplgan mahsulotlar} 

to'plamni ifodalaydi.
To'plamlarni kesihmasi am ali quvidagi qonunlarga 

bo'ysunadi:
A n B  =BnA (kommutativlik),
(A n B ) nC=An (BnC ) (assotsiativlik),

A n  (BuC)= (AnB) u  (A n C ),
A u  (BnC)= (AuB) n  (A uC ) (distributivlik)



Shu bilan birga AnA=A, A n a = 0 va B c A  bo'lsa AnB=B 
te n g lik la r  ham o'rinli bo'ladi. Bu tasdiqlarning o'rinli ekanligiga 
y u q o r id a  ko'rsatilgan usulda ishonch hosil etish mumkin.

Bir nechta A i, Аг, А з , ..., A  n to'plamlarning kesishmasi
А 1П А 2П .. ,nAi.= П Ak 

k= 1
kabi belgilanadi va barcha Ak (k= 1,2, ■••,«) to'plamlarga tegishli 
bo'lgan umumiy elementlardan tuzilgan to'plam kabi aniqlanadi.

A  va В to'plamlarning ayirmasi deb A  to'plamga tegishli, 
ammo В to'plamga tegishli bo'lmagan elementlardan tashkil 
topgan to'plamga aytiladi va A \B  kabi belgilanadi.

Masalan, A={1,2,3,4,5) va B={1,3,7,9} bo'lsa, unda 
A\B={2,4,5}, B\A={7,9);

C={Korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar}va D=jSifatli 
mahsulotlar) bo'lsa,

C\D={ Korxonada ishlab chiqarilgan sifatsiz mahsulotlar ). 
Demak, A \B  to'plam A  to'plamning В to'plamga tegishli 

bo'lmagan elementlaridan hosil bo'ladi. To'plamlar ayirmasi 
uchun

A\A=0, A \ 0 = A , 0\A = 0 
va A c B  bo'lsa A\B=0 munosabatlar o'rinlidir.
Agar ko'rilayotgan barcha to'plamalarni biror Q 

to'plamning qism to'plam lari kabi qarash mumkin bo'lsa, unda Q 
universal to'plam deb ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog'liq barcha to'plamlar uchun Q=(- 
°°/ °°)  , insonlardan iborat to'plamlar uchun Q={Barcha odamlar) 
universal to'plam bo'ladi. Agar A  to'plam Q 
universalto'plamning qismi bo'lsa, unda Q \A  to'plam A 
to'plamning to'ldiruvchisi deb ataladi va C(A) kabi belgilanadi.

Demak, C(A) to'plam A  to'plamga kirmaydigan 
elementlardan tashkil topgan bo'ladi, ya'ni 

x <e A=>x£ C(A), x £ A => x e C(A).
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Masalan, Q={Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan 
korxonalar) bo'lsa, unda C(A)=) Rejani bajarmagan korxonalar) 
to'plami bo'ladi;

Q={ 1,2,3, •••,«,•• • (-natural sonlar to'plami, A={2,4,6,
2n, ■ ■ -}—juft sonlar to'plami, B={5,6,7, •••,«,•• •}- 4dan katta 
natural sonlar to'plami bo'lsa, unda

C(A)={1,3,5, • • •, 2 )1-1 , • • •}- toq sonlar, C(B)={l,2,3,4}-5dan 
kichik natural sonlar to'plamlarini ifodalaydi.A va В 
to'plamlarning Dekart ко 'paytmasi deb AxB kabi belgilanadigan 
va (x, y) (xgA, i/g B ) ko'rinishdagi juftliklardan tuzilgan yangi 
to'plamga aytiladi.

Agar C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishcilar) bo'lsa, unda 
CxD tajribali va yosh ishchidan iborat bo'lgan turli "ustoz- 
shogird" juftliklaridan iborat to'plamni ifodalaydi.

Umuman olganda to'plamlarning Dekart ko'paytmasi uchun 
AxB^BxA, ya'ni kommutativlik qonuni bajarilmaydi. Masalan, 
A=[0,2] va B=[0,1] to'plamlar uchun AxB asosining uzunligi 2, 
balandligi 1 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni , BxA esa asosining 
uzunligi 1, balandligi 2 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni ifodalaydi 
va bunda AxB^BxA bo'ladi.

X  chekli to'plam elementlari sonini n(x) orqali belgilaymiz. к 
ta elementli X  to'plamni к elementli to'plam deb ataymiz.

Berilgan masalalarni yeching

5.1. A = (r|x e N, x~ > 7} to'plam 2 dan katta bo'lgan 
barcha natural sonlardan tuzilgan, ya'ni A = {3,4,5,6,7,8,9....}.

5.2. .г +Злг + 2 = 0 tenglamaning ildizlari x  = \-2--\) cheksiz 
to'plamni tashkil etadi.

5.3. X  = {x|x e jV, x<3}va Y- |дг|(дг — lXv — 2X-̂  — 3) = 0} to'plamlar 
tengmi?
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5.4. A-ikki xonali sonlar to'plami, B-ikki xonali juft sonlar 
to'plami bo'lsin. Har bir ikki xonali juft son A  to'plamda ham 
mavjud. A = В tenglik o'rinlim i?

5.5. A = {l,2,3,4}, 5 = |l,^,v/9,2: | bo'lsa, AcB.BczA munosabat

o'rinlim i?
5.6. 100 kishidan iborat sayyohlar guruhida 70 kishi ingliz 

tilini, 41 kishi fransuz tilini, 23 kishi esa ikkala tilni biladi. 
Sayyohlar guruhidagi necha kishi ingliz tilini ham, fransuz tilini 
ham bilmaydi?

5.7. O'zbekiston Respublikasining Davlat Gerbi qabul 
qilingan yiln i ifodalovchi sonda qatnashgan raqamlar to'plamini 
tuzing.

5.8. 8 = (10 l24: b'-, : ! j 6 ) to'plam berilgan. Qaysi natural 
sonlar bu to'plamga kiradi? Shu to'plamga tegishli bo'lmagan 
uchta son ayting. Javobni £« belgilari yordamida yozing.

5.9. S to'plam -3;-2;-l;4 elementlaridan tuzilgan. Shu 
sonlarga qarama-qarshi sonlarning to'plamini yozing.

5.10. ''Bo'sh vaqtdan unumli foydalan" jumlasidagi harflar 
to'plamini tuzing.

5.11. Quyidagi har bir to'plamning elementlarni ko'rsating:
a ) E  = {x\x e N, -1 < x < 5} b )  F  ~ { Ф *  = x ~ l\

d ) 0 = {* |4 i + 12)=o} ^  £/ = {фгеЛ,лг =2} .

V = {x)jc 6 N, x2 < 9} U = { x | j :  6 N, x2 < 9}

5.12. Quyidagi to'plamlarni son o'qida belgilang:
a) {х|д:еЛ̂ , х<з} ь  ̂ -2 <x<l]
ф  {;г|лгей, х > 4,l} {дфгей, -2.7<x<l}

jr-j {.г|дг e R, х < б} {xjjc e R, 3,4 < x < 8}

Ь^|л|дгбЛ, - 3 - i - < дг< - l|  ^  V  =  [ \ x 2 = 4 }  0 ( ф с { г - \ \ x 2 - 4 )  = o}



5.13. Quyidagi to'plam qaysi elementlardan tuzilgan:
a) 1 va 3 bilangina yoziladigan barcha uch xonali sonlar 

to'plami,
b) 1,3,5 raqamlardan (faqat bir marta) foydalanib 

yoziladigan barcha uch xonali sonlar to'plami;
d) raqamlarining yig'indisi 5 ga teng bo'lgan uch xonali 

sonlar to'plami;
e) 100 dan kichik va oxirgi raqami 1 bo'lgan barcha natural 

sonlar to'plami?
5.14. Quyidagi to'plamlardan qaysilari bo'sh to'plam:
a) simmetriya markaziga ega bo'lmagan kvadratlar 

to'plami;
{фг2+1 = 0} ^ {ф г 2 =4} |x|x e R, x3 = l}

5.15. Quyidagi to'plamning nega bo'sh to'plam ekanligini 
tushuntiring:

|{х]лг€ЛГ, x< l} ^  (фгеЛГ, 15<jc< 1 б}

d) дс = | |  {фг>7, *<5}

5.16. To'plamning haqiqiy ildizlari to'plam ini toping. Bu 
to'plamlarning qaysilari bo'sh to'plam ekanligini aniqlang:

a) 3x + 15 = 4(.r-8); b) 2x + 4 = 4; d) 2(*-5) = 3x;
e).v3-4 = 0; f ) * ; +16 = 0; g) (2л + 7)(л-2) = 0.
5.17. Quyidagi to'plam elementlarini va elementlar sonini 

ko'rsating:
a) V.f.o) b) («} d) (И  e) г f) tel
g) ({a. b). (c. d)) h) {(a.b.rj.c)

5.18. 5 ta elementi bor bo'lgan to'plam tuzing.
5.19. 5 ta natural son qatnashgan sonly to'plam tuzing.
5.20 A = k.b.c.d.e.f.g.k) B = la,ik)-

c = lb.a.g. k. r). d = {a, .1 e  = le.f.k.g) to'plamlar berilgan.
a) ularning qaysilari A  to'plamning xos qism to'plami 

bo'ladi?
b) D to'plam С to'plamning qism to'plam imi?



d) В  to 'p lam  qaysi to 'p lam ning qism to 'p lam i bo 'lad i?
e ) n(A%n(B), «(C). «© ), л(£) s o n la r n i  o 's is h  t a r t ib id a

joylashtiring.
5.21. A - (3.6,9,12} to 'p lam ning  barcha qism to 'p lam larin i 

tuzing.
5.22. To 'p lam lar jufti berilgan:
a) A = Wavoiy.Bobur.Furqat.Nod-.raheg-m) va В -barcha shoir va  

shoiralar to 'p lam i;
b) C-qavariq to 'rtburchaklar to 'p lam i va D - to 'rtburchaklar 

to'plami;
d) E-Sam arqand o lim lari to 'p lam i; F-O 'zbekiston o lim lari 

to'plami;
e) K-barcha tub sonlar to 'plam i, M -m anfiy sonlar to 'p lam i 
juftlikdagi to 'p lam lardan  qaysi b iri ikkinchisin ing qism

to'plam i bo 'lish in i aniqlang.
5.23. Q u y id ag i to 'p lam lar uchun а с  в yok i S c A  

m unosabatlardan qaysi biri o 'rin li:
a)  ̂= fa,b.c,d), 3 = la.c.d)- \)\ A = (&&}, S = la.c.d\-

d) A = ft 8 = 0 ; e) A = $  8 = fa-*-cj:
f ) Л = 0, 8 - (0); g ) Л = (Caia, 0}, В = {ak
h )  A = { { а . Ш с . Л с . Д  В  = U a .o Lr); ] ) Д  = {{0},0}, 8 = {0.{O).O}?

5.24. M unosabatn ing to'g 'ri yok i noto 'g 'ri ekanlig in i 
aniqlang:

a) {1:2} с [{1;2;3); {1:3}; 1:2} b ) U: 2} e {{1: 2: 3}: (13); 1:2}
d) (1:3} с Ц  {i;3}: 12} e) (I: 3) e {(1; 2:3}; {IS}, 1:2}

5.25. Q u y id ag i to 'p lam lar tengmi:
a) A = [2:4:6} va 3 = {6:4:2}; b) <4 = tX;2;3) va  S = {1:11:111};
d) 4 = {{1:2);{2:3}} Va 5 = {2;3:l}; e) {̂ 256: Ш ,  /Гб} ya

S = {2J 3s: 4*}?
5.26. * = felt* - s.* + 6 = o> to 'p lam lar elem entlari va  A = В; з} 

to 'p lam lar haqida n im  deyish  m um kin?
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§ 5.2.To'plamlar ustida amallar

To'plam lar ustida amallar. A va В to'plam larning ikkalasida 
ham mavjud bo'lgan x elementga shu to'plam larning umumiy 
elementi deyildi. A va В to'plam larning kesishmasi (yoki 
ko'paytmasi) deb, ularning barcha um um iy elementlaridan 
tuzilgan to'plamga aytiladi. A va В to'plam larning kesishmasi 
A n B  ko'rinishda belgilanadi: A n B  = {x\xeA va * e # } .  2-rasmda 
Eyler - Venn diagrammasi nomi bilan ataladigan chizmada A va 
В shakllarning kesishmasi A n B  ni beradi (chizmada shtrixlab 
ko'rsatilgan).

3-rasm.

A

A\B = B',

5.1-rasm

A va В to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi), deb 
ularning kamida bittasida mavjud bo'lgan barcha elementlardan 
tuzilgan to'plamga aytiladi. A va В to'plam larning birlashmasi 
A n B  ko'rinishida belgilanadi: АиВ = {х\хе/\ yoki .ve в) (3-rasm).

A to'plamdan В to'plamlarning ayirmasi, deb A da m avjud  
va В da mavjud bo'lmagan barcha elementlardan tuz ilgan  
to'plamga aytiladi. A to'plamdan В to'plam larning ayirmasi л-в 
ko'rinishida belgilanadi: A - B  = {»\xeA va хев\ (4-rasm)- 
To'plam lar ustida bajariladigan amallarning xossalari sonlar
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tida bajariladigan am allarning xossalariga o'xshash. Har 
qanday X,Y va Z to'plam lar uchun:

1 ) X u Y = Y v X ;  1 ')  A 'r \ Y  = Yr> X;
2 ) ( x u Y ) u Z  = x v ( y v Z ) = ( x v z ) k j y ;

2') (X  n Y )n Z  = (X  n Z ) n Y  = A'n(rnZ);
3) (Xu r)riZ  = (XuZ)u (yu2); 3') (X  n Y )u  Z =(x KJ Z )n (Y  z).
1 ) o=u; 2) l/’=0; 3) (x ')= x , 4) I/ dan olingan har qanday X

va Y to'plam uchun (x n Y )= X 'n Y '-  (x v y )= X 'n Y '.Shuningdek, agar 
x c Y  bo'lsa, X n Y  = x , x u Y  = Y  bo'ladi. Xususan, &c=x va X c X
b o 'lg a n d a , a u X  = <d, <t>ux = x, x n x  = x , X K JX  = X  bo'ladi.

To'plam larga doir masalalarni yeching

5.27. A = {a,b,c,d ,e,f} v a  В = {b,d,e,g,f} to'plamlar berilgan. 
Ularning kesishmasi va birlashmasini Eyler-Venn
diagrammasida talqin eting?

5.28 A = {l,2,3,4}, в  = {l,3,5}, С = {1,5,9} to'plam berilgan. 
D = {l,2,3,4,5,9} to'plam universal to'plam bo'ladim i? £ = {1.2,3,4,5,9,15} 
va м = {1,3,4,5,9} to'plamlar-chi?

5  2 9 .  M =  0 6 ;  29; 15; 68; 27}. P = {4; IS; 27;47; 36; 90}, = (90; 4; 47}

to'plamlar berilgan. Xl n ?• M n q, p n q, м n P n q larni toping.
5.30. A-18 ning hamma natural bo'linuvchilari to'plami, B- 

24 ning hamma natural bo 'linuvchilari to'plami. AnS to'plam 
elementlarini ko'rsting.

5.31. P ikki xonali natural sonlar to'plami, S barcha toq 
natural sonlar to'plam i bo'lsa, A' = PnS to'plamga qaysi sonlar 
kiradi?

a) 2i eft'; b) 32e к ■ d) 7 eft'; e) « K deyish to'g'rim i?
5.32. "Matem atika" va "grammatika" so'zlaridagi harflar 

to plamini tuzing. Bu to 'plam lar kesishmasini toping.
5.33. [1; 5] va [3; 7] kesmalarning kesishmasini toping.
5.34. p = ta.b.e.d.e.f) Va •- =la.$,z.e.k} to'plamlar birlashmasini

5.35. л = frtln e iv.n < 5} va s-  fein 6 N.n > 7) to'plam lar 
birlashmasini toping.

a) 4eл us • b) -зe .4иs • deyish to'g'rim i?
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5.36.Agar a) * = Ы* = sk,k e zi в = ы* = ш - 4,i e г};
Ь )  .4 = t i l l  = 6k - 1, к e ?), S  = If t r  = 6/ + 4,1 s  2 ) b o 'ls a ,  А и  В n j

toping.
5.37. 'i » 12:4:6; 3:...; 40l, S ~ (1; 3: 5; 7;37), С = {fa;Ы fc;Л  {e; f), g h) 

to'plam larning har biridagi elementlar sonini aniqlang. лив <ja 
nechta element mavjud?

5.38. Л = {2;3;4; S; 7; lOj,5 = {3; S; 7;9),С = {4; 9; 11} bo'lsin. Quyidagi 
to'plam larda nechtadan element mavjud:

a )  * iU (Su C ) b ) ( C u 8 ) V A  d ) A n ( B u C )

e )  A U (Sn C ) f) A n ( B n C )  g ) SnC 4uC )?

5.39. .4 = tvi-5 <1 < 10), Б = Evil e .v, з я  < 15} bo'lsin. Ah  va SU 
to'plam elementlarini toping.

5.40. P-ikki xonali natural sonlar to'plami, Q-juft natural 
sonlar to'plami bo'lsin. p /q va q/p  to'plamlarni tuzing.

5.41. С va D kesishuvchi to'plam lar bo'lsin. Eyler -Venn 
diagrammalari yordamida a d.d ic ,C!DkjD C larni tasvirlang.

5.42. -v bilan natural sonlar to'plami N ning butun sonlar 
to'plam i Z ga to'ldiruvchisini belgilaymiz. Quyidgilar to'g'rim i:

а )  - 4 е Л "  ; b )  O e iV '; d )1 3 € i¥ ' ;

f )  -S5e .v ; g )0 e ;V ' ,

5.43. 4 = Mr = 2k 4-1,к ш z} to'plamning Z  to'plamga 
to'ldiruvchisini toping.

5.44.•-< = Cvb = зк,к ez) to'plamning Z  to'plamga to'ldiruvchisini 
toping.

5.45. Agar Acu.Bcu  bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinli 
bo'lishini isbotlang:

а )  (Д и  B f  = A" ПB v. b) (A n B ?' = 4 "u  Br

5.46. Agar A  to'plam - ?.v + 6 = 0 tenglamaning ildizlari 
to'plam i va S  = H bo'lsa, a = в bo'lishini isbotlang.

5.47. a\s = .4\(л n sj tenglikni isbotlang.
5.48. a n ce\.4) = 0 tenglikni isbotlang.
5.49. Ac u,b с и.Апв = 0 bo'lsin. Quyidagilarni Eyler-Benn 

diagrammalari yordami bilan tasvirlang va ulardan tenglarini 
ko'rsating:
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j S )
1 )<дпв>; 2) Л n s■; 3) лпв ; 4)^wS'; 5)W>jS);6 ) * » в
5.50. a) Munosabatlarni isbot qiling:
1 ) C-!us)\s = A-, 2) ли(епС) = (дое)Л(ЛиС)
b) A  va В lar U universal to'plamning qism-to'plamlari. Isbot

qiling:
1 ) C-inS) = .4 'u 3 ’ ;

5.51. Ifodalarni soddalashtiring:
^  8  Л (А и 3 ) ;  2) W n f>F).

5.52. Sinfda bir necha o'quvchi marka yig'dilar. 15 o'quvchi 
O'zbekiston markalarini, 11 kishi chet el markalarini, 6 kishi ham 
O'zbekiston markalarini, ham chet el markalarini yig'di. Sinfda 
necha o'quvchi marka to'plagan?

5.53. 32 o'quvchining 12 tasi voleybol seksiyasiga, 15 tasi 
basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham 
qatnashadi. Sinfdagi necha o'quvchi hech bir seksiyaga 
qatnashmaydi?

5.54. 30 o'quchidan 18 tasi matematikaga, 17 tasi esa fizikaga 
qiziqadi. Ikkala fanga ham qiziqadigan o'quvchilar soni nechta 
bo'lishi mumkin? (Ko'rsatma. Ikkala fanga ham qiziqmaydigan 
o'quvchilar soni fee Co,1,2,3...12}).

5.55. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis 
tilini ham, fransuz tilini ham bilmaydi, 75 tasi nemis tilini, 83 tasi 
esa fransuz tilini biladi. Ikkala tilni ham biladigan sayyohlar 
sonini toping.

5.56. 26 o'quvchining 14 tasi shaxmatga, 16 tasi shashkaga 
qiziqadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga qiziqadigan 
o'quvchilar nechta?

Takrorlash uchun savollar
l.To'plam deb nimaga aytiladi?
2-Universal to'plam deb nimaga aytiladi?
3-Qism to'plam nima?
^•To'plamning qanday xossalari bor?
^■To'plamning birlashmasi va kesishmasining farqi nimada? 
6-Bo'sh to'plam nima?
^•Qachon to'plamlar teng deyiladi?
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Jg L

T O 'PLA M LA R G A  D O IR  N A Z O R A T  T EST LA R I
1. To'plam lar va ular ustida am allar

1. To'plam lar nazariyasining asoschisi kim ?
A ) Pifagor . B) Dekart. C) Kantor .
D) Ferma . E) Gauss .

2. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri bo'sh to'plam emas?
A ) Kvadrati manfiy bo'lgan haqiqiy sonlar.
B) sinx = 2 tenglama yechimlari to'plami.
C) Ikkita burchagi o'tmas bo'lgan uchburchaklar to'plami.
D ) Kubi manfiy bo'lgan sonlar to'plami.
E) Ikkiga bo'linmaydigan juft sonlar to'plami.

3. Qachon A  to'plam В to'plamning qismi deyiladi?
A ) Agar A  va В bir xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
B) Agar A va В har xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
C)Agar В to'plamning har bir elementi A to'plamga tegishli 

bo'lsa.
D)Agar A  to'plamning har bir elementi В to'plamga tegishli 

bo'lsa.
E) To'g'ri javob keltirilmagan.

4. Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri noto'g'ri?
A ) bo'sh to'plam barcha to'plam larning to'plam ostisi 

bo'ladi.
B) har bir to'plam o'zining to'plam ostisi bo'ladi.
C)Agar A c B  va C cA  bo'lsa, unda C cB  bo'ladi.
D )Agar B c A  bo'lsa, unda AnB=B bo'ladi.
E)Agar B c A  bo'lsa, unda AuB=B bo'ladi.

5. A  va В to'plam lar birlashmasi amali qayerda ifodalangan
A ) A u B .  В) A  n  В. С) А  с  B.
D) A  oB. E) A  \ B.
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Й )
6 . Agar хеА  u  Б bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri

o 'r in li emas ?
A ) x e A ,x g B .  B )x g A ,x e B .  C )x £ A ,x g B .
D) xeA  , xeB . E) barcha tasdiqlar o'rinli bo'ladi .

7 . To'plamlar birlashmasi amalining xossasi qayerda 
noto'g'ri ko'rsatilgan ? (Q - universal to'plam, 0  - bo'sh to'plam)

A) A u B  = Bk jA .  B) A u0= A . С ) A u A  = A.
D) A u Q  = Q. E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.
g a  = [-3, 0 ] va В = (-1, 5 ] to'plamlar birlashmasi qayerda 

to'g'ri ko'rsatilgan?
A ) [-3,5]. B )[- 3 ,- l], C )(-1 ,0). D) (0,5]. E) [-

1, 5].
9. A  va В to'plamlar kesishmasi amali qayerda ifodalangan? 
А ) А  и  В. В) A  n  В. С) A  c= В. D) А =>В. Е) А

\ В.
10. Agar x g A п  В bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri 

o'rinli bo'ladi ?
A )x e A ,x g B .  B )x g A ,x e B .  С )хёА,х<гВ.
D) xeA  , xeB . E) barcha tasdiqlar o 'rinli emas .

2.Chekli va cheksiz to'plam lar

1.Chekli to'plamni ko'rsating.
A ) M oduli 2 dan kichik bo'lgan haqiqiy sonlar to'plami.
B) M oduli 2 dan kichik ratsional sonlar to'plami.
C) M oduli 2 dan kichik irratsional sonlar to'plami.
D) M oduli 2 dan kichik butun sonlar to'plami.
E) Moduli 2 dan kichik kasr sonlar to'plami.

2. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri cheksiz to'plam bo'ladi?
A ) ax2+bx+c=0 kvadrat tenglama ildizlari to'plami .
B) ax+b=c (я^О) chiziqli tenglama ildizlari to 'p lam i.
C) sinx=rt (1я1<1) trigonometrik tenglama ildizlari to'plami .
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D) logax=b (л>0, a*\) logarifmik tenglama ildizlari to 'p lam i.
E) ax = b (я>0, a* 1) ko'rsatgichli tenglama ildizlari to'plami .

3. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqli emas?
A ) butun sonlar to 'p lam i. B) ratsional sonlar to 'p lam i.
C) juft sonlar to 'p lam i. D) toq sonlar to 'p lam i.
E) irratsional sonlar to'plami.
4. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqsiz?
A ) butun sonlar to 'p lam i. B) ratsional sonlar to 'p lam i.
C) irratsional sonlar to 'p lam i. D) toq sonlar to'plami .
E ) juft sonlar to'plami.
5. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqli?
A ) (a,b) oraliqdagi sonlar to'plami.
B) ratsional sonlar to 'p lam i.
C) irratsional sonlar to 'p lam i.
D) haqiqiy sonlar to 'p lam i.
E) musbat sonlar to'plami.
6. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri chekli emas?
A ) kitobdagi varaqlar to'plami.
B) alfavitdagi harflar to'plami.
C) tub sonlar to'plami.
D) ko'pburchak tomonlari to'plami.
E) Buxorodagi talabalar to'plami .
7. Quyidagi tenglamalardan qaysi birining ildizlari cheksiz 

to'plam hosil qiladi?
A ) ax=b (a>0, a* 1). B) logax=b (a>0, я*1).
С )ax3+ bx2+cx+d=0. D) sinax=b (lb!<1).
E) Barcha tenglama ildizlari chekli to'plam hosil q ilad i.

8. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri cheksiz emas?
A ) 5 ga karrali natural sonlar to'plami.
B) to'g'ri burchakli uchburchaklar to'plami.
C) cosx=0.7 tenglama ildizlari to'plami.
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D) Yer yuzidagi barcha odamlar to'plami.
E) [a,b] kesmadagi nuqtalar to'plami.

9. Qaysi javobdagi A va В to'plamlar ekvivalent (A~B ) 
emas?

A) A=Z= {butun sonlar to'plami}, B=N={natural sonlar 
to'plami}.

B)A=[0,1], B= [0,10].
C) Л={1,2,3,4,5}, B={11,12,13,14,15}.

D) Л={10,15,20,25} B={31,32,33,34,35}.
E) A=JV={natural sonlar to'plami}, B=Q={ratsional sonlar 

to'plami}.
10. Sanoqli to'plam ta'rifini to'ldiring: A  to'plam sanoqli 

deyiladi, agarda u ....... to'plamiga ekvivalent bo'lsa.
A ) (0,1) oraliqdagi nuqtalar. B) irratsional sonlar .
C) [0,1] kesmadagi nuqtalar.
D) natural sonlar. E) haqiqiy sonlar.

3. Qavariq to'plam lar

1. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri nuqtaviy emas?
A ) [a,b] kesma . B) (a,b) oraliq . C) doira . D) shar .
E) keltirilgan barcha to'plamlar nuqtaviy .
l .T a 'r ifn i to'ldiring: Nuqtaviy A  to'plam qavariq deyiladi, 

agarda uning ixtiyoriy ikkita nuqtasini tutashtiruvchi kesmaning 
.... A  to'plamga tegishli bo'lsa.

A ) faqat chegaraviy nuqtalari. B) kamida bitta nuqtasi.
C) kamida ikkita nuqtasi. D) barcha nuqtalari.
E) bir qism nuqtalari.
3.Tekislikdagi ushbu to'plamlardan qaysi biri qavariq 

bo'lmasligi mumkin?
A ) trapetsiya. B) uchburchak.
C) to'rtburchak. D) kesma. E) romb.
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4. Fazodagi ushbu to'plamlardan qaysi biri qavariq 
bo'lmasligi mumkin?

A ) shar. B) piramida. C) prizma. D) konus.
E) keltirilgan barcha to'plam lar doimo qavariq bo'ladi.
5. Tasdiqni to'ldiring: A to'plamning ichki nuqtasini o'z ichiga 

oluvchi shunday yetarli kichik kesma mavjudki, uning ••• A 
to'plamga tegishli bo'ladi.

A ) faqat bitta nuqtasi. B) faqat biror nuqtasi.
C) barcha nuqtalari D) faqat bir qism nuqtalari .
E ) faqat ikkita nuqtasi.
6. Agar I kesma A  to'plamning biror chetki nuqtasini o'z 

ichiga olsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?
A ) I kesmaning bitta nuqtasi A  to'plamga tegishli.
B) I kesmaning biror nuqtasi A  to'plamga tegishli.
C) 1 kesmaning barcha nuqtalari A  to'plamga tegishli.
D) / kesmaning bir qism nuqtalari A  to'plamga tegishli.

E) barcha tasdiqlar o 'rin li bo'ladi.
7.Trapetsiya nechta chetki nuqtaga ega ?

A ) 0 . В) 1 . C) 2 . D) 3 . E) 4 .
8. Tekislikdagi ushbu to'plamlardan qaysi biri cheksiz ko'p 

chetki nuqtaga ega?
A ) romb. B) kesma. C) uchburchak.
D) doira. E) trapetsiya.

9. Kub nechta chetki nuqtaga ega ?
A ) 0 . B) 2 . C) 4 . D ) 6 . E) 8 .

10. Fazodagi ushbu to'plamlardan qaysi biri cheksiz ko'p 
chetki nuqtaga ega?

A ) piramida. B) prizma. C) kub. D) shar. E) 
parallelepiped.



ш
Matematikaning asosiy vazifasi bizni o'rab turgan 

tartibsizliklarda yashiringan tartibni topishdan iborat.
N.Viner

V I-ВОВ. FU N K S IY A , U N IN G  L IM IT I V A  
U Z L U K S IZ L IG I

§6.1. Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar.
§6.2. Funksiyaning lim iti
§6.3. Funksiyaning uzluksizligi va uzulish nuqtalari

§ 6.1. Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar

1. Agar X to'plamning har bir x elementiga Y to'plamning 
ma'lum bir у  elementi biror/qonun-qoida asosida mos qo'yilgan 
bo'lsa, u holda X to'plamda у = f(x)funksiya berilgan deyiladi. 
Bunda x-erkli o'zgaruvchi yoki argument, y-erksiz o'zgaruvchi 
yoki funksiya deyiladi.

у = f(x) funksiyada x argument qabul qila oladigan barcha 
qiymatlar to'plami funksiyaning aniqlanish sohasi deyiladi va 
D{/} kabi belgilanadi. x e D {f } bo'lganda v = f{x) funksiya qabul 
qiladigan qiymatlar to'plam i funksiyaning o'zgarish sohasi deb 
ataladi va E{/} kabi belgilanadi.

2. Agar y  = f(x) funksiya uchun /(- x) = /(x) yoki 
/(-x) = -/(x) shart bajarilsa u mos ravishda juft yoki toq 
funksiya deyiladi.

3. Agar y  = f(x) funksiyada argumentning har qanday x, <x2 
qiymatlari uchun /(x,)</(x2) yoki /(x,)> /(x2) shart bajarilsa, u 
mos ravishda o'suvchi yoki kamayuvchi funksiya deyiladi. 
O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar birgalikda monoton 
f4tiksiyalar deyiladi.

4. Agarda ixtiyoriy xeD {/} va biror chekli M  soni uchun 
l/(x| < M tengsizlik bajarilsa, unda у = /(x) chegaralatigan 
funksiya deyiladi. Aks holda у = /(x) chegaralanmagan 
funksiyani ifodalaydi.

5. Quyidagilar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi:
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1) у = ха - darajali fiinksiya. Bunda daraja ko'rsatkichi a 
ixtiyoriy haqiqiy son bo'lishi mumkin. Darajali funksiyaning 
aniqlanish D {/} va o'zgarish E {/] sohalari a  qiymatiga qarab 
topiladi.

2) y = ax;a>0a*l - ko'rsatkichli fiinksiya. Bunda 
£){/} = (- да,oo) va E { f ]  =(0,+oo) bo'ladi.

3) у = logy x a>0,a*\ -logarifmik funksiya. Bunda 
D { f }  = (0 ,+oo) va E { f )  = (- oo,-kx>) bo'ladi.

4) y = sinx, у  = cosx, y=tgx, v = ctgx - trigonometrik 
funksiyalar. Bu yerda

Dfsinx} = Djcosx} =(-oo,+co), £{sinx} = ̂ {cosx} =[-1,1],

D{tgx} = [x :x * ^ (2 &  + 1),Л = 0,±1,±2,--.}, E{tgx] =(-oo,+oo),

D{ctgx} = {x\x*  лк,к = 0,+ 1,±2,-■ , E  {ctgx} = (- oo,+oo):

5) у = arcsinx, y = arccosx, у = arctgx, y = arcctgx - teskari
trigonometrik fnnksiyalar. Bu funksiyalar uchun

D{ arcsinx} =[-1,1], £{ arcsinx} =[-л72,/г/2],
Djarccosx} = [-1,1], £{arccosx} = [0, jt],
D {arctgx) = (-  oo,+oo), E  {arctgx} = (-  n !1 ,k  !2\
D{arcctgx\ = (-  oo,+x), E  {arcctgx} = (0, ж).

6 . y=/(x) va y=g(x) funksiyalar berilgan bo'lib,
shart bajarilgan bo'lsin. Bu holda y=f(g(x)) funksiya aniqlangan 
bo'lib, u murakkab fiinksiya deb ataladi. Bunda y=/(-) - tashqi, 
y~g(x)~ ichki funksiya deyiladi. Murakkab funksiya hosil etish 
amali funksiyalarni kompozitsiyalash deb yuritiladi.

7. Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida 
arifmetik va kompozitsiyalash amallarini bajarish orqali hosil 
qilingan funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi.

8 . Agar y = /(x) funksiya uchun biror T>0 soni va x 
argumentning barcha qiymatlarida f (x  + T) = f (x )  tenglik o'rinli 
bo'lsa, unda y=/(x) davriy funksiya, T esa uning davri deyiladi.

9. y=f(x) funksiya D {/} aniqlanish sohasiga tegishli har bir x 
nuqtaga Ej/j o'zgarish sohasiga tegishli bitta у nuqtani mos



0'yadi. Bu yerda har bir y e E { f }  nuqtaga bitta x e D {f }  nuqtani
qo'yuvchi x=g(y) funksiya mavjud bo'lsin. Bu holda x=g(y) 

funkSiya y~f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi. Odatda 
-f(x) fu n k s iy a g a  teskari funksiya y = f~ '(x ) kabi belgilanadi. 

Bunda LTV * ) ] -1 = f (x) munosabat o 'rin li bo'ladi va shu sababli 
ax) ham da / " ’(*) o'zaro teskari funksiyalar deb yuritiladi. Bunda 
D^f} = E { f ~ ' } , E { f } - D { f ~1}munosabatlar o'rinli bo'ladi.

10. Grafiklarni almashtirish:
a) у  = f (x  + a) funksiya grafigi у  = f (x )  funksiya grafigini OX 

o'qi bo'yicha a birlik chapga (a> 0 ) yoki o'ngga ( a < 0  ) parallel 
ko'chirishdan hosil bo'ladi.

b) y  = f{x)+b  funksiya grafigi y = .f(x) funksiya grafigini OY 
o'qi bo'yicha b birlik yuqoriga ( b > 0 ) yoki pastga ( b < 0 ) parallel 
siljishitishdan hosil bo'ladi.

c) y = Cf(x ) (C *0 ) funksiya grafigi y = f (x ) funksiya grafigini 
OY o'qiga nisbatan С marta cho'zish (|C| > 1 ) yoki qisish (0 < |C| < 1) 
orqali hosil qilinadi.

d) y  = f(kx ) funksiya grafigi y = f {x ) funksiya grafigini OX 
o'qiga nisbatan к marta kengaytirish ( к > 1 ) yoki qisish ( 0  < к < 1 
)orqali hosil qilinadi.

11. Haqiqiy x sonning absolut qiymati |jc| kabi belgilanadi
va

. \ \ x ,  agar x> 0  
[- x, agar x< 0

tenglik blan aniqlanadi.

1. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping:

6.1) y .  W * 4 +2JiK ;; 6.2 ) ,  = M ^ 4 ;
x-1 \g(x-\)2

6.3) у  = %/4 _д:2tgx;

6 .4 ) у  = gEpsin (* - 1) . 6>5) y  = V s in x z 0 .5 _ lg(jc_ 1)|n(4_ x ) .
lgx Mx-2



X , гтч 3 Л

6 .8 ) у  = л/х + 2 -1п(4-х) ; 6 .9 ) .у = —  " Y lnIf± i2 _
(х2 +1)V5* х

arcsin х п  7
6Л0)>; = 1 ^ -  6.11 ) , - ^ f _ + h (x + 10)

2.Quyidagi funksiyalarning o'zgarish sohasini toping:
X

6.12) y = 3sinx + 4cosx ; 6.13) >> = e 2 ;

614) >' = 7— 7 ; 6.15) у  =
1+jf2 (sinx + cosx) 2 + 2

2V2x-l6.16) у = log^arccosx); 6.17) y  = -
x2 +1

6.18) у  = 6sinx-8cosх ; 6.19) y  = 2-5 2л ;
6.20) у  = -Ъх2 + 1 0 x - 3 ;  6.21) _y = —5jc2 + 2 6 x  + 5. 
6 -22 ) .

3 sin 2 jc +  4  cos 2 дг

6.23). v = io -2*: funksiyaning E{/] o'zgarish sohasini toping.

3. Quyidagi funksiyalarni ju ft va toqlikka tekshiring:

6.24) j> = x + s in x ; 6.25) y  = xsin3* ;

6.26) y = xcosx; 6.27) y  = . 6.28) y  = ̂ ! ±  ■
vcosx 2X

6.29) y  = lg 2 - x 2 

2 +  x 3
6.30) y  = sinx

x3

6.31) у  = (sin2 x + cosx)x3 ; 6.32) y = x2 lnx;
6.33) у  = 34jr x 2 +COSX.

6.34)я) y  = — --- V l- x 2 ; b) y  = \x\tgx + x3; c ) y  = 3х sinx
cosx

d) y = 2 sin 4 x  funksiyani eng kichiik davrini toping.

162



4.Murakkab funksiyaga doir quyidagi masalalarni 
yeching:

6.35) 1̂ = ? ' 6.36) y(x ) = 2 y(log, x) = l ;
1 x V x / 2

6.37) z W " ?;

6.38) у  = 3 \  y {A z (x ) )= \ ,  z (x )- ? .
X

6.39) f(g(x)) = . Дх)=?, g(x)=?
6.40) f(g(x)) = f\ + tg2x. /(x)=?, g(x)=?

6.41)Я*) = ~~~ funksiya bo'yicha y (-) murakkab funksiyani
x - 2  \ x j

toping.
6.42) y(x )= 2x  + 5 va , (3 _ 2*(x»- 10 -ex bo'lsa, z(x) funksiyani 

toping.
§ 6.2. Funksiyaning lim iti

1. Agar ixtiyoriy kich ik£>0 soni uchun shunday S = d'(e)>0 
son topilsaki, |*-a|<5 shartni qanoatlantiruvchi barcha x va biror 
chekli A  soni uchun \f(x )-A \< e  tengsizlik bajarilsa, u holda A 
soni y = f(x) funksiyaning x - *a  holdagi lim iti deyiladi va 
lim f (x )= A  kabi ifodalanadi.X->fl

2. Agar ixtiyoriy kichik e > 0 soni uchun shunday N  = N (s )>  0
son topilsaki, |x| > N shartni qanoatlantiruvchi barcha x va biror
chekli A soni uchun \f(x )-A \< s  tengsizlik bajarilsa, u holda A
soni у = f(x) funksiyaning x-»±co holdagi lim iti deyiladi va
lim f {x )=  A kabi ifodalanadi.*-*±00 7

3. Agar lima(x) = 0 yoki lim a(x) = 0 bo'lsa, unda a(x)
x -+ a  x-»±a>

funksiya mos ravishda x—>a yoki x->±» holda cheksiz kichik 
"iicjdor deyiladi.

4. Cheksiz kichik miqdorlar quyidagi xossalarga ega:



a) Agar а(х) cheksiz kichik miqdor bo'lsa, unda ixtiyoriy с 
o'zgarmas son uchun C a (x ) ham cheksiz kichik miqdor bo'ladi

b) Agar a(x) va fi(x) cheksiz kichik miqdorlar bo'lsa, unda 
a(x)± p{x),a[x) j3(x) ham va /3(x) cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi

c) a(x) va fi(x) cheksiz kichik miqdorlarning nisbati a(x)l p(X} 
cheksiz kichik miqdor bo'lishi shart emas. Agar

kichik miqdorlar ekvivialent deb ataladi va a(x)~/3(x) kabi 
belgianadi. Masalan, agair a(x) cheksiz kichik miqdor bo'lsa

sin а(лг)~ «(.*); arcsin a{(x)~ a(x}, tga(x )~a{x), arctga(x)~ a(x),

а “ (л) - 1 ~ a(.ic)lna; ea^  - 1 ~ a (x ), (l + a (x ))" ~ 1 + na(x\
d) Agar a(x) cheksiz kichik miqdor bo'lsa, unda нш 1 = x

*-+» a(x)
ya'ni _ J _  funksiya cheksiz katta bo'ladi.

a(x)
5. Turli funksiyalarniing lim itlarini hisoblashda
lim Cf ( x ) = С lim j f  ( ^ ) = С  • A ( С  — const ), lim С = С

x  -»  a  x  -»  a x  -> a

formulalardan va

ekanligidan foydalamish mumkin.
6. Lim itlarni hisoblas;hda quyidagi tengliklardan foydalanish 

mumkin:
1) iim 5!2-JL _ ] -birinc.hi ajoyib limit;

= 1 (e - chekli son yoki cheksiz ) bo'lsa , a(x) va fi(x) cheksiz

2 )  lim f  1 + - )  =  lim (l + x)Ux = e = 2 . 7 1 8 2 8  ■■■ - ikkinchi ajoyib.r-> ±сс̂  x )  x -> 0

l im it ;
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7 [fOOl^ ko'rinishdagi murakkab darajali-ko'rsatkichli 

funksiyaning lim iti f(x)>0 shartda umumiy holda
lim  [ = ex p { lim  [ g  ( x )  In / ( * ) ] } ,  e x p { * !  = e :* !
x->a x^ a
tenglik orqali hisoblanishi mumkin.
Quyidagi xususiy hollarda bu lim it javobini darhol yozish 

mumkin:
7.1. Agar lim / (* )  = A > o, lim g(.v)=fi va A, В chekli

x  -»  a  x -> a

sonlar bo'lsa, unda
iim [/W Fw  = ^  ;

x - > a

7.1. Agar 0<Д<1 va B=+°<= bo'lsa, unda lim [/(x)]s(jr) = [л+х ] = o;A' —> (I
7.3. Agar A> 1 va B=+°° bo'lsa, unda lim [/(.*)]s(t) = [A+r ] = +x;

: . x -> a

7.4. Agar 0<A<1 va B=-°° bo'lsa, unda lim [/(.r)]g(r) = ] = +=c
x - * a

7.5. Agar A> 1 va B=-°° bo'lsa, unda lim[f{x)]ĝx) = [/Tx] = o;
x -> a

A=1 va B=±°° , A=0 va B=0 , A=+°° va B=0 hollarda 
lim [/(* )]*(*) lim itni hisoblash masalasi mos ravishda 1°° , 0° , ° °0
x ->a

ko'rinishdagi aniqmasliklami ochish orqali yechiladi.
8. lim f  (x ) = A , lim g ( x) = B  bo'lganda f(x) va g(x)

x a  x —► и

funksiyalar nisbatlarining lim iti A va В chekli sonlar (B*0) holda
M . S . ' 1' 1. . !

x -* o jsf ( дг) lim 5 ( x ) В

formula bilan aniqlanadi.
Quyidagi hollarda bu lim it qiymatini darhol yozish 

mumkin:
Л * 0; В = 0 => lim = — = 00 'Lo_

8.2.Л - chekli son va s = ±oo=> lim -̂fer = —  = o;g(x)
8-3. A = co va В - chekli son => iim =

B L  " ' • « W  L -
' va B=°o bo'lsa, ljm /(*) lim itni hisoblash masalasi mos

_ ± 0 0 _

00
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ravishda £ ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish orqali 

yechiladi.
9. lim f ( x ) =  A,  lim g ( x ) =  В bo'lganda f(x) va

funksiyalar ko'paytmasining lim iti A va В chekli sonlar bo'lgan 
holda lim [ /  ( x ) • g  ( x )] = lim /  ( x ) • lim g ( x ) = A В

x и x -> a  x -> а

formula bilan aniqlanadi.
Quyidagi hollarda bu lim it qiymatini darhol yozish 

mumkin:
9.1. А Ф 0 ;  В  =  со => lim [ / ( x )  • g ( x ) ]  = [A ■ oo ]=  oo ;

x-tx0
9.2. A = oo ; В = oo => lim [ / ( x ) - g ( x ) ]  = [ o o - o o ] = o o* X 0
Agar A=0 va B=°° bo'lsa, iim [/(x)-g(x)] lim itni hisoblash

masalasi ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish orqali
yechiladi.

10. iim / ( x) = a , lim g ( x ) = B  bo'lganda f(x) va g(x)
v —» ч X - >  а

funksiyalar algebraik yig'indisining lim iti A va В chekli sonlar 
bo Igan holda lim [ / (x ) ± g (x )] = lim / (x ) ± lim g ( x ) = А ± В

x  a  x —* а x —> а

formula bilan aniqlanadi.
Quyidagi hollarda bu lim it qiymatini darhol yozish 

mumkin:
1 0 . 1 .  A ~ : В = +zc => lim ^ [ / ( * ) +  g ( * ) J  = [ + 0 0  + ( -ко ) ] =  -ко .

1 0 . 2 .  A = \ В  = -со => ^lim^ [ / ( * )  + g ( * ) J  = [-  oo + (-oo ) ] =  -oo

1 0  3  ^ ~ son> В ~ ^ ° °  ^  [ / ( - 0  + S ( x ) ]  =  \A -  00 ) ]  =  ±oo

Agar Л=+°° va B=-°° bo'lsa, |im [f (x ) + g(x)] lim itni hisoblash
x —► а

masalasi ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish orqali
yechiladi.

11. Ikkita ko'phad nisbatining x -»oo holdagi lim iti
f oo, agar я > w bo’ Isa,

и , , , ,in> v  *...+ .,x + « , j  b
- - e .M  — | W . < — »
tenglik bilan topiladi.
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5. Ko'phadlar nisbatidan iborat funksiyaning lim itin i 
hisoblang.

x3 +2x2 -4x-8  
x3 + 86.43) Hm

2x2 +x-l
6.45) дг—>—2 Jt -З.Г-2

. (l + x)3 - (l + 3x) 
6.47) lim-------- j---- ,

x - * 0  X  +  X '

6.49) Hm ( f  l  ;x + 4x + 3x
x4 -x3 + x- I

6.51) lim
*-»i 2x — jc — 1

6.53) lim 

6.55) lim

x2 + 2x - 3
*->-2 x3 + 4x2 + 3x 

x4-l
*->i 2x4 -x 2 -1

6.57) lim x3 +4x2 + 3x
x -* -2  x + x -  6

6.59) lim- x3-i
*~>2 x3 +2x2 - 4x - 8

6.61) lim x + 2x +1

*-*-• xl —x — 2

6.63) lim 3x3 - 4x2 - 2 
*->-2 5x3 + 8x2 +1

6.65) lim 4x - Sx - 6 

*■+2 3x3 - 7x2 + 2x ‘
6.67) lim x3 - 8

*->2 x3 -Ъх-2

6.69) lim 3x -7x2 +2x
*->2 4x2 -5x-(

.3
6.71) l im / - -:2* - !  ; 

V - x - 2)2

6-73) ,im ^
J-» 0

■ VT"
2x

6.44) lim —г
V-A.A - J

- 8x + 1 2

x~*bx - Ix  +6x

6.46) lim x 3 -  3x  -  2

-'->2x - 5 x  + 6

6.48) limx—►— I
x 3 + 2 x 2 —x  — 2

6.50) lim j , ■ ^  - ;
*-n x  + 2 x  - x - 2

x 3 - 3 x  +  2  
6.52) lim f  ,

X-+-2 x — X  — X  +  I

6.54) lim

6.56) lim

(x 2 + 2 х ~ з )  

.r -> - 3  x 3 + 4 x 2 + 3x  

-3x-2
j - » ® x 3 + 2 x 2 - j c - 2 ‘

6.58) lim x 4 - l

,V-»1 X

6.60) lim

- x  — x  + 1  

-2x-1
*->-3 x  + 2 x  +1

6.62) lim x 3 - 3 x 2 + 4

*-»2 x 4 -  4 x 2

6.64) lim - 3x - 2
x->2 x 3 - 2x - x + 2

6 .6 6 ) lim x4 +2x3 +x2

x-*-\ x +2x + l

6 .6 8 ) lim
(l + x)3 -(l+ 3x).

6.70) lim

x2 +x5 

x3 -3x — 2

6.72) lim

6.74) lim*->0

x3 - 3x - 2 
■1 x2 - x - 2

V l + 2x - 1



6 .7 5 )  lim 4xJ - Зх2 + 2x - 1 6.76) lim x2 — 3x + 2

•|| X -  I
6.78) lim (л/РТ^

г—* —ct '

6.79) lim(xctgx)
A'—>0

6.80)

* - -

lim (l + ctgx Ysr*-» jt /2

6.81) lim 6-82) iim
*->o cos 4x -  cos 2x

6. Irratsional ifodali funksiya lim itin i hisoblang.

6.83) lim {\lx2 + 2x-l -л/х2 -5х + з ] ;

6.84) lim——p==; 6.85) lim __
-V—»5 2 — л/JC — 1 * -+ 1 6 V J t -4

Vx + 13 — 2~Jx + l
x 2 -9

6.87) lim
.t—>3

6.89) lim^8 + 3* ~ x - ;

6.91) lim .
д->о V jc

6.93) lim ^ ~ ^  + 2;
л—>-2 x + 2

6.95) lim-/2f;~2'y~3; 
*-+o V x - 2

6.97) lim ^ ~ ? ~ 3 ;
8 2 + VX
Vl +  3 x 2 - ( l  +  x )  .

* 1 I— 7*->o

im ^ 6 .8 6 ) lim(x +Vl-x3 ); 
->16 J  X  — 4  A->OC ' '

6 . 8 8 )  lim (л/х2 + 4 - 7 х  + з );
дг—►ос 7

6.90) Um~-- ~2x + x2 +х-*0 X

6.92) lim- Vx-1
A'~*1 Vl + x  -  л/2х 

6.94) l i m ^ ( x  +  l )2 — д/(х — l)2 j ;

6.99) lim-

6.101) lim — 5;
■h 8 Ух-2

6.103) lim (x + Vl -x3 j ;

6.96) lim ( yj(x + 2 )2 -  V(x -  2)2 )/
A  —> —CO \  /

6.98) lim L/(x +  3Xx -  2) - x );
A->CO

6 . 1 0 0 )  lim 3̂ ~ ^  + 2 ;
*-► -2  X 3 +  8

6 . 1 0 2 )  lim (л/x 2 + 5 x  + 4 - л / х 2 + * J

6.104) lim - ^ * 1
Jc_* °  л/ l  +  X  -  1

6.105) lim х 2 (л/х3 +  2  -  л/х3 - 2 ) ; 6.106) lim (л/х2 -  5 x  + 6 -  ■*) >’A—>+00 ' '



6.Ю7) lim|
1 —ч/jc 1-VxJ
V21 + x -V21 - x .

6Л09> S  i n  S iX  -  VX

•J9 + 2x - 5 
6 . 1 1 1 )  lim T7=F ' 

x~** Vx -4

6.108) lim" 1JT—>1 ̂ /j( — 1

6 .1 1 0 ) lim x(Vx2 +2 -Л-);
1---k4-.TT

6,112) -v-»o Л- + Л-2

7. Trigonom etrik ifodali funksiya lim itin i hisoblang.

6 . 1 1 3 )  lim
2 sinx-l 

* sin 6x

I — sin
6.114) lim 2 .

A 1 сч ,• ln(l — 7дг) .6.115) lim . / / \\ /
.t->o sm (;r(x  + 7J)

6Л17) liro^ ( » ^ ) - si"(“ -")
дг—>0 X

, cos2x-co sx
6 . 1 1 9 )  l im ---------------------  ;

дг->0 1 -cosx
5 n

6 . 1 2 1 )  lim

cos( X н—— I • tg x

6 . 1 2 3 )  lim

x-*o arcsin2 x 
x2 - 2x

*->(Ug[2;r(x + 0.5)] ’ 
s i«r\ .. sin7OT
6 . 1 2 5 )  h m — ——  ;*->2 tgRm 

6 1 2 7 )  [jm 1 + x s *n x _ c o s 2 x
дг-»0 sm x

6 . 1 2 9 )  lim
. 1 - Vcosx

■r->0 xsin2 Vx
6 . 1 3 1 )  lim

l-cos2x + fg x
xsin2 3x

6 .1 3 3 )  lim -4
-  2 c o s x

£ sin(/r - 3x) '

•}COS‘  -V

6.116) lim. л- in sin x

, 1104 .. sin3x-sin2x 6.118) lim
о ln(l + 2/g3x)

sin 2.r ,s i r i  .y

6 .1 2 0 ) lim

6 .1 2 2 ) lim

x~>o /g3x 

- cos 2x
x->ocos7x-cos3x

, N lncos2x6.124) lim -------;
•‘->0 sin ‘ 3x

6.126) lim 2sinJ;: ' / 5 ; 
'  п За'

COS
3 2

^  n m  1- l +  COSOT6.128) lim--- ----  ;
tg'wc

6.130) lim1" ' " ”

6.132) lim

Jr—*11 - cos Vx 
2 cosx

* n - 3x

,, 10/f4 Vcos4x-l. 6.134) lim ----r----,
a->o sin 8x
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6 . 1 3 5 )  lim
(2х-1) 9 cos' jc .

6 . 1 3 6 )  lim

,■ s i n 4 x - 2 s i n 2 x6.137) lim -------------
j -+o xlncos6x

s i n 2 x - s i n x6.13У) lim

6 . 1 4 1 )  lim

A-->Oxln(l-xsinx)  

V c o s ^ x - V c o s x

*->0 sin x

6 . 1 3 8 )  lim M ^ 3 )  .
COS-——

3 2 - 1  

6 . 1 4 0 )  lim c o s 5 x ~ cosj f  .
x~>* sin x

6 . 1 4 2 )  lim 1 C0S *
x~*° x2 + sin3 x

8. Berilgan lim itlarni hisoblang

6 . 1 4 3 )  lim
i n ( 4 x - l ) _  ; 6 1 4 4 )  lim ln(x2 + 2 x ) ~ l n ( x 2 + з)_

COS 7DC ■

л/х- + l — л/х" + l 
6 . 1 4 5 )  lim  ■■■■;........... ......... , ;

Jr~>0 V x 4 +  1 — V x 4 + 1

e* 1 -1

6 . 1 4 6 )  l i m J ^ l ^ - ;
2̂ sm _2

6 . 1 4 7 )  lim , f5 (X ,+ 1) ;jr—>—1 e\‘xi-4x2+6

6 . 1 4 9 )  lim ln X̂~ ~ 0 ~ ln(x2  + 1 ) ■
*-*» Ух- 1 - 1

6 . 1 5 0 )  llm H £ ± 2H n (2x - l) . 
x->3 sin 7zx

6 . 1 5 2 )  lim ln(1 +  xeJr)

. i
6 . 1 4 8 )  lim

x -  3x  + 3 - 1

* -» l  Sin ЛХ

6 . 1 5 1 )  lim
ln(5 -  2 x )  

* - * 2 л / Ю - З х - 2

л‘~>0 ln(x + л/l +  x 2 )

9.Murakkab ko'rsatkichli-darajali funksiya limitini 
hisoblang.

6 . 1 5 3 )  lim 6 -

l
6 . 1 5 4 )  l i m ( 2 - c o s 3 x )*->o

ln(l+x2) .

Ctg2x

6 . 1 5 5 )  lim ( c o s x ) sin3-r ;
x->2rr

. ЛХsin 
____ 2

6 . 1 5 6 )  l i m ( 2 - x )
x—*l

_  ч1п(2-х )  .



6.157) lim
2Х-ПУШ

*->1̂  X  j
I

6.159) Hm (cos-Jx)x ;' X-+0+0
\_

6.161) lim (cosx)';x—>0

6.163) lim 6
*->ol cos x

6.165) lim 2 -cosx ;
,r->0

6.167) lim x2 +5 
x2 +3

\4.r

6 . 1 5 8 )  l im (2e  - l ) x _ 2 ;
,r->2

3M-r'6 . 1 6 0 )  lim[1 - l n ( l  + x  )]x-»0
arcsin v •

3 .1 6 2 )  lim 2-Зяга
l

6 . 1 6 4 )  lim 5 -
4 |sin23A-

6 . 1 6 6 )  lim 2 - e r 1 QOSm j->0v '

6 . 1 6 8 )  lim( 3 -  2 c o s x )  с“ я л;х->0

§ 6.3. F u n k s iya n in g  u z lu k s iz lig i va  u zu lish  n u q ta la ri

1.Quyidagi shartlar bajarilsa, у = f (x ) funksiya x0 nuqtada 
uzluksiz deyiladi:

• funksiya x0 nuqta va uning atrofida aniqlangan;
• /(x) funksiya x0 nuqtada chekli chap lim /(x) = /(x0-0)

x —>Xy—0

va o'ng lim f (x )= f(x 0 +0) lim itlarga ega;*-»jc0+0
• f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi chap va o'ng lim itlari 

o'zaro teng, ya'ni lim /(x)= lim /(x)=>/(x0 -0) = /(x0 +0).
x  —>x0 - 0  х - к г 0 + 0

2. Agar x0 nuqtada yuqorida keltirilgan shartlardan kamida 
bittasi bajarilmasa, f (x ) funksiya bu nuqtada uzlukli, x0 esa 
uning uzilish nuqtasi deyiladi.

Funksiya quyidagi ko'rinishdagi uzulishlarga ega bo'lishi 
Mumkin.

a) Agar x0 nuqtada /(x) funksiyaning chap va o'ng lim itlari 
mavjud va chekli, ammo f (x 0 -0)* /(x0 +0) bo'lsa, unda funksiya 
birinchi tur uzulishga ega deb ataladi. Bu holda
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s  = \f(,4 - О )- / (х 0 + °Л ifoda f (x )  funksiyaning x0 nuqtadagi
sakrashi deyiladi (6.1 - chizma).

v

/(*o-0)

0
6 .1- chizma.

b) Agar / ( * 0 - 0 )  = / (* o + 0 ) * /(* „ )  yoki f (x 0 -  0) = /(*„ + o) 
bo'lib, f(x) funksiya *0 nuqtada aniqlanmagan bo'lsa, unda 
funksiya tuzatib bo'ladigan uzulishga egadeyiladi (6.2- chizma). 
Buholda f {x 0)= f (x 0 -0 )  = /(x 0 + 0) debolinsa, f (x )  funksiya x0 
nuqtadauzluksizbo'ladi.

c)Agar x0 nuqtada f (x 0 -0 ) ,/(x 0 +0) bir tomonlama 
limitlardan kamida bitta sicheksiz qiymatga ega yoki mavjud 
bo'lmasa, unda funksiya ikkinchi turuzulishga ega deyiladi (6.3- 
chizma).

i



Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini topib, unda 
иЦ8ь  turini aniqlang va funksiyaning sxematik grafigini

chizing:

6.16 9)y = arctg
x -4

6.170) у  = 3* ; 6.171) у = x3- l

6.172) у = 0.5-; 6.173) у  =

x -1
f2x, agar x< l bo'lsa 
[2-x, agar x>\ bo'lsa.

6.174)y  = £(x). Bunda E(x) ifoda x sonning butun qismini, 
ya'ni undan katta bo'lmagan eng katta butun sonni ifodalaydi.

sinx, x<0;
6.176)y = • 1 + cosx, 0<x<2;r; 

x, x > 2л.
6.175)y =

0.5x , |jc| < 2 
2.5, |x| = 2 
3, |x| > 2 

к
l"7ry\ I s i n  ,  X  *  0 ,6.177) у = ̂  2x cos— , x^O; 

1 2x
0, x = 0.

6.178) у = i
[ 1, x = 0.

11. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va uzilish 
nuqtalarini aniqlang.

6.179)y =2X~2 -1 6.180) у  =

+ 1
x - lX x -5 ) '

6 . 1 8 1 ) y  = -n '̂c + ̂ ; 6.182) y  = xtgx; 6.183) v = cos(l + In.v);
X

6 . 1 8 4 )  у = ln(l + cosx).
1 2 .  Quyidagi funksiyalar barcha nuqtalarda uzkuksiz 

bo'ladigan aparametrning qiymatlarini toping:

6.185) у =
asinx, x<

Х + 7 Г ,  X > — .
2

6.186) у = (a "  +3a-3)ex, x<0; 
ln(x2 +x + e), x>0.

Xakrorlash uchun savollar
1- Qanday miqdorlar o'zgarmas deyiladi
2. Funksiya qanday ta'riflanadi?
3-Funksiyaning aniqlanish sohasi deb nimaga aytiladi?
4.Davriy funksiya deb nimaga aytiladi?
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5. Teskari funksiya qanday aniqlanadi?
6. Murakkab funksiya qanday ta'riflanadi?
7. Funksiyaning cheksiz lim iti qanday ta'riflanadi?
8. Qanday shartda funksiya lim iti mavjud bo'ladi?
9. Ajoyib lim itlarni yozing.
10.Limitlarning asosiy xossalari nimalardan iborat?
11.Cheksiz kichik miqdor deb nimaga aytiladi?

FU N K S IY A , U N IN G  L IM IT I V A  U Z L U K S IZ L IG IG A  
D O IR  T EST LA R  

1. Sonli to'plamlar. Sonning absolut qiym ati va uning 
xossalari

1.Um um iy holda sonli to'plam elementlari ... sonlardan 
iborat bo'ladi.

A)butun. B)natural. C) haqiqiy.
D) ratsional. E) irratsional.
2. N  (natural sonlar), Z  (butun sonlar), Q (ratsional sonlar), R 

(haqiqiy sonlar) sonli to'plamlar orasidagi munosabat qayerda 
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A  ) N c Z c Q c R .  В ) Z c N c Q c R .
C) R c Q c Z c N .  D) Q c Z c N c R .  E ) n c Z c R c Q .
3. Asosiy sonli to'plamlar uchun quyidagi munosabatlardan 

qaysi biri to'g'ri?
A ) NnZ=N . B) QnZ=Q . C) ZnR=R .
D) barcha munosabatlar to'g'ri.
E) barcha munosabatlar no to 'g 'ri.
4 . Asosiy sonli to'plamlar uchun to'g'ri m u n o s a b a t n i  

ko'rsating.
A )N u Z = Z .  B ) Q u Z=Q . C )Z u R = R .

D)barcha munosabatlar to'g'ri.
E) barcha munosabatlar noto'g'ri.

5. Quyidagi sonli to'plamlardan qaysi biri oqaliq deb ataladi ?
A ) (a,b). B) [a,b). C) {a,b). D) [a,b]. E) [a,b].
6. Quyidagi sonli to'plamlardan qaysi biri kesma deb ataladi ?
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A) (ajb) ■ B) [a,b). C) (a,b]. D) [a,b]. E) {a,V}.
7 Q u yidagi sonli to'plamlardan qaysi birlari yarim oqaliq

deb ataladi ?
1){a,b) 2 )[a,b) 3 )(a,b] 4 )[a,b] 5 ){a,b]
A) 1) va 2 ). B) 2) va 3 ). C) 3) va 4).
D) 4) va 5 ). E) 1) va 4 ).

8. (a,b) , [a,b) , (a,b] va [a,b] sonli to'plamlarning d uzunligi 
qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ? ____

A) a-b. B) a+b. C) b-a. D ) a-b. E) Vft2 -a2.
9. [-3,5) yarim  oraliq uzunligini toping.
A) 2. B) 5. C) 3. D) 4. E) 8.
10. (-4.5,5.5) oraliq uzunligini toping.
A) 1. B) 4.5. C) 5.5. D) 9. E) 10.

2. Sonli ketma-ketlik va uning lim iti

1.Quyidagalardan qaysi biri sonli ketma-ketlikni tashkil 
etmaydi ?

A) Barcha juft sonlar. B) Barcha toq sonlar.
QBarcha tub sonlar.
D) Barcha natural sonlar. E) Barcha musbat sonlar .

1 3 5 7 92.-Ushbu -- +--- +----- + ••■ sonli ketma-ketliknine
2 4 8 16 32 b

umumiy an hadi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A )a ,= ± ? iii.  C ) ’“" J '

D ) „ .„ (- l) .  * iz !.E )  a, =(-!)•

3. Um um iy hadi «„=—-y ko'rinishda bo'lgan ketma-

ketlikning yuqori M  va quyi m chegaralarini toping.
A) M=10, m=l/2. B) M=l, m=l/2. C) M=3, m=l/2.
D) A ) M=l/2, m=0. E)M=2, m=l.
4. Quyidagi sonli ketma-ketliklardan qaysi biri 

chegaralang an ?

A ) {«2 + 3}. B) { (-l)"-n}.C) } . D) |- ~ - J.E ) j b l } .



5. Quyidagi ketma-ketliklardn qaysi birlari yaqinlashuvchi?

X" =7 T T '  Уп = ъ ^ л '  z" = (_ i r -
A) faqat x„. B)faqata, vai/п.С) faqat Zn.D) faqat y„ vaz„.

E)uchalaketma-ketlik ham yaqinlashuvchi.
6. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysi birlari 

yaqinlashuvchi?

-/ У „= Ы )"\  z„=-"  '  II V S '  п л2n n + l
A) y „ . В )xn. C) zn. D) Xn va yn.
E)uchalaketma-ketlik ham uzoqlashuvchi.
7. Lim itlar haqidagi quyidagi tasdiqlardan qaysi biri to'g'ri?
A) Har qanday yuqoridan chegaralangan ketma-ketliik 

limitga ega.
B) Har qanday quyidan chegaralangan ketma-ketliik limitga

ega.
C) Har qanday chegaralangan ketma-ketliik limitga ega.
D) Keltirilgan barcha tasdiqlar to'g'ri
E) Keltirilgan barcha tasdiqlar noto'g'ri.
8. Lim itlar haqidagi quyidagi tasdiqlardan qaysi biri 

noto'g'ri?
A) Har qanday monoton o'suvchi va yuqoridan 

chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
B) Har qanday monoton kamayuvchi va quyidan 

chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.
C) Har qanday monoton va chegaralangan ketma-ketlik 

limitga ega.
D) Keltirlgan barcha tasdiqlar to'g'ri
E) Keltirilgan barcha tasdiqlar noto'g'ri.
9. Quyidagi shartlardan qaysi birida ikkita sonli ketma- 

ketliklarning algebraik yig'indisi chekli limitga ega bo'ladi ?
A) Ikkala ketma-ketlik chegaralangan.
B) Ikkala ketma-ketlik monoton.
C) Ikkala ketma-ketlik musbat hadli.
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D) Ikkala ketma-ketlik chekli limitga ega;
E) Ikkala ketma-ketlikdan kamida bittasi chekli limitga ega.
10. Ikkita (xn) va [yn) sonli ketma-ketliklarning nisbati

(xJ\)A chekli limitga ega bo'lishi uchun quyidagi shartlardan 
qaysi biri talab etilm aydi ?

A ) {xn} ketma-ketlik chekli lim itga ega.
B) {yA ketma-ketlik chekli limitga ega.
C) {*>>] ketma-ketlikning lim iti noldan farqli.
D){yn) ketma-ketlikning lim iti noldan farqli.
E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3. Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar

1. Ta'rifni to'ldiring:y=f(x) funksiya deb x o'zgaruvchining 
har bir xeD  qiymatiga у o'zgaruvchining .... y e E  qiymatini mos 
qo'yilishiga aytiladi.

A ) bir nechta. B) kamida bitta.
C) faqat bitta. D ) ikkita. E) kamida ikkita.
2. Ta'rifni to‘ldiring:y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi

deb x argumentning y=/(x) funksiya .......  bo'ladigan qiymatlar
to'plamiga aytiladi.

A ) Musbat. B) manfiy. C) nol.
B) D ) ma'noga ega. E) cheksiz.
3. /(x) = V2^T-lgx funksiyaning aniqlanish sohasini 

toping.
A ) (-l,+oo). B) (0,+oo). C) (2,11). D)(-oo,+co). E)(l,+oo).
4. /(;c) = In -Jx- 1 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
A ) [l,+oo).B) [0,+oo).C) (-oo,+co).D)(-oo, 1).E) (1,+co).

x — 15. /(x) = arcsin——  funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A ) [0,1].B) [1,2].C) (—°o,+qo).D )[—1,3].E) [-1,1].
6. /(x)=log3X va g(x)=43-x funksiyalarning aniqlanish 

sohalari bo'yicha D{/}n D{^} to'plamni toping.
A)(3,oo). B)(0,oo). С) (-oo,3]. D) (0,3]. E)[0,3],

177



7. у = \/4 -  5 sin х funksiyaning qiym atlar sohasini topine 
A) [0,4]. B)[0,2],
C) [0,5]. D) [-1,3]. E)[0,3].

8 . y  = yj4-дг2 funksiyaning qiym atlar sohasini toping.
A) [0,4]. В)[0,2]. C) [0,5].
D) [-1,3]. E) [0,3].
9. Qaysi shartda y=/(x) funksiya albatta juft bo 'ladi ?
A )f(x)f(-x)>l. B)/(x) -/(-x)=0. C) f(x) +/(-x)=0.
0)Дх)/(-х)<0. E) l/(x)l = l/(-x)l.
10. Q uyidagi funksiyalardan qaysi biri juft emas ?
A) у = cos3*. В) у = -x 4. С) у = I x I.
D) у  = sin3x. E) у  = sinx2.

4. Funksiya lim iti va uning xossalari

1. Ta'rifini to'ldiringry=f(x) funksiya х->я bo 'lganda A soniga 
teng lim itga ega deyilad i, agarda ixtiyoriy kichik e> 0  soni uchun 
shunday 8> 0  son topilsaki , I x—я I <8 shartni qanoatlantiruvchi 
barcha x uchun ... bo'lsa.

A) \f(x)+A \ <e. В) I \f(x)-A\>e.
C) \f(x)+A I >e . D) \f(x)-A\<s. E) \f(x)-A\=e
2. Teoremani yakunlang: A garda y=/(x) funksiya x—>й 

bo'lganda lim itga ega bo'lsa, bu lim it..............
A) kam ida bitta qiym atga ega bo'ladi.
B) cheksiz ko'p qiym atga ega bo'ladi.
C) faqat bitta qiym atga ega bo'ladi.
D) kam ida ikkita qiym atga ega bo'ladi
E) bittadan ortiq qiym atga ega bo'ladi.

3. y=2x2+5x-l funksiyaning x—*2 bo 'lgandagi lim iti toping.
A) 10 B) 12. C) 17. D) 21. E) -1 .

—  84. lim —---- lim itni hisoblang.*->2 jf2 - 4  b
A) 0. В) C) -  D) 3. E) m avjud emas.
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х — 15 . iim----- . lim itni hisoblang.

л—»i 1 — л/2 — дс
A) 0. В) °°. С) -  °°.
D) 2. E) m avjud emas.

X  — \
6 . lim-----p =  lim itni hisoblang.

x-»i 1 + л/2 — x
A) 0. B)~. C) - 2 .  D) 2 E) 1.
7 . lim(V* + l -  4x) lim itni hisoblang.

X->oo
A) 0. В) C) -  2. D) 2. E) mavjud emas.
8 . Ushbu funksiyaning x=l nuqtadagi chap lim itini toping:

J 3jc — 1, x < 1;
= \2jc +1, x>l.

A )-2 . B ) - l .  C ) l .  D) 2. E) 3.
9. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng lim itini toping: 

_(Зх2 +2х -1, x<0;
2x2 +1, *> 0 .
A ) -2. B ) - l .  C ) l .  D) 3. E) °°.

10. f(x)=0.5Vx funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng lim itini 
toping.

A) 0. B ) l .  C) e. D) 0.5. E)+~.

5. Uzluksiz funksiyalar va ularning xossalari
1 . y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi uzluksizlik sharti 

qayerda noto'g'ri ifodalangan ?
A) lim f(x) = f(x 0). B) lim f{x0 +Ax) = f(x0).

*->*o Лх—>0

C) lim Д/ = 0 D) lim [/(*)-/(*„)] = 0.Av-»0 x- X̂q

E) Barcha javoblarda to 'g 'ri ifodalangan.
2. Agar y=f{x) funksiya xo nuqtada uzluksiz bo'lsa quyidagi 

munosabatlardan qaysi biri o 'rinli bo'la oladi?
A) lim f(x) = f(x 0). B) lim f(x)> f(x0). C) lim f(x)<f(x0).

X->X 0 X -* X q

D) lim f(x )* f(x0). E) Barcha munosabatlar o'rinli bo'lishi
*-►*0

mumkin.

179



(й
3. Teoremani yakuttlang: Asosiy elementar funksiyalar ... 

u z lu k s iz .
A) (-чю,оо) oraliqda.
B) (0 ,oo) oraliqda.
C) (-oo,0) oraliqda.
D) aniqlanish sohasiga tegishli har bir nuqtada.
E) aniqlanish sohasidagi noldan farqli har bir nuqtada .

4. Q uyidagi funksiyalardan qaysi biri x=0 nuqtada uzluksiz? 
A )у = |*| • В )Н * Г 2. C )y  = cig|*|. D) y = log2|*| .
E) keltirilgan barcha funksiyalar x=0 nuqtada uzluksiz.

5. Agarda f(x) va g(x) funksiyalar x=xo nuqtada uzluksiz 
bo'lsa, shu nuqtada quyidagi funksiyalardan qaysi biri uzluksiz 
bo 'lm asligi mumkin?

A )f(x)+g(x). В )f(x)-g(x).
С )f(x)-g(x). D)f(x)/g(x).
E) keltirilgan barcha funksiyalar doimo uzluksiz bo'ladi.
6 . Agar f(x) va g(x) funksiyalar xo nuqtada uzluksiz va 

g(xo) * 0  bo'lsa, shu nuqtada quyidagi funksiyalarning qaysi biri 
uzluksiz bo'lm asligi m um kin ?

A) f(x)+g(x). B) f(x)-g(x).
C) f(x)-g(x). D) f(x)/g(x).
E) Ko'rsatilgan barcha funksiyalar xo nuqtada uzluksiz 

bo'ladi.
7. Elementar funksiyalar qaysi sohada uzluksiz bo'ladi?

A) (—oo,go) oraliqda.
B) (0,oo) oraliqda.
C) (-<x>,0) oraliqda.
D) aniqlanish sohasiga tegishli har bir nuqtada.
E) aniqlanish sohasidagi noldan farqli har bir nuqtada .

8 . Qaysi shartda y=f{x) funksiya x=a nuqtada chapdan 
uzluksiz bo 'ladi ?

А)/(я+0)=/(я). B)f(a-0)=f(a). С)/(я-0)=/(я+0).
D) f(a-0)* f(a+0). E)f(a-0)*f(a+0).

180



К ____________________ ____ - - - - - ................в
9 . Qaysi shartda y-f{x) funksiya x=a nuqtada o'ngdan 

uzluksiz bo'ladi ?
А)/(я+0)=/(я). В) /(я-0)=/(я). С)/(я-0)=/(я+0).
D)/(fl-0)^/(fl+0). Е) /(я-0)* /(я+0).
10. Agar uzluksiz y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi chap va 

o'ng lim itlari mavjud va mos ravishda A va В bo'lsa, quyidagi 
tasdiqlardan qaysi biri o 'rin li bo'la oladi ?

A) A>B. B) A<B. C)A=B. D)A*B.
E) Barcha tasdiqlar o 'rin li bo'lishi mumkin.

6. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari

1.Ta'rifni to'ldiring:y=f(x) funksiya xo nuqtada uzlukli 
deyiladi, agar ... shart bajarilsa.

A) lim f(x)> f(xa). B) lim f{x)< f(x0). С) lim f(x )* f(x 0).x-+x0 X-+X0
D) lim f{x)=f(x0). E) lim/(x) = ±oo.

x - » x 0 x_>x«

2. Agar y=f(x) funksiya xo nuqtada uzlukli va bu nuqtada 
uning chap va o'ng lim itlari mos ravishda A va В bo'lsa, unda 
quyidagi m unosabatlardan qaysi biri o 'rin li bo'la olmaydi?

A) A>B. B) A<B. C)A=B. D) A*B.
E) Barcha munosabatlar o'rinli bo'la oladi.
3. Funksiyaning х=я uzilish nuqtasining qanday turi 

mavjud emas ?
A) I tur uzilish nuqtasi. В) II tur uzilish nuqtasi.
C) yo'qotib bo 'ladigan turdagi uzilish  nuqtasi.
D) o 'zgartirib bo 'lad igan turdagi uzilish  nuqtasi.
E) barcha ko 'rsatilgan turdagi uzilish  nuqtalari mavjud .
4. Agar y=/(x) funksiyaning xo nuqtadagi chap va o'ng 

lim itlari mavjud ham da mos ravishda A va В bo'lsa, unda qaysi 
shartda xo I tur uzilish  nuqtasi bo 'ladi ?

A) A va В lim itlardan kam ida bittasi chekli son.
B) A va В lim itlardan kam ida bittasi cheksiz.
C)A va В lim itlarning ikkalasi ham  cheksiz.
D) A va В llim itlarning ikkalasi ham chekli son va A#B.
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Е) A va В lim itlarning ikkalasi ham  chekli son va A=B.
5. Q uyidagi funksiyalardan qaysi biri uzilishga ega ?

A )H *± 1|- B) / -H + l. С ) > "Д 7Т-

6 . Agar y=/(x) funksiya uchun xo I tur uzilish  nuqtasi va bu 
nuqtadagi funksiyaning chap va o'ng lim itlari mos ravishda A va 
В bo'lsa, unda funksiyaning bu nuqtadagi sakrashi A qanday 
aniqlanadi ?

А) Д =A+B. В) Д =Л B. C)A =A/B.
D) Д =B/A. E) Д =B-A .
7. y=3sgnx+l funksiya x=0 nuqtada qanday sakrashga ega ?
A) 2. В) 3. C) 7. D) 5. E) 6 .
8 . Q uyidagi funksiyaning x=2 nuqtadagi Д sakrashini 

toping:

А) Д=8 . В)Д=6 . С)Д—8 . D )A ^ 6 . E) A=2.
9. Q uyidagi funksiyalardan qaysi biri x=0 nuqta I tur 

uzilishga ega ?
A) y=ctgx. В) y=1/x. C) y=sgnx. D)y=ln I x I. E) y=2Vx.

10. Q uyidagi funksiyalardan qaysi biri x=0 nuqtada II tur 
uzilishga ega?

A) y=sgnx В) у=[х]. C) y={x}. D)y=xn .
E) keltirilgan barcha funksiyalar uchun x=0 I tur uzilish 

nuqtasi bo'ladi.
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M atematikda insonning hayratin i 

keltiradigan nim adir bor.
Xausdorf

VII-BOB. DIFFERENSIAL HISOB
§ 7.1 Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik va geometrik 

ma'nosi
§ 7.2. M urakkab va oshkormas funksiyalam ing hosilalari
§ 7.3. Silliq egri chiziqqa o'tkazilgan urinm a va normal
§ 7.4 Hosilaning tatbiqlari
§ 7.5 Funktsiyaning ekstremumi va uni to'la tekshirish

§ 7.1 Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik va 
geometrik ma'nosi

Umumiy holda y=f(x) funksiyaning hosilasini topish, ya 'n i 
uni differensiallash,quyidagi algoritm  bo'yicha am alga oshiriladi:

1)x argumentga Ax*0 orttirma berib, x+Ax nuqtani topamiz;
2) funksiya orttirmasini Af= f(x+Ax)-f(x) tenglik o'yicha 

hisoblaymiz;
3)Af/Ax nisbatni topamiz va uning Ax->0 bo'lgandagi lim itini 

hisoblaymiz. Bu lim it mavjud bo'lsa, uning qiym ati f'(x )  hosilani 
aniqlaydi.

Misol sifatida f(x)=sinx funksiya hosilasini yuqoridagi 
algoritm bo'yicha topamiz:

1)x va x+Ax nuqtalarda funksiyani hisoblaymiz;
2 ) trigonometrik formuladan foydalanib, funksiya 

orttirmasini quyidagicha yozamiz:
Af=sin(x+Ax)-sinx= 2sin( Ax/2)cos(x+Ax/2)
3) Af/Ax nisbatni tuzam iz va uning lim itin i hisoblaymiz:
Jirn  ̂(Af/Ax)= lim 2sin(Ax/2)cos(x+Ax/2)/Ax=

= lim sin(Ax/2)/(Ax/2)- lim COs(x+Ax/2)=l-cosx=cosx.
Дх->0 Ax-> 0

Bu yerda ko 'paytm aning lim iti, lim sinx/x=l ajoyib 

limitdan va u=cosx funksiya uzluksizligidanfoydalanild i.
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Demak, (sinx)'=cosx buladi. Xuddi shunday usu lda (cosx)'= 
-simekanligianiqlanadi. Bundan tashqari

(ax)'= axln a , ( lo gax ) '=  -  logae 
x

Ekanligini isbotlash mumkin.
\mmo, har qanday funksiya hosilasini bu algoritm 

bo'yidia hisoblash oson emas va muhim ishart ham emas. 
Umumiy holda funksiya hosil asini hisoblashni quyidagi 
diffemsiallash qoidalari bo'yicha am alga oshirish mumkin.

1- qoida: O 'zgarmas S soning hosilasi nolga teng , ya 'n i 
(S)'=t

I s b o t :  O 'zgarmas S sonni x argum entning har qanday 
qiymfida bir xil q iym at qabul qiluvchi f(x)=S funksiya deb 
qarasi mumkin. Bu holda,

Af= f(x+Ax)-f(x)=S-S=0, Af/Ax=0,

f ' ( x ) =  lim —  = lim 0 = 0 .Дг->0 Д у Дг->0

l-qoida: u=u(x), u=v(x) funksiyalar x nuqtada 
diffemsiallanuvchi bo'lsa, bu nuqtada и ± v, u-v va v(x)*Q 
shartca ulv funksiyalar ham differensiallanuvchi bo'lib, ularni 
hisoblash uchun

t
(u ±v)'=u' ±v\ (u-v) '=u'-v+u-v'

rormulalar o'rinli bo'ladi.
\sbot :Funksiva orttirmasi ta 'rifidan foydalanib, har qanday 

Дх arementort tirm asida A(u ± v) =Aи ±Av ekanligin i ko'rsatish 
mumim. Bu holda lim it xossasi va hosila ta 'rifiga asosan

,  Д(м + у) Д«±Ду Au , Au .  ,|i«+ v) = lim--------- = lim----------= hm —  ± lim —  = и + v .*̂-*0 Ат Дх-̂ о Ду дг->о Ду дд-->о Дv
Saddi shunday,

AC u-v) = и -Av +A u-v+A и -Av, д (-) = - Av ~ “Av
v v(v + Ду)

junosobatlardan foydalanib, 2 -qoidadagi qolgan 
formulalami ham isbotlash mumkin.
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Natiia l.-Funksiyaga ixtiyoriy S o 'zgarm as sonni qo'shsak,
uning hosilasi o 'zgarm aydi.

H aqiqatdan ham  (f(x)+S) -f(x)+S'= f'(x)+0= f'(x).
Natiia 2 : O 'zgarm as S ko 'paytuvchini hosila belgisidan 

tashqariga chiqarish mumkin.
H aqiqatdan ham, ko 'paytm aning hosilasi formulasi va 

1-qoidaga asosan
(S-f(x),=S'-f(x)+S-f'(x)=0-f(x)+S-f'(x)=S-f'(x)

Natiia 3 : (tgx)' =1/ cos2x , (ctgx)' = -1/ sin2x .
Haqiqatdan ham , bo'linm aning hosilasi formulasiga ko'ra

' * \f* ( sin хЛ (sin jc) • cosx -  sin x • (cos *)
(tgx)'=\------ ------------- L----------- j--------------- L  =

Vcosx^ cos x

cosx- cosx -  sinx ■ ( -  sinx) l

cos2 x cos2 x
Xuddi shunday ravishda (ctgx)' hosila topiladi.
Shunday qilib, barcha asosiy elementar funksiyalar 

aniqlanish sohasida differensiallanuvchi va u lam ing hosilalari 
quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:

1 ) (x “) =a-x“‘1, a -  ixtiyoriy haqiq iy son;

2) (ax)=  ax- ln a , (ex)’= e x ; 3) ( lo g flx) = - lo g a e, ( ln x )' = - .
x x

4) (sinx)'= cosx , (cosx)'= - sinx , (tgx)' = , = — (ctgx)'
cos x

1
sin2 x

5) (arcsinx) -  - (arccosx)' = , (arctg x)'= - (arcctg
\1 -  x 2

Bu hosilalar jadvalidan  va ko'rib o 'tilgan hosila olish 
qoidalaridan foydalanib, har qanday elementar funksiyaning 
hosilasini hisoblash mumkin.

I. (S)'= 0 H. (u±v)'=u ±v',\ll.(u-v) ’=u'-v + u-v',
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IV fit I _ MV- « v '

I V J V2 V. [f(u)]'=/;-u'x VI. * ;= -L
У X

Differentsiallashning oddiy qoidalaridan foydalanib  
quyidagi funktsiyalam ing hosilalari topilsin.

7.1. y=3x3-4x2+7x-9;

7.3. y=3sinx+5Jr;
7.5. y=--iooo;

X

7.7. y=sinx+cosx;
7.9. y=100x2-100;
7.11. y=3x7-6x6+5x2-7; 

7.13. y=\[bx + 4 lx  +10;

7.15. y=10r+3-7;
11 -  5x + x 67.17. y=-

7.19. y=— -ln x  + e^2;

7.21. у=(ях2+йх+с)3;

7.23. y=sin3(ax+e);
7.25. y=tg2(ln2x);
7.27. y=ln2(ln4x);
7.29.y=7cos4t;

7.31. 1) у = ̂ - - 2дгг +4х-5

7 .3 2 .1 )y  = ̂ - ^ +, 2 ) y = [ i-

7.33.1) У = X + 2Гх1) у = (Га-Гх) 
7М Л ) у = Щ 2) у Л  1 1X X X

7.2. у  = — + \пх',х
7.4. y=-2sinx+tgx;
7.6. y  = 25t'°+ 241)

7.8. _у = 6х15 -9 х 20;
7.10. у  = е - 3 1+4.
7.12. у=(х3-2х2-1)(х5+х2);

7 м - у — т г :хл/2х

7.16. у = 5 ^  + 7;

7.18. у  = е2*2+3*-5;

7.20. у = е ^ ' .

7.22. y= ^ 2*-4-+inV?

7.24. у = cos(e*-е~‘У,
7.26. y = ctg3(tg2x);
7.28. y=(esirir+34r)5; 
7.30. y  = sin" x sinm.v

i jr  + cI )  y  = -------

7.35. 1) y  = x+± ' 2 )  y  = Ъх-ьГх
x 5x
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7.36.1) у  = 6k fx -4 ifx  2 )  y = |̂ i--L

7.38.1) j'=i-sini 2) y  = x - t g x

7 .3 9 .  1) y = ;t2cosx 2) y  = y 2ctgx

7.40. \ ) y ^ 2 ) y  = ̂ - x

K o'rsatkichli va logarifm ik funksiya larn in g  hosila lari 
top ilsin

7.41.1) у  = хЫх 2 )y  = i ^ ;

7.42.1) у  = Ы х - - ~  2 )  у  = \п{х*+2х)
x 2x

7.43. 1) у  = ln(l + cosx )2) у  = lnsinx-isin2 x

7.44. у = in(V* + t/x+T)

Q uyidagi funksiya larn in g  hosila lari top ilsin

7.45. 1) у  = х’ +У 2) y = x22‘ 3) y = *V
7.46. 1) y  = a™x 2 )  у  = е - ' г 3) y  = x2e~u

(  x x\
7.47. у  = 2 e 2 - e  1 7.48. y  = \[xeЛ

V /

7.49. у = —  7.50. y = e“cos-
l - e 1 a

7.51 y=2x3-x egri chiziq Oy o'qini Ox o'qiga nisbatan qanday 
burchak ostida kesib o'tadi?

7.52 y=(4x-x2)/3 parabolaga uning (0;0), (2;2), (4;0) 
nuqtalaridan urinm alar o'tkazilgan. U larning Ox o'qiga og'ish 
burchaklarini toping.

7.53 y=(x3+l)/3 funktsiya grafigiga uning abtsissa o'qi bilan 
kesilgan nuqtasida o 'tkazilgan urinm a tenglam asini yozing.

7.54y=l/x giperbola uning M ( l; l)  nuqtadan o'tkazilgan 
urinmaning Ox o'qiga og'ish burchagini toping.
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7.55 y=3x2-x parabolaga uning abtsissasi x=-l bo'lgan 
nuktasidan urinm a va normal o'tkazilgan. U larning t 
englam alarin i tuzing.

7.56 y=3x-4 to 'g 'ri chiziq y=x3-2 egri chiziqqa urinma 
bo'ladim i?

7.57 xy=\ giperbola uning M (-l;3) nuqtadan o'tkazilgan 
urinm aning tenglam asini tuzing.

7.58 y=x2-2x-8 parabolada shunday bir M nuqta topish 
kerakki, undan o'tkazilgan urinm a 4x+y+4=0 to'g'ri chiziqqa 
parallel bo'lsin.

7.59 Nuqta S=2t3+t2-4 qonun bo'yicha harakat qiladi. f=4 
sek. vaqtdagi tezlik va tezlanish qiym ati topilsin.

7.60 Nuqta S=6 t-t2 qonun bo'yicha to'g'ri chiziqli harakat 
q iladi. Qaysi bir daqiqada nuqta tezligi nolga teng bo’ladi?

Teskari trigonometrik funksiyalam ing hosilalari topilsin

7.61. y = J l - x 2 + arcsinx 7.62. y = x -a r c t gx

7.63. у  = arcsin -Jl -  4x 7.64. у  -  arcsin —
a

7.65. у  = a r c t g— 7.66. у  = arccos(l — 2x)
a

7.67. у  = arc tg  7.68. 1) у  = W l- x 2 + arcsin x 2) у  = arcsin(e3' )

Quyidagi funksiyalam ing hosilalari topilsin

7.69. 1) у  = ~ X -  +arcsin-2 )  у  = + In cos x
'  x x 2

7.70. у  = ~JAx - 1  +arcc t g - j4x-\ 6.71. x = ln(e2' +1) -  2arctg(e ‘ )

7.72. у  = 41п(л/x -4 + yfx)+ -Jx1 -4лг

§ 7.2. M urakkab va oshkormas funksiyalam ing  
hosilalari

3-qoida: u=f(u) murakkab funksiyada f(u) va u(x) funksi
ya lar argum entlari bo'yicha differensiallanuvchi bo'lsin. Bu holda
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u=f(u)murakkab funksiya x bo'yicha differensiallanuvchi bo'lib, 
uning hosilasi

f'x = /'(«) • « 'W
formula bilan topiladi.

T s b о t :u(x) funksiya differensiallanuvchi bo 'lganligidan 
uning uzluksizlig i kelib chiqadi va shu sababli Ax- » 0  bo 'lganda 
Ди—>0 bo'ladi. Hosila ta 'rifiga asosan

r ,  Af  ,• 4 f  &u tsf Ди , ,/, = lim —  = lim -------- = lim ------lim —  = f ( u )  u (x).
Дг'*° Лх Лг_,° Ди Ах 41_>0 Ди 4х_>0 Ах

Masalan, (sinx2)'= (z=x2) =(sin/)'x = cosi-i' =2x cosx2.
Bu qoidaning tadbiqi sifatida u=xa darajali funksiyaning u' 

hosilasini topamiz. Bu xolda
In и = In x“ = a ln  x => (In u)'x =(aln x)'=>

У  a  f a  a  a a _,— = — =>y = — y  = — x - a  x . 
у  X X X

4-qoida:. u = f(x )  differensiallanuvchi va f'(x) * 0  bo'lsa, 
x=F1(u) teskari funksiya ham differensiallanuvchi bo'ladi va 
uning hosilasi x ’y = \  formula bo'yicha topiladi.

У x

I s b o t :  x=f_1(u) teskari funksiyaning argum ent orttirmasi 
Ли *0 bo 'lgandagi orttirmasi Ax bo'lsin. Berilgan f(x) funksiya 
differensiallanuvchi bo'lgani uchun uzluksizd ir va shu sababli 
unga teskari P (u )  funksiya ham uzluksiz bo'ladi. Demak, Au—>0 
bo'lganda Ax—>0 bo'ladi. Bu holda, hosila ta 'rifiga asosan,

Ax ( Д И  1 1 
Xu =lim —  = lim —  = — .

Av->0 Ду  Дх->0̂  A x  J y>

Misol sifatida u=arcsinx funksiya hosilasini topamiz. Bu 
yerda

D{f}=[-l;l] , E{f}=[-7r/2 , 7i/2 ] bo'lgani uchun, x=siny teskari 
funksiyaning hosilasi xy = cosy * 0, и e(-n/2 n/2), shartni

qanoatlantiradi. Bu holda (arcsinx)'= yx = 1 1
cosy

Ammo и 6  (-я/2 л/2 ) bo 'lganda cosy > Ova
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cosy= д/l -  sin2 у  = V 1-л :2, X € ( - l , l )

tenglik o'rinli. Bu natijani oldingi tenglikka qo'yib,

(arcsinx) '=-7=1=
л/l — jc2

formulani hosil qilam iz. Xuddi shunday usu lda

(arcsos x)'= —= L = , (arctg x)'= —Ц -, (arcctg x)'= ------- 7
V l- * 2 1 + * l + Jf

form ulalam i hosil q ilish mumkin.

Logarifm ik funksiyan ing  hosilasi:
у = in у funksiyani hosilasi
(in y) = — = ko'rinishida bo'ladi.

у /W
Param etrik ko 'rin ish ida berilgan  funksiyan ing  hosilasi.

Agar у = /(x) funksiya parametrik ko 'rinishda * = <p(t) va у = y/(t) 

berilgan bo'lsa, u  holda uning hosilasi

ko 'rin ishida bo'ladi.
Agar у ga nisbatan yechilm agan F(x-,y)=о tenglama yni xning 

bir q iym atli funksiyasi sifatida aniqlasa, uholda у o 'zgaruvchi x 
ning oshkormas funksiyasi deyiladi. Bu oshkormas funksiyadan 
y' hosilani topish uchun у ni x n ing funksiyasi deb, F(x;y)=o 
tenglam aning ikki tomonini x bo'yicha differensiallash kerak. 
Hosil bo 'lgan tenglam adan izlangan у ni topamiz. /  ni topish 
uchun F(x\y)=о tenglam ani x bo'yicha ikki m arta differensiallash 
kerak va hokazo.

M isol: (ex-sin 2x)'= (ex) 'sin 2x + ex (sin 2x )'= ex-sin 2x + 
ex-cos 2x-(2 x)'= (sin 2x +2 -cos 2x) ex,

r, . \ 1 / . \ cosx(In sm x) = ------- (sm x) = ------ = ctgx.
sin x sin x

Q uyidagi fu n ks iya lam in g  hosila lari top ilsin .
7.73.1) у  = sin бдг 2) у  = cos(a -  bx)

3) Funksiyaning hosilasini toping.
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a )  у  = 2х5- 5 - 2 '+ 4x-71og2x - ln 2 ;

b )  у  = (\ + x 2) arctgx;

V) у =
S l I U C  +  C O S X

sin х -  cos x 
X

g) y  = log j(2x3 + t).

7.74. 1) у  = sin — + cos —

7.75.1) y = (\-5xT
7.76.1) у = -

2 )  y  = 6cos^

( i- ^ r
7.77. у = л/2-t-sin 2дг 

7.79. у  = V4jc + sin4j

7.81. у = sin4 x + cos4 x 

7.83. 1) у = fgx + |(gJ* + yfg5x

2 )  у  = л/Г-х2

2) y = ̂ x f
3) у  = Vcos4x

7.78. у  = sin4 x = (sinx)4 

7.80. y=x2J ^ x 2
7.82. у  = Vl + cos 6jc

2 )  y  = sin2x3

3 ). j  = x2 +e*lnx funksiyaga teskari bo 'lgan funksiya uchun 
x\. ni toping.

4) Hosilani tekshiring. a) y = x ' ' ;  b) y  = [3x+2  ̂ .
(l -2 x )  Vl - x

Quyidagi tenglamalardan y’ topilsin.

7.84. 1) x1 + y 2 = a 2 2) y 2 =2px 3 ) V | r  = i

4). x2 +9y2 = 16 oshkormas funksiya uchun y ' = -^ ni toping.

7.85.1) х2+лу+у2 = б

dŷ
' dx

2 ) x2 + y2 - x y  = 0

Quyidagi funksiyalarning differensiallari topilsin:
7.86. 1) y = xn 2) У = х3 - 3 x 2 +3x
3)x = a 2cos2t, y  = asin2/ berilgan bo'lsa, y; ni toping.

7.87. 1) y = V w  2) S = ̂

7.88. 1 ) r  = 2p-sin2^>2) x = -y

7.89 у = |jc[ funksiyani x0 = 0 nuqtadagi hosilasini toping.
7.90. y  = cos2x - V i- x 2 funksiyaning ixtiyoriy x nuqtasi uchun 

differensialini hisoblang.
7.91 у  = In cos — 7.92 x -I 

' 2(1+ 2x)



(й
7.93 у  = cos2x + 4cosx 7.94 /(лт) = е'! +е

7.95 /(дг) = ln(x sin дг) 7.96 f{x ) = ln|r + \Jx2 +1 j
7.97 у = arcfg — 7.98 у  = arc t g  —

X X

7.99 у = arccosVl-Jt2 7.100 у  = x2ctg2x

7.Ю1 y = 7.102 >- = lnlnxsin4x
7.103 y = X, X 7.104 у = arcsinx + -J\~-

V l-x
7.105 у = In y/4x2 +1 + i  arctglx

7.106 _y = arcsinf— -  ll -  -Jx(4 - x )  7.107 у  =--- --------V2 J sinx + cosx
7.108 ,  = ]H££H

COSJt
7.109 у  = e x in ,v berilgan . y(i) ni toping.
7.110 у  = 2х cos 2х berilgan . y'(o) ni toping.
7.111 >> = in3 sin:^ - 2A-j berilgan . y{^) ni toping.

7.112 у = 3ta)r + 3inx+~- berilgan . y'{e) ni toping.

7.113 j> = caV - jAV b e r ilg an . /(o) ni toping.
7.114 z = b e r ilg an . z'(o) ni toping.

7.115 ,y = sin2;E+sA2xb erilgan . /(i) n i toping.
7.116 lnx = sin>'7.117 tgx = e y

7.118 ln(x-y) = cosjc 7.119 2x^y2- y * - 3 x  = 0 

7.120 arcsin у  = ex + In 3

§ 7.3. S illiq  egri chiziqqa o'tkazilgan urinm a va normal

Hosilaning geometrik ma'nosi. Agar y  = f ( x )  yoki F (x ; y )  = о
egri chiziq tenglam asi berilgan bo'lsa, f ' ( x 0) = t g a  , ya 'n i egri 
chiziqqa x„ nuqtaga o 'tkazilgan urinm ani burchak koeffisienti 
(urinm ani absissa o 'qining musbat yo 'nalish i b ilan hosil qilgan 
burchak tangensi)ga teng bo'ladi. y  = f{ x )  egri chiziqni x„ 
nuqtasidan urinm a tenglamasi
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у - /{**) = fWl{x-xо)

va shu nuqtadan o'tkazilgan normal tenglamasi

r-/ W = -j-N  (*-*»)•/ W
л/0(х0;у0) nuqtada kesishuvchi y  = f ( x )  va y  = f 2(x) chiziqlar 

orasidagi burchak deganda shu nuqtadan egri chiziqlarga 
o 'tkazilgan urinm alar orasidagi burchak tushuniladi:

t** = £ rt~ & X'\ (7-14) 1+M i W
Egri chiziqlarga o 'tkazilgan urinm alarning tenglam alari 

yozilsin va egri chiziqlar ham da urinm alar yasalsin.
о

7.121. y  = -— - lokonga (zulfga) x = 2 nuqtada.

7.122. y=sin.\: sinusoidaga x = n nuqtada.
7.123. y = sinx egri chiziq Ox o'q bilan qanday burchak 

orasida kesishadi?
7.124. 2y  = x 2 va 2 y  = & -x 2 egri chiziqlar qanday burchak 

ostida keshishadi?
7.125. 1) y  = x2 ; 2) y 2 =x3 egri chiziqlarga x = \ nuqtada 

o'tkazilgan urinm a osti, normal osti, urinm a va normalning 
uzunliklari topilsin.

7.126. у2 = 2px parabolaning urinm a nuqta abssissasining 
ikkilanganiga, normal ostiesa p gatengekani isbotqilinsin.

7.127. Agar y  = x2 + bx+c  parabola x = 2 nuqtada y  = x to 'g 'ri 
chiziqqa urinsa, parabola tenglam asidagi b va с aniqlansin. .

7.128. y  = x2- 4x + 5 parabola uchidan unga Oy o'q bilan 
kesishgan nuqtasigacha bo'lgan masofa topilsin.

7.129. у = 0,5 to 'g 'ri chiziq >> = cosx egri chiziqni qanday 
burchak ostida kesadi?

7.130. y  = x 2 + 4x parabolaga qaysi nuqtada o'tkazilgan urinm a 
Ox o'qqa parallel bo'ladi?

7.131. y  = x2 -  2x + 5 parabolaga o 'tkazilgan urinma, birinchi 
koordinatalar burchagining bissektrissasiga perpendikulyar 
bo'lishi uchun, urinm a parabolaning qaysi nuqtasida o 'tkazilishi 
kerak?
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7.132. y = — T  egri chiziqqa * = i nuqtada o 'tkazilgan urinma 

osti, normal osti, urinma va normal uzunliklari topilsin.

§ 7.4 Hosilaning tatbiqlari

Hosilani mexanik ma'nosi. Agar m aterial nuqta s = s(t) 
qonuniyat bilan harakatlanayotgan bo'lsa, ( 5 -yo 'l; t -vaqt), u 
holda s'(t)-material nuqta tezligini ifodalaydi. Tezlikdan olingan 
ikkinchi hosila [y(/)]=$’(/) m aterial nuqtaning tezlanishini 
ifodalaydi.

Rollteoremasi. Farazqilaylik, у = /(*) funksiya quyidagi 
shartlarni qanoatlantirsin:

1 ) [a,b] oraliqda uzluksiz;
2 )  (a,b) intervalda differensiallanuvchi;
3) oraliq oxirlarida funksiya bir xil q iym atlam i qabul qiladi, 

ya 'n i f(a) = f(b); u holda shunday 4е(а,ь) nuqta topiladiki, /'(#) = о 
bo'ladi.

Lagranj teoremasi. Faraz q ilaylik, у = /(*) funksiya quyidagi 
shartlarni qanoatlantirsin:

1 ) [a ,6] oraliqda uzluksiz; 2 )  (a;b) intervalda
differensiallanuvchi;

U holda shunday £<=(a,6) nuqta topiladiki, =
b — a

tenglik bajariladi.
Lopital qoidasi. /(*) va g(x) funksiyalar x„ nuqtaning 

atrofida differensiallanuvchi bo'lib, g'(*)*o bo'lsin. Agar 
lim fix )  = lim g(x) = 0 , yoki lim /(*)= lim g(jc)=ю bo'lib, i,m£W mavjud*-“« '-*'0 *-**o ’
bo'lsa, u holda lim lim tenglik o'rinli bo'ladi. Lopital g(x) g'(x) 0  r  

qoidasi shaklidagi aniqm asliklarning lim itini hisoblashda

qo'llaniladi. 0 »  va со- 00 shaklidagi aniqm asliklar, algebraic 
o 'zgartirishlar yordam ida -  va ^  shakliga keltiriladi. r ,  °o°, o°
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sh a k lid a g i aniqm asliklar esa avval logarifmlash orqali O oo 
s h a k lid a g i aniqmaslikka keltirilib, so'ngra jj yoki — ko'rinishdagi

an iq m as lik la rg a  k e lt ir ilad i.
Berilgan masalalarni yeching.
7.133. Zenit snaryad boshlang'ich am/sek tezlik bilan vertikal 

yo'nalishda otilgan. t sekunddan so'ng snaryar qanday x 
balandlikda bo'ladi? Snaryadning harakat tezligi va tezlanishi 
aniqlansin. Necha sekunddan so'ng snaryad eng yuqori 
balandlikka ko 'tariladi va yerdan qanday masofada bo'ladi?

/37.134. Jism x = - - 2 t 2+3t qonunga asosan Ox to 'g'ri chiziq

bo'yicha harakat qiladi. harakat tezligi va tezlanishi aniqlansin. 
Qaysi paytlarda jism harakat yo 'nalishini o 'zgartiradi?

7.135. M oddiy nuqta x = acosox qonun bo'yicha tebranma 
harakat qiladi. x = ia  va .t = o nuqtalardagi tezlik va tezlanish
aniqlansin. ^  tezlanish hamda nuqtaning uzoqlashishi x ushbu 
j 2
—  = -m '-x  "differensial" tenglama bilan bog'langani ko'rsatilsin.

7.136. f(x)=x2 -4x  + 3 funksiya ild izlari orasida uning 
hosilasining ham ild izi bor ekani tekshirilsin. Bu grafik usulda 
tushuntirilsin.

7.137. Roll teoremasini f(x)=\[x2 funksiyaga [-1; 1] 
segmentda tatbiq qilish mumkinmi?

7.138. у = |sin дг| egri chiziqning [~ y ;y ]  segmentdagi а в yoyi

yasalsin. Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urinma yo'q? 
Roll teoremasining qaysi sharti bu yerda bajarilm aydi?

7.139. [1, 4] segmentda f(x)=Jx funksiya uchun Lagranj 
formulasi yozilsin va с topilsin.

7.140.[-1, 2] segmentda -  va l-Vx7 funksiyalarga Lagranj

teoremasini tatbiq qilish mumkin emasligi ko'rsatilsin. Grafik 
usulda tushuntirilsin.
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7.141. о ,~  segmentda у = |cos x| egri chiziqning ab yoyj

yasalsin . Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urinm a yo'q? 
Lagranj teoremasining qaysi sharti bunda bajarilm aydi?

7.142 f (x )= x>  funksiya uchun Lagranjning f ( b ) - f { a ) = f ( b - a ) f \ c ) 

formulasi yozilsin va с topilsin.
7.143. Q uyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi 

yozilsin va с topilsin.
1) [0 , 1 ] segmentda / (*) = arctgx ■
2 ) [0, 1 ] segmentda f(x) = arcsin x ;

3) [1, 2] segmentda /(•*)= In*.
7.144. Q uyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin 

va с topilsin:
1) [0/ j ]  segmentda sin* va cos*;

2 ) [1, 4] segmentda x2 va VI.

Q uyidagi funksiya larn in g  lim itla r in i h isoblang:

7.145. 7.146. lim-7 7 3 1 - 2
■Jx — 1

7.147. lim 7.148. lim-r
*_>0 VI -  tgx -1 " 4 V3 + X -  л/х-3

3JC -1
7.149. lim-=—  7.150. « т  , * .

*-*4x - 1 х-Л^ + X - S - X

7.151. lim ~2 7.152. lim ^ 1
*-*8 ы х  - 2 V 2  x -* -2 i  \ [x  +  3

7.153. l i m— 7. 154.  l i m l ^ b
X->J3 —л/2дг — 1 *->o

7.155. lim------ - 7.156. lim
•,_>0 * JC-+3 jf _ 3

,2

7.157. lim—-----7.158. l im ^ ~a"
x~>a x -  a  x->b x - b

l
7.159. Iim^ -+X)3 1 7 1 6 0  limln(a + x)-ln fl

x~+° 2x x->o Y
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7 .16 2 . lim x(ax - 1)

л->0 x
e™ -1  

7 .163 . lim --------- 7 .16 4 .
лг-»0 ПХ ,t-> 0 nx

§ 7.5 Funktsiyaning ekstremumi va uni to'la tekshirish

Agar x„ nuqtaning qandaydir e  atrofida, istalgan musbat 
h<e uchun f ( x „ -h)< /(*„)< f ( x 0 + h) bo'lsa, f ( x )  funksiya x„ nuqtada 
o'suvchi deyiladi.

Agar [a,b] segm entdagi istalgan xi va хг uchun дг, < *2 

bo'lganda /(*, )</(*,) [/(*,>/(x2)] bo'lsa, /(*) funksiya shu 
segmentda o'suvchi (kam ayuvchi) deyilad i.

у -Ax) funksiyan ing  nuqatda yo k i segm entda o'suvchi 
yoki kam ayuvchi bo 'lish in in g  ye tarli alomati:

Agar biror oraliqda y> о bo'lsa, funksiya shu oraliqda 
o'suvchi bo'ladi; agar у  < о bo'lsa, kam ayuvchi bo'ladi.

Ekstremum ning zaru riy  shartlari. y  = f ( x )  funksiya faqat 
y' = о bo'lgan nuqtalarda yoki bu hosila mavjud bo'lm agan yoki 
cheksiz bo'lgan nuqtalardagina ekstremumga ega bo'lishi 
mumkin. Bu nuqtalar kritik (statsionar) nuqtalar deb ataladi.

Ekstremum ning ye tarli shartlari. Agar y = f(x) funksiya ,x0 
nuqtada uzluksiz bo'lsa va o'sha nuqta ixtiyoriy atrofida ( x0 
nuqtaning o 'zidan boshqa nuqtalarda) chekli hosilaga ega bo'lsa, 
va x0 nuqtadan o 'tishda /hosila o'z ishorasini ( +) dan (-) ga 
o'zgartirsa, u holda

/(*»)=>'„»x bo'ladi;
У o'z ishorasini (-) dan (+) ga o 'zgartirsa, u holda
Ж  )=Уш» bo'ladi;
У o'z ishorasini o 'zgartirm asa, u holda funksiya 

ekstremumga ega bo'lm aydi.
Demak, funksiyaning ekstrem um larini topish uchun :
1) У ni topib, uni nolga aylantiruvchi yoki u mavjud 

bo'lmagan kritik nuqtalarni topish kerak;
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2 ) har bir kritik nuqtaning chap va o'ng tomonlarida у  ning 
ishorasini, masalan, ushbu

X * i *3 * 4

У - 0 + yo'q - 0 - — 0 0 -

У kamayadi u

min o'sadi max Kamayadi
bukiiish

kamayadi
bukiiish

kamayadi

ko 'rin ishdagi jadval tuzib, aniqlash kerak.
So'ngra Ут va >mi„ lam i topib, egri chiziqni (funksiya 

grafigini) yasash  mumkin.
Ekstremum m av jud lig in ing  ye tarli shartlari (tekshirishni 

ikk inch i tartib li hosila yordam ida topish usu li). Agar biror * = 
nuqtada;

1) y = o va /<o bo'lsa, u holda f ( x ll)= y ,mx bo'ladi;
2 ) y  = о va />o bo'lsa, u h o ld a  /(*„) = >„», bo'ladi;
3) у  = 0 va у  = o bo'lsa, u holda m asala yechilm asdan qoladi 

va uni yechish uchun birinchi usu lga murojaat qilish kerak.
F unksiyan ing d ifferensia li. Agar y  = f{x) funksiya x 

nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, ya 'n i o'sha nuqtada chekli у  
hosilaga ega bo'lsa, u holda

Ду  = у 'Ax + aAx

funksiya orttirmasi Av ning д* ga nisbatan chiziqli bo'lgan 
bosh qismi y'Ax ga funksiyaning differensiali dey ilad i va d y  bilan 
belgilanadi.

d y  = y'Ax

(7.17) formulada y = x deb dx = x'Ax = l • Дх = д* ga ega bo'lamiz, 
shuning uchun ham

d y  = y'dx (7.18)
D ifferensia llash  qo idalari.

l.A gar с = c ons t bo'lsa, d ( c ) = о bo'ladi.
2. Agar с = const bo'lsa, d(c-f(x))=c-d(f(x)) bo'ladi.
3. d ( f (x )± g(x ) )  = d( f (x ) )± d(g (x ) )

4. d(f(x )g (x ))  = d ( f(x ))g (x )+f(x)d(g(x ))
5. Agar g(*)*o bo'lsa,

J  /(J )) _ *(f(*))g(x)~ f  ОУ(яСО) bo'ladi
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Quyidagi funksiyalam ing ekstremumlari topilsin va 
grafiklari yasalsin:

7.165.fl) y  = 4x-x2 в) у  = j * '  -  уд-2 + 6x

7.166. >’=лГ+2х-3

7.175. у = x4 -  2x2 + 5 funksiya berilgan [-2;3] kesmada eng 
katta va eng kichik qiym atlari topilsin

Takrorlash uchun savo llar
1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi qanday ta'riflanadi?
2. Hosilaning geometrik ma'nosi nim adan iborat?
3. Hosilaning mexanik ma'nosi nim adan iborat?
4.Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizlig i haqida 

nima deyish mumkin?
5. Qachon funksiya oraliqda differensiallanuvchi deyilad i?
6 . O 'zgarmas sonning hosilasi n im aga teng?
7. Funksiyalar algebraik yig 'ind is in i hosilasi qanday 

hisoblanadi?
8 . Funksiyalar ko 'paytm asini hosilasi qanday hisoblanadi?
9. Funksiyalar nisbatining hosilasi qanday hisoblanadi?
10. Hosila olishda o'zgarm as ko'paytuvchini nima qilish 

mumkin?
11. M urakkab funksiyaning hosilasi qanday topiladi?
12. Teskari funksiyaning hosilasi qanday topiladi?

7.167. y = y + * 2 7.168. у  = x3 + 6x2 + 9x

7.170. y = *3+ -
4

7.172. y  = 2 x - 3 i I 77.171. y =—-2*2
4

7.174.



(й
FUNKSIYANING HOSILASIGGA, DOIR NAZORAT 

TESTLARI

1. Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mtexanik va geometrik 
ma'nosi

1. y=/(x) funksiyaning Ax argumernt orttirm asiga mos 
kelad igan Д/ funksiya orttirmasi qayerda t o 'g r i  ifodalangan ?

А) Д/=/(х)-/(Дх). В) Д^/(х+Дх)-/(Дх). С )  Д/=/(х+Дх)-/(х).
D) Д/=/(х+Дх)~/((х-Дх). Е) А/=/(х)Лх .

2 . у =1 o 'zgarm as funksiyaning Ay o rttiirm asi qayerda to'g'ri 
ko 'rsatilgan ?

А) Дх. В) -Д х . C ) l .  D) - 1 . E) 0 .

3.y=x3 funksiyaning Ay orttirm a:si q ayerda to'g'ri 
ko 'rsatilgan ? .

A) Зх2Дх + (Дх)3. В) Зх2Дх + Здг(Дх) 2 + (Дх)3,.
С) Зх2Дх + Зх(Дх)2 .D) Зх(х + ЗДх)Дх .Е) Зх(.х + Д*)(Дх)2 + (Ax)J •
4.у=х3 funksiya uchun Ay/Ax orttirm alair n isb a t in i toping .

А) Зх2 + (Дх)2. В) Ъх(х + ЗДх).
С) Зх2 + ЗхДх . D) Зх2 + ЗхДх + (Дх)2 . Е) Зх:Ах(х + Дх) + (Дх)3 .
5 .у=/(х) funksiya hosilasini ta 'rif b o 'y ic h a  hisoblashda 

quyidag i am allardan qaysi biri b a ja r ilm ayd i'?
A) x argum entga Ax orttirma berilad i.
B) funksiya orttirmasi Д/ hisoblanadi.
C) orttirm alar nisbati A//Ax hisoblanacdi.
D) A//Ax nisbatning Ax—>0 bo 'lgandagi lim iti hisoblanadi.
E) ko 'rsatilgan am allarning barchasi b a ija r ilad i.

6 .y=/(x) funksiya hosilasining ta 'r iifi q ayerd a  to 'g'ri 
ko 'rsatilgan ?

c >  D )  E )
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7. Hosilaning mexanik ma'nosi qayerda to 'g 'ri ko 'rsatilgan ?

A) harakatda bosib o 'tilgan masofa.
B) harakatda sarflangan vaqt.
C) harakatda oniy tezlik.
D) harakatda to'xtash holati.
E) harakatni boshlash holati.

8 . Hosilaning geometrik ma'nosi qayerla to 'g'ri ko 'rsatilgan ?
A) chiziqqa o 'tkazilgan kesuvchining burchak koeffitsenti.
B) chiziqqa o'tkazilgan urinm aning burchak koeffitsenti.
C) chiziqqa o'tkazilgan normalning burchak koeffitsenti.
D) chiziqqa o 'tkazilgan urinma va OX o'q orasidagi burchak 

tangensi.
E) chiziqqa o'tkazilgan urinm a va OY o'q orasidagi burchak 

tangensi.
9. Q uyidagilardan qaysi biri y=f(x) funksiya grafigiga (xo,yo) 

nuqtada o 'tkazilgan urinm a tenglam asini ifodalaydi ?
A) y - y 0 = f ' ( x 0) ( x - x 0) . В) у  -  y 0 = f \ x 0)x .C) y - y 0 = f ' ( x 0)x0 .

D) x - x 0 =f'(x0) (y -y 0).E) y - y 0 = (x-x„)-
/ ( *  o)

1 0 .Q uyidagilardan qaysi biri y=f(x) funksiya grafigiga (xa,yo) 
nuqtada o 'tkazilgan urinm a tenglam asini ifodalam aydi ?

A ) У~Уо  = f \ xo ) ( x ~ xo )  ■ B) — —  = f ' ( xo ) -x - x 0
Q  У = Уо +/ ' ( хо) (х - хо ) -  D) x ~ xo = f ' ( xo ) ( y  ~ Уо)  ■ 

x ~ xo ^
У - У о  f M

2. Funksiyani differensiallash qoidalari. Hosilalar jadvali
1. Differensiallash qoidasi qayerda xato ko 'rsatilgan ?
A) (Cu)'=Cu' (С-const.). В)(u±v)'=u'±v'.

C) (u-v)'= u'v+uv'. D) _ ц V + MV _

e) т г - № и \
2. Diffrentsiallanuvchi и va v funksiyalar u/v nisbatining 

bosilasini hisoblash formulasi to 'g 'ri yozilgan javobni ko'rsating.

201



3.y=x2/sinx funksiyaning у' hosilasini hisoblang.
A) y'=x2/cosx. B) y'= 2x/sinx. C)y'=2x/cosx

D) у  -  x(2sinx +xcosx)/sin2x. E) y'= x(2sinx-
xcosx)/ sin2x .

4. Diffrentsiallanuvchi и va v funksiyalar u-v 
ko'paytm asining hosilasini hisoblash formulasi qayerda to'g'ri 
yozilgan ?

A )u'v'. B) u'v'+uv . С)u'v+uv'.
D)u'v-uv' . E) u'v'-uv .
5.y=x2sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'=x2cosx. B) y'= x(xsirur-2cosx).
С) у -  2xsinx. D) y'= x(xcosx+2sinx).
E) y'= x(xcosx-2sinx).

6 . Agar y=/(x), u=u(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsa, 
y=f(u) murakkab funksiya hosilasini hisoblash formulasini 
ko'rsating.

A )y'=f(u). В )y'=f(W ). Q  y'=f(u).
D)y'=f(u)u'. E) y'=f(u')u'.

7./(x)=sinx, w(x)=lnx funksiyalar bo'yicha tuzilgan 
y=/(w)=sinlnx m urakkab funksiya hosilasini hisoblang.

A) y'=coslnx. B) y'=sin(l/x).
C) y'=(sinlnx)/x. D) y'=(coslnx)/lnx.
E) y'=(coslnx)/x.

8 . y=sinarcsinx ( - 1  < x < 1 ) murakkab funksiya hosilasini 
hisoblang.

A) y'=cosarcsinx. B) y'=1. C) y'= sinarccosx.
D) y'= cosarccosx. E) y'=x.

9. y=cos(x2+l) funksiyaning y ' hosilasini hisoblang.
A) y'= sin(x2+l). B) y '= -sin (x2+l).



т
С) у -  sin2x. D) y'=2xsin(x^l).
Е) y'=-2xs йгф М ).

^0 ;у = ел'4 funksiyaning hosilasi to 'g 'ri yozilgan javobni

toping.
д ) / -e1"'1. B )4 x 3 -ex\  C)4x3 ex Tgc.

Q) 4л:3 -e*4-1 -lge. E) e* .

3.Differensiallanuvchi funksiyalar haqidagi asosiy 
teoremalar

1.Roll teoremasida y=/(x) funksiyaga qaysi shart 
qo'yilmaydi ?

A) Biror [a,b] kesmada aniqlangan.
B) [a,b] kesm ada uzluksiz.
C) [a,b] kesma ichida differensiallanuvchi.
D) [a,b] kesma chegaralarida f(a)=f(b).
E) Keltirilgan barcha shartlar q o 'y ilad i.

2..Roll teoremasining tasd ig 'in i ko'rsating: Agar y=f(x) 
funksiya [a,b] kesm ada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida 
differensiallanuvchi ham da chegaraviy nuqtalarda f(a)=f(lo) bo'lsa, 
u holda bu kesma ichida kam ida bitta shunday x=c nuqta 
topiladiki, u n d a ..... bo'ladi.

A )/ '(C)>0. B) /'(c)<0. C)/'(c)=0.
D)f'(c)*0. E)/'(c)=/(c).

3./(x)=xsinx funksiya uchun Roll teoremasi qaysi kesmada 
o'rinli bo 'lad i?

A) [0 ,1 ]. В) [0, тт/2]. С) [0, Tt],
D) [2, п]. E) [ti/2, tt] .

4./(x)=x2-7x+9 funksiya uchun Roll teoremasining shartlari 
bajariladigan [a,b] kesm alarning um um iy ko'rinishini aniqlang.

A) [1 - a ,  1+a], a>0 . B) [2- a ,  2 +a], a>0 .



.ей
С) [3-а ,  3+а], а>0 . D) [4- а ,  4+а], а>0 .
Е) bunday kesm alar mavjud emas .
5.f(x)=x2-7x+9, xe[l,5], funksiya uchun Roll teoremasining 

tasd ig 'i o 'rinli bo 'lad igan с nuqtani toping.
A) c=1.5 . В) c=2 . C) c=2.5 . D) c=3 . E) c=4.5 .
6 . f(x) = V&x-x2 funksiya uchun [0,8] kesmada Roll 

teoremasining tasd ig 'i o 'rinli bo 'lad igan с nuqtani toping.
A)c=2 . В )c=3 . C )c= 4. D)c=5 . E)c=7.
7. Lagranj teoremasida y=f(x) funksiyadan qaysi shart talab 

etilm aydi ?
A) Biror [a,b] kesmada aniqlangan .
B) [a,b] kesmada uzluksiz .
C) [a,b] kesma ichida differensiallanuvchi.
D) [a,b] kesma chegaralarida f(a)=f(b).
E)Keltirilgan barcha shartlar talab e t ila d i.

8 . Lagranj teoremasining tasd ig 'in i ko'rsating: Agar y=/(x) 
funksiya [a,b] kesm ada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida 
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu kesma ichida kam ida bitta 
shunday x=c nuqta topiladiki, u n d a .....tenglik o'rinli bo'ladi.

A) f(b) + Д а) = /'(c)(6 + a ). B) f(b) -  f(a) = f'(c)(b -  a).
C) f(b) -  f(a) = f'(c)(b + a). D) f(b) + Да) = f\c\b -  a).
e) m - m = f \ c ) .
9.f(x)=xcosx funksiya uchun Lagranj teoremasi o'rinli 

bo 'lm aydigan kesmani an iq lan g .
A) [ti/2,ti] . В) [0,л/2] . C) [0 ,n ] . D) [n,2n].
E) Barcha kesm alarda Lagranj teoremasi o 'rinli b o 'lad i.

10. f(x)=x2-2x+9 funksiya uchun [a,b] kesmada Lagranj 
teoremasining tasd ig 'i o'rinli bo 'lad igan с nuqtani toping.

A) c=a+b/2.
B) c= b-a/2.
C) c=(a+b)/2.

204



D) c={b-a)/2.
E) um um m y holda с nuqtani aniqlab bo'lm aydi.

4.Funksiya differensiali. Yuqori tartibli hosila va 
differensiallar

1.A gar funksiya orttirmasi Af=AAx+a(Ax)Ax (Ax—>0 => 
a(Ax)->0) ko 'rinishda bo'lsa, uning df differensiali qanday 
aniqlanadi ?

A) df=Ax. B) dfrA+Ax. C) df=AAx. D) df=A-Ax. E) df= 
a( Ax)Ax.

2. Agar y=f(x) funksiya hosilasi f'(x) mavjud va chekli bo'lsa, 
quyidagi hollardan qaysi birida df differensial mavjud bo 'ladi ?

A ) f ’(x)>0. B) f'(x)<0. Q f'(x)=0. D)/
'(1 )^0 .

E) barcha hollarda df differensial mavjud bo'ladi.

3. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning / ’(x) hosilasi df 
differensial orqali qanday ifodalanadi ?

A) f ' ( x )  = d f .  B) f ' ( x )  = f . C) f \ x )  = ^  .
dx d f

D) f ' ( x )  = d f  • dx . E) f \ x )  = d f  + dx .

4. Agar y=f(x) funksiyaning hosilasi /  '(x) mavjud va chekli 
bo'lsa, uning df

differensiali qanday topiladi ?
A) df=f '(x)+dx . B) df=f'(x)-dx C) df=f'(x)tdx .
D )df=f'(x)dx. E )df=f'(x).

5. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiya argumentining 
orttirmasi Ax kichik bo 'lganda uning differensiali df va orttirmasi 
А/orasida doimo qaysi munosobat o'rinli bo'ladi?

A ) A f  = d f .  B) A f > d f .  C) A f < d f .  D) A f - d f > 0 .  E) дf » d f

6 .Funksiyani differensiallash qoidasi qayerda noto'g'ri 
ko 'rsatilgan ?
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A) dCf = Cdf. В) d(u + v) = du + dv. C) d(u -  v )  = du -  dv.
D) d(uv) = udv-vdu. E) df(u) = f'(u)du.
7. y=cos(3x+4) funksiya differensiali dy qayerda to'g'ri 

ko 'rsatilgan ?
A) dy= sin(3x+4)dx.
B) dy= 4sin(3x+4)dx.
C) dy= -3sin(3x+4)dx.
D) dy= -4sin(3x+4)dx.
E) dy= 3sin(3x+4)iix.
8 .y=xlnx funksiyaning dy differensialini toping .
A) dy= xdx. B) dy= Inxdx. C) dy=(l/x)dx.
D) dy= (l+lnx)dx. E) dy=(l-lnx)dx.
9.Funksiyani differensia.1 yordam ida taqribiy hisoblash 

formulasi qayerda
to 'g 'ri ifodalangan ?
A) f(x+Ax)*f(x)df. B) f(x+Ax)^f(x)+df.

C)f(x+Ax)~ f(x)/df. D) Дх+Дх)~ df/fix) .
E) fix+Ax)~ fix)±df.
10. Qaysi funksiyaning и-tartib li hosilasi noto'g'ri yozilgan ? 
A) (e ')w =ex. В) (а ' ) ' л) =al (lna)". C) {x")(n) =n\ .
D) sin '■> д: = sin + — j • E) barcha hosilalar to 'g 'ri yozilgan.

5.Funksiyani I  tartib li hosila yordamida tekshirish

1. Differensiallanuvchi y=/(x) funksiyaning kam ayish sohasi 
uning /  (x) hosilasi yordam ida q an d ay  munosabatdan topiladi?

A)/(x)=0 . B)/(x)*0 . C)/(x)>0 .
D)/(x)<0 . E)/(x)<~.
2./(x)=x3-3x  funksiyan ing kam ayish oralig 'in i toping.
A ) ( - l ,  1 ) . B)(l, oo). C )  ( - 1 ,  oo).
D) (-oo,-l). E) (-oo, 1).
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3 .y=xlnx funksiyaning kam ayish sohasi qayerda to 'g'ri 
ko'rsatilgan ?
A) (0, e). B) (-oo, 1/e). С) (0, со). D) (0 ,1/e). E) (1/e, oo).

4 . Differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning o'sish sohasi 
uning f{x) hosilasi

yordam ida qanday munosabatdan topiladi?
A)/(x)=0 . B)/(x)*0 . C)f(x)>0 . D)/(x)<0 . E)f(x)<°° .
5.f(x)=xex funksiyaning o'sish oralig 'in i toping.
A )(-l, 1). B)(l, oo). C) (-1, oo).
D) (-o o -l). E) (—со, 1).

6 .y=xlnx funksiya o'sish sohasi qayerda to 'g'ri ko 'rsatilgan ?
A) (0, e). B) (-oo, 1/e). C) (0, oo).
D) ( 0 , 1/e). E) (1/e, oo).
7. y=f(x) funksiya xo nuqta atrofida aniqlangan bo'lib, unda 

lokal maksimumga ega. Agar argument orttirmasi Ax yetarlicha 
kichik bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli bo'lm aydi ?

A) /(xo+Ax)</(xo).
B) f(xo-Ax)<f(xo).
C) A/<0.
D) f(xo+Ax)+f(xo-Ax)<2f(xo).
E) barcha tasdiqlar o 'rinli bo'ladi.

8 .y=f(x) funksiya xo nuqta atrofida aniqlangan bo'lib, unda 
lokal m inimumga ega. Agar argument orttirmasi Ax yetarlicha 
kichik bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli bo 'lm aydi ?

A)/(xo+Ax)>/(xo). В) /(хо-Дх)>/(хо). C) A/>0.
D) /(xo+Ax)+/(xo-Ax)>2/(xo).
E) barcha tasdiqlar o 'rinli bo'ladi.

9. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiya xo nuqtada lokal 
ekstremumga ega bo'lsa, quyidagi shartlardan qaysi biri o'rinli 
bo'ladi ?

A)/(xo)>0. B)/(xo)<0. C)/(xo)=0.
D ) / ( xo) tO. E )/ ( xo) mavjud emas.

10. /(x)=x3-3x funksiyaning kritik nuqtalarini toping.
A) +1. В) 0 va 1 . С) -1 va 0 . D) 2 va 3 . E)±2 .
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Qiyin matematik masalani yechishni - 
mustahkam qal'ani zabt etishga taqqoshlash mumkin

Vilenkin
VIII-BOB. AN IQM AS INTEGRAL

§ 8.1 Aniqmas integral. Bevosita integrallash. Yoyish usuli 
yordam ida integrallash.

§ 8 .2 .0 'zgaruvchini alm ashtirish usu li bilan integrallash. 
Bo'laklab integrallash. Ratsional kasrlarni integrallash

§ 8.3. Ba'zi bir irratsional funksiyalardan tashkil topgan 
va trigonometrik funksiyalardan tashkil topgan ifodalami 
integrallash.

§ 8.1 Aniqm as integral. Bevosita integrallash. Yoyish 
usuli yordam ida integrallash.

1. Agar [a,b] kesmaning istalgan ichki nuqtasida f (x) 

funksiyaning hosilasi f ( x )  ga teng bo'lsa, bu f ( x )  funksiya f ( x )  

uchun boshlang'ich funksiya deyiladi.

F '(*)= /(*)=> dF(x)=  f (x )dx ,  x e [в,б].

Boshlang'ich funksiyani uning hosilasi /(*) yoki differensiali 
f (x ) d x  bo'yicha izlash differensiallashga teskari am aldir, bu amal 
integrallash deyilad i. /(x) funksiya yoki f (x )dx  differensialning 
boshlang'ich funksiyalari to'plam i aniqmas integral deyilad i va 
\ f (x ) d x  simvol bilan belgilanadi. Shunday qilib, agar 
d [F (x )+ c ]= f{ x )d x  bo'lsa,

\ f (x ) d x  = F{x)+C  (8.1)

bo'ladi.
Bu yerda /(x) integral ostidagi funksiya; f (x )d x  - integral 

ostidagi ifoda; С -  integrallash o'zgarm asi, x-integrallash 
o'zgaruvchisi, J -integral belgisi.

2. Aniqmas integralning asosiy xossalari:



........................... ......л

a) funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiya 
bilan ixtiyoriy o'zgarmasning yig'indisiga teng:

\dF(x)=F(x)+C
b) Aniqmas integralning differensiali integral ostidagi 

ifodaga, aniqmas integralning hosilasi esa integral ostidagi 
funksiyaga teng:

rf(f/(*>&)=/(*>&, [\f(x)dx) = /(*) (8 .2 )
c) Funksiyalar algebraik yig'indisining (ayirmasining) 

aniqmas integrali bu funksiyalar aniqmas integrallarining 
yig'indisiga (ayirmasiga) teng:

\{j{x)±g{x))dx = \f{x)dx±\g(x)dx (8.3)

d) o'zgarmas ko'paytuvchi aniqmas integral belgisidan 
tashqariga chiqarish mumkin (a = const)

| af(x]dx = aj f{x)dx, (a = const) (8.4)

e) agar \f(x)dx = f(x)+c bo'lib, u = <p(x) uzluksiz hosilaga ega 

bo'lgan istalgan ma'lum funksiya bo'lsa,
\f{u)du = F(u) + C (8.5)

bo'ladi.
3. Integrallashning asosiy formulalari.

Jo dx = C (8.6)
j d x  = x + C (8.7)

Y»+1
| x"dx =---- + C; (n^-l)3 И + 1 (8 .8 )

j~  = inH+c (8.9)

f a xdx = -̂ — + C; a>  0; a *  1 ■* In a (8 .10 )

J e 'dx  = e' + С (8 .1 1 )
| sin xdx = -  cos x + C (8 .1 2 )
J cos xdx = sin x + С (8.13)
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(й
dx -Igx + C

'  COS X
Г dx „— = -c/g.r + С
•* «1П "sin Jt 
г dx 
' x2 - a ‘
Г dx
]7 7 T a
• Л

= — In 
2a

+ C; - a < x < a ; a> 0дг + а
In Lt + y/x2 ±a2 + С

=  = arcsin — + C 
дг2 a

1 x T = - a r c f g -  + C 
дг +o a a

Va2 -

r (it

Intgz + C

Г ДГ Я”
П Г ? ,f -^ -  = ln

J  COS*

J s/m£t = chx + С

f = thx +С 
> c h2x
f - г -  = - c thx + С 
J iA2*

+ C

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8 .20) 

(8 .21) 

(8 .22)

(8.23)

(8.24)

Yoyish yo 'li bilan integrallash berilgan integralni sodda 
in tegrallam ing yig ind isiga keltirishdan iboratdir.

4.Bevosita in tegrallash . Bevosita integrallash jadval 
integrallaridan bevosita foydalanishga asoslangandir. Bu yerda 
quyidag i hollar ro 'y berishi mumkin:

a) berilgan integral tegishli jadval integrali yordam ida 
topiladi;

b) berilgan integralga (8.3) va (8.4) xossalam i 
qo 'llan ilgandan so'ng bir yoki bir necha jadval integraliga 
keltiriladi;

v) berilgan integral integral osti funksiya ustida elementar 
shakl alm ashtirishdan so'ng (8.3) va (8.4) xossalar qo'llanilgandan 
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltiriladi.

Ushbu an iqm as in teg ra llam i topib, to 'g 'r ilig in i 
d ifferensia llash  yordam ida teksh iring.

8 .1 . + 8 .2 . jj5*s + 2V7--
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8.3. J^4x2 +3-/x -JL jcfo

8.5. jf?*‘ -3 ^ + ^ L jk

8.7. j ( ^ +f

8.9. +

8.4. j[3x2 + 4 ^ - ^ y

8 .6 . j( i-5 V 7 +^

8.8. [(l + 2yfx-^j-)jix

7 w ) 1
8.10. fl 2V7-— + 3

Aniqmas integrallarni toping.
8.11 - J c o sx  s'mxdx

8.12 J (In дг)

8.13 J

8.14 J-

arctgx
~u7

dx
x

-dx

-dx

8.15 Je xdx

2 + дг4
ate8.16 J

8.17

8.18 f - p i =  
J Vi^2?

8.19 f—J ?r4 J-S
8 .2 0  f-^LJ rln r

2дг +5 
dx 

x\nx

Integrallarni toping.

8.31 a )  J- л

COS X
x1

2x +3

■dx

dx

8.21 |
8.22 I

8.23 J 'J5x*~+3x3dx

Г •> x3+l8.24 j x 2e  dx

8.25 \ - r L =

8.26 J 2л: +3 
8.271 arcsin2 x

dx

dx

8.28
l + x1

8.29 J r
1 + 2x xdx

•j2S-9x2
3 W

8.32 я) +

e) I
<of7

■Jx + 4 + Vjc- 1 
dx

\[x* cos2 V*

»> J M

e) 1
x'dx 
:2 + 2

211



$ 1

8.33 jV^isVP'-i)^  

83 5
8.37. j 

8.39. |

dx

V 9 - 4 x 2
dx

1 16дг -9
8.41. j5'-'e'fl[x

dx8.43. J
•Jx + 2 - y J x - l

8.45.
jrJ +4

x' - u8.47. f—J Jt +
8.49. j  c tg ! xdx

8.51. Г^££!£ЛJ roe r

sin2 x + c o s2 at
8.53. j  

8.55. f -  a
3 \lx + 2\lx + 4

8.57. J(VI-i)(r+^+i)fc 

8.59. J 1 + 2cos2*
1 + cos 2x

-dx

8.34. j  

8.36. j

d<p

jc —16
•Jx + 4 

dx

dx

8.38. \-j—
. ЛДГ-1 , ЛДГ+1

840. f 2 ,+3 ^
6'

8.42. J(зл -  гХз-' +2^x 

8.44. \ ^ ~ : -•У2Й
V 4-д

i/Х

8.46. |x* dx
1 хг + 1

8.48. fsin2 — dx J 2
8.50. j c l h 2xdx

8.52.
J e '+ 2

8.54. J >-*' fix

8.56. |e-'(e'+5)air

8.58. |(Зс/gjr - 1 Хз/gx +1 )Jx

8.60. | -Jx-^хл/хdx

§ 8.2.0'zgaruvchini alm ashtirish usuli bilan integrallash. 
Bo'laklab integrallash. Ratsional kasrlam i integrallash

O 'zgaruvchini almashtirish (o 'm iga qo'yish) usu li bilan 
integrallashning mohiyati shundan iboratki, j f ( x ) d x  integralni 
asosiy integrallash form ulalarining birortasi oson 
integrallanadigan \F(u)du  integralga keltirishdan iboratdir. Faraz 
qilam iz, x = <p(u) o 'rganiladigan oraliqda uzluksiz, differensial
lanuvchi funksiya bo'lsin, u holda

J f ( x ) d x  = J f  (<p(u)) ip '(u )du = J F ( u ) d u  (8.25)

212



Yangi o 'zgaruvchi и ga nisbatan integral topilgandan so'ng 
„ = (</(*) o 'rniga qo'yish yordam ida uni x o'zgaruvchiga keltiriladi.

1-m isol. Ushbu

| \l\-x2dx
о

Integral hisoblansin.
Berigan integralda л = sin? alm ashtirishni bajaramiz.Unda

к n

| ' j \ - x 1dx = J  л/l — sin 2t cos tdt -  J cos2 tdt =

= f(—+ —cos 2t)dt = (—f + — sin 2t) 
n 2 2 2 4

2 _  n  
o _ 4

bo'ladi.
Bo'laklab integrallash. d { u 9 )  = u d 9  + M u  tenglikning ikkala 

tomonini integrallab, quyidagin i hosil qilamiz:
Jrf(ui9)= jud&  + J  9du\ u 9  = jud&  + ^9du

bu yerdan
J«</i9 = ui9 - J i9c/«

2-misol.Ushbu
| x In xdx

(8.26)

Integral hisoblansin.
1 x 1Bu intervalda “(*) = \nx,dv(x) = x  deb d u (x )= -d x ,v (x )  =  —
x  2

bo'lishini topamiz. Unda (8.26) formulaga ko'ra:
\x\nxdx = (~—\ n x ) - [— - d x  = — \nx - - [x dx  = — \nx-— + c  bo ladi.
J 2 2 i  2 2 J 2 4

Ratsional kasrlarni integrallash. Rastsional kasr deb 
P«W!Qa(x) ko 'rin ishidagi kasrga aytilad i, bu yerda p„(x) va q„(x) 
mos ravishda n va tn darajali ko 'phadlar. Agar n<m  bo'lsa, 
ratsional kasr to 'g 'ri , n>m bo'lsa noto 'g'ri kasr deyilad i. Har 
qanday noto 'g'ri ratsional kasrni m axrajga suratni bo'lish orqali 
ko'phad to 'g 'ri rasional kasr y ig 'ind is i ko 'rinishida tasvirlash 
mumkin. Shuning uchun ratsional kasrlarni integrallash to 'g 'ri
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$1
ratsional kasrlam i integrallashga keltiriladi. To'g'ri ratsional 
kasm i integrallash uchun uni eng sodda ratsionallar yig'indisi 
ko 'rinishida

^ 0 0  ^11 ^12 ^1 к A  .—:— =--- LL-T + T---LL--r+ --- !4-тГ + ...+---— + ... + ---- rt
Q(x) (дг-аг,) (дс-ог,)2 ■" (x - a , Y  x - a t ( x - a j  

bu yerda a  va a,,, An ,...Art -o'zgarm as haqiq iy sonlar; к - 

butun musbat sonlar
Eng sodda ratsional kasrlardan tashkil topgan integrallarni 

hisoblash.
1)Birinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:

f ^  dx = А 1п|дг -a\ + C 
3 x - a

2) Ikkinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f — ^ dx = — — --— r + C n e  N;n > 2 

( х - а ) "  л - 1 ( * - a y

3)Uchinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
b_^p г

j  Ax + B—^ _ Г - A<-  d t + f —\ d t \  p 2-4q<0 ;  / = x + —; a2= q - ( —1 >0 
3x2 + px+q h 2+a2 ' t +a 2 U

4) To'rtinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f — ^ — dx = ^
J (*2+/* + ?)” (f2 + а 2)" I  2 JJ (12 +а 2У

n e N ;  n> 2; p 2 -4</<0; r = jt + —; a 2 = q - 1 — 1 >0

5) Beshinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f tdt . =----------------- r-y + C; n * 2
5 ( r + a 2)f  2 ( n -\ i t 2+a2Y'

6 ) Oltinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f dt _______ l_______  l f  1 If ж >7
>{t2+a2)f  2a2( n - \ i t 2+a2Y'  « 4  2 (n - l) J J  +a 2)T'1 ’

3-m isol.Ushbu
J sin3 xcos4 xdx

integral hisoblansin.
Ayrim  hollarda / = cosx, t = sinx, t = tgx alm ashtirishlar qulay 

bo'ladi.
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A ytaylik , Л(и,у) ratsional fu n ksiya  uchun
R ( - u , v )  = - R ( u , v )

bo'lsin. Bu holda
J R (sinx,cosx)d x =  J /?2(sin2 Ar,cosx)sinx<& = 

t -  cosx , ,
dt = -sinxdx J

bo'ladi.
A ytay lik , R(u , v )  ratsional fu n ksiya  uchun  

R ( u , - v )  = - R ( u , v )

bo'lsin. Bu holda
J /?(sin x, cos x) dx = J  R} (sin x, cos2 x)  cos xdx =

t = sin x . i
= [R3( t , l - t 2) d t  

dt  = cos xdx\ 1

bo'ladi.
Aytaylik, R(u , v )  ratsional funksiya uchun 

R ( - u - v )  = R (u , v )

bo'lsin. Bu holda
J /?(sin x, cos x) dx = | R2 (tgx,  cos2 x) dx = 

t = tgx

dx =
\ + t 2

-dt

bo'ladi.
Integral ostidagi funksiya uchun R ( - u ,  v) = -R ( u ,  v) bo'ladi.
Shuning uchun c o s x  = t  deyilsa,unda -s in xdx = d t  bo'lib,

f t 5 l 1f sin 3xcos *xdx= f(<2 -1 )tAdt=--------+ C = -cos1 x — cos 5x+C
1 J 7 5 7 5

bo'ladi.
O'zgaruvchilami almashtirish usuli yordamida 

integrallarni toping.
8.61 a) \^=±dx

'  J Xs - b x
arctg x

dx+ x

d) ff23L£*
'  J  l + x 2

-) J l

e) \ ^ 0 d xJ x + yjx

O f x-dx



8.62. я)/(*п Jj-x-c0s^j<fo в ) J(llx-7 У dx

8.63. f^ arc,f )
3 a r c t g 2x

8.65. | -Jlx + 5dx

8.67. /4™dx

8.69. f ^ ^ l d x• r*r\c V

8.71. J

8.73. J

C O S  JC 

xdx

л/jc2- 5  
dx

VT л: arcsinjc
8.75. Jsec2(l + lnJ jr)tf(l + In2 x)

8.77.
J X  +  X "

8.79. f
4 1 + e6’

8.81. fx~2e~"'dx

8.83.
V*

8.85. Js^’ 'sin 2j«fc

8.87. Г _И"«Ь
cos2 x jc o s x

8.89. f,-----
(л2 +1 f t  arctgx  +1

8.91. f-£*J 7 j. l2jr

8.93. J-
7 + 32

■ J2x -x2
e 5jdx

8 ' 9 5 '  ^
8.97. f , A

W9-in2: 
8 .9 9 . f s>"2-Kfr 

■* 1 + cos2 2x

sin2 Afl + cCgx)32 
dx

8.64. J -

8.66. f- —
(2дг -  3)2

8 .6 8 .  jrr^ 'd x

8.70. f ,
J дг(9+ In x j

8.72. \r'"x*dx

8.74. J e* cose*dx

8.76.
J X3

8.78.
J  Z

8.80. г1С05*-^лг^  
J sin2* 

udu
cos* и8.82. f-2?J cnG*-

8.84. J 

8 .86 . |

dx
25 cos2 дг+ 9 sin2 x

dx

' J l - x 2 Varccos2 д:-4
8.88. U dx

•J t g sx s in2 x

8 .90. JeS,”,_2 cosjrcfe

8 .92 . f-^ L _
J e 2x +5

8.94. | V2 -  3sin 2дг cos 2xdx 

8.96 . \ ^ 2dx
3 sin2*3

8.98. f- 
3 1

t 2d t

8 .1 0 0 . J lfi+ r4
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м
8.101. J

8.103. Jcos2̂ sin|jcos|<& 

8.105. fx t g (x 2 - i\ lx

dx8 .1 0 2 . \-T7— ^J %[x(\ + x)

8.104. f th lxdx

8.106.

8.107. \ cosf Здг -  ̂  

sin 2xdx

dx xdx

8.109. J-S,J stn x + 5
8.111. x2{\ + x}Ydx

8.108. f------
(r2 + l\Jx2 + 2

8.110

Bo'laklab integrallash usuli yordamida toping.

3.112. a) (x + 3)sin xdx ; b) f x 2arctgxdx',  c)  J arcsin xdx ) 

d )  j ( x 2 +3x)erd x ;  e) |e2x sin 3xdx .

3.113. a )  \ x cos 2xdx в )  j  arcsin 2xdx

3.114. j\nxdx

.115. jx a r c l gx2dx 

.117. |л:1п(д:2 +4)dx 

.119. f ^ d xJ X

Гх

8 .1 2 1 . f^ d x
J sin jc

8.123. j x 2r d x

8.125. jV ,2cos^

8.127. j x ‘n \n2 xdx 

8.129. jxchxdx

8.131. |(х2+3* + 5У"‘Л
8.133. J(l + jt)2sinx<ic

8.135. J ( ; t - 2)arcsin;a&

8.137. | ( l - 3 x - x 2)ln.tfltc

8.116. JV* I n jx d x  

8.118. j x ! arc tgxdx  

8.120.
J л / 1 -* 2 

8 .1 2 2 .  ln(jc2 +l}&

8.124. \ x99 (x cos x +100 sin x)dx

8.126. J X̂ d x
1 •Jx

8.128. |sec2 jcln(secx)i&f

8.130. \(ъх2 - S x Y ' d x  

8.132. J(x + 2)cos(3jt + 7)<i>[:

8.134. |(Зх2 + 6x + 5)arctgxdx

8.136. j e 3x cos 2xdx

8.138. J (jt3 — jc — l)ln2 xdx



ft
Maxrajida kvadrat uchhad qatnashgan integrallarni topine
8.139. f___*  г dxJ is—*;1 5 - 9 л г 2 — бдг

8.141. f , *
-Jx2 -Sx  + 25

8.143. f---- % __
1 X2 +y/ix + \

8.145.
1 x2 - 2 x + 5

8.147. f—
e -  2e' + 6

8.149. f (2-r~1>fe
J V 5  + 4 x - jc2

8.151. J л  

8.153. J 

8.155. J

8.140. f -  л

8 1 4 2 -  f v c s
8.144. f-fez fr*

1 X2 -4J- + I

8.146.
V2

8.148. J

дг2 + 2*+ 17 
dx

x‘ ~4x + l3 
(3 x - 5 ) d x  

x‘ — 12jc -t-15 
xdx

x-Jx2 -5jt + 4 
dx

[x1 -Здг + З)2 
dx

\X +l)5

8.150. J 

8.152. | 

8.154. J 

8.156. J

■s/jc2 — 6x+l 
6jr + l

dx

dx

X ‘ - J l+ x 2
dx 

(x2 + 2*)* 
xdx

(2x2 +3x + 5)2

Ratsional kasmi integrallang

8.159. f i f l +3*+6 ф 
J 0+ ^(4-*)

8.161.
J x -5лг + 6

8.163. J

8.165. J

dx
(x - Цх2 -x + l) 

xdx

S)j

в̂ (2 + хХх-3) 
8.160 | x2dx

dx

8.162. }

8.164. j

(лг + 5)2(* + 4)2 
dx

x3 + 2x2 + х

(at + 1)(jc2 +4)
dx

[jc + l)(r2 +X + 1)3 
1 -2дг + 5дг2 - 2 jc3

8.166. J ( j3+iVx 
(j : 2 -4jc + 5)2

8.167. ~2f

8.169.
J R -  r 3

■dx 8.168. \- £ -r"> *+ 25
3 x* -Wx1+25x-

8.170. J xdx

8.171. f7— 5 * _ _
J (x2 +2x+2f

(1-х>Г
8-171. b

Jt' +ДГ
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x2dx 

(2 -  Зх)7 
dx

8.172. j 

8.174. j

8-176' 
8.178.

8.173. } л  

8.175. J
x(i + x)5 

9x2 -14jc + 1
2x2 -x  + 2 Л

8.177. Г+х -1
<&
-4 Г

§ 8.3. Ba'zi b ir irratsional va trigonom etrik  
funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni integrallash

Ba'zi bir irratsional funksiyalardan tashkil topgan
integrallami integrallash. V*2-a 2, -Jx2 + a2, yla2 -x 2 ko 'rinishdagi 
radikallar qatnashgan integrallam i hisoblashda quyidagi 
almashtirishlardan (o'rniga qo'yish lardan) foydalaniladi:

1) - Ja2 - x 2 qatnashgan integrallarda: x = a s m u  (yoki x = a c o s u  );
2 ) л1аг +x2 qatnashgan integrallarda: x = atgu (yoki x = actgu);
3) -Jx2 -a 2 qatnashgan integrallarda: x = a s m u  (yoki x = a/cosu). 
Agar J /г(х, ч/Зсintegral berilgan bo'lsa, t = "4x almashtirish

bajarib integral sodda ko'rinishga olib kelinadi.

Agar integral ko 'rinishda berilgan bo'lsa,

Усх + d

alm ashtirish bajarilib, integral sodda ko'rinishga olib 
kelinadi.

4-misol.Ushbu

I-
dx

JC + л/х2 + X+1 
integral hisoblansin.
Bu integralda

t  = x + 4 x 2 + X + 1
alm ashtirishni bajaram iz.Natijada

x = -
1 + 21

, dx = 2
Г  + t  + 1 
(1 + 21)2

d t

219



ей
bo'lib,

г dx  . t 2 + t  + 1
х + л/х2 +x + \ (1 + 2 t ) 2t

bo'ladi.
Agar

2 ( t 2 +t  + \) 2 ___ 3 3

/(1 + 2/)2 f 1 + 2? (1 + 2<)2 
bo'lishini e'tiborga olsak,unda

r 2 3f dx f л

х + л/х2 +х +1 Ч ' 1 + 2/

= 2 ln|/| -  -  lnll + 2t\ + -----------+ C =
1 2 1 1 2(1 + 2/)

= 2 ln|x + л/х2 + x  + l| -  | ln| l + 2x + 2л/х2 + x+l| 

3
2(1 + 2x + 2 л/х2 + x + l)

bo'lishi kelib chiqadi.

5-misol.Ushbu
,  г х -л / х 2 + 3x + 2 ,
1 = J ------ j = = d x

х + л/х2 + 3x + 2
integral hisoblansin.
Ravshanki,

x2 + 3x + 2 = (x +1) • (x + 2). 
Shuni e'tiborga olib berilgan integralda

t  =— -л/х2 + 3x + 2
x + 1

alm ashtirishni bajaramiz.U holda
r  _ 2 - t 2 2td t 

— r  . dx = - -
' 2 - l  ’ (f2 - l ) 2 

bo'lib,

bo'ladi.

f х -л / х 2 +3x + 2 , r - 2 t 2 - 4 tI----- ---  =  fitc = ------------------------ - dt
х + л/х2 +Зх + 2 ( f - 2) • (/ - !) • (/  + 1)3
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| &
Endi

-2 t  -4/
16
27

17
108

5
18

(/ -2 )(< -1 )-(<  + 1) <~2 f + 1 (f + 1)2 (? + l ) 3 
bo'lishini e'tiborga olib topamiz:

-2 /  - 4 f  , 3 ,  dt 16 , dt- d t  = - \ ---------- f-----
)3 4 / — 1 27 / - 2

17 f A  5 r dt A ---- + —f-( j .1 1 8 J /
1 , dt

■+d ;, . . - =—lnl/ —1| — 
108 J +1 18 ( f+ 1) 3 J (f + l)3 4 1 1

1 1 11 6 ,  I 17 , - ,, 5—  1 ш -2 ------ 1ш + 1-----
27 1 1 108 1 1 18 t + \ 6 (< + l)2

+ C.

Trigonometrik funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni 
integrallash. Bu integrallarn i J «(sin x,cosx)<it (bu yerda R -

ratsional funksiya). Integrallash « = (~*<x<x) universal

trigonometrik alm ashtirish yordam ida ratsional kasrlarni 
integralalshga keltiriladi.

U holda 2 и 
1 + u 2 ’

1-и2 
’ 1 + u2’ dx-- 2 du 

1 + ы2

va f/?(sinx;cosx)a!x = [ f i——т ;-— bo' l adi .J 3 1̂1 + m2 l + u2Jl + «-
Trigonometrik funksiyalar qatnashgan ba'zi ifodalarni 

integrallarini hisoblang.
b) J *8.179. a) J dx

8.180. a) f -J «i
8.181. f-

3 1 - c t gx

8.183. J

3 + 5cos* 
sin xdx

sin*-cos* 
dx

dx

cos X  
co sxdx
+ cos*

8.182. f -
J si

Sin * +COS* dx

(sin x -  cos x)2

8.185. f -  лJ «i

8.187. J 

8.189. f -J ni

sin x-5sinxcosx 
sin xdx 

6cos2 x + sin2 x 
dx

8.184. f- J i
8.186. J

sin x -  COS* 
dx

+ cos* + sin* 
dx

sin * - 2/g* + 3cos“ *

8.188. { 

8.190. J

cos x(l + sin x) 
(sinx + sin:,x)tfr

cos2x 
1 + tgx
l - t g x

-dx



# 1

8.191. dx
cos' x

8.193. J dx
3 + 5cosx 

dx
8 -4sinx  + 7cosx

8.195. f ** * * *
J sin x — cos x

8.192. | 

8.194. f-
4 + 3 tgx

8.196.

Sinus va kosinuslami ko'paytmasi va darajasi qatnashgan 
ba'zi ifodalami integrallarini toping.

8.197. |cos’ 2.ra!x
8.199. J sin2 .Xcos2 xdx

8.201. Jcos7x<fc

8.203.
1 C O S  X

8.205. J cos 2x

8.207. Jcos3xsin5;ra!x 

8.209. Jsin|5;c-yjcos ;̂r + -̂ -j<&

8.211. J sin лг • sin 2x • sin Злт& 

8.213. |c t g ’ xdx

8.215. J/g4 <p sec* <pd<p

8 217 f C0S2Jcâ
» c in  4 v

8.198. |cos25x(ir
8.200. J sin2 2 j c c o s ’  xdx

8.202. J sin '‘ xdx

8.204. f _  dx
J  c i r1 s i n  XCOS* X

8.206. | sin2 xcos’ xdx

8.208. fsin — sin — dx 
> 2 4

8 .2 1 0 . t̂ĝ xdx 

8 . 2 1 2 .
1 sin j:

8.214. f tg*3xdx

8.216. [ c- ‘g " ]xdx• gin v

8.218. f -
•  ci

sin X

dx
sin x co sx

Ba'zi bir irratsional ifodalar qatnashgan integrallami 
toping

8.219. a ) \ ^ - d x b ) \ x( 2 x - \ f ’ dx

8.2 2 0 . j ( -£
X
i ll

dx

8 .222.
дг-3 dx

8.224. f^ I d x
J r

8.221. J 

8.223.

8.225. J-

x +1 -i- -Jx + 2 
x + 3 

l l - x  dx 
l l+ x  (l + x)2

dx

U-*. rdx

222 w



ш
s -226'

8.230. _

8.232. f-7& ?
Wi+V7

8.227. \ J— dxlx -  1

8.229. +
:(l + Vxj

8.231. J tic

8.234. fx544+7dx

8.236.

8.238. dx
•л/7- l

8.233. J-v/jc(l + 2%fx  ̂dx

8.235. \-r dxJ з/

8.237. f-^
Vi-

8.239. |

V u r’
x1 dx
u 7

dx
.vl + jt5

Eyler almashtirish yordamida integrallarni toping

8.240. J dx dx
x~Jx2 +4дг + 1 

xdx8.242. f , ***
i](6x-8-x2)'

8.244. f - r  dx...
xJx2- x - 5

8.246. }

8.241. J 

8.243. |

8.245. f ,___
1 x - y l x 2- 1

x + -Jx2 - x  + 4 
x2dx 

■Jx2 + 2x + 5 
dx

dx

(x-  2 ) J ( jx -x 2 -lo)3

Takrorlash uchun savo llar
1 .Aniqmas integral deb nim aga aytilad i?
2.Aniqmas integralni hisoblash usu llari haqida ayting.
3.Bo'laklab integrallash usu li formulasini yozing. 
4 .0 'zgarm as sonning integrali n im aga teng?
5.Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga

ketiruvchi universal almashtirmani ko'rsating.
6.1 tur eng sodda ratsional funksiyani ayting.
7.Boshlang'ich funksiya ta 'rifin i ayting.



§ .._ .... _ .............

ANIQMAS INTEGRALGA DOIR NAZORAT TESTLARi

l.Boshlang'ich funksiya va aniqmas integral. Integrallar 
jadvali

1. Q uyidagi shartlam ing qaysi b irida F(x) berilgan f(X) 
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi dey ilad i ?

A) F(x)=/(x)+C (С-const). B) limF(0  = /(x).

C) F\x) = /(*). D) F"(x) = f ix ) . E) F(x) =f'(x).
2. Q uyidagilardan qaysi biri /(x)=lnx uchun boshlang'ich 

funksiya bo'ladi?

A) - .  B) xlnx. C) xlnx+x.
x

D )xlnx-x. E )- ln jc -x .
x

3. Q uyidagilardan qaysi b irin ing boshlang'ich funksiyasi 
F(x)=xcos* bo'ladi?

A) x2 sin x . B) -sinx. C) cosx-xsinx.
D) sinx+xcosx. E) x(sinx+cosx).
4. Teoremani to'ldiring: Agar F(x) biror/(x) funksiya uchun 

boshlang'ich funksiya bo'lsa, unda ixtiyoriy С o'zgarm as soni 
uchun ... funksiya ham/(x) uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi.

A) C-F(x). B) C-F(x). C) C+F(x).
D) C/F(x). E) F(x+C).

5. Agar Fi(x) va Fi(x) berilgan /(x) funksiya uchun 
boshlang'ich funksiyalar bo'lsa, unda biror С o'zgarm as soni 
uchun quyidag i tengliklardan qaysi biri o 'rinli bo'ladi?

A) Fi(x)Fz(x)=C. B) Fi(x)/F2(x)=C.
C) Fi(x)+F2(x)=C. D) Fi(x)-F2(x)=C. E) Fi(x)±F2(x)=C.
6 . Agar F(x) biror/(x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya 

bo'lsa, unda ta 'rif bo'yicha j / (x)dx aniqmas integral qanday 
aniqlanadi ?

A) C-F(x). B) C-F(x).
C) C+F(x). D) C/F(x). E) F(x+C)
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7 A n iq m as  in te g ra t in g  geometrik ma'nosi qayerda to'g'ri

A) Q andaydir to 'g 'ri chiziq.
B) Q andaydir egri chiziq.
C) Q andaydir chiziqlar sinfi.
D) OX o'qi bo'yicha o'zaro parallel chiziqlar sinfi.
E) OY o'qi bo'yicha o'zaro parallel chiziqlar sinfi.

8 . Qayerda aniqmas in te g ra t in g  xossasi xato ko 'rsatilgan ?

E) Barcha xossalar to 'g'ri ko'rsatilgan.
9. Aniqmas integral uchun qaysi tenglik bajarilm aydi ?

A) J[/Xx) + g(x)\lx = \ f ( x ) d x  +1 g ( x ) d x .

B) \ f ( x ) g ( x ) d x  = \ f ( x ) d x  ■ \ g ( x ) d x .

Q  }[/'(*) -  g (x )\ ix  = \ f{x )dx  - 1 g ( x ) d x .

D ) |kf  (x)dx = A'J J  (x)dx (k - c o n s t ) .

E) keltirilgan barcha tengliklar bajariladi.
10. Agarda F(x) va C{x) mos ravishda f(x) va ^(.v) 

funksiyalar uchun boshlangich funksiyalar , a va b ixtiyoriy 
o'zgarmas sonlar bo'lsa, J [af(x) + bg(x)\ix aniqmas integral javobi 
qayerda to 'g'ri ko 'rsatilgan?

E) (a+C)F(x)-(b+C)G(x).

2.Aniqmas integralni hisoblash usullari

1- Aniqmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud 
emas ?

A) ko 'paytirish usuli. B) o 'zgaruvchini almashtirish usuli.
C) differensial ostiga kiritish usuli. D) yoyish usuli.
E) bo'laklab integrallash usuli.

va to'liq ko'rsatilgan?

A) (a+C)F(x)+(b+C)G(x).
C) aF(x)-bG(x)+C.

B) aF(x)+bG(x)+C.
D) F(ax)+G(bx)+C.
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2. Qaysi tenglik aniqmas integralni yoyish usulida 

hisoblashni ifodalaydi?
A) jf(x)dx = \udv = uv -  j vdu . B) \ f(x)dx = \f{<p(t))<p'{t)dt.

C) \f(x)dx = \f_akf k(x)dx = f k(x)dx .
k=1 * = I

D) ]f(ax + b)dx = ~F(ax + b) + C. E) jf(x)dx =\ f[<p(t)]<p'(t)dt.

3.  x + 5dx integralni yoyish usulida hisoblang.
X

A) 2 - -  + 4 -  + C. B) 2x-31n|x| + -^  + C. 
x x x~

C) 2x - - — 5T + C . D) 2 x -3 1n | x j--  + C. E) 2X + 4 - - -  + C 
x 3x x x x

4. Q uyidagi integrallardan qaysi b iriga differensial ostiga 
kiritish usulin i qo'llab bo'lm aydi?

A  )\f(x)f\x)dx. В
/(x)

Q  \[f (x) ± f'(x)]dx . D) {jf(x)f'(x)dx.
E) barcha integrallarga differensial ostiga kiritish usulini 

qo'llab b o 'lad i.
5. Q uyidagi integrallardan qaysi biri differensial ostiga 

kiritish usulida xato hisoblangan?

A ) j  f(x) f'(x)dx = ~ f~ (x) + С . В) |cos[/(x)]/'(x)(3fx = sin[/(x)] + С .

C) j  sin[ f(x)]f'(x)dx = cos[/(x)] + C. D) J = ln|/(x)| + С .
fix)

E) keltirilgan barcha integrallar to 'g 'ri hisoblangan.
6 . Qaysi tenglik aniqmas integralni o'zgaruvchilarni 

almashtirish usulida hisoblashni ifodalaydi ?
A) } f(x)dx = | udv = uv- j vdu . B) \f (x)dx = f f  (<p(t))<p'(t)dt.

Q  ff(x)dx = J '£akf k(x)dx = f^ak\fk{x)dx .
A =1 k=  1

D ) | f  {ax + b)dx = — F(ax + b) + C . E) j* / (x)dx f[<p(t)]<p'(t)dt.
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7 \ f(x)dx aniqmas integralda x=cp(f) almashtirma 
b a ja r ilg a n d a  u  qanday ko'rinishga keladi

A) \f[<p(t)]<p{t)dt. B) \ f[(p\t)]<p\t)dt. C) \f[(p(t)]dt
D) J f[<p(t)]<p'(t)dt. E) \ fX<p'{t)]<p(t)dt.

4 i
8 _ J 'x x integral qaysi alm ashtirm a orqali jadval 

Vx10 - 1  
integraliga keltiriladi ?

A) t=x2 . B) t=x\ C) t=x4. D) t=x\ E) t=xe .
9 f sin xdx jntegral qaysi almashtirma orqali jadval 

Vcosx
integraliga keltirilad i ?

A) £=sinx. B) t=cosx. С) / = Vcos.v.
D) f=tgx. E) f=ctgx.
1 0 . j cos xdx jntegral qaysi almashtirma orqali jadval 

■Jsinx
integraliga keltiriladi ?

A) f=sinx. B) f=cosx. C) t — Vsinx.
D) f=tgx. E) f=ctgx.

3.Ratsional funksiya lar va u larn i in tegrallash

1. Q uyidagi y ig 'ind ilardan  qaysi biri ko'phadni ifodalaydi ? 

A) J^afrSmkx. B) Xa^sin**. C) XaA -v<-
k = 0 k=0 k = о

D) t a kx~k. E) £ akxk .
k =0 4=0

2. P(x)=(x2+2x-10)2(3x+5) ko'phadning darajasini aniqlang:
A) 1. B) 2. C )3 . D) 4. E) 5.

3. Agar P„(x) va Qm(x) ko 'phadlar bo'lsa, unda quyidagi 
funksiyalardan qaysi biri ratsional funksiya deyiladi ?

A) P„(x)+Qm(x). B) P„(x)-Q,„(x).
C) P„(x)/Q,„(x). D) Pn(x)-Qm(x). E) P„[Q,„(x)l.

4. Qaysi shartda R(x)=P,{x)/Qn,(x) to 'g 'ri ratsional funksiya 
deyiladi ?

A )m>n. B) m < n .  C)m>n;D)m<n. E) m * n .
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5. Qaysi holda R{x)=P„(x)/Qm(x) noto'g'ri ratsional funksiva 
bo'lm aydi?

A) m > n . В) m < n .  C) m=n. D) m>n. E) m=n-1.
6 . Q uyidagilardan qaysi biri to 'g 'ri ratsional funksiva 

bo'ladi ?

A ) — t i : + 1. B) Q  ** + x + l
X  + 1 X 2 + JC + 1 .V3 + 1

p.4 X~ + X + 1 t - . 4 X ~ + X + 1

Tv+D2 ' ) *2 +l ‘
7. 1 tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A ) ^ ± 1 .  t y J Z l J L .  C) — ——- , k > 2 .  D) — .

x - a  (x - a ) k ( x - a ) k x - a

E) ±±*.
x - a

8 . II tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A ) / ,v + B . B) C )  ^

x 2 + p x  + q ( x - a ) *  x - a '

D) ------. E) — ^—- , k > 2 .
x ' + p x  + q ( x - a )

9. Ill tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.

A ) - ^  + B  . Щ Ax + B , k > 2 .  С ) ^ Ц - Д > 3
* +РХ + Ч [x2 + p x  + q j  ( x - a ) k
Ax2 + Bx + C  ^  Ax2 +Bx + C

x 2 + p x  + q {x2 + px + q )k '

10. IV tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A ) ~ / x + B . B) - Ax + B k > 2. 

x - + p x  + q {x2 + p x  + q f
Ax + В ,

c  7---------г Д ^ 3 .(x -a)*
тр.ч /4х 2 + 5 а  +  С  ,-,ч у4л 2 + 5 х  +  С
и ) —;------------• Е) —----------- -

дг + /;* + <? (*2 +/»г + 9 /

4.Ayrim  irratsional ifodali in tegra llam i h isoblash
1. Binomial integralning um um iy ko'rinishi qayerda to'g'ri 

ifodalangan ?
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A) \x(a + bx) p dx.  В) jV  (a + bx) p d x . С) \xr ( a  + bxs ) p d\ .

D) \x'\a + bxs)dx . E) \xr(ax' + bxs)p dx .
2. Qaysi shartda \xr(a + bx")p dx binomial integral albatta 

elem entar funksiyalar orqali ifodalanadi ?
A) p-butun son. B) r-butun son. C) s-butun son.

D) r+s-butun son. E) keltirilgan barcha hollarda.
3. Qaysi shartda \x'(a + bxs)p dx binomial integral elementar 

fun ksiya lard a integrallanuvchi bo'lm asligi mumkin ?

A) r̂ -  + p-butun son. B) ’ ' -butun son. 
s s

C) s-butun son. D) p-butun son.
E) keltirilgan barcha hollarda integrallanuvchi bo'ladi.

4. \xr(a + bxs)pdx binomial integralda (r+l)/s- butun son, 
p=k/m bo'lsa , qaysi alm ashtirm a orqali undan ratsional 
funksiyali integralga o 'tilad i ?

A) a+bxs = t. В)a+bxs =tk. C) a+bx5 =t .
D) a + b x = t E) a x s+b =t
5. jxr(a + bxs)pdx binomial integralda p -  butun son, r=k/m va 

s=q/m bo'lsa , qaysi almashtirma orqali undan ratsional funksiyali 
integralga o 'tiladi ?

A) x=t f. В )x=tm. С)x=tk. D )x=t‘l  E )x=tk,L
6 . \xr(a + bxs)pdx binomial integralda p+(r+l)/s- butun son, 

p=k/m bo'lsa , qaysi almashtirma orqali undan ratsional 
funksiyali integralga o 'tiladi ?

A) a+bxs=t. В)a+bxs=tk. C) a+bx-=t
D) a + b x = t E) ax-*+b=t
7. jx2 i (a + bxi 4)2dx binomial integraldan ratsional 

funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o 'tiladi ?
A) a+bxw=t. B)a+bx^=t\ C) x=t12.
D) x=t3. E) x=f4.

8 - jx2 3(a + bx5/6)v2dx binomial integraldan ratsional 
funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o 'tiladi ?

A) a+bx5lb=t. B)a+bx5/e=t2. C) ax~5l6+b=t.
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D) ax~5lb+b=t2. E) x=tb.
9. j\r \ a  + bxy 4)7 4dx binomial integraldan ratsional 

funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o 'tiladi ?
A) a+bx3l4=t. В)a+bxm=t9. C) ax~3l4+b=t.
D) ax~w+b=t9. E) x=tn.
10 . |R(x,x'" x r ' )dx irratsional funksiyali integral 

qanday almashtirma orqali ratsional funksiyali integralga 
keltiriladi ?

A ) x  = t". B) x = ts . C )x  = t\ k  = EKUK{n,...,s).
D) x = tl ,k = EKUB(n,...,s). E) x = tm.

5.Ayrim trigonometrik ifodali integrallami hisoblash

1. Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga 
ketiruvchi

universal almashtirmani ko'rsating.
A) sinx=f. B) cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=t.
E) tg(x/2)=f.

X2 .t = tg- universal almashtirma qatnashgan quyidagi 

tengliklardan qaysi biri noto'g'ri ?

A ) sin x = — -  - . B) cos л: = -— *— . С) dx =
l+ t2

D) x = 2arctg/ . E) keltirilgan barcha tengliklar to'g'ri.
3. J #(cosx)sin xdx ko 'rinishdagi integrallam i hisoblash uchun 

qaysi alm ashtirm adan foydalaniladi?
A) cosx=t. B) simr=f. C) tgx=f.
D) ctgx=f. E) tg2x=t.

4. Trigonometrik ifodali J(1 -  cos4 x)sinx</x integralni hisoblang-

A) c o s x - s in 4 x + С . В )s in x -  C°^ x + С .

cos5 x ^  гл\ sin5 x  _C _ )-co sx  + — ■— 4-C  D) sin x ---------- + C .
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1Й)
sin 5 X

Н) -  cos.v + — -— + С .

5. J y?(sin л ) cos xdx ko 'rin ishdagi integral qanday almashtirma
y o rd am id a  hisoblanishi mumkin ?

A) cosx=t. B) s im -f. C) tgx=f.
D) ctgx=t. E) tg2x=f.

6 .1
cosjt 
-  sinx 
sinx

dx integral javobi qayerda to 'g 'ri ko 'rsatilgan ?

A) ^ ^  + C. в ) + С) it 5 | H  + c .
1 - c o s x  1 - s in x  1 - s in x

D) -  ln|l -sinx| + С .  E) ln|l -  cosx| + C .

7. Q uyidagi alm ashtirm alarning qaysi biridan \R(igx)dx 
ko'rinishdagi integralni ratsional funksiyali integralga keltirishda 
foydalanib bo'lm aydi?

A) t=tgx. B) f=sinx.C) f=ctgx. D) i = tg - .

E) ko 'rsatilgan barcha alm ashtirm alardan foydalanib 
b o 'lad i.

8 . {sin2m+1xcos” xdx integralni hisoblash uchun qaysi 
almashtirmadan foydalanish qu lay ?

A) sinx=f. B)cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=f. E) siivx=/.
9. Js in 3xcos5 xdx integralni hisoblang.
дч cosxx coshx + ,̂ sins x cos6 x + (_ 

8 +  ‘  '  8 6 +

Q cos8x sin6 x-  + С .
8 6

D) s'nX x s 'n<1 x + q
~Y~ ~~6~ +

т-.ч sin X sin X „E) —— + —-— + С .
8 6

1 0 . Jsin'".vcos:,l+l xdx integralni hisoblash uchun qaysi 
almashtirmadan foydalanish qu lay ?

A) sinx=f. B) cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=f. E) cos2x=t.
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XI-BOB. ANIQ INTEGRAL

Matematika fanlar ichra shoh, 
uning sirlaridan bo'lingiz ogoh!

Qori Niyoziy

§ 9.1. Aniq integralni hisoblash 
§ 9.2. Yassi figuralar yuzlarin i hisoblash.
§ 9.3. Yoy uzunligini hisoblash.
§ 9.4. Aylanm a jism sirtining yuzi ва hajmlarni hisoblash 
§ 9.5. Xosmas integral

§ 9.1. Aniq integralni hisoblash

1 . [a,b] kesmada f(x) funksiya aniqlangan bo'lsin. [a,b] 
oraliqni a = x0 < x ,  < . . .< x „  =b nuqtalar bilan n ta bo'laklarga 
ajrataylik. Har bir kesmadan bittadan £(£ е[.г,_,х,]) nuqta
olib, д/ -- £  /(£ )дг, y ig 'ind i tuzamiz, bunda A x ,= x i - x i_] . \J -

ko'rinishdagi yig 'ind i,in tegral y ig 'ind i deyiladi. Uning m ax Дг, —> 0 

dagi limiti, (u mavjud va chekli bo'lsa) /(.*) funksiyaning a dan b 
gacha aniq integrali deyilad i hamda

(9.1)

ko 'rinishida yoziladi.
2.Aniq in te g ra t in g  xossalari.

h b

1) j a  f(x)dx =a^f(x)dx\ (a = const)- (9.2)

2 )  \[f {x )±g (x )\ jx  = | f { x )d x ± \ g {x )d x ; (9.3)
b

(9.4)
a h

4) }/(*)rf*=0; (9.5)
h , с h

5) j f ( x )d x  =| f(x)dx + j f ( x ) d x ; (9.6)

2 i 2



6) Agar y  = f ( x )  funksiya [rt,b] kesm ada uzluksiz bo'lsa, u 

holda £e(a.b) to p ilad ik i,
\f(x)dx =f{tXh -  a); (9.8)

b o 'lad i.
8 ) Agar y = f{x) juft funksiya bo'lsa, u holda

j  J'U  V-v = 2j  / (-V)dx ; (9.8)
-a 0

) Agar у = f(x) toq funksiya bo'lsa, u holda

] f(x )d x  = 0 (9.9)

3. Aniq integral Nyuton-Leybnits

\f{x)dx  = F (x fa = F ( b ) - F { a )  (9 .10)
a

formulasi orqali hisoblanadi.
b

4 . \.f{x)dx integralni hisoblash uchun x = cp{t\ a  <t < (i

almashtirishni qo 'llaym iz. Agar [ a\P ] kesmada 
x = <p{t\ <p'(t), f{<p{t)) funksiyalar uzluksiz va <p(a)=a, (p(f)) = b 

bo'lsa, quyidagi
b />•
J  f ( x ) d x  =J fW t i> '{ t ) ) d t  (9 .11)
a a

tenglik o'rinli.
5. [a,b] kesmada « = u(x), 9  = <9(л) funksiyalar uzluksiz 

hosilalarga ega bo'lsa, quyidagi bo 'lak lab  integrallash formulasi 
o'rinli bo'ladi:

h h
ju d 9  = u&\ha - j  9du (9 -1 2 )
a a

1-misol. Ushbu
К
2

J n = J sin" xdx (« = 0,1,2,...)
о

integral hisoblansin.



/Т /Т

2 71 2
Л  = J Л  = — , У, = j  sin Avix = (-cosx)  

о 2 0

n> 2 bo'lganda berilgan integralni
П n
2 2 

J „ = J  sin" xdx  = J  sin "~1 x d  ( — cos x )

M Ravshanki,

0 0

ko'rinishda yozib, unga bo'laklab integrallash formulasini 
qo'llaym iz. Natijada

n
/Т -)

J „  = (-s in " _l.v-cosx)|* + (n -  l)J s in " “2 x co s2 xdx =

- ( n -  1) J  sin" -jc(1 — s in ' x ) d x = ( n -  o js in "  2 xdx -  (n  -  l ) J s in " xdx =
0 0 0 

= (n - 1)-/„_2 -  (n -  \)Jn 
bo'lib, undan ushbu
j  = l z l j
J  n J  ,,-2П
recurrent formula kelib chiqadi.
Bu formula yordam ida berilgan integralni n = 1,2,3,...

bo'lganda ketma-ket hisoblash mumkin.
A ytaylik, n = 2m - juft son bo'lsin. Unda

j  _ 2 m - \  2m - 3  5 3 _ ( 2 m - Щ  n  
2m 2 m - 2  6 4 2 0 (2m)!! 2

bo'ladi.
A ytaylik, n = 2m +1 - toq son bo'lsin. Unda

j  2m 2m - 2  6 4 2 (2/и)!!
2m+ 1 2/7» — 1 7 5 3 1 (2m+ 1)!! 

bo'ladi. (w!! simvol m dan katta bo'lm agan va u bilan bir xil 
juftlikka ega bo'lgan natural sonlarning ko'paytm asini bildiradi.
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Integrallarni h isoblang (Nyuton -  Leybnis form ulasini 
qo'llash yo'li bilan)

9.1 a )  I
xdx 

о л/1 +

9.3 { *

9.6 j
0

9.9 j

# - * ) 4
dx

{ J .x + 9 - J x 
xdx

в )  j  Vl + дгЛ
0

9.4 f ^ r f y  
n V? + 1

9.8 j(e*-l)V&

9.2 J- </.t
1 + 5.V

9.5 J sin^-^ jeft 

9.8 j  —  ( b > a  >o),,26-x

9.11
 ̂ x

9.12 }-
I

[x2+\f 

' - " d x

9.10 j
.v̂/1 — (in дг)" 

x"~'dx 9.14 J-

9.15 | 

9.18 U

x 'dx

— X
8
dx

V1 + lnx
dx

x~ + 4.v + 5 

dx

9.13 j  -£=SL
o \ a 2 - x ‘‘

9 1 6  Т с Ж )  9 1 8  f e

■ " ■ ' i . "  9 2 0  ь

2дг +З.Г-2 

dx

+ 2.Y-.V"

9.21 f
I +COS.Y

9.24 j"sin2 (tiv +

9.22 Jcos5 Xsin2AY/AT 9.23 J л/cos .v -  cos' xdx
0  -x i 2

9.25 j W n/v 9.26 k V ,
•* ч/cin  v

9.28 f —
, ,  *

9.30 |V2-3«/.r
-I

9.33 j

dx
“ 9 V

9.31 J dx

2 S -
2 dx

\x' +4
л/2

9.36 \ ~
J  Y~ ■

9 .3 9  f sin.trfj:
J ,  1 +COS.V

9.42
i v.v

dx

4.V-3

!x 9.34 J<'v,*Vy 9.35

dx

9.32 f 5 +
1 +  Д -

- л-

9.38 J
-3

9.40 j
W 3 r + 8

9.43 J

,9 + (x -2 )2
xdx

dx

J |sin3.v-̂ -cos4.vj</.v 

9 . 3 8 f - J </v
5 V-4* + .r

9.41 fti + ̂ W

9.45 J
3 x -2

J, V3.v + 4 

if

9 .4 4  j(i-V^V-V

9.48 Jcoscos — cos dx



(l/Ч

xdx9.48 f - _
,, Vi + 3.v

9.51 j  х* *

9.49 T _ * _
1 e '  + e

9.50 dtp

dx_ 
a '  + x~

„ 2 + cos <p

9.52 ' \ x 4 a -  - x ' d x  9.53 |1п(дг +\)dx

9.54 f —r ^ —, 
a +

9.58 ) 4̂

9.55 f *

9.58 I Д
I

9.61
; г  +1

9.64 f *1*
i - 1

9.68 \ ~
• xlnx

9.60 f - s .
l . c h ’ x

9.63 jdr
; V5 + 4.v-.r2

9.66
2.r +1

9.56 J- dx

1 Хд/ l-(ln.v)3

9.59 | sin(ln4/.v
i *

dx9 .6 2  J
я!Ь
я:Ъ

cos' .xsin Д"

9.65 J tg* xdx
Xi 6
/т/3

l + fg2x

Л 0+ &*)2
9.68

In tegra llam i h isoblang

9.69. \ x jx 3- i 6 d x  9.80. j
4 1

9.83. j9 8Z f c  

9.85. j W l - x - d x

(■ xdx 
WI+3.V 

2 In .r + 1
dx

9.81. fl£ ± i*J 2jc — 1
dx

V2I+I
9.84. j

In 8  v ,

9.86. j - i i *
|пзл/ел +1

2*- 1112 *
9.88. fl) j л cos xdx в )  J xexdx 9.88. J x In xdx

о 0 1

9.80. j*arctgxdx

9.83. j(.t + 3)sinxdx
0

9.86. j^ ^ d x
J7 X6 + 2

9.89. j - dx
+ 4.v + 5

1/2

9.81. Jx2e~xdx
-1
я

9.84. J xsinxcosxi/x
■r;2

9.88. Jsin5 xdx
0

9.90. f- *J 1

9.92 . f ]\± *dx
11 VI-*

9.95. J t g 1 xdx

9.93. j

3 + 2 cos x 

dx 
x2 + 2.r

9.89. jlrr.«ir
I

9.82. JVsinjoft
0
я/2

9.85. J cos3 xsin xdx
0

9.88. J <Jex -1 dx
0

9.91. }- dx

9.96. |jc2V9- x 2dx

9.94. f— ?x
i,  1+v m  

9.98 } - * .

1 хл/х2 + 5x + l 
dx

x = r



O 'zgaruvchilarni alm ashtirish  yordam ida quyidagi 
in tegrallarn i sh ak lin i alm ashriting!

3 ___  3 ___  i
9 .2 1 2  a ) f x j x + idxв ) f \lx+\dx, x = 2t-\ 9.213 j dx

9 .2 1 4  J - r — *. *  = si" '  9 -2 1 5
J/4 VJt2 +1 0

9 .2 1 6  *  = (2
{\ + s h

§ 9.2. Yassi figuralar yuzlarini hisoblash

1) Uzluksiz v = f (x )  ( f (x ) > o) egri chiziq v = a va .v=/> to'g'ri 
chiziqlar hamda Ox o'qining [a,b] kesmasi bilan chegaralangan 
egri chiziqli trapetsiyaning yuzi

^ = \f{x)dx (9.13)

formula bilan hisoblanadi (9.1-chizma).

a b

9.1- chizma
Agar [a,b] kesmada /(t)<o va uzluksiz bo'lsa, u holda aABb 

yuzasi

j/ ( x > (9.14)

formula bilan topiladi.
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2) Uzluksiz r = (o(y) (<K-v)> o) egri chiziq, y = va y = d to'g'rj 
chiziqlar hamda Oy o'qining [c,d] kesmasi bilan chegaralangan 
egri chiziqli trapetsiyaning yuzi

</
5  = \cp(y)dy (9 .1 5 )

formula bilan hisoblanadi.
3) Uzluksiz v = f \x)  va y = f 2(x) egri chiziqlar hamda 

x = a. x — h (a < h) to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan sohaning 
yuzi

5 = f(x))dx,
a

formula bilan hisoblanadi (9.2  - chizma).
у

(9.16)

b x

9.2 -  chizm a
4) Agar [d,e] kesmada ,v = f(x) funksiya uzluksiz va chekli 

sonda o'z ishorasini almashtirsin (9 .3  - chizma). Masalan, [a,b], 
[b;d] musbat va [d,e] kesmada manfiy qiymatlarni qabul qilsin.

U holda
b

s = S l + S 2 + S3 = j f ( x ) d x  + j f(x )d .X  + j f { x ) d x  .



м
5) Yuqori chegarasi parametrik ko'rinishda berilgan egri 

chiziq {x = <p(>\y = v(t)  (a < t < p )) va yon tomonlari a = <p(x) va h = v (x) 

chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiya yuzasini 
h is o b la s h  uchun (9.13) formuladan foydalanamiz.

/. t b 
S  = |/(л>/.т = j  vdx

У = r (0
x = tp(t) 
dx = <p'(l)dt 
x = a => t = a
x — b => t = (3

6 )Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziqli 
OAB sektorning yuzini (9.4-chizma) quyidagi formula yordamida 

topamiz:

5 = ^  = \ ] r 2d<p (9.18)

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan figuralarning  
yuzini toping

9.108 y  = 4 - x 2, >' = 0 9.108 4 + ^ -  = i
a b~

9.110 y  =  3 - 2 x - x \  у  0 

9.112 y = ln.v, \ = e, r = 0 

9.114 y '= x \  у = 8. v = 0

9.109 у 2 = 2px, x = h 

9.111 xy = 4, ,v = I, x = 4, у  -  0 

9.113 v: = 2 * +  4. д- = 0

9.115  y J = ( 4 - x > \  д = 0

9.116  4 (y : -  v: ) + v ’ = 0 egri chiziq ilmog'i
9.118 v = x2, v = 2 -x 2 9.118 г -л : +4д-. r = a- + 4
9.119 a2y2 =хъ(2а-х) 9.120 (v — r)' = jr\ .v = I
9.121 y2(2a-x) = (x-aY  atrofidagi ilmog'i



9.123 х = «(- sin i), у = a(i -  cos i) sikloidaning bir davri (arkasi) va 
OX o'qi

9.124 x = acos ' I, у = a sin3 / astroida
9.125 г  = a2 cos2<p limneskata
9.126 r = a(I — cos <p) kardioida

9.128 г = 4л -л : parabola va O.vo'qi bilan chegaralangan.
9.128. у = e'; у = er’2; y = e2
9.129. у = X* - 2 x 2; у  = 0
9.130. у = 3 + 2x -  x 2; у = х  + 1
9.131. у = х 2 +3; ху = 4; у = 2; х = 0
9.132. у = jr3; у = -2 х 2 +3х

9 .133 . у = -J\- х; y = .v + l; у = 0
9.134. у = cos2x; у = 0; х = 0; х = л74

9.135. у = 2 - х 4; у = х 2

9.136. ху = 1; у = х 2; х = 3 ; у  = 0
9.138. х = 0; х = 2; у = 2*; у  = 2 х - х 2

9.138. у = arcsin 2х; х = 0; у - - л  12
9.139. у =х 2 +1; х  = у 2; З х+ 2у -16= 0 ; х  = 0
9.140. у = (х +1 )2; у2 =х + \

9.141. у = 4 - х 2; у  = х2 - 2 х ;  у  = о (2-chorak)
9.142. у = - 1 /2 х 2 + 2; х + 2 у - 4 = 0; у  = 0 (1-chorak)

§ 9.3. Voy uzunligini hisoblash

1) T ° g'ri burchakli Dekart koordinatalari sistemasida 
berilgan egri chiziq yoyining uzunligi [a;b] kesmada y = /M  
tenglama bilan berilgan. Egri chiziq uchun /•(*) uzluksiz bo'lsa, u 
holda uning yoyi uzunligi (9.5 - chizma).

I = \ ^  + { f{x ) )2dx (9 .1 8 )
a

formula bilan hisoblanadi.



У

О а b

9.5 -  chizma
2) Agar egri chiziq x = <p(y) (с < v < d) ko'rinishda berilsa, yoyi 

uzunligi

l = ] M v b ) f d y  (9.19)
с

formula bilan hisoblanadi.
3) Agar egri chiziq x = <p(t\ y = y/{t) ko'rinishda berilgan 

bo'lib, <p'(i), 4/'{t) uzuliksiz funksiyalar bo'lsa, u holda egri chiziq 

yoyining uzunligi

I = J yl{ip'{t)Y + (("'0))2dt (9.20)
a

formula bilan hisoblanadi.
4) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan silliq egri chiziq 

P = f(<p\ <P0 <(P<(Pi yoyining uzunligi

i = J 4(p (<p))’ + (p 'W)): d <p (9-21)
V;

formula bilan hisoblanadi.

Quyidagi egri chiziqlarning yoy uzunligini toping.

9.143 a)p  = a{\ + cosч>\ a > o e)x213 +y2’3 = a 2n egri chiziqning
uzunligi

9.144 a )r  = aJcoslcp e ) x 2 + y2 = a 2 egri chiziqning uzunligi
9.145 у2 = (дг + 1)3 egri chiziqning x = 4 to'g'ri chiziq bilan 

kesilgan qismining uzunligi
9.146 x = a(r-sin 4  y = a(l-cosf) sikloida bir davrining 

uzunligi
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tb t4
9.148 л = —, у = 2 - — egri chiziq koordinata o'qlari bilan 

nuqtalari orasidagi qism ining uzunligi

9.148 y  = y - i  egri chiziqning OX o'q  kesgan bo'Iagining 

uzunligi.

9.149 у = ^ e° +e~" j  = oc/i- egri chiziqning x = ±a to'g'ri

chiziqlar orasidagi qism ining uzunligi

9 .1 5 0  .v = in* ning .* = -  dan * = y  gacha bo'lgan qismining 

uzunligi

9 .151  y = in(2cosjc) egri chiziqning OY va OX o'qlar kesishgan 
ikki qo'shni nuqtalari orasidagi qism ining uzunligi

9 .1 5 2 . у = 2 \[x chiziqni * = o dan x = i bo'lgan oraliqda.
9.153. y = in.v chiziqni * = V3 dan jc = Vs bo'lgan oraliqda.
9 .1 5 4 . у -  arcsin e x chiziqni * = 0 dan x = \ bo'lgan oraliqda.
9 .1 5 5  y = i-sint ,  у = \~cos( chiziqni i = o dan t = 2n bo'lgan

oraliqda.

§ 9.4. Aylanm a jism  sirtining yuzi ва hajm larni 
hisoblash

1) Faraz qilaylik, /(*) va f(x )  funksiyalar [a;b] kesmada 
uzluksiz bo'lsin, hamda AB chiziq y  = f ( x ) >  о funksiyani grafigi 
bo'lsin. U holda AB egri chiziqning Ox o'q atrofida aylanishidan 
hosil bo'lgan sirtining yuzi (9 .6  - chizma)

P = In  j /(.t)Vl + [/ '(x fld x  (9.22)

formula bilan hisoblanadi.
2) Agar silliq chiziq .v = <p(t\ v = y/(t\ a < t< [ )  parametrik 

ko'rinishda berilgan bo'lsa, sirt yuzi

P = 2n  14/(xyJ(<p'(t)f +(il/'(t))1dt (9.23)

formula bilan hisoblanadi.

242



ш
3) Silliq egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida 

p  = f{(p\ (pu <(p<(p, ko'rinishda berilgan bo'lsa, uning qutb o'qi
a tro fid a  aylanishidan hosil bo'lgan jism sirtining yuzi

formula bilay

P = 2л J p 2 (<p)+ (p'(<p)Y dip
4>:

tisoblanadi.

(9.24)

X

9. Hajm larni hisoblash
1) Agar jismni Ox o'qining x nuqtasida o'tkazilgan 

perpendikulyar tekisliklar bilan kesishdan hosil bo'lgan kesim
yuzi s(x) berilgan bo'lsa, jism hajmi (8 .6-chizma)

b
К = | S(x)dx 

formula bilan hisoblanadi.
2) у  = / ( * )  egri chiziq, Ox o'q va x = a, x  = b to'g'ri 

chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Ox o'q 
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi (8 .6-chizma)

К  = (/(*))“ dx = n\y'dx  (9.25)

formula bilan hisoblanadi.
3) * = <p{y) egri chiziq Oy o'q va y = c, y = d to'g'ri chiziqlar 

bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning Oy o'q atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

Vy = 7rjx2(y)dy (9.26)
с

formula bilan hisoblanadi.

9.6 -  chizma.
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4) Umumiy holda y = ./;(4  y = f 2(x) (o< / { x ) < f 2(x)) egri 
chiziqlar bilan chegaralangan sohaning Ox o'q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

/>
vr = * 1  (л 2 ( * ) -  / i : (x))dx (9.28)

formula bilan hisoblanadi.
5) Agarda y = j ( x )  (a < x < b ) egri chiziq parametrik 

* = *(*), y = y(t), a <t < p  ko'rinishda berilgan bo'lsa, egri chiziqli 
trapetsiyaning Ox o'q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan 
jismning hajmi

p

V = n x ' { t ) d t  (9.28)
a

formula bilan hisoblanadi.

Quyidagi egri chiziqlarning aylanishidan hosil bo'lgan  
figurani sirtini toping

9.156 у = x\ x e [o;VT/3j , OX o'q atrofida
9.158 9y2 = x e [o;3], OX o'q atrofida
9.158 x: =9, x e [— 2;i] , OX o'q atrofida
9.159 a- = cos31, у = sin’ t, ге[0;л-/2], OX o'q atrofida
9.160 д:2 + y2 = RZ, OX o'q atrofida
9.161 у = x2 / 2  ning у = 1.5 to'g'ri chiziq bilan kesishgan qism, 

OY o'q atrofida

9.162 у = ach~ ning x = ±a to'g'ri chiziqlar orasidagi qismi, 

OX o'q atrofida

9.163 4.v: + у2 =4 , OY o'q atrofida. Ko'rsatma: p = л-^б-Зу2̂
0

bo'ladi. y = ~ sin t  almashtirish bilan hisoblanadi.

9.164 у = sinx egri chiziqning bitta yarim to'lqinni, OX o'q 
atrofida

9.165 x = a(t — sint), y = e(i-cos/) sikloidaning bir davri, OX o'q 
atrofida
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9.166 x = r ,  y='-{<2 -з ) egri chiziq ilm og'i, OX o 'q  atrofida

9.168 x2 + y 2 = a 2 , x = b > a  to 'g 'ri chiziq atrofida.К о 'rsatma:
2 p  = 2 л  (b + x / ds + 2 zr (b -  x )ds )

Q uyidagi figuralarni Ox va O y o 'q lari atrofida 
aylanishidan hosil bo 'lgan  jism  h a jm in i toping.

9 .1 6 8  y  = xJ , y = 4x 9 .1 6 9  у  = sinx, y = 0 va  0 < х < л

9 .1 8 0  у = 4 /x , x = l, x = 4, y = 0 9 .181  y  = \I2x2 -2 x , y = 0 

9 .1 8 2  y = x2, ду = 8, y = 0, x = 4 9 .1 8 3  x = J y - \ ,  x = 0, y = 5

9 .1 8 4  >> = 1плг, y = 0, x = e  9 .1 8 5  у  = —x‘ + 4, y  = x2, x = 0 

9 .1 8 6  y = Jb x , у = Vl6-.v2, .r = 0

9.188 y = x2+l, x = y 2+ 1, v = 0. *  = 0, x = 2

§ 9.5. Xosm as integral

ж с b
j  f(x)dx = lim J f(x)dx + lim f  f(x)dx .

-cc  a с

Agar ko'rsatilgan lim itlar mavjud va chekli bo'lsa, xosmas 
integrallar yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi. 
Ko'p hollarda berilgan xosm as integralning yaqinlashuvchi yoki 
uzoqlashuvchi ekanligini bilish va uning qiymatini baholash 
yetarli bo'ladi.

3) f (x )  funksiya [ a , b - e ] ( e > o, e < b - a ) kesmada aniqlangan 
va integrallanuvchi bo'lib, b nuqta atrofida chegaralanm agan 
bo'lsa, x = b  nuqta f (x )  funksiyaning m axsus nuqtasi deyiladi

h-e
£-> 0  da \f{x)dx integralning chekli lim iti mavjud bo'lsa, bu limit

f{x) funksiyaning a dan b gacha xosm as integrali (2  tur xosmas 
integrali) deyiladi va

J /W f c -  lim ’\ f{x)dx  (9.30)

kabi belgilanadi. Bu holda (8.30) xosm as integral 
yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.
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11 . Funksiyaning o'rta qiymati. Agar /(*) funksiya [a,b] 
kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u holda, shunday c e [s;i] n u q t a  

topiladiki,

f (c )= Y ^ \ f(-x^x
a

bo'ladi.

Xosmas integralni hisoblang (agar yaqinlashuvchi bo'lsa).

9.188

9.189 a) f b) f “
'  COSJC J  r

9.180 a) f ^  , b) f—
. л/4.г-лг2- з ’ i л/л

9.181 9.182 |e 'dr 9.183 j*e
I 0 0

9.184 f *  9.185 J — *  9.186 ? - * _
i' + x- \x2Jx^ \  | r +I

9.188 \ х -еЧ х  9.188 9.189 \arctgxdx
0 ix - jx 2 ~\ ■[ x2

9.190 j- j- ^ -г  9.191я)
i(-t- + l) I х \ ] ] ( 4 - x f

9.192 a)j - Л - Ь )  J j - * -  9.193 I *
W l - X 4 I ( j - l ) *  ! ^ | f

9.194 f - ^ - =  9.195 9.196 ' [ - $ =
И 1+ *У * H *5 + i) I x j x 2 - 1

9.198 9.198 f— *  9 199 fJ^ L
1 s/l2jc l e x+y/7 ] .vJ - 1

9 2 0 0  l r ~ v  9 Ш  Ь = ^ =  9.202 VZLdx

9.203 —  9.204 L  'sin-vdvJ x + 4x + 9 J-* 0

9.205 j arctgxdx



9.209 j - 9 .2 1 0  \
! л/5 — дг , (x + l)2

Xosm as in tegrallam i h isoblang (yoki 
ek an lig in i ko'rsatib bering).

9.212. j d x

i Tx
r dx

9.215. j dx

9.218. j—
, xe

9.221. f - r -^ —J,.t2 + 4.v + 9

9.224. J" dx

9 .2 1 3 . |
-1 "

9.216. f
0 V 1 -  X

9 .2 1 9 . f—
1

9 .2 2 2 . j*sin xdx

9.211 J In xdx
1

uzoqlashuvchi 

9.214. f—Jп -v

9.218. {

9.220. j
1 +  .Г

xln2 x
9 .2 2 5 . j d x  

X In2 x (a  > l)

9 .2 2 8 . \e-b dx (k >0) 9 .2 2 8 . 9 .229 .J J Y + 1л ft л  ' 1

9 .2 2 3 . * д |пл‘

9 .2 2 6 . j c tg x d x
0

f dx

?.230.
о -X

dx
+i

Quyidagi integralni hisoblang.

9 .2 3 1 . J (x-2 )2>
(x - 2 ) 2 , + 3

dx , x - 2  = z3 9 .2 3 2 . |Ve' -la!x, ex- l  = z2

9 .2 3 4 . J r * r  =
i l + a sin /9 .2 3 3 . f dt . rg - = z

*3  + 2cosf 2

Quyidagi funksiyalarning o'rta qiymatlari aniqlansin:
9 .2 3 5  v = sin л-, [о;л-] intervalda

9 .2 3 6  y  = tgx. 0;- intervalda

9 .2 3 8  > = injc, [i;e] 9 .2 3 8  у = .f2, [a ;* ]  intervalda

9 .2 3 9  v = - 7!— , [- i;i] intervalda
■ x +1 J

Takrorlash uchun savollar
1-Aniq integral deb nim aga aytiladi?
2.Aniq integralni hisoblash usullari haqida ayting.
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f i t

3.Nyuton-Leybnits formulasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
4.Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini keltirib 
chiqaring.

5.Tekislikdagi geometrik shakllarning yuzi aniq integral orqali 
qanday hisoblanadi?

6 .Aylanma jismning hajmi aniq integral orqali qanday 
hisoblanadi?
7.1- tur xosmas integral qanday ta'riflanadi?
8 .II-tur xosmas integralning geometrik mazmuni nimadan iborat?

ANIQ INTEGRALGA DOIR N AZORAT TESTLARI

1.Aniq integral va uning xossalari
1 .[a ,b ]  kesma bo'yicha y=/(x) funksiya uchun Sn(f) integral 

yig'indi tuzishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi ?
A) [a, b] kesma Xi (z=1, 2, n - 1) va хо=я, Xn=b nuqtalar bilan 

n bo'lakka ajratiladi.
B) [xi-1, x,\ (i= 1, 2,  —, n) kesmalardan ixtiyoriy £., nuqtalar 

tanlanadi.

C) tanlangan b  nuqtalarda /(x ) funksiya qiymatlari /(£>) 
hisoblanadi.

D) [x;-i, x,] (/=1, 2 , —, n) kesmalarning uzunliklari x, -x,-i=Ax, 
topiladi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
2 . [я, b] kesmada aniqlangan y=/(x) funksiya uchun

integral yig'indi orqali aniq integral qanday aniqlanadi ?

tuzilgan

s ,(/ ) = Z / f c K

h b
A ) \f(x)dx = S „ { f ) . B ) | f(x)dx  = max S„ ( / ) .

a a
b b

C ) \f(x)dx = mmSn( f ) . D ) jf(x)dx=  lim 5„(/ )
a

max Ar-»0
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E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

3 . j f(x)dx  aniq integral uchun quyidagi tushunchalardan
a

qaysi biri aniqlanm agan?
A) a - in te g ra tin g  quyi ch eg arasi.
B) b - in te g ra tin g  yuqori chegarasi .
C) f(x )  -  integral osti fu n k siy asi.
D) f(x )dx  -  integral osti ifo d a s i.
E) keltirilgan tushunchalarning ham m asi aniqlangan.
4. Aniq in te g ra tin g  geom etrik m a'nosini ko'rsating.

A) egri chiziqli trapetsiyaga urinma chiziqning burchak 
koeffitsienti.

B) egri chiziqli trapetsiyaning perimetri.
C) egri chiziqli trapetsiyaning o'rta chizigi uzunligi.
D) egri chiziqli trapetsiyaning yuzi.
E) to 'g 'ri javob keltirilm agan.

5. Aniq in te g ra tin g  m exanik m a'nosini ko'rsating.
A) o'zgaruvchi kuchning eng katta qiymati.
B) o'zgaruvchi kuchning eng kichik qiymati.
C) o 'zgaruvchi kuchning momenti.
D) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish.

E) o'zgaruvchi kuchning o'rta qiymati.
6 . [a,b] kesm ada aniqlangan y=f(x) funksiya qanday shartni

b
qanoatlantirganda \f(x)dx aniq integral doimo mavjud

a
bo'ladi ?

A) yuqoridan chegaralangan.
B) quyidan chegaralangan.
C) o'suvchi. D) kam ayuvchi. E) uzluksiz.

7. A niq in te g ra tin g  xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
b h h

A) J[/(x) + g(x)]dx  = J / (x)dx + J  g(x)dx .
a a a
b b b

B ) J  I f  (x) -  g(x)]dx = J  f(x)dx -  j g(x)dx.
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b h h 
Q  J  f(x)g(x)dx = j  f(x)dx ■ | g(x)dx.

a a a
b b

D )  \kf(x)dx = k\f(x)dx (k -  const.) .
a a

E) barcha xossalar to'g 'ri ko'rsatilgan.
8 . Aniq integral xossasini ifodalovchi

\f(x)dx =\f(x)dx + jf(x )d x  
a a с

tenglik bajarilishi uchun с nuqta qanday shartni 
qanoatlantirishi kerak ?

A) c<a. B) c>b, C) c=a yoki c=b. D) a<c<b.
E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.

9. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri 
o'rinli emas ?

A) ff(x )d x  = 0 . B) ff(x )dx  = ff(x )d x .
a a b

C) \kf(x)dx = k j  f(x)dx. D) \f(x)dx = \f(t)dt.
a a a a

E) keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.
10. O 'rta qiym at haqidagi teorem aning tasdiqini ifodalovchi 

tenglik qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan ?
ь b

A) \f(x)dx = f(4\Z& [a,b]- B) ff(x )d x  = f(^ )(b -a ) ,^ e [a ,b ]-
u a

C) lf(x )d x  = { W ^ e [ a b ]  D) j f { x ) d x s t - a
h ~a I f (g )

b
E) \ f  (x)dx = 4[f(b)  -  /(a)], £ 6 [a,b].

nil
1 1 ./=  Jsin2 xdx integral uchun baho qayerda to'g'ri

ko'rsatilgan ?

A) 0 < /< 1 . В) 0 < / < тт. C) 0 < / < 1 .
D) 0 < / < 7t/2 . E) n/2< I < n .



2
1 2 . J|jc —1|dx integralning qiymati qaysi oraliqqa tegishli

-I
bo'ladi ?

A) (-1 , 2). B) (0, 6 ). С) (1, 3).
D) (-1 , 3). E) (0Д).

b
13. \dx integral qiymati nimaga teng ?

a

A) b-a. B) a-b. C)b+a. D) b 2-a 2. E) (a+b)/2.
5

14. jdx integral qiymati nimaga teng ?
-2

A) 3. B) -3 . C) 7. D) -7 . E) 1.5 .
4

15. j3dx integral qiymati nimaga teng ?
-l

A) 5. B) -5 . C) -1 5 . D) 15. E) 9.
4

16. J(-4 )dx integral qiymati nimaga teng ?
-i

A) 5. B) -5 . C )-20. D) 20. E) 12.

2.Aniq integralni hisoblash usullari

1.A gar y=f{x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, 
unda yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integral orqali 
aniqlanadigan

Ф(х) = } /  (t)dl,xe [a, b]
a

funksiya xossasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
А ) Ф'(х) = f ( a ) . В ) Ф'(х) = / (x ) . С ) Ф'(х) = 0 .

D) Ф'(х) = х/(х). E) Ф'(х) = / ( * ) / * .  
b

2. | f(x)dx  aniq integralni Nyuton-Leybnits formulasi bilan
a

hisoblashda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi ?
A) f(x )  funksiyaning biror F(x) boshlang'ich funksiyasi 

topiladi.
B) boshlang'ich funksiyaning F(a) va F(b) qiymatlari 

hisoblanadi.
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C) F(b)+F(a) yig'indi hisoblanadi.
D) F(b)~ F(a) ayirma hisoblanadi.
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
3. A gar y=F(x) berilgan [a,b] kesmada y=f(x) funksiyaning 

boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, unda aniq integral uchun N yuton- 
Leybnits formulasi qayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) } f ( x ) d x  = F (x ) . B) i f ( x ) d x  = F(a) ■ F (b ) .
а a
h b

C) \ f(x )dx  = F {b )/F (a ). D) } f ( x ) d x  = F (b) - F (a ) .
a a

E) | /  (x)dx  = F(b) + F  (a) .
a
I

4. j  xdx aniq integralning qiymatini Nyuton-Leybnits
о

formulasi yordamida toping.
A) 1. В) 0. C) 1/2. D) -1 . E) 2/3.

j t /3

5. Jsin3jrc/jc aniq integralning qiymatini Nyuton-Leybnits
о

formulasidan foydalanib aniqlang.
A) 0. B ) l .  C) 2/3. D) 0.75. E) -0 .3 .

П
6 . {sin xdx aniq integralning qiymatini Nyuton-Leybnits

о
formulasi yordam ida hisoblang.

A) n  . В) n /2 . С) 7t /3  . D) л/4 . E) л /6  .
n

7 . |cos xdx a n iq  in t e g r a l  q iy m a t in i  N y u to n - L e y b n it s
о

formulasi yordam ida toping.
А) л . В) л/2 . С) л/3 . D) л/4 . E) л/6  .

ь
8 . \udv aniq integralni boiaklab integrallash formulasi

a

yordam ida hisoblash jarayonida quyidagi amallardan qaysi biri 
bajarilmaydi ?

A) u=u(x) funksiyaning du differensiali hisoblanadi.



Б) dv=dv(x) differensial bo'yicha v=v(x) funksiya topiladi.
C) u(b)v(b)+ u(a)v(a) yig'indi hisoblanadi.

D) ]vdu integral hisoblanadi.
Cl

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
9 . Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi

q a y e rd a  to'g 'ri yozilgan?
h h b h b 

A) j  udv = uv\u - 1 vdu. B) judv = uv\i + jvdu .
a a a a

b b b b 
C) j  udv = jv d u .  D) judv = uv\\ E) \udv = u v -fv d u  .

a a a о
71

10 . jxsin.vdbr aniq integral qiymatini bo'laklab integrallash
0

formulasi yordam ida toping.
А) я  . В) я/2 . С) я/3 . D) я/4 . Е) я /6  .

1
1 1 . \xexdx aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi

о
yordamida hisoblang.

A) e . В) e/2 . С) 1 . D) 0.5 . E) 2 .
b

1 2 . \f(x)dx  aniq integralni o'zgaruvchilarni alm ashtirish
a

formulasi orqali hisoblashda quyidagi amallardan qaysi biri 
bajarilmaydi ?

A) x=(£>(f) alm ashtirma tanlanadi.
B) 0(f)=fl va (^(f)=b tenglam alarning yechimlari tv va jв 

topiladi.

C)Дф(0 ] murakkab funksiya tuziladi.
D) alm ashtirm aning hosilasi (p'(t) hisoblanadi.
E) ko'rsatilgan barcha am allar bajariladi.

ь
13. \ f(x )d x  aniq integralni x=p(t) almashtirma orqali

a

hisoblash form ulasini ko'rsating.

A) f f ( x ) d x  = j<p(t)dt. B) j f ( x ) d x  = \ f[cp(t)]dt.
a a a a
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C) jf(x )d x  = jf(t)<p'(t)dl. D) \f(x)dx = \f[<p(t)](p(t)dt.
a a  a a
h (i

E) jf(x )d x  = jf[<p(t)]<p'(t)dt.
a a
V* .

14. J xsiax dx aniq integralni hisoblash uchun qaysi 
о

alm ashtirm adan foydalanish m um kin?
A) x=t2 . B) x 2= t . C) x = sin f.
D) s in r= f. E) sinx2= f .

\ Л

15. } jrsin.v̂  dx aniq integral qiym atini o'zgaruvchilarni
0

alm ashtirish usulida hisoblang.
А) л/л- . В) л/2 . С) 0 . D) 1 . Е) л  .

5 f a
16. J— ,...aniq integral qiym atini hisoblash uchun qaysi
1 xV Злг + 1

alm ashtirm adan foydalanish mumkin?
A) t=l/x. B) f = л/Здг + 1 . С) / = 1/л/Зх + 1 . D )t = \[x. E) 

t = Xyl 3.v+1.

3.A niq in tegralni taqrib iy  h iso blash  form ulalari
h

1 . Qaysi holda J / (x)dx aniq integralni taqribiy hisoblashga
a

to 'g 'ri keladi ?
A) integral elem entar funksiyalarda ifodalanm aydi.
B) integral ostidagi funksiyani boshlang'ich funksiyasi F(x) 

nom a'lum .
C) integral ostidagi funksiya elem entar emas.
D) integral ostidagi f(x )  funksiya jadval ko'rinishida 

berilgan.
E) keltirilgan barcha hollarda .

л
2 . j  f ( x ) d x  integral qiym atini to 'g 'ri to'rtburchaklar

a

form ulasi yordam ida taqribiy hisoblash uchun quyidagi 
am allardan qaysi biri bajarilmaydi?



й )

A) [a,b] kesma Хк (к=1, 2, п - 1) nuqtalar bilan п ta teng 
Дд-д. ^=\r 2, ..., п) bo'laklarka ajratiladi.

B) Хк (к=1, 2, ..., п ) bo'linish nyqtalarida integral ostidagi 
funksiyaning f(xk) qiymatlari hisoblanadi.

C) asoslari Axk=(b-a)/n va balandliklari hk=f(xk) (k=1, 2,
n) bo'lgan to'g'ri to'rtburchaklarning yuzalari Sk= f(xk)Axi 

hisoblanadi.
D) Sk= f(xk)Axk (k= 1, 2, ..., n) yuzalarning ko'paytmasi 

topiladi;
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

3 . [a, b] kesma a=xo, x\, x i ,. . . ,  xn=b nuqtalar bilan n ta
teng bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi biri 
h
|f(x)dx  integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan
a

to'g'ri to'rtburchaklar formulasini to'g'ri ifodalaydi ?

A) \ f( x ) d x ~ b̂ ~ Y uf { x l ) .  B) ] f { x )d x ~ ^ — ^ Y df ( x k).
i  ft k~\ а П kr I

C) J / (x ) f lb r * ^ ^ X /(x*)- D) £/(■*»)■;  2n *=i „ 2л *=i

E ) \ f ( x ) d x ~ ( b - a ) Y J f ( x k).
a

4. To'g'ri to'rtburchaklar formulasi yordamida [0,1] kesmani
i

n=10 bo'lakka ajratish orqali S = \(\ + x 2)dx integralning taqribiy
о

qiymatini toping.
A) S = 1.145. B) S « 1.275. C) S =1.335. D) S =1.385.

E) S =1.405.
b

5. | / {x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun
a

qo'llaniladigan to'g'ri to'rtburchaklar formulasining absolut 
xatoligi Д qanday baholanadi ?

А ) Д < , M = max l/(x)| .
1 2  n x *[a ,b ]

В ) Д < —— M  , M  = max \f'(x)\ .
4« jre[o.f>]
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С) Д < ——~ -М  , М = max ]/'(лс)| . 
12л" дгб[«.*]

D) Д< ——(~̂—М , М = max \f(x)\ .
И xz[a,b ]

E ) Д < ——!р—М , Л/ = шах |/'(дг)| .
П  л : е [ я , А ] '

6 . To 'g 'ri to'rtburchaklar form ulasi yordam ida [ОД] kesmani
l

n=10  bo'lakka ajratish orqali S = J(l + ;r)<fe integralning topilgan
о

taqribiy qiymatining Д absolut xatoligini baholang.
А) Д<0.05. В) Д<0.04. С)Д<0.03. D)A<0.02. Е)Д<0.01.

ь
7. \ f(x)dx  integral qiymatini trapetsiyalar formulasi

a

yordamida taqribiy hisoblash uchun quyidagi amallardan qaysi 
biri bajarilmaydi?

A) [a,b] kesma Xk (k=1, 2, n - 1) nuqtalar bilan n ta teng 
Axk (k= 1, 2, n) bo'laklarga ajratiladi.

B) xk (k= 1, 2, n) bo'linish nuqtalarida integral ostidagi 
funksiyaning/(x*) qiymatlari hisoblanadi.

C) asoslari f{xk \) va f(xk), balandligi hk=Axk=(b-a)/n (k= 1, 2, 
n) bo'lgan trapetsiyalarning yuzalari Sn=Ax/t[ f(xk-1)+ f{xk)]/2

hisoblanadi.
D) Sk(k=l, 2, n) yuzalarning yig'indisi topiladi.
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

8 . [a, b] kesma a=xo, xr, x i ,. .. ,  Xn=b nuqtalar bilan n ta teng
h

bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi biri \f{x)dx
(I

integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan trapetsiyalar 
formulasini to'g'ri ifodalaydi ?

A) j f(x)dx ~ {2[f(a) + f(b )] + jr f ( x t )}.

B) j/ u v f c ,Ь £ [ Д * > ± Л Й  + 2 2 /(, <)1.
а П 2



C) f f(x)dx  *  * - A f ( a )  + m  + 2Z / ( ^ )] •

D ) J / ( X ) * - ^ [ / ( e )  + / ( * )  + ! £ / ( * . ) ] •

r s .  b - a r f(a )  + f(b )  ri ...
E) j  / (x )&  *  — t 2 V-----+ Z / (*»)]■

a

9 .Trapetsiyalar formulasi yordamida [0,1 ] kesmani и=10

bo'lakka ajratish orqali S = \{\ + x 2)dx integralning taqribiy
0

qiymatini toping.
A) S ~ 1.145. B )S «  1.275.
C )S  *1.335. D) S -1 .385. E) S -1 .405. 

b
10 .\ f(x)dx  integralni taqribiy hisoblash uchun

a
qo'llaniladigan trapetsiyalar

formulasining absolut xatoligi Д qanday baholanadi ?

A)Д < ————M ,M =  max |/(x)| .
12/1 Jte[a,ft]

B ) Д <  —— —  M  ,M  = max|/'(x)| .
8/? 71

C) Д < ——^—М , М = max |/"(дг)| .
12л хф М

D) Д < ——^—М , М = max |/"(х)| .
П хе[а,Л]

E) Д< —— —Л/ , Л/ = max |/'(х)| .
/7 дге[а.*]

И .Trapetsiyalar formulasi yordamida [0 ,1 ] kesmani /г=10

bo'lakka ajratish orqali S = \(\ + x2)dx integralning topilgan
о

taqribiy qiymatining Д absolut xatoligini baholang.
А) Д<0.005. В) Д<0.004. С) Д<0.003. D) Д<0.002.

Е) Д<0 .0 01 .
12 . [а, Ъ] kesma а=хо, х\, х г ,..., xin=Ъ nuqtalar bilan 2 п ta 

'er>g bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi biri

\f(x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan
a

parabolalar formulasini to'g'ri ifodalaydi ?



A ) \f(x)dx«^—^'Z,[f(x2k) + f (x 1ic+i) + f (x 2k+2)].
а 6п к=0

B ) \f(x)dx~^—^  Х[4/(дс2* ) + f (x 2k+]) + f ( x 2k+2) ] .
а 0/2 к=  О

C) J /(*)<& *  -  £ [ / ( х м ) + 4/(дс2*+, ) + Д х 2к+2)].
а 0Л  А'-О

D ) //(■*)<& *  ~7~“  Z [/ (*2 *) + f ( x2k+l) + 4/(-*2*+2>] •a 6n >t=0

E) / / (* ) ,& * £ —-  Z [4/ (jr2* )  + / (x 2* +i) + 4/ (x2* +2)].
а 0/2 *= 0
b

13. |f(x )d x  integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llani-
a

ladigan parabolalar formulasining absolut xatoligi Д qanday 
baholanadi ?

А) Д < —— , M  = max I/(jc)| .
12л х€[а,*Г

B) Д < ——— А/ , А/ = max |/'(jc)| .
4/2 xe[a,6]

C) Д < —— ĵ—M , М = max |/'(x)| .
12л *«[<»,*J

D) Д< ————— M , Л/ = max|/<4’(x)| .
2880n 'I

E) Д < —— M = max l/"(x)| .
Л .te[a,6]

4. A niq integralning geom etrik m asalalarga tatbiqlari

1. y=f(x) funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal chiziqlar hamda 
i/=0  gorizontal to'gri chiziq bilan chegaralangan egri chiziqli 
trapetsiyaning S yuzini um um iy holda hisoblash formulasi 
qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan ?

Q  S = \\f(x)\dx .

D) S = ±
b
\f{x)dx E) S = \f\x)dx



2 у =хз r х= 0, х=2 va у=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri
chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping .

A) S=l. B) S=2. C) S=3.
D ) S=4. E ) S=5.

3 y=x3 / x— 2 , x=2 va y=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri 
chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping .

A) S=0. B) S=2. C) S=4. D)S=6 . E) S=8 .
4 . y=sinx , x=0, x= n /2  va y=0 chiziqlar bilan chegaralangan 

egri chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=1. B) S=2. C) S=3. D) S=4. E) S=5.
5 . y=sirur, x=0, x= n  va y=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri 

chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=1. B) S=2. C) S=3. D) S=4. E) S=5.
6 . y=cosx, x=0, X = T I va y=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri 

chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=0. B)S=1. C) S=2. D) S=3. E) S=4.
7. Quyidagi y=/(x) funksiya grafigi, x=0 va x=2 hamda y=0 

chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning S yuzini 
toping:

A) S=2. B) S=8/3. C) S=17/6.
D) S=20/7. E) S=5. 

y=/ ( x) va y=g(x)’ f(,x)<g(x) , funksiyalarning grafiklari, х=я 
va x=b vertikal chiziqlar bilan chegaralangan geometrik 
shaklning S yuzini hisoblash formulasi qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan ?

b b
A) 5 = ЯД*) + г(х)]й&. В) S = \ [f(x)-g(x)]d x .

a a
b b

C) S = j/(x)g(x)c&. D) 5 = \[f(x)±g{x)]dx.
a a

E) S = \[g{x)- f{x)]dx .



(J&

9. y=x2 va y=x4 egri ciziqlar bilan chegaralangan shaklning
S yuzini toping.

A) S=4. B) S=2. С) S-ЗЛО.
D) S=2/15. E) S=3/8.

10.y=f(x) va y=g(x), f (x )< g (x ) , funksiyalaming grafiklari, x=a 
va x=b vertikal chiziqlar bilan chegaralangan geometrik 
shaklning S yuzini hisoblash formulasi qayerda noto'g'ri 
ko'rsatilgan ?

A) S = \\j\x)-g(x)\dx. B) S= \[f(x)~ g(x)]dx

C) S = \\f(x)\dx-\\g(x)\dx. D) S } g(x)dx -  \ f ( x )d x

E) barcha formulalar S yuzani to'g'ri ifodalaydi.
11. Qutb koordinatalat sistemasida r=r(<p) tenglama berilgan 

L  egri chiziq va ф=а , ф=р (a<p) radius vektorlar bilan 
chegaralangan sektor yuzi S aniq integral orqali hisoblanadigan 
formula qayerda to'gri ko'rsatilgan?

A) s  = \\r2i<P)d<P ■ B) S = \-\r(cp)d<p . C) S' = ̂ j j l  + r 2(<p)d<p

D) S = ̂ -\Jl + r(<p)d<p . E) S=~\\r{<p)^<p .
a 2 a

12. Qutb koordinatalar sistemasida г=3ф tenglama berilgan 
Arximed spirali va ф=0 , ф=2тг radius vektorlar bilan 
chegaralangan sektorning S yuzini toping.

A) S=8 ti3 . B) S=10 n 3 . C) S=12ti3 .
D) S=14 л3 . E) S=16 Tt3

13.Qutb koordinatalar sistemasida r = 2^cos2cp tenglama 
berilgan va lemniskata deb ataluvchi egri chiziq hamda ф=0 , 
ф=2п  radius vektorlar bilan chegaralangan sektorning S yuzini 
toping.

A) S=4ti3 . B) S=4n2 . C) S=4ti .
D )S = 4V ^ . E) S = 4.

260



14 .у=/(х), *  e [a, b], funksiya grafigidan iborat yoyning / 
uzunligi™ hisoblash formulasini ko'rsating .

Д ) i = J^/l + \f(x)\dx. B ) / = j j l  + f 2(x)dx.
a a

Q  l = \Jl + \f'(x)\dx D) / = J>/l + [f'(x )?d x .
a a

E) / = J aA + [/ "W ]2* -

15.x=(p(t) , y=t/^(0r a<t<\3, parametrik tenglamasi bilan 
berilgan egri chiziq yoyi I uzunligini hisoblash formulasini 

ko'rsting .

A) / = P\[cp(t) + v(t)]dt. B) l = \[<p2(t) + v/2(t)]dt.
a a

С) 1 = ^<р2« ) + Г 2№ .
a

D) l = U[<p'(t)]2 + [v '(‘)]2dt. E) l = U w « ) ] 2 +lV'"(t)]1dt.
a a

16. Parametrik tenglamasi x=a(t-sint), y= a(l-cost) (0<t<2n) 

bo'lgan egri chiziq yoyining uzunligini toping.
A) 2a. B) 4a. C) 6a. D) 8a. E) 10a.

5.Aniq integralning m exanik va fizik m asalalarga 
tatbiqlari

1. Moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo'ylab v=v(t) o'zgaruvchan  
tezlik bilan notekis harakat qilganda [Т\,Тг] vaqt oralig'ida bosib 
o'tgan s masofani ifodalovchi formulani ko'rsating .

А) л = v(T2) -  v(T| )• B) s = v\T2) -  v’iTy).
T2 T, T,

C) s=  \v(t)dt. D) s= | v2(0 <*. E) 5 = \v\t)dt.
Г, T, T,

2. Moddiy nuqta to'g'ri chiziq bo'ylab v(t)=2t+5 

o'zgaruvchan tezlik bilan notekis harakat qilganda [4,8] vaqt 
oralig'ida bosib o'tgan s masofani toping.

A)s=28. B)s=48. C )s= 6 8 . D )s=8 8 . E)s=108.

261



3. Chiziqli zichligi q=q(x) funksiya bilan berilgan [a,b] kesma 
ko'rinishdagi bir .jinsli bo'lm agan sterjen massasi m qanday 
topiladi ?

A) m= Q(b-a). B) m= Q(b)-Q(a).
b b b ____

С )m  = \ p (x )d x . D) m = \p{x)dx. E) m = \^p(x)dx.
a a a

4. Chiziqli zichligi q (x )= x 2- x , x  e [0,6] funksiya bilan berilgan 
bir jinsli bo'lmagan sterjenning m massasini toping .

A) m=30. B) m=,54. C) m=60. D) m=4 8 . E) m=31.
5. y=/(x), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan 

va chiziqli zichlik funksiyasi uzluksiz q=q(x) funksiyadan iborat 
bo'lgan moddiy L egri chiziqning m massasini hisoblash 
formulasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) m = jp(x)xjl + [f'(x )]2d x . B) m = \p(x)(\ + [ f\ x ) f )d x .

C) m = \f{x)(\ + [p\x)]2)dx. D) m = \f(x)4\ + [p\x)]2dx.
a a

E) m = \f'(x)[\ + p \ x)]dx.

6 . y=ax, x e [0 ,1 ] funksiya bilan berilgan va chiziqli zichlik 
funksiyasi q=2x+1 bo'lgan m oddiy L egri chiziqning m massasini 
toping.

A) 4 l + a 2 /2 .  B) Vl + a 2 . C )3V l + a2 /2.
D) 2л/1 + a 2 . E) Зл/l + a 2 .
7■ y=Rx), x  e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan 

va chiziqli zichlik funksiyasi uzluksiz Q=Q(x) funksiyadan iborat 
bo'lgan moddiy L egri chiziqning OX koordinata o'qi bo'yicha 
statik m om enti M* formulasi qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?

A) Mx = jp(x)yjl + [f\x)]2dx . B) Mx = J p{x)f(x)4\ + [f'(x)}2dx .
“ a

C ) M = f  f'(x)p(x)(l + [p'(x)]2 )dx.

D ) Mx = if(x)p(x)yll + [p'(x)]2dx.



Е) Мх = 1 /W P W O  + [P '(x)f)dx ■
а

8 у=ах, л: е [ОД] funksiya bilan berilgan va chiziqli zichlik 
-c.Vasi o=3x+2 bo'lgan moddiy L egri chiziqning OX o'qifunksiyasi Q=3x+2 bo'lgan moddiy L egri chiziqning 

bo'yicha Mx statik momentini toping
A ) Mx =>I\ + a*- В ) Мх =ал1\ + а 2 .
C ) Mx = 2aVl + o ‘

D) Mx =yj\ + а 2 /а .  E ) Мх =л]\ + а 2 /2 a .
9 y=f(x), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan 

va chiziqli zichlik funksiyasi uzluksiz Q=Q(x) funksiyadan iborat 
bo'lgan moddiy L egri chiziqning OY koordinata o'qi bo'yicha 
statik momenti My form ulasi qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?

A ) M = |p(x)yj\ + [f\ x)]2dx. B) My = J p(x)f(x)^J\ + [f'(x )]2dx.

C ) My = J xp(x)(\ + [p\x)]2)dx. D) My = J хр(х)ф  + [f'(x )]2dx.
а я

E) My = \p'(x)f(x)yj\ + [f'(x )]2,dx.

1 0 .y=ax, х е [ 0 ,1 ] funksiya bilan berilgan va chiziqli zichlik 
funksiyasi q=3x+2 bo'lgan m oddiy L egri chiziqning OX o'qi 
bo'yicha My statik m om entini toping.

A ) Mv =yl\ + a2 . В) Му =2л1\ + а2 . С) My =-J\ + a2 12.

D) Mv = ал/l + a 2 ■ E) M v = л/l + a2 /a .
11 -y=f(x) egri chiziq, x=a va x=b ham da y=0  to'gri chiziqlar 

bilan chegaralangan m oddiy egri chiziqli trapetsiyaning x 
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz q = q ( x )  funksiyadan 
iborat bo'lsa, uning m m assasi qaysi formula bilan hisoblanadi?

A ) m = \[p(x) + f(x )]d x . B ) m = \ [p (x)-f(x )]d x .

C) m = \ p (x )f(x )d x .
a

E) m = flf(x )/p (x )]d x .

D) m = j[p(x)/f(x)\dx.

I2.y=x2 parabola, x=0 va x=2 hamda t/=0 to'gri chiziqlar bilan 
chegaralangan moddiy egri chiziqli trapetsiyaning x abssissali 
nuqtalaridagi zichligi q=0 .5x funksiyadan iborat bo'lsa, uning m
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massasini toping.
A) m =l. B) m=1.5. C )m = 2. D) m=2.5. E) m=3.
13 .y=f(x) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0  to'gri chiziqlar 

bilan chegaralangan moddiy egri chiziqli trapetsiyaning x 
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz q = q (x ) funksiyadan 
iborat bo'lsa, uning OX koordinata o'qiga nisbatan M x  statik 
momenti qaysi formula bilan hisoblanadi?

A ) Mx=\\[p(x) + f 2(x)]dx. B) Mx = ~ \ [ p ( x ) - f2(x)]dx.
a a

C) M x = ] - \ p { x ) f2(x)dx. D) M x = I j [ p (x ) /  f 2(x)]dx .
a  ̂a

E) M, = ]j\ p'(x )f(x )dx .

14.y=f(x) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziqlar 
bilan chegaralangan moddiy egri chiziqli trapetsiyaning x 
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz q = q {x ) funksiyadan 
iborat bo'lsa, uning OY koordinata o'qiga nisbatan M y  statik 
momenti qaysi formula bilan hisoblanadi?

ь ь
A) M y = j x[p(x) + f\xj]dx . B) My = J x[p(x) -  f  (x)]dx .

a a
_  b b
C) My = \xp(x)f(x)dx. D) My = \x[p(x)l f  (x)]dx.

« a

E ) ,W! = \ x[f {x ) tp (x ) }d x  .

15. Bir jinsli moddiy L egri chiziq uzluksiz 
differensiallanuvchi y=f(x), x  e [a,b], funksiya bilan berilgan 
bo'lsa, uning M(xo,yo) og'irlik markazining abssissasi

I' .
xo = x , j 4 l + [f\ x)]2 ko'rinishdagi kasrdan iborat formula bilan 

hisoblanadi. Bu kasr surati X  qayerda to'g'ri ifodalangan?

A) X = j f ( x ) , J \ + [ f \ x ) f d x .  B) X  = \ f ( x ) 4 l - [ f ( x ) ] 2dx.

С ) X = \ x j l + [ f ' ( x ) ] 2dx . D )  X = \ x 4 l - [ f ( x ) ] 2dx.

E ) X = ]x f(x )J l+ [fX x )]2dx.

16. Bir jinsli moddiy L egri chiziq uzluksiz 
differensiallanuvchi y=f(x ), x  e [a,b], funksiya bilan berilgan



bo'lsa, uning M(xo,yo) og'irlik m arkazining ordinatasi 

= ko'rinishdagi kasrdan iborat formula bilan
a

h is o b la n a d i. Bu kasr surati Y qayerda to 'g 'ri ifodalangan?

A) Y = \ f{x ) J\  + [ f ' ( x ) f d x .  B) Y = \ f ( x ) J \ - [ f ' ( x ) f d x .
a <•

С ) Y = \ x jl+ [f'(x )fd x  . D) Y = \ xJ\ -[fX x)fdx .
a <I

E) Y = \xnx)J\  + [ f ' ( x ) f d x .

6.Xosmas integrallar
h

1. Agar f(x )  uzluksiz funksiya bo'lsa, qaysi holda \ f(x)dx
a

I tur xosm as integral bo'lm aydi ?
A) b=+°°. B) a= -°o. C) a= , b=+°°. D) a= yoki b=+°°.
E)keltirilgan barcha hollarda I tur xosm as integral bo'ladi.
2. Agar f(x )  uzluksiz funksiya bo'lsa, quyidagi 

integrallardan qaysi biri I tur xosm as integral bo'lm aydi ?
-КО b  +oo b

A) \ f(x )d x .  B) \ f(x )d x .  C) \ f(x )d x .  D) \ f{x )dx .
a  —oo —oc a

E) keltirilgan barcha integrallar I tur xosmas integral 
bo'ladi.

3. U shbu ta 'rifn i y aku n lan g : I tur xosm as integral I 
yaqinlashuvchi deyiladi, agar ...

A) uning qiym ati m usbat bo'lsa.
B) uning qiym ati m anfiy bo'lsa.
C) uning qiym ati nolga teng bo'lsa.
D) uning qiym ati chekli bo'lsa.
E) uning qiym ati cheksiz bo'lsa.

4. U shbu ta 'r ifn i y aku n lan g : I tur xosmas integral I 
uzoqlashuvchi deyiladi, agar ...

A) uning qiym ati m usbat bo'lsa.
B) uning qiym ati m anfiy bo'lsa.
C) uning qiym ati nolga teng bo'lsa.
D) uning qiymati chekli bo'lsa.
E) uning qiym ati cheksiz bo'lsa.



5 .  J
xdx

0 ‘ TJC
A) 2/3 . В) я/4 . С) oo . D) 3.5 . E) 2л .

6 . j ~  I tur xosmas integral a  param etm ing qanday
i x

qiym atlarida yaqinlashuvchi bo'ladi ?
A) a>0 . B) a<0 . C) a > l . D) a < l . E) a *0

r dx
7. I —  I tur xosm as integral uzoqlashuvchi bo'ladigan a

i x
param etm ing barcha qiym atlari qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan ?

A) a>0 . B) a<0 . C) a > l . D) a < l . E) a * 0  .
8 . Quyidagi I tur xosm as integrallardan qaysi biri 

uzoqlashuvchi ?

I tur xosmas integral qiymatini toping.

A) J
dx

B ) f - f C) I
dx

о X +1 +1 ' 4 i ' + l
D) Barcha xosmas integrallar yaqinlashuvchi.
E) Barcha xosmas integrallar uzoqlashuvchi.
9. y = l/x3 (x > l) , y=0 chiziqlar bilan chegaralangan cheksiz 

egri chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping.
A) S=2 . B) S=1.5 . C) S=1 .
D) S=0.5 . E) S=+- .
10. y=ex (x<0) , y=0 chiziqlar bilan chegaralangan cheksiz 

egri chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping.
A )S = 2 . B) S=1.5 . C )S = 1 . D) S=0.5 .

E) S=+-
ь

11. Qaysi shartda \f(x)dx  I tur xosmas integral absolut
—00

yaqinlashuvchi deyiladi ?

A) lim j f(x)dx < oo. B) lim

C ) lim f\f(x)\dx > 0 . D) lim
a—*—<k j  —a 

b
E) lim J  |/ (x)|dx < oo .

J f(x)dx  

J  f(x)dx

> 0 .

<  0 0 .



j й )

12. Ta'rifni yak un la ng: Chekli [a,b] kesma bo'yicha 

o lin g a n  } f(x)dx  integral II tur xosmas integral deyiladi, agarda
a

s h u  kesmada f (x )  funksiya . . . .

A) chegaralangan bo'lsa . B) monoton bo'lsa .
C) chegaralanmagan bo'lsa . D) uzluksiz bo'lsa .

E) davriy bo'lsa.
13. Quyidagi integrallardan qaysi biri II tur xosmas 

integral bo'ladi ?

A) j v'l + xdx . B) \-j=== ■ C ) I v'l -  xdx . D ) =
о Ovl + ^ 0 <W' X

E) keltirilgan barcha integrallar II tur xosmas integral 
bo'ladi.

14. ( - , = =  II tur xosm as integral qiymatini hisoblang . 
oV 4 - jc

A) 0.5 . В) 1 . C) 2 . D) 4 . E) -  .
П

15. ] —Ц -  II tur xosm as integral qiymatini hisoblang . 
ocos X

A) 1 . В) 7T . С) я /4  . D) 0.5 . E) oo .
2 ,

16. f —  II tur xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladigan a
* x a 0

parametrning qiymatlari qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) a > 0 . B) a<0 . C) a < l . D) a > l .

E) a*0
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Musiqa qalb matematikasi bo'lsa 
matematika miya musiqasidir 

N.G. Chernishevskiy

X-BOB. BIR NECHA O 'ZG A RU V CH ILI 
FU N K TSIYALA RN IN G  D IFFEREN SIA L H ISOBI

§ 10.1. Bir necha argumentli funktsiyalar haqida
tushunchalar.

§ 10.2. Birinchi tartibli xususiy va to'liq hosilalar 
§ 10.3. Yo'nalish bo'yicha olingan hosilalar haqida 

tushunchalar.
§ 10.4 . Taqribiy hisoblash va xatolik bahosi 
10.5. Yuqori tartibli hosilalar ikki o'zgaruvchi funsiyaning 

ekstremumi

§ 10.1.Bir necha argum entli funktsiyalar haqida  
tushunchalar

1. Agar biror X to'plamning har bir haqiqiy sonlarga
biror qoida bilan E to'plamdagi yagona z haqiqiy songa mos 
qo'yilgan bo'lsa, u holda to'plam da bir necha o'zgaruvchining 
funksiyasi z = / ( * , , x2,...xn) aniqlangan deb ataladi. Bu yerda X -  
to'plam funksiyaning aniqlanish sohasini; £  -  to'plam  
funksiyaning qiymatlar (o'zgarish) sohasini ifodalaydi. x„x2,...xa - 

funksiyaning argumenti; z -  funksiya.
1-misol. Quyidagi

funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin va chizmada 
tasvirlansin.

Arksinus funksiyaning aniqlanish sohasidan foydalanamiz.

и = 2x arcsin + 3 y 1 arcsin(l -  y)
у

у *  0, (y Ф о,
у *  0,
- у 2 < х < у 2 
0 < у < 2

D ( u ) = ~ <  1, = >- - 1< -^- <1  => 
У У

- 1 < 1 - у < 1

yoki
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1Хи) =  ^х,у)еЯ2:0<у^2, -У<дг<у2}
bo'lib, bu soha 1 0 .1 -chizm ada tasvirlangan.

2 -m isol. Quyidagi
J 4 x -  v2

U = -------1--------- ; ---------- r -
ln(l - x '  “ У )

funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin va chizmada 
tasvirlansin.

Aniqlanish sohasini topish uchun kasr ratsional funksiya, 
logarifmik funksiya va kvadrat ildiz ostidagi funksiya 
xossalaridan foydalanam iz:

(х' у ) * ° ■ f  ,Л
A  «) = ■1 - У - У > 0 ,  =>< x2 + /  <  1, => j  (x,y) 6  Д2 : (.X, v) *  (0,0), x2 + y 2 < 1, .r > ■—  \

4 х ~ /  >0. 2 I J

4

bo'lib , bu soha 2 .2 -chizm ada tasvirlangan.

У
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2. Agar to'plam inng har bir (x,y) haqiqiy sonlar juftligi biror 
qoida bilan £  to'plam dagi yagona z haqiqiy songa mos qo'yilgan 
bo'lsa, u holda to'plam da ikki o'zgaruvchining funksiyasi 
aniqlangan deb ataladi. z ning x va у  ga funktsional b o g 'l iq  
bo'lishi z = f (x ,y )  ko'rinishida yoziladi.

3.Geom etrik tasvir. (.1 ) tenglam a geom etrik nuqtai 
nazardan to'g 'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida 
umum lashtirilganda qandaydir sirtni aniqlaydi.

4.Agar jim f { p ) = f ( p 0) bo'lsa, f ( x ,y ) funktsiya p0 nuqtada

uzluksiz deyiladi. Boshqacha aytganda, agar
iim/(.v + Av, y+Ay) = f ( x ,y )  bo'lsa, f (x ,y )  funktsiya (x,y)  nuqtada

Ay-*0

uzluksiz deyiladi.
5. Ikki o'zgaruvchili z = f ( x , y ) = f ( p )  funktsiyaning limiti 

tushunchasini kiritishda Oxy tekisligida nuqtaning atrofini 
qaraymiz. P0{x0,y0) nuqtaning atrofi deb m arkazi shu nuqtada 
bo'lgan doiraning ichki nuqtalar to'plam iga aytiladi. Agar bu 
doiraning radiusi S -ga teng bo'lsa, u holda у  nuqtaning 8 - atrofi 
to 'g 'risida gapiriladi (1 0 .1-chizma).

P (x ,y )  nuqtaning 8 atrofi ^ ( x - x j  + ( y - y j  <S.  A gar istalgan e 

son uchun P0(x0,y0) nuqtaning shunday s  -atrofi topilsaki, bu 
atrofning istalgan p{x,v)  nuqtasi (p0 nuqta bundan istisno bo'lishi 
m um kin) uchun

]/(■*>>)-л| < £ yoki \f{p)-A\<c
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda A son ikki o'zgaruvchi 
f ( x,y ) = f { p )  funksiyaning P -> P0(x -> x0, y - * y 0) dagi lim iti deb

ataladi-
U  c  Rmto'p lam  berilgan bo'lib, a nuqta M to'plamning  

limit nuqtasi vay= f(x)= f(xi,...,xm) funksiyaM to'plam da 
aniqlangan bo'lsin .

Ta'rif (Koshi ta'rifi) .Agar V e> 0  uchun 3 S = <5(e,a) >0 sou 
topilsaki, ushbu 0<p(x,a)< S tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx e M 

uchun
\f (x ) - b \ < s

tengsizlik bajarilsa, unda b son f(x) funksiyaning a nuqtadagi 
limiti (yoki k a r r a l i  l im i t i ) deyiladi va

lim f ( x )  = b
x —>a

yoki
lim f ( x l ,x 1,...,xm) = b

X\ -»a,

*т->а„
kabi belgilanadi.
Ta'rif (G eyne ta'rifi).Agar M  to'plamning nuqtalaridan

tuzilgan, a ga intiluvchi har qanday  (xw}(x(n) Ф a, n = 1,2 ,...) 

ketma -  ketlik olinganda ham mos {/O'*"1)} ketma -  ketlik 
hamma vaqt yagona b ( chekli yoki ch eksiz ) limitga intilsa, b 
son f(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.

Agar fl=ooyoki b=x> bo'lsa, unda ham shu kabi ta'riflarni 
berish mumkin. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun boshqa 
formadagi lim it tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, 
bunda avval bir o'zgaruvchi bo'yicha limitga o'tilib, qolgan m-1 
ta o'zgaruvchini fiksirlangan (tayin) deb faraz qilinadi. Keyin, 
qolgan m-1 ta o'zgaruvchining biri bo'yicha limitga o'tilib, m-2 ta 
0  zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Bu jarayonni m 
^ arta  qaytarish natijasida hosil qilingan limitga f(x i,...,xm ) 
funksiyaning takroriy lim iti deyiladi. m o'zgaruvchili 
funksiyaning jami m! ta takroriy limitini qarash mumkin.
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M asalan, ikki o'zgaruvchili f(x i,x i)  funksiya uchun 2 ta lim lim
xl -»e, r,

f(x i,x i)  va j™  Иш f(x i,x 2) takroriy lim itni ko'rish  mumkin.

3 - m isol. Ushbu

f ( x ,y ) = '
x + y s in - ,  x * 0 ,  

x
0, x = 0

funksiyaning (0 ,0 ) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari 
hisoblansin.

limt im fa y )=Halim |x+^liirbj= litre= 0  mavjud. 

lim lim f(x,y)= lim>—Ю г—Ю * Ю

y-iO

D arhaqiqat,

0 <|/(.r,y)-0|

4 -  m isol.U shbu

^ ™ S1Î J  m avjud em as, lekin 

E ^ ^ m a v j u d  va u nolga teng.

лг + ysin —
X

;H  + M (x *  0) => lim f(x ,y )  = 0 . ►
x—>0 
y—»()

А х’у )
_ х - У

x + у

funksiyaning x —> 0 , у  —> 0  dagi takroriy va karrali 
lim itlarni toping.

limf lim f ix ,  v)| = limл->0Л v-»(T K ' 1 Hi

f  \ x - y
lim-

x + y
■- l im - = 1
x~*° x ‘

limllim f ix ,  v))= limf limv-»0 V->0 v 4 J h O
X ~ y - lim—— = —1.
x + y y

Karrali limitini topishda Geyne ta'rifidan foydalanam iz: 
n ->  oo da ikkita (0 ,0 ) nuqtaga intiluvchi
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т
ketma -  ketliklarda funksiya lim iti har xil sonlarga 

intiluvchiligini ko'rsatam iz.
1___1

1f  =  0 > f ( xr > y . ) - * °

n n

2 _ l  I

/ h . y . h - f f - f .  \
— + — — 
n n n

Demak, n —>co Jjjn/X*»У)m avjud emas.
y->o

5 - misol. Ushbu
lim(jc2 + / ) e - (̂ )

x-̂ +oo 
y -*+ o o

limitni hisoblang.
Elementar tengsizliklardan foydalanam iz. (x>0, y>0).

o< e e'

0  < lim (x2 + у 2) e~(l+v) < lim'  ' r->+a

Demak,

J t -> + o c  4  JT-+-W O
y —t+ co  y -¥ + 00

= 0 .

П т(х2 + / ) е - (д+>)= 0

6 -  misol. Ushbu

x-»+oo 
y - > + 00

lim itni hisoblang (x *  0 ; *  o) .

x4 + /  x 4 + /  x4 + /  x4 /  X2 y 2
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Ayrim hollarda x = a + r cos tp, y - b  + rsincp
almashtirish

lim\f ( x , y )
x - * 0у-Ю

karrali limitni topishni yengillashtiradi. Bunda

f ( x ,  У) = f ( a  + 1" cos (p, b + r  sin tp) = F (r , <p)
bo'lib,

lim f (x ,y )  = c<z> lim F (r, (p) = c
x  - + a  r - + 0
>'-*b

7-misol. Ushbu

x->4 x 2 + v2y-> 0 s

lim itni hisoblang.

x = a + r  cos (p, у = b + r  sin (p alm ashtirishdan foydalamiz, 

bunda a=0; b=0 va x -»  0  у  ->  0  da r  —> 0 ;

l i m ^ y  =1  im # c° s y / ’('-sin«,)‘ =
x + y  г-м r  cos2 cp + r 2 sin2 cp

.. r 2\[r • Vcos4 tz>sin3 (p i— -------- -—
- h m ----------------------------- = lim V r-ycos ©sin ® = 0 ,r->0 о v T T ’

chunki

^/cos4 <psin3 <p
chegaralangan.

XY
8 -m isol. Agar . / ( Х>У) -  j + Jc.v bo'lsa, ushbu takroriy 

lim itlarni hisoblang.



JM
x ni o 'zgarm as desak y> о da >• -  ning funksiyasi 

sifatida uzliksiz bo'ladi, shu sababli
lim xv =1
y—>+0

bo'ladi;
у ning o'zgarm as ( y>o)  qiymatida,x ning barcha x >0 

qiymatida x ning funksiyasi sifatida uzluksizligidan.

lim x)’ =+oo
H-oo

bo'ladi

lim
X—H-00

lim -^ —  
1 + xy

1 1 1
= lim----- = lim — = -

OT-»+SO 1 - 4 - 1  J M 4 O 0  2  2 '

lim lim -------7
- M + c o  1 + xy

= limv-иО lim —
x—H-00 1

+ 1
= liml = l

.x-M-0

6. Oxy tekislikdagi f ( x , y ) = c  tenglikni qanoatlantiruvchi 
barcha nuqtalar to'plami z = f (x ,y )  funksiyaning yuksaklik (sath) 
chizig'i deyiladi. Fazodagi f ( x , y , z ) = c  tekislikni qanoatlantiruvchi 
barcha nuqtalar to'plami u = f ( x , y ,z)  funksiyaning yuksaklik sirti 
(ekvipotentsial sirti) deyiladi, bu yerda С -  berilgan o'zgarm as 
son ( C e R ) .

Quyidagi funksiyalarni aniqlanish sohasini toping.

10.1a) z = arcsin X ^  + arc sec(x2 + y 2) 6 ). u = x 2 + z 2 - y 2 yuksaklik

sirtini toping.

1 0 .2 .fl)z = V ^ < 0  * — г Ц -дГ+у* x2+y3

10 .3  .a) Z = в )  Z = l j i - x 2 + y
ln(* +y -I)

10 .4 . z = l j l - x 2 + у  10 .5 . z = \n(x + y)

10 .6 . z = ln(;t2 + y 2) 10 .7 . z = arcsinjc + arccosy
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#1
1 0 .8 . - -  arcsin(x + ̂ ) 

arccos(jr-y)

10 .9 . 1 0 .1 0  z = i / J ] - x 2- y 2

1 0 .1 1  z = arcsin (x + y)

1 0 .1 2  z = ylcos(x2 + y 2) 10 .1 3  z = ln(-jt + y)

1 0 .1 4  z = у + л/х

1 0 .1 5  и = -у/а2 - x 2 - у 2 - z2 1 0 .1 6  M = arcsin (z /,/777)  

1 0 .1 7  u = V*2 + / - i  1 0 .1 8  « = VTT7T7 

1 0 .1 9  z = * 2+y2 1 0 .2 0  az = a2- x 2- /

10.21 z = ^ i - T 1 0 .2 2  z = J i - 4 - 4
*  + Г  V a 2 62

1 0 .2 3  z = ln(y2 - 4 x  + 8)

1 0 .2 4  z = —̂ — j— j- 1 0 .2 5  z = J x + у  + J x - у
R —x —y

1 0 .2 6  z = - = L = + - = L =  1 0 .2 7  г = 1пду
yjx + у y/x-y  

1 0 .2 8  z = J x - J y

10.30 Z = xp lln—Г ---- г  + /̂jC2 +.У2 - Л 2
\ x + y

10.31 Z = Ctgff X̂ + y) 10.32 z = /̂sin ^(x2 + y 2)

10.33 z = lnx-lnsiny

10.34 „= ‘ + * + ‘
VJC J y  yjz

10.35 u=^Rr —x2 —y2 —z2 н—p-.. 1 =(R>r)
Jx2 +y2 +z2 - r 2

10.36 z = J L  10.37 z = # + x )(y -4)

10.38 z =  j x 2 + y~ -1  + ln (4 -x 2 - y 2) 10.39 z = arcsin (x + y)

10.40. Uchburchakning perimetri 2p berilgan. 
Uchburchakning ikk tomonini x  va у  deb, uning yuzi S shu 
tomonlarining funksiyasi sifatida aniqlansin. x  va у ning qabul 
qilishi mumkin bo'lgan qiymatlariniung sohasi aniqlansin.



10.41 f M = ^ ;  a) f(3;i); b) f(i;3); c) f ( u ); d) f(2;i) e)
2x-y

F(a-,a) k) F (a  - a )  lar bo'lganda hisoblang.
10.42 F(x,y)=  4 7 7 / -2xy , F(tx,ty)=t2F(x ,y)  ekani isbot qilinsin.

10.43 Agar F (x ,y )= x y + ^ bo'lsa, fj^ ;3 j (i;-i) ni hisoblang.

10.44 Agar F(x<y)=^~^- bo'lsa, F(y;x\ (-x-,-y), 1 

ni hisoblang.
10.45 Agar F(x ,y ,z)=  * + ^ у  bo'lsa, f ( o ;2;-3), lam i

0  дr + y  +z \ x x )

hisoblang.

Quyidagi funksiyalarning yuksaklik chiziqlari yasalsin.

У J  f { x ,y )

10.46 z = 2x + y

HIINCDH 10.48 z = in J y l x

10.49 z = ^ / y 10.50 z = e" 10.51 z = x  + y

10.52 z = y/*2 10.53 z = y - x 10.54 z =  x2- y

10.55 z = * 2+y2 10.56 z = ln(x2 +y) 10.57 z = arccos(xy)

10.58 z = xy3 10.59 z = xln(x2 +y) 10.60 z = e**y

10.61 z = 4 y - x 1 10.62 Z =  1
*  + 2y

10.63 z - y - f
X

10.64 z = tg(x + y) 10.65 z = x2 +У1

Quyidagi limitlami toping.

1 0 .6 6  я) lim
arcsinbc +y‘

;^in(i-V*2+/

1 0 .6 8 . lim(x2 + y 2)sin —

в)  limл:-»0
y-*o

SinlJCV

xy

10.70 lim-
x~*0 
y-¥  0

v2 л,2
10.72. l im ^ ^ -

xy

>-.0 x‘ + y- >-»0 y
10.74. lim-y-^—7- 

‘3 ,*  +У

10.76. lim[xyln(jry)]

10.67. l i m ^
x-*2  у  r—»0 *

10.69. iin>-“ v •*-►0
y-*0

xy

10.71. lim
£S * +y 

10.73 lim[rvA/l +Jtyj
ДГ-+0>-►0

sin(jc + y) 
x + y

I
1 0 .7 7 . lim[x + 2y]ex

10.75. lim
X —>1

x-+0 
>■-» 0



#1
1 0 .78 . l im—j— 10. 79.  limfx2 + y2)sin —-T—>1 Jf' — у  ' __

lim-
X Ш  r  +  vr+* V -.0  -

10-80. Iim“ 1 2  1 0 .81 . lim *
*-» 0  JC -r-»0

1 0 .82 . l im 4 ^ V  1 0 .8 3  limfl + —Tx-*« x' + y<* t-Kcl x IJ’-**  ̂ .I»-»*4 '

10 .84 . \ i m ^ 4  1 0 .85 . lim-, * 1 + Уг
Я *  +y ‘, Щ х 2+У2 + 1-1

10 .86 . lim^ Y +12~ ' 1 0 .87 . l i m ^ L ± Z J
v-̂O * " J  * *+ /

r»*«*e10 .88 . l,m‘ -,COŜ +/ ^  1 0 .89 . lim—j------
жу% ¥ + у У у хЛ х +у

10 .90 . lim (l+ *V )— r l —
>-°  x1 + v2v-»0 >

§ 10.2 Birinchi tartibli xususiy va to 'liq  hosilalar

7. z = / (x ,j)  funktsiyada у ni o'zgarm as deb qarab,undan x 
bo'yicha olingan hosila z ning x bo'yicha xususiy hosilasi

rh
deyiladi va u ^  yoki f'x(x,y) ko'rinishida belgilanadi 

f!(x.y)=~( = |j™—* + ^ x,y  ̂ z ning у bo'yicha xususiy hosilasi 

ham  shunga o'xshash ta'riflanadi va quyidagicha belgilanadi

J - =/ ; M ,  ya'ni f:(x ,y)= Hm л ы +ьу)-л*< у) .oy J Av-»0 Ду

8 . Agar z = f(x ,y)  funksiya (x,.v) nuqtada uzluksiz xususiy 

hosilalarga ega bo'lsa, uning to'liq  ortirmasi 4z = — Дх +—Дy + e- p
dx dy

ko'rinishda yoziladi, bunda /? = 1/|дх|2+|Ду|2 nolga intilganda 

(p->o)f->o. U holda |^-дх+^ду ifoda to'liq ortirrm a sz ning bosh

qismi bo'ladi: u funktsiyaning to 'liq  differensiali deyiladi va dz 

orqali belgilanadi: dz = ^-dx+^-dydz , dz 
dx

9 -  m isol. U shbu
f (x ,y h e x+у
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л
f u n k s iy a n in g  (2 ,2 ) nuqtada / , ,  f y xususiy hosilalarini 

hisoblang.
Щ (2,2 ) _  / ( 2  + Ar,2 ) - / ( 2 ,2 )

Qx ДХ-+0 Д *  Л*->0 Дх

e4+At _ e4 e4( e ^ - l )  4 l . e * - l  4 
= hm -------------= lim — i--------- * = e lim ---------= e

Лт-+0 Дх 4*->0 Дх Д*-+0 Дх

Xuddi shunga o'xshash,

A v —>0 Ду д>'-»° Ду

Demak,
5/(2,2) _ „4 g/(2,2)_ 4 

5* ' 5y 

10-misol. Ushbu
f(x ,y )= ln(x2 + .y2 + 1)+ sin2 xy 

funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.
Hosila olishni qoidalaridan foydalanib topamiz

—  = , 2x;—  + 2sinxy-cosxy-.y = - j ——I— r + ysin 2^ ,
&  x 2 + / + i  x 2 + / + i

—  =  —  ̂ ----- + 2 s in x y .c o s x y . . J t  =  ,  ^ ------+ xsin2.xy
Эу * 2 + / + l  x 2 + / + l

Quyidagi birnchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblang.

10.91. a)  z = x2e yl e ) z  = x3+3x2y - /  10.92. Z = ln(jc2+y2]

10.93. z = — 10.94. z = arctg— 10.95. z = ——
x X x - y

10.96. z = xe-yx 10.97. z = V ? 7 7  10.98.
■Jx2+y2

z - e1 0 .9 9 . z = arctg?- 1 0 .1 0 0  z = x y 1 0 .1 0 1 .
X

10.102. , = lnsin̂  10.103. и - Ы  10.104. z = | 3
•Jy

10.105. z = il±zL 10.106 Z = (5x*y-/+ 10.107. z = x jy +
X* + >>*
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#1

10.108 , 10.109 2=aresJ i 5 I  10.110. , - m S Z z i  
2 = ^  V ^ 7  J ^ ? +x

У

10.111 z = ln/g^ 10.112 z = (l + log,, *)* 10.113. z = xyesinm>'

10.114 2^ s +y ' p ^ n z  10.115. z = arctg jx*  10.116 z = 2 Е Ж

10.117 u = (sinjr),z 10.118 u = arcfg(jr-y)'

10.119. и = л/аг3 - 6r3 . ^  va ^  ni z = b , t  = a  dagi qiymatini 

toping.

1 0 .1 2 0 . z= - 7  >cosr . ^  va n j x = y = o dagi qiymatini
l + sinx + siny дх ду о  j

hisoblang.

Quyidagi funksiyani to'liq hosilasini toping.

10.133. z = e x,(x + y) 10.134. z = !n(l + e* + / )

10.135. z = ^ H  10.136. z = s in f-
X + y { y

10.137. z = i ^ Z  10.138. z = x y + y-
У

10.139. г = 1п(лг2+ у2) 10.140. z = \ntg(y/x)

10.141 z = sin(v2 + y 2)

10.142. z = x r 10.143. u = ln {x + Jx r + y T)

10.144.M = e*(cos у  + jrsin y)

10.145. и = <?'*' (x cosy + y sin x) 10.146. z = arc lg - x̂ + sm y^
4-*s in  у

10.147. M = ew 10.148. z = 5x3y 2 10.149. « = (лу)•'

10.150. z = (sinx)““ r 10.151. z = ̂ - -  10.152. z = e' 4,
x у

10.153. z = sin2 x +cos2 у 10.154. z(x,y) = -^ ;  d f( l;l)-?

10.155. z(x,y,z) = e x'-^*2'-dz = (0;1;2)

10.156. z = \n(x+Jxr + y T) 10.157. и = х *



§ 10.3. Yo 'nalish  bo'yicha olingan hosilalar haqida  
tushunchalar

8 . u = f (x ,y ,z )  tenglam a biror sohaning har bir (x,v,z)  

nuqtasida и ni aniqlab beradi, o'sha soha skalyar и ning m aydoni 
deyiladi. Bu m aydonning P(x,y,z)  nuqtasini va p  nuqtadan

ё = cos a i  + cos P j  + cos у к

birlik vektor yo'nalishida chiquvchi e  nurni qaraymiz, bu yerda
a,/? va у - shu vektorning koordinata o'qlari bilan tashkil qilgan 
burchaklari. Bu yerda |/| = |y| = |*| = 1 (10.3-chizma).

p^x + hx, y + Ay, z + Az) -bu nurning boshqa biror nuqtasi 
bo'lsin. Skalyar m aydon и funktsiyaning p va /> nuqtalardagi 
qiymatlari ayirm asini bu funksiyaning / yo'nalish bo'yicha 
orttirmasi deb ataymiz. U  holda a  и = f(x+Ax, y+Ay, z + Az). p  va p,

nuqtalar orasidagi m asofani Al orqali belgilaym iz: Al = ppl .

limit u = F(x,y,z)  funksiyaning p  nuqtadagi / yo'nalish bo'yicha 
hosilasi deb ataladi. Yo'nalish bo'yicha hosilagacha xususiy 
hosilalar bilan quyidagicha ifodalanadi.

x 10.2-chizma

и ' = u'x cos a  + u'y cos /3 + и ' cos у , 

bu yerda birlik vektor J = (co sa , co sp ,  co sy) chiziq bo'yicha 
yo'nalgan bo'ladi.

Ta'rif. A gar A  nuqta to'gri chiziq bo'ylab Ao nuqtaga intilganda 

ushbu

lim
A-*A° Р{Л0,А)
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$ 1
limit mavjud bo'lsa, uning qiymatiga f(x ,у  )=f(A)funksiyaning 
Ao=(xo,yo) nuqtadagi y o 'na lish  bo 'y ich a  h osilasi deyiladi va

df(A 0) d /C W o )
Ql yoki Qj kabi belgilanadi.

Demak,

W W  _  i im  f ( A ) ~ f ( A 0 )  

dl p(A0,A)
11 -  misol.

z = x 2 - x y - 2 y 2 funksiyaning A (l;2) nuqtada o x  o'qining 
musbat yo'nalish bilan 60° burchak tashkil qilgan yo'nalish  
bo'yicha hosilasini va o'zgarish tezligini toping:

Yo'nalish bo'yicha hosilani (9) formuladan topamiz. 
Funksiya (1;2) nuqtada differensiallanuvchi.

A gar I chiziq o x  o'qning musbat yo'nalishi bo'yicha 60° 
burchak tashkil qilsa, OY bilan 30° burchak tashkil qiladi 
(/9 = 30°)

Quyidagini hisoblashimiz kerak

* P = M !i2 cos60. + M w )cos3o*

Ravshanki,
dl dx dx

8z( 1;2 )
dl

&(1;2)
dl

= (2  x - y )

= ( - x - 4  y)

= 0 
(1,2) '

= - 9
(1,2)

Demak,

dl 2 2 2 
(x0, y 0 ,z 0) nuqtadan M x(x x, y x,Z\) yo'nalish bo'yicha 

funksiyani hosilasini toping.
10.121 u = x 2y  + xz2 - 2 ,  M0(l;l;-l)t M,( 2;-l;3)
10.122. и = x ey + y e ' - z 2, M 0(3;0,2\ M ,(4;1;3)



10.123. и = - - - ,  A/0(l;lX Af,(4;5)
У x

Skalyar m aydonnig M nuqtasining gradiyentini toping.
10.124. и = ln(x2 +У1 +z2) m(i,i,-i) 10.125. u = м(о,о,о) 
10.126. z = ^2xy + y2, M(3;2) 10.127. z = arctg(xy), A/(l; l)
z = f{x,y) funksiyani M nuqtadagi gradiyenti va uning 

modulini toping.
10.128. z = l - x 2 - y 2 M(\-2) 10.129. z = ( x - y f  M(0;3)

10.130. z = xye'*'*y M(0;-l) 10.131. z = xln(x + y) A/(-l;2)

Ml
я \n 
1 1 110.132. z = sin(x + j

§ 10.4 . Taqribiy hisoblash va xatolik bahosi

ll .F a ra z  qilaylik, и = f ( x l ,x 2,...xi ...x„) funksiyani M0(x„x2,.. .,x J  

nuqtadagi qiymati m a'lum  bo'lsa, m 0(x, +Ax„ x2 +Ax2,...,x„ +Дх„) 

nuqtadagi qiymatini hisoblash talab etilsin. Argumentning |Дх,|- 

orttirmasi kichikson bo'ladi, u holda f(M )= f(M 0)+ b u * f(x l,x2,. . . jn)+du,

bu yerda du = У — Д*0)д*( . Xatolik p = j Y ( x , f  dan oshib ketmaydi.
ы д х , Vw

1 2 -m iso l. Ushbu
2,033-9Smiqdorning taqribiy qiymatini toping.
Taqribiy qiymatini topish uchun

f ( x ,y )  = x y

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya (1,2) nuqtada 
differensiallanuvchi va berilgan funksiyani (1,03; 1,98) nuqtada 
qiymatini topish uchun yuqoridagi formuladan foydalanamiz:

ox oy

Berilgan miqdorni quyidagicha yozsak

l,0 3 1'98=(l+0,03)2-0'02 

unda Ax = 0 ,0 3 , Ay =  -0 ,0 2  deyish mumkin.
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Funksiya qiymatini va xususiy hosilalarini (1;2) nuqtada 
hisoblaymiz:

/(1 ,2 )=1,

f P .  V-,
ax ^

3 /(1 ,2) v .
• = X In x

= 2 • l2_l = 2 , 
0,2)

=  0
(1,2) 'dy

Natijada berilgan miqdomi qiymati quyidagicha 
hisoblanadi.

/(1 +  0 ,0 3 ;2  -  0 ,0 2 ) *  / (1 ,2 ) +  д ,  +  № ? )  A y  *
дх ду

«1 + 2 • 0,03 + 0 • (-0,02) = 1,06.
Demak,

1,03^*1,06.

1 3 -m is o l. U shbu

2,022

^7,98 V l o F  

miqdoming taqribiy qiymatini toping.
Taqribiy qiymatini topish uchun

][y Vz" 
funksiyani qaraymiz.

Bu funksiya (2;8;1) nuqtada differensiallanuvchi va 
berilgan funksiyani (2,02; 7,98; 1,03) nuqtadagi qiymatini 
hisoblash uchun yuqoridagi formuladan foydalanamiz:

Д/(2,8,1) *  f f  (2 ’8,1) До +  ^ 2 ’8>1) Ду +  ^
dx dy dz

Berilgan miqdorni quyidagi ko'rinishda yozsak
2 ,0 2 2 _ (2  + 0 ,0 2 )2



unda A* = , Ду = -0 ,0 2  , Az = 0,03 deyish

m u m kin .
Funksiyaning qiym atini va xususiy hosilalam i (2;8;1) 

nuqtada hisoblaymiz:

Quyidagi ifodalarni taqribiy hisoblang.
10.158. я)д/з,012+3,982 b)(l,02)3-01.
10.159. д/sin2 1,55 + 8e0'015

10.160. arcfg(l,02/0,95) 10.161. 1,02405 1 0.162. ln(0,095 +0,99’ ) 
10.163. д/1,022 + 0,052 1 0.164. д/5e0,02 + 2,032

10.165. д/ШГ5Ч Ы 0̂2

§ 10.5. Yuqori tartibli hosilalar ikki o'zgaruvchi 
funsiyaning ekstrem um i

12. g sohada p0 nuqtaning shunday atrofi mavjud bo'lsaki, 
bu atrofning p0 dan farqli barcha nuqtalari uchun f (p „ ) > f { p )  

tengsizlik bajarilsa, ikki o'zgaruvchining z = f ( x , y ) = f { p )  funksiyasi

•2 2 -8 3 -1 4 = -
12’

2

Natijada berilgan qiymat quyidagicha hisoblanadi. 
/ ( 2  + 0,02, 8 -0 ,0 2 , 1 + 0,03) * /(2 ,8 ,1 )  +

dx 8y dz

=  2 + 2 • 0,02 -  —  • (-0,02) -  -  ■ 0,03 *  2,034.
12 4



(й
sohaning Р0 nuqtasida maksimumga ega deyiladi. G soha pn 

nuqtaning shunday atrofi mavjud bo'lsaki, bu atrofning p0 dan 
farqli barcha nuqtalari uchun f (p0)< /(/>) tengsizlik bajarilsa, ikki 
o'zgaruvchining z = f ( x , y ) = /(/>) funksiyasi G sohaning pn 

nuqtasida minimumga ega deyiladi. M aksim um  va minimum 
um um iy nom  bilan eksremumlari deb ataladi.

13. Agar P0(xa,y0) nuqta z = f ( x , y ) funktsiyaning ekstremum 
nuqtasi bo'lsa, u holda bu funksiyaning shu nuqtadagi xususiy 
hosilalari mavjud bo'lgan taqdirda /;(х„,Уо)=о, y<>)=о bo'ladi 
(ekstrem um  m avjudligining zaruriy sharti).

14. z = f { x,y)  funktsiyaning birinchi tartibli xususiy hosiladan 
olingan xususiy hosila ikkinchi tartibli xususiy hosila deyiladi va 
uni quyidagicha yoziladi:

Xuddi shuningdek, uch va undan yuqori tartibli xususiy 
hosilalar ham  yuqoridagi kabi aniqlanadi. /;.(*,y) va /;,(*, у) 

xususiy hosilalar z = /(*,y) funktsiyaning aralash hosilalari 
deyiladi.

15. Agar Р„(х0,у0) nuqtada ikkita z = f (x ,y )  xususiy hosila ham 
nolga teng bo'lsa, bu nuqtaning tasviri 
Д = AC-B~ (A = z'a , в -  z '., c  = z ’J  bilan aniqlanadi. д>о bo'lsa 

ekstrem um  mavjud ( A < о m aksim um  va A > о bo'lsa minimum) 
bo'ladi. д < о bo'lsa ekstrem um  mavjud bo'lm aydi va д = о 
ekstrem um  m avjud bo'lish  ham, bo'lm asligi ham mumkin.
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16. Funsiyani ekstrem um lar tekshirish uchun quyidagi

s x e m a  tavsiya etiladi:
1. Xususiy hosila z'x va z; larni topamiz.

2 . z\= о va z'y — о tenglam alar sistem asini yechib funktsiyani

kritik nuqtalari topiladi.
3. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalari olib har bir kritik 

nuqtaga hisoblanadi va ekstrem um ning yetarlilik shartidan 

foydalaniladi.
17. Xususiy hosilani geom etrik m a'nosi. f(x,y,z)= о tenglama 

bilan berilgan sirt va o'rta sirtdan M(x,y,z) nuqta olingan bo'lsin. 
Bu nuqtada o'tkazilgan norm al tenglam alari quyidagicha yoziladi

^ £  = Iz Z  = £ j l£ (1 0 .1 )

8x dy dz
Urinma tekislik tenglamasi:

$L(x-x)+ y-(Y -y)+ ¥ -(z-z)=о (10.2)
ox oy OZ

dan iborat bo'ladi. (1 0 .1 ) va (1 0 .2 ) tenglam alardagi x ,y ,z  - 
normalning yoki urinm a tekislikning o'zgaruvchi

koordinatalaridan iborat. N\— vekt or  sirtining norm al
удх dy oz J

vektori deyiladi. A gar sirtda ^- = 0; ~  = 0; ^  = 0 bo'lsa, u maxsusJ a  dx oy oz
nuqta deyiladi. Bunday nuqtada sirtning norm ali ham urinma 
tekisligi ham bo'lm aydi.

18. Eng kichik kvadratlar usuli -  xatolar nazariyasida 
tasodifiy xatolarni o 'z  ichiga olgan o'lchash natijalaridan bir yoki 
bir necha m iqdorni topishda qo'llaniladi. x n o m alu m  
m iqdorning qiym atini izlab topish uchun n ta m ustaqil o'lchash 
o'tkazilgan, bu o'lcham lardan у\,уг...у, qiymatlar, ya'ni 
y, =jc + <yf (/ = 1,2...n) qiym atlar topilgan bo'lsin  deb faraz qilaylik, 

bundagi s, -tasodifiy xatolar m atem atik kutilishi nolga ms, = о va 
dispersiyasi DS,=af bo 'lgan  erkli tasodifiy m iqdorlar bo'ladi. Bu 
usulga x m iqdor sifatida shunday x olinadiki, uning uchun

287



S '(*)= i> (0 ', - * ) J ^ ( / t * / ) - * ) 2 - kvadratlar yig'indisi eng kichik
»=l »=1

bo'ladi. Agar /(*)- chiziqli funktsiya bo'lsa, y = ax+b , u holda 

5  = X(ax,+*->>,). N om a'lum  param etrlar a va b quyidagi normal

tenglam alar sistem asidan aiqlanadi.

( i * ,  у +пЬ= Ъ у‘

2. Agar / (jc ) funktisya kvadrat funksiya ko'rinishida

y  = ax2+bx+c bo'lsa, u holda s  = ^(ax- + bx ,+ c-y ,f , no'm alum
i=l

kattaliklar a, b, с  quyidagi norm al tenglam alar sistemasidan 
aniqlanadi.

Z  xf ]a + [ z x? j * +[ z  У  = Z  xiy<

[ z * - H Z * - 1 *

14-misol. Ushbu

» + TIC = Z  Л

z = x 3 + y 3 -Зду + 10 

funksiyani ekstrem um ga tekshiring.
Xususiy hosilalarini topamiz:

z' = Зх2 -  3у ; z\ =  3y2 -  3 x .

Statsionar nuqtalarini quyidagi sistem adan tapamiz:
j 3 * 2 - 3 y  = 0,

|Зу3 - З х  = 0 .

Bu sistem a дг, = о,у, = о va х2 = i,y,  = i yechim larga ega 
bo'ladi. Demak, (0,0) va (1,1) statsionar nuqtalarga ega bo'ladi.

Endi ekstrem um ga erishishning yetarli shartini tekshirish 
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalam i topamiz:

* 2 - y  = 0 , \y = x\  
у 3 -  x = 0 . [ хй -  x = 0 .



ш
Yetarli shartni (0,0) nuqtada tekshiramiz. Buning uchun 

ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni bu nuqtada hisoblaymiz:

bo'lib, 3) shartdan funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga ega 
bo'lmaydi.

Endi yetarli shartni (1,1) nuqtada tekshiramiz:

a na 22 ~ 4  = 6 ■6 -  ( -3 )2 = 36 -  9 = 27 > o.

Bulardan, ам >о, a „ -a 21-a?2 > о bo'lib, 1) shart o'rinli 
bo'lmoqda. Demak, funksiya (1,1) nuqtada minimumga ega 
bo'ladi va u quyidagiga teng

m in  z = l 3 + 13 - 3 1 1  + 10 = 9.

Quyidagi funksiyalardan ikkinchi tartibli xususiy  
hosilalarini oling.

Unda
-  <4 = о -  ( -3 )2 = - 9  < о

10.173. z = 0,51п(дг + у3) rf! z -n i  toping.
10.174. z = cos(x + y ) rf2z -n i  toping.

10.175. Z = cos(or + e- ) - ^ - - n i  toping.2 = cosl
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Quyidagi funktsiyalarning ekstremumlarini toping.

10.176.fl) z = e 2(x + y 2)e)  z = x2 -x y  + y 2 + 9дг-6у + 20 

1 0 .1 7 7  a ) z  = xy -x y  в) z = y jx  -  y 2 - jr  + 6 у

1 0 .1 7 8 . z = x 3+ 8y, -6 x y  + l

1 0 .1 7 9 . z = 2xy - 4 x - 2 y

1 0 .1 8 0 .z = sinx + siny + sin(x + y), 0 < x < — V3 0 < x <  —

9 .1 7 1 . z = e 2(x + y 2)

1 0 .1 8 1 . z = x2 + y 2 + x y - 4 x - 5 y  

1 0 .1 8 4 . z = x3y 2( 2 - x - y )

1 0 .1 8 6 . z = 2x! - x y 2 +5x2 + y 2 

1 0 .1 8 8 . z = x2 + y 2 -2 I n x - 1 8 1 n y

10 .1 9 0 . z - ^ + z V ^  

1 0 .1 9 2 .г  = лу-1п(л: + у )

10 .1 8 2 . z = x y ( l - x - y )

10 .1 8 5 . z = x 2 + xy + у 2 + — + —
дг у

1 0 .1 8 7 . z = 3x + 6 y - x 2 - x y  + y 2 

1 0 .1 8 9 . z = 2 - 4 ? + У
xy10 .1 9 1 . z = -

ДГ* +y‘
10 .1 9 3 . z = ^ - x - 2 y

1 0 .1 9 4 .a )z  = 3x + 6 y - x 2 - x y - y 26 ) z  = x 2 + y 2 -2х-4т/ху - 2 y  + 8

1 0 .1 9 5 . z = 2x3- x y 2 +5x2 + y 2 1 0 .1 9 6 . z = Здг2 -  2 x jy  + у  -  8jc + 8

101 9 7 . z = (дг- l ) 2 + 2y2

1 0 .1 9 9 . z = дг2 + лу + у 2 -  2дг -  у

1 0 .2 0 0 .  г = дг3у 2(б -д с -у )(д г> 0 ,у > 0 )

1 0 . 2 0 1 .  z - x 4 + y 4 - 2 x 2 + 4 x y - 2 y 2

1 0 .2 0 3 . z = l - ( x 2 + y 2r

1 0 .1 9 8 . z = (дг- l ) 2 -2 y 2

a 2 b 2

1 0 .2 0 4 . z = (x2+y2)e+ ’^ )

Murakkab funksiyalarning hosilalari
10 .205 .

10 .206 .

1 . и■■ —In —
2 9
x 2 - y

bunda u = tg 2x ,$  = ctg2x bo'lsa, — ni toping.
dx

bunda у = Здг + 1 bo'lsa, — ni toping.
дг‘ +у  dx

1 0 .2 0 7 . z = дг2у bunda У = COS X bo'lsa, ^  va ^  ni toping.

1 0 .2 0 8 . z = x2/ y  bunda х = и - 2 э , у = э  + 2и bo'lsa, —  va —  ni
du 89

toping.

1 0 .2 0 9 . u = ex~2y bunda * = sinf,y = /3 — = ?
dt



т
du
It1 0 .2 1 0 . u = z2 + y2 +zy bunda z = sint,y = e'

10.211. z = arcsin (лг-у) bunda x = 3t, y = 4t} = ?

1 П2 12  z = x2y - y 2x b u n d a  z = ucos9, у  = usin9 ^ -  = ? ?
l u ' du dS

10.213. z = x2\ny bunda x = ^ ,y  = i u - 2 3
lT

10.214. z = arclg(xy) bunda y = e x £  ni toping 

Quyidagi tenglam alardan y' ni toping.

dz
du

dz
~d&

= ?

10.215. x 2 + y 2 + ln(.r2 + a 2) = a 2

10.217. (xy-a)2+(xy-/3)2 = r2

10.219. Intg(ylx)-у /x = a
10 .221 . =

10.223. xey + vex - e ”  = 0

10.216. (y/x)+sin(y/x)= a

10.218. x1 + 2y3 - 2xy^2xy + 1 = 0
10.220. 3sin(V3c/у)— 2 cos {Г х /у )+ 1 = 0

1 0 .2 2 2 . * у - х 4- /  = я4

10.224. (x2 + / ) 2 +a2(x2- / ) = o

Quyidagi tenglamalardan ~  va ^  lar topilsin.

10.225. x + y + z = e x

10.227. x2 + y 2 + z2 - 6 x  = o

10.228. z2 =xy

10.230. 4 + 4 + 4  = i
a 2 b 2 c-

10.232. 23+Злуг = я5 
10.234(224). e, +x2y + 2 + 5 = 0

Эу
10.226. A'3 + y ’ + r3 -3.XJ'Z = 0

10.229. cos(ax + by-cz) = k(ax + by - cz) 

10.231. X2 -2y 2 +z2 -4x + 2z-5 = 0

10.233. e’ -xyz = 0

Quyidagi funksiyalaming ekstremumlari berilgan shart 
asosida topilsin.

10.235. z = - + - ,a g a r  x + v  = z  bo'lsa.
X у

10.236. z = x - y ,  agar x2 + y 2 = l bo'lsa.
10.237. z = xy2, agar x + 2y = 4 bo'lsa.

10.238. z = ,  agar x 2 + y 2 =1 bo'lsa.
л/2

1 0 .2 3 9 .  z  =  \ fx\[y a g a r  2*  + 5>> = ioo b o 'l s a .
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Quyidagi sirtlarga o'tkazilgan urinm a tekisliklar  
tenglam asi yozilsin.

10.240.z = x2 +2 y2, (i;i;3) nuqtada. 10.241 . xy = z2,(x0;y0;z0) nuqtada. 
10.242. xyz = а2,{х0;у0;20) nuqtada.

Takrorlash uchun savollar
1.Ko'p o'zgaruvchili funksiya deb nimaga aytiladi?
2 .Ko'p o'zgaruvchili funksiya uzluksizligi deb nim aga 

aytiladi?
3.Karrali lim it nima?
4.Takroriy limit nima?
5.Karrali va takroriy limitlar qachon teng bo'ladi?
6 .Gradiyent nima?
7.Yo'nalish bo'yicha hosila qanday olinadi?
8 .Taqribiy hisoblash form ulasini yozing.

BIR NECHA O'ZG ARUVCH ILI FU N K SIYA LA RN IN G  
DIFFERENSIAL HISOBIGA DOIR TESTLAR

1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar
1. Tom onlari x va у bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchakka d o ir qaysi 

m asalaning javobi ikki o'zgaruvchili funksiya bilan 
ifodalanm aydi ?

A) T o 'g 'ri to'rtburchak yuzasini topish ;
B) To 'g 'ri to'rtburchak perim etrini to p ish ;
C) To 'g 'ri to'rtburchak diagonalini topish ;
D )To'g'ri to'rtburchakning ikkita qaram a-qarshi 

tom onining yig'indisini to p ish ;
E)Barcha m asalalam ing javoblari ikki o 'zgaruvchili 

funksiya bilan ifodalanadi.
2. Ikki o'zgaruvchili funksiyani ko'rsating.

A) / = ax2 +bx + с . В ) f  = x + — . C) f  = y + —.
У У

D) f  = t2 +t + 1 . E) f  = s\n(ax2 + b).
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3. Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiya aniqlanish sohasidagi
bar bir M (x,y) nuqtaga nimani mos qo'yadi ?

A ) to'g'ri chiziqdagi biror nu q tan i.
B) tekislikdagi biror n u q tan i.
C )  fazodagi biror n u q tan i.
D ) biror to 'p lam n i. E) biror chiziqni.
4 . Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning D{/] aniqlanish 

sohasini toping: ______
f(x ,y )  = ̂ 9 - x 2 - y 2.

A ) Tomoni a=3 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan 

k v ad rat.
B) Tomoni a=3 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan 

m untazam uchburchak.
C )  Radiusi R=3 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan doira .
D ) Radiusi R=3 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan aylana
E) [-3,3] kesmadan iborat soha .
5 . Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning qiymatlar sohasini 

toping:

f(x ,y )  = ^ 9 - x 2 - y 2.

A ) [ -3 ,3 ] . B) ( -3 ,3 ) .  C) [0,3] . D) (0 ,3 ). E) [0 ,9].
6 . Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning D{/} aniqlanish 

sohasini toping:

f(x ,y )  = yj 16 + дг2 + y 2.
A ) Tomoni я=4 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan 

k v a d ra t;
B) Tomoni a=4 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan 

m untazam  uchburchak;
C )  Radiusi R=4 va m arkazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan doira ;
D) Radiusi R=4 va markazi 0 (0 ,0 ) nuqtada joylashgan 

ay lan a ;

E)R 2 tekislik .
7 . Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning qiymatlar sohasini
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f i x ,  у)  = *J\6 + x 2 + y 2 .

A) [0,4].  В) (0 ,4 ). C)[4,+oo).
D) ( -00Д] . E) [0,16] .
8 . Ikki o'zgaruvchili z= f(x ,y ) funksiya grafigi qanday 

geometrik ob'ektni ifodalaydi?
A) tekislikdagi to'g'ri chiziqni.
B) tekislikdagi egri chiziqni.
C) fazodagi tekislikni.
D) fazodagi sirtn i. E) fazodagi jism ni.
9. Ta'riftii to 'ldiring: Ikki o'zgaruvchili z= f(x ,y) funksiyaning 

sath chizig'i deb — tenglama bilan aniqlanadigan chiziqqa 
aytilad i.

A)/(C,y)=0 . B) f(x,C)=Q . C )/(0 ,y )= C .
D) /(x,0)=C . E) f(x ,y)=C  .
10.Ikki o'zgaruvchili z=9x2+9y2 funksiyaning sath chiziqlari 

nimadan iborat?
A) parabola B) giperbola C) ellips D) aylana
E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq .
11. Ikki o'zgaruvchili z=9x2+16y2 funksiyaning sath chiziqlari 

nimadan iborat?
A) parabola B) giperbola C) ellips D) aylana
E) to'g'ri javob keltirilmagan.
12.Ikki o'zgaruvchili z=9x2-16y 2 funksiyaning sath chiziqlari 

nimadan iborat?
A) parabola; B) giperbola; C) ellips; D) aylana;
E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq .
13. Ikki o'zgaruvchili z=9y2- x  funksiyaning sath chiziqlari 

nimadan iborat?
A) parabola B) giperbola C) ellips D) aylana
E) kesishuvchi ikkita to'g 'ri chiziq
14.Tomonlari x , у va z bo'lgan to'g'ri burchakli 

parallelopipedga doir qaysi masalaning javobi uch o'zgaruvchili 
funksiya bilan ifodalanmaydi ?
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A) to'g 'ri burchakli parallelopiped hajm ini topish .
B) to'g 'ri burchakli parallelopiped yon sirtini topish .
C) to 'g 'ri burchakli parallelopiped to'la sirtini topish .
D) to 'g 'ri burchakli parallelopiped diagonalini topish .
E) Barcha m asalalarning javoblari uch o'zgaruvchili funksiya

bilan ifod alanad i.
15. Uch o'zgaruvchili f(x ,y ,z ) funksiya aniqlanish sohasidagi 

har bir M (x,y,z) nuqtaga nim ani m os qo'yadi ?
A) to 'g 'ri chiziqdagi biror nuqtani . B) tekislikdagi biror

nuqtani
C) fazodagi biror n u q ta n i.
D) fazodagi biror ch iz iq n i.
E) fazodagi biror s ir tn i.

16. Uch o'zgaruvchili f(x ,y ,z ) funksiya grafigi qanday 
geometrik ob'ektni ifodalaydi?

A) fazodagi chiziqni
B) fazodagi tekislikni
C) fazodagi sirtni
D) fazodagi jism ni
E) to 'g 'ri javob keltirilm agan .

2 . K o 'p  o 'zgaruvchili fu n k siy alam in g  lim iti
1. Biror chekli A soni z=f(x,y) funksiyaning M (x,y)—> Mo(xo,yo) 

bo'lgandagi limiti ekanligini tekshirish uchun quyidagi 
amallardan qaysi biri bajarilm aydi?

A) ixtiyoriy kichik £>0 son tan lan ad i.
B) Mo(xo,yo) nuqtaning r(e) radiusli atrofi Ur(xo,yo) to p ila d i.
C) ixtiyoriy M (x,y) e Щ хо,уо) uchun \f(x,y)-A I <£ shart 

teksh irilad i.
D) f{x ,y) funksiyaning Mo(xo,yn) nuqtadagi qiymati

Vnc-zVUI Л1 .

E) keltirilgan barcha am allar b a ja rila d i.

295



2. lim f(x,y) = A ekanligini aniqlashda ixtiyoriy kichik £>o
x~̂*0 У-+Уо

sonida qaysi munosabat bajarilishi tekshiriladi?
A) \f{x,y)~A\=t
B) \f(x,y)-A\±z
C) \f(x,y)-A\>e .
D) If(x ,y)-A  I <e .
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

3./(x,y)=(x2-  y2)/(x2+y2) funksiyaning M(x,y)—>0(0,0) holdagi 
limitini toping.

А) О В) 1 C)  ̂ D) limit mavjud emas E) 2

4-Д^/J/M*2-  у2)/(x2+y2) funksiyaning M(x,y)—>Mo(l,l) holdagi 
limitini toping.

А) О В) 1 C) -  D) limit mavjud emas E) 2

5-f(x,y)=(x2-  y2)/(x+y) funksiyaning M(x,y)—>0(0,0) holdagi 
limitini toping.

А) О В) 1 C) i  D) limit mavjud emas E) 2

6./(x,y)=(x2-  y2)/(x-y) funksiyaning M(x,y)—>Mo(l,l) holdagi 
limitini toping.

А) О В) 1 C)  ̂ D) limit mavjud emas E)2

7. limcos(x2 + y2) limitni hisoblang.
у—>0

А) О В) 1 C) ~ D) limit mavjud emas E) 2

8. lim sin(x2 + y2) limitni hisoblang.
y - > 0

А) О В) 1 C)  ̂ D) limit mavjud emas E) 2

9. lim cos(x2 + y) limitni hisoblang.
л-»0
y -> 7 t l  3

А) О В) 1 С) I

№ ................................. .............................................................................. .
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D) limit mavjud emas . E) 2 .
10. Quyidagilardan qaysi biri karrali limit bo'ladi?
A) lim f(x,y) . B) lim f(x,y) . C) lim f(x,y) .

'  *-«o y - * y 0
v->.Vo

D) lim { lim f(x,y)} . E) lim { lim f(x,y)} .
.r-»*o У~*Уо x~*x° Jr_>Jr°

11. Quyidagilardan qaysi biri takroriy limit bo'ladi?
A) lim f(x,y) . B) lim f(x,y) . C) lim f(x,y) .

' *->x0 *~>*o У-*У*
У~*Уо

D) lim { lim f(x,y)} . E) lim { lim f(x,y)} .
x-*x„ v->y0 *->*0 x->x0

12. Takroriy lim { lim f(x,y)} = Ax va lim { lim f(x,y)} = A2
J  x-»x0 y-*Vo У-*У« *-**<>

limitlar uchun quyidagi munosabatlardan qaysi biri bajarilishi
mumkin?

A) A\= Аг В) A\*Ai
C)A i<A2 D) Ai>Ai .
E) keltirilgan barcha munosabatlar bajarilishi mumkin.

13. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun lim{lm /(x,_y)} takroriy

limit qiymatini toping.
A) 0 В)1 С) -1  D) °° E) mavjud emas

14. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun lim{lim/(x,^)} takroriy

limit qiymatini toping.
A) 0 В) 1 С) -1  D) E) mavjud emas

15. f(x,y)=(x-y)l (x+y) funksiya uchun \mf(x,y) karrali
-̂>o

limitni hisoblang.
A) 0 В) 1 С) -1  D) -

E) limit mavjud emas
16. Agar lim f(x,y) = A , lim { lim f(x,y)} = Ax va

X-¥X0 •К -* ** ) >’ - * > ’0

У->Уо
lim { lim f(x,y)} = A2 bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri

У-+Уо x —*x()

doimo o'rinli bo'ladi?
A) A  mavjud va chekli bo'lsa, unda A i , A2 mavjud va А\*Аг
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B) A i , Ai mavjud va chekli bo'lsa, unda A mavjud .
C) A i, Ai mavjud va Ai=Ai bo'lsa, unda A m avjud .
D)A mavjud va chekli bo'lsa, unda A i , Ai mavjud va
Ai=A2 =A .
E) A mavjud va chekli bo'lsa, unda A \ , A2 mavjud va 
Ai=A2 * A .

3. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalam ing uzluksizligi

1 . z=f(x,y) funksiyaning А/ to'la orttirmasi qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan?

f(x+Ax,y+Ay)
E)Af=f(x~Ax, y+Ay) -  f(x+Ax,y+Ay) .

2. z =f(x,y) funksiyaning x bo'yicha Д/ xususiy orttirmasi 
qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Axf=f(x+Ax, y+Ay) -f{x,y) В) Аф/(х, y+Ay) -f{x ,y ).
C ) A*f=f{x+Ax, y) -f(x,y) D) Axf=f(x+Ax, y+Ay) -f(x+Ax,y)
E)A*f=f{x, y+Ay) -f(x+Ax,y).
3. z=f(x,y) funksiyaning у bo'yicha Ayf  xususiy orttirma 

qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) Ayf=f{x+Ax, y+Ay) -f(x,y) B) AyJ=f(x, y+Ay) ~ f(x,y).
C) Ayf=f(x+Ax, y) -f(x,y) D ) Ayf=f{x, y+Ay) -f(x+Ax,y+Ay)
E)Ayf=f{x, y+Ay) -f(x+Ax,y).

4. Quyidagilardan qaysi biri z=f(x,y) funksiyaning x 
bo'yicha Дх/ xususiy orttirmasini ifodalamaydi?

A) Axf=f(x+Ax, y+Ay) ~f{x,y+Ay)
B) Дж/=/(х, у) -  f(x-Ax,y).
C) A*f=f(x+Ax, у) ~f{x,у ) .
D) Дх/=/(х+Дх, y+Ay) -f{x, y)
E)Axf=fix, y+Ay) -fix-A x, y+Ay)
5. Quyidagilardan qaysi biri z=f{x,y) funksiyaning у 

bo'yicha Ayf  xususiy orttirmasini ifodalamaydi?

A) Af=fix+Ax, y+Ay) ~fix,y)
C) Af=fix+Ax, y) -  f(x,y)

B) AM (X> У+АУ) ~f(x,y)
D) Af=fix, y+Ay) -
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щ  __  _  ш

A )  Д уН(х+Ах' У+А̂  ~f{X'y)
B ) Д у Я ( * '  у + а у )  ~ЯХ>У)
с) АуМ ( х+Ах’ у+лу) ~ Я х+Ах 'У) 

D) Ь уН (х> у) " / (* ' У“АУ) • 
е )АуМ ( х+Ах' у) -/(*+Д*> г ду)
 ̂ ^ Х)у)=х2+у2 funksiyaning А/ to'la orttirmasini toping.

А) А/=2(Дх2+Ду2) В) Д/=2(хДх+ уАу)+ Ах2+Ау2
C) Д/=2(хДу+уДх)+ Ах2+Ау2 D) А/=Ду2 +2(х+у)Дх+Дх2
E) Af=Ax2+Ay2+2 (Ах+Ау)
7. z=x2+y2+2xy funksiyaning х bo'yicha A*z xususiy 

orttirmasini toping.
A) AxZ=2(Ax+Ay)
B) AxZ=2(xAx+ у Ay+Ax-Ay).
C) Дxz=2xAx+2yAy+2(xAy+yAx)
D) AxZ=2(x+y)Ax+Ax2 .
E) AxZ=2x+2y+2 (Дх+Ду).

8. z=x2+y2+2xy funksiyaning у bo'yicha Дуг xususiy 
orttirmasini toping.

А) Дуг=2(Дх+Ду) В) Ayz=2(xAx+уДу+Дх-Ду)
С) Дуг=2хДх+2уДу+2(хАу+уДх) D) Ayz=2(x+y)Ay+Ay2 
Е) Ayz=2x+2y+2 (Ах+Ду).
9. Qaysi shartda z=/(x,y) funksiya Mo(xo,yo) nuqtada 

uzluksiz bo'lmaydi ?
A) lim f(x,y) = f(x0,y0).

x -* x 0
У~>Уо

B) lim [/(x,y)-/(x0,y0)] = 0.
*->*o

C) lim Дх0 + Ax,y0 + Ду) = f(x0,y0).Лг->0
Ду->0

D ) lim А/ = 0 .
Дх-»0
Ду->0

E)keltirilgan barcha shartlarda uzluksiz b o 'lad i.
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10. a  parametming qanday qiymatida
[x3 - y 3 

f(x ,y )=  — . * * *
[ a ,  x = y.

funksiya Mo(l, 1) nuqtada uzluksiz bo'ladi ?
A) 0 В) 1 C) 2 D) 3 E) -1
11. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri 0(0,0) nuqtada 

uzlukli?
A) z=sim:y B) z=cos(x+y)
C) z=tg (x-y) D) z=ctg(x /у)

E) keltirilgan barcha funksiyalar 0(0,0) nuqtada uzluksiz .
ll.Ta'rifni to'diring: Berilgan z=f(x,y) funksiya biror D 

sohada uzluksiz deyiladi, agar u bu sohaning — nuqtasida 
uzluksiz bo'lsa.

A) birorta B) ba'zi bir
C) har bir D) bitta E) ma'lum bir
13.Agar f{x,y) va g(x,y) ikki o'zgaruvchili funksiyalar 

Mo(xo,yo) nuqtada uzluksiz bo'lsa, bu nuqtada quyidagi 
funksiyalardan qaysi biri uzlyksiz bo'lishi shart emas ?

A )f(x,y)+g(x,ij) В )f(x,y)-g(x,y)
Q  f(x,y)-g(x,y) D)f(x,y)/g(x,y).
E) ko'rsatilgan barcha funksiyalar Mo(xo,yo) nuqtada doimo 

uzluksiz bo'ladi.
14. Agar f(x,y) va g(x,y) ikki o'zgaruvchili funksiyalar 

Mo(xo,yo) nuqtada uzluksiz bo'lsa, qaysi holda bu nuqtada 
Л Х'У)/8(Х<У) funksiya uzlukli bo'lishi mumkin?

А) £(хо,уо)>0 . В) g(xo,yo)<0 . C)g(xo,yo)=0 . D) g(xo,yo)*0 .
E) keltirilgan barcha hollarda g(x,y) funksiya Mo(xo,yo) 

nuqtada uzluksiz bo'ladi.
15. Agar f(x,y) funksiya Mo(xo,yo) nuqtada uzluksiz va С 

ixtiyoriy noldan farqli o'zgarmas son bo'lsa, quyidagi 
funksiyalardan qaysi biri Mo(xo,yo) nuqtada uzlukli bo'lishi 
mumkin?
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A) Cf(x,y) В) С+/(х,у)
Q C-fix,у) D )C/f(x,y) E )f(x,y)/C

16. Quyidagi sohalardan qaysi biri yopiq emas ?

A)D={(x,y):x2+y2<i}. B) D = {(x,y): < 1} .
a b

C)D = {(x,y) : -  + !<1} . В)D={(x,y): lx l< l,ly l< l} . 
a  b

E) keltirilgan barcha sohalar yopiq .

4.Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila va differen- 
siallari

1.z =/(x,y) funksiyaning x argumenti bo'yicha f'x xususiy 
hosilasini ta'rif bo'yicha aniqlashda quyidagi amallardan qaysi 
biri bajarilmaydi?

A) x argumentga Дх orttirma beriladi.
B)funksiyaning Axf=f(x+Ax,y)-f{x,y) xususiy orttirmasi 

hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati Axf/Ax aniqlanadi.
D) Дх->0 bo'lganda Axf/Ax nisbat limiti topiladi.
E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2.z=/(x,y) funksiyaning x argumenti bo'yicha f ’ xususiy
hosilasi qanday aniqlanadi ?

A) />|jm Л *  + * ’У + М - / Ш .
' * Ax

Ддг-*0 Д х

C ) f '  = lim №  + Ах’ У + АУ )~  f ( x  + У)
x Дх->0 Ax

D) f'x = lim +
Дх—>0 Дх

E) /' = Um Д х + Лх.у) + А х ,у ) '
X Дт-»0 Дд-

3.z=/(x,y) funksiyaning у argumenti bo'yicha f'y xususiy 
hosilasini ta'rif bo'yicha aniqlashda quyidagi amallardan qaysi 
biri bajarilmaydi?
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A) у argumentga Aу orttirma berilad i.
B) funksiyaning AyJ=f(x,y+Ay)-f(x,y) xususiy orttirmasi 

hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati Ayf/Ay an iq lanad i.
D) Ay—>0 bo'lganda Ayf/Ay nisbat limiti top ilad i.
E) Keltirilgan barcha amallar bajarilad i.
4. z=f(x,y) funksiyaning у argumenti bo'yicha /’ 

xususiy hosilasi qanday 
aniqlanadi ?

5.z=x2+y3+xy funksiyaning x bo'yicha f'x xususiy
hosilasini toping.

А) f x =2x + 3y2 + y .  B) f'x =2x + у г +x . C )f'x =2x + y .
D) /; = 2x + Зу2 + X .  E) f x =2x + xy.
6 . z=x2+y4xy funksiyaning у bo'yicha f'y xususiy hosilasini

A) /; =2x + 3y2 +y . В) /; =л2 +зy 2 +y . С) /; =2х+з^2 .

7. z-f(x,y) funksiya Mo(xo/yo) nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lishi uchun qaysi shart talab etilmaydi ?

A) z=f(x,y) funksiya Mo(xo,yo) nuqta va uning biror atrofida 
an iqlangan.

B) Mo(xo,yo) nuqta va uning biror atrofida f 'x , f'y xususiy 
hosilalar mavjud

f ( x  + Ax, у  + A y)-  / (x , y)
Ду

, К х’У + Ьу)~ f(x ,y )
о Ду
f{ x  + Дх, у  + Ду) -  f jx ,  у  + Ду) 

) Ду

f i x  + A x ,y )-fjx ,y + b .y )
Дх

n f ix ,  у  + Ay) + f ix ,  у)
►0 Ду

toping.

D) f y =2x + 3y2 + x . E) f x = 3y2 + x.



! _ ..............

C) Mo(xo,yo) nuqta va uning biror atrofida xususiy

hosilalar uz luksiz .
D) Mo(xo,yo) nuqta va uning biror atrofida xususiy hosilalar

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
8 . Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyaning df to'liq 

differensiali formulasini ko'rsating.

B) .

D) # - £ *  + § *  •

E) d fJ - L d x - ld y .
dx oy

9 . z=x2+y3+xy funksiyaning d/ to'liq differensialini toping.
A)df = (x2 + x)dx + 0>3 + .
B) <// = (2 jc  + 3y2 + Jt)efct + (2x + Зу2 + y)dy.
C) df = (2x + y)a!x + (3y2 + . D) df = 2xdx + 3y2dy.
E) df = (Зу2 + x)dx + (2.x + y)dy .
1 0 .z=y* funksiyaning df to'liq differensialini toping.

A) df = yx (\n ydx -  — dy). B) df = yx (\nydx- — dy).
у *

С) df = yx (\n ydx + — dy). D) df = yx (\n ydx + — dy).
x У

E) df = yx(\nydy-— dx).
У

11  .z=f(x,y) funksiyaning to'liq differensiali 
df=(2x+5y)dx+(3xy-4y)dy bo'lsa, f'x(-3,2) qiymatini toping.

A )-1 1 . B )-26 : C ) 4 .  D) - 6 . E) 8 .
12  .z=f{x,y) funksiyaning to'liq differensiali 

df=(2x+5y)dx+(3xy-4y)dy bo'lsa, f'y(-3,2) qiymatini toping.
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А )-И . В)-26 . С) 4 . D) -6  . Е) 8 .
13. Qaysi shartda z=f(x,y) funksiyaning grafigi bo'lgan S 

sirtning Po(xo,yo,zo) nuqtasida urinma tekislik mavjud bo'ladi ?
A )  z=f(x,y) funksiya Mo (xo,yo) nuqtada uzluksiz .
B) z=f(x,y) funksiya Mo (xo,yo) nuqtada f_<(x0,yu) xususiy 

hosilaga ega
C) z=f(x,y) funksiya Mo (xo,yo) nuqtada fyix0,y0) xususiy 

hosilaga ega
D) z=f(x,y) funksiya f'xix0,y0) va f'y(xa,yti) xususiy 

hosilalarga ega.
E) z=/(x,y) funksiya Mo (xo,yo) nuqtada differensiallanuvchi.
14. z=f(x,y) funksiya orqali aniqlangan S sirtning Po(xo, yo, 

f(xo,yo)) nuqtasidagi urinma tekislik tenglamasini yozing.
A) z + f(x0,y0) = f;(x0,ya)(x + x0) + f^ x 0,y0)(y + y0) .
B ) z ~ /(хО’Уо) = Л ( Ч ’Уо)(х + x0)~ f l ( x 0,y0)(y + y0) .

Q  z - f ( x 0,y0) = f^ x0,y0)(x-x0) + f^(x0,y0)(y -y 0) .

2 — f ( xo>yo) = fx(xo>yo)(x — -^o)/у(хО’Уо)(У — Уо) •
E) г + f(x 0,yQ) = f xixQ,yQ)(x + x0)~ fy(x0,yQ)(y + y0) .

15. z=3x2y+5x-2y+l funksiya ifodalaydigan S sirtning Mo 
(3,-1,-9) nuqtasiga o'tkazilgan urinma tekislik tenglamasini 
toping.

A )  2x-3y+z=0 B) 2x+4y+z+7=0 C) 13x-25y+z-55=0 .
D) 25x+13y+z-53=0 . E) 3x+y+z+l=0 .
16. z =f(x,y) funksiyada argument orttirmalari Ax va Ay 

kichik bo'lganda o'rinli bo'ladigan taqribiy tenglik qayerda to'g'ri 
yozilgan?

A )  f(x  + Ax, у  + Ay) »  f(x,y) + d f .

B) f{x  + Ax,y +Ay) ~ f(x,y)  -  d f .
C) f i x  + Ax,y + A y)*fix ,y)-d f .
D) f i x  + Ax,y + Ay)*fix,y)/df .
E) to'g'ri javob keltirilmagan .



t §
5. Ikki o'zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilalari va 

to'la differensiali. To'la hosila. Yo'nalish bo'yicha hosila va
gradient

1 ./(и,у)=м2-У murakkab funksiyada u(x,y)=x+2y va 
Дм(х,1/),^(^у)]=4ху bo'lsa, v=v(x,y) funksiyani toping.

A) v(x,y)=x±y. B) v(x,y)=(x+y)2 . C) z>(x,y)=4xy.
D) v(x,y)=(x-y)2 . E) to'g'ri javob keltirilmagan .

2 .z=f(u,v) [u=u(x,y) va v=v(x,y)\ murakkab funksiyaning x 
argument bo'yicha xususiy hosilasining formulasi qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan?

A )  d± J L  + d- L .  
dx du dv

dz du dv
dx dx dx

p . dz _ df du + df dv
dx du dx dv dx 
dz df du df dv

D) — = —  + —  + — + — .
dx du dx dv dx

ps dz _ d f  du df dv 
dx du dx dv dx

3. Agar z=u2+3uv-v2 murakkab funksiyada u=x3+y3 va 
v=x2+y2 bo'lsa, uning x argument bo'yicha xususiy hosilasini 
toping.

A) —  = 3(2и + v)x2 + 2(5и -  2v)x . 
dx

B) —  = 2(2m + v)x  + 3 ( 5 « - 2 v ) x 2 , 
dx

C )  —  = 3(2u + 3v)x2 + 2(3и -  2v)x . 
dx

D) j -  = 3(2«  + v)x2 -  2(5и -  2v)x .

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4. z=f(u,v) [u=u(x,y) va v=v(x,y)] murakkab funksiyaning у 

argument bo'yicha xususiy hosilasining formulasi qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan?
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ду ди ду dv ду
5. Agar z=H2+3wy-i?2 murakkab funksiyada u=x3+y3 Va 

v=x2+y2 bo'lsa, uning у argument bo'yicha xususiy hosilasini 
toping.

A) = 3(2и + v)y2 + 2(5и -  2v)y .
dy

B) = 2(2и + v)y + 3(5и -  2v)y2 . 
dy

C) —  = 3(2и + 3v)y2 + 2(3и — 2v)y .
dy

D) ^  = 3(2« + v)y2 -  2(5и -  2v)y .
dy

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
6 . z=f{x,y)=f(x,cp{x)) funksiya to'la hosilasining formulasi 

qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) — = — + — B) — -  — -  — c ) dz dz dz dy

dx dx dx dx dx dx dx~ dx dy dx '
D \ — = — + — e  \ У̂.

dx dx dy dx dx dy dx'
7. z=x3i/+sini/ (y=lnx) funksiyaning to'la hosilasini toping. 
A ) ^  = x2(3y + x) + c-^ y

dx x



................................... .................................... - ........................  л
8 z=f(x,y) funksiyadan P(xo,yo) eD\f] nuqtada I yo'nalish 

bo'yicha hosilani hisoblash uchun quyidagi amallardan qaysi biri
bajarilmaydi?

д ) I yo'nalisgning yo'naltiruvchi kosinuslari cosa va
cos(3=sina top ilad i.

B) I yo'nalisgning normal vektori top ilad i.
C) I yo'nalish bo'yicha Aiff{xo+Ax,yo+Ay)-f{xo,yo) orttirma 

hisoblanadi. _________
D) I to'g'ri chiziqdagi kesma uzunligi Al =-J(Ax)2 +(Ду)2

aniqlanadi.
E) Aif / ДI nisbatning Д/—>0 holdagi limiti top ilad i.
9. z=f{x,y) funksiyadan P(xo,yo)eD{f] nuqtada OX o'qi bilan 

a burchak tashkil etuvchi I yo'nalish bo'yicha hosilani hisoblash 
formulasini ko'rsating.

dl dx dy
m  df{P) df{P) . df(P) .B) sin a  + —-sin и .

dl dx dy
df(P) df(P) df(P) .C) = cosa -  —— -sina . 

dl dx dy
^  df(P) df(P) df(P) .D) = cosa + sina . 

dl dx dy
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
10.z =f(x,y) funksiyadan P(xo,yo) nuqtada a={a\, аг} vektor 

yo'nalishi bo'yicha olingan hosilani ko'rsating.
A ) dz(P) _ dz(P) a ,___

da dx Jo* + a
B) dz(P) dz(P) a 2 

da dy + a\

Г) _ &(/>) ai _  _ dz(P)___ i
d~a ~ dx ' 4 af + a 22 dy '

D) dz(P) dz(P)-n dz(P)j 
da dx dy
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11.z  = x2 +у3 funksiyaning М(2,1) nuqtadagi а={-3, 4} vektor 

yo'nalishi bo'yicha olingan hosilasini hisoblang.
A) 5.8 B) -4.8 С) 0 D) 1 E) -1
12. z = x 2 +y3 funksiyaning M(2,l) nuqtadagi a={3, 4} vektor 

yo'nalishi bo'yicha olingan hosilasini hisoblang.
A) 4.8 . B) -5.8 . C) 0 . D) 1 .  E) -1  .
13.z=f{x,y) funksiyaning P(xо ,,yo) nuqtadagi gradienti 

gradf(P) qaysi formula bilan topiladi ?
A) g r a d = +

ox oy
m  8f(P) — df(P) ,B) grad/(P) = -^-^j +J - ~ J  .

ox oy

C) g .
ox dy

ox oy

E) g
ox ox

14.z=f(x,y) funksiyaning P(xо ,,yo) nuqtadagi gradienti 
gradf(P) to'g'risidagi quyidagi tasdiqlardan qaysi biri noto'g'ri?

A) z=f(x,y) funksiyaning gradienti gradf(P) vektor 
kattalikdan iborat.

B) z=f(x,y) funksiyaning gradf(P) yo'nalishi bo'yicha hosilasi 
eng katta qiymatga ega bo'ladi.

C) z=f(x,y) funksiyaning gradf(P) yo'nalishi bo'yicha 
hosilasining qiymati I grad/TP) I bo'ladi.

D) z=f(x,y) funksiyaning grad/fP) yo'nalishiga 
perpendikulyar yo'nalish bo'yicha hosilasi nolga teng

E) z=f(x,y) funksiyaning gradienti ushbu formula bilan 
topiladi:



...................................J §

1 5 -f(x,y)=x2+y2+xy  funksiyaning P( 1,2) nuqtadagi
gradientini toping.

A) grad/(P) = 4 f  + 5 j  . B ) grad/(P) = 5i + 4 у . C) grad/(P) = 9

D ) grad/'(/’) = - l  • E) grad/(P) = 9i -  ]  .
16. / yo'nalishning OX koordinata o'qi bilan tashkil etgan a  

burchagi kosinusining qiymati qanday bo'lganda f{x,y)=x2+y2+xy 
funksiyaning P(2,5) nuqtadagi hosilasi eng katta qiymatga ega 
bo'ladi ?

A) cosa=0 . B) cosa=l . C) cosa=l/2 . D) cosa=2/3 .
E) cosa=3/5 .

6. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning yuqori tartibli 
hosila va differensiallari

l.z  =f{x,y) funksiyaning x bo'yicha II tartibli xususiy hosilasi
ъ2 r
—Y qanday aniqlanadi ? 
dx

А) д2 1  = ̂ ( дД  В) ^ -  = ̂ Д )  С) ^  =
дх2 ду дх дх2 ду ду дх2 дх ду

D) — р =—(—) Е) to'g'ri javob keltirilmagan .
дх2 дх дх

z =f{x,y) funksiyaning у bo'yicha II tartibli xususiy hosilasi 

qanday aniqlanadi ?d2f
dy

А) E) C)
dy2 dy dx dy2 dy dy dy2 dx dy

D) (|^) E) to'g'ri javob ko'rsatilmagan .

r
2. z=f(x,y) funksiyaning II tartibli f ’y = -j— - aralash hosilasi 

qanday aniqlanadi ?

D) / ' =—(=£■) E) to'g'ri javob ko'rsatilmagan .
^ dx dx
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3. z = x 3 c o s y  funksiyaning x bo'yicha II tartibli f ’a  xususiy 

hosilasi hisoblansin.
А) -6*siny В) 6xsiny С) -6xcosy D)6xcosy E) 6x

4. z = x3 cosy funksiyaning у bo'yicha II tartibli xususiy 
hosilasi hisoblansin.

А) x3 sin у В) -3x2siny С) - x 3siny
D)-6xsiny E) - x 3cosy.

5. 2 = л3 cos у funksiyaning II tartibli /;, aralash hosilasi 
hisoblansin.

А) -3x2 sin у . В) Здг2 sin у. С) 6xcosy. D)-6xsiny.
E) -3x 2cosy.

6. z = x3cosy funksiyaning II tartibli f ’x aralash hosilasi 
hisoblansin.

A) -3x 2siny B) 3x2siny
C) 6xcosy D)-6xsiny E) -3x 2 cosy
7. Aralash hosilalar haqidagi teoremada qaysi tasdiq 

ifodalanadi ?

A )  = в
дхду дх ду дхду дудх дхду дудх 

D) E) i V . i V  
дхду дудх дхду дудх

8- z=f(x,y) funksiyaning III tartibli hosilalari mavjud bo'lsa, 
ularning soni nechta bo'ladi?

A) 3 B) 6 C) 8 D) 9 E) 12
9. z=3x3y2-2y3sinx funksiyaning x argument bo'yicha III 

tartibli xususiy hosilasini toping.
A) 18y2+-2y3cosx B) ISxy^ly^sxnx C) ley^ i^ cosx
D) 1 вху2-2y3cosx E) 1 8y2+2xy3cosx
10. z=3x3y2-2y3sinx funksiyaning у argument bo'yicha III 

tartibli xususiy hosilasini toping.
A) 6x3+12ycosx B) 6x3-12ycosx

C)-12cosx D) 6xy2-12cosx E)-12sinx
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1 1 . z=3x3y2-2y3sinx funksiyaning III tartibli f"yx aralash

hosilasini toping.
A) 6x3+12ycosx B) 6xy-12ycosx
C) 24xy-6y2cosx D) 6xy-12x2sinx E) 24xy+12ycosx.
12. Agar z=f(x,y) funksiyaning IV tartibli differensiali d4/

-a 4 r
m av iud  bo'lsa, undagi 7 aralash hosila oldidagi koeffitsient

' dxdy
qiymati nimaga teng ?

A) 2 B) 4 C) 6 D) 8 E) 10
13. Agar z=f(x,y) funksiyaning IV tartibli differensiali d4f

qA r
maviud bo'lsa, undagi — aralash hosila oldidagi koeffitsient

dxdy
qiymati nimaga teng ?

A) 2 B) 4 C) 6  D) 8 E) 10
14. Uch o'zgaruvchili w=x3y2z+ysinx+zcosx funksiyaning* 

argument bo'yicha II tartibli xususiy hosilasining M(0,-2,3) 
nuqtadagi qiymatini hisoblang.

A) 1 B )0 C ) - l  D) -2 E) -3
15. Uch o'zgaruvchili w=x3y2z+ysinx+zcosx funksiyaningy 

argument bo'yicha II tartibli xususiy hosilasining M (l,-2,3) 
nuqtadagi qiymatini hisoblang.

A) -1 В) 0 C) 3 D) 6 E) 8

7. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

1.Ta'rifni to'ldiring:z=f(x,y)=f(M) funksiya aniqlanish 
sohasidagi ichki Mo(xo,yo ) nuqtada lokal maksimumga ega 
deyiladi, agar shu nuqtaning biror atrofidagi ••• uchun/(Mo)>/(M) 
shart bajarilsa.

A) bitta M(x,y) nuqta B) ayrim M(x,y) nuqtadalar .
C) barcha M(x,y) nuqtadalar D) birorta M(x,y) nuqta
E) To'g'ri javob keltirilmagan .
2. Ta'rifni to'ldiring:z=f(x,y)=f(M) funksiya aniqlanish 

sohasidagi ichki Mo(xo,yo ) nuqtada lokal minimumga ega
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deyiladi, agar shu nuqtaning biror atrofidagi -  uchun/(Mo)</(Щ 
shart bajarilsa.

A) bitta M(x,y) nuqta B) ayrim M(x,y) nuqtadalar
C) barcha M(x,y) nuqtadalar D) birorta M(x,y) nuqta
E) To'g'ri javob keltirilmagan .
3.1kki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumi 

nimadan iborat ?
A) faqat lokal maksimumlardan
B) faqat lokal minimumlardan .
C) lokal maksimum yoki lokal minimumlardan .
D) lokal maksimum va lokal minimumlardan .
E) lokal maksimumlarning eng kattasi va lokal mini- 

mumlaming eng kichigidan.
4. Berilgan z=/(x,y) funksiya aniqlanish sohasidagi ichki 

Mo(xo,yo) nuqtada lokal maksimumga ega bo'lishi uchun uning 
biror atrofida Af(xo,yo) to'la orttirma qanday shartni 
qanoatlahtirishi kerak ?

A) A/(xo,yo)=0 . B) A/(xo,yo)<0 . C) A/(xo,yo)>0 .
D) A/(xo,yo)̂ 0 . E) to'g'ri javob keltirilmagan .

5. Berilgan z=/(x,y) funksiya aniqlanish sohasidagi ichki 
Mo(xo,yo) nuqtada lokal minimumga ega bo'lishi uchun uning 
biror atrofida A/(xo,yo) to'la orttirma qanday shartni 
qanoatlahtirishi kerak ?

A) A/(xo,yo)=0 . В) A/(xo,yo)<0 . С) Д/(хо,уо)>0 .
D) Л/(хо,уо)̂ 0 . E) to'g'ri javob keltirilmagan .

6 . Berilgan z=/(x,y) funksiya aniqlanish sohasidagi ichki 
Mo(xo,yo) nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lmasligi uchun 
Д/(хо,уо) to'la orttirma qanday shartni qanoatlahtirishi kerak ?

A) Mo(xo,yo) nuqtaning biror atrofida Д/(хо,уо) ishorasi 
o 'zgarm as.

B) Mo(xn.vd) m in t^ n in a  b iro r  atrofidr*. A f(rr. 1/гЛ<П

C) Mo(xo,yo) nuqtaning biror atrofida A/(xo,yo)>0 .
D) Mo(xo,yo) nuqtaning har qanday atrofida Д/(хо,уо) ishorasi 

o 'zgaruvchi.
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Е) to'g'ri javob keltirilmagan .

7 .Fertna teoremasitii yakunlang:z=f(x,y) funksiya aniqlanish 
sohasidagi ichki Мо(хо,уо) nuqtada lokal ekstremumga ega va bu 
nuqtada u n in g  xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda -  nolga
teng bo 'lad i.

A) xususiy hosilalardan bittasi
B) xususiy hosilalaming ikkalasi ham
C) xususiy hosilalardan kamida bittasi
D) xususiy hosilalardan birortasi
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
8 . Agar differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya Mo(xo,yo)

nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda quyidagi
tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?

d/(Mo) =0 B) ч\"‘ о> + r-' .v- uz =0
dx 7 dy

-\2

A ) ^  = 0, df(M0) df(M0)
dx dy

C)
Г df(M0)~\2

+ \df(M0)
dx dy _

= 0 D)
df(Mq) [ df(M0) 

дх ду
oi = 0

Е) Barcha tasdiqlar o'rinli bo'ladi.
9. Agar differensiallanuvchi z=f{x,y) funksiya Mo(xo,yo) 

nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda quyidagi 
tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?

B) df = df ('X°’y°)dx + d̂ Xo'y^-dy = 0
dx dy

A ) M  = 0
dx

q  df(x0,y0) 
dy D) dx dy

E) barcha tasdiqlar o 'r in li.
10. Differensiallanuvchi z= / 

nuqtalari qaysi shartdan topiladi ?
(.x,y) funksiyaning kritik

A ) f -  = 0  OX

D) dl :P)y

B ) £ = o
dy

q £ - £ - o
dx dy

E) dx dv
n .z= (x-l)2+(y+2)2+l funksiyaning Mo(xo,yo) kritik 

nuqtasini toping.
A) Mo(2,l) B) Mo(l,2)
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C) Мо(1,-2) D) Мо(-1,2) Е) Мо(0,0)
12. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiyani Мо(хо,у0) 

nuqtada ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartini 
ko'rsating.

A ) /Л*оО'о) = °  в ) /у(Х0 ’У0 ) = °  

£)/х(хо,Уо) = 0 ’ /у(хо’Уо) = °  D ) /х(х<»Уо')-/у(хО’Уо) = 0

E) Л(*0’У0) + /у(х0’У0) = ° ■
13.Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,yo) 

kritik nuqta va Д = f ’x(Ma) ■ /J,,(Л/0) -  [/’,(M0)]2 bo'lsin. Bu holda 
ekstremum mavjudligining yetarli sharti qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan ?

A) A<0 В)Д>0 С)Д=0 D) Â O E) A>0
14. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,yo) 

kritik nuqta va A = /^(M0), С = f '^ M 0), B = f"xy(M0), A = A C -B 2 
bo'lsin. Qaysi shartda bu funksiya Mo(xo,yo) kritik nuqtada 
minimumga ega bo'ladi ?

A) A<0, A<0 В) Д<0, A>0 С) A>0; A<0 .
D) A>0, A>0 E) Д*0, A*0 .
15.Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,yo) 

kritik nuqta va A = f"x(Mn), C = f"yy(M0), B = f^,(M0), A = A C -B 2 

bo'lsin. Qaysi shartda bu funksiya Mo(xo,yo) kritik nuqtada 
maksimumga ega bo'ladi ?
А) Д<0, A<0 В) Д<0, A>0
С) Д>0; A<0 D) Д>0, A>0 E) Д*0, A*0 .

16. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,yo) 
kritik nuqta va A = f xx(M0)-f^ (M 0)-[fZ y(M0)]2 bo'lsin. Qaysi 
shartda funksiya bu kritik nuqtada ekstremumga ega bo'lmaydi ?

А)Д<0 В)Д>0 С)Д=0 D) Д*0 E) Д>0
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Matematika shunday tilki- 

barcha aniq fan lar shu tilda gapiradi.
Lobachevskiy

XI-BOB. DIFFERENSIAL TEN GLAM ALAR
§ 11.1 Differensial tenglama haqida tushunchalar 
§ 11.2. Bir jinsli va birinchi tartibli chiziqli differensial

tenglamalar
§11.3.To'liqdifferensialtenglama.Tartibini pasaytirish

mumkin bo'lgan yuqori tartibli differensial tenglamalar.
§ 11.4 O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chiziqli 

differensial tenglamalar
§ 11.5. O'zgarmas koeffisiyentli chiziqli differensial 

tenglamalar sistemasi
§ 11.6. Bessel tenglamasi.

§ 1 1 .1  D iffe ren sia l tenglam a haqida tushunchalar

Differensial tenglamaga olib keluvchi masala.
Masala :Massasi m bo'lgan jism biror balandlikdan tashlab 

yuborilgan. Agar jismga og'irlik kuchidan tashqari havoning 
tezlikka proportsional bo'lgan (proportsionallik koeffitsienti k) 
qarshilik kuchi ta'sir etsa, bu jismning tushish tezligi v qanday 
qonun bilan o'zgarishini bilish, ya'n i v=v(t) munosobatni topish 
talab etiladi.

Yechimi. Nyutonning ikkinchi qonuniga muvofiq
dvm —  -F , 
dt

bunda — harakatdagi jismning tezlanishi, F esa jismga 
dt

harakat yo'nalishida ta'sir etuvchi kuch bo'lib, u og'irlik kuchi va 
havoning qarshilik kuchidan tashkil topadi. Demak,

dv ,m— = m v-k v  
dt 5

Biz noma'lum v funksiya bilan uning ^  hosilasi orasidagi 

bog'lanishni ifodalovchi tenglamani topdik. Uning yechimi
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-kt
— MR v=cem н—— 

к
bo'lishinitekshiribko'rishmumkin.
1 . n -  tartibli oddiy differensial tenglama deb

F ( x , y , y ' , y ' , - y ("] ) =  О (11Л)
ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Agar noma'lum funksiya 

bitta o'zgaruvchiga bog'liq bo'lsa, bunday differensial tenglama 
oddiy differensial tenglama deyiladi. Agar noma'lum funksiya 
ikki yoki undan ortiq o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lsa, bunday 
differensial tenglama xususiy hosilali differensial tenglama 
deyiladi.

2.Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb 
tenglamaga qo'yganda uni ayniyatga aytiladigan har qanday 
differensiallanuvchi у = <p(x) funksiyaga aytiladi. Shu funksiyani 
aniqlovchi y = tp(x) yoki f{x,y)= о funksiya differensial 
tenglamaning integrali deyiladi. Har bir integral xOy tekisligida 
differensial tenglamaning integral chizig'i deb ataluvchi egri 
chiziqni aniqlaydi.

1-misol. Birinchi tartibli

Сtenglama uchun y = — funksiyalar umumiy yechim bo'ladi,

ulam ing grafiklari esa integral chiziqlar deb aytiladi. Umumiy

yechimda C=1 deb olib у = -  xususiy yechimni hosil qilamiz.

3. Agar x,y va n ta ixtiyoriy cl,c2,...,c„ o'zgarmaslarni o'z 
ichiga olgan

ф(х,у,с„с2,...,с') = 0 (1 1 .2 )
tenglamadagi ixtiyoriy o'zgarmaslarga h a r  x i l  q i y m a t la r  

berganda (1 1 .1 ) tenglama yechimlarining mavjudlik va y a g o n a l i k  

sohasidan o'tuvchi hamma integral chiziqlar va faqat o'sha 
chiziqlargina hosil bo'lsa, (1 1 .2) tenglama (1 1 .1 ) differensial
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tenglamaning o'sha sohadagi umumiy integrali deyiladi. Ixtiyoriy 
o'zgarmaslarga aniq qiymatlar berib, umumiy integraldan hosil 
qilingan integral xususiy integral deyiladi.

Umumiy integral (11.2) ni n marta x bo'yicha differensiallab, 
hosil bo'lgan n ta tenglamadan va (1 1 .2 ) tenglamadan n ta 
ixtiyoriy o'zgarmasni yo'qotsak, berilgan (1 1 .1 ) differensial 
tenglamaga ega bo'lamiz. Differensial tenglamaning tartibi deb 
noma'lum funksiyaning bu tenglamaga kiruvchi hosilalarning 
eng yuqori tartibiga aytiladi.

4. Ushbu f ( x , y , y ') = 0 tenglama umumiy ko'rinishdagi 
birinchi tartibli differensial tenglama deb ataladi. Agar uni / ga 
nisbatan yechish mumkin bo'lsa, bu quyidagicha yoziladi,

y' = f(x ,y) (11.3)
Hosilaga nisbatan yozilgan bu shakldan differensiallar 

ishtirok etgan
dy-f(x,y)dx = Oyoki M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (11-4)

shaklga yozish mumkin.
5. y = <p(x,c) umumiy yechim c = c0 qiymati uchun olingan 

y = <p(x,c0) yechim xususiy yechim deyiladi.
y' = f(x ,y ) tenglamaning .y(*0) = У о boshlang'ich shartni 

qanoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasi Koshi 
masalasi deyiladi.

6 . M(x)dx + N(y)dy = o ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari 
ajralgan tenglama deyiladi.

2-misol. Tenglamani yeching.
(l+x)ydx+{l-y)dy=0

Yechim: O'zgaruvchilarni ajratamiz.:
(1 + x)ydx | (1 -  y)xdy 

xy xy

(1 + x)dx | (1 -  y)dy Q 
jc у
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j [ —+ l W+J  — -1  dy, /njjcj + x + ln\y\ -  у + с,
\У у
ln\xy\ + х -  у =с.

7. М, (x)N \{y)dx + M2 (х )N, (y)dy = 0, (N,(y)*0 va M,(x)±0) (11.5) 
ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama 

deyiladi. (11.5) tenglamani M2(x)N,(y) ko'paytmaga bo'lib
M.(x)
— '-)-~dx + —̂ f-{dy = 0 (11  6 ^M2(x) JV,(y)

tenglamani hosil qilamiz. (11.13) tenglamaning umumiy 
integrali

iM M  4 ( | % =c
J 1 ".tv)

dan iborat bo'ladi.
Quyidagi funksiyalar berilgan differensial tenglamalarning 

umumiy integrallari bo'ladimi?
1 1 .1 . я) у = cles + c2e2* ;у ’ -Ъу' + 2у = 0 
в)х1 -ху + у1 =c2; (x-2y)y' = 2 x -y
1 1 .2 . fl) у 3 -  cx3 + Зху = 0 ; y3 -  (xy2 + x2 )y' + 2xy = 0 

в) хф + y2 = cy;xy'-y = y3
11.3. y2 -2  = ce"x; 2x2yy'+y2 = 2
11.4. у = c, lnx-x2 /4+c2;x{y' + l)+y' = 0
Berilgan я kattalikning qanday qiymatlarida funksiya 

differensial tenglamani yechimi bo'ladi?
11.5. x = cy2-y° , y2 ~(2xy + 3)y' = 0 11.6. x = ax* +c/x2, y' + 2ylx = x3 
Quyidagi berilgan egri chiziqlar oilasining differensial

tenglamasini tuzing.
11.7. y = cex 11.8. x2+cy2 =2у 11.9. су = sin ex 
1 1 .1 0 . уг =c,(x+c2)2
l l .ll .O 'rn ig a  qo'yish yo'li bilan y  = cx3 funksiya 3y-xy ' = o 

tenglamaning yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu 1) 2) (i;i);

3) nuqtalardan o'tuvchi integral chiziqlar yasalsin.
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11.12. O'rniga qo'yish yo'li bilan 1) /  + 4>> = 0 va 2) 
^*_9y  = 0 differensial tenglamalar mos ravishda 1) 
у = с, cos 2x + c2 sin 2x va 2) у = с, + c2eix +c}e~}x umumiy 
integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

11.13. c -  0, ±1;±2 bo'lganda y = cx2 parabolalar yasalsin va 
shu parabolalar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

11.14. 1) x2 + y2 = 2cx aylanalar, 2) y = x2+2cx parabolalar 
oilasining tasviri yasalsin va ularning differensial tenglamalari 
tuzilsin.

O'zgaruvchilari ajraladigan 1-tartibli differensial 
tenglamalaming umumiy yechimini toping.

W.\b.(ix-\)dy + y2dx = 0 11.16. 3x2ydx + 2^A-x1dy = 4
11.17. xy' + 2y = 2xyy' 11.18. e'~2x(y2-\)dy-dx = 0
11.19. x(y'-l)=2y’ 11.20. e**>dx + dy = 0
1 1 .21 . y' = (x+yy
1 1 .22. (2x + 3y-\)dx + {Ax + 6y-S)dy = Q\

11.23. a) / + l = V* + y + 16) y' = ̂ x+2y-\
11.24. y'e'x = x - l
Quyidagi differensial tenglamalarda :
1) umumiy integral topilsin; 2) bir necha integral chiziqlar 

chizilsin; 3) y x,„2 = 4 boshlang'ich shart bo'yicha xususiy integral 
topilsin.

11.25. xy'-y  = 0 11.26. xy' + y = 0
11.27. yy'+x = o 11.28. y' = y
Quyidagi tenglamalaming umumiy integrallari topilsin.
11.29. x2y' + y = 0 11.30. x + xy + y'(y + xy)= 0
11.31. tp2dr + (r-a)d<p = 0 11.32. 2st2ds = (l + t2)dt
Quyidagi tenglamalaming umumiy integrallari va berilgan

boshlang'ich shartlar bo'yicha xususiy integrallari topilsin:
11.33. 2y'4x =y, x = 4 bo'lganda у = 1.
11.34.y' = (2y + l)c«gAr, x~~~ bo'lganda y = i .

11.35. x2y' + y2= 0, x = 4  bo'lganda  ̂= 1.
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11.36. 1) у'{х2-4)=2ху;
2) y' + ytgx = о tenglamalardan har birining 1) (0;l)

2) 0̂; 3) 4) (0;-i) nuqtalardan o'tuvchi integral

chiziqlar yasalsin.
Differensial tenglamalami yeching.
1 1 .37.a) x y '  + у  = у 2 y (\ )  = 0,5 b) l x 2 y y '  + y 2 = 2

11.38. л]у2 +1 dx = xydy 11.39. yy' = -2xSecy 

11.40. 5eVg)Td!x + ( l-e ')se c 2 >>rfy = 0 11.41. \n cos ydx + xtgydv = 0 
Berilgan boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi differensial

tenglamani yeching.
11.42. (l + x2)y3dx-(y2 — l)r3<fv = 0; j>(l)=-l
11.43. (Jxy + Jx\v'-  у  = o-, j>(l)=l

11.44. x2(2yy'-\)=l- y(l)=0

11.45. ydx + ctgxdx = 0; = _1

Berilgan differensial tenglamalaming umumiy yechimini 
toping.

1 1 . 4 6 . fl) yx2dy -  In xdx = 0 в) (xy 2 + x)dx + (y -  x 2 y)dy = 0

11.47. xyy' = \-x2 11.48..)У = •!—^  11.49. y'tgx-y = a
У

11.50. y . J E Z . .

§ 11.2. Bir jin s li va  b irinch i tartib li ch iz iq li d ifferen sia l 
tenglam alar

Agar f(x,y) funksiyada x va у o'zgaruvchilarni mos 
ravishda tx va ty ga almashtirilganda (bu yerda t -  ixtiyoriy 
parametr) f(xt,yt)=t" f(x ,y)  shart bajarilsa, f(x,y) funksiya n 
o'lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi. f(x,y)=Jx2 + y2 funksiya bir 
o'lchovli bir jinsli funksiyadir, ch u n k i

f(tx,ty) = ,Jt2x2 + t2y 2 = t jx 2 + y 2 =tf(x,y)  .Ushbu f(x ,y )= ?-2-  funk-
x + у

siya nol o'lchovli bir jinsli funksiya, chunki f{tx,ty) = f(x,y)ycki 
f{tx,ty)=t°f(x,y). f(tx,iy)= f(x ,y)  shartga bo'ysunadigan nol o ' lc h o v l i



bir jinsli funksiyani f(x ,y )= v ^ j  ko'rinishda yozish mumkin.

(Ц 4 ) ko'rinishdagi tenglama M v a N  funksiyalar x va у ning bir 
xil o'lchovli bir jinsli funksiyalari bo'lganda, bir jinsli tenglama 
deyiladi. Bu tenglamani ^  = ko'rinishga keltirib, ?  = z yoki

v = zx almashtirish bilan yechiladi. Haqiqat у = zx almashtirish 
bajarilsa, ~  = x~ + z\x‘~+z = f(z) , yoki ba'zi bir almashtirishlar

bajarilgandan so'ng — = — ko'rinishdagi tenglamaga kelamiz. 

Oxirgi tenglamani integrallab 1п |а-| = J — + c integralni olamiz.

Differensial tenglama ko'rinishda v' = ii “'x + h, x + 4 I bo'lsa,
{a2x + b2y + c2J

bir jinsli tenglamaga olib kelish uchun a,x+b,y + c,= о yoki 
a2x+b2y + c2= 0 to'g'ri chiziqlarni kesishish nuqtasiga koordinata 
boshi olib kelinadi. Agar to'g'ri chiziqlar kesishmasa, ya'ni 
a^x+by+c, va a2x + b2y + c2 bir-biriga proporsional bo'lsa, u holda 
г = a,x + b,y almashtirish bajariladi.

3-misol. Tenglamani yeching.
, X + у

У = — -
X

Yechim. f ( x , y ) = ^ ^ r f(Xx,Xy)=/л,+ .
X KX X

Berilgan tenglama bir jinsli ekan. Umumiy yechimini 
y=tx, y ’= t+xt'

ko'rinishda qidiramiz:
f+ xr=£±^, x t ' - l + H ,  * = ±

x dx x,

dt = — ,\dt= f—, t=ln\ x| +C,
X X

y=t x=( ln\ x| +C) x.
8 .Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama. Noma'lum 

funksiya у  ham uning hosilasi v' ham faqat birinchi darajada



ш

qatnashgan differensial tenglama birinchi tartibli chiziqli 
differensial tenglama deyiladi. Uning umumiy ko'rinishi 
quyidagicha bo'ladi.

/  + f(x)y = g(x) (117^
bu yerda f\x) va g(x) funksiyalar x ning uzluksiz 

funksiyalar. Agar g(-*) = 0 bo'lsa, (11.7) differensial tenglama bir 
jinsli, aks holda bir jinsli bo'lmagan differensial tenglama 
deyiladi. Bu (11.7) tenglamaning yechimi y = f{ x ) ni y = u3 

ko'rinishda izlanadi. Bu yerda и = u(x) va 9 = 9(x) bo'ladi, ya'ni
v' = u'9 + 9'u (11.8)

(11.8) ni (11.7) ga qo'ysak, u'9 + 9'u + f(x)u ff = g(x) yoki

•9 + u [ ~  + f{x)9 j  = g (*)

и yoki 9  funksiyalarning birini ixtiyoriy tanlash 
mumkinligi hisobiga, 9  funksiyani

^ + / (4 9  = 0 (11.9)ax
ko'rinishda olish mumkin. U holda

= g x̂) (11-10)
ham o'rinli bo'ladi. (11.9) tenglamani quyidagi ko'rinishda 

yozish mumkin

" — / to * ,

bundan j  ̂ - =- j  f(x)dx, ln|5| = - j  f (x )d x  va 5 = e",/(,)A

9 funksiyani bunday tanlab olganimizda (11.10) tenglama 
ushbu ko'rinishga ega bo'ladi:

e-lf^ ~  = g(x) (11.11)
ax

(1 1 .1 1 ) ni integrallab, u = j[g (x y i/ix)*}/x + c  va nihoyat
у = e- f {[g(x)e4f{x)Jl \Lx + C} (1 1 -12 )

Oxirgi (11.12) funksiya (11.7) chiziqli differensial 
tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
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4 - m is o l .T e n g la m a n i  y e c h in g .

/ — — V = (jr + 1)3 
x + 1 '

Y e c h im . Umumiyyechimnii/=w z? ko'rinishdaqidiramiz. 
y=u-v va y' = u'v + uv' hosilaning ifodalarini dastlabki

tenglamaga qo'ysak, u
u'v + u v --------- w v  = (.r + l)3 ,

X

u'v + u(v'----- —  v) = (x  + l)3 ( 1 )
x+ 1

ko'rinishga keladi. 
v ni aniqlash uchun

tenglamani yechamiz :

2
v '--= — v = 0

JE + 1

dv _ 2 dx г dv _ r dx 
v x +1  v x + 1 

lnjv| = 2 ln|.r + l| ,v  = (.r + l ) 2

Berilgan v  funksiyaning qiymatini (1) tenglamaga qo'yib и 

funksiyani aniqlaymiz:
u\x + 1)2 .= (x + 1)3 ,u ' = x + \

du=(x + \)dx , J c/м = J(.v + \)dx . и =  ̂  ̂ + С

Endi dastlabki tenglamaning u m u m iy  yechimini yozishim iz  
mumkin:

4 X + Y)2= (* + !)' 2
■ + C

9.BernuIli tenglamasi. y' + py = Qy" (11-13) chiziqli tenglamaga 
o'xshash y = U9 almashtirish bilan yoki ixtiyoriy o'zgarmasni 
variatsiya qilish bilan yechiladi. Bernulli tenglamasi z = y 1'" 
almashtirsh natijasida chiziqli tenglamaga keltiriladi, ya'ni

У ~  +  p(x)y'~" = Q ( x )=> v '-" =  r  = >  ( l  -n)y =  T  +  p ( - v ) - =  y ( . v ) .dx dx dx 1 - n dx
(U.13) tenglama » = o da chiziqli tenglamaga keladi, n = 1 da esa 
0 zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keladi.



Ш -

5-misol.Ushbu
>'* = sinx

tenglamaning umumiy yechimini toping.
.V

Yechimi: v' = J sintfo + C, = - cosjc + 1 + C,
о

А .Г
y  = - f  (cosx-l)dx + J c,dx + c2 , e = -sinx + xc,+c2.

0 0

Quyidagi bir jinsli differensial tenglam alam ing umumiy 
yechimi topilsin.

x +У t > ) У 1 1  n  , x+v11.51. flV  = i - ^ e J y  = 4 - 2  11.52. / =
2.v x x - y

11.53. x d y - y d x  = y d y  11.54. v' =_2x}
x  -  y-

11.55. у  -  —+ — 11.56. xy' — v = J x 2 + V2
у  X ’

11.57. y 2 + x 2y '  = xyy'  11.58. y '  = e ':' + —
X

11.59. xy'  — у in ~ 11.60. (з у2 + 3xy + x 2)dx = (xJ + 2xy)dy

11.61. y 2 + x 2y '  = xyy '  11.62. xy' = y - x e y“

11.63. xj’sin — + x = ysin — 11.64 y v '  = 2 y - x
X X

11.65. a) y2dx + (x2-xy)d\ = 0b)x2+уг-2xyy'= 0 11.66. — = - - j  

11.67.a) v' = Z+,gZB) y' - — = x 11.68. y  = £±2Zzl
X X X  ' 2 л - 2

11.69. y  = 1170 у '-х+6У -7
Ax — y  — 3 ■ 8.x-y-7

Berilgan boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi 
differensial tenglamalaming xususiy yechimini toping
11.71. a) xy'-y = xtg— , y(l) = ~ в ) (xy'- y)arctg~ = x, y(l)=0

x z x
11.72. ( y 2 + 3x2 ) i y  + Ixydx  = 0, y(0) = 1

11.73. a) у' = 4 ~ ^ ~ Х! ; уО)=-12 x - 4 y - l  у  + 2xy-x~

11.74. (jr - 3 y 2 \jx + 2xydy  = 0; y ( 2)=1
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Quyidagi chiziqli differensial tenglamalarning yechimi 
topilsin.

11.76 у + 2xy = xe '11.75. y' + 2y = 4x

11.77. / + ^ у = 1 

11.79. y ’ +y = cosi
11.81. 2ydx + (y2 -6x)dy = 0

11.83. y'-  2xy = 3x2 -  2 a4 

11.85. y’ + y<g* = —COS*
11.87. ydx -  (x + у2 sin _v)dy -  0 
11.89. y' + 2xy = xe~'

11.78. (l + x: )v' -  2xy = (l + A'2 )"

11.80. y '  + a y  = e""

11.82. y ' - y s i n x  = sin.vcosx 

11.84. y '  + ycosjr = e~‘“"

11 o r  ~ a 2 c o s a11 .86. v - y c t g x  = 2 x ------ ;------sin*
l l . 8 8 .  x y ' - y  =  X2 COST

11 .90. y 'c o sx  + y  = l - s in  a

Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin

11.91. y' + - y  = 4 ,  y(l) = 0
X X

11.93. y’V l-x2 + у = arcsin x, y(0) = 0

11.95.1»'--- —  = x\nx, v(e)=e2/2
x\nx

11.96. y 's in x -y c o sx  = 1, у(к 12)=0
11.97. y’ + 3yfg3A = sin 6 a ,  y(0) =1/3 
11.99. y' + 2xy = 2xe"

11.92. (] + x2)y' + y  = arclgx

11.94. y ' ------— = cos2xln(g-sinA 2

11.98. лу' + 2у = х

11.100. v' + 2av = 2xe

Bernulli tenglam alarini yeching

11.101. а )  y '- 2 x y  = 2x3y 2, ,v(0) = I B) y ' = y J cosx+y/gx

11.102.a) y '--i- = — в )  A V 2y '  = A" + y 1 
2a 2y

у 2,/711.104. v '+ ii =д: cos' V 
11.106. v' + xy = xy'

11.103. y' + —  = 2 a 2 v 4 3
X

11.105. у' + у = e' 2 f y  

11.107. v' = 4 ~ Z. v(-l)= 1 11-108. 3y2y4y'= (x + l). y(i) = — 1
x~ x

11.109. ^  + Z = -.w2
dx A

11.110 . a) y’ = — y + xyfy b) 2av — -  i'2 + x = 0 
’ dx



H&L
§ 11.3  To'liq d ifferen sia l tenglam a. T artib in i pasaytirish  
m um kin bo'lgan yu q ori tartib li d iffe ren sia l tenglam alar

Agar M(.x,y)dx + N(x, v)dy = 0 differensial tenglamada
dM dN / и ,

(И.13)
bo'lsa, bu tenglama du = 0 ko'rinishga va uning umumiy 

integrali и = с bo'ladi.
Agar (11.13) shart bajarilmasa, ya'ni bo'lsa, u holda

dy dx
ba'zi bir shartlar bajarilganda shunday //(*,v) funksiya topish 
mumkinki, juм (*,y)dx + ц N{x,y)dy = du bo'ladi. Bu v(x,y) funksiya 
integrallovchi ko'paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrrallovchi ko'paytuvchini topish
oson

cM _  dN

1 ) r y  1 ' ■ =ф(х) bo'lganda \nii = \ f o ) d x  bo'ladi.

2 ) ——^ - = ̂ (x) bo'lganda \n̂ = f</>,(x)dx bo'ladi.M J
10. Tartibini pasaytirish mumkin bo'lgan yuqori tartibli 

differensial tenglamalar. y M = f(x)  ko'rinishdagi tenglama o'ng 
tomonini ketma-ket n marta integrallab yechiladi. Har bir 
integrallashda bitta ixtiyoriy o'zgarmas hosil bo'ladi, oxirgi 
natijada n ta ixtiyoriy o'zgarmas ishtirok etadi.

у = J f(x)dx + с|лг”'1 +с,л:"~2... + c„.
у  oshkor ishtirok etmagan F(x,y',y")= 0  tenglama 

v' = p, y" = Y  almashtirish bilan F^x.p, -̂j  = o ko'rinishga keltiriladi.

x oshkor etmagan F(x,y',y’ )= о tenglama y' = p, y" = ̂ y = l>̂

almashtirish bilan F^y,p,p,̂ ~j = o ko'rinishga keltiriladi.

6-misol. Ushbu
j

3y"=y 3
tenglamaning umumiy integralini toping.
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Y e c h im .  p ru у ning funksiyasi ekanini bilgan holda у -p 
jeb olamiz. Bu holda y"=p' p bo'ladi va biz yordamchi p funksiya 
uchun birinchi tartibli tenglama hosil qilamiz:

3pp->’
Bu tenglamani integrallaymiz:

2

5 
. 3

p2=Ci V 3, p=±-\|c,-y3
A m m oy-p , demak, у ni aniqlash uchun

dy , y }dv= dx . —  = ax

- V 1  ± ] lc ,y 3 - 1
tenglamani hosil qilamiz, bundan

I
. ^ i_ r y 3dy

X + C*=±! J = T =  
i c y -1

keying integralni hisoblash uchun
F 2

c y - \ = r
almashtirish bajaramiz. Bu holda

1 1 i 1 1 
y 3 = ( r + l ) 2 — _ , dy = 3t(t2 +\)2 : - r dt

с} C;
Demak

I

Cty 3 -  I

— +t
чЗ ,

c;
Oxirgi natijadan

= ~ i c y  - l  (Ciy3 +2)

ekanini topamiz.
Cf

х + С2 = ± ^ С ху ' -1 ■ (C,,v3 +2)



Quyidagi to'liq differensialli differensial tenglamalar 
yechilsin:

11.111 . а) ( 2 л - ' - л у 2 )dx + ( 2 . y ! - x y : )dy = 0

b) ^ - L \ l x + ^ L d y  = 0

11.112. 3x 'e 'd x  + (л V  -l)rfv = 0
11.113. e~ ' dx + (l -  xe " ' ]t/v = 0
11.114. 2л cos2 ydx  + (2л -  л2 sin 2 v\ ty  = 0
11.115. 2 vcos: ydx  + (2л -  л2 sin 2y\ iy  = 0
11.116. (Зл2 + блу2)dx + (бл2у + 4л3 )t>y = 0
11 .117.(л + y)dx  +(л + 2 y )d y  = 0
11.118. (л2 + у 2 + 2x)dx+ 2xydy = 0

11.119. (л’ -Злу2 + 2 ]dx -  (Зл2 у -  у 2 )dy = 0 11 .120. xdx + y d y  = ^ ~ ydx
л2 + у 2

Quyidagi differensial tenglam alam ing integrallovchi 
ko'paytuvchilarini topilsin va.tenglamalar yechilsin:
11.121. a )  (y + In x)dx -  xdy = 0 Ь) (л2 -  sin2 v)dx + xsin 2y d y  = 0
11.122. (x 2 -  3 y 2 ]dx + 2 xydy = 0
11.123. (.y sin у  + v cos v)dx + (.y cos у  — v sin y ) d y  = 0
11.124. cos xdy + (sin л + e ' = 0
11.125. (л2 - y)dx  + x dy = 0
11.126. 2xtgydx + (x2 -2siny)tfy = 0
11.127. (e2“ -  у 2 )dx + y d y  = 0
11.128. (l + Зл2 sin v)dx -  x c tg y d y  = 0
11.129. y 2dx + (yx  — l)d y  = 0
11.130. ( sin x + e y )dx + cos xdy = 0

Quyidagi tenglamalar yechilsin.
11 .131 .a) y ’  = y ’c t g x  в ) y* = — b o sh la n g 'ic h  s h a r t la r  л = 1 

b o 'lg a n d a  у  = 2 ,y ' = i , y '  = i

11 .132. y"  = 4cos2л b o sh la n g 'ic h  s h a r t la r  л = о b o 'lg a n d a
у  =  0 ,  у '  =  0

11.133. y ' = —Ц- 11 .134. y* = i  11 .135. у ’ ш - L
1 + Л  Л * 2v



11136 . у' = \-у'г 11.137. л/+ /= о 11.138. v/ = .v':
11.139- yy’ + y'2 -  о 11.140. (i + .r-)y’ + y'3+i = o
11.141. y'(\ + y'2)=ay'
11.142. x 2y ’  + xv' = l 1.143. yy" = y2y' + y'2 

11.144. yy'-y\\ + y')= o
11 145. /  = - — 11.146. x’y ’ + x2y' = lу
11.147. у" + у tgx = sin 2x
11.148. y' + 2y(y'Y = 0 11.149. y’xlnx = y' 11.150. y'tgy = 2(.v')- 

11.151./ = - -  11.152. xy'+v' = 0 11.153. xy" = y'Ini-
v x

11.154. yy"-y{\ + y')=b 11.155. /  = 2(y"- \)ctgx

§ 11.4 O'zgarm as k o e ffis isy en tli ik k inch i tartib li ch iziq li 
d iffe ren sia l tenglam alar

ll.O 'zgarm as koeffisisyentli ikkinchi tartibli chiziqli 
differensial tenglamalar. Ushbu

y" + pv'+ qy = r(x) (11-14)
ko'rinishdagi tenglama (p = c o n s t ,  q = c o n s t )  ikkinchi tartibli 

chiziqli differensial tenglama deyiladi. Bu yerda r (x )  berilgan 
funksiya. Agar i-(.v)=о bo'lsa, (11.14) bir jinsli /-(л-)* о bo'lsa, bir 
jinsli bo'lmagan tenglama differensial tenglama deyiladi.

Bir jinsli ikkinchi tartibli differensial tenglamani
y ’ + py'+qv = 0 (11.15)

yechimni
y = Ce (11.16)

ko'rinishda qidiramiz. Agar (11.16) ni (11.15) qo'ysak 
A2 + рЛ + q = 0, ( i = const) 

xarakteristik tenglamani olamiz.
1. Agar xarakteristik tenglama ikkita я, va A. yechimlari 

mavjud bo'lsa, (Л, ф Я,) u holda differensial tenglama (11.16) 
umumiy yechimi

у = с1ея,х + c,e/'!X (11.17)
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2. Agar xarakteristik tenglamani yechimlari A, = Я, bo'lsa ц 
holda .v = cte‘',x + c2xe'-K.

3. Agar xarakteristik tenglamani yechimlari kompleks son
ya'ni л = а±/я(а = -р/2, p = yjq-Pl 14) bo'lsa,

U holda у  = c,e“  sin fix + с2еш cos fix

Ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash usuli. Bir jinsli 
bo'lmagan chiziqli tenglamani yechish usullari umumiyrog'I 
bo'lib, Lagranj metodi yoki ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash 
metodi hisoblanadi.

y" + pv'+t/y = 0 tenglamaning o'zaro bog'liq bo'lmagan ikkita 
yechimi bo'lsa, u holda y "  + p y '  + q y  = r (x ) tenglamaning yechimi, 
Lagranj metodiga asosan, у  = Лу, + В у2 ko'rinishda izlanadi, 
bundagi A va В lar x ning funksiyalari bo'lib, ular

A'v, + B 'y2 =0 1 
A'y\ + B'y[ = r(.r)J

Tenglamlar sistemasini qanoatlantirishi kerak. Bundan
A' = - Ax) B' у Л х)

Д ’ Д = У1 Уг\
y'l y'll

7-misol. Tenglamaning umumiy yechimini toping:
yw-y =0

Yechim. Xarakteristik tenglamani tuzib ildizlarini 
aniqlaymiz:

k4 - 1=0 , ki=l, kz= -1 , кз = i , k4= - i 
Endi umumiy yechimni yozishimiz mumkin: 

у =Ciex + Сге- + Ciicosx +C4siru :.

Quyidagi bir jin sli ikkinchi tartibli у differensial 
tenglamalar yechilsin

11.156. y ’ - 4 y '  + 3 y  = 0

11.158. y " - 4 y '  + \3y = 0

11.160. y "  + 4 y  = 0

11.162. y "  + 3 y ' + 2 y  = 0

11.157. y ' - 4 y '  + 4 y  = 0

11.159. y ' - 4 y '  = 0

11.161. y' + 4y' = 0
11.163. y ’  + 2ay' + a 2y  = 0



11.164. у" + 2/ + 5у = О

11.166. ^£ + «^  = 0
at'

11.168. х„ + 2.V, + Зл: = 0

11.170. 4 4 4  + 5 = 0

Ц.165. ^ - 2 - - 3 i  = 0
dt2 dt

11.167. ^ + a^ - 3 i  = o
d t 2 dtd t 2 dt

Ц.169. ^  + 3 - - 4 x  = 0 
d t 1 dt

11.171. ^  + 2— + 25 = 0

11.172. y ' - 4 y  = * V *

11.174. y ’ - 4 y '  + 4y = sin2.r + e ’ ' 

11.176. y ' - 7 y '  + 12y = - e 4'

11.178. y ' - 2 y '  + y  = 2<?' 

11.180. y ’ - 4 y '  + 4y = .v

11.173. y '  + 9y  = cos2x 

11.175. y ’ + 2y ’ + 2y = e’ sinjr 

11.177. y " - 2 y '  = x2 

11.179. y '  — 2 y '  = f 2'  + 5

11.181. v ’ - y '  + y  = x + 6

Boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy

11.182. y ’ + 5y' + 6y = 0, y(0) = 1, >’ (0)= —6
11.183. у ” - 1 Oy' + 25.v = 0, y(o) = 0. y'(0)= 1
11.184. y ' - 2 y '  + 10y = 0. у(яг/б)=1, у'(я1б)=е’ ’>

11.185. Зу' + у  = 0, у(3л72)=2, у ’(Зя-/2) = 0

11.186. у ’ + Зу’ = 0, у(0) = 1, v'(0) = 2
11.187. у" + 9у = 0. у(0) = 0, у'(л74)=1

11.188. у ’ + у  = 0, у'(0)=1, у '(я/3)= 0

11.189. у ' - 4 у '  + 3у = е>х, у(0) = 3, у'(0) = 9
11.190. y '  + y  = cos3x, у(ж /2) = 4, у'(я/2)=1

11.191. у ”- 8 у ' + 16у = еА\ у(0) = 0, у'(0) = 1
11.192. 2 у ' - у '  = 1, у(о) = о, у'(о) = 1
11.193. y ’ - y  = 2shx, у(0) = 0, у ’(о)=1

11.194. у" + 9у = 2sin л-sin 2.v, у(о) = у(я/2) = О
11.195. у" + 4у = cos 2.v, у (о) = у{л / 4) = 0, >• = (!/ 1бХ4л- — /г )sin 2.v

yechimni toping



§ 11 .5 . O 'zgarm as k o e ffis iy e n tli  c h iz iq li d iffe ren sia l 
ten g la m ala r sistem asi

Bizga ushbu differensial tenglamlar sistemasi
dx.

- a n X)+ a l2x2 + ... + я |„лг„.
dt  

dx , 
~dt

dx„
dt

■ = a ,, x, + o2, x2 +... + a 2uxn

--a., x. +a„,x , + ... + а„„д:

(11.18)

berilgan bo'lsin, bunda a. koeffiyentlar o'zgarmas sonlar. Bu 
yerda f argument, _v,(/X j 2(/),...,jc„(/) izlanayotgan funksiyalar, (11.18) 
sistema o'zgarmas koeffiyentli chiziqli bir jinsli differensial 
sistemasi deyiladi.

Sistemning xususiy yechimini quyidagi ko'rinishda 
izlaymiz:

x,=a,eh, x, = a 2e b jr„ = a , e b  (11.19)
a , e h , a 2e h ....  a„ eb funskiyalar (11.18) tenglamlar sistemsini

qanoatlantiruvchi o'zgarmas a„a2,a3,...,a, va к sonlarni aniqlash 
talab qilinadi. Ularni (11.18) sistemaga qo'yib, ushbuni hosil 
qilamiz:

(aM -k ) a t + al2a 2 +... + alna,„ =0, 
a21a , + (a22 -k :)a2 +... + a2na„ =0,| (11.20)

a„,a, +an2a2+... + (am-k)a,l =0 

а „ а г.а 3,...,а , va kn larni (1 1 .20 ) sistemani qanoatlantiradigan 
qilib tanlab olamiz. bu sistema a „ a 2,a 3,...,a, ga nisbatan chiziqli 
allgebraik tenglamalar sistemasidir. (1 1 .20 ) sistemaning 
determinantini tuzamiz:



Agar к shunday bo'lsaki, д determinant noldan farqli bo'lsa, 
holda (И-20 ) sistema faqat e, =a2 =... = <*„ =o nol yechimga ega 
'ladi demak, (11.19) formula faqat privial yechimni beradi.

*,(0 =дг,(0 =- = *.(0 -о
Shunday qilib, (11.19) trivial bo'lmagan yechimlarni biz к  

ning shunday qiymatlarida hosil qilamizki, bu qiymatlarda 
(11 21) determinant nolga aylanadi. Biz к ni aniqlash uchun ushbi
n-tartibli tenglamaga kelamiz:

k ,-k  a, 2 ... ar,„
“ 2, « и - * ... a u  | = o (11.22)

... cinn-k\

Bu tenglama (11.18) sistemaning xarakteristik tenglamasi 
deyiladi, uning ildizlari xarakteristik tenglamaning ildizlari 
deyiladi.

Bir necha holni ko'rib chiqamiz.
1. Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va har xil

k,,k2...bilan xarakteristik tenglamaning ildizlari belgilavmiz.
Har bir k, ildiz uchun (3) sistemani yozamiz va

koeffiyentlarni aniqlaymiz. Bulardan bittasining ixtiyoriy 
bo'lishini va uni birga teng deb hisoblash mumkinligini ko'rsatish 
mumkin. Shunday qilib, quyidagilarni hosil qilamiz: 

k, ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
(0  (1) »,< (I) О) It,I (I) (1) иx, = a ,  e  1 , x, -  a , e  ' xn = a„ e

k, ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
(2 ) _  (2) Д./ 12) (2) *,/ (2) _  (2) к .,дг, = car, e - , x2 = a2 e - xn = an e -

k„ ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
*,<'> = a.'V-', ...  x " = a "e

Bevosita tenglamaga qo'yish yo'li bilan



(Й1

(11.23)

Funksiyalar sistemasi ham, bunda c ,,c ,.... c„ ixtiyoriy
o'zgarmas miqdorlar, (11.18) differensial tenglmalar 
sistemasining yechimi bo'lishiga ishonch qilish mumkin. Bu 
(11.18) sistemaning umumiy yechimidir. O'zgarmas 
miqdorlarning shunday qiymatlarini topish mumkinki, bu 
qiymatlarda yechimning berilgan boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantirishini ko'rsatish mumkin.

II. Xarakteristik tenglamaning ild izlari har xil, ammo ular 
orasida kompleks ild izlari bor. Xarakteristik tenglamaning 

ildizlari orasida ikkita qo'shmakompleksildibo'lsin:

a f  va a)2) koeffisiyentlar (1 1 .20 ) tnglamalar sistemasidan 
aniqlanadi. Shunday qilib, biz ikkita xususiy yechim hosil 
qilamiz:

_ -1)= e ai’ cos fix + A\2) sin j3x\ | 
j| 2) = в ae(я j1 * sin + cos (ЗхЦ ( 1 1 —6)

bunda lar va a f ] orqali aniqlanadigan
haqiqiy sonlar.

(11.26) funksiyalarning mos kombinasiyalari sistemaning 
umumiy yechimiga kiradi.

kx -  a  + ifi, k2 = a  -  ij3 

Bu ildizga ushbu yechimlar mos bo'ladi:
(11.24)

(11.25)



Quyidagi tenglamalar sistemasini umumiy yechimini 
toping

11.196. Ushbu ^ - = 2 x, + 2x2, = x, +3дг, tenglamalar sistema- 
dt dt

d x ,

sining umumiy yechimi topilsin.
11.197. Ushbu ^ - = -ix, + x2, ^ -  = -2x,-5x, tenglamalar siste- 

dt dt
m asin in g  umumiy yechimi topilsin.

dXi
11.198. dt

= ~!х. + 3*,,

dx;2—-  = 6.v. + 4.v,. 
dt '

tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.

11.199. л 6' " tenglamalar sistemasining umumiy

—  = - 4 jr + 12 v +  3 2 .  
dt

yechimi topilsin.
dx

11 .200 .
4.t, -  3.v,,

dt tenglamalar sistemasining umumiy
dx,—-  = 3.T, + 4 .t,. 
dt

yechimi topilsin.

1 1 .2 0 1 .

dx,
Hi
dx,
~dt~
d x ,— = *i -  ■> dt '

- x .-x , .

- -X „ tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.
dx

11.202 .
= 5,r, -  jr ,,

dt tenglamalar sistemasining umumiy
d x ,

~di~ = x' 2~
yechimi topilsin.

dx,

11.203. at 
dx, 
dt

= —ax 2,
tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.



(&|

11.204.
<кL 
dt 

d x , 

~di~

- 8.v, -  x . ,

tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.

Л,

11.205.
dt

= -JC, + JT, + .V, ,

dx.
-  = x , - x ,  + x 

dt
dx.

tenglamalar sistemasining umumiy

dt
— ДГ, + x2 + jc3.

yechimi topilsin.

11.206.

-  = x , - x 2 + x3,
dxL 
dt 

dx, 
dt 

dx

■■xl +x,-x,, tenglamalar sistemasining umumiy

dt
L = 2x, — Xj-

yechimi topilsin.

11.207. dt
dx2

= 12л:,

= 5j , +12_r,.
tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.

11.208.
dxL 
dt 

dx2 
~dt

tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.

§ 11.6. Bessel tenglam asi
O'zgarmas koeffisiyentli quyidagi ko'rinishdagi oddiy 

diffferensial tenglamaga
x2y'+xy'+(x'- -A 2)y = 0 (A = const) ( 1 1  -27)



Bessel tenglamasi deyiladi. Bu tenglamani 4 - mx
almashtirish yordamida

x2y"+xy'+(m 2x2 -  Л2 )v = 0

tenglamani olamiz.
(11.27) tenglmani yechimini umumlashgan darajali qator 

ko'rinishda izlaymiz.
у  = xr(a„ +a,x + a ,x 2 +...) = ^ а кх'*к (11.28)

A=0

(11.28) yechimni (11.27) ga qo'yib x darajasi oldidagi 
koeffiyentlarni nolga tenglashtirsak, u holda

Faraz qilaylik, a„-o bo'lsin, u holda rl2=±x  bo'ladi. <\=x 

bo'lsin.
U holda ikkinchi tenglamadan a,= o, [(/• + *)’ -я 2Jo,. = at  ̂

tenglamadan (* = 3,5,7...) a} = as = a7 =... = a2tt, =0 . Juft nomerdgi 
koeffisiyentlar uchun

- a ,
a ,  =•

"2 (2Я + 2)-2  ' “4 (2Я + 4 )-4  (Я + 1ХЯ + 2)-1 ■ 2 - 3 - 4 ’

~a2>-2 ( А**1 ________ ____________
24 (2Я + 2)-2 к K 1 2-4.6-....2А-(2Я + 2Х2Я + 4)..(2Я + 2А-)

Topilgan koeffisiyentlarni (2) yechimga qo'ysak,
,  ̂ дГ, ____________ f!_________+

У|W w y  2(2Я + 2 )+ 2 -4.(2Я + 2Х2Я + 4) 2-4-6-(2A  +  2 p X  +  4 l 2 A + 6 )  

V  (-I?-*"
*Й?"‘*!(Я + 1ХЯ + 2>ДЯ + *) 

bu yerda koeffisiyentiga a„ - ixtiyoriy o'zgarmas kattalik.
Agar r2 =-я bo'lsa, u holda

/ \_ _ д  дг2 -У_________________ X ________ . ц

W b V  {  2(-2Я+2) + 2.4.(-2Я + 2Х -2Я +4) 2.4-6.(-2Я +2Х-2Я+4Х-2Я+б) 

(-1)*
ы п ‘ А-!(-Я + 1Х-Я+2)..(-Я+А-)

Agar yt(x) yechimi , ko'paytirsak, hosil bo'lgan

funksiyaga Bessel funksiyasi deyiladi yoki u holda
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v(x)=c,Ji(x)+c:J_i(.x), c, va c2-ixtiyoriy o'zgarmas kattaliklar. j  (x)
- birinchi tartibli A-tartibli Bessel funksiyasi deyiladi. Bu yerda

Takrorlash uchun savollar
1 .Differensial tenglama qanday ta'riflanadi?
2 .Differensial tenglamaning tartibi deb nimaga aytiladi?
3.Differensial tenglamaning yechimi nima?
4.1 tartibli differensial tenglama umumiy holda qanday 

ko'rinishda yoziladi?
5.Eng sodda I tartibli differensial tenglama qanday 

ko'rinishda bo'ladi?
6 .11 tartibli differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi 

qanday yoziladi?
7.11 tartibli differensial tenglamaning yechimi nima?
8 .11 tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart 

qanday kiritiladi?
9.Tartibini pasaytirish usulining mohiyati nimadan iborat?

Г(л) = je~ 'x A~'dx (A > 0 ) .

Agar л = n bo'lsa, u holda

11.209. л = о bo'lganda Bessel funksiyasini toping.
1 1 .2 1 0  .дг/’+лу+̂ дг -  ̂ jv = o tenglamani yeching.

11.211. j,(.x) ni toping.
1 1 .2 1 2 . x2y"+.xT'+|xJ “ - j .1 =0 tenglamani yeching.

11.213. .г\у"+лтч|.х2-^|у = о tenglamani yeching.9



d if f e r e n sia l  t e n g l a m a l a r g a  d o ir  n a z o r a t

TESTLARI
l.D ifferensial tenglamalar va ular bilan bog'liq 

tushunchalar
1. Differensial tenglama ta'rifini ko'rsating .

A) noma'lum funksiya qatnashgan tenglama .
B) noma'lum funksiyaning turli qiymatlari qatnashgan 

tenglama
C) noma'lum funksiyaning hosilalari qatnashgan tenglama .
D) noma'lum funksiya va uning hosilalarining xo nuqtadagi 

qiymatlari qatnashgan tenglama .
E) noma'lum funksiya va uning integrallari qatnashgan 

tenglama .
2 .Quyidagilardan qaysi biri differensial tenglama bo'ladi ?
A) y2+5y-3cosx=0 B) 3x2+4xy-l=0
C) y(x)+2 y'(xo)-x=0 D) y-2xy'+5=0
E) j ydx + sin(x + y) = 0 .

3. (a2-l)y'+ay+5x+9=0 tenglama a  parametming qanday 
qiymatlarida differensial tenglama bo'ladi?

A) a*0 . В) a*  1 . С) a * -1 . D) a*± 1 . E) a  e (-°°, °°).
4. (a2-l)y"+ay'+5xy+7=0 tenglama a  parametming qanday 

qiymatlarida differensial tenglama bo'ladi?
A) a*0 . B) a * l . C) a * - l  . D) a#±l . E) a  e (-<», °°).
5.Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamaning tartibi deb

unda qatnshuvchi noma'lum funksiya hosilalarning ............
aytiladi

A) eng katta darajasiga B) eng katta tartibiga
C) soniga D) eng katta qiymatiga
E) to'g'ri javob keltirilmagan

6 - 0/')3~(y,)2+ y"-y+5y4+x5=0 differensial tenglama nechanchi 
tartibli ?

A) I В) II С) III D) IV E) V
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7. (a 2-l)y"+ay'+5xy+7=0 differensial tenglama I tartibli 
bo'ladigan a  parametming barcha qiymatlarini ko'rsating.

A) a=0 B)a=l C) a= -l D) a=±l Е ) а б ( - « « )
8 . (a2-l)y''+ay'+5xy+7=0 differensial tenglama II tartibli 

bo'ladigan a  parametming barcha qiymatlarini ko'rsating.
А) а*0 B) ot^l C) c&—1 D) cvt± 1 E) a s (—°°, °o)
9. n tartibli differensial tenglama eng umumiy holda 

qanday ko'rinishda bo'ladi ?
A) •••/ У(л))=0  В) F(x, у , у ' , i/<"-,>)= y(n)
С) F(x, у ,у ',..., y<"-]>, y<n))=0 D) F(yry ' , y(”))= x
E) F{x, y,y\ ..., y<"-‘>)=0 .
10. Biror у=ф(х) funksiya F(x, y,y', ..., y ["~X), y<"))=0 
differensial tenglamaning yechimi bo'lishi uchun qaysi 
shart talab etilmaydi?
A) у=ф(х) funksiya biror chekli yoki cheksiz D oraliqda 

aniqlangan .
B) у=ф(х) funksiya D oraliqda n marta differensiallanuvchi.
C) у=ф(х) funksiya D oraliqda monoton .
D) у=ф(х) funksiya va uning у<к)(х)=ф(к}(х) (k= 1,2, ... , n) 

hosilalari differensial tenglamani ayniyatga aylantiradi;
E) keltirilgan barcha shartlar talab e tilad i.
11. Differensial tenglamaning yechimi yana nima deb 

ataladi ?
A) ildiz B) differensial
C) boshlang'ich funksiya D) integral
E) tenglashtiruvchi funksiya
12. Qyuidagi funksiyalardan qaysi biri y'-2y=0 differensial 

tenglamaning yechimi bo'ladi?
A) y=x2 B) y=sin2x C) y=cos2x D) y=elx E) y=ln2x
13. Qyuidagi funksiyalardan qaysi biri y"+4i/=0 differensial 

tenglamaning yechimi bo'ladi?
A) y=x4 В) y=2x2 C) y=cos2x D) y=eZx E) y=ln2x



14. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y''+4y=0 differensial 
tenglamaning yechimi bo'lmaydi?

A) y=sin2x B) y=cos2x C) y=cos2x+sin2x
D) y=cos2x-sin2x E) y=cos2x-sin2x
15. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y"-4y=0 differensial 

tenglamaning yechimi bo'ladi?
A) y=x2 B) y=sin2x C) y=cos2x D) y=e2t E) y=ln2x
16. A parametrning qanday qiymatida у=еЛх funksiya 

y'_4y=0 differensial tenglamaning yechimi bo'ladi?
А) Л=2 В) Л=-2 С) Л=4 D) Л=-4 Е) Л=±1

2. I tartibli differensial tenglamalar
1.1  tartibli differensial tenglama eng umumiy holda qanday 

ko'rinishda bo'ladi ?
A) F(x,y,y')=0 B) F(x,y)= у' C) F(x, y')= у .
D)F(y,y')=x E) F(x,y,y', y")=0
2.1 tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart 

qanday ko'inishda bo'ladi ?
A) y(xo)=yo В) y'(xo)=yo C) limy(x) = ̂ 0

A'—>Xq

D) max y{x) = y0 E) min y(x) = >>00<л:<дг0
3.1 tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasini 

ko'rsating .
A) y ’=/(x,y), y'(xo)= yo B) y'=/(x,y), y(xo)= yo
C) y'=/(xo,y) D) y'=/(x,yo) E) y'=/(xo,yo)

4.1 tartibli tenglama uchun Koshi masalasi Koshi teoremasi 
shartlarida nechta yechimga ega ?

A) kamida bitta B) ko'pi bilan bitta C) faqat bitta
D) cheksiz ko'p E) yechimga ega emas
5.1 tartibli eng sodda differensial tenglama qanday 

ko'rinishda bo'ladi ?
A)y=/(x,y) B)y'=/(y)
C)y'=/(x) D)y'=/(y') E) y '=0
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6 . I tartibli eng sodda y'=xex differensial tenglam 
integrallang .

A) y=xex+C В) y=(x-\)e*+C С) y=(x+l)e*+c
D) y=(x-2)ex+C E) y=(x+2)ex+C

7 .1 tartibli eng sodda y'=xex differensial tenglama umumiy 
yechimining x=l nuqtadagi qiymati y(l) uchun qaysi javob to'g'ri ?

А) у(1)=0 В) y(l)>0 C) y(l)<0 D) y ( l)*0
E) y(l)=C, С -ixtiyoriy chekli son .

S.y'=xex, y(0)=2 Koshi masalasini yechimini toping .
A) y=xex+2 В) y=(x-l)ex+3 C) y=(x+l)e*+i
D) y=(x-2)cx+4 . E) y=(x+2)ev

9. I tartibli o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani 
ko 'rsating.

A) y'=f(xy) B) у -/(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)
D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) M(y)dx+M2(x)N2(y)dy=0

10. O'zgaruvchilari ajralgan -̂ L + - p  = 0 differensial
■Jx лjy

tenglamaning umumiy integralini toping.

A )x 2 +y2 =C B) -Ix + yfy -  С С) \ + \ = c

D) x2 +4v2 = С E) — + ̂  = C.
У x

11. I tartibli o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tengla
mani ko'rsating

A )y'=/(xy) B) y'=f(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)
D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+M2(x)Nz(y)dy=0 .
12. O'zgaruvchilari ajraladigan ydx + 2xdy = 0 differensial 

tenglamaning umumiy yechimini toping.
А) у = Cx B) v = Cx2 C) y = c VJ D) у = Cx2 + yA E)y  = C W
13.1 tartibli bir jinsli differensial tenglamani ko'rsating •
А) у -/(xy) В) y'=/(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)
D) M(x)dx+JV(i/)dy=0 E) Mi(x) Ni(i/)d.r+M:(x)№(y)Ф/-° •



1 4 1 tartibli bir jinsli differensial tenglamani qanday
almashtirma yordamida integrallanadi ?

A) y=ulx B) V=U+X V=U~X У=Ш
15 I tartibli chiziqli differensial tenglama qanday

ko'rinishda bo ladi ?
A) y ’=f(x+y) B) y'=f(x/y) С) y'+P(x)y=Q(x)
D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+M2(x)N2(y)dy=0 .
16.1 tartibli y'+P(x)y=Q(x) chiziqli differensial tenglama qaysi 

holda bir jinsli deyiladi?
A)Q(x)>0 B)Q(x)<0 C) Q(x)=0 D)Q(x)*0 E) P(x) =0

3. II tartibli differensial tenglamalar. Tartibni pasaytirish
usuli

l.Quyigagi differensial tenglamalardan qaysi biri II tartibli ? 
A) (y ')2 + 2yy' -  x = 0 В) y' + 2y2 - x  = 0 C) y' + 2y-x~=0
D) y" + 2 y - x  = 0 . E) ( y f  + 2y2 - x 2 =0 .
2. (a2-l)y''+ (a2+l)i/'-i/sinx=0 differensial tenglama II tartibli 

bo'ladigan aparametrning barcha qiymatlarini toping.
A) a*0 В) a* 1 С) a * -1 D) a#± 1 E) a^O va a* 1
3. II tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasida 

boshlang'ich shartlar qanday ko'rinishda bo'ladi ?
A ) -K*o) = Уо , y(*i ) = У, В) у(л-о) = у , , , у'(х]) =

Q  у(х0) = Уо . у'(*о)= У о ■ D) У(хо) = / (хо) = Уо ■
E) У\х0) = у'о ,у"(х0) = у„ .

4. II tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi 
qayerda to'g'ti ifodalangan ?

A ) y" = J\x,y,y') , y (* 0 ) = y 0 , y(x , ) = y , .

B ) y  = Д х , у , у ' ) , y ( j:0 ) = y 0 , y'(x,) = у  j .

Q  У = / ( л , у , у ' ) , у(х0 ) = y 0 , у'(дг0 ) = Уо .

° )  ^  = Л х,у,у'),у(д :о ) = у 'и 0) = у 0 .

E) V' = / U ,у ,у ') , У'(*„) = у' , /'(*„) = yi' .

masala КО§Ы te° remasida = f  <*>*?) > •**<>> = Уо - У V 0) = Уо
a yechimi mavjud va yagona bo'lishi uchun qanday shart



Jdlt
talab etilmaydi ?

A) f(x,y,y') funksiya M0(,x0,y0,y '0) nuqta atrofida uzluksiz .
в ) Л(х,у,у') xususiy hosila M0(x0,y0,y'0) nuqta atrofida 

uzluksiz
C) fy(x,y,y') xususiy hosila M0(x0,y0,y'0) nuqta atrofida 

uzluksiz .
D) fy‘(x,y,y') xususiy hosila M0(xa,y0,y'0) nuqta atrofida 

uzluksiz .
E) keltirilgan barcha shartlar talab e tilad i.
6 . Koshi teoremasi shartlarida
y" = f(x,y,y'), y(.v0) = y0 ,у'(х0) = уд Koshi masalasining

yechimi haqida qaysi tasdiq o'rinli bo'ladi?
A) yechim mavjud
B) yechim mavjud va yagona

C) yechim mavjud va cheksiz ko'p
D) kamida bitta yechim mavjud .
E) ko'pi bilan bitta yechim mavjud .
7. II tartibli differensial tenglamani tartibni pasaytirish 

usulida integrallash uchun qanday almashtirma bajariladi ?
A)y=p. В) y'=p . C) y"=p . D)yx=p. E) y/x=p .
8 . Quyidagi ko'rinishdagi II tartibli differensial 

tenglamalardan qaysi birini tartibni pasaytirish usulida 
integrallab bo'lmaydi ?

A) y"=f(x,y) B)y"=f(x,y') С )y"=f(y,y') D )y"=f(x)
E) barcha tenglamalami tartibni pasaytirish usulida 

integrallab b o 'lad i.
9. Quyidagi II tartibli differensial tenglamalardan qaysi 

birini tartibni pasaytirish usulida integrallab bo'lmaydi ?
A) y"= xy . В)y"=xy'. C)y"=yy'. D)y"=x.
E) barcha tenglamalami tartibni pasaytirish usulida 

integrallab b o 'lad i.
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10.Quyidagi II tartibli differensial tenglamalardan qaysi 
birini tartibni pasaytirish usulida integrallab bo'lmaydi ?

A) y"= x+y . B) y"= x+y'. C) y"= y+xy'. D) y"= x+1 .
E) barcha tenglamalarni tartibni pasaytirish usulida

in teg ra llab  b o ' l a d i .
1 1 . II tartibli eng sodda differensial tenglamani ko'rsating . 

A) y''=/(*,y) B) y"=f(x,y')
C) y"=f(y,y') D)y"=f(x) E)y"=M).

12 . y''=sin2x differensial tenglamaning umumiy yechimini 
toping .

A) y= -  0.25cos2x+C B) y= -  0.25sin2x+C
C) y= -  0.25cos2x+Cix+ Ci D) y= -  0.25sin2x+ C\x+ Ci
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

13. y''=12x+2 , y(0)=l , y'(0)=2 Koshi masalasining yechimini 
toping .

A) y=4x3+x2+x+l В) y=4x3+xz+2x+l C) y=4x3+x2+3x+l .
D) y=4x3+x2+4x+l E) y=4x3+x2-x+l .
14. y"=6x+l , y(0)=2 , y'(0)=l Koshi masalasi yechimining 

x=2 nuqtadagi y(2 ) qiymatini nimaga teng?
A) y(2)=8 В) y(2)=10 C) y(2)=14 D) y(2)=16 E) y(2)=18

4. II tartibli chiziqli o'zgarmas koeffitsientli bir jinsli 
differensial tenglamalar

1. Quyidagilardan qaysi biri II tartibli chiziqli differentsal 
tenglama bo'ladi?

A) (y’j 1 + a{y' + a2y = f(x) B) y’ + ax(y')2 + a2y = f(x)
C) y" + aty '+ a2y2 = Дх) D) y" + a,y’ + a2y = f 2(x)
E) bu tenglamalar orasida II tartibli chiziqli differentsal 

tenglama yo'q
2. Qaysi shartda II tartibli chiziqli y" + aty' + a2y = f(x) 

differentsaial tenglama bir jinsli deyiladi ?
A)/(x)>0 B)/(x)<0 C)/(x)=0 D)/(x)*0 E)/(x)-0
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3. II tartibli chiziqli у" + axy' + a2у = Дх) differentsaial 

tenglama quyidagi hollardan qaysi birida bir jinsli boimasligi 
mumkin?

A)/(.r)=0 В) ln[l+/(x)]=0 C) e^= l D) sin/(.r)=0
E) keltirilgan barcha hollarda bir jinsli bo 'ladi.
4. Quyidagi II tartibli chiziqli tenglamalardan qaysi biri bir 

jinsli emas ?
А) у"-3y ' = 0 . В) y ’ ~3y = 0 . C) y"~3y' + 3y = 0 .
D) у" -  3 = 0 . E) keltirilgan tenglamalarning hammasi bir

jin sli.
5. II tartibli chiziqli y" + axy' + a2y = f(x)  differentsaial 

tenglama quyidagi hollardan qaysi birida bir jinslimas bo'ladi ?
A)/(x)>0 . B)/(x)<0. C) f(x)~0 . D) f(x)*().
E) barcha hollarda bir jinslimas bo'ladi.
6. Ta'rifni to'lldiring: Agar /  + a,/ + a2y = f(x) tenglamada a\

va ci2 koeffitsientlardan............o'zgarmas son bo'lsa, u II tartibli
o'zgarmas koeffitsientli chiziqli differentsaial tenglama deyiladi.

A) birortasi B) faqat bittasi C) ikkalasi ham
D) kamida bittasi E) ko'pi bilan bittasi

7. Quyidagilardan qaysi biri II tartibli o'zgarmas 
koeffitsientli chiziqli differensial tenglama bo'lmaydi ?

А) у" -  4y = О В) у" - 4 y  = 0 C) y" — 4x = 0
D) у" -  4x2 = О E) у" -  4y2 = 0
8. Agar x/i va 1/2 II tartibli bir jinsli chiziqli differensial 

tenglamaning ikkita xususiy yechimlari bo'lsa, unda quyidagi 
tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas?

A) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun C11/ 1 va C21/2 

funksiyalar bu tenglama yechimlari bo'ladi .
B) t/i+уг bu tenglama yechini bo'ladi.
C) i/i—1/2  bu tenglama yechini bo'ladi.
D) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun Сп^+Сгуг 

funksiyalar bu tenglama yechimlari bo'ladi .
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E) keltirilgan barcha tasdiqlar o'rinlidir .
9 Quyidagi shartlardan qaysu birida II tartibli chiziqli 

differensial tenglamaning ikkita yi va уг xususiy yechimlari 
chiziqli bog'liq bo'lmaydi ?

A) birorta OOo'zgarmas son uchun y\=Cyi.
B) birorta OOo'zgarmas son uchun уг=Су\ .
C) qandaydir noldan farqli Ci va Cz o'zgarmas sonlar uchun 

Cl1/l+C2l/2=0 .
D) qandaydir noldan farqli Ci va Ci o'zgarmas sonlar uchun 

Ciyi-C2i/2=0.
E) bu shartlarning barchasida yi va уг yechimlar chiziqli 

bog'liq b o 'lad i.
10. Quyidagi hollardan qaysi birida II tartibli chiziqli 

differensial tenglamaning ikkita yi va уг xususiy yechimlari 
chiziqli erkli bo'ladi ?

A) 2yi+y2=0 B) 2yi+y2=l C) 2y i-y2=0 D) 2yilyi=l E) 
2yi/y2=-l

11. Agar у i va y2=yi+C (OO) bo'lsa, С parametming qanday 
qiymatlarida yi va уг funksiyalar chiziqli bog'liq bo'lmaydi?

A) C>0 B) OO C) ixtiyoriy OO uchun D) С e 0  E) 
O t l  .

1 2 .yi=cos2x , y2=l-cos2x , уз=1 +cos2x funksiyalardan qaysi 
juftlik chiziqli bog'liq bo'ladi ?

A) yi va yi B) yi va уз С) уг va уз
D) uchala jurtlik ham juftlik chiziqli bog'liq emas .
E) uchala jurtlik ham chiziqli bog'liq .
13.Quyidagilardan qaysi biri yi va уг funksiyalaming 

Vronskiy aniqlovchisini ifodalamaydi ?

A) У i yi . В) У\ Уг . С) У\ У г • D) -у'\ У\ 
t

Уг У г У\ Уг ~У\ ~Уг -Уг У г
E) keltirlgan barcha aniqlovchilar Vronskiy aniqliochisini 

ifodalayd i.



14.yi=cosx va y2=sinx funksiyalarning Vronskiy aniqlovchisi 
W(yi, yi) qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) W(yi, i/2)=cosx+sinx . B) W(yi, y2)=cosx-sinx.
C) W(yi, i/2)=cosx-sinx . D) W(yi, уг)=1 . E) W(yi, y?)=0 .
15.yi=e* va i/2=e_v funksiyalarning Vronskiy aniqlovchisi 

W(yi, 1/2) qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) W(yi, уг)= e2* B) W(yi, 1/2)= e_2jr C) W(yi, уг)= -1
D) w (t/Ь i/2)=0 E) W(yi, yi)=-2
16. i/i=ercosx va y2=elsinx funksiyalarning Vronskiy 

aniqlovchisi W(yi, уг) qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) W(yi, уг)= e2x(cosx+sinx) B) W(yi, уг)= e2l (cosx+sinx).
C) W(yi, уг)= eZtcosx-sinx D) W(yi, yi)= e2x
E) W(yi, уг)= e2vsin2x .

5. II tartibli chiziqli o'zgarmas koeffitsientli bir jinslimas 
differensial tenglamalar

1-II tartibli chiziqli y"+py'+qy=f(x) differensial tenglama qaysi 
shartda bir jinslimas deb ataladi ?

A)/(x)=0 B)/(x)*0 C)/(x)>0 D)/(x)<0 E)/(x)>0
2. II tartibli chiziqli y"+py'+qy=f(x) differensial tenglama qaysi 

holda birjinslimas bo'lmaydi ?
A) /(x)=0 B) f (x y  0
C)/(x)>0 D)/(x)<0 E)/(x)>0
3.II tartibli chiziqli у"+ру'+(7у=(д2- 1 )/(х) differensial tenglama 

a parametrning qanday qiymatlarida birjinslimas bo'ladi ?
A) a>О В) a*0 C) a<0 D) a*± 1 E) a=± 1
4. II tartibli chiziqli y"+py'+(jy=(n2-l)/(x) differensial tenglama 

a  parametrning qanday qiymatlarida birjinslimas bo'lmaydi ?
A) a>0 В) С) a<0 D) a*± 1 E) a=±l
5. Quyidagi II tartibli chiziqli tenglamalardan qaysi biri bir 

jinslimas bo'ladi?
A) y"+py'+qy=0 B) y"+py'+q=0
C) y''+py'=0 D) y"+(7y=0



I ш
E) keltirilgan barcha differensial tenglamalar bir jinslidir .
6. II tartibli bir jinslimas chiziqli y"+py'+qy=f(x) differensial 

te n g la m a n in g  xususiy yechimi y, unga mos keluvchi bit jinsli 
te n g la m a n in g  umumiy yechimi y° bo'lsa, birjinslimas 
te n g la m a n in h  umumiy yechimi у qanday ko'rinishda bo'ladi ?

А )У=У+У° В) y= у I y°
C) y— y-y° D) y=y°l у  E) y= Ciy+ Ci i f
7.AgarII tartibli bir jinslimas chiziqli y ”+py'+qy=f(x) 

differensial tenglama mos keluvchi bir jinsli tenglamaning 
chiziqli erkli yechimlari yi va yi bo'lsa, o'zgarmaslarni 
variatsiyalash usulida bir jinlimas tenglamaning xususiy yechimi 
у qanday ko'rinishda izlanadi ?

A) y=Ci(x)yr Ci{x)yi
B) y=Ci(x)yi+ Ci{x)yi
C) y=Ci(x)yi/ Сг(х)уг
D) y=[Ci(x)+C2(x)](yi+y2)
E) y=[Ci(x)-C2(x)](yi-y2) .
8.II tartibli bir jinslimas chiziqli y ”+pi/'+qy=f(x) differensial 

tenglamaning у xususiy yechimini o'zgarmaslarni variatsiyalash 
usulida y=Ci(x)yi+C2(x)y2 ko'rinishda izlanganda (bunda yi va y2 
tegishli bir jinsli tenglamaning chiziqli erkli yechimlari) 
noma'lum Ci(x) va Сг(х) funksiyalar qaysi sistemadan topiladi? 

д ч  {C[(x)yl + C'2(x)y2 = f(x )  B | C[{x)yt + C'2(x)y2 = 0

1  Ci (x)y\ + C'2 (x)y'2 = 0  IQ' (дг)у[ + C2 (x)y\ = f (  x)

q  j  С\(х)У\ + C2(x)y2 = 0  {Cl(x)yi +C1(x)y2 = f(x)
[C ,(x)y[ + C2(x)y'i = A x )  j  C ,(x)y\ + C2(x)y'2 = 0

E) to'g'ri javob keltirilmagan.
9. O'zgarmaslarni variatsiyalash usulida y"-4y'+3y=xsin2x II 

tartibli chiziqli differensial tenglamaning xususiy yechimi у 
qanday ko'rinishda izlanadi ?

A) y=Ci(x)e2jf+C2(x)<r2 i. B) y=G (х)ех+С2(х)е~ъ .
С) y=Ci(x)eT+C2(x)e31. D) y=Ci(x)sin2x+C2(x)cos2x .
E) y=Ci(x)ersin2x+C2(x)c3icos2x

10. Agar y"+py'+qy=Pn(x)eax (Pn(x)-«-darajali ko'phad) 
differensial tenglamada a  soni A2+pA+q=0 xarakteristik
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tenglamaning ildizi bo'lmasa va Q„(x) п-darajali ko'phadni 
ifodalasa, unda differensial tenglamaning xususiy yechimi у 
qanday ko'rinishda izlanadi ?

A) /  = Q„ (x)em B) /  = XQ„ (x)eea C) /  = Qn (x) +
D) у =x 2Qn(x)em E) y'=Ql(x)em

6. I tartibli differensial tenglamalar sistemasi

1. Quyidagilardan qaysi biri I tartibli differentsal 
tenglamalar sistemasining umumiy ko'rinishini ifodalaydi ?

A)

C)

E)

A)

B)

C)

D)

B)

D)

р\(х>У\,У2’У'\,Уг) = Ъ 
F2(.x,yi,y2,y\,y'2) = Q 

У\ =f\{x,yb y 2) 

Р2(Х>У\>У2’У\’У2 ) = ̂

р1(х’У\’У2’У'\’У2’У"’У2) -  О 
Р2(*’У\>У2>У1,У2’У",У2) = 0 

р\(х,у,,у2,у1,у2)= о  

у 2 =/г (х,УьУ2) 
у'\ = /!(*,.У\,.У 2)
У2 = /г& ’УнУт)

2. Quyidagilardan qaysi biri differentsal tenglamalarning 1 
tartibli normal sistemasini ifodalaydi

F\(x,y\,y2,y\,y'2,y",y2) = 0 
F2(x, У\> У 2 > У[ - У 2 . У">У2) = о 
F\(x,y\,y2,y[,y'2) = 0 

F2(x,yy,y2,y[,y2) = 0 
Р\(Х,У\,У2,У'\,У'2) = 0 

У 2 = f 2(x, У\, У2)
У 2 = М х ,у и у 2)

Fl(x,y\,y2,y[,y'2 ) = Q 
^ \ y'\= f\ (x ,yx,y 2)

Ы = f i ( x’У У г)'
3. Quyidagilardan qaysi biri differensial tenglamalarning 

normal sistemasi bo'ladi ?
f y't = xy\ + y2 D4 [ y']=y\+y'2 ^  \y[ = У \  + (1 -x)v'2A)

D)

У 2 = x + У,У2 
y'l=X-y, +У2 
у 2 = sin.V + У\У2

В) С)
У 2 = У\+У\+У2 . I У 2=Х + У] У 2 

У\ = ХУ\ + У 2 + У 2 
У2 = У\ ~ х + У1У2

Е)

3S0
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4 .J/1 =(f>i(x) va у2=ф2(х) funksiyalar biror 1 oraliqda
J y'\ = M x , y [, y 2)

\y'i= fi(x,y\,y2)
normal sistemaning yechimi bo'lishi uchun quyidagi shartlardan 
qaysi biri talab etilmaydi ?

A) yi=</>i(x) va y 2=(f)2(x) funksiyalar 1 oraliqda aniqlangan .
B) yi=(pi(x) va i/2=(j)2(x) funksiyalar I oraliqda 

differensiallanuvchi .
C) ixtiyoriy x e l  uchun (x, фх(х), фг(х)) nuqta/{х,у\,уг) (/=1,2) 

funksiyalarning G aniqlanish sohasiga teg ish li.
D) у\=ф\(х) va i/2=<p2(x) funksiyalar normal sistemadagi 

tenglamalarni ayniyatga ay lan tirad i.
E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
5. Differensial tenglamalaming I tartibli

normal sistemasi uchun Koshi masalasida boshlang'ich 
shartlar qanday ko'rinishda bo'ladi ?

A )  _У|С*о) = .У|0 ’ У г ( х о )  =  У2о В )  У ](х о )  =  У м  > У г ( х 0  =  У 21

С )  У1(х о )  =  У Ю ’ У2^х о ) ~  У 20 Е)) У\(х о )  =  У ю >  3’2 (-̂ -l ) = ^21

Е) у [ ( хо )  = у\0 ’ У г ( х о )  = У 20 ’ У\(х \) =  У\\’ У 2( х \) = Уг\

6 . Differensial tenglamalaming I tartibli chiziqli normal 
sistemasi umumiy holda qanday ko'rinishda bo'ladi ? 

дч j  У'\=аиУ\+а[1У2+ f ( x)
\у'г=а2№ + a22y2 + f2(x)

I
7 .Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamalaming I tartibli 

chiziqli normal sistemasi

’ У \ =  М * , У \ , У г )  

У 2 =/2(Х’У\’У2)

У2 = a21 V| + a22y 2 + а2ЪУ\ + Л М  

\y\ = а\\У\ + а\гУг + / | Wc>(

D)( y[ =any\+au y2 

/ г  = а 2\У\ + а 22У 2 + ./2(х )

У\ =  а 2\У\ +  а 22У2
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f У\ = a \ \У\ + f ll23'2 + / lW  
U 2 = a 2 l/ l + fl22>'2 + / 2M  

bir jinsli deb ata lad i, agar /i(x) va fi(x) funksiyalardan.....
A) kamida bittasi aynan nolga teng bo'lsa .
B) faqat bittasi aynan nolga teng bo'lsa .
C) ikkalasi ham aynan nolga teng bo'lsa .
D) birortasi aynan nolga teng bo'lsa .
E) ikkalasi ham aynan nolga teng bo'lmasa .
8 . Differensial tenglamalarning I tartibli chiziqli normal 

sistemasi
[у '\ = а \\У\ + а п У 1 + f i x )

1.V2 =  а 2\У\ + а 22У2 +  f l ( x ) 
qaysi holda bir jinslimas bo'ladi ?

A) f\(x) va fi(x) funksiyalardan birinchisi aynan nolga teng 
emas

B) /i(x) va fi{x) funksiyalardan ikkinchisi aynan nolga teng
emas

C) /i(x) va /2(x) funksiyalardan ikkalasi ham aynan nolga 
teng emas

D) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinslimas b o 'lad i.
E) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinslimas bo'lmaydi
9. Agar yi=yi(x) va уг=уг(х) differensial tenglamalarning I 

tartibli bir jinsli chiziqli normal sistemasining yechimlari bo'lsa, 
quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?

A) у=у\+уг funksiya ham bu sistema yechimi b o 'lad i.
B) y=yvyi funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi .
C) y=y\-yi funksiya ham bu sistema yechimi b o 'lad i.
D) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun у=С\у\+Сгуг 

funksiya ham bu sistema yechimi b o 'lad i.
E)keltirilgan barcha tasdiqlar o'rinli b o 'lad i.
10. Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamalarning I tartibli 

bir jinsli chiziqli normal sistemasining y\=y\(x) va y2=y2(x) 
yechimlari chiziqli erkli deyiladi, agar aiyi+a2y2=0 tenglik a\ va аг 
koeffitsientlardan..... nolga teng bo'lganda bajarilsa .

A) kamida bittasi B) faqat bittasi C) ikkalasi ham
D) birortasi E) to'g'ri javob keltirilmagan
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Mushohada yuritmay turib, qancha ko'p o'qisangiz, 
sbuncha ko'p bilayotganga o'xshayverasiz, 

agar o'qiyotganda qanchalik ko'p mushohada yuritsangiz, 
shu qadar oz narsa bilishingizni aniqroq his L'tasiz.

F. Volter

XII-BOB. Q ATO RLAR
§12.1Sonli qatorlar
§12.2. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali 

qatorlar.
§12.3. Teylor va Makloren qatorlari 
§12.4 Fur'e qatori. Fur'e inegrali

§12.1 So n li qatorlar

1. Agar щ +u2 +u3 +...+M, +... qatorning birinchi n ta hadning 
yig'indisi Sn, n cheksizlikka intilganda („->*,) chekli S limitga 
intilsa: iims„=s , qator yaqinlashuvchi deyiladi. S son

yaqinlashuvchi qatorning yig 'indisi deyiladi.
Qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun n cheksizlikka 

intilganda („-*«,) tuning nolga intilishi (и„->0) zarurdir (ammo 
yetarli emas).

2 . Hadlari musbat hamda kamayuvchi bo'lgan qatorning 
yaqinlashishi uchun integral alomat:

Agar un = j{n) deb olinsa, bunda /(„) kamayuvchi funksiya va
f f (  ]dx {^ b d lsa ,»  h o ld a  q a to r  yaq in la shd i,
I [oo b d l s a u  h o ld a  q a to r  uzoq lashaiJ

*  1
1 -m iso l: \ qatorning yig'indisini toping.

n=i 4"  + 0
00 1 =0 1 1 

Yechimi: Z “7— a = -------7 7 )
„=!«(" + 0  n=l « 77+1

Sn= Y ( I -----L )  = i -----L ,  S= lim S„= lim ( 1 -----i - ) = l
i i +1 n +1 Л-+® n->x „ + 1

Qator yig 'indisi 1 ga teng, u yaqinlashuvchi ekan.



2 -m iso l: £ ------- 7̂7 qatorni tekshiring.
n=i(n + l)n+

00 2
Yechimi: Yordamchi qatorni qaraymiz.

n=12"
Bu qator geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan (q=V2) 

qator va u yaqinlashuvchidir.
- ........1 <_L.
(n + l)"+I 2 n+1

00 I
Demak £  —-----—— qator yaqinlashuvchi ekan.

/1=1 (« + l)n+

3. Musbat hadli qatorning yaqinlashishi uchun Dalamber 
alomati:

Agar
f< 1 bo'Isa, и holda qator yaqinlasha di,

D = lim ——  = r\ > 1 bo'Isa, и holda qator uzoqlashad i, uH I
[=1 bo'Isa, и holda masala yechilmay qoladi.

4. Musbat hadli qatorlarning yaqinlashishi uchun Koshi 
alomati

I К < 1 qator yaqinlashuvchi,
К = lim ?Ju~ = 4 AT > 1 qator uzoqlashuvchi,

= 1 bu alomat bilan tekshirilmaydi.

3-m isol:  ---- -I qatorni tekshiring.
/7=1

Yechimi: Koshi alomatiga ko'ra

lim <{Ju„ = lim «II — - — ] = lim — - —  = -  < 1 
n >00 у \4n  + 3/ «-> 0 0  4n  + 3 4

qator yaqinlashuvchi.

5. Musbat hadli qatorlarni taqqoslash
и, +Mj +Mj +...+«„ +... (12 .1)

V|+v2+v3+...+v„+... (12.2)
ikkita musbat hadli qator bo'lsin.
1) Agar u„ <vn bo'lib, (12.2) qator yaqinlashsa, u holda (12.1) 

qator ham yaqinlashadi.



2) Agar u„ >v„ bo'lib, (12.1) qator uzoqlashsa, u holda (12.2)
qator ham uzoqlashadi.

6. Agar ishoralari navbatlashuvchi и, -u2 +u, -»4 + ... qatorda 
и >u2 >«з >—valimu, =0 bo'lsa, qatoryaqinlashuvchibo'ladi.

7. Absolyut yaqinlashish
w, + u 2 + + ... + u n + ... (12.3)

qator hadlarning absolyut qiymatlaridan tuzilgan
|«,| + |и2| + |м3| +... +1«„| +... (12.4)

qator yaqinlashsa, (12.3) qator ham yaqinlashadi. Bu holda 
(12.3) qator yaqinlashuvchi bo'lib (12.4) qator uzoqlashuvchi 
bo'lsa, (12.3) qator absolyut yaqinlashuvchi deyiladi. (12.3) qator 
shartli (absolyutmas) yaqinlashuvchi deyiladi.

Quyidagi qatorlar uchun yaqinlashishning zaruriy sharti 
bajariladimi?

12.1. i +2+! +Z+... 12.2. I +i +i +i +... 12.3. 2+l +±+±+...2 4 6 8 1 3 5 7 3 9 27 SI

Qatorlar uchun: 1) qatorni yaqinlashishini isbotlang; 2) 
qatorning yig 'ind isi (S) ni toping.

12.4 )  1----к .. H— --- - +. ■■'  1-2 2-3 n(n+1)
12.5) — + —  ^--- -+...'  1-3 3-5 (2n-l)(2n+l)
12.6) — + — +... + -'  1-4 4-7 (3n-2)(3n+l)
12.7) — + — +... + — +..’ 1-4 2-5 n(n+3)
12.8) — + — +... +---------’ 1-7 3-9 (2n—l)(2n+5)

12l9) 17  ̂+ +- ■ • + n(n+l)(n+2) +- "
12.10)| + H + ii. + £ 1 ^ +...

6 36 6n
12.11)- + — +...+ ,2n+\ +...4 36 n2(n+l)2
12.12) i + —  +... +---- ------+...9 225 (2n—l ) 2(2n+l)2
12.13)arct# ̂  + arctg  i  +... +arctg  ̂  +...



12.14)!+-+-+-!+...
2 4 8 16

12.15)2:
l(n  + 2X« + 3)

6// + I
71 (Зи - l)“ (З/i + 2)2

5я-3 
.5/7 + 2

Qatorlarning yaqinlashishini solishtirish alomati 
yordamida yeching

12.18) — +-^+...+7---!—'  1-2 3-2 (2/7 — l) - 2

12.20) i + !±1 + ... + !±̂ L +1 + 2- l + n;
-_ 2 3 n +112.22) -+-+...+7-- r-+...3 8 (n + 2 )я

г+..

12.24) l i I- + ... + —-r—  + ...5 n- +1
1

12.19) sin — + sin — + ... + sin —  н
2 4 2"

12.21) -L+-L+...+,— 1-- -H
2-5 3-6 (л+1)(л+4)

12.23)
4 8 4«

1 2 2 5 ) 1 + 1 + . . . +  1

12.26) — +— — г ■
1п2 1пЗ Ц я  + l)

1 + /Г 

1 +ns 

1231)
12.34. у  + i

Я  я ’ +12 
12.37. у- 1п(я+з)

2 5 Зп-1 
1

л/л2 +2«

12.32. v ^ L
13п'--5

„=1 «2 -4« + 5

12.30) ^(Vn-Vn-l)

12.33. у  2и + 7£зя!+11

12.40.

12.35. у  171 In(/7 + 3)
12.38. * I

/1 = 1

12.41. 2^Г,_С05̂

12.36. v з

л/»Мп(и + l)

Qatorlarning yaqinlashishini Dalam ber alomati 
yordamida isbotlang

12.42) —+— + .„ + —- . +... 
’ 3! 5! (2« + l)!

12.44) 1 + 2,g £.+... + mg _1_+...

12.46)
’ 3 9 3"

12.43) -+-̂ +...1 L
2 +  2 J ........  2"

2 2-5 2 - 5 ■ (Зя—l)
5-....(4w-3)

12.47) I+.L1 +
3 3-6 “

I ■ 3.... • (in  - l)
3" • n!



1%
12.48) sin — + 4sin + л: sin ~z + •••

2

12.49) ^  + | + - + (и +1)!
12.50) £+_+... + ;

2 2-4 2" • n!

Qatorlarning yaqinlashishini Koshi alomati yordamida 
isbotlang

12'51) ln2 + ln23+ + ln"(n + l)

12.52) ^

12.53) arcsin 1 + arcsin 2 — +... + arcsin ” — + ...

(IT
2
n + 1

12.55) 21n22 31n 3 /i + l)ln2(« + l)

12.56) 2 In 2 3 In 3 л In л

‘ (Г Г ? 1*-
12.58) t WiZ-Jn n

1 . n + \ 
1

Dalamber alomati asosan quyidagi qatorlarning 
yaqinlashishi tekshirilsin:

tT 3"+7 
”  n2+l12.62.

t i n  -5  
л!

12 60- Щ -i
v> '

12.63. X -

12-61. I -tr3”(i/ + l) 
л! 3"

2" +я
12.65. У —L- J enJ5 "+ n 2

12.67. f ( ^ ± l Y
tfV5n + 4j 

2и-1 
л2 +5

12.66.
П.1 n + 2

12.71. Xsi * '3"4" +e”

12.69.

- cos-12.72. X/ l 3"
12.73.1 + i  + JL +JL+...

3 9 27 81

12.75. i + 111 + Li_l +...
ЬЗ  1-3-5

2 4 8
12.74. 1 + - + - + - + . . .2! 3! 4!

3 32 33
12.76. 1+— + ^ —+-Г-+--2-3 2 -5 2 -7

Ц



2 2-4 2-4-6 2•4 • 6•8 
т 7o 1 5 9 132.,/о, —рг н—  н— -.. -|— ~..... +...

V3 V207 л/з̂ з7 л/̂ З7

Integral alomati bilan quyidagi qatorlarning yaqinlashishi 
tekshirilsin

12.79. , + I +i +i +... 12.80. 1+4-+-1+-!=+■
3 5 7 V4 V7 V10 '

12.81. 4-3 + 12.82. _!_+ _!— +
2 З3 4J l + l2 1 + 22 1 + 32 '

12.83. _ iT + _ i_  + _L^+... 12.84. _ l_ +_ i_ +_ J_ +
l + l2 1 + 22 1 + 32 З2 -1 5 - 1  72-l "

12.85. 1 1 1-  +  -
2 In " 2  31n‘ 3 4 In “ 4

Qatorlarning yaqinlashuvchi yoki uzoqlahuvchi 
ekanligini aniqlang.

12-86) ^ +i7 T (,,+iy ^ r+- 12>87) ,+f +-+i ^ +- 
12.88) V2+^|+...+ĵ +... 12.89)1+

12.90) 2+|+...+^i+... 12.91) _ I_ +_L
O n 1001 2001 1000л+ 1

12.92) ' + 2 + i 12 93) 1 +̂ + 2»-,
l + l2 1 + 2- 1 + tt 3 32 3”

12.94) arctg 1 + arctg2 — +... + arctg" — ■<

4 n2---+ ...+— + ..
1-2 n\

+ ... + -

2

Quyida keltirilgan qatorlarni qaysi b iri absolyut 
yaqinlashuvchi, yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi

12.95. ,- i+... + (_,r _ [ _ +... 12.96. l- l+ ...+ (- if _ * + . . .
3 v ’ 2n -1 3’ v ’ (2n-\j

12.97. - + ...+(-1Г'/ ‘ „ +- 17 Qft sin g | sin 2a | , sin + 
(2n-l| 1 4 л2

12.99. i _ I  ' +... + (_,r I . J _  + ... 12.100. 2- i + ... + (- ir  — + ■••
2 2 2 n 2 2 n

12.101. - i+ jL- ...+ (- irjU ... 12.102. ^-^+ ...+ (-ir^+ ...

12.103. 12.104. V (- ir '£ l
« —ln« „!



1 1 , 11 + х' 1 + дг*

Garmonik qator kam ayuvchi progressiya bilan taqqoslab, 
quyidagilarning yaqinlashishi tekshirilsin

19 105 l+-p+-F-+-r+- - 12.106. I + -L + —L- + —12.1UD. J 2  Л  2-5 3-5- 4-5

12 107. -L+ — + —  + —  +In 2 In 3 In 4 In 5
12.108. Qatorlami taqqoslash usuli bilan ——

qatorning bo'lganda uzoqlashishi, |л|>1 bo'lganda esa
ya q in la sh is h i ko'rsatilsin.

12.109. J_+JL+jL-+... q3t°rning yig'indisi topilsin.
12.110. — + —  + qatorning yig'indisi topilsin.

1-4 4-7 7-10

Quyidagi qatorlarning yaqinlashishi tekshirilsin:

1 2 .1 1 2 . 1 - - U - 1 - - L + . . .  1 2 .1 1 2 . 1 - J L + - L - - L  + ...
V2 s  V4 3; 52 7-

12113 —!____ —_____  12.114. +
2 In 2 3 In 3 4 In 4 I 2- 3'

12.115. 1+т̂ =+Д=+... 12.116. i + _L +J- + — + ...
Зл/З 5л/5 101 201 301

I2-117T ^ T 7 F * T ^ * -  12.118. i . i . i . i .  ,.
12.119. 12.120. 1 4 4 4 , ..

12.121. 21*11*21.... 12.122. W +I+--
3 9 27 1 3! 5!

I 1 J  
4; 
1

12.123. 1_L+J_ 12.124. i *  + ‘ - l+...
S  S  -  2J 35 4

12.125.1—L +J -- i_+„. 12.126. X - ‘ -
2a' Ъа‘ 4a* (2« + 3)ln (я +1)

12.127. arctg +4arctg -]=+9arctg -L+...
v2 V3

1 1 1  (-- + ... + -12.127.b) Shartli yaqinlashuvchi i -̂ = + ̂ =--^t...t—

qatomi kvadratga oshirilsa yaqinlashuvchi bo'ladimi?
12.128.

, n r*» - 1, > r _ . . . * № £ l, . . .
1 3! 5! ~  (2 »- l) " ')  2! 4! (2»-2)

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.



{®L
12.129.

2 /
* 4 . (- ifx 2*-2 . У ш(_ x3 Xs (-1)'I . -V Л  1 —  1 I л

1---- 1---- ...H--7---- 7--1-...
1, 2! 4! (2/i-2) x---+--- ... + -Ц^--- г—+...

3! 5! (2л- l)

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
12.130. Faraz qilaylik, ;. = /(*) funksiya [i;«) musbat va

monoton kamayuvchi bo'lsin. U holda lim /(!)+...+f(n ) -  j f(x)dx = A

limit mavjud va /(i)+...+/(„)=|/(*>/ + л+*, ( iimf,=o ) ekanligini
1

isbotlang.
12.131. i + i  + ... + i  = inn + c + «-„, e„ -»о ekanligini isbotlang. Bu 

tenglikdan quyidagini keltirib chiqaring.
1H---6 — н... + ----- = In л/4л + —С  + £ , £ —> 0

3 5 2л -1 2

12.132. £ = i- I + i _ I +... munosabat va (12.130) masalani
4 3 5 7 '

shartidan foyadalanib quyidagini isbotlang.
1 + 7 + ̂- + ... + —-I—= lnV8T + — + — + £,,5 9 4/1-3 8 4

§12.2. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi. 
Darajali qatorlar.

1.x ning
w,(x)+M2(x)+...+w„(x)+... (12.5)

funksional qator yaqinlashadigan qiymatlarining to'plami bu 
qatorning yaqinlashish sohasi deyiladi. 5(д:) = lim5„(x) funksiya
qatorning yig'indisi, /̂ ,(л:)=5(д:)-5'п(х) ayirma esa qatorning qoldig'i 
deyiladi.

2. Agar har qanday e > о uchun shunday N  nomer ko'rsatish 
mumkin bo'lsaki, n>N bo'lganda [a, b] segmentdan olingan 
istalgan x uchun |Д,(*)|<£ tengsizlik bajarilsa, (12.5) qator [a, b] 
segmentda tekis yaqinlashuvchi deyiladi.

3. Tekis yaqinlashishning alomati



Agar hadlari musbat va yaqinlashuvchi c, +c,+c, 
s0nlar qatori mavjud bo'lib, x ning [a, b] dagi barcha qiymatlari 
uchun bo'lsa, (12.5) qator [я, b] segmentda absolut va tekis
yaqinlashadi. Quyidagi qatorlarning xususiy yig'indisi S„ ni 
toping-

a0+alx+a2x2+...+a„xn+... (12.6)
darajali qator berilgan bo'lsin. Agar |дг) < л bo'lganda qator 
yaqinlashuvchi va |дг|>я bo'lganda qator uzoqlashuvchi bo'lsa, R 
son (12.5) qatorning yaqinlashish radiusi deyiladi. R ni, (12.5) 
qatorning absolyut yaqinlashishini Dalamber alomatiga asosan 
tekshirib yoki, barcha a, lar noldan farqli bo'lgan holda, 

formula bo'yicha topish mumkin. Jumladan, agar limitR = lim

„ ga teng bo'lsa, (12.5) qator butun Ox o'qda absolyut 
yaqinlashadi.

Darajali qator o'zining yaqinlashish intervali (-R, R) ichiga 
yotuvchi har qanday [a, b] segmentda absolyutgina emas, balki 
tekis ham yaqinlashadi.

4-misol: = l + x + л-2 +... + x" +...
n = 0

funksional qatorning aniqlanish sohasi D va hadlar 
yig'indisi S(x) funksiyani toping.

Yechimi: Aniqlanish sohasi D (-1;1) oraliqdagi 
qiymatlardan iborat, chunki bu qiymatlar uchun berilgan 
funksional qator cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaga 
teng. Uning birinchi hadi v va maxraji q = x ga teng. Demak,

S(x) = , x e ( - l , l )
1 - q 1 - x

bo'ladi.
5-misol: £ cos nx. va yaqinlashuvchi qator uchun

„=1 n2 „=|Л2

*6 (-*;«) da| |< _L )„ = bajariladi. 
n n~

Demak у  cos к а т о р da kuchaytirilgan qatordir.
».i и3



oo 1 Г 2 г 3 г "
6 * -j V '  /7 •'*-misol: >—х = х+— +— +...+— +...

,м « ! 2! 3! и!

qator ning yaqinlashish radiusini toping.

Yechimi
D  1 ■ ,  1 1 И +  1a  = lim (— : ------ = h m -----= oo

n\ (// + 1)! 1
Demak yaqinlashish intervali (-oo ; со) bo'ladi.

Funksional qatorlarni yaqinlashish sohasini toping.

12.133. l + лг +... + x“ +... 12.134. In Л' + In2 X + ... + In" X + ... 

12.135. x+x4 +... 12.136. * + 4 + . . .+ 4 + -2 n
12.137. x + ~ + . . . +^ L +... 12.138. J _ +_ ! _ + +^ _ +V2 Vn l + ДГ l + Jt2 • 1 + ЛГ" "
12.139. 2х+6дг+...+/?(/? + l)x"+... 12.140. —н— ^-t= + ...h— ^-=r + ...

2 2 + V2 n + yfn 

1 2 Л 4 1 -  й 7  + ' й 7 + -"+ и 7 ;Г + "- 12.142.sin -j + sin -̂  +... + л2 sin -p- +...

12.143. « s i , +^ £ +... + .r.<gJ L +... 12.144. si „ *  + ̂ +... + ^  + ...
2 4 2" 2 n2

12.145. £ 2 ii + £2 ilL  + ... + £2i £ i  + ... 12.146. 6“' + ^ + ...+ / '+ ...
e* e e"x

x 2A nx
1 2 .1 4 7 .- + — +...+— +... 12.148.1 + ̂ +  +£i!L^i +е е  e ii •" ,,i
12.149. t V r v I  12.150. 12.151.

^ « i l  + ̂ J  t r  2" tT3"(n + l)

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish intervali aniqlansin 
va qatorlar intervalning chegaralarida ham yaqinlashishi 

tekshirilsin:

12.152. 1+— +-̂ -- £—+... 12 153 1—— +— --- 4̂=
3-2 32-3 3 - 4 АЭЛ ф  52 7 3 53 V4

12.154. 1 + -^=+-^=+-^+... 12.155. Y —32V2 s2̂  72VF t /л!
' ( ~ * )__  П 1 С 7  ^4 3“ x"12.156. 12.157. у„-1 n 

r̂ f V ( 3" - 3)2 ”



i'%
12.158.1) n!; 2) £ (" + 0"

/ (*+l): (jc+l)3 (л+|)4 
12.159. ( » 0 ^ ^ +Т 7 - + -

,2.160.
Quyidagi qatorlarning yaqinlashish intervallari 

a n iq l a n s in  va y ig 'ind ilari topilsin:
12.161. 1 + 2x + 3jc2 + 4x3 + ...

X3 **12.162. ,- T + T -T  + ...
12.163. l + 3x + 5x2 +7.r3 + ...

}*2+-12164 i ■ m - ■ ~0-a ■ WI(W ~1X'H ~2)1 ч-- лг + -I 1-2 1-2-3 jc +...

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish intervali aniqlansin 
va qatorlarning intervalning chegaralarida ham yaqin- 
lashishlari tekshirilsin:

12.165. i + 2.x 4jr
Г +  -

8jc3
л/П + т V i3-53 

.2

З-2-Jl 32-3^ 35-4л/4

12.167. ,,=1 Л//*
12.168. £(-1).-I л

2 л -1

12.169.--+-— т-+-— , +••■1-2 3-2 5-2

12.170. 2x+l I (2дг+1)2 I (2лг+1)3—Н-
1 4

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish intervallari 
aniqlansin va ulam ing yig 'ind ilari topilsin:

12.171. l- 3 x 2 + 5x4 -7x* +...

12.172. *+—+-+...
2 3

12.173. l- 4 x  + 7x2 - W x 3 + ...



Quyidagi
aniqlansin:

qatorlarning

1 О 1 'T/I X X x x12.174. — +— +— +— +... 
1-2 2-3 3-4 4-5

X s r 6 r 9 r 1212.178. - + 4 - + 4 - + JL_+
8 8 -5 8*-9 84 13 '

yaqinlashish

12.175. у Ц
ПГ2"-1

12.177. ±„\x*
«=1

12.179. £ io v

Funksional qatorlarni yaqinlashish sohasini toping
-» л  Г  Г 2 V я12.180. -+ *

2 2 +  V2 /; +Гп
2

12.181. -^T+^-+...+_fL+
l+x 1+X 1+Л̂"

12.182. sin — + sin — + ... + n2sin — +
2 4 2-

12.183. xig Z +x*tg—+... + x"ig —  +...
2 4 2"

12.184. linjt+«»2£+.. +̂  +2
12.185. COjiL+COS2J | cos nx

12.186. e~*+e4t+...+ '̂!x+... 12.И7.
12.188. i + i™£+1! n!
12.190. =Г 2"
12.192. 4 г +г̂ -+- **

+ . . . 12.189. £
я=1

12.191. £-

1

n2\l +W f]

2 + 3 22 + 3: 23 + 33 
5 V  5 V  5 V12.194. 5л-+—

2! 3! 4!

12.196.
1-3 2-4 n(n + 2)

12.198. y(L=)^2"~'
«=1 5"Vtf + l

12.200. £ ( ,Д ) " ,

12.193. t>*«-

12.195. 1(1- Г -  tf л
12.197. £ ф >  

12.199.
я=1 ^  

12.201. 10



§12.3. Teylo r va M ak loren  qato*rlari

<I27>
k o 'r in is h d a g i formula Makloren form ulasi deyiladi, bunda

o ^ .

2 л>), Л Н Й 1 (,- „)+Л )(,- « )' ♦ ..♦*.(.) (12.8)

ko'rinishdagi formula Teylor formulasi cdeyiladi, bunda
Л» W  = f w [a + e{x -  a )].IV.

3. Teylor va Makloren qatorlari. (12.7) va (12.8) formulalarda 
n cheksizlikka intilganda nolga intilsa (/?„(x)->0), u holda 
bu formulalardan x ning lim«,W=o bo'lgandagi qiymatlari uchun

я-»*

/(*) ga yaqinlashuvchi quyidagi
/(*) = /(0 )+^ x + £ ^ x > + ... (12.9)

Лх)=Ла)+£ & (х - а )+^ ( Х-аУ+... (12.10)

cheksiz qatorlar hosil bo'ladi.
4. Elementarfunksiyalaming qatorlarga yo yilmalari:

, , x x1 .t5
e  =  1 +  — -I------1------1-. . . ,

1! 2 !  3 !

x’ *5sin.t = jr--- +----....
3 !  5 !

l *2 x4COS A  =  1 ----- + ------ ....
2 !  4 !

, qator x ning har qanday qiym atlari uchun mos
ahlgan) funksiyalarga yaqinlashadi.



X X я+, XSinjr = х---+--- ...(—1) ----- + ...

(i + д)" = 1 + у л  + ^ у - У . г2 + ... - binominal qator bo'lib, |Aj <1

bo'lganda (l +xf binomga yaqinlashadi.
x2 x3

ln(i+x)=x-— + j... qator -1<дг<1 bo'lganda i„(i + x) ga 

yaqinlashadi.
x3 Xs

arctgx=x-— qator |*|<l bo'lganda arcigx ga yaqinlashadi.

7-misol: /  (x)=sin x funksiyaning Makloren qatorini yozing 
Yechimi: Berilgan funksiyaning n ta hosilasini topib, x=0 

dagi qiymatini hisoblaymiz
(12.8) -tenglikdan quyidagi darajali qator kelib chiqadi.

r2"-1
3! ' 5! " v *' (2«-l)!

8-misol: y=cos x , y=er , y=ex , y=shx , y=chx 
funksiyalarning Makloren qatorini yozing.

Yechimi: Oldingi misolda ko'rsatilgan usulga ko'ra
Y 2 Г 4  V 2 ” " 2

cos x = 1 - :— +--- -.(-1)" 1------- +....
2! 4! (2/7-2)!

jc . X X2 x"e = 1 + — + —  + ... + —  +...
1! 2! n!

2 3 4
- r  , X X Xe ' = 1 - x +------ + —  + ...,

2! 3! 4!
x3 x5 x7

slix -  x ч----+ —  + -----h ...,
3! 5! 7!

, x 2 x4 x6cnx = 1 + —  +--- 1---+ ...
2! 4! 6!

12.206. Quyidagi funksiyalar x ning darajalari bo'yicha 
qatorga yoyilsin va qoldiq hadning forulasi yozilsin va u 
tekshirilsin: 1) cos(at- o); 2) sin3*; 3) ; 4) sin̂ mx+yj.

12.207. /(x)=ln(l+eb) funksiyaning qatorga yoyilmasidagi 
birinchi hadi yozilsin.



12.208. (̂1 + “ ) binom Makloren formulasiga asosan x dagi

d ara ja la ri bo'yicha qatorga yoyilsin va hosil bo'lgan qator |л)<я 
b o 'lgand a  yaqinlashuvchi ekanligi aniqlansin.

12.209.Binomial qatorga asosan |*|<1 bo'lganda
1 =,-3x + 6*2-io*) + ... = f  ̂ ±JL)(_.r)"' ekanligi ко 'rsatilsin.

2
12.210. Binomial qatorga asosan |д) < l bo'lganda 
= + yoyilmasi hosil qilinsin.

VF+? 2 T '2l 2 '3!
12.212. Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo'yicha 

qatorga yoyilsin:
1 )tai±£; 2) ф-Зх+х2); 3)ln(l-x+x2).

l-x
X

12.212. f(x) = e“ funksiyani x-a ning darajalari bo'yicha 
qatorga yoyilsin, qoldiq hadning formulasi yozilsin va 
tekshirilsin.

12.213. f[x)=x‘-3x funksiya x+\ ning darajalari bo'yicha 
qatorga yoyilsin.

12.214. f(x)=xA funksiya x+t ning darajalari bo'yicha qatorga 
yoyilsin.

12.215. /(*)=! funksiyani л-+ 2 ning darajalari bo'yicha
qatorga yoyib, hosil bo'lgan qatorning yaqinlashishi Dalamber 
alomatiga asosan tekshirilsin.

12.216. 1) /(*)= cos ~ funksiya x~  ning darajalari bo'yicha; 2)
/(■*■)= sin Зх funksiya x+ j ning darajalari bo'yicha qatorga
yoyilsin.

12.217. /(x)=Vx funksiyani x+\ ning darajalari bo'yicha 
qatorga yoyib, hosil bo'lgan qatorning yaqinlashishi Dalamber 
alomatiga asosan tekshirilsin.

Funksiyaning qatorga yoyilmasidagi birinchi hadi 
yozilsin:

12.218. y=e'2x 12.219. , = sin̂



12.220. у ^cosr 
12.222. у  =  In(5  + 2л) . 
12.224. ,  = .

12.221. у  = In (l + 5л:).

12.223. .
12.225. 4-х12.225.
12.227. y  = xarclgx .

12.229. * + |п0-*).
V2

Teylor qatorining x=lО nuqtadagi 5 ta hadini toping.

12.230. >'=lr(l+er) 12.231. у=ё"х
12.232. y=cofxl2.233. = -incosx 
12.234. y = (l+xY

Lim itlarn i Teylor qatoriga yoyish yordamida hisoblang.

§12.4 Fur e qatori. Fu r'e  inegrali

1. Ta'rif: Agar [a, b] segmentda /(,) funksiya
1) soni chekli uzilishlarga ega bo'lib, ularning hammasi 1 - 

tur uzilishlar bo'lsa;
2) sonli chekli ekstremumlarga ega bo'lsa;
3) (я, b) oraliqning har bir nuqtasida f (x)= /(*-°)+/(*t£)

bo'lsa, funksiya shu segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunadi 
deyiladi.

2. [-/, I] segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunuvchi /(*) 
funksiya kesmaning har bir nuqtasida quyidagi Fur'e qatori bilan 
aniqlanishi mukin:

12.236. lin

( 1 2 .1 1 )

bunda



л
ап = - \ f{x)<MS^-dx\ *„ = y J/ ( j )s in ^ ^ *  (12.12)

J -/ * -/
Agar /(*)=/(-*), ya'n i /(*) - juft funksiya bo'lsa, u holda

bn = 0 va
/М=-у+|>» coŝ r (12ЛЗ> ̂ и=1 *

Agar /(*)-/(*), ya'ni /(,) - toq funksiya bo'lsa, u holda a„ = 0
va

/(* )= f> „ sm ^  (12.14)
n=l *

Agar [-/, /] segmentda (12.11) qator bilan aniqlangan /(*) 
funksiyani /(/)= /(/~°)+/(/ + °) shartning bajarilishini talab etib, uni

2/ ga teng davr bilan davom etirsak, funksiya o'zining butun 
davomida ham (12.11) qator bilan aniqlanadi.

3. /(*) funksiya (-«,«) oraliqda absolyut integrallanuvchi
(ya'ni yaqinlashadi) bo'lsa va har qanday chekli

segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunsa, u holda bu funksiya 
quyidagi Fur'e integrli bilan ifodaladi:

/ (* )= — ] d a  J/(t)eosa(jc -t)dt - J [a(a)cosaoc + ft(a)sin ax } ia  (12.15)
Я 0 -» 0

bunda
j «5 | ®

a(a)=— f f(t)cosatdt va b(a) = — f f(t)s\natdt (12.16)
*  i  я L

Davri in  bo'lgan quyidagi funksiyalar Fur'e qatorlariga 
yoyilsin:

12.240. о < x < я  bo'lganda f ( x ) =  i va / ( - * ) = - / ( * )  ■ Hosil 
bo'lgan qator yordami bilan i -1+1-1+... = ̂ - ekanligi ko'rsatilsin.

12.241. о<x< л bo'lganda f (x )= x  va /(-*)= /(*). Hosil bo'lgan
1 1 1  7t~qator yordami bilan 1+̂ +̂ Г+̂ Г+ -=у  ekanligi ko'rsatilsin.

12.242. -K<x<n bo'lganda f(x)=x2 . Hosil bo'lgan qator 
yordami bilan

1 1 1 Л1 1 • J .  У
22 + 32 42 + " 12  ̂ 22 32 42 6

ekanligi ko'rsatilsin.
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а
12.243. / М . { ' ' '- ’Г<* <0 b° ' ' ta "da'

\ л - х ,  0 < х < л  bo'lganda.

12.244. / (дг)= 1 ; 0<х<1 bo'lganda, /(-*)=-/(,).
12.245. f(x)=\-x; ойхй1 bo'lganda,/(-*)-/(4 / = ь
12.246. /W = {°, " /<^ °  b° %anda'

[дг, 0 < x < l  bo'lganda.

12.247. Uzunligi I ga teng sterjenda issiqlik tarqalishi
1 du 82u . . . .  , ,

a7 ~dt = a ?  teiW ama bilan, bunda „(*,/) - temperatura va quyidagi
shartlar bilan aniqlanadi:

1) chegaraviy shartlar: * = o va * = / bo'lganda « = o;
2) boshlang'ich shartlar: / = о bo'lganda

x, x < ~̂  bo'lganda,

/-*, x > ~ bo'lganda.

Fur'e metodiga asosan u (x ,t) funksiya aniqlansin.
12.248. Uzunligi /, bir uchi O  = o) biriktirilgan ikkinchi (* = /) 

uchi esa erkin bo'lgan sterjenning bo'ylama tebranishlari

tenglama bilan, bunda u(x,t) - bo'ylama siljishi va

quyidagi shartlar bilan aniqlanadi:
1) chegaraviy shartlar: x = 0 bo'lganda « = 0; * = / bo'lganda

i r ° ;
2) boshlang'ich shartlar: t = о bo'lganda u = f(x\ — = о . «(*,<)

funksiya Fur'e metodi bilan aniqlansin.
12.249. Uzunligi I, ikki uchi birkitilgan sterjenning

ko'ngdalang tebranishlari t̂^7+£ t = 0 tenglama va quyidagi 
shartlar bilan beriladi:

1) chegaraviy shartlar: * = o va x = l bo'lganda u = o va — 7  = 0 .
dx"

2) boshlang'ich shartlar: 1 = 0 bo'lganda „ = /(,) va ^. = 0 . Fur'e
dt

metodi bilan u(x,t) funksiya aniqlansin.
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ja
12.250. va 12.251. m isollarda berilgan funksiyalar uchun 

Fur'e integrali yozilsin.
\ fl, 0< jc < 1 bo'\ganda,

12.250./W= ’ . . ,, J  va /(-*)--/(*)•|0, x>l boXganda.

12.251. /{*)=еЛ bo'lganda /(-,)= /(.*).
Makloren qatorlarini yoyish orqali integrallarni hisoblang.
12.252. j,-** 12.253. j J & i *

o 0 1
12.254. fSSEL* 12.255. fSSE id ,

{ * o '
12.256. Darajali qatorga yoyish orqali lim itni hisoblang.

ln(l + x + дг3)+ ln(l — JC + дс2 lim—1 -̂- '----■->» x[e* -1
x‘ x«

12.257. Faraz qilaylik, /(*)=!+*+— o'rinli bo'lsa,

/(x)/(y)= /(a + v) ekanligini isbotlang.
12.258. >>=(l+x)̂  funksiyani darajali qatorga yoyish va 

(l+x[p{l+x)** =(l+jc)M_l ayniyatdan foydalanib X c ”-c ’-
5=0

keltirib chiqaring.
0, x 6

funksiyani davri r=/rbo'lgan Fur'e12.259 f(x)=
sin 2x, x e

12.1 rasm

12.260. /W=|o+1’ ф з ]"^  davri T=n bo'lgan

Fur'e qatoriga yoying.
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12.261. /(*)=
X y X  G 

П
2’ X  G

0; —
. 2 .

n— \Л 2

funksiyani a) kosinus va b)

sinuslar bo'yicha Fur'e qatoriga yoying.

Takrorlash uchun savollar
l.Sonli qator deyilganda nima tushuniladi?
2.Sonli qator hadlari nima?
3.Qachon Sonli qator yaqinlashuvchi deyiladi?
4.Sonli qator yaqinlashuvining zaruriy sharti nimadan 

iborat?
5.Qanday sonli qator musbat hadli deyiladi?
6.Majoranta qator nima?
7.Qachon sonli qator ishorasi navbatlanuvchi deyiladi? 
8.Sonli qator qachon absolyut yaqinlashuvchi deyiladi?
9.Funksional qator ta'rifi qanday ifodalaniladi?
10.Darajali qator qanday ta'riflaniladi?

Q ATO RLARGA D O IR  N AZO RAT TESTLA R I

1. Sonli qatorlar va ulaming yaqinlashuvi
1. Ushbu ifodalardan qaysi biri sonli qator bo'ladi ?

A) uv иг из........ Un■ • • • . B) mi : м2 : из: • • •: Mn: • • • .
C) M l+ U2+ M3+ • • • + Un+ • ■ • . D) И1+ M2+ ИЗ+ • • • + Un .

E) keltitilgan barcha ifodalar sonli qator bo'ladi .
oo

2. Quyidagilardan qaysi biri £ uk sonli qator uchun xususiy
k = \

yig'indi bo'lmaydi ?
A) u i  B )  mi + м 2

C) Ml + M2+М3 + М3 D) И1 + М2+МЗ+ •■• + Un .
E) keltirilgan barcha ifodalar sonli qator uchun xususiy 

yig'indi bo'ladi.



л
00 1 • /•

3  V ----- sonli qator uchun Sio xususiy yig inclining
'% n (n  + \) 

aiymatini toping.

<  < 0  C>T7 D>' <
4 _ i + |  + l  + l  + ... Sonli qatorning u„ umumiy hadini 

ko'rsating.
AN W + l 04  ̂ 1 ^A )» .- —

™  « C\ n_1 
) M" = n-1

5. Umumiy hadi ua = 1 + - bo'lgan sonli qatorni toping .

a)i+̂+f+4+ B>H+H +-- C>M+H +--
0 ),Л + § - 2 +.... + + .

6. n-xususiy yig'indisi Sn bo'lgan sonli qator qaysi shartda 
yaqinlashuvchi deyiladi ?

A) lim S„ =°o. B) lim Sn = -oo. C) limS„ =C,|C|<co.
n_wvi И—̂CO

D) lim5„=±oo. E) lim S„mavjud emas .
«—>00 «->Cо

7. и-xususiy yig'indisi Sn bo'lgan sonli qator qaysi shartda 
uzoqlashuvchi bo'lmaydi?

A) lim5„=-oo. B) lim S„ =-н».
/7—>00 « —>00

C) limS„=±°o. D) lim S„mavjud emas .
«—>00 «—>00

E) ko'rsatilgan barcha hollarda sonli qator uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

8. n-xususiy yig'indisi Sn bo'lgan yaqinlashuvchi sonli 
qatorning S yig'indisi qanday aniqlanadi ?

A) s = lim ——̂— B) 5 = lim 2̂=i- C) 5 = lim — n—>00 Sn_] П-Ю0 5„ n— П
D) 5=limwS„ E) 5=lim5„
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а  .................... ..............................

9- 1 + j  + + ••• + +... sonli qator yig'indisini toping .
A)2 B)1.5 C)oo D) 1.33 E) 1.
10л_^ + ̂ --^- +....+ (-1)''+l̂ - +......sonli qator yig'indisini

toping.
A)1 B)0 C) 0.8 D) 1.5 E ) l i .

® 1
11- E  n(n + ^ sonli qatorning S yig'indisini toping .

A) S=2 B) 5 = ̂  C) S = \  D) S=1 E) S = - 
2 4 3

12. —  + ̂  + ̂  + ... + -—!—  + ... sonli qator yig'indisini 
1-3 2-4 3-5 n(n + 2) J  °

toping.
A) oo В) л/2 .C) e D) 1.5 E) 0.75
13 Д  + -y + .... + -i- +.... sonli qator qaysi shartda

yaqinlashuvchi bo'ladi ?
A)|e|*0 B)|a| = 1 C)H<1 D) |a|> 1 E)|e|*l

00 oo
14.Agar £uk va yaqinlashuvchi sonli qatorlar bo'lsa, 

k=\ k=\

quyidagi sonli qatorlardan qaysi biri yaqinlashuvchi bo'lmaydi ? 
A) Z(»*+v*)A:=l

B ) I ( « t - v * )
*=1

C )  ( C -  const.) 
k=1

D) E(C + v*) ( С -const.) E) £Cv* (C -const.).*=i *=i
00

15. I h, sonli qator yaqinlashuvchi bo'lishining zaruriy

sharti nimadan iborat ?
A) limипФ0 В) limм„ > 0 C) limM„<0 D) lima =0

Л-»°° W->CO /7—>00 «->00
E) lim un mavjud emas .

n—>00
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т
16. Quyidagilaming qaysi biri uchun sonli qator

aqinlashuvining zaruriy sharti bajarilmaydi ?
■ 4 sin к ^  coŝ r чг'  ̂ t~\\ ^  1A) L  —r~  B) S —— C) Ism -  D) I  cos- 

t==i к к=l к k =! к k=\ к

E) barcha qatorlar uchun qator yaqinlashuvining zaruriy 
sharti bajariladi.

2. Musbat hadli sonli qatorlarning yaqinlashish alomatlari
oo

1. Ta'rifn i to'ldiring: Jjun sonli qator musbat hadli deyiladi,
n=1

agar uning ... .
A) barcha S n  xususiy yig'indilari musbat bo'lsa
B) birinchi hadi musbat bo'lsa
C) ayrim hadlari musbat bo'lsa .
D) barcha hadlari musbat bo'lsa .
E) yig'indisi musbat bo'lsa .
2. Quyidagi qatorlardan qaysi biri musbat hadli bo'ladi ?

A) |  sin* B ) £ S2 * Q S 4  B) £ i taT
i=i к к к=l Ат к=\к к

Е) keltirilgan barcha qatorlar musbat hadli emas .
3. Quyidagi qatorlardan qaysi b iri musbat hadli emas ?

CO 1 1 oo 1 1 oo 1 , , , oo 1 1

A) I-rsin- B) S-cos- С) I- e  B) S-ln- •
к=\к к к=\ к к к=\к к=\к к

Е) keltirilgan barcha qatorlar musbat hadli.
4. Musbat hadli f >„ sonli qator yaqinlashuvchi

/1=1
bo'lishligining zaruriy shartini ko'rsating.

A) lim a n = 0 B) lim a „ = -mo C )  lim a n = 1
« —►00 Л —>00 Я-+СС

D) lim a„ Ф 0 E) lim a„ > 0 .Л-» 00 n—>00 00 oo
5.Taqqoslash alomati shartini ko'rsating : Agar jju„ va 2>„/1=1 Л=100musbat hadli sonli qatorlar hamda yaqinlashuvchi bo'lsa,
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а
unda — shart bajarilganda £>„ sonli qator ham yaqinlashuvchi«=1
bo'ladi.

A) Un~Vn B) Un>Vn C) Un>Vn D) Un<Vn E) u„*vn

6.Limitik taqqoslash alomatida musbat hadli f>„ va f v
И=1 n=| "

sonli qatorlami yaqinlashuvchi ekanligini tekshirish uchun 
quyidagi limitlaming qaysi biridan foydalaniladi ?

A) lin™„v„ B) lim(M„ +v„) Q  цт  Ha.
ft—>°C « —>co л —>ce Vn

D) lim(H„-v„) E) lim(M„±vn)
« —> CO « —>00

7.Limitik taqqoslash alomati shartini to'ldiring: Agar f \uk
*=i

oo
(1) va Xv* (2) musbat hadli sonli qatorlar va ... lim it qiymati

chekli hamda musbat bo'lsa , unda (1) va (2) sonli qatorlar bir 
paytda yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashuvchi bo'ladi.

A) limwnv„ B) lim(w„ + v„) C) limП-KG П-ХЮ vn
D) lim(M„-v„) E) lim(w„±v„) .

« —> CO /7—>CO

00

8. Musbat hadli sonli qatorni Dalamber alomati orqali«=1
tekshirish uchun qaysi limit hisoblanadi ?

A ) lim!/n+l«„. B) lim(wn+, +un).
W—>CC «-> 00

С)Г“  ..L

D) lim E) lim .
П ->00 t/ w «->00

CO

9. Musbat hadli £>„ sonli qatorni Dalamber alomati orqali
«=i

tekshirishda
lim ^ -  = d

Л->оо U n

bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri noto'g'ri ?
A) d< 1 bo'lsa qator yaqinlashuvchi
B) d> 1 bo'lsa qator uzoqlashuvchi
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C)d=1 bo'lsa qator yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashuvchi
D) d=°° bo'lsa qator uzoqlashuvchi
E) barcha tasdiqlar to 'g 'ri.
10. Quyidagi musbat hadli sonli qatorlardan qaysi birining 

y a q in la s h u v in i Dalamber alomati orqali aniqlab bo'ladi ?

А) у _-— В) У —!— С) I; I  D ) f — E )f, П .2-
’ h \  + r ,2 ^1 + 2 n Ь \ п  h r  n=i (1 + w)

11.Umumiy hadi м*=(Зп+1)/2" bo'lgan sonli qator Dalamber 
alomati orqali tekshirilganda d= lim(un+l/u„) qiymati va qator

/7—> CO

yaqinlashuvi haqidagi tasdiq qaysi javobda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) 1 va qator uzoqlashuvchi
B) d=0 vaqator yaqinlashuvchi.
C) d=0.5 va qator yaqinlashuvchi
D) d=oo va qator uzoqlashuvchi.
E) d=l vaqator yaqinlashuvchi.
12.Musbat hadli f>„ sonli qatorni Koshi alomati orqali

Я=1

tekshirish uchun qaysi lim it hisoblanadi ?
A) lim Ju~„ B) lim C) lim ?]u„u„+l

n —>00 n —>00 n —>CO

D) lim »p±L. E) lim J —

13.Musbat hadli sonli qatorni Koshi alomati orqali
/7=1

tekshirishda
lim = A

rt->cc

bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri noto'g'ri ?
A) k< 1 bo'lsa qator yaqinlashuvchi
B) fc>l bo'lsa qator uzoqlashuvchi
C) k= 1 bo'lsa qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham 

bo'lishi mumkin.
D) k=°° bo'lsa qator uzoqlashuvchi
E) barcha tasdiqlar to 'g 'ri.
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14. Quyidagi qatorlardan qaysi birining yaqinlashuvini 
Koshi alomati yordamida aniqlab bo'ladi ?

15.Umumiy hadi Mn=[(2n+l)/«]"bo'lgan sonli qator Koshi 
alomati yordamida tekshirilganda к = lim lim it qiymati va
qator yaqinlashuvi haqidagi tasdiq qaysi javobda to'g'ri 
ko'rsatilgan ?

A) k=0 va qator yaqinlashuvchi
B) k=1 va qator uzoqlashuvchi.
C) k=2 va qator uzoqlashuvchi

D) к =0.5 va qator yaqinlashuvchi.
E) к =oo va qator uzoqlashuvchi.

16. Umumiy hadi nn=[(2n+3)/(4n+5)]"bo'lgan sonli qator 
Koshi alomati yordamida tekshirilganda к = lim lim it qiymati
va qator yaqinlashuvi haqidagi tasdiq qaysi javobda to'g'ri 
ko'rsatilgan ?

A) k=0 va qator yaqinlashuvchi
B) k= 1 va qator uzoqlashuvchi
C) k=2 va qator uzoqlashuvchi
D) к =0.5 va qator yaqinlashuvchi.
E) к =oo va qator uzoqlashuvchi.

3. Ishorasi navbatlanuvchi va o'zgaruvchi sonli qatorlar
17. Qaysi shartda 2>„ sonli qator ishorasi navbatlanuvchi

bo'ladi ?
А) ш+ Un*i<0 (n=l,2,3, —) B) Un— Мя+кО (и=1,2,3, —)
С) Un- M„*i>0 (и=1,2,3, —) D) Un- ш+1<0 («=1,2,3, —)
E) to'g'ri javob keltirilmagan

j
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18. Quyidagi qatorlarning qaysi biri ishorasi navbatlanuvchi 
bo'ladi ?

A) ! ( —!)* sin * B) 2 (-l)‘ cos* 
k = 1 k=l

c )  ° )  £ ( - i ) * ‘g * .*=i *-i
E) keltirilgan barcha qatorlar ishorasi navbatlanuvchidir .

00
19.Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi 2>„ son'i

Л=1

qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning hadlariga quyidagi 
shartlardan qaysi biri qo'yiladi ?

A) limM„=0 B) lim Ha±l. = d <\ Q  lim ф ^  = к < 1.
и—КО ц —>00 и п Л-> 00

D) lim м„ *  О Е) Нт(мя -  мл+1) = О
Я-»00 л—>00

20.Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi 
£(-1)"м„ (u„ > 0,и = 1,2,3,...) sonli qator yaqinlashuvchi bo'lishi
П = 1
uchun uning hadlariga quyidagi shartlardan qaysi biri qo'yiladi ? 

A) u.n+i>un B) un+î un C) Un+\<Un

D) Un+i<Un E) ип+\Фип

21. Agar Leybnits alomatiga asosan ishorasi navbatlanuvchi
oo
2(-1)"_1m„ sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, uning yig'indisi S
n=]
uchun quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli bo'ladi ?

A) S=m B) S>ui C) S>m D) S<ui E) S*ui
22.Quyidagi ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorlardan qaysi 

biri yaqinlashuvchi emas ?
(-1 )" mA) В) I

я=1 n.3

С) 1(-1)лсо5- D) f  (-l)*eini
n=l П n=\ M
E) keltirilgan barcha qatorlar yaqinlashuvchi.

23.Quyidagilardan qaysi biri ishorasi o'zgaruvchi qator 
bo'lmaydi ?
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( й

\ \  у  (-0 R \ v  smn п V  1 ■ 1 £  1л > и) Z —з“  <-) I-Sin- D) £-cosп
«=1 л1п п=1 п п=\П п п=\п

Е) keltirilgan barcha qatorlar ishorasi o'zgaruvchi bo'ladi
24. Qaysi shartda ishorasi o'zgaruvchi f>„ sonli qator

П- 1

yaqinlashuvchi bo'lmaydi
A) Agar lim limit mavjud va chekli bo'lsa .

B) Agar biror no natural sonda £U|t qator yaqinlashuvchi
k = n0

bo'lsa
C) Agar biror no natural sonda £ |U|t| qator yaqinlashuvchi

k=n„

bo'lsa .
D) Agar X K  | qator yaqinlashuvchi bo'lsa .*=i
E) Keltirilgan barcha shartlarda qator yaqinlashuvchi bo'ladi
25. Qaysi holda ishorasi o'zgaruvchi f \un sonli qator

n=1

absolut yaqinlashuvchi bo'lmasligi mumkin ?
А) 1ип|ы„| = 0 B) lim *>i+i -d < 1 C) lim С  = к < 1

D) lim(|и,I +1«21+ |мз| + ‘ + lMJ )  < 00 •П-> 00
E) ko'rsatilgan barcha hollarda sonli qator absolut 

yaqinlashuvchi bo'ladi.
26. Quyidagi qatorlardan qaysi biri absolut yaqinlashuvchi 

bo'ladi ?
м  у  (—1) г>\ у  sin n p. y (- l) j-чч ® „ 1A > 2-lfT  L —j-  4  L —j=- D) £ (- l)” cos-»=1 Vn и-l И n-l Vw n=I n
E) keltirilgan barcha qatorlar absolut yaqinlashuvchi bo'ladi
27. Quyidagi qatorlardan qaysi biri absolut yaqinlashuvchi 

emas ?

A) |  cos* в) £ “ £  C) D ) Z ^ .
n=l n n=\ n n=\ riyln „=1 П
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Е) keltirilgan barcha qatorlar absolut yaqinlashuvchi bo'ladi
CO

28. Agar ishorasi o'zgaruvchi sonli qator absolut
/1=1

yaqinlashuvchi bo'lsa, unda quyidagi tasdiqlardan qaysi biri 
o'rinli emas ?

A) Ixtiyoriy С o'zgarmas son uchun X G/„ sonli qator
/7 = 1

absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.
oo

B) Ixtiyoriy o'zgarmas m natural son uchun 2>„ sonli qator
n=m

absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.
C) f>„ sonli qatorga !>„ yig'indini qo'shsak, absolut

/1=1 n=1
yaqinlashuvchi sonli qator hosil bo'ladi.

D) f>„ sonli qator hadlarining o'rnini ixtiyoriy tarzda 
/1=1

o'zgartirsak, absolut yaqinlashuvchi sonli qator hosil bo'ladi.
E) keltirilgan barcha tasdiqlar o'rinli bo'ladi.
29. Ishorasi o'zgaruvchi f>„ (1) sonli qator bo'yicha musbat

/1=1

hadli (2) qator tuzilgan. Qachon (1) qator shartli
Л=1

yaqinlashuvchi deb ataladi ?
A) Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo'lsa .
B) Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo'lsa .
C)Agar (1) qator yaqinlashuvchi, (2) qator esa 

uzoqlashuvchi bo'lsa.
D) Agar (1) va (2) qatorlarning ikkalasi ham yaqinlashuvchi 

bo'lsa.
E) Agar (1) va (2) qatorlarning birortasi yaqinlashuvchi 

bo'lsa.
30. Quyidagi qatorlar orasidan shartli yaqinlshuvchi qatorni 

ko'rsating.
A ) S < i  C > № 1 .

n=\ n y l n  л=1 2 /1=1 3
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n=\ n n=\ tin
00

31. Shartli yaqinlashuvchi sonli qator uchun Riman

teoremasida quyidagi tasdiqlardan qaysi biri ifodalanmaydi?
A)qator hadlarining o'mini almashtirsak qator yig'indisi 

o'zgaradi.
B)qator hadlarining o'rnini almashtirish orqali uning 

yig'indisini ixtiyoriy songa tenglashtirish mumkin .
C) qator hadlarining o'rnini almashtirish orqali uni 

uzoqlashuvchi qatorga aylantirish mumkin .
D) qator hadlarini o'zgarmas С soniga ko'paytirsak, uning 

yig'indisi ham С marta o'zgaradi.
E)keltirilgan barcha tasdiqlar Riman teoremasida 

ifodalanadi.
4. Funksional qatorlar

1. Quyidagi ifodalardan qaysi biri funksional qator 
bo'lmaydi ?

A) u0(x)+ul(x)+u2(x)+---+un(x)+■■■ .
B) u0(x)+u2(x)+m4(x)+• • -+u2n(x) + • • • .
C) u0(x)+u3(x)+u6(x)+--+u3n(x) .
D) uk(x )+uk+l(x )+uk+2(x) +• ■■+uk+n(x) +• • • .
E) keltirilgan barcha ifodalar funksional qatorni ifodalaydi.

2. Quyidagilardan qaysi biri funksional qator emas ?
. .  ”  cos2 nx *  sin2 nx r  у  cosnx+s'm nx

n=o(n + l)2 n=o(n + I)2 n=0 (И + I)2

D) S  cos m  + s’2n nx E) barcha qatorlar funksional
л=0 (tt +1)

qatordir.
. 003. Qaysi hollarda ]■>„(>) funksional qator x=xo nuqtada

n=о
yaqinlashuvchi bo'ladi ?
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Jt
I. musbat hadli i>„(x0) sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa .

n—0
II. ishorasi o'zgaruvchi Z.u„(x 0) sonli qator absolut

n=0
y a q in la s h u v c h i bo'lsa

00
III. ishorasi o'zgaruvchi I> „(xo) sonli qator shartli

/1=0
yaqinlashuvchi bo'lsa

A) I va II hollarda В) I va III hollarda
C) II va III hollarda D) I, II va III hollarda
E) faqat I holda
4. Quyidagi xo nuqtalardan qaysi birida X 2"+V  funksional

/1=1

qator yaqinlashuvchi bo'ladi ?
A) xo=-l B) *o=^ Q*o=^  D)xo=l E) x0 =
5. Funksional qatorning yaqinlashish sohasida uning 

qoldig'i rn(x) qaysi shartni qanoatlantiradi ?
A) limrn(x)>0. B) limr„(jc)<0 . C) limr„(x) = 0 .

« —>00 /7— >00 n — >00

D) lim rn(x )Ф 0 . E) limrn(x)=±oo .
/I—> oo « — >00

• Ic00 sin x
6 . Z  -5—  funksional qatorning yaqinlashish sohasini 

k=ok +1
toping.

A) (-oo, 00). B) m<x<7i(n+1),«=0,1,2,-.
C) /1=0̂ 142,-••. D) лг^  ̂+ яи,и = 0,±1,±2, -- .

E) х ф ^ п,n = 0,±1,±2,--- .
00 it

7. I  cosx funksional qatorning yaqinlashish sohasini 
*=o(fc + l)

aniqlang.
A) (-00, 00). В) ли<лг<я(«+1),«=0,1,2,-".
С) х^лп,п—0,±1,+2,---. D) х *^  + яи,и = 0,±1,±2,-" . Е)дг>0
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8. Y.x funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.
A) (- 00, 00) В) (0, oo) C) (-2, 2) D) (-oo, 0) E ) ( - l , i )

oo
9. £2 x funksional qatorning yaqinlashish sohasini 

k=0
toping.

A) (-oo, oo) B) (0, oo) 
C) (-2, 2) D) (-oo, 0) E) (-1/2,1/2)

°0 ,
10. £cos x funksional qatorning хе [л/6, я/2] bo'lgandagi 

yig'indisini toping.

A) г 4 г -  В) 11-sinx 1 + sinx
C) D) - 1—  E) - L

1 - COSX 1 + COSJC COS X
0°

11. £(-l) cos x funksional qatorning [тт/6, я/2] kesmadagi

yig'indisini toping
A) — ’—  B) - 11 - sm x 1+ sinx
C) — D) — —  E) 1

1 -  COSX 1 + COSX COS X
ОС

12. Y.x" funksional qatorning yaqinlashish sohasidagi yi-
n = 0

g'indisini aniqlang.
A )- !-  B) x'* l ~x C) —  D) —  E ) —

1+x x-l l-x l-x '  1+xoo
13. Ex" funksional qatorning yaqinlashish sohasidagi

n = \

yig'indisini aniqlang.
A ) B) C) —  D) —  E) —

1+x X  — 1 l-x l-x 1 + x
oo

14. "Zi-lYx" funksional qatorning yaqinlashish sohasidagi
n=0

yig'indisini aniqlang.
A ) - L  B) x"+'~ x C ) —  D) —  E ) —1+x X  - 1 l-x l-x 1+x
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15. £(-1)"+1*'' funksional qatorning yaqinlashish sohasidagi

Л = 1
yig'indisini aniqlang.

A) _L B) £l--Z£ C) —  D) —  E) —
; 1+x x -1  1 -x  '  1 -x  1+x

16.Weyershtrass alomatida funksional qator biror \a,b] 
k e sm a d a  tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning un(x) («=0,1,2, 
3,...) hadlariga qanday shart qo'yiladi?

А) \un(x)\<Cn В) limun{x)<cn
X - H l

С) \un(x)\=Cn D) \u,t(x)\>Cn E) limu„(x)<cn
x—>b

5. Darajali qatorlar

1. Quyidagilardan qaysi biri darajali qator emas ?
A) t a kxk В) l a kxlk C) Zakx2k+' D) fa * * * ’

*=0 *=0 k=0 k=0
E) keltirilgan qatorlarning barchasi darajali qator bo'ladi.

2. Quyidagilardan qaysi biri darajali qator bo'ladi ?
2k m  r \  .V* m  V-*A) 2>*x2* . B) 2>*x*/2 . C) £ „*** • D) Za,t=0 *=0 *=0 *=0

E) keltirilgan qatorlarning barchasi darajali qator bo'ladi .
xk3. £ j- darajali qator qaysi xo nuqtada yaqinlashuvchi ?

A) xo=2 . В) xo=l . C) xa= -2 . D) xo= -1 .
E) ko'rsatilgan barcha nuqtalarda qator yaqinlashuvchi.

oo4. £x darajali qatorning yaqinlashish sohasidagi 
k=0

yig'indisini toping.

A) j -  B) -L С) -Ц - D) -Ц- E) x2
1+x "'1 -x  ' 1-x2

— 005. £x2i darajali qatorning yaqinlashish sohasidagiAr=l
yig'indisini toping.

A) ~  B )- L  С) -Ц- D) - Ц  E)
x2

1+x 7 1-X ' 1-x2 1 + X2 1-X2



# 1

6. Agar R  soni £ akxk darajali qatorning yaqinlashish
k=0

radiusi bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) 0<x<R sohada qator yaqinlashuvchi.
B) -R<x<0 sohada qator yaqinlashuvchi.
C) -R<x<R sohada qator yaqinlashuvchi.
D) I x I >R sohada qator uzoqlashuvchi.
E) keltirilgan barcha tasdiqlar o 'rin li.

o° ,
7. Agar R  soni Y.akx darajali qatorning yaqinlashish radiusi

k=0
bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri har doim ham o'rinli 
emas ?

A) x>R sohada qator uzoqlashuvchi.
B) x<-R sohada qator uzoqlashuvchi.
C) I x I >R sohada qator uzoqlashuvchi.
D) x=±R nuqtalarda qator uzoqlashuvchi .
E) keltirilgan barcha tasdiqlar doimo o'rinli bo'ladi.

cc ,
8. Y.akx darajali qatorning yaqinlashish radiusi R  uchun

*=o
Dalamber formulasini ko'rsatin D  *

A) R= lim\an\ B) R = lim a n C) R= lim a n+\
n —>oo n ->oo a n+\ /;—>oo an

D) R = lim '^ \  E) R =
lim Vki

I9. Y.akx darajali qatorning yaqinlashish radiusi R  uchun*=o
Koshi formulasini ko'rsating . 

A) R = lim |an I
n —>oo

D) R = Hm

A) R= Нт|а/г| B) R= lim a n C) R ~ lim a n + \

П —> CO n— >00 a n+l П-* oo a n

E) R :
lim V k l

10. * darajali qatorning R  yaqinlashish radiusini
k = 0

toping
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А) R=3 В) R=2 С) R=1 D) R=0
Е) to'g'ri javob keltirilmagan .

11. £3'*** darajali qatorning R yaqinlashish radiusini
A = 0

toping •
A) R=3 В) R=2 C) R=l/3 D) R=l/2 E) R=0 

00 jĉ12. Z --- darajali qatorning R yaqinlashish radiusini
*=o£ + l

toping
A) R=3 B) R=2 C) R=1 D) R=0
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

0013. Z —  darajali qatorning R yaqinlashish radiusini toping 
t=o «!
A) R=3 B) R=2 C) R=1 D) R=0 E) R=~

14. darajali qator yig'indisi qaysi [я,Ь] kesmada 
*=o

uzluksiz funksiya bo'ladi?
А) [я,6] =[0Д/3] B) [a,b] =[-1/3, 0]
C) [a,b] =[-1/3,1/3] D) [я,6]с(-1/3,1/3)
E) [a,6] =>(-1/3,1/3) .
15. Agar Y.a„x" darajali qatorning yaqinlashish radiusi R

/7=0

bo'lsa, £a„(jr- с)" darajali qatorning yaqinlashish oralig'i qanday
n=0

topiladi?
A) (R-c, R+c) B) (c-R, c+R) C) (-R-c, R+c)
D) (-R-c, R-c) E) (R-c, c-R)

oo (y — 2Лп16. Z ----— darajali qatorning yaqinlashish oralig'inii
n=o2"(n + l)

toping.
A) (-2, 2) B) (0, 4) C) (-4, 0) D) (0, 2) E) (-4, 4).



6. Teylor va Makloren qatorlari

\.y=f(x) funksiyaning Teylor qatori qayerda to'g'ri 
ifodalangan ?

A ) /(0) + m (, - e) + m (, . e)a + ... + ̂ 0 ) (x_ e). +... .

B) /00 + - a) + ̂ p - (x -a )2 +■■■+ ^ (x - a)" +■■■ .

C ) /(a ) + Z M x + Z !M ,2 +... + / ! % 0 , - - .1! 2! /i!
D) /(fl) + ̂ p (x - fl) + ̂ |^ (^-a)2 +... + Л ^1 (х-а)" +....
e) m + m x+№ x* +...+f w xn+...

1! 2! «!
2. Agar R„(x) berilgan/(дг) funksiya Teylor qatorining qoldiq 

hadi bo'lsa, bu qatorning yig'indisi (a,b) oraliqda f(x) funksiyaga 
teng bo'lishi uchun qaysi shart zarur va yetarli ?

A) (a,b) oraliqda R„(x) yuqoridan chegaralangan .
Б) (a,b) oraliqda R„(x) quyidan chegaralangan .
C) (a,b) oraliqda lim^„(x) = 0 .П—>00
D) (a,b) oraliqda R„(x) monoton o'suvchi.
E) (a,b) oraliqda R„(x) monoton kamayuvchi.

3. Berilgan f{x) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor 
qatorining Ru(x)

qoldiq hadi Lagranj ko'rinishida qanday ifodalanadi ?

A) Лл(лс) = 1 — ^ (л - Х о Г '.с е ^ ) .(и + 1)!

B )  Rn (x )  =  J- -  ° ; (С- Х 0Г +1,С € (Х 0,Х) .(и + 1)!
/■(n+lVc1 i

C) Rn(x) = J  ^  (х - с Г \ с е (х й,х) .(и +1)!

D) Rn(x) = Lf ^  xn+\ce(xQ,x) .
(n +1)!
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(я + 1)!
4 . B e r i lg a n /(x) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor 

qatorin ing  y ig in d is i (a,b) oraliqda shu funksiyaning o'ziga teng 
bo 'lish i uchun qanday shart yetarli bo'ladi ?

A) (a,b) oraliqda biror chekli M soni uchun I f(x) I <M .
B) (a,b) oraliqda biror chekli M soni uchun I f(x) I >M .
C) (a,b) oraliqda biror chekli M soni va barcha n=0,1,2, ••• 

uchun l/M(x)l<M
D) (a,b) oraliqda biror chekli M soni va barcha «=0,1,2, ••• 

uchun l/<">(x)l>M.
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
5. Berilgan /(x) funksiyaning Makloren qatori qayerda 

to'g'ri ko'rsatilgan ?
A )/«»+m (x - a )+m (x - e)1+...+f ^ m (x.  a), +....

B )  H a )  + - a) + ^ ( *  -  a)2 + -  + -  a )" + -  .

c  ) / ( e ) + m i + m x* + .. .+ z ^ , . + . . . .

D)/ (в)+Л Е )х + Л 2^х2+... + Л г^ я-+... .
1! 2! л!

E )/(o)+m x+m , 2 +...+z !!!w ,- +... .
1! 2! л!

6./(x)= sinx funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasini 
ko'rsating.

A) i_ x + * i- £ l + ...+ (_i)-fEl + - •2! 3! и!



7•/(*)= cosx funksiyaning Makloren qatorini ko'rsating.
A) i - ^  + ^ l _ i l + ... + (_ir i l  + ... .

2! 3! л!
X3 x5 x2n+iB) X + —  +  —  + ••• + ----------+  •••' 3! 5! (2n + l)!

r-\ i Jf2 x4 *2"C) 1 н i---1— i---- 1— •.
9 2! 4! (2л)!

x3 X5 (-l)"x2n+1D) * ---+-----+— ----- + •••
3! 5! (2и + 1)!

_  . x2 x* (- l)nx2nE )  1----+ -------+ i—г-----+ ...
2! 4! (2л)!

8.f(x)= ex funksiyaning Makloren qatorini toping.
А ) 1+x+x2 +---+хл н—  .
R\ , X x2 X"О) 1+-+-+•■. +--+... .1 2 n

. x2 x3 x"1 + X + — + --+••• + ---+... .
2! 3! л!

X3 X5 (~ l)nx2n+lD) x---+-----+-—----- + •••
' 3! 5! (2и + 1)!

, x2 л:4 (~ l)nx2nE) 1---+-----+ — --- + •••2! 4! (2 л)!
9./(x)= erx funksiyaning Makloren qatorini toping.
A ) i _ x + £ i_ * i  + ... + (_ i) .£ l + ... .

2! 3! v '  л!
R\ . X x2 xnD) I+-+--+•••+--+ -.. .

1 2  n
p\ , x2 x3 x"t-) 1 + ДГ +-+--+ ••• +--+•••.

2! 3! л!
оч д:3 л:5 (-1)"x2',+1D) x-- +-----+ — -̂--- + ...

3! 5! (2« +1)!
, x2 л:4 (- l)"x2nE) 1---+-----+— --- + •••2! 4! (2л)!

10. Quyidagi darajali qatorlardan qaysi biri (-1,1) oraliqda 
f(x)=1/(1—x) funksiyaning Makloren qatorini ifodalaydi ?

A ) 1+x+x2 +•■•+*" +••• .
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X3 X5 (-1 )V " +1
D) *~17 +---- + — ---~  + '3! 5! (2 л +1)!

2! 4! (2л)!
11.Quyidagi darajali qatorlardan qaysi biri (-1,1) oraliqda 

f(x)=l/(l+x) funksiyaning Makloren qatori bo'ladi ?
A ) l+x+x1 +x3 +---+xn +■■■ .

r x1 хЪ X"B) ,_£ + fL _ fL  + ... + (_i)»fL + ... .
1 2  3 n

r2 r3 r"C)l + X + — +— + .
'  2! 3! n!

D )l-x + x2-x3+- + (-l),V + -

 ̂ * 3! 5! 7! (2л+ 1)!
12. (-1,1) oraliqda /(x)=ln(l+x) funksiyaning Makloren 

qatorini toping.
A )  1 + X  + X^ + • • • 4* X  •+■ • • • .

B )  i - £  + —  —  + (- 1)"  — + •••.
1 2  n

p\ x 2 x3 x"*~;l + x +— + — + ••• + — + ••• •
2! 3! n\

3 5 ‘ / 1 \n v2n+l
x x (~1) XD )x---+----•••h----------1—  .

' 3! 5! (2л+ 1)!
2 v3 (_ \̂n + l xn

E ),- £ l + £ i_... + fc«
2 3 n

13./(x)=arctgx funksiyaning Makloren qatori qayerda 
ifodalangan ?

A) l+x+x2+•••+xи+••• .
B) i_£  + f i _ . .

1 2  n
O i . x2 x3 x"V J1  + X + —  + —  + •■• + —  + ••• • 

2! 3! n\
D ) r  , (- \ )nx2" +]

3 5 2n + l



а
ГЛ х2 х3 (-1)"+,х"h )x---+---- + -—---- + ••• .

2 3____  п
14. /(х) = л/х + 4 funksiya Makloren qatorining 3-hadini 

toping.
A) i i  B) - ii C) — D) - ii E) i l

6 64 24 32 2!
15./(x)=(l+x)a funksiya uchun binomial qatorning 

yaqinlashish oralig'ini ko'rsating.
A) (0,1) B) (-1,1) C) (-1, 0) D) (— , oo) E) (-a, a)

16. f ( x )  = eix funksiya uchun Makloren qatorida x3 daraja 
oldidagi koeffitsent qiymati nimaga teng ?

A) 3 . B) 3.5 . C) 4 . D) 4.5 . E) 5 .

7. Darajali qatorlarning ayrim tatbiqlari

1. Darajali qator yordamida quyidagi masalalardan qaysi 
birini yechib bo'lmaydi ?

A) ildizlarning taqribiy qiymatini hisoblash .
B) funksiyaning taqribiy qiymatini hisoblash .
C) noelementar boshlang'ich funksiyani topish .
D) funksiyaning davriyligini aniqlash .
E) keltirilgan barcha masalalar darajali qator 

yordamida yechiladi.
2. Щ  ildiz taqribiy qiymatini tegishli binomial qatorning 

dastlabki uchta hadini olish orqali toping .
A) —  . В) —  . С) 2”  . D) —  . E) —  .

312 '211 ' 183 ' 288 ’ 1.15
3. Ml ildiz taqribiy qiymatini tegishli binomial qatorning 

dastlabki uchta hadini qo'shish orqali toping .
A) В) —  . C) —  . D) —  . E) —  -

312 ‘ 288 203 277 135

4. sinl taqribiy qiymatini t/=siru: funksiya uchun Makloren 
qatorining dastlabki uchta hadini olish orqali toping.

A) 11/12 . B) 101/120 . C) 111/121 . D) 110/121 .
E) 107/120.
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ш
5. cosl taqribiy qiymatini y=cosx funksiya uchun Makloren 

torining dastlabki uchta hadini olish orqali toping.
A) 1/2 ■ B) 11/21 . C) 13/24 . D) 9/20 . E) 17/35 .
6. e sonining taqribiy qiymatini y=e* funksiya uchun 

M ak lo ren  qatorining dastlabki to'rtta hadini olish orqali toping.
A) 8/3 . B) 11/4 . C) 14/5 . D) 17/7 . E) 25/9 .
7. n/4=arctgltenglik va y=arctgx funksiya uchun Makloren 

qatorining dastlabki uchta hadini olish orqali n sonini taqribiy 
qiymatini toping.

A) 52/15 . B) 55/17 . C) 257/75 .
D) 334/105 . E) 397/120 .
8. lim Y~ln*1 + Ŷ qiymatini darajali qator yordamida

x->0 C O S J t - 1

hisoblang.
A) 0 . В) 1 . С) -1 . D) -  . E) 1/3 .
9 . lim £~arctgx qiymatini darajali qator yordamida 

*-*0 x sinx
hisoblang.

A) 0 . B) 1/2 . C) -1/2 . D )  oo . E) 1/3 .

10. lim sin x ~arct— qiymatini darajali qator yordamida 
*->0 * ( 1 - c o s j c )

hisoblang.
A) 0 . B) 1/3 . C) -1/3 . D )  oo . E) 1/2 .
11.Ushbu elementar bo'lmagan F(jc) = J-— dt boshlang'ich

о 1
funksiyani darajali qator ko'rinishida ifodalang .

00 у^ 00 i- 1 X^A) H x) = I  • B) F(x) = I  (-1)*+1*=i (2Л:)! t-1 2k(2k)\

Q  F(x) = I  (-l)*+l . D) F(x) = I  (-1)*+1
k=l (2k)\ k=l 2k+ \ 

2k
E) F (X) = £ (2k +(2 *)!
12. \--- dt integralni darajali qator ko'rinishida ifodalang.о t



1 ех - 1
13. J------ dx integral qiymatini sonli qator ko'rinishdaо x 

ifodalang.
0° 1 00 , 1 00 1

A ) z 4 .  B) !(- !)* {. Q I- L - .
k=ik *=l « k=\ к ■ k\

oo . 1 00 1

D) Z (- l) т—г;- E) 1 1 .
i= l л • k\ k=\ k\

 ̂sin X14.\—— dx aniq integralning taqribiy qiymatini integral
о

ostidagi funksiya uchun Makloren qatorining dastlabki uchta 
hadini olish orqali toping.

A)1493/1500. B)1579/1600. C) 1671/1700.
D)1703/1800. E) 1837/1900.
15. |1п(л +1} dx aniq integralning taqribiy qiymatini integral

о x
ostidagi funksiya uchun Makloren qatorining dastlabki uchta 
hadini olish orqali toping.

A)21/26 . B)31/36 . C) 41/46 . D)51/56 . E) 61/66

8. Furye qatorlari
1. Trigonometrik qator qayerda to'g'ri ifodalangan?
A) — + Z \ak cos(k + x) + bks'm(k + л)] .

2  *-=i

B ) ^ +Z x xak cos — + bk sin — 
к к

Q  + Z  [ak cos(* -k) + bk sin(x - &)] .
2  *=i

a  oo
D ) — + Y \ ak cosAx + 6a. sin Алг] .2 *=i

E) — + z[ai cos** + ̂ tsin*x] .2 *=i
71

2. | sin /их cos nxdx = 0 tenglik m va n butun sonlarning qaysi
—л

qiymatlarida o'rinli bo'lmaydi?
A) m > n . В ) m < n  . С ) m = n  . D ) т Ф п .



_  л
Е) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinli bo'ladi.

П
3 Jcosmxcos/mir = 0 tenglik m va n butun sonlarning qaysi

- Я

qiymatlarida o'rinli bo'lmaydi?
A ) m >n . В) m <n  . С ) m = n . D) тФ п  .
E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinli bo'ladi.

П
4 |sin mxsin nxdx = 0  tenglik m va n butun sonlarning qaysi

—It
qiymatlarida o'rinli bo'lmaydi?

A ) m > n  . В) m < n  . C ) m = n . D) тФ п  .
E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinli bo'ladi.
5 .Davri 2n bo'lgan/(x) funksiyaning Furye qatoridagi ozod 

had до qaysi formula bilan aniqlanadi?
A ) a0 = — \f(x)dx. B ) a0 = — \ f{x )sm x d x . C ) a0 = — \ f{x )cosxdx .

Л-п *- * * -ж

D) «о = ~ \ f 2(x)dx. E) a0 = - \\f{x)\ix.
Я —Я  Я - П

6.f(x)=x+\, -n<x<n, funksiyaning Furye qatorining ozod 
hadi яо qaysi formula bilan hisoblanadi?

A ) a0 = — \(\ + x)2dx. B ) an = — J(1+ x)sinдг̂ x̂■.
*- K  . Я  -n
1 ПC) a0 =— J(l + x)cosxatc.
Я  -Tt

D) ao =— \{\ + x)dx. E) a0 =— ||(1 + дг)|Л.
^  - л  П _ п

7.f(x)=x-1, -п<х<п, funksiyaning Furye qatoridagi ozod had 
яо qiymati nimaga teng?

А ) 2тт. B ) -271. C ) 2 . D) -2 . E) 0 .
8 . Davri 2n bo'lgan f(x) funksiya Furye qatorining coskx 

oldidagi ak koeffitsient qaysi formula bilan aniqlanadi?
A ) a k =— J/(x)cos*xdx .

л-„
B )a^ = — f f(x )co s(x  +  k)xdx . 

х - я

C ) ak =— | f(x )coskxdx .
* -я
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4&L
1 *D ) ak =  — \f(xcoskx)dx .
Л -Я

E) ak =— \ f(x )cosx kdx .
Я -TC

9 .f(x )= x + l, -n < x < n ,  funksiya Furye qatorining coskx
oldidagi ak koeffitsient qaysi formula bilan hisoblanadi?

1 71 1 n 
A )  ak =— /(1 + cos^xdx . В ) a k =— J ( l  + x)*cos;«&

л ~* я -к
1  ̂ 1 Я

Q  ak = -  |(l + x)cos^Kfe . D ) ak = -  J ( l + ;c)cosxkdx;
Л -K "
I ̂
Я .

E ) ak =— j|l + x\coskxdx .
^  - Л

10. f(x)=x+l, -n<x<n, funksiya Furye qatorining cos kx 
oldidagi ak (feO) koeffitsienti qiymati nimaga teng?

A ) a* 4  B ) a * = ^  C ) a k = t ^ ~  D ) ak = H )*  E )  ak =0.
11. Davri 2n bo'lgan f(x) funksiy Furye qatorining sin/cx

oldidagi bk koeffitsient qaysi formula bilan aniqlanadi?
1  ̂ 1 ^

•A)6/. -  j/ (.* )s in * xdx B ) 6  ̂ = — \f(xs\nkx)dx

1 1 ЯС) bk =— \\f(x)smkx\flx D) bk =— \f(x)smkxdx
л -* л -п

E ) bk = -  J|/(jc)|sinfcc£&
п  -K

12. f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye qatorining sin kx 
oldidagi bk koeffitsient qaysi formula bilan hisoblanadi?

A) bk = — J(l + jr)sin*x£tc
*-я

B)bk = — J(1 + x )k sinxdx
Я  - Я  

1 ЛC) bk=— \(\ + x)s\nkxdx
71-я

D) bk =— J(l + .r)sin.x*&
71 -n
1 *E) bk =— ||1 + xlsinAxiic
я



1%
13. f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye qatorining sinkx 

ldidagi bk (k*0) koeffitsienti qiymati nimaga teng?
A) bk =0

(-1Г  
к

(-1)*
В )bk -

C )h k-

D)b*=f(-1)*+’

E) h  =^ (_1)*
14. Dirixle teoremasining tasdig'ini ko'rsating: Agar f(x) davri 

2n va [—7t,7t] kesmada bo'lakli - monoton hamda chegaralangan 
funksiya bo'lsa, uning Furye qatori barcha x nuqtalarda 
yaqinlashuvchi va uning yig'indisini ifodalovchi S(x) funksiya ... .

I. barcha x nuqtalarda f(x) qiymatga ega bo'ladi.
II. f(x) funksiya uzluksiz bo'lgan xo nuqtada f(xo) qiymatga ega 

bo'ladi.
III./(x) funksiya uzlukli bo'lgan xa nuqtada [Дхо-0)+ f(xo+0)]/2 

qiymatga ega.
A) I . В) I I . С) I I I . D) II va I I I .
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
15. Dirixle teoremasida/(x) funksiya uchun quyidagi shartlardan 

qaysi biri talab etilmaydi?
A) f(x) funksiya 2n davrli .
B) f(x) funksiya differensiallanuvchi.
C) f(x) funksiya [-л,я] kesmada bo'lakli - monoton .
D) f(x) funksiya [-n,n] kesmada chegaralangan .
E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
16. 271 davrli toq f(x) funksiyaning Furye qatori qanday

ko'rinishda bo'ladi?
00

A ) / (jc) = (cosих -sinих) .
П = 1

B) /(x) = ̂ - + f>„cosnx •
2 n=\

С )/ (* )  = —  + £6n(cosrtx + sinnx) .
2 „=l

D) /(x) = X6„sinnx .
«=1

E) to'g'ri javob keltirilmagan .



Insondagi eng asl qobiliyatlardan biri- 
matematik fikrlay olishidir 

Bernard Shou
X III- B O B . IK K I O 'L C H O V L I, U C H  O 'L C H O V L I V A  

E G R I C H IZ IQ L I IN T E G R A L L A R
§ 13.1. Ikki o'lchovli integrallar va ularni hisoblash 
§ 13.2. Massasi tekis taqsimlangan yuzaning (zichligi M = \ 

bo'lganda) og'irlik markazi va inertsiya momentlari 
§ 13.3. Uch o'lchovli integral va uning tadbiqi 
§ 13.4. Birinchi tur egri chiziqli integrallar 
§13.5. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 
§ 13.6. Grin formulasi. Sirt bo'yicha olingan integrallar. 

Ostrogradskiy va Stoks formulalari

§ 13.1. Ik k i o 'lch o vli in tegrallar va u larn i h isoblash

xOy tekislikda I yopiq chiziq bilan chegaralangan D soha va 
unda uzluksiz z = f(x,y)  funksiya bilan aniqlangan sirt berilgan 
bo'lsin.

D sohani ixtiyoriy chiziqlar bilan n ta:
a s ,,a s 2,...,a s „

bo'laklarga (13. 1-shakl) bo'lamiz.

13.1-shakl
Ularning yuzalarini mos ravishda (belgilashni

o'zgartirmasdan) as„a5 2....as , deb belgilaymiz. Har bir bo'lakchada
ixtiyoriy (xoh bo'lakchaning ichida , xoh chegarada bo'lsin) n ta
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р р ^nuqtalarni tanlaymiz. Tanlangan nuqtalarning har birida 
fu n k s iy a n in g  f ( P t\ f (P 2\ ~ J ( P .) qiymatlarini hisoblaymiz va f {P , )  &s, 

Ico 'r in ish id a g i ko'paytmalardan yig'indi tuzamiz:
V, = f(P ,)bS , + /(/>,)•Д5, + ... + /(pJ-AS,, =£/(/>,)• AS, (13.1)

1=1

Bu yig'indi D  sohada f{x,y) funksiya uchun integral yig'indi 
d e y ila d i.

Agar D sohada f(x,y)>о bo'lsa, u holda f(P,)-bS, ko'paytmani 
geometrik ma'noda asosi Д5, , balandligi /(/>) bo'lgan kichik
silindrchaning hajmi deb qarash mumkin.

yig'indi, elementar (kichik) silindrchalar hajmlari 
yig'indisidan iborat bo'lib, yuqoridan tenglamasi z = f(x,y) ( 
f (x ,y )> 0) bo'lgan sirtning qismi, pastdan z = o tekislikdagi D soha 
va yasovchisi Oz o'qqa parallel, yo'naltiruvchisi D-sohaning 
chegarasi I chiziqdan iborat bo'lgan silindrik sirt bilan 
chegaralangan jismning (12.2 -shakl) hajmidan iborat bo'ladi.

z

у

13.2 -shakl
Ta'rif (1). Integral yig'indining п-к» da, as, bo'lakchaning 

eng katta diametri nolga intilgandagi limitiga (agar bu limit 
mavjud bo'lsa) D sohada f(x ,y ) funksiyadan olingan ikki o'lchovli 
integral deyiladi va

JJ/(P>tfyoki \\/{x,y)dxdy
(D )  (D )

ko'rinishida belgilanadi, ya'ni
V=  lim T  f(p ,)-Д5, = \\f(x,y)dxdy (13 .2) 

tr li)
Bu yerda D-integrallash sohasi deyiladi.



а
Ikki o'lchovli (1) integralni hisoblash masalasini qaraymiz.
D soha y = f[x )  va у = / г{х) , x = a va x = b chiziqlar bilan 

chegaralangan egri chiziqli trapetsiya bo'lsin (13.3-shakl).

13.3-shakl

Bunda f\ {x) va f 2{x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz 
bo'lib, f t{x)< f 2(x) , a <b deb qabul qilamiz. D soha 
shundayki,uning ichki nuqtalaridan o'tadigan va koordinata 
o'qlaridan biriga, masalan Oy o'qiga parallel har qanday to'g'ri 
chiziq, uning chegarasini va M2 nuqtalarda kesib o'tadi. 
Bunday soha Oy o'qi yo'nalishida to'g'ri soha deyiladi. [Ox o'qi 
bo'yicha to'g'ri soha ham xuddi shunday aniqlanadi].

f {x ,y ) funksiya D sohada uzluksiz bo'lsin.
Ikki karrali integral deb ataluvchi

b(h W >
J D = \ \ f(x ,y )d y

Л/.М >
ifodani qaraymiz. Bu integralni hisoblash uchun avvalo x ni 
o'zgarmas miqdor deb qarab, ichki integral hisoblanadi. Natija x 
ga bog'liq bo'lgan uzluksiz funksiya bo'ladi,

f i U )

ф (х ) =  \ f { x , y ) d y  
/i(̂ )

Bu funksiyani [a, b] kesmada x o'zgaruvchi bo'yicha 
integrallasak,

j d =f<l>(x)dx

Natija qandaydir o'zgarmas son bo'ladi.

dx
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m
Xususiy holda to'g'ri soha to'g'ri to'rtburchak ko'rinishida 

bo'lishi ham mumkin. Bu holda D  soha x = a,x = b ,y = c ,y  = d to'g'ri 
chiziqlar bilan chegaralangan bo'ladi (13.4-shakl). Ham Ox, ham 
0y 0 'qlar yo'nalishida to'g'ri bo'lgan soha qisqacha to'g'ri soha, 
yoki standart soha deb ataladi.

у

ИИ
0 a b

13.4-shakl
Biz yuqorida, 2-shaklda ifodalangan jismning hajmini ikki 

o'lchovli
V = j ]  f (x ,y )d x d y  (13.3)

D

integral yordamida hisoblagan edik. Endi shu hajmni 
parallel kesimlar yuzalari yordamida hisoblaymiz.

Qaralayotgan jismni x = const(a < x < b) tekislik bilan kesamiz. 
Kesimda hosil bo'lgan £(*) yuzani hisoblaymiz (13.5-shakl). Bu 
z = f (x ,y )  (x = const) , z - 0 , у = f\{x) , y = f 2{x) chiziqlar bilan 
chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasidir.

Bu yuza
h (л)

s(*)=  J f(x,y)dy (13.4)

Injtegral bilan ifodalanadi. Parallel kesimlar yuzalarini
bilgan holda jismning hajmini oson hisoblash mumkin.

ь
V = j  S(x)dx

a
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/ /  - 7
a x  b

13.5- shakl

yoki S(x) yuza uchun (6) ifodani qo'ysak,
ь ( ш  \

= J J f (x ,y )d y  dx
«V/iM j

(13.5)

formulani hosil qilamiz (13.3) va (13.5) formulalarda chap 
tomonlar teng, demak, ulaming o'ng tomonlari ham teng bo'ladi.

dx (13.6)
. ( a m

v = If /(*. y)dxdy = J J  f(x , y)dy
D «V/iW j

Tekis figuralaming yuzi S ham ikki o'lchovli integral 
ko'rinishida berilishi mumkin. Bunda f{x ,y )= l deb olinadi.

S = ffdxdy (13.7)
D

Bu yerda integrallash sohasi to'g'ri soha bo'lsa, u holda:
4 ( / :(* ) 4

5 = j  \Ax,y)dy <fc = J [ / i ( x ) - /1(jc)Jix (13.8)
a V/iW у о

Ikki o'lchovli integralni hisoblashda o'zgaruvchilami 
almashtirish ba'zan qulaylik beradi.

Faraz qilaylik,

v = v(x,j-) J

Funksiyalar berilgan, bu funksiya xOy tekislikning biror D 
sohasida aniqlangan, uzluksiz xususiy hosilaga ega.

x = x(m,v)1 

y = y(u,v)j

(13.9)

(13.10)



bo'lsin, u holda D sohaning har bir u(x,y) nuqtasiga biror 
q iy m a t  aniqlovchi (u ,v ) sonlar jufti mos keladi, ya'ni quyidagi
f o r m u la  o'rinli bo'ladi

||  f(x ,y )d x d y  = || / [a - (u ,  v ) , ^ ( u ,  v )Jj(u, v )\iudv (13.11)

yoki
№  ,y)dxdy = | |  F (  u, \Jj\dudv (13.12)

Bu yerda J  determinant x(u,\) va y(u>v) funksiyalaming 
funksional determinanti yoki yakobian deb yuritilib, uning 
qiymati

dx dxI J = % | (13Л1)
du dv

determinant bilan hisoblanadi.
Formula D soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integralni 

hisoblashni Д  soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integralni 
hisoblashga olib kelishga imkon beradi.

Xususiy holda qutb koordinatalar sistemasida (13.10)- 
formula quyidagi ko'rinishiga ega bo'ladi.

x = pcosc)]. (13.12)
у = psmcpJ

Bu almashtirishda yakobian quyidagicha hisoblanadi
J  (p, q>\ = — - —  = cospcostp + p  sin ip sin <p = p(cos2<p + sin2 <p)= p

dp dtp dtp dp
U vaqtda (12.11) formula quyidagi ko'rinishni oladi.

| |  f(x ,y )dxd y  = J |  f ( p  cos tp,p sin tp)pdpd<p (13.13)
D O,

Agar D soha qutb burchaklari <p, va <p2(<p, <<?2)bo'lgan nurlar 
va p = pi(<p) p  = p 2{<p ) (a  <Pi ) egri chiziqlar bilan chegaralangan 
bo'lsa, bu sohaga mos keluvchi qutb koordinatalari

A {<f>,<<p<(p2\ p X<p ) ^ p ^ Pi{<p))
sohada o'zgaradi va (13.13) formula quyidagi ko'rinishni

oladi
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rt
<P2 Pifa)

\\f{x,y)dxdy = J dip f / ( p  cos <p,p sin tp)dypdp
D v, />,(*>)

Ikk i o'lchovli integrallami hisoblang
JJ f(x,y)dxdy  integralning integrallanish chegralari
(i)

aniqlansin. Agarda integrallanish sohasi S : y 2 - x 2 =l giperbola va 
x  = 2 va x = -2 ikkita to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan soha.

13.2. \\xydxdy, (0  ̂л: < 1,0 < у <, l)
D

13.3 . |jext,dxdy, (0 < x < 1,0 < у < 2)
D

13.4. JJsin(x + v)dxdy, |o < x < л, 0 < у < 1 j

13.5 x = 0, y = 3 to'g'ri chiziqlar va y  = x 2 parabola bilan 
chegaralangan D sohaning yuzini toping.

13.6. x = 1, дг = 2, y = 0 to'g'ri chiziqlar y  = e x egri chiziq bilan 
chegaralangan D sohaning yuzasi hisoblansin.

Ikk i karrali integrallami hisoblang
1 yfx r-
C С X  I vx13.7 j dx J — dy b) fdxfxydy ikki karrali integrallami hisoblang.
О х * У  0

1 -Jx
13.8. jd x j  xydy ikki karrali integrallami hisoblang.

0 jr:

13.9. jd x j  xydy 13.10. )ch\(x + y)dy 13.11 .\dy\e’-d y
2 1 3 0 0 0

0 *72

13.12. { dy J  cos(x + y)dy
к !  2 0

+y )dxdy ikki o'lchovli integral hisoblansin. Bu yerda D
D

soha uchburchak bo'lib, quyidagi to'g'ri chiziqlar bilan 
chegaralangan.

13.13. x = 0, y  = 0, x + y  = 3 13.14. x = a, j; = 0, y  = x 

13.15. jjxdydx integralni xy = 6, x + y - 7 = 0 chiziqlar bilan
D

chegaralangan D  sohada hisoblang.
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ly i).
13.16. J jxy2dxdy integral x2+ y2 = 4, x + y -2 = 0 chiziqlar

p n  D

bilan chegaralangan £> sohada hisoblang.
1 3 .1 7 . f f x2ydxdy integral xy= l, >>-* = 0 va * = 2 chiziqlar bilan

D

chegaralangan D sohada hisoblang
13.18. J  = \dy] 2У‘ 2 dx ikki karrali integralni hisoblang.

0 0 X + У
2 я  1+sin.v

13.19. jdy  j  -dx ikki karrali integral hisoblansin.
о 0 ^

2 yJl-Ax'
13.20. \dx \(x+y)dy ikki karrali integral hisoblansin.

0 0

Karrali integralda integrallash tartibi o'zgartirilsin

13.21. jd y ff(x ,y )d x  13.22.jdyjzdx
2 ,• I 4v

Ikki o'lchovli integralda integrallanish chegralari 
aniqlansin

13.23. j j f ( x ,  y]dxdy D soha x2+ y2 = 4x, x2+ y2 = 8лг aylanalar va
D

y=x, y=2x to'g'ri chiziqlar bilan chegralangan
13.24. j j f { x ,  y)dxdy  D soha x = i y = jf, y  = о to'g'ri chiziqlar bilan

D

chegralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
13.25. Markazi koordinata boshida va radiusi p bo'lgan 

doiraning yuzasi topilsin.
13.26 z = o, y +z = 2 tekisliklar va y  = x2 silindr bilan 

chegaralangan jismning hajmi topilsin.
13.27 x = l, y  = о to'g'ri chiziqlar va y  = x3 parabola bilan 

chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
13.28. x = 0, x = 2, y  = 0 to'g'ri chiziqlar va y = egri chiziq 

bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
13.29. * = 0, y  = l, y  = 3 to'g'ri chiziqlar va v=ex egri chiziq 

bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
13.30. y  = l, y  = - x  to'g'ri chiziqlar va x2+ y2=-2y aylanalar 

bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
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ii
13.31. У г =  JC+2 parabola va x = 2 to'g'ri chiziq bilan 

chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
13.32. y = x, y  = 5x va x = l to'g'ri chiziqlar bilan 

chegaralangan sohaning yuzasi topilsin.
13.33. y  = 4x, y  = i4x  parabolalar va x = 4 to'g'ri chiziqlar va 

bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
13.34 j ^ i - ( x 2 + y2)dxdy ikki o'lchovli integralda o'zgaruvchi

D

almashtirilsin. Bu yerda D soha x2 + y 2 = 1 aylana bilan 
chegaralangan.

13.35. JJ Ji - —5- - ̂ -jdxdy ikki o'lchovli integral qutb
D ' a  *

koordinatalar sistemasida hisoblansin. D soha i-+zl = 1 ellips
a b2 r

bilan chegralangan.
13.36. - r̂dxdy ikki o'lchovli integral hisoblansin. D

D * a  °

soha: ^т+̂ г = | va ^ т +̂ г = | chiziqlar bilan chegralangan.

Quyidagi integrallar qutb koordinatalar sistemasiga 
o'xshash yo 'li bilan hisoblansin

13.37. j ' J  Jc '- x 'y 'd x d y  13.38. J  ̂  /
0 0 0 0

13.39. y  = 0, y  = x to'g'ri chiziqlar va x2+y2=2x aylana 
bilan chegaralangan D sohaning yuzasi hisoblansin.

13.40. Pastdan va yon tomondan koordinata tekisliklari va 
* + .y-3 = 0 tekislik bilan yuqiridan z = 4x2+2y2+l elliptik 
paraboloidning mos qismi bilan chegaralangan jismning hajmini 
hisoblang.

13.41. x = f r +^r elliptik paraboloidning x = k(k>o) tekislik
bilan kesilgan qismining hajmini toping.

2 2 2

13.42. = i ellipsoidning hajmini toping.



13 43. х=о, у = о, z = о, х = у, у  = 4 tekisliklar va z = x2+y2 +1 

araboloid bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.
13.44. * = o, ;y = o, z = o va -+^+- = i tekisliklar bilan

chegaralangan jismning hajmi topilsin.
13.45. * = o, y = 0, z = 0 va 2*+3j/-l2 = 0 tekisliklar bilan 

chegaralangan jismning hajmi topilsin.
13.46. x2 +y2-az = o paraboloid, (x2 +y2f  = a2(x2-/) silindr va 

z = о tekislik bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.
13.47. z = o, jc+y = l, x+y +z = з va 2дг+ 3^-12 = о tekisliklar bilan 

chegaralangan jismning hajmi topilsin.
13.48. x2+y 2 = R2 silindr bilan kesilgan x2 + y 2 + z2 = a2 sfera

sirtining yuzasi topilsin.
13.49. z2=x2+y2 konusning x2+ y2=2x silindr bilan 

kesilganda hosil bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.
13.50. x2 + y 2 = Rx silindr bilan x2+y2 + z2 = R2 sfera kesilganda 

hosil bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.
13.51. x2+y2=a2 , y 2 + z2 = a 2 silindrlarning umumiy qismi 

bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.
13.52. 2 z = x2+y2 paraboloidning x2+y 2 = i silindr bilan 

kesilgan qismining yuzasi topilsin.
13.53. Bir jinsli doiraning radiusi R gat eng bo'lsa, uning 

urinmaga nisbatan statik momentini toping.
13.54. Radiusi R ga teng bo'lgan doira markaziga va 

diametriga nisbatan inertsiya momenti topilsin. (Doira xOy 

tekisligida bo'lib, ц = \ bo'lsin).
13.55. +_y2 =a2 doira ustki yarmi og'irlik markazining 

koordinatalari aniqlansin.
13.56. ~+ yL = i ellipsning a) Oy o'qiga nisbatan, b)

a b
koordinata boshiga nisbatan inertsiya momentlari topilsin.



§ 13.2. M assasi tekis taqsim langan yuzaning (z ich lig i 
f‘ bo 'lganda) o g 'irlik  m arkazi va inertsiya m om entlari

Massasi tekis taqsimlangan S yuzaning og'irlik markazi 
koordinatalari:

_ J J xdxdy v Wydxdy m i I .
*' s ' y‘ ~ S (13-14)

S yuzaning inertsiya momentlari:
/, = j\y2dxdy, Ir = jjx2dxdy, I0=jfr2dxdy (13.15)

( S )  ( S )  (5 )

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan yuzaning og'irlik 
markazi topilsin:

13.57. у = 0 va у = sinx sinusoidaning bitta yarim to'lqini.
13.58. y = x2, x = 4, у - о
13.59. y1 - ax va у = x .
13.60. x2 +уг =a2 va y = 0.

2 2 2

13.61. x3 +y3 =a3 astroida va Ox o'q bilan chegaralangan 
yuzaning og'irlik markazi.

Quyidagilaming og'irlik markazlari aniqlansin :
13.62. /  = ax, x = a, y = o lar bilan chegaralangan parabola

yarim segmentining ( у > о bo'lganda).
_2 2

13.63. Ox o'q bilan kesilgan —+̂ - = 1 yarim ellisning.

13.64. y = a+—, y = 2x va x = о chiziqlar bilan chegaralangan
yuzning Oy o'qqa nisbatan inertsiya momenti aniqlansin.

13.65. Uchlari A (l;l), B(2;l), C(3;3) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchak yuzining Ox o'qqa nisbatan inertsiya momenti 
aniqlansin.

§ 13.3. Uch o 'lch o vli in tegral va un ing  tadbiq i

Agar (V) soha a<x<b, y,(x)5ySy2(x)i гХх„у)<г<гг{х,,у) 
tengsizliklar bilan aniqlangan bo'lsa, u holda

m .......-...._ ..._ ..........................- ........ ................._



b «l(*oO
\\\Fby. z)dxdydz=jdx j  dy |  F[x,y,z)dz

O') riW  »i(*..v)

F[x,y,z)= \ bo'lganda V ning hajmi hosil bo'ladi. Hajmi V ga 
teng bo'lgan bir jinsli jismning og'irlik markazi koordinatalari 
q u y id a g i formulalar bilan topiladi:

= — Iff xdxdydz , yc = — fff ydxdydz va hokazo.
V (к) V И

13.66. az = x2+y2, 2az = a2-x2-y2 sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi aniqlansin.

13.67. x2+y2-z2= o, x2+y2+z2=a2 sirtlar bilan chegaralangan 
jismning konus ichidagi qismining hajmi aniqlansin.

13.68. x2+y2-z2= 0 konus sirti x2+y2+z2=2az shaming hajmini 
3:1 nisbatda bo'lishi ko'rsatilsin.

13.69. Yoqlari x + y+z = a, x = o, y = 0, z = о tekisliklar bilan 
tashkil etilgan piramidaning har bir nuqtasidagi zichlik shu 
applikatasi z ga teng. Piramidaning massasi aniqlansin.

Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning 
og'irlik markazi aniqlansin:

13.70.x  + y + z-a, jc = 0,  ̂= 0, z = 0 13.71. az = a2 -x2-y2, z = 0
Quyidagi uch o'lchovli integralni hisoblang.
13.72. fdxfdyjdz 13.73. jdxjdyj(x + у + z)dz

13.74. jdxjdyjxyzdz 13.75. jdx fdyfx>y 3zdz 13.76.

\dx jdy j

0 0 0 

■1 In (z - x - y ) dz
о (х-е\х + у - ё )

§ 13.4. B irin ch i tur egri ch iz iq li in tegrallar

xOy tekislikning biror D sohasida tenglamasi y=<p(x) (a<x<b) 

bo'lgan L silliq chiziq to'laligicha joylashgan (yotgan) bo'lsin. 
f(x,y) funksiya shu L chiziqdagi A B  yoyining har bir nuqtasida 
aniqlangan va uzluksiz bo'lsin.

A B  yoyni a = a„, A „ a 2....a, = b nuqtalar yordamida
uzunliklari д/,,д/.,,...,д/„ bo'lgan n ta ixtiyoriy bo'laklarga bo'lamiz.
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Bu bo'laklaming har birida ixtiyoriy ravishda 
.з'Д M 2 fe , у2 \-M„ (x„, y„) (m, {x, ,>>, )s A/„i=Гй) nuqtalarni tanlab 

olamiz. Tanlab olingan nuqtalaming har birida f(x,y) 
funksiyaning qiymatlarini hisoblab

f(x„y,)A l, + f(x 2,y2)-M2 +... + f(x , ,>■„)■ Д/, = X  /(*,> y,) • A ! i (13.16)
i=l 7

yig'indini tuzamiz. Hosil bo'lgan bu yig'indi L chiziqning AB 
yoyida f{x ,y )  funksiyaning integral yig'indisi deyiladi. Bu yerda 
shuni ta'kidlash kerakki, har qanday berilgan /(дг, v) funksiya va 
A B  yoy uchun bu yoyni har xil ko'rinishda n ta bo'lakka bo'lib, 
ularda bittadan M, eAl, nuqtalarni tanlab olish mumkin. Bu yerda 
shuni ta'kidlash kerakki, har qanday berilgan f(x ,y )  funksiya va 
A B  yoy uchun bu yoyni har xil ko'rinishda n ta bo'lakka bo'lib, 
ularda bittadan м, ед/, nuqtalarni tanlab olish mumkin.

Natijada (13.16) ko'rinishdagi to'g'ri integral yig'indilami 
tuza olamiz. n ni cheksiz orttirib,

rnaxA/ —>0 (*)
n-*K  '  '

bo'lganda (13.16) integral yig'indining lim itini (agar mavjud 
bo'lsa) hisoblash mumkin.

Ta'rif: ( j  snartiar asosida (13.16) ko'rinishdagi integral 
yig'indilaming lim iti mavjud bo'lib, u yagona bo'lsa, bu limit



............................................................... .......... ..........  J g >

/(х,у) funkiyadan A B  yoy bo'yicha olingan I tur egri chiziqli 
integral deyiladi va

\f(x,y)dl= lim Y / ( w , )  4  (1 3 .1 7 )
J  imx M, —>0лв —-

ko'rinishda yoziladi. Bu yerda dl -yoy differensiali deyiladi 
va dl = -Jidxf +(dyf formula yordamida hisoblanadi.

I tur egri chiziqli integralni hisoblashda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin.

1. Agar L chiziqdagi AB yoyning tenglamasi y = <p(x) (a<x<b) 
ko'rinishda bo'lsa, u holda (13.17) I tur egri chiziqli integral

|  f(x,y)dt = J  /[дг; <p(x)\Jl + [«»(x)]2 dx (1 3 .1 8 )
AB AB

formula yordamida hisoblanadi.
2. Agar L chiziqning tenglamasi x = i//(y) (c<y<d) ko'rinishda 

bo'lsa, u holda (13.17) integral
J  f{x,y)il = J  f [4/(y), y \ JW (y )Y  + [dy (1 3 .1 8 0
AB AB

formula yordamida hisoblanadi.
3.Agar L egri chiziq parametrik ko'rinishdagi 

x = <p(t\ y = iy(t) (r, <t<t2) tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda 
(13.17) egri chiziqli integral

|  f ( x ,y ) J l  = \f\<p(i\v{t )]\I[<p ( ' )]2 + W (t)P  dt (1 3 .1 9 )
AB <,

formula yordamida hisoblanadi.
4. Agar L egri chiziq fazoda x = x(t\ y = y{t) va z = z(<) (t,<t<t2) 

tenglama bilan berilgan bo'lsa, u holda (13.17) integral
J f(x,y)dl = ] f[x(t\y(t\z(t)y[x'(tff +[y'(<)]2 +И<)Г«dt (13.20)
AB r,

formula yordamida hisoblang.
13.77. \(x-y)dl egri chiziqli integralni L-to'g'ri chiziqning

L

A(0;0) va B(4;3) nuqtalari orasidagi kesmada hisoblang.
13.78. Ддг2+.г)й egri chiziqli integralni to'g'ri chiziqning

L

A(a;a) va B(b;b) nuqtalari orasidagi kesmada hisoblang (b > a).
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ill
1 3 . 7 9 egri chiziqli integralni * = lnу  funksiyaning y = \ Va

L

у = 2 nuqtalari orasidagi yoyda hisoblang.
13.80. A (2; 2) va B(2; 0) nuqtalar berilgan. 1) OA  to'g'ri 

chiziq; 2) >' = y  parabolaning 04 yoyi; 3) OBA siniq chiziq
bo'yicha \{x+y)dx hisoblansin.

(c)

Quyidagi egri chiziqli integrallami hisoblang.
13.81. J-3 -, bu yerda L: >> = ̂ * - 2  to'g'ri chiziqning nuqtalari

L X  У  ^

/4(0; -2) va B(4; 0) orasidagi kesma.
13.82. |дгу&, bu yerda L: uchlari A(0; 0), B(4; 0), C(4; 2) va

L

D(0; 2) bo'lgan to'rtburchak.
13.83. J ydl, bu yerda L: y2 =2px parabolaning A(0; 0) va

L

B(2p;2p) nuqtalari orasidagi L yoyni hisobalng.
13.84. J(r  +y2)fds, bu yerda L: x = acos/, у = a sin/ aylana.

L
2 2

13.85. \xyds, bu yerda L: -++- = 1 ellipsning choragi.£ a b

§13.5. Ik k in ch i tur egri ch iz iq li in tegrallar

p(x,y) va Q(x,y) funksiyalar y  = <p(x) (a< x< b ) tenglama orqali 
ifodalangan L egri chiziqning A B  yoyi nuqtalarida aniqlangan va 
uzluksiz bo'lsin. A B  yoyni a = a0,a,,ai ,..„A'_„a, = b  nuqtalar
yordamida ixtiyoriy ravishda uzunliklari д/,,д/2..д/„ bo'lgan
bo'laklarga bo'lamiz.

Bu bo'laklarda M,(x,;y,) (' = In) nuqtalarni ixtiyoriy tanlab
+ Q[x,>y,)- Ду,] n

i-l

ko'rinishdagi yig'indini hosil qilamiz. Bu yig'indi P(x,y) va 
Q(x,y) funksiyalar uchun koordinatalar bo'yicha integral yig'indi 
deyilib, unda Дх„Ду, miqdorlar д/, yoy bo'lakchasining mos
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ra v ish d a  Ox va Oy o'qlaridagi proyeksiyalarini (akslarini) 
bildiradi.

Ta'rif: (**) integral yig'indining max Ax, ->o va max Ay, -> о 
bo'lganda lim iti mavjud bo'lsa va u M fo y , )  (/= u ) nuqtalarning 
tanlab olinishiga bog'liq bo'lmasa, u holda bu limit 
P(x,y)dx+Q(x,y)dy ifodadan A B  yoy yo'nalishi bo'yicha olingan II tur 
(yoki koordinatalar bo'yicha) egri chiziqli integral deyiladi va

J  P(x ,y )dx  + Q (x ,y)dy
AB

ko'rinishda yoziladi.
Ta'rif ga asosan

|P(x,y)dx + Q(x,y)dy = Jim  ХИх,;>>()-Дх( + Q(xi;y,)-Ду,] (13.21)
AB max Дг-*0 /=1

max Д> -»0

formula II tur egri chiziqli integralni hisoblash formulasi 
bo'ladi.

II tur egri chiziqli integralni hisoblashda quyidagi hollar 
bo'lishi mumkin.

1. AB yoy y  = <p(x) (a < x <b) tenglama bilan berilgan bo'lsa, 
u holda II tur egri chiziqli integral

| P{x,y)dx  + Q(x,y)dy = | {P[x, q>{x)]+ Q[x, (p{x)]p'(x))lx (13.22)
AB a

formula bo'yicha hisoblanadi.
V. Agar x = ч/(у) (c< y< d ) bo'lsa, u holda

d
\p(x,y)dx + Q(x,y)dy = \ {P [^ {y\y ] v \ y )+Q W {y\y1ifiy (1 3 .2 2 ;)
L с

formula bo'yicha hisoblanadi.
2. Agar L egri chiziq parametrik ko'rinishdagi 

x = y = i//{t) (/, tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda
II tur egri chiziqli integral

J p(x,y)dx + Q(x,y)dy = J \p[<p(t\4/(t)\ <p'(t)+ (13.23)
£ I,

formula bo'yicha hisoblanadi.
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3. Agar L  egri chiziq fazoda x = *(/), y  = y(t\ 2 = z(t) (t,<t ^^  
formulalar bilan berilgan bo'lsa, u holda II tur egri chiziqli 
integral

j  P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
L

I,
= J  Ж ' Ы ' Ы ' ) ] - 4 ' ) + е М 4 Л ' Ы 0 ] - У М + Ф ( ' Ы ' Ы 0 ] -'i

(13.24)
formula bo'yicha hisoblanadi.
13.86. fxdy egri chiziqli integral ^+ f = i to 'g 'ri chiziqning

absissalar o'qi bilan kesishgan nuqtasidan ordinatalar o'qi bilan 
kesishgan nuqtasigacha bo'lgan kesmada hisoblansin.

13.87. jxydx+(y-x)dy egri chiziqli integral
L

1) y  = x, 2) y = x2, 3) y = x3,
4) y2 = x egri chiziqlarning Л(0;0), S(l;l) nuqtalar orasidagi 

burchagida hisoblansin.
13.88. y=x2, dy=2xdx, (K*< i, (13.22) formulaga ko'ra

1 1 
\xydy + (y-x)dy = \\x ■ x2 +(x2 - x)-2x\lx = j (x 3 + 2x3 - 2x2}ix =

2 - 2 =_!_ 
4 3 “ 12

= j  3x}dx - j  2x2dx = 3 •
0  0  4

13.89. У - x 3, dy = 3x2dx, 0<дс<1
foydalansak, u holda

fxydy + (y  -  x )dy = +(x3 - x ) l , x 2\lx = j ( x 4 +3x5 -3 x 3)dx =

(13.22) formuladan

1 1+ 3 — -3 —
6 4

= 1
5 2 4 ~ 20

13.90. y 2=x, dx=2ydy, 0<^<i, (13.220 formulaga asosan
| xydy + {y-  x)dy = f\y2-y2y + {y - y 2)}ly = 2j y Ady +J ydy - J y 2dy =



13.91. Tenglamalari * = cosЧ  ^ sin 3» bo'lgan astroidaning 
j(- io ) va s(0;l) nuqtalar orasidagi yoyida \^ Jldx-\^dy  egri

chiziqli integral hisoblansin.
13.92. j  xdy egri chiziqli integral ^+ j = 1 to'g'ri chiziq va

L

k o o rd in a ta  o'qlarining kesishidan hosil bo'lgan uchburchakning 
k o n tu r id a  hisoblansin (yo'nalish soat strelkasi yo'nalishiga 
qarama-qarshi olinsin). Javob: 3

13.93. jV - y ^ v  egri chiziqli integral y = x2 parabolaning (0;
L

0) va (2; 4) nuqtalari orasida joylashgan yoyda hisoblansin. J:

13.94. fydx+xdy egri chiziqli integral x = Rcost, y = Rsint
L

tenglamalar bilan berilgan aylananing *, = 0 va t2 = ̂  qiymatlarga

mos keluvchi nuqtalari orasidagi bo'lagida hisoblansin. J: 0
13.95. Parametrik tenglamalari x = Rcost, y  = Rsint, z=j^

bo'lgan vint chizig'i z = o va z = a tekisliklar bilan kesishgan 
nuqtalari orasidagi yoyda J yzdx + zxdy + xydz egri chiziqli integral

L

hisoblansin. J: 0
13.96. J 2y sin 2xdx - cos 2xdy egri chiziqli integral ixtiyoriy

AB

chiziqning Â . 2 \ va nuqtalari orasida hisoblansin. J: -0.5

13.97. у  = хг va y  = 9 chiziqlar bilan chegaralangan figuraning 
konturida (chegarasida) §2x (y - i)+ x 2dy  egri chiziqli integral

С

hisoblansin. J: 0
13.98. Grin formulasidan foydalanib §(y+xfdx+x2dy egri

С

chiziqli integral uchlari
0(0; 0), A(a; a) va B(0; a) nuqtalarda joylashgan OAB

uchburchakning perimetrida (konturida) hisoblansin. J:



ig L .............................................. ................................. _ ................. .

§ 13.6. G rin  form ulasi. S irt bo 'yicha o lingan integrallar 
O strogradskiy va Stoks form ulalari

1. Egri chiziqli integralning mexanik ma'nosi f(Pdx+edy
AB

ko'rinishidagi integral, birlik massaning f (p -,q -r ) kuch hosil qilgan 
maydonda a b  yoy bo'ylab harakat qilishidagi ishini aniqlaydi.

2. To'liq differensial bo'lgan hoi. Agar biror (V) sohada 
Pdx + Qdy + Rdz = du bo'lsa, U holda | (Pdx + Qdy + Rdz) = uB -uA bo'ladi,

AB

ya'n i u u(x,y,z) funksiyaning В va A  nuqtalardagi qiymatlarining 
ayirmasiga teng bo'lib, (V) sohada olingan integrallash yo'li AB 
ga bog'liq emas.

l (Pdx +Qdy )=//,(!?■-1т ) * *
Pdx+Qdy funksiyadan (C) yopiq kontur bo'yicha (soat 

strelkasiga qarshi yo'nalishda) olingan egri chiziqli integralni shu 
kontur bilan almashtiradi.

3. Grin formulasi
$ (Pdx + Q d y )= \ \ [% L - ¥ .y dy

(S)

Pdx+Qdy funksiyadan (C) yopiq kontur bo'yicha (soat 
strelkasiga qarshi yo'nalishda) olingan egri chiziqli integralni shu 
kontur bilan chegaralangan (S) soha bo'yicha olingan ikki 
o'lchovli integralga almashtiradi.

4. (C) kontur bilan chegralangan yuz:
s = -r {{xdy -ydx).

2 <C)

5. Ostrogratskiy formulasi quyidagicha yoziladi:
ff(Pcosa + gcos/9 + /?cos y)ds = fff[ —  + ̂ .  + — \dxdydz , 
ts) (I) {S x  dy d z )

bunda a ,p  va у - yopiq S sirt tashqi norm alin ing
burchaklaridan, V  esa shu sirt bilan chegaralangan hajmdan
iboratdir. Birinchi integralni ±Jj

(*,)-
p K +q^ +r sf

dx dy dz
dx8l  ko'rinishda

dz
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1j(Pdx + Qdy+Rtb)=\\
(C ) (s)

(Is

"  mumkin, bunda f(jc,v,z)=o - sirtning tenglamasi, S: esa S 
ning ; = 0 tekislikdagi proyeksiyasidir.

6. Stoks formulasi quyidagicha yoziladi:
COS O’ COS f t  COS/

d o c  
dx dy d:
P Q R

bunda p va у-s sirtga o'tkazilgan normal burchaklaridan 
iborat bo'lib, u sirtning shunday tomoniga yo'naltirilganki, undan 
С konturni aylanish soat strelkasining yurishiga qarshi ko'rinadi.

13.99. A ( 2; 2) va B( 2; 0) nuqtalar berilgan. 1) О A to'g'ri
chiziq; 2) у = у  parabolaning OA yo y i; 3) OB A  siniq chiziq 

bo'yicha \{x+y)dx hisoblansin.
(C)

13.100. A (4; 2) va B(2; 0) nuqtalar berilgan. 1) OA to'g'ri 
chiziq; 2) OB A  siniq chiziq bo'yicha |[(д: + y)d.x-xdy} hisoblansin.

j
13.101.13.100- masala \(vdx+xdy) integral uchun yechilsin.

(C )

Nima uchun bu yerda integralning qiymati integrallash yo'liga 
bog'liq emas?

13.102. A(a; 0; 0), B(a; a; 0) va C(a; a; a) nuqtalar berilgan. ОС 
to'g'ri chiziq va О A BC  siniq chiziq bo'yicha (̂ydx+zdy + .«/;) integral 
hisoblansin.

13.103. Koordinatalari p = x-y, Q =\  bo'lganda f\ p .o\  kuch 
maydon hosil qiladi. Tomonlari x = ±a va v = ±a dan iborat 
kvadratning har bir uchida F  kuch yasalsin va birlik massa 
kvadratning konturi bo'yicha harakat qilgandagi ish hisoblansin.

13.104. f {p ,q \  kuch maydon hosil qiladi, bunday 
p -x+y, q  = 2x, x = ucost, у  = asint aylananing har bir choragi 
boshida F  kuch yasalsin va o'sha aylana bo'yicha birlik massa 
^arakat qilgandagi ish hisoblansin. Shu masala p = x+y. Q x hoi 
Uchun ham yechilsin. Nima uchun bu yerda ish nolga teng?



13.105. /ЧУ;а} kuch maydon hosil qiladi. m massa 
v = a cost, y = bs'mt ellipsning birinchi choragi va koordinata yarim 
o'qlaridan iborat kontur bo'yicha harakat qilganidagi 
hisoblansin.

Quyidagi egri chiziqli integrallami hisoblang.
13.106. J-~- , bu yerda L: y = ~x~ 2 to'g'ri chiziqning

nuqtalari A (0; -2) va B(4; 0) orasidagi kesma.
13.107. |xyds, bu yerda L: uchlari A (0; 0), B(4; 0), C(4; 2) va

/.
D(0; 2) bo'lgan to'rtburchak.

13.108. fyds , bu yerda L: y2 =2pX parabolaning x2=2pv

parabola bilan kesilgan yoyi.
13.109. | ( .v : +y2)‘ds, bu yerda L: x = «cos/, y = a sin I aylana.

13.110. J xyds, bu yerda L: ^-+^- = 1 ellipsning choragi.

13.111. J|[xcoscf+>’cos/?+zcos7]i/.s integral, x+y+z = a tekislikning
(i-)

birinchi oktantada yotgan qismining ustki sirti bo'yicha 
hisoblansin.

13.112. JJ[x: cos(n,/)+ у2 cos(n,j)+ z2 cos(n ,k  )]* integral x2 +y2 + 2az = a2
(VI

paraboloidning ikkinchi oktantada yotgan qismining ustki sirti 
bo'yicha hisoblansin (bunda ,v<o,y>o,z>o).

13.113. x2+y2+z2=a2 shaming sirti bo'yicha olingan
Jj" [x cos(n, i)+у cos(n, /)+г cos(n, к integral uchun Ostrogradskiy
is)
formulasi yozilsin va tekshirilsin.

13.114. x2 +y2 + 2az = a2, * = 0, v = o, z = o sirtlar bilan 
chegralangan jismning birinchi oktantada yotgan qismining sirti 
bo'yicha olingan JJ[x2cos(n,;)+/cos(nj)+r2cos(«,A')}& integral uchun

(S )

Ostrogradskiy formulasi yozilsin va tekshirilsin.
13.115. Ostrogradskiy formulasida P = x, Q = y, r  = z  deb olib,



uchun ushbu v = - ff[.reose+ vcosp+zcosy\ls formula hosil hajm u з J

ilinsin. Bu formulaga asosan ^  + -  ̂+ ̂ - = 1 ellipsoidning hajmi

hisoblansin.

Takrnrlash uchun savollar
1.Ko'p o'zgaruvchili funksiya deganda nimani tushunasiz?
2. Ko'p o'zgaruvchili funksiya ta'rifini keltiring.
3.1 tur egri chiziqli integral deb nimaga aytiladi? 
4.0'zgaruvchilarni almashtirish deganda nimani

tushunasiz?
5.1kki o'lchovli integral deb nimaga aytiladi?

K O 'P  O 'Z G A R U V C H IL I F U N K S IY A LA R N IN G  
IN T EG R A L  H IS O B IG A  D O IR  N A ZO R A T  T EST LA R

1. Ikk i o 'lchovli integral va uning xossalari
1. Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyadan yopiq D  soha 

bo'yicha integral yig 'indini tuzishda quyidagilardan qaysi biri 
bajarilmaydi ?

A ) D sohada z=f(x,y) funksiyaning eng katta va eng kichik 
qiymati aniqlanadi .

B) D soha qandaydir chiziqlar bilan AD, (/=1,2, ..., n) kichik 
sohachalarga ajratiladi .

C) har bir AD, (/=1,2, ..., n) sohachadan ixtiyoriy bir M (xhy ) 
nuqta tanlanadi va unda funksiya qiymati f(x,,yi) hisoblanadi .

D) funksiyaning hisoblangan f(x,,y;) , /=1,2, ..., n, qiymatlari 
AD, sohacha yuzasi AS, ga ko'paytirilib, f(xi,yi)ASi ko'paytmalar 
yig'indisi top ilad i.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi .
2- f'n = 'L f(x i,yj)ASi integral yig 'indi orqali I  = \\ f (.\\ v)d\cly 

Ж D
ikki o'lchovli integral qanday aniqlanadi ?

A ) 1= maxVn . B) 1= minVn . C) / = lim v„ .



3.Teoremaning shartini ko'rsating: Agar D yopiq sohada 
z=f(x,y) funksiya ■■■ bo'lsa , unda 1 = \\f(x,y)dxdy ikki o'lchovli

integral mavjud bo 'lad i.
A ) monoton B) uzluksiz
B) C) chegaralangan D) davriy .
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4. Ikki o'lchovli integralning geometrik ma'nosi qayerda 

to'g'ri ko'rsatilgan ?
A ) tekis shakl yuzi
B) egri chiziq yoyi uzunligi
C) silindrik jism hajmi
D) aylanma jism hajmi
E) aylanma jism s irti.
5. Agar integrallash sohasi D tomonlari д=4 va b=5 bo'lgan 

to'g'ri to'rtburchak bo'lsa, ikki karrali I  = \\dxdy integral qiymati
D

nimaga teng ?
А ) /= 8 . B) 1=9 . C)/=10. D )M 8 . E ) /=20 .
6. Agar integrallash sohasi D radiusi R=4 bo'lgan doira 

bo'lsa, ikki karrali / = jf 2dxdy integral qiymati nimaga teng ?
D

А) /=8л 2 В) Ы б л 2 С) 1=32п2 D ) 1=20тт Е) /=16тх
7. Ikki o'lchovli integralning mexanik ma'nosi qayerda 

to'g'ri ko'rsatilgan ?
A ) notekis harakatda bosib o'tilgan masofa .
B) bir jinsli bo'lmagan sterjen m assasi.
C) bir jinsli bo'lmagan plastinka m assasi.
D) o'zgaruvchi kuch bajargan ish .
E) bir jinsli bo'lmagan jism m assasi.
8. Ikki o'lchovli integral xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?

A ) || /, (x, v) ■ j\  (.v, y)dxdy =|| j\ (дг, y)dxdy ■ || /2 (дг, y)dxdy .
D D D



D) \\Cf(x,y)dxdy = C\\ f  (x ,y )dxdy , С -  const .
D D

E) barcha xossalat to'g'ri ifodalangan .
9 Agar Я f(x ,y )d x d y  = 5 bo'lsa, JJ(-3)f(x ,y )d x d v  integral

I  . " D D
qiymatini toping.

A) -3 B) 15 Q -15 D) 0
E) bu integral qiymatini aniq ko'rsatib bo 'lm aydi.
lO.Agar \\f(x,y)dxdy  = 5, \\g(x,y)dxdy = -2 bo'lsa,

D D

\lf(x ,y)g (x,y)dxdy  integral qiymati nimaga teng ?

A) -10 B) 10 . C) -2 . D) 5 .
E) bu integral qiymatini aniq ko'rsatib bo'lmaydi .

2. Ikk i o 'lchovli integralni hisoblash. Ikk i karrali 
integrallar

1. Tekislikdagi D soha OY koordinata o'qi bo'yicha to'g'ri 
soha bo'lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri talab 
etilmaydi ?

A) D soha chap tomondan x=a va o'ng tomondan x=b (a<b) 
vertikal to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan .

B) D soha [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan y=(pi(x) va i/=o:(.v) 
[(/>i(̂ )S(|)2(x)] funksiyalarning grafiklari bilan chegaralangan .

Q  D sohaning ichki nuqtasidan o'tuvchi va OY o'qiga 
parallel har qanday to'g'ri chiziq soha chegarasini faqat ikkita 
huqtada kesib o'tadi .

D)D sohani ichki nuqtasidan o'tuvchi va OX koordinata
0 4’ga parallel bo'lgan har qanday L to'g'ri chiziq soha 
chegarasini faqat ikkita huqtada kesib o'tadi .

E) keltirilgan barcha shartlar talab e tilad i.



0 1

2. Tekislikdagi D  soha OX koordinata o'qi bo'yicha to'gy 
soha bo'lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri talab 
etilm aydi ?

A ) D soha quyidan y=c va yuqoridna y=d (c<d) gorizontal 
to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan .

B) D soha [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan x=if>\(y) va x=ip2(y) 
[Ф \(y)<il>2(y)] funksiyalaming grafiklari bilan chegaralangan .

C) D sohaning ichki nuqtasidan o'tuvchi va OY o'qiga 
parallel har qanday to'g'ri chiziq soha chegarasini faqat ikkita 
huqtada kesib o 'tad i.

D) D sohani ichki nuqtasidan o'tuvchi va OX koordinata 
o'qiga parallel bo'lgan har qanday L  to'g'ri chiziq soha 
chegarasini faqat ikkita huqtada kesib o 'tad i.

E) keltirilgan barcha shartlar talab e tilad i.
3. Quyidagi sohalardan qaysi biri OY o'qi bo'yicha to'g'ri 

soha bo'lmaydi ?
A ) aylana bilan chegaralangan soha
B) ellips bilan chegaralangan soha
C) to'g'ri to'rtburchak bilan chegaralangan soha .
D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .
E) keltirilgan barcha sohalar OY o'qi bo'yicha to'g'ri soha 

bo'ladi .
4. Quyidagi sohalardan qaysi biri OX o'qi bo'yicha to'g'ri 

soha bo'lm aydi ?
A ) aylana bilan chegaralangan soha
B) ellips bilan chegaralangan soha
C) to'g'ri to'rtburchak bilan chegaralangan soha .
D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .
E) keltirilgan barcha sohalar OY o'qi bo'yicha to'g'ri soha 

b o 'lad i.
5.Quyidagidan qaysi biri ikki karrali integral bo'lmaydi ?

h dV3(y) л
I=\ \f{x,y)dy dx B) / -{ \f(x,y)clx

a >C|(j) , с IriM  J
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Й )

С) \ )Д Х’У№’
a\c

b f d
dx

d fb
D) j J f(x,y)dx

c\a
d v

E) keltirilgan integrallarning hammasi ikki karrali integral 

bo'ladi.j /л- Л
6. j j(jc + y)dy dx ikki karrali integral qiymatini toping, 

ovo '
A)0 В) 0.5 C)1 D) -1 Е) -0.5

\ (v  \  . .
7 | j (X-y)dx dy ikki karrali integral qiymatini toping.

ovo
A) 0 В) 1 C )1/6 D) -1 E) -1/6
8. jjj(x  + y)dy j dx ikki karrali integral qiymatini toping.

A) 2. B) 1.5 . C)1 . D) 0.5 . E) 0 .

OVl
9. f j(x -y)dx \dy ikki karrali integral qiymatini toping.

A) 2. B) 1.5 . C ) l.  D) 0.5 . E) 0 .
10. OY koordinata o'qi bo'yicha to'g'ri D soha uchun 

\\f(x,y)dxdy ikki o'lchovli integralni hisoblash formulasi qayerda
D

to'g'ri ko'rsatilgan ?

A )jjf(x,y)dxdv = j
D c

fy\\f(x,y)dxdy = \

d f V i O')
\f(x,y)dx

ri(.v)
(0

dv.

dx .\f(x,y)dy
oV<P|U)

Q  \\f(x,y)dxdv = j \ \f(x,y)dx \dy .
D J

<Pl I* d ^
DHJ f(x,y)dxdy= \ \f(x,y)dy\dx.

D P|(JT)Vf J
¥г(у) 'E) Я f(x,y)dxdy = } \ f(x,y)dx dy .

о PiOOV.V'iO’) у
3. Ikk i o'lchovli integralning amaliy tatbiqlari
1. z=f(x,y)>0 funksiya bilan aniqlangan ct sirtning XOY 
koordinata tekisligidagi proyeksiyasi chegarasi L



%

2. chiziqdan iborat D  yopiq soha bo'lsin. Ynda о  sirt bilan 
chegaralangan va yasovchisi L bo'lgan to'gri silindrik jism hajmi 
Vqaysi formula bilan hisoblanadi ?

A) V = \\rxv(x,y)dxdy
D

B ) V = \\f(x,y)dxdy
n

C) V = 7i\\f2(x,y)dxdy
D

D) V = Jt\\[f^.(x,y)]2dxdy
D

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
3. Jism z=f(x,y) va z=g{x,y) \f(x,y)<g(x,y)] funksiyalar bilan 

aniqlangan a{f) va a(g) sirtlar bilan chegaralangan, o(f) va a(^) 
sirtlarning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyalari ustma-ust 
tushib, biror yopiq D sohadan iborat bo'lsa, jism hajmi V  qaysi 
formula formula bilan hisoblanadi?

A ) V = 2rt\\[g2( x , y ) ~ f 2(x,y)]dxdy .
D

В) V = 2xjj[g (x ,y) - f(x,y))dxdy .
D

C ) V = 2n\\[g(x,y) 4- f(x,y)]dxdy .
D

D ) V = \\[g(x,y)- f(x,y)]dxdy .
D

E ) V = \\[g(x,y) + f{x,y)]dxdy .
D

4. XOY koordinata tekisligida yotuvchi yopiq D  soha 
ko'rinishidagi yassi geometrik shakl yuzasi S qaysi formula bilan 
hisoblanadi?

A ) ^ = jfxdxdy . B) 5 = JJ у dxdy . C) S  = jjxydxdy .
d  ________  D D

D) S = \jylx2 + y 2dxdy . E) S = \\dxdy .
D D

5.у=ф(х) , у=ф(х) [ф(x)<ip(x)] va x=a, x=b chiziqlar bilan 
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi 
qayerda to'g'ri ifodalangan?

b VU) b V(x) !</(*) b
A) 5 = J{ \dx}dy B) 5 = } {  \dy}dx C) 5= j (\dx}dy .

a P(Jf) a <p(.x) (p(x) a



If/(x) b
q ) 5 = j {\dy}dx E ) to'g'ri javob keltirilmagan .

<p(x) a

6.Quyidagi ikki karrali integrallardan qaysi biri y=o(x) , 
-i/>(*) [фМ-^С*)] va x=a’ x=b cbiziqlar bilan chegaralangan D

yopiq sohaning yuzasini ifodalamaydi?
* ь y (.*) h P(v> “ '•'W

A ) J{ B ) - J{ \dy}dx C ) — /{ \dy\dx
a f>(.r) a r ( r ) *  ?>(-r >

e «’(•’')
D) }{ \dy}dx

b И-т)
E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini 

ifodalaydi.
7.х=ф(у) , x=ip(y) [ф(у)<гр(у)] va y=a, y=b chiziqlar bilan 

chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi
qayerda to'g'ri ifodalangan?

b Viy) b H.v) ¥iy) b
A ) S = J{ \dx}dy B ) S = j{ \dv}dx С ) S =  } \\dx)dy

a <p(v) и ip(y) <p(y) и
w(y) b

D ) 5= j {\dy)dx E) to 'g 'ri javob keltirilmagan .
<P(V) a

8. Quyidagi ikki karrali integrallardan qaysi biri х=ф(у) , 
x=ip(y) [ф(у)<ф(у)] va y=a, y=b chiziqlar bilan chegaralangan D 
yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi qayerda to'g'ri 
ifodalangan?

b Иу) h V'( ' )
A ) Ji{ fdxjdy B ) - j{ \dx}dy

a (p(y) a <p(y)

a p (y )  a <p(y)
C) — J { \dx\dy D) |{ \dx}dy .

b tp(y) h V'(.v)
E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini 

ifodalaydi .
9. у=хг , y=x va A'=0, x=\ chiziqlar bilan chegaralangan D 

y°p iq  sohaning S yuzasini toping.
A ) S=1/2 . ’ B ) S=l/3 . C) S=1/4 . D) S=1/5 . E) S=1/6
10. x=y4 , x=y2 va y=0, i/=l chiziqlar bilan chegaralangan D 

y °p iq  sohaning S yuzasini toping.



A) S=l/3 В) S=4/15 С) S=l/5 D) S=2/15 E) S=i/6
1 1 . z=f(x,y) funksiya bilan aniqlangan fazodagi ci sirtning 

XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyasi D yopiq sohadan 
iborat bo'lsa, a  sirtning S yuzasi hisoblanadigan formula qayerda 
to'g'ri ifodalangan?

A ) S = JJд/l + f 2(x,y)dxdy
D

B) S = \^\+[f;(x,y)]2dxdy .
/J

C) 5 = || yi I +[f'y(x,y)]2dxdy.
D

D ) S  = ||^\+[fi(x,y)]2 + [f'v(x,y)]2 dxdy .
D

E) S = \\̂ \+[ f ”.(x,y)fdxdy .
n

4. Uch o'lchov integral va uning xossalari
1. Uch o'zgaruvchili iv=f(x,y,z) funksiyadan fazodagi yopiq 

V  soha bo'yicha integral yig 'indini tuzishda quyidagilardan qaysi 
biri bajarilmaydi ?

A ) V  soha ixtiyoriy bir usulda A Vi (/=1,2, ..., n) kichik 
sohachalarga ajratilad i.

B) har bir AVi (/=1,2, n) sohachadan ixtiyoriy bir M(xi,yi,Zi) 
nuqta tanlanadi va unda funksiya qiymati f{x,,y,,z,) hisoblanadi.

C) funksiyaning hisoblangan f(x,,y,,z, ) , 1=1 ,2, n, qiymatlari 
ДV, sohacha hajmi Avt ga ko'paytirilib, bu ko'paytmalar yig'indisi 
Sn top ilad i.

D) S»integral yig'indining absolut qiymati baholanadi .
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajarilad i.

П
2. Sn = Z / ( * , • , integral yig 'ind i orqali

/=1
I = \\\ f(x,y,z)dxdydz uch o'lchovli integral qanday aniqlanadi ?

у
A) 1= maxVn B) /= minVn С) 1 = lim Vn D) 1= Vn

n ->00
E) to'g'ri javob keltirilmagan .



3. Teoremaning shartini ko'rsating: Agar fazodagi V  yopiq 
so h a d a  W=f(x,y,z) funksiya -  bo'lsa , unda I  = \\\f{x,y,z)dxdydz uch

o 'lc h o v l i  integral mavjud b o 'lad i.
A ) monoton B) uzluksiz
C) chegaralangan D) davriy

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4. Uch o'lchovli integralning geometrik ma'nosi qayerda 

to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) tekis shakl yuzasi B) egri chiziq yoyi uzunligi
C) silindrik jism sirti D) fazodagi jism hajmi

E) aylanma jism yon s irti.
5. Integrallash sohasi V={(x, y, z): x2+ t/2+z2<9j yopiq shar 

bo'lgan uch karrali \\[dxdydz integral qiymati nimaga teng?
V

А) 27я В) ЗОл С) 3371 D) 36л E) 39тт
6.Integrallash sohasi V={(x, y, z): \x\<2, lyl<3, Iz I<1} yopiq

to'g'ri burchakli parallelopiped bo'lgan uch karrali J/Jdxdvdz
v

integral qiymati nimaga teng?
A ) 67i B) 36 C) 48 D) 24 E) Збтт

7. Uch o'lchovli integralning mexanik ma'nosi qayerda 
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A ) notekis harakatda bosib o'tilgan masofa
B) bir jinsli bo'lmagan sterjen massasi
C) bir jinsli bo'lmagan plastinka massasi .
D) o'zgaruvchi kuch bajargan ish
E) bir jinsli bo'lmagan jism m assasi.
8. Uch o'lchovli integral xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
*A) Шf\(x,y,z) ■ f2(x,y,z)dxdydz- 

v

~ Ш/i (x,y,z)dxdydz ■ JJ|/2 (x,y,z)dxdydz .
У  V

B) ЯД/l (x,y,z) + /2  {x,y,z))dxdydz = 
v



( S f .

= Ш./i (X, \',z)dxdydz + \\\ f2 (x, v,z)dxdydz .
У V

C) Jfl[/i(jr,v,z) - f2(x,y,z)]dxdydz =
V

= jfj./i (x,v,z)dxdydz - Щ f2(x,y,z)dxdydz .
v v

D) lllCf(x,y,z)dxdydz = ClHf(x,y,z)dxdydz (С - const.).
v v

E) barcha xossalat to'g'ri ifodalangan .
9. Agar Hlf{x,y,z)dxdydz=6 bo'lsa, (x,y,z)dxdydz integral

V V

qiymatini toping.
A )-6 . B) 12 . C )-24. D ) 0 .
E) bu integral qiymatini aniq ko'rsatib bo 'lm ayd i.
10. Agar Hlf(x,y,z)dxdydz= 6, fffg(x,y,z)dxdydz = -2  bo'lsa,

v v
Hlf(x,y,z)g(x,y,z)dxdydz integral qiymati nimaga teng ?
г

A )-12. B ) 12 . C )-4. D ) 4 .
E) bu integral qiymatini aniq ko'rsatib bo'lm aydi .

5. Uch o 'lchovli integrallarni hisoblash
1. Fazodagi V  soha to'g'ri soha bo'lishi uchun quyidagi 

shartlardan qaysi biri talab etilmaydi ?
A ) V  soha S yopiq sirt bilan chegaralangan .
B) V  sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasidan OZ koordinata 

o'qiga parallel qilib o'tkazilgan har qanday to'g'ri chiziq bu 
sohaning S chegarasini faqat ikkita nuqtada kesib o 'tad i.

C) V  sohaning XOY koordinata tekisligidagi D proyeksiyasi 
to 'g'ri sohadan iborat.

D )V  sohaning chegaraviy nuqtalari bir bog'lamli to'plamni 
tashkil e tad i.

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .
2. Fazodagi quyidagi sohalardan qaysi biri uch o'lchovli 

to'g'ri soha bo'lmaydi ?
A ) shar B) piramida C) parallelepiped
D) tor E) aylanma ellipsoid .



3 Uch karrali integral qayerda to'g'ri ifodalangan?
$>,(*) h Vi<*.>■)

A) I (Я
<P\ (Jf) я *',(*>■>’) 

ft < V.J’) Р2(д )
B) f{ J [

у/ 2 (x,y) 4*2 (*) a
C) j { J [J/(^v,zVzKv}fi6f

*f,(jr,.y) «е>| ( V) a
b <рЛх) ViU<.y)

D )J{ | [ jf(x ,y ,z)dz]dy}dx .
a <o, (Jr) V\ (x,y)

(1>2(л) Vjix.y) h
E) j { 1 [J/(x,y,z)<fe]rfK}«& .

(p\{x) V\ (Jf.y) a 
1 1 1

4. j{J[J(x  + >- + r)^z]rfy}A uch karrali integral qiymatini toping.
000

A) 0 . B) 0.5 . C) 1.0 . D) 1.5 . E) -0.5 .
1 x xy

5. \{\[](x+z)dzYy\dx uch karrali integral qiymatini toping.
000

A) 0 B) 5/18 C) 13/36 D) 19/144 E) 23/180
1 x xy

6- J{Jt \(x + у + z)dz^y}dx uch karrali integral qiymatini toping,
ooo

A) 0 B) 5/16 C) 7/36 D) -3/26 E )-11/46
7. Fazodagi V  to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=if'i(x,y) va 

z=ip2(x,y) sirtlar bilan, uning XO Y koordinata tekisligidagi 
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=(pi(x ), y=(jn(x) 
Va x=a, x=b chiziqlar bilan chegaralangan bo'lsin. Bu holda uch 
o'lchovli I-\\\f(x,y,z)dxdydz integralni uch o'lchovli integral orqali

hisoblash formulasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
РгОг) b V'i(x.y)

A) f  = \ {][ \f(x,y,z)dz]dx\dv .
<£>i (-V) a y/{ix,y)
b r2(Jt..v) PjM '

B ) /  = j{ j [ \f(x,y,z)dz]dy\dx .
a <£>, (v>



Ш -
ц/2(х ,у )  Фг (х ) b

C) / = j ) f [\f(x,y,z)dz]dy}dx .
Р|(.г) а 

/> <Р:(х) V'2 ( -V,И’*
D) / = j ! J [ \f(x,y,z)dz]dy}dx .

и Ф\{х ) Ч/\(.г,у)
Ф2(х ) ч/2(х ,у )  Ь

E) / = } { \ [\f(x,y,z)dz]dy}dx .
фх(х ) ц/\ (л',_у) а

8. Fazodagi V  to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va 
z=xy sirtlar bilan, uning XO Y koordinata tekisligidagi 
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D  yopiq soha esa y=0 , y=x va 
x=0, x=l chiziqlar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'lchovli
I  = \\\(x + z)dxdydz integral qiymatini toping.

v

A ) 0 B) 5/36 C) 23/180 D) 21/216 E) 1
9. Fazodagi V  to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va 

z=xy sirtlar bilan, uning XO Y koordinata tekisligidagi 
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va 
x=0, x=l chiziqlar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'lchovli
/ = JJJ(* + y  + z)dxdydz integral qiymatini toping.

v
A ) 7/36 B) 5/46 C) 3/56 D) 1 E) 0
10.Fazodagi V  to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va 

z-xy sirtlar bilan, uning XO Y koordinata tekisligidagi 
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D  yopiq soha esa y=0 , y=x va 
x=0, x=l chiziqlar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'lchovli
1 =\\\xyzdxdydz integral qiymatini toping.

v
A) 1/16 B) 1/32 C) 1/48 D ) 1/ 64 E ) 1/80

6. Uch o 'lchovli integralning am aliy tatbiqlari
l.Fazoda to'g'ri sohani tashkil etuvchi T jismning V  halmi 

uch o'lchovli integral orqali qaysi formula bilan hisoblanadi?
A )V  = ffjxyzdxdydz B) V = fff(x + y  + z)dxdydz C) V=fjfdxdvdz

Г ______________  T T

D) V = IIJ J x 2 + y 2 \ z2dxdydz E) V = fjj(x2 + y 2 + z2)dxdyd:
т т



2 z=лг2-ну2 , z=a2(x2+y2), у=х, i/=x2 sirtlar bilan chegara-langan
iismning V hajmini toping.

A) у=яз В) У=3(я3-1)/35 С) У=я2
D) У=3(я2-1)/35 E) 8«V2a .
3 z=x+y / z=flxy , i/+x=l, y=0, x=0 sirtlar bilan chegaralangan 

jismning У  hajmini toping.
J A )v=(l-fl)/8 . B) V=(2-a)/12. С) У=(4-я)/16.

D) У=(6-й)/20 . E) V=(8-a)/24.
4.Fazoda to'g'ri sohani tashkil etuvchi va har bir M(x,i/,z) 

nuqtasidagi zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir 
jinsli bo'lmagan T jismning m massasiqaysi formula bilan 
topiladi ?

A ) m = \\\xyzp(x,y,z)dxdydz
т

B) m = + у + z)p(x,y,z)dxdydz
т

C) m = jfj(x2 + y2 + z2)p(x,y,z)dxdydz
т

D) /и = jjj p(x,y,z)dxdydz
T

E) m = ШV*2 +J'2 +z2p(x,>’,z)dxdvdz
т

5. Har bir M(x,}/,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=a{x+y+z) 
funksiya bilan aniqlanadigan 0<x<l , 0<}/<l , 0<z<l kubning m 
massasini toping.

А) я/2 . В) я/3. С) Зя/2 . D) 2я/3 . Е) Зя2 .
6. Наг bir M(x,y,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=x+y+z 

funksiya bilan aniqlanadigan 0<х<я , 0<y<a , 0<z<a kubning m 
rnassasini toping.

А) Зя/2. В) Зя2/2 . С) Зя3/2 . D) Зя4/2 . Е) Зя5/2 .
7.Наг bir M(x,i/,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=x+y+z 

funksiya bilan aniqlanadigan 0<х<я , 0<t/<b , 0<z<c paralle- 
iepipedning m massasini toping.

A) abc/2 B) (a+b+c)/2 C) abc(a+b+c)/2
D) abc/2(a+b+c) E) (a+b+c)/2abc

8. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli 
°  Irnagan T jismning XOY koordinata tekisligiga nisbatan S- 

Statik momenti qaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?



A) JJf ур(х, у, zytxdyd: 
т

B) jjjхр(х,у,z)dxdydz 
т

C ) fjjzp(x,y,z)dxdydz
т

D) jfjxyp(x, _v, г yixdydz
r

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
9. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli 

bo'lmagan T jismning XOZ koordinata tekisligiga nisbatan SK 
statik momenti qaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?

A ) \\\vp(x,y,z)dxdydz 
т

B) \\\xp(x,y,z)dxdydz
т

C) jj\zp(x,y,z)dxdydz
7

D) fjfxzp(x,y,z)dxefydz 
т

E) to 'g'ri javob keltirilmagan
10. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli 

bo'lmagan T jismning YO Z koordinata tekisligiga nisbatan Sr- 
statik momenti qaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?

A) jffyp(x,y,z)dxdydz 
т

B) fjfxp(x,y,z)dxdydz 
т

C) j\\zp(x,y,z)dxdydz 
т

D) fffyzp(x, y, z)dxdydz 
т

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7. I tur egri chiziqli integrallar
1. A B  egri chiziq bo'yicha f(x ,y) funksiya uchun I tur integral 

yig'indini tuzishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?
A) A B  egri chiziq n ta Mi-iMi(i=l,2,3, ... , n) kichik 

yoychalarga ajratilad i.
B) har bir M,-iMi(i=l,2,3, ... , n) kichik yoychalardan ixtiyoriy 

bir P,(x,,y,) nuqta tanlanadi.



ш
C) tanlangan Pi{xi,yi) nuqtalarda funksiya qiymatlari f(x,,y,) 

(/=1 ,2,3, ..., n) hisoblanadi.
D) hisoblangan f(x,,yi) (/=1,2,3, ... , n) qiymatlar orasidan 

u la r n in g  eng kattasi va eng kichigi aniqlanadi.
E) f(xi,yi) qiymatlar yoychalarning Ah(/=1,2,3, ... , n) 

uzunliklariga ko'paytirilib, bu ko'paytmalar yig'indisi hosil 
etiladi .

2. S„ (/) = Z./(•*,,>’,)A/, integral yig 'indi orqali I tur egri chiziqli
i=i

integral /= \ f(x ,y )d l qanday aniqlanadi?
AB

A) I=maxSn(f) . B) I=mmS,,(f) . C) /=[maxS«(/)+minSn(/)]/2 .
D ) I  = \ S „ ( f ) d l  . E ) / =  lim <>„(/).и—i>oc, 

max А/, —>0

3. Quyidagi masalalardan qaysi birlari I tur egri chiziqli 
integral yordamida yechilishi mumkin?

I. moddiy egri chiziqning massasini topish .
II. egri chiziq yoyining uzunligini hisoblash .
III. moddiy egri chiziqning og'irlik markazini topish .
A) I va I I I . В) II va I I I .
С) I va I I . D ) I, I I va I I I . E) I I .
4.1 tur egri chiziqli integralning geometrik ma'nosi nimadan 

iborat ?
A) AB  egri chiziqning o'rta nuqtasi . B) A B  egri chiziqning 

urinm asi.
C) A B  egri chiziqning uzunligi . D )AB  egri chiziqning 

norm ali.
E) A B  egri chiziqning OX koordinata o'qiga proeksiyasi.
5. AB egri chiziqning I uzunligi qaysi formula bilan topiladi?
A ) I = jd l B) / = \{x2 + y 2)dl C) / = \^x2 + y 2dl .

AB AB AB

D) /= jxdl E) / = \ydl
AB AB

6. x=fl(f-sinf), i/=a(l-cosf) (0<t<n) sikloida yoyining I 
uzunligini toping.

A) 2я В) 4я С) 6а D ) 8а
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1  &
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
7.1 tur egri chiziqli integralning mexanik ma'nosi nimadan 

iborat ?
A ) A B  egri chiziqning og'irlik markazi
B) A B  egri chiziqning statik momenti
C) A B  egri chiziqning inertsiya momenti
D )AB  egri chiziqning massasi
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
8. Chiziqli zichlik funksiyasi p=p(x,y) bo'lgan moddiy I  

chiziqning m massasi qaysi formula bilan topiladi?
A ) m = 1 ~ r  ■■■.- В ) m = \ p(x,y)dl C) m = \p2 (x, y)dl

LP(x,y) L L
dlD) m = \ sjp(x,y)dl E ) m = \-

L L P  (X , y )
9.Chiziqli zichlik funksiyasi p(x,y)=\y\ bo'lgan y2=12x 

(0<x<3) parabola yoyining m massasini toping.
А)12(2а/2-1) В) 16(2л/2-1) С) 20(2^2 - 1)
D) 24(2V2 - 1) E) 28(2л/2 - 1)
10. Chiziqli zichlik funksiyasi p=p(x,y) va massasi m 

bo'lgan moddiy A B  chiziq og'irlik markazining abssissasi xo qaysi 
formula bilan aniqlanadi ?

A) x0 = m \xp(x,y)dl B)x0 = m \yp(x,y)dl
AB AB

C) xt) = — \xp(x,y)dl D) x0 =— \yp(x,y)dl
mAB

E) x() =— jxvp(x,y)dl
1 AB

8. I I  tur egri chiziqli integrallar
1 .A B  egri chiziq bo'yicha u(x,y) va v(x,y) funksiyalar uchun

II tur integral yig 'indini tuzishda quyidagi amallardan qaysi 
biri bajarilmaydi?

A ) AB  egri chiziq n ta MhiMi(i=l,2,3, ... , n) kichik 
yoychalarga ajratilad i.

B) har bir M/-iM/(/=l,2,3, ..., n) kichik yoychalardan ixtiyoriy 
bir Pr(Xi,y,) nuqta tanlanadi .

434



с ) tanlangan Р>(х,,у<) nuqtalarda и(х,у) va v(x,y) 
funksiyalarning qiymatlari u(x,,y.) va v{xi,y.) (/=1,2,3, ... , n)
hisoblanadi.

D) u(xi,yt)Ax,+v(xi,y,)Ay, (/=1,2,3, ... , n) ifodalarning yig'indisi
hosil etiladi

E) keltirilgan barcha amallar bajarilad i.
2.S„(u,v)=t[u(xhyi)&x,+v(xi,yi )Ayi] integral yig'indi orqali II

/=1
tur e g r i  chiziqli integral /= \u(x,y)dx + v(x,y)dy qanday aniqlanadi?

A) I=maxSn(u,v) B) I=minS„(w,y)
C) /=[maxS»(M,y)+minS.i(w,y)]/2 . D) / = {S „(u ,v )d l.

E) /= lim S„(u ,v ).
n ->00, 

max(Av, ,Av, )->0

3. Quyidagi masalalardan qaysi birlari II tur egri chiziqli 
integral yordamida yechilishi mumkin?

I. yopiq egri chiziq bilan chegaralangan to'g'ri sohaning 
yuzasini topish .

II.o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani egri chiziq bo'yicha 
harakatlantirganda bajarilgan ishni hisoblash .

III. moddiy egri chiziqning og'irlik markazini topish .
A) I va III В) II va III С) I va II D ) I, II va III E ) III

4. II tur egri chiziqli integral yordamida quyidagi geometrik 
masalalardan qaysi biri yechiladi?

A ) A B  egri chiziqning o'rta nuqtasini topish .
B) AB  egri chiziqqa o'tkazilgan urinmani topish .
C) A B  yopiq egri chiziqning uzunligini topish .
D )AB  yopiq egri chiziq bilan chegaralangan soha yuzasini 

topish .
E) A B  yopiq egri chiziqning normalini topish .
5. L yopiq egri chiziq bilan chegaralangan to'g'ri sohaning 

yuzasi S qaysi formula bilan topiladi?
A) 5 - 1  f ydx - xdv B) 5 = — §xdy -  ydx С ) S -  — ̂ xdx -  ydy 

1L 2 l 2l

D) 5 = — ̂ ydy-xdx E ) 5 = — $ydx + xdy 
2 l  2 L

« 5



в.х=а cos3f, y=a sin3f (0<t<2n) astroida bilan chegaralangan 
sohaning S yuzasini toping.

A ) S=3na2/8 B) S=2na2/5 C) S=na2/3 .
D) S=4na2/7 E) S=5na2/2 .
7. II tur egri chiziqli integral yordamida quyidagi 

masalalardan qaysi birini yechish mumkin ?
A ) AB  moddiy egri chiziqning og'irlik markazini topish .
B) A B  moddiyegri chiziqning massasini topish .

C) A B  egri chiziqning inertsiya momentini topish .
D )A B  egri chiziq bo'yicha o'zgaruvchi kuchning bajargan 

ishni topish .
E) A B  egri chiziqning statik momentini topish .
8. F(x,y)= u(x,y)i+v(x,y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani L 

egri chiziq bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan A  ish qiymati 
qaysi formula bilan hisoblanadi?

A ) A = \u(x,y)dx - v(x,y)dy B) A = \u(x,y)dx + v(x,y)dy
L L

C) A = \ v(x,y)dx - u(x,y)dy D) A = j v(x, v)dx + u(x,y)dy
L L

E) A = \[u(x,y) + v(x,y)]dx+ [u (x ,y)-v(x ,y)]dy .
L

9. F(x,y)=xyi+(x+y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani y=x
(0<x<l) to'gri chiziq kesmasi bo'yicha harakatlantirganda
bajarilgan A  ishni hisoblang .

A ) A=4/3 В) Л=7/5 С) ,4=11/8
D) /4=17/12 E) /4=21/16

10. F(x,y)=xyi+(x+y)j o'zgaruvchi kuch moddiy n u q ta n i  

y=x2 (0<x<l) parabola yoyi bo'yicha harakatlantirganda b a ja r i lg a n  
A  ishni hisoblang .

A ) /4=4/3 В) A=7/5 C ) A=U/8
D)A=17/12 E ) /4=21/16.
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M a tenia ti ка-aqi gi nvnasti kasi d i r.
■ Suvorov

X IV - B O B .  K O M P L E K S  S O N L A R  V A  K O M P L E K S  
A R G U M E N T L I F U N K S IY A L A R

§14.1. Kompleks sonlar ustida amallar
§ 14.2. Komleks o'zgaruvchili funksiysiyalar va ularni

differentsiallash
§ 14.3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyani integrallash

§14.1. Kom pleks sonlar ustida am allar

Ta'rif: z=a+bi ko'rinishidagi son kompleks son deyiladi. Bu 
yerda a=Rez;b=ImZ i1 =-lyokiV^ =/. z = a - ib -berilgan kompleks 
sonning qo'shmasi deyiladi. E- kompleks sonlar to'plami bo'lsin. 
z = x + i у kompleks son shu to'plam ixtiyoriy elementi bo'lishi 
mumkin. z, =a, +«*,, z2 =a2 +ib2 kompleks sonlar berilgan bo'lsa, 
ular ustida quyidagi amallar bajarish mumkin:

1) Qo'shish: z,+z2 = (a, + bt)+ i(b{ +b2)
2) Ayirish: z, - z2 = (a, - bt)+ i(b\ - b2)
3) Ko'paytirish: z,z2 - (a ,/?2 -b xb2)+ i{axb2 +a2/),)
4) Bo'lish- z' - z' z- a' +ih' a•~'/’2 +h& ]+i(“ '-b>~a'b-}z2 z2 z2 a2+ib2 a2-ib2 a2 +b2

14.1-chizma. Kompleks sonning geometrik tasviri

Kompleks sonning trigonometrik shakli.z = a + 6/ kompleks 
s°n  o a  vektor bilan tasvirlangan bo'lsin (14.1-chizma). o a  

vektorning O A uzunligini r deb, bu vektor bilan OX o'qning 
M usbat yo'nalishi orasidagi burchakni <P deb belgilasak 
a = r cos (p; b = r sin cp .
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Bu qiymatlarni z = a + bi ga qo'yib, /• ni qavsdan tashqariga 
chiqarsak: z = /-(cos (p + i sin <p) ni z = a + bi kompleks sonning 
trigonometrik shakli deyiladi, bu yerda r = \z\
r = -Jet2 + b1, arg z = q> = arctg —.

a
Trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni ko'paytirish 

va bo'lish. Ushbu :
z, = i] (cos <pt + / sin tp,), z2 = r2 (cos cp2 + i sin (p2) 

kompleks sonlarni ko'paytirib, quyidagini hosil qilamiz:
z,z2 = r,r2[coŝ , cos#>2 - sin cp, sin̂ )2 + /(sin coŝ s, + coŝ , sin (p2)] 
yoki z,z, = /-,r,[cos(<p, +p,)+;sin(̂ 1 + <p2)}.
Umuman, matematik induksiya metodi bilan, n ta

z, = r, (cos <p, +/sin  ̂\z2 = r2(cosp2 + /sin tp, ),.... , z„ = /; (cos <pn + /sin(p„)
kompleks sonlar uchun:

z,z2...z„ =rtr1..j-n[cos(p, + (p2 + ... + pJ+/sin(p, + tp2 + ... + <pn)\

ekanligini ko'rsatih mumkin. Shunday qilib, bu hoi uchun
z,z,...z„ =r, r2... r„[cos(̂ , + tp2 + ... + <pn)+is\x\(ipt + q>2 +... + ̂ ,)]

tenglikdan
z" = r"(co s« ^  + /sin/7^)

yoki
[/-(cos n<p + /sin = /-''(cos n(p + ismntp) 

kelib chiqadi.
Kompleks sondan ildiz chiqarish. a + bi kompleks sonning 

kvadrat ildizi deb, kvadrati a + bi songa teng bo'lgan x + yi 
kompleks songa aytiladi.Shunday qilib, a + bi = (x + v if .

a + bi kompleks sonning kvadrat ildizi -Ja + bi ko'rinishida 
belgilanadi.

Demak, x va у ning x = ± ^ - - +h va *"*

qiymatlarini a+ b i=x+yi ga qo'yib, b>0 va b<0 ga mos quyidagi ikki 
formulani hosil qilamiz:

уГГГы = ±f j " - •1,1 + | b>0 uchun,
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,__  I la + JPTP' „ . V,.; | b<0 uchun.
^ H v ---2--- 'V--- 2---1
Ushbu z = r(cosip + isin <p) kompleks sonning n - darajali 

ildizini
^ W +,siny)=!̂ fcosg,+2far+/siny+̂ ] (14.1)

ko'rinishida yozish mumkin.
Formulada Jtistalgan butun sonni ifodalaydi. Lekin к ga
0. l. 2, 3 , л - i qiymatlam i berish kifoya.

Q uyidagilarni toping: 1) z, + z2; 2) z,-z2; 3) z,; 4) z, -z,;
5) z, :z2; 6) Z j, 7) z, +z, va z, -z, chizmada tasvirlang.

14.1. z, = -2, z2 = 21 14.2. z, = 2/, z2 = -2/
14.3. z,=-2/, z2=l + / 14.4. z, = 2/, z2 = -2/
14.5. z, =Vl5-/, z2 = 1 -iyf\5 14.6. z, =-3 + 4/, z2=3-4/
14.7. z, =6 + 11/, Z 2 =7 + 3/ — + —j' 154 + 414/.

58 58
14.8. Z, =3-/, z2 = 4 + 5/
14.9 Quyidagi kompleks sonlarni tasvirlovchi vektorlar 

yasalsin:
a) 3 + i ; b) -4 + 5/; v) 7-4/ ; g )-2-6/;

d) 1; e) -1; j) »V 2 ; z) 1 + /V3;
i) 2 - л/3 + 4/; к) 8; 1) 1 - 2/V2 ; 
m) -7; n) -5/.
14.10. Quyidagi ildizlam i hisoblang:
а) л/2/ ; b) л/-8/ ; v) л/3-4/; g) V—15 + 8/ ;
d) V-ii + 60/; e) л/2—3/; j) лД-'л/з ; z) л/4 + / + л/4-;
i) V-7 + 24/; k) V^4 ; 1) ; m) V2 + /VT2 .
n) л/l 5 + 8/ ni hisoblang.
o) x2 — (5 — /)x + (8 — /) = 0 kvadrat tenglamani yeching.
14.11. V t + 3/ ni hisoblang.
14.12. Ushbu kvadrat tenglamalarni yeching.
a) x2-(3 + 2/)x + (l + 3/) = 0; b) (7 + /)t2 — (7 + /)x + 2 = 0;
V) (1 + |)*г-(7 + 2|)х + (8-|)=0.
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14.13. Ushbu kompleks sonlarni trigonometrik к 
keltiring: hakl8a

a) 3; b) -2; v) g) 2/;

d) e)-1 + iV3; j) 3 + /; z) 4-/;

i) - 2 + /; к) - 1  - 2/;
Quyidagi ildizlarining barcha qiymatlarini toping. Ildiz 

ostida turgan sonlarni ko'rsatkichli ko'rinishda tasvirlang.
14.14. л/Г+7 14.15. л/3 + 4; 14.16. лРГГТ 
14.17. # 5 - 7  14.18. V-3 + 4; 14.19. V3^4/
14.20. V^T 14.21. 14.22.
14.23. V^2T 2/
14.24. Quyidagi ildizlarni hisoblang.
a) V-1+j; b) ; v) V32 ; g) V7 ; d) ; e)V2 . 

Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning darajalari orqali 
ifodalang.

14.25. sin3x 14.26. cos3x 14.27. sin4.v
14.28. cos4j  14.29. sin5x
Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning karrali yoylari 

orqali ifodalang.
14.30. sin2* 14.31. sin’ x 14.32. sin4*
14.33. cos4* 14.34. cos5* 14.35.cos6x
14.36. Chiziq tenglamasini kompleks ko'rinishda yozing. 
a) Зх + у = 1 b) (*-l)y = 2 v) 2(.x-l)2+3(y + 2)2 =6
14.37. г = 2 + 2/ sonni trigonometrik shaklda ifodalang.
14.38. z = 3^cos^-/sin^j sonning moduli va argumentini

toping.
14.39.Ushbu г, = r, (cos^, + /sin <pt) kompleks sonni 

z2 =r2(cos<p2 + /sin<p2) kompleks soniga bo ling.
14.40. z, = 3(cos30° +;sin30u), z2 = 2(cos60° + /sin60°) berilgan.^-

hisoblang.
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14.41.sii\Ър va cos2v

14.42.

ni sirup va coŝ  orqali ifodalang.

2 cos-3s£+isin-ll ni hisoblang.
6 ь) j

14.43. ni bisoblang.

14 44. Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklga 
keltirib, so'ngra ko'rsatilgan amallarni bajaring:

а)(-5 + 5/\/з)(1 - i) ; b v )(i+/ f; g ) ^ )  ;

d) M f  d+'Г
14.45. Ushbu (cos 15° + /sinl5°)(cos30" + /sin30" )= cos45° + / sin 45 ’ 

a y n iy a td a n  foydalanib, sini5" va cosi5“ ning qiymatlarini toping.
14.46. (l-^jfcosa + isina) n- Jiigoblang,

2(l-/Xcos^-/sin^)
14.47. Quyidagi ayniyatlarni isbotlang (n - butun son):

\ /. Лп „41 п л  . ПЛa )  (l + i) = 22| cos—  + isin— - Ь )  (>/3 - i j  =  2 " (cos — - i  sin

14.48. (l + c o s + /sin (p)" ni bajaring.
14.49. (costp - i sin <p)" = cosn<p- i sin mp ayniyatni isbotlang.

14.50. fi±£»£
V-ilg<P

1 + itgnip ayniyatni isbotlang.
1 - itgn <p

14.51. |a'”| = |a|~" tenglikni isbotlang.
14.52. Quyidagi modullarni hisoblang :

a) (H-> b) f i - i V)



§ 14.2. Kom leks o 'zgaruvch ili fu n ksiys iya la r va u larn i 
d ifferensia llash  

Hosila mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari. Koshi - 
Riman shartlari. Biror G  sohada bir qiymatli w = f(z ) funksiya 
berilgan bo'lsin. Agar z = x + iy deb olsak, u holda bu funksiyani 
w = f ( z )  = u + iv shaklida ifodalash mumkin. Biz yuqorida 
ko'rdikki, f(z) = z = x - iy  funksiya tekislikning hech bir 
nuqtasida differensiallanuvchi emas. Lekin uning haqiqiy qismi 
и = x  va mavhum qismining koeffitsenti v = - y  hamma yerda 
ixtiyoriy tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega. Bu yerdan 
/(z) kompleks funksiyaning differensiallanuvchi bo'lishi uchun 
и va v funksiyalar bir-biri bilan qandaydir bo'glangan bo'lishi 
kerak degan xulosa kelib chiqadi. Biz quyida ushbu bog'lanishni 
oshkor qilamiz. Faraz qilaylik tv = /(z) funksiya biror ; = z„ =*„+/>•„ 
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U  holda bu nuqtada

.. Aw Am + 1 Дуlim —  = lim ---- — = /  (z0)
Аг->0 Ax-*0,\v->Q Дд- -f /Ду

lim it mavjud bo'ladi. U holda intilish yoliga bog'liq holda 
tanlangan quyidagi xususiy lim itlar ham mavjud va ularning 
qiymatlari ham /'(z„)ga teng bo'lishi lozim:

1. ду = о,At —> о bo'lganda
,im -  ̂  = ljm д« +. |.mAv = a jM )+, ^ „ J „) = 2)
лг--*о д.̂  дг-Hi dt-.o Ax dx dx

An + iAv 
1 Ax

2. Ax = о,Ду —»o bo'lganda esa
lim *L ± !*L  = 1 )im ^  + iim = l ^ ( W . )  + .g y < W . )= (14  3)
4*-»o /Ду / A»— Ду Ду / dy dy

(14.2) va (14.3) dan
™ (x„,y „) t ,dv(x0, y„) = 1 du(x0,y„) | 8v(x0,y„)

ox dx i dy dy

tenglikni olamiz. Bu yerda kompleks sonlarning tenglik 
ta'rifini qo'llasak

=  , 1 4 4 )

dx Oy ' dy dx
munosabatlarning o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Shunday qilib,



a g a r  w = f ( z )  funksiya biror z = z0 nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lsa, u holda shu nuqtada (14.4) munosabatlarning bajarilishi 
z a r u r d i r .  Odatda (14.4) shartlar Koshi -Riman yoki Dalamber - 
Eyler shartlari deyiladi. (14.4) shartlar

w = / (z ) = u + iv
funksiyaning z = z0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi 

uchun yetarli bo'la olmaydi
Bunda u(x,y) va v(x ,y) mos ravishda kompleks 

funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlaridir.
Agar tekislikning biror qismini qaraydigan bo'lsak, bu 

qism ini tekislikning qolgan qismidan chiziq bilan ajratish kerak. 
Tekislik qismini ajratuvchi chiziq tenglamalari x = cp{t\ y = iy{t) 
bo'lsin. Bu chiziq ochiq va yopiq bo'lishi mumkin.

Agar chiziqning bosh va oxirgi nuqtalari bitta nuqtada 
bo'lsa, bunday chiziq yopiq deyiladi. Biz qaraydigan 
chiziqlarning karrali nuqtalari yo'q, ya'ni t parametming ikkita 
qiymatiga (chiziqning bosh va oxirgi nuqtasidan boshqa) ikkita 
nuqta mos keladi, boshqacha aytganda, chiziq o'z-o'zini 
kesmaydi va o'z-o'ziga urinmaydi.

Tekislikning ushbu: 1) agar birorta nuqta to'plamga tegishli 
bo'lsa, bu nuqtaning atrofi ham shu to'plamga tegishli; 2 ) 
to'plamning ikkita ixtiyoriy nuqtasini birlashtiruvchi har qanday 
uzluksiz egri chiziqning nuqtalari to'plamga tegishli degan 
shartlarga bo'ysunuvchi nuqtalar to'plam i soha deb ataladi.

Biz yuqorida ta'riflangan chiziqlar 
bilan chegaralangan sohalar bilangina ish 
ko'ramiz. Soha chegralangan chiziq 
sohaning konturi yoki chegarasi deyiladi.

14 .2 -c h iz m a .  . . ,Sohaning ichki nuqtasi deganda 
nuqtaninc o'zi va atrofi «bn sohaea teeishli bo'lgan nuqtat.~  o W o I
tushuniladi. Soha konturi bilan birga qaralsa, yopiq soha deyiladi. 
Konturi bitta chiziq bo'lgan soha bir bog'lamli, konturi bir necha 
yopiq chiziqlar bo'lgan soha ko'p bog'lamli deyiladi. Umuman,



agar sohaning hamma nuqtalarini markazi koordinatalar boshida 
bo'lgan ixtiyoriy katta radiusli aylana ichiga joylashtirish 
mumkin bo'lsa, bu holda soha chegaralangan deyiladi. Aks holda 
soha chegaralanmagan deyiladi.

Kontur bo'ylab harakatlanganda soha chap tomonda qolsa, 
yo'nalish musbat, aks holda manfiy deyiladi (14.2-chizma).

M isol. |z|<l yoki x2+y2< 1 markazi koordinatalar boshida, 
radiusi 1 ga teng bo'lgan aylana bilan chegaralangan ochiq soha. 
\z\ = 1 yoki X2 +y2 = l shu sohaning konturi.

z o'zgaruvchi xOy tekislikdagi В sohaning nuqtasi bo'lsin. 
Agar f {z )  funksiya В sohaning har bir buqtasida aniq chekli 
qiymatga ega bo'lsa, u holda В soha w = f (z )  funksiya xOy 
tekislikdagi (yoki z tekislikdagi) nuqtalarni uOv teskislikdagi 
(yoki w  tekislikdagi) nuqtalarga o'takazadi. Xususan, 
funskiyaning aniqlash sohasi В bo'lsa, bu funksiya В sohani В 
sohaga o'zkazadi yoki akslantiradi deyiladi.

Kom pleks o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. В soha

w = f (z )  funksiyaning mavjudlik sohasi bo'lib, z o nuqta В 
sohaga tegishli bo'lsin.

Oldindan berilgan har qanday kichik musbat £ son uchun 
shunday musbat rj(s) = ti sonni toppish mumkin bo'saki, bunda 
|z-z0|<ij(e) bo'lganda, \f(z)-A\<e tengsizlik bajarilsa, f\z ) funksiya 
o'zgarmas A  g intiladi deyiladi va lim f (z )- A  ko'rinishidaz~+zo
yoziladi. Xususan, agar A = f (z 0) bo'lsa, f (z )  funsksiya zo 
nuqtada uzluksiz deyiladi. Demak, oldindan berilgan har qanday 
kichik musbat e soni uchun musbat ij(e) = ri sonni topish 
mum kinbo'lsaki, bunda \z-z0\<r](s) bo'lganda

|f (z )- f(z 0\<£ tengsizlik bajarilsa, f\ z ) funksiya zo nuqtada 
uzluksiz deyiladi.

Hosila. В sohada aniqlangan va bir qiymatli /(-) funksiya 
berilgan bo'lsin; /(z) funksiyaning z nuqtadagi hosilasi
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/'(z)= lim f(z + Az)~/fe)
•' v ; д.--». Az

bo'ladi. Elementar funksiyalardan hosilalar jadvali:

iM
(14.4)

(cosz) = -sinz (sinz) =cosz 

(in : )  = -  (arcsinz) = ^j- т т  (“ rccosz) = ^J===  [arclSz) = ~j== f

Agar w = f (z )= u(x,y)+ iv(x ,y) funksiya z = x+iy nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu nuqtada xususiy hosilalar 
du av du' av mavjud bo'ladi. Binobarin,
dx dx dy dy

du dv o u _ d v  / 1 4  54
dx dy' dy dx

Koshi-Riman shartlari (differensialanuvchi bo'lishining 
zaruriy va yetarli shartlari) o 'rinli bo'ladi.

M isol.
--(x + iy )2 =x2 - y 2 +2xyi: u(x; y )  = x2 - y 2, v(x:y) = 2xy:

“ “  — (x ~ — v * ) F, — 2 x, = (2xy )\. = 2x 
dx oy

^=(2хуУ'=2у, = (x'~ - y~ )'„ = -2y 
cx cy

=> 2x = 2x

=>2у - -(-2у).
(14.5)

shartlar bajariladi, demak * = z2 funksiya differensiallanuvchi.
В sohaning har bir nuqtasida hosilaga ega bo'lgan w = f(z ) 

funksiya shu sohada analitik deyiladi.
Bu tengliklarning bajarilishi funksiyaning hosilaga ega 

bo'lishligining zaruriy va yetarli shartlaridir. (14.5) Koshi-Riman 
yoki Dalamber-Eyler shartlari deyilib, bu funksiyaning analitiklik 
shartlaridir.

t
Berilgan m isollarni yeching

143.53. = -̂ ja| tenglikni isbotlang.
14.54. w = 22 + z funksiya berilgan. Funksiyaning 1) z = 1 + /;
2) z = 2-i; 3) z = i ;
4) z = - 1  nuqyalaridagi qiymatini toping.
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14.55. f(z)=x2+iv2 (г  = x + yi) funksiya berilgan. Quyidagilarni
toping. 1 )/(1 + 2/); 2) /(2-3,); 3) /(0 ); 4)

14.56. w = \z\ z 14.57. „, = z2 z
14.58. 1п(л/з +/) ni toping.
14.59. cos(// 2) ni £- = 0,0001 aniqlikda toping.
14.60. w = e; funksiyani V) z = m il  2) z = ;r(l-/)
3) z = 1 + (л7 2 + 2/r £)/, (i-ez) buqtadagi qiymatin topilsin.

14.61. f (z )= l/ (x - y i) ,  z = x + y i. /(l + «),/ (/ ), /(3-2/) larni 
toping.

14.62. w = 2z3 14.63. in(i-/) ni toping.
14.64. sin/-ch\ - /cos/-shl ni isbotlang.
14.65. cosz = 2 tenglamani yeching.
14.66. arcsinz ni toping.
14.67. sin/ni hisoblang (£ = 0,001).
14.68. sin(;z76 + /) ni hisoblang (£- = 0,001).
14.69. f(z) = ee' funksiya berilgan. 1) z = / ; 2) z = l + ;n72
14.70. Quyidagi tenglamalar bilan xOy tekisligida qanday 

chiziqlar ifodalangan.
a) Z = 3 + r  + i t  b) z — 2/ — 4 + /(з — 4/2) v )  z - i  + Ъе"

14.71. Lim itlarni toping.
a) , b) lim] Ш Е ;

’ Ц »  + 2 л +3/ ’ V8«- 7/

c) lim/,sin— d) lim ~ + ̂  e) lim 2 + 4
/, 7 z - 3, '  Г + /

0 .. z"-4z + 5 4 1-cosz
g) й - р -

14.72. Funksiyaning uzluksizligini tekshiring.
a) w=zRez-2z2 b) iv=— —  v) 2~3-

z--6r + 10 1 -|z|

Agar z = re'° bo'lsa, Argf(z) ni toping.
14.73. /(z )= z2 14.74. /(z )= z3- 14.75. /(z)=VTn 
14.76. / (z )= V ^ 8  14.77. /(z)= Vzr ^4 14.78./(:)= E l

446



Ko'rsatilgan nuqtadagi funksiyaning qiymatini hisoblang

14.79- cos(l + /) 14.80. chi 14.81. ,vA(-2 + i)
14.82. Ln(-\) 14.83. In; 14.84. L n ~

Funksiyani Koshi -R im an  shartlariga /'(.-) ni toping

14.85. /(.-).= <-’ 14.86. f(z)=shz
14.87. /(z) = z\ neN 14.88. f(z) = cos;
14.89. /(z) = in(z2) 14.90. f(z)=siny

14.91. Quyidagi o'zgaruvchilarning geometrik o'rni
aniqlansin: a) |z| < V I; b) \z - 2| = 2 ; v ) |z - 2| = |r + 2|;

g) \z-C\ + \z + C\<2a; d) a < argz < f), a<Rez<b.
14.92. Quyidagi funksiyalarning analitikligi tekshirilsin:

e:; sin z; cosz; z'; e~z .
14.93. Funksiya hosilasining ta'rifidan foydalanib, quyidagi 

tengliklarning to 'g 'rilig i isbotlansin:
(e; ) =e! \ (sinz) =cosz; (cosz) =-sinz.

14.94. Mavhum qismi v = ; y 2, va o'zi h(2) = o shartni

qanoatlantiruvchi funskiya topilsin.
14.95. Haqiqiy qismi u = x2-y'+xy va o'zi iv(0) = 0 shartni 

qanoatlantiruvchi funksiya topilsin.
14.96. w=z2 + 2i funksiya vositasida akslantirishda z = i 

nuqtadagi cho'zilish koeffisiyenti va burilish burchagi aniqlansin.
14.97. x = 2 + 3cos t,  ̂= - 1  + 3 sin г (0 </<2ят) chiziq tenglama- 

smi kompleks ko'rinishda yozing.
14.98. 2x2 +3_v2 = 12 chiziq tenglamasini kompleks ko'rinisda 

yozing.
14.99. a) z = 5e" + 2e~“ b) z = 2r-l+ i(i + 2/-4r ) tenglama xOy 

tekisligidan qanday chiziqni ifodalaydi?

44?



14.100. Kompleks 2 tekisligida berilgan chiziqlarning XQy
tekisligidagi tenglamasini toping, a) |z + 4-/-2| = 3 ;

V) arg(z - 1) = "
4

14.101.Lim itni hioblang.
\ f 2/1-3 3n2-2/i + l a) limj---- + /n + 1 1+/Г b) lim Re(rj.

.2-,, u* '

b) Rc£ ^  = 2. 
z + < '

2 + 2z + 5V) lim
r- _ 1+2i z  +  1 _ 2 (-

14.102. Quyidagi funksiyalam ing uzluksizligini tekshiring.
a) w-z2 Rez-/Im(z2) -3z +1

r — 2/| — 3
14.103. w funksiyaning analitik bo'lishini tekshiring.

a) H = (z-l)Re(z + l) b) w = e'21*'
14.104. и=x2e' ' garmonik funksiya bo'la oladimi?
14.105. Quyidagi funksiyalam ing analitikligini tekshiring.
a) fy = zz-zlmz b) a> = x2-2iy v ) ш = 2г2— 3/z

Quyidagi lim itlar hisoblansin
14.106. a) lim Jp ± E  b) limn sir 2/

’  " >' V 8/1-7/ ’
w,\  I- C O S  Z  n ..v ) lim---;—  e ) lim

II-*/- 7  “  '  a-Vt

n
z1 +4

14.107. 
bo'ladim i?

14.108. 
bo'ladim i?

14.109.
u(x,v)= x2 - y 2

14.110.
qismi v(x,y) =

14.111. 
bo'ladim i?

14 112  
14.113

f(z)=(x2 — v2)+ 2xyi differensillanuvchi funksiya

f(z )= e ' cosv+ie' siny differensillanuvchi funksiya

Differensillanuvchi /(z) funksiyaning haqiqiy qismi 
- j t ,  *  = x + y i berilgan bo'lsa, / (z) ni toping.

Differensillanuvchi / (z) funksiyaning mavhum 
jr+v bo'lsa, /(z) ni toping.

f(z )= (x2 + y2)-2xyi differensillanuvchi funksiya

/■fz)-(.t3 3xv2) : ;(з.г2 v >')funksiyaning hosildbii ii lupixtg. 
/(z) = sin xchy + /cosxshy funksiyaning hosilasini toping.



l4 l l  f(z)=az (z = x-yi) a ning qanday qiymatida
differensiallanuvchi bo'ladi?

g 14 3 Kompleks o 'zgaruvchili funksiyani integrallash

xOy tekislikda (z tekislikda) tenglamalari * = «>,<'): v = <?.('> 
bo'lgan yo'naltirilgan silliq yoki bo'laklari silliq egri chiziq (C) 
berilgan. Bu egri chiziqda f(z) uzluksiz funksiya aniqlangan 
bo'lsin. Egri chiziqni Mo~A, M i, Мг,...,Мп-1, Mn~B, nuqtalar bilan n 
ta bo'lakka (bo'laklar o'zaro teng bo'lishi shart emas) bo'lamiz. 
Mk(Zl) deb bo'lakning ixtiyoriy nuqtasini olib, quyidagi
yig'indini tuzaylik:

X  / (f .X z ,- :,.,).* = !
Bo'laklar sonini cheksiz orttira borib, max \zk -z,...,| -> 0 

shart bajarilgandagi yig'indining lim itiga f(z) funksiyadan (C) 
chiziq bo'yicha olingan egri chiziqli integral deyiladi va 
quyidagicha belgilanadi:

Hm £ / ( f , X * , //(*>*■
,,"<x <C)

Agarda z* = x* + jv*; C* = + »7* desak,
/(z*)=»(*, ,yt)+/vfo. л ). / fo )=«fe.';«)+»'(£ • >u) 

va yig'indini haqiqiy o'zgaruvchilar orqali ifodalash mumkin:

£ / (О Ж  - 2*-i) =£[“(& .ft)+'vfe.ft )][(л-* + (*<-, + O’*-,)] = t=l *=l

= Z  [“fe - ft X** -**-,)+ «(£». ft X.vt - Л-, )1 <t=1
Agar С chiziq x = x{t), y = y{t) parametrik tenglamalar 

yordamida yoki z = z(t)=x(t)+iy(t) formada berilgan bo'lsa, u holda 
z('i) = a, z(t2) = b (a,b lar С chiziqning oxirlari), u holda

\ f{z)dz = \ f{z(t))z'(t)dt bo'ladi. Faraz qilaylik, w = /(z) bir bog'-
С iже?». _  1
u  sohada analitik funksiya va С yopiq bo'lgan chiziq (z,- 

boshi z 2 -oxirgi nuqtalari) bo'lsa, u holda



j'./'(z>/z = j f{z(t))z'{i)clt = F(z2)~ f (z,) , bu yerda f (z) funksiya /(2) n;ng

boshlang'ich funksiyasi F'(z) = f(z)
Yopiq В sohada analitik f(z) funksiya berilgan bo'lsin 

Sohaning konturini С deylik. Funksiyaning konturdagi qiymatlari 
bo'yicha kontur ichidagi qiymatlarini aniqlash mumkin. Bu 
/’(z)=^~Jt ~ :^  ko'rinishdagi Koshi formulasiga asosan topiladi.

Koshi integrali yopiq kontur bo'yicha olinsa,
I / ( * ) f , =— /(,)(rt (л = 0,1,2...)

bu yerda с -С chiziqning ichki nuqtasi bo'lib, konturi 
musbat yo'nalishda aylanib o'tadi. w = /(z) analitik funksiya

uchun / (">(^ )= 1  Л *  (n = 0,1,2...) bu yerda / (0,(f) = / (f). C -  

bir bog'lamli soha.
/2 _ >

M isol. 1) J — i-c/z integral hisoblansin. Koshi formulasi va
(С )  2_ЛГ

Koshi teoremasiga asosan, x nuqta с kontur ichida bo'lsa, integral 
2m(x■ -1)" ga, x nuqta konturdan tashqarida bo'lsa 0 ga teng.

2) Koshi formulasiga asosan J  — T integralning a) С kontur,c)l + z
I*-i| = l aylana, b) С kontur |z + <| = l aylana, с) С kontur |z| = 2 

aylana bo'lgandagi qiymati hisoblansin. Bu integralni

ko'rinishda yozish mumkin. Qavs ichidagi ikkala
<c)- 1 (cr

integralning ham suratidagi funksiyalar o'zgarmas son 1 ga teng, 
shuning uchun |z - <| = 1 aylana bo'yicha integrallaganda Koshi 
formulasiga asosan birinchi integral 2m ga, ikkinchi integral esa
0 ga teng.

!-- + '! = ! aylana bo'yicha integrallaganda aksincha, birinchi 
integral 0 ga, ikkinchisi esa 2m ga teng. |z| = 2 aylana bo'yicha 
integrallaganda z = < va z = -/ nuqtalar aylana ichida bo'lib, 
birinchi integral suratdagi funskiyaning i nuqtadagi qiymatining



^  .................................................................................
2Я7 ga ko'paytmasini, ikkinchi integral esa o'sha funksiyaning -i 
n u q ta d a g i qiymatining yana 2m ga ko'paytmasiga teng bo'lib, 
n atija  ikkalasining yig'indisi bo'lishi kerak edi. Integral ostidagi 
ifodaning suratidagi funksiya o'zgarmas 1 ga teng bo'lgani uchun 
ikkala integral 0 ga teng.

Berilgan integrallarni hisoblang
14.115. \z1dz, AB zA = 1 va zB =i  nuqtalarni tutashtiruvchi

AB

to'g'ri chiziq.
14.116. (z ,0dz, C: 4 + 4  = 1 -ellips.

Jc a b

14.117. } * ,C :  (дг—4)2 -f-(v—з)2 = 1 - aylana.
r  %

14.118. | —, C: z = e"-aylana.
С Z

14.119. \.f(:)dz integralni f(z ) = x2+y2i, AB-A(\ + i) va
AB

5(2 + 3;) nuqtalarni tutashtiruvchi to'g'ri chiziq bo'lgan hoi uchun 
hisoblang.

1+/

14.120. fzdz integralni hisobalng.
1

14.121. fzdz, у -yopiq soha bo'lib parametrik tenglamasi

* = cos t, y  = sir\t.
14.122. f-^-, y-ellips x = 3cos/, y  = 2si

J  2 — 4. z — 4 
df

sin?

14.123. J — —̂-j, у -aylana |r-(/ + iJ = i

14.124. w = f(z ) analitik funksiya z tekislikdagi В sohani w 
tekislikdagi Bi sohaga akslantiradi. в, - ff\ f '(z f  dxdy ekanligi

(*i
lsb°tlansin. Bu formulaga asosan w = z2 funksiya vositasida
1 s И < 2; ~  < arg z < — soha aksining vuzi topilsin.

4 4  ° J

14.125. Integralning ta'rifiga asosan f\dz\ va f± integrallar

hisoblansin.



14.126. Ushbu \~т— integral Koshi formulasiga asosan
U)Z +4

hisoblansin, bunda L: a) -2/ va +2i nuqtalarni o'z ichiga olgan 
kontur; b) -2i nuqtani o'z ichiga olgan kontur; v) +2/ nuqtani o'z 
ichiga olgan kontur.

14.127. Ushbu J jzjzdz integral yarim  halqa konturi bo'yicha 
hisoblansin.

14.128. j(iz2-2ze:‘ )jz, C\zx=e~'” * va z = i nuqtalarni
С

tutashtiruvchi ixtiyoriy chiziq.
14.129. -~e dz, с : |z + i| = 2-aylana.

14.130. |z| = 2-aylana.

14.131.\f{z]dz, agar f(z)=y+xi С - uchi z0=o, zA=i, zs=i+i
С

bo'lgan siniq chiziq.

Takrorlash uchun savollar
1 .Kompleks son ta'rifini ayting
2.Kompleks sonlar ustida qanday amallar bajarish mumkin?
3.Kompleks sonning trigonometric ko'rinishini yozing.
4.i-nima?
5.Kompleks sondan qanday ildiz chiqariladi?
6.Kompleks sonning geometric tasviri deganda nimani 

tushinasiz?
7.Kompleks son haqiqiy qismi, mavhum qismi va u qanday 

belgilanadi?.

K O M P L EK S  O 'Z G A R U V C H IL I FU N K S IY A LA R  
N A Z A R IY A S I E L EM E N T L A R IG A  D O IR  N A Z O R A T  

T EST LA R
1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar .
1. Mavhum birlik i qanday aniqlanadi ?

A) / = yf-i Б )/ = V=T С )( = VT D ) i=VT .



E) to'g'ri javob keltirilmagan .
2. Mavhum birlik i qaysi tenglik bilan aniqlanadi ?

A ) i= -1 B ) i2=-1 C) P= -1 D) г4= -1 E) г2=1
3. Mavhum  birlik г uchun qaysi tenglik o'rinli emas?
A) i4"=l B) i4n+1=i С) z4"+2=-1 D) i4"+3=-z
E) barcha tengliklar to 'g 'ri.
4. Mavhum birlik i uchun qaysi tenglik o'rinli ?
A ) !4"=1 B) i4n=i C) i4"=-1
D) i4n=—г E) j4"=(-l)n
5. Agar и-ixtiyoriy natural son bo'lsa, unda mavhum birlik i 

uchun qaysi tenglik o 'rin li ?
A ) z2"=1 B) P"=i С) z2"=-l
D) P"—~i E ) f2"=(—1)"
6. Ta'rifn i to'ldiring:z=x+iy ko'rinishdagi ifoda kompleks 

son deb ataladi. Bunda z-mavhum birlik (г2=-1) va x,y —  sonlarni 
ifodalaydi.

A) ratsional B) irratsional C) haqiqiy
D) natural E ) butun
7. z =x+iy kompleks son uchun Rez qanday aniqlanadi?
A ) Rez=Jx2 +y2 B) Rez=x+t/ C) Rez=x D) Rez=i/
E) to'g'ri javob keltirilmagan
8. z =-3+4г kompleks son uchun Rez nimaga teng?
A ) 5. В ) 1 . C) 3 . D ) 4 . E ) -3 .
9. z =x+iy kompleks son uchun Imz qanday aniqlanadi?
A ) Imz=y]x2 +y2 B) Imz=x+i/ C) Imz=x
D) Imz=y E) to'g'ri javob keltirilmagan
10.z =-3+4г kompleks son uchun Imz nimaga teng?
A ) 5. B ) l .  C )-4 . D) 4 . E) -3.
1 1 . z =x+iy kompleks sonning moduli \z\ qanday aniqlanadi? 
A ) |z| = jc + y B) |z| = x2 +y2 . C) |:\ = yjx~ + y 2 .
E)) |z| = jjc + y\ E ) |z| = J x 2 - y 2 .
12. z =3-4г kompleks sonning moduli |z| nimaga teng?
A ) - 1  . В) 1. С ) 7. D) 5 . E) 25 .



13. 2 =x+iy kompleks songa qo'shma kompleks son z qanday 
aniqlanadi?

A) -x+iy B) x-iy C) -x-iy
D) y+ix E) y-ix
14. O'zaro qo'shma kompleks sonlar uchun quyidagi 

tengliklardan qaysi biri o 'rin li emas ?
A ) z + z = 2Rez B) z -z  = 2Imz C) z-z = |z|2 .

D) z-z=|z|2 E) |z| = |z|

15.2i= :̂i+i/iz va zi=X2+yii kompleks sonlar qaysi shartda teng 
deyiladi?

A ) x\ = xi B) yi =i/2 С ) X\ = X2 , у\*уг
D) X\ =X2 , yi =1/2 E ) XI ФХ2 , y\ =1/2 .

16.Quyidagi tengliklarning qaysi birida zi=xi+y\i va Z2=xi+yii 
kompleks sonlar teng bo'lmasligi mumkin?

A ) (x\~x2 )2 +(yi~y2)2 =°  B) h - ^ l + h - л | = °  •
C) (xi -xi){y\ уг)—0 D) xi -X2 =0, у г -уг=0 .
E) barcha hollarda 21=22 bo'ladi.

2. Kom pleks o'zgaruvchili funksiyalar
1 . iv=z2-z funksiyaning 2=1 +2г nuqtadagi qiymatini 

hisoblang.
A ) 4-2г B) -4-2; C )-4+2;.
D )4+2; E) 2-4;

2 . w=22—2 funksiyaning 2=1 -2; nuqtadagi qiymatini 
hisoblang.

A )4-2; B )-4-2; C) -4+2;
D) 4+2; E) 2-4;
3. 2=x+iy kompleks o'zgaruvchili funksiya f(z)=x2-2(x+y)i 

kabi aniqlangan. Bu funksiyaning 2=2-3 ; nuqtadagi qiymatini
hisoblang.

A) 4-10; B) 4-2; C) 4+2; D) 4+10; E) 4-4;
4. w=z2-z (z=x+iy) funksiya uchun u(x,y)=Reiv nimaga teng?
A ) x2-2xy В ) хг+у2-х С ) x2-y2 +x

$ 1



j S
D) x2-y2-x E  )x 2+y2+x
b.w=z2~z (z=x+iy) funksiya uchun v(x,y)=lmw nimaga teng?
A ) x^2xy B)2xy-x C) 2xy+x .
D )2xy-y E ) 2xy+y
6. w=/(z) (z=x+iy) funksiya uchun Re/(z)=x2-i/2, Im/(z)=-2xt/ 

bo'lsa, w=f(z) funksiyani toping .
A)w=z2. В )w=z-z . С ) w = z2 .
D) w = z2+z . E ) w = z2+z .
7.w=f(z) (z-x+iy) funksiya uchun Re/(z)=t2-i/2 , Im/(z)=2xi/ 

bo'lsa, w=f(z) funksiyani toping .
A ) W=Zz . В )w  = z-z . C) w = z2.
D) w=z2+z . E) w=z2+z .
8. Agar /(z)=z2-z va zo=l+2i bo'lsa, lim f{z ) lim it qiymatini

В  ẑ z0
toping .

A) 4-2/. B) -4-2/. C) -4+2/. D ) 4+2/. E) 2-4/.
9. Agar /(z)=z2-z va zo=l-2/ bo'lsa, lim /(z) lim it qiymatini

pf'- I r_>“0
toping .

A) 4-2/. B) -4-2/. C) -4+2/. D ) 4+2/. E) 2-4/.
10.Agar lim /(z) va lim g(z) lim itlar mavjud, quyidagi

z-»z0 z-»z0

limitlardan qaysi biri mavjud bo'lmasligi mumkin?
A ) lim[/(z) + g(z)] B) lim [/(z)-g(z)]

Z - > Z 0 2 - > Z „

C) lim [/(z)-g(z)] D ) lim [/(z)/g(z)]
z->z0 z->z(,

E) barcha lim itlar mavjud b o 'lad i.
11.Agar lim /(z) = 2-3; bo'lsa, lim zf(z) lim it qiymati

z->\+i r —>l+i

nimaga teng ?
A) 3-2/ В) 4+/ C) 5-i 
E>) -1+2/ E) aniqlab bo 'lm ayd i.
12. Agar lim/(z) = 2-3/ bo'lsa, lim[/(z)/z] qiymati nimagaZ —>/ Г—>/

teng?

A) 3-2/ B) 2+3/ С) -3-2/



$1
D) —1+3* .E) aniqlab bo 'lm ayd i.
13.Agar lim/(z) = 2-3/ bo'lsa, lim[z2/(z)] qiymati nimaga 

teng ?
A ) 3-2/ . В) -2+3/. С) -3-2/. D ) 2-3i .
E) aniqlab bo 'lm aydi.
14.w=e: ko'rsatgichli funksiya qaysi darajali qator bilan 

aniqlanadi?
2 z2 z3 7"

A ) 1 -- + -— £_ + ... + (_!)■ —  + ... .
1! 2! 3! и!
z z2 z3
1! 2! 
.2

3! л!
-2,7

+ ■•q  i-  — + - -  —  + ...+ (-1)"-?—
2! 4! 6! '  (2л)!

~  z3 z5 z7 72"-1D) z- — + - - £ -  + .-- + (-1) "—----
3! 5! 7! ( In  -1)!

C v z3 z5 z2" +lh ) z + —  + —  + ••• + ------- + ••• .
3! 5! (2« + l)!

+ . . .

15.w-e2 ko'rsatgichli funksiya qaysi darajali qator bilan 
aniqlanadi?

Z  Z 2 Z 3 7 nA ) 1 —  + ------+ ... + (_ i)"± _ + ... .
1! 2! 3! '  n\

Z 2 z3 7 nB) 1 + —+ - +-+ ••• +--+ ••• .
1! 2! 3! n\
7 2 7 4 7 6 , 2яC) 1 - — + - -  — + •.. + (- 1)л-?--+ ... .
2! 4! 6! (2л)!
73 Z5 г7 -2,1-1

D) Z -  —  +----- + "- + (-1)л------+ •
3! 5! 7! (2//-1)!

„5  z^n+^Е) z + — + — + —н
3! 5! (2л +1)!

16.m;=cos2 trigonometrik funksiya qaysi darajali qator bilan 
aniqlanadi?

z z‘ 
l! + ̂ [A)

B) 1 + - + — +

-2 z3 z"- -  + ...+ (- !)» +. 
j ; л!

.3

1! 2! 3!
- + ••• + -

л!



3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalam ing hosilasi
1.w=f(z) kompleks funksiyaning hosilasini ta'rif bo'yicha 

topishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?
A) z argumentga Az orttirma berilad i.
B) funksiyaning Af=f(z+ Az)-f(z) orttirmasi hisoblanadi.
C) Af/Az nisbat topiladi . D) Af/Az nisbatning Дг—>0 

holdagi lim iti top ilad i.
E) keltirilgan barcha amallar bajarilad i.
2. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funktsiyaning differensiallanuvchi 

bo'lishi uchun qaysi shartlar zamr va yetarli bo'ladi?
j  du _ dv j j  du _ d v  щ  du _  dv j y  du _  _  dv

dx dx dx dy dx dx dy dx
A) I va II В) I va IV  С) II va III
D) II va IV  E) III va IV
3. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Koshi-Riman 

shartlalrini ifodalaydi?
\ \ d u _  dv du _dv  du _dv du _  dv

dx dy’ dy dx dx dy' dy dx
q \ du_dv du dv du _  dv du _  dv

dx dy’ dy dx dx dy’ dy dx
E) keltirilgan barcha tengliklar Koshi-Riman shartlarini 

ifodalaydi.
4. f{z)=(x2-3y2+2)+(6x+8y-7)i kompleks funksiya qaysi 

2o=xo+;y0 nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi?
A) zo=-4 - i . B ) zo=-4 + i. C) zo=4 - i . D ) zo=4 +i.
E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo 'lm aydi.
5- f(z)=(5x-3y+2)+(6x+8y-7)i kompleks funksiya qaysi 

zo=xo+fy0 nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi?
A ) zo=-4 - i. B) zo=-4 + i. C) zo=4 - i . D) zo=4 +/.



ш
Е) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi

bo 'lm aydi.
6. f(z)=(x2-y2)+2xyi kompleks funksiya qaysi zo=xo+iya 

nuqtada differensiallanuvchi bo'lm aydi?
A ) zo=-4 -i B) zo=-4 +i C) zo=4 - i .

D) bu funksiya barcha nuqtalarda differensiallanuvchi
bo 'lad i.

E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo 'lm aydi.

7. f(z)=(x2+y2)+axyi kompleks funksiya a parametrning 
qanday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A ) a=±2 . В) я=-2 . С ) я=2 . D ) я#±2 . E ) a e 0  .
8. f(z)=(x2-y2)+axyi kompleks funksiya я parametrning 

qanday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?
A ) a=±2 . В) a=-2 . C) a=2 . D) я̂ ±2 . E ) e e 0  .
9. f(z)=y+axi kompleks funksiya я parametrning qanday 

qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?
А)я=±1 . В)я=-1 . С)я=1 . D ) я̂ ±1 . Е) а е 0  .
10 . f(z ) = az,z=x-iy, kompleks funksiya я parametrning 

qanday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?
А ) я=0 . В) я>0 . С) я<0 . D)fl^0. Е) а е 0  .
1 1 . f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiyaning hosilasi uchun quyidagi 

formulalardan qaysi biri o 'rin li emas?
a \ si, s du .dv . du .duA ) / ' ( 2) = — + «— B) f\ z ) = —— I—  ox ox ox dy

dv .du . dv dvC )/ ( z )  = — D ) Ĉ ) = — + /—dy dy dy dx
E) keltirilgan barcha formulalar o'rinli.
12 . f{z)={x2—y2—x)+{2xy-y+\)i kompleks funksiyaning f '(z) 

hosilasini toping.
A ) /  ’(z)=(2x-l )+2yi B) /  '(z)=(2x-l )-2yi
C )/ '(2)= ~2y+ (2x-l)i D)/'(z)= 2y-(2x-l)i
E)/'(z)=  2у+(2х-1)г.
13. Qaysi kompleks funksiyaning hosilasi noto'g n 

ifodalangan?
A ) (z")'=nz"~x B) (ez)'= ez C) (cosz)’=-sinz
D) (sinz)'=cosz E) barcha hosilalar to'g'ri ko'rsatilgan .
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14 Qaysi kompleks funksiyaning hosilasi noto'g'ri

ifoda A j®LrJz),„ i /2 B) (shz)'=chz C) (chz)'=-shz
D) (arctgz)'=l/(l+z2) E) barcha hosilalar to'g'ri ko'rsatilgan

15 .Agar f(z) va g(z) funksiyalar z nuqtada 
d if f e r e n s ia l la n u v c h i  bo'lsa, unda bu nuqtada quyidagi 
f u n k s iy a la r d a n  qaysi biri differensiallanuvchi bo'lmasligi 
m u m k in ?
A )fcyg(z) B)/(z)/g(z) C)f(z)+g(z) D)f(z)-g(z)
E) ko'rsatilgan barcha funksiyalar differensiallanuvchi bo'ladi

16. Kompleks funksiyalarni differensiallash qoidasi qayerda 
noto 'g 'ri ifodalangan ?

A) \f(z)+g(z)]'=f'(z)+g\z)
B) [f(z)-g(z)]'=f\z) ~g\z)
C)\f(z)g(z)]'=f'(z)g(z)+f(z)g'(z)
Е») [C/(z)]’=C/'(z) (C-const. ) .

/ (z )  / ’(z )g (z ) + / (z )g '(z )

_s(z)J g 2(z)

4. Kom pleks o'zgaruvchili funksiyalarning integrali
1.Ta’rifni yakunlang: z=z(f) , a<f<(3 , tenglama bilan

aniqlanadigan L chiziq silliq deyiladi, agarda z=z(f) funksiya ....
bo'lsa.

A) chegaralangan . B) monoton . C) uzluksiz .
D) differensiallanuvchi . E) integrallanuvchi .
2.Silliq L=AB chiziq va unda aniqlangan w=f(z) kompleks 

funksiya bo'yicha integral yig 'indini tuzishda quyidagi 
amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) L=AB chiziq A=zo , zi, zi, ..., Zn-i, z„=B nuqtalar bilan 
ixtiyoriy n ta (zk, zw) (k=0,1 ,..., n-1 ) oraliqlarga bo'laklanadi.

B) Har bir (Zk, гы ) (k=0,1 , ... , n-1) oraliqning uzunligi 
&Zk~zkt-\—zk aniqlanadi.
 ̂  ̂ C) Har bir (zk, zw) (fc=0,l, ... , n-1 ) oraliqda w=f(z) kompleks 

iJnKsiyaning orttirmasi A/̂ =/(zm) -/(z*) topiladi .
D) Har bir (zk/ zw) (fc=0,l, ... , n-1) oraliqdan ixtiyoriy bir b  

nu4ta tanlanadi.
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E)Tanlangan &  (*=0,1, ... , n-l) nuqtalarda w=f(z) komplek 
funksiyaning qiymatlari /(£*) hisoblanadi.

3. w=f(z) funksiya aniqlangan L=AB chiziq A=zo, zi, 22, ... z 
Zn=B nuqtalar bilan ixtiyoriy n ta (2k, г м )  (k=0,l, ... ; 
oraliqlarga bo'laklangan va ularning uzunliklari Aztkabi 
belgilangan . Quyidagilardan qaysi biri L chiziq bo'yicha zv=f(z) 
funksiya uchun integral yig 'ind i bo'la olmaydi?

A ) I  f ( z k)&zk . 
k= 0

B) I  f ( z k+l)&zk . 
k=0

C ) s ' / ( ~ ~! ~ )&zk .
A ' = 0  2

D ) Z / ( ^ + Zt)Azt .
A = 0  2

E) barcha javoblar integral yig 'indini ifodalayd i.
4. w=f(z) kompleks funksiyadan L  chiziq bo'yicha olingan

integralni ta'rifidagi \f(z)dz = \\m Y.f(<!;k)Azk tenglikda limitga
l  *=0

qanday o'tiladi?
A ) h— . В) Д2/1—>0 . С) n—► o<=, Azn—>0 .
D) 11— , maxAz*^0 . E) n— , minA2«:-^0 .
5. Teorema shartini ko'rsating: L silliq chiziq bo'yicha 

\f(z)dz  integral mavjud bo'ladi, agar/(2) funksiya ... bo'lsa.

A ) chegaralangan . B) monoton . C) uzluksiz .
D) quyidan chegaralangan E) yuqoridan chegaralangan.
6. Agar /(2)= u{x,y)+iv(x,y) bo'lsa, unda 

j f(z )d z  = \[u(x,y) + iv(x ,y)]d (x  + iy) integral qiymati egri chiziqli

integral orqali qaysi formula bilan hisoblanadi?
*A) \f(z)dz  = \udx - vdy + i\udy + vdx

L L L

B) J f(z )dz  = J vdx + udy + i J vdy + udx
L L L

C) \ f  (z)dz = J vdy - udx - ijvdy + udx
L L L



ш
D) f / ( z)^z = I и^х  + у,*У ~  ‘ \ vĉ  ~  и(1у ■

L L  L
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7 Myuton-Leybnits formulasidan foydalanib \zdz integral

■ matini toping. Bunda A B  integrallash yo 'li A=2i va 6=3+! 
uqtalarni tutshtiruvchi silliq chiziqni ifodalaydi.

A) 2+z. B) 1+2i . C) 6+3i . D ) 3+6/. E) 0 .
8. Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib J : 2d: integral

AS

qiymatini toping. Bunda A B  integrallash yo 'li A=3i va B=3 
nuqtalarni tutshtiruvchi to'g'ri chiziqni ifodalaydi.

A) 9+9/. B) 9-9/. C) -9+9/. D) -9-9/. E) 0 .
9. Integrallash yo 'li tenglamasi z(f)=2f+(4f-3)/ , 0</<l, 

bo'lgan L chiziqdan iborat fzdz integralni hisoblang.

A) 2(3-/). B) 3(2-/). C) 2(3+/).
D) 3(2+/). E) 0 .
10.Quyidagi tengliklarning qaysi biri kompleks funksiyadan 

olingan integralning chiziqlilik xossasini ifodalamaydi?
A ) l[/ (2 ) + g(z)]dz=j/(z)dz+lg(z)dz .

L L L
B) J[f(z )-g (z )]dz= \f(z )dz-\g(z )dz  .

L L L
C) \[Af(z) + Bg(z)]dz=A\f(z)dz+B\g(:)dz (A ,В -const.) .

L l l
^ ) \[A f(z )-Bg (z )]dz= A\f(z )dz-B\g (z )d : (A .B-const.) .

L i i
E)barcha tengliklar integralning chiziqlilik xossasini

ifodalaydi.
11. Agar \f(z)dz  = 3 - 2/, \g(z)dz = 2 + 3i bo'lsa,

L L
Jt/(z) + g(z)]dz integral qiymati nimaga teng bo'ladi?
L

A) 5+5/ B) 5-5/ C) 5+/
D) 5-/ E) aniqlab bo 'lm ayd i.
12. Agar J f(z )dz  = 3 - 2i, \g(z)dz = 2 + 3i bo'lsa, \ [f(z )-g (z )]dz

L L L
Integral qiymati nimaga teng bo'ladi?

A ) 1+5/. B) 1-5/. C) 5+/. D ) 5-/.



E) aniqlab bo 'lm aydi.
13.Agar J/(z)rfz = 3-2/, Jg(z)dz = 2 + 3/ bo'lsa, J[3/(z) + 2^(7)]^

integral qiymati nimaga teng bo'ladi?
A )13+5/. B )13—5z. C )13/.
D) 13 . E) aniqlab bo 'lm aydi.
14. Kompleks funksiyadan olingan integral xossalarini 

ifodalovchi quyidagi tengliklardan qaysi biri noto'g'ri?
A ) JCf{z)dz = C\f(z)dz (С - court.)

i i
B) Jf(z)dz = j f(z)dz + J f(z)dz

L, +L. L , I ,

C) \f(z)dz = -\f(z)dz
ЛВ BA

D) I f(z)g(z)dz =jf(z)dz-jg(z)dz 
с с с

E) J[/(z) ± g(z)]dz =\f(z)dz ±\g(z)dz 
L L L

15.Agar \f(z)dz = 3-2i bo'lsa, J(4 + i)f(z)dz integral qiymatini
L L

toping.
A ) 14+5/ B ) 14-5/ C) 5+14/
D )5-14/ E) 0

16.Agar \f(z)dz = 3-2i, \g(z)dz = 2 + 3i bo'lsa, \f(z)g{z)dz 
L L L

integral qiymatini toping.
A ) 1+5/ B) 1-5/ C) 12+5/
D) 12-5/ E) aniqlab bo 'lm ayd i.

5. Kompleks funksiyalar uchunTeylor va Loran qatorlari. 
Kompleks funksiyaning maxsus nuqta va chegirmalari

1. Biror ochiq lz-zol<R doirada analitik bo'lgan /(z) 
funksiyaning z-zo darajalari bo'yicha Teylor qatori qayerda to'g'ri 
ifodalangan ?

A) /(z) = ~z0)* B) f(z) = ~za)k ■

C)/(z)= f  Z^£«l(z-z0)* D) /(z)= f  J ^ l ( 2 - z0)k • 
*=0 *=0 A:!



С) /(z)= Z c*(z_zo)*> с*г — - J 7 7FiT"‘i '2лг ^(z -Zq)
2 Biror ochiq lzl<R doirada analitik bo'lgan f(z) 

ksivaning Makloren qatori qayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) ■

C ) / « = i ^ W  D) / w -  i •

S  * 1 r / (z) j
E) / (z)= I c*z > С* = ^ П Б Г *  •

it=—oo L %
3_ f(z)=e2 funksiyaning Makloren qatorini ko'rsating .

A> B) ,? ,(Ч ) ' Ь  C) J b *

D) X  (—1)" —— г E)
n~Q n + 1 w=o(2 w).

4. /(z)=sinz funksiyaning Makloren qatorini ko'rsating .
00 —2/7 + 1 oo 7  2 л  00 7*г

A) B) w  C) £ * '
OO ," + 1 30 , 2"

D) Z H ) * - Г E) In=o и + 1 n=o(2w)!
5. /(z)=cosz funksiyaning Makloren qatorini ko'rsating .

00 2/1 + 1 oo 7^ 7̂
A)   B) C)

n=o (2n + l)! n=o (2«)! n=o и.
CO +  ̂  00 Z ^ /?

E>) Z  (_ 1 ) —r E) In>o и +1 п=о (2и)!
6. /(z)=chz giperbolik kosinus funksiyaning Makloren 

qatorini ko'rsating .
00 , 2И+1 00 r2" 50 z"

A) у  (—1)л —---- В) к - 1 )я- —  Q  s  —
„=о (2я +1)! п=о (2л)! п=о я!
00 + ̂ 00

Е>) £  (-1)" - Е ) zи=о я +1 л=о(2п)!
7. /(z)=Lnz ko'p qiymatli funksiyaning z=0 nuqta atrofidagi 

bir qiymatli tarmog'ining Makloren qatorini ko'rsating .
oo 2/1 + 1 oo 00 Z П

A ) ^  B ) K - 1) " ^  Q  I  —



8. f(z)=z2ez funksiya Makloren qatorining z4 daraja oldidagi 
koeffitsientini toping.

A ) 0 . В) 1 . C) 1/2 . D) 1/6 . E) 1/24 .
9. f(z)=e2z funksiya Makloren qatorining z4 daraja oldidagi 

koeffitsientini toping.
A ) 2/3. B) 3/4 . C) 1/2 . D) 1/6 . E) 1/24.
10. Biror ochiq r<lz-zol<R halqada analitik bo'lgan f(z)

funksiya va bu halqada yotgan L  kontur uchun
1 f(z)

ck = T z \ T ^ 7 k r f iz bo'lsin. Bu holda /(z) funksiyaning z-zo2mL(z-z0)*+
darajalari bo'yicha Loran qatori qayerda to'g'ri ifodalangan ?

A ) /(z) = i c k(z-z0)k
k = о

B) /(z) = £cA.(z-z0)*
*=o

C)/(z)= I  c_k(z-z0y k
k=Q

D) f(z)=  ic _ t (z-z0)"*
k=0

E ) /(z)= Zck(z-z0)k
k=-со

11. /(z)=l/(l-z)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran 
qatorini toping.

CO CO , CO ,

A) Lz* В) I г-* С) £z*
k = 0 k=0  *=-oc

D) Iz *  E) £z*.
k =0 k=-n

12. /(z)=l/(z-z2)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran 
qatorini toping.

A ) iz *  B ) iz~* C) iz *
Ji=0 A=0 *=-1

н=о п + \ и= о ( 2 я ) !



13. /(z)=z2/(l-z)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
qatorini toping.

°° i 00 i _  o° ,
A ) I* *  B) 2z-‘ C) Sz*

*=2 4=2 *=-2

D) |z-*. E) fz*.
i=-2 *=-oo

14. Tasdiqni yakunlang:f(z) funksiyaning z-zo darajalari 
bo'yicha Loran qatori uchun ... shart bajarilsa, z=zo tuzatib 
bo'ladigan maxsus nuqta b o 'lad i.

A ) c-k=0 (k= m+1, m+2, m+3,...)
B) a=0 (k= m+1, m+2, m+3,...).
C) c-^0 (fc=l,2, 3, ...)
D ) o=0 (fc=0,1,2,...)
E )o *0  (JH),±1, ±2,...).
15. Tasdiqni yakunlang:f(z) funksiyaning z-zo darajalari 

bo'yicha Loran qatori uchun ... shart bajarilsa, z=zom-tartibli qutb 
bo 'lad i.

A ) c-*=0 (k= m+1, m+2, m+3,...).
B) o=0 (fc= m+1, m+2, m+3,...).
C) c-*=0 (A:=l,2,..., m ).
D) o=0 (fc=0,l,2,..., m ).
E)снЮ (fc=0,±l, ±2,...).
16. /(z) funksiyaning z-zo darajalari bo'yicha Loran qatorida 

qaysi shart bajarilsa, z=zo muhim maxsus nuqta bo'ladi ?
A ) c-w-0 (fc= m+1, m+2, m+3,...).
B) а*0 (k=± ( m+1), ±(m+2),...).
C) c-k̂ O (k= 1,2,3,...).
D ) aJO  (k=0,±1, ±2,...).
E) barcha shartlarda .



H l .................. ...................... ....... - ..........................._ _ _ ...............

Matematika fanlar ichra shoh 
uning sirlaridan bo'lingiz ogoh!

Qori Niyoziy
XV -BO B. O P E R A T S IO N  H IS O B

§ 15.1. Boshlang'ich funksiya va tasvir. Laplas almashtirishi 
§ 15.2. Hosilaning tasviri va tasvirning hosilasi 
§ 15.3. Tasvirga ko'ra originalni tiklash 
§ 15.4. Operatsion hisobni oddiy differensial tenglamalarni 

yechishga qo'llash

§ 15.1. Bosh lang 'ich  funksiya  va tasvir. Laplas 
alm ashtirish i

Haqiqiy sonlr o'qida aniqlangan /(/) funksiya quyidagi 
shartlami qanoatlantirsin:

a) m  funksiya istalgan chekli intervalda uzluksiz yoki I - 
tur uzulish nuqtalariga ega:

b) /(/) funksiya argumentning manfiy qiymatlarida aynan 
nolga teng, ya'n i f <obo'lganda /(/) = о

c) shunday м > о, s„ > о sonlar mavjudki, t argumentning 
barcha qiymatlari uchun f(t) funksiyaning moduli a*>v 
funksiyadan oshmaydi, ya'ni barcha t lar uchun |/(0|<wv 
tengsizlik bajariladi. Yuqoridagi a), b), c) shartlarni 
qanoatlantiruvchi har qanday f(t) funksiya boshlang'ich funksiya 
deyiladi.

Endi f(t) boshlang'ich funksiyani e"* (p-kompleks sonlar) 
funksiyaga ko'paytiraylik va undan quyidagi

(Re p > 0)
0

xosmas integralni ko'rib o'taylik. Bu xosmas integral, fit) 
boshlang'ich funksiya bo'lganligi uchun, doimo yaqinlashuvchi 
va p argumentning funksiyasi bo'ladi.

Quyidagi g(P)= je-'-f(t)dt, ReP >o (15.1)
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u n o s a b a t  bilan aniqlangan g{p) funksiya fit) funksiyaning 

tasviri yoki Laplas almashtirishi deyiladi va
g(p) = L [f ]

kabi belgilanadi.
Shuni ta'kidlab o'tamizki har qanday fit) boshlang'ich 

funksiyaning tasviri (15.1) munosabat orqali yagona 
aniqlanganligi kabi, har qanday g(P) tasvirning ham yagona fit) 
boshlang'ich funksiyasi mavjud. Berilgan tasvirdan uning 
boshlang'ich funksiyasiga o'tish

f(D = L-'[g]
tenglik orqali ifodalanadi. Agar fit) funksiya a), b), c) 

shartlaming birortasini qanoatlantirmasa, u boshlang'ich 
funksiya bo'la olmaydi va (15.1) xosmas integral uzoqlashadi.

Masalan, f (t )  = ctgt boshlang'ich funksiya bo'la olmaydi, 
chunki u tasvirning a) shartini qanoatlantirmaydi, ya'ni 
t = kn, к = 0,±l,±2,±3,.... nuqtalarda II tur uzulishga ega. Shuning 
uchun fit) = ctgt funksiyaning tasviri mavjud emas. Bir qator 
boshlang'ich funksiyalarning tasvirlarini hisoblashni ко 'rib 
chiqaylik.

I. C h iz iq lilik  xossasi.
a) boshlang'ich funksiya bo'lm ish fit) va ixtiyoriy olingan с 

o'zgarmas miqdor uchun
L[cf(t)]=cL[f(t)] (15.2)

tenglik o'rinlidir.
b) chekli sondagi boshlang'ich funksiyalar yig'indisining 

tasviri mos tasvirlar yig'indisiga teng, ya'n i
L[ft ±/2 ±...±f,]=L\fl]±L\f1]±...±L\fi ] (15.3)

munosabat o'rinli.

II. O 'xshashlik teoremasi. Agar a>ova l [fit)]=gip) bo'lsa, u 
holda z.[/(a,)] =—g(-) munosabat o 'rin li bo'ladi.

a a
III. Kechikish teoremasi. Agar 4 ixtiyoriy musbat son va 

i [/'(0]=g(p) bo'lsa, u holda



tenglik o 'rin li bo'ladi.

IV . Siljish teoremasi. Agar i[f]=g(p) bo'lsa, u holda
4e~" -f(t)]=g(p + a)

munosabat o 'rin li bo'ladi.

V.Kompozitsiyalash teoremasi.
Ta'rif. Berilgan f  va f 2 funksiyalarning kompozitsiyasi deb

/ I
/(0  = \f\(s) ■ fi (t - s)ds = J  f2 (5)/, (t-s)ds

0 0
tenglik bilan aniqlanuvchi f(t) funksiyaga aytiladi. Odatda 

ikkita funksiyaning kompozitsiyasi
m = m * m

kabi belgilanadi.
15.1-jadval

Ba'zi funksiyalarning tasvirlari

L\ f{t-s)}= e-'’g (p)

Original Tasvir Original Tasvir
1 1 shpt P

P P 2 - P 2
e m 1 chpt P

p - a P 2 - P 2
sin pt P t" n\

P 2 + P 2 P'"
cos pt P t’ e a n\

p 2 +P>

e “ cos pt p - a e “ sin pt P
( p - a f  + p - ( p - a ) 2 + P 2

t cos pt P 2 ~ P 2 t sin pt 2p p

(P2 + P 2f (P2 + P 2f

Quyidagi funksiyalami orginali mavjudmi?
15.1. /И - !"’ asar 15.2. / (O - f ,<0[4, agar t > 0 |/g/, agar t > 0
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Laplas alm ashtirishining xossalaridan foydalanib  

quyidagi funksiyalam ing tasvirlarini toping.

Laplas alm ashtirishining xossalaridan foydalanib  
quyidagi funksiyalam ing tasvirlari topilsin.

15.15. /(/) = e-3'sin4r 15.16. / (f ) = / V  15.17. f ( t )  = tie~s‘ 

15.18 /(f) = e 2' cos4r
15.19. e~" sin cot va e“" cos cut
15.20. f ( t )  = e~2‘ cosl3/
15.21. /(/) = e3' sin/
15.22. /(/)-2e~“ -3 + 5cos/
15.23. /(/) = sin2/cos5/
15.24. /(/) = e"3' sin m
15.25. f(t )= shptcos.pt

15.27./(/)=sin2 /
15.28. /(/) = e' cos2 /
15.29. /(/) = shatcosbt 

15.30 /(/)=chat sin bt 

15.31. f ( t )  = chat cos bt 

15.32 , f { t )  = tchbt 

15.33. f ( t )  = cos,t
Laplas alm ashtirishining xossalaridan foydalanib quyidagi 

funksiyalam ing tasvirlari topilsin.
15.34. f ( t )  = e'*2 cos51
15.35. /(/) = /, / (t) = e' funksiyalaming kompozitsyasi topilsin.

15.7. /(/) = e3' sin M 15.8. f ( t )  = coscot, t2  0 
15.9 /(/)=/" 15.10 f(t)= s in p t 15.11 /(0=74/

15.12. /(/) = (/ +1)2 15.13. /(/) = (/-!) 15.15. f ( t )  = te'

469



15.36 f(t) = e' (cos2r - sin t)

Quyidagi funksiyalarning tasvirlari mavjudmi?
15.37. /(,)= [e11"*', agar I > 0 15.38. /(/)={'

U
0, agar I < 0 
sin(2-i)r, agar t> 0

15.39. 0, agar t < 0 
2'“, agar t > 0

§ 15.2. H osilan ing  tasviri va tasvirn ing  hosilasi

Faraz qilaylik /(/) funksiya va uning n- tartibligacha bo'lgan 
hosilalari boshlang'ich funksiyalar bo'lsin.

Hosilaning tasviri. Agar f(t) funksiyaning tasviri g(p) bo'lsa, 
u holda /'(/) hosilaning tasviri

i\f']= pg(p)~f(0) munosabat bilan aniqlanadi va bu yerda 
/(0) = iim/(/) deb tushuniladi./-м-0

Xuddi shunday usulda /"(<),/"'(0.../ ' ”’(0 yuqori tartibli
hosilalaming ham tasvirlarini /(/) funksiyaning tasviri orqali 
ifodalash mumkin. Agar i\f]=g(p) bo'lsa u holda

]= p"g(p) - p'-'m  - ... - p/‘"-2)(0) - /<”-''(0) = p"g(p) - g/«‘»(0)p"->-'

Tasvirning hosilasi:
g{p) tasvir p parametrning funksiyasi bo'lganligi uchun

undan ^ga nisbatan hosilalar olish masalasini ko'rib o'taylik.
00

Tasvirning ta'rifiga asosan g(p) = f e-p'f(i)dt va shuning uchun

pg(p)~ f (  0) 
4 r ] = p 2g (/> )- ,p / (0 )-/ '(0 )

= p 's (p ) - p -m  - Pf'i 0) - /”(0)

g'\p) - j («г"")', ■ fKi)a< = j e~“ (—t)f(t)d l = J e ^[- tf{t)\it

olingan natijadan g'(/>) = [-^(0] ekanligini ko'ramiz.
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Demak tasvirning hosilasi - t f ( t )  boshlang'ich funksiyaning 
tasviriga teng ekan. Shuningdek, tasvirning yuqori tartibli 
hosilalari uchun

g"(p) = L[t2m ]
g'"(p)=4-'3/(0]

g«\p)= 4-i)v/(o]
tengliklarni keltirib chiqarish mumkin.
Tasvirning hosilalari uchun topilgan munosabatlardan 

foydalanib quyidagi
zjr"e“ ’

(p - a ) "

tenglikni keltirib chqaraylik. Darhaqiqat gx(p) = L

tenglikni nazarda tutib, uning uning hosilalarini hisoblaymiz:
l 1-2

g\(p) = -

p - a

(p-ccY
1-2-3

g I (P) = --- TJ--(p-a)

g'\(P) = (p-aY

СP-aY
Lekin biz g (,‘l(p) = 4(-l)"l°f(oj ekanligini yuqorida hosil qilgan 

edik. Demak f ( t )  = e“ bo'lsa g\"\p) = L[(-\Yt"ea \ bo'ladi. Natijada 
(-1)” l \ ~ ]=(-1) " ^  yoki 4 ' 1  = (p_ % ^(p-a)"

tenglikka erishamiz. Bu yerda a  = о deb, ushbu

muhim formulaga yana bir bora kelamiz.
15.40.Agar #)=У(о)=о va yif)= y{p) bo'lsa, y(t)= y"(t)- y '(t )- y (t) 

funksyaning tasvirni toping.
15.41.Agar X°)=0. У(о)=1. У(о)=2, y(t)=y(p) 

y(t)=y"'(t)~y"{t)+ 2y '(t)-2y(t) ning tasvirini toping
14.42. Agar y(o)=°, y(o)=l, y(o)=2, y(t)=y(p)

Л1)=y "‘(t)-y''(i)+2y’( i)- 2y(t) ning tasvirini toping.
15.43.Agar yo)=-i, y(o)=2, y(o)=-3, va y(t)=y(p)

H ‘ ) = y '"(t)-3 y "(t)+2y'(t) - 4y(t) +1 ning tasvirini toping.

bo'lsa,

bo'lsa,

bo'lsa,



# !

15.44. j (е_,'сА2< + e4' sin 2t)dt tasvirni toping.
0
I

15.45. J(r7 -5f4 - 2i2 +3)e2'di tasvirni yeching.
0

15.46. Agar y(o)=o, y(t)=y(p) bo'lsa, u holda ^(0=У(О-}ЯФг
0

ning tasvirini toping.
15.47. Agar Я°)=1> / (o)=2 bo'lsa, /'(/)-4/(/)+3>>(0 ning 
tasvirini toping.
15.48.Agar Яо)=-з, y'(o)=7, y(o)=i bo'lsa, 
y'"(t)+6y"(t)+y\t)-2y(t)+3 ning tasvirini toping.

I
15.49. |(sin?+ 3е2)л  tasvirni yeching.

0
I

15.50. J t,e~2‘dt tasvirni yeching.

15.51. Davri т = 2л bo'lgan funksiyani originalini toping.
[\-2 tln, agar 0<l<n  
[2f / к  - 3, agar n < t < 2л/М=

§ 15.3. Tasvirga ko 'ra o rig ina ln i tik lash

Tasvirga ko'ra originalni tiklash uchun oddiy hollarda 
(asosan elementar funksiyalarda) 15.1-jadvaldan foydalaniladi. 
Boshqa hollarda yoyish birinchi va ikkinchi teoremalaridan 
foydalaniladi. Bu teorema kasr -ratsional funksiyalarni tasviridan 
F(p) = u(p)/v(p) originalga o'tishga imkon yaratadi.

np) = t t : (15.4)
J . I  S-l ( p - P i )  1

koeffiyentlar AJS quyudagi formula bilan aniqlanadi.

1™ \ ^ A p~ PiY‘ F (P)\'■ (5 [dps

Agar v(p) ko'p handing ildizlari oddiy bo'lsa,
'’ip) ~(p~p\ )ip — p2 )'"(P Pн ) KP j * Pk )

u holda
^0>) = £ — ,bu yerda a = ^p\ 

m P - P j v(pJ )



в
Tasvir funksiyasini (1/p) bo'yicha dajani qatorga yoyib 

hisoblash mumkin
/ \ Qn a,

F [p )= -  + Ч  + -  + - ^ Г  + -P P P
F(p) qator \p\ >R da yaqinlashuvchi (R = lim(a„, /a„ * »)), u holda

f ( t h a 0 +alU a 2t-  + ... + a„‘-  + ...

qator ham t ning barcha qiymatlarini yaqinlashuvchi bo'ladi. 

Q uyidagi F{p) tasvirlam ing  orig in a llarin i toping

15.52. F(p)=
p2-2p  + 5

15.54. F(p) = e~ 

15.56. f(p)= -

P - -  9 p 2+ 5
1

15.53. F{p)= 12 p * 1 -
p +5p + l0

15.55. ^ ) —p -8

15.57. F(P) = --j— j a_ . . w % v + 4 )

Q uyidagi tasvirlarn ing  orig inallari topilsin

15.58. 22p+—.n 
p +5p +10

15.60. F{p)-

15.59. F(P)=
(p -3 )s

(p -\ f(p  + 2Y

15-62- F^ - w ^ )
15.64. F{p)=

p(p4-5p2+ 4

15.66. F(p)-

P(l + P4) 
P - 3  

2/»2—6/? -t-1

15- 6 5 ^ ) - 7 b +( ^ 3

15.67. F(p)=
p 2+4p + 3

15-“ - ' ' « " е д а

Q uyidagi tasvirlarn ing  orig inallari tik lansin

15.69. e
p2 - 9  p 1 +5

v m .

15.73. Up).
P ~P

1

15.70. F(P)

15.72. F(p)-

15.74. f(p)=

p 4+13/>2 +36 

p + 1
p(/’ - 1Xp_2Xp -3)

l
p4-6/,3+iip2 -6/>

15.75. f0»)=
(р - !Хр3+1)
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§ 15.4. Operatsion hisobni oddiy differensial 
tenglam alarni yechishga qo'llash

Faraz qilaylik, *(о)=*„; .v'(o)=x1..jf("'"(o)=^_1 boshlang'ich 
shartlarni qanoatlantiruvchi o'zgarmas koeffisiyentli n-tartibli 
oddiy differensial tenglama

a„xM(t) + ... + a)X'(f)+ a0x(t)=f ( t\  (15.5)
berilgan bo'lsin. Hamda y ( t )+-=— x ( p )  va f ( t )< = F (P ) bo'lsin. 

Laplas almashtirish natijasida a{p )y(p)=f(p)+b(p ), bu yerda a(p\b(p)

-ko'p hadlar. Bu tenglamani yechib, y(p)= ni olamiz.
A p)

Endi umumiy holda ikkinchi tartibli chiziqli o'zgarmas 
koeffisentli bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamaning

y"+ay'+by = <p(t) (15.6)
Я0) = Уо va  / (0 )  = y \

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimning 
tasvirini topaylik. Buning uchun (15.6) tenglamaning har ikkala 
tomonidan Laplas almashtirishi olamiz

ф"]+^И+М.Ы=4?>]
yoki

P 2 У(Р) ~ РУ(°) -  У' (0) + a ( p y ( p )  -  >’(0)) + b y ( p )  = L[ip] 
yordamchi chiziqli tenglamaga kelamiz. Bundan

У(р)[р2 +ap + b]= L[<p\ + py( 0) + y ’(0) + ayf 0)

tenglamani hosil qilamiz va uni yechib
~(p) _ l{<p\+(p + а)Л Q) + У (Q) (15.7)

p 2 + ap + b

tasvirni topamiz. Agar differensial tenglamaning o'ng tomoni <pft) 
va yechimning boshlang'ich y0,y\ qiymatlari berilgan bo'lsa (15.7) 
tenglamadan yft) yechimni yuqoridagi jadval yordamida tiklash 
mumkin.

15.76. y"+3y'+2y = 0 differensial tenglamaning ,y(0) = o, y(0) = i 
boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Tasvirini yfp) = L\y\ orqali belgilasak, у  va y" 

funksiyalaming tasvirlari quyidagicha aniqlanadi:



!§
l\y'\ = py(p) -  Я°). Ф ”] = P2 у(р ) -  py(0) -  У (0)

Berilgan differensial tenglamaning har ikkala tomonidan 
Laplas almashtirishi olib, yordamchi algebraik tenglamaga 
kelamiz;

/.[>’’ '+3y'+2y] = L[0] = 0, /.[>■''] + 3l[y’]+ 2L[y] = 0 yoki 
P 2 y(p) ~ py( 0) - / (0 ) + 3 (py(p) -  y( 0)) + 2 y ( p )  = 0 

misolning shartiga ko'ra y(0) = 0, va  /(0) = l ekanligini hisobga 
olsak, y ( p )  tasvirga nisbatan p 2y ( p )  + i p y ( P )  + 2 y ( p )  - 1  = 0 yoki 
~y{p)\p' +3p + 2]=1 tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamadan 
izlanayotgan yechimning tasviri

, l i____ L_
/?2 +3p + 2 p + 1 p  + 2 

topiladi va jadvaldagi 3 - formuladan uning o'zi y ( t )  = e- -<r2' 
ekanligi aniqlanadi.

15.77.y'-2y = o, y{o)=\ 15.78.y'+y = e’, >(0) = 0
15.79. y " - 9 y = o ,  y (o )= y(o )= o

y'+cy = <p(t) d ifferen sia l tenglam aning Я 0) = У о shartni 
qanoatlantiruvchi yechim i topilsin :

15.80. a)c = 2 ; y 0 = 0; <p(t) = 3 в) c = 1;j>,=1; p(0 = 5<
15.81. с = -4; _y0 = 1; <p(t) = e" 15.82. c = 0;>'0=2; «?(0 = sin/
15.83. c  = 0 ; y 0 =2;  <p{t) = te~'

y"+ a y '+ b y = <p(t) d ifferen sia l tenglam aning y ( 0 )  = y 0, /(0) = / 0 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechim i topilsin , agar

15.84. a  = - 2 \ b  = -3 ; y 0 = 0; y \  = 0; ф) = e5'
15.85. a  = 3; b  = 3; у, = I; /„ = 2 ; «КО = 0
15.86. a = -7; b  = 10; y0 = 1; /, = 1; p(0 = 5
15.87. a = 0; b  = -3 ; .y0 = 0; y ' 0 = 0; <p(t) = e2‘ - 2

15.88. a  = - 2 ; b  = 1 ; y 0 = 1 ; y \  = 0; <o(/) = sin(
15.89. а = 4; b  = 0; = 0; /„ = 0; (pit) = sin3<
15.90. a  = - 2 c , \ b  = cl +c22 (3(0 = 0
15.91. a-0;b — s2; «>(0 = с■ cosntf



$1
15.92. Yuqori tartibli у °У) -y"+y = sin/ differensial tengla

maning y(Q) = У(0) = y ” (0) = y"(0) = 0 shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi topilsin.

1 5 .93 . y"+y'-2y = e ' ,  y(o)= -l, _v'(o) = 0
1 5 .9 4 .у '- б у +i ]y'-6y=o, >(o)=о, y (o )= i,y (o )= o

Q uyidagi b irinchi tartibli, chiziq li, o'zgarmas koiffisentli 
d ifferen sia l tenglam alar sistem asining berilgan boshlang'ich  
shartlarni qanoatlantiruvchi yechim i topilsin:

15.95.
dx—  = x + 2 y ,  x(0) = 0 
dt

= 2x + y + l , y(0) = 5
dt

Yechish. Tasvirga o'tib oddiy tenglamalar sistemasini tuzamiz
\px{p) = x { p )+ 2 y (p )

I p y ( p )  - 5  = 2 x ( p ) + y ( p )  + -  
{ Р

sistemani x va у larga nisbatan yechamiz.
- I  10/J + 2 _/ ■, 5 p 2 - 4 p - l

P p (p  + 'Xp - з ) ’ У Р  p ( p  + \ \ p - i )
Original topish uchun §15.2da keltirilgan yoyish usulidan 

foydalanamiz. U holda
x = - ~ - 2 e ~ ‘ + -е*; y  = -  + 2e~' + -e 3'.

3 3 '  3 3

I dx
15.96 U"

I ‘b'I ~dt"
dx
T t
d y  
dt

15.98

= 2.v, .t(0) = 2 

= 2x, y(0)=  2

+ 4 x - y  = 0, x(0) = 1 

- 2 x - y  = 0, y(0) = 2

15.97.
dx— = Зх + 4v, 
dt
d y
dt

15.99.

: 4л -  Зу, х(0) = Я0) = 1

—  + x + y  = t, *(0) = 0 
d t '

+ x + у  = 0, y(0) = 0

T akrorlash uchun savollar
3. /(/) funksiyaning tasviri yoki Laplas almashtirishi deb 

nimaga aytiladi?
4. Chiziqlilik xossasini ayting.
5. Kompozitsiya nima?
6. Hosilaning tasviri haqida gapiring.
7. Tasvirning hosilasi nima?



OPERATSION HISOB ELEMENTLARIGA DOIR 
NAZORAT TESTLARI

Laplas alm ashtirishi va uning chiziq lilk  xossasi. Ayrim  
funksiyalam ing tasvirlari

1 . Quyidagi shartlardan qaysi biri /(f) original uchun talab 
etilmaydi?

A) t<0 bo'lganda f(t)=0 . B) /(f) monoton funksiya
C) ixtiyoriy [a,b] chekli kesmada /(f) funksiya bo'lakli- 

uzluksiz
D) biror musbat M va s o'zgarmas sonlar uchun I/(f) I <Mest .
E) keltirilgan barcha shartlar talab e tilad i.
2. Quyidagi /(f) (f>0) funksiyalardan qaysi biri original bo'la 

olmaydi?
A)/(f)=sinf3 B)/(f)=cost3 C) /(f) = e' D)/(f)=f3
E) keltirilgan barcha funksiyalar original b o 'lad i.
3. Quyidagi /(f) (f>0) funksiyalardan qaysi biri original bo'la 

olmaydi?
A)/(f)=sin3f B)/(f)=cos3f C) /(f) = (e')3 D)/(f)=f3
E) keltirilgan barcha funksiyalar original b o 'lad i.
4./(f) originalning tasviri F(p) (p=x+iy) qaysi formula bilan 

aniqlanadi?

A) F(p) = ]f(t)sinptdt 
о

C) F(p) = ]ep,f(t)dt
0

E) F(p) = ]ei',,f(t)dt .

B) F(p) = \ f(t)cos ptdt 
о

D) F{P) = ]e-ptf №  
о

Agar original l/(f) I <Mest shartni qanoatlantirsa, uning tasviri 
F(p) o'zgaruvchining qanday qiymatlarida aniqlangan bo'ladi?

A) Rep>s .B) Rep<s . C) Imp>s . D) Imp<s . E) I p I >s .
5. Agar L\J)=L{g} bo'lsa, quyidagi tasdiqlardn qaysi biri 

to'g'ri ?
A) ixtiyoriy С o'zgarmas son uchun f(t)=Cg(t).
B) ixtiyoriy С o'zgarmas son uchun f(t)=g(t)+C.
C) ixtiyoriy С o'zgarmas son uchun f(t)=g{Ct).
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(й
D) ixtiyoriy С o'zgarmas son uchun f(t)=g(t+C).
E) keltirilgan barcha tasdiqlar to'g'ri emas.
6. Agar L{f]=L{g] bo'lsa, quyidagi tasdiqlardn qaysi biri 

noto'g'ri ?
A )№ sg(t) ■ B) Ref(t)=Reg(t). C) lm f№ m g (t) .
D) 1/(01 -  Ig(t) I . E) keltirilgan barcha tasdiqlar to'g'ri.
7. cro(f) Hevisayd funksiyasining tasviri nimaga teng? 
A )l/ (p -l) . B) l/(p+l) . C )l/ (p M ). D)l/(p2+1)

E) 1/p.
8. b(t) Dirak funksiyasining tasviri nimaga teng?
A )l/ (p -l) . B) l/(p+l) . C )l/ (p M ). D )l/ (pM ).

E) 1 •
9./(f)=sinf (t>0) trigonometrik funksiyaning tasviri nimaga 

teng?
A) l/(p-l) В) l/(p+l) C) l/(pM)
D) 1/(рЧ1) E) 1/p
10.f(t)=cost (t>0) trigonometrik funksiyaning tasviri nimaga 

teng?
A) p/(p-1) B) p/(p+1) C) p/ip2- 1)
D )p/(p2+l) E) 1/p
11. f(t)=cht (t>0) giperbolik funksiyaning tasviri nimaga 

teng?
A) p/(p-l) B) p/(p+l) C)p/(pM)
D )p/(p2+l) E) 1/p
12./(f)=sh£ (f>0) giperbolik funksiyaning tasviri nimaga teng? 
A) l/(p-l) В) l/(p+l) C) l/(p2-l)
D) 1/(рЧ1) E) 1/p
13.f(t)=e‘ (f>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga 

teng?
A) l/(p-l) В) l/(p+l) C) l/(pM)
D) l/(p^l) E) 1/p
14.f(t)=e4 (t>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri n im aga  

teng?
A) l/(p-l) В) l/(p+l) C) l/(p2-l)
D) l/(p*+l) E) 1/p
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(f>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga

teng? В) 1 /(p+a) 
E) a/p

C) l/(p2- a 2A) 1 /(p-a)
D) l/(p2+« 2)

2.Laplas almashtirishining asosiy xossalalri. 
Tasvirlar jadvali

1.Laplas almashtirishi uchun o'xshashlik xossasini 
ko'rsating.

A) I{e-fl7(0} = ̂ (P + «) B) L{f{t-e)} = e-*F(p) .

C) Ц Д т )  = ̂ Ф  D) Hf(t)lt)=]F{z)dz .
P P

E) L{\f (w)g(f -  u)du) = F(p) ■ G(p). 
о

2. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=4p/(p+l) bo'lsa, f(2t) 
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) 2p/(p+l) В) 8p/(p+l) C) 2p/(p+2)
D) 8p/(p+2) E) p/(2p+l)
3.Laplas almashtirishi uchun siljish xossasini ko'rsating.
A) L{e-a!f(t)} = F(p + a) B) L{f(t-e)}^e~^F(p)

C) L { f ( f i t ) }  = ̂ -F{^) D) L{f(t)lt)=]F(z)dz
P  P  P

E) L{\f(u)g(t-u)du} = F(p)-G(p)
о

4. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=p/(p+1) bo'lsa, ef(t) 
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) (p-l)/(p+l) B) (p+l)/(p~l) С) p/(p+1)
D) P/(P~ 1) E) (p-l)/p
5. Laplas almashtirishi uchun kechikish xossasini ko'rsating. 
A) L{e-a,f{t)\ = F(p + a) B) U J{t-в)} = е~*F(p))

C) L{/(/fc)} = I F(£) D) L{f(t)/t} = \F(z)dz

E) L{\f(u)g(t-u)du} = F (p)-G (p). 
0
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6. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=p/(p+1) bo'lsa, /(f+2) 
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) e 2Pp/(p+1 ) . В) e 2~ Pp/(p -\ ) . C) 1 ) .
D) e^PpKp+l). E) eP~2p/(p+\).
7. Laplas almashtirishi uchun kompozitsiya xossasini 

ko'rsating.
A) L{e~a,f(t)} = F(p + a ). B) L{f(t -  в)}=e~*F(p) . 

С) H /(/*)} = ± F ( j )  . D) L{f(t)/t} = ]F(z)dz .
P  P  p

E) Hjf(u)g(t-u)du} = F(p)-G(p).
о

8. Originalni differensiallash xossasi qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan ?

A) L {f(n\t)} = pnL{f(t)} +
*=o

B) L {fin)(t)} = p"L{f(t)} + "j!(~l)kf (k\0)pn~'~k
k=0

C) L {f(n)(t)} = pnL{f(t)} -  Z f W(0)pn-'-k
*=o

*=o
E) L {f(”\t)} = (-1)"pnL{f(t)} + E / (*)(0)p'-1-*

k= 0
9. Agar /(f) originalning tasviri F(p) va f(0)=a bo'lsa, / '(0 

hosilaning tasviri G(p) qanday topiladi?
A) G(p)=F{p)+ap B) G(p)=F(p)-ap C) G(p)=pF(p)+a 
D) G(p)=pF(p)-a E) G(p)=apF(p)
10. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=(p2-l)/(p3+p) va 

/(0)=-lbo'lsa, /'(f) hosilaning tasviri G(p) nimaga teng?
A) G(p)=-2p/(p2+l) B) G(p)=-2/(p41) 
C) G(pHp -2)/(p4l)  D) G(p)= -2+p/(p2+l)
E) G(p)=-2+l/(pM )

11. Agar L[f(t)}=F(p) bo'lsa, L{\f(u)du} nimaga teng bo'ladi?

A) pF(p) B)F(l/p) С )F(p)/p 
D )1 /F(p) E )p/F(p).



12. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=(p3-p)/(p2+1) bo'lsa, 
g(t) =} f(u)du funksiyaning G(p) tasvirini toping .

A) G(p)=(3p2-l)/(p2+l) B) G(pH P2~ m
C) G(pH P4~P2)/(P2+1) D) G(p)=(p2-l)/(p2+l)
E) to'gri javob keltirilmagan .
13.Agar L{f(t)}=F(p) bo'lsa, tasvirning F(">(p) hosilasiga qaysi 

original mos keladi?
A) f"/(0 B)(-f)n/(0 C)f{t)/t"
D)/(f)/Н)" E)/(f")
14. Agar/(f) originalning tasviri F(p) bo'lsa, f/ (f) originalning 

tasviri nimaga teng bo'ladi?
A) -pF(p) B) -F(p)/p C) -F'(p)

D)-|F(«W« E) F(l/p).
P

15.Agar /(f) originalning tasviri F(p)=cos2p bo'lsa, f/(f) 
originalning tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) pcos2p B) (cos2p)/p C) 2sin2p
D) (sin2p)/2 E) cos2p2
16. Agar /(f)=(f-l)/(f2+l) originalning tasviri F(p) bo'lsa, 

F'(p) tasvirga mos keladigan g(t) originalni toping.
A) g(t)=(t-l)/(t3+t). B) g(t)=(t2-t)/(t2+ l) . C) 

g(tHt2+t)/(t2+1). D) g(t)=(t-t2)/(t2+ l) . E) to'g'ri javob 
keltirilmagan.

3.Laplasning teskari almashtirishi. Operatsion hisob 
yordamida differensial tenglamalami yechish

1.Agar F(p)=l/(p2+4) bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F} 
almashtirishi nimaga teng ?

A) 0.5sh2f B) 0.5sin2f C) 0.5ch2f
D) 0.5cos2f E) 0.5e2' .
2. Agar F(p)=p/(p2+4) bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F} 

almashtirishi nimaga teng ?
A) sh2t B) sin2f C) ch2f
D) cos2f E) e2t.
3.Agar F(p)=l/(p2-4) bo'lsa, Laplasning teskari L~]{F) 

alrnashtirishi nimaga teng ?
A) 0.5sh2f B) 0.5sin2f C) 0.5ch2f
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4. Agar F{p)=p/(p2- 4) bo'lsa, Laplasning teskari 1~цр\ 
almashtirishi nimaga teng ?

A) shit B) sin2f C) chit D) cos2f E) e2'
5. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Laplas teskari 

almashtirishining chiziqlilik xossasini ifodalamaydi ?
A) Har qanday o'zgarmas С soni uchun L~1{CF}=CL~l{F}.
B) Agar L~l{F} va L4 {G} mavjud bo'lsa, unda L~l[F+G}=L-]{F}+

D) 0.5cos2f E) 0.5e21.

C) Agar L_,{F} va L !{G} mavjud bo'lsa, unda 
L-MF-GK-4FJ-L-4G}.

D) Agar Ir’fF} va L ĵG} mavjud bo'lsa, unda 
L-4F-GK-4FJ-L-4G} .

E) Agar L_1{F} va L~]{G} mavjud bo'lsa, unda ixtiyoriy a va b 
sonlari uchun L~1{aF+bG}=aL-l{F}+bL^{G).

6. Agar F(p)=[(fH-4)(p+3)]4 bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F} 
almashtirishi nimaga teng ?

A) e~3t-e*‘ B) e3t-e~41 C) e^-e41
D) е-з'-г4' E) ê +e41.

7. Agar F(p)=2/(p2+6p+8) bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F} 
almashtirishi nimaga teng ?
A)e~2,-e4t B) e2t-e~41 C) e2,-e4' D) E) е2‘+е*'

8. Agar F(p)=(3+p)/(p2+9) bo'lsa, Laplasning teskari L~l[F) 
almashtirishi nimaga teng ?

A) sin3f+cos3f B) sin3f-cos3f C) sh3f-ch3f
D) sh3f+ch3f E) sin3f-ch3i

L-4G).

9. Agar F(p) tasvirning Loran qatori F(p)= bo'lsa, unda
*=i p

L_1{F}=?

A )17 {{ F } = t%  B) r l{F }= ic ktk C) L -'{F }= icklT  ■ 
k=1 K-

D) L~l{F }= tc k
k+1

E )I-‘{F} =
*-1 (* + 1)!

10. Agar tasvir F(^) = sin— bo'lsa, L4 {F) original nimaga

teng ?
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г  И 2)* '1 
А) *?,(2* + 1)!(2* + 2)!

В) I н2)*-
*.,(2 к-

С) Z И 2)*-1 D) I

1)!(2* + 2)! 
И 2)*-1

Ж , (2к + 1)!(2* -  2)! ' (2* - 1)!(2* -  2)!
Е) barcha javoblar noto 'gri.
И .Agar Q(p) va H(p) ko'phadlar umumiy ildizlarga ega 

bo'lmasa va F(p)=Q(p)/H{p) ratsional funksiya pi, pi, ..., p„ oddiy 
qutblarga ega bo'lsa, unda/(f)= L~l{F) original qaysi yig 'indi bilan 
aniqlanadi ?

\ )  f  в ( р * ) с р ч
A) A m r f
D) f  Я'1Рл1сР̂  

’ /м//'(/>*)

B) I QiPt)
к=\Н\рк)

С) f  Q'(Pk)cPt' 
£\H{Pk)

E) I QiPk) .pt'
k%H"(pk)

12. F(p)=(p2+3)/(p3+2p2 -8p) bo'lsa, 
nimaga teng?

/(0= L_1{F} original

А) /(0 = (13-21<Г"+67<?2')/56 
-T4' +9&r2')/56 

+32e"2')/56 
4' +42e2')/56

B) f ( t )  = -(2 \ -\ 9e
C)/(0 = - ( 2 5 - 1 7 e
D) /(/) = (! 9-27e‘
E) /(/) = (14e' -23e2' +29e3')/56
13. qy’(0 + by'(t) + cy(t) = f(t), >'(°) = >’o. y'(Q) = y'o

Koshi masalasini operatsion hisob yordamida yechishda quyidagi 
amallardan qaysi biri qatnashmaydi?

A) L{y}=Y(p), L{f]=F{p) tasvirlar q ara lad i.
B) boshlang'ich shartlardan foydalanib L\y’} va L(i/'} topiladi
C) tenglamaning o'ng tomonidan foydalanib L[/’} top ilad i.
D) Y(p) tasvirga nisbatan operator tenglama tuziladi va 

yechiladi.
E) Laplasning teskari almashtirishi L_1 {У} an iq lanadi.
14. /(/)-2/(0 + 5 *0  = У(0) = 2, /(0) = - l  
Koshi masalasi y(t) yechimining Y(p) tasvirini toping.

A) Y ( P )  = -
p 2 _ Ър + 1 B) Y(p) = 4 P 2 - 5 P + 9_

(p + 2)(p - 2 p  + 5) 
2p 2 - 9 p  + \\C) Y ( p )  = Lp 7 P + n ....  D) np ) =

( p - 2 ) ( p 2 - 2 p  + 5)
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

( p - 2 ) ( p \ - 2 p  + 5) 
4 p 2 +3/7-10 

(p + 2)(p2 - 2 p  + 5)
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Yulduzlar hukmiga oid ilm. 

matematik fanlaming eng yaxshi mahsulidir 
Abu Rayhon Beruniy

XVI-BOB. MATEMATIK FIZIKANING BA'ZI 
TENGLAMALARI

§ 16.1. Koshi masalasini Dalamber usuli yordamida yechish
§ 16.2. Tor tebranish tenglamasini Fur'e usuli yordamida 

yechish
§ 16.3. Issiqlik tarqalish tenglamasi

§ 16.1. Koshi masalasini Dalam ber usuli yordamida 
yechish

Tor tebranish tenglamasi matematik fizikaning oddiy 
tenglamasi hisoblanadi. Uning ko'rinishi quyidagicha

д Щ 4  =  а 1 д Щ !)  ( 1 6 1 )

dt2 dx2 v '
bu yerda а2 = т/p, T -  tor nuqtalaridagi taranglik kuchi, p-tor 

materiali zichligi, u(x,i) - tor nuqtalarining t vaqtda muvozanat 
vaziyati atrofidagi ko'chishi. (16.1) quyidagi boshlang'ich 
shartlarni qanoatlantiradi:

“(m L o' pM  =rW (I6-2)Si
harakat tenglamasi (16.1) ning (16.2) boshlang'ich shartlarni 
qanoatlantiruvchi (j*|<a>, *>o) yechimini topish Koshi masalasi 
deyiladi.

Bu masalani yechishda Dalamber usuli qo'llanilishi mumkin. 
Buning uchun (16.1) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha 
izlanadi:

u(x,t) = / ( *  + a t ) + f2(x -a t ) .

Bu yerda /„/, -ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi 
funksiya bo'lib, (16.2) shartlardan topiladi va umumiy yechim 
quyidagi ko'rinishga ega:

484 1



Masalalarda berilgan shartlarni qanoatlantiruvchi Koshi 
masalasi yechimi u(x;tX-<»<x<cc) ni toping.

16.1 (— oo < * < qo) differensial tenglamaning
d t 2 d x '

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
1 1 X+(" 1 

u (x ,l)= — (cos 2(x + at) + cos 2(x -  a t))+— j sin SdS = cos 2x  cos 2at + — sin .rsin a t .2 2a x_M 2

16.2. = (-со<*<<») tenglamaning ы(дг,<),_0 = o,
'dt2 dx2 °  °  *'*° dt

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

16.3 (~®<x<0°) tenglamaning

u(x,()f_0=sin*, Mb!) =cosx masalalarda berilgan shartlarni
M>

qanoatlantiruvchi Koshi masalasi yechimini u(x,t) (-cc<x<«>, t>o) 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

16.4. Quyidagi ^ r  = y r  tenglama bilan ifodalanuvchi tor

tebranish tenglamasining u(x,t\_0 = c o sx ,  = 2 boshlang'ich
dt

shartlarni qanoatlantiruvchi t = j  vaqtdaga yechimini aniqlang.

16.5. ^ -= ^4 , (-оо<лг<®) tenglamaning i/(jc,o)=.r(i+*2)"1,
dt dx

= sinx shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
d t

л2 л2
16.6. ^4 = ̂ 4, (~oo<x<oo) tenglamaning yechimini

dt dx

u(x,t) =x H v ) =-* shartlar asosida toping.
dt

16.7. ^ -  = a2~ ,  (-oo<x<oo) tenglamaning yechimini
dt dx~

“k'jL>=0. —  =cosjc shartlar asosida toping.
dt l,.o



д~ и д2 и
16-8- а^ =а ? ’ (-°°<JC<00) tenglamaning t = * vaqtdagi 

и(хЛ ^ =sin*. = c o s x  shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini

toping.

1 6 . 9 . (-oo<jr<<x>)tenglamaning u(x,t\̂  = o, M ill

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
1 6 .1 0 ^  = a: |4> (-®<i<00)tenglamaning

du(x,t)u(x,t\^= sin x, =1 shartlarni qanoatlantiruvchi t = ~
™ t=o 2 a

vaqtdagi yechimini toping.

§ 16.2. Tor tebranish tenglamasini Fur'e usuli yordamida 
yechish

Tor tebranish tenglamasining
d2u 
dt2

u(0,t) = 0; u(e,t) = 0 (t > 0)
chegaraviy va

U(X>')L = <p(x\ =i/(x)(o<x<t)
1=0

boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish 
talab etiladi. Bu (16.4) tenglamani yechishga Fur'e usulini 
qo'llash mumkin. U holda u(x,t) yechim qator yordamida ifoda 
qilinadi:

“(*>')= coŝ j-  + bk sin^jsin^y-, (16.5)

bu yerda
= j {«’Msin -y x̂; bt = -j^—fy/(x)sin- j-d x

Agar At = ̂ а] +ь2 , sin^  = — , cos^  = — belgilash kiritsak, u
Лк. A..

holda yechim
( Л -sr a knx . ( knat ^u y x j )  = 2 *  Ak sin — — sin  ---------+ <pK*«1 £ \ £ " J



ko'rinishda bo'ladi. Bu qatorning har bir hadi turg'un 
to'iqjnni ifoda qiladi va uning amplitudasi A,sm(km/(), chastotasi -

_ va fazasi-ю. bo'ladi.<ok (

Quyidagi masalalami yeching.
16.11. Uzunligi / bo'lgan ikki tomoni mahkamlangan (x = 0 

va *=/) tor nuqtalarining ko'chishi

........... .................................. ...............................

— , agar 0<x< —
5 2

1 f. '- - ( x - ( ) ,  agar - < x < t

chegaraviy u(o, t) = 0; u(i, t)=о (/ > о) va boshlang'ich
«0 = К'W =0 = r(.v)= о (о < дг < /)shartlarni

Ot Ot

qanoatlantiruvchi yechimini toping.
16.12.Ikki uchi mahkamlangan ( x = o va x = l ) tor 

boshlang'ich vaqtdagi holati parabola ko'rinishida и = {ан/Г) х(1 -х) 
Torning abtsissa o'qi bo'yicha ko'chishini toping (boshlang'ich 
tezlik hisobga olinmasin).

16.13 Torning boshlang'ich holatdagi ko'rinishi OAB siniq 
chiziq ko'rinishda bo'lsa, ixtiyoriy t vaqtdagi u(x,t) tor nuqtalari 
ko'chishini toping (16.1- chizma).

и

16.1- chizma
16.14. Ikki tomoni mahkamlangan tor nuqtalarining 

boshlang'ich ko'chishi nolga va tezligi
gy / fv0 (const), agar \x-l/2\< h/2
dt ' jo, agar |x - 1 / 2| > h / 2 

bo'lsa, t vaqtda torning holatini aniqlang.
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16.16. Torning ikkala tomoni mahkamlangan (* = o va * = 2)
Boshlang'ichholatda u = (2x-x2) . Ixtiyoriyfvaqtgatornuqtalarning
u(x, 1) ко' chishinitoping.

§ 16.3. Issiqlik tarqalish tenglamasi

Bitta Ox o'qi bo'yicha issiqlik tarqalish tenglamasining
д и 2 d2u , .
~dT = a ! k T ' ( -°°<JC<C0)/ (16.6)

u(x,i)|r_0 = /(x) shartni qanoatlantiruvchi yechimi Fur'e usuli 
yordamida

ko'rinishida topiladi.

Quyidagi masalalarni yeching.
16.17. Differensial tenglamaning u|j=0 = f(x) = uu va m|i=0 = 0 

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
16.18. Differensial tenglamaning u\ =/•(*)={*’ agar 0 <x < e l 2b a  U  Qgar e/2<x<e

va u|t_o = u\xmt = 0 shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

16.19. ̂  = ~y tenglamaning quyidagi boshlang'ich shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimini topin

u(x,t)|„0 =f(x) = '

1 - - ,  0 < x < f ;i
1 + —,-£< x <0; e
о , \ >Ых£-е

16.20.Quyidagi «; = a2u„ tenglamaning

“М,.=/М=Ь” agar x,<x<x\.[0, agar jc < jc, yoki x>x-,

shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin
16.21. Yarim cheksiz sterjenning chapdagi oxiri issiqlik 

o'tkazmaydigan bo'lsa va issiqlik tarqalishining boshlang'ich
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ш
О, х < 0;

tezligi quyidagi u|i=0 = f(x ) = ju „ , 0 < x < f ;  formula bilan berilgan

bo'lsa, issiqlik tarqalish tenglamasining yechimini toping.
16.22. Yupqa bir jinsli, uzunligi l ga teng bo'lgan sterjen 

berilgan . U tashqi muhitdan ajratilgan bo'lib, boshlang'ich 
harorati f(x) = cx̂ 2~x) ga teng. Sterjenning oxirlarida nolga teng

bo'lgan harorat saqlanadi. Sterjenning ixtiyoriy t>0 vaqtdagi 
harorati aniqlansin.

16.23. Umumiy OZ o'qqa ega bo'lgan ikki silindr orasidagi 
fazoda issiqlikning statsionar tarqalishi qonunini toping. 
Silindrlar sirtlarida harorat o'zgarmas.

Takrorlash uchun savollar
1.Matematik fizika tenglamasi ta'rifini ayting.
2.Koshi masalasi haqida nimalami bilasiz?
3.Dalamber formulasini yazing.
4.Boshlang'ich shartlar nima?
5.Chegaraviy shartlar nima?
6.Umumiy holda u=u(x,y) funksiya uchun II tartibli chiziqli 

matematik fizika tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?

MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARIGA DOIR 
TESTLAR

1. Matematik fizika tenglamalari va ularning turlari.
17.Matematik fizika tenglamasi ta'rifini ko'rsating .
A) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiya qatnashgan 

tenglama .
B) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning berilgan 

nuqtalardagi qiymatlari qatnashgan tenglama .
C) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning hosilalari

qatnashgan tenglam a.

о , ( < x .
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D) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiya hosilala 
berilgan nuqtalardagi qiymatlari qatnashgan tenglama .

E) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning integrallari 
qatnashgan tenglama .

18.1kki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun 
quyidagi tenglamalar- dan qaysi biri matematik fizika tenglamasi 
bo'ladi?

A) u'x(x,0) + u'x(0 ,y )=f ( x ,y )  .
B) u'y (x,Q) + u'y (0,y) = f(x ,y )  .

C) u'x(x,0) + u’y (Q,y) = f(x ,y )  .

D) keltirilgan tenglamalarning birortasi ham matematik 
fizika tenglamasi bo 'lm aydi.

E)barcha keltirilgan tenglamalar matematik fizika 
tenglamasi b o 'lad i.

19. Ikki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun 
quyidagi tenglamalar- dan qaysi biri matematik fizika tenglamasi 
bo'ladi?

A) u(x,y) + u2(x,y) = f ( x ,y ) .

B ) u'x(x,y) + u'y(x,y) = f ( x ,y )  .

C ) u(x,0) + u(0,y) = f ( x ,y )  .

D) keltirilgan tenglamalarning birortasi ham m atem atik  
fizika tenglamasi bo'lmaydi .

E) barcha keltirilgan tenglamalar matematik fizika 
tenglamasi b o 'lad i.

20. Matematik fizika tenglamasining tartibi qanday 
aniqlanadi?

A) noma'lum funksiyaning argumentlari soni bo'yicha .
B) noma'lum funksiyaning darajalari bo'yicha .
C) noma'lum funksiya hosilalarining tartibi bo'yicha .
D) noma'lum funksiya hosilalarining darajasi bo'yicha .
E) noma'lum funksiya hosilalarining soni bo'yicha.
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.................................. .... ...............................................л
21 .Umumiy holda u=u{x,y) funksiya uchun I tartibli chiziqli 

m a t e m a t i k  fizika tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?

A) A^- + B^- + Cu = f(x,y) 
dx oy

^ А% +2Вй + с % +Ви- Я х ’у ) - 
tdu ndu „

c ) A^ : B^ r+Cu=f (-x’rtox oy

D )A ~ B ^ -C u = f{x ,y ). 
ox oy

E) to'gri javob keltirilmagan .
22. Quyidagilardan qaysi biri u=u{x,y) funksiya uchun I 

tartibli chiziqli matematik fizika tenglamasi bo'ladi ?

A>(sJ+f+“=№'>- 4S4+“-/(v)-
E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham I tartibli chiziqli 

matematik fizika tenglamasi bo 'lm aydi.
23.Quyidagilardan qaysi biri I tartibli chiziqli matematik 

fizika tenglamasi bo'ladi ?

A )f j f  + «-/(*oOOX

B) ~  + U = f(X ,y). 
dy

Q du du r/ \—+ — + и = /(дг,^). 
dx dy

D) keltirlgan tenglamalardan barchasi I tartibli chiziqli 
matematik fizika tenglamasi bo 'lad i.

E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham I tartibli chiziqli 
Matematik fizika tenglamasi bo 'lm aydi.

24.Quyidagilardan qaysi biri I tartibli chiziqli matematik 
fizika tenglamasi bo'ladi ?

du duд \ on du
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(й
Пч ди див ) — ■ — + u=f(x,y) 

дх ду
.™ ди ди г , .
C ) —  + —  + u = f ( x ,y ) .  

дх ду

D) keltirlgan tenglamalardan barchasi I tartibli chizial' 
matematik fizika tenglamasi b o 'lad i.

E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham I tartibli chiziqli 
matematik fizika tenglamasi bo 'lm ayd i.

25.Umumiy holda u=u(x,y) funksiya uchun II tartibli chiziqli 
matematik fizika tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?

, d2u
A) AT T  + B j i  = A x ’y)dx dy

.d 2u d2uB) A ^ + B
dx dxdy

,д 2 и
+ CTT = f ( x>y)-dy

C)4 + B d2u „du  _ du „ .+ C— + D— + Eu = f ( x ,y ) . 
dy dx dy

D) +
dx

+ C
d2u

E) А\Щ  +B^ +d ^ .  
VSxJ dx dy

,du

V
+ D ^ - + E ^  + Fu = f(<x ,y). 

dx dy
26. Quyidagilardan qaysi biri u=u(x,y) funksiya uchun II 

tartibli chiziqli matematik fizika tenglamasi bo'lmaydi ?
л ч ,d 2u d2uA) A—-  + B-----

dx dxdy
+ C ^  + D u = f(x ,y ) .  

dy2

В) A ~  + B
dx2

,d 2u

d2u
+ C ^ -+ D ^ -  + E u = f(x ,y ) . 

dy dx dy

d2u d2uC) A ~  + B ^ -  + C ~  + D —  + E—  + F u = f(x ,y ) .  
dx2 dxdy dy2 dx dy У)

\2
D) А Щ  +B— — +c ^

\dx)  dx dy
+ D ^  + E ^  + Fu = Ax,y)  . 

dx dy
E) Barcha tenglamalar II tartibli chiziqli matematik fizika 

tenglamasi bo'ladi.
27.Quyidagilardan qaysi biri u=u(x,y) funksiya uchun II 

tartibli chiziqli matematik fizika tenglamasi bo'ladi ?

A) A
d2u d2u 

dx2 dy2
B-

dxdy
+ Си = f ( x ,y )  .
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ПЧ A— -̂ + B— r  + C-—j  + b>(—) + *н—) т/ ' в - дл , / , .  
’ дх2 dxdy ду2 дх ду

Е) Barcha tenglamalar II tartibli chiziqli matematik fizika 
lamasi
28. I

tenglamasi

tenglamasi bo'ladi.
28. Umumiy holdagi II tartibli chiziqli matematik fizika

“ i d2u „ d2u „ d2u du „ du _ .
Л— г  + B——  + C — r-+ D—  + E~— + Fu = f{x ,y )  

dx2 dxdy dy2 dx dy

qaysi shartda bir jinsli bo'ladi?
A)f(x,y)>0. B) f(x,y)<0. C) f(x,y)=0. D)f(x,y)*0.

E) \f(x,y) I >0-
29. Matematik fizikada II tartibli chiziqli tenglamaning qaysi 

turi aniqlanmagan?
A) sferik. B) elliptik. C) giperbolik. D) parabolik.
E) barcha keltirilgan turdagi tenglamalar aniqlangan.
30.Umumiy holdagi II tartibli chiziqli matematik fizika 

tenglamasi

A^-^ + B~— + С—у  + + E^- + Fu = f(x,y) 
дх2 dxdy dy2 dx dy

qaysi shartda elliptik turga kiradi?
A) B2 -4AC>0. В) В2-4ЛС<0. С) B2-4AC  = 0.
D) В2 -4AC *0. E) IB2 -4AC I >0 .
31. Umumiy holdagi II tartibli chiziqli matematik fizika 

tenglamasi
.d 2u n d2u „ d2u ^du „du „  .A— -  + В------ + С — г- + £>—  + E—  + Fu = f{ x ,y )
dx dxdy dy dx dy

qaysi shartda giperbolik turga kiradi?
A) B2 - 4 4 0 0 .  В) В2 -4ЛС<0. С) B2 -4AC = 0.
D) B2 -4AC #0. E) to'g'ri javob keltirilmagan.



32. Umumiy holdagi II tartibli chiziqli matematik fizj^ 
tenglamasi

A ^ B p L  + C ^  + D ^ E ^  + F u ,n , ,y )  
dx2 dx dy dy2 dx dy JK y>

qaysi shartda parabolik turga kiradi?
А) В2 -4ЛОО. В) В2 -4ЛС<0. С) В2-4ЛС = 0.
D) B2-4AC  *0. E) to'g'ri javob keltirilmagan.

2.Tor tebranishi tenglam asi va uning uchun chegaraviy 
m asalani Furye usu lida yechish

1. Quyidagilardan qaysi biri tor tebranishi tenglamasini 
ifodalaydi?

A ) ^  = a2~  B) (—)2 =a2~  C) —  = a2 —
dt dx2 dt dx2 dt2 dx2

2. Tor tebranishi tenglamasi ~̂ г = а matematik fizikaning

qaysi turdagi tenglamasi bo'ladi?
A) elliptik. B) giperbolik. C) parabolik.
D) a< 1 bo'lganda elliptik, я=1 bo'lganda parabolik va я>1 

bo'lganda giperbolik.
E) я<1 bo'lganda giperbolik, я=1 bo'lganda parabolik va я>1 

bo'lganda elliptik.
3. Uzunligi I bo'lgan va uchlari x=0, x=l nuqtalarda 

mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t) 
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri chegaraviy 
shartni ifodalaydi?

A)u{x,0)=f(x). B)m(0, 0=0. c )
dt

D)keltirilgan barcha tengliklar chegaraviy shartni ifodalaydi.
E)keltirilgan birorta ham tenglik chegaraviy shartni
ifodalamaydi.
4. Uzunligi I bo'lgan va uchlari x=0, x=l nuqtalarda 

mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t)

494 J



ш
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri chegaraviy 
shartni ifodalaydi?

A) u(l, 0=0 B) u(x,0)=f(x) С) ди̂  = ф )

D)keltirilgan barcha tengliklar chegaraviy shartni ifodalaydi.
E)keltirilgan birorta ham tenglik chegaraviy shartni

ifodalamaydi.
5. Uzunligi I bo'lgan va uchlari x=0, x=l nuqtalarda 

mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u-u(x,t) 
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri boshlang'ich 
shartni ifodalaydi?

А)и(/, t)=0. B) u(x,0)=f(x). С) и(0, f)=0.
D)keltirilgan barcha tengliklar boshlang'ich shartni 

ifodalaydi.
E)keltirilgan birorta ham tenglik boshlang'ich shartni 

ifodalamaydi.
6. Uzunligi I bo'lgan va uchlari x=0, x=l nuqtalarda 

mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t) 
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri boshlang'ich 
shartni ifodalaydi?

A)u(t, f)=0. B) u(0,t)=0. C ) ^ ^ -  = (p(x).
dt

D) keltirilgan barcha tengliklar boshlang'ich shartni 
ifodalaydi.

E) keltirilgan birorta ham tenglik boshlang'ich shartni 
ifodalamaydi.

d 2u d 2u
7. Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi ^T = °2̂ T

tenglamaning u,i=un(x,t) xususiy yechimlari Furye usulida qanday 
ko'rinishda izlanadi?

A)un(x,t)=X„(x)+Tu(t). B) Un(x,t)=Xn(x)-T,,(t).
C) un(x,t)=Xn(xyTn(t). D) u„(x,t)=Xn(x)/Tn(t)
E) Un(x,t)=Xn(x)±Tn(t).

8. Chegaraviy masalani yechishning Furye usuli boshqacha 
qanday nomlanadi?
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A) o'zgaruvchilarni qo'shish.
B) o'zgaruvchilarni ayirish.
C) o'zgaruvchilarni bo'lish.
D) o'zgaruvchilarni ajratish.
E) o'zgaruvchilarni ko'paytirish.
9. Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi

д~ы
~^ = a l~87  tenglamaning Un(x,t)=Xn(x)-Tn(t) ko'rinishdagi xususiy

yechimi Furye usulida topilganda X«=X„(x) funksiya qanday 
ko'rinishda bo'ladi?

E) X„(x) = A l n — x

10. Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi

qanoatlantiruvchi u„(x,t)=Xn(x)-Tn(t) ko'rinishdagi xususiy 
yechimi Furye usulida topilganda Tn=Tn(£) funksiya qanday 
ko'rinishda bo'ladi?

tenglamaning u{ 0, f)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni 
qanoatlantiruvchi и =u(x,t) umumiy yechimi Furye usulida

A )X„(x) = A t g ^ x  В ) X n{x) = A - c tg ~ x

С ) X n(x)~ A -cos^ j-x  D) X n{x) = A sm ^j-x

dt tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni

11. Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi ^ 4  = a2^ r
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qanday ko'rinishda izlanadi?
® r „ апл  _ апл  , . плA ) « (x ,0  = Z[B„tg— -t + C„ctg— t]sm— x.

n=1 I
an/r ~ аптг , ля-

B) и (* ,0  = S [S „ & — t + Cnctg— flcos— X./1 = 1 * 1 1
C) u (x ,0  = X [Bn sm——t + C„ cos—— ф ш ——x .

n=\ I 1 1
^  ч S r r ,  ■ апл  _  аля’ - ия-D) u(x,/) = Z [Bn sm——t + C„ cos——/]cos—- x .

/1 = 1 / 1 1
x-ч ч ® г гл • апл аптг , пкE) u(x,t)= 'L[B„sm—r t + C„cos— -t] tg — x.

/1 = 1 * 1 1
12. Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi

— = a2 tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni
dr dx2
qanoatlantiruvchi

, „ • апл  _ апл  . . плu(x,t)= Z [5„sin— -; + C„cos— /]sin— x 
n=l / I 1

umumiy yechimidagi Bn koeffitsiyentlar Furye usulida 
u(x,0)=f(x) boshlang'ich shart orqali qanday aniqlanadi?

A) Bn = —J/(x)cos^-xo !x  . B)5„ = y f/ (x )s in ^ x c fe  .
/ о ' 'o ‘

C)fi„ • D)5„ Л \ fW ctg^ xdx .
I о I I 0 ‘

E u  2 . .  . .  . пл пл,E ) 5„ = -  J /(x)[sm —  + cos — ]x<fc .
I о * ‘

13. Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi 

'^r = a2~  tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni 

qanoatlantiruvchi
£ r „ . аил’ „  апл  . . пя- 

и(х ,0=  Z [5„sin—— < + Cncos— Osin— X
n - l  I ‘  1

umumiy yechimidagi Cn koeffitsiyentlar Furye usulida 
du(x, 0)

~^~~<p(x) boshlang'ich shart orqali qanday aniqlanadi?

A ) c„ = -^ -jp (x)tg^ xdx . B)c„ = ——— f<p(x)ctg —— xdx .
апл  о / аитго «
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С )СП = J <р(х) cos— xdx. 

ап я о I
сч _ 2 [ . . . .  пл пл. .
Ь )Сп = ------ j^>(x)[sin-------v cos — \xdx.

апл0 I I

— иаплоD)Cn =Z7zi<P(x)sin~xdx .

3. Tor tebranishi uchun K oshi m asalasi va unu Dalamber 
usu lida yechish

1. Quyidagilardan qaysi biri tor tebranishi tenglamasini 
ifodalaydi?

d2uA ) ^  = a > -  
dt dx

D) ^  =
dt2

. du

в) ^ 4 + ^ 4 = 0
dx dy

E)
dt dx2

d7u—г = adt2 dx

Koshi masalasida quyidagi 

C) u\(x,0) = y/(x). 

masalasida quyidagi 

C) u(0,t)=h(t)

dx
2. Tor tebranishi uchun 

shartlardan qaysi biri qaraladi?
A) u(0,t)=h(t) B) u(l,t)= cj)(t)
D) <(0,0 = /(0- E) «;(/,/)=g(t).
3.Тог tebranishi uchun Koshi 

shartlardan qaysi biri qaraladi?
А) и(х,0)=ф(х) В) u(l,t)=\\>(t)
D) u'x(0,t) = f(t) E) u'x(l,t) = g(t).
4. Tor tebranishi uchun Koshi masalasida qanday shartlar 

qaraladi?
A) faqat chegaraviy shartlar
B) faqat boshlang'ich shartlar
C) ham chegaraviy, ham boshlang'ich shartlar
D) limitik shartlar
E) keltirilgan barcha hollar qaralishi mumkin
5. Tor tebranishi uchun Koshi masalasi nechta yechimga ega 

bo'ladi?
A) kamida bitta B) ko'pi bilan bitta Qcheksiz ko'p
D) faqat bitta E) barcha hollar bo'lishi mumkin .
6. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida 

yechishda noma'lum u=u(x,t) funksiya qanday ko'rinishda 
izlanadi?

A) u(x,t)=f(ax+t)+g(ax-t). B) u(x,t)=f(x+at)-g(x-at).
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С) u(x,t)=f(x+at)/g(x-at). D) u(x,t)=f(x+at)+g(x-at).
E) u{x,t)=f(ax+t)-g{ax-t).
7. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber 

uSulida yechishda boshlang'ich shartlar и(х,0)=ф(х) ,
<№^ = Ч/(х) ko'rinishda bo'lsa, и(x,t)=f(x+at)+g(x~at) yechimdagi 

dt
f(x) va g(x) funksiyalar qaysi tenglamalar sistemasidan topiladi?

'  / 0 0  + g(x) = (/00 J  / 0 0  -  8 00  = Ф )д ч  I J  W  ' 6VA/ -  Y  D\

\af'(x) -  ag'(x) = <p(x) [af'(x) +ag'(x) = i//(x)

c  j  f(x) + g(x) = <p(x) J  / 0 0 - 2 0 0  = ̂ 0 0
af'(x) -  ag'(x) = i//(x) [af'(x) + ag'(x) = <p{x)

Е ч J  f { x )  + g(.x) = y/(x)
\af\x) + ag'(x) = (p(x)

8. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida

yechishda boshlang'ich shartlar и(х,0)=ф(х) , Sl4̂ ~~̂ - = y/(x)

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t)=f(x+at)+g(x-at) yechimdagi f(x) funksiya 
qaysi formula bilan aniqlanadi?

A) f(x) = \[4/(x) + -\<p{s)ds + C] B) f{x) = \-[4/(x)~-\cp(s)ds + C].
2 a x aо 0

Q  f(x) = -[(p(x)~- \\j/fs)ds + C]. D) f(x) = \-[<p(x) + -  |^(5)Л + С]
2 a Xa 2 a Xt

E) / 0 0  = —kl^OO + -  )<p(s)ds + С] .
2 a x0

9. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida 
yechishda boshlang'ich shartlar и(х,0)=ф(х) , du^'91 = y,(x)

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t)=f{x+at)+g(x-at) yechimdagi g(x) funksiya 
qaysi formula bilan aniqlanadi?

A) #00 = \w(x) + -  ](p{s)ds + C]
2 a x.

B) g(x) = ̂ [V'O) -  ~ J <p(s)ds + C]
2 a r
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Q  g(x) = k<P(x) ~ ~ |<y(s)ds + С]
2  a x,

D) g(x) = \-[cp(x) + -  |y(s)ds + C].2  a xло

E) g(x) = \[<p(x)-- \i//(s)ds-C].1 a rло

Ю-Tor tebranishi uchun Koshi masalasida boshlang'ich 
shartlar

и(х,0)=ф(х) ,
dt

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t) yechim uchun Dalamber 
formulasini ko'rsating.

A  \  1 1 X+atA) u(x,t) = -[<p(x + at) + ip(x-at)] +— \\f/{s)ds.
2 2a

T 5 \  1 1 aX+ld )u(x,t) = ~[(p(ax + t) + <p(ax -  /)] + —  W(s)ds .
2 2a ax-t 

r*\ 1 1 x+atu(x, t) = - [<p(x + at) -<p(X- at)}-----Jy/{s)ds .
2  2 a  x -a t
1 1 ax+t

D) u(x,t) = -[<p(ax + t)-<p(ax-t)]-----
2  2 a  a x - t

T7\ 1 1 aX+tb) u(x,t) = -[i//(ax + t) + 4/(ax-t)]-----\<p(s)ds.
2 2a at_,

Я2 Я 2
11.Tor tebranishi uchun ~  = u(x,0) = x, u'.(xfi) = 1

dt2 dx2 ,v '
Koshi masalasining yechimini Dalamber formulasi 

yordamida toping.
A) u(x,t)=x(l+t)+(x+l)t2 . B) u(x,t)=x(l+t)-(x+l)t2 .
C) u(x,t)=x(t-l)+(x-l)t2 D) u(x,t)=x+t. E) u(x,t)=x+t+xt

Я 2 Я2
12. Tor tebranishi uchun —^ = 4—^ , u(x,0) = x, u',(x,0) = 2x

dt2 dx2 '
Koshi masalasining yechimini Dalamber formulasi 

yordamida toping.
A) u(x,t)=x(l+2t)+(x+l)t2
B) u(x,t)=x(l+2t)-(x+l)t2
C) u(x,t)=x(2t-l)+(x-l)t2



D) u(x,t)=x+xt
E) u{x,t)=x+t+xt.

4. Issiqlik tarrqalishi tenglamasi va uning uchun Koshi 
masalasini Furye usulida yechish

1. Q uyidagilardan qaysi biri sterjenda issiqlik tarqalish 
tenglamasini ifodalaydi?

. .du 2 d2u ,dU\2 2 dzu d2u 2d2u
А)т := а t t  B) =a t t  Q —r = a2, 2 ° “ D\ 2 _ 2— т D) v _ / — Cl -  — и

dt dx dt dx dr dx
r>. d2u 2du
d ) t t = * it  E) T T  = a t )
2. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun birinchi chegaraviy 

masalada quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi?
А) и(х,0)=ф(х) . В) u(0,t)=ip(t).
С) u(l,t)=co(t). D) u't(xfi) = ф(х).
E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
3. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun birinchi chegaraviy 

masala nechta yechmga ega ?
A) kamida bitta. B) faqat bitta. C) cheksiz ko'p. D) 

chekli sonda.
E) sanoqli sonda.
4. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun Koshi masalasida qaysi 

shart qaraladi?
A) x=0 nuqta uchun u(Q,t)=ip(t) chegaraviy shart.
B) x=l nuqta uchun u(/,f)=a>(t)chegaraviy shart.
C) f=0 uchun и(х,0)=ф(х) boshlang'ichch shart.
D) f=0 uchun u',(x,0) = /(дг)boshlang'ichch shart.
E) keltirilgan barcha shartlar qaraladi.
5. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun Koshi masalasida 

9uyidagi shartlardan qaysi biri qaraladi?
А) и(х,0)=ф(х) В) u(l,t)=ip(t) С) u(0,t)=h(t)
D)«;co,o=/co e) u'x(i,t)=g(t)
6. Sterjenda issiqlik tarqalishi tenglamasining xususiy 

yechim lari Furye usulida qanday ko'rinishda izlanadi?



ей
A)u(x,t)=X{x)+T{t) В) u(x,t)=X(x)-T(t)
С) u(x,t)=X(x)-T(t) D) u(x,t)=X(x)/T(t)
E) u»(x,t)=X(x)±T(t).
7.Sterjenda issiqlik tarqalishi tenglamasining u(x,t)=X(x)-T(t) 

ko'rinishdagi xususiy yechimi Furye usulida topilganda X=X(x) 
funksiya qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) X(x) = A cos(A + x) + В sin(A + x ) .
B ) X  (x) = Л cos(A -  x) + Вsin(A -  x ) .

C) X (x ) = A cos(x/ А) + В sin(х/ A ).

D) X{x) = A cos Лх + В sin Лх.
E) X(x) = A cos(A / x) + В sin(A / x ) .

8.Sterjenda issiqlik tarqalishi u', = a 2u"xx tenglamasining 
n(x,t)=X(x)-T(t) ko'rinishdagi xususiy yechimi Furye usulida 
topilganda T=T(f) funksiya qanday ko'rinishda bo'ladi?

A )T(t) = CeaU’' B ) T(t) = Ce~a Xl C)T(t) = Ccosa2A2t .

D)T(t) = С sin a 2 A2t . E)T(t) = Ccosa2A2t + Dsina2A2t .

9. Sterjenda issiqlik tarqalishi u\ = a2uxx tenglamasining 
Furye usulida topilgan u(x,t)=X(x)-T(t) ko'rinishdagi xususiy 
yechimi qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) u(x,t) = e~a i '[^(A)cos(/l + x) + 5(A)sin(A  + x )] .

B ) u(x,t) = e~°2/i:'[^(A )cos(A  -  x) + 5(A)sin(A  -  x ) ] .

C) u(x,t) = e~a A '[A(A)cosAx + 5(A )sinA x].
D) M(x,0 = e ‘ “J/l!'M (A )cos(x/A) + S(A )sin(x/A )].

E) u(x,t) = e~°i/l,'[/f(A)cos(A/x) + 5(A )sin (A /x)].
lO.Sterjenda issiqlik tarqalishi u\ = a 2uxx tenglamasining 

Furye usulida topilgan yechimi qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) u(x,t) = ] е - а''я‘'[А(Л)cos(A + x) + B(A)sin(A + x)]dA .
о

B ) u(x,t) = ]e~aU4[AWcos(A  -  x) + 5(A)sin(A -  x)]dA.
0

C ) w (*,0  = \e~a л f[A(A)cosAx + B(X)smXx]dX.
о



ш
D) u(x,t) = ]e~a /i:,[A(A)cos(x/A) + B(A)sin(x/A)]dA.

0
E) u(x,t)= 1 е 'а’л '[Л(А)соь(Л/х) + B(A)sin(A/x)]dA.

0
ll.Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun Koshi masalasining

Furye usulida topilgan
u(x,t)= \e~a'x '[A(A)cosAx + B{A)smAx]dA

о
yechimidagi Л(Л) funksiyalar и(х,0)=ф(х) boshlang'ich shart
orqali qanday aniqlanadi?

1 +00 1 +°° .
A) A(A) = - j t p ( a ) sm A a d a  . B) A(A)=— \cp(a)[s\nXa+cosAa\da .

Я  _oo

1 +00 \  +co 

C ) A (A)= - \cp(a)cosAa da . D ) A(A)= - \(p(a)[s\nXa-cosAa\da .
Я  _oo Я  —oo

1 +CO

E) A{X) = — J (p(a)s\nXa cosAa da .
Я  —со

12.Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun Koshi masalasining 
Furye usulida topilgan

u(x,t)= \e~a X '[A(A)cosAx + B(A)s\r\Ax]dA
о

yechimidagi B(A) funksiyalar и(х,0)=ф(х) boshlang'ich shart 
orqali qanday aniqlanadi?

i +oo 1 +c°
A) B(A)=— \(p{a)smAada . B) B(A)=— \cp(a)\smXa+cosla\da .

Я  - oo Я  - oo

1 +00 J + 20

С) 5(Я) = -  \(p{a)cosAa da . D) B{A) = — \cp(a)[smAa-cos Aa\da .

1 +°0
E) B(A)=— I <p(a) sin Aa cosAa da .

я —00

13.Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun u\ = a 2u’xx, и(х,0)=ф(х) 
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi qayerda 
to'g'ri ifodalangan?

а ч 1 +Q0 2 +°°A) u(x,t) = — j e~a [ \<p{a)sm{a -x)Ada]dA .
Я  о -o o

r »\  1 +0 0  , .2 +О0
B) u(x,t) = — \ e~a [ J ^ (a ) s in (a  + x)Ada]dA .
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_ 1 - 12
C ) w(x,/) = — J e~a '[  \q)(a)cos(a -  x)Xda]dA, .

Л  0 —ас

1 +00 : j2 +cc
D) u(x,t) = — J e~° '[  J^>(a)cos(a + дг)Лг/а]с/А .

я- о - »
1 +СС 2 2’ +а0

E) u(x,t) = — I e~a ' { j^ (a )[co s (a  -  x)X + sin(a -  x)X]da}dX .

14. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun Koshi masalasining 
Furye usulida topilgan yechimi qaysi integrali orqali 
ifodalanadi?

A) Koshi integrali B) Furye integrali
C) Puasson integrali D) Dirixle integrali
E) Laplas integrali.
15. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun м; = о2м^, и(х,0)=ф(х) 

Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi Puasson 
integrali orqali qanday ifodalalanadi?

A)

, +OC ■Л?.!*)1
B) u(x,t) = ----=  j[tp(a) + e 4a‘l ]da.

2a \ M —oo
. +. J a-*y

C) u(x,t) = -—1=  f[<p(a)-e AaU ]d a .
2ayJ 7й _oo

, +=o _(£Lzf)’.
D) u(x,t) =----\[<p(a)±e 4аЧ ] d a .

layjm -oo
1 +00 <“-?>!

E) u(x,t) = ----- j=  l<p(a)e 4aV d a .
layjTtt _oo

16. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun м; = а2и^, и(х,0)=ф(х) 
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi Puasson 
integrali orqali

1 +oo
ti(x,l) = ----- l<p(a)e~z(a'x',)da

2  Cl л/ 7Zt _oo
ko'rinishda ifodalanadi. Bunda Z(a,x,t) qaysi funksiyadan 

iborat bo'ladi?
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E) to'g'ri javob keltirilm agan.

5. Laplas tenglamasi va uning uchun chegaraviy masalalar
1. Ikki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun 

Laplas tenglamasi qayerda to'g'ri ifodalangan?

A ) < f V * ( t V - o .  B H f y - A ’ -o.
дх ду дх ду d x о у

D ) ? - ? ' 0- E>д x д2у  дх ду

2. Tekislikda Laplas operatori Д qanday ko'rinishda bo'ladi?

Л )д= (|-)! * ф 2 в ) д = А г - А г . с )  A = i + i
дх ду дх ду д х д у

D) д = J r — ~т~- Е) А = Д ±|-)2.
д х д у  дх ду

3. Laplas operatori Д orqali и=и(х,у) funksiya uchun Laplas 
tenglamasi qanday yoziladi?

А) Дм = 0. В)Д2м = 0. С)Дк"=0.
D) (Дм)2 = 0. E) Д2и + Дм2 = 0.
4. Дм=0 Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasida 

quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi?
A) D biror С kontur bilan chegaralangan yopiq soha.
B) u=u(x,y) funksiya D sohaning ichki nuqtalarida Laplas 

tenglamasini qanoatlantiradi.
C) u=u(x,y) funksiya С konturdagi barcha M=M(x,y) 

nuqtalarda u(M)=f(M) chegaraviy shartni qanoatlantiradi.
D) u\M<_c = f( M )  chegaraviy shartda berilgan/(M) funksiya С 

konturda uzluksiz. E) keltirilgan barcha shartlar talab e tilad i.
5. Dirixle masalasi nechta yechimga ega?
A) cheksiz ko'p B) chekli sonda
C) sanoqli sonda D) kamida bitta E) bitta



b.Tasdiqni to'ldiring: Laplas tenglamasi uchun Dirixle 
masalasi doirada qaralganda x va у Dekart koordinatalaridan 
koordinatalarga o'tiladi.

A) silindrik B) qutb C) sferik
D)egri chiziqli. E) fazoviy.
7.x va у Dekart koordinatalaridan r va ф qUtb 

koordinatalarga o'tishda qutb radiusi r qaysi formula bilan 
aniqlanadi?

A) r = J\x + )]. B) r = J\x-y\. C) r = jx 2 +y2 .

D )r = ̂ 2-/ | . E) r = i]x* +y4 .

8.x va у Dekart koordinatalaridan r va ф qutb koordina
talarga o'tishda qutb burchagi ф uchun quyidagi formulalardan 
qaysi biri noto'g'ri?

A) (p = arctg — (x > 0). В) (p = к -  arctg— (x < 0).
X x

Q  (p = ̂ (x = 0,y>Q). D) <p = ~ ( x  = 0,y<Q).

E) keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.
9.x  va у Dekart koordinatalaridan r va ф qutb 

koordinatalarga o'tishda qutb burchagi ф uchun quyidagi 
formulalardan qaysi biri noto'g'ri?

A) (p = arctg—(x>0). B) <p = 7r +arctg— (x<0).
X X

C) <p = ̂ (x = 0,y>0). D) ip = -~ (x  = 0,y<0).

E) keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.
10. Qutb koordinatalarida berilgan v=v(r$) funksiya uchun 

Laplas tenglamasi qanday ifodalanadi?
82v d2v „ d2v d2v



л
11. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas 

tenglamasining yechimi v=v(r,<p) Furye usulida qanday 
ko'rinishda izlanadi?

А) у(г,ф)=Р(г)+Ф(ф) В) и(г,ф)=Р(г)-Ф(ф) 
С) у(г,ф)=Р(г)-Ф(ф) D) и(г,ф)=Р(г)/Ф(ф) 
Е) у(г,ф)= Ф(ф)/Р(г)
12. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas tengla

masining yechimi Furye usulida и(г,ф) =Р(г)-Ф(ф) ko'rinishda 
izlanganda P (r )  funksiya qaysi differensial tenglamadan topiladi?

A ) P \ r )  + kP\r) -  r2P (r) = 0 ,k = 0 ,1 ,2 ,- .
B) r 2P”{r)~P'(r) + kP(r) = 0,k = 0X2, -  .
C) r 2P \ r )  + rP'(r) -  k2P(r) = 0 ,k = 0 ,1 ,2 ,-
D) P \ r )  + k2P '(r ) - r 2P (r)  = 0,£ = 0,1,2,-• • .
E) P \ r )  + r 2P \ r ) - k 2P{r) = 0 ,k = 0 , l J . , -  .
13. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas 

tenglamasining yechimi Furye usulida у{г,ф) =Р(г)-Ф(ф) 
ko'rinishda izlanganda Ф(ф) funksiya qaysi differensial 
tenglamadan topiladi?

A) к 2Ф"((р) + ф(<р) = ОД = 0,1,2,- • •.
B) Ф’ (<р) + к2Ф(<р) = 0,к=  0,1,2, • • • .
C) Ф’ (ф) -  к 2Ф\ф) = 0 ,к  = 0,1,2, - •.
D) Ф ’ (<р) + к 2Ф'(<р) = 0 ,к  = 0 ,1 ,2 ,- .
E) Ф"{(р) + г 2Ф\(р) -  кФ(ф) = 0,к = 0,1,2,- • • .
14. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas 

tenglamasining yechimi Furye usulida у{г,ф) =Р(г)-Ф(ф) 
ko'rinishda izlanganda Ф(ф) funksiya Ф\<р) + к2Ф(ср) = 0,к = 0,1,2,—, 
differensial tenglamaning yechimi kabi aniqlanadi. k*0 holda 
Ф(ф) funksiya ko'rinishi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A ) Ф(<р) = Ak cos* cp + Bk sin* <p

B ) Ф((р) = Ak cos <pk + Bk sin 97*
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(g
C) ф(<р) = Ак cos(<p/к) + Вк sin {<р/к)
D) Ф((р) = Ак cos к(р + Вк sin кср.
E) Ф{ср) = Ак cos (к ± <р) + Вк sin(* ± (р).
15. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas 

tenglamasining yechimi Furye usulida v{r,<p) =Р(г)-ф(ф) 
ko'rinishda izlanganda P(r) funksiya

r2P’(r) + rP'(r) -  k2P(r) = 0, к = 0,1,2, • • •
differensial tenglamaning yechimi kabi aniqlanadi. Ы0 holda 

P(r) funksiya ko'rinishi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A ) P{r) = Ck{rk +r~k) .  B )P(r)  = Ckkr + Dkk~r .
C) P (r ) = Ckr 2k + Dkr ~2k. D )P (r )  = Ckk2r + Dkk~2r.
* E) P(r)  = Ckr k + Dkr~k.

16. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas 
tenglamasining Furye usulida topilgan гь(г,ф) (k=0,1,2,...) xususiy 
yechimlari qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) Vk = (Ak cos* <p + Bk sin* <p)rk (* = 1,2,- • •), v0 = Aq /2.

B) v* =(Akc o s p k + Bks in p k) rk (* = 1,2,—), v0 = A0 /2.
C) vk = (Ak cos k<p + Bk sin k<p)rk (к = 1,2,—), v0 = Л0 /2.

D ) v* =[Akcos(<p/k)+ Bksin((p/k)]rk (* = 1,2,—), vQ=AQ!2 .
E) v* = M *co s(p ± *) + 5 * s in (^ ± * )]r*  (*  = 1,2,—), v0 =Aq/2.
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Kim matematikani bilmasa, haqiqatni bilmaydi.
Kim uni tushunmasa zulmatta yashaydi.

Rene Dekart

XVII-BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI ASOSLARI

§ 17.1. Ehtimolning ta'riflari.
§ 17. 2. Ehtimollarni qo'shish va ko'paytirish teoremalari. 

Shartli ehtimollar. Hodisalaming bog'liqsizligi.
§ 17.3. To'la ehtimol formulasi. Bayes formulasi.
Bog'liq bo'lmagan tajribalar ketma -  ketligi. Bernulli 

formulasi.
§ 17.4. Asimptotik formulalar.
§ 17.5 Diskret tasodifiy miqdor va uning taqsimot qonuni. 

Diskret tasodifiy miqdorlaming sonli xarakteristikalari.Uzluksiz 
tasodifiy miqdorlar va ulam ing sonli xarakteristikalari.

§ 17.1. Ehtimolning ta'riflari

Ehtimol termini hodisaning amalga oshish, ro'y berish 
imkoniyatining obyektiv o'lchovini ifodalaydi.

Biror tajriba natijasida sondagi eI,e2,...,e„ elementar 
hodisalardan birortasi ro'y berishi mumkin bo'lsin, ya'ni
(/ = {e„e2... «,} bo'lsin. Bu elementar hodisalarga quyidagi
shartlarni qo'yamiz:

1) hodisalar juft-jufti bilan birgalikda emas, boshqacha qilib 
aytganda, istalgan ikkita e, va e1 (/ * j) hodisa uchun ulardan biri 
ro'y bersa, ikkinchisi albatta ro'y bermaydi.

2) e,,e2,...,e„ hodisalar yagona mumkin bo'lgan hodisalar, 
ya'ni ularning birortasi albatta ro'y berishi lozim.

3) e,,e2 hodisalar teng imkoniyatli. Bu shart e,,e2,...,e„ 

hodisalardan birortasining boshqalaridan ko'proq ro'y berishiga 
yordam beradigan hech qanday obyektiv sabablar yo'qligini 
anglatadi.
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ш..................... ...... _

Aytaylik, A hodisa berilgan bo'lib, u е,(; = й ) elementar 
hodisalardan ba'zilari ro'y bergandagina ro'y bersin. Bunday 
holda biz e,(i = Cn) elementar hodisalardan ro'y berishi д  
hodisaning ro'y berishiga ham olib keladiganlarini A hodisa 
qulaylik tug'diradigan hodisalar deb ataymiz.

Aytaylik, qaralayotgan n ta e,,e2....e, elementar hodisadan m
tasi A hodisaning ro'y berishiga qulaylik tugdirsin, ya'ni 
А = (ел,е .̂.. e4J  bo'lsin.

1. Ehtimolning klassik  ta 'rifi. A hodisaning ehtimoli deb A 
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hodisalar 
sonining teng imkoniyatli barcha elementar hodisalar soniga 
nisbatiga aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

ф )  _ m _ A ga kirgan elementar hodisalar soni 
n barcha elementar hodisalar soni

Ehtimolning xossalari.
a) muqarrar hodisaning ehtimoli birga teng:

P{U)=l.
b) mumkin bo'lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng:

p(v)~ o,
c) istalgan A hodisaning ehtimoli quyidagi qo'sh tengsizlikni 

qanoatlantiradi:

Klassik ta'rifdan foydalanib masalalar yechishda 
kombinatorika elementlari muhim rol o'ynaydi, shuni e'tiborga 
olib kombinatorikaga doir ba'zi tushunchalar bilan tanishib 
o'taylik.

Har qanday narsalardan tuzilgan va bir -  biridan yo shu 
narsalaming tartibi bilan, yoki shi narsalaming o'zlari bilan farq 
qiluvchi turli gruppalar birlashmalar deb ataladi.

Birlashmalar uch xil bo'lishi mumkin: o'rinlashtirish, o'rin 
almashtirish va gruppalash. Ulaming har birini ко'rib chiqaylik.

1) n elementini m tadan (bunda т й п )  o'rinlashtirish deb 
shunday birlashmalarga aytiladiki, ulam ing har birida berilgan n
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elementdan olingan m ta element bo'lib, ular bir -  biridan yo 
elem entlari bilan, yoki elementlarning tartibi bilan farq qiladi. n 
ta elementdan m tadan barcha o'rinlashtirishlar soni a" kabi 
belgilan ib , u

A" = n(n -  l)..[n -(m - 1)]

formula bilan hisoblanadi.
2) Agar o'rinlashtirishlar n ta elementdan n tadan olingan 

bo'lsa (ya'ni faqat elementlarining tartibi bilan farq qilsa), bunday 
o'rinlashtirishlar o'rin almashtirishlar deb ataladi, u holda 
yuqoridagi formulaga ko'ra n ta elementdan barcha o'rin 
almashtirishlar soni quyidagicha bo'ladi:

Pn = л(л-1)..1 = л!

3) Agar n ta elementdan m tadan tuzish mumkin bo'lgan 
barcha o'rinlashtirishlar dan bir -  biridan eng kamida bir element 
bilan farq qiladiganlarini tanlab olsak, u holda gruppalar 
(kombinatsiyalar) deb atalgan birlashmalarni hosil qilamiz.

n ta elementdan m tadan barcha gruppalashlar 
(kombinatsiyalar) soni

Cm Л! л (л - 1)..[л-(л 1- 1)]
" m \ (n -m )! ml

formula yordamida topiladi.
Yuqoridagi 3 ta formula uchun a” =c"-p„ munosabat 

o'rinlidir.
2. Ehtimolning geometrik ta'rifi. Biror Q soha berilgan 

bo'lib, bu soha 0  sohani o'z ichiga olsin, Q sohaga tavakkaliga 
tashlangan nuqtaning a  sohaga tushish ehtimolini topish talab 
qilinadi. В yerda barcha elementlar hodisalar to'plami Q ning 
barcha nuqtalaridan iborat. Binobarin, bu holda klassik ta'rifdan 
foydalana olmaymiz. Tanlangan nuqta Q ga albatta tushsin va 
uning biror Q, qismiga tushish ehtimoli shu Q, qismining 
o'lchoviga (uzunligiga, yuziga, hajmiga) proparsional bo'lib, Q, 
ning formasiga va в, qism Q ning qayerda joylashganligiga



bog'liq bo'lmasin. Bu shartlarda qaralayotgan hod- 
ehtimoli lsaning

p = mesQl
mesQ

formula yordamida aniqlanadi. Bu formula yordamid 
aniqlangan p funksiya ehtimolning barcha xossalarirp 
qanoatlantirishini ko'rish qiyin emas.

3. Ehtimolning statistik ta'rifi. Ehtimollar nazariyasining 
ko'pgina tatbiqlarida ehtimolning statik ta'rifi deb ataluvchi 
ta'rifdan foydalaniladi. Har birida biror hodisaning ro'y berishi 
yoki ro'y bermasligi kuzatiladigan tajribalami sharoitni 
o'zgartirmagan holda cheksiz ko'p marta tajrorlash mumkin 
bo'lsin deb faraz qilaylik. Masalan, o'yin soqqasini yoki tangani 
tahslash, nishonga o'q uzish va shunga o'xshash tajribalami 
cheksiz ko'p marta takrorlash mumkin.

Aytaylik, tajribalar soni n yetatlicha katta bo'lganda bizni 
qiziqtirayotgan A hodisa m marta ro'y bergan bo'lsin.

w (a)= — nisbat A hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi.

Ko'p kuzatishlar shuni ko'rsatadiki, agar bir xil shart- 
sharoitda tajribalar o'tkazilib, ulam ing har birida sinovlar soni 
yetarlicha katta bo'lsa, u holda nisbiy chastota turg'unlik 
xossasiga ega bo'ladi.

Quyidagi m asalalam i yeching.

17.1.Gruppada 10 ta fan o'qitiladi. Agar har kuni 4 xil dars 
o'tilsa, bir kunlik darsni necha xil usul bilan taqsimlash mumkin.

17.2. 8 ta stulga 8 kishini necha xil usul bilan о tkazish 
mumkin?

17.3. C" = C”~" tenglik o'rinli ekanini isbotlang.
17.4. Ikkita tanga bir vaqtda tashlangan m{m = 0, 1,2) marta 

gerbli tomon tushish ehtimolini toping.



yj 5 Yoqlariga 1, 2, 3, 4, 5, 6 raqamlar yozilgan ikkita soqqa
aqtda tashlanadi. Ikkala soqqada tushgan ochkolar yig'indisi 

T lt e ng bo'lish ehtimolini toping.
17 6. Ikkita soqqa tashlangan. Tushgan ochkolar yig'indisi 

beshga, ko'paytmasi to'rtga teng bo'lish ehtimolini toping.
17 7. Tanga ikki marta tashlangan. Hech bo'lmaganda bir 

marta "gerbli" tomon tushishi ehtimolini toping.
17.8. Yashikda 15 ta detal bo'lib, ulardan 10 tasi bo'yalgan. 

Yig'uvchi tavakkaliga 3 ta detal oladi. Olingan detallarning 
bo'yalgan bo'lishi ehtimolini toping.

17.9. Abonent telefon nomerini terayotib nomeming oxirgi 
uchta raqamini eslay olmadi va bu raqamlarni turli ekanligini 
bilgani holda ulam i tavakkaliga terdi. Kerakli raqamlar 
terilganligi ehtimolini toping.

17.10.Sexda 6 erkak va 4 ayol ishlaydi. Table nomerlari 
bo'yicha tavakkaliga 7 kishi ajratilgan. Ajratilganlar orasida 9 
ayol bo'lishi ehtimolini toping.

17.11. Radiusi R bo'lgan doiraga radiusi r bo'lgan kichik 
doira joylashtirilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan 
nuqtaning kichik doiraga tushish ehtimolini toping. Nuqtaning 
doiraga tushish ehtimoli doira yuziga proporsional bo'lib, uning 
joylashishiga bog'liq emas deb faraz qilinadi.

17.12. tekislik bir -  biridan 2a masofada joylashgan to'gri 
chiziqlar bilan bo'lingan. Tekislikka radiusi r < a  bo'lgan tanga 
tavakkaliga tashlangan. Tanga to'g'ri chiziqlarning birortasini 
ham kesmasligi ehtimolini toping.

17.13. Ikki do'st kunduzgi soat 12 bilan 13 orasida tayin bir 
kT*3 UĈ rashisbga va oldin kelgan kishi do'stini 1/4 soat kutib,

magandan kelmagandan keyin ketishga kelishib olishdi. Agar 
r ir kishi o'zining kelish momentini tavakkaliga (soat 12 bilan 
orasida) tanlasa, ularning uchrashish ehtimolini toping.

• 4.0* o'qining uzunligi L bo'lgan О A kesmasiga ikkita
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SM va c(y) nuqta tavakkaliga qo'yilgan. Hosil bo'lgan 
uchta

kesmadan uchburchak yasash mumkin bo'lishi 
ehtimolini toping.
17.15. Radiusi R bo'lgan doira ichiga tavakkaliga nuqta 

tahslangan. Tahslangan nuqta doiraga ichki chizilgan: a) kvadrat 
ichiga; b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimolini toping. 
Nuqtaning doira bo'lagiga tushish ehtimoli bu bo'lakning yuziga 
proporsional bo'lib, uning doiraa nisbatan joylashishiga bog'liq 
emas deb faraz qilinadi.

§ 17. 2. Ehtimollarni qo'shish va ko'paytirish  
teoremalari. Shartli ehtim ollar. Hodisalarning  

bog'liqsizligi
Berilgan hodisaga qulaylik tug'diruvchi hollarni bevosita 

hisoblash ancha bo'lishi mumkin. Shuning uchun hodisaning 
ehtimolini hisoblashda uni boshqa soddaroq hodisalar 
kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalash qulayroqdir. Biroq bunda 
boshqa hodisalarning kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalashda 
hodisaning ehtimoli bo'ysunadigan qoidalarni bilish kerak. 
quyida ular bilan tanishib o'tamiz.

1. Birgalikda bo'lmagan hodisalar ehtimollarini qo'shish 
teoremasi. Ikkita birgalikda bo'lmagan A va В hodisadan istalgan 
birirning ro'y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimolarining 
yig 'indisiga teng:

p (a + b )= p (a )+ p (b ).

Umuman har ikkitasi birgalikda bo'lmagan bir nechta 
A„Aj,...,A. hodisalardan istalgan birining ro'y berish ehtimoli bu 
ehtimollarining yig 'indisiga teng:

p(a, + a2 +...+a,)=  p (a , )+ p (a2 )+...+p (a„ ).

Natija. Agar а1, а2,...,ап hodisalardan faqat bittasi albatta ro'y 
beradigan va ular birgalikda bo'lmagan hodisalar bo'lsa, u holda

p (a ,)+ p (a2)+... + p (a„) = i .

■ ..... - Jjl
Xususiy holda, agar A  va a  hodisalar o'zaro qarama -  qarshi 

hodisalami ifodalasa, u holda
p {a )+ p (a )= l .

Bu teoremaga keyinroq misol ko'armiz.
2. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog'liqsizligi.
Hodisalarning ehtimolini aniqlash asosida biror S shartlar 

komleksi yotishini aytgan edik. Agar p (a ) ehtimolni hisoblash S 
shartlar kompleksidan boshqa hech qanday shartlar talab 
qilinmasa bunday ehtimol, shartsiz ehtimol deyiladi. Ko'p 
hollarda A  hodisaning ehtimolini biror В hodisa (P(5)>odeb faraz 
qilinadi) ro 'y bergan shartda hisoblashga to'g'ri keladi. Bunday 
ehtimol shartli ehtimol deyiladi va p [a /b ) kabi belgilanadi. Agar 
ikkita A va В hodisadan birning ehtimoli ikkinchisining ro'y 
berishi yoki ro 'y bermasligi natijasida o'zgarmasa, u holda bu 
hodisalar o'zaro bog'liqsiz hodisalar deyiladi, aksholda bu 
hodisalar o'zaro bog'liq hodisalar deyiladi.

Masalan, oq va qora sharlar solingan yashikdan olingan 
birinchi shar unga qayta solinsa, ikkinchi martaolingan shaming 
oq bo'lish ehtimoli birirnchi olingan shaming oq yoki qora 
bo'lishiga bog'liq emas. Shuning uchun birnchi va ikkinchi shar 
olish natijalari o'zaro bog'liqsiz bo'ladi.

Aksincha, agar birinchi olingan shar yashikka qayta 
solimasa, u holda ikkinchi marta shar olinishidagi natija birinchi 
marta shar olish natijasiga bog'liq ravishda o'zgaradi, chunki 
birinchi marta shar olinishi natijasida yashikdagi sharlarning 
sostavi o'zgaradi. Bu yerda biz bog'liq hodisalar misoliga egamiz.

Shartli ehtimollar uchun qabul qilingan belgilashlardan 
foydalanib, A va В hodisalarning o'zaro bog'liqsiz bo'lishi 
shartini

P (A /B )= P{A )yoki P{A/B) = P{b )

ko'rinishda yozish mumkin.
3. Hodisalar ehtim ollarini ko'paytirish teoremasi. Ikkita 

bog'liq hodisaning birgalikda ro'y berish ehtimoli ulardan

515



4BL...... ...............-.... ^

birinchisining ehtimolini ikkinchisining birinchisi ro'y bergan 
shart ostidagi shrtli ehtimoliga ko'paytirilganiga teng Va 
aksincha, ya'ni

p [a b ) = p {a ) p (b /a \ 
p (a b ) = p (b )-p (a i  b \

Xususiy holda, agar A va В hodisalar o'zaro bog'liq 
bo'lmasa, ularning birgalikda ro'y berish ehtimoli bu hodisalar 
ehtimolining ko'paytmasiga teng:

p (a b )= p (a ) p (b ).
4.Birgalikda bo'lgan hodisalar ehtimollarini qo'shish 

teoremasi. Ikkita birgalikda bo'lgan A va В hodisadan hech 
bo'lmaganda birining ro'y berish ehtimoli bu hodisalar 
ehtimollari yig'indisidan ularning birgalikda ro'y berish 
ehtimolining ayrilganiga teng:

p(a +в )=p (a )+ p {b) - p [a b ).
Agar A va В hodisalar o'zaro bog'liq bo'lmasa, u holda 

ushbu formula o'rinli bo'ladi:
p(a + в)=p (a)+p{b) - p[a ) p (b)

Masala-1 Sexda ikkita brigade bir xil maxsulot ishlab 
chiqarmoqda. Kun davomida I brigada (II brigada) n dona (f 
dona) mahsulot tayyorladi va ularning m donasi (s donasi) oliy 
navli deb topildi. Har bir brigada tayyorlagan mahsulotlar 
ichidan tasodifiy ravishda bittadan mahsulot tanlab olindi. 
Quyidagi tasodifiy hodisalarning ehtimolliklarini toping:

A={I brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli},
B={ II brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli emas}, 
C={Ikkala brigadadan tanlangan mahsulotlar oliy navli}, 
D={Tanlangan mahsulotlarning faqat bittasi oliy navli},
E={ Tanlangan mahsulotlarning kamida bittasi oliy navli }, 
n = 30, m = 22 , t = 50 , s = 44

Yechish: Ehtimollikning klassik ta'rifi bo'yicha
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Qarama-qarshi hodisalarning ehtimolliklari formulasiga
asosan

-  5 44 6P(B) = 1 -  P(B) = 1 -  -  = 1 ------ = —  = 0,12.
t 50 50

Hodisalar ko'paytm asi ta'rifiga asosan С = A В va A , В 
bog'liqmas hodisalar bo'lgani uchun ehtim olliklarni ko'paytirish  
teoremasi bo'yicha

P(C) = P(AB) = P(A)P(B) = Щ  ~  *  0,73 • 0,88 *  0,64

D hodisa ehtimolligini topish uchun
Di = {Faqat I brigadadan tanlangan mahsulot oliy nav l i } 
D2 = {Faqat II brigadadan tanlangan mahsulot oliy nav l i }

Tasodifiy hodisalami kiritamiz.
Hodisalarni qo'shish ta'rifiga asosan D = Di + D2 deb yozish 

mumkin. Hodisalar ko'paytmasi ta'rifiga asosan Di = AB , D2 = 
AB deb yozish mumkin. Di va D2 birgalikda bo'lmagan 
hodisalar bo'lgani uchun, ehtimolliklarni qo'shish va ko'paytirish 
teoremalariga asosan ushbu natijani olamiz :

P(D) = P(Di + D2) = P (Di) + P( D2) = P(AB) + P (I s )  -
P(A)P(B)+P( A )P( В )=
— •— + f l- —\  — =0,73-0Д 2+0,27-0,88=0,0876f 0,2376= 0,3252
30 50 V 30j 50
Endi E hodisaga qarama-qarshi E hodisani qaraymiz.
E = {ikkala mahsulot ham oliy navli emas) = A-B bo'lgani 

uchun
P (Ё) = P(I-B) = Р(Л)-Р(В)=0,27-0,12=0,0324

Buholda
P(E) = 1- P (Ё) = 1- 0,0324 = 0,9676 * 0,97 .

Masala-2. Omborda uch partiya mahsulot saqlanmoqda. Bu 
partiyalardagi mahsulotlar soni mos ravishda m, m, m bo'lib ular 
P1' V1' рз ehtimollik bilan sifatli bo'lishi mumkin. Ombordagi 
Mahsulotlar ichidan bitta mahsulot tasodifiy ravishda tanlab 
°hndi.



а
а) Tanlangan mahsulotni sifatli bo'lish ehtimolliginj 

hisoblang.
б) Agar tanlangan mahsulot sifatli bo'lsa, uni i-partiyaga 

tegishli bo'lish ehtimolligini toping.
m = 10, m = 15, m = 20 , pi = 0,9, рг = 0,8, рз = 0,7 i = II 
Yechish. a) Mahsulotni tanlab olishda ushbu uchta natija 

bo'lishi mumkin.
Ei = { Tanlangan mahsulot I partiyadan}
E2 = { Tanlangan mahsulot II partiyadan }
Ез = { Tanlangan mahsulot III partiyadan }
Masala shartiga asosan va ehtimollikning klassik ta'rifi 

bo'yicha

P(Ei) =----- ^------=-------------= — = -
v '  n l +n2 +n3 10 + 15 + 20 45 9

я, 15 3P(E2) = 

Р(Ез) =

П\ + rt2 + «з 45 9
и, 20 4

л, + п2 + п} 45 9 

Bunda ushbu А = { Tanlangan mahsulot sifatli} tasodifiy 
hodisaning P(A) ehtimolligi qiziqtiradi. Masala shartiga ko'ra A 
hodisaning shartli ehtimolliklari quyidagicha :

P(A/Ei) = pi =0,9 , Р(А/Ег) = p2 =0,8 , Р(А/Ез) = рз =0,7 
Bu holda to'liq ehtimollik formulasiga ko'ra

P(A)= P(Ei)P(A/Ei) + P(E2)P(A/E2)+ Р(Ез)Р(А/Ез) =

-  • 0,9 + -  • 0,8 + -  • 0,7 = 1,8 + 2,4 + 2,8 = - ~  0,78 
9 9 9 9 9

b) Bu yerda Р(Ег/А) shartli ehtimollikni hisoblash talab 
etiladi. Bu ehtimollikni Bayes formulasi bo'yicha topamiz:

3 0,8

Bu natijani shartsiz ehtimolligi Р(Ег) = 3/9 «0,33 edi. D emak 
kuzatuv natijasi bo'yicha E2 ehtimolligi 0,01 ga oshdi.



ш
Berilgan m asalalarni yeching.
17.16. Pul -  buyum loteriyasida 1000 ta biletli har bir 

seriyaga 120 ta pul yutug'i va 80 ta buyum yutug'i to'g'ri keladi. 
Bitta loteriyasi bor kishiga pul yutug'i yoki buyum yutug'i, 
umuman yutuq chiqish ehtimolini toping.

17.17. Merganning bitta o'q uzishda 10 ochko urish ehtimoli
0,15 ga, 9 ochko urish ehtimoli 0,35 ga, 8 yoki undan kam ochko 
urish ehtimoli 0,5 ga teng. Merganning bitta o'q uzishda kamida 9 
ochko urish ehtimolini toping.

17.18. 10 ta detalli partiyada 8 ta standart detal bor. 
Tavakkaliga olingan ikkita detaldan kamida bittasi standart 
bo'lish ehtimolini toping.

17.19. Uchta yashikning har birida 10 tadan detal bor. 
Birnchi yashikda 9 ta, ikkinchi yashikda 8 ta, uchinchi yashikda 7 
ta standart detal bor. Har bir yashikdan tavakkaliga bittadan 
detal olinadi. Olingan uchala detal standart bo'lish ehtimolini 
toping.

17.20. Yashikda 10 oq va 5 ta qora shar bor. Yashikdan ikki 
marta tavakkaliga bittadan shar olinadi. Olingan sharlar yashikka 
solinmaydi. Agar birinchi olingan shar qora bo'lsa (A hodisa), 
ikkinchi olingan shar oq bo'lish (B hodisa) ehtimolini toping.

17.21. Yashikda 6 ta shar bor, ulardan uchtasi qizil rangda. 
Yashikdan tavakkaliga 2 ta shar olidi. Ikkala shaming ham qizil 
rangda bo'lish ehtimolini toping.

17.22. Ikkita mergan bittadan o'q uzishdi. Birinchi 
merganningnishonga tekkazish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa 
0'6 ga teng. Merganlardan aqalli bittasining nishonga tekkazish 
ehtimolini toping.

17.23. Student imtihonga programmadagi 25 ta savoldan 20 
tasini bilib keldi. Imtihon oluvchi studentga 3 ta savol berdi. 
Studentning uchala savolni ham bilish ehtimolini toping.

17.24. Student imtihon biletlaridan ba'zilarini bilmaydi. 
Student uchun qaysi holda u bilmaydigan biletni olish ehtimoli
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kichik bo'ladi: birinchi bo'lib olgandam i yoki eng oxirida 
olgandami?

17.25. Uchta o'yin soqqasi tashlandi. Kamida bitta soqqada 6 
ochko tushish ehtimolini toping.

§ 17.3. To'la ehtimol form ulasi. Bayes form ulasi

Bog'liq bo'lmagan tajribalar ketma -  ketlig i. Bernulli 
formulasi.

M urakkab hodisalarning ehtimolarini hisoblashda ko'pincha 
bu hodisalarga qo'shish va ko'paytirish teorem alarini birga tatbiq 
qilib hosil qilingan form ulalardan foydalanishga to'g'ri keladi. 
Quyidagi ana shunday muhim form ulalarning ba'zilari bilan 
tanishib o'tamiz.

1. To'la ehtimol formulasi. Faraz qilaylik, /ihodisa n ta juft -  
jufti bilan birgalikda bo'lmagan н ,;н 2,...,н. hodisalar 
(gipotezalar)ning bittasi va  faqat bittasi bilangina ro'y berishi 
mumkin bo'lsin, boshqacha qilib aytganda:

a = ah , + ah2 +...+л н п (A  -  murakkab hodisa).
Bu yerda AH, n  AHj = v(i + j ) , u holda birgalikda bo'lmagan 

hodisalar ehtim ollarini qo'shish teoremasiga asosan: 
p (a) = р(ан, ) + p(ah2 )+...+p(ah„ ).

Ko'paytirish teoremasiga ko'ra р (ан )= р (н ,)р {а 1 Ht) 

ekanligini e'tiborga olsak, u holda
P(A) = p(Ht )p (a / H,)+ P(H2 )p(a /h 2 )+...+ P(lf„ )p(a / H„)

yoki

P{A)='Zp(H,)P(A/Hl)./■=1
Bu tenglik to'la ehtimol form ulasi deyiladi. To'la ehtimol 

form ulasidan foydalanib, Bayes form ulasi yoki gipotezalar 
ehtimollari form ulasi deb ataluvchi muhim form ulani hosil qilish 
mumkin.

2. Bayes formulasi. Birgalikda bo'lmagan H,;H2,-,Hn
hodisalarning (gipotezalarning) to'la gruppasi berilgan bo'lib,



.............  \$ l

tajribani o'tkazishga qadar ularning har birining p(Hi\i = u  
ehtimollari tayin qiymatiga ega bo'lsin. Tajriba natijasida A 
hodisa ro'y berdi degan shart ostida я, (/ = u )  gipotezalarning 
ehtimollari tajribadan so'ng qanday bo'ladi?

H va A hodisalarning ko'paytmasi uchun ushbu 
P(AHt) = P(A) ■ Р(А/Я,) = P(H, )p (a / H,)

formulaning o'rinliligidan

munosabatga ega bo'lamiz, bu yerda to'la ehtimol formulasini 
qo'llasak, ushbu Bayes formulasi deb ataluvchi formulani hosil 
qilamiz:

Ц Н М -  ' - M M -
k=\

Bu formulalar yordamida yechiladigan masalalarni 
ko'raylik.

3- masala. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan 300 
tasi 1 -  korxonada tayyorlangan bo'lib, ularning 250 tasi yaroqli 
mahsulot; 40 tasi 2-korxonada tayyorlangan bo'lib, ulam ing 30 
tasi yaroqli hamda 20 tasi 3-korxonada tayyorlangan bo'lib, 
ulardan 10 tasi yaroqli. Tavakkaliga olingan mahsulotning 
yaroqli bo'lish ehtimolini toping.

Tavakkaliga olingan mahsulot uchun quyidagi gipotezalar 
o'rinli bo'ladi:

Hi gipoteza -  mahsulotning 1 -  korxonada tayyorlangan 
bo'lishi;

Hi gipoteza -  mahsulotning 2 -  korxonada tayyorlangan 
bo'lishi;

Я 3 gipoteza -  mahsulotning 3 -  korxonada tayyorlangan 
bo'lishi.

Ularning ehtimollari quyidagicha bo'ladi:
Р ( Я , ) Л ;  Р(Я2) = 1 ;
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Agar olingan mahsulotning yaroqli bo'lishini A hodisa deb 
belgilasak, u holda bu hodisaning turli gipotezashartlari ostidagi 
ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

Р(А1Н,)ш1; p(AIHt ) m l ;  Р(А/Н>)=-L 
0 4 2

Yuqorida topilganlarni to'la ehtimol formulasiga qo'yib 
izlanayotgan hodisa ehtimolini topamiz:

p (a)= p (hi)p {a /h i)+p (h ,)p{a /h 2)+p(h})p {a /h}) = - - + - - + 1 - 1  = ! I
6 6 9 4 18 2 36'

4-masala. Ikki mergan nishonga bittadan o'q uzdi. Birinchi 
merganning o'qi nishonga 0,8 ehtimol bilan, ikkinchi merganniki 
esa 0,4 ehtimol bilan tegadi. O'q uzilgandan so'ng nishonga bitta 
o'q tekkanligi (A hodisa) ma'lum bo'ldi, bu o'qni birinchi mergan 
uzgan bo'lishi ehtimolini toping.

Tajriba o'tkazishdan oldin quyidagi gipotezalarni qo'yamiz:
H, - birinchi mergan otgan o'q ham, ikkinchi mergan otgan 

o'q ham nishonga tegmaydi;
H2 - ikkala merganning otgan o'qi ham nishonga tegadi;
#3 - birinchi merganing otgan o'qi nishonga tegadi, 

ikkinchisiniki esa tegmaydi;
HA - birinchi merganing otgan o'qi nishonga tegmaydi, 

ikkinchisiniki esa tegadi.
Gipotezalardan bittasi va faqat bittasi tajriba natijasida 

albatta ro'y beradi, ya'ni я , , н2, я , , я 4 lar bog'liq bo'lmagan 
hodisalarning to'liq gruppasini tashkil etadi.

Bu gipotezalarning tajribadan oldingi ehtimollari:
P(Hl) = 0,2 0,6 = 0,12,
P(H2)= 0,8 0,4 = 0,32,
Р(Я,) = 0,8 0,6 = 0,48,
P{H,)= 0,2 0,4 = 0,08.

Bu gipotezalarda kuzatilayotgan A hodisaning shartli 
ehtimollari quyidagilarga teng:

P(A/H,) = o, p (a / Я2) = 0, P(A/H})= 1, P{A/H,)= 1.
Tajribadan keyin (A hodisa ro'y berganidan keyin) H,,
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иг gipotezalar ro'y bermasligi ma'lum bo'ladi.
Hi va Ht gipotezalarning tajribadan keyingi ehtimollari Bayes 
formulasiga ko'ra quyidagicha:

p (h , / a) =— —  = ®.
v 3 0,48 1 + 0.08 1 7

P{Ht /A) = ----- ------------- = - .
' 0,48 1 + 0,08-1 7

Demak, nishonga tekkan o'qning birinchi merganga tegishli 
bo'lish ehtimoli ® ekan.

3.Agar biror A hodisaning ro'y berish yoki ro'y bermasligini 
kizatish uchun bir nechta tajribalar o'tkazilayotgan bo'lib, 
ulaming har biriga A hodisaning ro'y berish yoki ro'y bermaslik 
ehtimoli qolgan tajribalaming natijalariga bog'liq bo'lmasa 
(bog'liq bo'lsa), u holda bu tajribalar A hodisaga nisbatan bog'liq 
bo'lmagan (bog'liq bo'lgan) tajribalar ketma-ketligini tashkil etadi 
deyiladi.

Masalan, yashikda s ta oq va I ta qora shar bo'lsin. Shu 
yashikdan bir necha marta bittadan shar olish tajribalari ketma- 
ketligini ko'raylik. Bunda har bir tajribadan so'ng olingan shar 
yashikka qaytarib solinsa (qaytarib solinmasa), bu tajribalar 
ketma-ketligi bir-biriga bog'liq bo'lmaydi (bir-biriga bog'liq 
bo'ladi).

Bog'liq bo'lmagan n ta tajriba o'tkazilayotgan bo'lib, har bir 
tajribada kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berish ehtimoli p va 
ro'y bermaslik ehtimoli q = l -  p bo'lsin. Bu holda kuzatilayotgan 
A hodisaning n ta tajribada к marta ro'y berish ehtimoli />„(*) 
quyidagi formula yordamida topiladi:

r M = c ky k, (o <k<n)

bu yerda
* _  я (я - 1 Х и -2 ) . . (и - *  + 1) = n\

k\ k\(n-k)\'

Bu formula Bernulli formulasi deyiladi.
5-masala. Chigitning unuvchanligi 80 % bo'lsa, ekilgan 4 ta

chigitdan:
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a)uchtasining unib chiqish;
b) hech bo'lmaganda ikkitasining unib chiqish ehtimolini 

toping.
a) Shartga ko'ra n = 4; к = 3; p = 0,8; q = 0,2.
Bernulli formulasiga ko'ra:

/>(з)=С43-0,83 - 0,2 = 0,4096.
b) A hodisa ekilgan 4 ta chigitdan 2 tasi yoki 3 tasi, yoki 4 

tasi unib chiqishini, ya'ni hech bo'maganda ikkitasining unib 
chiqishini bildirsin. Ehtimollarni qo'shish teoremasiga ko'ra:

P*U)=Pt (yoki 2, yoki 3, yoki 4) =/>4(2)+/>4(з)+р4(4).
р4(з) ehtimol (a) punktda hisoblangan;

P4(2 )= C 42 -0 ,82 -0 ,2 2 = 0 ,1536 ;

Я4 (4) =C44-0,84-0,2° =0,4096.
Demak, p (a ) = 0,9728.
6-masala. Bitta detaining yaroqsiz bo'lish ehtimoli /> = 0,05 

bo'lsin.ixtiyoriy olingan 10 000 detal ichida yaroqsiz detallarning 
soni 50 tadan ko'p bo'lmaslik ehtimolini toping.

n - yaroqsiz detallar soni bo'lsin.
n : 0,1, 2,..., 50.

ôoo„{0<̂  <50} = ...?
50 50

Р11ЮОО {0 < ц £ 50} = £  Pn (*) =£ C\mu (0,05)* (0,95),ooo°-x
A-=0 A =0

(bundan keyingi hisoblash ancha qiyin, shuning uchun 
ularni keltirmaymiz).

7-masala. Texnik kontrol bo'limi 24 ta detaldan iborat 
partiyani tekshirmoqda. Detaining standart bo'lish ehtimoli 0,6 ga 
teng. Standart deb tan olinadigan detallarning eng katta ehtimolli 
sonini toping.

Shartga ko'ra я = 24; p = 0,6; q = 0,4 . Standart deb tan 
olingan detallarning eng katta ehtimolli sonini quyidagi qo'sh 
tengsizlikdan topamiz:

np-q  <k0 < np + p .
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np -q  = 24 0,6 -0,4 = 14 butun son bo'lgani uchun eng katta 
ghtimolli son ikkita: k0 = 14 va k0 4-1 = 15.

Q uyidagi m asalalarni yeching.

17.26. Sportchilar gruppasida 20 chang'ichi, 6 velosipedchi 
va 4yuguruvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimoli 
chang'ichi uchun 0,9 ga, velosipedchi uchun 0,8 ga, yuguruvchi 
uchun 0,75 ga teng. Tavakkaliga ajratilgan sportchining normani 
bajara olish ehtimolini toping.

17.27. Birinchi yashikda 10 ta detal bo'lib, ulardan 15 tasi 
standart, ikkinchi yashikda 30 detal bo'lib, ulardan 24 tasi 
standart, uchinchi yashikda 10 ta detal bo'lib, ulardan 6 tasi 
standart. Tavakkaliga tanlangan yashikdan tavakkaliga olingan 
detaining standart bo'lish ehtimolini toping.

17.28. 1 -  masala shartida, agar tavakkaliga olingan 
mahsulot yaroqli ekanligi ma'lum bo'lsa, uni 1 -  korxonada 
tayyorlangan bo'lish ehtimolini toping.

17.29. Ichida 2 ta shar bo'lgan idishga bitta oq shar solinib, 
shundan keyin idishdan tavakkaliga bitta shar olingan. 
Sharlaming dastlabki tartibi (rangi bo'yicha) haqida mumkin 
bo'lgan barcha gipotezalar teng imkoniyatli bo'lsa, u holda 
olingan shaming oq rangda bo'lish ehtimolini toping.

17.30. Benzokolonka joylashgan shossedan yuk mashinalari 
sonining o'sha shossedan o'tadigan yengil mashinalar soniga 
nisbatan 3:2 kabi. Yuk mashinasining benzin olish ehtimoli 0,1 ga 
teng, yengilmashina uchun bu ehtimol 0,2 ga teng. Benzokolonka 
yoniga benzin olish uchun mashina kelibto'xtadi. Uning yuk 
mashina bo'lish ehtimolini toping.

17.31. Chigitning unuvchanligi 70 % bo'lsa, ekilgan 5 ta 
chigitdan: a) uchtasining; b) ko'pi bilan uchtasining; c) kamida 
uchtasining unib chiqish ehtimolini toping.

17.32. Ikki teng kuchli raqib shaxmat o'ynamoqda. Qaysi 
ehtimol kattaroq:



т
a) raqiblardan birining ikki partiyadan bittasini yutish 

ehtimolimi yoki to'rt partiyadan ikkitasini yutish ehtimolimi?
b) to'rt partiyadan kamida ikkitasini yutish ehtimolimi yoki 

besh partiyadan kamida uchtasini yutish ehtimolimi? Durang 
natijalar e'tiborga olinmaydi.

17.33. Ikki mergan bir vaqtda nishonga o'q uzmoqda. Bitta 
o'qni uzishda nishonga tekkizish ehtimoli birinchi mergan uchun
0,8 ga, ikkinchi mergan uchun 0,6 ga teng. Agar bir yo'la 15 marta 
o'q uziladigan bo'lsa, ikkala merganning ham nishonga 
tekkizishlarning eng katta ehtimolli sonini toping.

17.34. Agar 49 ta bog'liq bo'lmagan tajribada hodisa ro'y 
berishning eng katta ehtimolli soni 30 ga teng bo'lsa, 
tajribalarning har birida hodisaning ro'y berish ehtimoli p ni 
toping.

Yuqoridagi keltirilgan misollardan ko'rinadiki, tajribalar 
soni n yetarlicha katta bo'lganda P„(k)=C‘'npkq"'k ehtimolni 
hisoblash katta qiyinchiliklarga olib keladi. Bunday hollarda 
hisoblashni osonlashtiruvchi formulalarga, hatto ular 
izlanayotgan ehtimolning taqribiy qiymatini bersa ham ehtiyoj 
tug'iladi. Bunday formulalar asimptotik formulalar deb ataladi. 
Ushbu paragrafda shunday formulalar bilan tanishamiz.

1. Muavr -  Laplasning teoremasi. Har birida hodisaning ro'y 
berish ehtimoli p{o<p<\) ga teng bo'lgan n ta bog'liqsiz tajribada 
hodisaning к marta ro'y berish ehtimoli (n yetarlicha katta 
bo'lganda) taqriban

ga teng. Bu yerda

§ 17.4. Asim ptotik form ulalar
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J§
<p(x) funksiyaning qiymatlar jadvali 1 -  ilovada keltirilgan ( 

р(_*) = р(х) - juft funksiya). (17.1) formula Muavr -Laplasning local
formulasidir.

2.Puasson formulasi. Agar tajribalar soni yetarlicha katta 
bo'lib, har bir tajribada hodisaning ro'y berish ehtimoli p juda 
kichik bo'lsa, u holda

(17.2)

bu yerda A = np . (17.2) -  Puasson formulasidir.
3.Muavr -  Laplasning integral formulasi. Har birida 

hodisaning ro'y berish ehtimoli />(0</><i) ga teng bo'lgan n ta 
bog'liqsiz tajribada hodisaning kamida A, marta ro 'y berish 
ehtimoli (n yetarlicha katt bo'lganda) taqriban

P„(k, й ^ < к 2) ^ ф ( х ' ) - ф ( х ’) (17.3)
ga teng. Bu yerda

ф(’г) = -т=1е
V  2Ж „

Laplas finksiyasi bo'lib, bunda
, _ k , - n p  ,  k2 -  np 

yfnpq ’ Jnpq

x ning ( 0 < * < 5 ) musbat qiymatlari uchun Laplas 
funksiyaning qiymatlari jadvali 2 -  ilovada keltirilgan. дг>5 
qiymatlar uchun ф(дг)=0,5 deb olinadi ( ф(л) = -ф(х) , ya'n i o(x)-toq 
funksiya).

Quyidagi m asalalam ing yechilishi b ilan tanishaylik.
8-masala. Korxonada ishlab chiqarilgan detaining yaroqsiz 

bo'lish ehtimoli 0,005 ga teng. 10 000 ta detaldan iborat 
partiyadagi yaroqsiz detallar sonining 40 ta bo'lish ehtimolini 
toping.

Masalaning shartiga ko'ra n = 10000; к = 40; p = 0,005; <7 = 0,995.
" = 10000 yetarlicha katta son bo'lgani uchun Muavr -  Laplasning 
local formulasidan foydalanamiz:

P M * -r= v (x), bu yerda .t = ~ E -. 
yjnpq -Jnpq
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= -1 ,4 2 .

x ning qiymatini topamiz:
k-np _ 40-10000-0,005  ̂ 10 
V w  ~ Vl 0000 0,005 0,995 ~ 7,05 

Jadvaldan p{-1,42) = «3(1,42)=0 ,1456 ni topamiz.
Demak, izlanayotgan ehtimol:

^oooo(40) « y L -  0,1456 «0 ,0 2 0 6 .

9-masala. Darslik 200 000 nusxada bosib chiqarilgan. 
Darslikning brak bo'lish ehtimoli ehtimoli 0,00005 ga teng. Butun 
tirajda rosa brak bo'lish kitob ehtimolini toping.

Shartga ko'ra « = 200000, p = 0,00005, к = 5. n son katta va p 
ehtimol kichik, shu sababli Puasson formulasidan foydalanamiz:

Pn{k) = — e \/fc! 7
bu yerda A = np, A ning qiymatini topamiz:

Я = 200000-0,00005 = 10.

Deamk, izlanayotgan ehtimol:
15

•0 ,000045*0 ,0375 .o(5) = —  *
120

10-masala. Tavakkaliga olingan pillaning yaroqsiz chiqish 
ehtimoli 0,2 ga teng. Tasodifan olingan 400 ta pilladan 70 tadan 
130 tagacha yaroqsiz bo'lish ehtimolini toping.

Masala shartga ko'ra:
p = 0,2; q = 0,8; /1 = 400; A:, =70; A:2 =130.

Muavr -  Laplasning integral formulasidan foydalanamiz: 
Р „ ( к , < ^ < к 2 )  = Ф(х’ ) -Ф (х ') .  

x' va x’ larning qiymatilarini topamiz:
к, - np  7 0 -4 0 0 -0 ,2

лJnpq 7400 0,2-0,8 8
= = - i  25

-np

ЫпРЧ
130 -4 0 0  0,2 55 ,  

V '400-0 ,2-0 ,8  8



Jadvaldan topamiz:
Ф ( - 1,25) = -Ф(1,25) = -0,39435 ,

ф(6,25) = 0,5, chunki v > 5 da Ф(*) = 0,5.
Demak, izlanayotgan ehtimol:

Pm (lQ <p< 130) = ф(б,25)+ ф(1,25) = 0,5 + 0,39435 = 0,89435 .

Quyidagi masalalami yeching

17.35. Har bir tajribada A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,2 
ga teng bo'lsa, uning 400 ta tajribadan 80 tasida ro'y berish 
ehtimolini toping.

17.36. O 'g'il bola tug'ilish ehtimoli 0,51 ga teng. Tug'ilgan 
100 chaqaloqning 50 tasi o 'g 'il bola bo'lish ehtimolini toping.

17.37. Har birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli p = 0,5 ga 
teng bo'lgan 10 000 ta tajriba o'tkaziladi. Shuncha tajribada A 
hodisa ro'y berishining eng katta ehtimolli sonining ehtimolini 
toping.

17.38. Ishchi ayol 800 ta urchuqqa xizmat ko'rsatadi. At vaqt 
oralig'ida har bir urchuqda yigirilayotgan ipning uzilish ehtimolli 
sonini va bu sonning ehtimolini toping.

17.39.Bir soat davomida istalgan abonentning 
kommutatorga telefon qilish ehtimoli 0,01 ga teng. Telefon 
stnsiyasi 300 abonentga xizmat qiladi. Bir soat davomida 4 ta 
abonentning telefon qilish ehtimolini toping.

17.40. Har bir otilgan o'qning nishonga tegish ehtimoli 0,001 
ga teng. Agar 5000 ta o'q otilgan bo'lsa, kamida 2 ta o'qning 
nishonga tegish ehtimolini toping.

17.41. Fakultet studentlarining imtihon komissiyasidan "4" 
Va "5" baholar bilan o'tish ehtimoli 0,9 ga teng. Tavakkaliga 
olingan 400 studentdan 34 tadan 55 tagacha hech bo'lmaganda 
bitta fandan "4" dan past baho olish ehtimolini toping.

17.42. Hodisaning 2100 ta bog'liq bo'lmagan tajribalarning 
har birida ro'y berish ehtimoli 0,7 ga teng. Hodisaning: a) kamida



1470 marta va ko'pi bilan 1500 marta; b) kamida 1470 marta; v) 
ko'pi bilan 1469 marta ro'y berish ehtimolini toping.

17.43. O'zaro bog'liq bo'lmagan 625 ta tajribaning har birida 
A  hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,8 ga teng. Hodisaning ro'y 
berish nisbiy chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi 
absolyut qiymati bo'yicha 0,04 dan katta bo'lmaslik ehtimolini 
toping.

17.44.0'zaro bog'liq bo'lmagan tajribalaming har birida A 
hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,5 ga teng. Hodisa ro'y berish 
nisbiy chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi absolyut 
qiymati bo'yicha 0,02 dan ortiq bo'lmasligining 0,7698 ehtimol 
bilan kutish mumkin bo'lishi uchun nechta tajriba o'tkazish 
kerak?

ftl 117.45. O'yin soqqasini ushbu — -  < 0,°! tengsizlikning

ehtimoli qarama -  qarshi tengsizlikning ehtimolidan kichik 
bo'lmasligi uchun nechta marta tashlash lozim (bu yerda m o'yin 
soqqasini n marta tashlashda besh ochko chiqish soni)?

17.46. Texnik kontrol bo'limi 900 ta detaining standartga 
muvofiqligini tekshiring. Detaining standartga muvofiq bo'lish 
ehtimoli 0,9 ga teng. Shunday e musbat son topingki, detaining 
standart bo'lish ehtimoli nisbiy chastotasining uning ehtimoli 0,9 
dan chetlashishining absolyut qiymati e dan katta bo'lmasligini
0,9544 ehtimol bilan kutish mumkin bo'lsin.

17.47. Texnik kontrol bo'limi 475 ta buyumning yaroqligini 
tekshiradi. Buyumning brak bo'lish ehtimoli 0,05 ga teng. 
Tekshirilgan buyumlar orasida braklari soni m ning yotadigan 
chegaralarini 0,9426 ehtimol bilan toping.
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§ 17.5 D iskret tasod ifiy  m iqdor va uning taqsimot 
qonuni.

Diskret tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari. 
Uzluksiz tasodifiy miqdorlar va ularning sonli xarak
teristikalari.

O'zining turli qiymatlarim tasodifga bog'liq ravishda qabul 
qiladigan o'zgaruvchi miqdorlar tasodifiy miqdorlar deyiladi va X, 
Y, Z kabi bosh harflar bilan belgilanadi. Tasodifiy miqdor qabul 
qiladigan qiymatlar uning mumkin bo'lgan qiymatlari deb ataladi.

Masalan, o'yin soqqasi tashlanganda chiqqan ochko (X), 
tasodifiy tanlangan sonning kasr qismi (Y)-tasodifiy miqdorlar 
bo'ladi. Tasodifiy miqdorlar diskret va uzluksiz bo'lishi mumkin.

Mumkin bo'lgan qiymatlari chekli yoki sanoqli to'plamni 
tashkil etuvchi tasodifiy miqdorlar diskret deb ataladi.

AgardaX diskret tasodifiy miqdor bo'lsa, uning mumkin 
bo'lgan qiymatlarini xi, xi,..., Xn,... kabi belgilab chiqish mumkin. 
Yuqorida ko'rsatilgan misoldagi X-diskret tasodifiy miqdor 
bo'lib, uning mumkin bo'lgan qiymatlari xi=l, xi=2,..., хь=6 
chekli to'plamni tashkil etadi.

X diskret tasodifiy miqdorni to'la aniqlash uchun faqat 
uning mumkin bo'lgan xi, X2, ..., Xn,... qiymatlarini bilish kifoya 
bo'lmasdan, shu qiymatlarning

P{X = Xl} = pi , P{X = X2} = p2,..., P{X = Xn} = pn,...
ehtimolliklarini ham bilish zarurdir. Bu holdaX diskret 

tasodifiy miqdorni ushbu

X X I X2 Xn

p P 1 P 2 P" -

(1)
jadval ko'rinishida aniqlash mumkin. Bu yerda

pi + р г + ...+ p n + ... = 1 (2)



shart bajarilishi kerak. Bu shart (1) jadvalning birinchi satrida \ 
tasodifiy miqdorning barcha mumkin bo'lgan qiymatlari 
keltirilganligini ifodalaydi.

T A ' R I F :  (2) shartni qanoatlantiruvchi (1) jadval X 
diskret tasodifiy miqdorning taqsimot qonuni deyiladi.

Masalan, simmetrik tanga ikki marta tashlanganda uning 
gerb tomoni bilan tushishlar sonini X deb olaylik. Bu holda X 
tasodifiy miqdor bo'ladi. Uning mumkin bo'lgan qiymatlari x\ = 
0 , X2 = 1 , хз = 2 chekli to'plam bo'lgani uchun X diskret tasodifiy 
miqdor bo'ladi. Bu qiymatlaming ehtimolliklarini klassik ta'rif 
yordamida topish mumkin. Bunda barcha natijalar soni n = 4 va
x i , X2 va хз  uchun qulaylik tug'diruvchi natijalar soni mi =  1 , m2 
= 2 , т з  = 1 bo'lgani uchun

P{X = 0} =— = 0,25 ,P {X = 1 )4  = 0,5 ,P{X=2}=i = 0,254 4 4

Demak, ko'rilayotgan X tasodifiy miqdorning taqsimot 
qonuni

X 0 1 2
p 0,25 0,5 0,25

(3)
ko'rinishda bo'lib, (2) shart

pi +рг +рз = 0,25 + 0,5 + 0,25 = 1 bajariladi. 
Diskret X  tasodifiy miqdor to'g'risidagi barcha т а  - 

lumotni
F(x) = P{X <x}, xe(-oo, 00) (4 )

funktsiya orqali ham berish mumkin.
у  = F(x) funktsiya X  tasodifiy miqdorning tagsirnot 

funktsiyasi deyiladi.
Ehtimollikning xossalaridan foydalanib, F (x )  t a q s im o t  

funktsiyasining quyidagi uchtaasosiy xossasini isbotlash 
mumkin:

I. Ixtiyoriy x e  ( -0 0 , 00) uchun 0<F(x)<l;



II. у  =F(x) kamaymovchi funktsiya, ya 'n i Vxi<x2

uChun F(X1)<F(X2) bo'ladi.
III. F(-oo) = lim F(x) = 0 , F(ao) = lim F(x) = 1 .

Yuqorida ko'rib o'tilgan X diskret tasodifiy miqdorning  
taqsimot funktsiyasini topamiz:

a) x<0 =>F(x)=P{X<x}= P{X<O}=P(0)=O;
b) 0<x<l ^  F(x)= P{X<x}= P{X=0}=0,25;
c) l<x<2 => F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P{X=1 }=0,25+0,5=0,75;
d) x>2 ^  F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P{X=1}+ P{X=2}= P(Q)=1.

Bu m isoldan diskret tasodifiy m iqdorning taqsimot 
funktsiyasi uzlukli, pog'onasimon (zinapoyasimon) bo'lishi kelib 
chiqadi. Bu funktsiyaning uzilish  nuqtalari X diskret tasodifiy 
miqdorning mumkin bo'lgan qiym atlarin i, shu nuqtalardagi 
sakrashlari esa bu q iym atlam ing ehtim olliklarini ifodalaydi.

Mumkin bo'lgan qiym atlari biror chekli yoki cheksiz (a,b) 
oraliqni to'la qoplaydigan X tasodifiy m iqdor uzluksiz  deyiladi.

Masalan, tasodifiy tanlangan sonning kasr qismini 
ifodalovchi Y tasodifiy m iqdor uzluksiz bo'lib, uning mumkin 
bo'lgan qiym atlari [0 ,1 ) yarim  oraliqni qoplaydi.

Uzluksiz X tasodifiy miqdorni (1 ) taqsimot qonuni orqali 
aniqlab bo'maydi, chunki uning m um kin bo'lgan qiym atlari 
sanoqsiz bo'lib, u lam i natural sonlar bilan belgilab chiqib 
bo'maydi. Bundan tashqari Vxe(a,b) mumkin bo'lgan 
qiymatning ehtimolligi p* = P{X = x} =0 bo'ladi. Ammo uzluksiz 
X tasodifiy m iqdorning F(x) taqsimot funktsiyasini (4) 
munosabat bilan aniqlash mumkin va bu funktsiya uzluksiz 
tasodifiy miqdor to 'g 'risida to 'liq m a'lum otni o'z ichiga oladi. Bu 
holda uzluksiz tasodifiy m iqdorning barcha mumkin bo'lgan 
qiymatlari to 'plam ida taqsimot funktsiyasi F(x) uzluksiz 
ho lishini ko'rsatish mumkin va shu sababli uning hosilasi
to g risida so'z yuritish mumkin.
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X&L.-....... ............
Agarda F(x) taqsimot funktsiya differentsillanuvchi bo'ls 

uning hosilasi F'(x) = f (x) X tasodifiy miqdorning г {сщ  
f u n k t s i y a s i  deyilad i. ■

Shuni ta 'kid lab o'tish kerakki, f(x) zichlik funktsiyasi faqat 
uzluksiz tasodifiy m iqdorlar uchun aniqlangandir.

Har qanday f (x) zichlik funktsiyasi quyidagi ikkita asosiy 
xossaga ega :

I. f (x )> 0 , xe(-co,ao) ; II. j f ( x ) d x  = 1
-oo

M asalan, tasodifiy ravishda tanlangan sonning kasr qismini 
ifodalovchi uzluksiz tasodifiy m iqdorning zichlik funktsiyasi

[U e [ 0 ,l)
{o,*i[0 .l) <5>

bo'lishini ko 'rsatish mumkin va bu funktsiya yo 'qoridagi ikkita 
shartni qanoatlantiradi.

Tasodifiy m iqdor X o 'zining taqsimot qonuni yoki taq
simot funktsiyasi yoki zichlik funktsiyasi b ilan berilganda u to'liq 
aniqlangan bo'ladi. Ba'zi hollarda X tasodifiy miqdor to'g'risida 
bunday to'liq m a'lum ot kerak bo'lm asdan, uning ma'lum bir 
xususiyatlarin i ifodalovchi sonli xarakteristikalarin i bilish 
kifoyadir. M asalan, X biror tarmoq xodim larining ish haqini 
ifodalovchi tasodifiy miqdor bo'lsa, uning har bir xodim uchun 
qiym atlarin i b ilish shart bo'masdan, barcha xodimlar bo'yicha 
o'rta q iym atini b ilish yetarlid ir.

Ehtimolliklar nazariyasida tasodifiy miqdorni ifodalovchi 
juda ko'p sonli xarakteristikalar bo'lib, u lam ing eng asosiylari 
m atem atik kutilish M(X) , d ispersiya D(X) va o'rta kvadratik 
chetlanish ct(X) bo'lib hisoblanadi.

X tasodifiy m iqdorning m atem a t ik  kut i l ish i  deb, urung 
qiym atlarin i vaznlashtirilgan o'rta m iqdorini ifodalovchi va 
diskret holda

M(X)=Xipi+X2p2+...+ Xnpn+... , ^
uzluksiz holda esa
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M(X)= J x f  (x)dx , (7)
-cc

f o r m u la la r  bilan hisoblanadigan songa aytiladi.
Masalan , (3) taqsimot qonunli d iskret tasodifiy miqdor 

uchun M(X)=0-0,25+1-0,5+2-0,25=1, (5) zichlik funktsiyali 
uzluksiz tasodifiy m iqdor uchun

М(Х)=|х-1Л  = -X
~2

= 0,5

M atematik kutilish quyidag i xossalarga ega:
1.Har qanday o'zgarm as С soni uchun M(C)=C.
2 . Har qanday o'zgarm as С ko 'paytuvchi uchun 

M(CX)=C M(X);
3 . Matematik kutilish lari mavjud bo 'lgan  X va Y tasodifiy 

miqdorlar uchun M(X±Y)= M(X)±M(Y) teng lik  o'rinli bo'ladi.
X tasodifiy m iqdorning d i s p e r s i y a s i  deb, un ing qiym atlarini 

matematik kutilm asi atrofida tarqoqligini ifodalovchi va diskret 
holda

D(X)=(xi-m)2pi+(x2-m)2p2+...+(Xn-m)2pn+... , (8 )
uzluksiz holda esa

D(X)= J (x -  m )2 f  \x)dx, m = M(X), (9)
—oc

formula bilan aniqlanuvchi songaaytiladi.
Yuqorida ko'rib o 'tilgan (3) X d iskret tasodifiy miqdor 

uchun m=M(X)=l va
D(X)=(0-l)2-0,25+(l-l)2-0,5+(2-l)2-0,25=0,5,

(5) uzluksiz tasodifiy miqdor uchun esa m=M(X)=0,5

D(X)=i(*-0,5)2<fe = ̂ ^
12

D ispersiya quyidagi xossalarga ega:
1.Har qanday X tasodifiy miqdor uchun D(X)>0.
2. Har qanday С o'uzgarm as son uchun D(C)=0.

535



3. Har qanday o'zgarm as С ko 'paytuvchi uchun
D(CX)=C2 D(X).

4. Har qanday o'zgarm as С son uchun D(X±C)= D(X).
Agarda X biror narsani m assasini ifodalab, uning o'lchov

birlig i kilogram m  (kg) bo'lsa, d ispersiya o'lchovi kg2 bo'lib 
m a'nosiz bo'ladi. Shu sababli bunday paytlardaa(X)= 
formula bilan aniqlanadigan va o ' r ta  kvadratik chp t lankh  
atalad igan ko'rsatgichdan foydalaniladi.

Tasodifiy miqdor ehtimollari taqsimotining integral 
funksiyasi:

Ta'rif: Har bir x qiym at uchun X tasodifiy miqdorning x dan 
kichik qiym at qabul qilish ehtimoliga taqsimotning integral 
funksiyasi deyilad i.

P (X  < x )  = F ( x )

Agar f(x )-  integral funksiya uzluksiz differensiallanuvchi 
bo'lsa, x tasodifiy m iqdor uzluksiz deyiladi.

Integral funksiyasi ba'zan taqsimot funksiyasi deb ham 
nomlanadi.

Integral funksiya xossalari.
1-xossasi: Integral funksiya q iym atlari [o;i] oraliqda 

joylashgandir.
0  < F(x) < 1

2-xossasi: Integral funksiya kam aym aydigan funksiyadir, 
y a 'n i x, < x 2 bo'lganda f ( xi ) < f (x2)  bo'ladi.

3-xossasi: X tasodifiy miqdorning (a,b) oraliqda yotgan 
qiym atlarni qabul qilish ehtimoli: P(a < x < b) = F(b)-F(a) ga teng.

Xulosa: Agar X tasodifiy m iqdorning barcha mumkin 
bo 'lgan qiym atlari (a,b) oraliqga tegishli bo'lsa, u holda

f0, agar x< a, bo' Isa
11, agar x > b, bo' Isa

Uzluksiz tasodifiy miqdor ehtimollari taqsimotining 
differensial funksiyasi.



Integral funksiyadan olingan birinchi tartibli hosilaga 
htimollar taqsimotining differesial funksiyasi deyilad i. f{x)=F'(x) 

Ba'zan differensial funksiyasini zichlik funksiyasi deb ham

atashadi.
X uzluksiz tasodifiy m iqdorning (a,b) oraliqqa tegishli 

qiymatlarni qabul qilish ehtimoli.

? (a  < x < b )  = J f{x)dx  ga teng.
a

Integral funksiya differensial funksiya orqali quyidagi 
formula bilan ifodalanadi.

Fix) = J/ M *
—oo

Differensial funksiya xossalari.
1-xossasi: Differensial funksiya manfiy emas:

f(x)> о
2-xossasi:Q uyidagi xosmas integral birga teng:

]f(x)dx = 1

Agar tasodifiy miqdor (a,b) oraliqqa tegishli qiym at qabul 
qilsa, u holda:

b

= lbo'ladi.
a

Uzluksiz tasodifiy m iqdorning matematik kutilishi 
dispersiyasi va o'rtacha kvadratik chetlanishi quyidagi 
formulalar orqali ifodalanadi.

1) М(лг)= |дf(x)dx, yoki M(jc) = |xf(x)dx

2) D(x)= '^(x-U(x)f f(x)dx, yoki D(x) = Jx2f(x)(ix -  M2(x)
-ac a

3) <т(х)=у[Щх)

Masalalar yechish uchun namunalar
1) Masala. Agar X-tasodifiy m iqdor (0 :2 ) oraliqda quyidagi 

ifferensial funksiya bilan berilgan bo'lsa,
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, i \  jX,agar,x  e  (0 ;1  ]bo'lsa,
I V. n a n r  Y  (= (\X , a g a r , x  e  ( l ;2 )b o ' ls a

uning integral funksiyasi topilsin.

Yechish: f (*)= j/(*)& = j ^ +U *  dan f(*) =
_oe 0  ̂ I  ̂ 4 2

0, agarx < 0, bo' Isa,
x
—,a ga r0  < x < 1, bo' Isa,
3 j ga ega bo'lamiz.
— x — , a g a r  I <x <2, bo' Isa,
4 2 

1 ,a g a r ,x  > 2 ,b o 'lsa ,

2) X-tasodifiy m iqdorning integral funksiyasi berilgan

10, a ga rx  < 0, bo'Isa , 
x ,a ga r0  < x<  1,bo'Isa ,

1, aga rx  > \,bo'Isa,

uning differensial funksiyasi va o'rtacha kvadratik 
chetlanishi topilsin.

1 0,a g a r ,x  < 0, b o 'lsa ,
\,agar,0 < x<  I,b o 'lsa ,

0 ,a ga r ,x  > I, bo'Isa

M (x)= \xdx  = — f = -  D(x)=  J V & - - = i - - = — , a (x ) = J d (x)  = J — = —
{ 2 J 2 w  J 4 3 4 12 W  V W  V12 6

Quyidagi masalalami yeching.

17.58. 2 ta o 'yin  kubigi bir marta tashlanganda chiqadigan 
ochkolar ko'paytm asining matematik kutilishi topilsin.

17.59. Avvalgi masala shartlarida yig 'ind in ing matematik 
kutilishi topilsin.

17.60. Qutida 5 ta shar bo'lib, u lardan 2 tasi oq va 3 tasi esa 
qora rangda. Tavakkaliga qutidan ikkita shar olindi. X-tasodifiy 
miqdor oq shar chiqish soni taqsimotining matematik kutilishi 
topilsin.

17.61. Avvalgi masala shartlarida X tasodifiy miqdorining 
dispersiyasi hisoblansin.

17.62.Diskret 2 ta erkli tasodifiy m iqdorlam ing taqsimot 
qonunlari berilgan.538



X 1 2
Y 0,5 1

p 0,2 0,8 P 0,3 0,7

XY-ko'paytmasining matematik kutilishini toping.
17.63. x  -tasodifiy m iqdorning taqsim ot qonuni berilgan.

0,1 0,40,5
Uning o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.
17.64. 10 ta detaldan iborat to 'plam da 3 ta nostandart detal 

bor. Tavakkaliga 2 ta detal olingan. X-diskret tasodifiy miqdor, 
olingan 2  ta detal orasidagi nostandart detallar sonining 
matematik kutiliiih ini toping.

17.65. Geolog safardan qayta turib, tog'dan 6  ta namuna olib 
keldi. Shulardan 4 tasida izlanayotgan metal qotishmasi bor. 
Tavakkaliga 3 ta namuna tanlandi. X-diskret tasodifiy miqdor 
olingan nam unalar orasida iz lanayotgan metal qorishmasi borligi 
soni taqsimotining o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.66. X-diskret tasodifiy m iqdor faqat 2 ta mumkin bo'lgan 
x, va q iym atlarga ega, shu b ilan  birga x,<x2 , X tasodifiy 
miqdorning x, qiym atni qabul qilish ehtim oli 0,2 ga teng. m(x)=2,6 

ni o'rtacha kvadratik chetlanish <т(л') = о,8 ni b ilgan holda, X ning 
taqsimot qonuni topilsin.

17.67. X diskret tasodifiy m iqdor faqat 3 ta mumkin bo'lgan 
= 3,x ,,x , qiym atlarga ega shu bilan b irga x, < x2 < x, X ning x, va *2

qiymatlarini qabul qilish ehtimoli mos ravishda 0,5 va 0,4 ga 
teng. X miqdorning matematik kutilish i m(x) = 2,4 va dispersiyasi 
D (A')=o,44 ni bilgan holda uning taqsimot qonunini toping.

17.68. Sinov paytida biror detain ing buzilish ehtimoli 0,3 ga 
teng. Sinov paytida kuzatilgan 20 ta detaldan ishdan chiqqan 
detallar sonining matematik kutilish i topilsin.

17.69. Har bir tajribada biror qurilm adagi elementning 
ishdan chiqish ehtimoli 0,1 ga teng. X diskret tasodifiy miqdor-
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elementning 5 ta erkli tajribada ishdan chiqish soninin 
dispersiyasi topilsin. 8

17.70. Agar *va у  tasodifiy m iqdorlar erkli bo'lib, £>(*)-, 
va D (y ) = i  ga teng ekanligi m a'lum  bo'lsa, z = 5A--4y  tasodifi 
m iqdorning dispersiyasin i toping.

17.71. 3 ta erkli sinovlar o 'tkazilayotgan bo'lib, ularning har 
b irida A hodisasi 0,4 ehtimol bilan ro 'y  bersin. X tasodifiy 
miqdor-A hodisaning ro 'y berish sonining matematik kutilishi 
topilsin.

17.72. 14-masala shartlarida X tasodifiy miqdor dispersiyasi 
topilsin.

17.73. Agar X va Y tasodifiy m iqdorlarning matematik 
kutilish i m a'lum  bo'lsa, м(х)=5; м(г)=3; z  = 4X-2y  tasodifiy 
m iqdorning matematik kutilishini toping.

17.74. Agar 3 ta erkli sinovda A hodisaning ro'y berish 
ehtimoli bir xil va m(a')=o,6 bo'lsa, bu sinovlarda A hodisaning 
ro 'y  berishlari sonidan iborat X diskret tasodifiy miqdorning 
dispersiyasi topilsin.

17.75. X diskret tasodifiy miqdor faqat ikkita mumkin 
bo'lgan *,va x2 qiym atga ega bo'lib, дг, <*2 bo'lsin. Agar * ning 
qiym atni qabul qilish ehtimoli 0 ,8  ga, matematik kutilishi 2 ,6  ga, 
d ispersiyasi esa 0,64 ga teng bo'lsa, x ning x, qiymatni qabul 
qilish ehtimoli topilsin.

17.76. X tasodifiy m iqdor faqat 3 ta mumkin bo'lgan 
qiym atlar .r, <x2<x, qabul qiladi. X ning x, va qiym atlam i qabul 
q ilish ehtimollari mos ravishda 0,2 va 0,5 ga teng. M a t e m a t ik  

kutilish i esa 3,2 va d ispersiyasi 0,76 ga teng bo'lsa, X ning 
taqsimot qonuni topilsin.

17.77. Xtasodifiym iqdorintegralfunksiyasibilanberilgan.

F (x )  = j 1 ~5 ’ a£a r ’ x ~ 2 ’ b o 'l sa  
{ 0 , a g a r ,  x <2 , b o ' l s a .
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Г х  ning sonli xarakteristikalari, ya 'n i matematik kutilishi, 
siyasi va o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

1 7 .7 8 .X tasodifiy m iqdor (0:1) oraliqda differensial 
f u n k s iy a s i  f ( x )  = x, bu oraliqdan tashqarida esa/(*) = o bo'lsa, uning 
sonli xarakteristikalari hisoblansin.

17.79. X tasodifiy m iqdorining (3:5) oraliqda /(*) = -

differensial funksiya bilan berilgan bu oraliqdan tashqarida esa 
/(je) = 0 ga teng. X ning integral funksiyasi topilsin.

17.80. X ning integral funksiyasi berilgan bo'lsa, /rW = jy +7

arcS in— , а г а р , - a < x < a ,b o ' l s a  X ning f ^  j oraliqqa tushish

ehtimoli topilsin.
17.81. X ning zichlik funksiyasi f ( x )  = ae~‘  [o;») oraliqda 

berilgan bo'lsa, a-koeffitsient topilsin.
17.82. X ning differentsial funksiyasi f ( x )  = kxe~x * s [ 0;<») 

oraliqda berilgan bo'lsa, k - koeffitsient topilsin.
17.83. Tekis taqsim langan tasodifiy miqdor X ning integral 

funksiyasi berilgan.

о
x > a , bo'Isa

a g a r , x <  - a ,  bo'Isa

X ning differensial funksiyasi topilsin. 
17.84. X ning taqsimot funksiyasi berilgan.

^4*) = -7=  f e  2 d t ■\/2/r i
Uning zichlik funksiyasi topilsin.
17.85. Agar zichlik funksiyasi /(х) = у^Ц- д:е(-о°;оо) bo'lsa,

1 ) a-koeffitsient topilsin.
2 ) integral funksiyasi topilsin.
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(-1 ;1 ) oraliqqa tegishli q iym at qabul qilish ehtimoli topilsin.
17.87. f(x) = ae"' X tasodifiy m iqdorning ( -o o ;o o ) oraligida 

zichlik funksiyasi bo'lishi uchun a-qanday bo'lishi kerak?
17.88. X tasodifiy m iqdorning taqsimot funksiyasi.

berilgan. Uning matematik kutilish i va d ispersiyasi qanday?
17.89. Agar X (10:20) oraliqda tekis taqsim langan tasodifiy 

m iqdor bo'lsa, uning matematik kutilish i d ispersiyasi topilsin.
17.90. (1:7) oraliqda tekis taqsim langan X tasodifiy 

m iqdorning o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.
17.91. (a;b) oraliqda tekis taqsim lansin X tasodifiy 

m iqdorning matematik kutilishini toping.
17.92. 15-masala shartlarida X tasodifiy miqdorning 

d ispersiyasin i toping.
17.93. X tasodifiy m iqdor (0:2) oraliqda f{x)=^ differensial

funksiyasi bilan berilgan, bu oraliqdan tashqarida esa /(*)=0 ga 
teng. X ning d ispersiyasi topilsin.

17.94. X tasodifiy m iqdorning (l;*>) oralikda integral 
funksiyasi f (*)=i—V ga teng bu oraliqdan tashqarida esa f ( x ) = o, 

ga teng bo'lsa, uning matematik kutilish ini toping.

differensial funksiya bilan berilgan. Bu oraliqdan tashqarida esa 
f ( x)=° ga teng. X miqdorning m atem atik kutilish i topilsin.

17.96. X tasodifiy miqdor differensial funksiyasi berilgan.

17.95. X tasodifiy miqdor (2:4) oraliqda /(*) = —3jc2 99 14

Uning integral funksiyasi topilsin.
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Takrorlash uchun savo llar

1 .Ehtimollar nazariyasida hodisa qanday ta'riflanadi?
2 .Ehtimolning klassik ta'rifini ayting.
3 .0 'rin lashtirishlar formulasini yozing.
4 .0 'rin  alm ashtirishlar qanday topiladi?
5.Birgalikda bo'lmagan hodisalar ehtimollarini qo'shish 

teoremasini ayting.
6 .Muqarrar hodisalar odatda qanday belgilanadi?
7 .Qachon ikkita matritsa teng deyilad i?
8 ."Ikkita o 'y in  soqqasi tashlanganda ochkolar ko 'paytm asi

//
tasdiq qanday davom ettirilganda tasodifiy hodisaga ega 

bo'lamiz?

EHTIMOLLIKLAR NAZARIYASI V A MATEMATIK 
STATISTIKAGA DOIR NAZORAT TESTLARI

1. Hodisalar va ular ustida amallar

1. Ehtimollar nazariyasida hodisa qanday ta'riflanadi?
A) Har qanday tajribaning ixtiyoriy natijalari hodisa 

deyiladi.
B) Har qanday kuzatuvning ixtiyoriy natijalari hodisa 

deyiladi.
C) Har qanday tasdiqlar hodisa deyiladi.
D) Har qanday fikrlar hodisa deyilad i.
E) Hodisa tushunchasi ta 'rifsiz qabul etiladi.
2 . Ehtimollar nazariyasida qanday hodisalar sinfi 

qaralmaydi?
A) Mumkin bo'lm agan hodisalar.
B) M uqarrar hodisalar.
C) Tasodifiy hodisalar. D) Noma'lum hodisalar.
E) Barcha ko 'rsatilgan hodisalar sinflari qaraladi.
3. M uqarrar hodisalar odatda qanday belgilanadi?
A) Q. B) Q . C) 0  . D) M . E) G .
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P. У ^a§^ai"dan qaysi biri m uqarrar hodisa bo'ladi?
A) Tashlanpan 7 Mg\ q / . tanga gerb tomom bilan tu sh d i.
Q  T a^ d ^ f i^ 88* tas^ anganda 7 dan kichikochko chiqdi. 
j-v. с У ravishda tanlangan natural son juft bo'ldi.
E) т Т , °^Г|§ап lotereyaga yutuq chiqmadi.

5  "ikk StWri!8an mabsul°t sifatli bo'lib chiqdi. 
masi " t  гГ ° s°qqasi tashlanganda ochkolar ko'payt- 
ega bo'lam iz? ^  davom ettirilganda m uqarrar hodisaga

н аП bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.
™ Z  *  hik bo'ldi. D)36 dan katta bo'lmadi.
Ю 36 da„  kichik b„ 'lmadi.

6 .Q utida 1 0  ta иstlar bo'lib, ulardan 7 tasi oq va qoleanlari 
qora ranglid ir Shu n  ^

. j  , qutidan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi.
Quyidagilardan qaysi ы,- ,n J  1 °iri m uqarrar hodisa bo ladi?

, , n§ an sbarlardan faqat bittasi oq rangli.
. n8 an ^ a r la rd an  ko'pi bilan bittasi oq rangli.

D) tanla^ 311 S^ar ârdan kam ida bittasi oq rangli.
E) K eltir'fаП S^ar ârdan birortasi ham oq rangli emas. 

emas 1 ^an hodisalar orasida m uqarrar hodisa mavjud

7.Q utida n  ta
tasodifiy ravishda ta! , 4  ™ Ч° Га ra" gU Shar Ь° Г' "Ql‘, ,. mangan к ta shar orasida kam ida bittasi oq
rangli hodisa muqarra . „ ,. . t . , . ,

.. . n«rrar bo lad igan  к  param etm ing eng kichik
qiym ah nim aga teng? 6 6

A) k=m- 1 R'l k=n,

8. Quyidagilarda Q k " n*h  E>*™
A) T a -с  qaysi biri m uqarrar hodisa bo'ladi?

^ raviShda tanlangan natural son 5 ga karrali.
C) Ikkit аП taS0^ i y  ravishda olingan harf unli.

dan kichik ^ 'n s°qqasi tashlanganda ochkolar y ig 'ind isi 2

D )  Talaba testdar, и  •p. T . u an m uvaffaqiyatli о tdi.
^ngan m ahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.



9 . Mumkin bo'lm agan hodisalar odatda qanday
belgilanadi?

A) Q. B) Q . C) 0  . D) M . E) G .
10. Q uyidagilardan qaysi biri mumkin bo'lmagan hodisa 

bo'ladi?
A) Tashlangan tanga raqam li tomoni bilan tu sh d i.
B) O 'yin soqqasi tashlanganda 1 dan kichikochko chiqdi.
C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo'ldi.
D) Sotib olingan lotereyaga yutuq chiqdi.
E) Tekshirilgan mahsulot sifatli bo'lib chiqdi.

11."Ikkita o 'y in  soqqasi tashlanganda ochkolar ko'paytm asi
......." tasdiq qanday davom ettirilganda mumkin bo'lmagan
hodisaga ega bo'lamiz?

A) 36 dan katta bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.
C) 36 dan kichik bo'ldi. D)36 dan katta bo'lmadi.
E) 36 dan kichik bo'lmadi.
12.Qutida 10 ta shar bo'lib, ulardan 7 tasi oq va qolganlari 

qora ranglidir. Shu qutidan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi. 
Quyidagilardan qaysi biri mumkin bo'lmagan hodisa bo'ladi?

A) tanlangan sharlardan faqat bittasi oq rangli.
B) tanlangan sharlardan ko'pi bilan bittasi oq rangli.
C) tanlangan sharlardan kam ida bittasi oq rangli.
D) tanlangan sharlardan birortasi ham oq rangli emas.
E) Keltirilgan hodisalar orasida mumkin bo'lmagan hodisa 

mavjud emas.
13.Q uyidagilardan qaysi biri mumkin bo'lmagan hodisa 

bo'ladi?
A) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son 5 ga karrali.
B) Matndan tasodifiy ravishda olingan harf unli.
C) Ikkita o 'yin soqqasi tashlanganda ochkolar y ig 'ind isi 2 

dan kichik.
D) Talaba testdan m uvaffaqiyatli o'tdi.
E) Tanlangan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.



14. Q uyidagi belgilardan qaysi biri tasodifiy hodisani 
ifodalashi mumkin?

A) Л. B) Q . C) 0  . D) b . E) A .
15. Q uyidagilardan qaysi tasodifiy hodisa bo'ladi?

A) Tashlangan tanga raqam yoki gerb tomoni bilan tushdi
B) O 'yin soqqasi tashlanganda 1 dan kichikochko chiqdi.
C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo'ldi.
D) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiydir.
E) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiy emas.

16. "Ikkita o 'yin  soqqasi tashlanganda ochkolar
ko'paytm asi ......." tasdiq qanday davom ettirilganda tasodifiy
hodisaga ega bo'lam iz?

A) 36 dan katta bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.
C) 36 dan kichik yoki unga teng bo'ldi. D) 36 dan

katta bo'lmadi.
E) 37 dan kichik bo'ldi.

2. Ehtimol va uni hisoblash usullari
1. Qaysi shartda A va В birgalikda bo'lm agan hodisalar 

deyiladi?
A) A+B=Q B) A-B=Q C) A+B=0 D) A-B=0 E) A=B

2. O 'yin soqqasi tashlanganda quyidagi hodisalarning qaysi 
juftligi b irgalikda bo'lm agan hodisalar bo'ladi:

A={soqqada 4 yoki 5 ochko chiqdi}, B={soqqada toq ochko 
chiqdi},

C={soqqada tub ochko chiqdi}, D={soqqada 3 ga karrali 
ochko chiqdi}.

A) A va В . В) A va С . С) A va D . D) В va С . 
E) С va D .

3. O 'yin dastsasi 36 ta qartadan iborat bo'lib, undan 
tasodifiy ravishda ikkita qarta tanlab olindi. Ushbu hodisalarning 
qaysi juftligi b irgalikda bo'lm agan hodisalar bo'ladi:

A=jtanlangan ikkala qarta g'isht turga ega},



i S )
B={tanlangan ikkala qartadan kam ida bittasi g 'isht turga ega }, 
C={ tanlangan ikkala qartadan faqat bittasi g 'isht turga ega }, 
D={ tanlangan ikkala qartadan bittasi tuz}.

A) A va В В) A va С С) A va D
D) В va С E) С va D

4 .Biror hodisalar to'plam i 0  hodisalar algebrasi bo'lishi 
uchun qaysi shart tyalab etilm aydi?

A) Ae© , Be© => A+Be© . B) Ae© , Be@ =>A Be© .
C )le© = > 0e@ . D) A e 0 = > ^ e 0 .
E) barcha shartlar talab etiladi.

5. Agar 0  hodisalar algebrasi bo'lsa quyidagi tasdiqlardan 
qaysi biri o 'rinli bo'lm aydi?

A) A e 0 , Be© =>Л + В e©  . B )A e© , B e0= > ____e©
C )A e© , Be© =>A + B e Q .  D)Ae@ , B e ©  + В е ©
E) barcha shartlar talab etiladi.
6 . Agar 0  hodisalar algebrasi bo'lsa quyidagi tasdiqlardan 

qaysi biri o 'rinli bo 'lm aydi?
A) Ae© , Be© =>A B e © . В) A e© ,  B e 0 = > ^ -S e 0 .
C) Ae© , B e ©  =>AB  e©  . D) Ae© , B e@ = > A -B e©
E) barcha shartlar talab etiladi.
7. Berilgan A hodisadan hosil q ilingan © hodisalar algebrasi 

qayerda to 'g 'ri ko 'rsatilgan?
А) 0  = {Л,Л}. В) © = {П,/М}. С) Q  = {0,A,A}.
D) & = {П,0,А,А}. E) & = {П,0,А,А, 1,0}.
8 . H odisalar algebrasida ehtimol tushunchasi nechta 

aksioma orqali k iritilad i?
A) 5 B) 4 C) 3 D) 2

E) to 'g 'ri javob keltirilm agan.
9. Ehtimol xossasi qayerda noto'g'ri ko 'rsatilgan?
A) Har qanday muqarrar hodisa Q ehtimolligi P(Q)=1 .
B) Har qanday mumkin bo'lm agan hodisa 0  ehtimolligi

P(0)=O .
C) Har qanday A hodisaning ehtimolligi P(A)>0 .
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D) Har qanday A  hodisaning ehtimolligi P (A )< 1 .
E) Barcha xossalar to 'g 'ri ko 'rsatilgan .
10. Ehtimol xossasi qayerda to 'g 'ri ko 'rsatilgan?
A) Har qanday muqarrar hodisa Q ehtimolligi P(Q)=0 .
B) Har qanday mumkin bo'lm agan hodisa 0  ehtimolligi 

P ( 0 ) = 1  .

C) Har qanday A hodisaning ehtim olligi P(A)<0 .
D) Har qanday A hodisaning ehtimolligi P (A )  >1 .
E) Barcha xossalar noto'g'ri ko 'rsatilgan .
11.Ehtimolni hisoblashning qaysi usuli mavjud emas?
A) Ehtimolni klassik ta'rif usulida hisoblash .
B) Ehtimolni algebraik ta'rif usu lida hisoblash .
C) Ehtimolni geometrik ta 'rif usu lida hisoblash .
D) Ehtimolni statistik ta 'rif usu lida hisoblash .
E) Keltirilgan barcha usullar mavjud .
12. Ehtimolning klassik ta 'rifida A hodisa ro 'y berishi 

mumkin bo'lgan 3 kuzatuv yoki tajriba natijalariga quyidagi 
shartlardan qaysi biri talab etilm aydi?

A) Barcha natijalar soni chekli
B) Barcha natijalar to'liq guruhni tashkil e ta d i.
C) Barcha natijalar birgalikda emas
D) Barcha natijalar teng im ko n iya tli.
E) Keltirilgan barcha shartlar talab e t ila d i.
13. Ehtimolning klassik ta 'rifida A  hodisa ro 'y berishi 

mumkin bo'lgan 3  kuzatuv yoki tajribaning Ei, Ег, Ез, ..., En 

natijalariga quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilm aydi?
A) Ei+ E2+ Ез+ ...+ En=Q (Q-muqarrar h o d isa ).
B) Ei-Ek=0 (i^k, 0-m um kin  bo'lm agan hodisa) .
C) P(Ei)=P(E2)=P(E3)= ...= P(E n).

D) Ei, Ег, Ез, ..., En natijalarning har birida A  hodisa yoki 
albatta ro'y beradi yoki ro 'y b e rm ayd i.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab e t ila d i.
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14. Ehtimolning klassik ta'rifida n-barcha natijalar soni, 
m(A)-A hodisaga qulaylik  yaratuvchi natijalar soni bo'lsa, P(A) 
ehtim ol qaysi formula bilan topiladi?

A) P(A)=m(A)-n B) P(A)=m(A)/n
C) P(A)=m(A)+n . D) P(A)=m(A)-n .
E) P(A)=n/m(A).
15. Ehtimolning klassik ta 'rifida barcha natijalar soni n=20, 

A hodisaga qu laylik  yaratuvchi natijalar soni m(A )=8 bo'lsa, P(A) 
ehtimol qiym ati nim aga teng bo'ladi?

A) 0.8 . B) 0.6 . C) 0.4 . D) 0.2 . E) 2.5
16. Idishda 12 ta oq va qora sharlar bor. Idishdan 

tavakkaliga bitta oq shar olish ehtimoli 1/3 ga teng bo'lsa, idishda 
nechta qora shar bo'lgan?

A) 4. B) 6 . C) 8 . D) 10.
E) Qora sharlar sonini aniq ko'rsatib b o 'lm ayd i.

3. Ehtim ollarni qo 'sh ish  va ko 'paytirish  teorem alari
1. Qaysi shartda A va В hodisalar birgalikdam as deyilad i?
A) AB=0 B) AB=Q C) A+B=0
D) A+B=Q E) AB=A+B .
2. Agar A va В hodisalar birgalikdam as bo'lsa, quyidagi 

tengliklardan qaysi biri o 'rin li bo 'lm aydi?
A) AB=0 . B) A+B=Q . C) AB=BA . D) A+B=B+A
E) Barcha tengliklar o'rinli bo'ladi o la d i.
3.A  va В hodisalar b irgalikdam as bo'lsa, P(A+B) ehtimol 

uchun qaysi tenglik o 'rin li bo'lm aydi?
A) P(A+B)=P(A)+P(B).
B) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).
C)P(A+B)=P(A | B)+P(B | A ) .
D) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).
E) P(A+B)=P(B+A).

4.36 ta qartadan iborat dastadan tasodifiy ravishda bitta 
qarta tanlandi.

A={ Tanlangan qarta v a le t),



B={Tanlangan qarta tuz} 
hodisalar bo'yicha P(A+B) ehtimolni toping.
A) 1/36 . B) 1/18 . C) 2/9 . D) 1/6 . E) 5/12 .
5. A va В birgalikdam as hodisalar uchun P(A)=0 .4  Va 

P(A+B)=0.7 bo'lsa, P(B) ehtimol qiym atini toping.
A) 0.4 . B) 0.6 . C) 0.3 . D) 0.55 . E) -0.3 .
6 . Qutida n ta oq, m ta qizil va r ta ko'k rangli shar bor. Shu 

qutidan tasodifiy ravishda tanlangan shar oq yoki qizil rangli 
bo'lish ehtimolini toping.

A) n/(n+n+r). B) m/(n+n+r). C) r/(n+n+r).
D) (n+m)/(n+n+r). E) (n+r)/(n+n+r).

7. Qarama-qarshi A v a  A hodisalarning ehtimollari uchun 
qaysi tenglik o 'rinli?

A) P(A)/P(A) = 1 .
B) P (A )-P (A ) = l .
C) P(A) P(A) = 1 .
D) P(A) + P(A) = 1 .
E) tog'ri javob keltirilmagan.
8 . Agar P(A)=0.3 bo'lsa, P(A) qiym ati nim aga teng?
A) 0.3 . B) 0 .7 . C) 0.33. D) 0.09 . E) aniqlab

b o 'lm ayd i.
9. Mahsulotni sifatli bo'lish ehtimoli 0.9 bo'lsa, uni sifatsiz 

bo'lish ehtimoli nim aga teng?
A) 0.1 . B) 0.09 . C) 0.99 . D) 0.19 .
E) to 'g 'ri javob keltirilm agan .
10. A va В hodisalar b irgalikda bo'lsa, quyidagi tengliklardan 

qaysi biri o 'rinli bo'la olm aydi?
A) AB=0 .
B) A+B=Q .
C) AB=BA .
D) A+B=B+A .
E) Barcha tengliklar o'rinli b o 'la d i.
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1 1 .Agar A va В b irg a lik d a  bo'lgan hodisalar bo'lsa, P(A+B) 

htimol qaysi formula b ilan  h isob lanad i?
6 A) P(A+B)=P(A)+P(B) .

B) P(A+B)=P(A)+P(В)—P (A )P(B ).
C) P(A+B)=P(A)+P(A)+P(A)P(B).
D) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).
E) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).

1 2 .Umumiy holda P(A+B) ehtimol qaysi formula bilan
topiladi ?

A) P(A+B)=P(A)+P(B). В) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).
C) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) . D) P(A+B)=P(A)+P(B)±P(AB) .
E) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)P(B) .
13.P(A|B) shartli eh tim o l mazm uni qayerda to 'g'ri 

ko'rsatilgan?
A) A hodisa ro 'y bergan ho lda В hodisaning eh tim o li.
B) A hodisa ro 'y b erm agan  holda В hodisaning ehtimoli .
C) В hodisa ro 'y bergan h o ld a  A hodisaning ehtimoli .
D) В hodisa ro 'y b erm agan  holda A hodisaning ehtimoli .
E) A va В hodisalarni b ir  paytda ro 'y berish eh tim o li.
14.Qutida 10 ta oq v a  6  ta qora shar bor. Shu qutidan 

tasodifiy ravishda ketma-ket ik k ita  shar tanlab olindi.
B={I tanlangan shar oq rangli}, A={II tanlangan shar qora 

rangli}
Hodisalar uchun P(A | B) shartli ehtimol qiymati nimaga 

teng?
A) 3/8. B) 5/8 . C) 3/5 . D) 2/5 . E) 1/3 .
15. Qutida 10 ta oq v a  6  ta qora shar bor. Shu qutidan 

tasodifiy ravishda ketm a-ket ikk ita  shar tanlab olindi.
B={I tanlangan shar oq rangli},
A={II tanlangan shar oq  rangli}

hodisalar uchun P(A | B) shartli ehtimol qiymati nim aga 
teng?

A) 3/8 . B) 5/8 . C) 3/5 . D) 2/5 . E) 1/3 .



16. Qutida 10 ta oq va 6  ta qora shar bor. Shu qutidan 
tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.

B={I tanlangan shar qora rangli}, A={II tanlangan shar qora 
rangli}

hodisalar uchun P(A | B) shartli ehtimol qiym ati nimaga 
teng?

A) 3/8 . B) 5/8 . C) 3/5 . D) 2/5 . E) 1/3 .

4. To'liq ehtimol va Bayes form ulalari
1. A hodisa ehtimolini to'liq ehtimol formulasi yordam ida 

hisoblashda tajriba natijalari Ei, Ег, Ез, . . . ,  En uchun qaysi shart 
talab etilm aydi?

A) Ei, E2, Ез, ..., En natijalar to'liq guruhni tashkil e ta d i.
B) Ei, Ег, Ез, ..., En birgalikda bo'lm agan natijalar .
C )E i, E2, Ез, . . . ,  En teng im koniyatli natijalar .
D) P(A I Ei), P(A I Ег), P(A I Ез), ..., P(A | En) shartli ehtimollar
b e r ilg an .
E) Barcha shartlar talab etiladi.

2. To'liq ehtimol formulasini qo'llash uchun qaysi 
ehtimollarni bilish talab etiladi?

A) Ei, Ег, Ез, ..., En natijalarning shartsiz eh tim o llarin i.
B) Ei, Ег, Ез, ..., En natijalarning shartli eh tim o llarin i.
C) Ei, Ег, Ез, . . . ,  En natijalar y ig 'ind isin ing eh tim o lin i.
D) Ei, Ег, Ез, ..., En natijalar ko 'paytm asining eh tim o lin i.
E) A tasodifiy hodisa ehtimolini.

3. To'liq ehtimol formulasini qo'llash uchun qaysi 
ehtimollarni bilish talab etiladi?

A) A tasodifiy hodisaning shartsiz eh tim o lin i.
B) A tasodifiy hodisa eh tim o lin i.
C) A tasodifiy hodisaga qaram a-qarshi hodisaning 

eh tim o lin i.
D) P(Ei|A), P(E2 |A), Р(Ез|А), ..., P(En|A) shartli 

eh tim o llarn i.



Е) Р(А| Ei), Р(А| Ег), Р(А| Ез), .. . , Р(А | En) shartli
ehtimollarni.

4. To'liq ehtimol formulasini keltirib chiqarishda qaysi 
tenglikdan foydalanilm aydi?

A )  A = A Q .

B) 0=Е1+Ег+Ез+.. .+En .

C) P (E iA )= P (E i)P (A  | E i) .

D) А(Е1+Ег+Ез+.. .+En)= АЕг+АЕг+АЕз+...+АЕп.
E) P (A E i)= P (A )P (E i | A ) .

5.A garda A hodisa Е1,Ег,Ез,...,Еп natijalarga ega tajribada 
ro'y berishi m um kin bo'lsa, unda P(A) uchun to'liq ehtimol 
formulasi qayerda to 'g 'ri ifodalangan?

A )  P(A )= P (E i)+ P(E 2)+...+ P(E n).

B) P (A )= P (A  | E i)+ P (A  | Ег)+...+Р(А I En) .

C) P (A )= P (E i | А)+Р(Ег | A)+...+P(En | A ) .

D) P (A )= P (E i)P (A  | E i)+ P(E z)P(A  | Ег)+...+Р(Еп)Р(А | En) .

E) P (A )= P (E i)P (E i | А)+Р(Ег)Р(Ег | A)+...+P(En)P(En | A ) .

6 . Talaba «O liy m atem atika», «Um um iy fizika» va «Ingliz 
tili» fanlari bo'yicha test savo llariga mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.9 
ehtimol bilan to 'g 'ri javob bera oladi. Yakuniy testga «Oliy 
matematika» , «Um um iy fizika» va «Ingliz tili» fanlaridan mos 
ravishda 4 0 % , 3 5 %  va 2 5 %  savollar kiritligan. Yakuniy testdan 
tasodifiy ravishda tanlab olingan savolga talaba to 'g 'ri javob 
berish ehtimolini hisoblang.

A )  0 .3 3  . B) 0 .7 9  . C) 0 .4 7  .
D) 0 . 5 6 .  E) 0 . 6 5 .
7. M ahsulotlar partiyasi uch smena davomida ishlab 

chiqarilgan m ahsulotlardan iborat. Bunda I ,11 va III smenalarda 
ishlab chiqarilgan mahsulotlar soni mos ravishda 10 0 , 8 0  va 7 0  ta 
bo'lib, u lar 0 .9 , 0 .8  va 0 .6  ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin. 
Shu partiyadan tasodifiy ravishda tanlangan mahsulotni sifatli 
bo'lish ehtimolini n im aga teng?

A )  0 .6 3 8  . B) 0 .6 9 2  . C) 0 .7 3 5  .
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D) 0.784 . Е) 0.836 .
8 . “O liy matematika" fani bo'yicha yakun iy imtihonda 

“Algebra", “Analitik geometriya" va "M atematik analiz" 
bo'lim lar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud 
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri 
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy 
ravishda berilgan savolga to 'g 'ri javob berish ehtimolini 
hisoblang.

A) 0.87 . B) 0.83 . C) 0.75 . D ) 0.71 . E) 0.69 .
9. Bayes formulasini qo'llash uchun qaysi m a'lum ot talab 

etilm aydi?
A) P(E i), Р(Ег), Р(Ез), ..., P(En) ehtimollar .
B) P(A | Ei), P(A | Ег), P(A | Ез), ..., P(A | En) shartli ehtimollar .
C) Tasodifiy A hodisaning P(A) eh tim o li.
D) Keltirilgan barcha m a'lum otlar talab e t ila d i.

E) Keltirilgan barcha m a'lum otlar talab e t ilm ayd i.
10. Bayes formulasi yordam ida nima hisoblanadi?
A) Tasodifiy A hodisaning P(A) eh tim o li.
B) Tajribadagi Ei natijalarning P(Ei) eh tim o llar i.
C) P(Ei | A) shartli ehtimollar .
D) P(A | Ei) shartli ehtimollar .
E) P (A E i) shartlsiz ehtimollar .
11. Bayes formulasini keltirib chiqarishda qaysi tenglikdan 

foydalanilm aydi?
A) AE i = EiA  . B) P (A E i )= P (E iA ) . C) P (A E i)= P (A )P (E i I A ) .
D) P(E iA )= P (E i)P (A  | E i) . E) Barcha tengliklardan 

foydalaniladi.
1 2 . Q uyidagi tengliklardan qaysi biri Bayes formulasini 

ifodalaydi?

A) P {A )= Z P (E i)P{A\Ei) . B) P{Ek\A)=P{Ek)Pi/^  .
'=1 P(A)

C ) P(AEk) = P(A)P(Ek\A) . D )  P(EkA) = P(Ek )P(A\Ek).
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13.0m bordagi 40% mahsulot I korxonada, qolgan 60% 
mahsulot esa II korxonada ishlab chiqarilgan. I korxonada ishlab 
chiqarilgan mahsulot 0.9, II korxona mahsuloti esa 0.8 ehtimol 
bilan sifatli bo'lishi mumkin. Shu ombordan tasodifiy ravishda 
olingan mahsulot sifatli bo'lib chiqdi. Bu mahsulotni II korxonada 
ishlab chiqarilganligi ehtimolini toping.

A) 57/84 . B) 12/21 . C) 27/84 . D) 9/21 . E) 29/42 .
14,Ombordagi 40% mahsulot I korxonada, qolgan 60% 

mahsulot esa II korxonada ishlab chiqarilgan. I korxonada ishlab 
chiqarilgan mahsulot 0.9, II korxona mahsuloti esa 0.8 ehtimol 
bilan sifatli bo'lishi mumkin. Shu ombordan tasodifiy ravishda 
olingan mahsulot sifatli bo'lib chiqdi. Bu mahsulotni I korxonada 
ishlab chiqarilganligi ehtimolini toping.

A) 57/84 . B) 12/21 . C) 27/84 . D) 9/21 . E) 
29/42 "Oliy matematika" fani bo'yicha yakun iy imtihonda 
"Algebra", "Analitik geom etriya" va "Matematik analiz" 
bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud 
va u larga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to 'g 'ri 
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy 
ravishda berilgan savolga to 'g 'ri javob berdi. Bu savol "Algebra" 
bo'lim iga tegishli ekanligi ehtimolini hisoblang.

A) 24/71. B) 28/71. C) 60/71 .
D) 42/71 . E) 39/71.

15. "Oliy matematika" fani bo'yicha yakun iy imtihonda 
"Algebra", "Analitik geom etriya" va "Matematik analiz" 
bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud 
va u larga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to 'g'ri 
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy 
ravishda berilgan savolga to 'g 'ri javob berdi. Bu savol "Analitik 
geometriya" bo'lim iga tegishli ekanligi ehtimolini hisoblang.

A) 24/71 . B) 28/71. C) 60/71 . D) 42/71 . E) 39/71 .
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5. B ernulli form ulasi va M uavr-Laplas, Puasson 
teorem alari

1. Bernulli sxemasi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri 
talab etilm aydi?

A) Barcha sinovlarda A tasodifiy hodisa ehtimolligi P(A)=p 
o 'zgarm as.

B) Har bir sinov natijasi oldingi sinovlar natijalariga bog'liq
e m a s .

C) Har bir sinov natijasi keyingi sinov natijalariga ta'sir 
e tm ayd i.

D) Barcha sinovlar soni ch ek li.
E) Barcha shartlar talab etiladi.
2. Q uyidagilardan qaysi biri Bernulli sxemasi orqali 

ifodalanm aydi?
A) n ta simmetrik tanga tashlanganda ulardan m  tasini gerb 

tomoni bilan tu sh ish i.
B) n  ta o 'y in  soqqasi tashlanganda u lardan m  tasida 3 ochko 

ch iq ish i.
C) n  ta talabaga bir xil test berilganda ulardan m  tasini 

to 'g 'ri javob berishi .
D) n ta bir xil mahsulot tekshirilganda ulardan m tasini 

sifatli ch iq ish i.
E) Keltirilganlarning barchasi Bernulli sxemasi orqali 

ifo da lan ad i.
3. Bog'liqmas sinovlar n marta takrorlanganda ehtimoli 

P(A )=p bo'lgan A hodisa к  marta ro 'y berishini ifodalovchi Pn{m) 
ehtimol uchun Bernulli formulasi qayerda to 'g 'ri ifodalangan 
(q= l-p ) .

A) ^(m) = C > V m • B) />„(«) = C V V ~ m •
C) Pn(m) = C™pmq" . D) />„(m) = C > V  .
E) Pn(m) = Cnn'pmq"+m.



4 .Bernulli formulasida P(A)=0.6 bo'lgan holda P-i(3) ehtimol 
qiymati nim aga teng bo'ladi?

A) 0.3456 . B) 0.2304 . C) 0.1536 .
D) 0.1228 . E) 0.1096 .

5 . Simmetrik o 'yin soqqasi n=3 marta tashlanganda m=2 
marta 4 ochko chiqish ehtimolini hisoblang.

A) 5/6 . B) 5/12 . C) 5/18 . D) 5/36 . E) 5/72

6 . Simmetrik tanga 10 marta tashlanganda 6  marta raqam 
tomoni bilan tushish ehtimolini aniqlang.

A) C,60 (0.5)6 . B) C|60(0.5)4 . C) C|60(0 .5 )in .
D) C,60(0.5) 16 . E) C,40(0.5)6 .

7. Mahsulot 0.8 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin. 
Tekshirilgan 20 ta mahsulotdan 15 tasi sifatli bo'lish ehtimoli 
nimaga teng?

A) C ^(0.8)5(0.2)15 . B) C25„(0 .8)5(0 .2 )15 .
C) C ^(0.8)1S(0.2)20 . D) (0.8)15(0.2)5 .
E) C25o(0.8)15(0.2)5 .

8 . Har biri p=0.8 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin 
bo'lgan n=10 ta mahsulot tekshirilganda, u lardan m=7 tasi sifatli 
bo'lishi ehtimoli Pio(7) nim aga teng?

A) Pio(7)= 0.640.87 . В) Рю(7)= 0.82-0.87 .
C) Pio(7)=0.96-0.87 . D) Рю(7)= 0.98 0.87 .
E) Рю(7)=7/10.
9.Bem ulli sxem asida sinovlar soni n, P(A)=p , q=l~p bo'lsa, A 

hodisani eng katta ehtimol bilan ro 'y berishi soni wo qaysi
munosabatdan topiladi?
A) qn-q<mo<pn+p . B) pn-q<mn<pn+p . C) qn -q< ma<pn -p  .
D) pn+q<mo<pn-p . E) pn+q<mo<pn+p .

10. Har biri p=0,76 ehtimollik bilan sifatli bo'lishi mumkin 
ho lgan n= 10  ta mahsulot tekshirilganda, eng katta ehtimol bilan 
nechta mahsulot sifatli bo'lishi mumkin?

A) 5 . B) 6  . С) 7  . D) 8  . E) 9.



11. Bernulli sxemasida sinovlar soni и yetarli katt 
bo'lganda

Pn(m) = C';;P mq"-m {q = l - p , m  = 1 ,2 ,3  ) 

ehtimolning aniq qiym atini hisoblashda paydo bo'ladigan 
qiyinchilik qayerda noto'g'ri ko 'rsatilgan?

A) n\ juda katta son b o 'lad i.
B) (n-m)\ juda katta son b o 'la d i.
C) "̂“"'darajali ifoda juda kichik son b o 'la d i.
D) p'"darajali ifoda juda kichik son b o 'lad i.
E) barcha qiyinchiliklar to 'g 'ri ko 'rsatilgan .
12. Bernulli sxemasida sinovlar soni n  yetarli katta 

bo'lganda
f , W = c y r ( ? = i - ? )

ehtimol uchun M uavr-Laplasning lokal teoremasini 
ifodalovchi

Рп(т ) а -г=<Р(х), x = n'r  n p ,
4 nPq yjnpq

taqribiy form uladagi ф(х) funksiya qaysi javobda to'g'ri
ifodalangan?

A) <p(x) = —j =  s in (x 2 / 2 ) .  B) cp{x) = —rL = c o s (x 2 / 2 ) .  
л/2лг л/2 n

С) <р(х) = ' е -*1' 2. D) <p(x) = —L=\0~x> 12.
V 2л  V 2л

E) <p(x) =—̂=\n(x212) .
V 2 k

13. Bernulli sxemasida sinovlar soni n  yetarli katta bo'lganda
Рц(т ) ~ С™pmq"~m (q = \ — p)  

ehtimol uchun M uavr-Laplasning lokal teoremasini 
ifodalovchi

Pn(m)«-^=<p{x), <p(x)=-,=e~x41 
V npq -J2/r

taqribiy form uladagi x qiym ati nim aga teng bo'ladi?
m -n p  _  n -m p  m + np

A ) B) „ - p £ .  C )



п + т р  т р  -  па

D) ' “ J 5 T -  Е> хж ^  ■
1 4 . п =600 bog'liqm as sinovlarning har birida o'zgarm as

0 6 ehtimolga ega bo'lgan A tasodifiy hodisani bu sinovlarda
m=372 marta ro 'y berishini ifodalovchi P m (3 7 2 )  ehtimolning 
taqribiy qiym atini M uavr-Laplasning lokal teoremasi va 
<a(i)=0.242 ekanligidan foydalanib toping.

A) 242/5553 . B) 12 1 / 4 0 0 0  . C) 2 4 2 / 4 5 57 .
D )121/6000 . E) 6/25.
15. Partiyadagi n = 2 10 0  ta mahsulotning har biri p=0.7 

ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin. Bu partiyadagi sifatli 
mahsulotlar soni m = 14 9 1  ta bo'lishini ifodalovchi P2ioo(1491) 
ehtimolning taqribiy qiym atini M uavr-Laplasning lokal teoremasi 
va ф(1)=0.242 ekanligidan foydalanib toping.

A) 0.0115 . B) 0 .0 1 9 5  . C) 0 .0 0 1 5  .
D) 0.0095. E) 0 .1 1 9 5 .
16. Bernulli sxem asida sinovlar soni n  yetarli katta 

bo'lganda

Л ( « , . * 2 ) =  I C W ~ m ( 9  = 1 - P )m=m]
ehtimol uchun M uavr-Laplasning integral teoremasini 

ifodalovchi

Р„(т)~Ф (х2)-Ф (х 1), xi = m,[ ”P , / = 1,2 ,

taqribiy form uladagi Ф (х ) funksiya qaysi javobda to 'g'ri 
ko'rsatilgan?

A) 0(x) = -^=\sm{t2 H)dt . В) Ф(х) = -=L= Jcos(/2 /2)dt .
V2 ^ 0 V2;rо

С ) <£>(*) = — L= \e~'2,1dt . D ) Ф(х) = - J =  jln(/2 /2)dt .
\ 2 n о ы2п о

E) ф(х) = -1  Jio-'2/2c* .
л/2n  о



6.AAsosiy diskkret taqsimotlar va ularning sonli 
xarakteristikalari

1. Binorrmial taqsimot ifodalangan javobni toping.
A )  P{X =  k} = p q k i . B) P{X = k} = Cknpkq"-k .

C) р{Х ' = к} = ̂ е - л . D) P{X = k} = ° M̂ - M .

E) P{X==k} = Crr ; \ _ y qk ■
2. P{X = kk} = Ckp kq n~k binomial taqsimotdagi p  va q orasidagi 

bog'lanish qaayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?
A )  p 2+q2== 1  . B) pq=1 . C) p+q=1 .
D) p+q+f.-pq=l . E) p+ q-pq=1 .

3. P{X = U } = Cknp kq n' k binomial taqsimotdagi p  va q uchun 
quyidagi tenggliklardan qaysi biri o 'rinli emas ?

A) p+q^=1 . B) \p\+q=p+1q I=1 . С) I p+ qI =1 .
D) I p  I | + 1 q | =1 . E) Barcha tengliklar o 'r in li.

4. Рп(к) ч = Ckp kq"~k binomial taqsimotli X tasodifiy 
m iqdorning i matematik kutilishi M(X) qaysi formula bilan 
hisoblanadi?

A )  M{XZ)=nq . В) M (X)=npq . С) M (X)=np .
D) M(XX)=n/p . E) M (X)=n/q.

5- Pn(k) - = Ck p k q"~k binomial taqsimotli X tasodifiy 
m iqdorning D(X) dispersiyasin i hisoblash formulasi qayerda 
to 'g 'ri ko'rsatitilgan?

A )  D(X)=nq . B) D(X)=npq . C) D(X)=np .
D) D(X)=n/p . E) D(X)=n/q.

6 . Pn(k) = = Ckp kq n~k binomial taqsimotda matematik kutilish 
M(X)=8 va disispersiya D(X)=4.8 bo'lsa, n  param etrning qiymati 
nimaga teng? ’

A) 20 . B) 10 . C) 15 . D) 40 . E) 25 .
7. P„(k) = = c kp kq"~k binomial taqsimotda matematik kutilish 

M(X)=8 va dis.spersiyasi D(X)^4.8 bo'lsa, p  parametrning qiymati 
n im aga teng?

A )  0.8 . B) 0.6 . C) 0.4 . D) 0.2 . E) 0.5 .



в
8 . Р(Х = к) = С\$ -0.8* ’0.2*5 * binomial taqsimotga ega X 

tasodifiy m iqdorning M(X) matematik kutilishining qiym ati 
nim aga teng ?

A) 3 . B) 2.4 . C) 18.75 . D) 75 . E) 12 .
9 . P (X  = k) = Ck5 -0.8* -0.2l5_i binomial taqsimotga ega X 

tasodifiy miqdorning D(X) dispersiyasining qiymati nimaga teng ?
A) 3 . B) 2.4 . C) 18.75 . D) 75 . E) 12 .
10. Param etrlari n=4 va p=0.8 bo'lgan binomial taqsimotga 

ega X tasodifiy miqdor uchun P{X=2} ehtimol qiym atini 
hisoblang.

A) 0.2432 . B) 0.3286 . C) 0.1536 .
D) 0.4354 . E) 0.0784 .
11. Puasson taqsimoti ifodalangan javobni toping.
A) P{X = k} = p q k~] . B) P{X = k} = CknPkq n- k .

C ) P{X = k} = ^ e - * .  D ) P{X = k} = ̂ j^ - .
k\ CN

E) P{X = k} = Cr~[-xPrq k •
12. Р(к) = Аке~л /к\ Puasson taqsimotida A parametr qaysi 

shartni qanoatlantiradi ?
A) A.<0 . В) X.>0 . C) A.<0 . D) ^>0 . E) A*0 .
13. P(k) = Лкe~x /k\ Puasson taqsimotga ega X tasodifiy 

m iqdorning M(X) matematik kutilish i qaysi formula bilan 
topiladi?

А) М(Х)=1Д . В) M(X)= 1Д2 . С) M(X)= X .
D) M(X)= X2 . E) M(X)= X+l/X .
14. P(k) = /Lke~x lk\ Puasson taqsim otiga ega X tasodifiy 

m iqdorning D(X) dispersiyasi qaysi formula bilan topiladi?
A) D(X)=1A . B) D(X)= VX2 . C) D(X)= X .
D) D(X)= X2 . E) D(X)= X+l/X .
15. Puasson taqsimotida m atem atik kutilish M(X) va 

dispersiya D(X) orasida qaysi munosabat o'rinli bo ladi?
A) M(X)<D(X). B) M(X)>D(X).
C) M(X)*D(X). D) M(X)=D(X).
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16. P(k) = 3k e~3 /k\ Puasson taqsimotga ega X tasodifiy 
m iqdorning M(X) matematik kutilishi nim aga teng?

A) M(X)=l/3 . B) M(X)= 1/9 . C) M(X)= 3 .
D) M(X)= 9 . E) M(X)= 10/3 .

7. Ehtimollaming taqsimot va zichlik funksiyalari. 
Uzluksiz tasodifiy miqdorlaming sonli xarakteristikalari
1. X tasodifiy m iqdorning F(x) taqsimot funksiyasi qaysi 

formula bilan aniqlanadi?
A) F(x)=P{X>x}. B) F(x)=l+P{X>x)
C) F(x)=l-P{X<x}. D) F(x)=P{X<x}.
E) F(x)=P{X=x}.

2. Diskret X tasodifiy miqdor ushbu taqsimot qonuni orqali 
berilgan:

Xi - 1 3  8
pi 0.3 0.5 0.2

Bu tasodifiy miqdorning F(x) taqsimot funksiyasin i toping.

E) Keltirilgan barcha munosabatlar o'rinli bo'ladi.

A) F(x)=

C) F(x)=

E) F(x)=

0 , x< -l 0 , x < —1
0.3, -l< x< 3

B) F(x)=-
0.5, -l< x< 3

0.5, 3<x<8 0 .8, 3<x<8
1, x >8 1, x >8

0.3, x< -l 0 , x < —1
0.5, -l< x< 3

D) F(x)=
0.3, -l< x< 3

0 .8, 3<x<8 0 .8, 3<x<8
1, x >8 1, x >8

0, JC < —1

0.3, -l< x< 3
0.5, 3<x<8

0 .8, x >8

3. Ixtiyoriy F(x) taqsimot funksiyasi uchun quyidagi 
tasdiqlardan qaysi biri o 'rinli emas?

A) F(x) -  kam aym ovchi funksiya .
B) Ixtiyoriy x uchun 0<F(x)<l.
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С) F(-oo) = lim F(x) = 0 . D) F(+co) = lim F(x) = 1 .
л - > - о с  .x->+00

E) F(x) -  uzluksiz funksiya .
4 . Ixtiyoriy F(x) taqsimot funksiyasi uchun F ( - o o )  = lim F(x)

qiym ati nim aga teng?
A) -oo . В) -1  . C) 0 . D) 1. E) aniqlanm agan .
5. Ixtiyoriy F(x) taqsimot funksiyasi uchun F(+<x>)= ljm^F(x)

qiym ati nim aga teng?
A) -oo . В) - 1 .  C) 0 . D) 1. E) aniqlanm agan .
6 .X tasodifiy m iqdorning taqsimot funksiyasi F(x) orqali 

P{a<X<b) ehtimol
qanday topiladi?

A) P{fl<X<b}=F(a)F(b). В) P(a<X<b}=F(a)+F(b).
С) P{a<X<£>}= F(b)-F(a). D) F{a<X<b}=F(a)-¥(b).
E) P{a<X<b}=F(fl)+F(b)- F(a)F(b).
7.X tasodifiy miqdor ushbu F(x) taqsimot funksiyasi bilan 

berilgan:
0, x < —2

F (x )~ -(x  + 2 )/7, - 2 < x < 5 .
1, x > 5  

P(-3<X<4} ehtimol qiym ati n im aga teng?
A) 2/7. B) 3/7 . C) 4/7. D) 5/7 . E) 6/7 .
8 .X tasodifiy miqdor ushbu F(x) taqsimot funksiyasi bilan 

berilgan:
0 , x < - 2

F (x )= { x  + 2)/7, - 2 < x < 5 .
1, x>5

P{-1<X<3} ehtimol qiym ati nim aga teng?
A) 2/7. B) 3/7 . C) 4/7 . D) 5/7 . E) 6/7 .
9.X tasodifiy miqdor ushbu F(x) taqsimot funksiyasi bilan 

berilgan:
F(x)=- + -a r c t g x ,  x e (-00,00) .

2 n
P{-1<X<1) ehtimol qiym ati nim aga teng?



А) 2/71. В) я  /4 . С) 3/4. D) 1/2 . Е) 0 .
10.Х tasodifiy m iqdorning/(x) zichlik funksiyasi uning F(x) 

taqsimot funksiyasi orqali qanday aniqlanadi?
A) f ( x )  = \ F{x)dx. В) Д х) = F(x) + F{-x).
С) Д х ) = dF(x) . D) f ( x )  = F{x) -  F i - x ) . E) f i x )  = F ’ix ) .
11 .Ixtiyoriy f (x )  zichlik funksiyasi uchun quyidagi 

tasdiqlardan qaysi b iri o 'rinli emas?
A) Ixtiyoruy x uchun /(x) > 0 .
B) Ixtiyoruy x uchun / (x )  < 1 .

X

C) Agar f (x )  zichlik funksiyasi bo'lsa, Fix) = J / it)dt taqsimot
-CO

funksiyasi bo'ladi.
oc b

D) j / (t)dt = 1 . E) P{a<X<b} = \ f (x )dx .
-oc a

12. Agar X tasodifiy m iqdorning zichlik funksiyasi f (x )  va
a<b bo'lsa quyidagi tengliklardan qaysi biri o 'rin li bo'lm aydi?

ь ь
A) P{a < X  < b) = \ f(x )dx  . B) P {a< X < b } = \f(x)dx .

a a
b b

C) P {a< X < b } = \fix)dx . D) P {a< X < b } = \f(x)dx .
a a

E) Keltirilgan barcha tengliklar o 'r in li.
oo

13. Ixtiyoriy zichlik funksiyasi f (x )  uchun \fix)dx  integral
—oo

qiym ati n im aga teng bo'ladi?
A) -2  . В) - 1 .  C) 0 . D) 1 . E) 2 .
14. X tasodifiy miqdor ushbu F(x) taqsimot funksiyasi 

b ilan berilgan:
0, x < 0 

F(x) = • 2 sin Зх, 0 < x  < 7t /18.  

1, x > я 7 1 8

Shu tasodifiy m iqdorning f ix )  zichlik funksiyasin i toping.
[2 s in 3 x , x e [ 0 , /г/18)

О, xe  [ 0 , я 7 1 8)
A )  / (*) =
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f2cos3x, хе[0 ,я718 )
В) /(x) = \ 1' [ 0, х «[0 ,л718 )

о  /Yx)=l6cos3x’ дге[°>я'/18)
) J  [ 0 ,  дг «£[0,я-/18) 

Гб sin Зх, хе[0,/г/18)
D) f(x )-\[О, хе[0 ,л718)

[sin Зх, хе[0 ,л718)
E)/(*)={о, , т * п » у
1 5 . X tasodifiy miqdor f ( x )  =---- \-----, хе(-оо, со) zichlik

я(х +1)

funksiyasi bilan berilgan. Bu tasodifiy m iqdorning F(x) 
taqsimot funksiyasin i to p in g .
A) F(x)=—arctgx  . B) F(x)=l + — arctgx  . C) F(j)= l----arctgx

л  я  я

D) F (x )= --—arctgx . E) F(x)= - +—arctgx .
2 л  2 я

16. X tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi f(x) quyidagi 
ko'rinishga ega:

/(*) = { a*2’ ^ e [-23] _
[0, x <t [-2,3]

Bu funksiyadagi a param etr qiym ati nim aga teng?
A) 3/35 . B) 6/35 . C ) 8/35 . 
D) 9/35 . E) 13/ 35  .

8. Asosiy uzluksiz taqsimotlar va ularning sonli 
xarakteristikalari

1. Tekis taqsimotning/(x) zichlik funksiyasini ko'rsating.

A) m A m ~a)' ■
’  J  I n  v i U M

В) /(x) =

0 , x i[a ,b ]

Яe~**, x >0
0 , x <0

1
7  J  v"/ . 2\я(  1 + x )

n\ r , s 1 f (X~a)2
0 | Л ) - ж Т 1 ? '
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(й
E )/W  = - .

Л  е л + е

2 . [a,b] kesmada tekis taqsim langan X tasodifiy m iqdorning 
zichlik funksiyasi f (x )  qayerda to 'g 'ri ifodalangan?

B) /(*) =

C) f(x) =

E )/ W . j 1/(i," ‘,>- x * l a M  .
[l/(i + a), x t [ a , b ]

3. [-3,7] kesmada tekis taqsim langan X tasodifiy m iqdorning 
f (x )  zichlik funksiyasi дг e [-3,7] bo 'lganda qanday qiym atni qabul 
etadi?

A) 10 . B) 4 . C) 1/10 . D) 1/4 . E) 1 .
4. [a,b ] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy m iqdorning 

F(x) taqsimot funksiyasin ing x e[a ,b ]  bo 'lgandagi ifodasi qayerda 
to 'g 'ri ko 'rsatilgan?

A) F(x) = £ ^  . B) F(x) = ̂  .
b - a  b - a

C )F ( jc) = — . D )F(x) = -X + a

J b - a , x&[a,b]
x e [a,b]

J b - a , x e  [a,b]
io, xe[a,b]

fl/(b- a), xe[a,b]
1 0, xt[a,b]

jl/(b -a ) ,  xe[a,b]

1 1 . x t[a ,b ]

E) F(x) =

b - a  b - a
Сx - a ) ( b - x )

b - a
5. [-3,7] kesmada tekis taqsim langan X tasodifiy miqdor 

uchun P{-1<X<4} ehtimolni hisoblang.
A) 0.3 . B) 0 .7 . C) 0.4 . D) 0.5 .

E) 0 .8 .
6 . [-5,10] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy miqdor 

uchun P[c<X<d}=0.6 bo'lsa, d - c  qiym ati aniqlang.
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ш
A) 3 . В )7 . С )9 .
D) 12 . E) aniqlab b o 'lm ayd i.
7. [a,b] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy m iqdorning 

F(x) taqsimot funksiyasi uchun quyidagi tasdiqlardan qaysi biri 
noto'g'ri?

A) x<a bo 'lganda F(x)=0 .
B) x>b bo 'lganda F(x)=l.
C) x<=[a,b] bo 'lganda V(x)=(x-a)/(b-a).
D) д:е(-<ю,со) bo'lganda F(x) uzluksiz funksiya .
E) Keltirilgan barcha tasdiqlar to 'g 'r i .
8 . [-3,7] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy 

m iqdorning F(x) taqsimot funksiyasi xe[-3,7] bo'lganda qanday 
ifodalanadi?

A) F(x)=(7-x)/10 . B) ¥(x)=(7-x)/A .
C) F(x)=(x+3)/10 . D) F(x)=(x+3)/4 .
E) F(x)=(10-x)/10.
9. [a,b] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy m iqdorning 

M(X) matematik kutilish i qaysi formula bilan hisoblanadi ?
А) М(Х)=(Ь-я)/2 . В) M(X)=(a+b)/2 .
С) М(Х)=(Ь-я)/ (a+ b ). D) M(X)=(a+b)/ (b - a ) .
E) М(Х)=(Ь2-д2)/2.
10. [-3,7] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy 

m iqdorning M(X) matematik kutilishi n im aga teng?
A) 5 . В) 0 . C) 2.5 . D) 2 . E) 0.4 .
11. [a,b] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy m iqdorning 

D(X) dispersiyasi qaysi formula bilan hisoblanadi?
A) D(X)=(b+a)/12 . B) D(X)=(b+a)2/ l2  .
C) D(X)=(b-a)/12 . D) D(X)=(fr-<j)2/12 .
E) D(X)=(b2-a2) /12
12. [-3,7] kesm ada tekis taqsim langan X tasodifiy 

m iqdorning D(X) dispersiyasi nim aga teng?
A) 1/3 . B) 4/3 . C) 5/6 .
D) 25/3 . E) 10/3 .
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13. [-3,7] kesmada tekis taqsim langan X tasodifiy miqdor 
uchun M(X)+3D(X) y ig 'ind i qiym atini toping.

A) 29 . B) 27 . C) 25 . D) 23 . E) 21 .
14. Normal taqsimotning/(x) zichlik funksiyasini ko'rsating.

А ) М - \ ' К̂  B )/ W > ' *  « » .
[ 0, x i[a ,b ]  [o, x <0

C) = ~ТГТТ2Т • D) /(дг) = — )== exp{-(x “ a)2

E)/(x) =
л  e л + e

15. X tasodifiy miqdor zichlik funksiyasi

r t  \ 1 f ( x ~ a ) 2f( x )  = — p =  exp<[ -
а Л к  2a 2

bo'lgan normal taqsimotga ega. Bu taqsimotdagi a parametr 
nim ani ifodalaydi?

A) a=P(X<0}. B) a=P{X>0]. С) я=М(Х).
D) a=D(X) . E) a=cr(X).
16. X tasodifiy miqdor zichlik funksiyasi

\ 1 f (x ~a )2 /  W  = — ?== exPi -<xV2T F1 2cr2 
bo'lgan normal taqsimotga ega. Bu taqsimotdagi ct2 nimani 

ifodalaydi?
A) cr2=P{X<0}. B) a 2=P[X>0]. C) a 2=M(X).
D) a 2=D(X). E) a 2=M(X2) .

9. Statistik  taqsim otlar
1. M atematik statistikada X tasodifiy m iqdor haqidagi 

xulosalar nima asosida chiqariladi?
A) X tasodifiy m iqdorning taqsimot qonuni asosida .
B) X tasodifiy m iqdorning taqsimot funksiyasi asosida .
C) X tasodifiy m iqdorning zichlik funksiyasi asosida .
D) X tasodifiy m iqdorning sonli xarakteristikalari asosida .
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Е) X tasodifiy miqdor ustida o 'tkazilgan kuzatuv natijalari 
a so s id a .

2 .Tanlanm a qanday ta'riflanadi?
A) O 'rganilayotgan X tasodifiy m iqdorning mumkin bo'lgan 

barcha qiym atlar to'plam i tanlanma deyiladi.
*B) O 'rganilayotgan X tasodifiy m iqdorning statistik 

kuzatuvlarda ro 'y bergan qiym atlari to'plam i tanlanma deyiladi.
C) O 'rganilayotgan X tasodifiy m iqdorning f (x )  zichlik 

funksiyasining kuzatilgan qiym atlari to'plam i tanlanma deyiladi.
D) O 'rganilayotgan X tasodifiy m iqdorning F(x) taqsimot 

funksiyasin ing kuzatilgan qiym atlari to'plam i tanlanma deyiladi.
E) O 'rganilayotgan X tasodifiy m iqdorning kuzatilgan eng 

katta va eng kichik q iym atlari to'plam i tanlanma deyiladi.
3. Tanlanma hajmi ta'rifi qayerda to 'g 'ri ifodalangan?
A) Tanlanm adagi musbat qiym atli variantalar soni tanlanma 

hajmi deyiladi.
B) Tanlanm adagi m anfiy qiym atli variantalar soni tanlanma 

hajmi deyilad i.
C) Tanlanm adagi noldan farqli qiym atli variantalar soni 

tanlanma hajmi deyiladi.
D) Tanlanm adagi qiym ati nolga teng bo'lgan variantalar 

soni tanlanma hajmi deyilad i.
E) Tanlanm adagi barcha variantalar soni tanlanma hajmi 

deyiladi.
4. Berilgan 5, 2, 4, 0, -2 , -5 , 0, 4, -1 , 2, 0, 0 tanlanm a hajmi 

nim aga teng?
A) 3 . B) 4 . C) 12 . D) 8  . E) 5 .
5.X tasodifiy miqdor ustidagi 10 ta kuzatuv natijalari 5, 2, 4,

0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanm adan iborat. Bu tanlanm aning variatsion 
qatorini ko'rsating.

A) 5, 5, 2, 2, 2, 4, 4, 0, 0 ,1  • B) 2, 2, 2, 5, 5, 4, 4, 0, 0 ,1 .
C) 4, 4, 5, 5, 2, 2, 2, 0, 0 ,1  • D) 0, 0 ,1 , 2, 2, 2, 4, 4 , 5 , 5 .
E) 5, 5, 2, 2, 2, 0, 0 , 1 , 4 , 4 .
6 . Berilgan 5, -3 , 2, -1 , 0 tanlanm aning variatsion qatorini 

yozing.
A) 0, -1 , 2, -3 , 5 .  B) 0, 5, 2, - 3 ,  - 1 .
C )- l , -3 , 2, 0, 5 .  D)-3, -1 , 0, 2, 5 .
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7.X belginingxi, xi, хэ, . . . , Xn variantalarin ing chastotalalri 
qanday ta'riflanadi?

*A) X b e lg in in g  xi, xi, хз,..., X n v a r ia n ta la r in in g  ta n la n m a d a  
n e c h a  m a r ta  u c h ra s h is h in i  i fo d a lo v c h i  s o n la rg a  c h a s to ta la r  
d e y i la d i .

B) X b e lg in in g  x\, хг, хз,..., X n v a ria n ta la r in in g  ta n la n m a d a g i  
u m u m iy  s o n ig a  c h a s to ta la r  d e y i la d i .

C) X b e lg in in g  xi, хг, хз,..., X n ta n la n m a d a g i m u s b a t  qiymatli 
v a r ia n ta la r in in g  s o n ig a  c h a s to ta la r  d e y i la d i .

D) X b e lg in in g  xi, хг, хз,..., X n ta n la n m a d a g i m a n f iy  q iy m a t li  
v a r ia n ta la r in in g  s o n ig a  c h a s to ta la r  d e y i la d i .

E) X b e lg in in g  xi, хг, хз,..., X n ta n la n m a d a g i n o l  q iy m a t li  
v a r ia n ta la r in in g  s o n ig a  c h a s to ta la r  d e y i la d i .

8 . Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanm adagi x=2 
variantaning chastotasi nim aga teng?

A) 2 . В) 3 .C) 4 . D) 5 . E) 0.3 .
9. Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanm adagi eng katta 

chastotali variantani aniqlang.
A) 0 . В) 1 . C) 2 . D) 4 .  E) 5 .
10. Hajmi n  bo'lgan tanlanm adagi variantalam ing 

chastotalarim, m ,  из,..., nmbo'lsa, quyidagi tengliklardan qaysi biri 
o 'rinli bo'ladi?

A) m a x (m , m ,  из,..., rim)=n . В) m in (m , иг, из,..., ит )=и .
С) И1+ И2+ ИЗ+...+ Иш=И . D)m- И2* ИЗ-...- Ит=И .
Е) To'g'ri javob ke ltir ilm agan .
11. Hajmi и bo 'lgan tanlanm adagi variantalam ing 

chastotalarim, m ,  из,..., nmbo'lsa, wmisbiy chastotalar qanday 
aniqlanadi ?

А)Шк = Ик-И. В)ил = ик+и. С ) ш  = пк/п.
D) Wk =И/Ик . E) Ztfk =И-Ик .

12. Hajmi и bo'lgan tanlanm adagi variantalam ing nisbiy 
chastotalariwi, w i ,  w i , . . . ,  Wm bo'lsa, quyidag i tengliklardan qaysi 
biri o 'rin li bo'ladi?

A) Wl+ 102+ ZV3+...+ Wm=n . B) W\+ W2+ W3+...+ Wm=l .
С)Ш1+ W2+ 103+...+ Wm=0 . D) IVl- W2- №■ ...■ Wm=l .

E) 0, 1, 2, 3, 5.
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Е)и?1- W2■ W3- . . . -  Wm=n ..

13. Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanm adagi x=2 
variantaning nisbiy chastotasi nim aga teng?

A) 2 . В) 3 . C) 4 . D) 0.2 . E) 0.3
14.Hajmi n  bo'lgan tanlanm adagi variantalarning nisbiy 

chastotalariw/ (/=1 ,2 , ..., m )  bo'lsa, variantalarning m  (f=l,2 , m )  
chastotalari qanday aniqlanadi?

A) m=n/wi .B)n,=Wi/n . C) m=n+ivi. D)tir=niVi.
E) N isbiy Wi chastotalar bo'yicha и/chastotalami aniqlab 

b o 'lm ayd i.

10. Statistik  baholar. Tanlanm a o'rta qiym at va dispersiya

1. Ta 'r i fn i  y a k u n la n g :  Berilgan xi, xi, ... , Xntanlanma bo'yicha 
nom a'lum ^aram etr uchun statistuk baho d e b ......

A )tanlanm adagi kuzatuv natijalarining eng kattasiga 
a y t ila d i.

B) tanlanm adagi kuzatuv natijalarining eng kichigiga 
a y t ilad i.

C) tanlanm adagi kuzatuv natijalarining o'rta arifmetik 
qiym atiga a y t ila d i.

D) tanlanm adagi kuzatuv natijalarining o'rta geometrik 
qiymatiga a y t ila d i.

E) tanlanm adagi kuzatuv natijalaridan tuzilgan m a'lum  bir 
funksiyaga a y t ila d i.

2 .N om a'lum  6*parametr uchun tuzilgan в"п statistik baho 
qaysi shartda siljim agan baho deyilad i?

A) M(0„‘ ) >в  . В) М(в'п) = в . С) М(0„*)<в .
Т))М(0*„)*в . Е) lim М(в*) = 0 .

П ->00
3. Noma'lum ^ aram etr  uchun tuzilgan в"„ statistik baho 

qaysi shartda asosli baho deyilad i?
A )D { 6 'n) > e .  В) 0 ( 0  = 0 .  С )D(G'n) < e .
D) D((9„*) *  в . E) lim D(0*) = 0 .

л-ю о

4. Noma'lum ф а г а т е ^  uchun tuzilgan va dispersiyasi 
D№n) = f ( e , n )  bo 'lgan statistik baho qaysi holda asosli baho 
bo'ladi?
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А) де,„)=в+1. в) д0,П)=в+-^- . С) №п)Л .
п и + 1 п

Х У ) № п ) = — . Е ) № п ) = е 11и.
и + 1

b .T a 'r i fn i  yak un la n g :A garda noma'lum p aram etr uchun 
barcha statistik baholar to'plamida 0* statistik baho . . . shartni 
qanoatlantirsa, u effektiv baho deyiladi.

A )  M (0*) = max . B) Z)(<9*) = max . С ) М(в"п) = min

D ) £>(£*) = min . E) D(0*) = max, A/(#*) = min .

6 . Berilgan x\, хг, ... , Xn tanlanma bo'yicha F(x,0 ) taqsimot 
funksiyasidagi noma'lum в  parametr uchun haqiqatga maksimal 
o'xshashlik usulida statistik baho tuzishda quyidagi amallardan 
qaysi biri bajarilmaydi?

A )  Taqsimot funksiyasi va tanlanma bo'yicha F(xi,6 ), F(x2, 6 ), 
. . . ,  F(xn,6 ) ifodalar top ilad i.

*B) F(xi,6 ), F(xi,Q), . . ., F(xn,6 ) ifodalam ing o'rta arifmetik 
qiymati aniqlanadi . C) L(xi, хг, ... , Xn, в )  = F(x\,6 )-F(x2, d )  • . . . 
■F(xn,6 ) funksiya tu z ilad i.

D ) = о tenglama yech ilad i.

E) Ko'rsatilgan barcha amallar bajarilad i.
7 .Berilgan x\, хг, . . .  , Xn tanlanma bo'yicha F(x,Q) taqsimot 

funksiyasidagi noma'lum в  parametr uchun haqiqatga maksimal 
o'xshashlik funksiyasi qanday aniqlanadi?

* A ) L{x\, х г , . . . ,  Xn, Q) = F(xi,e)-F(x2, 6 ) ■ . . .  -F(xп , в ) .
B) L(xi, хг, . . . ,  Xn, в )  = F(xi,e)+F(x2, 6 ) + . . .  +F(xn,6 ) .
C) L(xi, хг, . . . ,  Xn, 6 ) = F(x],6 )-F (x 2, 6 ) -  . . .  -F(xn,6 ) .
D ) L(xi, хг, . . . ,  Xn, в )  =max{F(xi,0), Р (х г ,в ) , . . . ,  F(xn,6 )} .
E) L(xi, хг, . . . ,  Xn, в ) =min{F(xi,0), F(X2, 6 ) , , F(xn,0)}.
8 .Berilgan xi, хг, . . .  , Xn tanlanma bo'yichanoma'lum в  

parametr uchun haqiqatga maksimal o'xshashlik funksiyasi L(xi, 
хг, ... , Xn, в )  topilgan. Bu holda haqiqatga maksimal o'xshashlik 
tenglamasi qanday aniqlanadi?

л\ dL(xl,x2,-",xn,0) 0 g , дЦхих2, - , х п,в )_
dXj dXj

СЛ . x2, ■ ■ ■, Xr], O') ^ ̂  . dL(X\, Xp, • • •, xn. 0 )_
’ do ‘ ’ so  ~ '
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E) L(xi, хг, . . . ,  Xn, б)=0 . _
9. Berilgan xi, хг, ... , Xn tanlanma bo'yicha X tanlanma o'rta 

qiymat qaysi formula bilan hisoblanadi?
A) X = njxl +x2 +--- + xn . B) X = n]xi x2 ■

C) x  = X' +X2+"' + Xn ■ D )X  = ̂ 2 _

■x„

E>X={ « + *  + - + x-  ■

10. X tasodufiy miqdor ustidagi kuzatuv_natijalari 5 ,- 3 ,  2,
1, 3, 1,-2, 1, 3 , 3  tanlanmani tashkil etgan. X  tanlanma o'rta 
qiymat nimaga teng?

A)4ft4 . В) ЧУ1620 . C )0 . D) 1.4. E) 3 .
11. X tasodufiy miqdor ustidagi n ta kuzatuv natijalari

Xi XI X2 . . .  Xm

Tti tt\ П2 . . .  П"' __

statistik taqsimot qonuni bilan berilgan bo'lsa, uning X 
tanlanma o'rta qiymati qaysi formula bilan hisoblanadi ?

A -  = X|+s2 +".+x, . B) X = X] +Xl+'" + x̂  .
' n m

Q  X| +x2 +--- + Xm _ Xxnx +x2n2 +-- +Xmnm
/I, + n 2 +••■ + nm n] + n 2 + - - -  +  nm

x _  X\n\ + X 2n2 + - - -  +  Xmnm 

m
12. X tasodufiy miqdor ustidagi kuzatuv natijalari

xi - 3  0 2 10
m 4 7 8 1 _

statistik taqsimot qonuni bilan berilgan bo'lsa, uning X  tanlanma 
o'rta qiymati

nimaga teng?
A) 0 . B) 2 . C) 9/4 . D) 9/20 . E) 7/10 .



2. V ektorlam ing koordinatalari va  u lar 
ustida am allar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

A В С A D С С С С A
3. V ektorlam ing  skalyar 

uning xossalalri va tc
co'p
itbic

aytm asi,
lari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

В D E E С D D D С С
4. V ektoria ko'payt

tatl
ma, uning xossa 
jiq la ri

a lri va

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

D E С В D A E E С E
5. V ektorlam ing  

uning xossa
aralash k o 'p aytm asi, 
ari va  tatb iq lari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

В В E D E D D D A D

4-BOB

1. To'g'ri chiziq va  uning tenp;lam alari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

A С D С В E В D A С
2- To'g;'ri сiziq arga doir asosiy m asalalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

E D С A С В D D В в
3.1 I tartibi tenglam a v  

va elli
a chiziqlar. A ylana
ps

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С С D A D В В A С с
4. G iperbola va parabola

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

A A D С D A В A С А



5/ fek is lik  va unin у tenglam alari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A С E С С Е В А С с
6 . T ek is likka doir asosb/ m asala lar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

E в С D Е А D С С D
7. Fazodagi to 'g 'ri chiziq tenglam alari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С С в С D В А С С D

5-BOB
1. To'p lam lar va u lar ustida am allar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С D D С А С С А В D
2.Chekli va с leksiz  to 'p lam lar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

D С С С В С D D D D
3. Qavariq to 'p lam lar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

E D с Е С С Е D Е D

6 -BOB

1. Sonli to 'plam lar. Sonning 
qiym ati va un ing xossa

absolut
ari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С A A D A D В С A A

2. Sonli ketm a-ketli с va un ing lim iti
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

E D В E В С E D D С

ЗЛ unksiya  va u bi an bog 'liq  tushunchalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С D В E D В E В В D
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Test javoblari 
1-BOB

l.M atritsa lar va u lar ustida am allar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D В В В Е В С Е С А

2. D eterm inantlar va u lam in g  xossalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

В В С А А D В Е С Е

3. Teskari m atritsa. M atritsa rangi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D D с D В Е А Е Е Е

2-BOB
1. C hiziq li ten ?lam alar sistemasi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Е В с Е В A С D С С

2. C hiziq li teng 
h

am alar sistem asini maxsus 
olda yechish

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D В D В В В В E E В

3. C hiziq li teng  
um um iy h 

Bir jin s li teng

am alar sistem asini 
lolda yechish. 
lam alar sistemasi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E С А С В В D E D D

3-BOB
1. V ektorlar va u lar ustida amal ar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
В E С D D D D С С E



4. Funksiya lim iti va uning xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

D С С D D A A D С A
5. Uzlu csiz funksiya lar va u larn ing 

xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

E A D A D E D В A E

6 . Funksiyan ing uz ilish  nuqtalari va 
u larn ing turlari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С E D D E E E D С D

7-BOB
1 . Funksiya hosilasi ta 'rifi, un ing  m exanik 

va geom etrik m a'nosi
1 2 3 4 5 7 7 8 9 1 0

С E В D E С С B A D
2. Funksiyan i differen 

H osilalar
isial
adv

ash qoidalari. 
a li

1 2 3 4 5 7 7 8 9 1 0

D С E С D D E В E В
3.Differens

haqida
ia llanuvch i funksiya lar 
gi asosiy teorem alar

1 2 3 4 5 7 7 8 9 1 0

E С С С D С D В E С

4.Funksiya d ifferensia li. Yuqori tartib li 
hosila va d ifferensia llar

1 2 3 4 5 7 7 8 9 1 0

С E в D E D С D В E
5.Funksiyani [ tartib li hosila yordam ida 

tekshirish
1 2 3 4 5 7 7 8 9 1 0
D A D С С E E E С A



8-BOB
l.B osh lang 'ich  funksiya va aniqm as 

integral. Integrallar jadva li
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С D С С D С Е Е В В

2.Aniqmas in tegraln i lisob lash  u su llari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

A С D С С Е D D В А

3.Ratsional funksiya lar va u larn i 
in tegrallash

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С E С С D С D Е А В

4.Ayr im irratsional ifodali in tegrallam i 
hisoblash

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С A С С В Е С В D с
5.Ayrim  trigonom etrik ifodali in tegra llam i 

hisoblash
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

E E A С В D В В А А

9-BOB

9.1.Aniq in tegral va un ing xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 И 12 13 14 15 I 16
E D E D D E С E В В D В A С D  1 С J

9.2.Aniq integraln i h isoblash u su llari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 14 15 ! 16
В С D С С В В С A A С E E В D  В

9.3.Aniq integra ni taqrib iy  h isoblash form ulalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 12 13 1 1

E D В D В A E E С С D С D



9.4 Aniq in tegraln ing geometri с m asala larga tatbiq ari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 14 15 16
С D E A В С С Е D С А С Е D D в
9.5. Aniq in tegraln ing m exanik va fiz ik  m asala arga tat' ? iq lari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 14 15 16
С С D В A D В С D в С С С С С А

9.6.Xosmas integra lar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 14 15 16
E D D E В c D D D с Е С D D Е D

ю - в о в
1 . Ko'p o 'zgaruvchili funksi yalar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

D В С D С E С D E D С В A E E E

2.Ко'p o 'zgaruvchili funksiya arn ing im iti
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

D D D A A E В A С A D E В С E D

3. Ko'p o 'zgaruvchili fun csiyalarn ing u z luksiz lig i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 15 16

A С В D A С D D E D D С D С D С
4. Ko'p o'zgaruvc l i l i  funksiyanin)5 hosila va d ifferensia llari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 16

E D E В С E D D С D С В E D С A

5 .Ikki o 'zgaruvchili m urakkab funksiyan ing  hosila 
d ifferensia li. To'la hosila. Yo'nalish bo 'yicha h

gradient

ari va to'la 
osila va

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

С С С E С D D В D E С A В E A E

6 . Ko'p o 'zgaruvchili funksiya larn ing yuqori tartib li 
hosila va d ifferensia llari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 14 15 1 6

D В A D С A A С С A E С С В E D
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7. Ikki o 'zgaruvchili fun csiyan ing ekstrem um lari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 3 1 4 1 5 16
С С D В С A В E E С с С в D С А

11-BOB
1. D ifferensial ten §lam alar va u lar b ilan bog 'liq  tushunchalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
С D D E В В D D С С D D С E D С

2 . 1 tartibi i d ifferensia l tenglam alar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A A В С С В Е В D в E E в D С С

3. II tartib li d ifferensia tenglam alar. Tartibni pasaytiris i  usu li.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D D С С В В В A A A D С в c  1

4. II tartib li ch iz iq li o 'zgarm as koeffitsient 
d ifferensia l tenglam alar

i b ir jin s li

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 :
D С D D E с E E E B D В E D E D

5. II tartib li ch iz iq li o 'zgarm as koeffitsientli 
d ifferensia l tenglam alar

?ir j inslim as

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

В A D E В А В В С A

6. I tartib li d ifferensia tenglam alar sistem asi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
В E D E С А С D В С

12-BOB
L. Sonli qarorlar va u larn ing yaq in lashuv

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6
С E с С С С E E В С D E С D D A

2. M usbat h ad li sonli qatorlarnin g yaq in lash ish  alom atlar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 15 16
D С в A D С С D E D С В E c С D



3. Ishorasi navbatlanuvchi va o 'zgaruvchi sonli qatorlar
1 2  1 3 4 5 6 7 8 9 1 0 И 1 2 13 1 4 1 5
D С A С D С С Е А в D Е с Е D

4. Funksional qatorlar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6
С D D С С А А Е С с D С D А Е А

5. D arajali qatorlar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 16
E A D С Е Е D В Е Е А С Е D В В

6 . Teylor va Ma doren с atorlari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 1 4 1 5 16
В С A С Е D Е С А А D Е D D В D

7. D arajali qatorlarning ayrim  tatbiq lari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 1 4 15

D D В В С А А С Е В В С С D В

8 . Furye qatorlar i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

D E с С А D D С С Е D С D D В D

13-BOB

1. Ik ki о' chovli in tegral va un ing xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0
А С В С E С С A С E

2. Ikki o'lchc)v li in tegraln i h isoblash . Ikki 
carrali in tegrallar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0
D С D D E В E A С В
3. Ikki o'lchov i in tegraln ing am ali у  tatb iq lari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
В D Е В E A E E D D



щ
4. Uch o'lchov i integral va ulam in 5 xossalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

D С В D D С E A С E

5. Uch oTchovli Integra larni hisoblash.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

D D D D E С D С A D

6. Uch o'lc 10V i integralning amali1! tatbiqlari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

С D E D С D С С A В

7 .1 tur egri chiziqli integra lar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

D E D С A В D В D С

8. II tur egri chiziqli integrallar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E E С D. В A D E A D

14-ВОВ
1. Komp eks sonlar va u lar ustida am allar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 1 6
A В Е А Е С С E D D С D В В D С

2. Kompleks o'zgaruvc l i l i  funksiya lar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 1
С В С D D С A С В D С С в В А с

3. Kompleks o 'zgaruvchili funksiya larn in ц hosilasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 и 12 13 14 15 16

ЕE С в D Е D E С В A E А Е С В
5. Kompleks o 'zgaruvchili funksiya larn in 5 in tegrali

161 2 3 4 5 6 7 8 9 10 И 12 13 14 15
С С с D С A С В С E С В D D в Е

5. Kompleks funksiyalar 
Kompleks funksiyan in

uchunTeylor va Loran qatorlari. 
g maxsus nuqta va chegirm alari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 и 12 13 14 15 16
С А с А В E D С A E А С D С ' А Е



15-BOB
1 . Laplas a lm ashtirish i va un ing ch iz iq lilk  xossasi. Ayrim

funksiya lam ing  tasv irlari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 13 1 4 15 16
в С E D A E E E E D D С с А В А
2. Lap as alm ashtirish in ing asosiy xossalalri. Tasvirlar advali
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 14 15 16
c С A E В A E С С В С D В С С D

3. Laplasning teskari alm ashtirish i.
Operatsion hisob yordam ida d ifferensia l tenglam alarn i yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 13 1 4

В D A С D D D A E D В В с С

16-BOB
1 .M atem atik fiz ika tenglam alari va u larn ing turlari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3 1 4 15 16

С D В С A E D С D D С С А В А С
2.Тог tebranish i tenglam asi v 

m asalan i Furye usu
a un ing uchun с 
ida yechish

legarav iy

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2 1 3

С В в A В С С D D A С В D
З.Тог tebranis i i  uchu 

usu
n Koshi 
ida yec

m asalasi va unu Da 
lish

amber

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 и 1 2

С С A В D D С D E A D D
4.1ssiqlik tarrqalish i tenglam asi va un ing  uchun Koshi 

m asalasin i Furye usu lida yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 11 1 2 1 3 1 4 15 16

A D в С A С D В С С С А В D Е С
5.La jlas  ten glam asi va un ing uc lu n  chegaraviy m asala lar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 И 1 2 13 1 4 1 5 16

С С A E E В С В E E С С В D Е с



17-BOB
1.Hodisalar va ular ustida am allar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E D В В D С С Е С в A D С E С В

2.Ehtimol va uni hisoblash usullari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D С В С Е Е D С Е Е B E E В С с

3.Ehtimollarni qo'shish va ko 'paytirish teoremalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A В С С С D D В А А D С c D С E

4.To'liq ehtimol va Ba’̂ es formulalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
С A Е С D В D D С D E В В D A В

5.Bernulli formulasi va Muavr-Laplas, Puasson teoremalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E С А А Е С D С В D D С A D A С

6.Asosiy diskkret taqsimotlar va ularning sonli xarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
В С Е С В А С Е В С С D С С D С

7.Ehtim ollarningtaqsim otvazichlikfunksiyalari.Uzluksiztasodifiym iqdor
larningsonlixarakteristikalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D D Е С D С Е С D E B E D С E А

8. Asosiy uzluksiz taqsimotlar va ularnin e, sonli xarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A С С С D С Е С В D D D В D С D

9. Statistik taqsimotlar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
E В Е С D D А В С С С В E D

lO.Statistik baholar. Tanlanma o'rta с iymat va dispersiya
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
E В Е С D В А С С D D E
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