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Kirish

Respublikamizda ta'lim-tarbiya tizimining bugungi kundagi
asosiy vazifasi o'sib kelayotgan yosh avlodni har tomonlama
odobli, axlogli, ijodkor, vatanparvar, zamonaviy bilim, ko'nikma
va malakalami o'zlashtirgan hamda jamiyatda 0'z munosib
o'mini egallashga qodir bo'lgan - komillikka intiladigan
barkamol avlodni voyaga yetkazishdir. Xalgimizning shunday
ezgu magsadlarini ro'yobga chiqgarish yo'lida mustaqillik
yillarida ta'lim-tarbiya sifati va samaradorligini zamon talablari
darajasiga ko'tarish davlat siyosatining ustuvor yo'nalishlaridan
biriga aylandi.

Yugori malakali, ragobatbardosh, zamonaviy talablarga
javob bera oladigan kadrlar tayyorlashda ularga chuqur
matematik bilimlar berish va bu bilimlarni hayotga tatbiq eta
olishga o'rgatish katta ahamiyatga ega. Shu sababli
muhandis-texnolog yo'nalishlari  bo'yicha ta'lim  oluvchi
bakalavrlarning o'quv rejalarida "Oliy matematika" fanini
o'qgitish ko'zda tutilgan.

Bu kitobda muhandis-texnologlar uchun " Oliy
matematika" fanining namunaviy dasturida rejalashtirilgan
barcha mavzular o'z o'rnini topgan.

Ushbu kitob oliy ta'limning Davlat ta'lim standartiga ko'ra
Muhandislik-texnologiya ta'lim sohalarida o'qitiladigan "Oliy
matematika" fani dasturi bakalavr yo'nalishlarida ta'lim oladigan
talabalami malakaviy bilimga ega bo'lishi uchun zarur
bo'ladigan: Chizigli algebra, analitik geometriya elementlari,
matematik analiz, oddiy differensial tenglamalar nazariyasi,
gatorlar, operatsion hisob, kompleks sonlar va kompleks
o'zgaruvchili funksiyalar  nazariyasi, matematik fizika
tenglamalari, ehtimollar nazariyasidan boshlang'ich
tushunchalarni o'z ichiga olgan bo'limlardan tashkil topgan.

Bu bo'limlar bo'yicha nazariy ma'lumotlar  yoritilgan,
amaliy misol va masalalar berilgan, mavzularga oid testlar va



savollar Kkeltirilgan. Ushbu kitobda muhandis-texnologlar
yo'nalishi xususiyatidan kelib chigib misol va masalalar tuzilgan.
Talabalarning bilimini boyitish magsadida imkon gadar ko'proq
misollar berilgan.

Ushbu kitobni yozishda ko'p vyillar davomida Buxoro
muhandislik texnologiya institutida "Oliy matematika" fanini
o'gitish tajribasidan va bu fan bo'yicha mavjud bo'lgan o'zbek va
rus tilidagi o'quv adabiyotlaridan ijodiy ravishda foydalanildi.
Mavzularning nechog'lik yoritilganligini baholash o'quvchiga
havola gilinadi.

Ushbu o'quv adabiyoti kamchiliklardan xoli degan fikrdan
uzoqgda bo'lganligimiz tufayli uni takomillashtirish bo'yicha
kitobxonlarning taklif va mulohazalarini minnatdorchilik bilan
gabul etamiz.

Muallif
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Agar matematika go'zal bo'lImaganda edi,
ehtimol matematikaning o'zi ham mavjud bo'Imasdi.
Aks holda ganday kuch, insoniyatning buyuk daholarini
bu giyin fanga torta olardi.
Chaykovskiy

I-BOB . MATRITSALAR VA ANIQLOVCHILAR
§ 1.1. Matritsalar va ular ustida amallar
8 1.2 Aniglovchi(determinant)larva ular ustida amallar
§ 1.3. Teskari matritsa va matritsa rangi

8§ 1.1. Matritsalar va ular ustida amallar

Matritsa bir qator matematik va iqtisodiy masalalami
yechishda juda ko'p qo'llaniladigan tushuncha bo'lib, uning
yordamida bu masalalar va ulaming yechimlarini sodda hamda
ixcham ko'rinishda ifodalanadi.

Matritsa ta'rifi:m ta satr va n ta ustundan iborat to'g'ri
to'rtburchak shaklidagi m-n ta sondan tashkil topgan jadval mxn
tartibli matritsa,urn tashkil etgan sonlar esa matritsaning
elementlari deb ataladi.

Matritsalar A,B,Cr... kabi bosh harflar bilan, ulaming rsatr
va y-ustunida joylashgan elementlari esa odatda a,, hij, a, kabi mos
kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan,

matritsa 2x3 tartibli, ya'ni 2 ta satr va 3 ta ustun ko'rinishidagi
2-3=6 ta sondan tashkil topgan. Uning 1-satr elementlari an=1, an
= -3, AI3=1.2 va 2-satr elementlari an =0, an =75, a3 = -1
sonlardan iborat. Bu matritsaning 1l-ustuni aw =1 va an =0, 2-
ustuni an =-3 va an= 17,5 3-ustuni esa A3=12 va 4ar3= -1
elementlardan tuzilgan.

Agar biror A matritsaning tartibini ko'rsatishga ehtiyoj
bo'lsa, u Arm» ko'rinishda yoziladi va umumiy holda



yoki gisqacha Amn =(aij) ko'rinishda ifodalanadi.

Amn matritsada m=n* 1 bo'lsa, u kvadrat matritsa, m®n
(m*1, n*1) bo'lsa to'g"ri burchakli matritsa , m=1, n*1 holda satr
matritsa va m*1, n=1bo'lganda ustun matritsa deb ataladi.

A kvadrat matritsa gisgacha An kabi belgilanadi va n-
tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Masalan, xalq xo'jaligining n ta tarmoglari orasidagi o'zaro
mahsulot ayirboshlash An =(aij) kvadrat matritsa yordamida

ifodalanadi. Bunda a,j(i,j=1,2, ... , n va i*j) rtarmoqda ishlab
chigarilgan mahsulotning /-tarmoq uchun moijallangan
migdorini, au(i=1,2, ... , n) esa z'-tarmogning o'zi ishlab chigargan

mahsulotga ehtiyojini bildiradi.

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, m=1 va n=1 bo'lganda Aui
matritsa bitta sonni ifodalaydi va shu sababli ma'lum bir ma'noda
matritsa son tushunchasini umumlashtiradi.

A va B matritsalar bir xil tartibli va ularning mos elementlari
o'zaro teng bo'lsa, ya'ni w= hij shart bajarilsa, ular teng
matritsalar dir

A va B matritsalarning tengligi A=B yoki (&)= (bij)
ko'rinishda belgilanadi. Masalan, ixtiyoriy s5*0 soni uchun

‘a+a a-a ’ B=|2 O)
Ka\a a-a” a"

matritsalar o'zaro teng, ya'ni A =B bo'ladi.

A={«ij} matritsada i=j bo'lgan m elementlar diagonal
elementlar

Masalan, yugorida ko'rilgan Ar3 matritsaning diagonal
elementlari an=\ va «22=7.5 bo'ladi.

Diagonal matritsa diagonal elementlaridan boshga barcha
elementlari nolga teng bo'lgan (5,=0, i*j) kvadrat matritsadir.
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Diagonal matritsaning diagonal elementlari nolga ham teng
bo'lishi mumkin.

Masalan,
2 0 15 0 O
=N 0 0 O
0 -1
0 0-3

diagonal matritsalar bo'ladi.

Barcha diagonal elementlari aa=1 bo'lgan n-tartibli diagonal
matritsa n-tartibli birlik matritsa yoki gisqacha birlik matritsadir

Odatda w-tartibli birlik matritsa En yoki gisgacha e kabi
belgilanadi. Masalan,

Ezzté p £ 0
, K
mos ravishda ikkinchi va wuchinchi tartibli birlik
matritsalardir.
Barcha elementlari nolga teng (/=0 bo'lgan ixtiyoriy m*-n
tartibli matritsa nol matritsa deyiladi.
mm tartibli nol matritsa O».« yoki qisqacha O Kkabi
belgilanadi. Masalan,

e
O 1= O

4

o

o o

0 ‘0 o ‘0 0 g
02xS:f° 0 L O3»=0 0 Ox3=03= 0 0 0
OJ -0 Ol o 0 0

ko'rsatilgan tartibli nol matritsalar bo'ladi.

Matritsalar ustida amallar.

Endi matritsalar ustida algebraik amallar Kiritib, matritsalar
algebrasini hosil etamiz.

Ixtiyoriy tartibli Arn =(«ij) matritsaning istalgan Xsonga
ko'paytmasi deb Om« ={Aw] kabi aniglanadigan matritsaga
aytiladi.

Bunda A matritsaning A songa ko'paytmasi XA deb

belgilanadi. Masalan,
‘54 -T 6 l6-5 6-4 6-(-1) 30 24 -6
= => =
02 7, \6-0 6-2 6-7 0 12 42



Bir xil tartibli Am*n =(a,j) va Brfn=(bi/y matritsalar yig'indisi
deb elementlari cy = aj + hij kabi aniglanadigan C  =(*/)
matritsaga aytiladi.

Bunda A va B matritsalarning yig'indisi A+B ko'rinishda
belgilanadi va ularning mos elementlarini qgo'shish orqali

hisoblanadi. Masalan,

(5 3 -f]

A - nax3 - 7 2 B- B2aG-

-3
matritsalar uchun

f5+1 3+0 -1+fj (6 3 0]

nN+d=
10+2 7+(-3) 2+4) Y2 4 6

Matritsalarni songa ko'paytirish va o'zaro go'shish amallari
quyidagi gonunlarga bo'ysunishi bevosita ulaming ta'riflaridan
kelib chigadi:

I. A+B=B+A (qo'shish uchun kommutativlik qonuni);

Il. A+(B+C) = (A+B)+C (go'shish uchun assotsiativlik gonuni);

Il. X (A+B) = +xB, (A+L4)A =XA +3yA (distrubutivlik
gonuni)

Bundan tashgari yuqoridagi ta'riflar orgali bu amallar
ushbu xossalarga ham ega bo'lishini ko'rsatish qgiyin emas:

A+0 =A, A+tA=2A, 0mBA=0, XO0O=0.

Bir xil tartibli Ant=(aij) va Bntn—ij) matritsalar ayirmasi
deb Amxn va (-1) Bm*n matritsalarning yig'indisiga, ya'ni Am*n+ (-
1)Binn matritsaga aytiladi.

Bunda A va B matritsalarning ayirmasi A-B ko'rinishda
belgilanadi va ulaming mos elementlarini o'zaro ayirish orqgali
hisoblanadi. Masalan,

5 3 -1} a
~ N -
0 7 2 B~"23 2

A - ~2x3 -

-3
matritsalar uchun
5-1 3-0 S1-1 4 3 -2

A-B=
0-2 7-(3) 2-4 -2 10 -2



Am=*p=(aijjva Bp*n=(bij)matritsalaming  ko'paytmasi deb
shunday cm*n=(cijj matritsaga aytiladiki, uning aj elementlari
ushbu

cij ~ 2_aikq > i=1 2 7=12

yig'indilar kabi aniglanadi.

Shunday qilib, Am*p=(aijjva Bgn=(by)matritsalar uchun p=q,
ya'ni A matritsaning ustunlari soni 8 matritsaning satrlari soniga
teng bo'lgandagina ularning ko'paytmasi mavjud bo'ladi va AB
kabi belgilanadi. Bunda AB=cT=*n=(cy matritsaning satrlar soni m
birinchi A ko'paytuvchi matritsa, ustunlar soni n esa ikkinchi B
ko'paytuvchi matritsa orgali aniqlanadi. Bundan tashqari
AB=Cm*n=(cij) KO'paytma matritsaning o/elementi A matritsaning
i - satr elementlarini B matritsaning /-ustunidagi mos
elementlariga ko'paytirib, hosil bo'lgan ko'paytmalami qo'shish
orqali hisoblanadi. Bu "satrni ustunga ko'paytirish" qoidasi deb
aytiladi. Masalan,

3 1

6 -4

3K - 0 -2 B-I*_)_l 2
4 N

matritsalar uchun m=3, p=g=2, n =2 bo'lgani uchun
ularning ko'paytirish mumkin va ko'paytma matritsa AB=C3ax2

3-6 + 11 3e(—4)+ 1-2 4 S “o
Q x2+ 06+ (-2) 1 0+(-4)+(-2)+2 = -2 -4
4-6 +51 4-(-4) +5-2 29 -6,

Matritsalar ko'paytmasi uchun aAs~BA, ya'ni kommutativlik
gonuni o'rinli bo'Imaydi. Masalan, A mxggn—cnin  ko'paytma
mavjud, ammo Bpn Am*gk0'paytma har doim ham mavjud emas va
mavjud bo'lgan tagdirda, ya'ni n=m holda ham ular teng bo'lishi
shart emas. Masalan,

< vV)- -e
matritsalar uchun as~BA, chunki



AB_3 -1 207 6 22n -1 Tr34 33
4 5 0O-1 8 23 = 5 n-4 -5

Matritsalar ko'paytmasi va yig'indisi quyidagi qonunlarga
bo'ysunadi hamda ushbu xossalarga ega bo'ladi:

I. A(BC)=(AB)C , (XA)B=A(\B) (ko'paytirish uchun assotsi-
ativlik gonuni);

M. A(B+C) =AB + AC (ko'paytirish va go'shish amallari

(A+B)C =AC +BC uchun distributivlik gonunlari);

Ww. AE=EA=A , Ch4=0, A-0=0, (M=0.

Bunda £ va O mos ravishda tegishli tartibli birlik va nol
matritsalarni ifodalaydi.

Matritsa ko'paytmasi ta'rifidan ko'rinadiki, har qanday n-
tartibli A kvadrat matritsani o'ziga-o'zini ko'paytirish mumkin
va natijada yana n-tartibli kvadrat matritsa hosil bo'ladi.

Akvadrat matritsani o'zaro mmarta (m - birdan katta
ixtiyoriy natural son) ko'paytirishnatijasida hosil bo'lgan kvadrat
matritsa Amatritsaning m- darajasi deyiladi.

Amatritsaning m- darajasi Amkabi belgilanadi. Bunda A°=E
va Al7A deb olinib, Amdaraja ixtiyoriy nomanfiy butun m soni
uchun aniqlanadi. Bu holda Amdaraja ta'rifdan uning quyidagi
xossalari bevosita kelib chigadi (m”-natural sonlar, A-haqiqiy
son):

LAm Ak=Amk; 2.(A"k=Ank; 3.(AAM=/TTAT;
4 Em=E; 5.0™ =0.

Shunday qilib, har gqanday kvadrat matritsa uchun natural

darajaga ko'tarish amalini kiritish mumkin ekan. Masalan,

2 5 -
N o 5]
\l -3 — -3 -1 14

A3= a2a = 9 -5 2 5 13 60
-1 14 1 -3 12 -47
Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, 5-xossaning teskarisi o'rinli

emas, ya'ni A"=0 tenglikdan har doim ham A=0 ekanligi kelib
chigmaydi. Masalan,

0 o¢*' |



o (i iy n fo 0]
i O so=> A2

-1 -1 1-1 -uU -1 -0 1° o]

Kelgusida matritsani darajaga ko'tarish amalini ixtiyoriy m
butun son uchun umumlashtiramiz.

B=(bij) matritsa A=(s;) matritsaning transponirlangani
deyiladi, agar i va j indekslarning barcha mumkin bo'lgan
giymatlarida iH=ji shart bajarilsa.

A matritsaning transponirlangani Al kabi belgilanadi. Agar
A matritsa tartibli bo'lsa, uning transponirlangani ATn*m
tartibli bo'ladi.Masalan,

2 3
[2 - 4 1) T
nxs 4 0
3 o -5 ~ ~N3xX2_
, 1 -5,

Matritsani transponirlanganini topish transponirlash amali
deyiladi va u quyidagi xossalarga ega bo'lishini ko'rsatish
mumkin:

1. (AJY=A; 2. (TA)YT=IT (A- ixtiyoriy hagiqgiy son);

3. (AtB) = ATBT, 4. (A-B)T=-BT-AT.

Agar A kvadrat matritsa uchun AJ=A bo'lsa, u simmetrik
matritsa, AT=-A bo'lganda esa kososimmetrik matritsa dir.

Ta'rifdan har ganday simmetrik matritsaning elementlari aij=
gji , kososimmetrik matritsaning elementlari esa g,— s/ishartni
ganoatlantirishi bevosita kelib chigadi. Bundan kososimmetrik
matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng bo'lishi kelib

chigadi.
Masalan,
3 6 1 0 3 2 N
A= &6 0 -4 B = 3 9 -
1 -2 w2 4 0]

matritsalardan A simmetrik, B kososimmetrik bo'ladi.

Matritsalarning igtisodiv tadbiglari.

1-misol. Xalq xo'jaligining tarmogqlari o'rtasida ayrim ishlab
chigarish resurslarining tagsimoti quyidagi jadval orgali berilgan
bo'lsin (umumiy hajmga nisbatan foiz hisobida, ragamlar shartli):
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Xalq xo'jaligi tarmoglari

Resurslar Sanoat Q,'.S h.l g Boshga tarmogqlar
xo'jaligi
l.Yoqilg'i 45 30 25
2. Elektr energiyasi 53 27 20
3. Mehnat resurslari 38 21 41
4. Suv resurslari 40 43 12

Bu jadvalni matritsa yordamida quyidagi qulay
ko'rinishda ifodalash mumkin:

45 30 25
53 27 20
38 21 41
40 48 1o

Bu yozuvda A matritsaning har bir elementi aniq igtisodiy
ma'noga ega. Masalan, an=45 va «21=53 sanoat tarmoqlari
yoqilg'ining 45 foizini va elektr energiyasining 53 foizini iste'mol
gilishini ko'rsatadi; 022=27 gishloq xo'jaligi elektr energiyasining
27 foizini sarflashini, s33=41 esa mehnat resurslarining 41 foizi
boshga tarmoglarda band ekanligini ifodalaydi va hokazo.

2-Misol. Korxona Mi,M2, M3 va M4 kabi belgilangan 4 xil
mahsulot ishlab chigaradi. Bu mahsulotlarni ishlab chiqgarish
uchun 3 xil Si, S2va S3axom ashyolardan foydalaniladi. Bunda aij
(i=1,2,3,4; /=1,2,3) orqgali Mi mahsulot birligini ishlab chigarish
uchun sj xom ashyodan gancha birlik sarflanishini belgilab,
mahsulotlar birligini ishlab chigarish uchun xom ashyolar sarfi

me'yorini ushbu Aaxt=(c4!) matritsa orqali ifodalaymiz:
4 3 2

15 31
Bunda Mi (i=I,2,3,4) mahsulotlarni ishlab chigarish rejasini
ifodalovchi C satr va sj (/=1,2,3) xom ashyo birligining bahosini
ko'rsatuvchi B ustun matritsalar quyidagicha bo'lsin:



C=(9 110 80 100), B= 4

yb5,
Bu holda CA matritsalar ko'paytmasi mavjud va wu
rejalangan mahsulotlarni ishlab chigarish uchun sarflanadigan Si,
S2 va S3 xom ashyolar migdorini ifodalovchi quyidagi D satr

matritsadan iboratdir:
4 3 2

I 0 5
D=C-A=(0 HO 80 100) 3 2 4 =1210 730 1150).

5 3 1,

Demak biz ishlab chiqarish rejasini bajarishimiz uchun Si
S2 va S3xom ashyolardan mos ravishda 1210, 730 va 1150 birlik
miqdorda ega bo'lishimiz kerak.

Xom ashyo migdorini ifodalovchi topilgan D matritsani xom
ashyo birligi bahosini ko'rsatuvchi B matritsaga ko'paytmasi DB
ham mavjud va n bizga zarur miqdordagi xom ashyolami sotib
olish xarajatimizni determinant sondan iborat bo'ladi:

DB = (1210 730 1150 = 1210 <7 + 730 w4 + 1150 5= 17140 .

Mustaqil yechish uchun savollar.
Berilgan A va B matritsalar uchun C maritsani toping.

R I S
-3 1-1, 6-1 5y
-7 A
e>y.2 3> +. 105, C=B2AT
31

4 13 11 3]
12. A=0-1 2. 5=2 10, c=(@ar-B
2 1-1; ni-x
(5 -2s
13. A=4 3
0 2

13
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iIA4 1id4W «V ;V -"~

10 0-1
-1 4 , = 2-1
21 46",
(-2 4\
6 6 , C=ZA-BT
1-3 1,

1.9. A:f<7)r§', B="1 9L c=3B2A

3)

~N o w

ava B matritsani ko'paytmasini hisoblang

« M M . %4 0 *

"2 0
115A(%\2) @2 A 11 (230
o “eBAS 4 i 120 gl o12-

oK k1l 3>



rA3 O v
1.17. a.]\g—'f «= 211 A=2. «=B 2 0
= o-T 4/ 3 0-2
412
nms3s L >
68 2 32N o_
1.19. ﬂLIJ'[é 215 %)/ B Lo A—h; 11 B—él1
301
3ii’ | 1-1
1.21. ﬂ O 2 1122.0=212,B=211
1 ] 23 101
2 O\
1'23'A:(5 1 0-3)i B;AI
0-1,
12 3 1111 _;'5
125.a=-2 31, B= 231 3 3.5
42 4 -2-1 5-2 L -
2 11N <"
127.a 121 128~ 9 il By, 4
112 1°]
f2 4-2 N\
1.29. /< 21X s=12 12 130.
3131
1T o2 3" -1-2-4"
A= 2 4 6, 5= -1-2-4
3 6 9J v > 2 4,

§ 1.2 Aniqlovchi(determinant)larva ular ustida amallar

Matritsaning bir gator xususiyatlarini ta'riflash va o'rganish
uchun uning determinant tushunchasi kerak bo'ladi.

Determinant ta'rifi:« - tartibli A kvadrat matritsaning
elementlaridan ma'lum bir goida asosida hosil gilinadigan son n
- tartibli determinant deyiladi.

A kvadrat matritsaning determinant 1Tl yoki det/4 kabi
belgilanadi. Ayrim o'quv adabiyotlarida determinant atamasi



{LAl

aniglovchi deb aytiladi. Umumiy holda n-tartibli determinant
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

dl w2 — «
Vl=detA= @1 <22 «2.
al «2
Berilgan I/11 determinantni tashkil etgan aj (i,j=1,2, ... ,n)
sonlar determinantning elementlari, gorizontal ko'rinishda
joylashgan a4 (/=1,2, ... ,n) elementlar determinantning i- satri
0=12, ... ,n), vertikal ko'rinishda joylashgan a/ (/=1,2, ... ,n)
elementlar esa determinantningj ustuni (/=1,2, ... ,n) deyiladi.
Endi I, Il va Ill tartibli determinantlami hisoblash goidasini

formula ko'rinishida aniq ifodalaymiz.

| tartibli 141 determinant fagat bitta an sondan iborat bo'lib,
uning giymati shu sonni o'ziga teng, ya'ni Ul11=1gnl= aw deb
olinadi.

Il tartibli determinantning giymati quyidagi formula bilan
aniglanadi:

H=e" ez =%, 022-0,2ml 1
e2l e2 ()
Masalan,
3 4 5 4
=3-6-4-5=18-20 =-2, =510-4-(-2) =50+8=58
5 6 -2 10

Il tartibli determinant esa quyidagi formula bilan
hisoblanadi:

a\\ a|2 «13
MAS “2l 22 23 ~«11 622433+ «l2 «23 3L+ «21 «32 «13°
an  «32 «33
-« U «22 «31 ~«l12 «21 «33 ~ «23 «32 «11 (2)

Bu yerda (2) formulani eslab golish oson emas va shu sababli
Il tartibli determinantlami quyidagi usullarda hisoblash
mumkin.
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Uchburchaklar usuli. Bu wusulda determinantning

elementlari sxematik ko'rinishda nuqtalar singari ifodalanadi (7-
rasmga qarang). So'ngra asoslari determinantning diagonallariga
parallel bo'lgan uchburchaklar garaladi. Bu uchburchaklaming
uchlarida va  diagonallarda joylashgan elementlaming
ko'paytmalari hosil gilinadi. I holda chiziglar bilan tutashtirilgan
elementlaming ko'paytmalari o'z ishorasi, Il holda esa garama-
garshi ishora bilan olinadi.

i ii hi i ] hi

7-rasm

Sarrius usuli. Bu usulda determinantning o'ng tomoniga
uning | va Il ustunlari takroran yozilib, 3*5 tartibli matritsa hosil
gilinadi. Bu matritsaning elementlari sxematik ko'rinishda
nugqtalar singari ifodalanadi (8-rasmga garang) va chiziglar bilan
tutashtirilgan elementlaming ko'paytmasi | holda o'z ishorasi, Il
holda esa gqarama-qgarshi ishora bilan olinadi.



111 tartibli determinantni hisoblashga doir misol keltiramiz:

2 6-2
A=1 5 =25« +6«4 3+l m-1)«-2) -
3 -1

- (-2)<5 3-6 1-0- 4 (-1) «(2) =112.

Determinantlar va matritsalar orasida quyidagi o'xshashlik
va farglar mavjud:

1) matritsa sonlar jadvalini ifodalaydi. Determinant esa
sonlar jadvalidan hosil qilinadigan sonli ifoda bo'lib, uning
giymati sondan iboratdir;

2) matritsa sonlar jadvalini dumalog gavslar ichiga olish
bilan belgilansa, determinant bu jadvalni vertikal chiziglar
orasiga olish bilan belgilanadi;

3) A matritsa va Al determinantni tashkil etuvchi sonlar
ulaming elementlari deyiladi;

4) matritsa va determinanant satrlar va ustunlardan iborat;

5) determinantlarda ustun va satrlar soni teng bo'lishi
kerak, matritsalarda esa bunday bo'lishi shart emas.

Determinantlamingasosiy xossalari.

Endi ixtiyoriy tartibli determinantlar uchun o'rinli bo'lgan
xossalar bilan tanishamiz. Aniglik va soddalik uchun umumiy
holda ifodalangan bu xossalami uchinchi tartibli determinantlar
misolida ko'rsatamiz va isbotlaymiz.

1-xossa. Agar determinantda har bir i-satr (/*1,2,3, —n) i-
ustun bilan almashtirilsa, uning giymati o'zgarmaydi.

Masalan,

*11 a2 al3 *11  «21 ai\
*21 *22 «23 = «12 «22 ai2
«31 fI32 a33 al3 a2l e33

Bu tenglik bevosita Il tartibli determinantni (2) hisoblash
formulasidan kelib chigadi.

Demak determinantning satr va ustunlari teng kuchlidir,
ya'ni satr (ustun) uchun o'rinli bo'lgan tasdig ustun (satr) uchun
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ham o'rinli bo'ladi. Bundan tashqgari bu xossadan matritsani
transponirlashda uning determinanti o'zgarmay qolishi, ya'ni
detA=detAT boiishi kelib chigadi. Shu sababli determinantning
keyingi xossalarini fagat satrlar uchun ifodalaymiz.

2-xossa. Determinantda ixtiyoriy ikkita satrlar o rru o zaro
almashtirilsa, determinantning giymati fagat ishorasini

o'zgartiradi.
Masalan,
an «12 «13 a3\ a32 «33
«21 *22 «2B8 7 - «21 «22 a23
«31 «32 a33 «11  «12  «13

Bu tasdig ham bevosita (2) formuladan kelib chigadi.

3-xossa. Agar determinantda ikkita satr elementlari bir xil
bo'lsa, uning giymati nolga teng bo'ladi.

Isbot: Berilgan determinantning qiymatini 4, uning bir xil
elementli satrlarining o'rinlarini almashtirishdan hosil bo'lgan
determinantning qiymatini esa [' deb belgilaymiz. Unda, 2-
xossaga asosan, - -4 bo'ladi. Ammo determinantda bir xil
elementli satrlaming o'rinlari almashtirilganligi uchun uning
ko'rinishi o'zgarmay qoladi va shu sababli - A bo'ladi. . Bu
tengliklardan 4 =-/[, natijani olamiz va undan =0 ekanligi kelib
chigadi.

Masalan, hozircha biz IV tartibli determinantni hisoblash
formulasini bilmasakda, 3-xossaga asosan, birinchi va uchinchi
satrlari bir xil bo'lgan ushbu determinantning gqiymatini
yozishimiz mumkin:

1 -4 6
7 -2
=0
1 -4 6
8 0 5

4-xossa. Determinantda biror satr elementlari umumiy A
ko'paytuvchiga ega bo'lsa, uni determinant belgisidan tashgariga
chigarib yozish mumkin.

Masalan,
m B _j —



€2 “B «m «12 «13
Xalx Jlan  Aa2 =AQ1 @2 3
@l R 33 @Bl R B
Isbot: Il tartibli determinantni (2) hisoblash formulasidagi
yig'indining har bir qo'shiluvchisida A umumiy ko'paytuvchi
gatnashadi. Bu A umumiy ko'paytuvchini gavsdan tashqariga
chigarib, 4-xossadagi tasdigning o'rinli ekanligiga ishonch hosil
etamiz.
5-xossa. Agar determinantda biror satr faqat nollardan
iborat bo'lsa, uning giymati nolga tang bo'ladi.
Bu xossaning isboti oldingi xossadan A=0 bo'lgan holda kelib
chigadi.
Masalan, quyidagi Il tartibli determinantning qgiymatini (2)
formula bilan hisoblab o'tirmay, 4-xossaga asosan to'g'ridan-

to'g'ri
11 20 401
-8 37 139=0
0 O 0

deb ta'kidlay olamiz.
6-xossa. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr
elementlari o'zaro proporsional bo'lsa, uning giymati nolga teng
bo'ladi.
Masalan,
I «2 «3
>41 =0
Gl 3R e
Isbot: 4-xossaga asosan A proporsionallik koeffitsiyentini
determinant belgisi oldiga umumiy ko'paytuvchi sifatida
chigarish mumkin. Bu holda ikkita satri bir xil bo'lgan
determinant hosil bo'ladi va uning giymati, 3-xossaga asosan,
nolga teng. Bundan berilgan determinantning ham giymati nol
ekanligi kelib chigadi.
Masalan,
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2 5 -3
4 1 8 =0.
3 75 -45
chunki bu determinantda | va Il satrlar proporsional va
proporsionallik koeffitsiyenti A=1.5 ga teng.
7-xossa. Agar determinantning biror i-satri ikkita
go'shiluvchi yig'indisidan iborat, ya'ni a4+ hij ko'rinishda bo'lsa,
bu determinantni ikkita determinantlar yig'indisi ko'rinishida
yozish mumkin. Bunda bu determinantlaming /-satri mos
ravishda a, va bij elementlardan iborat bo'lib, qolgan satrlari
berilgan determinantniki singari bo'ladi.

Masalan,
«ll «12 «13 a, a2 A4 °M fi2 aB
a\+<g R+*2 RB+*B=aA a2 alA tA 2 Ve
il 1% 3B ail a2 a3 ed eR aB

xossaning o'rinli ekanligiga bevosita (2) formula orqali
ishonch hosil gilish mumkin.
8-xossa.  Agar 1INl determinantning a, diagonal
elementlaridan yuqorida yoki pastda joylashgan barcha
elementlari nolga teng bo'lsa, uning giymati diagonal elementlar
ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Masalan,
«l ez al3 o« 0 0
0 a2 «@3 =« «22 0 =«l«22«33-
0 0«33 «31 «32 «33
Isbot: Bu determinantlar uchun ulami (2) hisoblash
formulasidagi mia22fl33qo’'shiluvchidan boshqa hamma

go'shiluvchilari nolga teng bo'ladi va shuning uchun ularning
yig'indisi, ya'ni determinantning giymati shu ko'paytmaga teng
bo'ladi.

Masalan, ushbu 1V tartibli determinantni hisoblaymiz:

-3 2 4-5
1 9
=(-3)-5-2(-1) =30.
, 7 =03 -h

0 -1
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9-xossa. Diagonal matritsaning determinant uning diagonal
elementlari ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chigadi.
Jumladan har qganday birlik matritsaning determinant birga
tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha
kiritamiz.

Ixtiyoriy sd-tartibli determinantning ay (i,/=1,2, ... , n)
elementining minori deb bu determinantdan shu element
joylashgan i-satr va j- ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (n-1)-
tartibli determinant giymatiga aytiladi.

Determinantning <w  elementining minori M deb
belgilanadi va ulaming soni n2ta bo'ladi. Masalan,

I -5 a
A=2 -3 7 ®3)
0 -2 1

determinantning Il satr elementlarining minorlarini yozamiz va
hisoblaymiz:

1 -5
=-2
nH _2 In-u nuut |||1 0_2
Bunda |Ill tartibli determinantning minorlari Il tartibli
determinantlar ekanligini yana bir marta ta'kidlab o'tamiz.
Ixtiyoriy n-tartibli determinantning atj (i,/*1,2, ... , n)

elementining algebraik to'ldiruvchisi deb  (-1)*Mi; kabi
aniglanadigan songa aytiladi.
Determinantning a, (/./=12, ... , tf) elementining algebraik
to'ldiruvchisi Ay kabi belgilanadi va, ta'rifga asosan,
Mu, /+y-juft bo'lsa;
i +y-togbo'lsa.
formula bilan hisoblanadi. Masalan, (3) determinantning Il satr
elementlarining algebraik to'ldiruvchilari quyidagicha bo'ladi:
AN=—M2i-1, An* M2 |, A" - M23*2. 4)
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10-xossa (Laplas teoremasi). Determinantning ixtiyoriy bir
j-satrida joylashgan a,, (/=1,2, ... , n) elementlarini ulaming A/
('=1,2, ... , tt) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytmalarining
yig'indisi shu determinantning gqiymatiga teng bo'ladi. bo'lsa

Isbot: Bu xossa Il tartibli 1Al determinantning birinchi satri
uchun quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

al|N|| +al2”12 +al1373 =1 | (5)
Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik to'ldiruvchi
ta'rifidan va determinantlami hisoblashning (1), (2)

formulalaridan quyidagicha foydalanamiz:

auAu +anAn +als343 =a\\W\ -a I2M]2 +e BA/|3 =

=all(°22a33 —a23a32)~al2(a2la33 “ a23a3l) + an(a2la32 ~ a22a3l) =
= alla22a33 _alla23a32 -a l2a2la33 + al2a23a3l + al3a2la32 _al3a22a3l *
= alla22a33 + al2a23a3l + al3a2la32 “ alla23a32 _a l12a2la33 -a I3a22a3l =W *
Xuddi shunday tarzda determinantning ikkinchi va uchinchi
satrlari uchun
az2l~2l +a22722 +a23723 =N > a3In3l + a32732 + a33733 = Ml
tengliklar o'rinli bo'lishi isbotlanadi
Yugoridagi (5) va (6) tengliklar determinantning satrlar
bo'yicha yoyilmasi deb ataladi.
Shunga o'xshash determinantning ustunlar bo'yicha
yoyilmasini ham quyidagicha yozish mumkin:
all4l + a21n2l + a3173l :l/l. al2nl2 + a22n22 + a23723 = IA> n
al}A; + e 23723 +as3r33 44
Masalan, yuqorida Kkeltirilgan (3) determinant giymatini
uning Il satrining (4) algebraik to'ldiruvchilari yordamida
hisoblaymiz:
A=2A2i +(-3)A22+7A2J=2 1+ (-3)1 +7-2=I3,
Laplas teoremasidan foydalanib yuqori tartibli
determinantlami hisoblash mumKkin. Bunda n-tartibli
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determinantni hisoblash n ta (n-1) - tartibli determinantni
(idi;algebraik to'ldiruvchilami) hisoblash va uning ixtiyoriy satr
yoki ustuni bo'yicha yoyilmasidan foydalanishga keltiriladi.
Jumladan, I tartibli determinant giymati IAl =Iflnl=<jnekanligidan
foydalanib, (1) va (2) formulalami keltirib chigarish mumkin.
Determinant giymatini Laplas teoremasi yordamida hisoblash
uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo'yicha yoyilmasidan
foydalanish mumkin. Ammo, amaliy nuqtai nazardan, ko'proq
elementlari nolga teng bo'lgan satr yoki ustunni tanlash (agar
shundaylar mavjud bo'lsa) magsadga muvofiqdir. Bu holda nolga
teng elementlaming algebraik to'ldiruvchilarini topishga hojat
bo'lImaydi va hisoblashlar hajmi ancha kamayadi.

Misol. Ushbu IV tartibli determinantni hisoblang:
2-345

3 0 9 1

Yechish: Bu determinantni Il ustun bo'yicha yoyilmasidan
foydalanib hisoblash qulaydir. Bunga sabab shuki, bu ustunda
nol elementlar boshqa satr va ustunlarga garaganda ko'proq
hamda «2-0, «42-0 elementlaming An , A+« algebraik
to'ldiruvchilarini hisoblash shart emas.

Dastlab n 12 va n 32 algebraik to'ldiruvchilami hisoblab, An
—389 va J13r=45 ekanligini aniglaymiz. Endi determinant
giymatini Il ustunga Laplas teoremasini tatbiq etib hisoblaymiz:

N = al2”l2 + e22/22 + «32732 + 42742 =
=(-3) «-389) + 0 «An +7 «45 + 0 mAal = 1482

11-xossa. Agar 1Al determinantni biror /-satrining
algebraik to'ldiruvchilari Ai/ (/=1,2, ... , n) va bj (/=1,2, ... , n)
ixtiyoriy sonlar bo'lsa, unda

b AN +1212 +*343 +" , +*»4» “

tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda [IBIl determinant IAlI

determinantdan faqgat i-satri bilan farq qilib, uning i-satri bj



IA)
(/=L,2, ..., v sonlardan tashkil topgan bo'ladi.
Isbot: Bu xossa isbotini Il tartibli IAl determinantning ,
masalan, birinchi satri uchun keltiramiz. Bu holda
biAn+taAi2+ bsAb= IBI
yig'indining qo'shiluvchilari IAl determinantning birinchi
satr bo'yicha yoyilmasini ifodalovchi
A 11+ SPA 12+ FBA 13 = 1Al
yig'indi go'shiluvchilaridan fagat birinchi ko'paytuvchilari,
ya'ni birinchi satr elementlari bilan farq giladi. Shu sababli 1A,
IB | determinantlar bir-biridan fagat birinchi satri bilan farg giladi
va IBI determinantning birinchi satri B\ b va fo sonlardan iborat
bo'ladi.
Masalan, An, Az va A

2 -4 1
=0 7 3
9 12 -4

determinantni birinchi satri elementlarining algebraik
to'ldiruvchilari bo'lsa, unda

2 13
ibl, +12/1p+13/4 =|B]= <7 3 .
2 -4

12-xossa. Agar Al determinantni biror i-satrining a,, (/=1,2,
., n) elementlari boshqga bir Jc-satr (i*k) mos elementlarining
Akj (/=1,2, ... , n) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytirilgan
bo'lsa, bu ko'paytmalar yig'indisi nolga teng bo'ladi.
Isbot: Oldingi xossada bf=aj (/=1,2,..., n) deb olsak, unda

*latl 21 2+ *3/1a + " e+ ~4* = fI(14t] + °i27~%2 +a /3/) + ¢ .'_al'A

Bu yerda IB1determinant berilgan IAIl determinantning k-
satriga /-satrining a,, elementlarini qo'yish bilan hosil gilinadi.
Shu sababli IBI determinantning /-satri va fc-satri bir xil bo'lib, 3-
Xxo0ssaga asosan uning giymati nolga teng bo'ladi, ya'ni

efl4 d +ai2NR +a<t » +" ‘+etodb»=0* /*=12-".n; /*K (8)

M »"



13-xossa. Agar A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar
bo'lsa ulaming Kko'paytmasining determinanti har binning
determinantlari ko'paytmasiga teng bo'ladi, ya'ni U1-B1=111-1B 1
tenglik o'rinlidir.

Bu xossani isbotsiz keltiramiz.

Ko'rib o'tilgan bu xossalar determinantlami hisoblash va
ulaming turli tatbiglarida qo'llaniladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi ikkinchi tartibli aniglovchilami hisoblang:

Quyidagi uchunchi tartibli aniglovchilami hisoblang:

3-1-1 2 0 4 121 3 2-1
1415) -3 15 5-2 1 142. 3 7 2 143.12 9
2-2 4 -1-2 3 2 3-7 112
5 3 2 [ 12 3 -3 -1
144, -1 2 4 145. 2 3 4 146. 3-4 7 147.0 -3
7 36 4 9 16 3 12-13 0 o0
2-1-3 120 i-i | 213
148. 13 2 149. 5 12 150. 2 11 151. 5 3 2
32 2 0 31 112 14 3



4 21 321 011
152, 5 3.2 153. 253 154 10 1 155 12
3 2-1 3 4 2 1.1 0 13
4 -3 5 3 2-4 5 6 3 20
156.3-2 8 157. 4 1 -2 158. 0 10 159.7 1
1 -7 -5 5 2-3 7 4 5 6 0
3 4-5 15 25 a b ¢ 0
160. 8 7-2 161. 17 49 162. ¢ a b 163. b
2-18 18 64 b ¢c a 0
cosar sinacosfY sinasin/? sina cosa 1
1.64. -sina cossacos/? cosarsin/? 1.65. sin/? cos/i? 1
0 -sin/? cos/? siny cosy 1

Tenglamani yeching:

w-|]tn
2-12 12 3
168.3 5 3 1.69 13-jt 3
1 6 g+4 1 2 5+j
1.70. J-p-si-nz» 2cos sir?ip
ipcosip €0S2«>-sin: p
x1 4 9
K 23
1-72 |52 *8-13) =° 173 . .
i
*J) 3 2 3-x -1 1
1741 -1 1=0l.75 -1 5-x-1
0 I 4 1 -1 3-3

Tengsizlikni hisoblang:

177 ET’ 31*0174

. >5
| x4-J<oi8°fr7H -281

® O Q@

o o o
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sinx cos*

1.83 13—a 3 <0 1.84 ' sing: >0

>0

182 3 5 3

1 2 5+x

16 jr+5

>0

1.85

Aniglovchilami hisoblang:

-1 651

2-1
2-1 2 A

—-3-2

-2 86 2

2 167 3

1.86 a)

-39 34

3-4-3

-79 4

5 62

3
201 5

96 183

9 79 7

6 10 6

188.79 8 85

8 6 8 6
-9-7 97
-8--6 8 5

1.89.

-8 5 9 5

2117 7 4

-5 12

6

6 8-9-12
4 6-6-9
-3-4 6 8

-4 7.1 4
5-9 2 7

1.91.

1.90.

4-6 12

-2-3 46

2-5 4 3

-3 9 36

4-9 8 5
-3 2-5 9

3-4 7 5
76 37
3572

1.93.

-5 8 2 7
4-5-3-2

1.92.

7-8-4-5
3-5 2-4

104 3 453

54 35
56 5 4

1.95.

-5 7-7 5
8-8 5-6

322 2

3-3-5 8

1.96. b3 2 4-6

9-8 510

5-8 5 8

1.97.

2-5-7 5
-4 3 5-6

6-5 4 7]
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-1 2 1
3 4-1 0

1211

1.99.

2-1 01
-1 1-2 2

1.98.

13
-5 0 1-2

14 11

12 3 4
2 214
3133
4 4 3 4

-1 312

1.101.

1.100.-5 8 2 7

3-2-2 0

10-1 1

113 2

4 3-1 2

2-3 12

2 2 4 4
1-115 3

1.103.

12 12

2 2-3-3
4 6-6-9
-3-4 6 8
-5-7 10 ¥

1.1065.

1.104.

6 6 10-51
58 8-9
55 9-8
4 7 7-11]

1.107.

-5

-1

}

1.106.

2-2-1
3-4 75

hi

4-9 85

1.109.

16
0

-2
-3

8
-1

1.108.

< 2-5 3

9 7 9 7
4 3 4 3
9 7-9-7

1.111.

1.110.

8 6

- 8-6

13
3312
4 1-2 2
14 11

1.108.

< < o

o N m

o O ~

1.112.

1-242



1.110.

= O NN

1-1
2-5
-2 3
-101

O N o w

8 1.3. Teskari matritsa va matritsa rangi

Biz matritsalar ustida qo'shish, ayirish va ko'paytirish
amallarini ko'rib o'tgan edik. Matritsalar son tushunchasini
umumlashtirishdan hosil gilinganligi hagida ham aytilgan edi.
Sonlar uchun qo'shish, ayirish va ko'paytirish amallaridan
tashgari bo'lish amali ham mavjud. Bunda ikkita b va a (g*0)
sonlar bo'linmasini quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

-=-b=a-"b.
a a

Bundan ko'rinadiki, bo'lish amalini a*0 songa teskari
bo'lgan arx son yordamida ko'paytirish amali orgali ifodalash
mumkin. Bunda ixtiyoriy a*0 va unga teskari ir] sonlar orasida
(ur'=a-]a=\ munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tenglik fagat o'zaro
teskari sonlar uchun o'rinlidir va shu sababli teskari sonni ta'rifi
sifatida gabul qilinishi mumkin. Shu sababli bu tenglikdan
berilgan A matritsaga teskari matritsa tushunchasini Kiritish
uchun foydalaniladi.

Teskari matritsa ta'rifi: Berilgan n- tartibli A kvadrat
matritsaga teskari matritsa deb AB=BA=E (E-n- tartibli birlik
matritsa) shartni ganoatlantiruvchi n-tartibli B kvadrat matritsaga
aytiladi.

Berilgan A matritsaga teskari matritsa J1-1 kabi belgilanadi
va, ta'rifga asosan, ular uchun AA-*= A-A=E munosabat o'rinli
bo'ladi.

Ma'lumki, ixtiyoriy a*0 soni uchun «rlteskari son mavjud va
yagonadir. a=0 sonining esa teskarisi mavjud emas. Shu sababli
matritsalar uchun quyidagi savollar paydo bo'ladi:

1. Qanday matritsalar uchun ulaming teskarisi mavjud?

30



3. Qanday matritsalarning teskarisi mavjud emas?

Agar A matritsaning determinant» 1/41=0 bo'lsa u maxsus
matritsa , aks holda, ya'ni IA1*0 bo'lsa maxsusmas matritsa
dir.

Masalan,
-3 1 4 17 1 o'
A= 2 5 -1 B- 0 5 -1
, 1 » 2, 3 6 1,

matritsalardan A maxsus (chunki IA 1=0), B esa maxsusmas
(chunki 1B 1=19*0) matritsa bo'ladi.

1-TEOREMA: Maxsus A matritsa uchun teskari A*1l
matritsa mavjud emas.

Isbot: Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni teskari A-1 matritsa
mavjud deymiz. Ta'rifga asosan AA~IMA~IANE va, teorema sharti
bo'yicha, 1A 1=0 tengliklar o'rinlidir. Bu holda, determinantning
oldin ko'rib o'tilgan 13-xossasiga asosan,

IEI-1 A-,AblA A-11-1/4111*11=0-1/4-4=0

natijani olamiz. Ammo E birlik matritsaning determinant
IE1=1 bo'ladi. Hosil bo'lgan bu ziddiyat bizning farazimiz
noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi va maxsus matritsa uchun uning
teskarisi mavjud emasligini ifodalaydi.

Berilgan n- tartibli

an a2 == aH

A _ «21 «22 o a2n

iasl ar? am,
kvadrat matritsa determinantinig Ajj algebraik

to'ldiruvchilaridan tuzilgan ushbu
T

4i M2 -V 4. ™M =V
A A2 & N2 42 M2t e 4i)
Jk2 e Aduyn> NQ*

matritsani Kiritamiz.
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3-TA'RIF:A berilgan A matritsaga birkitilgan matritsa deb
ataladi.

Masalan,
(2 -3 T
0 5 -3 (1)
4 o 1,

matritsa determinantining algebraik to'ldiruvchilari
i4n=5, A\2=-12, i4i3=-20, i42i=3, An=-2, An=-12,
I3E4, J32=6, A33=10
bo'lgani uchun wunga birkitilgan matritsa quyidagicha
bo'ladi:
4 w1 w3 IS 3 4>
A= 42 rp ~p =-12 -2 6 2
/M3 ~3 ~33, -20 -12
2-TEOREMA: Agar A maxsusmas matritsa bo'lsa unga
teskari A_1matritsa mavjud va u

N O emV
A...':I;I _RL f|2 D e 4,2 (3)
<Rk m™

formula bilan topiladi.

Isbot: Dastlab
'O\ 12 " «!,' 4] M2 eV
A= @ «2 - @n 42 4R
2 - &, ~Nn >
ko'paytmani topamiz. Determinantlaming 10 va 12-
xossalariga asosan

aINAK +al2K + /3N +"« (AN1* J[l'ol it*rﬂk
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan, matritsalar

ko'paytmasining ta'rifiga asosan,
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0o 00 K
tenglikni  hosil etamiz. Unda, matritsalami songa
ko'paytirish amalining ta'rifi va xossalariga asosan,

MOOeo 1 00 ee
Op OwO 0 10 ee

af/_lA:Al;IAA:AI_/i O 0w e0D=00 I a

NV O0O0=Kg 00O0-«

natijaga kelamiz. Shu tarzda

=, B®50Q0
rlll'l

VAAA" E
tenglik ham o'rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin. Bu yerdan,
teskari matritsa ta'rifiga asosan, (3) tenglik o'rinli ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.
Misol sifatida yuqorida ko'rilgan (1) matritsa uchun
1/41=26*0 ekanligidan va wunga birkitilgan (2) matritsadan
foydalanib, /1-1teskari matritsani topamiz:

rb5 3 2

5 3 4n 26 26 13

-12 -2 6 6 13

N 26 13 13 13
-20 -12 10 10 6 5

r i3 13 13

3-TEOREMA: Maxsusmas A matritsa uchun A 1 teskari
rnatritsa yagona ravishda aniglanadi.

Isbot: Teskarisini faraz gilamiz. C va B matritsalar A
matritsaga teskari va C * B bo'lsin. Unda, teskari matritsa
ta'rifiga asosan,

AC=CA=E, AB=BA=E

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklar va birlik matritsa
xossasidan foydalanib, quyidagi natijalarni olamiz:
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C=CE=CAB, B=BE=EB=CAB.

Bu ikkala tenglikning o'ng tomonlarini taggoslab, C=B
natijaga kelamiz. Hosil bo'lgan bu ziddiyat farazimiz noto'g'ri
ekanligini ko'rsatadi va teskari matritsa yagona bo'ladi.

Shunday qilib, A maxsusmas matritsa uchun A-1 teskari
matritsa mavjud va u yagonadir.

Teskari matritsa tushunchasidan foydalanib bir xil tartibli A
va B kvadrat matritsalarning bo'linmasini A_B (IA 1*0)
ko'rinishda Kiritish mumkin. Shuningdek A-1 teskari matritsani m
marta o'zaro ko'paytirib, hosil bo'lgan matritsani A maxsusmas
matritsaning -m- darajasi deb olishimiz va A-"1 (m-ixtiyoriy
natural son) kabi belgilashimiz mumkin. Bundan Ak daraja (A-
maxsusmas matritsa) ixtiyoriy K butun son uchun (81 ga qarang)
aniglangan bo'ladi.

Teskari matritsalar quyidagi xossalarga ega:

1-xo0ssa.E']=E.

Isbot:  Bu xossa (3) teskari matritsani topish formulasidan
bevosita kelib chigadi.

2-x0ssa. (A-)-1=A.

Isbot: Bu xossa bevosita teskari matritsaning ta'rifidan,
ya'ni AA 1= A JA=£ tenglikdan kelib chigadi.

3-xo0ssa. (AB)-'= B'1A*1.

Ishot: Teskari matritsa ta'rifi va matritsalar ko'paytmasining
assosiativlik xossasiga asosan quyidagi tengliklarni olamiz:

(AB)( B-1A-)= A(BB-") A~ AEA-'=A A-'-E,
(B-1A-")( AB)= B-'( A*1A)B= B-'EB= B-‘B=E.
Bu tengliklardan AB va B_| A-1 o'zaro teskari matritsalar
ekanligi ko'rinadi.
4-xossa. (A-""AD-1.

Isbot: Matritsalarni transponirlash amalining (AB)T=BMTva

E'=E xossalaridan foydalanib ushbu tengliklarga ega bo'lamiz:
AT(A*)T=( A-'AJT-E~E, (A-)TAT=(A A-"Y=EJ=E.



Bu tengliklardan, teskari matritsa ta'rifiga asosan, (A~
D&(NT)'* ekanligi kelib chigadi.

5-x0ssa. 1J/Y=l/1 N1=111*1 .

Ishot: Matritsalar ko'paytmasining determinant uchun
\AB\= 1/IMB1 formula va I£I=1 tenglik hamda teskari son
ta'rifidan foydalanib, ushbu natijaga kelamiz:

Matritsaning rangi. Endi kelgusida kerak bo'ladigan
matritsa rangi tushunchasini Kkiritamiz. Dastlab oldin kvadrat
matritsalar uchun aniglangan minor tushunchasini ixtiyoriy
to'rtburchakli matritsa uchun umumlashtiramiz.

Ta'rif:Har ganday Am> matritsaning ixtiyoriy ravishda
tanlangan Kk ta (k<mm(m,n)) satr va ustunlarining kesishmasida
joylashgan elementlaridan tuzilgan fc-tartibli determinant bu
matritsaning k-tartibli minori deyiladi.

-2 3T
Wlasalan /. = 3 14
" 43 O il

matritsaning har bir elementi uning 1tartibli,

- 31 11 0 1 I 4
h2 3 1-2 3
iz 17 Jo 1 11 25 32 25

kabi determinantlar Il tartibli,

-2 31 -2 31 3 14 -2 31

3 14,3 14,0 11 0 11

0 11 3 25 3 25 3 25
determinantlar esa berilgan matritsaning Ill tartibli

fninorlariga misol bo'ladi.

Berilgan Amatritsaning rangi deb uning noldan farqli
minorining eng katta tartibiga aytiladi.

Matritsaning rangi r(J1) kabi belgilanadi va uni quyidagicha
topish mumkin. Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng,
ya'ni u nol matritsa bo'lsa, uning rangi r(U1)=0 bo'ladi.



Matritsaning noldan fargli elementi mavjud bo'lsa, uning rangi
r(A)>l bo'ladi. Bu noldan fargli elementni o'z ichiga olgan barcha
Il tartibli minorlarni hisoblaymiz. Agar barcha Il tartibli minorlar
nolga teng bo'lsa, unda r(A)=I bo'ladi. Aks holda r(A) >2 bo'ladi
va noldan fargli biror Il tartibli minorni o'z ichiga olgan barcha 111
tartibli minorlarni garaymiz. Ulaming hammasi nolga teng bo'lsa
r(/4)=2, aks holda r(A) >2 bo'ladi. Bu jarayonni shunday tarzda
davom ettiramiz. Natijada, biror gadamda noldan fargli A-tartibli
minorni o'z ichiga oluvchi barcha (fr+l)-tartibli minorlar nolga
teng bo'lgan holga kelamiz va bundan matritsaning rangi r(A)=k
ekanligini topamiz.
-2 3 1

Masalan, A3 =

.325
matritsaning rangini aniglaymiz. Bu matritsaning noldan
fargli elementi mavjud va shu sababli r(A) >1. Endi noldan fargli
ixtiyoriy bir, masalan an= -2 elementni, o'z ichiga olgan va
noldan farqli bo'lgan Il tartibli minor mavjud yoki yo'gligini

aniqlaymiz:
Demak, r(A) >2 bo'ladi. Bu noldan fargli Il tartibli minorni
0'z ichiga olgan ikkita Ill tartibli minorlarni garaymiz:
-2 3 1 -2 3 1
3 1 4=0, 3 1 4=0.
Ooil 325
Bu yerdan ko'rilayotgan matritsaning rangi r(A)=2 ekanligi
kelib chigadi.

Shuni ta'kidlab o'tish lozimki, «-tartibli maxsusmas A
matritsaning rangi r(A)=n bo'ladi.
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Quyidagi matritsalaming teskari matritsalarini toping

-2 2 -3 12 -1
1.111 a)a= 2-12 6) A= 21 -1
.3-1 3, -7 3,
2001 -1 12 -3 10 o
1112.A=5 2 4 1.113. A= 0 1 2 1.114. A= 2 1 1
7 3 2 10 4 13 1
PEERT 12 -1 -2 )
2 11 1.116. A= > ° % * 15 «= *
) , 2 2 -4 -3 4)
vil 3 8 -1 6
M e . ;) 1119, A ml.lzo. a (focr memen
sina cosa )
2 5 7 (3-4 51
1121. A: 6 3 4 1122, A= 2-3 |
5 -2 -3 3 -5 -1
2 7 3 1 2 27
1.123. 4=3 9 4 1.124. A- 2 1 -2
5 3 2 -2 1

Quyidagi matritsalami rangini toping

(13 2-7-4 2 -1.3-2 4

1.125. a.) 5-15-10 35 20 4 -2 5 1 7
10 1 2267 3 2 -1 1 8 2
11 4 23 * -1
1 3 5 -1 '3 -1 3 2 5
2-1-3 4 5 -3 2 3 4
1.126.: 1.127.
5 1-17 1 -3 -5 0 -7
g 7 9 1 7 -5 14 1

Matritsali tenglamalarni yeching

RIbQ) I 2
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Takrorlash uchun savollar
Matritsa deb nimaga aytiladi?
Matritsaning tartibi ganday aniglanadi?
Matritsaning elementi deb nimaga aytiladi?
Matritsalar ganday turlarga ajratiladi?
Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?
Matritsaning ganday elementi diagonal deyiladi?
Birlik matritsa ganday ta'riflanadi?
Qachon matritsa nol matritsa deyiladi?
. Matritsani songa ko'paytirish ganday aniqlanadi?
10. Qaysi shartda matritsalami qgo'shish yoki ayirish
mumkin?
11. Qaysi shartda matritsalami ko'paytirish mumkin?
12. Determinant deyilganda nima tushuniladi?

©® N UA LN

13. 1l tartibli determinant ganday hisoblanadi?

14. Il tartibli determinant uchburchak usulida ganday
hisoblanadi?

15. 11 tartibli determinant Sarrius usulida ganday

hisoblanadi?
16. Determinant va matritsa o'rtasida ganday o'xshashlik
va farqlar bor?



17. Determinantda satr va ustunlar o'zaro ganday
Xususiyatga ega?

18. Determinantda ikkita satr yoki ikkita ustun

19. o'mi almashtirilsa nima bo'ladi?

20. Qaysi hollarda hisoblamasdan determinantning giymati
nol bo'lishini aytish mumkin?

MATRITSA VA ANIQLOVCHILARGA DOIR
NAZORAT TESTLAR1

1.Matritsalar va ular ustida amallar

1. Matritsa mazmuni gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) sonlar yig'indisi B) sonlar ko'paytmasi.
C) sonlar to'plami. D) sonlar jadvali.

E) sonlar birlashmasi.

2. J 7 j matritsaning tartibini aniglang.
A) 2x2. B) 2x3. C) 3x2. D) 3x3. E) 3*2=6.

(-2 5 0O\
3.A= 4 matritsandng elementlari bo'yicha <+ai
>6 -1 1°
yig'indini toping.
A)T. B) 4. C) 6. D) -5. E) 5.
4.Elementlari a, bo'lgan matritsa qgachon nol matritsa
deyiladi?
A) Barcha <J.«lementlarning yig'indisi nolga teng bo'lsa.
B) Barcha «.«lementlari nolga teng bo'lsa.
C) Barcha rt.~lementlarning ko'paytmasi nolga teng bo'lsa.
D) Biror satridagi barcha rt.relementlar nolga teng bo'lsa.
E) Biror ustundagi barcha e»elementlar nolga teng bo'lsa.

5.Quyidagi matritsalarning qgaysi biri  nol matritsa
bo'lmaydi?

A>(°°). BMOOO). C)(%). D)f» | *).

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.
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6.Elementlari «ubo'lgan kvadrat matritsa gachon birlik
matritsa deyiladi?

A) Barcha rt-"elementlar birga teng bo'lsa.

B) (b=l va an=0 (/#) bo'lsa.

C) Barcha «»diagonalelementlar birga teng bo'lsa.

D) Biror satrdagi barcha «.«lementlar birga teng bo'lsa.

E) Biror ustundagi barcha «,,elementlar birga teng bo'lsa.

7. Birlik matritsani ko'rsating.

»>C)m o (i »(")m

“G)m o »(")m

8. Birlik matritsani ko'rsating.

) C I| |)1 ) 4 1 " C)
’ ! W o g
D) 2 oi E) bu yerda birlik matritsa keltirilmagan
9. Qaysi shartda A va B matritsalar teng deyiladi?
A) A va B bir xil tartibli matritsalar bo'lsa.
B) A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo'lsa.
C) A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar va
ularning mos elementlari o'zaro teng bo'lsa.
D) A va B matritsalarning diagonal elementlari o'zaro teng
bo'lsa.
E) A va B matritsalarning tartiblari bir xil va mos

elementlari teng bo'lsa.

10.A matritsa bo'yicha 2A matritsani toping.

26 14 '23I
A B) (137" C)
| 10 4 18 10 4 18] JO 2,
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2. Determinantlar va ularning xossalari
1.Quyidagi IAl determinantning <2 va 2 elementlari
yig'indisini toping:

1 -4
H-0 3
-2 6
A) 5. B) 2. C) 7. D)- 6. E) 6.
2. Quyidagi IAl determinantning diagonal elementlari
yig'indisini toping:
1-4 7
m~0 9 5
-2 6 -0
A) 14. B) 0. C) 20. D) -6. E) 4.

S. g ! 4% determinantni hisoblang.

A) 14, B) -26. C) 26. D) -14. E) 0.
3 -3 . A
4. determinantni hisoblang.
A) 0. B)-12. C) 12 D) 2 E) 3.
-1 3
5. X2 | =0 tenglamani yeching.
A).v=7. B).wv=-1. C) x=2. D) v=. E)x=8 .
6. 3 x +\:1tenglamani yeching.
x -21
A)jci=. *2=1 . B) gn=-2. §23. C) *F1. e—1.
D) tenglama yechimga ega eB)dgnglama cheksiz

ko'p yechimga ega

7. Ushbu determinantni hisoblang:
13~
2 2

3 1
A) 1. B)0. C) -2. D) 4. E) 12.
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8. Ushbu determinantni hisoblang:

B-5 1
0 4 2
0 0-1
A) 0. B) 12. C) 10. D)-10. E)-12.
9. Quyidagi tenglamani yeching:
x 1
A)x=l . B)x=25. C) x=05. D) x=0. E) x=-1
10. Ushbu tenglamani yeching:
ro1-7
5 3 2 =0
10 6 4
A)x=0. B)ar=L1. C) x=2 D) xeO0.

E) tenglama cheksiz ko'p yechimga ega.

3. Teskari matritsa. Matritsa rangi

1.A va unga teskari A_| matritsalar ko'paytmasi uchun
gaysi tasdiqg o'rinli?

A) AA~l faqgat 0 lardan iborat matritsa bo'ladi.

B)AA 1 faqgat 1 lardan iborat matritsa bo'ladi.

C) AAN diagonal elementlari 0, qolgan barcha
elementlari 1 bo'lgan matritsa bo'ladi.

D)AA~] diagonal elementlari 1, golgan barcha elementlari 0
bo'lgan matritsa bo'ladi.

E) AAn ixtiyoriy kvadrat matritsa bo'ladi.

2. Qaysi shartda A matritsa maxsus deyiladi ?
A) IAI<0. B) IAI>0. C)IA1*0. D) 1A1=0. E) IAI<0.

3. Qaysi shartda A matritsa maxsusmas deyiladi ?
A) IAI<0. B) IAI>0. C) IAI*0. D) IAI=0. E) IAI<0.

4.Quyidagi matritsalardan gaysi biri maxsusmas?
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5. Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsus?

6. A va unga teskari A'l matritsalar uchun quyidagi
tengliklardan gaysi biri o'rinli emas (£- birlik matritsa, O- nol

matritsa)?
A) A A=A_A B A Al=f. C) AA=¢£.
D) AA-TAJA=0. E) A-A"1=0.

7. Agar A kvadrat matritsaning determinanti [} bo'lsa,
gaysi shartda A”lteskari matritsa mavjud bo'lmaydi?

A) [1=0. B) O<0. C) OX). 3)A4*0. E)[A=L

8. Qanday matritsaga teskari matritsa mavjud?

A) har ganday matritsaga.

B) har ganday kvadrat matritsaga.

C) determinanti 0 ga teng bo'lgan matritsaga.

D) fagat determinanti musbat bo'lgan matritsaga.

E) determinanti 0 ga teng bo'lmagan kvadrat matritsaga.

9. Teskari matritsaga doir xossa gayerda xato
ko'rsatilgan?

A) (A-)-'=A . B)(A-)"=EUT)-'. C)(AB)-"=B'A-".

D) £-'=£ . E) (A+B)-EA-'+B-".

10. matritsaga teskari A-1 matritsani toping.

< o B> N - d>(-3 v)-
E) A"lmavjud emas .
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Hayotning ikkita bezagi bor:
matematika bilan shug'ullanish va o'qitish.
Puasson

I1-BOB. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMALARI
VA ULARNI YECHISH USULLARI
§ 2.1.Bir jinsli bo'Imagan chizigli tenglamalar sistemalari va
ularni yechish usullari
§ 2.2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemalari

8 2.1.Bir jinsli bo'Imagan chiziqgli tenglamalar
sistemalari va ularni yechish usullari

Chiziqgli tenglamalar sistemasi umumiv
Ko rinishdaquyidagicha yoziladi:
“nri+*ui =

+QO73+..+a,X. =h, ,, jj

[e..x, +a,:x,+...+a-1Jf. =A.
bu yerda m - tenglamalar soni; n - no'malumlar soni;
a, (i=12./n j=12.n) -koeffitsiyentlar; bybr.ba - erkin
hadlar; xxx,..1, - noma'lumlar.
Chizigli tenglamalar sistemasi (2.1)-ni matritsa ko'rinishda
guyidagicha yozish mumkin.

A X =B,
W BL &
bu yerda aj, eB ..
0.
Sistemaning asosiy matritsasi bo'lib (mxn)o'lchovli,
Fv
.
X nomalum kattaliklar ustun matritsasi, *,

ozod hadlar ustun matritsasi.
Agar m=n bo'lsa, ko'p holda g=F{=dia (2.1) sistemaning
aniglovchisi deyiladi.
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Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish usullarid- rasm)
Chizigli tenglamalar sistemasi (2.1) Kramer, teskari matritsalar
va Gauss usullari yordamida yechiladi. Kramer va matritsalar
usuli sistemaning asosiy matritsasi maxsus bo'lmagan va kvadrat
bo’lgan holda (chizigli tenglamalar sistema uchun) go'llaniladi.
Gauss va Gauss-Jordan usullari esa noma'lumlarni ketma- ket
yo'gotishga asoslangan.

Kramer formulasi. Agar (2.1) sistema uchun »=mbo'lsa,
ya'ni nnoma'lumli» ta chizigli tenglamalar sistemasi bo'lsa,

e,.t, +a2x,+... +a:; ,x, =J]
(2.2)
+*“ x1+..+n,r, =n.
bu yerda
“ “2 o= “mocli e K
0, da au ft o] au 0., Ba A
n= *0, O = roean a. =
a., a., a ft e.j a a., a.,

Sistemaning yechimi:

qi;t . =2 ’_3 (2.3)

Ko'rinishda yoziladi va bu holda sistema yagona yechimga
ega bo lishi uchun pg* obo'lishi zarur va yetarli.
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Agar n aniglovchining gandaydir ikkita satr elementlari bir-

biriga proportsional bo'lsa, — ="-=.="-=/4 p€R , u holda

\- 0 bo'ladi. Bu holda Kramer formulasini gollab bo'lImaydi.
Misol:  Ushbu uch noma'lumli chizigli tenglamalar
sistemasini Kramer usulida yeching:
jn+2x2+3x3=1
2m +302+jt3=0
2t +jt, - 2 =0
Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlami hosil
etamiz va hisoblaymiz:

123 123

N=2 3 1=g A =0 31
2 1-1 0 1-2
113 12 1

AL=2 0 1 _—1, A3-2 30
2 0-2 2 10

Kramer formulalariga asosan sistema yechimini topamiz:

*=*= A =N =-1 x-+m
X 4 8’ *& O 18* * O 18"
Teskari matritsa usuli. n - noma'lumli tenglamalar
sistemasini quyidagi ko'rinshda yozamiz. A-X =B
bu yerda
& . A 141 (X
® - e Hro B~b$ x= o
-« A.

Agar A - matritsa maxsus matritsa bo'Imasa, u holda yechim
X =n B Ko'rinishida bo'ladi.
Misol: Ushbu tenglamalar sistemasini matritsa usulida
yeching:
2T, - 3*2 + 403 = 20
«37] +4nr2-2x3=-11
4t] +2*2 +3x3=9



Yechish: Dastlab sistemaning A matritsasini yozib, uning
determinantini hisoblaymiz:

'2-3 4 2-3 4
A=3 4-2 . A-N-3 4-2 =0,
4 2 3] 4 2 3

Demak A matritsa maxsusmas, unga teskari matritsa mavjud
va uni §1.3 dagi formulaga asosan topamiz:

. IRa | 1rB Ir -0

A-'.X rp Y., 43—17 -10 B
3 B B 16 17
Endi
X v * LE /ZD' 1'_%' %
= | - = -
A, {9 s Bin 3

ekanini aniglaymiz

Demak, sistemaning yagona yechimi jg 1, X =-2 ,x3=3
bo'ladi.

Shunday qilib matritsalar usuli har ganday tt noma'lumli ii
ta tenglamali aniq sistema yechimini oddiy wva ixcham
ko'rinishdagi

AX=B=>A-AX=a'B. IK=AB. X=AB
formula bilan ifodalash imkonini beradi. Bu formula
nazariy tadgigotlar uchun qulaydir, ammo it oshib borishi bilan
uning amaliy tatbig'i murakkablashib boradi. Bunga sabab shuki,
bu holda /“teskari matritsani topish uchun vuqori tartibli
determinantlami hisoblashga to'g'ri keladi.

Gauss usuli. Yuqorida keltirilgan (2.1) n-nomalumli m-
tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsa, uning koeffitsientlari
gatoriga ozod haldlar ustunni ham kiritamiz. Olingan matritsaga
kengaytirilgan matritsa deyiladi:



Y S
"I atl  .e «ji. b,

,a.i - b.

Kengaytirilgan B matritsa ustida bajariladigan elementar
almashtirishlar tenglamalar sistemasi yechimlar tuzimiga ta'sir
etmaydi. Elementar almashtirishlar bajarilganda belgi
go'yiladi.

Faraz qilaylik, chizigli algebraik tenglamalar sistemasi (2.1) n
noma lumli m ta tenglamadan iboart bolsasin. Tenglamalar
sistemasi hech bo'Imaganda bitta yechimga ega bo'lishi uchun
sistema asosiy matritsa (A) ning rangi kengaytirilgan matritsa (B)
ning rangiga teng bo'lishi zarur va yetarlidir (Kronkera -Kapelli
teoremasi).

(2.1) sistema yagona yechimga ega bo'lishi uchun r=«
bo'lishi kerak. Agar r<n bo Isa, u holda sistema cheksiz ko p
yechimga ega bo'ladi.

Misol: Ushbu sistemani Gauss usulida yeching:
4] - 3*2 +4jB3=20
x| +4*2 _2n3=-11
AT +2.t2+3r} =9
Yechish: Bu sistemadan noma'lumlarni birin-ketin
yo'qotamiz.
1-gadam. Sistemaning ikkinchi va uchinchi
tenglamalardan m  noma'lumni yo'gotamiz. Kasr sonlarga
kelmaslik va bu orgali hisoblashlami soddalashtirish magsadida
buni quyidagicha amalga oshiramiz. Dastlab 1-tenglamani ikkala
tomonini -3 soniga, 2-tenglamani esa 2 soniga ko'paytirib, ularni
o'zaro qo'shamiz. So'ngra 1l-tenglamani ikkala tomonini -2
soniga ko'paytirib, hosil bo'lgan tenglamani 3-tenglamaga
go'shamiz. Natijada quyidagi ekvivalent sistemaga kelamiz:



2X, -3x2+4x, =20
17x2-16x3=-82
8x2- 5x3=-31

2-gadam. Oldingi gqadamda hosil gilingan sistemaning 2-
tenglamasini -8 soniga, 3-tenglamasini 17 soniga ko'paytirib
o'zaro go'shamiz:

2x | ~3x 2 w4 fp =20
17x2-16x3=-82
43x3=129

Dastlab bu uchburchakli sistemaning 3- tenglamasidan n3=3
ekanligini topamiz.

So'ngra bu natijani sistemaning 2- tenglamasiga qo'yib,
undan \2=-2 ekanligini aniglaymiz. Yakuniy qadamda x2=-2 va
x3= 3 natijalarni sistemaning 1- tenglamasiga go'yib, undan xi=1
ekanligini topamiz. Demak berilgan sistemaning yagona yechimi
xi =1, X —=2 va ac3-3 ekan.

Quyidagi 2 noma'lumli ikkita tenglamadan tashkil
topgan sistemani Kramer va matrisalar usulida yeching.

—X-y=-5
4

49
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Quyidagi 2 noma'lumli ikkita tenglamadan tashkil

topgan sistemani Kramer va matrisalar usulida yeching.
\ax-by =a2+b:

{xcose- ysinor =cos2a

16j 217 . .
bx+av=a: +b: Xsina + vcosa =sin2a
(a +b\x- (a- b)y =4ah
[(a- B+ (a+Tv=2(e]-A2) 2.19p 2R
"a" ning ganday giymatida tenglamalar sistemasi
yechimga ega bo'Imaydi.
+tev=l -4x+ay=l+a
2.21
w-Ly =2a+3 (6+a)*+2y =3+a
|f§6x+av=4 [r+a>'=1
2.22 r+9v-3=0 2.23 (ar+y =2a
594 (o+1)t-3>'-4 =0
7 [2x-ay-i =0

"a" ning ganday qiymatida sistema cheksiz
yechimga ega bo'ladi.

29 (@+Nhr+8y =4a 9 \x+ay =1
' ax+(a+3)y=3a- | "7 lax- 3av=2a+3
+ =
(Bx+ay =3 228(— (-).v =6
2.27)
av+3v=3 [7ttt- 28v =6(a+4)
(@a+hr-y =a+2 230 1g;+;/_f2r:3|
. . -Syt2z=
+(a-l)y =2
J+(@-ly [5n-6y+3i=6
(4*+3y+2r+3=0 [6x+2.v-3i +3=0
2.31\7jr+9v-9r +8=0 2.32 Xt-3y+2z+7=0
(3or- 5v+6; +3=0 (2t+3>-5r-4 =0
flire2y-8;-1=0 i x+2r, =4
2.3315x- 3y+13r-14 =0 3T, +2jt, +4.t, =19

Ix+2y-9r +5=0
2%, +50, +X) =-5

ko'p



Quyidagi uch noma'lumli

uchta tenglamadan tashkil

topgan sistemani Kramer, Gauss va matrisa usulida yeching.

2.44.

X, +X2+X, =3
2X, - X2+X, =2
- 3%, +2x, +x, =0

2.35<i)

X, +X, +4x, =1
2X, + X2+ 6x, =2
3X, +3x2+ 13x, =2

2.365)

2X, + X2- X, +3x4 =20
5x, - X, +2Xx, - x, - 17
2.37n)

X, - X, +4X, - 2x4 = -4

X, - 2X, +4x, =6
2X, - Xr+3x, =11
4x, +x} - 5x, =9

2.38

X, +2X, - X, =9
2%, - X2+ 3%, =13

3%, +2x1-5x3=-1

2.40

2X, +X2- X, =6
3X, - X2+2x3=5
4x, +2x2- 5x, =9

2.42

2X, +X, +3x, =13
X, +X,+X, =6 2.45.

3X, +Xj +x, =8

3X, + 2%, - X, +2x, =1

2X, +X2+X, =7
X,+2X,+X, =8 2.46. ]
X, +X2+2X, =9

3X, +X, +X, - 4=0
B) X, +2X, - X,-4=0
2X, + X, +2x,-16 =0

X, +2x, —t, =7
a) 2X, - X, +Xx, =2

3%, +5x, +2x, =-7

+2X, +3%,-13 =0
, +2X2+2x%, -16 =0
, - 2X2+Sx,- 5=0

2x, - 3X, +X, =2
X, -4x, =9
, -5Xx, +2x, =17
| ]
X, +X2-3x, =-1
, -3X, +2x, =10
X, - 4x2- X, =5

|6x, +2x2- X, =2
4x, - Xx2+3%, =-3
3X, ¢ 2X, - 2X, =3

+2Xr+3x, =3
, +X2+2x, =7

, +3x2+x, =3

Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching

X, +2X, -3X, -2x4=1
-2X, -3X2+Xx, +3x4=3
bx, +9x, - 10r, -9x4=0

2.47.9)

-2v, +1t, -2r, =2
e) Ir, -2X; +x, =2
-5x, +10f: -7x3=10

si



2X, - X2-x, =17 X, +2x, =2
2.48 -4x,+2x, =-2 2.49 2x, +x2+3x3=1
6X, - 3T, +x, =-3 2x, A7X, -3x, =31

o1, +3T, +5%, +12x4 =10
250 2x, +2m +3x, +50d =4
X, + 7X2+9X, +axa =2

8§ 2.2. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemalari
Bir jinsli chiziqgli tenglamalar sistemalari
Agar(2.1) tenglamalar sistemasida A=b3»...=/»=0 bo'lsa, u
holda har doim nol (triviol) yechimga ega bo'ladi.
X, =0. x,=0 .. x.=0

Har ganday bir jinsli tenglama wuchun r(n)=r(8) shart
bajariladi.

Agar bir jinsli sistemada r{n)=r{B)=n bo'lsa, u holda sistema
fagat nol yechimga ega bo'ladi. Agar bir jinsli sistema r{n)=r{)<n,
u holda sistema noldan farqli yechimga ega.

Uch noma'lumli ikkita bir jinsli tenglamalardan tashkil
topgan sistemani ko'ramiz.

«I*1 +anxi =0

/X +Bux, +a2x, =0

Bu (2.4) sistema birgalikda bo'lib, nol yechimga ega

X, =* =X, =o.Sistemani noldan farqli yechimi topish talb etiladi.
Faraz gilaylik, x, * 0 bo'lsin. U holda

(2.4)

(2.5)

Bu (2.5) sistemani asosiy aniglovchisi D= ? e *o.
A ar



1A]))
AAH-0" a; =J_kI «l

-t, o]-a, “r Dla flj, (2 6)

Bir jinsli tenglamalar sistemasi (2.4) uchun kengaytirilgan

matritsani ko'ramiz:
kl on «. (27)

a., au a,,
IKkinchi tartibli aniglovchilar (2.7) matritsani gator va

ustunlarini o'chirish bilan topiladi.
dl o« _tioy i W

. D, =D
all ud “2 fiz
Bu belgilashlardan va (2.6) foydalanib quyidagi tenglamani
olamiz.
X D," x D
Bu yerdan

(2.8)

tenglamani olamiz.

Agar proportsionallik koeffitsientini i bilan belgilasak, u
holda (2.8) dan foydalanib, (2.6) sistema yechimini quyidagicha
yozamiz

X=Dl m=-DJ;, =Dl (-*</< ®)

Chiziqgli tenglamalar sistemasining igtisodiy tatbifljarL

Chizigli tenglamalar sistemasi iqtisodiy masalalami
yechishda juda keng qo'llanishini aytib o'tgan edik. Masalan,
xom ashyolardan foydalanishni eng katta foyda beradigan
yo'lini topish, transportda yuk tashishni tashkil etishda eng kam
xarajatga erishish, chorvachilikda mollar ozuqasi ratsionini
ugiiona tuzish va nokazo. Bunday masaiaiami 0 rgamsn va
yechish  natijasida "Chiziqli dasturlash" deb ataladigan
matematikaning yangi bir yo'nalishi yaratildi va unda chizigli

S)



(Z
tenglamalar sistemasi ko'p ishlatiladi. Bunga misol sifatida ikkita
masalani ko'ramiz.

Masala. Qandolat firmasida holva, pecheniye va vafli ishlab
chigariladi. Bu mahsulotlarni tayyorlash uchun xom ashyo
sifatida un, shakar va margarin yog'i ishlatiladi. Bir birlik
mahsulot ishlab chigarish uchun sarflanadigan xom ashyo

normasi va sex omboridagi xom ashyolaming zaxirasi bo'yicha
ma'lumotlar quyidagi jadvalda berilgan:

Bir birlik konditer mahsulotini .
Xom- . Ombordagi
tayyorlash uchun sarflanadigan xom

ashyo . xom ashyolar
turi ashyo normasi zaxirasi
Holva Pecheniye Vafli
Un 2 5 2 2350
Shakar 7 3 5 2750
Margarin 1 2 3 1400

Bu ma'lumotlar asosida xom ashyodan to'liq foydalanish
magsadida har bir konditer mahsulotining ishlab chigarish
hajmini toping.

Yechish: Holva, pecheniye va vaflining ishlab chiqgarish
hajmlarini mos ravishda X\, X2 va /™ deb belgilaymiz. Jadvaldagi
ma'lumotlar asosida uchala mahsulotni ishlab chiqarish uchun
sarflanadigan har bir xom-ashyo miqdorini topamiz va uni
ombordagi zaxirasi bilan tenglashtiramiz. Natijada quyidagi
chizigli tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

2xt+ 5m + 23 = 2350
1] + 3oz + 53 = 2750
O, +2x2 + 3I3 = 1400

Bu chizigli tenglamalar sistemasini yyqorida ko'rib o's'gan
usuiiardan biri yordamida yechib, xi=100, n:=350 Va am=200
ekanligini topamiz. Demak, gandolat firmasida 200 birlik holva,



350 birlik pecheniye va 200 birlik vafli ishlab chiqgarilsa xom

ashvo to'lig sarflanadi.
Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching. (-* </<*)

X, - 2x, +3x, =0 3 +2T; +2%x, =0
252 4x, +5%, - 6%, =0 2.53 5%, +2xr+3x, =0
2, - Sx2+2x, =0 ) X, +2x, m3x, =0
2.54 X, +4x2~3x, =0 55 2%, +3%, +X, =0
fX, - 3, +5x, =0 3%, +4x, +5x, =0
256 [7jc -9 m -UN x, =0 257 X, +2X; - 3x, =0
51, +3x2+4x, =0 4x, - 6x2+5x, =0
258 6 +5x2+6x, =0 2:59 6y -9x, +10x =O
(xX]+x, 7x}-0 x —6x, +x, =0
-6x2+x} =0 “ N oxl-xN o
X, +X2- 7xj =0 X, -X, -X, =0
2.62 5%, - Xx2- X, =0 2.63 X, +4x, +2x, =0

264 X, +4x2+2x, =0 265 2 66
3%, +7x2+3x, =0 7 I3, +7x, +3%, =0 U Ix +x2- 7x, =0

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching(-*><f <>,

+Xj- 7%, =0
-6x2+x, =0 2.68 x, +4x, +2x, =0
,-X, -x, =0 3%, +7x2+3x, =0

2% -Xj -3x, +x4=0 - 5x, +x2+x, =0
[ +3x2+2x, - 2x4=0 270! x -6x2+x, =0
X, +2X, +2X, +3x4=0 [ x,+xj-7x, =0

X :x:% =0
2.71 3x +6x, +5x, « 0
[X, +4x2+3X, =0



t, +/>r, +(@+b\x, - 0
, +ax, +(a+hb)x, =0
+Xx2+2x%, =0

X, +4X, +2Xx, +x4 =0 X, +X2-X, +x4=0
2.73 2x, - X, - 3X, +x4=0 X, +X2+X, —x4=0
3%, +2x, +2x, +3x, =0 ,+2X, - X, +x4=0
X, - X2+2x, - x4=0 X, - XI- 3X, +x4=o
2.75 X, +X,-X, t2x4* 0 2.76 x,+3x,+4x,-x4=0
X, - X2-X, +x4=0 3%, -X2-3X, +Xx4=0
, XTI -X, +2x4=0 X, +X, -3X, +X4=0
+3X2- X, +2x4=0 , +3X2+X, -3x4=0
, +2X, - X, - x4=0 L +X2-X, - x4=0
X, +X, - 3X, +2x4=0 x, -Bx, +3X,-2x4=0
2.79 2x, - 2x, - 2x, +3x4=0 [+ x, - 2x, +4x4=0
X, +X, +X. - X. =0 X, - X2+ 2X, +x4=0

Takrorlash uchun savollar

1. Chizigli tenglamalar sistemasi qanday Kko'rinishda
bo'ladi?

2. Sistemaning Kkoeffitsiyentlari, noma'lumlari va ozod
hadlari deb nimaga aytiladi?

3. Sistemaning yechimlari qanday ta'riflanadi?

4. Qachon sistema birgalikda yoki birgalikda emas deyiladi?

5. Qachon sistema aniq va qachon anigmas deyiladi?

6. Qaysi shartda chizigli tenglamalar sistemasi yagona
yechimga ega?

7. Qaysi shartda chizigli tenglamalar sistemasi cheksiz ko'p
yechimga ega?

8. Chizigli tenglamalar sistemasi matritsa ko'rinishda
ganday yoziladi?

9. Sistema matritsa usulida ganday yechiladi?

10. Matritsalar  usulining ganday qulayliklari  va
kamchilikiari bor?

11. Sistemani  Kramer usulida yechishning mohiyati
nimadan iborat?



12.Sistemaning asosiy determinanti deb nimaga aytiladi?

13.Sistemaning yordamchi determinantlari ganday hosil
gilinadi?

14. Sistema yechimi uchun Kramer formulalari ganday
ko'rinishda bo'ladi?

15. Qachon tenglamalar sistemasi ekvivalent deyiladi?

16. Gauss usulining mohiyati nimadan iborat?

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASIGA DOIR
NAZORAT TESTLARI
1. Chiziqgli tenglamalar sistemasi
1.Quyidagi sistemalardan gaysi biri chizigli tenglamalar
sistemasini ifodalaydi?

4N :A
B) * *2
2. Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi koeffitsientlarining

yig'indisini toping:
3jc, - 2x2 =5
2jc, - 3x2=0
A) 10. B)O. C)5. D) 15.
E) to'gri javob keltirilmagan.

3. Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi ozod hadlarining
ko'paytmasini toping:
AT, +1x-, =6



(1

A.Ta’rifni to’ldiring:a, p va y sonlari uch noma'lumli
chizigli tenglamalar sistemasining yechimi deyiladi, agarda ular
sistemaning....... tenglamasini ayniyatga aylantirsa.

A) birinchi. B) ikkinchi. C) birorta.

D) kamida bitta .  E) uchala.

5. Qachon chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda deb
ataladi?

A) yechimga ega bo'Imasa.

B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa.

D) cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa.

E) keltirilgan barcha hollarda.

6. Qachon chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda emas
deb ataladi?

A) yechimga ega bo'Imasa.

B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga
ega bo'lsa.

E) to'gri javob keltirilmagan.

7. Qachon chizigli tenglamalar sistemasi aniq deb ataladi?

A) yechimga ega bo'Imasa. B) kamida bitta yechimga ega
bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechim
ega bo'lsa.

E) keltirilgan barcha hollarda.

8. Qachon chizigli tenglamalar sistemasi anigmas deb
ataladi?

A) yechimga ega bo'lmasa. B) yechim ega bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechim
ega bo'lsa.

E) kiiuriigan barcha hoiiarda.

9. Kroniker-Kapelli ~ teoremasi  shartini  ko‘rsating:n
noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi AX=B birgalikda



bo'lishi uchun uning matritsasi A va kengaytirilgan /1" matritsa

ranglari r(A) va r(J1y ... shartni qanoatlantirishi zarur va
yetarlidir.

A)r()>r(n"). B) r(J1) < r(J1H. c) r(1) =r(s).

D) r(1) * r(N8). g) r(J1) = r(J1H=m.

10. Qaysi shartda uch noma'lumli uchta chiziqgli

tenglamalar sistemasi AX=B birgalikda bo'Imaydi?
A) r(1) = r(1"). B) r(J1) =3, r(1=3. c¢) r(J1) =2, r(/1"M=3
D) r(1) =2, r(NB)=2. ) r(J1) =1, r(1"=1.

2.Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer va Gauss
usullarida yechish

I.Ushbu ikki noma'lumli chizigli tenglamalar
sistemasining asosiy determinant gayerda to'gri ko'rsatilgan?

aW\+aWx2=b\
a2\ +<*22%2 = V

« b\ a2 «
A) 11 h\ B) cy M h\
@1 *2 b2 a2 al2 b2
D) «ll «12 £) «1  «12
«l  «22 ft, b2
2.Chiziqli tenglamalar sistemasinining asosiy i}

determinantining gqiymati ganday bo'lganda uni yechish uchun
matritsalar usulini go'llab bo'Imaydi?

A)ga-+o. B)4=0. c)ya>o. D)a<o.

E) ko'rsatilgan barcha hollarda go'llab bo'ladi.

3. Matritsaviy ko'rinishda yozilgan AX=B chiziqgli
tenglamalar  sistemasi yechimining formulasi gayerda to'gri
ko'rsatilgan?

A) x =BA. B) X =1 B_|. c) X =8_1N.

r> v = a-i.B. E) X = B A\

4. Matritsaviy ko'rinishdagi AX=B tenglamani yeching.
Bunda



<&|

-0 1) - -0 -
a>*=(»)m c>*-0- “»'m(})

E) sistema yechimga ega emas.

5. Chiziqli tenglamalar sistemasinining asosiy il

determinantining qiymati qanday bo'lganda uni yechish uchun
Kramer usulini go'llab bo'Imaydi?
A)4*0. B)A=0. C)A>0. D) 4,<0.
E) ko'rsatilgan barcha hollarda qo'llab bo'ladi.
6. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalr sistemasi
berilgan:
la,ar, +al2x2 =*,

Ja2X] + 02x2 =h2

Quyidagilardan gaysi biri sistemaning asosiy
determinantiga teng emas?
A) «dl 2 - B «ll «@2 -0 Il & - D)- Q1«2
Q@ «2 QA 42 Q2 «2 «ll «2

E) Hamma ko'rsatilgan determinantlar asosiy determinantga
teng.
7. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalr sistem:
berilgan:
fa,*, +0,,x2 =6,
la,ar, + a22r2 =V
Agar bu sistemaning asosiy determinanti

a=a" *12*0
a2 a2
bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri to'gri?
A) sistema yechimga ega emas.
B) sistema yagona yechimga ega.
C) sistema cheksiz ko'p yechimga ega.
D) sistema fagat nol yechimga ega.
E) sistemaning yechimi yo'q yoki cheksiz ko'p .



8. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalr
sistemasi berilgan:
fa, @, +alx2=h,
le2iX, +a22x2=h2"
Quyidagilardan gaysi biri sistemaning yordamchi
determinantiga teng emas?
N h2 B) a1 c) n -”-12: D) I«
a2 a» @1 h2 a2 by b2
E) Hamma  ko'rsatilgan determinantlar  yordamchi
determinantdir.

9. Agar
+ al2x2 =A,

ifl12P +a22 =72

ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasining asosiy
determinanti O*0 va yordamchi determinantlari Ai,A2 bo'lsa,
sistemaning yechimi uchun Kramer formulasi qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?

A) x, =0, <0,m=02<4. B) jn=0+0x =4, +[.

c)x =4, -A,x}=4,-A. D) x=A-A,xr=4-4,.

E) X =4./0.x, =p./4.

10. Agar
fa,,x, +al2x2 =b,

1B2JX] + <»22*2 =b2

ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasining
asosiy determinanti A=0 va yordamchi determinantlari Ai=A>=0
bo'lsa sistemaning yechimi to'grisidagi qaysi tasdig o'rinli
bo'ladi?

A) yechim yagona.

B) yechim cheksiz ko'p.

C) yechim mavjud emas.

D) yechimlar o'zaro teng.

E) yechim nolga teng.
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3. Chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy holda yechish.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi

1. Chiziqli sistemada tenglamalar soni m ta va noma'lumlar
soni n ta bo'lsa, ular orasida ganday munosabat o'rinli bo'la
olmaydi?

A)m<n. B)ym>n. C)m=n. D) m*n.

E) keltirilgan barcha munosabatlar o'rinli bo'la oladi.

2. Umumiy holda n noma'lumli m ta tenglamali chiziqli
sistemani yechishda gaysi shart bajariladi deb hisoblanadi?

A)m=n. BmEn. C)m<n. D) m*n. E) m>n

3. n noma'lumli m ta (m < n) tenglamali AX=B chizigli
sistemada r(J1)=r(J1")=r bo'lsa, uning asosiy o'zgaruvchilarining
soni s gaysi shartni ganoatlantiradi?

A)s=r. B)s>r. C)s<r. D) s*r. E)s>r.

4. n noma'lumli m ta (m < it) tenglamali AX=B chiziqli
sistemada r(/1)=r(J1g)=r bo'lsa, uning erkli o'zgaruvchilarining
soni tgaysi shartni ganoatlantiradi?

A)t=r. B) f=n+r. C)Mi-r. D) t=nmr. E)t=r-n.

5. Ushbu 3 noma'lumli 2 ta chiziqli tenglamalar sistemaning
umumiy yechimini toping:

NM - 2m +Xj=1
t, +x2- XY =1
I|=1 xI=(C +23)/4 X, =(C-3)/2
A) X2=C+1. B) X2=(3C +1)/4. C) x2=(C+1/2
a3=C x,=C
I —1+c]~cC2 r,=1+C
D) x2=C2 E) m=-2C.
x,=C, X =C
6. Ushbu 3 noma'lumli 2 ta chizigli tenglama
sistemaning umumiy yechimini toping:
(x-r.— =!I

{ar, - x2+J, =T
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X, =1 x=C+1 x, =C+1
A) @ =C+l. B) Xj=C . C) =0
&, =C T =0 x,=C
X, =1+C, +C, X =1+c
D) x.=Cr . E) x2=-2C.
X, =C, x3=C

7.Ushbu 2 noma'lumli 3 ta chiziqli tenglamalar sistemaning
yechimini toping:

2X, -2X, =1
x.+jt, =1
3T, -x, =2
B)jx*e3C/4 C){{q 3C/4. D)I*' 3 4.
A){V-c4- { x=C la=c/4 [, =1/4

E)sistema yechimga ega emas.

8.Ushbu 2 noma'lumli 3 ta chizigli tenglamalar sistemaning
yechimini toping:

2X, - 2x: =1
X, +x2=1
m-m=1
fx, =C/4 fx,=3C/4 T, =3C/4 \x,=3/4
A>U ,=C e« {x,=C/4

E)sistema yechimga ega emas.

9.Agarda to va to chiziqli tenglamalar sistemasining ozod
hadlari bo'lsa, qaysi shartda sistema bir jinsli bo'Imasligi
mumKkin?
A)to=to=0. B)6,2+/,2=0. C) Itol+Itol=0. D) Ibi\- Itol-O.
E) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinsli bo'ladi.

I0.Agarda bi va to chiziqgli tenglamalar sistemasining ozod
hadlari bo'lsa, gaysi shartda sistema bir jinsli bo'ladi?

A) | tolel toI=0. B) 1 bil/l tol=0. C)ltol/1tol=0.

D) Itol+1 to!=0. E) Itol - 1tol=0.
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Insonning gimmati emas siymu zar.
Insonning gimmati ilm ham hunar.
Bedil

I11-BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI
83.1. Vektorlami qo'shish va ularni fazodagi tasviri
§3.2. Skalyar va vektor ko'paytma va uning xossalari
8 3.3. Aralash ko'paytma Ba uning xossalari
83.4.Vektori (chizigni) fazo va n-o'lchovli vektor. Yevklid
fazosi.Chiziqli operatorlar Ba kvadrat formalar

3.1. Vektorlarni go'shish va ulami fazodagi tasviri

Hayotda uchraydigan barcha kattaliklar matematikada ikki
turga, skalyar va vektor kattaliklarga ajratiladi.

T A" R | F 1. Fagat sonli giymatlari bilan aniglanadigan
kattaliklar skalyarlar deb ataladi.

Masalan, massa, hajm, uzunlik, modda zichligi, guruhdagi
talabalar soni skalyarlar bo'ladi. Skalyarlar a, B,C kabi
belgilanadi.

T A" R 1F 2. Sonli gqgiymati va yo'nalishi bilan
aniglanadigan kattaliklar vektorlar deyiladi.

Masalan, kuch, tezlik, bosim, harakat, oqim vektor
kattaliklar bo'ladi. Vektorlar a,B,c kabi belgilanadi.

TA'"R 1 F3:a vektoming sonli giymati uning moduli yoki
uzunligi deb ataladi va \a kabi belgilanadi.

Geometrik nugtai-nazardan vektorlar yo'naltirilgan
kesmalar singari garaladi. Yo'naltirilgan kesmaning boshi A va
oxiri B nuqtada bo’lsa, tegishli vektor AB kabi belgilanadi.
Bunda A nuqta vektoming boshi, B nuqta esa vektoming uchi,

kesma uzunligi vektor uzunligi deyiladi, ya’ni AB\= AB.

T A" R | F 4: Boshi va uchi bitta nugtadan iborat bo'lgan
vektor nol vektor deyiladi.
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Nol vektor 6 kabi belgilanib, uning moduli jo=o0b 'ladi. Bu
=cktor yo'nalishi to'g'risida so'z yuritib bo'Imaydi.

T A" R I F 5 Bir to'g'ri chizigda yoki parallel to'g'ri
chiziglarda joylashgan vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

Masalan, ABCD parallelogramm bo'lsa, AD vaBC, IB va
CD vektorlar kollinear, AD va AB , AC va AB vektorlar esa
kolllinear bo'lmaydi.

jzoh. Nol vektor 0 har ganday a vektorga kollinear deb
hisoblanadi.

JJA'R 1_L6; Ikkita a ,e vektorlar teng deyiladi vaa=« kabi
belgilanadi, agarda quyidagi uchta shart bajarilsa:

1. ava B vektorlar kollinear;

2. a vae vektorlar bir xil uzunlikka ega, ya'ni «=«;

a va« bir xil yo'nalishga ega.

Masalan, ABCD parallelogrammda AD=BC, AB = DC
bo'ladi. Bu erdan vektorlami parallel ko'chirish mumkinligi
kelib chigadi.

Endi ikkita a va« vektorlami qo'shish va avirish amalini
kiritamiz. Buning uchun parallel ko'chirish orqgali ularning
boshlarini bitta A nuqgtaga keltiramiz. Unda bu vektorlami o=

*D,e=AB kabi belgilab, ABCD parallelogrammni hosil
gilamiz.

a 3.1-rasm

Bu holda a va a vektorlaming vyig'indisi deb

Parallelogrammning A wuchidan chiquvchi diagonalidan hosil

S’lingan AC vektorga aytiladi va a +e kabi belgilanadi. Bu



Ly
vektorlarning a-es ayirmasi parallelogrammning B uchidan

chiquvchi diagonalidan hosil gilingan BD vektorga aytiladi.

3.2-rasm
Vektorlarni go'shish amali quyidagi xossalarga ega:
1. ate=e+a 2.(a+e)+c=a+(e+c) 3. a+0=a
TA"RIF7__ a vektomi \ songa (skalyarga)
ko'paytmasi deb, \a kabi belgilanadigan va quyidagi shartlar
bilan aniglanadigan vektorga aytiladi:

1. la=X] 4, ya'ni vektorning uzunligi. § marta o'zgaradi;

2. kava a vektorlar kollinear;

3. A>0bo'lsa ka vaa bir xil yo'nalgan,

n<0 bo'lsa ka vaa garama-garshi yo'nalgan.

Masalan, ABCD trapetsiya bo'lib, uning asoslari AD=8
vaBC=4 bo'lsa, unda AD=2BC \aAD=-2CB tengliklar o'rinli
bo'ladi.

|l z o /i)=0 bo'lsa, har ganday a vektor uchun 0 a=0
bo'ladi.

Vektorning songa ko'paytirish amali quyidagi xossalarga
ega:

1. 2.(Pu )=P(?.<i) 2. (Ax]i)a=A.ax(ia

3. k(a te)=ka tke



Bu yerda a vap ixtiyoriy sonlar, a va « ixtiyoriy

vektorlardir.
j A'R 1 F 8 (1) a vektor a vektorga garama-garshi

vektor deyiladi va -a kabi belgilanadi. Bunda doimo a+(-a)=o0

bo’ladi-
Endi bir tekislikda joylashgan vektorlarning koordinatalari

tushunchasini kiritamiz. Buning uchun bu tekislikda XOY
koordinatalar sistemasini olamiz. OX(OY) koordinata ugqida
joylashgan, musbat yo’nalishda yo’nalgan va uzunligi birga
teng bo'lgan i(j) vektorni kiritamiz. Kiritilgan i va/
vektorlar ort vektorlar yoki gisqgacha ortlar deb ataladi. Endi
berilgan a vektorni yo'naltirilgan kesma sifatida garab, uning
OX vaOY o'gdagi proektsiyalarini qaraymiz. Bu proektsiyalar
ham yo'naltirilgan kesma bo’lib, ular a vektorning OX vaOY
o'qdagi proektsiyalari deb ataladi va a, , ay kabi belgilanadi.

Unda, vektorlami qo'shish tarifidan foydalanib, a =a, + a
tenglikni yozish mumkin.

Endi a vektor proektsiyalarining uzunligini ay =gl «, =y
kabi belgilaymiz. a, vai ort va y ort) kollinear vektorlar

bo'ladi, chunki ular OX(OY) koordinata o'gida joylashgan. Unda
lI=i=1bo'lgani uchun, vektorlami songa ko'paytmasi ta'rifiga

asosan, a, nxi vao7 =¥j deb yozish mumkin. Bu erda a, va/
ort bir xil yo'nalgan bo'lsa, x=ax deb, garama-qgarshi yo'nalgan
bo'lsa, x=-la |deb olinadi. Xuddi shunday tarzda u qiymati =*
kabi olinadi.Bu holda tekislikdagi ixtiyoriy a vektorini /va
J ortlar orgali
a=xi+yj (3.1)
ko'rinishda yozish mumkin.

TA'RIF 9 (3.1) tenglik a vektorning ortlar bo'yicha
yoyilmasi, X va y sonlari esa uning koordinatalari deb
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ataladi va a (x,y) kabi ifodalanadi.

Masalan, a=2i-3j vektorning koordinatalari n-2, y= ~3
bo'ladi.

Nol vektor uchun 0 = 0e1+0-j bo'lgani uchun uning
koordinatalari n=0, y=0 bo'ladi.

Har ganday a vektor uzining x vay koordinatalari bilan (3.1)
tenglik orqali to'liq aniglanadi. Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning tengligi, kollinearligi va ular ustidagi qo'shish,
ayirish, songa ko'paytirish amallarining natijalari oson
aniglanadi.

TEOREMA 1:a (xi.yi) va«(x2y2) vektorlar teng bo'lishi
uchun ularning mos koordinatalari teng, ya’ni xX\~xr , yi=yi
bo'lishi zarur va etarli.

TEOREMA 2:1n (xX\y\) \as(xr,yr) vektorlar kollinear bo’lishi
uchun ularning mos koordinatalari proportsional, ya'ni

— = =*=> :ky2
Xz Y2
bo'lishi zarur va etarli.

Masalan, a (3,-2) vae(9,-6) kollinear vektorlar, chunki

9/3»(-6/-2)=3.

TEOREMA 3:a (jci,yi) vae(x2y2) vektorlar yig'indisi yoki
ayirmasining koordinatalari mos koordinatalaming yig'indisi
yoki ayirmasiga teng bo'ladi, ya’ni

a (.viyi) B(xr,yr)= c(x\&xr, yityi)

Masalan, a (4,-2) vae(5,9) bo'lsa, a +e=(4+5,-2+9)=(9,7), a -e
=(4-5,-2-9)=(-1,-11) koordinatali vektorlardan iborat bo'ladi.

TEOREMA 4:a (x,y) vektorning X songa ko'paytmasining
koordinatalari uning har bir koordinatasini X songa
ku paytiiishUan hosil bo'ladi, ya'ni Xa (x,y)=c{Xx/Xy)

Masalan, a (4,-7) bo'lsa, 3a =(3-4,3 (-7))=(12,-21) koordinatali
vektor bo'ladi.



Bu teoremalarning isboti talabalarga mustaqil ish sifatida
j~riladi-

Fazodagi vektorlaming koordinatalari tushunchasini
kiritish uchun OX, OY vaOZ o'glari bo'yicha i.j vak ort
vektorlami kiritamiz. Unda yo'gorida Kko'rsatilgan singari,
fazodagi ixtiyoriy a vektomi

a=xi+tyj+z-k

ko'rinishda yozish mumkin bo'ladi. Bu tenglik a
vektoming ortlar bo'yicha yoyilmasi deb atalib, undagi X,y vaz
sonlari uning koordinatalari deyiladi va a (X,y,z) kabi yoziladi.
Fazodagi vektorlar uchun ham yuqorida ko’rilgan
teoremalardagi tasdiglar o'rinli bo'ladi.

3.1-3. 30. AB vektoming koordinatasi va uzunligini
toping.

3.1. N(1;13), B(2;2;3) 3.2, 74(0:1:3), A(];2:3)

3.3. /<(0L-D). 1A(];2;0) 3.4, 4(2;2:3), B(3;2:4)

3.5. /4212. B(3;2;2) 3.6. /<011). fi(l;2:2)

3.7. N(0;1,4), S(1;2;4) 3.8. /<11D. B(1:2;2)

3.9. J{0;-4;3X 5(1;-3;4) 3.10. >(2hl  A0:1;,2)

3.11.71(2;1;3), 5(3;2;4) 3.12. >f(O;lIX 5(1:2:2)

3.13. 742 1;3), 5(3;2;4) 3.14. /<(2;0:7), 5(0;2;4)

3.15. /<(8;2;-5), 5(7;1;4) 3.16. N(-2;1;3), 5(5:1;2)

3.17. 74(2;-1;4), 5(5;2;3) 3.18. /4(3;1;3). S (2;2:;-)

3.19. 74(2;2;3), 5(3;1;3) 3.20. /4(0;7;3), 5(4;7;-5)

3.21. /4(4:-3;2), 5(1;2;3) 3.22. 4511, 5(6:2;1)

3.23. )K0:4;21 5(3:6:-4) 3.24. AE3:2\ n

3.25. /74(0;-2;1), B(2;0;3) 3.26. -4(2;-2:3). B(2:1,7)

3.27. AL33X 5(24:2) 3.28. /4(2;0;-1X 5(4;2:0)



3.29. N(1;3;-2X S(3;2;0) 3.30. ~(I;3;-1X  A(3;1,0)

3.31.Koordinatalar boshidan M(22;-3;4) nuqtagacha bo'lgan
masofani aniqlang.

3.32. r(0; 2;-3) radius vektorning ortlar bo'yicha yoyilmasini
yozing va modulini hisoblang.

3.33. N(-2;+1+3) wva fi(0;-1; +2) nuqtalar orasidagi
masofani toping.

3.34. 5{3;2;7} va ft{4, I;-5} vektorlar yig'indisini va ayirmasini
toping.

3.35. Uchlari A(5;2;6), B(6;4;4), C(4;3;2) va D(3;1;4) nugtalarda
bo'lgan to'rtburchakning kvadrat ekanligini tekshiring.

3.36. a va p laming ganday giymatlarida
J =271+ + * ©£=3f- 6y+pii vektorlar kollinear bo'ladi?

3.37.Uchlari  A(2;1;-4), B(I;3;5), C(7;2;3) va D(8;0;-6)
nuqtalarda bo'lgan to'rtburchakning parallelogramm ekanligini
isbotlang va parallelogramm tomonlarining uzunliklarini toping.

3.38. A(-1;2;3), B(2;-I;1), C(I;-3;-2) va D(-5;3;3) nugtalar
trapetsiyaning uchlari bo'lishini tekshiring.

3.39. AB kesmaning boshlang'ich nuqtasi A(-1;2;4) va uni 1/2
nisbada bo'luvchi C(2;0;2) nuqta berilgan. B uchining
koordinatalarini toping.

3.40.Uchlari A(l;2;3) va B(4;2;-1) bo'lgan AB kesmani teng
ikkiga bo'luvchi M nuqtaning koordinatalarini toping.

3.41. AB kesmaning boshlang'ich nuqtasi /1(-1;3;2). Uni teng
ikkiga bo'luvchi nuqta esa C(2;0;2) bo'lsin. B uchning
koordinatalarini toping.

3.42. Boshlang'ich nuqtasi A(-1;3;2), oxirgi nuqtasi B(0;l;4)
bo'lgan AB vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

3.43. a vektor Ox o'q bilan a=45", Oy o0'qg bilan p =60"
burchak hosil giladi. Agar FJ=5 bo'lsa, uning koordinatalarini

aniglang.



344. Uchlari A(5;3;-10), B(0;l;4) va C(-1;3;2) nuqtalarda
bo'lgan uchburchak berilgan. B ichki burchak bissektrissasining
, 'naltiruvchi kosinuslarini toping.

N 3.45. a va b vektorlar orasidagi buchak =~ ga teng va
11 *1]“3erar>1” ¢ =2a +3b vektorning uzunligini
hisoblang.

3.46. a va h vektorlar orasidagi burchak w=~ ga teng.
alw; r=4. c-30 +2* vektorning uzunligini hisoblang.
3.47. Agar |e|<>2 H=4 va bo'lsa? 3za*ah va

vektorlar a ning ganday giymatlarida o'zaro perpendikulvar
bo'ladi?

3.48. a va * vektorlaming koordinatalari berilgan:

5=7/+2j +3k, h=2/-2j+4k .

Bu vektorlaming skalyar ko'paytmasini toping.

3.49. Uchalri A(-1;5;1), B(l;l;-2) va C(-3;3;2) nuqtalarda
bo'lgan uchburchak berilgan. AC tomonni davom ettirishdan
hosil bo'lgan tashgi burchakni aniglang.

3.50. Uchalri A{-2;3;1), B(-2;-1;4) va C(-2;-4;0) nuqtalarda
bo'lgan uchburchak berilgan. Bu uchburchakning C ichki
burchagini hisoblang.

3.51. s,b va ¢ vektorlaming koordinatalari berilgan:

S{l;-4;8}««r -4y +8%, 6{4;4;-2}«4F +4y-2*. ¢{23;6] =2i +3] +6* .
(b+c) vaktor 5 vektordagi proyeksiyasini toping.

3.52. H=8 H=15 aft=9% berilgan. a vektorning n vektor
bilan vektor ko'paytmasining uzunligini toping.

3.563. Uchalari A(l;2;0), B(3;0;-3) va C(5;2;6) nuqtalarda
k° lgan uchburchak yuzini hisoblang.

3.54, ab =-3/- 2] +6* va ec»-2+4y+4* vektorlar aabc
t°nionlari. ad balandlikning uzunligini hisoblang.

*



3.55. 0{6,0;2), /X{152} vektorlardan tuzilgan parallelogram,
mning yuzini va diagonallarining uzunliklarini toping.

3.56. Vektoming koordinatalarini ayting: 1)3/ +2]-5k ;

2) 2i- K;3) 05/ +-J2j;

4) 3*;5) -4/ ;6) 6 .

3.57. Quyidagi vektorlar berilgan: 1) a=27+3}-5x ; 2
ft- -i -2j +3k. Ularning koordinatalarini toping.

3.58,A(4;-3;2) va B(-2;4;-3), M(0;5;) wva N(-4,0;-3)
nuqgtalaming koordinatalarini bilgan holda AB va MN
vektorlarning koordinatalarini toping.

3.59. a=(2;3-4). ft=(-1;2;1) va ¢ =(3;0;2) vektorlarning
koordinatalarini bilgan holda quyidagi vektorlarning
koordinatalarini toping: 1) a+b; 2) a+c; 3) a+E-c;4) 3e;

5) -a+2c; 6) 2a+3ft-2c.

3.60. Ikki vektoming kolleniarlik shartidan foydalanib,
quyidagi vektorlarning kolleniar emasligini tekshiring: 1)
a=(2 5—4/3;4/5) va b =(3/5—1/2;6/5);

2) ¢ =(-6;1/3;3) va d =(-2;1/9;-1/3).

3.61. it va p ning ganday qiymatlarida a=(-3;«4) va
b =(- 24.p) vektorlar kolleniar bo'ladi?

3.62. Vektoming uzunligini hisoblang: 1) a=-J-2j +2k;

2)b=/+2j-3k; B)c=i-k;4)d=-3k.

3.63. a+b vektoming uzunligini hisoblang; bunda: 1)
I =(-52:0); 6=(-2;2;-1);

2) a=(1;-2;3); b =(-1;2;-3).

3.64. Agar a=(20,0 , A=(l;;-) bo'lsa, 3a+2b vektoming
uzunligini hisoblang.

3.65.Agar A(5;3;) va B(4;5-1) bo'lsa, nB vektoming
n7nnligini hisoblang.

3.66. Agar A{8;0;6), B(8;-4;6), C(6;-2;5) bo'lsa, AB,BC va CA
vektorlardan hosil bo'lgan uchburchakning perimetrini toping.



367. 51kesma (bunda A(7;2;-3), B(-5;0;4) C nugta bilan
4 Jrel-l®@] =15 n*s”atda bo'linadi. C nuqtaning koordinatalarini

toping-
3.68. \LLJ kesma uchlarining koordinatalari bilan berilgan:

N(4'2;-3)/ B(6;-4;-1). Bun kesmani teng ikkiga bo'luvchi C
nuqgtaning koordinatalarini toping.

3.69. XA\ kesma uchlarining koordinatalari berilgan: A(3;-2;-
5) va B(7;6;-1). Kesmani A=PTCL|G]=1:3 nisbatda bo'luvchi C
nugtaning koordinatalarini toping.

3.70. Agar uchburchakning uchlari A(7;-4;5), B(-1;S;-2) va
C(-12;-1;6) bo'lsa, uchburchak medianalarining kesishgan
nugtasini toping.

3.71. a=1i-2j +2k vektor bazis vektorlar bilan tashkil etgan
burchaklaming kosinusini toping.

3.72. Quyidagi vektorlarning bazis- vektorlar bilan tashkil
etgan burchaklarining kosinuslarini toping: 1) a=7+y+* ; 2)
b=(4n00); 3) c=-1-3*; 4) d =37.

3.73. a»(4-3i) va A=(5;-2:-3) vektorlarning skalyar
ko'paytmasini toping.

3.74. Vektorlarning skalyar ko'paytmasini toping:

1) a=(3;-2;1) va b =(4;-7;-3);

2) ¢ =(2/3;-5/6;1/4) va d =(3/2:6/5;4/3).

3.75. B*7 +3y-*, 6»-27-4.7+3* va c=47-2.7-3* vektorlar
berilgan. Dastlabki ikki vektor yig'indisining uchinchisiga skalyar
KO paytmasini toping.

3.76. a =-47 -3y +5* va h*-27 +3y+* vektorlar berilgan. Ular
Orasidagi burchakni toping.

3.77. a=il-4k va ®»=57-12* vektorlar orasidagi
Aurchakni toping.

*>/8 a=(—22—+> va 0=(-6;3;6] vektorlar orasidagi
burchakni toping.



(i

3.79. Agar e=(l;-1;2) va b=(0;2;l) bo'lsa, a+b
vektorlar orasidagi burchakni toping
3.80. Uchburchakning uchlari berilgan: A(-1;4;1), B(3;4;-2)
A

va C(5;2;-1). cos(E;Q\.BC) ni toping.

A

3.81. ABC uchburchakda cos(a,EB) ni toping, bunda
A(1;1;5),B(-2;0;7),C(-3;-2;5).

3.82. Vektorlar perpendikulyarni, tekshiring. 1) a =(3;0;-6)
va b= (4;7;2);

2) ¢ =(=3;2;5) va d =(6;-3;]).

3.83. Uchburchak berilgan: A(2;4;5), 6(-3;2;2), C(-1;0;3)
M I oc ekanini ko'rsating.

3.84. Agar a=p+2q va b=5p-4ij ekani ma'lum bo'lsa, p va
“birlik vektorlar ganday burchak tashkil giladi?

3.85. Berilgan: H=4, =6, = Sxb ni toping, bunda

1) 9=0;

2) £=90"; 3) w=150"

3.86. a=2+3]-4k va b=1-j +3k vektorlarning vektor
ko'paytmasini toping.

3.87. a=2i+j+2% va b=ii +29+2k vektorlarda yasalgan
paralellogrammning yuzini toping.

3.88. a=1+j-K va b=2-j+2 vektorlarda yasalgan
paralellogrammning yuzini toping.

3.89. Uchining koordinatalariga ko'ra uchburchakning
yuzini toping: A(2;-3;4), B(3;2;-3) va C{3;-2;1).

3.90. Ordinata o'gida A(l;-3;7) va B(5;7;-5) nuqtalardan
baravar uzoqlikdagi nuqgtani toping.

3.91. a)lkkita vektor berilgan: S-ii +2j-sk va
b--27+3y+4* a+b va a-b vektorlarning koordinatalarini toping.

b) Parallelogramning uchlari A(l;-2;3), B(3;2;1), C(6;4;4)
D(x;y;z). D uchining koordinatalarini toping.
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3 92. a) ab=s vektor uchlarining koordinatalari berilgan:
48(-4-13), B(2;-5;6). a vektorning bazis vektorlar bilan tashkil
lean burchaklaming kosinuslarini hisoblang.
b) </(0723) vektor a(;2:ih(-1:42) va c(-1:-1:6) vektrolarning
chizigl* kombinatsiya koeffisiyentlarini toping.
3.93. a) a-(2;2-i) va ft=(-3;6;-6) vektorlar berilgan. Bu
vektorlar orasidagi burchakning kosinusini hisoblang.
b) Parallelogramning ikkita uchining A(l;3;-3), B(2;-5;5) va
dioganallari kesishish nuqtasining koordinatalari 0(1;1;1). C va
D uchining koordinatalatini toping.
3.94. a) a=27+7 va Pb=-y +Kk vektorlarda parallelogramm
vasalgan. Uning diagonallari orasidagi o'tkir burchakni toping.
b) 4 vektor a, b, ¢ vektorlaming chizigli kombinatsiyasi
bo'ladimi? Chizigli kombinatsiya koeffisiyentlarini toping.
e(1;3,5X *(0:4:5), c(7;-8;4)1 J(2;-1;3)

3.2.Skalyar va vektor ko'paytma va unmg xossalari

Ikki vektorning skalyar ko'paytmasi deb shu vektorlar
modullarining ular orasidagi burchak  kosinusi  bilan
ko paytmasiga aytiladi. Quyidagi a va £ vektorlaming skalyar
ko'paytmasi a-b ko'rinishida belgilanadi. Demak,

a-fc = |a].]/>]cos<(? (3.2)
Skalyar ko'paytmaning xossalari
(ara/>)=(@a/))=a[a,b), a =const;

2)(a,ft)" o;

3)a b=b-So'rin almashtirish gonuni.

4)a(b+c) =a b+a c targatish gonuni.

5)Agar op> bo'lsa ab-zab Xususiy holda
«O* UdJcos" =al# [J=Js7*;
6)agar aLb bo'lsa ab =abcos9(f =0;

T)ortlari skalyar ko'paytmasi
I j*0, ~j-k«0,i'k*0,7-i* L j-j=Lii=1
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8) agar vektorlar af{a,,a,,a;} va koordinatalar orqali
berilgan bo'lsa,ab =a,b, +afbY+a.b.
Ikki vektor orasidagi burchak

ab a,b,+arh +a,b,
| \e- +al +e- 4 b-+bl +b- 3)
Parallelik sharti: b=Ta Yyoki — =— = =m
a, f a,
Perpendikulyar sharti b=0 yoki <jA+“A +e6, =0
1-masala. b(x,y,z) vektorning modulini toping.
Yechish. Skalyar ko'paytmaning 5) xossasiga asosan
a=Voe =-JX-X+y-y +2-Z =JXx2+y2+22 (3.4)

Masalan, u(3,4,12) vektorning moduli
a|=n/32+4J3+ 12: =V9+16 +144=VI69=13

2-masala. &> (x\\y\zi) va s (xiyi,zi) vektorlar orasidagi ¢
burchakni toping.

Yechish. (3.3) formulaga asosan ikki vektor orasidagi
burchak

ab a,b,+a b,+a.b.
MM Ne + Ne +bl+b; eng

Masalan, B(1,0,1) va« (0,1,1) vektorlar orasidagi ¢ burchak

uchun
comp=- 10+01+11 1
VI2+0* +12VI2+02+12 2

natijani olamiz va undan =60° ekanligini topamiz.

3-masala. bf.xi.yi.zi) va« (x2,y2,22) vektorlarning ortogonallik
shartini toping.

Yechish.j I's bo'lgani uchun ular orasidagi burchak ¢=90'
bo'ladi va shu sababli cosgtO

XIX2+yiy2+z\z2 * O

tenglikni hosil gilamiz. Bu ikki vektorning orlogonaiiik

shartidir.

Masalan, b (3,-2,1) vas (5,7,-1) vektorlar ortogonaldir,
chunki AiX2+yiy2+2i22 = 3-5+(-2)-7+I1 (-1) = 15-14-1=0
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Fazodagi  A(xiyi,zi) vaB(x2.y2 zz ) nugqtalar
orasidagi d masofani toping.

Vp~hish. Bu nuqtalarni kesma bilan tutashtirib, AB vektomi
hosil gilamiz. Ma'lumki, bu vektoming koordinatalari uning uchi
bilan boshi koordinatalari ayirmasiga teng bo'ladi, ya'ni AB
O\~ yi-yz,£1- 22). Unda (4) formulaga asosan,

d- VMB\=J(x2" )J+(v2-Yi): + ~ (3-5)
tenglikka ega bo'lamiz.
Masalan, A(5,-3,1) va B(8,1,13) nugqtalar orasidagi masofa

d=7(8-5)1+(1- (-3))2+(13- N2=P+16+ 144 =vIM =13

bo'ladi.

Vektomi boshga vektor yo'nalishidagi proyeksiyasi.
Berilgan a vektomi © vektor yo'nalishdagi proyeksiyasi (3.2 -
chizma) quyidagi formula orqali topiladi.

nPi.3 - |e]cosar ="

3.3-chizma. 5 vektomi h yo'nalishidagi proyeksiyasi.

Vektorlami vektor ko'paytmasi. Ikkita «va i vektorlarning
vektor ko'paytmasi deb shunday uchinchi c vektorga avtiladiki
(3.3-chizma), c= yoki r-axn

1) c¢ vektor son giymati bo'yicha berilgan « va n
vektorlardan yasalgan parallellogram yuziga teng moduliga ega;

2) u parallellogram tekisligiga perpendikulyar;

Ikkita vektordan qo'shilgan parallelogramning yuzi
quyidagicha topiladi.

Fl= 151 IElsiner = || (3.6)

Bu s va ii vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi
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(3.7)
3) ¢ vektorning yo'nalishi
Il \Y
Uch o'lchovli fazoda (nl) s=x va b=y vektorlami
Il
vektor ko'paytmasi
M= (M;-Y25Y-(xz - Xi,)j+@ry, - Xy, )k
formula orgali yoki
1 j kK
X1= v 7 (3.8)
20
topiladi.
3.4 -chizma. Vektorlami vektor ko'paytirishga doir.
Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega
1) | a.ftj=-] ft,aj 2) [5+A,cl=[ac]+]|ftc] 3) [aa;ftj= \a,a />=al:

4)Agar ab nol bo'lingan vektorlar bo'lsa, (afc=o ,
ekanligidan, bu vektorlami parallel (ojft) ekanligi kelib chigadi

Quyidagi i va b vektorlami skalyar ko'paytmasini

toping
3.95.5{-2;uij, 6{3;-2;4} 3.96. a{0;1;1}, £{-1;-3;0}
3.97. a{-2;1;1}. 6jO-2;-51 3.98. e{0;l;1}. *{3;-1;0}
3.99. i{1:-3:8} 3.100.57-1;-1). b{2,0,2}
3.101. af0;-1;-1j. ft(;2:-1} 3.102. ¢, ¢, =-40. CXC LLF5k
3.103. a{-21;2}, *11,0;-1} 3.104. a{0;1;1y, *{-3-1;1]
3.105. a(-2;1;-2}. £{-1;0;3) 3.106. ef{l;-1;-1}, A{-2;3;-1}



3.107. 5{2;-1;3}. ft{<hll) 3.108. B{2;1;-2}. ft]-1:0;-2}

3.109. a{20.0}, ft{-3;I;I} 3.110. a]210). *{I;L3}
3.111- 5{(1:-1.0>, ft(0;3;2} 3.112. af2:1;-2}, ft]oLl}
3.113. {Mfc-ll, J¥0;3—3} 3.114. 5{2-1:.4]. {-1,0:.0!
3.115. e{l;0;-1}, ft{-!;-3;0} 3.116. a{l;0:-1}, Ji{-1;-3:0*
3.117. 3(5;2;-2}. ft{3;34) 3.118. B{-1:-I;-]). Njoo-]|

Quyidagi a va b vektorlami vektor ko'paytmasini

toping

3.119. af-2;I;1}, J¥3—=2;4} 3.120. afo:lly. ft{-1;-3:0]

3.121.5{-2;l;), ft{0;-2;-5} 3.122. ofG;1;1}.  Ji{3;-1,0}

3.123. a{0;-I;-1}, ft{l;-3;8} 3.124. a{0:-1:-1}, JT¥2,0;2

3.125. ej0;-1;-1j. ft{l;2;-1} 3.126. ¢, c: =-40. fxc--5*

3.127. 5{-2;1;2), ft{l.0:-1} 3.128. a{o;ll}. A 3-11}

3.129. 5{-2;1;-2}. ft{-1,0;3> 3.130. ejl:-1:-1}. ft{-2:3;-1}

3.131. fi{2;-1;3}. ft{0;1 L} 3.132. a(2;l;-2}. ft{-1:0:-2}

3.133. 5{2,0,0}, ft{-3;I;I} 3.134. a(2;:0j. *{;1;3}

3.135. ofl;-1;0}, ft{0;3:2} 3.136. of2;l:-2}. 1t}

3.137. e(l;,0-,-1}, ft{0;3;-1} 3.138. e{2;-1;4}. ft{-1,0:0}

3.139. 510;-8. ft{-1;-3;0} 3.140. afl;0;-1}. ft{-1;-3:0}

3.141. a(5;2;-2}. ft{3;3;4} 3.142. a{-1;-1;-1}, ft{0:0;-1{

3.143. a) a{2;2;)1}. ft{-2;-3;0} b) a=7 +2y+3* Vektor
yo'nalishidagi birlik vektorni toping.

c) 0=2/+3y+5* va ft=f+2y+* vektorlami vektor

ko'paytmasini toping.

d) s5=@+3y-2* va ft=¥-2y+(Gk vektorlardan yasalgan
paralellogram yuzini hisoblang.

e) Uchlari A (I;1;1), B(2;3;4) va C(4;3;2) nuqgtalarda bo’lgan
uchburchakni yuzini toping.

k) a+ib va Satb vektorlardan (]a]-ft]-.3,ft)-?n*) qurilgan

Paralellogramm yuzini toping.
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m) Agar a= -3 va 6= -1 bo'lsa, ¢, =25, +ib va c} =-4,,+g
2.4
vektorlarning skalyar ko'paytmasini toping.
31
1) m ning ganday giymatda a= va b- vektorlar

ortogonal bo'ladi.
n) Vektor koordinata o'glari bilan 60°, 120° va 135° burchak
hosil gilishi mumkinmi?

-4 2
0) Agar & 3 &S -6 M(Yy,-2--5), n(3:4;3) berilgan bo'lsa,
.2,

j 2b vektomi w vektorga proyeksiyasini toping.

3.144. a) </{2:-4;1}, b{3;l;,—=2} b) (Ga+3a) (2a-6) ni a=2A=3 va
uib bo'lgan hoi uchun hisoblang.

c) a=I+2j+Jk va b=hi+Aj-2k vektorlar orasidagi burcl
toping.

Quyidagi c\=2a-b va c¢, =-a +3b vektorlami vektor
ko'paytmasini toping.

3.145.a{-2:11}, 6(3:-2;4} 3.146. a{0Ol;1}, £{-1;-3;0}
3.147.a{-2:1;1}, 6]0;-2;-5} 3.148.5(0;1;1}, *{3;-1;0}
3.149. a{0;- L-ij, *{I;-3;8} 3.150. a{0;-1;-1}, {202}
3.151. a{0;-1;-]), ft{l;2;-l) 3.152. c,-c, =-40, cxc =-5*
3.153. af-—2;1;2, *{I,0;-1} 3.154. a{0rLl). *{-3;-1;I}
3.155. a(-21;-2), *(-1;0;3) 3.156. eju-u-1}. b{-2;3;—8
3.157. a@- 131, AOLD 3.158. al21;-2j, i{-1;0,-2)
3.159. a{2,0,0). 6{-3;I;I} 3.160. a{2,10}, W13
3.161. a|1;-10. A{03;2} 3.162. a{2;1;-2), ffOLl}
3.163. a{l:0-1). £{0:3;-1} 3.164. a{2;-1;4). *{-10.0}
?.1« - Jj.Itob. a[l;0;-1}. £{-1;-3;0}

3.167. a{5;2;-2). fc|3;3:4} 3.168. e{-U-U-I). />{00:-I}



8 3.3. Aralash ko'paytma Ba uning xossalari

a,b va ¢ vektorlami /? fazoda aralash ko'paytmasi sondan
iborat DO'lib, s-bc ko'rinishda belgilanadi.

a. a, a.
a-b-c>p pr b, (3.9)
c. Cr ¢,
(a.\ \Y/
bu yerda s® ., : b= e C= ¢
kJ Si4

Vektorlar a,b va ¢ vektomi aralash ko'paytmasi a vektorni
~c]  vektorga  yoki lafi vektomi ¢ vektorga skalyar
ko'paytmasidan iborat bo'ladi B 6 ¢ =(a,(b,c])=Lla,6}c)

Aralash ko'paytma quyidagi xossalarga ega:

1. Aralash ko'paytmaning ikkita ko'paytmasini o'mi o'zaro

almashtirilsa, ko'paytmaning ishorasi o'zgaradi
a-b-c - -ach =-bad =-cha .

2.Aralash ko'paytma hadlarini aylanma usulda
almashtirishda o'z ishorasini o'zgartirmaydi a-b -c =cab =bca .

3. Agar ab va c vektorlar noldan fargli vektorlar bo'lsa, u
holda a-b-c =o bo'lishi uchun bu vektorlar chizigli bog'liq (yoki
komplanar) bo'lishi kerak. ab va c¢ vektorlardan qurilgan
parallelipipedning hajmi k,=|n-£c] teng. Xuddi shunday shu

uchta vektordan qurilgan tetrayedming hajmi vT=ija i cj.

Quyidagi a,b,c vektorlami komplanarligini tekshiring.
3.169. af{-2;l;1}, *{0;-2;-5}. c{2;-I;-I>

3.170. e{ol;l}, *{0;4;-2}, c{2I;0}

3.171. 5201}, *{2;0;-1(, c{-2;-1;4j

3.172. *(-2:3:-11 c{o:l:0}

3.173. afUk} *{2;3;0}, c{3;-I;-1}

3.174. af-1,03. i{-3;2;-1}, c{2;0;-2}

3.175. ajuB, 6{0Ll}, cf2-1;3]

81



3.176. 5{(-3;1;4}, JH{2,0,0}, c{-3;I;I}

3.177. &{l;0;-1}, i{0;-1;-1}, c{0;0;-2}

3.178. a{-10-2, ft{0;0;-1}, c{-1;0;3} a{-1;0;-2}, 5{l;0;-4}, c{2;0;-2}

3.179.3.180. 5{I;0;-2}, *{-3;2;-1}, c{4;2;-3}

3.181. &{l;24}, b{-3:64}, c{3;-6;:4} 3.182. e{l;-I;I}, *{L;I;1}, {234}

3.183. 5{(5;3-1}, *{I;-2;3}, c{2;0;-4}

3.184. a{-3.33}, i{2;l;1}, c{I9;I;17}

3.185. &l;65), £{3;-2;4}, c{7;-18;2}

3.186. &7;-3;2}, JU3;-7;8}, cfl;-I;1}

3.187. 5{2;I;-1}, *{I:-4;1}, c{3;-2;2}

3.188. a) af3;l-1}, *{-2;-1;0}, c{52;-1}

B) Uchlari A(2;2;2), B(4;3;3), C(4;5;4) va D(5;5;6) bo'lgan uch
burchakli piramidani xajmini toping.

C) Quyidagi to'rtta vektor berilgan
a=2i+j, b=i+j+2k, c=ti+2j-k, d=3i+1j-1k quyidagilami topish
kerak.

1. d vektorini a,b,c lar bo'yicha yozing.

2. m=5a+2b vektor uzunligi va yo'nalishini toping.

83.4 Vektor (chizigli) fazo va n-o'lchovli vektor.
Yevklidfazosi.
Chizigli operatorlar Ba kvadrat formalar

1. Tartiblangan n-ta haqiqgiy sondan tuzilgan ?=(*,*2wes)
vektor n- o'lchovli vektor deyiladi. Agar «=y,(i=1,2,3,..,n) bo'lsa,
X-y, yani x=xI,x2..xn) va y=(y,y2-y,) vektorlar teng bo'ladi.
Vektorni x =(xtx2..xn) biror o'zgarmas n soniga ko'paytirsak, u
holda n=dAx , yani H=n”"™/=123...n bo'ladi. Ikkita vektor
yig'indisi  r=(0".g) wy=)\y2-y.) lar wuchun z=x+y , vya'ni
Zi=x,+y, 0=123....n) bo'ladi.

2. Vektorli (chizigli) fazo deganda hagiqiy kompanentli
vektorlar to'plami tushunilib, bu fazoda vektorlami qo'shish va

bo
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ektorlami biror songa ko'paytirish amalidan iborat operatsiyalar
bajariladi-

3. Agar am vektor a,a2.n,., vektorlami chizigli
kombinatsiyasi bo'lsa, u holda

am=\ax+Aa2+..+ A, -Adi (3.14)
buyerda A,..n,, -ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.

4. Bir vaqtda nolga teng bo'Imagan/!,,/*....sa sonlar mavjud
bo'lsa va ular uchun

A]+A22+...+ Aran= 0 (3.15)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda vektorlar chiziqgli

bog'lig deyiladi. Agar (2) shart ai=A2=..=a,=0, bo'lganda bajarilsa,

u holda a,a2..a,vektorlar chizigli bog'lig bo'Imagan vektorlar
deyiladi yoki chizigli ekrli vertorlar deyiladi.

5. Chiziqli bog'lig bo'Imagan vektorlarning maksimal soni
fazo o'lchami deyiladi. n-o'lchovli fazo bazisi uchun n-chizigli
bog'lig bo'Imagan vektorlar majmuasi xizmat qiladi.

6. Bir bazisdan (&,82...8u0), boshga bazis (E\é\...&*) ga o'tish
o'tish matrisasi yordamida amalga oshiriladi.

e oaN .9 ‘e

.. e er
yani = AT

auU a72 me °.2

Al .. .. x .
Koordinatalari xvxi..xn bo'lgan x vektorini eski bazisdan
yangi xX\,xr,..n1, koordinatalarning bazisga o'tish uchun

=A yoki (3.10)

x x o \“S \n
bu yerda A-o'tish matrisasi hisoblanadi.
e Ikki Xx=(xix2..x,) va y=(y,yr,-y,,) skalyar vektorlami
Ko'paytmasi deb

(5,>)=ep +X2+..+x,yn="£xYyl.
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8. Skalyar ko'paytma ma'lum xossalarni ganoatlantirish

chizigli (vektor) fazo Yevklid fazosi deyiladi. Bu fazoda *
vektomi uzunligi
H= =P X,
9. Ikkita x va y vektorlar orasidagi burchak ¢ quyidagicha

aniglanadi.

X.y)

cosy) = (| ! 0<<p<n
Vm

10. Ikkita x va y vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi,

agarda
(xy)=°

Agar (&,ny)=o0i*j bo'lsa, n-o'lchovli Yevklid fazosida
é,62...8" vektorlar ortogonal bazislarni hosil qiladi. Ba'zi
masalalami yechimini keltiramiz.

11. Agar operator R'fazodagi har ganday x)y vektorlami
ixtiyoriy X soni uchun

Alx+y) =AX) +A(Y), AU =AAX)

munosabat o'rinli bo'lsa, A operator chizigli deyiladi.

12. Vektor y=A(X)x vektorning tarsi deyiladi. Vektor X va
uning tarsi y orasidagi bog'lanish y=AX) ko'rinishida bo'ladi. Bu
yerda A- chizigli operator matritsasi bo'lib,

X=(X,,X2,...xjr. y=(yLylL..ynT bir ustunli matritsa.

13. Chiziqli operator yig'indisi va ko'paytmasi quyidagicha
bo'ladi,

(a+ =759+ S(c)
(AB)(¥) =A(B(x))
AKX =AAKX))

Chizigli operatorga doir quyidagi misollarni ko'ramiz.
14. Agar shunday x soni mavjud bo'lsaki,
A(x)=9x yoki Ax=9x (3.11)
X* 0 vektor chizigli operator A( yoki matrisa A) ning xos
vektori deyiladi. Bu yerda X soni X ga mos keluvchi A
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peratorning (yoki Ai matrissaning) xos soni deyiladi. Bu (4.21)
formulani quyidagi ko'rinishga olib keladi.
(A-XE):c=0 (3.12)
15. Operator A ning (yoki matrisa A) xarakteristik
tenglamasi deb quyidagi tenglamaga aytiladi.

AE Ko -0

; %s a2 .. am-
Bu yerda \X-XE\- xarakteristik ko'p had hisoblanadi. Chiziqgli

operatorning xarakteristik ko'p hadi bazis tanlashga bog'lig emas.

16. Xos vektor va unga mos keluvchi xos son
bazisda operator matrisasi A diagonal matrisa bo'ladi.
A’ = diog(AlLA2,...,.X1,).
17. Bir necha darajali bir jinsli x,X2..%, o'zgaruvchidan
tashkil topgan kvadrat forma deb quxidagi ifodaga aytiladi.
n
L(xItx2,....x, )= SR (3-13)
(&, =ajt) kvadratik farqgi deyiladi.
Kvadratik formadagi har bir o'zgafuvchilarini kvadrati,
yoki ikkita har xil o'zgaruvchilarini ko'paytmasi bo'ladi.
Kvadratik formani matritsa ko'rinishda quyidagicha yozish
mumkin L=XTAX

bu yerda
f N
d 2 o= «» V
A= QA R e D . X =
«l o2 -m g, n>

18. Kvadratik forma matritsasiga maxsus bo‘lmagan X =cy
(bu yerda Y=(yly2..y,)T, C- chizigli almashtirish matritsasi)
chizigli almashtirish bajarilsa, u holda a"'=ctac.

19. Agar av=0 (i*j) bo'lsa, u holda i= kanonik

kvadrat forma bo'ladi va quyidagicha ko'rinishda yoziladi
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L =auxf +a2A+... + anmx] = Eaﬂxf

Kvadratik forma rangi kanonik formasining noldan farqgli
koeffisientlar soniga teng, hamda chizigli almashtirishlar
natijasida o'zgarmaydi.

20.Agar  o'zgaruvchilari barcha qgiymatlarida hech
bo‘'Imaganda birortasini hadi noldan fargli bo'lsa, ya'ni
L(xtx2...xn)>0, u holda kvadratik forma L(x,x2..%, ) musbat
aniglangan deyiladi.

Kvadratik forma 1=xtax musbat aniglangan bo'lishi
uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

a)A matritsani barcha xos giymatlari A musbat bo'lishi;

b) A matritsani barcha bosh minorlari musbat (Silvesstr
kriteriyasi).

Kvadratikforma I =x tax
manfiyaniglanganbo'lishiuchunquyidagishartlarbajarilishikerak:

a) A matritsani barcha xos giymatlari A musbat bo'lishi;

b) A matritsani juft bo'Imagan tartibdagi manfiy, juft
tartibdagilari esa musbat ( Silvestr kriteriyasi).

A matritsani xarakteristik tenglamasini ildizlari kvadratik
formani xos sonlari ularga mos kelishi xos vektorlar esa kvadratik
formani bosh yo'nalishi deyiladi.

Quyidagichizigni A operatoming (Amatritsa) ning xos son
va xos vektorlarini toping.

3.189.a- 2 © 3.190.a f 3 4j
13 1-2
12 2] f-1 0 2
3.191-4=10 3 3192-4= 0 3 0
130 10
11 8~ 2.0
3.193-4=0 2 o 3194-4= 1 3 -
10-1 0 1
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3.195.n

- W

3.196.n= ©
2

o o o /
o o N o
o O O -

!
\ \
©o » » O
, \
A N p O
P
= » 0 ©

0J J

Chiziqli operator A ning A- matritsasini diagonal
ko'rinishga keltiring.
2 5 3

3.197. A: 3.198.4= 3.199.n=0 3 4

U > A 13 4) 000
Kvadratik formani matritsa ko'rinishida yozing.
3.200. L =3x2+X\- x,x2
3.201. L =2x2- x] +3*3 +2X,X, +6x x2
3.202. L =2\ +3x2- 2x] +x,x2+2xIx, +3x,

Kvadratik forma rangini toping

3.203. L=xf +X] +X§ +2x,x2

3.204. L=22- X] +X +2x,x, +5x X2

3.205. L=2x2+4x2+9x] +4x,x2+6xx3+12x23

3.206.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.
L = 2xf —3x3-4X,x2+4%,X3~ 8 X 3

3.207.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.

L-x\ - 4x2, +x2

3.208.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.
L =%2+ 3X2 +4x3 + 2X,X2+ 2x"3 + 6Xx23

Takrorlash uchun savollar

1.Qanday kattaliklar skalyar deyiladi?

2.Qanday kattaliklar vektorlar deyiladi?

3.Vektorlarga ganday misollar bilasiz?

4. Vektorlarning songa ko'paytmasi ganday aniqlanadi?

5.Vektorlaming koordinatalari ganday topiladi?

6.Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida arifmetik
amallar qanday bajariladi?

7.Vektorlaming skalyar ko'paytmasi ganday aniglaniladi?



8.Skalyar ko'paytma gqanday xossalarga ega?
9.Vektorial ko'paytma ganday aniglaniladi?
10.Vektorlaming aralash ko'paytmasi qanday aniqlaniladi?

VEKTORLAR ALGEBRASIGA DOIR NAZORAT
TESTLARI

1. Vektorlar va ular ustida amallarga doir testlar.

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?

A)Fagat yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka skalyar
deb aytiladi.

B) Fag;at son giymati bilan aniglanadigan katalikka skalyar
deb aytiladi.

C) Haim son giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan
kattalikka skalyar deb aytiladi.

D) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik skalyar deyiladi.

2.Quyidagi kattaliklardan qaysi biri skalyar emas?
A) Sirt yuzasi.

B) Kesma uzunligi.

C) Jism hajmi.

D) Burchak kattaligi.

E) kuch. momenti.

3. Vektor deb nimaga aytiladi?

A)Fagatt yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka vektor
deb aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan katalikka vektor
deb aytiladi.

C) Harm son giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan
kattalikka vek tor deb aytiladi.

D) Har ganday kesmaga vektor deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik vektor deyiladi.



4. Quyidagilardan qaysi biri vektor bo'ladi ?
A) Sirt yuzasi.

B) Jism hajmi.

C) Kesma uzunligi.

D) Moddiy nuqta harakati.

E) Modda massasi.

5. Kollinear vektorlar ta'rifi gayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) Bir xil yo'nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har ganday a va b vektorlar kollinear vektorlar deb
aytiladi.

C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar
kollinear deb aytiladi.

D) Bitta to'g'ri chizigda yoki parallel to'g'ri chiziglarda
yotuvchi a va b vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi avahb
vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

6. Agar ABCD trapetsiya (ADI IBC) bo'lsa, unda quyidagi
juftliklardan gaysi biri kollinear vektorlami ifodalaydi?
A) AB va BC . B) AC va BD . C) AB va DC .
D) AD va CB . E) AD va DC.

7. Vektorlar tengligini ifodalovchi ta'rifni ko'rsating.

A) Bir xil yo'nalgan avab vektorlar teng deb aytiladi.

B) Bir xil uzunlikli avab vektorlar teng deb aytiladi.

C) Turli yo'nalgan, ammo uzunliklari teng bo'lgan a va b
vektorlar teng deb aytiladi.

D) a va b vektorlar kollinear, bir xil yo'nalgan va
uzunliklari teng bo'lsa, ular teng deb aytiladi”®

E) Kollinear va bir xil yo'nalgan s va b vektorlar teng deb
aytiladi.

8. Agar ABCD parallelogramm (ADI IBC) bo'lsa, unda
quyidagi juftliklardan gaysi biri teng vektorlami ifodalaydi?
A) ABva 1c . B) AC va 5D . C) ASva DC .
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re
D) AD va CB . E) AD va DC .

9. Vektorlar yig'indisi uchun gaysi qoida bo'Imaydi ?
A) Parallelogramm qoidasi.

B) Uchburchak goidasi.

C) Trapetsiya qoidasi.

D) Ko'pburchakqoidasi;

E) Parallelepiped qoidasi.

10. Vektorlar vyig'indisi uchun gaysi tenglik o'rinli
bo'Imaydi ?

A) a+b =b+a.B) a+(b+c) =(a+b)+c .C) a+O=a.

D) a+(-a) =0 .E) | a+b I1=1al+1bl .

2. Vektorlarning koordinatalari va ular ustida amallarga
doir testlar

1.Fazoda joylashgan quyidagi vektorlar uchliklarining
gaysi biri ort vektorlar deb olinishi mumkin?

A) O'zaro perpendikulyar joylashgan, musbat yo'nalishga
ega va uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektorlar.

B) Uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektorlar.

C) O'zaro perpendikulyar bo'lgan uchta vektorlar.

D) O'zaro kollinear va uzunliklari birga teng bo'lgan uchta
vektorlar.

E) Bir xil yo'nalishga ega uchta birlik vektorlar.

2.Fazodagi i, j va k ort vektorlar uchun quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas ?

A) Bu vektorlarning modullari birga teng.

B) Bu vektorlar o'zaro kollinear.

C) Bu vektorlar o'zaro perpendikulyar.

D) Bu vektorlar koordinata o'glarida joylashgan.

E) Bu vektorlar koordinata o'glari bo'yicha musbat
yo'nalishga ega.
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3.Tekislikdagi a=(x, y) vektorning i va j ortlar bo'yicha
yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) a=(x+y)(i+j). B) a=xj+yi. C) A =xi+yj.
D) a =xy(i+j). E) To'g'ri javob keltirilmagan .

4.a=(2, -5) vektorning i va j ortlar bo'yicha yoyilmasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A)a=2»-5/. B) a=-5i+2j. C) a=-2i+5]j.
D) a=5i-2j. E) a=2i+5j.
5.Tasdiqtii to’ldiring:a=(x, n) vektor (x~o) XOY koordinata
tekisligining - joylashgan.
A) OX o'qida.
B) OX o'giga parallel.
C) OX o'giga perpendikulyar .
D) diagonalida;
E) OY o'gida yoki unga parallel.
6.Fazodagi a=(x, y, z) vektorning i, j, K ortlar bo'yicha
yoyilmasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) a=(x+y+z)(i+j+k).  B) a=xj+yi+zk . C) a =xi+yj+zk .
D) a =xyz(i+j+k). E) a=xk+yi+zj .

7.9=(2, -5, 1) vektor ning i, j, K ortlar bo'yicha
yoyilmasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a=i-5j+2k. B) s=-5i+j+2k. C)a=2i-5j+k.

D) a=i+2j-5k. E) a=2i+j-5k.

8.a=(0, y, z) vektor ganday xususiyatga ega ?

A) Bu vektor OX koordinata o'qiga parallel joylashgan.

B) Bu vektor OX koordinata o'qida yotadi. 4

C) Bu vektor OX koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.

E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

9.a=(x, y, 0) vektor gqanday xususiyatga ega ?
A) Bu vektor OZ koordinata o'giga parallel joylashgan.
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B) Bu vektor OZ koordinata o'gida yotadi.

C) Bu vektor OZ koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.

E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

10. a=(0, 0, z) vektor ganday xususiyatga ega ?

A) Bu vektor OZ koordinata o'qiga parallel joylashgan.

B) Bu vektor OZ koordinata o'qida yotadi.

C) Bu vektor OZ koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.

E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

3. Vektorlarning skalyar ko'paytmasi, uning xossalari va
tatbiqlariga doir testlar
1. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi gqayerda to'g'ri
ifodalangan ?
A) s-b= lalelb\ B) a-b=lalelb\ coach. C)a-b=laleblaTd.
D) a-b=1Isl<lb\ tgcf>. E) a-b=1sal<b\ ctgc}>.
2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi
lab\ == la I =Ib\ shartni ganoatlantiradi ?
A) Wiva b bir xil uzunlikka ega bo'lsa.
B) ava b ort vektorlar bo'lsa.
C) ava b ortogonal bo'lsa.
D) a va b kollinear bo'lsa.
E) hech qgaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.
3. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasining xossasi
gayerda noto'g'ri ifodalangan ?
A) a-b=b-ci. B)sa-a=bl2. C) a-(b+ c)=a-b+ a-c.
D) (1a,b)= (a, Ab)=N(s, b). E) Barcha xossalar to'g'ri.
4. i, j, K ort vektorlarning skalyar ko'paytmalari bo'yicha
guyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas ?
A) i-i=1, i-j=0, i-k=0.
B) /-/=1,j-i=0, j-k=0.
C) & bl, H=0, k-j=0.
D) ;e(+k)=0, im(k+j)=0, k- (i+j)=0.
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E) /-(r+7)=0, i-{k+i)~0, k-(j+k)~O0.

5 Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(x\y\) va
b=(xr,yr) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblash
formulasini ko rsating.

A) a-b = (xi+ yi)- R+ 14). B) a-b =X\y\+xryr.

C) a-b =xi X+ 2T D) stb =xi yr+xrysb

E) a-b = (Xi+ yi)+ (Xe+ yr).

6. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan «=(3,4) va b=(-5,
2) vektorlarning s-b skalyar ko'paytmasini hisoblang.

A)2. B)23. C)-14. D)-7. E)O.

7. Tekislkdagi a=(x,y) vektoming lal modulini hisoblash
formulasini ko'rsating.
A) I x+y\. B)Ixl +lyl . C) x2+ry2. D) Jx2+y2. E) W+M

8. a=(-8, 6) vektoming lal modulini hisoblang.

A) linl=2. B) Ial=14. C) Ial=48. D) Ial=10. E) Ial=VI4

9. Fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(x1 yi, zi) va
b=(x2, yr, zi) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblash
formulasini ko'rsating.

A) a-b = (Xi+ yi+ zi)- (Xe+yr+rr). B) sfr=Xiyi Zi+xryrrr
C) ab=xi Xr+W\yr+zirr. D) a-b = (xi+ yi+ zi)/ (xr+ yr+rr) .
E) s-b=xi/ xr+vyify+ zi/rr.

10.Fazoda koordinatalari bilan berilgan s=(3, 4,-1) va b=(-5,
2, 6) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblang.

A) 31. B) 54 . C)-13. D) -29 . E)O.

4. Vektorial ko'paytma, uning xossalalri va tatbiglariga
doir testlar

1. Agar c=><b bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli
emas ?

A) Icl=lallb\sincj) (- avab vektorlar oraskhgi burchak).

B) cla .C) clb . D)c,avab vektorlar bir tekislikda yotadi

E) Keltirilgan barcha tasdiglar o'rinli.

2. Qanday s va b vektorlarning skalyar va vektorial
ko'paytmalari o'zaro teng bo'ladi ?

A) avab vektorlar teng bo'lsa.

B) avab vektorlar kollinear bo'lsa.
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C) a va b vektorlar ortogonal bo'lsa.
D) a va b vektorlar garama-garshi bo'lsa.
E) Bunday vektorlar mavjud emas.

3. Qaysi shartda a va b vektorlar uchun \a®b\=\a\\b\
tenglik o'rinli ?

A) ava b vektorlar teng bo'lsa.

B) avab vektorlar kollinear bo'lsa.

C) a va b vektorlar ortogonal bo'lsa.

D) avab vektorlar garama-garshi bo'lsa.

E) Bunday vektorlar mavjud emas.

4. Agar Is1=4, 1b1=5va ¢p=30° bo'lsa, la*b I=?
A) 20. B) 10. C)l0Vvs. D) 41. E)5V2.

5. Agar Isal=4, Ib\=5va a-b =10 bo'lsa, \a*b\=?
A) 12. B)6. c)6n/3. D)10V3. E)6V2.

6. Vektorial ko'paytmaning xossasi gayerda xato yozilgan ?
A) a*b=b*a . B) a*Ab=\a*b (A- o'zgarmas son).
C) a*(b+c)=a*b+ a*c . D) axa=0 . E) (a+b)xc=a*c+b*c .

7. (2a+b)* (2a-b) ko'paytmani hisoblang.
A) 4a*a-b*b. B) 0. C)da*h. D)4lal2lbl2. E)4b*a

8. Agar atb+c=0 bo'lsa, quyidagi tengliklaming qaysi biri
o'rinli emas ?

A) a*b=bxc . B) ;bc<qa. C)c*a=b*c. D) a*b=b*c=c*a

E) Keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.

9. Agar i,j vakortlar bo'lsa, ularning vektorial ko'paytmasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) m=1. B)i*k=j. C) i*j=Kk. D) k*j=i. E) k*k=Kk.

10. Koordinatalari bilan berilgan a=(xi, y\, zi) va b=(xi, yr, zi)
vektorlar uchun a*h =( x, y, z) vektorial ko'paytmaning
koordinalarini to nish formulasi gayerda xato ko'rsatilgan ?

A) x="" B) y=- c)z= 7
Y2 Y2
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D) y= . E) Keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.

5. Vektorlarning aralash ko'paytmasi, uning xossalari va
tatbiqlariga doir testlar

1.Ta'rif bo'yicha uchta vektorning aralash ko'paytmasi abc
ganday hisoblanadi ?

A) Dastlab a-b skalyar ko'paytma, so'ngra (a-b)c ko'paytma
hisoblanadi.

B) Dastlab a*b vektorial ko'paytma, so'ngra (a*b)-c skalyar
ko'paytma hisoblanadi.

C) Dastlab a*bh vektorial ko'paytma, so'ngra (a*b)*c
vektorial ko'paytma hisoblanadi.

D) Dastlab IaMbl ko'paytma, so'ngra (lallbl)lcl
ko'paytma hisoblanadi.

E) To'g'ri javob keltirilmagan.

2.Uchta vektorning aralash ko'paytmasi abc qanday
geometrik ma'noga ega ?

A) a, b va ¢ vektorlardan hosil gilingan piramida hajmi.

B) a, b va ¢ vektorlarga yasalgan parallelepiped hajmi.

C) a va b vektorlardan hosil gilingan parallelogramm
yuzasini Icl modulga ko'paytmasi.

D) a va c¢ vektorlardan hosil gilingan parallelogramm
yuzasini Ib | modulga ko'paytmasi.

E) ¢ va b vektorlardan hosil gilingan parallelogramm
yuzasini lal modulga ko'paytmasi.

3.Ta'rifni yakunlang: Fazodagi uchta vektor komplanar
deyiladi, agar...

A) ular o'zaro kollinear bo'lsa.

B) ular o'zaro perpendikulyar beylsa.

C) ular koordinata o'qlariga parallel bo'lsa.

D) ular koordinat tekisliklarida joylashgan bo'lsa.

E) ular bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan bo'lsa.
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4. Fazodagi uchta a, b va ¢ vektorlar komplanar boiishining
zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?
A)abc>0 . B)abc<0 . C) abc™O . D) abc=0; E)abc=+1.

5.Aralash ko'paytmaning xossasi gayerda xato
ko'rsatilgan?

A) abc =cab . B) abc =- bac . C) (a*b)-c =a-(b*c).

D) a Il b=>abc=0. E) \abe\ = \a\-\b\-\c\ .

6. Fazodagi uchta noldan fargli a, b va c¢ vektorlar
komplanar bo'lishining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?

A) abc>0 . B) abc<0 . C) ab&O . D) abc=0 . E)
abc=+1

7.Fazodagi i, j va kort vektorlarning aralash ko'paytmasi
gayerda noto'g'ri topilgan ?
A) ijk=L. B) ikji=-1.  C) kij=I. D)jik=l. E) kji=-1.

8. A, b va ¢ vektorlar o'zaro perpendikulyar va lal=6, Ib\=3
va Icl=4 bo'lsa, abc aralash ko'paytma qiymatini hisoblang.
A) 18 . B)24. C)12. D) 72. E)1.

9. Qachon Ilabc 1= IgllbllIcl tenglik o'rinli bo'ladi ?
A) Agar a, b va ¢ vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lsa.
B) Agar Isal=Ib\=Ic | shart bajarilsa.

C) Agar a, b va ¢ vektorlar kollinear bo'lsa.

D) Agar a, b va ¢ vektorlar komplanar bo'lsa.

E) Agar a=b=c bo'lsa.

10.Quyidagi hollardan qaysi birida abc=0 tenglik
bajarilmaydi?

A) a,bva cvektorlardan kamida bittasi nol vektor.

B) s, bva cvektorlardan kamida ikkitasi kollinear.

C) s, bvacvektorlardan kamida ikkitasi o'zaro teng.

D) a , b va c vektorlardan kamida ikkitasi o'zaro
perpendikulyar.

E) a, b va c vektorlar komplanar.
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Aylana -geometriyaning qgalbidir. Aylanani o'rganing,
shunda siz nafagat geometriyaning qalbini,

balki 0'z galbingizni ham o'rgangan bo'lasiz.

Sharigin

IV-BOB. ANALITIK GEOMETRIYA
§ 4.1. To'g'ri chiziqli tekislikdagi tenglamasi va oddiy

masalalar.
8 4.2. Ikkinchi tartibli chiziglar.
84.3. Fazodagi to'g'ri chiziqg va tekislik
§ 4.4. Ikkinchi tartibli sirtlar

84.1. To'g'ri chiziqli tekislikdagi tenglamasi va oddiy
masalalar

1.Koordinata o'gidagi J1/(x,) va M(xr) nuqtalar orasidagi
masofa d quyidagicha aniglanadi
d=\x2-x\. 4.1
2. Tekislikdagi M(xt,yt) va M(x2,y2) nuqgtalar orasidagi
masofa d quyidagi formula yordamida aniglanadi:
d=Vfa-*i)2+0'2-J'i)2 4-2)
3. Oxirlari m(x,,y) va M, Y2 nuqtalar bilan berilgan kesimni

M(x,y) huqgta yordamida n(n= V¥ ¥/2) nisbatda bo'lsak, u holda
B. e

4. Agar M(X,y) nugta mm2 kesmani o'rtasidagi nugqtahi
belgilasa, u holda

Ly y - *¥ - (4-4)
5 To'g'ri chiziq tenglamasi:
m boshlang'ich ordinatasi b va”~burchak koeffisienti K
b° Igan chizig tenglamasi
y-kx +b (4.5)
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- berilgan M(xxy{) nuqtadan o‘tuvchi (burchak koeffisienti
K) to'g'ri chiziq tenglamasi
y-yt=r(x-x,) (46)
- ikki Af(x,y,) va M(x2,y2) nuqtalaridan o'tuvchi to'g'ri
chizig tenglamasi
Y-y, _ X-X,
Y2~y, *2~*1 7-7)
(burchak koeffisienti XZ;()(‘) yoki y:}/{f% x+"';2_~\~(ﬁ,ﬂl,‘| ¥oki
11 ]
X Xy x2
Yy w
- kesimdagi to'gri chiziq tenglamasi

£+Z7
1L 4.8)

(a va b lar mos ravishda to'g'ri chizigli ox va oy o'glarini
kesib o'tgan nuqtalarini koordinata boshigacha bo'lgan masofa
a®0, b*0)

to'g'ri chizigni umumiy tenglamsi
Ax+By+C =0 (4.9)
6. A(xoyyo) nuqtadan o'tuvchi Ax+By+C-0 to'gri
chiziggacha bo'lgan masofa
y \Ax0+ By, +Cl
=—Ja2 B2— ~ d= cosa + Yosin® ~~1 " (4 -10)
hamda koordinata boshidan to'g'ri chiziggacha bo'lgan
masofa quyidagicha topiladi:

d=", |q1 yoki d=\-p\.

7. Ixtiyoriy M(xo;yo) nuqgtadan o'tuvchi va ”=("j vektorga

perpendikulyar bo'lsa, to'g'ri chiziq tenglamasi
A{x-x0)+B(y-y0)=0
bo'ladi (4.1-chizma).
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4.1-chizma. To'g'ri chiziq va uning normal bo'lgan vektori

8. To'g'ri chizigning kanonik tenglamasi ~ *=I2*1
bo'ladi. Bu yerda .t,v0 to'g'ri chiziqgqa tegishli M nuqtani
koordinatasini ifoda qiladi hamda s= -to'g'ri chizigni

yo'naltiruvchi vektori (ixtiyoriy nolga teng bo'lmagan vektor)
(4.2-rasm).

4.2-chizma. To'g'ri chiziq va yo'naltiruvchi vektor

9.1kki y=kx+bl va y =k2x+b2 yoki Ax+By+C, =0 va
A*+B%/+c2=0 to'g'ri chiziglar orasidagi burchak quyidagi
formulalar yordamida aniglanadi

(4.11)



10. Ikki to'g'ri chizigning parallellik sharti:
kt=k2 yokiii-=ii- (4.13)

11. Ikki to'g'ri chizigning perpendikulyarlik sharti
k2=— yoki a,a2+BtB2=0 (4-14)
*

12. Ikki to'g'ri chizigning kesishish nuqtasi quyidagi

chiziqgli tenglamalar sistemasini yechish orqali topiladi:
y =k, x+bl . Ax+Bty+c, =0

y=kx+b2 Yo' px+By+C2-0 (4.15)

Agar g *0 bo'lsa, u holda to'g'ri chizigning

a2 b2
I D\
kesishish nuqtasini koordinatasi * A B2 bo'ladi.

13.Uchta A(xlyI\B{x1,y2) va C(jc3,"3) nuqtalami L to'g'ri

chizigqa tegishli (A,B,CceL) bo'lishi uchun quyidagi shartni
bajarilishi kerak.

1 1 1
X2-X1- Yr -\ .
oki X, X 4.16
X Y3-Yo2 y ° A ( )
Y1 y2 y3

14. Berilgan mo0x0-y0) nuqtadan o'tuvchi va 5={,52}"0
vektorga parallel bo'lgan to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi
quyidagicha bo'ladi:

= {S,=0=>x =x0;S2=0=>y =yo0) (4.17)

Quyidagi masalalarni yeching.

4.1. a) 2x-y+3 =0 tenglama bilan berilgan to'g'ri chizigning
burchak koeffisienti va ordinata o'gidan kesgin Kkesishishni
aniglang.

b). Oy o'gidan b =3 birlik kesma ajratuvchi hamda ox o'qi
bilan 150° burchak hosil qgiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini
tuzing.

c)Oy o'gdan miqdori 7 birlikka teng kesma kesib, Ox
o'gqning musbat yo'nalishi bilan: 1) 30°; 2) 120°; 3) 135° li
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burchak hosil giluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.2. a)Oy o'qdan miqdori 2 birlikka teng kesma, Ox o'gning
musbat yo'nalishi bilan 150° li burchak tashkil qiluvchi to'g'ri
chizig tenglamasini tuzing.

b) 1. y=3*+l va y=-~x+2 to'g'ri chiziglari qaysi biri Ox o'qi

bilan 60° burchakdan katta burchak hosil giladi.

4.3.a) Koordinatalar boshidan o'tib Ox o'gning musbat
yo'nalishi bilan 1) 45° Ii;

2) 135° li burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini
tuzing.

b) y =3x+9 chizigning koordinata o qlari bilan kesimini
nuqtalarini koordinatasini toping.

4.4. a)Quyidagi to'g'ri chiziglar tenglamalari berilgan. Bu
to'g'ri chiziglar koordinata o'qlariga nisbatan joylashganini aytib
bering.l) 2x-y =0; 2) x-3=0; 3)x-5=0; 4) x=0;

5)y =0

b) y=2x-\, y=- y ="~ y=x+2 y=Ax-2 chiziglarning

qaysi birlari Oy o'qgi bilan nuqtani kesib o'tadi.

4.5.a) To'g'ri chizigning umumiy ko'rinishdagi tenglamalari
berilgan. Ulami burchak koeffisiyentli tenglamalar shakliga
keltiring:

1) x-2y +1=0, 2)3x+5y-1=0, 3) 8x+3>=0.

4.6.a) Abssissalar o'gidan ajratgan kesmaning miqdori 2
birlik, ordinatalar o'gidan ajratgan kesmaning miqdori 3 birlik
bo'lgan chizigning tenglamasini tuzing.

4.7.a) Abssissalar o'gidan ajratgan kesmaning miqdori -5
birlik, ordinatalar o'gidan ajratgan kesmasining miqdori 5 birlik
bo'lgan to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

b). C(2;-6) nugta orqali >=2x+7 chizigqg'iga parallel chiziq
°tkazing.

4.8.a) Ushbu

1) 2x+3y-6 =0; 2) 3x-5y-15=0; 3) ax+by-ab =0;
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4) y=5x-2; 5) y=x+1; 6) ay =-bx+c-.
To'g'ri chiziglarning tenglamalarini ulaming kesmalarga
nisbatan tenglamalari shaklida yozing.
b). Quyidagicha chiziglarning burchak koeffisiyentlarini
aniglang. a) 2x-y +7=0 b) x+3y-4 =0 V) 2x+5y =6
g) 3x-2y =1 d) 5x+5.y-8=0 e) -x-y+\=Q

4.9.2)0(0;0) va A(-5,0) nuqtalar berilgan bo'lib, OA kesmada
diagonallari  6(0,3) nuqtada kesishuvchi parallelogramm
yasalgan. Bu parallelogrammning tomonlari hamda
diagonallarining tenglamalarini tuzing.

b)Uchburchakning tomonlarining tenglamasini

2x+y-4-0, 3x-y-1=0, x+j>1=0bo'lsa, uning uchlari-
ning koordinatalarini toping.

4.10. a) M(5,2) nuqtadan o'tib, koordinata burchagidan yuzi
20 kv. birlikka uchburchak kesuvchi to'g'ri chiziqg tenglamasini
tuzing.

b).Uchburchak uchlarining koordinatalari A(7;9), B(2;-3),
C(3;6) berilgan bo'lsa, quyidagilarni topish kerak:

1. mediananing kesish nuqtasi M ning koordinatalari;

2. BC tomon AE bissektrisani kesish nuqtasi E ning
koordinatalari;

c)A(3;2) nuqtadan o'tuvchi va quyidagi Kkeltirilgan
shartlami ganoatlantiruvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing:

1 Ox o'qi bilan 135° burchak hosil qgiluvchi; 2. Oy o'qg
parallel; 3. B(-2;-1) nuqgtadan o'tuvchi; a) va b) punktlarda
keltirilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

4.11. Rombning diagonallari mos ravishda 6 va 4 birlikka
teng bo'lib, ular koordinata o'glari uchun qgabul gqilngan.
Rombning tomonlari tenglamalari yozilsin.

b) x+3y-1 =0, 2x- 5y-13 =0 chiziglar va absissa o'gi
hosil qgilingan uchburchakning perimetrini toping
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412 Quyidagi tengsizliklarning geometrik ma'nosini
aniqglan8:

1) y>2x+l, 2) y<2x+\, 3)x>3, 4)x<3.

4.13. M(x,y) nuqta harakati davomida A(-3,3) va B(3,-3)
nuqtalarga masofalar kvadratlarining ayirmasi hamma vaqt 36 ga
teng bo'lib goladi. Bu nuqta trayektoriyasi tenglamasini tuzing.

4.14. Tomonlari x-2y =0, 4x-3y-3 =0, 3x-y-7 =0 to'g'ri
chiziglardan iborat uchburchakning yuzini toping.

4.15. Quyidagi to'g'ri chiziglarning tenglamasini normal
ko'rinishga keltiring:

1) 3x+4y-20 =0, 2) 2x-3y =6.

4.16. Koordinatalar boshidan to'g'ri chiziqga o'tkazilgan
perpendikulyar bilan Ox o'qi orasidagi burchak: 1) 45°, 2) 135°, 3)
60°. To'g'ri chizigning tenglamasini tuzing va berilgan
ma'lumotlarga binoan to'g'ri chizigni yasang.

4.17. A(2,3) va B(3,0) nuqtalarning har biridan 3x+4y-20=0
to'g'ri chizigga bo'lgan masofani toping.

4.18. y=kx+3 to'g'ri chiziq koordinatalar boshidan s
masofa uzogdan o'tgan. Burchak koeffisiyent K topilsin.

4.19.a) 4x- 3y- 0 to'g'ri chiziqdan 5 birlik uzogda yotuvchi
tekislik nuqtalarining geometrik o‘'rnining tenglamasi tuzilsin.

4.20. Quyidagi berilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping.

1) 5ar-y-7=0 va 3x+2y=0 2) x-2y-4 =0 va 2x-4y +3=0,

3) X+2y+7=0Va 24:-3>'-3=0 4) 3x-2y-1=0 va 55+2y+3=0

b). £+JL =i kesmalar orqali berilgan umumiy tenglamani
toping.

4.21.a) M(1,2) nugtadan o'tib, 3.1+2y-5=0 to'g'ri chiziq bilan
45° li burchaktashkil giluvchi chizigning tenglamasini tuzing.

b) M(-5;1) nuqta orqgali y=3x-i chizigqa parallel bo'lgan
to g'ri chiziqg tenglamasini tuzing.

4.22. a)1(-4,5) nuqta diagonali 7x-y+8 =0 to'g'ri chiziq
yotgan kvadratning bitta uchidir. Kvadratning tomonlari va
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ikinchi diagonalida yotgan kvadrat tomonlarining tenglamalarni
tuzing.

b)x-_y+3=0, 2x+y-6 =0, x+5y-21=0 chiziglar 1 ta chiziq
dastasiga to'g'ri keladimi?

4.23.Kvadratning ikkita garama - qarshi uchi A(-1,3) va
C(6,2) nuqtalarda yotadi. Kvadrat tomonlarining tenglamalarni
tuzing.

b)Uchlari A(6;5), B(3;l), C(9;l)bo’'lgan uchburchakning
perimetri va Ah medianasini uzunligini toping.

4.24. A(-2,3) nuqtadan Ox o'g bilan a burchak tashkil
qiluvchi yorug'lik nuri yuborilgan. Nur Ox o'q o'gqga yetib borib,
undan gaytgan. Tushgan va gaytgan nurlar tenglamalarini
tuzing.

b) Uchburchakning A(-3;4), B(-4;1) va C(-1;2) uchlari bo'lsa,
eng katta balandlikni toping.

4.25. x-2>,+5=0 to'g'ri chizig bo'yicha yo'naltirilgan
yorug'lik nuri 3x-2>>+7 =0 to'g'ri chizigdan gaytgan. Qaytgan
nur tenglamasini tuzing.

4.26. M(x,y) nuqgtadan o'tib, Ax+By+C =0 to'g'ri chiziqqa
parallel bo'lgan to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

4.27. 21 - mashgning natijasiga asoslanib M (l,4) nuqtadan
o'tib:

1) x-3~+5=0, 2) 3x-4>’+5=0, 3) 8x-12~+3=0,

4) 5x-2 =0, 5) 6°-5=0

To'g'ri chiziglarning har biriga parallel bo'lgan to'g'ri
chizigning tenglamasi tuzing.

4.28. Quyidagi to'g'ri chiziglarning o'zaro joylashishini 27
mashqgning natijasiga muvofiq tekshiring:

1) x+2y+5=0 va 3x-6>'+8=0

2) 9nr-12 y-4=0 va §r+6y+1=0

3) 9x-12y-4 =0 va 8jc+6j>+1=0

4) 4x+6y-7=0 va 12x+18 >21=0.

4.29. M (-1,2) nugtadan o'tib:
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1) 5x -2y +3=0, 2) x+4y-1=0,3) 3x+7y-8 =0,

4) 2x+3y+5=0 to'g'ri chizigqa parallel bo'lgan to'g'ri
chizigning tenglamasini tuzing.

4.30. Ikkita to'g'ri chiziq orasidagi burchak aniglansin:

1) 3x-y+5-0 2)12~f =1 2x+y-7=°"~ -~ =|

4.31. Uchlari A(24), B(3,) va C(l,2) nuqtada bo'lgan
uchburchak tomonlarining uzunliklari va ichki burchaklarini
toping.

4.32. koordinatalar boshidan o'tib: 1) y-2x+3 to'g'ri
chizigga parallel bo'lgan, 2) x-3y-\ =0 to'g'ri chizigga
perpendikulyar bo'lgan, 3) y=3x-5 to'g'ri chiziq bilan 45° li
burchak hosil giladigan to'g'ri chizig tenglamasini tuzing.

4.33. Uchburchakning ikkita uchi /1(3,4) va B(5,l) nuqtada
bo'lib, unin balandliklari (4,1) nuqtada kesishadi.
Uchburchakning uchlari C uchini toping.

4.34. 2x+3y-6=0 to'g'ri chizig Ox, Oy o'gqlami A,B
nuqtalarda kesib o'tadi. C nuqgta AB kesmani AC:CB=1:2 nisbatda
bo'ladi. C nuqtadan AB to'g'ri chizigga tushirilgan
perpendikulyarning tenglamasini tuzing.

4.35. Uchburchakning 3x+4y-12=0 va 3x-7y+2l=0
tomonlari berilgan. M (4;3) nuqta uning medianalarining kesishish
nuqtasi ekanligi ma'lum. Uchburchakning uchinchi tomoni
tenglamasi tuzing.

4.36. Birinchi chorakda joylashgan va tomonining uzunligi
5 uzunlik birligiga teng bo'lgan rombning ikki tomoni absissa o'qi
va Ax-3y =0 to'g'ri chiziq bilan ustma - ust tushadi. Rombning
qolgan tomonlarining tenglamalari va dioganallari tenglamalari
tuzilsin.

4.37. Koordinatalari mos ravishda (1;-1), (5;2) va (4;5)
bo'lgan A, B, C nuqtalar berilgan. AC to'g'ri chizigga nisbatan B
nuqtaga simmetrik bo'lgan D nuqtaning koordinatalari topilsin
Va shu nuqtadan A, C nugqtalar orqgali o'tkazilgan to'g'ri
chiziglarning tenglamalari tuzilsin.
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4.38.Parallelogramm ikki uchining koordinatalari moOs
ravishda (1;1) va (2;-2) nuqtalarda bo'lib, dioganallari (-1;0)
nuqtada kesishadi. Parallelogramm tomonlarining tenglamalari
tuzilsin.

439. 2x+3y-12=0 to'g'ri chizigda (4,5 va (I;-2)
nugtalardan teng uzoqlikda yotgan nuqtaning koordinatalari
topilsin.

4.40. A(-3;5) nuqgtadan o'tuvchi va ordinata hamda abscissa
o'gqlaridan kesgan kesmalarning uzunliklari nisbati 1:2 kabi
bo'lgan to'g'ri chizigning tenglamasi tuzilsin.

4.41. A(-1;3) nuqtadan o'tuvchi shunday to'g'ri chizigning
tenglamasi tuzilsinki, bu to'g'ri chizigning X+2y +5=0 va
x+2y-2 =0 parallel to'g'ri chiziglar orasidagi kesmaning o'rta
nugtasi 2x-3y-11=0 to'g'ri chizigda yotsin.

4.42. Tekislikdagi x-2y+2 =0 to'g'ri chizigga x+2y-6 =0
to'g'ri chizigga nisbatan ikki marta yaqin jaolashgan nuqtalar
geometrik o'rinlarining tenglamalari tuzilsin.

4.43. Uchlari A(-2;1), B(2;5) va C(2;-1) nugtalarda joylashgan
uchburchakka tashqi chizilgan aylana markazining koordinatalari
topilsin va radiusining uzunligi hisoblansin.

4.44. Koordinata boshidan o'tuvchi va A(l;3) nuqtaga B(4;2)
nuqtaga nisbatan 4 marta yaqin masofadan to'g'ri chizigning
tenglamasi tuzilsin.

4.45. Gipotenuzasining tenglamasi tx+2y-8 =0 bo’'lgan va
uni A(-1;-2) nugtada joylashgan to'g'ri burchakli teng tomoni
uchburchakning golgan ikki tomoni tenglamalari tuzilsin.

4.46. Birinchi chorakda joylashgan rombning ikki tomoni
x-3y +4=0 va 3x-y-4 =0 tenglamalar bilan ifodalangan. Shu
tomonlarning kesishish nuqtasidan o'tgan diagonalining uzunligi
4\2 uzunlik birligiga teng. Rombning golgan tomonlarining va
diagonallarining tenglamalari tuzilsin.

4.47. Quyidagi to'g'ri chiziglar orasidagi burchak
aniglansin:
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4.48. 3x-2j>+7=0, 6x-4y-9 =0, 6x+4y-5=0, 2x+3y-6 =0 to'g'ri
chiziglardan parallel va perpendikulyar bo'lganlari ko'rsatilgan.

4.49. A(2,3)nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining
tenglamasi yozilsin. Shu dastadan 1) 45°, 2) 60°, 3) 135° 4) 0°
burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziglar tanlab olinsin va ular
yasalsin.

4.49. A(-2;5) nugta va 2.x-y =0 to'g'ri chiziq yasalsin. A
nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining tenglamasi
yozilsin va o'sha dastadan berilgan to'g'ri chizigqga: 1) parallel; 2)
perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziq tanlab olinsin.

4.50. 2n-5y-10=0 to'g'ri chizigning koordinata o'glari bilan
kesishgan nuqtalaridan bu to'g'ri chiziqga perpendikulyarlar
chiqarilgan. Ularning tenglamalari yozilsin.

451. A(-1,3) va B(4,-2) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi yozilsin.

4.52. Uchlari J/1(-2,0), B(2,6) va C(4,2) nuqtalarda bo'lgan
uchburchakning BD balandligi va BE medianasi o'tkazilgan. AC
tomon, BE mediana va BD balandlikning tenglamalari tuzilsin.

4.53. Uchburchak tomonlari x+2y =0, *+4y-6 =0, *—4v-6 =0
tenglamalar bilan berilgan. Uning ichki burchklari topilsin.

4.54. Koordinatalar boshidan o'tib, y=4-2* to'g'ri chiziq
bilan 45° burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi
yozilsin.

4.55. A(-1,1) nuqtadan o'tib, 2x+3y =6 to'g'ri chiziq bilan 45°
burchak to'g'ri chiziq tenglamasi yozilsin.

456.0x 0'qg bilan @=arctg2 burchak tashkil etuvchi
yorug'lik nuri /1(5,4) nuqtadan chiqgadi va shu o'gdan qaytadi.
Tushuvchi va gaytuvchi nurlaming tenglamalari yozilsin.
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4.57. Uchlari A{-2,0), 6(2,4) va C(4,0) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak berilgan. Uning tomonlari, AE mediana, AO
balandligining tenglamalari yozilsin va AE mediana uzunligi
topilsin.

4.58. Uchlari A(0,7), B(6,-1) va C(2,1) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak tomonlarining tenglamalari yozilsin va burchaklari
topilsin.

4.59. 2x-y+8 =0 to'g'ri chizig Ox va Oy o'qlarni A va B
nuqtalarda kesib o'tadi. N nuqta AB ni AN : NB = 3:1 nisbatda
bo'ladi. AB to'g'ri  chizigga N nuqgtadan chiqarilgan
perpendikulyarning tenglamasi yozilsin.

4.58.Tomonlari x+y =4, 3x-y =0, x-3y-8 =0 tenglamalar
bilan berilgan uchburchak yasalsin, uning burchaklari va yuzi
topilsin.

4.59.Uchlari A(-4,2), B(2,-5) va C(5,0) nuqgtalarda bo'lgan
uchburchak medianalarining kesishgannuqtasi va balandlik-
larining kesishgan nuqtasi topilsin.

4.60.1) 3x4y-20=0, 2) x+y+3=0, 3) y =kx+b to'g'ri chizic
ning tenglamalari normal ko'rinishga keltirilsin.

4.61.Normal uzunligi p=2 va uning Ox o'gga og'ish
burchagi p: 1) 45°; 2) 135°; 3) 225°, 4) 315° bo'lgan to'g'ri chiziglar
yasalsin. Bu to'g'ri chiziglarning tenglamalari yozilsin.

4.62.A(4,3), B(2,I) va C(1,0) nuqgtalardan 3x+4>>-10=0 to'g'ri
chiziggacha bo'lgan masofalar topilsin. Nuqtalar va to'g'ri chiziq
yasalsin.

4.63.Koordinatalar boshidan 12x-5y +39=0 to'g'ri chizig-
gacha bo'lgan masofa topilsin.

4.64. 2x-3y =b va 4x-6y =25 to'g'ri chiziglar o'zaro parallel
ekanligi ko'rsatilgan va ular orasidagi masofa aniqglansin.

4.65. y=kx+5 to'g'ri chizigkoordinatalar boshidan d=
masofa uzoqlikda bo'lsa, K topilsin.

4.66. 4x-3y =0 to'g'ri chizigdan 4 birlik uzoqglikdagi
nuqtalar geometrik o'mining tenglamasi yozilsin.
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4.67. 8x-15>>=0 to'g'ri chizigga parallel bo'lib, A(4,-2)
nuqtadan 4 birlik uzoqglikdagi to'g'ri chizigning tenglamasi
yozilsin.

4.68. 2x+3y =12 va 3x+2y=12 to'g'ri chiziglar orasidagi
burchaklar bissektrisalarining tenglamalari yozilsin.

4.69. 3*+4v =12 va y =0 to'g'ri chiziqglar orasidgi burchaklar
bissektrissalarining tenglamalari yozilsin.

4.70. M(x,y) nuqta >=4-2* to'g'ri chiziqga nisbatan
y=2x-4 to'g'ri chizigdan uch marta uzoqroqda harakat qiladi.
o'sha nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.71. 2x+y+6=0 va 3m5m35=0 to'g'ri chiziglarning
kesishish nuqtasi M va N(1,-2) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq
englamasi (M nuqgtani topmasdan) yozilsin.

4.72. 5x-j>+10=0 va 8gr+4>>t9=0 to'g'ri chiziqglarning
kesishish nuqgtasi M dan o'tib x+3>>=0 to'g'ri chiziqga parallel
bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi (M nuqtani topmasdan) yozilsin.

4.73.Uchlari Nn(-3,0), B(2,5) va C(3,2) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak BD balandligining uzunligi topilsin.

4.74. A(2,4) nuqtadan o'tuvchi va koordinatalar boshidan d
=2 uzoqlikda bo'lgan to'g'ri chizig tenglamasi yozilsin.

4.75.71(-4,-3), B(-5,0), C(5,6) va D(1,0) nuqtalar
trapetsiyaning uchlari bo'lishi tekshirilsin va uning balandligi
topilsin.

4.76. Koordinatalar boshidan A(2,2) va B(4,0) nuqgtalargacha
masofalari bir xil bo'lgan to'g'ri chizig o'tkazilgan. Bu masofa
topilsin.

4.77. x+2y-5=0 to'g'ri chizig /5 masofa uzoqlikda bo'lgan
geometric o'rnining tenglamasi yozilsin.

4.78. y =-x to'g'ri chizigga nisbatan y =X to'g'ri chizigdan
ikki marta uzoqrogda harakat qgiluvchi M(x,y) nuqgta
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.79. 2x-3y+5=0 va 3x+y-7=0 to'g'ri chiziglarning
kesishish nuqtasi M(x,y) dan o'tuvchi va y =2x to'g'ri chiziqga
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perpendikulyar to'g'ri chiziq tenglamasi (M nuqtani topmasdan)
yozilsin.

4.80. A(-4,0) va 8(0,6) nuqtalar berilgan. AB kesma
o'rtasidan Oy o'gidagiga garaganda Ox o'gdan ikki baravar katta
kesma ajratuvchi chiziq o'tkazilsin.

4.81. N1(-2,0) va B(2,-2) nuqtalar berilgan. OA kesmani
tomon deb olib, diagonallari B nuqtada kesishuvchi OACD
parallelogramm yasalgan. Parallelogramm tomonlarining,
diagonallarining tenglamalari yozilsin va CAD burchak topilsin.

8§ 4.2. Ikkinchi tartibli chiziglar

1. Ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi
Ax2+Bxy+Cy2+Ey+F =0 (4.18)
2. Radiusi R va markazi C(xo;yo) va 0(0;0) nuqtada bo'lgan
aylana tenglamasi quyidagicha ko'rinishda bo'ladi:
(x-*oY+(y-yJ=R2 (4.19)
X2+y2=R2 (4.20)
3. Ellipsning kanonik tenglamasi (koordinata o'qlari ellips
o'qi bilan ustma-ust tushadi)

bu yerda a va b -ellips o'qlari:
b2=a2-c2 (4.22)
~(-c.io) va f,(c0) - ellips fokuslarini ifodalaydi («>*) .
Ellipsning eksttisiteti (e <l-ellips uchun)

1. Umumiy holda aylana tenglamasi
Ax2+Ay2+Bx+Cy+D =0 (1)
Ba'zi bir xususiy hollarni ko'rib chigamiz. a) b2+c2>4AD, u
holda r >0. (1) tenglama ayniyat ifoda goladi. 6) B2+c2=4ad, R=0
Ko'rilayotgan tenglamaga fagat (a,b) nuqta mos keladi. b)
B2+c2<4ad , u holda r - mavhum son bo'lib, (1) tenglama



M

ma'nosini yo'qotadi. Bu tenglamani markazi F(a,b) va radiusi R
bo'lgan aylana (x-a)2+(y-ft)2=R2 markazi absissa o'gida
joylashgan aylana tenglamasi a) (/:-a)2+y2=R2 joylashgan aylana
tenglamasi 6) x1+(y-ft)2=/?22 -markazi ordinata o'gida bo'lgan

aylana tenglam asi
B) X2+y2=R2- markazi koordinatalar boshida bo'lgan aylana

tenglamasi
B ¢ ,_.-Ib2+C2-4AD
2A 2A’ 2A

4.3-rasm. Ellipsning shakli
3. Markazi (a,p) nugtada bo'lgan ellips ko'rib chiqaylik.
(I~-eO +(zz£L =].Ellipsning uchlarining koordinatalari
(a-a,p).(a +a,p\{a,p +b).{a,p-b).
Agar fokuslar orasidagi masofa 2c bo'lsa, u holda
koordinatasi (a-c,”(a +c,~)bo'ladi(a>ft). Agar a<b bo'lsa, u holda
fokus nuqtalarining koordinatalar [a,p+c\{a,p-c) bo'ladi.

Ellipsning umumiy tenglamasini
Ax2+By2+Cx+Dy+E =0 )

deb yozish mumkin. Bu tenglamani +~2- =-i

olamiz. U holda mavhum ellipsni olamiz, ya'ni tenglamani o'z
ma nosini yo'qotadi.

Xususiy hollar a) a=0,p*o, O(gfi. =ia>b bo'lsa.
a

6) p=0, a®0, u holda kanonik ten?Iama (a_v-nb_
bo'ladi.
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Ellipsning ixtiyoriy M(x;y) nuqtasidan fokus masofagacha
bo'lgan masofa quyidagi formula bilan topiladi.
rNn=a-ex, r2=a+ex (4-24)
4. Giperbolani kanonik tenglamasi (giperbola
koordinata o'glari ustma-ust tushadi)

(4.25)

bu yerda ab mos ravishda haqiqiy va mavhum yarim
o'qlari,
c2=a2+h2 (4.26)
Ft(- ¢,;0) va F2(c;0) - giperbola fokuslari, ¢> a.
Giperbolaning ekstrentsiteti (4.23) formula orgali topiladi (f > 1).

4.4-rasm. Giperbolaning shakli
Giperbolaning M(x;y) nuqtadan fokusgacha bo'lgan masofa
(4.27) quyidagi formula yordamida aniglanadi.
L=\ex-al, r,= +a& (4.27)
Giperbolaning ikkita asimptotasi quyidagi formula bilan
aniglanadi.

0

y =t (4.28)
5. Koordinata boshida joylashgan parabolaning kanoni
tenglamasi
y2=2px (4.29)

(agar OX o'giga nisbatan simmetrik bo'lsa), yoki
X2 =2px (4.30)
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y = Ax2 (4.31)
(agar Oy o'giga nisbatan simmetrik bo'lsa), bu yerda p yoki

__L -parabola parametri.
2P

Parabolaning fokus nuqtasi j dan OX (fokus radius)

bo'lgan masofa quyidagi formula bilan aniqglanadi.

= (4.32)

Parabola direktrissasining tenglamasi
*~ f (4-33)

Aylanaga doir misollar:

4.82. a) Markazi C(-4,3), rasiusi R=5 bo'lgan aylana
tenglamasi yozilsin va u yasalsin.

A(-1,-1), B(3,2), 0(0,0) nuqtalar bu aylanada yotadimi?

b)Aylananing ushbu 2x2+2y2- 3x+4y+2=0 tenglamasiga
ko'ra, uning makazi va radiusini aniglang. c¢). Aylana
diametrlaridan biri uchlarining koordinatalari berilgan: A(l;4) va
B(-3;2). Shu aylananing tenglamasini tuzing.

4.83. A(-4,6) nuqta berilgan. Diametrik OA kesmadan iborat
aylana tenglamasi yozilsin.

4.84.1) x2+y2-4x +6y-3 =0) 2) x2+y2-8x=0;

3) x2+y2+4y =0 aylanalar yasalsin.

4.85. x2+y2+5x =0 aylana x+y =0 to'g'ri chiziq yasalgan va
ularning kesishgan nugqtalari topilsin.

4.86. A(l,2) nugtadan o'tuvchi va koordinata o'glariga
urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin.

4.87. x2+y2+4x-6y =0 aylananing Oy o'g bilan kesishgan
uugtalariga o'tkazilgan radiuslari orasidagi burchak topilsin.

4.88. A(-1,3), B(0,2) va C(l,-)nuqgtalardan o'tuvchi aylana
tenglamasi yozilsin.

4.89. A(4,4) nuqtadan va x2+y2+4x-4y =0 aylana bilan
Y=~x to'g'ri chizigning kesishgan nuqtalaridan o'tuvchi aylana
tenglamasi yozilsin.
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4.90. y=-4-x1-4x egri chizigning joylashish sohasi aniqlab,
shakli chizilsin.

491. x2+y2—8x—4y+16=0 aylanaga koordinatalar boshidan
o'tkazilgan urinmalaming tenglamalari yozilsin.

4.92. A(a,0) nuqta berilgan. M nugta shunday harakat
giladiki, s OMA da OMA burchak doimo to'g'ri burchak bo'lib
qoladi. M nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

493.71(-6,0)0 va B(2,00 nuqtalar berilgan. Shunday
nuqtalaming geometrik o'rni topilsinki, ulardan OA va OB
kesmalar teng burchaklar ostida ko'rinsin.

4.94 M{x,y) nugta shunday harakarlanadiki, undan A(-3,0),
B(0,a) va C(a,0) nugtalargacha bo‘'lgan masofalar kvadratlarining
yig'indisi 3a2ga teng bo'lib qolaveradi. Nuqta trayektoriyasining
tenglamasi yozilsin.

4.95.M(x,y) nuqta shunday harakarlanadiki, undan
koordinat burchaklarining bissektrisalarigacha bo'lgan masofalar
kvadratlarining yig'indisi a2 ga teng bo'lib golaveradi. Nuqta
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.96. x2+y2=a2 aylana berilgan. Uning A(a,0) nqutasidan
mumkin bo'lgan barcha vatarlar o'tkazilgan. Bu vatarlar
o'rtalarining geometrik o'rni aniglansin.

497. N(-3;0) va B(3,6) nuqtalar berilgan. Diametrik AB
kesmadan iborat aylana tenglamasi yozilsin.

Ellipsga doir misollar:

4.98. a) x2+4y2=16 ellips yasalsin, uning fokuslari va
ekssentrisiteti topilsin.

b) Uchlari (¢5; 0) va (0; +3) bo'lgan ellipsning kanon
tenglamasi va fokus nuqtalarining koordinatlarini toping?

4.99. a) Agar ellipsning: 1) fokuslari orasidagi masofa 8 ga
teng bo'lib, kichik yarim o'gi b=3; 2) katta yarim o'gi a=6,
ekstrensiteti e=05 bo'lsa, uning kanonik tenglamasi yozilsin.

b) Ellipsning fokuslari abtsissa o'qgida hamda o'qlari 16 va
bo'lsa kanonik tenglamani tuzing.
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c)Ellipsning fokus nuqtalarining koordinatalari (x3; 5) va
katta 0'qi 10 ga teng kanonik tengalamasini yozing.

4.100. a) Ellipsning katta yarimo'gi a =5 va ¢ parametri: 1)
48; 2)4; 3)3; 4) 1,4,5) 0 ga teng bo'lsa, uning kichik yarim o'qi
) va ekstrensiteti e topilsin.

b) Ellipsning 4x2+9y2=36 tenglamasini kanonik ko'rinishiga
olib keling va o'qlar uzunliklarini hisoblang.

c) Ellips a) X2+4y2-4x +8.y-8 =0, b) 9x2+4y2+54*-40" +145=0
laming markazi fokus nuqtalarining koordinatlari hamda
o'glarining uzunliklarini toping.

4.101. a)Yer fokuslaridan birida quyosh joylashgan ellips
bo'yicha harakat giladi. quyoshdan yergacha bo'lgan eng kichik
masofa taxminan 147,5 million kilometrga, eng katta masofa 152,5
million kilometrga teng bo'lsa, yer orbitasining katta yarim o'qi
va eksentrisiteti topilsin.

b) Ellipsning 64x2+9yr-576 =0 tenglamasini kanonik
ko'rinishga olib keling va fokus nuqgtasini koordinatalarini toping

4.102. a) Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bo'lgan
ellips M(2, VI) va B(0,2) nuqgtalardan o'tadi. Uning tenglamasi
yozilsin va M nuqgtadan fokuslargacha bo'lgan masofa topilsin.

b) Ellipsning 16x2+25y2-400 =0 tenglamasini kanonik
ko'rinishga olib keling va o'q uchlarini koordinatalarini toping

4.103. a) Fokuslati Ox o'gda yotuvchi ellips koordinata
o'qlariga nisbatan simetrik bo'lib,

3
M(-4,n/2T) nuqtadan o'tadi va e =- ekstrensitetiga ega. Ellips

tenglamasi yozilsin va M nuqtaning fokal radiuslari topilsin.

b) Ellipsning fokus nuqtalari koordinatalari (8,0) va
ektsentrisiteti e=08.Kanonik tenglamasini tuzing.

4.104. a) x2+2y2=18 ellipsning o'glari orasidagi burhckani
teng ikkiga bo'luvchi vatar uzunligi topilsin.

b) Quyidagi egri chiziq tenglamasi ganday chiziqga tegishli
ekanligini aniglang va grafini chizing.

+2xy +2y2+*/2x - -J2y -5 =0



C) Ellipsning fokuslari abtsissa o'gida koordinat bosl
nisbatan simmetrik joylashgan. O'qglar aylanasi 6 va ularning
nisbati 2. Ellipsning kanonik teng tuzing.

4.105. a) 9x2+25y2=225 ellipsda shunday M(X,y) nuqta
topilsinki, undan o'ng fokusgacha bo'lgan masofa chap
fokusgacha bo'lgan masofadan 4 marta katta bo'lsin.

b) Ellips o'glarining ganday nisbatida ektsentrensitet a) I,

b)i'v) M teng bo'ladi.

Giperbola ga doir misollar:

4.106. a)x2-4y2=Il6giperbola va uning asimptotalari yasalsin.
Giperbolaning fokuslari, ekstrensiteti va asimptotalari orasidagi
burchka topilsin. b) Quyidagi tenglamalarni kanonik ko'rinishga
olib kelitiring. a) 9x2-16.y2-i44 =0 b) 2x2-y 2=6c¢) Giperbolaning
fokusi (0,+3) va asimptotasi y=%2x berilgan. Giperbolaning
tenglamasi va ekstsentritentini toping

4.107 a)x2-4y2=16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nuqta
olingan. Undan fokuslargacha bo'lgan masofalar topilsin.

b)Giperbola ~ +"j=ming fokus nuqtaning koordinatalari

va o'q uzunligini toping?

c)Quyidagi tenglamalardan qgaysilari giperbolani
tenglamasini ifoda qgiladi:

a) 3x2-5.Y2+10* +12/-78 =0 v) 312+1y2- 140/+11*-500 =0

b) Ux2-17x +10y-24 =0 g) 4x2- 4y2- 4x+7.y120 =0

4.108.a) Giperbola koordinata o'glariga nisbatan simmetrik
bo'lib, M(6,2n/r) nuqtadan o'tadi va 4=2 mavhum yarim o'qqga
ega. Uning tenglamasi yozilsin hamda M nuqtadan fokuslargacha
bo'lgan masofalar topilsin.

b) Teng tomonli giperbolaning ekstsentristenti toping?

4.109.a)Uchlari ~ +y =1lellipsning fokuslari esa uning

uchlarida bo'lgan giperbolaning tenglamasi yozilsin. b)
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2L -— = 1lgiperbolaning ekstretsentritenti fokus

koordinatasini toping.

4110 a)y-=a2+x2 giperbola yasalsin, uning fokuslarining
koordinatalari Va asimptotalari orasidagi burchak topilsin. b)
4t: 55! _i0° =° giperbolaning asimptotalarini toping.

c) Giperbola ~™ '~ =1 ™ ~ birlikga abtsissa o'gini
manfiy yo'nalishida va 4 birlik ordinata o'gini musbat yo'nalishi
bo'yicha parallel ko'chiring va tenglamasini tuzing.

4.111 a)x2-Ay2=16 giperbolaga A(0,-2) nuqtadan io'tkazilgan
urinmalarning tenglamalari yozilsin.

b) Giperbola 3x2-5/ =28 va to'g'ri chizig 2*-.y =8ning kesim
nuqtasining koordinatalarini toping.

c) Giperbola (*+0 =i ni ordinata o'gi musbat
yo'nalishi parallel 2 birlikka siljiting.

> 3

4.112.a) ﬁ-pv—:l giperbolaning fokusidan asimptotalari-

gacha bo'lganmasofalar va asimptotalari orasidagi burchak
topilsin.

b) i~ T =18iperbola A(5,0), C(5V2, -2) va D(2, -3)
nugtalar orgali o'tadimi?.
4.113.a) =i giperbolaga ichki chizilgan kvadratning

tomoni topilsin va ganday giperbolalarga kvadartni ichki chizish
mumkinligi tekshirilsin.
b)Giperbolaning fokus nuqtasini koordinatalari (¥2V2;,0) va
simptotasi y = +x berilgan. Giperbolaning tenglamasini toping.
Parabolaga doir misollar:
4.114.a) F(0,2) nuqtadan va y = 4 chiziqdan bir xil
8gr.~ ashgan nuqgtalar geometrik o'mining tenglamasi tuzilsin. Bu
~izigning koordinata o'glari bilan kesishgan nuqtalari
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topilsin va u yasalsin. b) y- =i2x parabola grafigi A(3; -6), B(0.5/ w1
) va C(I;3)nuqtalar orgali o'tadimi?

4.115. a)Koordinatalar boshidan va x = -4 to'g'ri chizigdan
bir xil uzoqlikda bo'lgan nuqtalar geometrik o'rnining tenglamasi
tuzilsin. Bu egri chizigning koordinata o'glari bilan kesishgan
nuqtalari topilsin va u yasalsin.

b) Har bir parabolaning fokus va direkrissachini toping:

c) y2=-12x, b) y2+x=0, d) X-y2=0

4.116. a)l) (0,0) va (1,-3) nuqtalardan o'tuvchi va Ox o'gga
nisbatan simmetrik;b) 2) (0,0) va (2,-4) nuqtalardan o'tuvchi Oy
o'gga simmetrik bo'lgan parabola tenglamasi yozilsin. ¢) Uchi
koordinata boshida va fokusi a) (3,0), b) (-2,0), c) (0,4),d) (0; -i

)bo'lgan parabolalaming tenglamasini toping.

4.117. a)Markazi y2= 2px parabolaning fokusida bo'lib,
parabola direktrissasiga urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin
parabola va aylananing kesishgan nuqtalari topilsin.

b) Uchi koordinata boshida va direkrisisasi a) x=2, b) *=-5,
v) y=3, g) y=-2bo’'lgan parabola tenglamaning toping.

4.118.a) x2+v2+y=0 aylana x+y=0 to'g'ri chizigning
kesishgan nuqtalaridan o'tib, Oy o0'qga nisbatan simmetrik
bo'lgan parabolaning va uning direkttissasining tenglamalari
yozilsin. Aylana, to'g'ri chiziq va parabola yasalsin.

b) Radius vektori 10 bo'lgan =2=8t parabolaning fokus
nuqtasini koordinatasi topilsin.

4.119.a) y2=6x parabolada fokal radius - vektori 4,5 ga teng
bo'gan nuqta topilsin. b) y2=36* parabolaning (4; y) nugtasini
fokal radius vektorini toping.

4.120a)Projektoming oynali sirti parabolaning o'z
simmaterik o'gi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan. Oynaning
diametric 80 sm, chuqurligi 10 sm. Nurlaming parallel dasta
sharlida qaytishi uchun yorug'lik manbai parabolaning fokuslida
o'rnatilishi kerak bo'lsa, yorug'lik manbai parabola uchidan
ganday masofada o'rnatilishi kerak?
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b) Parabolani uchi va o'qini toping, a) y =x2+5, b) y =\2-x2,
V) y =x2+2x-3 @) x =y2+8y,d) y =x2-x+4,

4.121. y=-Vx egri chizigning joylashish sohasi aniglansin. bu
egri chiziq yasalsin.

4.122. y2= 6x parabola uchidan o'tishi mumkin bo'lgan
barcha vatarlar o'tkazilgan, bu vatarlar o'rtalari
geometriko'mining tenglamasi yozilsin.

Parametrik formada berilgan ikkinchi tartibli chiziglar

1 Parametrik formada berilgan egri chizig tenglamasi
x=yl4-r, y=t+3 Dekart koordinatalar sistemasida qganday
chizigni ifodalaydi.

2. X-a +rcost, y =b+rsmt.

3. jc=5cos/ vy = 4sinf

4. x=acosl, y =bsint

5.Material nuqta a) * =3cos2t, 3>=4sin2/ b) x=ocost, y=sin/ V)

jc= 5cos—, v = 2sin —
2

g) x=4+t2, y=- qonuniyat bilan harakatlansa, material
nugtaning harakat trayektoriyasini toping.
b) x2+y2=\ (aylana) v) |r+" =1 (ellips) g) /==£*-1

(parabola)
6. vO boshlang'ich tezlik bilan a burchak ostida otilgan

jismning harakat tenglamasi x=w0/cosf; y:\/()’sinf—gi—2 bu yerda
t -vaqt, g -erkin tushish tezlanishi «io~j . lJismning

harakat trayektoriyasini a=" va W*io—bo'lganda toping.

84.3. Fazodagi to'g'ri chiziq va tekislik

1. Tekislik tenglamalari:
-umumiy tenglamasi:
Ax+By+Cz+D =0, (4.34)
bu yerda A,B,C,D lar haqiqiy sonlar;
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-Mo(xo;y0;z0) nuqtadan o'tuvchi va n=(n,s,c) vektorlarga
perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasi
A{x-x0)+ B{y-yo)+C(z-z0) =0F (4.35)
-koordinata o'glarini mos ravishda a,b,c, nuqtalardan kesib
o'tgan tekislik tenglamasi

M + r1 (43%)
2. A(x0;y0;z0) nuqtadan Ax+By+Cz+D =0 tekislikgacha bo'lgan
d masofa

d= + By* + Cr0 + D\ g
iJal+B2+c-

3. Berilgan ikkita AIX+B,y+c,z+D,=0 va AX+BX+cZ+D2=0
tekisliklar orasidagi burchak @ quyidagicha topiladi

cos P== AA2+B,B +C,C2 _ (4 384
VA} +B; +C2-JA2 + B\ +C\

4. IkKi tekislikka parallelik
tt4 @

va perpendikulyarlik shartlari:
A,A3+B,B2+C,C2=0 (4.40)
5. Tekislikdagi to'g'ri chiziq ikki tekislikni kesishidan to'g'ri
chizig hosil bo'ladi
[A.x +B.y +C.z+D. =0
|12« +B2% +C2 +D2=0 M 41N
6. M(xi;yi;zi) nuqtadan o'tuvchi va s=mnP) vektorlarga
parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi
x~% , y~y, xT-T, @.42)
T n P

to'g'ri chizigning kanonik tenglama yoki
X =xt+mt; y =y,+ nt; z=z +pt 4.43)
to'g'ri chizigning parametrik tenglamasi deyiladi.
7. Mi(xi;yi;zi) va Mh(x2y2;z2) nugtadan o'tuvchi to'g'ri
chiziq tenglamasi



L

8. agar ikki to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori berilgan
bo'lsa, Si={ml,nxp,)va S2={m2n2,p2), u holda
m.m, +u,u, +0.0,

s :i,u'(or,2 +AF+/7,2jm g+ |/|3+Pr3 (4-40)
9. Ikki to'g'ri chizigning parallelligi
Mm n P
m2 " p2 @40
bo'ladi.
10. Ikki to'g'ri chizigning perpendikulyarlik sharti
mim2+n,12+p{p2=0 (4.48)
11. Berilgan *=*i =$1N =£_ to'g'ri chiziq va
° m n )

Ax+By+Cz+D =0 tekisliklar orasidagi burchak

wi +8f EA M p™ 449>
12.To'g'ri chiziqg va tekislik ikkinchi parallelik sharti
JWi+Bn +cp =0 (4.50)
13. To'g'ri chiziq va tekislikning parallelik sharti
ABC (4.51)
m n p

bo'ladi.

Parametrik formada berilgan ikkinchi tartibli chiziglar

1. Aylana, x2+(y-2)2=4

i x2 v2
2. (x-af +(y-b)2=r2 aylana. 3. Ellips + =1
4. Ellips ~r+p-=1 5. y+~=i(to'g'ri chiziq)
b) x2+y2=i (aylana) v) N ¥y~=1(ellips)

g) yl (parabola)

6.: ya1-0,1jc2
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Quyidagi masalarni yeching

4.123. j va nuqtalardan teng uzoqlikda

bo'lgan nuqtalar geometrik o'mining tenglamasi yozilsin.

4.124. a) Mi(-4; 0; 4) nuqtadan o'tuvchi Ox va Oy o'glardan
a=4 va b=3 kesmalar ajratuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

by Oz o'g hamda M(4;-2;7) nuqta orgali o'tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing.

¢) N(4;-5;7) nuqgta orqali o'tib, Oyz tekislikka parallel bo'lgan
tekislik tenglamasini tuzing.

4.125. a) 1) x-2y+2z-8=0 va x+z-6=0; 2) *+2z-6=0 va
x+2y-4 =0 tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

B) Mi(2;3;-1) va M2(Is;3) nugtalardan o'tib 3x-"+3z+i5=0
tekislikka perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.

C) 2x+3¥-5z +30=0 tekislikning koordinata o'qglari bilan

kesishgan nugtalarining koordinatalarini toping.

4.126. (-1; -1; 2) nuqtadan o'tuvchi va x-2y+z-4=0 hamda
X+2y-2z +4=0 tekisliklarga perpendikulyar tekislikning
tenglamasi yozilsin.

4.127. 4x+3j-5z-8 =0 va 4x+3y-5z +12 =0 parallel
tekisliklar orasidagi masofa topilsin.

4.128.2x-y +32-9=0; x+2j/+22-3 =0; 3x+y-4z +6=0

tekislikning kesishgan nugqtasi topilsin.

4129. 1) [v=4_2z va 2) {~ =ZT i=%T to 8 ri chiziglarni

ung xOy va xOz tekisliklardagi izlari topilsin va to'g'ri chiziglar
yasalsin.
X+2j+3z-13 =0]
4130-3x+y +4z-\4 =0) to'g'ri chiziq tenglamalarini:
1) proyeksiyalari bo'yicha; 2) kanonik ko'rinishda yozilsin.
To'g'ri chizigning koordinata tekisliklaridagi izlari topilsin
hamda to'g'ri chiziq va uning proyeksiyalari yasalsin.
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[y =5 (y=2 Te=4
4131. 1) [z=2 2) |z=x*1 3) [z=y togri chizi4 yasalsin
vaularning vektorlari aniglansin.
4.132.1(-1; 2; 3) va B(2; 6; -2) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chiziq tenglamalari yozilsin va uning yo'naltiruvchi kosinuslari
topilsin.
4.133. A(2; -1; 3) va B(2; 3; 3) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chizig yasalsin va uning tenglamalari yozilsin.
(x—y+z-4 =0 (x+y +z-4 =0 . ..
4.134. |[ . va ], togrl ch|2|cllar
2x+y-2z +5=0 [2x +3y-z-6 =0
orasidagi burchak topilsin.
4135. ~=f =] to'g'ri chizigning *=z+H, p=I-z to'g'ri
chizigga perpendikulyar ekanini ko'rsating.
4136. (-4; 3; 0) nuqtadan o'tuvchi va 2X+y-z =oj toS8ri

chizigga parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamalari yozilsin.

4137. (2; -3, 4) nuqtadan Oz o'gga tushilgan
perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.

x+1 y+2 z-1

4138. N(2; -1, 3) nuqtadan — = = to'g'ri
chiziggacha bo'lgan masofa topilsin.

4139. £N =Z+1=£+1 va £zi=Zzl|=£x| parallel to'g'ri

1 2 2 1 2 2

chiziglar orasidagi masofa topilsin.

4.139. y =3x-l, 2z=-3x+2 to'g'ri chiziq bilan 2x+v+z-4 =0
tekislik orasidagi burchak topilsin.

4.140. = =—p- to'g'ri chizig 2x+y-z =0 tekislikka

Parallel ekanligi, = = to'g'ri chizig esa shu tekislik

ustida yotishi ko'rsatilgan.
4.141. (-1; 2; -3) nuqtadan o‘'tuvchi va x=2, >>z=I to'g'ri
chizigga perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.

LLL,



4.142. = = to'g'ri chizigdan va (3; 4; 0) nuqtadan

o'tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

I+l z+2 . . .
4143. — - ~ =-y- togri chizigdan o'tuvchi va

2x +3y - z =4 tekislikka perpendikulyar tekislikning tenglamasi
yozilsin.
x~3_y_z-~I jc+1 N1z
2 ~1* 2 va ~T ~ ~ =2 Parallel to'g'ri
chiziglardan o'tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

4.145. Koordinatalar boshidan o'tuvchi va 4y=3x,y =0 va z=0
tekisliklar bilan teng burchaklar tashkil etuvchi to'g'ri chiziq
tenglamalari yozilsin va o'sha burchaklar topilsin.

4.146. X=2t-1, y=t+2, 2=1-? to'g'ri chizigning
3x - 2y +z =3 tekislik bilan kesishgan nuqtasi topilsin.

4. 147(2; 3; 4) nuqtaning x=y =z to'g'ri chiziqdagi
proyeksiyasi topilsin.

84.4. lkkinchi tartibli sirtlar

Agar L egri chizigning har bir nuqtasi orqgali berilgan 5
vektorga parallel to'g'ri chiziqg o'tkazsak, u holda silindrik sirt
deb ataladigan sirtni hosil gilamiz. 5 vektorga parallel va
silindrik sirtga tegishli to'g'ri chiziglar bu sirtning yasovchilari
deb ataladi, L egri chiziq esa silindrik sirtning yo'naltiruvchisi
deb ataladi.

Silindrik sirtni uning yasovchilariga perpendikulyar tekislik
bilan kesilganda (normal kesim) aylana hosil bo'lsa, u holda
silindrik sirt doiraviy sirt, agar ellips hosil bo’'lsa, elliptik sirt, agar
parabola hosil bo'lsa, u holda parabolik sirt deyiladi.

Berilgan egri chizigning har bir nuqtasidan va fazoning bu
egri chizigda yotmaydigan belgilangan nuqtasidan o'tuvchi
barcha to'g'ri chiziglar birlashmasi konus sirt deb ataladi. Mazkur
egri chiziq konus sirtning yo'naltiruvchisi, oldindan belgilangan
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nugta uning uchi, to'g'ri chiziglar esa konus sirtning yasovchilari
deb ataladi.

Fazodagi egri chizigni harakatlanayotgan M nuqtaning
trayektoriyasi sifatida tasavvur gilaylik, bunda vaqtning har bir t
momentida bu nuqtaning X,y,z koordinatalari oldindan
tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan ma'lum bo'lsin:

x=fM y=f2{*\ *»/3(0 (4.51)

(1) ko'rinishdagi tenglamalar fazodagi egri chizigning

parametrik tenglamalari deb ataladi.

4.1-jadval
Ellipsoid tenglamasi 7. Paraboloid 13 Kesishuvchi
tenglamasi tekisliklar jufti
HXR =2 tenglamasi
al bl
ftP
P *
Mavhum ellipsoid 8. Giperbolik 14.  Parabolik silindt
tenglamasi paraboloid sirt sirti tenglamasi
Yyir2 , tenglamasi Y2=2px
T Hite =
Mavhum konus 9. Elliptik silindr 15 Parallel tekisliklar
tenglamasi tenglamasi jufti tenglamasi
P 41 +3 =0 2V - t2=0
zk Ay
- X
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4. Bir pallali giperboloid 10. Mavhum
tenglamasi elliptik silind
X2 y2 tenglamasi
r—I =1
EZZI:X i(2+2/2 =
aZ b'? 1
5 Ikki pallali giperboloid 11. Mavhum
tenglamasi kesishuvchi
tekisliklar jufti
tenglamasi
ab s
6. Konus tenglamasi 12. Giperbolik
silindr
tenglamasi
+1-~=1

a2 b2

16.  Mavhum parallel
tekisliklar jufti
tenglamasi
Y2+b2:

K-

17.  O'zaro ustma-ust
tushadigan
tekisliklar

tenglamasi y2-0

7

X
*\

18 barcha tenglamalar
uchun
a>0,b>0,c>0,p>0
1 va 2 tenglamalar
uchun a>b>c
3,4,5,6,7,9,10
tenglamalar uchun
a=>b

a tekislikdagi chegaralangan D figurani va a tekislikka
parallel bo'Imagan biror a vektomi garaylik. U holda MeD va
bo'lgan barcha MN kesmalaming birlashmasi asosi D

bo'lgan silindr deyiladi.
Silindrik sirtlar

tenglamasini

olish uchun

yo'naltiruvchilarning tenglamalarini bilish talab etiladi.
FXx,y,z) =0\a F2x,y,z)=0
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yasovchi tenglamasini

bu yerda M(x,y,z) yo'naltiruvchiga tegishli nuqgta, X,Y,Z-
silindrik sirtning koordinatalari, m,n,p -yasovchiga tegishli
tashkil etuvchilar (o'zgarmas sonlar)

Quyida berilgan masalalarni yeching.

4.148. Uchi koordinata boshida bo'lgan konus
tenglamasini tuzing
NN =1
a2 b2 > (4.52)

Yechish. (0;0;0) va (x,y,z) nuqtalardan o'tuvchi tashkil
etuvchini tenglamasi

x =Y oz (4.53)
X y z
bo'ladi. Bu(4.52) va (4.53) tenglamalardan

X
X =c—, y:cy—
z z

topiladi.U holda quyidagi konus sirtini olamiz.

a2z2 b2z2

4.149. Quyidagi tenglamalar qanday sirtlarni aniqglaydi:

a) x2+y2=25; b) x2+y2+z2 V)y +T =l 8>T

4.150. Yarim o'qlari a =6 va b =4 va markazi koordinatalar
boshida bo'lgan ellips o'zining Oz o'gqda yotadigan kichik o'qgi
atrofida aylanadi. Ellipsning bu aylanishida chizadigan sirtning
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.151. Yarim o'qlari a=6, 6=4 va markazi koordinatalar
boshida bo'lgan ellips o'zining Oz o'gda yotadigan katta o'qi
atrofida aylanadi. Aylanish sirti tenglamasini tuzing. Masalaga
doir chizma chizing.
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X
4.152. —+jy’\ =l ellipsning Oy o0'q atrofida aylanish sirti

tenglamasini tuzing.

4.153. Giperbolaning o'zining Ox o0'q bilan ustma-ust
tushadigan katta o'qi atrofida aylanishida chiziladigan sirtning
tenglamasini tuzing. Giperbolaning yarim o'qlari a=8 va b=6,
uning markazi esa koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushadi.
Chizma chizing.

4.154.Yarim o'qlari a=3va b=4 bo'lgan ellips o'zining Oz
o'q bilan ustma-ust tushadigan mavhum o'gi atrofida aylanadi.
Giperbolaning markazi koordinatala boshi bilan ustma-ust
tushadi. Bu giperbolaning aylanishidan hosil bo'lgan sirtning
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.155. y2=2x parabolaning Ox o'g atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing.

4.156. 2x =3 to'g'ri chizigning Ox o'q atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma
chizing.

4.157. £Z£=1 giperbolaning Oz o'q atrofida aylanish

sirtning tenglamasini tuzing. Chizma chizing.

4.158. y2=6z parabolaning Oz o'q atrofida aylanish sirtning
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.159. jc-3=0 to'g'ri chizigning Oz o'q atrofida aylanish
sirtning tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.160. 14x=y2+z2sirtning turini aniglang va uning tasvirini
yasang.

t2 vz z2

4.161. — —= tenglama bilan ganday  sirt

belgilanganligi va u z-i =o tekislik bilan ganday chiziq bo'ylab
kesishishini aniglang.



4 162. —82— 1—82+7?2=1 tenglama bilan ganday sirt berilgan-
ligini va bu sirt z+2 =0 tekislik bilan ganday sirt bo'ylab
kesishishini aniglang.

4.163. x2 +y2 -4z =0 tekislik bilan ganday sirt berilganligini
va u x-2 =0 tekislik bilan ganday chizig bo'yicha kesishishini
aniglang.

4.164. Diametri 6 m ga, balandligi esa 12 m ga teng bo'lgan
silindrik bak sirtning yuzini aniglang.

4.165. Ikkita silindrik bak berilgan birinchi bakning
diametri 3 m, balandligi esa 4 m, ikkinchi bakning diametri 4 m,
balandligi esa 3m. qaysi bak sirtning yuzi kattaligini aniglang.

4.166. Sfera markazi z=4 tekislikda joylashgan, sferaning
0'zi esa xOy tekislikka M(2;3;0) nuqtada urinadi. Sferaning
tenglamasini tuzing va uning markazi koordinatalarini aniglang.

4.167. A(3;-5;6) va B(5;7;-1) nuqtalar sfera diametrlaridan
birining oxirlaridir. Bu sferaning tenglamasini tuzing.

4.168.Quyidagi tenglamalar bilan gqanday sirtlar aniglanadi:
a) X2+y2+z=9; b) x2+y2+:2=62; V) x2+y2+z' =4y +5;

g) 2+y2+z2-2x+4y -6: =2 ?

4.169. /R+2y: -3z2+2x+8y+182z-54=0 tenglama qanday
sirtni ifoda qiladi.

4.170. Quyidagi tenglamalar qanday sirtlarni ifoda qiladi?

a) x2-4y2 +4(z-2)" -16 =0 b) 4x- +3z* -12y +24 =0

v) t2+2(y-2): +3(z-I1): =18 Q) 4+ y2—z2=4

4.171. Koordinata boshini ko'chirish yordamida sirt
tenglamalarini sodda ko'rinishga keltiring.

a) x2+y2 +z2 - AX+8y -6z+20=0

b) 4x +y2 -8z2 +8.v- 4y +162-32 =0

V) 9p - 4y2- 3622-18v- \6y- 2167-367 =0

g) 3x2+y2+2z2 - 123-6 v+4z-13 =0

d) 2x2 - 322 +4v+2y +6z+1=0



Takrorlash uchun savollar

1.Analitik geometriya predmeti nimadan iborat?

2.To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi ganday
ko'rinishda?

3.To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga
aytiladi?

4.1kkinchi darajali tenglamaning umumiy ko'rinishi ganday
bo'ladi?

5.Aylana tenglamasi ganday ko'rinishda bo'ladi?

6.Aylana ganday ta'riflanadi?

7.Ellips ganday ta'riflanadi?

8.Ellips ekssentrisiteti, direktrisalari ganday ifodalaniladil

9.Giperbola va parabolaning kanonik tenglamasi ganday
ko'rinishda bo'ladi?

ANALITIK GEOMETRIYAGA DOIR TESTLAR

1. To'g'ri chizig va uning tenglamalari
1. Analitik geometriyada chizig nima asosida o'rganiladi ?
A) tenglama. B)chizma. C) proektsiya.
D) ta'rif. E) nugqtalar.
2. Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini
ko'rsating:

A) vy -kx +b. B) - +£ =i.

C) Ax+By+C=0.
a b J

D) xcosa +ysina - p =0. E) —X -y~y°.
m

n
3. Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy Ax+Bt/+C=0
tenglamasidagi A va B
ganoatlantirishi kerak ?
A) AB>0. B)A+B=0. C) A-B<0.
D) A2+B20 . E)A2B20.

koeffitsientlar qganday shartni

.30

4 Tasdigni yakunlang: Tekislikdagi to'g'ri chizigning

jnurniy Ax+Bt/+C=0 tenglamasi bo'yicha tuzilgan sa=(A,B) vektor
bu to'g'ri chiziqgqa -

A) parallel bo'ladi. B) tegishli bo'ladi.

C) perpendikulyar bo'ladi.

D) perpendikulyar bo'Imaydi. E) og'ma bo'ladi

5.Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy 3x+5i/+2=0
tenglamasi bo'yicha uning n normal vektorini toping.

A)n=(5,2). B)n=(3,5). C)n=(3,2).

D) n=(2,5). E)n=(53).

6.Ax+By=0 (A,B*0) tenglama qganday to'g'ri chizigni
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'giga parallel bo'lgan.

B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

C) OY koordinata o'giga parallel bo'lgan.

D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

E) koordinata boshidan o'tuvchi.

7.Ax+C=0 (A ,00) tenglama qganday to'g'ri chizigni
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'qiga parallel bo'lgan.

B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

C) OY koordinata o'giga parallel bo'Imagan.

D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

E) koordinata boshidan o'tuvchi.

8. By+C=0 (B,00) tenglama qganday to'g'ri chizigni
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'qgiga parallel bo'Imagan.

B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

C) OY koordinata o'qiga parallel bo'lgan.

D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

E) koordinata boshidan o'tuvchi.

9. Tekislikdagi to'g'ri chizigning burchak koeffitsientli
ter>glamasini ko'rsating.



(&L

A) y=kx+b. B) ———=1 C) Ax +Br/+C =n
an J ]

D) ycosa +jsinar-p =o0. E) —~n~ =~
T n

10.Tekislikdagi to'g'ri chizigning burchak Kkoeffitsientli
i/=oct+b tenglamasida k parametr nimani ifodalaydi ?

A)bu to'g'ri chizigning OX koordinata o'gidan ajratgan
kesmasini.

B)ou to'g'ri chizigning OY koordinata o'gidan ajratgan
kesmasini.

C) bu to'g'ri chizigning OX koordinata o'qi bilan hosil etgan
burchak tangensini.

D) bu to'g'ri chizigning OY koordinata o'qi bilan hosil etgan
burchak tangensini.

E) bu to'g'ri chizigdan O koordinata boshigacha bo'lgan
masofani.

2. To'g'ri ciziglarga doir asosiy masalalar

1 Qaysi tenglama M(xo,y0) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar
dastasini ifodalamaydi ?

A) Yy - Yo =K (X-XO0). B) Y-—~Yo =k. C) XxX~x'=-.
X-x0 Yy -yo K
D) A(x-xo0) +B(y-yo) =0. E) y +yo=k (x+xo).

2.M(-1,4) nuqgqtadan o'tuvchi barcha to'g'ri chiziglar
tenglamasini ko'rsating.

A) (x+1)2+(y+4)2=0. B) y=k(x-1)+4.

C) y=k(x-1)-4. D)y=k(x+l)+4:. E) y=k(x+1)-4

3.Qaysi tenglama M(-3,l) va N(0,7) nuqtalardan o'tuvchi
to'g'ri chizigda yotuvchi P(1,y) nugtaning ordinatasi toping.

A) y=0. B) y=-4. C) y=09.

D) y=-7. E) y=3b

4. 1kki y=K\x+bwa y=kix+bi to'g'ri chiziglar orasidagi a
burchak tangensi formulasini toping.



1+ KyK2 b 1-K,K2 K2-K1

5.y=2x-3 vay =-3x +5 to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping.

A) 90°. B) 60°. C) 45°. D) 30°. E) 120n

6.k parametrning ganday giymatida y=2x+b va y = kx +c
to'g'ri chiziglar orasidagi burchak «=45° bo'ladi?

A) be B) -3. C) b+c. D) 1 E) +1/3.

7y=K\x+b\  va y=kix+bi to'g'ri chiziglarning parallellik
shartini ko'rsating.

A) R+wr=-1. B) K\+r=0. C) K\ki=\.

D)fa-b=0. E) kvki=O0.

8. 3x+ay+Ci=0 va ax+\2y+Qi=0 to'g'ri chiziglar a
parametrning qanday giymatlarida parallel bo'ladi ?

A) #Ci-C2 B) 4. C) CizCz.

D) =6. E) =7.

9. Aix+Bii/+Ci=0 va N2r+B2/+C24) to'g'ri chiziglarning
perpendikulyarlik shartini ko'rsating.

A) AiB.+A2B2=0. B) AIiA2+BiB2=0.

C) AiB]-A2B2=0. D) AiA2-Bib2=0.

E) AiA2+BiB2+CiC2=0.

10. 3ax-4y+Ci=0 va ax+12y+Cr=0 to'g'ri chiziglar a
parametrning ganday qiymatlarida perpendikulyar bo'ladi ?

A) CixC2 B) *4. C) 5.

D) zCi C2 E) 7.

3.1l tartibli tenglama va chiziglar. Aylana va ellips

1.Markazi Mf(a,b) nuqtada va radiusi R bo'lgan aylana
tenglamasini ko'rsating.
A) (x+a)4d(y+by=R2 C) (x-a)2+(y-b)2=R2



B) (x+b)2+(y+a)2=R2 D) {x-b)2+(y-a)2=R2

E) (x-a)+(y-b)=R.

2. Markazi Mo(xo,yo) nugtada joylashgan R radiusli aylana
tenglamasini ko'rsating.

A) xO+yn=R.

B)|jt 0| +I/ —O\=R m

C)(x-x,y- +(y- yo)2=R2-

D) (v+wm)2 +(y +vo)2 =R2

E) x\W0+yy0O=R2.

3.Umumiy ko'rinishdagi 1 tartibli
AX2+2Bxi/+Ct/2+-2Dx+2Ey+F=0 tenglama aylanani ifodalashi uchun
B koeffitsient ganday shartni ganoatlantirishi kerak ?

A) B>0. B) B<O. C) B*O. D) B=O0. E) B>O0.

4. Umumiy tenglamasi x2+ty2\ x+2y+I=0 bo'lgan aylananing R
radiusini toping.

A) R=2. B)R=3. C) R=4. D) R=5. E) R=6.

5.Umumiy tenglamasi x2+y26x-4t/-3=0 bo'lgan aylananing
Mo(xo,yo) markazini toping.

A) Mo(-2,-3). B)Mo(2,3). C) Mo(-3,-2). D) Mo(3,2). E)
Mn(-3,2).

611 tartibli x2+y24x+2y+F=0 tenglama aylanani ifodalashi
uchun ozod had F ganday shartni ganoatlantirishi kerak ?

A) F=5. B) F<5. C) F>5. D) F/5. E) IF 1=5

7.Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y2=R2aylanani kesib
o'tadi ?

A) (k2r)R272. B) (k2+1)R2=b2. C) (k2+rN)R2<b2.

D)W )M . E) (k2+r1)R2H2-0 .

8. Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y2=R2aylanaga urinib
o'tadi ?

A) (k2+1)R22. B) (k2+I)R2>b2. C) (k2+T)R2b2.

D) (k2+1)R2Db2. E) (k2+1)R2H02=0 .



9 Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2ry2=R2aylana bilan

kesishmaydi ?

A) (ki+i)R2=b2. B) (k2+\)R2>b2. C) (k2+1)R2<b2.
D) (k2+ )R2b2. E) (k2+ )R2+b2=0 .
10. y=x+4 to'g'ri chiziq va x2H/A=saylanani urinish nuqtasi

koordinatalarining yig'indisini toping .
A)-1 - B)O. C)lI. D) 2. E)-2 .

4. Giperbola va parabola

1.Ta'rifni to'ldiring: Berilgan ikkita Fi va F2 nuqtalargacha
masofalari ... o'zgarmas son bo'lgan tekislikdagi nuqtalarning
geometrik o'rni giperbola deyiladi.

A) ayirmasining moduli. B) ko'paytmasi.

C) yig'indisi.

D) bo'linmasi. E) kvadratlarining yig'indisi.

2. Yarim o'qlari a va b(a, b=0) bo'lgangiperbolaning kanonik
tenglamasi gqayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A)’ \. B)
D) ax2+b%2=1. E) ax2-by2=1.
3.Quyidagi tenglamalardan qgaysi biri giperbolani

ifodalaydi (a, b=>0)?
A) a2 - b/ 2=xalr.
B) x2-y2=xad2
C)a x1-b%y: =+1.
D) barcha tenglamalar giperbolani ifodalaydi.
E) barcha tenglamalar giperbolani ifodalamaydi.

X2 .2
4. =1 giperbolaning asimptotalari tenglamasini
o' b*
~o'rsating.
A) y=%-°Lx . v==4- X. C
a+b B) b )

D) y =(axb) x. E) y= zabx .



5. Agar x2-4y2=4 giperbolaga tegishli nuqtaning ordinata
ga teng bo'lsa, uning abssissasini toping.

A) x=L1. B) x=l. C) x=2.

D )x=2. E) x==I
6.9v2-4y2=36 giperbola yarim o'qlarining yig'indisini toping.
A)5. B) 13. C) o D) 45. E) 32.

7.9x2-16y2=144 giperbolaning fokuslari orasidagi 2c
masofani toping.
A) 2c=5. B) 2c=10. C)2c=15.
D)2c¢=20. E)2c=25.
8. Agar giperbolaning tenglamasi x24y2=16 ko'rinishda
bo'lsa, uning asimptotalari tenglamalarini toping.

A)y =32/aor. B) y =%-x. Cly==4x.
D)y=+2x. E) y=2x
2 2
9. Kanonik tenglamasi be =l bo'lgan giperbolaning
a

ekstsentrisiteti e qaysi formula bilan hisoblanadi ?

A),.ji+i. B ql, 4
d>4"'-7 -
10. Giperbolaning ekstsentrisiteti r ganday sha
ganoatlantiradi ?
A) e>1. B) e<1. C) e*l. D) e=l. E)O<e<l.

5. Tekislik va uning tenglamalari

1 Tekislikning umumiy tenglamasi gayerda to'liq va to'g'ri
ifodalangan?

A) Ax+By+Cz+D=0. B)Ax+By+CDz=0.

C) Ax+By+(C+D)z=0. D) Ax-1+By 1+Cz 1+D=0.

E) Ax2+By2+Cz2+D=0.

2. Umumiy tenglamasi 2x-5y+4z+9=0 bo'lgan tekislikka
tegishli va koordinatalarining yig'indisi 15 bo'lgan M(x,i/,5)
nuqgtaning abssisasini toping.



A) 4. B)-7. C)3. D) 0. E)-1.

3. Umumiy tenglamasi 2x-5y+4z-9=0 bo'lgan tekislikka
tegishli, OZ o'qda yotuvchi va koordinatalarining yig'indisi birga
teng bo'lgan nugtaning ordinatasini toping.

6A) 4 B) -7. C)3. D) O. E) -1.

4. Quyidagilardan gaysi biri Ax+Bi/+Cz+D=0 tenglamali
tekislikning n normal vektori bo'ladi ?

A) n=B,C,D). B) m=(A,C,D). C) n=(A,B,C).

D) n=(A,B,D). E) n=(C,A,B).

5. Tasdigni yakunlang: Umumiy tenglamasi Ax+By+Cz+D=0
bo'lgan tekislikning n=(A,B,C) normal vektori shu e=.

A) tekislikda yotadi.

B) tekislikka parallel bo'ladi.

C) tekislikka perpendikulyar bo'ladi.

D) tekisliikka og'ma bo'ladi.

E) to'g'ri javob keltiriimagan .

6. 3x+4y+7z-81=0 tenglama bilan berilgan tekislik normalini
aniglang.

A) n =(3,4-81). B) n =(3,-4,-81). C) n =(4,7-81).

D)n =(-3,-4,81). E) n =(3,4,7).

7. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri koordinatalar
boshidan o'tuvchi tekislikni ifodalaydi ?

A) Ax+Bi/+D=0. B) Ax+Bi/ +Cz=0.

C) By+Cz+D=0. D) Ax+Bt/+Cz+D=0. E) Ax+Cz+D=0.

8. x+y-z=0 tenglamali P tekislik to'g'risidagi quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli ?

A) P koordinatalar boshidan o'tadi.

B) P OXY tekisligiga parallel.

C) P OXZ tekisligiga parallel .

D) P OYZ tekisligiga parallel.

E) P tekislik OZ koordinata o'qgiga perpendikulyar.

9. Ax+By+Cz+D=0 tenglama A=D=0 holda qanday P
tekislikni ifodalaydi?

A) P OX o'qiga parallel.

B)P OX o'giga perpendikulyar.

C) P OX o'qgi orqali o'tadi.

D)P OY o'giga perpendikulyar.



E) P OY o'giga parallel.

10. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri OZ koordinata
o'gidan o'tuvchi tekislikni ifodalaydi ?
A) Ax+Bi/+Cz=0. B) Ax+Cz+D=0. C) Ax+Bi/=0.
D) By+Cz+D=0. E) By +D=0.

6. Tekislikka doir asosiy masalalar

1 Berilgan  Mo(x0,y0,20) nugtadan o'tuvchi tekisliklar
dastasining tenglamasi qayerda to'g'ri ifodalangan?
A) A(X+x0)+B(y+y0)+C(z+2z0)=0 . B) Axxo+Bxfyo+Czzu=0.

E) A(x-x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0 .

2. Fazoning M(l,2,-3) nugtasidan o'tuvchi tekisliklar dastasi
tenglamasini ko'rsating.

A) Ax+2By-3Cz=0. B) A(x-I)+B(y-2)+C(z+3)=0.

C) A(x+1)+B(y+2)+C(z-3)=0. D)Ax+2By-3Cz+D=0.

E) A(x-1)+B(y-2)+C(z-3)+D=0.

3.Mi(3,2,-1), Mr(0,3/1) va M3(4,5,0) nuqtalardan o'tuvchi
tekislik tenglamasini ko'rsating.

A) 2x-y+z-3=0. B) x-2y+z+2=0. C) xh/+2z+1=0.

D) x-y+z=0. E) x-2y+2z+3=0.

4. Mi(3,2,-1), M2(0,34) va M3(4,5,0) nuqtalardan o'tuvchi
tekislikda yotuvchi Mo(x,-4, 7) nuqtaning abssissasini toping.

A) xo0=-3. B) x0=5.

C) xo=-15. D) x0=9. E) x0=0

5.Berilgan Mo(xo,yo0,z0) nuqtadan o'tuvchi va «=(A,B,C)
vektorga

perpendikulyar tekislik tenglamasini ko'rsating.

A) A(X+x0)+B(y+yo)+C(z+z0)=0 . B) Axxo+Byyo+Czzo=0.
C) +Y~Yo +Z~20-Q p\ v+x0 ,Y +Yn , Z+2Z0 "Cl
A B C ' ! A B C

E) A(x-x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0 .

6.M(1,2,3) nugtadan o'tuvchi va n=(3,24) normal vektorga
ega tekislik tenglamasini yozing.

A)3x+2y+z-10=0. B)x+2y+3z-14=0 .



C) 2x+3y+z-1I=0 . D) x+3i/+2z-13=0 .

E) 3x+)/+2z-1I=0.

7.Berilgan Mo(3,-4,0) nuqtadan o'tuvchi va wn=(1,2,-3)
normal vektorga ega bo'lgan tekislikda yotuvchi N(-3,8, 2)
nuqgtaning aplikatasini toping.

A)z=0. B)z=5. C)z=-1.

D)z=6 . E) z=-35.

8. Mo(x0,y0,z0) nuqtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo'lgan
masofani topish formulasini ko'rsating.

A) d =|Ar0+By, +CzO0+D\

B) d=y{Wx,+ +Cza+ =

y N*0+Oyo +Czo+"

~WTFTP-~"
on , M+x,+g +3 +C +z, +£5§
u’ /2 .2, ~2

9.3x+4y-2 /6 z+14=0 tekislikdan koordinata boshigacha
bo'lgan masofani toping.

A) 14. B) 7. C) 2. D) 1L E)2 /6.

10. Ushbu 4x+3y-5z2—8=0 va 4Ax+3y—5z-12=0 parallel
tekisliklar orasidagi masofani toping.

A)4 . B)20 . C) 2. E) 2v2.

7. Fazodagi to'g'ri chiziqg tenglamalari

.Mo(xo,y0,z0) nuqtadan o'tuvchi va a=(m,n,p) vektorga

parallel to'g'ri chizigning kanonik tenglamasini ko'rsating.
y+m_y+n_z +p

30 Yo :0 v
M) x~x4_Y~-W\1 X+X, y+y, ,z+
m n p m 1 p

E) To'g'ri javob keltirilmagan.



Li

2.Kanonik tenglamasi —="~-v* =iZ£o ko'rinishda bo'ba,
m n p

o«

L to'g'ri chizig ganday xususiyatga ega ?

A)L to'g'ri chizig YOZ koordinata tekisligiga parallel
joylashgan.

B)L to'g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga
perpendikulyar joylashgan.

C) L to'g'ri chizig YOZ koordinata tekisligini kesib o'tadi.

D) L to'g'ri chizig YOz koordinata tekisligini kesib
o'tmaydi.

E) To'gri javob keltiriimagan.

3.Fazodagi L to'g'ri chizigning =y ~y°® =— ~ kanonik
m n P

tenglamasida m=0 bo'lsa, L gqanday xususiyatga ega bo'ladi ?

A) L to'g'ri chizig OX koordinata o'giga parallel joylashgan.

B) L to'g'ri chizig OX koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

C) L to'g'ri chizig OX koordinata o'qiga parallel emas.

D) L to'g'ri chizig OX koordinata o'qiga perpendikulyar
emas.

E) To'grijavob keltirilmagan.

4.Kanonik  tenglamasi bo'lgan  to'g'ri

chizigning yo'naltiruvchi vektorining koordinatalarini toping.

A) (-3, 1, 0). B) (3, -1, 0). C) (2,5, -3).
D) (-2, -5, 3). E) (3,1, 0).
5.Kanonik tenglamasi bo'lgan to'g'ri chiziq

yo'naltiruvchi vektorining modulini toping.

A)1l B) n/7. C) 5. D) 13. E) VTT.

6. Kanonik tenglamasi = =/~ bo'lgan to'g'ri chiziq
boshlang'ich nuqtasining koordinatalarini toping.

A) (-3, 1, 0). B) (3, -1, 0). C) 2.5, -3).
D) (-2, -5, 3). E) (3, 5, 0).



7 Quyidagilardan gaysi  biri

fazodagi  Mo(xcr,t/0,zn)
boshlang'ich nuqgta va

a=(m,n,p) yo'naltiruvchi vektorga ega
-'richizigning parametrik tenglamasiga teng kuchli emas?

A) xxo=mt, yyo=nt, zzo=pt.

B) X -mt=xo, y —At=ya, z-pt=zo0.

C) x-xo=mt, y-yo=nt, z-zo=pt.

D) x-xo-mt=0, y-yo-nt=0, z-zo-pf=0 .

P\ X=X —Y ¥ —z —t

m n p

8 Kanonik  tenglamasi = =— bo'lgan to'g'ri
9 2 5-3 g g

chizigning parametrik tenglamasini toping.
9.
A) x=2-3t, y=5+t, z=-3.
C) x=3+2t, y=-I+5t, z=-31
E) x=3+2t, y=5+t, z=-31

B) x=2+3t, y=5-t, z=-3.
D) x=3-2t, y=-1-51 z=31

10. To'g'ri chizigning x=3+2t, y=2+5t, z= 4-3f parametrik

tenglamasi bo'yicha uning kanonik tenglamasini toping.
x-3_y+1 r x-3 v-5 z#
A) B)
2 3
X-3 _y-2

D
~2~~ 5§ ~~3 ° ) I ~ S -3

11. Fazodagi to'g'ri

chizigning umumiy tenglamasini
ko'rsating .

A) Ax+By+C=0. B) Ax+By+Cz+D=0.

C) A\x+Buy+C\z+D\= A2X+B21/+C2Z+D2.

D) j Ax+B,y+C,z+D,=0

(Alx+Bly +C,z=0
\AX +B2y +C2z +D2=0"

|Ax +B,y +C,z =0'



Odamning ulug'vorligi uning bo'yi bilan o'lchanmaganidek
xalgning ulugiigi ham, uning soni bilan o'lchanmaydi
yagona o'lchovi-uning aqliy kamoloti va

axloqiy barkamolligidir

V.Gyugo

V-BOB. TO'PLAMLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

85.1. To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari
85.2. To'plamlar ustida amallar

5.1.To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari

To'plamlar va ularga doir tushunchalar. To'plam
deyilganda biror bir xususiyati bo'yicha umumiylikka ega
bo’lgan ob'yektlar majmuasi tushuniladi. Masalan, | kurs
talabalari to'plami, [0,1] kesmadagi nuqtalar to'plami, natural
sonlar to'plami, firma xodimlari to'plami, korxonada ishlab
chiqarilgan mahsulotlar to'plami va hokazo. Matematikada
to'plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar bilan belgilanadi.
A,B,C,D,... to'plamlarga kiruvchi obyektlar ularning elementlari
deyiladi va odatda mos ravishda kichik ab ,c kabi harflar
bilan belgilanadi. Bunda «s element A to'plamga tegishli (tegishli
emas)» degan tasdig aeA (arA) kabi yoziladi.Birorta ham
elementga ega bo'lmagan to'plam bo'sh to'plam deyiladi vaO
kabi belgilanadi. Masalan, {sirur =2 tenglamaning yechimlari)=0,
{perimetri O bo'lgan kvadratlar}= 0, {kvadrati manfiy bo'lgan
haqigiy sonlar}=0. Algebrada 0O soni qanday vazifani bajarsa,
to'plamlar nazariyasida O bo'lgan shunga o'xshash vazifani
bajaradi.

Agar A to'plamga tegishli har bir a element boshga bir B
to'plamga ham tegishli bo'lsa (;eA=>sqaeB), u holda A to'plam B
to'plamining gismi deyiladi va AczB (yoki B=>A) kabi belgilanadi.
Masalan, korxonada ishlab chigarilayotgan oliy navli mahsulotlar



to'plamini A, barcha mahsulotlar to'plamini esa B deb olsak ,
unda AcB bo’'ladi.

Ta'rifdan ixtiyoriy A to'plam uchun AcA vaacA tasdiqglar
o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Shu sababli to'plamlar uchun c
belgisi sonlar uchun <belgiga o'xshash ma'noga egadir. Agarda
A vaBto'plamlar uchun AcB vaBcrA shartlar bir paytda bajarilsa,
bu to’plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Masalan,A={—,;1} va B={x2-1=0 tenglama ildizlari},

C={badily asarni yozish uchun ishlatilgan harflar) va
D={alfavitdagi harflar} to'plamlari uchun A=B, C=D bo’ladi.

To'plamlar ustida amallar va ularning xossalari. Algebrada
a va b sonlar ustida qo'shish va ko'paytirish amallari Kiritilgan
bo'lib, ular

a+b=b+ava ab=ba (kommutativlik, ya'ni o'rin almashtirish),

a+(b+c)=(a+b)+c va a(bc)=(ab)c (assotsiativlik, ya'ni guruhlash),

a(b+c)-ab +ac (distributivlik, ya'ni tagsimot)
gonunlariga bo'ysunadilar. Bulardan tashqgari har qanday a soni
uchun a+Q=a va am=0 tengliklar ham o'rinli bo'ladi.

A to'plamdan B to'plamlarning birlashmasi (yig'indisi) deb
shunday C to'plamga aytiladiki, u A va B to'plamlardan kamida
bittasiga tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan bo'ladi va
AuB kabi belgilanadi.

Shunday qilib AuB to'plam yoki A to'plamga , yoki B
to'plamga, yoki A va B to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli
elementlardan iboratdir.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8| bo'lsa
A7~B={1,2,3,4,5,6,8},

C={l navli mahsulotlar} va D={ll navli mahsulotlar } bo'lsa,
unda

CuD={l yoki Il navli mahsulotlar} to'plamni ifodalaydi.

To'plamlarni birlashtirish amali , sonlarni go'shish amali
Singari, AuB =BuA (kommutativlik),

(AuB) u C=Au (BuC) (assosiativlik)



gonunlarga bo'ysunadi. Bulardan tashqgari A.UO=A va, sonlardan
fargli ravishda, AuA=A, BcA bo'lsa AuB=A tengliklar ham
orinli bo'ladi. Bu tasdiglarning barchasi to'plamlar tengligi
ta'rifidan foydalanib isbotlanadi. Misol sifjtida, oxirgi tenglikni

isbotlaymiz:
xe An B =yve A yoki aeB=ve A= (Aun £)c A;

xeA=>xeAuB=>Ac(Av B)
Demak, (AuB)czA , Ac(AuB)va, tarifga asosan, AuB =A.
Bir nechta Ai, Ar, A3, ... , An to'plamlarning yig'indisi

AWA2UAV ..,uA, = (jAK
k=\

kabi belgilanadi va ulardan kam ida bittasiga tegishli bo'lgan
elementlar to'plami sifatida aniglanadi.

A va B to'plamlarning kesishmasi (ko'paytmasi) deb
shunday C to'plamga aytiladiki, u A va B to'plamlarning
ikkalasiga ham tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan
bo'ladi va AnB kabi belgilanadi.

Shunday qgilib AnB to'plam A va B to'plamlarning umumiy
elementlaridan tashkil topgan bo'ladi. Sh.i sababli agar ular
umumiy elementlarga ega bo'lmasa, ya'ni kesishmasa, unda
AnB=0 bo'ladi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo'lsa AnB={2,4},

C={Tekshirilgan mahsulotlar} va D=|Sifatli mahsulotlar}
bo'lsa, unda

CnD={Tekshirishda sifatli deb toplgan mahsulotlar}
to'plamni ifodalaydi.

To'plamlarni  kesihmasi amali quvidagi qonunlarga
bo'ysunadi:

AnB =BnA (kommutativlik),

(AnB) nC=An (BnC) (assotsiativlik),

An (BuC)=(AnB)u (AnC),

Au (BnC)=(AuB) n (AuC) (distributivlik)



Shu bilan birga AnA=A, Ana=0va BcA bo'lsa AnB=B
tengliklar ham o'rinli bo'ladi. Bu tasdiglarning o'rinli ekanligiga
yuqorida ko'rsatilgan usulda ishonch hosil etish mumKkin.

Bir nechta Ai, Ar, A3, ..., A n to'plamlarning kesishmasi

AIMA21..,nAi.=MAK
k=1

kabi belgilanadi va barcha Ak (k=1,2, me= «) to'plamlarga tegishli
bo'lgan umumiy elementlardan tuzilgan to'plam kabi aniglanadi.

A va B to'plamlarning ayirmasi deb A to'plamga tegishli,
ammo B to'plamga tegishli bo'Imagan elementlardan tashkil
topgan to'plamga aytiladi va A\B kabi belgilanadi.

Masalan, A={1,2,34,5) va B={1,3,7,9} bo'lsa, unda
A\B={2,4,5}, B\A={7,9);

C={Korxonada ishlab chigarilgan mahsulotlarjva D=jSifatli
mahsulotlar) bo'lsa,

C\D={ Korxonada ishlab chiqarilgan sifatsiz mahsulotlar ).

Demak, A\B to'plam A to'plamning B to'plamga tegishli
bo'Imagan elementlaridan hosil bo'ladi. To'plamlar ayirmasi
uchun

A\A=0, A\O=A, O0\A=0

va AcB bo'lsa AAB=0 munosabatlar o'rinlidir.

Agar ko'rilayotgan barcha to'plamalarni biror Q
to'plamning gism to'plamlari kabi garash mumkin bo'lsa, unda Q
universal to'plam deb ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog'liq barcha to'plamlar uchun Q=(-
®/ °°) , insonlardan iborat to'plamlar uchun Q={Barcha odamliar)
universal to'plam  bo’'ladi. Agar A to'plam Q
universalto'plamning qgismi bo'lsa, unda Q\A to'plam A
to'plamning to'ldiruvchisi deb ataladi va C(A) kabi belgilanadi.

Demak, C(A) to'plam A to'plamga kirmaydigan
elementlardan tashkil topgan bo'ladi, ya'ni

x € A=>x£ C(A), XEA=>xeC(A).
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Masalan, Q={Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan
korxonalar) bo'lsa, unda C(A)=) Rejani bajarmagan korxonalar)
to'plami bo'ladi;

Q={1,2,3, ===,«,== «-natural sonlar to'plami, A={2,4,6,
2n, mm}Huft sonlar to'plami, B={5,6,7, e**,«, = - 4dan katta
natural sonlar to'plami bo'lsa, unda

C(A)={1,3,5, === 2)-1, ==« toq sonlar, C(B)={l,2,3,4}-5dan
kichik  natural sonlar to'plamlarini ifodalaydiA va B
to'plamlarning Dekart ko ‘paytmasi deb AxB kabi belgilanadigan
va (X, y) (xXgA, i/gB) ko'rinishdagi juftliklardan tuzilgan yangi
to'plamga aytiladi.

Agar C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishcilar) bo'lsa, unda
CxD tajribali va yosh ishchidan iborat bo'lgan turli "ustoz-
shogird" juftliklaridan iborat to'plamni ifodalaydi.

Umuman olganda to'plamlarning Dekart ko'paytmasi uchun
AxXB"BxA, ya'ni kommutativlik qonuni bajarilmaydi. Masalan,
A=[0,2] va B=[0,1] to'plamlar uchun AxB asosining uzunligi 2,
balandligi 1 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni , BXA esa asosining
uzunligi 1, balandligi 2 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni ifodalaydi
va bunda AxB~BxA bo'ladi.

X chekli to'plam elementlari sonini n(x) orgali belgilaymiz. «
ta elementli X to'plamni k elementli to'plam deb ataymiz.

Berilgan masalalarni yeching

51. A=(rlxe N, x->7} to'plam 2 dan katta bo'lgan

barcha natural sonlardan tuzilgan, ya'ni A={34,5,6,7,89...}.

5.2. .r ¥3r+2=0 tenglamaning ildizlari x =\-2--\) cheksiz
to'plamni tashkil etadi.

53. X =f{xxejV, x<3}va Y- |gjg—IXv—22~—-3)=0} to'plamlar

tengmi?
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5.4. A-ikki xonali sonlar to'plami, B-ikki xonali juft sonlar
to'plami bo'lsin. Har bir ikki xonali juft son A to'plamda ham
mavjud. A =B tenglik o'rinlimi?

55. A={,234, 5=|I,"~,vA,2:| bo'lsa, AcB.BczA munosabat

o'rinlimi?

5.6. 100 kishidan iborat sayyohlar guruhida 70 kishi ingliz
tilini, 41 kishi fransuz tilini, 23 kishi esa ikkala tilni biladi.
Sayyohlar guruhidagi necha kishi ingliz tilini ham, fransuz tilini
ham bilmaydi?

5.7. O'zbekiston Respublikasining Davlat Gerbi gabul
gilingan yilni ifodalovchi sonda gatnashgan ragamlar to'plamini
tuzing.

58. 8=(10124:b'-:1j6 ) to'plam berilgan. Qaysi natural
sonlar bu to'plamga kiradi? Shu to'plamga tegishli bo'Imagan
uchta son ayting. Javobni £« belgilari yordamida yozing.

59. S to'plam -3;-2;-1;4 elementlaridan tuzilgan. Shu
sonlarga garama-qarshi sonlarning  to'plamini yozing.

5.10. "Bo'sh vaqtdan unumli foydalan" jumlasidagi harflar
to'plamini tuzing.

5.11. Quyidagi har bir to'plamning elementlarni ko'rsating:

a) E ={XxeN, -1<x<b} b) F~{d* =x~I\
d) 0 ={*|4i+12)=0} N g/ ={dren,nr :2}
V ={¥jc6 N, x2<9} U =) 6N, x2<9}

5.12. Quyidagi to'plamlarni son o'qida belgilang:

a) Moely x<s} " -2 <x<l]
¢ {rloreid, x>4,1} {odrein, -2.7<x<lI}
i flore R, x <6} fice R, 34<x <8

bALA|Ar6N, -3-i-<ar<-1] A V = [\x2=4} O(d)c{r—\\x2—4):o}



5.13. Quyidagi to'plam gaysi elementlardan tuzilgan:

a) 1 va 3 bilangina yoziladigan barcha uch xonali sonlar
to'plami,

b) 1,35 ragamlardan (fagat bir marta) foydalanib
yoziladigan barcha uch xonali sonlar to'plami;

d) ragamlarining yig'indisi 5 ga teng bo'lgan uch xonali
sonlar to'plami;

e) 100 dan kichik va oxirgi ragami 1 bo'lgan barcha natural
sonlar to'plami?

5.14. Quyidagi to'plamlardan gaysilari bo'sh to'plam:

a) simmetriya markaziga ega bo'lmagan kvadratlar
to'plami;

{pr2+1 =0} N r2 =4} IXxeR, x3=I}
5.15. Quyidagi to'plamning nega bo'sh to'plam ekanligini

tushuntiring:

reT, x< I} N (dore/T, 15<jc<16}

d) A= | {or=7, *<5}

5.16. To'plamning hagqiqiy ildizlari to'plamini toping. Bu
to'plamlarning qgaysilari bo'sh to'plam ekanligini aniglang:

a) X+15=4(.r-8); b) 2x+4 =4; d) 2(*-5) =3x;

e).v3-4 =0; f)*; +16=0; g) @1+7)(n-2) =0.

5.17. Quyidagi to'plam elementlarini va elementlar sonini
ko'rsating:

a) V.f.o) b) («} d) (N er f) tel

g) (a.b).c.d) h) {@b.rjc)

5.18. 5ta elementi bor bo'lgan to'plam tuzing.

5.19. 5 ta natural son gatnashgan sonly to'plam tuzing.

5.20 A=k.b.c.d.e.f.g.K) B =la,ik)-
c =lbag.kn. d=fal e =lefk.g) to'plamlar berilgan.

a) ularning qaysilari A to'plamning xos gism to'plami
bo'ladi?

b) D to'plam C to'plamning qism to'plamimi?



d) B to'plam gaysi to'plamning qism to'plami bo'ladi?

e) n(A%n(B), «(C). «©), n(€) sonlarni o'sish tartibida
joylashtiring.

5.21. A-(36912 to'plamning barcha gism to'plamlarini
tuzing.

5.22. To'plamlar jufti berilgan:

a) A =Wavoiy.Bobur.Furgat.Nod-.raheg-m) va B-barcha shoir va
shoiralar to'plami;

b) C-gavariq to'rtburchaklar to'plami va D - to'rtburchaklar
to'plami;

d) E-Samargand olimlari to'plami; F-O‘'zbekiston olimlari
to'plami;

e) K-barcha tub sonlar to'plami, M-manfiy sonlar to'plami

juftlikdagi to'plamlardan qaysi biri ikkinchisining gqism
to'plami bo'lishini aniglang.

5.23. Quyidagi to'plamlar wuchun ace yoki ScA

munosabatlardan qaysi biri o'rinli:

a) ~=fa,b.cd), 3=la.c.d)- W A=(&&}, S =lacd\-

d) A=ft 8=0; e) A=$ 8 =fa*-j:

f) N=0, 8 - (0); g) 1= (Caia, 0}, B ={ak

h)y A={{a.Wc.Nc.4 B =Ua.oLr); DA = {{0},0} 8 = {0.{0).0)?

5.24. Munosabatning to'g'ri yoki noto'g'ri ekanligini
aniqlang:

a) {1:2}c [[1,2,3); {1:3}; 1.2} b) U:Zle{{:23: (13); 1.2}

d) (:3c L {i;3}: 12} e) (-3 e{d 23 {IS}, 1.

5.25. Quyidagi to'plamlar tengmi:

a) A=[2:4:6} va 3 ={6:4:2}, b) 4=1tX;2;3) va S ={1:11:111};

d) 4={1:2;{2:3}} va 5={2;3:1}; e) {#256: W, /T6} vya
S={2 3=:4*

5.26. *=felt*-s*+6=0> to'plamlar elementlari va A=B;3}

to'plamlar hagida nim deyish mumkin?
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§5.2.To'plamlar ustida amallar

To'plamlar ustida amallar. A va B to'plamlarning ikkalasida
ham mavjud bo’lgan x elementga shu to'plamlarning umumiy
elementi deyildi. A va B to'plamlarning kesishmasi (yoki
ko'paytmasi) deb, ularning barcha umumiy elementlaridan
tuzilgan to'plamga aytiladi. A va B to'plamlarning kesishmasi
AnB ko'rinishda belgilanadi: AnB ={x\xeA va *e#}. 2-rasmda
Eyler - Venn diagrammasi nomi bilan ataladigan chizmada A va
B shakllarning kesishmasi AnB ni beradi (chizmada shtrixlab
ko'rsatilgan).

3-rasm.
A\B =B’,

5.1-rasm

A va B to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi), deb
ularning kamida bittasida mavjud bo'lgan barcha elementlardan
tuzilgan to'plamga aytiladi. A va B to'plamlarning birlashmasi
AnB ko'rinishida belgilanadi: AnB =xe/\ yoki .veB) (3-rasm).

A to'plamdan B to'plamlarning ayirmasi, deb A da mavjud
va B da mavjud bo'Imagan barcha elementlardan tuzilgan
to'plamga aytiladi. A to'plamdan B to'plamlarning ayirmasi n-s
ko'rinishida belgilanadi: A-B ={»\xeA va XeB\ (4-rasm)-
To'plamlar ustida bajariladigan amallarning xossalari sonlar
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tida bajariladigan amallarning xossalariga o'xshash. Har

ganday X,Y va Z to'plamlar uchun:

1) XuY=YvX; 1) A'r\Y =Yr>X;

2)(x u Y)uZ=xv (yvZ)=(xv z)Kkjy;

2) XnY)nz =Xnz)nY =A'n(rnz);

3) (Xun)riz 5(XuzZ)u(yu2); 3) XnY)uz=XxKz)n(y 2).

1) o=u; 2) I'=0; 3) (x')=x, 4) I/ dan olingan har ganday X
va Y to'plam uchun (xny)=X'nY'- (xvy)=Xx'nY.Shuningdek, agar
xcY bo'lsa, xny =x, xuY =Y bo'ladi. Xususan, &c=x va XcX
bo'lganda, auX =g <tAUX=X, XNX =X, XKJX =X bo'ladi.

To'plamlarga doir masalalarni yeching

5.27. A ={a,b,c,d,e,f} va B ={b,d,e,q,f} to'plamlar berilgan.
Ularning kesishmasi va birlashmasini Eyler-Venn
diagrammasida talqin eting?

528 A={l234}, 8 ={I,3,5,, c={159 to'plam berilgan.
D ={,2,3459 to'plam universal to'plam bo'ladimi? £ ={1.2,3459,15}
va M ={1,3459} to'plamlar-chi?

5 29. M= 06; 29; 15; 68; 27}. P = {4; IS; 27;47; 36,90}, = (90; 4, 47}
to'plamlar berilgan. Xn?Mngqg,png,mnpr ng larni toping.

5.30. A-18 ning hamma natural bo'linuvchilari to'plami, B-
24 ning hamma natural bo'linuvchilari to'plami. AnS to'plam
elementlarini ko'rsting.

5.31. P ikki xonali natural sonlar to'plami, S barcha toq
natural sonlar to'plami bo'lsa, A=PnS to'plamga qaysi sonlar
kiradi?

a) 2ieft’; b) 32ek md) 7eft'; e) «K deyish to'g'rimi?

532. "Matematika" va "grammatika" so'zlaridagi harflar
to plamini tuzing. Bu to'plam lar kesishmasini toping.

5.33. [1; 5] va [3; 7] kesmalarning kesishmasini toping.

5.34. p =tabedef) Va ==la$zek} to'plamlar birlashmasini

535. n=fiineivn<5 va s- fein 6NN >7) to'plamlar
birlashmasini toping.

a) 4enus = b) -3e.dus - deyish to'g'rimi?
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5.36.Agar a) * =bl* =skkezi B =bl* =I-4jier};

b) 4=till =6k- Lke?), S =Iftr =6/+4,1s2) bo'lsa, AnB nj
toping.
5.37. i » 1246, 3..,40,S~ (1, 357;37), c ={fa;blfc;/1 {&f),g H

to'plamlarning har biridagi elementlar sonini aniglang. nne <a
nechta element mavjud?

5.38. N={2;34;S710j,5={357,9,C={4911} bo'lsin. Quyidagi
to'plamlarda nechtadan element mavjud:

a) *iU(SuC) b)(Cu8)VA d)An(BuC)

e) AU(SnC) f) An(BnC) g) SnC4uC)?

5.39. 4=ti-5<l <10), 5 =Rl e vj39 <15} bo'lsin. Ah va SU
to'plam elementlarini toping.

5.40. P-ikki xonali natural sonlar to'plami, Q-juft natural
sonlar to'plami bo'lsin. p/q va q/p to'plamlarni tuzing.

5.41. C va D kesishuvchi to'plamlar bo'lsin. Eyler -Venn
diagrammalari yordamida a d.dic,C!DkjD C larni tasvirlang.

5.42. ¥ bilan natural sonlar to'plami N ning butun sonlar
to'plami Z ga to'ldiruvchisini belgilaymiz. Quyidgilar to'g'rimi:

a) -4en" ; b) OeiVy; d)13€i¥";

f) -S5e v ; g)Oe;V"',

5.43. 4 =Mr =2k44,kur} to'plamning z to'plamga
to'ldiruvchisini toping.

54 e<=0b=3KkKez) to'plamning Z to'plamga to'ldiruvchisini
toping.

5.45. Agar Acu.Bcu bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinli
bo'lishini isbotlang:

a) (AwBf=A"TBv. b) (AnB?" =4"u Br

546. Agar A to'plam -2v+6=0 tenglamaning ildizlari
to'plamivaS =H bo'lsa, a=8B bo'lishini isbotlang.

5.47. a% =ANnnsj tenglikni isbotlang.

5.48. ancd\4) =0 tenglikni isbotlang.

549. AcubcunAng=0 bo'lsin. Quyidagilarni Eyler-Benn
diagrammalari yordami bilan tasvirlang va ulardan tenglarini
ko'rsating:
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is)

)<pgne>; 2) Ansm 3) nnB; 4)™wS'; 5)W=>jS);6)*»B

5.50. a) Munosabatlarni isbot giling:

1) CHus\s=A; 2) nu(enC) =(moe)/1(JInC)

b) A va B lar U universal to'plamning gism-to'plamlari. Isbot
qiling:

1) C-inS) =.4'u3’;

5.51. Ifodalarni soddalashtiring:

~ 8n(An3); 2)wn >F).

5.52. Sinfda bir necha o'quvchi marka yig'dilar. 15 o'quvchi
O'zbekiston markalarini, 11 kishi chet el markalarini, 6 kishi ham
O'zbekiston markalarini, ham chet el markalarini yig'di. Sinfda
necha o'quvchi marka to'plagan?

5.53. 32 o'quvchining 12 tasi voleybol seksiyasiga, 15 tasi
basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham
gatnashadi. Sinfdagi necha o'quvchi hech bir seksiyaga
gatnashmaydi?

5.54. 30 o'quchidan 18 tasi matematikaga, 17 tasi esa fizikaga
gizigadi. Ikkala fanga ham qizigadigan o'quvchilar soni nechta
bo'lishi mumkin? (Ko'rsatma. lkkala fanga ham gizigmaydigan
o'quvchilar soni fee @123..12}).

5.55. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis
tilini ham, fransuz tilini ham bilmaydi, 75 tasi nemis tilini, 83 tasi
esa fransuz tilini biladi. Ikkala tilni ham biladigan sayyohlar
sonini toping.

5.56. 26 o'quvchining 14 tasi shaxmatga, 16 tasi shashkaga
gizigadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga qizigadigan
o'quvchilar nechta?

Takrorlash uchun savollar
|.To'plam deb nimaga aytiladi?
2-Universal to'plam deb nimaga aytiladi?
3-Qism to'plam nima?
NeTo'plamning ganday xossalari bor?
~mTo'plamning birlashmasi va kesishmasining fargi nimada?
6-Bo'sh to'plam nima?
~eQachon to'plamlar teng deyiladi?
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TO'PLAMLARGA DOIR NAZORAT TESTLARI
1. To'plamlar va ular ustida amallar

1. To'plamlar nazariyasining asoschisi kim ?
A) Pifagor . B) Dekart. C) Kantor .
D) Ferma . E) Gauss.
2.Quyidagi to'plamlardan qaysi biri bo'sh to'plam emas?
A) Kvadrati manfiy bo'lgan haqiqiy sonlar.
B) sinx =2 tenglama yechimlari to'plami.
C) Ikkita burchagi o'tmas bo'lgan uchburchaklar to'plami.
D) Kubi manfiy bo'lgan sonlar to'plami.
E) Ikkiga bo'linmaydigan juft sonlar to'plami.

3.Qachon A to'plam B to'plamning gismi deyiladi?

A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
C)Agar B to'plamning har bir elementi A to'plamga tegishli

bo'lsa.

D)Agar A to'plamning har bir elementi B to'plamga tegishli

bo'lsa.

E) To'g'ri javob keltirilmagan.

4.Quyidagi tasdiqglardan gaysi biri noto'g'ri?
A) bo'sh to'plam barcha to'plamlarning to'plam ostisi

bo’'ladi.
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B) har bir to'plam o'zining to'plam ostisi bo'ladi.
C)Agar AcB va CcA bo'lsa, unda CcB bo’'ladi.
D)Agar BcA bo'lsa, unda AnB=B bo'ladi.
E)Agar BcA bo'lsa, unda AuB=B bo’'ladi.

5.A va B to'plamlar birlashmasi amali qayerda ifodalangan
A)AuB. B) A n B. C) Ac B.
D) A oB. E) A \ B.



o

n)
6.Agar xeA u b bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri
o'rinli emas ?
A)xeA,xgB. B)YxgA,xeB. C)x£A,xgB.
D) xeA ,xeB . E) barcha tasdiqglar o'rinli bo'ladi .
7.To'plamlar birlashmasi amalining xossasi qayerda
noto'g'ri ko'rsatilgan ? (Q - universal to'plam, 0 - bo'sh to'plam)
A) AuB =BKjA. B) AuO=A. C)AuA =A
D) AuQ =Q. E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.
ga =[-3,0]va B =(-1, 5] to'plamlar birlashmasi qayerda

to'g'ri ko'rsatilgan?

A) [-3,5]. B)[-3,-1], C)(-1,0). D) (0,5]. E) [-
1, 5].

9.A va B to'plamlar kesishmasi amali gayerda ifodalangan?

A) A n B. B) A n B. C) A &B. D) A =B E) A
\ B.

10. Agar xgA n B bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri
o'rinli bo'ladi ?
A)xeA,xgB. B)xgA,xeB. C)x&A,x<rB.
D) xeA ,xeB . E) barcha tasdiglar o'rinli emas .

2.Chekli va cheksiz to'plamlar

1.Chekli to'plamni ko'rsating.

A) Moduli 2 dan kichik bo'lgan haqiqgiy sonlar to'plami.
B) Moduli 2 dan kichik ratsional sonlar to'plami.

C) Moduli 2dan kichik irratsional sonlar to'plami.

D) Moduli 2 dan kichik butun sonlar to'plami.

E) Moduli 2 dan kichik kasr sonlar to'plami.

2.Quyidagi to'plamlardan gaysi biri cheksiz to'plam bo’'ladi?
A) ax2Hox+c=0 kvadrat tenglama ildizlari to'plami .

B) ax+b=c (#°O) chiziqli tenglama ildizlari to'plami.

C) sinx=rt (1a1<1) trigonometrik tenglama ildizlari to'plami .
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D) logax=b (70, a*\) logarifmik tenglama ildizlari to'plami.
E) ax=b (8=0, a*1) ko'rsatgichli tenglama ildizlari to'plami .

3.Quyidagi to'plamlaridan gaysi biri sanoqli emas?

A) butun sonlar to'plami. B) ratsional sonlar to'plami.
C) juft sonlar to'plami. D) toqg sonlar to'plamii.

E) irratsional sonlar to'plami.

4. Quyidagi to'plamlaridan gaysi biri sanoqgsiz?

A) butun sonlar to'plami. B) ratsional sonlar to'plami.
C) irratsional sonlar to'plami. D) toqg sonlar to'plami .

E) juft sonlar to'plami.

5.Quyidagi to'plamlaridan gaysi biri sanoqli?

A) (a,b) oraligdagi sonlar to'plami.

B) ratsional sonlar to'plami.

C) irratsional sonlar to'plami.

D) haqiqiy sonlar to'plami.

E) musbat sonlar to'plami.

6. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri chekli emas?

A) kitobdagi varaqglar to'plami.

B) alfavitdagi harflar to'plami.

C) tub sonlar to'plami.

D) ko'pburchak tomonlari to'plami.

E) Buxorodagi talabalar to'plami .

7.Quyidagi tenglamalardan gaysi birining ildizlari cheksiz

to'plam hosil giladi?
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A) ab (@>0, a*1). B) logax=b (>0, 5*1).
C ) ax3+ bx2+cx+d=0. D) sinax=b (Ib!<1).
E) Barcha tenglama ildizlari chekli to'plam hosil giladi.
8. Quyidagi to'plamlardan gaysi biri cheksiz emas?
A) 5 ga karrali natural sonlar to'plami.
B) to'g'ri burchakli uchburchaklar to'plami.
C) cosx=0.7 tenglama ildizlari to'plami.



D) Yer yuzidagi barcha odamlar to'plami.
E) [a,b] kesmadagi nuqtalar to'plami.
9.Qaysi javobdagi A va B to'plamlar ekvivalent (A~B)
emas?
A) A=Z= {butun sonlar to'plami}, B=N={natural sonlar
to'plami}.
B)A=[0,1], B=[0,10].
C) N={1,2,3,4,5}, B={11,12,13,14,15}.
D) /1={10,15,20,25} B={31,32,33,34,35}.
E) A=JV={natural sonlar to'plami}, B=Q={ratsional sonlar

to'plami}.
10. Sanoqli to'plam ta'rifini to'ldiring: A to'plam sanoqli
deyiladi, agarda u ....... to'plamiga ekvivalent bo'lsa.
A) (0,1) oraligdagi nuqtalar. B) irratsional sonlar .

C) [0,1] kesmadagi nuqtalar.
D) natural sonlar. E) haqiqgiy sonlar.

3. Qavariq to'plamlar

1 Quyidagi to'plamlardan gaysi biri nuqtaviy emas?

A) [a,b] kesma . B) (a,b) oralig . C) doira . D) shar .

E) keltirilgan barcha to'plamlar nuqtaviy .

I.Ta'rifni to'ldiring: Nuqtaviy A to'plam gavarig deyiladi,
agarda uning ixtiyoriy ikkita nuqtasini tutashtiruvchi kesmaning
.... A to'‘plamga tegishli bo'lsa.

A) fagat chegaraviy nuqgtalari. B) kamida bitta nuqtasi.

C) kamida ikkita nuqtasi. D) barcha nuqtalari.

E) bir gism nuqtalari.

3.Tekislikdagi ushbu to'plamlardan qaysi biri gavariq
bo'Imasligi mumkin?

A) trapetsiya. B) uchburchak.

C) to'rtburchak. D) kesma. E) romb.
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4. Fazodagi ushbu to'plamlardan qaysi biri qavariq
bo'Imasligi mumkin?

A) shar. B) piramida. C) prizma. D) konus.

E) keltirilgan barcha to'plamlar doimo gavariq bo'ladi.

5. Tasdigni to'ldiring: A to'plamning ichki nugtasini o'z ichiga
oluvchi shunday yetarli kichik kesma mavjudki, uning = A
to'plamga tegishli bo'ladi.

A) faqgat bitta nuqtasi. B) fagat biror nuqtasi.

C) barcha nuqtalari D) faqgat bir gism nuqtalari .

E) fagat ikkita nuqtasi.

6. Agar | kesma A to'plamning biror chetki nuqtasini o'z
ichiga olsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?
A) | kesmaning bitta nuqtasi A to'plamga tegishli.

B) | kesmaning biror nuqgtasi A to'plamga tegishli.
C) lkesmaning barcha nuqtalari A to'plamga tegishli.
D) /kesmaning bir gism nuqtalari A to'plamga tegishli.
E) barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.
7 .Trapetsiya nechta chetki nuqtaga ega ?
A)O. B)1. C)2. D) 3. E)4.

8. Tekislikdagi ushbu to'plamlardan qaysi biri cheksiz ko'p
chetki nuqtaga ega?

A) romb. B) kesma. C) uchburchak.
D) doira. E) trapetsiya.

9. Kub nechta chetki nugtaga ega ?

A)O. B)2. C)4. D) 6. E) 8.

10. Fazodagi ushbu to'plamlardan qgaysi biri cheksiz ko'p
chetki nugtaga ega?

A) piramida. B) prizma. C) kub. D) shar. E)
parallelepiped.
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Matematikaning asosiy vazifasi bizni o'rab turgan
tartibsizliklarda yashiringan tartibni topishdan iborat.
N.Viner

VI-BOB. FUNKSIYA, UNING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI
86.1. Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar.
86.2. Funksiyaning limiti
86.3. Funksiyaning uzluksizligi va uzulish nuqtalari

8 6.1. Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar

1 Agar X to'plamning har bir x elementiga Y to'plamning
ma'lum biry elementi biror/qgonun-qoida asosida mos qo'yilgan
bo'lsa, u holda X to'plamda y =f(x)funksiya berilgan deyiladi.
Bunda x-erkli o'zgaruvchi yoki argument, y-erksiz o'zgaruvchi
yokifunksiya deyiladi.

y =f(x) funksiyada x argument gabul gila oladigan barcha
giymatlar to'plami funksiyaning aniglanish sohasi deyiladi va
D{/} kabi belgilanadi. xeD {f} bo'lganda v =f{x) funksiya qabul
giladigan giymatlar to'plami funksiyaning o'zgarish sohasi deb
ataladi va E{/} kabi belgilanadi.

2.Agar y=f(x) funksiya uchun /(-x)=/(x) yoki
/(-x)=-/(x) shart bajarilsa u mos ravishda juft yoki toq
funksiya deyiladi.

3. Agar y =f(x) funksiyada argumentning har ganday x, <x2
giymatlari uchun /(x,)</(x2) yoki /(x,)> /(x2) shart bajarilsa, u
mos ravishda o'suvchi yoki kamayuvchi funksiya deyiladi.
O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar birgalikda monoton
fatiksiyalar deyiladi.

4. Agarda ixtiyoriy xeD{/} va biror chekli M soni uchun
I/(x] <M tengsizlik bajarilsa, unda vy =/(x) chegaralatigan
funksiya deyiladi. Aks holda vy =/(x) chegaralanmagan
funksiyani ifodalaydi.

5. Quyidagilar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi:
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1) y =xa - darajali fiinksiya. Bunda daraja ko'rsatkichi a
ixtiyoriy haqiqiy son bo'lishi mumkin. Darajali funksiyaning
aniglanish D{/} va o'zgarish E{/] sohalari a giymatiga qarab
topiladi.

2) y=ax;a=>0a*l - ko'rsatkichli fiinksiya. Bunda
£){/} =(- ;a0 va E{f] =<0,+00) bo'ladi.

3) y=logyx a=0,a*\ -logarifmik funksiya. Bunda
D {f} =(0,+00) va E {f) =(- k& bo'ladi.

4) y =sinX, y =cosX, Yy=tgx, Vv =ctgx - trigonometrik
funksiyalar. Bu yerda

Dfsinx} =Djcosx} =(-oo,+co),  £{sinx} ="cosx} =[-1,1],

D{tgx} = [x:x*"(2& + 1)1 =0,+1,+2,--}, E{tgx] =(-00,+00),

D{ctgx} = {X\x* nK,k =0,+1,+2,-m , E {ctgx} = (- 00,+00):

5) y=arcsinx, y =arccosx, Yy =arctgx, Y =arcctgx -  teskari
trigonometrik fnnksiyalar. Bu funksiyalar uchun

D{arcsinx} =[-1,1], £{arcsinx} =[-n72,/1/2],

Djarccosx} =[-1,1], £{arccosx} =[O, jt],

D {arctgx) =(- oo,+00), E {arctgx}=(- n!1l,k!2\

D{arcctgx\ =(- 0o,+x), E {arcctgx} =(0,X).

6. y=/(X) va y=g(x) funksiyalar berilgan bo'lib,
shart bajarilgan bo'lsin. Bu holda y=f(g(x)) funksiya aniglangan
bo'lib, u murakkab fiinksiya deb ataladi. Bunda y=/(-) - tashqi,
y~g(x)~ ichki funksiya deyiladi. Murakkab funksiya hosil etish
amali funksiyalarni kompozitsiyalash deb yuritiladi.

7. Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida
arifmetik va kompozitsiyalash amallarini bajarish orgali hosil
gilingan funksiyalar elementarfunksiyalar deyiladi.

8. Agar y=/(x) funksiya uchun biror T>0 soni va X
argumentning barcha qiymatlarida f(x +T)=f(x) tenglik o'rinli
bo'lsa, unda y=/(x) davriy funksiya, T esa uning davri deyiladi.

9. y=f(x) funksiya D{/} aniglanish sohasiga tegishli har bir x
nuqtaga Ej/j o'zgarish sohasiga tegishli bitta y nuqtani mos



Oyadi. Bu yerda har bir yeE{f} nuqtaga bitta xeD {f} nuqtani

qo'yuvchi x=g(y) funksiya mavjud bo'lsin. Bu holda x=g(y)

funkSiya y~f(x) funksiyaga teskari funksiya deyiladi. Odatda
-f(X) funksiyaga teskari funksiya y=f~'(x) kabi belgilanadi.

Bunda LTV+)]-1=f(x) munosabat o'rinli bo'ladi va shu sababli
ax) hamda /"’(*) o'zaro teskari funksiyalar deb yuritiladi. Bunda
DN} =E{f~"'},E{f}- D {f~Imunosabatlar o'rinli bo'ladi.

10. Grafiklarni almashtirish:

a) y =f(x +a) funksiya grafigi y =f(x) funksiya grafigini OX
o'qi bo'yicha a birlik chapga (a>o0) yoki o'ngga (a<o ) parallel
ko'chirishdan hosil bo'ladi.

b) y =f{x)+b funksiya grafigi y =.f(x) funksiya grafigini OY
o'gi bo'yicha b birlik yugoriga (b>0) yoki pastga (b<o) parallel
siljishitishdan hosil bo'ladi.

c) y =Cf(x) (C*0) funksiya grafigi y =f(x) funksiya grafigini
OY o'giga nisbatan C marta cho'zish (|C] >1) yoki qisish (0 <|d<1)
orgali hosil qgilinadi.

d) y =f(kx) funksiya grafigi y =f{x) funksiya grafigini OX
o'giga nisbatan k marta kengaytirish (k>1) yoki qisish (0 <k <1
Jorgali hosil gilinadi.

11. Haqiqgiy x sonning absolut qiymati |d kabi belgilanadi
va

.\\x, agar x>0
[- X, agar x<O

tenglik blan aniglanadi.

1. Quyidagi funksiyalarning aniqglanish sohasini toping:

61)y. W *4 +2]JiK;; 6.2), =M ™ 4 ;
x-1 \g(x-\)2

6.3) y =4 _n:2tgx;

6.4) y =gEpsin(*- 1) . 6>5) y =Vsinxz 0.5_ Ig(jc_ 1)|n(4_ x).
lgx Mx-2
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X ym 3N

6.8) y =/x+2-1n(4-x) ; 6.9) y=—"Y Infxiz_
(x2 +1)V5* X
arcsin x n 7
6/10)>; =1 ~ - 6.11) , - ~ f _ +h(x+10)

2.Quyidagi funksiyalarning o'zgarish sohasini toping:

X

6.12) y=3sinx +4cosX ; 6.13) >=e 2;
614) Z=7—17; 6.15) y =

1+jf2 (sinx +cosx)2 +2
6.16) y =log”~arccosx); 6.17) y =—2V2X_I

X2 +1

6.18) y =6sinx-8cosxX ; 6.19) y =25 2n;
6.20) y =-bx2+10x-3; 6.21) y=-5jc2 +26x +5.
6-22)

3sin 2jc+ 4 cos 24

6.23). v=io -2*: funksiyaning E{/] o'zgarish sohasini toping.

3. Quyidagi funksiyalarni juft va toglikka tekshiring:

6.24) p=x+sinx; 6.25) y =xsin3*;
6.26) y =XcOsX; 6.27) y = . 628)y=" 1+ =
VCOSX 2X
2-x2
6.29) y =Ig -~ 6.30) y =sinx
2+x3 X3
6.31) y =(sin2 X +CoSX)x3 ; 6.32) y =x2Inx;

6.33) y =34r x2+COSX.
6.34)a) y =——VI-x2; b) y =W \gx+x3; c)y =3Xsinx
COSsX

d) y = 2 sin 4 x funksiyani eng Kkichiik davrini toping.



4 Murakkab funksiyaga doir quyidagi masalalarni

yeching:

6.35 N =?" 6.36 =2 y(log, x) =I;
) 1x V xf ) y(x) ¥( 92X)
6.37) zW" ?;
6.38) y =3\ y{Az(x))=\, z(x)-?.
X
6.39) f(g(x)) = . AX)=?, g(x)=?
6.40) f(g(x)) =f\ +tgx. /(X)=?, gXx)=?
6.41)F|*):~~5 funksiya bo'yicha y\(—) murakkab funksiyani
X - X]
toping.

6.42) y(x)=2x +5 va ,(3_2*(x»-10 -ex bo'lsa, z(x) funksiyani
toping.
86.2. Funksiyaning limiti

1. Agar ixtiyoriy kichik£>0 soni uchun shunday S=d'(e)>0
son topilsaki, |*-a|<5 shartni ganoatlantiruvchi barcha x va biror
chekli A soni uchun \f(x)-A\<e tengsizlik bajarilsa, u holda A
soni y =f(x) funksiyaning x-*a holdagi limiti deyiladi va

)lé_lgf(x)z A kabi ifodalanadi.

2. Agar ixtiyoriy kichik e >0 soni uchun shunday N =nN(s)> 0
son topilsaki, p{>N shartni gqanoatlantiruvchi barcha x va biror
chekli A soni uchun \f(x)-A\<s tengsizlik bajarilsa, u holda A
soni y =f(x) funksiyaning Xx-»*co holdagi limiti deyiladi va
*_lj%f{x)f A kabi ifodalanadi.

3. Agar lima(x)=0 yoki Ilim a(x)=0 bo'lsa, unda a(x)
X-+a

X-»+a>
funksiya mos ravishda x—a yoki x->=+» holda cheksiz kichik
"iicjdor deyiladi.
4. Cheksiz kichik migdorlar quyidagi xossalarga ega:



a) Agar a(x) cheksiz kichik miqgdor bo'lsa, unda ixtiyoriy c
o'zgarmas son uchun ca(x) ham cheksiz kichik migdor bo'ladi
b) Agar a(x) va fi(x) cheksiz kichik migdorlar bo'lsa, unda
a(X)x p{x),a[x) j3(X) ham va /3(X) cheksiz kichik migdorlar bo'ladi
¢) a(x) va fi(x) cheksiz kichik migdorlarning nisbati a(x)lp(%
cheksiz  kichik miqgdor bo'lishi shart emas. Agar
=1(e - chekli son yoki cheksiz ) bo'lsa , a(x) va fi(x) cheksiz

kichik miqgdorlar ekvivialent deb ataladi va a(x)~/3(x) kabi
belgianadi. Masalan, agair a(x) cheksiz kichik migdor bo'lsa

sina(nr)~ «(.*); arcsin a{(x)~ a(x}, tga(x)~a{x), arctga(x)~ a(x),

a“(n - l~a(.ic)lna; ea”™ -1-a(x), (I +a(x))" ~1l+na(x\

d) Agar a(x) cheksiz kichik migdor bo'lsa, unda Hu 1 =x

*—+»a(x)
ya'ni _J_ funksiya cheksiz katta bo'ladi.
a(x)

5. Turli funksiyalarniing limitlarini hisoblashda

lim Cf (x)=C lim jf(~)=C <A (C —const ), Ilim C =C

formulalardan va

ekanligidan foydalamish mumkin.

6. Limitlarni hisoblas;hda quyidagi tengliklardan foydalanish
mumkin:

1) im 52-L_ ] -birinc.hi ajoyib limit;

2) i g1+ -X)) = Jimyt + x)Ux =e=2.7182s mm - ikkinchi ajoyib
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7 [fOOI™ ko'rinishdagi murakkab darajali-ko'rsatkichli

funksiyaning lim itif(x)>0 shartda umumiy holda

lim [ = exp{ Iim [g (x)In Z7(*)]}, exp{*! = e:*!
X->a XN a
tenglik orqali hisoblanishi mumkin.

Quyidagi xususiy hollarda bu limit javobini darhol yozish

mumkin:
71. Agar Ilim /(*) =A =o, lim g(.v)=fi va A, B chekli
X -» a X->a

sonlar bo'lsa, unda
im[/WFw =~
X->a

71 . Agar 0<Q<1 va B=t<=bo'lsa, unda An%[/(x)]s(jr) =[n+x] =o;

73. Agar A>1va B=+"bo'lsa, unda XI?DQ [Z/(F)]s(t) =[A+H]=+X;

74. Agar 0<A<1 va B=-""bo'lsa, unda xlm [Z/(.nN]aon = ]=4=<
75. Agar A>1va B=-""bo'lsa, unda x"i?[f{x)]g% =[/Tx]=o0;

A=1 va B=%x* , A=0 va B=0, A=+> va B=0 hollarda
im[/(*)[*®*) limitni hisoblash masalasi mos ravishda 1*, 0°, °°0

ko'rinishdagi anigmasliklami ochish orqali yechiladi.
8 Im f (x) =A,Ilm g(x)=B bo'lganda f(x) va g(x)

funksiyalar nisbatlarining limiti A va B chekli sonlar (B*0) holda

M .S T
x-* 0 jsf (ar) lim 5(x) B

formula bilan aniglanadi.
Quyidagi hollarda bu Ilimit giymatini darhol yozish

mumkin:

n*0;, B=0= lm == =0
Lo

8.2.71 - chekli son va s =#00= lim ’\—(fe5: — =0;
ax)

+ 00_

00

83 A=mva B - chekli son = iim =
B L "'e«W L -
' va B="0 bo'lsa, lm /(*) limitni hisoblash masalasi mos
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ravishda £ ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish orqali

yechiladi.
9. Im f(x)= A, lim g(x)= B bo'lganda f(x) va

funksiyalar ko'paytmasining limiti A va B chekli sonlar bo'lgan
holda tim [/ (x) g (x)] = lim / (x) =lim g(x)=A B
X n X->a X->a

formula bilan aniglanadi.

Quyidagi hollarda bu Ilimit giymatini darhol yozish
mumkin:

91.Ad0; B =co=> lim [/(x) =g(x)] = [A mo]= o0 ;

X-tx0
92. A =w; B =0 => *Iimxo[/(x)-g(x)] = [00-00]=00
Agar A=0 va B=" bo'lsa, iim[/(xX)-g(x)] limitni hisoblash

masalasi ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish orqali
yechiladi.
10. iim /(X) =a, lim g(x)=B bo'lganda f(x) va g(X)
X-> a

[

funksiyalar algebraik yig'indisining limiti A va B chekli sonlar
bo Igan holda Im [/ (x) £g(X)] = lm /(Xx) xlim g(x) =A B
formula bilan aniglanadi.

Quyidagi hollarda bu Ilimit giymatini darhol yozish
mumkin:

10.1. A ~ : B =+ = 1im~ [/ (*)+ g(*)] = [+00 + (-k0o )]= -ko
10.2. A= \ B =-co = Aim* [/(*) + g(*)] = [- 00 + (-00 )]= -00
10 3 N~ son> B ~~e A [/7(-0 + S(x)I = VA - 00)] = *o00

Agar JI=+* va B=-" bo'lsa, [im[f(x) +g(X)] limitni hisoblash

masalasi ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish orqali
yechiladi.
11. Ikkita ko'phad nisbatining x-»a holdagi limiti

f 00, agar s >w bo’lsa,
m o, , , kv o+ X e, b
--e.M — W .< —»

tenglik bilan topiladi.



5. Ko'phadlar nisbatidan iborat funksiyaning limitini

6.43)

6.45)

6.47)

6.49)

6.51)

6.53)

6.55)

6.57)

6.59)

6.61)

6.63)

6.65)

6.67)

6.69)

6.71)

6-73

hisoblang.

X3 +2%X2-4x-8
Hm
X3 +8
2Xx2 +X-1
B2t -3.r-2
(I+x3 - (1+3%)

lim——————— j———,
X-*0

Hm §<f +|4x +3X ;

. X4-%x3+x-I
lim
M 2X —je—1

. X2 +2X-3
lim
*>9 X3 +4x2 +3X
. X4-1

lim
*SoX4 -x2-1

. X3 +4x2+3X
lim
X-*2 X +X- 6

. X3-i

lim-

*29 X3 +2x2-4X -8
X +2x+1

lim
e x| —x—2
3B -4x2 -2
lim
*>-2 5x3 +8x2 +1

. 4X -SX-6

lim
m23x3 - Tx2 +2Xx*

. X3 -8

lim
*>»X3 -bx-2

lim X -7Tx2 +2x

*>2 4x2 -5X-(

3
lim /- -:2*-1
V - x -2)2
im~ /T
j—)) 2X

. -8x +12
6.44) lim—
¥ - 1x  +eXx
. X3-3x-2
6.46) lim
-'->2x -5Xx +6
648) l X3+2X2 —x—2
. im
x>+
6.50) lim j , mN -
*nx +2x -x-2
) Xx3-3x +2
6.52) lim f s
X—+2XxX —X —X+1
2+2x~3
6.54) lim (X2*2x73)
r->-3 X3+ 4x2 + 3x
. -3x-2
6.56) lim
j-»®x3+2x2-jc-2°
) x4 -1
6.58) lim
, -X —X +1
. -2x-1
6.60) Iim
*->-3x +2x +1
. x3-3x2+4
6.62) Ilim
*-»2 X4 - 4x2
i -3x-2
6.64) Ilim
X->2X3 - 2X -X+2
. X4 +2X3 +X2
6.66) lim

Xx*\ X “+2x+I

o (I +x)3-(1+3x).
6.68) lim
X2 +X5

. X3-3x-—2
6.70) Ilim
. X3-3x-2
lim
wX2-X-2

6.72)

6.74) E%VI +2x -1



4x) - 3x2+2x-1

6.75) lim 6.76) lm x2—3x+2
6.78) lim (n/PT" _
4l X- 1 =t
6.79)Ai_n>2)(xctgx) 6.80) *—!im/Z(l o W
6.81) jim 6-82) iim

*->0 cos 4x - Q0B 2x
6. Irratsional ifodali funksiya limitini hisoblang.

6.83) Ilim (\Ix2+2x-1 -n/x2-5x +31];

6.84) lim——p==; 6.85) Ilm~_ 6.86) lim(Xx+VI-x3);
M52 —nlC—1 * 3166 KJt=4 AT
. +13 —2~
6.87) |ImVX 13 =27+ 6.88) Iim(n/x2+4-7x+3,}
t—3 x2-9 [
6.89) lIMA8+3*~x-; 6.90) Um—~2x+x2  +
*x*0 X
6.91) lim . 692) lim- VX1
4=0 Vic A*1VI + x - n/2x
6.93) nli—TzA ’;(’;2+2; 6.94) lim~(x +1)2 —p/(x—N)2j;
6.95) lim-/X;~2y~3; 6.96) lim (yj(x+2)2 - V(x- 2)2)/
*+0 Vx-2 A—=—00\ /

6.97) lim~~2~3; 6.98) lim L/(x+ 3XX- 2)-X);
8 2+VX

6.99) Limvusszj-_(ux) 5 6.100) lim 8 ~~ +2:
)

*op -2 X3+ 8

6.101) Ilim— 5; 6.102) lim (X2 +5x +4 -n/x2+*]
m8 Yx-2

6.103) lim x+VI-x3j ; 6.104) lim -~* 1

J*° gl + X -1

6.105) !|igw2cn/x3+ 2 - nix3-2); 6.106) lim (n/x2 - 5x +6 - W>



6107) Ml s 1y, 6.108) fmy . 3

V21_+X_V21_X ) 6.110) lim x(Vx2 +2 -J1-);
6/109=> S iR Syx kT

«9+2x -5
6.111) lim T7=F - 6,112) 50 o

x** X -4

7. Trigonometrik ifodali funksiya limitini hisoblang.

. I —sin
2 sinx-I )
6.113) lim . 6.114) lim
*  sin6x
-}cOos' v
A - — , .
8118 im "7\ 6.116) lim
t>osm(;r(x + 7J) JF o InsinX
6N117) liro® (» A ) - si"(* =" 6.11%) iim S 3xSInex
>0 X o In(l +2/g3x)
, c0s2X-CcOSX oosinzrsindy
6.119)  lim--mmrmmmeemmeeeeee ; 6.120) lim
m>0 l-cosx X0 /g3x
5
COS(XH——I]'tgx . — cosax
6.121) lim 6.122) lim
X-*0  arcsinzx X->>0C0S7X-C0S3X
- N Incos2x
6.123) lim 22X 6.124) lim----=== ;
*>(Ug[2r(x +0.5)]" &0 sin* 3x
§ 155 EmE@T; 6.126) lim 2sin; */5;
=2 tgRm cos
3 2
6127) [jm 1+XsMx_cos2x 6.158) fimlrLoser .
a0 sm X tg'we
6.129) lim 1™ VCOSX 6.130) lim1 " ”
mOXSIiN2VX J+11 - cos VX
- + 2COSX
6.131) lim |~ COS2X+1g X 6.132) lim
Xsin2 3x * n-3X
_ 10/f4 Vcosdx-l.
6.133) lim-4~ 2°°%% 8.134) lim -2l
E£sin(/r-3x) " a>0 sin 8x
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hisoblang.

9cos'jc

. (2x-1) .
6.135) lim 6.136) lim
6.137) IimSinAx2sinzx 6.138) limM ~ 3)
j—to xIncos6x COS—
3 2-1
6.13y) lim °'nexsinX 6.140) lim cos5x~ cosj f
A-->0xIn(l-xsinx) X=* sin X
. Vcos™x-Vcosx .
6.141) Ilim 6.142) lim 1 COS *
*->0 sin X X~*" X2+ sin3 x
8. Berilgan limitlarni hisoblang
in(4x-1 ; 6144 lim In(x2 + 2x)~In(x2 + 3
6.143) Ilim ( )- ) ( ) ( )_
cosTCm
e* 1-1
o n/x= + 1 —n/x" +1 i
6.145) lim mm.... ... , ; 6.146) limJ ~ I~ -
I>0V x4 +1—Vxd+1 2
) . 5 ( 6.148) i Px - 3x+3-1
6.147 dim ; . m
j—=3e\x —ééé-la *o»l Sin nx
6.149) lim InX~~0~1Inx2 +1) m
Ay Yx-1-1
- In(5- 2x
6.150) IImH£izH n(2x-1) . 6.151) lim ( )
X->3 sin 72 520 /10 -3x-2
6.152) lim In(1+ xedr)
A~>0In(x + i/l + x2)
9.Murakkab ko'rsatkichli-darajali funksiya limitini
|
6.153) lim 6- 6.154) lim (2-cos3x) "(**2)
>0
sin™
Ctg2x 2
6.155) lim (cosx)sin3r; 6.156) Iim(2—-x)qr'(2'x) :
x—=|

X->2rr



2X-nyuw

6.157) lim 6.158) lim(2e 1) x_2;
=N j r->2
|
6.159) Hg] (cos-IX)X ; 6.160) )I(i_;\b[l-ln(l +x QYW arcsinv -
\
6.161) lim(cosx)"; 3.162) lim 2-3ga
) Jim(cosx) |
. . 4 |dne3
6.163) lim 6 6.164) lim 5 -
*->0l cos X
6.165) im 2 -cosx ; 6.166) Jim2-er 1Q®AN
),r->0 =0
\M.r
6.167) li X2 +5 6.168) lim(3- 2cosx) ¢* s n
. m . - ;
x2 +3 )

86.3. Funksiyaning uzluksizligi va uzulish nuqtalari

1.Quyidagi shartlar bajarilsa, y =f(x) funksiya x0 nuqtada
uzluksiz deyiladi:

« funksiya x0 nuqgta va uning atrofida aniglangan;

= /(x) funksiya x0 nuqtada chekli chap XE}r(&)/(x) =/(x0-0)

va o'ng *Ii)j[r&of(x)zf(xo +0) limitlarga ega;
=)

- f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi chap va o'ng limitlari
o'zaro teng, ya'ni lim /(xX)= Ilim /(x)==/(x0-0)=/(x0+0).

x—x0-0 X-Kro+0

2. Agar xOnuqtada yuqorida keltirilgan shartlardan kamida
bittasi bajarilmasa, f(x) funksiya bu nuqgtada uzlukli, xO esa
uning uzilish nuqtasi deyiladi.

Funksiya quyidagi ko'rinishdagi uzulishlarga ega bo'lishi
Mumekin.

a) Agar xOnuqgtada /(x) funksiyaning chap va o'ng limitlari
mavjud va chekli, ammo f(x0-0)* /(x0+0) bo'lsa, unda funksiya
birinchi  tur uzulishga ega deb ataladi. Bu holda
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s =\f(4 -0)-/(x0+°n ifoda f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi
sakrashi deyiladi (6.1 - chizma).
%

/(*0-0)
0
6.1-chizma.
b) Agar /(x0-0)=/(*o+0)*/(*,) yoki f(xo0-0)=/(*,, +C

bo'lib, f(x) funksiya *0 nuqtada aniglanmagan bo'lsa, unda
funksiya tuzatib bo'ladigan uzulishga egadeyiladi (6.2- chizma).
Buholda f{x0)=f(x0-0)=/(x0+0) debolinsa, f(x) funksiya xo
nuqtadauzluksizbo'ladi.

c)Agar x0 nuqtada f(x0-0),/(x0+0) bir tomonlama
limitlardan kamida bitta sicheksiz giymatga ega yoki mavjud
bo'Imasa, unda funksiya ikkinchi turuzulishga ega deyiladi (6.3-
chizma).



Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini topib, unda
ml& turini aniglang va funksiyaning sxematik grafigini
chizing:
x3-1
X -1

f2x, agar x<I bo'lsa
6.172)y =0.5-; 6.173)y =

6.169)y =arctg 4 6.170)y =3*; 6.171)y =
X -

[2-%x, agar x>\ bolsa.
6.174)y =£(x). Bunda E(x) ifoda x sonning butun gqgismini,

ya'ni undan katta bo'Imagan eng katta butun sonni ifodalaydi.

05x , [d<2 sinx, x<O0;
6.175)y = 25 NK=2 6.176)y =<=l+cosx, 0<x<2;r;
3 M>2 X, X>2n.
. . . cos— , X"O;
617Hy=R"2x *"° 6.178)y =i 2x' ’
[ 1 x=0 0, x=0.

11. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va uzilish
nuqtalarini aniglang.

2x2-1

6.179)y = 6.180)y =
2 )y X-IXx-5) "
+1
6.181)y =-n"c+"; 6.182)y =xtgx; 6.183) v =cos(l +In.v);
X

6.184) y =In(l +cosx).
12. Quyidagi funksiyalar barcha nuqtalarda uzkuksiz

bo'ladigan aparametrning qiymatlarini toping:

asinx, x<
6.185)y = 6.186)y =

X+7T1, X>—.

2

(a" +3a-3)ex, x<O0;

In(x2+x +e), x>0.

Xakrorlash uchun savollar

1- Qanday miqgdorlar o'zgarmas deyiladi

2.Funksiya ganday ta'riflanadi?

3-Funksiyaning aniglanish sohasi deb nimaga aytiladi?
4.Davriy funksiya deb nimaga aytiladi?



5. Teskari funksiya ganday aniglanadi?

6. Murakkab funksiya ganday ta'riflanadi?
7.Funksiyaning cheksiz limiti ganday ta'riflanadi?
8.Qanday shartda funksiya limiti mavjud bo'ladi?
9. Ajoyib limitlarni yozing.

10.Limitlarning asosiy xossalari nimalardan iborat?
11.Cheksiz kichik migdor deb nimaga aytiladi?

FUNKSIYA,UNING LIMITIVA UZLUKSIZLIGIGA
DOIR TESTLAR

1. Sonli to'plamlar. Sonning absolut giymati va uni
xossalari

1.Umumiy holda sonli to'plam elementlari ... sonlardan
iborat bo'ladi.

A)butun. B)natural. C) haqiqiy.

D) ratsional. E) irratsional.

2.N (natural sonlar), Z (butun sonlar), Q (ratsional sonlar), R
(hagigiy sonlar) sonli to'plamlar orasidagi munosabat qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A)NcZcQcR. B)ZcNcQcR.

C)RcQcZcN. D)QcZcNcR. E)ncZcRcQ.

3. Asosiy sonli to'plamlar uchun quyidagi munosabatlardan
qgaysi biri to'g'ri?

A) NnZ=N. B) QnZ=Q . C) ZnR=R .

D) barcha munosabatlar to'g'ri.

E) barcha munosabatlar noto'g'ri.

4. Asosiy sonli to'plamlar uchun to'g'ri munosabatni
ko'rsating.

A)Nuz=2. B)QuZ=Q. C)ZuR=R.

D)barcha munosabatlar to'g'ri.

E) barcha munosabatlar noto'g'ri.

5. Quyidagi sonli to'plamlardan gaysi biri ogaliq deb ataladi ?

A) (a,b). B) [a,b). C) {a,b). D) [a,b]. E) [a,b].

6. Quyidagi sonli to'plamlardan gaysi biri kesma deb ataladi ?



ill

A) (ajb) m B) [a,b). C) (a,b]. D) [a,b]. E) {a,V}.

7 Quyidagi sonli to'plamlardan qaysi birlari yarim oqaliq
deb ataladi ?

1){a,b) 2)[a,b) 3)(a,b] 4)[a,b] 5){a,b]

A)1)va 2). B)2)va3). C)3)va4).

D) 4)va 5). E) 1)va 4).

8.(a,b) , [a,b) , (a,b] va [a,b] sonli to'plamlarning d uzunligi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ? .

A) a-b. B) ath. C) b-a. D) ab. E) V2 -a2.

9.[-3,5) yarim oraliq uzunligini toping.

A) 2. B) 5. C) 3. D) 4. E) 8.
10. (-4.5,5.5) oralig uzunligini toping.
A) L B) 4.5. C) 55. D) 9. E) 10.

2. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

1.Quyidagalardan gaysi biri sonli ketma-ketlikni tashkil
etmaydi ?

A) Barcha juft sonlar. B) Barcha toq sonlar.
QBarcha tub sonlar.
D) Barcha natural sonlar. E) Barcha musbat sonlar .
2-Ushbu 2t +§——5+—7———9 +<m sonli ketma-ketliknine
2 4 8 16 R b
umumiy anhadi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A)a,= = ?iii. C) B

D) ,..(=1). *iz!.E) a, =(-Y)=

3.Umumiy hadi «,=—Yy ko'rinishda bo'lgan ketma-

ketlikning yuqori M va quyi m chegaralarini toping.

A) M=10, m=I/2. B) M=I, m=I/2. C) M=3, m=I/2.
D) A) M=1/2, m=0. E)YM=2, m=lI.
4.Quyidagi sonli ketma-ketliklardan qaysi biri

chegaralangan ?

A) {2 +3}. B) {(-])"-n}.C) }.D) |-~-J.E) jb I}.



5. Quyidagi ketma-ketliklardn gaysi birlari yaginlashuvchi?

X'=7TT' Yn=vA~n' z'=(_ir-

A) fagat Xx,,. B)fagata, vai/n.C) fagat zn.D) fagaty, vaz,.
E)uchalaketma-ketlik ham yaqginlashuvchi.
6. Quyidagi ketma-ketliklardan gaysi birlari

yaqinlashuvchi?

on < Y, =bl}"\ Z=

Avy,. B)xn. C) zn. D) Xnva yn.

E)uchalaketma-ketlik ham uzoqlashuvchi.

7. Limitlar hagidagi quyidagi tasdiglardan qaysi biri to'g'ri?

A) Har ganday yugoridan chegaralangan ketma-ketliik
limitga ega.

B) Har ganday quyidan chegaralangan ketma-ketliik limitga
ega.

C) Har ganday chegaralangan ketma-ketliik limitga ega.

D) Keltirilgan barcha tasdiglar to'g'ri

E) Keltirilgan barcha tasdiqglar noto'g'ri.

8. Limitlar haqgidagi quyidagi tasdiglardan qaysi Dbiri
noto'g'ri?

A) Har ganday monoton o'suvchi va yuqoridan
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

B) Har ganday monoton kamayuvchi va quyidan
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

C) Har ganday monoton va chegaralangan ketma-ketlik
limitga ega.

D) Keltirlgan barcha tasdiqglar to'g'ri

E) Keltirilgan barcha tasdiqglar noto'g'ri.

9. Quyidagi shartlardan gaysi birida ikkita sonli ketma-
ketliklarning algebraik yig'indisi chekli limitga ega bo'ladi ?

A) lIkkala ketma-ketlik chegaralangan.

B) lkkala ketma-ketlik monoton.

C) Ikkala ketma-ketlik musbat hadli.



D) lkkala ketma-ketlik chekli limitga ega;
E) Ikkala ketma-ketlikdan kamida bittasi chekli limitga ega.
10. Ikkita (xn) va [yn) sonli ketma-ketliklarning nisbati
X)\)A chekli limitga ega bo'lishi uchun quyidagi shartlardan
qaysi biri talab etilmaydi ?
A) i} ketma-ketlik chekli limitga ega.
B) {yA ketma-ketlik chekli limitga ega.
C) = ketma-ketlikning limiti noldan farqli.
D)Y{yn) ketma-ketlikning limiti noldan farqli.
E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3. Funksiya va u bilan bog'lig tushunchalar

1. Ta'rifni to'ldiring:y=f(x) funksiya deb x o'zgaruvchining

har bir xeD qiymatiga y o'zgaruvchining .... yeE giymatini mos
qgo'yilishiga aytiladi.

A) bir nechta. B) kamida bitta.

C) fagat bitta. D) ikkita. E) kamida ikkita.

2. Ta'rifni to‘ldiring:y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasi
deb x argumentning y=/(x) funksiya ....... bo'ladigan giymatlar

to'plamiga aytiladi.

A)Musbat. B) manfiy. C) nol.

B) D) ma'noga ega. E) cheksiz.

3. /(X) =V2~T-lgx funksiyaning aniqglanish  sohasini
toping.

A) (-1,#+00). B) (0,4+00). C) (2,11). D)(-00,+co). E)(I,+00).

4. /(;9=In-Jx- 1 funksiyaning aniglanish sohasini toping.

A) [l,+00).B) [0,+00).C) (-00,+c0).D)(-00,1).E) (1,+c0).

5 /(x) =arcsinx—_1 funksiyaning aniqglanish sohasini toping.

A) [0,1].B) [1,2].C) (—o+p).D)[,3].E) [-1,1].

6. /(X)=log3X va g(x)=43-x funksiyalarning aniqglanish
sohalari bo'yicha D{/}n D{} to'plamni toping.

A)(3,00). B)(0,00). C) (-00,3]. D) (0,3]. E)[0,3],
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7. y =Mi4- 5sin x funksiyaning giymatlar sohasini topine
A) [0,4]. B)[0,2],

C) [0,5]. D) [-1,3]. E)[0,3].

8. y =yj4-ar2 funksiyaning qiymatlar sohasini toping.
A) [04]. B)[0,2]. C) [0,5].

D) [-1,3]. E) [0,3].

9. Qaysi shartda y=/(x) funksiya albatta juft bo'ladi ?
A)F(X)F(-x)>1. B)/(x) -/(-x)=0. C)f(x) +/(-x)=0.
0)Ax)/(-x)<0. E) I/(x)1=1/(-x)l.

10. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri juft emas ?
A)y =cos3. B)y =-x4 C) y=1Ixl
D)y =sinax. E) y =sinx2

4. Funksiya limiti va uning xossalari

1. Ta'rifini to'ldiringry=f(x) funksiya x->4 bo'lganda A soniga
teng limitga ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik e>0 soni uchun
shunday 8>0 son topilsaki , Ix—1 <8 shartni ganoatlantiruvchi
barcha x uchun ... bo'lsa.

A) \f(x)+A\<e. B) | \f(x)-A\>e.

C) M(x)+Al>e. D) \f(x)-A\<s. E) \f(x)-A\=e

2. Teoremani yakunlang:  Agarda y=/(x) funksiya x—¥
bo'lganda limitga ega bo'lsa, bu limit.............

A) kamida bitta giymatga ega bo'ladi.

B) cheksiz ko'p gqiymatga ega bo'ladi.

C) faqgat bitta giymatga ega bo'ladi.

D) kamida ikkita giymatga ega bo'ladi

E) bittadan ortiq giymatga ega bo'ladi.
3. y=2x2+5x-1 funksiyaning x—2bo'lgandagi limiti toping.
A) 10 B) 12. C) 17. D) 21. E)-1.

. 8y
4, ,ng}sz-_-z-llmltm hlsoblangb
A) 0. B) C) - D) 3. E) mavjud emas.



5 ||rr]----x-_1 . limitni hisoblang.

THH—2—&
A) 0. B) °°. C)- °
D) 2. E) mavjud emas.
6. lim-—-p = limitni hisoblang.

XM 1+7¥2 —X
A) 0. B)~. C)-2. D)2 E) L
7. Q%(V*H - 4x) limitni hisoblang.
A) 0. B) C)- 2. D) 2. E) mavjud emas.
8. Ushbu funksiyaning x=I nuqtadagi chap limitini toping:

J¥c—4, x<t

=\2jc+1, x>1.

A)-2. B)-I. C)Hl. D) 2. E) 3.

9. Ushbu funksiyaning x=0 nuqgtadagi o'ng limitini toping:
_(Bx2+2x-1, x<0;
2X2+1, *>0.
A)-2. B)-I. C)I. D) 3. E) °°.
10. f(x)=0.5W% funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng limitini
toping.
A) 0. B)I. C)e D) 0.5. E)+~.

5. Uzluksiz funksiyalar va ularning xossalari
1. y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi uzluksizlik sharti
gayerda noto'g'ri ifodalangan ?
A) lim f(x) =f(x0).  B) lim f{x0+Ax)=f(x0).
*->*0 Nx—0
C) fm v =0 D) Jig [/ (*)-/(*,)1=0.
E) Barcha javoblarda to'g'ri ifodalangan.
2. Agar y=f{x) funksiya xo nuqtada uzluksiz bo'lsa quyidagi

munosabatlardan qaysi biri o'rinli bo'la oladi?
A) lim f(x) =f(x0).  B) lim f(x)>f(x0). ) lim f(x)<f(x0).

D) lim f(x)* f(x0). E)Barcha munosabatlar o'rinli bo'lishi
0

mumKkin.
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3. Teoremani yakuttlang: Asosiy elementar funksiyalar ...
uzluksiz.

A) (~ura00) oraligda.

B) (0,00) oraligda.

C) (-00,0) oraligda.

D) aniglanish sohasiga tegishli har bir nuqtada.

E) aniglanish sohasidagi noldan farqli har bir nugtada .

4. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri x=0 nuqtada uzluksiz?

A)y=He+ B)H*r2. C)y=cgl|*]. D)y=log2H{ .

E) keltirilgan barcha funksiyalar x=0 nuqtada uzluksiz.

5. Agarda f(x) va g(x) funksiyalar x=xo nuqtada uzluksiz
bo'lsa, shu nugtada quyidagi funksiyalardan qaysi biri uzluksiz
bo'Imasligi mumkin?

A)(x)+g(X). B)f(x)-9(X).

C)f(x)-9(x). D)f(x)79(x).

E) keltirilgan barcha funksiyalar doimo uzluksiz bo'ladi.

6. Agar f(x) va g(x) funksiyalar xo nuqtada uzluksiz va
g(x0)*0 bo'lsa, shu nuqtada quyidagi funksiyalarning qaysi biri
uzluksiz bo'Imasligi mumkin ?

A) f)+g9(x).  B) f(x)-g(x).

C) f(x)-g(x). D) f()79(x).

E) Ko'rsatilgan barcha funksiyalar xo nuqtada uzluksiz
bo'ladi.

7. Elementar funksiyalar qaysi sohada uzluksiz bo'ladi?

A) (-e0) oraligda.
B) (0,00) oraligda.
C) (=0 oraligda.
D) aniglanish sohasiga tegishli har bir nugtada.
E) aniglanish sohasidagi noldan fargli har bir nugtada .

8. Qaysi shartda y=f{x) funksiya x=a nuqtada chapdan
uzluksiz bo'ladi ?

A)/(a+0)=/(5). B)f(a-0)=f(a). C)/(5-0)=/(s+0).

D)f(a-0)*f(a+0). E)f(a-0)*f(a+0).
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9. Qaysi shartda y-f{x) funksiya x=a nuqtada o'ngdan
uzluksiz bo'ladi ?

A)/(a+0)=/(5). B)/(2-0)=/(5). C)/(3-0)=/(7+0).

D)/(fl-0)*/(fl+0). E)/(7-0)* /(3+0).

10. Agar uzluksiz y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi chap va
o'ng limitlari mavjud va mos ravishda A va B bo'lsa, quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli bo'la oladi ?

A) A>B. B) A<B. C)A=B. D)A*B.

E) Barcha tasdiglar o'rinli bo'lishi mumkin.

6. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari

1.Ta'rifni to'ldiring:y=f(x) funksiya xo nuqgtada uzlukli
deyiladi, agar ... shart bajarilsa.

A) )I(i%f(x)>f(xa). B) limf{x)<f(x0). C) )Ii%f(x)*f(XO).

D) I_imof{x)=f(x0). E) lim/(x) =100

2.Agar y=f(x) funksiya xo nuqtada uzlukli va bu nuqtada
uning chap va o'ng limitlari mos ravishda A va B bo'lsa, unda
quyidagi munosabatlardan gaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?

A) A>B. B) A<B. C)A=B. D) A*B.

E) Barcha munosabatlar o'rinli bo'la oladi.

3. Funksiyaning  x=a uzilish nuqgtasining ganday turi
mavjud emas ?

A) I tur uzilish nuqtasi. B) Il tur uzilish nuqtasi.

C) yo'qotib bo'ladigan turdagi uzilish nugtasi.

D) o'zgartirib bo'ladigan turdagi uzilish nuqgtasi.

E) barcha ko'rsatilgan turdagi uzilish nuqtalari mavjud .

4. Agar y=/(x) funksiyaning xo nuqtadagi chap va o'ng
limitlari mavjud hamda mos ravishda A va B bo'lsa, unda gaysi
shartda xo Itur uzilish nugtasi bo'ladi ?

A) A va Blimitlardan kamida bittasi chekli son.

B) A va Blimitlardan kamida bittasi cheksiz.

C)A va Blimitlarning ikkalasi ham cheksiz.

D) A va Bllimitlarning ikkalasi ham chekli son va A#B.
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E) A va Blimitlarning ikkalasi ham chekli son va A=B.
5. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri uzilishga ega ?

A)H*+1]- B) /-H +1. C)>"A7T-

6. Agar y=/(x) funksiya uchun xo I tur uzilish nuqtasi va bu
nuqgtadagi funksiyaning chap va o'ng limitlari mos ravishda A va
B bo'lsa, unda funksiyaning bu nuqtadagi sakrashi A ganday
aniglanadi ?

A) A=A+B. B)OA=1B. C)A =A/B.

D) 4, =B/A. E) A=B-A.

7. y=3sgnx+| funksiya x=0 nuqtada ganday sakrashga ega ?

A) 2. B) 3. C)7. D) 5. E)s.

8. Quyidagi funksiyaning x=2 nuqtadagi [ sakrashini
toping:

A)=. B)=s. C)4—8. D)A”"s. E)A=2

9. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri x=0 nuqta | tur
uzilishga ega ?
A) y=ctgx. B) y=1/x. C)y=sgnx. D)y=InlxI. E) y=2Vx.

10. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri x=0 nuqtada Il tur
uzilishga ega?

A) y=sgnx B) y=[x]. C) y={x}. D)y=xn.

E) keltirilgan barcha funksiyalar uchun x=0 | tur uzilish

nugqtasi bo'ladi.
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Matematikda insonning hayratini
keltiradigan nimadir bor.
Xausdorf
VI1I-BOB. DIFFERENSIAL HISOB
§ 7.1 Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik va geometrik
ma'nosi
§ 7.2. Murakkab va oshkormas funksiyalaming hosilalari
§ 7.3. Silliq egri chizigga o'tkazilgan urinma va normal
§ 7.4 Hosilaning tatbiglari
§ 7.5 Funktsiyaning ekstremumi va uni to'la tekshirish

8 7.1 Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik va
geometrik ma'nosi

Umumiy holda y=f(x) funksiyaning hosilasini topish, ya'ni
uni differensiallash,quyidagi algoritm bo'yicha amalga oshiriladi:

1)x argumentga Ax*0 orttirma berib, x+Ax nugtani topamiz;

2)funksiya orttirmasini Af= f(x+Ax)-f(x) tenglik o'yicha
hisoblaymiz;

3)Af/Ax nishatni topamiz va uning Ax->0 bo'lgandagi limitini
hisoblaymiz. Bu limit mavjud bo'lsa, uning giymati f'(x) hosilani
aniqglaydi.

Misol sifatida f(x)=sinx funksiya hosilasini yugoridagi
algoritm bo'yicha topamiz;

1)x va x+Axnuqtalarda funksiyani hisoblaymiz;

2)trigonometrik formuladan foydalanib, funksiya
orttirmasini quyidagicha yozamiz:

Af=sin(x+Ax)-sinx= 2sin( Ax/2)cos(x+Ax/2)

3) Af/Ax nisbatni tuzamiz va uning limitini hisoblaymiz:

Jim (AFZAX)= lim 2sin(Ax/2)cos(x+Ax/2)/ Ax=

= Ai!r)mosin(AXIZ)/(Ax/ )- Jlim COs(x+Ax/2)=I-cosx=C0sX.
Bu yerda ko'paytmaning limiti, Iim sinx/x=l  ajoyib

limitdan va u=cosx funksiya uzluksizligidanfoydalanildi.
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Demak, (sinx)'=cosx buladi. Xuddi shunday usulda (cosx)'=
-simekanligianiglanadi. Bundan tashqari

(ax'=axna, (logax)'= - logae
X

Ekanligini isbotlash mumkin.

\mmo, har qanday funksiya hosilasini bu algoritm
boyidia hisoblash oson emas va muhim ishart ham emas.
Umumiy holda funksiya hosil asini hisoblashni quyidagi
diffemsiallash qoidalari bo'yicha amalga oshirish mumkin.

I- qoida: O'zgarmas S soning hosilasi nolga teng , ya'ni
©y=t

Isbot: O'zgarmas S sonni x argumentning har ganday
giymfida bir xil giymat qgabul giluvchi f(x)=S funksiya deb
garasimumkin. Bu holda,

Af=f(x+Ax)-f(x)=S-S=0,  Af/Ax=0,

= ﬂ%ﬂyz,ﬂ@oozo'
I-goida:  u=u(x), u=v(x) funksiyalar x nugtada
diffemsiallanuvchi bo'lsa, bu nuqtada u + v, u-v va v(x)*Q
shartca ulv  funksiyalar ham differensiallanuvchi bo'lib, ularni

hisoblash uchun )

(uzxv)'=u' £v\ (u-v) '=u'-v+u-v’

rormulalar o'rinli bo'ladi.

\shot : Funksiva orttirmasi ta'rifidan foydalanib, har ganday
[Ox arementort tirmasida A(u = v) =Au *Av ekanligini ko'rsatish
mumim. Bu holda limit xossasi va hosila ta'rifiga asosan

) = s = e e
Saddlshunday,

AQu-v) =un-Av +tAu-v+A n-Av, A(-) =-Av~"Av
vV oov(v+y)
junosobatlardan foydalanib, 2-goidadagi golgan
formulalami ham isbotlash mumKkin.
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Natiia l.-Funksiyaga ixtiyoriy S o'zgarmas sonni qo'shsak,
uning hosilasi o'zgarmaydi.
Hagigatdan ham (f(x)+S) -f(x)+S'= f(x)+0= f'(x).
Natiia 2 : O'zgarmas S ko'paytuvchini hosila belgisidan
tashqariga chigarish mumkin.
Hagigatdan ham, ko'paytmaning hosilasi formulasi va
1-goidaga asosan
(S-f(x),=S"-f(x)+S-f'(x)=0-f(x)+S-f'(x)=S-f'(x)
Natiia 3 : (tgx)' =1/ cos2, (ctgx)' =-1/sinX .
Hagigatdan ham, bo'linmaning hosilasi formulasiga ko'ra

* (sinx/1  (sinjc) ecosx - sinx ¢(cos *)\f
(tgx)'=\---—- B L=
Veosx? cos” X

COSX- COSX - Sinx W - sinx) |
c0s2 X c0s2 X

Xuddi shunday ravishda (ctgx)' hosila topiladi.

Shunday qilib, barcha asosiy elementar funksiyalar
aniglanish sohasida differensiallanuvchi va ulaming hosilalari
quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:

1) (x *)=a-x"1, a- ixtiyoriy hagiqiy son;

2) (ax)= ax-Ina, (ex)’=ex; 3) (logflx) =-logae, (Inx)' =-.
X X

4) (sinx)'= cosx , (cosx)'= - sinx , (tgx)' =,=—  (ctgx)'
Cos X
1
sin2 x
5) (arcsinx) - - (arccosx)' = , (arctg x)'= - (arcctg
\1- x2

Bu hosilalar jadvalidan va ko'rib o'tilgan hosila olish
goidalaridan foydalanib, har ganday elementar funksiyaning
hosilasini hisoblash mumkin.

. (S)=0 H. (uxv)'=u zv'\IL(u-v) '=u'-v +u-v",
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IV fit 1 _ MV-«v'
(AVA 2

V. [fu]'=/;-u'x VI *;=-L

¥X

Differentsiallashning oddiy qoidalaridan foydalanib
quyidagi funktsiyalaming hosilalari topilsin.

7.1, y=3x3-4x2+7x-9;
7.3. y=3sinx+5F,

7.5. y=:-i000;

7.7. y=sinXx+cosx;
7.9. y=100x2-100;
7.11. y=3x7-6x6+5x2-7;

7.13. y=\[bx +4Ix +10;

7.15. y=10mMs-7,

717, y:_ll - BX +x6

7.19. y=—-Inx +e”2;

7.21. y=(ax2+ix+c)3
7.23. y=sin3(ax+e);
7.25. y=tg2(In2x);

7.27. y=In2(In4x);
7.29.y=Tcos4t;

7.31. 1) y =" --2a7 +4x-5

7.32.0)y=" -~ +H2)y=]i-

7.33.1) Y=X#2I'x1) y=(la-I'x)
Mmy=w2yn, 3 g

7.35. 1)y =X+t : 5%( )

7.2, y =—+\X,
X

7.4. y=-2sinx+tgx;
7.6. y =25t"°+241)

7.8. y=6Xx5-9x20

7.10. y =e-31+4

7.12. y=(x3-2x2-1)(x5+x2);
M-y —k:

7.16. y =5 " +7,
7.18. y =e2*X3-5,

720. y=en".

7.22. y="2-4-+inV?
7.24. y =cos(e*-e~'Y,

7.26. y =ctg3(tg2x);
7.28. y=(esinir+34n5

7.30. y =sin" x sinmv



7.36.1) y =s6kfx-4ifx 2) y=|N-L

7.38.1) j'=i-sini 2) y =x-tgx
7.39. 1) y=2c0sx 2) y =y 2tgx
740.\ )y "N 2)y =N -X
Ko'rsatkichli va logarifmik funksiyalarning hosilalari
topilsin
7.41.1) y =xbx 2)y =i ~ ;
7.42.1) y=bl x --~ 2)y=\n{x*+2x)
X 2X
7.43. 1) y =In{+cosx)2) y =Insinx-isin2x
7.44. y=in(\* H/X+T)
Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin

745. 1) y=x+Y 2) y=x2' 3) y=*V

7.46. 1) y =a™x 2) y =e-'r 3) y =x2~u
( x x\

TA47.y=2¢e2-¢ 1 7.48. y =\[xeJ1
Vv /

7.49. y=|—_el 7.50. y=¢e cosa—

7.51 y=2x3x egri chiziq Oy o'gini Ox 0'giga nisbatan ganday
burchak ostida kesib o'tadi?

752 y=(4x-x2/3 parabolaga uning (0;0), (2;2), (4,0
nuqtalaridan urinmalar o'tkazilgan. Ularning Ox o'giga og'ish
burchaklarini toping.

7.53 y=(x3+l)/3 funktsiya grafigiga uning abtsissa o'qi bilan
kesilgan nugtasida o'tkazilgan urinma tenglamasini yozing.

7.54y=I/x giperbola uning M (I;I) nuqtadan o'tkazilgan
urinmaning Ox o'giga og'ish burchagini toping.
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7.55 y=3x2x parabolaga uning abtsissasi x=-1 bo'lgan
nuktasidan urinma va normal o'tkazilgan. Ularning t
englamalarini tuzing.

7.56 y=3x-4 to'g'ri chiziq y=x32 egri chiziqgga urinma
bo'ladimi?

7.57 xy=\ giperbola uning M(-1;3) nuqtadan o'tkazilgan
urinmaning tenglamasini tuzing.

7.58 y=x2-2x-8 parabolada shunday bir M nuqta topish
kerakki, undan o'tkazilgan urinma 4x+y+4=0 to'g'ri chiziqga
parallel bo'lsin.

7.59 Nugta S=2t3+t24 gonun bo'yicha harakat qiladi. =
sek. vaqtdagi tezlik va tezlanish giymati topilsin.

7.60 Nugta S=6t-t2 gonun bo'yicha to'g'ri chizigli harakat
giladi. Qaysi bir dagigada nuqta tezligi nolga teng bo’ladi?

Teskari trigonometrik funksiyalaming hosilalari topilsin

7.61. y=J1-x2-arcsinX 7.62. y=x-arctgx
7.63. y =arcsin-JI - 4x 7.64. y - arcsin—
a
7.65.y =arctga— 7.66.y =arccos(l—2x)
7.67. y =arctg 7.68. 1) y =WI-x 2+arcsinx  2) y =arcsin(e3 )

Quyidagi funksiyalaming hosilalari topilsin

7.69. 1)y =~XX - +arcsin;(2) V=, +Incos x

7.70. y =~I-1 +arcetg-j4x-\ 6.71. x =In(e2 +1)- 2arctg(e')
7.72. y =4k -4 Hix)+-Ix1-4r

8 7.2. Murakkab va oshkormas funksiyalaming
hosilalari
3-goida: u=f(u) murakkab funksiyada f(u) va u(x) funksi-
yalar argumentlari bo'yicha differensiallanuvchi bo'lsin. Bu holda
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u=f(uymurakkab funksiya x bo'yicha differensiallanuvchi bo'lib,
uning hosilasi
fx=/"(«) «'W
formula bilan topiladi.
Ts b o t :u(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lganligidan
uning uzluksizligi kelib chigadi va shu sababli Ax-»0 bo'lganda

On—0bo'ladi. Hosila ta'rifiga asosan
Jooip n A& --t-s-f--l —ﬂ M=) u X,
L™ Iix Ll,mAx 41>0LI,V|
Masalan, (sinx2'= (—xZ) =(sin/)'x = cosi" —2x COSX2
Bu goidaning tadbiqi sifatida u=xa darajali funksiyaning u'
hosilasini topamiz. Bu xolda
Inn =Inx“=aln x =(In u)’x =(aln x)'=>

f a
l:a_:>y :a_y :a_xa_a X 7.
y X X X

4-qoida:. u=f(x) differensiallanuvchi va f'(x) *0 bo'lsa,
x=F1(u) teskari funksiya ham differensiallanuvchi bo'ladi va

uning hosilasi xy =\ formula bo'yicha topiladi.
Yx

I sbot: x=fiu) teskari funksiyaning argument orttirmasi
Jin *0 bo'lgandagi orttirmasi Ax bo'lsin. Berilgan f(x) funksiya
differensiallanuvchi bo'lgani uchun uzluksizdir va shu sababli
unga teskari P(u) funksiya ham uzluksiz bo'ladi. Demak, Au—0
bo'lganda Ax—0bo’'ladi. Bu holda, hosila ta'rifiga asosan,

_|Imﬁx_|l ('U'M L —1
A0 ly  Ix->0MAx 3 y>

Misol sifatida u=arcsinx funksiya hosilasini topamiz. Bu
yerda

D{f}=[-I;] , E{f}=[-*/2, 7/2] bo’'lgani uchun, x=siny teskari
funksiyaning hosilasi Xy =cosy*0, un e(-n/2 n/2), shartni

ganoatlantiradi. Bu holda (arcsinx)'= yx= 1 001
sy

Ammo wue (-9/2 n/2) bo'lganda cosy >Ova
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cosy= Hl- sin2y =V1-n:2, X €(-1,1)
tenglik o'rinli. Bu natijani oldingi tenglikka qo'yib,
(arcsinx)'=-7=1=
m—je2

formulani hosil gilamiz. Xuddi shunday usulda

(arcsos x))= —=L=, (arctg x))=—LL-, (arcctg X)'= ——--—--7
VI-*2 1+* | +Jf

formulalami hosil gilish mumkin.

Logarifmik funksiyaning hosilasi:
y =iny funksiyani hosilasi
(iny) =——= ko'rinishida bo'ladi.
y /W
Parametrik ko'rinishida berilgan funksiyaning hosilasi.

Agar y=/(X) funksiya parametrik ko'rinishda *=<® va y =y/@
berilgan bo'lsa, u holda uning hosilasi

ko'rinishida bo'ladi.

Agar y ga nisbatan yechilmagan Hx-y)=otenglama yni xning
bir giymatli funksiyasi sifatida aniglasa, uholda y o'zgaruvchi x
ning oshkormas funksiyasi deyiladi. Bu oshkormas funksiyadan
y' hosilani topish uchun y ni x ning funksiyasi deb, F(xy)=o
tenglamaning ikki tomonini x bo'yicha differensiallash kerak.
Hosil bo'lgan tenglamadan izlangan y ni topamiz. / ni topish
uchun FHX\y)=o tenglamani x bo'yicha ikki marta differensiallash
kerak va hokazo.

Misol:  (exsin 2x)'= (eX) 'sin 2x + ex (sin 2x )= ex-sin 2x +
eX-C0S 2X-(2X)'= (Sin 2X +2 -COS 2X) €X,

N _ 1 /. \_ cosx_
[lnsm X) = ------ (S X) = ---=-=ctgx.
sin x sin x

Quyidagi funksiyalaming hosilalari topilsin.
7.73.1) y =sinqr 2) y =0os(a- bx)
3) Funksiyaning hosilasini toping.
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a) y=2x5-5-2"'+4x-71092x-In2;
b) y =(\+x2) arctgx;

V) y =:m; Z;;X g) y =logj(2x3+t).

7.74. 1) y =sin“+cos— 2) y =6cosh
7.75.1) y=(\-5xT 2) y=n x f
7.76.1) y:-(i_/\r 2) y=n/T-x2 3) y =Vcos4x
T1.77. y =n2-t-sin 21 7.78. y =sindx =(sinx)4
7.79. y =Vdjc+sin4j 7.80. y=x21"x2
7.81. y =sindX+cosdx 7.82. y =M +cos6ic
7.83. 1) y =fgx+] (g3 +yfg 2) y =sin2x3

3). ] =x2+e*Inx funksiyaga teskari bo'lgan funksiya uchun
A ni toping.

4) Hosilani tekshiring. a) y=x"; b) y=%|3x;-2)"VI
-ZX -X

Quyidagi tenglamalardan y’ topilsin.

7.84. 1) x1+y2=a2  2) y2=2px 3) V | r =i

4). x2+9y2=16 oshkormas funksiya uchun y' ;?X(\ni toping.
7.85.1) x2+ny+y2=6 2) x2+y2-xy =0
Quyidagi funksiyalarning differensiallari topilsin:

7.86. 1) y=xn 2) ¥Y=x3-3x2+3X

3)x =a2cos2t, y =asin2/ berilgan bo'lsa, y; ni toping.
787.1) y=Vw 2) S=

7.88. 1) r =2p-sin2">2) x =-y

7.89 y=[ funksiyani x0=0 nuqtadagi hosilasini toping.

7.90. y =cos2x-vi-x2 funksiyaning ixtiyoriy x nuqtasi uchun
differensialini hisoblang.

_ x -1
7.91 y =Incos— 7.92 o1+ 2%)
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7.93 y =cos2x+4cosx 7.94 /ym)=e'l +e

7.95 /@) =In(xsing) 7.96 1{x)=InJr+\x2+]

7.97 y =arcfg— 7.98 y =arcty—

7.99 y =arccosVI-Jt2 7.100 y =x2Ztg2x

7.1HO1 y:sin4x 7.102 >=Ininx

7103 y=X X 7.104 y =arcsinx +N~
Y=X.2 y

7.105 y =Iny/AR+1 + arctglx
7.106 y:arcsir{/?— I5- -JX(4-x) 7.107 y === =mommem-

7.108 , =]Iﬂ—|

7.109 y =exinyvberilgan . y(i) ni toping.

7.110 y =2xom2dberilgan . y(0) ni toping.
7.111 =>=ingsin™ - 2Aj berilgan. y{®) ni toping.
7.112 y=3gr+3inx+~-berilgan . y{¢) nitoping.
7.113 j>=caV -jAVberilgan. /(0) ni toping.
7114 z= berilgan. Z(0) ni toping.

7.115 y=siz;&vsfexberilgan. /(i) nitoping.
7.116 Inx=sin>7.117 tgx =ey

7.118 In(x-y)=cogic 7.119 2x7y2-y*-3x =0

7.120 arcsiny =ex+In3

§ 7.3. Silliq egri chiziqga o'tkazilgan urinma va normal

Hosilaning geometrik ma'nosi. Agar y =f(x) yoki F(x;y) =0
egri chiziqg tenglamasi berilgan bo'lsa, t(x0=tga , ya'ni egri
chizigga x, nugtaga o'tkazilgan urinmani burchak koeffisienti
(urinmani absissa o'gining musbat yo'nalishi bilan hosil gilgan
burchak tangensi)ga teng bo'ladi. y=t{x) egri chizigni x,
nuqtasidan urinma tenglamasi
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y - /) =fWI{x-x0
va shu nuqtadan o'tkazilgan normal tenglamasi
I’—/W:-}-\W (*-*»)e
wopoy0 nuqtada kesishuvchi y =f(x) va y =fax) chiziglar
orasidagi burchak deganda shu nuqtadan egri chiziglarga
o'tkazilgan urinmalar orasidagi burchak tushuniladi:

" = £ R (7-14)
Egri chiziglarga o'tkazilgan urinmalarning tenglamalari
yozilsin va egri chiziglar hamda urinmalar yasalsin.

7.121.y = lokonga (zulfga) x=2 nuqtada.

7.122. y=sin\ sinusoidaga x=n nugtada.

7.123. y=sinx egri chizig Ox o'q bilan ganday burchak
orasida kesishadi?

7.124. 2y =x2 va 2y=&-x2 egri chiziglar ganday burchak
ostida keshishadi?

7.125. 1) y=x2; 2) y2=x3 egri chiziglarga x=\ nuqtada
o'tkazilgan urinma osti, normal osti, urinma va normalning
uzunliklari topilsin.

7.126. y2=2px parabolaning urinma nuqta abssissasining
ikkilanganiga, normal ostiesa p gatengekani isbotgilinsin.

7.127. Agar y =x2+bx+c parabola x=2 nuqtada y =x to'g'ri
chizigga urinsa, parabola tenglamasidagi bva caniglansin. .

7.128. y =x2-ax+5 parabola uchidan unga Oy o'q bilan
kesishgan nuqtasigacha bo'lgan masofa topilsin.

7.129. y=05 to'g'ri chizig =>=cosx egri chizigni ganday
burchak ostida kesadi?

7.130. y =x2+4x parabolaga gaysi nuqtada o'tkazilgan urinma
Ox 0'qqga parallel bo'ladi?

7.131. y =x2- 2x+5 parabolaga o'tkazilgan urinma, birinchi
koordinatalar burchagining bissektrissasiga perpendikulyar
bo'lishi uchun, urinma parabolaning qaysi nuqtasida o'tkazilishi
kerak?
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7.132. y=— T egri chizigga *=i nuqtada o'tkazilgan urinma

osti, normal osti, urinma va normal uzunliklari topilsin.

8 7.4 Hosilaning tatbiqlari

Hosilani mexanik ma'nosi. Agar material nuqta s=s(t)
gonuniyat bilan harakatlanayotgan bo'lsa, (5 -yo'l; t-vaqt), u
holda s'(t)-material nuqta tezligini ifodalaydi. Tezlikdan olingan
ikkinchi  hosila [y(/)]=$(¢) material nuqtaning tezlanishini
ifodalaydi.

Rollteoremasi. Farazqilaylik, y=/(*) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) [ab] oraligda uzluksiz;

2) (a,b) intervalda differensiallanuvchi;

3) oraliq oxirlarida funksiya bir xil giymatlami gabul giladi,
ya'ni f(a)=f(b); u holda shunday 4e(a,b) nuqta topiladiki, /# =0
bo'ladi.

Lagranj teoremasi. Faraz qilaylik, y=/(*) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) [a6] oraligda uzluksiz; 2) (a;b) intervalda
differensiallanuvchi;

U holda shunday £<Ha6) nuqta topiladiki, =

b—a
tenglik bajariladi.
Lopital qoidasi. /(*) va g(x) funksiyalar x, nuqtaning
atrofida  differensiallanuvchi  bo'lib, ¢'(*)*o bo'lsin. Agar
Jj_n}(fix):limg(x):o, yoki ,!L[g/(*):il(%g(jc)qo bo'lib, imMEW mavjud

bo'lsa, u holda lim lim tenglik o'rinli bo'ladi. Lopital

96 9k
qoidasi shaklidagi anigmasliklarning limitini hisoblashda

go'llaniladi. 0» va o> ® shaklidagi anigmasliklar, algebraic
o'zgartirishlar yordamida - va ~ shakliga keltiriladi. r, ¢, @&
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shaklidagi anigmasliklar esa avval logarifmlash orgali Owm
shaklidagi anigmaslikka keltirilib, so'ngra jj yoki — ko'rinishdagi

anigmasliklarga keltiriladi.

Berilgan masalalarni yeching.

7.133. Zenit snaryad boshlang'ich am/sek tezlik bilan vertikal
yo'nalishda otilgan. t sekunddan so'ng snaryar ganday x
balandlikda bo'ladi? Snaryadning harakat tezligi va tezlanishi
aniglansin. Necha  sekunddan so'ng snaryad eng yuqori
balandlikka ko'tariladi va yerdan ganday masofada bo'ladi?

7.134. Jism x=22t2+3 gonunga asosan Ox to'g'ri chiziq

bo'yicha harakat giladi. harakat tezligi va tezlanishi aniglansin.
Qaysi paytlarda jism harakat yo'nalishini o'zgartiradi?

7.135. Moddiy nugta x=acosox gonun bo'yicha tebranma
harakat giladi. x=ia va t=o nuqtalardagi tezlik va tezlanish

aniglansin.  tezlanish hamda nugtaning uzoglashishi x ushbu
j2
X =-m-x "differensial" tenglama bilan bog'langani ko'rsatilsin.

7.136. f(x)=x2-4x +3 funksiya ildizlari orasida uning
hosilasining ham ildizi bor ekani tekshirilsin. Bu grafik usulda
tushuntirilsin.

7.137. Roll teoremasini f(x)=\[x2 funksiyaga [-1; 1]
segmentda tatbiq gilish mumkinmi?

7.138. y=kng] egri chizigning [~y;y] segmentdagi aB yoyi
yasalsin. Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urinma yo'q?
Roll teoremasining gaysi sharti bu yerda bajarilmaydi?

7.139. [1, 4] segmentda f(x)=Jx funksiya uchun Lagranj
formulasi yozilsin va c topilsin.

7.140[-1, 2] segmentda - va |-Vx7 funksiyalarga Lagranj

teoremasini tatbig qilish mumkin emasligi ko'rsatilsin. Grafik
usulda tushuntirilsin.
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7.141. o,~ segmentda y=Jasq egri chizigning ab yoyj

yasalsin. Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urinma yo'q?
Lagranj teoremasining qaysi sharti bunda bajarilmaydi?

7.142 1(x)=x> funksiya uchun Lagranjning f(b)-f{a)=f(h-a)f\¢)
formulasi yozilsin va ctopilsin.

7.143. Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi
yozilsin va c topilsin.

1) [o, 1] segmentda /(*) =arctgx m

2) [0, 1] segmentda f(x) =arcsin x;

3) [1, 2] segmentda /(**)=In*.

7.144. Quyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin
va ctopilsin:

1) [0/j] segmentda sin* va cos*;

2) [1, 4] segmentda x2 va VI.

Quyidagi funksiyalarning limitlarini hisoblang:

7.145. 7.146. lim7731-2
wx —1
7.147. lim 7.148. lim-r
* VI - tgx -1 " AV3+X- n1/x-3
3.
7149, lim-=2* 7150, «1 . * .
*oxAx- ] X-NIN +X -S-X
7.151. lim ~2 7.152. lim~ 1
**Bpix -2V 2 X-*-2i\[x + 3
7.153. lim— 7.154. lim I~ b
X>1B3 —2g—1 *>0
7.155. lim------- 7.156. lim .
i By s
7.157. lim—---7.158. lim ~~a"
X3 X-a b x-b
7.159. lim*-+Xx)3 1 7160 limIn(a +x)-Infl

X~ 2X x>0 Y
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7.162. limx(ax- )

e -
7.163. lim---—------ 7.164.
m0  nx tso nx

8 7.5 Funktsiyaning ekstremumi va uni to'la tekshirish

Agar x, nuqtaning gandaydir . atrofida, istalgan musbat
h<e uchun f(x,-h)</(*,)<t(xo+h) bo'lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
o'suvchi deyiladi.

Agar [ab] segmentdagi istalgan xi va xr uchun pg<*2
bo'lganda /(*)</(*) [/(*>/(x2] bo'lsa, /(*) funksiya shu
segmentda o'suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

y-Ax) funksiyaning nugatda yoki segmentda o'suvchi
yoki kamayuvchi bo'lishining yetarli alomati:

Agar biror oraligda y>o0 bo'lsa, funksiya shu oraligda
o'suvchibo'ladi; agar y <obo'lsa, kamayuvchi bo'ladi.

Ekstremumning zaruriy shartlari. y=f(x) funksiya fagat
y'=obo'lgan nuqtalarda yoki bu hosila mavjud bo'Imagan yoki
cheksiz bo'lgan  nuqtalardagina ekstremumga ega bo'lishi
mumkin. Bu nuqtalar kritik (statsionar) nuqtalar deb ataladi.

Ekstremumning yetarli shartlari. Agar y=f(x) funksiya )0
nugtada uzluksiz bo'lsa va o'sha nuqta ixtiyoriy atrofida (>0
nugtaning o'zidan boshga nuqtalarda) chekli hosilaga ega bo'lsa,
va X0 nuqtadan o'tishda /hosila o'z ishorasini ( +) dan (-) ga
0'zgartirsa, u holda

/(*»)=>.x bo'ladi;

Y o'z ishorasini (-) dan (+) ga o'zgartirsa, u holda

XK s bo'ladi;

Y o'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda funksiya
ekstremumga ega bo'Imaydi.

Demak, funksiyaning ekstremumlarini topish uchun :

1) Y ni topib, uni nolga aylantiruvchi yoki u mavjud

bo'Imagan kritik nuqtalarni topish kerak;
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2) har bir kritik nugtaning chap va o'ng tomonlarida y ning
ishorasini, masalan, ushbu

X N "3 w4

y - 0 - yoq - 0 - oo -

y kamayadi . o'sadi . Kamayadi kamayadi _ kamayadi
bukiiish bukiiish

ko'rinishdagi jadval tuzib, aniglash kerak.

So'ngra YT va >, lami topib, egri chizigni (funksiya
grafigini) yasash mumkin.

Ekstremum mavjudligining yetarli shartlari (tekshirishni
ikkinchi tartibli hosila yordamida topish usuli). Agar biror *=
nuqtada;

1) y=ova /<o bo'lsa, u holda f(xI)=y,m bo'ladi;

2) y=ova />0 bo'lsa, uholda /(*,)=>p bo'ladi;

3) y =0va y =obo'lsa, u holda masala yechilmasdan qoladi
va uniyechish uchun birinchi usulga murojaat qgilish kerak.

Funksiyaning differensiali. Agar y =f{x) funksiya x
nugtada differensiallanuvchi bo'lsa, ya'ni o'sha nuqtada chekli y
hosilaga ega bo'lsa, u holda

L =y Ax+aAx

funksiya orttirmasi Aining g* ga nisbatan chizigli bo'lgan
bosh gismi yax ga funksiyaning differensiali deyiladi va dy bilan
belgilanadi.

dy =y'Ax
(7.17) formulada y=x deb dx =xAx=lsk=0* ga ega bo'lamiz,
shuning uchun ham
dy =y'dx (7.18)
Differensiallash goidalari.
ILAgar c=const bo'lsa, d(c)=0bo’'ladi.
2. Agar c=corst bo'lsa, d(c-f(x))=c-d(f(x)) bo'ladi.
3. d(f(x)g(x)) =d(f(x))£d(g(x))
4. d(f(x)g(x)) =d(f(x))g(x)+f(x)d(g(x))
5. Agar g(*)*o bo'lsa,
J /() _*(f(*)g(x)~ f OY(9CO) bo'ladi
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Quyidagi funksiyalaming ekstremumlari topilsin va
grafiklari yasalsin:
7.165.f) y =4x-x2B)y =j*" - ya-2+6x

7.166. ==nr+2x-3

7.167. y=y+*2 7.168. y =x3+6x2+9x
7.170. y=*3+ -
7.171. y=T-2*2 7.172. y =2x-3il7
7.174.
7.175. y =x4- 2x2+5 funksiya berilgan [-2;3] kesmada eng

katta va eng kichik giymatlari topilsin

Takrorlash uchun savollar

1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi qanday ta'riflanadi?

2.Hosilaning geometrik ma'nosi nimadan iborat?

3.Hosilaning mexanik ma'nosi nimadan iborat?

4.Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi hagida
nima deyish mumkin?

5.Qachon funksiya oraliqda differensiallanuvchi deyiladi?

6.0'zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?

7.Funksiyalar algebraik yig'indisini hosilasi ganday
hisoblanadi?

8.Funksiyalar ko'paytmasini hosilasi ganday hisoblanadi?

9.Funksiyalar nisbatining hosilasi ganday hisoblanadi?

10. Hosila olishda o'zgarmas ko'paytuvchini nima qilish
mumkin?

11. Murakkab funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

12. Teskari funksiyaning hosilasi qanday topiladi?



(Z
FUNKSIYANING HOSILASIGGA, DOIR NAZORAT
TESTLARI

1. Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mtexanik va geometrik
ma’'nosi

1. y=/(x) funksiyaning Ax argumernt orttirmasiga mos
keladigan [/ funksiya orttirmasi qayerda to 'gri ifodalangan ?
A) B/=/(x)-/(0x). B) A (x+0x)-/(Ax). C) A/=/(x+[0x)-/(x).
D) O/=/(x+0X)~/((x-Ax).  E) A/=/(x)/1x .

2.y=1 o'zgarmas funksiyaning Ay orttiirmasi qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?
A) Ox. B) -4 x. C)I. D) -1. E)O.
3.y=x3 funksiyaning Ay orttirma:si qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ? .
A) 3x20x+(0x)3. B) 3x20x +3ar(dx 2 +(1x)3,.
C) 3x2Ax +3x(0x)2.D) 3x(x +30x)ax.E) 3x(x + 4*)(4x)2+(Ax)]e
4.y=x3funksiya uchun Ay/Ax orttirmalair nisbatini toping .
A) 3x2 +(0x)2. B) Bx(x+30x).
C) 3x2 +3xfx. D) 3x2+3xAx + (Ax)2. E) 3xAX(X + [Ix) + (x)3.
5.y=/(x) funksiya hosilasini ta'rif bo'yicha hisoblashda
guyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi'?
A) x argumentga Ax orttirma beriladi.
B) funksiya orttirmasi [/ hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati A//Ax hisoblanacdi.
D) A//Axnisbatning Ax—=0bo'lgandagi limiti hisoblanadi.
E) ko'rsatilgan amallarning barchasi baijariladi.
6.y=/(x) funksiya hosilasining ta'riifi qayerda to'gTi
ko'rsatilgan ?
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7.Hosilaning mexanik ma'nosi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) harakatda bosib o'tilgan masofa.
B) harakatda sarflangan vaqt.
C) harakatda oniy tezlik.
D) harakatda to'xtash holati.
E) harakatni boshlash holati.
8.Hosilaning geometrik ma'nosi qayerla to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) chiziqga o'tkazilgan kesuvchining burchak koeffitsenti.
B) chizigga o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsenti.
C) chizigga o'tkazilgan normalning burchak koeffitsenti.
D) chiziqga o'tkazilgan urinma va OX o'q orasidagi burchak
tangensi.
E) chizigga o'tkazilgan urinma va OY o0'q orasidagi burchak
tangensi.
9.Quyidagilardan qaysi biri y=f(x) funksiya grafigiga (xo\yo)
nugtada o'tkazilgan urinma tenglamasini ifodalaydi ?
A)y-y0=f(x0)(x-x0). B) y-y0o=f\x0)x.C) y-y0=f(x0)x0.
D) x-x0=f'(x0)(y-y0).E) y-y0= (X-X,,)-
/(*0)
10.Quyidagilardan qaysi biri y=f(x) funksiya grafigiga (xa\yo)
nuqgtada o'tkazilgan urinma tenglamasini ifodalamaydi ?

A) Y~Yo =f\ x0)(x ~x0) mB) -0 =f'(x0)-

Q Y=Yo+/'(x0)(x- x0)- D) x~xo0=f"(x0)(y ~Yo) m
X ~X0 n
Y-Yo M
2. Funksiyani differensiallash qoidalari. Hosilalar jadvali
1. Differensiallash qoidasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
A) (Cu)'=Cu" (C-const.). B)(uxv)'=u'+v".

C) (u-v)'=u'v+uv'. D) UVH+MW

e)Tr-Ne wm\
2. Diffrentsiallanuvchi n va v funksiyalar u/v nisbatining
bosilasini hisoblash formulasi to'g'ri yozilgan javobni ko'rsating.
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3.y=x2/sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'=x2/cosx. B) y'= 2x/sinx. C)y'=2x/cosx
D) y - x(2sinx +xcosx)/sin2x. E) y'= x(2sinx-
xcosx)/ sin2x .

4, Diffrentsiallanuvchi m va v funksiyalar u-v
ko'paytmasining hosilasini hisoblash formulasi gayerda to'g'ri
yozilgan ?

A)u'v'. B) u'v'+uv. C)u'v+uv'

D)u'v-uv'. E) u'v'-uv .

5.y=x&inx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'=X2COSX. B) y'= x(xsirur-2cosx).
C)y - 2xsinx. D) y'= x(xcosx+2sinx).
E) y'=x(xcosx-2sinx).

6.Agar y=/(x), u=u(x) differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsa,
y=f(u) murakkab funksiya hosilasini hisoblash formulasini
ko'rsating.

Ay =f(u). B)y'=f(W). Q y'=f(u).
D)y'=f(u)u". E) y'=f(u")u'.

7./(x)=sinx, w(X)=Inx  funksiyalar  bo'yicha tuzilgan

y=/(w)=sininx murakkab funksiya hosilasini hisoblang.
A) y'=coslInx. B) y'=sin(I/x).
C) y'=(sinlnx)/x. D) y'=(cosInx)/Inx.
E) y'=(cosInx)/x.

g.y=sinarcsinx (-1 < x < 1) murakkab funksiya hosilasini
hisoblang.

A) y'=cosarcsinx. B) y'=1
D) y'= cosarccosx. E) y'=x.

9. y=cos(x2+1) funksiyaning y' hosilasini hisoblang.
A) y'=sin(x2+l). B) y'=-sin(x2+I).

C) y'= sinarccosx.



C)y - sin2x. D) y'=2xsin(x").
E) y'=-2xsiircgoM).
~0 y=em funksiyaning hosilasi to'g'ri yozilgan javobni

toping.
)/ -el"l B)4x3-exX\ C)4x3 ex Tgc.
Q) 4n3-e*4-1 -Ige. E)e* .
3.Differensiallanuvchi funksiyalar hagidagi asosiy
teoremalar
1.Roll teoremasida y=/(x) funksiyaga qaysi shart
go'yilmaydi ?

A) Biror [a,b] kesmada aniglangan.

B) [a,b] kesmada uzluksiz.

C) [a,b] kesma ichida differensiallanuvchi.
D) [a,b] kesma chegaralarida f(a)=f(b).

E) Keltirilgan barcha shartlar go'yiladi.

2.Roll teoremasining tasdig'ini  ko'rsating: Agar y=f(x)
funksiya [ab] kesmada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida
differensiallanuvchi hamda chegaraviy nuqgtalarda f(a)=f(lo) bo'lsa,
u holda bu kesma ichida kamida bitta shunday x=c nuqta
topiladiki, unda..... bo'ladi.

A)/'(Q>0. B)/'(c)<0.  C)/'(c)=0.

D)f'(c)*0. E)/'(c)=/(c).

3./(x)=xsinx funksiya uchun Roll teoremasi qaysi kesmada
o'rinli bo'ladi?

A) [0,1]. B) [0, T1/2]. C) [0, T,

D) 2, n]. E) [u/2, t1] .

4./(X)=x27x+9 funksiya uchun Roll teoremasining shartlari
bajariladigan [ab] kesmalarning umumiy ko'rinishini aniglang.
A) [1-a, 1+3a], a>0. B) [2-a, 2+a], a>0.
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M
C) [3-a, 3+a], a>0. D) [4-a, 4+a], a>0.
E) bunday kesmalar mavjud emas .
5.f(x)=x27x+9, xe[l,5], funksiya uchun Roll teoremasining
tasdig'i o'rinli bo'ladigan cnuqtani toping.
A)c=15. B) c=2. C)c=25. D)c=3. E)c=45.
6. f(x) =V&x-x2 funksiya uchun [0,8] kesmada Roll
teoremasining tasdig'i o'rinli bo'ladigan cnuqtani toping.
A)c=2 . B)c=3. C)c=4. D)c=5. E)c=7.
7.Lagranj teoremasida y=f(x) funksiyadan qaysi shart talab
etilmaydi ?
A) Biror [ab] kesmada aniglangan .
B) [ab] kesmada uzluksiz .
C) [ab] kesma ichida differensiallanuvchi.
D) [ab] kesma chegaralarida f(a)=f(b).
E)Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

8.Lagranj teoremasining tasdig'ini ko'rsating: Agar y=/(x)
funksiya [ab] kesmada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu kesma ichida kamida bitta
shunday x=cnuqta topiladiki, unda....tenglik o'rinli bo'ladi.
A) f(b) +0a) =/'(c)6 +a).  B)f(b) - f(a) =f'(c)(b- a).
C) f(b) - f(a) =f'(c)(b +a). D) f(b) +4a) =f\c\b - a).
e) m-m="Ff\c).
9.f(x)=xcosx funksiya uchun Lagranj teoremasi o'rinli
bo'Imaydigan kesmani aniglang.
A) [ti/2.t] . B) [0,1/2] . C) [0,n]. D) [n,2n].
E) Barcha kesmalarda Lagranj teoremasi o'rinli bo'ladi.
10. f(x)=x22x+9 funksiya uchun [ab] kesmada Lagranj
teoremasining tasdig'i o'rinli bo'ladigan cnugqtani toping.
A) c=a+/2.
B) c=b-a/2.
C) c=(a+h)/2.
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D) c={b-a)/2.
E) umummy holda cnugtani aniglab bo'Imaydi.

4 .Funksiya differensiali. Yuqori tartibli hosila va
differensiallar
1.Agar funksiya orttirmasi Af=AAx+a(Ax)Ax (Ax—0 =>
a(Ax)->0) ko'rinishda bo'lsa, uning df differensiali ganday
aniglanadi ?
A) dfi=Ax. B) dfrA+Ax. C) df=AAx. D) df=A-Ax. E) df=
a(Ax)AX.

2. Agar y=f(x) funksiya hosilasi f'(x) mavjud va chekli bo'lsa,
qguyidagi hollardan gaysi birida df differensial mavjud bo'ladi ?
A ) f'(x)>0. B) f'(x)<0. Qf'(x)=0. D)/
‘(1)™.
E) barcha hollarda df differensial mavjud bo'ladi.

3. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning /7 '(x) hosilasi df
differensial orgali ganday ifodalanadi ?

A) f'(x) =df. B)f'(x)z];x. C) f\x):/(;f

D) f'(x) =df «dx. E) f\x)=df +dx.

4. Agar y=f(x) funksiyaning hosilasi /7 '(x) mavjud va chekli
bo'lsa, uning df

differensiali ganday topiladi ?

A) df=f"(x)+dx . B) df=f"(x)-dx C) df=f"(x)tdx .
D)df=f'(x)dx. E)df=f'(x).

5. Differensiallanuvchi  y=f(x) funksiya argumentining
orttirmasi Ax kichik bo'lganda uning differensiali dfva orttirmasi
A/orasida doimo qgaysi munosobat o'rinli bo'ladi?

A)Af=df. B) Af>df. C) Af<df. D) Af-df>0. E) fgf»df

6.Funksiyani differensiallash qoidasi gayerda noto'g'i
ko'rsatilgan ?
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A) dCf=Cdf. B) d(u+ v)=du+dv. C) d(u- v) =du- dv.

D) d(uv) =udv-vdu. E) df(u) =f'(u)du.

7.y=cos(3x+4) funksiya differensiali dy qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) dy=sin(3x+4)dx.

B) dy= 4sin(3x+4)dx.

C) dy=-3sin(3x+4)dx.

D) dy=-4sin(3x+4)dx.

E) dy= 3sin(3x+4)iix.

8.y=xInx funksiyaning dy differensialini toping .

A) dy=xdx. B) dy= Inxdx. C) dy=(I/x)dx.

D) dy= (I+Inx)dx. E) dy=(l-Inx)dx.

9.Funksiyani differensia.1 yordamida taqribiy hisoblash
formulasi gayerda

to'g'ri ifodalangan ?

A) f(x+Ax)*f(x)df.  B)f(x+Ax)™M(x)+df.

O)f(x+Ax)~f(x)/df.  D)Ox+0x)~ df/fix) .

E) fix+Ax)~fix)+df.

10. Qaysi funksiyaning wu-tartibli hosilasi noto'g'ri yozilgan ?

A) (e")w =ex. B) (@")'n) =al(Ina)". C) X0 =n\ .

D) sn'mq=sn +—J~ E) barcha hosilalar to'g'ri yozilgan.

5.Funksiyani 1 tartibli hosila yordamida tekshirish

1. Differensiallanuvchi y=/(x) funksiyaning kamayish sohasi
uning/ (x) hosilasi yordamida gqanday munosabatdan topiladi?

A)/(x)=0. B)/(x)*0 . C)/(x)>0 .

D)/(x)<0. E)/(X)<~.

2./(xX)=x3-3x funksiyaning kamayish oralig'ini toping.

A)(-1, 1). B)(I, 00). C) (-1, oo).

D) (-00,-1).  E) (-00, 1).



..................................... i8

3.y=xInx funksiyaning kamayish sohasi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) (0, e). B) (-00, 1/e). C) (0, co). D) (0,1/e). E) (/e 00).

4 .Differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning o'sish sohasi
uning f{x) hosilasi

yordamida ganday munosabatdan topiladi?

A)/(X)=0. B)/(x)*0. OF(x)=0. D)/(X)<0. BE)f(x)<°°.

5.f(x)=xexfunksiyaning o'sish oralig'ini toping.

A)(-1, 1). B)(I, 00). C) (-1, oo).

D) (-oo0-1). E) (<0 1).

6.y=xInx funksiya o'sish sohasi gqayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) (0, e). B) (-o00, 1/e). C) (0, oo).

D) (0,1/e). E) (1/g, 0o0).

7.y=f(x) funksiya xo nuqta atrofida aniglangan bo'lib, unda
lokal maksimumga ega. Agar argument orttirmasi Ax yetarlicha
kichik bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qgaysi biri o'rinli bo'Imaydi ?

A) /(xo+AX)</(x0).
B) f(xo AXx)<f(x0).
C) A
D) f(xo+Ax) +f(x0-Ax)<2f(x0).
E) barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

8.y=f(x) funksiya xo nuqta atrofida aniglangan bo'lib, unda
lokal minimumga ega. Agar argument orttirmasi Ax yetarlicha
kichik bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli bo'Imaydi ?

A)/(x0+Ax)>/(x0). B) /(xo-[x)>/(x0). C) A/X0.
D) /(xo+AX)+/(x0-Ax)>2/(x0).
E) barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

9. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiya xo nuqtada lokal
ekstremumga ega bo'lsa, quyidagi shartlardan gaysi biri o'rinli
bo'ladi ?

A)/(x0)>0. B)/(x0)<0. C)/(x0)=0.
D )/ (xo)tO. E)/(xo) mavjud emas.
10. /(X)=x3-3x funksiyaning kritik nuqtalarini toping.
A)+1. B)Oval. C)-lva0. D)2va3. BEZX2.
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Qiyin matematik masalani yechishni -
mustahkam qal'ani zabt etishga tagqoshlash mumkin

Vilenkin
VIII-BOB. ANIQMAS INTEGRAL

§ 8.1 Anigmas integral. Bevosita integrallash. Yoyish usuli
yordamida integrallash.
§ 8.2.0 'zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash.
Bo'laklab integrallash. Ratsional kasrlarni integrallash
§ 8.3. Ba'zi bir irratsional funksiyalardan tashkil topgan
va trigonometrik funksiyalardan tashkil topgan ifodalami
integrallash.

8 8.1 Anigmas integral. Bevosita integrallash. Yoyish
usuli yordamida integrallash.

1. Agar [ab] kesmaning istalgan ichki nuqtasida r)
funksiyaning hosilasi f(x) ga teng bo'lsa, bu #x) funksiya f(x)
uchun boshlang'ich funksiya deyiladi.

F'(*)= /(*)=>dF(x)= f(x)dx, xe [B,0].

Boshlang'ich funksiyani uning hosilasi /(*) yoki differensiali
f(x)dx bo'yicha izlash differensiallashga teskari amaldir, bu amal
integrallash deyiladi. /(x) funksiya yoki f(x)dx differensialning
boshlang'ich funksiyalari to'plami anigmas integral deyiladi va
\f(x)dx ~ simvol bilan belgilanadi. Shunday qilib, agar

d[F(x)+¢]=f{x)dx bo'lsa,

\f(x)dx =F{x)+C (8.1)

bo'ladi.
Bu yerda /(x) integral ostidagi funksiya; f(x)dx - integral
ostidagi ifoda; C - integrallash o'zgarmasi, x-integrallash

o'zgaruvchisi, J -integral belgisi.
2. Anigmas integralning asosiy xossalari:



a) funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya
bilan ixtiyoriy o'zgarmasning yig'indisiga teng:
\dF(X)=F()+C
b) Anigmas integralning differensiali integral ostidagi

ifodaga, anigmas integralning hosilasi esa integral ostidagi
funksiyaga teng:
ff/(>&)=/(>& NKdx) =/(*) (8.2)
c) Funksiyalar algebraik vyig'indisining (ayirmasining)
anigmas integrali bu funksiyalar anigmas integrallarining
yig'indisiga (ayirmasiga) teng:

Mif)E0{9)dx =\H{x)dx+\g(X)ck (8.3)

d) o'zgarmas ko'paytuvchi anigmas integral belgisidan
tashqariga chigarish mumkin (a =corst)

|af(X]cx =aj f{X)dx, (a =const) (8.4)

e) agar \f(X)dx =f(x)+c bo'lib, u=g uzluksiz hosilaga ega
bo'lgan istalgan ma'‘lum funksiya bo'lsa,

\f{u)du =Fu)+C (8.5)
bo'ladi.
3. Integrallashning asosiy formulalari.
Jodx =C (8.6)
jdx =x+C (8-7)
Yorit
§<"dx=-|/|-_|:1+Q (n™-1) (8.8)
j~ =inH+c (8.9)
Eaxix :-ir\ﬁ+c; a>0 a1 (8.10)
Je'dx ="' +C (8.11)
|sinxdx = cosx +C (8.12)

Joosxak=sinx+C (8.13)
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dx
Ccos X -lgx+C (8.14)
Igg(l =-c/gr+C (8.15)
rodx _ o )
"x2-a' 2a In.C[+a *+C -a<x<a; a>0 (8.16)
I dx
Inlt+y/x2+a2 +C
77T a NLL-+y. a (8.17)
* = =arcsin—+C 8.18
Vao 1 - (8.18)
ro(it_1 X
T +0T —-aarcfga-l +C (8.19)
Intg +C (8.20)
A=y TE A
J cos _Inl‘l r?, e (8.21)
Js/mEt =chx +C (8.22)
Lch?x =thx +C (8.23)
IIAZ* =-cthx +C (8.24)

Yoyish yo'li bilan integrallash berilgan integralni sodda
integrallaming yigindisiga keltirishdan iboratdir.

4.Bevosita integrallash. Bevosita integrallash  jadval
integrallaridan bevosita foydalanishga asoslangandir. Bu yerda
quyidagi hollar ro'y berishi mumkin:

a) berilgan integral tegishli jadval integrali yordamida
topiladi;

b) berilgan integralga (8.3) va (8.4) xossalami
go'llanilgandan so'ng bir yoki bir necha jadval integraliga
keltiriladi;

v) berilgan integral integral osti funksiya ustida elementar
shakl almashtirishdan so'ng (8.3) va (8.4) xossalar go'llanilgandan
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltiriladi.

Ushbu anigmas integrallami topib, to'g'riligini
differensiallash yordamida tekshiring.

8.1. + 8.2. jj5*s+H2V7--
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8.3. JM4x2+3-/x-JLjcfo 8.4. j[3e+4 N -1y

8.5. jfo* -3~ +~Ljk 8.6. j(i-5V 7+
8.7.j (N +f 8.8. [(I+2yfx-"j-)jix
8.9. + 8.10. fl 2V7-—7 + 3

Anigmas integrallarni toping.

8.11 -Jcosx s'mxdx 8.21 I mi

cos X
dx x1

8.12 J(np 8.22 1, Jox

8.13 377 Dox 8.23 J1J5x-~+3xaix

8.14 ) -ix 8.24 1x 5%

8.15 Je xdx 8.25 \-rL = dx

8.16 J2+q4ate 8'26J2n 43

8.17 8.271larcsiix X

8.18 j‘w/\l;) 8.28 | xl

8.19 J’QEZHS 8.29 ] r

8.20 jiﬁ} 1+2x xdx

Integrallarni toping.

8.31a) J-
Y -j2§-9x2 @ |-1x+4 +Vjc-1
3w ; dx x'dx
<O e cos v+ €) 1242
8.32 1) +

] M



$1
8.33 jVAISVP )2

835

8.37.j
V9-4x2

dx
A
8.41. j5-efix

843.1 ™
X +2-yJIX-I

8.45 jri+4

8.47. Jé&—;u

8.49.] ctg ! xdx

8.51. j”‘££!£l'|
roer

8.53. j

SiN2x +cos2a

8.55. f- a
3\Ix+2\Ix +4

8.34.j

dx

8.36. j ch;li

8.38. \jX
Ba0. 12 44"
8.42. J@1- NG +2°%

8.44. \n~: W ik
V4-1

8.46. |
e lxr+1

8.48. Jsinzgdx
8.50. jcIh 2xdx
8.52.
Je'+2
8.54. J >-*" fix

8.56. |e-'(e'+5)air

8.57. J(VI-i)(r+~+i)fc

8.59. J1+2c052%¢x
1+cos2x

8.58. |(3c/gr- DGa/gx+1ix

8.60. |-Jx-"xn/xdx

§ 8.2.0'zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash.
Bo'laklab integrallash. Ratsional kasrlami integrallash

O'zgaruvchini almashtirish (o'miga qo'yish) usuli bilan
integrallashning mohiyati shundan iboratki, jf(x)dx integralni
asosiy integrallash formulalarining birortasi oson
integrallanadigan \rF(udu integralga keltirishdan iboratdir. Faraz
gilamiz, x=9q) o'rganiladigan oraligda uzluksiz, differensial-
lanuvchi funksiya bo'lsin, u holda

Ji(x)dx =Jf (<pu))ip'(u)du =J F(u)du (8.25)
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Yangi o'zgaruvchi » ga nisbatan integral topilgandan so'ng
»=(Mo'rniga go'yish yordamida uni x o'zgaruvchiga keltiriladi.
1-misol. Ushbu

I\ I\-x2dx
0]

Integral hisoblansin.
Berigan integralda n=sin? almashtirishni bajaramiz.Unda
K n

|'i\-x 1dx =J M—sin2t costdt - J 00S2tdt =

= f(—+—cos 2t)dt = (—f +—sin2t) 2 - "
n2 2 2 4 o_ 4

bo'ladi.
Bo'laklab integrallash. d{u9)=ud9 +mu tenglikning ikkala
tomonini integrallab, quyidagini hosil gilamiz:
Jrf(ui9)= jud& +J 9du\ u9 =jud& +”9du
bu yerdan
k</0=u9 - J Bk (8.26)
2-misol.Ushbu

| x Inxdx

Integral hisoblansin.

Bu intervalda  “(*)=\nx.dv(x)=x deb du(x)=-ldx,v(x)=x—2l
X

bo'lishini topamiz. Unda (8.26) formulaga ko'ra:
oAnXdX =(~Anx)-[— -dx =— \nx--[xdx =— \nx-— +¢ b0 ladi.
J 2 2 i 2 2] 2 4

Ratsional kasrlarni integrallash. Rastsional kasr deb
RW!Qa(¥) ko'rinishidagi kasrga aytiladi, bu yerda p.x) va g.,(X)
mos ravishda n va tn darajali ko'phadlar. Agar n<m bo'lsa,
ratsional kasr to'g'ri , n>m bo'lsa noto'g'ri kasr deyiladi. Har
ganday noto'g'ri ratsional kasrni maxrajga suratni bo'lish orqali
ko'phad to'g'ri rasional kasr yig'indisi ko'rinishida tasvirlash
mumkin. Shuning uchun ratsional kasrlarni integrallash to'g'ri
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ratsional kasrlami integrallashga keltiriladi. To'g'ri ratsional
kasmi integrallash uchun uni eng sodda ratsionallar yig'indisi
ko'rinishida

00 —__Y|.T+F-= o ST+ A— L A
Q(x) (r-ar) (ACO W (x-a,Y X-at (x-aj

bu yerda a va a, A,.At-0'zgarmas haqiqiy sonlar; k-
butun musbat sonlar
Eng sodda ratsional kasrlardan tashkil topgan integrallarni
hisoblash.
1)Birinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f " dx =Alnjg-a\ +C

3X-a
2) Ikkinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f— dx=——— r+Cne N;n>2
(x-a)" n-1(*-ay
3)Uchinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
b_™p r
13 Ax+B—" - Ac dt+f —\dt\ p2-49<0; /=X+—; a2:q-b—l>0
X2+pX+(Q h 2+a2 "t 2
4) To'rtinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
f—r — dx="
J(*2+/*+7)" (fR+a2" 1 2 (12+a2y

neN; n>2 p2-4</<0; r=jt+— a2=q-1—1>0

5) Beshinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:

footdt | = r-y +C; n*2
5(r+a2f 2(n-\it2+a2y’

6) Oltinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
fdt | | f 1 If e >7
>t2+a2f 2a2(n-\it2+a2y' «4 2(n-)JJ +a2)T?T

3-misol.Ushbu
J sin3xcos4xdx

integral hisoblansin.
Ayrim hollarda /=cosx, t=sinx, t=tgx almashtirishlar qulay
bo'ladi.
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Aytaylik, Ni(ny)ratsional funksiya uchun
R(-u,v) =-R(u,v)
bo'lsin. Bu holda
JR(sinx,cosx)dx = J /2(sin2 Ar,cosx)sinx<& =
t- cosx , ,
dt=-sinxdx
bo'ladi.
Aytaylik, R(u,v)ratsional funksiya uchun
R(u,-v) =-R(u,v)
bo'lsin. Bu holda
J /2(sin x, cos x) dx =J R}(sin x,c0s2x) cosxdx =
t =sin x . i
dt =<:osxd><\={R3(t’I-tz)dt
bo'ladi.
Aytaylik, R(u,v) ratsional funksiya uchun
R(-u-v) =R(u,v)
bo'lsin. Bu holda
J /2(sin x, cos x) dx = | R2(tgx, cos2x) dx =

t =tgx

dx dt

T\+12
bo'ladi.

Integral ostidagi funksiya uchun R(-u, V)=-R(u, V) bo'ladi.
Shuning uchuncosx =t deyilsa,unda -sinxdx =dt bo'lib,

ftbs I 1
fsin cos *xdx=f(<2-1)tAlt=------- +C=-c0sXx— cos X+C
1 J 7 5 7 5

bo'ladi.
O’'zgaruvchilami almashtirish usuli
integrallarni toping.
N— arctg x X-dx
8.61 a) J\xS.bi;dX 9 Ilax * of
d) ff23LE* e) \"0dx
3 1+x2 J XHX

yordamida



8.62. 5)/(*n Jj-x-c0sNj<fo

8.63. frarcf)
3 arctgx

8.65. |-JIx+5dx
8.67. /4™dx
N N\
8.69. {7 1g x
8.71. J ¥
Mc2-5
8.73. J dx
VT 1 arcsinc
8.75. Jsec2 +HnJjitiq +1r2x)

8.77.

J X + X"
8.79. f
4 1+e6
8.81. fx~2~"dx

8.83.
\%

8.85. Js''sin2j«fc

8.87. I_U'b
C0S2xjcosx

8.89. f,--—--
(n2+1ftarctgx +1

B.9Lf1 5%
8.93. J-

mJ2X-X2
e 5jdx
N

8 '9 5"

8.97. f , A
W9-in2:
8.99. f SvKr

W1 -+00s22X

8) J(IIX-7ydx

J-
sin2Afl +cCgx)32
8.66. f- X —
@ar- 3)2
8.68. jrrrtdx

8.70.f ,
J a9+ 1In Xj

8.72. \r'"x*dx

8.74. Je*cose*dx

8.76. 7 %

8.78.

) z

8.80. r1@s*-~nr/
Jsin2*

8.82. I&%UM

8.84. J o
25 CoS2pr+9SiN2x

dx

'J1-x 2Varcoos2n.:-4

888. U
eJtgsx sin2x

8.86. |

8.90. Je§” _2cosjrcfe

8.92. f-~L
JeX+5

8.94. |V2- 3sin 2mcos2xdx

8.96. \/
3sin2*3

t2t
8.98. %‘1

8.100. I Ifi+r4



8.101.

8.103.

8.105.

8.107.

8.1009.
8.111.

3.112

3.113.
3.114.
115,
117,

.119.

8.121.
8.123.
8.125.
8.127.
8.129.
8.131.

8.133.
8.135.

8.137

J
Jeos2sin|jcos| <&
fxtg(x2-i\Ix

\ asf3r-" dx

_dn2xix
f]stn’ x+5
X2+ x3}Ydx

M

8.102. \- TP~
JU(\+x)

8.104. fthixdx

8.106.
8.108. f--r- X

(r2H\Jx2+2
8.110

Bo'laklab integrallash usuli yordamida toping.

. a) (x +3)sinxdx;
d) j(x2+3x)erdx;
a) \xC0S2xdx B) j arcsin 2xdx
j\nxdx

jxarclgx 2dx

pTin@E2-+4)dx
F3é>

A dx
Jsin jc

jx 2rdx

jV ,2cos™
x

Jx ‘n \n2xdx
jxchxdx
[0R+3*+5Y"" /1
J(I +jt)2sinx<ic
J(;t-2)arcsin;a&
.| (I-3x-x2)Intfltc

b) fx 2arctgxdx’,

¢) Jarcsinxdx)

e) |eXsin3axdx.

8.116.
8.118.

8.120.

J n/1-*2

InGe2 +1}&

JV* Injxdx

jx larctgxdx

8.122.
8.124.
8.126.

\xB(XcosX +100sin x)dx

JXd x
1 Jx

8.128. |sec2jcin(secx)i&f
8.130. \(»x2-SxY'dx
8.132. J(x +2)cos(3jt +<f
8.134. |(3x2+6x+5arctgxdx
8.136. je 3xcos2xdx

8.138. J(jt3—e—hIn2xdx
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Maxrajida kvadrat uchhad gatnashgan integrallarni topine
8.139.

8.141.

8.143.

8.145.

8.147. f
8.149.

8.151. J
8.153. J

8.155. J

8.159.

8.161.
8.163.

8.165. J
8.167.
8.169.

8.171.

*
jiser—(ﬁpr
f *

-JX2-Sx +25

T
1 X2+y/ix +\

1x2-2x+5

e -2e'+6
f &~fe

J V5 +4x- je2

n
x-Ix2-5jt +4
dx
[x1-3ar +3)2

dx

X H)5

8.140. f-
425+ 17
dx
..... fvcs
8.144. f-fezfr*
1 X2 -4 +13
g.146.  (xo)x
V2x* —12jc-t-15
8.148. 3
:iz—ex+l
8.150. J o+
8.152. | ¥
X -Jl+x2
8.154. J
+2%*
8.156.]
(2x2+3x +5)2

Ratsional kasmi integrallang

£ifl+3%+6 cp
JO+N(4-%)

JXx -5ar+6
J dx

ax

e+ (r2+X+ 33
1—2,qr+5q2:__22ic3.k

JR-r3

fr—5*
J(x2+2x+21

dx
(x- Ux2-x +)
xdx
BN (2 +XXx-3)

860|

S)j

+ofot-+42

8.162. }X3+2X2+X

@+)je+4)
(j3+VX

(i:2 -4jC + 5)2

8.168. \-£-r">*+25
3X*-Wx1+25x-

8.164.

8.166. J

8.170. J X
(1>eT
8171 b -



. x2x
173. .

8.172. 1(2_307 8.173 }X(I}:Il-X)S

. dx 9x2-14jc +1
8.174. j 8.175. J oX0-X 42
8-176' 8.171. M+x-1
gi78. &

AT

§ 8.3. Ba'zi bir irratsional va trigonometrik
funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni integrallash

Ba'zi bir irratsional funksiyalardan tashkil topgan
integrallami integrallash. V*2-a2, -)x2+a2, yla2-x2 ko'rinishdagi
radikallar gatnashgan integrallami hisoblashda quyidagi
almashtirishlardan (o'rniga qo'yishlardan) foydalaniladi:

1) -1a2-x 2 gatnashgan integrallarda: x=asmu (yoki x=acosu );

2) far+x2 gatnashgan integrallarda: x=atgu (yoki x=actgu);

3) -X2-a2 gatnhashgan integrallarda: x=asmu (yoki x=a/cosu).

Agar JAxu/3cintegral berilgan bo'lsa, t="4x almashtirish
bajarib integral sodda ko'rinishga olib kelinadi.

Agar integral ko'rinishda berilgan bo'lsa,

Yox +d
almashtirish  bajarilib, integral sodda ko'rinishga olib
kelinadi.

4-misol.Ushbu
dx
I_I:+n/x2 +X+1
integral hisoblansin.
Bu integralda
t=x+4x2+X+1
almashtirishni bajaramiz.Natijada
= Cgx=pl L
1+21 @1+21)2
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bo'lib,
r dx Lot2+t+ 1
X + /X2 +X +\ (L+2t)2t
bo'ladi.
Agar
2002+t +\) 2 3 3

1A +2/)2 fo1+2?2 (1+2<)2
bo'lishini e'tiborga olsak,unda
f dx fr2 3 n
X+ +x+1 Y 1+

=2hI/Il- A — +C=
21 1 20+2)

=2In|x+n/x2 +x +1]- |In]1+2x +2n/x2 +x+I]|

3
21 +2x +21/%2 + X +1)
bo'lishi kelib chigadi.

5-misol.Ushbu
g = JXnfx2+ A2,
X +n/x2 +3X +2
integral hisoblansin.
Ravshanki,
X2+3X +2 =(X +1) (X +2).

Shuni e'tiborga olib berilgan integralda

t=— -n/x2+3x+2
x+1
almashtirishni bajaramiz.U holda
r_2-t2 2tdt
- T . dx =--
'2-1 ’ (f2-1)2
bo'lib,
X-N/Xx2+3x +2 fic=" -212-4t .t
X +n/X2 +3x +2 (f-2)(/-N)e(/ +1)3
bo'ladi.



| &

Endi
6 17 5
-2t -4/ 27 108 18
(7-2)(<-1)-(< +1) <~2 f+1 (f+1)2 (*+I)3
bo'lishini e'tiborga olib topamiz:
-2/ -4f -dt:.g\__qg____}gif'__gt__
3 4 /1 27 /-2
17 F A 1, dt
A =1n
108 iﬁg(f+1)""§J(f+l)3 L
L T A 1 e

271 1108 1 1 18 t+\ 6 (<+|)2
Trigonometrik funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni
integrallash. Bu integrallarni  J«(sinxcosx)<it (bu yerda R -

ratsional funksiya). Integrallash «= (—=*<x<x) universal

trigonometrik  almashtirish yordamida ratsional Kkasrlarni
integralalshga keltiriladi.

U holda & nz 2
1+u2’ 1+U2 1+b6P

0l Ix = ' i

va J/ (sinx;cosx)alx ifh_i_m THU | 4 bo'ladi.

Trigonometrik funksiyalar gatnashgan ba'zi ifodalarni
integrallarini hisoblang.

dx *
8.179.3) J3+5(:os* b) Jcos x
sin xdx cosxadx
8.180. 9) j@in*-cos* +cos*
_dx Sm*+(I)S"
8181 ?fl-ctgx 8.182, stmx oos*
8.183.) 8.184.
(sinx - cosx)2 I+cos* +sin*
dx
8.185. j@n x-5ginxcosx 8.186. Jcosx(l +sinx)
sinxdx (sinx +sin:, xtfr
8.187. J6c052x+sin2x 8.188. {1 c0S2X
_ dx +gx
8.189. Jf§|n *_ o fg-+3008 8.190. Jl-tgxdx
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8.191. \

8.193. ] %
8-4sinx +7cosx

8.195. f  xwwxxx

Sinus va kosinuslami ko'paytmasi va darajasi gatnashgan
ba'zi ifodalami integrallarini toping.

Jsin x—e0s x

8.192. | ™
3+5c0sx
8.194. f-
4 +3tgx
8.196.

8.197. Jcos' 2rax 8.198. |cos25x(ir
8.199. Jsin2 Xoe2xdx 8.200. JsiNZ:jccos xdx
8.201. Jcosrxfc 8.202. Jsin® xdx
8.203. 8.204. f  dx
1cos X B & xcos* x
8.205. Joos 2x 8.206. [sin2xcos’ xdx
8.207. Joosdsinsralx 8.208. isingsinzéx
8.209. Jsin]5;c-yjcos™r +N<& 8.210. Mgk
8.211. Jsinmesin2x <sin3m& 8.212. .
1sin j:
8.213. Jetg'xdx 8.214. ftg*3xdx
8.215. Moo st 9 8.216. [¢'ginlygx
» cindv . gin XC0SX

Ba'zi bir irratsional ifodalar gatnashgan integrallami
toping

8.219.a)\ A -dx b)\ x(2x-\fdx
X

8220. j(-£ o 8.221, JXHHX+2
X+3
-3 dx -
g222 M g.223. Ix o
N+x (1+x)2

8.224. fr 14 x 8.225. J- U™ 14«

W
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<226 8.227. \j—
229,  +
8229+ iy

8.230. _ 8.231. J tic

8.232. f-71& 2 8.233. J-vfl +2%ix dx

Wi+V7
8.234. fx5A4+7dx 8.235. \pdx
J\ii?ur’
8.236. 8.237. f-AIX
Vit 7
8238 X 8.239. | X
/-1 M +ts

Eyler almashtirish yordamida integrallarni toping

8.240. 3 ¥ 82411 %
X~IX2 +H4ar +1 X+-JX2- « +4
8.242. f, W 8.243. | X
i](6x-8-x2) w2 +2X +5
8.244. f -r dx... 8.245. f &
XJX2-X-5 1x-ylm
8.246. } x

(x- 2)J(jx-x2-10)3

Takrorlash uchun savollar

1.Anigmas integral deb nimaga aytiladi?

2.Anigmas integralni hisoblash usullari haqgida ayting.

3.Bo'laklab integrallash usuli formulasini yozing.

4.0'zgarmas sonning integrali nimaga teng?

5.Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga
ketiruvchi universal almashtirmani ko'rsating.

6.1 tur eng sodda ratsional funksiyani ayting.

7.Boshlang'ich funksiya ta'rifini ayting.



ANIQMAS INTEGRALGA DOIR NAZORAT TESTLARI

I.Boshlang'ich funksiya va anigmas integral. Integrallar
jadvali
1. Quyidagi shartlaming qaysi birida F(x) berilgan f(X)
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi ?
A) F(x)=/(x)+C (C-const). B) limF(0 =/(x).

C) F\x) =/(*). D) F'(x) =fix). E) F(x) =f"(x).
2. Quyidagilardan gaysi biri /(x)=Inx uchun boshlang'ich
funksiya bo'ladi?

A) -. B) xInx. C) xInx+x.
X

D)xInx-x. E)-Injc-x.
X

3. Quyidagilardan qaysi birining boshlang'ich funksiyasi
F(x)=xcos* bo'ladi?

A) x2sinX. B) -sinx. C) cOSX-xsinx.

D) sinx+Xcosx. E) x(sinx+cosx).

4. Teoremani to'ldiring: Agar F(x) biror/(x) funksiya uchun
boshlang'ich funksiya bo'lsa, unda ixtiyoriy C o'zgarmas soni
uchun ... funksiya ham/(x) uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi.

A) C-F(x). B) C-F(x). C) C+F(x).
D) C/F(x). E) F(x+C).

5 Agar Fi(x) va Fi(x) berilgan /(x) funksiya uchun
boshlang'ich funksiyalar bo'lsa, unda biror C o'zgarmas soni
uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o'rinli bo'ladi?

A) Fi(x)Fz(x)=C. B) Fi(x)/F2(x)=C.

C) Fi(x)+F2(x)=C. D) Fi(x)-F2(x)=C. E) Fi(x)xF2(x)=C.

6. Agar F(x) biror/(x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya
bo'lsa, unda ta'rif bo'yicha j/(X)dx anigmas integral ganday
aniglanadi ?

A) C-F(x). B) C-F(x).

C) C+F(x). D) C/F(x). E) F(x+C)
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7 Anigmas integrating geometrik ma'nosi gayerda to'g'ri
5 to'liq ko'rsatilgan?
A) Qandaydir to'g'ri chiziq.
B) Qandaydir egri chizig.
C) Qandaydir chiziglar sinfi.
D) OX o'qi bo'yicha o'zaro parallel chiziglar sinfi.
E) OY o'qi bo'yicha o'zaro parallel chiziglar sinfi.
8. Qayerda anigmas integrating xossasi xato ko'rsatilgan ?

Vv

E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.
9. Anigmas integral uchun qaysi tenglik bajarilmaydi ?
A) J[I/XX) +g(x)\Ix =\f(x)dx +1g(x)dx.
B) \f(x)g(x)dx =\f(x)dx mg(x)dx.
Q }H/'(*) - g(x)\ix =\f{x)dx - 1g(x)dx.
D) |kf(x)dx =AJJ (x)dx (k-const).
E) keltirilgan barcha tengliklar bajariladi.

10. Agarda F(x) va C{x) mos ravishda f(x) va
funksiyalar uchun boshlangich funksiyalar , a va b ixtiyoriy
0'zgarmas sonlar bo'lsa, J[af(x) +bg(x)\ix anigmas integral javobi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) (a+C)F(X)+(b+C)G(x). B) aF(x)+bG(x)+C.
C) aF(x)-bG(x)+C. D) F(ax)+G(bx)+C.
E) (a+C)F(x)-(b+C)G(x).

2.Anigmas integralni hisoblash usullari

1- Anigmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud
emas ?

A) ko'paytirish usuli.  B) o'zgaruvchini almashtirish usuli.

C) differensial ostiga kiritish usuli. D) yoyish usuli.

E) bo'laklab integrallash usuli.

V)



L

2. Qaysi tenglik anigmas integralni yoyish usulida
hisoblashni ifodalaydi?
A) jf(x)dx =\udv=uv- jvdu. B) \f(x)dx =\{<p())<p'{t)dt.
C) \f(x)dx =\f_akf k(x)dx= fk()dx .
=] *o
D) 1f(ax +b)dx=~F(ax +h)+C. E) jf(x)dx 2\fl<p(t)]<p'(t)dt.
3. x +5dk integralni yoyish usulida hisoblang.
X
A) 2-- +4-+C. B) 2x-3in|x] +-~ +C.
e

X X

C) 2x --—5T+C. D) 2x-31n]|xj-- +C. E) 2X+4 --- +C
X 3X X X X

4. Quyidagi integrallardan qaysi biriga differensial ostiga
Kiritish usulini go'llab bo'Imaydi?

ANF)AX)dX. B

/(x)
Q \[f(x) £f'(X)]dx. D) {if(x)f'(x)dx.
E) barcha integrallarga differensial ostiga Kkiritish usulini

go'llab bo'ladi.
5. Quyidagi integrallardan qaysi biri differensial ostiga
kiritish usulida xato hisoblangan?

A) jEF(X)F(X)dx =~f~(x) +C. B) |cos[/(x)]/'(x)(3x=sin[/(x)] +C.

C) jsin[f(x)]f' (x)dx =cos[/(x)]+C. D) J fix) =In|/x] +C.

E) keltirilgan barcha integrallar to'g'ri hisoblangan.

6. Qaysi tenglik anigmas integralni o'zgaruvchilarni
almashtirish usulida hisoblashni ifodalaydi ?

A) H(x)dx =]udv=uv-jvdu . B) \ f (x)dx =f f (<p(t))<p'(t)ct.

Q ff(x)dx =J "Eakf k(x)dx = Frak\fk{x)dx .
A=l k=1

D) |f {ax +b)dx=—F(ax +b) +C. E) #/ (x)dx  fl<p(t)]<p'(t)dt.
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7 \f(x)dx anigmas integralda x=cp(f) almashtirma
bajarilganda u qanday ko'rinishga keladi

A) NT<p(t)]<p{o)dt. B) \fl(p\t)]<p\dt. C) Ml(p®]at
D) Jfi<p(®]I<p'(t)dt. E) \x<p{l<ptd
4
8 J X Ix integral gaysi almashtirma orgali jadval
VxI10-1

integraliga keltiriladi ?
A) t=x2. B) t=x\ C) t=x4 D)t=x\ E) t=xe.

9 fsinxdx jntegral qaysi almashtirma orqgali jadval
Vcosx

integraliga keltiriladi ?
A) £=sinx. B) t=cosx. ~ C) /=Vcos.v.
D) f=tgx. E) f=ctgx.
10. joosxdx jntegral qaysi almashtirma orqali jadval
msinx
integraliga keltiriladi ?
A) f=sinx. B) f=cosx. C) t—Vsinx.
D) f=tgx. E) f=ctgx.
3.Ratsional funksiyalar va ularni integrallash
1. Quyidagi yig'indilardan gaysi biri ko'phadni ifodalaydi ?
A) JafrSmkx. B) Xa”sin**, C) XaA<
k=0 k=0 k=0

D) takek. E) £akxk.
4=0

k=0
2. P(X)=(x2+2x-10)2(3x+5) ko'phadning darajasini aniglang:
A) L B) 2. C)3. D) 4. E) 5.
3. Agar P,(x) va Qm(x) ko'phadlar bo'lsa, unda quyidagi
funksiyalardan qaysi biri ratsional funksiya deyiladi ?
A) P..()+Qm(x). B) P..(0)-Q...().
C) P..()/Q...(x). D) Pn(x)-Qm(x). E) P.[Q...(X)!
4. Qaysi shartda R(X)=P,{x)/Qn,(x) to'g'ri ratsional funksiya
deyiladi ?
A)m>n. B) m<n. C)m>n;D)m<n. E) m*n.
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5. Qaysi holda R{x)=P,,(x)/Qnfx) noto'g'ri ratsional funksiva
bo'Imaydi?

A)m>n. B) m<n. C) m=n.D) m>n. E) m=n-1

6. Quyidagilardan  qaysi biri to'g'ri ratsional funksiva
bo'ladi ?

A) — ti:+1 B) Q ** +x+I
X +1 X2 +JC+ 1 V3+1
p4 x~ +X+1 t- 4X~+X+1
Tv+D2 ) *2+H
7. 1tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)r+1. tylJzllL. C —— k>2. D) —
X-a (x-a)k (x-a)k X-a
E) £+*
X-a
8. Il tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A) /v+B . B) c) »
X2 +pXx +q (x-a)* x-a'
D) - . E) —r»— k>2.
X'+px +q (x-a)
9. Il tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)- "~ +B . L, Ax+B k>2. c)~y-4>3
* +PX+Y [X2+px +q] (x-a)k
Ax2 +Bx +C N AX2+Bx +C
X2 +px +q {x2 +px +q)k"'
10. IV tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)~/x+B . B) - Ax+B k>2.
X-+px +q {x2+px +qf
Ax+B
© A
Tp*j /4x.2+5a+C. =4 Mn2+5x+ C
o +/*+<2 (*2 +/»r+9/

4. Ayrim irratsional ifodali integrallami hisoblash
1 Binomial integralning umumiy ko'rinishi qayerda to'g
ifodalangan ?

2&



A) \Xx(@+bx)pdx. B) jV (a +bx)pdx. C) \xr(a +bxs)pd\ .

D) \x'\a+bxs)dx. E) \xr(ax' +bxs)pdx .

2. Qaysi shartda xr(a+bx™)pdx binomial integral albatta
elementar funksiyalar orgali ifodalanadi ?

A) p-butun son. B) r-butun son. C) s-butun son.

D) r+s-butun son. E) keltirilgan barcha hollarda.

3. Qaysi shartda \x'(a-+bxs)pdx binomial integral elementar
funksiyalarda integrallanuvchi bo'lImasligi mumkin ?

A) ™ - +p-butun son. B) ' -butun son.
S S

C) s-butun son. D) p-butun son.

E) keltirilgan barcha hollarda integrallanuvchi bo'ladi.

4, \xr(a+bxs)pdx binomial integralda (r+I)/s- butun son,
p=«/m bo'lsa , qaysi almashtirma orgali undan ratsional
funksiyali integralga o'tiladi ?

A) a+bxs=t. B)a+bxs=tk. C) at+hx5=t

D)a + b x = tE)axsth=t

5. jxr(a+bxs)pdx binomial integralda p- butun son, r=k/m va
sso/m bo'lsa , gaysi almashtirma orgali undan ratsional funksiyali
integralga o'tiladi ?

A) x=tf. B)x=tm C)x=tk D)x=ti E)x=tkL

6. \xr(a+bxs)pdx binomial integralda p+(r+l)/s- butun son,
p/m bo'lsa , qgaysi almashtirma orgali undan ratsional
funksiyali integralga o'tiladi ?

A) at+bxs=t. B)a+bxs=tk C) at+bx-=t
D)a + b x = tE) ax*+b=t
7. jx2i(@+bxi 4)2dx  binomial integraldan ratsional

funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o'tiladi ?

A) a+bxw=t. B)atbx"=t\  C) x=t2

D) x=t3. E) x=f4.

8- jx2 3(a+bxs/6)v2dx  binomial integraldan ratsional
funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o'tiladi ?

A) a+bxdb=t. B)a+bxo6=t2 C) ax-H6+Ho=t.
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D) axdbtb=t2 E) x=th
9. j\r \a +bxy 4)74dx  binomial integraldan ratsional
funksiyali integralga gaysi almashtirma orgali o'tiladi ?

A) at+bx34=t. B)a+bxm=t9. C) ax~34+b=t.
D) ax~w +h=t9. E) x=tn.
10, JRxx™ xr ")dx irratsional  funksiyali integral

ganday almashtirma orqgali ratsional funksiyali integralga
keltiriladi ?

A)x =t". B) x=ts. C)x =t\k =EKUK{n,...,s).

D) x =tl,.k =EKUB(n,...,s). E) x =tm.

5.Ayrim trigonometrik ifodali integrallami hisoblash

1 Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga
ketiruvchi
universal almashtirmani ko'rsating.
A) sinx=f. B) cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=t.
E) tg(x/2)=f.
2.t :tg>§ universal  almashtirma gatnashgan quyidagi
tengliklardan gaysi biri noto'g'ri ?

A) sinx=—-- . B) cosn=-—*_. C) dx=
[+1t2

D) x =2arctg/. E) keltirilgan barcha tengliklar to'g'ri.
3. J#(cosx)sinxdx ko'rinishdagi integrallami hisoblash uchun

gaysi almashtirmadan foydalaniladi?
A) cosx=t. B) simr=f. C) tgx=t.
D) ctgx=f. E) tg2x=t.
4. Trigonometrik ifodali J(- cos4 x)jsinx</xintegralni hisoblang-

A) cosx-sin4x +C . B)sinx- C~ x +C.

C_)-cosx +@sé-x 4-6 B\)sinx---§-iﬂ:r’->-(+ C-
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sin5x
H) - cosv+—-—+C.

5. Jysinn)cosxdx ko'rinishdagi integral ganday almashtirma

yordamida hisoblanishi mumkin ?
A) cosx=t. B) sim -f. C) tgx=f.

D) ctgx=t. E) tg2x=f.
°°s’t dx integral javobi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) ’\S'W +C. B)  + C)it5| H +c.
1-cosx 1-sinx 1-sinx
D) - In]l-sinx] +C. E) In]l- cosx] +C.

7.Quyidagi almashtirmalarning qgaysi biridan \R(igx)dx
ko'rinishdagi integralni ratsional funksiyali integralga keltirishda
foydalanib bo'Imaydi?

A) t=tgx. B) f=sinx.C) f=ctgx. D) i=tg-.
E) ko'rsatilgan barcha almashtirmalardan foydalanib
bo'ladi.
8. {sin2mHxcos” xdx integralni  hisoblash uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=f.  B)cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=f.  E) siivx=/.
9. Jsin3xcos5xdx integralni hisoblang.

A . .
a4 cosxx coshx +%, sinsx cos6Xx + (_ Q cos8x  sin6x +C.
8 . v 8 6 8 6
D) s'iXx  s'MX +q [;5*8'” X ﬂ_uc
~Y~ ~—~6~+
10. Jsin'".vcos:lH xdx mtegralm hisoblash uchun qgaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=f.  B) cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=f. E) cosX=t.
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Matematika fanlar ichra shoh,
uning sirlaridan bo'lingiz ogoh!
Qori Niyoziy
XI-BOB. ANIQ INTEGRAL
§ 9.1. Aniq integralni hisoblash
§ 9.2. Yassi figuralar yuzlarini hisoblash.
§ 9.3. Yoy uzunligini hisoblash.
§ 9.4. Aylanma jism sirtining yuzi Ba hajmlarni hisoblash
§ 9.5. Xosmas integral

§ 9.1. Aniq integralni hisoblash

1. [a,b] kesmada f(x) funksiya aniglangan bo'lsin. [a
oraligni a=xo0<x, <..<x, =b nugqtalar bilan n ta bo'laklarga
ajrataylik. Har bir kesmadan bittadan £(E¢[r, x]) nugta

olib, g/ -£ /(E)ar, yig'indi tuzamiz, bunda ax.=xi-xij. \o -

ko'rinishdagi yig'indi,integral yig'indi deyiladi. Uning maxar, =0
dagi limiti, (u mavjud va chekli bo'lsa) /(*) funksiyaning adan b
gacha aniq integrali deyiladi hamda

9.1)
ko'rinishida yoziladi.
2.Anig integrating xossalari.
h b
1) ja f(x)dx =a~f(x)dx\ (a =const)- (9.2)
2) \[F{x)£g(x)\jx = [f{x)dx+\g{x)dx; 9.3)
b
94
. ) (94)
4) H()rf=0; (9.5)
h s h
5) | roodx X H r00ax: (9.6)
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6) Agar y =f(x) funksiya [rtb] kesmada uzluksiz bo'lsa, u
holda £e(a.b) topiladiki,
\f(x)dx =f{txh - a); (9.8)
bo'ladi.
8) Agar y=f{x) juft funksiya bo'lsa, u holda
j UV =2) 7 (Vdx; (9.8)
-a 0
) Agar y=f(x) toq funksiya bo'lsa, u holda
1f(x)dx =0 (9.9)
3. Aniq integral Nyuton-Leybnits
\f{x)dx =F(xfa =F (b)-F{a) (9.10)
a
forrgulasi orgali hisoblanadi.

4. \f{x)dx integralni hisoblash uchun x=@f\ a <t <

almashtirishni  go'llaymiz.  Agar [ a\P ] kesmada
x=<pi\ <), f{<p{t)) funksiyalar uzluksiz va <p(a)=a, (p(f))=b
bo'lsa, quyidagi

b S
If(x)dx =JfWti>"{t))dt (9.11)
a a

tenglik o'rinli.

5 Jab] kesmada « =u(x), 9 =<9 funksiyalar uzluksiz
hosilalarga ega bo'lsa, quyidagi bo'laklab integrallash formulasi
o'rinli bo'ladi:

h h
jud9 =u&\a-j 9du (9-12)
a a

1-misol. Ushbu

K
2

Jn=Jsin"xdx (« =0,12,...)
0
integral hisoblansin.



M Ravshanki,

o “pO Y
N|p|
l\>>

Y, =jsin Avix=(-cosx)

O‘—

n>2 bo'lganda berilgan integralni
n n

2 2
J, =1Jsin" xdx =Jsin "~1xd (—€0s x)
0 0

ko'rinishda yozib, unga bo'laklab integrallash formulasini
go'llaymiz. Natijada

n
” )

J,, =(-sin"_Lv-cosx)|* +(n - I)Jsin"*“2xcos2xdx =

-(n- DJIsin” -jc(l —sin' x)dx=(n- ojsin™ 2xdx - (n- 1)Jsin"xdx =
0 0 0
=(n- 1/.,.2- (- \)Jn
bo'lib, undan ushbu

j=1zlj
recurrent formula kelib chigadi.
Bu formula yordamida berilgan integralni n=123,..

bo'lganda ketma-ket hisoblash mumkin.
Aytaylik, n=2m- juft son bo'lsin. Unda

i _2m-\ 2m-3 53 _(2m-W, n
2m 2m-2 6 4 2 0 (2mn 2
bo'ladi.
Aytaylik, n=2m+1- tog son bo'lsin. Unda

I 2m  2m-2 6 4 2 2/
2m+1 2/b— 7 5 3 1 (2m+)!
bo'ladi. (w!! simvol m dan katta bo'lmagan va u bilan bir xil
juftlikka ega bo'lgan natural sonlarning ko'paytmasini bildiradi.



Integrallarni hisoblang (Nyuton - Leybnis formulasini

xdx
|
on+

93 { *
#-%)4

9.1 a)

. dx
9.6 %\].x+9 -Jx

d
9.0 | xdx
[x2+\f

9.12 }‘-"“

9.15 |  X™

—X
8

dx

9.18 U

X~ +4v+5

921 f ¥
| +COSY

9.24 jsire(tiv+

928 f—
*

9.30 |V2-3«/r
9.33 |
9.36 \ 2™

Ax* =4

/4
9.39 f sintrfj
J, 1+0BV

9.42
I vv

9.45 ) &
3

X-2

go'llash yo'li bilan)

. 4
9.2 J-
B)JO\A o 1+5V
9.4 f~ rfy 9.5 Jsin™-"jeft
n\V?+1

9.8 j(e*-)V& 9.8 j Sx (b>a >0)

9.10 j 9.11
Wi—in g)* X

9.13 j -£=8¢ 9.14 J
JO\a2-x “ ViHnx

dx

916 T ¢ X ) 918 f&r +3I-2

dx

R R 920 b 2. Y-V

9.22 JCOSSYrAVAT  9.23  JsV- 00S' xdx

0 Xi2

9.25 jWn/v 9.26 k V ,
dx

“gy/

9.31 ] & 932 f5+ -~
4V-3 1+ -

K 9.34 Ky 9.35 J [SBwrooshi</v

dx
_ 9.38f-J
938 j9+(x-2)2 V-4 +.r
9.40 | X 9.41 fti +AW
3r+8
9.43 ) * 9.44 j(i-VAV-V
J,V3v+4

it 9.48 Jass—e0s o
|
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9.48 f X * dtp
. Vi F3v 9.49 -]I.—e"' +T 9.50 , 2+CoSP
9.51 j x** 9.52 "\x4a--x'dx  9.53 JIn(g+\)dx
9.54 R 9.55 f * 9.56 J- X
& b DE-(Inv)3
9.58 )9 9.58 1 1 9.59 [sini4/.v
i
9.60 f-s. 9.61 962 1 X
I.ch’x T+ AbCos' xsin [T
dr b
9.63 9.64 f*1 *
;V5+4.v-.r12 i -1 965 )%ttsg X
9.66 9.68 \ ~ 9.68 ) stgen
2+ ' e xInx ’ n 0+&*)2
Integrallami hisoblang
9.69. \xjx3-i6d 9.80. & xix -
4XJX i6dx {i\/l+3.V 9.81. IIZ%E}I
:2Inr+1 s dx
987 f ¢ 9.83. j dx 9.84. JV2I+I
9.85. jW I-x-dx 9.86. j-ii*
+1
% 2 N
9.88. fl) jnamxix &) E])xexdx 9.88. Jlx Inxdx 9.89. jlrr.«ir
0 |
9.80. jrarctgxdx 9.81. .]1x2~>dx 9.82. JVsinjoft
i By
9.84. Jxsinxcosxi/X 9.85. Joos3xsinxdx

9.83. j(t-+ginax
9.86. [~ dx
X6 +2

0.89.j- ™
+4v+5

1/2

9.92 . f1\+*d
NT-* X

9.95. Jtgixdx

n?
9.88. \(])Sin5xdx

9.90. j-:jr+2003x

dx

9.93. Va+or

9.96. |jc2V9-x 2dx

0
9.88. J<lkx-ldx
0
9.91. {— dx
XV +5X+I

9.94. f— %
1.1+v m

9.98 }-*. x=r



O'zgaruvchilarni almashtirish yordamida quyidagi
integrallarni shaklini almashriting!

3

3 o i
9.212 a)fxjx+idxe)f \berdx, x =2t-\ 9213 j *

9.214 J-r— * *=g" 9215
Vi +1
9.216 *=(2
{\ +sh
8 9.2. Yassi figuralar yuzlarini hisoblash
1) Uzluksiz v=f(x) (f(x)>0) egri chizig v=a va .v5> to'g'ri

chiziglar hamda Ox o'gining [a,b] kesmasi bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning yuzi

A = \f{x)dx (9.13)

formula bilan hisoblanadi (9.1-chizma).

a b
9.1- chizma

Agar [a,b] kesmada /(t)<o va uzluksiz bo'lsa, u holda aABb
yuzasi

i7 (x> (9.14)

formula bilan topiladi.
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2) Uzluksiz r=(y) (\v>0) egri chiziq, y= va y=d to'g'rj
chiziglar hamda Oy o'qining [c,d] kesmasi bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning yuzi

5 = \cp(y)dy (9.15)

formula bilan hisoblanadi.

3) Uzluksiz v=f\x) va y=f2(x) egri chiziglar hamda
x=a. x-—h (a<h) to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzi

5= f(X))dX, (916)

formula bilan hisoblanadi (9.2 - chizma).
y

b x
9.2 - chizma
4) Agar [d,e] kesmada v=f(x) funksiya uzluksiz va chekli
sonda o'z ishorasini almashtirsin (9.3 - chizma). Masalan, [a,b],
[b;d] musbat va [d,e] kesmada manfiy giymatlarni gabul gilsin.

U holda
b
S =SI+S2+S3=jf(x)dx +jf(x)d.X +jf{x)dx .



M

5) Yugori chegarasi parametrik ko'rinishda berilgan egri

chizig x=<CG\W=v(t) @<t<p)) va yon tomonlari a=<px va h=v(x)
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzasini
hisoblash uchun (9.13) formuladan foydalanamiz.

Y=r (0
[t b X = tp(t)
S = |/(n>/T1 =jvdx dx = <p'(l)dt
X=a=t=a
x—b=>t=3
6)Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigli
OAB sektorning yuzini (9.4-chizma) quyidagi formula yordamida
topamiz:

5= A=\ ]r 2 (9.18)

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarning
yuzini toping

9.108 y =4-x2, =0 9.108 §+Ab: =i

9.109 y2=2px, x=h 9.110 y=3-2x-x\ y 0
9.111 xy=4, v=I, x=4, y-0 9.112 y=Inv, \=¢, r=0
9.113 v:=2*+4. g=0 9.114 y'=x\ y=8 v=0

9.115 yi=@-x>\ pg=0

9.116 4(y: - v:)+v' =0 egri chiziq ilmog'i

9.118 v=x2, v=2-x2 9.118 r-n:Hg. r=at4
9.119 a?y2=xH2a-x) 9.120 (v—)' =jr\ v=I
9.121 y2(2a-x)=(x-aY atrofidagi ilmog'i



9.123 x=«(-gini) y=4ai- cosi) sikloidaning bir davri (arkasi) va
OX o'qi

9.124 x=acos'l, y=asind/ astroida

9.125 r =a2cs2<p limneskata

9.126 r=a(l—eos<p kardioida

9.128 r=4n-n: parabola va O.vo'qi bilan chegaralangan.

9.128. y=e'; y=erz2 y=e2

9.129. y=X-2x2; y=0

9.130. y =3+2x-x2; y=x+1

9.131. y=x2+3; xy=4; y=2; x=0

9.132. y=jr3 y =-2x2+3x

9.133. y=-I\-x; y=wIl y=0

9.134.y =cos2x; y=0; x=0; x=n74

9.135.y=2-x4; y=x2

9.136. xy=1 y=x2; x=3; y=0

9.138. x=0; x=2; y=2% y=2x-x2

9.138. y =arcsin2x; x=0; y--n12

9.139. y=x2+1 x=y2 3x+2y-16=0; x=0

9.140. y =(x+12 y2=x+\

9.141. y=4-x2, y=x2-2x; y=0 (2-chorak)

9.142. y=-1/2x2+2; x+2y-4=0; y=0 (1-chorak)

§ 9.3. Voy uzunligini hisoblash

1) T° g'ri burchakli Dekart koordinatalari sistemasida
berilgan egri chiziq yoyining uzunligi [a;b] kesmada y=/M
tenglama bilan berilgan. Egri chiziq uchun /e(*) uzluksiz bo'lsa, u
holda uning yoyi uzunligi (9.5 - chizma).

1=\ +{f{x))2dx (9.18)

formula bilan hisoblanadi.



o a b
9.5- chizma

2) Agar egri chiziq x=<) (<v<d) ko'rinishda berilsa, yoyi
uzunligi

I=]M vb)fdy (9.19)

formula bilan hisoblanadi.

3) Agar egri chizig x =<pt\ y =y/t) ko'rinishda berilgan
bo'lib, (i), 4'{t) uzuliksiz funksiyalar bo'lsa, u holda egri chiziq
yoyining uzunligi

1= yKipft)y +(("'0))2dt (9.20)
a

formula bilan hisoblanadi.
4) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan sillig egri chiziq
P =f(xp\ < <(P<(Pi yoyining uzunligi
i =\J/4(p(<p))’ +(p'W)):ds (9-21)

formula bilan hisoblanadi.
Quyidagi egri chiziglarning yoy uzunligini toping.

9.143 a)p =a\ +COS¥\ a >0 e)x23+y23=a2n egri chizigning
uzunligi

9.144 a)r =alcoslcp  e)x2+y2=a2 egri chizigning uzunligi

9.145 y2=(+13 egri chizigning x=4 to'g'ri chiziq bilan
kesilgan gismining uzunligi

9.146 x=a(r-sin4 y=a(l-cosf) sikloida bir davrining
uzunligi
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9.148 ,-,;3, y:2-ﬂ egri chiziq koordinata o'glari bilan
nuqtalari orasidagi gismining uzunligi

9.148 y =y -i egri chizigning OX o'q kesgan bo'lagining
uzunligi.

9.149 y=~ ¢ +e~"j =0c/i- egri chizigning x=*a to'g'ri

chiziglar orasidagi gismining uzunligi
9.150 v=in* ning *=- dan *=y gacha bo'lgan gismining

uzunligi
9.151 y=in(2cosjc) egri chizigning OY va OX o'qlar kesishgan
ikki qo'shni nugtalari orasidagi gismining uzunligi
9.152. y=2\ chizigni *=o0 dan x=i bo'lgan oraligda.
9.153. y=inv chizigni *=V\3 dan jc=Vs bo'lgan oraliqda.
9.154. y - arcsine X chizigni * =0 dan x=\bo'lgan oraligda.
9.155 y=i-sint, y=\~cos( chizigni i=o dan t=2n bo'lgan
oraligda.

§ 9.4. Aylanma jism sirtining yuzi Ba hajmlarni
hisoblash

1) Faraz qilaylik, /(*) va f(x) funksiyalar [a;b] kesmada
uzluksiz bo'lsin, hamda AB chiziq y =f(x)> o funksiyani grafigi
bo'lsin. U holda AB egri chizigning Ox o'g atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan sirtining yuzi (9.6 - chizma)

P =In j/(OVI +[/ " (xfldx (9.22)

formula bilan hisoblanadi.

2) Agar sillig chiziq v=<pm\ v=y/(t\ a<t<[) parametrik
ko'rinishda berilgan bo'lsa, sirt yuzi

P = 2n 14/(xyd(<p* ()f +(il"(t))1dt (9.23)

formula bilan hisoblanadi.
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3) Silliq egri chizig qutb koordinatalar sistemasida
p=f{(p\ (@<(p<(p, ko'rinishda berilgan bo'lsa, uning qutb o'qi
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism sirtining yuzi

P=2n]  p2p (P(<p)Ydip (9-24)
4

formula bilay tisoblanadi.

9.6 - chizma.

9. Hajmlarni hisoblash

1) Agar jismni Ox o'gining X nuqtasida o'tkazilgan
perpendikulyar tekisliklar bilan kesishdan hosil bo'lgan kesim
yuzi s(x) berilgan bo'lsa, jism haij (8.6-chizma)

K = | S(x)dx
formula bilan hisoblanadi.
2) y=/(*) egri chizig, Ox 0o'g va x=a, x=b to'g'i
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox o'q
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi (8.6-chizma)

K = (/(*)“dx=n\y"dx (9.25)

formula bilan hisoblanadi.

3) * =<ply) egri chizig Oy o'qg vay=c, y=d to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Oy o'q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

W =Trjx2(y)dy (9.26)

formula bilan hisoblanadi.
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4) Umumiy holda y=./;(4 y=f2(x) (o</{x)<f2(x)) egri
chiziglar bilan chegaralangan sohaning Ox o0'q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

#

vr=*1(n2(*)-/i:(x))dx (9.28)

formula bilan hisoblanadi.

5) Agarda y=j(x) (@a<x<b) egri chizig parametrik
*=**), y=y(), a<t<p ko'rinishda berilgan bo'lsa, egri chizigli
trapetsiyaning Ox o0'q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan
jismning hajmi

p
V=nx'{t)dt (9.28)
a
formula bilan hisoblanadi.

Quyidagi egri chiziglarning aylanishidan hosil bo'lgan
figurani sirtini toping

9.156 y=x\ xe[aVl/3j, OX o'q atrofida

9.158 9y2= xe[a3], OX o'q atrofida

9.158 x: =9, xe[=zji] , OX o'q atrofida

9.159 . =cos3l, y=sin't re[0;-/2], OX o'q atrofida

9.160 p2+y2=RZ OX 0'q atrofida

9.161 y=x2/2 ning y=15to'g'ri chiziq bilan kesishgan qgism,
OY o'q atrofida

9.162 y=ach~ ning x=z%a to'g'ri chiziglar orasidagi qismi,
OX o'q atrofida

9.163 4v +y2=4, OY o'q atrofida. Ko'rsatma: p=n-26-3y*

0

bo'ladi. y=~sint almashtirish bilan hisoblanadi.

9.164 y=sinx egri chizigning bitta yarim to'lginni, OX o'q
atrofida

9.165 x=a(t—sint), y=e(i-cos/) sikloidaning bir davri, OX o'q
atrofida



dos

i
9.166 x=r, y="-{<2-3) egri chiziq ilmog'i, OX o'q atrofida
9.168 x2+y2=a2, x=b>a to'g'ri chiziq atrofida.Ko'rsatma:

2p =2n (b + x/ds + 2z (b - x)ds)

Quyidagi figuralarni Ox va Oy o'qlari atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini toping.

9.168 y=xJ, y=4x 9.169 y=sinx, y=0 va 0<x<n
9.180 y=4/x, x=I, x=4, y=0 9.181 y =\I2x2-2x, y=0
9.182 y=x2, gy=8 y=0, x=4 9.183 x=Jy-\, x=0, y=5
9.184 >»=1ww, y=0, x=e 9.185 y=—x'+4, y=x2, x=0
9.186 y=Jbx, y=VI6-v2, r=0
9.188 y=x2+l, x=y2+1 v=0. *=0, x=2

§ 9.5. Xosmas integral

X c b
Jf(x)dx =1limJ f(x)dx + lim f f(x)dx .

-cc

Agar ko'rsatilgan limitlar mavjud va chekli bo'lsa, xosmas
integrallar yaqinlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
Ko'p hollarda berilgan xosmas integralning yaqinlashuvchi yoki
uzogqlashuvchi ekanligini bilish va uning qiymatini baholash
yetarli bo'ladi.

3) f(x) funksiya [a,b-e](e>0 e<b-a) kesmada aniglangan
va integrallanuvchi bo'lib, b nuqta atrofida chegaralanmagan
bo'lsa, x=b nuqta f(x) funksiyaning maxsus nuqtasi deyiladi

h-e
£->0 da \f{x)dx integralning chekli limiti mavjud bo'lsa, bu limit
f{x) funksiyaning a dan b gacha xosmas integrali (2 tur xosmas
integrali) deyiladi va

JIW fc- lim \f{x)dx (9.30)

kabi belgilanadi. Bu holda (8.30) xosmas integral
yaginlashuvchi, aks holda uzoqglashuvchi deyiladi.
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11. Funksiyaning o'rta qiymati. Agar /(*) funksiya [a,b]
kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u holda, shunday ceJs;i] nuqgta
topiladiki,

f(e)=Y M\ f(x™x
bo'ladi.

Xosmas integralni hisoblang (agar yaqginlashuvchi bo'lsa).

9.188
9.189 a) f b)
" oosic Ir
9.180a) f ~ , b) f—
. Ar-n2-3° inv/n

9.181 9.182 Je'dr 9.183 j*e

| 0 0
9.184 f * 9.185 J— * 9.186 ?-*

i"+x- \X2I XM\ | r+1
9.188 \x-eUx 9.188 9.189 \arctgxdx

0 iX-jx2~\ § x2
9.190 j-j-~-r 9.1917)

it +1) Ix  \]](4-xf
9.192 a)j-N-b)Jj-*- 9.193 | *

WI-X4  1(j-1)* tA ] f
9.194 f-~-= 9.195 9.196 '[-$ =

Ni+*y* H*5+1) Ixjx2-1
9.198 9.198 f—* 9 199 fJ~L

14/12jc le x+yl7 1M-1
9200 Ir~v oLl b="= 9.202 VZLdx
9.203

X +4XE 9.204 é_ Sinvav

9.205 j arctgxdx



9.209 j- 9.210 \ 9.211 Jllnxdx

U 5— S+ D)2

Xosmas integrallami hisoblang (yoki uzoqglashuvchi

ekanligini ko'rsatib bering).

. dx dx
9.213. 9.214. f—
9.212. iTX -!." '?'l—v
9.215.j 9.216. f 9.218. {
0V1- X
9.218. j— 9.219. f— 9.220. j
) X 1 1+ T
S 222, i 9.223.
9.221. I.t5+4.v+9 9 ﬁlnxdx *
. dx
' 9.226. j
9.224. JX|91X2X 9.225. JXanx (a>1 J(;tgxdx
f  dx
9.228. \e-bdx (k>0 9.228. 9.229.
Jepox (>0) 1Y +1
2230,
oxX tl

Quyidagi integralni hisoblang.

9.231. 3 x2)Z 4 ., =23 9.232. |Ve -lalx, ex-1 =22
(x-2)2,+3
- 9.234. =
9.233. *f3+gtcosf' r92 z |J r+a sin /

Quyidagi funksiyalarning o'rta giymatlari aniglansin:
9.235 v=sinm, [oy] intervalda

9.236 y =tgx. ;- intervalda

9.238 >=injc, [ie] 9.238 y=.f2, [a;*] intervalda

9.239 v=-7—, [-i;iljintervalda
B X +1

Takrorlash uchun savollar
1-Aniq integral deb nimaga aytiladi?
2.Aniq integralni hisoblash usullari hagida ayting.
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fit

3.Nyuton-Leybnits formulasi ganday ko'rinishda bo'ladi?

4.Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini Kkeltirib
chigaring.

5.Tekislikdagi geometrik shakllarning yuzi aniq integral orqali
ganday hisoblanadi?

6.Aylanma jismning hajmi aniqg integral orqali qanday
hisoblanadi?

7.1- tur xosmas integral ganday ta'riflanadi?

8.11-tur xosmas integralning geometrik mazmuni nimadan iborat?

ANIQ INTEGRALGA DOIR NAZORAT TESTLARI

1.Aniq integral va uning xossalari

1 .[a,b] kesma bo'yicha y=/(x) funksiya uchun Sn(f) integral
yig'indi tuzishda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi ?

A) [a, b] kesma X (z=1, 2, n-1) va xo=4, Xn=b nuqtalar bilan
n bo'lakka ajratiladi.

B) [xi-1 x\ (i=1, 2, — n) kesmalardan ixtiyoriy £, nuqtalar
tanlanadi.

C) tanlangan b nuqtalarda /(x) funksiya qiymatlari /(£>)
hisoblanadi.

D) [x;-i, x,] (/=1, 2, — n) kesmalarning uzunliklari x, -x,-i=Ax,
topiladi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

2.[a, b] kesmada aniglangan y=/(x) funksiya uchun

tuzilgan
s,(/)=2 / fcK

integral yig'indi orgali aniq integral ganday aniglanadi ?
h b

A) \f(x)dx =8,,{f). B) |f(x)dx =maxS, (/).
b o
C) \f(x)dx =mmSn(f). D) jf(x)dx= lim 5,(/)
a

max Ar-»0
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E) to'g'rijavob keltirilmagan.

3. jf(x)dx aniq integral uchun quyidagi tushunchalardan
a

gaysi biri aniglanmagan?
A) a -integrating quyi chegarasi.
B) b-integrating yuqori chegarasi .
C)f(x) - integral osti funksiyasi.
D)f(x)dx - integral osti ifodasi.
E) keltirilgan tushunchalarning hammasi aniglangan.
4. Aniq integrating geometrik ma'nosini ko'rsating.
A) egri chizigli trapetsiyaga urinma chizigning burchak
koeffitsienti.
B) egri chiziqli trapetsiyaning perimetri.
C) egri chizigli trapetsiyaning o'rta chizigi uzunligi.
D) egri chiziqli trapetsiyaning yuzi.
E) to'g'ri javob keltirilmagan.
5. Anig integrating mexanik ma'nosini ko'rsating.
A) o'zgaruvchi kuchning eng katta giymati.
B) o'zgaruvchi kuchning eng kichik giymati.
C) o'zgaruvchi kuchning momenti.
D) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish.
E) o'zgaruvchi kuchning o'rta giymati.
6. [a,b] kesmada aniglangan y=f(x) funksiya ganday shartni

b
ganoatlantirganda \f(x)dx aniq integral doimo mavjud
a

bo'ladi ?
A) yuqoridan chegaralangan.
B) quyidan chegaralangan.
C) o'suvchi. D) kamayuvchi. E) uzluksiz.

7. Anig integrating xossasi gayerda xato ko'rsatilgan ?
b h h
A) J[/(x) +g(x)]dx =3/ (x)dx +J g(x)dx.

a a a

b b b
B) JIf(X)- g(x)]dx =] f(x)dx - j g(x)dx.
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b h h
Q Jf(x)g(x)dx =] f(x)dx mg(x)dx.
b b
D) \kf(x)dx =k\f(x)dx (k - const.).
a a
E) barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.

8. Aniq integral xossasini ifodalovchi

a

\f(x)dx =\f(x)dx +jf(x)dx

a a C
tenglik bajarilishi uchun ¢ nugta qganday shartni
ganoatlantirishi kerak ?
A) c<a. B) c>b, C) c=a yoki c=b. D) a<c<b.
E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.
9. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri
o'rinli emas ?

A) fi(x)dx =0. B) ff(x)dx =ff(x)dx.
b

a a

C) \kfi(x)dx =kj f(x)dx. D) \f(x)dx = \f(t)dt.

E) keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.

10. O'rta giymat haqidagi teoremaning tasdigini ifodalovchi
tenglik gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

b b
A) \f(x)dx =f(4\Z&[a,b]- B) zElf(x)dx=f(")(b-a),"e[a,b]-

u
C) If(x)dx={W ~ e[ab] D) jf{x)dxst-a

h~a I f(g)

b

E) \f(x)dx=4[f(b) - Z(a)], £ 6 [a,b].
nil

11./= Jsin2xdx integral uchun baho qayerda to'g'ri

ko'rsatilgan ?

A)0</<1. B)O</<TT C)0</<1.
D) 0 < /< 2. E) n/2< I<n.



2
12. JJc—4|& integralning gqiymati qgaysi oraligqa tegishli
-1

bo'ladi ?
A) (-1, 2). B) (0, 6). C) (1, 3).
D) (-1, 3). E) (04).
b
13. \dx integral giymati nimaga teng ?
a

A) b-a. B) a-b. C)b+a. D)b2a2. E) (a+b)/2.

14. jr)dx integral giymati nimaga teng ?

_ZA) 3. B) -3. C)7. D) -7. E)15.
15. }I3dx integral giymati nimaga teng ?

_ A) 5. B) -5. C) -15. D) 15. E) 9.

4
16. J(-4)dx integral giymati nimaga teng ?
-i

A) 5. B) -5. C)-20. D) 20. E) 12.
2.Aniq integralni hisoblash usullari

1.Agar y=f{x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz bo'lsa,
unda yuqori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integral orqali
aniglanadigan

d(x) =}/ (t)dl,xe [a,b]

a
funksiya xossasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) D'(x) =f(a). B) ®'(X)=/(x). C) ®'(x) =0.

D) @'(x) =x/(x). E) ©'(x)=/(*)/*.
b

2. If(x)dx aniqg integralni Nyuton-Leybnits formulasi bilan
a

hisoblashda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi ?

A) f(x) funksiyaning biror F(x) boshlang'ich funksiyasi
topiladi.

B) boshlang'ich funksiyaning F(a) va F(b) qiymatlari
hisoblanadi.
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C) F(b)+F(a) yig'indi hisoblanadi.

D) F(b)~ F(a) ayirma hisoblanadi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

3. Agar y=F(x) berilgan [a,b] kesmada y=f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, unda aniq integral uchun Nyuton-
Leybnits formulasi qayerda to'g'ri ifodalangan ?

a
h b
C) \f(x)dx = F{b)/F(a). D) } f(x)dx = F(b)-F (a).

a

A) }(x)dx =F(x). B) if(x)dx =F(a) o (b).

E) |/ (x)dx =F(b) + F(a).

|
4. jxdx aniq integralning qiymatini Nyuton-Leybnits
0

formulasi yordamida toping.
A) 1. B) 0. C)1/2. D)-1. E) 2/3.

jt/3

5. Jingjrd/ic aniq integralning giymatini Nyuton-Leybnits
o}

formulasidan foydalanib aniglang.
A) 0. B)I. C) 2/3. D) 0.75. E) -0.3.
M

6. {sin xdx aniq integralning giymatini Nyuton-Leybnits
0

formulasi yordamida hisoblang.

A)n . B) n/2. C) n/3 . D) n/4 . E) n/6 .
n
7. Jcos xdx aniq integral giymatini Nyuton-Leybnits
0
formulasi yordamida toping.
A) n. B) n/2 . C)n/3. D) n/4 . E) n/6 .
b

8.\udv aniq integralni boiaklab integrallash formulasi
a

yordamida hisoblash jarayonida quyidagi amallardan qgaysi biri
bajarilmaydi ?
A) u=u(x) funksiyaning du differensiali hisoblanadi.



B) dv=dv(x) differensial bo'yicha v=v(x) funksiya topiladi.
C) u(b)v(b)+ u(a)v(a) yig'indi hisoblanadi.

D) ]vdu integral hisoblanadi.
c

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
9. Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi
gayerda to'g'ri yozilgan?
h h

b h b
A) judv=uwAu- lvdu. B) judv=ui +jvdu .
a a a a
b b b b
C) judv=jvdu. D) judv=u\\ E) \udv=uv-fvdu .
a a a 0
1
10. jxsinvdbr aniq integral giymatini bo'laklab integrallash
0
formulasi yordamida toping.
A) A . B) a/2 . C) a/3. D) a/4 . E) a/6 .
1
11. \xexdx aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi
o
yordamida hisoblang.
A)e. B) e/2. C)1. D) 0.5. E) 2.

b
12. \f(x)dx aniq integralni o'zgaruvchilarni almashtirish
a

formulasi orqgali hisoblashda quyidagi amallardan qaysi biri
bajarilmaydi ?

A) x=(E>(f) almashtirma tanlanadi.

B) 0(H=fl va (“(f)=b tenglamalarning yechimlari tv va
topiladi.

C)A4d (0] murakkab funksiya tuziladi.

D) almashtirmaning hosilasi (p'(t) hisoblanadi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
b

13. \f(x)dx aniq integralni x=p(t) almashtirma orqali
a

hisoblash formulasini ko'rsating.

A) ff(x)dx = j<p(t)dt. B) jf(x)dx = \flcp(t)]dt.

a a a a



C) jf(x)dx =jf(t)<p’(t)dl. D) \f(x)dx =\f[<p(t)](p(t)dt.

a
h @
E) jf(x)dx =jf[<p(t)]<p*(t)dt.
a a
\%
14. J xsiax dx aniq integralni hisoblash uchun qaysi
o
almashtirmadan foydalanish mumkin?
A) x=t2. B) x2=t. C) x=sinf.
D) sinr=f. E) sinx2=f.

\/
15. (})jrsin.v"dx aniqg integral giymatini o'zgaruvchilarni

almashtirish usulida hisoblang.

A) /i . B) n/2. C)o0. D) 1. E) n
5 fa
16. J—,...aniq integral giymatini hisoblash uchun qgaysi
IxXV3r+1 q g ayy qay
almashtirmadan foydalanish mumkin?
A) t=I/x. B) f=n3g+1. C) /=1U//X+1. D)t =\[x.
t=xy13.v+1.

3.Aniq integralni taqribiy hisoblash formulalari
h

1.Qaysi holda J/(x)dx aniq integralni taqribiy hisoblashga
a

to'g'ri keladi ?

A) integral elementar funksiyalarda ifodalanmaydi.

B) integral ostidagi funksiyani boshlang'ich funksiyasi F(x)
noma'lum.

C) integral ostidagi funksiya elementar emas.

D) integral ostidagi f(x) funksiya jadval ko'rinishida
berilgan.

E) keltirilgan barcha hollarda .

n

2. jf(x)dx integral giymatini to'g'ri to'rtburchaklar
a

formulasi yordamida taqgribiy hisoblash uchun quyidagi
amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

E)



)

A) [ab] kesma xx (k=1, 2, n-1) nuqtalar bilan n ta teng
rn~=\r2, ..., n) bo'laklarka ajratiladi.
B) Xk (k=1, 2, ..., n) bo'linish nyqtalarida integral ostidagi

funksiyaningf(xk) giymatlari hisoblanadi.

C) asoslari Axk=(b-a)/n va balandliklari hk=f(xk) (k=1, 2,
n) bo'lgan to'g'ri to'rtburchaklarning yuzalari Sk= f(xk)Axi
hisoblanadi.

D) Sk= f(xk)Axk (k=1, 2, ..., n) yuzalarning ko'paytmasi
topiladi;

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

3. [a b] kesma a=xo x\, xi,..., xn=b nugtalar bilan n ta

teng bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi  biri
h
[f(x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan
a

to'g'ri to'rtburchaklar formulasini to'g'ri ifodalaydi ?

A) Nf(x)dx~b™~Y uf{x1). B) 1f{x)dx~~—~"Ydf(xKk).
i ft I\ a n kil

C) ;J/(x)flbr*zl’q\’\é/(x*)- D) ) on Eh(m*>)m
E) 3f(x)dx~(b-a)YJf(xk).
4. To'g'ri to'rtburchaklar forr_’nulasi yordamida [0,1] kesmani
n=10 bo'lakka ajratish orqali S:{(\+x2)dx integralning taqribiy
0
giymatini toping.

A) S=1.145. B)S«1.275. C)S =1.335. D) S =1.385.
E) S =1.405.

b
5. |/ {x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun
a

qo'llaniladigan to'g'ri to'rtburchaklar formulasining absolut
xatoligi [, ganday baholanadi ?

A) A< M = max I/(¥)] .

12n x*[a,b]

B <— M , M = max \f'(x)\ .
) A » S )



C) A< ~-M M= maxJ'(m)] .

120 Ao

D) A<———M ,M = max \f()\ .
n xz[a,b]

Ip—M , JV = wax |/7@)] .
n n:efs Al
6.To'g'ri to'rtburchaklar formulasi yordamida [OA] kesmani
|
n=10 bo'lakka ajratish orqgali S=J(l +;r)<fe integralning topilgan
o

E) A<

tagribiy giymatining [ absolut xatoligini baholang.
A) 0<0.05. B) A<0.04. C)A<0.03. D)A<0.02. E)4<0.01.
b

7. \f(x)dx integral qiymatini trapetsiyalar formulasi
a

yordamida taqribiy hisoblash uchun quyidagi amallardan qaysi
biri bajarilmaydi?

A) [a,b] kesma Xk (k=1, 2, n-1) nugqtalar bilan n ta teng
Axk (k=1, 2, n) bo'laklarga ajratiladi.
B) xk (k=1, 2, n) bo'linish nuqgtalarida integral ostidagi

funksiyaning/(x*) giymatlari hisoblanadi.
C) asoslari f{xk \ va f(xk), balandligi hk=Axk=(b-a)/n (k=1, 2,
n) bo'lgan trapetsiyalarning yuzalari Sn=AxA[ f(xk-1)+ f{xk)]/2
hisoblanadi.
D) Sk(k=l, 2, n) yuzalarning yig'indisi topiladi.
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
8.[a b] kesma a=xo, xr, xi,..., Xn=b nuqtalar bilan n ta teng

h
bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan gaysi biri \f{x)dx
(

integralni taqribiy hisoblash uchun go'llaniladigan trapetsiyalar
formulasini to'g'ri ifodalaydi ?

A) Jf(x)dx ~ {2[f(a) +f(b)] +jr f(x1)}.

B) j/uvfc,bE[A*>xNWN +22/(, L
a n 2



C) fi(x)dx**-Af(a) +m +2Z/(")]=
D) I/ (X)*-~[/ (e)+/(*)+1E/(*)]e

r s.
E) j/Z(X)&*— t = 2V +Z / (*»)]m
9.Trapetsiyalar formulasi yordamida [0,1] kesmani wn=10

bo'lakka ajratish orgali S =\\+x2)dx integralning taqribiy
0

giymatini toping.
A) S~1.145. B)S« 1.275.
C)S *1.335. D)S -1.385. E) S -1.405.

b
10.\f(x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun
a
qo'llaniladigan trapetsiyalar

formulasining absolut xatoligi A ganday baholanadi ?

A <———M M= max |[/¥] .
12/1 Jte[a,ft]

B) A< _E/)_ M M = max|/'(x)|lL.

C) A<—"—M M =Xf$ali</| Val .

12n

D) JJ.<—|_|'\—M ,M:)err[%v'(xn }

E) A<—— HV,JV= max_|/(X] .
) <— e V6l
N .Trapetsiyalar formulasi yordamida [0,1] kesmani /r=10
bo'lakka ajratish orgali S=\(\+x2)dx integralning topilgan
o]

tagribiy giymatining [ absolut xatoligini baholang.

A) [1<0.005. B) [4<0.004. C) A<0.003. D) [<0.002.
E) [1<0.001.
12.[a, H kesma a=xo, x\, xr,..., xin=b nuqtalar bilan 2n ta

‘er>g bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi biri

\f(x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan
a

parabolalar formulasini to'g'ri ifodalaydi ?



A) \f(X)dx«r—'Z [f(x2K) + f(x licH) + f(x 2k+2)].
a 6n k0

B) \f(x)dx~"—" X[4/(pc2r) + F(x 2k+]) + f(x 2k+2)].
a 0/2 k=0

C) W/M<&* - E£[/(xm)+4/(ac2+) + [ x 2k+2)].
a on A-0

D) e{/('*)<&* ~(Z)ﬁ“ %&/(*2*) + f(x2k+l) + 4/(-*2*+2>] =

E) //7(*),&*E— Z[4/(jr25) + /7 (x2+) + 4/ (x2*+2)].
a 0/2 *=0
b
13. |Jf(x)dx integralni taqgribiy hisoblash uchun qo'llani-

a

ladigan parabolalar formulasining absolut xatoligi [ ganday
baholanadi ?

A)d<— M = max I/(9] .
) 12n x€[a,*T w
B) o<—— A, A= max /(0] .

4/2 xe[a,6]

C)a<—"N—M ,M=max |[/(¥] .

12n *J<»*J
D) A<——M , J¥V =max|/< .
) A 2880n I (X)'
E) A<— M = max I7"(X)] .
n .te[a,6]

4. Aniq integralning geometrik masalalarga tatbiqglari

1. y=f(x) funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal chiziglar hamda
/=0 gorizontal to'gri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning S yuzini umumiy holda hisoblash formulasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

Q S =\\f(x)\dx.

b
D) S=+\f{x)dx E) S=\f\x)dx



2 y=x3rx=0, x=2 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=1. B) S=2. C) s=3.
D) S=4. E) S=b.
3 y=x3/x—2, x=2 va y=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=0. B) S=2. C) S=4. D)S=6. E) S=8.
4. y=sinx , x=0, x=n/2 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=1. B) S=2. C) S=3. D) S=4. E) S=5.
5. y=sirur, x=0, x=n va y=0 chiziqglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=1. B) S=2. C) S=3. D) S=4. E) S=5.
6. y=cosx, x=0, x=71 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=0. B)S=1. C) S=2. D) S=3. E) S=4.
7. Quyidagi y=/(x) funksiya grafigi, x=0 va x=2 hamda y=0
chiziglar bilan chegaralangan egri chiziqgli trapetsiyaning S yuzini
toping:

A) S=2. B) S=8/3. C) S=17/6.
D) S=20/7. E) S=5.
yF(x) va y=g(x)’ f(,x)<g(x) , funksiyalarning grafiklari, x=5a
va x=b vertikal chiziglar bilan chegaralangan geometrik
shaklning S yuzini hisoblash formulasi qgayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

b b
A) 5=A0%) +r(X)i& B) S=\[f(x)-g(x)]dx.

b b
C) S=j/(x)g(x)c&. D) 5=\[f(x)tg{x)]dx.

a

E) S=\[g{x)- f{x)]dx .



&

9. y=x2 va y=x4 egri ciziglar bilan chegaralangan shaklning
S yuzini toping.
A) S=4. B) S=2. C) S-3/10.
D) S=2/15. E) S=3/8.
10.y=f(x) va y=g(x), f(x)<g(x), funksiyalaming grafiklari, x=a
va x=b vertikal chiziglar bilan chegaralangan geometrik
shaklning S yuzini hisoblash formulasi qgayerda noto'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) S =\\j\x)-g(x)\dx. B) S= \[f(x)~ g(x)]dx

C) S =\\(x)\dx-\\g(x)\dx. D) S }g(x)dx - \f(x)dx

E) barcha formulalar S yuzani to'g'ri ifodalaydi.

11. Qutb koordinatalat sistemasida r=r(<p) tenglama berilgan
L egri chiziq va ¢=a , ¢d=p (a<p) radius vektorlar bilan
chegaralangan sektor yuzi S aniq integral orgali hisoblanadigan
formula gayerda to'gri ko'rsatilgan?

A) s =\\r2iPdPm B) S=\\r()dp.  C) S=~jjl +r2(pop

D) S="-\JI+ r(<p)d<p . E) S;~>\r{<p)“<p :
a a

12. Qutb koordinatalar sistemasida r=3¢ tenglama berilgan
Arximed spirali va &¢=0 , dd=2tr radius vektorlar bilan
chegaralangan sektorning S yuzini toping.

A) S=8ti3. B) S=10n3. C) S=12ti3.
D) S=14 n3. E) S=16 T3

13.Qutb koordinatalar sistemasida r=2"cos2cp tenglama
berilgan va lemniskata deb ataluvchi egri chizig hamda ¢=0 ,
d=2n radius vektorlar bilan chegaralangan sektorning S yuzini
toping.

A) S=4ti3. B) S=4n2. C) S=4ti .

D)S=4V~™. E) S=4.
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14.y=/(x), * e [a, b], funksiya grafigidan iborat yoyning /
uzunligi™ hisoblash formulasini ko'rsating .

L) i=21+\fO\dx.  B) /=jjl +f 2(x)dx.

Q 1=\JI +\F(X)\dx D) /=351 +[f(x)?dx.

E) /=laA+[/"W ]2 -

15.x=(p(t) , y=tMOr a<t<\3, parametrik tenglamasi bilan
berilgan egri chiziq yoyi 1| uzunligini hisoblash formulasini
ko'rsting .

A) /=Rlcp®) +v(D)]dt.  B) 1= \<R(t) + v/2(t)]dt.
a a

C) 1="<p2«) +T 2Ne .
a

D) I = U[<p'(t)]2 +[v'(")]2dt. E) 1=U w «)]2+IV™"()]1dt.
a a

16. Parametrik tenglamasi x=a(t-sint), y=a(l-cost) (0<t<2n)
bo'lgan egri chizig yoyining uzunligini toping.
A) 2a. B) 4a. C) 6a. D) 8a. E) 10a.

5.Aniq integralning mexanik va fizik masalalarga
tatbiqlari

1. Moddiy nuqta to'g'ri chiziqg bo'ylab v=v(t) o'zgaruvchan
tezlik bilan notekis harakat gilganda [T\, Tr] vaqt oralig'ida bosib
o'tgan s masofani ifodalovchi formulani ko'rsating .

A) n=v(T2) - (T])= B) s=W\T2) - ViTy).
™ T, T,

C) s= \v(b)dt. D) s= |v2(0<*. E) 5= \W\t)dt.
I T, T

2. Moddiy nugta to'g'ri chizig bo'ylab  v(t)=2t+5
o'zgaruvchan tezlik bilan notekis harakat gilganda [4,8] vaqt
oralig'ida bosib o'tgan s masofani toping.

A)s=28. B)s=48. C)s=68. D)s=88. E)s=108.
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3. Chiziqli zichligi g=q(x) funksiya bilan berilgan [a,b] kesma
ko'rinishdagi bir .jinsli bo'lImagan sterjen massasi m qganday
topiladi ?

A) m=Q(b-a). B) m= Q(b)-Q(a).

b b b

C)m =\p(x)dx. D) m=\p{x)dx. E) m=\"p(x)dx.

a a

a
4. Chiziqgli zichligi q(x)=x2 x, x € [0,6] funksiya bilan berilgan
bir jinsli bo'Imagan sterjenning m massasini toping .
A) m=30. B) m=54. C) m=60. D) m=48. E) m=31.
5. y=/(x), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan
va chiziqli zichlik funksiyasi uzluksiz q=q(x) funksiyadan iborat
bo'lgan moddiy L egri chizigning m massasini hisoblash
formulasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) m=jpx)xjl +[f'(x)]2dx. B) m=\px)(\+[f\x)f)dx.
C) m=\f{x)(\ +[p\x)]2)dx. D) m=\f(x)4\ +[p\x)]2dx.

E) m=\f"(x)[\ + p\ x)]dx.

6. y=ax, x e [0,1] funksiya bilan berilgan va chiziqli zichlik
funksiyasi g=2x+1 bo'lgan moddiy L egri chizigning m massasini
toping.

A) 41 +a2/2. B) VI+a2. C)3VI+a2/2.

D) 2v/1+az2. E) 3nA+a2.

m y=RXx), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan
va chiziqli zichlik funksiyasi uzluksiz Q=Q(x) funksiyadan iborat
bo'lgan moddiy L egri chizigning OX koordinata o'qi bo'yicha
statik momenti M* formulasi gqayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Mx = jp(x)yjl +[f\x)]2dx. B) Mx =Jp{x)f(x)4\ +[f"(x)}2dx .

a

CIYM =1 (x)p(x)(I +[p'(x)]12)dx.

D) Mx=if(x)p(x)yll +[p"(x)]2dx.



E) Mx=VUWPW O +[P'(x)f)dx =

a
8 y=ax, ne[OA] funksiya bilan berilgan va chizigli zichlik
funksiyasi @=3x+2 bo'lgan moddiy L egri chizigning OX o'qgi
bo'yicha Mx statik momentini toping

A) Mx=N\+a*- B) Mx=anl\+az2.

C) Mx=2aVl+o*

D) Mx=yj\+a2/a. E) Mx=n\+a2/2a.

9 y=f(x), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan

va chiziqli zichlik funksiyasi uzluksiz Q=Q(x) funksiyadan iborat
bo'lgan moddiy L egri chizigning OY koordinata o'gi bo'yicha
statik momenti My formulasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A)M = IpX)yj\ +[f\x)]2dx. B) My =Jp(X)f(x)™NI\ +[f'(x)]2dx.

C) My =Jxp()(\ +[p\x)]2)dx. D) My =Jxp(x)d +[f'(x)]2dx.

a A
E) My=\p'()f(x)yi\ +[f'(x)]20.
10.y=ax, xe[0,1] funksiya bilan berilgan va chizigli zichlik
funksiyasi q=3x+2 bo'lgan moddiy L egri chizigning OX o'qi
bo'yicha My statik momentini toping.

A) Mv=y\+a2. B) My =2n1\+az2. C) My=N\+a212.
D) Mv=aA+a2m E) Mv=mM+a2/a.
11 -y=f(x) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziglar

bilan chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning x
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz g=q(x) funksiyadan
iborat bo'lsa, uning m massasi gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) m=\[p(x) +f(x)]dx. B) m=\[p(x)-f(x)]dx.
C) m=\p(x)f(x)dx. D) m=j[p(x)/f(x)\dx.

E) m=fIf(x)/p(x)]dx.

12.y=x2parabola, x=0 va x=2 hamda t=0 to'gri chiziglar bilan
chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning x abssissali
nugtalaridagi zichligi q=0.5x funksiyadan iborat bo'lsa, uning m
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massasini toping.

A) m=I. B) m=1.5. C)m=2. D) m=2.5. E) m=3.

13.y=f(x) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziglar
bilan chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning x
abssissali nugtalaridagi zichligi uzluksiz qg=q(x) funksiyadan
iborat bo'lsa, uning OX koordinata o'giga nisbatan mx statik
momenti gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) Mx=\\[p(x)+f 2(x)]dx. B) Mx=~\[p(x)-f2(x)]dx.

a a

C) Mx=]-\p{x)f2(x)dx. D) Mx=1j[p(x)/f 2(x)]dx .
a ~a

E) M, =]\p"(x)f(x)dx.

14.y=f(x) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziglar
bilan chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning x
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz qg=q{x) funksiyadan
iborat bo'lsa, uning OY koordinata o'giga nisbatan my statik
momenti qaysi formula bilan hisoblanadi?

b b

A) My =jx[p(x) + f\xjldx. B) My =Ix[p(x) - f (x)]dx.
a a
b b

C) My =\xp(x)f(x)dx. D) My =\x[p(x)If (x)]dx.

« a

E) W!=\x[f{x)tp(x)}dx .

15. Bir  jinsli moddiy L egri chiziq uzluksiz
differensiallanuvchi  y=f(x), x e [a)b], funksiya bilan berilgan
bo'Isa,r uning M(x0,y0) og'irlik markazining abssissasi

X0= X ,j4'|+[f\x)]2 ko'rinishdagi kasrdan iborat formula bilan
hisoblanadi. Bu kasr surati X gayerda to'g'ri ifodalangan?
A) X=jf(x),IN+[fF\x)fdx. B) X =\ f(x)4l-[f(x)]2dx.

C) X =\xjlI+[f (x)]2dx . D) X =\x4I-[f(x)]2dx.

E) X =]xf(x)JI+[fXx)]2dx.

16. Bir  jinsli moddiy L egri chiziq uzluksiz
differensiallanuvchi  y=f(x), x e [a,b], funksiya bilan berilgan



bo'lsa, uning M(xo,yo) og'irlik markazining ordinatasi

= ko'rinishdagi kasrdan iborat formula bilan

a
hisoblanadi. Bu kasr surati Y qayerda to'g'ri ifodalangan?

A) Y =\Ff{x)I\ +[f (x)fdx. B) Y=\f(x)I\-[f*(x)fdx.

a

C) Y=\xjl+[f"(x)fdx . D) Y=\xJ\-[fXx)fdx.
a 4

E) Y=\xnx)I\ +[f"'(x)fdx.

6.Xosmas integrallar
h

1. Agarf(x) uzluksiz funksiya bo'lsa, qaysi holda \(x)dx

I tur xosmas integral bo'Imaydi ?
A) b=+°°. B)a=-°0. C)a= , b=+°°. D) a= yoki b=+°°.
E)keltirilgan barcha hollarda I tur xosmas integral bo'ladi.
2. Agar f(x) uzluksiz funksiya bo'lsa, quyidagi
integrallardan qaysi biri | tur xosmas integral bo'Imaydi ?

-KO b +00 b
A) \f(x)dx. B) \f(x)dx. C) \f(x)dx. D) \f{x)dx.
E) keltirilgan barcha integrallar | tur xosmas integral
bo'ladi.
3. Ushbu ta'rifni yakunlang: | tur xosmas integral |

yaqinlashuvchi deyiladi, agar ...
A) uning giymati musbat bo'lsa.
B) uning giymati manfiy bo'lsa.
C) uning giymati nolga teng bo'lsa.
D) uning giymati chekli bo'lsa.
E) uning giymati cheksiz bo'lsa.
4. Ushbu ta'rifni yakunlang: | tur xosmas integral |
uzoqlashuvchi deyiladi, agar ...
A) uning giymati musbat bo'lsa.
B) uning giymati manfiy bo’'lsa.
C) uning giymati nolga teng bo'lsa.
D) uning giymati chekli bo'lsa.
E) uning giymati cheksiz bo'lsa.



I tur xosmas integral giymatini toping.

5.
0‘TC
A) 2/3 . B)a/4. C) m. D) 35. E) 2n .
6. j~ | tur xosmas integral a parametming ganday
i X
giymatlarida yaqinlashuvchi bo'ladi ?
A) a>0. B) a<0. C) a>1. D) a<lI. E) a*0

d . . .

7. 121 tur xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladigan a
i X

parametming barcha giymatlari qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a>0. B) a<0. C) a>l. D) a<lIl. E) a*0 .
tur xosmas integrallardan gaysi biri

8. Quyidagi |
uzoglashuvchi ?
dx o dx
B -
A) %)X +1 ) +1 C)4Ii'+l

D) Barcha xosmas integrallar yaginlashuvchi.

E) Barcha xosmas integrallar uzoqglashuvchi.

9. y=1l/x3 (x>1), y=0 chiziglar bilan chegaralangan cheksiz
egri chizigli trapetsiyaning S yuzini toping.

A) S=2 . B) s=1.5. C) s=1.

D) S=05 . E) S=+-.

10. y=ex (x<0) , y=0 chiziglar bilan chegaralangan cheksiz
egri chiziqli trapetsiyaning S yuzini toping.

A)S=2. B)S=15. C)s=1. D) S=0.5 .

E) S=+-
b
\f(x)dx | tur xosmas integral absolut

11. Qaysi shartda
)

yaginlashuvchi deyiladi ?
A) lim jf(x)dx <oo. B) limJjf(x)dx >0.

C) aIime;‘\f(x)\dx>0. D) lim Jf(x)dx < oo.

b
E) lim J ¥ (x)|&Xx<oo.



jn)
12. Ta'rifni yakunlang: Chekli [a,b] kesma bo'yicha

olingan }f(x)dx integral Il tur xosmas integral deyiladi, agarda

a
snu kesmada f(x) funksiya .. ..

A) chegaralangan bo'lsa . B) monoton bo'lsa .
C) chegaralanmagan bo'lsa . D) uzluksiz bo'lsa .
E) davriy bo'lsa.
13. Quyidagi integrallardan qaysi biri Il tur xosmas

integral bo'ladi ?

A) jvI+xdx . B) \-j===m C) IVI- xdx . D) =
0 ovl +~ 0 W X
E) keltirilgan barcha integrallar Il tur xosmas integral
bo'ladi.
14. (-,== Il tur xosmas integral giymatini hisoblang .
oV 4-jc
A)0.5. B) 1. C)2. D) 4. E) -
n
15. ]—LU, - Il tur xosmas integral giymatini hisoblang .
0ocos X
A) 1. B) TT. C) al4 . D) 0.5 . E) ®.
2,
16. f— Il tur xosmas integral uzoqglashuvchi bo'ladigan a
Bxa
parametrning qiymatlari gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) a>0. B) a<o0 . C) a<l . D) a>1 .

E) a*0



Musiga galb matematikasi bo'lsa
matematika miya musiqasidir
N.G. Chernishevskiy

X-BOB. BIR NECHA O'ZGARUVCHILI
FUNKTSIYALARNING DIFFERENSIAL HISOBI

§ 10.1. Bir necha argumentli funktsiyalar haqida
tushunchalar.

§ 10.2. Birinchi tartibli xususiy va to'lig hosilalar

§ 10.3. Yo'nalish bo'yicha olingan hosilalar haqgida
tushunchalar.

§ 10.4 . Taqgribiy hisoblash va xatolik bahosi

10.5. Yuqori tartibli hosilalar ikki o'zgaruvchi funsiyaning
ekstremumi

§ 10.1.Bir necha argumentli funktsiyalar hagida
tushunchalar

1. Agar biror X to'plamning har bir haqiqiy sonlarga
biror goida bilan E to'plamdagi yagona =z haqgiqiy songa mos
qgo'yilgan bo'lsa, u holda to'plamda bir necha o'zgaruvchining
funksiyasi z=/(*,,x2,..xn) aniglangan deb ataladi. Bu yerda X -
to'plam funksiyaning aniqlanish sohasini; £ - to'plam
funksiyaning qiymatlar (o'zgarish) sohasini ifodalaydi. x,,x2,..xa -
funksiyaning argumenti; z - funksiya.

1-misol. Quyidagi

n=2xarcsin  + 3ylarcsin(l- y)

funksiyaning aniglanish sohasi topilsin va chizmada
tasvirlansin.
Arksinus funksiyaning aniglanish sohasidan foydalanamiz.

* 0, P
y (y %o y*o
D(u)=~<1 =>-1<-"-<l = -y2<x<y?2
Y 0<y<2
-l<l-y<1

yoki
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1Xu) = X, y)ed2:0<ynN2, -¥<ar<y
bo'lib, bu soha 10.1-chizmada tasvirlangan.

2-misol. Quyidagi
Jax- v2
In(-x"*v)
sohasi topilsin va chizmada

funksiyaning aniqglanish

tasvirlansin.
Aniglanish sohasini topish uchun kasr ratsional funksiya,
logarifmik funksiya wva kvadrat ildiz ostidagi funksiya

xossalaridan foydalanamiz:
n

(Xy)*°m f .
=>< X2+ / <1,=>j(X,y) 6 02:(XV)* (0,0), Xx2+y2< 1 .r> =\
J

AQ=ul-Y-Y>0,
2 |

4x~/>0.
4

bo'lib, bu soha 2.2-chizmada tasvirlangan.

Yy
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2. Agar to'plaminng har bir (x,y) haqiqiy sonlar juftligi biror
goida bilan £ to'plamdagi yagona z haqiqiy songa mos go'yilgan
bo'lsa, u holda to'plamda ikki o'zgaruvchining funksiyasi
aniglangan deb ataladi. z ning x va y ga funktsional bog'liq
bo'lishi z=f(x,y) ko'rinishida yoziladi.

3.Geometrik tasvir. (.1) tenglama geometrik nuqtai
nazardan to'g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida
umumlashtirilganda qandaydir sirtni aniglaydi.

4.Agar jimf{p)=f(p0) bo'lsa, f(x,y) funktsiya p0 nugtada

uzluksiz deyiladi. Boshqgacha aytganda, agar
im/(.v+Ay, y+Ay)=f(x,y) bo'lsa, f(x,y) funktsiya (x,y) nhuqtada

Ay-*0
uzluksiz deyiladi.

5. Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y)=f(p) funktsiyaning limiti
tushunchasini kiritishda Oxy tekisligida nuqgtaning atrofini
garaymiz. Po{x0,y0) nuqtaning atrofi deb markazi shu nuqtada
bo'lgan doiraning ichki nuqtalar to'plamiga aytiladi. Agar bu
doiraning radiusi S-ga teng bo'lsa, u holda y nuqtaning 8 - atrofi
to'g'risida gapiriladi (10.1-chizma).

P(x,y) nuqtaning 8 atrofi ~(x-xj +(y-yj <S. Agar istalgan e
son uchun PO(x0,y0) nugtaning shunday s -atrofi topilsaki, bu
atrofning istalgan p{x,v) nuqtasi (p0 nuqta bundan istisno bo'lishi
mumkin) uchun

/(w>>)-nj<£yoki \f{p)-A\<c
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tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda A son ikki o'zgaruvchi
f(x,y) =f{p) funksiyaning P->P(x->x0, y-*y0) dagi limiti deb
ataladi-

U ¢ Rmo'plam berilgan bo'lib, a nuqgqta M to'plamning
limit nuqtasi vay= f(x)=f(xi,...,xn) funksiyaM to'plamda
aniglangan bo'lsin.

Ta'rif (Koshi ta'rifi) .Agar Ve>0 uchun 3S =<5(ea) >0 sou
topilsaki, ushbu 0<p(x,a)< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe M
uchun

\f(x) -b\ <s
tengsizlik bajarilsa, unda b son f(x) funksiyaning a nugqtadagi
limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va
limf(x) =b
x—>a
yoki
X\I_igl f(xI,x1,...xm) =b
8,
kabi belgilanadi.
Ta'rif (Geyne ta'rifi).Agar M  to’plamning nugtalaridan

tuzilgan, a ga intiluvchi har ganday G (x() ®a, n=12,.)
ketma - ketlik olinganda ham mos {/0™*"1} ketma - Kketlik
hamma vaqt yagona b (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, b

son f(x) funksiyaning a nugtadagi limiti deb ataladi.

Agar fl=ooyoki b=x> bo'lsa, unda ham shu kabi ta'riflarni
berish mumkin. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun boshga
formadagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan,
bunda avval bir o'zgaruvchi bo'yicha limitga o'tilib, qolgan m-1
ta o'zgaruvchini fiksirlangan (tayin) deb faraz qilinadi. Keyin,
golgan m-1 ta o'zgaruvchining biri bo'yicha limitga o'tilib, m-2 ta
0 zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Bu jarayonni m
Narta qaytarish natijasida hosil gqilingan limitga f(xi,...,xm)
funksiyaning takroriy limiti deyiladi. m o'zgaruvchili
funksiyaning jami m! ta takroriy limitini qgarash mumkin.
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Masalan, ikki o'zgaruvchili f(xi,xi) funksiya uchun 2 ta Xllim lim
S8 T,
f(xi,xi) va j™ W f(xi,x2) takroriy limitni ko'rish mumkin.
3 -misol. Ushbu
X+ysin-, x*0,

f(x,y)=" X
0, x=0

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari
hisoblansin.

limtim fay)=Halim | x+~liirbj=litre=0 mavjud.

U imFOGY)=limy A e ggin g mavjud emas, lekin

)I/E-ié\/\ mavijud va u nolga teng.
Darhagigat,
o<|/(ry)-0] rr+ysinx— H+M  (x* 0)=limf(x,y) =0.»
y—0)

4- misol.Ushbu

AXy)~ x-

X+y

funksiyaning x —0, y —0 dagi takroriy va karrali

limitlarni toping.
f \
o o XY o
g L=l tim L i

- . . s X~y

VAR L
Karrali limitini topishda Geyne ta'rifidan foydalanamiz:
n -> oo da ikkita (0,0) nuqgtaga intiluvchi

-lim——=—.
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ketma - ketliklarda funksiya limiti har xil sonlarga

intiluvchiligini ko'rsatamiz.

1 1

£ =0>f(xr>y.)-*°

/h .y .h -ff-f. \
—+—
n n n

Demak, n —>co Jjjn/X*»¥Y)mavjud emas.
>0
5 -misol. Ushbu
lim(jc2+ / -
lim(c2+ /)e-(* )

y-*+00
limitni hisoblang.
Elementar tengsizliklardan foydalanamiz. (x>0, y>0).

o<

0 < lim (x2+y2) e<() < Jlim =0.

y —t+co y-¥+00
Demak,
Mt(x2+ 7/ )e-(@+>)=0
X 00
y->+00

6 - misol. Ushbu

limitni hisoblang (x* 0; * 0)

X4+ / x4+/ x4+/ x4 [/ X2 y2
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Ayrim hollarda X =a+rcostp, y-b +rsincp
almashtirish
lim\f(x,y)
e
karrali limitni topishni yengillashtiradi. Bunda
f(x,Y)=f(a +l'"cos(p, b+rsintp)=F(r,<p
bo'lib,
limf(x,y) =c<z> limF(r,(p)=c
><>—.j r-+0
7-misol. Ushbu
X X2+ v2
y->0 S
limitni hisoblang.
x=a+rcos(p, Yy=b+rsin(p almashtirishdan foydalamiz,

bunda a=0; b=0 va x-»0 y->0 da r —0;

lim "~y =1im# c°sy / ('-sing)’ =
X +y r-M r cOos2c+r2sin2m

. r2\[r &Vcos4tz>sin3(p e

-hm =limVr-ycos @sin @=0,
chunki

~/cos4 <psin3 <p
chegaralangan.
XY

8-misol. Agar ./(X>Y)- j+Jv bo'lsa, ushbu takroriy

limitlarni hisoblang.



JM
X ni o'zgarmas desak y>o da > ning funksiyasi
sifatida uzliksiz bo'ladi, shu sababli
limxv=1
Y=
bo'ladi;
y ning o'zgarmas (y>o0) qiymatida,x ning barcha x >0
giymatida x ning funksiyasi sifatida uzluksizligidan.

limx)’=+00
Ho
bo'ladi
. . . 1 .1
Iim lim-~— =lim-—=Ilim—=-
X—H(D 1+ Xy OT-»+S0 1-4-1 IM400 2 2
m imTy Cwo M TR
+1
6. Oxy tekislikdagi f(x,y)=c tenglikni qganoatlantiruvchi

barcha nugqtalar to'plami z=f(x,y) funksiyaning yuksaklik (sath)
chizig'i deyiladi. Fazodagi f(x,y,z)=c¢ tekislikni ganoatlantiruvchi
barcha nuqtalar to'plami u=f(x,y,z) funksiyaning yuksaklik sirti
(ekvipotentsial sirti) deyiladi, bu yerda C - berilgan o'zgarmas
son (CeR).

Quyidagi funksiyalarni aniglanish sohasini toping.

10.1a) z=arcsinX ~ +arcsec(x2+y2) 6). u=x2+z2-y2 yuksaklik

sirtini toping.

10.2 fl)z =Y+9=0 *—5H3

10.3.@)z= B) z=lji-x2+y

In(* +y -1)
10.4. z=ljl-x2+y 10.5. z=\n(x+y)
10.6. z=In(t2+y2) 10.7. z=arcsinjc +arccosy
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10.8. -- arcsin(x+’\g
arccos(jr-y

10.9.

10.11 z=arcsin(X+y)
10.12 z=ylcos(x2+y2)
10.14 z=y+n/x

10.15 n=yl2-x2-y 2- z2
10.17 u=V*2+ /-i
10.19 z=*2+y2

10.212=" i-T
* 4+

10.23 z=In(y2-4x +8)

10.24 z=—n j—
2= R,y

10.26 z=-=L=+-=L=
yix+y yix-y

10.28 z=Jx-Jy

10.30 z= xp\lln;l'_‘_--}-/-r jC2+Y2-12

10.31 z=CgftX+y)
10.33 z=Inx-Insiny

1034 ,= “ + * + ¢
vic Jy iz

10.35 u="Rr -R—y2-2H-Pp-.

10.10 z=i/J]-x2-y2

10.13 z=In(-jt+y)

10.16 Mrarcsin(z/,/777)
10.18 «=VTTT7T7
10.20 az=a2-x2-/

10.22 z=Ji-4 -4
\% 6

a2 62

10.25 z=Jx+y +Jx-y

10.27 r=Ingy

10.32 z="v/6n"(x2+y2)

=(R>r)

IX2+y2+z22-r2

10.36 z=JL

10.38 z=jx2+y~-1 +In(4-x2-y 2)
10.40. Uchburchakning

10.37 z=#+x)(y-4)

10.39 z=arcsin(x +y)
perimetri 2p berilgan.

Uchburchakning ikk tomonini x va y deb, uning yuzi S shu
tomonlarining funksiyasi sifatida aniglansin. x va y ning qgabul

qilishi mumkin bo'lgan giymatlariniung sohasi aniglansin.



1041 f M =2):\y; a) f(3i); b) f(i;3); c) f(u); d) f(2i) e)
F(a-a) K) F(a-a) lar bo'lganda hisoblang.
10.42 F(x,y)=4 7 7 /-2xy, F(tx,ty)=t2F(x,y) ekani isbot qilinsin.

10.43 Agar F(x,y)=xy+” bo'lsa, fj~;3j (i;-i) ni hisoblang.

10.44 Agar F(x<y)=~~~- bo'lsa, F(y;x\ (-x-,-y), V) f{xl,y)
ni hisoblang.
10.45 Agar F(x,y,z)= *+~ vy bo'lsa, f(0;2;-3), lami
g+y +z \ X x)

hisoblang.

Quyidagi funksiyalarning yuksaklik chiziglari yasalsin.

10.46 z=2x+y 5 =T 10.48 z=inlJylx
10.49 z=~/y 10.50 z=e" 10.51 z=x+y
10.52 z=y/*2 10.53 z=y-x 10.54 z=x2-y
10.55 z=*2+y2 10.56 z =In(x2+y) 10.57 z =arccos(xy)
10.58 z=xy3 10.59 z=xIn(x2+y) 10.60 z=e*y
10.61 z=4y-x1 10.62 z-= *+12y 10.63 z - y-xf
10.64 z=tg(x+y) 10.65 z=x2+Y1

Quyidagi limitlami toping.
arcsinbc +y* Snlicv

10.66 ) lim 8) lir 10.67. !I m »
Ain(i-V*2+/ ’y*.?g Bp ¥
i in— 10.69. iig>-“v =
10.68. I|m(x2+y2)smXy i%? ny
10.70 lim- a4 10.71. lim
Jo £S * +y
10.72. ggjzﬁff 10.73 fgroa+1
. sin(ic+
10.74. lim-y-~—7 10.75. i X<'+ y)
‘3’* +Y y |
10.76. lim[xyIn(ry)] 10.77. Ix' [X+2y]ex

“»)



#1

10.78. _l'l_g-ﬁ—_y 10.79. I|mfx2+y2)sm:
10-80. lim“ 12 10.81. lim- *

r4_9< x W%rw{v

. A . -
10.82. Jl}gl;ggle +/\§¢ 10.8@@:}211@& T
10.84. \im ~ 4 10.85. lim-, *1+Yr

A* +y VUL x 2+Y2+1-1
10.86. lim™ Y +2~' 10.87. lim~L%Z]

vO * ") *r+/

[P

10.88. Im* -0 7~ 10.89. lim—g-—----

Wo¥+y Yy A x +y
10.90. lim(I+*V)—r I—

0 X1+y2

§ 10.2 Birinchi tartibli xususiy va to'liqg hosilalar

7. z=/(x,j) funktsiyada y ni o'zgarmas deb garab,undan x

bo'yicha olingan hohsila z ning X bo'yicha xususiy hosilasi
r]
deyiladi va u ~ yoki fxxy) ko'rinishida belgilanadi
fl(x.y)=~(=j™—*+ A xy*z ning y bo'yicha xususiy hosilasi
ham shunga o'xshash ta'riflanadi va quyidagicha belgilanadi
J())—/ =/ ;M , }/a‘nl f:(x,y)=Mpn bl +|ﬂ)-n*<y).

8. Agar z=f(x,y) funksiya (x.v) nugqtada uzluksiz xususiy

hosilalarga ega bo'lsa, uning to'lig ortirmasi 4z:d—ﬂ(+$,£y+e-p
X

ko'rinishda vyoziladi, bunda 2=Vpg+|yp nolga intilganda
(p->0)f->0. U holda |"™-gx+/gy ifoda to'lig ortirrma sz ning bosh
gismi bo'ladi: u funktsiyaning to'liq differensiali deyiladi va dz
orgali belgilanadi: dzzif(-dxﬂzdy

9 - misol. Ushbu
f(x,yhexty
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funksiyaning (2,2) nuqtada /,, fy xususiy hosilalarini

hisoblang.
w(2,2) _ /(2 +Ar2)-/(2,2)
Qx Ox-+0 nx* J#=0 Ox
et _ed . ed(en-l) 41, e*-1I 4
= hm----—--"mo- = lim — f---—--- *=e lim-----—-- =e
Jir-+0 Ax 4*->0 Ax o=+  Ox

Xuddi shunga o'xshash,

Av—>0 oy B Dy
Demak,
5/(2,2) _ ,A 9/(2,2)_ 4
5* - oy

10-misol. Ushbu
f(x,y)=In(x2 + .y2 + 1)+ sin2 xy
funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.
Hosila olishni goidalaridan foydalanib topamiz

— = , 2X;— +2sinXy-cosxy-.y = -j—Il—r+ysin2" ,
& X2+ / +i Y -y x12+/+i y

— = =N + 2sinxy.cosxy.Jt= , N - + Xsin2.xy
Oy *2+/ +1 x2+ / + 1|

Quyidagi birnchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblang.

10.91. a) z=x2yl e)z =x3+3xy -/ 10.92. Z=Ihg2+y?]
10.93. z=— 10.94. z=arctg— 10.95. z=——

X X X-y
10.96. z=xe-« 10.97. z=V?77 10.98.

2 +y2
10.99. z =arctg?- 10.100 z=xy 10.101. Z-¢€
X
10.102. , =Insim™ 10.103. v - bl 10.104. z=] 3
%
10.105. Z=iX|iZL 10.106 z=(5x*y-/+ 10.107. z=xjy+
* 4 >
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10.108 ) 10.109 2=ares) i 5 | 10.110. ,-m S Z z i
2=n VAT JN 2 +Xx
Yy
10.111 z=In/g" 10.112 z=(l+log,, *)* 10.113. z = xyesm®

10.114 2~ s+y "'p”~ nz 10.115. z=arctgjx* 10.116 z=2E XK

10.117 u=(sinjr),z 10.118 u=arcfg(jr-y)'
10.119. n=sn/a3-6r3 . ~ va ™ ni z=b,t=a dagi qiymatini

toping.

10.120. z=- 7 >cosr . N va nj x=y=o0 dagi giymatini
| +sinx+siny  ax oy J y 9 qjy

hisoblang.

Quyidagi funksiyani to'liq hosilasini toping.

10.133. z=ex,(x+Y) 10.134. z=In(l+e*+ /)
10.135. z=~_H 10.136. z=sinf-

X+y {y
10.137. z=i™ Z 10.138. z=xy+y-

Yy

10.139. r =1n(m2+y?2) 10.140. z=\ntg(y/x)
10.141 z=sin(v2+y?2)
10.142. z=xr 10.143. u=In{x+Jxr+yT)

10.144.M =e*(cosy +jrsiny)
10.145. n=<?*(xcosy +y sinx) 10.146. z=arclg-Xx +smy”

4-*siny
10.147. M=ew 10.148. z=5x32 10.149. «=(nyy
10.150. z=(sinx)““r 10.151. z=" - - 10.152. z=¢€'4,
Xy

10.153. z=sin2x+cos2y  10.154. z(x,y) =-~; df(l;])-?

10.155. z(x,y,z) =ex-"*2-dz =(0;1,2)
10.156. z=\n(x+Ixr+yT) 10.157. n=x*



8 10.3. Yo'nalish bo'yicha olingan hosilalar hagida
tushunchalar

8. u=f(x,y,z) tenglama biror sohaning har bir (xv,z)

nuqtasida u ni aniglab beradi, o'sha soha skalyar n ning maydoni
deyiladi. Bu maydonning P(x,y,z) nuqtasini va p nuqtadan
& =cosai +cosPj +cosyk

birlik vektor yo'nalishida chiquvchi e nurni garaymiz, bu yerda
a/? va y - shu vektorning koordinata o'qlari bilan tashkil gilgan
burchaklari. Bu yerda Y=M=H=1(10.3-chizma).

pAx+hx, y+Ay, z+Az) -bu nurning boshga biror nuqtasi
bo'lsin. Skalyar maydon wu funktsiyaning p va /4 nuqtalardagi
giymatlari ayirmasini bu funksiyaning / yo'nalish bo'yicha
orttirmasi deb ataymiz. U holda a n=f(x+Ax, y+Ay, z+Az). p va p
nugtalar orasidagi masofani Al orgali belgilaymiz: Al =ppl.
limit u=F(x,y,z) funksiyaning p nuqtadagi / yo'nalish bo'yicha
hosilasi deb ataladi. Yo'nalish bo'yicha hosilagacha xususiy
hosilalar bilan quyidagicha ifodalanadi.

X 10.2-chizma

n' =uxcosa +uycos/3+u'cosy,
bu yerda birlik vektor J=(cosa, cosp, cosy) chiziq bo'yicha
yo'nalgan bo'ladi.
Ta'rif. Agar A nugta to'gri chiziq bo'ylab Ao nugtaga intilganda
ushbu

lim
AR P{N0,A)
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limit mavjud bo'lsa, wuning giymatiga f(x,y)=f(A)funksiyaning
Ao=(xo,yo0) nuqtadagi yo'nalish bo'yicha hosilasi deyiladi va

df(A0) d/CW o)
Ql yoki Qj kabi belgilanadi.
Demak,
W w _iim f(A)~f(AD0)
dl p(AQ,A)
11 - misol.

z=x2-xy-2y2 funksiyaning A(l;2) nuqtada ox o'gining
musbat yo'nalish bilan 60° burchak tashkil gilgan yo'nalish
bo'yicha hosilasini va o'zgarish tezligini toping:

Yo'nalish bo'yicha hosilani (9) formuladan topamiz.
Funksiya (1;2) nuqtada differensiallanuvchi.

Agar | chizig ox o'gning musbat yo'nalishi bo'yicha 60°
burchak tashkil qilsa, OY bilan 30° burchak tashkil qiladi
(/9=30°)

Quyidagini hisoblashimiz kerak

* P =M !i2c0s60. + M w )cos30*

dl dx dx
Ravshanki,
8z(1,2) @ ) —0
= X - =
di Y @) -
&(I2)=(-X-4y) =-
di (12)
Demak,
dl 2 2 2

(x0,y0,z0) nugtadan M x(xx,y xzZ\) yo'nalish bo'yicha
funksiyani hosilasini toping.
10.121 u=x2y +xz2-2, MO(L;I;-Dt  M,(2;-1;3)
10.122. n=xey+ye'-z 2, MO(3;0,2\ M,(413)



10.123. n=_---, ANIX Af(4;5)
Y X

Skalyar maydonnig M nuqtasining gradiyentini toping.

10.124. v=Inx2+Y1+z2) m(i,i,-i) 10.125. u= M(0,0,0)

10.126. z="2xy+y2, M(3;2) 10.127.  z=arctg(xy), A/; 1)

z=f{x,y) funksiyani M nugtadagi gradiyenti va uning
modulini toping.

10.128. z=1-x2-y 2 M(\-2) 10.129. z=(x-yf M(0;3)

10.130. z=xye™*y M(0;-1) 10.131. z=xIn(x+y) A/(-1;2)
. . a \n

10.132. z=sin(x+j M 111

§ 10.4 . Tagribiy hisoblash va xatolik bahosi

Il.Faraz qilaylik, n=f(x1,x2,.xi..x,) funksiyani Mo(x,x2,...,xJ
nugtadagi qgiymati ma'lum bo'lsa, mO0(x, +Ax,x2+Ax2,...,x,, +X,,)
nuqgtadagi giymatini hisoblash talab etilsin. Argumentning |4l
orttirmasi Kichikson bo'ladi, u holda f(M)=f(MO0)+bu*f(xI,x2,...jn)+du,

bu yerda du=Y — O0*0)g*(. Xatolik p:%(x'f dan oshib ketmaydi.
bl 4X,

12-misol. Ushbu
2,0338miqdorning taqribiy giymatini toping.
Tagribiy giymatini topish uchun
f(x,y) =xy
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya (1,2) nuqtada
differensiallanuvchi va berilgan funksiyani (1,03; 1,98) nuqtada
giymatini topish uchun yuqoridagi formuladan foydalanamiz:

ox oy
Berilgan migdorni quyidagicha yozsak
1,031%8=(1+0,03)20®

unda Ax=0,03, Ay =-0,02 deyish mumkin.
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Funksiya giymatini va xususiy hosilalarini (1;2) nuqtada
hisoblaymiz:

/(1,2)=1,
N PP TP
ax ~0,2)
3/(1,2 .
( )-: lenx =0,
dy (12)
Natijada berilgan migdomi qiymati quyidagicha
hisoblanadi.
/(1+0,03;2-0,02)* /(1,2) + 4.+ Ne ?) Ay *
ax ay
«1 +2<9,03+0 <«-0,02) =1,06.
Demak,
1,037*1,06.
13-misol. Ushbu
2022
7,98 VIoF

migdoming taqribiy giymatini toping.
Taqribiy qgiymatini topish uchun

Ily vz"

funksiyani garaymiz.

Bu funksiya (2;8;1) nuqtada differensiallanuvchi va
berilgan funksiyani (2,02; 7,98; 1,03) nuqtadagi qiymatini
hisoblash uchun yuqoridagi formuladan foydalanamiz:

0/(281)* ff(28,1) Lo+~ 2’81y + n
dx dy dz
Berilgan miqdorni quyidagi ko'rinishda yozsak
2,022 _ (2+0,02)2



unda A* = , Ay =-0,02 , Az = 0,03 deyish
mumkin.

Funksiyaning qgiymatini va xususiy hosilalami (2;8;1)
nuqtada hisoblaymiz:

«©2-8 3-1 4=-
12-

Natijada berilgan giymat quyidagicha hisoblanadi.
/(2 +0,02, 8-0,02, 1+0,03) */(2,8,1) +

dx 8y dz

=2+2<0,02- — «-0,02) - - =0,03 * 2,034.
12 4

Quyidagi ifodalarni tagribiy hisoblang.

10.158. f)4/3,012+3,982 b)(1,02)30L

10.159. g/sin21,55 + 8e0015

10.160. arcfg(l,02/0,95) 10.161. 1024% 10.162. In(0,095+0,99’)
10.163. f1022+0,052 10.164. pbeQ®+2,032

10.165. g/LLMH bl "2

8 10.5. Yuqori tartibli hosilalar ikki o'zgaruvchi
funsiyaning ekstremumi
12. g sohada p0 nuqtaning shunday atrofi mavjud bo'lsaki,
bu atrofning po dan fargli barcha nuqtalari uchun f(p,)>f{p)
tengsizlik bajarilsa, ikki o'zgaruvchining z=1f(x,y)=f{p) funksiyasi



(%

sohaning PO nuqtasida maksimumga ega deyiladi. G soha pn
nugtaning shunday atrofi mavjud bo'lsaki, bu atrofning p0 dan
farqli barcha nuqtalari uchun f(po)< A/ tengsizlik bajarilsa, ikki
o'zgaruvchining z=f(x,y)=/A/> funksiyasi G sohaning pn
nugtasida minimumga ega deyiladi. Maksimum va minimum
umumiy nom bilan eksremumlari deb ataladi.

13. Agar Po(xa,y0) nuqta z=f(x,y) funktsiyaning ekstremum
nuqtasi bo'lsa, u holda bu funksiyaning shu nuqgtadagi xususiy
hosilalari mavjud bo'lgan taqdirda /;(x,,Y0)=0, y<)=0 bo'ladi
(ekstremum mavjudligining zaruriy sharti).

14. z=f{x,y) funktsiyaning birinchi tartibli xususiy hosiladan
olingan xususiy hosila ikkinchi tartibli xususiy hosila deyiladi va
uni quyidagicha yoziladi:

Xuddi shuningdek, uch va undan yuqori tartibli xususiy
hosilalar ham yuqoridagi kabi aniglanadi. 7Z;.(*y) va /Z/;(*y)
xususiy hosilalar z=/(*y) funktsiyaning aralash hosilalari
deyiladi.

15. Agar P,(0y0) nuqtada ikkita z=f(x,y) xususiy hosila
nolga teng bo'lsa, bu nuqgtaning tasviri
A=AC-B~ (A=za, B-z'., ¢ =z) bilan aniglanadi. pa>o0 bo'lsa
ekstremum mavjud ( A<o maksimum va A>obo'lsa minimum)
bo'ladi. pg<o bo'lsa ekstremum mavjud bo'Imaydi va pg=o
ekstremum mavjud bo'lish ham, bo'Imasligi ham mumkin.
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16. Funsiyani ekstremumlar tekshirish uchun quyidagi
sxema tavsiya etiladi:

1. Xususiy hosila Zx va z; larni topamiz.

2.2\=0 va Zy—e tenglamalar sistemasini yechib funktsiyani
kritik nuqgtalari topiladi.

3. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalari olib har bir kritik
nuqtaga hisoblanadi va ekstremumning yetarlilik shartidan
foydalaniladi.

17. Xususiy hosilani geometrik ma'nosi. f(x,y,z)=o0 tenglama
bilan berilgan sirt va o'rta sirtdan M(xy,z) nuqta olingan bo'lsin.
Bu nuqtada o'tkazilgan normal tenglamalari quyidagicha yoziladi

NE =lzZ =£jIE (10.1)

8x dy dz

Urinma tekislik tenglamasi:

%)I(_(x-x)+¥9(Y-y)+é-(z-z)=O (10.2)
dan iborat bo'ladi. (10.1) va (10.2) tenglamalardagi x,y,z -
normalning yoki urinma tekislikning o'zgaruvchi
koordinatalaridan iborat. N\— vektor sirtining normal

yax dy ozJ
vektori deyiladi. Agar sirtda 8)2:0;5y:0;€z =0 bo'lsa, u maxsus

nuqta deyiladi. Bunday nuqgtada sirtning normali ham urinma
tekisligi ham bo'Imaydi.

18. Eng kichik kvadratlar usuli - xatolar nazariyasida
tasodifiy xatolarni o'z ichiga olgan o'lchash natijalaridan bir yoki
bir necha miqgdorni topishda qo'llaniladi. X nomalum
miqgdorning giymatini izlab topish uchun n ta mustaqil o'lchash
o'tkazilgan, bu o'lchamlardan y\yr..y, qgiymatlar, vya'ni
y, Sjic+<sf (/=12..n) giymatlar topilgan bo'lsin deb faraz qilaylik,
bundagi s, -tasodifiy xatolar matematik kutilishi nolga ms, =o va
dispersiyasi DS,=af bo'lgan erkli tasodifiy migdorlar bo'ladi. Bu
usulga X migdor sifatida shunday x olinadiki, uning uchun
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S‘(*)=ﬂi|>(0',-*)J’\g/t*/)-*)z- kvadratlar yig'indisi eng kichik
bo'ladi. Agar /(*)- chizigli funktsiya bo'lsa, y=ax+b, u holda

5 =X(ax,+*->>). Noma'lum parametrlar a va b quyidagi normal

tenglamalar sistemasidan aiglanadi.

(i*,y +rb=Dby
2. Agar /e funktisya kvadrat funksiya Kko'rinishida

y =ax2+bx+c bo'lsa, u holda s="(ax-+bx,+c-y,f , no'malum
=

kattaliklar a, b, ¢ quyidagi normal tenglamalar sistemasidan
aniqglanadi.

Z xfla+[z x?j*+[z Y =Z xiy<

[Z*_Hz*_l*»+'ﬂczzn

14-misol. Ushbu
z=x3+y3-3ay +10
funksiyani ekstremumga tekshiring.
Xususiy hosilalarini topamiz:
z' =3x2- 3y; 2\ = 3y2- 3x.
Statsionar nuqtalarini quyidagi sistemadan tapamiz:
j3*2-3y =0, *2-y =0, \y=x\
I3y3-3x =0. y3- x =0. [xli- x=0.
Bu sistema m =0y, =0 Vva x2=iy, =i yechimlarga ega
bo'ladi. Demak, (0,0) va (1,1) statsionar nuqtalarga ega bo'ladi.
Endi ekstremumga erishishning yetarli shartini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalami topamiz:



LLI

Yetarli shartni (0,0) nuqtada tekshiramiz. Buning uchun
ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni bu nuqtada hisoblaymiz:

Unda
-<4=0-(-3)2=-9<o0
bo'lib, 3) shartdan funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga ega
bo'Imaydi.
Endi yetarli shartni (1,1) nuqtada tekshiramiz:

ana2~4 =6m6-(-3)2=36-9=27>o0.

Bulardan, am>o0, a,-a2l-a?2>0 bo'lib, 1) shart o'rinli
bo'Imogqda. Demak, funksiya (1,1) nugtada minimumga ega
bo'ladi va u quyidagiga teng

min z=13+13-311 +10 = 9.

Quyidagi funksiyalardan ikkinchi tartibli  xususiy
hosilalarini oling.

10.173. z=0,51n(y +y3) rflz-ni toping.
10.174. z=cos(x+y) rfz-ni toping.

10.175. 2=codor+e-) -~ --ni toping.
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Quyidagi funktsiyalarning ekstremumlarini toping.
10.176.f1) z=e2(x+y2)e) z=x2-xy +y2+9ar-6y + 20

10.177 a)z =xy-Xy B)Z=YyjX - y2-jr +6y

10.178. z=x3+8y, -6xy +1

10.179. z=2xy-4x-2y

10.180.z=sinx+siny +sin(x+y),0<x <— V3 0<x< —

9.171.z=e2(x+y2)

10.181. z=x2+y2+xy-4x-5y 10.182. z=xy(l-x-y)
10.184. z=x3y2(2-x-y) 10.185. z=x2+><y+y2+E+7
10.186. z=2x!-xy2+5x2+y2 10.187. z=3x+6y-x2-xy +y2
10.188. z=x2+y2-2Inx-181ny 10.189. z=2-47? +y
10.190.z -~ + z V 7 10.191. Z::TXE‘

10.192.r =ny-1n(n: +y) 10.193. z="~ -x -2y

10.194.2)z =3x+6y-x2-Xy-y26)z =x2+y2-2X-4T/xXy -2y +8

10.195. z=2x3-xy2+5x2+y2 10.196. z=3g2- 2xjy +y - 8jct+8
10197. z=(g-1)2+2y2 10.198. z=(g-1)2-2y?2
10.199. z=m2+ny+y2- 2r-y

10.200. r=pmg3y2(6-ac-y)(ar>0,y>0)

10.201. z-xX4+y4-2x2+4xy-2y2
a2 b2

10.203. z=1-(x2+y2r 10.204. z=(x2+y2)e+'N)
Murakkab funksiyalarning hosilalari

10.205. lzl—in% bunda u=tg2,$ =ctgx bo'lsa, - ni toping.
X

10.206. X2-Y hunda y=3r+1bo'lsa, — ni toping.
oty dx

10.207. z=g2y bunda y=ocosx bo'lsa, ~ va ~ ni toping.
10.208. z=x2/y bunda x=wn-23,y=3+2u bo'lsa, W va 30 ni
u
toping.
10.209. u=ex2zy bunda *=sinf,y=/3a=?



. d
10.210. u=z2+y2+zy bunda z=sinty =¢' I:

10.211. z=arcsin(nr-y) bunda x=3ty=4t} =2

1M212 z=x2y-y2x bunda z=ucos9,y =usin9 ~-=2? ?
Tu’ du ds
dz dz =5
— N — i =7
10.213. z=x2\ry bunda x_l_r,y_uu 23 4, 2

10.214. z=arclg(xy) bunda y=ex£ ni toping

Quyidagi tenglamalardan y' ni toping.

10.215. x2+y2+In(r2+a2)=a2 10.216. (y/x)+sin(y/x)=a

10.217. (xy-a)2+(xy-/3)2=r2 10.218. x1+2y3- 2xy~2xy +1=0
10.219. Intg(ylx)-y/x=a 10.220. 3sin(V3c/y)—2cos{I x/y)+1=0
10.221. = 10.222. *y -x4-/ =54

10.223. xey+ vex-e” =0 10.224. (x2+/) 2+a2(x2-/)=o0

Quyidagi tenglamalardan ~ va ’:_\y lar topilsin.

10.225. x+y+z=ex 10.226. A3+y’ +r3-3XJZ=0

10.227. x2+y2+z2-6x =0

10.228. z2=xy 10.229. cos(ax+by-cz) =k(ax+hy- cz)

10.230. 4+ 4.+ 4 =i 10.231. X2-2y2+z2-4x+2z-5=0
a2 b2 c-

10.232. 23+3nyr =55 10.233. e’ -xyz=0

10.234(224). e, +xy+2+5=0

Quyidagi funksiyalaming ekstremumlari berilgan shart
asosida topilsin.

10.235. z =-+-,agar x+v=z bo'lsa.
Xy

10.236. z=x-y, agar x2+y2=1 bo'lsa.
10.237. z=xy2, agar x+2y=4 bo'lsa.

10.238. z= ,agar x2+y2=1 bo'lsa.
2

10.239. z=\ix\[y agar 2*+5>=ioo bo'lsa.
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Quyidagi sirtlarga  o'tkazilgan urinma  tekisliklar
tenglamasi yozilsin.

10.240.z=x2+2y2, (i;i;3) nugtada. 10.241.xy=z2,(x0y0;z0) nuqtada.

10.242. xyz=a2{x0y0;20) nuqtada.

Takrorlash uchun savollar

1.Ko'p o'zgaruvchili funksiya deb nimaga aytiladi?

2.Ko'p o'zgaruvchili funksiya uzluksizligi deb nimaga
aytiladi?

3.Karrali limit nima?

4.Takroriy limit nima?

5.Karrali va takroriy limitlar gachon teng bo'ladi?

6.Gradiyent nima?

7.Yo'nalish bo'yicha hosila ganday olinadi?

8.Taqribiy hisoblash formulasini yozing.

BIR NECHA O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING
DIFFERENSIAL HISOBIGA DOIR TESTLAR

1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar

1. Tomonlari x vay bo'lgan to'g'ri to'rtburchakka doir gaysi
masalaning javobi ikki o'zgaruvchili funksiya bilan
ifodalanmaydi ?

A) To'g'ri to'rtburchak yuzasini topish ;

B) To'g'ri to'rtburchak perimetrini topish;

C) To'g'ri to'rtburchak diagonalini topish ;

D)To'g'ri to'rtburchakning ikkita garama-qarshi
tomonining yig'indisini topish;

E)Barcha masalalaming javoblari ikki o'zgaruvchili
funksiya bilan ifodalanadi.

2. lkki o'zgaruvchili funksiyani ko'rsating.

A) / =ax2+bx +c. B)f =x+— . C)f =y+—.

Yy y
D) f =t2+t+1. E) f =s\n(ax2 +b).
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3. Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiya aniqglanish sohasidagi
bar bir M(x,y) nuqtaga nimani mos qo'yadi ?

A) to'g'ri chizigdagi biror nuqtani.

B) tekislikdagi biror nuqtani.

C) fazodagi biror nuqtani.

D) biror to'plamni. E) biror chizigni.

4 .Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning D{/] aniglanish
sohasini toping:

f(x,y)="9-x2-y 2.
A) Tomoni a=3 va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan
kvadrat.
B) Tomoni a=3 va markazi 0(0,0) nuqgtada joylashgan
muntazam uchburchak.
C) Radiusi R=3 va markazi 0(0,0) nuqgtada joylashgan doira .
D) Radiusi R=3 va markazi 0(0,0) nugtada joylashgan aylana
E) [-3,3] kesmadan iborat soha .
5. Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning giymatlar sohasini
toping:
f(x,y) ="9-x2-y 2.
A) [-3,3]. B) (-3,3). C)[0,3]. D)(0,3). E) [0,9].
6.Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning D{/} aniglanish
sohasini toping:
f(x,y) =yjil6+m +y2.
A) Tomoni s=4 va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan
kvadrat;
B) Tomoni a=4 va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan
muntazam uchburchak;
C) Radiusi R=4 va markazi 0(0,0) nugtada joylashgan doira ;
D) Radiusi R=4 va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan
aylana;
E)R2tekislik.
7.Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning giymatlar sohasini

293



fix,y)=*N\6+x2+y2.
A) [0,4]. B) (0,4). C)[4,+00).
D) (-o04] . E) [0,16] .
8.1kki o'zgaruvchili z= f(x,y) funksiya grafigi qganday
geometrik ob'ektni ifodalaydi?
A) tekislikdagi to'g'ri chiziqgni.
B) tekislikdagi egri chizigni.
C) fazodagi tekislikni.
D) fazodagi sirtni. E) fazodagi jismni.
9. Ta'riftii to'ldiring: Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyaning

sath chizig'i deb — tenglama bilan aniqglanadigan chizigga
aytiladi.

A)/(C,y)=0 . B) f(x,C)=Q . C)/(0,y)=C.

D) /(x,0)=C . E) f(x,y)=C .

10.1kki o'zgaruvchili z=9x2+9y2 funksiyaning sath chiziqlari
nimadan iborat?

A) parabola B) giperbola C) ellips D) aylana

E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq .

11. Ikki o'zgaruvchili z=9x2+16y2 funksiyaning sath chiziqglari

nimadan iborat?

A) parabola B) giperbola C) ellips D) aylana

E) to'g'ri javob keltirilmagan.

12.1kki o'zgaruvchili z=9x216y2 funksiyaning sath chiziglari
nimadan iborat?

A) parabola; B) giperbola; C) ellips; D) aylana;

E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq .

13.Ikki o'zgaruvchili z=9y2x funksiyaning sath chiziqglari
nimadan iborat?

A) parabola B) giperbola C) ellips D) aylana
E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq
14.Tomonlari x , y va z bo'lgan to'g'ri burchakli

parallelopipedga doir qaysi masalaning javobi uch o'zgaruvchili
funksiya bilan ifodalanmaydi ?
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A) to'g'ri burchakli parallelopiped hajmini topish .

B) to'g'ri burchakli parallelopiped yon sirtini topish .

C) to'g'ri burchakli parallelopiped to'la sirtini topish .

D) to'g'ri burchakli parallelopiped diagonalini topish .

E) Barcha masalalarning javoblari uch o'zgaruvchili funksiya
bilan ifodalanadi.

15.Uch o'zgaruvchili f(x,y,z) funksiya aniglanish sohasidagi
har bir M(x,y,z) nuqtaga nimani mos qo'yadi ?

A) to'g'ri chizigdagi biror nugtani .
nuqtani

B) tekislikdagi biror

C) fazodagi biror nuqtani.

D) fazodagi biror chizigni.

E) fazodagi biror sirtni.

16. Uch o'zgaruvchili f(x,y,z) funksiya grafigi
geometrik ob'ektni ifodalaydi?

A) fazodagi chizigni

B) fazodagi tekislikni

C) fazodagi sirtni

ganday

D) fazodagi jismni
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

2. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalaming limiti

1. Biror chekli A soni z=f(x,y) funksiyaning M (x,y)—>Mo(x0,y0)

bo'lgandagi limiti ekanligini tekshirish
amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) ixtiyoriy kichik £50 son tanlanadi.

B) Mo(xo,yo0) nuqtaning r(e) radiusli atrofi Ur(xo,yo) topiladi.

C) ixtiyoriy M(x,y) e LWxo,yo) uchun \f(x,y)-A I<€ shart
tekshiriladi.

uchun quyidagi

D) f{x,y) funksiyaning Mo(xo,yn) nuqtadagi

giymati
o2 VU n

E) keltirilgan barcha amallar bajariladi.
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2. éggf(x,y) =A ekanligini aniqglashda ixtiyoriy kichik £o0

sonida gaysi munosabat bajarilishi tekshiriladi?
A) \f{x,y)~A\=t
B) \f(x,y)-A\+z
C) \f(x,y)-A\>e .
D) F(x,y)-A I<e.
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
3/(xY)=(x2 y2/(x2y2) funksiyaning M(x,y)—>0(0,0) holdagi
limitini toping.
A)O B)!l cn D) limit mavjud emas E) 2

4-AN/I/NF2 y )/ (x2+y2) funksiyaning M(x,y)—=Mo(l,I) holdagi
limitini toping.

A) O B) 1 C - D) limit mavjud emas B 2

5f(x,y)=(x2 y2/(x+y) funksiyaning M(x,y)—=0(0,0) holdagi
limitini toping.

A)O B)!l Ci D) limit mavjud emas E) 2

6./(x,y)=(x2 y2/(x-y) funksiyaning M(x,y)—Mo(l,l) holdagi
limitini toping.

A)O B!l cn D) limit mavjud emas E)2
7. limcos(x2+y2) limitni hisoblang.
y—0
A) O B) 1 C) ~ D) limit mavjud emas E) 2
8. lim sin(x2 +y2) limitni hisoblang.
y->0
A)O Bl con D) limit mavjud emas E) 2

9. Iign cos(x2 +y) limitni hisoblang.

y->7tl3

A) O B) 1 oI
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D) limit mavjud emas . E 2.
10. Quyidagilardan gaysi biri karrali limit bo'ladi?
A) limf(x,y) . B) limf(x,y) . &) IimOf(x,y) .
d *_«0 y_*y
D) lim{lmfxy)} . B lim{limfoy)} .
I-5%0 Y~*¥o X~X° J >¥r°
11. Quyidagilardan gaysi biri takroriy limit bo'ladi?
A) *I_i>r)nof(x,y) . B) *E;nof(x,y) . C) }I/_i*rg*f(x,y) .
Y~*Y0
D) Iim{Iim f(x,y)} . B Iim&lim f(x,y)} .
X-*X,, V- *.>%0)
12. Takroriy Ilm{llm f(x,y)}=Ax va lim{limf(x,y)} =A2
J X-»X0 y-*Vo YrY s

limitlar uchun quyidagi munosabatlardan qaysi biri bajarilishi
mumkin?
A) A\=Ar B) A\*Ai
C)Ai<A2 D) Ai>Ai .
E) keltirilgan barcha munosabatlar bajarilishi mumkin.
13. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun lim{lm /(x_y)} takroriy

limit giymatini toping.
A)O B)1 C-1 D) BE) mavjud emas
14. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun lim{lim/(x,™)} takroriy

limit giymatini toping.

A)0 B) 1 C)-1 D) E) mavjud emas
15. f(x,y)=(x-y)I (x+y) funksiya uchun \mf(x,y) Kkarrali
>0
limitni hisoblang.
A)0 B) 1 C)-1 D) -
E) limit mavjud emas
16. Agar limf(x,y)=A , I|m{I|m f(x,y)}=Ax va
Y->Y0

I|m{I|mf(xy)} =A2 Dbo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri

Y-+Yo x—*x(
doimo o'rinli bo'ladi?
A) A mavjud va chekli bo'lsa, unda A i, A2mavjud va A\*Ar
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B) Ai, Ai mavjud va chekli bo'lsa, unda A mavjud .
C) Ai, Ai mavjud va Ai=Ai bo'lsa, unda A mavjud .
D)A mavjud va cheklibo'lsa, unda A i, Ai mavjud va
Ai=A2=A.

E) A mavjud va chekli bo'lsa, unda A\, A2mavjud va
Ai=A2* A

3. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalaming uzluksizligi

1. z=f(x,y) funksiyaning A/ to'la orttirmasi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?
A) Af=fix+Ax, y+Ay) ~fix,y) B) AM (XY+AY) ~f(x,y)
C) Af=fix+Ax, y) - f(x,y) D) Af=fix, y+Ay) -
f(x+Ax,y+Ay)

E)Af=f(x~AX, y+Ay) - f(x+AX,y+Ay) .

2. z=f(x,y) funksiyaning x bo'yicha 1/ xususiy orttirmasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) AXF=f(x+Ax, y+Ay) -f{x,y) B) Adp/(x, y+Ay) -f{x,y).

C) A*=f{x+Ax, y) -f(x,y) D) Axf=f(x+Ax, y+Ay) -f(x+AXx,y)

E)AX=f{x, y+Ay) -f(x+AX,y).

3. z=f(x,y) funksiyaning y bo'yicha Ayf xususiy orttirma
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Afi=f{x+Ax, y+Ay) -f(x,y) B) Ayl=f(x, y+Ay) ~f(x,y).

C) Ayf=f(x+Ax, y) -f(x,y) D) Ayf=f{x, y+Ay) -f(x+Ax,y+Ay)

E)Af=f{x, y+Ay) -f(x+AX,y).

4. Quyidagilardan qaysi biri z=f(x,y) funksiyaning x
bo'yicha fx/ xususiy orttirmasini ifodalamaydi?

A) AxF=f(x+AX, y+Ay) ~f{x,y+Ay)

B) Mx/=/(x, y) - f(X-AX,y).

C) AX=f(x+Ax, y) ~f{x,y).

D) Ox/=/(x+0x, y+Ay) -f{X, y)

E)Axf=fix, y+Ay) -fix-AXx, y+Ay)

5. Quyidagilardan qaysi biri z=f{x,y) funksiyaning vy
bo'yicha Af xususiy orttirmasini ifodalamaydi?
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A) LI,yH(X'I'Ax AN “‘f{Xy)
B) Aysa(* y+ay)
C) AWM (x+AX’ Y+Y) ~ A x+Ax"Y)
D) byH (x>y) "/ (*' Y*AY) *
)AM (x+AX' y) -/C+0*>r1 p A/
N XY ) =Xe+y? funk5|yan|ng to'la orttirmasini toping.
A) A/=2(0xe+Oy2) B) [/=2(x0x+yAy)+ Ax2+Ay2
C) O/=2(x0y+y0x)+ Ax2+Ay2 D) A/=[y2+2(x+y) Ix+0x2
BE) Af=AX2+Ay2+2 (Ax+Ay)
7. Z=X2Hy2+2Xy funksiyaning x bo'yicha A*z xususiy
orttirmasini toping.
A) AXZ=2(Ax+AY)
B) AXZ=2(xAx+yAy+Ax-Ay).
C) Oxz=2xAx+2yAy+2(xAy+yAx)
D) AXZ=2(X+Y)AX+AX2 .
E) AZ=2x+2y+2 (Ox+Ay).
8. z=x2+y2+2xy funksiyaning y bo'yicha [y xususiy
orttirmasini toping.
A) Dyr=2([ix+0y) B) Ayz=2(xAx+yly+[ix-[ly)
C) Oyr=2xOx+2yfy+2(xAy+yOx) D) Ayz=2(x+y)Ay+Ay2
B) Ayz=2x+2y+2 (Ax+Ay).
9. Qaysi shartda z=/(xy) funksiya Mo(xoyo) nugtada
uzluksiz bo'lmaydi ?
A) Ii*m f(x,y) =f(x0,y0).
V¥

B) lim[/(x,y)-/(x0,y0)]=0.
*.>%0
C) ﬂpgoﬂ,xo +AXx,y0 +1y) =f(x0,y0).
>0
D) Aixr_no A/ =0.

Ty->0
E)keltirilgan barcha shartlarda uzluksiz bo'ladi.
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10.a parametming gqanday giymatida

[x3-y 3
f(X,y): — LR k%
[ a, x=y.
funksiya Mo(l, 1) nugtada uzluksiz bo’ladi ?
A)0 B) 1 C)2 D)3 B -1

11.Quyidagi funksiyalardan qaysi biri 0(0,0) nuqgtada
uzlukli?
A) z=simy B) z=cos(x+y)
C) z=tg(x-y) D) z=ctg(x A)
E) keltirilgan barcha funksiyalar 0(0,0) nugtada uzluksiz .
I.Ta'rifni to'diring: Berilgan z=f(x,y)  funksiya biror D
sohada uzluksiz deyiladi, agar u bu sohaning — nuqtasida
uzluksiz bo'lsa.
A) birorta B) ba'zi bir
C) har bir D) bitta E) ma'lum bir
13.Agar f{x,y) va g(xy) ikki o'zgaruvchili  funksiyalar
Mo(xoyo) nuqgtada uzluksiz bo'lsa, bu nugtada quyidagi
funksiyalardan gaysi biri uzlyksiz bo'lishi shart emas ?

A)Ex.y)+a(x,ij) B)f(x,y)-a(x.y)
Q f(x,y)-a9(x.y) D)f(x,y)7g(x.y).
BE) ko'rsatilgan barcha funksiyalar Mo(xo,yo) nuqtada doimc

uzluksiz bo'ladi.

14.Agar f(x,y) va g(xy) ikki o'zgaruvchili  funksiyalar
Mo(xoyo) nuqtada uzluksiz bo'lsa, qgaysi holda bu nuqgtada
NXY)/8(%Y) funksiya uzlukli bo'lishi mumkin?

A) £(x0y0)>0 . B)g(xo,y0)<0. C)g(xo,yo)=0. D) g(xo0,y0)*0 .

B keltirilgan barcha hollarda g(x,y) funksiya Mo(xo,yc
nuqtada uzluksiz bo'ladi.

15. Agar f(x,y) funksiya Mo(xo)yo) nuqtada uzluksiz va C
ixtiyoriy noldan farqgli o'zgarmas son bo'lsa, quyidagi
funksiyalardan qaysi biri Mo(xo,yo) nuqtada uzlukli bo'lishi
mumkin?
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A) Cf(x,y) B) C+/(xy)

QC-fix,y) D)C/f(xy) B)f(x,y)/C
16. Quyidagi sohalardan qaysi biri yopig emas ?
A)D={(x,y):x2+y2<i}. B) D={(x,y): . <.
a

C)D ={(x,y) : - +_Ib<1} : B)D={(x,y): IxI<llyl<I}.
a
E) keltirilgan barcha sohalar yopiq .

4.Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila va differen-
siallari

1.z=/(xy) funksiyaning x argumenti bo'yicha fx xususiy
hosilasini ta'rif bo'yicha aniglashda quyidagi amallardan qaysi
biri bajarilmaydi?

A) x argumentga [x orttirma beriladi.

B)funksiyaning  Axf=f(x+Ax,y)-f{x,y)  Xxususiy  orttirmasi
hisoblanadi.

C) orttirmalar nisbati Axf/Ax aniglanadi.

D) Ox->0 bo'lganda Axf/Ax nisbat limiti topiladi.

E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2z=/(xy) funksiyaning x argumenti bo'yicha f’ xususiy
hosilasi ganday aniglanadi ?
A) />1jm i+ ’yZXM -/ W

Aar-*0 Ax
C) f' =1lim Ne +AxX'Y +AY)~f(x+ Y)
X  [Ox->0 AX

D) fx=lim  +
,U,x—\fe

Ax
E) /' =Ungx +/xy) +Ax,y) '
X AT0 nn-

3.z=/(xy) funksiyaning y argumenti bo'yicha fy xususiy
hosilasini ta'rif bo'yicha aniglashda quyidagi amallardan qaysi
biri bajarilmaydi?



(%
A)y argumentga Ay orttirma beriladi.
B) funksiyaning Ay=f(x,y+Ay)-f(x,y) xususiy orttirmasi
hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati Af/Ay aniglanadi.
D) Ay—tho'lganda Ayf/Ay nisbat limiti topiladi.
E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.
4, z=f(xy) funksiyaning y argumenti bo'yicha /’
xususiy hosilasi ganday
aniglanadi ?
f(x +AXy +Ay)- 7(x,Y)
Y
, KXY +by)~f(x,y)
o Ay
f{x +axy+ay) - fix,y + 4y
) Ay
fix +Ax,y)-fix,y+b.y)

Ax
n fix,y +Ay) +fix, y)

» Ly
5.z=x2+y3+xy  funksiyaning x bo'yicha fx xususiy
hosilasini toping.

A) fx=2x+3y2+y. B) f'x=2x+yr+x . C)f'x=2x+y.

D) /; =2x +3y2 +x. E) fx=2x+xy.

6.z=x2+y4xy funksiyaning y bo'yicha f'y xususiy hosilasini
toping.

A) /;=2x+3y2+y . B)/;=n2+3y2+y . C) /; =2x+3"2.

D) fy=2x +3y2 +x . E) fx=3y2+x.

7. z-f(x,y) funksiya Mo(xo40) nuqtada differensiallanuvchi

bo'lishi uchun gaysi shart talab etilmaydi ?

A) z=f(x,y) funksiya Mo(xoyo) nuqta va uning biror atrofida
aniglangan.

B) Mo(xoyyo) nuqta va uning biror atrofida f X,f'y xususiy
hosilalar mavjud



C) Mo(xoyo) nugta va uning biror atrofida Xususiy

hosilalar uzluksiz.
D) Mo(xo,yo) nuqta va uning biror atrofida xususiy hosilalar

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
8. Ikki o'zgaruvchili z=f(xy) funksiyaning df to'lig
differensiali formulasini ko'rsating.

B)

D) # -£ * +§ *
dfl-Ldx-Idy.
B t xoyy

9. z=x2+y3+xy funksiyaning d/ to'lig differensialini toping.
A)df =(x2 +x)dx +0>3 +
B) /=(2ic +3y2 +Xefct+(2x +3y2 +y)dy.
C) df=(2x +y)alx +(3y2+ . D) df =2xdx+3y2dy.
BE) df =(3y2 +x)dx +@2x+y)dy .
10.z=y* funksiyaning df to'liq differensialini toping.
A) df =yx(\nydx - —dy). B) df =yx(\nydx-—éy).
y *

C) df =yx(\nydx +;dy)- D) df =yx(\ydx +§dy)-

E) df =yx(\nydy-§dx).

11.z=f(x,y) funksiyaning to'lig differensiali
df=(2x+5y)dx+(3xy-4y)dy bo'lsa, x(-3,2) giymatini toping.

A)-11. B)-26: C)4. D) -6. E)s.

12.z=f{x,y) funksiyaning to'lig differensiali

df=(2x+5y)dx+(3xy-4y)dy bo'lsa, fy(-3,2) qiymatini toping.
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A)-N. B)-26. C)4. D) -6. B 8.

13.Qaysi shartda z=f(x,y) funksiyaning grafigi bo'lgan S
sirtning Po(xo,yo,z0) nugtasida urinma tekislik mavjud bo’ladi ?

A) z=f(x,y) funksiya Mo (xoy0) nuqtada uzluksiz .

B) z=f(x,y) funksiya Mo (xoyo) nuqtada f <(0,yu) Xususiy
hosilaga ega

C) z=f(x,y) funksiya Mo (xoyo) nuqgtada fyix0,y0) Xususiy
hosilaga ega

D) z=f(xy) funksiya fxix0,y0) va fy(xa,yti) Xususiy
hosilalarga ega.

E) z=/(xy) funksiya Mo (xoyo) nugtada differensiallanuvchi.

14. z=f(x,y) funksiya orgali aniglangan S sirtning Po(xo, yo,
f(xo,yo0)) nugtasidagi urinma tekislik tenglamasini yozing.

A) z+f(x0,y0)=f;(x0,ya)(x +x0) +f*x0,y0)(y +y0) .

B) z~/(xOYo) =1 (Y 'Yo)(x +x0)~ fl(x0,y0)(y +y0) .

Q z-f(x0,y0)=f"x0,y0)(x-x0)+f*(x0,y0) (y-yO0) .

2 —f( xo>yo) =fx (xo>yo)(x —" 0) /y(xOYo)(Y —Y0) *

E) r+f(x0,yQ=fxixQyQ(x +x0)~ fy(x0,yQ(y +y0) .

15. z=3x¥+5x-2y+| funksiya ifodalaydigan S sirtning Mo
(3,-1,-9) nuqtasiga o'tkazilgan urinma tekislik tenglamasini
toping.

A) 2x-3y+z=0 B) 2x+4y+z+7=0  C) 13x-25y+z-55=0 .

D) 25x+13y+z-53=0.  E) 3x+y+z+l=0.

16. z=f(x,y) funksiyada argument orttirmalari Ax va Ay
kichik bo'lganda o'rinli bo'ladigan taqribiy tenglik gayerda to'g'ri
yozilgan?

A) f(x +Axy +Ay)» f(x,y) +df.
B) f{x +Ax,y +Ay) ~f(x,y) - df.
C) fix +Ax,y +Ay)*fix,y)-df .
D) fix +Ax,y +Ay)*fix,y)/df .
E) to'g'ri javob keltirilmagan .



t§

5. Ikki o'zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilalari va
to'la differensiali. To'la hosila. Yo'nalish bo'yicha hosila va
gradient

1./(ny)=m2Y murakkab funksiyada u(x,y)=x+2y va
Am(x,1/),N"y)]=4xy bo'lsa, v=v(x,y) funksiyani toping.

A) v(x,y)=xzy.  B) v(x,y)=(x+y)2. C) z>(x,y)=4xy.

D) v(x,y)=(x-y)2. E)to'g'ri javob keltirilmagan .

2.z=f(uv) [u=u(xy) va v=v(x,y)\ murakkab funksiyaning x
argument bo'yicha xususiy hosilasining formulasi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?

A) & JL +dl.
dx du dv

dz du dv

dx dx dx
p. dz_df du+df dv

dx dudx dv dx

dz df du df dv
D) —=—+— +— +—.
dx du dx dv dx

ps dz _df du df dv
dx du dx dv dx
3. Agar z=u2+3uv-v2 murakkab funksiyada u=x3+y3 va

v=x2+y2 bo'lsa, uning x argument bo'yicha xususiy hosilasini
toping.

A) — =302n+V)X2+2(51- 2V)X .

) 5 T3EnEIX2 2 )

B) — =2(2m+v)x +3(5«-2v)x2 ,
dx

C) — =3(2u +3V)X2+2(31- 2V)X .
dx

D) j- =3(2« +V)X2- 2(5M- 2V)X .

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4, z=f(u,v) [u=u(xy) va v=v(x,y)] murakkab funksiyaning y
argument bo'yicha xususiy hosilasining formulasi qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?
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By monpy dvoay
5 Agar z=Hb+3wy-i2 murakkab funksiyada u=x3+y3 M
v=x2+y2 bo'lsa, uning y argument bo'yicha xususiy hosilasini
toping.

A) dy=3(2v| +V)y2 +2(51- 2V)y .

B) . =202u+v)y +3(51- 2v)y2..
dy
C) & =3(2n+3v)y2+2(3n—2v)y .
y

D) N =3« +V)y2- 2(5M- 2V)y .
dy

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
6. z=f{x,y)=f(x,cp{x)) funksiya to'la hosilasining formulasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A —=—+— B) — —- — C) dz dz dz dy
dx dx dx dx dx dx dx~dx dy dx '
D\ —=—+— e\ .
dx dx dy dx dx dy dx'

7. z=x3/+sini/ (y=Inx) funksiyaning to'la hosilasini toping.
A) (/j\X =x2(3y +X) +e’)\(y



8 z=f(x,y) funksiyadan P(xoyo) eD\f] nuqtada I yo'nalish

bo'yicha hosilani hisoblash uchun quyidagi amallardan gaysi biri
bajarilmaydi?

4) 1 yo'nalisgning yo'naltiruvchi kosinuslari cosa va
cos(3=sina topiladi.

B) 1yo'nalisgning normal vektori topiladi.

C) 1 yo'nalish bo'yicha Aiff{xo+Ax,yo+Ay)-f{xo,yo) orttirma
hisoblanadi.

D) 1to'g'ri chizigdagi kesma uzunligi Al =-J(Ax)2 +([y)2

aniqlanadi.

E) Aif/ [l nisbatning J/—0holdagi limiti topiladi.

9. z=f{x,y) funksiyadan P(xo,yo)eD{f] nuqtada OX o'qi bilan
a burchak tashkil etuvchi 1yo'nalish bo'yicha hosilani hisoblash
formulasini ko'rsating.

dl dx dy
@) di{P) df{P) sina +df(P—)si'n|/| .
di dx dy
C) df(P) _ df(P) cosa - ﬂD)-sina .
dl dx ly
/[\)) df(P) —df(P) cosa +97P) gina |
di dx dy

E) to'g'rijavob keltirilmagan .
10.z=f(x,y) funksiyadan P(xoyo) nuqtada a={a\ ar} vektor
yo'nalishi bo'yicha olingan hosilani ko'rsating.
A) dz(P) _dz(P) a,
da dx Jo* 44

B) dz(P) dz(P) a2

da dy +a\
D) _&AH ai _ _dz(P)_i

da ~ dx '"4af +a2 dy '
D) dz(P) dz(P)-n dz(P)j

da dx dy
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11.z =x2+y3 funksiyaning M(2,1) nuqtadagi a={-3, 4} vektor
yo'nalishi bo'yicha olingan hosilasini hisoblang.

A) 5.8 B)-48 C)O0 D)1 E -1

12. z=x2 +y3funksiyaning M(2,I) nugtadagi a={3, 4} vektor
yo'nalishi bo'yicha olingan hosilasini hisoblang.

A) 48. B) -5.8. C)O0. D) 1. B -1.

13.z=f{x,y) funksiyaning P(xo0 ,y0) nuqtadagi gradienti
gradf(P) gaysi formula bilan topiladi ?

A)grad = +
ox oy

B) graa/(p) =SKA = H1C);
ox oy

Cc

) 0X dy

ox oy

E) g
ox  oXx

14.z=f(x,y) funksiyaning P(xo ,y0) nuqgtadagi gradienti
gradf(P) to'g'risidagi quyidagi tasdiglardan qaysi biri noto'g'ri?

A) z=f(xyy) funksiyaning gradienti gradf(P) vektor
kattalikdan iborat.

B) z=f(x,y) funksiyaning gradf(P) yo'nalishi bo'yicha hosilasi
eng katta gqiymatga ega bo'ladi.

C) z=f(xy) funksiyaning gradf(P) yo'nalishi bo'yicha
hosilasining giymati Igrad/TP) I bo'ladi.

D) z=f(x,y) funksiyaning grad/fP) yo'nalishiga
perpendikulyar yo'nalish bo'yicha hosilasi nolga teng

E) z=f(x,y) funksiyaning gradienti ushbu formula bilan
topiladi:



15 -f(X,y)=x2+y2+xy funksiyaning P(1,2) nuqgtadagi
gradientini toping.

A) grad/(P)=4f+5j . B) grad/(P)=5i +4y . C) grad/(P) =9
D) grad/'(/’)=-1 - E) grad/(P)=9i-1] .
16. /yo'nalishning OX koordinata o'qi bilan tashkil etgan a

burchagi kosinusining giymati ganday bo'lganda f{x,y)=x2+y2+xy
funksiyaning P(2,5) nuqtadagi hosilasi eng katta giymatga ega

bo'ladi ?
A)cosa=0. B) cosa=l. C)cosa=Il/2. D)cosa=2/3.
E) cosa=3/5.

6. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning yuqori tartibli
hosila va differensiallari
l.z=f{x,y) funksiyaning x bo'yicha Il tartibli xususiy hosilasi

r
—Y ganday aniglanadi ?
o q y q

A) A1 ="(A4 B) "-="10) c) " =
X2 py X X2 py By AX2  px ny
D) 5)——(—) E) to'g'ri javob keltirilmagan .
aX

z=f{x,y) funksiyaning y bo'yicha Il tartibli xususiy hosilasi

ganday aniqlanadi ?

A C
) dy2 dy dx B dy2 dy dy ) dy2 dx dy
D) () E) to'g'ri javob ko'rsatilmagan .
r
2. z=f(x,y) funksiyaning Il tartibli f y =-j—- aralash hosilasi

ganday aniglanadi ?

D) /' =—F» E)to'g'rijavob ko'rsatilmagan .
N odx odx

309



(%
3.z=x3cosy funksiyaning x bo'yicha Il tartibli fa xususiy

hosilasi hisoblansin.
A) -6*siny B) 6xsiny C) -6xcosy D)6xcosy E) 6x

4. z=x3cosy funksiyaning y bo'yicha Il tartibli Xususiy
hosilasi hisoblansin.
A) x3siny B) -3x2siny C) -x3siny
D)-6xsiny E) -x3cosy.

5.2=n3cosy funksiyaning Il tartibli /;, aralash hosilasi
hisoblansin.

A) -3x2siny. B) 32siny. C) 6xcosy. D)-6xsiny.

E) -3x2cosy.

6. z =x3cosy funksiyaning Il tartibli f X aralash hosilasi
hisoblansin.

A) -3x2siny B) 3x2siny

C) 6xcosy D)-6xsiny E) -3x2cosy

7.Aralash hosilalar haqgidagi teoremada qaysi tasdiq
ifodalanadi ?

A) =
gy axo oy oxay  ayox oy ayax

D) )iV .iV
Xy Aymx Xy aymx

8-z=f(x,y) funksiyaning IlI tartibli hosilalari mavjud bo'lsa,
ularning soni nechta bo'ladi?

A)3 B) 6 C)8 D)9 E) 12

9.z=3xy22yXinx funksiyaning x argument bo'yicha Il
tartibli xususiy hosilasini toping.

A) 18y2+2y3c0sx B) ISxyMy~sxnx  C) ley”icosx

D) 1Bxy2-2y3cosx E) 18y2+2xy3cosx

10.z=3x3y22yXBinx funksiyaning y argument bo'yicha Il
tartibli xususiy hosilasini toping.

A) 6x3+12ycosx B) 6x312ycosx

C)-12cosx D) 6xy212cosx E)-12sinx
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11. z=3x3y2-2y3inx funksiyaning [l tartibli f'yx aralash
hosilasini toping.
A) 6X3+H2ycosx B) 6xy-12ycosx
C) 24xy-6yXosx D) 6xy-12xXinx E) 24xy+12ycosx.
12. Agar z=f(x,y) funksiyaning IV tartibli differensiali d¥
maviud bo'lsa, undagi di;f aralash hosila oldidagi koeffitsient
k xdy
giymati nimaga teng ?
A) 2 B) 4 C)e D)s E) 10
13. Agar z=f(x,y) funksiyaning IV tartibli differensiali d4
r
maviud bo'lsa, undagi o~ aralash hosila oldidagi koeffitsient
xdy
giymati nimaga teng ?
A) 2 B) 4 C)6 D)s E) 10
14. Uch o'zgaruvchili w=x32+ysinx+zcosx funksiyaning*
argument bo'yicha 1l tartibli xususiy hosilasining M(0,-2,3)
nuqtadagi gqiymatini hisoblang.
Al B)O C)-I D) -2 E)-3
15. Uch o'zgaruvchili w=x3yz+ysinx+zcosx funksiyaningy
argument bo'yicha Il tartibli xususiy hosilasining M(l,-2,3)
nuqtadagi giymatini hisoblang.
A)-1 B)O C)3 D) 6 E)s

7. 1kki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremum/ari

1.Ta'rifni  to'ldiring:z=f(x,y)=f(M) funksiya anigqlanish
sohasidagi ichki Mo(xo,yo ) nuqtada lokal maksimumga ega
deyiladi, agar shu nugtaning biror atrofidagi = uchun/(Mo)>/(M)
shart bajarilsa.

A) bitta M(x,y) nugta B) ayrim M(x,y) nuqtadalar .

C) barcha M(x,y) nugtadalar D) birorta M(x,y) nugta

E) To'g'ri javob keltirilmagan .

2. Ta'rifni  to'ldiring:z=f(x,y)=f(M) funksiya aniglanish
sohasidagi ichki  Mo(xoyo ) nuqtada lokal minimumga ega
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deyiladi, agar shu nuqtaning biror atrofidagi - uchun/(Mo)</(L,
shart bajarilsa.

A) bitta M(x,y) nugta B) ayrim M(x,y) nuqtadalar

C) barcha M(x,y) nuqtadalar D) birorta M(x,y) nuqgta

E) To'g'ri javob keltirilmagan .

3.1kki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumi
nimadan iborat ?

A) fagat lokal maksimumlardan

B) fagat lokal minimumlardan .

C) lokal maksimum yoki lokal minimumlardan .

D) lokal maksimum va lokal minimumlardan .

E) lokal maksimumlarning eng kattasi va lokal mini-
mumlaming eng kichigidan.

4. Berilgan z=/(xy) funksiya aniglanish sohasidagi ichki
Mo(xo,yo) nuqgtada lokal maksimumga ega bo'lishi uchun uning
biror atrofida Af(xoyo) to'la orttirma qanday shartni
ganoatlahtirishi kerak ?

A) AM/(xoyo)=0. B)A/(xoy0)<0. C)A/(x0y0)>0.
D) A/(xoyoy0.  E)to'g'rijavob keltirilmagan .
5.Berilgan z=/(xy) funksiya aniglanish sohasidagi ichki
Mo(xo,yo) nuqtada lokal minimumga ega bo'lishi uchun uning
biror atrofida A/(xoyo) to'la orttirma ganday shartni
ganoatlahtirishi kerak ?
A) A/(xoy0)=0. B)A/(xoyo)0. C) O/(xoy0)>0.
D) //(xoyoy0. E)to'g'rijavob keltirilmagan .
6.Berilgan z=/(xy) funksiya aniglanish sohasidagi ichki
Mo(xo,yo) nuqtada lokal ekstremumga ega bo'Imasligi uchun
L/(xoyo0) to'la orttirma ganday shartni qanoatlahtirishi kerak ?

A) Mo(xoyo) nugtaning biror atrofida [/(xoyo) ishorasi
o0'zgarmas.

B) Mo(xn.vd) mint~nina biror atrofidr*. Af(rr. /7K

C) Mo(xoyo) nuqtaning biror atrofida A/(xoy0)>0 .

D) Mo(xo,yo) nugtaning har gqanday atrofida J/(xoyo) ishorasi
0'zgaruvchi.
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E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7.Fertna teoremasitii yakunlang:z=f(x,y) funksiya aniglanish
sohasidagi ichki Mo(xo,yo) nugtada lokal ekstremumga ega va bu
nuqtada uning xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda - nolga
teng bo'ladi.

A) xususiy hosilalardan bittasi

B) xususiy hosilalaming ikkalasi ham

C) xususiy hosilalardan kamida bittasi

D) xususiy hosilalardan birortasi

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

8. Agar differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya Mo(xo,y0)
nugtada lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda quyidagi
tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas ?

A )~ =0 d/(MO) =0 B) qﬁ(M@"FFMW@ =0
dx 7 dy dx dy
2 2
o TAf(MOR’  \af(Mo) ™ _ by dMa) [dMg)
dx dy _ ax Ay

E) Barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.
9. Agar differensiallanuvchi z=f{x,y) funksiya Mo(xo,y0)
nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda quyidagi
tasdiglardan qgaysi biri o'rinli emas ?

A)M =0  B) df=d O¢'y°)dx+d" X0y -dy =0
) " ) ¢y°) Gyn-dy

g df(x0,y0)
dy D) dx dy
E) barcha tasdiglar o'rinli.
10. Differensiallanuvchi z=(x#) funksiyaning kritik

nugtalari gaysi shartdan topiladi ?
A)bx =o B)%y=0 “ %x_ﬁy_o

D) § B ax av

n.z=(x-1)2+y+2)2+ funksiyaning Mo(xo,y0) kritik
nugtasini toping.

A) Mo(2)]) B) Mo(l,2)
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C) Mo(1,-2) D) Mo(-1,2) E) Mo(0,0)

12. Differensiallanuvchi  z=f(x,y)  funksiyani  Mo(xo,y0
nugtada ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartini
ko'rsating.

A) /N*o00'0) =° B) /y(X0'Y0) ="

£)/x(x0,Y0)=0"/y(x0’Yo) ="° D) /x(x<»Y0')-/y(xOYo0) =0

E) N(*0'Y0) +/y(x0'Y0)=° m

13.Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xoyo)
kritik nugta va [O=f 'x(Ma)wJ,(W0)- [/’,(MO)]2 bo'lsin. Bu holda
ekstremum mavjudligining yetarli sharti qayerda to'g'i
ko'rsatilgan ?

A) A<0 B)4>0 o) a=0 D) A0 B A0

14. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xoyo)
kritik nugta va A=/"(Mo), C=f'*Mo), B=fxy(M0), A=AC-B2
bo'lsin. Qaysi shartda bu funksiya Mo(xo,yo) Kkritik nuqtada
minimumga ega bo’ladi ?

A) A<0, A<0 B) 0<0, A>0 C) A>0; A<0 .

D) A>0, A>0 E) O*0, A*0 .

15.Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,y0)
kritik nugta va A=f"x(Mn), C=fyy(M0), B=f,(M0), A=AC-B2
bo'lsin. Qaysi shartda bu funksiya Mo(xoyo) kritik nuqgtada
maksimumga ega bo'ladi ?

A) <0, A<0 B) O<0, A>0
C) 0>0; A<0 D) 0>0, A>0 E) 4*0, A*0 .

16. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,yo)
kritik nuqgta va A=fxx(M0)-fA(M0)-[fZy(M0)]2 bo'lsin. Qaysi
shartda funksiya bu kritik nugtada ekstremumga ega bo'lmaydi ?

AL B)O>0 OA=0 D) A% B [0
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Matematika shunday tilki-

barcha aniq fanlar shu tilda gapiradi.
Lobachevskiy

X1-BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

§ 11.1 Differensial tenglama hagida tushunchalar

§ 11.2. Bir jinsli va birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar

§11.3.To'ligdifferensialtenglama.Tartibini pasaytirish
mumkin bo'lgan yuqori tartibli differensial tenglamalar.

§ 114 O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar

§ 115, O'zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial
tenglamalar sistemasi

§ 11.6. Bessel tenglamasi.

811.1 Differensial tenglama haqida tushunchalar

Differensial tenglamaga olib keluvchi masala.

Masala :Massasi m bo'lgan jism biror balandlikdan tashlab
yuborilgan. Agar jismga og'irlik kuchidan tashgari havoning
tezlikka proportsional bo'lgan (proportsionallik koeffitsienti k)
garshilik kuchi ta'sir etsa, bu jismning tushish tezligi v gqanday
gonun bilan o'zgarishini bilish, ya'ni v=v(t) munosobatni topish
talab etiladi.

Yechimi. Nyutonning ikkinchi gonuniga muvofiq

m—dV-F,
dt

bundaa harakatdagi jismning tezlanishi, F esa jismga

harakat yo'nalishida ta'sir etuvchi kuch bo'lib, u og'irlik kuchi va

havoning garshilik kuchidan tashkil topadi. Demak,

av _
m—=myv-Kv
dt 5

Biz noma'lum v funksiya bilan uning A hosilasi orasidagi

bog'lanishni ifodalovchi tenglamani topdik. Uning yechimi
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bo'lishinitekshiribko'rishmumkin.
1. n- tartibli oddiy differensial tenglama deb
F(x,y,y'y'-y()=0 (111)

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Agar noma'lum funksiya
bitta o'zgaruvchiga bog'liq bo'lsa, bunday differensial tenglama
oddiy differensial tenglama deyiladi. Agar noma'lum funksiya
ikki yoki undan ortiq o'zgaruvchilarga bog'lig bo'lsa, bunday
differensial tenglama xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi.

2.Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb
tenglamaga go'yganda uni ayniyatga aytiladigan har ganday
differensiallanuvchi y=<g® funksiyaga aytiladi. Shu funksiyani
aniglovchi  y=tp® yoki f{xy)=0 funksiya differensial
tenglamaning integrali deyiladi. Har bir integral xOy tekisligida
differensial tenglamaning integral chizig'i deb ataluvchi egri
chizigni aniglaydi.

1-misol. Birinchi tartibli

tenglama uchun vy =< funksiyalar umumiy yechim bo'ladi,

ulaming grafiklari esa integral chiziglar deb aytiladi. Umumiy
yechimda C=1 deb olib y =- xususiy yechimni hosil gilamiz.

3 Agar x,y va n ta ixtiyoriy cl,c2,..c, 0'zgarmaslarni o'z
ichiga olgan
d(x,y,c,,c2,....c") =0 (11.2)
tenglamadagi ixtiyoriy o'zgarmaslarga har xil giymatlar
berganda (11.1) tenglama yechimlarining mavjudlik va yagonalik
sohasidan o'tuvchi hamma integral chiziglar va fagat o'sha
chiziglargina hosil bo'lsa, (11.2) tenglama (11.1) differensial



tenglamaning o'sha sohadagi umumiy integrali deyiladi. IxtiyorJy
0'zgarmaslarga aniq giymatlar berib, umumiy integraldan hosil
gilingan integral xususiy integral deyiladi.

Umumiy integral (11.2) ni n marta x bo'yicha differensiallab,
hosil bo'lgan n ta tenglamadan va (11.2) tenglamadan n ta
ixtiyoriy o'zgarmasni yo'qotsak, berilgan (11.1) differensial
tenglamaga ega bo'lamiz. Differensial tenglamaning tartibi deb
noma'lum funksiyaning bu tenglamaga kiruvchi hosilalarning
eng yuqori tartibiga aytiladi.

4. Ushbu f(x,y,y)=0 tenglama umumiy ko'rinishdagi
birinchi tartibli differensial tenglama deb ataladi. Agar uni / ga
nisbatan yechish mumkin bo'lsa, bu quyidagicha yoziladi,

y' =f(x.y) (11.3)

Hosilaga nisbatan yozilgan bu shakldan differensiallar
ishtirok etgan

dy-f(x,y)dx =Oyoki M(x,y)dx +N(x,y)dy =0 (11-4)
shaklga yozish mumkin.

5.y =<p(x¢ umumiy yechim c=co giymati uchun olingan
y =<pixd) yechim xususiy yechim deyiladi.

y'=f(x,y) tenglamaning y*0)=Yo boshlang'ich shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasi Koshi
masalasi deyiladi.

6. M(X)dx +N(y)dy =0 ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari
ajralgan tenglama deyiladi.

2-misol. Tenglamani yeching.

(I+x)ydx+{l-y)dy=0

Yechim: O'zgaruvchilarni ajratamiz.:
(1 +x)ydx | (- y)xdy
Xy Xy

L+x)dx [(L-y)dy Q
jc y
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JI—HIW+) —1 dy, Ajg+x+IMA-y +c,
Y

In\xy\y+x— y =C.
7. M, 0N\ +M20)ONL (W)dy =0, (N,(y)*0 va M,(x)x0)  (11.5)
ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama
deyiladi. (11.5) tenglamani M2x)N,y) ko'paytmaga bo'lib

M,() Aty — N
Y = =

tenglamani hosil gilamiz. (11.13) tenglamaning umumiy

integrali
iMM 4 (J"% =c
J v)

dan iborat bo'ladi.

Quyidagi funksiyalar berilgan differensial tenglamalarning
umumiy integrallari bo'ladimi?

11.1.9) y=cles+c®2*;y’-by' +2y =0

B)X1-xy +yl=c2 (x-2y)y'=2x-y

11.2.11) y3- cx3+3xy=0; y3- (xy2+x2)y' +2xy =0

B) X¢p +y2 =cy;xy'-y =y3

11.3. y2-2 =ce"x 2x%y"+y2=2

11.4. y =c Inx-x2/4+c2x{y" +|)+y"' =0

Berilgan s kattalikning ganday qiymatlarida funksiya
differensial tenglamani yechimi bo'ladi?

11.5. x=cy2-y°, y2~2xy+3)y'=0 11.6. x=ax*+c/x2, y'+2yIx =x3

Quyidagi berilgan egri chiziglar oilasining differensial
tenglamasini tuzing.

11.7. y =cex  11.8. x2+cy2=2y 11.9. cy =sinex

11.10. yr=c,(x+c2)2

[I.11.O'rniga go'yish yo'li bilan y =cx3 funksiya 3y-xy' =o
tenglamaning yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu 1) 2) (i;i);

3) nuqtalardan o'tuvchi integral chiziglar yasalsin.
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11.12. O'rniga qo'yish yo'li bilan 1) / +4>=0 va 2)
~* gy =0 differensial  tenglamalar mos ravishda 1)
y =C,C0S2x +C2sin2x va 2) y=C, +cXkix+clex umumiy
integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

11.13. c- 0, £1;+2 bo'lganda y =cx2 parabolalar yasalsin va
shu parabolalar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

11.14. 1) x2+y2=2cx aylanalar, 2) y=x2+2cx parabolalar
oilasining tasviri yasalsin va ularning differensial tenglamalari
tuzilsin.

O'zgaruvchilari ajraladigan 1-tartibli differensial
tenglamalaming umumiy yechimini toping.

WAD. (ix-\)dy +y2dx=0 11.16. 3xux+2"A-x1dy =4

11.17. X/ +2y =2y 11.18. e-2(y2-\)dy-dx =0

11.19. x(y*-l)=2y’ 11.20. e“>tk+dy=0

1121, y =(x+yy

11.22. (2x+3y-\)dx + {Ax+ 6y-S)dy = Q\
11.23. @) / H=\V*+y+16) y' ="x+2y-\
11.24. y'e'x = x -1

Quyidagi differensial tenglamalarda :

1) umumiy integral topilsin; 2) bir necha integral chiziglar

chizilsin; 3) yx,,2 =4 boshlang'ich shart bo'yicha xususiy integral
topilsin.

11.25. xy'-y =0 11.26. xy'+y =0

11.27. yy'+x=0 11.28. y'=y

Quyidagi tenglamalaming umumiy integrallari topilsin.
11.29. x' +y =0 11.30. x+xy +y'(y +xy)=0
11.31. tpr +(r-a)d<p =0 11.32. 2stxs =(1 +t2)ck

Quyidagi tenglamalaming umumiy integrallari va berilgan
boshlang'ich shartlar bo'yicha xususiy integrallari topilsin:

11.33. 2y'4x =y,x=4 bo'lganda y =1.

11.34.y" =(2y Hogk, x— bo'lganda y=i.

11.35. x" +y2=0, x=4 bo’lganda ~=1.
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11.36. 1) y{x2-4)=2xy;
2) y'+ytgx =0 tenglamalardan har birining 1) (0;l)
2) 79, 3) 4) (0;-i) nuqtalardan o'tuvchi integral

chiziglar yasalsin.
Differensial tenglamalami yeching.
11.37.3.) xy'+y =y 2y(\)=0,5 b) Ix2yy'+y2=2
11.38. n]y2+1dx =xydy 11.39. yy' =-2xSecy
11.40. sevg)Tdix+(1-e*)sec2>s1fy=0 11.41. Yncosydx +xtgydv =0
Berilgan boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi differensial
tenglamani yeching.
11.42. (+x2ydx-(y2—hr3v=0;, j>(I)=I
11.43. (Ixy +HIx\v'-y =G, j=>())=I
11.44. x2(2yy*-\)=I- y()=0
11.45. ydx +ctgxdx =0; =1

Berilgan differensial tenglamalaming umumiy yechimini
toping.

11.46.f)) yx2dy - Inxdx =0 B) (xy 2+ Xx)dx + (y - x2y)dy =0

11.47. xyy'=\-x2 11.48..))/=-!—y’\ 11.49. y'tgx-y =a

11.50. y JE Z ..

8 11.2. Birjinsli va birinchi tartibli chiziqli differensial
tenglamalar

Agar f(x,y) funksiyada x va y o'zgaruvchilarni mos

ravishda tx va ty ga almashtirilganda (bu yerda t - ixtiyoriy

parametr) f(xtyt)=t"f(x,y) shart bajarilsa, f(x,y) funksiya n

o'lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi. f(x,y)=Jx2+y2 funksiya bir

o'lchovli bir jinsli funksiyadir, chunki

f(tx,ty) =,tx2+ty 2 = tjx 2+y2 =tf(x,y) .Ushbu f(x,y)=?-_3- funk-
X+y

siya nol o'lchovli bir jinsli funksiya, chunki {txty)=f(x,y)ycki
f{tx,ty)=t°f(x,y). f(tx,iy)=f(x,y) shartga bo'ysunadigan nol o'lchovli



bir jinsli funksiyani f(x,y)=v~j ko'rinishda yozish mumkin.

(L4 4) ko'rinishdagi tenglama MvaN funksiyalar x va y ning bir
xil o'lchovli bir jinsli funksiyalari bo'lganda, bir jinsli tenglama
deyiladi. Bu tenglamani N = ko'rinishga keltirib, ? =z yoki

v=2zx almashtirish bilan yechiladi. Hagigat y =zx almashtirish

bajarilsa, ~ =x~ +2\x~+z=f(z), yoki ba'zi bir almashtirishlar
bajarilgandan so'ng —=—Xko'rinishdagi tenglamaga kelamiz.
Oxirgi tenglamani integrallab «.=] —+c¢ integralni olamiz.

Differensial tenglama ko'rinishda v'=ii “'x+&>/<+4 | bo'lsa,
{a2x+by +c2J

bir jinsli tenglamaga olib kelish uchun ax+by+c,=0 yoki
aXx+bzy +c2=0 to'g'ri chiziglarni kesishish nuqtasiga koordinata
boshi olib kelinadi. Agar to'g'ri chiziglar kesishmasa, ya'ni
a™x+by+c, va ax+by +c2 bir-biriga proporsional bo'lsa, u holda
r=a,x+by almashtirish bajariladi.

3-misol. Tenglamani yeching.
y Xty

Yechim. f(x,y)=""r f(Xx,Xy)=/n+
X KX

X

Berilgan tenglama bir jinsli ekan. Umumiy yechimini

y=tx, y ‘= t+xt'
ko'rinishda gidiramiz:
f+xr=££", Xt'-1+H, *=+
X dx X
dt =— \dt=f—, t=In\x] +C,
X X

y=t x=( Il\] +C) x.
8.Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama. Noma'lum
funksiya y ham uning hosilasi v ham faqgat birinchi darajada



w

gatnashgan differensial tenglama birinchi tartibli chizigli
differensial tenglama deyiladi. Uning umumiy ko'rinishi
quyidagicha bo’ladi.
/ +H(x)y =g(x) i
bu yerda f\x) va g(x) funksiyalar x ning uzluksiz
funksiyalar. Agar o-=0 bo'lsa, (11.7) differensial tenglama bir
jinsli, aks holda bir jinsli bo'Imagan differensial tenglama
deyiladi. Bu (11.7) tenglamaning yechimi y=f{x) ni y=u3
ko'rinishda izlanadi. Bu yerda n=u(x) va 9 =9(x) bo'ladi, ya'ni
vVi=u'9+9u (11.8)
(11.8) ni (11.7) ga qo'ysak, u'9 +9'u +f(x)uff =g(x) yoki

9 +u[~ +{x)9] =g(*)

n yoki 9 funksiyalarning birini ixtiyoriy tanlash
mumkinligi hisobiga, 9 funksiyani
/a\x+/(49 =0 (11.9)

ko'rinishda olish mumkin. U holda
=g’X) (11-10)

ham o'rinli bo'ladi. (11.9) tenglamani quyidagi ko'rinishda
yozish mumkin

' —/to*,

bundan j ~ -=-j f(x)dx, Injp]=-j f(x)dx va 5=€e"/()A

9 funksiyani bunday tanlab olganimizda (11.10) tengl:
ushbu ko'rinishga ega bo'ladi:
e-If . =g(x) (11.11)
(11.11) ni integrallab, u=j[g(xyiiy*}/x+c va nihoyat
y =e- f Jg(x)edf{x)JI\x +C} (1112)

Oxirgi  (11.12) funksiya (11.7) chizigli differensial
tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
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4-misol.Tenglamani yeching.
/ — — V=(r+1)3
x+1'

Yechim. Umumiyyechimnii/=w 2 ko'rinishdagidiramiz.
y=u-v va y'=uv+w' hosilaning ifodalarini dastlabki
tenglamaga qo'ysak, u

u'v+u(v'-——sz_r1 v)=(x+1)3 (1)

ko'rinishga keladi.
v ni aniglash uchun

tenglamani yechamiz :
dv_ 2dx rdv_ r dx
v X+l v X+1
Invl =2Inf.r+1] v =(r+1)2
Berilgan v funksiyaning giymatini (1) tenglamaga qo'yib u
funksiyani aniglaymiz:
U\X+D2.=xXx+1)3 ,u'=x+\

du=(x +\)ax , JoM=Jv+Vdx . u=" " +C

Endi dastlabki tenglamaning umumiy yechimini yozishimiz
mumkin:

:(* +!)- 4 X+2Y)ZI+C

9.Bernulli tenglamasi. y'+py =@y (11-13) chizigli tenglamaga
o'xshash y=L9 almashtirish bilan yoki ixtiyoriy o'zgarmasni
variatsiya qilish bilan yechiladi. Bernulli tenglamasi z=y1
almashtirsh natijasida chizigli tenglamaga keltiriladi, ya'ni

’ o KXN~ Tetgmm e -n)y dx  dx  1- anx+

(U.13) tenglama »=oda chizigli tenglamaga keladi, n=1da esa
0 zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keladi.

p(-v)-=y(v).



L -

524

5-misol.Ushbu

>*=sinx
tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechimi: v' =] sintfo+C, =- casjc+1+C,

o}
A r

y =-f (cosx-l)dx +j c,dx+c2 , e=-sinx +xc,+c2.
0 0

Quyidagi bir jinsli differensial tenglamalaming umumiy
yechimi topilsin.

1151 flV =A% 9y XX.2 11,82, /=x+V
YA, X X -y
11.53. xdy-ydx =ydy 11.54. v'=_ 2x}
X - y-
11.55. y - —+— 11.56. Xy'—v =Jx2+ W2
y X k
11.57. y2+xy" =xyy' 11.58. y'=e" —
11.59. xy' —yin~ 11.60. (3y2+3xy +x2)dx =(xJ +2xy)dy
11.61. Yy 2+Xxy"' =xyy' 11.62. Xy'=y-xey“
11.63. xj’sinx—+x =xysin— 11.64 yv' =2y-x
11.65. a) yax+(x2-xy)d\ =0b)x2+yr-2xyy'=0 11.66. —=--j

11.67.3a) V=2+0Z -—= 11.68. y =£+277|
) X 'ng))>/<l X Y 2;1-2Z

11.69. y =AX_T_3 1170 ¥ -?3(.-')2@?//--77

Berilgan boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi
differensial tenglamalaming xususiy yechimini toping
11.71. a) xy'-y =xtgx—, y(I)=;B)(xy'- y)arctg; =x, y(1)=0
11.72. (y2+3x2)iy +Ixydx =0, y(0)=1

11.73. @) 2x-4y-] y':illj_z’\x;XZ{;yO):-l

11.74. (jr -3y 2\jx+2xydy =0; y(2)=1



o

ni
Quyidagi chiziqgli differensial tenglamalarning yechimi

topilsin.

11.75. y'+2y =4x 11.76 y +2xy=xe '
11.77. 7 + ~ y=1 11.78. (+x: V- Xy =( +A2)"
11.79. y’+y =cosi 11.80. y' +ay =¢™
11.81. 2ydx +(y2-6x)dy =0 11.82. y'-ysinx =sin.vcosx
11.83. y'- 2xy =3x2- 2a4 11.84. y' +ycosjr =e~"

3 a2cosa
11.85. y'+y<g*:m,c 11.86. v - yetgx =2x--2 S
11.87. ydx- (x+y2sin_vdy - 0 I1.88. Xy'-y = X2cosT
11.89. y' +2xy =xe~' 11.90. y'cosx +y =I-sin a

Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin
11.91. y'+-y =4, y()=0 11.92. (+x2)y +y =arclgx
X X
11.93. yVI-x2+y =arcsinx, y(0)=0 11.94. y'-—-é-im:costln(g-2
11.95.1»"— — =x\nx, v(e)=e2/2
X\nx

11.96. y'sinx-ycosx =1 y(k12)=0
11.97. y+3fA=sinca, y(0)=1/3 11.98. 1y +2y =x
11.99. y' +2xy =2xe" 11.100. Vv'+2av=2xe

Bernulli tenglamalarini yeching

11.101. a) y-2xy =2xy2, MO)=I B) y' =y Jcosx+y/gx
111023) yl“éé:g B) AV2y =A'+ 1

11103,y +— =200ve 11.104, v'+ﬁf:£8’.7\,
11.105. y" +y =e' 2y 11.106. V+xy=xy

11.107. V=4~ Z. v(-h=1  11-108. 3yxydy'=(x +)). y(i)=—t
Xx- X
11.109. # +Z=-w2

X A

11.110. a) y'=—y +xyfy b) 2av&- i2+x=0



[

§ 11.3 To'lig differensial tenglama. Tartibini pasaytirish

mumKkin bo‘lgan yuqori tartibli differensial tenglamalar

Agar M(xy)dx +N(x, v)dy =0 differensial tenglamada

dM  dN /n
(1.13)

bo'lsa, bu tenglama du=0 ko'rinishga va uning umumiy
integrali n=c bo'ladi.

Agar (11.13) shart bajarilmasa, ya'ni & bo'lsa, u holda

ba'zi bir shartlar bajarilganda shunday //(*Vv) funksiya topish
mumkinki, jum(*y)dx+uN{xy)dy=du bo'ladi. Bu v(x,y) funksiya
integrallovchi ko'paytuvchi deyiladi.
Quyidagi hollarda integrrallovchi ko'paytuvchini topish
oson
cM _dN

1) 1y 1'm=gx) bo'lganda \nii=\fo)dx bo'ladi.

2) —M’\- =Mx) bo'lganda \n’\=j¢§<)ox bo'ladi.

10. Tartibini pasaytirish mumkin bo'lgan yuqori tar
differensial tenglamalar. ym=f(x) ko'rinishdagi tenglama o'ng
tomonini ketma-ket n marta integrallab yechiladi. Har bir
integrallashda bitta ixtiyoriy o'zgarmas hosil bo'ladi, oxirgi
natijada n ta ixtiyoriy o'zgarmas ishtirok etadi.

y=J f(x)dx +cr*l4gn'~2.. +c,,.

y oshkor ishtirok etmagan F(x,y'y")=0 tenglama
V=p, y'=Y almashtirish bilan Fxp,”j =0 ko'rinishga Kkeltiriladi.
X oshkor etmagan F(x,y'y)=0 tenglama y =p, y'="y=p
almashtirish bilan F*y,p,p,/*~j=0 ko'rinishga keltiriladi.

6-misol. Ushbu _

J
3y"=y 3
tenglamaning umumiy integralini toping.
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vechim. P ruy ning funksiyasi ekanini bilgan holda y -p
jeb olamiz. Bu holda y"=p' p bo'ladi va biz yordamchi p funksiya
uchun birinchi tartibli tenglama hosil gilamiz:

5

3pp->""
Bu tenglamani integrallaymiz:
2
p2=Civ 3 p=%-\|c,-y3
Ammoy-p , demak, y ni aniglash uchun
R DR L
-V1 t]lc,y3-1
tenglamani hosil gilamiz, bundan
N y3dy
X+C*=#lJ=T =
icy -1
I'<:eying integralni hisoblash uzchun
cy-\=r
almashtirish bajaramiz. Bu holda
yizrend—' dy=sevd: -t
c} C;
Demak
|
—+t
u3

Cty3- I

=~icy -1 (Ciy3+2)
C,
Oxirgi natijadan

X+C2= = ;‘ Cw'-1KC,v3+2)
C

ekanini topamiz.



Quyidagi to'liq differensialli differensial tenglamalar
yechilsin:

11.111. a) (2n-'-ny2)(b(+(2,y! —Xy:)dy:0

b) ~-L \Ix+~Ldy=0

11.112. 3x'¢'dx +(nV -lrfv =0
11.113. e~'dx +(I - xe™ A =0
11.114. 2ncos2ydx +(2n- n2sin2v\ty =0
11.115. 2vcos: ydx +(2n- n2sin2y\iy =0
11.116. (3n2+6ny2)dx +(6n2y +4n3y=0
11.117.(n +y)dx +(n+2y)dy =0

11.118. (n2+y2+2x)dx+2xydy =0

11.119. (7 -3ny2+2]ix- 3 - y2dy =0 11.120. xdx-+ydy =/ ~ ydx

n5+§/2
Quyidagi differensial tenglamalaming integrallovchi

ko'paytuvchilarini topilsin va.tenglamalar yechilsin:

11.121. a) (y +Inx)dx - xdy =0 b) (n2- sin2v)dx +xsin 2ydy =0

11.122. (x2- 3y 2]dx+2xydy =0

11.123. (ysiny +vcos v)dx + (ycosy —vsiny)dy =0

11.124. cosxdy +(sinn+e' =0

11.125. (n2- y)dx +xdy =0

11.126. 2xtgydx +(x2-2siny)tfy =0

11.127. (e2‘- y2dx +ydy =0

11.128. (I +3n2sin v)dx - xctgydy =0

11.129. y 2x +(yx —dy =0

11.130. (sinx +¢y)dx +cosxdy =0

Quyidagi tenglamalar yechilsin.

11.131.a) y’ =yttgx B)y* =— boshlang'ich shartlar n=1

bo'lganda y =2,y'=i,y' =i

11.132. y"=4cos2n boshlang'ich shartlar n=o0 bo'lganda
y =0y o

11.133. y' =—1]- 11.134. y*=i 11.135., w. o
b :

1+ 2v



1%

11136. y'=\-yT 11.137. n/+/=0 11.138. v/ =v:
11.139- yy'+y'2-0 11.140. (+.r)y +y'3+i =0
11.141. y(\+y'2)=ay'

11.142. x3 +xv =l 1.143. yy'=yy' +y*2

11.144. yy'y\\+y)=0

11 145. / :-y— 11.146. x'y’ +xy* =l

11.147. y'+y tgx=sin2x
11.148. y'+2y(y'y =0 11.149. y'xinx=y" 11.150. y'tgy =2(v)-
11.151.7 =- v 11.152. xy'+v' =0 11.153. xy":y'lni)2

11.154. yy"-yd\ty')=b 11.155. / =2(y" \dx

811.4 O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chiziqli
differensial tenglamalar

II.O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar. Ushbu
Y +pv'+ay =r(x) (11-14)
ko'rinishdagi tenglama (p=const, g=tonst) ikkinchi tartibli
chizigli differensial tenglama deyiladi. Bu yerda r) berilgan
funksiya. Agar i{v)=o bo'lsa, (11.14) bir jinsli Am*o bo'lsa, bir
jinsli bo'Imagan tenglama differensial tenglama deyiladi.
Bir jinsli ikkinchi tartibli differensial tenglamani
y’ +py'+qv =0 (11.15)
yechimni
y =Ce (11.16)
ko'rinishda gidiramiz. Agar (11.16) ni (11.15) qo'ysak
A +pN+q=0, (i =const)
xarakteristik tenglamani olamiz.

1 Agar xarakteristik tenglama ikkita 8 va A yechimlari

mavjud bo'lsa, (1$A,) u holda differensial tenglama (11.16)
umumiy yechimi
y =clesx+c,eMX (11.17)



2. Agar xarakteristik tenglamani yechimlari A =4 bo'lsa y,
holda v=cte"x+c2xe'-K

3. Agar xarakteristik tenglamani yechimlari kompleks son
ya'ni n=at/a(a=-p/2, p=yjq-Pl14a) bo'lsa,

U holda y =c,e" sin fix + c2eLLcos fix

Ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash usuli.  Bir jinsli
bo'Imagan chizigli tenglamani yechish usullari umumiyrog'l
bo'lib, Lagranj metodi yoki ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash
metodi hisoblanadi.

y'+p/+/y=0 tenglamaning o'zaro bog'lig bo'Imagan ikkita
yechimi bo'lsa, u holda y" +py' +qy =r(x) tenglamaning yechimi,
Lagranj metodiga asosan, y=ny,+By2 Kko'rinishda izlanadi,
bundagi A va B lar x ning funksiyalari bo'lib, ular

Av,+By2=0 1
AN +BYy[ =r(r)d

Tenglamlar sistemasini ganoatlantirishi kerak. Bundan

AX ' N x —
) B yﬂ)’ .D'_;/il- ;’;I\
7-misol. Tenglamaning umumiy yechimini toping:
yw-y =0

Yechim.  Xarakteristik  tenglamani  tuzib ildizlarini

aniqlaymiz:

A=-

k4-1=0 ,ki=l, kz=-1, k3 =i, k4=-1i
Endi umumiy yechimni yozishimiz mumkin:
y =Ciex+Cre- +Ciicosx +C4siru:.

Quyidagi bir jinsli ikkinchi tartibli y differensial
tenglamalar yechilsin

11.156. y -4y +3y =0 11.157. y-ay" +4y =0
11.158. y"-4y'+\3y=0 11.159. y'-4y'=0
11.160. y* +4y =0 11.161. y* +y' =0

11.162. y" +3y' +2y =0 11.163. y' +2ay' +ay =0



v — N _ - .20 =
11.164. y'+2/ +5y =0 L1.165. dt2 2dt 3i=0

— i . N 4+ N _7 =
11.166. ’(;ti-‘, +<N =0 11.167 LT 3i=0
11.168. X,+2v, +3n=0 L1.169. /d\tl +3,4x =0
11.170. 444 +5=0 11171, ™ +2— +25=0
11.172. y'-4y =*v* 11.173. y* +9y =cos2x
11.174. y’ -4y +4y =sin2.r +¢”" 11.175. y* +2y'+2y =€’sinjr
11.176. y'-7y' +12y =-e4 11.177. y -2y =x2
11.178. y'-2y ' +y =22 11.179. y* —2y' =f2 +5
11.180. y'-4y' +4y =.v 11.181. vi-y' +y =x +6

Boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimni toping

11.182. y’ +5y'+6y =0, y(0)=1 =(0)=-6
11.183. y”- 1Oy +5v=0, y(0)=0. y'(0)=1
11.184. y'-2y'+10y =0. y(ar/6)=1, y'(al6)=e’’>
11.185. 3y'+y =0, y(3n72)=2, y'(38-/2)=0
11.186. y'+3y'=0, y(0)=1 v'(0)=2

11.187. y"+9y =0. y(0) =0, y'(n74)=1

11.188. y'+y =0, y'(0)=1, y'(a/3)=0

11.189. y'-4y'+3y =e> y(0) =3, y'(0) =9
11.190. y'+y =cos3x, y(k/2)=4, y'(a/2)=1
11.191. y~»-8y' +16y =eA y(0)=0, y'(0)=1
11.192. 2y'-y' =1 y(o)=o, y'(0)=1

11.193. y’-y =2shx, y(0)=0, y’'(0)=1

11.194. y'+9y =Zinasin2y, y(0)=y(a/2)=0
11.195. y"+y=am2v, y(O)=y{n/4)=0, >=(/10dr+—A)sin2v



§ 11.5. O'zgarmas koeffisiyentli chiziqli differensial
tenglamalar sistemasi

Bizga ushbu differensial tenglamlar sistemasi

dx.

it -anX)+alx2+... +a |,

dX’-:a X, +02 X2 +... +a2uxn
rals (11.18)
dx,,

-aL X Fa,, X, FoFal
dt .

berilgan bo'lsin, bunda a koeffiyentlar o'zgarmas sonlar. Bu
yerda fargument, /X j2()..jc{/) izlanayotgan funksiyalar, (11.18)
sistema o'zgarmas koeffiyentli chizigli bir jinsli differensial
sistemasi deyiladi.
Sistemning xususiy yechimini quyidagi ko'rinishda
izlaymiz:
X,=a,eh, X, =azb  jh,,=a.eb (11.19
a,eh, azh... a,eb funskiyalar (11.18) tenglamlar sistemsini
ganoatlantiruvchi o'zgarmas a,,a2a3..,a, va kK sonlarni aniglash
talab qilinadi. Ularni (11.18) sistemaga qo'yib, ushbuni hosil
gilamiz:
(aM-k)at+alza2+...+alna,, =0,

aZh, +(a2_k:)az+... +a2m,, :01| (11 20)

8,8, tara2+..+(@m-k)a,l =0
a,ar.a3..a, vVa kn larni (11.20) sistemani ganoatlantiradigan
gilib tanlab olamiz. bu sistema a,a2,as,...a, ga nisbatan chizigli
allgebraik  tenglamalar  sistemasidir.  (11.20)  sistemaning
determinantini tuzamiz:



Agar k shunday bo'lsaki, g determinant noldan fargli bo'lsa,
holda (L-20) sistema fagat e, =a2=..=<,=0 nol yechimga ega
'ladi demak, (11.19) formula fagat privial yechimni beradi.

*(0 =m0 =-=*(0-0
Shunday qilib, (11.19) trivial bo'Imagan yechimlarni biz «
ning shunday gqiymatlarida hosil gilamizki, bu giymatlarda
(11 21) determinant nolga aylanadi. Biz k ni aniglash uchun ushbi
n-tartibli tenglamaga kelamiz:

k ,'k a,2 e a;n
“2, «mu-* .. au JFo (11.22)
. ann-k\

Bu tenglama (11.18) sistemaning xarakteristik tenglamasi
deyiladi, uning ildizlari xarakteristik tenglamaning ildizlari
deyiladi.

Bir necha holni ko'rib chigamiz.

1. Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqigiy va har xil
k,k2..bilan xarakteristik tenglamaning ildizlari belgilavmiz.
Har bir k ildiz uchun (3) sistemani yozamiz va

koeffiyentlarni aniglaymiz. Bulardan bittasining ixtiyoriy
bo'lishini va uni birga teng deb hisoblash mumkinligini ko'rsatish
mumkin. Shunday qilib, quyidagilarni hosil gilamiz:

k ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi

x© =g W x M. 5 Ot xn) =a, e

k ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
g% =aPe¥, x2? =a®Pe’t  xP =arfet

k, ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
*<>=3.'V-, . X"=a'e
Bevosita tenglamaga qo'yish yo'li bilan



(11.23)

Funksiyalar sistemasi ham, bunda c,c,...c, ixtiyoriy

o'zgarmas  miqdorlar, (11.18)  differensial  tenglmalar
sistemasining yechimi bo'lishiga ishonch gilish mumkin. Bu
(11.18)  sistemaning  umumiy  yechimidir. O'zgarmas
migdorlarning shunday giymatlarini topish mumkinki, bu
giymatlarda yechimning berilgan boshlang'ich  shartlarni
ganoatlantirishini ko'rsatish mumkin.

Il.  Xarakteristik tenglamaning ildizlari har xil, ammo ula
orasida kompleks ildizlari bor. Xarakteristik tenglamaning
ildizlari orasida ikkita go'shmakompleksildibo'lsin:

kx- a +ifi, k2=a - ij3
Bu ildizga ushbu yechimlar mos bo'ladi:
(11.24)

(11.25)
af va a)?d koeffisiyentlar (11.20) tnglamalar sistemasidan
aniglanadi. Shunday qilib, biz ikkita xususiy yechim hosil
gilamiz:
_-D=cad cos fix + A sin j3x\ |

il 9 =Bae(aji*sin  + cos (3xL4, (11—8)
bunda lar va af] orgali aniglanadigan
haqiqiy sonlar.
(11.26) funksiyalarning mos kombinasiyalari sistemar

umumiy yechimiga kiradi.



Quyidagi tenglamalar sistemasini umumiy yechimini
toping
11.196. Ushbu 7 =2x, +axc, d;t' =x, +3xr, tenglamalar sistema-
sining umumiy yechimi topilsin.
11.197. Ushbu /(\1{ =-ix, +X2, Adt_ =-2x,-5x, tenglamalar siste-

masining umumiy yechimi topilsin.

= +3*” . .. .
11.198. & tenglamalar sistemasining umumiy
92 =6V, +4.v,.
at
yechimi topilsin.
11.199. n 6 " tenglamalar sistemasining umumiy
T =-4jr+12v+ 32
yechimi topilsin.
dX 4.t,‘3.V,, . P .
11.200. ¢t tenglamalar sistemasining umumiy
& 237 441,
dt
yechimi topilsin.
d, X.-X
H X=X,
11201, % tenglamalar sistemasining umumiy
dx, -
Wt
yechimi topilsin.
* =sr -, . » .
11.202. o tenglamalar sistemasining umumiy
dx,
4+=x 2=
yechimi topilsin.

w('=_aX27 . . . .
11.203. ;‘t tenglamalar sistemasining umumiy

dt
yechimi topilsin.



&

KL
-8V, - x.,

11.204. d‘f tenglamalar sistemasining umumiy

yechimi topilsin.

N evmen,
dt
ax. . . .
11.205. - =x,-x, +x  tenglamalar sistemasining umumiy
dx. .
+x2 +
dt_'u'— X2 +jc3
yechimi topilsin.
dxL
=X,-X2+X3,

“dt
11.206. ddxt' mi+x,-x,, tenglamalar sistemasining umumiy

dx; __
dtL_ZX' %

yechimi topilsin.

11.207. ddtz 7 tenglamalar sistemasining umumiy
X &5 2,

yechimi topilsin.

axL
11.208. dd)fz tenglamalar sistemasining umumiy

~dt
yechimi topilsin.

8§ 11.6. Bessel tenglamasi
O'zgarmas koeffisiyentli quyidagi ko'rinishdagi oddiy
diffferensial tenglamaga
XY +y'HX--A2)ly=0 (A=const) (11-27)



Bessel tenglamasi deyiladi. Bu tenglamani 4- nx
almashtirish yordamida
X2y +xy'+(m2x2- JR)yv =0
tenglamani olamiz.
(11.27) tenglmani yechimini umumlashgan darajali gator
ko'rinishda izlaymiz.
y =xr(a, +a,x +a,x2 +..) =" a K'*K (11.28)

(11.28) yechimni (11.27) ga qo'yib x darajasi oldidagi
koeffiyentlarni nolga tenglashtirsak, u holda

Faraz qilaylik, a,,-0 bo'lsin, u holda r2=+x bo'ladi. <\=x
bo'lsin.

U holda ikkinchi tenglamadan a=q [#+*) -2 =at®
tenglamadan (*=357.) a}=as=a7=..=a2t,=0 . Juft nomerdgi
koeffisiyentlar uchun

"2 (29+2)-2" §’4='(29|i’4)-4 (F+1XA+2)-1-3-4"

~a>2 (A

2% (29+2)-2k K 1 2-4.6-...2A-(29 +2X29 +4)..(2A +2A)
Topilgan koeffisiyentlarni (2) yechimga qo'ysak,

N fi +
YIW w y  2QA+2)+2-4.(29 +2X2A+4) 2-4-6-(2A+ 2pX + 412A+6)

v -1

/R H(A+DGH2STA)
bu yerda koeffisiyentiga a, - ixtiyoriy o'zgarmas kattalik.
Agar r2=-1 bo'lsa, u holda

VAN ivJ Y X ‘
W bV { 2(-29+2)+2.4.(-29+2X-25+4) 2.4-6.(-29+2X-2A+4X-25+6)
(*
bl 1 A(-A+1X-5+2)..(-9+A-)
Agar yt(x) yechimi , ko'paytirsak, hosil bo'lgan

funksiyaga  Bessel  funksiyasi deyiladi yoki u holda
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v(X)=cJi(x)+c:J_i(X), ¢, va c2ixtiyoriy o'zgarmas Kkattaliklar. j (®
- birinchi tartibli A-tartibli Bessel funksiyasi deyiladi. Bu yerda

r(n) =je~"'xA'dx (A>0).

Agar n=nbo'lsa, u holda

11.209. n=0bo'lganda Bessel funksiyasini toping.
11.210.4r/Hy+r - Ajv =0 tenglamani yeching.

11.211. j(xX) ni toping.
11.212. xy*+XTHX“-j1=0 tenglamani yeching.

11.213. r y'-hnq|.x2-’§|y=otenglamani yeching.

Takrorlash uchun savollar

1.Differensial tenglama ganday ta'riflanadi?

2.Differensial tenglamaning tartibi deb nimaga aytiladi?

3.Differensial tenglamaning yechimi nima?

41 tartibli differensial tenglama umumiy holda ganday
ko'rinishda yoziladi?

5Eng sodda | tartibli differensial tenglama  ganday
ko'rinishda bo'ladi?

6.11 tartibli differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi
ganday yoziladi?

711 tartibli differensial tenglamaning yechimi nima?

8.1 tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart
ganday kiritiladi?

9.Tartibini pasaytirish usulining mohiyati nimadan iborat?



differensial tenglamalarga doir nazorat
TESTLARI
[.Differensial tenglamalar va ular bilan bog'liq
tushunchalar
1. Differensial tenglama ta'rifini ko'rsating .
A) noma'lum funksiya gatnashgan tenglama .
B) noma'lum funksiyaning turli giymatlari gatnashgan
tenglama
C) noma'lum funksiyaning hosilalari gatnashgan tenglama .
D) noma'lum funksiya va uning hosilalarining xo nugtadagi
giymatlari gatnashgan tenglama .
E) noma'lum funksiya va uning integrallari gatnashgan
tenglama .
2.Quyidagilardan qaysi biri differensial tenglama bo'ladi ?
A) y2+5y-3cosx=0 B) 3x2+4xy-1=0
C) y(x)+2 y'(x0)-x=0 D) y-2xy'+5=0
E) jydx +sin(x +y) =0 .
3. (azl)y'+ay+5x+9=0 tenglama a parametming ganday
giymatlarida differensial tenglama bo'ladi?
A)a*0 . B)a*l. C)a*-1. D)a*xl. E)ae(-°° °°).
4. (a-l)y"+ay'+5xy+7=0 tenglama a parametming ganday
giymatlarida differensial tenglama bo'ladi?
A)a*0 . B)a*l. C)a*-1. D)a#tl. E)ae(-<»°°).
5.Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamaning tartibi deb
unda gqatnshuvchi noma'lum funksiya hosilalarning ...
aytiladi
A) eng katta darajasiga B) eng katta tartibiga
C) soniga D) eng katta giymatiga
E) to'g'rijavob keltirilmagan
6- 0/)3~(y,)2+ y"-y+5y4+x5=0 differensial tenglama nechanchi
tartibli ?

Al Bl C)I D) IV BV
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7. (al)y"+ay'+5xy+7=0 differensial tenglama | tartibli
bo'ladigan a parametming barcha giymatlarini ko'rsating.

A)a=0 B)a=lI C)a=-I D) a=#I E)ab (-««)

8.(azl)y"+ay'+5xy+7=0 differensial tenglama Il tartibli
bo'ladigan a parametming barcha giymatlarini ko'rsating.

A)a*0 B)otN C)c&—2% D)ewtxl E)as (=, °)

9. n tartibli differensial tenglama eng umumiy holda
ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A) =/ Y)=0 B)Fx,y .y " IA57y0

C) R y.y' . y<H2y)=0 D) F(yry ', y()=x

BE) F{x, yy\ .., y<=>=0.

10. Biror y=cp(x) funksiya F(x, y,y', ... y['¥ y<)=0

differensial tenglamaning yechimi bo'lishi uchun qaysi

shart talab etilmaydi?

A) y=th(x) funksiya biror chekli yoki cheksiz D oraligda
aniglangan .

B) y=th(x) funksiya D oraligda n marta differensiallanuvchi.

C) y=th(x) funksiya D oraligda monoton .

D) y=th(x) funksiya va uning y<x)=p®x) k=12, .. , n)
hosilalari differensial tenglamani ayniyatga aylantiradi;

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

11. Differensial tenglamaning yechimi yana nima deb
ataladi ?

A) ildiz B) differensial

C) boshlang'ich funksiya D) integral

E) tenglashtiruvchi funksiya

12. Qyuidagi funksiyalardan gaysi biri y'-2y=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'ladi?

A) y=x2 B)y=sin2x C)y=cos2x D) y=elx E)y=In2x

13. Qyuidagi funksiyalardan gaysi biri y*+4i/=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'ladi?

A) y=x4 B)y=2x2 C)y=c0s2x D) y=e& E) y=In2x



14. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y"+4y=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'Imaydi?

A) y=sin2x B) y=cos2x C) y=cos2x+sin2x

D) y=c0s2x-sin2x E) y=c0s2x-sin2x

15. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri y*-4y=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'ladi?

A) y=x2 B) y=sin2x C) y=co0s2x D) y=e2 E)y=In2x

16. A parametrning ganday qiymatida y=e/k funksiya
y'_4y=0 differensial tenglamaning yechimi bo'ladi?

A) =2 B)1=2 C)/=4 D) N=4 B JEH

2. | tartibli differensial tenglamalar
1.1 tartibli differensial tenglama eng umumiy holda ganday
ko'rinishda bo'ladi ?
A) F(xy.y)=0 B Fxy)=y"  C)FXxy)=y.
D)F(y.y)=x E) F(x.y.y', y*)=0
2.1 tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart
ganday ko'inishda bo'ladi ?

A) y(xo)=yo B) y'(xo)=yo C) limy(x) ="0
D) max y{x)=y0 E) min_y(x) =30

3.1 tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasini
ko'rsating .

A)y'=/(xy), y(xo)=yo B) y'=/(x,y), y(xo)=yo

C) y=/(xoy) D) y=/(xyo) E) y=/(xoy0)

4.1 tartibli tenglama uchun Koshi masalasi Koshi teoremasi
shartlarida nechta yechimga ega ?

A) kamida bitta B) ko'pi bilan bitta C) fagat bitta

D) cheksiz ko'p E) yechimga ega emas

5.1 tartibli eng sodda differensial tenglama qanday
ko'rinishda bo'ladi ?

A)y=/(xy) B)y'=/(y)

Cly'=/(x) Dy=/(y) By=0
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6. I tartibli eng sodda y'=xex differensial tenglam
integrallang .
A) y=xex+C B) y=(x-\)e*+C C) y=(x+l)e*+c
D) y=(x-2)ex+C E) y=(x+2)ex+C
7.1 tartibli eng sodda y=xex differensial tenglama umumiy
yechimining x=I nuqgtadagi qiymati y(l) uchun gaysi javob to'g'ri ?
A) y1)=0  B) y()>0 C) y()<0 D)y(h=o
E) y(I)=C, C-ixtiyoriy chekli son .
S.y'=xex, y(0)=2 Koshi masalasini yechimini toping .
A) y=xex+2 B) y=(x-l)ex+3 C) y=(xH)e*+i
D) y=(x-2)cx+4 . E) y=(x+2)ev
9. | tartibli o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani
ko'rsating.
A) y'=f(xy) B)y -/(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)
D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) M(y)dx+M2(x)N2(y)dy=0
10. O'zgaruvchilari  ajralgan  L+-p =0  differensial
wx 7y

tenglamaning umumiy integralini toping.
A)x2+y2=C B) -Ix+yfy- C C) \+\=c

D) x2+4v2=C E) —+ =C.
Yy X

11. | tartibli o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tengla-
mani ko'rsating

A)y=/(xy) B) y'=f(x/y) C) y"+P(X)y=Q(x)

D) M(x)dx+N(y)dy=0  E) Mi(x) Ni(y)dx+M2x)Nz(y)dy=0 .

12.0'zgaruvchilari  ajraladigan  ydx+2xdy=0 differensial
tenglamaning umumiy yechimini toping.

A)y=Cx B)v=Cx2 C)y=cV] D)y=Cx2+yA E)y=CW

131 tartibli bir jinsli differensial tenglamani ko'rsating ¢

A)y -/(xy) B y=/(xfy)  C)y+P(x)y=Q(x)

D) M(x)dx+JV/(i/)dy=0 E) Mi(x) Ni(i/)d.r+M:(x)Ne(y)d/-° o



141 ftartibli bir jinsli differensial tenglamani qanday
almashtirma yordamida integrallanadi ?

ﬁ) yIZUIi(artibEﬂ V:Lcjﬁ)l(ziqli M’T’He’r%nsial te)f]:glllalma ganday
ko'rinishda bo ladi ?

A) y'=f(x+y) B) y'=f(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)

D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+M2(x)N2(y)dy=0 .

16.1 tartibli y'+P(x)y=Q(x) chizigli differensial tenglama qgaysi
holda bir jinsli deyiladi?
AR  B)Q(x<0  C)Qx)=0  D)Q(x)*0 E)P(x) =0

3. Il tartibli differensial tenglamalar. Tartibni pasaytirish
usuli
[.Quyigagi differensial tenglamalardan qaysi biri Il tartibli ?
A) (y)2+2yy' - x=0 B) y+2y2-x=0 C) y' +2y-x~=0

D) y*+2y-x=0. E) (yf +2y2-x2=0 .

2. (azl)y"+ (aztl)i/-i/sinx=0 differensial tenglama Il tartibli
bo'ladigan aparametrning barcha giymatlarini toping.

A)a*0 B)a*l C)a*-1 D)a#+l E) aOva a*l

3. Il tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasida
boshlang'ich shartlar ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A) -K*o)=Yo,y(*i) =V, B) y(r-o)=y,.,y'(X])=

Q y(x0)=Yo.y'(*0o)=Yom D) Y(x0)=/(x0)=Yo m

E) Y\x0)=y0,y"(x0)=y,, .

4. 1l tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi
gayerda to'g'ti ifodalangan ?

A) YT =0\XY,Y") v (*0) =y0,y(X,) =y, .

B)y =4x,y.y"),y(:0)=y0,y'(x,)=yj .

Q Y =/(ny.y).y(x0)=yo0,y@0)=Yo .

°) N =Nxyy)y(ao)=y'u0)=y0 .

E) V=/U.yy").Y'(*,)=y" /' (%) =it .

masala KO8blte°remasida  =f <*>*?) >*<>=yo -yV 0) =%
a yechimi mavjud va yagona bo'lishi uchun ganday shart



Ik

talab etilmaydi ?

A) f(x,y,y") funksiya MO(0,y0,y0)nuqta atrofida uzluksiz .

B) JI(x,y,y") Xxususiy hosila MO0(x0,y0,y0) nuqta atrofida
uzluksiz

C) fy(x,y,y") xususiy hosila MO0(x0,y0y0) nugta atrofida
uzluksiz .

D) fy‘(x,y,y') xususiy hosila MO0(xa,y0y0) nuqta atrofida
uzluksiz .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

6. Koshi teoremasi shartlarida

y =f(x,y,y"), y(M0) =y0,y'(x0)=ya Koshi masalasining

yechimi haqida qaysi tasdiq o'rinli bo'ladi?

A) yechim mavjud

B) yechim mavjud va yagona

C) yechim mavjud va cheksiz ko'p

D) kamida bitta yechim mavjud .

E) ko'pi bilan bitta yechim mavjud .

7. 1l tartibli differensial tenglamani tartibni pasaytirish
usulida integrallash uchun ganday almashtirma bajariladi ?

A)y=p. By=p. C)y'=p. D)yx=p. E) y/x=p .

8. Quyidagi  ko'rinishdagi Il  tartibli  differensial
tenglamalardan qaysi birini  tartibni  pasaytirish usulida
integrallab bo'Imaydi ?

A)y'=f(xy)  Bly"=f(xy)  Cly"=f(yy’)  D)y"=f(x)

E) barcha tenglamalami tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'ladi.

9. Quyidagi Il tartibli differensial tenglamalardan qaysi
birini tartibni pasaytirish usulida integrallab bo'Imaydi ?

A)y'=xy. Bly"=xy'. Cly"=yy'.  D)y"=x.

E) barcha tenglamalami tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'ladi.



10.Quyidagi Il tartibli differensial tenglamalardan qaysi
birini tartibni pasaytirish usulida integrallab bo'Imaydi ?
Aly'=xty.  By'=x+y. C)y'=yhxy.  D)y'=x+l.
E) barcha tenglamalarni tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'ladi.
11. Il tartibli eng sodda differensial tenglamani ko'rsating .
A) y'=/(*y) B) y"=f(x.y")
C) y"=f(y.y) D)y"=f(x) E)y"=M).
12. y"=sin2x differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping .
A) y=- 0.25c0s2x+C B) y=- 0.25sin2x+C
C) y=- 0.25c0s2x+Cix+ Ci D) y=- 0.25sin2x+ C\x+ Ci
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
13. y"=12x+2, y(0)=I , y'(0)=2 Koshi masalasining yechimini

toping .
A) y=4x3txo+x+H B) y=4x3txz+2x+ C) y=4x3+tx2+3x+ .
D) y=4x3+x2+4x+ E) y=4xatxo-x+1 .

14. y"=ex+l , y(0)=2 , y'(0)=I Koshi masalasi yechimining
X=2 nuqtadagi y(2) giymatini nimaga teng?
A) y(2)=8 B)y(2=10 C)y@)=14 D)y@2)=16 E)y(2)=18

4. 1l tartibli chiziqli o'zgarmas koeffitsientli bir jinsli
differensial tenglamalar

1. Quyidagilardan qaysi biri 1l tartibli chizigli differentsal
tenglama bo'ladi?
A) (yjl+af’ +azy =f(x) B) y’ +axy')2 +a2y =f(x)
C) y'+aty'+ay2=/1x) D) y'+ay’ +ay =f 2(x)
E) bu tenglamalar orasida Il tartibli chizigli differentsal
tenglama yo'q
2. Qaysi shartda Il tartibli chizigli y"+aty" +a2y =f(x)
differentsaial tenglama bir jinsli deyiladi ?
A)/(x)>0 B)/(x)<0 C)/(x)=0 D)/(x)*0  E)/(x)-0
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3. Il tartibli  chizigli y"+ay'+a2y =4x) differentsaial
tenglama quyidagi hollardan qaysi birida bir jinsli boimasligi
mumkin?

A)/(.n)=0 B) In[l+/(x)]=0 C) en=lI D) sin/(.r)=0

E) keltirilgan barcha hollarda bir jinsli bo'ladi.

4. Quyidagi Il tartibli chizigli tenglamalardan qaysi biri bir
jinsli emas ?

A) y"-3y'=0. B) y'~3y=0. C) y"~3y"+3y=0 .

D) y'-3=0 . E) keltirilgan tenglamalarning hammasi bir
jinsli.

5 I tartibli chizigli y"+ay'+a2y =f(x) differentsaial
tenglama quyidagi hollardan qaysi birida bir jinslimas bo'ladi ?

A)/(x)>0 . B)/(x)<0. C)f(x)~0 . D) f(x)*().

E) barcha hollarda bir jinslimas bo'ladi.
6. Ta'rifni to'lldiring: Agar / +a,/ +a2y =f(x) tenglamada a\

va 2 koeffitsientlardan............ o'zgarmas son bo'lsa, u Il tartibli
o'zgarmas koeffitsientli chiziqli differentsaial tenglama deyiladi.
A) birortasi B) fagat bittasi  C) ikkalasi ham
D) kamida bittasi  E) ko'pi bilan bittasi
7. Quyidagilardan qaysi biri Il  tartibli o'zgarmas
koeffitsientli chizigli differensial tenglama bo'lmaydi ?
A) y'- 4y =0 B) y"'-4y =0 C) y"—4x=0
D) y*- 4x2=0 BE) y'- 4y2=0
8. Agar ¥ va 12 1l tartibli bir jinsli chizigli differensial

tenglamaning ikkita xususiy yechimlari bo'lsa, unda quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas?

A) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun Cu/t va Can
funksiyalar bu tenglama yechimlari bo'ladi .

B) t/i+yr bu tenglama yechini bo'ladi.

C) i/i#2 bu tenglama yechini bo'ladi.

D) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun Cn”™+Cryr
funksiyalar bu tenglama yechimlari bo'ladi .
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E) keltirilgan barcha tasdiglar o'rinlidir .

9 Quyidagi shartlardan gaysu birida Il tartibli chizigli
differensial tenglamaning ikkita yi va yr xususiy yechimlari
chizigli bog'lig bo'Imaydi ?

A) birorta OOo0'zgarmas son uchun y\=Cyi.

B) birorta OO0'zgarmas son uchun yr=Cy\ .

C) gandaydir noldan fargli Ci va Czo'zgarmas sonlar uchun
AU+CA/270 .

D) gandaydir noldan fargli Ci va Ci 0'zgarmas sonlar uchun
Ciyi-C2i/2=0.

E) bu shartlarning barchasida yi va yr yechimlar chizigli
bog'lig bo'ladi.

10.Quyidagi hollardan qaysi birida 1l tartibli  chizigli
differensial tenglamaning ikkita yi va yr xususiy yechimlari
chizigli erkli bo'ladi ?

A) 2yi+y2=0  B) 2yi+y2=l  C) 2yi-y2=0 D) 2yilyi=I E)
2yify2=-I

11. Agar yi va y=yi+C (OO) bo'lsa, C parametming ganday
giymatlarida yi va yr funksiyalar chizigli bog'lig bo'Imaydi?

A)C>0 B)OO CQ)ixtiyoriy OOuchun D) Ce0 FE
otl.

12.yi=cosX , y=Il-cos2x , ys=1+cos2x funksiyalardan qaysi
juftlik chizigli bog'liq bo'ladi ?

A)yivayi B) yi vays C) yrvays

D) uchala jurtlik ham juftlik chizigli bog'liq emas .

E) uchala jurtlik ham chizigli bog'liq .

13.Quyidagilardan qaysi biri yi va yr funksiyalaming
Vronskiy aniglovchisini ifodalamaydi ?

A)YIyIB)Y\Yr C)y\ )’r.D)-y'\tY\

Yr ¥ A M N\ ~¥r -Yr oy

E) keltirlgan barcha aniglovchilar Vronskiy anigliochisini

ifodalaydi.



14.yi=cosx va y2=sinx funksiyalarning Vronskiy aniglovchisi
W (yi, yi) gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) W(yi, i2)=cosx+sinx .  B) W(yi, y2)=cosx-sinx.

C) W(yi, i)=cosx-sinx . D) W(yi,yn)=1. E)W(yi, y)=0.

15yi=e* va if=ev funksiyalarning Vronskiy aniglovchisi
W(yi, ¥2) gqayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) W(yi, yr)=e2* B) W(yi, 1#&)=e Jr C) W(yi, yn=-1

D) w {t/bi2)=0 E) W(yi, yi)=-2

16. i/i=ercosx  va  y2=elsinx  funksiyalarning  Vronskiy
aniglovchisi W(yi, yr) qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) W(yi, yr)=e(cosx+sinx)  B) W(yi, yr)=ed (cosx+sinx).

C) W(yi, yr)=edcosx-sinx D) W(yi, yi)=ex

E) W(yi, yr)=e2asin2x .

5. 1l tartibli chizigli o'zgarmas koeffitsientli bir jinslimas
differensial tenglamalar

1-11 tartibli chizigli y"'+py'+qy=f(x) differensial tenglama qaysi
shartda bir jinslimas deb ataladi ?

A)/(x)=0 B)/(x)*0 C)/(x)>0 D)/(x)<0 E)/(x)>0

2. Il tartibli chizigli y"+py'+qy=f(x) differensial tenglama qaysi
holda birjinslimas bo'lImaydi ?

A)/(x)=0 B)f(xy0

C)/(x)>0 D)/(x)<0 E)/(x)>0

3.1 tartibli chizigli y*+py'+(y=(g2 1)/(x) differensial tenglama
a parametrning ganday giymatlarida birjinslimas bo'ladi ?

A) a>0 B) a*0 C) a<0 D) a*+1 E) a=+1

4. 11 tartibli chizigli y"+py'+(y=(n21)/(x) differensial tenglama
a parametrning ganday giymatlarida birjinslimas bo'lImaydi ?

A) a>0 B) C)a<0 D) a*+1 E) a=+l

5.Quyidagi Il tartibli chizigli tenglamalardan gaysi biri bir
jinslimas bo'ladi?

A) y+py'+qy=0 B) y"+py'+q=0

C) y"+py=0 D) y*+(#m=0



I LLI

E) keltirilgan barcha differensial tenglamalar bir jinslidir .

6. Il tartibli bir jinslimas chizigli y"+py'+qy=f(x) differensial
tenglamaning xususiy yechimi y, unga mos keluvchi bit jinsli
tenglamaning umumiy yechimi y° bo'lsa, birjinslimas
tenglamaninh umumiy yechimiy ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A)Y=Y+Y° B)y=yly®

C)y—y-y° D) y=y°ly E) y=Ciy+ Ci if

7.Agarll tartibli bir jinslimas chizigli y”+py'+qy=f(x)
differensial tenglama mos keluvchi bir jinsli tenglamaning
chizigli erkli yechimlari yi va yi bo'lsa, o'zgarmaslarni
variatsiyalash usulida bir jinlimas tenglamaning xususiy yechimi
y qanday ko'rinishda izlanadi ?

A) y=Ci(x)yr Ci{x)yi

B) y=Ci(x)yi+ Ci{x)yi

C) y=Ci(x)yi/ Cr(x)yr

D) y=[Ci(x)+C2Ax)](yi+y2)

B) y=[Ci(x)-CAx)1(yi-y2) .

8.1 tartibli bir jinslimas chizigli y+pi/*+qy=f(x) differensial
tenglamaning y xususiy yechimini o'zgarmaslarni variatsiyalash
usulida y=Ci(x)yi+C2(x)y2 ko'rinishda izlanganda (bunda yi va y2
tegishli bir jinsli tenglamaning chizigli erkli yechimlari)
noma'lum Ci(x) va Cr(x) funksiyalar qaysi sistemadan topiladi?

au {C[(xX)yl + C2(x)y2 =f(x) B | C[{X)yt+C2(x)y2=0
1 Cie)y\ + C2(x)y'2=0 1Q" (any[ + C20)y\ =f(x)
g § O\ +C2(x)y2=0 {Cl(x)yi +C1(x)y2 =f(x)
[C.(X)y[ + C2(x)y'i =AX) i C,0oy\ +C2(x)y'2=0

E) to'g'ri javob keltirilmagan.

9. O'zgarmaslarni variatsiyalash usulida y"-4y'+3y=xsin2x Il
tartibli chizigli differensial tenglamaning xususiy yechimi y
ganday ko'rinishda izlanadi ?

A) y=Ci(x)ed+C2(X)<r2i. B) y=G (x)ex+C2(x)e~b .
C) y=Ci(x)e F-C2(x)e3l. D) y=Ci(x)sin2x+C2(x)cos2x .
E) y=Ci(x)ersin2x+C2(x)c3icos2x

10. Agar  y"+py'+gy=Pn(x)eax  (Pn(x)-«-darajali  ko'phad)

differensial tenglamada a soni A2+pA+g=0 xarakteristik
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tenglamaning ildizi bo'Imasa va Q,(x) n-darajali ko'phadni
ifodalasa, unda differensial tenglamaning xususiy yechimi y
ganday ko'rinishda izlanadi ?

A)/ =Q,(x)em B) / =xQ.(X)es C) / =aqn(x)+
D) y =x2n(x)em B)y'=Ql(x)em
6. | tartibli differensial tenglamalar sistemasi

1. Quyidagilardan qaysi biri | tartibli differentsal
tenglamalar sistemasining umumiy ko'rinishini ifodalaydi ?

p) PLCNYZINY2Y"¥)- O B PUSAYZY\N =

P2(* W\SY2>YLY2 Y, Y2) =0 F2(.x,yi,y2y\y'2) =Q
P\(X.y..y2,yl,y2)=0 N =A\{x,yby2)
_ D)
y2 (xyby2) P2OCAZ N Y2) =7
N=/*Ny2)

Y2 =/1T&'YHYT)
2.Quyidagilardan qaysi biri differentsal tenglamalarning 1
tartibli normal sistemasini ifodalaydi
F\y\y2y\y'2,y"y2) =0
F2(x, YN 2 .y>y2) =0
F\OGY\y2,y[Ly'2) =0
F2(x.yy.y2y[.y2) =0
P\(X,Y\Y2,Y"\,Y'2) =0
Y2 =f 2(x, A Y2)
Y2 =M x,yny2)
FIxy\y2yLy2)=Q
MyN\=f\(x,yxy2)
bl=fi(x'y yr)
3.Quyidagilardan qaysi biri differensial tenglamalarning
normal sistemasi bo'ladi ?

A) fyt=xA\+y2 BS‘ [ yT=y\+y'2 6) W=vy + (@-X)v°2

)

Y2=X+Y,Y2 Y2 =Y\+Y\+Y2 . | y2=x+yy2
D) YIEXy, Y2 § NIy
y2 =sin.V +Y\Y2 Y2 =\ ~X + Y1Y?2
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4 JN=f=i(X) va y2=g(x) funksiyalar biror 1 oraligda
JY\=Mx,y[,y2)
\y'i=fi(x,y\,y2)
normal sistemaning yechimi bo'lishi uchun quyidagi shartlardan
gaysi biri talab etilmaydi ?
A) yi=/3(¥) va y2=f)2(x) funksiyalar 1oraligda aniglangan .
B) vyi=(pi(x) va iAjr(x) funksiyalar 1 oraligda
differensiallanuvchi .
C) ixtiyoriy xel uchun (x, dx(X), dor(x)) nuqtaZ{x,y\,yr) (/=12
funksiyalarning Ganigqlanish sohasiga tegishli.
D) W=tP\(x) va iA=ge(x) funksiyalar normal sistemadagi
tenglamalarni ayniyatga aylantiradi.
E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
5. Differensial tenglamalaming I tartibli
'Y\=M*,Y\,¥r)
Y2=/2(XN\Y2)
normal sistemasi uchun Koshi masalasida boshlang'ich
shartlar ganday ko'rinishda bo'ladi ?
A) _YIC*)= Y0’ Yr(xo0)= Y20 B) Y](x0)=Y¥M >Yr(x0 = Y21
C) Y1(x0)= Y’ ¥27x0)~ Y20 E)) Y\(x0) = Yio> 32(+M) =721
BE) y[(x0) =y\0’ ¥r(x0) =¥20" Y\(x\)= YA\’ ¥2(x\) =¥n\
6. Differensial tenglamalaming 1 tartibli chizigli normal
sistemasi umumiy holda ganday ko'rinishda bo'ladi ?
A4 | YN\=anY\+a[Ly2+f ( x)
\y‘r=a2Ne +a22y2 + f2(x)

Y2=2a2lM +a2y2+aZbA+1 M

C>(y\=a\\y\+a\ryr+/|w

Y\ = a2\W\ + a22y2

y[ =any\+auy?2
= a2W + a22y2 + ./2(x)

|
7.Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamalaming 1 tartibli
chizigli normal sistemasi
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fN =a\WA +fl1232 + /1W
U2=a2l/l +fl2>2+/2M

bir jinsli deb ataladi, agar/i(x) vafi(x) funksiyalardan.....

A) kamida bittasi aynan nolga teng bo'lsa .

B) fagat bittasi aynan nolga teng bo'lsa .

C) ikkalasi ham aynan nolga teng bo'lsa .

D) birortasi aynan nolga teng bo'lsa .

E) ikkalasi ham aynan nolga teng bo'Imasa .

8.Differensial tenglamalarning | tartibli chizigli normal
sistemasi

[y'\=a\W\ +any 1+fix)
1V2 = a2\ +a22y2 + fl(x)
gaysi holda bir jinslimas bo'ladi ?
A) A\(x) va fi(x) funksiyalardan birinchisi aynan nolga teng
emas
B) Zi(x) va fi{x) funksiyalardan ikkinchisi aynan nolga teng
emas
C) /i(x) va /2x) funksiyalardan ikkalasi ham aynan nolga
teng emas
D) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinslimas bo'ladi.
E) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinslimas bo'Imaydi

9. Agar yi=yi(x) va yr=yr(x) differensial tenglamalarning I
tartibli bir jinsli chizigli normal sistemasining yechimlari bo'lsa,
quyidagi tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas ?

A) y=\+yr funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi.

B) y=yvyi funksiya ham bu sistema yechimibo'ladi .

C) y=y\-yi funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi.

D) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun y=C\y\+Cryr
funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi.

E)keltirilgan barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

10. Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamalarning | tartibli
bir jinsli chizigli normal sistemasining W=\(x) va y2=y2(x)
yechimlari chizigli erkli deyiladi, agar aiyi+a22=0 tenglik a\va ar
koeffitsientlardan..... nolga teng bo'lganda bajarilsa .

A) kamida bittasi  B) fagat bittasi  C) ikkalasi ham

D) birortasi  E) to'g'ri javob keltirilmagan
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Mushohada yuritmay turib, gancha ko'p o'gisangiz,
sbuncha ko'p bilayotganga o'xshayverasiz,

agar o'giyotganda ganchalik ko'p mushohada yuritsangiz,
shu gadar oz narsa bilishingizni anigroq his Ltasiz.

F. Volter

XI11-BOB. QATORLAR
§12.1Sonli gatorlar
§12.2. Funksional gatorning tekis yaginlashishi. Darajali
gatorlar.
§12.3. Teylor va Makloren qgatorlari
8§12.4 Fur'e gatori. Fur'e inegrali

§12.1 Sonli gatorlar

1. Agar w+u2+HB+.+HM +.. gatorning birinchi n ta hadning
yig'indisi Sn, n cheksizlikka intilganda (,,->*) chekli S limitga
intilsa; iims,,=s , gator vyaqginlashuvchi deyiladi. S son
yaginlashuvchi gatorning yig'indisi deyiladi.

Qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun n cheksizlikka
intilganda (,,-*«,) tuning nolga intilishi (n,>0) zarurdir (ammo
yetarli emas).

2. Hadlari musbat hamda kamayuvchi bo'lgan gatorning
yaginlashishi uchun integral alomat:

Agar un=j{n) deb olinsa, bunda /(,,) kamayuvchi funksiya va

ff( Jdx {* bdlsa,» holda qgator yaginlashdi,
| [0 bdlsau holda gator uzoglashail

. * 1 . e
1-misol: \ gatorning yig'indisini toping.
4" +0

o 1 H1 1
Yechimii Z“7+—a=  ------ 77)

("0 =« 77+

SFEY (I---—-L) =i-——-L,  S=1limS,=lim (1-—i-)=|
i i+l n+1 H+® n->x ,*l

Qator yig'indisi 1 ga teng, u yaginlashuvchi ekan.



2-misol: £ ------- ~77 - gatorni tekshiring.
n=i(n + )n+

- . @ 2 . .
Yechimi: Yordamchi " gatorni garaymiz.
1

Bu gator geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan (g=V2
gator va u yaginlashuvchidir.

.1 < L.
(n+N"H 2n4
® I
Demak £ —---——qator yaginlashuvchi ekan.
LA (« + 1)+
3. Musbat hadli gatorning yaqinlashishi uchun Dalamber
alomati:
Agar
f<1 bo'lsa,n holda gator yaginlasha di,

D = lim =r\p>1 bo'lsa,n holda gator uzoglashad i,
[=1 bo'lsa,n holda masala yechilmay qoladi.

4, Musbat hadli qatorlarning yaginlashishi uchun Koshi

alomati
IK <1 gator yaginlashuvchi,
K =lim 2u~=4AT>1 qator uzoglashuvchi,
=1 bu alomat bilan tekshirilmaydi.

3-misol: -—- -1 qatorni tekshiring.

/1=1
Yechimi: Koshi alomatiga ko'ra
lim <fu, = lim «l — - m—-—=- <1
. n>00(§/\4n +3) «>004n +3 4
gator yaginlashuvchi.

5. Musbat hadli gatorlarni tagqoslash

n, +Mj HV +...+«,, +... (12.1)
V[HR2+3+..+v,,+... (12.2)
ikkita musbat hadli gator bo'lsin.
1) Agar u,<vnbo'lib, (12.2) gator yaginlashsa, u holda (12.1)

gator ham yaginlashadi.



2) Agar u,>, bo'lib, (12.1) gator uzoglashsa, u holda (12.2)

gator ham uzoglashadi.
6. Agar ishoralari navbatlashuvchi n, -u2-+u, -»4+.. gatorda
n >u2>a >—valimu, =obo'lsa, qatoryaqinlashuvchibo'ladi.
7. Absolyut yaginlashish
W +u2 + +..+un+.. (12.3)
gator hadlarning absolyut giymatlaridan tuzilgan
k| +p+VY+ ... +1g) +... (12.4)
gator yaqinlashsa, (12.3) gator ham yaginlashadi. Bu holda
(12.3) gator yaqinlashuvchi bo'lib (12.4) gator uzoglashuvchi
bo'lsa, (12.3) gator absolyut yaqginlashuvchi deyiladi. (12.3) gator
shartli (@bsolyutmas) yaqginlashuvchi deyiladi.

Quyidagi gatorlar uchun yaginlashishning zaruriy sharti
bajariladimi?
12.1. | 24 &+, 12.2. | 4 H + +. 123, 2H 4 =+,
2468 1357 3972 J

Qatorlar uchun: 1) gatorni yaqinlashishini isbotlang; 2)
gatorning yig'indisi (S) ni toping.

124. )1_2 ]:—2_—3—K . H—n(-n—+l)- +. m
129 3% 35 @n-h@ney
26 *+mt T Bn-2)@n+)
R27) +gp ety
128)— +— +.. . +———— e

17 39 (2n—)(2n+5)

120) 177+  +-me+n(nHYN+2) +-
12.10)| +H +ii.+£ 1" +..
6 36 6n

1212)i +— . o —————+
9 225 (2n—)2(2n+1)2

12.13)arct# N+ arctg i +... +arctg N +...



12.14)+—+—+-1+.,
2 4 8 16

12.15)2:

i(n +2X« +3)

&+
71 (Bn-1)“(34+2)2
5q-3
H7+2

Qatorlarning yaqinlashishini solishtirish alomati
yordamida yeching

12-18) IZ+§—3+".+ 2/7__‘)%2 r+.. 12.19) sin5+sinz+.._ +sinE H
1220) i+ 1 +. +HNL+ 12.21) -L+-L+..+— 1— H
)i 1+%— T+ )2-5 36 (n+1)(n+4)
= 2 3 n+1
12.22) —+—+.. +7— F—+..
) 3 AR et 1223 »
12.24) I I H 1225)1+1+...+ 1
5 -+l 25 3n-1
1226) — +— ~rm 1
2 1M Ll a +1) A«2-4« +5
1+ /T A
Tns . 12.30) MVn-Vn-I)
N
1231) 232 vit, 1233 v 3%
12.34. +
¥ a2 L35 niha 1236V 3
12.37. y-Irigty 1238 * |
1 TAMiH)
12.40. 1241. 27T, @B

Qatorlarning yaqinlashishini Dalamber alomati
yordamida isbotlang

A2) —+—+, + —— .+
LA et et 1243 .
1244) 1+42gE+.+ng_1 +. 2 25  25m (3a)
5-....(4w-3)

12.46 ) + L1+ I!s..«in-)
)3 9 3 1247)|3 |3‘_]é « _—



1%
12.48) s'n?+4sin +aan-~z+e

1249) A+ + -+ 4y 12.50) £+ ...+

2" enl

Qatorlarning yaginlashishini Koshi alomati yordamida
isbotlang

12'51) In2 +In23+ +In"(n+I)
12.52) n

12.53) atsin 1+ atsin 22—+ +atsin"—+ ..

QT n+1

1255) 21n22 3n 3 Ji+D)In2« +1)

12.56) 2In2 3In3 ninn

“(rr21*-
n+\

1.
12.58) |tZ—VJ¥1 n 1

Dalamber alomati asosan quyidagi gatorlarning
yaginlashishi tekshirilsin:

12-61. | -
tT3"+7 12 60—LLI, 4 tr3"W+)
” n2+l I n3
62. 12.63. x
1262 tin -5 2'4q
12.65. 12.66.
12.67. f(nx1Y 12.69.
fV5n +4j
2n-1 12.71. Xsi *'3' 12.72. X/ | -cosey
n2+5 4" +¢”
2 4
12.73.1+0 +JL+JL+... 12.74. 1+5+ 4 -3
39 727 8 2 3 4°
>
. . -
12.75. '+|13131+|i-'—5| 12.76. 1+23+2 = 3



2 2-4 2-4-6 2e48
3.78 5 % B

, H— == ~
\3 V207 /sl /™37

Integral alomati bilan quyidagi gatorlarning yaqinlashishi

tekshirilsin
1279. ,H H H +. 12.80. 1H+4-+-1+1=tm
3 5 7 V4 V7 VIO
12.81. 4-3 + 1282 ! + 1—+
2 33 4 1+12 1422 1+32
1283. iT+ i + LN+, 1284 | + i + ] +
T+12 T+22 T+32 32 B-T 721

1285 1 1 1

2in"2  31n‘3 4In“4

Qatorlarning yaqginlashuvchi yoki uzoqglahuvchi
ekanligini aniglang.

1286) A HTT(,,+Hy " r+ 12567) +Hf ~H A
12.88) V24N |+ ..+ +... 12.89)1+ - +..+2%
1-2 n
12.90) 2+A+...+/\i+... 1291) _I_+ L 4+ 4+
n ) 1001 2001 1000/1+1
1292 '+ 2+ 1293) 148+ 2o-,
1 +12  1+2- 1+t 3 32 3’

1294) arctg Harctg2—+.. +arctg"—m
2

Quyida keltirilgan gatorlarni gaysi biri absolyut
yaqginlashuvchi, yaqinlashuvchi va uzoqlashuvchi

12.95. ,-i+.H_,r _[_+. 12.96. I-1+ ...+ (-if _*+ ...
3 v ' 2n-1 3 v ' (2n-\j

12.97. - +..+(-1I"/ * , +- 17 Qft ang |sh2a | ,dn +
(2n-1] 1 4 n2

1299.i_ | " +.+_,r 1.J_+. 12100. 2-i+.H-ir— +=
2 2 2 n 2 2 n
12.101. —i+jL-...+ (=irju... 12.102. A=+ .+ (=i +

12103 12104, V (- ir'£ |
«—n« w!



Garmonik gator kamayuvchi progressiya bilan tagqoslab,
quyidagilarning yaqginlashishi tekshirilsin

9 E{g}é |+J—20+EF—+—r+h— 12.106. |+§_l,5 M

12107 -L+— +— +— +
N2 In3 In4 In5

12.108. Qatorlami tagqoslash usuli bilan —1- 1_'17.(, '1"'1.4‘
gatorning bollganda uzoqglashishi, 1 bollganda esa
yaginlashishi ko'rsatilsin.

12109. ) +JL+jL-+... q3trningyig'indisi topilsin.

12.110. : o +7_10 gatorning yig'indisi topilsin.

Quyidagi qatorlarning yaginlashishi tekshirilsin:

12.112. 1--U-1--L+ ... 12.112. 1-JL+-L--L +..

V2 s V4 3, 52 7-
12113 —! 12114, +

2IrTZ'—3In3jTT | 2- 3

12115, 147 =+[l=+.. 12116, i+ L +]-+— +.

3n/3  51/5 201 301
AT AT 7F*T A *- 12118 i .i.i.1i.
12.119. 12120.1 4 4 4 -

* * —_
12121 21*11*2].... 12.122. W 4 4
12123, 1 L+] 12124, j* ! +43 |4,

S s - 2 B &
12.1251—L H — i +,. 12126. X = _*

2a W & (2« +3)In (A +])

12.127. arctg +4arctg -]=+9arctg -L+...
v2 V3

12.127.b) Shartli yaginlashuvchi i—’\% 43“:1——’>t...t(;
gatomi kvadratga oshirilsa yaqinlashuvchi bo'ladimi?
12128,

,Nr*»-1, >r_...*Ne £1,...
13 5 ~  (@2»-1) " 2 a (2»-2)

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.



i

12.129.
EIRAPLEIE L 1...>; “é__)ﬂﬁ Ly S
1 2 a4 (2/i-2) a3 g5 ” I'%2/1-|)

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
12130. Faraz qilaylik, ;.=/(*) funksiya [i;«) musbat va

monoton kamayuvchi bo'lsin. U holda im/(!)+...+f(n)- jfx)dx —p

limit mavjud va /(i)+...+/(,,):E/(*>/+n+*, (iimf,=o0 ) ekanligini

isbotlang.
12131, iH +.H =im+c s, e, »0 ekanligini isbotlang. Bu
tenglikdan quyidagini keltirib chigaring.

1H--6—H... + ——— =Inn/4n +—C +£ , £ —0
3 5 n-1 2
12132. £ =i—3| +_ |+. munosabat va (12.130) masalani
4 57

shartidan foyadalanib quyidagini isbotlang.
T+ VBT - —iE,

812.2. Funksional gatorning tekis yaqginlashishi.
Darajali gatorlar.
1.x ning
W,HMAX)+...+w,(X)+... (12.5)
funksional gator yaqinlashadigan qiymatlarining to'plami bu
gatorning yaginlashish sohasi deyiladi. 5g)=Ilim5,X) funksiya
gatorning yig'indisi, /\(T=5m)}-5r(X) ayirma esa gatorning goldig'i
deyiladi.

2. Agar har ganday e=>ouchun shunday N nomer ko'rsatish
mumkin bo'lsaki, n>N bo'lganda [a, b] segmentdan olingan
istalgan x uchun |O®|<E tengsizlik bajarilsa, (12.5) gator [a, b]
segmentda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

3. Tekis yaqginlashishning alomati



Agar hadlari musbat va yaginlashuvchi ¢ +c+c,

dOnlar gatori mavjud bo'lib, x ning [a, b] dagi barcha qiymatlari
uchun bo'lsa, (12.5) qator [a, b] segmentda absolut va tekis
yaginlashadi. Quyidagi gatorlarning xususiy yig'indisi S, ni
toping-

a0+alx+aX2+...+a,xn+... (12.6)
darajali gator berilgan bo'lsin. Agar [g<n bo'lganda qator
yaqginlashuvchi va |of>a bo'lganda gator uzoglashuvchi bo'lsa, R
son (12.5) gatorning yaginlashish radiusi deyiladi. R ni, (12.5)
gatorning absolyut yaqinlashishini Dalamber alomatiga asosan
tekshirib yoki, barcha a lar noldan fargli bo'lgan holda,

R =lim formula bo'yicha topish mumkin. Jumladan, agar limit

ga teng bo'lsa, (125) qator butun Ox o'gda absolyut
yaqinlashadi.
Darajali qator o'zining yaginlashish intervali (-R, R) ichiga
yotuvchi har qanday [a, b] segmentda absolyutgina emas, balki
tekis ham yaqginlashadi.

4-misol: =l +X+HR2+.. +x"
n=0
funksional gatorning aniglanish sohasi D va hadlar
yig'indisi S(x) funksiyani toping.
Yechimi:  Aniqglanish sohasi D (-1;1) oraligdagi

giymatlardan iborat, chunki bu qiymatlar uchun berilgan
funksional gator cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaga
teng. Uning birinchi hadi v va maxraji q=x ga teng. Demak,

S(x) = , xe(-1,1)
1-9g 1-x
bo'ladi.
5-misol: £ asnx va yaginlashuvchi gator uchun
~1 n2 L=|N12
*6(-*«) da] K L),= bajariladi.
n n—

Demak y as Kk a T o p dakuchaytiriigan gatordir.
»i 13



ra r3
—x =X+— +— +. +_ +..
M«! 21 3 ul

gator ning yaginlashish radiusini toping.

6-misol:

Yechimi

& = i
Demak yaginlashish intervali (-a;@ bo'ladi.

Funksional gatorlarni yaginlashish sohasini toping.

12.133. | +o+.. +X" +.. 12.134. NN+IN2X+... +In" X +...
12.135. x+x4 +.. 12.136. *+ §+ 4+ -
n
12.137. X+~ 4+ ..+ L+ 12.138. 0 _ 4+ I+ 47+
|+ 1+HR2 14T
12.139. 2x+6ar+.+/2(/? +H)X"+... 12.140. —h— ~t=+.h— ~=r+..
2 2+V2 n+yfm
12N141- % 7 +'W 7 +-"+n 7 [+"- 12.142.sin -j +sin ~+... +n2sin -p-+...
12.143. «si,+" £ +.+r.<glL +.. 12.144. si,* +" +.. N +...
2 4 2" n2
12.145. £2||+£2|IL+ +fA£i+.. 12.146. 6+ N +...+/'+...
e e"x
2A nx
12.147.—+— +..+— +. 12.148.1 +/ .+ HEILN +
ee e i
12.149. t V r v | 12.150. 12.151.
Nl +n ) tr 2" tT3"(n +I)

Quyidagi gatorlarning yaqinlashish intervali aniglansin
va qatorlar intervalning chegaralarida ham yaqinlashishi

tekshirilsin:
12152, 14+— +-"— £+ 153 +— ==
32 3 34 A1 & =73 =4
12154, 1+="=+-"=+-"+_, 12155, Y —
s T E t/n
12156, [ (-")— 'II21257§(l 3'x"
e n

rfv (3" - 3)2”



I'%

12.158.1) n, 2) £

('+0'
/ *+[):.  (jcH)3 (n+
12159, ( » é )\ (l’\ I)3+%' 7I)—4+ -
,2.160.
Quyidagi gatorlarning yaqinlashish intervallari

aniglansin Vayig'indilari topilsin:
12161, 1+2x + 3jc2 +4X3+ ...

12162, - ¥+ -T +.

12.163. | +3x +5x2+7.r3+...

12164 jmm-m  ~ ~XH-2)
Len-m | 59 amiW K2k +.

Quyidagi gatorlarning yaginlashish intervali aniglansin
va (gatorlarning intervalning chegaralarida ham yaqin-
lashishlari tekshirilsin:

. 2X 4jr 8(‘3
. . |1+ s -
2161+ iy rvisss

3-2-)l 32-3" 3B-YHA

12.167.
=

12.168. £(—1)-4’21n )

12169+ -+, =

12.170. 2xl+l—l'{2:l,zl-202 | @13
Quyidagi qatorlarning yaqinlashish intervallari
aniqglansin va ulaming yig'indilari topilsin:
12171, 1-3 X2 +5X4-7x* +...
12.172. *+7+§+...

12173, 1-4x +7x2-W X3+ ...



QUyIdagl qatorlarning yaqinIaShiSh
aniqglansin:

19174, X +2X 4+ X 4
_ _ ~ 12.175.
12 2.3 3.4 a5 Flél'—l
12.177. £\
da
Xs r 12
12178 “+ 4T+ 4T L4 12179, £iov

Funksional gatorlarni yaqinlashish sohasini toping

ra2 Vs

12180, —+ *
2 242 /Hn

12.181. ’\T+’\ +. + fIT+
+x X

12.182. sin —'|'5|n —'|' .mn2sin 2—+
12.183. xig Z +x*tg—+... +x"ig—

2 4 2"
12.184. |injt+«»22£+.. N+

12185. QOIL+AR | @B

12.186. e~*+edt+...+NIx+... 12.17
12.188. i HME+ !
7 - +. 12.1809. % W f]
12.190. _
- 12.191. £
12192. 4 1 HM -+ - ** _
243 22+3 23+33 12.193. 1>«
1214, 52?2V 3V 12.195. ]1(1_ r-
2! 3 4 t n
12.196. 12197. £ ¢ >
1-3 2-4 n(n +2)
12.198. y(L= )"2-
Y 12.199. .

12200. £ (,4 )", 12.201. 10



812.3. Teylor va Makloren gato*rlari

427>
ko'rinishdagi formula Makloren form ulasi deyiladi, bunda

onN.
2 1=), THN1(-,)H)(,-«) *.e*() (12.8)
ko'rinishdagi formula Teylor formulasi cdeyiladi, bunda
bW = N f wla+e{x-a)l].
3 Teylor va Makloren qatorlari. (12.7) va (12.8) formulalarda
n cheksizlikka intilganda nolga intilsa (2()—=0), u holda
bu formulalardan x ning J@Ep«,wzo bo'lgandagi giymatlari uchun
/(*) gayaqinlashuvchi quyidagi
/(*) =/(O)+f\ X +E£/NX> +.. (129)

Nx)=na)+£&(x-a)+* ( X-ay+.. (12.10)

cheksiz qatorlar hosil bo'ladi.

4. Elementarfunksiyalaming qatorlarga yo yilm alari:
, ., X x1 .t5
e =1+ — 4-———— e 1-..,
1! 2! 3!
. . X *5
sint=jr—— +-———...
3! 5!

, gator x ning har ganday giymatlari uchun mos
ahlgan) funksiyalarga yaqinlashadi.



(+a) =l+yn +~y-y.r2+.. - binominal qator bo'lib, B«
bo'lganda (I+xf binomga yaqinlashadi.
|n(i+x)=x—x—2 +)]3 gator -1<g<l bo'lganda i(i+X) ga

yaqginlashadi.

X3 Xs . .
arctgx=x-— gator [*|<l bo'lganda arcigx ga yaqinlashadi.
7-misol: / (x)=sin x funksiyaning Makloren gatorini yozing
Yechimi: Berilgan funksiyaning n ta hosilasini topib, x=0

dagi giymatini hisoblaymiz
(12.8) -tenglikdan quyidagi darajali gator kelib chigadi.

. X X M x2-1
Sinfr=x---+—...(4) ——— +..
38 "v* (2«
8-misol: y=cos X , y=er , y=ex , y=shx , y=chx

funksiyalarning Makloren gatorini yozing.
Yechimi: Oldingi misolda ko'rsatilgan usulga ko'ra

ra var"

cos X =1- :v—2 + -(-1)" 1——————- +
a (2/7-2)!
eJC=1+X—+£2 +__‘+£' +..
1 2 n!
2 3 4
et =1 x4 I
2 3 4
X X5 X7
slix = X Y=————+ —  + ————
3 5 n
chx = 1+X_2 x4 1_)_(_6_,_
2! 4 6

12.206. Quyidagi funksiyalar x ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin va qoldig hadning forulasi yozilsin va u

tekshirilsin: 1) cos(at- 0); 2) sin3*; 3) 7 4) sinmx+yj.

12.207. /(X)=In(l+eb) funksiyaning gatorga yoyilmasidagi
birinchi hadi yozilsin.



12.208. () binom Makloren formulasiga asosan x dagi

darajalari bo'yicha qatorga yoyilsin va hosil bo'lgan qator |i)<x
bo'lganda yaqinlashuvchi ekanligi aniglansin.

12.209.Binomial gatorga asosan <L bo'lganda

1 =-3x+6*2-i0*) +..=f ~IL)(.r)"" ekanligi ko'rsatilsin.
2

12210. Binomial qgatorga asosan |p<d bo'lganda

= + yoyilmasi hosil gilinsin.
VF+? 2 T'2 2'3

12212, Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin:

DatE; 2) h-3x+x2; 3)In(I-x+x2).

I-x

12212, f(x) =e‘x‘ funksiyani x-a ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin, goldig hadning formulasi yozilsin va
tekshirilsin.

12213, f[x)=x‘-3x funksiya x+\ ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin.

12.214. f(x)=xAfunksiya x+ ning darajalari bo'yicha gatorga
yoyilsin.

12215. /(*)=! funksiyani 42 ning darajalari bo'yicha

gatorga yoyib, hosil bo'lgan qatorning yaqinlashishi Dalamber
alomatiga asosan tekshirilsin.

12.216. 1) /(*)=cos ~ funksiya x~ ning darajalari bo'yicha; 2)
/mm—=sin 3x funksiya x+j ning darajalari bo'yicha gatorga
yoyilsin.

12217. /X=Vx funksiyani xA\ ning darajalari bo'yicha

gatorga yoyib, hosil bo'lgan gatorning yaginlashishi Dalamber
alomatiga asosan tekshirilsin.

Funksiyaning qatorga yoyilmasidagi birinchi hadi
yozilsin:
12218, y=e'X 12219. , =m



12.220. y’\COSI’ 12221. , =In(l +5m).
12222, , - Ins . 2. 12223,
12224, |, = . 12225,

4-x

12.227. y =xarclgx .
12.229. *HrD-*).

Teylor gatorining X nuqtadagi 5 ta hadini toping.

12.230. >=Ir(+er) 12.231. y=&"x
12.232. y=cofxl2.233. =-noosx
12234, y =(I+xY

Limitlarni Teylor gatoriga yoyish yordamida hisoblang.

12.236. lin

812.4 Fur e gatori. Fur'e inegrali

1 Ta'rif: Agar [a, b] segmentda /(,) funksiya

1) soni chekli uzilishlarga ega bo'lib, ularning hammasi 1 -
tur uzilishlar bo'lsa;

2) sonli chekli ekstremumlarga ega bo'lsa;

3) (8, b) oraligning har bir nuqtasida f(x)=/(*-°)+/(*tE)
bo'lsa, funksiya shu segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunadi
deyiladi.

2. [/, 11 segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunuvchi /(%)
funksiya kesmaning har bir nugtasida quyidagi Fur'e gatori bilan
aniglanishi mukin:

(12.11)

bunda



J1

an=-\f{x)<MS~-dx\ *, =yJ/(j)sin~A"* (12.12)
e * 7/

Agar /(*)=/(-*), ya'ni /(*) - juft funksiya bo'lsa, u holda
n=Ova
IM=-y+|z» oo™ (12n3=
Agar /(*)-/(*), ya'ni /(,) -toq funksiya bo'lsa, u holda a, =0
va
/(*)=f>,,sm" (12.14)
n:| *
Agar [/, /] segmentda (12.11) gator bilan aniglangan /(*)
funksiyani /(/)=/(/~°)+/(/+) shartning bajarilishini talab etib, uni

2/ ga teng davr bilan davom etirsak, funksiya o'zining butun
davomida ham (12.11) gator bilan aniqglanadi.
3. /(*) funksiya (-«,«) oraligda absolyut integrallanuvchi

(ya'ni yaqinlashadi) bo'lsa va har qanday chekli

segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunsa, u holda bu funksiya
quyidagi Fur'e integrli bilan ifodaladi:

/(*)=—]d a J/(t)eosa(jc -t)dt - J [a(@)cosaoc +ft(a)sin ax}ia (12.15)
40 -» 0

bunda
i & )

a(@)=—rTf(t)cosatdt va b(a) =— Ff(t)s\natdt (12.16)
* 1 aL

Davri in bo’lgan quyidagi funksiyalar Fur'e gatorlariga
yoyilsin:

12.240. o<x<s bolganda f(x)=i va /s(-*=-7¢) = Hosil
bo'lgan gator yordami bilan i-1+1-1+... = ekanligi ko'rsatilsin.

12.241. o<x<n bo'lganda #x)=x va /(-*)= /(*). Hosil bo'lgan
gator yordami bilan 1+’% 4}‘F}|J\F+—=§/t~ ekanligi ko'rsatilsin.

12.242. -K<x<n bo'lganda f(x)=x2. Hosil bo’lgan gator
yordami bilan

1 1 1 n 1 <. Y
2+2 4o+" 12 N 2 2 & 6
ekanligi ko'rsatilsin.
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12243. /M .{""- T<*<0 b''ta"da'

n-x,0<x <n bo'lganda.
12.244. /(o)=1; O<x<lbo'lganda, /(-*)=-/(,).
12.245. f(x)=\-x; oixiilbo'lganda,/(-*)-/(4 /=b

12.246. /W ={°," /<" ° B %anda’

,0<x<I| bo'lganda.

12.247. Uzunligi | ga teng sterjenda issiqlik targalishi

1du 82 . , ,
a7~d=a? teiW ama bilan, bunda ,(*/) - temperatura va quyidagi

shartlar bilan aniglanadi:
1) chegaraviy shartlar: *=ova *=/bo’'lganda «=o0;
2) boshlang'ich shartlar: /=0 bo'lganda

X, X<~ bo'lganda,
/-*, X>~ bo'lganda.

Fur'e metodiga asosan u(x,t) funksiya aniqglansin.
12.248. Uzunligi / bir uchi O =o) biriktirilgan ikkinchi (* =/)
uchi esa erkin bo'lgan sterjenning bo'ylama tebranishlari

tenglama bilan, bunda ux,) - bo'ylama siljishi va

quyidagi shartlar bilan aniglanadi:
1) chegaraviy shartlar: x=0 bo'lganda «=0; * =/ bo'lganda

ir°;
2) boshlang'ich shartlar: t=o0 bo'lganda u=f(x\—=0. «*

funksiya Fur'e metodi bilan aniglansin.
12.249. Uzunligi 1, ikki wuchi birkitilgan sterjenning

ko'ngdalang tebranishlari ~t”7+£t=0 tenglama va quyidagi
shartlar bilan beriladi:
1) chegaraviy shartlar: *=ova x=I bo'lganda u=ova 34 =0.
2) boshlang'ich shartlar: 1 =0 bo'lganda ,, =/(,) va ’c;t.:o. Fur'e

metodi bilan ux.» funksiya aniglansin.
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12.250. va 12.251. misollarda berilgan funksiyalar uchun

Fur'e integrali yozilsin
fl, 0<JC<1 bo"\ganda,

12.250. /W— |QX>| bngan&a va /(-*)--/(*)=
12.251. /{*)=en bo'lganda /(-,)= /(*).
Makloren gatorlarini yoyish orqali integrallarni hisoblang.
12.252. j,-** 12253.j1 & i*
o] 0 1
12.254. fSSEL* 12.255. fSSEid,
{ = o'

12.256. Darajali qatorga yoyish orgali limitni hisoblang.
|n£! +X+A3)+ In(| —C+a2

x[e* -1
x* XK
12.257. Faraz qilaylik, /(*)=!+*+— o'rinli bo'lsa,
/X)/(y)=/(a+v) ekanligini isbotlang.
12.258. =>>=+)™ funksiyani darajali qgatorga yoyish va
(I+x[p{l+x)** =(+jc)M | ayniyatdan foydalanib X c"-c’-

5=0

keltirib chigaring.

Q x6
12.259f(x)= funksiyani davri r=/rbo’'lgan Fur'e
sin2x, xe
12.1 rasm
12.260. /W=|o+' ¢p 3]"" davri T=n bo'lgan

Fur'e gatoriga yoying.
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Xy X G Q—

sinuslar bo'yicha Fur'e gatoriga yoying.

12261. /(%= funksiyani a) kosinus va

Takrorlash uchun savollar

I.Sonli gator deyilganda nima tushuniladi?
2.Sonli gator hadlari nima?

3.Qachon Sonli gator yaginlashuvchi deyiladi?

b)

4.Sonli qator yaginlashuvining zaruriy sharti nimadan

iborat?
5.Qanday sonli gator musbat hadli deyiladi?
6.Majoranta gator nima?
7.Qachon sonli gator ishorasi navbatlanuvchi deyiladi?
8.Sonli gator gachon absolyut yaqinlashuvchi deyiladi?
9.Funksional qator ta'rifi gqanday ifodalaniladi?
10.Darajali gator ganday ta'riflaniladi?

QATORLARGA DOIR NAZORAT TESTLARI

1. Sonli gatorlar va ulaming yaqginlashuvi
1 Ushbu ifodalardan gaysi biri sonli qator bo'ladi ?

A) uv ur ms........ Unm eee B) m: me: U3 eee M1 e== .
C) Ml+ U2+ M3+ ®®et+n+ ome . D) NM+m2+ N3+ eeetyn .

E) keltitilgan barcha ifodalar sonli gator bo'ladi .

2.Quyidagilardan gaysi biri I;£'j\uk sonli gator uchun xususiy

yig'indi bo'Imaydi ?
A) ui B) mi+ m2
C) M +M2-+H\B+N\B D) M+NMN2+HVE+ me+Un .

E) keltirilgan barcha ifodalar sonli gator uchun xususiy

yig'indi bo'ladi.



J1

3 \(}D———l—— sonli gator uchun Sio xususiy yiéli.nclining
aiymatini toping.

< < 0 C>T7 D> <
4_i+| H +H +.. Sonli gatorning u, umumiy hadini

ko'rsating.
WH 07] Nl n
A)».-—
™ « C\ n_1
) M=n-1

5.Umumiy hadi ua=1+- bo'lgan sonli gatorni toping .

st BHH +— GV +

0),N+8-2+..

6. n-xususiy yig'indisi sn bo'lgan sonli gator qaysi shartda
yaqinlashuvchi deyiladi ?
A) lim S, =0. B) r!im_Sn =-00. Q) IimS,, =C,|C|<co.

D) lim5,=*00. E) Ilms Jmnavjud emas .
«D

((—

7. n-xususiy yig'indisi S bo'lgan sonli gator qaysi shartda
uzoglashuvchi bo'Imaydi?

A) lim5,=-00. B) lims, =+.
C) IlimS,==*0. D) lim S,mavjud emas .
«0 «—D

E) ko'rsatilgan barcha hollarda sonli gator uzoqlashuvchi
bo'ladi.

8 n-xususiy yig'indisi sn bo'lgan yaginlashuvchi sonli
gatorning S yig'indisi ganday aniglanadi ?

M sl ® SRR O S=imy

D) 5=limwS, E) 5=lim5,
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9- 1+j + +e=t +... sonli gator yig'indisini toping .
A2 BJ15 Cloo D)133 E)L
100 NN+ HED) HA-+ sonli gator yig'indisini
toping.
Al BO C)08 D)15 E)li.
® 1
11-E n(n+~ sonli gatorning s yig'indisini toping .

A)S= B) 5= C)s=\ D)S=1 E) S=-
2 4 3

22—+ + +.+—L +. sonli gator }/ig'indisini

1-3 2-4 3-5 n(n +2)
toping.
A) @ B) /2 .C)e D) 15 E) 0.75
130, +-y +...+-i-+... sonli qator qaysi shartda

yaqinlashuvchi bo'ladi ?
A)le|*0 B)laJ=1 C)H<1 D) |a>1 BE)le|*I
@

@
14 Agar £ukva yaqinlashuvchi sonli gatorlar bo'lsa,
K\ K\

quyidagi sonli gatorlardan gaysi biri yaginlashuvchi bo'Imaydi ?
A) 'é‘»*+v*)
B) I(«t-v™)
*=1

C) (C - const.)
1

D) E(C +v*) (C -const)) E) *£:|CV* (C-const.).

sfm 7

15.1 h, sonli gator yaqinlashuvchi bo'lishining zaruriy

sharti nimadan iborat ?
A) limunoo B) limm, >0 C) limM<0 D) lima =0
JT-»° W0 /=D «=>00

-»

E) lim un mavjud emas .
Nn—>00
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T
16. Quyidagilaming qaysi biri uchun sonli gator
aginlashuvining zaruriy sharti bajarilmaydi ?
AS L Snx B) § X c) &m By T L cos
= K k= K k= K
E) barcha gatorlar uchun gator yaqinlashuvmlng zaruriy

sharti bajariladi.

2. Musbat hadli sonli gatorlarning yaqginlashish alomatlari

]
1 Ta'rifni to'ldiring: Jjun sonli gator musbat hadli deyiladi,

agaruning ... .

A) barcha s» xususiy yig'indilari musbat bo'lsa

B) birinchi hadi musbatbo'lsa

C) ayrim hadlari musbat bo'lsa .

D) barcha hadlari musbatbo’lsa .

E) yig'indisi musbat bo'lsa .

2.Quyidagi qatorlardan qaysi biri musbat hadli bo'ladi ?

A) | sm* B)ES2* Q s4 B)E ital
i=i K K=l Ar K=\K K

E) keltlrllgan barcha gatorlar musbat hadli emas .

3.Quyidagi gatorlardan qaysi biri musbat hadli emas ?

A) I-rsin-  B) S cos— C) im— B) S-In- =
K=\K K K=\ K K=\K K
E) keltirilgan barcha gatorlar musbat hadli.
4.Musbat hadli f>, sonli qator vyaginlashuvchi
A=

bo'lishligining zaruriy shartini ko'rsating.
A) Ii_mman=0 B) Ii_r’goa,, = 1o C) Ijr;rlan=l

D) ll.l_)r‘?a? ®0 E) I’I\I%? >0.
()] )]

5.Taqqoslash alomati shartini ko'rsating : Agar }E va ﬁ21>

musbat hadli sonli gatorlar hamda yaqinlashuvchi bo'lsa,
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d

unda — shart bajarilganda g sonli gator ham yaginlashuvchi
<

bo'ladi.
A) Un-Vn B) u\n  C) Un>Vn D) Un=vn E) u,*vn
6.Limitik tagqgoslash alomatida musbat hadli If&; va rf# v

sonli gatorlami yaqinlashuvchi ekanligini  tekshirish uchun
quyidagi limitlaming gaysi biridan foydalaniladi ?
A) lin™y, B) ImM,+v,) Q ur Ha
ft—C «—>C0

n—ece Vn

D) limH,-v, E) lim(M,xvn)
7 .Limitik taggoslash alomati shartini to'ldiring: Agar I:\iUk

@
(1) va Xv* (2) musbat hadli sonli gatorlar va ... limit giymati

chekli hamda musbat bo'lsa , unda (1) va (2) sonli gatorlar bir
paytda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo'ladi.
A) limwry, - B) liw, +v,)  C) lIm v
D) Iim(M,-v, E) lim(w,xv,
8 Musbat hadli ; sonli gatorni Dalamber alomati orgali
<

tekshirish uchun gaysi lim it hisoblanadi ?

A) limi/ms,.  B) lim(wn; +un).
o ..L
D) lm E) lim

n-=00 t/w «->00

9.Musbat hadli m& sonli gatorni Dalamber alomati orgali
«

tekshirishda
lim~ - =d

N->00 Un
bo’lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto'g'ri ?
A) d<l1lbo’lsa gator yaqinlashuvchi
B) d>1bo'lsa qator uzoglashuvchi

376 ’ LK i



Cc)d=1bo'lsa qator yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi

D) d=* bo'lsa gator uzoqglashuvchi

E) barcha tasdiglar to'g ri.

10.Quyidagi musbat hadli sonli gatorlardan gaysi birining
yaginlashuvini Dalamber alomati orqali aniglab bo'ladi ?

A)y — BY—L OIl D )f— E)f, n.2

"h\ +r2 N+ b\n hor re(l+w

11.Umumiy hadi v*=@n+1)/2" bo'lgan sonli gator Dalamber

alomati orgali tekshirilganda d=nlir>1;(un+|/u,,) giymati va qator

yaginlashuvi haqidagi tasdiq qaysi javobda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) 1va gator uzoglashuvchi
B) d=0vaqator yaqinlashuvchi.
C) d=05va gator yaginlashuvchi
D) d=oova gator uzoglashuvchi.
E) d=Ivaqator yaginlashuvchi.

12Musbat hadli f=, sonli gatorni Koshi alomati orqali

A=1

tekshirish uchun gaysi lim it hisoblanadi ?

A) limju-, B) lim C) lm?u,u,H
n—>00 n—>00 n—00
D) lim»p=L. E) limJ—
13.Musbat hadli sonli qatorni Koshi alomati orqali
tekshirishda
lim =A

bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri noto'g'ri ?

A) k<lbo'lsa gator yaqinlashuvchi

B) fc=1 bo'lsa gator uzoglashuvchi

C) k=1bo'lsa gator yaginlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham
bo'lishi mumKkin.

D) k=" bo'lsa gator uzoqlashuvchi

E) barcha tasdiglar to'g 'ri.
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14. Quyidagi gatorlardan qgaysi birining yaqginlashuvini
Koshi alomati yordamida aniglab bo'ladi ?

15.Umumiy hadi M¥e=[2n+)/«]"bo'lgan sonli gator Koshi
alomati yordamida tekshirilganda k=iim limit giymati va

gator vyaqinlashuvi haqgidagi tasdiq qaysi javobda to'g'i
ko'rsatilgan ?
A) k=0Ova qator yaqginlashuvchi
B) k=1va gator uzoqlashuvchi.
C) k=2 va qator uzoglashuvchi
D) k =05va qator yaginlashuvchi.
E) k =00 va gator uzoqlashuvchi.
16. Umumiy hadi nn=[(2n+3)/(4n+5)]'bollgan sonli gator
Koshi alomati yordamida tekshirilganda k =iim limit giymati

va gator yaqginlashuvi haqidagi tasdiq qgaysi javobda to'g'i
ko'rsatilgan ?

A) k=0 va qator yaginlashuvchi

B) k=1va gator uzoqglashuvchi

C) k=2 va qator uzoglashuvchi

D) k =05 va gator yaqinlashuvchi.

E) k =0 va qator uzoglashuvchi.

3. Ishorasi navbatlanuvchi va o'zgaruvchi sonli gatorlar

17.Qaysi shartda 2=, sonli qator ishorasi navbatlanuvchi

bo'ladi ?
A) w+ un*i<0 (n=1,2,3, 3 B) un— MAHO (1=1,2,3, —)
C) un- Mi>0 n=1,2,3, 5 D) un- w+1<0(«=1,2,3, )

E) to'g'ri javob keltirilmagan
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18. Quyidagi gatorlarning qaysi biri ishorasi navbatlanuvchi
bo'ladi ?
A) ' (—YH*sin* B) 2(-1)* cos*
k=1 k=l

©) RN CHMCR

E) keltirilgan barcha gatorlar ishorasi navbatlanuvchidir .

®
19.Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi 2=, son'i

qator yaginlashuvchi bo'lishi uchun uning hadlariga quyidagi
shartlardan gaysi biri go'yiladi ?
A) IimM,=0 B) limHatl. =d <\ Q lmp~r =<1
n—KO J>00

u—>00 MM
D) limm,* O E) Ht(ma- ml)=0
A-»00 n—o
20.Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi

E&—l)"M,, (u, >0Mm=123..) sonli qator yaqinlashuvchi bo’lishi
[§=

uchun uning hadlariga quyidagi shartlardan qaysi biri qo'yiladi ?
A) un+=n B) un+nun C) un+\<un
D) un+i<un E) un+\oun
21.Agar Leybnits alomatiga asosan ishorasi navbatlanuvchi

r5};](—1)"_]m, sonli qator yaginlashuvchi bo'lsa, uning yig'indisi S

uchun quyidagi tasdiqglardan qaysi biri o'rinli bo'ladi ?
A) S=m B) s>ui C) s>m D) s<ui E) S*ui
22.Quyidagi ishorasi navbatlanuvchi sonli gatorlardan qaysi
biri yaginlashuvchi emas ?
1)
MO
C) 1(-1)nco5- D) f (-D*eini
n=l n =\ M
E) keltirilgan barcha qgatorlar yaginlashuvchi.
23.Quyidagilardan qgaysi biri ishorasi o'zgaruvchi gator
bo'lmaydi ?
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Ny €O gyysmp gL D) Ebosn

«1 mn n=1l n
E) keltirilgan barcha gatorlar ishorasi o'zgaruvchi bo'ladi

24.Qaysi shartda ishorasi o'zgaruvchi f>, sonli qator

n-1

yaqinlashuvchi bo'Imaydi

A) Agar lim lim it mavjud va chekli bo'lsa .

B) Agar biror no natural sonda £Ut gator yaqinlashuvchi

k=n0
bo'lsa
C) Agar biror no natural sonda £ |Mjgator yaqinlashuvchi

k=n,

bo'lsa .

D) Agar *éK lgator yaqginlashuvchi bo'lsa .

E) Keltirilgan barcha shartlarda qgator yaqinlashuvchi bo'ladi

25. Qaysi holda ishorasi o'zgaruvchi f\n sonli qator

n=1

absolut yaginlashuvchi bo'Imasligi mumkin ?

A) Mpy=0  B) Iim "M _3-1  C)limc =<1

D) rll%|m,l+k«2L+lvB| + +M) <@ e
E) ko'rsatiigan barcha hollarda sonli gator absolut
yaqinlashuvchi bo'ladi.
26. Quyidagi gatorlardan gaysi biri absolut yaqginlashuvchi
bo'ladi ?
M ( A sn n p. (_ I) I ” 1
ALY G son Ry BY By oos
= H H v of "o
E) keltirilgan barcha qgatorlar absolut yaginlashuvchi bo'ladi
27. Quyidagi gatorlardan gaysi biri absolut yaqginlashuvchi
emas ?

A) | cos* B) £“£ C) D)z~
n=l n A\ n A riyln =1 N
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(V)

)
E) keltirilgan barcha qatorlar absolut yaginlashuvchi bo'ladi

28. Agar ishorasi o'zgaruvchi " sonli gator absolut

yaginlashuvchi bo'lsa, unda quyidagi tasdiglardan qaysi biri
o'rinli emas ?

A) Ixtiyoriy C o'zgarmas son uchun XG/, sonli qator
n=1

absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.

a@
B) Ixtiyoriy o'zgarmas m natural son uchun 2>, sonli gator
m=m

absolut yaginlashuvchi bo’'ladi.
C) f=, sonli gatorga !>, yig'indini go'shsak, absolut
) B gatorg 5 yig q

yaqinlashuvchi sonli gator hosil bo'ladi.
D) f=, sonli qator hadlarining o'rnini ixtiyoriy tarzda

o'zgartirsak, absolut yaginlashuvchi sonli gator hosil bo'ladi.
E) keltirilgan barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

29. Ishorasi o'zgaruvchi >, (1) sonli gator bo'yicha musbat

=1

hadli I (2) qator tuzilgan. Qachon (1) qgator shartli

yaqinlashuvchi deb ataladi ?

A) Agar (1) gator yaginlashuvchibo'lsa .

B) Agar (2) gator yaginlashuvchi bo'lsa .

C)Agar (1) qator vyaqinlashuvchi, (2) qgator esa
uzoglashuvchibo'lsa.

D) Agar (1) va (2) gatorlarning ikkalasi ham yaginlashuvchi
bo'lsa.

E) Agar (1) va (2) qgatorlarning birortasi yaqinlashuvchi
bo'lsa.

30. Quyidagi gatorlar orasidan shartli yaginishuvchi gatorni
ko'rsating.

A )S<i C > Ne 1.
n=\ nyln /2 A=1 3
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31.Shartli yaqinlashuvchi sonli gator uchun Riman

teoremasida quyidagi tasdiglardan qaysi biri ifodalanmaydi?

A)gator hadlarining o'mini almashtirsak qator yig'indisi
o'zgaradi.

B)gator hadlarining o'rnini almashtirish orqgali uning
yig'indisini ixtiyoriy songa tenglashtirish mumkin .

C) aqator hadlarining o'rnini almashtirish orqgali uni
uzoglashuvchi gatorga aylantirish mumkin .

D) gator hadlarini o'’zgarmas C soniga ko'paytirsak, uning
yig'indisi ham C marta o'zgaradi.

E)keltirilgan  barcha tasdiglar Riman  teoremasida
ifodalanadi.

4. Funksional qatorlar

1 Quyidagi ifodalardan gaysi biri funksional qator
bo'lmaydi ?

A) uO(x)+ul(x)+Uu2(X)+---+un(x)-+ mm .

B) u0(x)+u2(x)+HH(X)+ea-+un(X) +==.

C) u0(X)+u3(x)+ub(x)+--+u3nx) .

D) uk(x)-+ukH(x)+Uk+2(x) +emmk+H(X) +ee=

E) keltirilgan barcha ifodalar funksional gatorni ifodalaydi.
2. Quyidagilardan gaysi biri funksional gator emas ?

" cos2nx *sin2nx r y cosnx+s'mnx
n=o(n +1)2 n=o(n +1)2 n0 W+1)2

D) S cos m +sA nx E) barcha qatorlar funksional
n=0 (tt +1)

gatordir.

3. Qaysi hollarda fD->,,(>) funksional qator x=xo nuqtada
o

yaqinlashuvchi bo'ladi ?
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I. musbat hadli ri—>9"(X0) sonli gator yaginlashuvchi bo'lsa .

Il. ishorasi o'zgaruvchi z.éj,,(xo) sonli qator absolut

yaqinlashuvchi bo'lsa

()
lll. ishorasi o'zgaruvchi I¢>€),,(xo) sonli qator shartli

yaginlashuvchi bo'lsa
A) | va Il hollarda B) I va lll hollarda
C) Il va lll hollarda D) I, Il va lll hollarda
E) fagat | holda

4. Quyidagi xo nuqtalardan gaysi birida X2"4#/ funksional

=1

gator yaqinlashuvchi bo'ladi ?
A) xo=-1 B) *o=~ Q*o=" D)xo=I E) xo=

5. Funksional qgatorning vyaginlashish sohasida uning
goldig'i rn(x) gaysi shartni ganoatlantiradi ?
A) limrn(x)=>0. B) limr,(jc)<O . C) limr,(x)=0.

«—>00 f1—>00 n—>00

D) imm(x)®o0 . E) limrmX=o00.

«—>00

*lc
6. g)flsn—x funksional qatorning yaginlashish sohasini
k=ok +1

toping.
A) (-00,00). B) m<x<7i(n+1),«=0,1,2,-.

C) /1=0M42,~==. D) nr’™M™+smmn=o0,H42, —.

E) xpNn,Nn=0,H4 —.

7. im cosxl funksional qatorning yaginlashish sohasini
*=offc +1)
aniglang.
A) (-00,00). B) mm<nr<s(«+1),«=0,1,2,-".

C) x~rnn,n—0H+2— D) X*N +amm =0+1+2-" . Ear=0
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8. vx funksional gatorning yaginlashish sohasini toping.
A) (-00, 00) B) (0, (D) C) (-2, 2)

D) (-00, 0) E)(-1,i)
9. kg:% X funksional

gatorning yaqinlashish sohasini
toping.
A) (-00, 00) B) (0, 00
C)(-2,2 D) (-00, 0
) (o0 ) ) (-00, 0)

E) (-1/2,1/2)

10. £cos x funksional gatorning xe [n/6, 9/2] bo'lgandagi
yig'indisini toping.

A) R 4ihx B) 1+dinx
) D) - = E) -L
1- COSX 1+ COSIC

COSs X

0
11. £(-1) oos x funksional gatorning [T1/6, 5/2] kesmadagi
yig'indisini toping

A T anx T+din
— D) — — E)y 1
1- COSX 1+ COSX COS X

12. \O(cx funksional gatorning yaqinlashish sohasidagi yi-
g'indisini aniglang.

A)-I- B) X'*I~ C) — D — E) —
)](.(-);-x )Xx—IX ) 1-x ) I-x ) 1+x
13. Ex" funksional qatorning yaginlashish sohasidagi
n=\
yig'indisini aniglang.
A B C) — D) — E) —
)1+x ) x —1 ) I-x ) I-x )
14. "Zi-1yx"

1+x
4 funksional gatorning yaqinlashish sohasidagi
yig'indisini aniglang.
A)-L C) —
) 1+x )

E) —
I-x 1+x
384
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15. [%4(—1)"—&‘" funksional gatorning yaginlashish sohasidagi

yig'indisini aniglang.
A) L B flIZ& c) — D) — —
;)T+x ) x-1 ) 1-x ) 1-x E) 1+x
16.Weyershtrass alomatida funksional qator biror \ab]

kesmada tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning un(x) («=0,1,2,
3,...) hadlariga ganday shart qo'yiladi?
A) \un(x)\<Cn B) limun{x)<cn

C) \un(x\=Cn D) \utx)\>Cn E) limu,(x)<cn

5. Darajali gatorlar

1 Quyidagilardan qaysi biri darajali gator emas ?
A) tak<k B) lakxlk C) Zakxk+ D) fa***
*—f *=0 k=0 k=0
E) keltirilgan gatorlarning barchasi darajali gator bo'ladi.
2.Quyidagilardan qaysi biri darajali gator bo'ladi ?
A) 208 B) 2>**2 . Q) £, ** D) Za, V"
) & ) & ) £y ) A
E) keltirilgan gatorlarning barchasi darajali gator bo'ladi .
3£ ij— darajali gator gaysi 0 nuqtada yaqginlashuvchi ?
A)xo=2. B)xod. C)xa=-2. D)>xo=-1.
E) ko'rsatilgan barcha nuqgtalarda qgator yaqinlashuvchi.
()]
4. Ig)( darajali qatorning  yaqginlashish  sohasidagi
yig'indisini toping.
x2
A) - p-L o-U- bpdk E
)(g&x "'a—x ) LI' ) ) 1-x2
5. %z darajali gatorning yagqinlashish  sohasidagi
yig'indisini toping.

x2
A) 1+x B'}i—IX € 1|—'§<_2 D) 1+l5¥2 F) 1-X2



#1

6. Agar R soni £akxk darajali gatorning yaqinlashish

k=0
radiusi bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) O<x<R sohada gator yaqginlashuvchi.
B) -R<x<0 sohada gator yaqinlashuvchi.
C) -R<x<R sohada gator yaginlashuvchi.
D) IxI=R sohada gator uzoqlashuvchi.
E) keltirilgan bgrcha tasdiglar o'rini.

7. Agar R soni Y.akx darajali qatorning yaqginlashish radiusi
k=0

bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri har doim ham o'rinli
emas ?
A) x>R sohada gator uzoqlashuvchi.
B) x<-R sohada gator uzoglashuvchi.
C) Ix =R sohada qator uzoqglashuvchi.
D) x=#R nugqtalarda gator uzoglashuvchi .
E) keltirilgan barcha tasdiglar doimo o'rinli bo'ladi.

8. *Y.akx' darajali gatorning yaqinlashish radiusi R uchun
—0
Dalamber formulasini ko'rsatin .

A) R= liman\  B) R=Ilim 2" C) R= lim="
n—00 /;,—00

N=200 2 n\ ; an

D) R =1im '\ E) R=
imVKi

9. *\%akxl darajali gatorning yaqginlashish radiusi R uchun

Koshi formulasini ko'rsating .

A) R=IkimpAl B) R=Ilim =" C) R~ lim=*m
n—0 n7>00an+l M-*o0o an
D) R=Hm E) rR:
limVkl
10. * darajali qgatorning R yaqinlashish radiusini

k=0

toping
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A)R=3 B) R=2 C)R=1 D) R=0
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

11 £3***  darajali gatorning R yaqginlashish radiusini

A=0
toping =
A)R=3 B)R=2 C)R=I/3 D) R=1/2 E) R=0
12 Q)—EA— darajali gatorning R vyaginlashish radiusini
*—oE+H
toping

A)R=3 B)R=2 C)R=1 D) R=0
E) to'g'ri javob keltiriimagan .

13 tgi)_l darajali gatorning R yaqinlashish radiusini toping
«

A) R=3 B)R=2 C)R=1 D) R=0 E) R=—~
14.*:0 darajali gator yig'indisi qaysi [ab] kesmada
uzluksiz funksiya bo'ladi?
A) [s.6] =[04/3] B) [ab] =-1/3, Q]
C) [a,b] =[-1/3,1/3] D) [a,6]c(-1/3,1/43
E) [a,6]1=+-1/3173) .
15.Agar /\;éa,,x" darajali gatorning yaginlashish radiusi R

bo'lsa, £a,(jr- c)' darajali gatorning yaqginlashish oralig'i ganday
n=0

topiladi?
A) (R-c, R+c) B) (c-R, c+R) C) (-R-c, R+c)
D) (-R-c, R-¢) E) (R-c, c-R)

16. ?)————— darajali gatornin aqginlashish oralig'inii
0 J q g Yyaq g

toping.
A) (-2, 2) B) (0, 4) C)(-4,0 D) (0, 2) E) (-4, 4).



6. Teylor va Makloren gatorlari

\.y=f(x) funksiyaning Teylor qatori qayerda to'g'ri
ifodalangan ?

A) /O)+m (,-e)+m (,.e)a+..+™ 0 ) (x_e). +...

B) /00 + —a)+"p - (X-a)2 - (X-a)" -

C) /(a)+z MI X+ZIM ,2+...+/ !%f 0, - - .

D) /() " p(x-f)+N N (N-a)2+.. +N1"N1(x-a)" +....

e)m +m x+N x*+..+fw xn+..
1 2 «

2.Agar R,(x) berilgan/g) funksiya Teylor gatorining qgoldiq
hadi bo'lsa, bu gatorning yig'indisi (a,b) oraliqda f(x) funksiyaga
teng bo'lishi uchun gaysi shart zarur va yetarli ?

A) (a,b) oraligda R, (x) yuqoridan chegaralangan .

B) (a,b) oraligda R,(x) quyidan chegaralangan .
C) (a,b) oraligda Ijj%’\,,(x)zo .

D) (a,b) oraligda R,(x) monoton o'suvchi.

E) (a,b) oraligda R,(x) monoton kamayuvchi.

3.Berilgan f{x) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor
gatorining Ru(x)

goldiqg hadi Lagranj ko'rinishida ganday ifodalanadi ?
A =1— ~(n-Xorl'cenN).
) (g 1) (n-Xol'ce”n)

B) Rn(x) =34 - ° - (C-XOr +1,CE€(X0,X) .
1 +1)

C) Rn(x) =] ; y(C:I'(x—cr\lce(xf/’l,x) .
n+1)

D) Rn(x)=L{n +]’_\)! xmAce(xQx) .



(a+2)

4 .Berilgan/(X) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor
gatorining yigindisi (a,b) oraligda shu funksiyaning o'ziga teng
bo'lishi uchun gqanday shart yetarli bo'ladi ?

A) (a,b) oraligda biror chekli M soni uchun I(x) I<M .

B) (a,b) oraligda biror chekli M soni uchun If(x) I=M .

C) (a,b) oraligda biror chekli M soni va barcha n=01,2, ==
uchun I/M(X)l<M

D) (a,b) oraligda biror chekli M soni va barcha «=0,1,2, =
uchun I/<">(X)I=>M.

E) to'g'ri javob keltiriimagan .

5.Berilgan /(x) funksiyaning Makloren qatori gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A)/ «»+m  (x-a)+m (X-e)l+..+fAm (x. a), +....
B) Ha) + —a)+” (* -a)l+- + - a)" +-

c)/(e)y+tm i+m XxX*+..+z N |+,

D)/ (B)+NE)X+N2™AX2+... +H1r™a-+... .
1 2! nl

E)Y/(9+m x+m ,2 +..+z!llw -+, |
1 21 al

6./(x)= sinx funksiyaning Makloren qatoriga yoyilmasini
ko'rsating.

A) i_x+j- £+ +()-fEl+- -



7=/(*)=cosx funksiyaning Makloren gatorini ko'rsating.

A) i-M+A i+ L+ Ciril +
2! 3 !

B) X+£3+ £5+ et __)_(_%I'l_+ -

3 5 @n+)!
(:Z 2 x4 4 224 o

247 )

D) * x3, X5 L Chxaa
3 g 1 +1)

ﬁ) 1__)_(_2+ _)Ef____ + |(;I|)_r1)_(_2]
2 4 (2n)

8.f(x)= ex funksiyaning Makloren gatorini toping.
A) 1+X+X2+—+XTH—

B) 1+Xi+x—224-+—xl+... .

1+X+X2+X—3-1~o+-x-‘-+
2! 3 n
D) X — X3 _x_5___&>_<g@+
3 5 @n+1)
E) 1_2(_2+_n_4___+.(_|)_nl(? +e
2 4 @n)!

9./(x)= erx funksiyaning Makloren gatorini toping.

A) i_x+£ i_*i+... +(i).£1+..
3 v ' nl
B} 1+% + 2 feeat XNy _
2 n
£) 1+'[|1+X2+X3+-+ S
3 n!

BY x2S CNx2H,

3 8 (R«+1)
E) 1_2(_2_'__}'[_4____'_‘(_0_)1%’]_'_
2 2 @n)!

10. Quyidagi darajali gatorlardan qaysi biri (-1,1) oraliqda
f(x)=1/(1—x) funksiyaning Makloren gatorini ifodalaydi ?
A) 1+X+X2+emetH teee |



X3 X5 SRR
D) *~1g +5—— +—2rrm +

2 4 (2n)!
11.Quyidagi darajali gatorlardan qaysi biri (-1,1) oraligda
f(x)=I/(I+x) funksiyaning Makloren gatori bo'ladi ?
A) +X+XL+X3+———+x -

B) , £ +E PO+ +( i) +.. .
12 3 n

C)I +X—|~r—2 +r_3 + r
2! 3 n!

D)l-x $2-x3+- +(-)V + -

A* g3 58 7 2n+2)
12. (-1,1) oraligda /(x)=In(I+Xx) funksiyaning Makloren
gatorini toping.

A) 1+X+ XN + ceadtX ompes .

B) i-£ +— — +(-1D"— +ece,
) 175 -9 .
2! 3! n
3 5° / Nny2nH
D)x——x—+—x———-h--(: X ___1
3 5 @n+1)

2 \3 f xn
E),-E£I1+£i_... HiC«
2 3 n

13./(x)=arctgx funksiyaning Makloren qatori gayerda
ifodalangan ?
A) HX+X2+eeet)teee
B) i £+ i _
12 n
Qll + X +)—(2+—X3+-.+X—" + o= o
20 3 m
D)r , (-\)nx2'4
3 5 2n +1



a

Hix -22428__ 4 COEX" 4
2 3 n
14. /(xX) =n/x+4 funksiya Makloren gatorining  3-hadini
toping.
A) ii B) - ii C) — D) -ii E)il
6 64 24 3?2 2
15/x)=(+x)a funksiya uchun binomial gatorning
yaqinlashish oralig'ini ko'rsating.
A) 0.1) B)(-1.1) ©C) (L0 D) (.o E)(-aa)
16.f(x) =eix funksiya uchun Makloren qatorida x3 daraja
oldidagi koeffitsent giymati nimaga teng ?
A) 3. B)35. C)4. D) 45. E)5.

7. Darajali qatorlarning ayrim tatbiqlari

1 Darajali gator yordamida quyidagi masalalardan ga

birini yechib bo'Imaydi ?

A) ildizlarning tagribiy giymatini hisoblash .

B) funksiyaning taqribiy gqiymatini hisoblash .

C) noelementar boshlang'ich funksiyani topish .

D) funksiyaning davriyligini aniglash .

E) keltirigan barcha masalalar darajali qator
yordamida yechiladi.

2. W ildiz tagribiy qiymatini tegishli binomial gatorning

dastlabki uchta hadini olish orqali toping .

A)— . B) — . )2 . D)— . E)— .
) 312 )211 ) 18 ) 288 ) 115

3. ™l ildiz tagribiy giymatini tegishli binomial gatorning
dastlabki uchta hadini go'shish orqgali toping .

A) 31 Bloss © ©ams DY% - Bg -

4. sinl tagribiy giymatini t/=siru; funksiya uchun Makloren
gatorining dastlabki uchta hadini olish orqgali toping.

A) 11/12 . B) 101/120 . C) 111/121 . D) 11o/121 .
E) 107/120.
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5. cosl tagribiy giymatini y=cosx funksiya uchun Makloren

torining dastlabki uchta hadini olish orqali toping.

A) 1/2m B)11/21. C)13/24. D)9Y20. E)17/35.

6. e sonining taqgribiy giymatini y=e* funksiya uchun
Makloren qatorining dastlabki to'rtta hadini olish orqgali toping.

A) &3. B)1/4. C)ias. D)L17/7.  E)259.

7. n/4=arctgltenglik va y=arctgx funksiya uchun Makloren
gatorining dastlabki uchta hadini olish orgali n sonini taqgribiy
giymatini toping.

A) 52/15. B)55/17. C) 257/75.

D) 334/105. E) 397/120.

8 IlmY~In*1+Y* giymatini darajali qator yordamida

x->0 COSJt-1
hisoblang.
A)O. B) 1. C) -1. D) - . E) 1/3.
9. limE£~ardgx giymatini darajali qator yordamida

**0 x sinx

hisoblang.
A)O. B) 172. C) -172. D) oo . E) 1/3.
10. limsinx~arct— qgiymatini darajali qator yordamida
*->0 *(l-cosjc)
hisoblang.
A)O. B) 1/3. C) -1/3. D) oo . E) 12.

11.Ushbu elementar bo'lmagan F(jc)=]—  dt boshlang'ich
o 1

funksiyani darajali gator ko'rinishida ifodalang .

oy @, k1A
A) Hx) _J:i(zn:)! B) g D ;?(-(Zk)\

Q Fx)=I (-I)*# D) F(x)=I (-1*4
k=1 2K\ k=l 2k+ \
2k
E) F(X) =£ (2k(él-*)!

12 (\)——t— dt integralni darajali qator ko'rinishida ifodalang.



13. .(lljf—)f—_——l dx integral qgiymatini sonli qator ko'rinishda
X
ifodalang.
0 1 00 , 1 [00] 1
A)z4. B) (- H*{. Ql-L-.
k=ik *=| « k=A\ K m\
fee) . 1 00 1
D) 20 =& B &k

Asin X . . . o . ...
14\——dx aniq integralning taqribiy giymatini integral
o

ostidagi funksiya uchun Makloren gatorining dastlabki uchta
hadini olish orgali toping.
A)1493/1500. B)1579/1600. C) 1671/1700.
D)1703/1800. E) 1837/1900.

15. | IMn+1}dx aniq integralning taqribiy giymatini integral
(0] X

ostidagi funksiya uchun Makloren qatorining dastlabki uchta
hadini olish orqgali toping.
A21/26. B31/36. C)41/46. D)51/56. E) 61/66

8. Furye gatorlari
1 Trigonometrik gator qayerda to'g'ri ifodalangan?
A) — +Z\akoogk +x) +bksmk +1)] .
2 *o=j

B)A +2Z akcx:s:((—erksin:—
Q , +7 [ak 008(* -k) +bksin(x-&)] .
*=j
D) a—2 +*\Zi\akcosAx+ 6asin A .
E) — +z[ai cos** +Msin*X] .
) 5 +2l ]
2. | sin Mcosnxdx=0 tenglik m va n butun sonlarning gaysi

giymatlarida o'rinli bo'lmaydi?
A) m>n . B) m<n . C) m=n . D) Ton .



i J1

E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinlibo’'ladi.

n
3 Jcosmxcos/mir =0 tenglik m va n butun sonlarning qaysi

qiymaflarida o'rinli bo'Imaydi?

A) m>n . B) m<n . C)m=n. D) ton .
E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinlibo'ladi.
n
4 |sin mxsin nxdx =0 tenglik m va n butun sonlarning qaysi
—t
giymatlarida o'rinli bo'Imaydi?
A) m>n . B) m<n . C) m=n . D) ton .

E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinlibo'ladi.
5.Davri 2n bo'lgan/(x) funksiyaning Furye gatoridagi ozod
had mqaysi formula bilan aniglanadi?

A) a0=—\f(x)dx. B) a0=—\f{x)smxdx. C) a0=—\f{x)cosxdx.
n-n o * oK

D) «0= ~\ f2x)dx. E) a0 = - \\f{x)\ix.

6.f(x)=x+(, -n<x<n, funksiyaﬁing Furye qatorining ozod
hadi so gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) a0=— \(\+x)2dx. B) an=— J(1+Xsing’V>m

*_K 4q -n
C) a0 :i 5](| “+Xx)cosxatc.
A -Tt
D) ao=— \\\ +x)dx. E) a0 =—|I@+anin1

7.f(x)=x-1, -n<x<n, funksiyaning Furye qatoridagi ozod had
sogiymati nimaga teng?

A) 2TT. B) -271. Cc) 2. D)-2. E)o.

g.Davri 2n bo'lgan f(x) funksiya Furye qatorining coskx
oldidagi ak koeffitsient gaysi formula bilan aniglanadi?

A)ak =—J/(x)cos*xdx .
n-,

B)an=— ff(x)cos(x + k)xdx .
X-4

C) ak =— |f(x)coskxdx .

-A
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1*
D) ak = —\f(xcoskx)dx .
n-q

E) ak =— \f(x)cosxkdx .
A -1

9.f(x)=x+l, -n<x<n, funksiya Furye qatorining coskx
oldidagi ak koeffitsient qaysi formula bilan hisoblanadi?
12 1n
A) ak=—/(1+ cos™xdx . B)ak =— J(I +x)*cos;«&
n~* A -K
in 4
Q ak=- |(I +x)cos"Kfe . D) ak =~ J(I +;c)cosxkdx;

N
E) ak :A— JII + x\coskxdx .

10. f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye qatorining coskx
oldidagi ak (feO) koeffitsienti giymati nimaga teng?

A) a* 4 B)ax = ~ C)ak=t~"~ D)ak=H)* E) ak=0.
11. Davri 2n bo'lgan f(x) funksiy Furye qgatorining sin/cx
oldidagi bk koeffitsient gaysi formula bilan aniglanadi?

i~ 1~

=A)6/ -  j/(.*)sin* xdx B )6~ =— \f(xs\nkx)dx
1 14

C) bk =—\\f(x)smkx\flx D) bk =—\f(x)smkxdx
n-* n-n

E) bk = - J/(c)|sinfocE&
n -K

12, f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye gatorining sinkx
oldidagi bk koeffitsient gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) bk =—J(I Hjrsin*x£tc
*-9

B)bk =—J1 +x)ksinxdx

C) bk =i {I(\ +x)s\nkxdx
71-1a

D) bk =—J(I +.nsin.x*&
71-n

E) bk =ﬂ_1 i1+ xisinAvdic
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13 f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye gatorining sinkx
Ididagi bk (k*0) koeffitsienti giymati nimaga teng?
A) bk=0
B)bk - (=17
K
~1)*
C)h k—( )

D)b*=f(-1)*+

E) h =~ (1)*

14. Dirixle teoremasining tasdig'ini ko'rsating: Agar f(x) davri
2n va [AA kesmada bo'lakli - monoton hamda chegaralangan
funksiya bo'lsa, uning Furye qatori barcha x nuqgtalarda
yaqinlashuvchi va uning yig'indisini ifodalovchi s(x) funksiya ...

I. barcha x nugtalardaf(x) giymatga ega bo'ladi.

1. f(x) funksiya uzluksiz bo'lgan xo nuqtada f(xo) giymatga ega
bo'ladi.

ll./(x) funksiya uzlukli bo'lgan xa nuqtada [Oxo-Ort+ f(xo+J)/2
giymatga ega.

A)l. B) II. C) IlI. D) llvalll.

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

15. Dirixle teoremasida/(x) funksiya uchun quyidagi shartlardan
gaysi biri talab etilmaydi?

A)f(x) funksiya 2n davrli .

B) f(x) funksiya differensiallanuvchi.

C) f(x) funksiya [-n,5] kesmada bo'lakli -monoton .

D)f(x) funksiya [-n,n] kesmada chegaralangan .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

16. 271 davrli toq f(x) funksiyaning Furye gatori ganday
ko'rinishda bo'Ic%d i?

A) / (jo = (cosmx -sinunx) .

=L
B) /(x) =~- +f>,cosnx =

C)/(*) =—2 +’:€=(|5n(cosrtx+sinnx) .

D) /(x) =X6,sinnx .
) /(%) X8,

E) to'g'ri javob keltiriimagan .



Insondagi eng asl qobiliyatlardan biri-
matematik fikrlay olishidir
Bernard Shou
XII-BOB. IKKI O'LCHOVLI, UCH O'LCHOVLIVA
EGRICHIZIQLIINTEGRALLAR
§131. Ikki o'Ichovli integrallar va ularni hisoblash
8§ 13.2. Massasi tekis tagsimlangan yuzaning (zichligi M=\
bo'lganda) og'irlik markazi va inertsiya momentlari
§ 13.3. Uch o'Ichovli integral va uning tadbiqi
8 134. Birinchi tur egri chiziqli integrallar
8135. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar
8§ 136. Grin formulasi. Sirt bo'yicha olingan integrallar.
Ostrogradskiy va Stoks formulalari

8§ 13.1. Ikki o'lchovli integrallar va ularni hisoblash

x0y tekislikda I yopiq chiziq bilan chegaralangan D soha va
unda uzluksiz z=f(x,y) funksiya bilan aniglangan sirt berilgan
bo'lsin.

D sohani ixtiyoriy chiziglar bilan n ta:

bo'laklarga (13. 1-shakl) bo'lamiz.

13.1-shakl
Ularning yuzalarini mos ravishda (belgilashni
o'zgartirmasdan) as,a52...as, deb belgilaymiz. Har bir bo'lakchada
ixtiyoriy (xoh bo'lakchaning ichida , xoh chegarada bo'lsin) n ta

398



pp ”“nuqtalarni tanlaymiz. Tanlangan nuqtalarning har birida
funksiyaning f(PO\f(PA~J(P.) qiymatlarini hisoblaymiz va f{p,) &s,
Ico'rinishidagi Ko'paytmalardan yig'indi tuzamiz:

V, =f(P,)bS,/=)=[B +..+/(p}-AS,, =E//=)=AS (13.1)

Bu yig'indi D sohada f{x,y) funksiya uchun integral yig'indi
deyiladi.

Agar D sohada f(x,y)>0bo'lsa, u holda f(P,)-bs, ko'paytmani
geometrik ma'noda asosi [&, balandligi A/>) bo'lgan kichik

silindrchaning hajmi deb garash mumkin.

yig'indi, elementar (kichik) silindrchalar hajmlari
yig'indisidan iborat bo'lib, yuqoridan tenglamasi z=f(x,y) (
f(x,y)> 0) bo'lgan sirtning gismi, pastdan z=o tekislikdagi D soha
va yasovchisi Oz o'qga parallel, yo'naltiruvchisi D-sohaning
chegarasi | chizigdan iborat bo'lgan silindrik sirt bilan
chegaralangan jismning (12.2 -shakl) hajmidan iborat bo'ladi.

z

13.2 -shakl
Ta'rif (1). Integral yig'indining n-k» da, as, bo'lakchaning
eng katta diametri nolga intilgandagi limitiga (agar bu limit
mavjud bo'lsa) D sohada f(x,y) funksiyadan olingan ikki o'lchovli
integral deyiladi va
J/(P>tfyoki \\/{x,y)dxdy

(D) (D)
ko'rinishida belgilanadi, ya'ni
V= lim T f(p,)-405 = \\f(x,y)dxdy (13.2)
tr Ii)

Bu yerda D-integrallash sohasi deyiladi.



a

Ikki o'lchovli (1) integralni hisoblash masalasini garaymiz.
D soha y=f[x) va y=/r{x), x=a va x=b chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiya bo'lsin (13.3-shakl).

13.3-shakl

Bunda f\{x) va f2{x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz
bo'lib, fuyx)<f2x) , a<b deb qgabul qilamiz. D soha
shundayki,uning ichki nuqtalaridan o'tadigan va koordinata
o'glaridan biriga, masalan Oy o'giga parallel har ganday to'g'ri
chizig, uning chegarasini va M2 nuqtalarda kesib o'tadi.
Bunday soha Oy o'qi yo'nalishida to'g'ri soha deyiladi. [Ox o'qi
bo'yicha to'g'ri soha ham xuddi shunday aniglanadi].

f{x,y) funksiya D sohada uzluksiz bo'lsin.

Ikki karrali integral deb ataluvchi

b(hW >
ID=\ \f(x,y)dy dx
ALY >

ifodani garaymiz. Bu integralni hisoblash uchun avvalo x ni
o'zgarmas miqgdor deb garab, ichki integral hisoblanadi. Natija x
ga bog'lig bo'lgan uzluksiz funksiya bo'ladi,

fiu)

d(x)= \f{x,y)dy
(@)
Bu funksiyani [a, b] kesmada x o'zgaruvchi boyicha

integrallasak,

j d =f<I>(x)dx

Natija gandaydir o'zgarmas son bo'ladi.
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m
Xususiy holda to'g'ri soha to'g'ri to'rtburchak ko'rinishida
bo'lishi ham mumkin. Bu holda D soha x=a,x =b,y =c,y =d to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan bo'ladi (13.4-shakl). Ham 0Ox, ham
OyO'anr yo'nalishida to'g'ri bo'lgan soha gisqacha to'g'ri soha,
yoki standart soha deb ataladi.
y

NV

13.4-shakl
Biz yugorida, 2-shaklda ifodalangan jismning hajmini ikki
o'lchovli
v =j] f(x,y)dxdy (13.3)

D
integral yordamida hisoblagan edik. Endi shu hajmni

parallel kesimlar yuzalari yordamida hisoblaymiz.

Qaralayotgan jismni x=const(a <x<b) tekislik bilan kesamiz.
Kesimda hosil bo'lgan £*) yuzani hisoblaymiz (13.5-shakl). Bu
z=f(x,y) (x=const) , z-0 , y=RA{x), y=f2x) chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasidir.

Bu yuza

h
s(*)= jﬂf)(X-Y)Oly (13.4)

Injtegral bilan ifodalanadi. Parallel kesimlar yuzalarini

bilgan holda jismning hajmini oson hisoblash mumkin.
b

V =j S(x)dx

a
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ax b

135-shakl

yoki S(x) yuza uchun (6) ifodani go'ysak,
b (W \

=) Jf(x,y)dy dx 135
«W/M j ( )

formulani hosil gilamiz (13.3) va (13.5) formulalarda chap

tomonlar teng, demak, ulaming o'ng tomonlari ham teng bo'ladi.
.(am
v =If/7(*.y)dxdy =J  Jf(x,y)dy dx (13.6)
D QAW j
Tekis figuralaming yuzi S ham ikki o'lchovli integral
ko'rinishida berilishi mumkin. Bunda {x,y)=1 deb olinadi.

S =ffdxdy a3.7)

D

Bu yerda integrallash sohasi to'g'ri soha bo'lsa, u holda:
4(7:(%) 4
5=j \Ax,y)dy <ft=J[/i(x)-/1jc)Mix (13.8)
avAiw y o

Ikki o'lchovli integralni hisoblashda o'zgaruvchilami
almashtirish ba'zan qulaylik beradi.
Faraz qilaylik,
NN (13.9)
Funksiyalar berilgan, bu funksiya xOy tekislikning biror D
sohasida aniglangan, uzluksiz xususiy hosilaga ega.
X = x(m,v)1

Y =y(u v (1310



bo'lsin, u holda D sohaning har bir ux,y) nuqtasiga biror
qiymat aniqlovchi w,vy sonlar jufti mos keladi, ya'ni quyidagi

formula OTinli bo'ladi
1l f(x,y)dxdy =|| /la-(u, v),~(u, v )Jj(u, v \iudv (13.11)

yoki
No y)dxdy =] F(u \Jj\dudv (1312

Bu yerda J determinant x@u,\) va Yy~ funksiyalaming
funksional determinanti yoki yakobian deb vyuritilib, uning
giymati

I dx
J=%

du

determinant bilan hisoblanadi.

Formula D soha bo'yicha olingan ikki o’lchovli integralni
hisoblashni [, soha bo'icha olingan ikki o'lchovli integralni
hisoblashga olib kelishga imkon beradi.

Xususiy holda qutb koordinatalar sistemasida (13.10)-
formula quyidagi ko'rinishiga ega bo'ladi.

X =pcosc)]
. (1312
y =psmcpl
Bu almashtirishda yakobian quyidagicha hisoblanadi

I(p, P\=— — =cospcostp +p sin ipsin p= p(cosXp+sin2<p=p
dp dp dp dp
U vaqgtda (12.11) formula quyidagi ko'rinishni oladi.
|1 f(x,y)dxdy =1| f(p cos tp,p sin tp)pdpd<p (13.13)
D o}

Agar D soha qutb burchaklari ¢ va @ <®@bo’lgan nurlar
va p=pi p =pZs) @ <Pi) egri chiziglar bilan chegaralangan
bo'lsa, bu sohaga mos keluvchi qutb koordinatalari

A {=<f=<<p<(Pp2\ pXp)" p ~ P{<p))

sohada o'zgaradi va (13.13) formula quyidagi ko'rinishni

oladi

403



It

€ Pifa)
\\f{x,y)dxdy = Jdip f/(p cos<p,psintp)dypdp
D v, /50>)

Ikki o'lchovli integrallami hisoblang
J(_J)f(x,y)dxdy integralning integrallanish chegralari
i

aniglansin. Agarda integrallanish sohasi S : y2-x 2=l giperbola va
x =2 va x =-2 ikkita to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan soha.
132 \\xydxdy, (©"~n<10<ys]l)

133 .|jext,dxdy, O<x<10<y <2
134.J3sin(X +v)dxdy, Jo<x<n, O<y <1j

135 Xx=0 y =3 to'g'ri chiziglar va y =x2 parabola bilan
chegaralangan D sohaning yuzini toping.

136. x=1, =2, y=0to'g'ri chiziglar y =ex egri chiziq bilan
chegaralangan D sohaning yuzasi hisoblansin.

Ikki karrali integrallami hisoblang

R Lok
13.7jdxJ—dy b) fdxixydy ikki karrali integrallami hisoblang.
o 1 x‘y-\b( o
13.8. j(;jxj xydy ikki karrali integrallami hisoblang.
K

13.9.jd xj xydy 13.10. )ch\(x +y)dy 13.11.\dy\e’-dy
2 1 3 0 ] 0
0] *72
13.12. {dy J cos(x +y)dy

K!2 0

+y)dxdy ikki o'lchovli integral hisoblansin. Bu yerda b

soha wuchburchak bo'lib, quyidagi to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan.
1313. Xx=0, y =0, x+y =3 13.14. x=a, ;=0 y=x
13.15. jjxdydx integralni xy =6, x+y -7=0 chiziglar bilan

chegaralangan b sohada hisoblang.
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lyi).
1316. Jjxyaixdy integral x2+y2=4, x+y-2=0 chiziglar
D

pn

bilan chegaralangan £-sohada hisoblang.
13.17. ffxydxdy integral xy=Il, =>*=0 va *=2 chiziqlar bilan

D

chegaralangan D sohada hisoblang

1318. ) =\dy] 2 2d ikki karrali integralni hisoblang.
0 OX +Y
13.19. zj“dyh;m—dx ikki karrali integral hisoblansin.

o o ~

2 A - . . .
13.20. \de 6x+y)dy ikki karrali integral hisoblansin.

Karrali integralda integrallash tartibi o'zgartirilsin

13.21. jdyff(x,y)dx 13.22.jdyjzdx
2 - (Y

Ikki o'lchovli integralda integrallanish chegralari
aniqglansin
13.23. jjf(x,yldxdy D soha x2+y2=ax, x2+y2=8r aylanalar va

y=x, y=2x t0'g'ri chiziglar bilan chegralangan
13.24.jjt{x, y)dxdy D soha x=i y=jf, y=0to'g'ri chiziglar bilan

D

chegralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.25. Markazi koordinata boshida va radiusi p bo'lgan
doiraning yuzasi topilsin.

1326 z=q y+z=2 tekisliklar va y=x2 silindr bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

13.27 x=1, y=0 to'g'ri chiziglar va y =x3 parabola bilan
chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.28. x=0, x=2, y=0 to'g'ri chiziglar va y= egri chiziq
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.29. *=Q y=Il, y=3to'g'ri chiziglar va v=ex egri chiziq
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.30. y=Il, y=.. to'g'ri chiziglar va xz2+y2=-2y aylanalar
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
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1331. +.-+¥2 parabola va x=2 to'g'ri chiziq bilan
chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.32. y=x, y=s5x Vva x= to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan sohaning yuzasi topilsin.

13.33.y =4x, y =iax parabolalar va x=4 to'g'ri chiziglar va
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

1334 j~i- (x 2+y2)dxdy ikki 0O'lchovli integralda o'zgaruvchi

almashtirilsin. Bu yerda D soha x2+y2=1 aylana bilan
chegaralangan.

1335. JJi-—5—njaxdy ikki o'lchovli integral qutb
koordinatalar sistemasida hisoblansin. D soha i—+b22I:1 ellips
a r

bilan chegralangan.

13.36. -~rdxdy ikki o'lchovli integral hisoblansin. D

D * a

soha: A1+ =| va N 1+ 1 o chiziqglar bilan chegralangan.

Quyidagi integrallar qutb koordinatalar sistemasiga
o'xshash yo'li bilan hisoblansin

13.37.j'J Je'-x'y'dxdy 1338. I~ /
00 00

13.39. y =0, y =x to'g'ri chiziglar va x2+y2=2x aylana
bilan chegaralangan D sohaning yuzasi hisoblansin.

1340. Pastdan va yon tomondan koordinata tekisliklari va
*+y-3=0 tekislik bilan yuqiridan z=4x2+2y2+1 elliptik
paraboloidning mos gismi bilan chegaralangan jismning hajmini
hisoblang.

1341. x=fr+r elliptik paraboloidning x=k(k>0) tekislik
bilan kesilgan gismining hajmini toping.

1342 5 ellipsoidning hajmini toping.



13 43. x=o0, y=0, z=Q x=y, y=4 tekisliklar va z=x2+y2+1
araboloid bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

1344. *=g y=g z=0 va -+"+-=i tekisliklar bilan

chegaralangan jismning hajmi topilsin.

1345. *=g y=Q z=0 va 2*+3j/-12=0 tekisliklar bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

1346. x2+y2-az =0 paraboloid, xz2+y2x =a-/) silindr va
z=otekislik bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

1347. z=q jcry3, x+y+z=3 va 2g+3~-12 =0 tekisliklar bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

1348. x2+y2=r2 silindr bilan kesilgan x2+y2+z2=a2 sfera
sirtining yuzasi topilsin.

1349. z2=x2+y2 konusning x2+y2=2x silindr bilan
kesilganda hosil bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.

1350. x2+y2=rx silindr bilan x2+y2+z2=r2 sfera kesilganda
hosil bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.

1351. x2+y2=a2, y2+z2=:: Silindrlarning umumiy qismi
bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.

1352. Z=x2+y2 paraboloidning x2+y2=i silindr bilan
kesilgan gismining yuzasi topilsin.

1353. Bir jinsli doiraning radiusi r gat eng bo'lsa, uning
urinmaga nisbatan statik momentini toping.

1354. Radiusi R ga teng bo'lgan doira markaziga va
diametriga nisbatan inertsiya momenti topilsin. (Doira xoy
tekisligida bo'lib, y=\bo’lsin).

1355. +y2=a2 doira ustki yarmi og'irlik markazining
koordinatalari aniglansin.

1356. ~+yL=i ellipsning a) Oy o'giga nisbatan, b)
a b

koordinata boshiga nisbatan inertsiya momentlari topilsin.



8 13.2. Massasi tekis tagsimlangan yuzaning (zichligi

f* bo'lganda) og'irlik markazi va inertsiya momentlari

Massasi tekis tagsimlangan S yuzaning og'irlik markazi
koordinatalari:
_Jlixaddy v Wydxdy mil.
* s 'y~ S (1349
S yuzaning inertsiya momentlari:
/, =j\y2xdy, Ir Sjjx2ixdy, 10=jfraixdy (13.15)
(s) (s) (5)
Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzaning og'irlik
markazi topilsin:
13.57. y =0 va y =sinx sinusoidaning bitta yarim to'lgini.
1358. y=x2, Xx=4, y-0
1359. yl-axvay = X .
13.60. x2+yr=a2va y =0.

2 2

13.61. )éB+y3=a3 astroida va Ox o0'q bilan chegaralangan
yuzaning og'irlik markazi.

Quyidagilaming og'irlik markazlari aniglansin :

1362. / =ax, x=a, y=o lar bilan chegaralangan parabola
yarim segmentining (y > o bo'lganda).

2
13.63. Ox 0'q bilan kesilgan —+"-=1 yarim ellisning.

13.64. y=a+—, y=2x va Xx=0 chiziglar bilan chegaralangan

yuzning Oy o'gga hisbatan inertsiya momenti aniglansin.

1365. Uchlari A(I;1), B(2;l), C(3;3) nuqgtalarda bo'lgan
uchburchak yuzining Ox o'gga nisbatan inertsiya momenti
aniqglansin.

8§ 13.3. Uch o'lchovli integral va uning tadbiqi

Agar (V) soha a<x<b, VY,X)5YSyZXi rXx,y)<r<rrx,y)
tengsizliklar bilan aniglangan bo'lsa, u holda



b «(*00
\\\Fby. z)dxdydz=jdx jdy |F[x,y,z)dz
oY) riw  »i(*..v)

F[x,y,z)= \ bo’lganda V ning hajmi hosil bo'ladi. Hajmi V ga
teng bo'lgan bir jinsli jismning og'irlik markazi koordinatalari
quyidagi formulalar bilan topiladi:

=ff xaxdydz , yc=—Fffydxdydz va hokazo.
vV K v U

1366. az=x2+y2, 2wz =a2-x2-y2 sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi aniqglansin.

1367. x2+y2-z2=0 x2+y2+z2=a2 sirtlar bilan chegaralangan
jismning konus ichidagi gismining hajmi aniglansin.

13.68. x2+y2-z2=0 konus sirti x2+y2+z2=2az shaming hajmini
31 nisbatda bo'lishi ko'rsatilsin.

1369. Yogqlari x+y+z=a, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan
tashkil etilgan piramidaning har bir nuqtasidagi zichlik shu
applikatasi z ga teng. Piramidaning massasi aniglansin.

Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning
og'irlik markazi aniglansin:

13.70.x +y +z-a, jc=0 =0 z=0 13.71. az=a2-x2-y2, z=0

Quyidagi uch o'lchovli integralni hisoblang.

13.72. fdxfdyjdz 13.73. jdxjdyj(x +y +2)dz

13.74. jdxjdyjxyzdz 13.75. jdxfdyfxsy dz 13.76.

0 0 0

ux (M E-x-y)
0 (x-e\x +y-@&)

8§ 13.4. Birinchi tur egri chiziqli integrallar

x0y tekislikning biror D sohasida tenglamasi y=<px) (a<x<b)
bo'lgan L sillig chizig to'laligicha joylashgan (yotgan) bo'lsin.
f(xy) funksiya shu L chizigdagi AB yoyining har bir nuqtasida
aniglangan va uzluksiz bo'lsin.

AB yoyni a=a, A, a2..a, =b huqtalar yordamida
uzunliklari o/, /..., bo'lgan n ta ixtiyoriy bo'laklarga bo'lamiz.
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Bu bo'laklaming har birida ixtiyoriy ravishda

30 wmafe,y2\-M, (x,,v,) (M & =sA/,i= 1) nuqtalarni tanlab
olamiz. Tanlab olingan nuqtalaming har birida f(x,y)
funksiyaning giymatlarini hisoblab

f(x,, Y )AL +f(x2y2)-M2+.. H(x, eV, =)§‘ /(53,) % (13.16)7

yig'indini tuzamiz. Hosil bo'lgan bu yig'indi L chizigning AB
yoyida f{x,y) funksiyaning integral yig'indisi deyiladi. Bu yerda
shuni ta'kidlash kerakki, har ganday berilgan Ag;,v) funksiya va
AB yoy uchun bu yoyni har xil ko'rinishda n ta bo'lakka bo'lib,
ularda bittadan wm, eal, nugtalarni tanlab olish mumkin. Bu yerda
shuni ta'kidlash kerakki, har ganday berilgan f(x,y) funksiya va
AB yoy uchun bu yoyni har xil ko'rinishda n ta bo'lakka bo'lib,
ularda bittadan m, e/, nuqtalarni tanlab olish mumkin.

Natijada (13.16) ko'rinishdagi to'g'ri integral yig'indilami
tuza olamiz. n ni cheksiz orttirib,
maxA/ —>0 *)
bo'lganda (13.16) integral yig'indining limitini (agar mavjud
bo'lsa) hisoblash mumkin.
Ta'rif: (j snartiar asosida (13.16) ko'rinishdagi integral
yig'indilaming limiti mavjud bo’lib, u yagona bo'lsa, bu limit



................................................................................... Jg >
/(xy) funkiyadan AB yoy bo'yicha olingan | tur egri chiziqli
integral deyiladi va

)L}Bf(x,y)dlzﬂ&m%\( /(w,) 4 (13.17)

ko'rinishda yoziladi. Bu yerda di -yoy differensiali deyiladi
va dl =lidxf +(dyf formula yordamida hisoblanadi.
| tur egri chizigli integralni hisoblashda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin.
1 Agar L chizigdagi AB yoyning tenglamasi y =¥} (a<x<b)
ko'rinishda bo'lsa, u holda (13.17) | tur egri chiziqli integral
| F(x,y)dt =1 7[ar; <O + o (x)120X (13.18)

AB AB

formula yordamida hisoblanadi.
2. Agar L chizigning tenglamasi x=i//y) (c<y<d) ko'rinishda
bo'lsa, u holda (13.17) integral
1EGY)il =0 F[4(y), y\NIW (y)Y + [dy (13.180

formula yordamida hisoblanadi.

3.Agar L egri chiziq parametrik  ko'rinishdagi
x=q\ y=iy{t) (, <t<t?) tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda
(13.17) egri chizigli integral

[ £(x,y)Il = \A\<p(i\v{tN[< (')]2+W ()P dt (13.19)

AB <

formula yordamida hisoblanadi.
4. Agar L egri chizig fazoda x=xt\ y=y{t) va z=z<9 (t,<t<td
tenglama bilan berilgan bo'lsa, u holda (13.17) integral

JE<,y)dl 3 fix(t\y(t\z(@)y[x (tFf HYSPR+HA<) et (13.20)

formula yordamida hisoblang.
13.77.\(x-y)dl egri chiziqli integralni L-to'g'ri chizigning

A(0;0) va B(4;3) nuqtalari orasidagi kesmada hisoblang.
13.78. Jg2+.nin egri chizigli integralni to'g'ri chizigning

A(a;a) va B(b;b) nuqtalari orasidagi kesmada hisoblang (b>a).
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1 3 .7 9 egri chizigli integralni *=Iny, funksiyaning y =\ Va
y =2 nuqtalari orasidagi yoyda hisoblang.

1380. A(2; 2) va B(2; 0) nugtalar berilgan. 1) OA to'g'i
chiziq; 2) ==y parabolaning 04 yoyi; 3) OBA siniq chizig
bo'yicha \{x+y) hisoblansin.

©
Quyidagi egri chizigli integrallami hisoblang.
1381. J-3 -, bu yerda L: =>=*-2 to'g'ri chizigning nuqtalari

/4(0; -2) va B(4; 0) orasidagi kesma.
1382. |ary&, bu yerda L: uchlari A(0; 0), B(4; 0), C(4; 2) va

D(0; 2) bo'lgan to'rtburchak.
13.83. Jydl, bu yerda L: y2=2px parabolaning A(O; 0) va

B(2p;2p) nuqtalari orasidagi L yoyni hisobalng.
13.84. J(r +y2fds, bu yerda L: x=a00¢/, y == Sr¥aylana.

13.85. gyds, bu yerda L: —2++bj =1 ellipsning choragi.
a

813.5. lkkinchi tur egri chiziqli integrallar

p(x,y) va Qxy) funksiyalar y =<px (@<x<b) tenglama orqali
ifodalangan L egri chizigning AB yoyi nugtalarida aniglangan va
uzluksiz bo'lsin. AB yoyni a=aQa,ai,..,A'_a =b huqtalar
yordamida ixtiyoriy ravishda uzunliklari g/,42.. 4/, bo'lgan
bo'laklarga bo'lamiz.

Bu bo'laklarda m,(x,;y,) (=In) nuqgtalarni ixtiyoriy tanlab

o +QAx>y)-Ayl n
ko'rinishdagi yig'indini hosil gilamiz. Bu yig'indi Pxx,y) va
Q(xy) funksiyalar uchun koordinatalar bo'yicha integral yig'indi
deyilib, unda [Ox[y, migdorlar g/ yoy bo'lakchasining mos
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ravishda Ox Vva Oy o'glaridagi proyeksiyalarini (akslarini)
bildiradi.

Ta'rif: (**) integral yig'indining maxAX—=0 Vva maxAy, =0
bo'lganda limiti mavjud bo'lsa va u mfoy,) (/=u) nuqtalarning
tanlab olinishiga bog'lig bolmasa, u holda bu Ilimit
P(x,y)dx+Q(x,y)dy ifodadan AB yoy yo'nalishi bo'yicha olingan Il tur

(yoki koordinatalar bo'yicha) egri chizigli integral deyiladi va
JP(x,y)dx +Q(x,y)dy

ko'rinishda yoziladi.
Ta'rifga asosan

| Pxy)dx +Q(x,y)dy =Jim  XU=S(0R(+Q(xizy,) - (13.21)

AB mex Ar-*0 /=1
max f-»0

formula 1l tur egri chizigli integralni hisoblash formulasi
bo'ladi.
I tur egri chizigli integralni hisoblashda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin.
L AB yoy y=<g® (a <x<b) tenglama bilan berilgan bo'lsa,
u holda Il tur egri chiziqli integral
[ Pexy)dx +Qxy)dy =|{PIx, a=pil+ QIx. (PEAIP'(x)Ix 1322

AB a

formula bo'yicha hisoblanadi.
V. Agar x=/(y) (c<y<d) bo'lsa, u holda
d

\p(x,y)dx +Q(x,y)dy = \{P[*{y\y] v\y)+QW {y\yifiy (13.225)

formula bo'yicha hisoblanadi.
2. Agar L egri chiziq parametrik ko'rinishdagi

X= y =ilfp) ¢, tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda
Il tur egri chizigli integral
J pixy)ax +Q(x,y)dy =] \A<tW/(H)\ <ot (13.23)
I,

formula bo'yicha hisoblanadi.
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3. Agar L egri chiziq fazoda x=*/), y =y(t\ 2=z{t) (t,<t”
formulalar bilan berilgan bo'lsa, u holda Il tur egri chizigli
integral

j P(X,y,2)dx +Q(X,y,z)dy +R(X,y,z)dz =
I
=K 'bl "Bl ")]-4)+ €M 4N "Bl O]-YM + ® ('bl 'bl 0]-
(13.29)
formula bo'yicha hisoblanadi.

13.86. fxdy egri chiziqli integral ~+f =i to'g'ri chizigning

absissalar o'qi bilan kesishgan nuqtasidan ordinatalar o'qi bilan

kesishgan nuqtasigacha bo'lgan kesmada hisoblansin.
13.87.jxydx+(y-x)dy egri chiziqgli integral

Dy=x2)y=x2 3) y=x3

4) y2=x egri chiziglarning J{0,0), S(I;) nuqtalar orasida
burchagida hisoblansin.
13.88. y=x2 dy=12xdx, (K*<i, (13.22) formulaga I1<o'ra

\xydy +(y-x)dy =\\x m2+(x2- x)-2x\Ix =j(x 3+ 2x3- 2x2Z}ix =

=j 3x}dx — ] X ax =3* 2 -2=1
0 0 s 4 3“2
13.89. y-x3 dy=3xax, 0<axl (13.22) formuladan
foydalansak, u holda
fxydy +(y - x)dy = HX3- x)1,x 2\Ix = j(x 4 ¥3X5-3x3)dx =
1 1
+3 — -3 — =1
6 4 5 2 4~ 2

13.90. y2=x, dx=2ydy, 0<”<i, (13.220 formulaga asosan

| xydy +{y - x)dy =f\y2-y2y +{y - y Q}Hy =2jy Ady +lydy -]y Zy =



13.91. Tenglamalari *=cosd4 ~sin3» bo'lgan astroidaning
j(-io) va s(0;l) nuqtalar orasidagi yoyida \"NJldx-\~dy egri

chizigli integral hisoblansin.

13.92. jxdy egri chiziqli integral ~+j=l to'g'ri chiziqg va
L

koordinata 0'glarining kesishidan hosil bo'lgan uchburchakning
konturida hisoblansin (yo'nalish soat strelkasi yo'nalishiga
garama-garshi olinsin). Javob: 3

13.93. jV -y~ v egri chizigli integral y =x2parabolaning (0;

L
0) va (2; 4) nuqtalari orasida joylashgan yoyda hisoblansin. J:
13.94. fydx+xdy egri chizigli integral x=Rcost, y=Rsint
L

tenglamalar bilan berilgan aylananing * =0 va t2=" giymatlarga

mos keluvchi nuqtalari orasidagi bo'lagida hisoblansin. J: O

13.95. Parametrik tenglamalari x=Rcost, y =Rsint, z=j"

bo'lgan vint chizig'i z=0 va z=a tekisliklar bilan kesishgan

nuqtalari orasidagi yoyda Jyzdx+zxdy+xydz egri chiziqli integral
L

hisoblansin. J: O

13.96. J2ySn2xdx- 0B2xdy egri chizigli integral ixtiyoriy
AB

chizigning A .2\va nuqtalari orasida hisoblansin. J: -0.5

13.97. y =xr va y =9 chiziqlar bilan chegaralangan figuraning
konturida (chegarasida) s2x(y-i+x2ay egri chizigli integral

hisoblansin. J: 0
13.98. Grin formulasidan foydalanib g§(y+xfdx+x2y egri
(o}

chizigli integral uchlari
0(0; 0), A(a; a) va B(0; a) nugtalarda joylashgan OAB

uchburchakning perimetrida (konturida) hisoblansin. J:



8§ 13.6. Grin formulasi. Sirt bo'yicha olingan integrallar
Ostrogradskiy va Stoks formulalari
1. Egri chiziqli integralning mexanik ma'nosi f(Pdx+edy
ko'rinishidagi integral, birlik massaning f(p o -+) kuch hosil gilgan
maydonda ab yoy bo'ylab harakat qilishidagi ishini aniglaydi.
2. To'liq differensial bo'lgan hoi. Agar biror (V) sohada
Pdx+Qdy +Rdz=du bo'lsa, U holda |(Pdx+Qdy+Rdz)=uB-uA bo'ladi,

ya'ni u u(x,y,z) funksiyaning B va A nuqtalardagi qiymatlarining
ayirmasiga teng bo'lib, (V) sohada olingan integrallash yo'li AB
ga bog'liq emas.

I (Pdx +Qdy )=//,(1?m-1T1)**

Pdx+Qdy funksiyadan (C) yopiq kontur bo'yicha (soat
strelkasiga garshi yo'nalishda) olingan egri chizigli integralni shu
kontur bilan almashtiradi.

3. Grin formulasi

$(Pdx+Qdy)=\\[%L-¥.ydy
(S)

Pdx+Qdy funksiyadan (C) yopig kontur bo'yicha (soat
strelkasiga garshi yo'nalishda) olingan egri chiziqli integralni shu
kontur bilan chegaralangan (S) soha bo'yicha olingan ikki
o'lchovli integralga almashtiradi.

4. (C) kontur bilan chegralangan yuz:

s =1 {{xdy -ydx).
29
5. Ostrogratskiy formulasi quyidagicha yoziladi:

ff(Pcosa +gcos/9 +/xosy)ds =fff — +*. +— \dxayoz ,
ts) {sx dy dz)

bunda ap va y - yopiq s sirt tashqi normalining
burchaklaridan, V esa shu sirt bilan chegaralangan hajmdan

iboratdir. Birinchi integralni +Jj PK *a” #rsf dd ko'rinishda
(*)_ dx dy dz
’ o
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mumkin, bunda f(jc,v,z)=0 - sirtning tenglamasi, S: esa S

ning ; =0 tekislikdagi proyeksiyasidir.
6. Stoks formulasi quyidagicha yoziladi:

COSO’ COSft cos/

d o c
L(Pdx+ Qdy+Rt)=\\ d (s
© © dy :

P Q R

bunda p va y-s sirtga o'tkazilgan normal burchaklaridan
iborat bo'lib, u sirtning shunday tomoniga yo'naltirilganki, undan
C konturni aylanish soat strelkasining yurishiga qarshi ko'rinadi.
13.99. A(2; 2) va B(2; 0) nuqtalar berilgan. 1) OA to'g'ri
chiziq; 2) y=y parabolaning OA yoyi; 3) OBA sinig chiziq
bo'yicha \{x+y)dx hisoblansin.
©
13.100. A(4; 2) va B(2; 0) nugtalar berilgan. 1) OA to'g'ri
chiziq; 2) OBA siniq chiziq bo'yicha [[(g+y)d.x-xdy} hisoblansin.
i
13.101.13.100- masala \(vdx+xdy) integral uchun yechilsin.
(c)
Nima uchun bu yerda integralning giymati integrallash yo'liga

bog'lig emas?

13.102. A(a; O; 0), B(a; a; 0) va C(a; a; a) nuqtalar berilgan. OC
to'g'ri chizig va OABC siniq chiziq bo'yicha “ydx+zdy +.«/;) integral
hisoblansin.

13.103. Koordinatalari p=x-y, Q=\ bo'lganda f\p.o\ kuch
maydon hosil qiladi. Tomonlari x=#a va v=#a dan iborat
kvadratning har bir uchida F kuch yasalsin va birlik massa
kvadratning konturi bo'yicha harakat gilgandagi ish hisoblansin.

13.104. f{p,g\ kuch maydon hosil qiladi, bunday
p-x+y, q =2x, X=ucost, y =asint aylananing har bir choragi
boshida F kuch yasalsin va o'sha aylana bo'yicha birlik massa
Narakat gilgandagi ish hisoblansin. Shu masala p=x+y. Q x hoi
Uchun ham yechilsin. Nima uchun bu yerda ish nolga teng?



13.105. /4Y;a} kuch maydon hosil qiladi. m massa
v=acost, y =bsnt ellipsning birinchi choragi va koordinata yarim
o'glaridan iborat kontur bo'yicha harakat qilganidagi
hisoblansin.

Quyidagi egri chiziqgli integrallami hisoblang.

13.106. J-~- , bu yerda L: y=x~2 to'g'ri chizigning

nuqtalari A (0; -2) va B(4; O) orasidagi kesma.
13.107. | xyds, bu yerda L: uchlari A(O; 0), B(4; 0), C(4; 2) va
/

D (0; 2) bo'lgan to'rtburchak.
13.108. fyds , bu yerda L: y2=2pX parabolaning x2=2p/

parabola bilan kesilgan yoyi.
13.109. |(.v: +yd‘ds, bu yerda L: x=«wo0s/, y =asini aylana.

13.110. Jxyds, bu yerda L: ~~+~-=1 ellipsning choragi.
13.111. J|[xcoscfH=>'cos/zcosTW/s integral, x+y+z =a tekislikning
(G}
birinchi oktantada yotgan qismining ustki sirti bo'yicha
hisoblansin.
13.112. J[Xx: cos(n/)+y2cos(n,j)+z2008n .« )]* integral x2+y2+2az=a2
\

paraboloidning ikkinchi oktantada yotgan gismining ustki sirti
bo'yicha hisoblansin (bunda ,v<0,y>0,z>0).

13.113. x2+y2+z2=a2 shaming sirti bo'yicha olingan
qjg"[xcns(ni)+yoos(n/)+roos(nk integral uchun Ostrogradskiy
i

formulasi yozilsin va tekshirilsin.

13.114. X2+y2+2z=a2 *=0, v=0 z=0 sirtlar bilan
chegralangan jismning birinchi oktantada yotgan gismining sirti
bo'yicha olingan J[x2cos(n,;)+/cos(nj)+r2cos(«A)& integral uchun

(S)
Ostrogradskiy formulasi yozilsin va tekshirilsin.

13.115. Ostrogradskiy formulasida P=x, Q=y, r = deb olib,



. uchun ushbu v=—Jff[.reose+vcosp+zcosy\Is formula hosil
ham u 3

ilinsin. Bu formulaga asosan ~ +"+"=1ellipsoidning hajmi

hisoblansin.

Takrnrlash uchun savollar

1.Ko'p o'zgaruvchili funksiya deganda nimani tushunasiz?

2. Ko'p o'zgaruvchili funksiya ta'rifini keltiring.

3.1tur egri chiziqli integral deb nimaga aytiladi?

4.0'zgaruvchilarni almashtirish deganda nimani
tushunasiz?

5.1kki o'lchovli integral deb nimaga aytiladi?

KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING
INTEGRAL HISOBIGA DOIR NAZORAT TESTLAR

1. Ikki o'lchovli integral va uning xossalari

1 Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyadan yopiq D
bo'yicha integral yig'indini tuzishda quyidagilardan qaysi biri
bajarilmaydi ?

A) D sohada z=f(x,y) funksiyaning eng katta va eng kichik
giymati aniglanadi .

B) D soha gandaydir chiziglar bilan AD, (/=1,2, ..., n) kichik
sohachalarga ajratiladi .

C) har bir AD, (/=1,2, ..., n) sohachadan ixtiyoriy bir M (xhy)
nugta tanlanadi va unda funksiya qiymati f(x,,yi) hisoblanadi .

D) funksiyaning hisoblangan f(x,,y;) , /=12, ..., n, qiymatlari
AD, sohacha yuzasi AS, ga ko'paytirilib, f(xi,yi)ASi ko'paytmalar
yig'indisi topiladi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi .

2= fn='Lf(xiyj)ASi integral yig'indi orqgali | =\f\v)d\cly

X D
ikki o’lchovli integral ganday aniqglanadi ?

A) 1I=maxvn . B) I=minvn . c) /=limy, .

soha



3.Teoremaning shartini ko'rsating: Agar D yopiq sohada
z=f(x,y) funksiya mmbo'lsa , unda 1=\\f(x,y)dxdy ikki o'lchovli

integral mavjud bo'ladi.

A) monoton B) uzluksiz

B) C) chegaralangan D) davriy .

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

4.1kki o'lchovli integralning geometrik ma'nosi qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) tekis shakl yuzi

B) egri chiziq yoyi uzunligi

C) silindrik jism hajmi

D) aylanma jism hajmi

E) aylanma jism sirti.

5. Agar integrallash sohasi D tomonlari g=4 va b=5 bo'lgan
to'g'ri to'rtburchak bo'lsa, ikki karralil =\\dxdy integral qgiymati

D

nimaga teng ?
A)/=8. B)1=9. C)/=10. D)M 8. E)/=20.
6.Agar integrallash sohasi D radiusi R=4 bo'lgan doira
bo'lsa, ikki karrali/ =jf2dxdy integral giymati nimaga teng ?
D

A)//8n2 B)bl6n2 C)1=32n2 D) 1=201T E) /=161x

7.1kki o'lchovli integralning mexanik ma'nosi qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) notekis harakatda bosib o'tilgan masofa .

B) bir jinsli bo'Imagan sterjen massasi.

C) bir jinsli bo'lImagan plastinka massasi.

D) o'zgaruvchi kuch bajargan ish .

E) bir jinsli bo'Imagan jism massasi.

8.lkki o'Ichovli integral xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?

A) (17, (x, v) W\ (v,y)dxdy =||j\ (@, y)dxdy = | / 2(F,y)dxdy .
D D D



D) \\cCf(x,y)dxdy = C\\f (x,y)dxdy, C - const .
D D
E) barcha xossalat to'g'ri ifodalangan .

9 Agar df(x,y)dxdy =5 bo'lsa, J(-3)f(x,y)dxdv integral

I . D D
giymatini toping.
A) -3 B) 15 Q-15 D)0
E) bu integral giymatini aniq ko'rsatib bo'lm aydi.
10.Agar \\f(x,y)dxdy =5 \\g(x,y)dxdy =-2 bo'lsa,
D D

\If(x,y)g(x,y)dxdy integral giymati nimaga teng ?

A) -10 B) 10. C)-2. D)5.
E) bu integral giymatini aniq ko'rsatib bo'Imaydi .

2. Ikki o'lchovli integralni hisoblash. Ikki karrali
integrallar

1 Tekislikdagi D soha OY koordinata o'gi bo'yicha to'g'ri
soha bo’'lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri talab
etilmaydi ?

A) D soha chap tomondan x=a va o'ng tomondan x=b (a<b)
vertikal to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan .

B) D soha [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan y=(pi(x) va i/=0:(.v)
[(=("S))2x)] funksiyalarning grafiklari bilan chegaralangan .

Q D sohaning ichki nuqtasidan o'tuvchi va OY o'giga
parallel har qanday to'g'ri chiziq soha chegarasini fagat ikkita
hugtada kesib o'tadi .

D)D sohani ichki nuqtasidan o'tuvchi va OX koordinata
04’ga parallel bo'lgan har ganday L to'g'ri chizig soha
chegarasini fagat ikkita huqtada kesib o'tadi .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
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2.Tekislikdagi D soha OX koordinata o'qi bo'yicha to'gy
soha bo'lishi uchun quyidagi shartlardan qgaysi biri talab
etilmaydi ?

A) D soha quyidan y=c va yuqgoridna y=d (c<d) gorizontal
to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan .

B) D soha [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan x=if>\(y) va x=ip2y)
[® \(Y)<il=2(y)] funksiyalaming grafiklari bilan chegaralangan .

C) D sohaning ichki nuqgtasidan o'tuvchi va OY o'giga
parallel har ganday to'g'ri chizig soha chegarasini faqgat ikkita
huqgtada kesib o'tadi.

D) D sohani ichki nuqgtasidan o'tuvchi va OX koordinata
o'giga parallel bo'lgan har ganday L to'g'ri chiziq soha
chegarasini fagat ikkita hugtada kesib o'tadi.

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3.Quyidagi sohalardan qaysi biri OY o'gi bo'yicha to'g'ri
soha bo'Imaydi ?

A) aylana bilan chegaralangan soha

B) ellips bilan chegaralangan soha

C) to'g'ri to'rtburchak bilan chegaralangan soha .

D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .

E) keltiriigan barcha sohalar OY o'qi bo'yicha to'g'ri soha
bo'ladi .

4.Quyidagi sohalardan qgaysi biri OX o'qi bo'yicha to'g'ri
soha bo'Imaydi ?

A) aylana bilan chegaralangan soha

B) ellips bilan chegaralangan soha

C) to'g'ri to'rtburchak bilan chegaralangan soha .

D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .

E) keltirilgan barcha sohalar OY o'qgi bo'yicha to'g'ri soha
bo'ladi.

5.Quyidagidan gaysi biri ikki karrali integral bo'Imaydi ?

h dv3y) n
1=\ \f{x,y)dy dx B) /-{ \f(x,y)clIx
a , clriM J

422



dfb
D) j Jf(x,y)dx dav

c\a

bfd
C) \ )4 X'YNe’ %%
a\c

E) keltirilgan integrallarning hammasi ikki karrali integral

bo’'ladi..
/) N

i/

6.] j(ic +y)dy dx ikki karrali integral giymatini toping,
o0 .

A)O B) 05 0l D) -1 E) -05

7 \(\Jl(X—y)dx\dy ikki karrali integral qiymatini toping.
oo
A)O Byl C)16 D)-1 E)-1/6

8. jji(x +y)dyjdx ikki karrali integral giymatini toping.
A) 2. B) 15. o)1 . D) 05. E)O.
9 f j(x-y)dx \dy ikki karrali integral giymatini toping.
A)Z.QA B) 15. C)I. D) 05. E)O.

10. OY koordinata o'gi bo'yicha to'g'ri D soha uchun

\\f(x,y)dxdy ikki o'lchovli integralni hisoblash formulasi gayerda
D

to'g'ri ko'rsatilgan ?

dfvi C%)
A)jjf(x,y)dxdv =j  \(x,y)dx dv.
D C ri(.v)

WANF(X,y)dxdy =\ {cf)(x,y)dy ax .
oY
Q \D\f(x,y)dxdv: j \\f(x,y)de\cy .
<fl* d ~
D H[%f(x,y)dxdyz PIb_l)\}f(x,y)dy\de.

¥r(¥) !
E) Afixy)dxdy=}  \f(x,y)dx dy .
o] RACOVVIO) y
3. Ikki o'lchovli integralning amaliy tatbiglari
1 z=f(x,y)>0 funksiya bilan aniglangan ct sirtning XOY
koordinata tekisligidagi proyeksiyasi chegarasi L
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2. chizigdan iborat D yopiq soha bo'lsin. Ynda o sirt bilan
chegaralangan va yasovchisi L bo'lgan to'gri silindrik jism hajmi
Vqgaysi formula bilan hisoblanadi ?

A) V =\\rxv(x,y)dxdy

D

B) V =\\f(x,y)dxdy
n
C) V =7i\\f2(x,y)dxdy
D
D) V =IN\\[f*.(x,y)]2dxdy
D

E) to'g'ri javob keltiriimagan .

3. lism z=f(x,y) va z=g{x,y) \f(x,y)<g(x,y)] funksiyalar bilan
aniglangan a{f) va a(g) sirtlar bilan chegaralangan, o(f) va a(®)
sirtlarning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyalari ustma-ust
tushib, biror yopig D sohadan iborat bo'lsa, jism hajmi V qaysi
formula formula bilan hisoblanadi?

A) V =2rt\\[g2(x ,y )~ f2(x,y)ldxdy .

D

B) V=2xji[g(x,y) - f(x,y))dxdy .
D

C) V =2n\\[g(x,y) 4f(x,y)]dxdy .
D
D) V=W\[g(x.y)- f(x,y)ldxdy .
D
E) V =\\[g(x,y) +f{x,y)]dxdy .
D

4.XOY koordinata tekisligida yotuvchi yopig D soha
ko'rinishidagi yassi geometrik shakl yuzasi S qaysi formula bilan
hisoblanadi?

A) ~=jfxdxdy . B) 5=Nydxdy . C) s =jjxydxdy .
d D D

D) S =\jylx2+y2dxdy . E) S =\\dxdy .
D D

5.y=th(x) , y=tp(X) [p(x)<ip(X)] va x=a, x=b chiziglar bilan
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi
gayerda to'g'ri ifodalangan?
b VU) b V(x) <) b
A) 5=J{ \dx}dy B) 5=} \dyldx C) 5= j (\dx}dy .
a P(f) a P(x) (p(x) a



1f/(x) b
q) 5=j {\dyldx E) to'g'ri javob keltiriimagan .
<px) a
6.Quyidagi ikki karrali integrallardan gaysi biri y=o(x) ,
-i/~» [pM-~C*)] va x=a' x=b cbiziqlar bilan chegaralangan D
yopiqg sohaning yuzasini ifodalamaydi?

* b Y (® h P(v> “ et
A) J B) - J{ \dy}dx C) —/{ \dy\dx
a f>(n ar(r) o>
e <9
D) H \dyjdx
b )
E) keltirilgan barcha integrallar D yopig sohaning yuzasini

ifodalaydi.

7.x=d(y) , x=ip(y) [d(y)<rp(y)] va y=a, y=b chiziglar bilan
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi

gayerda to'g'ri ifodalangan?

b Viy) b H.v) ¥iy) b

A) S =J{ \dx}dy B) S =j{ \dvidx C) S= } \\dx)dy
a <p(v) n ip(y) <)
w(y) b . .

D) 5= ] {\dy)dx E) to'g'ri javob keltiriimagan .
<PV) a

8.Quyidagi ikki karrali integrallardan qaysi biri x=d(y) ,
x=ip(y) [p(y)<d(y)] va y=a, y=b chiziglar bilan chegaralangan D
yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi gayerda to'g'ri
ifodalangan?

b Ny) h V(")
A) J{ fdxjdy B) -j{ \dxidy
a (p(y) a <py)
a p(y) a <p)
C) —J{ \dx\dy D) |{ \dxidy .
b tp(y) h V(v)

E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini
ifodalaydi .

9. y=xr, y=x va A=0, x=\ chiziglar bilan chegaralangan D
y°pig sohaning S yuzasini toping.

A)S=1/2. ’'B)S=I/3. C)s=1/4. D)S=1/5. E) S=1/6

10. x=y4, x=y2va y=0, i/=l chiziglar bilan chegaralangan D
y°piq sohaning S yuzasini toping.



A) S=I/3 B) S=4/15 C) S=I/5 D) S=2/15 E) S=il6
11. z=f(x,y) funksiya bilan aniglangan fazodagi ci sirt
XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyasi D yopiq sohadan
iborat bo'lsa, a sirtning S yuzasi hisoblanadigan formula gayerda
to'g'ri ifodalangan?
A) S =gl +f 2(x,y)dxdy
D

B) S =\"\+[f;(x,y)]2dxdy .
/7l

C) 5=lyil +[Fy(x,y)]2dxdy.
D

D) s =[I"\+[fi(x,y)]2+[Fu(x.y)]Zbdy .

E) S=\WN\+{f".(x,y)fdxdy .
n

4. Uch o'lchov integral va uning xossalari

1. Uch o'zgaruvchili iv=f(x,y,z) funksiyadan fazodagi yopiq
V soha bo'yicha integral yig'indini tuzishda quyidagilardan qgaysi
biri bajarilmaydi ?

A) V soha ixtiyoriy bir usulda AVi (/=12, .., n) kichik
sohachalarga ajratiladi.

B) har bir AVi (/=1,2, n) sohachadan ixtiyoriy bir M(xi,yi,Zi)
nuqta tanlanadi va unda funksiya qiymatif{x,,y,,z,) hisoblanadi.

C) funksiyaning hisoblangan f(x,,y,,z,), 1,2, n, giymatlari
AV, sohacha hajmi Avt ga ko'paytirilib, bu ko'paytmalar yig'indisi
Sn topiladi.

D) S»integral yig'indining absolut giymati baholanadi .

E) ko'rsantilgan barcha amallar bajariladi.

2. Snzgl (* , = , lintegral yig'indi orqali

I =\\f(x,y,z)dxdydz uch o'lchovli integral ganday aniqglanadi ?
y
A) 1=maxVn B) /=minVvn C) 1= Ii%\m D) 1=Vn
n=

E) to'g'ri javob keltirilmagan .



3. Teoremaning shartini ko'rsating: Agar fazodagi V yopiq
sohada W=f(x,y,z) funksiya - bo’'lsa , unda | =\\\fx,y,z2)dxdydz uch

o'lchovli integral mavjud bo'ladi.
A) monoton B) uzluksiz
C) chegaralangan D) davriy
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4.Uch o'lchovli integralning geometrik ma'nosi qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) tekis shakl yuzasi B) egri chiziq yoyi uzunligi
C) silindrik jism sirti D) fazodagi jism hajmi
E) aylanma jism yon sirti.
5.Integrallash sohasi V={(x, y, z): X2+ 2+z%9j yopiq shar
bo’lgan uch karrali \\)[cbdydz integral giymati nimaga teng?

A) 271 B) 30n C) 33711 D) 36n E) 3917
6.Integrallash sohasi V={(x, y, z): \X\<2, lyl<3, IzI<1} yopiq

to'g'ri burchakli parallelopiped bo'lgan uch karrali Jdxdvdz
v

integral giymati nimaga teng?
A) 67 B) 36 C) 48 D) 24 E) 361T

7.Uch o’'Ichovli integralning mexanik ma'nosi qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) notekis harakatda bosib o'tilgan masofa

B) bir jinsli bo'Imagan sterjen massasi

C) bir jinsli bo'Imagan plastinka massasi .

D) o'zgaruvchi kuch bajargan ish

E) bir jinsli bo'Imagan jism massasi.

8.Uch o'Ilchovli integral xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?

*A) LLA\(x,y,z) mf2(x,y,z)dxdydz-

v

~LLI/i (x,y,Zz)dxdydz ]/ 2x,y,z)dxdydz .

B) A/1(x,y,z) +/2 {x,y,z))dxdydz =
\"



(Sf.

:LyLM (x. \',2)dxdydz '|'\\\/\f 2%, v,2)dxdydz .

C) J\I;I[ﬁqr,v,z) -f2x,y,2)]dxdydz =

=i/ (x,v,2)dxdydz - LLIf 2x,y,z)dixdydz .

D; I\I/ICf(x,y,z)dxdyd; =ClHfixy.z)dxdydz (C - cOorst.).

E) barcha xossalat to'g'ri ifodalangan .
9. Agar HIf{x,y,z)dxdydz=6 bo'lsa, (X,y,2)dxdydz integral
\Y \%

giymatini toping.
A)-6. B) 12. C)-24. D)O.
E) bu integral giymatini anig ko'rsatib bo'lm aydi.
10.Agar HIf(x,y,z)dxdydz= 6, fffg(x,y,z)dxdydz=-2 bo'lsa,
\" \Y

HIf(X,y,2)g(x,y,z)dxdydz integral giymati nimaga teng ?
r

A)-12. B)12. C)-4. D) 4.
E) bu integral giymatini anig ko'rsatib bo'Imaydi .

5. Uch o'lchovli integrallarni hisoblash

1 Fazodagi V soha to'g'ri soha bo'lishi uchun quyidagi
shartlardan qaysi biri talab etilmaydi ?

A) V soha S yopiq sirt bilan chegaralangan .

B) V sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasidan OZ koordinata
o'qiga parallel qilib o'tkazilgan har ganday to'g'ri chiziq bu
sohaning S chegarasini faqat ikkita nuqtada kesib o'tadi.

C) V sohaning XOY koordinata tekisligidagi D proyeksiyasi
to'g'ri sohadan iborat.

D)V sohaning chegaraviy nuqgtalari bir bog'lamli to'plamni
tashkil etadi.

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .

2.Fazodagi quyidagi sohalardan gaysi biri uch o'lchovli
to'g'ri soha bo'Imaydi ?

A) shar B) piramida C) parallelepiped

D) tor E) aylanma ellipsoid .



3 Uch karrali integral qayerda to'g'ri ifodalangan?
$0 hvi<a

A I A
AUH 7~ om)
ft )P4

B) f{ J I

ya2(xy) 42(*) a
C) j {1 /*"v,zVzKv}i6f
ry) €V a

b 'K Viu<.y)
D) | [ jf(x,y.z)dzldy}dx
a 9@ \(x\y)

&n) viix.y
E) J{ iy [J/(x,y,z)<le]rﬂ<}«& -
l(p}{)? W(fy) a

4. jJ{I[J(x +>=+"z]rfy}A uch karrali integral giymatini toping.
000

A)O. B)O5. C)10. D)15. E)-05.
1x xy

5 \{\[](x+z)dzYy\dx uch karrali integral giymatini toping.
000

A)O B) 5/18 C) 13/36 D) 19/144 E) 23/180
1 x xy

6-J{Jt \(x +y +z)dz~y}dx uch karrali integral giymatini toping,
000

A) 0 B)5/16  C)7/36 D) -3/26 E)-11/46

7. Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqgoridan z=if'i(x,y) va
z=ip(x,y) sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=(pi(x), y=(n(x)
Va x=a, x=b chiziqglar bilan chegaralangan bo'lsin. Bu holda uch
o'lchovli 1-\\\f(x,y,z)dxdydz integralni uch o'lchovli integral orqgali

hisoblash formulasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

PrOn) b Vvi(x.y)
A) = \A][ \f(xy,z)dz]dx\dv .
-\7 a y/{ix y)

B)/ —J{ [ \f(x Y, z)dz]dy\dx .
£



w2(x.y) or(x) b
C) /= j ) f [\f(xy,z)dz]dy}dx .
(N a
/> <P:(x) V'2(NU*
D) /=j!' J [ \f(x,y,z)dz]dy}dx .
n O\{x) UN(.r,y)
®2(x) uw/2(x,y) b
E) /= } { \ [\f(x,y,z)dz]dy}dx .
(X)) WN(TY) a
8. Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va
z=xy sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va
x=0, x=I| chiziglar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o’'lchovli

I =\\\(x + z)dxdydz integral giymatini toping.

\%
A)O B) 5/36 C) 23/180 D) 21/216 E)1
9. Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va
z=xy sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va
x=0, x=I| chiziglar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'lchovli

/=)I(* +y +z)dxdydz integral giymatini toping.
\'

A) 7/36 B) 5/46 C) 3/56 D)1 E) O
10.Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va
z-xy sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va
x=0, x=l| chiziglar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'lchovli
1=\\\xyzdxdydz integral giymatini toping.
\

A) 1/16 B) 1/32 C) /48 D) /64 E) 1/80

6. Uch o'lchovli integralning amaliy tatbiglari
l.LFazoda to'g'ri sohani tashkil etuvchi T jismning V halmi
uch o'lchovli integral orgali gaysi formula bilan hisoblanadi?

A)V =ffjxyzdxdydz B) V =fff(x +y +2z)dxdydz C) V=fjfdxdvdz
r T T
D) Vv =1Jix 2 +y 2\ z2dxdydz E) V =fjj(x2+y2+2z2)dxdyd:

T T



2 Z912H2 , z=aAx2+yd), y=x, /=R sirtlar bilan chegara-langan
iismning V hajmini toping.

A) y=a3 B) Y=3(s3-1)/35 C) Y=a2

D) Y=3(a2-1)/35 E) 8«V2a .

3 z=x+y / z=flxy , i/+x=l, y=0, x=0 sirtlar bilan chegaralangan
jismning ¥ hajmini toping.

J A)v=(I-fl)/8 . B) V=(2-a)/12. C) Y=(4-1a)/16.

D) ¥Y=(6-i1)/20 . E) V=(8-a)/24.

4. Fazoda to'g'ri sohani tashkil etuvchi va har bir M(x,i/,z)
nuqtasidagi zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniglanadigan bir
jinsli bo'lmagan T jismning m massasigaysi formula bilan
topiladi ?

A) m=\\\xyzp(x.y,z)dxdydz

B) m=  +y +2Z)p(x,y,z)dxdydz

C) m=ijj (x2+y 2+22)p(x,y,z)dxdydz
D) MZjij p(Xx,y,z)dxdydz

E) meELV*2+)2+z20(x,>, 2)dxdvdz

5. Har bir M(x}/,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=a{x+y+z)
funksiya bilan aniglanadigan O<x<l , 0<}/<d , O<z<l kubning m
massasini toping.

A)a/2. B)a/3. C)3a/2. D)2a/3. E) 3a2.

6.Har bir M(x,y,z) nuqtasidagi zichligi p(xy,z)=x+y+z
funksiya bilan aniglanadigan O0<x<s , O<y<a , O<z<a kubning m
rnassasini toping.

A) 3a/2. B) 3a22. C) 3a32. D) 3a42. E) 3952 .

7.Har bir M(x,i/,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)=x+y+z
funksiya bilan aniglanadigan O<x<a , O<t/<b , O<z<c paralle-
iepipedning m massasini toping.

A) abc/2 B) (a+b+c)/2 C) abc(a+b+c)/2
D) abc/2(a+b+c) E) (a+b+c)/2abc
8. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniglanadigan bir jinsli

° Irnagan T jismning XOY koordinata tekisligiga nisbatan S-
Statik momenti gaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?



A) Ufyp(x,y, zytxdyd:
T

B) jiixp(x,y,z)dxdydz
T

C) fijzp(x,y,z)dxdydz
T

D) jfixyp(x, v ryixdydz
r

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

9. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniglanadigan bir jinsli
bo'Imagan T jismning XOZ koordinata tekisligiga nisbatan SK
statik momenti gaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?

A) \\\vp(x,y,z)dxdydz

T

B) \\\xp(x,y,z)dxdydz
T

C) ii\zp(x,y,z)dxdydz
7

D) fifxzp(x.y,z)dxefydz
T

E) to'g'ri javob keltiriimagan

10.Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniglanadigan bir jinsli
bo'Imagan T jismning YOZ koordinata tekisligiga nisbatan Sr-
statik momenti qaysi uch o'lchovli integral orgali ifodalanadi?

A) jffyp(x,y,z)dxdydz

T

B) fifxp(x.y,z)dxdydz

T

C) i\\zp(x,y,z)dxdydz
T

D) fffyzp(x,y, z)dxdydz

T
E) to'g'ri javob keltiriimagan .

7. | tur egri chizigli integrallar

1 AB egri chizig bo'yicha f(x,y) funksiya uchun | tur integral
yig'indini tuzishda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi?

A) AB egri chizig n ta Mi-iMi(i=I,2,3, , n) kichik
yoychalarga ajratiladi.

B) har bir M,-iMi(i=1,2,3, ... , n) kichik yoychalardan ixtiyoriy
bir P,(x,,y,) nugta tanlanadi.



L

C) tanlangan Pi{xi,yi) nuqgtalarda funksiya qgiymatlari f(x,,y,)
/=1,2,3, ..., n) hisoblanadi.

D) hisoblangan f(x,,yi) (/=1,2,3, ... , n) qiymatlar orasidan
ularning eng kattasi va eng kichigi aniglanadi.
E) f(xi,yi) giymatlar yoychalarning Ah(/=1,23, ... , n)

uzunliklariga ko'paytirilib, bu ko'paytmalar vyig'indisi hosil
etiladi .
2.8,(/) =Z./(=,= W, integral yig'indi orqali | tur egri chiziqli
i=

integral /= \f(x,y)dl ganday aniglanadi?
AB
A) I=maxSn(f) . B) I=mmsS,,(f) . C) /=[maxS«(/)+minSn(/)]/2 .

D) I =\s,(f)dI . E)/= Im <>/
) (f) ) i )
max A/, =0
3.Quyidagi masalalardan qaysi birlari | tur egri chiziqgli

integral yordamida yechilishi mumkin?
I. moddiy egri chizigning massasini topish .
Il. egri chiziq yoyining uzunligini hisoblash .
I1l. moddiy egri chizigning og'irlik markazini topish .

A)lvalll. B) Ilvalll.

C)lvall. D)L llvalll. E)II.

4.1 tur egri chizigli integralning geometrik ma'nosi nimadan
iborat ?

A) AB egri chizigning o'rta nuqtasi .  B) AB egri chizigning
urinmasi.

C) AB egri chizigning uzunligi . D)AB egri chizigning
norm ali.

E) AB egri chizigning OX koordinata o'qiga proeksiyasi.
5.AB egri chizigning | uzunligi gaysi formula bilan topiladi?

A) 1 =jdl B) /= \{x2+y2)dI C) /=\~"x2+y2dl .
AB AB AB
D) /= jxdl E) /= \ydI

AB AB
6. x=fI(f-sinf), i/=a(l-cosf) (O<t<n) sikloida yoyining |
uzunligini toping.
A) 24 B) 4a C) 6a D) 8a
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E) to'g'ri javob keltiriimagan .

7.1 tur egri chizigli integralning mexanik ma'nosi nimadan
iborat ?

A) AB egri chizigning og'irlik markazi

B) AB egri chizigning statik momenti

C) AB egri chizigning inertsiya momenti

D)AB egri chizigning massasi

E) to'g'ri javob keltiriimagan .

8. Chizigli zichlik funksiyasi p=p(x,y) bo'lgan moddiy |
chizigning m massasi gaysi formula bilan topiladi?

A) m:E'E(';(,y)- B) mztp(x,y)dl C) mztpz(x,y)dl
D) m=\sjp(x,y)dl E) m=\- dl
L LP (X,y)

9.Chizigli zichlik funksiyasi p(x,y)=\y\ bo'lgan y2=12x
(O<x<3) parabola yoyining m massasini toping.

A)12(2a/2-1) B) 16(2n/2-1) C) 20022 -1)

D) 24(2v2 - 1) E) 282v2-1)

10. Chiziqli zichlik funksiyasi p=p(x,y) va massasi m
bo'lgan moddiy AB chiziq og'irlik markazining abssissasi xo qaysi
formula bilan aniglanadi ?

A) x0=m \xp(x,y)dI B)X0=m \yp(x,y)dI
AB AB
C) x) =— \xp(x,y)dl D) x0=— \yp(x,y)dI
M ag

E) X0 =— jxvp(x,y)dI
1A8B
8. Il tur egri chiziqli integrallar
1.AB egri chiziq bo'yicha u(x,y) va v(x,y) funksiyalar uchun
Il tur integral yig'indini tuzishda quyidagi amallardan gaysi
biri bajarilmaydi?
A) AB egri chizig n ta MhiMi(i=1,2,3, .. , n) Kkichik
yoychalarga ajratiladi.
B) har bir M/-iM/(/=1,2,3, ..., n) kichik yoychalardan ixtiyoriy
bir Pr(Xiy,) nugta tanlanadi .
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c) tanlangan P>(x,y<) nuqtalarda wun(x,y) va v(x,y)

funksiyalarning qiymatlari u(x,y.) va v{xiy.) (/=123, .. , n)
hisoblanadi.

D) u(xi,yt)Ax,+v(xi,y,)Ay, (/=1,2,3, ..., n) ifodalarning yig'indisi
hosil etiladi

E) keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2.S,,(u,v)=/t5u(xhyi)&x,+v(xi,yi)Ayi] integral yig'indi orqali Il
tur egri chizigli integral /= \u(x,y)dx +v(x,y)dy gqanday aniqlanadi?

A) I=maxSn(u,v) B) I=minS,(w,y)

C) /=[maxS»(M,y)+minS.i(w,y)]/2 . D) /={(S,(u,v)dl.

E) /= nll% S..(u,v).

max(Av, ,Av, )->0

3.Quyidagi masalalardan qaysi birlari Il tur egri chiziqli
integral yordamida yechilishi mumkin?

I. yopiq egri chizig bilan chegaralangan to'g'ri sohaning
yuzasini topish .

Il.o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani egri chiziq bo'yicha
harakatlantirganda bajarilgan ishni hisoblash .

I1l. moddiy egri chizigning og'irlik markazini topish .
A) lvalll B) Il va Il C)lvall D) I, Il va Il E) I

4.11 tur egri chizigli integral yordamida quyidagi geometrik
masalalardan qgaysi biri yechiladi?

A) AB egri chizigning o'rta nuqtasini topish .

B) AB egri chizigga o'tkazilgan urinmani topish .

C) AB yopiq egri chizigning uzunligini topish .

D)AB yopiq egri chizig bilan chegaralangan soha yuzasini
topish .

E) AB yopiq egri chizigning normalini topish .

5.L yopiq egri chizig bilan chegaralangan to'g'ri sohaning
yuzasi S gaysi formula bilan topiladi?

A) 5 -1 fydx - xdv B) 5=—8xdy - ydx C) S - —~xdx - ydy
1L 21 21

D) 5 =—"ydy-xdx E) 5=—$ydx +xdy
21 2L



B.x=a cos3f, y=a sin¥ (0<t<2n) astroida bilan chegaralangan
sohaning S yuzasini toping.

A) S=3naZ8 B) S=2na25 C) S=naZ/3.

D) S=4na2/7 E) S=5naz22.

7.11 tur egri chizigli integral yordamida quyidagi
masalalardan qaysi birini yechish mumkin ?

A) AB moddiy egri chizigning og'irlik markazini topish .

B) AB moddiyegri chizigning massasini topish .

C) AB egri chizigning inertsiya momentini topish .

D)AB egri chizig bo'yicha o'zgaruvchi kuchning bajargan
ishni topish .

E) AB egri chizigning statik momentini topish .

8.F(x,y)= u(x,y)i+v(x,y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani L
egri chizig bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan A ish giymati
gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) A =\u(x,y)dx - v(x,y)dy B) A =\u(x,y)dx +v(x,y)dy

L L

C) A=\v(x,y)dx - u(x,y)dy D) A=jv(x, v)dx +u(x,y)dy
L L

E) A=\[u(x,y) +v(x,y)ldx+ [u(x,y)-v(x,y)ldy .
L

9. F(x,y)=xyi+(x+y)] o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani y=x
(O<x<l) to'gri chiziqg kesmasi bo'yicha harakatlantirganda
bajarilgan A ishni hisoblang .
A) A=4/3 B) N=7/5 C) ,4=11/8
D) /4=17/12 E) /4=21/16
10. F(x,y)=xyi+(x+y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nugqtani
y=x2 (0<x<lI) parabola yoyi bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan
A ishni hisoblang .
A) /4=4/3 B) A=7/5 C) A=U/8
D)A=17/12 E)/4=21/16.
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M ateniatika-aqi ginvnastikasidir.
m Suvorov
XIV-BOB. KOMPLEKS SONLAR VA KOMPLEKS
ARGUMENTLI FUNKSIYALAR
814.1. Kompleks sonlar ustida amallar
8§ 14.2. Komleks o'zgaruvchili funksiysiyalar va ularni
differentsiallash
8§ 14.3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyani integrallash

814.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ta'rif: z=a+bi ko'rinishidagi son kompleks son deyiladi. Bu
yerda a=Rez;b=ImZ i1=-lyokiV™ =/. z =a - ib -berilgan kompleks
sonning qo'shmasi deyiladi. E- kompleks sonlar to'plami bo'lsin.
z =x + iy kompleks son shu to'plam ixtiyoriy elementi bo'lishi
mumkin. z =a, +«*, z2=a2+ib2kompleks sonlar berilgan bo'lsa,
ular ustida quyidagi amallar bajarish mumkin:

1) Qo'shish: z,+z2=(a, +bt)+i(b{+b2)

2) Ayirish: z, - 22 =(a, - bt)+ i(b\ - b2)

3) Ko'paytirish: z,z2 - (a,/2-b>»2)+ i{axb2+aZ),

4) Bo'lish- z- 27z z- a+Hh a='/2 +H& ]+ (“ a'bd
Z2 72 72 a2+ib2 a2-ib2 a2+b2

14.1-chizma. Kompleks sonning geometrik tasviri

Kompleks sonning trigonometrik shakli.z =a+& kompleks
s’n oa vektor bilan tasvirlangan bo’'lsin (14.1-chizma). oa
vektorning OA uzunligini r deb, bu vektor bilan OX o'gning
Musbat yo'nalishi orasidagi burchakni < deb belgilasak
a=rcos (p; b=rsinp.
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Bu giymatlarni z=a +bi ga qo'yib, Ani qavsdan tashqariga
chigarsak: z=/Hosp+isin<p® ni z=a+bi kompleks sonning
trigonometrik shakli deyiladi, bu yerda r=W

r=-kt2+bl, agz=g=arctg—.
a

Trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni ko'paytirish
va bo'lish. Ushbu :

z, =il (cos+/sint), Z2=rAc0s¢2+H siN(D)
kompleks sonlarni ko'paytirib, quyidagini hosil gilamiz:
z22=rrdoos, aEP-Snq@sim2+Asn o', +oos, SN
yoki 2z =/rjadp +p,)+sin"H<2).

Umuman, matematik induksiya metodi bilan, n ta
Z, =r,(00sp +/sin*\z2 =rdcosp2+/9ntp,),.... , z, =/;(cosm-+/sin(p,)
kompleks sonlar uchun:
2,22.z, =rrL j-n[cos(p, +({@+...+pl+/sin(p, +R+...+<\
ekanligini ko'rsatih mumkin. Shunday qilib, bu hoi uchun
2,2,..2, =r,r2.1,[cos(", +{2+... +m)+Hs\X\(ipt +g2+... +,)]

tenglikdan
z" = r"(cos«”™ +/sin/7™)
yoKki
[/Hosrnp+/4an =/-"(0osn(p+ismntp)
kelib chigadi.

Kompleks sondan ildiz chiqgarish. a+bi kompleks sonning
kvadrat ildizi deb, kvadrati a+bi songa teng bo'lgan x+yi
kompleks songa aytiladi.Shunday qilib, a +bi =(x+vif .

a+bi kompleks sonning kvadrat ildizi -la+bi ko'rinishida

belgilanadi.

Demak, x va y ning x="--+h va o

giymatlarini a+bi=x+yi ga qo'yib, b=0 va b<0 ga mos quyidagi ikki
formulani hosil gilamiz:
YITe =fj" - <1+ |b>0 uchun,



. llawPTP’ o Vi |b<O uchun.
ANHvVv-2—"V—2—-1

Ushbu z=r(cosip+isng) kompleks sonning n - darajali
ildizini
N W Hsiny)=cosg+H2far+/siny+" ] (14.1)

ko'rinishida yozish mumkin.
Formulada tistalgan butun sonni ifodalaydi. Lekin k ga
0.l.2, 3, n-i giymatlami berish kifoya.

Quyidagilarni toping: 1) z +z2, 2) z,-z2, 3) z,; 4) z, -z,

5) z, :22;, 6) Zj, 7) z +z, va z -z, chizmada tasvirlang.

14.1. z, =-2, z2=21 14.2. z, =2/, z2=-2/
14.3. z,=-2/, z2=I+/ 144. z, =2/, z2=-2/
145. z, =VI5-/, z2=1-iy\5 14.6. z, =-3+4/, z2=3-4/

14.7. z, =6 +11/, z2=7+3 ggj 1A4+414/.

14.8. Z =3-/, 2=4+Y
149 Quyidagi kompleks sonlarni tasvirlovchi vektorlar
yasalsin:

a) 3+i; b) -4 +5/; v) 7-4/ ; g)-2-6/;
d) 1; e) -1, j) »V2; z) 1+/V3;

i) 2-1/3+4/; K) 8; 1) 1-2/NV2;

m) -7, n) -5/.

14.10. Quyidagi ildizlami hisoblang:

a) v/, b) n/-¢; v) n/3-4/; g) V—-56+¥;
d) V-ii +60/; e) n/2—3/; j) nO-'n/3; z) A+/+n/4-;
i) V-7 +24/; K) V™4 1 ; m) V2+AI2 .

n) //15+8/ ni hisoblang.

0) x2—{5—/)x+(@B8—/)=0 kvadrat tenglamani yeching.
14.11. V++ % ni hisoblang.

14.12. Ushbu kvadrat tenglamalarni yeching.

a) x2-(3 +2/)x+(1+3/)=0; b) (7+/)2—7 +/)x+2 =0;
V) @+)*r-(7 +2)x+8-|)=0.
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14.13. Ushbu kompleks sonlarni trigonometrik K

keltiring: hakl8a
a) 3; b) 2; v) 9) 2/,
d) e)-1 +iv3; ) 3+/, z) 4-/;

i) -2+/; k) -1-2/
Quyidagi ildizlarining barcha gqiymatlarini toping. lldiz
ostida turgan sonlarni ko'rsatkichli ko'rinishda tasvirlang.

14.14. \T+7 14.15. 1/3+4; 14.16. nPITT

1417. #5-7 14.18. V-3 +4; 14.19. v3™4/

14.20. VAT 14.21. 14.22.

14.23. V2T Y/

14.24. Quyidagi ildizlarni hisoblang.

a) V-1+j; b) V) V25 g) V7 d) ; eV,

Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning darajalari orqgali

ifodalang.

14.25. sin3x 14.26. oos3x 14.27. sSMv

14.28. cosfi 14.29. sinbx

Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning karrali yoylari
orqali ifodalang.

14.30. sin2* 14.31. sin'x 14.32. sr4*

14.33. cosA* 14.34. oos5* 14.35.00%6x%

14.36. Chiziq tenglamasini kompleks ko'rinishda yozing.

a) 3x+y =1 b) (*-l)y =2 v) 2(x-1)2+3(y+2)2=6

14.37.1 =2+2/ sonni trigonometrik shaklda ifodalang.

14.38. z=37cos™-/sin”j sonning moduli va argumentini

toping.

14.39.Ushbu r, =r,(cos™, +/sin ) kompleks sonni
22 =r2cos2+/sing®) kompleks soniga bo ling.

14.40. z, =3(cos30° +;sin30u), z2=2(cos60® +/sin60°) berilgan.~-

hisoblang.
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14.41 sii\bp Va cos2v ni snp va cos™ orqgali ifodalang.

14.42. 2 Co1§_:‘€::)+isin—l_l ni hisoblang.

b))
14.43. ni bisoblang.
14 44. Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklga

keltirib, so'ngra ko'rsatilgan amallarni bajaring:

a)(-5+5V31-i); b v)(i+/f; g )™ )

d M f d+T
14.45. Ushbu (cos15° +/sinl5°)(cos30" +/sin30" }=cos45° +/sin 45’

ayniyatdan foydalanib, sini5" va cosi5* ning giymatlarini toping.

14.46. (I-"jfcosa +isina) n-lJiigoblang,
2(I-/Xcos™-/sin?)

14.47. Quyidagi ayniyatlarni isbotlang (n - butun son):
a) {1 +" =22 cos™” +isin- b) (3-ij =2"(cos— -isin
14.48. (I +co s +/sin(p)" ni bajaring.

14.49. (cosp-isin<y’ =cosn<p-isinmp ayniyatni isbotlang.

1450. fixfre W aynivatni isbotlang.
Voiig<P  1-itgne

14.51. |a”|=lg' tenglikni isbotlang.
14.52. Quyidagi modullarni hisoblang :

a) (|—|.> py " V)



§ 14.2. Komleks o'zgaruvchili funksiysiyalar va ularni
differensiallash

Hosila mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari. Koshi -
Riman shartlari. Biror G sohada bir giymatli w=f(z) funksiya
berilgan bo'lsin. Agar z=x+iy deb olsak, u holda bu funksiyani
w =f(z) =u+iv shaklida ifodalash mumkin. Biz yuqorida
ko'rdikki, f(z) =z=x-iy funksiya tekislikning hech bir
nuqtasida differensiallanuvchi emas. Lekin uning haqiqiy qismi
n=x va mavhum qismining koeffitsenti v=-y hamma yerda
ixtiyoriy tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega. Bu yerdan
/(z) kompleks funksiyaning differensiallanuvchi bo’'lishi uchun
nva Vv funksiyalar bir-biri bilan gandaydir bo'glangan bo'lishi
kerak degan xulosa kelib chigadi. Biz quyida ushbu bog'lanishni
oshkor qilamiz. Faraz qilaylik tv=/(z) funksiya biror ; =z, =+/>=,
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda bu nuqgtada

Amt 1y _

. Aw .
Iim— = |m ——===/ (20
A0 ASONV-=Q aa- -f /Ay

limit mavjud bo’'ladi. U holda intilish yoliga bog'lig holda
tanlangan quyidagi xususiy limitlar ham mavjud va ularning
giymatlari ham /'(z,)ga teng bo'lishi lozim:
1 py=oAt—o bo'lganda

JimAn&iav =limpac+.[mAv=ajM )+, A~ ) )= 2)
o AL oH d=-0Ax dx dx
2. Ax=o0Jly—»o0 bo'lganda esa
lim*L+!*L =1)im~ +iim =~ (W .) +gy<W.)= (14 3)
450 /0y /A— Ly ay / dy

(14.2) va (14.3) dan
™(X,,y.) t,dv(xQy,) =1du(x0,y,) | 8v(x0,y,)
ox dx i dy dy

tenglikni olamiz. Bu yerda kompleks sonlarning tenglik

ta'rifini go'llasak
= ,144)
dx Oy'dy  dx

munosabatlarning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib,



agar w=f(z) funksiya biror z =z0 nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda shu nuqgtada (14.4) munosabatlarning bajarilishi
zarurdir. Odatda (14.4) shartlar Koshi -Riman yoki Dalamber -
Eyler shartlari deyiladi. (14.4) shartlar

w=/(z) =u-+iv

funksiyaning z=z0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi
uchun yetarli bo'la olmaydi

Bunda u(x,y) va v(x,y) mos ravishda kompleks
funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlaridir.

Agar tekislikning biror gismini qaraydigan bo'lsak, bu
gismini tekislikning golgan gismidan chizig bilan ajratish kerak.
Tekislik gismini ajratuvchi chiziqg tenglamalari x=cplt\ y =iy{t)
bo'lsin. Bu chizig ochiqg va yopiq bo'lishi mumKkin.

Agar chizigning bosh va oxirgi nuqtalari bitta nuqtada
bo'lsa, bunday chiziq yopiq deyiladi. Biz qaraydigan
chiziglarning karrali nuqgtalari yo'q, ya'ni t parametming ikkita
giymatiga (chizigning bosh va oxirgi nuqtasidan boshqa) ikkita
nugqta mos keladi, boshgacha aytganda, chizig 0'z-0'zini
kesmaydi va 0'z-o0'ziga urinmaydi.

Tekislikning ushbu: 1) agar birorta nuqta to'plamga tegishli
bo'lsa, bu nugtaning atrofi ham shu to'plamga tegishli; 2)
to'plamning ikkita ixtiyoriy nuqtasini birlashtiruvchi har qanday
uzluksiz egri chizigning nuqtalari to'plamga tegishli degan
shartlarga bo'ysunuvchi nuqtalar to'plami soha deb ataladi.

Biz yuqorida ta'riflangan chiziglar
bilan chegaralangan sohalar bilangina ish
ko'ramiz. Soha chegralangan chiziq

_ sohaning konturi yoki chegarasi deyiladi.

rzehima. Sohaning ichki nugtasi deganda
nugtaning o'zi va atrofi «bn sohaga teeishli bo'lgan nuqta
tushuniladi. Soha konturi bilan birga garalsa, yopiq soha deyiladi.
Konturi bitta chiziq bo'lgan soha bir bog'lamli, konturi bir necha
yopiq chiziglar bo'lgan soha ko'p bog'lamli deyiladi. Umuman,



agar sohaning hamma nugqtalarini markazi koordinatalar boshida
bo'lgan ixtiyoriy katta radiusli aylana ichiga joylashtirish
mumkin bo'lsa, bu holda soha chegaralangan deyiladi. Aks holda
soha chegaralanmagan deyiladi.

Kontur bo'ylab harakatlanganda soha chap tomonda qolsa,
yo'nalish musbat, aks holda manfiy deyiladi (14.2-chizma).

Misol. |z|<l yoki x2+y2<1 markazi koordinatalar boshida,
radiusi 1 ga teng bo'lgan aylana bilan chegaralangan ochiq soha.
W =1yoki X2+y2=| shu sohaning konturi.

z o'zgaruvchi xOy tekislikdagi B sohaning nuqgtasi bo'lsin.
Agar f{z) funksiya B sohaning har bir buqtasida aniq chekli
giymatga ega bo'lsa, u holda B soha w=f(z) funksiya xOy
tekislikdagi (yoki z tekislikdagi) nugtalarni uOv teskislikdagi
(yoki w tekislikdagi) nuqtalarga o'takazadi. Xususan,
funskiyaning aniglash sohasi B bo'lsa, bu funksiya B sohani B
sohaga o'zkazadi yoki akslantiradi deyiladi.

Kompleks o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. B soha

w=f(z) funksiyaning mavjudlik sohasi bo'lib, zo nuqta B
sohaga tegishli bo'lsin.

Oldindan berilgan har gqanday kichik musbat £ son uchun
shunday musbat rj(s)=ti sonni toppish mumkin bo'saki, bunda
|z-z0|<ij(e) bo'lganda, \f(z)-A\<e tengsizlik bajarilsa, f\z) funksiya
o'zgarmas A g intiladi deyiladi va Izi_ra)f(z)—A ko'rinishida

yoziladi. Xususan, agar A =f(z0) bo'lsa, f(z) funsksiya zo
nuqtada uzluksiz deyiladi. Demak, oldindan berilgan har ganday
kichik musbat e soni uchun musbat ijle)=r sonni topish
mumKkinbo'lsaki, bunda \z-zO\<r](s) bo'lganda

F(z)-f(zO\<£ tengsizlik bajarilsa, f\z) funksiya zo nuqtada

uzluksiz deyiladi.
Hosila. B sohada aniglangan va bir giymatli /(-) funksiya
berilgan bo'lsin; /(z) funksiyaning z nuqtadagi hosilasi



iM
/'(2)= lim f(z+Az)~/f
J(VZ); lim (z+Az)~/Te) (14.4)
bo'ladi. Elementar funksiyalardan hosilalar jadvali:

(cosz) =-sinz (sinz) =cosz
(in:) =- (arcsinz) ="j-TT (“rccosz) =N=== [arclSz) =~j==f

Agar w=f(z)= u(x,y)+iv(x.y) funksiya Z=x+iy nugtada
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu nuqgtada xususiy hosilalar

ds av du a mavjud bo'ladi. Binobarin,

dx dx dy dy
du dv ou_dv /14 54
dx dy' dy dx

Koshi-Riman shartlari (differensialanuvchi bo'lishining
zaruriy va yetarli shartlari) o'rinli bo'ladi.

Misol.

—X+iy)2=x2-y2+2xyi: u(x;y) =x2-y2, v(Xiy)=2xy:

“ (X ~—y * — = = =2X =2X

" (x VF —2X, oy (2xy )\ = 2x (14.5)
N=(2xyY'=2y, =K -y-), =2y =y - -(-2)

cX cy

shartlar bajariladi, demak * =z2 funksiya differensiallanuvchi.

B sohaning har bir nuqtasida hosilaga ega bo'lgan w=f(z)
funksiya shu sohada analitik deyiladi.

Bu tengliklarning bajarilishi funksiyaning hosilaga ega
bo'lishligining zaruriy va yetarli shartlaridir. (14.5) Koshi-Riman
yoki Dalamber-Eyler shartlari deyilib, bu funksiyaning analitiklik

shartlaridir.

t
Berilgan misollarni yeching

143.53. =Yg tenglikni isbotlang.

14.54. w=22+z funksiya berilgan. Funksiyaning 1) z =1+/;
2) z=2-i; 3) z=i;

4) z=-1 nugqgyalaridagi qiymatini toping.
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14.55. f(z)=x2+iv2 (r =x+yi) funksiya berilgan. Quyidagilarni

toping. 1)/ +27; 2) 7(2-3);  3) /(0); 4)

14.56. w =\ z 1457. ,,=22z

14.58. Inpy3+/) ni toping.

14.59. cos(//2) ni £=0,0001 aniglikda toping.

14.60. w=e; funksiyani V) z=mil 2) z=;r(l-/)

3) z=1+(n72+2/K£)/, (i-ez) buqtadagi giymatin topilsin.
14.61. f(z)=1/(x-yi), z=x+yi. /(1 +«),/(/), /(3-2/) larni

toping.

14.62. w=2z3 14.63. in(i-/) ni toping.

14.64. sin/-ch\ - /cos/-shl ni isbotlang.

14.65. cosz =2 tenglamani yeching.

14.66. arcsinz ni toping.

14.67. sin/ni hisoblang (£ =0,001).

14.68. sin(;z76 +/) ni hisoblang E=0,001).

14.69. f(z) =ee funksiya berilgan. 1) z=/; 2) z=I1+;n72
14.70. Quyidagi tenglamalar bilan xOy tekisligida ganday

chiziqglar ifodalangan.
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a) Z=3+r +it b) z—2—a+/3—4/2) V) z-i +be"
14.71. Limitlarni toping.

a , b) limw e ;
L o» +2 n +3/ V8«- 7/

c) limv/,sin— d)7 lim~ +~ e) lim2+4
/, z-3 r+/
0 . z"-4z +5 4 1-cosz
g) W-p-
14.72. Funksiyaning uzluksizligini tekshiring.

a) w=zRez-2z2 b) iv=— — V) 2~3
z--6r +10 1-Iz]

Agar z =re bo'lsa, Argf(z) ni toping.
14.73. /(z)=z2 14.74. /(z)=z3 14.75. /(z)=VTn
14.76. /(z)=Vv~"8 14.77. /(z)=Vzr "4 14.78./()=E |



Ko'rsatilgan nuqtadagi funksiyaning giymatini hisoblang

14.79- cos(l +/) 14.80. chi 14.81. VA-2+H)
14.82. Ln(-\) 14.83. In; 14.84. Ln~

Funksiyani Koshi -Riman shartlariga /'(.-) ni toping

14.85. f)=< 14.86. f(z)=shz
14.87. /(z)=z\ neN 14.88. f(z)=cos,
14.89. /(z) =in(z2 14.90. f(z)=siny

1491. Quyidagi o'zgaruvchilarning geometrik o'rni

aniqglansin: a) <V |I; b) e-2|=2; V) -2=r+2;
g) \z-C\+\+C\<23; d) a <argz<f), a<Rez<b.
14.92. Quyidagi funksiyalarning analitikligi tekshirilsin:
e;; SNz cosz, zZ' ez.

14.93. Funksiya hosilasining ta'rifidan foydalanib, quyidagi

tengliklarning to'g'riligi isbotlansin:
(&;) =e!\ (sinz) =cosz; (cosz) =-sinz.

14.94. Mavhum qismi v=;y 2, va 0'zi h@)=o shartni

ganoatlantiruvchi funskiya topilsin.

14.95. Haqiqiy qismi u=x2-y'+xy va o'zi iv0)=0 shartni
ganoatlantiruvchi funksiya topilsin.

14.96. w=z2+2i funksiya vositasida akslantirishda z=i
nugtadagi cho'zilish koeffisiyenti va burilish burchagi aniglansin.

14.97. x=2+3cost, ~=-1 +3sinr (0</<2sm) chiziq tenglama-
smi kompleks ko'rinishda yozing.

14.98. 2x2+3W2 =12 chizig tenglamasini kompleks ko'rinisda
yozing.

14.99. a) z=5¢" +2* b) z=2r-1+i{i +2/-4r) tenglama xOy
tekisligidan qanday chizigni ifodalaydi?
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14.100. Kompleks 2 tekisligida berilgan chiziglarning xQy

tekisligidagi tenglamasini toping, a) |z+4-/-2| =3; b) ReE " =2.
zZ+< '
V) agz-3=",
14.101.Limitni hioblang.
N i f2/1-3 2-2/i +| - Re(rj. -2 40745
o) linf= e+ b) Ign "y V) lim S TR
14.102. Quyidagi funksiyalaming uzluksizligini tekshiring.
a) W-z2Rez-/Im(z2) “Sz+1
r—2|-3
14.103. w funksiyaning analitik bo'lishini tekshiring.
a) H=(z-1)Re(z +1) b) w=e'2¥

14.104. n=x2' ' garmonik funksiya bo'la oladimi?
14.105. Quyidagi funksiyalaming analitikligini tekshiring.
a) fy=zz-zlmz b) a&=x2-2iy V) W=2r2—3/z

Quyidagi limitlar hisoblansin

14.106. a) limlp+ E b) limnsir 7
T or=ve/1-7/ ’ n
V) limeeoss ) lip ¥

14.107.  f(z)=(x2—v2+2xi  differensillanuvchi  funksiya
bo'ladimi?

14.108. f(z)=e' cosv+ie'siny differensillanuvchi  funksiya
bo'ladimi?

14.109. Differensillanuvchi /(z) funksiyaning haqiqiy gismi
u(x,v)=x2-y2_j;, *=x+yi berilgan bo'lsa, /(z) ni toping.

14.110. Differensillanuvchi /(2 funksiyaning mavhum
gismi v(x,y)=jr+v bo'lsa, /() ni toping.

14111, f(z)=(x2+y2d-2xyi differensillanuvchi funksiya
bo'ladimi?

14 112 /mfz)-(13 3xv2) :;3r2v >")funksiyaning hosildbiiii lupixtg.

14.113 /(z) =sin xchy +/cosxshy funksiyaning hosilasini toping.



1411 f(z)=az (z=x-yi) a ning ganday giymatida
differensiallanuvchi bo'ladi?

g1l43 Kompleks o'zgaruvchili funksiyani integrallash

xOy tekislikda (z tekislikda) tenglamalari *=c v=<t(>
bo'lgan yo'naltirilgan sillig yoki bo'laklari sillig egri chiziq (C)
berilgan. Bu egri chizigda f(z) uzluksiz funksiya aniglangan
bo'lsin. Egri chizigni Mo~A, Mi, Mr,...,Mn-1, Mn~B, nuqtalar bilan n
ta bo'lakka (bo'laklar o'zaro teng bo'lishi shart emas) bo'lamiz.

M«(Zl) deb bo'lakning ixtiyoriy nuqgtasini olib, quyidagi
yig'indini tuzaylik:
zc(:t/(f.Xz,—:,.,).
Bo'laklar sonini cheksiz orttira borib, max “-z,..,| =0

shart bajarilgandagi yig'indining limitiga f(z) funksiyadan (C)
chizig bo'yicha olingan egri chiziqgli integral deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

HNE /7 (f, X * , //(*>m

<C)
Agarda z* =x* +jv*; C* = +»7 desak,
/(Z¥)=x»(*, yt)+/vfo.n ). /fo)=«fe.";«)+»'(£ =)
vayig'indini haqiqiy o'zgaruvchilar orqali ifodalash mumkin:

IEZt/ (O X -2+ =,§_[“(& ft)+'vfe ft ) + < +O)]=

:‘Zﬁ_[‘fe it X< - (Enft Xt -J1- 1
Agar C chizig x=x{t), y =y{t) parametrik tenglamalar
yordamida yoki z=z(t)=x(t)+iy(t) formada berilgan bo'lsa, u holda
A'i)=a, zZt2=b (a,b lar C chizigning oxirlari), u holda
éf{z)dz =\f{z(t))z'()dt bo'ladi. Faraz qilaylik, w=/(z) bir bog'-
i

KeM».

u sohada analitik funksiya va C yopiq bo'lgan chiziq (z,-

boshi z2 -oxirgi nugqtalari) bo'lsa, u holda



j S (Z>z =) f{z(t)z{i)clt =F(z2~f (z,), bu yerda f(z) funksiya /(2 n;ng

boshlang'ich funksiyasi F'(z) =f(z)

Yopiqg B sohada analitik f(z) funksiya berilgan bo'lsin
Sohaning konturini C deylik. Funksiyaning konturdagi giymatlari
bo'yicha kontur ichidagi giymatlarini aniglash mumkin. Bu

/z)="~Jt~ :~ ko'rinishdagi Koshi formulasiga asosan topiladi.

Koshi integrali yopiq kontur bo'yicha olinsa,
1/ (*)f,=— /7()(rt (n=012..)

bu yerda c -C chizigning ichki nuqtasi bo'lib, konturi
musbat yo'nalishda aylanib o'tadi. w=/(z) analitik funksiya

uchun /(%)= 1 N1 * (n=012.)bu yerda /Q(f)=/(f). C -

bir bog'lamli soha.
12 _>

Misol. 1) J — iozintegral hisoblansin. Koshi formulasi va
(c)

Koshi teoremasiga asosan, x nuqta c kontur ichida bo'lsa, integral
2m(xm-1)' ga, x nuqta konturdan tashqarida bo'lsa 0 ga teng.

2) Koshi formulasiga asosan \(]:)ﬁzT integralning a) C kontur

I*-i] =l aylana, b) C kontur |z+4=I aylana, c) C kontur |4=2

aylana bo'lgandagi qgiymati hisoblansin. Bu integralni

ko'rinishda yozish mumkin. Qavs ichidagi ikkala
<0 1 (cr
integralning ham suratidagi funksiyalar o'zgarmas son 1 ga teng,
shuning uchun |z-<4=1 aylana bo'yicha integrallaganda Koshi
formulasiga asosan birinchi integral 2m ga, ikkinchi integral esa
0 ga teng.

L+'1=1 aylana bo'yicha integrallaganda aksincha, birinchi
integral 0 ga, ikkinchisi esa 2m ga teng. [|4=2 aylana bo'yicha
integrallaganda z=<va z=-/ nuqgtalar aylana ichida bo'lib,
birinchi integral suratdagi funskiyaning i nuqtadagi giymatining
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nuqtadagi giymatining yana 2m ga ko'paytmasiga teng bo'lib,
natija ikkalasining yig'indisi bo'lishi kerak edi. Integral ostidagi
ifodaning suratidagi funksiya o'zgarmas 1 ga teng bo'lgani uchun
ikkala integral O ga teng.

Berilgan integrallarni hisoblang
14.115. \ziudz, AB zA=1 va zB =i nuqtalarni tutashtiruvchi

to'g'ri chiziq.
14.116. éz,(ﬁz, C: 4 +;1 =1-ellips.
a

14.117. }*,C : (@4)2fv—s3)2=l-aylana.

14.118. |—, C: z=e"-aylana.

c z

14.119. \f()dz integralni f(z)=x2+y34, AB-A(\ +i) va

AB

5@ +3;) nuqtalarni tutashtiruvchi to'g'ri chiziq bo'lgan hoi uchun
hisoblang.

14.120. 11’+1/2dz integralni hisobalng.

14.121. fzdz, y -yopiq soha bo'lib parametrik tenglamasi
* =cost, y =sir\t.

14.122. Jf;; y-ellips x =3cos/, y =2sin?

14.123. J—(’f——j, y-aylana |r-(/+HJ =i

14.124. w=f(z) analitik funksiya z tekislikdagi B sohani w
tekislikdagi Bi sohaga akslantiradi. B, - A\ f'(z f dxdy ekanligi

Isb°tlansin. Bu formulaga asosan w=z2 funksiya vositasida

1sN<?; ~ <agz<—soha aksining vuzi topilsin.

4 4 ©

14.125. Integralning ta'rifiga asosan f\dAva f+ integrallar

hisoblansin.



14.126. Ushbu L\J)~T— integral Koshi formulasiga asosan
Z +4

hisoblansin, bunda L: a) -2/ va +2i nuqtalarni o'z ichiga olgan
kontur; b) -2i nugtani o'z ichiga olgan kontur; v) +2/ nuqtani o'z
ichiga olgan kontur.

14.127. Ushbu lJjgzz integral yarim halga konturi bo'yicha

hisoblansin.

14.128.  j(iz2-2ze:*)jz, C\zx=e~"* va z=i nuqtalarni
C

tutashtiruvchi ixtiyoriy chiziq.

14.129. -~e dz c: [zH|=2-aylana.

14.130. H=2-aylana.

14.131.}:f{z]dz, agar f(z)=y+xi C - uchi D=0, zA=i, zs=i+i
bo'lgan siniq chiziq.

Takrorlash uchun savollar

1 Kompleks son ta'rifini ayting

2. Kompleks sonlar ustida ganday amallar bajarish mumkin?

3.Kompleks sonning trigonometric ko'rinishini yozing.

4.i-nima?

5.Kompleks sondan ganday ildiz chigariladi?

6.Kompleks sonning geometric tasviri deganda nimani
tushinasiz?

7.Kompleks son haqiqiy gismi, mavhum qismi va u ganday
belgilanadi?.

KOMPLEKS O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
NAZARIYASI ELEMENTLARIGA DOIR NAZORAT
TESTLAR

1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar .
1.Mavhum birlik i ganday aniglanadi ?
A) /=yf-i  B)/ =V=T C)(=VT D) i=VT.



E) to'g'ri javob keltirilmagan .
2.Mavhum birlik i qaysi tenglik bilan aniglanadi ?
A)i=-1 B)iz=z-1 C)P=-1 D)#=-1 E)rr21
3. Mavhum birlik r uchun qaysi tenglik o'rinli emas?
A) 4=l B) id4wi=i C)za#2-1 D) i48=z
E) barcha tengliklar to'g'ri.
4. Mavhum birlik i uchun gaysi tenglik o'rinli ?
A) 14=1 B) i4wi C) i4=-1
D) id=+ E) j4=(-Dn
5. Agar u-ixtiyoriy natural son bo'lsa, unda mavhum birlik i
uchun qaysi tenglik o'rinli ?

A) 2=1 B) P"=i C) 2=-I

D) P"—i E) f2'=(-1)"

6. Ta'rifni to'ldiring:z=x+iy ko'rinishdagi ifoda kompleks
son deb ataladi. Bunda z-mavhum birlik (r2=-1) va x,y — sonlarni
ifodalaydi.

A) ratsional B) irratsional C) haqiqiy

D) natural E) butun

7. z =x+iy kompleks son uchun Rez qanday aniqglanadi?

A) Rez=Ix2+y2 B) Rez=x+t/ C) Rez=x D) Rez=i/

E) to'g'ri javob keltiriimagan

8. z =-3+4r kompleks son uchun Rez nimaga teng?

A) 5. B)1l. C) 3. D) 4. E)-3.

9. z =x+iy kompleks son uchun Imz ganday aniqlanadi?

A) Imz=y]x2+y2 B) Imz=x+i/ C) Imz=x

D) Imz=y E) to'g'ri javob keltiriimagan

10.z =3+4r kompleks son uchun Imz nimaga teng?

A) 5. B)I. C)-4. D) 4. E) -3.

11. z=x+iy kompleks sonning moduli ¥ ganday aniglanadi?
A) H=jc+y B) 4=x2+y2. C) N=yjpx=+y2 .

E) H=ic+n E) H=Ix2-y2.

12. z =3-4r kompleks sonning moduli |74 nimaga teng?
A) -1 . B) 1. C) 7. D)5. E) 25.
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13. 2 =x+iy kompleks songa go'shma kompleks son z ganday
aniqlanadi?
A) -X+iy B) x-iy C) -x-iy
D) y+ix E) y-ix
14. O'zaro qo'shma kompleks sonlar uchun quyidagi
tengliklardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) z+z=2Rez B) z-z =2Imz C) z-z=|72.
D) z-z=|z|2 E) d=H
15.2i="Ni+H/iz va zi=X2+yii kompleks sonlar gaysi shartda teng
deyiladi?
A) XA\ =xi B) yi=il2 C) QA\=Xz, y\*yr
D) X=X, yi=l2 E) XIdXo, W=12.
16.Quyidagi tengliklarning gaysi birida zi=xi+y\i va Z>=xi+vii
kompleks sonlar teng bo'Imasligi mumkin?
A) A\~x)2+(yi~y22=" B) h-~1l+h-n]=°
C) (xi-xi}y\ yr)-0 D) xi-X2=0, yr-yr=0 .
E) barcha hollarda 21=22 bo'ladi.

2. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalar
1. iv=z2z funksiyaning 2=l+2r nuqtadagi giymatini

hisoblang.

A)4-2r B) -4-2; C)-4+2;.

D )4+2; E) 2-4;

2. w=222 funksiyaning 2=1-2; nuqtadagi qiymatini
hisoblang.

A)4-2; B)-4-2; C) -4+2;

D) 4+2; E) 2-4;

3. 2=x+iy kompleks o'zgaruvchili funksiya f(z)=x2-2(x+y)i
kabi aniglangan. Bu funksiyaning 2=2-3; nuqtadagi qiymatini
hisoblang.

A) 4-10; B) 4-2; C) 4+2; D) 4+10; E) 4-4;

4. w=z2-z (z=x+iy) funksiya uchun u(x,y)=Reiv nimaga teng?

A) x2-2xy B) Xr+y2-x C) X2 y2+x
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D) x2y2-x E)x 2+y2+x

b.w=z2z (z=x+iy) funksiya uchun v(x,y)=Imw nimaga teng?
A) x"2xy B)2xy-x C) 2xy+x .

D )2xy-y E) 2xy+y

6.w=/(2) (z=x+iy) funksiya uchun Re/(z)=x2-i/2, Im/(z)=-2xt/
bo'lsa, w=f(z) funksiyani toping .

Aw=z2. B)w=z-z . C) w=z2.

D) w=z2+z . E) w=z2+z .

7.w=f(z) (z-x+iy) funksiya uchun Re/(z)=t2i/2, Im/(z)=2xi/
bo'lsa, w=f(z) funksiyani toping .

A) W=Zz. B)w=z-z. C) w=z2.

D) w=z2+z . E) w=z2+z .

S.éAgar /(z)=z2z va zo=I+2i bo'lsa, ZI/i\rr%)f{z) limit giymatini

toping .
A) 4-2/. B) -4-2/. C) -4+2/. D) 4+2/. E) 2-4/.
9.Agar /(z)=z2z va zo=l-2/ bo'lsa, Iin%)/(z) limit giymatini
= | r>

toping .
A) 4-2/. B) -4-2/. C) -4+2/. D) 4+2/. E) 2-4/.
10.Agar Ilim/(z) va limg(z) limitlar mavjud, quyidagi
z-»20 z-»z0
limitlardan gaysi biri mavjud bo'Imasligi mumkin?
A) lim[/(z) +9(z)] B) lim[/(z)-g(z)]
C) lim[/(z)-9(2)] D) lim[/(z)/9(z)]
z->20 z->7(

E) barcha limitlar mavjud bo'ladi.
11.Agar |lim /(z)=2-3; bo'lsa, Ilim zf(z) limit qiymati
z->\+i

r—l+i
nimaga teng ?
A) 3-2/ B) 4+/ C) 5-i
B> -1+2/ E) aniglab bo'Imaydi.
12. Agar Izl_rg/(z)=2—3/ bo'lsa, Irl_n;{[/(z)/z] giymati nimaga
teng?

A) 3-2/ B) 243/  C) -3-2/
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D) —4+3* .E) aniglab bo'Imaydi.

13.Agar lim/(z)=2-3/ bo'lsa, lim[z2/(z)] giymati nimaga
teng ?

A) 3-2/. B) -2+3/. C) -3-2/. D) 2-3i .

E) aniglab bo'Imaydi.

14.w=e: ko'rsatgichli funksiya qaysi darajali gator bilan
aniglanadi?

A) 1 2 22 £Z:3 ) 7
-—— +— +.. 4+ )m— +...
:H 2 3F 7

z 722 73
1 21 3 n
.2 -2,7

q i-—+-- —+. . +(-)"-"— 4+m
2 4 T (@2n)

D) 2o 23,28 g7 +—+(-])" LI
3 5 7 (In -1)!

Cv z3 5 z2'H

h) +— b — et - -

-t +
3 9 (2« +1)!

15.w-e2 ko'rsatgichli funksiya gaysi darajali gator bilan
aniglanadi?

A) 12222 iy
12 3 N

B) 1+_+22+23+-+__+-.
1 20 3 N

C) 1-Z2+1" e w(-)nZo .. .
2 a4 @ @n)!
7B Z5 17 -21-1

D) z- — +—— +'-+(-1)n-————- +e
3 5 7 @/7-1)

27N+

E) z+—+"+—H
3 8 (2n +1)!
16.m;=cos2 trigonometrik funksiya qaysi darajali qator bilan
aniglanadi?
A) z 22 —Z—3+___+(—!)» z +,
M+~ n
.3
B) l+-+—+ —tfemt_
r 2 3 n



3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalaming hosilasi

1.w=f(z) kompleks funksiyaning hosilasini ta'rif bo'yicha
topishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) zargumentga Az orttirma beriladi.

B) funksiyaning Af=f(z+ Az)-f(z) orttirmasi hisoblanadi.

C) Af/Az nisbat topiladi . D) Af/Az nisbatning Ar—0
holdagi limiti topiladi.

E) keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2. f(2)=u(x,y)+iv(x,y) funktsiyaning differensiallanuvchi
bo'lishi uchun gaysi shartlar zamr va yetarli bo'ladi?
i du _ dv ji du_dv u du _ dv iy du_ _dv
dx dx dx dy dx dx dy dx
A)lvall B) IvalV C) llva lll

D) Il valVv E) Il va IV
3. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Koshi-Riman
shartlalrini ifodalaydi?

\\du_ dv du_dv du_dv du_ dv
dx dy’ dy dx dx dy' dy dx

g\du_dv du dv du_ dv du_ adv
dx dy’ dy dx dx dy’ dy dx

E) keltirilgan barcha tengliklar Koshi-Riman shartlarini
ifodalaydi.

4. f{z)=(x2-3y2+2)+(6x+8y-7)i kompleks funksiya  qaysi
200+y0nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi?

A) zo=4-i. B) zo=4 +i. C)zo=4-i. D) zo=4 +i.
E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo'Imaydi.

5 f(z)=(5x-3y+2)+(6x+8y-7)i kompleks funksiya qgaysi
zo=oHy0nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi?
A) zo=4-i. B) zo=-4 +i. C) zo=4-i. D) zo=4 +/.
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E) bu funksiya birorta ham nuqgtada differensiallanuvchi
bo'Imaydi.

6. f(z)=(x2y2+2xyi kompleks funksiya qaysi zo=xot+ya
nuqgtada differensiallanuvchi bo'Imaydi?

A) zo=4 -i B) zo=4 +i C) zo4-

D) bu funksiya barcha nuqtalarda differensiallanuvchi
bo'ladi.

E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo'Imaydi.

7. f(z)=(x2+ty2+axyi kompleks funksiya a parametrning
ganday giymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A)a=+2. B)a=-2. C)sa=2. D) a#2 . E) aeO .

8. f(z)=(x2y2+axyi kompleks funksiya a parametrning
ganday giymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A)a=+2. B)a=-2. C)a=2. D) s™+2 . E) ee0 .

9. f(z)=y+axi kompleks funksiya A parametrning ganday
giymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

Aja==%1 . Ba=-1. C)a=1. D)s+1 . E) ae0 .

10. f(z) =az,z=x-iy, kompleks funksiya a parametrning
ganday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A)s=0. B)sa>0. C) a1<0. D)fI™O. E) aeO .

11. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiyaning hosilasi uchun quyidagi
formulalardan gaysi biri o'rinli emas?

$ _du .dv _du .du
dv .du dav dv

C = D = +/—
V(@) =g, Ty D) =g g

E) keltirilgan barcha formulalar o'rinli.

12. f{z)={x2y2x)+{2xy-y+\)i kompleks funksiyaning f'(z)
hosilasini toping.

A) 7/ (2)=(2x-1)+2yi B)/ '(2)=(2x-1)-2yi

C)/'(2)=~2y+ (2x-Di  D)/'(z)= 2y-(2x-1)i

E)/'(z)= 2y+(2x-1)r.

13.Qaysi kompleks funksiyaning hosilasi  noto'g n
ifodalangan?

A) (z")=nz"-x B) (e'=ez C) (cosz)’=-sinz

D) (sinz)'=cosz E) barcha hosilalar to'g'ri ko'rsatilgan .



14 Qaysi kompleks funksiyaning hosilasi noto'g'ri

ifoda Aj®Lr)z),,i/2 B) (shz)'=chz C) (chz)'=-shz
D) (arctgz)=1/(+Zz3 E)barcha hosilalar to'g'ri ko'rsatilgan
15.Agar f(z) va a(z) funksiyalar z nugtada
differensiallanuvchi bo'lsa, unda bu nuqtada quyidagi
funksiyalardan qaysi biri differensiallanuvchi bo'Imasligi
mumkin?
A)fcyg(z) B)/(z)/9(2) C)f(z)+g(z) D)f(z)-9(z)
E) ko'rsatilgan barcha funksiyalar differensiallanuvchi bo'ladi
16. Kompleks funksiyalarni differensiallash qoidasi gayerda
noto'g'ri ifodalangan ?
A) \f(2)+9(2)]'=T'(2)+09\2)
B) [f(2)-9(2)'=MN\z) ~g\z)
CN\f(2)g(z)I'=F(z)9(2)+f(z)g'(z)
E») [C/(z)]'=C/'(z) (C-const.).
£) /(z) /°(z)g(z) +/(z)9'(2)
_S(2)] 92(2)

4. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalarning integrali

1.Ta’rifni yakunlang: z=z(f) , a<f<@ , tenglama bilan
aniglanadigan L chiziq silliq deyiladi, agarda z=z(f) funksiya ....
bo'lsa.

A) chegaralangan . B) monoton . C) uzluksiz .

D) differensiallanuvchi . E) integrallanuvchi .

2.Sillig L=AB chizig va unda aniglangan w=f(z) kompleks
funksiya bo'yicha integral vyig'indini tuzishda quyidagi
amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) L=AB chiziq A=zo , zi, zi, ..., Zm, z,=B nugqtalar bilan
ixtiyoriy n ta (z zw) (k=0,1,..., n-1) oraliglarga bo'laklanadi.

B) Har bir (Z rbi) (k=0,1, .. , n-1) oraligning uzunligi
&Zk~zk\—zk aniqlanadi.
AN NC) Har bir (zk, zw) (fc=0,1, ..., n-1) oraligda w=f(z) kompleks
ilnKsiyaning orttirmasi A/=/(zm) -/(z*) topiladi .

D) Har bir (zW zw) (fc=0,1, ... , n-1) oraligdan ixtiyoriy bir b

nu4ta tanlanadi.
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E)Tanlangan & (*=0,1, ... , n-1) nuqtalarda w=f(z) komplek
funksiyaning giymatlari/(£*) hisoblanadi.

3.w=f(z) funksiya aniglangan L=AB chiziq A=zo, zi, 2, ... z
Zn=B nugqtalar bilan ixtiyoriy n ta (2 rm) (k=0,, .. ;
oraliglarga bo'laklangan va ularning uzunliklari Aztkabi
belgilangan . Quyidagilardan qaysi biri L chiziqg bo'yicha zv=f(z)
funksiya uchun integral yig'indi bo'la olmaydi?

A) 1 f(zk)&zk.
)|G0(Z)Z

B) L (2 krhazk.

C) s'/(~~1~ )azk.

A'=0 2

D) z/(™ +ZtAzt.
A=0 2

E) barcha javoblar integral yig'indini ifodalaydi.

4.w=f(z) kompleks funksiyadan L chizig bo'yicha olingan
integralni ta'rifidagi \f(z)dz =\\m Y.f(<!;k)Azk tenglikda limitga

1 *=0

ganday o'tiladi?

A) h— . B) M24—0. C) n—e<s Azn—90.

D) I— , maxAz*"O0 . E) n— , minA2«-"0 .

5. Teorema shartini ko'rsating: L sillig chiziq bo'yicha
\f(z)dz integral mavjud bo'ladi, agar/(2) funksiya ... bo'lsa.

A) chegaralangan . B) monoton . C) uzluksiz .
D) quyidan chegaralangan E) yuqoridan chegaralangan.
6. Agar /(2= u{x,y)+iv(x,y) bo'lsa, unda

jf(z)dz =\[u(x,y) +iv(x,y)ld(x +iy) integral qgiymati egri chiziqgli

integral orgali gaysi formula bilan hisoblanadi?
*A) \f(z)dz =\udx - vdy +i\udy +vdx
L L L

B) Jf(z)dz =Jvdx +udy +iJvdy +udx
L L L

C) \f(2)dz =Jvdy - udx - ijvdy +udx
L L L
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D) I/(z)"z:LIW‘x +yxY~ I§vc" ~n(lym
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7 Myuton-Leybnits formulasidan foydalanib \zdz integral

mmatini toping. Bunda AB integrallash yo'li A=2i va 6=3H
ugtalarni tutshtiruvchi silliq chizigni ifodalaydi.

A)2+z. B) 1+2i. C) 6+3i. D) 3+6/. E)O.
8. Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib J:2d: integral
AS

giymatini toping. Bunda AB integrallash yo'li A=3i va B=3
nuqgtalarni tutshtiruvchi to'g'ri chizigni ifodalaydi.

A) 9+9/. B) 9-9/. C) -9+9/. D) -9-9/.E) 0.

9. Integrallash yo'li tenglamasi z(f)=2f+@4f-3)/ , 0O</<l,
bo'lgan L chizigdan iborat fzdz integralni hisoblang.

A) 2(3-7). B) 3(2-7/). C) 2(3+/).
D) 3(2+/). E)O.
10.Quyidagi tengliklarning gaysi biri kompleks funksiyadan
olingan integralning chiziqlilik xossasini ifodalamaydi?
A) 1[/(2)+g(z)ldz=j/(z)dz+Ig(z)dz .
L L L

B) JIf(z)-g(z)ldz=\f(z)dz-\g(z)dz .

C) L\[Af(z)+Bg(z)]sz=A\f(z)Ic_iz+B\g(:)dz (A,B -const.) .

~) \L[Af(z)—Bg(z)]dz=A_\If(z)d_z—B\Ig(z)d: (A.B-const.) .
E)beil_rcha tengliklarI intlegralning chiziglilik  xossasini

ifodalaydi.

11. Agar \f(z)dz =3-2/, \g(z)dz =2+3 bo'lsa,
L L
Jt/(z) +g(z)ldz integral giymati nimaga teng bo'ladi?
L

A) 5+5/ B) 5-5/ C)5+/

D) 5-/ E) aniglab bo'Im aydi.

12. Agar Jf(z)dz =3-2i, \g(z)dz=2+3i bo'lsa, \[f(z)-g(z)]dz
L L L

Integral giymati nimaga teng bo'ladi?
A) 1+5/. B) 1-5/. C) 5+/. D) 5-/.



E) aniglab bo'Imaydi.
13.Agar /(2rfz=3-2/, Jg(z)dz=2+% bo'lsa, J[3/(z) +2~D"

integral giymati nimaga teng bo'ladi?
A )13+5/. B)13-5z. C)13/.
D) 13. E) aniglab bo'Im aydi.
14.Kompleks funksiyadan olingan integral xossalarini
ifodalovchi quyidagi tengliklardan gaysi biri noto'g'ri?
A) ICf{z)dz =C\f(z)dz (C -court.)
i i

B) Jf(z)dz =jf(z)dz +If(z)dz
L, +L. L, I,
C) \f(z)dz=-\f(z)dz
nB BA
D) If(z)g(z)dz =jf(z)dz-jg(z)dz
c c c
E) I[/(2) =9(2)]dz =\f(z)dz £\g(2)dz
L L L
15.Agar \f(z)dz=3-2i bo'lsa, J(4 +i)f(z)dz integral giymatini
L L

toping.
A) 14+5/ B)14-5/ C) 5+14/
D )5-14/ E) O
16.Agar \f(z)dz=3-2i, \g@dz=2+3i bo'lsa, \f(z)g{z)dz
L L L

integral giymatini toping.
A) 1+ B) 1-5/ C) 12+
D) 12-5/ E) aniglab bo'Imaydi.

5. Kompleks funksiyalar uchunTeylor va Loran gatorlari.
Kompleks funksiyaning maxsus nuqta va chegirmalari

1 Biror ochiq Iz-zol<R doirada analitik bo'lgan
funksiyaning z-zo darajalari bo'yicha Teylor gatori gayerda to'g'ri
ifodalangan ?

A) /(z)= ~ 20)* B) f(z) = ~za)km

C)/(2)= JZOZ’\E«I(Z—ZO)* D) /(z):j:OJ AAII (2-z0)k =

/()



C)/(z)= Zc*(z_zo*> cr— J\Z _7 YFIT i’

2 Biror ochig IzI<R doirada analitik bo'lgan f(z)
ksivaning Makloren qatori gayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) [
C)/ « = i~ W D) /w- i -

S * z
E) /(2= :c*z > C = ’\I'I |5(I')J

3_f(z)=e2funksiyaning Makloren gatorini ko'rsating .

A> B) ,?2,(4)' b C) Jb *

D) (4') n+ { w:oE(%w).

4. /(z)—smz funksiyaning Makloren gatorini ko'rsating .
00 —2/7+1 00 72n 00 7*r

A) B) w C)E *'
@ "41 »,2

D Z H )* - E) I

) ) I/I+1 ) n=o0(2w)!

5. /(z)—cosz funksiyaning Makloren gatorini ko'rsating .
® 214 ® ™ n

A) B) C)
n=o @2n +! n=o (2«)! moun

B Z(1)—r E) I
~o n+l Fo(2n)!

6. /(z)=chz giperbolik kosinus funksiyaning Makloren

qatorini ko'rsating
A) Yot R-1)a—Q o
e ——— ﬂ__ S —

y=0 (29 +1)! n:o (2n)! rFo il
£ (-1)" - E B

B VFO( ) a+1 s/o2n)! ) 2

7. /(2)=Lnz ko'p qiymatli funksiyaning z=0 nuqta atrofidagi

bir giymatli tarmog'ining Makloren gatorini ko'rsating .

® 21+1 00 w zn

A) ~ By K-3"~ Q I —



H=0 n+\ n=o0(29)!

8. f(z)=zzzfunksiya Makloren qatorining z4 daraja oldidagi
koeffitsientini toping.

A)O. B) 1. C) 12. D)1/6. E)1/24.

9. f(z)=eZ funksiya Makloren qatorining z4 daraja oldidagi
koeffitsientini toping.

A) 2/3. B) 3/4 . C)12. D) /6. E) 1/24.

10. Biror ochiq r<lz-zol<R halgada analitik bo’lgan f(z)
funksiya va bu halgada yotgan L kontur  uchun

1 f(z
— A : Nei . . ~
ck gr%&'zl'_z(dgiﬂz bo'lsin. Bu holda /(z) funksiyaning z-zo
darajalari bo'yicha Loran qatori gayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) /(z)=ic k(z-z0k

B) /(z) = £cAz-z0*
*

C)/(z2)= 1| ck(z-z0Oy k
k=Q

D) f(z)= ic_t(z-z0Q"*

E) /(z)= Zck(z-z0)k
k=-00

11. /(z)=l/(1-z)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
gatorini toping.

A) Lz* B) I r-* C) £z*
k=0 k=0 *=-oc
D) lIz* E) £z*.
k=0 k=-n

12. /(z)=I/(z-z2funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
gatorini toping.

A) iz* B) iz~* C) iz*
0 AD

=1



13. /(2=z/(I-z)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
gatorini toping.
i @ i g,
A) I** B) 2z-° C) Sz*
*=2 4=2 *=

D) |z-*. E) fz*.
i=- *=00

14. Tasdigni yakunlang:f(z) funksiyaning z-zo darajalari
bo'yicha Loran qatori uchun .. shart bajarilsa, z=zo0 tuzatib
bo’ladigan maxsus nuqta bo'ladi.

A) ck=0 (k= m+1, m+2, m+3,...)

B) a=0 (k=m+1, m+2, m+3,...).

C)c-"0 (fc=1,2, 3, ..)

D) o=0 (fc=0,1,2,...)

E)o*0 (H),x1, £2,...).

15. Tasdigni yakunlang:f(z) funksiyaning z-zo darajalari
bo'yicha Loran gatori uchun ... shart bajarilsa, z=zom-tartibli qutb
bo'ladi.

A) =0 (k= m+1, m+2, m+3,...).

B) 0=0 (fc=m+1, m+2, m+3,...).

C) c*=0 (A:=l2,.., m).

D) o=0 (fc=0,,2,..., m).

E)cHIO (fc=0,4l, #2,...).

16. /(z) funksiyaning z-zo darajalari bo'yicha Loran gatorida
qaysi shart bajarilsa, z=zo muhim maxsus nuqta bo'ladi ?

A) w0 (fc=m+1, m+2, m+3,...).

B) a*0 (k=% ( m+1), £(m+2),...).

C) k0O (k=1,2,3,...).

D) alO (k=0,41, +£2,...).

E) barcha shartlarda .



Matematika fanlar ichra shoh
uning sirlaridan bo'lingiz ogoh!
Qori Niyoziy
XV-BOB. OPERATSION HISOB
8§ 15.1. Boshlang'ich funksiya va tasvir. Laplas almashtirishi
§ 15.2. Hosilaning tasviri va tasvirning hosilasi
8§ 15.3. Tasvirga ko'ra originalni tiklash

§ 15.4. Operatsion hisobni oddiy differensial tenglamalarni
yechishga go'llash

815.1. Boshlang'ich funksiya va tasvir. Laplas
almashtirishi

Haqiqiy sonlr o'gida aniglangan /(/) funksiya quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:

a) m funksiya istalgan chekli intervalda uzluksiz yoki | -
tur uzulish nuqtalariga ega:

b) /(/) funksiya argumentning manfiy qgiymatlarida aynan
nolga teng, ya'ni f<obo'lganda /(/)=o

c¢) shunday ™ >gs,>0 sonlar mavjudki, t argumentning
barcha qiymatlari uchun f(t) funksiyaning moduli a>v
funksiyadan oshmaydi, ya'ni barcha t lar uchun [/O]<wv
tengsizlik  bajariladi. Yuqoridagi a), b), c¢) shartlarni
ganoatlantiruvchi har ganday f(t) funksiya boshlang'ich funksiya
deyiladi.

Endi f(t) boshlang'ich funksiyani €* (p-kompleks sonlar)
funksiyaga ko'paytiraylik va undan quyidagi

(Rep=Q
0
xosmas integralni ko'rib o'taylik. Bu xosmas integral, fit)

boshlang'ich funksiya bo'lganligi uchun, doimo yaqinlashuvchi
va p argumentning funksiyasi bo'ladi.

Quyidagi g(P)=je-'-f(t)dt, ReP >0 (15.1)



J§
unosabat bilan aniglangan g{p) funksiya fit) funksiyaning
tasviri yoki Laplas almashtirishi deyiladi va
g(p) =L[f]
kabi belgilanadi.

Shuni ta'kidlab o'tamizki har ganday fit) boshlang'ich
funksiyaning  tasviri (15.1) munosabat orqgali yagona
aniqglanganligi kabi, har ganday g(P) tasvirning ham yagona fit)
boshlang'ich funksiyasi mavjud. Berilgan tasvirdan uning
boshlang'ich funksiyasiga o'tish

f(D =L-g]

tenglik orqali ifodalanadi. Agar fit) funksiya a), b), c)
shartlaming birortasini qganoatlantirmasa, u boshlang'ich
funksiya bo'la olmaydi va (15.1) xosmas integral uzoqlashadi.

Masalan, f(t) =ctgt boshlang'ich funksiya bo'la olmaydi,
chunki u tasvirning a) shartini qanoatlantirmaydi, ya'ni
t=kn, k=0H+243..nuqtalarda Il tur uzulishga ega. Shuning
uchun fit) =ctgt funksiyaning tasviri mavjud emas. Bir qator
boshlang'ich funksiyalarning tasvirlarini hisoblashni «ko'rib
chigaylik.

I. Chiziqglilik xossasi.

a) boshlang'ich funksiya bo'lImish fit) va ixtiyoriy olingan c
o'zgarmas miqgdor uchun

L[cf(t)]=cL[f(t)] (15.2)
tenglik o'rinlidir.

b) chekli sondagi boshlang'ich funksiyalar yig'indisining
tasviri mos tasvirlar yig'indisiga teng, ya'ni

L[ft/2+.. £ ]=L\fI]£L\f1+...+L\fi] (15.3)

munosabat o'rinli.
Il. O'xshashlik teoremasi. Agar a>ova I[fit)]=gip) bo'lsa, u
holda z[/(a)]=—g(-) munosabat o'rinli bo'ladi.
a a

Ill. Kechikish teoremasi. Agar 4ixtiyoriy musbat son va
i [/'(0]=g(p) bo'lsa, u holda



L\f{t-s)}=e-""g(p)
tenglik o'rinli bo'ladi.

IV. Siljish teoremasi. Agar i[f]l=g(p) bo'lsa, u holda

4e~" -f(t)]=g(p +a)
munosabat o'rinli bo'ladi.

V.Kompozitsiyalash teoremasi.
Ta'rif. Berilgan f w} f2funksiyalarning kompozitsiyasi deb
|

/(0 :Bf\(s) wi (t-s)ds :Jof A5/, (t-s)ds

tenglik bilan aniglanuvchi f(t) funksiyaga aytiladi. Odatda
ikkita funksiyaning kompozitsiyasi
m=m *m
kabi belgilanadi.

15.1-jadval
Ba'zi funksiyalarning tasvirlari
Original Tasvir Original Tasvir
1 1 shpt P
P P2-P2
em 1 chpt P
p-a P2-P2
sinpt P t N
P2+P2 prr
cospt P t'ea n
p2+P>
e cospt p-a e sinpt P
(p-af +p- (p-a)2+P2
tcos pt pP2~p2 tsinpt 2pp
(P2+P2f (P2+P2f

Quyidagi funksiyalami orginali mavjudmi?

15.1. /N -1"" asar 152. /(O -f <0
[4, agar t>0 /o, agar 't>0
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Laplas almashtirishining xossalaridan foydalanib
quyidagi funksiyalaming tasvirlarini toping.

15.7. /(/)=e3sinm 15.8. f(t) =coscot, t2 O
15.9 /(=" 15.10 f(t)=sinpt 15.11 /(0=74/

Laplas almashtirishining xossalaridan foydalanib
quyidagi funksiyalaming tasvirlari topilsin.
15.12. /(/)=(/+12 15.13. /(/)=(/-") 15.15. f(t) =te'
15.15. /(/) =e-3sin4r 15.16. 7(f)=/V 15.17. f(t) =ties
15.18 /(f) =e 2 cos4r
15.19. e~"sinox va €' cosat
15.20. f(t) =e-2 cosl3/
15.21. /(/) =e3siv
15.22. /(/)-2e~* -3 +5cos/
15.23. /(/)=sin2/coss/
15.24. /(/)=e"3sinm
15.25. f(t)=shptcos.pt

15.27./(/)=sin2/
15.28./(/) =e' cos2/
15.29. /(/) =shatcosbt
15.30/(/)=chatsinbt
15.31. f(t) =chat coSbt
15.32,f{t) =tchbt
15.33. f(t) =cos,t
Laplas almashtirishining xossalaridan foydalanib quyidagi
funksiyalaming tasvirlari topilsin.
15.34. f(t) =e"*200851
15.35. /(/)=/, / 1) =e' funksiyalaming kompozitsyasi topilsin.
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15.36 f(t) =€' (cos2r - sint)

Quyidagi funksiyalarning tasvirlari mavjudmi?

0, agar 1<0
15.37. /()= 38. /()=
) [eJI*', agar 1=0 15.38. /1) {L§in(2—i)r, agar t>0
0] t<0
15.39.  ogar
2“, agar t>0

8§ 15.2. Hosilaning tasviri va tasvirning hosilasi

Faraz qilaylik /(/) funksiya va uning n- tartibligacha bo’'lgan

hosilalari boshlang'ich funksiyalar bo'lsin.

Hosilaning tasviri. Agar f(t) funksiyaning tasviri g(p) bo’lsa,
u holda 7/'(/) hosilaning tasviri

i\f'1= pg(p)~f(0) munosabat bilan aniglanadi va bu yerda
/(0 :}'lm/(/) deb tushuniladi.

Xuddi shunday usulda /"(<),/"(0.../'”(0 yugori tartibli
hosilalaming ham tasvirlarini /(/) funksiyaning tasviri orqgali
ifodalash mumkin. Agar i\fl=g(p) bo'lsa u holda

P9(P)~T(0)
4r]=p 29(/>)-,p/(0)-/'(0)

=p's(p)-p-m -PFi0)-/"0)

Fpia@E) -p'-'m -..-p/*(0) - /<-"(0 =p"g(p) - g/ « HO)p'—=

Tasvirning hosilasi:
o{p) tasvir p parametrning funksiyasi bo'lganligi uchun

undan ~ga nisbatan hosilalar olish masalasini ko'rib o'taylik.
(V]

Tasvirning ta'rifiga asosan g(p) =fe-pf(i)dt va shuning uchun

g'\p) -] («r™Y, mKi)a< =j e~ (—t)f(t)d| =J e N[-tF{t)\it

olingan natijadan d(/>)=[-~(0] ekanligini ko'ramiz.

470



Demak tasvirning hosilasi -tf(t) boshlang'ich funksiyaning
tasviriga teng ekan. Shuningdek, tasvirning yuqori tartibli
hosilalari uchun

g"(p) =L[tan ]
g"(p)=4-'3(0]

g\p)=4-i)v/(0]
tengliklarni keltirib chigarish mumkin.
Tasvirning hosilalari uchun topilgan munosabatlardan
foydalanib quyidagi

ire’
4 (p-a)"

tenglikni keltirib chqgaraylik. Darhaqgigat gXp)=L

p-a
tenglikni nazarda tutib, uning uning hosilalarini hisoblaymiz:
= "\(P) = )
a\P) (p-ccY INF) (p-aY
123
9 1P= gt ®-aY

Lekin biz g(I(p) =4(-1)"If(oj ekanligini yugorida hosil gilgan
edik. Demak f(t) =e* bo'lsa g\"\p)=L[(-\Yt"ea \boO'ladi. Natijada

=9I\ ~ 1=(-) (‘b_’a\\)" yoki 4 'l =(p_%"

tenglikka erishamiz. Bu yerda a =o deb, ushbu

muhim formulaga yana bir bora kelamiz.
15.40.Agar #)=Y(0)=0 va yif)=y{p) bo'lsa, y(t)=y"(t)-y'(t)-y(t)
funksyaning tasvirni toping.

15.41.Agar X)=0. Y(0)=1. Y(0)=2, y(t)=y(p) bo'lsa,
y(t)=y"(t)~y"{t)+2y'(t)-2y(t) ning tasvirini toping
14.42. Agar Y=, y©O)=l, y(0)=2, yt)=y(p) bo'lsa,

nY=y"(t)-y"(@i)+2y’(i)-2y(t)y ning tasvirini toping.
15.43.Agar  yo)=-i, y(0)=2, y(0)=-3, va y()=y(p)  bo'lsa,
H ) =y™(t)-3y"(t)+2y'(t) - 4y(t) +1ning tasvirini toping.



15.44.j0(e_,‘oA2<4e45in 2t)dt tasvirni toping.

|
15.45.%r7—5f4—2i2+3)e2di tasvirni yeching.

15.46. Agar y(0=o, y(t)=y(p) bo'lsa, u holda "(0=Y(O-}Aor
0

ning tasvirini toping.
15.47. Agar H)=1> /(0=2 bo'lsa, /'(/)-4//)+3>>0 ning
tasvirini toping.
15.48.Agar Ao)=-3, y'(0)=7/, y(0)=i bo'lsa,
y"(t)+6y"(t)+y\t)-2y(t)+3 ning tasvirini toping.
I
15.49. b(sin?+3e3n tasvirni yeching.
|
15.50. Jt,e~2dt tasvirni yeching.

15.51. Davri T=2n bo'lgan funksiyani originalini toping.
[\-2tIn, agar O<lI<n
[2f/k -3, agar n<t<2n

§ 153. Tasvirga ko'ra originalni tiklash

Tasvirga ko'ra originalni tiklash uchun oddiy hollarda
(asosan elementar funksiyalarda) 15.1-jadvaldan foydalaniladi.
Boshga hollarda yoyish birinchi va ikkinchi teoremalaridan
foydalaniladi. Bu teorema kasr -ratsional funksiyalarni tasviridan
F(p) =u(p)/v(p) originalga o'tishga imkon yaratadi.

np)=t t : (15.4)

Jisl(p-Pi)1

koeffiyentlar AIS quyudagi formula bilan aniglanadi.

a5 MNAAP-PIYFEN

Agar v(p) ko'p handing ildizlari oddiy bo'lsa,
"ip) ~(p~p\)ip —2)" (P PH KPj * k)
u holda

N03=£ — ,buyerda a ="p\
m P-Pj v(pJ)



Tasvir funksiyasini (1/p) bo'yicha dajani qgatorga yoyib
hisoblash mumKkin

/\ Q0 g
F[p):F; +Lﬁl> +- +-I§r +-
F(p) gator YW>R da yaqinlashuvchi R=lim{,, /a,*»)), u holda
f(tha0O+alU a2t +..+a,* +..

gator ham t ning barcha giymatlarini yaqginlashuvchi bo'ladi.

Quyidagi F{p) tasvirlaming originallarini toping

15.52. F(p)= 02.2p +5 15.53. F{p)= pliggim
_ A

15.54. F(p)=e- b9 p25 15.55. ) 5 8

15.56. ()=~ | 3557, F@Pb-v +4)

Quyidagi tasvirlarning originallari topilsin

15.58. pZ%%T)TiE] 15.59. F(P)= (-3)s
1560 FDF (0 \ 1o 12y

1562-Fr -w ~ ) P(p45p2+ 4
15.64. F{p)= P -+P2) 15-657)-7bh + " 3
15.66. F(p)- %5’_5,?{_1 15.67. F(p)= 0 2+4p +3

15¢ ="'« " e p a

Quyidagi tasvirlarning originallari tiklansin

1569.¢ o e 1570 F®) g a6

o pH
vm. 1250 oy p6 2%-3)

|
15.73. Up). 15.74. 10)= pag/ 3riip2-6/>

1575. f0)=
(p- D34

473



8 15.4. Operatsion hisobni oddiy differensial
tenglamalarni yechishga go'llash

Faraz  qgilaylik, *0=*,, V(©O=<Ljf("'(©)="1 boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi o'zgarmas koeffisiyentli n-tartibli
oddiy differensial tenglama

a,xMt)+ . F)X(F+ad(®)= 1\ (15.5)
berilgan bo'lsin. Hamda y(t)y~=—x(p) va f()<=r(p) bao'lsin.
Laplas almashtirish natijasida a{p)y(p)=f(p)+b(p), bu yerda a(p\b(p)

-ko'p hadlar. Bu tenglamani yechib, y(p)= Ap) ni olamiz.
p

Endi umumiy holda ikkinchi tartibli chizigli o'zgarmas
koeffisentli bir jinsli bo'Imagan differensial tenglamaning
y'+ay'+by =<(t) (156)
A0)=Yo va /(0)=y\
boshlang'ich  shartlarni  ganoatlantiruvchi  yechimning
tasvirini topaylik. Buning uchun (15.6) tenglamaning har ikkala
tomonidan Laplas almashtirishi olamiz
"+ N+M.bl=4?7>]
yoki
P2Y(P) ~PY(°) - ¥ (0) +a(py(p) - X0)) +by(p) =Liip]
yordamchi chizigli tenglamaga kelamiz. Bundan
Y(p)[p2+ap +b]= Lixp\+py(0) +y'(0) +ayf Q
tenglamani hosil gilamiz va uni yechib
~P)_ 1\ +)1Q+YQ (157)

p2+ap+b

tasvirni topamiz. Agar differensial tenglamaning o'ng tomoni <f)
va yechimning boshlang'ich yoy\ giymatlari berilgan bo'lsa (15.7)
tenglamadan yft) yechimni yuqoridagi jadval yordamida tiklash
mumkin.

15.76. y"+3y'+2y =0 differensial tenglamaning y0)=g y(0)=i
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Tasvirini yfp)=LwA orqali  belgilasak, y va y"
funksiyalaming tasvirlari quyidagicha aniglanadi:



15
N\=py(p)- A°). @ "]=P2/(p)- py(0)- Y(O)

Berilgan differensial tenglamaning har ikkala tomonidan
Laplas almashtirishi olib, yordamchi algebraik tenglamaga
kelamiz;

/B3y =0 =0, /P +3I[yT+2Ly] =oyoki

P2y(p) ~py(0) - /(0) +3(py(p)- Y(0)) +2(p) =0
misolning shartiga ko'ra y(0)=0, va /(0)=l ekanligini hisobga
olsak, y(p) tasvirga nisbatan p2y(p) +ipy(P) +2y(p)-1 =0 YOKi
v\ +3p+2=1 tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamadan
izlanayotgan yechimning tasviri
/'?2+ép+2 pl+1 p-II-_E

topiladi va jadvaldagi 3- formuladan uning 0'zi y() =e- -<r2
ekanligi aniglanadi.

15.77.y-2y=0 Y02\ 15.78.y+y=¢', >0=0

15.79.y"-9y=0, y(0)=y(0)=0

y'+cy =<pt) differensial tenglamaning $A0)=Yo0 shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

15.80. a)c=2; yo=0 <) =3 B) ¢c=Lj>=1 p(0=<

15.81. ¢c=-4; V=1 <pp=€" 15.82. ¢ =0>0=2 «(0=sirv/

15.83. ¢ =0;y0=2; <pft) =te~'

y"+ay'+by =) differensial tenglamaning y(0)=yo, /(0)=/0
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin, agar

1584, a=2\b =3;yo=0y\ =0, ¢p) =5

15.85. a=3;b =3;y, =I; /,,=2; O=0

15.86. a=-7;b =10 y0=%/, =1 p(0 =5

15.87. a=0b=3; Y0=0y'0=0 <1 =e2-2

15.88. a=-2;b =;yo=L;y\ =0, </j=sin(

15.89. a=4b=0 =0/,=0 (i) =S

15.90. a=2¢,\b=cl +c2 (30=0

15.91. a-0;b —s2 <{0=—cmmif




$1

15.92. Yugqori tartibli y°Y-y"+y =sin/ differensial tengla-
maning y«Q) =Y()=y»Q =y"(0)=0 shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

15.93.y"+y'-2y=¢', y(0)=-I, v(0)=0

15.94.y '-6y+i]y'-6y=0, >(0)=0, y(o)=iy(0)=o0

Quyidagi birinchi tartibli, chiziqgli, o'zgarmas koiffisentli
differensial tenglamalar sistemasining berilgan boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

%=x +2y, x(0) =0

" =2x+y+1, y0)=5

Yechish. Tasvirga o'tib oddiy tenglamalar sistemasini tuzamiz
\px{p) =x{p)+2y(p)
l{py(p)-S =2X(p)+y(p)+-P
sistemani x va y larga nisbatan yechamiz.
-1 10/ +2 / wm 5p2-4p-I
o P e X -3)" YP o p(p +\\p-i) _
Original topish uchun §15.2da keltirilgan yoyish usulidan
foydalanamiz. U holda
X=-~-2e~"'+-e% y=- +2%~" +-e3.
3 3 3

ldx —¢ — %=3x+4v
1596 U~ =24 10=2 1597, @ |
II:%'FZX’ y(0)= 2 jf 4n- 3y, x(0)=£0)=1
dx
+4x-y =0, x(0)=1 — +X+y =t, *0)=0
1598 T 1599, @
Y 2x-y =0, y@©0)=2 +x+y =0, y(0)=0

dt

Takrorlash uchun savollar

3. /(/) funksiyaning tasviri yoki Laplas almashtirishi deb
nimaga aytiladi?

4. Chiziglilik xossasini ayting.

5. Kompozitsiya nima?

6. Hosilaning tasviri hagida gapiring.

7. Tasvirning hosilasi nima?



OPERATSION HISOB ELEMENTLARIGA DOIR
NAZORAT TESTLARI

Laplas almashtirishi va uning chiziglilk xossasi. Ayrim
funksiyalaming tasvirlari

1.Quyidagi shartlardan qaysi biri /(f) original uchun talab
etilmaydi?

A) t<0bo'lgandaf(t)=0 . B)/(f) monoton funksiya

C) ixtiyoriy [ab] chekli kesmada /(f) funksiya bo'lakli-
uzluksiz

D) biror musbat M va s o'zgarmas sonlar uchun I/(f) I<Meg .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

2. Quyidagi /(f) (/>0) funksiyalardan qaysi biri original bo'la
olmaydi?

A)/(f)=sinf3  B)/(f)=cost3  C) /(f) =¢' D)/(f)=f3

E) keltirilgan barcha funksiyalar original bo'ladi.

3 Quyidagi /(f) (f>0) funksiyalardan qaysi biri original bo'la
olmaydi?

A)/(f)=sin¥  B)/(f)=cos¥ C) /(f)=(e")3 D)/(f)=f3

E) keltirilgan barcha funksiyalar original bo'ladi.

4./(f) originalning tasviri F(p) (p=x+iy) qaysi formula bilan
aniglanadi?

A) F(p) =]g(t)sinptdt B) F(p) =3f(t)cos ptdt
C) F(p) =%ep,f(t)dt D) F{P) :]Oe-pthg

E) F(p) =lei, f(t)dt .

Agar original 1/(f) I<Megshartni ganoatlantirsa, uning tasviri
F(p) o'zgaruvchining ganday giymatlarida aniglangan bo'ladi?

A) Rep>s .B) Rep<s. C) Imp>s. D) Imp<s. E) Ipl>s.

5 Agar L\)=L{g} bo'lsa, quyidagi tasdiglardn qaysi biri
to'g'ri ?

A) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchunf(t)=Cg(t).

B) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchunf(t)=g(t)+C.

C) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchun f(t)=g{Ct).

477



(0

D) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchunf(t)=g(t+C).

E) keltirilgan barcha tasdiglar to'g'ri emas.

6. Agar L{f]l=L{g] bo'lsa, quyidagi tasdiglardn gqaysi biri
noto'g'ri ?

A)Ne sg(t) m  B) Ref(t)=Reg(t). C) ImfNe mg(t).

D) 1/(0%- 1Ig(t) 1. E) keltirilgan barcha tasdiqlar to'g'ri.

7. cro(f) Hevisayd funksiyasining tasviri nimaga teng?

A/ (p-1). B) I/(p+l) . CH)I/(pM). D)I/(p2+1)
E) /p.

8. b(t) Dirak funksiyasining tasviri nimaga teng?

A/ (p-1). B) I/(p+l) . C)I/(pM). D)I/(pM).
E)le

9./(f)=sinf (t>0) trigonometrik funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) I/ (p-1) B) I/(p+l) C) I/(pM)

D) 1/(p4l) E) /p

10.f(t)=cost (t>0) trigonometrik funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) p/(p-1) B)p/(ptl)  C)p/ip2 1)

D)p/(p2+l) B Yp

11. f(t)=cht (t>0) giperbolik funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) p/(p-) B) p/(p+l)  C)p/(pM)

D)p/(p2+1) E) /p

12./(f)=sh£ (f>0) giperbolik funksiyaning tasviri nimaga teng?
A) I/ (p-1) B) I/(p+1) C) I/(p2-1)

D) 1/(p4l) E) /p

13.f(t)=e* (f>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) I/ (p-1) B) I/(p+1) C) I/(pM)

D) I7(p™) E) /p

14.f(t)=e4 (t>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) I/ (p-1) B) I/(p+) C) I/(p2-1)

D) I/(p*+l) E) /p
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(f>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga

teng?A) 1/(p-a) B) 1/(p+a) C) |/(p2— a2

D) I/(p2+ 2) E) asp

2.Laplas almashtirishining asosiy xossalalri.
Tasvirlar jadvali

1.Laplas almashtirishi uchun o'xshashlik  xossasini

ko'rsating.
A) {e-fi7(0} =~ (P +«) B) L{f{t-e)} =e-*F(p) .
C)u AT :g ch D) Hf(t)It)=]F{z)dz .

E) L{(}f(W)g(f - u)du) =F(p) &G (p).

2. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=4p/(p+l) bo'lsa, f(2t)
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) 2p/(pH) B) 8p/(p+l) C) 2p/(p+2)

D) 8p/(p+2) E) p/(2p+)
3.Laplas almashtirishi uchun siljish xossasini ko'rsating.
A) L{e-af(t)} =F(p +a) B) L{f(t-e)}*e~~F(p)

C) vLiiriny ="-F{M) D) L{f(t)It)=]F(z)dz
P P P

E) L{c}f(u)g(t-u)du} =F(p)-G(p)

4.Agar /(f) originalning tasviri F(p)=p/(p+1l) bo'lsa, ef(t)
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) (p-)/(p+1) B) (p+1)/(p~1) C) p/(p+1)

D) P/(P-1) E) (p-I)/p

5. Laplas almashtirishi uchun kechikish xossasini ko'rsating.

A) HeaH{t)\=F(p +a) B) UJ{t-8)} =e~*F(p))

C) L{/(i}=1 F(E) D) L{f()/t} =\F(z)dz

E) L{af(U)g(t-U)du}=F(p)-G(p)-
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6. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=p/(p+1) bo'lsa, /(f+2)
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) ePp/(p+1). B) e2~Pp/(p-\). C) 1).

D) e”PpKp+l). E) P/(p+\).

7.Laplas almashtirishi uchun kompozitsiya xossasini
ko'rsating.

A) Ue-af(t)} =F(p +a). B) L{f(t- B)}=e~*F(p) .

C) HI(/I®}=xF(j) . D) L{f(t)/t}=]F(z)dz .
P P p

E) HJ(')f(U)g(t-U)dU}=F(D)-G(D)-
8.Originalni  differensiallash ~ xossasi qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?
A) L{f(n\t)} =pnL{f(t)} +
) L{fF(\©)} =prL{f(t)} s

B) L{fin)t)} =p"L{f(t)} +;'j(!)(~|)kf (K\O)pn~~k

C) L{f()(O} =pnL{f()} - *Eof W(0)pn-'-k

*
E) L{fC\O} = (-1)"pnL{f(t)} + E/(*)(O)p -1

9. Agar /(f) originalning tasvm F(p) va f(0)=a bo'lsa, 7/ '(0
hosilaning tasviri G(p) ganday topiladi?

A) G(p)=F{p)+ap  B) G(p)=F(p)-ap C) G(p)=pF(p)+a

D) G(p)=pF(p)-a E) G(p)=apF(p)

10. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=(p2)/(p3+p) va
/(0)=-Ibo'lsa, /'(f) hosilaning tasviri G(p) nimaga teng?

A) G(p)=-2p/(p2+1) B) G(p)=-2/(p41)

C) G(pHp -2)/(p4l) D) G(p)=-2+p/(p2+1)

E) G(p)=-2+1/(pM)

11. Agar L[f(t)}=F(p) bo'lsa, L{\f(u)du} nimaga teng bo'ladi?

A) pF(p) B)F(I/p) C)F(p)/p
D)1/F(p) E)p/F(p).



12. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=(p3-p)/(p2+1) bo'lsa,
g@®)=}f(u)du funksiyaning G(p) tasvirini toping .

A) G(p)=(3p21)/ (p2+l) B) G(pH P>~ m

C) GpHP4P)/(P2+]) D) G(p)=(p21)/(p2+)

E) to'gri javob keltirilmagan .

13.Agar L{f(t)}=F(p) bo'lsa, tasvirning F(>p hosilasiga gaysi
original mos keladi?

A) /(0 B)(-f)# (0 C)f{t)/t"

D)/ (fy/H)" E)/(f'")

14. Agar/(f) originalning tasviri F(p) bo'lsa, /() originalning
tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) -pF(p) B) -F(p)/p  C)-F'(p)

D)- | F(«W« E) F(I/p).

15.Apgar /(f) originalning tasviri F(p)=cos2p bo'lsa, f/(f)
originalning tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) pcos2p B) (cos2p)/p C) 2sin2p

D) (sin2p)/2 E) cos2p2

16. Agar /(f)=(f-)/(f2+l) originalning tasviri F(p) bo'lsa,
F(p) tasvirga mos keladigan g(t) originalni toping.

A) g(t)=(t-1)/(t3+1). B) g(t)=(t2t)/(t2+1). C)
g(tHt2+)/(2+1). D) g(t)=(t-t)/(2+ 1). E) to'g'ri javob
keltirilmagan.

3.Laplasning teskari almashtirishi. Operatsion hisob
yordamida differensial tenglamalami yechish

1.Agar F(p)=I/(p2+4) bo'lsa, Laplasning teskari L }{F}+
almashtirishi nimaga teng ?

A) 0.5sh2f B) 0.5sin2f C) 0.5chaf

D) 0.5cos2f E) 0.5e2 .

2.Agar Fp)=p/(p2#4) bo'lsa, Laplasning teskari L X{F}+
almashtirishi nimaga teng ?

A) sh2t B) sin2f C) chaf

D) cos2f E) e2t.

3.Agar F(p)=I/(p24) bo'lsa, Laplasning teskari L9{P
alrnashtirishi nimaga teng ?

A) 0.5sh2f B) 0.5sin2f C) 0.5ch2f



D) 0.5cos2f E) 0.5e2L

4. Agar Fp)=p/(p24) bo'lsa, Laplasning teskari 1-up\
almashtirishi nimaga teng ?

A) shit B) sin2f C) chit D) cos2f E)e2

5. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Laplas teskari
almashtirishining chiziglilik xossasini ifodalamaydi ?

A) Har ganday o'zgarmas Csoni uchun L={CF}=CL~I{F}.

B) Agar L4{F}va L4{G mavjud bo'lsa, unda LA [F+G}=L-]{F+
L-4G).

C) Agar L{} va L!'{G mavjud bo'lsa, unda
L-MF-GK-4FJ-L-4G}.

D) Agar Irff} va LNG} mavjud bo'lsa, unda
L-4F-GK-4FJ-L-4G}

E) Agar L {F} va L4{G mavjud bo’'lsa, unda ixtiyoriy ava b
sonlari uchun L={aF+bG}=aL-l{F}+bLNG).

6. Agar F(p)=[(fH-4)(p+3)]4 bo'lsa, Laplasning teskari L X}
almashtirishi nimaga teng ?

A) ee* B) exe-4 C) eMed

D)e-3'-r4 E) envedl

7.Agar F(p)=2/(p26p+8) bo'lsa, Laplasning teskari L {F}
almashtirishi nimaga teng ?
A)e~2-ed B) exte—4 C) e2-e4 D) E) e2+¢*

8. Agar F(p)=(3+p)/(p2+9) bo'lsa, Laplasning teskari LA[F)
almashtirishi nimaga teng ?

A) sin3f+cos3f B) sin3f-cos3f C) sh3f-ch3f
D) sh3f+ch3f E) sin3f-cha3i
9. Agar F(p) tasvirning Loran qatori F(p)= bo'lsa, unda
*:Ip
L ¥F)=
AITHF}I=t% B)r I{F}=icktk  C) L-"{F}=ickl m
kil KH Kk
D) L~|{F}:*_tlck(* 1) E)I-{F}=

10. Agar tasvir F(®)=sin—bo'lsa, L4{P original nimaga
teng ?
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r n 2)*'1 B) | HZE

A) *?,(2* +1)\(2* +2)! *, (2K Di(2* +2)!

N 2)*-1 n 2)*1

O%é (2K+1)|(2* Do 1)!%2*- 2!

E) barcha javoblar noto'gri.

N.Agar Q(p) va H(p) ko'phadlar umumiy ildizlarga ega
bo'lmasa va F(p)=Q(p)/H{p) ratsional funksiya pi, pi, ..., p, oddiy
qutblarga ega bo'lsa, unda/(f)= L4{P original gaysi yig'indi bilan
aniglanadi ?

\) T oB(p*)cpu B) | QiPY c) f Q(PKcP
A)Amrf K=\H\pkK) £\H{PK)
D) f sT1PicP ) g QIPK pt

"IN K9%H" (pk)

12, F(p)=(p2+3)/(p3+2p2 -8p) bo'lsa, /(0= L M{F} original
nimaga teng?

A) /(0 =(13-21<M+67<?2)/56

B) (1) =-(2\-\9eB +9&r2)/56

C)/(0=-(25-17e +32e"2)/56

D) /(/)=(19-27e4 +42¢e2)/56

E) /(/)=(14e' -23e2 +29e3)/56

13 ay'(0 +by'® +ey(®) =f(t), >()=>0. y'(Q=yo
Koshi masalasini operatsion hisob yordamida yechishda quyidagi
amallardan gaysi biri gatnashmaydi?

A) L{y}=Y(p), L{f]=F{p) tasvirlar garaladi.

B) boshlang'ich shartlardan foydalanib L\y’} va L(i/'} topiladi

C) tenglamaning o'ng tomonidan foydalanib L[/’}topiladi.

D) Y(p) tasvirga nisbatan operator tenglama tuziladi va

yechiladi.
E) Laplasning teskari almashtirishi L 1{¥} aniqlanadi.
14. /(/)-2/(0+5*0 = Y0)=2, /(0)=I
Koshi masalasi y(t) yechimining Y(p) tasvirini toping.
A) Y(P) =- p2_Tbp+1 B) Y(p) = 4P2-5P +9
(P +2)(p Zp +5) (p-2)(p\-2p +5)
29 _ 4p2+3/7-10
O vin= B TRy D= ez

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
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Yulduzlar hukmiga oid ilm
matematik fanlaming eng yaxshi mahsulidir

Abu Rayhon Beruniy

XVI-BOB. MATEMATIK FIZIKANING BA'ZI
TENGLAMALARI
§ 16.1. Koshi masalasini Dalamber usuli yordamida yechish
§ 16.2. Tor tebranish tenglamasini Fur'e usuli yordamida
yechish
§ 16.3. Issiqlik targalish tenglamasi

8 16.1. Koshi masalasini Dalamber usuli yordamida
yechish
Tor tebranish tenglamasi matematik fizikaning oddiy
tenglamasi hisoblanadi. Uning ko'rinishi quyidagicha

aw 4 =alp w ) (161)

dt2 dx2 v
bu yerda a2=1/p, T - tor nuqtalaridagi taranglik kuchi, p-tor

materiali zichligi, u(xi) - tor nugtalarining t vaqtda muvozanat
vaziyati atrofidagi ko'chishi. (16.1) quyidagi boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiradi:

“mLo pM o =rW (162)

harakat tenglamasi (16.1) ning (16.2) boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi (<> *>0) yechimini topish Koshi masalasi
deyiladi.

Bu masalani yechishda Dalamber usuli go'llanilishi mumkin.
Buning uchun (16.1) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
izlanadi:

u(x,t)=/(* +at)+f2(x-at).

Bu yerda /,/, -ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi
funksiya bo'lib, (16.2) shartlardan topiladi va umumiy yechim
quyidagi ko'rinishga ega:
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Masalalarda berilgan shartlarni ganoatlantiruvchi Koshi
masalasi yechimi u(x;tX-<»<x<cc) ni toping.
16.1 (<< differensial  tenglamaning

dt2 dx*

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
u (x,l):%(cos 2(x +Fat) +cos2(x - at))%{l\sw S]ds)q—‘cos 2x €OS 2at +Esin .rsin]ét.

16.2.'dt2= oo (-co<’<<v) tenglamaning b{r<,0=q «
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.3 (~®=x) tenglamaning
upx,(f0=sin*, Mb!) Mzcosx masalalarda berilgan shartlarni

ganoatlantiruvchi Koshi masalasi yechimini uxt) (-cc<x<«>, t>0)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.4. Quyidagi ~r =y r tenglama bilan ifodalanuvchi tor

tebranish tenglamasining u(x.t\_o=cosx, o =2 boshlang'ich
shartlarni ganoatlantiruvchi t=j vaqtdaga yechimini aniglang.
16.5. ’(;t-z’;XAf, (-oosr<®) tenglamaning  i/jco=r(i+2"
=sinx shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.6. ’§f4=§i4 (~oo<x<o0) tenglamaning yechimini
uxp =x Hd\t/) =-*shartlar asosida toping.

16.7. ’gt- :az—c;(_, (-oo<x<y) tenglamaning  yechimini
“KjL>=0. — Lozmsjcshartlar asosida toping.



168 gy\:ﬂaz?ﬂ’ (-°°<0  tenglamaning t=* vaqtdagi
nxA A =sin*, =cosx Shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
toping.

1 6 .9 . (-cogr<<x>)tenglamaning uxt\*=0 Mill

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
16.10" =a: |4> (-®<i<wtenglamaning

u(x,t\=sinx, dufz’t)

=1 shartlarni ganoatlantiruvchi t=~
to 2a

vaqtdagi yechimini toping.

§ 16.2. Tor tebranish tenglamasini Fur'e usuli yordamida

yechish
Tor tebranish tenglamasining

dau
dt2

u(,=0; uEet=0 @t=>0)
chegaraviy va

WL =s(x\ =i/(x)(0o<x<t)

H
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish

talab etiladi. Bu (16.4) tenglamani yechishga Fur'e usulini
go'llash mumkin. U holda uixt yechim qator yordamida ifoda
gilinadi:
“=)= oo j- HksinAjsin/y-, (16.5)
bu yerda
=j {Msin-y 7x; bt =§~y/(x)sin-j-dx
Agar A ="a]+b2, sin® =— , cos® =— belgilash Kiritsak, u
Tk A.
holda yechim

N_ S & o kox o (knat | _ 7
U);XJ) = Z’@.ﬁ( sin —£-5|n \E <pK'J



ko'rinishda bo'ladi. Bu gqatorning har bir hadi turg'un
to'igjnni ifoda giladi va uning amplitudasi A,sm(km/(), chastotasi -

< ( va fazasi+abo'ladi.
Quyidagi masalalami yeching.
16.11. Uzunligi /bo'lgan ikki tomoni mahkamlangan (x=0
va *=/) tor nuqtalarining ko'chishi
? agar O<X<?
--ilx-(), agar -£x<t
chegaraviy uat)=0 ui,t)=0 (/>0gva boshlang'ich

o «0 =Kw =0 o =r(.v)=0(0<g<sshartlarni

ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.12.1kki uchi mahkamlangan ( x=0 va x=l ) tor
boshlang'ich vaqtdagi holati parabola ko'rinishida n={a/m) x(-x)
Torning abtsissa o0'qi bo'yicha ko'chishini toping (boshlang'ich
tezlik hisobga olinmasin).

16.13 Torning boshlang'ich holatdagi ko'rinishi OAB siniq
chizig ko'rinishda bo'lsa, ixtiyoriy t vaqtdagi u(xt) tor nugtalari
ko'chishini toping (16.1- chizma).

16.1- chizma
16.14. Ikki tomoni mahkamlangan tor nugqtalarining

boshlang'ich ko'chishi nolga va tezligi
gy 7/ TO(const), agar \x-1/2\<h/2

d ' Jjo, agar |- 1/4>h/2
bo'lsa, t vaqtda torning holatini aniglang.
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16.16. Torning ikkala tomoni mahkamlangan (* =ova *=2)

Boshlang'ichholatda u=@x-x2) . Ixtiyoriyfvagtgatornuqtalarning
uxl)ko'chishinitoping.

§ 16.3. Issiqlik tarqalish tenglamasi

Bitta Ox 0'qi bo'yicha issiglik targalish tenglamasining
an 2da o, .
~dT=a 'kT" ( -°eJCQ)/ (16.6)

ux)f0=/(x) shartni ganoatlantiruvchi yechimi Fur'e usuli
yordamida

ko'rinishida topiladi.

Quyidagi masalalarni yeching.
16.17. Differensial tenglamaning uf9=f(x)=uu va nf0=0
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.18. Differensial tenglamaning o, =/«(9={* 209987 %<e
va ufto=twb=0 shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
16.19.~ =~y tenglamaning quyidagi boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini topin
l--i, 0<x <f;
u(x,t),0=Ff(x) =' 1+F-£< x <0;
0 ,\>blxE-e

16.20.Quyidagi « =ali, tenglamaning
‘M,.Z/MZE” ﬂrjc)&jfx% ox

shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin
16.21. Yarim cheksiz sterjenning chapdagi oxiri issiglik
o'tkazmaydigan bo'lsa va issiglik targalishining boshlang'ich
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Q x <0

tezligi quyidagi  u=0=f(x) =ju,, 0<x<f; formula bilan berilgan
0,(<Xx.
bo'lsa, issiglik targalish tenglamasining yechimini toping.
16.22. Yupga bir jinsli, uzunligi 1 ga teng bo'lgan sterjen
berilgan. U tashqi muhitdan ajratilgan bo'lib, boshlang'ich

harorati f(x)=cx*2X) ga teng. Sterjenning oxirlarida nolga teng

bo'lgan harorat saqlanadi. Sterjenning ixtiyoriy t>0 vaqtdagi
harorati aniglansin.

16.23. Umumiy OZ o'qga ega bo'lgan ikki silindr orasidagi
fazoda issiglikning statsionar tarqgalishi gonunini toping.
Silindrlar sirtlarida harorat o'zgarmas.

Takrorlash uchun savollar

1.Matematik fizika tenglamasi ta'rifini ayting.

2.Koshi masalasi hagida nimalami bilasiz?

3.Dalamber formulasini yazing.

4.Boshlang'ich shartlar nima?

5.Chegaraviy shartlar nima?

6.Umumiy holda u=u(xy) funksiya uchun Il tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi ganday ko'rinishda bo'ladi ?

MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARIGA DOIR
TESTLAR

1. Matematik fizika tenglamalari va ularning turlari.

17 Matematik fizika tenglamasi ta'rifini ko'rsating .

A) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiya gatnashgan
tenglama .

B) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning berilgan
nuqtalardagi giymatlari  gatnashgan tenglama .

C) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning hosilalari
gatnashgan tenglama.



D) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiya hosilala
berilgan nuqtalardagi giymatlari gatnashgan tenglama .

E) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning integrallari
gatnashgan tenglama .

18.1kki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun
quyidagi tenglamalar- dan qaysi biri matematik fizika tenglamasi
bo'ladi?

A) ux(x,0) +ux(0,y)=f(x,y) .

B) uy(xQ) +uy(0.y) =f(x.y) .

C) ux(x,0) +uy Q) =f(x.y) -

D) keltirilgan tenglamalarning birortasi ham matematik
fizika tenglamasi bo'Imaydi.

E)barcha  keltirilgan  tenglamalar matematik  fizika
tenglamasi bo'ladi.

19.1kki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun
quyidagi tenglamalar- dan qaysi biri matematik fizika tenglamasi
bo'ladi?

A) u(xy) +u2(xy) =f(x.y).

B) ux(x,y) +uy(x,y) =f(x.,y) .

C) u(x,0) +u(0,y) =f(x,y) .

D) keltirilgan tenglamalarning birortasi ham matematik
fizika tenglamasi bo'Imaydi .

E) barcha keltirilgan tenglamalar matematik fizika
tenglamasi bo'ladi.

20.Matematik  fizika tenglamasining tartibi  ganday
aniqglanadi?

A) noma'lum funksiyaning argumentlari soni bo'yicha .

B) noma'lum funksiyaning darajalari bo'yicha .

C) noma'lum funksiya hosilalarining tartibi bo'yicha .

D) noma'lum funksiya hosilalarining darajasi bo'yicha .

E) noma'lum funksiya hosilalarining soni bo'yicha.



21.Umumiy holda u=u{xy) funksiya uchun 1 tartibli chizigli
m atem atik fizika tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?

A N —
A) Adx+Boy +Cu=f(x,y)

N A% +2Bin +c% +Bu- Ax'y)-
tdu ndu ,,
C) Adx By +Cu=f (xrt

D)A~B"- =f .
)OX OyCu {x.y)

E) to'gri javob keltirilmagan .
22.Quyidagilardan qaysi biri u=u{xy) funksiya uchun I
tartibli chizigli matematik fizika tenglamasi bo'ladi ?

[YSEEL YAV

E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham | tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi.

23.Quyidagilardan qaysi biri | tartibli chizigli matematik
fizika tenglamasi bo'ladi ?

A)fH< +«-/(*00

B) 3 +U=f(X,y).

du , du — A

Q &+W+M_/(Ar' ).

D) keltirlgan tenglamalardan barchasi | tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi bo'ladi.

E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham | tartibli chizigli
Matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi.

24.Quyidagilardan qaysi biri | tartibli chizigli matematik
fizika tenglamasi bo'ladi ?

a\do du
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(0

[y on an _
BS' Ax % +u=f(x,y)
Cn; LA +u=fr(’x,y)'.
mx ay

D) keltirlgan tenglamalardan barchasi | tartibli chizial
matematik fizika tenglamasi bo'ladi.

E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham | tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi.

25.Umumiy holda u=u(x,y) funksiya uchun Il tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi ganday ko'rinishda bo'ladi ?

,d2u Ko du am
A) ABT +Biyj =Axy) D A B dxdy +C£3LyT =Ty
B9 et 1N ey zf(xLy).
d2u du
D + +C |
) V

E) A\ +B/ +d”N. +DA"-+EN +Fu=f(x,y).
V Sx dx dy dx dy

26. Quyidagilardan qaysi biri u=u(x,y) funksiya uchun I
tartibli chizigli matematik fizika tenglamasi bo'lmaydi ?
AY A 4B 92 LA +Du=f(x,y).
dx dxdy dy2
B) A ~ +B9% caipn. +Eu=f(x,y).
dx2 dy dx dy
C) RO g W Oy e +Fu:f(x,§%.
dx2 dxdy dy2 dx dy
\Y

D) A +B— —+Cc ™ +D ™ +E™ +Fu=AXy) .
\dx dx dy dx dy
E) Barcha tenglamalar Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi bo'ladi.
27.Quyidagilardan qaysi biri u=u(x,y) funksiya uchun I
tartibli chizigli matematik fizika tenglamasi bo'ladi ?
d2u d2u
A) Adxz ay2 -dxdy+Cv|—f(x,y) )
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THA—"+B—r +C— +bx—) +*H—) 1/'B-An,/,.
T2 dxdy  py2 ax hy

E) Barcha tenglamalar 1l tartibli chizigli matematik fizika

tenglamasi bo'ladi.
28. Ymumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika

tenglamasi
N l1d—2lrJ +B% +Cd—2lrj-+ Dij +E~d£+ Fu =f{x,y)
dx2 dxdy dy2 dx dy
gaysi shartda bir jinsli bo'ladi?
A)f(x,y)>0. B) f(x,y)<0. C)f(x,y)=0. D)f(x,y)*O0.
B) \f(x,y) I>0-
29. Matematik fizikada Il tartibli chizigli tenglamaning gaysi

turi aniglanmagan?
A) sferik.  B)elliptik.  C) giperbolik. D) parabolik.
E) barcha keltirilgan turdagi tenglamalar aniglangan.
30.Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi

AN +B~—+C—y + +EN- +Fu=f(x,
0X2  dxdy d_yy2 dx dy ()

gaysi shartda elliptik turga kiradi?

A) B2-4AC>0. B) B2-4/1C<0. C) B2-4AC =0.
D) B2-4AC *0. E) IB2-4AC Ix0.
31, Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi
A2, gau @ d, Jdu, ey e s xy)
dx dxdy dy dx dy

gaysi shartda giperbolik turga kiradi?
A) B2-4400. B) B2-4/1C<0. C) B2-4AC =0.
D) B2-4AC #0. E) to'g'ri javob keltirilmagan.



32. Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizj*
tenglamasi

A"NB L +C~ +D "E ™ +Fu,n,,
R dy2 dx dy JKQ

dx2 dxdy
gaysi shartda parabolik turga kiradi?
A) B2-4/100. B) B2-4/1C<0. C) B2-4N1C =0.
D) B2-4AC *0. E) to'g'ri javob keltirilmagan.

2.Tor tebranishi tenglamasi va uning uchun chegaraviy
masalani Furye usulida yechish

1 Quyidagilardan qaysi biri tor tebranishi tenglamasin
ifodalaydi?

A) N =a2~ B)(—)2=a2~ C)— =a2—

)dt a dx2 )(dt) a dx2 )dt2 a dx2

2. Tor tebranishi tenglamasi ~Y =a matematik fizikaning

gaysi turdagi tenglamasi bo'ladi?

A) elliptik. B) giperbolik. C) parabolik.

D) a<l bo'lganda elliptik, s=1 bo'lganda parabolik va 1
bo'lganda giperbolik.

E) s<l bo'lganda giperbolik, s=1 bo'lganda parabolik va s>1
bo'lganda elliptik.

3.Uzunligi 1 bo'lgan va uchlari x=0, x=l nuqtalarda
mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(xt)
funksiya uchun quyidagi tengliklardan gaysi biri chegaraviy
shartni ifodalaydi?

AU 0)=1(). Bm(0, 0=0. 9

D)keltirilgan barcha tengliklar chegaraviy shartni ifodalaydi.

E)keltirilgan birorta ham tenglik chegaraviy shartni

ifodalamaydi.

4.Uzunligi 1 bo'lgan va uchlari x=0, x=l nuqtalarda
mahkamlab qgo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t)
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funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri chegaraviy
shartni ifodalaydi?

A) u(l, 0=0 B) u(x,0)=f(x) C)ar =)

D)keltirilgan barcha tengliklar chegaraviy shartni ifodalaydi.

E)keltirilgan birorta ham tenglik chegaraviy shartni
ifodalamaydi.

5.Uzunligi 1 bo'lgan va uchlari x=0, x=I nuqtalarda
mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u-u(x,t)
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri boshlang'ich
shartni ifodalaydi?

Au(/, t)=0. B) u(x,0)=f(x). C) n(0, H)=0.
D)keltirilgan  barcha tengliklar  boshlang'ich  shartni
ifodalaydi.

E)keltirilgan birorta ham tenglik boshlang'ich shartni
ifodalamaydi.

6.Uzunligi 1 bo'lgan va uchlari x=0, x=I nuqtalarda
mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x)
funksiya uchun quyidagi tengliklardan gaysi biri boshlang'ich
shartni ifodalaydi?

A)u(t, f)=0. B) u(0,t)=0. CHA N - =,

D) Kkeltirilgan barcha tengliklar boshlang'ich shartni
ifodalaydi.

E) keltirilgan birorta ham tenglik boshlang'ich shartni
ifodalamaydi.

7.Uzunligi 1 bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi Ml =°25{2Il

tenglamaning u,i=un(x;t) xususiy yechimlari Furye usulida gqanday
ko'rinishda izlanadi?

A)un(x,H)=X,,(x)+Tu(t). B) Un(x,t)=Xn(x)-T,,(t).

C) un(x,t)=Xn(xyTr(t). D) u,,(x,H)=Xn(x)/Tn(t)

E) Un(x,t)=Xn(X)=Tn(t).

8.Chegaraviy masalani yechishning Furye usuli boshgacha
ganday nomlanadi?
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A) o'zgaruvchilarni qo'shish.

B) o'zgaruvchilarni ayirish.

C) o'zgaruvchilarni bo'lish.

D) o'zgaruvchilarni ajratish.

E) o'zgaruvchilarni ko'paytirish.

9. Uzunligi 1 bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi

|

~N :aI@b tenglamaning Un(x,t)=Xn(x)-Tn(t) ko'rinishdagi xususiy
yechimi Furye usulida topilganda X«=X,,(x) funksiya ganday
ko'rinishda bo'ladi?

A)X,,(X)=A tg~x B) Xn{x)=A-ctg~x

C)Xn(x)~A-cos?j-x D) Xn{x)=A sm~j-x

E) X,,(x) =AIn— x

10. Uzunligi 1 bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi
dt tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi  u,(x)=Xn(x)-Tn(t)  ko'rinishdagi  xususiy

yechimi Furye usulida topilganda Tn=Tng) funksiya ganday
ko'rinishda bo'ladi?

11.Uzunligi 1bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi ~4 =a2~r

tenglamaning u{0, f)=0, u(l, t=0 chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi n =u(x,t) umumiy yechimi Furye usulida
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ganday ko'rinishda izlanadi?

A)(x,0 = n§:[E3’,,tg""—':”-t +¢,ctg s x.

an/r  ~ _ amr ns-

B) n(*,0 :Els"&_* t+Crctg— flcos— X

C) (x0—X[anm—t+C, c0S—— (pm—x.

/II\)) u(x,/) Hanr‘n%t+€, cos2 1 /]cos—x.

é‘f u(x,tﬁ': g@ sfnirrmt+c ,COS— t]‘tg— X.

12. Uzunligi 1 bo'lgan tor tebranlshini ifodalovchi
= =a2d)<2 tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t}=0 chegaraviy shartlarni

r
ganoatlantiruvchi
u(x,ty= ZI[5,,si'na—';“-; +C,,cosﬂm /]sinm1 X
n=|

| 1
umumiy yechimidagi Bn koeffitsiyentlar Furye usulida

u(x,0)=f(x) boshlang'ich shart orgali ganday aniglanadi?

A) Bn=—3/(x)cos"-xo!x . B)5,,=yf/(x)sin’\xcfe .
/0 ' 0 ‘

O)fi,, . D)5, M\ fWctg~xdx .
|O | 10 ‘

E)lé J/(x)[sm 1” + cos— Tx<fc .

13. Uzunllgl I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi
'"r=a2~ tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni

ganoatlantiruvchi

nx,0= 2 [5 sm—<+Cncos— OsmT X
n-1 |
umumiy yechimidagi Cn koeffitsiyentlar Furye usulida
i ~)~<p(x) boshlang'ich shart orgali ganday aniglanadi?

A) ¢, =-"-jp(x)tgnxdx . B)C,, =——f<ph9ag—xdx.
anno /

anTr
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C)Cr':a”ﬂ %<p(x)cos—| xdx. D)Cn:aZ—I_IanOhE(x)sin~xdx :
2k torein My cos I
E:SCH— al_”_HO>(><)Ism v cOos I \xdx.

3. Tor tebranishi uchun Koshi masalasi va unu Dalamber
usulida yechish

1. Quyidagilardan qaysi biri tor tebranishi tenglamasini
ifodalaydi?

da _ d7u
)& = ) 5 dy a0 2 i
.du
D)~ =
)dt2 dx B dt dx2

2.Tor tebranishi uchun Koshi masalasida quyidagi
shartlardan qaysi biri garaladi?

A) u(0,H)=h(t) B) u(l,t)= ¢j)(®) C) u\(x,0)=y/(x).

D) <(0,0 =/(0- E) «(/,./)=g(t).

3.Tor tebranishi uchun Koshi masalasida quyidagi
shartlardan qaysi biri garaladi?

A) n(x,0)=th(x) B) ul,)=\\>(t) C) u(,)=h(v)

D) ux(0,t) =f(t) E) ux(l,t) =g(t).

4. Tor tebranishi uchun Koshi masalasida ganday shartlar
garaladi?

A) fagat chegaraviy shartlar

B) fagat boshlang'ich shartlar

C) ham chegaraviy, ham boshlang'ich shartlar

D) limitik shartlar

E) keltirilgan barcha hollar garalishi mumkin

5. Tor tebranishi uchun Koshi masalasi nechta yechimga ega
bo'ladi?

A) kamida bitta  B) ko'pi bilan bitta Qcheksiz ko'p

D) fagat bitta E) barcha hollar bo'lishi mumkin .

6. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida
yechishda noma'lum u=u(x,t) funksiya ganday ko'rinishda
izlanadi?

A) u(x,t)=f(ax+t)+g(ax-t). B) u(x,t)=f(x+at)-g(x-at).
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C) u(x,t)=f(x+at)/g(x-at). D) u(x,t)=f(x+at)+g(x-at).

E) u{x,t)=f(ax+t)-g{ax-t).

7. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber
uSulida yechishda boshlang'ich shartlar n(x,0)=ch(x) ,

<Ne” =4/ ¥ ko'rinishda bo'lsa, wn(x,t)=f(x+at)+g(x~at) yechimdagi
o

f(x) va g(x) funksiyalar qaysi tenglamalar sistemasidan topiladi?

au 1 /00 +¢g(x)=¢/00 pnJ /00-800=)
\af'(x) - ag'(x) =<K [af*(x) +ag"(x) =i/

c j f(x)+g(x) =< J /00-200 =700
af'(x) - ag'(x) =i//(¥) [af"(x) +ag'(x) =Pl

evy H{{x) +g(X)=y/(X)
\af\x) +ag'(x) = (p(x)
8. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida

yechishda boshlang'ich shartlar n(x,0)=cb(x) I~ =y/(X)

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t)=f(x+at)+g(x-at) yechimdagi f(x) funksiya
gaysi formula bilan aniglanadi?

A) f(x) =\[¥(X) +-\<p{s)ds +C] B) f{x) =\[¥(x)~-\cp(s)ds +C].
2 axy ag
Q f(x) = J(P()~; N/ +C]. D) f(x) =Y+ >l"(5)11 +C]

E) /00 :—EI’\OO +-a))0<p(s)cb+C].
9. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida
yechishda boshlang'ich shartlar n(x,0)=cp(x) du™'91 =y, (x)

ko'rinishda bo'lsa, u(xt)=f{x+at)+g(x-at) yechimdagi g(x) funksiya
gaysi formula bilan aniglanadi?

A) #00 =\w(x) +- ](p{s)ds +C]
2 ax

B) g0) =4[V'0)- = Jplgds +C]



Q g =k<P()~~ /s +C]
D) ) =H) +; Jv)ds +C1.

B) 900 =)[<p(x); ﬁi// ()ds-C].

FO-Tor tebranishi uchun Koshi masalasida boshlang'ich
shartlar

nx.0=t(x) . &

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t) yechim uchun Dalamber
formulasini ko'rsating.

A) u(x.t) =-g<p(x +at) +ip(x-at)] +2Lax\‘{f/{s)ds.
dYu(x,t) =>[(p(ax +1) +<pax- /] +— “W(s)ds .
2 2a axt

™ U, = [spttat) -<p(x- atyy—--= s
2 2a x-at
1 ax+t

D) u(x,t) =-{<plax +t)-<p(ax-t)] -

D uen =—1i//(ax 1)+ (ax-t)] - )

11.Tor tebranishi uchun 2R u(x,0) =x, u".(xfi)=1
dt2  dx2 A%}

Koshi  masalasining yechimini  Dalamber  formulasi
yordamida toping.

A) u(x,t)=x(I+t)+(x+1)t2. B) u(x,t)=x(I+t)-(x+1)t2.

C) u(x,t)=x(t-+(x-Nt2 D) u(x,t)=x+t. E) u(x,t)=x+t+xt

12. Tor tebranishi uchun E’\=4E’\, u(x,0) =x, u',(x0)=2x
a2 dx2 '

Koshi  masalasining  yechimini  Dalamber formulasi
yordamida toping.

A) u(x,t)=x(l+2t)+(x+1)t2

B) u(x,t)=x(1+2t)-(x+I)t2

C) u(x,t)=x(2t-1)+(x-1)t2



D) u(x,t)=x+xt
E) u{x,t)=x+t+xt.

4. Issiglik tarrgalishi tenglamasi va uning uchun Koshi
masalasini Furye usulida yechish

1. Quyidagilardan qaysi biri sterjenda issiglik tarqgalish
tenglamasini ifodalaydi?

.du 2o B,dm/@ 2dzu du  2da

A= B Tt TR Q g TR

r> du  2du

dtt=*it EfTT=at)

2.Sterjenda issiglik targalishi uchun birinchi chegaraviy
masalada quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi?

A) n(x,0)=t(x). B) u(0,t)=ip(t).

C) u(l,t)=co(t). D) ut(xfi) = d(x).

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3.Sterjenda issiglik targalishi uchun birinchi chegaraviy
masala nechta yechmga ega ?

A) kamida bitta.  B) faqat bitta. C) cheksiz ko'p. D)
chekli sonda.

E) sanoqli sonda.

4. Sterjenda issiglik targalishi uchun Koshi masalasida gaysi
shart qaraladi?

A) x=0 nugta uchun u(Q,t)=ip(t) chegaraviy shart.

B) x=I nugta uchun u(/,f)=a>(t)chegaraviy shart.

C) =0 uchun u(x,0)=p(x) boshlang'ichch shart.

D) =0 uchun u',x,0) =/(anboshlang'ichch shart.

E) keltirilgan barcha shartlar garaladi.

5.Sterjenda issiglik targalishi uchun Koshi masalasida
9uyidagi shartlardan gaysi biri gqaraladi?

A) 1(x,0)=ch(X) B) u(l,t)=ip(t) C) u(0,t)=h(t)

D)«;co,0=/co e) ux(i,t)=g(t)

6.Sterjenda issiglik targalishi tenglamasining Xxususiy
yechimlari Furye usulida ganday ko'rinishda izlanadi?



e

A)u(x,t)=X{x)+T{t) B) u(x,t)=X(x)-T(t)

C) u(x,H)=X(x)-T(t) D) u(x,t)=X(x)/T(t)

E) u»(x,))=X(X)£T(t).

7.Sterjenda issiglik targalishi tenglamasining u(x,t)=X(x)-T(t)
ko'rinishdagi xususiy yechimi Furye usulida topilganda X=X(x)
funksiya ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) X(x) =Acos(A +x) +BSIN(A+x).

B) X (x) =Jicos(A - x) +Bsin(A - x).

C) X (x) = Acos(x/ A) + Bsin(x/ A).

D) x{x) =Acos /KX +Bsin JIx.

E) X(x) = Acos(A/x) + Bsin(A/x).

8.Sterjenda issiglik targalishi u, =a2uxx tenglamasining
n(x,t)=X(x)-T(t) ko'rinishdagi xususiy yechimi Furye usulida
topilganda T=T(f) funksiya ganday ko'rinishda bo'ladi?

A)T(t) =CeaU” B)T(t) =Ce~a Xl C)T(t) =Ccosa2A2t .
D)T(t) =Csina2A2t . E)T(t) =Ccosa2A2t + Dsina2A2t .
9. Sterjenda issiglik targalishi W\=a2uxx tenglamasinil

Furye usulida topilgan u(x,t)=X(x)-T(t) ko'rinishdagi xususiy
yechimi ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) u(x,t) =e-ai ["(A)cos(/1 +x) +5(A)sin(A +x)].

B) u(x,t) =e~°Z[*(A)cos(A - x) +5(A)sin(A - x)].

C) u(x,t) =e~a A'[A(A)cosAx +5(A)sinAx].

D) M(x,0 =e* “JA'M (A)cos(x/A) +S(A)sin(x/A)].

E) u(x,t) =e~°i/l;[/f(A)cos(A/x) +5(A)sin(A/x)].

I0.Sterjenda issiglik targalishi W =a2ux tenglamasining
Furye usulida topilgan yechimi ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) u(x,t) =]e-a"a"[A(J1)cos(A +x) +B(A)sin(A +x)]dA .
0
B) u(x,t) :Ba-au4[AWcos(A - X) +5(A)sin(A - x)]dA.

C) w(*0= Be~a nf[A(A)cosAx + B(X)smXx]dX.
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D) u(x,1) :]5~a Fi[AA)0s(x/A) +B(A)sin(x/A)]dA.

E) u(x,t)= (1)e'a’n'[ﬂ(A)c0b(fI/x) +B(A)sin(A/x)]dA.
[l.Sterjenda issiglik targalishi uchun Koshi masalasining
Furye usulida topilgan
u(x,t)= \e~a'x '[A(A)cosAx +B{A)smAX]dA
0

yechimidagi (1) funksiyalar wn(x,0)=¢p(x) boshlang'ich shart
orgali ganday aniglanadi?

1+,
A) AA=-jtp(a)smAada . B) A(A)=\cp(a)[s\nXa+cosAa\da .
A _oo
1 +00 \ +co
C) A(A)=- \cp(a)cosAada . D) A(A)=- \(p(a)[s\nXa-cosAa\da .
_o0o A —e0
1 +00
E) A{X)=—IJ(p(a)s\nXa cosAa da .
A —e0

12.Sterjenda issiglik targalishi uchun Koshi masalasining
Furye usulida topilgan

u(x,t)= \e~a X'[A(A)cosAx + B(A)s\r\Ax]dA
(0]
yechimidagi  B(A) funksiyalar wn(x,0)=dp(x) boshlang'ich shart
orgali ganday aniglanadi?
A) B(A)=I—+0\o(p{a)smAada. B) B(A)=1—+C\ucp(a)\sza+cosIa\da )

A -o00 A - 00

C) 5% = H{J(p{a)cosAa da . D) B{n) =2 %cp(a) [smAa-cosAa\da .

140
E) B(A)=; I<p@)sinAa cosAada .

13.Sterjenda issiglik targalishi uchun W=a2uxx, n(x,0)=d(x)
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi gayerda
to'g'ri ifodalangan?

:&)Llu(x,t) =i-er~a2 [_€<p{a)sm{a—x)Ada]dA .

A o
O\

1+00 B .2 +00
B) u(x,t) =—\e~a [J™(a)sin(a +x)Ada]dA .
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C) w(x/) :iJ e~a_:2‘[ \g)(a)cos(a - x)Xda]dA, .
no —ac
149 R &

D) u(x,t)=—1Je~° "'[ J*>(a)cos(a +gn)/ir/alc/A .
- 0 -»

1€ 2 4 _
E) ux,t)=—1le-a '{j*(a)[cos(a- X)X +sin(a - x)X]da}dX .

14. Sterjenda issiqlik targalishi uchun Koshi masalasining

Furye wusulida topilgan yechimi qaysi integrali orqali
ifodalanadi?
A) Koshi integrali B) Furye integrali

C) Puasson integrali D) Dirixle integrali

E) Laplas integrali.

15. Sterjenda issiglik targalishi uchun M =o2v”, wn(x,0)=cp(x)
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi Puasson
integrali orqgali ganday ifodalalanadi?

A)

u1e.*

B =t il
= ————= =+ ¢
) u(x,t) 2a\M_j&p(a) e ]da.
C i o
) u(x,t) __ZayJ7i/‘|_cB<p(a)_e AdJ 1da.
, +O _(eLy.
D) u(x,t) —ié‘-y-J¥<%a)ie a4 1da.

. 1 @ &
) u(x,t) ks _IC<Dp(a)e 42V da.

16.Sterjenda issiglik targalishi uchun m =a¢”, n(x,0)=d(x)
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi Puasson
integrali orgali

1 ®
tix,1) = -Z-Emp(%eﬂ(a'x',)d a

ko'rinishda ifodalanadi. Bunda Z(a,x,t) gaysi funksiyadan
iborat bo'ladi?
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E) to'g'ri javob keltirilmagan.

5. Laplas tenglamasi va uning uchun chegaraviy masalalar
L Ikki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun
Laplas tenglamasi gayerda to'g'ri ifodalangan?

A)<fV*(tV-o. BHTfy-A"-o.
ax ay ax ay dx oy

D 2y ng " 0- B> ax oy
2. Tekislikda Laplas operatori [ ganday ko'rinishda bo'ladi?

ﬂ)p,z(’l)-()!*%Z B),qzn,?(\r-,z\yr. c) A fxi +'qiy

D) a —\LI’X— ET;— E) A—%X iA);)Z'

3. Laplas operatori [ orgali n=u(x,y) funksiya uchun Laplas
tenglamasi ganday yoziladi?

A) Qv=0. B) 42v=0. C)ax"=0.

D) (Aw2=0. E) v+ =0.

4. Av=0 Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasida
quyidagi shartlardan gaysi biri talab etilmaydi?

A) Dbiror C kontur bilan chegaralangan yopiq soha.

B) u=u(x,y) funksiya D sohaning ichki nuqtalarida Laplas
tenglamasini ganoatlantiradi.

C) u=u(xy) funksiya C konturdagi barcha M=M(x.y)
nugtalarda u(M)=f(M) chegaraviy shartni ganoatlantiradi.

D) Nwc =f(M) chegaraviy shartda berilgan/(M) funksiya C
konturda uzluksiz. E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

5. Dirixle masalasi nechta yechimga ega?

A) cheksiz ko'p B) chekli sonda

C) sanogli sonda D) kamida bitta E) bitta



b.Tasdigni to'ldiring: Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasi doirada garalganda x va y Dekart koordinatalaridan
koordinatalarga o'tiladi.

A) silindrik B) qutb C) sferik

D)egri chizigli. E) fazoviy.

7.x va vy Dekart koordinatalaridan r va ¢ qUb
koordinatalarga o'tishda qutb radiusi r qaysi formula bilan
aniglanadi?

A) r=\x+)]. B) r =)\x-y\. C) r=jx2+y2.

D)r=r 2-7]. E) r=ilx* +y4 .

8.x va y Dekart koordinatalaridan r va ¢ qutb koordina-
talarga o'tishda qutb burchagi ¢ uchun quyidagi formulalardan
gaysi biri noto'g'ri?

A) (p:arctgy(x >0). B) (o=k- arctg;(x <0).

Q e="(x=0y>Q). D) 9=~ (x =0,y<Q).

E) keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.

9.x va y Dekart koordinatalaridan r va ¢ qutbh
koordinatalarga o'tishda qutb burchagi & uchun quyidagi
formulalardan qaysi biri noto'g'ri?

A) (p:arctgy(x>0). B) <p=7r+arctgy(x<0).
C) =" (x=0,y>0). D) ip=-~(x =0,y<0).

E) keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.
10.Qutb koordinatalarida berilgan v=v(r$) funksiya uchun
Laplas tenglamasi ganday ifodalanadi?
8 dv ,, dv dav



J

11.Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi  v=v(r,<p) Furye wusulida ganday
ko'rinishda izlanadi?

A) y(r,t)=P(r)+P(ch) B) n(r,do)=P(r)-®(ch)

0 y(r,tp)=P(r)-P(ch) D) n(r,d)=P(r)/P(ch)

E) y(r.t)= d()/P(r)

12.Qutb  koordinatalarida ifodalangan Laplas tengla-
masining yechimi Furye usulida u(r,cp) =P(r)-®(ch) ko'rinishda
izlanganda P(r) funksiya qaysi differensial tenglamadan topiladi?

A) P\r) +kP\r)- r2P(r)=0,k=0,1,2,-.

B) r2P"{r)~P'(r) +kP(r) =0,k =0X2, -

C) r2P\r) +rP'(r) - k2P(r) =0,k =0,1,2,-

D) P\r) +k2P'(r)- r2P(r) =0,£ =0,1,2,-s¢

E) P\r) +r2P\r)-k2P{r)=0,k=0,1J.,- .

13. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi  Furye usulida y{r,d0) =P(r)-d(ch)
ko'rinishda izlanganda (¢ funksiya qaysi differensial
tenglamadan topiladi?

A) K20"((p) +h(<p) =0OL,=0,1,2,- =

B) ¢’ (<p) +k2(<p) =0,k= 0,1,2, ee .

C) &' (h)- K20\dp) =0,k =0,1,2, -

D) o’ (<) +k2¥(<) =0,k =0,1,2,-

E) ®"*{(p) +120\(p) - K®(h) =0,k =0,1,2,-

14. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi Furye usulida y{r,d) =P(r)-d(ch)
ko'rinishda izlanganda ®(ch) funksiya d\<p) +k2d(q) =0,k =0,1,2—
differensial tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. k*0 holda
®(dp) funksiya ko'rinishi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) (<) =Akcos* -+ Bksin* p

B) @((p) = Akcos <k + Bksin 9%
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C) di<p) =Axaos(/k) +Brsin{<p/)

D) d((p) =Axcoskp+Bksinkep.

E) @) =Akcos(k £)+Bksin(* £(p).

15. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi  Furye usulida v{r,<p) =P(r)-d(d0)
ko'rinishda izlanganda P(r) funksiya

r2P’(r) +rP'(r) - k2P(r) =0,k =0,1,2, oe»

differensial tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. bl0 holda
P(r) funksiya ko'rinishi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) P{r) =Ck{rk +r~k). B)P(r) =Ckkr + Dkk~r.

C)P(r)=Ckr X + Dkr -2k. D)P(r) =Ckk2r + Dkk~2r.

* E)P(r) =Ckrk +Dkr~K.

16. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining Furye usulida topilgan re(r,g0) (k=0,1,2,...) Xususiy
yechimlari ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) vk =(AkCOos* +BkSIN* <prk (* =1,2-+), V0=Aq/2.

B) v* =(Akcospk +Bksinpk)rk (*=1,2,—5, v0=A0/2.

C) vk=(Akcoskp+Bksink<p)rk (k =1,2,—), V0=/10/2.

D) v* =[Akcos(<p/k)+ Bksin((p/K)Jrk (*=1,2,—9, vQ=AQ2.

E) v* =M*cos(p+*) +5*sin(*+*)]r* (*=12—}, W =Aq/2.
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Kim matematikani bilmasa, haqgigatni bilmaydi.
Kim uni tushunmasa zulmatta yashaydi.
Rene Dekart

XVII-BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI ASOSLARI

§ 17.1. Ehtimolning ta'riflari.

§ 17. 2. Ehtimollarni go'shish va ko'paytirish teoremalari.
Shartli ehtimollar. Hodisalaming bog'ligsizligi.

§ 17.3. To'la ehtimol formulasi. Bayes formulasi.

Bog'lig bo'Imagan tajribalar ketma - ketligi. Bernulli
formulasi.

§ 17.4. Asimptotik formulalar.

§ 17.5 Diskret tasodifiy migdor va uning tagsimot gonuni.
Diskret tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalari.Uzluksiz
tasodifiy migdorlar va ulaming sonli xarakteristikalari.

8 17.1. Ehtimolning ta'riflari

Ehtimol termini hodisaning amalga oshish, ro'y berish
imkoniyatining obyektiv o'lchovini ifodalaydi.

Biror tajriba natijasida sondagi ele2..e, elementar
hodisalardan birortasi ro'y berishi mumkin bo'lsin, ya'ni
/=f£2..«} bo'lsin. Bu elementar hodisalarga quyidagi
shartlarni gqo'yamiz:

1) hodisalar juft-jufti bilan birgalikda emas, boshgacha gilib
aytganda, istalgan ikkita e va el (/*j) hodisa uchun ulardan biri
ro'y bersa, ikkinchisi albatta ro'y bermaydi.

2) e.e2..6, hodisalar yagona mumkin bo'lgan hodisalar,
ya'ni ularning birortasi albatta ro'y berishi lozim.

3) e,e2 hodisalar teng imkoniyatli. Bu shart e,e2..e,
hodisalardan birortasining boshgalaridan ko'proq ro'y berishiga
yordam beradigan hech ganday obyektiv sabablar yo'qligini
anglatadi.
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Aytaylik, A hodisa berilgan bo'lib, u e(;=ii) elementar
hodisalardan ba'zilari ro'y bergandagina ro'y bersin. Bunday
holda biz e({=0n) elementar hodisalardan ro'y berishi g
hodisaning ro'y berishiga ham olib keladiganlarini A hodisa
qulaylik tug'diradigan hodisalar deb ataymiz.

Aytaylik, garalayotgan n ta e,e2..e, elementar hodisadan m
tasi A hodisaning ro'y berishiga qulaylik tugdirsin, ya'ni
A=@1,en...ed bo'lsin.

1. Ehtimolning klassik ta'rifi. A hodisaning ehtimoli deb
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hodisalar
sonining teng imkoniyatli barcha elementar hodisalar soniga
nisbatiga aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

) _m_ A gakirgan elementar hodisalar soni
n barcha elementar hodisalar soni

Ehtimolning xossalari.
a) mugarrar hodisaning ehtimoli birga teng:
P{U)=l.
b) mumkin bo'Imagan hodisaning ehtimoli nolga teng:
p(v)~ 0,
c) istalgan A hodisaning ehtimoli quyidagi qo'sh tengsizlikni
ganoatlantiradi:

Klassik ta'rifdan  foydalanib  masalalar  yechishda
kombinatorika elementlari muhim rol o'ynaydi, shuni e'tiborga
olib kombinatorikaga doir ba'zi tushunchalar bilan tanishib
o'taylik.

Har ganday narsalardan tuzilgan va bir - biridan yo shu
narsalaming tartibi bilan, yoki shi narsalaming o'zlari bilan farg
giluvchi turli gruppalar birlashmalar deb ataladi.

Birlashmalar uch xil bo'lishi mumkin: o'rinlashtirish, o'rin
almashtirish va gruppalash. Ulaming har birini ko'rib chigaylik.

1) n elementini m tadan (bunda tin) o'rinlashtirish de
shunday birlashmalarga aytiladiki, ulaming har birida berilgan n
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elementdan olingan m ta element bo'lib, ular bir - biridan yo
elementlari bilan, yoki elementlarning tartibi bilan farq qgiladi. n
ta elementdan m tadan barcha o'rinlashtirishlar soni a* kabi
belgilanib, u
A" =n(n- I)..[n-(m - 1)

formula bilan hisoblanadi.

2) Agar o'rinlashtirishlar n ta elementdan n tadan olingan
bo'lsa (ya'ni fagat elementlarining tartibi bilan farq gilsa), bunday
o'rinlashtirishlar o'rin almashtirishlar deb ataladi, u holda
yuqoridagi formulaga ko'ra n ta elementdan barcha o'rin
almashtirishlar soni quyidagicha bo'ladi:

Pn=n(n-1)..1 =n!

3) Agar n ta elementdan m tadan tuzish mumkin bo'lgan
barcha o'rinlashtirishlardan bir - biridan eng kamida bir element
bilan farq qiladiganlarini tanlab olsak, u holda gruppalar
(kombinatsiyalar) deb atalgan birlashmalarni hosil gilamiz.

n ta elementdan m tadan barcha gruppalashlar
(kombinatsiyalar) soni

Cm n n(n-1.[n-(nl- 1y
m\(n-m)! ml

formula yordamida topiladi.

Yugoridagi 3 ta formula uchun a”=c'"-p, munosabat
o'rinlidir.

2. Ehtimolning geometrik ta'rifi. Biror Q soha berilgan
bo'lib, bu soha 0 sohani o'z ichiga olsin, Q sohaga tavakkaliga
tashlangan nugtaning a sohaga tushish ehtimolini topish talab
gilinadi. B yerda barcha elementlar hodisalar to'plami Q ning
barcha nuqtalaridan iborat. Binobarin, bu holda klassik ta'rifdan
foydalana olmaymiz. Tanlangan nuqta Q ga albatta tushsin va
uning biror @ gismiga tushish ehtimoli shu Q qismining
o'lchoviga (uzunligiga, yuziga, hajmiga) proparsional bo'lib, Q
ning formasiga va B, gism Q ning gayerda joylashganligiga



bog'lig bo'Imasin. Bu shartlarda garalayotgan hod-
ehtimoli Isaning

p = mesQl
mesQ

formula yordamida aniglanadi. Bu formula yordamid
aniglangan p funksiya ehtimolning barcha xossalarirp
ganoatlantirishini ko'rish giyin emas.

3. Ehtimolning statistik ta'rifi. Ehtimollar nazariyasining
ko'pgina tatbiglarida ehtimolning statik ta'rifi deb ataluvchi
ta'rifdan foydalaniladi. Har birida biror hodisaning ro'y berishi
yoki ro'y bermasligi kuzatiladigan tajribalami sharoitni
o'zgartirmagan holda cheksiz ko'p marta tajrorlash mumkin
bo'lsin deb faraz gilaylik. Masalan, o'yin soggasini yoki tangani
tahslash, nishonga o'g uzish va shunga o'xshash tajribalami
cheksiz ko'p marta takrorlash mumkin.

Aytaylik, tajribalar soni n yetatlicha katta bo'lganda bizni
gizigtirayotgan A hodisa mmarta ro'y bergan bo'lsin.

w(a)=— nisbat A hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi.

Ko'p kuzatishlar shuni ko'rsatadiki, agar bir xil shart-
sharoitda tajribalar o'tkazilib, ulaming har birida sinovlar soni
yetarlicha katta bo'lsa, u holda nisbiy chastota turg'unlik
Xossasiga ega bo'ladi.

Quyidagi masalalami yeching.

17.1.Gruppada 10 ta fan o'gitiladi. Agar har kuni 4 xil dars
o'tilsa, bir kunlik darsni necha xil usul bilan tagsimlash mumdkin.

17.2. 8 ta stulga 8 kishini necha xil usul bilan o tkazish
mumkin?

17.3. ¢ =C*'tenglik o'rinli ekanini isbotlang.

17.4. Ikkita tanga bir vaqtda tashlangan m{m=0,12) marta
gerbli tomon tushish ehtimolini toping.



yj5 Yoglariga 1, 2, 3, 4, 5, 6 ragamlar yozilgan ikkita sogqa

aqtda tashlanadi. Ikkala sogqgada tushgan ochkolar yig'indisi
T Ite ng bo'lish ehtimolini toping.

176. Ikkita soqga tashlangan. Tushgan ochkolar yig'indisi
beshga, ko'paytmasi to'rtga teng bo'lish ehtimolini toping.

17 7. Tanga ikki marta tashlangan. Hech bo'Imaganda bir
marta ""gerbli" tomon tushishi ehtimolini toping.

17.8. Yashikda 15 ta detal bo'lib, ulardan 10 tasi bo'yalgan.
Yig'uvchi tavakkaliga 3 ta detal oladi. Olingan detallarning
bo'yalgan bo'lishi ehtimolini toping.

17.9. Abonent telefon nomerini terayotib nomeming oxirgi
uchta ragamini eslay olmadi va bu ragamlarni turli ekanligini
bilgani holda ulami tavakkaliga terdi. Kerakli ragamlar
terilganligi ehtimolini toping.

17.10.Sexda 6 erkak va 4 ayol ishlaydi. Table nomerlari
bo'yicha tavakkaliga 7 kishi ajratilgan. Ajratilganlar orasida 9
ayol bo'lishi ehtimolini toping.

17.11. Radiusi R bo'lgan doiraga radiusi r bo'lgan kichik
doira joylashtirilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan
nugtaning Kichik doiraga tushish ehtimolini toping. Nugtaning
doiraga tushish ehtimoli doira yuziga proporsional bo'lib, uning
joylashishiga bog'liq emas deb faraz gilinadi.

17.12. tekislik bir - biridan 2a masofada joylashgan to'gri
chiziglar bilan bo'lingan. Tekislikka radiusi r<a bo'lgan tanga
tavakkaliga tashlangan. Tanga to'g'ri chiziglarning birortasini
ham kesmasligi ehtimolini toping.

17.13. Ikki do'st kunduzgi soat 12 bilan 13 orasida tayin bir
kT*3 W'rashisbga va oldin kelgan kishi do'stini 1/4 soat kutib,

magandan kelmagandan keyin ketishga kelishib olishdi. Agar
r ir kishi o'zining kelish momentini tavakkaliga (soat 12 bilan
orasida) tanlasa, ularning uchrashish ehtimolini toping.

* 4.0* 0'gining uzunligi Lbo'lgan OA kesmasiga ikkita
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SM va c(y) nuqta tavakkaliga go'yilgan. Hosil bo'lgan

uchta

kesmadan uchburchak yasash mumkin bo'lishi
ehtimolini toping.

17.15. Radiusi R bo'lgan doira ichiga tavakkaliga nugta

tahslangan. Tahslangan nugta doiraga ichki chizilgan: a) kvadrat
ichiga; b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimolini toping.
Nugtaning doira bo'lagiga tushish ehtimoli bu bo'lakning yuziga

proporsional bo'lib, uning doiraa nisbatan joylashishiga bog'lig
emas deb faraz qgilinadi.

§17. 2. Ehtimollarni qo'shish va ko'paytirish
teoremalari. Shartli ehtimollar. Hodisalarning
bog'ligsizligi

Berilgan hodisaga qulaylik tug'diruvchi hollarni bevosita
hisoblash ancha bo'lishi mumkin. Shuning uchun hodisaning
ehtimolini hisoblashda uni boshga soddaroq hodisalar
kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalash qulayroqdir. Biroq bunda
boshga hodisalarning kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalashda

hodisaning ehtimoli bo'ysunadigan qoidalarni bilish kerak.
quyida ular bilan tanishib o'tamiz.

1 Birgalikda bo'Imagan hodisalar ehtimollarini go'shish

teoremasi. Ikkita birgalikda bo'Imagan A va B hodisadan istalgan
birirning ro'y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimolarining
yig'indisiga teng:

p(a+b)=p(a)+p(b).

Umuman har ikkitasi birgalikda bo'Imagan bir nechta
ALAj,..,A. hodisalardan istalgan birining ro'y berish ehtimoli bu
ehtimollarining yig'indisiga teng:

p(a, +a2+..+a,)=p(a,)+p(a2)+...+p(a,).

Natija. Agar a1a2...anhodisalardan faqgat bittasi albatta ro'y

beradigan va ular birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'lsa, u holda

p(a)+p(@+.. +p(a,) =i.

mo.....- le

Xususiy holda, agar A va a hodisalar o'zaro garama - garshi

hodisalami ifodalasa, u holda
pla)+p(@)=1.
Bu teoremaga keyinrogq misol ko'armiz.

2. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog'ligsizligi.

Hodisalarning ehtimolini aniglash asosida biror S shartlar
komleksi yotishini aytgan edik. Agar p() ehtimolni hisoblash S
shartlar kompleksidan boshga hech qanday shartlar talab
gilinmasa bunday ehtimol, shartsiz ehtimol deyiladi. Ko'p
hollarda A hodisaning ehtimolini biror B hodisa (P(5)>odeb faraz
gilinadi) ro'y bergan shartda hisoblashga to'g'ri keladi. Bunday
ehtimol shartli ehtimol deyiladi va p[a/o) kabi belgilanadi. Agar
ikkita A va B hodisadan birning ehtimoli ikkinchisining ro'y
berishi yoki ro'y bermasligi natijasida o'zgarmasa, u holda bu
hodisalar o'zaro bog'ligsiz hodisalar deyiladi, aksholda bu
hodisalar o'zaro bog'lig hodisalar deyiladi.

Masalan, oq va qora sharlar solingan yashikdan olingan
birinchi shar unga gayta solinsa, ikkinchi martaolingan shaming
oq bo'lish ehtimoli birirnchi olingan shaming oq yoki gora
bo'lishiga bog'liq emas. Shuning uchun birnchi va ikkinchi shar
olish natijalari o'zaro bog'ligsiz bo'ladi.

Aksincha, agar birinchi olingan shar yashikka qayta
solimasa, u holda ikkinchi marta shar olinishidagi natija birinchi
marta shar olish natijasiga bog'liq ravishda o'zgaradi, chunki
birinchi marta shar olinishi natijasida yashikdagi sharlarning
sostavi o'zgaradi. Bu yerda biz bog'liq hodisalar misoliga egamiz.

Shartli ehtimollar uchun qabul qilingan belgilashlardan
foydalanib, A va B hodisalarning o'zaro bog'ligsiz bo'lishi
shartini

P(A/B)=P{A)YOKi P{A/B)=P{b)
ko'rinishda yozish mumkin.

3. Hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasi. Ikkita

bog'lig hodisaning birgalikda ro'y berish ehtimoli ulardan
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birinchisining ehtimolini ikkinchisining birinchisi ro'y bergan
shart ostidagi shrtli ehtimoliga ko'paytirilganiga teng \a
aksincha, ya'ni
plab)=pfa) p(b/a\
p(@b)=p()p@ib\

Xususiy holda, agar A va B hodisalar o'zaro bog'liq
bo'Imasa, ularning birgalikda ro'y berish ehtimoli bu hodisalar
ehtimolining ko'paytmasiga teng:

plab)=pa) pb).

4.Birgalikda bo'lgan hodisalar ehtimollarini  go'shish
teoremasi. lkkita birgalikda bo'lgan A va B hodisadan hech
bo'Imaganda birining ro'y berish ehtimoli bu hodisalar
ehtimollari yig'indisidan ularning birgalikda ro'y berish
ehtimolining ayrilganiga teng:

p(a+B)=p(a)+p{o)-plab).

Agar A va B hodisalar o'zaro bog'lig bo'Imasa, u holda

ushbu formula o'rinli bo'ladi:
p(a+B)=p(a)+p{o)-pla) p(b)

Masala-1 Sexda ikkita brigade bir xil maxsulot ishlab
chigarmoqgda. Kun davomida | brigada (Il brigada) n dona (f
dona) mahsulot tayyorladi va ularning m donasi (s donasi) oliy
navli deb topildi. Har bir brigada  tayyorlagan mahsulotlar
ichidan tasodifiy ravishda bittadan mahsulot tanlab olindi.
Quyidagi tasodifiy hodisalarning ehtimolliklarini toping:

A={l brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli},

B={ Il brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli emas},

C={lkkala brigadadan tanlangan mahsulotlar oliy navli},

D={Tanlangan mahsulotlarning fagat bittasi oliy navli},

E={ Tanlangan mahsulotlarning kamida bittasi oliy navli }

n=30, m=22 , t =50 , s=44

Yechish: Ehtimollikning klassik ta'rifi bo'yicha

516



Qarama-garshi hodisalarning ehtimolliklari formulasiga
asosan 5
- 44 6
P(B)=1- P(B)=1- - =1--=— =0,12.
®) ®) t 50 50
Hodisalar ko'paytmasi ta'rifiga asosan C =AB va A , B
bog'ligmas hodisalar bo'lgani uchun ehtimolliklarni ko'paytirish

teoremasi bo'yicha
P(C) =P(AB) =P(A)P(B) =Ll ~ * 0,73 0,88 * 0,64

D hodisa ehtimolligini topish uchun
Di = {Faqat | brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli}
D2= {Faqgat Il brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli}

Tasodifiy hodisalami kiritamiz.

Hodisalarni qo'shish ta'rifiga asosan D =Di +D2 deb yozish
mumkin. Hodisalar ko'paytmasi ta'rifiga asosan Di =AB , D2=
AB deb yozish mumkin. Di va D2 birgalikda bo'Imagan
hodisalar bo'lgani uchun, ehtimolliklarni qo'shish va ko'paytirish
teoremalariga asosan ushbu natijani olamiz :

P(D) =P(Di +D2) =P (Di) +P( D2 =P(AB) +P (Is) -

P(A)P(B)+P(A)P(B)=

—e—+ fl-—\ —=0,73-002+0,27-0,88=0,0876f 0,2376=0,3252
30 50 V 30j 50

Endi E hodisaga garama-garshi E hodisani qaraymiz.
E = {ikkala mahsulot ham oliy navli emas) =A-B bo'lgani
uchun
P(E) =P(1-B) =P(J1)-P(B)=0,27-0,12=0,0324
Buholda
P(E) =1- P (E) =1- 0,0324 =0,9676 * 0,97 .
Masala-2. Omborda uch partiya mahsulot saglanmoqda. Bu
partiyalardagi mahsulotlar soni mos ravishda m, m, m bo'lib ular
PI VvI' p3 ehtimollik bilan sifatli bo'lishi mumkin. Ombordagi

Mahsulotlar ichidan bitta mahsulot tasodifiy ravishda tanlab
°hndi.



d

a) Tanlangan mahsulotni sifatli bo'lish ehtimolliginj
hisoblang.

6) Agar tanlangan mahsulot sifatli bo'lsa, uni i-partiyaga
tegishli bo'lish ehtimolligini toping.

m =10, m=15, m=20,pi=0,9, pr=0,8, p3=0,7 i=ll

Yechish. a) Mahsulotni tanlab olishda ushbu uchta natija
bo'lishi mumkin.

Ei ={Tanlangan mahsulot | partiyadan}

BE2={Tanlangan mahsulot Il partiyadan }

BE3s={Tanlangan mahsulot Ill partiyadan }

Masala shartiga asosan va ehtimollikning klassik ta'rifi
bo'yicha

P(E|) = LV .
\ nl+n2+n3 10+15+20 45 9
P(EZ) — A, 15 3
MN+rt2+«3 45 9
2 4
PE)= 0

n, +n2+n} 45 9
Bunda ushbu A ={Tanlangan mahsulot sifatli} tasodifiy
hodisaning P(A) ehtimolligi gizigtiradi. Masala shartiga ko'ra A
hodisaning shartli ehtimolliklari quyidagicha :
P(A/Ei) =pi =09 , P(A/Er) =p2=08 , P(A/E3) =p3 =0,7
Bu holda to'lig ehtimollik formulasiga ko'ra
P(A)= P(Ei)P(A/Ei) +P(E2P(A/E2)+ P(E3)P(A/E3) =
- «0,9+- «08+- ¢0,7=18+24+28=-~ 0,78
9 9 9 9

9
b) Bu yerda P(Er/A) shartli ehtimollikni hisoblash talab

etiladi. Bu ehtimollikni Bayes formulasi bo'yicha topamiz:
308

Bu natijani shartsiz ehtimolligi P(Er) =3/9 «0,33 edi. Demak
kuzatuv natijasi bo'yicha E2 ehtimolligi 0,01 ga oshdi.
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Berilgan masalalarni yeching.

17.16. Pul - buyum loteriyasida 1000 ta biletli har bir
seriyaga 120 ta pul yutug'i va 80 ta buyum yutug'i to'g'ri keladi.
Bitta loteriyasi bor kishiga pul yutug'i yoki buyum yutug'i,
umuman yutuq chigish ehtimolini toping.

17.17. Merganning bitta o'q uzishda 10 ochko urish ehtimoli
0,15 ga, 9 ochko urish ehtimoli 0,35 ga, 8 yoki undan kam ochko
urish ehtimoli 0,5 ga teng. Merganning bitta o'q uzishda kamida 9
ochko urish ehtimolini toping.

17.18. 10 ta detalli partiyada 8 ta standart detal bor.
Tavakkaliga olingan ikkita detaldan kamida bittasi standart
bo'lish ehtimolini toping.

17.19. Uchta yashikning har birida 10 tadan detal bor.
Birnchi yashikda 9 ta, ikkinchi yashikda 8 ta, uchinchi yashikda 7
ta standart detal bor. Har bir yashikdan tavakkaliga bittadan
detal olinadi. Olingan uchala detal standart bo'lish ehtimolini
toping.

17.20. Yashikda 10 oq va 5 ta gora shar bor. Yashikdan ikki
marta tavakkaliga bittadan shar olinadi. Olingan sharlar yashikka
solinmaydi. Agar birinchi olingan shar gora bo'lsa (A hodisa),
ikkinchi olingan shar oq bo'lish (B hodisa) ehtimolini toping.

17.21. Yashikda 6 ta shar bor, ulardan uchtasi gizil rangda.
Yashikdan tavakkaliga 2 ta shar olidi. Ikkala shaming ham qizil
rangda bo'lish ehtimolini toping.

17.22. 1kkita mergan bittadan o'g uzishdi. Birinchi
merganningnishonga tekkazish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa
0'6 ga teng. Merganlardan agalli bittasining nishonga tekkazish
ehtimolini toping.

17.23. Student imtihonga programmadagi 25 ta savoldan 20
tasini bilib keldi. Imtihon oluvchi studentga 3 ta savol berdi.
Studentning uchala savolni ham bilish ehtimolini toping.

17.24. Student imtihon biletlaridan ba'zilarini bilmaydi.
Student uchun gaysi holda u bilmaydigan biletni olish ehtimoli
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kichik bo'ladi: birinchi bo'lib olgandami yoki eng oxirida
olgandami?

17.25. Uchta o'yin soqgasi tashlandi. Kamida bitta soqgada 6
ochko tushish ehtimolini toping.

8 17.3. To'la ehtimol formulasi. Bayes formulasi

Bog'lig bo'Imagan tajribalar ketma - ketligi. Bernulli
formulasi.

Murakkab hodisalarning ehtimolarini hisoblashda ko'pincha
bu hodisalarga qo'shish va ko'paytirish teoremalarini birga tatbiq
gilib hosil qgilingan formulalardan foydalanishga to'g'ri keladi.
Quyidagi ana shunday muhim formulalarning ba'zilari bilan
tanishib o'tamiz.

1. To'la ehtimol formulasi. Faraz gilaylik, Zihodisa n ta juft -
jufti bilan birgalikda bo'lImagan H,jH2,...H. hodisalar
(gipotezalar)ning bittasi va fagat bittasi bilangina ro'y berishi
mumkin bo'lsin, boshgacha qilib aytganda:

a=ah,+ah2+.+nHn(A - murakkab hodisa).

Bu yerda AH,n AHj =v(i+j), u holda birgalikda bo‘'Imagan
hodisalar ehtimollarini qo'shish teoremasiga asosan:

p(@)=p(an,) +p(ah2)+..+p(ah,,).

Ko'paytirish teoremasiga ko'ra p(an)=p(H,)p{alHt)
ekanligini e'tiborga olsak, u holda

P(A) =p(Ht)p (a H,)+ P(H2)p (a /n 2)+...+ P(If,, )p (a /H,,)
yoki

P{A)="%p(H,)P(A/HI).

Bu tenglik to'la ehtimol formulasi deyiladi. To'la ehtimol
formulasidan foydalanib, Bayes formulasi yoki gipotezalar
ehtimollari formulasi deb ataluvchi muhim formulani hosil qilish
mumkin.

2. Bayes formulasi. Birgalikda bo'Imagan H,;H2-Hn
hodisalarning (gipotezalarning) to'la gruppasi berilgan bo'lib,



............. \$ |
tajribani o'tkazishga qadar ularning har birining p(Hi\i=u
ehtimollari tayin giymatiga ega bo'lsin. Tajriba natijasida A
hodisa ro'y berdi degan shart ostida s, /=u) gipotezalarning
ehtimollari tajribadan so'ng qanday bo'ladi?

H va A hodisalarning ko'paytmasi uchun ushbu

P(AHt) =P(A) P (A/A,) =P(H,)p(a/H))
formulaning o'rinliligidan

munosabatga ega bo'lamiz, bu yerda to'la ehtimol formulasini
go'llasak, ushbu Bayes formulasi deb ataluvchi formulani hosil
gilamiz:
ULHM-'-M M -
A

Bu formulalar yordamida yechiladigan masalalarni
ko'raylik.

3- masala. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan 300
tasi 1- korxonada tayyorlangan bo'lib, ularning 250 tasi yaroqli
mahsulot; 40 tasi 2-korxonada tayyorlangan bo'lib, ulaming 30
tasi yarogli hamda 20 tasi 3-korxonada tayyorlangan bo'lib,
ulardan 10 tasi yarogli. Tavakkaliga olingan mahsulotning
yarogli bo'lish ehtimolini toping.

Tavakkaliga olingan mahsulot uchun quyidagi gipotezalar
o'rinli bo'ladi:

Hi gipoteza - mahsulotning 1 - korxonada tayyorlangan
bo'lishi;

Hi gipoteza - mahsulotning 2 - korxonada tayyorlangan
bo'lishi;

A3 gipoteza - mahsulotning 3 - korxonada tayyorlangan
bo'lishi.

Ularning ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

P(A)T; P(A2=1;
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Agar olingan mahsulotning yarogli bo'lishini A hodisa deb
belgilasak, u holda bu hodisaning turli gipotezashartlari ostidagi
ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

P(AlH,)UJé; p(AIHt)m4I; P(A/H>)=-2L

Yugorida topilganlarni to'la ehtimol formulasiga qo'yib
izlanayotgan hodisa ehtimolini topamiz:

p(@)=p(hipfa/hi)tp(h.)p{a/h2)+p(h}p{a’/h}) = e %8- 12 ='3|6

4-masala. Ikki mergan nishonga bittadan o'q uzdi. Birinchi
merganning o'gi nishonga 0,8 ehtimol bilan, ikkinchi merganniki
esa 0,4 ehtimol bilan tegadi. O'q uzilgandan so'ng nishonga bitta
0'g tekkanligi (A hodisa) ma'lum bo'ldi, bu o'gni birinchi mergan
uzgan bo'lishi ehtimolini toping.

Tajriba o'tkazishdan oldin quyidagi gipotezalarni qo'yamiz:

H, - birinchi mergan otgan o'q ham, ikkinchi mergan otgan
0'g ham nishonga tegmaydi;

H2 - ikkala merganning otgan o'gi ham nishonga tegadi;

#3 - Dbirinchi merganing otgan o'gi nishonga tegadi,
ikkinchisiniki esa tegmaydi;

HA - birinchi merganing otgan o'gi nishonga tegmaydi,
ikkinchisiniki esa tegadi.

Gipotezalardan bittasi va fagat bittasi tajriba natijasida
albatta ro'y beradi, ya'ni 4,, H2, a,, a4lar bog'lig bo'Imagan
hodisalarning to'liq gruppasini tashkil etadi.

Bu gipotezalarning tajribadan oldingi ehtimollari:
P(HI)=0,2 0,6 =0,12,
P(H2)= 0,8 0,4=0,32,
P(A,)=0,8 0,6 =0,48,
P{H,)=0,2 0,4=0,08.

Bu gipotezalarda kuzatilayotgan A hodisaning shartli
ehtimollari quyidagilarga teng:

P(A/H)=0, p(a/A2)=0, P(A/H})=1 P{A/H)=1.
Tajribadan keyin (A hodisa ro'y berganidan keyin) H,,
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ur gipotezalar ro'y bermasligi ma'lum bo'ladi.
H va H gipotezalarning tajribadan keyingi ehtimollari Bayes
formulasiga ko'ra quyidagicha:

p(h,/a)=— — =®
v 3 048 1+0.08 1 7

I e ——— -.

Demak, nishonga tekkan o'gning birinchi merganga tegishli
bo'lish ehtimoli ®ekan.

3.Agar biror A hodisaning ro'y berish yoki ro'y bermasligini
kizatish uchun bir nechta tajribalar o'tkazilayotgan bo'lib,
ulaming har biriga A hodisaning ro'y berish yoki ro'y bermaslik
ehtimoli qolgan tajribalaming natijalariga bog'liq bo'Imasa
(bog'lig bo'lsa), u holda bu tajribalar A hodisaga nisbatan bog'liq
bo'lmagan (bog'liq bo'lgan) tajribalar ketma-ketligini tashkil etadi
deyiladi.

Masalan, yashikda s ta oq va I ta qora shar bo'lsin. Shu
yashikdan bir necha marta bittadan shar olish tajribalari ketma-
ketligini ko'raylik. Bunda har bir tajribadan so'ng olingan shar
yashikka gaytarib solinsa (qgaytarib solinmasa), bu tajribalar
ketma-ketligi bir-biriga bog'lig bo'Imaydi (bir-biriga bog'lig
bo'ladi).

Bog'lig bo'Imagan n ta tajriba o'tkazilayotgan bo'lib, har bir
tajribada kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berish ehtimoli p va
ro'y bermaslik ehtimoli g=I- p bo'lsin. Bu holda kuzatilayotgan
A hodisaning n ta tajribada k marta ro'y berish ehtimoli &)
quyidagi formula yordamida topiladi:

rM =ck k (o<k<n)

bu yerda
*_A(8-1Xn-2)..(n-* +1) = n
A K\(n-K)\"

Bu formula Bernulliformulasi deyiladi.
5-masala. Chigitning unuvchanligi 80 % bo'lsa, ekilgan 4 ta
chigitdan:
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a)uchtasining unib chigish;

b) hech bo'Imaganda ikkitasining unib chigish ehtimolini
toping.

a) Shartga ko'ra n=4,k=3, p=08 q=0,2.

Bernulli formulasiga ko'ra:

/>(3)=C&-0,83-0,2 =0,4096.

b) A hodisa ekilgan 4 ta chigitdan 2 tasi yoki 3 tasi, yoki 4
tasi unib chiqishini, ya'ni hech bo'maganda ikkitasining unib
chiqishini bildirsin. Ehtimollarni go'shish teoremasiga ko'ra:

P*U)=Pt (yoki 2, yoki 3, yoki 4) =/42/>4(3)+p4(4).

pd(z) ehtimol (a) punktda hisoblangan;

P4(2)=C2-0,82-0,22=0,1536;
(4) =C4-0,84-0,2° =0,4096.

Demak, p(a)=0,9728.

6-masala. Bitta detaining yarogsiz bo’'lish ehtimoli A=0,05
bo'lsin.ixtiyoriy olingan 10 000 detal ichida yaroqgsiz detallarning
soni 50 tadan ko'p bo'Imaslik ehtimolini toping.

n - yarogsiz detallar soni bo'lsin.
n:012,.., 0.
000, {0<" <50} =...?
PRQE{0 <y £50}=£ Pn(*)=£ O\ru(0,05)* (0,95) a5

(bundan keyingi hisoblash ancha qiyin, shuning uchun
ularni keltirmaymiz).

7-masala. Texnik kontrol bo'limi 24 ta detaldan iborat
partiyani tekshirmoqgda. Detaining standart bo'lish ehtimoli 0,6 ga
teng. Standart deb tan olinadigan detallarning eng katta ehtimolli
sonini toping.

Shartga ko'ra a=24; p=06; q=04 . Standart deb tan
olingan detallarning eng katta ehtimolli sonini quyidagi qo'sh
tengsizlikdan topamiz:

np-q <k0<np+p.
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np-q =24 0,6-0,4 =14 butun son bo'lgani uchun eng katta
ghtimolli son ikkita: k0=14 va k041=15.

Quyidagi masalalarni yeching.

17.26. Sportchilar gruppasida 20 chang'ichi, 6 velosipedchi
va 4yuguruvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimoli
chang'ichi uchun 0,9 ga, velosipedchi uchun 0,8 ga, yuguruvchi
uchun 0,75 ga teng. Tavakkaliga ajratilgan sportchining normani
bajara olish ehtimolini toping.

17.27. Birinchi yashikda 10 ta detal bo'lib, ulardan 15 tasi
standart, ikkinchi yashikda 30 detal bo'lib, ulardan 24 tasi
standart, uchinchi yashikda 10 ta detal bo'lib, ulardan 6 tasi
standart. Tavakkaliga tanlangan yashikdan tavakkaliga olingan
detaining standart bo'lish ehtimolini toping.

17.28. 1 - masala shartida, agar tavakkaliga olingan
mahsulot yarogli ekanligi ma'lum bo'lsa, uni 1 - korxonada
tayyorlangan bo'lish ehtimolini toping.

17.29. Ichida 2 ta shar bo'lgan idishga bitta oq shar solinib,
shundan keyin idishdan tavakkaliga bitta shar olingan.
Sharlaming dastlabki tartibi (rangi bo'yicha) hagida mumkin
bo'lgan barcha gipotezalar teng imkoniyatli bo'lsa, u holda
olingan shaming oqg rangda bo'lish ehtimolini toping.

17.30. Benzokolonka joylashgan shossedan yuk mashinalari
sonining o'sha shossedan o'tadigan yengil mashinalar soniga
nisbatan 3:2 kabi. Yuk mashinasining benzin olish ehtimoli 0,1 ga
teng, yengilmashina uchun bu ehtimol 0,2 ga teng. Benzokolonka
yoniga benzin olish uchun mashina kelibto'xtadi. Uning yuk
mashina bo'lish ehtimolini toping.

17.31. Chigitning unuvchanligi 70 % bo'lsa, ekilgan 5 ta
chigitdan: a) uchtasining; b) ko'pi bilan uchtasining; c) kamida
uchtasining unib chigish ehtimolini toping.

17.32. Ikki teng kuchli ragib shaxmat o'ynamogda. Qaysi
ehtimol kattaroq:



T

a) ragiblardan birining ikki partiyadan bittasini yutish
ehtimolimi yoki to'rt partiyadan ikkitasini yutish ehtimolimi?

b) to'rt partiyadan kamida ikkitasini yutish ehtimolimi yoki
besh partiyadan kamida uchtasini yutish ehtimolimi? Durang
natijalar e'tiborga olinmaydi.

17.33. Ikki mergan bir vagtda nishonga 0'q uzmoqda. Bitta
o'gni uzishda nishonga tekkizish ehtimoli birinchi mergan uchun
0,8 ga, ikkinchi mergan uchun 0,6 ga teng. Agar bir yo'la 15 marta
0'q uziladigan bo'lsa, ikkala merganning ham nishonga
tekkizishlarning eng katta ehtimolli sonini toping.

17.34. Agar 49 ta bog'lig bo'Imagan tajribada hodisa ro'y
berishning eng katta ehtimolli soni 30 ga teng bo'lsa,
tajribalarning har birida hodisaning ro'y berish ehtimoli p ni
toping.

8 17.4. Asimptotik formulalar

Yuqoridagi keltirilgan misollardan ko'rinadiki, tajribalar
soni n yetarlicha katta bo'lganda P, (K=Ctpkg'k ehtimolni
hisoblash katta qiyinchiliklarga olib keladi. Bunday hollarda
hisoblashni  osonlashtiruvchi ~ formulalarga, hatto  ular
izlanayotgan ehtimolning taqribiy giymatini bersa ham ehtiyoj
tug'iladi. Bunday formulalar asimptotik formulalar deb ataladi.
Ushbu paragrafda shunday formulalar bilan tanishamiz.

1. Muavr - Laplasning teoremasi. Har birida hodisaning ro'
berish ehtimoli p{fo<p<\) ga teng bo'lgan n ta bog'ligsiz tajribada
hodisaning k marta ro'y berish ehtimoli (n yetarlicha katta
bo'lganda) tagriban

ga teng. Bu yerda
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<p® funksiyaning giymatlar jadvali 1 - ilovada keltirilgan (
p( *)=p(x) - juft funksiya). (17.1) formula Muavr -Laplasning local
formulasidir.

2.Puasson formulasi. Agar tajribalar soni yetarlicha katta
bo'lib, har bir tajribada hodisaning ro'y berish ehtimoli p juda
kichik bo'lsa, u holda

(17.2)

bu yerda A=np. (17.2) - Puasson formulasidir.
3.Muavr - Laplasning integral formulasi. Har birida
hodisaning ro'y berish ehtimoli /0</><) ga teng bo'lgan n ta
bog'ligsiz tajribada hodisaning kamida A marta ro'y berish
ehtimoli (n yetarlicha katt bo'lganda) tagriban
Pk 1 ~<k2)™p(x7)-cp(x7) (17.3)
ga teng. Bu yerda

w) =Tz 1e
Laplas finksiyasi bo'lib, bunda
,_k,-np , k2-np
yfpg Jnpq

x ning ( 0<*<6 ) musbat gqiymatlari uchun Laplas
funksiyaning giymatlari jadvali 2 - ilovada Kkeltirilgan. =5
giymatlar uchun d{m)=05 deb olinadi (d()=-dxx), ya'ni o(x)-toq
funksiya).

Quyidagi masalalaming yechilishi bilan tanishaylik.

8-masala. Korxonada ishlab chigarilgan detaining yarogsiz
bo'lish ehtimoli 0,006 ga teng. 10000 ta detaldan iborat
partiyadagi yaroqsiz detallar sonining 40 ta bo'lish ehtimolini
toping.

Masalaning shartiga ko'ra n=10000; x =40; pP=0,005; <=0,995.
" =10000 yetarlicha katta son bo'lgani uchun Muavr - Laplasning
local formulasidan foydalanamiz:

PM*-r=v(x), buyerda t=—E-.
yInp ) y -Jnpg
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X ning giymatini topamiz:
k-np _ 40-10000-0,005 ~ 10 - 10
Vw ~WM0000 0,005 09% ~ 706
Jadvaldan p{-142)=«(1,42)=0,1456 ni topamiz.
Demak, izlanayotgan ehtimol:

~oooo(40) «y L - 0,1456 «0,0206.

9-masala. Darslik 200000 nusxada bosib chigarilgan.
Darslikning brak bo'lish ehtimoli ehtimoli 0,00005 ga teng. Butun
tirajda rosa brak bo'lish kitob ehtimolini toping.

Shartga ko'ra «=200000, p=0,00005, kK=5. n son katta va p
ehtimol kichik, shu sababli Puasson formulasidan foydalanamiz:

Pn{k):me\7
bu yerda A=np, A ning giymatini topamiz:
=200000-0,00005 = 10.

Deamk, izlanayotgan ehtimol:
15

of)=— * ., *0:000045%0,0375.
10-masala. Tavakkaliga olingan pillaning yarogsiz chigish
ehtimoli 0,2 ga teng. Tasodifan olingan 400 ta pilladan 70 tadan
130 tagacha yaroqgsiz bo'lish ehtimolini toping.
Masala shartga ko'ra:
p=02 ¢g=08 A=400, A=70; A2=130.
Muavr - Laplasning integral formulasidan foydalanamiz:
P.(k, < r<k2)=®D(X')-P(x').
X va x' larning giymatilarini topamiz:
K, -np 70-400-0,2 — =i%
Anpq 7400 0,2-0,8 8

-np  130-400 0,2 55
b4 Vv'400-0,2-08 8



Jadvaldan topamiz:
® (-1,25)=-®(1,25) =-0,39435 ,
$(6,25)=0,5, chunki v>5da ®(*)=0,5.
Demak, izlanayotgan ehtimol:
Pm (IQ<p< 130) =d(6,25)+ n(1,25) =0,5 +0,39435 =0,89435 .

Quyidagi masalalami yeching

17.35. Har bir tajribada A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,2
ga teng bo'lsa, uning 400 ta tajribadan 80 tasida ro'y berish
ehtimolini toping.

17.36. O'g'il bola tug'ilish ehtimoli 0,51 ga teng. Tug'ilgan
100 chagalogning 50 tasi 0'g'il bola bo'lish ehtimolini toping.

17.37. Har birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli p=05ga
teng bo'lgan 10 000 ta tajriba o'tkaziladi. Shuncha tajribada A
hodisa ro'y berishining eng katta ehtimolli sonining ehtimolini
toping.

17.38. Ishchi ayol 800 ta urchugga xizmat ko'rsatadi. at vaqt
oralig'ida har bir urchuqgda yigirilayotgan ipning uzilish ehtimolli
sonini va bu sonning ehtimolini toping.

17.39.Bir soat davomida istalgan abonentning
kommutatorga telefon qilish ehtimoli 0,01 ga teng. Telefon
stnsiyasi 300 abonentga xizmat qiladi. Bir soat davomida 4 ta
abonentning telefon gilish ehtimolini toping.

17.40. Har bir otilgan o'gning nishonga tegish ehtimoli 0,001
ga teng. Agar 5000 ta o'q otilgan bo'lsa, kamida 2 ta o'gning
nishonga tegish ehtimolini toping.

17.41. Fakultet studentlarining imtihon komissiyasidan "4"
Va "5" baholar bilan o'tish ehtimoli 0,9 ga teng. Tavakkaliga
olingan 400 studentdan 34 tadan 55 tagacha hech bo'Imaganda
bitta fandan "4" dan past baho olish ehtimolini toping.

17.42. Hodisaning 2100 ta bog'lig bo'Imagan tajribalarning
har birida ro'y berish ehtimoli 0,7 ga teng. Hodisaning: a) kamida



1470 marta va ko'pi bilan 1500 marta; b) kamida 1470 marta; v)
ko'pi bilan 1469 marta ro'y berish ehtimolini toping.

17.43. O'zaro bog'lig bo'Imagan 625 ta tajribaning har birida
A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,8 ga teng. Hodisaning ro'y
berish nisbiy chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi
absolyut giymati bo'yicha 0,04 dan katta bo'Imaslik ehtimolini
toping.

17.44.0'zaro bog'lig bo'Imagan tajribalaming har birida A
hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,5 ga teng. Hodisa ro'y berish
nishiy chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi absolyut
giymati bo'yicha 0,02 dan ortig bo'lImasligining 0,7698 ehtimol
bilan kutish mumkin bo'lishi uchun nechta tajriba o'tkazish
kerak?

17.45. O'yin soqgasini ushbu ]l-1<0,°! tengsizlikning

ehtimoli garama - qarshi tengsizlikning ehtimolidan kichik
bo'Imasligi uchun nechta marta tashlash lozim (bu yerda m o'yin
sogqgasini n marta tashlashda besh ochko chigish soni)?

17.46. Texnik kontrol bo'limi 900 ta detaining standartga
muvofigligini tekshiring. Detaining standartga muvofig bo'lish
ehtimoli 0,9 ga teng. Shunday e musbat son topingki, detaining
standart bo'lish ehtimoli nisbiy chastotasining uning ehtimoli 0,9
dan chetlashishining absolyut giymati e dan katta bo'lmasligini
0,9544 ehtimol bilan kutish mumkin bo'lsin.

17.47. Texnik kontrol bo'limi 475 ta buyumning yaroqligini
tekshiradi. Buyumning brak bo'lish ehtimoli 0,05 ga teng.
Tekshirilgan buyumlar orasida braklari soni m ning yotadigan
chegaralarini 0,9426 ehtimol bilan toping.
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817.5 Diskret tasodifiy miqdor va uning tagsimot
gonuni.

Diskret tasodifiy migdorlarning sonli xarakteristikalari.
Uzluksiz tasodifiy migdorlar  va ularning sonli xarak-
teristikalari.

O'zining turli giymatlarim tasodifga bog'liq ravishda gabul
giladigan o'zgaruvchi miqdorlar tasodifiy migdorlar deyiladi va X,
Y, Z kabi bosh harflar bilan belgilanadi. Tasodifiy migdor gabul
giladigan giymatlar uning mumkin bo'lgan giymatlari deb ataladi.

Masalan, o'yin soqqgasi tashlanganda chiggan ochko (X),
tasodifiy tanlangan sonning kasr gismi (Y)-tasodifiy migdorlar
bo'ladi. Tasodifiy miqgdorlar diskret va uzluksiz bo'lishi mumkin.

Mumkin bo'lgan giymatlari chekli yoki sanoqli to'plamni
tashkil etuvchi tasodifiy migdorlar diskret deb ataladi.

AgardaX diskret tasodifiy migdor bo'lsa, uning mumkin
bo'lgan giymatlarini xi, xi,..., Xn,... kabi belgilab chigish mumkin.
Yuqgorida ko'rsatilgan misoldagi X-diskret tasodifiy migdor
bo'lib, uning mumkin bo'lgan giymatlari  xi=l, xi=2,..., x6=6
chekli to'plamni tashkil etadi.

X diskret tasodifiy migdorni to'la aniglash uchun fagat
uning mumkin bo'lgan  xi, X2,..., Xn... giymatlarini bilish kifoya
bo'Imasdan, shu giymatlarning

PIX=X}=pi , PIX=X}=p2,..., P{X=X}=pn,...

ehtimolliklarini ham bilish zarurdir. Bu holdaX diskret
tasodifiy migdorni ushbu

X X1 X2 Xn

P P1 P2 p"

1
jadval ko'rinishida aniglash mumkin. Bu yerda o
pi+pr+..+pn+... =1 2)



shart bajarilishi kerak. Bu shart (1) jadvalning birinchi satrida \
tasodifiy miqgdorning barcha mumkin bo'lgan giymatlari
keltirilganligini ifodalaydi.

TA'RIF: (2) shartni ganoatlantiruvchi (1) jadval X
diskret tasodifiy migdorning tagsimot gonuni deyiladi.

Masalan, simmetrik tanga ikki marta tashlanganda uning
gerb tomoni bilan tushishlar sonini X deb olaylik. Bu holda X
tasodifiy migdor bo'ladi. Uning mumkin bo'lgan giymatlari X\ =
0, X=1, x3=2 chekli to'plam bo'lgani uchun X diskret tasodifiy
migdor bo'ladi. Bu giymatlaming ehtimolliklarini klassik ta'rif
yordamida topish mumkin. Bunda barcha natijalar soni n =4 va
Xi,x2 va xsuchun qulaylik tug'diruvchi natijalar soni mi- 1, m2
=2, 73 =1 bo'lgani uchun

P{X=O}=4—=O,25 ,P{le)ﬂ =05 ,P{X=2}=4i =025

Demak, ko'rilayotgan X tasodifiy migdorning tagsimot
gonuni

X 0 1 2
p 0,25 0,5 0,25
©)
ko'rinishda bo'lib, (2) shart
pi +pr H13=0,25 +0,5 +0,25 =1 bajariladi.

Diskret x tasodifiy migdor to'g'risidagi barcha Ta -

lumotni
F(X) = p{x <x}, xe(-00, o0) (4)
funktsiya orgali ham berish mumkin.

y = F(x) funktsiya x tasodifiy migdorning tagsirnot
funktsiyasi deyiladi.

Ehtimollikning xossalaridan foydalanib, F(x) tagsimot
funktsiyasining quyidagi uchtaasosiy xossasini isbotlash
mumkin:

I. Ixtiyoriy xe (-00, 00) uchun O0<F(x)<lI;



Il. y =F(x) kamaymovchi funktsiya, ya'ni Vxi<x2
uChun F(X1)<F(X2) bo'ladi.
ll. F(-o0) = lim F(x) =0, F(ao)=IlimF(x)=1.

Yugorida ko'rib o'tilgan X diskret tasodifiy migdorning
tagsimot funktsiyasini topamiz:

a) x<0 =>FX)=P{X<x}= P{X<O}=P(0)=0,

b) O<x<l  F(x)= P{X<x}= P{X=0}=0,25;

C) l<x<2 = F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P{X=1}=0,25+0,5=0,75;

d) x>2 N F(X)= P{X<x}= PX=0} PO+ POX=23=P(Q)=1.

Bu misoldan diskret tasodifiy miqgdorning tagsimot
funktsiyasi uzlukli, pog'onasimon (zinapoyasimon) bo'lishi kelib
chigadi. Bu funktsiyaning uzilish nuqtalari X diskret tasodifiy
migdorning mumkin bo'lgan giymatlarini, shu nuqtalardagi
sakrashlari esa bu giymatlaming ehtimolliklarini ifodalaydi.

Mumkin bo'lgan giymatlari biror chekli yoki cheksiz (a,b)
oraligni to'la qoplaydigan X tasodifiy migdor uzluksiz deyiladi.

Masalan, tasodifiy tanlangan sonning kasr qismini
ifodalovchi Y tasodifiy migdor uzluksiz bo'lib, uning mumkin
bo'lgan qiymatlari [o,1) yarim oraligni qoplaydi.

Uzluksiz X tasodifiy migdorni (1) tagsimot gonuni orgali
aniglab bo'maydi, chunki uning mumkin bo'lgan giymatlari
sanoqsiz bo'lib, ulami natural sonlar bilan belgilab chigib
bo'maydi. Bundan tashgari Vxe(a,b) mumkin bo'lgan
giymatning ehtimolligi p* =P{X=x} =0 bo'ladi. Ammo uzluksiz
X tasodifiy migdorning F(x) tagsimot funktsiyasini (4)
munosabat bilan aniglash mumkin va bu funktsiya uzluksiz
tasodifiy migdor to'g'risida to'lig ma'lumotni o'z ichiga oladi. Bu
holda uzluksiz tasodifiy migdorning barcha mumkin bo'lgan
giymatlari to'plamida tagsimot funktsiyasi F(x) uzluksiz
ho lishini  ko'rsatish mumkin va shu sababli uning hosilasi
to g risida so'z yuritish mumkin.
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Agarda F(x) tagsimot funktsiya differentsillanuvchi bo'ls
uning hosilasi F'(x) = f (x) X tasodifiy migdorning rfuw
funktsiyasi deyiladi. ]

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, f(x) zichlik funktsiyasi fagat
uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun aniglangandir.

Har ganday f (x) zichlik funktsiyasi quyidagi ikkita asosiy
X0ssaga ega :

I.f(x)>0, xe(-co,a0) ; I jf(x)dx =1

Masalan, tasodifiy ravishda tanlangan sonning kasr gismini
ifodalovchi uzluksiz tasodifiy migdorning zichlik funktsiyasi

[Uelol)

{o,*i[o.]) 5>
bo'lishini ko'rsatish mumkin va bu funktsiya yo'qoridagi ikkita
shartni ganoatlantiradi.

Tasodifiy migdor X o'zining tagsimot gonuni yoki tag-
simot funktsiyasi yoki zichlik funktsiyasi bilan berilganda u to'liq
aniglangan bo'ladi. Ba'zi hollarda X tasodifiy migdor to'g'risida
bunday to'lig ma'lumot kerak bo'Imasdan, uning ma'lum bir
xususiyatlarini ifodalovchi sonli xarakteristikalarini  bilish
kifoyadir. Masalan, X biror tarmoq xodimlarining ish hagini
ifodalovchi tasodifiy migdor bo'lsa, uning har bir xodim uchun
giymatlarini bilish shart bo'masdan, barcha xodimlar bo'yicha
o'rta giymatini bilish yetarlidir.

Ehtimolliklar nazariyasida tasodifiy migdorni ifodalovchi
juda ko'p sonli xarakteristikalar bo'lib, ulaming eng asosiylari
matematik kutilish M(X) , dispersiya D(X) va o'rta kvadratik
chetlanish «fX) bo'lib hisoblanadi.

X tasodifiy migqdorning matematik kutilishi deb, urung
giymatlarini vaznlashtirilgan o'rta miqdorini ifodalovchi va
diskret holda

M(X)=Xipi+X2p2+...+ Xnpn+... , N
uzluksiz holda esa
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M(X)= Jxf(x)dx, (7)

-CC
formulalar bilan hisoblanadigan songa aytiladi.
Masalan , (3) tagsimot qonunli diskret tasodifiy migdor
uchun M(X)=0-0,25+1-0,5+2-0,25=1, (5) zichlik funktsiyali
uzluksiz tasodifiy migdor uchun

M (X)= | x-UT :{2 =05

Matematik kutilish quyidagi xossalarga ega:
1.Har ganday o'zgarmas C soni uchun M(C)=C.
2.Har ganday o'zgarmas C ko'paytuvchi uchun
M(CX)=C M(X);
3.Matematik kutilishlari mavjud bo'lgan X va Y tasodifiy
migdorlar uchun M(X£Y)= M(X)£M(Y) tenglik o'rinli bo'ladi.
X tasodifiy miqdorning dispersiyasi deb, uning qiymatlarini
matematik kutilmasi atrofida targoqligini ifodalovchi va diskret
holda
D(X)=(xi-m)2pi+(x2-m)2zp2+..+(Xn-m)2pn+... , (8)
uzluksiz holda esa
D(X)=J(x- m)2f \x)dx, ~ m=M(X), 9

—C

formula bilan aniglanuvchi songaaytiladi.
Yuqgorida ko'rib o'tilgan (3) X diskret tasodifiy migdor
uchun m=M(X)=I va
D(X)=(0-1)2-0,25+(I-1)2-0,5+(2-1)2-0,25=0,5,
(5) uzluksiz tasodifiy migdor uchun esa m=M(X)=0,5
D(X)=i(*-0,5)2=" ~ 1
Dispersiya quyidagi xossalarga ega:
1.Har ganday X tasodifiy migdor uchun D(X)>0.
2.Har ganday C o'uzgarmas son uchun D(C)=0.
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3.Har ganday o'zgarmas C ko'paytuvchi uchun
D(CX)=C2 D(X).

4.Har ganday o'zgarmas C son uchun D(X+C)= D(X).

Agarda X biror narsani massasini ifodalab, uning o'lchov
birligi kilogramm (kg) bo'lsa, dispersiya o'lchovi kg2 bo'lib
ma'nosiz bo'ladi. Shu sababli bunday paytlardaa(X)=
formula bilan aniglanadigan va o'rta kvadratik chptlankh
ataladigan ko'rsatgichdan foydalaniladi.

Tasodifiy migdor ehtimollari tagsimotining integral
funksiyasi:

Ta'rif: Har bir x giymat uchun X tasodifiy migdorning x dan
kichik giymat qabul gilish ehtimoliga tagsimotning integral
funksiyasi deyiladi.

P(X <x)=F(x)

Agar f(x)- integral funksiya uzluksiz differensiallanuvchi
bo'lsa, x tasodifiy migdor uzluksiz deyiladi.

Integral funksiyasi ba'zan tagsimot funksiyasi deb ham
nomlanadi.

Integral funksiya xossalari.

1-xossasi:  Integral funksiya giymatlari [0i] oraligda
joylashgandir.

0 <F(x) <1

2-xossasi: Integral funksiya kamaymaydigan funksiyadir,
ya'ni x, <x2 bo'lganda (xi)< £ (x2) bo'ladi.

3-xossasi: X tasodifiy miqdorning (a,b) oraligda yotgan
giymatlarni gabul gilish ehtimoli: P@a<x <b)=F(b)-F(a) ga teng.

Xulosa: Agar X tasodifiy migdorning barcha mumkin
bo'lgan giymatlari (a,b) oraligga tegishli bo'lsa, u holda

f0, agarx< a, bo'Isa
11,agar x >b,bo' Isa

Uzluksiz tasodifiy migdor ehtimollari tagsimotining
differensial funksiyasi.



Integral funksiyadan olingan birinchi tartibli hosilaga
htimollar tagsimotining differesial funksiyasi deyiladi. f{x)=F'(x)
Ba'zan differensial funksiyasini zichlik funksiyasi deb ham
atashadi.
X uzluksiz tasodifiy migdorning (a,b) oraliqgga tegishli
giymatlarni gabul gilish ehtimoli.
?(a <x <b) =Jf{x)dx ga teng.

Integral funksiya differensial funksiya orgali quyidagi
formula bilan ifodalanadi.

Fix)=J/M *

Differensial funksiya xossalari.

1-xossasi: Differensial funksiya manfiy emas:
f(xX)>o

2-xo0ssasi:Quyidagi xosmas integral birga teng:
Jf(x)dx =1

Agar tasodifiy migdor (a,b) oraligga tegishli giymat gabul
gilsa, u holda:
=Ibo'ladi.

Uzluksiz  tasodifiy migdorning matematik  kutilishi
dispersiyasi va o'rtacha kvadratik chetlanishi quyidagi
formulalar orgali ifodalanadi.

1) Men= JEX)dx, yoki M(jc) =[xf(x)dx

2) D)= "Mx-UX)ff(x)dx, yoki Dx) =Ix(x)(ix - M(X)

-ac

3)  <T(x)=y[lix)

Masalalar yechish uchun namunalar
1) Masala. Agar X-tasodifiy migdor (0:2) oraligda quyidagi
ifferensial funksiya bilan berilgan bo'lsa,
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, I\ jX,agar,X e (0;1]bo'lsa,
IX agar,x e (¥;2)bo'lsa
uning integral funksiyasi topilsin.

Yechish: f(* {)’\ +%J * dan f(*=

0,agarx <O bo'lsa,

X—,agaro <x <1bo'lsa,
3 ] ga ega bo'lamiz.

4—x—2,agarl<x <2,bo'Isa,
lagar,x >2,bo'lsa,
2) X-tasodifiy migdorning integral funksiyasi berilgan
agarx < 0,bo'lsa,
agar0 <x< Lbo'lsa,

agarx >\,bo'lsa,

uning differensial funksiyasi va o'rtacha kvadratik
chetlanishi topilsin.
1 O,agar,x <O,bo’lsa,
\,agar,0 <x< I,bo'lsa,

0,agar,x >1,bo'lsa

f=- DX)=JV & --=i--=—,aX)=Jd(x)=)—=—
l 2 woo] 4 3 4 12 \Y V2 6

Quyidagi masalalami yeching.

17.58. 2 ta o'yin kubigi bir marta tashlanganda chigadigan
ochkolar ko'paytmasining matematik kutilishi topilsin.

17.59. Avvalgi masala shartlarida yig'indining matematik
kutilishi topilsin.

17.60. Qutida 5 ta shar bo'lib, ulardan 2 tasi oq va 3 tasi esa
gora rangda. Tavakkaliga qutidan ikkita shar olindi. X-tasodifiy
miqgdor oq shar chigish soni tagsimotining matematik kutilishi
topilsin.

17.61. Avvalgi masala shartlarida X tasodifiy migdorining
dispersiyasi hisoblansin.

17.62.Diskret 2 ta erkli tasodifiy miqdorlaming tagsimot
gonunlari berilgan.



Y 05 1

p 02 08 p 03 07

XY-ko'paytmasining matematik kutilishini toping.
17.63. x -tasodifiy migdorning tagsimot gonuni berilgan.

01 05 04

Uning o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.64. 10 ta detaldan iborat to'plamda 3 ta nostandart detal
bor. Tavakkaliga 2 ta detal olingan. X-diskret tasodifiy miqgdor,
olingan 2 ta detal orasidagi nostandart detallar sonining
matematik kutiliiihini toping.

17.65. Geolog safardan gayta turib, tog'dan 6 ta namuna olib
keldi. Shulardan 4 tasida izlanayotgan metal gotishmasi bor.
Tavakkaliga 3 ta namuna tanlandi. X-diskret tasodifiy miqgdor
olingan namunalar orasida izlanayotgan metal qorishmasi borligi
soni tagsimotining o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.66. X-diskret tasodifiy migdor fagat 2 ta mumkin bo'lgan
x va  giymatlarga ega, shu bilan birga x,<x2, X tasodifiy
miqdorning x giymatni gqabul gilish ehtimoli 0,2 ga teng. m(x)=2,6
ni o'rtacha kvadratik chetlanish <()=qgg ni bilgan holda, X ning
tagsimot gonuni topilsin.

17.67. X diskret tasodifiy migdor fagat 3 ta mumkin bo'lgan

=3,x,x, qiymatlarga ega shu bilan birga x <x2<x, X ning x, va *
giymatlarini gabul gilish ehtimoli mos ravishda 0,5 va 0,4 ga
teng. X migdorning matematik kutilishi m(x)=2,4 va dispersiyasi
D (A)=0,44 Ni bilgan holda uning tagsimot gonunini toping.

17.68. Sinov paytida biror detaining buzilish ehtimoli 0,3 ga
teng. Sinov paytida kuzatilgan 20 ta detaldan ishdan chiggan
detallar sonining matematik kutilishi topilsin.

17.69. Har bir tajribada biror qurilmadagi elementning
ishdan chigish ehtimoli 0,1 ga teng. X diskret tasodifiy migdor-
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elementning 5 ta erkli tajribada ishdan chigish soninin
dispersiyasi topilsin. 8

17.70. Agar *va y tasodifiy migdorlar erkli bo'lib, £5>(*)-,
va D (y)=i ga teng ekanligi ma'lum bo'lsa, z=5A--4y tasodifi
migdorning dispersiyasini toping.

17.71. 3 ta erkli sinovlar o'tkazilayotgan bo'lib, ularning har
birida A hodisasi 0,4 ehtimol bilan ro'y bersin. X tasodifiy
migdor-A hodisaning ro'y berish sonining matematik kutilishi
topilsin.

17.72. 14-masala shartlarida X tasodifiy miqdor dispersiyasi
topilsin.

17.73. Agar X va Y tasodifiy migdorlarning matematik
kutilishi ma'lum bo'lsa, Mm(X)=5; m(r)=3; -=4X-2y tasodifiy
miqgdorning matematik kutilishini toping.

17.74. Agar 3 ta erkli sinovda A hodisaning ro'y berish
ehtimoli bir xil va m(a)=0,6 bo'lsa, bu sinovlarda A hodisaning
ro'y berishlari sonidan iborat X diskret tasodifiy migdorning
dispersiyasi topilsin.

17.75. X diskret tasodifiy migdor faqgat ikkita mumkin
bo'lgan *,va x2 giymatga ega bo'lib, g <*2 bo'lsin. Agar * ning
giymatni gabul gilish ehtimoli 0,8 ga, matematik kutilishi 2,6 ga,
dispersiyasi esa 0,64 ga teng bo'lsa, x ning x giymatni gabul
gilish ehtimoli topilsin.

17.76. X tasodifiy migdor fagat 3 ta mumkin bo'lgan
giymatlar r,<x2<x, qabul giladi. X ning x,va qgiymatlami gabul
gilish ehtimollari mos ravishda 0,2 va 0,5 ga teng. M atematik
kutilishi esa 3,2 va dispersiyasi 0,76 ga teng bo'lsa, X ning
tagsimot gonuni topilsin.

17.77. Xtasodifiymigdorintegralfunksiyasibilanberilgan.

F(x)=j1~5 'afar’x ~2'bo’'lsa
{ 0,agar,x <2,bo'lsa.
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I x ning sonli xarakteristikalari, ya'ni matematik Kkutilishi,
siyasi va o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.78.X tasodifiy migdor (0:1) oraligda differensial
funksiyasi f(x) =x, bu oraligdan tashqarida esa/(*) =0 bo'lsa, uning
sonli xarakteristikalari hisoblansin.

17.79. X tasodifiy miqdorining (3:5) oraligda /(*)=-

differensial funksiya bilan berilgan bu oraligdan tashqarida esa
/(9=0 ga teng. X ning integral funksiyasi topilsin.

17.80. X ning integral funksiyasi berilgan bo'lsa, AV =jy+7
0

X >a,bo'lsa
areSin— , arap,-a<x<a,bo'lsa X ning f ™ j oraligga tushish
agar,x< -a,bo'lsa

ehtimoli topilsin.

17.81. X ning zichlik funksiyasi f(x)=a~ [0p) oraligda
berilgan bo'lsa, a-koeffitsient topilsin.

17.82. X ning differentsial funksiyasi f(x) =kee=x * s [0/<)
oraligda berilgan bo'lsa, k -koeffitsient topilsin.

17.83. Tekis tagsimlangan tasodifiy migqdor X ning integral
funksiyasi berilgan.

Xning differensial funksiyasi topilsin.
17.84. X ning tagsimot funksiyasi berilgan.

M) =g fe 20t
Uning zichlik funksiyasi topilsin.
17.85. Agar zichlik funksiyasi /(x) =y"Ll- £e(-0°00) bo'lsa,

1) a-koeffitsient topilsin.
2) integral funksiyasi topilsin.
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(-1;1) oraligga tegishli giymat gabul gilish ehtimoli topilsin.

17.87. f(x)=ae" X tasodifiy migdorning (oo00) oraligida
zichlik funksiyasi bo'lishi uchun a-ganday bo'lishi kerak?

17.88. X tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi.

berilgan. Uning matematik kutilishi va dispersiyasi ganday?

17.89. Agar X (10:20) oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy
migdor bo'lsa, uning matematik kutilishi dispersiyasi topilsin.

17.90. (1:7) oraligda tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.91. (ab) oraligda tekis tagsimlansin X tasodifiy
migdorning matematik kutilishini toping.

17.92. 15-masala shartlarida X tasodifiy migdorning
dispersiyasini toping.

17.93. X tasodifiy migdor (0:2) oraligda f{x)=" differensial

funksiyasi bilan berilgan, bu oraligdan tashqarida esa 7(x)=0 ga
teng. X ning dispersiyasi topilsin.

1794, X tasodifiy migdorning () oralikda integral
funksiyasi f(*)=i—Vga teng bu oraligdan tashqarida esa 1(x)=q
ga teng bo'lsa, uning matematik kutilishini toping.

17.95. X tasodifiy miqgdor (2:4) oraligda /(*)

differensial funksiya bilan berilgan. Bu oraligdan tashgarida esa
f(x)=° ga teng. X migdorning matematik kutilishi topilsin.
17.96. X tasodifiy migdor differensial funksiyasi berilgan.

_ 32 8 14

Uning integral funksiyasi topilsin.
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Takrorlash uchun savollar
1.Ehtimollar nazariyasida hodisa ganday ta'riflanadi?
2 .Ehtimolning klassik ta'rifini ayting.
3.0 'rinlashtirishlar formulasini yozing.
4.0 'rin almashtirishlar ganday topiladi?
5.Birgalikda bo'Imagan hodisalar ehtimollarini qo'shish
teoremasini ayting.
6.Mugqarrar hodisalar odatda ganday belgilanadi?
7.Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?
//8."Ikkita o'yin soqqgasi tashlanganda ochkolar ko'paytmasi
tasdig ganday davom ettirilganda tasodifiy hodisaga ega
bo'lamiz?

EHTIMOLLIKLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKAGA DOIR NAZORAT TESTLARI

1. Hodisalar va ular ustida amallar

1. Ehtimollar nazariyasida hodisa qanday ta'riflanadi?

A) Har qanday tajribaning ixtiyoriy natijalari hodisa
deyiladi.

B) Har ganday kuzatuvning ixtiyoriy natijalari hodisa
deyiladi.

C) Har ganday tasdiglar hodisa deyiladi.

D) Har ganday fikrlar hodisa deyiladi.

E) Hodisa tushunchasi ta'rifsiz gabul etiladi.

2.Ehtimollar  nazariyasida ganday hodisalar sinfi
garalmaydi?

A) Mumkin bo'Imagan hodisalar.

B) Mugarrar hodisalar.

C) Tasodifiy hodisalar. D) Noma'lum hodisalar.

E) Barcha ko'rsatilgan hodisalar sinflari qaraladi.

3.Mugarrar hodisalar odatda qanday belgilanadi?

A) Q. B)Q. C)0. DYM. E)G.
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_I>_”\ﬁ|§"a|"dan gaysi biri mug/larrar hodisa bo'ladi?
A\ a/c. anpan tang7a gerb tomom bilan tushdi.
Q Tanrd~fin88*tas” anganda 7 dan kichikochko chiqgdi.

jv. ¢ Y ravishda tanlangan natural son juft bo'ldi.
E)t1 T , °~TRan lotereyaga yutuq chigmadi.
5 "ikk $Wril8an mabsul®t sifatli bo'lib chigdi.
masi "tomo° s°gqasi tashlanganda ochkolar ko'payt-
ega bo'lamiz? » davom ettirilganda mugqarrar hodisaga
Hall bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.
™Z * hik bo'ldi. D)36 dan katta bo'Imadi.

K036 da,, kichik b,,'Imadi.
6.Qutida 10 ta

qora ranglidir Shu s!fllar bo'lib, ulardan 7 tasi oq va goleanlari

qutldan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi.
Quyidagilardan gaysi bjy; mugqarrar hodisa bo ladi?

, n8an sbarlardan faqat bittasi oq rangli.

. ngan ~arlardan ko'pi bilan bittasi oq rangli.

D) tanla~ 311 S*ar/ardan kamida bittasi oq rangli.

E) Keltir'fall S*ar’ardan birortasi ham oq rangli emas.
emas 1”an hodisalar orasida mugarrar hodisa mavjud

7.Qutida n ta

™
tasodifiy ravishda ta'r114angan K ta shar ora%lijdaS aarmblda bcgta3| 0q

rangli hodisa muﬂarrar bo’ladigan k parame’fmlng eng kichik
qumah nlmaga teng?

A) k=m- 1 Rl k=n,
8. guyldagllarda q% Si b|r| mugarrar hodisa bo"F>*|
" raviShda tanlangan natural son 5 ga karrali.

C) Ikkit artaS0~ iy ravishda olingan harf unli.
dan kichik ~'n s°qqasi tashlanganda ochkolar yig'indisi 2

B Ti alaba testglan myvatfaqglyatli o tdi.
~ngan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.



9.Mumkin  bo'Imagan  hodisalar odatda qganday

belgilanadi?

A) Q. B)IQ. C0. DM. E)G.

10. Quyidagilardan gaysi biri mumkin bo'Imagan hodisa
bo'ladi?

A) Tashlangan tanga ragamli tomoni bilan tushdi.
B) O'yin soqggasi tashlanganda 1 dan kichikochko chigdi.
C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo'ldi.
D) Sotib olingan lotereyaga yutuq chiqdi.
E) Tekshirilgan mahsulot sifatli bo'lib chiqdi.
11."1kkita o'yin soqqgasi tashlanganda ochkolar ko'paytmasi
....... " tasdig ganday davom ettirilganda mumkin bo'Imagan
hodisaga ega bo'lamiz?
A) 36 dan katta bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.
C) 36 dan kichik bo'ldi. D)36 dan katta bo'Imadi.
E) 36 dan kichik bo'lmadi.
12.Qutida 10 ta shar bo'lib, ulardan 7 tasi og va qolganlari
gora ranglidir. Shu qutidan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi.
Quyidagilardan gaysi biri mumkin bo'Imagan hodisa bo'ladi?
A) tanlangan sharlardan faqat bittasi oq rangli.
B) tanlangan sharlardan ko'pi bilan bittasi oq rangli.
C) tanlangan sharlardan kamida bittasi oqg rangli.
D) tanlangan sharlardan birortasi ham oq rangli emas.
E) Keltirilgan hodisalar orasida mumkin bo'Imagan hodisa
mavjud emas.
13.Quyidagilardan gaysi biri mumkin bo'Imagan hodisa
bo'ladi?
A) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son 5 ga karrali.
B) Matndan tasodifiy ravishda olingan harf unli.
C) Ikkita o'yin soqgasi tashlanganda ochkolar yig'indisi 2
dan kichik.
D) Talaba testdan muvaffaqiyatli o'tdi.
E) Tanlangan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.



14.Quyidagi belgilardan qgaysi biri tasodifiy hodisani
ifodalashi mumkin?

A) . BIQ. CO0. D)b. E)A.

15.Quyidagilardan gaysi tasodifiy hodisa bo'ladi?

A) Tashlangan tanga ragam yoki gerb tomoni bilan tushdi

B) O'yin soqqasi tashlanganda 1 dan kichikochko chiqdi.

C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo'ldi.

D) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiydir.
E) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiy emas.

16. "lkkita o'yin  soqgasi tashlanganda  ochkolar
ko'paytmasi ... " tasdig ganday davom ettirilganda tasodifiy
hodisaga ega bo'lamiz?

A) 36 dan katta bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.

C) 36 dan kichik yoki unga teng bo'ldi. D) 36 dan
katta bo'Imadi.

E) 37 dan kichik bo'ldi.

2. Ehtimol va uni hisoblash usullari
1.Qaysi shartda A va B birgalikda bo'Imagan hodisalar
deyiladi?
A)A+B=Q B)AB=Q C)A+B=0 D)A-B=0 E)A=B
2.0'yin soqqasi tashlanganda quyidagi hodisalarning gaysi
juftligi birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'ladi:
A={soqqgada 4 yoki 5 ochko chiqdi}, B={soqgada toq ochko
chiqdi},
C={soqgada tub ochko chiqdi}, D={soqgada 3 ga Kkarrali
ochko chiqdi}.
A) AvaB. B) AvaC. C)AvaD. D)Bva C.
E)yCvaD.
3.0'yin dastsasi 36 ta gartadan iborat bo'lib, undan
tasodifiy ravishda ikkita garta tanlab olindi. Ushbu hodisalarning
gaysi juftligi birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'ladi:
A=jtanlangan ikkala garta g'isht turga ega},



iS)
B={tanlangan ikkala qartadan kamida bittasi g'isht turga ega }
C={tanlangan ikkala qartadan faqat bittasi g'isht turga ega }
D={tanlangan ikkala gartadan bittasi tuz}.
A)AvaB B)AvaC C)AvaD
D)BvaC E)CvaD
4.Biror hodisalar to'plami o hodisalar algebrasi bo'lishi
uchun gaysi shart tyalab etilmaydi?
A) Ae©, Be© =>A+Be© . B) Ae©, Be@=>ABe®©.
C)le®©=>0e@. D)Ae0=>"e0.
E) barcha shartlar talab etiladi.
5. Agar 0 hodisalar algebrasi bo'lsa quyidagi tasdiglardan
gaysi biri o'rinli bo'Imaydi?
A)Ae0, Be© =>/1+Be© . B)Ae©, Be0=>__ e®©
C)Ae®©, Be©®=>A +BeQ . D)Ae@, Be© +Be©
E) barcha shartlar talab etiladi.
6. Agar 0 hodisalar algebrasi bo'lsa quyidagi tasdiglardan
qgaysi biri o'rinli bo'Imaydi?
A) Ae©, Be©=>A B¢© . B) Ae©, BeO=>"-Se0.
C) Ae©, Be© =>AB e© . D) Ae©, Be@ =>A-Bt©
E) barcha shartlar talab etiladi.
7. Berilgan A hodisadan hosil gilingan © hodisalar algebrasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) o ={11}. B) ©={N/M}. C)Q ={0,AA}.
D) &={m,0,AA}. E) &={M,0AA10}.
8. Hodisalar algebrasida ehtimol tushunchasi nechta
aksioma orqali kiritiladi?
A)5 B) 4 C)3 D)2
E) to'g'ri javob keltirilmagan.
9. Ehtimol xossasi gqayerda noto'g'ri ko'rsatilgan?
A) Har ganday mugqarrar hodisa Q ehtimolligi P(Q)=1 .
B) Har ganday mumkin bo'lmagan hodisa 0 ehtimolligi
P(0)=0 .
C) Har ganday A hodisaning ehtimolligi P(A)>0 .
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D) Har ganday A hodisaning ehtimolligi p(A)<1 .

E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan .

10. Ehtimol xossasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Har ganday mugarrar hodisa Q ehtimolligi P(Q)=0 .

B) Har ganday mumkin bo'Imagan hodisa 0 ehtimolligi
P(0)=1.

C) Har ganday A hodisaning ehtimolligi P(A)<O0 .

D) Har ganday A hodisaning ehtimolligi P(A) >1 .

E) Barcha xossalar noto'g'ri ko'rsatilgan .

11.Ehtimolni hisoblashning gaysi usuli mavjud emas?

A) Ehtimolni klassik ta'rif usulida hisoblash .

B) Ehtimolni algebraik ta'rif usulida hisoblash .

C) Ehtimolni geometrik ta'rif usulida hisoblash .

D) Ehtimolni statistik ta'rif usulida hisoblash .

E) Keltirilgan barcha usullar mavjud .

12. Ehtimolning klassik ta'rifida A hodisa ro'y berishi
mumkin bo'lgan 3 kuzatuv yoki tajriba natijalariga quyidagi
shartlardan gaysi biri talab etilmaydi?

A) Barcha natijalar soni chekli

B) Barcha natijalar to'liqg guruhni tashkil etadi.

C) Barcha natijalar birgalikda emas

D) Barcha natijalar teng imkoniyatli.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

13. Ehtimolning klassik ta'rifida A hodisa ro'y berishi
mumkin bo'lgan 3 kuzatuv yoki tajribaning Ei, Er, E3 .., En
natijalariga quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi?

A) Ei+ E2+ B3+ ..+ En=Q (Q-mugarrar hodisa).

B) Ei-Ek=0 (i"k, 0-mumKkin bo'lImagan hodisa) .

C) P(El) P(E2) P(E3)= ...=P(En).

D) Ei, ., En natijalarning har birida A hodisa yoki
albatta ro'y beradl yoki ro'y bermaydi.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
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14. Ehtimolning klassik ta'rifida n-barcha natijalar soni,
m(A)-A hodisaga qulaylik yaratuvchi natijalar soni bo'lsa, P(A)
ehtimol gaysi formula bilan topiladi?

A) P(A)=m(A)-n B) P(A)=m(A)/n

C) P(A)=m(A)+n . D) P(A)=m(A)-n .

E) P(A)=n/m(A).

15. Ehtimolning klassik ta'rifida barcha natijalar soni n=20,
A hodisaga qulaylik yaratuvchi natijalar soni m(A)=8 bo'lsa, P(A)
ehtimol gqiymati nimaga teng bo'ladi?

A)038. B)0o.6. C)04. D)0.2. E) 25

16. Idishda 12 ta ogq va qora sharlar bor. Idishdan
tavakkaliga bitta oq shar olish ehtimoli 1/3 ga teng bo'lsa, idishda
nechta qora shar bo'lgan?

A) 4. B) 6. C) s. D) 10.

E) Qora sharlar sonini anig ko'rsatib bo'Imaydi.

3. Ehtimollarni go'shish va ko'paytirish teoremalari

1.Qaysi shartda A va Bhodisalar birgalikdamas deyiladi?

A) AB=0 B) AB=Q C) A+B=0

D) A+B=Q E) AB=A+B .

2.Agar A va B hodisalar birgalikdamas bo'lsa, quyidagi
tengliklardan gaysi biri o'rinli bo'lmaydi?

A)AB=0. B)A+B=Q. C)AB=BA. D) A+B=B+A

E) Barcha tengliklar o'rinli bo'ladi oladi.

3.A va B hodisalar birgalikdamas bo'lsa, P(A+B) ehtimol
uchun gaysi tenglik o'rinli bo'lImaydi?

A) P(A+B)=P(A)+P(B).

B) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).

C)P(A+B)=P(A |B)+P(B |A).

D) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).

E) P(A+B)=P(B+A).

4.36 ta qartadan iborat dastadan tasodifiy ravishda bitta
garta tanlandi.

A={ Tanlangan garta valet),



B={Tanlangan qarta tuz}

hodisalar bo'yicha P(A+B) ehtimolni toping.

A)1/36.B)1/18. C)2/9. D)1/6. E)5/12.

5 A va B birgalikdamas hodisalar uchun P(A)=0.4 \a
P(A+B)=0.7 bo'lsa, P(B) ehtimol qiymatini toping.

A)04. B)0.6. C)03. D) 0.55 . E)-0.3 .

6.Qutida n ta og, m ta qizil va r ta ko'k rangli shar bor. Shu
qutidan tasodifiy ravishda tanlangan shar oq yoki gizil rangli
bo'lish ehtimolini toping.

A) n/(n+n+r). B) m/(n+n+r). C) r/(n+n+r).

D) (n+m)/(n+n+r). E) (n+r)/(n+n+r).

7. Qarama-garshi A va A hodisalarning ehtimollari uchun
gaysi tenglik o'rinli?

A) P(A)/P(A)=1.

B) P(A)-P(A)=I .

C) P(a) PAY=1.

D) P(A) +P(A) =1.

E) tog'ri javob keltirilmagan.

8. Agar P(A)=0.3 bo'lsa, P(A) giymati nimaga teng?

A)0.3. B)0.7. C)0.33. D) 0.09 . E) aniglab
bo'Imaydi.

9. Mahsulotni sifatli bo'lish ehtimoli 0.9 bo'lsa, uni sifatsiz
bo'lish ehtimoli nimaga teng?

A)0.1. B) 0.09 . C) 0.99 . D) 0.19 .

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

10.A va B hodisalar birgalikda bo'lsa, quyidagi tengliklardan
gaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?

A) AB=0 .

B) A+B=Q .

C) AB=BA.

D) A+B=B+A.

E) Barcha tengliklar o'rinli bo'ladi.
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11.Agar A va B birgalikda bo'lgan hodisalar bo'lsa, P(A+B)
htimol gaysi formula bilan hisoblanadi?
6 A) P(A+B)=P(A)+P(B) .
B) P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A)P(B).
C) P(A+B)=P(A)+P(A)+P(A)P(B).
D) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).
E) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).
12.Umumiy holda P(A+B) ehtimol qaysi formula bilan
topiladi ?
A) P(A+B)
C) P(A+B)
B)
B)

vv

vv

P(A)+P(B). B) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).

P(A)+P(B)-P(AB) . D) P(A+B)=P(A)+P(B)xP(AB) .

P(A)+P(B)-P(A)P(B) .

shartli ehtimol mazmuni gayerda to'g'ri

E) P(A+

13.P(A]
ko'rsatilgan?

A) A hodisa ro'y bergan holda B hodisaning ehtimoli.

B) A hodisa ro'y bermagan holda B hodisaning ehtimoli .

C) Bhodisa ro'y bergan holda A hodisaning ehtimoli .

D) B hodisa ro'y bermagan holda A hodisaning ehtimoli .

E) A va B hodisalarni bir paytda ro'y berish ehtimoli.

14.Qutida 10 ta oq va 6 ta gora shar bor. Shu qutidan
tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.

B={l tanlangan shar oq rangli}, A={ll tanlangan shar gora
rangli}

Hodisalar uchun P(A |B) shartli ehtimol giymati nimaga
teng?

A) 3/8. B)5/8. C)3/5. D)2/5. E)1/3.

15. Qutida 10 ta og va 6 ta qora shar bor. Shu qutidan
tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.

B={l tanlangan shar oq rangli},

A={ll tanlangan shar oq rangli}

hodisalar uchun P(A |B) shartli ehtimol giymati nimaga
teng?

A) 3/8 . B)5/8. C)3/5. D)2/5. E)1/3.



16. Qutida 10 ta og va 6 ta gora shar bor. Shu qutidan

tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.

B={l tanlangan shar qora rangli}, A={ll tanlangan shar qora
rangli}

hodisalar uchun P(A |B) shartli ehtimol giymati nimaga
teng?

A) 3/8. B)5/8. C)3/5. D)2/5. E)1/3.

4. To'lig ehtimol va Bayes formulalari

1. A hodisa ehtimolini to'lig ehtimol formulasi yordamida
hisoblashda tajriba natijalari i, Er, E3, ..., En uchun gaysi shart
talab etilmaydi?

A) Ei, E2 B3, ..., En natijalar to'lig guruhni tashkil etadi.

B) Ei, Er, B3, ..., En birgalikda bo'Imagan natijalar .

C)Ei, E2, E3, ..., En teng imkoniyatli natijalar .

D) P(A IEi), P(A IEr), P(A IE3), ..., P(A |en) shartli ehtimollar

berilgan.
E) Barcha shartlar talab etiladi.
2.To'lig ehtimol formulasini go'llash uchun qaysi

ehtimollarni bilish talab etiladi?

A) Ei, Er, B3, ..., En natijalarning shartsiz ehtimollarini.

B) Ei, Er, B3, ..., En natijalarning shartli ehtimollarini.

C) Ei, Er, B3, ..., En natijalar yig'indisining ehtimolini.

D) Ei, Er, B3, ..., En natijalar ko'paytmasining ehtimolini.

E) A tasodifiy hodisa ehtimolini.

3.To'lig ehtimol formulasini go'llash uchun qaysi
ehtimollarni bilish talab etiladi?

A) A tasodifiy hodisaning shartsiz ehtimolini.

B) A tasodifiy hodisa ehtimolini.

C) A tasodifiy hodisaga qarama-garshi hodisaning
ehtimolini.

D) P(Ei]A), P(E2]A), P(E3]A), .., P(En]JA) shartli
ehtimollarni.



E) P(A] Ei), P(A] En, PA] E3), ... P(A| En) shartli
ehtimollarni.

4.To'lig ehtimol formulasini keltirib chigarishda qaysi
tenglikdan foydalanilmaydi?

A)A=AQ.

B) O=El1+Er+E3+.. +En .

C) P(EiA)=P(Ei)P(A |EI).

D) A(E1+Er+Es+. +En)= AEr+AEr+AEs+... +AEn.
E) P(AEi)=P(A)P(Ei |A ).

5.Agarda A hodisa EyEr,Es,..En natijalarga ega tajribada
ro'y berishi mumkin bo'lsa, unda P(A) uchun to'lig ehtimol
formulasi qayerda to'g'ri ifodalangan?

A) P(A)=P(Ei)+P(E2)+...+P(En).

B) P(A)=P(A |Ei)+P(A |EN+..+P(A1EN) .

C) p(A)=P(Ei |A)+P(Er |A)+..+P(En |A ).

D) P(A)=P(Ei)P(A |Ei)+P(EZ)P(A |EN+..+P(EN)P(A |En) .
E) P(A)=P(Ei)P(Ei |JA)+P(ENP(ETr |A)+...+P(En)P(En |A ).

6. Talaba «Oliy matematika», «Umumiy fizika» va «lIngliz
tili» fanlari bo'yicha test savollariga mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.9
ehtimol bilan to'g'ri javob bera oladi. Yakuniy testga «Oliy
matematika» , «Umumiy fizika» va «Ingliz tili» fanlaridan mos
ravishda 40%, 35% va 25% savollar Kiritligan. Yakuniy testdan
tasodifiy ravishda tanlab olingan savolga talaba to'g'ri javob
berish ehtimolini hisoblang.

A) 0.33 . B) 0.79 . C) 0.47 .

D) o.56. E) 0.65.

7. Mahsulotlar partiyasi uch smena davomida ishlab
chigarilgan mahsulotlardan iborat. Bunda | ,11 va Il smenalarda
ishlab chigarilgan mahsulotlar soni mos ravishda 100, 8o va 70 ta
bo'lib, ular 0.9, 0.8 va 0.6 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin.
Shu partiyadan tasodifiy ravishda tanlangan mahsulotni sifatli
bo'lish ehtimolini nimaga teng?

A) 0.638 . B)0.692 . C)0.735 .
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D) 0.784 . E) 0.836 .
8. “Oliy matematika"” fani bo'yicha yakuniy imtihonda
“Algebra”, *“Analitik geometriya” va "Matematik analiz"

bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy
ravishda berilgan savolga to'g'ri javob berish ehtimolini
hisoblang.
A)087. B)083. C)0.75. bp)0.71. E)0.69.
9. Bayes formulasini qo'llash uchun gaysi ma'lumot talab
etilmaydi?
A) p(Ei), P(Er), P(E3), ..., P(En) ehtimollar .
B) P(A |Ei), P(A |Er), P(A |E3), ..., P(A |en) shartli ehtimollar .
C) Tasodifiy A hodisaning P(A) ehtimoli.
D) Keltirilgan barcha ma'lumotlar talab etiladi.
E) Keltirilgan barcha ma'lumotlar talab etilmaydi.
10. Bayes formulasi yordamida nima hisoblanadi?
A) Tasodifiy A hodisaning P(A) ehtimoli.
B) Tajribadagi Ei natijalarning p(gi) ehtimollari.
C) p(ei JA) shartli ehtimollar .
D) P(A [Ei) shartli ehtimollar .
E) P(AEi) shartlsiz ehtimollar .
11. Bayes formulasini keltirib chigarishda qaysi tenglikdan
foydalanilmaydi?
A) AEi=EiA . B) P(AEi)=P(EiA). C) P(AEi)=P(A)P(Ei IA).
D) P(EiA)=P(Ei)P(A |EI). E) Barcha tengliklardan
foydalaniladi.
12. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Bayes formulasini
ifodalaydi?

A) P{A)=ZP(Ei)P{A\Ei) . B) P{EK\A)=P{EK)Pi/"
= P(A)

C) P(AEK) = P(A)P(EKWY . D) P(EKA) = P(EK)P(A\EK).



P(EK\A)
13.0mbordagi 40% mahsulot I korxonada, golgan 60%
mahsulot esa Il korxonada ishlab chigarilgan. I korxonada ishlab
chigarilgan mahsulot 0.9, Il korxona mahsuloti esa 0.8 ehtimol
bilan sifatli bo'lishi mumkin. Shu ombordan tasodifiy ravishda
olingan mahsulot sifatli bo'lib chigdi. Bu mahsulotni Il korxonada
ishlab chigarilganligi ehtimolini toping.
A) 57/84. B) 12/21. C)27/84. D)9/21. E) 29/42 .
14,0mbordagi 40% mahsulot I korxonada, golgan 60%
mahsulot esa Il korxonada ishlab chigarilgan. I korxonada ishlab
chigarilgan mahsulot 0.9, Il korxona mahsuloti esa 0.8 ehtimol
bilan sifatli bo'lishi mumkin. Shu ombordan tasodifiy ravishda
olingan mahsulot sifatli bo'lib chigdi. Bu mahsulotni | korxonada
ishlab chigarilganligi ehtimolini toping.

A) 57/84 . B) 12/21 . C) 27/84 . D) 9721 . E)
29/42 "Oliy matematika" fani bo'yicha yakuniy imtihonda
"Algebra", "Analitik geometriya® va "Matematik analiz"

bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri
javob Dbera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy
ravishda berilgan savolga to'g'ri javob berdi. Bu savol "Algebra"
bo'limiga tegishli ekanligi ehtimolini hisoblang.

A) 24/71. B) 28/71. C) 60/71 .
D) 42/71 . E) 39/71.
15. "Oliy matematika™ fani bo'yicha yakuniy imtihonda
"Algebra", "Analitik geometriya® va "Matematik analiz"

bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy
ravishda berilgan savolga to'g'ri javob berdi. Bu savol "Analitik
geometriya” bo'limiga tegishli ekanligi ehtimolini hisoblang.

A) 24/71. B)28/71. C)60/71 . D)42/71. E)39/71.
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5. Bernulli formulasi va Muavr-Laplas, Puasson
teoremalari

1. Bernulli sxemasi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri
talab etilmaydi?

A) Barcha sinovlarda A tasodifiy hodisa ehtimolligi P(A)=p
0'zgarmas.

B) Har bir sinov natijasi oldingi sinovlar natijalariga bog'liq
emas.

C) Har bir sinov natijasi keyingi sinov natijalariga ta'sir
etmaydi.

D) Barcha sinovlar soni chekli.

E) Barcha shartlar talab etiladi.

2.Quyidagilardan qgaysi biri Bernulli sxemasi orqali
ifodalanmaydi?

A) n ta simmetrik tanga tashlanganda ulardan m tasini gerb
tomoni bilan tushishi.

B) n ta 0'yin soqqasi tashlanganda ulardan m tasida 3 ochko
chigishi.

C) n ta talabaga bir xil test berilganda ulardan m tasini
to'g'ri javob berishi .

D) n ta bir xil mahsulot tekshirilganda ulardan m tasini
sifatli chigishi.

E) Keltirilganlarning barchasi Bernulli sxemasi orgali
ifodalanadi.

3. Bog'ligmas sinovlar n marta takrorlanganda ehtimoli
P(A)=p bo'lgan A hodisa k marta ro'y berishini ifodalovchi Pn{m)
ehtimol uchun Bernulli formulasi gayerda to'g'ri ifodalangan
(a=I1-p).

A) "(m)=C > V me B) />,(Q=CVV ~me

C) Pn(m)=C™png" . D) /~Mm=C >V

E) Pn(m)=Cn'png"+m



4 .Bernulli formulasida P(A)=0.6 bo'lgan holda P-i(3) ehtimol
giymati nimaga teng bo'ladi?

A) 0.3456 . B) 0.2304 . C) 0.1536 .

D) 0.1228 . E) 0.1096 .

5.Simmetrik o0'yin soqgasi n=3 marta tashlanganda m=2

marta 4 ochko chigish ehtimolini hisoblang.
A) 5/6. B) 5/12. C) 5/18. D) 5/36 . E) 5/72
6.Simmetrik tanga 10 marta tashlanganda 6 marta ragam
tomoni bilan tushish ehtimolini aniglang.
A) Co(0.56 . B) Jo(0.5)4 . C) cI®(0.5)in .
D) Ce(0.5 15 . E) Co(0.556 .

7.Mahsulot 0.8 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin.
Tekshirilgan 20 ta mahsulotdan 15 tasi sifatli bo'lish ehtimoli
nimaga teng?

A) C~(0.8)5(0.2)15 . B) Cs,(0.8)5(0.2)5 .
C) ¢~ (0.8)15(0.2) . D)  (0.8)15(0.2)5 .
E) C%(0.8)15(0.2)5.

g.Har biri p=0.8 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin
bo'lgan n=10 ta mahsulot tekshirilganda, ulardan m=7 tasi sifatli
bo'lishi ehtimoli Pio(7) nimaga teng?

A) Pio(7)=0.640.87. B) Pto(7)=0.82-0.87.

C) Pio(7)=0.96-0.87. D) Pro(7)=0.98 0.87.

E) Pro(7)=7/10.

9.Bemulli sxemasida sinovlar soni n, P(A)=p, g=I-p bo'lsa, A
hodisani eng katta ehtimol bilan ro'y berishi soni wo gaysi
munosabatdan topiladi?

A) gn-g<mo<pn+p . B) pn-g<mn<pn+p . C) gn-g<ma<pn-p .
D) pn+g<mo<pn-p . E) pn+g<mo<pn+p .

10. Har biri p=0,76 ehtimollik bilan sifatli bo'lishi mumkin
ho Igan n=10 ta mahsulot tekshirilganda, eng katta ehtimol bilan
nechta mahsulot sifatli bo'lishi mumkin?

A)5. B) 6 . C)7. D)s . E) 9.



11. Bernulli sxemasida sinovlar soni u yetarli katt
bo'lganda
Pn(m) =C";Pmg"-m{g=1-p,m =1,2,3)
ehtimolning anig giymatini hisoblashda paydo bo'ladigan
giyinchilik gayerda noto'g'ri ko'rsatilgan?
A) n\juda katta son bo'ladi.
B) (n-m)\ juda katta son bo'ladi.
C) ~darajali ifoda juda kichik son bo'ladi.
D) p"darajali ifoda juda kichik son bo'ladi.
E) barcha giyinchiliklar to'g'ri ko'rsatilgan .
12. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli Kkatta
bo'lganda
f.W =cyr(?2=1i-?)
ehtimol uchun Muavr-Laplasning lokal teoremasini
ifodalovchi
Pn(T)a-r=<P(x), x=nT np,
4 nPq yinpg
tagribiy formuladagi &¢(x) funksiya qaysi javobda to'g'ri
ifodalangan?

A) <p(x)=—]—n/'2=nrsin(x2/2). B) cp{x)=;|2_n:cos(x2/2).

C) 9 = 'e*12, D) 90 =£=\0-%12

E) 9x :V;f\n(lez) .

13.Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta bo'lganda
Py ) ~C™png™~-m(q=\—p)
ehtimol uchun Muavr-Laplasning lokal teoremasini
ifodalovchi

Pn(m)«-~=<p{x), <p(X)=-,=e~x41
vnpq -J2/r
tagribiy formuladagi x giymati nimaga teng bo'ladi?

A) m-np 8) . _np—mEp. o) m+np



n+Tp TP - na
D '“J5T- B xx ~ ]
14. n=600 bog'ligmas sinovlarning har birida o'zgarmas
06 ehtimolga ega bo'lgan A tasodifiy hodisani bu sinovlarda
m=372 marta ro'y berishini ifodalovchi Pm(372) ehtimolning
tagribiy qgiymatini Muavr-Laplasning lokal teoremasi va
<a(i)=0.242 ekanligidan foydalanib toping.

A) 242/5553 . B) 12174000 . C) 24274557 .

D )121/6000 . E) 6/25.

15. Partiyadagi n=2100 ta mahsulotning har biri p=0.7
ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin. Bu partiyadagi sifatli
mahsulotlar soni m=1491 ta bo'lishini ifodalovchi P2ioo(1491)
ehtimolning taqribiy gqiymatini Muavr-Laplasning lokal teoremasi
va (p(1)=0.242 ekanligidan foydalanib toping.

A) 0.0115 . B)0.0195 . C)0.0015 .

D) 0.0095. E) 0.1195.

16. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli Kkatta
bo'lganda

N(«,.*2)= 1 W ~ m (9=1-P)
ehtimol uchun Muavr-Laplasning integral teoremasini
ifodalovchi
P,(T)~®(x2)-d (x1), xi=m[ P, /=1.2
taqribiy formuladagi ®(x) funksiya gaysi javobda to'g'ri
ko'rsatilgan?

A) 0(x) =-A=\sm{t2H)dt . B) &(x) =-==Jcos(2 /2)dt .
V2no 2,10

C) <©S(M)=—L=\e~"2,1dt . D) ®(X)=-J= jIn(/2/2)dt .
\2no bI2N 0

B) =1 Jio-2kct.



6.AAsosiy diskkret tagsimotlar va ularning sonli
xarakteristikalari
1. Binorrmial tagsimot ifodalangan javobni toping.
A) P{X= K}=paki. B) P{X=k}=Chkpkg"-k .

C) p{X'=k}=" ¢e-n. D) P{X=K}="M - M .

E) P{X==k}=Cr;\ _ygk m
2. P{X =kk} =Ckp kyn~k binomial tagsimotdagi p va g orasidagi
bog'lanish qaayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) p24g2==1 . B) pg=L1. C) p+q=1.
D) p+q+f.-pg=I . E) p+q-pg=L.
3. P{X=U} =Chp kyn' k binomial tagsimotdagi p va g uchun
quyidagi tenggliklardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) p+g=1. B) \p\+q=p+1g I=1 . C) lp+qgl=l.
D) pl g t. E)Barchatengliklar o'rinli.
4. Pn(k) U=Ckp kg"~k binomial tagsimotli X tasodifiy

migdorning i matematik Kkutilishi M(X) gaysi formula bilan
hisoblanadi?

A) M{XZ)=nq . B) M(X)=npq . C) M(X)=np .

D) M(XX)=n/p . E) M (X)=n/q.

5 pPnk)-=Ckp kg"~k binomial tagsimotli X tasodifiy
migdorning D(X) dispersiyasini hisoblash formulasi gayerda
to'g'ri ko'rsatitilgan?

A) D(X)=ngq . B) D(X)=npq . C) D(X)=np .
D) D(X)=n/p . E) D(X)=n/q.

6. Pn(k)=Ckp kgn—k binomial tagsimotda matematik kutilish
M(X)=8 va disispersiya D(X)=4.8 bo'lsa, n parametrning giymati
nimaga teng? ’

A) 20 . B)10. C)15. D) 40 . E) 25.

7. P.(k)==¢ kp ky"~kbinomial tagsimotda matematik kutilish
M(X)=8 va dis.spersiyasi D(X)*4.8 bo'lsa, p parametrning giymati
nimaga teng?

A) 0.8. B)06. C)04. D) 0.2 . E)05.
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8. P(X=k)=C\$-08*'0.25 * binomial tagsimotga ega X
tasodifiy miqgdorning M(X) matematik kutilishining qiymati
nimaga teng ?

A)3. B)24. C) 18.75 . D) 75. E) 12.

9. P(X=k)=Ck-0.8*-0.2I51 binomial tagsimotga ega X
tasodifiy migdorning D(X) dispersiyasining giymati nimaga teng ?

A) 3. B) 2.4 . C) 18.75 . D) 75. E)12.

10. Parametrlari n=4 va p=0.8 bo'lgan binomial tagsimotga
ega X tasodifiy migdor uchun P{X=2} ehtimol giymatini
hisoblang.

A) 0.2432 . B) 0.3286 . C) 0.1536 .

D) 0.4354 . E) 0.0784 .

11. Puasson tagsimoti ifodalangan javobni toping.

A) P{X =k}=pgk. B) P{X =k} =CkPkgn-k .

C) P{X=Kp=ne-*. D) PIX=kp=" N

E) P{X =k} =Cr~[-xPrgk *

12. P(k) =Ae~n/\ Puasson tagsimotida A parametr qaysi
shartni ganoatlantiradi ?

A)A<0. B) X>0. C)A0. D)~>0. E) A*0 .

13. P(k) =/ke~x/R  Puasson tagsimotga ega X tasodifiy
migdorning M(X) matematik kutilishi qaysi formula bilan
topiladi?

A) M(X)=1[, . B) M(X)=142. C) M(X)= X.

D) M(X)=x. E) M(X)= X+H/X .

14. p(k) =Ake~xIK\  Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy
migdorning D(X) dispersiyasi qaysi formula bilan topiladi?

A) D(X)=1A . B) D(X)= VvX2. C) D(X)=X.

D) D(X)= x2. E) D(X)= X+I/X.

15. Puasson tagsimotida matematik kutilish M(X) va
dispersiya D(X) orasida qaysi munosabat o'rinli bo ladi?

A) M(X)<D(X). B) M(X)>D(X).

C) M(X)*D(X). D) M(X)=D(X).
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E) Keltirilgan barcha munosabatlar o'rinli bo*ladi.

16. P(k) =3ke~3/A  Puasson tagsimotga ega X tasodifiy
migdorning M(X) matematik kutilishi nimaga teng?

A) M(X)=I/3 . B) M(X)= 1/9. C) M(X)=3.

D) M(X)=9. E) M(X)= 10/3 .

7. Ehtimollaming tagsimot va zichlik funksiyalari.
Uzluksiz tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalari
1. X tasodifiy migdorning F(x) tagsimot funksiyasi qaysi
formula bilan aniglanadi?
A) F(X)=P{X>x}. B) F(X)=I+P{X>x)
C) F(X)=I-P{X<x}. D) F(x)=P{X<x}.
E) F(X)=P{X=x}.

2. Diskret X tasodifiy migdor ushbu tagsimot gonuni orqali
berilgan:
X -1 3 8
pi 0.3 0.5 0.2
Bu tasodifiy migdorning F(x) tagsimot funksiyasini toping.
0, x<-I 0, X<—%
03, -l<x<3 05 -l<x<3
AVFR= 05, 3<x<s B)FX= 16, 3<x<8
L, X>8 1, X>8
03, x<-I 0, X<
05, -l<x<3 03, -l<x<3
C) Fx)= 0.8, 3<x<8 D) Fix)= 0.8, 3<x<8
1, X>8 1, X=>8
0, L=<+
03 -l<x<3
BIFM= 05, 3<x<s
0.8, X>8
3. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun quyidagi

tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas?
A) F(x) - kamaymovchi funksiya .
B) Ixtiyoriy x uchun 0<F(x)<lI.
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C) F(-00) =||m F(x)=0. D) F(+c0) = lim F(x) =1.

X->+00

E) F(x) - uzluksiz funksiya .
4. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun r(-o0) = lim F(x)

giymati nimaga teng?
A)-00. B)-1. C)o. D) 1. E) aniglanmagan .
5. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun F+se)= ljm™F(X)

giymati nimaga teng?
A)-00. B)-1. C)o. D) 1. E) aniglanmagan .
6.X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi F(x) orqali
P{a<X<b) ehtimol
ganday topiladi?
A) P{fl<X<b}=F(a)F(b). B) P(a<X<b}=F(a)+F(b).
C) PfaX<E>=F(b)-F(a). D) F{a<X<b}=F(a)-¥(h).
E) P{a<X<b}=F(fl)+F(b)- F(a)F(b).
7.X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:
0, X<—2
F(X)~-(x +2)/7, -2<x<5.
1
P(-3<X<4} ehtimol giymati nimaga teng?
A) 2/7. B)3/7. C)4/7. D)5/7. E)6/7.
8.X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:

0, X< -2
F(X)={x +2)/7, -2<x<5.
1, X>5
P{-1<X<3} ehtimol giymati nimaga teng?
A) 2/7. B)Y3/7. C)4/7. D)5/7. E)6/7.

9.X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:

F(X)=- +-arctgx, x e (-00,00) .
2 n

P{-1<X<1) ehtimol giymati nimaga teng?



A) 2/71. B)ysa /4. C)3/4. D)1/2. E)O.
10.X tasodifiy migdorning/(x) zichlik funksiyasi uning F(x)
tagsimot funksiyasi orqali ganday aniqlanadi?
A) f(x) =\F{x)dx. B) Ox) =F(x) +F{-x).
C) Ox) =dF(x). D) f(x) =F{x)- Fi-x). E) fix) =F’ix).
11.Ixtiyoriy f(x) zichlik funksiyasi uchun quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas?
A) Ixtiyoruy x uchun /(x) >0
B) Ixtiyoruy x uchun 7(x) <1 .
C) Agarf(x) zichlik funksiyasi bo'lsa, Fix) :jlit)dt tagsimot

-coO

funksiyasi bo'ladi.
D) ]c/(t)dt =1. E) P{a<X<b} =\f(x)dx.

-oc

12.  Agar X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasif(x) va
a<b bo'lsa quyidagi tengllklardan gaysi biri o'rinli bo Imaydi?

A) P{a <X <b) = \f( yax . B) P{a<X<b}= \f( )dx
b b
C) P{a<X<b}=\fix)dx . D) P{a<X<b} =\f(x)dx

E) Keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.
@®
13. Ixtiyoriy zichlik funksiyasi f(x) uchun \fix)dx integral

—&0
giymati nimaga teng bo'ladi?
A)-2. B)-1. C)o0. D)1. E)2.
14. X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi
bilan berilgan:

0, x<0
F(X) =e2sin3x, 0<x <T7t/18.
1, Xx>a718

Shu tasodifiy migdorning fix) zichlik funksiyasini toping.
[2sin3x, xe[0,/r/18)

A) /(*) =
) /() o X€ [0,3718)
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f2cos3x, xe[0,A718)

B) 709 =}, x<[04n718)
o /Yx)=l6cos3x’ ,u,re{°>ﬂ'/18)
)J [0, I «£[0,9-718)

Mosin 3x, xe[0,/1/18)
D) f)Njo,  xe[o.n718)

[sin3x, xe[0,n718)
E)/(*)={o, ,T*N »y

15.  Xtasodifiy migdor f(x) =-—-\----, xe(-00, c0) zichlik
a(x +1)

funksiyasi bilan berilgan. Bu tasodifiy migdorning F(x)
tagsimot funksiyasini toping.

A) F(x):n—arctgx . B)Fx)=I +ﬂ—arctgx . 0O F(j)=|—-;|—arctgx

D) F(X)=2--n—arctgx . E) F(x):z- +;arctgx .

16. X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi f(x) quyidagi
ko'rinishga ega:

/(*)={a*2 7e[-23] _

o, x 4[-2,3]

Bu funksiyadagi a parametr giymati nimaga teng?

A) 3735 . B) 6/35 . C)8/35.

D) 9/35 . E) 13735 .

8. Asosiy uzluksiz tagsimotlar va ularning sonli
xarakteristikalari
1. Tekis tagsimotning/(x) zichlik funksiyasini ko'rsating.

Am A Mo, ~a)‘xi/[a,b}4 ]

T+ x >0

B) /(x) = ‘

) /(X) 0. <0
1

7 3 v/ H(1+X23

n\r, s 1 f (X~a)2
ojn)- x T 1?2
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(2
E)/W =-.

N e n+e
2. [a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
zichlik funksiyasif(x) qayerda to'g'ri ifodalangan?
Jb-a, x&[a,b]
x e [a,b]

=Jb-a, xe [a,b]
io, xe[a,b]

B) /(*)

fl/(b-a), xe[a,b]

C)f(x)=1 0, xt[a,b]

jlZ(b-a), xe[a,b]
11. xt[a,b]

E)VW. bl xaay

3.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
f(x) zichlik funksiyasi ge[-3,7] bo'lganda ganday giymatni gabul
etadi?

A)10. B)4. C) 1/10. D) /4. E) 1.

4.]a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
F(x) tagsimot funksiyasining xe[a,b] bo'lgandagi ifodasi gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan?

A) FO=E ~ . B) FOo =) .
CIF(9=—_ . DIF() =)
E) F(x)_&'ab)_(:'x)

5.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy miqgdor
uchun P{-1<X<4} ehtimolni hisoblang.
A)0.3. B) 0.7. C)0.4. D)05.
E) 0.8.
6.[-5,10] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy miqgdor
uchun Plc<X<d}=0.6 bo'lsa, d-¢ giymati aniglang.
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A) 3. B)7. C)9.

D) 12. E) aniglab bo'Imaydi.

7. [a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
F(x) tagsimot funksiyasi uchun quyidagi tasdiglardan gaysi biri
noto'g'ri?

A) x<a bo'lganda F(x)=0 .

B) x>b bo'lganda F(x)=I.

C) x<=[a,h] bo'lganda V (x)=(x-a)/(h-a).

D) ge(-<toco) bo'lganda F(x) uzluksiz funksiya .

E) Keltirilgan barcha tasdiglar to'g'ri.

8. [-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning F(x) tagsimot funksiyasi xe[-3,7] bo'lganda ganday
ifodalanadi?

A) F(x)=(7-x)710 . B) ¥(x)=(7-x)/A .

C) F(x)=(x+3)710 . D) F(X)=(x+3)/4 .

E) F(x)=(10-x)7/10.

9. [a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
M(X) matematik kutilishi gaysi formula bilan hisoblanadi ?

A) M(X)=(b-5)/2 . B) M(X)=(a+h)/2 .

C) M(X)=(b-8)/ (a+b). D) M(X)=(a+b)/ (b-a).

E) M(X)=(b2-12)/2.

10.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning M(X) matematik kutilishi nimaga teng?

A)5. B)O. C)25. D)2. E)04.

11. [a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy miqdorning
D(X) dispersiyasi qaysi formula bilan hisoblanadi?

A) D(X)=(b+a)/12 . B) D(X)=(b+a)2/12 .

C) D(X)=(b-a)/12 . D) D(X)=(fr-<j)/12 .

E) D(X)=(b2-a2 /12

12.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning D(X) dispersiyasi nimaga teng?

A) 1/3. B) 4/3 . C) 5/6.

D) 25/3 . E) 10/3 .

- — —

~
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13.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy miqgdor
uchun M(X)+3D(X) yig'indi giymatini toping.

A)29. B)27. C)25. D) 23 . E)21.

14. Normal tagsimotning/(x) zichlik funksiyasini ko'rsating.

A) M -\{'l& xifa.b] B)/W>[O|,* « 2
C) =~TITTZ2T D) /(gr) =— )==exp{-(x“ a)2
E)/(x) =
noen+e

15.  Xtasodifiy migdor zichlik funksiyasi

fot=— B =epd- 7 2)2
alJl kK 2a 2

bo'lgan normal tagsimotga ega. Bu tagsimotdagi a parametr
nimani ifodalaydi?

A) a=P(X<0}. B) a=P{X>0]. C) a=M(X).
D) a=D(X) . E) a=cr(X).
16. Xtasodifiy migdor zichlik funksiyasi

(x~a)2

1= gl E‘l 2012
bo'lgan normal tagsimotga ega. Bu tagsimotdagi c2 nimani
ifodalaydi?
A) c=P{X<0}. B) a 2=P[X>0]. C) az=M(X).
D) a2=D(X). E) a=M(X2) .

9. Statistik tagsimotlar
1 Matematik statistikada X tasodifiy miqdor haqidagi
xulosalar nima asosida chigariladi?
A) X tasodifiy migdorning tagsimot gonuni asosida .
B) X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi asosida .
C) X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi asosida .
D) X tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari asosida .
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E) X tasodifiy miqdor ustida o'tkazilgan kuzatuv natijalari
asosida.

2.Tanlanma ganday ta'riflanadi?

A) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan
barcha giymatlar to'plami tanlanma deyiladi.

*B) O'rganilayotgan X tasodifiy miqdorning statistik
kuzatuvlarda ro'y bergan giymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

C) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning f(x) zichlik
funksiyasining kuzatilgan giymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

D) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning F(x) tagsimot
funksiyasining kuzatilgan qiymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

E) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning kuzatilgan eng
katta va eng kichik gqiymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

3. Tanlanma hajmi ta'rifi gayerda to'g'ri ifodalangan?

A) Tanlanmadagi musbat giymatli variantalar soni tanlanma
hajmi deyiladi.

B) Tanlanmadagi manfiy qiymatli variantalar soni tanlanma
hajmi deyiladi.

C) Tanlanmadagi noldan fargli giymatli variantalar soni
tanlanma hajmi deyiladi.

D) Tanlanmadagi giymati nolga teng bo'lgan variantalar
soni tanlanma hajmi deyiladi.

E) Tanlanmadagi barcha variantalar soni tanlanma hajmi
deyiladi.

4.Berilgan 5, 2, 4, 0, -2, -5, 0, 4, -1, 2, 0, 0 tanlanma hajmi
nimaga teng?

A)3. B)4. C)12. D)s. E)5.

5.X tasodifiy migdor ustidagi 10 ta kuzatuv natijalari 5, 2, 4,
0,2, 50 4,1 2tanlanmadan iborat. Bu tanlanmaning variatsion
gatorini ko'rsating.

A) 552,2,24,4,0,0,1 B) 2,2,2,55,4,4,0,0,1.

C) 4,4,5,52,2,2,0,0,1 D) 0,0,1,2,2,2,4,4,5,5.

E) 55,22200,1,4,4.

6.Berilgan 5, -3, 2, -1, 0 tanlanmaning variatsion gatorini
yozing.

A)O -1,2 -3,5. B)O 5 2 -3, -1.

C)-I, -3, 2, 0, 5. D)-3, -1, 0, 2, 5.
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E) 0, 1, 2, 3, 5.

7.X belginingxi, xi, x3,..., X variantalarining chastotalalri
ganday ta'riflanadi?

*A) Xbelgining Xi, Xi, X3,..., Xnvariantalarining tanlanmada
necha marta wuchrashishini ifodalovchi sonlarga chastotalar
deyiladi.

B) X belgining X\, xr, X3,..., Xnvariantalarining tanlanmadagi
umum iy soniga chastotalar deyiladi.

C) X belgining Xi, Xr, X3,..., Xntanlanmadagi musbat giymatli
variantalarining soniga chastotalar deyiladi.

D) Xbelgining Xi, Xr, X3,..., Xntanlanmadagi manfiy qiym atli
variantalarining soniga chastotalar deyiladi.

E) X belgining Xi, XI, X3,..., Xntanlanmadagi nol giym atli
variantalarining soniga chastotalar deyiladi.

g.Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5 0, 4, 1, 2 tanlanmadagi x=2
variantaning chastotasi nimaga teng?

A)2. B)3.C)4. D)5. E)0.3.

9.Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanmadagi eng katta
chastotali variantani aniglang.

A)0. B) 1. C)2. D) 4. E)5.

10. Hajmi n Dbo'lgan tanlanmadagi variantalaming
chastotalarim, m, u3,..., nmbo'lsa, quyidagi tengliklardan gaysi biri
o'rinli bo'ladi?

A) max(m, m, 13,..., rim)=n . B) min(m, vr, n3,..., uT)=n.

C) N+ 1+ 3+..+ VusA. D)m- *3-..- =11,

E) To'g'ri javob keltirilmagan.

11.Hajmi u bo'lgan  tanlanmadagi variantalaming
chastotalarim, m, u3,.., nmbo'lsa, wmisbiy chastotalar ganday

aniglanadi ?
A)lLIk =N B)un =uk+n. C)w =nk/n.
D) Wk Sk . E) k=K .

12.Hajmi u bo'lgan tanlanmadagi variantalaming nisbiy
chastotalariwi, wi, wi,..., Wm bo'lsa, quyidagi tengliklardan gaysi
biri o'rinli bo'ladi?

A) Wi+ 102+ Z2V3+..+ Wm=n . B) WA+ Wo+ W3+...+ Wm=| .

C)LLh+W2+ 103+...+ Wi=0 . D) M- W2- Nau...m WhH .
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E)n?l- W2mWs-...- Wm=n ..

13.Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanmadagi x=2
variantaning nisbiy chastotasi nimaga teng?

A)2. B) 3. C)4. D)0.2. E) 0.3

14.Hajmi n bo'lgan tanlanmadagi variantalarning nishiy
chastotalariw/ (/=,2, .., m) bo'lsa, variantalarning m (f=I,2, m)
chastotalari ganday aniglanadi?

A) m=n/wi .B)n,=Wi/n . C) m=n+ivi. D)tir=niVi.

E) Nisbiy W chastotalar bo'yicha wn/chastotalami aniglab
bo'lImaydi.

10. Statistik baholar. Tanlanma o'rta qiymat va dispersiya

1. Ta'rifni yakunlang: Berilgan xi, xi, ... , Xntanlanma bo'yicha
noma'lum”arametr uchun statistuk baho deb......

A)tanlanmadagi kuzatuv natijalarining eng Kkattasiga
aytiladi.

B) tanlanmadagi kuzatuv natijalarining eng Kkichigiga
aytiladi.

C) tanlanmadagi kuzatuv natijalarining o'rta arifmetik
giymatiga aytiladi.

D) tanlanmadagi kuzatuv natijalarining o'rta geometrik
giymatiga aytiladi.

E) tanlanmadagi kuzatuv natijalaridan tuzilgan ma'lum bir
funksiyaga aytiladi.

2.Noma'lum e*parametr uchun tuzilgan en statistik baho
gaysi shartda siljimagan baho deyiladi?

A) M(o0;,)>8 . B) M(B'n)=s . C) M(0,%<s .

T))M(0*,)*8 . E) %M(B*):o .

3.Noma'lum ~arametr uchun tuzilgan g, statistik baho
gaysi shartda asosli baho deyiladi?

A)D{sh)>¢e. B)O0(0 =0. C)D(G'n)< ¢.

D) b@e®»*s . E) nlikrjlg D(0*) =0 .

4, Noma'lum darate® uchun tuzilgan va dispersiyasi

DNa) =f(e,n) bo'lgan statistik baho gaysi holda asosli baho
bo'ladi?
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A) fe,,)=B+1. o 40,MEs+" . o Nem)J1.

XY)Ngn):M—+1. E)Ne n)=-elln.

b.Ta'rifni yakunlang:Agarda noma'lum parametr uchun
barcha statistik baholar to'plamida o* statistik baho . . . shartni
ganoatlantirsa, u effektiv baho deyiladi.

A) M(0*) =max . B) z)(<0) =max . c) M(B"n) =min

D) £>(£%)=min . E) D(0*) =max, A/(#*)=min .

6.Berilgan x\, xr, ... , Xh tanlanma bo'yicha F(x,0) tagsimot

funksiyasidagi noma'lum 8 parametr uchun hagigatga maksimal
o'xshashlik usulida statistik baho tuzishda quyidagi amallardan
gaysi biri bajarilmaydi?

A) Tagsimot funksiyasi va tanlanma bo'yicha F(xi,6 ), F(x256),

., F(xn,6) ifodalar topiladi.

*B) F(xi,6), F(xi,Q), .. . F(xne) ifodalaming o'rta arifmetik
giymati aniglanadi . C) L(xi, xr, ... , Xn, B) =F(x\,6)-F(x2d)
mF(n6 ) funksiya tuziladi.

D) =0 tenglama yechiladi.

E) Ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

7.Berilgan X\, xr, ... , Xn tanlanma bo'yicha F(x,Q) tagsimot
funksiyasidagi noma'lum s parametr uchun hagigatga maksimal
o'xshashlik funksiyasi qanday aniglanadi?

*A) LI\ xr1,..., Xn, Q) =F(xi,e)-F(x26) m... -F(xn,s).

B) L(xi, xr, ..., X, 8) =F(xi,e)+F(x26) +... +F(xns) .

C) L(xi, xr, ..., X, 6) =F(x],6 )-F(x26)- ... -F(xn;6) .

D) L(xi, xr, ..., Xn, 8) =max{F(xi,0), P(xr,8), ..., F(xn,6)}.

E) L(xi, xr, ..., X0, 8) =min{F(xi,0), F(X2,6) , , F(xn,0)}.
g.Berilgan xi, xr, ... , X tanlanma bo'yichanoma'lum s

parametr uchun hagigatga maksimal o'xshashlik funksiyasi L(xi,
xr, ..., X, 8) topilgan. Bu holda hagigatga maksimal o'xshashlik
tenglamasi qanday aniglanadi?

A\ diL(xl,x2,-"*,xn,0) 0 g, aUxux2,-,xn,B)_
0 aX

cn X2, mmX],0) M N . dLO\ Xp,e*e,xn.0) _

’ do ‘ ’ o} ~
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E) L(xi, xr, ..., Xn, 6)=0.

9. Berilgan xi, xr, ... , X tanlanma bo'yicha X tanlanma o'rta
giymat gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) X =njxl +x2+---+xn . B) X=n]xi x2m m,

C) x =X+X2+" +X m D)X=r2_

E>X={«+* +-+ X- =

10. X tasodufiy miqdor ustidagi kuzatuv_natijalari 5,-3, 2,
1, 3, 1,-2, 1, 3, 3 tanlanmani tashkil etgan. X tanlanma o'rta
giymat nimaga teng?

A)4ft4 . B) WIBD . C)o0. D) 1.4. E)s.
11. Xtasodufiy migdor ustidagi n ta kuzatuv natijalari

Xi A X2 .. Xm

Tti t\ n2 n"

statistik tagsimot qonuni bilan -b-erilgan bo'lsa, uning X
tanlanma o'rta giymati qaysi formula bilan hisoblanadi ?

A - =X]+s2+".+X, . B) X=X +XI+""+x* .
' n m
Q A +X2+--- +Xm _X%0X+X2N2 +- +Xmmm
N, +N2 +eem+NM n]+n2+--- +nm

X _ X\n\+X2n2 +--- + Xrmm

m
12. Xtasodufiy migdor ustidagi kuzatuv natijalari

Xi -3 0 2 10
m 4 7 8 1 _
statistik tagsimot gonuni bilan berilgan bo'lsa, uning X tanlanma

o'rta giymati
nimaga teng?
A)O. B)2. C)94. D)9/20. E) 7/10 .



2. Vektorlaming koordinatalari va ular
ustida amallar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A B C A DCC C C A
3. Vektorlaming skalyar co'paytmasi,
uning xossalalri va fCitbic lari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B D E E C D D D C C
4. Vektoria ko'paytma, uning xossa alri va
tatljiglari
1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D E C B D A E E C E
5. Vektorlaming aralash ko'paytmasi,
uning xossa ari va tatbiqlari
12 4 5 6 7 8 9 10
B B E D E D D D A D

4-BOB

1. To'g'ri chiziqg va uning tenp;lamalari

1t 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A C D C B E B D A o

2- To'g;'ri ciziq arga doir asosiy masalalar
t 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E D C A C B D D B B
3.11tartibi tenglama vachiziglar. Aylana

va elli ps

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C C b A DB B A C C
4. Giperbola va parabola
1 2 3 4 5 ¢ 7 8 9 10
A A DCDADBAC A



5/ fekislik va unin y tenglamalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A C E C C E B A C C
6. Tekislikka doir asosb/masalalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E B C D EAUDTCTC D
7. Fazodagi to'g'ri chizig tenglamalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C C B C DB aA C C D

5-BOB

1. To'plamlar va ular ustida amallar
2 3 4 5 6 7 8 9 10
c D DCcCATCTCAB D

2.Chekli va c leksiz to'plamlar
2 3 4 5 6 7 8 9 10
D c c Cc B c D D D D
3. Qavariq to'plamlar

2 3 4 5 6 7 8 9
E D CECC E D E D

[N

[N

6-BOB

1. Sonli to'plamlar. Sonning absolut
giymati va uning xossa ari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C A A DA D B C a A

2. Sonli ketma-ketli cva uning limiti
t 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E DB E B C E D D C
3/Tunksiya va u bi an bog'liq tushunchalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C DB E D B E B B D
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Test javoblari
1-BOB
I.M atritsalar va ular ustida amallar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B B B E B C E C A
2. Determinantlar va ulaming xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B B C A A D B E C E
3. Teskari matritsa. Matritsa rangi

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D b C D B E A E E E

2-BOB

1. Chiziqli ten ?lamalar sistemasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E B CE B A C D C c
2. Chizigli teng amalar sistemasini maxsus

holda yechish

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B D B B B B E E B

3. Chizigli teng amalar sistemasini

umumiy hlolda yechish.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E C A C B B D E D D

3-BOB
1. Vektorlar va ular ustida amal ar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B E C D D D D C C E



4. Funksiya limiti va uning xossalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D ¢ C D D A A D C A
5. Uzlu csiz funksiyalar va ularning
xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E A D A D E D B A E

6. Funksiyaning uzilish nuqtalari va
ularning turlari

3 4 5 6 7 8 9 10
C E D D E E E D C D
7-BOB

. Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik
va geometrik ma'nosi
2 3 4 5 7 7 8 9 10
C E B D E C C B A D
2. Funksiyani differenisial ash qoidalari.
Hosilalar advali
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
D C E C D D E B E B
3.Differensiallanuvchi funksiyalar
haqgidagi asosiy teoremalar
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
E C C C D C D B E C
4.Funksiya differensiali. Yuqori tartibli
hosila va differensiallar

—

[

1 2 3 4 5 7 7 8 9 10

C E B D E D C D B E

5.Funksiyani [ tartibli hosila yordamida
tekshirish

1 2 3 4 5 7 7 8 9 10

D A D C ¢C E E E C A



N

[a ]

@]

O r~

8-BOB
I.Boshlang'ich funksiya va anigmas
integral. Integrallar jadvali

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
c b c cC D C E E B B
2.Anigmas integralni lisoblash usullari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A C D C C E D D B A
3.Ratsional funksiyalar va ularni
integrallash
1 2 3 4 5 6 17 8 9 10
Cc E ¢c C D C D E A B
4. Ayrim irratsional ifodali integrallami
hisoblash
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C A C cC B E C B D C
5.Ayrim trigonometrik ifodali integrallami
hisoblash
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E E A C B D B B A A
9-BOB

9.1.Aniq integral va uning xossalari
3 4 5 6 7 8 9 10 u 12 13 14 15116
E D D E c E B B D B A c bDI1CJ
9.2.Aniq integralni hisoblash usullari
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15!'16
D c ¢c B B ¢c A A c E E B D B
9.3.Aniq integra ni taqribiy hisoblash formulalari
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ot
B D B A E E C C D C D



9.4 Aniq integralning geometri ¢ masalalarga tatbiq ari
1 2 45 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
C bDbEADBT CT CUETUDTCATCEDTD B8
9.5. Aniq integralning mexanik va fizik masala arga tat'?iglari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Cc C bB A DIBTCUDBTCT CTCTCTZCA

9.6.Xosmas integra lar

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

c D DDZ CUETCDTDED

m -
O
m
(o8]

10-BOB
1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D B ¢ DC E C D E D C B A E E E
2.Ko'p o'zgaruvchili funksiya arning imiti
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D DDA A E BACADE B C E D
3. Ko'p o'zgaruvchili fun csiyalarning uzluksizlig i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A-C B D A CDDED D CDCDC
4. Ko'p o'zgaruvc lili funksiyanin)s hosila va differensiallari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E D E B C E DD CDC B E D C A
5.1kki o'zgaruvchili murakkab funksiyaning hosila ari va to'la
differensiali. To'la hosila. Yo'nalish bo'yicha hosila va
gradient
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
cCc ¢c C e C b DB b ECA B E A E
6. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning yuqori tartibli
hosila va differensiallari
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
b B A DCAATCT CAIETCTCUB E D

[
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7. Ikki o'zgaruvchili fun csiyaning ekstremum/ari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
cCc bB CADBEETC c C s D c a

11-BOB
1. Differensial ten §lamalar va ular bilan bog'lig tushunchalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
¢c bbb EB BUDUDTCTCUDUDTCE D C
2 .1tartibii differensial tenglamalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A A B C C B E B DB E E B D CC
3.1l tartibli differensia tenglamalar. Tartibni pasaytiris i usuli.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D DCZC BB B A A A D C&B ¢1
4. 11 tartibli chiziqli o'zgarmas koeffitsient i bir jinsli
differensial tenglamalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16:
D ¢cC DDUE&« ¢ EEEDBUD B E D E D
5. 11 tartibli chizigli o'zgarmas koeffitsientli ?ir jinslimas
differensial tenglamalar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B A DEIBA B B C A
6. | tartibli differensia tenglamalar sistemasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B EDETCATCD B C

12-BOB
LSonli garorlar va ularning yaginlashuv
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
C Ec¢c ¢c ¢c c E E B C D E C D D A
2. Musbat hadli sonli gatorlarnin g yaginlashish alomatlar
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D cCesADOCTCDTETDTCBE , C D



3. Ishorasi navbatlanuvchi va o'zgaruvchi sonli qatorlar

2 13
cC A
2 3
D D

3
A D

3
cC A
2 3
D B
2 3
E C

1
A

1
D

4
Cc

4
Cc

4

B

2

c
2. Ikki o'lchc)vli integralni hisoblash. Ikki

5
D

m o

5

E
7. Darajali gatorlarning ayrim tatbiqlari

5
Cc

3
B

6 7 8 9 10 N 12
C C E A B D E
4. Funksional qatorlar

6 7 8 9 10 11 12
A A E c C b c

5. Darajali qatorlar

6 7 8 9 10 11 12
E D B E E A cC

6. Teylor va Ma doren catorlari

6 7 8 9 10 11 12
D E C A A D E

6 7 8 9 10 11 12

A A C E B B C
8. Furye qgatorlari

6 7 8 9 10 11 12

D D C ¢ E D cC

13-BOB

4 5 6 7 8 9
C E C C A C

carrali integrallar
4 5 6 7 8 9
D E B E A C

13 14
C E
13 14
D A
13 14
E D
13 14
D D

13 14
Cc D
13 14
D D

1. Ikki o' chovli integral va uning xossalari

10
E

10
B

3. Ikki o'lchov i integralning amaliy tatbiglari

1
B

2 3
C D
2 3
D E

4 5 6 7 8 9
B E A E E D

10
D

15
D



m =

—

4. Uch o'Ichov i integral va ulamin 5xossalari

1

2 3 4 5 6 7
C B D D C E

LLL

5. Uch oTchovli Integra larni hisoblash.

2 3 4 5 6 7
D D D E C D

8 9 10
A C E
8 9 10
c A D

.Uch o'lc 10v i integralning amalill tatbiglari

2 3 4 5 6 7
D E D C D C

7.1tur egri chizigli integra lar

2 3 4 5 6 7
E D C A B D

8 9 10
cC A B
8 9 10
B D C

8. Il tur egri chiziqli integrallar

2 3 4 5 6 7
E C D. B A D

14-BOB

8 9 10
E A D

1. Komp eks sonlar va ular ustida amallar

4 5 6 7 8 9
A E C Cc E D

10 11 12 13 14 15
D c bBB B DZC

2. Kompleks o'zgaruvc lili funksiyalar

4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 161

C DDCAGCBDTCZC &8 BA
3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalarnin uhosilasi

4 5 6 7 8 9
D E D E C B

10 m 12 13 14 15 16
A~ E A E C B E

5. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalarnin sintegrali

D
1
D
6
1
C
1
D
1
E
2 3
B E
2 3
B
2 3
C B
2 3
C c

4 5 6 7 8 9
D C A C B C

10 W 12 13 14 15 16
E C B D D B E

5. Kompleks funksiyalar uchunTeylor va Loran gatorlari.
Kompleks funksiyaning maxsus nuqgta va chegirmalari

2
A

3
c

4 5 6 7 8 9
A B E D C a

100 m 12 13 14 15 16
E A C D C'A E



15-BOB
1. Laplas almashtirishi va uning chiziglilk xossasi. Ayrim
funksiyalaming tasvirlari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
C E b A E E E E DD c CaA B A
Lap as almashtirishining asosiy xossalalri. Tasvirlar advali
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c C A E B A E C C B C D B C C D
3. Laplasning teskari almashtirishi.
Operatsion hisob yordamida differensial tenglamalarni yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
B DA c¢c b b b A E Db B B C C

— N W -

16-BOB
t.Matematik fizika tenglamalari va ularning turlari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Cc b B C A EDTCDDC C A B A C

2.Tor tebranishi tenglamasi va uning uchun clegaraviy
masalani Furye usu ida yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
C B B A B C C D D A C B D
3.Tor tebranis ii uchun Koshi masalasi va unu Da amber
usu ida yec lish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 U 12
C ¢C A B D D C D E A D D
4.1ssiqlik tarrgalishi tenglamasi va uning uchun Koshi
masalasini Furye usulida yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
p B C A CbD B CCTCA B D E C
5.Lajlas tenglamasi va uning uclun chegaraviy masalalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 W 12 13 14 15 16
C A E E B C B E E C C B D E C

>

(@]



17-BOB
1.Hodisalar va ular ustida amallar
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E D B B DC C E C B A D C E C B
2.Ehtimol va uni hisoblash usullari

[y
N
w
EN

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D C B C E EDTCEE B E E B C c
3.Ehtimollarni go'shish va ko'paytirish teoremalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A B C C C bDbOBAAWDTC ¢ D C E

4.To'lig ehtimol va Ba*es formulalari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
C A E C bBDUDTCUDE B B D A B
5.Bernulli formulasi va Muavr-Laplas, Puasson teoremalari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E C A A ECDTCOBDDTC A D AC
6.Asosiy diskkret tagsimotlar va ularning sonli xarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
B ¢C E C B A C E B C C D C C D C
7.Ehtimollarningtagsimotvazichlikfunksiyalari.Uzluksiztasodifiymigdor
larningsonlixarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D bDbEZ CDTCUET CUDE B E D C E A
8. Asosiy uzluksiz tagsimotlar va ularnin e sonli xarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A C C C DbTC ETC B D D D B D C D
9. Statistik tagsimotlar
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
E B E C DDA AWUBTCC C B E D
IO .Statistik baholar. Tanlanma o'rta ciymat va dispersiya
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
E B ECDBATCTC D D E

[EN
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