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Kirish

Respublikamizda ta'lim-tarbiya tizimining bugungi kundagi
asosiy vazifasi o'sib kelayotgan yosh avlodni har tomonlama
odobli, axloqli, ijodkor, vatanparvar, zamonaviy bilim, ko'nikma
va malakalami o'zlashtirgan hamda jamiyatda o'z munosib
o'mini egallashga qodir bo'lgan - komillikka intiladigan
barkamol avlodni voyaga yetkazishdir. Xalgimizning shunday
ezgu magqgsadlarini ro'yobga chigarish yo'lida mustaqillik
yillarida ta'lim-tarbiya sifati va samaradorligini zamon talablari
darajasiga ko'tarish davlat siyosatining ustuvor yo'nalishlaridan
biriga aylandi.

Yuqori malakali, ragobatbardosh, zamonaviy talablarga
javob bera oladigan kadrlar tayyorlashda ularga chuqur
matematik bilimlar berish va bu bilimlarni hayotga tatbiq eta
olishga o'rgatish katta ahamiyatga ega. Shu sababli
muhandis-texnolog yo'nalishlari  bo'yicha ta'lim  oluvchi
bakalavrlarning o'quv rejalarida "Oliy matematika" fanini
o'gitish ko'zda tutilgan.

Bu kitobda muhandis-texnologlar uchun " Oliy
matematika" fanining namunaviy dasturida rejalashtirilgan
barcha mavzular o'z o'mini topgan.

Ushbu kitob oliy ta'limning Davlat ta'lim standartiga ko'ra
Muhandislik-texnologiya ta'lim sohalarida o'gitiladigan "Oliy
matematika" fani dasturi bakalavr yo'nalishlarida ta'lim oladigan
talabalami malakaviy bilimga ega bo'lishi uchun zarur
bo'ladigan: Chizigli algebra, analitik geometriya elementlari,
matematik analiz, oddiy differensial tenglamalar nazariyasi,
gatorlar, operatsion hisob, kompleks sonlar va kompleks
o'zgaruvchili funksiyalar  nazariyasi, matematik  fizika
tenglamalari, ehtimollar nazariyasidan boshlang'ich
tushunchalarni o'z ichiga olgan bo'limlardan tashkil topgan.

Bu bo'limlar bo'yicha nazariy ma'lumotlar  yoritilgan,
amaliy misol va masalalar berilgan, mavzularga oid testlar va



savollar keltirilgan. Ushbu kitobda  muhandis-texnologlar
yo'nalishi xususiyatidan kelib chigib misol va masalalar tuzilgan.
Talabalarning bilimini boyitish magsadida imkon gadar ko'proq
misollar berilgan.

Ushbu Kkitobni yozishda ko'p yillar davomida Buxoro
muhandislik texnologiya institutida "Oliy matematika" fanini
o'qitish tajribasidan va bu fan bo'yicha mavjud bo'lgan o'zbek va
rus tilidagi o'quv adabiyotlaridan ijodiy ravishda foydalanildi.
Mavzularning nechog'lik yoritilganligini baholash o'quvchiga
havola qgilinadi.

Ushbu o'quv adabiyoti kamchiliklardan xoli degan fikrdan
uzoqgda bo'lganligimiz tufayli uni takomillashtirish bo'yicha
kitobxonlarning taklif va mulohazalarini minnatdorchilik bilan
gabul etamiz.

Muallif



w
Agar matematika go'zal bo'lmaganda edi,

ehtimol matematikaning o'zi ham mavjud bo'lmasdi.

Aks holda ganday kuch, insoniyatning buyuk daholarini
bu giyin fanga torta olardi.

Chaykovskiy

I-BOB . MATRITSALAR VA ANIQLOVCHILAR
8 1.1. Matritsalar va ular ustida amallar
8 1.2 Aniglovchi(determinant)larva ular ustida amallar
§ 1.3. Teskari matritsa va matritsa rangi

§ 1.1. Matritsalar va ular ustida amallar

Matritsa bir qator matematik va iqtisodiy masalalami
yechishda juda ko'p qo'llaniladigan tushuncha bo'lib, uning
yordamida bu masalalar va ularning yechimlarini sodda hamda
ixcham ko'rinishda ifodalanadi.

Matritsa ta'rifim ta satr va n ta ustundan iborat to'g'ri
to'rtburchak shaklidagi m-n ta sondan tashkil topgan jadval mm
tartibli matritsa,uni tashkil etgan sonlar esa matritsaning
elementlari deb ataladi.

Matritsalar A,B,C,... kabi bosh harflar bilan, ularning z'-satr
va /-ustunida joylashgan elementlari esa odatda au, bij, ctj kabi mos
kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan,

matritsa 2>3 tartibli, ya'ni 2 ta satr va 3 ta ustun ko'rinishidagi
2-3=6 ta sondan tashkil topgan. Uning 1-satr elementlari au=I, an
= -3, AI3=1.2 va 2-satr elementlari an =0, an =75, a3 = -1
sonlardan iborat. Bu matritsaning 1-ustuni an =1 va % =0, 2-
ustuni an=-3 va %% =75 3-ustuni esa A3=1.2 va 3=-1
elementlardan tuzilgan.

Agar biror A matritsaning tartibini ko'rsatishga ehtiyoj
bo'lsa, u Arnko'rinishda yoziladi va umumiy holda



vaT\ aT2 aTn,

yoki gisgacha At*« =(a#fko'rinishda ifodalanadi.

Jbxm matritsada T=n* 1 bo'lsa, u kvadrat matritsa, m* n
(m*1, ngpl) bo'lsa to'g’ri burchakli matritsa , m=I, n*1 holda satr
matritsa va m”, n=1 bo'lganda ustun matritsa deb ataladi.

Avn kvadrat matritsa gisgacha An kabi belgilanadi va n-
tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Masalan, xalq xo'jaligining n ta tarmoqlari orasidagi o'zaro
mahsulot ayirboshlash An =(aj) kvadrat matritsa yordamida

ifodalanadi. Bunda aij(i,j=1,2, ... , n va i*j) rtarmoqda ishlab
chigarilgan  mahsulotning /-tarmog uchun mo'ljallangan
migdorini, aa(i=l,2, ... , n) esa z-tarmoqgning o'zi ishlab chigargan

mahsulotga ehtiyojini bildiradi.

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, m=1 va n=1 bo'lganda Ai«i
matritsa bitta sonni ifodalaydi va shu sababli ma'lum bir ma'noda
matritsa son tushunchasini umumlashtiradi.

A va B matritsalar bir xil tartibli va ularning mos elementlari
o'zaro teng bo'lsa, ya'ni atj= hij shart bajarilsa, ular teng
matritsalar dir

A va B matritsalarning tengligi A=B yoki (/= (bij)
ko'rinishda belgilanadi. Masalan, ixtiyoriy s#Osoni uchun

fata a-a (a O

~Nata ala,’ ly 1 a\

matritsalar o'zaro teng, ya'ni A =Bbo'ladi.

A={flij}  matritsada i=j bo'lgan aw elementlar diagonal
elementlar

Masalan, yuqorida ko'rilgan Ar*3 matritsaning diagonal
elementlari an=1 va «22=7.5 bo'ladi.

Diagonal matritsa diagonal elementlaridan boshga barcha
elementlari nolga teng bo'lgan (s>=0, i*j) kvadrat matritsadir.



Diagonal matritsaning diagonal elementlari nolga ham teng
bo'lishi mumkin.
Masalan,

diagonal matritsalar bo'ladi.
Barcha diagonal elementlari au=1 bo'lgan n-tartibli diagonal
matritsa w-tartibli birlik matritsa yoki qgisgacha birlik matritsadir
Odatda n-tartibli birlik matritsa £« yoki qisqacha E kabi
belgilanadi. Masalan,
4 0O
£3=0 1 0
0 0 1
mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik
matritsalardir.
Barcha elementlari nolga teng (#/0) bo'lgan ixtiyoriy m*n
tartibli matritsa nol matritsa deyiladi.
mm tartibli nol matritsa Ox» yoki gisgacha O Kkabi
belgilanadi. Masalan,

ko'rsatilgan tartibli nol matritsalar bo'ladi.

Matritsalar ustida amallar.

Endi matritsalar ustida algebraik amallar kiritib, matritsalar
algebrasini hosil etamiz.

Ixtiyoriy tartibli  Arfn =(atj) matritsaning istalgan Xsonga
ko'paytmasi deb Qmn =Aw) kabi aniglanadigan matritsaga
aytiladi.

Bunda A matritsaning A songa ko'paytmasi AA deb

belgilanadi. Masalan,
G4 -1 6-5 6-4 6-(-m (30 24 -6



Bir xil tartibli Arfn=(a,) va Brt, =(bij) matritsalar yig'indisi
deb elementlari cj = aj + bj kabi aniglanadigan Cmin —{Gi)
matritsaga aytiladi.

Bunda A va B matritsalarning yig'indisi A+B Kko'rinishda
belgilanadi va ularning mos elementlarini qo'shish orqali

hisoblanadi. Masalan,

5 3-1 1 0 1
B=
07 2 Boa 2-3 4

matritsalar uchun

_f51-l 3+0 i+iV f 3
[0+2 7+(3) 2-1-4y ]9 4 8‘

Matritsalami songa ko'paytirish va o'zaro qo'shish amallari
quyidagi gonunlarga bo'ysunishi bevosita ularning ta'riflaridan
kelib chiqadi:

. A+B=B+A (qo'shish uchun kommutativlik gonuni);

Il. A+(B+C) = (A+B)+C (go'shish uchun assotsiativlik gonuni);

. X(A+B) = L4 + AB, (A +u)A = A+ A (distrubutivlik
gonuni)

Bundan tashgari yuqoridagi ta'riflar orqgali bu amallar
ushbu xossalarga ham ega bo'lishini ko'rsatish giyin emas:

A+0 =A, A+tA=2A, 0-A=0, XO=0.

Bir xil tartibli 1.™ =«//) va Brm»=(bij) matritsalar ayirmasi
deb /»» va (-1) Bn*, matritsalarning yig'indisiga, ya'ni Amnt+(-
1)Bnixh matritsaga aytiladi.

Bunda A va B matritsalarning ayirmasi A-B ko'rinishda
belgilanadi va ularning mos elementlarini o'zaro ayirish orqgali
hisoblanadi. Masalan,

(5 3 -i) o N
to 7 ZJLBSZX\%’\Z -3 4,

matritsalar uchun
A-B= 5-1 3-0 -1-1 4 3 -2"
0-2 7-(3) 2-4 -2 10 -2



M .

AmPp=(aijjva BP‘n=(bi,)matritsalaming  ko'paytmasi deb
shunday OCntr=(cij) matritsaga aytiladiki, uning aj elementlari
ushbu

cij~ki:lail(1<j> I=12 i-12

yig'indilar kabi aniglanadi.

Shunday qilib, Anfp=(ai;)va Bg*n=(b,;)matritsalar uchun p=q,
ya'ni A matritsaning ustunlari soni B matritsaning satrlari soniga
teng bo'lgandagina ulaming ko'paytmasi mavjud bo'ladi va AB
kabi belgilanadi. Bunda AB=Cm*n=(aj) matritsaning satrlar soni m
birinchi A ko'paytuvchi matritsa, ustunlar soni n esa ikkinchi B
ko'paytuvchi matritsa orgali aniglanadi. Bundan tashqari
AB=Cm*n=(gj) ko'paytma matritsaning aelementi A matritsaning
i - satr elementlarini B matritsaning /-ustunidagi mos
elementlariga ko'paytirib, hosil bo'lgan ko'paytmalami go'shish
orqali hisoblanadi. Bu "satrni ustunga ko'paytirish" qoidasi deb
aytiladi. Masalan,

8 1 -
- 0 -2 ~Q -
n 5,

matritsalar uchun m=3, p=¢=2, n =2 bo'lgani uchun
ulaming ko'paytirish mumkin va ko'paytma matritsa AB=C3x2

guyidagicha bo'ladi: \

ro3-6+11 3e(-4) +1-2 19 -10°
Qx2- 0 6+ (-2)-2 0e@dd)+(-2) =2
A 4-6+51 4w-4)+5-2 ;29 .,

Matritsalar ko'paytmasi uchun AB™BA, ya'ni kommutativlik
gonuni o'rinli bo'Imaydi. Masalan, AngBrn=0ntn  ko'paytma
mavjud, ammo Br nAn”ko'paytma har doim ham mavjud emas va
mavjud bo'lgan tagdirda, ya'ni n=m holda ham ular teng bo'lishi
shart emas. Masalan,

'3 -1 B 2 7

14 5 0 -1
matritsalar uchun AB/BA, chunki

finite
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4 500 -1J'U 23/ -lJU  5J)“L-4 -5j-

Matritsalar ko'paytmasi va yig'indisi quyidagi gonunlarga
bo'ysunadi hamda ushbu xossalarga ega bo'ladi:

I. A(BC)=(AB)C , (XA)B=A(kB) (ko'paytirish uchun assotsi-
ativlik gonuni);

Il. A(B+C) =AB +AC (ko'paytirish va go'shish amallari

(A+B)C =AC +BC uchun distributivlik gonunlari);

. AE=EA=A , 0-A=0, A-0=0 , 0-A=0.

Bunda £ va O mos ravishda tegishli tartibli birlik va nol
matritsalarni ifodalaydi.

Matritsa ko'paytmasi ta'rifidan ko'rinadiki, har ganday n-
tartibli A kvadrat matritsani o'ziga-o'zini ko'paytirish mumkin
va natijada yana n-tartibli kvadrat matritsa hosil bo'ladi.

Akvadrat matritsani o'zaro mmarta (m - birdan Kkatta
ixtiyoriy natural son) ko'paytirishnatijasida hosil bo'lgan kvadrat
matritsa Amatritsaning m- darajasi deyiladi.

Amatritsaning m- darajasi Amkabi belgilanadi. Bunda A°=E
va Al=A deb olinib, Amdaraja ixtiyoriy nomanfiy butun m soni
uchun aniglanadi. Bu holda A" daraja ta'rifdan uning quyidagi
xossalari bevosita kelib chigadi (m,fc-natural sonlar, A-hagigiy
son):

AB =

1.AmmAk=Am+k ; 2.(A"Dk=Amk ; 3.(JJA)T = AmAm ;
4.Em=E; 5.0 =0.
Shunday qilib, har ganday kvadrat matritsa uchun natural
darajaga ko'tarish amalini kiritish mumkin ekan. Masalan,
a-2 5W 253 BY2 s5uU 9 -5
1 -3H -1 =3Ju -37 {-\ 14
"9 -5 ri3 60~
AR 14;T|2 ~3] 12 -47/
Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, 5-xossaning teskarisi o'rinli
emas, ya'ni An¥0 tenglikdan har doim ham J1=0 ekanligi kelib
chigmaydi. Masalan,



A = * 0 => A = =0
-1 - -1 -U -1 - [o o]

Kelgusida matritsani darajaga ko'tarish amalini ixtiyoriy m
butun son uchun umumlashtiramiz.

B=(bij) matritsa A=(atj) matritsaning transponirlangani
deyiladi, agar i va j indekslarning barcha mumkin bo'lgan
giymatlarida aij=ji shart bajarilsa.

A matritsaning transponirlangani AT kabi belgilanadi. Agar
A matritsa mm tartibli bo'lsa, uning transponirlangani AT m
tartibli bo'ladi.Masalan,

r 2 3

c2 -4 I\
. Aaxp, = - 4 o]

Ka o -s i,
L1 -5,

Matritsani transponirlanganini topish transponirlash amali
deyiladi va u quyidagi xossalarga ega bo'lishini ko'rsatish
mumkin:

1. (Ay=A; 2. (JTA)YT=NIAT (A- ixtiyoriy hagiqiy son);

3. (A+B)r=ATBr; 4. (N-B)T=BT-AT.

Agar A kvadrat matritsa uchun AT=A bo'lsa, u simmetrik
matritsa, AT=-A bo'lganda esa kososimmetrik matritsa dir.

Ta'rifdan har ganday simmetrik matritsaning elementlari a,=
gji , kososimmetrik matritsaning elementlari esa w— s/ishartni
ganoatlantirishi bevosita kelib chigadi. Bundan kososimmetrik
matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng bo'lishi kelib

chiqadi.
Masalan,
3 6 1 ro 3 2
A= 6 0 -4 s = 3 o] -
] 4 2y no 4 O]

matritsalardan A simmetrik, B kososimmetrik bo'ladi.

Matritsalarning igtisodiv tadbiglari.

1-misol. Xalq xo'jaligining tarmoglari o'rtasida ayrim ishlab
chigarish resurslarining tagsimoti quyidagi jadval orgali berilgan
bo'lsin (umumiy hajmga nisbatan foiz hisobida, ragamlar shartli):

g 11



Xalq xo'jaligi tarmoqlari

Qishlog
Resurslar Sanoat o Boshga tarmogqlar
xo'jaligi
l.Yoqilg'i 45 30 25
2. Elektr energiyasi 53 27 20
3. Mehnat resurslari 38 21 41
4. Suv resurslari 40 48 12

Bu jadvalni matritsa yordamida quyidagi qulay
ko'rinishda ifodalash mumkin:

45 30 254
53 27 20

" N N1
40 48 12,

Bu yozuvda A matritsaning har bir elementi aniq iqtisodiy
ma'noga ega. Masalan, an=45 va «21=53 sanoat tarmogqlari
yoqilg'ining 45 foizini va elektr energiyasining 53 foizini iste'mol
gilishini ko'rsatadi; 022=27 gishlog xo'jaligi elektr energiyasining
27 foizini sarflashini, s33=41 esa mehnat resurslarining 41 foizi
boshga tarmogqlarda band ekanligini ifodalaydi va hokazo.

2-Misol. Korxona Mi,M2, M3 va Ma kabi belgilangan 4 xil
mahsulot ishlab chigaradi. Bu mahsulotlarni ishlab chigarish
uchun 3 xil Si, s2va ssxom ashyolardan foydalaniladi. Bunda ay
(z=1,2,3,4; /=1,23) orqgali M; mabhsulot birligini ishlab chigarish
uchun Sj xom ashyodan gancha birlik sarflanishini belgilab,
mahsulotlar birligini ishlab chigarish uchun xom ashyolar sarfi

me'yorini ushbu Aakb=() matritsa orgali ifodalaymiz:
N3 2)

A=

Bunda Mi (i=1,2,3,4) mahsulotlarni ishlab chigarish rejasini
ifodalovchi C satr va ¥ (/=1,2,3) xom ashyo birligining bahosini
ko'rsatuvchi B ustun matritsalar quyidagicha bo'lsin:



C=(90 110 80 100), B-

Bu holda CA matritsalar ko'paytmasi mavjud va u
rejalangan mahsulotlarni ishlab chigarish uchun sarflanadigan Si,
S2 va S3 xom ashyolar miqgdorini ifodalovchi quyidagi D satr
matritsadan iboratdir:

1
D=CmwA=(90 110 80 100) =(1210 730 1150).

Demak biz ishlab chiqgarish rejasini bajarishimiz uchun Si ,
S2 va Sz3xom ashyolardan mos ravishda 1210, 730 va 1150 birlik
migdorda ega bo'lishimiz kerak.

Xom ashyo miqgdorini ifodalovchi topilgan D matritsani xom
ashyo birligi bahosini ko'rsatuvchi B matritsaga ko'paytmasi DB
ham mavjud va u bizga zarur migdordagi xom ashyolarni sotib

olish xarajatimizni determinant sondan iborat bo'ladi:
r’N

DB =(1210 730 1150 1210 -7 + 730 -4 + 1150 -5 = 17140

Mustaqil yechish uchun savollar.
Berilgan A va B matritsalar uchun C maritsani toping.

11 r-2 3 3~ fis3 on _ _ . _
(-7 41
gA 451 B_" 105 C=B-2AT
2-3 8 35

™13 fl-1 31
12. A=0-1 2 . B=2 10, c=3)r-8

2 1-1 11-1
5-2)
1.3. A=4 3
"B < 2 ~ L % }'C=A+BT

0 2

13
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r4 r

/s=-3 1, CZAT-BT

I 3 \2 1,
'1-A\ 4 0 1
16 A 37 n=' C=2A-BT
16 1

6-1
f310  rol 3\
17. A= -2-1 4, B=

K7 2 1j 46 2}
\ -2 4
" j[ * = 6 6, CZA-BT
1A iie (3 ! 2)) W= -3 1’
7-41 w4,
19. /= 0-3 , ~= -1 2L C=3B-2A
il 2 6 3

ava B matritsani ko'paytmasini hisoblang

(2 O
1.11n) N, 1-2 ,
3-5 (r.9
(\ 2 11 1
3 36 210 o2
B)A=(1-1 2 3\ B 1.12. A= L. 2201
5-1 571 1
13 143 54
20
1-1 r-1 1 n Qo
1 5 1.14. A 1o01. B= 13
s O I-1j [ 2
(20
1.15. A= T N L
(Y vzo-Cor



1/3)

!
, 211 A \; .
LA7. 05503 5 - 4 0, LB A 2. fi=@ 2 0
412 A
P con . 12
* —_
119. A % %? 5 12-1 v 1w B_(1)11
301
311" 1 1-1
1.21. 2 1122.a.212,B=211
.C 2l 1 J 2 3 ’1 o) l
2 0O 3r
1.23. A= i 1-4 124, al =21
A=G 1031 B3, @311”310
0-1 ’
12 3 1111 _3!'5
125.0=-2 31, B= 231 3 35
42 4 -2-1 52 )
211 2 r3 n
127.A 12 1 1.28. 2 IL B.
I 12 10
(2 42 N\
1.29. JHl 21X B=12 12 130.
3131
‘12 3! '-1-2-4"
A= 2 4 6, 5= -1-2-4
3 6 91)

8 1.2 Aniqlovchi(determinant)larva ular ustida amallar

Matritsaning bir gator xususiyatlarini ta'riflash va o'rganish
uchun uning determinant tushunchasi kerak bo'ladi.

Determinant ta'rifiin - tartibli A kvadrat matritsaning
elementlaridan ma'lum bir qoida asosida hosil gilinadigan son n
- tartibli determinant deyiladi.

A kvadrat matritsaning determinant IAl yoki det/4 kabi
belgilanadi. Ayrim o'quv adabiyotlarida determinant atamasi

is



aniglovchi deb aytiladi. Umumiy holda n-tartibli determinant
guyidagi ko'rinishda bo'ladi:

«I «12 v «1»

Pl = det A = *21 «22 - «2*

««l «n2 - ann
Berilgan /11 determinantni tashkil etgan a, (i,j=1,2, ... ,n)
sonlar determinantning elementlari, gorizontal ko'rinishda
joylashgan a4 (/=12, ... ,n) elementlar determinantning i- satri
(/=12, ... ,n), vertikal ko'rinishda joylashgan a, (/=12, ... ,n)

elementlar esa determinantningj ustuni (/=12, ... ,ri) deyiladi.

Endi I, Il va Il tartibli determinantlami hisoblash goidasini

formula ko'rinishida aniq ifodalaymiz.

| tartibli 1711 determinant fagat bitta flu sondan iborat bo'lib,
uning giymati shu sonni o'ziga teng, ya'ni IAl»lanl= an deb
olinadi.

Il tartibli determinantning qiymati quyidagi formula bilan
aniqglanadi:

n. N Log apspa 1)
A «22
Masalan,
5
=3-6-4-5=18-20 =-2, ! K 510-4 (-2)=50+8=58

Il tartibli determinant esa quyidagi formula bilan
hisoblanadi:
01 a2 «3
A= 21 @2 «23 -«ll «22 «33+«l2 «23 «31 + «2l «32 «13-
‘31  «32  «33
-«13 «22 «31 —«12 «21 «33” «23 «32 «ll (2)
Bu yerda (2) formulani eslab golish oson emas va shu sababli
Il tartibli determinantlami qguyidagi usullarda hisoblash
mumkin.
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Uchburchaklar usuli. Bu usulda determinantning

elementlari sxematik ko'rinishda nuqtalar singari ifodalanadi (7-
rasmga qarang). So'ngra asoslari determinantning diagonallariga
parallel bo'lgan uchburchaklar garaladi. Bu uchburchaklaming
uchlarida va diagonallarda joylashgan elementlaming
ko'paytmalari hosil gilinadi. | holda chiziglar bilan tutashtirilgan
elementlaming ko'paytmalari o'z ishorasi, Il holda esa garama-
garshi ishora bilan olinadi.

7-rasm

Sarrius usuli. Bu usulda determinantning o'ng tomoniga
uning | va Il ustunlari takroran yozilib, 3*5 tartibli matritsa hosil
gilinadi. Bu matritsaning elementlari sxematik ko'rinishda
nuqtalar singari ifodalanadi (8-rasmga garang) va chiziglar bilan
tutashtirilgan elementlaming ko'paytmasi | holda o'z ishorasi, Il

holda esa garama-qgarshi ishora bilan olinadi.
i 7] in i n i 7] in i i

ARM
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111 tartibli determinantni hisoblashga doir misol keltiramiz:

2 6-2
O=1 5 =2-50 +6-4-3+I-(-1) «(-2) -
3 -1

- (-2) S <B- Gel0- 4 «-1) «(2) =112.

Determinantlar va matritsalar orasida quyidagi o'xshashlik
va farqglar mavjud:

1) matritsa sonlar jadvalini ifodalaydi. Determinant esa
sonlar jadvalidan hosil qgilinadigan sonli ifoda bo'lib, uning
giymati sondan iboratdir;

2) matritsa sonlar jadvalini dumalogq gavslar ichiga olish
bilan belgilansa, determinant bu jadvalni vertikal chiziglar
orasiga olish bilan belgilanadi;

3) A matritsa va 1/41 determinantni tashkil etuvchi sonlar
ulaming elementlari deyiladi;

4) matritsa va determinanant satrlar va ustunlardan iborat;

5) determinantlarda ustun va satrlar soni teng bo'lishi
kerak, matritsalarda esa bunday bo'lishi shart emas.

Determinantlamingasosiy xossalari.

Endi ixtiyoriy tartibli determinantlar uchun o'rinli bo'lgan
xossalar bilan tanishamiz. Aniglik va soddalik uchun umumiy
holda ifodalangan bu xossalami uchinchi tartibli determinantlar
misolida ko'rsatamiz va isbotlaymiz.

1-xossa. Agar determinantda har bir i-satr (i=1,2,3, —n) i-
ustun bilan almashtirilsa, uning gqiymati o'zgarmaydi.

Masalan,

ei a2 a)3 an a2 e3
a2i a2 e23 ~al2 a2 a3
a3l a32 fI33 al3 a23 a33

Bu tenglik bevosita Il tartibli determinantni (2) hisoblash
formulasidan kelib chigadi.

Demak determinantning satr va ustunlari teng kuchlidir,
ya'ni satr (ustun) uchun o'rinli bo'lgan tasdig ustun (satr) uchun
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ham o'rinli bo'ladi. Bundan tashqari bu xossadan matritsani
transponirlashda uning determinanti o'zgarmay qolishi, ya'ni
detA=detAT bo'lishi kelib chigadi. Shu sababli determinantning
keyingi xossalarini fagat satrlar uchun ifodalaymiz.

2-xossa. Determinantda ixtiyoriy ikkita satrlar o mi o zaro
almashtirilsa, determinantning giymati fagat ishorasini

o'zgartiradi.
Masalan,
«n «12  «13 «31 «32 «33
«21  «22  «23 T - «21 «22 «23
«31 «32 «33 «11 «12 «13

Bu tasdig ham bevosita (2) formuladan kelib chigadi.

3-xossa. Agar determinantda ikkita satr elementlari bir xil
bo'lsa, uning giymati nolga teng bo'ladi.

Isbot: Berilgan determinantning giymatini [ , uning bir xil
elementli satrlarining o'rinlarini almashtirishdan hosil bo'lgan
determinantning giymatini esa [' deb belgilaymiz. Unda, 2-
xossaga asosan, - -[ bo'ladi. Ammo determinantda bir xil
elementli satrlaming o'rinlari almashtirilganligi uchun uning
ko'rinishi o'zgarmay qoladi va shu sababli A- [ bo'ladi. . Bu
tengliklardan 4 = - natijani olamiz va undan =0 ekanligi kelib
chigadi.

Masalan, hozircha biz IV tartibli determinantni hisoblash
formulasini bilmasakda, 3-xossaga asosan, birinchi va uchinchi
satrlari bir xil bo'lgan ushbu determinantning qgiymatini
yozishimiz mumkin:

1 -4 6
7 -2
=0
1 -4 6
8 0 5

4-xossa. Determinantda biror satr elementlari umumiy A
ko'paytuvchiga ega bo'lsa, uni determinant belgisidan tashqariga
chigarib yozish mumkin.

Masalan,



«11 «12 «13 au «12 «13
J¥21 Jla22 ~z3 = Al 2«23

«31 f132 a33 «31 «32 «33

Isbot: Ill tartibli determinantni (2) hisoblash formulasidagi
yig'indining har bir go'shiluvchisida A umumiy ko'paytuvchi
gatnashadi. Bu A umumiy ko'paytuvchini gavsdan tashqariga
chigarib, 4-xossadagi tasdigning o'rinli ekanligiga ishonch hosil
etamiz.

5-xossa. Agar determinantda biror satr fagat nollardan
iborat bo'lsa, uning giymati nolga tang bo'ladi.

Bu xossaning isboti oldingi xossadan A=0 bo'lgan holda kelib
chigadi.

Masalan, quyidagi Il tartibli determinantning giymatini (2)
formula bilan hisoblab o'tirmay, 4-xossaga asosan to'g'ridan-

to'g'ri
11 20 401
-8 37 139=0
0 0 O

deb ta'kidlay olamiz.

6-xossa. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr
elementlari o'zaro proporsional bo'lsa, uning giymati nolga teng
bo'ladi.

Masalan,
aN\ 2 a3
gy, IR X3 =®
«31 «32 «33

Isbot: 4-xossaga asosan A proporsionallik koeffitsiyentini
determinant belgisi oldiga umumiy ko'paytuvchi sifatida
chigarish mumkin. Bu holda ikkita satri bir xil bo'lgan
determinant hosil bo'ladi va uning giymati, 3-xossaga asosan,
nolga teng. Bundan berilgan determinantning ham giymati nol
ekanligi kelib chiqadi.

Masalan,
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5 -3

1 8 =o.
75 -4.5
chunki bu determinantda | va Ill satrlar proporsional va
proporsionallik koeffitsiyenti A=15 ga teng.
7-xossa. Agar determinantning biror i-satri ikkita

go'shiluvchi yig'indisidan iborat, ya'ni ab, ko'rinishda bo'lsa,
bu determinantni ikkita determinantlar yig'indisi ko'rinishida
yozish mumkin. Bunda bu determinantlaming i-satri mos
ravishda a, va b, elementlardan iborat bo'lib, qolgan satrlari
berilgan determinantniki singari bo'ladi.
Masalan,
an an al3 all alz al3 all al2 a13
a2l+*21 a22+ *22 a23+*23 = a2l a22 a2 t n21 *22 *23
a3l a32 a33 a3l a32 a33 a3l a32 a3y
Bu xossaning o'rinli ekanligiga bevosita (2) formula orgali
ishonch hosil qilish mumkin.
8-xossa.  Agar 1Al determinantning a, diagonal
elementlaridan yuqorida yoki pastda joylashgan barcha
elementlari nolga teng bo'lsa, uning giymati diagonal elementlar
ko'paytmasiga teng bo'ladi.
Masalan,
eu a2 B3 gy 0 O
0 an au @& ez O -aunzzass
0 0 aB el n: «s
Isbot: Bu determinantlar uchun ulami (2) hisoblash
formulasidagi anfl22ii33qo'shiluvchidan boshga hamma
qo'shiluvchilari nolga teng bo'ladi va shuning uchun ulaming
yig'indisi, ya'ni determinantning giymati shu ko'paytmaga teng
bo'ladi.
Masalan, ushbu 1V tartibli determinantni hisoblaymiz:
-) 2 4 -}
1
2
0 -1

% _(3)5 2 (-1)=30
. = 30.
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9-xossa. Diagonal matritsaning determinanti uning diagonal
elementlari ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chigadi.
Jumladan har ganday birlik matritsaning determinanti birga
tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha
kiritamiz.

Ixtiyoriy n-tartibli determinantning ai (*/=12, ... , n)
elementining minori deb bu determinantdan shu element
joylashgan i-satr va j- ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (s-1)-
tartibli determinant qiymatiga aytiladi.

Determinantning ay elementining minori A/ deb
belgilanadi va ulaming soni n2ta bo'ladi. Masalan,

1-5 2
A=2-3 7 ©)
0 -2 1

determinantning Il satr elementlarining minorlarini yozamiz va
hisoblaymiz:

jl— » J-b AR . =-2.
Bunda Il tartibli determinantning minorlari Il tartibli
determinantlar ekanligini yana bir marta ta'kidlab o'tamiz.
Ixtiyoriy n-tartibli determinantning aij (*/=12, ... , n)
elementining algebraik to'ldiruvchisi deb kabi
aniglanadigan songa aytiladi.
Determinantning 44 (/,/=12, ... , n) elementining algebraik

to'ldiruvchisi A,, kabi belgilanadi va, ta'rifga asosan,
/+y-juft bo'lsa;
-Mt, /+y-togbo'lsa.
formula bilan hisoblanadi. Masalan, (3) determinantning Il satr
elementlarining algebraik to'ldiruvchilari quyidagicha bo'ladi:
AN\ =- M2i“l , An= M22-1, An”- MZB 2. 4)
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10-xossa (Laplas teoremasi). Determinantning ixtiyoriy bir
j-satrida joylashgan &> (;=1,2, ... , n) elementlarini ularning A/
(1,2, ... , n) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytmalarining
yig'indisi shu determinantning giymatiga teng bo'ladi. bo'lsa
Isbot: Bu xossa Ill tartibli 1Al determinantning birinchi satri
uchun quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

all4l +el2N2 +<ij4ij "N (5)
Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik to'ldiruvchi
ta'rifidan va determinantlami hisoblashning (1), 2

formulalaridan quyidagicha foydalanamiz:

auAu +e,2AI2 +anAti =auMu -a ]2M[2 + e 13A/13 =

a22 a23 a2l a23 a
_al2 +al3

a32 a33 a3l a33 a3l a32

2! a22

=all(a22a33 —a23e32) —al2(a2la33 “ a23a3l) + an (a2la32 —e22a3l) =
= alla22a33 _a WMa23a32 _a l2a2la33 + al2a23a3l + al3a2la32 ~ al3a22a3l =
= alla22a33 + al2a23a3l + al3a2la32 " alle23a32 _a 12a2la33 -a 13a22a3l = I'4
Xuddi shunday tarzda determinantning ikkinchi va uchinchi
satrlari uchun
a2ln2l +a22%22 +e23223 = N - elJ1”3] + °327°32 + e33733 = M
tengliklar o'rinli bo'lishi isbotlanadi
Yugoridagi (5) va (6) tengliklar determinantning satrlar
bo'yicha yoyilmasi deb ataladi.
Shunga o'xshash determinantning ustunlar bo'yicha
yoyiltnasini ham quyidagicha yozish mumkin:
alldal +e21n2l +a3I1”"3le M * al2”2 + a22-1<22 + a23723 = N>
a,3n3 +«23"23 +a3x"B*14
Masalan, yugqorida keltirilgan (3) determinant giymatini
uning Il satrining (4) algebraik to'ldiruvchilari yordamida
hisoblaymiz:
O=2Alt +(-3M22 +7"23 =2 1»(-3) 1+7-2=13.
Laplas teoremasidan foydalanib yuqori tartibli
determinantlami hisoblash mumkin. Bunda «-tartibli
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determinantni hisoblash n ta (n-i) - tartibli determinantni
(Ai,algebraik to'ldiruvchilarni) hisoblash va uning ixtiyoriy satr
yoki ustuni bo'yicha yoyilmasidan foydalanishga Kkeltiriladi.
Jumladan, | tartibli determinant giymati Al =Iflnl=<?nekanligidan
foydalanib, (1) va (2) formulalami keltirib chigarish mumkin.
Determinant giymatini Laplas teoremasi yordamida hisoblash
uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo'yicha yoyilmasidan
foydalanish mumkin. Ammo, amaliy nuqtai nazardan, ko'proq
elementlari nolga teng bo'lgan satr yoki ustunni tanlash (agar
shundaylar mavjud bo'lsa) magsadga muvofigdir. Bu holda nolga
teng elementlaming algebraik to'ldiruvchilarini topishga hojat
bo'Imaydi va hisoblashlar hajmi ancha kamayadi.

Misol. Ushbu 1V tartibli determinantni hisoblang:
2-345

3 0 9 1

Yechish: Bu determinantni Il ustun bo'yicha yoyilmasidan
foydalanib hisoblash qulaydir. Bunga sabab shuki, bu ustunda
nol elementlar boshga satr va ustunlarga garaganda ko'proq
hamda an=0, gqur4) elementlaming Az , A« algebraik
to'ldiruvchilarini hisoblash shart emas.

Dastlab A va Aas2 algebraik to'ldiruvchilarni hisoblab, An
—389 va ns2:=45 ekanligini aniqlaymiz. Endi determinant
giymatini Il ustunga Laplas teoremasini tatbiq etib hisoblaymiz:

N =el2n12 + a22722 * fI32732 + a 42742 =
=(-3) «-389) +0m + 7«45+0 M2 =1482.

11-xossa. Agar Al determinantni biror /-satrining
algebraik to'ldiruvchilari A/ (/=12, ... , n) va bj (/=12, ... , n)
ixtiyoriy sonlar bo'lsa, unda

b\An +b2J T2 +b)Al} +"'- + A=A

tenglik o'rinli  bo'ladi. Bunda IBIl determinant IAl

determinantdan faqgat i-satri bilan farq qgilib, uning i-satri bj
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(/'=1,2,..., n) sonlardan tashkil topgan bo'ladi.
Isbot: Bu xossa isbotini Ill tartibli 11 determinantning ,
masalan, birinchi satri uchun keltiramiz. Bu holda
b\NAu+biA\i+bzA\y= IBI
yig'indining go'shiluvchilari UTl determinantning birinchi
satr bo'yicha yoyilmasini ifodalovchi
a\A\\+ [p/1 2+ A3/In m A |
yig'indi go'shiluvchilaridan faqgat birinchi ko'paytuvchilari,
ya'ni birinchi satr elementlari bilan farqg giladi. Shu sababli \A\,
IB1 determinantlar bir-biridan fagat birinchi satri bilan farqg giladi
va IB I determinantning birinchi satri b\, b va fo sonlardan iborat
bo'ladi.
Masalan, Aw, An va A

2 -4 1
=0 7 3
9 12 -4

determinantni birinchi satri elementlarining algebraik
to'ldiruvchilari bo'lsa, unda

n 12 13
1bIM+12y42 +13/13=I51=0 7 3
9 12 -4

12-xossa. Agar IAl determinantni biror i-satrining g., (/=12
., n) elementlari boshga bir k-satr (i*k) mos elementlarining
Akj (/=12, ... , n) algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytirilgan
bo'lsa, bu ko'paytmalar yig'indisi nolga teng bo'ladi.
Isbot: Oldingi xossada br « (jm,Z eee«) deb olsak, unda

ALIAK] 4 *¥2A% 4 AZN*T teee + 6,,-40, ~<*INAK\+ aa”ki + ai)Ad4 + e+ at,Ahl = [fi]

Bu yerda IBI determinant berilgan IA| determinantning k-
satriga i-satrining a, elementlarini qo'yish bilan hosil gilinadi.
Shu sababli IB1 determinantning I-satri va fc-satri bir xil bo'lib, 3-
xo0ssaga asosan uning giymati nolga teng bo'ladi, ya'ni

ai]A\+ai2A2 +aidXi+-- +aikb =0, «*=12 -.n; i*k. (8)
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13-xossa. Agar A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar
bo'lsa ulaming ko'paytmasining determinant har birining
determinantlari ko'paytmasiga teng bo'ladi, ya'ni 1A-Bl =I1AI-IBI
tenglik o'rinlidir.

Bu xossani isbotsiz keltiramiz.

Ko'rib o'tilgan bu xossalar determinantlami hisoblash va
ulaming turli tatbiglarida go'llaniladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi iF.kinchi tartibli aniglovchilami hisoblang:

10,3) -0,(421

1.33.13"6
199 3 )
m/l -3 B I
1.34. 135 ra -l 36, SISy
a 1+\2 Sin: 08 j
137. | g 13g Al cd
irt/?
-ej a4
1 39l tfs -\]I 1.40 C052 Sll’\2
w2 Vs A
Sin— CO3-

Quyidagi uchunchi tartibli aniglovchilami hisoblang:

3-1-1 2 0 4 1 2-1 3 2-1
14la) -3 15¢ 5-2 1 142. 3 7 2 143.12 9
2-2 4 -1-2 3 2 3-7 112
5 3 2 111 12 3 -3 -1
144, .1 2 4 145.2 3 4 146. 3-4 7 147.0 -3 2
7 36 4 9 16 3 12-15 0 0 -3
2-1-3 120 1-1 1 2 13
148. 13 2 149. 5 12 150. 2 11 151. 5 3 2
32 2 031 112 14 3



4 2 1 3 2 1 0 1 1 [
152, 5 3-2 153. 2 5 3 154. 10 1 1.55. 12
3 2-1 3 4 2 1,1° 13
4 -3 5 3 2-4 5 6 3 20
156.3-2 8 157. 4 1 -2 158.0 10 159.7 1
1 -7 -5 5 2 -3 7 45 6 0
3 4-5 15 25 a b c 0
160. 8 7-2 161. 17 49 162. ¢ a b 1.63. b
2 -18 1 8 64 b ¢ a 0
cosa  sinacos”  sinasin/7 sina cosa 1

1.64. -sina cosnacos[l cosa sinP
0 -sin)? cos)

Tenglamani yeching:

1.66.K"4"4 -0

1.65. sinp cosP 1

siny

1.67. 4si1nx 1) =0

Ix-2 x+2j cosXj
2-12 I 2 3
168 3 5 3 1.69. 13-Jt 3
| 6 jr+3 1 2 5+§
170 gost*-sin2* 2cospsing | 21
|2sinpcos(3  cos: -sinl 12 4-x]
x] 4 9
X 2 3
1,72 f 1V J * 0 1-73
1 11
11 3 2 3-x -1 1
1.74 x -1 1 0L75 -1 5-x-1I
0 1 4 1 -1 3-xl

Tengsizlikni hisoblang:

177 E

r

cosy 1

>5

o

@ O @

o a o
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(7

2-1 2 1 2 3 Sifve
cos.T
182 3 5 3 >0 183 13-x 3 <0 1.84 >0
Sin X COS*
6 x+9 1 2 S+x
XCOSsX
1.85 >0
-X

Aniqglovchilami hisoblang:

121 2 -1 6 5 1
-2 86 2
2-1 2 3
1.86 a)_l_g_2 ) ) , 15 7 3
3-4-3 6 -3 9 3 4
3 0 2 0 5 62 -79 4
2 3-1 4 0 2 30
1.87.9) B)
0 4-2 3 6 183 201 5
5 2 0 1 0 3 4 0
-5 6 10 6 9 7 9 7
-9 8 85 8 6 8 5
1.88. 1.89.
-8 5 95 -9--7 9 7
117 7 4 -8--6 8 6
6 8-9-12 6 -5 12
4 6-6-9 -4 7-1 4
1.90. 1.91.
(-4 6 8 5-9 2 7
-2-3 4 6 4-6 12
3936 2-5 4 3
-5 8 2 7 3-4 7 5
1.92. 1.93.
4-5-3-2 4-9 8 5
7-8-4-5 -3 2-5 3
3-5 2-4 7 6 3 7
3 4-5 3 35 7 2
1.94. 1.95.
n 7-7 5 5 4 3 5
8-8 5-6 5 6 5 4
3-3-5 8 2 2
-3 2 4-6 9-8 5 10
1.96. 1.97.
2-5-7 5 5-8
-4 3 5-6 6 -
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1-1 2 1

4-1
13
0

1.99.

2-1 0 1

1.98.

14 11

12 3 4
2 2 14
3133
4 4 3 4

-1 3 12

-5 8 2 7

1.101.

1.100.

0-1

113 2

2-3

4 3-1 2

1
2 2 4 4

1.103.

2 1 2-1
3 1-1 1

1.102.

3

-115

12 12

2 2-3-3
4 6-6-9

1-3-4 6 8

1.105.

1
0

1.104.

5-7 10 14)

10-5]
58 8-9

5

6 6

9-8
7-11

5
7

1.107.

2
-5

0
-1

1.106.

-1 2. 2-1

4-9 85
b3 2-5 9

3-4

1.109.

16
0

8
-1

1.108.

97 9 7
4 3 4 3

9 7-9-7
K8-6 8 6

1.111.

1.110.

— N
o~
Olnﬁ_

o
(s}

I ™ o

1

0

o

—

-

< 1 10

o N m

o O ~

o

N

A

I

—

14 11
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(0

1.109.

2 13 -1
L3 1.110. e
0 5

2

N e

4
5
2

1

, O N N

3

2 8
4 -2-

1 2-3 0-1

8 1.3. Teskari matritsa va matritsa rangi

Biz matritsalar ustida qo'shish, ayirish va ko'paytirish
amallarini ko'rib o'tgan edik. Matritsalar son tushunchasini
umumlashtirishdan hosil gilinganligi hagida ham aytilgan edi.
Sonlar uchun qo'shish, ayirish va ko'paytirish amallaridan
tashqgari bo'lish amali ham mavjud. Bunda ikkita b va a (5*0)
sonlar bo'linmasini quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:
-wor
a a

Bundan ko'rinadiki, bo'lish amalini a*Q songa teskari
bo'lgan a1 son yordamida ko'paytirish amali orgali ifodalash
mumkin. Bunda ixtiyoriy a*0 va unga teskari a*1sonlar orasida
wr]=<r'a=1 munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tenglik fagat o'zaro
teskari sonlar uchun o'rinlidir va shu sababli teskari sonni ta'rifi
sifatida gabul gqilinishi mumkin. Shu sababli bu tenglikdan
berilgan A matritsaga teskari matritsa tushunchasini Kiritish
uchun foydalaniladi.

Teskari matritsa ta'rifi: Berilgan n- tartibli A kvadrat
matritsaga teskari matritsa deb AB=BA=E {E-n- tartibli birlik
matritsa) shartni ganoatlantiruvchi u-tartibli B kvadrat matritsaga
aytiladi.

Berilgan A matritsaga teskari matritsa A-] kabi belgilanadi
va, ta'rifga asosan, ular uchun AA~{= A~'A=E munosabat o'rinli
bo'ladi.

Ma'lumki, ixtiyoriy a*0 soni uchun s-1 teskari son mavjud va
yagonadir. 5=0 sonining esa teskarisi mavjud emas. Shu sababli
matritsalar uchun quyidagi savollar paydo bo'ladi:

1. Qanday matritsalar uchun ularning teskarisi mavjud?
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2. Teskari matritsa yagonami va uni ganday topish mumkin?

3. Qanday matritsalaming teskarisi mavjud emas?

Agar A matritsaning determinant» 1A 1=0 bo'lsa u maxsus
matritsa , aks holda, ya'ni 1/11*0 bo'lsa maxsusmas matritsa
dir.

Masalan,
-3 1 4 2 1 O
A= 2 5 -1 | B=0 5 -1
ki1 1 2, 3 6 1>

matritsalardan A maxsus (chunki 1/11=0), B esa maxsusmas
(chunki IB1=19*0) matritsa bo'ladi.

1-TEOREMA: Maxsus A matritsa uchun teskari A~x
matritsa mavjud emas.

Isbot: Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni teskari /-1 matritsa
mavjud deymiz. Ta'rifga asosan AA-'=A~JA=E va, teorema sharti
bo'yicha, 1.A1=0 tengliklar o'rinlidir. Bu holda, determinantning
oldin ko'rib o'tilgan 13-xossasiga asosan,

IEI-1 A-"A\~\AA-"\-\A\ 1A-Y-0-1A-Y-0

natijani olamiz. Ammo E birlik matritsaning determinanti
IE1=1 bo'ladi. Hosil bo'lgan bu ziddiyat bizning farazimiz
noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi va maxsus matritsa uchun uning
teskarisi mavjud emasligini ifodalaydi.

Berilgan n- tartibli

a\\ al2 "* fli*

«ll a2 asn,
kvadrat matritsa determinantinig Al algebraik
to'ldiruvchilaridan tuzilgan ushbu

;
N2 -V 41

xo T2 2 = 2 02 NR2 & A2
Ny nr - 4., an,

matritsani kiritamiz.
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3-TA'RIF:a berilgan A matritsaga birkitilgan matritsa deb
ataladi.

Masalan,
(2 -3 1
0 5 -3 1)
4 0 1,

matritsa determinantining algebraik to'ldiruvchilari
An=5, An=-12, Aw=-20, AN=3, An=-2, An=-12,
A3=4, J132=6, A33=10
bo'lgani uchun wunga birkitilgan matritsa quyidagicha
bo'ladi:

47 wa Az O 3 4>
A= 42 nApp ngp = -12 -2 6 )
u4s <23 ~33> 20 -12

2-TEOREMA: Agar A maxsusmas matritsa bo'lsa unga
teskari A-1 matritsa mavjud va u

al 2 .V
LA 1 M2 D e 42
IIM M (3)
o+

formula bilan topiladi.

Isbot: Dastlab
a\ flli2 aXw 41  aa AN\
ap o 220 a2 — a2 A2 A 4i2
*an
ko'paytmani topamiz. Determinantlaming 10 va 12-
xossalariga asosan
|
ai\Ak + ai2”n2* +a/3N3* + '"aal * g,l- I*>k?k
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan, matritsalar
ko'paytmasining ta'rifiga asosan,
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ooQ

M=0

%%8:

00 «M

tenglikni  hosil etamiz. Unda, matritsalarni songa
ko'paytirish amalining ta'rifi va xossalariga asosan,

00 o0\ 00.. O

MO O 010.. 0

= -tz 0 O 0O-001.. 0=
AfA=[RAA=RY M E
00O M. 0 O0O0. P

natijaga kelamiz. Shu tarzda

L aa=e
tenglik ham o'rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin. Bu yerdan,
teskari matritsa ta'rifiga asosan, (3) tenglik o'rinli ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.
Misol sifatida yuqorida ko'rilgan (1) matritsa uchun
1/41=26*0 ekanligidan va unga birkitilgan (2) matritsadan
foydalanib, A~]teskari matritsani topamiz:

r5 3 2'

5 3 4 26 26 13

a—"%a-lzg -12 -2 6 163 1; 1?;3
-20 -12 10 10 6 5

r 13 3 13

3-TEOREMA: Maxsusmas A matritsa uchun J1 1 teskari
matritsa yagona ravishda aniglanadi.

Isbot: Teskarisini faraz gilamiz. C va B matritsalar A
Matritsaga teskari va C * B bo'lsin. Unda, teskari matritsa
ta'rifiga asosan,

AC=CA=E, AB=BA=E

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklar va birlik matritsa
xossasidan foydalanib, quyidagi natijalarni olamiz:
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C=CE=CAB, B=BE=EB=CAB.

Bu ikkala tenglikning o'ng tomonlarini tagqoslab, C=6
natijaga kelamiz. Hosil bo'lgan bu ziddiyat farazimiz noto'g'ri
ekanligini ko'rsatadi va teskari matritsa yagona bo'ladi.

Shunday qilib, A maxsusmas matritsa uchun J1-1 teskari
matritsa mavjud va u yagonadir.

Teskari matritsa tushunchasidan foydalanib bir xil tartibli A
va B kvadrat matritsalarning bo'linmasini A~'B (1/11*0)
ko'rinishda kiritish mumkin. Shuningdek A~ teskari matritsani m
marta o'zaro ko'paytirib, hosil bo'lgan matritsani A maxsusmas
matritsaning -m- darajasi deb olishimiz va A-m (m-ixtiyoriy
natural son) kabi belgilashimiz mumkin. Bundan J1* daraja (J1-
maxsusmas matritsa) ixtiyoriy K butun son uchun (81 ga garang)
aniglangan bo'ladi.

Teskari matritsalar quyidagi xossalarga ega:

1-xossa.E~'= E.

Isbot: Bu xossa (3) teskari matritsani topish formulasidan
bevosita kelib chigadi.

2-xo0ssa. (J1-)'F A.

Ishot: Bu xossa bevosita teskari matritsaning ta'rifidan,
ya'ni AA-'= A-'A=E tenglikdan kelib chigadi.

3-x0ssa. (AB)=m=B-1 /1*1.

Isbot: Teskari matritsa ta'rifi va matritsalar ko'paytmasining
assosiativlik xossasiga asosan quyidagi tengliklarni olamiz:

(AB)( B-' n-)= A(BB-") n*=nN£N-'= N N-'=E,
(B-* n-"( nB)= B-'( N-11)B= B-'EB= B-'B=E.
Bu tengliklardan AB va B~1/1-1 o'zaro teskari matritsalar
ekanligi ko'rinadi.
4-xo0ssa. (J1-,)1=(J1n)-1 .

Isbot: Matritsalarni transponirlash amalining (AB)T=BW va
£m=£ xossalaridan foydalanib ushbu tengliklarga ega bo'lamiz:

nr(n-HYr=(A-‘Ay-r-e, MA->yrAr=011->TFEr-E.



Bu tengliklardan, teskari matritsa ta'rifiga asosan, (A-
i)T=(Ar)" ekanligi kelib chigadi.

5-xo0ssa. | /T4=1/1 N1=111%1 .

Ishot:  Matritsalar ko'paytmasining determinanti uchun
IABI= U1MB1 formula va I£1=1 tenglik hamda teskari son

ta'rifidan foydalanib, ushbu natijaga kelamiz:
I

1=rm
Matritsaning rangi. Endi kelgusida kerak bo'ladigan
matritsa rangi tushunchasini kiritamiz. Dastlab oldin kvadrat
matritsalar uchun aniglangan minor tushunchasini ixtiyoriy
to'rtburchakli matritsa uchun umumlashtiramiz.
Ta'rif:Har ganday JiT-« matritsaning ixtiyoriy ravishda
tanlangan K ta (fc<min(m,n)) satr va ustunlarining kesishmasida
joylashgan elementlaridan tuzilgan Atartibli determinant bu

matritsaning k-tartibli minori deyiladi.
(-2 3 nM

Masalan, =

matritsaning har bir elementi uning | tartibli,

L : 1 1. 4
kabi determinantlar Il tartibli,
-2 31 -2 31 314 -2 31
3 14,3 14, 011 0 11
0o 11 3 25 3 2 5 3 25
determinantlar esa berilgan matritsaning Il tartibli
minorlariga misol bo'ladi.
Berilgan Amatritsaning rangi deb uning noldan fargli
roinorining eng katta tartibiga aytiladi.
Matritsaning rangi r(A) kabi belgilanadi va uni quyidagicha
topish mumkin. Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng,
ya'ni u nol matritsa bo'lsa, uning rangi r(A)=0 bo'ladi.
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Matritsaning noldan fargli elementi mavjud bo'lsa, uning rangi
r(J1)>1 bo'ladi. Bu noldan fargli elementni o'z ichiga olgan barcha
1 tartibli minorlami hisoblaymiz. Agar barcha Il tartibli minorlar
nolga teng bo'lsa, unda r(J1)=1 bo'ladi. Aks holda r(A) >2 bo'ladi
va noldan fargli biror U tartibli minorni o'z ichiga olgan barcha Il
tartibli minorlami garaymiz. Ularning hammasi nolga teng bo'lsa
r(J1)=2, aks holda r(A) >2 bo'ladi. Bu jarayonni shunday tarzda
davom ettiramiz. Natijada, biror gadamda noldan farqli fc-tartibli
minorni o'z ichiga oluvchi barcha (fc+l)-tartibli minorlar nolga
teng bo'lgan holga kelamiz va bundan matritsaning rangi r(A)=k
ekanligini topamiz.
(-2

Masalan, =

matritsaning rangini aniglaymiz. Bu matritsaning noldan
fargli elementi mavjud va shu sababli r(J1) >1. Endi noldan fargli
ixtiyoriy bir, masalan an= -2 elementni, 0'z ichiga olgan va
noldan fargli bo'lgan Il tartibli minor mavjud yoki yo'qligini
aniglaymiz:

-2
=-2-9=-1U0.
Demak, r(J1) >2 bo'ladi. Bu noldan fargli Il tartibli minorni
0'z ichiga olgan ikkita Ill tartibli minorlami gqaraymiz:
-2 31 -2 31
3 14=0, 3 1 4=0.
0 11 3 25
Bu yerdan ko'rilayotgan matritsaning rangi r(J1)=2 ekanligi

kelib chigadi.
Shuni ta'kidlab o'tish lozimki, w-tartibli maxsusmas /1
matritsaning rangi r(J1)=H bo’'ladi.



1*])

Quyidagi matritsalaming teskari matritsalarini toping

-2 2 -3 12-1
Ul a)a= 2-12 6) A- 21 -1
k3 -1 3, 1-7 3,
2 1-1' 12 -3 100
1112.A=5 24  1113. A= 0 1 2 1.114. A= 2 1 1
1 3 2 10 4 13 1
JATREEAN 12 -1 -2
-4
211 1116 A= > &0 L117. &l 2)
2 2-4-3 [ 4
vi 13 3 8-1-6
. ina \
i w .3 1119, A 1120, o (2 on2
sinor  cosa )
2 5 T (3 -4 5
1121. A=6 3 4 1122, n=2 -3
5 "2 -3 13 -5 -1
2 7 3 1 2
1123. 4= 3 9 4 1124, a=2 1
J 5 3 2 -2

Quyidagi matritsalami rangini toping

@ 1 2-7-4

1.125. a) &= ARO D «) 4 -2 5 1
10 1 24 67 3 2 -1 1 8 2
1 4 21 * 1
3 5 -1 =l 3 2 5
2 -1 -3 4 = 2 3 4
1.126.: 1127, 73
-1 7 1 -3 -5 0 -7
J 1 9 1 7 -5 14 1

Matritsali tenglamalarni yeching

u28( b - O ») 1129'G -5M -1«
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Takrorlash uchun savollar
Matritsa deb nimaga aytiladi?
Matritsaning tartibi ganday aniglanadi?
Matritsaning elementi deb nimaga aytiladi?
Matritsalar ganday turlarga ajratiladi?
Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?
Matritsaning qanday elementi diagonal deyiladi?
Birlik matritsa ganday ta'riflanadi?
Qachon matritsa nol matritsa deyiladi?
. Matritsani songa ko'paytirish ganday aniglanadi?
10. Qaysi shartda matritsalami qo'shish yoki ayirish
mumkin?
11. Qaysi shartda matritsalami ko'paytirish mumkin?
12. Determinant deyilganda nima tushuniladi?

©oNoO R WD

13. 1l tartibli determinant ganday hisoblanadi?

14. 1Il  tartibli determinant uchburchak usulida ganday
hisoblanadi?

15. 11 tartibli determinant Sarrius usulida ganday

hisoblanadi?
16. Determinant va matritsa o'rtasida qanday o'xshashlik
va farqlar bor?



17. Determinantda satr va ustunlar o'zaro qandav
xususiyatga ega?

18. Determinantda ikkita satr yoki ikkita ustun

19. o'mi almashtirilsa nima bo'ladi?

20. Qaysi hollarda hisoblamasdan determinantning qiymati
nol bo'lishini aytish mumkin?

MATRITSA VA ANIQLOVCHILARGA DOIR
NAZORAT TESTLARI

1.Matritsalar va ular ustida amallar

1. Matritsa mazmuni qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) sonlar yig'indisi B) sonlar ko'paytmasi.
C) sonlar to'plami. D) sonlar jadvali.

E) sonlar birlashmasi.

2. P”j matritsaning tartibini aniglang.

A)2x2.  B)2x3. C)3x2.  D)3*3.  E)3*2=6.

-2 5 0
3. A= 4 1 md@ritsaning elementlari bo'yicha <m+an
ké -1 7

yig'indini toping.
A)T. B) 4. C) 6. D) -5. E) 5.

4 Elementlari a,, bo'lgan matritsa gachon nol matritsa
deyiladi?

A) Barcha anelementlarning yig'indisi nolga teng bo'lsa.

B) Barcha a,,elementlari nolga teng bo'lsa.

C) Barcha a./elementlarning ko'paytmasi nolga teng bo'lsa.

D) Biror satridagi barcha a.“lementlar nolga teng bo'lsa.

E) Biror ustundagi barcha fliZelementlar nolga teng bo'lsa.

5.Quvidagi matritsalarning qaysi biri nol matritsa
bo'Imaydi?
A) (° 0 B) © 0 0). C) (°1. D) |° ° °_.
)15,0 2)) ) ( ) ) (ioj )zo 0 0j
E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.



6.Elementlari ««bo'lgan kvadrat matritsa qachon birlik
matritsa deyiladi?

A) Barcha «.elementlar birga teng bo'lsa.

B) <=1 va as =0 (/>/) bo'lsa.

C) Barcha <?»diagonalelementlar birga teng bo'lsa.

D) Biror satrdagi barcha ~elementlar birga teng bo'lsa.

E) Biror ustundagi barcha s,elementlar birga teng bo'lsa.

7. Birlik matritsani ko'rsating.
(1
*>(G)m of.:} » 11

D) .. .
(::)m  e>(:
8. Birlik matritsani ko'rsating.
A %) B) ‘ 1 cy £t
)[\lli)) }\/Iooo) )Llli)j
D) |~ . E) bu yerda birlik matritsa keltirilmagan

9. Qaysi shartda A va B matritsalar teng deyiladi?
A) A va B bir xil tartibli matritsalar bo'lsa.
B) A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo'lsa.
C) A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar va
ularning mos elementlari o'zaro teng bo'lsa.
D) A va B matritsalarning diagonal elementlari o'zaro teng
bo'lsa.
E) A va B matritsalarning tartiblari bir xil va mos
elementlari teng bo'lsa.

10. A =] " matritsa bo'yicha 2A matritsani toping.
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2. Determinantlar va ularning xossalari
1.Quyidagi 1Al determinantning an va an elementlari
yig'indisini toping:

1 -4 7
m= O 3 5
-2 6 3

A) 5. B) 2. C)7. D) - 6. E) 6.

2.Quyidagi 1Al determinantning diagonal elementlari
yig'indisini toping:

1 -4 7
= 0 9 5
-2 6 -w
A) 14. B)O. C) 20. D) -6. E) 4.

S. g "42 determinantni hisoblang.

A) 14. B)-26. C) 26. D) -14. E) 0.
3 -3 . S
4. > o determinantni hisoblang.
A) 0. B) -12. C) 12. D) 2. E) 3.
t-1 3 . .
5. o | =0 tenglamani yeching.
A)x=7. B)x--1. C) x=2. D) v=4. E) =8 .
6. 8 x+l =| tenglamani yeching.
X -21
A) xi=4. X2=1. B) Xi—2. x2=3. C) xi=1. .T2=-1.
D) tenglama yechimga ega eB)asnglama cheksi/

ko'p yechimga ega

7. Ushbu determinantni hisoblang:
3 2
2 2 4

B 1 6
A) 1. B)O. c) -2. D) 4. E) 12
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8. Ushbu determinantni hisoblang:
3-5 1
0 42
0 0-1
A) 0. B) 12. C)10. D) -10. E)-12.

9. Quyidagi tenglamani yeching:

A).t=I . B)*=25. C) x=05. D) x=0. E) x=-1
10. Ushbu tenglamani yeching:
x 1 -7
5 3 2 =0
10 6 4
A) x=0. B)x=l. C) x=2 D) xeO.

E) tenglama cheksiz ko'p yechimga ega.

3. Teskari matritsa. Matritsa rangi

1.1 va unga teskari A~" matritsalar ko'paytmasi uchun
gaysi tasdiqg o'rinli?

A) NN'1 fagat 0 lardan iborat matritsa bo'ladi.

B)/11-1 faqat 1 lardan iborat matritsa bo'ladi.

C) AA~] diagonal elementlari 0, qolgan barcha
elementlari 1 bo'lgan matritsa bo'ladi.

D)AA ]diagonal elementlari 1, golgan barcha elementlari 0
bo'lgan matritsa bo'ladi.

E) 111 ixtiyoriy kvadrat matritsa bo'ladi.

2.Qaysi shartda /1 matritsa maxsus deyiladi ?
A) I11<0. B) IN11>0. C)111*0. D) IN1=0. E) J11<0.

3. Qaysi shartda /1 matritsa maxsusmas deyiladi ?
A) INI<0. B) IN11>0. C)1/11*0. D) /11=0. E) 1N1I<0.

4.Quyidagi matritsalardan gaysi biri maxsusmas?
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5. Quyidagi matritsalardan gaysi biri maxsus?

fo 2\

> (-)- 15

B (o( _)A y 50
I 3 E) 3 0

6. A va unga teskari /1" matritsalar uchun quyidagi
tengliklardan qgaysi biri o'rinli emas (£- birlik matritsa, O- nol
matritsa)?

A) AJ1"I=A"A. B) A <1"l=£. C) AA-E.

D) AA~"-A~IA=0. E) n-n'>=0.

7. Agar A kvadrat matritsaning determinanti A bo'lsa,
gaysi shartda A~" teskari matritsa mavjud bo'Imaydi?
A)A=0. B) O<0. C) O0>0. 32)4*0. E)A=1.

8. Qanday matritsaga teskari matritsa mavjud?

A) har ganday matritsaga.

B) har qanday kvadrat matritsaga.

C) determinanti 0 ga teng bo'lgan matritsaga.

D) faqat determinanti musbat bo'lgan matritsaga.

E) determinanti 0 ga teng bo'Imagan kvadrat matritsaga.

9. Teskari matritsaga doir xossa qayerda  xato
ko'rsatilgan?

A) - B)(1-YENT)-'. C) (1B)-'=B-1/1-".

D) £-'=£ . E) (J1+B)-'=/1-,+B-' .

10. ~= 6 | matritsaga teskari J1' 1 matritsani toping.
A rl'/7. wp. 2% o o oy °7°
)1,4Mb1' )A23 )32 ) 3 2

E) /1' Imavjud emas



Hayotning ikkita bezagi bor :

matematika bilan shug'ullanish va o'gitish.

Puasson

I11-BOB. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMALARI
VA ULARNI YECHISH USULLARI
§ 2.1.Bir jinsli bo'Imagan chizigli tenglamalar sistemalari va
ularni yechish usullari

§ 2.2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemalari

8 2.1.Bir jinsli bo'Imagan chiziqgli tenglamalar

sistemalari va ularni yechish usullari

Chizigli tenglamalar sistemasi umumiy
Ko rinishdaquyidagicha yoziladi:
a,, X, +... +atjr. =n,

i +«@ri + -+«jJr. =A 2.1

. r2+..+a,,jr,, =bm
bu yerda m - tenglamalar soni; n - no'malumlar soni;
8, (/=12.Mm j*12.n) -koeffitsiyentlar; bxbr.ba - erkin
hadlar; x,.x2.nT- noma'lumlar.
Chizigli tenglamalar sistemasi (2.1)-ni matritsa ko'rinishda
guyidagicha yozish mumkin.
A X =B.

buyerdan a, a. _ a
el «we
Sistemaning asosiy matritsasi bo'lib (mxn)o'lchovli,

ft

X = - noma'lum kattaliklar ustun matritsasi, B f

1A]
ozod hadlar ustun matritsasi.

Agar m=n bo'lsa, ko'p holda g=H=&bl (2.1) sistemaning
aniglovchisi deyiladi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechish usullarid- rasm)
Chizigli tenglamalar sistemasi (2.1) Kramer, teskari matritsalar
va Gauss usullari yordamida yechiladi. Kramer va matritsalar
usuli sistemaning asosiy matritsasi maxsus bo'Imagan va kvadrat
bo'lgan holda (chizigli tenglamalar sistema uchun) qollaniladi.
Gauss va Gauss-Jordan usullari esa noma'lumlami ketma- ket
yo'gotishga asoslangan.

Kramer formulasi. Agar (2.1) sistema uchun n=mbo’lsa,
ya'ni nnoma'lumliM ta chizigli tenglamalar sistemasi bo'lsa.

aux, +0,r, +.. e =h>
-.+a,x, =1
real.+ -(2.2)
L+Hamx, =/,
bu yerda

fill o2 e bt a, .. ah “II aa -ﬂl
p':a:i "a. - au *0 A:h’ e’J a’. .d'q_:O.’ ea - h]
b, aj .. aun "l e, e=h~

Sistemaning yechimi:

Ko'rinishda yoziladi va bu holda sistema vagona yechimga
ega bo lishi uchun pg*obo'lishi zarur va yetarli.



(\fr

Agar p aniglovchining gandaydir ikkita satr elementlari bir-
biriga proportsional bo'lsa, v :’\-:...:’\-:/>)1 peR , u holda
B
\-» bo'ladi. Bu holda Kramer formulasini qo'llab bo'Imaydi.
Misol:  Ushbu uch noma’lumli chizigli

tenglamalar
sistemasini Kramer usulida yeching:

n,+2jg +3a3=1
2%, +3)@+{8=0
2t +X, - 2 =0

Yechish: Asosiy va yordamchi determinantlami hosil
etamiz va hisoblaymiz:
12 3 123
2 3 1=18, A=0 3 1
2 1-1 0 1-2
113 121
A,=20 1 4, A3=2 3 0
2 0-2 210
Kramer formulalariga asosan sistema yechimini topamiz:
*=*l= A =*=-1 X -*2L=1
X A "18° O 18* X 4 18"
Teskari matritsa usuli. n - noma'lumli tenglamalar
sistemasini quyidagi ko'rinshda yozamiz. A- X =B
bu yerda
fom - rv O
RE E del n*0. B~ bt 7/ X - x
-« A'

Agar A - matritsa maxsus matritsa bo'lmasa, u holda yechim
X =n B Ko'rinishida bo'ladi.

Misol: Ushbu tenglamalar sistemasini matritsa usulida
yeching:
2\ - 3x2+4x3=20
3T, +4*2 -2x3=-11
4, +2x2+3x3=9



Yechish: Dastlab sistemaning A matritsasini yozib, uning
determinantini hisoblaymiz:

'2-3 4 2-3 4
A=3 4-2  g.p.3 4-2 =43*0
4 2 3, 4 2 3

Demak A matritsa maxsusmas, unga teskari matritsa mavjud
va uni §1.3 dagi formulaga asosan topamiz:

6 17 -10°
-17 -10 16
7 43
10 -16 17,
Endi
V 16 17 -101 ' 43 Tl
1 (20 1
X= ., =a~p=— -17 -10 16 -86 -2
43 43
10 -16 17 129 3,

ekanini aniglaymiz

Demak, sistemaning yagona yechimi jad 1, /mM=-2 , X3 =3
bo'ladi.

Shunday qilib matritsalar usuli har ganday n noma'lumli n
ta tenglamali aniq sistema yechimini oddiy va ixcham
ko'rinishdagi

AX=B=>A'IAX=A B=>EX=A'B. x =a 'b

formula bilan ifodalash imkonini beradi. Bu formula
nazariy tadqigotlar uchun qulaydir, ammo n oshib borishi bilan
uning amaliy tatbig'i murakkablashib boradi. Bunga sabab shuki,
bu holda /™teskari matritsani topish uchun wvuqori tartibli
determinantlami hisoblashga to'g'ri keladi.

Gauss usuli. Yuqorida Kkeltirilgan (2.1) n-nomalumli m-
tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsa, uning koeffitsientlari
gatoriga ozod haldlar ustunni ham kiritamiz. Olingan matritsaga
kengaytirilgan matritsa deyiladi:



w\ X

«loaj . b,
H= a,. ai. bv
a~ m b.

Kengaytirilgan B matritsa ustida bajariladigan elementar
almashtirishlar tenglamalar sistemasi yechimlar tuzimiga ta'sir
etmaydi. Elementar almashtirishlar bajarilganda belgi
go'yiladi.

Faraz qilaylik, chizigli algebraik tenglamalar sistemasi (2.1) n
noma lumli m ta tenglamadan iboart bolsasin. Tenglamalar
sistemasi hech bolmaganda bitta yechimga ega bo'lishi uchun
sistema asosiy matritsa (A) ning rangi kengaytirilgan matritsa (B)
ning rangiga teng bo'lishi zarur va yetarlidir (Kronkera -Kapelli
teoremasi).

(2.1) sistema yagona yechimga ega bo'lishi uchun r=n
bo'lishi kerak. Agar r<n bo'lsa, u holda sistema cheksiz ko'p
yechimga ega bo'ladi.

Misol: Ushbu sistemani Gauss usulida yeching:
2jt, - 32 +4jrj =20
<3jt) +4x2—213=-11
4if] +2.t2+3.t3=9
Yechish: Bu sistemadan noma'lumlarni  birin-ketin
yo'qotamiz.
1-gadam. Sistemaning ikkinchi va uchinchi
tenglamalardan g1 noma'lumni yo'qotamiz. Kasr sonlarga
kelmaslik va bu orgali hisoblashlami soddalashtirish magsadida
buni quyidagicha amalga oshiramiz. Dastlab 1-tenglamani ikkala
tomonini -3 soniga, 2-tenglamani esa 2 soniga ko'paytirib, ularni
o'zaro go'shamiz. So'ngra 1-tenglamani ikkala tomonini -2
soniga ko'paytirib, hosil bo'lgan tenglamani 3-tenglamaga
go'shamiz. Natijada quyidagi ekvivalent sistemaga kelamiz:



2%, -3*2+4*3=20
1702 - 16jt3=-82
8@ - 5*3 =-31

2-qadam. Oldingi gadamda hosil gilingan sistemaning 2-
tenglamasini -8 soniga, 3-tenglamasini 17 soniga ko'paytirib
o'zaro go'shamiz:

2.r, - 3r2+4.r, =20
17*2 - 16*3 =-82
43*3 =129

Dastlab bu uchburchakli sistemaning 3- tenglamasidan n3=3
ekanligini topamiz.

So'ngra bu natijani sistemaning 2- tenglamasiga qo'yib,
undan .t2=-2 ekanligini aniglaymiz. Yakuniy gadamda X=-2 va
x3= 3 natijalarni sistemaning 1- tenglamasiga qo'yib, undan xi=I
ekanligini topamiz. Demak berilgan sistemaning yagona yechimi
xi =1, X2=-2 va g:3=3 ekan.

Quyidagi 2 noma'lumli ikkita tenglamadan tashkil
topgan sistemani Kramer va matrisalar usulida yeching.
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tashkil

sistemasi

ko'p

Quyidagi 2 noma'lumli ikkita tenglamadan
topgan sistcmani Kramer va matrisalar usulida yeching.
216 X-by =a* +/r Ixcosa - Vsino =cos2a
' hx+ay =a2+bl ™" (xsinar +ycosa =sin2a
f(d +h)x - (a- h)v =4ab 2X =
218 +h)x- (a- h)v=4a 219 5=15
| (@a-M)r+(@+Ny=2a2-h2) By+8v=-=3
“a"  ning ganday qiymatida tenglamalar
yechimga ega bo'Imaydi.
[x+ay =1 591 -4x+ay =l+a
:2a+3 (6+a\x+2y =3+a
fleor+av = 4 jx+ay =1
2'22|c(71x+9y-3:0 2.23 jax+y =2a
2 -pal(a+[F-3¥_4 =0
12ar-sy-3=0
"a" ning qanday qiymatida sistema cheksiz
yechimga ega bo'ladi.
(a+Nr+8y=4a [T+ay=1
ax+(a+3v=30- I 2.26 lx - iay =2a +3
227j\3x+ay:3 ax- (a+1y=6
i lax+3v=3 |7nr- 28y =6(a +4)
[200+ » 5r =3

(@a+l)r-y=a+2

229, ayy =2

AX+3v+2r+3=0
xX+9y-9r +8=0
24r-5y +6r +3=0

(7x+2y-8r-1=0
2.33 5.r-3y +13r—#4 =0
Iz 2y-9r +5=0

2.30 3jt-5y +2r =I
[5nr-6y +3r =6
[5ir+2v-3r +3=0

2.32 X-3y+2r +7=0
(2r+3y-5r-4 =0

X+2m, =4
2.34 3, +2x, +4r, «19
2t +5x, +Vv, =-5



Quyidagi

uch noma'lumli

topgan sistemani Kramer, Gauss va matrisa usulida yeching.

2.44.

X, +X2+Xx, =3

3%, +X, +xX, -4=0

2.35a) 2%, -x2+Xx, =2 M % *2x - X, -4=0
- 3%, +2%, +x, =0 2%, +X, +2X, - 6 =0
X, +X, +4x, =1 X, +2X, - *, =7
2.36a) 2x, +X2+6x, =2 Q) 2% -X +xy=2
3x, +3x2+ 13x, =2 3x, +5%, +2xj =-7
2X, +X2- X, +3x4 =20
5 +2x, - x4=17 X, +2X, +3x,-13 =0
X, - - x4=
2.37a) T B) 3¢, +2¢2+2% 16 =0

- 3%, +2X, - X, +2x4=1
X, — Xr +4x, - 2x4=-4

lir, - 2x, +4x, =6
2%, =T, +3x, =11
4an, +x2-5x, =9

4x, - 2x, +Sx, - 5=0

2X, - 3%, +X, =2
2.39 2x, +x} - 4x, =9
6%, -5x. +2x, =17

A +2%, - Jt, =9 +x2-3x, =-1
2.40 2x, - x2+3mr, =13 3x, +2x, =10

3x, +2xr -5x, =-1 -4xj -x, =5

2r, +x2-x, =6 [6x, +2xr -x, =2
2.42 3, -x2+2x, =5 2.43 4x - xj + 3%, = -3

4x, +2x2 - 5%, =9

2x, +Xx, +3x, =13 2%, +X2+X, =7 X, +2X2+3X, =3
X,+X,+X, =6 245, X +2X, +x, =8 2.46. 3X +x2+2x, =7
3x, +Xj +X, =8 X, +X2+2%, =9 2X, +3x2+X, =3

[3%, +2x. - 2x, =3

Chiziqli tenglamalar sistemasini yeching

X +2x, - 3T, - 2jcd=1

-2t, +Ix3-2r, =2
3%, -2r, +X, =2

IA)

uchta tenglamadan tashkil

2.47.a)l -2pr, -3x2+x, +3x4=3 .

5%, +9x, -1 0%, - 9x4=0 -5r, +I(k, -7.x, =10

Si



2X, =X, =X, =7 X, +2X, =2
2.48 —4x, +2n, =-2 2.49 2x, +X2+3x, =1
6x. - 3o, +4, =-3 2x, +7xr- 3x, =31

5%, +3X, +5x, ¥12x4 =10 X +2X: - 2X, +5x4 =3

2.50 2x, +2x, +3x3+5x4=4 2.51 -3x,-2x2+12x, - 7, =-5

X. +7X, +9x, +4x. =2 X, +3X, +4x4 =2

§ 2.2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemalari
Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemalari
Agar(2.1) tenglamalar sistemasida h =h} =0 bo'lsa, u
holda har doim nol (triviol) yechimga ega bo'ladi.
X, =0, X, =0 .. X.=0

Har ganday bir jinsli tenglama uchun r(n)=r(8) shart
bajariladi.

Agar bir jinsli sistemada r{n)=r(8)=n bo'lsa, u holda sistema
fagat nol yechimga ega bo'ladi. Agar bir jinsli sistema r(n)=r(s)<n,
u holda sistema noldan fargli yechimga ega.

Uch noma’lumli ikkita bir jinsli tenglamalardan tashkil
topgan sistemani ko'ramiz.

(2.4)

Bu (2.4) sistema birgalikda bo'lib, nol yechimga ega
X, «X, » X =0.Sistemani noldan fargli yechimi topish talb etiladi.
Faraz qilaylik, x, * 0bo'lsin. U holda

X.

(2.5)

Bu (2.5) sistemani asosiy aniglovchisi b=a" a" *o,

ccn



Bir jinsli tenglamalar sistcmasi (2.4) uchun kengaytirilgan
matritsani ko'ramiz:
°n Cis °d (27)
°i ad
Ikkinchi tartibli aniglovchilar (2.7) matritsani gator va
ustunlarini o'chirish bilan topiladi.
"u "> “I1 - "u "1 “2a
- D: ~ L= .
fl2l a22 “i u2> e a2
Bu belgilashlardan va (2.6) foydalanib quyidagi tenglamani
olamiz.

Bu yerdan
i. (2.8)

tenglamani olamiz.

Agar proportsionallik koeffitsientini / bilan belgilasak, u
holda (2.8) dan foydalanib, (2.6) sistema yechimini quyidagicha
yozamiz

x,=D,i: x, =-D,r, jt,=D,i (-«</< 00

Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiv tatbiglarL

Chizigli  tenglamalar sistemasi iqtisodiy masalalarni
yechishda juda keng qo'llanishini aytib o'tgan edik. Masalan,
xom ashyolardan foydalanishni eng katta foyda beradigan
yo'lini topish, transportda yuk tashishni tashkil etishda eng kam
xarajatga erishish, chorvachilikda mollar ozuqasi ratsionini
ugiiona tuzisn va nokazo. Bunaay masaiaiami o rgamsn va
yechish  natijasida "Chiziqli dasturlash” deb ataladigan
matematikaning yangi bir yo'nalishi yaratildi va unda chiziqli



Jgt.
tenglamalar sistemasi ko'p ishlatiladi. Bunga misol sifatida ikkita
masalani ko'ramiz.

Masala. Qandolat firmasida holva, pecheniye va vafli ishlab
chigariladi. Bu mahsulotlarni tayyorlash uchun xom ashyo
sifatida un, shakar va margarin yog'i ishlatiladi. Bir birlik
mahsulot ishlab chigarish uchun sarflanadigan xom ashyo
normasi va sex omboridagi xom ashyolaming zaxirasi bo'yicha
ma'lumotlar quyidagi jadvalda berilgan:

Bir birlik konditer mahsulotini .
Xom- . Ombordagi
tayyorlash uchun sarflanadigan xom

ashyo . xom ashyolar
turi ashyo r.10rma5| . zaxirasi
Holva Pecheniye Vafli
Un 2 5 2 2350
Shakar 7 3 5 2750
Margarin 1 2 3 1400

Bu ma'lumotlar asosida xom ashyodan to'liq foydalanish
magsadida har bir konditer mahsulotining ishlab chiqarish
hajmini toping.

Yechish: Holva, pecheniye va vaflining ishlab chiqgarish
hajmlarini mos ravishda X\, 2 va *3 deb belgilaymiz. Jadvaldagi
ma'lumotlar asosida uchala mahsulotni ishlab chigarish uchun
sarflanadigan har bir xom-ashyo migdorini topamiz va uni
ombordagi zaxirasi bilan tenglashtiramiz. Natijada quyidagi
chizigli tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

2r| +5.r2 + 233 = 2350
7] + 3*2 + 593 = 2750
* 422+ 3*3 = 1400

Bu chizigli tenglamalar sistemasini yuqorida ko'rib o'ts’gan
usuiiardan biri yordamida yechib, *i=100, *2=350 va *3*200
ekanligini topamiz. Demak, qandolat firmasida 200 birlik holva,



1A)
350 birlik pechenive va 200 birlik vafli ishlab chigarilsa xom
ashvo to'liq sarflanadi.
Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching. (-x </<x)
I - 2x, +3x, =0 (3 +2x. +2x, =0
252 4x, +5x: - a1, =0 253 I5¢ +2x2+3x%, =0

2x, - 5x2+ 2jC, = 0
254 2.55 |[’2‘X++2§):(* 31C="

X, +4jCj - 3.tj = 0 , X, =
X, - 3X, +5x3=0 3%, +4x, +5x, =0
‘ 2.57
256 %, - 9%, -1 Ix, =0 X, +2x, - 3x, =0
5%, +32+4x, =0 4x, - 6Xr +5%, =0
258 259
oT, +5x2+6.Vv, =0 6x, - 9x, +10x, =0
jr, +jr, - 7% =0 X, - 6x2+X, =0
2.60 jr.- 6nr, + 43 =0 2.61 5X,-)q-X3:0
je, +jr3- 7x, =0
2.62 2 _
T -x2-x, =0 [x, +4x, +2x, =0

X, +4Xx2+2X, fp

284 o +7x, +3x, =0

2.65 |(§x~+¥}§)$3x -0 2.66 [X, -_‘J_r)é-_u];q:go

Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching(-*> </<«).

|X, +Xj- 7x, =0 X, -X, -X, =0
X, - 6x2+x, =0 2.68 X, +4x, +2x, =0
5%, -x, -x, =0 3%, +7xr+3x, =0
2X, =X, -3X, +x4=0 5%, +xr +x, =0
2.69 X +3xr+2x, -2x, =0 2.70 X, - 6xr +x, =0
3%, +2X, +2x, +3x4=0 X, +X, - 7%, =0
ft. 1% :x. =0

2.71 13x, +6x, +5x, =0

X, +4x2+3x, =0

SS



max, +hX j+(o +b)x, =0
bx, +ax, +(a+/5x =0
X, +x, +2x, =0

o, +4nr, +2ar, +x4=0 2o, +X2-4r, +ord =0
2.73 2%, - o, - 31, +x, =0 2.74 2, +pr2+ o, —m4 = O
3, + 2or, + 2405, +3.t, =0 o, +2X, - X, +x4=0
o, - ar+2a,-x4=0 X, -X2-3x, +x4=0
2.75 m +x. - o, +20c, =0 2.76 m+3m, +40, - f4=0
o.-ar. -ar, +x. =0 3X. -X, - 3X, +x4=0
4x, +Xj -x, +2x4=0 3%, +X, - 3x, +x4 =0
2.77 «x, +3x%, - X, +2x4=0 2.78 x, +3x2+x, - 3x4=0
2X, +2X,-X, -x4=0 X, X, -X, —x4 =0
X, +x, - 3X, +2x4=0 2%, - 2%, +3%, - 2x4=0
2.79 2x, - 2x, - 2x, +3x4 =0 2.80 X +X,-2X,+4x4=0
X, +X, +X, - X4=0 3%, - x2+2x, +x4=0

Takrorlash uchun savollar

1. Chizigli tenglamalar sistemasi ganday ko'rinishda
bo'ladi?

2. Sistemaning koeffitsiyentlari, noma'lumlari va ozod
hadlari deb nimaga aytiladi?

3. Sistemaning yechimlari ganday ta'riflanadi?

4. Qachon sistema birgalikda yoki birgalikda emas deyiladi?

5. Qachon sistema aniq va gachon anigmas deyiladi?

6. Qaysi shartda chizigli tenglamalar sistemasi yagona
yechimga ega?

7. Qaysi shartda chizigli tenglamalar sistemasi cheksiz ko'p
yechimga ega?

8. Chizigli tenglamalar sistemasi matritsa Kko'rinishda
ganday yoziladi?

9. Sistema matritsa usulida ganday yechiladi?

10. Matritsalar  usulining ganday qulayliklari  va
kamchiliklari bor?

11. Sistemani  Kramer usulida yechishning mohiyati
nimadan iborat?



A)
12.Sistemaning asosiy determinanti deb nimaga aytiladi?
13.Sistemaning yordamchi determinantlari ganday hosil
gilinadi?

14. Sistema yechimi uchun Kramer formulalari ganday
ko'rinishda bo'ladi?

15. Qachon tenglamalar sistemasi ekvivalent deyiladi?

16. Gauss usulining mohiyati nimadan iborat?

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASIGA DOIR
NAZORAT TESTLARI
1. Chiziqgli tenglamalar sistemasi
1.Quyidagi sistemalardan qaysi biri chizigli tenglamalar
sistemasini ifodalaydi?
«W

| AW\ + e 122 ~b\

A le2p+anxl =b2"

B)

la.ar.2 +al2n2 =6,
©) [a2,0, +a2x2=62"

U ,x,+4rt-4|
[o2)TF +a224 ~b2

2.Ushbu chizigli tenglamalar sistemasi koeffitsientlarining
yig'indisini toping:

3T, - 2x2=5
2X, - 3x2=0
A) 10. B) 0. C)5. D) 15.

E) to'gri javob keltirilmagan.

3.Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi ozod hadlarining
kn'paytmasini toping:
(4x,+7x2=6
3T, - 5x2=3
A) 28. B) -15. C) 18 D) 12. E) -35.



—~
=c

A.Ta'rifni to"\diring:a, p va y sonlari uch noma'lumli
chizigli tenglamalar sistemasining yechimi deyiladi, agarda ular
sistemaning....... tenglamasini ayniyatga aylantirsa.

A) birinchi. B) ikkinchi. C) birorta.

D) kamida bitta.  E) uchala.

5. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda deb
ataladi?

A) yechimga ega bo'Imasa.

B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa.

D) cheksiz ko'p yechimga ega bo'lsa.

E) keltirilgan barcha hollarda.

6. Qachon chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda emas
deb ataladi?

A) yechimga ega bo'Imasa.

B) kamida bitta yechimga ega bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga
ega bo'lsa.

E) to'gri javob keltirilmagan.

7. Qachon chiziqgli tenglamalar sistemasi aniq deb ataladi?

A) yechimga ega bo'lImasa. B) kamida bitta yechimga ega
bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga
ega bo'lsa.

E) keltirilgan barcha hollarda.

8. Qachon chiziqgli tenglamalar sistemasi anigmas deb
ataladi?

A) yechimga ega bo'Imasa. B) yechim ega bo'lsa.

C) yagona yechimga ega bo'lsa. D) cheksiz ko'p yechimga
ega bo'lsa.

E) keltirilgan barcha hoiiarda.

9. Kroniker-Kapelli ~ teorcmasi  shartini  ko‘rsating:n
noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi AX=B birgalikda



bo'lishi uchun uning matritsasi A va kengaytirilgan /18 matritsa

ranglari r(A) va r(Jlg) ... shartni qanoatlantirishi zarur va
yetarlidir.

A) r(J1) >r(e.). B) r(J1) < r(/1). C)r(n) =r(Ns).

D) r(J1) * r(/1g). E) r(J1) = r(J1B)=H.

10. Qaysi shartda uch noma'lumli uchta chizigli

tenglamalar sistemasi AX=B birgalikda bo'Imaydi?
A) r(J1) = r(1«). B) r(J1) =3, r(J1e)=3. C) r(J1) =2, r(J1)=3
D) r(J1) =2, r(/1e)=2. E) r(J1) =1, r(J1e)=1 .

2.Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer va Gauss
usullarida yechish

1.Ushbu ikki noma'lumli chizigli tenglamalar
sistemasining asosiy determinanti gayerda to'gri ko'rsatilgan?
fa,,*, +o a2 =6,
@Xxl+a2xX2=Vv
aw h\ B) N\ a2 °) a, N
an *2 b2 a2 02 b
«l «d2 E) «@. 12
a2l a2 %2
2. Chiziqgli tenglamalar  sistemasinining asosiy [

determinantining qiymati ganday bo'lganda uni yechish uchun
matritsalar usulini go'llab bo'Imaydi?

A)4*0. B)A=0. C)A4X). D)/A<o0.

E) ko'rsatilgan barcha hollarda qo'llab bo'ladi.

3.Matritsaviy  ko'rinishda yozilgan AX=B chiziqli
tenglamalar  sistemasi yechimining formulasi gayerda to'gri
ko'rsatilgan?

A) X =BA. B) X=AB-\ C) X=B-"A

M) Y = 41.R. V) X -B An.

4. Matritsaviy ko'rinishdagi AX=B tenglamani yeching.
Bunda



y 3 3" Fo(*)e s =(m)
A) X = B)* () C) X= D) X=

E) sistema yechimga ega emas.

5. Chiziqgli tenglamalar sistemasinining asosiy A
determinantining giymati ganday bo'lganda uni yechish uchun
Kramer usulini go'llab bo'lmaydi?

A) 40*0 . ByA=0. C)O>0. D)A<0.
E) ko'rsatilgan barcha hollarda go'llab bo'ladi.
6.Ushbu ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalr sistemasi
berilgan:
aud+apx, =b

a l\x\ + a22*2 :b'

Quyidagilardan qaysi biri sistemaning asosiy
determinantiga teng emas?

A) «l «2 - B «1l 2 -0 «dl « - D)- «l 2

@ 22 @l «12 Q2 «2 «dl - «2

E) Hamma ko'rsatilgan determinantlar asosiy determinantga
teng.

7. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalr sistemas
berilgan:

ja, x, +a1202 =6,
[a,*, +a22x2=b2
Agar bu sistemaning asosiy determinanti

n=°" 02"0
°21 a22
bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri to'gri?
A) sistema yechimga ega emas.
B) sistema yagona yechimga ega.
C) sistema cheksiz ko'p yechimga ega.
D) sistema faqgat nol yechimga ega.
E) sistemaning yechimi yo'q yoki cheksiz ko'p .
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8. Ushbu ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalr
sistemasi berilgan:
aNA +e, 242 =bt
[a2ljr, +a22jt, =b2"
Quyidagilardan  qaysi  biri  sistemaning  yordamchi
determinantiga teng emas?

2 q, t
A) B I - ) A «2 : D) <;§ (221
2 @2 @ h2 h2 2
E) Hammbo'rsatilgan  determinantlar  yordamchi

determinantdir.

9. Agar
aug, +al2x2 =ft,
a2|*, +a22 2
ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasining asosiy
determinanti 0*0 va yordamchi determinantlari Ai,A2 bo'lsa,
sistemaning yechimi uchun Kramer formulasi qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?
Ait=4<0x=Am. B) g=4+4x=04,+1
C)yx =h0-Aa=02-4. D) x=4-4,x,*4-4,.
E)irn=A/8, =a./4.

10. Aagar
«l*1 + « %7 =b}
«1*1 +«-27*3 =b
ikki noma'lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasining
asosiy determinanti =0 va yordamchi determinantlari Ai=A2=0
bo'lsa sistemaning yechimi  to'grisidagi qaysi tasdiq o'rinli
bo'ladi?
A) yechim yagona.
B) yechim cheksiz ko'p.
C) yechim mavjud emas.
D) yechimlar o'zaro teng.
E) yechim nolga teng.
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3. Chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy holda yechish.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi

1. Chizigli sistemada tenglamalar soni m ta va noma'lumlar
soni it ta bo'lsa, ular orasida ganday munosabat o'rinli bo'la
olmaydi?

A)m<n. B)ym>n. C)m=n. D) m*n.

E) keltirilgan barcha munosabatlar o'rinli bo'la oladi.

2. Umumiy holda n noma'lumli m ta tenglamali chiziqgli
sistemani yechishda gaysi shart bajariladi deb hisoblanadi?

A)m=n B)ntEn C)m<n. D) m*n. E) m>n

3. n noma'lumli m ta (m < n) tenglamali AX=B chizigli
sistemada r(J1)=r(J1,)=r bo'lsa, uning asosiy o'zgaruvchilarining
soni s gaysi shartni ganoatlantiradi?

A)s=r. B)sfr. C)s<r. D)s*r. E)s>r.

4. n noma'lumli m ta (m < n) tenglamali AX=B chizigli
sistemada r(1)=r(J1=r bo'lsa, uning erkli o'zgaruvchilarining
soni t qaysi shartni ganoatlantiradi?

A) t=r. B)t=n+r. C)t=n-r. D) t=nwtT E)t=r- n.

5. Ushbu 3 noma'lumli 2 ta chizigli tenglamalar sistemaning
umumiy yechimini toping:

12f] -2j2+*3=1
1 *]+X2-Xj=1
X, =1 L =(C +3)/4 X, =(C-3)/2
A) Xx2=C +1. B). X2=(3C + 1)/4. C) x2=(C +1/2
x3=C X=C x3=C
X =1+J- C3 &=1+C
D) x2=C2 E) jt=-2C.
jtj=C, x,=C
6. Ushbu 3 noma'lumli 2 cHizigli tenglamalar
sistemaning umumiy yechimini toping:
xX. —r, —r, =1

{or, —Ifj + X

1
.



X, =1 X, =C +1 X, =C+1

A) x, =C+1. B) xr=C . C) X =0
X, -C X, =0 X, =C
X, =1+C, +C, X, =1+C
D) x.=C2 E) x2=-2C.
X =C, x3=C

7.Ushbu 2 noma'lumli 3 ta chizigli tenglamalar sistemaning
yechimini toping:

2%, - 2%, =1
X +X =1
3X, - X, =2

E)sistema yechimga ega emas.

8. Ushbu 2 noma'lumli 3 ta chizigli tenglamalar sistemaning
yechimini toping:
2%, - 2X, =1
X, +x2=1
3X, - X, =1

E)sistema yechimga ega emas.

9. Agarda bi va br chizigli tenglamalar sistemasining ozod
hadlari bo'lsa, qaysi shartda sistema bir jinsli bo'Imasligi
mumkin?

A) fei~fe;=0. B) f2+#2=0. C) Ifil+l&ri=0. D) Ifal- Ifa1=0.
E) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinsli bo'ladi.

10. Agarda fa va br chizigli tenglamalar sistemasining ozod
hadlari bo'lsa, gaysi shartda sistema bir jinsli bo'ladi?

A) 1 bil |tel=0. B) I M /I fezl-0. C) Ibl/l M=0.

D) Ibil+1 fa1=0. E) Ifell - 1b71=0.
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Insonning gimmati emas siymu zar.
Insonning gimmati ilm ham hunar.
Bedii
I11-BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI
83.1. Vektorlami go'shish va ularni fazodagi tasviri
83.2. Skalyar va vektor ko'paytma va uning xossalari
§ 3.3. Aralash ko'paytma Ba uning xossalari
83.4.Vektori (chizigni) fazo va n-o'lchovli vektor. Yevklid
fazosi.Chiziqgli operatorlar Ba kvadrat formalar

3.1. Vektorlarni qo'shish va ulami fazodagi tasviri

Hayotda uchraydigan barcha kattaliklar matematikada ikki
turga, skalyar va vektor kattaliklarga ajratiladi.

T A" R | F 1. Fagat sonli giymatlari bilan aniglanadigan
kattaliklar skalyarlar deb ataladi.

Masalan, massa, hajm, uzunlik, modda zichligi, guruhdagi
talabalar soni skalyarlar bo’ladi. Skalyarlar a, BC kabi
belgilanadi.

TA" R 1F 2 Sonli giymati va yo'nalishi bilan
aniglanadigan kattaliklar vektorlar deyiladi.

Masalan, kuch, tezlik, bosim, harakat, oqim vektor
kattaliklar bo'ladi. Vektorlar a,B,c kabi belgilanadi.

TA'R | F3:a vektoming sonli giymati uning moduli yoki
uzunligi deb ataladi va a kabi belgilanadi.

Geometrik nuqtai-nazardan vektorlar yo'naltirilgan
kesmalar singari garaladi. Yo'naltirilgan kesmaning boshi A va
oxiri B nuqtada bo'lsa, tegishli vektor AB kabi belgilanadi.
Bunda A nuqgta vektoming boshi, B nuqta esa vektoming uchi,

kesma uzunligi vektor uzunligi deyiladi, yani AB = AB.

TA'"R | F 4: Boshi va uchi bitta nuqtadan iborat bo'lgan
vektor nol vektor deyiladi.
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Nol vektor 0 kabi belgilanib, uning moduli 0=o0b ‘ladi. Bu
<cktor yo'nalishi to'g'risida so'z yuritib bo'lmaydi.

J A" R 1 F 5: Bir to'g'ri chizigda yoki parallel to'g'ri
cfyZiglarda joylashgan vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

Masalan, ABCD parallelogramm bo’lsa, AD vaBC, nB va
CD vektorlar kollinear, AD va AB , AC va AB vektorlar esa
kolllinear bo'Imaydi.

lzoh. Nol vektor 0 har ganday a vektorga kollinear deb
hisoblanadi.

I * RLE-fa Ikkita a,e vektorlar teng deyiladi vaa=« kabi
belgilanadi, agarda quyidagi uchta shart bajarilsa:

1. ava B vektorlar kollinear;

2. a vas vektorlar bir xil uzunlikka ega, ya’'ni a]=«;

a vae bir xil yo'nalishga ega.

Masalan, ABCD parallelogrammda AD=BC, AB = DC
bo'ladi. Bu erdan vektorlami parallel ko'chirish mumkinligi
kelib chigadi.

Endi ikkita a va« vektorlami go'shish va avirish amalini
kiritamiz. Buning uchun parallel ko’chirish orgali ularning
boshlarini bitta A nuqtaga keltiramiz. Unda bu vektorlami a=
AD ,« =AB kabi belgilab, ABCD parallelogrammni hosil
gilamiz.

a 3.1-rasm

Bu holda a va a vektorlaming vyig'indisi deb

Parallelogrammning A uchidan chiquvchi diagonalidan hosil

4>lingan  AC vektorga aytiladi va a+B kabi belgilanadi. Bu



vektorlarning a-B ayirmasi parallelogrammning B uchidan

chiquvchi diagonalidan hosil gilingan BD vektorga aytiladi.

3.2-rasm
Vektorlarni qo'shish amali quyidagi xossalarga ega:

1. u+t«=«+a 2.(a +e)+c=a +(e+c) 3. at0=a

TA"RIFT7__  a vektomi X songa (skalyarga)
ko'paytmasi deb, Xa kabi belgilanadigan va quyidagi shartlar
bilan aniglanadigan vektorga aytiladi:

1. /m=q a, yani vektoming uzunligi.  marta o'zgaradi;

2. lwva a vektorlar kollinear;

3. k>0bo'lsa \a vaa bir xil yo'nalgan,

A< bo'lsa Xa vaa qarama-qarshi yo'nalgan.

Masalan, ABCD trapetsiya bo'lib, uning asoslari AD=8
vaBC=4 bo'lsa, unda AD=2BC \aAD=-2CB tengliklar o'rinli
bo'ladi.

Il z o h.X=0 bo'lsa, har qanday a vektor uchun 0 a=0
bo'ladi.

Vektoming songa ko'paytirish amali quyidagi xossalarga
ega:

1. LLPu )=P(?.u) 2. (At]i)a=A«x(la

3. X(«te)=XatXe



Bu yerda a va(3 ixtiyoriy sonlar, a va « ixtiyoriy

vektorlardir.
j AR 1 F 8 (-1) a vektor a vektorga garama-garshi

vektor deyiladi va -a kabi belgilanadi. Bunda doimo a+(-a)=o0

bo'ladi.
Endi bir tekislikda joylashgan vektorlarning koordinatalari

tushunchasini kiritamiz. Buning uchun bu tekislikda XOY
koordinatalar sistemasini olamiz. OX(OY) koordinata ugida
joylashgan, musbat yo'nalishda yo’nalgan va uzunligi birga
teng bo'lgan i(j) vektomi  kiritamiz. Kiritilgan / va/
vektorlar ort vektorlar yoki gisqacha ortlar deb ataladi. Endi
berilgan a vektomi yo'naltirilgan kesma sifatida garab, uning
OX vaOY o'gdagi proektsiyalarini garaymiz. Bu proektsiyalar
ham yo'naltirilgan kesma bo'lib, ular a vektorning OX vaOY
o'qdagi proektsiyalari deb ataladi va ax, ar kabi belgilanadi.
Unda, vektorlami qo'shish ta’rifidan foydalanib, a =a, + 7,
tenglikni yozish mumkin.

Endi a vektor proektsiyalarining uzunligini s, *|n), 8, =y
kabi belgilaymiz. a, va/ ort va y ort) kollinear vektorlar
bo'ladi, chunki ular OX(OY) koordinata o'qida joylashgan. Unda
li=M=1bo'lgani uchun, vektorlami songa ko’paytmasi ta rifiga

asosan, at =xi vao7=yJ yozish mumkin. Bu erda A, va/
°rt bir xil yo'nalgan bo'lsa, x=ax deb, garama-garshi yo'nalgan
bo'lsa, j:=-]ejldeb olinadi. Xuddi shunday tarzda u qiymati =*
%] kabi olinadi.Bu holda tekislikdagi ixtiyoriy a vektorini i va
3 ortlar orqali
a=xi+yj (3.1)
ko'rinishda yozish mumkin.

TA'"RITF 9 (3.1) tenglik a vektorning ortlar bo'yicha
yoyilmasi, x va y sonlari esa uning koordinatalari deb
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ataladi va a(x,y) kabi ifodalanadi.

Masalan, a=2i-3j vektoming koordinatalari n-2, y=- 3
bo'ladi.

Nol vektor uchun 0 = 0ei +0- j bo'lgani uchun uning
koordinatalari n=0, y=0 bo'ladi.

Har ganday a vektor uzining x vay koordinatalari bilan (3.1)
tenglik orqali to'liq aniglanadi. Koordinatalari bilan berilgan
vektorlarning tengligi, kollinearligi va ular ustidagi qo'shish,
ayirish, songa ko'paytirish amallarining natijalari oson
aniglanadi.

TEOREMA 1. a (xi.yi) va«(x2y2) vektorlar teng bo'lishi
uchun wularning MOS koordinatalari teng, ya'ni Xi-X2 , yi=y2
bo’lishi zarur va etarli.

TEOREMA 2:ub\W\\ va«(x2y2) vektorlar kollinear bo'lishi
uchun ularning mos koordinatalari proportsional, ya'ni

—_— % = =N?)
*2 Y

bo'lishi zarur va etarli.

Masalan, a (3,-2) vae(9,-6) kollinear vektorlar, chunki

9/3=(-6/-2)=3.

TEOREMA 3: a (xi,yi) \ae(xi,yi) vektorlar yig'indisi yoki
ayirmasining koordinatalari mos koordinatalaming yig'indisi
yoki ayirmasiga teng bo'ladi, ya'ni

a (viyi) t«(x2y2)= c(xitx2 yity?2)

Masalan, a (4,-2) va«(5,9) bo'lsa, a +e=(4+5,-2+9)=(9,7), a -«
=(4-5,-2-9)=(-1,-11) koordinatali vektorlardan iborat bo'ladi.

TEOREMA 4ui (x,y) vektoming X songa ko'paytmasining
koordinatalari uning har bir koordinatasini X songa

Masalan, a (4,-7) bo'lsa, 3a =(3-4,3 (-7))=(12,-21) koordinatali
vektor bo'ladi.



Bu teoremalaming isboti talabalarga mustaqil ish sifatida

beriladi-
Fazodagi vektorlaming koordinatalari tushunchasini

kiritish uchun OX, OY vaOZzZ o'glari bo'yicha i.j yak ort
vektorlami Kiritamiz. Unda yo'gorida ko'rsatilgan singari,
fazodagi ixtiyoriy a vektorni
a=xi+yj+zk
ko'rinishda yozish mumkin bo'ladi. Bu tenglik a
vektoming ortlar bo'yicha yoyilmasi deb atalib, undagi x, y vaz

sonlari uning koordinatalari deyiladi va a (x,y,z) kabi yoziladi.
Fazodagi vektorlar uchun ham yuqorida Kko'rilgan
teoremalardagi tasdiqglar o'rinli bo'ladi.

3.1-3. 30. AB vektorning koordinatasi va uzunligini

toping.
3.1 s7411:3), fi(2;2;3) 3.2, >40; 13K 4(1;2:3)
3.3. 74(0;1;-1) B(12;0) 3.4, 4(2;2:3) (3;2;4)
3.5. /<212, B(322) 3.6. /1(0;L1) f1(1;2;2)
3.7. 74014) [1:2;4) 3.8. >«(ltx  S(1:2:2)
3.9. n(0;-4;3). fI(l;-3;4) 3.10. 7402l 40:1;2)
3.11. 1(2;,1;3), AO(3;2;4) 3.12. /H0;L1). 5(1;2;2)
3.13. /42,1,3X  5(3;2;4) 3.14. n(2;0;7), 5(0;2;4)
3.15. J1(8;2;-5), A(7;1;4) 3.16. n{-2;i;3). B(5:;2)
3.17. N(2;-1,4) 5(5;2;3) 3.18. /4(3;1;3) fI(2:2:~ 1)
3.19. A(2;2;3X B(3;13) 3.20. M(0;7;3X  fI(4:7;-5)
3.21. N1(4;-3;2) A(L2:3) 3.22. /«5:1:1). 5(6;2:1)
3.23. A(0;4;2). 11(3;6:-4) 3.24. I<(t*2) «(d 6 S)
3.25. /1(0; - 2;1), 5(2;0;3) 3.26. 74(2;-2:3X  S(2;1;7)

3.27. N(1;3;3), 1(2;4;2) 3.28. 74(2;0:- 1) 5(4;2:0)



3.29. n(1;3;-2). 1(3;2;0) 3.30. ~M(1;3;-1X AB3;1,0)

3.31.Koordinatalar boshidan M(12;-3;4) nuqgtagacha bo'lgan
masofani aniglang.

3.32. f(0; 2-3) radius vektorning ortlar bo'yicha yoyilmasini
yozing va modulini hisoblang.

3.33. JN1(-2;+1,+3) va fl(0;-1; +2) nuqtalar orasidagi
masofani toping.

3.34. 53, 2; 7} va J¥4;%-5} vektorlar yig'indisini va ayirmasini
toping.

3.35. Uchlari A(5;2;6), B(6;4;4), C(4;3;2) va D(3;l;4) nuqtalarda
bo'lgan to'rtburchakning kvadrat ekanligini tekshiring.

3.36. a va p laming ganday qgiymatlarida
a=2l+a]+k. h=3- 6 +(k vektorlar kollinear bo'ladi?

3.37.Uchlari  A(2;l;-4), B(l;3;5), C(7;2;3) va D(8;0;-6)
nuqtalarda bo'lgan to'rtburchakning parallelogramm ekanligini
isbotlang va parallelogramm tomonlarining uzunliklarini toping.

3.38. A(-1;2;3), B(2;-1;2), C(I;-3;-2) va D(-5;3;3) nuqtalar
trapetsiyaning uchlari bo'lishini tekshiring.

3.39. AB kesmaning boshlang'ich nuqgtasi A(-1;2;4) va uni 1/2
nisbada bo'luvchi C(2;0;2) nuqta berilgan. B uchining
koordinatalarini toping.

3.40.Uchlari A(l;2;3) va B(4;2;-1) bo'lgan AB kesmani teng
ikkiga bo'luvchi M nugtaning koordinatalarini toping.

3.41. AB kesmaning boshlang'ich nuqgtasi A(-1;3;2). Uni teng
ikkiga bo'luvchi nuqgta esa C(2;0;2) bo'lsin. B uchning
koordinatalarini toping.

3.42. Boshlang'ich nugtasi A(-1;3;2), oxirgi nuqtasi B(0;l;4)
bo'lgan AB vektorning yo'naltiruvchi kosinuslarini toping.

3.43. 5 vektor Ox o'q bilan a=45", Oy o'q bilan /=60
burchak hosil giladi. Agar k=5 bo'lsa, uning koordinatalarini
aniglang.



3 44. Uchlari A(5;3;-10), B(0;1;4) va C(-1;3;2) nugtalarda

bo'lgan uchburchak berilgan. B ichki burchak bissektrissasining
o'naltiruvchi kosinuslarini toping.
345. a va b vektorlar orasidagi buchak =" ga teng va

IN«WT H=3 ekanligi ma'lum. ¢ =2a +3b vektoming uzunligini

hisoblang.

3.46. a va ft vektorlar orasidagi burchak = ga teng.
cihv3. 1=4.C Ib vektoming uzunligini hisoblang.

3.47. Agar Jap72 =+ va bo'lsa? hi*ah va </-2t

vektorlar a ning ganday giymatlarida o'zaro perpendikulvar
bo'ladi?

3.48. ava * vektorlarning koordinatalari berilgan:

a=7/+2j+3}t b=2i-2j+4k.

Bu vektorlarning skalyar ko'paytmasini toping.

3.49. Uchalri A(-I;5;1), B(I;I;-2) va C(-3;3;2) nuqtalarda
bo'lgan uchburchak berilgan. AC tomonni davom ettirishdan
hosil bo'lgan tashqi burchakni aniglang.

3.50. Uchalri A(-2;3;1), B(-2;-1;4) va C(-2;-4;,0) nuqtalarda
bo'lgan uchburchak berilgan. Bu uchburchakning C ichki
burchagini hisoblang.

3.51. 5,b va c vektorlarning koordinatalari berilgan:
5{1;-4;8) - | -4] +8*. ft{4;4:-2} =4/ +4j - 2k. Cj2;3:6> 2i +3/ +6* .

(S+c) vaktor a vektordagi proyeksiyasini toping.

3.52. H=s, H=15. Sh =% berilgan. s vektoming ft vektor
bilan vektor ko'paytmasining uzunligini toping.

3.53. Uchalari A(l;2;0), B(3;0;-3) va C(5;2,6) nuqtalarda
b° Igan uchburchak yuzini hisoblang.

3.54. 7b=-37-27 +6* va WC=-2I +4j +4* vektorlar MBC
tom°nlari. 75 balandlikning uzunligini hisoblang.

*



3.55. 2)6,02j, A{15:2;13 vektorlardan tuzilgan parallelogram,
mning yuzini va diagonallarining uzunliklarini toping.

3.56. Vektorning koordinatalarini ayting: 1)3/ +2j-5Kk ;

2) 2/-§,;3) 0,5/ +>/27;

4) 3*;5) -4/;6) 6 .

3.57. Quyidagi vektorlar berilgan: 1) s=21+3j-5k ; 2)
B=-1-2j +3*. Ulaming koordinatalarini toping.

3.58.A(4;-3;2) va B(-24-3), M(0;5;1) wva N(-4,0;-3)
nuqtalarning koordinatalarini  bilgan holda JIA va LU

vektorlarning koordinatalarini toping.
359. a=(23-4). i=(-1)21) va c=(30;2) vektorlarning

koordinatalarini bilgan holda quyidagi vektorlarning
koordinatalarini toping: 1) a+b; 2) a+c; 3) a+b-r;4) 35;
5) - £+2c; 6) 2a+36 - 2c .

3.60. Ikki vektorning kolleniarlik shartidan foydalanib,
quyidagi vektorlarning kolleniar emasligini tekshiring: 1)
a=(2/5—/3;4/5) va b =(3/5—2;6/5);

2) c=(-613:3) va J =(-2:1/19:-1/3).

3.61. n va p ning qanday giymatlarida a=(-3n4) va
b =(- 24: p) vektorlar kolleniar bo'ladi?

3.62. Vektorning uzunligini hisoblang: 1) a=-J-2j +2k;

2) b=1+2]-3k; 3)c=J-*;4) d=-3k.

3.63. a+/ vektorning uzunligini hisoblang; bunda: 1)
I =(-12;0); = (-2;2;-1);

2) a =(1;-2;3); A=(-1;2;-3).

3.64. Agar a =200 , A=q1—) bo'lsa, 3a+2+ vektorning
uzunligini hisoblang.

3.65.Agar A(5;3;1) va B(4;5;-1) bo'lsa, 7b vektorning
47iinligini hisoblang.

3.66. Agar A(8;0;6), B(8;-4;6), C{6;-2;5) bo'lsa, AB,BC va CA
vektorlardan hosil bo'lgan uchburchakning perimetrini toping.



3 67. B\ kesma (bunda A(7;2;-3), B(-5;0;4) C nugta bilan
X KQq & =|:5 nisbatda bo'linadi. C nuqtaning koordinatalarini
toping-

3.68. \LLJ kesma uchlarining koordinatalari bilan berilgan:
LL-2--3), B{6;~4;-T). Bun kesmani teng ikkiga bo'luvchi C
nugtaning koordinatalarini toping.

3.69. \nB\ kesma uchlarining koordinatalari berilgan: J1(3;-2;-
5) va B(7;6;-1). Kesmani SJIC|:|CB]=1:3 nisbatda bo'luvchi C
nugtaning koordinatalarini toping.

3.70. Agar uchburchakning uchlari A(7;-4;5), B(-I;S;-2) va
C(-12;-1;6) bo'lsa, uchburchak medianalarining kesishgan
nuqtasini toping.

3.71. a=1-2j +2k vektor bazis vektorlar bilan tashkil etgan
burchaklaming kosinusini toping.

3.72. Quyidagi vektorlarning bazis- vektorlar bilan tashkil
etgan burchaklarining kosinuslarini toping: 1) a=!+] +[ ; 2)
b=(43;0); 3)c=-j-3k;4) d=3I.

3.73. aw4-3i) va N=(5:-2;-3) vektorlarning skalyar
ko'paytmasini toping.

3.74. Vektorlarning skalyar ko'paytmasini toping:

1) a=(3;-2;) va fc=(4;-7;-3);

2) ¢ =(2/3-5/61/4) va d =(3/2;6/5;4/3).

3.75. r*/+3y-*, b-~UN-4y+3* va c«d/-2j-3XK vektorlar
berilgan. Dastlabki ikki vektor yig'indisining uchinchisiga skalyar
KO paytmasini toping.

3.76. a=—47-3j +5k va b =-2i +3j +k vektorlar berilgan. Ular
orasidagi burchakni toping.

3.77. a=37-4k va h=5i-\2k vektorlar orasidagi
burchakni toping.

8. e=(-2;2;-i) va 0=(-6;3;6) vektorlar orasidagi
burchakni toping.



3.79. Agar a=(l;-1;)2) va i =@02;) bo'lsa, a+b va a-b
vektorlar orasidagi burchakni toping
3.80. Uchburchakning uchlari berilgan: A(-1;4;1), B(3;4;-2)

va C(5;2;-1). cos(BA-BC) ni toping.

3.81. ABC uchburchakda cos(aA-EB) ni toping, bunda
A(l;1:5),B(-2;0;7),C(-3;-2:5).

3.82. Vektorlar perpendikulyarni, tekshiring. 1) a =(3;0;-6)
vab (472);

2) c= (-3:2:5) va d =(6;-3;1).

3.83. Uchburchak berilgan: A(2;4;5), B(-3;2;2), C{-1,0;3)
caibc ekanini ko'rsating.

3.84. Agar a=p+2q va b=5p-4ij ekani ma'lum bo'lsa, p va
y birlik vektorlar ganday burchak tashkil giladi?

3.85. Berilgan: H=4, H=6, Is,;b =p, axb ni toping, bunda

1) w=o;

2) p=%" 3) P 150"

3.86. 0=2/+3j-4* va b=I-j +2k vektorlarning vektor
ko'paytmasini toping.

3.87. a=27r+j +%k va b=3% +2j+2 vektorlarda yasalgan
paralellogrammning yuzini toping.

3.88. a=7+]-k va b=27-y +2* vektorlarda yasalgan
paralellogrammning yuzini toping.

3.89. Uchining koordinatalariga ko'ra uchburchakning
yuzini toping: A(2;-3;4), B(1;2;-1) va C(3;-2;1).

3.90. Ordinata o'gida A(l;-3;7) va B(5;7;-5) nuqtalardan
baravar uzoqlikdagi nugtani toping.

3.91. a)lkkita vektor berilgan: s =37+2] -5k va
* =-2T+3y+4* e+fc va a-i> vektorlarning koordinatalarini toping.

b) Parallelogramning uchlari A(l;-2;3), B(3;2;l), C(6;4;4) va
D(x;y;z). D uchining koordinatalarini toping.



3.92. a) 7s=a vektor uchlarining koordinatalari berilgan:
4(41'3), B{2;-5;6). s vektoming bazis vektorlar bilan tashkil

lean burchaklaming kosinuslarini hisoblang.

b) <A0723) Vektor aB52l)h(-142) va c(-1:-1:6) Vektrolarning
chizigli kombinatsiya koeffisiyentlarini toping.

3.93. a) e=(22-i) va h=(-3,&-6) vektorlar berilgan. Bu
vektorlar orasidagi burchakning kosinusini hisoblang.

b) Parallelogramning ikkita uchining A(l;3;-3), B(2;-5;5) va
dioganallari kesishish nuqtasining koordinatalari 0(1;1;1). C va
Duchining koordinatalatini toping.

3.94. a) a=27+j va h=-j +k vektorlarda parallelogramm
vasalgan. Uning diagonallari orasidagi o'tkir burchakni toping.

b) d vektor a.h.c vektorlarning chizigli kombinatsiyasi
bo'ladimi? Chizigli kombinatsiya koeffisiyentlarini toping.
a{L;35X b{0A.5\c(7;-8;4)1 d{2;-1;3)

3.2.Skalyar va vektor ko'paytma va uning xossalari

Ikki vektoming skalyar ko'paytmasi deb shu vektorlar
modullarining ular orasidagi  burchak  kosinusi  bilan
kopaytmasiga aytiladi. Quyidagi i va i vektorlarning skalyar
ko'paytmasi a-b ko'rinishida belgilanadi. Demak,

o <1= - hicos (3.2)

Skalyar ko'paytmaning xossalari

1)(ara,ft)= (a,ab)=a(a,h), a = const;

2)(a,fc)* o;

3)5 *=b ao'rin almashtirish gqonuni.

4)o(n+c) =a ii+a ¢ targatish qonuni.

5)Agar ole bo'lsa ab =tab Xususiy holda

aa= |0II |a|cos" =a2, Hg:JO* o
6)agar aLb bo'lsa ah =ab c0s90°=0;

T)ortlari skalyar ko'paytmasi
7-j =0,j k=0,i-k =0, /=1, j-j =\,k k=\



1y

8) agar vektorlar a{a,a,,a:) va koordinatalar orgali

berilgan bo'lsa,af£ =aA+BA +BA <=
IkKi vektor orasidagi burchak

am a.bt+a,b +
HJA +e+A’+ +b n
Parailelik  sharti: b=ma yoki — =— = =m

», «,

Perpendikulyar sharti « *=0 yoki a>+u,fc(+aft, =0
l-masala. u(*)y,z) vektorning modulini toping.
Yechish. Skalyar ko'paytmaning 5) xossasiga asosan

A=Ve 0 =JX-X +y-y+2-2= +ri (3.4)

Masalan, i>(3,4,12) vektorning moduli
u=n/3 +42+12: =n/9+ 16 + 144 = V169 = 13

2-masala. » (*i,yi,zi) va « (*2¥222) vektorlar orasidagi o
burchakni toping.
Yechish. (3.3) formulaga asosan ikki vektor orasidagi
burchak
a-b a,b, +aA +a.b.
M'H Jal+al+a;+\jb* +bl+b;
Masalan, b(1,0,1) va<? (0,1,1) vektorlar orasidagi & burchak
uchun
_ 10+01+11 1
costp=- — ~ — =
VI +0: +1: VU +0: +13 2
natijani olamiz va undan ¢=60° ekanligini topamiz.
3-masala. b(*i.yi.zi) va« (*2¥222) vektorlarning ortogonallik
shartini toping.
Yechish.j bo'lgani uchun ular orasidagi burchak ¢=90'
bo'ladi va shu sababli co8dr0
*1*2+yil/2+21Z2 = 0
tenglikni hosil gilamiz. Bu ikki vektorning oilogonaiiik
shartidir.
Masalan, u (3,-2,1) vas (5,7,-1) vektorlar ortogonaldir,
chunki *i*2+yiyi+ziz2 = 3-5+(-2)-7+I(-1) = 15-14-1=0



HTIf*313- Fazodagi  A(xiyi,zi) vaB(x2.y2 2 ) nuqtalar
orasidagi d masofani toping.
v~rhish. Bu nugtalarni kesma bilan tutashtirib, AB vektorni
hosil gilamiz. Ma'lumki, bu vektoming koordinatalari uning uchi
bilan boshi koordinatalari ayirmasiga teng bo'ladi, ya'ni AB
(A-jt2 yi-y2,zi-z2). Unda (4) formulaga asosan,
d=qnal=yi(x2- x)2+(y2-y.): +(2,- r,) (3.5)

tenglikka ega bo'lamiz.
Masalan, A(5,-3,1) va B(8,1,13) nuqtalar orasidagi masofa

d =A(8-5)2+ (1- (—38))2+(13 - 1)2=V9 + 16 + 144 = Vim" = I?

bo'ladi.

Vektorni boshga vektor yo'nalishidagi proyeksiyasi.
Berilgan a vektorni ft vektor yo'nalishdagi proyeksiyasi (3.2 -
chizma) quyidagi formula orgali topiladi.

np~a

33-chizma. a vektorni t yo'nalishidagi proyeksiyasi.

Vektorlami vektor ko'paytmasi. Ikkita «va i vektorlarning
vektor ko'paytmasi deb shunday uchinchi ¢ vektorga avtiladiki
(3.3-chizma), c="ft]lyoki c-oxn

1) c¢ vektor son qiymati bo'yicha berilgan a va b
vektorlardan yasalgan parallellogram yuziga teng moduliga ega;

2) u parallellogram tekisligiga perpendikulyar;

Ikkita vektordan qo'shilgan parallelogramning yuzi
quyidagicha topiladi.

Kl= Ifi*|sina = Jfo7] (3.6)

Bu o va ft vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi



(LAI

3.7
3) ¢ vektoming yo'nalishi
\% \%
a=yw Va b=y vektorlami
. ">
vektor ko'paytmasi
@*=ov2, - yr2,y - (% - Xr,)i + @y, - x3y, )k
formula orqali yoki
1 j K
[l xx»n A (3.8)
1 Y2 %2

topiladi.

3.4 -chizma. Vektorlami vektor ko'paytirishga doir.
Vektor ko'paytma quyidagi xossalarga ega

1) la~=Ifta 2) +Acl=[acl+l6c] 3) [oa~]=[a.ab\=aluwij
4)Agar ab nol bo'lingan vektorlar bo'lsa, Jabl=0 ,
ekanligidan, bu vektorlami parallel (A} ekanligi kelib chigadi

Quyidagi a va b vektorlami skalyar ko'paytmasini

toping
3.95. <2110, bfsi-2:4) 3.96. s5{0;I;1}, ¥i{-1;-3;0}
3.97. <i{-2;1;1}. *{0;-2;-5} 3.98. u{o;l;1}, £{3;-1;0]
3.99. *{1;-3:8} 3.100. s{o; - 6{2,0,2}
3.101. u{o;-1;- 1. *{1;2:-1} 3.102. ¢,-c, »-40, cxcuw-5K
3.103. a{-2;1;2}, £{1;0;-1} 3.104. afo;1;1y, *{-3;-1;1)

3.105. o{-2:1;-2). £{-1:0;3} 3.106. 3 6{-2:3:-1}



3.107. e{2;-1;3}. 6{0;L;I} 3.108. a{2,1:-2]. *j-1:0:-2j

3.109. a{2,0:04, 6{-3;l:1} 3.110. &f21:.0). J¥LL3
3.111. 5{(1:-1,0>. *{0;3;2} 3.112. a{2;1;-2), J{0L L
3.113. 5{1,0-1]. J¥0.3—4} 3.114. W(2-14]. *{-1,0:0!
3.115. 5{1,0--1}. J¥3%—-30] 3.116. ofl;0;-1). N{-1;-3;0)
3.117. 5{5;2;-2}. 6{3;3;4} 3.118. JK0:0;-1}

Quyidagi a va b vektorlami vektor ko'paytmasini

toping

3.119.5{-2;l;1), N{3;-2;4) 3.120. ofol;l). £{-1;-3:0]
3.121. 5{-2;I;), A(0;-2;-5} 3.122. ofC;L;1}.  Ji{3;-1,0)
3.123. 5{0;-I;-1), J}1-3;8) 3.124. 0(0:-1:-ij. Aj20:2]
3.125. e{0;-1;-1j. b{1;2;-1} 3.126. ¢, c2=-40. cxc =-5*
3.127. e(-2;1;2), ft{l:0;-1} 3.128. ogll]. N{-3;-H]
3.129. 5{-2;1;-2}. *{-1,0;3> 3.130. a\l:-1:-1). A{-2;3;-1}
3.131. 5{2;-1;3}. J{0LD) 3.132. a(2;1;-2}. J¥-1,0;-2]
3.133. i{2,0,0}, ft{-3;L;I} 3.134. a{2,1,0). *{I;1;3}
3.135. af];-1,0}, 6{0;3;2} 3.136. of2;1:-2). J{oL1
3.137. &{l;,0;-1>, ft{0;3;-1] 3.138. e(2;-1;4[. ft(-1:0;0)
3.139. 5{I;0;-3. 1{-1;-3;0} 3.140. e{l;0;-1}. ft{-1;-3:0}
3.141. o{5;2;-2}, J¥334} 3.142. e{-I;-1;-1}, ™0:0;-)

3.143. a) az2 1 ft{-2;-3,0) b) 5=7+27+3* Vektor
yo'nalishidagi birlik vektomi toping.

c) 5=27+37+5* va [>=7T+2/+* vektorlami vektor
ko'paytmasini toping.

d) 5=67+3/-2* va f=37-2;+6* vektorlardan vyasalgan
paralellogram yuzini hisoblang.

e) Uchlari A(L;1;1), B(2;3;4) va C(4;3;2) nuqgtalarda bo'lgan
uchburchakni yuzini toping.

K) a+3£ w B+ vektorlardan (K=pJ=i.(«>)=3"") qurilgan

Paralellogramm yuzini toping.



(il'i

9 15
m) Agar a=-3 va i = -i bo'lsa, ¢, =2a, +36 va r2=-4a
-2,4.

vektorlarning skalyar ko'paytmasini toping.
3
1) m ning ganday giymatda a= -2 va b®4 | ortorlar

ortogonal bo'ladi.
n) Vektor koordinata o'qlari bilan 60°, 120° va 135° burchak
hosil gilishi mumkinmi?

0) Agar S- , bm M@3:-2-5), NB43) berilgan bo'lsa,

a 2b vektorni mbl vektorga proyeksiyasini toping.

3.144. a) ){2:;-4;1}, £{3;1;-2} b) @H3¥ (2a-6) ni a=2ft=3 va
jib bo'lgan hoi uchun hisoblang.

c) a=1+2j+lk va b=6i+4j-2k vektorlar orasidagi burchakni
toping.

Quyidagi ct=2a-b va c,=-a +3b vektorlami vektor
ko'paytmasini toping.

3.145. a]-2:1;1>, 6(3:-2;4} 3.146. J{OLlj, b{-1:-3;0)
3.147. uy-2;1;1}, 6{0;-2;-5} 3.148. afo;1;13, bfz;-1;0}
3.149. e{o;—k—j. A{1;-3:8) 3.150.5¢0;-1;-1}, i{2;0;2>
3.151. af{o:-1;-1), fc{l;2;-1) 3.152. ¢, ¢, =-40, cxc=-5k
3.153. a{-2;1;2], ft(1;0;-1} 3.154. s{0;1;t}. *{-3;-1;1}
3.155. a(-2;1;-2), 6]-1;0;3] 3.156. afti-t;-=}. *{-2;3;-1}
3.157. uj2;- 1;35. A{o;1;1} 3.158. af{21-2}, J{-10-2}
3.159. u{2;0;0). £{-3;I;1} 3.160. o{2;1;0}, *{I;1;3)
3.161. 10} J103;2} 3.162. a{2:1;-2j, fc{o:l;1}
3.163. L0 -1] J/103:-1} 3.164. a(2;-1;4}. if-1:0:0)
3.1« ® ij-b-JW ~Albb. a{l;0;-1}, 6{-1;-3;0}

3.167. u{5;2;-2), bk;3.4j 3.168. of-I;-I;-1j, f)0,G-1}



T

8§ 3.3. Aralash ko'paytma Ba uning xossalari

SE va c vektorlami r' fazoda aralash ko'paytmasi sondan
iborat bo'lib, Sb ¢ ko'rinishda belgilanadi.

K o0, a.
a-b-c=b, br b (3.9)
c. ¢. C
\ N c/
buyerda sam ; 6= "; e,
at> A> C.)

Vektorlar ab va ¢ vektomi aralash ko'paytmasi a vektorni
[bg vektorga yoki |Jofff vektomi r vektorga skalyar
ko'paytmasidan iborat bo'ladi a*c=‘(a.]£c])=(n*]c)

Aralash ko'paytma quyidagi xossalarga ega:

1. Aralash ko'paytmaning ikkita ko'paytmasini o'rni o'zaro

almashtirilsa, ko'paytmaning ishorasi o'zgaradi
a-b e =-acb =-bad =-cha.

2.Aralash ko'paytma hadlarini aylanma usulda
almashtirishda o'z ishorasini o'zgartirmaydi a b ¢ =cab =bed .

3. Agar ab va c vektorlar noldan fargli vektorlar bo'lsa, u
holda a b ¢ =o bo'lishi uchun bu vektorlar chizigli bog'liq (yoki
komplanar) bo'lishi kerak. sb wva c¢ vektorlardan qurilgan
parallelipipedning hajmi * ¢j teng. Xuddi shunday shu

uchta vektordan qurilgan tetrayedming hajmi vT- Y1 £ c].

Quyidagi a,b,c vektorlami komplanarligini tekshiring.
3.169. a{-2;l;1}, *{0;-2;-5}, c{2;-1;-1)

3.170. a{o;l;l}, *{0;4;-2J c{2I;,0}

3.171. e{2:al}, 6{2;0;-1}, c{-2;-1;4}

3.172. fc(-2:3:-11 ctftltO)

3.173. afuul}. b{2;3;0j. c{3;-1;-1}

3.174. e{-1,0;-2}. *{-3;2;-1j, c{2;0;-2}

3.175. e{w>. ftjo:l;l}, c{2;-U}

81



3.176. af{-3;1;4}, f2,0,0} c{-3;I;1}

3.177. &l;0;-1}, *o;-1;-13, c{0;0;-2}

3.178. a{-10;-2}, £{0,0;-1}, c{-103} a{-10;-2}, *{I;0;-4}, c{2,0;-2}
3.179.3.180. 5{I:0;-2}, 6{-3;2;-1}, c{4;2;-3}

3.181. 5{I;24}, *{-3;6;4}, c{3;-6;4} 3.182. a{l;-I;I}, *{LL;1}, c{2;3:4}
3.183. a{5;3-1}, *{I;-2;3}, c{2;0;-4}

3.184. a{-3;3;3}, ft2;l;1}, c{19;1 117}

3.185. &{l;65), 6{3;-2;4}, 7;-18;2}

3.186. a{7;-3;2}, *{3;-7:8}, c{l;-I;I}

3.187. a{z;l;-1}, *{lI;-4;1}, c{3;-2;2}

3.188. A) a{3;l-1}, *{-2;-1;0}, 5{5;2;-1}

a) Uchlari A(2;2;2), B(4;3;3), C(4;5;4) va D(5;5;6) bo'lgan uc

burchakli piramidani xajmini toping.

c) Quyidagi to'rtta vektor berilgan
a=H+j, b=i+j+2k,c=21+2j-k, d=3i+7j-7k  quyidagilami topish
kerak.

1. d vektorini a,b,c lar bo'yicha yozing.

2. m=5a+2b vektor uzunligi va yo'nalishini toping.

83.4 Vektor (chiziqgli) fazo va n-o'lchovli vektor.
Yevklidfazosi.
Chiziqgli operatorlar Ba kvadrat formalar

1. Tartiblangan n-ta haqgiqiy sondan tuzilgan x=(xtx2,..x,)
vektor n- o'lchovli vektor deyiladi. Agar *=>.(<=123...n) bo'lsa,
X =y, ya'ni x=(xxx2.jcn) va y=(@vy>-y,) vektorlar teng bo'ladi.
Vektorni x=(x,ar2.n) biror o'zgarmas n soniga ko'paytirsak, u
holda H=/1x , ya'ni i =1x«=123..W bo'ladi. Ikkita vektor
yig'indisi w y={yty2-y.) lar uchun z=x+y , vya'ni
z,=x,+?i («=1,2,3....n) bo'ladi.

2. Vektorli (chizigli) fazo deganda haqigiy kompanentli
vektorlar to'plami tushunilib, bu fazoda vektorlami qo'shish va

bo'ls:



ektorlarni biror songa ko'paytirish amalidan iborat operatsiyalar

bajariladi.
3. Agar am vektor a,a2.nT, vektorlami chizigli
kombinatsiyasi bo'lsa, u holda
am= +/b@+-+4-J1-. (3-14)
bu yerda *ixtiyoriy o'zgarmas sonlar.
4. Bir vaqtda nolga teng bo'lmagan/i,,”....n, sonlar mavjud

bo'lsa va ular uchun
Aal+N2a2+...+ JiaT=0 (3.15)

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda vektorlar chizigli
bog'liq deyiladi. Agar (2) shart n,=n =..=5,=0, bo'lganda bajarilsa,
u holda a,a2.mvvektorlar chizigli bog'liq bo'Imagan vektorlar

deyiladi yoki chizigli ekrli vertorlar deyiladi.

5. Chiziqgli bog'lig bo'Imagan vektorlarning maksimal soni
fazo o'lchami deyiladi. n-o'lchovli fazo bazisi uchun n-chizigli
bog'lig bo'Imagan vektorlar majmuasi xizmat qiladi.

6. Bir bazisdan (g,é2...8,) boshqga bazis E\*...&) ga o'tish

o'tish matrisasi yordamida amalga oshiriladi.

/-\
an a\ - e\
A= 8U au mmam .. € AT
41 02 = n,

Koordinatalari xI,x2..x, bo'lgan x vektorini eski bazisdan
yangi x,x'2..x\ koordinatalarning bazisga o'tish uchun
/7*N  § 0\ / N\ fx\
- *i
X2 _pt® yoki =A% (3.10)
X. n, n, n,
bu yerda A-o'tish matrisasi hisoblanadi.
7 ~ki 5=@px2.Jn) va y=(y,y2..y,) skalyar vektorlami
ko'paytmasi deb

n
{X,y) =X, y1l+xy2+...+x,Y'='£Ex¥y,.
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8. Skalyar ko'paytma ma'lum xossalarni ganoatlantirishsa,

chizigli (vektor) fazo Yevklid fazosi deyiladi. Bu fazoda |
vektomi uzunligi

H= =M +2+-+X
9. Ikkita x va y vektorlar orasidagi burchak ¢ quyidagicha
aniglanadi.
10. Ikkita i va ji vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi,
agarda
{x.y)=0

Agar (e,Sj)=0 i*j bo'lsa, n-o'lchovli Yevklid fazosida
8,62, vektorlar ortogonal bazislarni hosil qiladi. Ba'zi
masalalami yechimini keltiramiz.

11. Agar operator R'fazodagi har ganday x)y vektorlami
ixtiyoriy x soni uchun

AX+Y)-AX+A(Y), AU =TAK)

munosabat o'rinli bo'lsa, A operator chiziqli deyiladi.

12. Vektor y=A(x)x vektoming tarsi deyiladi. Vektor x va
uning tarsi y orasidagi bog'lanish y=A() ko'rinishida bo'ladi. Bu
yerda A- chiziqli operator matritsasi bo'lib,

X =(X,,X2,...xjr. y=(ylLy2-y,,)T bir ustunli matritsa.

13. Chiziqli operator yig'indisi va ko'paytmasi quyidagicha
bo'ladi,

(A+fi) (X) = A(X) +B(X)
(AB](x) = A{B(x))
JIAX) = AAKX)

Chiziqli operatorga doir quyidagi misollarni ko'ramiz.

14. Agar shunday s soni mavjud bo'lsaki,

AX)=Ax yoki Ax=Ax (3.11)
X 0 vektor chizigli operator a( yoki matrisa A) ning xos
vektori deyiladi. Bu yerda A soni x ga mos keluvchi A



Lt n

operatorning (yoki Ai matrissaning) xos soni deyiladi. Bu (4.21)
formulani quyidagi ko'rinishga olib keladi.
(A-AE)x =0 (3.12)
15. Operator A ning (yoki matrisa A) xarakteristik
tenglamasi deb quyidagi tenglamaga aytiladi.
\A-Ll| = a,-J1 . -0
a. -9
Bu yerda \X-XE\- xarakteristik ko'p had hisoblanadi. Chiziqli
operatorning xarakteristik ko'p hadi bazis tanlashga bogiig emas.
16. Xos vektor va unga mos keluvchi xos son
bazisda operator matrisasi A diagonal matrisa bo'ladi.
A '=diogfa,”™, ..

17. Bir necha darajali bir jinsli o'zgaruvchidan
tashkil topgan kvadrat forma deb quyidagi ifodaga aytiladi.
nn
L(xL,x2,—xi )= " ajxixj (3.13)
M M

{a,j=ajt) kvadratik farqi deyiladi.

Kvadratik formadagi har bir o'zgafuvchilarini kvadrati,
yoki ikkita har xil o'zgaruvchilarini ko'paytmasi bo'ladi.

Kvadratik formani matritsa ko'rinishda quyidagicha yozish
mumkin L = XTAX

bu yerda
au “u \Y
Az @ "2 “2, . X =
- 1
Al 02 amy >0,
18. Kvadratik forma matritsasiga maxsus bo'lImagan X =cYy

(bu yerda r=>>ylt...y,)T, C- chizigli almashtirish matritsasi)

chizigli almashtirish bajarilsa, u holda A'=CcTAC.

in non
Agar aj=0 (/*j) bo'lsa, u holda kanonik

kvadrat forma bo'ladi va quyidagicha ko'rinishda yoziladi
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L=a,*2+a2x] +...+a,7X] =£ amw*

Kvadratik forma rangi kanonik formasining noldan farqli
koeffisientlar soniga teng, hamda chiziqgli almashtirishlar
natijasida o'zgarmaydi.

20.Agar  o'zgaruvchilari barcha giymatlarida hech
bo'Imaganda birortasini hadi noldan farqgli bo'lsa, ya'ni
L(X,,X2...X" )>o, u holda kvadratik forma L(xI,x2...xn) musbat
aniglangan deyiladi.

Kvadratik forma 1=xtax musbat aniglangan bo'lishi
uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:

a)A matritsani barcha xos giymatlari n, musbat bo'lishi;

b) A matritsani barcha bosh minorlari musbat (Silvesstr
kriteriyasi).

Kvadratikforma 1 =x tax
manfiyaniglanganbo'lishiuchunquyidagishartlarbajarilishikerak:

a)A matritsani barcha xos giymatlari \ musbat bo'lishi;

b) A matritsani juft bo'Imagan tartibdagi manfiy, juft
tartibdagilari esa musbat ( Silvestr kriteriyasi).

A matritsani xarakteristik tenglamasini ildizlari kvadratik
formani xos sonlari ularga mos kelishi xos vektorlar esa kvadratik
formani bosh yo'nalishi deyiladi.

Quyidagichizigni A operatoming (Amatritsa) ning xos son
va xos vektorlarini toping.

12 2 1 02
3.191./'= 1 o 3 3.192.n= 030
130 .10 O
11 8 2 0 -6N
3.193.A= 0 2 0 3.194.n0= i 3 -2
10 -1 01



1 0 1 O '1 0 0 0
0 2 0 3 1 1 4 -8
3.196. n=
0 0 0 -1 2 -4 7 -4
00 0 Q, 1 -8 4 1,

Chizigli operator A ning A- matritsasini diagonal
ko'rinishga keltiring.

125 3
3.197.a =(2 4 3.198.a =r 3.199.A= 03 4
13 N [oo o

Kvadratik formani matritsa ko'rinishida yozing.
3.200.L=3*f +xj- xtx2

3.201. L = 2xf - X\ +3X]j +2x,x2 + 6X,X2

3.202. L =2xf +3x1 ~  +xtx2+ 2x}x3+ 3x2}

Kvadratik forma rangini toping
3.203. L =2 +*2 +xj +2xtx2
3.204. L =2x] - xj +xj +2%,X, +5x,x2
3.205. L=2xj+  49xj +4xx2 +6xtx3+\2xx}
3.206.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.
L = 2n,2—3*3 - 4xtx2+ 4xix} - 8x2m3.
3.207.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.
L =x\- 4x2xj +X]
3.208.Kvadratik formani kanonik ko'rinishga olib keling.
L =xj +3Xx2+4xj +2x,x2+ 2xD + 6x2X,

Takrorlash uchun savollar

1.Qanday kattaliklar skalyar deyiladi?

2.Qanday kattaliklar vektorlar deyiladi?

3.Vektorlarga ganday misollar bilasiz?

4. Vektorlarning songa ko'paytmasi ganday aniglanadi?

5.Vektorlaming koordinatalari ganday topiladi?

6.Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida arifmetik
amallar ganday bajariladi?

7.Vektorlaming skalyar ko'paytmasi ganday aniqlaniladi?



8 .Skalyar ko'paytma ganday xossalarga ega?
9.Vektorial ko'paytma ganday aniglaniladi?
10.Vektorlarning aralash ko'paytmasi ganday aniglaniladi?

VEKTORLAR ALGEBRASIGA DOIR NAZORAT
TESTLARI

1. Vektorlar va ular ustida amallarga doir testlar.

1.Skalyar deb nimaga aytiladi?

A)Faqat yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka skalyar
deb aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan katalikka skalyar
deb aytiladi.

C) Ham son giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan
kattalikka skalyar deb aytiladi.

D) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik skalyar deyiladi.

2.Quyidagi kattaliklardan gaysi biri skalyar emas?
A) Sirt yuzasi.

B) Kesma uzunligi.

C) Jism hajmi.

D) Burchak kattaligi.

E) kuch. momenti.

3. Vektor deb nimaga aytiladi?

A)Fagalt yo'nalishi bilan aniglanadigan kattalikka vektor
deb aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan katalikka vektor
deb aytiladi.

C) Harm son giymati, ham yo'nalishi bilan aniglanadigan
kattalikka vektor deb aytiladi.

D) Har ganday kesmaga vektor deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik vektor deyiladi.
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4. Quyidagilardan qaysi biri vektor bo'ladi ?
A) Sirt yuzasi.
B) Jism hajmi.
C) Kesma uzunligi.
D) Moddiy nugta harakati.
E) Modda massasi.

5. Kollinear vektorlar ta'rifi gayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) Bir xil yo'nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har ganday a va b vektorlar kollinear vektorlar deb
aytiladi.

C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar
kollinear deb aytiladi.

D) Bitta to'g'ri chizigda yoki parallel to'g'ri chiziglarda
yotuvchi a va b vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi avab
vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

6. Agar ABCD trapetsiya (AD IIBC) bo'lsa, unda quyidagi
juftliklardan gaysi biri kollinear vektorlarni ifodalaydi?
A) AB va BC . B) AC va BD . C) ABva DC .
D) AD va CB . E) AD va DC.

7. Vektorlar tengligini ifodalovchi ta'rifni ko'rsating.

A) Bir xil yo'nalgan avab vektorlar teng deb aytiladi.

B) Bir xil uzunlikli avab vektorlar teng deb aytiladi.

C) Turli yo'nalgan, ammo uzunliklari teng bo'lgan a va b
vektorlar teng deb aytiladi.

D) a va b vektorlar kollinear, bir xil yo'nalgan va
uzunliklari teng bo'lsa, ular teng deb aytiladi. N

E) Kollinear va bir xil yo'nalgan a va b vektorlar teng deb
aytiladi.

8. Agar ABCD parallelogramm (ADI IBC) bo'lsa, unda
quyidagi juftliklardan qaysi biri teng vektorlarni ifodalaydi?
A) AB va ~BC. B) AC va BD . C) ABva DC.



D) AD va CB . E) AD va DC .

9. Vektorlar yig'indisi uchun gaysi qoida bo'Imaydi ?
A) Parallelogramm qoidasi.

B) Uchburchak goidasi.

C) Trapetsiya goidasi.

D) Ko'pburchakqoidasi;

E) Parallelepiped goidasi.

10. Vektorlar vyig'indisi uchun qaysi tenglik o'rinli
bo'Imaydi ?

A) a+b =b+a.B) a+(b+c) =(a+b)+c .C) a+O=a.

D) a+(-a) =0 .E) l a+b I=la I+1b\ .

2. Vektorlarning koordinatalari va ular ustida amallarga
doir testlar

1.Fazoda joylashgan quyidagi vektorlar uchliklarining
qgaysi biri ort vektorlar deb olinishi mumkin?

A) O'zaro perpendikulyar joylashgan, musbat yo'nalishga
ega va uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektorlar.

B) Uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektorlar.

C) O'zaro perpendikulyar bo'lgan uchta vektorlar.

D) O'zaro kollinear va uzunliklari birga teng bo'lgan uchta
vektorlar.

E) Bir xil yo'nalishga ega uchta birlik vektorlar.

2.Fazodagi i, j va K ort vektorlar uchun quyidagi
tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas ?

A) Bu vektorlarning modullari birga teng.

B) Bu vektorlar o'zaro kollinear.

C) Bu vektorlar o'zaro perpendikulyar.

D) Bu vektorlar koordinata o'qlarida joylashgan.

E) Bu vektorlar koordinata o'qlari bo'yicha musbat
yo'nalishga ega.



3.Tekislikdagi a=(x, y) vektoming i va j ortlar bo'yicha
yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a=(x+y)(i+j). B) a=xj+yi. C) a=xityj.

D) a =xy(i+]). E) To'g'ri javob keltirilmagan .

4.a=(2, -5) vektoming i va j ortlar bo'yicha yoyilmasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A)a=2i-5j. B)a=-5i+2j. C) a=-2i+5j.
D) a=5i-2j. E) a=2i+5j .
5.Tasdigni to'ldiring:a=(x, x) vektor (x*O) XOY koordinata
tekisligining - joylashgan.
A) OX o'gida.
B) OX o'qiga parallel.
C) OX o'qgiga perpendikulyar .
D) diagonalida;
E) OY o'gida yoki unga parallel.
6.Fazodagi a=(x, y, z) vektoming i, j, K ortlar bo'yicha
yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) a=(x+y+z)(i+j+k). B) a=xj+yitzk . C) a =xi+yj+zk .
D) a=xyz(i+j+k). E) a=xk+yi+zj .

7.a={2, -5, 1) vektor ning i, j, K ortlar bo'yicha
yoyilmasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a=i-5j+2k. B) a=-5i+j+2k. C) a=2i-5j+k.

D) a=i+2j-5k . E) a=2i+j-bk.

8.1i=(0, y, z) vektor ganday xususiyatga ega ?

A) Bu vektor OX koordinata o'giga parallel joylashgan.

B) Bu vektor OX koordinata o'qgida yotadi.

C) Bu vektor OX koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.

E) To'g'ri tasdig keltirilmagan.

9.a=(x, y, 0) vektor ganday xususiyatga ega ?
A) Bu vektor OZ koordinata o'giga parallel joylashgan.
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B) Bu vektor OZ koordinata o'qida yotadi.

C) Bu vektor OZ koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.

E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

10. a=(0, 0, z) vektor ganday xususiyatga ega ?

A) Bu vektor OZ koordinata o'qiga parallel joylashgan.

B) Bu vektor OZ koordinata o'qida yotadi.

C) Bu vektor OZ koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

D) Bu vektor koordinata boshidan o'tadi.

E) To'g'ri tasdiq keltirilmagan.

3. Vektorlarning skalyar ko'paytmasi, uning xossalari va
tatbiqglariga doir testlar
1. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi gayerda to'g'ri
ifodalangan ?
A) a-b= lalelbl. B) a-b=lal<lb\ coBtp. C) a-b=lalelb | sincjx
D) a-b=la l=lb\ tgcjx E) a-b=1la I =lb\ ctgcjx
2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi
la-b I=t la l=lb | shartni gqanoatlantiradi ?
A) ava b bir xil uzunlikka ega bo'lsa.
B) nva b ort vektorlar bo'lsa.
C) svab ortogonal bo'lsa.
D) ava b kollinear bo'lsa.
E) hech gaysi ava b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.
3. a va b vektorlarning skalyar ko'paytmasining xossasi
gayerda noto'g'ri ifodalangan ?
A) a-b=b-a. B)a-a=1a12. C) a-(b+ ¢)= a-b+ a-c.
D) (Aa,b)= (a, Ab)=J1(s, b). E) Barcha xossalar to'g'ri.
4. i, j, k ort vektorlarning skalyar ko'paytmalari bo'yicha
quyidagi tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) i-i=1, 17=0, i-k=0.
B) /7=1,/4=0,/4=0.
C) k-k=1, k-i=0, k-j=0.
D) /=(/+k)=0, i- (k+j)=0, k- (z+/)=0.



E) /=(r+/)=0/ i (k+i)=0, k-(j+k)=0.

5. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(xi,yi) va
~ Xelyr) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblash
formulasini ko rsating.

A) a-b = (xi+ yi)- (X2+ yr). B) a-b=xi y\+xryr.

C) a-b=Xi Xe+yryr. D) a-b =x\ yr+ xr yi.

E) a-b = (xi+ yi)+ (X2+ yr).

6. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(3,4) va b=(-5,
2) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblang.

A) 2. B) 23 . C)-14 . D) -7 . E)O.

7. Tekislkdagi a=(x,y) vektoming lal modulini hisoblash
formulasini ko'rsating.

A) Ix+yl . B) bl +lyl . C)x*+y2. D)y+y2. E)$ L

8. 9=(-8, 6) vektoming lal modulini hisoblang.

A) Ial=2. B) lal=14. C) Ial=48. D)IfllI=10. E) 1al=VI4

9. Fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(x\, y\, z\) va
b=(xr, yr, rr) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblash
formulasini ko'rsating.

A) a-b= (Xi+ y\+ zi)- (xr+ yr+rr). B) a-b =X\ zi+xryrrr
C) ab=xixr+yiyr+zirr. D) a-b = (an+yi+ zi)/ (xr+yr+rr).
E) a-b =x\/ X2+ y\/yr+ zi/ rr.

10.Fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(3, 4,-1) va b=(-5,
2, 6) vektorlarning a-b skalyar ko'paytmasini hisoblang.

A) 31. B) 54 . C)-13. D) -29 . E)O.

4. Vektorial ko'paytma, uning xossalalri va tatbiglariga
doir testlar

1. Agar c=a*b bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli
emas ?

A) Icl=lIallb\sincj) (- A va b vektorlar orasi®Hgi burchak).

B) cla .C) ctb . D)c,avab vektorlar bir tekislikda yotadi

E) Keltirilgan barcha tasdiqlar o'rinli.

2. Qanday a4 va b vektorlarning skalyar va vektorial
ko'paytmalari o'zaro teng bo'ladi ?

A) avab vektorlar teng bo'lsa.

B) avab vektorlar kollinear bo'lsa.
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C) a va b vektorlar ortogonal bo'lsa.
D) ava b vektorlar gqarama-garshi bo'lsa.
E) Bunday vektorlar mavjud emas.

3. Qaysi shartda a va b vektorlar uchun \a*h\ =\a\\b\
tenglik o'rinli ?

A) ava b vektorlar teng bo'lsa.

B) a va b vektorlar kollinear bo'lsa.

C) a va b vektorlar ortogonal bo'lsa.

D) a va b vektorlar garama-garshi bo'lsa.

E) Bunday vektorlar mavjud emas.

4. Agar lal=4, Ib\=5va p=30° bo'lsa, la*b\=?

A) 20. B)10. Cc)lovs. D) 41 . E)5V?2

5. Agar lgl=4, Ib 1=5va a-b =10 bo'lsa, 1axbl=?

A) 12. B)6 . C)6V3. D)10V3. E)sV2.

6. Vektorial ko'paytmaning xossasi gayerda xato yozilgan ?
A) a*b= b*a . B) a*Ab=Aa*bh (A-o'zgarmas son).

C) a*(b+c)=a*b+a*c. D) a*a=0 . E) (Aa+b)xc=pxc+bxc

7. (2a+b)x (2a-b) ko'paytmani hisoblang.
A) d4axa-b*h . B)O0. C)da*h. D)41a121b12. E)4b*a.

8. Agar sa+b+c=0 bo'lsa, quyidagi tengliklaming qaysi biri
o'rinli emas ?

A) saxb=bxc . B) axb=cxa. C) c*a=bh*c. D) a*b=b*c= c*a

E) Keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.

9. Agar i,j va kortlar bo'lsa, ularning vektorial ko'paytmasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) ix/=l. B) ixk=j. C) i*j=k. D) k*j=i. E) k*k=k.

10. Koordinatalari bilan berilgan a=(xi, yi, zi) va b=(xi, yi, zi)
vektorlar uchun a*b =( x, y, z) vektorial ko'paytmaning
koordinalarini topish formulasi gayerda xato ko'rsatilgan ?

Y,

A) B) c Ty
x="" w- Z- ’
yr y ) 2
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D) y= oo E) Keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.
z, X,

5. Vektorlarning aralash ko'paytmasi, uning xossalari va
tatbiqglariga doir testlar

1.Ta'rif bo'yicha uchta vektorning aralash ko'paytmasi abc
ganday hisoblanadi ?

A) Dastlab a-b skalyar ko'paytma, so'ngra (a-b)c ko'paytma
hisoblanadi.

B) Dastlab a*b vektorial ko'paytma, so'ngra (a*b)-c skalyar
ko'paytma hisoblanadi.

C) Dastlab a*b vektorial ko'paytma, so'ngra (a*b)><c
vektorial ko'paytma hisoblanadi.

D) Dastlab \a\\b\ ko'paytma, so'ngra (lallbl)licl
ko'paytma hisoblanadi.

E) To'g'ri javob keltirilmagan.

2.Uchta vektorning aralash ko'paytmasi abc qanday
geometrik ma'noga ega ?

A) a, b va c vektorlardan hosil qilingan piramida hajmi.

B) a, b va c vektorlarga yasalgan parallelepiped hajmi.

C) a va b vektorlardan hosil qgilingan parallelogramm
yuzasini Icl modulga ko'paytmasi.

D) a va c vektorlardan hosil qilingan parallelogramm
yuzasini \o\ modulga ko'paytmasi.

E) ¢ va b vektorlardan hosil gilingan parallelogramm
yuzasini lal modulga ko'paytmasi.

3.Ta'rifni yakunlang: Fazodagi uchta vektor komplanar
deyiladi, agar...

A) ular o'zaro kollinear bo'lsa.

B) ular o'zaro perpendikulyar beylsa.

C) ular koordinata o'glariga parallel bo'lsa.

D) ular koordinat tekisliklarida joylashgan bo'lsa.

E) ular bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan bo'lsa.
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4.Fazodagi uchta a,bvac vektorlar komplanar bo'lishining
zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?
A) cibc>0 . B) abc<O0 . C) abc™O . D) abc=0; E) abc=%\ .

5.Aralash ko'paytmaning X0ssasi gayerda xato
ko'rsatilgan?

A)abc =cab. B)abc =-bac. C) (a*b)-c =a-(b*c).

D) a Il b=>abc=0. E) label = IfIMbMcl .

6.Fazodagi uchta noldan farqli a, b va c¢ vektorlar
komplanar bo'lishining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?

A) abc>0 . B) abc<0 . C) abc*Q . D) abc=0 . E)
abc=+1

7.Fazodagi i, j va K ort vektorlarning aralash ko'paytmasi
gayerda noto'g'ri topilgan ?
A) ijk=\. B) ikj=-1. C) kij=\. D) jik=l. E) kji=-1.

8. I, b va c vektorlar o'zaro perpendikulyar va Ial=6, Ib1=3
va lIcl =4 bo'lsa, abc aralash ko'paytma giymatini hisoblang.
A) 18 . B) 24 . C) 12. D) 72 . E) 1.

9. Qachon Ilabc 1= Iallbl Icl tenglik o'rinli bo'ladi ?
A) Agar 1, b va ¢ vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lsa.
B) Agar lal=Ib\=Icl shart bajarilsa.

C) Agar g, b va ¢ vektorlar kollinear bo'lsa.

D) Agar 5, b va ¢ vektorlar komplanar bo'lsa.

E) Agar a=b=c bo'lsa.

10.Quyidagi hollardan qaysi birida abc=0 tenglik
bajarilmaydi?

A) a,bva cvektorlardan kamida bittasi nol vektor.

B) a, b va c vektorlardan kamida ikkitasi kollinear.

C) a, bvacvektorlardan kamida ikkitasi o'zaro teng.

D) a4 , b va c¢ vektorlardan kamida ikkitasi o'zaro
perpendikulyar.

E) a, b va c vektorlar komplanar.
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LLI

Aylana -geometriyaning galbidir. Aylanani o'rganing,
shunda siz nafagat geometriyaning galbini,

balki o'z galbingizni ham o‘rgangan bo'lasiz.

Sharigin

IV-BOB. ANALITIK GEOMETRIYA
§ 4.1. To'g'ri chizigli tekislikdagi tenglamasi va oddiy

masalalar.
8§ 4.2. Ikkinchi tartibli chiziglar.
84.3. Fazodagi to'g'ri chiziq va tekislik
§ 4.4. Ikkinchi tartibli sirtlar

84.1. To'g'ri chizigli tekislikdagi tenglamasi va oddiy
masalalar

1.Koordinata o'gidagi M(xt) va M(xr) nuqtalar orasidagi
masofa d quyidagicha aniglanadi

d=pr-x,]. (4.1)

2. Tekislikdagi M(xl,yl) va M(x2,y2) nuqtalar orasidagi
masofa d quyidagi formula yordamida aniglanadi:

d=yI(R- xj +{¥r-y<y (4-2)

3. Oxirlari AM*,>=) va m(x2y2) nuqtalar bilan berilgan kesimni

M(xy) nugta yordamida n(n = pvs/]:]mu]) nisbatda bo'lsak, u holda

1 - <>
4. Agar wm(x,y) nuqta wm,wr kesmani o'rtasidagi nuqtani
belgilasa, u holda

LU LiLliL ; (4.4)

5-To'g'ri chiziq tenglamasi:
- boshlang'ich ordinatasi b v*”ilburchak koeffisienti k
Igan chizig tenglamasi
y =kx+b (4.5)



- berilgan M (xi,yl) nugtadan o'tuvchi (burchak koeffisienti
K) to'g'ri chiziq tenglamasi
y-y, =v(x-xl)
- ikki M(xxy”™) va M(xr,yr) nuqtalaridan o'tuvchi to'g'ri
chiziq tenglamasi

N

y'yr _ X-X,
y2-y1l x2-x, (4-7)

(burchak koeffisienti K:¥2F-;(y ) yoki y:;‘2~_'>l(:>’—x+)’;<;‘_~>)(/”‘xy%/ob;
1 11
X X, Xx2=0
Yy ¥ Vi

- kesimdagi to'gri chiziq tenglamasi

X Y i
r r 1 <4-8>

(a va b lar mos ravishda to'g'ri chiziqli ox va or o'glarini
kesib o'tgan nugqtalarini koordinata boshigacha bo'lgan masofa
a*0, b*0)

to'g'ri chizigni umumiy tenglamsi
Ax+By+C=0 (4.9)
6. A(xoyyo) nuqtadan o'tuvchi Ax+By+C-0 to'gri

chiziqgacha bo'lgan masofa
\A04Byg+
—7/n2 B2—y° d~NdBa+ Sna-~p\* (4-10)

hamda koordinata boshidan to'g'ri chiziqgacha bo'lgan
masofa quyidagicha topiladi:

4'7x b "/obl " -'-A-
7. Ixtiyoriy M(xo;yo) nuqtadan o'tuvchi va n=(Al vektorga

perpendikulyar bo'lsa, to'g'ri chiziq tenglamasi

4*-*0)+A(y->'0)=0
bo'ladi (4.1-chizma).
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4.1-chizma. To'g'ri chiziq va uning normal bo'lgan vektori

8. To'g'ri chizigning kanonik tenglamasi =
bo'ladi. Bu yerda to'g'ri chizigga tegishli M nuqtani
koordinatasini ifoda gqiladi hamda s=(”~j -to'g'ri chizigni

yo'naltiruvchi vektori (ixtiyoriy nolga teng bo'Imagan vektor)
(4.2-rasm).

4.2-chizma. To'g'ri chiziq va yo'naltiruvchi vektor

9.1kki y=kIx+bl va y =k +b2 yoki Ax+B,y+C, =0 va
-V+ljv+Cj=0 to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak quyidagi
formulalar yordamida aniqglanadi

A4 p= (4.11)
yoki
(4.12)
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10. Ikki to'g'ri chizigning parallellik sharti:
ki=ki yoki A-=]i- (4.13)

11. Ikki to'g'ri chizigning perpendikulyarlik sharti

k2=+- yoki a,a2+b,b, =0 (4.14)

k\
12. 1kki to'g'ri chizigning Kkesishish nuqtasi quyidagi
chiziqgli tenglamalar sistemasini yechish orqgali topiladi:

Y= K35 YOU [axiBy+c2=0 (4.15)
Agar A= a2 bz*o bo'lsa, u holda to'g'ri chizigning
A B
kesishish nugtasini koordinatasi * = Bl bo'ladi.

13.Uchta A(xlyi\B{x2,y2) va C(x™y}) nuqtalarni L to'g'ri
chiziqga tegishli (a,b,Cel) bo'lishi uchun quyidagi shartni
bajarilishi kerak.

2~ _ e L Lo
yoki x, x2 x3 =0 (4.16)
YWoy2
Y, ¥r ¥3
14. Berilgan wmo@on ) nuqtadan o'tuvchi va s={s,s

vektorga parallel bo'lgan to'g'ri chizigning kanonik tenglamasi
gquyidagicha bo'ladi:

(Si=0=>x =x0;S2=0=>y =yo0) (4.17)

Quyidagi masalalarni yeching.

4.1. a) 2x-y+3 =0 tenglama bilan berilgan to'g'ri chiziqr
burchak koeffisienti va ordinata o'gidan kesgin Kkesishishni
aniglang.

b). Oy o'qidan b =3 birlik kesma ajratuvchi hamda ox o'qi
bilan 150° burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziqg tenglamasini
tuzing.

c)Oy o'qdan miqgdori 7 birlikka teng kesma kesib, Ox
o'gning musbat yo'nalishi bilan: 1) 30°; 2) 120°; 3) 135° li



burchak hosil giluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.2. a)Oy o'qdan miqdori 2 birlikka teng kesma, Ox o'gning
musbat yo'nalishi bilan 150° li burchak tashkil qiluvchi to'g'ri
chiziq tenglamasini tuzing.

b) 1. y=3*+l va y=-~x+2 to'g'ri chiziglari gaysi biri Ox o'qi

bilan 60° burchakdan katta burchak hosil giladi.

4.3.a) Koordinatalar boshidan o'tib Ox o'gning musbat
yo'nalishi bilan 1) 45° li;

2) 135° li burchak hosil giluvchi to'g'ri chizig tenglamasini
tuzing.

b) y=3x+9 chizigning koordinata o'qlari bilan kesimini
nugtalarini koordinatasini toping.

4.4. a)Quyidagi to'g'ri chiziglar tenglamalari berilgan. Bu
to'g'ri chiziglar koordinata o'qlariga nisbatan joylashganini aytib

bering.l) 2x-y =0; 2) x-3=0; 3)x-5=0; 4)x=0;
5) ~=0
b) y=2x~1 Y=~y—< ¥Y=/"p-> y=x+2, y=4x-2 chiziglarning

gaysi birlari Oy o'qgi bilan nuqtani kesib o'tadi.

4.5.a) To'g'ri chizigning umumiy ko'rinishdagi tenglamalari
berilgan. Ularni burchak koeffisiyentli tenglamalar shakliga
keltiring:

1) x-2y +1=0r 2) 3jc+5*—21—0, 3) 8x+3y=o0.

4.6.a) Abssissalar o'gidan ajratgan kesmaning migdori 2
birlik, ordinatalar o'gidan ajratgan kesmaning miqdori 3 birlik
bo'lgan chizigning tenglamasini tuzing.

4.7.a) Abssissalar o'gidan ajratgan kesmaning miqgdori -5
birlik, ordinatalar o'gidan ajratgan kesmasining miqdori 5 birlik
bo'lgan to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

b). C(2;-6) nuqta orgali y =2x+I1 chiziqg'iga parallel chiziq
o'tkazing.

4.8.a) Ushbu

1) 2x+Dby-6 =0- 2) 3x-5j-15 =0; 3) ax+by-ab=0;



4) y=5x-2; 5) y=x+1; 6) Ay =-&x+cC.
To'g'ri chiziglarning tenglamalarini ularning kesmalarga
nisbatan tenglamalari shaklida yozing.
b). Quyidagicha chiziglarning burchak koeffisiyentlarini
aniglang. a) 2x-y+7=0 b) x+3y-4=0 V) 2x+5y =6
g) 3c—2y=1 d) 5a+5>'-8=0 e)"x-y +\=0

4.9.a)0(0;0) va A(-5,0) nugtalar berilgan bo'lib, OA kesmada
diagonallari  B(0,3) nuqtada kesishuvchi parallelogramm
yasalgan. Bu parallelogrammning tomonlari hamda
diagonallarining tenglamalarini tuzing.

b)Uchburchakning tomonlarining tenglamasini

2x+y-4 =0, 3x-y-1=0, ji+j-1 =0bo'lsa, uning uchlari-
ning koordinatalarini toping.

4.10. a) M(5,2) nuqtadan o'tib, koordinata burchagidan yuzi
20 kv. birlikka uchburchak kesuvchi to'g'ri chizig tenglamasini
tuzing.

b).Uchburchak uchlarining koordinatalari A(7;9), B(2;-3),
C(3;6) berilgan bo'lsa, quyidagilarni topish kerak:

1. mediananing kesish nuqtasi M ning koordinatalari;

2. BC tomon AE bissektrisani kesish nuqtasi E ning
koordinatalari;

c)A(3;2) nuqtadan o'tuvchi va quyidagi keltirilgan
shartlarni gqanoatlantiruvchi to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing:

1. Ox o'gi bilan 135° burchak hosil giluvchi; 2. Oy o'c
parallel; 3. B(-2;-1) nuqtadan o'tuvchi; a) va b) punktlarda
keltirilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni toping.

4.11. Rombning diagonallari mos ravishda 6 va 4 birlikka
teng bo'lib, ular koordinata o'glari uchun gabul gilngan.
Rombning tomonlari tenglamalari yozilsin.

Bb)x +3y- 1=0, 2x-5y- 13=0 chiziglar va absissa o'qi
hosil gilingan uchburchakning perimetrini toping



412. Quyidagi tengsizliklarning geometrik ma'nosini
aniqlans -

\)y>2x+\, 2) y<2x+\, 3)x>3, 4) x<3.

4.13. M{x,y) nugta harakati davomida A(-3,3) va B(3,-3)
-uqtalarga masofalar kvadratlarining ayirmasi hamma vaqt 36 ga
teng bo'lib qoladi. Bu nuqta trayektoriyasi tenglamasini tuzing.

4.14. Tomonlari x-2v =0, 4x-3y-3=0, 3x-y-1=0 to'g'ri
chiziglardan iboratuchburchakning yuzini toping.

4.15. Quyidagi to'g'ri chiziglarning tenglamasini normal
ko'rinishga keltiring:

1) 3x+4y-20=0, 2) 2x-3y =6.

4.16. Koordinatalar boshidan to'g'ri chizigga o'tkazilgan
perpendikulyar bilan Ox o'qi orasidagi burchak: 1) 45°, 2) 135°, 3)
60°. To'g'ri chizigning tenglamasini tuzing va berilgan
ma'lumotlarga binoan to'g'ri chizigni yasang.

4.17. A(2,3) va B(3,0) nuqtalarning har biridan 3x+4v-20 =0
to'g'ri chiziqga bo'lgan masofani toping.

4.18. y=kx+3 to'g'ri chizig koordinatalar boshidan fi
masofa uzoqdan o'tgan. Burchak koeffisiyent k topilsin.

4.19.a) 4*-3y =0 to'g'ri chizigdan 5 birlik uzogda yotuvchi
tekislik nuqtalarining geometrik o'rnining tenglamasi tuzilsin.

4.20. Quyidagi berilgan to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping.

1) 5x-y-1 =0 va 3x+2y=0 2) x-2y-4 =0 va 2x-4y +3=0,

3) 3x+2>+7=0va 2x-3y-3=0 4) 3.c-2_v-1=0 va 5x+2y+3=0

b). ~+JL =i kesmalar orgali berilgan umumiy tenglamani
toping.

4.21.a) M(1,2) nuqtadan o'tib, 3.r+2>--5=0 to'g'ri chiziq bilan
45° li burchaktashkil giluvchi chizigning tenglamasini tuzing.

b) M(-5;1) nuqta orqali >=3+-1 chiziqga parallel bo'lgan

g'ri chizig tenglamasini tuzing.

4.22. a)N1(-4,5) nugta diagonali 7n>>t8=0 to'g'ri chiziq
y°tgan kvadratning bitta uchidir. Kvadratning tomonlari va



ikinchi diagonalida yotgan kvadrat tomonlarining tenglamalarni
tuzing.

Bb)x-y+3=0, 2x+y-6 =0, x+5y-2\ =0 chiziglar 1 ta chiziq
dastasiga to'g'ri keladimi?

4.23.Kvadratning ikkita gqarama - qarshi uchi A(-1,3) va
C(6,2) nuqtalarda yotadi. Kvadrat tomonlarining tenglamalarni
tuzing.

b)Uchlari A(6;5), B(3;l), C(9:)bo'lgan uchburchakning
perimetri va Ah medianasini uzunligini toping.

4.24. A(-2,3) nuqtadan Ox o'q bilan a burchak tashkil
giluvchi yorug'lik nuri yuborilgan. Nur Ox o'q o'gqga yetib borib,
undan qaytgan. Tushgan va gaytgan nurlar tenglamalarini
tuzing.

b) Uchburchakning A(-3;4), B(-4;l) va C(-1;2) uchlari bo'lsa,
eng katta balandlikni toping.

4.25. x-2y +5=0 to'g'ri chizig bo'yicha yo'naltirilgan
yorug'lik nuri 3x-2y +7=0 to'g'ri chizigdan qaytgan. Qaytgan
nur tenglamasini tuzing.

4.26. M(x,y) nuqtadan o'tib, Ax+By+C =0 to'g'ri chizigga
parallel bo'lgan to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

4.27. 21 - mashgning natijasiga asoslanib M (l,4) nugtadan
o'tib:

1) x-by+5=1b, 2) 3ac-4"+5=0, 3) &x-\2y+3=0,

4) 5x-2 =0, 5) 6y-5=0

To'g'ri chiziglaming har biriga parallel bo'lgan to'g'ri
chizigning tenglamasi tuzing.

4.28. Quyidagi to'g'ri chiziglaming o'zaro joylashishini 27
mashgning natijasiga muvofiq tekshiring:

1) jr+2>+5=0 va 3nr-6 y+8=0

2) 9x-\2y-4 =0 va 8x+ey+l =0

3) Ir—2. y4=0 va 8x+6y+I=0

4) 4x+6y-1 =0 va 12jc+18y-21=0.

4.29. M (-1,2) nuqtadan o'tib:

104 life



JJ)
1) 5x -2y +3=0/2) x+4v-1=0,3) 3x+7y-8 =0,
4) 2x+3y+5 =0 to'g'ri chizigga parallel bo'lgan to'g'ri
chizigning tenglamasini tuzing.
4.30. Ikkita to'g'ri chiziq orasidagi burchak aniqglansin:
1)3x-y+5=0 =1 2%+, -7-0£-£ =i

4.31. Uchlari A(2,1); B(3,I) va C(l,2) nuqtada bo'lgan
uchburchak tomonlarining uzunliklari va ichki burchaklarini
toping.

4.32. koordinatalar boshidan o'tib: 1) y=2x+b to'g'ri
chizigga parallel bo'lgan, 2) jc—3>—1=0 to'g'ri chiziqga
perpendikulyar bo'lgan, 3) y=bx-5 to'g'ri chiziq bilan 45° Ii
burchak hosil giladigan to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

4.33. Uchburchakning ikkita uchi /1(3,4) va B(5,1) nuqtada
bo'lib, unin balandliklari (4,1) nugtada kesishadi.
Uchburchakning uchlari C uchini toping.

4.34. 2x+by-e=0 to'g'ri chizig Ox, Oy o'qlami A,B
nuqgtalarda kesib o'tadi. C nuqta AB kesmani AC:CB=1:2 nisbatda
bo'ladi. C nuqtadan AB to'g'ri chiziqga tushirilgan
perpendikulyarning tenglamasini tuzing.

4.35. Uchburchakning  3x+4y-\2=0 va 3x-7y+2A=0
tomonlari berilgan. M(4;3) nuqta uning medianalarining kesishish
nuqtasi ekanligi ma'lum. Uchburchakning uchinchi tomoni
tenglamasi tuzing.

4.36. Birinchi chorakda joylashgan va tomonining uzunligi
5 uzunlik birligiga teng bo'lgan rombning ikki tomoni absissa o'qi
va 4x- 3>=0 to'g'ri chiziq bilan ustma - ust tushadi. Rombning
qgolgan tomonlarining tenglamalari va dioganallari tenglamalari
hizilsin.

4.37. Koordinatalari mos ravishda (1;-1), (5;2) va (4;5)
bo'lgan A, B, C nugqtalar berilgan. AC to'g'ri chiziqga nisbatan B
nugtaga simmetrik bo'lgan D nuqtaning koordinatalari topilsin
Va shu nugtadan A, C nuqtalar orqgali o'tkazilgan to'g'ri
chiziglarning tenglamalari tuzilsin.
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4.38.Parallelogramm ikki uchining koordinatalari mos
ravishda (1;1) va (2;-2) nuqtalarda bo'lib, dioganallari (-1;0)
nuqtada kesishadi. Parallelogramm tomonlarining tenglamalari
tuzilsin.

4.39. 2x+3y-12 =0 to'g'ri chizigda (450 va (I;-2)
nuqtalardan teng uzoglikda yotgan nuqtaning koordinatalari
topilsin.

4.40. A(-3;5) nuqtadan o'tuvchi va ordinata hamda abscissa
o'qlaridan kesgan kesmalaming uzunliklari nisbati 1:2 Kkabi
bo'lgan to'g'ri chizigning tenglamasi tuzilsin.

4.41. A(-1;3) nuqgtadan o'tuvchi shunday to'g'ri chizigning
tenglamasi tuzilsinki, bu to'g'ri chizigning X+2y+5=0 va
x+2y-2 =0 parallel to'g'ri chiziglar orasidagi kesmaning o'rta
nuqtasi 2x-3y-11=0 to'g'ri chiziqda yotsin.

4.42. Tekislikdagi x-2y +2=0 to'g'ri chiziqga x+2y-6 =0
to'g'ri chizigga nisbatan ikki marta yaqin jaolashgan nuqtalar
geometrik o'rinlarining tenglamalari tuzilsin.

4.43. Uchlari A(-2;1), B(2;5) va C(2;-1) nugtalarda joylashgan
uchburchakka tashqgi chizilgan aylana markazining koordinatalari
topilsin va radiusining uzunligi hisoblansin.

4.44, Koordinata boshidan o'tuvchi va A(l;3) nuqtaga B(4;2)
nuqgtaga nisbatan 4 marta yaqin masofadan to'g'ri chizigning
tenglamasi tuzilsin.

4.45. Gipotenuzasining tenglamasi 3x+2y- 6 =0 bo'lgan va
uni A(-1;-2) nuqtada joylashgan to'g'ri burchakli teng tomoni
uchburchakning qolgan ikki tomoni tenglamalari tuzilsin.

4.46. Birinchi chorakda joylashgan rombning ikki tomoni
x-3y +4=0 va 3x-y-4 =0 tenglamalar bilan ifodalangan. Shu
tomonlarning kesishish nuqtasidan o'tgan diagonalining uzunligi
4V2 uzunlik birligiga teng. Rombning golgan tomonlarining va
diagonallarining tenglamalari tuzilsin.

4.47. Quyidagi to'g'ri chiziglar orasidagi burchak
aniqglansin:
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1= 2Xx-3

(5,-,+ 7-0 3. jb+y =0
1) {2x-3y +\=0 °> \y=3x-4
[f+Z =i
f3,+2v =" 5) (3*-4v =6 L f
' |ex+Ay+9=0 [Bx+6>=1I - +—=1
6 a

4.48. 3x-2"+7=0, 6x-47-9 =0, 6x+4y-5=0, 2X+3j-6 =0 to'g'ri
chiziglardan parallel va perpendikulyar bo'lganlari ko'rsatilgan.

4.49. A(2,3)nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining
tenglamasi yozilsin. Shu dastadan 1) 45°, 2) 60°, 3) 135° 4) 0°
burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziglar tanlab olinsin va ular
yasalsin.

4.49. A(-2;5) nuqta va 2x-y =0 to'g'ri chizig yasalsin. A
nugtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar dastasining tenglamasi
yozilsin va o'sha dastadan berilgan to'g'ri chizigqa: 1) parallel; 2)
perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziq tanlab olinsin.

4.50. 2jc—5"-10=0 to'g'ri chizigning koordinata o'glari bilan
kesishgan nuqtalaridan bu to'g'ri chiziqga perpendikulyarlar
chiqarilgan. Ularning tenglamalari yozilsin.

4.51. A(-1,3) va B(4,-2) nuqgtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasi yozilsin.

4.52. Uchlari A(-2,0), B(2,6) va C(4,2) nuqtalarda bo'lgan
uchburchakning BD balandligi va BE medianasi o'tkazilgan. AC
tomon, BE mediana va BD balandlikning tenglamalari tuzilsin.

4.53. Uchburchak tomonlari x+2y =0, *+4y-6 =0, x-4v-6 =0
tenglamalar bilan berilgan. Uning ichki burchklari topilsin.

4.54. Koordinatalar boshidan o'tib, y=4-2x to'g'ri chiziq
bilan 45° burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziq tenglamasi
yozilsin.

4.55. A(-1,1) nugtadan o'tib, 2r+3*=6 to'g'ri chiziqg bilan 45°
burchak to'g'ri chiziqg tenglamasi yozilsin.

456.0* o'g bilan <p=arctg2 burchak tashkil etuvchi
yorug'lik nuri A(5,4) nuqtadan chigadi va shu o'gdan qaytadi.
Tushuvchi va gaytuvchi nurlarning tenglamalari yozilsin.
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4.57. Uchlari A(-2,0), B(2,4) va C(4,0) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak berilgan. Uning tomonlari, AE mediana, AO
balandligining tenglamalari yozilsin va AE mediana uzunligi
topilsin.

4.58. Uchlari A(0,7), B(6,-1) va C(2,1) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak tomonlarining tenglamalari yozilsin va burchaklari
topilsin.

4.59. 2x-y+8 =0 to'g'ri chiziqg Ox va Oy o'qlarni A va B
nuqtalarda kesib o'tadi. N nugqta AB ni AN : NB = 3:1 nisbatda
bo'ladi. AB to'g'ri chizigga N nuqtadan chiqgarilgan
perpendikulyarning tenglamasi yozilsin.

4.58.Tomonlari x+y =4, 3x-y =0, x-3y-8 =0 tenglamalar
bilan berilgan uchburchak yasalsin, uning burchaklari va yuzi
topilsin.

4.59.Uchlari A(-4,2), B(2,-5) va C(5,0) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak medianalarining kesishgannuqtasi va balandlik-
larining kesishgan nuqtasi topilsin.

4.60.1) 3x4 kK-20=0, 2) x+y+3=0, 3) y =kx+b to'g'ri chizic
ning tenglamalari normal ko'rinishga keltirilsin.

4.61.Normal uzunligi p=2 va uning Ox o'gga og'ish
burchagi p\ 1) 45°; 2) 135°; 3) 225°, 4) 315° bo'lgan to'g'ri chiziqlar
yasalsin. Bu to'g'ri chiziglarning tenglamalari yozilsin.

4.62.A(4,3), B(2,I) va C(1,0) nuqtalardan 3x+4y-10=0 to'g'ri
chiziggacha bo'lgan masofalar topilsin. Nuqtalar va to'g'ri chiziq
yasalsin.

4.63.Koordinatalar boshidan 12x-5j+39=0 to'g'ri chizig-
gacha bo'lgan masofa topilsin.

4.64. 2x-3y =(va 4x-6y =25 to'g'ri chiziglar o'zaro parallel
ekanligi ko'rsatilgan va ular orasidagi masofa aniglansin.

4.65. y=kx+5 to'g'ri chizigkoordinatalar boshidan d=
masofa uzoqlikda bo'lsa, k topilsin.

4.66. 4x-3y =0 to'g'ri chizigdan 4 birlik uzoqlikdagi
nuqtalar geometrik o'mining tenglamasi yozilsin.

108



Ji)

4.67. 8jc-15>>=0 to'g'ri chizigga parallel bo'lib, A(4,-2)
nuqtadan 4 birlik uzoglikdagi to'g'ri chizigning tenglamasi
yozilsin.

4.68. 2x+3v=12 va 3x+2y =12 to'g'ri chiziglar orasidagi
burchaklar bissektrisalarining tenglamalari yozilsin.

4.69. 3x+4y =12 va y =0 to'g'ri chiziglar orasidgi burchaklar
bissektrissalarining tenglamalari yozilsin.

4.70. M(x,y) nuqta y=4-2x to'g'ri chizigga nisbatan
y=2x-4 to'g'ri chizigdan uch marta uzoqrogda harakat giladi.
o'sha nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.71. 2x+y+6-0 va 3x+5y-15=0 to'g'ri chiziglarning
kesishish nuqgtasi M va N(1,-2) nuqgtadan o'tuvchi to'g'ri chiziq
englamasi (M nuqtani topmasdan) yozilsin.

4.72. 51—>+10=0 va 8x+4>>+9=0 to'g'ri chiziglarning
kesishish nuqtasi M dan o'tib jc+3>=0 to'g'ri chiziqga parallel
bo'lgan to'g'ri chizig tenglamasi (M nuqtani topmasdan) yozilsin.

4.73.Uchlari A(-3,0), B(2,5) va C(3,2) nuqgtalarda bo'lgan
uchburchak BD balandligining uzunligi topilsin.

4.74. A(2,4) nugqtadan o'tuvchi va koordinatalar boshidan d
=2 uzoglikda bo'lgan to'g'ri chizig tenglamasi yozilsin.

4.75.A(-4,-3), B(-5,0), C(5,6) va D(1,0) nuqtalar
trapetsiyaning uchlari bo'lishi tekshirilsin va uning balandligi
topilsin.

4.76. Koordinatalar boshidan A(2,2) va 6(4,0) nuqtalargacha
masofalari bir xil bo'lgan to'g'ri chizig o'tkazilgan. Bu masofa
topilsin.

4.77. x+2y-5 =0 to'g'ri chizig %5 masofa uzoqlikda bo'lgan
geometric o'rnining tenglamasi yozilsin.

4.78. y --x to'g'ri chizigqga nisbatan y =x to'g'ri chizigdan
ikki  marta uzoqroqda harakat qiluvchi LW x,y) nuqta
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.79. 2x-37+5=0 va 3x+y-1=0 to'g'ri chiziglarning
kesishish nuqtasi M(x,y) dan o'tuvchi va y=2x to'g'ri chizigqa
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perpendikulyar to'g'ri chiziq tenglamasi (M nuqgtani topmasdan)
yozilsin.

4.80. A(-4,00 va B(0,6) nugtalar berilgan. AB kesma
o'rtasidan Oy o'gidagiga garaganda Ox o'gqdan ikki baravar katta
kesma ajratuvchi chiziq o'tkazilsin.

481. A(-2,0) va B(2,-2) nuqtalar berilgan. OA kesmani
tomon deb olib, diagonallari B nuqtada kesishuvchi OACD
parallelogramm yasalgan. Parallelogramm tomonlarining,
diagonallarining tenglamalari yozilsin va CAD burchak topilsin.

8 4.2. Ikkinchi tartibli chiziglar

1. Ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi
Ax +Bxy+Cy +Ey+F =0 (4.18)
2. Radiusi R va markazi C(xo;yo) va 0(0;0) nugtada bo'lgan
aylana tenglamasi quyidagicha ko'rinishda bo'ladi:
x-XY+(y-Ya¥ =n2 (4.19)
X2+y2=R2 (4.20)
3. Ellipsning kanonik tenglamasi (koordinata o'glari ellips
0'qi bilan ustma-ust tushadi)

£ef.1 (4.21)

bu yerda a va b -ellips o'qlari:
bl=al-c2 (4.22)
f,(-c,;0) va f2c0) - ellips fokuslarini ifodalaydi (a>b) m
Ellipsning eksttisiteti (e <l-ellips uchun)

(4.23)

1. Umumiy holda aylana tenglamasi
Ax2+Ay2+Bx+Cy+D=0 (@)
Ba'zi bir xususiy hollarni ko'rib chigamiz. a) B2+c2>4AD, u
holda g>0. (1) tenglama ayniyat ifoda qoladi. 6) b2+c2=4ad, r =0
Ko'rilayotgan tenglamaga fagat (a,b) nuqta mos keladi. b)
B2+c2<4AD, u holda r - mavhum son bo'lib, (1) tenglama
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ma'nosini yo'qotadi. Bu tenglamani markazi F(a,b) va radiusi R
bo'lgan aylana (*-a)a+0'-*)2=R2 markazi absissa o'gida
joylashgan aylana tenglamasi a) (x-af +y2=n3joylashgan aylana
tenglamasi 6) *2+(y-bf =r2 -markazi ordinata o'gida bo'lgan
aylana tenglamasi

B) x2+y2=R2- markazi koordinatalar boshida bo'lgan aylana

tenglamasi -
B . C 'Jb2+C2-4AD

=1-Ellipsning uchlarining koordinatalari
(a-a,p), (a+a,p\ (a,p +b),(a,P -b).

Agar fokuslar orasidagi masofa 2c bo'lsa, u holda

koordinatasi (a-c,/?),(a+c®)bo'ladi(a>*). Agar a<b bo'lsa, u holda
fokus nuqtalarining koordinatalar (a,p +c\(a,p-c) bo'ladi.

Ellipsning umumiy tenglamasini
Ax2+By2+Cx+Dy+E =0 )
deb yozish mumkin. Bu tenglamani . + =

°lamiz. U holda mavhum ellipsni olamiz, ya'ni tenglamani o'z
ma nosini yo'qgotadi.

Xususiy hollar a) a =o,p*o0, iL+(?-/*) =i a>b bo'lsa.
(_ v 2
6) p=0 a*0 , u holda kanonik tenglama f +fr=1

bo'ladi.



Ellipsning ixtiyoriy M(x;y) nugtasidan fokus masofagacha
bo'lgan masofa quyidagi formula bilan topiladi.
r-a-ex, r2=a+ex (4.24)
4. Giperbolani kanonik tenglamasi (giperbola o'qi
koordinata o'glari ustma-ust tushadi)

7-%-" <4-25)
bu yerda ab mos ravishda hagigiy va mavhum yarim
o'qlari,
c2=a2+b\ (4.26)
F,(-c,;0) va F2.:;0) - giperbola fokuslari, c> a.
Giperbolaning ekstrentsiteti (4.23) formula orqali topiladi (e >1).

4.4-rasm. Giperbolaning shakli
Giperbolaning M(x;y) nugtadan fokusgacha bo'lgan masofa
(4.27) quyidagi formula yordamida aniglanadi.
rh=\x-e], r2=\sx+a (4.27)
Giperbolaning ikkita asimptotasi quyidagi formula bilan
aniglanadi.

J
y =ia—X (4.28)
5. Koordinata boshida joylashgan parabolaning kanonik
tenglamasi
y2=2px (4.29)

(agar OX o'qiga nisbatan simmetrik bo'lsa), yoki
X2 =2pXx (4.30)
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y =Ax2 (4.31)
(agar Oy o'giga nisbatan simmetrik bo'lsa), bu yerda p yoki

,__L-parabola parametri.
2p
Parabolaning fokus nuqtasi f -éE-;o dan OX (fokus radius)

bo'lgan masofa quyidagi formula bilan aniglanadi.
r= (4.32)

Parabola direktrissasining tenglamasi
(4.33)

Aylanaga doir misollar;:

4.82. a) Markazi C(-4,3), rasiusi R=5 bo'lgan aylana
tenglamasi yozilsin va u yasalsin.

A(-1,-1), B(3,2), 0(0,0) nugtalar bu aylanada yotadimi?

fr)Aylananing ushbu 2x2+2y2- 3x+4y+2=0 tenglamasiga
ko'ra, uning makazi va radiusini aniqglang. c¢). Aylana
diametrlaridan biri uchlarining koordinatalari berilgan: A(l;4) va
B(-3;2). Shu aylananing tenglamasini tuzing.

4.83. A(-4,6) nuqgta berilgan. Diametrik OA kesmadan iborat
aylana tenglamasi yozilsin.

4.84.1) x2+y2-4x +6y-3 =0; 2) x2+y2-8x=0;

3) x2+y2+4y =0 aylanalar yasalsin.

4.85. x2+y2+5x =0 aylana x+y-0 to'g'ri chizig yasalgan va
ularning kesishgan nuqtalari topilsin.

486. A(l,2) nuqtadan o'tuvchi va koordinata o'qglariga
urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin.

4.87. x2+y2+4x-6y =0 aylananing Oy o'g bilan kesishgan
nuqtalariga o'tkazilgan radiuslari orasidagi burchak topilsin.

4.88. A(-1,3), B(0,2) va C(l,-)nuqtalardan o'tuvchi aylana
tenglamasi yozilsin.

4.89. A(4,4) nuqtadan va x2+y2+4x-4y =0 aylana bilan
Y~~x to'g'ri chizigning kesishgan nuqtalaridan o'tuvchi aylana
tenglamasi yozilsin.
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4.90. y =-V-x2-4x egri chizigning joylashish sohasi aniqlab,
shakli chizilsin.

491. x2+y2-8*-4y +16=0 aylanaga koordinatalar boshidan
o'tkazilgan urinmalaming tenglamalari yozilsin.

4.92. A(a,0) nuqta berilgan. M nuqta shunday harakat
giladiki, OMA da OMA burchak doimo to'g'ri burchak bo'lib
goladi. M nuqta trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

493.A(-6,0) va B(2,00 nuqtalar Dberilgan. Shunday
nuqtalaming geometrik o'rni topilsinki, ulardan OA va OB
kesmalar teng burchaklar ostida ko'rinsin.

494 M(x,t/) nuqta shunday harakarlanadiki, undan A(-2,0),
B(0,a) va C(s,0) nuqgtalargacha bo'lgan masofalar kvadratlarining
yig'indisi 312 ga teng bo'lib golaveradi. Nuqta trayektoriyasining
tenglamasi yozilsin.

495.M(x,y) nuqta shunday harakarlanadiki, undan
koordinat burchaklarining bissektrisalarigacha bo'lgan masofalar
kvadratlarining yig'indisi a2 ga teng bo'lib golaveradi. Nuqta
trayektoriyasining tenglamasi yozilsin.

4.96. x2+y2-a2 aylana berilgan. Uning A(5,0) nqutasidan
mumkin bo'lgan barcha vatarlar o'tkazilgan. Bu vatarlar
o'rtalarining geometrik o'rni aniqglansin.

4.97. N(-3;0) va B(3,6) nugqtalar berilgan. Diametrik AB
kesmadan iborat aylana tenglamasi yozilsin.

Ellipsga doir misollar:

4.98. a) x2+4y2=16 ellips yasalsin, uning fokuslari va
ekssentrisiteti topilsin.

b) Uchlari (£5; 0) va (0; +3) bo'lgan ellipsning kanonik
tenglamasi va fokus nuqtalarining koordinatlarini toping?

4.99. a) Agar ellipsning: 1) fokuslari orasidagi masofa 8 ga
teng bo'lib, kichik yarim o'qi b=3; 2) katta yarim o'qi a=6,
ekstrensiteti e =05 bo'lsa, uning kanonik tenglamasi yozilsin.

b) Ellipsning fokuslari abtsissa o'qida hamda o'qlari 16 va
bo'lsa kanonik tenglamani tuzing.
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c)Ellipsning fokus nugqtalarining koordinatalari (£3; 5) va
katta o'qi 10 ga teng kanonik tengalamasini yozing.

4.100. a) Ellipsning katta yarimo'qi a=5 va ¢ parametri: 1)
4,8, 2)4; 3)3; 4)1,4,5) 0 ga teng bo'lsa, uning kichik yarim o'qi
|, va ekstrensiteti e topilsin.

b) Ellipsning 4x2+9y2=36 tenglamasini kanonik ko'rinishiga
olib keling va o'glar uzunliklarini hisoblang.

c) Ellips a) X2+4y2-4x +8y-8 =0, b) 9x2+4y2+54*-40y +145=0
laming markazi fokus nuqtalarining koordinatlari hamda
o'glarining uzunliklarini toping.

4.101. a)Yer fokuslaridan birida quyosh joylashgan ellips
bo'yicha harakat qiladi. quyoshdan yergacha bo'lgan eng kichik
masofa taxminan 147,5 million kilometrga, eng katta masofa 152,5
million kilometrga teng bo'lsa, yer orbitasining katta yarim o'qi
va eksentrisiteti topilsin.

b) Ellipsning 64nr+9j>2-576 =0 tenglamasini kanonik
ko'rinishga olib keling va fokus nuqtasini koordinatalarini toping

4.102. a) Koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik bo'lgan
ellips M(2,-¥3) va B(0,2) nuqtalardan o'tadi. Uning tenglamasi
yozilsin va M nuqtadan fokuslargacha bo'lgan masofa topilsin.

b) Ellipsning 16*2+25/-400=0 tenglamasini kanonik
ko'rinishga olib keling va o'q uchlarini koordinatalarini toping

4.103. a) Fokuslati Ox o'gda yotuvchi ellips koordinata
o'glariga nisbatan simetrik bo'lib,

?
' I)\)/I(-4,V2I) nugtadan o'tadi va s :3’3 ekstrensitetiga ega. Ellips

tenglamasi yozilsin va M nuqgtaning fokal radiuslari topilsin.

b) Ellipsning fokus nugqtalari koordinatalari (8,0)
ektsentrisiteti e=0,8.Kanonik tenglamasini tuzing.

4.104. a) x2+2y2=18 ellipsning o'glari orasidagi burhckani
teng ikkiga bo'luvchi vatar uzunligi topilsin.

va

b) Quyidagi egri chiziq tenglamasi ganday chizigqa tegishli

ekanligini aniglang va grafini chizing.
2*2+2xy +2y2+41x - -Jly- 5=0



C) Ellipsning fokuslari abtsissa o'gida koordinat bos
nisbatan simmetrik joylashgan. O'glar aylanasi 6 va ularning
nisbati 2. Ellipsning kanonik teng tuzing.

4.105. a) 9*2+25/=225 ellipsda shunday M(x,y) nuqta
topilsinki, undan o'ng fokusgacha bo'lgan masofa chap
fokusgacha bo'lgan masofadan 4 marta katta bo'lsin.

b) Ellips o'qlarining ganday nisbatida ektsentrensitet a) i
i

b)i'v) ~ teng bo'ladi.

Giperbola ga doir misollar:

4.106. a)*2-4y2=Il6giperbola va uning asimptotalari yasalsin.
Giperbolaning fokuslari, ekstrensiteti va asimptotalari orasidagi
burchka topilsin. b) Quyidagi tenglamalarni kanonik ko'rinishga
olib kelitiring. a) 9x2—6wV—44=0 b) 2x2-y2=6c) Giperbolaning
fokusi (0,+3) va asimptotasi y=+2x berilgan. Giperbolaning
tenglamasi va ekstsentritentini toping

4.107 a)*2-4v2=16 giperbolada ordinatasi 1 ga teng M nuqta
olingan. Undan fokuslargacha bo'lgan masofalar topilsin.

2 2 .
b)Giperbola — +”~j=ming fokus nugtaning koordinatalari

va o q uzunligini toping?

c)Quyidagi tenglamalardan gaysilari giperbolani
tenglamasini ifoda qiladi:

a) 3x2-5/+ 10*+127~-78 =0 V) 3x2+1y2-140* +11x-500=0

b) 131277+ Gk—24=0 g) 4x2-4y2- 4x+7>>-120 =0

4.108.a) Giperbola koordinata o'qlariga nisbatan simmetrik
bo'lib, M(6,27r) nuqtadan o'tadi va ft=2 mavhum yarim o'gqa
ega. Uning tenglamasi yozilsin hamda M nuqtadan fokuslargacha
bo'lgan masofalar topilsin.

b) Teng tomonli giperbolaning ekstsentristenti toping?

4.109.a)Uchlari =i ellipsning fokuslari esa uning
25 9

uchlarida bo'lgan giperbolaning tenglamasi yozilsin. b)



2I_2 - —2 =1giperbolaning ekstretsentritenti fokus

koordinatasini toping.

4110 a)y2=a*+x2 giperbola yasalsin, uning fokuslarining
koordinatalari va asimptotalari orasidagi burchak topilsin. b)
4x~_25\2-100 =0 giperbolaning asimptotalarini toping.

c) Giperbola ~ ™ --~ — =1 ni 3 birlikga abtsissa o'gini

manfiy yo'nalishida va 4 birlik ordinata o'gini musbat yo'nalishi
bo'yicha parallel ko'chiring va tenglamasini tuzing.

4.111 a)x2-4y2=16 giperbolaga A(0,-2) nuqtadan io'tkazilgan
urinmalarning tenglamalari yozilsin.

b) Giperbola 3x--5y2=28 va to'g'ri chiziq 2*-><=8ning kesim
nugtasining koordinatalarini toping.

c) Giperbola (A+0 _(zz2_=] ni ordinata o'gi musbat
yo'nalishi parallel 2 birlikka siljiting.

* »
4.112.a) AL o giperbolaning fokusidan asimptotalari-

gacha bo'lganmasofalar va asimptotalari orasidagi burchak
topilsin.

b) 1 8derbola A(5,0), B (~,-i), C(sV2, -2) va D(2, -3)
nugtalar orgali o'tadimi?.

4.113.a) ~~~=\ giperbolaga ichki chizilgan kvadratning

tomoni topilsin va qanday giperbolalarga kvadartni ichki chizish
mumkinligi tekshirilsin. "

b)Giperbolaning fokus nugtasini koordinatalari (x2V2;0) va
simptotasi y = +x berilgan. Giperbolaning tenglamasini toping.

Parabolaga doir misollar:

~N'114-a) F(0,2) nuqtadan va y = 4 chizigdan bir xil
6gr. asbgan nuqtalar geometrik o'mining tenglamasi tuzilsin. Bu

igning koordinata o'glari bilan kesishgan nuqtalari
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topilsin va u yasalsin. b)y2=\2x parabola grafigi A(3; -6), B(0.5, -JI
) va C(I;3)nuqtalar orgali o'tadimi?

4.115. a)Koordinatalar boshidan va x = -4 to'g'ri chizigdan
bir xil uzoqlikda bo'lgan nuqtalar geometrik o'mining tenglamasi
tuzilsin. Bu egri chizigning koordinata o'glari bilan kesishgan
nuqtalari topilsin va u yasalsin.

b) Har bir parabolaning fokus va direkrissachini toping:

c) y2=-12x, b) y2+x =0, d) 3x-y2=0

4.116. a)l) (0,0) va (1,-3) nuqtalardan o'tuvchi va Ox o'qga
nisbatan simmetrik;b) 2) (0,0) va (2,-4) nuqtalardan o'tuvchi Oy
o'qqa simmetrik bo'lgan parabola tenglamasi yozilsin. ¢) Uchi
koordinata boshida va fokusi a) (3,0), b) (-2,0), c) (0,4),d) (0;

)bo'lgan parabolalaming tenglamasini toping.

4.117. a)Markazi y2= 2px parabolaning fokusida bo'lib,
parabola direktrissasiga urinuvchi aylana tenglamasi yozilsin
parabola va aylananing kesishgan nuqgtalari topilsin.

b) Uchi koordinata boshida va direkrisisasi a) *=2, b) *=
v) y=3, g) y=-2bo'lgan parabola tenglamaning toping.

4.118.a) x2+y2+4y =0 aylana x+y =0 to'g'ri chizigning
kesishgan nugtalaridan o'tib, Oy o0'gga nisbatan simmetrik
bo'lgan parabolaning va uning direkttissasining tenglamalari
yozilsin. Aylana, to'g'ri chiziq va parabola yasalsin.

b) Radius vektori 10 bo'lgan y2=8r parabolaning fok
nuqtasini koordinatasi topilsin.

4.119.a) y2= 6x parabolada fokal radius - vektori 4,5 ga teng
bo'gan nugta topilsin. b) y2=36* parabolaning (4; y) nuqtasini
fokal radius vektorini toping.

4.120a)Projektoming oynali sirti parabolaning 0'z
simmaterik o'qi atrofida aylanishidan hosil bo'lgan. Oynaning
diametric 80 sm, chuqurligi 10 sm. Nurlaming parallel dasta
sharlida qaytishi uchun yorug'lik manbai parabolaning fokuslida
o'rnatilishi kerak bo'lsa, yorug'lik manbai parabola uchidan
ganday masofada o'rnatilishi kerak?
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b) Parabolani uchi va o'gini toping, a) y =x2+5, b) y =12-42,
v) y =x2+2x-3 @) x=/+8.y,d) *=nr-x +4,

4.121. y =-Jx egri chizigning joylashish sohasi aniqglansin. bu
egri chiziq yasalsin.

4.122. y2= e6x parabola uchidan o'tishi mumkin bo'lgan
barcha vatarlar o'tkazilgan, bu vatarlar o'rtalari
geometriko'mining tenglamasi yozilsin.

Parametrik formada berilgan ikkinchi tartibli chiziglar

1. Parametrik formada berilgan egri chizig tenglamasi
x="A-r, y=t+3 Dekart koordinatalar sistemasida qanday
chizigni ifodalaydi.

2. x=a-+rcost, y=b+rsmt.

3. jc=5cost, v =4sin/

4. x=acost, y~bsint

5.Material nuqta a) *=3cos2f, y=4sin3r b) *=cost, ~=sir/ V)

* =5cos—, Vv =2sin—
2 2
g) x=4+t2, y=- qonuniyat bilan harakatlansa, material
nugtaning harakat trayektoriyasini toping.
b) x2+y2=1 (aylana) v) ~j+™-=1 (ellips) g) Y2="x~1

(parabola)
6. vO boshlang'ich tezlik bilan a burchak ostida otilgan

jismning harakat tenglamasi x = vo/cost\ y =vasmt—9% bu yerda
t -vaqt, g -erkin tushish tezlanishi *p~N4 . lJismning

harakat trayektoriyasini a="vav, =io—bo'lganda toping.

84.3. Fazodagi to'g'ri chiziq va tekislik

1. Tekislik tenglamalari:
-umumiy tenglamasi:
Ax+By+Cz+D =0, 4-34)
bu yerda A,B,C,D lar haqiqiy sonlar;
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-Mo(xo;y0;z0) nuqtadan o'tuvchi va n=(a,b,c) vektorlarga
perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasi

A(X -x0)+ B(y-yB)+C(z-z0)=0; (4.35)

-koordinata o'qlarini mos ravishda a,b,c, nuqtalardan kesib

o'tgan tekislik tenglamasi

<4-36)
2. A(x0;y0;z0) nugtadan Ax+By+Cz+D =o tekislikgacha bo'lgan

d masofa
d= +ByO+Cz, +D\ 274

y/A2+B2+C2
3. Berilgan ikkita Ax+Biy+c,z+D, =0 va AX+B%+c2Z+D2=0

tekisliklar orasidagi burchak « quyidagicha topiladi

cosp ==x- ...1.ar+4,4 +C,C; _ /43 ™
Ja?+B2+c 2] a2+B2+c2

4. Ikki tekislikka parallelik

i -T1n <4-39>
va perpendikulyarlik shartlari:
a,a2+b,b2+c,c2=o0 (4.40)
5. Tekislikdagi to'g'ri chiziq ikki tekislikni kesishidan to'g'ri
chiziqg hosil bo'ladi
(Alx +Bly +Ctz+D1 =0
AX+B% +C2Z+D2=0 441
6. M(xi;yi;zi) nuqtadan o'tuvchi va s=mnpP) vektorlarga
parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasi

*- _y-Yl_r-m 4.42)

m n P

to'g'ri chizigning kanonik tenglama yoki
x=xt+mt; y=yt+nt, z=z +pt (4.43)

to'g'ri chizigning parametrik tenglamasi deyiladi.
7. Mi(xi;yi;zi) va Mr(x2y2r2) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri
chiziqg tenglamasi



8. agar ikki to'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori berilgan
bo'lsa, 5, =(«,,«,,Pi) va S2={m2,n2,p2), u holda

T.T, +u,n, +pj»,

cos™ == | 2+V\42+Pi2yjmg+n§+pz (4-46)
9. Ikki to'g'ri chizigning parallelligi
m_n_k 4.47
m2 n2 p2 (4.47)
bo'ladi.
10. Ikki to'g'ri chizigning perpendikulyarlik sharti
m[m2+nx2+ p{p2 =0 (4.48)

X-X, =y-y, _2-Z

m n p
Ax +By+Cz +D =0 tekisliklar orasidagi burchak

va2+83+€2 5 Pad- p™ 449>
12.To'g'ri chiziq va tekislik ikkinchi parallelik sharti
Am+Bn+Cp=0 (4.50)
13. To'g'ri chiziq va tekislikning parallelik sharti
r’: Bn Cp 4.51)

bo'ladi.

Parametrik formada berilgan ikkinchi tartibli chiziglar
1. Aylana, je+(y-2)2=4
2. (x-a)2+(y-b)2=r2 ayldHH. 3 Eilips tr+l =1
4. Ellips X +’b‘E =1 5 .5+:1 =i (to'g'ri chiziq)
b) x2+y2=i (aylana) v) + =1(ellips)

g) y2="*-i (parabola)

6. =i-oljc2
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Quyidagi masalami yeching

4.123. va sfo;y;o0) nuqtalardan teng uzoqlikda

bo'lgan nuqgtalar geometrik o'mining tenglamasi yozilsin.

4.124. a) Mi(-4; 0; 4) nuqtadan o'tuvchi Ox va Oy o'glardan
=4 va b=3 kesmalar ajratuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

b) Oz o'q hamda M(4;-2;7) nuqta orqali o'tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing.

¢) N(4;-5;7) nuqta orgali o'tib, Oyz tekislikka parallel bo'lgan
tekislik tenglamasini tuzing.

4.125. a) 1) x-2y+2z-8=0 va x+z-6=0; 2) *+2z-6=0 Vva
x+2y-4 =0 tekisliklar orasidagi burchak topilsin.

B) Mi(2;3;-1) va Mr(153) nuqtalardan o'tib 3x-y+3z+\5=0
tekislikka perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini tuzing.

C) 2x+3 y-5z +30=0 tekislikning koordinata o'qglari
kesishgan nuqtalarining koordinatalarini toping.

4.126. (-1; -1; 2) nuqtadan o'tuvchi va x-2y+z-4=0 hamda
x+2y-2z +4 =0 tekisliklarga perpendikulyar tekislikning
tenglamasi yozilsin.

4.127. 4x+3y—5z—8=0 va 4x+3y—5r+12=0 parallel
tekisliklar orasidagi masofa topilsin.

4.128.2x-y +32-9 =0; x+2"+27z-3 =0; 3x+y-4z +6=0

tekislikning kesishgan nuqtasi topilsin.

4N29. 1) |%=4_22 va 2) {~ =Zi™ =£F to 8ri chiziglami

ung x0Oy va x0z tekisliklardagi izlari topilsin va to'g'ri chiziglar
yasalsin.
X+2j'+3z-13 =0l
4N30-3x+y +4z-14 =0\ to'g'ri chiziq tenglamalarini:
1) proyeksiyalari bo'yicha; 2) kanonik ko'rinishda yozilsin.
To'g'ri chizigning koordinata tekisliklaridagi izlari topilsin
hamda to'g'ri chizig va uning proyeksiyalari yasalsin.



] L

- Ny=3 [y =2 \x =4

4.131. 1) |[r=2 2) |z=x+1 3) {z =y to'g'ri chizi4 yasalsin
va ularning vektorlari aniglansin.

4.132.1(-1; 2; 3) va B(2; 6; -2) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chiziq tenglamalari yozilsin va uning yo'naltiruvchi kosinuslari
topilsin.

4.133. A(2; -1, 3) va B(2; 3; 3) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri
chiziq yasalsin va uning tenglamalari yozilsin.

4134, X7HE4=0 Py +2-420 g chizigl
" [Rar+.y-2z +5=0 va Ric+3y-z-6 =0 Ogrl ¢ IZIqlar

orasidagi burchak topilsin.
4135. 8§ =T =f to'g'ri chizigning x=z+\ y=I-z to'g'ri

chizigga perpendikulyar ekanini ko'rsating.
X_2v z—41
4.136. (-4; 3; 0) nuqtadan o'tuvchi va 2v”;,_~=0j t0,g,ri
chiziqga parallel bo'lgan to'g'ri chiziqg tenglamalari yozilsin.
4137. (2; -3; 4) nuqtadan Oz o'gga tushilgan
perpendikulyarning tenglamalari yozilsin.

jt+1 y+2 z—1
4.138. N(2; -1, 3) nuqtadan — = = to'g'ri

chiziggacha bo'lgan masofa topilsin.

4139. N =Z+1=f£+1 va £zl=ZzIl=ixi parallel to'g'ri
chiziglar orasidagi masofa topilsin.

4.139. jh=3c—1, 2z=-3x+2 to'g'ri chiziq bilan 2x+j +z-4 =0
tekislik orasidagi burchak topilsin.

4.140. "xl=Zxl=£ i to'g'ri chiziq 2x+.y-z=0 tekislikka

Parallel ekanligi, = = to'g'ri chiziq esa shu tekislik

ustida yotishi ko'rsatilgan.
4.141. (-1; 2; -3) nugtadan o'tuvchi va x=2, j>-z=I to'g'ri
chiziqga perpendikulyar tekislikning tenglamasi yozilsin.
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4.142. = = to'g'ri chizigdan va (3; 4; 0) nuqtadan
o'tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.
x-1 y+l z+2 . o )
4143. ——=—— =~y ~ tog'ri chizigdan o'tuvchi va

2x+3y-z -A tekislikka perpendikulyar tekislikning tenglamasi
yozilsin.

n-.n x-3_y_z-1 Xx+\ y-1 z

2 " 1=_2-~ wva ~ ~ ~ T =2 Parallel to'g'ri
chiziglardan o'tuvchi tekislikning tenglamasi yozilsin.

4.145. Koordinatalar boshidan o'tuvchi va 4y=3x,y=0 va z=o0
tekisliklar bilan teng burchaklar tashkil etuvchi to'g'ri chiziq
tenglamalari yozilsin va o'sha burchaklar topilsin.

4.146. x=2t-1, y=t+2, z=I-t to'g'ri chizigning
3x- 2y+z=3 tekislik bilan kesishgan nuqtasi topilsin.

4. 147(2; 3; 4) nugtaning x=y =z to'g'ri chizigdagi
proyeksiyasi topilsin.

84.4. |kkinchi tartibli sirtlar

Agar L egri chizigning har bir nuqtasi orgali berilgan 3
vektorga parallel to'g'ri chiziqg o'tkazsak, u holda silindrik sirt
deb ataladigan sirtni hosil qilamiz. a vektorga parallel va
silindrik sirtga tegishli to'g'ri chiziglar bu sirtning yasovchilari
deb ataladi, L egri chiziq esa silindrik sirtning yo'naltiruvchisi
deb ataladi.

Silindrik sirtni uning yasovchilariga perpendikulyar tekislik
bilan kesilganda (normal kesim) aylana hosil bo'lsa, u holda
silindrik sirt doiraviy sirt, agar ellips hosil bo'lsa, elliptik sirt, agar
parabola hosil bo'lsa, u holda parabolik sirt deyiladi.

Berilgan egri chizigning har bir nuqtasidan va fazoning bu
egri chizigda yotmaydigan belgilangan nugtasidan o'tuvchi
barcha to'g'ri chiziglar birlashmasi konus sirt deb ataladi. Mazkur
egri chiziqg konus sirtning yo'naltiruvchisi, oldindan belgilangan



Jjl
nugta uning uchi, to'g'ri chiziglar esa konus sirtning yasovchilari

deb ataladi.
Fazodagi egri chizigni harakatlanayotgan M nuqtaning

trayektoriyasi sifatida tasavvur qilaylik, bunda vaqtning har bir t
momentida bu nugtaning X,¥,z koordinatalari oldindan
tanlangan koordinatalar sistemasiga nisbatan ma'lum bo'lsin:
x—\(@© y=f2("\ z=fA") (4.51)
(1) ko'rinishdagi tenglamalar fazodagi egri chizigning
parametrik tenglamalari deb ataladi.

4.1-jadval

Ellipsoid tenglamasi 7. Paraboloid 13 Kesishuvchi
tenglamasi tekisliklar jufti

X2 v2 tenglamasi

L +Hr =2

2 Mavhum ellipsoid 8. Giperbolik 14 Parabolik silindt

tenglamasi paraboloid sirt sirti tenglamasi
X2 y2 z2 tenglamasi y2=2px
i4

©

Mavhum konus Elliptik silindr 15,  Parallel tekisliklar

tenglamasi tenglamasi jufti tenglamasi
y2-b2=0
2
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4. Bir pallali giperboloid 10. Mavhum 16.  Mavhum parallel
tenglamasi elliptik silind tekisliklar jufti
*2 y2 z2 tenglamasi tenglamasi
a®' b ¢’ r2uN2 g y2+b2=0
a b
Ikki pallali giperboloid 11. Mavhum 17. O'zaro ustma-ust
tenglamasi kesishuvchi tushadigan
. . tekisliklar jufti tekisliklar
b tenglamasi tenglamasi y2=o0
*
N
* 5?*% =
4
J1
6. Konus tenglamasi 12. Giperbolik 18, barcha tenglamalar
il+zl £1=0 silindr uchun
tenglamasi a>0,b>0,c>0,p>0
*2 / 1va 2 tenglamalar
62 uchun a>b>c
34,56, 7,910
tenglamalar uchun
a=>b

a tekislikdagi chegaralangan D figurani va a tekislikka
parallel bo'lmagan biror a vektomi qaraylik. U holda MeD va
MN =a bo'lgan barcha MN kesmalaming birlashmasi asosi D
bo'lgan silindr deyiladi.

Silindrik sirtlar tenglamasini olish uchun
yo'naltiruvchilaming tenglamalarini bilish talab etiladi.

Ft(x,y,z) =0Ova F2(x,y,z) =0
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yasovchi tenglamasini
X -x Y-y Z-z

bu yerda M\x,y,z) yo'naltiruvchiga tegishli nuqta, X,Y,Z-
silindrik sirtning koordinatalari, m,n,p -yasovchiga tegishli
tashkil etuvchilar (o'zgarmas sonlar)

Quyida berilgan masalalarni yeching.

4.148. Uchi koordinata boshida bo'lgan konus
tenglamasini tuzing
M2+yl=))
a2 bl (4.52)
z-C

Yechish. (0;0;0) va (x,y,z) nuqtalardan o'tuvchi tashkil
etuvchini tenglamasi

*= | =%, (4.53)
X y z

bo'ladi. Bu(4.52) va (4.53) tenglamalardan

X=Cc—; Yy =C1y
z z

topiladi.U holda quyidagi konus sirtini olamiz.

M x2 c2y2 .
Xe ey yoki AT =°
a‘ b c

4.149. Quyidagi tenglamalar ganday sirtlarni aniglaydi:
a) x2+y2=25; b) x2+y2+z2 =25 V) y+ N =|; g)

4.150. Yarim o'qlari a=6 va b =4 va markazi koordinatalar
boshida bo'lgan ellips o'zining Oz o'gda yotadigan kichik o'qi
atrofida aylanadi. Ellipsning bu aylanishida chizadigan sirtning
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.151. Yarim o'glari a=6, 6=4 va markazi koordinatalar
boshida bo'lgan ellips o'zining Oz o'gda yotadigan katta o'qi
atrofida aylanadi. Aylanish sirti tenglamasini tuzing. Masalaga
doir chizma chizing.

sirti



4.152. + =1 ellipsning Oy o'q atrofida aylanish sirti

tenglamasini tuzing.

4.153. Giperbolaning o'zining Ox o'g bilan ustma-ust
tushadigan katta o'gi atrofida aylanishida chiziladigan sirtning
tenglamasini tuzing. Giperbolaning yarim o'glari a=8 va b=s,
uning markazi esa koordinatalar boshi bilan ustma-ust tushadi.
Chizma chizing.

4.154.Yarim o'qlari a=3vai =4 bo’'lgan ellips o'zining Oz
o'q bilan ustma-ust tushadigan mavhum o'gi atrofida aylanadi.
Giperbolaning markazi koordinatala boshi bilan ustma-ust
tushadi. Bu giperbolaning aylanishidan hosil bo'lgan sirtning
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.155. y2=2x parabolaning Ox o'q atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing.

4.156. 2x =3z to'g'ri chizigning Ox o'q atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan sirtning tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma
chizing.

4.157. ﬁz—lzl giperbolaning Oz o'q atrofida aylanish

sirtning tenglamasini tuzing. Chizma chizing.

4.158. y2=6z parabolaning Oz o'q atrofida aylanish sirtning
tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.159. x-3 =0 to'g'ri chizigning Oz o'q atrofida aylanish
sirtning tenglamasini tuzing. Masalaga doir chizma chizing.

4.160. 14x =y 2 +z2sirtning turini aniglang va uning tasvirini
yasang.

X2 v2 r2 ) ]
4161. 48-72-72=1 tenglama bilan ganday  sirt

belgilanganligi va u z-i=o tekislik bilan qanday chiziq bo'ylab
kesishishini aniglang.



4162. —82——T82+7?2:1 tenglama bilan ganday sirt berilgan-
ligini va bu sirt z+2=0 tekislik bilan qanday sirt bo'ylab
kesishishini aniglang.

4.163. x2+y 2-4z =0 tekislik bilan ganday sirt berilganligini
va u x-2 =0 tekislik bilan ganday chiziqg bo'yicha kesishishini
aniglang.

4.164. Diametri 6 m ga, balandligi esa 12 m ga teng bo'lgan
silindrik bak sirtning yuzini aniglang.

4.165. Ikkita silindrik bak berilgan birinchi bakning
diametri 3 m, balandligi esa 4 m, ikkinchi bakning diametri 4 m,
balandligi esa 3m. gaysi bak sirtning yuzi kattaligini aniglang.

4.166. Sfera markazi z=4 tekislikda joylashgan, sferaning
0'zi esa xOy tekislikka M(2;3;0) nugtada urinadi. Sferaning
tenglamasini tuzing va uning markazi koordinatalarini aniglang.

4.167. A(3;-5;6) va B(5;7;-1) nuqtalar sfera diametrlaridan
birining oxirlaridir. Bu sferaning tenglamasini tuzing.

4.168.Quyidagi tenglamalar bilan ganday sirtlar aniglanadi:
a) X2+y2+z=9; b) x2+y2+z2=6z; v) x2+y2+z2=4y+5;

g) R+y2+z: - 2v+4v-6; =2 ?

4.169. M2+2yr-322+2x+8y+18z-54 =0 tenglama qanday
sirtni ifoda qiladi.

4.170. Quyidagi tenglamalar ganday sirtlarni ifoda qiladi?

a) x2-4.v2+4(z-2f -16 =0 b) 4v2+3z" -12v+24 =0

v) x2+2(y-2f +3(z-I): =18 g) 4r-v:-r:=4

4.171. Koordinata boshini ko'chirish yordamida sirt
tenglamalarini sodda ko'rinishga keltiring.

a) X2+v: +z22-4v+8y-62+20=0

b) 4y2+y2-8z2+8v-4v+16z- 32 =0

V) 9x2-4y2-3622-18v-16v- 216r - 367 =0

g) 3x2+y2+2z2-12x- 6v+4z-13 =0

d) 2x2- 3z22+4yv+2y +6z+1L=0



Takrorlash uchun savollar

1.Analitik geometriya predmeti nimadan iborat?

2.To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi ganday
ko'rinishda?

3-To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga
aytiladi?

4.lkkinchi darajali tenglamaning umumiy ko'rinishi ganday
bo'ladi?

5.Aylana tenglamasi ganday ko'rinishda bo'ladi?

6.Aylana qanday ta'riflanadi?

7 .Ellips ganday ta'riflanadi?

8.Ellips ekssentrisiteti, direktrisalari ganday ifodalaniladi?

9.Giperbola va parabolaning kanonik tenglamasi ganday
ko'rinishda bo'ladi?

ANALITIK GEOMETRIYAGA DOIR TESTLAR

1. To'g'ri chiziq va uning tenglamalari
1 Analitik geometriyada chiziq nima asosida o'rganiladi ?
A) tenglama. B) chizma. C) proektsiya.
D) ta'rif. E) nuqtalar.
2. Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini
ko'rsating:

A) y -kx +b. B) £+~ =l

C) Ax +By +C =0.
a b J

D) xcosa +7sina - p =0. E) —*° -y ~y°.
m n
3. Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy Ax+Bi/+C=0
tenglamasidagi A va B
ganoatlantirishi kerak ?
A) AB>0. B)A+B=0. C) A-B<O.

D) A2+B20. E)A2BVO .

koeffitsientlar qganday shartni
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4 Tasdigni yakunlang: Tekislikdagi to'g'ri chizigning

mumiy A.r+Bi/+C=0 tenglamasi bo'yicha tuzilgan 8=(A,B) vektor

bu to'g'ri chiziqga -

A) parallel bo'ladi. B) tegishli bo'ladi.

C) perpendikulyar bo'ladi.

D) perpendikulyar bo'lmaydi. E) og'mabo'ladi

5.Tekislikdagi to'g'ri chizigning umumiy 3x+5y+2=0
tenglamasi bo'yicha uning n normal vektorini toping.

A)n=(5,2). B)n=(3,55). C)n=(3,2).

D) n=(2,5). E)n=(5,3).

6.Ax+Bi/=0 (A,B*0) tenglama qanday to'g'ri chizigni
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'giga parallel bo'lgan.

B) OX koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

C) OY koordinata o'giga parallel bo'lgan.

D) OY koordinata o'qiga perpendikulyar bo'lgan.

E) koordinata boshidan o'tuvchi.

7.Ax+C=0 (A,C*0) tenglama ganday to'g'ri chizigni
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'giga parallel bo'lgan.

B) OX koordinata o'giga perpendikulyar bo’lgan.

C) OY koordinata o'qgiga parallel bo'Imagan.

D) OY koordinata o'giga perpendikulyar bo'lgan.

E) koordinata boshidan o'tuvchi.

8. Bi/+C=0 (B,C?10) tenglama ganday to'g'ri chizigni
ifodalaydi ?

A) OX koordinata o'qiga parallel bo'Imagan.

B) OX koordinata o'giga perpendikulyar bo'lgan.

C) OY koordinata o'qgiga parallel bo'lgan.

D) OY koordinata o'giga perpendikulyar bo'lgan.

E) koordinata boshidan o'tuvchi.

9. Tekislikdagi to'g'ri chizigning burchak koeffitsientli
ter>glarnasini ko'rsating.



A) y=kx+b. B) ;—E—:l C) Ax +Bi{+C :{d]
D) vcosa +ysina - p=0. E) ——=——..
m n

I0.Tekislikdagi to'g'ri chizigning burchak koeffitsientli
y=kx+b tenglamasida k parametr nimani ifodalaydi ?

A)bu to'g'ri chizigning OX koordinata o'gidan ajratgan
kesmasini.

B)bu to'g'ri chizigning OY koordinata o'gidan ajratgan
kesmasini.

C) bu to'g'ri chizigning OX koordinata o'qi bilan hosil etgan
burchak tangensini.

D) bu to'g'ri chizigning OY koordinata o'gi bilan hosil etgan
burchak tangensini.

E) bu to'g'ri chizigdan O koordinata boshigacha bo'lgan
masofani.

2. To'g'ri ciziglarga doir asosiy masalalar

1 Qaysi tenglama M(xo,yo) nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziglar
dastasini ifodalamaydi ?

A) Yy -yO = K (X-XO0). B) = C) geze1=l.
X~ X0 Y-Yo K
D) A(x-xo0) +B(y-yo) =0. E) vy +yo=Kk (x+x0).

2.M(-1,4) nuqtadan o'tuvchi barcha to'g'ri chiziglar
tenglamasini ko'rsating.

A) (X+I1)2+(y+4)2-0. B) y=k(x-1)+4.

C) y=fc(x-1)-4. D)y=fc(x+I)+4. E) y=fc(x+I)-4

3.Qaysi tenglama M(-3,l) va N(0,7) nugtalardan o'tuvchi
to'g'ri chizigda yotuvchi P(l,y) nuqtaning ordinatasi toping.

A) y=0. B) y=-4. C) y=9

D) y=-7. E) y =45

4. 1kki y=K\x+bwa y=krx+br to'g'ri chiziglar orasidagi a
burchak tangensi formulasini toping.



n 1+ k\k2 1-k{k2 K2 —

5.y=2x-3 va y =-3x +5 to'g'ri chiziglar orasidagi burchakni
toping-

A) 90°. B) 60" C) 45°. D) 30 E) 120n

6.k parametrning ganday qgiymatida y=2x+b va y = kx +c
to'g'ri chiziglar orasidagi burchak a=45° bo'ladi?

A) T B) -3. C) b+c. D) 1 E) +1/3.

7y=K\X+b\  va  y=kix+bi to'g'ri chiziglarning parallellik
shartini ko'rsating.

A) kvk2=-1. B) ki+h=0. C) fa-fo=1.

D)fa-b=0. E) kvki=0.

8. 3x+ay+Ci=0 va ax+12i/+C2=0 to'g'ri chiziglar a
parametrning ganday giymatlarida parallel bo'ladi ?

A) =Ci-C2 B) 4. C) G=C2.

D) 6. E) 7.

9. Aix+Biy+G=0 va J12I+B2/+C20 to'g'ri chiziglarning
perpendikulyarlik shartini ko'rsating.

A) AiBi+AZB2=0. B) AiA2+BiB2=0.

C) AiB]-A3B20. D) AiA2Bib2=0.

E) AiA 2+BiB2+CiC2=0.

10. 3ax-4y+Ci=0 va o0a+12y+G?=0 to'g'ri chiziglar a
parametrning qanday qiymatlarida perpendikulyar bo'ladi ?

A) CixC2. B) +4. C) 5.

D) =Ci-C2. E) =7

3. Il tartibli tenglama va chiziglar. Aylana va ellips

1-Markazi M(a,b) nuqtada va radiusi R bo'lgan aylana

tenglamasini ko'rsating.
A) (X+a)2Hy+b)2=R2. Q (X_n)2+(y £)2=R2



B) (x+b)2+(y+a)2=R2 D) (x-i?)2+(y-a)2=R2

E) (x-a)+(y-b)=R.

2.Markazi Mo(xo,yo) nuqtada joylashgan R radiusli aylana
tenglamasini ko'rsating.

A) Xl +3n="e

B)|nr —If()] +\y- yO|=R .

C) (x-x,,)2+(y-y0)2=R2.

D) (X+xuw2+(y +y0)2=R2.

E) xx0+yy0O=R2.

3.Umumiy ko'rinishdagi I tartibli
AXx2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 tenglama aylanani ifodalashi uchun
b koeffitsient ganday shartni ganoatlantirishi kerak ?

A) B=0. B) B<O. C) B*O0. D) B=0. E) B>O0.

4. Umumiy tenglamasi x2+y24x+2y+I=0 bo'lgan aylananing R
radiusini toping.

A) R=2. B) R=3. C) R=4. D) R=5. E) R—=6.

5.Umumiy tenglamasi x2+ty26x-4y-3=0 bo'lgan aylananing
Mo(xo,yo) markazini toping.

A) Mo(-2,-3). B)Mo(2,3). C) Mo(-3,-2). D) Mo(3,2). E)
Mo(-3,2).

6.1l tartibli x2+y24x+2y+F=0 tenglama aylanani ifodalashi
uchun ozod had F ganday shartni ganoatlantirishi kerak ?

A) F=5. B) F<5. C) F>5. D) F~5. E) IFI =5.

7.Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y25Raylanani kesib
o'tadi ?

A) (k2r)R22. B) (k2+1)R2=b2. C) (k2+r)R2b2.

D)(fc2+ 1)RW. E) (k2r1)R2H2=0.

8. Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chiziq x2+y2=R2aylanaga urinib
o'tadi ?

A) (k2+)R22. B) (k2+1)R2h2. C) (k2+1)R2b2.

D) (k2+1)RZDb2. E) (k2+1)R2H02=0 .



9 Qaysi shartda y=kx+b to'g'ri chizig x2ty2=R2aylana bilan

kesishmaydi ?

A)*2+)R2=h2. B) (k2+1)R2=b2. C) (k2+)R22.
D) (fc+ )RW . E) (k2+1)R2H02=0 .
10. y=x+4 to'g'ri chiziq va x2+H/2=8aylanani urinish nuqtasi

koordinatalarining yig'indisini toping .
A)-1- B)O. C)Hl. D) 2. E)-2.

4. Giperbola va parabola

1 .Ta'rifni to'ldiring: Berilgan ikkita Fi va F2 nuqtalargacha
masofalari ... o'zgarmas son bo'lgan tekislikdagi nugtalarning
geometrik o'rni giperbola deyiladi.

A) ayirmasining moduli. B) ko'paytmasi.

C) yig'indisi.

D) bo'linmasi. E) kvadratlarining yig'indisi.

2.Yarim o'glari a va b(a, b>0) bo'lgangiperbolaning kanonik
tenglamasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

- =i - - N = =
a)g, Ab i b) R 1. c) g~+db 1.
D) ax2+bz2=1. E) ax2by2=1.
3.Quyidagi tenglamalardan qaysi biri giperbolani

ifodalaydi (a, b>0)?
A) ax2-bz/2=xad~
B) x2-yl=#ab2
Clax2-b2y2=x1.
D) barcha tenglamalar giperbolani ifodalaydi.
E) barcha tenglamalar giperbolani ifodalamaydi.

X2 ~
4. — ~ ~ =\ giperbolaning asimptotalari  tenglamasini
ko'rsating.
A) y=¢—" x. B) y=+—x. C) v=£*x
a+b b 7

D) y=(ath)x E) y=#abx .



5, Agar x24y2=4 giperbolaga tegishli nugtaning ordinatasi O
ga teng bo'lsa, uning abssissasini toping.

A) x=L. B) x=l. C) x=2.

D) x=2. E) x—=I
6.9x24y2=36 giperbola yarim o'qlarining yig'indisini toping.
A)5. B) 13. C) 9. D) 45. E) 32.

7.9x216y2=144 giperbolaning fokuslari orasidagi 2c
masofani toping.
A) 2c=5. B) 2c=10. C) 2c=15.
D) 2c=20. E) 2c=25.
8.Agar giperbolaning tenglamasi x2-4y2=16 ko'rinishda
bo'lsa, uning asimptotalari tenglamalarini toping.

A).v =+"X. B) y =%"x. Cly==4x.
D)y=+2x. E) y=#x
2 2
9. Kanonik tenglamasi — -~- =1 bo'lgan giperbolaning
a b*

ekstsentrisiteti e qaysi formula bilan hisoblanadi ?

B = Q s - flI.

e> -
10. Giperbolaning ekstsentrisiteti r ganday shartni
ganoatlantiradi ?
A) e>l. B)e<l. Cle=*l. D) 8=1. E)O<£<1.

5. Tekislik va uning tenglamalari

1. Tekislikning umumiy tenglamasi gayerda to'liq va to'g'ri
ifodalangan?

A) Ax+By+Cz+D=0. B)Ax+By+CDz=0.

C) Ax+Bi/+(C+D)z=0. D) Ax-1+ByHCz 1+D=0.

E) Ax2+By2+Cz2+D=0.

2. Umumiy tenglamasi 2x-5y+4z+9=0 bo'lgan tekislikka
tegishli va koordinatalarining yig'indisi 15 bo'lgan M(x,y,5)
nuqgtaning abssisasini toping.



A) 4. B)-7. C) 3. D) 0. E)-1.

3. Umumiy tenglamasi 2x-5y+4z-9=0 bo’'lgan tekislikka
tegishli, OZ o'qda yotuvchi va koordinatalarining yig'indisi birga
teng bo'lgan nugtaning ordinatasini toping.

5A) 4 B) -7. C) 3. D) O. E) -1.

4. Quyidagilardan qaysi biri Ax+By+Cz+D=0 tenglamali
tekislikning ft normal vektori bo'ladi ?

A) n=(B,C,D). B) h=(A,C,D). C) n=(A,B,C).

D) n=(A,B,D). E) m=(C,A,B).

5. Tasdigni yakunlang: Umumiy tenglamasi Ax+By+Cz+D=0
bo'lgan tekislikning n=(A,B,C) normal vektori shu

A) tekislikda yotadi.

B) tekislikka parallel bo'ladi.

C) tekislikka perpendikulyar bo'ladi.

D) tekisliikka og'ma bo'ladi.

E) to'g'ri javob keltiriimagan .

6. 3x+4y+7z-81=0 tenglama bilan berilgan tekislik normalini
aniqglang.

A) n =(3,4-81). B) n =(3,-4,-81). C) n =(4,7-81).

D)n =(-3-4,81). E) n =(3,4,7).

7. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri koordinatalar
boshidan o'tuvchi tekislikni ifodalaydi ?

A) Ax+By+D=0. B) Ax+By +Cz=0.

C) Bt/+Cz+D=0. D) Ax+Bi/+Cz+D=0. E) Ax+Cz+D=0.

8. x+y-z=0 tenglamali P tekislik to'g'risidagi quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli ?

A) P koordinatalar boshidan o'tadi.

B) P OXY tekisligiga parallel.

C) P OXZ tekisligiga parallel .

D) P OYZ tekisligiga parallel.

E) P tekislik OZ koordinata o'qiga perpendikulyar.

9. Ax+By+Cz+D=0 tenglama A=D=0 holda qanday P
tekislikni ifodalaydi?

A) P OX o'giga parallel.

B)P OX o'giga perpendikulyar.

C)P OX o'gi orgali o'tadi.

D )P OY o'giga perpendikulyar.



E) P OY o'qiga parallel.

10. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri OZ koordinata
o'gidan o'tuvchi tekislikni ifodalaydi ?
A) Ax+By+Cz=0. B) Ax+Cz+D=0. C) Ax+By=0.
D) By-+Cz+D=0. E) By +D=0.

6. Tekislikka doir asosiy masalalar

1 Berilgan  Mo(x0,y0,z0) nuqtadan o'tuvchi tekisliklar
dastasining tenglamasi qayerda to'g'ri ifodalangan?

A) A(x+x0)+B(y+yo)+C(z+z0)=0 . B) Axxo+Byyo+Czzo=0.

C )~ +ZzA +» =0. d)~ +2~ A =o

A B C A B c

E) A(x-x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0 .

2.Fazoning M(l,2,-3) nuqtasidan o'tuvchi tekisliklar dastasi
tenglamasini ko'rsating.

A) Ax+2By-3Cz=0. B) A(x-I)+B(y-2)+C(z+3)=0.

C) A(x+1)+B(y+2)+C(z-3)=0. D)Ax+2By-3Cz+D=0.

E) A(x-1)+B(y-2)+C(z-3)+D=0.

3.Mi(3,2,-1), M2(0,3,I) va Ms3(4,5,0) nuqtalardan o'tuvchi
tekislik tenglamasini ko'rsating.

A) 2x-y+z-3=0. B) x-2y+z+2=0. C) x-y+2z+I=0.

D) x-y+z=0. E) x-2y+2z+3=0.

4.Mi(3,2,-1), Mr(,34) va M3(4A5M0) nuqtalardan o'tuvchi
tekislikda yotuvchi Mo(x,-4, 7) nugtaning abssissasini toping.

A) xo0=-3. B) x0=5.

C) xo=-15. D) x0=9. E) xo=0

5.Berilgan Mo(xo,yo,z0) nuqtadan o'tuvchi va wu=(A,B,C)
vektorga

perpendikulyar tekislik tenglamasini ko'rsating.

A) A(X+x0)+B(y+yo)+C(z+z0)=0 . B) Axxo+Byyo+Czzo=0.
C) Xx~xX+y~y°+z~2°=Q p\r+xo,Y+Y , z+4L-0.
A B c - " A B C

E) A(x-x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0 .

6.M(1,2,3) nugtadan o'tuvchi va «=(3,2,1) normal vektorga
ega tekislik tenglamasini yozing.

A)3x+2y+2z-10=0. B)x+2y+3z-14=0 .



C) 2x+H3i/+z_|1 I=0 . D) x+3y+2z-13-0 .

E)3x+y+2z-11=0.

7 Berilgan Mo(3,-4,0) nuqtadan o'tuvchi va wuvu=(1,2,-3)
normal vektorga ega bo'lgan tekislikda yotuvchi N(-3,8, 2)
nuqtaning aplikatasini toping.

A)z=0. Byz=5. C)z—1.

D)z=6 . E) z=-35.

8. Mo(xo,y0,z0) nuqtadan Ax+By+Cz+D=0 tekislikkacha bo'lgan
masofani topish formulasini ko'rsating.

A) d =|Ax0+5y0+Cz0 +D\.

B) d=p x, +ByO+Cza+D\.

9.3x+4y-2 /6 z+H14=0 tekislikdan koordinata boshigacha
bo'lgan masofani toping.

A) 14. B) 7. C) 2 D) 1L E)2n/6.

10. Ushbu 4x+3y-5z-8=0 va 4x+3y-5z-12=0 parallel
tekisliklar orasidagi masofani toping.

A)d . B)20 . c) /2 . D)A~ m E) 2v2.

7.Fazodagi to'g'ri chizig tenglamalari

1 <Mo(xo,y0,z0) nuqtadan o'tuvchi va a=(m,n,p) vektorga

parallel to'g'ri chizigning kanonik tenglamasini ko'rsating.
X+m_y+n_z+p

m n p m n p
E) To'g'ri javob keltiriimagan.



2.Kanonik tenglamasi —= ~ ko'rinishda bo'b=.,
m n P o™n

L to'g'ri chizig ganday xususiyatga ega ?

A)L to'g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga parallel
joylashgan.

B)L to'g'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga
perpendikulyar joylashgan.

C) L to'g'ri chizig YOZ koordinata tekisligini kesib o'tadi.

D) L to'g'ri chizig YOz koordinata tekisligini kesib
o'tmaydi.

E) To'grijavob keltiriimagan.

3.Fazodagi L to'g'ri chizigning - =Z ZnZI=£szI kanonik
tenglamasida m=0 bo'lsa, L qanday xususiyatga ega bo'ladi ?

A) L to'g'ri chizig OX koordinata o'qiga parallel joylashgan.

B) L to'g'ri chizig OX koordinata o'giga perpendikulyar
joylashgan.

C) L to'g'ri chizig OX koordinata o'giga parallel emas.

D) L to'g'ri chizig OX koordinata o'giga perpendikulyar
emas.

E) To'grijavob keltiriimagan.

4.Kanonik  tenglamasi = bo'lgan  to'g'ri

chizigning yo'naltiruvchi vektorining koordinatalarini toping.

A) (-3, 1, 0). B) (3, -1, 0). C) (2,5, -3).
D) (-2, -5, 3). E) (3, 1, 0).
5.Kanonik tenglamasi ~ -= bo'lgan to'g'ri chiziq

yo'naltiruvchi vektorining modulini toping.
A) 1l B) >/7. C) &. D) 13. E)VTT.

6. Kanonik tenglamasi = = bo'lgan to'g'ri chiziq

boshlang'ich nuqtasining koordinatalarini toping.
A) (-3, 1, 0). B) (3, -1, 0). C) (2,5, -3).
D) (-2, -5, 3). E) (3, 5, 0).
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Jj)
7 Quyidagilardan gaysi Dbiri fazodagi  Moxcr,t/o,zn)
boshlang'ich nuqta va a=(m,n,p) yo'naltiruvchi vektorga ega
- 'ri chizigning parametrik tenglamasiga teng kuchli emas?
A) xxo=mt, yyo=nt, zzo=pt.
B) x -mt=xo, y-nt=ya, z-pt=zn.
C) x-xo=mt, y-yo=nt, z-zo=pt.
D) x-xo-mt=0r y-yo-nt=0, z-zo-pt=0 .
pl X Xa_¥Y Yo __ - #oo A
m n p
8.Kanonik  tenglamasi = = bo'lgan  to'g'ri
chizigning parametrik tenglamasini toping.
9.
A) x=2-3t, y=5+t, z=-3.
C) x=3+2t, y=-\+5t, z=-31
E) x=3+2t, y=5+t, z=-31

B) x=2+3t, y=5-t, z=-3.
D) x=3-2t, y=-1-51,z=31

10. To'g'ri chizigning x=3+2t, y=2+5t, z= 4-31 parametrik

tenglamasi bo'yicha uning kanonik tenglamasini toping.

x-3 _y+1_ z n-3_v-5_2z+1
A)

B)
2 __5~—-3" 2 ~ 3 * -3
X-3 v-2 r-4 v-3_v-27nz-4
Q D) . . .
2 5 -3 2 5 -3
V-2 v+ z+4
E) -
3 5
11. Fazodagi to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini
ko'rsating .

A) Ax+By+C=0. B) Ax+By+Cz+D=0.
C) A\Xx+B\y+C\z+D\= Aix+Biy+Ciz+Di.

0) iAx+B\Y+C,z+D, -0 N jAx +Bty +C,z-0

|A2x +B2y +C2z+D2=0" \a x +B% +C,z=0'



Odamning ulug'vorligi uning bo'yi bilan o'lchanmaganidek
xalgning ulug'ligi ham, uning soni bilan o'lchanmaydi
yagona o'lchovi-uning agliy kamoloti va

axloqiy barkamolligidir

V.Gyugo

V-BOB. TO'PLAMLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

85.1. To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari
8§5.2. To'plamlar ustida amallar

5.1.To'plamlar nazariyasining asosiy tushunchalari

To'plamlar va ularga doir tushunchalar. To'plam
deyilganda biror bir xususiyati bo'yicha umumiylikka ega
bo'lgan ob'yektlar majmuasi tushuniladi. Masalan, | kurs
talabalari to'plami, [0,1] kesmadagi nuqtalar to'plami, natural
sonlar to'plami, firma xodimlari to'plami, korxonada ishlab
chigarilgan mahsulotlar to'plami va hokazo. Matematikada
to'plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar bilan belgilanadi.
A,B,C,D,... to'plamlarga kiruvchi obyektlar ularning elementlari
deyiladi va odatda mos ravishda kichik ab ,c ,dr... kabi harflar
bilan belgilanadi. Bunda «fa element A to'plamga tegishli (tegishli
emas)» degan tasdig agA (ArA) kabi yoziladi.Birorta ham
elementga ega bo'lmagan to'plam bo'sh to'plam deyiladi vaO
kabi belgilanadi. Masalan, {sinx =2 tenglamaning yechimlari}=0,
(perimetri 0 bo'lgan kvadratlar}= 0, jkvadrati manfiy bo'lgan
haqiqiy sonlar}=0. Algebrada O soni ganday vazifani bajarsa,
to'plamlar nazariyasida 0 bo'lgan shunga o'xshash vazifani
bajaradi.

Agar A to'plamga tegishli har bir a element boshqga bir B
to'plamga ham tegishli bo'lsa (seA=>geB), u holda A to'plam B
to'plamining qismi deyiladi va AcB (yoki B3A) kabi belgilanadi-
Masalan, korxonada ishlab chigarilayotgan oliy navli mahsulotlar



to'plamini A, barcha mahsulotlar to'plamini esa B deb olsak ,
unda AcrB bo'ladi.

Ta'rifdan ixtiyoriy A to'plam uchun AcA vascA tasdiqglar
o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Shu sababli to'plamlar uchun c
belgisi sonlar uchun <belgiga o'xshash ma'noga egadir. Agarda
A vaBto'plamlar uchun AcB vaBcA shartlar bir paytda bajarilsa,
bu to'plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Masalan,A={-1;11 va B={x21=0 tenglama ildizlari},

C={badiiy asarni yozish uchun ishlatilgan harflar) va
D=jalfavitdagi harflar} to'plamlari uchun A=B, C=D bo'ladi.

To'plamlar ustida amallar va ularning xossalari. Algebrada
ava b sonlar ustida qo'shish va ko'paytirish amallari kiritilgan
bo'lib, ular

atb=b+tava ab=ba (kommutativlik, ya'ni o'rin almashtirish),

aHb+c)=(a+b)+c va a(bc)=(ab)c (assotsiativlik, ya'ni guruhlash),

a(b+c)=ab +ac (distributivlik, ya'ni tagsimot)
gonunlariga bo'ysunadilar. Bulardan tashqari har ganday a soni
uchun at+0O=a va a=0=0 tengliklar ham o'rinli bo'ladi.

A to'plamdan B to'plamlarning birlashmasi (yig'indisi) deb
shunday C to'plamga aytiladiki, u A va B to'plamlardan kamida
bittasiga tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan bo'ladi va
AuB kabi belgilanadi.

Shunday qilib AuB to'plam yoki A to'plamga , yoki B
to'plamga, yoki A va B to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli
elementlardan iboratdir.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo'lsa
Au B={1,2,3,4,5/6/8},

C={l navli mahsulotlar} va D={Il navli mahsulotlar } bo'lsa,
unda

CuD={l yoki Il navli mahsulotlar} to'plamni ifodalaydi.

To'plamlarni birlashtirish amali , sonlarni go'shish amali
Slr>gari, AuUB =BuA (kommutativlik),

(AuB) u C=Au (BuC) (assosiativlik)
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gonunlarga bo'ysunadi. Bulardan tashgari \U 0=A va, sonlardan
fargli ravishda, AuA=A, BcA bo'lsa Au-B=A tengliklar ham
orinli bo'ladi. Bu tasdiglarning barchasi to'plamlar tengligj
ta'rifidan foydalanib isbotlanadi. Misol sifatida, oxirgi tenglikni

isbotlaymiz:
ve Au B =xe A yoki xeB==xe A=(Au ifjc A;

X6 A=xs Aun B=Ac (Au B)
Demak, (AuB)czA, Ac(AuB) va, ta'rifga asosan, AuB =A.
Bir nechta Ai, Ar, A3, ... , An to'plamlarning yig'indisi

AIUA2UA3U ...uAi=y Ak
k=1

kabi belgilanadi va ulardan kam ida bitlasiga tegishli bo'lgan
elementlar to'plami sifatida aniqlanadi.

A va B to'plamlarning kesishmasi (ko'paytmasi) deb
shunday C to'plamga aytiladiki, u A \a B to'plamlarning
ikkalasiga ham tegishli bo'lgan elementlardan tashkil topgan
bo'ladi va AnB kabi belgilanadi.

Shunday qilib AnB to'plam A va B to'plamlarning umumiy
elementlaridan tashkil topgan bo‘'ladi. Shu sababli agar ular
umumiy elementlarga ega bo'Imasa, ya'ni kesishmasa, unda
AnB=0 bo'ladi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo'lsa AnB={2,4},

C=)Tekshirilgan mahsulotlar} va D=|Sifatli mahsulotlar}
bo'lsa, unda

CnD={Tekshirishda sifatli deb topilgan mahsulotlar}
to'plamni ifodalaydi.

To'plamlarni  kesihmasi amali quvidagi gonunlarga
bo'ysunadi:

AnB =BnA (kommutativlik),

(AnB) nC=An (BnC) (assotsiativlik),

An (BuC)=(AnB)u (AnC),

Au (BnC)=(AuB) n (AuC) (distributivlik)
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Shu bilan birga AnA=A, An 0=0va BeA bo'lsa AnB=B
tengliklar ham o'rinli bo'ladi. Bu tasdiglarning o'rinli ekanligiga
yuqorida ko'rsatilgan usulda ishonch hosil etish mumkin.

Bir nechta A, Ai, Az, , A, to'plamlarning kesishmasi

AINAZI..,nAn=0N Ak
k=1

kabi belgilanadi va barcha Ak k=12, ===,«) to'plamlarga tegishli
bo'lgan umumiy elementlardan tuzilgan to'plam kabi aniglanadi.

A va B to'plamlarning ayirmasi deb A to'plamga tegishli,
ammo B to'plamga tegishli bo'Imagan elementlardan tashkil
topgan to'plamga aytiladi va A\B kabi belgilanadi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={1,3,7,9} bo'lsa, unda
A\B={2,4,5), B\A={7,9};

C={Korxonada ishlab chiqgarilgan mahsulotlar)va D={Sifatli
mahsulotlar} bo'lsa,

C\D={ Korxonada ishlab chigarilgan sifatsiz mahsulotlar }.

Demak, A\B to'plam A to'plamning B to'plamga tegishli
bo'Imagan elementlaridan hosil bo'ladi. To'plamlar ayirmasi
uchun

A\A=0, A\O=A, 0\A=0

va AcB bo'lsa AAB=0 munosabatlar o'rinlidir.

Agar ko'rilayotgan barcha to'plamalarni biror Q
to'plamning gism to'plamlari kabi garash mumkin bo'lsa, unda Q
universal to'plam deb ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog'lig barcha to'plamlar uchun Q=(-
“7 °°) , insonlardan iborat to'plamlar uchun Q={Barcha odamlar}
universal to'plam  bo'ladi. Agar A to'plam Q
universalto'plamning gismi bo'lsa, unda Q\A to'plam A
to'plamning to'ldiruvchisi deb ataladi va C(A) kabi belgilanadi.

Demak, C(A) to'plam A to'plamga  kirmaydigan
elementlardan tashkil topgan bo'ladi, ya'ni

Xxe A=>x&EC(A), xXEA=>xeC(A).
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Masalan, Q=|Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan
korxonalar) bo'lsa, unda C(A)=| Rejani bajarmagan korxonalar)
to'plami bo'ladi;

Q={1,2,3, 4-natural sonlar to'plami, A={2,4,6,
2n, mm juft sonlar to'plami, B={5,6,7, ==< N, mme} 4dan katta
natural sonlar to'plami bo'lsa, unda

C(A)={135, =< 2n-l, ==m- toq sonlar, C(B)=jl,2,3,4}-5dan
kichik  natural sonlar to'plamlarini ifodalaydiA va B
to'plamlarning Dekart ko'paytmasi deb AxB kabi belgilanadigan
va (X, y) (xeA, yeB) ko'rinishdagi juftliklardan tuzilgan yangi
to'plamga aytiladi.

Agar C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishcilar) bo'lsa, unda
CxD tajribali va yosh ishchidan iborat bo'lgan turli "ustoz-
shogird" juftliklaridan iborat to'plamni ifodalaydi.

Umuman olganda to'plamlarning Dekart ko'paytmasi uchun
AxXB~BxA, ya'ni kommutativlik qonuni bajarilmaydi. Masalan,
A=[0,2] va B=[0,1] to'plamlar uchun AxB asosining uzunligi 2,
balandligi 1 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni , BXA esa asosining
uzunligi 1, balandligi 2 bo'lgan to'g'ri to'rtburchakni ifodalaydi
va bunda AXB~BXA bo'ladi.

X chekli to’plam elementlari sonini n(x) orqali belgilaymiz. k
ta elementli X to'plamni k elementli to'plam deb ataymiz.

Berilgan masalalarni yeching

51. A=[x|[xe N, x >7} to'plam 2 dan katta bo'lgan
barcha natural sonlardan tuzilgan, ya'ni A ={3,406,7,8,9....}.

52. .r Y3r+2=0 tenglamaning ildizlari x ={-2;-i} cheksiz
to'plamni tashkil etadi.

5.3. Ar=[r|xe/lr, x<3} va Y =|r|(jr-IX.v-2X.r-3) =0} to'plamlar

tengmi?



54. A-ikki xonali sonlar to'plami, B-ikki xonali juft sonlar

to'plami bo'lsin. Har bir ikki xonali juft son A to'plamda ham
mavjud. A =B tenglik o'rinlimi?

55. A={234, B=|i,—V9,2]j bo'lsa, AczB.BcA munosabat
o'rinlimi?

5.6. 100 kishidan iborat sayyohlar guruhida 7o kishi ingliz
tilini, 41 Kishi fransuz tilini, 23 kishi esa ikkala tilni biladi.
Sayyohlar guruhidagi necha kishi ingliz tilini ham, fransuz tilini
ham bilmaydi?

5.7. O'zbekiston Respublikasining Davlat Gerbi qabul
gilingan yilni ifodalovchi sonda gatnashgan ragamlar to'plamini

tuzing.

58. 8~(10124 1 | to'plam berilgan. Qaysi natural
sonlar bu to'plamga kiradi? Shu to'plamga tegishli bo'Imagan
uchta son ayting. Javobni belgilari yordamida yozing.

59. S to'plam -3;-2;-1;4 elementlaridan tuzilgan. Shu
sonlarga garama-qarshi sonlarning  to'plamini yozing.

5.10. "Bo'sh vagqtdan unumli foydalan" jumlasidagi harflar
to'plamini tuzing.

5.11. Quyidagi har bir to'plamning elementlarni ko'rsating:

a)E= eN, -1l<x<f b) A= =x-1}
d) fi-{*W* +12)-o} e) U="\xzR,x- =2}
V ={xlc SN ,x2<9} U ={xj*e N, x2<9}

5.12. Quyidagi to'plamlarni son o'gida belgilang:
a) {qjcel, *<3} {*Ixs2, -2<*<2}

¢ {mmeR, *>471 {hren, -2,7 <* <}
{Mir6R, x <6) HveRr, 34<x<g

hy plaren. -3-<x<-'l i) U=i2=) ) ~Ib 2-4)=g
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5.13. Quyidagi to'plam qaysi elementlardan tuzilgan:

a) 1 va 3 bilangina yoziladigan barcha uch xonali sonlar
to'plami,

b) 13/5 ragamlardan (fagat bir marta) foydalanib
yoziladigan barcha uch xonali sonlar to'plami;

d) ragamlarining yig'indisi 5 ga teng bo'lgan uch xonali
sonlar to'plami;

e) 100 dan kichik va oxirgi ragami 1 bo’'lgan barcha natural
sonlar to'plami?

5.14. Quyidagi to'plamlardan qgaysilari bo'sh to'plam:

a) simmetriya markaziga ega bo'Imagan kvadratlar
to'plami;

b) +1 =o} ¢ {4 *2=4} x3=1}

5.15. Quyidagi to'plamning nega bo'sh to'plam ekanligini

tushuntiring:
|(corenr, x<-1} A {tpenr, 15<5c<16

*=1] e){r=>7, ar<s

5.16. To'plamning haqiqiy ildizlari to'plamini toping. Bu
to'plamlarning gaysilari bo'sh to'plam ekanligini aniglang:

a) 3r+15=4(r-28); b) 2v+4=4; d) 2(x-5) =3x;

e) x2-4 =0; f) ji +16=0; g) (x+\x-2) =0.

5.17. Quyidagi to'plam elementlarini va elementlar sonini
ko'rsating:

a) V.fs) b) M d) (K e)- 0O

g) fic=.(c.c)} h) {(a.b.rlo)

5.18. 5ta elementi bor bo'lgan to'plam tuzing.

5.19. 5 ta natural son gatnashgan sonly to'plam tuzing.

5.20 A=la.b.c.d.ef.gk). B =(a,’. m

C=lb.ag.kt) D={a ) e =U.f.k.g) to'plamlar berilgan.

a) ulaming qaysilari A to'plamning xos qgism to'plami
bo'ladi?

b) D to'plam C to'plamning gism to'plamimi?
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d) B to'plam gaysi to'plamning qism to'plami bo’'ladi?

e) no4).n(s), n(o, noz nE) sonlarni  o'sish tartibida
joylashtiring.

5.21. *={369,12} to'plamning barcha gism to'plamlarini
tuzing.

5.22. To'plamlar jufti berilgan:

a) [O=tVatQy.Bobur,Furgat,Nodirabeg-m} va B-barcha shoir va
shoiralar to'plami;

b) C-qavariq to'rtburchaklar to'plami va D - to'rtburchaklar
to'plami;

d) E-Samargand olimlari to'plami; F-O'zbekiston olimlari
to'plami;

e) K-barcha tub sonlar to'plami, M-manfiy sonlar to'plami

juftlikdagi to'plamlardan gaysi biri ikkinchisining qism
to'plamibo’lishini aniglang.

5.23. Quyidagi to'plamlar uchun JNcB yoki sca

munosabatlardan qaysi biri o'rinli:

a) A =labcdy 8 =fac.d), b) A=te-M B =lacd}-

d) A-0, 8=0; g) A=0, 8 =la.b,d:

f)y Nn=s, 8=(): g} N={fala,0}. @ 8=lah

h) A={s.bl{c,rf.c,dl 8 =«a,blch j) N=(@0),0}, B ={0.t0),0}?

5.24. Munosabatning to'g'ri yoKki noto'g'ri ekanligini

aniglang:
a) a.z)c{fl;2i3); {1:3b 1:2} b) 6{{1; 23k {13}; 1(2
d) {1:3}C {{1:2; 3} {1, 3}, 12} e) 1,3ef1,23; (1,3 1.2
5.25. Quyidagi to'plamlar tengmi:
a) N=(2;4,6} va S ={6:4:2}; b) A* ft: 2.3} V3 S=ft; 1L lit};
d) A=({;2):{2:3}} Va » ={2:3:1}; e) {"256; VSi; VIS} vya

S = {22, 3% 4*p
526. *=N 1-sa +6=0) to'plamlar elementlari va -4={2;3}

to'plamlar haqgida nim deyish mumKkin?
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§5.2.To'plamlar ustida amallar

To'plamlar ustida amallar. A va B to'plamlarning ikkalasida
ham mavjud bo'lgan x elementga shu to'plamlarning umumiy
elementi deyildi. A va B to'plamlarning kesishmasi (yoki
ko'paytmasi) deb, ularning barcha umumiy elementlaridan
tuzilgan to'plamga aytiladi. A va B to'plamlarning kesishmasi
An B ko'rinishda belgilanadi: An B=(§ce A va XxeB). 2-rasmda
Eyler - Venn diagrammasi nomi bilan ataladigan chizmada A va
B shakllarning kesishmasi AnB ni beradi (chizmada shtrixlab
ko'rsatilgan).

2-rasm. 3-rasm.
A\B =B",

5.1-rasm

A va B to'plamlarning birlashmasi (yoki yig'indisi), deb
ularning kamida bittasida mavjud bo'lgan barcha elementlardan
tuzilgan to'plamga aytiladi. A va B to'plamlarning birlashmasi
anB ko'rinishida belgilanadi: Tnb={\x<eA yoki nes} (3-rasm).

A to'plamdan B to'plamlarning ayirmasi, deb A da mavjud
va B da mavjud bo‘lmagan barcha elementlardan tuzilgan
to'plamga aytiladi. A to'plamdan B to'plamlarning ayirmasi A-B
ko'rinishida belgilanadi: a-b ={x\xeA va « ij (4-rasm)-

To'plamlar ustida bajariladigan amallarning xossalari sonlar



bajariladigan amallarning xossalariga o'xshash. Har

ganday X,Y va Z to'plamlar uchun:

1) XvY =YvVvX; 1') Xr\Y =YnX;

2 xuYywZ=xv(yvz)=(xvz)vy;

2) (XnY)nZ =(X n>Z)nY =Xn(YnZzZ);

3) (XyjY)nZ=(XvZ)u(Y<jZ); 3" (ffny)uzZ =(jfuZ)n(ru2).

1) O=u; 2) t'=0; 3) (x")=X, 4) [I dan olingan har ganday X
va Y to'plam uchun (xr>r)= xXnY'-, (xuy)=x'nr.Shuningdek, agar
XczY bo'lsa, XnY =x, XuY=Y bo'ladi. Xususan, OcX va XX
bo'lganda, OUA"=0 <K¥™X=X, XnNnX =X, X\jx =x bo'ladi.

To'plamlarga doir masalalarni yeching

5.27. A ={a,b,c,d,e,f} va B ={b,d,e,g,f\ to'plamlar berilgan.
Ularning kesishmasi va birlashmasini Eyler-Venn
diagrammasida talqin eting?

528 A={234}, B ={,3,5, C={159 to'plam berilgan.
D ={1,23459 to'plam universal to'plam bo'ladimi? £={123,459,5}
va M - {13459} to'plamlar-chi?

5.29. M =06; 29; 15; 68, 27}. ? =[4:1S: 2747, 36 90}. R ={90:4:47}
to'plamlar berilgan. wnp,mng,Png.MnPnQ larni toping.

5.30. A-18 ning hamma natural bo'linuvchilari to'plami, B-
24 ning hamma natural bo’'linuvchilari to'plami. AnB to'plam
elementlarini ko'rsting.

5.31. P ikki xonali natural sonlar to'plami, S barcha toq
natural sonlar to'plami bo'lsa, K=Pr>s to'plamga qgaysi sonlar
kiradi?

a) 2lek m b) Rek; d) ?*k; e) I7*K deyish to'g'rimi?

5.32. "Matematika" va "grammatika" so'zlaridagi harflar
to plamini tuzing. Bu to'plamlar kesishmasini toping.

5.33. [1; 5] va [3; 7] kesmalarning kesishmasini toping.

534. r= (abcdef\ va f to'plamlar birlashmasini

535. *-fan«Ax«<b5} va s =tnlite s,n >7} to'plamlar
birlashmasini toping.

a) 46/jus; b) ~3ed4uns - deyish to'g'rimi?

151



5.36.Agar a) n =bl* =8c* «4, B =bl.*=T1 - n/ez)-

b) A =bl* =6k- lke2, B=txix=6!+41ez)] bo'lsa, AuB
toping.

5.37. A =124,63....140|.S=0;35,7;..,37, c ={foblfcjdUft/Ig )}
to'plamlarning har biridagi elementlar sonini aniglang. da

nechta element mavjud?
5.38. 4*{2;34S7,10.8 =3S;79.cm{4911] bo'bln. Quyidagi
to'plamlarda nechtadan element mavjud:

a) AU(B\)0 b)(Cn5)nn d)4nCBuC)
e)™U(Sno f) An(8ncC) g)SnC4ucC)?
5.39. =tvl-s <xs i0), 6 =bln e.v3<x<is} bo'lsin. va la

to'plam elemcntlarini toping.

5.40. P-ikki xonali natural sonlar to'plami, Q-juft natural
sonlar to'plami bo'lsin. p/q va q/p to'plamlarni tuzing.

5.41. C va D kesishuvchi to'plamlar bo'lsin. Eyler -Verm
diagrammalari yordamida c/p.d/cX'D~d/c larni tasvirlang.

5.42. v bilan natural sonlar to'plami N ning butun sonlar
to'plami Z ga to'ldiruvchisini belgilaymiz, Quyidgilar to'g'rimi:

a) -4eV' ; b) OeiV'; d)13€.V; e)-8«rI;

f) -S.3«.V' g)0«.V",

5.43. a =bl* =2k +i,k *z] to'plamning Z to'plamga
to'ldiruvchisini toping.

544.-4 =bb =3kka2z\ to'plamning Z to'plamga to'ldiruvchisini
toping.

545. Agar AcU.Bcu bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinli
bo’'lishini isbotlang:

a)(AmusSf =n"ne-. b)(An5/ =n"nB"

546. Agar A to'plam **-7*+6=0 tenglamaning ildizlari
to'plamiva s =(hi bo'lsa, a =8 bo'lishini isbotlang.

547. As=MNA4nsy tenglikni isbotlang.

5.48. anG\a) =0 tenglikni isbotlang.

549. acwuscu.Ans =0 bo'lsin. Quyidagilarni Eyler-Beiin
diagrammalari yordami bilan tasvirlang va ulardan tenglarini
ko'rsating:
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G- nB); 2)AnNB'; 3)Afig; 4) Nur; 5 UB); 6) ««8

5.50. a) Munosabatlarni isbot giling:

1) (ou8\8 =i 2) Nu(s nQ =«u®)N1<€ur)

b) A va B lar U universal to'plamning gism-to'plamlari. Isbot
qiling:

C4nsS) =/U S,

5.51. Ifodalarni soddalashtiring:

1) 5nGus); 2) Wn &nsk

5.52. Sinfda bir necha o'quvchi marka yig'dilar. 15 o'quvchi
0O'zbekiston markalarini, 11 kishi chet el markalarini, 6 kishi ham
O'zbekiston markalarini, ham chet el markalarini yig'di. Sinfda
necha o'quvchi marka to'plagan?

5.53. 32 o'quvchining 12 tasi voleybol seksiyasiga, 15 tasi
basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala seksiyaga ham
gatnashadi. Sinfdagi necha o'quvchi hech bir seksiyaga
gatnashmaydi?

5.54. 30 o'quchidan 18 tasi matematikaga, 17 tasi esa fizikaga
gizigadi. Ikkala fanga ham qizigadigan o'quvchilar soni nechta
bo'lishi mumkin? (Ko'rsatma. lIkkala fanga ham qizigmaydigan
o'quvchilar soni feell ,23..12}).

5.55. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis
tilini ham, fransuz tilini ham bilmaydi, 75 tasi nemis tilini, 83 tasi
esa fransuz tilini biladi. lkkala tilni ham biladigan sayyohlar
sonini toping.

5.56. 26 o'quvchining 14 tasi shaxmatga, 16 tasi shashkaga
gizigadi. Ham  shashkaga, ham shaxmatga qizigadigan
o'quvchilar nechta?

Takrorlash uchun savollar
1-To'plam deb nimaga aytiladi?
2.Universal to'plam deb nimaga aytiladi?
3-Qism to'plam nima?
4.To'plamning ganday xossalari bor?
5-To'plamning birlashmasi va kesishmasining farqi nimada?
6-Bo'sh to'plam nima?
NeQachon to'plamlar teng deyiladi?



TO'PLAMLARGA DOIR NAZORAT TESTLARI
1. To'plamlar va ular ustida amallar

1. To'plamlar nazariyasining asoschisi kim ?
A) Pifagor . B) Dekart. C) Kantor .
D) Ferma . E) Gauss .
2.Quyidagi to'plamlardan gaysi biri bo'sh to'plam emas?
A) Kvadrati manfiy bo'lgan haqiqiy sonlar.
B) sinx =2 tenglama yechimlari to'plami.
C) Ikkita burchagi o'tmas bo'lgan uchburchaklar to'plami.
D) Kubi manfiy bo'lgan sonlar to'plami.
E) Ikkiga bo'linmaydigan juft sonlar to'plami.

3.Qachon A to'plam B to'plamning qgismi deyiladi?

A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo’lsa.
C)Agar B to'plamning har bir elementi A to'plamga tegishli

bo'lsa.

D)Agar A to'plamning har bir elementi B to'plamga tegishli

bo'lsa.

E) To'g'ri javob keltirilmagan.

4.Quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto'g'ri?
A) bo'sh to'plam barcha to'plamlarning to'plam ostisi

bo'ladi.
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B) har bir to'plam o'zining to'plam ostisi bo'ladi.
C)Agar AcB va CcA bo'lsa, unda CciB bo'ladi.
D)Agar BczA bo'lsa, unda AnB=B bo'ladi.
E)Agar BcA bo'lsa, unda AuB=B bo'ladi.

5.A va B to'plamlar birlashmasi amali gayerda ifodalangan
A) A un B. B) A n B. C) A ¢ B.
D) A 3B. E) A \B.



6.Agar xeA u B bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri
o'rinli emas ?
A)xeA,xgB. B)XEA,xeB. C)xgA,xgB.
D) xeA , xeB . E) barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi .
7.To'plamlar birlashmasi amalining xossasi gayerda
noto'g'ri ko'rsatilgan ? (Q - universal to'plam, O - bo'sh to'plam)
A) AvB =BuA. B)AuO=A. C)AUA =A.
D) AuQ =Q. E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.
8. A =[-3,0] va B =(-1, 5] to'plamlar birlashmasi gayerda

to'g'ri ko'rsatilgan?

A) [-3,5]. B) [-3,-1]. C) (-1, 0). D) (0, 5]. E) [-
1,5].

9.AvaB to'plamlar kesishmasi amali gayerda ifodalangan?

A) A u B. B) A n B. C)A c B. D) A 3B. E) A
\B.

10. Agar xeA n B bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri
o'rinli bo'ladi ?
A) xeA, xgB. B)xéA,xeB. C)xeA,xrB.
D) xeA,xeB . E) barcha tasdiglar o'rinli emas .

2.Chekli va cheksiz to'plamlar

1. Chekli to'plamni ko'rsating.

A) Moduli 2 dan kichik bo'lgan haqiqiy sonlar to'plami.
B) Moduli 2 dan kichik ratsional sonlar to'plami.

C) Moduli 2dan kichik irratsional sonlar to'plami.

D) Moduli 2 dan kichik butun sonlar to'plami.

E) Moduli 2 dan kichik kasr sonlar to'plami.

2.Quyidagi to'plamlardan qaysi biri cheksiz to'plam bo'ladi?
A) ax2tbx+c=0 kvadrat tenglama ildizlari to'plami.

B) ax+b=c (a*0) chiziqgli tenglama ildizlari to'plami .

C) sinx=a (lal<1l) trigonometrik tenglama ildizlari to'plami.
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D) logax=b (>0, a*1) logarifmik tenglama ildizlari to'plami .
E) ax=b (8>0, a*\) ko'rsatgichli tenglama ildizlari to'plami .

3.Quyidagi to'plamlaridan gaysi biri sanoqgli emas?

A) butun sonlar to'plami. B) ratsional sonlar to'plami.
C) juft sonlar to'plami. D) tog sonlar to'plamii.

E) irratsional sonlar to'plami.

4.Quyidagi to'plamlaridan gaysi biri sanoqgsiz?

A) butun sonlar to'plami. B) ratsional sonlar to'plami.
C) irratsional sonlar to'plami. D) toqg sonlar to'plami .

E) juft sonlar to'plami.

5.Quyidagi to'plamlaridan gaysi biri sanoqli?

A) (a,b) oraligdagi sonlar to'plami.

B) ratsional sonlar to'plami.

C) irratsional sonlar to'plami.

D) haqiqiy sonlar to'plami.

E) musbat sonlar to'plami.

6.Quyidagi to'plamlardan gaysi biri chekli emas?

A) kitobdagi varaqlar to'plami.

B) alfavitdagi harflar to'plami.

C) tub sonlar to'plami.

D) ko'pburchak tomonlari to'plami.

E) Buxorodagi talabalar to'plami .

7.Quyidagi tenglamalardan qaysi birining ildizlari cheksiz

to'plam hosil qgiladi?
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A) axb (>0, a*\). B) log»x=b (a>0, a*l).
C) ax3+ bx2+cx+d=0. D) sinax=b ( Ib\<1).
E) Barcha tenglama ildizlari chekli to'plam hosil giladi.
8. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri cheksiz emas?
A) 5 ga karrali natural sonlar to'plami.
B) to'g'ri burchakli uchburchaklar to'plami.
C) cosx=0.7 tenglama ildizlari to'plami.



D) Yer yuzidagi barcha odamlar to'plami.
E) [a,b] kesmadagi nuqtalar to'plami.
9.Qaysi javobdagi A va B to'plamlar ekvivalent (A~B)
emas?
A) A=Z= {butun sonlar to'plami}, B=A/={natural sonlar
to'plami}.
B)A=[0,1], B=[0,10].
C) A={1,2,3,4,5}, B={11,12,13,14,15}.
D) N={10,15,20,25} B=)31,32,33,34,35}.
E) A=N={natural sonlar to'plami}, B=Q=jratsional sonlar
to'plami}.
10. Sanogli to'plam ta'rifini to'ldiring: A to'plam sanoqli
deyiladi, agarda u ....... to'plamiga ekvivalent bo'lsa.
A) (0,1) oraligdagi nuqtalar. B) irratsional sonlar .
C) [0,1] kesmadagi nuqtalar.
D) natural sonlar. E) haqiqiy sonlar.

3. Qavariq to'plamlar

1 Quyidagi to'plamlardan gaysi biri nuqtaviy emas?

A) [a,b] kesma . B) (a,b) oralig . C) doira . D) shar .

E) keltirilgan barcha to'plamlar nuqtaviy .

2.Ta'rifni to'ldiring: Nuqtaviy A to'plam gavariq deyiladi,
agarda uning ixtiyoriy ikkita nuqgtasini tutashtiruvchi kesmaning
.... A to'plamga tegishli bo'lsa.

A) fagat chegaraviy nuqtalari. B) kamida bitta nuqtasi.

C) kamida ikkita nuqtasi. D) barcha nuqtalari .

E) bir gism nuqtalari.

3.Tekislikdagi ushbu to'plamlardan gaysi biri qgavariq
bo'Imasligi mumkin?

A) trapetsiya. B) uchburchak.

C) to'rtburchak. D) kesma. E) romb.



4.Fazodagi ushbu to'plamlardan qaysi biri qavariq
bo'Imasligi mumkin?

A) shar. B) piramida. C) prizma. D) konus.

E) keltirilgan barcha to'plamlar doimo gavariq bo'ladi.

5. Tasdigni to'ldiring: A to'plamning ichki nuqtasini o'z ichiga
oluvchi shunday yetarli kichik kesma mavjudki, uning — A
to'plamga tegishli bo'ladi.

A) fagat bitta nuqtasi. B) fagat biror nuqtasi.

C) barcha nuqtalari D) fagat bir gism nuqtalari.

E) fagat ikkita nuqtasi.

6. Agar | kesma A to'plamning biror chetki nuqtasini o'z
ichiga olsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?
A) /kesmaning bitta nuqtasi A to'plamga tegishli.

B) | kesmaning biror nuqtasi A to'plamga tegishli.
C) /kesmaning barcha nuqtalari A to'plamga tegishli.
D) /kesmaning bir gism nuqtalari A to'plamga tegishli.
E) barcha tasdiqglar o'rinli bo'ladi.
7. Trapetsiya nechta chetki nuqtaga ega ?
A)O. B)1. C)2. D) 3. E)4.

8. Tekislikdagi ushbu to'plamlardan qaysi biri cheksiz ko'p
chetki nuqtaga ega?

A) romb. B) kesma. C) uchburchak.
D) doira. E) trapetsiya.

9. Kub nechta chetki nugtaga ega ?

A)O0. B)2. C) 4. D)6. E)8.

10. Fazodagi ushbu to'plamlardan qgaysi biri cheksiz ko'p
chetki nuqtaga ega?

A) piramida. B) prizma. C) kub. D) shar. E)
parallelepiped.



Matematikaning asosiy vazifasi bizni o'rab turgan
tartibsizliklarda yashiringan tartibni topishdan iborat.
N.Viner

VI-BOB. FUNKSIYA, UNING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI
86.1. Funksiya va u bilan bog'lig tushunchalar.
86.2. Funksiyaning limiti
86.3. Funksiyaning uzluksizligi va uzulish nuqtalari

§ 6.1. Funksiya va u bilan bog'lig tushunchalar

1. Agar X to'plamning har bir x elementiga Y to'plamning
ma'lum bir y elementi biror/gonun-qgoida asosida mos go'yilgan
bo'lsa, u holda X to'plamda y =f(x)funksiya berilgan deyiladi.
Bunda x-erkli o'zgaruvchi yoki argument, y-erksiz o’zgaruvchi
yokifunksiya deyiladi.

v=f(x) funksiyada x argument gabul qgila oladigan barcha
giymatlar to'plami funksiyaning aniqglanish sohasi deyiladi va
D{/} kabi belgilanadi. as D {f) bo'lganda y =f(x) funksiya gabul
giladigan giymatlar to'plami funksiyaning o'zgarish sohasi deb
ataladi va E{/} kabi belgilanadi.

2.Agar y=f(x) funksiya uchun /(-*)=f(x) yoki
/(-=*)=-/(x) shart bajarilsa u mos ravishda juft yoki toq
funksiya deyiladi.

3. Agar y =f(x) funksiyada argumentning har ganday x] <x2
giymatlari uchun /(x,)<f(x2) yoki /7 (jc,)>f(x2) shart bajarilsa, u
mos ravishda o’suvchi yoki kamayuvchi funksiya deyiladi.
O'suvchi va kamayuvchi funksiyalar birgalikda monoton
funksiyalar deyiladi.

4. Agarda ixtiyoriy x<=D{f} va biror chekli M soni uchun

tengsizlik bajarilsa, wunda y =f(x) chegaralangan
funksiya deyiladi. Aks holda y =f(x) chegaralanmagan
funksiyani ifodalaydi.

5. Quyidagilar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi:

iss



1) y —xa - darajali funksiya. Bunda daraja ko'rsatkichi a
ixtiyoriy haqiqiy son bo’lishi mumkin. Darajali funksiyaning
aniglanish D{/} va o'zgarish E{/} sohalari a giymatiga qgarab
topiladi.

2) y=axa=>0a*\ - ko'rsatkichli funksiya. Bunda
D{f} =(~ moo va £m{/}=(0O+00) bo'ladi.

3) y=log,jt a=0a*1 -logarifmik funksiya. Bunda
D {f} =0,+oc) va £{/} =(-0o,+00) bo'ladi.

4) y =sin.r, v=cosx, Yy =tgx, Yy =ctgx - trigonometrik
funksiyalar. Bu yerda

£>{sinx} = D{cosx} =(-00,+00), ~{sinx} =~{cos.t} =[-1,1],

D{tgx} =[x:x * ~(2k +1)[4 =0,+1,+2,—}, E{tgx] =(-00,+00),

D{ctgx} = {x:x*nkK,k= 0,+1,+2,- ==}, E{ctgx] =(- 00,+00)i
5) v =arcsinx, v=arccosx, y =arctgx, y-arcctgx - teskari

trigonometrik funksiyalar. Bu funksiyalar uchun
Dlarcsinx} =[-1,1], fjarcsinx} =[-/2,n-/2],

O{arccosx} =[-1,1], Elarccos.r} =[0,n-],

D{arctgx} =(- 0o,+cc), E {arctgx) =(-n-/2,rr/2\

D{arcctgx} =(- 0o,+00), E {arcctgx} =(0,7r).

6. y=f{x) va y=g(x) funksiyalar berilgan bo'lib, agco!/)
shart bajarilgan bo'lsin. Bu holda y=f(g{x)) funksiya aniglangan
bo'lib, u murakkab funksiya deb ataladi. Bunda y-f{-) - tashqi,
y=g(X)- ichki funksiya deyiladi. Murakkab funksiya hosil etish
amali funksiyalarni kompozitsiyalash deb yuritiladi.

7. Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida
arifmetik va kompozitsiyalash amallarini bajarish orgali hosil
gilingan funksiyalar elementarfunksiyalar deyiladi.

8. Agar y =f(x) funksiya uchun biror 7>0 soni va X
argumentning barcha qiymatlarida f(x +T)=f(x) tenglik o'rinli
bo'lsa, unda y=f(x) davriy funksiya, T esa uning davri deyiladi.

9. y-fx) funksiya Djf) aniglanish sohasiga tegishli har bir X
nuqtaga E{/} o'zgarish sohasiga tegishli bitta y nugtani mos
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oyaai. Bu yerda har bir ye£{/} nuqtaga bitta xeD{f} nuqgtani
s go'yuvchi x=g(y) funksiya mavjud bo'lsin. Bu holda x=g(y)
funksiya y=/(*) funksiyaga teskari funksiya deyiladi. Odatda
—/(® funksiyaga teskari funksiya y-f~\x) kabi belgilanadi.
Bunda [f~'(X)]~x=f(x) munosabat o'rinli bo'ladi va shu sababli
/) hamda f~\x) o'zaro teskari funksiyalar deb yuritiladi. Bunda
=£m{/"},£{/} =D{/_I}munosabatlar o'rinli bo'ladi.

10. Grafiklami almashtirish:

a) y =f(x +a) funksiya grafigi y =f(x) funksiya grafigini OX
o'gi bo'yicha a birlik chapga (a>0) yoki o'ngga (a<O ) parallel
ko'chirishdan hosil bo'ladi.

b) y =f(x)+b funksiya grafigi y =f(x) funksiya grafigini OY
o'gi bo'yicha b birlik yuqoriga (b>0) yoki pastga (b<0) parallel
siljishitishdan hosil bo'ladi.

c) y=cf(x) (C*0) funksiya grafigi y =f(x) funksiya grafigini
OY o'giga nisbatan C marta cho'zish (|C| >1) yoki gisish (0 <|C <1)
orqali hosil gilinadi.

d) y =f(kx) funksiya grafigi y =f(x) funksiya grafigini OX
o'giga nisbatan k marta kengaytirish (k>1) yoki qisish (0 <k<1
Jorgali hosil gilinadi.

11. Haqigiy x sonning absolut gqiymati j; kabi belgilanadi
va

., (X, agar x>0
[-%, agar x<O

tenglik blan aniglanadi.

1. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

6.1) n 6.2), = 4 ;
X-1 lg(x-D2

6.3) y = w4—p2tgx;

6.4) y =j fcsin(x~ 0 . 6 5) ™ _ Vsinxj-0.5 _)g(y _ 1)|n(4_ x);
lgx WxX—2



(4

6.6) ,
6.8) y=Vx+2-In(4-x) ; 6.9 y="~*2Infxi)_j/f3!
(X2 +)V5* *
arcsin jc r2 7
610, y=1"7 - 6 .ii),,A-5i.)+1,(1tl,,

2.Quyidagi funksiyalarning o'zgarish sohasini toping:

6.12) y =3sinx +4cosx ; 6.13) y =e 2;
6.14) y =7" bi 6.15) ¥ F 3 v
1+* (Sinjc +cosx) +2
6.16) y =log”~arccosx); 6.17) y _AVax-1
X2+
6.18) y =6sinx-8cosx ; 6.19) y =2-5 2n;

6.20) y =-3x2+1Qr—3; 6.21) y =-5x2+26x +5.
6-22),. I

3sin 2x + 4 cos 2Xx

6.23).v=to -2 : funksiyaning E{/} o'zgarish sohasini toping.

3. Quyidagi funksiyalarni juft va toqlikka tekshiring:

6.24) y =x +sinx ; 6.25) y =xsin3*;
6.26) y =xcosx; 6.27) y=F~£1 ; 628 y=iin
VCOSX 2X
[1=x2'
6.29) y =lg =
2+x3
6.31) y =(sin2x +cosx)r3; 6.32) y =X2Inx;

6.33) y =34x-X2+cosx.
6.34)a) = = o VI=X2; b))y =j|xj|/gx+x3; C) y =3*sin

d)y = 2sin 4x funksiyani eng kichiik davrini toping
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4 Murakkab funksiyaga doir quyidagi masalalarni
yeching:

6.35) 1*) = A’

X\ 6.36) y(x) =2X y(log,*) =?;

637)* )- £ . Z(,b?;
6.38) N =3*, >A*(*)—y. *(*)"?e-
6.39) /(g(x))=tgjr k2. /(*)=?, g(X)=?

6.40) /(g(x)) =VI+« 2r- N*H/ S(*)=2

6.41)y(x) =" 1] funksiya bo'yicha v jjj murakkab funksiyani

toping.
6.42) y(X)= 2x+5 va V@B -aK*»- 10 bo'lsa, z(x) funksiyani
toping.
8§ 6.2. Funksiyaning lim iti

1. Agar ixtiyoriy kichiks >0 soni uchun shunday 8 =8()>Q
son topilsaki, |x-a|<£ shartni ganoatlantiruvchi barcha X va biror
chekli A soni uchun \f(xX)~A\<e tengsizlik bajarilsa, u holda A
soni y =f(x) funksiyaning x-*a holdagi limiti deyiladi va
lim f{x)=A kabi ifodalanadi.

2. Agar ixtiyoriy kichik £->0 soni uchun shunday N =N(e)> 0
son topilsaki, [d>N shartni ganoatlantiruvchi barcha X va biror
chekli A soni uchun \f(X)-A\<e tengsizlik bajarilsa, u holda A
soni y=f(x) funksiyaning x-»*+° holdagi limiti deyiladi va

lim f(x)=A kabi ifodalanadi.

3. Agar limax)=0 yoki lim orx)=0 bo'lsa, unda a{x)

x-ta X-ytZ>
funksiya mos ravishda X->a yoki x-»xao holda cheksiz Kkichik
nigaor deyiladi.
4. Cheksiz kichik migdorlar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar a(x) cheksiz kichik migdor bo'lsa, unda ixtiyoriy q
o'zgarmas son uchun Ca(x) ham cheksiz kichik migdor bo'ladi

b) Agar a(x) va p(x) cheksiz kichik miqgdorlar bo'lsa, unda
a(X)x p(x\a(x)- P(x) ham va /37 cheksiz kichik migdorlar bo'ladi

¢) a(x) va ji(x) cheksiz kichik migdorlarning nisbati a(x)Ip(X)
cheksiz  kichik miqdor bo'lishi shart emas. Agar
im | | =l(a-chekdi sn yoki deksiz) boIsa , a(x) va /3X) cheksiz

kichik miqgdorlar ekvivalent deb ataladi va a(x)~/3(x) kabi
belgianadi. Masalan, agar a(x) cheksiz kichik migdor bo'lsa

sina(x)~ a(x), arcsina((x)~ a(x), lga{x)~a(x}, arctga(x)~ a(x},

1-osao~ 0 log @+ «())- a Ind + a())~ a(x>

1~ a(x)Ilna; eeW _ i ~a(x), (Il +a(x))” ~1+na(x)
d) Agar a(x) cheksiz kichik miqgdor bo'lsa, unda ijm 1 =Xl
X-*a a(x)

ya'ni _L_ funksiya cheksiz katta bo'ladi.
a(x)

5. Turli funksiyalarniing limitlarini hisoblashda

lim Cf (x)=C lim jf(x) = C mA (C - const ), lim Cc =c¢C
X =0 X = a X -» a
formulalardan va

10, agar a > lObollsa; foo, agar a > 0bo'Isg
lim xu =<1, agar a = (0 bo' Isa; , lim xe =j 1, agar a =0 bo' Isg
v [00, agar a < (0bo'Isa. e I[ 0, agar a <0bo'lsa

ekanligidan foydalaruish mumkin.

6. Limitlarni hisoblas;hda quyidagi tengliklardan foydalanish
mumKkin;

1) iimO f!%_L_ i —birinchi ajoyib limit;

2) Iim (1"';:} =Iim0(l +X)lfr =e =271328 * ikkinchi Cljoyib

limit;
3) imjg m+*), @>e;; 4) lmM Lif) _i; 5)iim £1z*In«;
X->0 X
6)limEI™ =i; 7) jim(Lxi)™l=a; 8) lim~xbl=i
X~* X X-»0 X J=0 X 2



B

7. [70QIf(,) ko'rinishdagi murakkab darajali-ko'rsatkichli

funksiyaning limiti f(x)>0 shartda umumiy holda

lim [/ (*)]s(@r) = exP{ lim [g(jc)In/(x)]}, exp{ *} =e 1*!
jr»a
tenglik orqali hisoblanishi mumkin.

Quyidagi xususiy hollarda bu limit javobini darhol yozish

mumkin:
71. Agar lim fix) =A >0, lim g(x)=B
X—=a

r—=a

va A, B chekli
sonlar bo'lsa, unda
M /()W =>< ;
7.2. Agar 0</I<1 va B=+" bo’'lsa, unda )!irpa[f(x)]g\ =[/r* 1=o0;
7.3. Agar A>1va B=+>bo'lsa, unda X|i_r11al [7(.v)]s(t) =[A+x] =+X;
74. Agar 0</I<1 va B="~* bo'lsa, unda )!njpa [/(™)]o®) =[A~T] =+
75. Agar A>1va B=-""bo'lsa, unda XIi_rpa[/(.r)]g(t) =[A~Xx] =0;

A=1 va B=x* , A=0 va B=0 , A=+ va B=0 hollarda
lim[/(r)]*M limitni hisoblash masalasi mos ravishda 1‘ , 0°, °°n
X->a

ko'rinishdagi anigmasliklami ochish orgali yechiladi.

8. Im f(x)=A, lim g(x) =B bo'lganda f(x) va g(x)
X = a X “m a
funksiyalar nisbatlarining limiti AvaB chekli sonlar (B*0) holda
lim 70 A

U0 gmgoto e

formula bilan aniglanadi.
Quyidagi hollarda bu Ilimit qiymatini darhol yozish

mumkin:

‘A®0 B =0= lim /(%)

9(x)
. A
8.2.A - cheklisonva B =12 |im = o,
**x0g(x) +®
83. A=m va B - chekli son imM - ® =m ;Agar A=0 va
g(x)~

B=0, A~mva B=" bo'lsa, m /(*) limitni hisoblash masalasi mos
(%)



ravishda £ ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish orgalj

yechiladi.
9. lim f (X)=A,Ilim g(x) =B bo'lganda f(x) va g

funksiyalar ko'paytmasining limiti A va B chekli sonlar bo'lgan
holda XIima[/ (x) =g (x)] =Xli[>nM /(*)—Iixma g(x) =A B
formula bilan aniglanadi.

Quyidagi hollarda bu Ilimit qiymatini darhol yozish
mumkin:

9.1.A*0; B=om= Ilim [/ (x) mg(x)] =[A mo]= ®

92. A =w; B =w= I|lm [7/(x) g(x)] =[o ool=o0

Agar J1I=0 va B=" bo'lsa, im[/(*)=g(*)] limitni hisoblash
X->a
masalasi ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish orgali
yechiladi.

10. \Ill[paf (x) =a,)|<|[r>1ag(x) =B bo'lganda f(x) va gx)
funksiyalar algebraik yig'indisining limiti A va B chekli sonlar
bo Igan holda I|m [/ (x) £g(x)] = Ilrp / (X)) = Ilmag(x) =Axs8
formula bilan aniglanadi.

Quyidagi hollarda bu limit qiymatini darhol yozish
mumkin:

FO.1. »n = -kec: B=4+ac = lim [/ (*)+E£(*)] = [+ 00 +(+00 )]=+<» -
10.2. A= pos - s> =5 min t/(jr)+ *(*)] = [- o + (-« )]= -00
103 A~chekli son A4 A lim [/ (*)+ g(*)] = [~ £ 00)]= o0

Agar A=+* va B— bo'lsa, uf [/(*) +g(*)] limitni hisoblash
x*a

masalasi ‘ooo ko'rinishdagi anigmasliklarni ochish orgali

yechiladi.
11. Ikkita ko'phad nisbatining x-t00 holdagi limiti
oo, agar n>mbo' Isa’
I_) ax +a,_,x +...+aXx +an hn'lsa;-
IIm 7r \=lIim — -———— 11— - =\a Ibm agar a =« b0 1
™OM\X) x~"°bnmx +b,,Lxx “m+t_. +BiX + o | agar n<T bOlsa.

tenglik bilan topiladi.



5. Ko'phadlar nisbatidan iborat funksiyaning lim itini

6.43)

6.45)

6.47)

6.49)

6.51)

6.53)

6.55)

6.57)

6.59)

6.61)

6.63)

6.65)

6.67)

6-69)

6.71)

6.73)

hisoblang.
X3+2x2-4x-8
Ll x3+8 ’
2x2+x-\
Hm,
r—=>2X -3x-2
(14 x)3- (I +3x)_
lim j /
=0 X +X

L :

X->00 JC3 + 4jc + 3Xx
X4 -x3+x-\
lim
e 2x -x-1
X2+2%x-3
lim
L=2x3+4x2+3x
4 _1
lim,
22X -x —
. X3+4x2+3x
lim
® X +x-6
.3 o
lim
+2x2-4x-8

X +2x+1
Iim

. 3X3-4x2-2
lim

*»-2 5x +8x2+1
. 4x - 5ic- 6
lim
X=*bXr - X 2+2X
. x3-1

lim

N X 3-3x-2

. 3X3-7x2+2x
lim

*mP 4x -5Xx-6

lim -gl-2*-*
AR (X2-x-2)"

lim /4 - ;- /4 + [
=0 2X

b.a2) imB2BVEL
A=6X —IX +6X
6.46) lim* %"

22X -5Xx+6
. X3+2x2-x-2
6.48) Iim
X=>-\ X2 +X

650) lim ©2*2-*"]
JHX +2x -x-2
652) lim *373%*2

Jt-+-2 X3 - X2 - X+ 1

6.54) lim X2*2x-3)2.
*>3X +4x +3X
- 3x—2
656) lim <
*->@Ex3+2x2-jc-2"
. 4-1
658 lim *
*Fx3- x2- X+1
. - 2x-1
6.60) lim “v. <
i-»-3X +2x+1
. X3-3x2+4
6.62) lim > >X°7"
X+2 X4-4%x2
. —3x-2
6.64) lim x
X —2X -X +2
. X4+2x3+x2
6.66) lim <" T
X +2x+1
668) ,,T(LxdpO0ox";
A->00 X + i
. r3—3x—=2
6.70) lim -— ;
X+X2
. 3-3x—2
6.72) lim 7>
> X~ —X —2
6.74) lim N+2\
O
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6.75) lim 6.76) jim -3 +2

*_%k v +3x - 5x+4 *-»lx] + 4x* + 3x
6-77) o Fb . 6.78) Hm (V*2+Xx - y[x*~I4
iy RN,
6.79) Jimxcigx) 6.80) i (4 ogx )2
6.81) UnfEzi 6.82) im
X=R/* +1 t=>0cos 4x - cos 2jc

6. Irratsional ifodali funksiya limitini hisoblang.

6.83) Ilim (Vx2+2x-\ -n/x2—5x +3);
r—s4-nr.

6.84) &g;%ﬂﬁﬁ' 6.85) 52&(,@(—4 6.86) }im’(,r +VI

6.87) NTYN+13-2"+1 6.88) lim (/X2 +4 - n/x +3);
3 X -9 =
6.89) lim VB H3X-X 6.90) [[MVI-2x +x2-(! +%)
=0 X
6.91) lim— ~1-w1 6.92) lim V-l
> n £>1V1+X -n/2x
VX-6+2.
6.93 A 21:
) i aa 6.94) HTWX +2- M ?];
. n/25-2x-3 i
6.95) lim 6.96) lim "g/(x+2)2-n/(x-2)"13;
=0
6.97) Im4_4 ~ ; 6.98) limL/(x+3Xx-2) - x);
vv-8 2+Vx n—>c0
6.99) Hn 3YM bf); 6.100) HT~TN+2-
+90 x 2 x] +8
. /9+2x-5 .
6.101) lim 6.102) lim (WX2+5x +4 -n/x2+*]
*>8  Vx- 2
6.103) lim (x+VI - x3); 6.104) 1

X0/ +x -1

6.105) lig X Wx3+2 -1/x3-2);  6.106) lim (V- 5x+6-*)/



6.107) \-1fxJ;

Utr+x - IfrT-x
0-109) iSI-TJ _ .
V9 +2jc -5

6.111) #im—77= /
V?-4

iS)
6.108) limj£-!-

6.110) ﬂ(nzlrx(.Vx2+2—x);
vk

6.112) Iim~"8+3* +f —
*>0 X + X

7. Trigonometrik ifodali funksiya limitini hisoblang.

2sinx-|1
6.113) lim

*  sin6x

In}l - 7X)
6.115) mm // '\/
i—=>0sin(;r(x + 7j)

6.117) lim sin(a +x)-sin@-x)

=0 X

. CO0S2X-CcO0SX
6.119) lim----——--——-
*>0 1- cosX

5/r.
cos| x +— l=fgx

6.121) lim
arcsin2x
6.123) lim % % w/
0-0,9|2;r(x +0.5)]

6.125) |imSnK.

| +xsinx-cos2x
4

6.127) i

sin X

6.129) |im 1o Vcosx
*-»° xsin  vXx

6.131) i.iml_—_c_o_s_z_xr :/ 2X

X=* Xsin  3x

6.133) 5m I-2cosx

Sint7r - 5x

6.114) lim — 2.
n—x
6.116) lim .
=h Insinx
2
. sin3x - sin 2x
6.118) lim

*>0 In(l + 2tg3x)

5.120) lim’
=0 tg 3x

. 1- cos 2x
6.122) lim
X->0C0S7X-C0S3X

Incos2x
6.124) lim— —— ,

X->° sin" 3x
2sinx - /3

3x
cos
2

Ccos®:

6.126) lim

6.128) lim
tg nx

1- Vcosx
6.130) lim
X->11- COS/x

-2cosXx
6.132) Ilim
X Nr-3x

6.134) lim—

>0  sin" 8x
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2x-N2 COs- X .
6.135) lim ( ) 6.136) lim-———2zI m
r InsinVvV '
s Inm sindx-2sin2x .
6.137) lim-——————————— 6.138) lim ~ 7~ 3
j—to xIncos6x coS—
3 2-1
in2x-si
§138) fim Snexmsinx 6.140) lim -° s5x , cosj f
A--»OxIn(I-xsinx) ' sin X

Vcos™x - Vcosx
6.141) Ilim 6.142) lim 1 Cos *
*=>0 sin X X2 +sin3x

8. Berilgan limitlarni hisoblang.

COSTC~ 1
-1
6.145) lim e fl TVl 6.146) lim -sin(*2/;r) =
X Vx4+1—Vx4+1 wnr o

X -3x+3-1
. 6.148) i
6.147) “—rg—]e\)c —%@g_ ) *I—Tl sin ax

6.149) Ilim In’X~~0~In(x2 +1) =
e /x-1-1

6.150) Ilrgln(x+2) In(2x 1 ; 6.151) lim In(5 - 2x)
6.152) lim-—
JH1N(X + V1+x2)
9.Murakkab ko'rsatkichli-darajali  funksiya limitini
hisoblang.
R ACES L
6153) lim 6-———-:' 6.154) linf(2 =cos3x) Sin(l+X2)
*»<\  cosxy * >0

ctg2x
6.155) XE;nm(cosx)smSJ; 6.156) lim (2-x)Inr2



6.159) Hg (cos-Ix)x ; 6.160) lim[l - In(l +x3)]*-arsin';

X->0

6.161) lim(cosx)" 6.162) limf2- 3arc«2™ 'jsiny;
) xl>0( %) 0
. 4 isin23r
6.163) limf6 ox. 6.164) lim 5-
X-»<\ cos X
6.165) lim 'w2 -cosx ; 6.166) Hmi2 *  I=cosax
) =0 J13=3]
Mr
Xr +5 .
6.167) lim 6.168) Ilggs— 2cosx) cos' n;
X2 +3 I

86.3. Funksiyaning uzluksizligi va uzulish nuqtalari

1.Quyidagi shartlar bajarilsa, y =fix) funksiya X0 nuqtada
uzluksiz deyiladi:

= funksiya xOnuqta va uning atrofida aniglangan;

e /(x) funksiya x0 nuqtada chekli chap X_grj&_o/(x):/(XO—O)

va o'ng x—|>i>>T)10/(X):/(XO+O) limitlarga ega;

- f(x) funksiyaning xXOnuqtadagi chap va o'ng limitlari
o'zaro t ,yani lim /(xX)= lim /(*)=>/(x0-0)=/(x0+0).
eng. yant x-+x0-0 ( ) X»VOHO ( ) ( ) ( )

2. Agar xXOnuqgtada yuqorida keltirilgan shartlardan kamida
bittasi bajarilmasa, f(x) funksiya bu nuqtada uzlukli, xO esa
uning uzilish nuqtasi deyiladi.

Funksiya quyidagi ko'rinishdagi uzulishlarga ega bo'lishi
Mumkin.

a) Agar xOnuqgtada f(x) funksiyaning chap va o'ng limitlari
Mavjud va chekli, ammo /(x0-0)* /(x0+0) bo'lsa, unda funksiya
birinchi  tur uzulishga ega deb ataladi. Bu holda



i)

<M/(*o -0)—/(jcO+0] ifoda f(x) funksiyaning x0 nuqtadagi

sakrashi deyiladi (6.1 -chizma).
YA

6.1- chizma.

b) Agar f(x0-0)=f(xQ+0)*f(x0) yoki /(*,-0)=/(
bo'lib, f(x) funksiya x0 nuqtada aniglanmagan bo'lsa, unda
funksiya tuzatib bo'ladigan uzulishga egadeyiladi (6.2- chizma).
Buholda f(x0)=f(x0-0)=f(x0+0) debolinsa, ' (x) funksiya x0
nuqtadauzluksizbo'ladi.

6.2- chizma
c)Agar x0 nuqtada f(x0-0),f(x0+0) bir tomonlama
limitlardan kamida bitta sicheksiz qiymatga ega yoki mavjud
bo'Imasa, unda funksiya ikkinchi turuzulishga ega deyiladi (6.3-
chizma).
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Quyidagi funksiyalarnmg uzilish nuqtalarim topib, unda
uzulish turini aniglang va funksiyaning sxematik grafigini

chizing:
6.169)y =arctg-’\—4: ; 6.170)y =3r; 6.171)y=% - 1
X_
2x, agar X <1bo'lsa
6.172)y =0.5-; 6.173)y =

[2-x, agar x>\ bo'lsa.
6.174)y =£(x). Bunda E(x) ifoda x sonning butun qismini,

ya'ni undan katta bo'lmagan eng katta butun sonni ifodalaydi.

0.5x , [d<2 sinx, Xx<O;
6.175)y = 25 [{4=2 6.176)y = 1l+cosx, 0<x<2/r;
3 W>2 X, X >2n.
n Jcos— , x~O;
E17y=" o X®0 . 6.178)y =", ° ’
[ 1L x=0. 0, x=0.

11. Funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va wuzilish
nugtalarini aniglang.

6.179)y= ~ 6.180)y =
2 )y -x—IXx—5) !
2X%~2+1
6.181)y =In™ +~; 6.182) y = xtgx ; 6.183)y =cos(l +In.v);

6.184)y =In(l +cosx).
12. Quyidagi funksiyalar barcha nuqtalarda uzkuksiz
bo ladigan aparametrning giymatlarini toping:

asmx, X<—:
2

6.185)y ==

(a~ +3a-3)ex, x<O;

A 6.186) y =

X+ 7T X= In(x2+x +e), x>0.
Takrorlash uchun savollar

1-Qanday miqdorlar o'zgarmas deyiladi
2.Funksiya ganday ta'riflanadi?
3-Funksiyaning aniglanish sohasi deb nimaga aytiladi?
4.Davriy funksiya deb nimaga aytiladi?



5. Teskari funksiya ganday aniqlanadi?

6. Murakkab funksiya ganday ta'riflanadi?
7.Funksiyaning cheksiz limiti ganday ta'riflanadi?
8.Qanday shartda funksiya limiti mavjud bo'ladi?
9. Ajoyib limitlarni yozing.

10.Limitlarning asosiy xossalari nimalardan iborat?
11.Cheksiz kichik migdor deb nimaga aytiladi?

FUNKSIYA, UNING LIMITIVA UZLUKSIZLIGIGA
DOIR TESTLAR

1. Sonli to'plamlar. Sonning absolut giymati va uni
xossalari

1.Umumiy holda sonli to'plam elementlari ... sonlardan
iborat bo'ladi.

A)butun. B)natural. C) haqgiqiy.

D) ratsional. E) irratsional.

2.N (natural sonlar), Z (butun sonlar), Q (ratsional sonlar), R
(haqiqgiy sonlar) sonli to'plamlar orasidagi munosabat gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A)YNcZcQcR. B)ZcNcQcK.

C)RcQcZcN. D)QcZcNcR. E)ncZcKcQ.

3. Asosiy sonli to'plamlar uchun quyidagi munosabatlardan
gaysi biri to'g'ri?

A) NnZ=N. B) QnZ=Q . C) ZnR=R .

D) barcha munosabatlar to'g'ri.

E) barcha munosabatlar noto'g'ri.

4. Asosiy sonli to'plamlar uchun to'g'ri munosabatni
ko'rsating.

A)Nuz=2. B)Quz=Q . C)ZuR=R.

D)barcha munosabatlar to'g'ri.

E) barcha munosabatlar noto'g'ri.

5. Quyidagi sonli to'plamlardan qaysi biri ogaliq deb ataladi ?

A) (a,b) . B) [a,b). C) (ab]. D) [a,b] . E) [a,b].

6. Quyidagi sonli to'plamlardan gaysi biri kesma deb ataladi ?



0

A) (a,b) m B) [a,b). C) (ab] . D) [a,b] . E) \ab] .

7 Quyidagi sonli to'plamlardan qaysi birlari yarim oqgaliq
deb ataladi ?

1) (a,b) 2) [a,b) 3) (a,b] 4) [a,b] 5) [a,b)

A)1)va 2). B)2)va3). C)3)vadid).
D) 4)va5). E) 1)va4).
8.(a,b) , [a,b) , (a,b] va [a,b] sonli to'plamlarning d uzunligi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) a-b. B) ath. C) b-a. D) ab. E) W= -a2.
9.[-3,5) yarim oralig uzunligini toping.

A) 2. B) 5. C) 3. D) 4. E) 8.

10. (-4.5,5.5) oraliq uzunligini toping.

A) L B) 4.5. C) 55. D) 9. E) 10.

2. Sonli ketma-ketlik va uning lim iti

1.Quyidagalardan qaysi biri sonli ketma-ketlikni tashkil
etmaydi ?
A) Barcha juft sonlar. B) Barcha toq sonlar.
C)Barcha tub sonlar.
D) Barcha natural sonlar. E) Barcha musbat sonlar .

2-Ushbu -3 +— +e=  sonli ketma—ketliknin%
umumiy anhadi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) « =2 - Cl ,.=(-1)'2"*1.

D) ,.=(-)maid .E)

3.Umumiy hadi a, = ko'rinishda bo'lgan ketma-
ketlikning yugori M va quyi m chegaralarini toping.

A) M=10, m=I/2. B)M=I,m=1/2. C) M=3, m=I/2.

D) A) M=1/2, m=0. EyM=2, m=I.

4.Quyidagi sonli ketma-ketliklardan qaysi biri

‘hegaralangan ?

A) {n2+3}. B) {(-1)"-n}.C) 2D) |- 1.E) ™ .



5. Quyidagi ketma-ketliklardn gaysi birlari yaqginlashuvchi?

*  n2+\' M 2n2-1' z* ( 1rT‘

A) fagat x«. B)fagatx, vaynC) fagat Zn.D) faqaty, vaz».
E)uchalaketma-ketlik ham yaqginlashuvchi.
6. Quyidagi ketma-ketliklardan qaysi birlari

yaginlashuvchi?

Xn= / n=Eu"/ Z,=~
2n n+1

Ay,. B)xn. C) Zn. D) Xnvay,,.

E)uchalaketma-ketlik ham uzoqlashuvchi.

7. Limitlar hagidagi quyidagi tasdiglardan qaysi biri to'g'ri?

A) Har ganday yuqoridan chegaralangan ketma-ketliik
limitga ega.

B) Har ganday quyidan chegaralangan ketma-ketliik limitga
ega.

C) Har ganday chegaralangan ketma-ketliik limitga ega.

D) Keltirilgan barcha tasdiglar to'g'ri

E) Keltirilgan barcha tasdiqlar noto'g'ri.

8. Limitlar haqgidagi quyidagi tasdiglardan qaysi biri
noto'g'ri?

A) Har qganday monoton o'suvchi va yuqgoridan
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

B) Har qganday monoton kamayuvchi va quyidan
chegaralangan ketma-ketlik limitga ega.

C) Har qanday monoton va chegaralangan ketma-ketlik
limitga ega.

D) Keltirlgan barcha tasdiglar to'g'ri

E) Keltirilgan barcha tasdiqglar noto'g'ri.

9. Quyidagi shartlardan qaysi birida ikkita sonli ketma-
ketliklarning algebraik yig'indisi chekli limitga ega bo'ladi ?

A) lkkala ketma-ketlik chegaralangan.

B) Ikkala ketma-ketlik monoton.

C) lkkala ketma-ketlik musbat hadli.



D) lkkala ketma-ketlik chekli limitga ega;
E) Ikkala ketma-ketlikdan kamida bittasi chekli limitga ega.
10. Ikkita =] va {yn sonli ketma-ketliklarning nisbati
[xJyA chekli limitga ega bo'lishi uchun quyidagi shartlardan
qaysi biri talab etilmaydi ?
A) {=} ketma-ketlik chekli limitga ega.
B) {yr} ketma-ketlik chekli limitga ega.
C) {xn} ketma-ketlikning limiti noldan farqli.
D)}{yn} ketma-ketlikning limiti noldan farqli.
E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3. Funksiya va u bilan bog'lig tushunchalar

1 Ta'rifni to'ldiring:y=f(x) funksiya deb x o'zgaruvchining

har bir xeD giymatiga y o'zgaruvchining .... yeE giymatini mos
go'yilishiga aytiladi.

A) bir nechta. B) kamida bitta.

C) fagat bitta. D) ikkita. E) kamida ikkita.

2. Ta'rifni to'ldiring:y=f(x) funksiyaning aniqglanish sohasi
deb x argumentning y=f(x) funksiya ....... bo'ladigan giymatlar

to'plamiga aytiladi.

A)Musbat. B) manfiy. C) nol.

B) D) ma'noga ega. E) cheksiz.

3. /(X)=V2x+\-\gx funksiyaning aniqglanish  sohasini
toping.

A) (-1,-t00). B) (0,+°0). C) (2,11). D)(-00,+co). E) (I,+00).

4. /(*) =Inx-1 funksiyaning aniqglanish sohasini toping.

A) [l,+°0).B) [0,+00).C) (-co,+00).D)(-a=>,l).E) (1,+co).

5. f(x) =arcsin£_1 funksiyaning aniglanish sohasini toping.

A) [0,1].B) [1,2].C) (-00,+00).D)[-I,3].E) [-1,1].

6. f(x)~log3X va g(xX)=yj3-x funksiyalarning aniqglanish
sohalari bo'yicha D{/}n D{"} to'plamni toping.

A)(3,00). B)(0,00). C) (-00,3]. D) (0,3]. E)[0,3],



7. y =-¥4-5sinx funksiyaning giymatlar sohasini toping.

A) [0,4]. B)[0,2].

C) [0,5]. D) [-1,3]. E)[0,3].

8. y =V4-gr2 funksiyaning qgiymatlar sohasini toping.
A) [0,4]. B)[0,2]. C) [0,5].

D) [-1,3]. E) [0,3].

9. Qaysi shartda y=/(x) funksiya albatta juft bo'ladi ?
A)F(X)F(-x)=>I. B)/(x) -/(-x)=0. C)/(x) +4-*=0.
0)4x)/(-x)<O0. E) \MO)\= \f(-x)\.

10. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri juft emas ?
A)y =cosZ. B) y =-x4 C) y= ljcl.
D)y =sin3. E) y =siru2

4. Funksiya limiti va uning xossalari

1. Ta'rifini to'ldiringry=f(x) funksiya x-»s bo'lganda A soniga
teng limitga ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik e> 0 soni uchun
shunday 6> 0 son topilsaki , \x-a\ <56 shartni ganoatlantiruvchi
barcha x uchun ... bo'lsa.

A) fX)+A Il <E B) | \f(x)-A\ >£.
C) K(x)+Al >s. D) KX)-Al<E. E) H(x)-Al=f
2. Teoremani yakunlang: Agarda y-f{x) funksiya x->q

bo'lganda limitga ega bo'lsa, bu limit...........
A) kamida bitta qiymatga ega bo'ladi.
B) cheksiz ko'p giymatga ega bo'ladi.
C) fagat bitta qiymatga ega bo'ladi.
D) kamida ikkita giymatga ega bo'ladi
E) bittadan ortiqg qiymatga ega bo'ladi.
3. y=2x2+5x-I funksiyaning x—2bo’'lgandagi limiti toping.
A) 10 B) 12. C) 17. D) 21. E) -1.
A3 s
4. lim — limitni hisoblang.
X>2x —4 b
A) O. B) C)-". D) 3. E) mavjud emas.



1%

5 1im. "L limitni hisoblang.
Vi 1—V2 —x
A) 0. B) oo. C)- o
D) 2. E) mavjud emas.
6 tim. i limitni hisoblang.
X—=i 1-8V2 —x
A) 0. B)oo. C)-2. D) 2 E) 1.
7. !/i>rcrc1’\x +1 - 4x) limitni hisoblang.
A) 0. B) co. C)-2. D) 2. E) mavjud emas.
8. Ushbu funksiyaning x=I nuqgtadagi chap limitini toping:
f3x-1, x<1
Y= x4\ x>\
A)-2. B)-I. O l- D) 2. E) 3.

9. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng limitini toping:
_13x2+2x-l, je<0;
N {0 2x24+\, x>0.
A)-2. B)-I. O Il- D) 3. E) oo
10. f(x)=0.5Wk funksiyaning x=0 nuqtadagi o'ng limitini
toping.
A) 0. B) 1. O e D) 0.5. E) +o0.

5. Uzluksiz funksiyalar va ularning xossalari

1. y=f(x) funksiyaning Xo nuqtadagi uzluksizlik sharti
gayerda noto'g'ri ifodalangan ?

A) xIirxr(l)f(x) =/(x0). B) AIxiLnof(x0+Ax):f(x0).

C) Hgbﬂ./:O D) )!_gg[/(*)-/(Jco)FO-

E) Barcha javoblarda to'g'ri ifodalangan.

2. Agar y=f(x) funksiya xo nuqgtada uzluksiz bo'lsa quyidagi
munosabatlardan gaysi biri o'rinli bo'la oladi?

A) *I>ig1/(x):/(*,,). B) lim/(*)>/(*,). O limf(x)<f(x0).

D) limf{x)*f(x0). E) Barcha munosabatlar o'rinli bo'lishi

mumkin.
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3. Teoremani yakunlang: Asosiy elementar funksiyalar ...
uzluksiz.

A) (-00,co) oraligda.

B) (0,00) oraligda.

C) (-c0,0) oraligda.

D) aniqglanish sohasiga tegishli har bir nuqgtada.

E) aniglanish sohasidagi noldan fargli har bir nuqtada .

4. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri x=0 nuqtada uzluksiz?

A)y=H<- B”"=K2. C)y=ag\\. D) "*=log2H .

E) keltirilgan barcha funksiyalar x=0 nuqtada uzluksiz.

5. Agarda f(x) va g(x) funksiyalar x=xo nuqtada uzluksiz
bo'lsa, shu nuqtada quyidagi funksiyalardan qgaysi biri uzluksiz
boimasligi mumkin?

A)(x)+g(x). B)f(x)-g(x).

C)(x)-g(x). D)f(x)/g(x).

E) keltirilgan barcha funksiyalar doimo uzluksiz bo'ladi.

6. Agar f(x) va g(x) funksiyalar xo nuqtada uzluksiz va
g(x0)*0 bo'lsa, shu nuqtada quyidagi funksiyalaming gaysi biri
uzluksiz bo'Imasligi mumkin ?

A) f(x)+g(x).  B) f(x)-g(x).

C) f(x)-g(x). D) f(x)/g(x).

E) Ko'rsatilgan barcha funksiyalar xo nuqtada uzluksiz
bo'ladi.

7. Elementar funksiyalar qaysi sohada uzluksiz bo'ladi?

A) (—epao oraligda.
B) (0,00) oraliqda.
C) (-00,0) oraligda.
D) aniglanish sohasiga tegishli har bir nuqtada.
E) aniglanish sohasidagi noldan fargli har bir nuqtada .

8. Qaysi shartda y=f(x) funksiya x=a nuqtada chapdan
uzluksiz bo'ladi ?

A)/(a+0)=/(in). B)/(a-0)=/(7). C)/(a-0)=/(a+0).
0)/(a-0)™/(a+0). E)f(a-0)*f(a+0).
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9. Qaysi shartda y=f(x) funksiya x=a nuqtada o'ngdan
uzluksiz bo'ladi ?

A)f(a+0)=f(a). B)/(1-0)=/(1). C)f(a-V)=f(a+0).

D)/(a-0)*/(s+0). E)/(a-0)*/(a+0).

10. Agar uzluksiz y=f{x) funksiyaning xo nuqtadagi chap va
o'ng limitlari mavjud va mos ravishda A va B bo'lsa, quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli bo'la oladi ?

A) A>B. B)A<B. C)A=B. D) A*B.

E) Barcha tasdiglar o'rinli bo'lishi mumkin.

6. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari

1 Ta'rifni  to'ldiring:y=f(x) funksiya xo0 nuqtada uzlukli
deyiladi, agar ... shart bajarilsa.
A) I'!m f{x)>f(x0). B) J_i;qof(x)<f(x0). C) J_%/(x)*/(*<,)o

lim /(x) = o00.
*¥he

D) ;I‘!Q})f{x) =f(x0). E)

2. Agar y=f{x) funksiya xo nuqtada uzlukli va bu nuqtada
uning chap va o'ng limitlari mos ravishda A va B bo'lsa, unda
quyidagi munosabatlardan gaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?

A) A>B. B) A<B. C)A=B. D) A*B.

E) Barcha munosabatlar o'rinli bo'la oladi.

3. Funksiyaning x=a wuzilish nuqtasining qanday turi
mavjud emas ?

A) | tur uzilish nuqtasi. B) Il tur uzilish nuqtasi.

C) yo'qotib bo'ladigan turdagi uzilish nuqtasi.

D) o'zgartirib bo'ladigan turdagi uzilish nuqtasi.

E) barcha ko'rsatilgan turdagi uzilish nuqtalari mavjud .

4. Agar y=f(x) funksiyaning xo nuqtadagi chap va o'ng
limitlari mavjud hamda mos ravishda A va B bo'lsa, unda qaysi
shartda xo Itur uzilish nuqgtasi bo'ladi ?

A) A va B limitlardan kamida bittasi chekli son.

B) A va B limitlardan kamida bittasi cheksiz.

C)A va B limitlarning ikkalasi ham cheksiz.

D) A va B llimitlarning ikkalasi ham chekli son va A™B.
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E) A va B limitlarning ikkalasi ham chekli son va A=B.
5. Quyidagi funksiyalardan qgaysi biri uzilishga ega ?

D)y =|x|-1

6. Agar y=/(x) funksiya uchun xo | tur uzilish nuqtasi va bu
nuqtadagi funksiyaning chap va o'ng limitlari mos ravishda A va
B bo'lsa, unda funksiyaning bu nuqtadagi sakrashi O qganday
aniglanadi ?

A) [, =A+B. B) A=A B. C)A =A/B.

D) 4 =B/A. E) A=B-A.

7. y=3sgnx+| funksiya x=0 nuqtada qanday sakrashga ega ?

A) 2. B) 3. C)7. D) 5. E) 6.

8. Quyidagi funksiyaning x=2 nuqtadagi [ sakrashini
toping:

A) 0=8. B)A=6. C)4—8. D)JO="6 E)O=2.

9. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri x=0 nuqta | tur
uzilishga ega ?
A) t/=ctgx. B) y=1/x. C)y=sgnx. D)y=InIxlI. E) y=2Vx.

10. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri x=0 nuqtada Il tur
uzilishga ega?

A) y=sgnx. B) y=I[xI. C)y={x}. D)y=x_1

E) keltirilgan barcha funksiyalar uchun x=0 | tur uzilish

nuqtasi bo'ladi.
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LLI

Matematikda insonning hayratini
keltiradigan nimadir bor.
Xausdorf
VII-BOB. DIFFERENSIAL HISOB
8§ 7.1 Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik va geometrik
ma‘nosi
8 7.2. Murakkab va oshkormas funksiyalaming hosilalari
§ 7.3. Sillig egri chizigga o'tkazilgan urinma va normal
§ 7.4 Hosilaning tatbiglari
8 7.5 Funktsiyaning ekstremumi va uni tola tekshirish

8 7.1 Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik va
geometrik ma‘'nosi

Umumiy holda y=f(x) funksiyaning hosilasini topish, ya'ni
uni differensiallash,quyidagi algoritm bo'yicha amalga oshiriladi:

1)x argumentga Ax*0 orttirma berib, x+x nuqtani topamiz;

2)funksiya orttirmasini Af= f(x+Ax)-f(x) tenglik o'yicha
hisoblaymiz;

3)Af/Ax nisbatni topamiz va uning Ax—0 bo'lgandagi limitini
hisoblaymiz. Bu limit mavjud bo'lsa, uning giymati f*(x) hosilani
aniglaydi.

Misol sifatida  f(x)=sinx funksiya hosilasini yuqoridagi
algoritm bo'yicha topamiz:

1)x va x+AOx nuqtalarda funksiyani hisoblaymiz;

2)trigonometrik formuladan foydalanib, funksiya
orttirmasini quyidagicha yozamiz:

Af=sin(x+Ax)-sinx= 2sin( Ax/2)cos(x+Ax/2)

3) Af/Ax nisbatni tuzamiz va uning limitini hisoblaymiz:

L!irPo (AF/AX)= L:ingoZsin(Ax/2)cos(x+Ax/2)/Ax=
:AiToSin(ﬂ'X/z)/(ﬂ'X/z).;fiTo cos(x+Ax/2)=I-cosx=cosxX.

Bu yerda ko'paytmaning limiti, lim sinx/x=I ajoyib

Hmitdan va u=cosx funksiya uzluksizligidanfoydalanildi.
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Demak, (sinx)'=cosx buladi. Xuddi shunday usulda (cosx)'=
-simekanligianiglanadi. Bundan tashqgari

(a*)'= axina, (logax)'= -logae
X

Ekanligini isbotlash mumkin.

Ammo, har ganday funksiya hosilasini bu algoritm
bo'yma hisoblash oson emas va muhim ishart ham emas.
Ummiy holda funksiya hosil asini hisoblashni quyidagi
diffeiensiallash qoidalari bo'yicha amalga oshirish mumkin.

1- qoida: O'zgarmas S soning hosilasi nolga teng , ya'ni
(S)4

Isbot: O'zgarmas S sonni x argumentning har ganday
giymtida bir xil qiymat gabul qiluvchi f(x)=S funksiya deb
garaslimumkin. Bu holda,

Af= f(x+Ax)-f(x)=S-S=0, Af/AX=0,

f'(x)= lim— = lim0=0.
Ox-»0 Oy Aar->0

I-qoida: u=u(x), v=v(x)  funksiyalar X nuqtada
diffemsiallanuvchi bo'lsa, bu nuqtada n £ v, u-v va v(x)*0
sharta u/v funksiyalar ham differensiallanuvchi bo'lib, ularni

hisoblash uchun
t

(uzxv)'=u" v\ (u-v)'=u’-v +u-v' “v~*ty

Formulalar o'rinli bo'ladi.
isbot Funksiya orttirmasi ta'rifidan foydalanib, har qanday
Ax arsmentort firmasida A(u * v) =Au *Av ekanligini ko'rsatish

mumb. Bu holda limit xossasi va hosila ta'rifiga asosan

Al+Vv)_ . AutAv_ . Au, .. Au_ ,
=1lim =lim— % lim— =un'+v.
AX 4%  Ax n-Ax fo-tofa

Suddi shunday,

[+v)' = lim
T

A(U-V)= AV +A U-V+AU AV, a(-) = UAV - UAV
Vv v(v + Av)

runosobatlardan foydalanib, 2-qoidadagi qolgan
formuiiarni ham isbotlash mumkin.
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Al

Natiia L'Funksiyaga ixtiyoriy S o'zgarmas sonni go'shsak,
uning hosilasi o'zgarmaydi.
Hagigatdan ham (f(x)+S) '=f(x)+S'= f'(x)+0= f'(x).
Natiia 2 : O'zgarmas S ko'paytuvchini hosila belgisidan
tashgariga chigarish mumkin.
Haqgigatdan ham, ko'paytmaning hosilasi formulasi va
1-goidaga asosan
(S-f(x)'=S"-f(x)+S-f'(x)=0-£(x)+S-f'(x)=S-f'(x)
Natiia 3 :(tgx)’=1/cos2x, (ctgx)' =-1/sinX .
Haqiqgatdan ham, bo'linmaning hosilasi formulasiga ko'ra

O 1 -

_Cosx cosx-sinjc (-sinjc) |
COS2 x COS2 x

Xuddi shunday ravishda (ctgx)' hosila topiladi.

Shunday qilib, barcha asosiy elementar funksiyalar
aniglanish sohasida differensiallanuvchi va ularning hosilalari
quyidagi formulalar bilan hisoblanadi:

1) (x “)=a-x*'1, a- ixtiyoriy haqiqiy son;

2) (aXy=axlIna, (e =ex; 3) (logax)=-logae, (Inx)’ :-X.
X

4) (sinx)'= cosx , (cosx)'= - sinx , (tgx)’' = =— (ctgx)'
cos X
1
sin2 X
5) (arcsinx) - - (arccosx)' = ..} ..., (arctg x)'= - (arcctg
V1-x2

Bu hosilalar jadvalidan va ko'rib o'tilgan hosila olish
qgoidalaridan foydalanib, har ganday elementar funksiyaning
hosilasini hisoblash mumKkin.

l. (S)'=0 Il (uxv)'=u" xv'\IL.(u-v) '=u*-v+uv"’,
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n nv-uv

V. V. [f(u)]'=/;.u'x

VI Xy = ~
yX

Differentsiallashning oddiy qoidalaridan foydalanib
quyidagi funktsiyalarning hosilalari topilsin.

7.1. y=3Xx3F4x27x-9;

7.3. y=3sinx+5x
7.5. y=--ioo0o0;

y X
7.7. y=sinx+cosx;
7.9. y=100x2-100;

7.11. y=3x7-6X6+5x2-7;
7.13. y=\[bx +4Ix +10;

7.15. y=10r37,;

717. y:_11-5,0,: + X6

7.19. ¥=2— -Inx +ex+2}
X

7.21. y=(x2+Bx+C)3
7.23. y=sin3(flx+e);
7.25. y=tg2(In2x);
7.27. y=In2Z(In4x);
7.29.y=T7cos/4t,

7.31. 1) y="--2x2+4x-5

7.32.1)

7.33.1) y=x+21x2) y=(Ja- yfxj

734. 1) y=i«2)N =i +4 +4
b} I T A

735. 1) y=x++£--L2) y=3x-6T
X 5r

2), -[1-1

7.2,y =i
7.4. y=-2sinx+tgx;

7.6. y =25t +29[t;

7.8. Y=6x5-9Xx 2,

7.10. j/=e-3*+4.

7.12. y=(x3-2x2-1)(x5+x2);

7N 4 Y = W2|;

7.6, y=57 +T,

7.18. >=e2*W 5;
7.20. N=e2

7.22.y="--1+InVjJ
7.24. > =cos(e' - e-');
7.26. y =ctg\tg2x)i
7.28. y=(esl“+3t0)5
7.30. y =sin" x-sinmx.

2)y bx +c



7.36.1) y=6Kfx-4i[x 2) j,=j\_-L

731> -~ 2) - N
7.38. 1) jy=;c-sm* 2) y=x-tgx
7.39. 1) y=x2cos* 2) y=yZXtgx
7.40.1),=in2)
Ko'rsatkichli va logarifmik funksiyalarning hosilalari
topilsin

7.41.1) y=xlnx 2) y=
7.42.1) y=\nx--2= 2), =In(2+2*

) y=\nx. - ), =InG )
7.43. 1) ~=lIn(l +cosx)2) y =Insinx-"sin2jc
7.44. y=In(WV +V*+i)

Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin

7.45. T) y=xr+Y  2) ~A=*2" 3) y=*Vv
7.46. 1) y=ainx 2) y=e'T 3) y=xz-u
TAT. 7.48. y=-fe’
7.49. y=— 7.50. y=e“cos-

9.y et 50. y=e cosa

7.51 y=2x3X egri chiziqg Oy o'gini Ox o'giga nisbatan ganday
burchak ostida kesib o'tadi?

7.52 y=(4x-x2)/3 parabolaga uning (0;0), (2;2), (4;0)
nugtalaridan urinmalar o'tkazilgan. Ularning Ox o'giga og'ish
burchaklarini toping.

7.53 y=(x3+1)/3 funktsiya grafigiga uning abtsissa o'qi bilan
kesilgan nuqtasida o'tkazilgan urinma tenglamasini yozing.

7.54y=1/x giperbola uning M (I;1) nuqtadan o'tkazilgan
urinmaning Ox o'giga og'ish burchagini toping.
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7.55 y=3x2x parabolaga uning abtsissasi x=-1 bo'lgan
nuktasidan urinma va normal o'tkazilgan. Ularning t
englamalarini tuzing.

7.56 y=3x-4 to'g'ri chiziq y=x32 egri chizigga urinma
bo'ladimi?

7.57 xy=\ giperbola uning M(-1;3) nuqtadan o'tkazilgan
urinmaning tenglamasini tuzing.

7.58 y=x2-2x-8 parabolada shunday bir M nugta topish
kerakki, undan o'tkazilgan urinma 4x+y+4=0 to'g'ri chiziqga
parallel bo'lsin.

7.59 Nuqta S=2t3+t24 qonun bo'yicha harakat giladi. f=4
sek. vaqtdagi tezlik va tezlanish qiymati topilsin.

7.60 Nuqgta S=6t-t2 qonun bo'yicha to'g'ri chizigli harakat
qgiladi. Qaysi bir dagigada nuqta tezligi nolga teng bo’ladi?

Teskari trigonometrik funksiyalarning hosilalari topilsin

7.61. y =V I-x2+arcsinx 7.62. y =x-arctgx

7.63. y = arcsin M- 4x 7.64.y =arcsin;

7.65.y =arctga— 7.66. y =arccos(l - 2x)

7.67. y =arctg 7.68. 1) y=x-Jl-x2+arcsinx  2) y =arcsin(e3)

Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin

7.69. 1) y =- X- - +arcsin—2) y = +Incosx
X X 2

7.70. y =-IAc-1 +arcctg-jAx-1 6.71. x =In(€2 +1)-2arcig(e*)
7.72. y =4\n(-)x- 4 +yfx)+-Ix1-4x

8 7.2. Murakkab va oshkormas funksiyalarning
hosilalari
3-goida: u=f(u) murakkab funksiyada f(u) va u(x) funksi-
yalar argumentlari bo'yicha differensiallanuvchi bo'lsin. Bu holda
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u=Am)wmnrakkab funksiya X bo'yicha differensiallanuvchi bo'lib,

uning hosilasi

formula bilan topiladi.

Js b o t:u(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lganligidan
uning uzluksizligi kelib chigadi va shu sababli Ax—=0 bo'lganda
Au-*0 bo'ladi. Hosila ta'rifiga asosan

/; = lim =lim”~ — =lim elim— =f"(u) mu*(x).
4*-*0 Ajc  bX->0 4 U OX an AX

Masalan, (sinx2) - (z=x2) =(sinz)'x = cosrr' =2X cOSX2.

Bu goidaning tadbiqi sifatida u=xa darajali funksiyaning u'
hosilasini topamiz. Bu xolda

Inu=Inx“=aln x = (Inu)'x =(aln x)'=>

Yiz2 osy=2y =2y gy
X

4-qoida:. u=f(x) differensiallanuvchi va f'(x) *0 bo'lsa,

x=F>(u) teskari funksiya ham differensiallanuvchi bo'ladi va

uning hosilasi X\ =-L formula bo'yicha topiladi.
Yx

Isbot: x=fl(u) teskari funksiyaning argument orttirmasi
Au *0 bo'lgandagi orttirmasi Ax bo'lsin. Berilgan f(x) funksiya
differensiallanuvchi bo'lgani uchun uzluksizdir va shu sababli
unga teskari MNM(n) funksiya ham uzluksiz bo'ladi. Demak, Au—0
bo'lganda Ax—0bo'ladi. Bu holda, hosila ta'rifiga asosan,

U A T

Misol sifatida u=arcsinx funksiya hosilasini topamiz. Bu
yerda

D{f}=[-1;1] rE{f}=[-7i/2, ti/2] bo'lgani uchun, x=siny teskari
funksiyaning hosilasi Xy=cosy* 0, u 6(-a/2 n/2), shartni

ganoatlantiradi. Bu holda (arcsin x)'= yx= 1
m  cosy

Ammo ue (-tc/2 n/2) bo'lganda cosy> Ova
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cosy=gl-sin2y =/ 1-x2, X6(-1,1)
tenglik o'rinli. Bu natijani oldingi tenglikka qo'yib,
(arcsinx)'=-p........
vl- x2
formulani hosil gilamiz. Xuddi shunday usulda

formulalami hosil gilish mumkin.

Logarifmik funksiyaning hosilasi:
y =iny funksiyani hosilasi

(iny) =—= ko'rinishida bo'ladi.
y AXx)
Parametrik ko'rinishida berilgan funksiyaning hosilasi.
Agar y=f{x) funksiya parametrik ko'rinishda x=<pt) va Yy =v{t)
berilgan bo'lsa, u holda uning hosilasi

ko'rinishida bo'ladi.

Agar y ga nisbatan yechilmagan F(x-y)=otenglama yni xning
bir qiymatli funksiyasi sifatida aniqlasa, uholda y o'zgaruvchi x
ning oshkormas funksiyasi deyiladi. Bu oshkormas funksiyadan
y' hosilani topish uchun y ni X ning funksiyasi deb, F(x;y)=o
tenglamaning ikki tomonini X bo'yicha differensiallash kerak.
Hosil bo'lgan tenglamadan izlangan y' ni topamiz. / ni topish
uchun F{x;y)=o0 tenglamani X bo'yicha ikki marta differensiallash
kerak va hokazo.

Misol: (ex-sin 2x)'= (eX) 'sin 2x + ex (sin 2x )'= ex-sin 2x +
ex-cos 2x-(2x)'= (sin 2x +2 -cos 2x) ex,

InsinX) = ——(sinx) = — =ctgx.
sin* sinn

Quyidagi funksiyalarning hosilalari topilsin.
7.73. 1) y =sin6x 2) y =cos(a- bx)

3) Funksiyaning hosilasini toping.
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a) Y =2x5-5-2r+4x-710g2x-In2;

b) y ={+x2) arctgx)

vy 9) v =logi(2x3+1).

7.74. 1) y=sin™+cos" 2) >=6c0s"™

7.75.1) ~=(i-5x)4 2) y=n x f

7.76.1) y={— 2) y=VT 3) Y =Vcosdx

EI-*7

7.77. y=-lIx-sin2x 7.78. y=sindx =(sinx)4

7.79. y=\l4x+s'max 7.80. y=x2i"7

7.81. y=sindx+cos4x 7.82. "=Vi+cos6T

7.83. 1) y:tgx+}tgix+}tgix 2) y=sin2x3

3). V=X2+eninx funksiyaga teskari bo'lgan funksiya uchun
ni toping.

b) (3x + 2)4V5x -1
(1-2x)an/T-

4) Hosilani tekshiring. a) y= ;

Quyidagi tenglamalardan / topilsin.

7.84.1) x2+/=a?2 2)y2=lpx 3) 4-T T =1

4). r242=16 oshkormas funksiya uchun X ni topir
7.85. 1) x2+xy+y2=6 2) x~+y2—xy=0
Quyidagi funksiyalarning differensiallari topilsin:
7.86. 1) y=X" 2) y =x3-3x2+3Xx

3) x=a2cos2 y =asin21 berilgan bo’lsa, y,, =" ni toping.
7.87.1) y=NT772) S="~

7.88. 1) r =2~>-sin272) x=-y

7.89 ~=H funksiyani x0=0 nuqtadagi hosilasini toping.
7.90. y =cos2W i-x2 funksiyaning ixtiyoriy x nugqtasi uchun

differensialini hisoblang.

7.91 v=im 792 v= X1
2(1+ 2x)
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7.93 _y=cos2.t+4cosx 7.94 f(x)=e"+er
7.95 /(jc) = In(xsinx) 7.96 f(x)=In(x+\Ix2+1)
7.97 y=arctg— 7.98 y =arctg—
y arch yx arctg
7.99 y=arccosV T ? 7.100 y =xlIctg2x
7.101 ) 7.102 y=Inlnx
sin 4.
7.103 y =x"NL- 7.104 v=arcsinx+V1-J
mJl-x

7.105 y = In\4x2+1 + ~arctglx

7.106 jk=arcsinf— Il- t/jc(4- x) 7.107 y=-—QS* =
V2 ] sinx + cosx

7.108 v=
cos*

7.109 y=eninxberilgan . /(]) ni toping.
7.110 y=2“cos2Xberilgan . /(0) ni toping.
7.111 y=in3sin2f—2*1 berilgan. y{-\ ni toping.

7.112 y =3bx+3in berilgan . y'(e) ni toping.

7.113 y=ch,x2-sh}x2berilgan . /(o) ni toping.
7.114 z= |+ch* berilgan. z'(0) ni toping.
7.115 y =sin2x+sh2berilgan . y(i) ni toping.
7.116 INN=sin"7.117

7.118 1n(-y)=cosx 7.119 2x3y2-y 3-3x =0

7.120 arcsiny =ex+1In3

8 7.3. Silliqg egri chiziqqga o'tkazilgan urinma va normal

Hosilaning geometrik ma'nosi. Agar y=f(x) yoki F(x\y)=o
egri chizig tenglamasi berilgan bo'lsa, f(x0)=tga , ya'ni egri
chizigga x0 nuqtaga o'tkazilgan urinmani burchak koeffisienti
(urinmani absissa o'gining musbat yo'nalishi bilan hosil qilgan
burchak tangensi)ga teng bo'ladi. y=f{x) egri chizigni x0
nuqtasidan urinma tenglamasi



y-fM =f(x,,)(x-X,,)
va shu nuqtadan o'tkazilgan normal tenglamasi
.v-/(*<>):-f J 0;5 (Fr>)e
MX,y0 nugtada kesishuvchi y=fXx) va y=flx) chiziglar
orasidagi burchak deganda shu nuqtadan egri chiziglarga
o'tkazilgan urinmalar orasidagi burchak tushuniladi:

. (7.14)
i+f\X0)A(x0)

Egri chiziglarga o'tkazilgan urinmalarning tenglamalari
yozilsin va egri chiziglar hamda urinmalar yasalsin.

7.121. y:~~i r lokonga (zulfga) x=2 nuqtada.

7.122. y»sinx sinusoidaga x=n nuqtada.

7.123. y=sinx egri chizig Ox o'qg bilan ganday burchak
orasida kesishadi?

7.124. 2y=x2 va 2y =8-x2 egri chiziglar qanday burchak
ostida keshishadi?

7.125. 1) y=x2; 2) y2=x3 egri chiziglarga x=\ nuqtada
o'tkazilgan urinma osti, normal osti, urinma va normalning
uzunliklari topilsin.

7.126. y2=2px parabolaning urinma nuqta abssissasining
ikkilanganiga, normal ostiesa p gatengekani isbotgilinsin.

7.127. Agar y=x2+bx+c parabola x=2 nuqtada y=x to'g'ri
chizigga urinsa, parabola tenglamasidagi b va ¢ aniglansin. .

7.128. y=x2-4*+5 parabola uchidan unga Oy o'g bilan
kesishgan nuqtasigacha bo'lgan masofa topilsin.

7.129. y=05 to'g'ri chizig >=ocsjc egri chizigni qanday
burchak ostida kesadi?

7.130. y=x2+4x parabolaga qaysi nuqgtada o'tkazilgan urinma
Ox o'gqga parallel bo'ladi?

7.131. y=x2-2x+5 parabolaga o'tkazilgan urinma, birinchi
koordinatalar burchagining bissektrissasiga perpendikulyar
bo'lishi uchun, urinma parabolaning qaysi nuqgtasida o'tkazilishi
kerak?



2
7.132. egri chizigga x=i nuqtada o'tkazilgan urinma

osti, normal osti, urinma va normal uzunliklari topilsin.

§ 7.4 Hosilaning tatbiglari

Hosilani mexanik ma'nosi. Agar material nuqta s =s(t)
gonuniyat bilan harakatlanayotgan bo'lsa, (s -yo'l; t-vaqt), u
holda s'(f)-material nuqta tezligini ifodalaydi. Tezlikdan olingan
ikkinchi  hosila [$Q]=s'(0 material nuqtaning tezlanishini
ifodalaydi.

Rollteoremasi. Farazqilaylik, y=f{x) funksiya quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:

1) [a,s] oraligda uzluksiz;

2) (a,b) intervalda differensiallanuvchi;

3) oraliq oxirlarida funksiya bir xil giymatlami qabul giladi,
ya'ni f(a) =f(b); u holda shunday £e(ab) nuqgta topiladiki, /'(#)=0
bo'ladi.

Lagranj teoremasi. Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) \ab] oraligda uzluksiz; 2) (a;b) intervalda
differensiallanuvchi;

U holda shunday ge(a,b) nuqta topiladiki, /'(#)= b-a

tenglik bajariladi.
Lopital qoidasi. /(x) va g(*) funksiyalar x0 nuqtaning

atrofida differensiallanuvchi bo'lib, bo'lsin. Agar

limf(x) = iimg(x) =0, yoki limf(x)= iimg(jc)=m bo'lib, mavjud
J X-,1, g (1)

bo'lsa, u holda iim =iim tenglik o'rinli bo'ladi. Lopital
g(x) »-<« g(x) r

qoidasi shaklidagi anigmasliklarning limitini hisoblashda

qo'llaniladi. o» va o000 shaklidagi anigmasliklar, algebraic

o'zgartirishlar yordamida(-J \a o shakliga keltiriladi. ', ‘¢, @



shaklidagi anigmasliklar esa avval logarifmlash orgali o»

shaklidagi anigmaslikka keltirilib, so'ngra ~ yoki ~ ko'rinishdagi

anigmasliklarga keltiriladi.

Berilgan masalalarni yeching.

7.133. Zenit snaryad boshlang'ich am/sek tezlik bilan vertikal
yo'nalishda otilgan. t sekunddan so'ng snaryar qanday X
balandlikda bo'ladi? Snaryadning harakat tezligi va tezlanishi
aniglansin. Necha sekunddan so'ng snaryad eng yugori
balandlikka ko'tariladi va yerdan ganday masofada bo'ladi?

7.134. Jism *=y-2?2+3( qgonunga asosan Ox to'g'ri chiziq

bo'yicha harakat qiladi. harakat tezligi va tezlanishi aniglansin.
Qaysi paytlarda jism harakat yo'nalishini o'zgartiradi?

7.135. Moddiy nuqta Xx=acosa* gonun bo'yicha tebranma
harakat qiladi. i=t« va .t=o0 nuqtalardagi tezlik va tezlanish

aniqglansin. tezlanish hamda nuqtaning uzoqlashishi x ushbu

~ =~aX "differensial” tenglama bilan bog'langani ko'rsatilsin.

7.136. f(x)=x2-4x+3 funksiya ildizlari orasida uning
hosilasining ham ildizi bor ekani tekshirilsin. Bu grafik usulda
tushuntirilsin.

7.137. Roll teoremasini f(x)=*[x* funksiyaga [-1; 1]
segmentda tatbiq qgilish mumkinmi?

7.138. y—Jsinq egri chizigning segmentdagi ab yoyi

yasalsin. Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urinma yo'q?
Roll teoremasining gaysi sharti bu yerda bajarilmaydi?

7.139. [1, 4] segmentda funksiya uchun Lagranj
formulasi yozilsin va c topilsin.

7.140.[-1, 2] segmentda - va |-V ? funksiyalarga Lagranj

teoremasini tatbiq qilish mumkin emasligi ko'rsatilsin. Grafik
usulda tushuntirilsin.



7.141. o segmentda y=|osc] egri chizigning ab yoyj

yasalsin. Nima uchun bu yoyda AB vatarga parallel urinma yo'q?
Lagranj teoremasining qaysi sharti bunda bajarilmaydi?
7.142 f{x)=x3 funksiya uchun Lagranjning f(b)-f(a)=f(b-a)f(c)
formulasi yozilsin va c topilsin.
7.143. Quyidagi funksiyalar uchun Lagranj formulasi
yozilsin va c topilsin.
1) [0,1] segmentda f(x) = arctgx m
2) [0,1] segmentda f{x) = arcsin g;
3) [1, 2] segmentda f(x) =\nx.
7.144. Quyidagi funksiyalar uchun Koshi formulasi yozilsin
va c topilsin:
1) [0/ f] segmentda sin* va cos*;

2) [1, 4] segmentda x2va -Jx.

Quyidagi funksiyalarning limitlarini hisoblang:

7.145. lim V A 7.146. lim~A A~ 2
X -1 x-5
7.147. lim— tgx 7.148. lim X2
XA VI-tgx -1 23+ x -Vat-3
7.149. lim ~i 7.150. lim
-Jx -1 *>03+x - N 3 -x
7151 lim 2% 2 7152, tim X4
*>-27 3/~M+ 3
7153, lim 2% 7.154. ftimt YV 1-x2
x353- JIx -1
_ a
7.155. lim— o
t X 7.156. Ilm—GX_3
7.157. lim® "¢ 7.158. lim
X33 X-al X X-b
7.159. lim—=*)3 ~1 7.160. Im‘n(a+ X)- In®

*>0 2
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N
7.162. limx(ar -1)

e -]
a6 g o

8 7.5 Funktsiyaning ekstremumi va uni to la tekshirish

Agar x, nuqtaning gandaydir e atrofida, istalgan musbat
h<e uchun f(x,,- 1)<f(x0) <f(x0+h) bo'lsa, f{x) funksiya x, nuqtada
o'suvchi deyiladi.

Agar [ab] segmentdagi istalgan xi va xr uchun x <x2
bo'lganda /(*,)<>X ) [/(*)>/(*))] bo'lsa, f(x) funksiya shu
segmentda o'suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

y=/M funksiyaning nugatda yoki segmentda o'suvchi
yoki kamayuvchi bo'lishining yetarli alomati:

Agar biror oraligda />0 bo'lsa, funksiya shu oraligda
o'suvchi bo'ladi; agar / <o bo'lsa, kamayuvchi bo'ladi.

Ekstremumning zaruriy shartlari. y=f(x) funksiya fagat
Y=obo'lgan nuqtalarda yoki bu hosila mavjud bo‘'Imagan yoki
cheksiz bo'lgan nuqtalardagina ekstremumga ega bo'lishi
mumkin. Bu nuqtalar kritik (statsionar) nuqtalar deb ataladi.

Ekstremumning yetarli shartlari. Agar y=f(x) funksiya W0
nuqgtada uzluksiz bo'lsa va o'sha nuqta ixtiyoriy atrofida (*0
nugtaning o'zidan boshga nuqtalarda) chekli hosilaga ega bo'lsa,
va X0 nuqgtadan o'tishda y hosila 0'z ishorasini ( +) dan (-) ga
o'zgartirsa, u holda

1(*,,)* bo'ladi;

Y o'z ishorasini (-) dan (+) ga o'zgartirsa, u holda

/(*> )= bo'ladi;

Y o'z ishorasini o'zgartirmasa, u holda funksiya
ekstremumaga ega bo'Imaydi.

Demak, funksiyaning ekstremumlarini topish uchun :

1) Y ni topib, uni nolga aylantiruvchi yoki u mavjud

bo‘'Imagan kritik nuqgtalarni topish kerak;
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2) har bir kritik nugtaning chap va o'ng tomonlarida y ning
ishorasini, masalan, ushbu

X *j X 3 *4

y - 0 + yo'q - 0 - -

y kamayadi .. o'sadi | Kamayadi kamayadi kamayadi
bukilish bukilish

ko'rinishdagi jadval tuzib, aniqglash kerak.

So'ngra yw va Mw larni topib, egri chizigni (funksiya
grafigini) yasash mumkin.

Ekstremum mavjudligining yetarli shartlari (tekshirishni
ikkinchi tartibli hosila yordamida topish usuli). Agar biror x =xo
nuqtada;

1) y=ova y< obo'lsa, u holda f(xt)=ynx bo'ladi;

2) y=ova y >0bo'lsa, u holda f(x0)=y," bo'ladi;

3) y=ova y =0bo'lsa, u holda masala yechilmasdan qoladi
va uni yechish uchun birinchi usulga murojaat gilish kerak.

Funksiyaning differensiali. Agar y=/(*) funksiya x
nugtada differensiallanuvchi bo'lsa, ya'ni o'sha nuqtada chekli y
hosilaga ega bo'lsa, u holda

Ly =y Ax+aAx

funksiya orttirmasi Ayning I ga nisbatan chiziqgli bo'lgan
bosh qgismi yAx ga funksiyaning differensiali deyiladi va dy bilan
belgilanadi.

dy =y'Ax
(7.17) formulada y=x deb &=*Ox=10x=/[x ga ega bo'lamiz,
shuning uchun ham
dy =y'dx (7.18)

Differensiallash qoidalari.
I.Agar c=const bo'lsa, d(c)=0 bo'ladi.
2. Agar c=const bo'lsa, <c=/(*))=c=</(/(*) bo'ladi.
3- d(f(x)£0(x)) =d(f(x))+d(g(x))
4- d(f(x)g(x)) =d(f(x))g(>)+ f(x)c{g(x))
5. Agar g(*)*o bo'lsa,
) =d(/(-))?(-)- / (X)d(y(x)) bo'ladi.
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Quyidagi funksiyalaming ekstremumlari topilsin va
grafiklari yasalsin:
7.165.9) y=4x-x2B)y = -x2+ 6X

7.166. J=ar+2x-3

7.167. y= 7.168. y=x1+6x2+9x
7.169. yw 7.170. y=*3+—
x-2 4
7.171. :>:7-r*2 7.172. y=2x-3\[7
7.173. y=b '); 7.174. y=
X +1
7.175. y=x4-2x2+5 funksiya berilgan [-2;3] kesmada

katta va eng kichik giymatlari topilsin

Takrorlash uchun savollar

1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi qanday ta'riflanadi?

2.Hosilaning geometrik ma'nosi nimadan iborat?

3. Hosilaning mexanik ma'nosi nimadan iborat?

4. Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi hagida
nima deyish mumkin?

5.Qachon funksiya oraligda differensiallanuvchi deyiladi?

6.0'zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?

7.Funksiyalar algebraik yig'indisini hosilasi ganday
hisoblanadi?

8. Funksiyalar ko'paytmasini hosilasi ganday hisoblanadi?

9. Funksiyalar nisbatining hosilasi ganday hisoblanadi?

10. Hosila olishda o'zgarmas ko'paytuvchini nima qilish
mumkin?

11. Murakkab funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

12. Teskari funksiyaning hosilasi ganday topiladi?

eng



FUNKSIYANING HOSILASIGGA. DOIR NAZORAT
TESTLARI

1. Funksiya hosilasi ta'rifi, uning m«exanik va geometrik
ma'nosi

1. y=/(x) funksiyaning [Ox argumemt orttirmasiga mos
keladigan Af funksiya orttirmasi gayerda to'V'ri ifndalanp-an ?
n, T T .. B,W m -m . c?

D) O/=/(x+Ax)-/((x-Ax).  E) A/=/(x)N1x .

2. y=1 o'zgarmas funksiyaning Oy orttiirmasi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?
A) AX. B) -Ox . C) 1. D) -1I. E)O.
3 .y=x3 funksiyaning Ay orttirma:si qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ? .
A) 3x2Ax+(Ox)3. B) 3x20x + 3x(Ax)2 + (Ax)3;.
C) 3x20x+3x(0x)2.D) 3x(jc +30X0x.E) 3x(.x + Ax)(Ax)2+ (Ox)3.
4. y=x3funksiya uchun Ay/Ax orttirmalajr nisbatini toping .
A) 3x2+(0x)2. B) 3x(x +30x).
C) 3x2+3x0x. D) 3x2 +3xOx+ (Ox)2. E) 3jrrAc(™ + + (Ox)3.
5.y=/(x) funksiya hosilasini ta'rif bo'yicha hisoblashda
quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi ?
A) x argumentga Ax orttirma beriladi.
B) funksiya orttirmasi A/ hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati A//Ax hisoblanacdi.
D) Af/Ax nisbatning Ax->0 bo'lgandagi limiti hisoblanadi.
E) ko'rsatilgan amallarning barchasi baijariladi.
6.y=/(x) funksiya hosilasining ta'riifi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) I(x)=lim B) /'(x) = lim~ .
C) I'(x)= E)[EAX-D) I'(*) ='£|||ixfg»ﬂ/ E) 7"'((*) :np,o,ﬂ,/
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1 B

7.Hosilaning mexanik ma'nosi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) harakatda bosib o'tilgan masofa.
B) harakatda sarflangan vaqt.
C) harakatda oniy tezlik.
D) harakatda to'xtash holati.
E) harakatni boshlash holati.
8. Hosilaning geometrik ma'nosi gayerla to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) chizigga o'tkazilgan kesuvchining burchak koeffitsenti.
B) chizigga o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsenti.
C) chizigga o'tkazilgan normalning burchak koeffitsenti.
D) chizigga o'tkazilgan urinma va OX o'q orasidagi burchak
tangensi.
E) chizigga o'tkazilgan urinma va OY o'q orasidagi burchak
tangensi.
9. Quyidagilardan qaysi biri y=f(x) funksiya grafigiga (xo,yo0)
nuqgtada o'tkazilgan urinma tenglamasini ifodalaydi ?
A)y-y0=f"(x0)(x-x0). B) y-y0=f"(x0)x.C) y-y0=f"(x0)x0.
D) x-x0=f\x0)(y-y0). E) y-y0= /’--(-v-a-0).
/ (*0)
10.Quyidagilardan qaysi biri i/=/(x) funksiya grafigiga (xo,;/0)
nugtada o'tkazilgan urinma tenglamasini ifodalamaydi ?

A) Y~Yo =f"(x0)(x - x0) . B) %0 =/'0 0).
Q Y=Y +/'(x0)(x-x0). D) x-x0=f"(x0Xy- y0) m

X ~x0 1
Y~Yo /O 0)

2. Funksiyani differensiallash qoidalari. Hosilalar jadvali
1. Differensiallash qoidasi gayerda xato ko'rsatilgan ?
A) (Cu)'=Cu" (C-const.). B) (uzv)'=u'tv'.

C) (u-v)'=u'v+tuv'. D) W - IL¥1“L .

E) (f(u))"°f(u)w.

2. Diffrentsiallanuvchi n va v funksiyalar u/v nisbatining

hosilasini hisoblash formulasi to'g'ri yozilgan javobni ko'rsating.
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3.y=x2/sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'=x2/cosx. B) y'= 2x/sinx. C) y'= 2x/cosx.
D) y'= x(2sinx +xcosx)/sinX. E) y'= x(2sinx-
Xcosx)/ sin .

4. Diffrentsiallanuvchi " va Y funksiyalar u-v
ko'paytmasining hosilasini hisoblash formulasi gayerda to'g'ri
yozilgan ?

AV’ . B) u'v'tuv. C)u'v+uv’.

D)u'v-uv"'. E) u'v'-uv .

5.y=x2sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.

A) y'=Xx2cosx. B) y'—x(xsinx-2cosx).
C) y'= 2xsinx. D) y'= x(xcosx+2sinx).
E) y'=x(xcosx-2sinx).

6. Agar y=/(x), u—t{x) differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsa,
y-f{u) murakkab funksiya hosilasini hisoblash formulasini
ko'rsating.

A)y'=f(u). B)y'=f(W). C) y'=I(u).
D)y'=f{u)u’. E) y'=f(u)u".

7.f(x)=sinx, n(x)=1nx  funksiyalar bo'yicha tuzilgan

y=f(u)=sinlnx murakkab funksiya hosilasini hisoblang.
A) y'=cosinx. B) y'=sin(l/x).
C) y'=(sinInx)/x. D) y'=(cosInx)/Inx.
E) y'=(cosInx)/x.

8.y=sinarcsinx (-1 < x < 1) murakkab funksiya hosilasini
hisoblang.

A) y'=cosarcsinx. B) y'=1 C) y'= sinarccosx.
D) y'= cosarccosx. E) y'=x.

9. y=cos(x2+l) funksiyaning y' hosilasini hisoblang.
A) y'=sin(x2+l). B) y'= -sin(x2+l).
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C) y'= sin2x. D) y -2xsin(x2+1).
E) y'=-2xsin(x2+1).
y=ex4d funksiyaning hosilasi to'g'ri yozilgan javobni
toping.
B)4x3 e'. C) 4x3mT -lge.
D) 4x3 e*4-1-1ge. E)e' .

3.Differensiallanuvchi funksiyalar hagidagi asosiy
teoremalar
1.Roll teoremasida y=/(x) funksiyaga qaysi shart
go'yilmaydi ?
A) Biror [a,b] kesmada aniglangan.
B) [a,b] kesmada uzluksiz.
C) [a,b] kesma ichida differensiallanuvchi.
D) [a,b] kesma chegaralarida f(a)=f(b).
E) Keltirilgan barcha shartlar qo'yiladi.

2.Roll teoremasining tasdig'ini ko'rsating: Agar y=/(x)
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida
differensiallanuvchi hamda chegaraviy nuqtalarda f(a)=f(b) bo'lsa,
u holda bu kesma ichida kamida bitta shunday x=c nuqta
topiladiki, unda..... bo'ladi.

A)/'(c)>0. B)/'(c)<0. C)/'(c)=0.

D)f*(c)*0. E)/'(c)=/(c).

3./(x)=xsinx funksiya uchun Roll teoremasi gqaysi kesmada
o'rinli bo'ladi?

A) [0,1]. B) [0, a/2]. C) [0, a].

D) [2, a]. E) [a/2, a].

4-/(x)=x27x+9 funksiya uchun Roll teoremasining shartlari
bajariladigan [a,b] kesmalarning umumiy ko'rinishini aniglang.
A) [1-a, 1+a], a>0 . B) [2-a, 2+a], a>0.



C) [3-a, 3+a], a>0. D) [4-a, 4+a], a>0 .
E) bunday kesmalar mavjud emas .
5.f(x)=x27x+9, xe[l,5], funksiya uchun Roll teoremasining
tasdig'i o'rinli bo'ladigan ¢ nuqtani toping.
A) 0=1.5. B) c=2 . C)c=25. D) c=3. E) c=45.
6. f{x) =Vs*- x2 funksiya wuchun [0,8] kesmada Roll
teoremasining tasdig'i o'rinli bo'ladigan ¢ nuqtani toping.
A) c=2. B) c=3. C)c=4. D) c=5. E) c=7.
7. Lagranj teoremasida y=/(x) funksiyadan gaysi shart talab
etilmaydi ?
A) Biror [a,b] kesmada aniglangan .
B) [a,b] kesmada uzluksiz .
C) [a,b] kesma ichida differensiallanuvchi.
D) [a,b] kesma chegaralarida f(a)=f(b).
E)Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

8. Lagranj teoremasining tasdig'ini ko'rsating: Agar y=/(x)
funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu kesma ichida kamida bitta
shunday x=c nuqta topiladiki, unda....tenglik o'rinli bo'ladi.

A) f(b) +a) =f\c)(b +a). B) /(6) - /(a) =f\c){b - a).

C) f(b) - f{a) =f\c){b +a). D) f(b) +f(a) =f'(c)(b - a).

E) =

9.f(x)=xcosx funksiya uchun Lagranj teoremasi o'rinli
bo'Imaydigan kesmani aniqglang .

A) [71/2,71] . B) [0,71/2] . C) [0,71] . D) [71,271] =
E) Barcha kesmalarda Lagranj teoremasi o'rinli bo'ladi.
10./(x)=x22x+9 funksiya uchun [ab] kesmada Lagranj
teoremasining tasdig'i o'rinli bo'ladigan ¢ nugtani toping.

A) c=a+b/2.

B) c=b-a/2.

C) c=(a+b)/2.
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D) c=(b-a)/2.
E) umummy holda ¢ nuqtani aniglab bo'Imaydi.

4.Funksiya differensiali. Yuqori tartibli hosila va
differensiallar
1.Agar funksiya orttirmasi Af=AAx+a(Ax)Ax (Ax"O =>
a(Ax)—0) ko'rinishda bo'lsa, uning df differensiali ganday
aniglanadi ?
A) df=Ax. B) df=A+Ax. C) df=AAx. D) df=A-Ax. E) df=
a(Ax)AX.

2. Agar y=/(x) funksiya hosilasi /'(x) mavjud va chekli bo'lsa,
quyidagi hollardan gaysi birida df differensial mavjud bo'ladi ?
A)/'(x)>0. B)/'(x)<0. C)/'(x)=0. D)/
(N

E) barcha hollarda df differensial mavjud bo'ladi.

3. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning/ '(x) hosilasi df
differensial orqgali ganday ifodalanadi ?

A)x) =df. B)/(x) =f . C) I'(x) =4 .

D) /'(x) =df -dx. E) f\x)=df +dx.

4. Agar y=f(x) funksiyaning hosilasi / '(x) mavjud va chekli
bo'lsa, uning df

differensiali ganday topiladi ?

A) df=f*(x)+dx . B) df=f*(x)-dx C) df=f*(x)/dx .
D) df=f"(x)dx . E) df=f"(x).

5. Differensiallanuvchi  y=f{x) funksiya argumentining
orttirmasi Ax kichik bo'lganda uning differensiali df va orttirmasi
[/orasida doimo gaysi munosobat o'rinli bo'ladi?

A)Af=df. B) Af>df. C) Af<df. D) Afdf>0. E) Afadf

6.Funksiyani differensiallash qoidasi qayerda noto'g'ri
ko'rsatilgan ?
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A) dCf=Cdf. B) d(u+ v)=du+dv. C) d(u-v) =du
D) d(uv) =udv-vdu. E) df(u) =f'(u)du.
7.y=cos(3x+4) funksiya differensiali dy qgayerda to'gri

ko'rsatilgan ?

A) dy=sin(3x+4)dx.

B) dy= 4sin(3x+4)dx.

C) dy=-3sin(3x+4)dx.

D) dy= -4sin(3x+4)dx.

E) dy= 3sin(3x+4)iix.

8.y=xInx funksiyaning dy differensialini toping .

A) dy= xdx. B) dy= Inxdx. C) dy=(I/x)dx.

D) dy= (I+Inx)dx. E) dy=(I-Inx)dx.

9. Funksiyani differensia.l yordamida taqribiy hisoblash

formulasi qayerda

to'g'ri ifodalangan ?

A) f(x+Ax)~Tf(x)df. B) f(x+Ax)M(x)+df.
C)/(x+Ax)~f(x)/df. D)Ox+Ax)~ df/fix).
E) f(x+Ax)~f(x)xdf.

10. Qaysi funksiyaning n-itartibli hosilasi noto'g'ri yozilgan ?
A) (e')w =e\ B) (a*)4'0 =al(Ina)". C) (xnM =\ .
D) X - sin g+ . E) barcha hosilalar to'g'ri yozilgan.

5.Funksiyani | tartibli hosila yordamida tekshirish

1. Differensiallanuvchi y=f(x) funksiyaning kamayish sohasi

uning/(x) hosilasi yordamida ganday munosabatdan topiladi?
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A)/(x)=0. B)/(x)*0. C)/(x)>0.

D)/(x)<0 . E)/(x)<°°.

2./(x)=x3-3x funksiyaning: kamayish oralig'ini toping.
A)(-1, 1). B)(l, 0c0). C) (-1, oo).

D) (-00,-!). E) (-00, 1).



ko'rsatilgan ?
A) (0, e). B) (-co, 1/e). C) (0, 00). D) (0,1/e). E) (1/e, co).

4 .Differensiallanuvchi y=/(x) funksiyaning o'sish sohasi
uning/(x) hosilasi

yordamida ganday munosabatdan topiladi?

A)/(x)=0. B)f(x)*0. C)/(x)>0. D)f(x)<0. E)f(x)<°°.

5.f(x)=xex funksiyaning o'sish oralig'ini toping.

A)(-1, 1). B)(l, 00). C) (-1, oo).

D) (-®,-1). E) (-co, 1).

6.y=xInx funksiya o'sish sohasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) (0, e). B) (-co, 1/e). C) (0, co).

D) (0,1/e). E) (1/e, co).

7.y=f(x) funksiya xo nuqta atrofida aniglangan bo'lib, unda
lokal maksimumga ega. Agar argument orttirmasi At yetarlicha
kichik bo'lsa, quyidagi tasdiqglardan qaysi biri o'rinli bo'Imaydi ?

A) /(xn+AXx)</(x0).

B)/(xo0-Ax)</(x0).

C) A/<O0.

D) f(xo+Ax)+f(x0-Ax)<2f(x0).

E) barcha tasdiqlar o'rinli bo'ladi.

8.y=/(x) funksiya xo nuqta atrofida aniglangan bo'lib, unda
lokal minimumga ega. Agar argument orttirmasi Ax yetarlicha
kichik bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli bo'lmaydi ?

A)/(xo+Ax)>/(x0). B)/(x0-Ax)>/(x0). C) A/>0.
D) /(xo+AXx)+/(x0-AX)>2/(x0).
E) barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

9. Differensiallanuvchi y=/(x) funksiya xo nuqtada lokal
ekstremumga ega bo'lsa, quyidagi shartlardan qaysi biri o'rinli
bo'ladi ?

A)/(x0)>0. B)/(x0)<0. C)/(x0)=0.
D)f (xo0). E)/ (x0) mavjud emas.
10. /(x)=x33x funksiyaning kritik nuqtalarini toping.
A)+l. B)Oval. C)-1va0. D)2va3. E)+2 .
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Qiyin matematik masalani yechishni -
mustahkam gal'ani zabt etishga tagqoshlash mumkin

Vilenkin
VIII-BOB. ANIQMAS INTEGRAL

§ 8.1 Anigmas integral. Bevosita integrallash. Yoyish usuli
yordamida integrallash.
8 8.2.0'zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash.
Bo'laklab integrallash. Ratsional kasrlarni integrallash
§ 8.3. Ba'zi bir irratsional funksiyalardan tashkil topgan
va trigonometrik funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni
integrallash.

§ 8.1 Anigmas integral. Bevosita integrallash. Yoyish
usuli yordamida integrallash.

1. Agar [a,b] kesmaning istalgan ichki nuqtasida f(x)
funksiyaning hosilasi /(*) ga teng bo'lsa, bu f(x) funksiya /(*)
uchun boshlang'ich funksiya deyiladi.

F'&)= dF(x) =f{x)dx, ree[a/1].

Boshlang'ich funksiyani uning hosilasi /(*) yoki differensiali
f(x)dx bo'yicha izlash differensiallashga teskari amaldir, bu amal
integrallash deyiladi. /(*) funksiya yoki f(x)dx differensialning
boshlang'ich funksiyalari to'plami anigmas integral deyiladi va
\\dx simvol bilan belgilanadi. Shunday qilib, agar

d[F{x)+c]=f{x)dx bo'lsa,

\f(x)dx =F(x)+C (8.1)

bo'ladi.
Bu yerda /(*) integral ostidagi funksiya; f(x)dx - integral
ostidagi ifoda; C - integrallash o'zgarmasi, x-integrallash

o'zgaruvchisi, j -integral belgisi.

2. Anigmas integralning asosiy xossalari:



ot

a) funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya

bilan ixtiyoriy o'zgarmasning yig'indisiga teng:
\dF(x)=F{x)+C

b) Anigmas integralning differensiali integral ostidagi
ifodaga, anigmas integralning hosilasi esa integral ostidagi
funksiyaga teng:

d(\f(x)dx)= f{x)dx, ([f(x)dx) =f{x) (8.2)

c¢) Funksiyalar algebraik vyig'indisining (ayirmasining)
anigmas integrali bu funksiyalar anigmas integrallarining
yig'indisiga (ayirmasiga) teng:

\[f{x)xg(x)]dx = \f(x)dxx\g(x)dx (8.3)

d) o'zgarmas ko'paytuvchi anigmas integral belgisidan
tashgariga chigarish mumkin (a =const):

jaf(x)dx =ajf(x)dx, (a=const) (8.4)

e) agar \f(x)dx=F(x)+c bo'lib, n=<px uzluksiz hosilaga ega

bo'lgan istalgan ma'lum funksiya bo'lsa,

\f(u)du =F(u)+C (8.5)
bo'ladi.
3. Integrallashning asosiy formulalari.
jodx=C (8.6)
jdx =x+C (8.7)
s 8.8
J\x dx—-r—]-_;—1+(:; (n*-1) (8.8)
jf= b H+C (8.9)
faxdx=—-+C; a>0; a®1 (8.10)
J Ina
jexdr=e" +C (8.11)
Jsin.«ft =-cosjc +C (8.12)

Jeosjrd!x =sinx+C (8.13)



f .  =hPF+-x2+a2pC (8.17)
V5321 a2

:4 . ;b_(x »" arcsh§+ é (8.18)

foodx 1 X (8.19)

(8.20)

(8.21)

j shxdx =chx+C (822)

(8.23)

(8.24)

Yoyish yo'li bilan integrallash berilgan integralni sodda
integrallaming yigindisiga keltirishdan iboratdir.

4.Bevosita integrallash. Bevosita integrallash jadval
integrallaridan bevosita foydalanishga asoslangandir. Bu yerda
quyidagi hollar ro'y berishi mumkin:

a) berilgan integral tegishli jadval integrali yordamida
topiladi;

b) berilgan integralga (8.3) va (8.4) xossalarni
qo'llanilgandan so'ng bir yoki bir necha jadval integraliga
keltiriladi;

v) berilgan integral integral osti funksiya ustida elementar
shakl almashtirishdan so‘ng (8.3) va (8.4) xossalar go'llanilgandan
bir yoki bir nechta jadval integraliga keltiriladi.

Ushbu anigmas integrallami  topib, to'g'riligini
differensiallash yordamida tekshiring.



8.3. JM*243VA--Asjrfr 8.4. $\Ix2+4y[x-~=yc
8.5. M\IX6--ulx +4 = 8.6.
8.8. jfi+2Vv I-~fc
m»>WN -174>

Anigmas integrallami toping.

8.11 -Jcosx s'mxdx 8.21 | -dic
ax X
8.12 J(in*)3- 822 f X! o
' 2X +3
8.13 J]ar;‘gx 8.23 |VET4+3.r T
g.14 ¥ 8.24 Ix2 <&
1\/sinx
8.15 Je xJ1 8.25 J-
mI&X*H-|
1 826 f f
8167, e J2jc2+3tfa
- * dx
8.17 jVin* = 8.27 Ja
8.18 | X 8.28j" g -&
wl—2xJ 1+Xz
8.19 j -d 8.29 \/NJd
Vorgas™ N dx
8.20 j & 8.30 I\ +2x2xdx
x\nx

Integrallami toping.

g3ra) ) * o
\V25-9x2° mx+4 +Vice—1
dx
CH(2*;-3H
*2(*2- 3) d)\yfx20052\[x A +2
8.32 5) 339 g b)

x

-Sss=4#-



$1

8.33[n/P"(5\T'7-\)b 8.34. [-=££=
1 jVhTv
835 Lr--L+ ")fy 8.36.
4 b tv+2) J Jvi+4
8.37. fA=n= 8.38. [
8-39- 116r -9 840° f-—43""dx
8.41. js'-'e’dx 8.42. J(3T- IM3-*+2)&
8.43. \ — b 8.44. [~ N F N X
J-X+2-4x-\ s]4-x*
8.45. ~Z p - 6" 8.46. I*1*
J x2+4 V +1
8.47. f— <& 8.48, fsin2—dx
J x+1 J 2
8.49. jclg xdx 8.50. jcth2xdx
8.51. 8.52. fe—~dx
J cosx 3e" +2
8.53. f— . 8.54. J4
Jsin x + cos2jc jt (l-x
8.55. Wil +4% 8.56. fe-(ex+5)fc
8.57. J(VT-i)(jc+V* +inr 8.58. |(3crgx-iX3/gx +])ic
859 rl+2co " 8.60. UxyfxTxdx
J 1+cos2x J

8§ 8.2.0'zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash.
Bo'laklab integrallash. Ratsional kasrlami integrallash

O'zgaruvchini almashtirish (o'miga qo'yish) usuli bilan
integrallashning mohiyati shundan iboratki, jf(x)dx integralni
asosiy integrallash formulalarining birortasi oson
integrallanadigan \F(u)du integralga keltirishdan iboratdir. Faraz
qgilamiz, x=9) o'rganiladigan oraligda uzluksiz, differensial-
lanuvchi funksiya bo'lsin, u holda

j f{x)dx =f f{<p(u))g>"(u)du =1J F(u)du (8.25)
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Yangi o'zgaruvchi 1 ga nisbatan integral topilgandan so'ng
u=y/(X)o'rniga qo'yish yordamida uni x o'zgaruvchiga keltiriladi.
1-misol. Ushbu

laZi-X 2dx
0

Integral hisoblansin.
Berigan integralda x =sin/ almashtirishni bajaramiz.Unda

K n

|-31-x2dx = |Al-sinllcostdt = j cos2tdt =

=] (i +~cos2t)dt = (i« + ~-sin20
"4
bo'ladi.
Bo'laklab integrallash. d(u9)=ud&+9du tenglikning ikkala
tomonini integrallab, quyidagini hosil gilamiz:
Ad(u9)="ud9 +Mdu\ U9 ="ud9+/9du
bu yerdan
jud9 =u9-jodu (8.26)
2-misol.Ushbu

j x Inxdtx

Integral hisoblansin.

Bu intervalda  u[x)=\nxd\{x)=x deb du(x)=-1dx,v(x)=x—2

bo'lishini topamiz. Unda (8.26) formulaga ko'ra:
jAlndeZ(lTlnq)ﬁv—-:—dx:—Z—lnp"?fxdxz_z Inx- bo'ladi.

Ratsional kasrlarni integrallash. Rastsional kasr deb
P<(x)/Qmx) ko'rinishidagi kasrga aytiladi, bu yerda p,x) va Qmx)
mos ravishda n va m darajali ko'phadlar. Agar n<m bo'lsa,
ratsional kasr to'g'ri , n>m bo'lsa noto'g'ri kasr deyiladi. Har
ganday noto'g'ri ratsional kasrni maxrajga suratni bo'lish orqali
ko'phad to'g'ri rasional kasr yig'indisi ko'rinishida tasvirlash
mumkin. Shuning uchun ratsional kasrlarni integrallash to'g'ri
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ratsional kasrlarni integrallashga Kkeltiriladi. To'g'ri ratsional
kasmi integrallash uchun uni eng sodda ratsionallar yig'indisi
ko'rinishida
P(x)_ Ai A2 Alt Al Al
Q) (x-a,) (nr-a,)2 " (x-a]j X-or, (nr-0,)*
bu yerda a va n,, al..an-o'zgarmas haqgiqiy sonlar; K-
butun musbat sonlar
Eng sodda ratsional kasrlardan tashkil topgan integrallarni
hisoblash.
1)Birinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:

f.- dx=Aln\x-a\+C
3x-a

2)Ikkinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:

fr—A-r-dx =— — 7---* +CunelVinf£?2
S(x-a)" n-\(x-a)"-"
3)Uchinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
b-~p

f Ax+B dx=f A/ dI+f— \dt\ -4q <0; t=x+—; a2=q-[—] >0
3x-+px+q st2+a2 3t+a p-td 2 qu}

4) To'rtinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
r_~ B JIWAT » 1 +(B_=\_N

}{x2+px +nY S(t2+a2f |1 2j)(,4a2r
f.v
neN; n>2; p2-4q<0; t=x+—; a2=q-U—| >0

5) Beshinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:

foodt . = — +C; m |
{2+°20 21~ +a2r
6) Oltinchi turdagi eng sodda ratsional kasrlar:
roodt 1 1( 1o0f dt >9
J(2+a2) 2an-lil2+a2y" a2{ 2(/i-)J(’ +B«p ’

3-misol.Ushbu

J sin3jccos4xdx

integral hisoblansin.
Ayrim hollarda /=cosx, <=sinx,r=tgt almashtirishlar qulay

bo'ladi.
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Aytaylik, R(u,v) ratsional funksiya uchun
R(-u,v) =-R(u,v)
bo'lsin. Bu holda
|R(sin X, cosx)dx = j R2(sin2x, cosx) sinx dx =
t-cosx , )
Tat=-sihmk I a2(1-r2./)n
bo'ladi.
Aytaylik, J(ny)ratsional funksiya uchun
R(u,-v) =-R(u,v)
bo'lsin. Bu holda
JR(s"'mx,cosx)dx =J/?3(sinx,cos2x)cosxdx =

<=sinx f .
bo'ladi.
Aytaylik, R(u,v) ratsional funksiya uchun
R(-u-V)=R(u,V

bo'lsin. Bu holda

[~ (sin x, cos x) dx = | R2(tgx, cos2x) dx =

t=1tgx
dx=-  -dt :}Rz(t'ﬂ{?)h/\rdt
1+/2

bo'ladi.
Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) =-R(u,v) bo'ladi.
Shuning uchuncosx =t deyilsa,unda -am xdx =dt bo'lib,

fthb |
fsin Xcos Adx=f(/2-1)t*dt=--------- hC=-cos7’x— cosx+C
J 1 7 5 7 5

bo'ladi.
O'zgaruvchilarni almashtirish usuli yordamida
integrallami toping.
361 a) \~-dx 8) dx ¢) f- X
\+X*
d) ferEQOJLd
) Jerl+*2 X €

X+ yIX
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t

8.62.

8.63.

8.65.

8.67.

8.69.

8.71.

8.73.

8.75.

8.77.

) fTsin — x - cos —_lift
470 20J

arctg'x

| V37+5dr
INANG

NN d x
cos X

] xdx
Jx2-5

i dx

J

mJ|-x2arcsinx

j sec2(l + In2joye/(1 + In2,)

\Ip~dx
X +X

e3<ft

8.79. J

8.81.

8.83.

8.85.

8.87.

8.89.

VI+e6

fx 2~u'dx
cVit

Va

J5” 'sin2x(fc
J  Sink<&

COS Xy/COSX

A

(x2 +1ljarctgx +1

8.91.J rdx

8.93.

8.95.

8.97.

8.99.

7+32*
f
3\I2x-x2
e >dx
“Hi)2
dx
W 9-1n22x
/ sin2rd)r
1+cos22T

J

B) (I \x-iy dx
8.64. J- N
Sian(l +C|gx)32

8.66. f, &
(2x-3)2

8.68. r2™n

8.70. I - * Y
Wjt(9+ In- X)

8.72. \77*x*dx

8.74. |e'cose'dx

8.76.
J n3

8.78. fALdz
] Z
8.80. \* - P dx
smM*x

8.82. f_HdU
7 cosRu?2

8.84, f--m-mm- _dx
125coszx +9sin2x

V1- g2Varccos2a- 4

r -=*
ytg*xsin2x

8.88.

8.90. JV™™2casATHtt

8.92. f-*
*

T e 45

8.94. JV2- 3sin2xcos 2xdx

8.96.
J sin2x3

8.98. f-f*
V -i

8.100.
J16+x4



8.101.

8.103.

8.105.

8.107.

8.109.

8.111.

8.112.

d) J@2+3x)exdx;

8.113.
8.114.
8.115.
8.117.

8.119.

8.121.

8.123.

8.125.

8.127.
8.129.
8.131.
8.133.
8.135.
8.137.

fjn
Jcos2’sin j cos dx
J*«g(*2-5)&

j cos™3x- dx

sin 2xdx
j@anx +5

jli+x14*
Bo'laklab

fl) (x +3)sinxdx;

) jxcos2xdxs) jiircsin 2xdx
Jinxabr

J xarctgxdx

JXAN(jc2 + 4)dx

jSf*

fICCOSX .
J1 . 3 dx
sin~X

\x25"dx

fx3/2cosVJ-N
X

Ix I3 1n2xdx
jxchxdx

J(x2+43x +sy xdx
J (I + je)2sinxdx
J(x- 2)arcsinxdx

J(I- 3x- x2)Inxdx

b) \x2arctgxdx)

8.102. } ~ &
J-0x(1 +x)

8.104. \th2xdx

8.106. J -
8.108. j- ¥
1) 7%42

8.110 \(\-xTxdx

integrallash usuli yordamida toping.

C) Jarcsinxdx)

e) \eZsin3j:dx.

8.116. |-Jx In-Jxdx

8.118. [xlarctgxdx

rx arcsin*d.

y

1MV-*2
IN(*2+1)dx

8.120.

8.122.

8.124.- j A’ (.vcosx +100sinx)dx

g.126. Tn'xj

8.128. Jsec2xIn(secx)rfv

8.130. J(3*2-8x)e2dx
8.132. j(x +2)cos(3x + 7)dx
8.134. |(3a2+ 6x + 5)arctgxdx
8.136. Je3xcos2xdx

8.138. J(c3—a—)In2xdx
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Maxrajida kvadrat uchhad gatnashgan integrallami topin

8.139

g -
J18=9.r2-6n:

8.141. f- X

Vx2-8* +25

8.143. f-m-*
J X2+ V3jc+1

8.145.
"' X2- 2x+5

8.147. f- Xk
3e" 20k +6

8.149. f fr-Q~*
V5 + 4jc- x*
dx
X-JX2-5 g+ 4
dx
(x2-3x +3)2

dx
X +

8.151. J
8.153. j

8.155. /

8140 fF—_*
3Xr+2x+1n
8.142. f _ X
J V3 +2x
8.144.
J h2=44F * 13
8.146. | (3xIr&
w2m2-12*+ 15
8.148. 3 ¥
\Ix2-6x +1
8.150. J ! 4
ylIx-x2
8.152. j ¥
Xyl[u?
8.154. j ¥
(x2+2x f
8.156./

(2x2+3x +5)2

Ratsional kasrni integrallang

X 2dx
8N157a)/ 5 ~

al58- ~ oo a
8.159. N 2+3*+6

8.161. I _
YH25X +6

8.163. ] ¥
"X(x2+1)

8.165. J dx

[x+D(x2+X + 1)3

8.167. FA2X12- 2x o

I (i-x)4x2+i
8.169. f-i!*
J8-x3

8.171. J- xdx
1+2x+2f

dx
(x-1)(x2-x +1)
xdx
(2 + arXar-3)
x2dx

8.160 fr—--=%-
(*+5)'(x+4)

8.162. j N
Jt +2X2+X

dx
(*+1X*2+4)
+i)tfc
(X2-4 jc+ 5)2

8.164. J

8.166. J

*4-10;t3+25;t2

xdx
sa70 [P3T
8.171. f-fr

o+ Jr

F 8
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.ox dx dx
8.172. 8.173. f
J(2- 3X)7 x(1 +x)5
dx 8.175. Jflff(Z 14x +1
8N74- —2~-X +2
8.177. f_(x4+|)ft
8.”.76' VY x24X-1
8.178. (,
o)

8§ 8.3. Ba'zi bir irratsional va trigonometrik
funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni integrallash

Ba'zi bir irratsional funksiyalardan tashkil topgan
integrallarni integrallash. V*2-a2, -Jx2+a\ -Ja2-x2 ko'rinishdagi
radikallar gatnashgan integrallarni hisoblashda quyidagi
almashtirishlardan (o'rniga qo'yishlardan) foydalaniladi:

1) Va2-n-2 gatnashgan integrallarda: x = asinu (yoki jc=acosu);

2) da2+x2 qgatnashgan integrallarda: x=atgu (yoki X=actgu);

3) v*2-a2 gatnashgan integrallarda: x=asinu (yoki x=a/cos«).

Agar Jftxvx)/x integral berilgan bo'lsa, t='4x almashtirish
bajarib integral sodda ko'rinishga olib kelinadi.

Agar integral ko'rinishda berilgan bo'lsa,

Nax+

\cx +d

almashtirish bajarilib, integral sodda ko'rinishga olib
kelinadi.

4-misol.Ushbu
dx
1- .
X+jx2+1C+1

integral hisoblansin.
Bu integralda

t-x +0xl+x + 1
almashtirishni bajaramiz.Natijada

Cdx=2" T g
1+ 22 @+ 2t)2
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bo'lib,
J- , T -if *IiExL*
X+X +x+1 1+20 /
bo'ladi.
Agar
2(2+/+1)y 2___ 3 3
a+2n2 | 1+2/ (@1+2/)2
bo'lishini e'tiborga olsak,unda

r dx (2 3 3 ..
X+n/X2+x+1 4" [+2t 0 +2/)2
=21Iny]- —|n||+3\+.._______+c=
1 '2(1+2)

=2Inlx + n/*2 +jc+ 1] - -2IInII +2X+ 2072 + x+1| +

+C
201+ 2X + 20/%2 + * + 1)

bo'lishi kelib chigadi.

5-misol.Ushbu

,_ £X *2+3x+2 .
y=FRIM2H 32,
X+ N/x2 +3x + 2
integral hisoblansin.
Ravshanki,
*2+4+3x+2=(x+1) «(x +2).

Shuni e'tiborga olib berilgan integralda

/= - N/*2 +3x + 2
X+1
almashtirishni bajaramiz.U holda
2-/2 dx = — 2tdt
72-1 ’ (/2-1)2
bo'lib,
|'_____:*2l'3: 22& —2/2—
*+\X +3x+2 (/ 2)-(/-1)-(/ +1)3
bo'ladi.



Endi
3 16 17 5 1
-2t2-4t _ 4 27 08, 18 , 3
(/- 2)=y-1) 0 +1)3 t-1 t-2 t+1 (r+1)2 (2+1)3
bo'lishini e'tiborga olib topamiz:
= S2t2-4t g o3(dt 16rdt
J (I-- 2 (f -LWv-f/ +1)3 44-1 21 t-2
17 r dt 5 f dt lf dt 3.1
_____________________ =-In/-I-
108751 18 (/r+1)5 3J(*+1)3 4
S At e
27 1 1 108 1 1 18 /+1 6 (/+1)2
Trigonometrik funksiyalardan tashkil topgan ifodalarni
integrallash. Bu integrallami  J«(sin*cosxV* (bu yerda R -
ratsional funksiya). Integrallash n=tg™ (-n-<*<n-) universal
trigonometrik almashtirish yordamida ratsional Kkasrlarni
integralalshga keltiriladi.
U holda sin*:—zvI . cosx=£”—%, dx = 2du
+u2’ I+u2' 1+un3
va f*(sin;c;cos4fc= \r 24 1n2) 200 e,
J A ) {I+u2 1+u2)l +u-
Trigonometrik funksiyalar qatnashgan ba'zi ifodalarni

integrallarini hisoblang.

J1h
8.182.

Jsin*-cos*

8.179.4a) b) f-4-
13+5cos* Jcos j
8.180. a) f Sk By feosxix
lsin*-cos*
8.181. f-* -
J 1-ctgx
8.183. f7—-8.184. f
(sin*-cos*)
8.185. f— — * -eeoe
1sin *-5sin*cos*
8187 f  sinxdx
*6C0S) * +sin2*
8.189. f— - Fp—

Jsin X-2tgx +3c05~ X

11+cos* +sin*

8.186. f
1cos*(l +sin.t)

g jgg asin* +sin3x\ix
» cos2*
8.190. fl’\ d x
I-tgx
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8.191. |5 X *\i
cos2X

8.193. -

J B=#s8iinj + 7cosjr
8.195. Jf' cos xdx

gm x - cos X

8.192. f—
3+ 5cosx

8.194. f——
14 +3lgx

8.196.J1+x £ *

Sinus va kosinuslami ko'paytmasi va darajasi gatnashgan

ba'zi ifodalami integrallarini toping.

8.197. Jcos™.votr
8.199. Jsin2j;cos2xdx
8.201. JcosT7jair

8.203.
30 X

8.205. I
3C0S 2x

8.207. Joos3Arsingjrolx
8.209. |sin”5j:-yjcos™Njc+Njd[r
8.211.  Jsinx-sin2x sin3xdx
8.213. fctg3xdx

8.215. jlgdp=seci<pdp

8217 fcos2xt’x

N osind*

8.198. Jcos: GMr
8.200. j sin22xcos3xdx
8.202. |sin*jkix
8.204. f— ¥
* 8im2 XCOos* X
8.206. Jsin2jccos’ xdx
8.208. ;sin—sin—dx
2 4
8.210. Jtgdx

8.212. .
1sin x
8.214. jtg<3xdx
8.216. fc* XX
sim X

8.218. f— n

8222 ar-3 dx

Ba'zi bir irratsional ifodalar gatnashgan integrallarni
toping

8.219. a)j" "X—dxb) jx(2x-iT "dx

3/2

8.220. dx

X+3

8.223.

1+ * (I+je)2

8.225. J- rdx



JM

8.227. 1A— dx
S226' G-V 7 s\x-\
8.228. 8.229.
8.230 8.231. ) VitV g
8.232. } 8.233. J\adl +25fxjdx
IVisV7
8.234. IVV4 +jrtfoc 8.235. U, *
Rinv
8.236. JVI*E g.237. Xl
VimHxr
dx
8.238. f f_ 8.239. J-
IxdyfTNi

Eyler almashtirish yordamida integrallarni toping

8.240. j % 8241, ) B
XJX2+jc+1 X+IX2- x+4
1242, F, ¥ 8.243. J XA
y(6*-8-*2)" yIx1+2x +5
1244, | 8.245. j X
X'jx2-x-5 r-Vx*-1
(LTI pe— , o

(x-2)J(jx-x2-W f

Takrorlash uchun savollar

1.Anigmas integral deb nimaga aytiladi?

2.Anigmas integralni hisoblash usullari haqgida ayting.

3.Bo'laklab integrallash usuli formulasini yozing.

4.0'zgarmas sonning integrali nimaga teng?

5.Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga
ketiruvchi universal almashtirmani ko'rsating.

6.1 tur eng sodda ratsional funksiyani ayting.

7.Boshlang'ich funksiya ta'rifini ayting.
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ANIQMAS INTEGRALGA DOIR NAZORAT TESTLari

I.Boshlang'ich funksiya va anigmas integral. Integrallar
jadvali
1. Quyidagi shartlarning qaysi birida F(x) berilgan f(X
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deyiladi ?
A) F(x)=/(x)+C (C-const). B) IILrI]F(r) =/(*).

C) F\x) =fix). D) F\x) =4 x). E) F(X)=/"(*).
2. Quyidagilardan qaysi biri /(x)=Inx uchun boshlang'ich
funksiya bo'ladi?

A) -. B) xInx. C) xInx+x.
X

D)xInx-x. E) -Inx-ar.
X

3. Quyidagilardan gaysi birining boshlang'ich funksiyasi
F(x)=xcosx bo'ladi?

A) X2sinX. B)-sim:. C) cosx-xsinx.

D) sinx+xcosx. E) x(sinx+cosx).

4, Teoremani to'ldiring: Agar F(x) biror/(x) funksiya uchun
boshlang'ich funksiya bo'lsa, unda ixtiyoriy C o'zgarmas soni
uchun ... funksiya ham/(x) uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi.

A) C-F(x). B) C-F(x). C) C+F(x).
D) C/F(x). E) F(x+C).

5. Agar Fi(x) va F2x) berilgan f(x) funksiya wuchun
boshlang'ich funksiyalar bo'lsa, unda biror C o'zgarmas soni
uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o'rinli bo'ladi?

A) Fi(x)F2(x)=C. B) Fi(x)/F2(x)=C.

C) Fi(x)+F2(x)=C. D) Fi(x)-F2(x)=C. E) Fi(x)xF2(x)=C.

6. Agar F(x) biror/(x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya
bo'lsa, unda ta'rif bo'yicha \f(xX)dx anigmas integral ganday
aniqglanadi ?

A) C-F(x). B) C-F(x).

C) C+F(x). D) C/F(x). E) F(x+C)
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7 Anigmas integralning geometrik ma‘'nosi gayerda to'g'ri
,'liq ko'rsatilgan?

A) Qandaydir to'g'ri chiziq.

B) Qandaydir egri chiziqg.

C) Qandaydir chiziglar sinfi.

D) OX o'qi bo'yicha o'zaro parallel chiziglar sinfi.

E) OY o'qi bo'yicha o'zaro parallel chiziglar sinfi.
8. Qayerda anigmas integralning xossasi xato ko'rsatilgan ?

E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.
9. Anigmas integral uchun gaysi tenglik bajarilmaydi ?
A)jL/O) +g()\Ix=ff (x)dx + 1g(x)dx.
B) \f(x)g(x)dx =J/i(x)dx - Jg(x)dx.
Q \[f(x) - g(x)]dx =\f(x)dx - \g(x)dx.
D) | kf(x)dx =AJ (x)dx (K- const).
E) keltirilgan barcha tengliklar bajariladi.

10. Agarda F(xX) va G(x) mos ravishda f(x) va $(xX)
funksiyalar uchun boshlangich funksiyalar , a va b ixtiyoriy
o'zgarmas sonlar bo'lsa, \[af(x) +bg(x)\k anigmas integral javobi
qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) (@+C)F(X)+(b+C)G(x). B) aF(x)+bG(x)+C.
C) aF(x)-bG(x)+C. D) F(ax)+G(bx)+C.
E) {a+C)F(x)-(b+C)G(x).

2.Anigmas integralni hisoblash usullari

1. Anigmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud
emas ?

A) ko'paytirish usuli. B) o'zgaruvchini almashtirish usuli.

C) differensial ostiga Kiritish usuli. D) yoyish usuli.

E) bo'laklab integrallash usuli.
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2. Qaysi tenglik anigmas integralni yoyish wusulida
hisoblashni ifodalaydi?

A) jf(x)clx =\udv=uv- jvdu . B) \f(x)dx =\f(<p(t))<p'(t)dt.
C) \f{x)dx =\Y.akfd x)dx= l.ak\fk(x)dx.
k=1 k=1
D) \f(ax +b)dx=~F(ax +b) +C. E)N\Nf)dx=\j\(p(t)]<p\t)dt.
3. X +5dx integralni yoyish usulida hisoblang.

X

A)2-~ +4-+C. B) 2x-31n|x] +-~ +C.
X~

X X
C)2x---,£|3- +C. D) 2x-31n]x]--+C. E) 2x+~~~ +C
X 3x X X X
4. Quyidagi integrallardan qaysi biriga differensial ostiga
Kiritish usulini go'llab bo'Imaydi?
A)f(x)f'{x)dx. B )j4~.
1(*)
Q Jt/M + .f'(x)]dx. D) {-jj{x)f'(x)dx.

E) barcha integrallarga differensial ostiga Kiritish usulini

qo'llab bo'ladi.
5. Quyidagi integrallardan gqaysi biri differensial ostiga
kiritish usulida xato hisoblangan?

A) jF(x)f'(x)dx =~ /2(x) + C.. B) Jcos[/(X)]/'(x)alx =sin[/(x)] +C.

C) \sin[f(x)]f*(x)dx =cos[/(x)] +C. D) J =In]/K)] + C.
f(x)

E) keltirilgan barcha integrallar to'g'ri hisoblangan.

6. Qaysi tenglik anigmas integralni o'zgaruvchilarni
almashtirish usulida hisoblashni ifodalaydi ?

A) }H(x)dx = Judv=uv- Jvdu . B)\f(x)dx =j f (<p(t))<p’(t)dt.

C) \f(x)dx = \jrakf k(x)dx= f.ak\fk{x)dx .
k=1

A=1 =

D) {/(s*+  =—F(ax+b)+C. E)J//[#>(0]~ (0" =
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7. ff(x)dx anigmas integralda x=(p(f) almashtirma

bajarilganda u ganday ko'rinishga keladi

A) \f[<p(t)\p(t)dt. B) \M(p\D)}(p\t)dt. C) \f[(p{t)]dt
D) Jf[<p(tj\<p’(t)dt. E) \M[<p'(t)]<p(t)dt.
4 i

g. integral qgaysi almashtirma orqali jadval

\x]J0-1
integraliga keltiriladi ?

A) t=x2. B) t=x3 C) t=x\ D) t=x5 E) t=x6.

9 rsinxci- integral qgaysi almashtirma orgali jadval
JIGOBX

integraliga keltiriladi ?
A) f=sirur. B) f=cosx. C) f=rfcosx .
D) £=tgx. E) f=ctgx.

10. Jcosx— integral qaysi almashtirma orqali jadval
Vsinx

integraliga keltiriladi ?
A) t=sinx. B) f=cosx. C)/ =Vsinv.
D) t=tgx. E) f=ctgx.

3.Ratsional funksiyalar va ularni integrallash

1. Quyidagi yig'indilardan qaysi biri ko'phadni ifodalaydi ?
A) Y.akSinkx. B) Xa*sir/.v. C) Xa*.v/.
k~0 k=0 A0

D) takxk. E) takxk.
*=0 *=0

2. P(x)=(x2+2x-10)2(3x+5) ko'phadning darajasini aniqglang:
A) 1. B) 2. C)3. D) 4. E) 5.
3. Agar P,(x) va Qm(x) ko'phadlar bo'lsa, unda quyidagi
funksiyalardan qgaysi biri ratsional funksiya deyiladi ?
A) Pn(x)+Qm(x). B) P,,(X)-Q,,,(X).
C) Pn{x)/Q,n(x). D) P..(x)-Q.r.{x). E) P.[Q(y)].
4. Qaysi shartda R(X)=Pn(x)/Qm(x) to'g'ri ratsional funksiya
deyiladi ?
A)m>n. B) m<n. C) tn>n,D) m<n. E) mdn.



5. Qaysi holda R(x)=P,,(x)/Q,,,(X) noto'g'ri ratsional funksiya
bo'Imaydi?

A)ym>n. B) m<n. C) m=n.D) m>n. E) m-n-I.

6. Quyidagilardan qaysi biri to'g'ri ratsional funksiva
bo'ladi ?

A) I +x+\ B) -Ix+ 13 O x2+x+\
X+ 1 X2 +x+1 Xi+1

D) x +x+1. E) x +x+1.

(x +1)2 X2 +1
7. 1tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)dizts cC )n 2 _n_

X -a (x-a)k (x-a)k X-a

X +b
E)

X-a
8. il tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)-AX+B . B) . C) A

X +px+q (X-a) X -a
D)-r”-—— - E) —— k>2

X~ +px +q (x-a)
9. Il tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)NEt® -. B) — —+r,k>2- c)*Ww ,k >3

* 4+ Syt (X'+px+qj (*-«)
D) Ax +Bx+C Ax' +Bx+C

X +px+q (x2 + px +q)k
10. IV tur eng sodda ratsional funksiyani ko'rsating.
A)- Ax+B . B) Ax+B k>2.

X'"+Px+4 {x2+px +qj

**3.

(*_«)*
poy/b2rfixtC_ o) Mxerfixec

X +PX+4 xX2+px +q)

4. Ayrim irratsional ifodali integrallami hisoblash
1 Binomial integralning umumiy ko'rinishi gayerda to'g
ifodalangan ?
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A) \x(a +bx)pdx. B) jx" (a +bx)pdx. C) \xr{a +bxs)"dx .
D) jx' (a+bxs)dx. E) Jjt' (ax" +bx*“)pdx .
2. Qaysi shartda jx'(a +bxs)pdx binomial integral albatta
elementar funksiyalar orqali ifodalanadi ?
A) p-butun son. B) r-butun son. C) s-butun son.
D) r+s-butun son. E) keltirilgan barcha hollarda.
3. Qaysi shartda jxr(a +bxs)pdx binomial integral elementar

funksiyalarda integrallanuvchi bo'Imasligi mumkin ?

A) +/?-butun son. B) — - -butun son.
v S

C) s-butun son. D) p-butun son.
E) keltirilgan barcha hollarda integrallanuvchi bo'ladi.
4. jxr(a+bx")pdx binomial integralda (r+l)/s- butun son,

p=k/m bo'lsa , gaysi almashtirma orqgali undan ratsional
funksiyali integralga o'tiladi ?

A) atbxs-t. B)a+bxs =tk. C) a+bx5=t

D) a+bx=tm E) ax™+b =t

5. jxr(a+bxs)pdx binomial integralda p- butun son, r=k/rn va
s=g/m bo'lsa, gaysi almashtirma orqgali undan ratsional funksiyali
integralga o'tiladi ?

A)X=tP. B)x=tm C)x=tk D) x=t4 E) x=tKi.

6. Ixr(a+bxs)pdx binomial integralda p+(r+l)/s- butun son,

p=k/m bo'lsa , gaysi almashtirma orgali undan ratsional
funksiyali integralga o'tiladi ?

A)a+bxs=t. B)a+bxs=tk. C)a+bx5t™.

D)a + b x = t E) ax~*+b=t

7. jx2 3(a +bx3;4)2dx binomial integraldan ratsional

funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o'tiladi ?

A) a+bx34=t. B)a+bxm=t3 C) x=t'2

D) x—3 E) x=t4.

8- jx2,3(a +bx5'6)" 2dx binomial integraldan ratsional
funksiyali integralga gaysi almashtirma orqali o'tiladi ?

A) a+bx5b=t. B)a+bx56=t2 C) ax~d6+b=t.



D) (ix-5bt+b=t2 E) x=tb.

9. fr2 ’(a+bx* 4)7 4dx binomial integraldan ratsional
funksiyali integralga qaysi almashtirma orqali o'tiladi ?

A) rt+bx34=f. B)fl+frx34=F9. C) ax~w +b=t.

D) ax~w +b=t4. E) x=f12

10.  \R(x,xm "...xr ")dx irratsional funksiyali integral
ganday almashtirma orqali ratsional funksiyali integralga
keltiriladi ?

A)Xx =tn. B) x=ts. C)x =t* ,k =EKUK(n,...,s).

D) x=tl,k =EKUB(n,...,s) . E) x=tm.

5.Ayrim trigonometrik ifodali integrallarni hisoblash

1.Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional funksiyaga
ketiruvchi
universal almashtirmani ko'rsating.
A) sinx=f. B) cosx=t. C) tgx=f. D) ctgx=t.
E) tg(x/2)=f.
2. r=tg- universal almashtirma gatnashgan quyidagi
tengliklardan gaysi biri noto'g'ri ?
A) sinx= ~ . B)cosx=-—F. C) dx=- .
1+/2 1+t2 1+t2
D) x=2arctg;. E) keltirilgan barcha tengliklar to'g'ri.
3. Jft(cosx)sin.ttiv ko'rinishdagi integrallarni hisoblash uchun
gaysi almashtirmadan foydalaniladi?
A) cosx=t. B) sinx=t. C) tgx=t.
D) ctgx=t. E) tg2x=f.
4. Trigonometrik ifodali J(1-cos4x)sin.«/xintegralni hisoblang.

/&)\cosx-si'n4 I+ C. B\Jsfnx--.99§__9_c+

EN cosn-22 20 By X \e



sin® X
E) - cosr+——+C.

5. ]/2(sinx)cosxdx Ko'rinishdagi integral ganday almashtirma

yordamida hisoblanishi mumkin ?
A) cosx=t. B) sinx=f. C) tgx=t.

D) ctgx=t. E) tg2x=f.
6- S COSX dx integral javobi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
-sSInXx
sinx ¢ B) -~ ~ +C.  C) 1#l|H +c.
1-cosx 1- sinx
D) - Injl- sinx] + C. E) Inj]- cosx] + C.

7.Quyidagi almashtirmalarning qaysi biridan |/Atgvdv
ko'rinishdagi integralni ratsional funksiyali integralga keltirishda
foydalanib bo'Imaydi?
A) f=tgx. B) f=sinx.C) t=ctgx. D) /=tg-.

E) ko'rsatilgan barcha almashtirmalardan foydalanib
bo'ladi.

8. [sin2mHixcos'xdx integralni  hisoblash uchun qaysi
almashtirmadan foydalanish qulay ?

A) sinx=f. B)cosx=f. C) tgx=f. D) ctgx=t. E) sin:x=/.

9. Jsin~xcos5Xdx integralni hisoblang.

A9 cossx  cosbx, )_§_'_r1§_>5____c_9_5_§_>f+ c C )_‘395_3_’_‘____3&,“ X
8 6 8 6 8 6
AN sinsX  SinGx +/ E) Sin><+s_in:_><+C'
8 6 8 6

10. Jsin"'xcos:"# xdx integralni hisoblash uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish qulay ?
A) sinx=f. B) cosx=f. C) tgx=t. D) ctgx=f. E) cosX=t.
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Matematika fanlar ichra shoh,
uning sirlaridan bo'lingjz ogoh!

Qori Niyoziy
XI1-BOB. ANIQ INTEGRAL
§ 9.1. Aniq integralni hisoblash
8§ 9.2. Yassi figuralar yuzlarini hisoblash.
§ 9.3. Yoy uzunligini hisoblash.
8 9.4. Aylanma jism sirtining yuzi Ba hajmlarni hisoblash
§ 9.5. Xosmas integral

§ 9.1. Aniqg integralni hisoblash

1. [a,p] kesmada /(.*) funksiya aniglangan bo'lsin.
oraligni a=X*,<*<..<*, =p nuqtalar bilan n ta bo'laklarga
ajrataylik. Har bir fn ] kesmadan bittadan £(£ s[v._.v 1 nuqta

olib, n/=X f(i,)av, yig'indi tuzamiz, bunda [ .onl -
ko'rinishdagi yig'indi,integral yig'indi deyiladi. Uning mexx ->0

dagi limiti, (u mavjud va chekli bo'lsa) /(*) funksiyaning a dan b
gacha aniq integral! deyiladi hamda

(9.1)
ko'rinishida yoziladi.
2.Aniq integralning xossalari.
h b
1) Ja f(x)dx =aj f(x]dx\ (a =const)- (9.2)
2) \[f(x)£g(x)\Ix = [Z(.v)dx£jg(x)dx; (9.3)
b a
3) ==} (>0 (9.4)
a h
4) 1f(x]dx=0) (9.5)
5) \.f(x)dx =] f(x)dx +]j f(x)dx m (9.6)
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6) Agar y=/(-v) funksiya [nb] kesmada uzluksiz bo'lsa, u
holda topiladiki,

\f{x)dx =f~\b-a); (9.8)
bo'ladi.
8) Agar y=, (. juft funksiya bo'lsa, u holda
1f (x)ax = 21f(x )dx ; (9.8)

) Agar v=f(x) toq funksiya bo'lsa, u holda

JILYVY -0 (9.9)
3. Aniq integral Nyuton-Leybnits
if(x)dx =/7@)J* = F(b)~ F{a) (9.10)
a
formulasi orgali hisoblanadi.

b
4. \f{x)dx integralni hisoblash uchun x=<ft\ a<t<p

almashtirishni qo'llaymiz. Agar [ a\P ] kesmada
x=<pt\ <P'E\ f{(p(t)) funksiyalar uzluksiz va <p(a)=a, (p{p)=>b
bo'lsa, quyidagi

| b ft
fl(x>fa =f/(?>(< (9.11)
a a

tenglik o'rinli.
5. [ab] kesmada u=u{x\ 9 - 9{x) funksiyalar uzluksiz

hosilalarga ega bo'lsa, quyidagi bo'laklab integrallash formulasi
o'rinli bo'ladi:

b b
Jud9 =wn -J 9du (9.12)
a a
1-misol. Ushbu
n
2
Jn=Jsin"xdx 1=0,1,2,...)
o]

integral hisoblansin.



< Ravshanki,
n T

Jn=}dx ="~ , Jx=Jsinxdx =(-cos.v)
[ 2 0

n>2 bo'lganda berilgan integralni

4 T
2 2

J,, =Jsin" xdx = Jsinn* xd(-cos x)
0 0

ko'rinishda yozib, unga bo'laklab integrallash formulasini
qo'llaymiz. Natijada

T
T

J,, =(-sin"4 .vcosx)]j + (n-1)jsin"~2xcos2xdx =
n X n

=W- 1)Jsin™2x(i - sin2x)dx =(n - ojsin"'2xdx - (n- 1)fsin" xdx =
% 0 0
=(n~)In2-(n-1)J,,
bo'lib, undan ushbu

In=ttds,
n
recurrent formula kelib chigadi.
Bu formula yordamida berilgan integralni «=123,.......

bo'lganda ketma-ket hisoblash mumkin.
Aytaylik, n=2m- juft son bo'lsin. Unda

i _2m-1 2m-3 5 3 1~ _(2m-\)\\ n
n 2m 2m-2 .6 4 2 0_ (m! =2
bo'ladi.
Aytaylik, n=2m+1- toq son bo'lsin. Unda
J 2m 2w~ 2 6 4 2 2m!t
4 2m+1 2m- 1.7 5 3 1 (2m+ !
bo ladi. (M\simvol m dan katta bo'Imagan va u bilan bir xil

juftlikka ega bo'lgan natural sonlarning ko'paytmasini bildiradi.



Integrallami hisoblang (Nyuton - Leybnis formulasini

xdx
9.1 a)\
oVi+.v

dx
® -*)4
. dx
96 11779-17x
9.9j Xxdx
1(*2+i);

93 1J

9.12 1 X

9.15 ) ldx

dx
+4v+5

9.18 J-

dx
1+ COSV

921 f

)
9.24 jsin2@x+qa)dx

9.28 f—
*

9.30 |V2-3x(&
1

/372

9.33
-r2 3
2dx
9.36 j;} +4
9.39 | sin xdx
I., 1+ cos.v

qgo'llash yo'li bilan)

e)\\II +xdx 9.2 f— -r
b 2(11+5.r)
9.4 9.5 Jsim - qJ/
W+l
9.8 J(e'-1) e'dx 9.8 ji*_ (1,>,>0)

9103 * 9.1 flilifx
Xl —Gingy io*
v«'2 j
9.13 j "=n%= 9.14 j
0 ya2-x'n N+ InA
9.16 f7— ~ — - 9.18 f—T1%
I, (x-aXx-2a) J2w +3jc-2
9.19 f_~* 9.20 j dx
JA+X o5 \B+211-11"

9.22 Jcosbxs\n2xdx  9.23 Jsicosv- cos' WV
0

-2
9.25 o 9.26 Tc&V*
9.28 f cos/sinfb - —\dt 9.29 -~
f, Vv 4] Jd,cos-2.r
9.31 r_«_ 9.32 s kv
143 TN
ridv  9.34 je"'*dx 9.35 J ]sin3.v-icosd.vj(/.v
9.38 f  dx 9.3g) K
29+ (x-2)2 5-J-4x +x"'
940 ™ 9.41  +

i
W3.r +8



ft

9.48 J XM

{Vi+3v

9.51 j X2

uVv.v-.v-

9.54 7-A
*al e

9.58
, 2 Vsinx

9.60 f4'
963j
m +1.X-X2

2x-\
2r+1'

949 j *
,6 +e

9.52 JvVva’'-x"dx

955 r-&
\IX-+ 1

958 j *

n Vi—n"
9.61 fArfr

Jz* +l
9.64 fil*

V -1

dx
{XInx

Integrallarni hisoblang.

9.69. Jwjtc-16/1
4

* yfxdx
9-82-i» .,

9.85. Jx2l ~x2dx
9.88. fi) \lxcosxc/x
9.80. Jarctgxdx

9.83. B(x+3)sin,xdx

9.86.
+2

0.8 f- &

jer + 4v+5

9.92. fj— dx

ivi-je

9.95. jig'xdx

wm
B) [xe'dx

9.80.J wk
|y + 3x

9.83. J‘-Irl'$:+ld1’:
e'dx
3-ler +l

K4
9.88. Jrinabx
J

9.86.

0

9.81. Jx Z~xdx

9.84. JBN\os>dv

n

9.88. jsin'
0

ax

3+ 2cos.v

dx

+2X

9.90. j
9.93. f

9.96. x:V9-jicr

&p

2 +cosp

9.53 Jin(ic+ I

9.50 f

9.56 [ *
| Mi—Gn r)2

9.59 fsr(IntU
11

9.62 % dx

COs'JCsin 4

9.65 ltg'xdx

A6

9.68 Y 1+g2jc dx
N+

981 J4n:+ 2
ojt-1 &

9.84.j *
. -JIxT]

9.89. j In2guh
1
9.82. Je'sinjerfv
0
2
9.85. Jcos3.csinsvx
0
9.88. JVe'- Iiv
0

991, )- ¥
ljcvje2 +5jc + 1

9.94. f-
ii+V/N+T

9.98 I-* =t



xdx dx vT

= 9.99 j- — dx
%98 Ny Yl +.1
9101 jife = 9.102 9.103
{* 'e-kl' J3 +VU-2)2
9.104 f~-~dx 9.105 j- 9.106 J 2 o
., X +yfa' —x~ +coosm

O'zgaruvchilarni almashtirish yordamida quyidagi
integrallarni shaklini almashriting!

9.212 a) j X-IXTldxB)~yix+\d X =2t-\ 9.213 J-j==, w=sin
dx ;
9.214 J-=Z=. x=sinl 9.215 "\f(x)dx
3/4'3X2+1
9216 ] ™, X=r
I+Jx

§ 9.2. Yassi figuralar yuzlarini hisoblash

1) Uzluksiz v=/(y) (f(x)>0) egri chizig x=a va y=F to'g'ri
chiziglar hamda Ox o'gining [a,b] kesmasi bilan chegaralangan
egri chiziqli trapetsiyaning yuzi

5 =\f{x)dx (9.13)

formula bilan hisoblanadi (9.1-chizma).

9.1- chizma
Agar [a,b] kesmada f(x)<o va uzluksiz bo'lsa, u holda aABb
yuzasi

Sfl(WIv (9.14)

formula bilan topiladi.



{L*

2) Uzluksiz *=<) wb1>0) egri chizig, r=q va y=j to'g'i
chiziglar hamda Oy o'gining [c,d] kesmasi bilan chegaralangan
egri chizigli trapetsiyaning yuzi
S =\cpfy)dy (915)
formula bilan hisoblanadi.
3) Uzluksiz y=nx) va y=f2x) egri chiziglar hamda
x-a. x=b (a<h) t0'g'ri chiziglar bilan chegaralangan sohaning
yuzi
s =\(fAx)- f(*))dx, (9.16)

formula bilan hisoblanadi (9.2 - chizma).

b x
9.2 - chizma
4) Agar [d,e] kesmada y=/(*) funksiya uzluksiz va chekli

sonda o'z ishorasini almashtirsin (9.3 - chizma). Masalan, [a,b],
[b;d] musbat va [d,e] kesmada manfiy giymatlarni gabul gilsin.

U holda

h
S =S1+52+53 =) f{x)dx +J/ (x)dx +] f(x)dx .



5) Yuqori chegarasi parametrik ko'rinishda berilgan egri
chizig x=<pty=v(t) (a<t<p)) va yon tomonlari a=<® va £2\V)
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzasini
hisoblash uchun (9.13) formuladan foydalanamiz.

y =v(f)
x=(i) :
S =\f(x)dx T vdx =dx =P}t =ji¥
“ x=a=l=a
x=b=t=p
6)Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigli
OAB sektorning yuzini (9.4-chizma) quyidagi formula yordamida

topamiz:

S- limy of rArp :Io—jfr dip (9.18)

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan figuralarning
yuzini toping

9.108 y=4-x2, y=0

9.109y2=2px, x=h 9.110 v=3-2.v-y*. 1+ 0
9.111 w=4, x=1 x=4, y=0 9.112 v=Injt, v= =0
9.113 \2=2x+4, n=0 9.114 y2=V3 k=8, V=0

9.115 y2=(4-x)\ n=0

9.116 4(y2-x:)+f =0 egri chiziq ilmog'i

9.118 v=x1, v=2-r2 9.118 y —x~+4v. y =x+4
9.119 azyr=x'(2a-x) 9.120 (y-xf=x\ x=I
9.121 y2(2a—x) =(x—a)2 atrofidagi ilmog'i



9.122 y ="]i.“+m*| zanjir chiziq .=t va y=0

9.123 x =a(-sint), y=a(i-cos/) sikloidaning bir davri (arkasi) va
OXo'qi

9.124 x =acos'i, y =sin5/ astroida

9.125 r1=xmsXp limneskata

9.126 r=a(i - o kardioida

9.128 r=4n-n parabola va Oxo'qgi bilan chegaralangan.

0.128. y =¢'; y =e"-\ y =e2

9.129. y =x, -2x1;, v=0

9.130. y=3+2x-X:; y =x+1

9.131. v=x2+3 xy=4 y=2 x=0

9.132. y=a5 y=-2x~ +X

9133 .y =VI-x; v=x+I y=0

9.134.y =cos2x, y=0 x=0 x=n74

9.135.3=2-x4 y=r2

9.136.xy=t y=x2 x=3 y=0

9.138. x=0 x=2 y=2% y=2Xx-Xx2

9.138. y=acsin2x x=0, y=11/2

9.139. y=x2H; x=y-\ X+2v-16=0i x=0

9.140. y=(x+0"; y2=xH

9.141. v=4-x:; y =x2-2x, y =0 (2-chorak)

9.142. y=I1/2x2+2 x+2y-4=0, y =0 (1-chorak)

§9.3. Yoy uzunligini hisoblash

1) To'g'ri burchakli Dekart koordinatalari sistemaside
berilgan egri chizig yoyining uzunligi [ab] kesmada y=/M
tenglama bilan berilgan. Egri chizig uchun f(x) uzluksiz bo'lsa, u
holda uning yoyi uzunligi (9.5 - chizma).

1=JV H /'W )2dx (9.18)

formula bilan hisoblanadi.
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O a b
9.5 - chizma

2) Agar egri chiziqg *=<) (c<v<d) ko'rinishda berilsa, yoyi
uzunligi

/=b1 +/1>)20 (9.19)

formula bilan hisoblanadi.

3) Agar egri chizig x =@\ y =v/(@t) ko'rinishda berilgan
bo'lib, i”/(¢) uzuliksiz funksiyalar bo'lsa, u holda egri chiziq
yoyining uzunligi

I=\A'()Y +(y'{t)2d (9.20)
formula bilan hisoblanadi.

4) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan silliq egri chiziq
P =f(<p\ qd <<p<t yoyining uzunligi

1=JMp)) +(P'@)Ydp (9-21)
formula bilan hisoblanadi.

Quyidagi egri chiziglaming yoy uzunligini toping.

9.143 a)p =a\+COSY\ a>0  s)x23 +y23=ain egri chizigning
uzunligi

9.144 a)r =acosxp  e)x- +y2=a2egri chizigning uzunligi

9.145 y2=x+l)" egri chizigning x=4 to'g'ri chiziq bilan
kesilgan gismining uzunligi

9.146 x=a(t-sint), y =a(l-cosf) sikloida bir davrining
uzunligi
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9.148 ,qzi, yzz-iegri chizig koordinata o'qlari bilan
nuqtalari orasidagi gismining uzunligi

9.148 v=y -i egri chizigning OX o'q kesgan bo'lagining
uzunligi.

9.149 y= +e~"j =ocA- egri chizigning jc=zxa to'g'ri

chiziglar orasidagi gismining uzunligi

9.150 y=umr ning x=~ dan *=y gacha bo'lgan gismining
uzunligi

9.151 y=inoosr) egri chizigning OY va OX o'glar kesishgan
ikki go'shni nuqtalari orasidagi gismining uzunligi

9.152. v=yfx chizigni *=o dan x=\bo'lgan oraliqda.

9.153. y—inY chizigni x=4b dan r=m8bo'lgan oraligda.

9.154. y =arcsine” chizigni x=o dan x=\bo'lgan oraligda.

9.155 y=t-siru, y~\—eost chizigni i=o dan t=2n bo'lgan
oraliqda.

8 9.4. Aylanma jism sirtining yuzi Ba hajmlarni
hisoblash

1) Faraz qilaylik, f(x) va f(x) funksiyalar [a;b] kesmada
uzluksiz bo'lsin, hamda AB chizig y=/a)>o funksiyani grafigi
bo'lsin. U holda AB egri chizigning Ox o0'q atrofida aylanishidan
hosil bo'lgan sirtining yuzi (9.6 - chizma)

p =2irj /(ryi\ +[/ )] o (9.22)

formula bilan hisoblanadi.

2) Agar sillig chizig x=<\ y =yit\ a<t<p parametrik
ko'rinishda berilgan bo'lsa, sirt yuzi

P = 2/rfif/(x}(ip" (Y + (i//" (t)fdt (9.23)

formula bilan hisoblanadi.
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3) Sillig egri chizig qutb koordinatalar sistemasida
p=f(<p\ B <<p<pt ko'rinishda berilgan bo'lsa, uning qutb o'qgi
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism sirtining yuzi

p =20 p' W)+ (pe>) d(p (9-24)

formula bilay hisoblanadi.

9.6 - chizma.

9. Hajmlarni hisoblash

1) Agar jismni Ox o0'gining X nuqtasida o'tkazilgan
perpendikulyar tekisliklar bilan kesishdan hosil bo'lgan kesim
yuzi s(x) berilgan bo'lsa, jism haij (8.6-chizma)

\% =js(x)dx

formula bilan hisoblanadi.

2) y=fix) egri chizig, Ox 0'q va x=a, x=b to'gri
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Ox 0'q
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi (8.6-chizma)

K =rt\(/(*))’ dx =y 2x (9.25)

formula bilan hisoblanadi.

3) x—p(y) egri chizig Oy o'qg vay =¢, y =d to'g'ri chiziglar
bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning Oy o'q atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

vy = *{':x 2(y)dy (9-26)

formula bilan hisoblanadi.
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4) Umumiy holda y=f[x\ y=fA*) (0</(*)</,(*)) egri
chiziglar bilan chegaralangan sohaning Ox o0'qg atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmi

b

v, =n\(n2*)- /]2x))cx (9.28)
formula bilan hisoblanadi.

5) Agarda y=f(x) (a<x<b) egri chiziq parametrik
x=x(t\ y =y(t\ a<t<p ko'rinishda berilgan bo'lsa, egri chizigli
trapetsiyaning Ox o0'q atrofida aylanishidan hosil bo'lgan
jismning hajmi

a
v =n\(y()Y x'{t)dt (9.28)
formula bilan hisoblanadi.

Quyidagi egri chiziglarning aylanishidan hosil bo'lgan
figurani sirtini toping

9.156 y =x3 jeloiVT/Ilj, OXo'q atrofida

9.158 9y2=x(3-x)\ x€[0;3], OX 0'q atrofida

9.158 x-+y2=9, x£€[-2i] , OX0'q atrofida

9.159 *=cos3/, y=sinim, /e[0;"/2], OX 0'q atrofida

9.160 \2+y2=r-, OX 0'q atrofida

9.161 y =x212 ning y =5 to'g'ri chiziq bilan kesishgan gism,
QY o0'q atrofida

9.162 y=ach~ ning x=#a to'g'ri chiziglar orasidagi gismi,
OX 0'q atrofida

9.163 4x2+y2=4, QY 0'q atrofida. Ko'rsatma: P:r{)jls-ayzoy

bo'ladi. y =~='mt almashtirish bilan hisoblanadi.

9.164 y=dnvegri chizigning bitta yarim to'lginni, OX o'q
atrofida

9.165 x=(/-gnr), y afi- ow/) sikloidaning bir davri, OX o'q
atrofida



9.166 x=tI, y=:{t1-3) egri chizig ilmog'i, OX 0'q atrofida

9.168 x-+y2=a2, x=b>a to'g'ri chiziq atrofida.Ko'rsatma:
2p =24a(b +x /ds + 2k (b - x)ds )

Quyidagi figuralarni Ox va Oy o'qlari atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan jism hajmini toping.

9.168 y=xJ, y=4x 9.169 y =sinx, y=0 va 0<CF
9.180 y =4/7r, x=\ x=4, y=0 9.181 y=\/2x: -2x, >=0
9.182 y =x2, xy=8 y =0, x=4 9.183 « =yfyz\, X=0, y=5
9.184 y=1p, y=0, n=e 9.185 y=-x- H, y=X, x=0
9.186 y =n/bx, Y=mM6-X2, 1=0
9.188 y=mp+, g=y:+1 y=0 g=0 x=2

§ 9.5. Xosmas integral

1/(nry* =lim J/(xy.x + lim Jy(n-V-r ¢

-oc a c

Agar ko'rsatilgan limitlar mavjud va chekli bo'lsa, xosmas
integrallar yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
Ko'p hollarda berilgan xosmas integralning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini bilish va uning giymatini baholash
yetarli bo'ladi.

3) f(x) funksiya [a,h-s] (e>o0, e<b-a) kesmada aniglangan
va integrallanuvchi bo'lib, b nugta atrofida chegaralanmagan
bo'lsa, x=b nuqgta f{x) funksiyaning maxsus nugqtasi deyiladi

£4o da \f{x)dx integralning chekli limiti mavjud bo'lsa, bu limit

f(x) funksiyaning a dan b gacha xosmas integrali (2 tur xosmas
integrali) deyiladi va
[ f(x)dx =lim Jf(x)dx (9.30)

kabi belgilanadi. Bu holda (8.30) xosmas integral
yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
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11. Funksiyaning o'rta giymati. Agar /(*) funksiya [a,b]
kesmada integrallanuvchi bo'lsa, u holda, shunday ce[a;&# nugta
topiladiki,

f(e)=~-\f(x)dx

a

bo'ladi.

Xosmas integralni hisoblang (agar yaginlashuvchi bo'lsa).
90.188

2n 1 iX
dx .
9.189 a))6 o )
9.180a) [ o b O
9.181 j~ 9.182 je'dx 9.183 jxe " dx
0 0

9.184 9185 f f* <

{1470 et 180 Ity
9.188 jx2 'dx 9.188 j- 9 189 arctyx

/P

9.190 o INYYE A"

J|U+l 9.191») fAW |
9.192n)j-L=1>)j. & 9.193 f-, *

4

9194 j % 9.195 © Irddx

J(I+x}Jx L(r»+I 9196 I_fx-\b((j;(- 1
9.198 9198 f * 9.199

I'shix oex+y/e %M —
9200 9201 & A

Ve V) 9.202 ir* N

. +d:(*+9 9.204 g)e ' sin xdx

9.205 j arctgxdx
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9.206 Jye~'dx 9.208 Je ' i 9.208 (-<=

0n/9-ar

P
9.209 9.210 J'i(it*':D 9.211 i||nxdx
Xosmas integrallarni hisoblang (yoki uzoglashuvchi
ekanligini ko'rsatib bering).

ok

212, f- 9.213. f- 9.214. f—
9.215.j * 9.216. 9.218. 1%

ovl-.v

dx
9.218. T*- 9.219. {m 9.220. 1o

. dx f—_p _
9.221. jX i eo 9.222. Jo‘smxdx 9.223. é];yltl_v
ok

9.224. J Arox 9.225. Ijﬂn @) 9.226. \a@m

0.228. \ebdk (k>0) 9.228. ¥UX.  §HY f K

9.230. f-£-

Quyidagi integralni hisoblang.

9.231. J dx x-2 =7 9.232. Jve'-dtc, e'-l1 =22
B(jc-2)23+3 0
— : (04
9233, if3+9§05r' fgz_ = 9.234. ] f+a sin"f

Quyidagi funksiyalarning o'rta giymatlari aniglansin:
9.235 y=sinjr, pxq intervalda
9.236 y =tgx 0,3— intervalda

9.238y =i, [ig] 9.238 y=\2 [ab] intervalda

9.239 v:’)zzq, EH], intervalda

Takrorlash uchun savollar
1.Anig integral deb nimaga aytiladi?
2.Aniq integralni hisoblash usullari hagida ayting.
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3.Nyuton-Leybnits formulasi ganday ko'rinishda bo'ladi?

4.Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini keltirib
chigaring.

5.Tekislikdagi geometrik shakllarning yuzi aniq integral orqali
ganday hisoblanadi?

6.Aylanma jismning hajmi aniq integral orgali ganday
hisoblanadi?

7.1- tur xosmas integral ganday ta'riflanadi?

8.11-tur xosmas integralning geometrik mazmuni nimadan iborat?

ANIQ INTEGRALGA DOIR NAZORAT TESTLARI

[.LAniq integral va uning xossalari

1.[a,b] kesma bo'yicha i/=f(x) funksiya uchun S,(f) integral
yig'indi tuzishda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi ?

A) [a b1 kesma X (=1, 2, n-1) va xo=a, Xn=b nuqtalar bilan
n bo'lakka ajratiladi.

B) [xi-1, xq (/=L, 2, — n) kesmalardan ixtiyoriy b nugqtalar
tanlanadi.

C) tanlangan nugtalarda f(x) funksiya giymatlari /(£)
hisoblanadi.

D) [x-i, ¥y (/=L 2, —n) kesmalarning uzunliklari x, -X,-i=Ax
topiladi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

2. [, b] kesmada aniglangan y~f(x)  funksiya uchun
tuzilgan

5,,(/)=2k2F./(<?*K
integral yig'indi orgali anig integral ganday aniglanadi ?
A) Uodx =sn(3). B) Mr(x)dx =maxsn(/).
a a

C) |/ (dx=mins, (/). D) \foodx= lim 5,(/)
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E) to'g'ri javob keltirilmagan.

3. \f{x)dx aniqg integral uchun quyidagi tushunchalardan

qgaysi biri aniglanmagan?
A) a-integralning quyi chegarasi.
B) b-integralning yugori chegarasi .
C)f(x) - integral osti funksiyasi.
D)f(x)dx - integral osti ifodasi.
E) keltirilgan tushunchalarning hammasi aniglangan.
4. Aniq integralning geometrik ma'nosini ko'rsating.
A) egri chizigli trapetsiyaga urinma chizigning burchak
koeffitsienti.
B) egri chizigli trapetsiyaning perimetri.
C) egri chizigli trapetsiyaning o'rta chizigi uzunligi.
D) egri chizigli trapetsiyaning yuzi.
E) to'g'ri javob keltirilmagan.
5. Aniq integralning mexanik ma'nosini ko'rsating.
A) o'zgaruvchi kuchning eng katta giymati.
B) o'zgaruvchi kuchning eng kichik giymati.
C) o'zgaruvchi kuchning momenti.
D) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish.
E) o'zgaruvchi kuchning o'rta giymati.
6. [ab] kesmada aniglangan y=f(x) funksiya ganday shartni
ganoatlantirganda ?f(x)dx anig integral doimo mavjud
a
bo'ladi ?
A) yugoridan chegaralangan.
B) quyidan chegaralangan.
C) o'suvchi. D) kamayuvchi. E) uzluksiz.
7. Aniq mtegralnmg X0ssasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
A) J[/ (*) +g()]dx = \f(x)dx +\g(x)dx
B) J[/M - g(x)]1dx z\t])J'(x)dx— jpg(x)dx.
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C) ?f(x)g(x)dx :jhf(x)dx q'bg(x)dx.
a a a

b b
D) Jkf(x)dx =k\f(x)dx (k - const.).
a a

E) barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan.
8. Aniq integral xossasini ifodalovchi

b ¢ b
\ f(x)dx =j f(x)dx +\f(x)dx
a a 4

tenglik bajarilishi uchun ¢ nugta ganday shartni
ganoatlantirishi kerak ?
A)c<a. B) c>b, C) c—dyoki c=b. D) a<c<h.
E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.
9. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri
o'rinli emas ?

A) jf(x)dx =0. B) \f(x)dx =1f(x)dx.
a a b

C) \ki)dx=k\f{x)dx. D) \f(x)dx =]f(t)dt.

E) keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.
10. O'rta giymat hagidagi teoremaning tasdigini ifodalovchi
tenglik gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) ff(x)dx:f(ZIt;e[a,b]. B) jb/(x)dx:f($)(b-a),£e[a,b].
“ a

Q) jf(x)dx:g\LVC[Ze[a,b]. D) ym X :nﬁ),’;[alb}J-
b

E) ff (x)dx =4[f(b) - /(e)], 4 e [a,b].

n-2

11./= \s\nxdx integral uchun baho gayerda to'g'ri

ko'rsatilgan ?
A)0</<Ll B)0</<Ti. C)0</<l
D) 0 </<mi/2 E) n/2<1<n.
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12. Jlc—|dk integralning qiymati qgaysi oraligqa tegishli
bo'ladi ?

A (-1,2. B(©06. C)(03)

D) é-l, 3). E) (0.1).

13. \dx integral giymati nimaga teng ?
a

A) fr-i. B) a-b. C) b+a. D) b2a2 E) (a+b)/2.
14. idx integral giymati nimaga teng ?
2
A) 3. B) -3. C)7. D)-7. E) 15.

15. isdx integral giymati nimaga teng ?
-i
A) 5. B) -5. C)-15. D) 15 E)9.
16. f(-4)dx integral giymati nimaga teng ?

A) 5. B) -5. C)-20. D) 20. E) 12.
2.Aniq integralni hisoblash usullari

1.Agar y=f(x) funksiya [ab] kesmada uzluksiz bo'lsa,
unda yugori chegarasi o'zgaruvchi bo'lgan aniq integral orgali
aniglanadigan
0(x) =\f(t)dt,xe[a,b]

funksiya xossasi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) (¥ =f(a). B) ®\x) =f{x). C) @'(x)=0.
D) ¢o'(x) = xf(x). E) o\x) =f (x) /x.
b
2. Jf(x)dx aniq integralni Nyuton-Leybnits formulasi bilan

hisoblashda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi ?

A) f(x) funksiyaning biror F(x) boshlang'ich funksiyasi
topiladi.

B) boshlang'ich funksiyaning F(a) va F(b) qiymatlari
hisoblanadi.
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C) F(b)+F(a) yig'indi hisoblanadi.

D) F(b)~ F(a) ayirma hisoblanadi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.

3.Agar y=F(x) berilgan [ab] kesmada y=f{x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, unda aniq integral uchun Nyuton-
Leybnits formulasi qayerda to'g'ri ifodalangan ?

A) Tf(x)dx = F(x). B) If(x)dx =F(a) -F (b).
C) \f(x)dx =F(b)/F(a). D) Jf(x)dx =F(b)- F(a).

E) \f(x)dx = F(b) + F(a).

I
4.(I)xdx anig integralning giymatini Nyuton-Leybnits

formulasi yordamida toping.
A) L B)0. C)12 D)-1. E) 2/3.

n-/3

5. fsin3«/x aniq integralning qgiymatini Nyuton-Leybnits
0

formulasidan foydalanib aniglang.
A) 0. B)I. C) 2/3. D) 0.75. E)-0.3.
r
6. |sin xdx anig integralning giymatini Nyuton-Leybnits
0
formulasi yordamida hisoblang.
A)n . B) n/2 . C) n/3. D) n/4 . E) n/6 .
n
7. Jcos xdx aniq integral giymatini Nyuton-Leybnits
0
formulasi yordamida toping.
A)n. B) n/2 . C) n/3. D) n/4 . E) n/6 .
b
8. \udv aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi
a

yordamida hisoblash jarayonida quyidagi amallardan qaysi biri
bajarilmaydi ?
A) u=u(x) funksiyaning du differensiali hisoblanadi.
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b) dv=dv(x) differensial bo'yicha v=v(x) funksiya topiladi.
C) u(b)v(b)+ u(ci)v{a) yig'indi hisoblanadi.

D) 1vdu integral hisoblanadi.
a

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
9. Anig integralni bo'laklab integrallash formulasi
gayerda to'g'ri yozilgan?
ng yoZzIlge . -
A) fudv=wa- lvdu.  B) Judv=k](+Jvdu.

b b b b
C) Judv=Jvdu. D) judv=uv |\ BE) \udv=uv-\vdu .

10. Jt(;(sin.vcir aniq integral giymatini bo'laklab integrallash

formulasi yordamida toping.
A) 71, B)nl2. C) /3. D) 7i/4 . E) n/6 .

11. \xexdx aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi
0

yordamida hisoblang.
A)e. B) es2 . C)1. D)05. E)2.

b
12. \f(x)dx aniq integralni o'zgaruvchilarni almashtirish
a

formulasi orgali hisoblashda quyidagi amallardan qaysi biri
bajarilmaydi ?

A) x=jb(f) almashtirma tanlanadi.

B) 0(f)=a va <p()=b tenglamalarning yechimlari a va A
topiladi.

C)Jh(E)] murakkab funksiya tuziladi.

D) almashtirmaning hosilasi (p\t) hisoblanadi.

E) k*o‘rsatilgan barcha amallar bajariladi.

13.\f(x)dx aniq integralni x=(pft) almashtirma orqgali
a

hisoblash formulasini ko'rsating.

A) Jf(x)dx =J<p(t)dt. B) j f(x)dx =Jf[(p(t)]dt.

a a a
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b p b b
Q \f()dx=\f()g>\)dt. D) \f(x)dx =\f[<p()}tp(t)dt.
B \f()dx =\(pOIE\M)dL

Six
14. | xsinx dx aniq integralni hisoblash uchun qaysi

almashtirmadan foydalanish mumkin?
A) x=f2. B) x>=t. C) x=sint .
D) sirur=f. E) siwc2=t.
X

15. bjrsinx dx aniq integral giymatini o'zgaruvchilarni

almashtirish usulida hisoblang.

A) . B) 7/2. C)o0. D1. E)da .
16- > aniq integral giymatini hisoblash uchun qaysi
almashtirmadan foydalanish mumkin?
A) t=\/x. B) t=yl3x+\. C)/=IA3t+1. D)t =yfx.
t =xyl3v+1

3.Aniq integralnbi taqribiy hisoblash formulalari
1.Qaysi holda \f(x)dx aniq integralni taqribiy hisoblashga

to'g'ri keladi ?

A) integral elementar funksiyalarda ifodalanmaydi.

B) integral ostidagi funksiyani boshlang'ich funksiyasi F(x)
noma'lum.

C) integral ostidagi funksiya elementar emas.

D) integral ostidagi f(x) funksiya jadval ko'rinishida
berilgan.

E)rlfeltirilgan barcha hollarda .

2. \f(x)dx integral qiymatini to'g'ri to'rtburchaklar
a

formulasi yordamida taqgribiy hisoblash uchun quyidagi
amallardan qgaysi biri bajarilmaydi?



isS)
A) [ab] kesma X (k=I, 2, ..., n-1) nugtalar bilan n ta teng
(icc\t 2, n) bo'laklarka ajratiladi.
B) X (k=1, 2, «) bo'linish nyqtalarida integral ostidagi
funksiyaning/(») giymatlari hisoblanadi.
C) asoslari Axk=(b-a)/n va balandliklari hk=f(xk) (k=1, 2, ...,
n) bo'lgan to'g'ri to'rtburchaklarning yuzalari Sk= f(xk)Axk
hisoblanadi.
D) sk=f(xk)Axk (k=1, 2, ..., «) yuzalarning ko'paytmasi
topiladi;
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
3. [a bl kesma a=xo X\, xr,..., Xn=b nugqtalar bilan n ta
teng bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi  biri

b
|f(x)dx integralni taqgribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan
a

to'g'ri to'rtburchaklar formulasini to'g'ri ifodalaydi ?

A) \f{x)dx~t* - Y Jf(xI). B) 1f(x)dx*— - £/(**).
i n * B I
c) . 2n D) e 2nAf<(i /(ie#).

B) /00N « (6-a)f /(%)
4. To'g'ri to'rtburchaklar formulasi yordamida [0,1] kesmani

n=10 bo'lakka ajratish orgali S=\(1+x1)dx integralning taqgribiy
0

giymatini toping.
A) S~1145. B)S*1275. C)S =133 D)s =1385.
E) s =1.405.

b
5.\ f{x)dx integralni  taqribiy  hisoblash  uchun

a

go'llaniladigan to'g'ri to'rtburchaklar formulasining absolut
xatoligi A ganday baholanadi ?

A)A< —— A/ ,M = max |[/(x)[ =
12/1

xef[o0./>]

B) .£L<—4/1 'J‘N:,-r's'[r;%] I7®1 -
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lit

D) A<__|‘| _Kl'M_.rgEa?}()] I7™] .

B) A< /M = max |/ (] *
n *e[a,A]"
6. To'g'ri to'rtburchaklar formulasi yordamida [0,1] kesmani
i
«=10 bo'lakka ajratish orqgali 5=j(l +x2)~ integralning topilgan
0

taqribiy giymatining [ absolut xatoligini baholang.
A) ,£|,<0.0g. B) 0<0.04. C)A<0.03. D)A<0.02. E)4<0.01.

7. \f{x)dx integral qiymatini trapetsiyalar formulasi

yordamida taqribiy hisoblash uchun quyidagi amallardan gaysi
biri bajarilmaydi?
A) [a,b] kesma X (k=1, 2, ..., n-1) nuqtalar bilan n ta teng
Axk (k=1, 2, ..., n) bo'laklarga ajratiladi.
B) xk (k=1, 2, ..., n) bo'linish nuqtalarida integral ostidagi
funksiyaning/”) giymatlari hisoblanadi.
C) asoslari f(xk1) va f(xk), balandligi hk=Axk=(b-a)/n (k=I, 2,
, n) bo'lgan trapetsiyalarning yuzalari Sk=Axk[ f(xk-1)+ f(xk)]/2
hisoblanadi.
D) skk=1, 2, ..., n) yuzalarning yig'indisi topiladi.
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
8. [a, £tkesma a=xgq xi, xr,..., xr=b nuqtalar bilan n ta teng

b
bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi biri \f(x)dx
a

integralni taqribiy hisoblash uchun go'llaniladigan trapetsiyalar
formulasini to'g'ri ifodalaydi ?

A) \f(x)dx * ~~{2[f(a) +I(b)]+ £ 7 (* )}

B) \M(x)dx»~ [/ ()+/W +2g9 7( )]
n 2 i\



C) fAx)dx*~f-[f(a) +f(b) +2£/(*))].
D) }/(x)N*~[/(a) +/(6) +" |/ (x4)].

9.Traapetsiya|ar formulasi yordamida [0,1] kesmani «=10
bo'lakka ajratish orgali 5:6(1+n2)ﬂ integralning taqribiy
giymatini toping.

A)S~1145. B)S* 1.275.
C)S =1335. D)s «1.385. E)S =1405.

10.3f(x)dx integralni  taqribiy  hisoblash  uchun

go'llaniladigan trapetsiyalar
formulasining absolut xatoligi [ ganday baholanadi ?

M)A <M M = mex )]

B).A<" a7 MM =naxl/()]
n

C) 'D'<T21'IA_M M :({Eﬁ,i].V(X)' .
D) A<—rI max |/(9] .

xe[o0,/>]
N N = °
E) A< o M M ’rrgﬁ)f]|/(x)|
11.Trapetsiyalar formulasi yordamida [0,1] kesmani «=10
bo'lakka ajratish orgali S=J)(I+t2<f integralning topilgan
0
tagribiy qiymatining [ absolut xatoligini baholang.
A) [<0.005. B) [<0.004. C) [<0.003. D) [<0.002.

E) [1<0.001.
12.[8, b] kesma a=xn, x\, xr,..., xin=b nugqtalar bilan 2n ta

‘er>y bo'lakka ajratilgan. Quyidagi yig'indilardan qaysi Dbiri
\f{x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan

Parabolalar formulasini to'g'ri ifodalaydi ?



A) fj;\f(x)dx«/\rrll\léé/(*z*) +f(x2kH) + f (XA42)] »

B) J/(Jc)<fr*’\ k:(54f(x2k)+f(x2<+])+f(xZ<+2)]

C) \f(x)dx*’\+ t[f(x2k)+4/(x2k+|)+f(xz<+2)]

D) J{x)dx» _ - kI:%/(*Z*)+f(X2k+I)+4/(x2t+2)].
a n

E) C\f(x)dx* W %4f(x2k)+/(xj*+l)+4/(xa+2)].

b
13. Jr(dx integralni tagribiy hisoblash uchun go'llani-
a
ladigan parabolalar formulasining absolut xatoligi [ ganday
baholanadi ?
A)'El'<_12l/l_ A —((m}?)i]{/@c)l

B) A<— = max |/(m)] .

41
C) Al <—my~M ,N:%ﬁ]l/'(*n .

D) A< 2830/ M = (?—Xﬁ_/<¥\(}()* '
Ba<—  wegmlrol

4. Aniqg integralning geometrik masalalarga tatbiglari

l.y=f{x) funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal chiziglar hamda
y=0 gorizontal to'gri chiziq bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiyaning S yuzini umumiy holda hisoblash formulasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) 5=[(x)dx. B) S =lf(x)dx\. C) S =)\f(x\dx.

D) 5=#]f(x)dx E) s=\f\x)dx



.2 y=xi ' x=0, x=2 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan egri
hizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=I. B) S=2. C) S=3.
D) S=4. E) s=5.
2 y=x3; *=-2, x=2 va t/=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=0. B) S=2. C) S=4. D)S=6. E) S=8.
4. y=sinx , x=0, x=n/2 va i/=0 chiziglar bilan chegaralangan
eeri chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=l. B) S=2. C) S=3. D) S=4. E) S=5.
5. y=sinx, x=0, x=n va y=0 chiziglar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=1. B) S=2. C) S=3. D) S=4. E) S=5.
6. y=cosx , x=0, x—Tva t/=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri
chizigli trapetsiyaning S yuzini toping .
A) S=0. B)S=1. C) s=2. D) S=3. E) S=.
7. Quyidagi y=/(x) funksiya grafigi, x=0 va x=2 hamda y=0
chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning S yuzini
toping:

A) S=2. B) S=8/3. C) S=17/6.

D) S=20/7. E) S=5.

8. y=/(X) va y=g(x),/ (x)<g(x), funksiyalarning grafiklari, x=0
va x=b vertikal chiziglar bilan chegaralangan geometrik
shaklning S yuzini hisoblash formulasi qgayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) 5=J'b[/ (x) +g(x)]&. B) 5=J'h[/ (x)-g()]lc/x.

Q 5:F/(x)g(x)A. D) S=t|)t/(x) +gW]rfx.



9. y=x2 va y=x* egri ciziglar bilan chegaralangan shaklning
S yuzini toping.
A) S=.  B)s=2 C) S=3/10.
D) S=2/15. E) S=3/8.
10.y=/(x) va y=g(x), f(x)<g(x) , funksiyalaming grafiklari, x=
va x=r vertikal chiziglar bilan chegaralangan geometrik
shaklning S yuzini hisoblash formulasi qayerda noto'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) S 1/X)- g lc& B) 5= }[/(*)-g(x)dx .

E) barcha formulalar S yuzani to'g'ri ifodalaydi.

11.Qutb koordinatalat sistemasida r=r(¢) tenglama berilgan
L egri chizig va c=a , ¢=3 (a<fi) radius vektorlar bilan
chegaralangan sektor yuzi S aniq integral orgali hisoblanadigan
formula gayerda to'gri ko'rsatilgan?

A) s=i\r2(BdP m B) S=-\r((p)d(p . C) S="lyl\ +r2(tpdp

D) s =1+ rpop B s =P\WENG -

12. Qutb koordinatalar sistemasida r=3g tenglama berilgan
Arximed spirali va ¢=0 , d¢=2n radius vektorlar bilan
chegaralangan sektorning S yuzini toping.

A) s=8n3. B)S=1073. C) S=12ti3.
D) S=14n3. E)S=16n3

13.Qutb koordinatalar sistemasida r=2i/cos2® tenglama
berilgan va lemniskata deb ataluvchi egri chizig hamda =0 ,
®=2n radius vektorlar bilan chegaralangan sektorning s yuzini
toping.

A) S=4ti3. B) s=4n2. C)S=4n.

D)S=4V~. E) S=4.
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l4.y=/(x), xe[a, b], funksiya grafigidan iborat yoyning I
zunligini hisoblash formulasini ko'rsating .

A) 1=\" +\fxNdxm  B) [ =\\+f 2(x)dx.
C) /=PI +\A\x)\dx D) I =\"\+[f*(x)]2dx.

E) I =\ +[f"M]2dx.

15x=pt) , y="\f), parametrik tenglamasi bilan
berilgan egri chizig yoyi 1 uzunligini hisoblash formulasini
ko'rsting .

A) /=\{(p) +y/{Hldt.  B) /=N<@(t) HiZ2(t)]dt.
a a
C) /=fiq(t) +i/R(t)dt.
a

D) /=fV[p'(0]2 +[*'(0]2* - E) 1 =U[(p'\D)]2 +W" (t)]2d .
a a

16.Parametrik tenglamasi x=a(f-sinf), y=fl(l-cosf) (0<t<2n)
bo'lgan egri chiziq yoyining uzunligini toping.
A) 2a. B)4a. C) 6a. D) 8a. E) 10s.

5.Anig integralning mexanik va fizik masalalarga
tatbiglari

1. Moddiy nuqta to'g'ri chizig bo'ylab v=v(t) o'zgaruvchan
tezlik bilan notekis harakat gilganda [Ti, T2] vaqt oralig'ida bosib
o'tgan s masofani ifodalovchi formulani ko'rsating .

A) S=l/2('|'2)- V(™). B) *=v(rg)-v'(r,).
C)s=v(/)<*. D) s= Jva)<e E)s=J\?f'(/)<*.

t
2. Moddiy nuqta to'g'ri chizig bo'ylab  v(t)=2t+5
o'zgaruvchan tezlik bilan notekis harakat gilganda [4,8] vaqt
oralig'ida bosib o'tgan s masofani toping.
A)s=28. B)s=48. C)s=68. D)s=88. E)s=108.
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3. Chiziqli zichligi q=a(x) funksiya bilan berilgan [a,b] kesma
ko'rinishdagi bir jinsli bo'Imagan sterjen massasi m ganday
topiladi ?

A) m= Q(b-a). B) m= Q(b)-Q(a).

b b
C)m =fp(x)dx. D)m =\p{x)dx. E) m=\-Jp(X)dx.
a a a

4. Chizigli zichligi q(x)=x2 x, x e [0,6] funksiya bilan berilgan
bir jinsli bo'Imagan sterjenning m massasini toping .
A) m=30. B) m=54. C) m=60. D) m=48. E) m=3L
5. y=f(x), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan
va chizigli zichlik funksiyasi uzluksiz o=q(x) funksiyadan iborat
bo'lgan moddiy L egri chizigning m massasini hisoblash
formulasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) m=fp(x)-JI+[f(x)]2dx. B) m=jp(x)(I +[f'(x)]2)dx.

E) m=j/' ([l +p2(x)]dx.

6. y=ax, xe[0[] funksiya bilan berilgan va chizigli zichlik
funksiyasi g=2x+1 bo'lgan moddiy L egri chizigning m massasini
toping.

A) yll +a2 /2. B) Vi+a2. C)3Vl+a2/2

D) 2VI+e2. E) 3 +a2.

7. y=f(x), x e [a,b] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan
va chizigli zichlik funksiyasi uzluksiz g=q(x) funksiyadan iborat
bo'lgan moddiy L egri chizigning OX koordinata o0'gi bo'yicha
statik momenti Mx formulasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Mx=]p(x™M +[f\x))2dx.  B) Mx=fp(x)f(x)™ +[f'(x)fdx.
CA, =\F{)p{X){\+[p'(x)]2)dx.

D) Mx =!f()p(x)™\ +[p’(x)fdx.



BE)m x=J/WpWO +1p'(x)]2)dx.

8 y=ax, x e [Of] funksiya bilan berilgan va chizigli zichlik
funksiyasi q=3x+2 bo'lgan moddiy L egri chizigning OX o'qi
bo'yicha Mx statik momentini toping.

A) Mx=M+a2. B) Mx=a-Jl+a2.

C) Mx=2ajl +a2

D) Mx=VI+fl2la. E) Mx=VI+a212a.

9 y=f(x), x<=[a,0] differensiallanuvchi funksiya bilan berilgan
va chizigli zichlik funksiyasi uzluksiz q=q(x) funksiyadan iborat
bo'lgan moddiy L egri chizigning OY koordinata o'qi bo'yicha
statik momenti My formulasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A)M  =Jp{)~IN + [FAx)}2dx. B) My =Jp (x)f(x)~\+[f'(x)]2d x.
C) Mv =\xp(x)(\ +[p\x)]2)dx.  D)My =Ixp(x)d +[f'(x)]2dx.

BE) My =\p'()f(x)yI\ +[f"(x)]2dx.

lO,y:ax,axe[O,I] funksiya bilan berilgan va chizigli zichlik
funksiyasi g=3x+2 bo'lgan moddiy L egri chizigning OX 0'qi
bo'yicha My statik momentini toping.

A) My =Vi+a2. B) My =2Asta C) Mv=A\ll+a2/2.

D) Mv=ayN\ +a2. E) Mv=+a27/a.

ILy=f(x) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziglar
bilan chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning X
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz q=a(x) funksiyadan
iborat bo'lsa, uning m massasi gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) m\p(x) +f(x)]dx. B) m=\[p(x)~f{x)1dx.
C) m=N\p(x)f(x)dx. D) m=\[p(x)If(x)]dx.
a

BE) m=\[f{x)Ip{x)}dx.

12,y=x2parabola, x=0 va x=2 hamda y=0 to'gri chiziglar bilan
chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning x abssissali
nugtalaridagi zichligi 0=0.5x funksiyadan iborat bo'lsa, uning m
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massasini toping.
A)m=l. B)ym=15 C)m=2  D)m=25. E)m=3.
13.y=/(x) egri chizig, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziglar
bilan chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning *
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz Q=QX) funksiyadan
iborat bo'lsa, uning OX koordinata o'giga nisbatan mx statik
momenti qaysi formula bilan hisoblanadi?

A) Mx="\[p(x) +f 2(x)]dx. B) Mx=\1[p (x)-f2(x)}dx.
C) Mx=U p(x)f2(x)dx. D) Mx=~\[p(x)If2(x)]dx.
~a 2a

E) M,="\p\x)f{x)dx.

14y=/(X) egri chiziq, x=a va x=b hamda y=0 to'gri chiziglar
bilan chegaralangan moddiy egri chizigli trapetsiyaning x
abssissali nuqtalaridagi zichligi uzluksiz o=q(x) funksiyadan
iborat bo'lsa, uning OY koordinata o'giga nisbatan my statik
momenti gqaysi formula bilan hisoblanadi?

A) My =\x[p(x) +f(x)]dx. B) My =\x[p(x)- f(x)]dx.

a

b
C) Mv=jxp(x)f(x)dx. D) My =\x[p{x)If(x)}dx.

E) My=\x[f{x)Ip(x)]dx .

15. Bir  jinsli  moddiy L egri chizig uzluksiz
differensiallanuvchi  y=/(x), x e [a,b], funksiya bilan berilgan
bo'lsa, . uning M(xoyo) og'irlik markazining abssissasi

=’\/gv1+|7‘W]j ko'rinishdagi kasrdan iborat formula bilan
hisoblanadi. Bu kasr surati X gayerda to'g'ri ifodalangan?
A) X=\F{x)"\+[f\x)fdx. B) X =\f(x)JI\-[f\x)]2dx.
C) X =]xI\ +[f(x)]2x . D) X =\x"\-[/Xx)]rix.

E) X=\xf(x)Jl +[f'(x)]2dx.

16. Bir jinsli  moddiy L egri chizig uzluksiz
differensiallanuvchi  y=/(X), x e [ab], funksiya bilan berilgan
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bo'lsa, uning M(xoyo) og'irlik markazining ordinatasi
Yy =y/|VI+t/'W]2 ko'rinishdagi kasrdan iborat formula bilan
hisoblanadi. Bu kasr surati Y gayerda to'g'ri ifodalangan?

A) Y=1fx)y]l +[f'(x)Ydx. B) Y=\f(x)j\-[f"(x)]20x.

C) Y=\xjl +[f'(x)]2dx . D) Y=\x~I-[f'(x)fdx.
a (i

E) Y=\xf(x)" +[f'(x)fdx.

6.Xosmas integrallar
h

1. Agarf(x) uzluksiz funksiya bo'lsa, qaysi holda \f(x)dx
a

I tur xosmas integral bo'lmaydi ?

A) b=+*. B)a=-0n. Cla- ,b=+*. D)a=  yoki b=+

E)keltirilgan barcha hollarda I tur xosmas integral bo'ladi.

2. Agar f(x) uzluksiz funksiya bo'lsa, quyidagi
integrallardan qgaysi biri I tur xosmas integral bo'Imaydi ?

-KO b -KO b
A) \f{x)dx. B) jf(x)dx.  C) \f(x)dx. D) \f{x)dx.
a —00 —C A

E) keltirilgan barcha integrallar 1 tur xosmas integral
bo'ladi.

3. Ushbu ta'rifni yakunlang: | tur xosmas integral 1
yaginlashuvchi deyiladi, agar ...

A) uning giymati musbat bo'lsa.

B) uning giymati manfiy bo'lsa.

C) uning giymati nolga teng bo'lsa.

D) uning giymati chekli bo'lsa.

E) uning giymati cheksiz bo'lsa.

4., Ushbu ta'rifni yakunlang: | tur xosmas integral I
uzoglashuvchi deyiladi, agar ...

A) uning giymati musbat bo'lsa.

B) uning giymati manfiy bo'lsa.

C) uning giymati nolga teng bo'lsa.

D) uning giymati chekli bo'lsa.

E) uning giymati cheksiz bo'lsa.



#1

5. ?—ﬁfj I tur xosmas integral giymatini toping.

A23. BTA. Cwo. D)35. B 2.

6. . I tur xosmas integral a parametrning ganday
X
giymatlarida yaqginlashuvchi bo'ladi ?
A) a>0. B) a<0. C) a>l. D) a<l . E) a*0

7. fﬁ I tur xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladigan a
i X

parametrning barcha giymatlari qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A)a>0. By oxx0. C) a>l. D)a<l. E) cx*0.

8. Quyidagi | tur xosmas integrallardan gaysi biri
uzogqlashuvchi ?

dx dx

A H ) 34T O 1o

D) Barcha xosmas integrallar yaginlashuvchi.

E) Barcha xosmas integrallar uzoglashuvchi.

9. y=1/x3(x>1), y-0 chiziglar bilan chegaralangan cheksiz
egri chizigli trapetsiyaning S yuzini toping.

A) S=2. B) S-15. C) S=1.

D) S=05. E) S=+0.

10. y=ex (x<0) , y=0 chiziglar bilan chegaralangan cheksiz
egri chizigli trapetsiyaning S yuzini toping.

A) S=2. B)S=1.5. C) S=1. D)S=0.5.

E) S=+OO

b
11. Qaysi shartda jf(x)dx | tur xosmas integral absolut
-0

yaginlashuvchi deyiladi ?

A) lim Jf(x)dx <oo. B) lim \f{x)dx >0.

C) lim [\f(x)\dx >0. D; lim \f(x)dx <o00.
Ja a->-a

b
E) lim J\f(x)\dx <oo.



12. Ta'rifni yakunlang: Chekli [ab] kesma bo'yicha

olingan 14*)n inteSral 11  xosmas integral deyiladi, agarda

shu kesmada f(x) funksiya ....
A) chegaralangan bo'lsa . B) monoton bo'lsa .
C) chegaralanmagan bo'lsa. D) uzluksiz bo'lsa .

E) davriy bo'lsa.
13. Quyidagi integrallardan qaysi biri 1l tur xosmas

integral bo'ladi ?
A) \Jl+xdx . B) |-i== C) \yN\-xdx . D) \~f==
0 0

oM\ + X Ovl x
E) keltirilgan barcha integrallar 1l tur xosmas integral
bo'ladi. )
14, 4]1 er_. Il tur xosmas integral giymatini hisoblang .
oV 4-x

A)(:{5. B)l. C)2. D)4. B.

15. 1A - Il tur xosmas integral giymatini hisoblang .

ocos X

A)12. Bn. C)mA4. D)05. E

16. f— 11 tur xosmas integral uzoglashuvchi bo'ladigan a
’0xa
parametrning qiymatlari gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) a>0. B) a<0 . C) a<l. D) a>I| .

E) a*0
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Musiqga qalb matematikasi bo'lsa
matematika miya musiqgasidir
N.G. Chemishevskiy

X-BOB. BIR NECHA O'ZGARUVCHILI
FUNKTSIYALARNING DIFFERENSIAL HISOBI

§ 10.1. Bir necha argumentli funktsiyalar haqgida
tushunchalar.

§ 10.2. Birinchi tartibli xususiy va to'lig hosilalar

§ 10.3. Yo'nalish bo'yicha olingan hosilalar hagida
tushunchalar.

§ 10.4 . Taqribiy hisoblash va xatolik bahosi

10.5. Yugori tartibli hosilalar ikki o'zgaruvchi funsiyal
ekstremumi

8 10.1.Bir necha argumentli funktsiyalar hagida
tushunchalar

1 Agar biror X to'plamning har bir (nr,, 4 haqgiqiy sonla
biror goida bilan E to'plamdagi yagona =z hagigiy songa mos
go'yilgan bo'lsa, u holda to'plamda bir necha o'zgaruvchining
funksiyasi z=f(xxx2,.xJ aniqlangan deb ataladi. Bu yerda X -
to'plam funksiyaning aniglanish sohasini; £ - to'plam
funksiyaning giymatlar (o'zgarish) sohasini ifodalaydi. xt,x2,..x, -
funksiyaning argumenti; z - funksiya.

1-misol. Quyidagi

n= 2.varcsin€ + 3y'>arcsin(l -y)
funksiyaning aniglanish sohasi topilsin va chizmada

tasvirlansin.
Arksinus funksiyaning aniglanish sohasidan foydalanamiz.

y* o {y*0 y*a
£>(«)=]};|/<1, :-1<§<1 = .y2<x<y?

[Lyl<t  -1<lygl O<Y<2
yoki



DU)=",y)eR2m0<yii2, -y-<x<y2}
bo'lib, bu soha 10.1-chizmada tasvirlangan.

2-misol. Quyidagi
NAX-y2
In(l-ic- - v
funksiyaning aniglanish sohasi topilsin va chizmada
tasvirlansin.
Aniglanish sohasini topish uchun kasr ratsional funksiya,
logarifmik  funksiya va kvadrat ildiz ostidagi funksiya
xossalaridan foydalanamiz:

In(l-x2=s9)*0,  (*>0*0,
DU = I-X*-y*>0, = x2+yl<i™N(x.Mefl2:(xv)*(00), xx+/<1 v-~r
4x-/>0. 2z J

*£_
X

bo'lib, bu soha 2.2-chizmada tasvirlangan.
y

269



2. Agar to'plaminng har bir (x,y) haqiqiy sonlar juftligi biror
goida bilan E to'plamdagi yagona z hagigiy songa mos qo'yilgan
bo'lsa, u holda to'plamda ikki o'zgaruvchining funksiyasi
aniqlangan deb ataladi. z ning x va y ga funktsional bog'Uq
bo'lishi z=f(x,y) ko'rinishida yoziladi.

3.Geometrik tasvir. (.1) tenglama geometrik nugtai
nazardan to'g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida
umumlashtirilganda gandaydir sirtni aniglaydi.

4-Agar Jimf{p)=f(po) bo'lsa, f(xy) funktsiya 4 nugtada

uzluksiz deyiladi. Boshgacha aytganda, agar
im/Cv+Ay, y+Ay)=f(x,y) Dbo'lsa, f(x,y) funktsiya (xy) nhugtada

uzluksiz deyiladi.

5. Ikki o'zgaruvchili z=/(x,y)=f(p) funktsiyaning limiti
tushunchasini Kkiritishda Oxy tekisligida nuqtaning atrofini
garaymiz. /5f%,>) nuqtaning atrofi deb markazi shu nuqtada
bo'lgan doiraning ichki nuqtalar to'plamiga aytiladi. Agar bu
doiraning radiusi S-ga teng bo'lsa, u holda y nugtaning s - atrofi
to'g'risida gapiriladi (10.1-chizma).

y

nugtaning atrofi

10.3-chizma.

M y

P{x,y) nugtaning 6 atrofi ~(x-xj +(y~yj <8. Agar istalgan e
son uchun roxaya) hugtaning shunday s -atrofi topilsaki, bu
atrofning istalgan p{x,y) nuqtasi (p0nugta bundan istisno bo'lishi
mumkin) uchun

\f(x,y)-A\< eydKki \f(p)-A\<e



tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda A son ikki o'zgaruvchi
z-f{x,y)=f(p) funksiyaning R(*>m0> y->y0) dagi limiti deb
ataladi. _ _ '

Me. Knto'plam berilgan bo'lib, a nugta M to'plamning
limit nuqtasi vay= f(x)=f(xi,...,xm) funksiyaM to'plamda
aniglangan bo'lsin.

Ta'rif (Koshi ta'rifi) .Agar Ve>0 uchun 3S =S(e,a)>0 son
topilsaki, ushbu 0<p(x,a)< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi VXe M
uchun

\f(x)-b\<e

tengsizlik bajarilsa, unda b son /(*) funksiyaning a nugtadagi
limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

limf(x) =b

yoKki
lim f(xi,x2,...xm) =b
XA—
kabi belgilanadi.
Ta'rif (Geyne ta'rifi).Agar M to'plamning nugtalaridan

tuzilgan, a ga intiluvchi har ganday Hxs) a, n=12.)
ketma - ketlik olinganda ham mos  {/(x1")} ketma - ketlik
hamma vaqt yagona b (chekli yoki cheksiz ) limitga intilsa, b
son fix) funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.

Agar a=myoki b=°0 bo'lsa, unda ham shu kabi ta'riflarni
berish mumkin. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun boshqa
formadagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan,
bunda avval bir o'zgaruvchi bo'yicha limitga o'tilib, qolgan m-1
ta o'zgaruvchini fiksirlangan (tayin) deb faraz qilinadi. Keyin,
golgan m-1 ta o'zgaruvchining biri bo'yicha limitga o'tilib, m-2 ta
o'zgaruvchini fiksirlangan deb faraz gilinadi. Bu jarayonni m
Narta qaytarish natijasida nosil gilingan limitga f(xi,....xm)
funksiyaning takroriy limiti deyiladi. m o'zgaruvchili
funksiyaning jami m! ta takroriy limitini garash mumkin.
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Masalan, ikki o'zgaruvchili f(xi,x2) funksiya uchun 2 ta ,Eg“m
f(x:,x2) va Jim Hm f(xi,x2) takroriy limitni ko'rish mumkin.’
3-misol. Ushbu

X+ysin-,

f(x,y) = X
0, x =0

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari
hisoblansin.

limlimf(x,y)=liniim(j+ W )= h™=° mavjud.

(

limlim/ (:j)=lim {limsin? - -
imlim/(j;j)=lim *ylimsin- mavjud emas, lekin
@%‘S(X’y)mavjud va u nolga teng.

Darhagiqat,
O<IArr)-Ol =++7sinAml+ 4 (¢ * 0) =>\\mi(x.y) =0.>

4- misol.Ushbu
_ Xy
/bl = X-+y
funksiyaning x-» 0, y —0 dagi takroriy va karrali

limitlami toping.

Hm(um/(x")] =Hn ,imEZZ =IlimE =1

y*xX+y ] X
timiim f(X,y) = ylina I)g)\rp)&_zy =lim—- =-1.
v->0V->0 > -> y-+ y

Karrali limitini topishda Geyne ta'rifidan foydalanamiz:
n->o00 da ikkita (0,0) nugtaga intiluvchi
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ketma - Kketliklarda  funksiya limiti har xil
intiluvchiligini ko'rsatamiz.
I_ 1
f(x,,y,) :L:f_z L A*FPY)-* 0

n n
2 )] 1
-t
n n n
Demak, n—0° mavjud emas.

><0

5-misol. Ushbu
. . *,
Jlim(jc2+y2) A™H)
g 00)

limitni hisoblang.

sonlarga

Elementar tengsizliklardan foydalanamiz. (x>0, y=>0).

0< (x2+y2)e

I +<n

O<Ilim[xi+y2 H)<lim” 1 -0
)xfé.ﬁ[x y2) ety aoVer ey

Demak,
lim(x2+ /)e-(+)=0
>0

6 - misol. Ushbu

4 4
ir—)ﬁ B;X + X

limitni hisoblang (x * 0; y 0)

(K X4+/ “x4+7 +7<4+/ X4 ? +><2rI
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im4- 1-N

B =0 dan
Rl y2 !@9“)’
Ayrim hollarda X=a+rcos(, vy =b+rsintp
almashtirish
limf(x,y)
i

karrali limitni topishni yengillashtiradi. Bunda
/(*>Y)=f(a +rcosq b+rsing=F(r,<

bo'lib,
%%‘Jri’lf(x, y) =c <>!Iyrg F(r,9=c
7-misol. Ushbu
lim
F2gx2+y2

limitni hisoblang.

x-an-rcos(, y =b+rsin@ almashtirishdan foydalamiz,
bunda a=0; b=0 va x->0j->0rfar->0;

1im iE L = diim * k ™ P )4 '(rsing )3 =

+y >0 r c°s2<+r2sin2(
v T2\[r-ycos4©sin3gp J— T —
-1 =] =limVr-~/cos ©sin i»=0,

chunki

chegaralangan.

8-misol. Agar /("j)-j+ bo'lsa, ushbu takroriy
limitlarni hisoblang.

va lim(lim/(*,jo).
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x ni o'zgarmas desak y>0 da *vy-ning funksiyasi
sifatida uzliksiz bo'ladi, shu sababli

[imxv=1
y-»+0

bo'ladi;
v ning o'zgarmas (, - 0) giymatida,x ning barcha x >0
giymatida xy x ning funksiyasi sifatida uzluksizligidan.

% =+Co

bo'ladi
Jim, Ve, = st W™
(
yﬂhllm ------ V-WO)!—iH-co_l » :jlci_%lzl
6. Oxy tekislikdagi f(x,y)=c tenglikni ganoatlantiruvchi

barcha nuqtalar to'plami z=f(x,y) funksiyaning yuksaklik (sath)
chizig'i deyiladi. Fazodagi f(x,y,z)=c tekislikni ganoatlantiruvchi
barcha nuqgtalar to'plami n=f(x,y,z) funksiyaning yuksaklik sirti
(ekvipotentsial sirti) deyiladi, bu yerda C - berilgan o'zgarmas
son (Ceid).

Quyidagi funksiyalarni aniglanish sohasini toping.

10.18) z=acsinX - +arcso(x+y2) 6). u=x2+z~-y2 yuksaklik
sirtini toping.
10.2.fl)z= ;LTe >J lS;

10.4. z=I]l-x2+y 10.5. z=In(x+y)
10.6. z=In(R+y?2) 10.7. z=arcsinc+arccosy
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1O .8. atcsinpr +y)
arccos(jr- y)

10.9. z=v*2+y2~1 10.10 z=1/1-j2-y 2
10.11 z=arcsin(x+y)
10.12 z=Alcos(*2+y2) 10.13 z=In(—a+Yy)

10.14 z=y +Jx

10.15 n=Ja2-x2-y2-z2 10.16 u =arcsinjz/"™x2+y2)
10.17 n=V*2+y2-1 10.18 «=VINTTI
10.19 z=*2+y2 10.20 az=a2-;c2-y?2
10.217=-yA - 10.22 .=J1-4-4

X-+y vV a ft2
10.23 z=In(y2-4nr +8)

=-7r- J— = n
10.24 z Rr->|?~-yy 10.25 z=yfxTy +J<</ y
10.26 z=—=— -+ ..r 10.27 z=inxy

wx+y jx-y

10.28 z=ijx-ify
10.30 z—xy lln . —7 +JIx2+y2-1 2
yV . y2-4

10.31 z =ctgrt"x+y) 10.32 z=4sin;r(x2+y2)
10.33 z=Inx-Insiny
10.34 m=-|=+-"+-L
» W
10.35 »=Vm2-p2-y2-r2+-p- 1 =(g>r)
\i2+y2+z2-r2
10.36 z=11L 10.37 z=v(i+*)(y-4)

10.38 z=ym2+y -1 +In(4-x2-y 2) 10.39 z =arcsin(x+y)

10.40. Uchburchakning perimetri 2p berilgan.
Uchburchakning ikk tomonini x va y deb, uning yuzi S shu
tomonlarining funksiyasi sifatida aniglansin. x va y ning qgabul
gilishi mumkin bo'lgan giymatlariniung sohasi aniglansin.



10.41 fW )=2X’_\y; a) FGL); b) £63); <) f(i2); d) f(z2i) e€)

ra-2) K) H@a-a) lar bo'lganda hisoblang.
10.42 F(x,y)=yjxd+y4-2xy, F(tx.ty)=t2F(x,y) ekani isbot gilinsin.

10.43 Agar F(x,y)=xy+£ bo'lsa, F”;3j, (i;-i) ni hisoblang.
10.44 Agar F(xy) = ~ - bo'lsa, Fyx\ (x--y),

ni hisoblang.

10.45 Anqar F(x,y,z)=x2§-;y%tzl_T bo'lsa, (0;2;-3), oy, lami
hisoblang.

Quyidagi funksiyalarning yuksaklik chiziglari yasalsin.

10.46 z=2x+y 10.47 z=xly 10.48 z=inijy/x

10.49 z=V1/y 10.50 z=¢e" 10.51 z=x+y

10.52 z=y/x2 10.53 z=y-x 10.54 z—x2 y

10.55 z=x2+y2 10.56 z=In(J+y) 10.57 z=arcoos(xy)

10.58 z=xy3 10.59 z=xIn(x2+y) 10.60 z=exy

1061 z=J~7 10.62 Z:x_Jr!E 10.63 z=y ~ f

10.64 z=Ig(x+y) 10.65 z=x2+y2

Quyidagi limitlami toping.

10.66 a) lim a7 5i™ + /1 10.67.
)# 4 -ix2+y2) &Y W Ec Y
10.68. Lm(x2+y2)sin 10.69. lim2~~~~
Qﬁlg Xy £S5V
10.70 \ima~na’ ~— 10.71. lim*"3+y3
PS x PS *
10.72. 1im4n4 10.73  limixyJT-+xyl
A* +y b
imnV - 10.75.
10.74. gﬁn;'jm\iys B X+H>
\
10.76. Hfyr>) 10.77. limf*+2yle*
, 0
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10.78. 10.79. i in—
£ix ~Y Iil’rgi‘(r2 +y2)SmV
10.80. Irggl SV2 10.81. lim-
y~*2 7 ;A,X+y
10.82. lim4~V 10.83 ] i +zY
IS* +Y
10.84. 10.85. lim- *
NX Oy 3yIx2+y2+1-1
10.86. lm'Y +1~ 10.87. iimsin(f, +°
PS x +y J3 *
10.88. rub£°-"2+¥ 2 10.89. lim
Nty jx'y2 Ss*4+/

10.90. g +x2y2)- +1y2

8 10.2 Birinchi tartibli xususiy va to'liq hosilalar

7. z=f{x,y) funktsiyada y ni o'zgarmas deb garab,undan x
bo'yicha olingan hosila z ning x bo'yicha xususiy hosilasi
deyiladi va u ~ yoki f,(xy) ko'rinishida belgilanadi

//(Y)=" =Umj~*+ ~ y)zningy bo'yicha xususiy hosilasi
ham shunga o'xshash ta'riflanadi va quyidagicha belgilanadi
%y =fl(x,y), ya'ni /;(x,y):Jj_r%ﬁ*-y +R/’)~ﬂx'>/).

8. Agar z=f(x,y) funksiya (*.) nugtada uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo'lsa, uning to'lig ortirmasi Az:bﬁ\x +E8y+£-p
ko rinishda vyoziladi, bunda p=Nx2HA4)2 nolga intilganda
(P>0£>0. U holda ~-ax+ ~ay ifoda to'lig ortirrma gz ning bosh
gismi bo'ladi: u funktsiyaning to'liq differensiali deyiladi va oz
orgali belgilanadi: dz=j-dx +—dy

9- misol. Ushbu

f(x,y)=exty
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funksiyaning  (2,2) nuqgtada  fx, fy xususiy hosilalarini

hisoblang.
8A2.2) . /(2+Ar,2)-/(2,2)_
X gee AX A AX
= lim-----c-—--- = lim XM = o jim —! =6

Xuddi shunga o'xshash,

fas, nNTny+ «y)-an)XUmE T IzE I= e<

Q A0 Ay H0 Ay
Demak,
8f(2,2) _c< df(2,2)_c<
dx ' dy

10-misol. Ushbu
f(x,y)=In(x2 +y 2 +1)+sin2xy
funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblang.
Hosila olishni goidalaridan foydalanib topamiz

, ™— +2sinxy-cosx>'->'= —z— —2—- +¥sin2xy

8X  X2+Yy2+\ X2+y2+1
8£-= , 2y~-—-+2SiNAy-COSXV-X= , 2y7 -+Xsin2xy
dy x2+y2+1 X2+y2+1

Quyidagi bimchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblang.

10.91. a)r=jcVv’' B)z=x3+3x2 -y 3 10.92. z=in(* +r)
10.93. 2=+ 10.94. z=arctg% 10.95.2 = -
10.96. z-xe'~ 10.97. z=-$xr-y 2 10.98.* =— =
Y VF +y
10.99. z=arctgE 10.100 2=* 10.101. 2=e'm
10.102. z=InsinE4L 10.103. n=(xyy 10.104. 2=f 3

10.105. ,= ¥3+4 10106 2=Fy-/+?Y  10.107. z=x~4L
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10.108 , 10.109 z=arcsig S--i  10.110. z=ip £ *Y X
a - VX 32 X +Y +X
Y

10.111 z=In/g-  10.112 z=(+log. 51)3 10.113. z =xye*"0
10.114 10.115. z=arc,g37 10.116 z=2E £
Liyx2+y2 \l+7fxy
10.117 Me(sinx)=2 10.118 un=arctg(x—y)z
10.119. m~\Mo3-6/3 . N va ni z=bt=a dagi giymatini
toping.
10.120. Z:|+snjcf§rcr’1‘°]);(' ;\X va ;\y ni 1=y =0 dagl qumatlnl

hisoblang.

Quyidagi funksiyani to’lig hosilasini toping.

10.133. z=ev (x+y) 10.134. z=In(l+ex+
10.135. z=«=_1d | 10.136. z=sinf-

X+y
10137 z=£arcsmE 10.138. z=xy+y’

Yy

10.139. z=In(x2+y2) 10.140. z=\ntg(y/x)
10.141 z=sin(x +y2)
10.142. z=x 10.143. n=\n{x+ylx2+y2j

10.144.1 =ex(cosy +xsiny)
10.145. n=exy(xcosy +ysinX) 10.146. z=arctg 2’X+Sn"

4-n:siny
10.147. u=em 10.148. z=5*y 10.149. u=(xy)=
10.150. z=(in 10.151. Z:,;_T/ 10.152. z=ex*

10.153. z=sin2r+cos2y 10.154. z(x,y)z-)’zr; df(l;)~?
10.155. z(x,y,z) =ex*y1';dz =(0;12)
10.156. z=\nx+\[xr+y2) 10.157. U=Xy'r



810.3. Yo'nalish bo'yicha olingan hosilalar haqgida
tushunchalar

8. u=f(x,y,z) tenglama biror sohaning har bir (xyz2)

nugtasida v ni aniglab beradi, o'sha soha skalyar n ning maydoni
deyiladi. Bumaydonning P(xy,z) nugtasini va p nugtadan
g=00sa i +00SPj +0oosyk

birlik vektor yo'nalishida chiquvchi e nurni garaymiz, bu yerda
a,p va r - shu vektorning koordinata o'qglari bilan tashkil gilgan
burchaklari. Buyerda Y=P|=H= (10.3-chizma).

ptx+Ax y+Ay, z+[) -bu nurning boshga biror nugtasi
bo'lsin. Skalyar maydon w funktsiyaning p va p nuqtalardagi
giymatlari ayirmasini bu funksiyaning 1 yo'nalish bo'yicha
orttirmasi deb ataymiz. U holda &u=f(x+Ax, y+Ay, z+Az). » va p
nuqtalar orasidagi masofani g orqali belgilaymiz: g/=sp{. lim~
limit u=F(x,y,z) funksiyaning p nugtadagi 1 yo'nalish bo'yicha
hosilasi deb ataladi. Yo'nalish bo'yicha hosilagacha xususiy
hosilalar bilan quyidagicha ifodalanadi.

X 10.2-chizma

=un'cosa +u' CoS/3+U: COSy ,

bu yerda birlik vektor 1=(cosa cosp,cos/) chiziqg bo'yicha
yo'nalgan bo'ladi.

Ta'rif. Agar A nuqgta to'gri chiziq bo'ylab Ao nuqgtaga intilganda
ushbu

limL bSA)
A#o p(A0,A)
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$1

limit mavjud bo'lsa, uning qgiymatiga f(x,y)=f(A)funksiyaning
Ao=(xo,yo) nugtadagi yo'nalish bo'yicha hosilasi deyiladi va

d fw df(x0,y0)
Q! yoki aj kabi belgilanadi.
Demak,
df ( Ao) = lim N ~A)-Nn 1)
dl A> p(AQA)
11 - misol.

z=x2-xy-2y2 funksiyaning A(l;2) nuqtada ox o'gining
musbat yo'nalish bilan 60° burchak tashkil gilgan yo'nalish
bo'yicha hosilasini va o'zgarish tezligini toping:

Yo'nalish bo'yicha hosilani (9) formuladan topamiz.
Funksiya (1;2) nuqtada differensiallanuvchi.

Agar 1 chizig ox o'qning musbat yo'nalishi bo'yicha 60°
burchak tashkil gilsa, OY bilan 30° burchak tashkil giladi
(j3=30°)

Quyidagini hisoblashimiz kerak

M » =« 3 ) 000 +M " QO3830-
81 dx dx

Ravshanki,

=0
di L)

Demak,
E.wo0l .91 w?A
dl 2 2 2
M 0{x0,y0,z0) nuqtadan M I{xxyxzI?) yo'nalish bo'yicha
funksiyani hosilasini toping.
10.121 u=x2y +xz2-2, MOQ(l-IX M,(2;-1;3)
10.122. v =xe> +yex-z2, MO(3;0;2\ M,(4;1;3)
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10123 u=;-~, ML), M(9)

Skalyar maydonnig M nugtasining gradiyentini toping.

10.124. u=InpR+y2+z2) M11-1) 10.125. u=zex*™' M{000)

10.126. z=xy+y2, M(32 10.127.  z=arctg(xy), M(; 1)

z=f(x,y) funksiyani M nuqtadagi gradiyenti va uning
modulini toping.

10.128. z=I-x2-y2 M2 10.129. z=(x-y)2 M{03

10.130. z=xyeu’y M(0;-I) 10.131. 2=An(x+y) JU(-12

10.132.2=sin(jcHy?)

810.4 . Taqgribiy hisoblash va xatolik bahosi

Il.LFaraz qilaylik, n=/(*,j2.jc,.jc] funksiyani mQ*,jc2
nuqgtadagi qiymati ma'lum bo'lsa, MO+I|*2+02.. A+ K,
nuqtadagi giymatini hisoblash talab etilsin. Argumentning &}
orttirmasi kichikson bo'ladi, u holda f[M)=f(M0)+&u«f(xl,x2,...jr-+o,
bu yerda du= . Xatolik p=JY(x,)2 dan oshib ketmaydi.

bI8X, Mwm

12-misol. Ushbu

1,03!'Bmigdorning taqribiy giymatini toping.

Tagribiy giymatini topish uchun
f(x,y) =xy
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya (1,2) nuqtada
differensiallanuvchi va berilgan funksiyani (1,03; 1,98) nugtada
giymatini topish uchun yugoridagi formuladan foydalanamiz:

0X oy
Berilgan migdorni quyidagicha yozsak
[,031%8=(1+0,03)20@
unda Ax=0,03, Ay=-0,02 deyish mumkin.



Funksiya gqiymatini va xususiy hosilalarini (1;2) nugtada
hisoblaymiz:

/(/2)=1,
5/d’Z)I:yxV'1 =21 =2,
dx (12)
df{12) _
=xy Inx -0
dy (12)
Natijada berilgan migdorni giymati quyidagicha
hisoblanadi.
/(1+0,03;2- 0,02) * /(1,2) +LL}, & - Ax + Ay *
dx dy
1+2+0,03 +0+(-0,02) =1,06.
Demak,
L 198*1,06.
13-misol. Ushbu
2022
1,98 Vubl
miqdoming taqribiy giymatini toping.
Tagribiy giymatini topish uchun
m .2 o2
f(x,y,z) = =x2-y 3-z 4

Iy Vz3
funksiyani garaymiz.
Bu funksiya (2;8;1) nuqtada differensiallanuvchi va
berilgan funksiyani  (2,02; 7,98; 1,03) nuqtadagi giymatini
hisoblash uchun yugoridagi formuladan foydalanamiz:

(281) * -/(2.8,1) Jo+-" (211) Ay +8 Az
dx dy dz

Berilgan migdorni quyidagi ko'rinishda yozsak
2,022 (2 +0,02)2

$,98 &O31  ~(8-0,02) V(i+0,03)3
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unda Ac =0,02, Ay =-0,02 , Az = 0,03 deyish

mumkin.
Funksiyaning giymatini va xususiy hosilalami (2;8;1)
nugtada hisoblaymiz:

df(281) _ 0228 3-1 4=-
5/(281) 1 =----228314=-
dz 4 (281) 4 2

Natijada berilgan giymat quyidagicha hisoblanadi.
/(2 +0,02, 8-0,02, 1+0,03) «/(2,8,1) +

dx dy dz
=2+2+0,02- —%-0,02) - - 0,03 a 2,034
12 " ) 4

Quyidagi ifodalarni tagribiy hisoblang.

10.158. Apy/3012+3,982 bXl.02)3

10.159. -ysin21,55 +8eonis

10.160. arrtg(1,02/0,95) 10.161. 102405 10.162. in(0,093+0,99")
10.163. M,02]+0,062 10.164. Jsep +2,032

10.165. vi,04-" +Inl,02

8 10.5. Yugqori tartibli hosilalar ikki o'zgaruvchi
funsiyaning ekstremumi
12. g sohada p, nugtaning shunday atrofi mavjud bo'lsaki,
bu atrofning £ dan fargli barcha nuqtalari uchun f(ro)>f(P)
tengsizlik bajarilsa, ikki o'zgaruvchining z=f(x,y)=f{p) funksiyasi



(]

sohaning PO nugtasida maksimumga ega deyiladi. g soha @
nugtaning shunday atrofi mavjud bo'lsaki, bu atrofning po dan
fargli barcha nuqtalari uchun A/><f(p) tengsizlik bajarilsa, ikki
o'zgaruvchining z=f(x,y)=f{p) funksiyasi G sohaning m
nugtasida minimumga ega deyiladi. Maksimum va minimum
umumiy nom bilan eksremum/ari deb ataladi.

13. Agar p,x0,y0) huqgta z=f(x,y) funktsiyaning ekstremum
nuqtasi bo'lsa, u holda bu funksiyaning shu nugtadagi xususiy
hosilalari mavjud bo'lgan tagdirda /;(*,.,y0=0 f'(x0,y0)=o bo'ladi
(ekstremum mavjudligining zaruriy sharti).

14. z=f(x,y) funktsiyaning birinchi tartibli xususiy hosiladan
olingan xususiy hosila ikkinchi tartibli xususiy hosila deyiladi va
uni quyidagicha yoziladi:

Xuddi shuningdek, uch va undan yuqori tartibli xususiy
hosilalar ham yugoridagi kabi aniglanadi. (x,y) va /Z,'(*>)
xususiy hosilalar z=f(x,y) funktsiyaning aralash hosilalari
deyiladi.

15. Agar rxo,y0) nuqtada ikkita : =f{x,y) xususiy hosila
nolga teng bo'lsa, bu nugtaning tasviri
L=ac-b2 (@a=.~. b=, ¢=2z") bilan aniglanadi. g>o bo'lsa
ekstremum mavjud (a <o maksimum va a>obo'lsa minimum)
bo'ladi. ag<o bo'lsa ekstremum mavjud bo'Imaydi va g=o0
ekstremum mavjud bo'lish ham, bo'Imasligi ham mumkin.
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16. Funsiyani ekstremumlar tekshirish uchun quyidagi
sxema tavsiya etiladi:

1. Xususiy hosila A va 2 larni topamiz.

2.z,=0va Zr=o0 tenglamalar sistemasini yechib funktsiyani
kritik nuqtalari topiladi.

3. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalari olib har bir kritik
nugtaga hisoblanadi va ekstremumning yetarlilik shartidan
foydalaniladi.

17. Xususiy hosilani geometrik ma'nosi. f(x,y,z)=0 tenglama
bilan berilgan sirt va o'rta sirtdan m(x,y,z) nugta olingan bo'lsin.
Bu nuqtada o'tkazilgan normal tenglamalari quyidagicha yoziladi

Xz x=Y-z=zz+ (101)
8 H
O A
Urinma tekislik tenglamasi:
%(x—x)+0§(r—y)+cé(z—z)=o (10.2)
dan iborat bo'ladi. (10.1) va (10.2) tenglamalardagi x,y,z -
normalning yoki urinma tekislikning 0'zgaruvchi

koordinatalaridan iborat. US’&dydz)l vektor sirtining normal

vektori deyiladi. Agar sirtda ~r=0;f~=0;f; =0 bo'lsa, u maxsus

nuqta deyiladi. Bunday nuqtada sirtning normali ham urinma
tekisligi ham bo'lmaydi.

18. Eng kichik kvadratlar usuli - xatolar nazariyasida
tasodifiy xatolarni 0'z ichiga olgan o'lchash natijalaridan bir yoki
bir necha miqdorni topishda gqo'llaniladi. x no'malum
migqdoming giymatini izlab topish uchun n ta mustaqil o'lchash
o'tkazilgan, bu o'lchamlardan ylyJ-y, qiymatlar, ya'ni
y,=x+< (i=12.«) giymatlar topilgan bo'lsin deb faraz qilaylik,
bundagi s,-tasodifiy xatolar matematik kutilishi nolga L, =ova
dispersiyasi as, =<t; bo'lgan erkli tasodifiy miqdorlar bo'ladi. Bu
usulga n migdor sifatida shunday x olinadiki, uning uchun
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3(x):'i,§.p<(y,-*y:%(ﬁ*>)—}7)2* kvadratlar yig'indisi eng Kkichik
bo'ladi. Agar /(*)- chizigli funktsiya bo'lsa, y=0*+6, u holda
s ="£(axl+b-yl). Noma'lum parametrlar a va b quyidagi normal

tenglamalar sistemasidan aiglanadi.
@< Hz i =
(Z xgatnft=2z"

2. Agar /(*) funktisya kvadrat funksiya ko'rinishida
y=ax+bx+c bo'lsa, u holda s=Yi@e+bc+c-y,Y , no'malum

kattaliklar a, b, ¢ quyidagi normal tenglamalar sistemasidan
aniglanadi.

4
z xiV+[z xiV+Hz V =z xiy

Zxt a+ Zxi *+nc=2Zyi

14-misol. Ushbu
2 =Xbt+ty3-3xy +\0
funksiyani ekstremumga tekshiring.
Xususiy hosilalarini topamiz:
r'=3x2-3y; z' =byl- 3x.
Statsionar nuqgtalarini quyidagi sistemadan tapamiz:
M[(3e2-3y =0, \x2- y =0, (y =x2,
[3y3- 3x=0. [y3- g=0. {o6- * =0.
Bu sistema =0y, =0 va m2=iy, =i yechimlarga ega
bo'ladi. Demak, (0,0) va (1,1) statsionar nuqtalarga ega bo'ladi.
Endi ekstremumga erishishning yetarli shartini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

8 Z ——————— - %) _-9-- =
dx2 &, dxdy 3 dyZF 6y
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Yetarli shartni (0,0) nuqgtada tekshiramiz. Buning uchun
ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni bu nugtada hisoblaymiz:

Unda
-a,2=0-(-3)2=-9<0
bo'lib, 3) shartdan funksiya (0,0) nugtada ekstremumga ega
bo'Imaydi.
Endi yetarli shartni (1,1) nuqgtada tekshiramiz:

A2- 4 =6m- (-3)2=36- 9=27 >0
Bulardan, a,>0, anmaz-a2>0 bo'lib, 1) shart o'rinli
bo'Imoqda. Demak, funksiya (1,1) nuqtada minimumga ega
bo'ladi va u quyidagiga teng
mijn 2=15+15-311 +10 =9,

Quyidagi funksiyalardan ikkinchi tartibli ~ xususiy
hosilalarini oling.

10.166.f) z =y Inx
10.167 ,a)z =in(i +x+2y)

10.168.
axpy

10.169.
10.170.
10.171.
10.172. n=sinx(x+osy\ ~y~  toping.

10.173. z=05In(2+y2) d2-n\ toping.
10.174. 2 = cos=+ Y\ re2-ni toping.
10.175.



Quyidagi funktsiyalarning ekstremumlarini toping.
10.176.f) z=e2(x+y2)B) z=x2-xy +y 2+9.r-6y +20

10.177 a)r =xy - xy B) Z=yyfx - y2- x +6y

10.178. Z=x3+8y1-6j0' +t

10.179. z=2xy-4x-2y

10.180. z=sinx +siny +sin(x +y), 0 <x <— V3 0<x< —

9.171. z=e2(x+y2)

10.181. z-x2+y2+xy-4x-5y 10.182. z=xy(\-x-y)
10.184. z=xV (2-x -y) 10.185. Z:XJ+XV+/+i*-+Iy
10.186. z=2X3-xy2+bx2+y2 10.187. z=3x+6y-x2-Xy +y2
10.188. z=x2+y2-2Inx-mny 10.189. z=2"/x2+y2
10.190.2={rx2+y2y ~ 10.191. z=-2L -

X +y-
10.192. z=xy-In(x +y) 10.193. z=-JxiJy-x-2y
10.194.2)Z =3x+6y-Xx2-Xy-y26)z =x2+Y2- 2x- 47Xy - 2y +8
10.195. z=2x3—xy2+5x2+y?2 10.196. z=3x2-2xjy +Yy -8X+8
10197. z=(x-1)2+2y2 10.198. z=(x-1)3- 2y2

10.199. z=x2+xy+y2-2x-y
10.200. z=x3y2(6-x-y)(x >0,y >0)

10.201. z=x4+ 7/ -2*2+4*> -2r 10.202. z=xy 1-1L-JL
V a b
10.203. z=i-(r2+y2)™) 10.204. z=(R+/>+"3

Murakkab funksiyalarning hosilalari
10.205. z=j In™ bunda u=ig2,s =ctgx bo'lsa, ~ ni toping.

10.206. z=X :{/ bunda y =3x+i bo'lsa, S N toplng.
10.207. z=xzy bunda y=cosx bo'lsa, Ve ani toping.
10.208. z=x2/y bunda x=u-2s,y =3+2u bo'lsa, = va — ni

Jirc]
toping.
10.209. u=ex®/bunda x:sinr,yz@az?
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10.210. n=z1+yr +zv bunda z=sin/,y =¢' ~ =?
10.211. z=arcsin(r-y) bunda x=3t,y =4t1 - =?

10.212. z=x¥-y2*bunda . =hcos.9,y =Hsin9 " =?

1l
EN)

10.213. z=x2Iny bunda x=-~y=3»-25J =? J~=?

10.214. z=arctg(xy) bunda y=e' £ ni toping

Quyidagi tenglamalardan / ni toping.

10.215. x2+y2Hn(r2+a2)=a2 10.216. (y/x)+sin(y/x) =a

10.217. (xy-af+(xy-/3)2=r2 10.218. x3+2y3- IxyMixy +1=0

10.219. Intg(ylx)-y/x =a 10.220. 3s\n(-Jx/y)-2cos(-Jx/y)+\ =0

10.221. x3¥y -y X =a‘ 10.222. *y-*4-/=<i4

10.223. xe>+ye’ -e»=0 10.224. (x2+y2f +a2(x2-/)=0

Quyidagi tenglamalardan ~ va ~ lar topilsin.

10.225. x+y +z=ex 10.226. x3+y3+23-3xyz =0

10.227. x2+y2+z2-6* =0

10.228. z2=xy 10.229. cos(ax+by-cz) =k(ax +by-cz)

10.230. 4 +4t1) +4 =!I 10.231. x2-2y2+2z2-4jr+2z-5 =0
a c

10.232. z3+3xyz=a3 10.233. e’ -xyz =0

10.234(224). et+x2y +z+5=0

Quyidagi funksiyalarning ekstremumlari berilgan shart
asosida topilsin.

10.235. z:ix+ -,agar x+v=z bo'lsa.
y

10.236. z=x-y, agar x2+/=i bo'lsa.

10.237. z=xy2, agar x+2y =4 bo'lsa.

10.238. z=’\j221- , agar *2+/=1bo’'lsa.
vV

10.239. z =ifx\fy agar 2*+hy=ioo bo’lsa.
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Quyidagi sirtlarga o'tkazilgan urinma tekisliklar
tenglamasi yozilsin.

10.240,z =x2+2y2, (i;i;3) nuqtada. 10.241.xy=z\(x0-y0,z0) nuqtada.

10.242. xyz =a2,(x0;yttzl)) nuqtada.

Takrorlash uchun savollar

1.Ko'p o'zgaruvchili funksiya deb nimaga aytiladi?

2.Ko'p o'zgaruvchili funksiya uzluksizligi deb nimaga
aytiladi?

3.Karrali limit nima?

4. Takroriy limit nima?

5.Karrali va takroriy limitlar gachon teng bo'ladi?

6.Gradiyent nima?

7.Yo'nalish bo'yicha hosila ganday olinadi?

8.Tagribiy hisoblash formulasini yozing.

BIR NECHA O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING
DIFFERENSIAL HISOBIGA DOIR TESTLAR

1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar

1. Tomonlari x va y bo'lgan to'g'ri to'rtburchakka doir qaysi
masalaning  javobi  ikki  o'zgaruvchili  funksiya  bilan
ifodalanmaydi ?

A) To'g'ri to'rtburchak yuzasini topish;

B) To'g'ri to'rtburchak perimetrini topish ;

C) To'g'ri to'rtburchak diagonalini topish ;

D)To'g'ri to'rtburchakning ikkita garama-qgarshi
tomonining yig'indisini topish;

E)Barcha masalalaming javoblari ikki o'zgaruvchili
funksiya bilan ifodalanadi.

2. Ikki o'zgaruvchili funksiyani ko'rsating.

A) / =ax2 +bx+c. B) f =x+— . C)f =y +—-
Yy Yy

D) f =t2+t+1. E) / =sin(ax2 +b).
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3.1kki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiya aniglanish sohasidagi
har bir M(x,y) nugtaga nimani mos go'yadi ?

A) to'g'ri chizigdagi biror nuqgtani.

B) tekislikdagi biror nugtani.

C) fazodagi biror nugtani.

D) biror to'plamni. E) biror chizigni.

4.Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning D{/] aniglanish
sohasini toping:

f(x,y) ="9-x2-y 2.
A) Tomoni =3 va markazi 0(0,0) nuqgtada joylashgan
kvadrat.
B) Tomoni a=3 va markazi 0(0,0) nugtada joylashgan
muntazam uchburchak.
C) Radiusi R=3va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan doira .
D) Radiusi R=3 va markazi 0(0,0) nugtada joylashgan aylana
E) [-3,3] kesmadan iborat soha .
5.Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning giymatlar sohasini
toping:
f(x,y) =~9-x2- y2.
A)[-3,3]. B) (-3,3). C)[03]. D)(0,3). FE)I[09].
6. Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning D} aniglanish
sohasini toping:
f(x,y) =*N\6+x2+v2.
A) Tomoni s=4 va markazi 0(0,0) nugtada joylashgan
kvadrat;
B) Tomoni s=4 va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan
muntazam uchburchak;
C) Radiusi R=4 va markazi 0(0,0) nugtada joylashgan doira ;
D) Radiusi R=4 va markazi 0(0,0) nuqgtada joylashgan
aylana;
E)R2tekislik.
7.Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyaning giymatlar sohasini
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8 e e

f(x,y) =J16 +x2+y2.
A) [0,4]. B) (0,4). C)[4,+0=).
D) (-00,4] . E) [0,16] .
8. Ikki o'zgaruvchili z= f(x,y) funksiya grafigi ganday
geometrik ob'ektni ifodalaydi?
A) tekislikdagi to'g'ri chizigni.
B) tekislikdagi egri chizigni.
C) fazodagi tekislikni.
D) fazodagi sirtni. E)fazodagijismni.
9.Ta'rifni to'ldiring: Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyaning
sath chizig'i deb — tenglama bilan aniglanadigan chiziqqga
aytiladi.
A)/(Cy)=0. B) f(x,C)=0 . C)f(0,y)=C .
D) f{x,0)=C . E) f(x,y)=C .
10.1kki o'zgaruvchili z=9x2+9y2 funksiyaning sath chiziglari
nimadan iborat?
A) parabola  B) giperbola C) ellips D) aylana
E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq .
11.1kki o'zgaruvchili z=9x2+Iby2 funksiyaning sath chiziglari
nimadan iborat?
A) parabola  B) giperbola C) ellips D) aylana
E) to'g'ri javob keltirilmagan.
12.1kki o'zgaruvchili z=9x216y2 funksiyaning sath chiziglari
nimadan iborat?
A) parabola; B)giperbola;  C)ellips; D) aylana;
E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq .
13.1kki o'zgaruvchili z=9y2x funksiyaning sath chiziglari
nimadan iborat?
A) parabola  B) giperbola C) ellips D) aylana
E) kesishuvchi ikkita to'g'ri chiziq
14 Tomonlari x , y va z bo'lgan to'g'ri burchakli
parallelopipedga doir gaysi masalaning javobi uch o'zgaruvchili
funksiya bilan ifodalanmaydi ?
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A) to'g'ri burchakli parallelopiped hajmini topish .
B) to'g'ri burchakli parallelopiped yon sirtini topish .
C) to'g'ri burchakli parallelopiped to'la sirtini topish .
D) to'g'ri burchakli parallelopiped diagonalini topish .
E) Barcha masalalarning javoblari uch o'zgaruvchili funksiya
bilan ifodalanadi.
15.Uch o'zgaruvchili f(x,y,z) funksiya aniglanish sohasidagi
har bir M(x,y,z) nuqtaga nimani mos qo'yadi ?
A) to'g'ri chizigdagi biror nuqtani . B) tekislikdagi biror
nugtani
C) fazodagi biror nugtani.
D) fazodagi biror chizigni.
E) fazodagi biror sirtni.
16. Uch o'zgaruvchili  f(x,y,z) funksiya grafigi ganday
geometrik ob'ektni ifodalaydi?
A) fazodagi chizigni
B) fazodagi tekislikni
C) fazodagi sirtni
D) fazodagi jismni
E) to'g'ri javob keltirilmagan .

2. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning limiti

1 Biror chekli A soni z=f(x,y) funksiyaning M(x,y)—* Mn(xn,yo)
bo'lgandagi limiti ekanligini tekshirish uchun quyidagi
amallardan gaysi biri bajarilmaydi?

A) ixtiyoriy kichik e>0 son tanlanadi.

B) Mo(xo,yo) nugtaning r(e) radiusli atrofi Ur(xo,yo) topiladi.

C) ixtiyoriy M{x,y) e Lxoyo) uchun \f(x,y)-A\<e shart
tekshiriladi.

D) f(x,y) funksiyaning Mo(xoyyo) nuqtadagi giymati

E) keltirilgan barcha amallar bajariladi.



(gl.

2. xﬂ)rg)f(x,y) =A ekanligini aniglashda ixtiyoriy kichik £0
>0
sonida gaysi munosabat bajarilishi tekshiriladi?
A) I/(x,yM I=£
B) 14*yM1*e
Q 4(x>y)~A > e
D) \f{x,y)-A I<e.
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
3.f(x,y)=(x2 y2/(x2+y2) funksiyaning M(x,y)-KO(0,0) holdagi
limitini toping.
A)O B)1 c)~ D) limit mavjud emas E) 2

4-/C/Y)=(*2 Y)/"2N/2) funksiyaning M(x,y)-+Mo(l,l) holdagi
limitini toping.

A0 B) 1 C)i D) limit mavjud emas E 2

5-//Y)=(*2 y2I(x+y) funksiyaning M(x4)-~0(0L) holdagi
limitini toping.

A)O B)1 c)~ D) limit mavjud emas E) 2

6-OX/YM*2- y2)/(x~y) funksiyaning M(x,y)—Mo(1[) holdagi
limitini toping.

A)O B)1 c)~ D) limit mavjud emas E)2
7. limcos(x2 +y2) limitni hisoblang.

ly-m
A) O B) 1 c) " D) limit mavjud emas E) 2
8. limsin(x2 +y2) limitni hisoblang.

y-*0

A)O Bl c)~ D) limit mavjud emas E) 2
9. lim cos(x2 +y) limitni hisoblang.
y-*ar/3

A) O B) 1 C) -
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D) limit mavjud emas . E) 2.
10. Quyidagilardan gaysi biri karrali limit bo'ladi?

A) lim f(x.y) . B) Iimof(x,y) . C) lim f(x,y) .
y:+YO =
D) lim EI_IITJOf(x,y)} . E) *|In"(|) {Eg)of(x,y)} :
11. Quyidagilardan gaysi biri takroriy limit bo'ladi?
A) lim f(x,y) . B) lim f(x,y) . C) lim f(x,y) .
X-+xQ X->X0 Y-+¥Y0
Y~>Yo
D) lim {lim f(x,y)} . E) lim {lim f(x,y)} .
x—>x0 v->v0 >0 X-*Xq

12. Takroriy  lim {lim f(x,y)} =A va lim {lim f(x,y)} =A

v->v0 x~*x0

limitlar uchun quyidagi munosabatlardan qaysi biri bajarilishi
mumkin?
A) Ai= Ai B) 1M 2
C) Al<A2 D) A\>Al .
E) keltirilgan barcha munosabatlar bajarilishi mumkin.
13. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun lim{lim/(x,y)} takroriy

limit giymatini toping.
A)0 B)1 C)-1 D)° E) mavjud emas
14. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun lim{limf(x,y)} takroriy

limit giymatini toping.
A)0 B) 1 C)-1 D)°° E) mavjud emas
15. f(x,y)=(x-y)/ (x+y) funksiya uchun \\mf(x,y) Kkarrali

v->0
limitni hisoblang.
A) 0 B) 1 C)-1 D) *°
E) limit mavjud emas
16. Agar lim f(x,y) =A lim {lim f(x,y)) =A va
>;/—;;</g Y-*¥0

lim {lim f(x,y)} =A2 bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri
Y-*Yo

doimo o'rinli bo'ladi?
A) A mavjud va chekli bo'lsa, unda A\, Ai mavjud va A\*Ai
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B) A\, Ai mavjud va chekli bo'lsa, unda A mavjud .
C) A\, Atmavjud va A\=Ai bo'lsa, unda A mavjud .
D).A mavjud va chekli bo'lsa, unda A\, Ai mavjud va
A\=At=A .

E) A mavjud va chekli bo'lsa, unda A i, Ai mavjud va
Ai=A2 *A .

3. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning uzluksizligi

1. z=f(x,y) funksiyaning Af to'la orttirmasi qayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?

A) Af=f(x+AX, y+Ay) ~f(x,y) B) A/=/(x, y+Ay) -fay)
C) Afrfa+Ax, y) - fay) D) Af=f(x, y+Ay) -
fa+Ax,y+Ay)

E)Af=fa-Ax, y+Ay) - fa+Ax,y+Ay) .

2. z=fa,y) funksiyaning x bo'yicha A/ xususiy orttirmasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) A*f=fa+Ax, y+Ay) - fay) B) Axf=fa y+Ay) - fa,y).

C) Axj=fa+Ax, y) -fa,y) D) A*f=f(x+AX, y+Ay) -f(x+AX,y)

E)A*j=fa, y+Ay) - f{{x+AX,y).

3. z=fa,y) funksiyaning y bo'yicha Ay/ xususiy orttirma
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Ayf=fa+Ax, y+Ay) -fa,y) B) Ayf=fa y+Ay) ~fa,y) .

C) Ayf=fa+Ax, y) -fa,y) D) Ayf=f(x, y+Ay) - f(x+Ax,y+Ay)

E)Ayf=fa, y+Ay) -fa+AX,y).

4. Quyidagilardan qaysi biri z=fa,y) funksiyaning x
bo'yicha Ax/ xususiy orttirmasini ifodalamaydi?

A) Axj=f(x+Ax, y+Ay) -fa,y+Ay)

B) Axf=f(x, y) - fa-Ax,y) .

C) A*f=fa+Ax,y) -fa,y).

D) A*f=fa+Ax, y+Ay) -fa, y)

BE)Ad/ (x, y+Ay) -fa-Ax, y+Ay)

5. Quyidagilardan qaysi biri z=fa,y) funksiyaning vy
bo'yicha Ay xususiy orttirmasini ifodalamaydi?
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A) Lyf=f(x+Ax, Y+
B) Ayf=f(x' Y+¥) ~AXY)
C) Ayf=f(x+AX" y+ay) ~AX+AX,Y)
D) Ayf=f(x, y) “/(*' Y-0IY)
E)Yf=f(x+Ax, y) -f(x+Ax, y-Ay)
6 0 Xy)=x2ty2 funksiyaning [/ to'la orttirmasini toping.
A) 4/=2(0x2+[y2) B) Af=2(xAx+ yAy)+ Ax2+Ay2
C) Af=2(xAy+yAx)+ Ax"Ay2 D) Af=Ay2+2(X+Yy)Ax+Ax2
E) JV=/vo+/y2+2 (Ax+0y)
7. Z=X2HY2H2XY funksiyaning x bo'yicha AZ xususiy
orttirmasini toping.
A) A*z=2(Ax+Ay)
B) [oe=2(xOx+yAy+Ax-Ay).
C) AXZ=2xAx+2yAy+2(xAy+i/AX)
D) Axr=2(x+y)[x+[x2.
E) Axz=2x+2y+2 (Ox+Ay).
8. z=X2+y2+2xy funksiyaning y bo'yicha Ayz xususiy
orttirmasini toping.
A) Oyr=2(fix+1y) B) Ayz=2(xAx+yAy+[ix-lly)
C) Ar=2xOx+2yfy+2(xAy+y[ix) D) fyr=2(x+y)0y+Ay2
E) Ayz=2x+2y+2 (Ox+Ay).
9. Qaysi shartda z=/(xy) funksiya Mo(xoyo) nuqtada
uzluksiz bo'Imaydi ?
A) lim f(x,y)=1f(x0,y0).
o

B) lim [/(x,_y)-/(x0,Y0)]=0.

C) Al{])’l f(x 0+ Ax,y0 + Ay) =f(x0,y0).
»

D) JimV/ =o.

Ay->0

E)keltirilgan barcha shartlarda uzluksiz bo'ladi.
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10.a parametrning ganday giymatida

[*3-7

f(x,y) =m x-y

a<
funksiya Mo(l, 1) nuqtada uzluksiz bo'ladi ?
A)0 B) 1 C)2 D)3 E)-1

11.Quyidagi funksiyalardan qaysi biri 0(0,0) nugtada
uzlukli?

A) z=sirm/ B) z=cos(x+y)
C) z=tyg(x-y) D) z=ctg(x /)

E) keltirilgan barcha funksiyalar 0(0,0) nugtada uzluksiz .

12.Ta'rifni to'diring: Berilgan z=f(x,y)  funksiya biror D
sohada uzluksiz deyiladi, agar u bu sohaning - nugtasida
uzluksiz bo'lsa.

A) birorta B) ba'zi bir

C) har bir D) bitta  E) ma'lum bir

13.Agar f(x,y) va g(xyy) ikki o'zgaruvchili  funksiyalar
Mo(xo,yo) nuqtada uzluksiz bo'lsa, bu nuqtada quyidagi
funksiyalardan qaysi biri uzlyksiz bo'lishi shart emas ?

A y)+a(x.y) B)f(x.y)-g(x.y)

Q f(x,y)-9(x.y) D)f(x,y)/g(x.y).

E) ko'rsatilgan barcha funksiyalar Mo(xo,yo) nuqtada doimo
uzluksiz bo'ladi.

14.Agar f(x,y) va g(x,y) ikki o'zgaruvchili  funksiyalar
Mo(xoyo) nuqtada uzluksiz bo'lsa, gaysi holda bu nuqtada
f(x,y)/g(x,y) funksiya uzlukli bo'lishi mumkin?

A) g(x0,y0)>0 . B)g(xo,yo0)<0. C)g(xo,yo)=0. D) g(x0,y0)*0 .

E) keltirilgan barcha hollarda g(x,y) funksiya Mo(xo,yo)
nuqtada uzluksiz bo'ladi.

15. Agar f(x,y) funksiya Mo(xo,yo) nuqtada uzluksiz va C
ixtiyoriy noldan fargli o'zgarmas son bo'lsa, quyidagi
funksiyalardan qaysi biri Mo(xoyo) nuqtada uzlukli bo'lishi
mumKkin?



B

A) Cf{x,y) B) C+/(xy)
C)C-f(x,y) D) C/f(xy) E)f{x,y)/C
16. Quyidagi sohalardan gaysi biri yopiq emas ?

A)D={(xy):x2+yXI) . B)D:{(x,'\):g +_t|)_TA} .

C)D={(xy): - +’.;J-< 3. B)D=\(x,y): \x\<l, ly I<1} .
a
E) keltirilgan barcha sohalar yopiq .

4 Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning hosila va differen-
siallari

1.z=/(xyy) funksiyaning x argumenti bo'yicha fx xususiy
hosilasini ta'rif bo'yicha aniglashda quyidagi amallardan qaysi
biri bajarilmaydi?

A) x argumentga Ax orttirma beriladi.

B)funksiyaning  Axf=f(x+Ax,y)-f{x,y) Xxususiy orttirmasi
hisoblanadi.

C) orttirmalar nisbati Axf/Ax aniglanadi.

D) Ax—0bo'lganda Axf/Ax nisbat limiti topiladi.

E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2.z=f(x,y) funksiyaning x argumenti bo'yicha fx xususiy
hosilasi ganday aniglanadi ?
A) /[ =imA* +**'Y +M -A X i

* A0 AX
AT->0 A x
C) I =lim /(x+ +y)- fix +Axy)
x J0 X
D)
O—0 AX
E) f =lim f(x +AXx)y) +f(x,y)
X At-0 AX

3.z=f{x,y) funksiyaning y argumenti bo'yicha /' xususiy
hosilasini ta'rif bo'yicha anigqlashda quyidagi amallardan qaysi
biri bajarilmaydi?
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A)y argumentga Ay orttirma beriladi.
B) funksiyaning Ayf=f{x,y+Ay)-f{x,y) xususiy orttirmasi
hisoblanadi.
C) orttirmalar nisbati Ay /Ay aniglanadi.
D) Ay—0bo'lganda A¥/Ay nisbat limiti topiladi.
E) Keltirilgan barcha amallar bajariladi.
4, z=f(x,y)  funksiyaning y argumenti bo'yicha /'
xususiy hosilasi ganday
aniglanadi ?
f{x + Aty + Ay) - f{X,y)
Ay
L AXY+AY )-9 XY
0 Ay
f(x +AXy +Ay)- f(X,y + Ay)
1 Ay
fix +Axy) - f(x,y +Ay)
AX
n fix, Y +Ay) +fjx,y)
% Ay
5z=x*+y3txy  funksiyaning x Dbo'yicha fx xususiy
hosilasini toping.
A) fx=2x+3y2+y. B) f'x=2x+y* +x . C) f'x=2x+y.
E)) f'x=2x+3y2+x. E) f'x=2x +xy.
6. z=x2+y3+xy funksiyaning y bo'yicha f'y xususiy hosilasini
toping.
A) f;=2x +3y2+y . B)f;=x2+3y2+y . C) f;=2x +3y2.
D)f'y:2x+3y2+x. E)fl=3y2+x.
7. z-f(x,y) funksiya Mo(xo,yo) nuqtada differensiallanuvchi
bo'lishi uchun qaysi shart talab etilmaydi ?
A) z=f(x,y) funksiya Mo(xot/0) nugta va uning biror atrofida
aniglangan .
B) Mo(xoyo) nuqta va uning biror atrofida f X,f'y xususiy

hosilalar mavjud
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C) Mo(xoyo) nugta va uning biror atrofida fx,f'y xususiy

hosilalar uzluksiz.
D) Mo(xo,i/0) nugta va uning biror atrofida xususiy hosilalar

/;*0,/;%0.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

8. Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyaning df to'liq
differensiali formulasini ko'rsating.

A)'-l-1-

B> [ ]

@)
D) 4r-

df=fdx-¥-dy.
E) OXX Oyy

9. z=x2+y3+xy funksiyaning ri/ to'lig differensialini toping.
A)df =(x2+x)dx +(y3+y)dy.

B) df =(2x +3y2+x)dx +(2x + br +y)dy.

C) df =(2x +y)dx+(By2+x)dy. D) df =2xdx +3y2dy.

E) df =(3y2+x)dx +(2x +Yy)dy .

10.z=yx funksiyaning df to'liq differensialini toping.

A)df =yx(\nydx- —dy). B) df =y x(\nydx- —dy).
Yy X

C) df =v*(Inydx +—dy). D) df:yx(\nydx+§dy),
X

E) df =yx(Inydy-—dXx).
Yy

\\.z=f(x,y) funksiyaning to'liq differensiali
df=(2x+5y)dx+(3xy-4y)dy bo'lsa, fx(-3,2) qiymatini toping.

A)-11 . B) -26 : C)4. D) -6. E)S8.

\2.z=f(x,y) funksiyaning to'lig differensiali

df=(2x+5y)dx+(3xy-4y)dy bo'lsa, /;(-3,2) giymatini toping.



A)-11. B)-26. C)4. D) -6. E)s8.

13.Qaysi shartda z=f{x,y) funksiyaning grafigi bo'lgan S
sirtning Po(xo,yo,z0) nuqtasida urinma tekislik mavjud bo'ladi ?

A) z=f(x,y) funksiya Mo (xo,yo) nuqtada uzluksiz .

B) z=f(x,y) funksiya Mo (xoyo) nuqtada f'xixo,y0) Xususiy
hosilaga ega

C) z=f(x,y) funksiya Mo (xoyo) nuqtada f ’'(xo,y0) Xususiy
hosilaga ega

D) z=f(xy) funksiya fx{x0,yQ va fyix0,yQ xususiy
hosilalarga ega.

E) z=f(x,y) funksiya Mo (xo,yo) nuqtada differensiallanuvchi.

14. z=f(x,y) funksiya orgali aniglangan S sirtning Po(xo, yo,
f{xo,y0)) nuqgtasidagi urinma tekislik tenglamasini yozing.

A) T+Ax0,y0) =Fx{xQy0)(x +X0) +f'y (x0,y0){y +y0) .

z ~f (xo>Y0) =fx (x0,Y0)(x +*0) —fy (xo<Yo)(Y +39) ¢

Q z~K X0'Y0)=/x(X0"¥>(x ~x0)+/y(xOYo)(Y ~Y0) *

0) z~/(xo>Y0) = /XCXx0>Y0)(X ~*0) "W/ y(XxOY0)(Y~Y0) *

E) z+f(x0,y0) =f;(x0,yQ(x +x0)-f~(x0,y0)(y +y0) .

15. z=3xx+5x-2y+| funksiya ifodalaydigan S sirtning Mo
(3,-1,-9) nugtasiga o'tkazilgan urinma tekislik tenglamasini
toping.

A) 2x-3y+z=0 B) 2x+4y+z+7=Q  C) 13x-25y+z-55=0.

D) 25x+I3y+z-53=0 . E) 3x+y+z+l=0 .

16. z=f(x,y) funksiyada argument orttirmalari Ax va Ay
kichik bo'lganda o'rinli bo'ladigan taqribiy tenglik gayerda to'g'ri
yozilgan?

A) f(x +AXy +Ay) *f(x,y) +df.
B) f(x +AX,y+Ay)*f(x,y)-df.
C) f(x +Axy +Ay) af{x,y) mf .
D) fix +Axy +[y)x f(x,y)/df .
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
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5. Ikki o'zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilalari va
tO1a differensiali. To'la hosila. Yo'nalish bo'yicha hosila va
gradient

1./(wy)=«2y  murakkab funksiyada u(xry)=x+2y va
flu(x,y),v{x,y)]1=4xy bo'lsa, v=v(x,y) funksiyani toping.

A) v(x,y)=xzxy . B) v(x,y)=(x+y)2. C) v{x,y)=Axy .

D) v(x,y)=(x-y)2. E)to'g'rijavob keltirilmagan .

2.z=f(u,v) [u=u(x,y) va v=v(x,y)\ murakkab funksiyaning x
argument bo'yicha xususiy hosilasining formulasi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?

A) —=-L +"L.
dx du dv
& du dv

dx dx dx
p. dz_df du+df dv

dx dudx dv dx

Dy fZ=dfgu gf gv
dx du dx dv dx

pu dz_df du df dv
dx du dx dv dx

3. Agar z=u23uv~v2 murakkab funksiyada u=x3+y3 va
v=x2+y2 bo'lsa, uning x argument bo'yicha xususiy hosilasini
toping.

A) — =32n+Vv)x2 +2(5u - 2V)X .
dx

B) — =2(2n+v)x +3(5u - 2v)x2 ,
dx
C) e =3(2n +3v)x2 +2(3u - 2V)X .
X

D) — =32u +V)X2- 2(51- 2v)x .
dx

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4, z=f(u,v) [u=u(x,y) va v=v(x,y)] murakkab funksiyaning
argument bo'yicha xususiy hosilasining formulasi gqayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?
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A
ay on  dv
dz_agn dv
dy dy dy
~ dz_df du df dv
dy du dy dv dy
D E:grt+%+£+d—v
dy du dy dv dy
dz_df dundf dv
dy du dy dv dy
5. Agar z-uM+Suv-v2 murakkab funksiyada u=x3+y3
v=x2+y2 bo'lsa, uning y argument bo'yicha xususiy hosilasini
toping.

A) WZB(Z/+v)y2 +2(51 - 2v)y .

B) =2(2u+V)y +3(Gu- 2v)y2 .
dy

C) d_y:3(2m +3V)y2 +2(3« - 2V)y .

D) =3(2« +V)y2- 2(5M- 2Vv)y .
dy

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
6. z=f(x,y)=f(x,(p(x)) funksiya to'la hosilasining formulasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) —=—+0- B) — —-— c) dz dz dy
dx dx dx dx dx dx dx~dx dy dx '
D) — O. P _dz dy
dx dx dy dx dx dy dx'

7. z=x3y+sini/ (y=Irur) funksiyaning to'la hosilasini toping.

* = %7 n
A) E= 53,4041

dx

dz_ . r co

L oxi(3y—)+- 2%
Q dx xz(3y xl§+x

D)—=n”" + + E) - =x2(3y--)-~"-
X dx X~ X

306

va



8 z=f{x,y) funksiyadan P(xoyo)e D{f} nuqtada I yo'nalish
bo'yicha hosilani hisoblash uchun quyidagi amallardan qaysi biri
bajarilmaydi?

A) 1 yo'nalisgning yo'naltiruvchi kosinuslari cosa va
cos(3=sina topiladi.

B) 1yo'nalisgning normal vektori topiladi.

C) 1 yo'nalish bo'yicha AiJ=f{xo+Ax,yo+Ay)-f(xo,yo) orttirma
hisoblanadi. -

D) 1to'g'ri chizigdagi kesma uzunligi Al =yj(Ax)2 +(y)2
aniglanadi.

E) Aif/ Al nisbatning A/—0 holdagi limiti topiladi.

9. z=#(x,y) funksiyadan P(xo,yo) eD(/} nuqtada OX o'gi bilan
a burchak tashkil etuvchi 1yo'nalish bo'yicha hosilani hisoblash
formulasini ko'rsating.

A)ennjjm cosa+” | cosa.
dl ax dy
H} dféIP) 8fd(f)/sinor+ dfd(;zsi'na .

C) ?Ejlﬂc-(j:%?_cosa- dfd(yP) sma .

D) gf(P)‘:(}KgP)—cosa df(P)sina .
dl ax dy

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

10.z=f(x,y) funksiyadan P(xoyo) nuqtada a=f{ai, ar} vektor
yo'nalishi bo'yicha olingan hosilani ko'rsating.

4) dz(P) _dz(P) a,

da dx ~fi2 +al
B) & (f) =dz(P) a2
8a dy +a\
QMdz(P) _s8z(P) 1, 8z(P) a2
da dx Jaf+al gy Jaf +a\

D) MP) dz(P)-. {dz(P)~
da ax dy



F) dz(P) =dz(P) a, : dz(P) a2
d- dx Jaf +al + dy 'Jaf+a2 '

11.z =x2 +y 3 funksiyaning M(2,1) nuqtadagi a={-3, 4} vektor
yo'nalishi bo'yicha olingan hosilasini hisoblang.

A)538 B) -4.8 C)o D)1 E) -1

12.z =x2+/ funksiyaning M(2,l) nuqtadagi s={3, 4} vektor
yo'nalishi bo'yicha olingan hosilasini hisoblang.

A) 48. B) -58. C)O0. D) 1. E) -1.

13.z=/(xyy) funksiyaning P(xo,yo) nuqtadagi gradienti
grad/fP) gaysi formula bilan topiladi ?

Ty
B) gradf(P)=~ ~ 1 +~p-J =

rady(P)=Y Wl -LU
Qgrady(P) a0 B
D) g r a

E) grad
) g Bx dx

\4.z=f(x,y) funksiyaning P(xo,yo) nuqtadagi gradienti
gradf(P) to'g'risidagi quyidagi tasdiglardan qaysi biri noto'g'ri?

A) z=f(xyy) funksiyaning gradienti gradf(P) vektor
kattalikdan iborat.

B) z=f{x,y) funksiyaning gradf(P) yo'nalishi bo'yicha hosilasi
eng katta giymatga ega bo'ladi.

C) z=f(x,y) funksiyaning grad/fP) yo'nalishi bo'yicha
hosilasininggiymati Igrad/fP)l bo'ladi.

D) z=f{x.y) funksiyaning grad/fP) yo'nalishiga
perpendikulyar yo'nalish bo'yicha hosilasi nolga teng

E) z=f(x,y) funksiyaning gradienti ushbu formula bilan
topiladi:

d/fP)=
AR vy I dy)
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\5 . f{x,y) y2xy funksiyaning P(1,2) nuqtadagi
eradientini toping.
A) grad/(P)=4/+57 . B) grad/(P)=5i+4j. C) grad/(P)=9
D) grads (P)=-1 E) grad/(P)=9T-J .
16. /yo'nalishning OX koordinata o'qi bilan tashkil etgan a
burchagi kosinusining giymati ganday bo'lganda f{x,y)=x2+x/+Xy
funksiyaning P(2,5) nuqtadagi hosilasi eng katta giymatga ega

bo'ladi ?
A) cosa=0. B) cosa=Il. C)cosa=l/2. D) cosa=2/3.
E) cosa=3/5.

6. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning yuqori tartibli
hosila va differensiallari
I.z=f(x,y) funksiyaning x bo'yicha Il tartibli xususiy hosilasi

r
—J ganday aniqglanadi ?
= q y q

A) *£ -*(£ B =
) dx1 d)g dx) ) Iékﬂ dy ay } dx  dx dy
D = E) to'g'ri javob keltirilmagan .
yho=1 ) ) to'g'ri g

z=f(x,y) funksiyaning y bo'yicha Il tartibli xususiy hosilasi

'd;ﬁ ganday aniglanadi ?

dof d .df daf d .df.
A - B C
) dy dy dx dy2 dy dy ) dy2 dxdy?
D E) to'g'ri javob ko'rsatilmagan .
) dy2 dx dx ) tog'ri] g

2.z=f(x,y) funksiyaning Il tartibli f"y:gzrfjr aralash hosilasi

ganday aniglanadi ?

A (£) r\ f- e (d\ Cl r =__1_
dy dx Jxy dxkKdy

D) fy= ) E)to'g'ri javob ko'rsatilmagan .
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3. z=x3cosy funksiyaning n bo'yicha Il tartibli f u xususiy

hosilasi hisoblansin.
A) -6tsiny B) 6xsiny C) - 6jtcosy D) 6xcosy E) 6x

4. z=x3cosy funksiyaning y bo'yicha Il tartibli "y xususiy
hosilasi hisoblansin.

A) Asiny B) - 3m2siny C) —jr3siny

D) - 6jrsiny E) —x3cosy.

5.z=x3cosy funksiyaning Il tartibli % aralash hosilasi
hisoblansin.

A) -3x2siny. B) 3x“siny. C) 6xcosy. D )-6xsiny.

E) -3x2cosy.

6.z=x3cosy funksiyaning Il tartibli f x aralash hosilasi
hisoblansin.

A) -3x2siny B) 3x2siny

C) 6xcosy D)-6xsiny E) - 3x2cosy

7.Aralash hosilalar hagidagi teoremada qaysi tasdiq
ifodalanadi ?

A)51/=£ .£ B) £S_*£L QeV =3V.
dxdy dx dy dxdy dydx dxdy dydx
D) *L<edlL
dxdy dydx dxdy dydx

8.z=/(x,y) funksiyaning Il tartibli hosilalari mavjud bo'lsa,
ularning soni nechta bo'ladi?

A)3 B) 6 C)s D)9 E) 12

9.z=3xy 22y Xinx funksiyaning x argument bo'yicha Il
tartibli xususiy hosilasini toping.

A) ley~ry~Nosx B) 18xy2+2yXim: C) 18y2-2yXosx

D) 18xy22y3Xosx E) 18y2+2xyXosx

10.z=3x3yy22yZFinx funksiyaning y argument bo'yicha Il
tartibli xususiy hosilasini toping.

A) 6x3+12ycosx B) 6x3-12ycosx

C)-12cosx D) 6xy2-2cosx E)-12sinx
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11. z=3x¥y 22i/3im: funksiyaning Il tartibli 'y aralash
hosilasini toping.

A) 6x3+12ycosx B) 6xy-12ycosx

C) 24xy-6j/Xosx D) 6xy-12xXinx E) 24xy+12ycosx.

12. Agar z=f(x,y) funk5|yan|ng IV tartibli differensiali dA

maviud bo'lsa, undagi dx/dyf aralash hosila oldidagi koeffitsient

giymati nimaga teng ?

A) 2 B) 4 C)6 D)8 E) 10

13. Agar z=f(x,y) funk5|yan|ng IV tartibli differensiali d4
maviud bo'lsa, undagi —f aralash hosila oldidagi koeffitsient
Jp dx dy
giymati nimaga teng ?

A)2 B) 4 C)6 D)8 E) 10

14. Uch o'zgaruvchili w=x32+ysinx+zcosx funksiyaningx
argument bo'yicha |l tartibli xususiy hosilasining M(0,-2,3)
nuqtadagi giymatini hisoblang.

A)l B)O C)-1 D)-2 E)-3

15. Uch o'zgaruvchili w=x3¥2+ysinx+zcosx funksiyaningy
argument bo'yicha Il tartibli xususiy hosilasining M(1,-2,3)
nuqtadagi giymatini hisoblang.

A)-1  B)O C)3 D) 6 E)8

7. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremuma/lari

1 .Ta'rifni  to’ldiring:z=f(x,y)=f(M) funksiya aniglanish
sohasidagi ichki Mo(xoyo ) nuqtada lokal maksimumga ega
deyiladi, agar shu nuqtaning biror atrofidagi « uchun f(Mo)>f(M)
shart bajarilsa.

A) bitta L, x,y) nuqgta B) ayrim M(x,y) nugtadalar .

C) barcha M(x,y) nuqtadalar D) birorta M(x,y) nuqta

E) To'g'ri javob keltirilmagan .

2. Ta'rifni  to'ldiring:z=f(x,y)=f(M) funksiya aniglanish
sohasidagi ichki  Mo(xo,yo ) nuqtada lokal minimumga ega



(%
deyiladi, agar shu nuqgtaning biror atrofidagi - uchun/(Mo)</{LL,
shart bajarilsa.
A) bitta M (x,y) nuqta B) ayrim M(x,y) nuqtadalar
C) barcha M(x,y) nugtadalar D) birorta M(x,y) nuqta
E) To'g'ri javob keltirilmagan .
3. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumi
nimadan iborat ?
A) fagat lokal maksimumlardan
B) fagat lokal minimumlardan .
C) lokal maksimum yoki lokal minimumlardan .
D) lokal maksimum va lokal minimumlardan .
E) lokal maksimumlarning eng kattasi va lokal mini-
mumlaming eng kichigidan.
4.Berilgan z=f(x,y) funksiya aniglanish sohasidagi ichki
Mo(xo,yo) nuqtada lokal maksimumga ega bo'lishi uchun uning
biror atrofida A/(xoyo) to'la orttirma qganday shartni
ganoatlahtirishi kerak ?
A) I/(xoyo)=0. B) JI/(xoy0)<0.  C) JI/(xoy0)>0 .
D) A/(xoyo)*0 .  E)to'g'ri javob keltirilmagan .
5.Berilgan z=f(x,y) funksiya aniglanish sohasidagi ichki
Mo(xo,yo) nuqtada lokal minimumga ega bo'lishi uchun uning
biror atrofida Af(xoyyo) to'la orttirma ganday shartni
ganoatlahtirishi kerak ?
A) I/(xoyo)=0. B) O/(xoy0)<0.  C) Af(xo,y0)>0 .
D) I/(xoyo#0 .  E)to'g'rijavob keltirilmagan .
6.Berilgan z=f(x,y) funksiya aniglanish sohasidagi ichki
Mo(xo,yo) nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lmasligi uchun
Af(xo,yo) to'la orttirma ganday shartni ganoatlahtirishi kerak ?
A) Mo(xo,yo) nuqtaning biror atrofida A/(xoyo) ishorasi
o'zgarmas.
C) Mo(xo,yo) nuqtaning biror atrofida A4/(xo,y0)>0 .
D) Mo(xo,yo) nuqtaning har qanday atrofida Af(xo,yo) ishorasi
o'zgaruvchi.
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E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7.Ferma teoremasini yakunlang:z=f(x,y) funksiya aniglanish
sohasidagi ichki Mo(xo,yo) nuqtada lokal ekstremumga ega va bu
nugtada uning xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda — nolga
teng bo'ladi.

A) xususiy hosilalardan bittasi

B) xususiy hosilalaming ikkalasi ham

C) xususiy hosilalardan kamida bittasi

D) xususiy hosilalardan birortasi

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

8. Agar differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya Mn(xo,yo)
nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas ?

A ) o= dfWo) g B)df(MO) ai{mo)
dx Cdy dx dy
2
ra/(m0)1" | "df(Mo) -0 df(MO0) +df(MQ
©) dx dy _ D) dx dy

E) Barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.
9. Agar differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya Mo(xo,yo0)
nugtada lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda quyidagi
tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas ?

,D,)a/(*o,.YO)_O B) 0 s V (*o,yoldx + W * A Ify=Q
dx dx dy

q ¥(XO,yO)_Q D) grad/":Qf(Xo’yo)«_+ an*P'Yyo)] =0
dy dx dy

E) barcha tasdiglar o'rinli.
10. Differensiallanuvchi z= / {xy) funksiyaning Kkritik
nuqtalari gaysi shartdan topiladi ?

df _
= pe—] J I —0
A)OE( 0 B)f= C) ix

dy dy
n)da J=+
)rw Al E) dx dV
11. 2= (X-1)2Ht/+2)2+ funksiyaning Mo(xo,yo) kritik

nuqtasini toping.
A) Mo(2,]) B) Mo(l,2)
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C) Mo(1-2) D) Mo(-1,2) E) Mo(0,0)

12. Differensiallanuvchi  z=f(x,y)  funksiyani  Mo(xo,yo0)
nuqtada ekstremumga ega bo'lishining zaruriy shartini
ko'rsating.

A) fx(x0,y0)=0 B) /;(x0,y0)=0

C)/i(n0.J;,0)=0/y("0.>'0)=0 D) 1x(x0’Yo0)-/y(x0'Yo) =B

E) /x(xoY0)+/y(xOY0)="° o

13.Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xaya)
kritik nugta va A=/'t(M0) /~A/0)-[/;,(M0)]2 bo'lsin. Bu holda
ekstremum mavjudligining yetarli sharti gayerda to'g'i
ko'rsatilgan ?

A) <0 B)4>0 C)4=0 D) A*0 E) 00

14. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xo,yo)
kritik nugta va A=fx(M0), C=f"y(MO0), B=f }(M0), A=AC-B2
bo'lsin. Qaysi shartda bu funksiya Mo(xoyo) kritik nuqtada
minimumga ega bo'ladi ?

A) <0, A<0 B) [<0, A>0 C) 0>0; A<0.

D) >0, A>0  E) A*0, A#0 .

15.Differensiallanuvchi z=/(xy) funksiya uchun Mo(xo,yo0)
kritik nugta va A=fAM 0),C =f~(M0), 2=/;(M0), A=AC-B2
bo'lsin. Qaysi shartda bu funksiya Mo(xoyo) kritik nuqtada
maksimumga ega bo'ladi ?

A) <0, A<O B) A<0, A>0
C) A>0; A<O D) A>0,A>0 E)[A*0, A#0 .

16. Differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiya uchun Mo(xoyo)
kritik nuqta va A=fx(M0)-fy(M0)-[/E(Mn)]2 bo'lsin. Qaysi
shartda funksiya bu kritik nugtada ekstremumga ega bo'lImaydi ?

A)[<0 B) 0>0 C) A0 D) /O E) A0
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Matematika shunday tilki-
barcha aniq fanlar shu tilda gapiradi.
Lobachevskiy

XI-BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
§ 11.1 Differensial tenglama hagida tushunchalar
§ 11.2. Bir jinsli va birinchi tartibli chizigli differensial

tenglamalar
§11.3.ToTiqdifferensialtenglama.Tartibini pasaytirish
mumkin bo'lgan yuqori tartibli differensial tenglamalar.

§ 114 O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar

§ 115. O'zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial
tenglamalar sistemasi

§11.6. Bessel tenglamasi.

811.1 Differensial tenglama haqgida tushunchalar

Differensial tenglamaga olib keluvchi masala.

Masala :Massasi m bo'lgan jism biror balandlikdan tashlab
yuborilgan. Agar jismga og'irlik kuchidan tashqgari havoning
tezlikka proportsional bo'lgan (proportsionallik koeffitsienti k)
garshilik kuchi ta'sir etsa, bu jismning tushish tezligi v ganday
gonun bilan o'zgarishini bilish, ya'ni v=v(t) munosobatni topish
talab etiladi.

Yechimi. Nyutonning ikkinchi gonuniga muvofiq

bunda; harakatdagi jismning tezlanishi, F esa jismga

harakat yo'nalishida ta'sir etuvchi kuch bo'lib, u og'irlik kuchi va

havoning garshilik kuchidan tashkil topadi. Demak,

md—v=m v-Kv
dt 6

Biz noma'lum v funksiya bilan uning ~ hosilasi orasidagi

bog'lanishni ifodalovchi tenglamani topdik. Uning yechimi
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bo'lishinitekshiribko'rishmumkin.
1. n- tartibli oddiy differensial tenglama deb
F{x.,y.y"y',-y4)=0 (11.1)

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Agar noma'lum funksiya
bitta o'zgaruvchiga bog'liq bo'lsa, bunday differensial tenglama
oddiy differensial tenglama deyiladi. Agar noma'lum funksiya
ikki yoki undan ortiqg o'zgaruvchilarga bog'lig bo'lsa, bunday
differensial tenglama xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi.

2.Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb
tenglamaga qo'yganda uni ayniyatga aytiladigan har ganday
differensiallanuvchi y=<® funksiyaga aytiladi. Shu funksiyani
aniglovchi  y=w® yoki /*>)=o0 funksiya differensial
tenglamaning integrali deyiladi. Har bir integral xOy tekisligida
differensial tenglamaning integral chizig'i deb ataluvchi egri
chizigni aniglaydi.

1-misol. Birinchi tartibli

tenglama uchun y:E funksiyalar umumiy yechim bo'ladi,

ulaming grafiklari esa integral chiziglar deb aytiladi. Umumiy

yechimda C=1 deb olib y =- xususiy yechimni hosil gilamiz.

3. Agar x,y va n ta ixtiyoriy c,c2,..,Cc, 0'zgarmaslarni 0'z
ichiga olgan
d{x,y.clcr,...cT)=0 (U.2)
tenglamadagi ixtiyoriy o'zgarmaslarga har xil giymatlar
berganda (11.1) tenglama yechimlarining mavjudlik va yagonalik
sohasidan o'tuvchi hamma integral chiziglar va fagat o'sha
chiziglargina hosil bo'lsa, (11.2) tenglama (11.1) differensial



tenglamaning o'sha sohadagi umumiy integrali deyiladi. Ixtiyoriy
o'zgarmaslarga anig giymatlar berib, umumiy integraldan hosil
gilingan integral xususiy integral deyiladi.

Umumiy integral (11.2) ni n marta x bo'yicha differensiallab,
hosil bo'lgan n ta tenglamadan va (11.2) tenglamadan n ta
ixtiyoriy o'zgarmasni yo'gotsak, berilgan (11.1) differensial
tenglamaga ega bo'lamiz. Differensial tenglamaning tartibi deb
noma'lum funksiyaning bu tenglamaga kiruvchi hosilalarning
eng yuqori tartibiga aytiladi.

4. Ushbu F(x,y,y")=0 tenglama umumiy ko'rinishdagi
birinchi tartibli differensial tenglama deb ataladi. Agar uni / ga
nisbatan yechish mumkin bo'lsa, bu quyidagicha yoziladi,

/ =f(x,y) (11.3)

Hosilaga nisbatan yozilgan bu shakldan differensiallar
ishtirok etgan

dy-f(x,y)dx =Oyoki M(x,y)dx +N(x,y)dy =0 (11-4)
shaklga yozish mumkin.

5.y =(p(x,c) umumiy yechim c¢=c0 giymati uchun olingan
y =<p(xa0) yechim xususiy yechim deyiladi.

y'=f{x,y) tenglamaning y{x0)=y0 boshlang'ich shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini topish masalasi Koshi
masalasi deyiladi.

6. M(x)dx +N(y)dy =0 ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari
ajralgan tenglama deyiladi.

2-misol. Tenglamani yeching.

(I+x)ydx+(l-y)dy=0

Yechim: O'zgaruvchilami ajratamiz.:
(L +x)ydx | (L- y)xdy
Xy Xy
L+x)dx | (1-y)dy Q7
X Yy
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jf—+lI<&+) — 1dy, AJjg +x +It\ -y +c,
AVAYARR

v- /
] +x -y =c.
7- A, ([@YHy)cic+ M2(x)N-,(y)dy =0, (W,(y)*0 va M2(x)*0)  (11.5)
ko'rinishdagi tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan tenglama
deyiladi. (11.5) tenglamani A/,(*w(y) ko'paytmaga bo'lib
Mix) , blL(y)J
T~f+m *'0 4u >
tenglamani hosil gilamiz. (11.13) tenglamaning umumiy
integrali

1 M2(x) +§ L/IA'J‘.C\?) y-¢

dan iborat bo'ladi.

Quyidagi funksiyalar berilgan differensial tenglamalaming
umumiy integrallari bo'ladimi?

11.1.9) y =c,ex+c2e2x;y’ -3y' +2y =0

B)X2-Xy +y2=c2 (X-2y)y'=2X-y

11.2.9) y3-cx3+3xy =0 ; y3- (xy2+x2)y +2xy - 0

Axdi+y2=cy; xy'-y =y3

11.3. y2-2 =ce\k 2xyy' +y 2=2

11.4. y = [Injr-n;2/4+c2 ar(YH)+y =0

Berilgan a kattalikning ganday qiymatlarida funksiya
differensial tenglamani yechimi bo'ladi?

11.5. x=cy2-y°, y2~@xy+3)y'=0 11.6. x =ax* +c¢/x2, y' +2y/x =x3

Quyidagi berilgan egri chiziglar oilasining differensial
tenglamasini tuzing.

11.7. y =cex  11.8. xl+cy2=2y 11.9. cy - sincx

11.10. y3=c,(a-+c2)2

I1.II.LO 'rniga go'yish yo'li bilan y=cx3 funksiya 3y-xy' =o
tenglamaning yechimi ekanligi tekshirilsin. Ushbu 1) fi;3—}; 2) (u);

3) (VA nuqgtalardan o'tuvchi integral chiziglar yasalsin.
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11.12. O'rniga qo'yish yo'li bilan 1) y'+4y=0 va 2)
y"-9y' =0 differensial tenglamalar mos ravishda 1)
y-c, cos2x+c2sin2x  va 2) y=c, +ceX+cEX umumiy
integrallarga ega ekanliklari tekshirilsin.

11.13. ¢c- 0,£1;+2 bo'lganda y =cx2 parabolalar yasalsin va
shu parabolalar oilasining differensial tenglamasi tuzilsin.

11.14. 1) x2+y2=2cx aylanalar, 2) y=x2+2x parabolalar
oilasining tasviri yasalsin va ularning differensial tenglamalari
tuzilsin.

O'zgaruvchilari ajraladigan 1-tartibli differensial
tenglamalaming umumiy yechimini toping.

11.15.(3x-i)tfy +y 20k =0 11.16. 3xydx+2yj4-x1dy =0

11.17. xy' +2y =2y 11.18. e-2(y2-\)dy-dx =0

11.19. *(y'-)=2/ 11.20. e dx+dy=0

1121 y' =(x+yf

11.22. (2x+3y-1)dx +(4x+6y-5)dy =0 |

11.23. @) y' + ="x+y +\e) Yy =yM&X+2y-1

11.24. y'el =x-\

Quyidagi differensial tenglamalarda:

1) umumiy integral topilsin; 2) bir necha integral chiziglar
chizilsin; 3) yx=2 =4 boshlang'ich shart bo'yicha xususiy integral
topilsin.

11.25. xy'-y =o 11.26. xy' +y =0

11.27. yy'+x=0 11.28. y' =y

Quyidagi tenglamalaming umumiy integrallari topilsin.

11.29. x2y* +y =0 11.30. x +xy +y'{y +xy)=0

11.31. (pdr +(r-a)d<p =0 11.32. 2stds = (1 +12)ck

Quyidagi tenglamalaming umumiy integrallari va berilgan
boshlang'ich shartlar bo'yicha xususiy integrallari topilsin:
11.33. ly'Jx =y,x=4 bo'lganda y =1.

11.34.y' ={2y+\dgx, x=" bo'lganda y=
11.35. x' +yr =0, x-4 bo'lganda y =1.
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11.36. 1) y'{x2-4)=2xyr
2) y'+ytgx =0 tenglamalardan har birining 1) (0;I)
2) (0;ij 3) 4) (o) nuqtalardan o'tuvchi integral

chiziglar yasalsin.
Differensial tenglamalarni yeching.
11.37.a) xy"'+y =y 2jv()=05 b) 2x2yy'+y2=2
11.38. -Jy2+\dx =xydy 11.39. yy' =-IxSecy
11.40. Se*tgyydx+(1 - e’ )sec2ydy =0 11.41. ocosydx +xigydy =0
Berilgan boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi differensial
tenglamani yeching.
11.42. (I+ ydx- (y!'- \WYay =0; y()=-1
11.43. [jixy +Ix\v'-y=Q XI)=I
11.44. x2(2yy*-I)=1 AO0=0
11.45. ydx +ctgxdx =0; .vfyl=

Berilgan differensial tenglamalaming umumiy yechimini
toping.

11.46.f1) yxay-\nxdx =0  B) (xy 2+ X)dXx +(y - x2y)dy =0

11.47. xyy' =\-x2 11.48.yy'= 11.49.y'tgx-y =a

1150.,4 g .»

8 11.2. Birjinsli va birinchi tartibli chiziqli differensial
tenglamalar

Agar f{x,y) funksiyada x va y o'zgaruvchilami mos

ravishda ix va ty ga almashtirilganda (bu yerda t - ixtiyoriy

parametr) f(xt,yt)=t"f(x,y) shart bajarilsa, f(x,y) funksiya n

o'lchovli bir jinsli funksiya deb ataladi. f(x,y)=Jx2+y2 funksiya bir

o'lchovli bir jinsli funksiyadir, chunki

f{tx,ty) =ijtx2+1y 2 =t,]x2+y2 =tf(x,y) .Ushbu f{x,y)=~L funk-
X+y

siya nol o'lchovli bir jinsli funksiya, chunki f(tx,ty)=f(x,y)yoki
ftx.ty) =t°f(x,y). f(tx,ty)=f(x,y) shartga bo'ysunadigan nol o'lchovli



bir jinsli funksiyani /(ry)=" j ko'rinishda yozish mumkin.
(11 4) ko'rinishdagi tenglama M va N funksiyalar x va y ning bir
xil o'lchovli bir jinsli funksiyalari bo'lganda, bir jinsli tenglama
deyiladi. Bu tenglamani ~ = ko'rinishga Kkeltirib, =z yoki

v=zx almashtirish bilan yechiladi. Hagigat y =zx almashtirish

baiarilsa, — =x—+z;x—+z=/tz), yoki ba'zi bir almashtirishlar
> dx dx dx

bajarilgandan so'ng — =—xko'rinishdagi tenglamaga kelamiz.
Oxirgi tenglamani integrallab 1§)=]J— — +c integralni olamiz.

Differensial tenglama ko'rinishda /7 =/jax+£1‘1 | bo'lsa,

bir jinsli tenglamaga olib kelish uchun ax+hw+c =0 yoki
aix+bh +c2=0 to'g'ri chiziglarni kesishish nuqtasiga koordinata
boshi olib kelinadi. Agar to'g'ri chiziglar kesishmasa, ya'ni
af +biy+c{ va aXx+by +c2 bir-biriga proporsional bo'lsa, u holda
z=ax+6y almashtirish bajariladi.

3-misol. Tenglamani yeching.

Yechim. f(x,y)="n, t Cnly)=" +k} =A+" .
KX X

X

Berilgan tenglama bir jinsli ekan. Umumiy yechimini
y=tx, y'= t+xt'
ko'rinishda gidiramiz:
t+xt'=H~"-, xt'=1+t-t - =-
X dx X
dt =— \dt =\—, t=In\ x| +C,
X X

y=tx={ If\xi +C) x.

8.Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama. Noma'lum
funksiya y ham uning hosilasi v'ham fagat birinchi darajada



(jii

gatnashgan differensial tenglama birinchi tartibli chiziq];
differensial tenglama deyiladi. Uning umumiy ko'rinishi
quyidagicha bo'ladi.
/ +{x)y =g{x) (a17n
bu yerda /(-v) va g(x) funksiyalar x ning uzluksiz
funksiyalar. Agar g(v)=0 bo'lsa, (11.7) differensial tenglama bir
jinsli, aks holda bir jinsli bo'Imagan differensial tenglama
deyiladi. Bu (11.7) tenglamaning yechimi y=f{x) ni v=u9
ko'rinishda izlanadi. Bu yerda u =u(x) va 9 =9(x) bo'ladi, ya'ni
y'=n'9+9'n (118)
(11.8) ni (11.7) ga go'ysak, u'9 +9u +f(x)u9 =g(x) yoKki

y yoki 9 funksiyalarning birini ixtiyoriy tanlash
mumkinligi hisobiga, 9 funksiyani
(ig+/(*>9:o (n.9)
ko'rinishda olish mumkin. U holda
= (11.10)
ham o'rinli bo'ladi. (11.9) tenglamani quyidagi ko'rinishda
yozish mumkin

dj=-/(*K
bundan J— =-\f(x)dx, INYf=—{x)dx va 9=
9 funksiyani bunday tanlab olganimizda (11.10) tenglama
ushbu ko'rinishga ega bo'ladi:
« |/Ne~ -1 bl (11.1)
(11.11) ni integrallab, n=j[g(X)e iA¥idix+c va nihoyat
Y=e-Vb* Jg(xy ' f(x)Ix)bc +C} (11.12)

Oxirgi  (11.12) funksiya (11.7) chizigli differensial
tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
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4-misol.Tenglamani yeching.

Vie——— y = (x +\Y
X +\

Yechim. Umumiyyechimnii/=w z ko'rinishdagidiramiz.
p=u-y va y'=uv+w' hosilaning ifodalarini dastlabki
tenglamaga go ysak, u

RSV S T LT A— m-v = (v+1)3
x+ 1

u'v+u(v'--——— V) =(t+1)3 (1)
X+1

ko'rinishga keladi.
v ni aniglash uchun

V— —v=0
X +1

tenglamani yechamiz :
dv_ 2dx rdv_ _r dx

Vo X+l \ X+\
InM =2 Injx+1] v =(v+1)2
Berilgan v funksiyaning qiymatini (1) tenglamaga qo'yib w
funksiyani aniglaymiz:
u'(x+ D2=(v+1)3 ,u' =x+\
du=(X+)dx . jdu=J(v+VYdx . n=-———+C

Endi dastlabki tenglamaning umumiy yechimini yozishimiz
mumKkin:

2

9.Bernulli tenglamasi. y' +py =qy* (11.13) chizigli tenglamaga
o'xshash y=W almashtirish bilan yoki ixtiyoriy o'zgarmasni
variatsiya qilish bilan vyechiladi. Bernulli tenglamasi z=r
almashtirsh natijasida chizigli tenglamaga keltiriladi, ya'ni

Y " FROVT QY Y ST (1-0)V e == SCA 7 1p(e) =0
(11.13) tenglama n=0da chizigli tenglamaga keladi, n=1da esa

° zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keladi.



5-misol.Ushbu
y'" =sin:r
tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechimi: v'=J sin®™/x+C, =-cosx +|+C,

0
y =-j (cosx~\)dx+” t\dx+c2 , e=-sinx +xci +c2.
0 (o]

Quyidagi bir jinsli differensial tenglamalarning umumiy
yechimi topilsin.

1151. a)y'=~-"e)y'=4 -2 1152,y =£+7
X-y
11.53. xdy-ydx =ydy 1154, y -
X2-y 2
11.55. y =-+ g(! 11.56. xy'-v =JxrVvvT
y v
11.57. y'+jV =xyy' 11.58. y :eyU+’j]'_
11.59. xy'=y Ini 11.60. (3y2 +3xy +x2}Ix = (x2 +2xy)dy
11.61. y2+Hry' =y 11.62. xy’=y-xe,x
11.63. ’\sin)z +x:j>sirli 11.64. yy'=2y-jt
11.65. @) y2ix+(x2-xy)dy = Qb)x2+y2-2xyy' =0 11.66. Friarairs
11.67.3) y =E+»" -2n,, 11.68. y =— 7y~3
)y=£o'B)y-2n Y =0
11.69. y =— 2v-~3 70 v._ J+ey-7
Y 4.v-y-3 H l_8X-¥-7

Berilgan boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi
differensial tenglamalarning xususiy yechimini toping
11.71. a) xy'-y =xtg; , y(\)=5 B)(xy'- y)arctgx— =x, y()=0
11.72. (y2+3m)A+2;fo=0, y(0)=1

11.73.a) Y=t~ B = v()=_,
) 2x—4y—\) Y y2+2xy-x* M=-

11.74. (j2- 3y2)dx+2xydy =0; y(2)=I



Quyidagi chizigli differensial tenglamalarning yechimi

topilsin.
11.75. y'+2y =4x 11.76 y' +2xy =xe
11.77.  + =1 11.78. (+x!)V - 2m>=( +x2]
11.79. /+y =cosx 11.80. y' +ay =e™
11.81. 2ydx +(y2- 6X)rfv=0 11.82. >'->'sinx =sinxcosx
11.83. y'- 2xy =3w2- 234 11.84. y* +ycosx =e*“*"
as _g, A'CH
11.85. y+ytgx=ﬁ H..I.se v’-yctgx —ngnA
11.87. ydx- (x+y2siny)dy =0 I1.88. xy*-y =x2C3A
11.89. y' +2xy =xe ' 11.90. y,GBA+3=1-sinA’
Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin
11.91. y+.y=4. Wi)-o 11.92. (+r2)V +y =arctgx
11.93. /V1- x2 +y =arcsinx, y(0)=0 11.94. vg = cosainye
1195 / ——=x Ina\ V(e)=eZ/2
x Inx
11.96. Vsinx - ycosx =1, y(n/2)=0
11.97.y +ivtgix =dn6y, y(0)=L/3 11.98. W +2y =A
11.99. y' +2xy = 2~ 11.100. V' +2vv =2xe
Bernulli tenglamalarini yeching
11.101. @) y'-2xy =2x"y2, v(0)=lI B) y' =.Mcos.r+y/fyy
11.102.8) y - M =% B) xyzy' =X: +Yy3
) 2a 2v
ey : A
11.103. y'+ ><y—2x2yA| 11.104. Y4 A oo«
11.105. y' +v=e' 2}y 11.106. y'+xy=xy'
11.107. \f:z;, - % v<1)=I 11.108. 3y2y'+v’ =(A+l). >)---1

11.109. & +Yw-,,r
dx X

11.110. a) y' =—y +xjy b) ZW&- v2+x =0



(i

811.3 To'lig differensial tenglama. Tartibini pasaytirish
mumkin bo'lgan yuqori tartibli differensial tenglamalar

Agar m (V/>)dx +n(x v)dy =0 differensial tenglamada

dv dN .
(11.13)

bo'lsa, bu tenglama du=0 ko'rinishga va uning umumiy
integrali n=c bo'ladi.
Agar (11.13) shart baiarilmasa, ya'ni T bo'lsa, u holda

ba'zi bir shartlar bajarilganda shunday fj{x,y) funksiya topish
mumkinki, fiM(xy)dx+*"N(x,y)dy=du bo’'ladi. Bu fi(x,y) funksiya
integrallovchi ko'paytuvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrrallovchi ko'paytuvchini topish

oson
dM_dN

1) °© o1 =dX bo'lganda Ywy=\d{x)é bo'ladi.
dN dM

2) — =pf) bo'lganda Inn =" ¥dx bo'ladi.

10. Tartibini pasaytirish mumkin bo'lgan yuqori tar
differensial tenglamalar. yM =f(x) ko'rinishdagi tenglama o'ng
tomonini ketma-ket n marta integrallab yechiladi. Har bir
integrallashda bitta ixtiyoriy o'zgarmas hosil bo'ladi, oxirgi
natijada n ta ixtiyoriy o'zgarmas ishtirok etadi.

V=jdxj...j f(x)dx +cIX= +c,x"*2..+C,,.

y oshkor ishtirok etmagan F(x,y',y’))=0 tenglama
y' =p, y'=" almashtirish bilan F[x,p,~j =0 ko'rinishga keltiriladi.
x oshkor etmagan F(x,y',y*)=0 tenglama y'=p, y'=" =pe
almashtirish bilan Fy,P,P,~ J=0 ko'rinishga keltiriladi.

6-misol. Ushbu

5
3y"=y 3
tenglamaning umumiy integralini toping.
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Yechim. p ruy ning funksiyasi ekanini bilgan holda y"=p
deb olamiz. Bu holda y"-p'-p bo'ladi va biz yordamchi p funksiya
uchun birinchi tartibli tenglama hosil gilamiz:

3pp’=y
Bu tenglamani integrallaymiz:
p2=Cij 3 P=#\UC-.v3
Ammo y'=p, demak, y ni aniglash uchlun

-y 3 +VNhiyr 1
tenglamani hosil gilamiz, bundan
i
x +C2==%] y 3dy
lcy-i
keying integralni hisoblash uchun

cy -l=r
almashtirish bajaramiz. Bu holda
| 1 1]
B=(r +1)2e—f , dv=3i(t2+1)2 —-dt
Cf c2
Demak _
[
ydy 1 r3/(r+|)_d,t:_?>r _ iﬂ
c W y3 |
Cy3-1
, Cyb-19C,v3+2) .
(O

Oxirgi natijadan
x+C2=+— yC,y3-1 (C,v3+2)
ul

ekanini topamiz.



Quyidagi to'lig differensialli differensial tenglamalar
yechilsin:

11.111. @) (2V8-.vww2)c+(2jc3-xy2)iy =0

b) [4~ v}x+N dy=0
11.112. 3x2eydx +(xV -Nrfv =0
11.113. e ‘dx+(—xe \y =0
11.114. 2.voo2ydx +(I1x-x" Sin2y)dy =0
11.115. 2xcos2ydx+(2x- x2sin2y\iy =0
11.116. (ix2+bxy2)dv+(Ox2y +4x"Jdy=0
11.117.(x +y)dx +(x +2y)dy =0
11.118. (2+v2+2\ix+2xydy =0

11.119. (r3-3w2+2)dx-faxy -y dy=0 11.120. xdx+ydy=" 2~+¥2X
X

Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi

ko'paytuvchilarini topilsin va.tenglamalar yechilsin:

11.121. a) (y+Inx)dx- xdy =0 b)(.v2-sin2y)dx +xsin2ydy =0

11.122. (2- 3v2)dk+2xydy =0

11.123. (xsiny +vcoos V\IX+(voosy —vsiny\ly =0

11.124. cosxdy+(sinx +e1)ax=0

11.125. (x2- y)dx+xdy =0

11.126. 2xigydx +(x2- 2siny)dy =0

11.127. (€2 - y2)dx+ydy =0

11.128. (1+3x2siny)dx- xctgydy =0

11.129. y2x+(yx-\)dy =0

11.130. (sinx +er  +cosxdy =0

Quyidagi tenglamalar yechilsin.
11.131.a) y"=y'ctgxB)y"'= boshlang'ich shartlar x=i
bo'lganda y =2,/ =1,/ =i
11.132. / =4cos2x boshlang'ich shartlar x=o0 bo'lganda
v=0.y"' =0
11.133. y'=- ~ 11.134.7 =! 11.135.7/ «-L
I+a X v



0

11 136. y'=\-y'r 11.137. xy’ +y'=0 11.138. y/ =y*2
11.139. yy' +y'2=0 11.140. (i+jr)y'+/2+i=0

11.141. y'{\+y'2)=ay"

11.142. xryw +xy' =\ 1.143. yy' =yy'+y2

11.144. w-y'(+/)=0

11 145. y‘=-; 11.146. x3'+xy' =1

11.147. y" +y'tgx =sin2x

11.148. y"+2y(y'y =O 11.149. y"x\nx =y 11.150. y'tgy =2V)'
11.151.7 = 3 11.152. x>"+/ =0 11.153. * =1"in2}1
11.154. yy' -y{l +y)=0 11.155. y"=2(y"-\)ctgx

811.4 O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar

I.O'zgarmas koeffisisyentli ikkinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar. Ushbu
Yy +py’ +ay =r(x) (11.14)
ko'rinishdagi tenglama (p=const,q=const) ikkinchi tartibli
chizigli differensial tenglama deyiladi. Bu yerda r(r) berilgan
funksiya. Agar r(v)=o bo'lsa, (11.14) bir jinsli /(v)*o bo'lsa, bir
jinsli bo'Imagan tenglama differensial tenglama deyiladi.
Bir jinsli ikkinchi tartibli differensial tenglamani
y' +py' +qv=0 (11.15)
yechimni
y =Ce (11.16)
ko'rinishda qgidiramiz. Agar (11.16) ni (11.15) go'ysak
AR +pA+qg=0, (A=const)

xarakteristik tenglamani olamiz.

1. Agar xarakteristik tenglama ikkita n va i. yechimlari
mavjud bo'lsa, (i, +4,) u holda differensial tenglama (11.16)
umumiy yechimi

y =cte™x+cienix (11.17)



2. Agar xarakteristik tenglamani yechimlari A =A bo'lsa u
holda v=cemx+caxe':".
3. Agar xarakteristik tenglamani yechimlari kompleks son
ya ni A=aifli@=-p/2 p=lq-p'/4) bo'lsa,
Uholda y =c,ew sin fix +c2¢ “' cos fix
Ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash usuli. Bir jinsli
bo'Imagan chizigli tenglamani yechish usullari umumiyrog'l
bo'lib, Lagranj metodi yoki ixtiyoriy o'zgarmasni variatsiyalash
metodi hisoblanadi.
+py’+uy =0 tenglamaning o'zaro bog'lig bo'lImagan ikkita
yechimi bo'lsa, u holda v +py'+qv=r(x) tenglamaning yechimi,
Lagranj metodiga asosan, y=Ay,+By, ko'rinishda izlanadi,
bundagi A va B lar x ning funksiyalari bo'lib, ular
Ay, +By, =0 1
JIA+B Yr =K
Tenglamlar sistemasini qanoatlantirishi kerak. Bundan
yA*) g .yA*) Yyl ¥2
A NN
7-misol. Tenglamaning umumiy yechimini toping:
y@y =0
Yechim.  Xarakteristik  tenglamani  tuzib ildizlarini
aniglaymiz:
k4-1=0 , ki=l, kr=-1,k3 =i, ki=-1i
Endi umumiy yechimni yozishimiz mumkin:
y =C\ex+CQre~x+ Cscosx +C4sira:.

Quyidagi bir jinsli ikkinchi tartibli y differensial
tenglamalar yechilsin

11.156. y*-ay* +iy =0 11.157. y'-4y" +4y =0
11.158. y" -4y’ +\3y =0 11.159. y'-4y* =0
11.160. y' +45=0 11.161. y’ +4y' =0

11.162. y"+3y'+2y =0 11.163. y* +lay' +azy =0



11.164. y"+2/ +5y =0 11.165. | -2--%=0

d

— . . =+, — ~3. =

11.166. % +@nx=0 n.167. . +aj~8t=0
- 11.169. +3—-4x =0

11.168. +2v, +31- O it & X

— 11.171. ~, +2— +25 =0
11170. 444 +5=0 A
11.172. /-4y =x V" 11.173. y" +9y =cos2.v
11.174. y -4y +4y =sin2jr +e2> 11.175. y’ +2y' +2y =e'sinx
11.176. y*-7y' +12y =4 11.177. yr-2y =x2-1
11.178. y’ -2y’ +y =2ex 11.179. y*-2y' =eb +5
11.180. y’-4y' +4y =gr 11.181. v'-y' +y =*m+6

Boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimni toping

11.182. y'+5y'+6y =0, y(o)=l. y'(0)=-6
11.183. y’-10y" +25y =0, y(0)=0. y'(0)=1
11.184. y'-2y’'+10y=0. y(/r/6)=l, y'(n/6)=e*6
11.185. 3y'+y =0, y(3n72)=2, y'(3s-/2)=0
11.186. y'+3y'=Q y(0)=1 y'(0)=2

11.187. y”+9% =0, y(0)=0, y'(/1/4)=1

11.188. y*+y =0, y'(0)=1, y'(s/3)=0

11.189. y'-4y'+3y=e5x y(0)=3 y'(0)=9
11.190. y’+v=cos3x, y(n/2)=4, y'(n/2)=1
11.191. y'-8y'+16y =eA y@O=0, y'(0)=1
11.192. 2y'-y' =} y(0)=0, y'(0)=1

11.193. y"-y =2shx, y(0)=0, y'(0)=1

11.194. y"+9y =2sinxsin2v, y(0)=Yy(s72)=0
11.195. y"+4y =cos2x, y(0)=y(n74)=0, y =(/16X4x- n-)sin2v



{&!

8 11.5. O'zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial
tenglamalar sistemasi

Bizga ushbu differensial tenglamlar sistemasi

o,
g W2+ aNad

dx2
-aN\X +a,,X2+...+a,,.xnt

~ (11-18)
*,
~t
berilgan bo'lsin, bunda a, koeffiyentlar o'zgarmas sonlar. Bu
yerda targument, x(i\ x(tl...x,(t) izlanayotgan funksiyalar, (11.18)
sistema o'zgarmas koeffiyentli chizigli bir jinsli differensial
sistemasi deyiladi.
Sistemning xususiy yechimini quyidagi ko'rinishda
izlaymiz:
X =a,e\ x2=aeb,., x.=a.eb (11-19)
a.e’\ axb... a.eb funskiyalar (11.18) tenglamlar sistemsini
ganoatlantiruvchi o'zgarmas al,a2as,...a, va k sonlarni aniglash
talab qilinadi. Ularni (11.18) sistemaga qo'yib, ushbuni hosil
gilamiz:

(a, -k)a, +alaz2+..+alla, =0,
aza, +(a2-k)a2+...+a,ar, =0, ~20)
a™a[+a,22+..Ha,,-K)a, =0

ala2a,,...a, va knlarni (11.20) sistemani ganoatlantiradigan
gilib tanlab olamiz. bu sistema a,,a2 a, g a nisbatan chizigli
allgebraik  tenglamalar  sistemasidir.  (11.20) sistemaning
determinantini tuzamiz:

au-k al2 “

am= o T (11.21)



Agar k shunday bo'lsaki, g determinant noldan fargli bo'lsa,

holda (11-20) sistema fagat «,= =..=, =0 nol yechimga ega
U1 di demak, (11.19) formula fagat privial yechimni beradi.
b0 oU " *()=*1(0-- =*.(«)-0

Shunday qilib, (11.19) trivial bo'Imagan yechimlarni biz k
ning shunday giymatlarida hosil gilamizki, bu giymatlarda
(11 21) determinant nolga aylanadi. Biz k ni aniglash uchun ushbi
n-tartibli tenglamaga kelamiz:

u-* an

c2d ax-k .. ah =o (4,.22)

a\  a@ —amk
Bu tenglama (11.18) sistemaning xarakteristik tenglamasi
deyiladi, uning ildizlari xarakteristik tenglamaning ildizlari
deyiladi.
Bir necha holni ko'rib chigamiz.
1. Xarakteristik tenglamaning ildizlari haqiqiy va har xil
k.k...k, bilan xarakteristik tenglamaning ildizlari belgilaymiz.

Har bir k ildiz uchun (3) sistemani yozamiz va

koeffiyentlarni aniglaymiz. Bulardan bittasining ixtiyoriy
bo'lishini va uni birga teng deb hisoblash mumkinligini ko'rsatish
mumkin. Shunday qilib, quyidagilarni hosil gilamiz:
k ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
W¥=a/'V1 xj'~a”l., x!"]=a,!'vi
k ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
xw =a,me*, vll=azek....

k, ildiz uchun (11.18) sistemaning yechimi
*w=e,wer,
Bevosita tenglamaga qo'yish yo'li bilan



{si

(11.23)

Funksiyalar sistemasi ham, bunda c,,Cc2...G, ixtiyoriy
0'zgarmas miqgdorlar, (11.18) differensial tenglmalar
sistemasining yechimi bo'lishiga ishonch gqilish mumkin. Bu
(11.18) sistemaning umumiy yechimidir. O'zgarmas
miqdorlarning shunday qiymatlarini topish mumkinki, bu
giymatlarda yechimning berilgan boshlang'ich  shartlarni
ganoatlantirishini ko'rsatish mumkin.

Il.  Xarakteristik tenglamaning ildizlari har xil, ammo ulat
orasida kompleks ildizlari bor. Xarakteristik tenglamaning
ildizlari orasida ikkita go'shmakompleksildibo'lsin:

kx=a +ip, k2=a - ip
Bu ildizga ushbu yechimlar mos bo'ladi:
{i =\.2,...n) (H.24)

{j =12,...,n) (L1.25)
a'™ va ala koeffisiyentlar (11.20) tnglamalar sistemasidan
aniglanadi. Shunday qilib, biz ikkita xususiy yechim hosil
gilamiz:
Ba“(Adlcos px +A\)sin j3x\ |

XjZ>=eaeftp sin /x+ A2 cos Ax), (11—8)
bunda lar a va af’ orgali aniglanadigan
hagigiy sonlar.
(11.26) funksiyalarning mos kombinasiyalari sistemar

umumiy yechimiga kiradi.



Quyidagi tenglamalar sistemasini umumiy yechimini

11.196. ==
dt

toping

sining umumiy yechimi topilsin.
11.197. Ushbu ’(‘“- =T +x2, ’:“- =-2x,-5x, tenglamalar siste-

masining umumiy yechimi topilsin.

=Ixt+3n, . -
11.198. 2 tenglamalar sistemasining
dxtz =6n, +4n-,.
yechimi topilsin
dx nx _ |2 . -
11.199. n " tenglamalar sistemasining
Y
Et = —4* + 12 v + 32.
yechimi topilsin.
"=an, - A . -
11.200. o tenglamalar sistemasining
— =30 +4x,.
dt ' 2
yechimi topilsin.
dx, X.-n
e
11201, * tenglamalar sistemasining
dx1
a
yechimi topilsin.
dx 50N, - o
11.202. ddI tenglamalar sistemasining
X,
~dth = 1 l+
yechimi topilsin.
d>_<i -—ax,, . o
11.203. (;“ tenglamalar  sistemasining
X,

dt
yechimi topilsin.

Ushbu =x=2 +2x2 e =r, +3r, tenglamalar sistema-

umumiy

umumiy

umumiy

umumiy

umumiy

umumiy



B
11.204. (?): tenglamalar sistemasining umumiy

e

yechimi topilsin.

dxL.
= +.12+ ic.,
o W2

11.205. ijz(f:.v,—.v, +x3, tenglamalar sistemasining umumiy
dx’ - X, +1c, + IC
a0
yechimi topilsin.

o XX-X 2+Xb
dt

11.206. Cz(;’ =v +*-T3 tenglamalar sistemasining umumiy

_dx’ =2 - X2
yechimi topilsin.
o 12”1 _51021
11.207. - tenglamalar sistemasining umumiy
=1=5% +12x,.
ai T
yechimi topilsin.
dx" = je, - 2jc
11.208. d(:(tZ tenglamalar sistemasining umumiy
~

yechimi topilsin.

8 11.6. Bessel tenglamasi
O'zgarmas koeffisiyentli quyidagi ko'rinishdagi oddiy
diffferensial tenglamaga
X' +xy'+(x' - A2pm=0 (f1=const) (11-27)



Bessel tenglamasi deyiladi. Bu tenglamani 4 =nx
almashtirish yordamida
Xy ' +xy'+Hmix2- P)yv =0
tenglamani olamiz.
(11.27) tenglmani yechimini umumlashgan darajali gator
ko'rinishda izlaymiz.

y =xr(a0 +atx +a2x2 +...)=£ atxrk (11.28)

(11.28) yechimni (11.27) ga qo'yib x darajasi oldidagi
koeffiyentlarni nolga tenglashtirsak, u holda

Faraz qilaylik, a, bo'lsin, u holda r2=+n bo'ladi. /=/1
bo'lsin.

U holda ikkinchi tenglamadan «=0, [(r+kf-a2]s =a_,
tenglamadan (=357.) a, =as=al=..za2tl=0 . Juft nomerdgi
koeffisiyentlar uchun

@A+2)-2" 4 (9+4)-4 EA+DXN+2)-1m-3-4'

+2)-2* LT mam6 e o 2621 +2X05+4). (259 +2K)
Topilgan koeffisiyentlarni (2) yechimga go'ysak,
229+2) 2-4-(2A+2QA+4)  2-4-6-(2 +2X2A +4X2A +6)
(-
a* nul(A+DFH2) A +4
bu yerda koeffisiyentiga a0 - ixtiyoriy o'zgarmas kattalik.
Agar r2=-1 bo'lsa, u holda

YA9=aX T o 0040) 04 (DFHIX251HE) 2-A6-(-25HH2X~25HHAX-25H46)

a"bI?nkif (-5 +1X-5+2M-J1+%)
Agar fl(x) yechimi , ko'paytirsak, hosil bo'lgan
fanksiyaga Bessel funksiyasi deyiladi yoki u holda
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v(X)=c3i(x)+c2_i(x), C, va C;-ixtiyoriy o'zgarmas kattaliklar. j.(x)
- birinchi tartibli a-tartibli Bessel funksiyasi deyiladi. Bu yerda

F(ﬂ):!)e-'xA'dx (9> 0).
Agar d=nbo'lsa, u holda

K\r(nHer\) {20 Shkes(n+k). U

11.209. A=0bo'lganda Bessel funksiyasini toping.
11.210.ry w HJj¢— v=otenglamani yeching.

11.211. ni toping.
11.212. jy+Aj-'+j*2- ijv =o tenglamani yeching.

11.213. jra/'+y+HV -"jv =o tenglamani yeching.

Takrorlash uchun savollar

1.Differensial tenglama ganday ta'riflanadi?

2.Differensial tenglamaning tartibi deb nimaga aytiladi?

3.Differensial tenglamaning yechimi nima?

41 tartibli differensial tenglama umumiy holda ganday
ko'rinishda yoziladi?

5.Eng sodda | tartibli differensial tenglama ganday
ko'rinishda bo'ladi?

6.11 tartibli differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi
ganday yoziladi?

7.1 tartibli differensial tenglamaning yechimi nima?

8.11 tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart
ganday kiritiladi?

9.Tartibini pasaytirish usulining mohiyati nimadan iborat?



DIFFERENSIAL TENGLAMALARGA DOIR NAZORAT
TESTLARI
1.Differensial tenglamalar va ular bilan bog'lig
tushunchalar
1. Differensial tenglama ta'rifini ko'rsating .
A) noma'lum funksiya gatnashgan tenglama .
B) noma'lum funksiyaning turli qiymatlari gatnashgan
tenglama
C) noma'lum funksiyaning hosilalari gatnashgan tenglama .
D) noma'lum funksiya va uning hosilalarining xo nuqtadagi
giymatlari gatnashgan tenglama .
E) noma'lum funksiya va uning integrallari gatnashgan

tenglama .
2.Quyidagilardan gaysi biri differensial tenglama bo'ladi ?
A) i/2+5j/-3cosx=0 B) 3x2+4xt/-1=0
C) y(x)+2 j/'(x0)-x=0 D) y-2xy'+5=0

E) \ydx+s\n(x+y) =0 .

3. (azl)y'+w/+5x+9=0 tenglama a parametrning ganday
giymatlarida differensial tenglama bo'ladi?

A)a*0.B)a*1l. C)a*-1.D)a#tl. E)ae(~" °°).

4. (al)y"+at/'+5xy+7=0 tenglama a parametrning ganday
giymatlarida differensial tenglama bo'ladi?

A)a*0 . B)a*1l. C)a*-1.D)a*+l. E)ae(-°° °°).

5.Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamaning tartibi deb
unda gatnshuvchi noma'lum funksiya hosilalarning ...
aytiladi

A) eng katta darajasiga B) eng katta tartibiga
C) soniga D) eng katta giymatiga
E) to'g'ri javob keltirilmagan

6-0/)3 (y,)2+ y™-i/+5t/4+x50 differensial tenglama nechanchi
tartibli ?

Al Bl Cll D) IV E)V
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7. (a2l)y"+ay'+5xy+7=0 differensial tenglama | tartibli
bo'ladigan a parametrning barcha qiymatlarini ko'rsating.
A)a=0 B)a=l C)a=-I D) a=z=lI E)ae(-0000)
8.(a2l)y"+ay'+5xy+7=0 differensial tenglama Il tartibli
bo'ladigan a parametrning barcha giymatlarini ko'rsating.
A)a*O B)a*l C)a*-1 D)a*x1 FE)a £(-°°, °0)
9. n tartibli differensial tenglama eng umumiy holda
ganday ko'rinishda bo'ladi ?
A) =/y()=0 B) F(x,y.y",... Y(ND)=y<)
C) Feayy's - Y(-) ()0 D) FyyN  y())=x °
E) Fx, yy\  y(i1)=0.
10. Biror y=cb(x) funksiya F(X, y.y',... ¥<4),y (»))=0
differensial tenglamaning yechimi bo'lishi uchun qgaysi
shart talab etilmaydi?
A) y=(x) funksiya biror chekli yoki cheksiz D oraligda
aniglangan .
B) y=cp(x) funksiya D oraligda n marta differensiallanuvchi.
C) y=tp(x) funksiya D oraligda monoton .
D) y=t(x) funksiya va uning y®RX)=p®X*) =12, .. , n)
hosilalari differensial tenglamani ayniyatga aylantiradi;
E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
11. Differensial tenglamaning yechimi yana nima deb
ataladi ?
A) ildiz B) differensial
C) boshlang'ich funksiya D) integral
E) tenglashtiruvchi funksiya
12. Qyuidagi funksiyalardan qaysi biri y'-2y=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'ladi?
A) y=x2 B) y=sin2x C) y=cos2x D) y=elx E)y=In2x
13. Qyuidagi funksiyalardan qaysi biri y'+4i/=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'ladi?
Aly=x4 B)y=2x2 C)y=co0s2x D)y=elr E)y=In2x



14. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y"+4y=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'Imaydi?

A) y=sin2x B) y=cos2x C) y=co0s2x+sin2x

D) y=c0s2x-sin2x E) y=c0s2x-sin2x

15. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri y"-4y=0 differensial
tenglamaning yechimi bo'ladi?

A) y=x2 B) i/=sin2x  C) y=c0s2x D) y=2 E)y=In2x

16. A parametrning qganday gqiymatida y=eA funksiya
y-_4y=0 differensial tenglamaning yechimi bo'ladi?

A)N=2 B)J1=-2 C)A= D)A=4 E)A=H

2. ltartibli differensial tenglamalar

1.1 tartibli differensial tenglama eng umumiy holda ganday
ko'rinishda bo'ladi ?

A) F(xyy)=0 B) F(xy)=y"’ C) Fx, y)=y .

D) F(y.y)=x E) F(x.y.y', y*)=0

2.1 tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart
ganday ko'inishda bo'ladi ?

A) y(xo)=yo B) y'(x0)=yo C) Jliggyyc0=lo
D) max y(jc) =y0 E) ,min y(x)=y0

3.1 tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasini
ko'rsating .

A) y'=/(xy), y'(xo)=yo B) y'=f(x,y), y(x0)=yo

C) y=/(xoy) D) y=/(xyo) E)y'=/(x0,y0)

4.1 tartibli tenglama uchun Koshi masalasi Koshi teoremasi
shartlarida nechta yechimga ega ?

A) kamida bitta B) ko'pi bilan bitta C) fagat bitta

D) cheksiz ko'p E) yechimga ega emas

51 tartibli eng sodda differensial tenglama ganday
ko'rinishda bo'ladi ?

A) y=/(xy) B)y -/(y)

C) y'=f(x) D)y=/y) By-0
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6. I tartibli eng sodda y'=xex differensial teneb
integrallang .
A) y=xex+C B) y=(x-l)e'+C C) y=(x+1l)el+c
D) y=(x-2)ex+C E) y=(x+2)el+C
7.1 tartibli eng sodda y'=xex differensial tenglama umumi
yechimining x=I nuqtadagi giymati t/(I) uchun gaysi javob to'g'ri ?
A)y()=0 B)y()=>0 Cly()<0 D)y (I)*0
E) y(I)=C, C -ixtiyoriy chekli son .
8.y'=xex, y(0)=2 Koshi masalasini yechimini toping .
A) y=xew2 B) y=(x-1)ejr+3 C) y=(x+lerH
D) y=(x-2)er+4 . E) y=(x+2)ex
9. | tartibli o'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglamani
ko'rsating.
A)y=/(xy) B) y=/(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)
D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) M(y)dx+M2(x)N2Zy)dy=0
10. O'zgaruvchilari ajralgan + =0 differensial
VX VY
tenglamaning umumiy integralini toping.

~ =

A)x2+y2=C B) + =C C) \ +\ =¢

D) x2+4v2=C E) — + =C.
Y X

11. 1 tartibli o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tengla-
mani ko'rsating

A)y=/(xy) B) y=/(x/y) C) y+P(x)y=Q(x)

D) M (x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+M2(x)Ne(y)dy=0 .

12.0 'zgaruvchilari  ajraladigan  ydx +2xdy =0 differensial
tenglamaning umumiy yechimini toping.

A) y=Cx B)y=Cx2 C)y=cv~r D)y=Cx2+/ By=cuw

13.1 tartibli bir jinsli differensial tenglamani ko'rsating ¢

A)y -/ (xy) B)y=/(x/y)  C) y+P(X)y=Q(x)
D) M(x)dx+JV(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+M2(x)Ne(y)dy-0 .
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j tartibli bir jinsli differensial tenglamani qganday
imashtirma yordamida integrallanadi ?

A)y=ulx  B)y=u+x Qy=u-x D) y=ux E) y=x/u

15 | tartibli chizigli differensial tenglama ganday
ko'rinishda bo ladi ?

A)y'-Hx+y) B) y'=f(x/y) C) y'+P(x)y=Q(x)

D) M(x)dx+N(y)dy=0 E) Mi(x) Ni(y)dx+M2(x)N2(j/)dy=0 .

16.1 tartibli y'+P{x)y=Q(x) chizigli differensial tenglama qaysi
holda bir jinsli deyiladi?
A)QXX)  B)QX)<0  C)QX)=0  D)Q(X)*0 E)P(x)=0

3. 1l tartibli differensial tenglamalar. Tartibni pasaytirish
usuli
[.Quyigagi differensial tenglamalardan qaysi biri Il tartibli ?

A) (yH)2+2yy' - x=0 B) y"+2y2-x =0 C) y'+2y-x'=0

D) y" +2y - x=0 . E) )~ +2y~- x" ~0 .

2. (azl)y"+(tt2+1)y'-i/sinx=0 differensial tenglama 1 tartibli
bo'ladigan aparametrning barcha qiymatlarini toping.

A)a*0 B)a*l C)oc*l D)a*txl E) a*Ova a*1

3. Il tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasida
boshlang'ich shartlar ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A) =Uo) =30>Y(x0O=1 B) y(x0)=yo,y"(x]) =yl

Q Y(x0)=yo,y\x0)=yo0 . D) y(x0)=y\x0)=yo .

E) Y'(x0)=yo0,y"(x0)=yg .

4. 1l tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi
gayerda to'g'ti ifodalangan ?

A)Y =t(x,y.y"),y(x0) =yo ,y(x,) =yt .

=f(x.y,y"),y(x0)=y0,y'(xi) =\ m
Q ¥ =f(x,y,y"),y(x0)=yo0 y'(x0)=yo0 .
Y =f(x.y,y"),y{x0) =y (x0) =yo .
E) ¥ =/(X.y.y") .y (x0) =y'Q,y"(x0) =Yo .

masala te°remasida ¥ =/(***/) > (x0) =Yo -¥(*0) =Yo
a yechimi mavjud va yagona bo'lishi uchun ganday shart



talab etilmaydi ?

A) AXYY") funksiya mo(xo,y0,y'0) nugta atrofida uzluksiz .

B) AW ./) xususiy hosila mo(xo,yoy0) nugta atrofida
uzluksiz

c) f'v(x,y,y) xususiy hosila mo(xo,yo,y'0) nugta atrofida
uzluksiz .

D) fyAax,y,y') xususiy hosila mo(xo,y0y'0) nugta atrofida
uzluksiz .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

6. Koshi teoremasi shartlarida

y’ =f(x,y,yD,y(x0)=y0,y'(xo0) =y'o Koshi masalasining

yechimi hagida qaysi tasdiq o'rinli bo'ladi?

A) yechim mavjud

B) yechim mavjud va yagona

C) yechim mavjud va cheksiz ko'p

D) kamida bitta yechim mavjud .

E) ko'pi bilan bitta yechim mavjud .

7. 1l tartibli differensial tenglamani tartibni pasaytirish
usulida integrallash uchun ganday almashtirma bajariladi ?

A)Y=Pm B)y'=P e Qy'=Pnm D) yx=p . E) y/x=p .

8. Quyidagi ko'rinishdagi Il tartibli differensial

tenglamalardan qgaysi birini  tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'Imaydi ?

A)y"=f(xy) B)y"=f(xy)  C)y"=f(y.y") D)y"=f(x)

E) barcha tenglamalarni tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'ladi .

9. Quyidagi Il tartibli differensial tenglamalardan gaysi
birini tartibni pasaytirish usulida integrallab bo'Imaydi ?

A)y"=xy. B)y™ xy'. C)y"'=yy'. D)y"'=x.

E) barcha tenglamalarni tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'ladi.



10.Quyidagi Il tartibli differensial tenglamalardan qaysi
birini tartibni pasaytirish usulida integrallab bo'Imaydi ?
Ay =x+y.  B)y'=xdyt. C)ytsy+y'. D)yr=x+l.
E) barcha tenglamalarni tartibni pasaytirish usulida
integrallab bo'ladi .
M. 1l tartibli eng sodda differensial tenglamani ko'rsating .
A) y=f(x.y) B) y"=f{xy")
C) Y/(Y>Y) D)y"=/(x) E)y"=f(y".
12. y"=sin2x differensial tenglamaning umumiy yechimini
toping .
A) y=- 0.25c0s2x+C B) y=- 0.25sin2x+C
a y=_0.25c0s2x+Gx+ Ci D) y=- 0.25sin2x+ Cix+ Ci
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
13. ym=12x+2 , i/(0)=l , y'(0)=2 Koshi masalasining yechimini

toping .
A) y=4x3Hx2+x+ B) y=4x3+x2+2x+l C) y=4x3+x2+3x+ .
D) y=4x3+x2+4x+l E) y=4x3tx2x+I .

14, y"=6x+l , y(0)=2 , y'(0)=I Koshi masalasi yechimining
Xx=2 nuqgtadagi y(2) giymatini nimaga teng?
A) y(2)=8 B)y(2=10  C)y(2)=14 D)y(2)=16 E)y(2)=18

4. 11 tartibli chizigli o'zgarmas koeffitsientli bir jinsli
differensial tenglamalar

1. Quyidagilardan qaysi biri Il tartibli chizigli differentsal
tenglama bo'ladi?
A) Oy)2+aiy'+ay =f (x) B) y"+a{(y")2+a2y =f(x)

C) y’' +afy'+azy2=/(*) D) y’ +<\+a2y =f 2(x)
E) bu tenglamalar orasida Il tartibli chizigli differentsal
tenglama yo'q
2. Qaysi shartda I tartibli chizigli y" +aiy’ +a2y =f(x)

differentsaial tenglama bir jinsli deyiladi ?
A)/(x)>0 B)/(x)<0 C)/(x)=0 D)/(x)*0 E)/(x)-0
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3. Il tartibli  chizigli 7/ +a,/ +a2y =f(x) differentsaial
tenglama quyidagi hollardan qaysi birida bir jinsli bo'Imasligi
mumkin?

A)f(x)=0 B) In[I+/(x)]=0 C) ew=l D)sin/(x)=0

E) keltirilgan barcha hollarda bir jinsli bo'ladi.

4. Quyidagi Il tartibli chizigli tenglamalardan qaysi biri bir
jinsli emas ?

A) y'-3/ =0 B) y"-3y=0. C) y"-3y’+3y=0 .

D) y"-3=0. E) keltirilgan tenglamalarning hammasi bir
jinsli.

5 11 tartibli  chizigli y’ +ay'+a2y =f(x) differentsaial
tenglama quyidagi hollardan gaysi birida bir jinslimas bo'ladi ?

A)/(*)>0. B)Ax)<0. C)/(x)=0. D)f(x)*0.

E) barcha hollarda bir jinslimas bo'ladi.
6. Ta'rifni to'lldiring: Agar  +a,/+ aZs=/(*)tenglamada a\

va d2 koeffitsientlardan............. 0'zgarmas son bo'lsa, u Il tartibli
o'zgarmas koeffitsientli chizigli differentsaial tenglama deyiladi.
A) birortasi B) fagat bittasi  C) ikkalasi ham
D) kamida bittasi  E) ko'pi bilan bittasi
7. Quyidagilardan  qgaysi biri 1l tartibli o'zgarmas
koeffitsientli chizigli differensial tenglama bo'Imaydi ?
A) v'- 4y =0 B) y"-4y =0 C) y"-4x =0
D) y'- 4r2=0 E) y" —1y2 =0

8. Agar i va 2 |l tartibli bir jinsli chizigli differensial
tenglamaning ikkita xususiy yechimlari bo'lsa, unda quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas?

A) ixtiyoriy Ci va C2o'zgarmas sonlar uchun CuA va C22
funksiyalar bu tenglama yechimlari bo'ladi.

B) yi+12 bu tenglama yechini bo'ladi.

C) #i-#2 bu tenglama yechini bo'ladi .

D) ixtiyoriy Ci va C2 o'zgarmas sonlar uchun Cu/A+CaR
funksiyalar bu tenglama yechimlari bo'ladi .



E) keltirilgan barcha tasdiglar o'rinlidir .

9. Quyidagi shartlardan qaysu birida 1l tartibli chizigli
differensial tenglamaning ikkita yi va yr xususiy yechimlari
chizigli bog'liq bo'lImaydi ?

A) birorta OOo'zgarmas son uchun y\=Cyr .

B) birorta OOo0'zgarmas son uchun yr=Cy\ .

C) gandaydir noldan fargli Ci va C20'zgarmas sonlar uchun
C\Y\+Cryr=0.

D) gandaydir noldan farqli Ci va Ci o'zgarmas sonlar uchun
Ciyi-C2i/2=0 .

E) bu shartlarning barchasida yi va yr yechimlar chizigli
bog'lig bo'ladi.

10.Quyidagi hollardan qgaysi birida 1l tartibli  chizigli
differensial tenglamaning ikkita yi va yr xususiy yechimlari
chizigli erkli bo'ladi ?

A) 2yi+y2=0  B) 2yi+y2=l C) 2yi-y2=0 D) 2y\/yr=1 E)
2yily2=-1

11. Agar yi va y2=yi+C (OO) bo'lsa, C parametrning ganday
giymatlarida yi va yr funksiyalar chizigli bog'lig bo'Imaydi?

A)C>0 B)C<0 C)ixtiyoriy OO uchun D) Ce0 FE)
C=H .

12.yi=cosX , y2=l-cos2.t , ws=1+cos2x funksiyalardan qaysi
juftlik chizigli bog'liq bo'ladi ?

A)yivayr B) yi vays C)yrvays

D) uchala jurtlik ham juftlik chizigli bog'lig emas .

E) uchala jurtlik ham chizigli bog'liq .

13.Quyidagilardan qaysi biri yi va yr funksiyalarning
Vronskiy aniglovchisini ifodalamaydi ?

AN A 2. g Y wp) N RN
¥royr yI o N ~Yr -y

E) keltirlgan barcha aniglovchilar Vronskiy anigliochisini

ifodalaydi.



14.yi=cosx va y2=sinx funksiyalarning Vronskiy aniglovchisi
W (yi, yi) qayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) W(i/i, 2)=cosx+sim'.  B) W(i/i, t2)=cosx-sinx .

C) W(yi, y2=cosx-sinx. D) W(yi,yi)=\. E)W(yi,y2=0.

151/1=eA va yi=e~x funksiyalarning Vronskiy aniglovchisi
W (yi, yi) gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) W(yi, yi)= e2* B) W (yi, yr)=er C) W(yi, yn=-1
D) W(yi, yr)=0 E) W(yi, yr)=-2
16. yi=ewosx va y2=ewinx funksiyalarning  Vronskiy

aniglovchisi W(yi, yr) gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) W (yi, yr)=ell(cosx+sinx)  B) W (yi, yr)=eb(cosx+sinx) .
C) W(yi, yr)=f2rcosx-sinx D) W(yi, yr)=cX
E) W(yi, yr)=e2sin2x .

5. 1l tartibli chiziqli o'zgarmas koeffitsientli bir jinslimas
differensial tenglamalar

1-11 tartibli chizigli y"+py'+qy=f(x) differensial tenglama gaysi
shartda bir jinslimas deb ataladi ?

A)/(x)=0 B) 7/{x)®0 C)/(x)>0 D)/(x)<0 E)/(x)>0

2. Il tartibli chizigli y"+py'+qy=f(x) differensial tenglama qgaysi
holda birjinslimas bo'lImaydi ?

A)/(x)=0 B)f(x)*0

C)/(x)>0 D)/(x)<0 E)/(x)>0

3. 1l tartibli chizigli y"+py'+(jy=(az21)/(x) differensial tenglama
a parametrning ganday gqiymatlarida birjinslimas bo'ladi ?

A) a>0 B) a*0 C) a<0 D) a*+1 E) a=+1

4. 11 tartibli chizigli y"+yy'+(jy=(a21)/(x) differensial tenglama
a parametrning ganday qiymatlarida birjinslimas bo'Imaydi ?

A)a>0 B)a#0 C)a<0 D) an+l| E) a=+1

5. Quyidagi Il tartibli chizigli tenglamalardan qaysi biri bir
jinslimas bo'ladi?

A) y"+py'+ay=0 B) y"+py'+q=0

C) y"+py'=0 D) y"+qy=0
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E) keltirilgan barcha differensial tenglamalar bir jinslidir . )

6.11 tartibli bir jinslimas chizigli y"+py'+qy=f(x) differensial
tenglamaning xususiy yechimi y, unga mos keluvchi bit jinsli
tenglamaning umumiy yechimi y° bo'lsa, birjinslimas
tenglamaninh umumiy yechimiy ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A) y~ Y+¥° B) y=y/ i

C)y=yy° D) y=y°/y E) y= Cny+ Ci if

7.Agarll tartibli bir jinslimas chizigli y"+py'+qy=f(x)
differensial tenglama mos keluvchi bir jinsli tenglamaning
chizigli erkli yechimlari y\ va vy2 bo'lsa, o'zgarmaslarni
variatsiyalash usulida bir jinlimas tenglamaning xususiy yechimi
y ganday ko'rinishda izlanadi ?

A) y=Ci(x)yi- Ci(x)yi

B) Y=C\{x)y\+ Cr(x)yr

C) y=Ci(x)yi/ Cr(x)y2

D) y=[Ci(x)+C2Ax)](yi+y2)

B) y=[Ci(x)-C2Ax)](yi-y2 .

8.1l tartibli bir jinslimas chizigli y"+py'+qy=f{x) differensial
tenglamaning y xususiy yechimini o'zgarmaslarni variatsiyalash
usulida y=Ci(x)yi+C2(x)i2ko'rinishda izlanganda (bunda yi va vyi
tegishli  bir jinsli tenglamaning chizigli erkli yechimlari)
noma'lum Ci(x) va Cr(x) funksiyalar gaysi sistemadan topiladi?

JCI(X)y, +C2(x)y2 =4x) f C[(x)yx+C2(x)y2 =0

1 cux)y[ +c2(x)y2 =o Ic,"(x)y; +¢;(X)y2=j\X
¢ J ClI(x)yl +C2(x)y2 =0 jCt(x)yl+ C2(x)y2 =f(x)

\C,(x)y[+C2(x)y2 =/(x) C,(x)y\+C2(x)y'2=0

E) to'g'ri javob keltirilmagan.
9.0'zgarmaslarni variatsiyalash usulida y"—4y'+3y=xsin2x Il
tartibli chizigli differensial tenglamaning xususiy yechimi vy
ganday ko'rinishda izlanadi ?
A) y=Ci(x)ed4C2(x)(r2x. B) y=Ci(x)e>+C2(x)e_2X.
C) y=Ci(x)er+C2x)f?3jr. D) y=Ci(x)sin2x+C2(x)cos2x .
E) y=Ci(x)ewin2x+C2(x)e3wc0s2x
10.Agar  y +py'+gqy=Pn(x)eax  (P,.(x)-n-darajali  ko'phad)
differensial tenglamada a soni A2pA+g=0 xarakteristik
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(Si

tenglamaning ildizi bo'lmasa va Q,(x) n-darajali ko'phadni
ifodalasa, unda differensial tenglamaning xususiy yechimi vy
ganday ko'rinishda izlanadi ?
A)y' =Q,(x)ear B) y* =xQ,(x)eax C) y*=Qn(x) +em
D) y = x 20n(x)ea’ By'=Q 2(x)eax

6. | tartibli differensial tenglamalar sistemasi

1.Quyidagilardan qaysi biri | tartibli differentsal
tenglamalar sistemasining umumiy ko'rinishini ifodalaydi ?
A) \R\{Xy xyr,y\y'2,y",y )=0 F\(x,yby2,y\,y2) =0
[F20CA Y2 Y2y Y1) =0 F2(x,yuy2,y\y'2) =Q
V2)=° D N =RA\(x,yuy?2)
Yr=x (x,Y\,Y1) p2(x,Yx,y2,y[.y'2)=b
B WA =M*,¥\,¥r)
[yt =72(x,¥Y\,y2)
2.Quyidagilardan qaysi biri differentsal tenglamalarning |
tartibli normal sistemasini ifodalaydi
A) [F\{xyxy2,y\y'2,y",y 2) =0
"2 N2 A3H®)=0
\rif™ y 2y\y'1)=V
[F2(x,yl,y2,y'1,y'2) =0
\FXX YN Y2,y [,y 2) =°
Vo =/1(x,Y\,y 2)
yr =.f\(x,yuy2)
\p2(x,y1,y2,y\,y'2) =0
Y\ =f\(x,yuy2)
E)I:I =f2(x,yt,y2)'
3.Quyidagilardan gaysi biri differensial tenglamalarning
normal sistemasi bo'ladi ?

C)

B)

©)

0) Iyl=xy\+y2 A~ j O W\=y, +Y2 MY, +(L- Xy
12 =x +Y1Y2 [Vo =>1+y't +y2 joyY\ =x+y>2
V =x-"| +y2 =R +y2+
D) | +y 5 Mty2+y2

y2 =sinx +j;, v2 Y2=\-X +JiJ2



4 y1=th() va y2=(jn(x) funksiyalar biror 1oraligda
Y\ =R\ {xy\y2)
Y2=12(x3\Y2)
normal sistemaning yechimi bo'lishi uchun quyidagi shartlardan
gaysi biri talab etilmaydi ?
A) yi=$i(x) va yi=(p2(x) funksiyalar 1 oraligda aniglangan .
B) W=(p\{x) va is=(m(x) funksiyalar 1 oraligda
differensiallanuvchi.
C) ixtiyoriy xel uchun (x, Ni(x), gr(x)) nugtaf(x,y\,y2) (/=12
funksiyalarning Ganiglanish sohasiga tegishli.
D) yi=0i(x) va vyi=()2(x) funksiyalar normal sistemadagi
tenglamalarni ayniyatga aylantiradi.
E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
5. Differensial tenglamalaming | tartibli
y[=fi(x,yuy2)
Yr ~fi X-N))
normal sistemasi uchun Koshi masalasida boshlang'ich
shartlar ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A) Kx0)=y |0, Y2(x0) =Y20 B) y\(xo)=/10 >¥2(*\) =YA

C) \)0)=v10, M (x0) =\D D) vy,(.v0)=x0, =33
E) XX-KOHMNO' y2(x0)=y20 . ("]) ==l - ~2(*1) ="A
6. Differensial tenglamalaming | tartibli chizigli normal

sistemasi umumiy holda ganday ko'rinishda bo'ladi ?
) j JT =« +«12A2 +M X)
\y'r=a2M tW i+ AW

Q bl =auyYIH/R2+/|W

1 N2 =a2l>l +a22>2

7.Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamalaming | tartibli
chizigli normal sistemasi
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JA=aW +a]y2 +Mx)
Vi =W +a2yr +/2W

bir jinsli deb ataladi, agarf\(x) vafi(x) funksiyalardan......

A) kamida bittasi aynan nolga teng bo'lsa .

B) fagat bittasi aynan nolga teng bo'lsa .

C) ikkalasi ham aynan nolga teng bo'lsa .

D) birortasi aynan nolga teng bo'lsa .

E) ikkalasi ham aynan nolga teng bo'Imasa .

8.Differensial tenglamalarning | tartibli chizigli normal
sistemasi

[\ =amA +a\ey 2 +fi(x)
L2 =«21\f +a22y 2 +f 2(x)
gaysi holda bir jinslimas bo'ladi ?
A) f(x) va fi{x) funksiyalardan birinchisi aynan nolga teng
emas
B) A\(x) va fi(x) funksiyalardan ikkinchisi aynan nolga teng
emas
C) 7i(x) va fi(x) funksiyalardan ikkalasi ham aynan nolga
teng emas
D) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinslimas bo'ladi.
E) keltirilgan barcha hollarda sistema bir jinslimas bo'Imaydi

9. Agar y==IA(x) va y2=yi(x) differensial tenglamalarning |
tartibli bir jinsli chizigli normal sistemasining yechimlari bo'lsa,
quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas ?

A) y=y\+yi funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi.

B) y=i/i-i2 funksiya ham bu sistema yechimibo'ladi.

C) y=y\-yr funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi .

D) ixtiyoriy Ci va C2o0'zgarmas sonlar uchun i/=Cn/i+C2
funksiya ham bu sistema yechimi bo'ladi.

E)keltirilgan barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

10. Ta'rifni to'ldiring: Differensial tenglamalarning | tartibli
bir jinsli chizigli normal sistemasining W=\(x) va y2=yr{x)
yechimlari chizigli erkli deyiladi, agar rtij/i+cra™O tenglik m va x
koeffitsientlardan.....nolga teng bo'lganda bajarilsa .

A) kamida bittasi  B) fagat bittasi  C) ikkalasi ham

D) birortasi  E) to'g'ri javob keltirilmagan
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Mushohada yuritmay turib, gancha ko'p o'gisangiz,
shuncha ko'p bilayotganga o'xshayverasiz,

agar o'giyotganda ganchalik ko'p mushohada yuritsangiz,
shu gadar oz narsa bilishingizni anigroq his etasiz.

F. Volter

XN-BOB. QATORLAR
§12.1Sonli gatorlar
§12.2. Funksional qgatorning tekis yaginlashishi. Darajali
gatorlar.
§12.3. Teylor va Makloren qgatorlari
§12.4 Fur'e gatori. Fur'e inegrali

812.1 Sonli gatorlar

1. Agar w+u2+u}+.+u,+. gatorning birinchi n ta hadning
yig'indisi Sn, n cheksizlikka intilganda (,,-¢*) chekli S limitga
intilsa: iims, =s , qator yaqinlashuvchi deyiladi. S son
yaginlashuvchi gatorning yig'indisi deyiladi.

Qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun n cheksizlikka
intilganda (,=>®) tuning nolga intilishi (m/>0) zarurdir (ammo
yetarli emas).

2. Hadlari musbat hamda kamayuvchi bo'lgan gatorning
yaginlashishi uchun integral alomat:

Agar un=j{n) deb olinsa, bunda /(,) kamayuvchi funksiya va

| /{ Jdx ~ %a,u holda gator vaginlashdi,
[oo bdha,n holda gator uzoglashad

I-misol: \x(———J———r gatorning yig'indisini toping.
rEi«(« +1)
Yechimi: N VA C— 7>
twW"+) rn "+1
Sn:“Vﬁ----i-+—1)=1---ﬁ+—1, S=lim Sn:nl_l)%(l- C\H

Qator yig'indisi 1 ga teng, u yaginlashuvchi ekan.
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2-misol: £ -——-- — gatorni tekshiring.

Yechimi: Yordamchi —— qgatorni garaymiz.
r]q2ll

Bu gator geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan (g=i/2
gator va u yaginlashuvchidir.
_____ oy —
(«+D4 274
© | : .
Demak £ --—---—-- — qator yaqinlashuvchi ekan.
A + 1) i
3. Musbat hadli gatorning yaginlashishi uchun Dalamber
alomati:
Agar

|<1 bo'lsa,u holda gator yaginlasha di,
D =lim =/<>1 bo'lsa,n holda qator uzoglashad i,
[=1 bo'lsa,n holda masala yechilmay qoladi.

4. Musbat hadli gatorlarning yaginlashishi uchun Koshi
alomati

K <1 qator yaqinlashuvchi,
IK >1 gator uzoglashuvchi,

[
K =1 bu alomat bilan te/cshirilmaydi.

3-misol: gatorni tekshiring.

Yechimi: Koshi alomatiga ko'ra

im "W—~= lmJf——) =lim——=- <1
@ »>>\\4n +¥ 04 +3 4
gator yaginlashuvchi.

5. Musbat hadli gatorlarni tagqoslash
w, +U-, +uj +..+un+.., (121)

V,+V2+V3+.. 4V, +.. (12.2)
ikkita musbat hadli gator bo'lsin.
1) Agar mm<( bo'lib, (12.2) gator yaginlashsa, u holda (12.1)
gator ham yaginlashadi.



2) Agar «,>,bo'lib, (12.1) gator uzoglashsa, u holda (12.2)

gator ham uzoglashadi.
6. Agar ishoralari navbatlashuvchi m-u2+«, -u4+. gatorda

u  >«3>-valim», =0bo'lsa, qatoryaqinlashuvchibo'ladi.
7. Absolyut yaginlashish

m+w2+ +. +un+.. (12.3)
gator hadlaming absolyut gqiymatlaridan tuzilgan
It. H 23+ MBL+ ... +\n]+... (12.4)

gator yaginlashsa, (12.3) gator ham yaginlashadi. Bu holda
(12.3) gator yaginlashuvchi bo'lib (12.4) gator uzogqlashuvchi
bo'lsa, (12.3) gator absolyut yaginlashuvchi deyiladi. (12.3) gator
shartli (absolyutmas) yaqinlashuvchi deyiladi.

Quyidagi qatorlar uchun yaqinlashishning zaruriy sharti
bajariladimi?
12.1. i H +5+4U 12.2. 1+1+1+1+... 12.3. 1+ +A +* +,

2 4 6 8 13 5 7 3 9 27 81

Qatorlar uchun: 1) gatorni yaqinlashishini isbotlang; 2)
gatorning yig'indisi (S) ni toping.

124)—+—+ —

-2 2-3 n(n+1)
125)—+—+...+ ------- Ao

1- 3-5 (2n-1)(2n+1)
12.6) — +—+ ..+ -m-mmem e +...

1- 4-7 (3n-2)(3n+1)
127) —+—+. +—— +..

1-4 2-5 n(n+3)
12.8) — + —+.. F o e +

7 3-9 (2n-1)(2n+5)
129) — +— +.. +-mm - +...

1-2-3 2-3-4 n(n+1)(n+2)

12.10) - + —+... +2— +
6 36 6"

12.11)-+-+  }-2n+—
4 36 ' n2(n+1)2

12.12)'- + — 4, e e + ..
9 225 (2n—1)2(2n+1)2

12.13)arct0i + arctg ~+... +arctg +...



12.14)242+2+2.+..

2 4 8 16

tz.1 FF;H@%H%)

12.16). i
Y, ot Sarey

Qatorlarning yaqginlashishini solishtirish alomati
yordamida yeching

12.18) JTo+3,23+ "+ (2y;-1)-2211 + 12.19) sin/-+sin"+.. +sin-" +..,

1220> *177%'- 121N >
12.22) 1 +8+- +("T2>+- 1223) ,gj +.gj +- +.gi; +-
12.24) 1+1+..+ "+... 12.25) I +I+ AL+
2 5 W +1 3n-1
12.26) T- +TL +... +... 12.27) f-j-1-—-
In2  In3 In(«+‘l) ------------------------
12.28)-mmmmmmmmmmeenneae 12.29) £ ‘temeeeeeeeeee- 1230) M A-nM)
MVIT,; )-mmmmmmmmmmmenee »Vn +21
12-31 Z'—?T 12.32. y~L 12.33. y 7?4
) 2] ar-s Feinr+ir
12.34. y A II’) 12.35. v L 12.36. 3
¥I tin(« +3) y
12.37. ~ Ug+) 12.38. + i 12.39. f [
M ) n - o)
12.40. 12.41. £4, 00 41

=8 Ay

Qatorlarning yaginlashishini Dalamber alomati
yordamida isbotlang

12.42) grtgrt. + oy +- 1243) 13 2% "y
12.44) v L +25*+... +,9 12.45) -+ — +.42'5"-"/3"—)+-
4 *g 201 1 1-5 1-5-...-(4/7-3)

12.46) FHE+.AE.. 12.47) {+]1+ +lou, 0 D



12.48) sin Y +4sin j + ..+ it2sin +

a2 A LR WM 25 2-3 (n+1)
}9A4y 20 3l - (7n +1)\! - I'OCO) 2 2-4 b.. 2 enl

Qatorlarning yaqginlashishini Koshi alomati yordamida
isbotlang

251> |+ 5+*n b )+

12.53) atsin 1+acEn 22—+... +arcEin M—+

3Y v+
12.54)

12'55”7 21n22 +31n23 + + (« +1)In2(w+1) +

T

1258> T

Dalamber alomati asosan quyidagi gatorlarning
yaqinlashishi tekshirilsin:

1259" % £ -, 126a t£ k 12'61'fe M
1262, i™ ti 12.63. 12.64.
12.65. %(fs i2 66—€€fn—“’\+12;
12.67. ¥f 5—+4}( 12.68. YtU'I'I-IJJ 2 12.69. o 3
12.70. tf~ IY 12.71. 12.72. t'{i-cosl
frU2 tt 4 +e \ 3
12.73. i H +A +A +. 1274, 1-4+10+...
3 9 27 8 21 31 4l

12.75. i+ i +U | +. 12.76. i+ - ¥ -+ -f-+ .,
13 1-35 2-3 2-5
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12.77. 1 +li+ _gj +_ v— +
2 2-4 2-4-6 .

278, | 5 9 13
B AT RS Vel

Integral alomati bilan quyidagi qatorlarning yaginlashishi

tekshirilsin
12.79. i 4L ;5_+7_+ 12.80. 1+~ +—+ ng .
12.81. _NH?_H?_+ 12.82. 1_4_12 ¥ 322 1+32
1283 '|“1‘|7H“"H{4'%2_' 1284 944514 ™ 7%

12.85, —--boe b e

21n22 31n23 4in24

Qatorlarning yaqinlashuvchi yoki uzoglahuvchi
ekanligini aniglang.

12.86) » +N N A=T 12.87) iH +_+
3 7 2n-\
12.88) 12.89) 1+~ 2
1-2 I\
12.90) 2+-+..+"+ ... 1291) £ + | +.+ 72—
To0T" 200T T000« + 1
1292) L+~ _+.+  +, 12.93) i +* +.+  +.,
TH2 1+32 1+ n 3 32 3

12.94) arcgl +arc/g—-.. +arctg'—

Quyida keltirilgan gatorlarni gaysi biri absolyut
yaginlashuvchi, yaqginlashuvchi va uzoglashuvchi

1295, -it.. i T 12.96.

12.97. -+..+(-17T-Li3+- 1298 sha sh7a  snia i
12.99.1_1.0r+.+ D-JL_LH 12100, 2- j+.H-ir'— +-
12101, I oigy ok () 12.102. }"j"'*’(,'lr 2—+

12.103. x AT 12.104. £ (-1f ?
n-lnn



Garmonik gator Kamayuvchi progressiya bilan tagqoslab,
quyidagilarning yaqinlashishi tekshirilsin

19105 |- —j=tomm 12.108. i+5—H

4-5
12 107. J-+ —+— +—+.
LZ-X In2 In3 In4d In5
12.108. Qatorlarni taqqoslash usuli bilan + L .
gatorning bo'lganda uzoglashishi, > bo'lganda esa

yaginlashishi ko'rsatilsin.
12.109. — +73 +7 7 +- gatorning yig'indisi topilsin.

12 110. Jﬂ +‘-‘I_7 +T_ITF+. gatornlng }/lg'mdm topilsin.

Quyidagi gatorlarning yaqinlashishi tekshirilsin:

12-112-"-jr T rir - 12.112-1T * 2?27 *

-l _
12.113.2I 5> 33 And 12.114. Sri +8~Q_2a-+8%.
12.115. 1+§jy=3+— =.., 12.116. i+‘]dI+i61+€51

" 12-» 8-
12.119.,12.120. i.i.f.i*
* | * % | NNy

12,121.63, 9 g7 12.122.71+3+5+.

I -
12.123. é_ +fi_~ 12.124. 1 2I§+3] A
12.125. 1_2z!\-‘+éa4—45‘+ 12.126. J‘rf(Z'l+3)InLtn+I)

12.127. arctgl+arct$ -7=+arct$ -=+...
V2 V3

12.127.b) Shartli yaginlashuvchi i-’\=+/\:-$/'\4:h:,;mr

gatorni kvadratga oshirilsa yaginlashuvchi bo'ladimi?
12.128.

ez +(z N T +
3 5 - @n-1y " 2! 4 (2i»-2)

tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.



{Si
12.129.

A+a -+ @-2) +"j T 3+F-"+ 2n) +
tenglik o'rinli ekanligini isbotlang.
12.130. Faraz qilaylik, y=/(x) funksiya [i«) musbat va

monoton kamayuvchi bo'lsin. U holda litr /(I)+...+/M-j/(X)c&j =

limit mavjud va /(1)+...+/(n)=}f(x)d+A+e, (Ii.r.l;/f.zo) ekanligini

isbotlang.

12.131. !'+H+.. +H =im+c +e, £,>0 ekanligini isbotlang. Bu
tenglikdan quyidagini keltirib chigaring.
l+—+—+ +—— - In-d4n +—C+e , ¢ >0

3 5 2n -1 2

12.132. 4—=|'3+'5L7+ munosabat va (12.130) masalani

shartidan foyadalanib quyidagini isbotlang.

. —=In  +—+—+E,, £,->0
5 9 4/1-3 s 4 ‘

812.2. Funksional gatorning tekis yaqinlashishi.
Darajali qatorlar.
1.x ning
M()-HVR(X)+...+M,,(X)+... (12.5)
funksional qator yaginlashadigan giymatlarining to'plami bu
gatorning yaqinlashish sohasi deyiladi. s(*)=limSjjr) funksiya
gatorning yig'indisi, /\X=5(g)5,(m) ayirma esa gatorning qoldig'i
deyiladi.

2. Agar har ganday £>0 uchun shunday N nomer ko'rsatish
mumkin bo'lsaki, n>N bo'lganda [a, b] segmentdan olingan
istalgan x uchun [f,]<E tengsizlik bajarilsa, (12.5) qator [a b]
segmentda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

3. Tekis yaqginlashishning alomati



Agar hadlari musbat va yaginlashuvchi c+c+c+..+r,,
sonlar gatori mavjud bo'lib, x ning [a b] dagi barcha giymatlari
uchun \YK) -c*bo'lsa, (12.5) qator [a b] segmentda absolut va tekis
yaginlashadi. Quyidagi gatorlarning xususiy vyig'indisi S, ni
toping-

a0+a,x+aXx2+...+arx" +... (12.6)
darajali (ator berilgan bo'lsin. Agar |X<« bo'lganda qator
yaginlashuvchi va |@)>1bo'lganda gator uzoglashuvchi bo'lsa, R
son (12.5) gatoming yaqinlashish radiusi deyiladi. R ni, (12.5)
gatoming absolyut yaqinlashishini Dalamber alomatiga asosan
tekshirib yoki, barcha a lar noldan fargli bo'lgan holda,

R=m  formula bo'yicha topish mumkin. Jumladan, agar limit

* ga teng bo'lsa, (125) gator butun Ox o'gda absolyut
yaginlashadi.

Darajali gator o'zining yaginlashish intervali (-R, R) ichiga
yotuvchi har ganday [a, b] segmentda absolyutgina emas, balki
tekis ham yaqinlashadi.

4-misol: - ST X2+ A+

funksional gatorning aniglanish sohasi D va hadlar
yig'indisi  S(x) funksiyani toping.

Yechimi:  Aniglanish sohasi D (-1;1) oraligdagi

giymatlardan iborat, chunki bu qiymatlar uchun berilgan
funksional gator cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaga
teng. Uning birinchi hadi v va maxraji g =x ga teng. Demak,

S(*)=-1jq—:ﬁ_X , xe(-1,1)

bo'ladi.

5-misol: va N —yaginlashuvchi gator uchun
M N Ht

-kaTop(-°9°0) da kuchaytirilgan gatordir.



£41

. {) 2 r3 r
6-misol: Y Xn=x+— +—+..+—+..
bl 2 3 v

gator ning yaqginlashish radiusini toping.

Yechimi
L NS s M
Demak yaginlashish intervali (-00;00 bo'ladi.

Funksional gatorlarni yaginlashish sohasini toping.

12133 Loww o #xm s 12134 Inx + IN2x + + IN"x + .
12.135. xHd+.Hc +.. 12136, X4+-+4+-
12.137. X4 +..+4+-, 12.138.

\2 7l 1+x 1+pg [+x"

12.139. 2x+br+...+r{n+\Y+... 12.140. 2+2+ +~l-+—iwl+—

*

X2
H  1+/T- T1+MT-  NefNesm - 45m-+.HAN - +.
12.143. J,(‘;’ZH-jirfg:1 +. +,t"(927"'-.. 12.144. sinx+’\2 +. 4+ 0+

z*

12.145. EELi+20ke+. +E N+ 12146, eMbed +. 4/ 5
X 9 ATT . .
12147, —+|T+-+—+- 12148 i+° | + +iBN+

12.149. fgfﬁ?tH](nxf\l 12.150. R 12151. T f3( )y

Quyidagi qatorlarning yaqginlashish intervali aniglansin

va qatorlar intervalning chegaralarida ham yaqginlashishi

tekshirilsin:
12.152, l+— + 4---- 12153 \-N+ — 4=+-
- -3 -4 n , m 5VZ 52V3 55V4
12.154. 1+4"—+-"= +"N= +, 12.155. V—
312 S» T2y ™ a!
12.156. x b fT 12157 N W*

V (3»-3)2"



M

Ws580)| X' »>; 2 )] ~
12188, ! N1 UWIR 60 MIHM

2x-3  (2x-3)2 |(2C-3)3
1 3 5
Quyidagi gatorlarning yaqinlashish intervallari
aniqlansin va yig'indilari topilsin:
12.161. 1+ 2X +3x2+4x3 +...
X3 x5 x7
12.162. * -j+ T -T +~
12.163. 1+3x+5x2+7x3+...
12.164. ,+ + +..

12.160.

Quyidagi gatorlarning yagqinlashish intervali aniglansin
va (gatorlarning intervalning chegaralarida ham vyaqin-
lashishlari tekshirilsin:

12.166. |- ’\V + —NT= N T=+,
3-272  3:-3V3 3 -4v4

12.167.
ERY 1

12.168. £(-Iys x2™
2/1-1

x-1 [(x-1)1 <(x-3)3

12 322 523

2x+1 (2x+1): (2x+1)3
1 + 4 + 7

Quyidagi gatorlarning yaqginlashish intervallari
aniglansin va ularning yig'indilari topilsin:

12.171. 1- 3X2+5x4- 7x6 +..
12.172. x+—+-+...
2 3

12.173. 1- 4jc+1x2 - IOx3 +...
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Quyidagi  qatorlarning v 44injashish
aniglansin:

m X X X X
e A TR vi s 12175

12.176. g - 12177, |«

u=l

12178, =+ % AT 12.179. £iov

Funksional gatorlarni yaginlashish sohasini toping
12.180. * _*2

2 2H72 i-Vh
12181 TN T+A-+ .. .+-"_+,
1+x2  1+Xx* 1+JC2

1Z?I]d'9 sin X4+sin X+ + FFSH]--X-
2 4 2"
12.183. Xigy Fx2gi +..+x"Ig +

12.184. sif*H N +.4+N | +.
12.185. fHIE+EEIIE+...

12.186. ex+edc+.+€F+.. 12.187. o

e e |
12.188. ﬂHSnA +. +§QQ<+
12.190. Y A ]
0 x 12.191. t
. N+ N+ +., i )
12.192 2+3 2 +I3_ '2'14:_% 12.193. {}/ « g
1028 S SV 9N, 12195, 1d-T'T
2 #
& —
12196. 1522 i * 12197-
12198. Y L, 12.199.
57+l o y

12.200. j:fi 12.201. t~ -T'pATn



812.3. Teylor va Makloren gatc*rlari

1 /(4=/) Llf! x+L|g! X>+...+KMX) (12.7)
ko'rinishdagi formula Makloren formulasi deyiladi, bunda
v<e<\.
2. /W=/W+® (»-«)+ 4)(" “")+"+"-W (12'8)

ko'rinishdagi formula Teylor formulasi cdeyiladi, bunda
X2 Ma+9(%-a)].
3. Teylor va Makloren gatorlari. (12.7) va (T.2.8) formulalarda
n cheksizlikka intilganda (,,->») R, nolga intilsa (4,(x)—0), u holda
bu formulalardan x ning lim/?,(*)=o bo'lgandagi giymatlari uchun
1(x) gayaginlashuvchi quyidagi

J(*)=/(0)+~ X +A X 2+ (12.9)
f(x)=f(@HM {x-a)+rM {x-af +.. (12.10)

cheksiz gatorlar hosil bo'ladi.

4. Elementarfunksiyalaming gatorlarga yo yilmalari:
FLE L
o213

e =1

sinx =x <3425
31 5!

COS* = 1__L\_/_2+ .)_(_4_-

214l

(k' ~ator x ning har ganday qiymatlari uchun mos
atilgan) funksiyalarga yaginlashadi.



bo'lganda (Ha)' binomga yaginlashadi.

In(I+*):*-X—2+§... gator -l<g<l bo'lganda in(+H) ga

4451A+/4/£/'|).-‘ binomingd ~qator bo'lib,

yaginlashadi. 3
arctgx=x-~+~~... qator |*Jd bo'lganda arctgx ga yaginlashadi.
7-misol:  /(x)=sin x funksiyaning Makloren gatorini yozing
Yechimi: Berilgan funksiyaning n ta hosilasini topib, *=0
dagi giymatini hisoblaymiz
(12.8) -tenglikdan quyidagi darajali gator kelib chigadi.

. i3 j5 r2"-
sin* =X-"— 2 (-1)" - +...
3 5 1)
8-misol: y=cos X , i/=er , y=ex , y=shx , i/=thx

funksiyalarning Makloren gatorini yozing.
Yechimi: Oldingi misolda ko'rsatilgan usulga ko'ra

CEx =1 YZHF4 . \V2'-2
I T w- 2)!
eX :1+3( +X—2 + +ﬁ] +
r 2
2 3 4
Vv X X
3 = 1 —X + - + — +
23 4
shx = X4--)-(-§--1-§-§+ _X7
5 7
. X2 X4 X6
chX = 1 H-mmmm- toomee [ IR ..
204 4

12.206. Quyidagi funksiyalar x ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin va goldig hadning forulasi yozilsin va u
tekshirilsin: 1) cos(;c-a); 2) sin2*; 3) i 4) Sinmx+yj.

12.207. /(jr)=In(l+eb) funksiyaning qatorga yoyilmasidagi
birinchi hadi yozilsin.



12.208. ~i+-j binom Makloren formulasiga asosan x dagi

darajalari bo'yicha gatorga yoyilsin va hosil bo'lgan gator <

12.209.Binomial  gatorga  asosan I|/'1)<L bo'lganda
i =1 3,#6°210*3+.=£ 4~ (-.rT ekanligi ko'rsatilsin.

kn)

12.210. Binomial qgatorga asosan J}d bo'lganda

12.212. Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin:
I)inTX ; 2) U2-3x+x2);  3)In(1-x+ar2).

12.212. f(x)=e« funksiyani x-a ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin, goldiq hadning formulasi yozilsin va
tekshirilsin.

12.213. f{x)=x"'-3x funksiya xH ning darajalari bo'yicha
gatorga yoyilsin.

12.214. /f*)=*4funksiya xH ning darajalari bo'yicha gatorga
yoyilsin.

12.215. 7(x)=-
gatorga yoyib, hosil bo'lgan gatorning yaginlashishi Dalamber
alomatiga asosan tekshirilsin.

12.216. 1) 7(jt)=cos- funksiya ning darajalari bo'yicha; 2)

funksiyani *+2 ning darajalari bo'yicha

/*)=sntx funksiya x+~ ning darajalari bo'yicha qatorga
yoyilsin.
12.217. f{x)=llx funksiyani xH ning darajalari bo'yicha

4atorga yoyib, hosil bo'lgan gatorning yaginlashishi Dalamber
abmatiga asosan tekshirilsin.

Funksiyaning gatorga yoyilmasidagi birinchi hadi
yozilsin:
12.218. y=e-Ix 12.219. yzsin’z‘



12.220. y=x3odic 12.221. y =g 0,
12222, y=m@E+2n) . 12223, y=
12225 y 2 .
—i

12.226. . 12.227.  y=xardigx .

12.228. y =(|+n)in( +x) . 12229. n+KL¥).
Teylor gatorining x=0 nuqtadagi 5 ta hadini toping.

12.230. y =Ir(1+/) 12,231, y=f*
12.232. y=c0:21r12.233. y =incos*
12.234. y =(\+xf

Limitlarni Teylor gatoriga yoyish yordamida hisoblang.

12.236. lire

12.237. jim M2+ IN0—A+A2) 19 938 fim . x2in 1+—
v X

812.4 Fur’e gatori. Fur'e inegrali

1 Ta'rif; Agar [a, b] segmentda /(*) funksiya

1) soni chekli uzilishlarga ega bo'lib, ularning hammasi 1 -
tur uzilishlar bo'lsa;

2) sonli chekli ekstremumlarga ega bo'lsa;

3) (& b) oraligning har bir nuqtasida /(*)=/(*~0W

bo'lsa, funksiya shu segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunadi
deyiladi.

2. [L, 1] segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunuvchi /(n)
funksiya kesmaning har bir nuqtasida quyidagi Fur'e gatori bilan
aniglanishi mukin:

p&)\:% +>1$:|:t_ﬂ" cos nm+b,,si.nr—r|1 (12.11)

*

bunda



Nl

=j\ f(x)oos~-dx; En=yJ/(X)sin " y-dx (12.12)

Agar /(*=/(-*), ya'ni /(x) - juft funksiya bo'lsa, u holda

b,=Ova
fb)::r,\+ﬁ*.c~?*? (12.13)
Agar /(*)=/(*), ya'ni /(*) - tog funksiya bo'lsa, u holda a, =0

va

N1¥)=xb.sin" (12.14)
Agar [/, 4 segmentda (12.11) gator bilan aniglangan /(*)
funksiyani A= [/~°)+/(/+0) shartning bajarilishini talab etib, uni

2/ ga teng davr bilan davom etirsak, funksiya o'zining butun
davomida ham (12.11) gator bilan aniglanadi.
3. f~) funksiya (-®,x) oraligda absolyut integrallanuvchi

(ya'ni TMALL yaginlashadi) bo'lsa va har ganday chekli

segmentda Dirixle shartlariga bo'ysunsa, u holda bu funksiya
quyidagi Fur'e integrli bilan ifodaladi:

{x) =-]g a J/(/)cosa(jt-/ )t =]0\a(a Joosax +b(a) inaxJ/a (12.15)
I-I =3

bunda

a(a)= —J/(fcosac<* Va b(a)= —j f(t)s\natdt (12.16)

Davri in bo'lgan quyidagi funksiyalar Fur'e qatorlariga
yoyilsin:

12.240. o<*<qa bo'lganda /¢>=1 va /(-*)=-/(*) . Hosil
bo'lgan gator yordami bilan i _I +1 | +.=£ ekanligi ko'rsatilsin.

12.241. o<x<=* bo'lganda /(*)=* va /(-*)=/(*)» Hosil bo'lgan
gator yordami bilan I+-3j-+g‘-+§y+...:’§- ekanligi ko'rsatilsin.

12.242. -« <x<ji bo'lganda sm=+2 . Hosil bo'lgan qator
yordami bilan
) ol Ly A2 ?) h—fnlh— 22
22 R 42 12 P22 R 4 6
ekanligi ko'rsatilsin.
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12.243. N1 x) -y b2 k2 PRYRaAR:

12.244. /(gr)=1; 0<x</bo'lganda, /(-*)=_/(*).
12.245. /(*)=!-*; o<*<ibo'lganda,/( *)=/(*), /7o
12.246. /W= |(°’ /<" 0 M™anda

U<x<I bo'lganda.

12.247. Uzunligi 1 ga teng sterjenda issiglik targalishi
n tenglama bilan, bunda uit) - temperatura va quyidagi

shartlar bilan aniglanadi:
1) chegaraviy shartlar: *=ova x=i bo'lganda u=0;
2) boshlang'ich shartlar: /=0 bo'lganda

x, JC<* bo'lganda,
I-x, x>~ bo'lganda.

Fur'e metodiga asosan u(x,t) funksiya aniglansin.
12.248. Uzunligi 1, bir uchi (* =o) biriktirilgan ikkinchi (* =/)
uchi esa erkin bo'lgan sterjenning bo'ylama tebranishlari

7~r= ]I tenglama bilan, bunda ufxt) - bo'ylama siljishi va

guyidagi shartlar bilan aniglanadi:
1) chegaraviy shartlar: x=0 bo'lganda u=0; x=I bo'lganda

2) boshlang'ich shartlar: i=o bo'lganda u=f(x\dt =0. «M

funksiya Fur'e metodi bilan aniglansin.
12.249. Uzunligi 1, ikki uchi birkitilgan sterjenning

ko'ngdalang tebranishlari " T +*7 =0 tenglama va quyidagi
shartlar bilan beriladi:
1) chegaraviy shartlar: x=ova *=/bo'lganda u=ova 5 =0.
2) boshlang'ich shartlar: t=o0 bo'lganda ,,=/(,) va ) =0. Fur'e

metodi bilan uit) funksiya aniglansin.

370



12.250. va 12.251. misollarda berilgan funksiyalar uchun
Fur'e integrali yozilsin.
\ jt ) ,

12.250.£(x) =0 =T banda ™ va
12.251. /M=eJ1 x>0bo'lganda f (-x)=/(x).
Makloren gatorlarini yoyish orqali integrallarni hisoblang.
12.252. 'fe-'d, 12.253.

0 0

12.254. Jf" Ldx 12.255. 0

12.256. Darajali gatorga yoyish orgali limitni hisoblang.
. In(I+x+xJT);_Ir/1\(I-x+x2)

' X[E7\)
12.257. Faraz qilaylik, f(x):\+x+x—2 N orinli bo'lsa,

/()7 (y)= t(x +y) €kanligini isbotlang.
12.258. y=(\)p funksiyani darajali qgatorga yoyish va
(HjtHI+X)"*1—d+x)pkl ayniyatdan foydalanib =

5=0

keltirib chigaring.

0, xe 0
12.259/(x) = funksiyani davri r=/rbo'lgan Fur'e
sinzx, xe O-
gatoriga yoying.
qt2 o a2 it 3it/2

12.1 rasm
12.260. /M=lo+ h 3] funksiyani davri r=x bo'lgan

Fur'e gatoriga yoying.
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12.261. f{x)= , funksiyani a) kosinus va ©

2 2

sinuslar bo'yicha Fur'e gatoriga yoying.

Takrorlash uchun savollar

1.Sonli gator deyilganda nima tushuniladi?

2.Sonli gator hadlari nima?

3.Qachon Sonli gator yaginlashuvchi deyiladi?

4.Sonli qgator yaginlashuvining zaruriy sharti nimadan
iborat?

5.Qanday sonli gator musbat hadli deyiladi?

6.Majoranta gator nima?

7.Qachon sonli gator ishorasi navbatlanuvchi deyiladi?

8.Sonli gator gachon absolyut yaginlashuvchi deyiladi?

9.Funksional gator ta'rifi ganday ifodalaniladi?

10.Darajali qator qanday ta'riflaniladi?

QATORLARGA DOIR NAZORAT TESTLARI

1. Sonli gatorlar va ulaming yaginlashuvi
1. Ushbu ifodalardan gaysi biri sonli gqator bo'ladi ?
A) ni*ur us........... U *** . B) Mi U N3; eee: L o**
C) M+N2+I/Bteee+ Unt-mme . D) VI+M-+NBteee+Lh .
E) keltitilgan barcha ifodalar sonli gqator bo'ladi .

2.Quyidagilardan qaysi biri *: sonli gator uchun xususiy
yig'indi bo'Imaydi ?
A)M B) M+N2
C) M+MHB+M D) M+NM2HVB+ eee +Lh .

E) keltirilgan barcha ifodalar sonli gator uchun xususiy
yig'indi bo'ladi.
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3% ---1-----sonli gator uchun Sio xususiy yig'indiJning

"bl N(N+1)
giymatini toping.
A)— B) — C) — D) 1 E) 1
A)IO ) 110 ) il ) )12
4i§'ﬁf+§+4 +.. Snli gatorning w umumiy hadini
2
ko'rsating
N N
,&}anﬂk' 15N 1 Q)
Td n TA n-1

5.Umumiy hadi un=1+- bo'lgan sonli gatorni toping .
F4HB-- CGHEH

6. n-xususiy yig'indisi Sn bo'lgan sonli gator gaysi shartda
yaginlashuvchi deyiladi ?
A) (!I_%SI’]:OO. B) «Il_r%Snz-oo. C) (!I_%S,, =C|Cl<>
D) limb,,=+00. E) limSnmavjud emas .
«>00 «->0
7. n-xususiy yig'indisi sn bo'lgan sonli gator gaysi shartda
uzoglashuvchi bo'lImaydi?

A) (!j%s,,z-oo. B) (!i_r}nms,, =<,
C) (|(I_I£§ =H0, D) «IinmSnmaVJud emas .

E) ko'rsatilgan barcha hollarda sonli gator uzoglashuvchi
bo'ladi.

8. n-xususiy vyig'indisi Sn bo'lgan vyaginlashuvchi sonli
gatorning Syig'indisi ganday aniglanadi ?

A) 5= I_irﬂ A B) s=Ilim~" C) s=lm

/Ay n->Co0 Sn «->C0

D) 5=IlimnSn E) S=IlimSn
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A2 B)15 Coo D)133 E)L

101-1+°AT_ N+ A DN +.......s0nli 4ator yig'indisini
toping.

Al B0 C)08 D)15 E1-.

T J
11- Z ~ +7sonli gatorning S yig'indisini toping .

—, =N =- = =-
A)S=2  B)s=p ©)s=, D)s=l B s=,

12T %+ +1E +"‘+|"1\{11+2) + sonli 4ator yig'indisini
toping.

A) *° B)a/2.C)e D) 15 E) 0.75

13 ~+ y +.. +97 +-, sonli gator gaysi shartda
yaginlashuvchi bo'ladi ?

A) I6|)’\° o B)JH =1 QH<1 D)|e|>l BE)lajpl

14. Agar IQ( va,g:?( yaginlashuvchi sonli gatorlar bo'lsa,
quyidagi sonli gatorlardan gaysi biri yaginlashuvchi bo'Imaydi ?

A) *IEiK+V*)

B) i&n*-v*)

C) (C-const.)

k=1
D) Z(C+v*) (C- const.) E) 2Cvk (C- const.).

*= i=1
15.(é|!'* sonli gator vyaginlashuvchi bo'lishining zaruriy

sharti nimadan iborat ?
A) limM,,*0 B) limw,, >0 C) limi/,,<0 D) limw =0
>r =0 «>00

78
E) )L% mavjud emas .



16. Quyidagilarning gaysi  biri uchun sonli qgator
yaginlashuvining zaruriy sharti bajarilmaydi ?
. * sinfc m ® cosE * o1 nl S 1
C),?,sm D)
E) barcha qatorlar uchun qgator yaginlashuvining zaruriy
sharti bajariladi.

2. Musbat hadli sonli gatorlarning yaqginlashish alomatlari

1.Ta'rifni to'Miring: §>,, sonli gqator musbat hadli deyiladi,

agar uning ... .
A) barcha Snxususiy yig'indilari musbat bo'lsa
B) birinchi hadi musbat bo'lsa
C) ayrim hadlari musbat bo'lsa .
D) barcha hadlari musbat bo'lsa .
E) yig'indisi musbat bo'lsa .
2.Quyidagi gatorlardan qaysi biri musbat hadli bo'ladi ?

)’I=|a ; *i K 0 k£=1£}< B %—%VK
E) keltirilgan barcha gatorlar musbat hadli emas .
3.Quyidagi gatorlardan qaysi biri musbat hadli emas ?

A) g)lsml B) Eﬂ'éosﬁ( \ﬁ/m B) ﬁ\[{ni(.

E) keltirilgan barcha gatorlar musbat hadli.

4.Musbat hadli i sonli gator yaginlashuvchi
bo'lishligining zaruriy shartini ko'rsating.
A) limefts - 0 B) figpa. = C) ligan=1
D) limana0 E) lima, >0 .
N—>m Y/ © o
5.Taqqoslash alomati shartini ko'rsating : Agar va
aq g g ™ ™

musbat hadli sonli gatorlar hamda E:T yaginlashuvchi bo'lsa,
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unda —shart bajarilganda f]u, sonli gator ham yaginlashuvchi

bo'ladi.
A)u~M B)umh C)ush D) Uxh B) u,*v,
6.Limitik taggoslash alomatida musbat hadli f>, va fv
g o "
sonli gatorlami yaginlashuvchi ekanligini  tekshirish uchun
quyidagi limitlaming qaysi biridan foydalaniladi ?
A) lin™y, B) limw,+vn) C) lim®b.
n-*X> —=0 /+CVn

«

D) lim(«,, -v,,) E) limMnzv,)
7.Limitik tagqoslash alomati shartini to'ldiring: Agar .

(1) va IZn (2) musbat hadli sonli gatorlar va .. limit giymati

chekli hamda musbat bo'lsa , unda (1) va (2) sonli gatorlar bir
paytda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo'ladi.
A) Hmny, B) lim(M,+v,) Q IlimHh.

n-oCc Vv
n

D) «Ij[n(M,,-v,,) E) ((Iir)n(w,, +v,) .

8.Musbat hadli = sonli gatorni Dalamber alomati orgali

tekshirish uchun gaysi limit hisoblanadi ?
A) limundun. B) Ht(mm +u,,).

D) im - B Im

n—>c0 un

9. Musbat hadli &,, sonli gatorni Dalamber alomati orqali

tekshirishda

/1=1

[im =d
S>> un

bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri noto'g'ri ?
A) d<l1bo'lsa gator yaqinlashuvchi
B) d>1 bo'lsa gator uzoglashuvchi



C)d=1bo'lsa gator yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi
D) d="°bo'lsa gator uzoglashuvchi
E) barcha tasdiglar to'g'ri.
10.Quyidagi musbat hadli sonli gatorlardan gaysi birining
yaginlashuvini Dalamber alomati orgali aniglab bo'ladi ?
EYX—— =

AV mme Bl O B £(1+n)2

11.Umumiy hadi Mi=3+1)/2" bo'lgan sonli gator Dalamber
alomati orqali tekshirilganda d:ﬁll%(ua+|/u,,)qiymati va qator

yaginlashuvi hagidagi tasdiq qaysi javobda to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) d=1va gator uzoqlashuvchi
B) d=0 vagator yaginlashuvchi.
C) d=0.5 va qator yaginlashuvchi
D) d=oo va gator uzoglashuvchi.
E) d=Ivaqator yaginlashuvchi.

12.Musbat hadli |t=|>i sonli gatorni Koshi alomati orgali

tekshirish uchun gaysi limit hisoblanadi ?
A) lim B) lim C) lim ulum,+

D) lim«p=L. E) lim .
Vun *o»"\VeH

13.Musbat hadli rlellw sonli gatorni Koshi alomati orgali
tekshirishda

lim =K
rH+CC

bo'lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri noto'g'ri ?

A) k<lbo'lsa gator yaqinlashuvchi

B) k>=1bo'lsa gator uzoglashuvchi

C) k=1bo'lsa gator yaqinlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham
bo'lishi mumkin.

D) k="obo'lsa gator uzoglashuvchi

E) barcha tasdiglar to'g'ri.
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14. Quyidagi qatorlardan qaysi birining yaginlashuvini
Koshi alomati yordamida aniglab bo'ladi ?

15.Umumiy hadi Mn=[(2n+])/«]"bo'lgan sonli gator Koshi
alomati yordamida tekshirilganda k=Iim limit giymati va

gator vyaginlashuvi hagidagi tasdig qaysi javobda to'g'ri
ko'rsatilgan ?
A) k=0 va qator yagqinlashuvchi
B) k=1 va gator uzoglashuvchi.
C) k=2 va gator uzoglashuvchi
D) k=0.5 va gator yaqginlashuvchi.
E) k=00 va gator uzoqlashuvchi.
16. Umumiy hadi H=[(2n+3)/(4n+5)]"bo'lgan sonli gator
Koshi alomati yordamida tekshirilganda k=1im limit giymati

va gator yaginlashuvi haqidagi tasdig qaysi javobda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) k=0 va gator yaginlashuvchi

B) 1 va gator uzoglashuvchi

C) k=2 va gator uzoglashuvchi

D) k=05 va qgator yaginlashuvchi.

E) k=t>va gator uzoqlashuvchi.

3. Ishorasi navbatlanuvchi va o'zgaruvchi sonli gatorlar
17.Qaysi shartda rr—‘l_ sonli qator ishorasi navbatlanuvchi
bo'ladi ?
A) U+ U0 («=1,2,3, o) B) tin—w+1<0 («=1,2,3, =)

C) un- Mei>0 (n=1,2,3, =} D) unm  1<0 (n=1,2,3, )
E) to'g'ri javob keltirilmagan
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18. Quyidagi gatorlarning qaysi biri ishorasi navbatlanuvchi
bo'ladi ?
A) £(-1)*sin* B) f(-1)*cosK
k=i *=

C) *st-l)*e‘* D) iEi(-l)*tg*.
E) keltirilgan barcha gatorlar ishorasi navbatlanuvchidir .

®
19.Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi sonli

gator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning hadlariga quyidagi
shartlardan qgaysi biri qo'yiladi ?
A) limu,,=0 B) lim =d <l C) lim =K<l

n—co n->00 Un

D) lime,*O  E) Hr(m, - wt)=0

n —>00

20.Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi
1(-D)"n,, @wn>04=123,..) sonli qator yaginlashuvchi bo'lishi

uchun uning hadlariga quyidagi shartlardan qaysi biri go'yiladi ?
A) Un+Nun B) Uni>Un C) Un+Hrn
D) Unti<lh E) UntvitUn
21.Agar Leybnits alomatiga asosan ishorasi navbatlanuvchi

I(-1)"-,«, sonli gator yaginlashuvchi bo'lsa, uning yig'indisi S

uchun quyidagi tasdiglardan gaysi biri o'rinli bo'ladi ?
A) s=ui B) S>ui C) S>ui D) S<m E) S#m
22.Quyidagi ishorasi navbatlanuvchi sonli gqatorlardan gaysi
biri yaginlashuvchi emas ?

NG g f

=l n
C) H'I) cos\-N D) TI;zl('I) sin- .
E) keltirilgan barcha qgatorlar yaginlashuvchi.

23.Quyidagilardan qaysi biri ishorasi o'zgaruvchi qator
bo'Imaydi ?



A)|HE B )iiin. ofisinl  D)Elgs,

"=l Vn n=l n J=Ln n n=\n
E) keltirilgan barcha gatorlar ishorasi o'zgaruvchi bo'ladi
24.Qaysi shartda ishorasi o'zgaruvchi £un sonli gator
/A

yaginlashuvchi bo'Imaydi
A) Agar lim limit mavjud va chekli bo'lsa .
B) Agar biror no natural sonda £«* gator yaginlashuvchi
k=n,
bo'lsa
C) Agar biror no natural sonda £ |fgator yaginlashuvchi
k=n0

bo'lsa .
D) Agar k: lgator yaginlashuvchi bo'lsa.

E) Keltirilgan barcha shartlarda gator yaginlashuvchi bo'ladi

25. Qaysi holda ishorasi o'zgaruvchi sonli qator
=

absolut yaginlashuvchi bo'Imasligi mumkin ?
A) HIWEO  B) im ™ _g<1 ) im  =«<t

D) paguutiel+ia +"+ U |y<oo .

E) ko'rsatilgan barcha hollarda sonli gator absolut
yaginlashuvchi bo'ladi.
26. Quyidagi gatorlardan gaysi biri absolut yaginlashuvchi
bo'ladi ?
A)EW B)i% C)inE D) £)(-[)ICOSi
«=I «=1 U n=l \n n= n
E) keltirilgan barcha qgatorlar absolut yaginlashuvchi bo'ladi
27. Quyidagi gatorlardan qaysi biri absolut yaginlashuvchi
emas ?
A) | cos« B) T » « c) D) E-( "

n=\ ns /i=l /2 /=L nyfn "=l on
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E) keltirilgan barcha gatorlar absolut yaginlashuvchi bo'ladi
28. Agar ishorasi o'zgaruvchi ], sonli gator absolut

yaginlashuvchi Dbo'lsa, unda quyidagi tasdiglardan qaysi biri
o'rinli emas ? ®
A) Ixtiyoriy C o'zgarmas son uchun Xou,, sonli gator

n=1

absolut yaginlashuvchi bo'ladi.
@®
B) Ixtiyoriy o'zgarmas mnatural son uchun Iw,, sonli gator
n=m

absolut yaginlashuvchi bo'ladi.
C) f>, sonli gatorga f>, vyig'indini qo'shsak, absolut
=1 M1

yaginlashuvchi sonli gator hosil bo'ladi.
D) f>, sonli gator hadlarining o'mini ixtiyoriy tarzda

o'zgartirs;k, absolut yaginlashuvchi sonli gator hosil bo'ladi.
E) keltirilgan barcha tasdiglar o'rinli bo'ladi.

29. Ishorasi o'zgaruvchi f (1) sonli gator bo'yicha musbat

/171

hadli X]k] (2) gator tuzilgan. Qachon (1) qator shartli

yaginlashuvchi deb ataladi ?

A) Agar (1) gator yaginlashuvchi bo'lsa .

B) Agar (2) gator yaginlashuvchi bo'lsa .

C)Agar (1) gqator vyaginlashuvchi, (2) gqator esa
uzoglashuvchi bo'lsa.

D) Agar (1) va (2) gatorlarning ikkalasi ham yaginlashuvchi
bo'lsa.

E) Agar (1) va (2) qatorlarning birortasi yaginlashuvchi
bo'lsa.

30.Quyidagi gatorlar orasidan shartli yaginlshuvchi gatorni
ko'rsating.

A)|fcV. B)i(i ¢, Ne i.
A=L nbin A 2 n=i i



i® .

D)L—nr . E)n:]<]n

n=1

31.Shartli yaginlashuvchi f=>, sonli gator uchun Riman

teoremasida quyidagi tasdiglardan qgaysi biri ifodalanmaydi?

A)gator hadlarining o'mini almashtirsak qator yig'indisi
0'zgaradi.

B)gator hadlarining o'rnini almashtirish orgali uning
yig'indisini ixtiyoriy songa tenglashtirish mumkin .

C) gator hadlarining o'rnini almashtirish orgali uni
uzoglashuvchi gatorga aylantirish mumkin .

D) gator hadlarini o'zgarmas C soniga ko'paytirsak, uning
yig'indisi ham C marta o'zgaradi.

E)keltirilgan  barcha  tasdiglar Riman  teoremasida
ifodalanadi.

4. Funksional qatorlar

1. Quyidagi ifodalardan qaysi biri funksional gator
bo'Imaydi ?

A) O(X)+LL(X)+12(x)+---+un(x) +

B) u0(X)+u2(x)+ud(x)+---+u2n(x)+ s .

C) LX) +u(x)+ub(x)+---+udn(x) .

D) uk(jc)+uk(X)+uUkt2(X) +eee + + o oo

E) keltirilgan barcha ifodalar funksional gatomi ifodalaydi.
2. Quyidagilardan qaysi biri funksional gator emas ?

&} E_E_O_SE_H)T( & '_s_i_rE_/L# cosnx+siin_nx
n=0(jl + 1) n=0(n + 1) n=0 {N+1)
D) ~ cos2nx+sin2nx barcha orlar funksional
ne0 (e w1
gatordir.
3. Qaysi hollarda SD>,,(X) funksional gator x=xo nugtada
n=0

yaginlashuvchi bo'ladi ?
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I. musbat hadli f>,,(x0) sonli gator yaginlashuvchi bo'lsa .
=0

@®
1. ishorasi o'zgaruvchi f>,(x0) son™ qator absolut
n=0
yaqinlashuvchi bo'lsa

Il. ishorasi o'zgaruvchi sonli gator shartli
n=0

yaginlashuvchi bo’lsa
A) lva Il hollarda B) Iva Ill hollarda
C) llva lll hollarda D) I, Il va Il hollarda
E) fagat | holda

4. Quyidagi xonuqtalardan gaysi birida })éIZHxn funksional
gator yaqginlashuvchibo'ladi ?
A) xo=-1 B) x0=i C)j0=] D)xo=l E) x0=~

5. Funksional gatorning yaginlashish sohasida uning
goldig'i m(x) qaysi shartni ganoatlantiradi ?

A) ligr.(0>0 . B) Jimr.()<o0. C) lime,09=0.
D) Jig(0*0 . E) fgymi) =+,

6. gj’c‘igz funksional gatorning vyaginlashish sohasini
k=ok +1
toping.

A) (-00, °°). B) nn<x<n(n+1),n-0,1,2,--- .
C) ar™k,m=0,£142-". D) x " +al7a=0+1+2— .

E) x*Mn,a =0+1+2-" .
K
7. X @RC7 funksional gatorning yaginlashish sohasini
f=AH)

aniglang.
A) (-00, 00). B) m<x<T7rtji+\),n-0,1,2,-.

C) x*m,n=0£1+2,---. D) x#" +4n,H=0+1+2 -, BE)ar>0
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8. Xx funksional gatoming yaginlashish sohasini toping.

A) (-00,0cC) B) (0,000 CH-2,2) D) (-00,0) E) (-1,
@ 1 H
9. lgg~ X funksional gatorning yaginlashish sohasini

toping.
A) (-00, 00) B) (0, oo
C) (-2,2) D) (-o0 0) E) (-1/2,1/2)

10. £cos*x funksional gatoming xe [n/s, 9/2] bo'lgandagi
yig'indisini toping.

A) — — B) — —
1-sinx 1+ sinjc

C) D) — L E) 1
1-cOc3* 1+ QR QBx

11-*&I> cos** funksional gatoming [a/6, 4/2] kesmadagi
yig'indisini toping.

A) — — B) —

1-sinx 1+ sinx
C) -L - D) — L —
) 1-COSX ) 1+HOOsX B Bx

)
12. Yxn funksional gatoming yaginlashish sohasidagi vyi-

n=0
g'indisini aniglang.
A)-1- B C) — D — E) —

1GJ;X X -1 I-X 1-X I+x
13. rﬁi(* funksional gatoming yaginlashish sohasidagi
yig'indisini aniglang.
A) ~ B) x'*'~ — D) — E) —
) I+ x ) Xx-l X ©) 1-x ) 1-x ) I+ x

@
14. x (-nn"xn funksional gatorning yaginlashish sohasidagi
yig'indisini aniglang.
Mo Bt 9o P e Pk



15, 1(-1)"+#*n funksional gatorning yaqinlashish sohasidagi

vie'indisini aniglang.
1 1 1 r X
M B e O 5 PR B
16.Weyershtrass alomatida funksional gator biror [ab]
kesmada tekis yaginlashuvchi bo'lishi uchun uning w(x) (n=0,1,2,
3,...) hadlariga qanday shart qo'yiladi?
A) \un{x)\<cn B) )I([g!un(x)<cn

C) \w(x)\=Cn D) \w(x)\>Cn E) limw,,(jc)<c,,

5. Darajali gatorlar

1. Quyidagilardan qaysi biri darajali gator emas ?
A) takek B) Zakxxk C) la kx2k+ D) takxk
k=0 *=0 *=0

t=10
E) keltirilgan gatorlarning barchasi darajali gator bo'ladi.
2.Quyidagilardan qaysi biri darajali gator bo'ladi ?

A lak«k. B) £axk2 . C I akx™ . D) | akek .
*=0 *=0 *=(

*=0

E) keltirilgan qat_orlarning barchasi darajali gator bo'ladi.
3. g xk darajali gator qaysi xonuqtada yaginlashuvchi ?
A)xo=2. B)xo=l. C)xo=-2. D)xo=-1.
E) ko'rsatilgan barcha nuqtalarda gator yaginlashuvchi.
4, %)Qk darajali  gatorning yaginlashish  sohasidagi
yig'indisini toping.
2
A)-L B) — C)-L D — =
) +c ) 1-jc ) 1-*2 ) 1+x B 1-x2
5 Yxk darajali  gatorning vyaginlashish  sohasidagi
yig'indisini toping.
A)_L B) — - D B

1+* \-X
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6. Agar R soni £akxk darajali gatorning yaginlashish

radiusi bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qgaysi biri o'rinli emas ?
A) O<x<R sohada gator yaqinlashuvchi.
B) -R<x<0 sohada gator yaginlashuvchi.
C) -R<x<R sohada qgator yaginlashuvchi.
D) Ix I>R sohada gator uzoglashuvchi.
E) keltirilgan barcha tasdiglar o'rinli.

7. Agar R soni *-;OZA« darajali gatorning yaginlashish radiusi

bo'lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri har doim ham o'rinli
emas ?
A) x>R sohada gator uzoglashuvchi.
B) x<-R sohada gator uzoglashuvchi.
C) Ix I>Rsohada gator uzoglashuvchi.
D) x=tR nuqtalarda gator uzoglashuvchi.
E) keltirilgan barcha tasdiglar doimo o'rinli bo'ladi.

8. lﬁawl darajali gatorning yaginlashish radiusi R uchun
Dalamber formulasini ko'rsating .
=i =i = |im am
A) R '\I}&\an\ B) R rlI—IQE*m_l C) R= lim

D) R = lim "/jtfj E) R
lim

0} .
9. kzzatx darajali qatorning yaqinlashish radiusi R uchun
Koshi formulasini ko'rsating .

A) R= limja,] B) R= Ilim C) R=lim H
wi

D) R = lim a\ml E) R=
lim !~ ]

10.&03’* darajali gatorning R yaqinlashish radiusini
toping.



A) R=3 B) R=2 C)R=1 D) R=0
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
11. darajali gatorning R vyaqinlashish radiusini

toping ¢
A) R=3 B)R=2 C)R=l/3 D) R=1/2 E) R=0
)]
12, S -—--- darajali gatorning R vyaginlashish radiusini
v J q g yaq

toping
A)R=3 B)R=2 C)R=l D) R=0

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
13. gg— darajali gatorning R yaqinlashish radiusini toping

BIR=2 C)R=l D)R=0 E)R=°

A) R=3
[ab] kesmada

14. darajali qator yig'indisi qaysi
k=0
uzluksiz funksiya bo'ladi?
A) [ab] =[0,1/3] B) [ab] =[-1/3, 0]
C) [ab] =[-1/3,1/3] D) [a,blc(-\/3,1/3
E) [a,6]=>(-1/31/3) .
15.Agar r\ég,,x" darajali gatorning yaqinlashish radiusi R

bo'lsa, £a,,(x-c)ndarajali gatorning yaqinlashish oralig'i qganday
=0

topiladi?
A) (R-c, R+0) B) (c-R, c+R) C) (-R-c, R+0)
D) (-R-c, R-c) E) (R-c, c-R)
16.-2 NS darajali qatorning vyaginlashish oralig'inii
n=02N1(/7+ 1)
toping.
A(-2,2) B@0.,49 C(-40 D)02) B(44)



6. Teylor va Makloren gatorlari

ly=/(x) funksiyaning Teylor qatori qgayerda to'g'i
ifodalangan ?

a)/(0)+Jmﬂ (x. e,+m2! o W”!«» (*-<)"+m
B) 7(a) +" (x -a)+ CR)2ee #A D (X~

C) FIa)+LU X+ |£x>+...+/ ~oxn+ Tl
D)/ +» (x ) +17N)(x_a)2+...+/(«E)(;c_a), +

2 "
B Ha) +/a(ah£+—(@1x2+- +—(«“ xMH-

2.Agar R«(x) berllgan/(x) funk5|ya Teylor gatorining qoldiq
hadi bo'lsa, bu gatorning yig'indisi (a,b) oraliqgda /(x) funksiyaga
teng bo'lishi uchun qaysi shart zarur va yetarli ?

A) (a,b) oraligda R,,(x) yugoridan chegaralangan .

B) (a,b) oraligda Rn(x) quyidan chegaralangan .

C) (ab) oraligda r!Lrp(Zfr(jc)zo .

D) (a,b) oraligda R,,(x) monoton o'suvchi.
E) (ab) oraligda R,,(x) monoton kamayuvchi.
3. Berilgan/(x) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor
gatorining R,,(x)
goldig hadi Lagranj ko'rinishida qanday ifodalanadi ?

A) ( 1)| (x-x0r H,ce (x0,x) .
f (MH)P) ., &

B) kJ1x)= (+1)|(C 0)stH,ce(.x0,X) .

C) Rnw—(( )?15)7(* cFl%(fDo)Q

D) R =/ MO o0y .

(n+1!
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4. Berilgan /(x) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor
gatorining yigindisi (ab) oraligda shu funksiyaning o'ziga teng
bo'lishi uchun ganday shart yetarli bo'ladi ?

A) (a,b) oraligda biror chekli M soni uchun F(x) I<M .

B) (ab) oraligda biror chekli M soni uchun K(x) I>M.

C) (ab) oraligda biror chekli M soni va barcha n=0,1,2,
uchun I/<">(x)I<M

D) (a,b) oraligda biror chekli M soni va barcha n=0,,2, =
uchun I/K(X) I>M.

E) to'g'rijavob keltirilmagan .

5.Berilgan f(x) funksiyaning Makloren qatori gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A)/(0) +f 'l(io)(r-ra))+/:2g0)(xfa)2 - ++/—<”ﬁ)f°2x -3 +m

B Rn(x)=()zj;i)l)! - ce(x0.%)

+ eoe + 7 (L(«) _a\
B) f(a)+ 1 2l (x a) A (X a) 4=
\a) . .o

O f@)+NPun L~k
DI/ +ml‘ att Zz!a) " +f(rrl?\a)x" +
BN+ ne { imd + .

6.f(x)= sinx funksiyaning Makloren gatoriga yoyilmasini
ko'rsating.

AM\x+¥2- Xy ¢ XD
2! 3! 71
* N
E} x+§+§+°l'-l-----2---ﬂl +
3 5 2a+D)!
) |+X+E +£I +m+x_n+... .
2! 3! ul

« x3+ x5 A(-I)nx21+1+m

D) x----
3 4 (2n +1)!
E) I—r2 +-|/-I ------ + I(-\'Yxm+--- .

204 (2n)!
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7./(*)=cosx funksiyaning Makloren gatorini ko'rsating.
A) i X+EI _Ei+. +(i)»il +.. .
)i 273 Lo n\

) 1H1|2 1x4- -3y .

(2«)!
D) X———Z(—?, % +_Q)"jCZ’Hﬂ.+ RV
) 3 5 (2n+1)
g 102, X H)"xZ
' A ey

8./(x)=ex funksiyaning Makloren gatorini toping.
A) [+ X+X2+-—+X"+---
B) 1+X4+ X224 42X+

1 2 n

P\ |+x+—+'q3 r+X—" + oo
23 n\
X3 x5 NEGULESN

+

3 5 (@20 +1)

x3 x5 (-H"x2,+
3 5 @n+ 1)
+(-)"x2n +
204 (2n)!
10. Quyidagi darajali gatorlardan qaysi biri (-1,1) oraliqda
f(x)=1/(1—%) funksiyaning Makloren gatorini ifodalaydi ?
A) LHEXHX2 4o +xn+e**

E)



J3

B) i+X+P+ . +X ¥

ic2 X3 je"

C) 1+x + -+ -+ - +- + - -
x3 X5 , (-Dnx2n#l |

D) * 3 +05 (2/14-1)!

pi i--Xe4XA o (DTN
24 (2n)!

11.Quyidagi darajali gatorlardan qaysi biri (-1,1) oraligda
IX)=1/(1+x) funksiyaning Makloren gatori bo'ladi ?
A) 1+X+X2+x3H--H +

B) 1- A Xt
) L e

t)| +X+){—2 _;_’(_3 +___+’£ FRYTE
2! 3l

D)I-X +X2-X 3+—+(-1)"XNH—
E) X__Z<_3 X5X7 £ DX

7! @n+D)!

12, (1,1) oraligda /(x)=In(I+x)  funksiyaning Makloren

gatorini toping.
A) LHXFX2+e*F+X toee
B) 1-— — H(-0)"il
2 n
AN +X+X2+ _+_R+m .

D)X X3 4 X5 “4,( ) nx 2l -

3 5 28+1)!
E), X3 (—|)"+1X"_+.
2 3

13./(x)=arctgx ~ funksiyaning Makloren qatori qayerda
ifodalangan ?

A) [HX+x2+"+x"+"
B) i-£ +M L H(]EN ...
) i-E )L +(D)'E

1o x+ — + — v —

2! 2 W
D)x_fi +fl_, (-1)"*2*1
3 5 2n+1
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2 3 n
14./(x) =yx+4 funksiya Makloren qatorining  3-hadini
toping.

Ad By Sy DY EhH
15./(x)=(1+x)*  funksiya uchun  binomial  gatorning
yaqinlashish oralig'ini ko'rsating.
A) (0,1) B) (-1,1) C) (1,00 D) (x>, 00 E) (-a, a)
16. f(x) =elx funksiya uchun Makloren gatorida x3 daraja
oldidagi koeffitsent giymati nimaga teng ?
A) 3. B)35. C)4. D) 45. E)5.

7. Darajali gatorlarning ayrim tatbiglari

1 Darajali gator yordamida quyidagi masalalardan ga
birini yechib bo'Imaydi ?
A) ildizlarning tagribiy giymatini hisoblash .
B) funksiyaning taqribiy giymatini hisoblash .
C) noelementar boshlang'ich funksiyani topish .
D) funksiyaning davriyligini aniglash .
E) keltirilgan barcha masalalar darajali qator
yordamida yechiladi.
2. LW, ildiz taqribiy qgiymatini tegishli binomial gatorning
dastlabki uchta hadini olish orgali toping .
A) 3_12 . B) m . C')ES . D}‘ 2_88 . E) 1_15 .
3. V7 ildiz taqribiy giymatini tegishli binomial gatorning
dastlabki uchta hadini go'shish orgali toping .

A — . B) — . ™ D) —_ . E)— -
) 312 ) 288 C) 203 ) 277 )135

4. sinl tagribiy giymatini t/=sirur funksiya uchun Makloren
gatorining dastlabki uchta hadini olish orgali toping.

A) 11/12 . B) 101/120 . C) 111/121 . D) 1107121 .
E) 107/120.



5. cosl tagribiy giymatini y=cosx funksiya uchun Makloren

torining dastlabki uchta hadini olish orqali toping.

A) /2 B)11/21. C)13/24. D)9%20. E)17/35.

6. e sonining taqribiy giymatini  y=ex funksiya uchun
Makloren gatorining dastlabki to'rtta hadini olish orgali toping.

A) 8/3. B)1l/4. C)14/5. D)17/7. E)25/9.

7. n/4=arctgltenglik va y=arctgx funksiya uchun Makloren
gatorining dastlabki uchta hadini olish orgali n sonini tagribiy
giymatini toping.

A) 52/15 . B) 55/17.  C) 257/75.

D) 334/105.  E) 397/120.

8. I|m*~In’\+X) giymatini darajali qgator yordamida

x*0 cosx-1
hisoblang.
A)0 B)1. C) -1. D) oo . E) /3.
9. iim'r ~ad& giymatini darajali gator yordamida
X Sinx
hisoblang.
A0 B) 1/2. C) -1/2. D) - . E) V3
10. ll*rr65|n*-aragx giymatini darajali gator yordamida
hisoblang.
A)O. B) 1/3. C) -1/3. D) - . E) 1/2.

11.Ushbu elementar bo'lImagan F(x) :X\!-‘-;ft-o-s-tdt boshlang'fch
0
funksiyani darajali gator ko'rinishida ifodalang .

A= u B Fo=P ()%

t=i (2k)\ k-1 2k(2Kk)\
2K 2k
C =1 (-*4J— . D) F(x)=£ (-1)*4j —
) F(X) *Zi( ) (2«)! ) (le ( ?k +J|
E) FW-£ g *tjH
i (@)
12. ?f—ef-——-dt integralni darajali gator ko'rinishida ifodalang.
0t
o\ x» ® » M x»
Al ~ . B) z(-i) 7- « OATT;-

] K K=\ Kk mA
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/
D -N*/ - - .
)*% i .54
13. —————1—dx integral qiymatini sonli gator ko'rinishda
ifodalang
4 @1 ® ) !
A) J‘Zi* )é( D «f Q jZiKi{\
@ 1 01
DK g B R

14. |----- dx aniq mtegralnlng tagribiy  giymatini integral
0 X

ostidagi funksiya uchun Makloren gatorining dastlabki uchta
hadini olish orgali toping.

A)1493/1500. B)1579/1600. C) 1671/1700.

D)1703/1800. E) 1837/1900.

15.jhiO-flydx anu integralning tagribiy giymatini integral
0 X

ostidagi funksiya uchun Makloren qatorining dastlabki uchta
hadini olish orgali toping.
A21/26 . B)3L/36. C)41/46 . D)51/56 .  E) 61/66

8. Furye qatorlari
1. Trigonometrik gator gayerda to'g'ri ifodalangan?
A) 7+*:i A +X) +hksinE +*)] .

X - X
B)" + %\ akcos?+bksmK—
Q 5 wl::FZ[«* cos(x -k) +bksin(x- £)] .
D) 42r+’\,j:%1*oosfoc+b"sinfcc] :
-+ N N JNgj *
E)rt2 *:'Z cos sind*] _
2. Jsinfixeosnxdx=0 tenglik m va n butun sonlarning gaysi

qiymatinzalrida o'rinli bo'Imaydi?
A) m>n . B) m<n . C) m—n . D) m*n .
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M
3 \a®Bmxcosnxdx =0 tenglik mwan butun sonlarning qaysi

E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinli bo'ladi.

x
giymatlarida o'rinli bo'Imaydi?

A) m>n . B) m<n . C) m—n . D) ron .
E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinli bo'ladi.
n
4 Jsinmxsin nxdx =0 tenglik mvan butun sonlarning qaysi
-n
giymatlarida o'rinli bo'Imaydi?
A) m>n . B) m<n . C) m=n. D) m*n .

E) ko'rsatilgan barcha hollarda tenglik o'rinli bo'ladi.
5.Davri 2n bo'lgan f(x) funksiyaning Furye gatoridagi ozod
had imqaysi formula bilan aniglanadi?

A) a0=—\f(x)dx. B) a0=—fF/(x)sinxdx. C) a, = - \f(x)cosxdx.
niK A-K

D) «o=- \.f2(x)dxm E) a0=- |Fp)\Ix.

6.f(x)=xg+rlx, -n<x<n, funksiyz;;iixng Furye gatorining ozod
hadi so gaysi formula bilan hisoblanadi?
A) 0 ——f (4% dx. B) a0="1F(1 +x)sin

% -x

C) a0 —i H1 +x)cosxdx.

71 _n
D) a0=- J1+ E) a0= - \‘(\+x)\ix

7.8{x)= X- 1 -n<x<n, funk5|yan|ng Furye gatoridagi ozod had
giymati nimaga teng?
A)2n. B)-2n. C) 2. D)-2. E)O.
8.Davri 2n bo'lgan f(x) funksiya Furye gatorining coskx
oldidagi akkoeffitsient gaysi formula bilan aniqlanadi?

A)ak=—1J/(jc)cos xdx .
* X

B)at =—\f(x)cos(x +k)xdx .

n,-xX

n
C) ak=—jf(x)coskxdx .

n -x



9.f(x)=x+I, -n<x<n, funksiya Furye qatorining cosfct
oldidagi ak koeffitsient gaysi formula bilan hisoblanadi?

_ 1% . i _ 1 .
A) ak==j(l +jfcos xdx . B)a” =— J(I +X)’ cosxdX .
14 | n
C) ak=— |(1 +x)coskxdx . D) ak=—J(l +;C)COSX*£&;
Aa-K n-n

E) ak=i§|l+x\coskxdx .
7

10. f{x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye qatorining coskx

oldidagi ax (k*0) koeffitsienti giymati nimaga teng?
A)e*=i B)a*=U~" D) ak=(-1)* E) ak=0.
K K K

11. Davri 2n bo'lgan f(x) funksiy Furye qatorining sinfcc
oldidagi sk koeffitsient gaysi formula bilan aniglanadi?

A)6a=— \f(x)sinkxdx B)bk =— \f(xs\nkx)dx

Aa -71 ~o-T1

C) bk =— |1/(jc)sin htylx D) bk =—\f(x)smkxdx

a -7r A -4

E) bk =—J]/(jc) |sinfcaEc
71_n

12. f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye qatorining sinfcx
oldidagi sk koeffitsient gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) bk =i.7l'|(1 +x)sin I_de



P

13. f(x)=x+1, -n<x<n, funksiya Furye qatorining sinkx
oldidagi kk (kLL, koeffitsienti giymati nimaga teng?
A) k=0

RU=t*

(-D*
C) bk=k*

DK=f(-D*4

E) bk="(~ )k

14. Dirixle teoremasining tasdig'ini ko'rsating: Agar f{x) davri
2n va [-ng] kesmada bo'lakli - monoton hamda chegaralangan
funksiya bo'lsa, uning Furye qatori barcha x nuqtalarda
yaginlashuvchi va uning yig'indisini ifodalovchi S(x) funksiya ...

I. barcha x nugtalarda/(x) giymatga ega bo'ladi.

Il f(x) funksiya uzluksiz bo'lgan xo nugtada f(xo) giymatga ega
bo'ladi.

1./(x) funksiya uzlukli bo'lgan xo nuqtada \(xo-0)+ f(xa+0)]/2
giymatga ega.

Al. B) Il C) 1. D) llvalll.

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

15. Dirixle teoremasida/(x) funksiya uchun quyidagi shartlardan
gaysi biri talab etilmaydi?

A)f(x) funksiya 2n davrli .

B) f(x) funksiya differensiallanuvchi.

C) f(x) funksiya [-nn\ kesmada bo'lakli - monoton .

D)f(x) funksiya [-5,9] kesmada chegaralangan .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

16. 2n davrli tog f(x) funksiyaning Furye qatori ganday
ko'rinishda bo'IG%di?

A) /(%)= ijn(cosnx-sinnx) .

B) / (*) —" +f> cos/Ur .

C)Y/(x)=— + @ ,(cosnx +smnx) .

”ﬂ

D) /W =£*_sinnX .

E) to'g'ri ja\lftl)b keltirilmagan .
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Insondagi eng asl gobiliyatlardan biri-
matematik fikrlay olishidir
Bernard Shou
XI1-BOB. IKKI O'LCHOVLI, UCH O'LCHOVLI VA
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR
§ 13.1. Ikki o'lchovli integrallar va ularni hisoblash
§ 13.2. Massasi tekis tagsimlangan yuzaning (zichligi M=\
bo'lganda) og'irlik markazi va inertsiya momentlari
§ 13.3. Uch o'Ichovli integral va uning tadbiqi
§ 13.4. Birinchi tur egri chizigli integrallar
§13.5. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar
§ 13.6. Grin formulasi. Sirt bo'yicha olingan integrallar.
Ostrogradskiy va Stoks formulalari

§ 13.1. Ikki o'lchovli integrallar va ularni hisoblash

xOy tekislikda 1yopiq chiziq bilan chegaralangan D soha va
unda uzluksiz z=f(x,y) funksiya bilan aniglangan sirt berilgan
bo'lsin.

D sohani ixtiyoriy chiziglar bilan n ta:

As,as..AS,

bo'laklarga (13.1-shakl) bo'lamiz.

13.1-shakl
Ularning yuzalarini mos ravishda (belgilashni
o'zgartirmasdan) [5,/B2..[B,deb belgilaymiz. Har bir bo'lakchada
ixtiyoriy (xoh bo'lakchaning ichida , xoh chegarada bo'lsin) n ta
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» p />,nugtalarni tanlaymiz. Tanlangan nuqtalarning har birida
funksiyaning F{PAF(PA-f(P,) giymatlarini hisoblaymiz va /(p,) m,
ko'rinishidagi KOo'paytmalardan yig'indi tuzamiz:

v, =/(pi)a.s, +/(52)-A52+..+/(p,,)-as,, =>g(p,)-&s, (13.1)

Bu yig'indi D sohada f{x,y) funksiya uchun integral yig'indi
deyiladi.

Agar D sohada f(x,y)>o0bo'lsa, u holda /(p,) a, ko'paytmani
geometrik manoda asosi fst, balandligi ./(P) bo'lgan kichik

silindrchaning hajmi deb garash mumkin.

V,, vyig'indi, elementar (kichik) silindrchalar hajmlari
yig'indisidan iborat bo'lib, yuqoridan tenglamasi z=f(xy) (
f(x,y)>0) bo'lgan sirtning gismi, pastdan z=o tekislikdagi D soha
va yasovchisi Oz o'qga parallel, yo'naltiruvchisi D-sohaning

chegarasi 1 chizigdan iborat bo'lgan silindrik sirt bilan
chegaralangan jismning (12.2 -shakl) hajmidan iborat bo'ladi.
z
13.2 -shakl

Ta'rif (1). Integral yig'indining n+° da, g5 bo'lakchaning
eng katta diametri nolga intilgandagi limitiga (agar bu limit
mavjud bo'lsa) D sohada f(x,y) funksiyadan olingan ikki o'lchovli
integral deyiladi va

\\f(P)dS YOKi \\f{x,y)dxdy
¢ ©

ko'rinishida belgilanadi, ya'ni
V= lim YJf{P,)bSI =\\f(x,y)dxdy (13.2)

Bu yerda D-integrallash sohasi deyiladi.
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Ikki o'lchovli (1) integralni hisoblash masalasini garaymiz.
D soha y=/{x) va y=f2(x), x=a va x=b chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiya bo'lsin (13.3-shakl).

13.3-shakl

Bunda /{*) va /2(*) funksiyalar [ab] kesmada uzluksiz
bo'lib, /,(x)<f2(x) , a<b deb qabul qilamiz. D soha
shundayki,uning ichki nuqtalaridan o'tadigan va koordinata
o'glaridan biriga, masalan Oy o'giga parallel har ganday to'g'ri
chizig, uning chegarasini M va M nuqtalarda kesib o'tadi.
Bunday soha Oy o'gi yo'nalishida to'g'ri soha deyiladi. [Ox 0'gi
bo'yicha to'g'ri soha ham xuddi shunday aniglanadi],

f{x,y) funksiya D sohada uzluksiz bo'lsin.

Ikki karrali integral deb ataluvchi
bf M)
\f{x,y)dy dx
«Um
ifodani garaymiz. Bu integralni hisoblash uchun avvalo x ni
0'zgarmas miqdor deb garab, ichki integral hisoblanadi. Natija x
ga bog'liq bo'lgan uzluksiz funksiya bo'ladi,
LU

b x)= ff{xy)dy

Bu funksiyani [a, b] kesmada x o'zgaruvchi bo'yicha

integrallasak,
b

ID=]d(x)n

Natija gandaydir o'zgarmas son bo'ladi.



f.. L

Xususiy holda to'g'ri soha to'g'ri to'rtburchak ko'rinishida
bo'lishi ham mumkin. Bu holda D soha x=a,x=b,y=c,y =d to'g'ri
chiziglar bilan chegaralangan bo'ladi (13.4-shakl). Ham Ox, ham
Oy o'glar yo'nalishida to'g'ri bo'lgan soha gisqacha to'g'ri soha,
yoki standart soha deb ataladi.

y

13.4-shakl
Biz yuqorida, 2-shaklda ifodalangan jismning hajmini ikki
o'lchovli
V =3 f{x,y)dxdy (13.3)
D

integral yordamida hisoblagan edik. Endi shu hajmni
parallel kesimlar yuzalari yordamida hisoblaymiz.

Qaralayotgan jismni x =const(a <x <b) tekislik bilan kesamiz.
Kesimda hosil bo'lgan s(x) yuzani hisoblaymiz (13.5-shakl). Bu
z=f(x,y) (x=const) , z -0 , y=f{x), y=f2(x) chiziglar bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasidir.

Buyuza

f,U)

5(*)= \f{x,y)dy (13.4)
fM
Injtegral bilan ifodalanadi. Parallel kesimlar yuzalarini
bilgan holda jismning hajmini oson hisoblash mumkin.
b
V =] S(x)dx



135- shakl
yoki s@r) yuza uchun (6) ifodani qo\‘ysak,
dx (135)

formulani hosil gilamiz (13.3) va (13.5) formulalarda chap

tomonlar teng, demak, ularning o'ng tomonlari ham teng bo'ladi.
tt/iM
v =]\f{x,y)dxdy =1 \f{x,y)dy dx (13.6)
D viM i
Tekis figuralaming yuzi S ham ikki o'lchovli integral

ko'rinishida berilishi mumkin. Bunda f{x,y)=I deb olinadi.

S =jjdxdy (13.7)
D
Bu yerda integrallash sohasi to'g'ri soha bo'lsa, u holda:
b(hi*) \ b
s =) \Ax,y)dy rft=J|/2(jf)-/Ljc)]ix (13.8)
»WVIW Y a

Ikki o'lchovli integralni hisoblashda o'zgaruvchilami
almashtirish ba'zan qulaylik beradi.
Faraz gilaylik,
n=uxy)l
oM 411 >
Funksiyalar berilgan, bu funksiya xOy tekislikning biror D
sohasida aniglangan, uzluksiz xususiy hosilaga ega.
X =*(u,v)l

Y - M <310>
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bo'lsin, u holda D sohaning har bir u(xy) nugtasiga biror
qiymat aniglovchi uy) sonlar jufti mos keladi, ya'ni quyidagi

formula O'rinli bo'ladi
3 f(x,y)dxdy =33/[x(u, v),>(u, v)ly(u, v)]rfurfv (13.11)

yoki
11 f(x,y)dxdy =JqJ F(u,\)j\dudv (13.12)
D

Bu yerda ] determinant *uVv) va yuv) funksiyalarning
funksional determinant yoki yakobian deb yuritilib, uning
giymati

dx dx

I'% |
du dv

determinant bilan hisoblanadi.

Formula D soha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integralni
hisoblashni Dxsoha bo'yicha olingan ikki o'lchovli integralni
hisoblashga olib kelishga imkon beradi.

Xususiy holda qutb koordinatalar sistemasida (13.10)-
formula quyidagi ko'rinishiga ega bo'ladi.

5 ZFIMA, (13.12)

Bu almashtirishda yakobian quyidagicha hisoblanadi

i(p,a) =— e— - — «— =cospcostp +psirnpsinP= p(coszp+sin2 <P=p
dp dp dp dp
U vaqtda (12.11) formula quyidagi ko'rinishni oladi.
JJ f(x,y)dxdy =JJ f(p cos <p,psin (p)pdpd<p (13.13)
D

Dx
Agar D soha qutb burchaklari xva  <p2bo'lgan nurlar
va p=pi@ p=pP (a P2 egri chiziglar bilan chegaralangan
bo'lsa, bu sohaga mos keluvchi qutb koordinatalari
E5{gx <<p<<p2; ~PjW!
sohada o'zgaradi va (13.13) formula quyidagi ko'rinishni
oladi
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DI [
3 f(x,y)dxdy = Jdw J/(pcos (/5sin tp)dypdp
b @ AO

Ikki o'lchovli integrallami hisoblang
%})/Cr.-vw-y integralning integrallanish chegralari

aniglansin. Agarda integrallanish sohasi S : y2-x2=1 giperbola va
x=2 va x=-2 ikkita to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan soha.
13.2. jjxydxrfy, 0~™Mx<1,0<y <)

133 \\e">dxdy, (O”"X<L0£y"2)

13.4. J3sin(x + y)oxdy,

135 x=0 =>=3to'g'ri chiziglar va y =x2 parabola bilan
chegaralangan D sohaning yuzini toping.

13.6. x=1 x=2 y=0to'g'ri chiziglar y =exegri chiziq bilan
chegaralangan D sohaning yuzasi hisoblansin.

Ikki karrali integrallami hisoblang

13.7i*) %6y b) idbdy ikki karrali integrallami hisoblang.
Y )bxf)a(ydy J J

| I
13.8. \dx\xydy ikki karrali integrallami hisoblang.
4 2 5 2 11

13.9. 3 dx\xydy 13.10. \dx\(x +y)dy 13.11.jdyjex-4y

2 1 3 0 0 0
xil

0
13.12. jdy f cos(x +y)dy
+y)akdy ikki o'lchovli integral hisoblansin. Bu yerda D

soha wuchburchak bo'lib, quyidagi to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan.
13.13. x=0, ~=0, x+y =3 13.14. x=a, y=0, y=x
13.15. JIxdydx integralni xy=6, x+ - 7=0 chiziglar bilan

chegaralangan D sohada hisoblang.
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13.16. \\xylokdy integral x2+y2=4, x+y-2=0 chiziglar

.
bilan chegaralangan D sohada hisoblang.
13.17. fixydxdy integral xy=i, y-xc=0 va *=2 chiziglar bilan

chegaralangan D sohada hisoblang
13.18. 1 :\dy] /m 20k ikki karrali integralni hisoblang.

0o Ox +Yy

h y . , .
13.19. \dy \' —ek ikki karrali integral hisoblansin.

0o 0 3

Lan
dx \(x+y)dy ikki karrali integral hisoblansin.
o

o

Karrali integralda integrallash tartibi o'zgartirilsin

13.21. dejf(x y)dx 13.22.jdyfzdx

Ikk| o'lchovli integralda integrallanish chegralari
aniglansin
13.23. jif(x,y)dxdy D soha x2+y2=4x, x2+y2=% aylanalar va

y=x, y=2x t0'g'ri chiziglar bilan chegralangan
13.24.jjf(x,y)ddy D soha x— y=x y=oto'g'ri chiziglar bilan

chegralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.25. Markazi koordinata boshida va radiusi p bo'lgan
doiraning yuzasi topilsin.

13.26 z=q y+z=2 tekisliklar va y=x2 silindr bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

13.27 *=i, ~=0 to'g'ri chiziglar va y=x3 parabola bilan
chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.28. x=0, x=2, y=0 to'g'ri chiziglar va y=e* egri chiziq
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.29. *=0 =>=] y=3to'g'ri chiziglar va y=exegri chiziq
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.30. ==i, y=-x to'g'ri chiziglar va x2+y2=-2y aylanalar
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.
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13.31. yr=x+2 parabola va x= to'g'ri chiziq bilan
chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.32. y=x, y=5x va [g=1 to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan sohaning yuzasi topilsin.

13.33.y =-) y =2){x parabolalar va x=4 to'g'ri chiziglar va
bilan chegaralangan sohaning yuzasi hisoblansin.

13.34 Jyji-ix2+y 2)dxtiy ikki o'lchovli integralda o'zgaruvchi

almashtirilsin. Bu yerda D soha x2+y2=1 aylana bilan
chegaralangan.
13.35. ftyi-~-p-dxdy ikki  o'lchovli integral qutb

koordinatalar sistemasida hisoblansin. D soha ’g£+6£=i eIIiPs
bilan chegralangan.
13.36. jty4-2 1 -j--dxdy ikki o'lchovli integral hisoblansin. D
D' Q &

soha: » +—=lva =lchiziglar bilan chegralangan.

Quyidagi integrallar qutb koordinatalar sistemasiga
o'xshash yo'li bilan hisoblansin

13.39. y=0, y-x to'g'ri chiziglar va x2+y2=2x aylana
bilan chegaralangan D sohaning yuzasi hisoblansin.

13.40. Pastdan va yon tomondan koordinata tekisliklari va
x+y- 3=0 tekislik bilan vyuqiridan z=4x2+2y2+l elliptik
paraboloidning mos gismi bilan chegaralangan jismning hajmini
hisoblang.

13.41. x=~r+™ elliptik paraboloidning *=*(*>0) tekislik
bilan kesilgan gismining hajmini toping.

13.42. A 4A-4A = ellipsoidning hajmini toping.



13.43. *=g y=°. z=0>X=Y y=4 tekisliklar va z=x2+y2+
araboloid bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

W4 x=0 x=0 z=0 va #{+:=i tekisliklar bilan

chegaralangan jismning hajmi topilsin.

13.45. *=q y=q z=0 va 2x+3y-\2=0 tekisliklar bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

13.46. x2+y2-az =0 paraboloid, (x2+y2f =a2(x2-y2) silindr va
z=otekislik bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

13.47. z=q x+y=l, x+y+z =3 va 2jr+3y- 12=o0 tekisliklar bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

13.48. x2+y2=R2 silindr bilan kesilgan x2+y2+z2=a2 sfera
sirtining yuzasi topilsin.

13.49. z2=x2+y2 konusning x2+y2=2x silindr bilan
kesilganda hosil bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.

13.50. x2+y2=Rx silindr bilan x2+y2+z2=r2 sfera kesilganda
hosil bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.

1351. x2+y2=a2, y2+z2=a2 silindrlarning umumiy qismi
bo'lgan sirtning yuzasi topilsin.

1352. 2%=x2+y2 paraboloidning x2+y2=l silindr bilan
kesilgan gismining yuzasi topilsin.

13.53. Bir jinsli doiraning radiusi r gat eng bo'lsa, uning
urinmaga nisbatan statik momentini toping.

13.54. Radiusi R ga teng bo'lgan doira markaziga va
diametriga nisbatan inertsiya momenti topilsin. (Doira xoy
tekisligida bo'lib, u=I bo'lsin).

13.55. x2+y2=a2 doira ustki yarmi og'irlik markazining

koordinatalari aniglansin.
13.56. £Il+zI= ellipsning a) Oy o'giga nisbatan, b)

koordinata boshiga nisbatan inertsiya momentlari topilsin.
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8 13.2. Massasi tekis tagsimlangan yuzaning (zichligi
bo'lganda) og'irlik markazi va inertsiya momentlari

Massasi tekis tagsimlangan S yuzaning og'irlik markazi
koordinatalari:

| | xdxdy ffydxdy
(13.19)

Syuzaning inertsiya momentlari:
|, =ffyandy, |, =jjxabely, 10=Jfrady  (13.15)
© ) ©)

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan yuzaning og'irlik
markazi topilsin:

13.57. y =0 va y =sinx sinusoidaning bitta yarim toiqini.

13.58. y=x2, x=4, y=0

1359. yl=axva y = x .

13.60. x%+y12:a22va v=0.

13.61. x5+y3=a3 astroida va Ox o0'g bilan chegaralangan
yuzaning og'irlik markazi.

Quyidagilaming og'irlik markazlari aniglansin :

13.62. v2=ax, x=a, y=o lar bilan chegaralangan parabola
yarim segmentining (y > o bo'lganda).

13.63. Ox 0'q bilan kesilgan §+t\)£=i yarim ellisning.
13.64. y=a+— >=2i va i =o chiziglar bilan chegaralangan

yuzning Oy o'qga nisbatan inertsiya momenti aniglansin.

13.65. Uchlari A(I;1), B(2;l), C(3;3) nuqtalarda bo'lgan
uchburchak yuzining Ox o'qga nisbatan inertsiya momenti
aniglansin.

8 13.3. Uch o’Ichovli integral va uning tadbiqi
Agar (V) soha a<x<b, ytHyZyZxX\ zt(d,y)<z<zl{dy)

tengsizliklar bilan aniglangan bo'lsa, u holda
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b yrM

T * | ¥,z)dxdydz =jdx J[y |F(x,y,z)dz
® S0 2

F(x,y,z) =1bo'lganda V ning hajmi hosil bo'ladi. Hajmi V ga
teng bo'lgan bir jinsli jismning og'irlik markazi koordinatalari
auvidagi formulalar bilan topiladi:

¥ =—jJI ydxdydz va hokazo.
L TNG v (1

13.66. az=x2+y2, 2az=a2- x--y2 sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi aniglansin.

13.67. x2+y2-z2=0 x2+y2+z2=a2 sirtlar bilan chegaralangan
jismning konus ichidagi gismining hajmi aniglansin.

13.68. x2+y2-z2=0 konus sirti x2+/- +z2=2az shaming hajmini
31 nisbatda bo'lishi ko'rsatilsin.

13.69. Yoglari x+y+z=a, x=0, y=0 z=o0 tekisliklar bilan
tashkil etilgan piramidaning har bir nuqtasidagi zichlik shu
applikatasi z ga teng. Piramidaning massasi aniglansin.

Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan bir jinsli jismning
og'irlik markazi aniglansin:

13.70. x+y+z=a, x=0, y=0 z=0 13.71. az=a2-x2-y2, z=0

Quyidagi uch o'lchovli integralni hisoblang.

13.72. jdxjdyjdz 13.73. j dxjdyj(x +y +2)z

13.74. Jdxjdyjxyzdz 13.75. jdxjdyjx3y’zdz 13.76.
jax dy ] InG@xy)
{x-e\x+y-e)

8 13.4. Birinchi tur egri chiziqli integrallar

xOy tekislikning biror D sohasida tenglamasi y=<p(xX) (a<x<b)
bo'lgan L sillig chizig to'laligicha joylashgan (yotgan) bo'lsin.
f(x-y) funksiya shu L chiziqdagi AB yoyining har bir nuqtasida
aniglangan va uzluksiz bo'lsin.

AB yoyni a=a0, a, a2..a,=b nuqgtalar yordamida
uzunliklari g bo'lgan n ta ixtiyoriy bo'laklarga bo'lamiz.
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Bu bo'laklaming har birida ixtiyoriy ravishda

M20R2,y21 ..M >y Im, (xmy,)e&s:,1=1 i) nugtalarni  tanlab
olamiz. Tanlab olingan nugqtalarning har birida f(x,y)
funksiyaning qiymatlarini hisoblab

f(x, +f(x2,y2)-M2+...+f(X,,y,)-M, :;f(xny,)A!, (13.16)

yig'indini tuzamiz. Hosil bo'lgan bu yig'indi L chizigning AB
yoyida f(x,y) funksiyaning integral yig'indisi deyiladi. Bu yerda
shuni ta'kidlash kerakki, har ganday berilgan /(* V) funksiya va
AB yoy uchun bu yoyni har xil ko'rinishda n ta bo'lakka bo'lib,
ularda bittadan wm, eg/, nugtalarni tanlab olish mumkin. Bu yerda
shuni ta'kidlash kerakki, har ganday berilgan f(x,y) funksiya va
AB yoy uchun bu yoyni har xil ko'rinishda n ta bo'lakka bo'lib,
ularda bittadan wm, e/, nuqgtalarni tanlab olish mumkin.

Natijada (13.16) ko'rinishdagi to'g'ri integral yig'indilarni
tuza olamiz. n ni cheksiz orttirib,
Tax/ —0 *

bo'lganda (13.16) integral yig'indining limitini (agar mavjud
bo'lsa) hisoblash mumkin.

Ta'rif; (*) shartlar asosida (13.16) ko'rinishdagi integral
yig'indilaming limiti mavjud bo'lib, u yagona bo'lsa, bu limit
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fay) funkiyadan AB yoy bo'yicha olingan | tur egri chizigli
integral deyiladi va
Mxy)u= I|m YI(x Y.)-M, (13.17)

ﬂB

ko'rinishda yoziladi. Bu yerda di-yoy differensiali deyiladi
va di=i{dxf Hdyf formula yordamida hisoblanadi.
I tur egri chizigli integralni hisoblashda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin.
1. Agar L chizigdagi AB yoyning tenglamasi y=* (a<x<b)
ko'rinishda bo'lsa, u holda (13.17) I tur egri chizigli integral
J /(Xy)dt = \f[x\ <p()ll +H-r)]2dx (13.18)

AB AB

formula yordamida hisoblanadi.
2. Agar L chizigning tenglamasi x=i/4y) (c<y<d) ko'rinishda
bo'lsa, u holda (13.17) integral
If{x.y)dl = Jf{w{y) YIVK.v)]2 +\dy (13.185)

AB AB

formula yordamida hisoblanadi.

3.Agar L egri chiziq parametrik  ko'rinishdagi
x=gAN\ y =iy(t)  <t<t2) tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda
(13.17) egri chizigli integral

DO =] PO/ P +Iv lect (13.19)

AB

formula yordamida hlsoblanadl
4. Agar L egri chiziq fazoda x=x\ y=y(t) va z=z(t) (<<<<f)
tenglama bilan berilgan bo'lsa, u holda (13.17) integral

\f{x,yyii = )f[x(t\y{t\ z(Nx' (tf +[/(/? +N0T dt (13.20)

AB

formula yordamlda hisoblang.
13.77.3(x-y)d1 egri chizigli integralni L-to'g'ri chizigning

A(0;0) va B(4;3) nuqtalari orasidagi kesmada hisoblang.
13.78. \pe+yryn egri chizigli integralni to'g'ri chizigning

A(a;a) va B(Lb;b) nuqtalari orasidagi kesmada hisoblang (b>a).
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L -
13.79.fy av egri chizigli integralni *=Iny funksiyaning y =i va

y =2 nuqtalari orasidagi yoyda hisoblang.

13.80. A(2; 2) va B(2; 0) nuqtalar berilgan. 1) OA to'g'ri
chiziq; 2) y=y parabolaning oa yoyi; 3) OBA siniq chiziqg
bo'yicha j{x-+y)dx hisoblansin.

©
Quyidagi egri chizigli integrallarni hisoblang.

13.81. JL)? y bu yerda L: y:-2~x-2 to'g'ri chizigning nuqtalari

(0; -2) va B(4; 0) orasidagi kesma.
13.82. fxyds, bu yerda L: uchlari A(0; 0), B(4; 0), C(4; 2) va

D(0; 2) bo'lgan to'rtburchak.
13.83. Jw/, bu yerda L: y2=2px parabolaning A(0; 0) va

B(2p;2p) nuqtalari orasidagi L yoyni hisobalng.
13.84. |(x2+/)™ , bu yerda L: *=acosf, >=adniaylana.

L

13.85. Jxysfbu yerda L: ) ellipsning choragi.

813.5. Ikkinchi tur egri chiziqgli integrallar

P{xy) va Qxy) funksiyalar y=9) (a<x<b) tenglama orqali
ifodalangan L egri chizigning AB yoyi nuqtalarida aniglangan va
uzluksiz bo'lsin. AB yoyni a=a,.a,a2..an,an=B nuqtalar
yordamida ixtiyoriy ravishda uzunliklari 2.4, bo'lgan
bo'laklarga bo'lamiz.

Bu bo'laklarda M{x;y,) ¢=u) nugtalarni ixtiyoriy tanlab

E NWiY  +Qix\y,)by] )

ko'rinishdagi yig'indin.i hosil gilamiz. Bu yig'indi P(xy) va
Qixy) funksiyalar uchun koordinatalar bo'yicha integral yig'indi
deyilib, unda pg*.ay, miqdorlar g, yoy bo'lakchasining mos
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ravishda Ox va Oy o'glaridagi proyeksiyalarini (akslarini)
bildiradi.

Ta'rif: (**) integral yig'indining nmaxA, >0 va Tax[y(->0
bo'lganda limiti mavjud bo'lsa va u Mfcy,) ¢/=u) nugtalarning
tanlab olinishiga bog'lig bo'Imasa, u holda bu limit
Pxy)dx+Q(xy)dy ifodadan AB yoy yo'nalishi bo'yicha olingan 1l tur
(yoki koordinatalar bo'yicha) egri chizigli integral deyiladi va

\P(x,y)dx + Q(x,y)dy

ko'rinishda yoziladi.
Ta'rifga asosan

ip{x.y)dx +Q(x,y)dy =J im £[/°(%;.> T +0{x"Y,YAV] (13.21)
AB wax Ar-*0
max >0

formula Il tur egri chizigli integralni hisoblash formulasi
bo'ladi.

I tur egri chizigli integralni hisoblashda quyidagi hollar
bo'lishi mumkin.

1. AB yoy y=9K® (a<x<b)tenglama bilan berilgan bo'lsa,
u holda Il tur egri chizigli integral

$P{x.y)dx +Q(x.y)dy =\{p[x,<p{X)]+Q[x,<p(x))tp*{X)\ix (13.22)

AB

formula bo'yicha hisoblanadi.
V. Agar x=y/y) (c<y<d) bo'lsa, u holda

JP(x,y)dx +Q(x,yldy = |\P[v{y\y\v'(y)+0 [i{y \yNy (13.220

formula bo'yicha hisoblanadi.

2. Agar L egri chizig parametrik ko'rinishdagi
*=qf\ y=v(t) (*<t<t?) tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, u holda
Il tur egri chizigli integral

\P{x,y)dx +Q(x,y)dy =J Bt)+eW»MO1-/(")* (13.23)
L i

formula bo'yicha hisoblanadi.



3. Agar L egri chizig fazoda* =*{t\ y=y(t\ z=z()
formulalar bilan berilgan bo'lsa, u holda II tur egri chizigli
integral

J P(,y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz =

=K b1 Bl )] x () + QIXEW U1V + {X(<DWe()]-Atyt

(13.24)
formula bo'yicha hisoblanadi.

13.86. jxdv egri chizigli integral ~+f =1 to'g'ri chizigning
absissalar o'gi bilan kesishgan nugtasidan ordinatalar o'qi bilan

kesishgan nuqtasigacha bo'lgan kesmada hisoblansin.

13.87.f xydx+(y-x)dy egri chizigli integral

l) y =X, 2) Yy =x2, 3) Y =x\

4) y2=x egri chiziglarning n(0,0), 5(;l) nugtalar orasidz
burchagida hisoblansin.

13.88. y=x dy:%xdx og d, (13.22) formulaga Iio'ra

frydy +(y-x)dy =X x2+(x2- x)-2x\b =] ([@A3+2x2-2 x 2)dx =

=faxAx-faxak=3 — _2.%] 3-2-7-
0 0 40 3 4 3+
13.89.  y=x\ dy-3xak Ofmr<l (13.22)  formuladan

foydalansak, u holda
jxydv +(y- x)dy = \[xx3+(x3-x)-3x2}ix = b(x4 +3x5-3x3)dx =
ba Xy =L 8=_L

4

13.90. y2=x, dx=2ydy, o<y£i, (13.227 formulaga asosan

fxydy +(y-x)dy =f[y2 y2y +(y-y2)ldy=2fyidy+fydy-fydy =



LLI

13.91. Tenglamalari *=cos7, y=sin7 bo'lgan astroidaning
n(_10) va b{0;l) nuqgtalar orasidagi yoyida \W2dx-\y~dy egri

chizigli integral hisoblansin.
13.92. |Ixdy egri chizigli integral ~+~ =1 to'g'ri chiziq va
L

koordinata o'qlarining kesishidan hosil bo'lgan uchburchakning
konturida hisoblansin (yo'nalish soat strelkasi yo'nalishiga
garama-qgarshi olinsin). Javob: 3

13.93. jV -Z~v egri chizigli integral y=x2 parabolaning (0;

L

0) va (2; 4) nuqtalari orasida joylashgan yoyda hisoblansin. J: - —

13.94. jydx+xdy egri chizigli integral x=Rcost, y=R"nt

L

tenglamalar bilan berilgan aylananing f, =0 va €2=-] giymatlarga

mos keluvchi nuqtalari orasidagi bo'lagida hisoblansin. J: 0

13.95. Parametrik tenglamalari x=Rcost, y=Rsint, z="

bo'lgan vint chizig'i z=o va z=a tekisliklar bilan kesishgan
nuqtalari orasidagi yoyda Jyzdx+zxdy+xydz egri chizigli integral
L

hisoblansin. J: 0

13.96. 12ysin2xdx- cos2xdy egri chizigli integral ixtiyoriy
AB

chizigning va nugtalari orasida hisoblansin. J: -0.5

13.97. y=x2 va y=9 chiziqglar bilan chegaralangan figuraning
konturida (chegarasida) $2x(y-i)+x2dy egri chizigli integral

hisoblansin. J: 0
13.98. Grin formulasidan foydalanib +x)1dx+*2y egri

Cc

chizigli integral uchlari
0(0; 0), A(a; a) va B(0; a) nuqtalarda joylashgan OAB

uchburchakning perimetrida (konturida) hisoblansin. J: -y
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8 13.6. Grin formulasi. Sirt bo'yicha olingan integrallar
Ostrogradskiy va Stoks formulalari
1. Egri chizigli integralning mexanik ma'nosi j (Afc +Qdy
ko'rinishidagi integral, birlik massaning f(p-q-r) kuch hosil gilgan
maydonda ab yoy bo'ylab harakat qilishidagi ishini aniglaydi.
2. To'lig differensial bo'lgan hoi. Agar biror (V) sohada
Pdx+Qdy+Rdz=du bo'lsa, u holda \(Pdx+Qdy+Rdz)=uB-uA bo'ladi,

AB
ya'ni u u(xyy,z) funksiyaning B va A nuqtalardagi giymatlarining
ayirmasiga teng bo'lib, (V) sohada olingan integrallash yo'li AB
ga bog'liq emas.

J.(«r +Qdy )=JI(i7 -]j)**

Pdx+Qdy funksiyadan (C) yopig kontur bo'yicha (soat
strelkasiga garshi yo'nalishda) olingan egri chizigli integralni shu
kontur bilan almashtiradi.

3. Grin formulasi

Pdx+Qdy funksiyadan (C) yopiq kontur bo'yicha (soat
strelkasiga garshi yo'nalishda) olingan egri chizigli integralni shu
kontur bilan chegaralangan (S) soha bo'yicha olingan ikki
o'lchovli integralga almashtiradi.

4. (C) kontur bilan chegralangan yuz:

s =7 {{xdy-ydx).
(©

5. Ostrogratskiy formulasi quyidagicha yoziladi:

ff(P cos @ +Qcos p +Rcos y)ds = ffff— + | dxdydz ,
ts) " )\8x dz)

bunda a,p va y - yopig S sirt tashqgi normalining
burchaklaridan, V esa shu sirt bilan chegaralangan hajmdan

iboratdir. Birinchi integralni tlflf"&+gd—y+ﬂa dF ko'rinishda

dz
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zish mumkin, bunda f(x,v,z)=0 - sirtning tenglamasi, S- esa S
ning z=0 tekislikciagi proyeksiyasidir.
6. Stoks formulasi quyidagicha yoziladi:

cosa cosp cosy

§(Pdx +Qdy+Rdz) =) 5 8 d els

(©) v dX dy d:
P Q R

bunda p va y-s sirtga o'tkazilgan normal burchaklaridan
iborat bo'lib, u sirtning shunday tomoniga yo'naltirilganki, undan
C konturni aylanish soat strelkasining yurishiga garshi ko'rinadi.
13.99. A(2; 2) va B(2; 0) nugqtalar berilgan. 1) OA to'g'ri

chiziq; 2) y=— parabolaning QA yoyi; 3) OBA sinig chiziq

bo'yicha \{x+y)dx hisoblansin.

()
13.100. A(4; 2) va B(2; 0) nuqtalar berilgan. 1) OA to'g'ri
chiziq ; 2) OBA siniq chiziq bo'yicha \[(x+y)dx-xdy\ hisoblansin.
o

13.101.13.100- masala \(ydx+xdy) integral uchun yechilsin.
Q

Nima uchun bu yerda integralning giymati integrallash yo'liga
bog'lig emas?

13.102. A(a; 0; 0), B(a; a; 0) va C(a; a; a) nuqtalar berilgan. OC
to'g'ri chizig va OABC siniq chiziq bo'yicha j{ydx+zdv +xdz) integral
hisoblansin.

13.103. Koordinatalari p=x-v, Q=x bo'lganda F\P.o\ kuch
maydon hosil qiladi. Tomonlari x=tu va y=#a dan iborat
kvadratning har bir uchida F kuch yasalsin va birlik massa
kvadratning konturi bo'yicha harakat gilgandagi ish hisoblansin.

13.104. f{p,ql kuch maydon hosil qgiladi, bunday

=v+y, q =2X x=acos/, y=asin/ aylananing har bir choragi
boshida F kuch yasalsin va o'sha aylana bo'yicha birlik massa
harakat gilgandagi ish hisoblansin. Shu masala p=x+y, Q x hoi
Uchun ham yechilsin. Nima uchun bu yerda ish nolga teng?



J3.105. F{y\a) kuch maydon hosil qiladi. m rnassa
v=4gcos/, v=ftsin/ ellipsning birinchi choragi va koordinata yarim
o'qlaridan iborat kontur bo'yicha harakat qilganidagi is"
hisoblansin.

Quyidagi egri chiziqgli integrallarni hisoblang.

13.106. , bu yerda L: y=~x~2 to'g'ri chizigning

nugtalari /1(0; -2) va B(4; 0) orasidagi kesma.
13.107. |xyds, bu yerda L: uchlari A(0; 0), B(4; 0), C(4; 2) va
L

D(0; 2) bo'lgan to'rtburchak.
13.108. Jyds , bu yerda L: v2=2Px parabolaning xI=2Ry
l

parabola bilan kesilgan yoyi.
13.109. J@@ +y'-)‘ds, bu yerda L: x=acos/, y=asin/aylana.

13.110. jyds, bu yerda L: A+~ - =1ellipsning choragi.

13.111. |]|[-Yoosatmcos/?+zcos/]& integral, x+y +z=a tekislikning

1)
birinchi oktantada yotgan qismining wustki sirti bo'yicha
hisoblansin.
13.112. jj[jr cos(n,i)+y 2008(n, /)+z2co4nk)\Is integral x2+y2+2az=a:
®

paraboloidning ikkinchi oktantada yotgan gismining ustki sirti
bo'yicha hisoblansin (bunda x<o,y>0,z>0).

13.113. x2+v2+z2=a2 shaming sirti bo'yicha olingan
(|FJ|[xcns(/i,])+ycos(n,j)+zws(nK)]& integral uchun Ostrogradskiy

formulasi yozilsin va tekshirilsin.

13.114. x2+y2+2az =a2, x=0, y=0, z=0 sirtlar bilan
chegralangan jismning birinchi oktantada yotgan qismining sirti
bo'yicha olingan JJ[x2cos(»/)+ y2cos(n,y)+r2cos(n,*)]* integral uchun

(ms)
Ostrogradskiy formulasi yozilsin va tekshirilsin.
13.115. Ostrogradskiy formulasida P=x, Q=y, R=z deb olib,



uchun wushbu v=-JT Wcosa+ycos/?+rcosy\is formula hosil
hajff* 3i9
qﬁfﬁﬁiﬂ} Bu formulaga asosan 3-+€- +2 =1ellipsoidning hajmi

hisoblansin.

Takrnrlash uchun savollar

1.Ko'p o'zgaruvchili funksiya deganda nimani tushunasiz?

2. Ko'p o'zgaruvchili funksiya ta'rifini keltiring.

3.1 tur egri chizigli integral deb nimaga aytiladi?

4.0'zgaruvchilarni almashtirish deganda nimani
tushunasiz?

5.1kki o'lchovli integral deb nimaga aytiladi?

KO'P O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALARNING
INTEGRAL HISOBIGA DOIR NAZORAT TESTLAR

1. Ikki o'lchovli integral va uning xossalari

1. Ikki o'zgaruvchili z=f(x,y) funksiyadan yopiq D soha
bo'yicha integral yig'indini tuzishda quyidagilardan gaysi biri
bajarilmaydi ?

A) D sohada z=f(x,y) funksiyaning eng katta va eng kichik
giymati aniglanadi .

B) D soha gandaydir chiziglar bilan AD, (/=1,2, ..., n) kichik
sohachalarga ajratiladi.

C) har bir AD, (/=1,2, ..., n) sohachadan ixtiyoriy bir M(x,,y,)
nugta tanlanadi va unda funksiya qiymatif(xi,yi) hisoblanadi .

D) ftmksiyaning hisoblangan f{xi,yi), /=1,2, ..., n, qiymatlari
AD, sohacha yuzasi AS, ga ko'paytirilib, f(x,,y,)AS, ko'paytmalar
yig'indisi topiladi.

E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi .

2. Vn:_l{(x,,y,|)ﬂ,5,- integral vyig'indi orgali 1 =J./(.v.y)d\dy

i= n

ikki o'lchovli integral qanday aniqlanadi ?

A) /= maxvn . B) 1= minv,, . C) /=1limV, .



D)/=1K*. E)/= lim IF* .

|
3. Teoremaning shartini ko'rsating: Agar D yopiq sohada
z=f(x,y) funksiya — bo'lsa , unda | =\\f(x,y)dxdy ikki o'lchovli
D

integral mavjud bo'ladi.

A) monoton B) uzluksiz

B) C) chegaralangan D) davriy .

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

4. 1kki o'lchovli integralning geometrik ma'nosi gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) tekis shakl yuzi

B) egri chiziqg yoyi uzunligi

C) silindrik jism hajmi

D) aylanma jism hajmi

E) aylanma jism sirti.

5. Agar integrallash sohasi D tomonlari a=4 va b=5 bo'lgan
to'g'ri to'rtburchak bo'lsa, ikki karrali / =\\dxdy integral giymati

D

nimaga teng ?
A)/=8. B)1=9. C)/=10. D) 7=18 . E)/=20 .
6. Agar integrallash sohasi D radiusi R=4 bo'lgan doira
bo'lsa, ikki karrali/ =\\2dxdy integral giymati nimaga teng ?
D

A) 1=8n2 B) I=16n2 C)I=32n2 D) /=20n E) 1=16n
7. Ikki o'lchovli integralning mexanik ma'nosi qayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) notekis harakatda bosib o'tilgan masofa .
B) bir jinsli bo'Imagan sterjen massasi.
C) bir jinsli bo'Imagan plastinka massasi.
D) o'zgaruvchi kuch bajargan ish .
E) bir jinsli bo'Imagan jism massasi.
8. Ikki o'Ichovli integral xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
A) H/, (x,y) o 2(x,y)dxdy =3/, (X, y)dxdy ml} f2(x, y)dxdy .



B) AU/ (*=y) +/2 (*. V)lefrdy =A/] (*=J)«V v + A/ 2(x, y)dxdy.

D n D

C) A/.(™>) " f2(xy))dxdy =A/] (x,y)dxdy - \\f2(x,y)dxdy.
D D D

D) JIC f(x,y)dxdy = C fjf(x,y)dxdy, C - tow/ .
D D

E) barcha xossalat to'g'ri ifodalangan .

giymatini toping.

A) -3 B) 15 0-15 D) 0

E) bu integral giymatini aniqg ko'rsatib bo'Imaydi.

10.Agar \\f(x,y)dxdv =5, \\g(x,y)dxdy = -2 bo'lsa,
D D

\\f(x,y)g(x,y)dxdy integral giymati nimaga teng ?

A)-10 B)10. C)-2. D) 5.
E) bu integral qiymatini aniq ko'rsatib bo'Imaydi .

2. Ikki o'Ichovli integralni hisoblash. Ikki karrali
integrallar

|.Tekislikdagi D soha OY koordinata o'gi bo'yicha to'g'ri
soha bo'lishi uchun quyidagi shartlardan qaysi biri talab
etilmaydi ?

A) D soha chap tomondan x=a va o'ng tomondan x=b (a<b)
vertikal to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan .

B) D soha [ab] kesmada uzluksiz bo'lgan y=<pi(x) va i/=0:(.t)
[hian<de(x)] funksiyalarning grafiklari bilan chegaralangan .

C) D sohaning ichki nuqgtasidan o'tuvchi va OY o'giga
parallel har ganday to'g'ri chiziq soha chegarasini fagat ikkita
hugtada kesib o'tadi.

D)D sohani ichki nuqtasidan o'tuvchi va OX koordinata
0 4*ga parallel bo'lgan har qanday L to'g'ri chiziq soha
chegarasini fagat ikkita huqtada kesib o'tadi .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .



2. Tekislikdagi D soha OX koordinata o'gi bo'yicha toVrj
soha bo'lishi uchun quyidagi shartlardan qgaysi biri talab
etilmaydi ?

A) o soha quyidan y=c va yuqoridna y=d (c<d) gorizonta]
to'g'ri chiziqglar bilan chegaralangan .

B) o soha [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan x=\p\(y) va x=\p2(y)
[ii”i(y)<ip2(y)\ funksiyalarning grafiklari bilan chegaralangan .

C) o sohaning ichki nuqtasidan o'tuvchi va OY o'giga
parallel har ganday to'g'ri chiziq soha chegarasini fagat ikkita
huqtada kesib o'tadi .

D) D sohani ichki nugtasidan o'tuvchi va OX koordinata
o'qiga parallel bo'lgan har ganday L to'g'ri chizig soha
chegarasini fagat ikkita huqtada kesib o'tadi.

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3.Quyidagi sohalardan qaysi biri OY o'qi bo'yicha to'g'ri
soha bo'Imaydi ?

A) aylana bilan chegaralangan soha

B) ellips bilan chegaralangan soha

C) to'g'ri to'rtburchak bilan chegaralangan soha .

D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .

E) keltirilgan barcha sohalar OY o'gi bo'yicha to'g'ri soha
bo'ladi .

4. Quyidagi sohalardan gaysi biri OX o0'qi bo'yicha to'g'ri
soha bo'Imaydi ?

A) aylana bilan chegaralangan soha

B) ellips bilan chegaralangan soha

C) to'g'ri to'rtburchak bilan chegaralangan soha .

D) ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha .

E) keltirilgan barcha sohalar OY o'qi bo'yicha to'g'ri soha
bo'ladi.

5. Quyidagidan qaysi biri ikki karrali integral bo'Imaydi ?

d V:(>)

\f(x,y)dy dx B) /-j \f(x,y)dx dy

h
i=\
a 4<MF) i C 171 (V)
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L

bfd tifh
dx D) \ \f(x,y)dx dv
C) ;\gffryVy N
E) keltirilgan integrallarning hammasi ikki karrali integral
bo'ladi.
6. if](x +y)dy dx ikki karrali integral qiymatini toping.
oo
A) 0 B) 0.5 C)1 D) -1 E) -0.5
Y >
71 \M(x-y)dx dy ikki karrali integral giymatini toping.
0
A)0 B) 1 C)1/6 D) -1 E) -1/6
f(x +y)dy \dx ikki karrali integral giymatini toping.
4
A)2. B) 15. C)1le- D) 0.5 E) O
(2

|
9. ff(x- y)dx \dy ikki karrali integral giymatini toping.
ovi

A) 2. B) 1.5 . C)HI. D) 0.5 . E)O .
10. OY koordinata o'qi bo'yicha to'g'ri D soha uchun
\\f{x,y)dxdy ikki o'lchovli integralni hisoblash formulasi qayerda

D

to'g'ri ko'rsatilgan ?

VA)?
A)IN\f(x,y)dxdy = \f(x,y)dx dv.

D AN
b («MO
B) X/ \x,y)dxdy =\ jf(x,y)d\ dx .
D «Ve> | (-v)

C\[f(x,y)dxdy= \ [\f(x,y)dx]dy .
D v/, (y \a J

<P{*)(d "
D)JIf(x,y)dxdy= f 1 \f(x,y)dy \dx
D pl@c)\r J

VA{\%/)
E) \W(x,y)dxdy = (x,y)dx dv .
D QU)
3. Ikki o'lchovli integralning amaliy tatbiglari
1-  z=f(x,y)>0 funksiya bilan aniglangan a sirtning XO\
koordinata tekisligidagi proyeksiyasi chegarasi L



2. chizigdan iborat D yopiq soha bo'lsin. Ynda o sirt bilan
chegaralangan va yasovchisi L bo'lgan to'gri silindrik jism hajmi
Vqgaysi formula bilan hisoblanadi ?

A) v =B\J"Ax"y)dxdy

B) V=\\(x,y)dxdy

C) Vzi\\fz(x,y)dxdy
n

D) V=n\\[fxv(x,y)fdxdy
D

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

3. Jism z=f(x,y) va z=g(x,y) \f(x,y)<g(x,y)] funksiyalar bilan
aniglangan o(f) va o(g) sirtlar bilan chegaralangan, o(J) va a(g)
sirtlarning XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyalari ustma-ust
tushib, biror yopiqg D sohadan iborat bo'lsa, jism hajmi V qaysi
formula formula bilan hisoblanadi?

A) V=2ch\[gz(x WY ) -f2(x,y)\dxdy .

B) V=2atf[g(x.y) - f(x,y)]dxdy .
C) V:2n\z[g(x,y)+f(x,y)]dxdy :
D) V=;\D[9{X,y)~f(><,y)]dxdy :
E) V=;j[9(X,Y) +f(x,y)]dxdy .

4.XOY koordinata tekisligida yotuvchi yopiq D soha
ko'rinishidagi yassi geometrik shakl yuzasi S gaysi formula bilan
hisoblanadi?

A) S =\\xdxdy . B) S=\\ydxdy . C) S =jfxydxdy .
d D D

D) S=\I"x2+y2dxdy . E) S=\\dxdy .
D D
5y=p(x) , y=pXx) [h(X)<d(x)] va x=a, x=b chiziglar bilan
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi
gayerda to'g'ri ifodalangan?

b K'(Jt) b na) 4>(x) b
A) 5=J{ \d\dy  B) S=J{ \dy)dx C) S= \ {\dx)dy .
a W a Px) VHY) a



i b
p) S= J {\dy}dx E) to'g'ri javob keltirilmagan .
<pi*) a
6. Quyidagi ikki karrali integrallardan gaysi biri y=¢(x) ,
-i>00 [p(x)d(x)] va x=a’ x=b chiziglar bilan chegaralangan D
yopiq sohaning yuzasini ifodalamaydi?

* b U¥) b ) “ NI
A) J{ \dy}dx B) -J{ \dy\dx  C) -j{ \dy)dx
n <p(¥) a y/(n) b tp(x)
a 4>(x)
D) J{ \dy}dx
h n-1
E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini

ifodalaydi.

7.x=p(y) , x=ip(y) [dy)<\p(y)] va y=a, y=b chiziglar bilan
chegaralangan D yopiq sohaning S yuzasi hisoblash formulasi
qayerda to'g'ri ifodalangan?

b yHy) b H.v) 170) b

A)S =\{\dx}dy V)S =\{\dy}dx C) S= j \\d\ady
a (p{v) a () <py) a
Nv) h

D) 5= J {\dy\dx E) to'g'ri javob keltirilmagan .

) a
8. Quyidagi ikki karrali integrallardan qaysi biri x=d(y) ,
x=4'(y) [d(y)<d(y)] va y=a, y=b chiziglar bilan chegaralangan D
yopig sohaning S yuzasi hisoblash formulasi gayerda to'g'ri
ifodalangan?

b p(y) b V()
A) {{ \dxldy B) -j{ \dxidy
a (p(y) a (ply)
a V(V) a )
C) -{{ \dx\dy D) \dx\dv .
b *>0) b

E) keltirilgan barcha integrallar D yopiq sohaning yuzasini
ifodalaydi .

9. y=x3, y=x va x=0, x=1 chiziqglar bilan chegaralangan D
y°pig sohaning S yuzasini toping.

A)S=1/2. *B)S=l/3. C)S=1/4. D)S=Il/5. E) S=1/6

10. gr=y4, x=i/2 va i/=0, i/=l chiziqglar bilan chegaralangan D
y°piq sohaning S yuzasini toping.



A) S=1/3 B) s=4/15 C) s=1/5 D) S=2/15 E) S=1/6
11. z-f(x,y) funksiya bilan aniqglangan fazodagi cr sirt
XOY koordinata tekisligidagi proyeksiyasi D yopiq sohadan
iborat bo'lsa, oxsirtning S yuzasi hisoblanadigan formula gayerda
to'g'ri ifodalangan?
A) S =Jg')’\/1 +f 2(x,y)dxdy

B) S =\\N\+[fx(x,y)]2dxdy .
D

Q s =fi”L+[/;, (7}, v)]2dxdy.
D

D) s =\W\+[f'x(x,y)f +u[.(x,y)]rdxdy .
D

E) 5= §|V1+ [/n <v>)]2dxdy .

4. Uch o'lchov integral va uning xossalari

1. Uch o'zgaruvchili w=f(x,y,z) funksiyadan fazodagi yopiq
V soha bo'yicha integral yig'indini tuzishda quyidagilardan qaysi
biri bajarilmaydi ?

A) V soha ixtiyoriy bir usulda AY, (/=1,2, .., n) Kichik
sohachalarga ajratiladi.

B) har bir Al/< (*=1,2, ..., n) sohachadan ixtiyoriy bir M(Xi,yi,Zi)
nuqgta tanlanadi va unda funksiya qgiymatif(xi,yi,zi) hisoblanadi.

C) funksiyaning hisoblangan f(x,yi,zi) , 1=1,2, ..., n, giymatlari
AMi sohacha hajmi AVi ga ko'paytirilib, bu ko'paytmalar yig'indisi
Sii topiladi.

D) S»integral yig'indining absolut giymati baholanadi .

E) ko'rsalflilgan barcha amallar bajariladi.

2. Sn=/'Lf(xI,yI,zI)AvI integral yig'indi orqali
=1
/ =Uff(x,y,z)dxdydz uch o'lchovli integral ganday aniglanadi ?
v
A) 1= maxVn B) 1= minVn C) /= limw D) 1=\
/150

E) to'g'ri javob keltirilmagan .



-0
3.Teoremaning shartini ko'rsating: Agar fazodagi V yopiq
sohada w=f(x,y,z) funksiya - bo'lsa , unda I =\\\f(x,y,z)dxdydz uch

o'lchovli integral mavjud boiadi.
A) monoton B) uzluksiz
C) chegaralangan D) davriy
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
4.Uch o'lchovli integralning geometrik ma'nosi gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?
A) tekis shakl yuzasi B) egri chiziq yoyi uzunligi
C) silindrik jism sirti D) fazodagi jism hajmi
E) aylanma jism yon sirti.
5.Integrallash sohasi V=j(x, y, z): x2+ y2+z2<9} yopiq shar
bo'lgan uch karrali J\]/dedydz integral giymati nimaga teng?

A) 27n B) 30n C) 33n D) 36n E) 39n
6. Integrallash sohasi V={(x, y, z): IxI<2, lyI<3, Iz I<1} yopiq
to'g'ri burchakli parallelopiped bo'lgan uch karrali Jdxdydz
v

integral giymati nimaga teng?
A) 6n B) 36 C) 48 D) 24 E) 36N

7.Uch o'lchovli integralning mexanik ma'nosi gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan ?

A) notekis harakatda bosib o'tilgan masofa

B) bir jinsli bo'Imagan sterjen massasi

C) bir jinsli bo'Imagan plastinka massasi.

D) o'zgaruvchi kuch bajargan ish

E) bir jinsli bo'Imagan jism massasi .

8.Uch o'lchovli integral xossasi gayerda xato ko'rsatilgan ?

*A) Ji(v,j',2) 9 2(x,y,z)dxdydz=

\%

~ LWVi (*>v,z)dxdvdz Wl f\(x, v,z)dxdydz .
y y

B) AAj\(x,y,z) + f2(x,y,z)]dxdydz =
y



=ffj/i(n, \\z)dxdydz + JjJ/2(x, v,z)dxdydz .
\ \
Q ?II(FI/i (T v - f2(xy,z)]dxdydz =
=\\I/V\f\(x,y,z)dxdydz - JHf2(x,y,z)dxdydz .
D) [\[/{Cf\x,v,z)dxdvd;/= C}/\\f(x,y,z)dxdvdz (C - const.).

E) barcha xossalat to'g'ri ifodalangan .
9. Agar \\\f(x,y,z)dxdydz=(> bo'lsa, \\\(-4)f(x,y,z)dxdydz integral
v y

giymatini toping.
A) -6 . B) 12 . C)-24 . D) 0.
E) bu integral giymatini aniq ko'rsatib bo'Imaydi .
10. Agar jk\f(x,y,z)dxdydz=6, }/\\g(x,y,z)dxdydz=—2 bo'lsa,

\\\f(x,y,z)g(x,y,z)dxdydz integral qiymati nimaga teng ?
v

A)-12 . B) 12 . C)-4 . D) 4 .
E) bu integral giymatini aniq ko'rsatib bo'lmaydi .

5. Uch o'Ichovli integrallarni hisoblash

1.Fazodagi V soha to'g'ri soha bo'lishi uchun quyidagi
shartlardan qaysi biri talab etilmaydi ?

A) V soha Syopiq sirt bilan chegaralangan .

B) V sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasidan OZ koordinata
o'qgiga parallel qgilib o'tkazilgan har ganday to'g'ri chizig bu
sohaning S chegarasini faqgat ikkita nuqtada kesib o'tadi.

C) V sohaning XOY koordinata tekisligidagi D proyeksiyasi
to'g'ri sohadan iborat.

D)V sohaning chegaraviy nuqtalari bir bog'lamli to'plamni
tashkil etadi.

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi .

2.Fazodagi quyidagi sohalardan qaysi biri uch o'lchovli
to'g'ri soha bo'Imaydi ?

A) shar B) piramida C) parallelepiped

D) tor E) aylanma ellipsoid .



3 Uch karrali integral qayerda to'g'ri ifodalangan?
qﬂ.x) h

A) \ (@t 1h x’y,z)dz}dx)dy
p.(M A (Ifity)

AR(<) <V
B) J{ 1 [ J(C™2z)rfz]rfy}<*C

a <~(tv) @)

VI2(X,V) P;(X) *
C) J {j [VU~)NKVWX
fiu,y) <k a

b ipAx) VAX.y)
D)J{ J [ \f(x,y,z)dz]dy}dx
a €@ Ky

»2(A) N (X.y) ft

E) J { J [(*y,2d<Nififr .
<P\(¥) V/I(rv) u
111

4. +y +2z)dz2\ly\dx uch karrali integral giymatini toping.
000

A)0 B)o5. C)10. D)15. E)-0.5.
i X x

5. \{\[<(x+z)dz\iy}dx uch karrali integral giymatini toping.
000

A)0 B) 5/18 C) 13/36 D) 19/144 E) 23/180
1 X xy

6- \[\[\(x +y + z)dz\ty)dx uch karrali integral giymatini toping.
000

A) 0 B)5/16  C) 7/36 D)-3/26 E) 11/46

7. Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=i[n(x,y) va
z=2(x,i/) sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=d:(x), t/=g2(Y)
ya x=a, x=b chiziqglar bilan chegaralangan bo'lsin. Bu holda uch
o'lchovli 1 =\\\f(x,y,z)dxdydz integralni uch o'lchovli integral orqali

hisoblash formulasi gayerda to'g'ri ko'rsatilgan ?

¢2(x) b V'Ifx.y)
A) /= \ {0t \f(>.y,z)dz]dx)dv .
MU a V/Xy)

b p.(x.v) p.(x) '
B) /=j! J [ \f(xy,z)dz]dv\dx .
a " (»>e) P\(x)



{gf

Yr(x.y) <Pi(x) b
C) /= J {J [Ux.Vvz2)<fc]<fyl<fc .
(rt(A-v) p.(r) a
b R2(x) yr2{x,y)
= I [ \.f{x,y,z)dz]dy}dx .
a P\(x) A\(x.y)
#2(x) rs(x.y) b
E) /= J { 31 [ilx.yz)<fel<fy)<fc .
O\(x) yix(x.y) a

8. Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va
z=xy sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa t/=0 , y=x va
x=0, x=l chiziglar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'lchovli

[ =fJ)(x + z)dxdydz integral giymatini toping.
\%

A) 0 B) 5/36 C) 23/180 D) 21/216 E)1
9. Fazodagi Y to'g'ri soha quyidan va yugoridan z=0 va
z=xy sirtlar bilan, wuning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa t/=0 , y=x va
x=0, x=l chiziglar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'Ichovli
I =J(X +y +z)dxdydz integral giymatini toping.
v

A) 7/36 B) 5/46 C) 3/56 D) 1 E)O
10.Fazodagi V to'g'ri soha quyidan va yuqoridan z=0 va
z=xy sirtlar bilan, uning XOY koordinata tekisligidagi
proyeksiyasini ifodalovchi yassi D yopiq soha esa y=0 , y=x va
x=0, x=Il chiziglar bilan chegaralangan bo'lsin. Uch o'Ichovli
/ =\]\xyzdxdydz integral giymatini toping.
K

A) 1/16 B) 1/32 C) 1/48 D) 1/64 E) 1/80

6. Uch o'lchovli integralning amaliy tatbiqglari
I.Fazoda to'g'ri sohani tashkil etuvchi T jismning V halmi
uch o'lchovli integral orgali gaysi formula bilan hisoblanadi?
A) V = \\xyzdxdydz B) V=fjj(x +y + z)dxdydz C) V= Jdxdydz
T T T

D) V=JJVx2+y?2 +z2dxdydz

E) V=\\\(x +y 2 +z2)dxdvdz
T T

2 z=x2+y2 | z=a2(x2+y?), y=x, y—x2 sirtlar bilan chegara-langan
iismning V hajmini toping.

A) y=iB3 B) ¥Y=3(a31)/35 C) v=a2

O) ¥=3("2-1)/35 E) 8an/2s .

3 z=x+y , z=axy , t/+x=l, y=0, x=0 sirtlar bilan chegaralangan
iismning V hajmini toping.
' A) V-(I-fl)/8 m B) Y=(2-qa)/12.

D) Y=(6-5)/20 . E) V=(8-fl)/24.

4.Fazoda to'g'ri sohani tashkil etuvchi va har bir M(x,y,z)
nuqtasidagi zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniglanadigan bir

C) Y=(4-51)/16.

jinsli bo'Imagan T jismning m  massasiqaysi formula bilan

topiladi ?
A) m=\\\xyzp(x,y,z)dxdydz
T

B) m=\\\x+y +2z)p(x,y, z)dxdydz
T

C) m=jj\(x2 +y2 + z2)p(x,y,z)dxdydz
T

D) m=Jp(x,y,z)dxdydz

-+
E) in=J0t/x2V y2+ z2p(Xx,y,z)dxdydz
r

5 Har bir M(x,y,z) nugtasidagi zichligi p(x,y,z)=a(x+y+z)
funksiya bilan aniglanadigan 0<x<l , 0<j/<l , 0<z<l kubning m
massasini toping.

A)al/2. B)sa/l3. C)3a/2. D)2a/3. E)3a2.

6.Har bir M(x,y,z) nuqtasidagi zichligi p(x,y,z)-x+y+z
funksiya bilan aniglanadigan 0<x<da , O<y<a , 0<r<d kubning m
massasini toping.

A) 3a/2. B) 3a22 . C) 3932 . D) 3a42 . E) 3q52 .

7. Har bir M(X,y,z) nuqtasidagi zichligi p(xt,z)=x+i/+z

funksiya bilan aniqlanadigan 0<x<a , 0<y<b , 0<z<c paralle-
lepipedning m massasini toping.

A) abc/2 B) (a+b+c)/2 C) abc(a+b+c)/2

L>) abc/2(a+b+c) E) (a+b+c)/2abc

8. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli

bo Irrtagan T jismning XOY koordinata tekisligiga nisbatan S™
statik momenti gaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?



{gl

A) \\\yp(x,y,z)dxdydz
T

B) Jiaya(ary,z)dxdydz
T

C) \i\zp(x,y,z)dxdydz
T

D) \\\xyp(x, v, r yixdyd:
r
E) to'g'ri javob keltirilmagan .
9. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqlanadigan bir jinsli
bo‘'Imagan T jismning XOZ koordinata tekisligiga nisbatan S«
statik momenti gaysi uch o'lchovli integral orgali ifodalanadi?
A) fffyp(x,y,z)dxdydz
7

B) ffjxp(x,y,z)dxdydz
T

C) [i~p{V, Vv, r)dxdydz
T

D) \\\xzp(x,y,z)dxdydz
T

E) to'g'ri javob keltirilmagan
10. Zichligi p=p(x,y,z) funksiya bilan aniqglanadigan bir jinsli
bo'Imagan T jismning YOZ koordinata tekisligiga nisbatan Syz
statik momenti gaysi uch o'lchovli integral orqali ifodalanadi?
A) Jlyp(X,y,z)dxdydz
T

B) J1xp(x,y, z)dxdydz
T

C) jiizp(x,y,z)dxdydz
T

D) \\\yzp(x,y,z)dxdydz
T

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7. 1 tur egri chizigli integrallar

1. AB egri chiziq bo'yichaf(x,y) funksiya uchun I tur integr
yig'indini tuzishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?
A) AB egri chizig n ta 3, , n) Kkichik

yoychalarga ajratiladi.
B) har bir Mi-iM/(i=1,2,3, ..., n) kichik yoychalardan ixtiyoriy
bir Pi(xi,y.) nuqta tanlanadi.
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C) tanlangan P-{x,)y,) nuqtalarda funksiya qiymatlari f(x,,y,)
(/=1,2,3,..., n) hisoblanadi.

D) hisoblangan f{xiyi) (/=1,2,3, .. , n) giymatlar orasidan
ularning eng kattasi va eng kichigi aniglanadi .

E) qgiymatlar yoychalarning A/,(/=1,2,3, ... , n)
uzunliklariga ko'paytirilib, bu ko'paytmalar vyig'indisi hosil
etiladi .

2. S,,(f)= f.0\xj,yi)Ali integral yig'indi orqali I tur egri chizigli

w =]
integral 1 = jf(x,y)dl ganday aniglanadi?
AB
A) I=maxSn(f). B) /=minSx»(/) . C) /=[maxS«(/)+minSx»(/)]/2 .
D) 1 =\S,,(f)dl . E)/= C||Cm S,.(/).
n->CC,

max fif, —0
3. Quyidagi masalalardan qaysi birlari | tur egri chizigli
integral yordamida yechilishi mumkin?
I. moddiy egri chizigning massasini topish .
Il. egri chiziq yoyining uzunligini hisoblash .
Ill. moddiy egri chizigning og'irlik markazini topish .

A) lvalll. B) Il va Ill.

C)lvall. D)ILllvalll. E)II.

4.1 tur egri chizigli integralning geometrik ma'nosi nimadan
iborat ?

A) AB egri chizigning o'rta nuqtasi . B) AB egri chizigning
urinmasi.

C) AB egri chizigning uzunligi . D)AB egri chizigning
normali.

E) AB egri chizigning OX koordinata o'qiga proeksiyasi .
5. AB egri chizigning luzunligi qaysi formula bilan topiladi?

A) 1= \dl B) /= j(x2+y2)dl C) /= \ylx2+y2dl .
AB AB AB
D) /= Jxdl E) /= {ydl

AB AB
6.x=a(t-smt), y=a(l-cost) (0<t<n) sikloida yoyining /

uzunligini toping.
A) 2a B) 4a C) 6a D) 8a
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E) to'g'ri javob keltirilmagan .

7.1 tur egri chizigli integralning mexanik ma'nosi nimadan
iborat ?

A) AB egri chizigning og'irlik markazi

B) AB egri chizigning statik momenti

C) AB egri chizigning inertsiya momenti

D)AB egri chizigning massasi

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

8. Chizigli zichlik funksiyasi p=p(x,y) bo'lgan moddiy I
chizigning m massasi gaysi formula bilan topiladi?

A)m=\f n B) m=\p(x,y)dl C) m=\p2(x,v)dl
LP\x"y) L L

D) m=\Jp(x,y)dl E)m =\—" —
L Lp (X.y)

9.Chiziqgli zichlik funksiyasi p(x,y)=\y\ bo'lgan y2=12x
(0<x<3) parabola yoyining m massasini toping.

A) 12(2v2 -1) B) 16(2Vv2-1) C) 20(2"2 -1)

D) 24(272-1) E) 28(2n/2-1)

10. Chizigli zichlik funksiyasi p=p(x,y) va massasi m
bo'lgan moddiy AB chiziq og'irlik markazining abssissasi xo qaysi
formula bilan aniglanadi ?

A ) Xo=m \xp(x,y)dl B).t0 =m jyp(x,y)dl
AB AB
C) x0 =— \xp(x,y)d! D) x0=- \yp(x,y)dl
mab m AB

E) x0=— \xyp(x,y)dl
TMab

8. Il tur egri chizigli integrallar
1. AB egri chizig bo'yicha u(x,y) va v(x,y) funksiyalar uchun
Il tur integral yig'indini tuzishda quyidagi amallardan qaysi
biri bajarilmaydi?
A) AB egri chizig n ta 1,2,3, .. , n) Kkichik
yoychalarga ajratiladi.
B) har bir MMM, (/=1,2,3, ..., n) kichik yoychalardan ixtiyoriy
bir Pi(xi,yi) nuqgta tanlanadi.
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i)
Q tanlangan P,(x,;y,) nugtalarda u(x,y) va v{x\y)
funksiyalarning qiymatlari u(xhy,) va v(x,y,) (i=1,2,3, .. , n)
hisoblanadi.
D) u(Xiyi)Axi+v(xi,y,)Ay, (/=1,2,3, ..., n) ifodalarning yig'indisi
hosil etiladi
E) keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2.5, («,V)=i[»(-r,, JAr+v(x,y,)A>-] integral yig'indi orqali Il
i=

tur egri chizigli integral 1= \u(x,y)dx + v(x,y)dy ganday aniglanadi?
~ AB
A) I=maxSn(u,v) B) I=mmS,,(u,v)
C) /=[maxS..(u,y)+minS/i(u,u)]/2 . D) I =\Slt(«,v)dl.
E) 1= ,%in S,.(u,v).
max(Av, Av; )-»0
3.Quyidagi masalalardan qaysi birlari 1l tur egri chiziqgli
integral yordamida yechilishi mumkin?
I. yopiq egri chiziq bilan chegaralangan to'g'ri sohaning
yuzasini topish .
Il.0o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani egri chiziqg bo'yicha
harakatlantirganda bajarilgan ishni hisoblash .
I1l. moddiy egri chizigning og'irlik markazini topish .
A) lva lll B) 1l va 1l C)lvall D) I, Ilva Il E) I
4. 11 tur egri chiziqli integral yordamida quyidagi geometrik
masalalardan gaysi biri yechiladi?
A) AB egri chizigning o'rta nuqtasini topish .
B) AB egri chiziqqa o'tkazilgan urinmani topish .
C) AB yopiq egri chizigning uzunligini topish .
9)/16 yopiq egri chiziq bilan chegaralangan soha yuzasini
topish .
E) AB yopiq egri chizigning normalini topish .
5.L yopig egri chizig bilan chegaralangan to'g'ri sohaning
yuzasi S qaysi formula bilan topiladi?

A) S=- jvdx- xdy B) 5=—fxdv - vdx C) 5 =~8xdx- ydy
2L 21 21

D) S=-jydy- xdx  E) 5 =—Jydx + xdy
21 2L
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6.x=acos4, y=asin3f (0<f<2n) astroida bilan chegaralangan
sohaning S yuzasini toping.

A) S=3n«28 B) S=2na2/5 C) S=na23 .
D) S=4na27 E) S=5na22 .
7.11  tur egri chizigli integral yordamida quyidagi

masalalardan qaysi birini yechish mumkin ?

A) AB moddiy egri chizigning og'irlik markazini topish .

B) AB moddiyegri chizigning massasini topish .

C) AB egri chizigning inertsiya momentini topish .

D)AB egri chiziqg bo'yicha o'zgaruvchi kuchning bajargan
ishni topish .

E) AB egri chizigning statik momentini topish .

8.F(x,y)= u(x,y)i+v(x,y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nuqgtani L
egri chiziq bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan A ish giymati
qaysi formula bilan hisoblanadi?

A) A=ju(x,y)dx- v(x,y)dy B) A=\u(x,y)dx + v(x,y)dv

L L

C) A=fv(x,y)dx - u(x,y)dy D) A=\v(x,y)dx + u{x,y)dy
L L

E) A=D[U(X,y)+V(X,y)]dX +u(x,y)-v(x.y)ldy .

9. F(x,y)=xyi+(x+y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nuqgtani y=x
(0<*<1) to'gri chizig kesmasi bo'yicha harakatlantirganda
bajarilgan A ishni hisoblang .
A) N=4/3 B) A=7/5 C) ,4=11/8
D) A=\7/12 E)A=21/16
10. F(x,y)=xyi+(x+y)j o'zgaruvchi kuch moddiy nuqtani
y=x2 (0<x<I) parabola yoyi bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan
A ishni hisoblang .
A) A=4/3 B) A-7/5 C)A=U/8
D)A=17/12 E)1=21/16.



Matematika-aql gi.ninastikasidir.
m Suvorov
X1vV-BOB. KOMPLEKS SONLAR VA KOMPLEKS
ARGUMENTLI FUNKSIYALAR
§14.1. Kompleks sonlar ustida amallar
§ 14.2. Komleks o'zgaruvchili funksiysiyalar va ularni
differentsiallash
§ 14.3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyani integrallash

814.1. Kompleks sonlar ustida amallar

Ta'rif: z=a+bi ko'rinishidagi son kompleks son deyiladi. Bu
verda a=Rez;b=ImZ i2=-lyoki=i. z=a-ib -berilgan kompleks
sonning qo'shmasi deyiladi. E- kompleks sonlar to'plami bo'lsin.
z =x + iy kompleks son shu to'plam ixtiyoriy elementi bo'lishi
mumkin. z, =a, +ibt, z2=a2+162kompleks sonlar berilgan bo Isa,
ular ustida quyidagi amallar bajarish mumkin:

1) Qo'shish: z, +z2=(qa, +6,)+ i(bt+b2)

2)  Ayirish: z,- z2=(a, -bi)+ i(bi-b2)

3) Ko'paytirish: z,z2- (afp, - bfi2)+ /(a,62+ a2

o B(a,0) X

14.1-chizma. Kompleks sonning geometrik tasviri

Kompleks sonning trigonometrik shakli.z =a+bi kompleks
son oa Vvektor bilan tasvirlangan bo'lsin (14.1-chizma). oa
vektorning OA uzunligini r deb, bu vektor bilan OX o'gning
musbat yo'nalishi orasidagi burchakni < deb belgilasak
a=rcos P\ b =rsin P.
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Bu qgiymatlarni z=a+bi ga qo'yib, mni gavsdan tashgariga
chiqarsak: z=/(cosp+/sing® ni z=a+bi kompleks sonning
trigonometrik shakli deyiladi, bu yerda r \z\

r ="'al+t!-r, argz =(p- arctg%

Trigonometrik shakldagi kompleks sonlarni ko'paytirish
va bo'lish. Ushbu :

z, =/1(cos +/sin ), z2=r2(cos g2 +/sin ()

kompleks sonlarni ko'paytirib, quyidagini hosil gilamiz:

2,z, = A4, [cos (£ cos g2 - sin (pxsin ip2 +/(sinpl cos$s>, +cos<z>, sin - )]

yoki zz, =rtr2[cos(N, +p,)+/sin(M+72)]-

Umuman, matematik induksiya metodi bilan, n ta

z, =r,(costt>, +isinpl),z2 =r2(cos™2+('sinp))i......, z,=/;(CH?,,+isin$7,,)

kompleks sonlar uchun :

2,22..2,, /- R.SACOS(NL+N, +...+»,)+/sin(p, +p, +... +<p]]
ekanligini ko'rsatih mumkin. Shunday qilib, bu hoi uchun

2,22..2,, =r{r2..m[cos(®, +#2+ ...+ <(>)Hsin(p, +q2+... + )]
tenglikdan

z" =r'"(cosn” + /sin/7<p)
yoki
[/=(cosn<p+ isin//<P)]' =/*"(cos ncp +/sin n<P)

kelib chigadi.

Kompleks sondan ildiz chigarish. a+bi kompleks sonning
kvadrat ildizi deb, kvadrati a+bi songa teng bo'lgan x+yi
kompleks songa aytiladi.Shunday qilib, a+ bi = (x +yi)2.

a+bi kompleks sonning kvadrat ildizi Va+bi ko'rinishida
belgilanadi.

Demak, x va y ning T= +r va t

qgiymatlarini a+bi=x+yi ga qo'yib, b>0 va b<0 ga mos quyidagi ikki
formulani hosil gilamiz:

47Tl = -+ TV 4= j~ uchun’
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ifei_ f[wJPTA7  -a =xrT+ ib<0 uchun.
----- 2 Vo 2o

Ushbu z=r(cos (p+isinip) kompleks sonning n - darajali
ildizini

I r— H ®+2kn .. a>+2kn\
!t'y_/\cosp+i sirups =Vn COS-------- +/sin--------- 1 (14.1)

ko'rinishida yozish mumkin.
Formulada fcistalgan butun sonni ifodalaydi. Lekin k ga
ol23, n-1 giymatlarni berish kifoya.

Quyidagilarni toping: 1) z,+z,; 2)z,-z,; 3) z,; 4)z, z2

5 r :22; 6) A, 7) z +z, va z -z, chizmada tasvirlang.

14.1. z, =-2, 22/ 14.2. z, =2/, z2=-2i
14.3. z, =-2i, z2=1+/ 14.4. z, =2i, z2=-2i
145. z, =nl6—, z2=I1-/VI5 14.6. z, =-3 +4/, z2=3-4/

H.?, zZ; =6 + 11/,’ zgz 7+ 3/ 58+58/; 154 +414/.

14.8. z, =3-i, z2=4+5/
149 Quyidagi kompleks sonlarni tasvirlovchi vektorlar
yasalsin:

a) 3+/; b) -4 +5/, v) 7-4/ ; 9) - 2-6/;
d) L e) -1; i 'v2; z) I +wn/3

i) 2—s/3+4/; k) 8; D 1-2/v2;

m) -7; n)-5/.

14.10. Quyidagi ildizlarni hisoblang:

a) n/2/; b) V-8/; V) n/3-47/; g) V-15+8/;
d) v-11+60/; €) n2—37; ) ng—n/s z) N4+1+74—

i) V-7+247; K) : ) vr!; rn) "2+id\2 .
n) VI5+8/ ni hisoblang.

0) x2—5—f)jc+ (8—) =0 kvadrat tenglamani yeching.
14.11. V7 + 3i ni hisoblang.

14.12. Ushbu kvadrat tenglamalarni yeching.

a) x2-(3+2Nx+(1+3/)=0; b) 7 +/7x2-(7 +7x+2=0;

V) @+ Nx2-(7 + 2i)x+(8-j)=0.
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14.13. Ushbu kompleks sonlarni trigonometrik sh n

keltiring: Sa
a)3; b) -2; V) 9) 2/;
2
d) — (=-<): e) -1+/V3;  j)3+/; 2z)4

i) —=2+/; Kk)-1-2/
Quyidagi ildizlarining barcha giymatlarini toping. Hdiz
ostida turgan sonlarni ko'rsatkichli ko'rinishda tasvirlang.

14.14. nfT+7 14.15. V3+4; 14.16. VATTI
14.17. WVI5 -/ 14.18. V-3 +4/ 14.19. V3n4/
14.20. V1! 14.21. M7 14.22.

14.23. V2T 2/

14.24. Quyidagi ildizlarni hisoblang.

a) V-i+i; b) yv) V32, g) VI d) ; ez,

Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning darajalari orqali
ifodalang.

14.25. srtA 14.26. oos3at 14.27. sindv

14.28. cos4* 14.29. sinsx

Quyidagi ifodalarni sinus va kosinusning karrali yoylari
orgali ifodalang.

14.30. sin2* 14.31. sin'r 14.32. sirdx

14.33. cosA* 14.34. cossx 14.35. cos'l*

14.36. Chiziq tenglamasini kompleks ko'rinishda yozing.

a) 3r+y =1 b) @—Hv=2 v) 2(.r-)2+3(>+2)2=6

14.37.1 =2+ 2/ sonni trigonometrik shaklda ifodalang.

14.38. z=3(cos/sinsonning moduli va argumentini

toping.

14.39.Ushbu z, = (cosgs+/sin ) kompleks sonni
z2 =r2(cos<p: +/sing2) kompleks soniga bo'ling.

14.40. z, =3(c0s30° +/sin301) z2 =2(cos60°+/sin60°) berilgan.™-

hisoblang.
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14-1- Sir12<pva cos2p ni sin va cosporqali ifodalang.

1442 2cos—+isin A ni hisoblang.

14.43.11+V1] ni hisoblang.

14 44 Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklga
keltirib, so'ngra ko'rsatilgan amallarni bajaring:

a)(-5*5,1)(.-.); b )= 0i; v)(L,r; g)(™i;

dayr I +Liz"~L.
d) (1- 11 (1+ /T

14.45. Ushbu (cos 15° + /sin 15" fc0S30" + /sin 30") = COS45" + isin 45"
ayniyatdan foydalanib, sini5° va cosi5® ning giymatlarini toping.

14.46. @ N~ )@ +*3H ni hisoblang
2(l-i'Xcos«9-isinp)

14.47. Quyidagi ayniyatlarni isbotlang (n - butun son):
a) (I+0)'=2"~cos-~ +i'sin~j, b) (fi-if =2'[cos~-isin

14.48. (I+cosp +/sin<g" ni bajaring.

14.49. (ameh- 1Sing)’ - cos/?8- /sinngp ayniyatni isbotlang.

14.50. =I+'tgnp ayniyatni isbotlang.
yi-itgip) \-itgn<p

14.51. |&"|=HBF tenglikni isbotlang.
14.52. Quyidagi modullarni hisoblang :

a) V2 V) —
S +i
g Y eV Y.
@+MoRA\VBH).| ™ 2] y A
e) ;o)

MA+S)3(1+<y2+7 ]



§ 14.2. Komleks o'zgaruvchili funksiysiyalar va ularni
differensiallash

Hosila mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari. Koshi -
Riman shartlari. Biror G sohada bir giymatli w=f(z) funksiya
berilgan bo'lsin. Agar z=x+iy deb olsak, u holda bu funksiyani
w=f(z) =u+iv shaklida ifodalash mumkin. Biz yuqorida
ko'rdikki, f(z) =z=x-iy funksiya tekislikning hech bir
nuqtasida differensiallanuvchi emas. Lekin uning haqiqiy qisrni
u=xva mavhum qismining koeffitsenti v=-y hamma yerda
ixtiyoriy tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega. Bu yerdan
/(z) kompleks funksiyaning differensiallanuvchi bo'lishi uchun
n va v funksiyalar bir-biri bilan qgandaydir bo'glangan bo'lishi
kerak degan xulosa kelib chigadi. Biz quyida ushbu bog'lanishni
oshkor gilamiz. Faraz gilaylik iv=/(z) funksiya biror r=z,=
nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda bu nuqtada

ImA% = fim AT o

Az ar*oAv-*o fix + IAY
limit mavjud bo'ladi. U holda intilish yoliga bog'liq holda
tanlangan quyidagi xususiy limitlar ham mavjud va ularning
giymatlari ham /'(z0)ga teng bo'lishi lozim:
1. Ay=0,Av—»0 bo'lganda
iinifv 74 = = = (142)
o0l Bw Av * AV dx dx
2. Av=0,Ay—0 bo'lganda esa

Hn =ljim— +,im— = + =f(Zn). (14.3)
/Av i Av Ay i dy dy

(14.2) va (14.3) dan
cu(X,,Y») |.-PMvnyy,)  1ldu(x,,y0) dv(x0,y0)
dx dx i dy dy
tenglikni olamiz. Bu yerda kompleks sonlarning tenglik
ta'rifini qo'llasak
~ =dvou=_8v 44
dx dy'dy ax
munosabatlarning o'rinli ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib,



agar w=/(z) funksiya biror z=2z0 nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda shu nuqtada (14.4) munosabatlarning bajarilishi
zarurdir. Odatda (14.4) shartlar Koshi -Riman yoki Dalamber -
Eyler shartlari deyiladi. (14.4) shartlar

w=f(z) =u+iv

funksiyaning z=2z0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi
uchun yetarli bo'la olmaydi

Bunda u(x,y) va v(x,_y) mos ravishda kompleks
funksiyaning haqiqgiy va mavhum qismlaridir.

Agar tekislikning biror qismini qgaraydigan bo'lsak, bu
qismini tekislikning qolgan gismidan chiziq bilan ajratish kerak.
Tekislik qgismini ajratuvchi chiziq tenglamalari x=cgt\ y =i/(t)
bo'lsin. Bu chiziq ochiq va yopiqg bo'lishi mumkin.

Agar chizigning bosh va oxirgi nuqtalari bitta nuqtada
bo'lsa, bunday chizig yopiq deyiladi. Biz qaraydigan
chiziglarning karrali nuqtalari yo'q, ya'ni t parametrning ikkita
giymatiga (chizigning bosh va oxirgi nuqtasidan boshqga) ikkita
nugqta mos keladi, boshgacha aytganda, chiziq o0'z-0'zini
kesmaydi va 0'z-0'ziga urinmaydi.

Tekislikning ushbu: 1) agar birorta nuqta to'plamga tegishli
bo'lsa, bu nuqtaning atrofi ham shu to'plamga tegishli; 2)
to'plamning ikkita ixtiyoriy nuqtasini birlashtiruvchi har qanday
uzluksiz egri chizigning nuqtalari to'plamga tegishli degan
shartlarga bo'ysunuvchi nuqtalar to'plami soha deb ataladi.

Biz yuqorida ta'riflangan chiziglar
bilan chegaralangan sohalar bilangina ish
ko'ramiz. Soha chegralangan chiziq
sohaning konturi yoki chegarasi deyiladi.
Sohaning ichki nugtasi deganda

nuqtaning o'zi va atrofi shu sohaga tegishli bo'lgan nuqta
tushuniladi. Soha konturi bilan birga garalsa, yopiq soha deyiladi.
Konturi bitta chizig bo'lgan soha bir bog'lamli, konturi bir necha
yopiq chiziglar bo'lgan soha ko'p bog'lamli deyiladi. Umuman,

14.2 -chizma.
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agar sohaning hamma nuqtalarini markazi koordinatalar boshida
bo'lgan ixtiyoriy katta radiusli aylana ichiga joylashtirish
mumkin bo'lsa, bu holda soha chegaralangan deyiladi. Aks holda
soha chegaralanmagan deyiladi.

Kontur bo'ylab harakatlanganda soha chap tomonda qolsa,
yo'nalish musbat, aks holda manfiy deyiladi (14.2-chizma).

Misol. Jz]<l yoki x2+>2<1 markazi koordinatalar boshida,
radiusi 1 ga teng bo'lgan aylana bilan chegaralangan ochiq soha.
Y= 1yoki x2+y2=1 shu sohaning konturi.

z o'zgaruvchi xOy tekislikdagi B sohaning nuqtasi bo'lsin.
Agar f(z) funksiya B sohaning har bir buqtasida aniq chekli
giymatga ega bo'lsa, u holda B soha w=f(z) funksiya xOy
tekislikdagi (yoki z tekislikdagi) nuqtalarni uOv teskislikdagi
(yoki w tekislikdagi) nuqtalarga o'takazadi. Xususan,
funskiyaning aniqglash sohasi B bo'lsa, bu funksiya B sohani B
sohaga o'zkazadi yoki akslantiradi deyiladi.

Kompleks o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. B soha

w=/(z) funksiyaning mavjudlik sohasi bo'lib, zo nuqta B
sohaga tegishli bo'lsin.

Oldindan berilgan har ganday kichik musbat £ son uchun
shunday musbat r](s)=rj sonni toppish mumkin bo'saki, bunda
1z-z01<»/(f) bo'lganda, [f(z)-A\<e tengsizlik bajarilsa, f(z) funksiya
o'zgarmas A ¢ intiladi deyiladi va limf(z)=A ko'rinishida

yoziladi. Xususan, agar A=f(z0) bo'lsa, f(z) funsksiya zo
nuqtada uzluksiz deyiladi. Demak, oldindan berilgan har ganday
kichik musbat e soni uchun musbat n(£)=n sonni topish
mumkin bo'lsaki, bunda |z-z0|< 4(s) bo'lganda

\f(z)-f(z0]<£ tengsizlik bajarilsa, f{z) funksiya zo nuqtada
uzluksiz deyiladi.

Hosila. B sohada aniqglangan va bir giymatli /(;) funksiys
berilgan bo'lsin; /(-) funksiyaning z nuqtadagi hosilasi
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(14.4)

bo'ladi. Elementar funksiyalardan hosilalar jadvali:

Agar w="f(z)=u{x,y)+iv(x,y) funksiya 7 =X+iv nuqtada
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda bu nuqtada xususiy hosilalar
du dv du 8v mavju(j bo'ladi. Binobarin,
dx' dx" dy' dy

du _dv du_dv
dx dy’ dy dx

Koshi-Riman shartlari (differensialanuvchi bo'lishining
zaruriy va yetarli shartlari) o'rinli bo'ladi.

Misol.
w=z2=(X+iy)2=x2-y 2 +2xyi: u(x;y) =x2-y2, v(x\y)=2xy:

(14.5)

— =(x2-y-), =2x, — =(2xy), =2 =21 =2
- ( y)r X, o (2xy) X X

(14.5)

dx X dy
shartlar bajariladi, demak w=z2 funksiya differensiallanuvchi.

B sohaning har bir nuqgtasida hosilaga ega bo'lgan w=f(z)
funksiya shu sohada analitik deyiladi.

Bu tengliklarning bajarilishi funksiyaning hosilaga ega
bo'lishligining zaruriy va yetarli shartlaridir. (14.5) Koshi-Riman
yoki Dalamber-Eyler shartlari deyilib, bu funksiyaning analitiklik

shartlaridir.

t
Berilgan misollarni yeching

143.53. tenglikni isbotlang.

1454, w=1z2+z funksiya berilgan. Funksiyaning 1) z=i+/;
2) z=2-i; 3) z=i)
4) z=-1 nuqgyalaridagi giymatini toping.
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14.55.

f(z)=x2+iv2 (z =x+ vi) funksiya berilgan. Quyidagilan

toping. 1) /(1 +2/); 2) /(2-3)), 3) /(0); 4)I1(-1).

14.56.
14.58.
14.59.
14.60.

w- 2 z 14.57. w=z2z
Ingvs+() ni toping.
cos(//2) ni £=0,0001 aniglikda toping.

w=ez funksiyani 1) z=ml!2 2) z=7n(\-i)

3) z=1+ (/' 2+ 2;r A), (aez) buqtadagi giymatin topilsin.

14.61. f(z)=\I(x-yi), z=x+yi. [(1+/),/(/), /(3-2/) larni
toping.

14.62. w=2z 14.63. inl-A ni toping.

14.64. sin/ cAl =icosi sAl ni isbotlang.

14.65. cosz =2 tenglamani yeching.

14.66. arcsin/ ni toping.

14.67. sinini hisoblang (s =0,001).

14.68. sin(;r/6 +/) ni hisoblang (e =0,001).

14.69. f(z)=ee' funksiya berilgan. 1) z-i ; 2) r = 1+ n1/2

14.70. Quyidagi tenglamalar bilan xOy tekisligida ganday
chiziglar ifodalangan.

a) Z=3+t2+it b) r=2/-4 +/(3-4r) v) z=/+3"

14.71. Limitlami toping.

14.72. Funksiyaning uzluksizligini tekshiring.
a) w=zRc:~2z2 b) = — V) m2~%

rt-6r +10 -Ir]

Agar z=re" bo'lsa, Argf(z) ni toping.

14.73.
14.76.

/(-)=22 14.74. f(2)= 2~ 14.75. [(2)=VF+T
f(2)=3z71 14.77.1(9=4zr 14,78. /()=



Ko'rsatilgan nuqtadagi funksiyaning qgiymatini hisoblang

14.79. cos(l+i) 14.80. chi 14.81. sh(-2 +i)
14.82. Ln(-1) 14.83. I/ 14.84.

Funksiyani Koshi -Riman shartlariga /'(_-) ni toping

14.85. /(.-) =< 14.86. f(z)=shz
14.87. f(z)=z", ne N 14.88. /(z) =cosz
14.89. /(z)=In(z2) 14.90. f(z)=sinj

14.91. Quyidagi o'zgaruvchilarning geometrik o'rni

aniglansin: a) H<A4 ; b) k- 4=2; V) kB J=Ek+2];
9) IzCl+k+d<2a; d) a<argz</7, «<Rez</>.
14.92. Quyidagi funksiyalarning analitikligi tekshirilsin:
e:; sinz; cosz; z'; e '

14.93. Funksiya hosilasining ta'rifidan foydalanib, quyidagi

tengliklarning to'g'riligi isbotlansin:
(e:) =ez\ (sinz) =cosz; (cosz) =-sinz.

1494, Mavhum qlismi v= r'¥y" va 0'zi HR2)=0 shartni

ganoatlantiruvchi funskiya topilsin.

14.95. Haqiqiy qismi n=syr-y:+xy va 0'zi iv(0)=0 shartni
ganoatlantiruvchi funksiya topilsin.

14.96. w=2z2+2 funksiya vositasida akslantirishda z =i
nuqtadagi cho'zilish koeffisiyenti va burilish burchagi aniqglansin.

14.97. x=2+3cos?, y=-1+3sinr (0<t<2n) chiziqg tenglama-
sini kompleks ko'rinishda yozing.

14.98. 2x2+3y2=12 chizig tenglamasini kompleks ko'rinisda
yozing.

14.99. a) z=5e" +2e-" b) z=2t-1 +/(i+it-4r) tenglama xOy
tekisligidan ganday chizigni ifodalaydi?
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14.100. Kompleks 2 tekisligida berilgan chiziglaming XQy
tekisligidagi tenglamasini toping, a) |+4-/-2] =3; b) ReEd =..
V) arg(z-l):2

14.101.Limitni hioblang.

a) 'inf— [ +» ~2”+]?; b) Iim v) lim —"E+l

n+1 1+ - zw23 EB =12 2+12,

14.102. Quyidagi funksiyalarning uzluksizligini tekshiring.

a) w=z1Rez-/Imz2) Bb) w=y 31*1
—24—3
14.103. tv funksiyaning analitik bo'lishini tekshiring.
a) iv=@2—)Re(r +1) b) w=e2*

14.104. n=x2" garmonik funksiya bo'la oladimi?
14.105. Quyidagi funksiyalarning analitikligini tekshiring.
a) 0=zz-zlmz b) co=x2-2iy V) w=2z2-3iz

Quyidagi limitlar hisoblansin

14.106. a) limP + E b) limnsin—
" v8ll- 7i B

1—e0s2 vV . 2J+4

nne----— limg==----

V) «DQ- 2 8) >>I->rl<]-2+/

14.107.  /(r)=(*1-v,)+2** differensillanuvchi funksiya
bo'ladimi?

14.108. /(2)=elcosy+/e'sinv  differensillanuvchi funksiya
bo'ladimi?

14.109. Differensillanuvchi /(2) funksiyaning haqiqiy gismi
u(x,v)=x2-y 2-x, x=x+yi berilgan bo'lsa, /(2) ni toping.

14.110. Differensillanuvchi /(2) funksiyaning mavhum
gismi v(x,y)=x+y bo'lsa, /(2) ni toping.

14.111.  f(z)=(x2+ v2)-2xyi differensillanuvchi funksiya
bo'ladimi?

14 112 f(z)-{x3-3.rv2) !;(3r2v- >3)funksiyaning hosilasini luping.

14.113 /(2)=sinxchy +/cosxshy funksiyaning hosilasini toping.



1411 /7 ()-« {r—x—yi) a ning ganday giymatida
differensiallanuvchi bo'ladi?

g143 Kompleks o'zgaruvchili funksiyani integrallash

xOy tekislikda (z tekislikda) tenglamalari x=<pu); y=<()
bo'lcran yo'naltirilgan sillig yoki bo'laklari sillig egri chiziq (C)
berilgan. Bu egri chizigda f(z) uzluksiz funksiya aniqglangan
bo'lsin. Egri chizigni Mo~A, Mi, M2,..,Mn-i, Mn~B, nuqtalar bilan n
ta bo'lakka (bo'laklar o'zaro teng bo'lishi shart emas) bo'lamiz.
u (Z) deb MktMk bo'lakning ixtiyoriy nuqtasini olib, quyidagi
yig'indini tuzaylik:

L/(srnn

Bo'laklar sonini cheksiz orttira borib, max k- zt, -» 0
shart bajarilgandagi yig'indining limitiga f(z) funksiyadan (C)
chiziq bo'yicha olingan egri chizigli integral deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

W%—{K X=. (o
Agarda zk =xk+ iyk + rrjk desak,
XKo)='<(*< > )+"4* [ Yk). f(Ck)=“fc ."?<)+»'(E« ¢7.)

vayig'indini haqiqiy o'zgaruvchilar orgali ifodalash mumkin:

ZI(<M)@t-Vi=Z[" ("= B)+ v THIC +O°.))=

:>*(=i|/|& X xk-D) o+ Xv-n., N

Agar C chizig x=x(), y=y{t) parametrik tenglamalar
yordamida yoki r=z(r)=*(r)+iy(0 formada berilgan bo'lsa, u holda
Z('i)=9, z(t2)=b (a,b lar C chizigning oxirlari), u holda

\f{z]dz = ~f(z(t))z'(t)dt bo'ladi. Faraz qilaylik, w=/(z)bir bog'-

WwBbs 1 . L .
*aPW U sohada anaiitik funk3|ya va C yopiqg bo igan cmziq -

boshi z2 -oxirgi nuqtalari) bo'lsa, u holda



\f{z)dz = |f(z{t))z'{t)dt =F (22)~f (z,), bu yerda f(z) funksiya /(,) ning

boshlang'ich funksiyasi F'(z) =f(z)

Yopiq B sohada analitik f(z) funksiya berilgan bo'lsin
Sohaning konturini C deylik. Funksiyaning konturdagi giymatlari
bo'yicha kontur ichidagi qiymatlarini aniglash mumkin. Bu

ko'rinishdagi Koshi formulasiga asosan topiladi.
ZMJc L, 2

Koshi integrali yopiq kontur bo'yicha olinsa,

flizvz =2£y()(™ (,=012.)
J(z-f)" nl ’

bu yerda c¢ -C chizigning ichki nuqtasi bo'lib, konturi
musbat yo'nalishda aylanib o'tadi. w=f(z) analitik funksiya

uchun J ('{¢)=— | ~~,+ ("=012.) bu yerda fm(c)=f(c). C -

bir bog'lamli soha.
Misol. 1) J ~Idz integral hisoblansin. Koshi formulasi va
Q@ z~x
Koshi teoremasiga asosan, x nuqgta ¢ kontur ichida bo'lsa, integral
2mx~-if ga, x nuqta konturdan tashgarida bo'lsa 0 ga teng.

2) Koshi formulasiga asosan J— integralning a) C kontur

I--'j=1 aylana, b) C kontur E+ij=1 aylana, c¢) C kontur H=2

aylana bo'lgandagi qgiymati hisoblansin. Bu integralni

ko'rinishda yozish mumkin. Qavs ichidagi ikkala
©- 1@ -

integralning ham suratidagi funksiyalar o'zgarmas son 1 ga teng,
shuning uchun Jz-ij=1 aylana bo'yicha integrallaganda Koshi
formulasiga asosan birinchi integral 2m ga, ikkinchi integral esa
0 ga teng.

v+ /=1 aylana bo'yicha integrallaganda aksincha, birinchi
integral 0 ga, ikkinchisi esa 2m ga teng. W=2 aylana bo'yicha
integrallaganda z=i va z=-/ nuqtalar aylana ichida bo'lib,
birinchi integral suratdagi funskiyaning i nuqtadagi giymatining



ga ko'paytmasini, ikkinchi integral esa o'sha funksiyaning -i
nuqtadagi giymatining yana 2m ga ko'paytmasiga teng bao'lib,
natija ikkalasining yig'indisi bo'lishi kerak edi. Integral ostidagi
ifodaning suratidagi funksiya o'zgarmas 1 ga teng bo'lgani uchun
ikkala integral 0 ga teng.

Berilgan integrallami hisoblang

14.115. \zldz, AB zA=1 va zB=i nuqtalarni tutashtiruvchi
)3}

to'g'ri chiziqg.
14.116. \z'°dz, C: ~7+tx =i-ellips-
c a b

14.117. J*,C: (x-4f +(y-3)2=I- aylana.

cz

14.118. J—, C: 2=e"-aylana.

c2

14.119. /(zVz integralni f(z) =x2+y2i, AB-A(\ +i) va

5(2 +3r) nugtalarni tutashtiruvchi to'g'ri chiziq bo'lgan hoi uchun
hisoblang.

W/

14.120. fzdz integralni hisobalng.
|

14.121. fzdz, y -yopiq soha bo'lib parametrik tenglamasi

7
X =cost, Yy =sin?.

14.122. Coa [-ellips x=3cos<, y =2s\nt

14.123. J— N y-aylana |z-(/+)] =i

14.124. w=1f(z) analitik funksiya z tekislikdagi B sohani w

tekislikdagi Bi sohaga akslantiradi. B, =jj\f(zfdxdy ekanligi
©

Isbotlansin. Bu formulaga asosan w=1z2 funksiya vositasida

IsHs 2 —<argz<— soha aksining vuzi topilsin.

14.125. Integralning ta'rifiga asosan JJ&] va fdz integrallar
1" n— W
hisoblansin.



14.126. Ushbu \~r— integral Koshi formulasiga asosan
Uz +4

hisoblansin, bunda L: a) -2/ va +2i nuqtalarni o'z ichiga olgan
kontur; b) -2i nugtani o'z ichiga olgan kontur; v) +2/ nugtani o'z
ichiga olgan kontur.

14.127. Ushbu \\\z integral yarim halga konturi bo'yicha

hisoblansin.

14.128.  j(iz2-2zel2}iz, C: zt=e‘'IM Va z =i nuqtalarni
C

tutashtiruvchi ixtiyoriy chiziq.

14.129. | ~~e dz, c: e+q]=2-aylana.

14.130. j/z H=2-aylana.

14.131.Ef(:)dz, agar f(z)=y+xi C - Uchi 20=0, zA=i, zs=I+i
bo'lgan siniq chiziq.

Takrorlash uchun savollar

1.Kompleks son ta'rifini ayting

2.Kompleks sonlar ustida ganday amallar bajarish mumkin?

3.Kompleks sonning trigonometric ko'rinishini yozing.

4.i-nima?

5.Kompleks sondan ganday ildiz chigariladi?

6.Kompleks sonning geometric tasviri deganda nimani
tushinasiz?

7.Kompleks son haqiqgiy qismi, mavhum gqismi va u ganday
belgilanadi?.

KOMPLEKS O'ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
NAZARIYASI ELEMENTLARIGA DOIR NAZORAT
TESTLAR

1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar .
1. Mavhum birlik i ganday aniglanadi ?
A)/ =VM B)/ =V=T C)i=Vvl D)i=VlI.



E) to'g'ri javob keltirilmagan .
2.Mavhum birlik i gaysi tenglik bilan aniglanadi ?
A)i=-1 B) iz=-1 C) B=-1 D) &=-1 E) il
3. Mavhum birlik i uchun gaysi tenglik o'rinli emas?
a) l4s=1 B) Zintl=z C) idn2=-1 D) i*n3=-i
E) barcha tengliklar to'g'ri.
4. Mavhum birlik i uchun qaysi tenglik o'rinli ?
A) i4'=1 B) i4'=i C) &'=-1
D) tin—1 E) z'=(-1)"
5. Agar n-ixtiyoriy natural son bo'lsa, unda mavhum birlik i
uchun qaysi tenglik o'rinli ?

A) i2'=1 B) 2'= C) i2'=-1

D) 2a—+ E) 2= (-I)"

6. Ta'rifni to'ldiring:z=x+iy ko'rinishdagi ifoda kompleks
son deb ataladi. Bunda rmavhum birlik (i2=-1) va x,y — sonlarni
ifodalaydi.

A) ratsional B) irratsional C) haqiqgiy

D) natural E) butun

7. z =x+iy kompleks son uchun Rez qanday aniqlanadi?

A) Rez= +y2 B) Rez=x+y C) Rez=x D) Rez=t/

E) to'g'ri javob keltirilmagan

8. z =-3+4/ kompleks son uchun Rez nimaga teng?
A)5. B) 1. C)3. D) 4. E)-3.

9. z =x+iy kompleks son uchun Imz ganday aniqglanadi?

A) Imz=yjx2+y?2 B) Imz=x+y C) Imz=x

D) Imz=y E) to'g'ri javob keltirilmagan

10.z =—=3+4f kompleks son uchun Imz nimaga teng?

A)5. B) 1. C)-4. D) 4. E) -3 .

11. z =x+iy kompleks sonning moduli | ganday aniglanadi?
A) H=x+>1 B) W\=x2+y- . C) RA=yjx~+y2 .

D) IFlic+yl E) H=ylx2-y2.

12. z =3—4z kompleks sonning moduli ] nimaga teng?
A) -1 . B) 1. C) 7. D) 5. E) 25 .
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13. z =x+iy kompleks songa qo'shma kompleks son z ganday
aniqglanadi?
A) -x+iy B) x -iy C)-x-iy
D) y+ix E)y-ix
14. O'zaro qgo'shma kompleks sonlar uchun quyidagi
tengliklardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) z+z=2Rez B) z—z=2Imz C) z-z=|z]2.
D) z-z=|z|2 E) H=H
15.zi=xi+yi; va z2=x2+yii kompleks sonlar qaysi shartda teng
deyiladi?
A) xi=xr B) yi=12 C) A\=X2, y\*y2
D) x1=x2, yi=12 E) XX, \=vyi.
16. Quyidagi tengliklarning qaysi birida z\=x\+y\i va z2=X2+yii
kompleks sonlar teng bo'Imasligi mumkin?
A) (*i~x2)2+(y\-y2f =0 B) M-x2dWM-"h 0 =
C) (n -X2)iy\ —yr)=0 D) XI-X2=0,yi-1/2=0 .
E) barcha hollarda zi=z2bo'ladi.

2. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalar

1 w=z—z2 funksiyaning z=I+2z nuqtadagi qiymatini
hisoblang.

A)4-2/ B) -4-2; C) -4+2;.

D)4+2r E) 2-4;

2. w=z—7z funksiyaning z=1-2; nuqtadagi qiymatini
hisoblang.

A)4-2; B) -4-2i C) -4+2;

D )4+2; E) 2-4;

3. z=x+iy kompleks o'zgaruvchili funksiya f(z)=x2 2(x+y)i
kabi aniglangan. Bu funksiyaning z=2-3i nuqtadagi giymatini
hisoblang.

A) 4-10; B) 4-2; C) 4+2; D) 4+10; E) 4-4;

4. w=z2-z (z=x+iy) funksiya uchun u(x,y)=Rew nimaga teng?

A) x2-2xy B) x2y2-x C)x2y2+x



w

D) x2-yr~x E) Xx2+y2+X

5.w=z2~z (z-x+iy) funksiya uchun v{x,y)=\mw nimaga teng?
A) x2-2xy Bb)2xy-x C) 2xy+x .

D) 2xy-y E) 2xy+y

6. w=f(z) (z=x+iy) funksiya uchun Ref(z)=x2y2, Im/(z)=-2.ri/
bo'lsa, w=f(z) funksiyani toping .

A) w=z2. B)w=z-z. C) w=z

D) w=z2+z . E) w=z2+z .

7.zv=f(z) (z=x+iy) funksiya uchun Ref(z)=x2y2, Imf(z)=2xy
bo'lsa, w=f(z) funksiyani toping .

A) xv=z2. B)w=z-z . C) w=z2.
D) w=z2+z . E) w=z2+z .
8. Agar /(z)=z2z va zo=I+2z bo'lsa, limf(z) limit qgiymatini
Z->Zq
toping .
A)4-2r. B)-4-2z. C)-4+2r. D) 4+2/. E) 2-4/.

9. Agar /(z)=z2z va zo=I-2/ bo'lsa, Iir(r)1/(z) limit giymatini
r_>-

toping .
A)4-2/. B)-4-2/. C)-4+2/. D) 4+2/. E) 2-4/.
10.Agar lim/(z) va Ilimg(z) limitlar mavjud, quyidagi
z->2, 2->70

limitlardan gaysi biri mavjud bo'Imasligi mumkin?
A) lim[/(2) +9(2)] B) lim[/(2)-9(2)]

C) lim{/(2)-g(2)] D) lim(f(z)/g(2)]

E) barcha limitlar mavjud bo'ladi.
11.Agar lim/(r) =2-3r bo'lsa, lim z/(z) limit qiymati

75101 z>147
nimaga teng ?

A) 3-2/ B) 4+/ C) 5-/

D) -1+2/ E) aniglab bo'Imaydi.

12. Agar iim/(z)=2-3/ bo'lsa, lim[/(z)/zZ] qiymati nimaga
teng? - o

A) 3-2/ B) 2+3/ C) -3-2/



D) -1+3; .E) aniqglab bo'Imaydi.
13.Agar lim/(z)=2-3/ bo'lsa, lim[z2Z/(z)] qiymati nimaga

teng ?

A) 3-2/. B) -2+3/. C) -3-2/. D) 2-3/ .

E) aniglab bo'Imaydi.

14.w=e: ko'rsatgichli funksiya qaysi darajali qgator bilan
aniglanadi?

A) 1--+— - — + et (-] "—+...
) AR (-h
r‘r‘) 1+ Z+___+_§3+~+__Z__+__ .
r 20 3 N
C) 1_52 e 4 et ()W 7
204 6l (2n)!
W T 717 -2l
D) - t— - — (-Dn— oo
3 5 7 (2n-1)!
h) + 2—3 +Z—5 + ess+ .22"+l
3 5 @n+ 1)

15w=e~z ko'rsatgichli funksiya qaysi darajali qator bilan
aniglanadi?

2 3 a
A) 1--+-— — +
r o2t 3 nl
- z2 z3 7
B) 1+ — + — et - + oo
r 2 3 il
O 1 22+-Z4— E§+,_,+(_I)»_?|—n +
20 4 ¢ 2n)!
D) z- 23 25 _Z7+ 4+ (_|)n_:":—g————]:—H
3 57 v ' (2n-1)!
z3 25 z2n+l

3 5 (n+1
16. zt>=cos2 trigonometrik funksiya qaysi darajali gator bilan
aniglanadi?



3. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalarning hosilasi

l.w=f(z) kompleks funksiyaning hosilasini ta'rif bo'yicha
topishda quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) z argumentga Az orttirma beriladi.

B) funksiyaning A/=/(z+ Az)-/(z) orttirmasi hisoblanadi.

C) A//Az nisbat topiladi . D) A//Az nisbatning Az~O
holdagi limiti topiladi.

E) keltirilgan barcha amallar bajariladi.

2. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funktsiyaning differensiallanuvchi
bo'lishi uchun qaysi shartlar zarur va yetarli bo'ladi?
j du_dv jj du_ dv w du__dv A du_ dv
dx dx dx dy dx dx dy dx
A) lvall B) lva IV C) llva lll

D) llvalv E)IlllvalVv
3. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Koshi-Riman
shartlalrini ifodalaydi?

nsdu_ dv du dv du_dv du_ dv
dx dy’ dy dx dx dy' dy dx

py du_dv du dv p.,. du_ dv du_ dv
dx dy' dy dx dx dy’ dy dx

E) keltirilgan barcha tengliklar Koshi-Riman shartlarini
ifodalaydi.

4. f(z)=(x2-3y22)+(6x+8y-7)i kompleks funksiya qaysi
zo=xotiy0nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi?

A) zo=-4-i. B) zo=-4 +i. C)zo=4-i. D) zo=4 +i.
E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo'Imaydi.

5- f{z)=(5x-3y+2)+(6x+8y-7)i kompleks funksiya qaysi
zo~-xo+iyOnuqtada differensiallanuvchi bo'ladi?
A) zo=-4-i. B) zo=-4 +i. C)zo=4-i. D) zo=4 +i.



E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo'Imaydi.

6. f(z)={x2y2+2xyi kompleks funksiya qaysi zo=xo+iy0
nuqtada differensiallanuvchi bo'lmaydi?

A) zo=-4 -i B) zo=-4 +i C)zo=4-i.

D) bu funksiya barcha nuqtalarda differensiallanuvchi
bo'ladi.

E) bu funksiya birorta ham nuqtada differensiallanuvchi
bo'Imaydi.

7. f(z)=(x2+y2)+axyi kompleks funksiya 8 parametrning
ganday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A)a=t2 . B)a=-2. C)a=2. D) an+2 . E) ae0O .

8. f(z)=(x2y2+axyi kompleks funksiya a parametrning
ganday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A) a=+2 . B)a=-2. C)sa=2. D) a*+2 . E) ae0 .

9. f(z)=y+axi kompleks funksiya a parametrning qanday
giymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A)a=tl. B)a=-1. C)a=I. D )a#+l . E) ae0 .

10. f(z) =az,z=x-iy, kompleks funksiya a parametrning
ganday qiymatlarida differensiallanuvchi bo'ladi?

A)a=0. B)a>0. C) a<0 . D) a*0 . E) ae0

11. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiyaning hosilasi uchun quyidagi
formulalardan qaysi biri o'rinli emas?

n» B;rw -T -%
oX  OX ox oy
EV/(9y-— 1= D) /Ly =V 4V
oy dy dy ox

E) keltirilgan barcha formulalar o'rinli.

12. f(z)=(x22y2x)+(2xy-y+1)i kompleks funksiyaning f(z)
hosilasini toping.

A)/ \z)=(2x-1)+2yi B)/ \z)={2x-\)-2yi

C)/'(@2)= ~2y+ (2x-1)i D) /’(@2)=2y-(2x-1)i

E)/(z)= 2y+(2x-\)i.

13. Qaysi kompleks funksiyaning hosilasi noto'g n
ifodalangan?

A) (z")=nz"~1 B) (e2'=ez C) (cosz)'=-sinz

D) (sinz)’=cosz E) barcha hosilalar to'g'ri ko'rsatilgan .



14 Qaysi kompleks  funksiyaning hosilasi noto'g'ri

ifodal A)~Lnz)'=l/z B) (shz)'=chz C) (chz)'=-shz
D) (arctgz)'=1/(1+z2) E) barcha hosilalar to'g'ri ko'rsatilgan
15.Agar 1(z) va g(z) funksiyalar z nuqtada
differensiallanuvchi bo'lsa, unda bu nuqtada quyidagi
funksiyalardan qaysi biri differensiallanuvchi bo'Imasligi

mumkin?
A)/(2)-9(2) B)/(z)/£(2) C)(z)+9(z) D)f(z)-9(2)
E) ko'rsatilgan barcha funksiyalar differensiallanuvchi bo'ladi
16. Kompleks funksiyalarni differensiallash qoidasi gayerda

noto'g'ri ifodalangan ?
A) \f(2)+g(2)]'=\2)+g'(z)
B) 1/(2)-£(2)]'=/"(2) ~9\z)
CN\KHz)9(2)I'=F(2)9(2)+f(2)9'(2)
D) [C/(z2)]=C/'(z) (C - const).

No /'(2)9(2) +7(2)9'(2)

E)

9(2)

4. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalarning integrali
1.Ta'rifni yakunlang: z=z(t) , a<t<{3 , tenglama bilan

aniglanadigan L chiziq silliq deyiladi, agarda z=z(f) funksiya ......
bo'lsa.

A) chegaralangan . B) monoton . C) uzluksiz .

D) differensiallanuvchi. E) integrallanuvchi .

2. Sillig L=AB chizig va unda aniqglangan zv=f(z) kompleks
funksiya bo'yicha integral yig'indini tuzishda quyidagi
amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) L=AB chiziq A=zo , zi, zi, ..., Zn+i, Zn=B nugqtalar bilan
ixtiyoriy n ta (zit, zw) (fc=0,1,..., n-1) oraliglarga bo'laklanadi.
B) Har bir (zk, Zk+) (fc=01, .. , n-1) oraligning uzunligi
&zk~zZkf\-zk aniglanadi.
N AC) Har bir (zk, zm ) (k=0,1, ... , n-1) oraligda w=f(z) kompleks
'u/siyaning orttirmasi Afk=f(zk+\) -f{zk) topiiadi .
D) Har bir (zk, zui) (fc=0,l, ... , n-1) oraligdan ixtiyoriy bir b

nuqta tanlanadi.



E)Tanlangan b (k=0,I, ..., n-1) nuqtalarda w=f(z) kompleks
funksiyaning giymatlari/(£*) hisoblanadi.

3. iv=f(z) funksiya aniglangan L=AB chiziq A=zo, 2\, 2 ...jZn
2,=B nugqtalar bilan ixtiyoriy n ta (& 2m) (fc=0,1, .. ,
oraliglarga bo'laklangan va ularning uzunliklari Ar*kabl
belgilangan . Quyidagilardan gaysi biri L chiziq bo'yicha iv=f(2
funksiya uchun integral yig'indi bo'la olmaydi?

A) | f(zk)Azk.
k=0

B) If(z k+l)Azk.
k=0

C) "I1A —k+1~Zk)Azk .
A= 2

D) "rf(~ H +Zk)Azk.
k=0 2

E) barcha javoblar integral yig'indini ifodalaydil .
4 .w=f(z) kompleks funksiyadan L chiziqg bo'yicha olingan

integralni ta'rifidagi \f{z)dz =lim 'ff(~k)Azk tenglikda limitga
L k=0

ganday o'tiladi?

A) n—°° . B) Azn—0 . C) n—>°°, Azn—0 .

D) , TaxAr~oO . E) n~*°°, minA2t-+0 .

5. Teorema shartini ko'rsating: L sillig chizig bo'yicha
\f{z)dz integral mavjud bo'ladi, agar/(2) funksiya ... bo'lsa.

A) chegaralangan . B) monoton . C) uzluksiz .
D) quyidan chegaralangan E) yugoridan chegaralangan .
6. Agar f(z)= u(x,y)+iv(x,y) bo'lsa, unda

\J(z)dz = \[u(x,y) +iv{x,y)ld(x +iy) integral qiymati egri chizigli

integral orqali gaysi formula bilan hisoblanadi?
*A) J/ (z)dz = Judx - vdy + i\udy + vdx
L L L

B) If(z)dz = \vdx + udy + ij vdy + udx
L L L

C) \f(z)dz = Jvdy - udx- i\vdy + udx



D) ¥ (2)dz=tw +\fy~" Ive*~ Uty =

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
7 Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib jrrfr integral

mmatini toping. Bunda AB integrallash yo'li A=2i va B=3+i
talarni tutshtiruvchi sillig chizigni ifodalaydi.
A) 2+i. B) I+2i. C) 6+3z. D) 3+6/. E)O.
8. Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib A}3:2d: integral

giymatini toping. Bunda AB integrallash yo'li A=3i va B=3
nuqgtalarni tutshtiruvchi to'g'ri chizigni ifodalaydi.

A) 9+9/. B) 9-91. C)-9+9/. D) -9-9/.E)O0 .

9. Integrallash yo'li tenglamasi z(f)=2f+(4f-3)/ , O0<f<lI,
bo'lgan L chizigdan iborat \zdz integralni hisoblang.

A) 2(3-1). B) 3(2-/). C) 2(3+/).

D) 3(2+/). E)O.

10.Quyidagi tengliklarning gaysi biri kompleks funksiyadan

olingan integralning chiziglilik xossasini ifodalamaydi?

A) \[f(z) +g(z)]dz=\f(z)dz+\g(z)dz .
L L L

B) \U(2)-g(z)]dz=\f{z)dz-\g(z)dz .
L L L

C) \[Af(z) + Bg{z)]dz=A\f(z)dz+B\g{z)dz (A, B-const.) .
L L I

D) I[Af(z) —Bg(z)]dz =Aff(z)dz-Bjg(z)dz (A,B-const.) .
L L L

E)barcha tengliklar integralning chiziglilik xossasini
ifodalaydi.
H. Agar Jf(z)dz=3- 2i, Jg(zNe =2+3; bo'lsa,
L L

A/00+9(z)]dz integral giymati nimaga teng bo'ladi?
L

A)5+5/ B)5-5/ C) 5+/

D) 5-/ E) aniglab bo'Imaydi.

12. Agar If(z)dz=3-2i, \g(z)dz=2+3i bo'lsa, f[f\z)- g(z)]dz
L L L

Ir,tegral giymati nimaga teng bo'ladi?
A) 1+5/. B) 1-5/. C) 5+/. D) 5-/.
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E) aniglab bo'Imaydi.

13.Agar I/(z)<fe=3-2i, jg(z)dz=2+3i bo'lsa, /[3/(z) +29(2)]£

integral giymati nimaga teng bo'ladi?
A)13+5/. B)13-5/. C) 13/.
D) 13. E) aniqglab bo'Imaydi.
14. Kompleks funksiyadan olingan

ifodalovchi quyidagi tengliklardan gaysi biri noto'g'ri?

A) \Cf{z)dz=C\f(z)dz (C-const.)
L L

integral xossalarini

B) If(z)dz=1f(z)dz+ \f(z)dz
+. L L
C) \f(z)dz=-\f(z)dz
AB BA
D) \f(z)g(z)dz=If(z)dz-\g(z)dz
c g c
E) J[/(z) £ g(z)]dz =\f(z)dz £jg(z)dz
L L L
15.Agar \f(z)dz =3-2/ bo'lsa, \(4+i)f(z)dz integral qiymatini
L L

toping.
A) 14+5/
D) 5-14/ E) O
16.Agar \f{z)dz=3—2/, \g(z)dz=2+3/ bo'lsa, \f{z)g(z)dz
L L |

B) 14-5/ C) 5+14/

integral giymatini toping.
A)1+5/ B) 1-5/
D) 12-5/
5. Kompleks funksiyalar uchunTeylor va Loran gatorlari.
Kompleks funksiyaning maxsus nuqta va chegirmalari
analitik bo'lgan

C) 12+5/
E) aniglab bo'Imaydi.

1. Biror ochiq 12-201R doirada
funksiyaning 2-20 darajalari bo'yicha Teylor qatori gayerda to'g'ri

ifodalangan ?

A) l(z) =1 T WO -2 B} K(zz)zgg'f(f]{' (z -z0)k.

C)/(z)y= 2z~ -r "™ (z -2z 0)* D) /(z)= (z —z0)
*=0 bl 0 £l

/()



E) /(z)= . Zck(z-z0)k, ck- . TN
c>J i 2mi.(z-z0)

2 Biror ochig IzI<R doirada analitik bo'lgan /(2)
ksivaning Makloren gatori qayerda to'g'ri ifodalangan ?

® t " fW(0) K
A) B> '

* ['a)(0). ; nvr,. a/®Y),_ _ *
c>/(z),?,, wn <z_'®a D)l<z)B ,~ (""=) =
e)/in - 1<r'm’i lI|7>7,,fCl

jt=—00
3 f(z)=ezfunksiyaning Makloren gatorini ko'rsating .

2n+H 3B 2 *
=0
® T ® zh
D) K-1)"— E) |I.—
1720 +1 n=o(2n)!
4. /(z)=sinz funksiyaning Makloren qatorini ko'rsating .
® 2+l @ YW «c yl
A> B) C) .7,,*
n¥ ® zn
D 1 r|£ r E) I
) n=§> ) ) o (27)-
5. /(z)=cosz funksiyaning Makloren qgatorini ko'rsating .
z2nH @O n22" \
A) 2( )" —e- B Z(-H)*— : C) 1-7
o S o 27
“i)-N -
D) nZ=0( D ni" n=o0(2u)!
6. /(z)=chz giperbolik kosinus funksiyaning Makloren
gatorini ko'rsating .
® 2141 ® 72’ * 77
A) Y (D) —--- B) K - 1% ------ C) S-r
Vo (2n+1)l 2n -
00 Tﬂ+1 [ee) ra2"
D) StV moewy B!

/(z)—an ko'p giymatli funksiyaning z=0 nuqta atrofidagi
giymatli tarmog'ining Makloren gatorini ko'rsating .
® -2n+1 ® ri * z"
A) S (-I)*~ — B) EH)" — C) S —



#1

o« 7+~ o 7™M

D) néo(-l)ﬂﬁj{ E) ,ﬁ'o(Zﬂ)!

8. f(z)=z2z funksiya Makloren gatorining z4 daraja oldidagi
koeffitsientini toping.

A) 0. B) 1. C) 1/2. D) 1/6 . E) 1/24 .

9. f{z)=eZ funksiya Makloren gatorining z4 daraja oldidagi
koeffitsientini toping.

A) 2/3 . B) 3/4 . C) 1/2. D) 1/6 . E) 1/24 .

10. Biror ochiq r<\z-zo\<R halgada analitik bo'lgan /(z)
funksiya va bu halgada  yotgan L  kontur uchun

1y f@),

2mL(z-z0) +
darajalari bo'yicha Loran qgatori qayerda to'g'ri ifodalangan ?

ck - -dz bo'lsin. Bu holda /(z) funksiyaning z-zo

A) /(z) = £.ck(z-20)k
k=0

B) f(z)= Zc*(z-z0)*
k=0

C)f(z)= lc_k(z-z0r k

k=0

D) f(z)=ic.k(z-zOr |

E) f{z)= f ck(z-z0)k

k =-cc
11. /(z)=1/(I-z)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
gatorini toping.
A) izk B) Iz~k C) £z*
k=0 k=0 k =-00
/ 1 s 0 .
D) Iz* E) Sz*.
k=0 k=-n
12. /(z)=1/(z-z2funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
gatorini toping.

A) Zz* B) Zz-* C) zzk
k=0 k=0 k=-1
D) Zz* E) Zz™*

*=1 1



13. /(z)=z2 (1 _z)funksiyaning z darajalari bo'yicha Loran
qatorini toping.

/ O i o .
A) Zz* B) Zz*_t c) z»~
*=2t-2 =2
D) |z-*. E) Zz*.
t=-2 t=co
14. Tasdicjni yakutilang:f(z) funksiyaning z-zo darajalari
bo'yicha Loran qatori uchun .. shart bajarilsa, z=zo tuzatib

bo'ladigan maxsus nuqta bo'ladi.

A) ck=0 (fc=m+1, m+2, m+3,...)

B) Ck=0 (fc=m+1, m+2, m+3,...).

C) c-~0  (fe=l2, 3, ..)

D) a=0 (fc=0,1,2,..)

E)o*0 (fc=0,xl, £2,...).

15. Tasdigni yakunlang:f(z) funksiyaning z-zo darajalari
bo'yicha Loran qgatori uchun ... shart bajarilsa, z=zom-tartibli qutb
bo'ladi.

A) c-*=0 (k= m+1, m+2, m+3, ...).

B) 0=0 (k= m+1, m+2, m+3, ...).

C) cic0 (A:=1,2,..., m).

D) o=0 (fc=0,1,2,..., m).

E)o*0 (fc=0,l,£2,...).

16. /(z) funksiyaning z-zo darajalari bo'yicha Loran qatorida
qaysi shart bajarilsa, z=zo muhim maxsus nuqta bo'ladi ?

A) ck*0 (fem+1, m+2, m+3, ...).

B) a*0 (k== ( m+1), £(m+2),...).

C) ckO (k=1,2,3,...).

D) ck*0 (k=0,t1, £2,...).

E) barcha shartlarda .



Matematika fanlar ichra shoh
uning sirlaridan bo'lingiz ogoh!
Q°ri Niyoziy
XV-BOB. OPERATSION HISOB
§ 15.1. Boshlang'ich funksiya va tasvir. Laplas almashtirishi
§ 15.2. Hosilaning tasviri va tasvirning hosilasi
§ 15.3. Tasvirga ko'ra original™ tiklash

§ 15.4. Operatsion hisobni oddiy differensial tenglamalarni
yechishga go'llash

815.1. Boshlang'ich funksiya va tasvir. Laplas
almashtirishi

Haqigiy sonlr o'gida aniglangan /(/) funksiya quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:

a) f(t) funksiya istalgan chekli intervalda uzluksiz yoki I -
tur uzulish nuqtalariga ega:

b) f(t) funksiya argumentning manfiy qgiymatlarida aynan
nolga teng, ya'ni (<obo'lganda f(t) =0

¢) shunday ™ >0 s0>0 sonlar mavjudki, t argumentning
barcha qiymatlari uchun fit) funksiyaning moduli Aev
funksiyadan oshmaydi, ya'ni barcha t lar uchun J@]<m=
tengsizlik  bajariladi. Yuqoridagi a), b), c¢) shartlami
ganoatlantiruvchi har ganday f(t) funksiya boshlang'ich funksiya
deyiladi.

Endi f(t) boshlang'ich funksiyani e* (p-kompleks sonlar)
funksiyaga ko'paytiraylik va undan quyidagi

56"‘/(()11, (Rep>0)
xosmas integralni ko'rib o'taylik. Bu xosmas integral, /0)

boshlang'ich funksiya bo'lganligi uchun, doimo yaginlashuvchi
va p argumentning funksiyasi bo'ladi.

Quyidagi g(P)=]e-»f(t)dt, Rep>0 (15.1)



LLI

munosabat bilan aniqlangan g(p) funksiya fit) funksiyaning
tasviri yoki Laplas almashtirishi deyiladi va

gip) =L\]
kabi belgilanadi.

Shuni ta'kidlab o'tamizki har ganday fit) boshlang'ich
funksiyaning tasviri (15.1) munosabat orqali yagona
aniglanganligi kabi, har ganday g(P) tasvirning ham yagona fit)
boshlang'ich funksiyasi mavjud. Berilgan tasvirdan uning
boshlang'ich funksiyasiga o'tish

m =L~To\

tenglik orqali ifodalanadi. Agar fit) funksiya a), b), c)
shartlaming birortasini qanoatlantirmasa, u boshlang'ich
funksiya bo'la olmaydi va (15.1) xosmas integral uzoqglashadi.

Masalan, f(t) =ctgt boshlang'ich funksiya bo'la olmaydi,
chunki u tasvirning a) shartini qganoatlantirmaydi, ya'ni
i=kn, «k=04H+2+3.. nuqtalarda Il tur uzulishga ega. Shuning

uchun fit) =ctgt funksiyaning tasviri mavjud emas. Bir qator
boshlang'ich funksiyalarning tasvirlarini hisoblashni ko'rib
chiqaylik.

I. Chiziglilik xossasi.
a) boshlang'ich funksiya bo'Imish fit) va ixtiyoriy olingan ¢
o'zgarmas migdor uchun
L[cfit)} = cL\f(t)\ (15.2)
tenglik o'rinlidir.
b) chekli sondagi boshlang'ich funksiyalar yig'indisining
tasviri mos tasvirlar yig'indisiga teng, ya'ni
L[f, +f2+.. . +f.hL[f,]xL[fl]+...£L\f] (15.3)
munosabat o'rinli.

Il. O'xshashlik teoremasi. Agar a>ova L\f{tj[=g(p) bo'lsa, u
holda i|/(aO]:ég(é) munosabat o'rinli bo'ladi.

HIl. Kechikish teoremasi. Agar s ixtiyoriy musbat son va
4/XO] =gip) bo'lsa, u holda
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L\f(t-s)]=e""g(p)
tenglik o'rinli bo'ladi.

1V. Siljish teoremasi. Agar 4/1 =«(p) bo'lsa, u holda
Lle** m]=g(P +a)
munosabat o'rinli bo'ladi.

V.Kompozitsiyalash teoremasi.
Ta'rif. Berilgan f va /2 funksiyalarning kompozitsiyasi deb
| |

/(0 :Bf(*) M I-s)ds zyj(s)f,(t-s)ds
tenglik bilan aniqglanuvchi f(t) funksiyaga aytiladi. Odatda
ikkita funksiyaning kompozitsiyasi

m=m *m
kabi belgilanadi.

15.1-jadval
Ba'zi funksiyalarning tasvirlari
Original Tasvir Original Tasvir
1 1 shpt P
P P2-P !
e" 1 chpt p
p-a P2-P 2
sinpt P t n
P2+P2 p#
cospt P t"ea nl
P2+P2 (p-a)™*
e“ cospt p-a e“ sinpt P
(p-a)2+p2 (p-a)2+P2
tcospt P2~P2 tsinpt 2Pp
(P2+P2f (p'+pll

Quyidagi funksiyalami orginali mavjudmi?

15.1. /()={;" agar Il 15.2. /(,)={°- flgar <<0
4, afar t>0 [/o/, dgar t>0



n
Laplas almashtirishining xossalaridan foydalanib
quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping.

15.7. /(f)=e3sinM 15.8. /(f) =cos<ur, f£0
15.9 /(/)=<m 15.10 /(f)=siny?f 15.11 /(/)=74f

Laplas almashtirishining xossalaridan foydalanib
quyidagi funksiyalarning tasvirlari topilsin.
15.12. /(/) =(f+i)2 15.13. /(t)-(<-1)’
15.15. /(f) =e 3sin4f 15.16. /(f) =fV’ 15.17./(f)=fVvs
15.18 f(t) =e ZcosAt

15.20. f{t) =e"Z cosl3<
15.21. f(t) =e3 sinf
15.22. f(t)=2e~*“-3 +5cosf
15.23. /(F)=sin2fcos5f
15.24. /(<)=e'Isinm
15.25. f(t)= shptcos.pt

15.27./(/)=sin2f
15.28./(f) =¢' cos21
15.29. f(t) = shatcosht
15.30 f(t) =chatsin bt
15.31. /(f) =chatcosht
15.32./(f) =tchbt
15.33. f(t)=cosyt
Laplas almashtirishining xossalaridan foydalanib quyidagi
funksiyalarning tasvirlari topilsin.
15.34./(f) =e™2cosh
15.35. /(f) =f, f2u)=e¢' funksiyalarning kompozitsyasi topilsin.
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(7
15.36 /(<) =e'(cos2/-sint)

Quyidagi funksiyalarning tasvirlari mavjudmi?

0, agar 1<0
15.37. /(0=
eB™, agar t>0
0, agar t<O
15.39. /(,).£, 9
2", agar t>0

8 15.2. Hosilaning tasviri va tasvirning hosilasi

Faraz qilaylik f(t) funksiya va uning n- tartibligacha bo'lgan
/,0",...,/C) hosilalari boshlang'ich funksiyalar bo'lsin.

Hosilaning tasviri. Agar f(t) funksiyaning tasviri g(p) bo'lsa,
u holda f'(t) hosilaning tasviri

L\A\=pg(p)~f(0) munosabat bilan aniglanadi va bu yerda
/(0) =Jg;6f(t) deb tushuniladi.

Xuddi shunday usulda /"(/),/",0, -,/9(0 yuqori tartibli
hosilalaming ham tasvirlarini /(/) funksiyaning tasviri orqali
ifodalash mumkin. Agar L[f]=g(P) bo'lsa u holda

=pg(m)~f(0Q)
L[f"hp2g(p)-pm -f(0)
E[/"™]=p"g(p) - />7(0) - pf*{0)- / "(0)

AT 1=PTS(P)- I™7(0) - - - p/(-3(0)- /" “(©)=p"g(p)- G / (XOPM

Tasvirning hosilasi:
g(p) tasvir p parametrning funksiyasi bo'lganligi uchun
undan pga nisbatan hosilalar olish masalasini ko'rib o'taylik.

Tasvirning ta'rifiga asosan g(p)zBe-'*f(t)dt va shuning uchun
g"\p) - j («m™), 4(")«' =je "(-)f(t)dl =Je [-tf(Dj*
O O 0

olingan natijadan g'(/>)=[-'/(")] ekanligini ko'ramiz.



Demak tasvirning hosilasi -(/(f) boshlang'ich funksiyaning
tasviriga teng ekan. Shuningdek, tasvirning yuqori tartibli
hosilalari uchun

g"0>)=4'7(0]
g"(p)=4-"7("]

g()07) =4 - J'<Vv(0]
tengliklami keltirib chigarish mumkin.
Tasvirning hosilalari uchun topilgan munosabatlardan

foydalanib quyidagi

1 1 (p-a)-"
tenglikni keltirib chqgaraylik. Darhaqigat gt(p) =4e"]="3"

tenglikni nazarda tutib, uning uning hosilalarini hisoblaymiz:
g"'w = (A V

(p-a)** “oowr ot (Pia)rrt
Lekin biz glI"(p) =L[(-iyt"f(t)] ekanligini yuqorida hosil gilgan
edik. Demak f(t) =e“ bo'lsa g\n(p) =L[(-\yt"e“\bo'ladi. Natijada

(-1)"L[fea]=(-1)" (p_ar%,ryoki LIfv - ]=-(p_a)...

tenglikka erishamiz. Bu yerda a =o deb, ushbu
N
4*]=.
p -
muhim formulaga yana bir bora kelamiz.
15.40.Agar >0)=y(0)=0 va y(t)=y(p) bo’lsa, y(t)=y"(t)-y\t)-y(t)
funksyaning tasvirni toping.

15.41.Agar y(0)=0, y(0)=I, y(0)=2, y(t)=y(P) bo'lsa,
y(t)=y"' (t)~y"{t)+2y'(t) - 2y(t) ning tasvirini toping
14.42. Agar y(0)=o, y(0)=l, y(0)=2, y(t)=y(P) bo'lsa,

AO=y "(f)-y(F)+2y(f)- 2y(t) ning tasvirini toping.
15.43.Agar v0)=-i, Yy(0)=2, y(0)=-3, va y{t)=y(p) bo'lsa,
F()=Y"(f)- 3y'(H+2Y(f)- 4y(t) +1ning tasvirini toping.



oy

15.44.%(e ych2t +e*' sin 2f)dt tasvimi toping.

/
15.45.%V -51 - 2i2+3)e2dt tasvirni yeching.

15.46. Agar 51°)=°. Al)=y{p) bo'lsa, uholda F(t)=/(t)-'jy(y/T

ning tasvirini toping.

15.47. Agar y(0o)=i, /(0=2 bo'lsa, y"(t)-4y'(t)+3y(t) ning
tasvirini toping.

15.48.Agar y(0)=-3, /(0)=7, /(0)=i bo'lsa,
["(<)+6y"(t)+y (t)-2y(t)+3 ning tasvirini toping.

15.49. f(sin<+3€2)dt tasvimi yeching.

15.50. j(IJtA9~udi tasvimi yeching.

15.51. Davri T=2n bo'lgan funksiyani originalini toping.
I1-2f//r, agar O<t<ff
/(<)_{'2t!n- 3, agar n<t<2n

8 15.3. Tasvirga ko'ra originalni tiklash

Tasvirga ko'ra originalni tiklash uchun oddiy hollarda

(asosan elementar funksiyalarda) 15.1-jadvaldan foydalaniladi.
Boshga hollarda yoyish birinchi va ikkinchi teoremalaridan
foydalaniladi. Bu teorema kasr -ratsional funksiyalarni tasviridan
F(p) =u(p)tv(p) originalga o'tishga imkon yaratadi.
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koeffiyentlar AIS quyudagi formula bilan aniglanadi.

Agar v(p) ko'p handing ildizlari oddiy bo'lsa,

‘mip)=(p ~p,)(p- Pi)-(p-p,) (pi*p,)
u holda



B

Tasvir funksiyasini (1/p) bo'yicha dajani gatorga yoyib
hisoblash mumKkin

F(/,)=" +fL +..+Jkr +..
p P p
F{p) gator Y\>R da yaginlashuvchi R=4 a,,, la, *<»)), u holda

f(t)y=a0+a, U <,/-+..+a /- +..
qgator ham t ning barcha giymatlarini yaginlashuvchi bo'ladi.

Quyidagi F(p) tasvirlaming originallarini toping.
15.52. F{P)= ) 15.53. F{p)=

2-2p +5 p+Sp+10
54. =e~ 15.55. ) —
15.54. F(p)=e pp2—9 - ) -
15.56. F(p)= 15.57. F(p)=
p[p2+4) p 2{p2+m)
Quyidagi tasvirlaming originallari topilsin
15.58. 22p+1 - 15.59.
p +5p+10
15.60. F(P)= - 15-61.
(p-1)Xp+2)2
15« - 15-63-
3p-2
- NY)=
15.64. F[p) %) 15.65.%)=, 1 (p-1)243
~2p
= bp-3 15.67. F(p)-
15.66. F(p) 2p26p + 1 (p) p2+dp +3

P
1568- f{p)=jM  ~ )

Quyidagi tasvirlaming originallari tiklansin

15.70. F(p)=—
1569-'-'7V 775 (P)= 41802436
p+1
W1 fw. A | 15.72. F(p)=
(P)= o 1xp - 2% ~3)
1
4-P-P2
= 15.74. f(p)= A
1573 FP)=" . o, (P)= pa6/)3lljz2-6p
15-75-



J

en

8 15.4. Operatsion hisobni oddiy differensial
tenglamalami yechishga qo'llash

Faraz gilaylik,  gr(0=>0, r(o)=xljc"-(0)=x, 1 boshlang'ich
shartlami qganoatlantiruvchi o'zgarmas koeffisiyentli n-tartibli
oddiy differensial tenglama

ejow(<QH<VIFM’ (") +- +a,*" (0+ad{*)=f{\ (15.5)
berilgan bo'lsin. Hamda Y(@®<=—x(p) va f(t)<=F{P) bo'lsin.
Laplas almashtirish natijasida A(p)Y(p)= F(p)+B(P), bu yerda a(p\b(p)

-ko'p hadlar. Bu tenglamani yechib, ni olamiz.
Ap)

Endi umumiy holda ikkinchi tartibli chizigli o'zgarmas
koeffisentli bir jinsli bo'Imagan differensial tenglamaning
y''+ay"+by =tp(t) (15.6)
A0)=y, va y(0)=yo
boshlang'ich  shartlarni  ganoatlantiruvchi  yechimning
tasvirini topaylik. Buning uchun (15.6) tenglamaning har ikkala
tomonidan Laplas almashtirishi olamiz
I[y"]+ aLb™\+bL\y\ = LI\
yoki
P2y (p)- PY(°)- ¥(0) +a(py(p) - X0)) +hy(p) = L]
yordamchi chizigli tenglamaga kelamiz. Bundan
y(p)[p2+ap +b]= L\+py(0) +y (0) +ay(0)
tenglamani hosil gilamiz va uni yechib

_EN+(p +“bl Q+Y(0) (15.7)
p2+ap+b

tasvimi topamiz. Agar differensial tenglamaning o'ng tomoni (pit)
va yechimning boshlang'ich yay0 giymatlari berilgan bo'lsa (15.7)
tenglamadan y(t) yechimni yuqgoridagi jadval yordamida tiklash
mumkin.

15.76. y"+3y'+2y =0 differensial tenglamaning y(0)=0, y(0)=I
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish: Tasvirini y(p)=L[y] orgali belgilasak, y wva y"
funksiyalarning tasvirlari quyidagicha aniglanadi:
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j 8
LWA=pAPp)- 1> LYN\=p2y(p)- py() - ¥(0)

Berilgan differensial tenglamaning har ikkala tomonidan
Laplas almashtirishi olib, yordamchi algebraik tenglamaga
kelamiz;

L\ +3Y+2y] =L[0]=0, I[>"]+3£[/]+ 2I[y] =Oyoki
P2y (p)~ M®) - ¥(°) +Xpy(p) - ™)) +2y(p) =0
misolning shartiga ko'ra y(0)=o, va y(0)=i ekanligini hisobga
olsak, Ap) tasvirga nisbatan p2y(p)+3py(P)+2y(p)-\ =0 Yyoki
“p)\p2+3p+2]=i tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamadan
izlanayotgan yechimning tasviri

-() 1 1 L_
Yy P p~+bp+2 p+1 p+2

topiladi va jadvaldagi 3- formuladan uning o'zi y(t)=e"-e-2
ekanligi aniglanadi.

15.77.y*-2y=0, Yy(0)=1 15.78.y'+y=¢‘, y(0)=o0

15.79.¥'-9y =0, y(0)=y(0)=0

y'+cy = (pit) differensial tenglamaning v(0)=y0 shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

15.80. a)c =2, y0=0; «0=3 B) ¢c=1y0=1 <=5

15.81. c=-4; y,=I; 9t)=e3 15.82. ¢=0; y0=2; <}/)=sir<

15.83. ¢=0;y0=2; <pt)=te

y'+ay'+by =<pt) differensial tenglamaning y(fl) =y0, y(0) =vy,,
shartlami ganoatlantimvchi yechimi topilsin, agar

15.84. a=-2;b=-3; y0=0; Y\ =0; <()=e"

15.85. a=3b=3y,=Ly\=2 ¢)=0

15.86. a=-7; b=10,y0=Ly\=1 <f)=5

15.87. a=0;b=-3;y0=0; y\=0;, t)=ell- 2

15.88. a=-2;b=1y, =1 y\=0; <pt)=sin/

15.89. a=4;b=0;y0=0; y\=0; gp(t) =sin3L

15.90. a=-2c,;b=c2+cl (p{t)=0

15.91. a=0;6 =s2; g)=c cosnt
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15.92. Yugqori tartibli f ’-/'+>> =siiu differensial tengla-
maning y@0)=/(0)=y (0)=/"(0)=0 shartlami qanoatlantiruvchi
yechimi topilsin.

15.93.y"+y'-2y=¢’, y(0)=-1, V(0)=0

15.94.y"-6y""+\\y'-6y =0, y(0)=0, y'(0)=1,y"(0)=0

Quyidagi birinchi tartibli, chizigli, o'zgarmas koiffisentli
differensial tenglamalar sistemasining berilgan boshlang'ich
shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

— =X+2y, x(0)=0
1595, Ut

’c\it-=2x+y+\, y(0)=5
Yechish. Tasvirga o'tib oddiy tenglamalar sistemasini tuzamiz
\px(p)=x(p)+2y(p)

\py{p)-5 =2x{p)+y(p) +-

sistemani x va y larga nisbatan yechamiz.
5p2-4p -1
*([»)=- =
PP e -3y Y= ppennpoa)
Original topish uchun §15.2da keltirilgan yoyish usulidan

foydalanamiz. U holda
x=2 2e +-% J’; y =1L 26—+ Be 33
3 3 . 3 3

dx
- _ BX + 4y.
15.96 Ifzy‘ x(©=2 15.97.
\¢=2£F 30)=2 ¢ = 3y x(@)=y(0)=I
3X+4x-y=0, x(0) =1 — +X+y =t *(0)=0
1598 Ut 15.99.
Ie;t_zx_y =0, y(0)=2 +X+Yy =0, y(0)=0

Takrorlash uchun savollar

3. fit) funksiyaning tasviri yoki Laplas almashtirishi deb
nimaga aytiladi?

4. Chiziqglilik xossasini ayting.

5. Kompozitsiya nima?

6. Hosilaning tasviri haqgida gapiring.

7. Tasvirning hosilasi nima?



LLI

OPERATSION HISOB ELEMENTLARIGA DOIR
NAZORAT TESTLARI

Laplas almashtirishi va uning chiziqlilk xossasi. Ayrim
funksiyalarning tasvirlari

1.Quyidagi shartlardan gaysi biri /(f) original uchun talab
etilmaydi?

A) f<0 bo'lganda/(0=0 . B)/(t) monoton funksiya

C) ixtiyoriy [ab] chekli kesmada /(f) funksiya bo'lakli-
uzluksiz

D) biror musbat M va s o'zgarmas sonlar uchun 1/(f) I<Meg .

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

2. Quyidagi /(f) (f>0) funksiyalardan qaysi biri original bo'la
olmaydi?

A)/(t)=sinf3  B)/(f)=cost3 C) fu) =¢’ D)/(f)=13

E) keltirilgan barcha funksiyalar original bo'ladi.

3. Quyidagi /(f) (f>0) funksiyalardan qgaysi biri original bo'la
olmaydi?

A)/(F)=sin3f  B)/(f)=cos3f C) f(t) =(e’)1 D)/(f)=F3

E) keltirilgan barcha funksiyalar original bo'ladi.

4./(f) originalning tasviri F(p) (p=x+iy) qaysi formula bilan
aniglanadi?

A) F(p)= If(t)s'mptdt B) F(p)=\f(t) cosptdt
(0] (0]

C) F{p) =]e'H{t)dt D) F(p) =]e~pf(t)dt
(o] (0]

E) F(P)=]e'pf(t)dt .
(o]

Agar original 1/(f) I<Megshartni ganoatlantirsa, uning tasviri
f(p) o'zgaruvchining ganday giymatlarida aniglangan bo'ladi?

A) Rep>s .B) Rep<s . C) Imp>s. D) Imps<s . E) Ipl>s.

5. Agar L\A\=L[g} bo'lsa, quyidagi tasdiqlardn qaysi biri
to'g'ri ?

A) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchun f{t)=Cg(t).

B) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchunf(t)=g(t)+C .

C) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchunf(t)=g(Ct).



A

D) ixtiyoriy C o'zgarmas son uchunf(t)=g(t+C).

E) keltirilgan barcha tasdiglar to'g'ri emas.

6. Agar L[\=L{g] bo'lsa, quyidagi tasdiqglardn qaysi biri
noto'g'ri ?

A)f(t)sg(t) m B) Ref(t)=Reg(t) . C) Im/(f)=Img(f).

D) /) I=Ig(f) 1. E) keltirilgan barcha tasdiqglar to'g'ri.

7. ao(f) Hevisayd funksiyasining tasviri nimaga teng?

A)l/(p-1). B) l/(p+l) . C)l/(pM). D)l/(p2+1)
E) 1/p.

8. 6(f) Dirak funksiyasining tasviri nimaga teng?

A)l/(p-1). B) l/(p+l) . C)Hl/(pM). D)l/(p41l).
E)le

9./(f)=sinf (f>0) trigonometrik funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A)l/(p-1) B) l/(p+1) C)l/(pM)

D) l/(p2+1) E) 1/p

10./(f)=cosf (f>0) trigonometrik funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) p/(p-1) B) p/(p+1) C) p/iCp2 1)

D)p/(p2+l) E) 1/p

11. /(f)=chf (f>0) giperbolik funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A)p/(p-1) B) p/(p+l)  C)p/(p21)

D)p/(p2+1) E) 1/p

12./(f)=shf (f>0) giperbolik funksiyaning tasviri nimaga teng?
A) l/(p-1) B) l/(p+l) C) l/(p2-1)

D) l/(p*+1) E) 1/p

13./(f)=e' (f>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) l/(p-1) B) l/(p+1) C) U(p*-1)

D) 1/(p2+1) E) 1/p

14-f(t)=e4 (f>0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga
teng?

A) l/(p-1) B) l/(p+1) C) l/(p2-1)

D) l/(p*+l) E) 1/p
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15/(0=e“f (f-0) ko'rsatgichli funksiyaning tasviri nimaga
ten§ A) I/(p-«) B) l/(P+a) c)l/~a?d

D) l/Cp2* 2) E)a/P

2.Laplas almashtirishining asosiy xossalalri.
Tasvirlar jadvali

1l.Laplas almashtirishi uchun o'xshashlik  xossasini

ko'rsating.
A) L{e-af(t)} =F(p +a) B) L{f(t-0)}=e~*F(>) .
C) L{f(Ne)=-21 (4) d) £{/()'h = -

E) L{\f(u)g(t - u)du} =F(p) 8G(p).
0

2. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=4p/(p+l) bo'lsa, /(2f)
original tasviri nimaga teng bo'ladi?
A) 2p/(p+l) B) 8p/(p+1) C) 2p/(p+2)

D) 8p/(p+2) E)p/(2p+1)
3.Laplas almashtirishi uchun siljish xossasini ko'rsating.

A) H{e-a7 (/)} =F(p +a) B) £{/(?-0)} =e“*F(/>)

C) 1{/0»)}=-1F(4) D) L{/(f)I}=70)<&

E) Ligf(u)g(t ~u)du) =F(p) #G(p)

4. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=p/(p+l) bo'lsa, ef(t)
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) (p-D/(p+1) B) (p+1)/(p-1) C) p/(p+l)

D)p/(p-1) E)(p-D)/p

5. Laplas almashtirishi uchun kechikish xossasini ko'rsating.

A) L{e-a/(/)}=F(p +a) B) Hf(t-ff)} =e-*F(p);

C) L{/(/jo}y=1 F(2Z) D) z{/(r)/*}=jF@2)</z
P P P
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6. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=p/(p+1) bo'lsa, f(t+2)
original tasviri nimaga teng bo'ladi?

A)ePp/(p+l). B) e2~Pp/(p-1). C) e-Pp/(p+l).

D) e2wpl{p+1). E) eP2/(p+1).

7.Laplas almashtirishi uchun kompozitsiya xossasini
ko'rsating.

A) He-af(t)}=F(p+a) .  B) L{f(t-0)} =e-*F(p).

C) = D) L{f(t)/t}=]F(z)dz .
P P b

E) L{c}f(u)g(t—u)du}=F(p)—G(p).

8.0riginalni  differensiallash  xossasi gayerda to'g'ri
ko'rsatilgan ?

A) L{fn\t)} =p"L{f(t)} +k|_0/ (H)(O)pn'-k

B) Hfb'\t)}=p L{f{t)}+ 1 (-1)*/(*)(0)psrL*
*=0

c) L{fE\t)}=PnL{f(t)} - "i'f(m Pr-I-k
k=0

D) L{f*\t)} =pnL{f(t)}+ I:zso(-|)"-r*y(*)(0)\13"4*

E) £1fw(0}=(-i)V £{/(0}+ E /(*(0)p"-1*
*=0

9. Agar /(f) originalning tasviri F(p) va /(0)=5a bo'lsa, / '(f)
hosilaning tasviri G(p) ganday topiladi?

A) G(p)=F(p)*+ap B) G{p)=F(p)-ap C) G(p)=pF(p)+a

D) G(p)=pF(p)-a E) G(p)=apF(p)

10. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=(p21)/(p3+p) va
/(0)=-Ibo'lsa, /'(f) hosilaning tasviri G(p) nimaga teng?

A) G(p)=-2p/(p2t+1) B) G(p)=-2/(p4l)

C) G(p)=(p -2)/(p41) D) G(p)= -2+p/(p2tl)

E) G(p)=-2+1/(p2+1)

11. Agar L{f(t)}=F(p) bo'lsa, L{\f(u)du} nimaga teng bo'ladi?

A) pF(p) B)F(I/p) °*C)F(p)/p
D)I/F(p) E) p/F(p).
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12. Agar /(f) originalning tasviri F(p)=(p3p)/(p2+1) bo'lsa,
g(®) =\f(u)du funksiyaning G(p) tasvirini toping .

A) G(p)=Bpzl)/(p2tl)  B) G(p)=(p2-1)/2

C) G(pHP4-P2/(P2+1) D) G(p)=(p2-1)/(p 2+1)

E) to'gri javob keltirilmagan .

13.Agar L{f(t)}=F(p) bo'lsa, tasvirning F<'>p) hosilasiga gaysi
original mos keladi?

a)ag B)(-f)r(f) Q/(o/f"

D)/(f)/(-0" E)/(f")

14. Agar/(f) originalning tasviri F(p) bo'lsa, f/(f) originalning
tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) -pF(p) B) -F(p)/p  C)-F'(p)

D)-fF(«)rf« E) F(l/p).

15.A%ar /(f) originalning tasviri F(p)=cos2p bo'lsa, f/(f)
originalning tasviri nimaga teng bo'ladi?

A) pcos2p B) (cos2p)/p C) 2sin2p

D) (sin2p)/2 E) cos2p2

16. Agar /(f)=(f-1)/(f21) originalning tasviri F(p) bo'lsa,
F'(p) tasvirga mos keladigan g(f) originalni toping.

A) NE)=(F-1)/(f3+ ). B) g(f)=(f2f)/(f2+1). C)
g(f)=(f2f)/(f2+1). D)g(f)=(f-f2/(f2+1). E) to'g'ri javob
keltirilmagan.

3.Laplasning teskari almashtirishi. Operatsion hisob
yordamida differensial tenglamalarni yechish

1.Agar F(p)=l/(p2+4) bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F)
almashtirishi nimaga teng ?

A) 0.5sh2f B) 0.5sin2f C) 0.5chaf

D) 0.5cos2f E) 0.5e2 .

2. Agar F(p)=p/(p2+4) bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F}
almashtirishi nimaga teng ?

A) sh2f B) sin2f C) chaf

D) cos2f E) e2f.

3.Agar F(p)=l/(p24) bo'lsa, Laplasning teskari L_1{F|
almashtirishi nimaga teng ?

A) 0.5sh2f B) 0.5sin2f C) 0.5ch2f



D) 0.5cos2f E) 0.5e2 .

4. Agar F(p)=p/(p2~4) bo'lsa, Laplasning teskari L~iff]
almashtirishi nimaga teng ?

A) sh2f B) sin2f C) chaf D) cos2f E) ez

5.Quyidagi tengliklardan qaysi biri Laplas teskari
almashtirishining chiziqglilik xossasini ifodalamaydi ?

A) Har ganday o'zgarmas C soni uchun L_){CF}=CL_XiF} .

B) Agar L_YF) va L_Y{G} mavjud bo'lsa, unda L~{F+G)=L4 {F}+
M G }.

C) Agar LY¥F} va LY G} mavjud bo'lsa, unda
MF-GJ-MFHM G }.

D) Agar LYF} va MG} mavjud bo'lsa, unda
M f-ghmfj-mg}.

E) Agar L4 {F} va L~>{G} mavjud bo'lsa, unda ixtiyoriy ava b
sonlari uchun L~{aF+bG\=aL~i{F}+bL']G}.

6. Agar F(p)=[(p+A)(p+3)]~1 bo'lsa, Laplasning teskari L_1F}
almashtirishi nimaga teng ?

A) en-edl B) e3-e~4 C) en-ed

D) e-3-e~4 E) eNt+edl

7.Agar F(p)=2/(p2+6p+8) bo'lsa, Laplasning teskari L~'{F}
almashtirishi nimaga teng ?
Ae-Xedt B) e2-e~4 C) e2-edt D) ex-e'4 E) e+~

8. Agar F(p)=(3+p)/(p2+9) bo'lsa, Laplasning teskari L~{F]
almashtirishi nimaga teng ?

A) sin3f+cos3f B) sin3f-cos3f C) sh3f-ch3f

D) sh3f+ch3f E) sin3f-ch3f

9. Agar F(p) tasvirning Loran qatori F(p) = bo'lsa, unda

KAp
L-MF}=?

A) LH{F}=1 2. B) LTXF}=1L c/ C) L{F}=£ c*£

k=\t k=1 1 k=l R
K_

D) L-{F}=ic*7f — E) L~\F}=tcA
41 N+ k% (k-1

10. Agar tasvir F(/3) =sin— bo'lsa, L4{F} original nimaga

teng ?
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oy 2)*-1

B) z — W -

A) £,(2* +1)I(2* +2)! w(2k -0 2k +2\
O D D) | — W
(T + DA - 2)! K\ (2K - I)\ZK - 2)!

E) barcha javoblar noto'gri.

11.Agar Q(p) va H(p) ko'phadlar umumiy ildizlarga ega
bo'Imasa va F(p)=Q(p)/H(p) ratsional funksiya pi, pi, ..., p,, oddiy
qutblarga ega bo'lsa, unda/(f)= L4 {F} original gaysi yig'indi bilan
aniglanadi ?

Q(Pk)cPit C) i“EJd
a) K=\H{pk) B) I X ) i e
D) y OIEilePi' Ey 1. QPK) chA<
" A\H\PK) tINH"XPk)

12. F(p)=(p2+3)/(p3+2p2 -8p) bo'lsa, f(t)= L 1(F} original
nimaga teng?

A) /(0=03-21"" +67e2)/56

B) /(0 =-(21-19e4 +98e_2)/56

C)/ (0 =-(25-He*4' +32e"2)/56

D) /(0 =(19-27e4 +42e2)/56

E) /(0 =(l4er-23e2+29<?3)/56

13. a/(0 +by'0) +cy(t)=Ff{t), y(0)=y0, y'(0)=yo
Koshi masalasini operatsion hisob yordamida yechishda quyidagi
amallardan gaysi biri gatnashmaydi?

A) L{y}=Y (p), L{f]I=F(p) tasvirlar qaraladi.

B) boshlang'ich shartlardan foydalanib L{t/’} va L{i/"} topiladi

C) tenglamaning o'ng tomonidan foydalanib L{/'} topiladi.

D) Y(p) tasvirga nisbatan operator tenglama tuziladi va
yechiladi.

E) Laplasning teskari almashtirishi {V} aniglanadi.

14, y’(t)- 2/(/) +5y(t)=e2, y(0)=2, /(0)=-I

Koshi masalasi y(t) yechimining Y(p) tasvirini toping.

A) Y(P)=- PZ-3p+\__ B) Y(p)=  4p2-5p +9_
(p +2)(pr-2p +5) (p-2\p\-2p +5)
2-9p +\N\ 4p2 +3/7-10
) Y= B°2PIN_ Dpyvp-=
) Y®) (p-28)(p2-2p+5) ) Y® (p +2)(p2-2p +5)

E) to'g'ri javob keltirilmagan .
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Yulduzlar hukmiga oid ilm.
matematik fanlaming eng yaxshi mahsulidir

Abu Rayhon Beruniy

XVI-BOB. MATEMATIK FIZIKANING BA'ZI
TENGLAMALARI
§ 16.1. Koshi masalasini Dalamber usuli yordamida yechish
§ 16.2. Tor tebranish tenglamasini Fur'e usuli yordamida
yechish
§ 16.3. Issiglik targalish tenglamasi

8 16.1. Koshi masalasini Dalamber usuli yordamida
yechish
Tor tebranish tenglamasi matematik fizikaning oddiy

tenglamasi hisoblanadi. Uning ko'rinishi quyidagicha

~N ) =azplll) (161)
di2 a2 v
bu yerda a2=T/p, T - tor nuqtalaridagi taranglik kuchi, p-tor

materiali zichligi, u(xt) - tor nuqgtalarining t vaqtda muvozanat
vaziyati atrofidagi ko'chishi. (16.1) quyidagi boshlang'ich
shartlami ganoatlantiradi:

UXAN=<Pix\ dt =1%) (16-2)
harakat tenglamasi (16.1) ning (16.2) boshlang'ich shartlami
ganoatlantiruvchi (jrl<oo t>0) yechimini topish Koshi masalasi
deyiladi.

Bu masalani yechishda Dalamber usuli go'llanilishi mumkin.
Buning uchun (16.1) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
izlanadi:

“t>0=4(*+ab+fi{x~a'\

Bu yerda fxf2 -ixtiyoriy ikki marta differensiallanuvchi
funksiya bo'lib, (16.2) shartlardan topiladi va umumiy yechim
quyidagi ko'rinishga ega:
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u{x,t):—{<p(x+at)+ <Px- °O]+_1xjd )ds (16.3)
Masalalarda berilgan shartlami ganoatlantiruvchi Koshi

masalasi yechimi ni toping.

16.1 Ao =glIn r, (<o<r<> differensial tenglamanin
np=alnr ) 9 9

ML— 2 ai*>sllr
shartlami gqanoatlantiruvchi yechimini toping.

u(x,t) = E(COS 2(x +at) +cos 2(x - at))+— stin SdS =cos 2xcos 2at + 5 sinxsinat.
X_

16.2.04 =4, (-co<j<od) tenglamaning 1 0=o0,
f4=44, (cosj<od) teng 9 HyAo=o

shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.3 du  da (_« o j\

tenglamaning
inx, A< i i
u(x,tJn0=sinx, N masalalarda berilgan shartlami

ganoatlantimvchi Koshi masalasi yechimini u(xt) (-» <*<<», t>0)

shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.4. Quyidagi ~ =74 tenglama bilan ifodalanuvchi tor
tebranish tenglamasining =cos*, M\]:ti!) =2 boshlang'ich
=0

shartlami ganoatlantiruvchi t=j vaqtdaga yechimini aniglang.

16.5. ’(;t-=d~ , (~co<x<00) tenglamaning wWT0=wT(1+2\
X
'du((;;tr sinX shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.
16.6. ~4=, (-00<jc<oo) tenglamaning yechimini

dt dx

i =-*shartlar asosida toping.

16.7. /(;Zza,%u,vm<x<m) tenglamaning yechimini
t X"

"M =%, L(’j‘t/l =cos.x Shartlar asosida toping.
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16’8 an=an’ (-°°gr<a>) tenglamaning ,=* vaqtdagi
nx<\*> =sin*> --~20 =cosjt Shartlami ganoatlantiruvchi yechimini
toping.

16.9.]"=4]-~, (-co<x<co)tenglamaning « (x4 "o, Mm)

shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

N _ =7"~ _° H

16‘10dt2 a4rs (-°o<x<oo)tenglamaning
du(xt
dt

u\xtl - =sinx =1 shartlami qanoatlantiruvchi t:Ea

vaqtdagi yechimini toping.

8 16.2. Tor tebranish tenglamasini Fur'e usuli yordamida

yechish
Tor tebranish tenglamasining
N = 0 =
!n aZEX@ 2 FIJ \(/16.4),

u0nN=0 u(et=0 (/>0)
chegaraviy va

“(* 0 ,0=<pp\ =v(x) (0O<m</)

boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yechimini topish
talab etiladi. Bu (16.4) tenglamani yechishga Fur'e usulini
qo'llash mumkin. U holda u(xt) yechim qator yordamida ifoda
gilinadi:

utmﬁ%%{i’%w@smw s'i#mt'ls'irﬂ\é, (16.5)
bu yerda
at :’\\”v(,x)sm"t—dx\ bk:—k’i‘m—.\"(x)sm’t‘-dx
Agar nk="a] +b2, sing<= , cosgK= belgilash Kiritsak, u
holda yechim

quﬂ = g—l A\k sin kEE( sin &k-r-]f-t-sr (p}ij\
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ko'rinishda bo'ladi. Bu qatorning har bir hadi

turg'un

to'jginni ifoda giladi va uning amplitudasi Atsm(knc/t), chastotasi -

va faZasi -~bo'ladi.
i

Quyidagi masalalami yeching.

16.11. Uzunligi | bo'lgan ikki tomoni mahkamlangan (.r=o
va *=/) tor nuqtalarining ko'chishi
X agar ('5'<><<t
“(*A.0 =2()=
11 A

agar {<x<i

chegaraviy nf°,0=°; «(/,<)=0 (f>o)va boshlang'ich

naLA =AW =°(0SjcS/)shartlarni

dt r'' - o
ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.12.1kki uchi mahkamlangan ( x=0 va *=/ ) tor
boshlang'ich vaqtdagi holati parabola ko'rinishida v = (nMun2) x(1-x)
Toming abtsissa o'qi bo'yicha ko'chishini toping (boshlang'ich

tezlik hisobga olinmasin).

16.13 Toming boshlang'ich holatdagi ko'rinishi OAB siniq
chiziq ko'rinishda bo'lsa, ixtiyoriy t vaqtdagi u(xt) tor nuqtalari

ko'chishini toping (16.1- chizma).

16.1- chizma
16.14. Ikki tomoni mahkamlangan tor
boshlang'ich ko'chishi nolga va tezligi
8u_ ,_k M . aSar \x-llI\N<hl2
dt 0, agar \x-1/2\>h/2

bo'lsa, tvaqtda torning holatini aniglang.

nuqtalarining



16.16. Torning ikkala tomoni mahkamlangan (* =ova *=2)

Boshlang'ichholatda u=(x-x2) . Ixtiyoriyfvaqtgatornuqtalarning
w(jc,r)ko'chishinitoping.

8 16.3. Issiqlik tarqgalish tenglamasi

Bitta Ox o'qi bo'yicha issiglik targalish tenglamasining

i” :<<2_dz,u( , > O -=o<nr<co), (166)

=/(*) shartni qganoatlantiruvchi yechimi Fur'e usuli
yordamida

“M =AY JT4Y (@M

ko'rinishida topiladi.

Quyidagi masalalarni yeching.
16.17. Differensial tenglamaning “F9o=/(*)=“0 va bj10=0
shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.18. Differensial tenglamaning 4 =/(*)= i agar 0<A<t'/2

e-jr, agar eH<x<e

va uHD=u]w =0 shartlami ganoatlantiruvchi yechimini toping.
16.19.~ =— tenglamaning quyidagi boshlang'ich shartlami

ganoatlantiruvchi yechimini topin;

u(x>*)L=f(x) = e

o ,x>eunxs-{

16.20.Quyidagi u, =a, tenglamaning

«M L -/«- fr ag8arx' <x<x>
0, agar X<xx yoki x>x2

shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin
16.21. Yarim cheksiz sterjenning chapdagi oxiri issiglik
o'tkazmaydigan bo'lsa va issiglik tarqgalishining boshlang'ich



O, x <0;

tezligi quyidagi U0 =f(x) = Jw, o<x<(; formula bilan berilgan
[0,7<x
bo'lsa, issiglik targalish tenglamasining yechimini toping.
16.22. Yupqga bir jinsli, uzunligi ( ga teng bo'lgan sterjen
berilgan. U tashgi muhitdan ajratilgan bo'lib, boshlang'ich

harorati f(x)=cx(f~x) ga teng. Sterjenning oxirlarida nolga teng

bo'lgan harorat saglanadi. Sterjenning ixtiyoriy t>0 vaqtdagi
harorati aniglansin.

16.23. Umumiy OZ o'qqga ega bo'lgan ikki silindr orasidagi
fazoda issiglikning statsionar tarqalishi qonunini toping.
Silindrlar sirtlarida harorat o'zgarmas.

Takrorlash uchun savollar

1.Matematik fizika tenglamasi ta'rifini ayting.

2.Koshi masalasi hagida nimalami bilasiz?

3.Dalamber formulasini yazing.

4.Boshlang'ich shartlar nima?

5.Chegaraviy shartlar nima?

6.Umumiy holda u=u(x,y) funksiya uchun Il tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi ganday ko'rinishda bo'ladi ?

MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARIGA DOIR
TESTLAR
1. Matematik fizika tenglamalari va ularning turlari.
17.Matematik fizika tenglamasi ta'rifini ko'rsating .

A) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiya gatnashgan
tenglama .
B) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning berilgan

nugtalardagi giymatlari gatnashgan tenglama .
C) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning hosilalari
gatnashgan tenglama.
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D) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiya hosilalarini
berilgan nuqtalardagi giymatlari qatnashgan tenglama .

E) ko'p o'zgaruvchili noma'lum funksiyaning integrally
gatnashgan tenglama .

18. Ikki o'zgaruvchili noma'lum u=u{x,y) funksiya uct

quyidagi tenglamalar- dan gaysi biri matematik fizika tenglamasi
bo'ladi?

A) Ux(x,Q)+ux{0,y)=f(x.y) .

B) uy(x,0) +uy(0,y) =f(x,y) .

C) ux(x,0) +uv(0,y) =f(x,y) .

D) Kkeltirilgan tenglamalarning birortasi ham matematik
fizika tenglamasi bo'Imaydi.

E)barcha keltirilgan tenglamalar matematik  fizika
tenglamasi bo'ladi.

19.1kki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun
quyidagi tenglamalar- dan qaysi biri matematik fizika tenglamasi
bo'ladi?

A) u(xy) +u2(x,y) =f(x,y).

B) ux(x.y) +uy(x,y) =f(x.y) .

C) u(x,0) +u(0,y) =f(x,y) .

D) keltirilgan tenglamalarning birortasi ham matematik
fizika tenglamasi bo'Imaydi.

E) barcha keltirilgan tenglamalar matematik fizika
tenglamasi bo'ladi.

20. Matematik  fizika tenglamasining tartibi  ganc

aniglanadi?
A) noma'lum funksiyaning argumentlari soni bo'yicha .
B) noma'lum funksiyaning darajalari bo'yicha .
C) noma'lum funksiya hosilalarining tartibi bo'yicha .
D) noma'lum funksiya hosilalarining darajasi bo'yicha .
E) noma'lum funksiya hosilalarining soni bo'yicha.
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21.Umumiy holda u=u{x,y) funksiya uchun 1| tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi ganday ko'rinishda bo'ladi ?

A) A— +B”-+Cu=f(x,y)
toodx dy

B) A— +25— +C ~ +Du=f{x,y).
> dx dxdy dy

Q A— B~ +Cu=f(x,y)
' odx  dy

D)A— B~ Cu =f(x,y).

'odx dy
E) to'gri javob keltirilmagan .
22.Quyidagilardan qaysi biri u=u(x,y) funksiya uchun |
tartibli chizigli matematik fizika tenglamasi bo'ladi ?

éﬂ.M+ﬂﬂ y * u\nx’f)-

du+ d_u_+du.+u:f'(Xty9 BS\(EM/" e
dx dxdy dy \dxj {dyJ

keltirlgan tenglamalardan birortasi ham | tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi.

23.Quyidagilardan qaysi biri
fizika tenglamasi bo'ladi ?

+Uu =f(x,y).
E)

I tartibli chizigli matematik

A) 5, Tustay)
B) ~ +u=f(x,y).
dy
C) %;(+(gc§/+u:f(x,y).

D) keltirlgan tenglamalardan barchasi | tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi bo'ladi.

E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham | tartibli chizigli
Matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi.

24.Quyidagilardan qaysi biri
fizika teng r?si bo'ladi ?

I tartibli chizigli matematik
A

‘._/**
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D) keltirlgan tenglamalardan barchasi | tartibli chizi r
matematik fizika tenglamasi bo'ladi.
E) keltirlgan tenglamalardan birortasi ham 1 tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi.
25.Umumiy holda u=u(x,y) funksiya uchun Il tartibli chizigli
matematik fizika tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?

A) A~ +B A =f(x,y) B) A +é‘d/%“ +cd/3”f(x y).
dxz dyl

rCA)\ Ad_2u + gﬂzfl +eM A ey =f(x,y).
dx dy dx dy

B\j *d2u+§d2u +&d2u+Dﬂj_+Ed_u+Fu_f(X y).
& dxdy dy dx dy

By 0N L Qdu du, A e e (xy).
ydx dx dy 0X oy
26. Quyidagilardan gaysi biri u=u(x,y) funksiya uchun |
tartibli chizigli matematik fizika tenglamasi bo'Imaydi ?

A) AN-j+B-~- + +Du=f(x,y).
dx dxdy dy

B) AT 2+B%T+C'u'— +D—+Eu f(x,y).

dy dx
Q Al gdM, cdu, D(i” +E— +Fu=f(x.y).
dx dxdy dy dx
D) AN 4+ B U ddUN L EA Fu=f(xuy)
\dx) ox gy 0X oy
E) Barcha tenglamalar Il tartibli chizigli matematik fizik

tenglamasi bo'ladi.
27.Quyidagilardan qaysi biri u=u{x,y) funksiya uchun Il
tartibli chizigli matematik fizika tenglamasi bo'ladi ?
d2u d2u ,, d



B, A&k +B L *c% -% +*.-Tb,)
ax2 dy2 dx oy

4 oy

D)AN+B”™-+C N +D A 2+E(N)2+Fu=f(x,y) .

n> fr? oxay ny?2 Ox oy

E) Barcha tenglamalar Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi bo'ladi.

28. Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika

tenglamasi

A9 g a2 cd, pdu AU e fixy)
dx2 AXaY dy? dx dy

qaysi shartda bir jinsli bo'ladi?

A)/(x,y)>0. B) f(x,y)<0. C) f(x,y)=0. D)f(x,y)*0.
E)\f(x,y)\>0.

29. Matematik fizikada Il tartibli chizigli tenglamaning qaysi
turi aniglanmagan?

A) sferik. B) elliptik. C) giperbolik. D) parabolik.

E) barcha keltirilgan turdagi tenglamalar aniglangan.

30.Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi

Ad—zq-+ §12i+ CA—2¥-+ BgI + E% +Fu =f(x,y)
X Axpy dy dx ady

gaysi shartda elliptik turga kiradi?

A) B2-4AC>0. B) B2-4AC<O0. C) B2-4AC =0.

D) B2-4/1C *0. E) IB2-4AC I>0 .

31. Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi

Ad2 g A AN B Uy ey

dx dxdy dy dx dy

qaysi shartda giperbolik turga kiradi?
A) B2-4A00. B) B2-4AC<0. C) B2-471C =0.
D) B2-4AC *0. E) to'g'ri javob keltirilmagan.
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32. Umumiy holdagi Il tartibli chizigli matematik fizika
tenglamasi
Ad—zy + B£2u_+ CN:d—Zl#-+ D-di+ E'd—u +Fu=f(x,y)
dx2 dxdy dy? dx dy
qaysi shartda parabolik turga kiradi?
A) B2-4AC>0. B) B2-4AC<0. C) B2-4AC =0.

D) B2-4AC *0. E) to'g'ri javob keltirilmagan.

2.Tor tebranishi tenglamasi va uning uchun chegaraviy
masalani Furye usulida yechish

1. Quyidagilardan qaysi biri tor tebranishi tenglamasini
ifodalaydi?
A)N . =a2~ B) (—)2=a2~ C)H)N =a2—
dt dx dt dx dt dx2
D) ~ =a2— E =
dt2 dx Y odt2 dx
2. Tor tebranishi tenglamasi dar _ 2da matematik fizikaning

qaysi turdagi tenglamasi bo'ladi?

A) elliptik. B) giperbolik. C) parabolik.

D) «<1 bo'lganda elliptik, a=l bo'lganda parabolik va a>\
bo‘lganda giperbolik.

E) a<1 bo'lganda giperbolik, a=1 bo'lganda parabolik va a>1
bo'lganda elliptik.

3.Uzunligi | bo'lgan va wuchlari x=Q, x=lI nuqtalarda
mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t)
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri chegaraviy
shartni ifodalaydi?

AW(x.0)=/(x). B)w (0,0=0. M =)

D)keltirilgan barcha tengliklar chegaraviy shartni ifodalaydi.

E)keltirilgan birorta ham tenglik chegaraviy shartni

ifodalamaydi.

4.Uzunligi | bo'lgan va wuchlari x=0, x=l nugtalarda
mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t)



funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri chegaraviy
shartni ifodalaydi?

A) u(l, 0=0 B) u(x,0)=f(x) C) =P )

D)keltirilgan barcha tengliklar chegaraviy shartni ifodalaydi.

E)keltirilgan birorta ham tenglik chegaraviy shartni
ifodalamaydi.

5.Uzunligi | bo'lgan va wuchlari x=0, x=l nuqtalarda
mahkamlab qgo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(xt)
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri boshlang'ich
shartni ifodalaydi?

A)u(l, 0=0. B) u(x,0)=f(x). C) u(0, 0=0.
D)keltirilgan barcha tengliklar boshlang'ich  shartni
ifodalaydi.

E)keltirilgan birorta ham tenglik boshlang'ich shartni
ifodalamaydi.

6.Uzunligi | bo'lgan va wuchlari x=0, x=l nuqtalarda
mahkamlab qo'yilgan tor tebranishini ifodalovchi u=u(x,t)
funksiya uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri boshlang'ich
shartni ifodalaydi?

A)u(l, 0=0. B) m(0,0=0. C) & =0 ).

D) keltirilgan barcha tengliklar boshlang'ich shartni
ifodalaydi.
E) keltirilgan birorta ham tenglik boshlang'ich shartni

ifodalamaydi.

- S . da da
7.Uzunligi | bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi ~ =a2

tenglamaning Un=Un(x,t) xususiy yechimlari Furye usulida ganday
ko'rinishda izlanadi?

A)un(x,t)=X,,(x)+Tn(t). B) Un(x,t)=X,,(x)-Tn(t).

C) Un(x,t)=Xn(x)-Tn(t). D) Un(x,t)=Xn(x)/Tn(t)

E) un(x,t)=Xn(x)xTn(t).

8.Chegaraviy masalani yechishning Furye usuli boshgacha
ganday nomlanadi?
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A

A) o'zgaruvchilarni go'shish.

B) o'zgaruvchilarni ayirish.

C) o'zgaruvchilarni bo'lish.

D) o'zgaruvchilarni ajratish.

E) o'zgaruvchilarni ko'paytirish.

9. Uzunligi | bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi
= tenSlamaninS Mx,t)=Xn(x)-Tn(t) ko'rinishdagi xususiy

yechimi Furye usulida topilganda Xn=X,,(x) funksiya ganday
ko'rinishda bo'ladi?

A)Xn(x)=A tg”"x B) Xn(x) =A-ctg”j-x

C)Xn(x) =A-cos™j-x D) Xn(x) =A sin™yx

E) X,,(x)=A In™ x

10. Uzunligi | bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi
=a~T7 tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni

ganoatlantiruvchi u.n(x,t)=Xn(x)-Tn(t) ko'rinishdagi Xususiy
yechimi Furye usulida topilganda T«=Tnf) funksiya qanday
ko'rinishda bo'ladi?

AN, 0 = B'mo 2% + & <BaM
)Tt = 5'cos@19 tulsm 2ot

Q 1. Butg?®t + Cuctg®™,
B0 = B 8 ¢ ofcrg ¥

E) () = B ™"/ + C g™ ¢

11.Uzunligi I bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi Py =a’\dA
r X
tenglamaning u(0, f)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlarni

ganoatlantiruvchi n =u(x,t) umumiy yechimi Furye usulida
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aanday ko'rinishda izlanadi?

. cinn . ann __ . nK
Auxt)y=1 [£,&— t+C,ctg— tJsin—~x.
n=\ |

O 2 A AN I
B) n(x,/)= /Iisr:/g—* t+ Cnctg—L t](fos— X.

.ann’, A an7r , . an'
C) H(*,0- \%J*,sm— f+C.cos— 1w *
* 1 1

D) «(*.) (ZI)5 . anr LB anrl"/1]1 AN
«(*.") = L,Sm-—%* ,C0S-—-/]cos—
/7—{ * 1 1 *

@® .oann’ n ann' ., nn
E) u(x,t) =/§_1[B,,sm—* t+C,,cos—l—t]tlg— X.

12. Uzunligi | bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi

tenglamaning u(0, t)=0, u(l, t)=0 chegaraviy shartlami
dt2 dx2

ganoatlantiruvchi
u(x,/j= é@ £’,’,srh ﬂ-m-r + C,,cosﬂ/]s'mi;rjc
= n 1 1
umumiy yechimidagi Bn koeffitsiyentlar  Furye usulida
u(x,0)=f(x) boshlang'ich shart orgali ganday aniqglanadi?

A) B,, =—=J/(jc)cos— xdx .
lo |

B)Bn=—\f(x)sm— xdx .
*0 ¢

C)B,, =7 f/(Jcvgrifrr .

D)5, =jlf(x)ctg-— xdx .
lo ‘o ‘

E)5,, =y l/(jf)[sin”™ + cosN]xAr
) % anI | l]

13. Uzunligi | bo'lgan tor tebranishini ifodalovchi

-~-=alNL tenglamaning u(0, t)=0, wu(l, t)=0 chegaraviy shartlami

ganoatlantimvchi
@® ann ann . . nn
u(x,t)= 2 [B,, sm— /+ &, cos——r]sin—x
=} * /
umumiy yechimidagi C, koeffitsiyentlar Furye usulida

~~-=(p{¥) boshlang'ich shart orqali ganday aniqlanadi?

A) C,=— J(pX)tg— jc/x. B)C,, = - \<p(x)ctg— xdx .
anno / ansa’o *
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A

C)C, =-1—\<p(x)cos" xdx. D)C, =-"—\g>(x)sm~xdx .
anno | ans o /
1 *
b) C,, = -2 0>()[sinAo- tcos™ xéix.
anno | |

3. Tor tebranishi uchun Koshi masalasi va unu Dalamber
usulida yechish

1. Quyidagilardan qaysi biri tor tebranishi tenglamasini
ifodalaydi?
Ay - gpd2 BHA 43 =g cy = 02
& ax~ d dt2 dx2
a2 vic a7 St2

2. Tor tebranishi uchun Koshi masalasida quyidagi
shartlardan gaysi biri garaladi?

A) u(0,t)=h(t) B) u(l,t)= (f>(Y C) u'(x,0)=y/(x).

D) ux(0,t) =f(t). E) ux(l,t) =g(t).

3.Tor tebranishi uchun Koshi masalasida quyidagi
shartlardan qaysi biri garaladi?

A) 1(x,0)=dg(x) B) u(l,t)=xp(t) C) u(0,t)=h(t)

D) ux(0,t)=f(t) E) ux(l,t)=g(t).

4. Tor tebranishi uchun Koshi masalasida ganday shartlar
qaraladi?

A) fagat chegaraviy shartlar

B) fagat boshlang'ich shartlar

C) ham chegaraviy, ham boshlang'ich shartlar

D) limitik shartlar

E) keltirilgan barcha hollar garalishi mumkin

5. Tor tebranishi uchun Koshi masalasi nechta yechimga ega
bo'ladi?

A) kamida bitta B) ko'pi bilan bitta Qcheksiz ko'p

D) fagat bitta E) barcha hollar bo'lishi mumkin .

6. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida
yechishda noma'lum u=u(x,t) funksiya ganday ko'rinishda
izlanadi?

A) u(x,t)=f(ax+t)+g(ax-t). B) u(x,t)=f(x+at)-g(x-at).



C) u(x,t)=f(x+at)/g(x-at). D) u(x,t)=f(x+at)+g(x-at).

E) u{x,t)=f(ax+t)-g(ax-t).

7. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber
usulida yechishda boshlang'ich shartlar u(x,0)=d(x)

=~ (x)ko'rinishda bo'lsa, u(x,t)=f(x+at)+g(x-at) yechimdagi

dt
fix) va g(x) funksiyalar gaysi tenglamalar sistemasidan topiladi?
au 1 T(X) +g(x) =y/(x) m f f(x)-g(x) =<pX
\af\x)-ag\x) = (p{x) [af'(x) +ag'(x) =i//(X)
p J f(x)+9(x)=<pK DMJ f(x)-g(x) =y/(x)
af\x) - ag'(x) =w/i{x) \af\x) +ag'(x) = <pR)

EN /W +g(x)=i/(x)
\af'(x) +ag'(x) = <)

8. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida
yechishda boshlang'ich shartlar u(x,0)=<p(x) , du(x,0) _
ko'rinishda bo'lsa, u(xt)=f(x+at)+g(x-at) yechimdagi f(x) funksiya
qaysi formula bilan aniglanadi?

A) IW =-["W +- )<p(s)ds+C] B)/(x)="(x)--~(s)6?s +C].
2 2

a X, ax

C) AX)=\[<p(x)--)v(s)ds+C}. D) f{x)=h<p(x)+-]v(s)ds +C]
2 ax 1 axy

E) fix) - -\-W(x) +- \<p(S)ds +C].
2 ax,

9. Tor tebranishi uchun Koshi masalasini Dalamber usulida

yechishda boshlang'ich shartlar n(x,0)=c(x) , N~ - =ill(X)

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t)=f(x+at)+g(x-at) yechimdagi g(x) funksiya
qaysi formula bilan aniglanadi?

A) 9(x) =;\UJ(X)+- \<pfs)ds + C]
OX,

B) 9(x) =>W(X) - - \<pfs)ds + C]
a..
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C) 9(x) =\[cp(x) - - \y/(s)ds + C]
2 0*.

D) g(x)= +- Jyl{s)ds + C].
2 fl*.
E) ?W =’2[")-'$/r| *)*-C].

10.Tor tebranishi uchun Koshi masalasida boshlang'ich
shartlar

n(x,0)=p(x) , n a:t n x)

ko'rinishda bo'lsa, u(x,t) yechim uchun Dalamber
formulasini ko'rsating.

A) u(x,t) = ~[g>(x + at) +cp(x- at)] + —  fy/(s)ds.
2 2a x. al
P = Tewtox - + (p(ax-0] +— Fhsyas
a
2"\ u(x,t) = ~]—I<p(x +at) - ip(x - at)]-----l- @%s)ds .
2 2a x. at

[Jrs\ u(x,t) = -;[<p(ax +1)-<p(ax-t)] l @)(/-ﬁs)ds.

2a
1 ux.t) = —;[{//(ax +)+ 4 (ax-t)] - R<p(s)ds.
2am_,
A2 rs2
11.Tor tebranishi uchun ~ = u(x,0)=x, ul(x,0)=1
dt2  ax2 n

Koshi  masalasining yechimini Dalamber  formulasi
yordamida toping.

A) u(x,t)=x(I+t)+(x+1)t2. B) u(x,t)=x(I+t)-(x+1)t2.

C) u(x,t)=x{t-1)+(x-1)t2 D) u(x,t)=x+t. E) u(x,t)=x+t+xt
2 2

12. Tor tebranishi uchun p—T :4p— . u(xfi)y=x, u)(x,0)=2x
dt2 dx2 '

Koshi masalasining  yechimini Dalamber  formulasi
yordamida toping.

A) u(x,t)=x(I+2t)+(x+1)t2

B) u(x,t)=x(1+2t)-(x+I)t2

C) u(x,t)=x(2t-1)+(x-1)t2



D) u(x,t)=x+xt
E) u(x,t)=x+t+xt

4. Issiglik tarrgalishi tenglamasi va uning uchun Koshi

masalasini Furye usulida yechish

1. Quyidagilardan gaysi biri sterjenda issiglik tarqgalish

tenglamasini ifodalaydi?

2. Sterjenda issiglik tarqgalishi uchun birinchi chegaraviy
masalada quyidagi shartlardan qaysi biri talab etilmaydi?

A) n(x,0)=d (x). B) u(0,t)=ip(t).

C) n(l,t)=cv(t) . D) u,(x,0) = d(x).

E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

3. Sterjenda issiglik tarqalishi uchun birinchi chegaraviy
masala nechta yechmga ega ?

A) kamida bitta. B) fagat bitta. C) cheksiz ko'p. D)
chekli sonda.

E) sanogli sonda.

4. Sterjenda issiqlik tarqalishi uchun Koshi masalasida gaysi
shart qaraladi?

A) x=0 nugta uchun u(0,t)=ip(t) chegaraviy shart.

B) x=I nuqta uchun u(/,f)=aj(E)chegaraviy shart.

C) f=0 uchun u(x,0)=cp(x) boshlang'ichch shart.

D) f=0 uchun ut(x,0) =/ (x)boshlang'ichch shart.

E) keltirilgan barcha shartlar gqaraladi.

5. Sterjenda issiglik tarqgalishi uchun Koshi masalasida
quyidagi shartlardan qaysi biri qaraladi?

A) n(x,0)=d(x) B) u(l,t)=xI>(t) C) u(0,t)=h(t)

DK (0,0 =/(0 E) ux(l,t)=g(t)

6. Sterjenda issiglik tarqalishi tenglamasining xususiy
yechimlari Furye usulida qanday ko'rinishda izlanadi?



4 J oL

A)u(x,t)=X(X)+T(t) B) u(x,t)=X(x)-T(t)

C) u(x,t)=X(x)-T(t) D) u(x,t)=X(x)/T(t)

E) u,,(X,t)=X(x)£T(t).

7. Sterjenda issiglik targalishi tenglamasining u(x,t)=X(x)-T(t)
ko'rinishdagi xususiy yechimi Furye usulida topilganda X=X(x)
funksiya qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) A(x) = /Acos(A + x)+Ssin(A +Xx).

B)X(x) = Acos(A- x) +Bsin(/l - x).

C) X(x) = Acos(x/A) + Bsin(x/A).

D)X (x) = AcosAx + Bsin Ax.

E)X (x) = Acos(A/Xx) + Bsin(A/X).

8. Sterjenda issiqlik tarqgalishi u;=a2u’x tenglamasining
u(x,t)=X(x)-T(t) ko'rinishdagi xususiy yechimi Furye usulida
topilganda T=T(f) funksiya ganday ko'rinishda bo'ladi?

A)T(t) =Cea”™’ B)T(t) = Ce~a™" C)T(t) =Ccosa2A2t .
D)T(t)=Csma2A2t . E)T(t)=Ccosa2A2t+Dsma2At .
9. Sterjenda issiglik tarqgalishi tenglamasining

Furye usulida topilgan u(x,t)=X(x)-T(t) ko'rinishdagi xususiy
yechimi ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) u(x,t) =e~a A[MA)cos(/l + x) + 5(A)sm”™ + x)].

B) u{x,t) =e~a M[A(A)cos(A - x) + B A - x)].

C) u(x,t) =e~a *'[A(A)cosAx +5(A)sinAx].

D) u(x,t) =e~° n,[A(A)cos(x/A") + B(A)sm(x I A)].

E) u(x,t) =e~a* ‘[A(A)cos{Alx) + B(A)sm{AIx)].

10.Sterjenda issiglik targalishi ™M =a2k”™ tenglamasining
Furye usulida topilgan yechimi ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) u(x,t) = \e~a n'[A(A)cos(A + x) + B{A)sm(A + x)]dA .
0

B) u(x,t) =]e-aU4[A(A)cos(A -x) +B(A)sm(A - x)\dA.
o)

C) u(x,t)= \e~a a, [A(A)cosAx + B(A)s\nAx]dA.
o]
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D) u(x,t) =]e~a a‘'l[A(A)cos(x/A) + B(A)sm(xI A)]dA.
0

E) u(x,t)= 8e~a'x,[A(A)cos(AIx) + B(A)sin(A/x)\dA.

I1.Sterjenda issiqlik targalishi uchun Koshi masalasining
Furye usulida topilgan
u(x,t) = \e~a i "[A(A.)cosAx + B(A)smAjc]dA
0

yechimidagi  A(A) funksiyalar un(x,0)=p(x) boshlang'ich shart
orgali ganday aniqglanadi?

A) A(A)=- \(p@s\nAada . B) A(A)=- j<p(a)[sinAa+cosAalda .
TC_oo A’-00
14 J+D

C) AA)=- j<p(a)cosAada . D) AA)=- \(p{a)[s\nAa-cosAa\da .
TC_qo 71—0

1+oc
E) A(A)=—]j<p(@sinAacosAada .
TC oo

12.Sterjenda issiglik targalishi uchun Koshi masalasining
Furye usulida topilgan

u(x,t)= \e~a>x "[A(A)cosAx + B(A)sin Ax]JdA
o]

yechimidagi B(A) funksiyalar un(x,0)=p(x) boshlang'ich shart
orgali ganday aniqlanadi?

14D 140

A) B(A)=-lI<p(a)sinAada . B) B(A)=—j<p(a)[sinAa+cosAa]da .
TC o0
140 \+*°

C) B(A)=- j<p(a)cosAada . D) B(A)=—\cp(a)[vTAa-cosAa]da .
7C_oo a8 00

140
E) B(A)=—1J(p@@)smAacosAada .

13.Sterjenda issiglik targalishi uchun W\=a2ukx, n(x,0)=d(x)
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi gayerda

to'g'ri ifodalangan?
.. 1400 ,
A) u(x,t)=—Je~a [ \<p(a)sm(a- x)Ada]dA .
o -

1 +co , 2 +co

B) u(t)=— Je~a [ JIA(a)sin(a + x)AdaldA .
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(gl

+00

C) u(x,t) :Hl—_§e~a '[_;<p(a)cos(a— x)Xda]dX .

14, 0
D) u(x,t) =—Je~a '[ \(p(a)cos(a +x)Ada]dA .
n o -ac

1D 212 +CC
E) ii(x,t) =—J e~a '{ \(p(a)[cos(a- x)/1+sin(a - x)X]da}dX

14. Sterjenda issiglik targalishi uchun Koshi masalasining
Furye wusulida topilgan yechimi qaysi integrali orgali
ifodalanadi?

A) Koshi integrali B) Furye integrali

C) Puasson integrali D) Dirixle integrali

E) Laplas integrali.

15. Sterjenda issiqlik targalishi uchun « =a2M, u(x,0)=d(x)
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi Puasson
integrali orqali ganday ifodalalanadi?

A)
, HC
B) u(x,t)=—= \[<p@+e 4°I' ]da.
Zaﬂ] Nl —oo
i+ J a~xyY
C) ux,t)=-—= I[tp(a)-e 40" }da.
Tt —o0
+0

D) u(x,t):-Za—b'r:m \[(p{a)te *al,]da.

i+ (axf
E) U(X,t):];-);iz |<p(a)e 1" da.

_00

16. Sterjenda issiqglik targalishi uchun v, =a2m”, n(x,0)=d(x)
Koshi masalasining Furye usulida topilgan yechimi Puasson
integrali orqali

tt(x,t) = - — I<p(a)e~z<a'xnda
2a"j7tt —o0

ko'rinishda ifodalanadi. Bunda Z(a,x,t) gaysi funksiyadan
iborat bo'ladi?
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E) to'g'ri javob keltirilmagan.

5. Laplas tenglamasi va uning uchun chegaraviy masalalar
1. Ikki o'zgaruvchili noma'lum u=u(x,y) funksiya uchun
Laplas tenglamasi qayerda to'g'ri ifodalangan?

A H N d 1-». B)A - A 2=0. cCH)li+~ =0
dx dy dx dy dx dy
D)~ _ ~ =0. E)(~+x")2=0.
d2x d2y dx dy

2.Tekislikda Laplas operatori [ ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) &=(-)24{t)2, BIA =G -0 “dx Tdy
DA ay )8 21212

3. Laplas operatori A orgali u=u(x,y) funksiya uchun Laplas
tenglamasi ganday yoziladi?

A) am =0. B)O2«=0. C) am2=0.

D) (am)2=0. E) p2ei+ n«2=0.

4. On=0 Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasida
quyidagi shartlardan qgaysi biri talab etilmaydi?

A) D biror C kontur bilan chegaralangan yopiq soha.

B) u=u(x,y) funksiya D sohaning ichki nuqtalarida Laplas
tenglamasini qanoatlantiradi.

C) u=u(x,y) funksiya C konturdagi barcha M=M(X)y)
nuqtalarda u(M)=f(M) chegaraviy shartni ganoatlantiradi.

D) yMeC=f(M) chegaraviy shartda berilgan/(M) funksiya C
konturda uzluksiz. E) keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

5. Dirixle masalasi nechta yechimga ega?

A) cheksiz ko'p B) chekli sonda

C) sanoqli sonda D) kamida bitta E) bitta

505



b.Tasdigni to'ldiring: Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasi doirada garalganda x va y Dekart koordinatalaridan
koordinatalarga o'tiladi.

A) silindrik B) qutb C) sferik

D)egri chiziqgli. E) fazoviy.

7x va y Dekart koordinatalaridan r va ¢ qUtb
koordinatalarga o'tishda qutb radiusi r gaysi formula bilan
aniglanadi?

A) r=1\x+)\. B) r=Jx-". C) r=ypx2+y2.

D) r=~ 2-/] . E) r=-Jx* +y4 .

8.x va y Dekart koordinatalaridan r va ¢ qutb koordina-
talarga o'tishda qutb burchagi ¢ uchun quyidagi formulalardan
qaysi biri noto'g'ri?

A) (p=arctg—(x>0). B) (p=n - arctg—{x <0).

X X

Q ¥=~(x=0,y>0). D) ¢=-y (x =0,j><0).

E) keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.

9.x va y Dekart koordinatalaridan r va ¢ qutb
koordinatalarga o'tishda qutb burchagi & uchun quyidagi
formulalardan qaysi biri noto'g'ri?

A) p= arctg;(x> 0). B) (p=n +arctg—(x <0).
X

Q $=~(x=0y>0). D) <p=-"(x=0,y<0).

E) keltirilgan barcha formulalar to'g'ri.
10.Qutb koordinatalarida berilgan y=y(r,¢p) funksiya uchun
Laplas tenglamasi ganday ifodalanadi?
dv dzv ,, d2v d2v



J1

r b r2a8p=0-
11.Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi v=v(r,<p) Furye wusulida ganday

ko'rinishda izlanadi?

A) y(r,)=P(r)+®(ch) B) y(r.d0)=P(r)-®{ch)

C) y(r.cp)=P{r)-®(ch) D) y(r.d)=P(r)/®(ch)

E) y(r.)= @ (p)/P(r)

12.Qutb  koordinatalarida ifodalangan Laplas tengla-
masining yechimi Furye usulida y{r,p) =P(r)-®(¢p) ko'rinishda
izlanganda P(r) funksiya qaysi differensial tenglamadan topiladi?

A) P\r)+kP\r)- r2P(r)=0,k =012,-= =.

B) r2P"(r) - P'(r) +kP(r) =0,k =0,1,2,- ==.

C) r2P"(r) + rP'(r)- k2P(r) =0,k =0,12- =

D) P'(r)+k2P’(r)- r2P(r)=Q,k=0,12,- ==.

E) P"(r)+r2P\r)-k2P(r) =0,k =0,1,2,-=.

13. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi Furye usulida b(r,p) =P(r)-P(d)
ko'rinishda izlanganda ®(¢p) funksiya qaysi differensial
tenglamadan topiladi?

A) rRP'(<)+P(p)=0,k=0,1,2,--.

B) ®d\<p)+ k2d(cp) =0 =0,1,2-= .

C) &(p) k2P () =0,&=012® =

D) ¥ + K2B(p) =0,£ =0,1,2-m=.

E) @' (") + r2d\gp) -KD(<p) = 0,k = 012 e== .

14. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi Furye wusulida y{r,d) =P(r)-®(d)
ko'rinishda izlanganda ®(g) funksiya d'(<)+ k2d(<p)=040=0,1,2-
differensial tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. k*0 holda
®d(ch) funksiya ko'rinishi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) P(cp) = Akcos*  + Bksin* ¢p

B) d((p) = Akcosgk + BKsins*
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C) d(<p) = Akcos(ip/k)+Bksin(<p/k)

D) d(<p) = Akcoskip + Bksinfy?.

E) d(<p) = Akcos(k £(p)+ Bksm(k + <p).

15. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas
tenglamasining yechimi Furye usulida v{r,(p) =P(r)-d(d)
ko'rinishda izlanganda P(r) funksiya

r2P\r) +rP\r)- k2P(r) =0,k =0,1,2,- =

differensial tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. it*0 holda

P(r) funksiya ko'rinishi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) P(r) =Ck(rk +r"*). B)P(r) =Ckkr + Dkk~r.

C) P{r) = Ckr 2k + Dkr~2k. D) P(r) = Ckk 2r + Dkk~Ir.

* E) P(r) = Ckrk + Dkr~k.

16. Qutb koordinatalarida ifodalangan Laplas

tenglamasining Furye usulida topilgan Vk(,(p) (k=0,1,2,...) xususiy
yechimlari ganday ko'rinishda bo'ladi?

A) Wk = (Ak cos* p+ Bksin* (p)rk (k =1,2-==), WO=Aq/2.

B) vk =(Akcosgk + Bksin(k)rk (k =1,2,--), v0=A0/2.

Q vk =(Akcosk<p + Bksink<p)rk (k =1,2—), W =A0/2.

D) vk =[Akcos(<p/k) + Bksin(<p/k)]rk (k=1,2,-), VO=A0/2.

E) v =[Akcos(xk) +Bksin()+k)]Jrk (k=12-), WO=Aq/2.



Kirn matematikani bilmasa, hagigatni bilmaydi.
Kim uni tushunmasa zulmatta yashaydi.
Rene Dekart

XVI1I-BOB. EHTIMOLLAR NAZARIYASI ASOSLARI

§ 17.1. Ehtimolning ta'riflari.

§ 17. 2. Ehtimollarni go'shish va ko'paytirish teoremalari.
Shartli ehtimollar. Hodisalaming bog'ligsizligi.

§ 17.3. To'la ehtimol formulasi. Bayes formulasi.

Bog'lig bo'lImagan tajribalar ketma - Kketligi. Bernulli
formulasi.

§ 17.4. Asimptotik formulalar.

§ 17.5 Diskret tasodifiy migdor va uning tagsimot qonuni.
Diskret tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalari.Uzluksiz
tasodifiy miqdorlar va ularning sonli xarakteristikalari.

§ 17.1. Ehtimolning ta'riflari

Ehtimol termini hodisaning amalga oshish, ro'y berish
imkoniyatining obyektiv o'lchovini ifodalaydi.

Biror tajriba natijasida sondagi e,e2..en elementar
hodisalardan birortasi ro'y berishi mumkin bo’'lsin, ya'ni
v ={e,e2..e} bo'lsin. Bu elementar hodisalarga quyidagi
shartlami qo'yamiz:

1) hodisalar juft-jufti bilan birgalikda emas, boshgacha qilib
aytganda, istalgan ikkita e, va e] ¢ ®j) hodisa uchun ulardan biri
ro'y bersa, ikkinchisi albatta ro'y bermaydi.

2) e,e2..en hodisalar yagona mumkin bo'lgan hodisalar,
ya'ni ularning birortasi albatta ro'y berishi lozim.

3) e,e2..hodisalar teng imkoniyatli. Bu shart e, e2..ge,
bodisalardan birortasining boshqgalaridan ko proq roy berishiga
yordam beradigan hech ganday obyektiv sabablar yo'gligini
anglatadi.
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Aytaylik, A hodisa berilgan bo'lib, u e(/=0I) elementar
hodisalardan ba'zilari ro'y bergandagina ro'y bersin. Bunday
holda biz e,(/=I) elementar hodisalardan ro'y berishi f
hodisaning ro'y berishiga ham olib keladiganlarini A hodisa
qulaylik tug'diradigan hodisalar deb ataymiz.

Aytaylik, garalayotgan n ta e,,e2 elementar hodisadan m
tasi A hodisaning ro'y berishiga qulaylik tugdirsin, ya'ni
w=Kk.ei,...«J bo'lsin.

1. Ehtimolning klassik ta'rifi. A hodisaning ehtimoli deb A
hodisaning ro'y berishiga qulaylik tug'diruvchi hodisalar
sonining teng imkoniyatli barcha elementar hodisalar soniga
nisbatiga aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

pPA)- m- A kirgan elementar hodisalar soni
n barcha elementar hodisalar soni

Ehtimolning xossalari.
a) muqarrar hodisaning ehtimoli birga teng:
P{n)w 1.

b) mumkin bo'lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng:

p(v)=o,

c) istalgan A hodisaning ehtimoli quyidagi qo'sh tengsizlikni
ganoatlantiradi:

Ozp{a)zl.

Klassik  ta'rifdan foydalanib masalalar  yechishda
kombinatorika elementlari muhim rol o'ynaydi, shuni e'tiborga
olib kombinatorikaga doir ba'zi tushunchalar bilan tanishib
o'taylik.

Har ganday narsalardan tuzilgan va bir - biridan yo shu
narsalaming tartibi bilan, yoki shi narsalaming o'zlari bilan farq
qiluvchi turli gruppalar birlashmalar deb ataladi.

Birlashmalar uch xil bo'lishi mumkin: o'rinlashtirish, o'rin
almashtirish va gruppalash. Ularning har birini ko'rib chigaylik.

1) n elementini m tadan (bunda m<n) o'rinlashtirish deb
shunday birlashmalarga aytiladiki, ularning har birida berilgan n



................................................................................................. & .
ta elementdan olingan m ta element bo'lib, ular bir - biridan yo
elementlari bilan, yoki elementlarning tartibi bilan farg giladi. n
ta elementdan m tadan barcha o'rinlashtirishlar soni a" kabi
belgilanib, u

A" =n(n- 1).[n-(/«-N]

formula bilan hisoblanadi.

2) Agar o'rinlashtirishlar n ta elementdan n tadan olingan
bo'lsa (ya'ni fagat elementlarining tartibi bilan farqg qilsa), bunday
o'rinlashtirishlar o'rin almashtirishlar deb ataladi, u holda
yuqoridagi formulaga ko'ra n ta elementdan barcha o'rin
almashtirishlar soni quyidagicha bo'ladi:

m=n(n-I)..I =n

3) Agar n ta elementdan m tadan tuzish mumkin bo'lgan
barcha o'rinlashtirishlardan bir - biridan eng kamida bir element
bilan farq qiladiganlarini tanlab olsak, u holda gruppalar
(kombinatsiyalar) deb atalgan birlashmalarni hosil gilamiz.

n ta elementdan m tadan barcha gruppalashlar
(kombinatsiyalar) soni

¢« n n(/i-1)..[n-(m-1)]
mi(n-m)! ml

formula yordamida topiladi.

Yuqoridagi 3 ta formula uchun a"=c"-p, munosabat
o'rinlidir.

2. Ehtimolning geometrik ta'rifi. Biror Q soha berilgan
bo'lib, bu soha Q sohani o'z ichiga olsin, Q sohaga tavakkaliga
tashlangan nuqtaning Q sohaga tushish ehtimolini topish talab
qgilinadi. B yerda barcha elementlar hodisalar to'plami Q ning
barcha nuqtalaridan iborat. Binobarin, bu holda klassik ta'rifdan
foydalana olmaymiz. Tanlangan nuqta Q ga albatta tushsin va
uning biror Q qismiga tushish ehtimoli shu fl gismining
o'lchoviga (uzunligiga, yuziga, hajmiga) proparsional bo'lib, Q
ning formasiga va Q qgism Q ning qayerda joylashganligiga
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bog'lig bo'Imasin. Bu shartlarda qaralayotgan hod-
ehtimoli Isaning

p = mesQl
mesQ

formula yordamida aniglanadi. Bu formula yordamid
aniglangan p funksiya ehtimolning barcha xossalarini
ganoatlantirishini ko'rish giyin emas.

3. Ehtimolning statistik ta'rifi. Ehtimollar nazariyasining
ko'pgina tatbiglarida ehtimolning statik ta'rifi deb ataluvchi
ta'rifdan foydalaniladi. Har birida biror hodisaning ro'y berishi
yoki ro'y bermasligi kuzatiladigan tajribalami sharoitni
o'zgartirmagan holda cheksiz ko'p marta tajrorlash mumkin
bo'lsin deb faraz gilaylik. Masalan, o'yin soqqgasini yoki tangani
tahslash, nishonga o'g uzish va shunga o'xshash tajribalami
cheksiz ko'p marta takrorlash mumkin.

Avytaylik, tajribalar soni n yetatlicha katta bo'lganda bizni
gizigtirayotgan A hodisa m marta ro'y bergan bo'lsin.

w(a)=— nisbat A hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi.

Ko'p kuzatishlar shuni ko'rsatadiki, agar bir xil shart-
sharoitda tajribalar o'tkazilib, ulaming har birida sinovlar soni
yetarlicha katta bo'lsa, u holda nisbiy chastota turg'unlik
xossasiga ega bo'ladi.

Quyidagi masalalami yeching.

17.1.Gruppada 10 ta fan o'qitiladi. Agar har kuni 4 xil dars
o'tilsa, bir kunlik darsni necha xil usul bilan tagsimlash mumkin.

17.2. 8 ta stulga 8 kishini necha xil usul bilan o tkazish
mumkin?

17.3. c¢; =c;~" tenglik o'rinli ekanini isbotlang.

17.4. Ikkita tanga bir vaqtda tashlangan m{m=0,1,2) marta

gerbli tomon tushish ehtimolini toping.



175 Yogqlariga 1, 2, 3, 4, 5, 6 ragamlar yozilgan ikkita soqqga

a tda tashlanadi. Ikkala soggada tushgan ochkolar yig'indisi
TatengbO'lishehtimolini toPing-

17 6 lkkita soqga tashlangan. Tushgan ochkolar yig'indisi
heshga, ko'paytmasi to'rtga teng bo'lish ehtimolini toping.

* 17 7. Tanga ikki marta tashlangan. Hech bo'Imaganda bir
arta "gerbli" tomon tushishi ehtimolini toping.

17.8. Yashikda 15 ta detal bo'lib, ulardan 10 tasi bo'yalgan.
Yig'uvchi tavakkaliga 3 ta detal oladi. Olingan detallarning
bo'yalgan bo'lishi ehtimolini toping.

17.9. Abonent telefon nomerini terayotib nomerning oxirgi
uchta ragamini eslay olmadi va bu ragamlarni turli ekanligini
bilgani holda wulami tavakkaliga terdi. Kerakli ragamlar
terilganligi ehtimolini toping.

17.10.Sexda 6 erkak va 4 ayol ishlaydi. Table nomerlari
bo'yicha tavakkaliga 7 kishi ajratilgan. Ajratilganlar orasida 9
ayol bo'lishi ehtimolini toping.

17.11. Radiusi R bo'lgan doiraga radiusi r bo'lgan kichik
doira joylashtirilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan
nugtaning kichik doiraga tushish ehtimolini toping. Nuqtaning
doiraga tushish ehtimoli doira yuziga proporsional bo'lib, uning
joylashishiga bog'liq emas deb faraz qgilinadi.

17.12. tekislik bir - biridan 2a masofada joylashgan to'gri
chiziglar bilan bo'lingan. Tekislikka radiusi r<a bo'lgan tanga
tavakkaliga tashlangan. Tanga to'g'ri chiziglarning birortasini
ham kesmasligi ehtimolini toping.

17.13. Ikki do'st kunduzgi soat 12 bilan 13 orasida tayin bir
joyda uchrashishga va oldin kelgan kishi do'stini 1/4 soat kutib,
e magandan kelmagandan keyin ketishga kelishib olishdi. Agar

r ir kishi o'zining kelish momentini tavakkaliga (soat 12 bilan
Orasida) tanlasa, ularning uchrashish ehtimolini toping.
17.14.0* o'gining uzunligi L bo'lgan OA kesmasiga ikkita



fiw va c(y) nuqta tavakkaliga go'yilgan. Hosil bo'lgan
uchta
kesmadan uchburchak yasash mumkin bo'lishi
ehtimolini toping.

17.15. Radiusi R bo'lgan doira ichiga tavakkaliga nuq
tahslangan. Tahslangan nuqta doiraga ichki chizilgan: a) kvadrat
ichiga; b) muntazam uchburchak ichiga tushish ehtimolini toping.
Nuqtaning doira bo'lagiga tushish ehtimoli bu bo'lakning yuziga
proporsional bo'lib, uning doiraa nisbatan joylashishiga bog'liq
emas deb faraz qilinadi.

8 17. 2. Ehtimollarni qo'shish va ko'paytirish
teoremalari. Shartli ehtimollar. Hodisalarning
bog'ligsizligi

Berilgan hodisaga qulaylik tug'diruvchi hollarni bevosita
hisoblash ancha bo'lishi mumkin. Shuning uchun hodisaning
ehtimolini hisoblashda uni boshga soddaroq hodisalar
kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalash qulayroqdir. Birog bunda
boshga hodisalarning kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalashda
hodisaning ehtimoli bo'ysunadigan qoidalarni bilish kerak.
quyida ular bilan tanishib o'tamiz.

1. Birgalikda bo'Imagan hodisalar ehtimollarini qo'shis
teoremasi. Ikkita birgalikda bo‘'Imagan A va B hodisadan istalgan
birirning ro'y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimolarining
yig'indisiga teng:

p{a+b)=p{a)+p(b).

Umuman har ikkitasi birgalikda bo‘'Imagan bir nechta
a,,a2..,a, hodisalardan istalgan birining ro'y berish ehtimoli bu
ehtimollarining yig'indisiga teng:

p(a, +a2+..+al= p(a,)tpf{a2)+..+p(a,).

Natija. Agar a,,a2...a, hodisalardan faqat bittasi albatta ro'y

beradigan va ular birgalikda bo‘'Imagan hodisalar bo'lsa, u holda

b D+/%n,)+...+d,)=1
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Xususiy holda, agar A va A hodisalar o'zaro garama - qarshi
hodisalarni ifodalasa, u holda

p(a)+pfa)=i.
Bu teoremaga keyinroq misol ko'armiz.

2. Shartli ehtimollar. Hodisalarning bog'ligsizligi.

Hodisalaming ehtimolini aniglash asosida biror S shartlar
komleksi yotishini aytgan edik. Agar p(a) ehtimolni hisoblash S
shartlar kompleksidan boshga hech qganday shartlar talab
gilinmasa bunday ehtimol, shartsiz ehtimol deyiladi. Ko'p
hollarda A hodisaning ehtimolini biror B hodisa (P(B)>odeb faraz
gilinadi) ro'y bergan shartda hisoblashga to'g'ri keladi. Bunday
ehtimol shartli ehtimol deyiladi va p{a/s) kabi belgilanadi. Agar
ikkita A va B hodisadan birning ehtimoli ikkinchisining ro'y
berishi yoki ro'y bermasligi natijasida o'zgarmasa, u holda bu
hodisalar o'zaro bog'ligsiz hodisalar deyiladi, aksholda bu
hodisalar o'zaro bog'liq hodisalar deyiladi.

Masalan, ogq va qora sharlar solingan yashikdan olingan
birinchi shar unga qayta solinsa, ikkinchi martaolingan shaming
oq bo'lish ehtimoli birimchi olingan shaming oq yoki qora
bo'lishiga bog'lig emas. Shuning uchun bimchi va ikkinchi shar
olish natijalari o'zaro bog'ligsiz bo'ladi.

Aksincha, agar birinchi olingan shar yashikka gayta
solimasa, u holda ikkinchi marta shar olinishidagi natija birinchi
marta shar olish natijasiga bog'liq ravishda o'zgaradi, chunki
birinchi marta shar olinishi natijasida yashikdagi sharlarning
sostavi o'zgaradi. Bu yerda biz bog'liq hodisalar misoliga egamiz.

Shartli ehtimollar uchun qabul qilingan belgilashlardan
foydalanib, A va B hodisalaming o'zaro bog'ligsiz bo'lishi
shartini

p(a/b)=p{a)yoki p{a/b)=p(b)

ko'rinishda yozish mumkin.

3. Hodisalar ehtimollarini ko'paytirish teoremasi. Ikkita
bog'ligq hodisaning birgalikda ro'y berish ehtimoli ulardan
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birinchisining ehtimolini ikkinchisining birinchisi ro'y bergan
shart ostidagi shrtli ehtimoliga ko'paytirilganiga teng Wa
aksincha, ya'ni

p{a b)=p(a) p(b/A\

p{a b)=p{b)-p{a/b\

Xususiy holda, agar A va B hodisalar o'zaro bog'liq
bo'Imasa, ularning birgalikda ro'y berish ehtimoli bu hodisalar
ehtimolining ko'paytmasiga teng:

p(ab)=pfa) p(b).

4 Birgalikda bo'lgan hodisalar ehtimollarini qo'shish
teoremasi. lkkita birgalikda bo'lgan A va B hodisadan hech
bo'Imaganda birining ro'y berish ehtimoli bu hodisalar
ehtimollari yig'indisidan ularning birgalikda ro'y berish
ehtimolining ayrilganiga teng:

p(a+B)=p(a)+p{b)-pfab).

Agar A va B hodisalar o'zaro bog'lig bo'Imasa, u holda

ushbu formula o'rinli bo'ladi:
p(a+B)=p{a)+ f\b)~p[a)-p(b)

Masala-1 Sexda ikkita brigade bir xil maxsulot ishlab
chigarmoqda. Kun davomida | brigada (Il brigada) n dona (t
dona) mahsulot tayyorladi va ularning m donasi (s donasi) oliy
navli deb topildi. Har bir brigada tayyorlagan mahsulotlar
ichidan tasodifiy ravishda bittadan mahsulot tanlab olindi.
Quyidagi tasodifiy hodisalarning ehtimolliklarini toping:

A={l brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli},

B={ Il brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli emas},

C={lkkala brigadadan tanlangan mahsulotlar oliy navli},

D={Tanlangan mahsulotlarning faqat bittasi oliy navli},

E={ Tanlangan mahsulotlarning kamida bittasi oliy navli},

n=30, m=22 , t=50 , s=44

Yechish: Ehtimollikning klassik ta'rifi bo'yicha
P(A)=—=— =073

«30
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Qarama-garshi hodisalaming ehtimolliklari formulasiga
asosan

_ — s __ 44 6

P(5)=1-P(5) =1- L _1-_-1-',_6_?0

Hodisalar ko'paytmasi ta'rifiga asosan C = AB va A , B

=0,12.

bog'ligmas hodisalar bo'lgani uchun ehtimolliklarni ko'paytirish
teoremasi bo'yicha

P(C)=P(AB) =P(A)P(B) =/ ~  °>73'°88 K64

D hodisa ehtimolligini topish uchun
Di = {Faqat | brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli}
D2= {Faqgat Il brigadadan tanlangan mahsulot oliy navli}

Tasodifiy hodisalami kiritamiz.

Hodisalarni gqo'shish ta'rifiga asosan D = Di + D2 deb yozish
mumkin. Hodisalar ko'paytmasi ta'rifiga asosan Di = AB , D2=
JI5 deb yozish mumkin. Di va D2 birgalikda bo'Imagan
hodisalar bo'lgani uchun, ehtimolliklarni go'shish va ko'paytirish
teoremalariga asosan ushbu natijani olamiz :

P(D) =P(Di + D2 =P (Di) + P( D2 =P(AB) + P(AB) =

P(A)P(B)+P(N)P(5)=
A +fi ~=0,73-0,12+0,27-0,88=0,0876+ 0,2376=0,3252
30 50 I, 30j 50

Endi E hodisaga qarama-garshi E hodisani garaymiz.
E = {ikkala mahsulot ham oliy navli emas) = A-B bo'lgani
uchun
P(£) =P(A-B)=P(")-P(B)=0,27-0,12=0,0324
Buholda
P(E)=1-P (E)=1-0,0324 =0,9676 2 0,97 .
Masala-2. Omborda uch partiya mahsulot saglanmoqda. Bu
partiyalardagi mahsulotlar soni mos ravishda m, m, m bo'lib ular
P> pi, p3 ehtimollik bilan sifatli bo'lishi mumkin. Ombordagi
Mahsulotlar ichidan bitta mahsulot tasodifiy ravishda tanlab
olindi.



a) Tanlangan mahsulotni sifatli bo'lish ehtimolliginj
hisoblang.

6) Agar tanlangan mahsulot sifatli bo'lsa, uni i-partiyaga
tegishli bo'lish ehtimolligini toping.

m=10, m=15 m=20, pi =0,9, pi=0,8, p3=0,7 i=L

Yechish. a) Mahsulotni tanlab olishda ushbu uchta natija
bo'lishi mumkin.

Ei = { Tanlangan mahsulot I partiyadan}

Er = { Tanlangan mahsulot Il partiyadan }

E3 = { Tanlangan mahsulot Ill partiyadan}

Masala shartiga asosan va ehtimollikning klassik ta'rifi
bo'yicha

p(ED , 10 10 2
|:
nl+n2+n3 10+15+420 45 9
, 5 3
PE)=
g +n2+ 45 9
20 4
PE3)=

a,+nr+n} 45 9

Bunda ushbu A = { Tanlangan mahsulot sifatli} tasodifiy
hodisaning P(A) ehtimolligi qiziqtiradi. Masala shartiga ko'ra A
hodisaning shartli ehtimolliklari quyidagicha :

P(A/Ei) =pi =0,9 , P(A/Er) =pi=0,8 ,P(A/E3) =p3=0,7

Bu holda to'liq ehtimollik formulasiga ko'ra

P(A)= P(Ei)P(A/Ei) + P(E9P(A/E2)+ P(E3)P(A/Es) =
- 09+- 08+- 07=18+24+28=- *078
9 9 9 5 9

b) Bu yerda P(Er/A) shartli ehtimollikni hisoblash talab
etiladi. Bu ehtimollikni Bayes formulasi bo'yicha topamiz:

Er/A ) . A A)y.1 A =M 034
p&/ ) LFI;%A) ) 7 7
9

Bu natijani shartsiz ehtimolligi P(Er) = 3/9 «0,33 edi. Demak
kuzatuv natijasi bo'yicha Er ehtimolligi 0,01 ga oshdi.
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Berilgan masalalarni yeching.

17.16. Pul - buyum loteriyasida 1000 ta biletli har bir
seriyaga 120 ta pul yutug'i va 80 ta buyum yutug'i to'g'ri keladi.
Bitta loteriyasi bor Kkishiga pul yutug'i yoki buyum yutug'i,
umuman yutuq chiqgish ehtimolini toping.

17.17. Merganning bitta o'g uzishda 10 ochko urish ehtimoli
0,15 ga, 9 ochko urish ehtimoli 0,35 ga, 8 yoki undan kam ochko
urish ehtimoli 0,5 ga teng. Merganning bitta o'q uzishda kamida 9
ochko urish ehtimolini toping.

17.18. 10 ta detalli partiyvada 8 ta standart detal bor.
Tavakkaliga olingan ikkita detaldan kamida bittasi standart
bo'lish ehtimolini toping.

17.19. Uchta yashikning har birida 10 tadan detal bor.
Birnchi yashikda 9 ta, ikkinchi yashikda 8 ta, uchinchi yashikda 7
ta standart detal bor. Har bir yashikdan tavakkaliga bittadan
detal olinadi. Olingan uchala detal standart bo'lish ehtimolini
toping.

17.20. Yashikda 10 oq va 5 ta qora shar bor. Yashikdan ikki
marta tavakkaliga bittadan shar olinadi. Olingan sharlar yashikka
solinmaydi. Agar birinchi olingan shar qora bo'lsa (A hodisa),
ikkinchi olingan shar oq bo'lish (B hodisa) ehtimolini toping.

17.21. Yashikda 6 ta shar bor, ulardan uchtasi qizil rangda.
Yashikdan tavakkaliga 2 ta shar olidi. Ikkala shaming ham qizil
rangda bo'lish ehtimolini toping.

17.22. Ikkita mergan bittadan o'q uzishdi. Birinchi
merganningnishonga tekkazish ehtimoli 0,7 ga, ikkinchisiniki esa
0/6 ga teng. Merganlardan agalli bittasining nishonga tekkazish
ehtimolini toping.

17.23. Student imtihonga programmadagi 25 ta savoldan 20
tasini bilib keldi. Imtihon oluvchi studentga 3 ta savol berdi.
Studentning uchala savolni ham bilish ehtimolini toping.

17.24. Student imtihon biletlaridan ba'zilarini bilmaydi.
Student uchun qaysi holda u bilmaydigan biletni olish ehtimoli

519



kichik bo'ladi: birinchi bo'lib olgandami yoki eng oxirida
olgandami?

17.25. Uchta o'yin soqqasi tashlandi. Kamida bitta soqgad
ochko tushish ehtimolini toping.

§ 17.3. To'la ehtimol formulasi. Bayes formulasi

Bog'liq bo'Imagan tajribalar ketma - ketligi. Bernulli
formulasi.

Murakkab hodisalarning ehtimolarini hisoblashda ko'pincha
bu hodisalarga qo'shish va ko'paytirish teoremalarini birga tatbiq
gilib hosil gilingan formulalardan foydalanishga to'g'ri keladi.
Quyidagi ana shunday muhim formulalarning ba'zilari bilan
tanishib o'tamiz.

1. To'la ehtimol formulasi. Faraz qgilaylik, Ahodisa n ta juft -
jufti bilan birgalikda bo'Imagan a,;92...9, hodisalar
(gipotezalar)ning bittasi va faqat bittasi bilangina ro'y berishi
mumkin bo'lsin, boshqgacha qilib aytganda:

a=ah,+ah2+..+AHn(A - murakkab hodisa).

Bu yerda ah,rnan)=y(ioj), u holda birgalikda bo'Imagan

hodisalar ehtimollarini qo'shish teoremasiga asosan:
P(A)= P(AH,)+ P(AH2) + .. + P(AHn).

Ko'paytirish teoremasiga ko'ra p(nsa,)=p(a,)p(/a))
ekanligini e'tiborga olsak, u holda

p(a)=p(h.)p(al/a,)+p(h2p(a/h2)+..+5(5,)p{alA,,)

yoki

P(A)=fiP(H)p(A/HI).
( )A( IP(AHI)

Bu tenglik to'la ehtimol formulasi deyiladi. To'la ehtimol
formulasidan foydalanib, Bayes formulasi yoki gipotezalar
ehtimollari formulasi deb ataluvchi muhim formulani hosil gilish
mumKkin.

2. Bayes formulasi. Birgalikda bo'Imagan
hodisalarning (gipotezalarning) to'la gruppasi berilgan bo'lib,



ehtimollari tayin qiymatiga ega bo'lsin. Tajriba natijasida A
hodisa ro'y berdi degan shart ostida fa,(i=u) gipotezalarning
ehtimollari tajribadan so'ng ganday bo'ladi?
7, va A hodisalarning ko'paytmasi uchun ushbu
P(AHt)= P(a)- P(A/H,) = P{HIi)P(A/tf))

I formulaning o'rinliligidan

munosabatga ega bo'lamiz, bu yerda to'la ehtimol formulasini
qo'llasak, ushbu Bayes formulasi deb ataluvchi formulani hosil
dilamiz:

| k«m -

k=l

Bu formulalar yordamida yechiladigan masalalarni

HW,)

ko'raylik.

3- masala. Omborga 360 ta mahsulot keltirildi. Bulardan 300
tasi 1 - korxonada tayyorlangan bo'lib, ularning 250 tasi yaroqgli
mahsulot; 40 tasi 2-korxonada tayyorlangan bo'lib, ulaming 30
tasi yaroqgli hamda 20 tasi 3-korxonada tayyorlangan bo'lib,
ulardan 10 tasi yaroqgli. Tavakkaliga olingan mahsulotning
yarogli bo'lish ehtimolini toping.

Tavakkaliga olingan mahsulot uchun quyidagi gipotezalar
o'rinli bo'ladi:

H\ gipoteza - mahsulotning 1 - korxonada tayyorlangan
bo'lishi;

~2 gipoteza - mahsulotning 2 - korxonada tayyorlangan
bo'lishi;

gipoteza - mahsulotning 3 - korxonada tayyorlangan
bo'lishi.

Ularning ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

P(A)=1; a(s2)=1;



Agar olingan mahsulotning yaroqli bo'lishini A hodisa deb
belgilasak, u holda bu hodisaning turli gipotezashartlari ostidagi
ehtimollari quyidagicha bo'ladi:

P{AIHX/1-, P{AIH2)=~- ¢ /9 3)=1
6 4 2

Yuqorida topilganlarni to'la ehtimol formulasiga qo'yib,
izlanayotgan hodisa ehtimolini topamiz:

P{n)=P(H,)p{A/H,)+P(HDp(A/H2+ P(HIp{A/H)=A A +~1 +1 1 A
6 6 9 4 18 2 36

4-masala. Ikki mergan nishonga bittadan o'q uzdi. Birinchi
merganning o'qi nishonga 0,8 ehtimol bilan, ikkinchi merganniki
esa 0,4 ehtimol bilan tegadi. O'q uzilgandan so'ng nishonga bitta
o'qg tekkanligi (A hodisa) ma'lum bo'ldi, bu o'gni birinchi mergan
uzgan bo'lishi ehtimolini toping.

Tajriba o'tkazishdan oldin quyidagi gipotezalarni qo'yamiz:

H, - birinchi mergan otgan o'q ham, ikkinchi mergan otgan
0'g ham nishonga tegmaydi;

H 2 - ikkala merganning otgan o'gi ham nishonga tegadi;

H} - birinchi merganing otgan o'qi nishonga tegadi,
ikkinchisiniki esa tegmaydi;

HA - birinchi merganing otgan o'gi nishonga tegmaydi,
ikkinchisiniki esa tegadi.

Gipotezalardan bittasi va faqgat bittasi tajriba natijasida
albatta ro'y beradi, ya'ni a,, H2, Hb, A4 lar bog'lig bo'Imagan
hodisalaming to'liq gruppasini tashkil etadi.

Bu gipotezalarning tajribadan oldingi ehtimollari:
P{H,)=0,2 0,6 =0,12,
P{H2)=0,8 0,4 =10,32,
/>(A,)=0,8 0,6 =0,48,
/>(#,)=0,2 0,4=0,08.

Bu gipotezalarda kuzatilayotgan A hodisaning shartli

ehtimollari quyidagilarga teng:
p(a/h,)=o0, p{a/h2)=0, p(a/h3)=i, p(a/h,)=1.

Tajribadan keyin (A hodisa ro'y berganidan keyin) H,,
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gipotezalar ro'y bermasligi ma'lum bo'ladi.
H, va H4 gipotezalarning tajribadan keyingi ehtimollari Bayes
formulasiga ko'ra quyidagicha:

In)= 48 - 6-
p(Hr/n) 048-1+008 1 7

008-1 1
p{hia)=

048-1+008-1 7
Demak, nishonga tekkan o'gqning birinchi merganga tegishli

bo'lish ehtimoli ™ ekan.

3.Agar biror A hodisaning ro'y berish yoki ro'y bermasligini
kizatish uchun bir nechta tajribalar o'tkazilayotgan bo'lib,
ularning har biriga A hodisaning ro'y berish yoki ro'y bermaslik
ehtimoli qolgan tajribalaming natijalariga bog'liq bo‘'Imasa
(bog'lig bo'lsa), u holda bu tajribalar A hodisaga nisbatan bog'liq
bo'Imagan (bog'lig bo'lgan) tajribalar ketma-ketligini tashkil etadi
deyiladi.

Masalan, yashikda s ta og va | ta qora shar bo'lsin. Shu
yashikdan bir necha marta bittadan shar olish tajribalari ketma-
ketligini ko'raylik. Bunda har bir tajribadan so'ng olingan shar
yashikka qaytarib solinsa (qaytarib solinmasa), bu tajribalar
ketma-ketligi bir-biriga bog'liq bo'Imaydi (bir-biriga bog'liq
bo'ladi).

Bog'lig bo'Imagan n ta tajriba o'tkazilayotgan bo'lib, har bir
tajribada kuzatilayotgan A hodisaning ro'y berish ehtimoli p va
ro'y bermaslik ehtimoli g=I-p bo'lsin. Bu holda kuzatilayotgan
A hodisaning n ta tajribada k marta ro'y berish ehtimoli p,K)
quyidagi formula yordamida topiladi:

P(k)=C‘q~t, (0<k<n)
bu yerda
4=w(n-1Xn-2)..(n-* +1) _ N
\N K\(n-k)\"

Bu formula Bernulliformulasi deyiladi.

5-masala. Chigitning unuvchanligi 80 % bo'lsa, ekilgan 4 ta
chigitdan:



a)uchtasining unib chiqish;

b) hech boTmaganda ikkitasining unib chiqish ehtimolini
toping.

a) Shartga ko'ra n=4,k=3, p=08, q=0,2.

Bernulli formulasiga ko'ra:

P4(3) = Cl #0,83<0,2 = 0,4096.

b) A hodisa ekilgan 4 ta chigitdan 2 tasi yoki 3 tasi, yoki 4
tasi unib chigishini, ya'ni hech bo'maganda ikkitasining unib
chigishini bildirsin. Ehtimollarni qo'shish teoremasiga ko'ra:

pM =Pt (yoki 2, yoki 3, yoki 4) =H(2)+p4(3)+p4(4).

p4(3) ehtimol (a) punktda hisoblangan;

P4(2)=C2-0,82 0,22=0,1536;
PA(4)=C4 0,84-0,2° =0,4096.

Demak, p{a)=0,9728.

6-masala. Bitta detaining yarogsiz bo'lish ehtimoli £A=005
bo'lsin.ixtiyoriy olingan 10 000 detal ichida yaroqgsiz detallarning
soni 50 tadan ko'p bo'Imaslik ehtimolini toping.

n - yarogsiz detallar soni bo'lsin.
n:0,1,2,..., 50.
Niiomo0~ M - 50j =...?
N — *\= [ % ‘
{0 </i<50}= l!;ép"( )—lq%CIOLu(O,05) (0,95),a00>

(bundan keyingi hisoblash ancha qiyin, shuning uchun
ularni keltirmaymiz).

7-masala. Texnik kontrol bo'limi 24 ta detaldan iborat
partiyani tekshirmoqda. Detaining standart bo'lish ehtimoli 0,6 ga
teng. Standart deb tan olinadigan detallarning eng katta ehtimolli
sonini toping.

Shartga ko'ra n=24; p=06; q=04 . Standart deb tan
olingan detallarning eng katta ehtimolli sonini quyidagi qo'sh
tengsizlikdan topamiz:

nP~A"Nk, <np+p .
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LLI

np-q =24 0,6-0,4 =14 butun son bo'lgani uchun eng katta
ehtimolli son ikkita: k0=14 va ko+1=15.

Quyidagi masalalarni yeching.

17.26. Sportchilar gruppasida 20 chang'ichi, 6 velosipedchi
va 4yuguruvchi bor. Saralash normasini bajarish ehtimoli
chang'ichi uchun 0,9 ga, velosipedchi uchun 0,8 ga, yuguruvchi
uchun 0,75 ga teng. Tavakkaliga ajratilgan sportchining normani
bajara olish ehtimolini toping.

17.27. Birinchi yashikda 10 ta detal bo'lib, ulardan 15 tasi
standart, ikkinchi yashikda 30 detal bo'lib, ulardan 24 tasi
standart, uchinchi yashikda 10 ta detal bo'lib, ulardan 6 tasi
standart. Tavakkaliga tanlangan yashikdan tavakkaliga olingan
detaining standart bo'lish ehtimolini toping.

17.28. 1 - masala shartida, agar tavakkaliga olingan
mahsulot yaroqli ekanligi ma'lum bo'lsa, uni 1 - korxonada
tayyorlangan bo'lish ehtimolini toping.

17.29. Ichida 2 ta shar bo'lgan idishga bitta oq shar solinib,
shundan keyin idishdan tavakkaliga bitta shar olingan.
Sharlaming dastlabki tartibi (rangi bo'yicha) hagida mumkin
bo'lgan barcha gipotezalar teng imkoniyatli bo'lsa, u holda
olingan shaming oqg rangda bo'lish ehtimolini toping.

17.30. Benzokolonka joylashgan shossedan yuk mashinalari
sonining o'sha shossedan o'tadigan yengil mashinalar soniga
nisbatan 3:2 kabi. Yuk mashinasining benzin olish ehtimoli 0,1 ga
teng, yengilmashina uchun bu ehtimol 0,2 ga teng. Benzokolonka
yoniga benzin olish uchun mashina kelibto'xtadi. Uning yuk
mashina bo'lish ehtimolini toping.

17.31. Chigitning unuvchanligi 70 % bo'lsa, ekilgan 5 ta
chigitdan: a) uchtasining; b) ko'pi bilan uchtasining; c) kamida
uchtasining unib chiqish ehtimolini toping.

17.32. Ikki teng kuchli ragib shaxmat o'ynamoqgda. Qaysi
ehtimol kattaroq:
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a) ragiblardan birining ikki partiyadan bittasini yutish
ehtimolimi yoki to'rt partiyadan ikkitasini yutish ehtimolimi?

b) to'rt partiyadan kamida ikkitasini yutish ehtimolimi yoki
besh partiyadan kamida uchtasini yutish ehtimolimi? Durang
natijalar e'tiborga olinmaydi.

17.33. Ikki mergan bir vaqtda nishonga o'q uzmoqgda. Bitta
o'gni uzishda nishonga tekkizish ehtimoli birinchi mergan uchun
0,8 ga, ikkinchi mergan uchun 0,6 ga teng. Agar bir yo'la 15 marta
o'q uziladigan bo'lsa, ikkala merganning ham nishonga
tekkizishlarning eng katta ehtimolli sonini toping.

17.34. Agar 49 ta bog'lig bo'Imagan tajribada hodisa ro'y
berishning eng katta ehtimolli soni 30 ga teng bo'lsa,
tajribalarning har birida hodisaning ro'y berish ehtimoli p ni
toping.

§ 17.4. Asimptotik formulalar

Yuqoridagi keltirilgan misollardan ko'rinadiki, tajribalar
soni n yetarlicha katta bo'lganda / > ,, ( * ) = ehtimolni
hisoblash katta gqiyinchiliklarga olib keladi. Bunday hollarda
hisoblashni osonlashtiruvchi formulalarga, hatto ular
izlanayotgan ehtimolning taqribiy giymatini bersa ham ehtiyoj
tug'iladi. Bunday formulalar asimptotik formulalar deb ataladi.
Ushbu paragrafda shunday formulalar bilan tanishamiz.

1. Muavr - Laplasning teoremasi. Har birida hodisaning ro'y
berish ehtimoli jeo</?<]) ga teng bo'lgan n ta bog'ligsiz tajribada
hodisaning kK marta ro'y berish ehtimoli (n yetarlicha katta
bo'lganda) taqriban

pAk)"—{a:rK:qv(x) (17-1)

ga teng. Bu yerda

~ k —n
<p(x)= —=e *, x= _-————p-.
n/2K yjnpg



cp(x) funksiyaning giymatlar jadvali 1 - ilovada keltirilgan (
N-X) =<M - juft funksiya). (17.1) formula Muavr -Laplasning local
formulasidir.

2.Puasson formulasi. Agar tajribalar soni yetarlicha katta
bo'lib, har bir tajribada hodisaning ro'y berish ehtimoli p juda
kichik bo'lsa, u holda

P, {k)*~e\ (17.2)

bu yerda A=np.(17.2) - Puasson formulasidir.
3.Muavr - Laplasning integral formulasi. Har birida
hodisaning ro'y berish ehtimoli />(0</><i) ga teng bo'lgan n ta
bog'ligsiz tajribada hodisaning kamida k marta ro'y berish
ehtimoli (n yetarlicha katt bo'lganda) tagriban
155 < HHE*2)* o (*') - (*') (17.3)
ga teng. Bu yerda

B()=-T==]e 2%

Laplas finksiyasi bo'lib, bunda

% =Py KizP
Vopg S rP4
X ning ( o<*<5 ) musbat qiymatlari uchun Laplas
funksiyaning qiymatlari jadvali 2 - ilovada Kkeltirilgan. x>5

giymatlar uchun o(x)=0,5 deb olinadi (d()=-d(r), ya'ni dq(x)-toq
funksiya).

Quyidagi masalalaming yechilishi bilan tanishaylik.

8-masala. Korxonada ishlab chigarilgan detaining yaroqsiz
bo'lish ehtimoli 0,005 ga teng. 10000 ta detaldan iborat
partiyadagi yaroqgsiz detallar sonining 40 ta bo'lish ehtimolini
toping.

Masalaning shartiga ko'ra n=10000; k =40; p =0,005; q=0,995.
«=10000 yetarlicha katta son bo'lgani uchun Muavr - Laplasning
local formulasidan foydalanamiz:

pn(k)» -=L=<(®) bu yerda *= .
mnpq yinpq
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X ning giymatini topamiz:
x—Kghp __40-10000 0005 _ 10 _ ;4
minpg V10000 0,005 0,995 7,05
Jadvaldan <{-%,42)=«(142)=0,1456 ni topamiz.
Demak, izlanayotgan ehtimol:

(40) 0,1456 * 0,0206.

9-masala. Darslik 200 000 nusxada bosib chiqgarilgan.
Darslikning brak bo'lish ehtimoli ehtimoli 0,00005 ga teng. Butun
tirajda rosa brak bo'lish kitob ehtimolini toping.

Shartga ko'ra n=200000, p =0,00005, k=5. n son katta va p
ehtimol kichik, shu sababli Puasson formulasidan foydalanamiz:

P{k)=-e-\
=18\,

bu yerda X=np, X ning qiymatini topamiz:
X =200000 «0,00005 = 10.
Deamk, izlanayotgan ehtimol:
"200000(5)=E)Se-]D=E)5 «0,000045 * 0,0375.
10-masala. Tavakkaliga olingan pillaning yaroqsiz chigish
ehtimoli 0,2 ga teng. Tasodifan olingan 400 ta pilladan 70 tadan
130 tagacha yaroqsiz bo'lish ehtimolini toping.
Masala shartga ko'ra:
p=02 9=08 n=400; A=70, A2=130.
Muavr - Laplasning integral formulasidan foydalanamiz:
Pi{kl<m <K2) = ®{x’)-d(x").
X' va X' laming giymatilarini topamiz:
r,=k -np = 70-400-0,2 __10__ ~
mipq  V400-0,2-0,8 ~ 8 *

k2-np  130-400 0,2 55
jnpq y400- 0,208 8
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Jadvaldan topamiz:
® (-1,25) = -®(1,25) = -0,39435 ,
P(6,25)=0,5, chunki x>5da P(x)=0,5.
Demak, izlanayotgan ehtimol:
Pm (70 < 1 < 130) = ®(6,25) + ®(1,25) = 0,5 +0,39435 = 0,89435 .

Quyidagi masalalami yeching

17.35. Har bir tajribada A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,2
ga teng bo'lsa, uning 400 ta tajribadan 80 tasida ro'y berish
ehtimolini toping.

17.36. O'g'il bola tug'ilish ehtimoli 0,51 ga teng. Tug'ilgan
100 chagalogning 50 tasi o'g'il bola bo'lish ehtimolini toping.

17.37. Har birida A hodisaning ro'y berish ehtimoli p=05ga
teng bo'lgan 10 000 ta tajriba o'tkaziladi. Shuncha tajribada A
hodisa ro'y berishining eng katta ehtimolli sonining ehtimolini
toping.

17.38. Ishchi ayol 800 ta urchuqqga xizmat ko'rsatadi. At vaqt
oralig'ida har bir urchuqda yigirilayotgan ipning uzilish ehtimolli
sonini va bu sonning ehtimolini toping.

17.39.Bir soat davomida istalgan abonentning
kommutatorga telefon qilish ehtimoli 0,01 ga teng. Telefon
stnsiyasi 300 abonentga xizmat qiladi. Bir soat davomida 4 ta
abonentning telefon qilish ehtimolini toping.

17.40. Har bir otilgan o'gning nishonga tegish ehtimoli 0,001
ga teng. Agar 5000 ta o'q otilgan bo'lsa, kamida 2 ta o'gning
nishonga tegish ehtimolini toping.

17.41. Fakultet studentlarining imtihon komissiyasidan "4"
Va "5" baholar bilan o'tish ehtimoli 0,9 ga teng. Tavakkaliga
olingan 400 studentdan 34 tadan 55 tagacha hech bo'Imaganda
bitta fandan "4" dan past baho olish ehtimolini toping.

17.42. Hodisaning 2100 ta bog'liq bo'Imagan tajribalaming
bar birida ro'y berish ehtimoli 0,7 ga teng. Hodisaning: a) kamida

529



1470 marta va ko'pi bilan 1500 marta; b) kamida 1470 marta- v)
ko'pi bilan 1469 marta ro'y berish ehtimolini toping.

17.43. O'zaro bog'lig bo'Imagan 625 ta tajribaning har birida
A hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,8 ga teng. Hodisaning ro'y
berish nisbiy chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi
absolyut qgiymati bo'yicha 0,04 dan katta bo'Imaslik ehtimolini
toping.

17.44.0'zaro bog'lig bo'Imagan tajribalaming har birida /1
hodisaning ro'y berish ehtimoli 0,5 ga teng. Hodisa ro'y berish
nisbiy chastotasining uning ehtimolidan chetlashishi absolyut
qiymati bo'yicha 0,02 dan ortiqg bo'Imasligining 0,7698 ehtimol
bilan kutish mumkin bo'lishi uchun nechta tajriba o'tkazish
kerak?

17.45. O'yin soqqasini ushbu —i<o,0i tengsizlikning

ehtimoli garama - qarshi tengsizlikning ehtimolidan Kkichik
bo‘Imasligi uchun nechta marta tashlash lozim (bu yerda m o'yin
soqgasini n marta tashlashda besh ochko chiqish soni)?

17.46. Texnik kontrol bo'limi 900 ta detaining standartga
muvofigligini tekshiring. Detaining standartga muvofiq bo'lish
ehtimoli 0,9 ga teng. Shunday e musbat son topingki, detaining
standart bo'lish ehtimoli nisbiy chastotasining uning ehtimoli 0,9
dan chetlashishining absolyut giymati e dan katta bo'Imasligini
0,9544 ehtimol bilan kutish mumkin bo'lsin.

17.47. Texnik kontrol bo'limi 475 ta buyumning yarogligini
tekshiradi. Buyumning brak bo'lish ehtimoli 0,05 ga teng.
Tekshirilgan buyumlar orasida braklari soni m ning yotadigan
chegaralarini 0,9426 ehtimol bilan toping.
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§ 17.5 Diskret tasodifiy migdor va uning tagsimot
gonuni.

Diskret tasodifiy miqgdorlarning sonli xarakteristikalari.
Uzluksiz tasodifiy miqgdorlar va ularning sonli xarak-
teristikalari.

O'zining turli giymatlarmi tasodifga bog'liq ravishda gabul
giladigan o'zgaruvchi miqdorlar tasodifiy miqdorlar deyiladi va X,
Y, Z kabi bosh harflar bilan belgilanadi. Tasodifiy migdor gabul
giladigan giymatlar uning mumkin bo'lgan giymatlari deb ataladi.

Masalan, o'yin soqqasi tashlanganda chiggan ochko (X),
tasodifiy tanlangan sonning kasr gismi (Y)-tasodifiy miqgdorlar
bo'ladi. Tasodifiy miqdorlar diskret va uzluksiz bo'lishi mumkin.

Mumkin bo'lgan giymatlari chekli yoki sanoqgli to'plamni
tashkil etuvchi tasodifiy migdorlar diskret deb ataladi.

AgardaX diskret tasodifiy migdor bo'lsa, uning mumkin
bo'lgan giymatlarini xi, xi,..., Xn,... kabi belgilab chigish mumkin.
Yuqgorida ko'rsatilgan misoldagi X-diskret tasodifiy miqdor
bo'lib, uning mumkin bo'lgan giymatlari xi=l, xr=2,..., xe=6
chekli to'plamni tashkil etadi.

X diskret tasodifiy miqdorni to'la aniqglash uchun fagat
uning mumkin bo'lgan  xi, X2 ..., Xn,... giymatlarini bilish kifoya
bo'Imasdan, shu giymatlarning

P{X=Xl}=pi , PX=X2=p2,..., PX=Xn}=pn,...

ehtimolliklarini ham bilish zarurdir. Bu holdaX diskret
tasodifiy migdorni ushbu

X X1 X2 Xn
p P! D2 P
@

jadval ko'rinishida aniglash mumkin. Bu yerda
pi+p2+..+pn+... =1 (2)



shart bajarilishi kerak. Bu shart (1) jadvalning birinchi satrida
tasodifiy migdoming barcha mumkin bo'lgan giymatla®
keltirilganligini ifodalaydi.

TA'RIF: (2) shartni ganoatlantimvchi (1) jadval x
diskret tasodifiy migdoming tagsimot gonuni deyiladi.

Masalan, simmetrik tanga ikki marta tashlanganda uning
gerb tomoni bilan tushishlar sonini X deb olaylik. Bu holda X
tasodifiy miqgdor bo'ladi. Uning mumkin bo'lgan qgiymatlari xi =
0, X2=1, x3=2 chekli to'plam bo'lgani uchun X diskret tasodifiy
migdor bo'ladi. Bu giymatlaming ehtimolliklarini klassik ta'rif
yordamida topish mumkin. Bunda barcha natijalar soni n =4 va
xi,Xxr va x3uchun qulaylik tug'diruvchi natijalar soni mi =1, m2
=2, 173 =1 bo'lgani uchun

P{X=0}=—=025 , P{X =1} =—=05 ,P{X =2}=-=025
{ b=2 X=1=7 x=2=

Demak, ko'rilayotgan X tasodifiy migdoming tagsimot
qgonuni

X 0 1 2
p 0,25 0,5 0,25
@)
ko'rinishda bo'lib, (2) shart
pi +p2+p3=0,25+0,5+0,25 =1 bajariladi.

Diskret X tasodifiy miqgdor to'g'risidagi barcha Ta -

lumotni
F(x) = P{X <x}, xe(-00, 00) 4
funktsiya orqgali ham berish mumkin.

y = F(x) funktsiya X tasodifiy migqdoming tagshnQt
funktsivasi deyiladi.

Ehtimollikning xossalaridan foydalanib, F(x) tagsimot
funktsiyasining quyidagi uchtaasosiy xossasini isbotlash
mumkin:

. Ixtiyoriy x e (-00, 00) uchun O0<F(x)<l;



B

Il. 'y =F(x) kamaymovchi funktsiya, ya'ni VXi<x2
uchun F(X)<F(X2) bo'ladi.
. F(-00) = lim F(x) =0, F(oo)=IlimF(x)=1.
X—>—¢c X—>00

Yuqorida ko'rib o'tilgan X diskret tasodifiy migdorning
tagsimot funktsiyasini topamiz:

a) x<0 =>F(x)=P{X<x)= P{X<O}=P(0)=0;

b) 0<x<I F(x)= P(X<x}= P{X=0)=0,25;

¢) I<x<2 => F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P(X=1(=0,25+0,5=0,75;

d) x>2 F(x)= P{X<x}= P{X=0}+ P{X=1}+ P{X=2}= P(Q)=1.

Bu misoldan diskret tasodifiy migdorning taqgsimot
funktsiyasi uzlukli, pog'onasimon (zinapoyasimon) bo'lishi kelib
chigadi. Bu funktsiyaning uzilish nuqgtalari X diskret tasodifiy
miqdorning mumkin bo'lgan qgiymatlarini, shu nuqtalardagi
sakrashlari esa bu giymatlaming ehtimolliklarini ifodalaydi.

Mumkin bo'lgan giymatlari biror chekli yoki cheksiz (a,b)
oraligni to'la goplaydigan X tasodifiy miqdor uzluksiz deyiladi.

Masalan, tasodifiy tanlangan sonning kasr qismini
ifodalovchi Y tasodifiy miqdor uzluksiz bo'lib, uning mumkin
bo'lgan giymatlari [0,1) yarim oraligni qoplaydi.

Uzluksiz X tasodifiy migdorni (1) tagsimot qonuni orgali
aniglab bo'maydi, chunki uning mumkin bo'lgan giymatlari
sanoqgsiz bo'lib, ulami natural sonlar bilan belgilab chiqib
bo'maydi. Bundan tashqari Vxe(a,b) mumkin bo'lgan
qgiymatning ehtimolligi px=P{X =x} =0 bo'ladi. Ammo uzluksiz
X tasodifiy miqdorning F(x) tagsimot funktsiyasini (4)
munosabat bilan aniglash mumkin va bu funktsiya uzluksiz
tasodifiy migdor to'g'risida to'lig ma'lumotni o'z ichiga oladi. Bu
holda uzluksiz tasodifiy miqdorning barcha mumkin bo'lgan
giymatlari to'plamida taqgsimot funktsiyasi F(x) uzluksiz
ho lishini ko'rsatish mumkin va shu sababli uning hosilasi
to g risida so'z yuritish mumkin.
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Agarda F(x) tagsimot funktsiya differentsillanuvchi bo'ls
uning hosilasi F'(z) =f (*) X tasodifiy migdorning zichuk
funktsiuasi deyiladi.

Shuni ta'kidlab o'tish kerakki, t{x) zichlik funktsiyasi fa at
uzluksiz tasodifiy migdorlar uchun aniglangandir.

Har ganday f (x) zichlik funktsiyasi quyidagi ikkita asosiy
X0ssaga ega :

I. f(x)>0, x6(c0,00) ; I \f(x)dx=1

Masalan, tasodifiy ravishda tanlangan sonning kasr gismini
ifodalovchi uzluksiz tasodifiy migdorning zichlik funktsiyasi

©

bo'lishini ko'rsatish mumkin va bu funktsiya yo'qoridagi ikkita
shartni ganoatlantiradi.

Tasodifiy migdor X o'zining tagsimot gonuni yoki tag-
simot funktsiyasi yoki zichlik funktsiyasi bilan berilganda u to'liq
aniglangan bo'ladi. Ba'zi hollarda X tasodifiy migdor to'g'risida
bunday to'lig ma'lumot kerak bo'Imasdan, uning ma'lum bir
xususiyatlarini  ifodalovchi sonli xarakteristikalarini  bilish
kifoyadir. Masalan, X biror tarmoq xodimlarining ish haqgini
ifodalovchi tasodifiy migdor bo'lsa, uning har bir xodim uchun
giymatlarini bilish shart bo'masdan, barcha xodimlar bo'yicha
o'rta giymatini bilish yetarlidir.

Ehtimolliklar nazariyasida tasodifiy migdorni ifodalovchi
juda ko'p sonli xarakteristikalar bo'lib, ularning eng asosiylari
matematik kutilish M(X) , dispersiya D(X) va o'rta kvadratik
chetlanish a(X) bo'lib hisoblanadi.

X tasodifiy migdorning matematik kutilishi deb, uning
giymatlarini vaznlashtirilgan o'rta migdorini ifodalovchi va
diskret holda

M(X)=Xd 1+ X2+ ..+ Xnpn+ ... (6)
uzluksiz holda esa
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0
M (X)=1xf(x)dx, (7)

-0C

formulalar bilan hisoblanadigan songa aytiladi.

Masalan , (3) tagsimot qonunli diskret tasodifiy miqdor
uchun M(X)=0-0,25+1-0,5+20,25=1, (5) zichlik funktsiyali
uzluksiz tasodifiy migdor uchun

M(X)=[Hr- \ex="m =05
o} 20

Matematik kutilish quyidagi xossalarga ega:
1.Har ganday o'zgarmas C soni uchun M(C)=C.
2.Har ganday o'zgarmas C ko'paytuvchi uchun
M(CX)=C M(X);

3.Matematik kutilishlari mavjud bo'lgan X va Y tasodifiy
miqdorlar uchun M(XxY)= M(X)=M(Y) tenglik o'rinli bo'ladi.

X tasodifiy migdoming dispersix/asi deb, uning giymatlarini
matematik kutilmasi atrofida tarqoqligini ifodalovchi va diskret
holda

D(X)=(xi-m)2pi+(X2-m)2p2+...+(Xn-m)2pn+... , (8)
uzluksiz holda esa
D(X)=1(x-m)2f(x)dx, m=M(X), 9

formula bilan aniglanuvchi songaaytiladi.
Yuqorida ko'rib o'tilgan (3) X diskret tasodifiy miqgdor
uchun m=M(X)=I va
D(X)=(0-1)2-0,25+(I-1)2-0,5+(2-1)2-0,25=0,5,
(5) uzluksiz tasodifiy miqdor uchun esa m=M(X)=0,5 va
D(X)=}(x-08)2k=" ~ -3 1
Dispersiya quyidagi xossalarga ega:
1-Har ganday X tasodifiy migdor uchun D(X)>0.
2.Har ganday C o'uzgarmas son uchun D(C)=0.
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3.Har ganday o'zgarmas C ko'paytuvchi uchun
D(CX)=C2D(X).

4.Har ganday o'zgarmas C son uchun D(X+C)= D(X)

Agarda X biror narsani massasini ifodalab, uning o'lchov
birligi kilogramm (kg) bo'lsa, dispersiya o'lchovi kg2 bo'lib
ma'nosiz bo'ladi. Shu sababli bunday paytlardacr(X)=
formula bilan aniglanadigan va o'rta kvadratik c.hetirm™u A
ataladigan ko'rsatgichdan foydalaniladi.

Tasodifiy migdor ehtimollari tagsimotining integral
funksiyasi:

Ta'rif: Har bir x giymat uchun X tasodifiy migdorning x dan
kichik giymat qabul qilish ehtimoliga tagsimotning integral
funksiyasi deyiladi.

P(x<x)=F(t)

Agar f()- integral funksiya uzluksiz differensiallanuvchi
bo'lsa, x tasodifiy miqdor uzluksiz deyiladi.

Integral funksiyasi ba'zan tagsimot funksiyasi deb ham
nomlanadi.

Integral funksiya xossalari.

1-xossasi:  Integral funksiya qiymatlari [0i] oraligda
joylashgandir.

0<F(x)<I

2-xossasi: Integral funksiya kamaymaydigan funksiyadir,
ya'ni x, <x2 bo'lganda F(x,)< f(x2) bo'ladi.

3-xossasi: X tasodifiy migdorning (a,b) oraligda yotgan
giymatlami gabul gilish ehtimoli: pg<x <b)=F(b)-F(a) ga teng.

Xulosa: Agar X tasodifiy migdorning barcha mumkin
bo'lgan giymatlari (a,b) oraliqga tegishli bo'lsa, u holda

Jagarx <a,bo'lsa
agarx> b,bo'Isa

Uzluksiz tasodifiy miqdor ehtimollari tagsimotining
differensial funksiyasi.



Integral funksiyadan olingan birinchi tartibli hosilaga
ehtimollar tagsimotining differesial funksiyasi deyiladi. f(x)=F'(x)
S Ba'zan differensial funksiyasini zichlik funksiyasi deb ham

X uzluksiz tasodifiy migdorning (a,b) oraligga tegishli
giymatlarni gabul gilish ehtimoli.”

p(a <x <b)=Jf(x)dx ga teng.

Integral funksiya differensial funksiya orgali quyidagi
formula bilan ifodalanadi.

F{x)= Jf(x)dx
-©

Differensial funksiya xossalari.

1-xossasi: Differensial funksiya manfiy emas:
/(*)>0

2-xo0ssasi:Quyidagi xosmas integral birga teng:

Y(x)dx =1

Agar tasodifiy migdor (a,b) oraligga tegishli giymat qgabul

gilsa, u holda:
b

J/(*>&=ibo'ladi.
Uzluksiz ~ tasodifiy migdorning matematik  kutilishi
dispersiyasi va o'rtacha kvadratik chetlanishi quyidagi

formulalar orqgali ifodalanadi.
b

1) h/(q’)z(;‘)xf(x)dx, yoki M(x) = ~xf(x)dx
2) D)= I(x-M(jc)): /(*)*> YOKI D (x)*jx2A{x)dx-M 2(x)
3)  ax)=ld(x)

M asalalar yechish uchun namunalar
1) Masala. Agar X-tasodifiy migdor (0:2) oraligda quyidagi
differensial funksiya bilan berilgan bo'lsa,
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J \ (A ,agar,x € (0;l]bo'/sa,
\yt,agar,x ¢ (I;2)bo'lsa
uning integral funksiyasi topilsin.

Yechish: f(x)= [/®ax=Jy +j|]rfx =\x-~ d =
echish: f(x) L (¥)alx 0% +1I|4r 4x > an /=

0,agarx <0,bo’'lsa,

Tagaro <x< \bo'lsa,
3 1 ga ega bo'lamiz.
=X - —agar\ <x< 2,bo'lsa,

lagar,x >2,bo'lsa,

2) X-tasodifiy migdorning integral funksiyasi berilgan

agarx <0,bo’Isa,

agarO <x< I,bo'lsa,

agarx >1,bo'lsa,

uning differensial funksiyasi va o'rtacha kvadratik
chetlanishi topilsin.
Yechish:f(x) =F'(x)=  0,agar,x <0,bo’Isa,
lLagar,0 <X <1,bo'lsa,
0,agar,x >1,bo'lsa
/12

Quyidagi masalalami yeching.

17.58. 2 ta o'yin kubigi bir marta tashlanganda chigadigan
ochkolar ko'paytmasining matematik kutilishi topilsin.

17.59. Avvalgi masala shartlarida yig'indining matematik
kutilishi topilsin.

17.60. Qutida 5 ta shar bo'lib, ulardan 2 tasi og va 3 tasi esa
gora rangda. Tavakkaliga qutidan ikkita shar olindi. X-tasodifiy
miqdor oq shar chigish soni tagsimotining matematik kutilishi
topilsin.

17.61. Avvalgi masala shartlarida X tasodifiy migdorining
dispersiyasi hisoblansin.

17.62.Diskret 2 ta erkli tasodifiy migdorlaming tagsimot
gonunlari berilgan.
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XY-ko'paytmasining matematik kutilishini toping.
17.63. X -tasodifiy migdoming tagsimot gqonuni berilgan.

0l |05 04

Uning o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.64. 10 ta detaldan iborat to'plamda 3 ta nostandart detal
bor. Tavakkaliga 2 ta detal olingan. X-diskret tasodifiy migdor,
olingan 2 ta detal orasidagi nostandart detallar sonining
matematik kutiliiihini toping.

17.65. Geolog safardan gayta turib, tog'dan 6 ta namuna olib
keldi. Shulardan 4 tasida izlanayotgan metal qotishmasi bor.
Tavakkaliga 3 ta namuna tanlandi. X-diskret tasodifiy migdor
olingan namunalar orasida izlanayotgan metal gorishmasi borligi
soni tagsimotining o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.66. X-diskret tasodifiy migdor fagat 2 ta mumkin bo'lgan
x, va x2 giymatlarga ega, shu bilan birga *,<*, X tasodifiy
migdoming .. giymatni gqabul gilish ehtimoli 0,2 ga teng. m(A)=26
ni o'rtacha kvadratik chetlanish <(1)=08 ni bilgan holda, X ning
tagsimot gonuni topilsin.

17.67. X diskret tasodifiy migdor fagat 3 ta mumkin bo'lgan

=3,X,% qiymatlarga ega shu bilan birga i, <., <x3Xning x, va *2
giymatlarini gabul gilish ehtimoli mos ravishda 0,5 va 0,4 ga
teng. X migdoming matematik kutilishi m(nn=2,4 va dispersiyasi
o (m)=o0,44 ni bilgan holda uning tagsimot gqonunini toping.

17.68. Sinov paytida biror detaining buzilish ehtimoli 0,3 ga
teng. Sinov paytida kuzatilgan 20 ta detaldan ishdan chiggan
detallar sonining matematik kutilishi topilsin.

17.69. Har bir tajribada biror qurilmadagi elementning
ishdan chigish ehtimoli 0,1 ga teng. X diskret tasodifiy migdor-
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elementning 5 ta erkli tajribada ishdan chigish sniv e
dispersiyasi topilsin. mmg

17.70. Agar xva y tasodifiy migdorlar erkli bo'lib,
va D (y)=7 ga teng ekanligi ma'lum bo'lsa, z=5X-w tasodifi
migdorning dispersiyasini toping.

17.71. 3 ta erkli sinovlar o'tkazilayotgan bo'lib, ularning har
birida A hodisasi 0,4 ehtimol bilan ro'y bersin. X tasodifiy
miqdor-A hodisaning ro'y berish sonining matematik kutilishi
topilsin.

17.72. 14-masala shartlarida X tasodifiy migdor dispersiyasi
topilsin.

17.73. Agar X va Y tasodifiy migdorlarning matematik
kutilishi ma'lum bo'lsa, M(X)=5; wm(r)=3; z=*x-2y tasodifiy
migdorning matematik kutilishini toping.

17.74. Agar 3 ta erkli sinovda A hodisaning ro'y berish
ehtimoli bir xil va MU)=06 bo'lsa, bu sinovlarda A hodisaning
ro'y berishlari sonidan iborat X diskret tasodifiy migdorning
dispersiyasi topilsin.

17.75. X diskret tasodifiy miqdor fagat ikkita mumkin
bo'lgan *va *2giymatga ega bo'lib, * < bo'lsin. Agar * ning X
giymatni gabul gilish ehtimoli 0,8 ga, matematik kutilishi 2,6 ga,
dispersiyasi esa 0,64 ga teng bo'lsa, x ning x giymatni gabul
gilish ehtimoli topilsin.

17.76. X tasodifiy miqdor fagat 3 ta mumkin bo'lgan
giymatlar <x2<x, gabul giladi. X ning *2va x3 giymatlami gabul
gilish ehtimollari mos ravishda 0,2 va 0,5 ga teng. Matematik
kutilishi esa 3,2 va dispersiyasi 0,76 ga teng bo'lsa, X ning
tagsimot gonuni topilsin.

17.77. Xtasodifiymiqdorintegralfunksiyasibilanberilgan.

1-ji,agar,x >2,bo'lsa
0,agar,x <2,bo'lsa.
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X ning sonli xarakteristikalari, ya'ni matematik Kkutilishi,
dispersiyasi va o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.78.X tasodifiy miqdor (0:1) oraligda differensial
funksiyasi /(*)=*> bu oraligdan tashqarida esa/(*)=0 bo'lsa, uning
sonli xarakteristikalari hisoblansin.

17.79. X tasodifiy miqgdorining (3:5) oraligda {x)=i

differensial funksiya bilan berilgan bu oraligdan tashqarida esa
f(x)=0 ga teng. X ning integral funksiyasi topilsin.

17.80. X ning integral funksiyasi berilgan bo'lsa, f(x)= j

X >a.ho'lsa

arcSin— , arap, —a<x<a,bo'lla X T[lllgOraligga tushish
a

ehtimoli topilsin.

17.81. X ning zichlik funksiyasi f(x)=a~x [0®) oraliqda
berilgan bo'lsa, a-koeffitsient topilsin.

17.82. X ning differentsial funksiyasi f(x)=kxe' je[0:«)
oraligda berilgan bo'lsa, k - koeffitsient topilsin.

17.83. Tekis tagsimlangan tasodifiy migdor X ning integral
funksiyasi berilgan.

Xning differensial funksiyasi topilsin.
17.84. X ning tagsimot funksiyasi berilgan.

V2 i
Uning zichlik funksiyasi topilsin.
17.85. Agar zichlik funksiyasi /7 (» 'I'+FXT 16"® ™ k° sa’

1) a-koeffitsient topilsin.
2) integral funksiyasi topilsin.
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(-1;1) oraligqa tegishli giymat gabul gilish ehtimoli topilsin.

17.87. f(x)=a~: X tasodifiy miqgdorning (~<»00) oraligida
zichlik funksiyasi bo'lishi uchun a-ganday bo'lishi kerak?

17.88. X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi.

berilgan. Uning matematik kutilishi va dispersiyasi ganday?

17.89. Agar X (10:20) oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy
miqdor bo'lsa, uning matematik kutilishi dispersiyasi topilsin.

17.90. (1.7) oraligda tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning o'rtacha kvadratik chetlanishi topilsin.

17.91. (ab) oraligda tekis tagsimlansin X tasodifiy
migdorning matematik kutilishini toping.

17.92. 15-masala shartlarida X tasodifiy migdorning
dispersiyasini toping.

17.93. X tasodifiy migdor (0:2) oraligda /(*)=] differensial

funksiyasi bilan berilgan, bu oraligdan tashgarida esa /(*)=o0ga
teng. X ning dispersiyasi topilsin.

17.94. X tasodifiy miqdorning (® oralikda integral
funksiyasi /#*=—Vga teng bu oraligdan tashqgarida esa f(x=0

ga teng bo'lsa, uning matematik kutilishini toping.
17.95. X tasodifiy migdor (2:4) oraligda

differensial funksiya bilan berilgan. Bu oraligdan tashqarida esa
f(x) =0 ga teng. X migdorning matematik kutilishi topilsin.
17.96. X tasodifiy miqdor differensial funksiyasi berilgan.

Uning integral funksiyasi topilsin.



Takrorlash uchun savollar

1.Ehtimollar nazariyasida hodisa ganday ta'‘riflanadi?

2 .Ehtimolning klassik ta'rifini ayting.

3.0 'rinlashtirishlar formulasini yozing.

4.0'rin almashtirishlar ganday topiladi?

5.Birgalikda bo'Imagan hodisalar ehtimollarini qo'shish
teoremasini ayting.

6.Mugarrar hodisalar odatda gqanday belgilanadi?

7.Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?

8."lkkita o'yin soqqgasi tashlanganda ochkolar ko'paytmasi
V4

tasdig ganday davom ettirilganda tasodifiy hodisaga ega
bo'lamiz?

EHTIMOLLIKLAR NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKAGA DOIR NAZORAT TESTLARI

1. Hodisalar va ular ustida amallar

1.Ehtimollar nazariyasida hodisa ganday ta'riflanadi?

A) Har qanday tajribaning ixtiyoriy natijalari hodisa
deyiladi.

B) Har ganday kuzatuvning ixtiyoriy natijalari hodisa
deyiladi.

C) Har ganday tasdiglar hodisa deyiladi.

D) Har gqanday fikrlar hodisa deyiladi.

E) Hodisa tushunchasi ta'rifsiz gabul etiladi.

2.Ehtimollar  nazariyasida ganday hodisalar sinfi
garalmaydi?

A) Mumkin bo'lImagan hodisalar.

B) Mugarrar hodisalar.

C) Tasodifiy hodisalar. D) Noma'lum hodisalar.

E) Barcha ko'rsatilgan hodisalar sinflari qaraladi.

3.Mugqarrar hodisalar odatda ganday belgilanadi?

A) Q. BIQ. C)0. DYM. E)G.
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p ~ S’\ardan gaysi biri mugarrar hodisa bo'ladi?

A) Tas Iangan I

g’ q, . anga gerb tomom bilan tushdi.

C) Tas”cTfin38*tas™ an§anc’a ~ dan kichikochko chigdi.

D) Sotb ~rav's™”a tanlangan natural son juft bo'ldi.
p, T ™ °*ingan lotereyaga yutuq chigmadi.
5 “Ikk t 'ri!San rnahsu'°t sifatli bo'lib chigdi.
masi "t A" °”"TllsoMasi tashlanganda ochkolar ko'payt-
ega bo'lamiz? ~ qg9nday davom ettirilganda mugarrar hodisaga

r! % nall ke'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.

E)36dank|ch|ktl)30 %'ad D)36 dan katta bo'Imadi.

6.Qutida 10 ta o;g

Q'UTH ranglidir. Shu n ar bo'lib, ulardan 7 tasi oq va goleanlari

4ut|dan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi.
Quy'd@”ardan ﬂays' bll‘l mugqarrar hodisa bo ladi?

m | M®alls~arlardan fagat bittasi og rangli.

o f i MealMs#tarlardan ko'pi bilan bittasi oq rangli.

D)t 1Tl S*arlardan kamida bittasi og rangli.

E) Keltirg 3n S*ar“arc’an birortasi ham oq rangli emas.
emag 17an bodisaiar orasida mugarrar hodisa mavjud

7.Qutida Hta n
tasodifiy ravishda ta™ Va ” ‘a g°la a8\ Shar b°r' "QuMan
rangli" hodisa muoa  Sa" * °raSida kam‘da b‘"'a5‘ °4
giymati nimaga teng? b°'ladigan k ParamdminS$S kichik
A) k=m-| S') k=n,
5-Q ul'y'd%r_g”aran qa3)5| Biri muqarr?ar Rollisa bofiddi?”
m w " ravishda tanlangan natural son 5 ga karrali.

C) Ikkit a1 taSO(™~ iy ravishda olingan harf unli.
dan kichik 3° ™ s°44asi tashlanganda ochkolar yig'indisi 2

ENianA*33 A muvaffaqiyatli o'tdi.
angan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.



odatda  ganday

9.Mumkin  bo'Imagan hodisalar
belgilanadi?

A) Q. B)IQ. C)0. DYM. E)G.

10. Quyidagilardan gaysi biri mumkin bo'Imagan hodisa

bo'ladi?
A) Tashlangan tanga ragamli tomoni bilan tushdi.

B) O'yin soqggasi tashlanganda 1 dan kichikochko chiqdi.
C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo'ldi.
D) Sotib olingan lotereyaga yutuq chiqdi.

E) Tekshirilgan mahsulot sifatli bo'lib chiqdi.
11."Ikkita o'yin soqqasi tashlanganda ochkolar ko'paytmasi

tasdig ganday davom ettirilganda mumkin bo'Imagan

hodisaga ega bo'lamiz?
A) 36 dan katta bo'ldi.
C) 36 dan kichik bo'ldi.

E) 36 dan kichik bo'Imadi.
12.Qutida 10 ta shar bo'lib, ulardan 7 tasi ogq va qolganlari

gora ranglidir. Shu qutidan tasodifiy ravishda 4 ta shar olindi.
Quyidagilardan qaysi biri mumkin bo'Imagan hodisa bo'ladi?

A) tanlangan sharlardan fagat bittasi oq rangli.

B) tanlangan sharlardan ko'pi bilan bittasi oq rangli.

C) tanlangan sharlardan kamida bittasi oqg rangli.

D) tanlangan sharlardan birortasi ham oq rangli emas.

E) Keltirilgan hodisalar orasida mumkin bo'Imagan hodisa

B) 36 ga teng bo'ldi.
D)36 dan katta bo'Imadi.

mavjud emas.
13.Quyidagilardan gaysi biri mumkin bo'Imagan hodisa

bo'ladi?
A) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son 5 ga karrali.

B) Matndan tasodifiy ravishda olingan harf unli.
C) Ikkita o'yin soqggasi tashlanganda ochkolar yig'indisi 2

dan kichik.
D) Talaba testdan muvaffagiyatli o'tdi.

E) Tanlangan mahsulot yoki sifatli yoki sifatsiz.



14.Quyidagi belgilardan qgaysi biri tasodifiy hodisani
ifodalashi mumkin?

A) A. B)Q. C)0. D)b. E)A .

15.Quyidagilardan gaysi tasodifiy hodisa bo'ladi?

A) Tashlangan tanga ragam yoki gerb tomoni bilan tushdi

B) O'yin soqqasi tashlanganda 1 dan kichikochko chiqdi.

C) Tasodifiy ravishda tanlangan natural son toq bo'ldi.

D) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiydir.
E) Keltirilgan barcha hodisalar tasodifiy emas.

16. "Ikkita o'yin  soqqasi  tashlanganda  ochkolar
ko'paytmasi ... " tasdig ganday davom ettirilganda tasodifiy
hodisaga ega bo'lamiz?

A) 36 dan katta bo'ldi. B) 36 ga teng bo'ldi.

C) 36 dan kichik yoki unga teng bo'ldi. D) 36 dan
katta bo'Imadi.

E) 37 dan kichik bo'ldi.

2. Ehtimol va uni hisoblash usullari

1.Qaysi shartda A va B birgalikda bo'Imagan hodisalar
deyiladi?

A)A+B=Q B)AB=Q C)A+B=0 D)A-B=0 E)A-B

2.O'yin soqqasi tashlanganda quyidagi hodisalaming gaysi
juftligi birgalikda bo'Imagan hodisalar bo'ladi:

A={soqqgada 4 yoki 5 ochko chiqdi}, B={soqgada toq ochko
chiqdi},

C={soqgada tub ochko chiqdi}, D={soqgada 3 ga karrali
ochko chiqdi}.

A)AvaB. B) AvaC. C)AvaD. D)BvaC.
E)yCvaD.

3.0'yvin dastsasi 36 ta qartadan iborat bo'lib, undan
tasodifiy ravishda ikkita garta tanlab olindi. Ushbu hodisalaming
qaysi juftligi birgalikda bo'lImagan hodisalar bo'ladi:

A={tanlangan ikkala garta g'isht turga ega},



B=|tanlangan ikkala qartadan kamida bittasi g'isht turga ega j,
C={tanlangan ikkala qartadan fagat bittasi g'isht turga ega }
D={tanlangan ikkala gartadan bittasi tuz}.
A)AvaB B)AvaC C)AvaD
D)BvaC E)yCvaD
4.Biror hodisalar to'plami 0 hodisalar algebrasi bo'lishi
uchun gaysi shart tyalab etilmaydi?
A) Ae©, Be© =A+BeO© . B) Ae©, Be© ==ABe© .
C)le©® =0e®©. D)Ae®© =>AeO .
E) barcha shartlar talab etiladi.
5. Agar © hodisalar algebrasi bo'lsa quyidagi tasdiglardan
gaysi biri o'rinli bo'Imaydi?
A) Ae©, Be@=>/1+Be@ . B)Ae©, Be©=>___ e©
C)Ae@, Be& =>A+Be@ . D) Ae©, Be© =>A+Be®©
E) barcha shartlar talab etiladi.
6. Agar © hodisalar algebrasi bo'lsa quyidagi tasdiglardan
qaysi biri o'rinli bo'Imaydi?
A) Ae©, Be© =>AB e© . B) Ae©, Be©=>/1-[] e© .
C) Ae©, Be© =>J1 6 e© . D) Ae©, BeG=>ABeG
E) barcha shartlar talab etiladi.
7. Berilgan A hodisadan hosil gilingan © hodisalar algebrasi
gayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A)0 ={A"}. B) ©= C)Q ={0 ,AA}L
D) 0 ={Q0.A A} E) 0={Q0 A-A\0}.
8. Hodisalar algebrasida ehtimol tushunchasi nechta
aksioma orgali kiritiladi?
A)5 B) 4 C)3 D)2
E) to'g'ri javob keltirilmagan.
9. Ehtimol xossasi qayerda noto'g'ri ko'rsatilgan?
A) Har ganday mugqarrar hodisa Q ehtimolligi P(Q)=1 .
B) Har ganday mumkin bo'Imagan hodisa 0 ehtimolligi
P(0)=0.
C) Har ganday A hodisaning ehtimolligi P(A)>0 .



D) Har ganday A hodisaning ehtimolligi P(A)<l .

E) Barcha xossalar to'g'ri ko'rsatilgan .

10. Ehtimol xossasi gqayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) Har ganday mugarrar hodisa Q ehtimolligi P(Q)=0 .

B) Har ganday mumkin bo'Imagan hodisa 0 ehtimolligi
P(0)=1.
C) Har ganday A hodisaning ehtimolligi P(A)<0 .

D) Har gqanday A hodisaning ehtimolligi P(A) >1 .

E) Barcha xossalar noto'g'ri ko'rsatilgan .

11.Ehtimolni hisoblashning gaysi usuli mavjud emas?

A) Ehtimolni klassik ta'rif usulida hisoblash .

B) Ehtimolni algebraik ta'rif usulida hisoblash .

C) Ehtimolni geometrik ta'rif usulida hisoblash .

D) Ehtimolni statistik ta'rif usulida hisoblash .

E) Keltirilgan barcha usullar mavjud .

12. Ehtimolning klassik ta'rifida A hodisa ro'y berishi
mumkin bo'lgan 3 kuzatuv yoki tajriba natijalariga quyidagi
shartlardan qaysi biri talab etilmaydi?

A) Barcha natijalar soni chekli

B) Barcha natijalar to'liq guruhni tashkil etadi.

C) Barcha natijalar birgalikda emas

D) Barcha natijalar teng imkoniyatli.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

13. Ehtimolning klassik ta'rifida A hodisa ro'y berishi
mumkin bo'lgan 3 kuzatuv yoki tajribaning Ei, Er, E3, En
natijalariga quyidagi shartlardan gaysi biri talab etilmaydi?

A) Ei+ B2+ B3+ ..+ En=Q (Q-mugqarrar hodisa).

B) Ei-Ek=0 (i*k, 0-mumkin bo'Imagan hodisa) .

C) P(Ei)=P(E2)=P(E3)= ...=P(En).

D) Ei, B, B3, .., En natijalarning har birida A hodisa yoki
albatta ro'y beradi yokiro'y bermaydi.

E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.
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14. Ehtimolning klassik ta'rifida n-barcha natijalar soni,
m(A)-A hodisaga qulaylik yaratuvchi natijalar soni bo'lsa, P(A)
ehtimol qaysi formula bilan topiladi?
A) P(A)=m(A)-n B) P(A)=m(A)/n
C) P(A)=m(A)+n . D) P(A)=m(A)-n .
E) P(A)=n/m(A).
15. Ehtimolning klassik ta'rifida barcha natijalar soni n=20,
A hodisaga qulaylik yaratuvchi natijalar soni m(A)=8 bo'lsa, P(A)
ehtimol giymati nimaga teng bo'ladi?
A)08. B)06. C)04. D)0.2. E) 25
16. Idishda 12 ta og va qora sharlar bor. Idishdan
tavakkaliga bitta oq shar olish ehtimoli 1/3 ga teng bo'lsa, idishda
nechta qora shar bo'lgan?
A) 4. B) 6. C) 8. D) 10.
E) Qora sharlar sonini aniq ko'rsatib bo'Imaydi.

3. Ehtimollarni qo'shish va ko'paytirish teoremalari

1.Qaysi shartda A va B hodisalar birgalikdamas deyiladi?

A) AB=0 B) AB=Q C) A+B=0

D) A+B=Q E) AB=A+B .

2.Agar A va B hodisalar birgalikdamas bo'lsa, quyidagi
tengliklardan gaysi biri o'rinli bo'Imaydi?

A)AB=0. B)A+B=Q. C)AB=BA. D) A+B=B+A

E) Barcha tengliklar o'rinli bo'ladi oladi.

3.A va B hodisalar birgalikdamas bo'lsa, P(A+B) ehtimol
uchun gaysi tenglik o'rinli bo'Imaydi?

A) P(A+B)=P(A)+P(B).

B) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).

C)P(A+B)=P(A |B)+P(B |A).

D) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).

E) P(A+B)=P(B+A).

4.36 ta gartadan iborat dastadan tasodifiy ravishda bitta
garta tanlandi.

A={ Tanlangan qarta valet),
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B=] Tanlangan garta tuz}

hodisalar bo'yicha P(A+B) ehtimolni toping.

A)1/36.B)1/18. C)2/9. D)16. E)5/12.

5 A va B birgalikdamas hodisalar uchun P(A)=04 \a
P(A+B)=0.7 bo'lsa, P(B) ehtimol giymatini toping.

A)04. B)06. C)03. D) 0.55 . E)-0.3

6. Qutida n ta og, m ta qizil va r ta ko'k rangli shar bor. Shu
qgutidan tasodifiy ravishda tanlangan shar oq yoki qgizil rangli
bo'lish ehtimolini toping.

A) n/(n+n+r). B) m/(n+n+r). C) r/(n+n+r).

D) (n+m)/(n+n+r). E) (n+r)/(n+n+r).

7. Qarama-garshi A va A hodisalarning ehtimollari uchun
gaysi tenglik o'rinli?

A) P(AY/P(A) =I .

B) P(A)-P{A)=1.

C) P(A) P(A)=\.

D) P(A) +P{A)=1.

E) tog'rijavob keltirilmagan.

8. Agar P{A)=0.3 bo'lsa, P(A) giymati nimaga teng?

A)0.3. B)0.7. QO0.33. D) 0.09 . E) aniglab
bo'Imaydi.

9. Mahsulotni sifatli bo'lish ehtimoli 0.9 bo'lsa, uni sifatsiz
bo'lish ehtimoli nimaga teng?

A)0.1. B) 0.09 . C) 0.99. D) 0.19 .

E) to'g'ri javob keltirilmagan .

10.A va B hodisalar birgalikda bo'lsa, quyidagi tengliklardan
gaysi biri o'rinli bo'la olmaydi?

A) AB=0 .

B) A+B=Q .

C) AB=BA .

D) A+B=B+A..

E) Barcha tengliklar o'rinli bo'ladi.
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11 Agar A va B birgalikda bo'lgan hodisalar bo'lsa, P(A+B)
htimol gaysi formula bilan hisoblanadi?
6 A) P(A+B)=P(A)+P(B)
B) P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A)P(B).
C) P(A+B)=P(A)+P(A)+P(A)P(B).
D) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB).
E) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).
12.Umumiy holda P(A+B) ehtimol qaysi formula bilan
topiladi ?
A) P(A+B)=P(A)+P(B). B) P(A+B)=P(A)+P(B)+P(AB).
) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) . D) P(A+B)=P(A)+P(B)tP(AB) .
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A)P(B )
13.P(A| B) shartli ehtimol mazmuni qgayerda to'g'ri
ko'rsatilgan?
A) A hodisa ro'y bergan holda B hodisaning ehtimoli.
B) A hodisa ro'y bermagan holda B hodisaning ehtimoli.
C)Bhodisaro'y bergan holda A hodisaning ehtimoli.
D) Bhodisaro'y bermagan holda A hodisaning ehtimoli .
E) A va B hodisalarni bir paytda ro'y berish ehtimoli.
14.Qutida 10 ta og va 6 ta qora shar bor. Shu qutidan
tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.
B={l tanlangan shar oq rangli}, A={ll tanlangan shar qora
rangli}
Hodisalar uchun P(A IB) shartli ehtimol giymati nimaga
teng?
A) 3/8. B)5/8. C)3/5. D)2/5. E)1/3.
15. Qutida 10 ta ogq va 6 ta gora shar bor. Shu qutidan
tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.
B={l tanlangan shar oq rangli),
A={ll tanlangan shar oq rangli)
hodisalar uchun P(A |B) shartli ehtimol giymati nimaga
teng?

A) 3/8 . B)5/8. C)3/5. D)2/5. E)1/3.



16. Qutida 10 ta oq va 6 ta qora shar bor. Shu qutidan

tasodifiy ravishda ketma-ket ikkita shar tanlab olindi.

B=jl tanlangan shar gora rangli}, A={ll tanlangan shar gora
rangli}

hodisalar uchun P(A IB) shartli ehtimol giymati nimaga
teng?

A) 3/8. B)5/8. C)3/5. D)2/5. E)1/3.

4. To'lig entimol va Bayes formulalari

1. A hodisa ehtimolini to'liq ehtimol formulasi yordamida
hisoblashda tajriba natijalari Ei, Er, E3, ..., En uchun gaysi shart
talab etilmaydi?

A) Ei, Er, B3, ..., En natijalar to'liq guruhni tashkil etadi.

B) Ei, Er, B3, ..., En birgalikda bo'Imagan natijalar .

C)Ei, Er, B3, ..., En teng imkoniyatli natijalar .

D) P(A |Ei), P(A |EN), P(A |E3), ..., P(A |En) shartli ehtimollar

berilgan.
E) Barcha shartlar talab etiladi.
2.To'lig ehtimol formulasini go'llash uchun qaysi

ehtimollarni bilish talab etiladi?

A) Ei, Er, B3 ..., En natijalaming shartsiz ehtimollarini.

B) Ei, Er, B3, ..., En natijalaming shartli entimollarini.

C) Ei, Er, B3, ..., En natijalar yig'indisining ehtimolini.

D) Ei, Er, B3, ..., En natijalar ko'paytmasining ehtimolini .

E) A tasodifiy hodisa ehtimolini.

3.To'lig ehtimol formulasini go'llash uchun qaysi
ehtimollarni bilish talab etiladi?

A) A tasodifiy hodisaning shartsiz ehtimolini.

B) A tasodifiy hodisa ehtimolini.

C) A tasodifiy hodisaga garama-garshi hodisaning
ehtimolini.

D) P(EilA), P(Er]A), P(Es3 |A), P(En]A) shartli
ehtimollarni.



E) P(A] Ei), P(A] Ern), P(A] E3), ..., P(A] En) shartli
ehtimollarni.

4.To'lig ehtimol formulasini keltirib chigarishda qaysi
tenglikdan foydalanilmaydi?

A) A=AQ.

B) C=E:+Er+Es+.. +En .

C) P(EA)=P(Ei)P(A |Ei).

D) A(E1+Er+E3+..+En)= AE1+AE2+AEs+...+AE11.

E) P(AEi)=P(A)P(Ei IA).

5.Agarda A hodisa Ei,E2E3,...En natijalarga ega tajribada
ro'y berishi mumkin bo'lsa, unda P(A) uchun to'liq ehtimol
formulasi gayerda to'g'ri ifodalangan?

A) P(A)=P(Ei)+P(E2)+...+P(En).

B) P(A)=P(A IEi)+P(A IE2)+..+P(A IEN).
C) P(A)=P(Ei IA)+P(E21A)+..+P(En 1A ).
D) P(A)=P(Ei)P(A IEi)+P(E2P(A IE2)+..+P(En)P(A IEN).
E) P(A)=P(Ei)P(Ei IA)+P(E2)P(E21A)+...+P(En)P(En |A ).

6. Talaba «Oliy matematika», «Umumiy fizika» va «lIngliz
tili» fanlari bo'yicha test savollariga mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.9
ehtimol bilan to'g'ri javob bera oladi. Yakuniy testga «Oliy
matematika» , «Umumiy fizika» va «Ingliz tili» fanlaridan mos
ravishda 40%, 35% va 25% savollar kiritligan. Yakuniy testdan
tasodifiy ravishda tanlab olingan savolga talaba to'g'ri javob
berish ehtimolini hisoblang.

A) 0.33. B) 0.79 . C) 0.47.

D) 0.56. E) 0.65.

7. Mahsulotlar partiyasi uch smena davomida ishlab
chigarilgan mahsulotlardan iborat. Bunda | ,11 va Il smenalarda
ishlab chigarilgan mahsulotlar soni mos ravishda 100, 80 va 70 ta
bo'lib, ular 0.9, 0.8 va 0.6 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin.
Shu partiyadan tasodifiy ravishda tanlangan mahsulotni sifatli
bo’lish ehtimolini nimaga teng?

A) 0.638 . B) 0.692 . C) 0.735 .



D) 0.784 . E) 0.836 .

8 "Oliy matematika" fani bo'yicha yakuniy imtihonda
"Algebra", "Analitik geometriya" va "Matematik analiz"
bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy
ravishda berilgan savolga to'g'ri javob berish ehtimolini
hisoblang.

A)0.87. B)083. C)0.75. D)0.71. E)0.69.

9. Bayes formulasini qgo'llash uchun gaysi ma‘lumot talab
etilmaydi?

A) P(Ei), P(E2), P(E3), ..., P(En) ehtimollar .

B) P(A |Ei), P(A |ED), P(A |E3), ..., P(A |En) shartli ehtimollar .

C) Tasodifiy A hodisaning P(A) ehtimoli.

D) Keltirilgan barcha ma'lumotlar talab etiladi.

E) Keltirilgan barcha ma'lumotlar talab etilmaydi.

10. Bayes formulasi yordamida nima hisoblanadi?

A) Tasodifiy A hodisaning P(A) ehtimoli.

B) Tajribadagi B natijalarning P(Ei) ehtimollari .

C) P(Ei JA) shartli ehtimollar .

D) P(A |Ei) shartli ehtimollar .

E) P(AEi) shartlsiz ehtimollar .

11. Bayes formulasini keltirib chigarishda qaysi tenglikdan
foydalanilmaydi?

A) AEi =EiA . B) P(AEi )=P(EiA). C) P(AEi)=P(A)P(Ei IA).

D) P(EiA)=P(Ei)P(A |Ei) . E) Barcha tengliklardan
foydalaniladi.

12. Quyidagi tengliklardan qaysi biri Bayes formulasini
ifodalaydi?

A) P(A)NY.P(Ei)P(A\E) . B) P(Ek\A):F(Elg(PA()A"\ -
=
C) P(AEK)=P(A)P(EK\A). D) P(EKA) =P(EK)P(A\EK).
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)P( P(EK\A)

13.0mbordagi 40% mahsulot | korxonada, golgan 60%
mahsulot esa Il korxonada ishlab chigarilgan. I korxonada ishlab
chigarilgan mahsulot 0.9, Il korxona mahsuloti esa 0.8 ehtimol
bilan sifatli bo'lishi mumkin. Shu ombordan tasodifiy ravishda
olingan mahsulot sifatli bo'lib chigdi. Bu mahsulotni 1l korxonada
ishlab chiqgarilganligi ehtimolini toping.

A) 57/84. B) 12/21. C)27/84. D)9/21. E) 29/42 .

14,0mbordagi 40% mahsulot I korxonada, qolgan 60%
mahsulot esa Il korxonada ishlab chigarilgan. I korxonada ishlab
chigarilgan mahsulot 0.9, Il korxona mahsuloti esa 0.8 ehtimol
bilan sifatli bo'lishi mumkin. Shu ombordan tasodifiy ravishda
olingan mahsulot sifatli bo'lib chigdi. Bu mahsulotni | korxonada
ishlab chiqgarilganligi ehtimolini toping.

A) 57/84 . B) 12/21 . C) 27/84 . D) 9/21 . E)
29/42 "Oliy matematika™ fani bo'yicha yakuniy imtihonda
"Algebra”, "Analitik geometriya® va "Matematik analiz"

bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy
ravishda berilgan savolga to'g'ri javob berdi. Bu savol "Algebra"
bo'limiga tegishli ekanligi ehtimolini hisoblang.

A) 24/71 . B) 28/71. C) 60/71 .
D) 42/71 . E) 39/71 .
15. "Oliy matematika™ fani bo'yicha yakuniy imtihonda
"Algebra”, "Analitik geometriya® va "Matematik analiz"

bo'limlar bo'yicha mos ravishda 60, 40 va 100 ta savollar mavjud
va ularga talaba mos ravishda 0.8, 0.7 va 0.6 ehtimol bilan to'g'ri
javob bera oladi. Yakuniy imtihonda talaba unga tasodifiy
ravishda berilgan savolga to'g'ri javob berdi. Bu savol "Analitik
geometriya" bo'limiga tegishli ekanligi entimolini hisoblang.
A)24/71. B)28/71L C)60/71 . D)42/71 . E)39/71.
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5. Bernulli formulasi va Muavr-Laplas, Puasson
teoremalari
1. Bernulli sxemasi uchun quyidagi shartlardan gaysi biri
talab etilmaydi?
A) Barcha sinovlarda A tasodifiy hodisa ehtimolligi P(A)=p
0'zgarmas.
B) Har bir sinov natijasi oldingi sinovlar natijalariga bog'lig
emas .
C) Har bir sinov natijasi keyingi sinov natijalariga ta'sir
etmaydi
D) Barcha sinovlar soni chekli.
E) Barcha shartlar talab etiladi.
2.Quyidagilardan qaysi biri  Bernulli sxemasi orgali
ifodalanmaydi?
A) n ta simmetrik tanga tashlanganda ulardan m tasini
tomoni bilan tushishi.
B) n ta 0'yin soqqasi tashlanganda ulardan m tasida 3 ochko
chigishi .
C) n ta talabaga bir xil test berilganda ulardan m tasini
to'g'ri javob berishi.
D) n ta bir xil mahsulot tekshirilganda ulardan m tasini
sifatli chigishi .
E) Keltirilganlarning barchasi Bernulli sxemasi orgali
ifodalanadi.
3.Bog'ligmas sinovlar n marta takrorlanganda ehtimoli
P(A)=p bo'lgan A hodisa k marta ro'y berishini ifodalovchi Pn{m)
ehtimol uchun Bernulli formulasi qayerda to'g'ri ifodalangan

(<7=lp).
A) P,(m)=C"p"qgn-m B) Pn(m) =C™q"*pr-m
C) P(m)=C""pnyn . D) Pa(m)=C :P"gmm

E) P,(m)=C :Pny"+m

gerb
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4.Bernulli formulasida P(A)=0.6 bo'lgan holda P4(3) ehtimol
nivmati nimaga teng bo'ladi?

A) 0.3456 . B) 0.2304. C) 0.1536 .

D) 0.1228 . E) 0.1096 .

5.Simmetrik o'yin soqgasi n=3 marta tashlanganda m=2

marta 4 ochko chigish ehtimolini hisoblang.
A) 5/6 . B) 5/12. C) 5/18 . D) 5/36 . E) 5/72
6.Simmetrik tanga 10 marta tashlanganda 6 marta ragam
tomoni bilan tushish ehtimolini aniglang.
A) C®(0.5)6 . B) C6,(0.5)4 . C) C®(0.5)10 .
D) c®(0.5)1 . E) c0(0.5)6 .

7.Mahsulot 0.8 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin.
Tekshirilgan 20 ta mahsulotdan 15 tasi sifatli bo'lish ehtimoli
nimaga teng?

A) C~(0.8)5(0.2)5 . B) C2x0.8)5(0.2)'5 .
C) C~(0.8),5(0.2)D . D) Cc~(0.8)15(0.2)5 .
E) C®(0.8)150.2)5.

8.Har biri p=0.8 ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin
bo'lgan n=10 ta mahsulot tekshirilganda, ulardan m=7 tasi sifatli
bo'lishi ehtimoli Pio(7) nimaga teng?

A) Pro(7)=0.64-0.87. B) Pto(7)=0.82 0.87.

C) Pio(7)=0.96-0.87. D) Pro(7)=0.98 0.87.

E) Pro(7)=7/10 .

9.Bernulli sxemasida sinovlar soni n, P(A)=p , <=tp bo'lsa, A
hodisani eng katta ehtimol bilan ro'y berishi soni mo qaysi
munosabatdan topiladi?

A) gn-g<mo<pn+p . B) pn-g<mo<pn+p . C) gn-g<mo<pn-p .
D) pn+g<mo<pn-p . E) pn+g<mo<pn+p .

10. Har biri p=0,76 ehtimollik bilan sifatli bo'lishi mumkin
bo Igan n=10 ta mahsulot tekshirilganda, eng katta ehtimol bilan
nechta mahsulot sifatli bo'lishi mumkin?

A)5. B)6. C)7. D) 8. E) 9.
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11. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta
bo'lganda
P,(m)=C"pmg"~m{g=\-p,m =1,2,3)
ehtimolning anig giymatini hisoblashda paydo bo'ladigan
giyinchilik qayerda noto'g'ri ko'rsatilgan?
A) n\juda katta son bo'ladi.
B) (n-m)\ juda katta son bo'ladi.
C) (/*"darajali ifoda juda kichik sonbo'ladi.
D) p™'darajali ifoda juda kichik son bo'ladi.
E) barcha giyinchiliklar to'g'ri ko'rsatilgan .
12. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli Kkatta
bo'lganda
ag =0V 'Mg=-/>)
ehtimol uchun Muavr-Laplasning lokal teoremasini
ifodalovchi
pNT1)a-1=<P(X)> X= ,
nlnpa -Jnpg
tagribiy formuladagi d(x) funksiya qaysi javobda to'g'ri
ifodalangan?

A) P =—=sm(x212). B) <pr) =—fL=cos(jt2/2).
2n yin
C) PR =-"=e-x2/2. D) (p(X) =-jL=\0-x 12.
yi2n v 2/
E) tp(x) =—X=LLUx22) .
) 9 =—X=L11x2/2)
13.Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta bo'lganda
Pn{m)=Ch'pmgn-m{g=\-p)
ehtimol uchun Muavr-Laplasning lokal teoremasini
ifodalovchi

P.(T)*-A="(x), <p(X):\-)'I2_.:r e-x' 2

msjnpg
tagribiy formuladagi x giymati nimaga teng bo'ladi?
Ry x="s2? . B x="iZ . ) x=0P =

4 rpuy 4npq 4 rpu



n+TP B\ [ Tp-L
yfnpg ww

14. n=600 bog'ligmas sinovlarning har birida o'zgarmas
=06 ehtimolga ega bo'lgan A tasodifiy hodisani bu sinovlarda
~=372 marta ro'y berishini ifodalovchi P6oo(372) ehtimolning
taqribiy giymatini  Muavr-Laplasning lokal teoremasi va
(1)=0.242 ekanligidan foydalanib toping.

A) 242/5553 . B) 121/4000 . C) 24274557 .

D) 121/6000 . E) 6/25.

15. Partiyadagi n=2100 ta mahsulotning har biri p=0.7
ehtimol bilan sifatli bo'lishi mumkin. Bu partiyadagi sifatli
mahsulotlar soni m=1491 ta bo'lishini ifodalovchi P2ioo(1491)
ehtimolning taqribiy giymatini Muavr-Laplasning lokal teoremasi
va §9(1)=0.242 ekanligidan foydalanib toping.

A) 0.0115 . B) 0.0195 . C) 0.0015 .

D) 0.0095. E) 0.1195.

16. Bernulli sxemasida sinovlar soni n yetarli katta
bo'lganda

PAw,.w)= n%ﬂo vV " @=\-p)

ehtimol uchun Muavr-Laplasning integral teoremasini
ifodalovchi

(W)« D(x2)—(ar), =

taqribiy formuladagi @(x) funksiya qaysi javobda to'g'ri
ko'rsatilgan?

A)  d(x)=—F= fsin(J212)dt . B) 0 (x) =-jL=\cos(t212)dt .
van o V2/r o

C) d*= * fe-'1,2dt . D) o{x)=-~=]\n(1212)dt .
y/2n 0 v2n O

E) (b(x):-\)Z)I\OQ—"LI 2dt .



6./ Asosiy diskkret tagsimotlar va ularning sonli
xarakteristikalari
1.Binomnial tagsimot ifodalangan javobni toping.
A) P{X = K}=pgk-". B) P{X =k} =Ckpkg"-k .

C) P{Xr=K}=j~e-A. D) P{X=K}=GyCn-M .

E) P{X==k}=CrI\ _ygk .
2. P{X =kk} =Ckpkg™—k binomial tagsimotdagi p va g orasidagi
bog'lanish qaayerda to'g'ri ko'rsatilgan?
A) p2+gx= 1. B) po=\ . C) p+g=1.
D)p+a+ppg=! . E)p+g-pg=1.
3. P{X =hk) =Ckpkg'—k binomial tagsimotdagi p va g uchun
quyidagi tenggliklardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) PHN=1 o B) Ip l+g=pHl&I=L . C) lp+ql=l1.
D) Iplpigl=t. E) Barcha tengliklar o'rinli.
4. P,K:i=Ckpkg'-k binomial tagsimotli X tasodifiy

migdoming i matematik kutilishi M(X) gaysi formula bilan
hisoblanadi?
A) M{Xiyngq . B) M {X)=npq . C) M(X)=np .
D) M(XX)=n/p . E) M (X)=n/q.
5 P,.(k)~=Ckpkg'—k binomial tagsimotli X tasodifiy

migdoming D(X) dispersiyasini hisoblash formulasi gayerda
to'g'ri ko'rsatiiilgan?

A) D(X)=nq . B) D(X)=npq . C) D(X)=np .

D) D(X)=n/p . E) D(X)=n/q.

6. P,(k==Ckpkgnk binomial tagsimotda matematik Kkutilish
M(X)=8 va disispersiya D(X)=4.8 bo'lsa, n parametrning gqiymati
nimaga teng? ’

A) 20 . B)10. C)15. D) 40 . E) 25.

7. Pl(k)==Ckpkg—kbinomial tagsimotda matematik kutilish
M(X)=8 va disspersiyasi D(X)-4.8 bo'lsa, p parametrning giymati
nimaga teng?

A)08. B) 0.6 . C)04. D)0.2. E)05.
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8. P(X=K)=C#-08% 0.215* binomial tagsimotga ega X
tasodifiy migdorning M(X) matematik kutilishining giymati
nimaga teng ?

A) 3. B)2.4. C) 18.75 . D) 75. E) 12.

9. P{X-k)=C\50.8* «0.215* binomial tagsimotga ega X
tasodifiy migdorning D(X) dispersiyasining giymati nimaga teng ?

A)3. B)24. C) 18.75. D) 75. E) 12.

10. Parametrlari n=4 va p=0.8 bo'lgan binomial tagsimotga
ega X tasodifiy migdor uchun P{X=2} ehtimol qiymatini
hisoblang.

A) 0.2432 . B) 0.3286 . C) 0.1536 .

D) 0.4354 . E) 0.0784 .

11. Puasson tagsimoti ifodalangan javobni toping.

A) P{X =k} =pqkd . B) P{X =K} =CkPkgn-k .

C) P{X =Kp=ne-*. D) P{X=K}= N

E) P{X =K} =Cr-\prgk .

12. P(k)=ske-n A Puasson tagsimotida A parametr qaysi
shartni ganoatlantiradi ?

A)lJi<0. B)teO. C)A<0. D) X>0. E) AHO .

13. P(k)=/ke-ntk\  Puasson tagsimotga ega X tasodifiy
migdorning M(X) matematik kutilishi gaysi formula bilan
topiladi?

A) M(X)=14, . B) M(X)=1A42. C) M(X)=X.

D) M(X)=12. E) M(X)= X+I/X .

14. p(k)=Xke K\ Puasson tagsimotiga ega X tasodifiy
miqgdorning D(X) dispersiyasi qaysi formula bilan topiladi?

A) D(X)=1/X. B) D(X)=142. C) D(X)=X.

D) D(X)= X2. E) D(X)= X+I/X .

15. Puasson tagsimotida matematik kutilish M(X) va
dispersiya D(X) orasida gaysi munosabat o'rinli bo ladi?

A) M(X)<D(X). B) M(X)>D(X).

C) M(X)*D(X). D) M(X)=D(X).
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E) Keltirilgan barcha munosabatlar o'rinli bo'ladi.

16. P(k)=3ke~3/R  Puasson tagsimotga ega X tasodifiy
migdorning M(X) matematik kutilishi nimaga teng?

A) M(X)=I/3 . B) M(X)=1/9. C) M(X)=3.

D) M(X)=19 . E) M(X)= 10/3 .

7. Ehtimollaming tagsimot va zichlik funksiyalari.
Uzluksiz tasodifiy migdorlaming sonli xarakteristikalari

1 X tasodifiy migdorning F(x) tagsimot funksiyasi gaysi
formula bilan aniglanadi?
A) F(X)=P{X>t}. B) F(X)=I+P{X>x}

)
C) Fx)=I-P{X<x}. D) F(x)=P{X<x}.
E) F(x)=P{X=x}.

2. Diskret X tasodifiy migdor ushbu tagsimot qonuni orgali
berilgan:
Xi -1 3 8
pi 0.3 05 0.2
Bu tasodifiy migdorning F(x) tagsimot funksiyasini toping.
o f<-1 0 Xx<-1
03, -1<x<3 05, -l<x<3
AF(x)= 05, 3<x<8 B) ¥(x)=- 0.8, 3<x<8
l ar>8 1, x>8
03, x<—% 0, X<-1
05, -l<x<3 03, -l<x<3
CYFKN= o 3<x<s D) F(x)= 0.8, 3~x<8
1, x>8 1, Xx>8
0 x<—%
E)F(x)= 03, -l<x<3
0.5, 3<x<8
0.8, x>8
3. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun quyidagi

tasdiglardan qaysi biri o'rinli emas?
A) F(x) - kamaymovchi funksiya .
B) Ixtiyoriy x uchun O<F(x)<I .
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) F(-<oFJim () =0. D)F(+00) = lim F(x)=1.

E) F(x) - uzluksiz funksiya .
4. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun F(-cc) = Im"F(*)

giymati nimaga teng?
A)-°°. B)-1. C)o. D) 1. E) aniglanmagan .
5. Ixtiyoriy F(x) tagsimot funksiyasi uchun F+<e)= F(x)

giymati nimaga teng?

A)-00. B)-1 . C)o. D) 1. E) aniglanmagan .

6.X tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi F(x) orgali
P{a<X<b} ehtimol

ganday topiladi?

A) P{a<X<b}=F(fl)F(b). B) P{fl<X<b}=F(a)+F(b).

C) P{a<X<b}=F(b)-F(fl). D) P{a<X<b}=¥(a)-V{b).

E) P{fl<X<b}=F(a)+F(b)- F(e)F(b).

7.X tasodifiy miqdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:

0, X<-2
FOO)N- (x+2)/7, -2<pr<5.
1, X>5
P{-3<X<4} ehtimol giymati nimaga teng?
A) 2/7. B)3/7. C)4/7. D)5/7. E)6/7.

8.X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:

0, X <=2
F(xX)= (x+2)/7, -2<x<5.
1, X>5
P{—1<X<3} ehtimol giymati nimaga teng?
A) 2/7. B)3/7. C)4/7. D)5/7. E)6/7.

9. X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi bilan
berilgan:

|:(X)=:2 +%arctgx, x e (-00,00) .
P{-1<X<1} ehtimol giymati nimaga teng?
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A) 2/n . B)sa /4. C)3/4. D)1/2. E)O.
10.X tasodifiy migdorning/(x) zichlik funksiyasi uning F(x)
tagsimot funksiyasi orgali ganday aniglanadi?
A) /(*) =IF(x)dx. B) f(x) =F(x) +F (-x).
C) f(x) =dF(x). D) f(x) =F(x) - F(-x). E) f(x) =F'(x).
11.Ixtiyoriy f(x) zichlik funksiyasi uchun quyidagi
tasdiglardan gaysi biri o'rinli emas?
A) Ixtiyoruy x uchunf(x)>0 .
B) Ixtiyoruy x uchun f(x)< 1

C) Agar f(x) zichlik funksiyasi bo'lsa, F(x) =3/(t)dt tagsimot

funksiyasi bo'ladi.
00 b
D) Ji(t)dt =1. E) P{a<X<b} =]f{x)dx

—00

12. Agar X tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi f(x) va
a<bbo'lsa quyidagi tengllklardan qaysi biri o'rinli bo Imaydi?

A) P{a<X <b) }f . B) P{a<X <h}= \f )dx
b
C) P{a<X<b} =\f(x)dx . D) P{a<X<b} =\f(x)dx

E) Keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.

13. Ixtiyoriy zichlik funksiyasi/(x) uchun otf(x)dx integral

giymati nimaga teng bo'ladi?

A)-2. B)-I. C)o. D) 1. E)2.

14. X tasodifiy migdor ushbu F(x) tagsimot funksiyasi
bilan berilgan:

0, X <0
F(x) =m2sin3y, 0<x<n/18.
1, x>a718

Shu tasodifiy migdorning f(x) zichlik tunksiyasini topmg.
A) f(x) = [23|n3x x e[0,/r/18)
a *r[0,9718)
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_ f2cos3x, xel[0,n7/18)

B) /(* o, xr[0,n-/18)
) f _|60033x, xe[0,a718)
) )=, o xg[0,/1/18)
_ Tosin3x, xe[0,5°/18)
D) f(x) o, X i [0,7/18)
_[6in3x, xe[0,n718)
B) /(X)_|o_ xe[0,2718)
15. Xtasodifiy migdor /(x) =—-—- ~---- , Xe(-00, oo) zichlik
nx +19

funksiyasi bilan berilgan. Bu tasodifiy migdorning F(x)

tagsimot funksiyasini toping.

A) F(x)=—arctgx .  B) F(x)=l +—arctgx .  C) F(X)=I — arctgx
n n n

D) F{x)=-~—arctgx . E) F(x)=- +—arctgx .
2 n 2 n

16. X tasodifiy migdorning zichlik funksiyasi f(x) quyidagi
ko'rinishga ega:

o _Lax2, xe[23]
=0, xr23]
Bu funksiyadagi a parametr giymati nimaga teng?
A) 3/35 . B) 6/35 . C) 8/35 .
D) 9/35 . E) 13/35 .

8. Asosiy uzluksiz tagsimotlar va ularning sonli
xarakteristikalari
1. Tekis tagsimotning f(x) zichlik funksiyasini ko'rsating.
_[Md-a), xe[ab]

A) Aix) 0, x<t[a,b]
_ Ae™*, x>0
B) /()= 0, x<0

q/w -5jbj-



E)/(*)=—
A e *+en
2. [a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdoming
zichlik funksiyasi/(x) qayerda to'g'ri ifodalangan?
« _ [b-a, rela,i]
A) /()= Il xe[a,b]
B) f(x) = b-a, x?[a,b]
0, xi[a,b]
C)f(x) = 1/(b-a), xe[a,b]
0, xt[a,b]
W (b-a), xe[a,b]
DGO ifab]
E) £(x) = 1/(b-a), xe.[a,b]

[1/(6+s), xi[a,b]

3.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdoming
f(x) zichlik funksiyasi jce [-37] bo'lganda ganday giymatni qabul
etadi?

A)10. B)4. C) 1/10. D) 1/4. E)1l.

4. [ab] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdoming
F(x) tagsimot funksiyasining x&[a,b] bo'lgandagi ifodasi gayerda
to'g'ri ko'rsatilgan?

A) F(X):b-a } B) F(X):/t;-é
QF(X)=’t‘)_a. D)F(x) =/t\)—a'
E) F(x)Ix-a)(b-x)
b-a

5.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy miqgdor
uchun P{-1<X<4} ehtimolni hisoblang.
A)0.3. B) 0.7. C)0.4. D)05.
E) 0.8.
6.[-5,10] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdor
uchun P{c<X<d}=06bo'lsa, d-c giymati aniglang.
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A) 3. B) 7. C) 9.

D) 12. E) aniglab bo'Imaydi.

7. [ab] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
F(x) tagsimot funksiyasi uchun quyidagi tasdiglardan gaysi biri
noto'g'ri?

A) x<abo'lganda F(x)=0 .

B) x>b bo'lganda F(x)=I.

C) xe[a,b\ bo'lganda F(x)=(x-a)/(b-a).

D) xs (-00,00) bo'lganda F(x) uzluksiz funksiya .

E) Keltirilgan barcha tasdiglar to'g'ri.

8. [-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning F(x) tagsimot funksiyasi ge[-37] bo'lganda ganday
ifodalanadi?

A) F(x)=(7-x)/10 . B) F(X)=(7-x)/4 .

C) F(x)=(x+3)/10 . D) F(X)=(x+3)/4 .

E) F(x)=(10-x)7/10.

9. [ab] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
M(X) matematik kutilishi qaysi formula bilan hisoblanadi ?

A) M(X)=(b-9)/2 . B) M(X)=(a+b)/2 .

C) M(X)=(b-5)/ (a+b). D) M(X)=(a+b)J (b-a).

E) M(X)=(b>a2)/2 .

10.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning M(X) matematik kutilishi nimaga teng?

A)5. B)O. C)25. D)2. E)04.

11. [a,b] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdorning
D(X) dispersiyasi gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) DX)=(b+f1)/12 . B) D(X)=(b+a)/12 .

C) D(X)=(b-a)/12 . D) D(X)=(b-a)/12 .

E) D(X)=(b2a2 /12

12.[-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy
migdorning D(X) dispersiyasi nimaga teng?

A) 1/3. B) 4/3 . C) 5/6 .

D) 25/3 . E) 10/3 .
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13. [-3,7] kesmada tekis tagsimlangan X tasodifiy migdor
uchun M(X)+3D(X) yig'indi giymatini toping.

A)29. B)27. C)25. D) 23 . E)21 .

14. Normal tagsimotning/(x) zichlik funksiyasini ko'rsating.

15.  Xtasodifiy migdor zichlik funksiyasi

bo'lgan normal tagsimotga ega. Bu tagsimotdagi a parametr
nimani ifodalaydi?

A) a=P{X<0}. B) a=P{X>0}. C) a=M(X).

D) a=D(X) . E) a=a(X).

16. Xtasodifiy migdor zichlik funksiyasi

bo'lgan normal tagsimotga ega. Bu tagsimotdagi a2 nimani
ifodalaydi?

A) a 2=P{X<0}. B) cr2=P{X>0}. C) a2=M(X).

D) a2=D(X). E) 02=M(X2 .

9. Statistik tagsimotlar

1. Matematik statistikada X tasodifiy migdor haqidagi
xulosalar nima asosida chigariladi?

A) X tasodifiy migdorning tagsimot qonuni asosida .

B) X tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi asosida .

C) X tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi asosida .
D) X tasodifiy migdorning sonli xarakteristikalari asosida .
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E) X tasodifiy migdor ustida o'tkazilgan kuzatuv natijalari
asosida.

2. Tanlanma ganday ta'riflanadi?

A) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning mumkin bo'lgan
barcha giymatlar to'plami tanlanma deyiladi.

*B) O'rganilayotgan X tasodifiy miqdorning statistik
kuzatuvlarda ro'y bergan giymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

C) O'rganilayotgan X tasodifiy miqgdorning f(x) zichlik
funksiyasining kuzatilgan giymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

D) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning F(x) tagsimot
funksiyasining kuzatilgan giymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

E) O'rganilayotgan X tasodifiy migdorning kuzatilgan eng
katta va eng kichik giymatlari to'plami tanlanma deyiladi.

3. Tanlanma hajmi ta'rifi gayerda to'g'ri ifodalangan?

A) Tanlanmadagi musbat giymatli variantalar soni tanlanma
hajmi deyiladi.

B) Tanlanmadagi manfiy giymatli variantalar soni tanlanma
hajmi deyiladi.

C) Tanlanmadagi noldan fargli giymatli variantalar soni
tanlanma hajmi deyiladi.

D) Tanlanmadagi giymati nolga teng bo'lgan variantalar
soni tanlanma hajmi deyiladi.

E) Tanlanmadagi barcha variantalar soni tanlanma hajmi
deyiladi.

4.Berilgan 5, 2, 4, 0, -2, -5, 0, 4, -1, 2, 0, 0 tanlanma hajmi
nimaga teng?

A)3. B)4. C)12. D) 8. E)5.

5.X tasodifiy miqdor ustidagi 10 ta kuzatuv natijalari 5, 2, 4,
0,250 4,1 2 tanlanmadan iborat. Bu tanlanmaning variatsion
gatorini ko'rsating.

A) 5,5,2,2,2,4,4,0,0,1. B) 2,2,2,55,4,4,0,0,1.
C) 4,4,55,2,2,2,0,0,1 ¢ D) 0,0,1,2,2,2,4,4,5,5.
E) 5,5,2,22,00,1,4,4.

6.Berilgan 5, -3, 2, -1, 0 tanlanmaning variatsion gatorini
yozing.

A)O -1,2 -3,5. B)O 5 2 -3,

0-1/ -3/ 2, 0, 5. D)-3, - 2
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7.X belginingxi, xr, x3,..., Xn variantalarining chastotalalri
ganday ta'riflanadi?

*A) X belgining xi, xr, x3,..., Xnvariantalarining tanlanmada
necha marta uchrashishini ifodalovchi sonlarga chastotalar
deyiladi.

B) X belgining xi, xr, x3,..., Xwvariantalarining tanlanmadagi
umumiy soniga chastotalar deyiladi.

C) X belgining xi, xr, X3,..., Xntanlanmadagi musbat giymatli
variantalarining soniga chastotalar deyiladi.

D) Xbelgining xi, xr, x3,..., Xntanlanmadagi manfiy qiymatli
variantalarining soniga chastotalar deyiladi.

E) X belgining xi, xr, x3,..., Xntanlanmadagi nol qiymatli
variantalarining soniga chastotalar deyiladi.

8.Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanmadagi x=2
variantaning chastotasi nimaga teng?

A)2. B)3.C)4. D)5. E)0.3.

9.Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanmadagi eng katta
chastotali variantani aniglang.

A)O0. B)I. C) 2. D)4. E)5.

10. Hajmi wn bo'lgan tanlanmadagi variantalaming
chastotalarim, m, u3,..., <mbo'lsa, quyidagi tengliklardan gaysi biri
o'rinli bo'ladi?

A) max(m, nr, 13,..., nm)=n . B) min(m, wvr, ns,..., ut)=n.

C) N+ I+ N3+, + =11, D)m- - U3-...- Th=11.

E) To'g'ri javob keltirilmagan .

11.Hajmi wn bo'lgan tanlanmadagi variantalaming
chastotalarim, wr, u3,..., Hmbo'lsa, wmisbiy chastotalar ganday
aniglanadi ?

A) Wk = VK-, B) Wk=Tk+H1. C) Wk= nk/tl.
D) mm<=ti/nk . E) rek =mK .

12.Hajmi un bo'lgan tanlanmadagi variantalaming nisbiy
chastotalariwi, wi, W3,..., Wm bo’'lsa, quyidagi tengliklardan qgaysi
biri o'rinli bo'ladi?

A) Wi+ W2+ WB+...+ IVimen . B) Wi+ W2+ W3+...+ Wh\ .

C)wi+ W2+ IV3+...+ Wh=0 . D) WI- Z22-W3'...* Wm=I m



E)bINl- W2- W3-...- Wm=TI ..

13.Berilgan 5, 2, 4, 0, 2, 5, 0, 4, 1, 2 tanlanmadagi x=2
variantaning nisbiy chastotasi nimaga teng?

A)2. B) 3. C)4. D)0.2. E) 0.3

14.Hajmi n bo'lgan tanlanmadagi variantalarning nisbiy
chastotalariztf; (/=1.2, m) bo'lsa, variantalarning m (i=1,2, m)
chastotalari ganday aniglanadi?

A) m=n/wi .B)ne=wi/n . C) m=n+w,. D)m=nwi.
E) Nisbiy Wi chastotalar bo'yicha n;chastotalami aniglab
bo'Imaydi.

10. Statistik baholar. Tanlanma o'rta giymat va dispersiya

1 .Ta'rifni yakunlang: Berilgan x\, xi, ... , Xntanlanma bo'yicha
noma’'lum ¢ arametr uchun statistuk baho deb......

A)tanlanmadagi kuzatuv natijalarining eng kattasiga
aytiladi.

B) tanlanmadagi kuzatuv natijalarining eng Kkichigiga
aytiladi.

C) tanlanmadagi kuzatuv natijalarining o'rta arifmetik
giymatiga aytiladi.

D) tanlanmadagi kuzatuv natijalarining o'rta geometrik
giymatiga aytiladi.

E) tanlanmadagi kuzatuv natijalaridan tuzilgan ma'lum bir
funksiyaga aytiladi.

2.Noma'lum “arametr uchun tuzilgan <& statistik baho
gaysi shartda siljimagan baho deyiladi?

A) Mom)>o0 . B) m(*n)=8 . C)M(e'n)<e.

D)M@E'm*s . E) Il'&%ﬁ\/(@*)zo .

3.Noma'lum “arametr uchun tuzilgan g, statistik baho
gaysi shartda asosli baho deyiladi?

A)D{6h)>e. B) DON)=0 . C)D(9',,)<e.

D) D(e',)*6 . E) n'lg% )=0.

4. Noma'lum “arametr uchun tuzilgan va dispersiyasi
D(K)=f(0,n) bo'lgan statistik baho qaysi holda asosli baho
bo'ladi?



A) /(,n)=B+- .

B)Tﬂ)—B+n+1 C)LIJn):E.
* ) — ne _1/n
D)T*)= Nl E) Nen) =8
5.Ta'rifni yakunlang:Agarda noma'lum 6parametr uchun
barcha statistik baholar to'plamida 6 statistik baho . . . shartni
ganoatlantirsa, u effektiv baho deyiladi.
A) M<®)=max . B) D@n)=max . C) M(shy=min
D) £(<)=min .

E) De'n) =max, M*n)=min .
6.Berilgan xi, X, ... , X tanlanma bo'yicha F(x,6) tagsimot
funksiyasidagi noma'lum B parametr uchun hagigatga maksimal

o'xshashlik usulida statistik baho tuzishda quyidagi amallardan
gaysi biri bajarilmaydi?

A) Tagsimot funksiyasi va tanlanma bo'yicha F(xi,6), P(xr,B),
..., F(xn,6) ifodalar topiladi.

*B) F(xi,6), F(x26), . . ., F(xn,0) ifodalarning o'rta arifmetik
giymati aniglanadi . C) L(xi, xi, ... , Xn, 6) = F(xi,d)-F(x26) «. ..
mF(xn6) funksiya tuziladi.

D) ALD(\’XZ';_’XH’B) =0 tenglama yechiladi.

E) Ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
7.Berilgan X\, xr, ... , X1 tanlanma bo'yicha F(x,6) tagsimot
funksiyasidagi noma'lum s parametr uchun hagigatga maksimal
o'xshashlik funksiyasi ganday aniglanadi?

*A) L(xi, xr, ..., Xn, 6) =F(xi,6 )-F(x2e) m..

. -F(xnB).
B) L(xi, xr, ..., Xn, B) =F(xi,e)+F(x26) +... +F(xn6) .
C) L(xI, X, ..., Xn, 0) =F(xhe)-F(x26)- ... -F(xn6).
D) L(xI, xr, ..., Xn, 8) =max{F(xi,0), F(x26), , F(xn,B)} .
E) L(xI, xr,

ooy X, 6) =min{F(xi,0), F(x26), ..., F(xn9)}.
8.Berilgan xi, xr, ... , X1 tanlanma bo'yichanoma'lum B
parametr uchun hagigatga maksimal o'xshashlik funksiyasi L{xi,

xr, ... , xn, B) topilgan. Bu holda hagigatga maksimal o'xshashlik
tenglamasi gqanday aniqlanadi?

A) allxxxr,~-,xnB) Q

B) aLlxmx2,---,x,,,B) _C
SN d
0 ,qu,xl,xA,l;--,x,,,B) o D) aLixy,x2,---,xn,0) -5

aB



BE) L(xi,x i, ,Xn 0=0. _

9.Berilgan xi, xi, ... , Xntanlanma bo'yicha X tanlanma o'rta
giymat gaysi formula bilan hisoblanadi?

A) X ="Xi+X2+--+xn . B)X =4jxr x2- e A~

C) x =X +X2+'""+*- = D) X =XI'Xl............ X",
n n

10. X tasodufiy miqdor ustidagi kuzatuvnatijalari 5,-3, 2,
1, 3, 1,-2, 1, 3, 3 tanlanmani tashkil etgan. X tanlanma o'rta
giymat nimaga teng?

A)*~14 . B) WIRD . C)o0. D) 1.4. B)3.
. Xtasodufiy migdor ustidagi n ta kuzatuv natijalari

Xi X1 X2 L Xm

tli n\ 2 tim

statistik tagsimot qonuni bilan berilgan bo'lsa, uning X
tanlanma o'rta qiymati qaysi formula bilan hisoblanadi ?

A) X Fi+*2+"-+m B) x =x\#X2+--+xm w
) n m
Q O X\NEX2 + "+ Xt D) X _ *I”I +X2nl +'" + Xmnm _
n{+n2 +eee +«, "I+ «2+""+"m

X _ xW\+*2n2 +--- + xmnm

m
12. Xtasodufiy migdor ustidagi kuzatuv natijalari
Xi -3 0 2 10
m 4 7 8 1

statistik tagsimot gonuni bilan berilgan bo'lsa, uning X tanlanma
o'rta giymati

nimaga teng?

A) 0. B)2. C)o/4. D)9/20. E) 7/10 .



1
A

1

2. Vektorlarning koordinatalari va ular

2
B

ustida amallar
3 4 5 6 7 8 9 10
c A D C C C C A

(- Vektorlarning skalyar co'paytmasi,

2

uning xossalalri va tztbic lari

3 4 5 6 7 8 9 10

B D EEC D DD C C
4. Vektoria ko'paytma, uning xossa alri va

1

2

tatljiglari
3 4 5 6 7 8 9 10

D E C B D A E E C E
5. Vektorlarning aralash ko'paytmasi,

1 2
B B

1

uning xossa ari va tatbiglari
3 4 5 6 7 8 9 10
E D E D D D A D

4-BOB

1. To'g'ri chizig va uning tenp;lamalari

2

3 4 5 6 7 8 9 10

A C D C B E B D A c
2-To'g;'ri ciziq arga doir asosiy masalalar

1

2

3 4 5 6 7 8 9 10

E D C A C B D D B B
3.11tartibi tenglama vachiziglar. Aylana

[N

2

va elli ps
3 4 5 6 7 8 9 10
D A DB B A C c
4. Giperbola va parabola

3 4 5 6 7 8 9 10
D C DA B A C A



5. Tekislik va unin g tenglamalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A C ECC E B A C c

6. Tekislikka doir asosn/masalalar
2 3 4 5 6 7 8 9 10
B C D E A D C C D
7. Fazodagi to'g'ri chiziq tenglamalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C ¢C B C DB ACC D

m —

5-BOB

1. To'plamlar va ular ustida amaHar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C bbCAZCTCAB D
2.Chekli va cleksiz to'plamlar
2 3 4 5 6 7 8 9 10
D CCC B C DD D D
i. Qavariq to'plamlar
3 4 5 6 7 8 9 10
o

—_

—

1. Sonli to'plamlar. Sonning absolut
gi)fmati va uning xossalari
2 3 4 5 6 7 8 9 10
C AADADBTCA A
2. Sonli ketma-ketli cva uning limiti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E D B E B C E D D C
3. Funksiya va u bilan bog'lig tushunchalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C DB ED B E B B D
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Test javoblari
1-BOB
1.Matritsalar va ular ustida amallar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B B B E B C E C A
2. Determinantlar va ularning xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B B C A A DB E C E
3. Teskari matritsa. Matritsa rangi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D Dc DB E A E E E

2-BOB

1. Chizigli ten ?lamalar sistemasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E B ¢c E B A CDC C
2. Chiziqli teng amalar sistemasini maxsus

holda yechish

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D B DB B B B E E B

3. Chiziqli teng amalar sistemasini

umumiy hlolda yechish.

Bir jinsli tenglamalar sistemasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E C A C B B D E D D

3-BOB
1. Vektorlar va ular ustida amal ar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B E C DD DD C C E



4. Funksiya limiti va uning xossalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

D cC C bDAAUDC A

5. Uzlu <siz funksiyalar va ularning
xossalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E A DA DED B A E
6. Funksiyaning uzilish nuqtalari va
ularning turlari

5 6 7 8

7-BOB
1. Funksiya hosilasi ta'rifi, uning mexanik
va geometrik ma'nosi
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
C E B D EC C B A D
2. Funksiyani differerisial ash qoidalari.
Hosilalar advali
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
D C E C D D E B E B
3.Differensiallanuvchi funksiyalar
hagida gi asosiy teoremalar
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
E C C C D C D B E C
4.Funksiya differensiali. Yuqori tartibli
hosila va differensiallar
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
C E B D ED C D B E
5.Funksiyani [tartibli hosila yordamida
tekshirish
1 2 3 4 5 7 7 8 9 10
DA DZCTCETEEC A



8-BOB
I.Boshlang'ich funksiya va anigmas
integra . Integrallar jadvali
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cc bCc C DC E E B B
2.Anigmas integralni hisoblash usullari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A C DCCE DD B A
3.Ratsional funksiyalar va ularni
integrallash
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C EC C D C D E A B
4. Ayrim irratsional ifodali integrallami
hisoblash
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C A ¢c C B E C B D C
5.Ayrim trigonometrik ifodali integrallami
hisoblash
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E E A C B D B B A A
9-BOB

9.1.Aniq jntegral va uning xossalari

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
D DECEDB BDBAC
9.2.Aniq integralni hisoblash usullari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
C bc c B B CAATCEE B

9.3 miq integra ni taqribiy hisoblash formulalan
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
D B DBATETETCTcDTCD
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9.4. Aniq integralning geometri <masalalarga tatbiq ari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
C b EADBTCT CETUDTCATCED D B
9.5. Anig integralning mexanik va fizik masala arga tati Diglari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c ¢C bB A D OBT CDUB CTCTCTCTZCA
9.6.Xosmas integra lar
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
DDESBTCODTUDTDTCETCTDTDED

mH

H0-BOB
1. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 13 14 15 16
Cc bCcC ECD EDTC B A E E E
2.Ko'p o'zgaruvchili funksiya arning imiti

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D b DAAUEUBA AT CADEB C E D
3. Ko'p o'zgaruvchili fun csiyalarning uzluksizlig i
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A C B DA CDUDETDTUDTCDTCDC
4. Ko'p o'zgaruvc lili funksiyanin » hosila va differensiallari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E D E B C E DD C D C B E D C A
5.1kki o'zgaruvchili murak cab fun csiyaning hosilalari va to'la
differensiali. To'la hosila. Yo'rlalish bo'yicha hosila va
grac ient
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c ¢ ¢C E C b b BDETCAUBE A E
6. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning yuqori tartibli
hosila va differensiallari
3 4 5 6 7 8 9 10 UM 12 13 14 15 16
A D CAA CCAECC B E D

O -
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X
7. 1kki o'zgaruvchili fun csiyaning ekstremumlar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c CDBCAUBTETETCTCTCSBD . A

11-BOB
1. Differensial ten ~lamalar va ular bilan bog'lig tushunchalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10w 12 13 14 15 16
c bbb EBUBDUDTCCDDTCED cC!
2. | tartibli differensial tenglamalar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 WM 12 13 14 15 16
A A B CCOBEBDU® 8 E E B DCC
3. 11 tartibl differensia tenglamalar. Tartibni pasaytiris nusuli.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13 14 15 44
D Dc¢c C B s B A A A DUZC BB C

4. 11 tartibli chizigli o'zgarmas koeffitsient i bir jinsli

differensial tenglamalar

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 14 15
D CDUDETCcCETETED©®B DB E D E 8
N

5. 11 tartibli chizigli o'zgarmas koeffitsientli ?ir jinslimas
differensial tenglamalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
BA DE B A B B C A
6. 1 tartibli differensia tenglamalar sistemasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B EDIETCATCTDBC
12-BOB
1. Sonli garorlar va ularning yaqinlas 1UV

12 3 4 5 6 7 8 9 10 U 12 13 14 15 161
CEcccceEE®BCTDEC bIT

2. Musbat hadli sonli gatorlarnin e yaginlashish alomatlar
12 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 14 15 16
D cCsBADCOCDTEHDTCO®BTETCTCTD
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3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A C D C C E A B D E ¢ E
4. Funksional qatorlar
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

C AA EC ¢ D CcC DA
5. Darajali qatorlar
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
E E DB E E A Cc E D
6. Teylor va Ma doren catorlari
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
C E D ECAADETDD
7. Darajali gqatorlarning ayrim tatbiglari
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
B B CAATCUEBBCC D
8. Furye gatorlari
6 7 8 9 10 11 12 13 14
c C A DDTCTCEWDTCDD

> w

w
SN
o

13-BOB

1..dki o' chovli integral va uning xossalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A C B C E C C A C E
2. Ikki o'lchc)vli integralni hisoblash. IkKki
<arrali integrallar

3 4 5 6 7 8 9 10
C DDEUBEATC B
. Ikki o'lchov i integralning amaliy tatbiglari

3 4 5 6 7 8 9 10
E B EA E ED D

W~ w O+

2
2
D

3. Ishorasi navbatlanuvchi va o'zgaruvchi sonli gatorlar

15
D

15

15

16

16

16

16



4. Uch o'Ichov i integral va ularnin 5 xossalari

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D C B D D C E A C E
5. Uch o'Ichovli integra larni hisoblash.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D D bDDETC D C A D
6. Uch o'lc Iov i integralning amaliy tatbiglari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cc D EDTCDTC C A B
7.1tur egri chizigli integra lar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
D E D C A B D B D C
8. Il tur egri chiziqli integrallar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
E E C D B A D E A D
14-BOB
L Komp eks son lar va ular ustida amallar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 W1 12 13 14 15
A B E A ECOC EDDTCD B B D
2. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1N 12 13 14 15
C B C bDDOCATZCWBTUDTCTC B B A
3. Kompleks o'zgaruvchili funksb”alarnin g hosilasi
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 W 12 13 14 15
E C B D EDETCUBATEATETC B
5. Kompleks o'zgaruvchil funksiyalarningl integrali
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 14 15
c ¢c cCbcACBTC CETCB DD B

5. Kompleks funksiyalar uchunTeylor va Loran qatorlari.

Kompleks funksiyaning maxsus nuqta va chegirmalari

1 2 3

4 5 6 7 8 9 10 N 12 13

14 15

CA CABEUDTG CATETA ATC D C-*A

16

16

16

16
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15-BOB
1. Laplas almashtirishi va uning chiziglilk xossasi. Ayrim
funksiyalarning tasvirlari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 161
B C E D A E E E E D D C C A B A
2. Lap as almashtirishining asosiy xossalalri. Tasvirlar advali
112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c;C A E B A E CC B C D B C C D
3. Laplasning teskari almashtirishi.
Operatsion hisob yordamida differensial tenglamalarni yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
B DA CDDDAE D B B C C

16-BOB
1.Matematik fizika tenglamalari va ularning turlari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
c b B CAEUDTCUDUDTCTCAUB A C
2.Tor tebranishi tenglamasi va uning uchun clegaraviy
masalani Furye usu ida yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
c B B A B C CD DA AT C B D
3.Tor tebranis li uchun Koshi masalasi va unu Da amber
usu ida yec lish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
C C A B DD CDEADD
L.Issiglik tarrgalishi tenglamasi va uning uchun Koshi
masalasini Furye usulida yechish
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 W 12 13 14 15 16
A D B CACDB CCTCAUDB D E C
5.Laulas tenglamasi va uning uc mn chegaraviy masalalar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N 12 13 14 15 16
C A E E B C B E E C C 8B D E C

[EnY

(@)



17-BOB
l.Hodisalar va ular ustida amallar
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
B B D C C E C B A D C E C B
2.Ehtimol va uni hisoblash usullari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
B8 C E E D C E E B E E B C ¢
3.Ehtimollarni qo'shish va ko'paytirish teoremalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A B ¢ cC ¢C bD b B A A D C c D C E
4.To'lig ehtimol va Ba Zes formulalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
C A E C D B D D C D E B B D A B
5.Bernulli formulasi va Muavr-Laplas, Puasson teoremalari
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
E C A A E CDC B D D C A D A C
6Asosiy diskkret tagsimotlar va ularning sonli xarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
B ¢C E C B A C E B C C D c¢c c¢c D C
7.Ehtimollamingtagsimotvazichlikfunksiyalari.Uzluksiztasodifiymigdor
larningsonlixarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
D D E C D C E C D E B E D C E A
8. Asosiy uzluksiz tagsimotlar va ularnin g sonli xarakteristikalari
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A C C C bDC E C B D D D B D C D
9. Statistik tagsimotlar
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
E ¢C b DA B C C C B E D
10 .Statistik baholar. Tanlanma o'rta ciymat va dispersiya
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
E B E C D B A C C D D E
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