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Rasulov N.P., Safarov LI., M u x itd in o v  R .T . “Oliy m atem atika” 
( Iq tiso d c b i v a  m u h a n d is - te x n o lo g la r  u ch u n ).

“Oliy matematika (iqtisodchi va muhandis- texnologlar uchun)” darsligi oliy 
o‘quv yurtlaming iqtisod va muhandis-texnolog yo'nalishlari bo'yicha bakalavrlar 
tayyorlash uchun bu fanning tasdiqlangan namunaviy o‘quv dasturi asosida 
yaratilgan.

Kitobda oily matematikaga doir asosiy tushuncha va tasdiqlar yoritilgan 
bo‘lib, ularning iqtisodiy mazmuni va tatbiqlari ko'rsatilgan. Mavzular bo‘yicha 
tayanch iboralar ro‘yxati, testlardan namunalar va talabalar mustaqil ishi uchun 
topshiriqlar ham berilgan. Asosiy tayanch iboralaming izohli lug‘ati ham 
keltirilgan.

M a x s n s  m u h a r r i r :  O'zbekiston Milliy universiteti dotsenti,
fizika-matematika fanlari nomzodi Zaxirov M.

T a q r i z c h i l a r :  Buxoro yuqori texnologiyalar muhandislik -  texnika 
instituti professori M o'm inovSh. R.

Buxoro davlat universiteti kafedra mudiri, fizika- 
matematika fanlari nomzodi, dotsent Axmedov X.X.

so‘z Bosm
Mamlakatimiz mustaqillikka erishgach, ta’lim tizimini tubdan islohot 

qilishga katta ahamiyat berildi. 1997 yil 29 avgust kuni O'zbekiston Respublikasi 
Oliy Majlisining IX sessiyasida “Kadrlar tayyorlash milliy dasturi” qabul qilindi va 
unda ta’lim tizimini zamonaviy talablarga mos keltirish uchun bajarilishi lozim 
bo‘lgan vazifalar hamda ulami bosqichma-bosqich amalga oshirish belgilab 
berildi. Milliy dasturdagi eng asosiy vazifalaridan biri -yuksak ma’naviy va 
axloqiy talablarga javob beruvchi yuqori malakali mutaxassislar tayyorlashdan 
iboratdir. Bu vazifani amalga oshirishda o'quv-tarbiya jarayoni uchun o'quv 
adabiyotlarining yangi avlodini yaratish, uni yuqori sifatli o‘quv-uslubiy 
majmualar bilan ta’minlash muhim ahamiyatga ega ekanligi dasturda ta’kidlab 
o'tilgan.

Yuqori malakali, raqobatbardosh, zamonaviy talablarga javob bera oladigan 
iqtisodchi kadrlar tayyorlashda ularga chuqur matematik bilimlar berish va bu 
bilimlarni iqtisodiy masalalami yechishga tatbiq eta olishga o‘rgatish katta 
ahamiyatga ega. Shu sababli iqtisod yo'nalishlari bo‘yicha ta’lim oluvchi 
bakalavrlaming o'quv rejalarida “Oliy matematika” fanini o'qitish ko‘zda tutilgan. 
Hozirgi davrda bu fanni o'qitish alohida ahamiyatga ega bo'lgani uchun oxirgi 
yillarda chet ellarda, jumiadan Rossiyada bu fan bo'yicha juda ko‘p o'quv-uslubiy 
adabiyotlar yaratilmoqda. Ulardan bir qismi kitobimizning adabiyotlar ro'yxatida 
ko'rsatilgan va bu ro'yxatni Internet tizimi yordamida ancha kengaytirish mumkin.

Iqtisodchilar uchun “ Oliy matematika” fani bo‘yicha o‘zbek tilidagi 
dastlabki o'quv qo'llanma prof. G ‘. Nasritdinov tomonidan 2002 yilda yozilgan 
(adabiyotlar ro'yxatiga qarang). Ammo bu kitob juda kam adadda chop etilgan va 
ulardagi mavzular bu fan bo'yicha namunaviy dasturni to'liq qamrab olmagan. 
Bundan tashqari bu adabiyotlar kiril alifbosida yozilganligi uchun lotin alifbosida 
saboq olgan bakalavrlar undan foydaianishda muayyan qiyinchiliklarga 
uchraydilar. Shu sababli lotin alifbosida iqtisodchilar uchun “Oliy matematika” 
fani bo'yicha ushbu kitobni yaratishni o ‘z oldimizga maqsad qilib qo'ydik va uni 
imkonimiz darajasida amalga oshirdik.

Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, ushbu kitob yozilib, nashrga 
tayyorlanayotgan paytda Sharahmetov Sh. va Naimjonov A. tomonlaridan lotin 
alifbosida O'zbekiston Respublikasi Davlat ta’lim standartlari asosida yozilgan 
«Iqtisodchilar uchun matematika» darsligi bosmadan chiqdi (adabiyotlar ro'yxatiga 
qarang) va bu ham biz tanlagan yo'lni to 'g 'ri ekanligini tasdiqlaydi.

Ushbu kitobni yozishda ko'p yillar davomida Buxoro oziq-ovqat va engil 
sanoat texnologiyasi institutida iqtisodchilar uchun “Oliy matematika” fanini 
o'qitish tajribasidan va bu fan bo'yicha mavjud bo'lgan o'zbek va rus tilidagi 
o'quv adabiyotlaridan ijodiy ravishda foydalanildi. Bu kitobda iqtisodchilar uchun 
“ Oliy matematika” fanining namunaviy dasturida rejalashtirilgan barcha mavzular 
o 'z o'mini topgan. Bu mavzular iqtisod bo'yicha bo'lg 'usi mutaxassislar uchun 
zarur bo'lgan matematikaning modellashtirish, to'plamlar nazariyasi, chiziqli 
algebra, vektoriar algebrasi, chiziqli fazolar, analitik geometriya, differentsial va 
integral hisob, ko'p o'zgaruvchili funktsiyalar, differentsial tenglamalar, sonli va 
darajali qatorlar kabi asosiy bo'limlarini tashkil etadi.
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Bu bo'limlar bo'yicha nazariy ma’lumotlarni yoritishda ikkita muammoni hal 
etish lozim bo‘ldi. Bir tomondan, ushbu kitob matematika bo'yicha o'quv 
adabiyoti bo'lgani uchun undagi mavzularni iloji boricha to'liq va izchil, yetarli 
darajadagi matematik qat’iylik va aniqlikda bayon etish talab qilinadi. Ikkinchi 
tomondan esa bu kitob iqtisod yo‘nalishi bo'yicha ta’lim olayotgan bakalavrlar 
uchun mo'ljallanganligi tufayli undagi ayrim leorema va formulalami isbotsiz 
keltirishni, matematika bo'yicha nazariy ma’lumotlaming iqtisodiy mazmuni va 
tatbiqlarini kengroq yoritishni taqozo etadi. Shu maqsadda berilayotgan tushuncha 
va tasdiqlarni ko‘p sonli misollar va chizmalar orqali ham mustahkamlashga 
harakat qilindi. Yuqorida ko'rsatilgan muammolami qanchalik darajada hal eta 
olganimizni baholash o ‘quvchiga havola qilinadi.

Hozirgi davrda talabalaming mustaqil ishiga katta e’tibor berilmoqda va shu 
sababli ayrim tasdiqlaming isbotlari talabalarga havola etilgan. Bundan tashqari bir 
qator mavzular kengaytirilgan va nisbatan chuqurroq yoritilgan bo'lib, o‘qituvchi 
ulardan talabalarning mustaqil ishini tashkil etish uchun foydalanishi mumkin. 
Deyarli har bir mavzu oxirida talabalar mustaqil ishi uchun n parametrga bog‘liq 
topshiriqlar ham keltirilgan.

Har bir mavzu oxirida uning qisqacha mazmunini ifodalovchi xulosalar, unga 
doir tayanch iboralar va olingan bilimlami tekshirish uchun savollar ro'yxati 
keltirilgan. Bundan tashqari, o ‘zbek tilidagi adabiyotlarda «Oliy matematika» kursi 
bo'yicha testlar deyarli yoritilmaganligini hisobga olib, har bir mavzu bo'yicha 
testlardan namunalar keltirishni joiz deb hisobladik.

Ushbu kitob nihoyasida o'quvchilarga qulaylik yaratish maqsadida 
iqtisodchilar uchun “Oliy matematika” fani bo'yicha bizga ma’lum bo'lgan 
adabiyotlar ro'yxati va asosiy tayanch iboralaming izohli lug'ati o 'z  o'rnini 
topgan.

Ushbu kitob qo'lyozmasini diqqat bilan o'qib chiqib, uni takomillashtirish 
bo'yicha bir qator foydali fikrlarini bildirgan O'zbekiston Milliy universitetining 
“Matematik analiz” kafedrasi dotsenti M.Zaxirov va Buxoro Davlat universiteti 
dotscnti X. Axmedovga o'zimizning chuqur minnatdorchiligimizni izhor etamiz. 
Shunigdek bu kitobni yaratishda yordam bergan BuxYuTMTI «Oliy matematika» 
kafedrasi professor-o'qituvchilarining ham xizmatlarini ta’kidlab o'tamiz.

Mualliflar ushbu o'quv adabiyoti kamchiliklardan xoli degan fikrdan 
uzoqda bo'lganligi tufayli uni takomillashtirish bo'yicha kitobxonlaming taklif va 
mulohazalarini minnatdorchilik bilan qabul etadilar.

Muailiflar
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MATEMATIKA VA IQTISOD1Y-MATEM ATIK M ODELLAR

Matematika faqat matematiklar uchungina emas, 
balki hamma fanlar, juda ko'pchilik mutaxassislar 
uchun ham zarur fandir.

O. Fayzullayev

Biz maktabdan boshlab tanishgan, endi esa uni o'rganishni davom ettirayotgan 
matematika eng qadimgi fanlardan biri bo'lib hisoblanadi. “Matematika” atamasi 
uynon tilidagi “matema” so'zidan olingan bo'lib, “bilim, fan” degan ma’noni 
bildiradi. “ Matematika fani nimani o'rganadi ? ” degan savolga umumiy javob 
berish uchun juda ko'p matematik va faylasuflar harakat qilganlar. XX asming 
buyuk matematigi, rus olimi akademik A.N.Kolmogorov (1903-1987) tomonidan 
1954 yilda yozilgan va “Matematika “ deb atalgan maqolada matematika 
quyidagicha ifodalanadi:

T A ’RIF: Matematika haqiqiy olamning miqdoriy munosabatlari va fazoviy 
formalari haqidagi fandir.

Yuqorida ko'rsatilgan maqolada A.N.Kolmogorov matematika taraqqiyotini 
to 'rt davrga ajratadi.

❖ Matematikaning shakllanish davri eramizdan oldingi VI-V asrgacha 
davom etdi. Bu davrda insoniyat turli predmetlarni sanashni o'rgandi va natijada 
natural son va ular uchun “katta”, “kichik”, “teng” tushunchalari paydo bo'ldi. 
Turli ko'rinishdagi ish qurollarini yasash, dehqonchilikda ekin maydonlari 
chegarasini o'tkazish, kulolchilikda har xil idishlar tayyorlash natijasida geometrik 
shakllar va jismlar tushunchalari shakllana boshlandi.

❖ Elementar matematika davri eramizdan oldingi V asrdan boshlab,
XVII asr boshlarigacha davom etdi. Oldingi davrdagi matematik bilimlar tarqoq, 
xususiy ko'rinishdagi natijalardan, qonun-qoidalardan iborat edi. Ulami 
birlashtirish, umumiy ko'rinishga keltirish qadimgi Yunon davlatida boshlandi va 
eramizdan oldingi III asrlarda yunon olimi Evklid  tomonidan uning “Negizlar" 
asarida matematika fanini ilmiy poydevoriga asos solindi.

Ko'rilayotgan davrning IX-XV asrlarida matematikaning rivojlanishiga 
O 'rta Osiyo olimlarining hissasi katta bo'ldi. EX asrda yashab ijod etgan 
xorazmlik olim M uhammad ibrt M uso al Xorazmiy birinchi bo'lib o'zining 
“Aljabr” asarida algebra faniga asos soldi. Yevropalik olimlar bu kitob orqali 
kvadrat tenglamalami yechish usuli bilan tanishdilar. XV asrda buyuk astronom va 
matematik Mirzo Ulug'bek (1394-1449) o'zining ”Ziji Kuragoniy” nomli asarida 
1018 ta yulduzning koordinatalarini nihoyatda katta aniqlik bilan hisoblab berdi.

*!• Oliy matematika davri XVII asrdan boshlanib, XIX asrgacha davom 
etdi. Elementar matematikada kattaliklar va geometrik ob’ektlar qo'zg'almas, 
°"zgarrnas miqdorlar kabi qaralar edi. Matematikada endi harakatlanuvchi va 
°  ^garuvchi miqdorlarni ko'rishga to 'g 'ri kela boshladi. Turli masalalami 
yechishda ikki o'zgaruvchi miqdor orasidagi o’zaro bog'lanishni o'rganishga 
t0  g'ri keldi va bunday bog'lanishlar funktsiya tushunchasiga olib keldi. Olmon 
matematigi Leybnits 1682-1686 yillarda va ingliz. matematigi, mexanigi ISyuton
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1665-1666 yillarda amaliy masalalami yechishning kuchli matematik quroli 
bo‘lgan differentsial va integral hisobni kashf etdilar.

❖ Hozirgi zamon matematikasi davri XIX asr boshidan hisoblanadi. 
Oldingi davrlarda matematika asosan amaliy masalalami yechish natijasida 
rivojlangan bo‘lsa, endi matematika o'zining ichki qonuniyatlari bo‘yicha ham 
rivojlana boshladi. Bu rivojlanish oldin topilgan tushunchalami, natijalami 
umumlashtirish, ulami mantiqiy jihatdan tugallanganligiga erishish, oldingi 
natijalarni hozirgi zamon yutuqlari asosida qayta ko‘rib chiqish, tahlil etish kabi 
yo'nalishlarda amalga oshadi.

O ‘zbekistonda matematika fonining rivojlanishiga, o'zbek matematika 
maktabiga asos solishda akademik V.I.Romanovskiy (1879-1954) juda katta hissa 
qo'shdi. O'zbek matematika maktabining ilk qaldirg‘ochi akademik T.N. Qori- 
Niyoziy (1897-1970) bo‘lib hisoblanadi. Dunyoga tanilgan o'zbek olimlari, 
akademiklar T.A.Sarimsoqov (1915-1995), S.X. Sirojiddinov (1920-1988), 
T.A.Azlarov (1938-2011), T.J.Jo'raev (1934-2009), N.Yu.Sotimov  (1939-2005) 
hozirgi zamon matematikasiga salmoqli hissalarini qo'shdilar. Hozirgi davrda 
akademiklarimizdan M.S. Saloxitdinov, Sh. O. Alimov, Sh. A. Ayupov, Sh. Q. 
Farmonov, A.Sa’dullaev va boshqalar matematik fizika tenglamalari, funktsional 
tahlil, ehtimollar nazariyasi va matematik statistika, matematik tahlil kabi 
yo'nalishlar bo'yicha juda katta kashfiyotlar qilib, O'zbekistonda matematika 
rivojlanishini davom ettirmoqdalar.

Hozirgi paytda matematik usullar qo'llanilmaydigan fan yoki sohani 
ko'rsatish juda qiyin. Bunga matematikaning quyidagi xususiyatlarini sabab qilib 
ko'rsatish mumkin.

> Matematika biror xulosani keltirib chiqarishda ma’lum bir qoidalardan 
hech qanday chetlashmaydi, ya’ni u izchillikka egadir.

> Matematikada xulosalar aksiomatik asosda keltirib chiqariladi. Bunda 
poydevor sifatida aksiomalaming ma’lum bir tizimi olinib, matematik tushuncha 
va natijalar unga asoslangan holda yaratiladi.

> Matematika obyektlaming real ma’nosi qanday bo‘lishidan qat’iy nazar 
ulami abstraktlashtirgan, umumlashtirilgan holda qaraydi. Shu sababli olinadigan 
natijalar ham umumiy xususiyatga ega bo'ladi.

Tarixan matematika dastlab astronomiya va mexanika, fizika, elektrotexnika 
kabi texnik fanlarga tatbiq qilingan bo'Isa, XIX asr boshlarida iqtisodiy masalalar 
ham matematik usullar yordamida o'rganila boshlandi. Xalq xo'jaligini 
matematika yordamida tadqiqot etish jahonda birinchi marta farang olimi F.Kane 
tomonidan amalga oshirildi. Uning asari tarixga “ Iqtisodiy jadval” nomi bilan 
kirdi. Bu jadval asosida F.Kane ishlab chiqarishni, mahsulot almashtirish va 
taqsimlashning juda ko 'p  xususiyatlarini xalq xo'jaligi nuqtai nazaridan 
umumlashtirishga muvaffaq bo'ldi. Hisoblash texnikasining paydo bo'lishi bilan 
matematikaning tatbiqlar doirasi va imkoniyatlari keskin kengaydi. Jumladan, 
iqtisodiy masalalami matematiklashtirish tez sur’atlar bilan rivojlanmoqda. Bunga 
sabab shuki, iqtisodiy jarayonlar juda murakkabdir va shuning uchun ulami aniq 
usullardan foydalanmasdan turib tahlil qilib bo'lmaydi. Bundan tashqari, iqtisodiy 
masalalarda ko'pincha sonli parametrlar bilan ish ko'riladi, bu esa matematik
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usullardan foydalanishga qulaylik yaratadi. Matematik usullar yordamida yuklami 
tashishning eng yaxshi variantini topish, mahsulotni eng ratsional yo‘l bilan ishlab 
chiqarishni aniqlash, butun bir tarmoq rivojlanishining optimal rejasini tuzish kabi 
juda ko'p iqtisodiy masalalami yechish mumkin. Buning natijasida juda katta 
foydaga erishiladi, ko'plab mablag’ tejab qolinadi. Iqtisodiy masalalaming 
yechimini topish matematikada bir qator yangi usullarni yaratilishiga sabab bo'ldi. 
Buni natijasida chiziqli dasturlash, o'yinlar nazariyasi, ommaviy xizmat nazariyasi 
kabi matematikaning yangi yo'nalishlari vujudga keldi. O 'z  navbatida matematika 
asosida iqtisodiy nazariyaga iqtisodiy jarayonlami tekshirishning balansli, tarmoqli 
va boshqa maxsus usullari kirib keldi. Ammo hozirgi kunda ham iqtisodiyotning 
ayrim masalalari o'zining matematik yechimini kutmoqda, chunki hozircha 
iqtisodiyotning ehtiyojlari matematikaning imkoniyatlaridan ortiqroqdir.

Matematikaning amaliy tatbiqlarida model tushunchasi muhim ahamiyatga ega. 
Inson hamma vaqt biror jarayon, hodisa yoki obyektni o'rganishda uning u yoki bu 
ko'rinishdagi modelidan foydalaniladi. Masalan, Yer uning modeli bo'lmish 
globus, turli mashina va qurilmalar ulaming maketlari yordamida aks ettirilishi 
mumkin. Model tushunchasi juda keng va turli ma’nolarga ega. Jumladan unga 
quyidagicha ta’rifberish mumkin.

TA’RIF: O'rganilayotgan obyektning ma’lum bir muhim xususiyatlarini 
ifodalovchi moddiy yoki ideal ko'rinishdagi qurilma model deb ataladi.

Moddiy modellarga misol sifatida turli obyektlaming maketlarini, tasvirlarini va 
turli mexanik, elektron qurilmalarni ko'rsatish mumkin. Ideal modellarga misol 
sifatida obyektlami turli matematik belgi va ifodalar, tushunchalar orqali 
ifodalashni ko'rsatish mumkin. Bular matematik modeUar bo'lib hisoblanadi. 
Matematik modellarda turli munosabatlar tenglamalar, tengsizliklar va hokazolar 
orqali ifodalanadi.

Modelda qaralayotgan obyektning faqat o'rganilayotgan xususiyatlari aks 
ettiriladi, ya’ni model obyektning barcha jihatlarini ifodalashi shart emas. Modellar 
bevosita kuzatib bo'lmaydigan obyekt va jarayonlami o'rganishda keng 
qo'llaniladi.

O'rganilayotgan jarayonning modeli tuzilgach, uning yordamida ma’lum bir 
natijalar olinadi. Agar bu natijalar real natijalar bilan solishtirilganda ular orasida 
qoniqarli darajada yaqinlik kuzatilmasa, tuzilgan modelni takomillashtirish yoki 
butunlay boshqa bir modelni tuzishga o'tiladi.

Iqtisodiy jarayonlar, masalalami o'rganish uchun iqtisodiy-matematik 
modellardan foydalaniladi. Bu modellar iqtisodiy jarayonlami soddalashtirilgan, 
formallashtirigan ko'rinishda ifodalaydi. Masalan, biz kelgusida ishlab 
chiqarishning talab va taklif modellarini, Leont’evning tarmoqlararo balans 
modelini, bozor sharoitida muvozanat modelini va boshqalami к о 'rib chiqamiz.

Berilgan masalani iqtisodiy-matematik modellar yordamida yechishni shartli 
ravishda quyidagi besh bosqichga ajratish mumkin.

^  Masalani qo'yilishi, ya’ni tadqiqotning mazmuni va maqsadi aniqlanadi;
^  Masalaning iqtisodiy-matematik modelini yaratish, ya’ni qaralayotgan 

°byekt yoki jarayonning o'rganilayotgan belgilarini ajratib olib, ular orasidagi 
niunosabatlami matematik ifodalanadi;
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S  Tu/ilgan modelga asoslangan holda izlangan yechimni topish va uni 
haqiqatga yaqinligini, sifatini tekshirish;

S  Model va undan hosil qilingan yechim haqiqatga yetarli darajada yaqin 
bo'lmasa, modelni takomillashtirish yoki yangilash;

S  Olingan yechimni amalga oshirish, hayotga tatbiq etish.
Iqtisodiy-matematik modellar yordamida obyektning muhim tarkibiy 

qismlarini aniqlash, ayrim ko‘rsatkichlaming optimal qiymatlarini topish, 
kelgusidagi holatni bashorat etish kabi masalaiami yechish mumkin.

Iqtisodiy-matematik modellarning o‘ziga xos xususiyati shundan iboratki, unda 
iqtisodiy tajribalar o'tkazish, turli g'oyalarni tekshirish real hayotda emas, balkim 
modellarda amalga oshiriladi. Hozirgi davrda bu modellar elektron hisoblash 
mashinalari yordamida tahlil etilib, minglab variantlar orasidan eng yaxshisi 
tanlanadi.

Iqtisodiy-matematik modellar ularning xususiyatlariga qarab bir necha turlarga 
ajratiladi.

• M akroiqtisodiy modellar. Bu modellarda iqtisod bir butunlikda qaralib, 
yirik moddiy va moliyaviy ko‘rsatkichlar orasidagi bog* lanishlar ifodalanadi. 
Masalan, yalpi milliy daromad, ish bilan ta’minlanganlik, muomaladagi pul 
miqdori kabi omillar makroiqtisodiyot modellari orqali o‘rganiladi.

• M ikroiqtisodiy modellar. Bu modellar iqtisodiyotning tarkibiy yoki 
harakatdagi qismlari uchun, uning shunday bir ma’lum bo'lagini bozor iqtisodi 
sharoitidagi o‘mi va holatini o‘rganish uchun qo'llaniladi.

• Nazariy modellar. Iqtisodiyotning umumiy xususiyatlari va tarkibiy 
qismlari orasidagi bog'lanishlar to'g 'risida, oldindan qabul qilingan yoki 
beriladigan holatlar asosida, xulosalar chiqarish uchun nazariy modellardan 
foydalaniladi.

• Amaliyot modellari. Bu modellar muayyan iqtisodiy obyekt faoliyatida 
ishtirok etadigan parametrlar orasidagi bog‘lanishlar ko'rinishini berib, shu 
bog‘lanishlar yordamida ma'lum bir amaliy yechimlarni qabul qilishni tavsiya 
etish uchun qo'llaniladi. Amaliyot modellarining muhim bit ko‘rinishi 
ekonometrik modellar bo'lib hisoblanadi. Ekonometrik modellar iqtisodiy 
o‘zgaruvchilaming miqdoriy qiymatlaridan statistik xulosalar chiqarish uchun 
foydalaniladi.

• M uvozanat modellari. Iqtisodning unga ta’sir etuvchi barcha kuchlaming 
teng ta’sir etuvchisi noldan iborat bo'lgan holatida muvozanat modellari ko'riladi.

•  Statik modellar. Bunday modellar iqtisodiy obyektning ma’lum bir 
vaqtdagi yoki davrdagi holatini o'rganish uchun qo'llaniladi.

• Dinamik modellar. Bu modellardan obyektning iqtisodiy holatini vaqt 
o'tishi bilan qanday o'zgarishini o'rganishda foydalaniladi.

• NotasodiCy modellar. Bunday modellarda iqtisodiy ko'rsatkichlami 
ifodalovchi o'zgaruvchilar orasida ma’lum bir qat’iy bog'lanishlar mavjud deb 
olinadi.

• Tasodifiy modellar. Bu modellarda iqtisodiy obyekt faoliyatidagi 
tasodifiy holatlar hisobga olinadi va ular real hayotga ancha yaqin bo'ladi. Bunday

modellarni qurishda va tekshirishda ehtimollar nazariyasi va matematik statistika 
fanidan keng foydalaniladi.

Kelgusida turli matematik tushunchalar kiritilayotganda, ular asosida bir nechta 
iqtisodiy-matematik modellar qaraladi.

Tavanch iboralar

Matematika*Taraqqiyot davrlari*Model ‘ Matematik model * Iqtisodiy-matematik 
model * Makroiqtisodiy model * Mikroiqtisodiy model *Nazariy model * Amaliyot 
modeli *Muvozanat modeli*Statik model *Dinamik model *Notasodifiy model * 
Tasodifiy m odel. _________________ _______________________________________

T akrorlash uchun savollar
1. “Matematika” atamasining ma’nosi nimadan iborat?
2. Matematika fanining predmetini A.N. Kolmogorov qanday ta'riflangan?
3. Matematikaning rivojlanishi nechta va qanday davrlardan iborat ?
4. O 'rta Osiyolik qaysi mutafakkirlar matematika rivojlanishiga munosib hissa 

qo'shganlar ?
5 . O'zbek matematiklaridan kimlami bilasiz?
6 . Matematikaning qanday xususiyatlari uning amaliy tatbiqlarini asoslaydi ?
1. Model deganda nima tushuniladi?
2. Modellar qanday ko'rinishlarda bo'ladi?
3. Model tuzish qanday bosqichlardan iborat?
4. Iqtisodiy-matematik modellarning qanday turlarini bilasiz?

Testlardan nam unalar

1. Matematika fanining rivojlanishi necha davrdan iborat?
A) 2; B) 3; C )4; D) 5; E ) 6 .

2. Matematikaning rivojlanish davrlari qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?
A) shakllanish davri; B) elementar matematika davri;

C) oliy matematika davri; D) hozirgi zamon matematikasi davri;
E) barcha javoblarda davrlar to 'g 'ri ko'rsatilgan.

3. Birinchi bo'lib geometriyaning aksiomatik asosini kim yaratdi ?
A) Arximed ; B) Pifagor ; C) Geron ; D) Sokrat; E) Evklid .

4. Geometriya fanining aksiomatik poydevori yoritilgan Evklidning asari
qanday nomlanadi ?

A) Asoslar ; B) Postulatlar ; C) Boshlang'ichlar ;
D) Negizlar ; E) Aksiomalar .

5- Quyidagilardan qaysi biri model bo'lmaydi ?
A) m aket; B) qurilma ; C) formula ; D) tasvir ;
E) ko'rsatilganlami bari model b o 'lad i.
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1 BOB. T O ‘PLAM LA R NAZARIYASI ELEM ENTLARI

Hozirgi zamon matematikasi tarkibiga 
cheksiz to'plam  tushunchasini kirishi 
uni tubdan revolyutsioniashtirdi.

Aleksandrov P.S.

§1. TO 'PLA M LA R  VA IJLAR USTIDA AM ALLAR

• To‘plamlar va ularga doir tushunchalar.
• To ‘plamlar ustida amallar va ularning xossalarL

1.1. To‘plam Iar va ularga doir tushunchalar. To'plamlar nazariyasi 
deyarli barcha matematik fanlamining asosida yotadi. Bu nazariya asoslari 1879— 
1884 yillarda olmon matematigi Georg Kantor tomonidan chop etilgan bir qator 
maqolalarda yoritib berildi. To‘plam  matematikaning poydevorida yotgan 
boshlang‘ich tushunchalardan biri bo'lgani uchun u ta’rifsiz qabul etiladi. 
To'plam deyilganda biror bir xususiyati bo'yicha umumiylikga ega bo'lgan 
obyektlar majmuasi tushuniladi. Masalan, I kurs talabalari to'plami, [0,1] 
kesmadagi nuqtalar to ‘plami, natural sonlar to‘plami, firma xodimlari to'plami, 
korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar to ‘plami va hokazo. Matematikada 
to'plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar bilan belgilanadi. A,B,C,D,... 
to‘plamlarga kiruvchi obyektlar ularning elementlari deyiladi va odatda mos 
ravishda kichik a,b ,c kabi harflar bilan belgilanadi. Bunda «о element A 
to'plamga tegishli (tegishli emas)» degan tasdiq a e A  (agA ) kabi yoziladi.

1-TA’RIF : Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo'sh to ‘plam  
deyiladi va 0  kabi belgilanadi.

Masalan, { siiur = 2 tenglamaning yechim lari}=0, { perimetri 0 bo‘lgan 
kvadratlar } = 0  , { kvadrati manfiy bo‘lgan haqiqiy sonlar }=0 .

Algebrada 0 soni qanday vazifani bajarsa, to'plamlar nazariyasida 0  to‘plam 
shunga o‘xshash vazifani bajaradi.

2-TA 'RIF: Agar A to ‘plamga tegishli har bir a element boshqa bir В 
to'plamga ham tegishli bo'lsa (a e A => aeB ), u holda A to‘plam В to'plamining 
qismi deyiladi va A cB  (yoki В зА ) kabi belgilanadi.

Quyidagi 1-rasmda В kvadratdagi, A esa uning ichida joylashgan doiradagi 
nuqtalar to‘plamimni ifodalasa, unda A cB  bo'ladi.

Masalan, korxonada ishlab chiqarilayotgan oliy navli mahsulotlar to‘plamini A, 
barcha mahsulotlar to‘plamini esa В deb o lsak , unda A cB  bo‘ladi.

Ta’rifdan ixtiyoriy A to'plam uchun A c  A va 0 c A  tasdiqlar o‘rinli bo'lishi 
kelib chiqadi. Shu sababli to‘pIamlar uchun с  belgisi sonlar uchun < belgiga 
o'xshash ma’noga egadir.

3-TA ’RIF: Agarda A va В to'plamlar uchun A cB  va B cA  shartlar bir 
paytda bajarilsa, bu to‘plamlar teng deyiladi va A=B kabi yoziladi.

Masalan, A—{—1; 1} va B={x2-1=0 tenglama ildizlari},
C= {badiiy asarni yozish uchun ishlatilgan harflar} va D={alfavitdagi harflar} 
to'plam lari uchun A=B, C=D bo'ladi.

1.2. T o 'p lam lar ustida am allar va ularning xossalari. Algebrada a  va A 
sonlar ustida qo'shish va ko'paytirish amallari kiritilgan bo'lib, ular

a+b=b+a va ab=ba (kommutativlik, ya’ni o‘rin almashtirish),
a+(b+c)=(a+b)+c va a(bc)=(ab)c (assotsiativlik, ya’ni guruhlash), 

a(b+c)=ab +ac (distributivlik, ya’ni taqsimot) 
qonunlariga bo'ysunadilar. Bulardan tashqari har qanday a soni uchun a+O-a va a- 
0= 0  tengliklar ham o‘rinli bo'ladi.
Endi to‘plamlar ustida algebraik amallar kiritamiz.

4-TA ’RIF: A va В to'plamlaming birlashmasi (yig'indisi) deb shunday С 
to'plamga aytiladiki, u A va В to'plamlardan kamida bittasiga tegishli bo'lgan 
elementlardan tashkil topgan bo'ladi va A uB  kabi belgilanadi.

Agar A kvadratdagi, В esa uchburchakdagi nuqtalar to'plamidan iborat 
bo'Isa, unda ularning birlashmasi A uB  quyidagi 2 -rasmdagi shtrixlangan sohadan 
iborat bo'ladi:

Shunday qilib A uB  to'plam yoki A to'plamga , yoki В to'plamga, yoki A va 
В to'plamlaming ikkalasiga ham tegishli elementlardan iboratdir.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo'lsa AuB={l,2,3,4,5,6,8},
C={1 navli mahsulotlar} va D={II navli mahsulotlar } bo'lsa, unda 
CuD={I yoki II navli mahsulotlar} to'plamni ifodalaydi.

To'plamlarni birlashtirish am ali, sonlami qo'shish amali singari,
A uB  =B uA  (kommutativlik),

(A uB) u  C =A u (BwC) (assosiativlik) 
qonunlarga bo'ysunadi. Bulardan tashqari A u 0 = A  va, sonlardan farqli ravishda, 
AuA=A, Bc A bo'lsa A uB=A  tengliklar ham o'rinli bo'ladi. Bu tasdiqlarning 
barchasi to'plamlar tengligi ta’rifidan foydalanib isbotlanadi. Misol sifotida, oxirgi 
tenglikni isbotlaymiz:

m li



х е А и В = $ х е А  yoki JteZ? = > x e  A=>(A<u B)cz A; 

x e A = $ x e A u  B = > A c ( A v B )
Demak, ( A u B ) c A  , А с  (А и  В) va , ta’rifga asosan, A uB  =A.

Bir nechta A j, A2, A3 , . . . ,  A„ to ‘ plain laming yig‘indisi
П

A juA 2u A 3 u  ...uA „ = U Ak 
*=l

kabi belgilanadi va ulardan kamida bittasiga tegishli bo‘lgan elementlar to‘plami 
sifatida aniqlanadi.

5 -ТА 'RIF: A va В to'plamlarning kesishmasi (ko'paytmasi) deb shunday С 
to'plamga aytiladiki, u A va В to‘plamlaming ikkalasiga ham tegishli bo'lgan 
elementlardan tashkil topgan bo'ladi va A nB  kabi belgilanadi.

Agar A kvadratdagi, В esa uchburchakdagi nuqtalar to‘plamini belgilasa, 
unda ularning A nB  kesishmasi 3-rasmdagi shtrixlangan soha kabi ifodalanadi:

Shunday qilib A n B  to‘plam A va В to‘plamlarning umumiy elementlaridan 
tashkil topgan bo'ladi. Shu sababli agar ular umumiy elementlarga ega bo'lmasa, 
ya’ni kesishmasa, unda A n B = 0  bo'ladi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4.6,8} bo'lsa AnB={2,4},
C={Tekshirilgan mahsulotlar} va D={Sifatli mahsulotlar} bo'lsa, unda 
CnD={Tekshirishda sifatli deb topilgan mahsulotlar} to'plamni ifodalaydi.

To'plamlami kesihmasi amali quyidagi qonunlarga bo'ysunadi:
A nB  =B nA  (kommutativlik).

(A nB) n O A n  (B nC ) (assotsiativlik),
A n  (B u C H A n B )  u  (A n C ) ,

A u  (BnC )=(A uB ) n  (A uC) (distributivlik)
Shu bilan birga AnA=A, A n 0 = 0  va B cA  bo'lsa AnB=B tengliklar ham o'rinli 
bo'ladi. Bu tasdiqlarning o'rinli ekanligiga yuqorida ko'rsatilgan usulda ishonch 
hosil etish mumkin.

Bir nechta A i , A2, A3 , . . . ,  A „ to'plamlarning kesishmasi
П

A inA 2n . . .n A n= П Ak 
k=\

kabi belgilanadi va barcha A K (£=1,2, • • • , « )  to'plamlarga tegishli bo'lgan 
umumiy elementlardan tuzilgan to'plam kabi aniqlanadi.

6-TA ’RIF: A va В to'plamlarning ayirmasi deb A to'plamga tegishli, 
ammo В to'plamga tegishli bo'lmagan elementlardan tashkil topgan to'plamga 
aytiladi va A\B kabi belgilanadi.

Agar A uchburchakdagi, В esa kvadratdagi nuqtalar to'plamini belgilasa, 
unda ularning A\B ayirmasi 4-rasmdagi shtrixlangan sohadan iborat b o 'lad i:

A \B

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={1,3,7,9} bo'lsa, unda A\B={2,4,5}, B\A={7,9}; 
C={Korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar}va D={Sifatli mahsulotlar} bo'lsa, 
C\D={ Korxonada ishlab chiqarilgan sifatsiz mahsulotlar }.

Demak, A\B to'plam A to'plamning В to'plamga tegishli bo'lmagan 
elementlaridan hosil bo'ladi. To'plamlar ayirmasi uchun 

A\A=0, A \0=A  , 0 \A = 0  
va A cB  bo'lsa A \B =0 munosabatlar o'rinlidir.

7-ТА 'RIF: Agar ko'rilayotgan barcha to'plamalarni biror Cl to'plamning 
qism to'plamlari kabi qarash mumkin bo'lsa, unda f t universal to'plam  deb 
ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog'liq barcha to'plamlar uchun ft=(-co, oo) , 
insonlardan iborat to'plamlar uchun Barcha odamlar} universal to'plam 
bo'ladi.

8 -ТА 'RIF: Agar A to'plam Q universal to'plamning qismi bo'lsa, unda 
fi\A  to'plam A to'plamning to'ldiruvchisi deb ataladi va C(A) kabi belgilanadi.

Agar quyidagi chizmada П. universal to'plam doiradagi, A to'plam esa 
uning ichida joylashgan to'ri to'rtburchakdagi nuqtalardan iborat bo'lsa, uning 
to'ldiruvchisi C(A) 5-rasmdagi shtrixlangan sohadan iborat bo'ladi:

Demak, C(A) to'plam A to'plamga kirmaydigan elementlardan tashkil topgan 
bo’ladi, ya’ni x e  A = > xeC (A ), x iA = > x e C ( A ) .

Masalan, Q= {Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan korxonalar} bo'lsa, 
^ d a  C(A)={ Rejani bajarmagan korxonalar} to'plami bo'ladi;

5-rasm



Q={ 1,2,3, • • •, я, • • }-natural sonlar to'plami, A={2,4,6, • • • , 2n, • • -}-juft sonlar 
to'plami, B={5,6,7, •}— 4dan katta natural sonlar to'plami bo'lsa, unda
C(A)={ 1,3,5, • • \  2 n - \, ■ ■ •}— toq sonlar, C(B)={l,2,3,4}-5dan kichik natural 
sonlar to‘plamlarini ifodalaydi.

9-ТА ’RIF: A va В to'plamlaming Dekart ko'paytmasi deb AxB kabi 
belgilanadigan va (x, y)  (xeA , _yeB) ko'rinishdagi juflliklardan tuzilgan yangi 
to'plamga aytiladi.

Masalan, A=[0,2] va B=[0,1] bo’lsa, AxB to'plam tekislikdagi (x, y)  
(xeA=[0,2], ;yeB=[0,l] ) nuqtalardan, ya’ni uchlari Mi(0,0), M2(0 ,l), Мз(2,1) va 
M4(2 ,0 ) nuqtalarda joylashgan to 'g 'ri to‘rtburchakdan iborat bo iadi (6 -rasmga 
qarang):

Y t M,

О A 2

6 -rasm

Agar C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishcilar} bo'lsa, unda CxD tajribali 
va yosh ishchidan iborat bo'lgan turli “ustoz-shogird” juftliklaridan iborat 
to'plamni ifodalaydi.

Umuman olganda to'plamlaming Dekart ko'paytmasi uchun AxB^BxA, 
ya’ni kommutativlik qonuni bajarilmaydi. Masalan, A=[0,2] va B=[0,1] to'plamlar 
uchun AxB asosining uzunligi 2, balandligi 1 bo'lgan to‘g‘ri to 'rtburchakni, BxA 
esa asosining uzunligi 1, balandligi 2  bo'lgan to 'g 'r i to'rtburchakni ifodalaydi va 
bunda АхВгВхА bo'ladi.

XULOSA
To'plam tushunchasi matematikaning boshlang'ich tushunchalaridan biri bo'lib 

hisoblanadi. Hozirgi zamon matematikasining poydevorini to'plamlar nazariyasi 
tashkil etadi. To'plamlar nazariyasining asoschisi Kantor bo'lib hisoblanadi. 
To'plamlar ustida ulaming birlashmasi (yig'indisi), kesihmasi (ko'paytmasi) va 
ayirmasi kabi algebraik amallar aniqlanadi. Bu amallar kommutativlik, 
assotsiativlik va distributivlik kabi asosiy algebraik qonunlarga bo'ysunadi. 
Bulardan tashqari to'plamlar uchun Dekart ko'paytmasi amali ham kiritilgan 

Tavanch iboralar

To'plam * To'plam elementi * Bo'sh to'plam * To'plam qismi * To'plamlar 
tengligi * To'plamlar birlashmasi * To'plamlar kesishmasi * To'plamlar ayirmasi
♦ Universal to'plam * To'plam to'ldiruvchisi * Dekart ko 'pay tm a.______________

T akrorlash  uchun savollar

1 T o'plam lar nazariyasining ahamiyati nimadan iborat?
2 To'plam lar nazariyasiga kim asos solgan?
3 To'plam deganda nima tushuniladi?
4 To'plam elementi qanday aniqlanadi?
5. To'plam larga misollar keltiring.
6 .  Q a n d a y  to'plam bo'sh to'plam deyiladi?
7. To'plam qismi qanday ta’riflanadi?
8 . Qachon ikkita to'plam teng deyiladi?
9. To'plamlar birlashmasi qanday kiritiladi?
10 .To'plamlar birlashmasi amali qanday xossalarga ega?
11 .To'plamlar kesishmasi qanday ta’riflanadi?
12.To'plamlar kesishmasi amali qanday xossalarga ega?
13.To‘plamlar ayirmasi qanday aniqlanadi?
14.Universal to'plam nima?
15. To'plam to'ldiruvchisi deb nimaga aytiladi?
16.To'plamlaming Dekart ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
17. To'plamlaming Dekart ko'paytmasi uchun kommutativlik qonuni o'rinlimi ?

Testlardan nam unalar

1. To'plamlar nazariyasining asoschisi kim ?
A) Pifagor ; B) D ekart; C) Kantor ; D) Ferma ; E) Gauss .

2. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri bo'sh to'plam emas? •
A) Kvadrati manfiy bo'lgan haqiqiy sonlar;
B) sinx = 2 tenglama yechimlari to'plami;
C) Ikkita burchagi o'tmas bo'lgan uchburchaklar to'plami;
D) Kubi manfiy bo'lgan sonlar to'plami;
E) Dddga bo'linmaydigan juft sonlar to'plami.

3. Qachon A to'plam В to'plamning qismi deyiladi?
A) Agar A va В bir xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.
B) Agar A va В har xil elementlardan tashkil topgan bo'lsa.

C) Agar В to'plamning har bir elementi A to'plamga tegishli bo'lsa.
D) Agar A to'plamning har bir elementi В to'plamga tegishli bo'lsa.
E) To'g 'ri javob keltirilmagan.

4- Quyidagi tasdiqlardan qaysi biri noto 'g 'ri?
A) bo'sh to'plam barcha to'plamlaming to'plam ostisi bo'ladi;
B) har bir to'plam o'zining to'plam ostisi bo'ladi;
C) Agar A cB  va C cA  bo'lsa, unda C cB  bo'ladi;

Agar B cA  bo'lsa, unda Ar\B=B bo'ladi;



E) Agar B cA  bo'lsa, unda AuB=B bo‘ladi; §2. CH EK LI VA CHEKSIZ TO 'PLA M LA R

5. A va В to'plamlar birlashmasi amali qayerda ifodalangan ?
A) A u B ;  В) А л  B; C ) A c B ;  D) A z>B; E )A \B .

6 . A garxeA  u  В bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?
A ) x e A ,x * B ;  В ) х ё А ,х е В ;  C )x « lA ,x g B ;
D) xeA  , xeB  ; E) barcha tasdiqlar o'rinli b o 'lad i.

7. To'plamlar birlashmasi amalining xossasi qayerda noto 'g 'ri ko'rsatilgan ? 
(Q -  universal to'plam, 0  -  bo'sh to'plam)

A) A u B  = B u A ;  B) A u 0 = A ; С ) /1 и Л  = Л;
D) A u  О = О . E) Barcha xossalar to 'g 'ri ko'rsatilgan.

g. a  = [-3; 0 ] va В = (-1 ; 5 ] to'plamlar birlashmasi qayerda to 'g 'ri 
ko'rsatilgan?

A) [-3; 5]; B) [-3; -1]; C )(-1 ;0 ); D) (0; 5]; E) [-1; 5].

9. A va В to'plamlar kesishmasi amali qayerda ifodalangan?
A) A u B ;  В) A n  B; C ) A c B ;  D ) A d B; E )A \B .

10. Agar x eA  n  В bo'lsa, quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli bo'ladi ?
A )x eA ,x e= B ; B ) x e A ,x e B ;  C ) x £ A ,x g B ;
D) xeA  , x e B ; E) barcha tasdiqlar o'rinli emas .

11 .Agar universal to'plam Q=(-co, oo) va A=(2,5] bo’lsa, C(A) to plam qayerda 
to 'g 'ri ifodalangan ?
A) C(A)=[ —oo,2]; В) C(A)=(5, со]; С) С(А)=[0Д] u (5 , со);
D) C(A)= (-oo, 2] u (5 , oo) ; E) to 'g 'ri javob keltirilmagan .

M ustaqil ish topsbirialari

1. Quyidagi A va В to'plamlar bo'yicha A uB , A nB , A/В va В/A to'plamlarni 
toping:

A={n-3, n-2, n - 1, n, n+1}, B={ n~ 1, n, w+1, n+2, n+3, n+4}.

2. Quyidagi A va В to'plamlar bo'yicha A uB , A nB , A/В va В/A to'plamlami 
toping:

A=[ n -3, и+ l], B=( n—1, n+5)
3. Quyidagi A va В to'plamlaming A*B va B*A Dekart ko'paytmalarini 

aniqlang:
А={и-3, «-2, w-1}, В={и, и+ l, n+2, n+3}

• Chekli to'plamlar.
• Cheksiz to'plamlar.
• Sanoqli to'plamlar.
• Sanoqsiz to'plamlar.

2 .1. Chekli to 'plam lar. To'plamlar nazariyasida barcha to'plamlar chekli va 
cheksiz to'plamlarga ajratiladi. Bu to'plamlami ta’riflash uchun quyidagi tushun- 
chalami kiritamiz.

I-ТА ’RIF: Agar A va В to'plamlar berilgan bo'lib, har bir a e  A  elementga 
biror/qonun-qoida asosida bitta va faqat bitta be  В element mos qo'yilgan bo'lsa 
(a—*b), A  to'plam В to'plamga aks ettirilgan deyiladi va /  : A —♦ В kabi 
ifodalanadi.

Masalan, / ( x )= s in x  akslantirishda X =(-oo, oo) haqiqiy sonlar to'plami 
Y =[-l, 1] kesmaga ( f : X  —» Y), g(x)=x3 akslantirishda esa X =(-oo, oo) to'plamni 
o'ziga (g : X —► X) akslantiriladi.

2-TA ’RIF: Agar / : X  -♦  Y akslantirish berilgan bo'lsa, Y to'plamning 
y - fix )  elementi X  to'plamning x elementining tasviri , x  esa у  elementning asli 
deyiladi.

3-TA ’RIF: Agar/ : X  —► Y akslantirishda har bir_yeY tasvirga uning faqat 
bitta xeX  asli mos kelsa (buni x o у  kabi ifodalaymiz), bu akslantirish X  va Y 
to'plamlar orasidagi o'zaro bir qiymatli moslik deyiladi.

Masalan, / ( x )  = sinx: X =(-oo, oo) —» Y=[—1, 1] akslantirish o'zaro bir 
qiymatli moslik bo'lmaydi, chunki >’ = sin x, >'б[-1,1], tenglama X=(-co, oo) 
haqiqiy sonlar to'plamida cheksiz ko'p yechimga egadir. g(x)=x3 : X  —* X  
akslantirish esa o'zaro bir qiymatli moslikdir, chunki y=x3 tenglama X =(-oo, oo) 
haqiqiy sonlar to'plamida faqat bitta yechimga egadir.

4-TA ’RIF: Agar A to'plamning elementlari bilan natural sonlar to'plami N 
ning dastlabki biror m ta elementlari orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'matib 
bo'lsa, unda A chekli to'plam  deyiladi.

Masalan, A={ Yer yuzidagi barcha odamlar}, B={Kitobdagi varaqlar}, 
C={Zavoddagi stanoklar}, D={Aksioner jamiyatdagi a ’zolar} kabi to'plamlar 
chekli bo' ladi.

Ba’zi hollarda chekli to'plamdagi elementlar sonini aniq ko'rsatib bo'ladi, 
ba’zi hollarda esa bu sonni aniq ko'rsatib bo'lmaydi. Masalan, 
A={0 'zbekistondagi viloyatlar} to'plami chekli va uning elementlari soni 
m(A)=12 deb ko'rsatish mumkin. Ammo B={Yer yuzidagi barcha daraxtlar} 
t0  plami ham chekli bo'lsada, undagi elementlar soni m(B) ni aniq ko'rsata
olmaymiz. ___ , , -  ____ . _

Umumiy holda chekli A to'plamning elem«itlar sonBW^SlftQ^bQ'lsa, , bu
10 plarnni A -{a \ a2 ,..., am} ko'rinishda yozish mi I^GIYAWR^M|JHAhl .̂..

ARM
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1-TEOREM A: Agarda chekli A va В to'plamlaming elementlari soni mos 
ravishda m(A) va m(B) bo'lsa, unda ulaming birlashmasi A uB  va kesishmasi A nB  
elementlarining soni o'zaro

m(AuB)=m(A)+m(B) -  m (AnB)
tenglik bilan bog'langan.

Isbot: Faqat A yoki В to'plamga tegishli elementlar sonini mA yoki mB deb 
belgilaymiz. Faqat A to'plamga tegishli elementlar undagi barcha elementlar 
orasidan uning В to'plamga kiradigan elementlarini chiqarib tashlashdan hosil 
bo'ladi va shu sababli mA=m(A )-m (AnB) tenglikni yoza olamiz. Xuddi shunday 
mB=m (B)-m (AoB) bo'ladi. A uB  to'plamdagi elementlar faqat A to'plamga, 
faqat В to'plamga va ularning ikkalasiga ham, ya’ni A nB  to'plamga tegishli 
elementlardan tashkil topadi. Demak

т (А и В )= т А+ тв+ т(А П В )=  [m(A)-m(AnB)]+ [m(B)-m(AnB)]+ m(AnB)=
= m(A)+m(B)-m(AnB).

M asala: Korxonada ishlab chiqarilgan 300 dona mahsulot sifati tekshirildi. 
Bunda mahsulot oliy navli, I navli, П navli yoki sifatsiz bo'lishi mumkin deb 
hisoblanadi. Tekshiruv natijalaridan 270 dona mahsulot sifatli va 150 dona mahsulot 
oliy navli emasligi ma’lum. I va II navli mahsulotlarning umumiy sonini toping.

Yechish: Tekshiruvda sifatli deb topilgan mahsulotlar to'plamini A, oliy navli 
bo'lmagan mahsulotlar to'plamini В kabi belgilaymiz. Masala shartiga asosan 
m(A)=270 va m(B)=150 ekanligi ma’lum. To'plamlar birlashmasi ta’rifiga asosan 
A uB  korxonada ishlab chiqarilgan barcha mahsulotlar to'plamini ifodalaydi shu 
sababli m(AuB)=300 bo'ladi. To'plamlar kesishmasi ta’rifiga asosan A nB 
tekshiruv natijasida sifatli va oliy navli bo'lmagan, ya’ni I yoki II navli deb 
baholangan mahsulotlar to'plamini ifodalaydi. Unda, yuqorida isbotlangan 
formuladan foydalanib, masala javobini quyidagicha topamiz:

m (AuB)=m(A)+m(B)-m(AoB) => m(AnB)=m(A)+m(B>-m(AuB)= 
=270+150-300=120.

Demak, I va II navli mahsulotlarning umumiy soni 120 dona ekan.
1.1. Cheksiz to 'plam lar. Endi cheksiz to'plam tushunchasini kiritamiz va u 

bilan bog'liq tasdiqlar bilan tanishamiz.
5-ТА 'RIF: Chekli bo'lmagan A to'plam cheksiz to ‘plam  deyiladi.

Masalan, natural sonlar to'plami N ={1,2, 3, • • •, n , ■ • •}, Q={Ratsional sonlar} , 
A={ [0; 1 ] kesmadagi nuqtalar}, B={sinx=a ( |a | < 1) tenglama ildizlari} va 
D={Tekislikdagi barcha to 'g 'ri chiziqlar} kabi to'plamlar cheksiz bo'ladi.

A va В chekli to'plamlami ularning elementlari soni m(A) va m(B) bo'yicha 
m(A)>m(B), m(A)=m(B), m(A)<m(B) munosabatlarning biri bilan o'zaro 
taqqoslash mumkin. Bunda chekli to'plamlarni ikki xil usulda taqqoslash mumkin.

1 -  u s u 1 : A iq В to'plamdagi elementlar soni m(A) va m(B) bevosita 
sanash orqali topiladi va so'ngra ular o'zaro taqqoslanadi.

2 -  u s u 1 : Har bir a e  A elementga bitta va faqat bitta be  В elementini mos 
qo'yamiz. Agar bu mos qo'yishda A to'plamdagi elementlar ortib qolsa (ya’ni bir 
qancha a e  A elementlarga В to'plamda ularga mos qo'yiladigan elementlar yetmay 
qolsa), unda m(A)>m(B) va aksincha, В to'plamning elementlari ortib qolsa,
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(A )< m (B ) bo'ladi. Uchinchi holda A to'plamda ham, В to'plamda ham 
e lem en tlar o rtib  qolmaydi va bunda m(A)=m(B) bo'ladi.

Masalan, A={Viloyatdagi firmalar}, B={ Viloyatdagi auditorlar} to'plamlami 
ulardagi firmalar va auditorlar sonini sanamasdan, 2- usulda taqqoslaymiz. Buning 
uchun har bitta firmaga bittadan auditomi jo'natamiz. Agar bir qism firmalarga 
jo natish uchun auditorlar yetmay qolsa, unda m(A)>m(B); hamma firmalarga 
a u d ito rla r jo'natilib, ulaming bir qismi ortib qolgan bo'lsa, unda m(A)<m(B); 
hamma firmalarga auditorlar jo'natilib, boshqa auditor qolmagan bo'lsa, unda 
m(A)=m(B) bo'ladi.

Har qanday chekli A to'plamning elementlar soni har qanday cheksiz В 
to'plamdagi elementlar sonidan kichik ekanligi tushunarli. Endi A va В cheksiz 
to'plamlar bo'lsin. Bu holda ulami elemetlari soni bo'yicha o'zaro taqqoslash 
masalasi paydo bo'ladi. Bunda A va В cheksiz to'plamlar bo'lgani uchun bu 
masalani 1-usul bilan hal qilib bo'lmaydi. Ammo 2-usul bilan cheksiz 
to'plamlarni o'zaro taqqoslash mumkin. Buning uchun to'plamlaming 
ekvivalentligi tushunchasidan foydalanamiz.

6-TA ’RIF: Agar A va В to'plamlar orasida o'zaro bir qiymatli moslik 
o'matib bo'lsa, bu to'plamlar ekvivalent deyiladi va A~B kabi belgilanadi.

Masalan, A={toq sonlar}, B={juft sonlar} bo'lsin. Unda А э2№ -1о2леВ , 
ya’ni l o 2 ,  3 o 4 ,  5<=>6, • • •, 2 n - lo 2 n ,  ■ ■ ■ ko'rinishda A va В to'plam 
elementlari o'rtasida o'zaro bir qiymatli moslik o'matish mumkin va shu sababli 
A~B bo'ladi. Demak A va В to'plamlar ekvivalent, ya’ni A~B bo'lsa, ulami 
elementlar soni bo'yicha bir xil deb qarash mumkin.

2-TEOREM A. Agarda A~B, B~C bo'lsa, unda A~C bo'ladi.
Isbot: A~B bo'lgani uchun Аэ a о  b eB  va B~C bo'lgani uchun В э Ь о  с еС. 

Unda Аэ а<=> с е  С desak, A va С to'plamlar o'rtasida o'zaro bir qiymatli moslik 
o'matiladi, ya’ni A~C bo'ladi.

7-ТА ’RIF: Agar A~B bo'lsa, ular teng quw atli to'plamlar deb ataladi.
Chekli A va В to'plamlaming quw ati ulardagi elementlar soni m(A) va

m(B) kabi aniqlanadi. Shu sababli chekli A va В to'plamlar ekvivalent, ya’ni teng 
quwatli. bo'lishi uchun ulaming elemetlari soni m(A)=m(B) shartni 
qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.

2.3. Sanoqli to 'p lam lar. Cheksiz to'plamlar ichida eng «kichigi» natural 
sonlar to'plami

Л={1,2,3,4,
bo'lib hisoblanadi.

8-ГЛ 'RIF: Natural sonlar to'plami N  va unga ekvivalent barcha cheksiz 
to'plamlar sanoqli to'plam  deyiladi.

Agarda A sanoqli to'plam bo'lsa, uning elementlarini natural sonlar 
yordamida belgilab (nomerlab) chiqish mumkin, ya’ni A ={ai, a2 , a„, ■ ■ •}
deb yozish mumkin.

Endi sanoqli to'plamlarga misollar keltiramiz.
•) Z={butun sonlar}={- • •, - 2 , - 1,0 ,1,2 , • • •} sanoqli to'plam bo'ladi. Bunga 

Zs/702/j+l eN, agar /i>0 bo'lsa va Z a « o 2  | n | eN , agar rt<0 bo'lsa, ya’ni
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nomanfiy butun sonlarga toq natural sonlami, manfiy butun sonlarga esa juft natural 
sonlami mos qo‘yish bilan ishonch hosil qilish mumkin. Bunda N cZ  bo'lsada N~Z 
ekanligini ta’kidlab o'tamiz.
2) A={juft sonlar}={2,4,6,8, • ■ -,2w, • • }~N. Bunga Аэ2и<=> weN o‘zaro bir 
qiymatli moslik o‘matish orqali ishonch hosil etish mumkin.

Sanoqli to'plamlar quyidagi xossalarga ega bo'lishini ko'rsatish mumkin:
I. Har qanday sanoqli to'plamning qism to'plami chekli yoki sanoqli bo'ladi.
U. Sanoqli va chekli to'plam birlashmasi sanoqli to'plam bo'ladi.
III. Chekli yoki sanoqli sondagi sanoqli to'plamlar birlashmasi sanoqlidir.
IV. Barcha sanoqli to'plamlar o'zaro ekvivalent bo'ladi.

Oxirgi tasdiqdan barcha sanoqli to'plamlar bir xil quw atga ega ekanligi kelib 
chiqadi.

3-TEOREM A: Ratsional sonlar to'plami Q sanoqli.
Isbot: Q+ va Q" orqali mos ravishda musbat va manfiy ratsional sonlar 

to'plamini belgilab, Q= Q 'u  {0} u  Q+deb yozish mumkin. Bunda Q+a r o  -reQ ~  
deb, O ' ~ Q~ ekanligini ko'ramiz. Shu sababli, II va III xossalarga asosan, Q 
to'plamni sanoqli ekanligini ko'rsatish kifoya. Har qanday r e Q + ratsional sonni 
r=p/q ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda p va q -  natural sonlar bo'lib, ulami 
o'zaro tub deb hisoblash mumkin. r=p/q sonning balandligi deb h=|p|+q songa 
aytiladi. Balandligi h=m>2 bo'lgan ratsional sonlar cheklita va ularni balandligi 
oshib borishi bo'yicha birin- ketin nomerlab chiqish mumkin. Masalan, balandligi 
h=2 bo'lgan bitta ratsional sonni r t= l / l= l ,  h=3 bo'lgan ikkita ratsional sonlarni 
r2= l/2  va r3=2/l =2, h=4 bo'lgan ratsional sonlarni r4= 1 /3 va r5=3/l=3 kabi 
nomerlaymiz. Demak, har bir musbat ratsional sonni r„ , neN . kabi belgilab chiqish 
mumkin va shu sababli Q ~N bo'ladi.

2.4. Sanoqsiz to 'p lam lar. Har qanday cheksiz to'plam sanoqli bo'lavermaydi.
9-TA ’RIF: Sanoqli bo'lmagan cheksiz to'plam sanoqsiz to ‘plam  deb aytiladi. 

Ushbu teorema sanoqsiz to'plamlar mavjudligini ko'rsatadi.
4-TEOREMA: [0,1] kesmaga tegishli barcha nuqtalar (haqiqiy sonlar) to'plami 

sanoqsizdir.
Teoremani isbotsiz qabul etamiz.

10-7/1 ’RIF: [0,1] kesma va unga ekvivalent barcha to'plamlar kontinuum  
quvvatli deyiladi.

Ixtiyoriy a, b (b>a) haqiqiy sonlar uchun [a, b\ ~[0,1], ya’ni ixtiyoriy kesmadagi 
nuqtalar (haqiqiy sonlar) kontinuum quvvatli sanoqsiz to'plam bo'ladi. Bunga 
y=a+{b-a)x {ye[a,b\, .re [0 ,l])  o'zaro bir qiymatli akslantirish orqali ishonch 
hosil qilish mumkin.

Natija: Ixtiyoriy ikkita [a,b\ ва [c,d\ kesmalar ekvivalent, ya’ni [a,Z>] ~ [c,d\ 
bo'ladi.

Haqiqatan ham, yuqorida ko'rsatilganga asosan, [a,b\ ~[0,1] va [c,d\ ~[0,1]. Bu 
yerdan, 1-teoremaga asosan, [a,b\ ~ [c,d\ ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi shunday tarzda ixtiyoriy chekli yoki cheksiz oralik (a,b) ~[0,1], ya’ni 
kontinuum quvvatli sanoqsiz to'plam bo'lishini isbotlash mumkin. Jumladan, barcha 
haqiqiy sonlar to'plami R=(— oo , oo) kontinuum quvvatli sanoqsiz to'plam bo'ladi.

Har qanday chekli to'plamning quvvati sanoqli to'plam quvvatidan kichik, 
o 'z  n avba tida  sanoqli to'plam quvvati kontinuum quvvatidan kichikdir. Unda 
□uvvati kontinuumdan katta to'plamni mavjud yoki mavjud emasligini aniqlash 
m asalasi paydo bo'ladi. Bu masala o 'z  yechimini quyidagi teorema orqali topadi.

4-TF.OREMA: A to'plam  quvvati m(A) bo'lsin. U holda A to'plamning barcha 
qism to'plamlaridan iborat В to'plam quvvati m(B)>m(A) bo'ladi.

Bu teoremadan quvvati eng katta bo'lgan cheksiz to'plam mavjud emasligi kelib 
chiqadi. Jumladan, quvvati kontinuumdan katta bo'lgan sanoqsiz to'plamlar mavjud.

Aear A va В cheksiz to'plamlar quvvati m(A) va m(B) bo'lsa, bu yerda yoki 
m(A)=m(B) yoki m(A)<m(B) yoki m(A)>m(B) munosabatlardan biri o'rinli bo'ladi. 
Bunda m(A)=m(B) tenglik A~B ekanligini bildiradi. m(A)>m(B) yozuv A 
to'plamning biror qismi В to'plamga ekvivalent, ammo В to'plamda A to'plamga 
ekvivalent qism yo'qligini bildiradi.

XULOSA
To'plamlar ularga tegishli elementlarga qarab chekli va cheksiz to'plamlarga 

ajratiladi. Chekli to'plamlar quvvati ularga tegishli elementlar soni orqali o'zaro 
taqqoslanadi. Cheksiz to'plamlarni taqqoslash uchun ularning ekvivalentligi 
tushunchasi kiritiladi. Ekvivalent to'plamlar teng quvvatli hisoblanadi. Natural 
sonlar to'plamiga ekvivalent to'plamlar sanoqli deb ataladi. [0 , 1] kesmadagi 
nuqtalar to'plami sanoqli emas va bunday to'plamlar sanoqsiz deyiladi. [0 ,1] 
kesmaga ekvivalent to'plamlar kontinium quvvatli deb olinadi. Chekli to'plamlar 
uchun ham  cheksiz to'plamlar uchun ham quvvati eng katta bo'lgan to'plam 
mavjud emas.

Tavanch iboralar

Chekli to'plam * Cheksiz to'plam * Aks ettirish * Tasvir * Asl * O 'zaro bir 
qiymatli moslik * Ekvivalent to'plamlar * To'plam quvvati * Sanoqli to'plam
* Sanoqsiz. to'plam * Kontinuum quvvatli to'plam____________________________

V\t г/Лпп- t-' ffanm /  -4 
T akrorlash uchun savollar

1. Qanday to'plamlar chekli deyiladi?
2. Chekli to'plamlarga misollar keltiring.
3. Qachon to'plam cheksiz deyiladi?
4. Cheksiz to'plamlarga misollar keltiring.
5. To'plamlarni aks ettirish nima?
6 . O'zaro bir qiymatli moslik deb nimaga aytiladi?
7. Qachon to'plamlar ekvivalent deyiladi?
8 - Qaysi shartda chekli to'plamlar ekvivalent bo'ladi?
9- To'plam quvvati deganda nima tushuniladi?
10 .Sanoqli to'plam qanday ta’riflanadi?
II.Sanoqli to'plamlarga misollar keltiring.



12.Sanoqli to'plamlar qanday xossalarga ega?
13.Sanoqsiz to'plam qanday ta’riflanadi?
14.Sanoqsiz to'plamlarga misollar keltiring.
15.Qachon to'plam kontinuum quw ali deyiladi?
16.Kontinuum quw ali to'plamlarga misollar keltiring.
17. Eng katta quw atli cheksiz to'plam  mavjudmi?

T estlardan nam unalar

1. Tasdiqni to'ldiring: Absolyut qiymati 2 dan kichik bo'lgan — sonlar to'plami 
cheklidir.

A) haqiqiy; B) ratsional; C) irratsional; D) butun; E) o 'nli kasr.

2. Quyidagi to'plamlardan qaysi biri cheksiz to'plam bo'ladi?
A) ax2+bx +c=0 kvadrat tenglama ildizlari to 'p lam i;
B) ax+b=c (афО) chiziqli tenglama ildizlari to 'p lam i;
C) sinx=a (|a |< l) trigonometrik tenglama ildizlari to 'p lam i;
D) logaX=b (a>0, аф\) logarifmik tenglama ildizlari to 'p lam i;
E) cf = b (a>0, a t  1) ko'rsatkichli tenglama ildizlari to 'p lam i.

3. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqli emas?
A) butun sonlar; B) ratsional sonlar, C) juft sonlar ;
D) toq sonlar; E) irratsional sonlar.

4. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqsiz?
A) butun sonlar; B) ratsional sonlar ; C) irratsional sonlar ;
D) toq sonlar ; E) juft sonlar.

5. Quyidagi to'plamlaridan qaysi biri sanoqli?
A) (a,V) oraliqdagi haqiqiy sonlar to'plami; B) ratsional sonlar to 'p lam i;
C) irratsional sonlar to 'p lam i; D) haqiqiy sonlar to 'p lam i;
E) musbat sonlar to'plami.

Mustaqj] ish topshiriqlari

1. Ingliz yoki rus tilini biladigan sayohatchilar guruhi n (rt>8) kishidan iborat. 
Ingliz tilida gaplasha oladigan sayohatchilar A, rus tilida gaplasha oladigan 
sayohatchilar to'plami esa В bo'lsin. Agar m(A)=«-3 va m(B)=w-5 bo'lsa. ikkala 
tilda gaplasha oladigan sayohatchilar sonini toping.

2 . А=[-л+3 , n+2 ] kesmadagi har bir x nuqtaga f  x-^y=3jc+5 akslantirish 
bilan у  tasvir mos qo'yilmoqda. Tasvirlar to'plami В topilsin.

3 . [-и+3 , n+2] va [n-3, n+1] kesmalar ekvivalentligini ko'rsatuvchi o'zaro 
bir qiymatli akslantirishni toping.

§3. KOM BINATORIKA

• Kombinatorika va uning asosiy qoidalari.
,  0 ‘rin almashtirishlar.
• Kombinatsiyalar.
• Nyuton binomi va binomial koeffitsiyentlar.
• О ‘rinlashtirishlar.

3.1. K o m b in a to rik a  va uning  asosiy q o id a la ri. Bir qator amaliy masalalami 
yechish uchun berilgan to'plamdan uning qandaydir xossaga ega bo'lgan 
elem entlarin i tanlab olish va ulami ma’lum bir tartibda joylashtirishga to 'g 'ri 
keladi.

1-TA ‘R IF : Biror chekli to'plam elementlari ichidan ma’lum bir xossaga ega 
bo'lgan elementlardan iborat qism to'plamlami tanlab olish yoki to'plam  
elementlarini ma’lum bir tartibda joylashtirish bilan bog'liq masalalar 
kombinatorik masalalar deyiladi.

Masalan. o'nta ishchidan to 'rt kishidan iborat brigadalarni necha xil usulda 
tuzish mumkinligi (ishlab chiqarishni tashkil etish), molekulada atomlar qanday 
usullarda birlashishi mumkinligi (ximiya), oqsil moddalarda aminokislotalami 
qanday tartiblarda joylashtirish mumkinligi (biologiya), turli bloklardan iborat 
mexanizmda bu bloklami turli tartiblarda birlashtirish (konstruktorlik), bir necha 
dala uchastkalarida turli xil ekinlarini almashtirib ekish (agronomiya), davlat 
budjetini ishlab chiqarish tarmoqlari bo'yicha taqsimoti (iqtisodiyot) kabilar 
kombinatorik masalalarga keladi va kombinatorikani inson faoliyatining turli 
yo'nalishlarida qo'llanilishini ko'rsatadi.

2-TA ‘RIF: Kombinatorik masalalar bilan shug'ullanadigan matematik fan 
kombinatorika deyiladi.

Kombinatorikani mustaqil fan sifatida birinchi bo'lib olmon matematigi 
G.Leybnits o'rgangan va 1666 yilda «Kombinatorika san'ati haqida» asarini chop 
etgan.

Kombinatorikada qo'shish va ko'paytirish qoidasi dab ataluvchi ikkita asosiy 
qoida mavjud.

Qo'shish qoidasi : Agar biror a  tanlovni m (a) usulda, P tanlovni esa m(P) 
usulda amalga oshirish mumkin bo'lsa va bu yerda a  tanlovni ixtiyorty tanlash 
usuli p tanlovni ixtiyoriy tanlash usulidan ferq qilsa, u holda « a  yoki Р» tanlovni 
amalga oshirish usullari soni

m (a ёки P) = m(a) +m(P)
formula bilan topiladi.

Masala: Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu korxonadan bitta 
xodimni necha xil usulda tanlab olish mumkin?

Yechish: a  - erkak xodimni tanlash, p - ayol xodimni tanlash bo'lsin. Unda, 
shartga ko'ra, m(a)=10, m(P)= 8  bo'lgani uchun bitta xodimni 

m(a yoki P) = m(a) + m( P) = 10+8 = 18 
usulda tanlash mumkin.
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K o‘paytirish qoidasi: Agarda biror a  tanlovni m(a) usulda, p tanlovni m(P) 
usulda amalga oshirish mumkin bo‘lsa, u holda « a  va Р» tanlovni (yoki (a,P) 
juftlikni) amalga oshirish usullari soni

m (a  va P) = m (a ) • m( P)
formula bilan topiladi.

Masalan, qurilishda 10 suvoqchi va 8 buyoqchi ishlasa, ulardan bir suvoqchi 
va bir buyoqchidan iborat juftlikni m (a va p)=10-8=80 usulda tanlash mumkin.

M asala: 10 taiabadan iborat guruhga ikkita yo'llanma berildi. Bu 
yo'llanmalami necha xil usulda tarqatish mumkin?

Yechish: a  I yo‘llanmani, p esa II yoMlanmani tarqatishni ifodalasin. Unda 
m(a)=10 va m(P)=9, chunki bitta talabaga I yo‘llanma berilganda 11 yo'llanmaga 9 
talaba da’vogar bo'ladi. Demak, ikkita yo'llanmani tarqatishlar soni m(a va p) = 
=10-9=90 bo‘ladi.
Umumiy holda a b a 2, a n tanlovlarni mos ravishda m (ai), m (a2), m (a„) 

usullarda amalga oshirish mumkin bo'lsa,
m (ai yoki a 2 yoki....yoki a n ) = m (ai)+ m( a 2 )+ ...+ т(а„), ( 1) 
m (ai va a 2 va.... va ot„) = m (ai) • m( a 2 ) m (an) (2 )

formulalar o ‘rinli bo'ladi.
3.2. 0 ‘rin alm ashtirishlar. Kombinatorik masalalarni yechishda keng 

qo'llaniladigan tushunchalar bilan tanishishni boshlaymiz.
3 -T A ‘RIF: Chekli va и ta elementdan iborat to'plamning barcha 

elementlarini faqat joylashish tartibini o‘zgartirib qism to'plam hosil qilish n 
elementli o ‘rin alntashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan tashkil topadigan o‘rin almashtirishlar soni P„ kabi 
belgilanadi.

TEOREMA: n ta elementdan o‘rin almashtirishlar soni
Pn= m  (3)

formula bilan hisoblanadi.
Bu yerda nl - “en faktorial” deb o‘qiladi va »! = 1 • 2 • 3 n kabi 

aniqlanadi. Bunda 0! = 1 deb olinadi. Masalan, 3!=l-2-3=6, 4!= l-2‘3-4=24. 
Faktoriallami hisoblashda (w+l)!=/?!- (n+1) tenglikdan foydalanish qulay. Masalan, 
5!=4!-5=120 bo‘ladi.

I  shot: Bu formulani isbotlash uchun quyidagi tanlovlarni kiritamiz:
ак={о‘г т  almashtirishning k-elementini tanlash}, k=l,2,3,....... . n.

0 ‘rin almashtirishning 1-elementi sifatida to‘plamdagi n ta elementdan ixtiyoriy 
bittasini olishimiz mumkin va shu sababli m(cti)=w bo'ladi. 2 -element sifatida 
to‘plamdagi qolgan и- l  ta element orasidan ixtiyoriy bittasini tanlab olishimiz 
mumkin bo'lgani uchun m(a2)= n -l. Xuddi shunday tarzda birin-ketin т(аз)=и-2, 
т ( а 4)=л-3 ,..., m(On_i)=»-(»-2)=2, т ( а п)=я-(и-1)=1 ekanligini topamiz. Unda, 
ko'paytirish qoidasini ifodalovchi (2 ) formulaga asosan,
P„= m(ai v a a 2 va.... va a n ) = m (a0  • m( a 2 ) -...- т (а„)= я (я-1) • ... -2-l=w!.

Masalan, n = 3 elementli {a,b,c} to‘plamdan hosil bo'ladigan o‘rin 
almashtirishlar {a,b,c}, {b,a,c}, {a,c,b} {b ,c,a}, {c ,b,a}, {c,a,b} bo'lib, ularning 
soni / >з=6=3!.

Masala: Nazoratchi korxonada ishlab chiqarilgan 5 ta mahsulot sifatini ketma- 
ket tekshirishi kerak. Nazoratchi buni nechta usulda amalga oshirishi mumkin?

Yechish: Bu 5 ta mahsulot sifatini ketma-ket tekshirishlar 5 tadan o‘rin 
a lm ash tirish la rd an  iboratdir va shu sababli ularning soni Ps= 51=120 bo'ladi.

3 3. Kombinatsiyalar. Kombinatorik tushunchalardan yana biri kombinatsiya 
bo'lib hisoblanadi.

4 - T A ‘RIF: Chekli n ta elementli to'plamning к (k < n) ta elementli va 
kamida bitta elementi bilan farqlanadigan qism to'plamini hosil qilish n ta 
elementdan к tadan olingan kombinatsiya deyiladi.

Masalan, {a, b,c} ko'rinishdagi n=3 elementli to'plamdan ikkita elementli 
kombinatsiyalar {a;b}, {a\c}, {b;c} bo'lib, ularning soni 3 tadir. Bu yerda 
{b,a}={a;b}, {с;а}={а;с}, {b;c}={c;b} deb hisoblanadi.

Umumiy holda n ta elementdan к tadan olingan kombinatsiyalar soni C* kabi 
belgilanadi va uning qiymati quyidagi formula orqali hisoblanishini isbotlash 
mumkin:

C* = ----- ------- (4)
" k \ ( n - k ) \

Misol uchun beshta odamdan uch kishidan iborat komissiyani 
_ 120

Q 3 = =  10
5!

3!-2! 6 -2  
usulda tuzish mumkin.

Masala: Xodimga haftaning ixtiyoriy ikki kunini dam olish uchun tanlash 
imkoni berildi. Xodim dam olish kunlarini necha usulda tanlashi mumkin?

Yechish: Hafta kunlarini n=l elementli {1,2,3, ... ,7 } to'plam  singari qarasak. 
dam olish kunlari {1,2}, {1,3}, {2,4},... kabi juftliklardan iborat bo'ladi. Bunda 
{ij}  va {/,/} bitta variantni ifodalaydi. Demak, dam olish kunlarini tanlash л=7 
elementdan k=2  tadan kombinatsiyalarni tashkil etadi va shu sababli ularning soni 

C 2 _ 7! _ 7! 6 -7  
7 21(7 -  2)! 2!-5!

bo'ladi.

=  21'

3.4. Nyuton binomi va binomial koeffitsiyentlar. Yuqorida (4) formula orqali 
kiritilgan C* son lari yordamida quyidagi tenglikni yozish mumkin:

{a + b)n = an + С 1па л- 1Ь + С у - 2Ъ2 +■■■+ C ^ labH~l +b"  = £  C k„an~kbk (5)
k = 0

Bu tenglikda n ixtiyoriy natural son bo'lib, u maktabda o'rganiladigan 
(a+b)2 va (a+ b f qisqa ko'paytirish formulalarini umumlashtirmasini ifodalaydi va 
matematikada Nyuton binomi (binom ikkihad degan ma’noni bildiradi), unga 
kiruvchi C* sonlari esa binomial koeffitsiyentlar deb ataladi. Shuni ta’kidlab 
o'tish kerakki, keyinchalik (5) formula Nyuton tomonidan ixtiyoriy ratsional daraja 
uchun umumlashtirildi.

1. Agar (5) Nyuton binomida a = b = 1 yoki a= 1, 6— 1 deb olsak. unda
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Е С * = 2 " , I ( - l ) * c J = 0
*=о *=о

tengliklar o‘rin!ini ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
2. Agar (4) formulada k o‘miga n-k  qo'yilsa yoki k=0 yoki k=n deb olinsa, 

unda
C “ = C ” =1

tengliklar hosil bo‘ladi. Ular kombinatsiyalami hisoblashni osonlashtiradi.
3.5. 0 ‘rinlashtirishlar. Bir qator kombinatorik masalalar o‘rinlashtirish 

yordamida yechiladi.
5 -  ТА‘RIF: Chekli va n ta elementdan iborat to'plamdan bir-biridan yoki 

elementlari, yoki elementlarining joylashish tartibi bilan farq qiladigan va к ta 
elementdan iborat qism to'plamlami hosil qilish n ta elementdan к tadan 
o'rinlashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan к tadan o'rinlashtirish soni Л* kabi belgilanadi va 
uning qiymati quyidagi formula bilan hisoblanishini isbotlash mumkin:

,k n\
a :  =- (6)

( л - * ) !  
formula bilan hisoblanadi.

Masalan, {a,b,c} to'plamdan n= 3 ta elementdan k=2 tadan o'rinlashtirishlar 
{cr,b},{cr,c},{b;c},{b,a},{c\a),{c;b} boiib , ularning soni 

,2  3!A t  =- Л  = 6 .

(3 -2 ) !  1
Masala: Talaba 4 ta fan bo'yicha qo'shimcha tayyorlanish uchun ularning har 

biriga haftaning bir kunini ajratmoqchi bo'ldi. Talaba hafta kunlarini fanlarga 
necha usulda taqsimlashi mumkin?

Yechish: Talabani I-IV fanlar uchun haftaning tanlagan kunlariini k=4 ta 
elementli X={xu x2, x3, x4} to'plam, hafta kunlarini esa n=l elementdan iborat 
#={1,2,3, ... ,7 } to'plam singari qaraymiz. Bu holda Х с Л  bo'lib, uni hosil etish 
n-1  ta elementdan k=4 tadan o'rinlashtirishlarga mos keladi, chunki bunda 
elementlaming joylashish tartibi ham ahamiyatga ega. Masalan, {2,4,6 ,7} 
taqsimotda I fanga dushanba (2), II fanga chorshanba (4), III fanga juma (6 ) va IV 
fanga shanba(7) kunlari ajratilgan bo'ladi. Unda {4,2,6 ,7}, {6 ,4,2,7} kabilar 
turlicha taqsimotlami ifodalaydi. Demak, talaba fanlarga hafta kunlarini 

7! 7!
-------= — = 4- 5- 6 - 7 =  840'

(7 -4 ) !  3!
usulda taqsimlashi mumkin.

A j = -

XULOSA
Chekli to'plam elementlaridan ma’lum bir qoida asosida qism to'plamlar hosil 

qilish bilan bog'liq masalalar kombinatorik masalalar deyiladi. Bunday masalalar 
amaliyotda, jumladan iqtisodiyotda ko'p uchraydi. Matematikaning kombinatorik 
masalalar bilan shug'ullanadigan bo'limi kombinatorika deb ataladi.

mbinatorikaning ikkita asosiy qoidasi bo'lib, ular qo'shish va ko'paytirish 
dalaridan iboratdir. Kombinatorik masalalarni yechish uchun o'rin almashtirish, 

k°mbinatsiya va o'rinlashtirish kabi tushunchalar kiritiladi. Ikkihadning ixtiyoriy 
tural darajasini hisoblash formulasi Nyuton binomi, undagi darajalar oldidagi 

sonlar esa binomial koeffitsiyentlar deb ataladi. Bu tushunchalar matematikaning 
turli bo'limlarida keng qo'llaniladi.

Tavanch iboralar

""Kombinatorik masala * Kombinatorika * Qo'shish qoidasi * Ko'paytirish 
qoidasi * O 'rin almashtirish * Kombinatsiya * Nyuton binomi * Binomial 
koeffitsiyent * O'rinlashtirish ._______________________________ ______________

T akrorlash uchun savollar

1. Qanday masalalar kombinatorik deyiladi?
2. Kombinatorika fani nima?
3. Kombinatorikaning qo'shish qoidasi qanday ifodalaydi?
4. Qo'shish qoidasiga misol keltiring.
5. Kombinatorikada ko'paytirish qoidasi mazmuni nimadan iborat?
6 . Ko'paytirish qoidasiga misol keltiring.
7. O'rinlashtirish deb nimaga aytiladi?
8 . O'rinlashtirishlar soni qanday topiladi?
9. Kombinatsiya ta’rifi qanday ifodalanadi ?
10.Kombinatsiyalar soni qanday formula bilan hisoblanadi?
11 .Nyuton binomi qanday ko'rinishda bo'ladi?
12. Kombinatorik ayniyatlarga misollar keltiring.
13.0'rin almashtirish qanday ta’riflanadi?
14. O'rin almashtirishlar soni qanday topiladi?

Testlardan nam unalar

1. Qaysi masala kombinatorik bo' Imaydi?
A) To'plam elementlaridan ma’lum sondagi elementli barcha qism to plamlar 

sonini topish;
B) To'plam elementlaridan ma’lum sondagi elementlarni tanlab olishlar sonini 

topish;
C) To'plamning ma’lum sondagi bir qism elementlari o'm ini almashtirishlar 

sonini top ish ;
D) To'plamdagi barcha elementlar o'm ini almashtirishlar sonini topish;
E) To'plamning eng katta va eng kichik elementlarini topish.

2. Kim birinchi bo'lib kombinatorikani mustaqil fan sifatida o'rgangan?
A) Dekart; B) Nyuton; C) Kantor; D) Leybnits; E) Paskal.

26 27



3. Agarda a  tanlovni n(a) usulda, P tanlovni esa n(P) usulda amalga oshirish 
mumkin bo'lsa, kombinatorikaning qo'shish qoidasi qayerda to 'g 'ri 
ko‘rsatilgan?

A) n (a  yoki p)= n(a) + n(p); B) n (a  va p)= n(a) + n(P);
C) n (a  yoki P)= n(a) +n(P)-n (a  va p);
D) n ( a  yoki p)= n(a) +n(P)+n (a  va P); E) n ( a  +P)= n (P) + n(a).

4. Agarda a  tanlovni n(a) usulda, P tanlovni esa n(p) usulda amalga oshirish 
mumkin bo'lsa, kombinatorikaning ko‘paytirish qoidasi qayerda to 'g 'ri 
ko'rsatilgan?

A) n (a  yoki P)= n(a) • n(P); B) n (a  va P)= n(a) ■ n (P );
C) n (a- P)= n(a) • n(P); D) n (a  va P)= n(a)en(p)-n (a  yoki P);

E) n (a  va P)= n(a)en(P)+n (a  yoki P).

5. 1 o'quv guruhida 20, Ii o'quv guruhida esa 25 talaba o‘qiydi. Kengashga 
ikkala guruhdan bitta talabani vakil sifatida tanlash kerak. Buni necha usulda 
amalga oshirish mumkin?

A) 20 ; B) 25 ; C) 35 ; D) 45 ; E) aniq ko‘rsatib bo‘lmaydi.

6 . Mahsulotlar partiyasida 20 ta mahsulot bor. Bu partiyadan ikkita mahsulotni 
necha usulda tanlab olish mumkin?

A) 20 ; B) 40 ; C) 85 ; D) 240 ; E) 380 .

7. 1 qutida 8 dona oq , II qutida esa 7 dona qora sharlar bo'lib, ular 
nomerlangan. Oq va qora sharlardan iborat juftlikni necha usulda tanlab olish 
mumkin?

A) 8 ; B) 7 ; C) 15 ; D) 56 ; E) 72 .

8 . Berilgan n ta elementdan к tadan kombinatsiyalar soni C* qaysi formula 
bilan topiladi?

A) C* = -— —-----; B) C* = - ;  C) C* = ------—-----;
*!(« + *)! k\ n k \ ( n - k ) \

d ) c ! =  k[ E ) C ‘ =- k '
n\{n + k)\ '  " n \(n -k ) \

M ustaail ish topshirialari

1. n(ri>2 ) ta elementdan n- 3 tadan kombinatsiyalar va o‘rinlashtirishlar 
sonini aniqlang.

2 . (2 +e")5 binomning yoyilmasini yozing.

3. (x-З )” (n>5) binom yoyilmasidagi x4 daraja oldidagi koeffitsiyentni toping .

II BOB. C H IZIQ LI ALGEBRA

Algebra songa taalluqli turli xil masalalami 
yechishni qisqartirish, soddalashtirish va 

ayniqsa umumlashtirish bilan shug'ullanadi.
J.L.Bertran

§1. M ATRITSALAR VA ULAR USTIDA AMALLAR.

• Matritsalar va ularning turlari
• Matritsalar ustida amallar.
• Matritsalarning iqtisodiy tatbiqlarL

1.1. M atritsalar va ularning turlari. Matritsa bir qator matematik va 
iqtisodiy masalalami yechishda juda ko‘p qo'llaniladigan tushuncha bo'lib, uning 
yordamida bu masalalar va ulaming yechimlarini sodda hamda ixcham ko'rinishda 
ifodalanadi.

1-TA ’R IF : m ta satr va и ta ustundan iborat to‘g‘ri to'rtburchak 
shaklidagi m n ta sondan tashkil topgan jadval m *n tartibli matritsa, uni tashkil 
etgan sonlar esa matritsaning elementlari deb ataladi.

Matritsalar A,B,C,... kabi bosh harflar bilan, ularning /-satr vay-ustunida 
joylashgan elementlari esa odatda a,j , by , ctJ kabi mos kichik harflar bilan 
belgilanadi. Masalan,

( 1 - 3  1.2̂ 1 
15  - l j

matritsa 2x3 tartibli, ya’ni 2 ta satr va 3 ta ustun ko‘rinishidagi 2-3=6 ta sondan 
tashkil topgan. Uning 1-satr elementlari an  =1, O a = - 3, a n  = l-2 va 2-satr 
elementlari аг\ =0, а^г =7.5, а^ъ = —1 sonlardan iborat. Bu matritsaning 1-ustuni 
an  =1 va ail =0 , 2 -ustuni a i2= - 3 va a ? i= l,5 , 3 -ustuni esa a i3 = 1.2 va a j i ~ — 1 
elementlardan tuzilgan.

Agar biror A matritsaning tartibini ko'rsatishga ehtiyoj bo'lsa, u Am*„ 
ko'rinishda yoziladi va umumiy holda

a i2 al n
a 2i

V^ml ^m2 ’ * ‘ ,
yoki qisqacha Am*„ =( ач) ko'rinishda ifodalanadi.

2-TA ’R IF - Anan matritsada m — n *  1 bo'lsa, u kvadrat matritsa. тФ n (m-A 1, 
n*l) bo'lsa to‘g ‘ri burchakli matritsa , m - 1, n* 1 holda satr matritsa va тФ 1, и= 1 
bo'lganda ustun matritsa deb ataladi.

Amn kvadrat matritsa qisqacha A„ kabi belgilanadi va я-tartibli kvadrat matritsa
deyiladi.



Masalan, xalq xo'jaligining n ta tarmoqlari orasidagi o'zaro mahsulot ayirboshlash 
An =( a,; ) kvadrat matritsa yordamida ifodalanadi. Bunda an ( i j= \2 , ... , n va t£j) 
/-tarmoqda ishlab chiqarilgan mahsulotningy-tarmoq uchun mo'Ijallangan miqdorini, 
afl (r=l,2 , ... , n) esa /-tarmoqning o‘zi ishlab chiqargan mahsulotga ehtiyojini 
bildiradi.

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, m= 1 va n=l bo'lganda matritsa bitta sonni 
ifodalaydi va shu sababli ma’lum bir ma’noda matritsa son tushunchasini 
umumlashtiradi.

3-TA ’R IF : A \a B  matritsalar bir xil tartibli va ularning mos elementlari 
o 'zaro teng bo'lsa, ya’ni a,j= b4 shart bajarilsa, ular teng matritsalar deyiladi.

A \z .B  matritsalaming tengligi A=B yoki ( at])= (by) ko'rinishda belgilanadi. 
Masalan, ixtiyoriy афО soni uchun

f a + а а -  аЛ _ (2 a  0
A  = \ B  =  \

^ a :a  a a  J  ^ *
matritsalar o'zaro teng. ya’ni A = В bo'ladi.

4-TA ’R IF : A={a,j} matritsada i=j bo'lgan au elementlar diagonal elementlar 
deb ataladi.

Masalan, yuqorida ko'rilgan Аг*3 matritsaning diagonal elementlari an  =1 va 
022-7-5 bo'ladi.

5-TA ’R IF : Diagonal elementlaridan boshqa barcha elementlari nolga teng 
bo'lgan ( a,j =0 , / Ф] ) kvadrat matritsa diagonal matritsa deyiladi.

Diagonal matritsaning diagonal elementlari nolga ham teng bo'lishi mumkin. 
Masalan,

A->y 7 — A -) —

L
ti О О

2 0^1

[o  - 1}  ’
0  0  0

\  / СП
41оо

diagonal matritsalar bo'ladi.
6-TA ’R IF : Barcha diagonal elementlari ati = 1 bo'lgan «-tartibli diagonal matritsa 

«-tartibli birlik matritsa yoki qisqacha birlik matritsa deyiladi.
Odatda и-tartibli birlik matritsa E„ yoki qisqacha E  kabi belgilanadi. Masalan,

mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik matritsalardir.
7-TA ’R IF : Barcha elementlari nolga teng (<a,; =0) bo'lgan ixtiyoriy т*п 

tartibli matritsa nol matritsa deyiladi.
m*n tartibli nol matritsa О „„„yoki qisqacha О kabi belgilanadi. Masalan,

C*2<3 -

' 1 0  0 "
( 1 0^1

> £ з  = 0  1 0

1 У
, 0  0  1 ,

'0 0 ' '0 0 0s

II б
 

О 
О

4
о 

о
 

о
_

о 0 0 Оз»з -  Оз - 0 0 0

,0 0, 0 0,
ko'rsatilgan tartibli nol matritsalar bo'ladi.

1 2. M atritsa lar ustida am allar. Endi matritsalar ustida algebraik 
mallar kiritib, matritsalar algebrasini hosil etamiz.

«.TA ’R IF : Ixtiyoriy tartibli Am*„ =(<*,) matritsaning istalgan X songa
k o W tm a s i 'te b CM,„ = { b ,}  kabi aniqlanadigan matritsaga aytiladi.

Bunda A matritsaning X songa ko'paytmasi XA deb belgilanadi. Masalan,

A =
5 4 - 1

> 6 A =
6-5  6 -4  6  ( - l ) W 3 0  24 - 6 '

0 2 1 )  V 6 0  6 2 6 7  A °  12 4 2 J
q.T A ’RIF: Bir xil tartibli Am,„ =(a„) v a В„*л =(Ьу) matritsalaryig’indisi deb

elem entlari ctJ -  a,j + btJ-■j kabi aniqlanadigan Cm*„ ~(Cij) matritsaga aytiladi. 
Bunda А В matritsalarning yig'indisi A+B ko'rinishda belgilanadi va 

ularning mos elementlarini qo'shish orqali hisoblanadi. Masalan,

® =  ®2x3 =A — Ауч —

matritsalar uchun

A + B =

I

5 + 1

3 -1
7 2

1 0

2 - 3

3 + 0  -1 + 1  
1,0 + 2 7 + (-3 ) 2 + 4 

songa ko'paytirish va o'zaro

6 3 Ô j 
2 4 б ) ' 

qo'shish amallari quyidagiMatritsalarni . .
qonunlarga bo'ysunishi bevosita ularning ta’riflaridan kelib chiqadi:

I. A+B=B+A (qo'shish uchun kommutativlik qonuni);
II. A+(B+C) = (A+B)+C (qo'shish uchun assotsiativlik qonuni);
HI. X (A+B) = XA + X B , ( Н ц М  = ^  + ц/1 (distrubutivlik qonuni)
Bundan tashqari yuqoridagi ta’riflar orqali bu amallar ushbu xossalarga ham 

ega bo'lishini ko'rsatish qiyin emas:
A + О = A , A+A =2A, 0 • A = О , X. • О = О.

10-14 ’R IF : Bir xil tartibli Amxn=(aij) v afiB„  =(b,j) matritsalar ayirmasi deb 
Amxn va (-1) B„,*„ matritsalaming yig'indisiga, ya’ni Am«n+(-\ )Bm,„ matritsaga 
aytiladi.

Bunda A va В matritsalaming ayirmasi A—В ko'rinishda belgilanadi va ularning 
mos elementlarini o'zaro ayirish orqali hisoblanadi. Masalan,

(5 3 - f  '*  ~
^  ~ ^2x3 -

matritsalar uchun

A -  B =

0 7 2

1 0

2 - 3

5 -1  3 - 0  —I - l W 4  3 ~ 2 

0 - 2  7 -  (-3 ) 2 - 4  2 10 - 2  
11-TA ’R IF : Am*p=(a,j) va Bp*„=(b,j) matritsalarning k o ‘paytmasi 

shunday Cm,„=(cy) matritsaga aytiladiki, uning c,y elementlari ushbu
D

/ = 1, 2 , •••, m ; 7 = 1, 2 , n

deb

c,j = X « ,A ,  ,

yig'indilar kabi aniqlanadi.
Shunday qilib, Ат,р=(аи) va Bq,„ v_y / -------------  , . -

matritsaning ustunlari soni В matritsaning satrlari soniga teng bo'lgandagina
(by) matritsalar uchun p=q, ya’ni A



ularning ko'paytmasi mavjud bo'ladi va AB  kabi belgilanadi. Bunda AB=Cmx„={c,j) 
matritsaning satrlar soni m birinchi A ko'paytuvchi matritsa, ustunlar soni n esa 
ikkinchi В ko'paytuvchi matritsa orqali aniqlanadi. Bundan tashqari AB=Cmx„=(ctj) 
ko'paytma matritsaning ctJ elementi A matritsaning / -  satr elementlarini В 
matritsaning y-ustunidagi mos elementlariga ko'paytirib, hosil bo'lgan 
ko'paytmalami qo'shish orqali hisoblanadi. Bu “satmi ustunga ko'paytirish” 
qoidasi deb aytiladi. Masalan,

(6  - 4  
1 2

matritsalar uchun m=3, p -q = 2, n = 2 bo'lgani uchun ularning ko'paytirish 
mumkin va ko'paytma matritsa AB=C3x2 quyidagicha bo'ladi:

(3 1 /
^3x2 -

CN1О

. s 2x2 =

I 4  5 j V

'  3 -6  + 11 3 • (-4 ) + 1 -2  ' 19 - 10"

^3x2 ~ 0 • 6 + ( - 2 ) • 1 0 • (-4 )  + ( - 2 ) ■ 2 = - 2 - 4

ч 4 -6  + 5 1 4 • (-4 ) + 5-2  , ,29 - 6 /

Matritsalar ko'paytmasi uchun AB*BA, ya’ni kommutativlik qonuni o'rinli 
bo'lmaydi. Masalan, AmxqBqx„=Cmx„ ko'paytma mavjud, ammo Bq*„ Am*q 
ko'paytma har doim ham mavjud emas va mavjud bo'lgan taqdirda, ya’ni rt=m 
holda ham ular teng bo'Iishi shart emas. Masalan,

14 5
A = B =

2 7 

0  - 1

AB = , BA J *  - n j 3 4  3 3 4

{ 0  - lA <  5 j  1.-4 - 5 J

matritsalar uchun AB^BA, chunki
(3 - ] V  2 7 W 6  22 ̂
[4  5 Л 0  - i J “ U  2 3 J

Matritsalar ko'paytmasi va yig'indisi quyidagi qonunlarga bo'ysunadi hamda 
ushbu xossalarga ega bo'ladi:

I. A(BC)=(AB)C , (XA)B=A(\B) (ko'paytirish uchun assotsiativlik qonuni);
II. A(B+C) = AB + AC  (ko'paytirish va qo'shish amallari 

(A+B)C -  AC + BC  uchun distributivlik qonunlari);
Ш. AE = EA =A , 0 -A = 0 , A-O = О , 0-A= О .

Bunda £  va О mos ravishda tegishli tartibli birlik va nol matritsalami ifodalaydi.
Matritsa ko'paytmasi ta’rifidan ko'rinadiki, har qanday w-tartibli A kvadrat 

matritsani o 'ziga-o 'zini ko'paytirish mumkin va natijada yana л-tartibli kvadrat 
matritsa hosil bo'ladi.

12-TA ’R IF . A kvadrat matritsani o'zaro m marta (m -  birdan katta ixtiyoriy 
natural son) ko'paytirish natijasida hosil bo'lgan kvadrat matritsa A matritsaning 
m- darajasi deyiladi.

A matritsaning m- darajasi Am kabi belgilanadi. Bunda A°=E va A l-A  deb olinib, 
AM daraja ixtiyoriy nomantly butun m soni uchun aniqlanadi. Bu holda Am daraja

haqiq’y ^ u " . / ^ ^ * ;  2 .(A m)k = A mk; 3 .(ЛА)т = Г А т ;

4. E m = E\ 5 ,O m = 0 .
Shunday qilib, har qanday kvadrat matritsa uchun natural darajaga ko'tarish 

amalini kiritish mumkin ekan. Masalan, ^ $

4 .  - з Н Ч >  - з Х .  - J i .  .4

ta’rifdan uning quyidagi xossalari bevosita kelib chiqadi (m >natural sonlar, X-

П VIl-lf l3  60 ^i-1 1[12  - 4 7 J1

= 0 .

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, 5-xossaning teskarisi o'rinli emas, ya’ni Am- О 
tenglikdan har doim ham A=0  ekanligi kelib chiqmaydi. Masalan,

4 \ -X'-rt"
Kelgusida matritsani darajaga ko'tarish amalini ixtiyoriy m butun son uchun 
umumlashtiramiz.

13-TA'RIF : B=(b,j) matritsa A=(av) matritsaning transponirlangani deyiladi, 
agar i va j  indekslarning barcha mumkin bo'lgan qiymatlarida at)=bp shart bajarilsa. 

A matritsaning transponirlangani AT kabi belgilanadi. Agar A matritsa m *n

^2x3

Matritsani transponirlanganini topish transponirlash amali deyiladi va u 
quyidagi xossalarga ega bo'lishini ko'rsatish mumkin:

1. (А У  = A ; 2. (ХЛ)Т=ХЛТ (X- ixtiyoriy haqiqiy son);
3. (A±B)T= AT±BT ; 4. (AB )T= В -A1 .

14-TA ’R IF  Agar A kvadrat matritsa uchun AT=A bo'lsa, u simmetrik 
matritsa, A ' -  -A  bo'lgandaesa kososimmetrik matritsa deb ataladi.

Ta’rifdan har qanday simmetrik matritsaning elementlari a,j= , kososimmetrik 
matritsaning elementlari esa a y=— aj, shartni qanoatlantirishi bevosita kelib chiqadi. 
Bundan kososimmetrik matritsaning barcha diagonal elementlari nolga teng 
bo'Iishi kelib chiqadi.
Masalan,

< 2  3 N

( 2 - 4  n  => АГ -  ^3x2 ~ - 4  0

0 1 4^

U  - 5 ,

'3 6 1 Л ' 0 3 2 >

A = 6 0 - 4 - 3 1О

,1 - 4 " 2 ; , " 2 4 0 )
nnatritsalardan A simmetrik, В kososimmetrik bo'ladi.

32 33



1.3. M atritsalarning iqtisodiy tatbiqlari. Ushbu mavzu nihoyasida 
matritsa laming iqtisodiy ma’nosi va tatbiqlarini ifodalovchi misollar keltiramiz.

1-misol. Xalq xo‘jaligining tarmoqlari o'rtasida ayrim ishlab chiqarish 
resurslarining taqsimoti quyidagi jadval orqali berilgan bo'lsin (umumiy hajmga

Resurslar

Xalq xo'jaligi tarmoqlari

Sanoat Qishloq xo'jaligi Boshqa tarmoqlar

l.Yoqilg'i 45 30 25
2. Elektr energiyasi 53 27 20
3. Mehnat resurslari 38 21 41
4. Suv resurslari 40 48 12

Bu jadvalni matritsa yordamida quyidagi qulay ko'rinishda ifodalash mumkin:
(45  30 25̂ 1

Ал^-i —
53 27 20 
38 21 41

^40 48 12,
Bu yozuvda A matritsaning har bir elementi aniq iqtisodiy ma’noga ega. 

Masalan, an  =45 va a 2i= 53 sanoat tarmoqlari yoqilg'ining 45 foizini va elektr 
energiyasining 53 foizini iste’mol qilishini ko'rsatadi; a22=27 qishloq xo'jaligi 
elektr energiyasining 27 foizini sarflashini, азз=41 esa mehnat resurslarining 41 
foizi boshqa tarmoqlarda band ekanligini ifodalaydi va hokazo.

2-Misol. Korxona М ЬМ2 , М3 va M4 kabi belgilangan 4 xil mahsulot ishlab 
chiqaradi. Bu mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun 3 xil Si , S2 va S3 xom 
ashyolardan foydalaniladi. Bunda atJ (/=1,2,3,4; 7-1,2,3) orqali M, mahsulot 
birligini ishlab chiqarish uchun S'j xom ashyodan qancha birlik sarflanishini 
belgilab, mahsulotlar birligini ishlab chiqarish uchun xom ashyolar sarfi me’yorini 
ushbu /44хз=(%) matritsa orqali ifodalaymiz:

(4  3 2^

A =

Bunda М/ (/=1,2,3,4) mahsulotlarni ishlab chiqarish rejasini ifodalovchi С satr 
va Sj (/=1,2,3) xom ashyo birligining bahosini ko'rsatuvchi В ustun matritsalar 
quyidagicha bo'lsin:

С = (90 110 80 100), B =

holda CA matritsalar ko'paytmasi mavjud va u rejalangan mahsulotlarni
• h | b  ch iqarish  uchun sarflanadigan S ,, S 2 va S 3 xom ashyolar miqdorini 
ifodalovch i quyidagi D satr matritsadan iboratdir:

(  4

D = C - A = {90 110 80 100)

2 î3
1 0 5
3 2 4

= (1210 730 1150).

V5 3 к
Demak biz ishlab chiqarish rejasini bajarishimiz uchun S! , S2 va S3 xom 

ashyolardan mos ravishda 1210, 730 va 1150 birlik miqdorda ega bo'lishimiz

keXom ashyo miqdorini ifodalovchi topilgan D matritsani xom ashyo birligi 
bahosini ko'rsatuvchi В matritsaga ko'paytmasi DB ham mavjud va u bizga zarur 
miqdordagi xom ashyolami sotib olish xarajatimizni determinant sondan iborat 
bo'ladi:

( T
= 1210 -7 + 730-4 +1150 -5 = 17140.DB = (l210 730 1150

XULOSA
Matritsa -  satrlar va ustunlar shaklida joylashtirilgan sonlar jadvali bo'lib, 

ma’lum bir ma’noda son tushunchasini umumlashtiradi. Matritsalar 
matematikaning ham nazariy, ham amaliy (jumladan iqtisodiy mazmunli) 
masalalarida keng qo'llaniladi. Matritsalar ustida ulami songa ко paytirish, о zaro 
qo'shish, ayirish va ko'paytirish kabi algebraik amallar aniqlangan. Bunda hosil 
bo'ladigan matritsalar algebrasidagi ko'paytirish amalining o'ziga xos xususiyati 
shundan iboratki, u kommutativlik qonuniga bo'ysunmaydi. Bu algebrada nol va 
birlik matritsa 1 va 0 sonlariga o'xshash xossalarga ega. Matritsalar uchun 
ko'rsatilgan algebraik amallardan tashqari transponirlash amali ham aniqlangan.

Tavanch iboralar

Matritsa * Matritsa tartibi * Matritsa elementi * To'rtburchakli matritsa
* Kvadrat matritsa * Ustun matritsa * Satr matritsa * Teng matritsalar
* Diagonal element * Diagonal matritsa * Birlik matritsa * Nol matritsa
* Matritsalar yig'indisi * Matritsalar ayirmasi * Matritsalar ko'paytmasi
* Matritsaning darajasi * Matritsaning transponirlangani * Simmetrik matritsa

_* Kososimmetrik matritsa __________ _______

Takrorlash  uchun savollar

1 ■ Matritsa deb nimaga aytiladi?
2. Matritsaning tartibi qanday aniqlanadi?

Matritsaning elementi deb nimaga aytiladi?



4. Matritsalar qanday turlarga ajratiiadi?
5. Qachon ikkita matritsa teng deyiladi?
6 . Matritsaning qanday elementi diagonal deyiladi?
7. Birlik matritsa qanday ta’riflanadi?
8 . Qachon matritsa nol matritsa deyiladi?
9. Matritsani songa ko'paytirish qanday aniqlanadi?
10.Qaysi shartda matritsalarni qo'shish yoki ayirish mumkin?
11 .Matritsalar yig'indisi yoki ayirmasi qanday topiladi?
12.Matritsalarni qo'shish amali qanday qonunlarga bo'ysunadi?
13. Matritsalarni qo'shish amali qanday xossalarga ega?
14.Qaysi shartda matritsalarni ko'paytirish mumkin?
15.Ko‘paytma matritsa tartibi qanday topiladi?
16.Matritsalarning ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
17.Matritsalarni ko'paytirish amali qanday qonunlarga bo'ysunadi?
18. Matritsalarni ko'paytirish amali qanday xossalarga ega?
19.Matritsaning natural darajasi qanday aniqlanadi?
2 0 .Matritsani darajaga ko'tarish amali qanday xossalarga ega?
21. Matritsalarni transponirlash nima?
22. Matritsalarni transponirlash amali qanday xossalarga ega?
23. Qachon matritsa simmetrik deyiladi?
24. Qanday shartda matritsa kososimmetrik deb ataladi?
25.Matritsaning iqtisodiy tatbig'iga misol keltiring.

Testlardan nam unalar

1. Matritsa mazmuni qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?
A) sonlar yig'indisi; B) sonlar ko'paytmasi;
C) sonlar to'plami; D) sonlar jadvali;
E) sonlar birlashmasi.

- 1  0 5"!
2  -j ^ ) m atr ' ts a n 'n 8  tartibini aniqlang.

A) 2x2; B) 2x3; C )3x2; D )3x3; E) 2x3=6.

Elementlari av bo'lgan matritsa qachon nol matritsa deyiladi?
A) Barcha a:j elementlaming yig'indisi nolga teng bo'lsa;
B) Barcha ay elementlari nolga teng bo'lsa;
C) Barcha ay elementlaming ko'paytmasi nolga teng bo'lsa;
D) Biror satridagi barcha av elementlar nolga teng bo'lsa;
E) Biror ustundagi barcha ay elementlar nolga teng bo'lsa.

Quyidagi matritsalarning qaysi biri nol matritsa bo'lmaydi?
' 0  0 0

4 “  o ) ;  B , ( 0  0  0 ) ;  C ) ( o }  D ) 0 0 0

E) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo'ladi.

Flementlari atJ bo'lgan kvadrat matritsa qachon birlik matritsa deyiladi?
A) Barcha a,, elementlar birga teng bo'lsa;
B) ац= 1 va ay =0 (ijj)  bo'lsa;
C) Barcha a,, diagonal elementlar birga teng bo'lsa;
D) Biror satrdagi barcha av elementlar birga teng bo'lsa;
E) Biror ustundagi barcha ay elementlar birga teng bo'lsa.

Birlik matritsani ko'rsating. 
fl 0 ^ ( 1 0

A)
0 0

C)
0 1

B) D)

Birlik matritsani ko'rsating.

»c: :)■ »с:: С)

0  1 

1 о

0  0 0 

1 1 1

Е)
о о 
0 1

D)
1 0 0 Е) bu yerda birlik matritsa yo'q

[0  1 0 j

8 . Qaysi shartda Аш  va Bp, matritsalarni ko'paytirish mumkin?

A) m=p; B) m=q; C) n=p; D) n=q; E) mq=np.

9. Quyidagi A  va В matritsalar ustida qanday amallar bajarish mumkin?

A = a \\  a \2 a 13 

a 21 a 22 a 23
B =

A) A - B :  В) A B  ; C) B A ; D) B-A  ; E) A+B.

Mustaqil ish topshiriqlari

1. A va В matritsalar bo'yicha (и+2)А, (l-n)B , A+B, A-В  va иА+(п-3)В 
matritsalarni toping:

(  n 1 - n  w + l ^  ^  f  2n n + 3 и - 2

'l ^ w  + l n 2л - 1 J ’ U  + 1 n ~ 4 1 -2 и >

2. Berilgan A va В matritsalar bo'yicha A B va B A matritsalarni toping

A =
n И + 1 И - Г '  3 2 1

1 2 3 , B = 2  n 2n + \ n

v2 n 2 n - 3  n + 5j n n + lj



§2. DETERM IN ANTLAR VA ULARNING XOSSALARI

• Determinantlar va ulartti hisoblash.
• Determinantlarning asosiy xossalarL

2.1. D eterm inantlar va uiarni hisoblash. Matritsaning bir qator 
xususiyatlarini ta’riflash va o‘rganish uchun uning determinanti tushunchasi kerak 
bo‘ladi.

1-TA ’RIF. n - tartibli A kvadrat matritsaning elementlaridan ma’lum bir 
qoida asosida hosil qilinadigan son n -  tartibli determinant deyiladi.

A kvadrat matritsaning determinanti \A\ yoki det4 kabi belgilanadi. Ayrim 
o'quv adabiyotlarida determinant atamasi aniqlovchi deb aytiladi. Umumiy holda 
и-tartibli determinant quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

« 1 1  « 12  ” • « ln |

IA \= d * A = a21 ° 22 ;;; £

«л1 «м2 t

2-TA ’RIF. Berilgan \A\ determinantni tashkil etgan a,у (ij=  1,2, ... ,n) sonlar 
determinantning elementlari, gorizontal ko'rinishda joylashgan a,, (/=1,2 , ... ,n) 
elementlar determinantning i- satri (/=1,2 , ... ,n), vertikal ko'rinishda joylashgan 
ajj (/=1,2 , ... ,h) elementlar esa determinantning j  ustuni (/=1,2 , ... ,n) deyiladi.

Endi 1, II va III tartibli determinantlami hisoblash qoidasini formula 
ko'rinishida aniq ifodalaymiz.

I tartibli \A\ determinant faqat bitta an  sondan iborat bo'lib, uning qiymati shu 
sonni o'ziga teng, ya’ni |Л|=|ац|= «ii deb olinadi.

II tartibli determinantning qiymati quyidagi formula bilan aniqlanadi:

l^ii ам\
=  « 1 1 • «22 -  «12 "«21АЫ

«21  « 22
(1)

Masalan,
3 4 5 4

= 3 - 6 - 4 - 5  = 1 8 -2 0  = - 2 ,
5 6 - 2  10

М »

= 5 1 0 - 4 -  (-2 ) = 50 + 8 = 58 

III tartibli determinant esa quyidagi formula bilan hisoblanadi:
«11  « 1 2  « 1 3 1

=  «11 « 2 2  '« 3 3  + « 1 2  « 2 3  '« 3 1  + « 2 1  '« 3 2  ’ « 1 3  “|«21

«31
«22

«32
«23
«33

“ «13 '«22 «31 ~«I2 '«21 '«33 — «23 «32 '«11 (2)
Bu yerda (2) formulani eslab qolish oson emas va shu sababli III tartibli 

determinantlami quyidagi usullarda hisoblash mumkin.
❖ U chburchaklar usuli. Bu usulda determinantning elementlari sxematik 

ko'rinishda nuqtalar singari ifodalanadi (7-rasmga qarang). So‘ngra asoslari 
determinantning diagonallariga parallel bo'lgan uchburchaklar qaraladi. Bu

uchbu rchak larn ing  uchlarida va diagonallarda joylashgan elementlarning 
ko 'p ay tm a la ri hosil qilinadi. I holda chiziqlar bilan tutashtirilgan elementlarning 
k o 'p ay tm ala ri o‘z ishorasi, II holda esa qarama-qarshi ishora bilan

olinadi.
Ill III

II

7-rasm —

❖ Sarrius usuli. Bu usulda determinantning o 'ng tomoniga uning I va II 
ustunlari takroran yozilib, 3><5 tartibli matritsa hosil qilinadi. Bu matritsaning 
elementlari sxematik ko'rinishda nuqtalar singari ifodalanadi (8 -rasmga qarang) va 
chiziqlar bilan tutashtirilgan elementlarning ko'paytmasi I holda o‘z ishorasi, П 
holda esa qarama-qarshi ishora bilan olinadi.

I l l  tartibli determinantni hisoblashga doir misol keltiramiz.

Д =
6 -2] 
5 4

|3 -1  0

= 2-5  0 + 6 - 4 -3  + 1 (-1) ( - 2 ) -

-  ( -2 )  - 5 - 3 -  6 1 - 0 - 4  - (-1) • (2) = 112. 
Determinantlar va matritsalar orasida quyidagi o'xshashlik va farqlar mavjud:

1) matritsa sonlar jadvalini ifodalaydi. Determinant esa sonlar jadvalidan 
hosil qilinadigan sonli ifoda bo'lib. uning qiymati sondan iboratdir;

2 ) matritsa sonlar jadvalini dumaloq qavslar ichiga olish bilan belgilansa, 
determinant bu jadvalni vertikal chiziqlar orasiga olish bilan belgilanadi;



3) A matritsa va |Л| determinantni tashkil etuvchi sonlar ularning 
elementlari deyiladi;

4) matritsa va determinanant satrlar va ustunlardan iborat;
5) determinantlarda ustun va satrlar soni teng bo‘ lishi kerak, matritsalarda 

esa bunday bo‘lishi shart emas.

2.2. D eterm inantlarning asosiy xossalari. Endi ixtiyoriy tartibli 
determinantlar uchun o'rinli bo'lgan xossalar bilan tanishamiz. Aniqlik va soddalik 
uchun umumiy holda ifodalangan bu xossalami uchinchi tartibli determinantlar 
misolida ko'rsatamiz va isbotlaymiz.

1-xossa. Agar determinantda har bir /-satr (/=1,2,3, ',«) г-ustun bilan 
almashtirilsa, uning qiymati o'zgarmaydi.

Masalan,

«11 «12 «13 a 21 «31

«21 «22 «23 = « , 2 «22 «32

«31 «32 «зз «13 «23 «33
___0 —  --------------—  u v t v i u w i m u u i  у*.) u i s u u i a s n  l u r n i u i a s i a a n

kelib chiqadi.
Demak determinantning satr va ustunlari teng kuchlidir, ya’ni satr (ustun) 

uchun o'rinli bo'lgan tasdiq ustun (satr) uchun ham o'rinli bo'ladi. Bundan 
tashqari bu xossadan matritsani transponirlashda uning determinanti o'zgarmay 
qolishi, ya’ni deL4=deL4T bo'Iishi kelib chiqadi. Shu sababli determinantning 
keyingi xossalarini faqat satrlar uchun ifodalaymiz.

2-xossa. Determinantda ixtiyoriy ikkita satrlar o 'm i o'zaro almashtirilsa, 
determinantning qiymati faqat ishorasini o'zgartiradi.

Masalan,

«11 «12 «13 «31 «32 «33

«21 «22 «23 =  ~ «2i «22 «23

«31 «32 «33 «11 «12 «13

3-xossa. Agar determinantda ikkita satr elementlari bir xil bo'lsa, uning 
qiymati nolga teng bo'ladi.

Isbot: Berilgan determinantning qiymatini A , uning bir xil elementli 
satrlarining o'rinlarini almashtirishdan hosil bo'lgan determinantning qiymatini esa 
A' deb belgilaymiz. Unda, 2-xossaga asosan, A -  -A  bo'ladi. Ammo determinantda 
bir xil elementli satrlarning o'rinlari almashtirilganligi uchun uning ko'rinishi 
o'zgarmay qoladi va shu sababli A — A bo'ladi. . Bu tengliklardan A = -  A natijani 
olamiz va undan A= 0  ekanligi kelib chiqadi.

Masalan, hozircha biz IV tartibli determinantni hisoblash formulasini 
bilmasakda, 3-xossaga asosan, birinchi va uchinchi satrlari bir xil bo'lgan ushbu 
determinantning qiymatini yozishimiz mumkin:

1 - 4 3 6

7
- 4

0

-2
6

5

=  0

4-xossa. Determ inantda biror satr elementlari umumiy X ko'paytuvchiga ega 
bo'lsa, uni determinant belgisidan tashqariga chiqarib yozish mumkin.

Masalan,
«11 «12 «13 « и «12 «13

A a21 A «22 A a 23 =  A «21 «22 «23

«31 «32 «33 «31 «32 «33

Isbot: III tartibli determinantni (2) hisoblash formulasidagi yig'indining har bir 
qo'shiluvchisida X umumiy ko'paytuvchi qatnashadi. Bu X umumiy ko'paytuvchini 
qavsdan tashqariga chiqarib, 4-xossadagi tasdiqning o'rinli ekanligiga ishonch 
hosil etamiz.

5-xossa. Agar determinantda biror satr faqat nollardan iborat bo'lsa, uning 
qiymati nolga tang bo' ladi.

Bu xossaning isboti oldingi xossadan A=0 bo'lgan holda kelib chiqadi.
Masalan, quyidagi III tartibli determinantning qiymatini (2) formula bilan 

hisoblab o'tirmay, 4-xossaga asosan to 'g 'ridan-to 'g 'ri
111 20 401|
1-8

0

139
0

= 0

deb ta’kidlay olamiz.
6-xossa. Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satr 

proporsional bo'lsa, uning qiymati nolga teng bo'ladi. 
Masalan,

elementlari o'zaro

«11 «12 «13

A « n A«i2 A a 13 =  0

«31 «32 «33

w uui; ч-лиььа^а аэиъал л piupuiaiuiiaiiiiN. 
oldiga umumiy ko'paytuvchi sifatida chiqarish mumkin. Bu holda ikkita satri bir 
xil bo'lgan determinant hosil bo'ladi va uning qiymati, 3-xossaga asosan, nolga 
teng. Bundan berilgan determinantning ham qiymati nol ekanligi kelib chiqadi. 

Masalan,

chunki bu determinantda I 
koeffitsiyenti X=1.5 ga teng.

- 3
= 0 .

5
1

|3 7.5 -4 .5 | 
va III satrlar proporsional va proporsionallik



7-xossa. Agar deterrninantning biror /-satri ikkita qo'shiluvchi yig'indisidan 
iborat, ya’ni a4+ b0 ko'rinishda bo'lsa, bu determinantni ikkita determ inantlar 
yig'indisi ko'rinishida yozish mumkin. Bunda bu determinantlaming /-satri mos 
ravishda av va bv elementlardan iborat bo'lib, qolgan satrlari berilgan 
determinantniki singari bo'ladi.

Masalan,
Oil a, 2 «13 «11 a, 2 «13 «11 «12 «13

«21 +  *21 a22 + *22 «23 +  *23 = «21 a22 «23 + *21 *22 *23
a3l «32 «33 «31 a32 «33 «31 «32 <*33

mumkin.
8-xossa. Agar \A\ deterrninantning a„ diagonal elementlaridan yuqorida yoki 

pastda joylashgan barcha elementlari nolga teng bo'lsa, uning qiymati diagonal 
elementlar ko'paytmasiga teng bo'ladi.

Masalan,

«11 «12 «13 «11 0 0

0 «22 «23 = «2i «22 0

0 0 «33 «31 «32 «33

— #i \ Ct̂ Clx

Isbot: Bu determinantlar uchun ulami (2) hisoblash formulasidagi а иаггап 
qo'shiluvchidan boshqa hamma qo'shiluvchilari nolga teng bo'ladi va shuning 
uchun ulaming yig'indisi, ya’ni deterrninantning qiymati shu ko'paytmaga teng 
bo'ladi.

Masalan, ushbu IV tartibli determinantni hisoblaymiz:
- 3  2 4 - 5

= (-3 ) • 5 • 2 • (-1) = 30.

9-xossa. Diagonal matritsaning determinanti uning diagonal elementlari 
ko'paytmasiga teng bo' ladi.

Bu xossa isboti bevosita oldingi xossadan kelib chiqadi. Jumladan har qanday 
birlik matritsaning determinanti birga tengdir.

Navbatdagi xossani ifodalash uchun ikkita yangi tushuncha kiritamiz.
3-TA ’RIF. Ixtiyoriy и-tartibli deterrninantning a4 ( ; /=  1,2, ... , ri) 

elementining m inori deb bu determinantdan shu element joylashgan /-satr va j -  
ustunni o'chirishdan hosil bo'lgan (w-1)-tartibli determinant qiymatiga aytiladi.

Deterrninantning a,j elementining minori M„ deb belgilanadi va ularning soni n2 
ta bo' ladi. Masalan,

1 - 5  2
A  = - 3

-2
(3)

deterrninantning 11 satr elementlarining minorlarini yozamiz va hisoblaymiz:

Л/ i i  - = - 1, M 2 2~ = 1, Л/2з =
1 - 5
0 - 2

= - 2 .

Bunda Ш tartibli deterrninantning minorlari 11 tartibli determinantlar ekanligini
ana bir marta ta’kidlab o'tamiz.

4 TA 'RIF  Ixtiyoriy л-tartibli deterrninantning aif ( y - 1,2, ... , ri) 
е^г^ ^ f a l g e b r a i k  to'ldiruvchisi deb ( - l ) '+; M„ kabi aniqlanadigan songa

^ D e t e r r n i n a n t n i n g  a,, (ij=  1 ,2 , . . . ,  n) elementining algebraik to'ldiruvchisi A„ kabi 
belgilanadi va, ta’rifga asosan,

[ M , ,  i + j -  juft bo'lsa;
^  ~ j- M. , i + j  - toq bo' Isa. 

formula bilan hisoblanadi. Masalan, (3) deterrninantning II satr elementlarining 
aleebraik to‘ ldiruvchilari quyidagicha bo' ladi:

/42i= - A f 2i=l , A n =  < A23 = - M 73=2. (4)
10-xossa (Laplas teoremasi). Deterrninantning ixtiyoriy bir /- satrida 

joylashgan % (/=1,2, ... , ri) elementlarini ulaming A0 (/=1,2, ... , ri) algebraik 
to'ldimvchilariga ko'paytmalarining yig'indisi shu deterrninantning qiymatiga teng
bo'ladi. bo'lsa .

Isbot: Bu xossa III tartibli И I deterrninantning birinchi satri uchun quyidagi
ko'rinishda bo'ladi:

«11^11 +flf12 ̂ 12 + a 13^13 = M  (5 )

Bu tenglikni isbotlash uchun algebraik to'Idiruvchi ta rifidan va determ inant lam i 
hisoblashning ( 1), (2 ) formulalaridan quyidagicha foydalanamiz.

«1 Л  1 +  a l2 A l2 +  «13^13 = a l l M l \ ~ a l2 M \ 2 +  « 1 3 ^ 1 3  =

«21  a 22 _
I

«31 a 32

=  a ll(« 2 2 « 3 3  - a 23a 3 2 ) - 0 12(a 21a 33 “  « 2 3 « 3 l)  +  « в (« 2 1 « 3 2  ~ « 2 2 « 3 l)  =

=  « , , 0 22^ 33  - а ц а 23а 32 ~ «12«21«33 +  «12«23«31 +  «13«21«32 _  «13«22«31 =

=  Яц«22«33 +  012«23«31 +  «13«21«32 ~ « U « 2 3 « 3 2  _ «12«21a 33 _ a 13«22«31 =  1 4  
Xuddi shunday tarzda deterrninantning ikkinchi va uchinchi satrlari uchun 

а 21Л 2 1 + а 22 ^ 2 2 + а 23/123 = И 1 ’ a n A 3l + a 32A n  + a 33A 33 = \A \  (6 )  

tengliklar o'rinli bo'lishi isbotlanadi
5- T A ’R I F .  Yuooridaei (5) va (6) tengliklar deterrninantningsatrlar bo'yicha 

yoyilmasi deb ataladi.
Shunga o'xshash deterrninantning ustunlar bo'yichayoyilmasini ham 

quyidagicha yozish mumkin:
а П А и  + <*2\ A 2l + О з И з 1  = И >  а \ 2 А [ 2 + а 22А 2 2 + а 23А 2 2 = \А \ ’ ^  

а 13 А з  +  « 2 3 ^ 2 3  +  « 3 3 ^ 3 3  =  1 4
Masalan, yuqorida keltirilgan (3 ) determinant qiymatini uning II satrining (4) 

algebraik to'ldiruvchilari yordamida hisoblaymiz:

«23

«33

- a 12
a 21

«31

«23

«33
+ a I3



A = 2 A 2i + (-3)A 22 +7A23 = 2 T + ( - 3 ) l  + 7 -2 = 1 3 .
Laplas teoremasidan foydalanib yuqori tartibli determinantlami hisoblash 

mumkin. Bunda л-tartibli determinantni hisoblash n ta («—1) - tartibli 
determinantni (Ay algebraik to‘ ldiruvchilami) hisoblash va uning ixtiyoriy satr yoki 
ustuni bo‘yicha yoyilmasidan foydalanishga keltiriladi. Jumladan, I tartibli 
determinant qiymati |4 |= |au |=aii ekanligidan foydalanib, ( 1) va (2 ) formulalarni 
keltirib chiqarish mumkin. Determinant qiymatini Laplas teoremasi yordamida 
hisoblash uchun uning ixtiyoriy satr yoki ustun bo'yicha yoyilmasidan foydalanish 
mumkin. Ammo, amaliy nuqtai nazardan, ko'proq elementlari nolga teng bo'lgan 
satr yoki ustunni tanlash (agar shundaylar mavjud bo'lsa) maqsadga muvofiqdir. 
Bu holda nolga teng elementlarning algebraik to'ldiruvchilarini topishga hojat 
bo'lmaydi va hisoblashlar hajmi ancha kamayadi.

Misol. Ushbu IV tartibli determinantni hisoblang:
2 - 3 4 5

И  =
1 0 2 10
6 7 5 - 2
3 0 9 1

Yechish: Bu determinantni II ustun bo'yicha yoyilmasidan foydalanib hisoblash 
qulaydir. Bunga sabab shuki, bu ustunda nol elementlar boshqa satr va ustunlarga 
qaraganda ko'proq hamda a22=0, <a42=0 elementlarning A22 , A42 algebraik 
to'ldiruvchilarini hisoblash shart emas.

Dastlab A n  va A n  algebraik to'ldiruvchilami hisoblab, A i2 =-389 va Л ^=45 
ekanligini aniqlaymiz. Endi determinant qiymatini II ustunga Laplas teoremasini 
tatbiq etib hisoblaymiz:

И  =  «12^12 +  a 22^22  +  a 32^32  +  fl42^42 =
= (-3 ) • (-389) + 0 • A22 + 7 • 45 + 0 • A42 = 1482.

11 -xossa. Agar \A\ determinantni biror /-satrining algebraik to'ldiruvchilari A,, 
(/=1,2 , ... , ri) va bj (/=1,2 , ... , n) ixtiyoriy sonlar bo'lsa, unda 

b\A,\ +b2A,2 +ЬъАа + --- + b„A,„ =|B| 
tenglik o'rinli bo'ladi. Bunda |B| determinant \A\ determinantdan faqat /-satri bilan 
farq qilib, uning /-satri bj (/'=1,2 , . . . ,  ri) sonlardan tashkil topgan bo'ladi.

Isbot: Bu xossa isbotini III tartibli \A\ determinantning , masalan, birinchi satri 
uchun keltiramiz. Bu holda

Ь\Ац+ b2A\2+ b-$A\y= \B\ 
yig'indining qo'shiluvchilari \A\ determinantning birinchi satr bo'yicha yoyilmasini 
ifodalovchi

a,A u+ a2A i2+ азАц =\A\ 
yig'indi qo'shiluvchilaridan faqat birinchi ko'paytuvchilari, ya’ni birinchi satr 
elementlari bilan farq qiladi. Shu sababli \A\, |B| determinantlar bir-biridan faqat 
birinchi satri bilan farq qiladi va \B\ determinantning birinchi satri bh b2 va bj 
sonlardan iborat bo'ladi.

Masalan, A n, A ^ v a A ^

\A \ =

2 - 4
0 7
9 12

d e t e r m in a n t n i  birinchi satri elementlarining algebraik to'ldiruvchilari bo'lsa, unda

11 Aj | + 12Л12 + 1 ЗЛ13 — |/J| — 7 3
12 - 4

12-xossa. Agar \A\ determinantni biror /-satrining a,, (/=1,2, ... , n) elementlari 
boshqa bir *-satr (гфк) mos elementlarining A^  (/=1,2 , ... , n) algebraik 
to'ldiruvchilariga ko'paytirilgan bo'lsa, bu ko'paytmalar yig'indisi nolga teng 
bo'ladi.

Isbot: Oldingi xossada bj= a,j (/=1 ,2 ,. . . ,  ri) deb olsak, unda 
b\Ak i + b2A/c2 +Ь}Ак3 +■■■ + ЬПАЫ = ап Аи  + ai2Ak2 + aj3Ak3 +■•• + a,„Ah, = |S |
Bu yerda |B| determinant berilgan \A\ determinantning Л-satriga /-satrining a,, 
elementlarini qo'yish bilan hosil qilinadi. Shu sababli |fi| determinantning /-satri va 
/t-satri bir xil bo'lib, 3-xossaga asosan uning qiymati nolga teng bo'ladi, ya’ni 

ал Ак\ + an Aki + ая Акъ + " '  + aittAkn = 0 ’ / ,*  = 1.2,—, и; t * k .  (8)
13-xossa. Agar A va В bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo'lsa ularning 

ko'paytmasining determinanti har birining determinantlari ko'paytmasiga teng 
bo'ladi, ya’ni \A-B\=\A\\B\ tenglik o'rinlidir.

Bu xossani isbotsiz keltiramiz.
Ko'rib o'tilgan bu xossalar determinantlami hisoblash va ularning turli 

tatbiqlarida qo'llaniladi.

XULOSA
Kvadrat matritsa elementlaridan ma’lum bir usulda hosil qilinadigan sonli ifoda 

uning determinanti deyiladi. Bu tushuncha matematikaning turli bo'limlarida ko'p 
qo'llaniladi va natijalami ixcham ko'rinishda ifodalashga imkon beradi. II va III 
tartibli determinantlaming hisoblash formulalari nisbatan sodda, ammo yuqori 
tartibli determinantlar uchun ular juda murakkab ko'rinishga ega. Shu sababli 
bunday determinantlar ularning algebraik to’ldiruvchilari va Laplas teoremasi 
yordamida quyi tartibli determinantlarga keltirish orqali hisoblanadi. Bundan 
tashqari bir qator hollarda determinantlaming qiymatlari ularning xossalaridan 
foydalanib topilishi mumkin. Birlik matritsa va kvadratik nol matritsalarning 
determinantlari mos ravishda 1 va 0 qiymatga ega.

Tavanch iboralar

E
 D ete rm inan t * Determinantning elementi * Determinantning satri 
D ete rm inan tn ing  ustuni * Minor * Algebraik to'ldiruvchi * Laplas teoremasi



T akrorlash  uchun savollar

1. Determinant deyilganda nima tushuniladi?
2. II tartibli determinant qanday hisoblanadi?
3. HI tartibli determinant uchburchak usulida qanday hisoblanadi?
4. Ill tartibli determinant Sarrius usulida qanday hisoblanadi?
5. Determinant va matritsa o'rtasida qanday o'xshashlik va farqlar bor?
6 . Determinantda satr va ustunlar o'zaro qanday xususiyatga ega?
7. Determinantda ikkita satr yoki ikkita ustun o‘mi almashtirilsa nima bo'ladi?
8 . Qaysi hollarda hisoblamasdan determinantning qiymati nol bo'lishini aytish 

mumkin?
9. Determinant elementining minori deb nimaga aytiladi?
10. Determinant elementining algebraik to'ldiruvchisi qanday aniqlanadi?
11. Determinantlar uchun Laplas teoremasi qanday ifodalanadi?
12. Laplas teoremasining ahamiyati nimadan iborat?
13. Matritsalar ko'paytmasining determinanti qanday hisoblanishi mumkin?

Testlardan nam unalar

1. Quyidagi |A| determinantning a l2 va a32 elementlari yig'indisini toping:
1 - 4  7 
0 3 5 .

- 2  6 3 
C) 7;A) 5; B) 2; D) - 6 ; E) 6 .x V  J У '  > * 7 J

2. Quyidagi |A| determinantning diagonal elementlari yig'indisini toping:
1 - 4  7

и -  - -  -5
- 1 0

=  0
x — 1 3 

2 1
A )x=7; B )X =-1; C) jc=2; D) x=4; E) * = 8  .

3 x  + \ 
x  - 2 1

6 Tenglamani yeching: =  1

4. Ushbu determinantni hisoblang:
3 - 3
2 - 2

A) 0; B) -12; C) 12; D) 2; E) 3.

дч  x .=4; jc2=1 > 2 ; x 2 3 ; С ) X\ 1; Xi 1 ,
D) tenglama yechimga ega emas; E) tenglama cheksiz ко p yechimga

Ushbu determinantni hisoblang:
1 3 2
2 2 4

3 1 6 

C) -2 ;

ega.

A) 1; B) 0;

Ushbu determinantni hisoblang:
3 - 5  1

D) 4; E) 12.

A) 0; B) 12;

2
0  4 5 - 7  

0 0  - 1  11 

0 0 0  ■ 1 

C) 10; D) —10; E) -12.

M ustaail ish topshiriqlari

1. П tartibli determinantni hisoblang:
%  j .

A2 =
2n +1 n + 3

A) 14; B) 0; C) 20; D ) - 6 ; E )4.
2. Щ tartibli determinant qiymatini toping:

3. Quyidagi determinantni hisoblang: n M+l n + 2
5 - 2 A3 = 2 n - \  n + 3 и —4
3 4 3 - 2  1

A) 14; B) -26; C )26; D) —14; E) 0:

Ad =

n и+1 n + 2  n+ 3
3 2 1 0

n -1  « - 2  n —3 n - 4
1 2  3 4

5. Quyidagi tenglamani yeching;



§3. TESKARI MATRITSA. MATRITSANING RANGI

• Teskarl matritsa .
• Matritsaning rangi.

3.1. Teskari m atritsa. Biz matritsalar ustida qo'shish, ayirish va ko'paytirish 
amallarini ko'rib o'tgan edik. Matritsalar son tushunchasini umumlashtirishdan 
hosil qilinganligi haqida ham aytilgan edi. Sonlar uchun qo'shish, ayirish va 
ko'paytirish amallaridan tashqari bo'lish amali ham mavjud. Bunda ikkita A va a 
(a?K)) sonlar bo'linmasini quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin:

а л ь = < г ' ь .
a a

Bundan ko'rinadiki, bo'lish amalini a # ) songa teskari bo'lgan a '  son 
yordamida ko'paytirish amali orqali ifodalash mumkin. Bunda ixtiyoriy af-0 va 
unga teskari a~l sonlar orasida ad~i=a lcf= 1 munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tenglik 
faqat o'zaro teskari sonlar uchun o'rinlidir va shu sababli teskari sonni ta’rifi 
sifatida qabul qilinishi mumkin. Shu sababli bu tenglikdan berilgan A matritsaga 
teskari matritsa tushunchasini kiritish uchun foydalaniladi.

I-T A ’RIF: Berilgan n- tartibli A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb 
AB=BA=E (E -n - tartibli birlik matritsa) shartni qanoatlantiruvchi «-tartibli В 
kvadrat matritsaga aytiladi.

Berilgan A matritsaga teskari matritsa A~l kabi belgilanadi va, ta'rifga asosan. 
ular uchun AA~l-  A~'A=E munosabat o'rinli bo'ladi.

Ma’lumki, ixtiyoriy сф0 soni uchun a"' teskari son mavjud va yagonadir. a=Q 
sonining esa teskarisi mavjud emas. Shu sababli matritsalar uchun quyidagi 
savollar paydo bo'ladi:

1. Qanday matritsalar uchun ularning teskarisi mavjud?
2. Teskari matritsa yagonami va uni qanday topish mumkin?
3. Qanday matritsalaming teskarisi mavjud emas?

2-TA ’RJF: Agar A matritsaning determinanti \A\=0 bo'lsa u maxsus matritsa , 
aks holda, ya’ni [Л|?Ю bo'lsa maxsus mas matritsa deb ataladi.

Masalan,
- 3 1 4 ' '2 1 0 "

A = 2 5 - 1 , b = 0 5 -1

, 1 11 2  > ,3 6 К
matritsalardan A maxsus (chunki И |= 0 ) , В  esa maxsusmas (chunki |S |- 1 9 ^ 0 )  
matritsa bo'ladi.

1-TEOREMA: Maxsus A matritsa uchun teskrji A~‘ matritsa mavjud emas. 
Isbot: Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni teskari / Г 1 matritsa mavjud deym iz. 

Ta’rifga asosan AA~'=A~'A=E va, teorema sharti bo'yicha, [Л|=0 teng lik la r 
o'rinlidir. Bu holda, determinantning oldin ko'rib o'tilgan 13-xossasiga asosan, 

|£|=| АГ1А\=\А ^ - 1|=М1И-,|=0-И_1|=0

matritsa uchun uning teskarisi mavjud emasligini ifodalaydi.
Berilgan n- tartibli

• 1 m iz A m m o E birlik matritsaning determinanti |£]=1 bo'ladi. Hosil
natijani oiam  • bjznin£, farazimiz noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi va maxsus

A =

a \\  a \2 

a 2] °2 2

l * nl a„2

a \n

an„

A =

Masalan,

'  A \ A 2 An"
T

A 1 A i  ■■■ Aa

A21 A 2 ■" A , = A 2 A22 ■ ■ ■ Ал

, -̂ nl A„2 Ann J ^ ln An  ■" An,

berilgan A matritsaga birkitilgan matritsa deb a

'2 -3 1 '

A = 0 5 - 3 (D

,4 0 1 ,
matritsa determinantining algebraik to'ldiruvchilari

А ц-S , A]2~ -12, A 13= —20, /*2i=3, A?f=-2, ^23= —12, 
A$]—4, A 32=6, Л зз= 10

A =
'A x a 2 i V ( 5 3 4 ’’

A  2 A 22 a 32 = - 1 2 - 2 6

^Аз Аз Аз у

О<N1 - 1 2

(2)

mavjud va u

formula bilan topiladi. 
Isbot: Dastlab

(

A\ A i  ■ • АпЛ

А ~ '= П
\4

1

" И

a ]2 a 22 ■ ‘ A„2

KAn An Amt ;

(3)

AA =

au an  

a 2 \ a 22

a n\ a n2

°\n Y  A

a 2n 122Al2 A

K A \ П A  n



ko'paytmani topamiz. Determinantlaming 10 va 12-xossalariga asosan
i = k

a il Ik + a i2A 2k + a i3A 3k + ' " a m A nk
fH|> i = k  
[ 0 ,  i * k

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan, matritsalar ko'paytmasining ta’rifiga asosan.

AA =

tenglikni hosil etamiz. Unda, matritsalami songa ko'paytirish amalining ta’rifi va 
xossa lariga asosan.

ГИ1 0 0 ■ ■ o '
0 и 0 • • 0

0 0 \A\ • 0

0 0 • 1 4

a L i - ± m - ±
И  И  " К

natijaga kelamiz. Shu tarzda

( И 0 0 • • 0 s ' I 0 0 • • o '

0 и 0 •• 0 0 1 0 •■ 0

0 0 и •• 0 = 0 0 1 • • 0

0 0 • • к , 0 0 0 • ■ 1,

= E

X a a  = e
и

tenglik ham o'rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin. Bu yerdan, teskari matritsa 
ta’rifiga asosan, (3) tenglik o'rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Misol sifatida yuqorida ko'rilgan (I) matritsa uchun |Л|=26-/0 ekanligidan va 
unga birkitilgan (2) matritsadan foydalanib, A~] teskari matritsani topamiz:

А ~ '= Г \А = —  A 26

5 3 
-1 2  - 2  

- 2 0  -1 2

4^1
6

10

3 2 '
26 26 13

6 1 3
13 13 13
10 6 5

ч 13 13 13
3-TEOREM A: Maxsusmas A matritsa uchun A~ teskari matritsa yagona 

ravishda aniqlanadi.
Isbot: Teskarisini faraz qilamiz. С va В yiatritsalar A matritsaga teskari va C f  В 

bo'lsin. Unda, teskari matritsa ta ’rifiga asosan,
AC=CA=E , AB=BA=E 

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklar va birlik matritsa xossasidan foydalanib, 
quyidagi natijalami olamiz:

C=CE=CAB, B=BE=EB=CAB.
Bu ikkala tenglikning o 'ng tomonlarini taqqoslab, C=B natijaga kelamiz. 

Hosil bo'lgan bu ziddiyat farazimiz noto 'g 'ri ekanligini ko'rsatadi va teskari 
matritsa yagona bo'ladi.

Shunday qilib, A maxsusmas matritsa uchun /Г 1 teskari matritsa mavjud va u

y a g o n a d i r ^ ^  ^ jjunehasidan  foydalanib bir xil tartibli A va В kvadrat
t f i t s a la m in g  bo'linmasini A 'lB (ИН>) ko'rinishda kiritish mumkin. 

ch insdek AT1 teskari matritsani m marta o'zaro ko'paytirib, hosil boMgan
tritsani A maxsusmas matritsaning -m - darajasi deb olishimiz va A~™ (m- 

brtiyoriy natural son) kabi belgilashimiz mumkin. Bundan Ak daraja (Л-maxsusmas 
matritsa) ixtiyoriy к butun son uchun (§1 ga qarang) aniqlangan bo'ladi.

Teskari matritsalar quyidagi xossalarga ega:
J-xossa. £"'= E.
Isbot: Bu xossa (3) teskari matritsani topish formulasidan bevosita kelib 

chiqadi.
2-xossa. (A ) =A. ^
Isbot: Bu xossa bevosita teskari matritsaning ta’rifidan, ya’ni AA — A A -E  

tenglikdan kelib chiqadi.
3-xossa. (AB) '=  В 1 A 1 .

Isbot: Teskari matritsa ta’rifi va matritsalar ko'paytmasining assosiativlik 
xossasiga asosan quyidagi tengliklami olamiz:

(AB)( Я-1 A~')= A(BETl) A~'= AEA~'= A A l= E ,
(2Г1 A-')( AB)= BT\ A~l A)B= B~lEB= BTlB=E.

Bu tengliklardan AB va B~x A~' o 'zaro teskari matritsalar ekanligi ko'rinadi.
4-xossa. И _,) г= ( ^ T)_1 • т т т t_
Isbot: Matritsalami transponirlash amalining (AB) - B A  va E -E  

xossalaridan foydalanib ushbu tengliklarga ega bo'lamiz:
A r (A - ')т=( А - ^ ) т=£т=£, (A - ')T A1 =(A A _1)T=£T=£.

Bu tengliklardan, teskari matritsa ta’rifiga asosan, (A  [)T= (A1) 1 ekanligi kelib 
chiqadi.

S-xossa. | /l_1|= l/| A\-\ A [ y .
Isbot: Matritsalar ko'paytmasining determinanti uchun \AB\= \A\\B\ formula va 

|£ |=1  tenglik hamda teskari son ta’rifidan foydalanib, ushbu natijaga kelamiz:

И  • И  = \a~'a\ = |£) = 1 => |^ - ‘| = ц  = И " 1 •

3.2. M atritsaning rangi. Endi kelgusida kerak bo'ladigan matritsa rangi 
tushunchasini kiritamiz. Dastlab oldin kvadrat matritsalar uchun aniqlangan minor 
tushunchasini ixtiyoriy to'rtburchakli matritsa uchun umumlashtiramiz.

4-ТЛ ’RIF: Har qanday Amx„ matritsaning ixtiyoriy ravishda tanlangan к ta 
(А <тт(т,и)) satr va ustunlarining kesishmasida joylashgan elementlaridan 
t'izilgan A-tartibli determinant bu matritsaning k-tartibli minori deyiladi.

Masalan,
f - 2

Aa„-i —

з П
1 4 
1 1

2 5



matritsaning har bir elementi uning I tartibli,
- 2  3 - 2  3 3 1 1 1 0  1 1 4
3 1>

0 1
»

1 1 2 5 ’ 3 2 5 2 5
kabi determinantlar II tartibli,

- 2

3
0

-2
3
3

4 ,

5

1 4
1 1

2 5

-2
0

3
determinantlar esa berilgan matritsaning 1П tartibli minorlariga misol bo'ladi.

S-TA ’RIF: Berilgan A matritsaning rangi deb uning noldan farqli minorining 
eng katta tartibiga aytiladi.

Matritsaning rangi r(A) kabi belgilanadi va uni quyidagicha topish mumkin. 
Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng, ya’ni u nol matritsa bo'lsa, uning 
rangi t(A)=Q bo‘ladi. Matritsaning noldan farqli elementi mavjud boMsa. uning 
rangi r(A)>\ bo'ladi. Bu noldan farqli elementni o 'z  ichiga olgan barcha II tartibli 
minorlarni hisoblaymiz. Agar barcha II tartibli minorlar nolga teng bo'lsa, unda 
r(A)=\ bo'ladi. Aks holda r(A) >2 bo'ladi va noldan farqli biror П tartibli minomi 
o 'z  ichiga olgan barcha III tartibli minorlarni qaraymiz. Ularning hammasi nolga 
teng bo'lsa г(Л)=2, aks holda r(A) >2 bo' ladi. Bu jarayonni shunday tarzda davom 
ettiramiz. Natijada, biror qadamda noldan farqli Л-tartibIi minomi o 'z  ichiga 
oluvchi barcha (A+l)-tartibli minorlar nolga teng bo'lgan holga kelamiz va bundan 
matritsaning rangi r(A)=k ekanligini topamiz.

Masalan,
( - 2

Ал̂ -х —

matritsaning rangini aniqlaymiz. Bu matritsaning noldan farqli elementi mavjud va 
shu sababli t(A) >1. Endi noldan farqli ixtiyoriy bir, masalan an = -2  elementni, 
o 'z  ichiga olgan va noldan farqli bo'lgan II tartibli minor mavjud yoki yo'qligini 
aniqlaymiz:

- 2  3
= - 2 - 9  = - l l * 0 .

3 1
Demak, t(A) >2 bo'ladi. Bu noldan farqli II tartibli minomi o 'z  ichiga olgan ikkita
III tartibli minorlarni qaraymiz:

= 0 .

Bu yerdan ko'rilayotgan matritsaning rangi r(A)=2 ekanligi kelib chiqadi.
Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, «-tartibli maxsusmas A matritsaning rangi 

r(A)=-n bo'ladi.

- 2 3 1 - 2 3 1
3 1 4 = 0 , 3 1 4

0 1 1 3 2 5

1X11 Masalan, yuqoridagi rangi t(A)=2 bo'lgan A4<3 matritsa uchun bazis minor 
s i f a t i d a  ushbu 0  tartibli minomi olish mumkin:^

T A ’RIF • Agar A matritsaning rangi г ( л у к  bo'lsa, uning noldan farqli
•^ |\7ы ГА -tartibli minori bazis minor deb ataladi.

=

XULOSA
M atritsalar algebrasida teskari matritsa tushunchasi teskari songa o'xshash 

ko'rinishda aniqlanadi. Bunda faqat determinanti noldan farqli bo'lgan matritsalar 
uchun teskari matritsa mavjud bo'ladi va yagona ravishda aniqlanadi. Teskari 
matritsani topish algoritmida algebraik to'ldiruvchilarni hisoblash va 
transponirlash amalidan foydalaniladi. Matritsalarning tatbiqlarida uning rangi va 
bazis minorlari tushunchalari muhim ahamiyatga egadir.

Tavanch iboralar

Teskari matritsa * Maxsus matritsa * Maxsusmas matritsa * Birkitilgan matritsa
* Matritsaning ft-tartibli minori * Matritsa rangi * Bazis minor.________________

T akrorlash uchun savollar

1. Teskari matritsa qanday ta’riflanadi?
2. Qachon matritsa maxsus deb ataladi?
3. Qanday matritsa maxsusmas deyiladi?
4. Qaysi shartda teskari matritsa mavjud bo'ladi?
5. Teskari matritsa yagonami ?
6 . Birkitilgan matritsa deb nimaga aytiladi?
7. Teskari matritsa qanday topiladi?
8 . Teskari matritsa qanday xossalarga ega?
9. Matritsaning Л-tartibli minori qanday ta’riflanadi?
10.Matritsaning rangi deb nimaga aytiladi?
11. Matritsaning rangi qanday topiladi?
12. Bazis minor nima?

Testlardan nam unalar

1 ■ A va unga teskari A~l matritsalar ko'paytmasi uchun qaysi tasdiq o'rinli?
A) AA~' faqat nollardan iborat matritsa bo'ladi;
B) AA~l faqat birlardan iborat matritsa bo'ladi;
C) AA~' diagonal elementlari 0, q o l g a n  barcha elementlari 1 bo'lgan 

matritsa bo'ladi.
D) AA 1 diagonal elementlari I, qolgan barcha elementlari 0 bo'lgan 

matritsa bo'ladi.



Е) АА~ ixtiyoriy kvadrat matritsa bo'ladi.

2. Qaysi shartda A matritsa maxsus deyiladi ?
А) И И ; В) И 1>0; С) И И ; D) И И ; Е) И И ;

3. Qaysi shartda A matritsa maxsusmas deyiladi ?
А) И 1<0 ; В) И И ; С) И И ; '  D) И И ; Е) И И ;

4. Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsusmas?

»C »e 9 <:>»"
5. Quyidagi matritsalardan qaysi biri maxsus?

»c:> »c j % 0 7

3 0 ) ’

6 . A va unga teskari A~l matritsalar uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri 
o‘rinli emas (E -  birlik matritsa, O -  nol matritsa)?
A) A -A~l = A~l ■ A; В ) A A ~ l = E; C ) A ~ l A = £ ;

D) A A - ' - A ~ l A =  О ; E) A - A ~ l = O .

7. Agar A kvadrat matritsaning determinanti A bo'lsa, qaysi shartda A~l 
teskari matritsa mavjud bo‘lmaydi?
A) A=0 В) A<0 С) Д>0 D) A?t0 E) A ixtiyoriy qiymatli.

8 . A mx„ matritsaning rangi nimaga teng?
A) satrlar soni m ga; B) ustunlar soni n ga;
C) noldan ferqli minorlar soniga; D) barcha elementlar soni mn ga.
E) noldan farqli minorlaming eng katta tartibiga;

M ustaail ish topshiriqlari

1. Berilgan A matritsa uchun teskari matritsa A-1 mayjudligini aniqlang. Agar 
teskari matritsa A-1 mavjud bo‘lsa, uni toping va A A_1=A"1 A=E tenglik 
o‘rinli bo'lishini tekshiring:

'n  + 1  n n - 1  ^
A =  1 2  3 

к 2п  2 л - 1  2/7 +  1,

2. Berilgan B3x4 matritsaning rangini aniqlang:
r n n + 1 n + 2 4n + 7 '  

$2x4 — П- 1 П 4 /7 -1

/7 +  2 л  +  З /1 +  4  4/7 +  15,

§4 . C H IZIQ LI TENGLAM ALAR SISTEMASI

Chiziqli tenglamalar sistemasi va ularning yechimi.
Matritsalar usuli.
Kramer (determinantlar) usulL 
Gauss (noma 'lumlarniyo'qotish) usuli. 
n noma ’lumJi m  ta chiziqli tenglamalar sistemasL 
Birjinsli chiziqli tenglamalar sistemasL 
Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiy tatbiqlari.
L eon t’evning tarmoqlararo halans modelL

4 l Chiziqli tenglam alar sistemasi va ularning yechimi. Ko'pgina amaliy, 
jumladan iqtisodiy, masalalar chiziqli tenglamalar sistemasi tushunchasiga olib

keiadi.
l-T A ’RIF: n noma’lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi deb quyidagi

ko'rinishdagTsistemaga aytiladi:
« 1 1*1 « 1 2 * 2  «13*3 a lnx n =  ^1

«21*1 +  a 22x 2 +  a 23*3 +  • • • +  a 2nx n =  b 2

ak\X\ + ak2XZ ***3*3 aknxn bk
О)

am\x \ + am2x2 + атЪх Ъ + amnxn bm 
Bu yerda a„ va b, (/=1,2, ..., m, /=1,2, ..., n) -berilgan va ixtiyoriy 

o‘zgarmas sonlar bo‘ lib, sonlari ( 1) sistemaning koeffitsiyentlari, b, esa ozod 
hadlari deyiladi. Bu sistemada Xj (у — 1, 2, ... , n) noma’lumlar bo'lib, ularning 
qiymatlarini topish talab etiladi.

Yig'indi belgisi yordamida (1) sistemani qisqacha quyidagicha yozish 
mumkin:

'£ a ijX j= b l , / = 1 , 2 , - ,  m . (2)

Endi ( 1) yoki (2) chiziqli tenglamalar sistemasining a4 koeffitsiyentlaridan 
tuzilgan to'rtburchakli A matritsani , Xj noma’lumlar va b, ozod hadlardan hosil 
qilingan X \& B  ustun matritsalami kiritamiz:

A =

«П «12 ••• 0\„ ' *1 Г М

«21 a22 — a2n

* II x2 =  (x, x2 ■■■ x j , B = h

[.«ml «m2 ••• «mn ,Xn, Л >

(3 )

uiacriisaiarm ко paytirisn amauaan ш уиаипш , ( i j  ы» 
qulay bo'lgan quyidagi matritsaviy ko'rinishda yozish mumkin: 

A X= B . (4 )



2-ТА 'RIF: (1) yoki (2) chiziqli tenglamalar sistemaning yechim i deb shunday 
Xi=ab x2=a2, ..., Xn=Oo sonlarga aytiladiki, ular tenglamalar sistemasiga 
qo'yilganda har bir tenglama qanoatlantiriladi, ya’ni to‘gri tenglikka aylanadi.

Sistemaning yechimlari
Z = ( a ,  a 2 -  a k -  a „ f  

ustun matritsa ko'rinishda yozilsa, u (4) matritsaviy tenglamani to'gri tenglikka 
aylantiradi. Bunda и-ta sondan tuzilgan X  ustun matritsa sistemaning bitta yechimi 
bo1 lib hisoblanadi.

Masalan,

{
3x. + 2x, -  x. = - 6

(5)

2x, -  5x2 + 4x3 = 32 
n=3 noma’lumli m=2 ta tenglamalar sistemasi uchun x 1= l, x2= -2  va x3=5 yoki 

X  = (l - 2  5Y
ustun matritsani tashkil etgan sonlar yechim bo'ladi. Haqiqatan ham bu sonlami 

berilgan (5) sistema tenglamalariga qo'ysak,
3x, + 2x2 -  x, = 3 ■ 1 + 2 • (-2 )  -  5 = - 6  

[:2x, — 5jt2 + 4x, = 2 • 1 -  5 • ( -2 ) + 4 -5 = 3 2  
to'gri tengliklarga ega bo'lamiz.

Sistemaning yechimini mavjudligini tekshirish va, yechim mavjud bo'lgan 
taqdirda, uni topish sistem aniyechish  deb ataladi.Chiziqli tenglamalar sistemasini 
yechishda uch hoi bo'lishi mumkin.

1-hol. Sistema yechimga ega va bu yechim yagona. Masalan,
[3x, + 4*2 = -1 4  
{ 2xl - 3 x 2 = 19 

sistema uchun xi=2 va x2= -5  yagona yechim bo' ladi.
2-hol. Sistema yechimga ega va bu yechim bittadan ortiq. Masalan, yuqoridagi

(5) sistema uchun ko'rsatilgan yechimdan tashqari jc,= -5 , x2=26 va x3=43 ham 
yechim bo'lishini bevosita tekshirish mumkin.

3-hol. Sistema yechimga ega emas. Masalan,fx, + x2 = l  
l x ,+ x 2 = 0

sistema yechimga ega emas, chunki yig'indisi bir paytning o 'zida ham 1, ham 0 
bo'ladigan sonlar mavjud emas.

3-TA ’R IF : Agar chiziqli tenglamalar sistemasi hech bo'lmaganda bitta 
yechimga ega bo'lsa, u holda bu sistema birgalikda deyiladi; agar yechimga ega 
bo'lmasa sistema birgalikda emas deyiladi. Birgalikdagi tenglamalar sistemasi 
yagona yechimga ega bo'lsa, u aniq deyiladi; bittadan ortiq yechimga ega bo'lsa, u 
aniqmas tenglamalar sistemasi deyiladi.

Berilgan (1) tenglamalar sistemasini birgalikda yoki birgalikda emasligini 
aniqlash uchun uning koeffitsiyentlaridan tuzilgan (3) m *n tartibli A matritsaga В 
ozod hadlar ustunini birlashtirishdan hosil bo'lgan /и*(и+1) tartibli

A b =
a 2\

al2
«22

«1». ь,

a2n *2

am\ am2 •" amn

(6)

matn sa ^  ^  ^  matrjtsa A matritSaning kengaytirilgani deb ataladi.
^unN F K E R -K A P E LLl TEOREMAS1: (1) chiziqli tenglamalar sistemasi 

hirealikda bo'lishi uchun uning matritsasi A va kengaytirilgan matritsa A ranglari
о-мго teng, ya’ni г[А)=т(Аьу-г shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.
Bircalikda bo'lgan chiziqli tenglamalar sistemasi uchun quyidagi tasdiqlar

o 'r in li  bo'lishini ko'rsatish mumkin:
1 Agar birgalikdagi (1) sistema matritsasimng rangi r{A) va unga kiruvchi 

noma’lumlar soni n o'zaro teng, ya’ni r(A)=n bo'lsa, unda bu sistema yagona
yechimga ega. ya'ni aniq bo'ladi.

2. Agar birgalikdagi (1) sistema matritsasimng rangi r(A)<w bo'lsa, bu 
sistema cheksiz ko'p yechimga ega , ya’ni aniqmas bo'ladi.

Kroniker-Kapelli teoremasi va yuqorida keltirilgan tasdiqlar ( 1) sistema 
yechimini mavjud yoki mavjud emasligi, ularning soni haqida xulosa chiqarishga 
imkon beradi, ammo sistemaning yechimini topish yo'lini ko'rsatmaydi. Shu 
sababli endi chiziqli tenglamalar sistemasini yechish masalasiga o'tamiz.

Dastlab (1) sistemada m=n , ya’ni noma’lumlar va tenglamalar soni o'zaro 
teng hamda r(A)—n bo'lgan holni ko'ramiz. Bu shartlarda ко rilayotgan sistema 
yagona yechimga ega bo'lib, uni yechishning turli usullari mavjud.

4.2. M atritsa lar usuli. Bu usulda sistemaning matritsaviy ko'rinishda 
yozilgan (4) ifodasidan foydalaniladi. Bunda r(A)=n shartdan sistemaning n — 
tartibli A kvadrat matritsasi maxsusmas ekanligi kelib chiqadi. chunki matritsa 
rangi ta'rifiga asosan А=|Л|5^0 bo'ladi. Bu holda A matritsaga teskari matritsa A 
mavjud va (4 ) matritsaviy tenglamaning ikkala tomonini unga chap tomondan 
ko'paytirish mumkin. Natijada, teskari matritsa ta’rifi va birlik matritsa xossasidan 
foydalanib, ushbu formulani hosil etamiz:

A X  = B ^> A ~xA X  = A~xB-=>EX = A~xB ^ > X  = A~'lB. (7)
(4) matritsaviy ko'rinishdagi n noma'lumli chiziqli n ta tenglamalar sistemasi 

yechimini ifodalovchi (7 ) formula bir noma’lumli a x -b  (<#0 ) chiziqli 
tenglamaning yechimini determinant x —b/a=a xb formulaga o'xshash ekanligini 
ta’kidlab o'tamiz.

Misol: Ushbu tenglamalar sistemasini matritsa usulida yeching: 
f 2 x, - 3 x 2 + 4x 3 = 2 0  

|з х ,  + 4 x 2 - 2x3 = - 1 1

I 4x, + 2x2 + 3x3 = 9



Yechish:
hisoblaymiz:

Dastlab sistemaning A matritsasini yozib. uning determinantini

= 4 3 * 0 .

' 2 - 3  4 ' 2 - 3  4
A = 3 4 - 2 , А = И  = 3 4 - 2

,4 2 3 , 4 2 3
Demak A matritsa maxsusmas, unga teskari matritsa mavjud va uni §3 dagi (3 ) 
formulaga asosan topamiz:

A '1'= r 4
ГЛ х ^21 ^31

_  1

~~ 43

'  16 17 - 10 '

A\2 a 22 A 32 -1 7 - 1 0 16

J l 3 A 2 з Азз, J O -1 6 1 7 ,
Endi (7) formula bo'yicha noma’lumlardan tuzilgan X  

aniqlaymiz:
ustun matritsani

f x i \

2

\ X3.

r 16 17

О(N

>■О7

'  43 ' '  1 4
1 -1 7 - 1 0 i 6  - и 1

- 8 6 _ - 2
43 ~ 43

< 10 -1 6 17 A  9 J ,129 , , 3 ,

Demak, sistemaning yagona yechimi jti = 1, x2 =  - 2 ,  x3 =3 bo'ladi.
Shunday qilib matritsalar usuli har qanday n noma’lumli n ta tenglamali aniq 

sistema yechimini oddiy va ixcham ko'rinishdagi (7) formula bilan ifodalash 
imkonini beradi. Bu formula nazariy tadqiqotlar uchun qulaydir, ammo n oshib 
borishi bilan uning amaliy tatbig'i murakkablashib boradi. Bunga sabab shuki, bu 
holda A"x teskari matritsani topish uchun yuqori tartibli determinantlami 
hisoblashga to 'g 'ri keladi.

4.3. K ram er (determ inantlar) usuli. Matritsaviy ko'rinishda (7) formula 
bilan ifodalanuvchi ( 1) sistema (m=n) yechimini teskari matritsa formulasidan 
foydalanib quyidagicha yozamiz:

V ( A A \l a 2I ■ ■ A n  • ■ А„хл

X  =

*2
= A ~ в Л

A\2 a 22 • ' A j  2 • ■ A„ 2 b2

** A A\k A2k ■ ■ Aik • A nk bk

Jin A 2„ ■ ■ A,„ ■ Am , Л;
'" M i l  +*2^21 + ' "  + b„An ] '  

b\An  + b2A22 +  н b„An2

M l* + ^2^ 2* + ‘ + KAnk

b\AXn+b2A2n +--- + b„Am J

= — (fyAtf +b2A2k *—  + bnAnk) = — Ak = — , к = 1,2,” - ,n.  (8 )

B u y e rd a n  s is te m a n in g  xk ( * = 1 ,2 ........n) yechim i uchun ushbu formulalar kelib

chiqadi: , .

**

M * + M » + - + f e - 4 *  =

«11 • « 1 * 4 « lt+ 1 • « 1 .

&2\ «2И -1 ьг «24*1 • « 2 .

« „  • • « * - . b, «Л *1 •• « , .

« . .  ’ « « t - l bn «в»+1 • •  «„
tengliklar o'rinli bo'lishidan foydalandik. (8 ) formulalarda (1) sistemaning atJ 
koeffitsiyentlaridan tuzilgan

«и a \2 — «1n

. | .1 a21 a22 — a2n
л= И =....................

«ml am2 •" «mn

determinant sistemaning asosiy determinanti, uning i-ustunini ozod hadlar ustuni 
В bilan almashtirishdan hosil bo'lgan A* ( A=l, 2, ..., n) determinantlar esa 
yordamchi determinantlar deyiladi.

S-TA 'RIF: (1) chiziqli tenglamalar sistemasining yechimini asosiy va 
yordamchi determinantlar orqali ifodalovchi (8 ) tengliklar Kramer form ulalari deb 
ataladi.

Kramer usulining afzalligi shundan iboratki, u orqali sistemaning ma’ lum 
bir noma’lumlarini ham (masalan, faqat X\ va x2 noma’lumlami) topish mumkin. 
Ammo bu usul ham n katta bo'lganda yuqori tartibli determinantlami hisoblashni 
taqozo etadi va shu sababli uni amalda qo'llash katta qiyinchiliklar bilan bog'liq.

Kramer formulalarini n=2 hoi uchun yozamiz. Bunda (1) chiziqli tenglamalar 
sistemasi

J  «t 1*1 + «12*2 =*1 

1«21*1 +  «22*2 -*>2 
asosiy va yordamchi determinantlar

A = «11 «12
, A| =

b\ «12
,  Д2 —«11 *1

«21 «22 ^2 «22 «21 b2
va Kramer formulalari

Ai
X ,= T ’ * 2  =

_ a 2

rinishda bo'ladi.
Shunga o'xshash n=3 bo'lganda sistema
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j  *21*1 +  a 22x 2 +  * 2 3 x 3 =  b 2 • 

[a3Xx{ + a32x2 + a33x3 
asosiy va yordamchi determinantlar

f au xt + ai2x2 + a13x3 - l\

Oil a]2 *13 by *12 *13

A = a 21 a22 a23 . Al = b2 *22 *23

*31 a32 *33 b, *32 *33

*11 *1 *13 *11 *12 *1

a 2 - *21 b2 *23 > Д 3 - *21 *22 Ы

*31 b} *33 *31 *32 bi
va Kramer formulalari

ko'rinishda bo‘ ladi.
Misol: Ushbu uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasini Kramer usulida 

yeching:

{
x, + 2 x2 + 3x3 = 1 
2x, + 3x2 + x3 = 0 

2 xt + x2 -  2 x3 = 0
Yechish: Asosiy va yordamchi determinantiarni hosil etamiz va hisoblaymiz:

1 2 3 1 2 3
A = 2 3 1 =18, A ,= 0 3 1

2 1 - 1 0  1 - 2

1 1 3 1 2 1

A2 - 2 0  1 = - 1  , A3 = 2 3 0

2 0  - 2 2 1 0

Kramer formulalariga asosan sistema yechimini topamiz:

x - * L — £  r  = ^  = x = ^ L  = l -
' A 18 ’ J! A 18 ’ ’ A 18 '

Shuni yana bir marta ta’kidlab o'tamizki, (1) sistema n=m holda yagona 
yechimga ega, ya’ni birgalikda va aniq bo'lishi uchun uning asosiy determinanti 
A^O bo'lishi kerak va bunda yechim matritsalar usulida (7), Kramer usulida esa (8 ) 
formulalar bilan topiladi.

Ko'rsatish mumkinki, agar n=m holda (1) sistemaning asosiy determinanti 
A= 0  bo'lsa, unda quyidagi ikki hoi bo'ladi:

1) Barcha yordamchi determinantlar A*=0 (Af=1, 2, ri) bo'lsa, unda (1) 
sistema cheksiz ko'p yechimga ega, ya’ni birgalikda va aniqmas bo'ladi.

2) Agar yordamchi A* (A=l, 2, ..., ri) determinantlardan kamida bittasi noldan 
farqli b o 'lsa , unda ( 1) sistema yechimga ega emas, ya’ni birgalikda bo'lmaydi.

3x, -  5x, = 4 |  Зх, -  5хг = 4 

6 x, -  lOXj = 8 |бх, - 10хг = 1 2

• tem alam ing  birinchisi uchun A=Ai=A2=0 va u x,=e, x2=(3c-4)/5 ko'rinishdagi 
Sh ksiz ko'p yechimga ega. Ikkinchi sistema uchun esa A=0, ammo At=20/0 
boigani uchun u yechimga ega emas. Haqiqatan ham sistemaning П tenglamasidan 
, °  _ 5X,= 6  ekanligi kelib chiqadi va u sistemaning 1 tenglamasiga ziddir.
JX' 4 4. Gauss (nom a’lum larni yo‘qotish) usuli. Chiziqli tenglamalar 
sistem asin i matritsalar yoki Kramer usulida yechishda bevosita berilgan (1) 
sistem aning  o'zi bilan ish ko'riladi. Endi qaralayotgan Gauss usulida esa berilgan 
(1) sistema boshqa bir sistemaga keltiriladi shu sababli bizga quyidagi tushuncha
kerak bo'ladi.

6-TA'RIF: Agar ikkita chiziqli tenglamalar sistemalarinmg yechimlar 
to’plami o'zaro teng bo'lsa, ular ekvivalent (teng kuchli) sistemalar deyiladi. 

Masalan,
4x, -  Зх2 - -23  [2x, + x2 = 1 

x, + 2х2 = 8 ' [ x, + x2 = 3
sistemalar ekvivalent, chunki ular bir xil x,= -2 , x 2= 5 yechimga ega.

1-TEOREMA: Agar (1) sistemaning ikkita tenglamalari o 'm i o'zaro 
almashtirilsa yoki ulardan biri ixtiyoriy X songa ko'paytirilib boshqa bir 
tenglamasiga qo'shilsa, natijada berilgan sistemaga ekvivalent sistema hosil 
bo'ladi.

Masalan,

|
2x, + 3x2 -  x3 = 1 
4xj -  5x2 +  2x3 =  -3  
5X] + x2 -  Зх3 =  0

sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglamalarini o'rnini almashtirish va hosil 
bo'lgan sistemaning birinchi tenglamasini X= - 2  songa ko'paytirib, uchinchi 
tenglamasiga qo'shish natijasida hosil bo'lgan quyidagi sistema berilgan sistemaga 
ekvivalent bo'ladi:

Г 2xj + 3x2 -  x3 = 1 
I 5x, + x2 -  Зх3 = 0 
[ -1  lx2 + 4x3 = -5

Haqiqatan ham bu sistemalami Kramer yoki matritsalar usulida yechib, ularning 
ikkalasini ham bir xil
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yechimga ega ekanligiga ishonch hosil qilish mumkin.
Endi birgalikda va aniq bo'lgan quyidagi n noma’lumli n ta chiziqli tenlamalar 

sistemasini Gauss usulida yechishga o'tamiz:



а\\х \ + а \2х 2 + а\ЗхЗ + "  alnxn -^1 
а21х, + а22х 2 + а 23х3 +■■■ а2пх„ = Ь2

ак\х \ + ак2Х2 +  акгхъ + -  аыхп = ък

«,.1*1 + ап2х2 + <*„3*3 + — а иП*Л = Ьп

1- qadam . (9) sistemada ап?Ю deb olish mumkin, chunki bu shart 
bajarilmagan bo'lsa , (9) sistemadagi tenglamalar o'm ini almashtirish orqali unga 
erishish mumkin. Sistemaning 1-tenglamasini ikkala tomonini /  Оц songa 
ko'paytirib, uning A-tenglamasiga (k= 2, 3, n) qo'shamiz. Natijada hosil 
bo'ladigan ekvivalent sistemaning fc-tenglamasida noma’lum X\ qatnashmaydi va u 
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

a 1 1 * l+ f l 12*2; + a ,3x3 +- " « 1  nxn z=bi

a22 2 +  « 2 3 * 3  +  • a2nxn

k2x2 + 4 з * з  + - ■am x  -a kn x n ■

( 9 ( .))

n2 2 + ап3}х3 + •■ •a(1)x :u nn n « 4 ? }

2- qadam . Hosil bo'lgan (9(1*) sistemada yuqoridagi singari yanaa22 *  0 deb 

olish mumkin. Bu sistemaning 2-tenglamasini ikkala t o m o n i n i s o n g a  
ko'paytirib, uning A-tenglamasiga (A=3,4, ..., n) qo'shamiz. Natijada hosil 
bo'ladigan ekvivalent sistemaning A>tenglamasida noma’lum x2 qatnashmaydi va u 
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

a, ,x, + aX2x 2 + a 13x3 + ■■■ aXnx„ = A, 

a 22 2 +  a 23 *3 +  a 2nXn “  ^2

e g  }J t 3 + - ^ 4 - ^ 2)

(9(2>)

- g Ч -4P>

л-qadam. Yuqoridagi jarayonni ketma-ket «-1 marta takrorlab, quyidagi 
ko'rinishdagi ekvivalent sistemaga kelamiz:

4 Г Ч .

Bu GaMvi usulining to ‘g ‘r iy o ‘li , uning natijasida hosil bo'lgan (9<n-1)) sistema
u c h b u r c h a k l i  deyiladi.

Endi (9("~,)) sistemaning oxirgi tenglamasidan xa noma lumnmg qiymati 
topamiz. So'ngra x„ qiymati (9<n“n) yoki ( 9 ^ 2)) sistemaning oxirgidan oldingi 
tenglamasiga qo'yib, undan x n o m a ’lumning qiymati aniqlaymiz. Shunday 
tarzda davom etib, birin-ketin x„, x„_b x ^ 2, x2, x, noma’lumlar qiymatlarini 
topamiz. Bujarayon Gauss usulining teskariyo 'li deyiladi.

Gauss usulining matritsalar va Kramer usullaridan afzalliklari 
quyidagilardan iborat:

• Bu usul yuqori tartibli determinantlarni hisoblashni talab etmaydi va 
faqat arifmetik amallar orqali bajariladi;

• Bu usulni deyarli yuqorida ko'rsatilgan ko'rinishda amalga oshirib, 
ixtiyoriy chiziqli tenglamalar sistemasini, jumladan noaniq sistemalami ham 
yechish mumkin;

• Bu usul sodda hisoblash algoritmiga ega bo'lib, uni kompyuterda 
amalga oshirish oson.

Misol: Ushbu sistemani Gauss usulida yeching:
2x, -  3x2 +  4x3 = 20 
3x, + 4 x 2 - 2 x 3 = -11 

4x, + 2x2 + 3x3 = 9 
Yechish: Bu sistemadan noma’lumlami birin-ketin yo'qotamiz.

1-qadatn. Sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglamalardan X\ noma’lumni 
yo'qotamiz. Kasr sonlarga kelmaslik va bu orqali hisoblashlami soddalashtirish 

maqsadida buni quyidagicha amalga oshiramiz. Dastlab 1-tenglamani ikkala 
tomonini -3  soniga, 2-tenglamani esa 2 soniga ko'paytirib, ularni o'zaro 
qo'shamiz. So'ngra 1-tenglamani ikkala tomonini —2 soniga ko'paytirib, hosil 
boigan tenglamani 3-tenglamaga qo'shamiz. Natijada quyidagi ekvivalent 
sistemaga kelamiz:

2x, -  3x2 + 4x3 = 20 
17x2 -1 6 x 3 = -8 2  

8x2 - 5 x 3 = -3 1
2-qadam. Oldingi qadamda hosil qilingan sistemaning 2 -tenglamasini —8 

soniga, 3-tenglamasini 17 soniga ko'paytirib o'zaro qo'shamiz:

ЛцХ, +«12^2 + anX1 +"■«|,X, 6,

(9 ^



2х, -  Зх2 + 4х3 = 20 
17х2 —16х3 = -8 2  

43*з=129
Dastlab bu uchburchakli sistemaning 3- tenglamasidan x3=3 ekanligini topamiz. 

So‘ngra bu natijani sistemaning 2- tenglamasiga qo‘yib, undan x2 -  -2  ekanligini 
aniqlaymiz. Yakuniy qadamda x% =  -2  va X3 = 3 natijalami sistemaning 1 - 
tenglamasiga qo'yib, undan x i= l  ekanligini topamiz. Demak berilgan sistemaning 
yagona yechimi xi = 1, x2 = -2  va x3 =3 ekan.

4.5. n nom a’lumli m ta chiziqli tenglam alar sistemasi. Endi (1) sistemani 
тфп holda yechish masalasi ustida to'xtalib o‘tamiz. Bunda doimo m<n, ya’ni 
tenglamalar soni noma’ lumlar sonidan katta emas deb hisoblashimiz mumkin. 
Agar m>n bo'lsa, unda noma'lumlami yo'qotish usulidan quyidagicha foydalanib, 
m<n holga kelamiz. 1-qadamda sistemaning ikkinchi va undan keyingi barcha 
tenglamalaridan xi noma’lumni yo'qotib, ularda faqat x2, X3, ..., xn noma lumlar 
qatnashishiga erishamiz. 2 -qadamda sistemaning uchinchi va undan keyingi barcha 
tenglamalaridan x2 noma’lumni yo‘qotib, ularda faqat x 3, x+, ..., x„ noma'lumlar 
qatnashishiga erishamiz. Bu jarayonni davom ettirib, (w-l)-qadamda и-tenglama 
va undan keyingi tenglamalarda faqat bitta x„ noma’lum qolishiga erishamiz. 
Navbatdagi qadamda n- tenglamadan foydalanib, (n+l)-tenglama va undan keyingi 
barcha tenglamalardan oxirgi x„ noma’lumni yo'qotamiz. Natijada bu tenglamalar 
o'm ida 0=£* ( k=n+1. n+2, ..., m) ko'rinishidagi ifodalar paydo bo'ladi. Agar (1) 
sistema birgalikda, ya’ni yechimga ega bo'lsa, unda hamma hk sonlar nollardan 
iborat bo'ladi va aksincha. Agar bk sonlardan kamida bittasi noldan farqli bo'lsa, 
unda ( 1) sistema birgalikda emas, ya’ni yechimga ega bo'lmaydi. Ikkala holda ham 
sistemada qolgan tenglamalar soni и ga teng yoki undan kichik bo'ladi, chunki 
qolgan tenglamalar orasida ham 0 —by ko'rinishdagi ifodalar bo'lishi mumkin.

Misol sifatida m=4, w=3 bo'lgan ushbu sistemani qaraymiz:
3x, -  2.t2 + *3 = 5 
4x, + x 2 -  2x3 = 1 
10x, - 3 x 2 = 11  

7xy -  x2 -  x3 = 6

Bu sistemaning 1-tenglamasidan foydalanib keyingi tenglamalaridan Xi 
noma’lumni yo'qotamiz:

3xt -  2x2 + x3 = 5 
1 lx2 -10*3 = -17  
11*2 -10*3 = -1 7  
l lx 2 -10jc3 = —17

Hosil bo'lgan sistemaning 2-tenglamasidan foydalanib keyingi tenglamalaridan xi 
noma’lumni yo'qotamiz:

3x1 -  2*2 + x3 = 5 
l lx 2 -Ю хз = -1 7

0 =  0 
0 = 0

Demak berilgan sistema /я=2, n= 3 (m<n) bo'lgan ushbu sistemaga ekvivalent

3X[ -  2x2 + x3 = 5 
1 lx2 - 10x3 = -17

Shunday qilib (1) sistemada m<n bo'lsin. Bu sistema yechimga ega, ya’ni (3) 
va (6) matritsalarning ranglari teng va г(Л)=т(Ль)=г bo'lsin. Bunda r<m bo'ladi. 
Agar г=ет=и bo'lsa, unda sistemaning asosiy determinanti А=И|^0 bo'ladi, ya’ni 
old in ко 'rib o'tilgan holga kelamiz va sistema yechimini matritsalar, Kramer yoki 
Gauss usullaridan birining yordamida topamiz.

Endi (1) sistema matritsasining rangi r(A)=r<n bo'lgan holni ko'ramiz (har 
doim r<m bo'lishini eslatib o'tamiz ). Bunga oldin qaralmagan /я=и, ammo 
Д=[Л|-0 bo'lgan hoi ham kiradi. Bu holda matritsaning biror r-tartibli M  bazis 
minorini (§3 , 6-ta’rif) qaraymiz. (1) sistemaning koeffitsiyentlari shu bazis 
minorga kirgan r ta tenglamalarini qoldirib, qolgan m- r  ta tenglamasini o'chirib 
tashlaymiz. Bunga sabab shuki, bu m-ir ta tenglamani qoldirilgan r ta 
tenglamalardan hosil qilish mumkin, ya’ni ular noma’lumlar to'g 'risida yangi 
ma’lumot bermaydi. Qoldirilgan r ta tenglamalarni (1) sistemaning dastlabki r ta 
tenglamasi deb qarash mumkin (aks holda sistemadagi tenglamalar o'mini 
almashtirish orqali bunga erishib bo'ladi). Bu holda (1) sistemaga ekvivalent 
bo'lgan ushbu sistemaga kelamiz:

«11*1 + «12*2+ " + « lr* r+ « lr+l*r+l+  - + «ln*n =*i 

«21*1 +  «22*2 +  ■ • • +  « 2 r* r  +  « 2 r+ l* r+ l +  ' ' '  +  «2 nx n = b 2

«*1*1 +  «*2*2 +  —  +  « * r* r  +  « * r+l* r +l +  " *  +  «fo.*n =  h

. « r l* l  « r2 * 2  + ' "  + « r r* r  +  « rr+ l* r+ l  +  «m */i

Bu sistemaning tenglamalaridagi koeffitsiyentlari bazis minorga kirgan 
noma’lumli (ulami x\, x2, ..., xr deb olishimiz mumkin) qo'shiluvchilarni o 'z  
joyida qoldirib, boshqa x ^ b x^2, ..., xnnoma’lumli qo'shiluvchilarni tenglamalarni
0 ng tomoniga o'tkazib, quyidagi sistemaga kelamiz:
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Yechish: Bu sistemada m=3 va n=4, ya’ni m<n. Bu sistemaning
matritsasi va uning kengaytirilganini qaraymiz:

r 1 2 - 2  3 ' ' 1 2 - 2  3 - 6N
A = 2 - 1  1 - 1 , Ab = 2 - 1 1 - 1 5

, 3 1 - 1  2 , , 3 1 - 1 2  3 ,
Bunda A matritsalarning rangi r(A)=2, kengaytirilgan matritsa rangi esa r(/fA)=-3 

bo'ladi. Haqiqatan ham uning ushbu III tartibli minori 
- 2  3 - 6

M  = = -1 4  *  0 .1 -1  5 
- 1 2  3

Bundan r(A}^r(Ah) ekanligini ko'ramiz va shu sababli, Kroniker-Kapelli 
teoremasiga asosan, bu sistema birgalikda emas, ya’ni uning yechimi mavjud 
emas.

4.6. B ir jinsli chiziqli tenglam alar sistemasi. Endi (1) n noma'lumli m ta 
tenglamalar sistemasining maxsus bir holini alohida ko'rib o'tamiz.

7-TA’RIF: Agar (1) chiziqli tenglamalar sistemaning o'ng tomonidagi barcha 
ozod hadlar nolga teng bo'lsa, u holda bu sistema bir jinsli chiziqli tenglamalar 
sistemasi deyiladi.

Demak, n noma’lumli m ta bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi quyidagi 
ko'rinishga ega bo'ladi:

a, ,x, + al2x2 + a ,3x3 + • • • + alnxn = 0

*21*1 +  *22*2 +  *23*3 +  ■ • • +  *2»*» =  0

(И)

* m l* l  +  * * .2 * 2  +  *m 3*3 +  * "  +  * « „ * «  =  0  

Chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi hamma vaqt birgalikdadir, chunki u 
hech bo'lmaganda bitta X|=0, x2= 0 ,..., x„=0 yechimga ega.

8-TA ’RIF: (11) bir jinsli sistemaning yechimi faqat nollardan iborat 
bo'lsa, u trivial y e c h im , aks holda, ya’ni sistemaning yechimi ichida kamida bitta 
noldan farqli son mavjud bo'lsa, u notrivialyechim  deb ataladi.

Kroniker-Kapelli teoremasidan quyidagi tasdiq bevosita kelib chiqadi.
2-TEOREM A: Agar (11) bir jinsli sistema determinantining rangi r(A)=ti 

bo'lsa, bu sistema faqat trivial yechimga ega bo'ladi. Bu sistema notrivial 
yechimga ega bo'lishi uchun x(A)=T<min(m,ri) shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

Masalan,
[Зх ,- 5*2 = 0  f 4xj + 3*2 -* з  = 0

j Xj + 4x2 = 0 , \ 2xx -  x2 + 5x3 = 0 
p x , + 3x2 = 0 (1 Oxj + 5x2 + 3x3 = 0

sistemalardan birinchisi faqat trivial yechimga ega (chunki т(А)-2-п). 
Ь*к '^chisi uchun esa notrivial yechimlar ham mavjud (chunki т(А)=2<п=3).
,k 9 teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi:

” V/j j i jA :  Bir jinsli (11) sistema m=n holda notrivial yechimga ega bo hshi 
hun uning asosiy determinanti Д =0 bo' lishi zarur va yetarlidir.

U° Aear (11) bir jinsli sistemaning notrivial yechimi mavjud bo'lsa, u yuqorida 
'rsatilgan asosiy va erkli o'zgaruvchilami tanlab olish orqali topiladi.

Misol №4: Ushbu bir jinsli sistemani tekshiring va uning notrivial yechimi 
maviud bo'lsa, bu yechimni toping:

1x, + 2x2 -  2x3 + 3x4 = 0
2x, - x 2 + x 3 — x4 = 0  

3xj + x2 -  x3 + 2 x4 = 0 
Yechish: Bu sistema matritsasining rangi г(Л)=2 <n=4. Demak uning notrivial 

yechimi mavjud. Asosiy o'zgaruvchilar sifatida xi va x2 , erkli o'zgaruvchilar 
sifatida x3 va x4 noma’lumlarni tanlashimiz hamda sistemaning uchinchi 
tenglamasini o'chirib tashlashimiz mumkin (Misol №2 yechimiga qarang) va 
natijada berilgan sistemaga ekvivalent bo'lgan ushbu sistemaga kelamiz:

|X] + 2 X2 — 2x3 + 3x4 = 0  ^  j *i + 2X2 = ^*3 — 3*4 

{ 2 x, - x2 + x3 - x4 = 0  [  2 x, -  x2 = -x 3 + x4

Bu sistemada erkli o'zgaruvchilarga bctiyoriy x3=Ci va x4=C2 qiymatlar berib, x\ va 
Xj asosiy o'zgaruvchilami Kramer usulida topamiz:

* 1 = 4 C2 ’ *2 = 4 (5C i" 7C2) •
Demak. berilgan bir jinsli sistema cheksiz ko 'p  notrivial yechimga ega va ular 
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

x , = - ^ C 2 , x2 = - ^ ( 5 C 1 - 7 C 2) ,  * з = с 1 > * 4 = c 2 •

Bu yerda Ci=C2=0 desak, trivial yechimga, qolgan hollarda esa notrivial 
yechimlarga ega bo'lamiz. Masalan, Ci= 5, C2= —10 bo'lganda sistemaning ushbu 
notrivial yechimi kelib chiqadi:

Xj = — 1, x2 = 1 9 , x3 = 5 , x4 = - 1 0 .
Bir jinsli (11) sistemaning Xi=ki, x2= k2, . . . .  хп=к„ yechimini 

^ =(к1Л2,Кз,..-лп) satr matritsa ko'rinishda belgilaymiz. Chiziqli bir jinsli 
tenglamalar sistemasining yechimlari quyidagi xossalarga ega bo'lishini tekshirib 
ko'rish mumkin:

1-xossa. Agar Х=(кик2.к?,...,ка) bir jinsli (11) sistemasining yechimi bo'lsa, u 
holda ixtiyoriy X soni uchun

ХХ=ЦК1,К2,К3,...,КВ)= Qj ci, hc2, Хкз,..., hca) 
ham shu sistemaning yechimi bo'ladi.

2-xossa. Agar Х у={кик2# г ,.. . ,к ^  va X2=(h,h,h,---Jn) bir jinsli (11) 
sistemaning yechimlari bo'lsa, u holda ixtiyoriy Ci va C2 sonlar uchun



Х= С\Х]+ С2X 2 = (С >,+С 2/,, С1К2+С2/2,..., С\Кп+Сг1п) 
ham (11) sistemaning yechimi bo'ladi. Bunda CiXt+ C2X2 algebraik yig'indi X x va 
X2 yechimlaming chiziqli kombinatsiyasi deyiladi.

9-TA ’RIF: (11) sistemaning qandaydir X \, X2, ..., X K yechimlari chiziqli 
bog‘liqmas deyiladi, agarda

C,Xi+C2X 2+ ...+cKxK= 0  
tenglik faqat va faqat Ci=C2=...=C I=0 bo'lganda bajarilsa. Aks holda bu 

yechimlar chiziqli bog'liq deyiladi. Bu yerda 0=(0,0, ...,0)=0i*„ -nol satr 
matritsani ifodalaydi.

Chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi yechimlarining har qanday chiziqli 
kombinatsiyasi yana shu sistemaning yechimi bo'lishi yuqoridagi xossalardan 
kelib chiqadi. Shuning uchun shunday chiziqli bog'liq bo'lmagan yechimlarni 
topish kerakki, ular orqali sistemaning barcha qolgan yechimlari chiziqli 
ifodalansin.

10-TA ’RIF: Agar (11) bir jinsli tenglamalar sistemaning har qanday X  
yechimini qandaydir chiziqli bog'liq bo'lmagan X\, X2, ..., X , yechimlaming 
chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalab bo'lsa, unda X lt X 2, ..., XK 
fundam ental yechimlar sistemasi deyiladi.

3-TEOREM A: Agar (11) chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasining 
matritsaning rangi т(Л)<п bo'lsa, bu sistemaning har qanday fundamental 
yechimlar sistemasi n- r  ta X x, X2, ..., X ^  yechimdan iborat bo'ladi va umumiy 
yechim X  ularning

X -  C ,X,+C2x 2+ ... + c ^ x „  
chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida bo'ladi. Bu yerda C b C2, Cn_r -ixtiyoriy 
o'zgarmas sonlardan iboratdir.

Endi n noma’lumli m та chiziqli tenglamadan iborat bir jinsli bo'lmagan 
(1) va unga mos keluvchi bir jinsli ( 11) sistemalaming yechimlari orasidagi 
bog'lanishlami ko'rib chiqamiz. Buning uchun ularning AX=B va AX=0 
matritsaviy yozuvlaridan foydalanamiz.

4-TEOREMA: Agar X\ va X2 bir jinsli bo'lmagan sistemaning ixtiyoriy 
ikkita yechimi bo'lsa, unda X= X\ - X 2 bir jinsli sistemaning yechimi bo'ladi.

Isbot: Matritsalaming xossalari va AX\=B, AX2=B tenglik larga asosan 
AX=A(Xi - X 2)= AX\ -A  X2=B-B=O.

5-TEOREMA: Agar X\ va Xo mos ravishda bir jinsli bo'lmagan (1) va bir 
jinsli (11) sistemalaming yechimlari bo'lsa, unda X -  X\ ± X0 bir jinsli bo'lmagan
( 1) sistemaning yechimi bo'ladi.

Isbot: Matritsalaming xossalari va AXx=B, AX0=О tengliklarga asosan 
AX=A(X, ± X0)= AX, ±A X0=B-O=B.

Bu teoremalardan ko'rinadiki, bir jinsli bo'lmagan (1) sistemaning umumiy 
X yechimini topish uchun uning birorta xususiy X x yechimi bilan tegishli bir jinsli 
sistemaning umumiy X0 yechimini bilish kifoya. Bu holda X=Xi+X0 tenglik o'rinli 
bo'ladi. Keyinchalik bu tasdiq boshqa tur tenglamalar uchun ham o'rinli bo'lishini 
ko'ramiz.

4.7. Chiziqli tenglam alar sistemasining iqtisodiy tatbiqlari. Chiziqli 
tenglamalar sistemasi iqtisodiy masalalarni yechishda juda keng qo 'lla n ish in i

0 ‘tgan  edik. Masalan, xom ashyolardan foydalanishni eng katta foyda 
aytl d igan  y o 'l in i  topish, transportda yuk tashishni tashkil etishda eng kamk 
ЬеГЗ 'faa erishish, chorvachilikda mollar ozuqasi ratsionini oqilona tuzish va 
Г |Г а го  B unday  masalalarni o'rganish va yechish natijasida “Chiziqli dasturlash” 

° b ata lad igan  matematikaning yangi bir yo'nalishi yaratildi va unda chiziqli 
teng lam alar sistemasi ko'p ishlatiladi. Bunga misol sifatida ikkita masalani

k° ^Tmasala. Qandolat firmasida holva, pecheniye va vafli ishlab chiqariladi. Bu 
m ah su lo tlam i tayyorlash uchun xom ashyo sifatida un, shakar va margarin yog 'i 
ishlatiladi. Bir birlik mahsulot ishlab chiqarish uchun sarflanadigan xom ashyo 
norm asi va sex omboridagi xom ashyolaming zaxirasi bo'yicha ma’lumotlar 
quy idag i jadvalda berilgan:

Xom 
ashyo turi

Bir birlik konditer mahsulotini tayyorlash 
uchun sarflanadigan xom ashyo normasi

Ombordagi 
xom ashyolar 

zaxirasiHolva Pecheniye Vafli
Un 2 5 2 2350

Shakar 7 3 5 2750
Margarin 1 2 3 1400

Bu ma’lumotlar asosida xom ashyodan to'liq foydalanish maqsadida har bir 
konditer mahsulotining ishlab chiqarish hajmini toping.

Yechish: Holva, pecheniye va vaflining ishlab chiqarish hajmlarini mos 
ravishda xi, x2 va x3 deb belgilaymiz. Jadvaldagi ma’lumotlar asosida uchala 
mahsulotni ishlab chiqarish uchun sarflanadigan har bir xom ashyo miqdorini 
topamiz va uni ombordagi zaxirasi bilan tenglashtiramiz. Natijada quyidagi 
chiziqli tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

2x, + 5x2 + 2x3 = 2350 

• 7x, +3x2 +5x3 =2750 

X! + 2x2 + 3x3 = 1400

Bu chiziqli tenglamalar sistemasini yuqorida ko'rib o'tilgan usullardan biri 
yordamida yechib, xi=100, x2=350 va x3=200 ekanligini topamiz. Demak, 
qandolat firmasida 200 birlik holva, 350 birlik pecheniye va 200 birlik vafli 
ishlab chiqarilsa xom ashyo to 'liq sarflanadi.

2-masala. Buxoro va Kogon paxta zavodlari Qorako'l va G'ijduvon 
to'qimachilik korxonalariga momiq (paxta tolasi) yetkazib beradL Buxoro va 
Kogon paxta zavodlari oy davomida mos ravishda 400 va 250 birlik momiq ishlab 
chiqaradi. Qorako'l va G'ijduvon to'qimachilik korxonalari oy davomida mos 
ravishda 300 va 350 birlik momiq ishlatadi. Har bir paxta zavodidan har bir 
to qimachilik korxonasiga bir birlik momiqni yetkazishning transport xarajatlari 
pul birligida quyidagi jadvalda ko'rsatilgan:



Transport xarajatlari uchun 7500 pul birligi ajratilgan. Paxta zavodlaridan 
momiqni to'qimachilik korxonalariga transportda tashishning oqilona rejasini 
toping.

Yechish: Buxoro va Kogon paxta zavodlaridan G ‘ijduvon hamda Qorako‘1 
to'qimachilik korxonalariga yetkaziladigan momiq hajmini mos ravishda *1 va x, 
ham da* 3 vax4 noma’lumlar kabi belgilaymiz. Bu holda, masala shartlariga asosan, 
izlanayotgan noma’lumlar uchun quyidagi tenglamalami yozishimiz mumkin:
Xi+ Jt3=400 (Buxoro paxta zavodi ishlab chiqargan momiq miqdori),
*2+ Xt=250 (Kogon paxta zavodi ishlab chiqargan momiq miqdori),

* i+ *2=350 (G‘ijduvon to‘qimachilik korxonasi ishlatgan momiq miqdori),
*з+ *4=300 (Qorako‘1 to‘qimachilik korxonasi ishlatgan momiq miqdori),
10*i+8*3 (G'ijduvon to‘qimachilik korxonasiga momiq tashish xarajatlari), 
15*2+20*4 (Qorako‘1 to ‘qimachilik korxonasiga momiq tashish xarajatlari), 
10*1+15*2+8*3+20*4=7500 (umumiy transport xarajatlari).

Bu yerdan ushbu chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz: 
i + x, =  400

* 4  =250

x2 =350

* 3  +  * 4  =300  

15*, +  20*2 +  8 * 3  +  25*4 =7500  

Bu n=4 ta noma’lumli m=5 ta chiziqli tenglamadan iborat sistema bo'lib, 
uning matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega:

Bu matritsaning 2-4-satrlaridan tashkil topgan IV tartibli minorini Laplas 
teoremasi yordamida birinchi satr bo'yicha yoyib hisoblaymiz:

'1 0 1 0

0 1 0 1

1 1 0 0

0 0 1 1

15 20 8 25

0 1 0 1
1 0 0 1 1 0

1 1 0 0
0

0 0
=  — 1 1 — 0 0 1

1 1
15 8 25 15 20 8

15 20 8 25

= -1 7  -  (-5 ) = - 1 2 * 0 .

, . r<A)=4=n va shu sababli bu sistema yagona yechimga ega. Gauss 
D<lidan foydalan ib  sistemaning yechimi *i=150, x2 =200, * 3 =250 va * 4 =50 

'fcln'lieini topamiz. Bu yechimning iqtisodiy ma’nosini ifodalaymiz.
6 Buxoro paxta zavodi o 'zi ishlab chiqargan 400 birlik momiqni X t=l 50 birligim 
r '  iduvon *- =250 birligini Qorako‘1 to'qimachilik korxonasiga jo ‘natadi.

Kogon paxta zavodi o 'zi ishlab chiqargan 250 birlik momiqni *2=200 birligini 
C'iiduvon, *4 =50 birligini Qorako‘1 to'qimachilik korxonasiga jo'natadi.
’ shunday va faqat shunday taqsimotda transport xarajatlari rejalashtirilgan 7500

d u I  birlig in i ta sh k il e tad i.
4 8 . Leont’evning tarm oqlararo  balans modeli. Chiziqli tenglamalar 

sistemasini iqtisodiyotdagi nazariy tatbig'iga misol sifatida ko'p tarmoqli xalq 
xo'jaligining balans tahlilini ko'ramiz. Bu masalaning mohiyati quyidagicha. Xalq 
xo'jaligi n ta tarmoqdan iborat bo'lib, ularning har biri ishlab chiqaradigan 
mahsulot hajmini shunday rejalashtirish kerakki, bu mahsulotga bo'lgan barcha 
ehtiyoj to 'liq qanoatlantirilsin. Bunda har bir tarmoq bir tomondan mahsulot ishlab 
chiqaruvchi, ikkinchi tomondan esa o 'zi va boshqa tarmoqlar ishlab chiqargan 
mahsulot iste’molchisi sifatida qatnashadi.

Tarmoqlar orasidagi bunday munosabatlarning matematik modeli rus millatli 
amerikalik iqtisodchi olim V.Leont’ev (1905-1999 y.) tomonidan ishlab chiqilgan 
va bu yo'nalishdagi ishlari uchun u 1973 yilda Nobel mukofotiga sazovor bo'lgan.

V.Leont’evning tarmoqlararo balans modelining eng oddiy holini ko'rib 
chiqamiz. Xalq xo'jaligi n ta tarmoqdan iborat de6 , *, orqali /- tarmoqning 
(/=1,2 , ...,n) bir yilda ishlab chiqargan yalpi mahsuloti hajmini. *,y ( / /= 1,2 ,. . . ,я) 
orqali /- tarmoqda ishlab chiqarilgan yalpi mahsulotning j -  tarmoq ehtiyojini 
qoplash uchun sarflanadigan hajmini va _y/ orqali /-tarmoq mahsulotining ishlab 
chiqarishdan tashqari iste’mol (eksport, zaxira va hokazo) uchun sarflanadigan 
hajmini belgilaymiz. Bu ma’lumotlar asosida tarmoqlararo balans modeli 
quyidagicha tuziladi.

Ixtiyoriy /-tarmoqda ishlab chiqarilgan yalpi mahsulot hajmi x, shu tarmoq 
mahsulotlarini n ta tarmoqlarda sarflangan xtJ hajmlari bilan shu tarmoqning ishlab 
chiqarishdan tashqari iste’molga sarflagan mahsulot hajmi y, yig'indisiga teng 
bo'ladi, ya’ni

«• x ^ f . X y + y , ,  1,7 = 1,2 ,..., и. ( 12)
/  . , b f i , J = >

(12) tenglamalar balans munosabatlari deyiladi. Bu tenglamalarga kiruvchi 
barcha kattaliklar narx ko'rsatkichlarida ifodalangan deb olamiz. Albatta yuqorida 
kiritilgan va mahsulot hajmlarini ifodalovchi Xy hamda *, ko'rsatkichlar orasida 
o'zaro bog‘lanishlar mavjud. Odatda j -  mahsulotni ishlab chiqarish uchun 
sarflanadigan /-mahsulot hajmi *,y shu j-mahsulotni ishlab chiqarish hajmiga 
bog‘liq deb qaraladi, ya’ni ular orasidagi bog‘lanishlar qandaydir xy=fj(xj) 
( y = l,2 ,...,n) ko'rinishida deb olinadi. Bu holda (12) balans munosabatlari

x, = i f j ( x j )  + y , ,  f j  =  l,2 ,...,n . (13)

Paxta
zavodi

Bir birlik momiqni transportda tashish xarajatlari (pul birligida)
G'ijduvon to'qimachilik 

korxonasi 
10

Qorako‘1 to'qimachilik 
korxonasi

15 
20



ko‘rinishga keladi. Eng sodda holda f f x j )  chiziqli bog'lanish, ya’ni xv =a,jXj deb
olinadi. Bunda a,j (//=1,2,3......,n) proporsionallik koeffitsiyentlari va m a’nosiga
ko'ra ay>0 bo'ladi. Bu koeffitsiyentlar j -  tarmoqning bir birlik mahsulotini ishlab 
chiqarish uchun /-tarmoq mahsulotini sarflanadigan miqdorini ifodalaydi va 
bevosita sarflar koeffitsiyentlari deb ataladi. Bu holda (13) balans munosabatlari 
quyidagicha yoziladi:

= I  <*ijx j  +У1 0 = 1 , 2 , . ( 1 4 )
/=i

Ma’lum bir davr uchun a4 (ij= l,2 ,3 ,....,n ) bevosita sarflar koefFitsiyentlarini 
o'zgarmas sonlar deb qarash mumkin. Unda (14) chiziqli tenglamalar sistemasidan 
iborat bo'ladi. Bu sistema tarmoqlararo balansning chiziqli yoki Leont'ev modeli 
deyiladi. Quyidagi matritsalarni kiritamiz:

V an  al2 .-  «1л'
x  = *2

, A  = «21 «22 ••• «2 n , Y  = Уг

ya n\ a n2 •■■ ann> J n j
Bunda X  -  yalpi ishlab chiqarish ustun matritsasi, Y  -  yakuniy mahsulot ustun 
matritsasi, A -  bevosita sarflar matritsasi yoki texnologik matritsa deb ataladi. Bu 
matritsalarning elementlari iqtisodiy ma’nolariga asosan a,j>0, X,>0, yi>Q shartlami 
qanoatlantirishi kerak. Bu holda (14) sistemani matritsaviy ko'rinishda

Х=АХ+Г  (15)
kabi ifodalanish mumkin. Tarmoqlararo balans masalasida bevosita sarflar 
matritsasi A  ma’lum deb olinadi va Y  yakuniy mahsulotni rejalashtirilgan hajmda 
ishlab chiqarishni ta’minlovchi yalpi ishlab chiqarish ustun matritsasi X  ni topish 
qaraladi. Buning uchun (15) matritsaviy tenglamadan X quyidagicha topiladi: 

X -A X + Y  =>X-AX=Y=> (E-A)X=Y=?X=(E- A)~l Y. (16)
Bu yerda E-A  xosmas matritsa, ya’ni uning determinanti \E-A\fQ deb 

olinadi.Unda S=(E-A)~1 matritsa mavjud bo'ladi va u to'liq sa r f matritsasi 
deyiladi. Bu matritsa 5,у elementlarining iqtisodiy mazmuni shundan iboratki, ular/- 
tarmoqda bir birlik yakuniy mahsulot ishlab chiqarish uchun /-tarmoqda yalpi 
ishlab chiqarish qancha bo'lishini ifodalaydi.

Kelgusida barcha elementlari nomanfiy sonlardan iborat bo'lgan С matritsani 
C>Q deb ifodalaymiz. Masalaning iqtisodiy mazmunidan (15) tenglamada A>0, 
Y>0 v aX>0  bo'lishi kerak.

11-TA 'RIF: Agar A>О va ixtiyoriy У>0 ustun matritsa uchun (15) tenglama 
A >0 ustun matritsadan iborat yechimga ega bo'lsa, unda A samarali matritsa, 
Leont’ev modeli esa samarali model deb ataladi.

Matritsaning samaradorligi tarmoqlararo balans masalasini yechish uchun zarur 
va shu sababli quyidagi isbotsiz keltiriladigan teorema juda katta ahamiyatga ega.

TEOREMA: Agar A>0  matritsaning barcha ustunlari bo'yicha elem entlar 
yig'indilarining maksimumi birdan katta bo'lmasa va kamida bitta ustun uchun bu 
yig'indi birdan kichik bo'lsa, A matritsa samarador bo'ladi.

Ko'rib o'tilgan nazariy ma’lumotlarni ushbu masalani yechishga tatbiq etamiz.

IVIasala'. Xalq xo'jaligining ikkita tarmoqlari uchun hisobot davrida balansni 
bajarilish i bo'yicha ma’lumotlar shartli pul birligida quyidagi jadval ko'rinishida 
berilgan:

TARMOQ
ISTE’MOL Yakuniy

mahsulot
Yalpi

mahsulotOziq-ovqat
sanoati

Qishloq
xo'jaligi

Oziq-ovqat sanoati 150 200 300 600
Oishloq xo'jaligi 300 100 120 500

Oziq-ovqat sanoati va qishloq xo'jaligi yakuniy mahsulotlarining hajmlari 
mos ravishda 40% va 1,5 marta oshishi uchun ulami har birining yalpi mahsuloti 
hajmlari qanday bo'lishi kerakligini toping.

Yechish: Oziq-ovqat sanoati mahsulotlar ini o'ziga va qishloq xo'jaligiga 
taqsimoti *,,=150 va X|2= 200 , qishloq xo'jaligi mahsulotlarini oziq-ovqat 
sanoatida va o'zida ishlatilishi x2i=300 va x22=100 ko'rsatkichlar orqali 
ifodalangan.Bu tarmoqlar bo'yicha yalpi mahsulot mos ravishda X i=600 vax2=500. 
Bu ma’lumotlar asosida bevosita sarflar koeffitsiyentlarini

x ij
a ij ~J X,

formula orqali topamiz:
xu  150a, i = —— = -----= 0,25;

11 X! 600

x21 300
a , ,  = -£ •* -= ------=  0 ,5 ;

21 x, 600

<,„=^11 = 2 0 0 ,0 ,4 ;  
12 * 2 500

*22 ЮР n ta 77 = = ------=  0 ,2 .
22 x2 5 00

Demak , texnologik matritsa quyidagi ko'rinishda ekan:
J 0 . 2 5  0 , 4 |

I, 0,5 0,2J
Bu matritsaning barcha elementlari musbat,ya’ni A>О va ustun elementlari 

yig'indisi
ai , + a 21 = 0,25 + 0,5 = 0,75 < 1, ax2 + «22 = + r  0.6 < 1 ■
Demak, A texnologik matritsa samarali ekan. Endi, teskari matritsani topish 

formulasidan foydalanib (§3 , 3 -formulaga qarang), S to'liq sarf matritsasini 
topamiz:

E - A  =
0,25
0,5

0,4^
l- l

f  0,75 -0 ,6 ^ 1.
0 ,2  JH [ -0 ,5  0,8  J1’ \e - 4  =

S = ( E - A ) '  = 1

| £ - 4 Д :

f  0 ,8 0 ,6  "j
5

3
2

t o , 5 0 ,75  J “ 5 5

,3 2 /

0,75 -0 ,6  
-0 ,5  0,8
\

= 0,3;



Masala shartiga ko‘ra oziq-ovqat sanoati yakuniy mahsuloti hajmi 40% o'sishi 
kerak, ya’ni j 1=300-1,4=420 , qishloq xo'jaligi yakuniy mahsuloti esa 1,5 marta 
ko'payishi, ya’ni >'2=120 1,5=180 bo iisi kerak. Unda izlangan yalpi ishlab 
chiqarish ustun matritsasini (16) formula orqali topamiz:

\ = X = S Y = ( E - A y l Y =

8

3 2|f420>
5 5 I 180; 4 1150J

Гз 2 j
Demak, masalada qo'yilgan rejani amalga oshirish uchun oziq-ovqat sanoati 

va qishloq xo‘jaligi yalpi mahsulot hajmini mos ravishda 1480 va 1150 shartli 
birlikka yetkazish kerak bo‘ ladi.

XULOSA
Chiziqli tenglamalar sistemasi matematikaning iqtisodiy masalalarni yechishda 

eng ko‘p qo‘llaniladigan tushunchalaridan biri bo‘lib hisoblanadi. Chiziqli 
tenglamalar sistemasining yechimi mavjud va yagona, mavjud va cheksiz ko'p 
hamda mavjud bo'lmasligi mumkin. Chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy 
holda yechish usullari ishlab chiqilgan. Bunda oldin ko‘rib o'tilgan matritsa va 
determinantlar tushunchalari muhim ahamiyatga ega bo'ladi. Sistema yechimining 
mavjudligi yoki mavjud emasligi, yagona yoki cheksiz ko‘pligi matritsalarning 
rangi yordamida aniqlanadi. Shuningdek bu yerda bir jinsli tenglamalar sistemasi 
va uning notrivial yechimi mavjudligi masalalari ham qaralgan.

Chiziqli tenglamalar sistemasining iqtisodiy tatbig'iga misol sifatida 
Leont’evning tarmoqlararo balans modelini ko'rsatish mumkin.

Tavanch iboralar

* Chiziqli tenglamalar sistemasi * Sistema koeffitsiyentlari * Sistema ozod 
hadlari* Sistema yechimi * Birgalikda bo'lgan sistema * Birgalikda bo'lmagan 
sistema* Aniq sistema * Aniqmas sistema * Kengaytirilgan matritsa *Kroniker- 
Kapelli teoremasi * Matritsalar usuli * Kramer usuli * Asosiy determinant 
Yordamchi determinantlar * Kramer formulalari * Ekvivalent sistemalar * Gauss 
usuli* Gauss usulining to 'g 'ri yo‘li * Gauss usulining teskari yo‘li * Asosiy 
o'zganivchilar * Erkli o'zgaruvchilar * Umumiy yechim * Bazis yechim 

Bir jinsli sistema * Trivial yechim * Notrivial yechim * Chiziqli bog*liqmas 
yechimlar * Chiziqli bog'liq yechimlar * Fundamental yechimlar * Balans 
munosabatlari * Tarmoqlararo balansning Leont’ev modeli * Samarali matritsa

T akrorlash  uchun savollar

1. Chiziqli tenglamalar sistemasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
2. Sistemaning koeffitsiyentlari, noma’lumlari va ozod hadlari deb nimaga 

aytiladi?
3. Sistemaning yechimlari qanday ta’riflanadi?

4 Qachon sistema birgalikda yoki birgalikda emas deyiladi?
5 Qachon sistema aniq va qachon aniqmas deyiladi?
6 Kronikcr-Kapelli teoremasi nimani ifodalaydi?
7 Qaysi shartda chiziqli tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega?
8 Qaysi shartda chiziqli tenglamalar sistemasi cheksiz ko'p yechimga ega?
9 Chiziqli tenglamalar sistemasi matritsa ko'rinishda qanday yoziladi?
10.Sistema matritsa usulida qanday yechiladi?
11 M atritsalar usulining qanday qulayliklari va kam chiliklari bor?
12 S istem ani Kramer usulida yechishning mohiyati nimadan iborat?
13 Sistemaning asosiy determinanti deb nimaga aytiladi?
14 S is tem an ing  yordamchi determinantlari qanday hosil qilinadi?
15 Sistema yechimi uchun Kramer formulalari qanday ko'rinishda bo'ladi?
16.Qachon tenglamalar sistemasi ekvivalent deyiladi?
17. Gauss usulining mohiyati nimadan iborat?
18.Gauss usulining to 'g 'ri yolida nimaga erishiladi?
19.Gauss usulining teskari yolida nimaga erishiladi?
20.Sistemaning asosiy o'zgaruvchilari deb nimaga aytiladi?
21. Sistemaning erkli o'zgaruvchilari deb nimaga aytiladi?
22. Qanday yechim bazis yechim deb ataladi?
23. Qachon chiziqli sistema bir jinsli deyiladi?
24. Trivial va notrivial yechimlar qanday ta’riflanadi?
25. Qaysi shartda bir jinsli sistema notrivial yechimga ega ?
26. Bir jinsli sistema yechimlari qanday xossalarga ega?
27. Fundamental yechimlar sistemasi qanday ta’riflanadi?
28. Fundamental yechimlar soni qanday topiladi?
29.Chiziqli tenglamalar sistemasining qanday iqtisodiy tatbiqlarini bilasiz?
30.Tarmoqlararo balans munosabatlari qanday aniqlanadi?
31.Leont’ev modeli nimani ifodalaydi?
32. Qanday matritsa samarali deyiladi?
33.Qaysi shartda matritsa samarali bo'ladi?

Testlardan nam unalar

I- Quyidagi sistemalardan qaysi biri chiziqli tenglamalar sistemasini ifodalaydi?

*1  * 2  

?2L + ?22= b2
A) | 0,1 + «12*2 —bi . 

l a21*l2 + «22*2 =
B)

D) J aH*l + «12*2 =bl
I «21*1 «22*2 = b2

q  f«U*l2 + «12*2 -* I  . 
[«21*1 + «22*2 ~ b2

E) |  «11*1 +«12*2=^1 . 

[«21*1 +«22*2 = bl '

Ushbu chiziqli tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlarining yig'indisini toping:



Зх, -  2 х 2 = 5 

2х, -  Зх2 = О
А) 10 ; В) 0; С) 5 ; D) 15; Е) to‘g‘ri javob yo‘q.

3. Ta’riftii toMdiring: a ,  P va у sonlarga uch noma’lumli chiziqli tenglamalar
sistemasining yechimi deyiladi, agarda ular sistemaning .......  tenglamalarini
ayniyatga aylantirsa.
A) birinchi; B) ikkinchi; C) birorta; D) kamida bitta; E) uchala.

4. Qachon chiziqli tenglamalar sistemasi birgalikda deb ataladi?
A) yechimga ega bo‘ Imasa; B) kamida bitta yechimga ega bo‘ Isa;
C) yagona yechimga ega bo'lsa; D) cheksiz ko‘p yechimga ega bo'lsa;
E) keltirilgan barcha hollarda.

5. Tenglamalar sistemasini yeching va x f  + x \  ifodaning qiymatini aniqlang;

2X| + x2 = 3 
X] -  2 x 2 =  - 1

A) 5; B) 1; C) 4; D) 2; E) 3.

M u sta a il ish toD shirialari

1. Ushbu ikki noma’lumli tenglamalar sistemasini matritsalar usulida 
yeching:

j  nx, + (л + l)x2 = n + 2 
{(л -  l)x, + (л + 3)x2 = n -  2

2. Ushbu uch noma’lumli tenglamalar sistemasini Kramer (determinantlar) 
usulida yeching;

inx] +(n + l)x2 + (л + 2)x3 = 1 
(л -  2)x, + (л -  l)x2 + лх3 = 0.

2x, -  3x2 + x3 = n

3. Ushbu to 'rt noma’lumli tenglamalar sistemasini Gauss (noma’lumlarni 
yo'qotish) usulida yeching:

щ  + (n -  l)x2 + (л + 2)x3 + (2 -  л)х4 = 1 
3x, -  x2 + 5x3 -  2x4 = л 

(л + 3)xj + (л -  2 ) x 2 + лх3 + (1 -  2 л ) х 4 = -1 
x, + 2x2 -  x3 -  4x4 = n +1

III BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI VA FAZOLARI
XVII-XVIII asr matematiklarining 

geometrik masalalarga bog'liq ishlarida 
sonlar hisobiga o'xshash va koordinatalar 
sistemasi bilan bog'liq geometrik hisobga 
ehtiyoj paydo bo'ldi. Bu ehtiyoj g'oyalari

XVIII asr oxirida Kamo tomonidan kiritilgan 
vektorial algebra orqali qondirildi.

V.G. Petrova

§1. VEKTORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR.

• Vektorlar va ular bilan bog‘liq tushunchalar.
• Vektorlar ustida amallar.
• Vektorlarning koordinatalarl

1.1. V ektorlar va u lar bilan bog‘liq tushunchalar. Hayotda uchraydigan 
harorat, bajarilgan ish, ish haqi, jismning massasi, ishlab chiqarish hajmi, tovaming 
narxi, partiyadagi mahsulotlar soni kabi kattaliklar ulami ifodalovchi sonli 
qiymatlar orqali to'liq aniqlanadi.

1-TA ’RIF: Sonli qiymatlari bilan to'liq aniqlanadigan kattaliklar skalyarlar 
deb ataladi.

“Skalyar” atamasi lotin tilidagi “scala” so'zidan olingan bo'lib, “pog'ona” 
degan ma’noni ifodalaydi. Skalyarlar a ,b ,c , . . .  kabi harflar bilan belgilanadi.

Kuch, kuch momenti, tezlik, tezlanish, bosim, siljish, elektr maydonining 
kuchlanishi, oqim kabi kattaliklarni aniqlash uchun ularning sonli qiymatlaridan 
tashqari yo'nalishlarini ham ko'rsatish zarurdir.

2-TA ’RIF: Ham sonli qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan 
kattaliklar vektorlar deyiladi.

“Vektor” lotincha ’’vehere” so'zidan olingan va “yo'llovchi” ma’nosiga ega.

Vektorlar a, b , с ,■■■ yoki a ,b ,c , ... kabi belgilanadi.
3-TA ’RIF: Har qanday a vektoming sonli qiymati uning moduli yoki 

uzunligi deb ataladi va |a| kabi belgilanadi.
Geometrik nuqtai-nazardan vektorlar yo'naltirilgan kesmalar singari 

qaraladi. Boshi A  va oxiri В  nuqtada bo'lgan yo'naltirilgan kesma bilan

aniqlanadigan vektor A B  kabi belgilanadi. Bunda A  nuqta vektoming  
boshi, В nuqta esa vektom ing uchi deyiladi. Bu yerda AB  kesma uzunligi vektor

modulini ifodalaydi, ya’ni \AB\=\ A B  \ bo'ladi.
4-TA ’RIF: Boshi va uchi bitta nuqtadan iborat bo'lgan vektor nol vektor 

deyiladi.
Nol vektor 0 kabi belgilanib, uning moduli |0 |= 0  bo'ladi. Nol vektoming 

Уо nalishi to 'g 'risida so 'z  yuritib bo'lmaydi.



5-TA 'RIF: Bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to 'g 'r i chiziqlarda joylashgan 
vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.

Kelgusida a va b vektorlaming kollinear ekanligini a\\b kabi belgilaymiz. 
Masalan, ABCD parallelogramm bo'lsa (9-rasmga qarang), unda

9-rasm

~AD ||~B? va ~AB \\CD , ammo AD va AB , BC va CD vektorlar 
kolllinear bo'lmaydi.

Izoh. Nol vektor 0 har qanday a vektorga kollinear deb hisoblanadi.
6-TA 'RIF: Quyidagi uchta shartlar bajarilganda a va b teng vektorlar 

deyiladi:
1. a\\b , ya’ni bu vektorlar kollinear;

2. |a|=|A|, ya’ni bu vektorlar bir xil uzunlikka ega;
3. a va b vektorlar bir xil yo'nalishga ega.

Agar a va b teng vektorlar bo'lsa, a~b deb yoziladi. Masalan, yuqoridagi

ABCD  parallelogrammda AD =  BC , AB  = DC bo'ladi. Bu yerdan 
vektorlami parallel ko'chirish mumkinligi kelib chiqadi.

7-TA 'RIF: Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan uch va undan ortiq 
vektorlar komplanar deyiladi.

Masalan, uchburchakning turli tomonlarida joylashgan vektorlar komplanar 
bo'ladi.

1.2. V ektorlar ustida am allar. Endi vektorlar ustida ariftnetik amallar 
kiritamiz.

8-TA ’RIF: a vektorni X songa (skalyarga) ko'paytmasi deb quyidagi 
uchta shart bilan aniqlanadigan yangi bir с vektorga aytiladi:
1. |c|= |X||e|, ya’ni a vektoming uzunligi |X| marta o'zgaradi;
2. с || a, ya’ni bu vektorlar kollinear;
3. ЛМ) bo'lsa с va a bir xil yo'nalgan, X<0 bo'lsa с va a qaram a-qarsh i 

yo'nalgan.
a vektomi X songa ko'paytmasi Xa kabi belgilanadi. Masalan, ABCD trapetsiya 

bo'lib, uning AD  va BC asoslarining uzunliklari \AD\=i va |BC|=4 bo'lsa, unda

AD  = 2 BC va AD  — 2 CB tengliklar o'rinli bo'ladi.
Vektorlami songa ko'paytirish amali quyidagi xossalarga ega:

1. Х(ра)=(3(Хд) 2. (ktP)a=X. a ±p a 3. 0- a=0.
Bu yerda X va P ixtiyoriy sonlami, a esa ixtiyoriy vektomi ifodalaydi.

9-TA 'RIF: (— l)e  vektor a vektorga qarama-qarshi vektor deyiladi va — e 
kabi belgilanadi.

M a s a la n .  yuqorida ko'rilgan ABCD  parallellogramda AD  va CB ,

\a~CD qarama-qarshi vektorlar, ya’ni A D = - C B , A B — CD bo'ladi.
Endi ikkita a va b vektorlami qo'shish amalini kiritamiz. Buning uchun 

parallel ko'chirish orqali ularning boshlarini bitta A nuqtaga keltiramiz. Unda bu

vektorlami a=~AD , b= AB  kabi belgilab, ABCD  parallelogrammni hosil
qilamiz ( 10-rasm).

10 .TA ’RIF: a x a b  vektorlam ingyig'indisi deb ABCD parallelogrammmng

A uchidan chiquvchi diagonalidan hosil qilingan AC  vektorga aytiladi va a+b 
kabi belgilanadi.

10-rasm

Vektorlar yig‘indisining bu usulda aniqlash parallelogramm qoidasi deyiladi va 
unga moddiy nuqtaga qo'yilgan ikkita kuchning teng ta’sir etuvchisini topish asos 
qilib olingan. Bu yig'indini uchburchak qoidasi deb ataladigan quyidagi usulda 
ham topish mumkin. Bunda dastlab parallel ko'chirish orqali b vektoming boshi a 
vektoming uchi ustiga keltiriladi (11-rasm). So'ngra a boshidan chiqib, b uchida 
tugaydigan vektor hosil qilinadi va u a+b yig'indini ifodalaydi.

Bir nechta au a2, a3, ..., a„ (ri>3) vektorlaming yig'indisi parallelogramm 
qoidasini bir necha marta ketma-ket qo'llash yoki ko'pburchak qoidasi deb 
ataladigan ushbu usulda topiladi. Bu usulda parallel ko'chirish orqali a i uchiga a2 
boshi, a2 uchiga a3 boshi va hokazo a„_i uchiga a„ boshi keltirib qo'yiladi. Hosil



bo'lgan siniq chiziqning boshi (ei vektor boshi) bilan oxiri (a„ vektor uchi) 
tutashtirilib, a=a,+ a2+ a3+ ...+  a„ yig'indi vektor topiladi. Masalan, uchta a,. a2 va 
a} vektorlarning a=a\+a2+a3 yig'indisini topish quyidagi 12-rasmda ko'rsatilgan:

a2

a = a  i+ a2+ a3 
12-rasm

Agar a u a2 va a3 bir tekislikda joylashmagan vektorlar bo'lsa, ko'pburchak qoidasi 
bilan topilgan а=Д1+Д2+вз yig'indi qo'shiluvchi vektorlarni parallel ko'chirish 
orqali umumiy bir 0 boshga keltirib hosil qilinadigan parallelepipedning 0 uchidan 
chiquvchi diagonali kabi ham topilishi mumkin. Bu parallelepiped qoidasi deb 
ataladi.

Vektorlarni qo'shish amali quyidagi xossalarga ega:
1. a+b = b+a —  kommutativlik (o'rin almashtirish) qonuni;
2. (a+b)+c = a+(b+c) —  assotsiativlik (guruhlash) qonuni;
3. X(a+b) = Xa+ Xb ; 4. a+0 =0 .

11-TA ’RIF: a va b vektorlarning ayirmasi deb a va -b  vektorlarning 
yig'indisiga aytamiz.

a  va A vektorlarning ayirmasi a—b kabi belgilanadi bu vektoriardan hosil

qilingan ABCD  parallelogrammning В uchidan chiquvchi BD diagonalidan 
iborat bo'ladi (13-rasmga qarang).

1.3. V ektorlarning koordinatalari. Dastlab tekislikdagi vektorlarning 
koordinatalari tushunchasini kiritamiz. Buning uchun tekislikda o'zaro 
perpendikulyar bo'lgan va О nuqtada kesishuvchi OX(abssissalar o'qi) va O Y  
(ordinatalar o'qi) o'qlaridan tuzilgan XOY Dekart koordinatalar sistemasini 
olamiz. Bu sistemada tekislikdagi har bir M nuqta o'zining OX va OY o'qiardagi 
proyeksiyalari bo'lmish Ms va M> nuqtalar orqali (14-rasmga qarang) quyidagicha 
aniqlanadi. Mx va My nuqtalardan О koordinata boshigacha bo'lgan |0M X| va 
|OMyj inasofalar orqali M nuqtaning koordinatalari deb ataladigan *=±|0M X! 
(abssissa) vaj>=±|OMy| (ordinata) sonlar aniqlanadi. Bunda {x,y) koordinatalarning 
ishoralari I-1V choraklarda mos ravishda (+,+), (-,+), ( - ,-)  va (+,-) kabi olinadi.

dav qilib, tekislikdagi har bir M nuqta o'zining koordinatalari bo'lmish (x,y)
soiXr juftligi orqali bir qiymatli aniqlanadi va bu hoi M(jĉ )  kabi yoziladi.

14-rasm

Xuddi shunday tarzda tekislikdagi har bir a vektomi sonlar juftligi orqali 
ifodalash mumkin. Buning uchun mos ravishda OX va OY koordinata o'qlarida 
j o y l a s h g a n ,  musbat yo'nalishga ega va uzunliklari birga teng bo'lgan i vay 
vektorlarni kiritamiz (15-rasm).

Kiritilgan i va j  vektorlar ort vektorlar yoki qisqacha ortlar deb ataladi. Endi 
berilgan a vektomi yo'naltirilgan kesma sifatida qarab, uning OX va OY 
o'qdagi proyeksiyalarini qaraymiz. Bu proyeksiyalar ham yo'naltirilgan kesmalar 
bo'lib, ular a vektorning OX va OY o'qdagi proyeksiyalari deb ataladi va ax , 
By kabi belgilanadi. Koordinatalar o'qlarida joylashgan ax , ay vektorlar mos 
ravishda shu o'qiardagi i, j  ortlarga kollinear bo'ladi va shu sababli ax =±|а*|/ 
hamda af  =±\ay\j deb yozish mumkin. Bunda proyeksiyalar va ortlar bir xil 
yo'nalishda bo'lsa +, qarama-qarshi bo'lsa -  ishorasi olinadi. Unda vektorlarni 
4°‘shish ta’rifiga asosan quyidagi tengliklami yoza olamiz:

a=ax + ay= (±|ax|)i +(±\ay\)j=xi + y j. (1)
12-TA ’RIF: (1) tenglik a vektorning ortlar bo'yicha yoyilmasi, x  va у  

sonlari esa uning koordinatalari deb ataladi.



Koordinatalari x va у  , ya’ni (1) yoyilmaga ega bo'lgan a vektor qisqacha 
a=(x,y) kabi ifodalanadi. Masalan, yoyilmasi a=2i-3j bo'lgan vektoming 
koordinatalari x=2, y= -  3 bo'ladi va a=(2,-3) deb yoziladi. Nol vektor uchun 
yoyilma 0 = 0/+0/=(0,0), ya’ni uning koordinatalari x=0,y=0 bo'ladi.

Shunday qilib tekislikdagi ixtiyoriy a vektor o'zining x  va у  koordinatalari, 
ya’ni (xjO sonlar juftligi bilan (1) tenglik orqali to'liq aniqlanadi.

Xuddi shunday tarzda fazodagi nuqta va vektorlar uchun koordinatalar 
tushunchasi kiritiladi. Buning uchun fazoda o'zaro perpendikulyar bo'lgan va О 
nuqtada kesishuvchi OX, OY va OZ (applikatalar) o'qlarini kiritamiz. Bunda 
fazodagi har bir M nuqta o'zining OX, OY va OZ o'qlaridagi proyeksiyalari Mx , 
My va Mz orqali tekislikda qaralgani singari x, у  va z koordinatalari bilan bir 
qiymatli aniqlanadi va bu M(x,,y, z) kabi ifodalanadi.

Vektorlaming koordinatalarini aniqlash uchun oldin kiritilgan i va j  ortlarga 
qo'shimcha ravishda OZ koordinata o'qida joylashgan к ort vektomi kiritamiz. 
Unda, fazodagi vektorlami qo'shishning parallelepiped qoidasidan foydalanib, 

a=ax + ay+ az = (±|a*|)/ +(±|я>.|У+(±|лг|)Л =xi +yj+zk (2)
yoyilmani hosil etamiz. Bu yerda x, y, z  sonlar uchligi fazodagi a vektoming 
koordinatalari bo'lib, a={ x, y, z) deb yoziladi.

Koordinatalari bilan berilgan vektorlaming tengligi va ular ustidagi qo ‘shish, 
ayirish, songa ko'paytirish amallarining natijalari oson aniqlanadi. Bularni 
fazodagi vektorlar uchun ifodalaymiz. Tekisikdagi vektorlar uchun tegishli 
natijalar z= 0 holda kelib chiqadi.

1-TEOREMA: а=(хиу и  г,) va b=(x2y 2, z2) vektorlar teng bo'Iishi uchun 
ularning mos koordinatalari teng, ya’ni xi=x2 , у\=уг , z\=z2 bo'Iishi zarur va 
yetarli.

Teoremaning isboti (2) yoyilmadan kelib chiqadi va o'quvchiga havola etiladi.
2 -TEOREMA: a=(xi,yu z,) va b=(x^y2, z2) vektorlaming yig'indisi yoki 

ayirmasining koordinatalari qo'shiluvchilaming mos koordinatalari yig'indisi yoki 
ayirmasiga teng bo'ladi, ya’ni

a±h=(xi^ i, z ^ f c ^ b  z2)= (x,± x2, 3»1± y 2, zi± z2). (3)
Isbot: Vektorlaming (2) yoyilmasi va ularni o'zaro qo'shish, songa ko'paytirish 

amallarining xossalariga asosan
a±b=(x,,yu zi)±(x2,y2, z2)=(x, i +Vi/+z, Ar)± (x2 i +y2j+z2 k)=

=(xi± x2)/+(yi± y 2)j+{zi± z2)k 
tenglikni olamiz va undan (3) formula o'rinli ekanligini ko'ramiz.

Masalan, o=(4,-2,l) va />=(5,9,0) vektorlar uchun
а+6=(4+5,-2+9,1 +0)=(9,7,1), a -6= (4 -5 ,-2 -9 ,l-0 )= ( -1 ,-1 1 ,1 ).

3-TEOREM A: Har qanday a=(x, y , z) vektoming ixtiyoriy X songa 
ko'paytmasining koordinatalari uning har bir koordinatasini X songa 
ko'paytirishdan hosil bo'ladi, ya’ni Xa=X-(x,y, z)= (Ax, Xy, Xz).

Teoremaning isbotini o'quvchilarga mustaqil ish sifatida havola etamiz. 
Masalan, o=(3, —4, 1) va X=6 bo'lsa, 6e=6(3, -4 , 1)=(18, -24, 6) bo'ladi.

Bu natijalardan foydalanib ushbu masalalarni yechamiz.

M a s a l a  № 1 : Boshi A(xb y u z,) va uchi B(x2, y 2, z2) nuqtada joylashgan

" 4 5  vektom ing koordinatalarini toping.
Y e c h i s h :  Berilgan vektoming A boshi va В uchini koordinatalar boshi О bilan

tu tash tirib  ~OA va OB vektorlarni hosil etamiz (16-rasmga qarang).

Bunda ~OA =(xi, Уи 21), OB =(x2, y 2, z2) bo'ladi va vektorlaming ayirmasi ta’rifi 
hamda 2-teoremaga asosan quyidagi natijani olamiz:

~AB =(x,y,z)= ~O B -O A  =(x2, y 2, z2y- (xu y u z,)= (x2 - x b y 2 - y u z2 - z i ) . ( 4 )  
Demak, vektoming koordinatalarini topish uchun uchining koordinatalaridan 

boshini koordinatalarini ayirish kerak. Masalan, boshi A(5,—4, 2) va uchi B(7, 1, 0) 
nuqtalarda joylashgan vektoming koordinatalari quyidagicha bo'ladi:

x= x2 -x i= 7-5= 2 , y=y2 - ;k i= 1 -H )=5, z=z2 -z i= 0  -2 =  -2.
Masala № 2: Uchlari A(xb y u zi) va B(x2, y 2, z2) nuqtalarda joylashgan AB 

kesmani berilgan X (A>0) nisbatda bo'luvchi C(xo, Jo, zo) nuqtaning 
koordinatalarini toping.

Yechish: Oldingi masalaga asosan

AC  =(x0 -X i, yo - у i, z0 - z i) ,  CB =(x2 -X o ,y 2 -yo , z2 -Zo) 
deb yozishimiz mumkin. Masala sharti, vektorni songa ko'paytirish ta’rifi va 3- 
teoremaga asosan ushbu tengliklar o'rinli bo'ladi:

\~AC\=X\CB\ => AC = X CB =>
=> (x0 - x i ,  Уо -У и  z0 -  z{)—X(x2 -  Xo, y 2 -yo , Z2 ~Zo) =>

=>(x0 - x b jy0 - y u  Zo -Z ])=  (Xx2 -X xo, Xy2 -X y o ,X z 2 -X zo ).
Bu yerdan, 1-teoremaga asosan, izlanayotgan xo koordinata ushbu tenglamadan 
topiladi:

*0 Xj — A(x2 — x„) (1 + Я)х0 = Ях2 + x, x0 —  ̂^  д  •

Xuddi shunday tarzdagi mulohazalar orqali izlangan nuqtaning koordinatalari
_  X[ + Лх2

У o =
У\ + ЯУ2

1 +  Я 1 +  Я
ormulalar bilan topilishini aniqlaymiz.

z0 =
Zj +Яг2 

1 +  Я
(5)



Masalan, uchlari А(2,—3, 1) va B(16, 11, 15) nuqtalarda joylashgan AB 
kesmani X=2:5 nisbatda bo‘luvchi nuqtaning koordinatalari (5) formulaga asosan 
quyidagicha bo'ladi:

2 2 2
2 + - -1 6  - 3  + - 1 1  1 + -  • 15

* 0 = ----- ^ Y ~  = 6> Уо=------- \ ---- = 1> *o = -----= ?
1 +  -  1 +  -  l + -

5 5 5
Xususiy, A=1 bo'lgan, holda AB kesmaning o 'rta nuqtasi koordinatalari uchun 

ushbu formulaga ega bo'lamiz:
.. xl + x2 .. У1+У2 .  ^ + Z 2 
*o = — 2— ’ y ° — 2— ’ — 2—

Masalan, uchlari A (4 ,-l, 5) va B(2, 11, -13 ) nuqtalarda joylashgan A B  
kesmaning o 'rta nuqtasining koordinatalari (6) formulaga asosan quyidagicha 
bo'ladi:

x0=(4+2)/2=3, >0= (-l+ ll)/2 = 5 , z0=(5+(-13))/2=^ .

XULOSA

Amaliyotdan kelib chiqqan holda matematikada skalyar va vektor 
tushunchalari kiritiladi. Bunda skalyar faqat son qiymati bilan, vektor esa ham 
sonli qiymati, ham yo‘nalishi bilan aniqlanadi. Vektorlar ustida ulami songa 
ko'paytirish, o'zaro qo'shish va ayirish amallari kiritilib, vektorlar algebrasi hosil 
qilinadi. Dekart koordinatalar sistemasida vektorlar o'zlarining koordinatalari bilan 
ifodalanadi. Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida amallar ularning 
koordinatalari orqali oson amalga oshiriladi. Vektorlar algebrasi yordamida bir 
qator matematik masalalar oson hal etiladi.

Tayanch iboralar

Skalyar * Vektor * Vektoming moduli * Vektoming geometrik talqini
* Vektoming boshi * Vektoming uchi * Nol vektor * Kollinear vektorlar
* Vektorlaming tengligi * Komplanar vektorlar*Vektomi songa ko'paytmasi * 
Qarama-qarshi vektorlar* Vektorlami qo'shish * Parallelogramm qoidasi * 
Uchburchak qoidasi*К о 'pburchak qoidasi *ParalleIepiped qoidasi * Vektorlami 
ayirish * Ort vektorlar*Vektoming o'qdagi proyeksiyasi ‘Vektoming yoyilmasi * 
Vektoming koordinatlari___________________________________________________

4  V e k to r l a r g a  qanday misollar bilasiz?
5 V e k to r la m in g  geometrik ma’nosi nimadan iborat?
6 V e k t o m i n g  moduli deb nimaga aytiladi?
7 Qanday vektor nol vektor deyiladi?
8 Qanday vektorlar kollinear deyiladi?
9 Qachon vektorlar teng deb hisoblanadi?
10 Vektomi songa ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
11 ’ Vektorni songa ko'paytmasi qanday xossalarga ega?
12.Vektorlar yig'indisi qanday aniqlanadi?
13 V̂ektorlar yig'indisi qanday xossalarga ega?
14 Ort vektorlar deb qanday vektorlarga tushuniladi?
15* Vektoming ortlar bo'yicha yoyilmasi qanday aniqlanadi?
16. Vektoming koordinatalari qanday topiladi?
17 Koordinatalari bilan berilgan vektorlaming tenglik sharti nimadan iborat? 
lg'Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida arifmetik amallar qanday 

bajariladi?
19. Vektoming koordinatalari uning boshi va uchi bo'yicha qanday topiladi.
20. Kesmani berilgan nisbatda bo'luvchi nuqtaning koordinatalari qanday 

topiladi?
21. Kesma o'rta nuqtasining koordinatalari qanday topiladi?

Testlardan nam unalar

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?
A ) Faqat yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.
B) Faqat son qiymati bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb aytiladi.
C) Ham son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka skalyar deb 

aytiladi.
D ) Yo'nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.
E ) Har qanday kattalik skalyar deyiladi.

2. Vektor kattalik deb nimaga aytiladi?
A ) Faqat yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.
B) Faqat son qiymati bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb aytiladi.
C) Ham son qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb 

aytiladi.
D ) Har qanday kesmaga vektor deb aytiladi.
E) Har qanday kattalik vektor deyiladi.

3. Quyidagi kattaliiklardan qaysi biri vektor bo 'lad i? 
T akrorlash uchun savollar A) sirt yuzasi; B)jism hajm i; C ) kesma uzunligi;

D) kuch; E) Вirorta ham kattalik vektor bo'lmaydi.
1. Qanday kattaliklar skalyarlar deyiladi?
2. Skalyarlarga qanday misollar bilasiz? 4. Qachon vektorlar kollinear deb aytiladi ?
3. Qanday kattaliklar vektorlar deb ataladi? A) Bir xil yo'nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.



B) Наг qanday о  va ft vektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.
C) Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar kollinear deb aytiladi.
D) Bitta to 'g 'ri chiziqda yoki parallel to 'g 'ri chiziqlarda yotuvchi a va ft 

vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.
E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi a va ft vektorlarga 

kollinear vektor deb aytiladi.

5. Qachon vektorlar teng deb aytiladi ?
A) Bir xil yo'nalgan vektorlar teng deb aytiladi.
B) Bir xil uzunlikli a va ft vektorlarga teng vektorlar deb aytiladi.
C) Bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lgan vektorlar teng deb aytiladi.
D) a va ft vektorlar kollinear, bir xil yo'nalgan va uzunliklari teng bo'lsa, ular 

teng vektorlar deb aytiladi.
E) Kollinear va bir xil yo'nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

6. Ta’rifni to'ldiring: Uchta vektor komplanar deyiladi, agar ular — 
joylashgan bo'lsa.

A) bitta to 'g 'ri chiziqda ; B) bitta tekislik yoki parallel tekisliklarda ;
C) parallel to 'g 'r i chiziqlarda ; D) o'zaro perpendikulyar to 'g 'ri chiziqlarda ;
E) o'zaro perpendikulyar tekisliklarda.

7. Fazodagi ort vektorlar qanday aniqlanadi?
A) OX, OY, OZ koordinata o'qlarida joylashgan, musbat yo'nalishda ega va 

uzunliklari birga teng bo'lgan vektorlar;
B) Uzunliklari birga teng bo'lgan uchta vektor;
C) O'zaro perpendikulyar bo'lgan uchta vektor;
D) O 'zaro kollinear bo'lgan uchta birlik vektor;
E) Uchta komplanar birlik vektorlar.

8. a=(2, —5) vektorning i  va j  ortlar bo'yicha yoyilmasi qayerda to 'g 'ri 
ko'rsatilgan ?

A) a= 2i-5 j; B) o= -5 i+ 2 j; C) a= ~2i+5j; D) e= 5 i-2 /; E) a=2i+5j. 

IMustaail ish topshirialari

1. Boshi A(л, 2л+3, 5—2л), uchi esa В(2л+3, 2л-1, ri) nuqtada joylashgan a 
vektorning koordinatalarini toping.

2. Berilgan а=(л-2, л+3, л- l )  va b=(n, n - 4, л+2) vektorlar bo'yicha na, a+b, 
a-b  va Ъа+nb vektorlarni toping.

3. Boshi А(л—2, л+3, ri) va uchi В(л+1, л-3, л- l )  nuqtada joylashgan 
vektorning koordinatalarini toping.

4. Uchlari А(л~2, л+3, ri) va В(л+1, и—3, л- l )  nuqtalarda joylashgan AB 
kesmani X=(n— 1): (л+2) nisbatda bo'luvchi С(дг,у^) nuqta koordinatalarini 
aniqlang.

•  Vektorlarning skalyar ко ‘paytmasi va uning xossalari.
• Skalyar ко ‘paytmaning koordinatalardagi ifodasL
• Skalyar ко‘paytmaning tatbiqlari.

2.1. V ektorlarning skalyar ko'paytm asi va uning xossalari. Biz 
vek to rlarn i songa ko'paytirish, qo'shish va ayirish amallarini ko'rib o'tdik. Endi 
vektorlarni o'zaro ko'paytirish masalasiga o'tamiz. Buning uchun dastlab fizikadan 
kuch bajargan ishni hisoblash formulasini eslaymiz. Biror moddiy n u q tag a / kuch 
vektori ta'sir etib, uni s vektor bo'yicha harakatlantirgan bo'lsin. Bunda kuch va 
harakat vektorlari orasidagi burchak <p bo'lsa, unda moddiy nuqtani ko'chirishda 
bajarilgan ish A=l/l |s| cos(p formula bilan hisoblanadi. Bu formulada ]/| -  kuch 
kattaligini, |s| -  bosib o'tilgan masofani ifodalaydi.

1-TA ’RJF: Ikkita a va ft vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb ulaming 
modullari bilan ular orasidagi burchak kosinusining ko'paytmalariga aytiladi.

a va ft vektorlarning skalyar ko'paytmasi a-b, ab yoki (a,b) kabi belgilanadi 
v a , ta’rifga asosan.

a-b = |a|-|ft|-cos<p (1)
formula bilan aniqlanadi. Bu yerda q> orqali (0<<p<7i) a va ft vektorlar orasidagi 
burchak belgilangan bo'lib, u a vektordan A vektorgacha eng qisqa burilish 
burchagi kabi aniqlanadi. Ikki vektomi (1) ko'rinishda ko'paytirish natijasida son, 
ya’ni skalyar kattalik hosil bo'ladi va shu sababli a-b vektorlarning skalyar 
ko'paytmasi deb ataladi.

Skalyar ko'paytma ta’rifi bo'yicha yuqorida ko'rib o'tilgan ish formulasini 
A=f-s deb yozish mumkin. Demak, kuch va harakat lektorlarining skalyar 
ko'paytmasi bajarilgan ishni ifodalaydi va bu skalyar ko'paytmani mexanik 
ma’nosi bo'ladi.

Skalyar ko'paytmaning ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib chiqadi:
1. a-b = b-a. ya’ni skalyar ko'paytma uchun kommutativlik qonuni bajariladi. 

Haqiqatan ham, skalyar ko'paytma ta’rifini ifodalovchi (1) formulaga asosan
a-b =|a|ift|-cost|>=|ft|-|e|-cos(p=A-e.

2. a-a = \a\2 , ya’ni vektomi o 'ziga - o'zining skalyar ko'paytmasi (bu ba’zan 
vektorning skalyar kvadrati deyiladi va a2 kabi belgilanadi) uning moduli 
kvadratiga teng. Bu xossa ham skalyar ko'paytma ta’rifini ifodalovchi (1) 
formuladan bevosita kelib chiqadi:

a-a = |a|-|e|-cos0=|e|2 .
3. Ixtiyoriy X soni uchun (Xa,ft)=(a, Xb)= X(a,b).

Dastlab (Xa,ft)=(a, Aft) tenglikni o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. (1) formulaga 
asosan

(Xa,ft)= |Aa||ft|cos<p = |X|-|a|-|ft|cosip = |a|*|X|-|b|cos<p = |e||Xft|cosq>= (a, Xb).
Endi (Xa,b)= X(a.b) tenglikni to'g'riligini ko'rsatamiz. Agar X>0 bo'lsa 

(Xa,b)= |X|-|a| |ft|cos(p =A. |a| |ft|cos(p= X (a, ft).

S2. VEKTORLARNING SKALYAR KO'PAYTM ASI, UNING
XOSSALARI VA TATBIQLARI.



Agar A.<0 bo’lsa, Xa vektor a vektorga qarama-qarshi yo'nalgan va shu sababli Xa 
bilan b vektor orasidagi burchak я-ф  bo'ladi. Bu holda cos(7t-(p)= — собф va 
X = -)Х| bo'lgani uchun

(Xa,b)= |X|-|a|iA|cos(7t-(p) =—|X|-|e| |A|coscp= X-|e|-|A|cos«p= X (a , b). 
Jumladan A.=0 holda har qanday a vektor uchun a-0=0-a=0 natijani olamiz.

4. a(b+c)=ab+ac, ya’ni vektorlaming skalyar ko'paytmasi uchun distributivlik 
qonuni bajariladi.

Bu xossani isbotsiz qabul etamiz.
2-TA ’RIF: Agar a va b vektorlar orasidagi burchak tp=90° bo'lsa, ular 

ortogonal vektorlar deyiladi.
Kelgusida a va A vektorlaming orthogonalligini a lb  kabi belgilaymiz. 

Masalan, oldin kiritilgan i, j  va к  ort vektorlar o'zaro ortogonal, ya’ni iJL/, i l k  va 
j l k  bo'ladi.

TEOREMA: Noldan ferqli a va ft vektorlar ortogonal bo'lishi uchun ularning 
skalyar ko'paytmasi ab =0 bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot: Dastlab teorema shartini zaruriyligini ko'rsatamiz:
a lb  =><p=90° => a-b = |e|-|A|-cos90°=|a|-|A|-0=0;

Endi teorema shartini yetarli ekanligini ko'rsatamiz:
a-b = |a|-|A|-cosq>=0 , |a| # )  , |ft|?t0 => cos9=0 =>ф=90° => a l b .

2.2. Skalyar ko‘paytm aning koordinatalardagi ifodasi. Oldingi 
mavzuda koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida songa ko'paytirish, qo'shish 
va ayirish amallari oson bajarilishini ko'rib o'tgan edik. Endi bu masalani 
vektorlaming skalyar ko'paytmasi uchun qaraymiz. Tekislikda koordinatalari bilan 
berilgan a =(xi, y{) va b=(x2, y2) vektorlaming skalyar ko'paytmasini topamiz. 
Skalyar ko'paytmaning 2-xossasi va yuqoridagi teoremadan ortlar uchun ushbu 
tengliklar o'rinli ekanligini ko'ramiz:

W =|i|2= l,  J j= l / f= l ,  i - j= ji = 0 .
Endi a =(xi, y{) va b=(x2, у 2) vektorlaming yoyilmasi hamda skalyar 
ko'paytmaning 3 va 4 - xossalaridan foydalanamiz:

a b = (xii+ y xJ)- (x2 i+ y 2j)= xpc2 H+ x y 2 i j  + У1X2 j i  + ysyij-j =
= X,X2-1 + Xjiy20+ 7iX2-0+ у  & 2-1 = X,X2+ У\У2.

Demak
a-b = x ^ 2+ У1У2 (2)

ya’ni vektorlaming skalyar ko'paytmasi ularning mos koordinatalari 
ko'paytmalarining yig'indisiga teng bo'ladi.
Masalan, a=(3,6) va />=(5,-2) vektorlaming skalyar ko'paytmasi 

a-b = x 1̂ 2+J/i>'2:=3-5+6-(-2)= 15-12=3.
Xuddi shunday tarzda fazodagi o=(x 1, y  1, z\) va b=(x2, y 2, z2) vektorlaming 

skalyar ko'paytmasi uchun
a-b = x\x2+y\y2+z\z2 (3)

formula o 'rinli bo'lishini ko'rsatish mumkin.
2.3. Skalyar ko 'paytm aning tatbiqlari. Endi skalyar ko'paytmaning 

tatbiqlari sifatida quyidagi masalalarni ko'ramiz.

1-masala. Fazoda koordinatalari bilan berilgan e=(x, y , z) vektoming modulini

10 Y e c h i s h .  S k a l y a r  ko'paytmaning 2 - xossasiga va (3) formulaga asosan 

\af =tra=xx+yy+zz = x2 +y2 +Z2 => Ia \= ^ x 2 + y~ + z~ . (4)
Masalan, a=(3,4,12) vektoming moduli

|д| = л/з2 + 4  + 122 = л/9 +16 +144 = VT69 =13.
(4) fo rm u lada  z=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(x,y) vektoming 
m oduli ------------

|а |=л/х2 + y 2
fo rm ula bilan hisoblanishini ko'ramiz.

2-masala. Fazodagi koordinatalari bilan berilgan а=(хь Уь Zi) va b=(x2, y 2, z2) 
v ek torlar orasidagi ф burchakni toping.

Yechish. Skalyar к о 'paytma ta’rifi (1), (3) va (4) formulalarga asosan
х \ х 2 + У \ У 2 + 2 \ г 2 ГС\

C0S((>ZZ I 2 2 2 / 2 2 2 ‘ C )
Л /Х , + У \  + z \ \ x 2 + У 2 + Z 2

Masalan. a=( 1,0,1 )v a  *=(0,1,1) vektorlar orasidagi ф burchak uchun
1 0 + 0 1 + 1 1  1 

cos<p = “
Vi2 + 0 2 + 12 л/ l 2 + o 2 + i 2 2

natijani olamiz va undan ф=60° ekanligini topamiz.
(5) formulada z,=0, z2=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan fl=(x,, y,) va 

b-(x2, y2) vektorlar orasidagi ф burchak
____  * 1*2 + У 1У 2
C0S<P -  ------2 Г 2 2

\ x \ + У \ у1Х 2 + У2

formula bilan topilishini ko'ramiz.
3 -masala. o=(xb y\, z\) va b=(x2, y 2, z2) vektorlaming ortogonallik shartini 

toping.
Yechish. a lb  bo'lgani uchun ular orasidagi burchak ф=90° bo'ladi va shu 

sababli costp=0. Unda (5) formuladan
X\X2+yiy2+ZiZ2 = 0 (6)

tenglikni hosil qilamiz. Bu ikki vektoming ortogonallik shartidir.
Masalan, o=<3,-2,1) va ft=(5,7, -1 )  vektorlar ortogonaldir, chunki 

x \x 2 + y iy2 + Z iZ 2 =  3-5+(—2)-7+l-(—1 )  =  15-14-1=0.
(6) formulada zi=0, z2=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan fl=(xb yi) 

va b=(x2,y 2) vektorlaming ortogonallik shartini topamiz:
Х & г + У & Г  0

4-masala. Fazodagi A(xi,yi, zi) va B(x2, j 2, z2) nuqtalar orasidagi d masofani 
toping.

Yechish. Bu nuqtalarni kesma bilan tutashtirib, boshi A(xi,yi,Z|) nuqtada va 
uchi В(.*2, y 2, z2 ) nuqtada bo'lgan a vektomi hosil qilamiz. Ma’lumki, bu 
vektoming koordinatalari uning uchi bilan boshi koordinatalari ayirmasiga teng 
bo'ladi, ya’ni a=(x2-x i ,y 2- y b z2-z ,) . Unda d=\a\ va, (4) formulaga asosan,



d  = J ( x 2 - x , ) 2 + (y 2 -У х)2 + (z2 - z , ) 2 (7)
tenglikka ega bo'lamiz.

Masalan, A (5,—3 ,l)v a  B(8,l,13) nuqtalar orasidagi masofa
d  = V (8 ~ 5 ) 2 + ( l - ( - 3 ) ) 2 + (1 3 - l ) 2 = -v/9 + 16 +144 = Vl69 =13

bo‘ladi.
(7) formulada z i=0, Z2=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan A (xu y \)  va 

B(x2, y i)  nuqtalar orasidagi d  masofa uchun

d  = J ( x 2 - x l ) 2 + ( y 2 - y l ) 2 

formula o 'rinli bo‘lishini ko‘ramiz.
5-masala. K.orxona ishlab chiqarayotgan mahsulotlar tannarxi (z,) va hajmi 

(q,) bo'yicha ma’lumotlar quyidagi jadvalda keltirilgan:

Iqtisodiy ko'rsatgich I mahsulot 11 mahsulot П1 mahsulot
Mahsulot tannarxi (zi), so'm 350 500 250

Mahsulot hajmi (q,), dona 500 700 1200

Mahsulotlarni ishlab chiqarish xarajatlarini toping.
Yechish. Ishlab chiqarilgan mahsulotlarning tannarx vektorini z ^ z ^ A ) ,  

hajm vektorini q={qi,q2,qз) deb belgilasak, unda ishlab chiqarish xarajatlari 
z\q\+z2q2+ziqi= z q , 

ya’ni z va q vektorlaming skalyar ko'paytmasiga teng bo‘ladi. Bizning masalada 
f=<500, 700, 1200), zH 350, 500, 250), 

z-?=zi?i+z2tf2+z3?3=350-500+500-700+250-1200=825000.
Demak ko'rsatilgan mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun korxona 825 ming 

so'm  xarajat qilgan.

XULOSA
Vektorlaming skalyar ko'paytma tushunchasi kuch bajargan ish qiymatini 

hisoblash masalasidan kelib chiqadi. Skalyar ko'paytma kommutativlik va 
distributivlik qonunlariga bo'ysunadi. Skalyar ko'paytmani vektorlaming 
koordinatalari yordamida hisoblash juda qulay. Skalyar ko'paytma yordamida 
vektorlaming modulini topish, ular orasidagi burchakni aniqlash, ikki vektoming 
ortogonallik shartini ifodalash kabi masalalar oson yechiladi. Skalyar ko'paytma 
iqtisodiy masalalami yechishda ham keng qo'llaniladi.

Tayanch iboralar

* Skalyar ko'paytma * Skalyar ko'paytmaning mexanik ma’nosi * Ortogonall 
vektorlar * Vektorlaming ortogonallik sharti._________________________________

T akrorlash uchun savollar

1. Vektorlaming skalyar ko'paytmasi qanday aniqlanadi?

2 Vektorlar skalyar ko'paytmasining mexanik ma’nosi nimadan iborat?
3 Skalyar ko'paytma qanday xossalarga ega?
4  Qanday vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi?
5 Vektorlar ortogonalligining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat?
6. Skalyar ko'paytma vektorlaming koordinatalari orqali qanday ifodalanadi?
7 Ikki vektor orasidagi burchak qanday topiladi?
8. Ikki vektoming ortogonallik sharti koordinatalarda qanday ifodalanadi?
9. Ikki nuqta orasidagi masofa qanday topiladi ?

Testlardan nam unalar

1. a v a i  vektorlaming skalyar ko'paytmasi qayerda to 'g 'ri ifodalangan ?
A) a-b= |e|-|A|; В) а-Л=|а|-|й| cos<p ; С) д-6=|а|-|й| sin(p ;
D) a-b=\a\-\b\ tgtp ; E) a-b=\a\-\b\ ctg<p .

2. Qaysi holda a va b vektorlaming skalyar ko'paytmasi |а-6|=|а|-|А| sartni 
qanoatlantiradi ?

A) a va b bir xil uzunlikka ega bo' Isa; B) a va b ort vektorlar bo'lsa;
С) a va A orthogonal bo'lsa; D) a va b koliinear bo'lsa;

E) hech qaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.

3. a va b vektorlaming skalyar ko'paytmasining xossasi qayerda noto 'g 'ri 
ifodalangan ?

A) a-b=b-a ; В) а-<г=|а|2 ; С) w(b+ c)= a-b+ a-c ;
D) (hi,b)= (a, Xb)= Ma, b)\ E) Barcha xossalar to 'g 'ri.

4. /, j ,  к ort vektorlaming skalyar ko'paytmalari boyicha quyidagi 
tasdiqlardan qaysi biri o'rinli emas ?

A) /-/=1 , iy=0 , i-k=0 ; B) j j=  1 , / /= 0 , /* = 0  ; C) k'k=\ , *■/=0 ,kj= 0  ;
D) ;•(/+ *)=0 , i- (k+j )=0 , k- (/+/)=0 ;

E) j  (i+ k+j)=0 , v  (k+J+i )=0 , k- (/+ j+k)=0 ;

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Berilgan а=(я, и+ l, n-2) va b=(n+2, n, я- l )  vektorlar orasidagi (p 
burchakning kosinusini toping.

2. X parametrning qanday qiymatida a=(kn, n-2, и+ l)  va b=(n—3, Xn, n-1) 
vektorlar orthogonal bo'lishini aniqlang.

3. Fazodagi А(и+2, и+4, п-Ъ) va В(2и+1, и+1, 2я-1) nuqtalar orasidagi 
masofani toping.



• Vektorial ko'paytma va uning xossalari
•  Vektorial ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasi.
• Vektorial ko'paytmaning tatbiqlari.

3.1. Vektorial ko'paytm a va uning xossalari. Ikkita a va b vektorlarning 
skalyar ko'paytmasi natijasida son hosil bo'lishini ko'rib o'tdik. Endi bu 
vektorlarning shunday ko'paytmasini aniqlaymizki, natijada yana vektor hosil 
bo'lsin.

1-TA’RIF: Fazodagi a va b vektorlarning vektorial ko'paytmasi deb. 
quyidagi uchta shart bilan aniqlanuvchi yangi с vektorga (17-rasmga qarang) 
aytiladi:

1. с vektorning moduli a va b vektorlarga qurilgan parallelogramm yuziga 
teng bo'lib, |c|=|a||A|sin<p formula bilan aniqlanadi. Bunda ф berilgan a  va 4 
vektorlar orasidagi burchakni ifodalaydi.

2. с vektor a va ft vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar, ya’ni c L a  va 
с L b  b o 'lad i.

3. с vektor shunday yo'nalganki, uning uchidan qaraganda a vektordan b 
vektorga eng qisqa burilish soat mili harakatiga teskari bo'ladi.

§3. V EKTORIAL KO'PAYTM A, UNING XOSSALARI VA
TATBIQLARI

a v a f t vektorlarning vektorial ko'paytmasi a*b yoki [a,ft] kabi belgilanadi.
Vektorial ko'paytma ta’rifi fizikadan kuch tushunchasi bilan bog'liq 

masaladan kelib chiqqan. Agar radius vektori r  bo'lgan moddiy A nuqtaga /  
kuch ta’sir etayotgan bo'lsa, unda / x r  vektorial ko'paytma /  kuchni A nuqtaga 
nisbatan momentini ifodalaydi.
Vektorial ko'paytma xossalari bilan tanishamiz.

1. Vektorial ko'paytmada ko'paytuvchilar o 'm i almashsa, natijada faqat 
ishora o'zgaradi, ya’ni

a*b= -  b*a.
Bu tasdiq vektorial ko'paytma ta’rifining 3-shartidan bevosita kelib chiqadi- 

Demak, vektorial ko'paytma uchun kommutativlik qonuni bajarilmaydi.

2. V ek to ria l ko'paytmada o'zgarmas X ko'paytuvchini tashqariga chiqarish 
m um kin, y a ’n i

[Ал, ft]=|a, Xb]= X[a, b\.
Jum ladan , A=0 holda har qanday a vektor uchun [a,0]=[0, a]=0 ekanligini 

ko 'ram iz .
3. Vektorial ko'paytma uchun taqsimot qonuni o'rinli, ya’ni

a*(b+c)= a*b + axe.
4. Agar a va b kollinear vektorlar bo'lsa, ularning vektorial ko'paytmasi 

axft=0 bo'ladi. Aksincha noldan farqli a va b vektorlar uchun a*b=0 bo'lsa, bu 
vektorlar kollinear bo'ladi.

Isbot: 1) a va b kollinear vektorlar bo'lsin. Bu holda ular orasidagi burchak 
ф=0 yoki ф=я va shu sababli 5тф=0 bo'ladi. Unda vektorial ko'paytma 
ta’rifming 1-shartiga asosan

| exft |=|e|-|ft|-sinq>=|e|-|A|-0=0 a*b=0.
2) дхА=0 va |a|^0 , |ft|#) bo'lsin. Unda

|«|-|ft|-SHKp=| a*b |=0 => з1пф=0 =>ф=0уок1 ф=я.
Bundan a  va ft kollinear vektorlar ekanligi kelib chiqadi.

Natija: Ixtiyoriy a vektor uchun ахд=0 bo'ladi.
Misol: (a-2b)x(2a+ b) ko'paytmani soddalashtiring.
Yechish: Vektorial ko'paytmaning ko'rib o'tilgan xossalariga asosan 
(e-2ft)x(2fl+ft)=2axa+ axft -  4-ftxa -2-ftxft=20+ flxft + 4axft -2  0=5axft.

3.2. Vektorial ko'paytm aning koordinatalardagi ifodasi. Endi fazoda 
koordinatalari bilan berilgan а= (х ,^ ,^ ,)  va Ь^(х2у 2л )  vektorlarning vektorial 
ko'paytmasini topish masalasi bilan shug'ullanamiz. Dastlab /, j  va к ortlaming 
vektorial ko'paytmalarini hisoblaymiz. Vektorial ko'paytmaning 4-xossasidan 
kelib chiqqan natijaga asosan

jxi=0, yxy=o, Arx*=0.
Vektorial ko'paytma va ortlar ta’riflaridan (18-rasm) quyidagi tengliklar kelib 
chiqadi:

i x у = к, у х  к =i, k*i =y.

18-rasm

uqoridagi natijalami 18-rasmdan topish uchun vektorial ko'paytmadagi ikkinchi
о paytuvchidan soat miliga teskari yo'nalishda burilib, vektorial ko'paytmani 

topamiz. Masalan, i  x j  ko'paytmani topish uchun j  ortdan soat miliga teskari 
Уо nalishda burilib, к  ort vektorga kelamiz. 

ektorial ko'paytmaning 1- xossasiga binoan
_/x i = — к, к * j  = - 1, /x*  = - y
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•  Vektorlarning aralash ko'paytm asi va uning xossa lari
• Aralash ko'paytm aning koordinatalardagi ifodasi
,  Aralash ko'paytm aning ta tb iq lari

4.1. V e k to rla rn in g  a ra la sh  k o 'p a y tm a s i  v a  un ing  x o s sa la r i . Uchta a , b, с 
vek to rlarn i o‘zaro ko'paytirish masalasini ko'raylik. Agar а ва b vektorlarni 
skalyar k o 'p ay tir ib , natijada hosil bo'lgan sonni с vektorga ko'paytirsak, u holda с 
vek torga kollinear vektor hosil bo'ladi. Agarda birinchi ikkita vektomi vektorial 
ko 'p ay tirib , natijada hosil bo'lgan vektorni uchinchi с  vektorga yana vektorial 
k o 'p ay tirsak , unda yangi bir d  vektor hosil qilamiz. Bundan tashqari uchta 
vek tom i quyidagi usulda ham ko'paytirish mumkin.

1-TA ’RIF: a, b, с vektorlarning aralash ko'paytmasi deb dastlabki ikkita 
vek to rlarn ing  a*b  vektorial ko'paytmani uchinchi с vektorga skalyar 
ko'paytmasi kabi aniqlanadigan songa aytiladi.

e, b, с vektorlarning aralash ko'paytmasi a be kabi belgilanadi va , ta’rifga 
asosan, ushbu ko'rinishda bo' ladi:

abc =  (a*b)-c (1)
Bu yerda ham vektorial, ham skalyar ko'paytma qatnashgani uchun (1) aralash 
ko'paytma deb atalgan.

Aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosini ko'rib o'taylik. Buning uchun 
komplanar bo'lmagan a, b, с vektorlarni qaraylik. MaMumki, a*b  uzunligi a va b 
vektorlardan tuzilgan parallelogrammning yuzasiga teng va parallelogramm 
tekisligiga perpendikulyar yo'nalgan vektordan iborat bo'ladi. Agar a*b  vektorga с 
vektomi proyeksiyalasak, u holda shu proyeksiya parallelogramm tekisligiga 
perpendikulyar bo'lib, uning moduli a, b, с vektorlarga qurilgan parallelepiped 
balandligi H qiymatini ifodalaydi. Unda bu parallelopiped hajmi uchun 

V=Sasos-H= |( axb)c\=\abc\ (2)
formulaga ega bo'lamiz. Shunday qilib, abc  aralash ko'paytmaning absolut qiymati 
a, b, с vektorlarga qurilgan parallelepiped hajmini ifodalar ekan.

Endi aralash ko'paytmaning xossalarini ko'rib o'tamiz:
*  Aralash ko'paytmada vektorial va skalyar ko'paytma amallari o'mini 

almashtirish mumkin, ya’ni
(exft) c = e (ftxc).

Shu sababli aralash ko'paytmada amallami ko'rsatmasdan, qisqacha abc  kabi 
yozish mumkin.

v  Aralash ko'paytmada ko'paytuvchilar o'm ini soat miliga teskari 
>o nalish bo'yicha doiraviy ravishda almashtirilsa, uning qiymati o'zgarmasdan 
qoladi, ya’ni
_ abc  =  cab  =  bca  =  abc.

unga aralash ko'paytmaning aylanma xossasi deb aytiladi.

«4 VEKTORLARNING ARALASH K O ‘PAYTMASI, UNING
XOSSALARI VA TATBIQLARI



❖ Aralash ko'paytmada yonma -  yon turgan vektorlaming o'mi 
almashtirilsa, uning ishorasi qarama-qarshisiga o‘zgaradi, ya’ni 

abc bac =bca= — cba.
Skalyar (vektorial) ko'paytmani qaysi hollarda nolga (nol vektorga) teng 

bo'lishini tahlil qilgan edik. Bu savolni endi aralash ko'paytma uchun ko'rib 
chiqaylik. Aralash ko'paytma quyidagi hollarda nolga teng bo' ladi:

1) ko'paytuvchi vektorlardan kamida bittasi nol vektor;
2 ) ko'paytuvchi vektorlardan kamida ikkitasi kollinear;
3) ko'paytuvchi vektorlar komplanar bo'lsa.

Birinchi holda aralash ko'paytmaning nol bo'Iishi o 'z-o 'zidan kelib chiqadi. 
Ikkinchi holda, ya’ni ikkita vektor kollinear bo'lsa, unda ularning vektorial 
ko'paytmasi nol va shu sababli aralash ko'paytma ham nolga teng bo'ladi. 
Uchinchi holda a*b va с vektorlar perpendikulyar bo'ladi va shu tufayli ularning 
skalyar ko'paytmasi, ya’ni aralash ko'paytma nolga teng bo'ladi.

Natijada quyidagi tasdiqni olamiz:
TEOREMA. Noldan farqli uchta vektoming komplanar bo'Iishi uchun ularning 

aralash ko'paytmasi nolga teng bo'Iishi zarur va yetariidir.
4.2. Aralash ko'paytm aning koordinatalardagi ifodasi. Endi 

koordinatalari bilan berilgan uchta a=(xi ,  Z i) ,  b=( x 2, y 2, z2) va c=( x3, y 3, z3) 
vektorlaming aralash ko'paytmasini hisoblash formulasini keltirib chiqaramiz. 
Vektorial ko'paytmani hisoblash formulasidagi determinantni Laplas teoremasiga 
asosan birinchi satr bo'yicha yoyilmasini qaraymiz:

i j  к
axb = J + k = Xi +Y j + Zk.У\

x2 y 2 z2
Skalyar ko'paytmani hisoblash formulasi va yuqoridagi tenglikka hamda 

determinantning satr bo'yicha yoyilmasiga asosan

abc=(a*b)c = Xx3 + B y 3 + C z 3 =
*3 Уз Z3 *1 У\ Z1

У\ *1 = *2 У2 z2
X2 У2 z2 *3 Уз Z3

(3)

Demak, abc aralash ko'paytma birinchi, ikkinchi va uchinchi satrlari mos 
ravishda a, b va с vektorlaming koordinatalaridan tuzilgan III tartibli determinant 
kabi hisoblanadi.

Masalan, <r=(3,l,-2), ft=(4,0,l), с=(0,2,—1) vektorlaming aralash 
ko'paytmasini (3) formula bo'yicha topamiz:

3 1 - 2
abc= 0 1

2 -1

= -1 8 .

4.3. Aralash ko‘paytm aning tatbiqlari. Aralash ko'paytmaning tatbiqlari 
sifatida quyidagi masalalarni qaraymiz.

1 -m a sa la : Koordinatalari bilan berilgan uchta a=(xi,yi, Zi), b=( x2. у 2, zi) 
va c=( дг3) y 3, z3) vektorlaming komplanarlik shartini toping.

= 0 (4)

Y e c h is h :  Yuqorida ko'rib o'tilgan teorema va (3) formulaga asosan bu
v e k to r la m in g  komplanar bo'Iishi uchun

*i У\ zi
abc=

У l zi 
У2. z2 
Уз z3

shart bajarilishi zarur va yetarli.
Misol: a = (m -12,-2), b=(0./n,l) va c=(l,2,3) vektorlar m parametming qanday 

q i y m a t l a r i d a  komplanar bo'lishini toping .
Yechish: Komplanarlikning kordinatalardagi (4) shartiga asosan 

- 1 2  - 2
= 0 => 3m1 -1 2  + 2m  -  2m = 0=>m2 = 4 :abc= - m =±2.m 1

2 3
2 -m asala: Koordinatalari bilan berilgan uchta a=(xu y u z i), *=( x2, уг, z2) va 

c=( X), уз, z3) vektorlardan yasalgan parallelepipedning V hajmini toping.
Yechish: Aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosini ifodalovchi (2) tenglik 

va (3 ) formulaga asosan
У\ 2i

V=| abc |=± abc= ±  x2 y 2 z 2 . (5)

*з Уз *3 
va c=( 1,2,3)Misol: e=(3,-l,2), b~( 0,3,1) 

parallelepipedning V hajmini toping. 
Yechish: (5) formulaga binoan

3

vektorlardan yasalgan

V= = 14.

3-masala: Koordinatalari bilan berilgan uchta д=(хь _yb z 0, b={ x2, y 2, z2) va 
c=( x3, уз, z3) vektorlardan tuzilgan piramidaning V hajmini toping.

Yechish: Berilgan a . b  va с vektorlardan tuzilgan piramidaning asosidagi a 
va b vektorlar hosil qilgan uchburchak yuzasini S, balandligini h va hajmini V 
deb olsak, V=Sh /  3 tenglik o'rinli bo'ladi. Shu vektorlardan tuzilgan 
parallelepiped asosining yuzasi 2S, balandligi esa h bo'ladi. Bu parallelepiped 
hajmini Vu deb olsak, V0=2Sh - \ a  h c\ bo'ladi.

Bu holda piramida hajmi

1 X1
V -  V0/ 6  = \ a b c \ /  6 = ± — x2 

6

Уl
У2
Уз

(6)

formula bilan hisoblanadi.
4-masala: Fazodagi to'rtta Mi (хь у i, z \ ) , M2 (x2, y 2 . z2) , M3 (x3, y 3. z3) va

* (*<(.• 74, z4 ) nuqtalami bir tekislikda yotish shartini toping.
Yechish: M ,, M2 , M3 va M4 nuqtalar bir tekislikda yotishi uchun



M lM 2 = (x2 - x 1, y 2 - y I, z 2 - z 1) , M lM i = (x3 - x x, y 3 - y l t z3 - z t ) ,

= (x4 - x 1, y 4 - y x, z4 -  z,) 
vektorlami komplanar bo'lishi zarur va yetarli. Shu sababli, (4) formulaga 
asosan,bu to 'rtta nuqtani bir tekislikda yotishi uchun 

* 2 “ *l У2-У1 z2 ~ z l 
хз ~ х 1 У3 - У 1 z3 - z , = 0  (7)

*4~*1 У4-У1  Z4 — Zj
shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

5-masala: Mi(l,m, -1 ), М2=(0,1,2/я+1), Мз=(-1,/я,1) va M4=(2,l,3) nuqtalar 
m parametrning qanday qiymatlarida bir tekislikda joylashgan bo'lishini toping. 

Yechish: (7) shartdan foydalanib, ushbu natijani olamiz:
- 1  1 -  m 2 (m  +1)

= 0 => 4(1 -  m)(2 -  m) = 0 => ап( = 1, m2 -  2.- 2

1

0

l - m
Demak, m = 1 yoki m=2 bo'lganda yuqoridagi to'rtta nuqta bir tekislikda yotadi va 
ular

M ,( l , l ,-1 ) ,  M2=(0,l,3), M3= ( - l , l , l ) ,  M4=(2,l,3)
yoki

M t(l,2, -1 ), M2=(0,l,5), M ,=(-1,2,1), M4=(2,l,3) 
ko'rinishda bo'ladi.

XULOSA
Skalyar va vektortal ko'paytmalar ikkita vektor uchun aniqlanadi. Uchta 

vektoming ko'paytmasi tushunchasini kiritish uchun ularning dastlabki ikkitasi 
vektorial ko'paytirilib, hosil bo'lgan natija bilan uchinchisi skalyar ko'paytiriladi. 
Natijada hosil bo'lgan son uch vektoming aralash ko'paytmasi deyiladi. Aralash 
ko'paytma qiymati uchala vektorlaming koordinatalaridan hosil qilingan Ш tartibli 
determinantni hisoblash orqali topilishi mumkin. Aralash ko'paytma yordamida 
vektorlaming komplanarlik shartini aniqlash, qirralari berilgan uchta vektordan 
iborat parallelepipedning hajmini hisoblash, to'rtta nuqtani bir tekislikda yotishini 
aniqlash kabi masalalar oson yechiladi.

Tayanch iboralar

* Aralash ko'paytma * Aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosi * Aralash 
ko'paytmaning xossalari * Aralash ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasi
* Uch vektoming komplanarlik sharti___________________________________  ...

T akrorlash  uchun savoliar
1. Vektorlaming aralash ko'paytmasi qanday aniqlanadi ?
2. Aralash ko'paytmaning geometrik ma’nosi nimadan iborat ?
3. Aralash ko'paytma natijasida qanaqa kattalik hosil bo'ladi ?

A ra la s h  ko'paytma qanday xossalarga ega?
. 0anday vektorlar komplanar deyiladi ?
' j jchta vektor komplanar 1 igining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat ?

7 A r a l a s h  ko'paytma koordinatalar orqali qanday topiladi?
g Uchta komplanar bo'lmagan vektordan hosil qilingan parallelepiped hajmi 

qaysi formula bilan topiladi?
9 Uchta komplanar bo'lmagan vektorga yasalgan piramida (tetraedr) hajmi qaysi 

formula bilan hisoblanadi ?
10 Uchta vektoming komplanarlik sharti koordinatalar orqali qanday ifodalanadi ?
1 1  Fazodagi to'rtta nuqta qaysi shartda bir tekislikda yotadi?

T estlardan nam unalar

1. Qachon I abc (= |e||*||c| tenglik o'rinli bo'ladi ?
A) Agar a, b va с vektorlar o'zaro perpendikulyar bo'lsa;
B)Agar |a|=|6 |=|c| shart bajarilsa; C) Agar a, b v ac  kollinear bo'lsa;
D) Agar a ,b v a c  vektorlar komplanar bo'Isa; E) Agar a=b=c bo' Isa.

2 . X=( a+b)(b+c) (c+a) aralash ko'paytma ifodasini soddalashtiring.
A) X=abc ; B) X=2abc ; C) X=3abc ; D) X=4aftc ;

E) T o 'g 'ri javob ko'rsatilmagan.

3. Agar X va ц ixtiyoriy sonlar bo'lsa, X=ab(c+ Xa+^ib) aralash ko'paytma 
ifodasini soddalashtiring.

A) X=abc ; B) X= Xabc ; C) X=\iabc ; D) X= (X+ц )abc ;
E) T o 'g 'ri javob ko'rsatilmagan.

4. Koordinatalari bilan berilgan o=(2,-3,l), A=(l,0,4) va c=(5,-2,0) 
vektorlaming aralash ko'paytmasi abc hisoblansin.

A) 0 ; B) 23 ; C )^ 1 6 ; D )-2 3 ; E) 1 .

5. m parametrning qanday qiymatlarida a=(2,0,1), A=(l, -1 , m) va 
с=(-1,3/и.1) vektorlar komplanar bo'ladi ?
A) 1 va-0 ,5  ; В) 1 v a-1  ; C) 0,5 va 1 ; D ) 0 ,5 v a -1 ;  B )-0 ,5 v aQ ,5 .

M ustaqil ish topshiriqlari

1- a=(n, 2n+l, 1 - n), b=(n+1, n - 1, 2ri) va c={ n -1 , Зи, 1) vektorlaming 
aralash ko'paytmasini hisoblang.

2. Berilgan а=(и, 2n+l, 1- n), b=(n+1, «-1, A.) va c=( n -1 , Зи, 1) vektorlar 
^ parametrning qanday qiymatida komplanar bo'ladi ?

3. «=(/7+2 , 2n, 1-2n), b=(n, 2/7-1, 0) va c=( n -1 , 3n ,1) vektorlar orqali 
hosil qilingan parallelepiped hajmini hisoblang.



§5. VEKTOR VA C H IZIQ LI FAZOLAR

• Vektor fazolar.
•  Chiziqli fazolar.

5.1. Vektor fazolar. Oldin biz tekislik va fazoda vektor tushunchasinj 
kiritib, bu vektorlar to'plamida vektorlarni qo'shish, ayirish, songa ko'paytirish 
ulami o‘zaro skalyar, vektorial va aralash ko'paytirish amallarini kiritgan edik' 
Bunda vektorlarni tekislikda x=xi, y= x2 koordinatalari orqali tartiblashtirilgan (xb 
*2) haqiqiy sonlar juftligi, fazoda esa x= xu x2 , z= x3 koordinatalari orqali 
tartiblashtirilgan (xb x2, x3) haqiqiy sonlar uchligi kabi aniqlash mumkin. Ammo 
turli masalalami qarashda to 'rt va undan ortiq sonlar bilan aniqlanadigan obyektlar 
ham uchraydi. Masalan, fazoda shami joylanishini ko'rsatish uchun uning 
markazini koordinatalari x lt x2 va x3 bilan bir qatorda x,=R radiusini bilishimiz 
kerak. Ishlab chiqarilayotgan mahsulot haqida ma’lumotga ega bo'lish uchun 
uning tannarxini (xi), hajmini (x2), narxini (x3), unga ehtiyojni (x4), uni sotishdan 
olingan foydani (x5) va hokazo iqtisodiy ko'rsatkichlami bilishimiz kerak. Shu 
sababli matematikada vektor tushunchasi quyidagicha umumlashtiriladi.

1-TA ’RIF: Tartiblashgan n ta haqiqiy sonlardan tashkil topgan x=(xirx2,...^cn) 
ko'rinishdagi ifodaga n о ‘Ichovli vektor deyiladi. Bu yerda x, (/=1,2,...,w) sonlari x 
vektorning komponentalari deb ataladi.

Masalan, n noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasining har bir yechimi, har 
qanday и-tartibli ko'phadning koeffitsiyentlari, m *n  tartibli matritsaning har bir 
satr elementlari n  o'Ichovli vektorlar bo'ladi. Iqtisodiyotda ham n o'Ichovli vektor 
tushunchasi keng qo'llaniladi. Masalan, n  xil mahsulotlarning bir birligini islab 
chiqarish uchun sarflanadigan elektr energiyasi miqdorlari x=(xijc2,...jc„), 
tannarxlari z= (z,^2,...^„), narxlari esa p=(pi,p2,- - ,p n) kabi n o'lchovli vektorlar 
ko'rinishida ifodalanishi mumkin.

Kelgusida vektorlar deyilganda n o'lchovli vektorlarni tushunamiz.
2-TA ’RIF: Agar x = (x ij2,...jc„) va vektorlarning mos 

komponentalari teng, ya’ni
Xi=yu x f y 2, x„=y„ 

shart bajarilsa, ular teng vektorlar deyiladi.
Ikkita x  \& y vektorlarning tengligi x= y  kabi belgilanadi.

3-T A ’RIF: Barcha komponentalari nolga teng bo'lgan vektor nol vektor 
deyiladi.
Nol vektor 0 kabi belgilanadi va 0=(0,0,..., 0) ko'rinishda bo'ladi.

Endi ko'p o'lchovli vektorlar ustida algebraik amallar kiritamiz.
4-TA ’RIF: Ikkita х=(х1;х2,...,хи) va y= (y\y2,...y„) vektorlarning yig'indisi 

deb shunday z=(z\,z2, vektorga aytiladiki, uning komponentalari x  va у 
vektorlarning mos komponentalarini qo'shishdan hosil bo'ladi, ya’ni

Z l= X |+ J |, Z2=X2+y2............ Zn=x„+y„.
Ikkita x  va у  vektorlarning yig'indisi x + у  kabi belgilanadi. Vektorlarni q o 's h i s h  

amali quyidagi xossalarga ega bo'lishini ko'rish qiyin emas:
1. =y+ x  -  kommutativlik qonuni;

2  x+ 0 +z) =(x+ y)+z ~  assotsiativlik 4 °nimi;
7 x + 0  = 0+x=*.

S T  A ’RIF- vektomi X songa ko'paytmasi deb shunday
-7-----Г̂ )- vektorga aytiladiki, uning komponentalari x  vektorning barcha
nonentalarini X songa ko'paytirishdan hosil bo'ladi, ya’ni 

zi=Axi, z2=Xx2, ..., z„—Ax„.
Biror x  vektomi X, songa ko'paytmasi Xx kabi belgilanadi. Bu amal quyidagi 
xossalarga ega bo'ladi:

1. Mx+K)= X<+Xy , (Х±ц>х= b sfcpy  ;
2. Ц цх)=  (X p)y;
3 . 1 x=x, 0 x=0 , A. 0=0 .

6-TA ’RIF: Har qanday x  vektor uchun (—l)x= —x  unga qarama-qarshi
vektor deyiladi.

Q a r a m a - q a r s h i  vektorlar uchun doimo x+{-x) =0 tenglik o'rinli bo'ladi.
7-TA ’RIF: Ikkita x  va j  vektorlarning ayirmasi debx+ (-j)  vektorga aytiladi. 

Vektorlar ayirmasi x —y  kabi belgilanadi. Agar x =(x\jc2,...^cn) va у —(yi5y2,. . . , j ,ii) 
bo'lsa, unda x-y= (xi-у ь  хт~Уг, •••> x„-_y„) bo'ladi.

Masalan,x = (3 ,-2 ,5 ,7 ,-4 )  v a y = (0 ,7 .9 - 1 ,2 )  besh o'lchovli vektorlar berilgan
bo'lsa, unda
*+,,=(3, -2.5,7, —4 )+ (0 ,7 ,9 , —1,2)= (3+ 0 , - 2 + 7 ,5 + 9 ,7 + ( - l ) ,  -4 + 2 )= (3 ,5 ,1 4 ,6 , - 2 ) ,  
5x=5(3, -2,5,7, -4 ) = (5-3, 5 ( - 2 ) ,  5-5, 5-7, 5 ( -4 ) ) = (1 5 ,  -1 0 ,2 5 ,3 5 , - 2 0 ) ,  
x_>1=(3, -2,5,7, -4 )  -  (0 ,7 ,9 , -1 ,2 )= (3 , - 9 ,  - 4 ,8 ,  - 6 ) .

8-TA ’RIF: Vektorlar to'plami va unda aniqlangan vektorlarni o'zaro 
qo'shish hamda songa ko'paytirish amallardan iborat sistema vektor fa zo  deb 
ataladi.

5.2. Chiziqli fazolar. Biz kiritgan vektor fazolar matematikada chiziqli 
fazolar deb ataladigan tushunchaning xususiy bir holi bo'lib hisoblanadi. 
Qandaydir elementlardan (ulami vektorlar deb ataymiz) tashkil topgan L 
to'plamda “+” kabi belgilanadigan biror binar “qo 'sh ish’ amali kiritilgan , ya ni 
ixtiyoriy ikkita x ,y e L  elementlarga uchinchi bir x+_ye L element mos qo'yilgan 
bo'lsin. Bundan tashqari L to'plamda songa “ko'paytirish’' amali x ham 
aniqlangan, ya’ni ixtiyoriy X soni va x e L  elementga (Axx )e  L element mos 
qoyilgan bo'lsin. Bu amallar uchun quyidagi xossalar (aksiomalar) o'rinli bo'lsin:

1. x+y=_y+x—  kommutativlik qonuni;
2 . x+(y+z)= (x+y)+ z —  “qo'shish” uchun assotsiativlik qonuni;
3. Nol deb ataluvchi shunday 0 element mavjudki, x + 0= x ;
4. Distributivlik qonunlari:

(Я.+Ц) x.t =(Xxx)+(pxx), X*( X+y)= (X*x)+(Xxy) ;
5. (X.|x) xjr=X.(pxx) —  “ko'paytirish” uchun assotsiativlik qonuni;
6. 1 XX =JC .

9-TA’RIF: L to'plamda “qo'shish” va ’’songa ko'paytirish” amallari 
aniqlangan bo'lib, bu amallar 1 -  6 shartlami qanoatlantirsa, unda L chiziqli fazo  
deb ataladi.



Masalan, /и*« tartibli matritsalar. darajasi n dan katta bo'lmagan ko'phadlar 
bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining yechimlari, [a,6] kesmada aniqlangan 
funktsiyalar toplamlari ularda aniqlangan qo'shish va songa ko'paytirish amallari 
bilan birgalikda chiziqli fazolar bo'ladi.

Endi chiziqli fazolarga doir asosiy tushuncha va tasdiqlami keltiramiz. Ular 
vektor fazolar uchun ham o'rinli bo'lishini ta'kidlab o'tamiz. Bunda, qulaylik 
uchun, chiziqli fazodagi X*x “ko'paytirish” amalini vektor fazodagi singari Xx 
kabi ifodalaymiz.

10-TA 'RIF: Chiziqli fazoning a vektori shu fazoning a\, a2,...,a  
vektorlarining chiziqli kombinatsiyasi deyiladi, agarda qandaydir Аьл2,...,л„ 
sonlarda quyidagi tenglik bajarilsa:

o=A.ifl1+A.2 a2+...+Xm am ( 1)
Masalan, a=(18,l,13) vektor Oi=(3,-l,2) va a2=(4,l,3) vektorlaming chiziqli 

kombinatsiyasi bo'ladi. Haqiqatan ham Ai=2, A.2=3 deb olsak,
X, a ,+  X2 a2=2(3,-l,2)+3(4,l,3)=(6+12, -2+3,4+9)=(18,l,l3)=o.

11-TA’R1F: Chiziqli fazoning a\, a2,...,am vektorlari uchun kamida bittasi 
noldan farqli bo'lgan qandaydir XUX2,...,X,m sonlarida

Aifli+X2 a2+...+Xmam=0  (2)
tenglik o'rinli bo'lsa, unda bu vektorlar chiziqli bog'liq deyiladi. Aks holda,ya'ni
(2) tenglik faqat A,|=A,2= ... =A.m =0 bo'lganda bajarilsa, a t, a2,...,am vektorlar 
chiziqli bog'liqmas (erkli) deyiladi.

Agar au a2, v e k t o r l a r  chiziqli bog'liq bo'lsa, u holda ularning har 
bittasi qolganlarining chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida ifodalanadi va aksincha. 
a x, a2,...,am vektorlardan birortasi qolganlari orqali chiziqli ifodalansa, u holda ular 
chiziqli bog'liq bo'ladi.

Masalan, a ,  =(1,0,0,0), a2 =(0,1,0,0), a 3 =(0,0,1,0), a 4 =(0,0,0,1) vektorlar 
chiziqli bog'liqmas (erkli); c,=(3,0,0,0), c2=(0,0,1,0), c3=(6,0,-7,0) vektorlar esa 
chiziqli bog'liq , chunki 2ci-7c2+ c3=0 bo'ladi.

12-TA R lF : Chiziqli fazo n o'lchovli deyiladi, agar unda n ta chiziqli 
bog'liqmas vektorlar mavjud bo'lib, ixtiyoriy (w+l)ta vektor chiziqli bog'liq 
bo'lsa.

Masalan. n o'lchovli vektorlardan iborat vektor (chiziqli) fazo, darajasi (w-1) 
dan katta bo'lmagan Pn_j(x) ko'phadlardan tashkil topgan chiziqli fazo n o'lchovli 
bo'ladi. Haqiqatan ham vektorlar fazosining ushbu n ta vektorlari 
e i= (l,0 ,0 , ..., 0 ), г2=(0 , 1,0 , . . . ,  0), e3=(0 ,0 ,l , ..., 0), . . . ,  «„=(0 ,0 ,0 , ..., 1) 
chiziqli bog'liq bo'lmasdan, ixtiyoriy («+I)-eIementix=(jcb x2, x3, ..., x„) uchun 

*=*i«i + x2e2 + x,e3 + ... + xnen 
tenglik o'rinli. Demak bu vektor fazoda har qanday (и+ l)  ta vektor chiziqli 
bog'liqdir.

Shunga о xshash darajasi n— ldan katta bo'lmagan ko'phadlar chiziqli fazosida 
и ta 1, x, x2, x3. x"~2, jT x vektorlar chiziqli bog'liqmas bo'lib, barcha Рш(х) 
ko'phadlar (0<m<n-l) ularning chiziqli kombinatsiyasi sifatida ifodalanadi.

r Uesmada aniqlangan funksiyalar chiziqli fazosi chekli o'lchovli bo'lmaydi.
 ̂ ^ o i l x x2 x3 x4  x”, — vektorlaming cheksiz ketma-ketligichunki u n aa g i i ,  л , , ,

. .  i a l i b o g ' l i q m a s d i r .

n . T A 'R J F :  n o'lchovli chiziqli fazoning ixtiyoriy n ta chiziqli bog'liqmas 
ektorlari to'plami shu fazoning bazisi deyiladi.

Masalan. to 'rt o' lchovli vektor fazoda yuqorida ko'rib o'tilgan 
Я] =(1,0 ,0.0), a2 =(0 ,1,0 ,0), a3 =(0 ,0 , 1,0), a4=(0 ,0 ,0 ,1)

vektorlar bazisni tashkil etadi.
i-TF.OREMA: Chiziqli fazoning har bir x  vektorini shu fazoning bazis 

v e k to r la r in in g  chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida yagona ravishda ifodalash

mUr!fsbot: Faraz qilaylik e u e2, ..., e„ va x  vektorlar n o'lchovli vektor fazoning 
ixtiyoriy bir bazisi va ixtiyoriy bir vektori bo'lsin. Unda, ixtiyoriy («+l)ta 
vektorlar chiziqli bog'liq ekanligidan, e u e2, ..., e„ va x  vektorlar birgalikda 
chiziqli bog'liq bo'Iishi kelib chiqadi. Bu holda bir vaqtning o‘zida barchasi nolga
lene bo'lmagan (w+l)ta shunday XUX2......X„, X sonlar mavjudki,

Xle i+X2e2+ ... +X^„+Xx=Q (3) 
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikda X*0 bo'ladi. Haqiqatan ham, agar A.=0 boMsa, 
u holda (3 ) tenglikdan e u e2, ..., e„ vektorlar chiziqli bog'liq ekanligi, ya’ni ular 
bazis tashkil etmasligi kelib chiqadi. Demak A.^0 bo'lib, (3) tenglikdan

— e2---- --- ---  e„ =xie\+x2e2+...+x„e„ (х /= Х Д , <=1,2,..., n) (4)
Л A A

tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerdan x  vektor e\, e2, e„ bazis orqali chiziqli 
ifodalanishi kelib chiqadi. Endi x  vektor e h e2, ..., en bazis orqali (4) ko'rinishda 
yagona ravishda ifodalanishini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz , ya ni (4) 
tenglikdan tashqari

x= yie\+  y 2e2+ ...+  y„e„ 
tenglik ham o'rinli deb olamiz. Bu tengliklami hadma-had ayirib,

(xi -y\)e\+{x2 -y 2)e 2+ ... +{x„ -y„)e„=0 
tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikdan (eh e2, ..., e„ bazis bo'lgani uchun) 

xi-Vi=0 , x2- y 2=0, ...,x „ -y „=0 => x, =y i, x2 =y2 , x„~y„ 
natijaga kelamiz. Demak, x  uchun (4) chiziqli kombinatsiya yagona ravishda 
aniqlandi. Teorema isbot bo'ldi.

(4) ifoda x  vektomi e\, e2, e„ bazisdagi yoyilmasi, undagi Х ]Л ,...Л  
koeffitsiyentlar jc vektoming shu bazisga nisbatan koordinatlari deb ataladi. 
Demak, har qanday vektor biror bazisdagi koordinatalari orqali bir qiymatli 
aniqlanadi. Har qanday bazisda 0 vektoming koordinatalari bir xil va faqat 
nollardan iborat bo'ladi. Ammo noldan farqli x  vektoming koordinatalari har xil 
bazisda har xil bo'ladi. Masalan, to 'rt o'lchovli vektor fazoda x  vektor 

e ,= (l,0 ,0 ,0), <?2=(0 , 1,0 ,0), <?3=(0 ,0,0 , 1) ,  e4=(0 ,0 ,0 ,1) 
bazisdax=(2 ,0 , - 3 , 1) koordinatarlga ega bo'lsa,

? ,=(1, 1,0 ,0), e2=(0 , 1, 1,0), «-3=(0 ,0 , 1, 1) , <?4=(0 , 1Д 1) 
bazisda (tekshirib ko'ring) uning koordinatalari x=(2,—3,0,1) bo'lishini ко rsatish 

4>yin emas.



2-TEOREMA: Agar qandaydir e,, e2, ..., e„ vektorlar sistemasi chiziqli 
fazoning chiziqli bog'liqmas vektorlari bo'lib, bu fazoning ixtiyoriy x  vektori ular 
orqali chiziqli ifodalansa, unda bu fazo n o'lchovli va eu e2, en vektorlar uning 
bazisi bo'ladi.

Isbot: Teoremani isbot etish uchun bu vektor fazodagi ixtiyoriy m ta (m>n) 
JC], * 2, x m vektorlami olamiz. Teorema shartiga asosan ularning har biri eu e2, 

vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi:
x, = a, ,e, + a l2e2 +■•• + ax„en

x 2 =  a2 iei + a2 2 e 2  4 + a2ne„
......................................................  (5)

xm = am\e\ + am2e2 + •"  + amnen
Hosil qilingan (5) sistemaning A=(%) (i= l,2,...,m \ /=1,2,...,и) matritsasini 

qaraymiz. Bu matritsani rangi r(A)<min(w;w)=« bo'ladi. Bundan A matritsaning n 
tadan ko‘p bo'lmagan chiziqli erkli satrlari mavjud ekanligi kelib chiqadi. Unda, 
m>n bo'lgani uchun, A matritsaning m ta satri chiziqli bog‘liqdir va shu sababli 
x \ ,x 2, . . .rxm vektorlar ham chiziqli bog'liq bo'ladi. Bundan fazoning n o'lchovli va 
e\, e2, uning bazisi ekanligi kelib chiqadi.

X U L O S A
Tekislikdagi va fazodagi vektorlami ularning koordinatalari orqali sonlar 

juftligi yoki uchligi deb ham qarash mumkin. Shu sababli bu tushimchani 
umumlashtirib, tartiblashtirilgan n ta sonlardan iborat ifodani w-o'lchovli vektor 
deb ataladi. Bu vektorlar ustida songa ko'paytirish, ularni o'zaro qo'shish va 
ayirish amallari koordinatalar orqali aniqlanadi. Vektorlar va ular ustida 
aniqlangan algebraik amallar birgalikda vektorlar fazosini hosil etadi. Vektorlar 
fazosi o 'z  navbatida chiziqli fazolaming xususiy bir holi bo'lib hisoblanadi. 
Chiziqli fazolarda algebraik amallar abstrakt ko'rinishda aniqlanib, ularga bir qator 
tabiiy shartlar qo'yiladi. Chiziqli fazo elementlari ham vektorlar deb yuritiladi. Bu 
fazolar chekli o'lchovli, cheksiz o'lchovli ham bo'lishi mumkin. Vektorlar fazosi 
iqtisodiyotda ko'p omillar bilan bog'liq masalalarni qarashda qo'llaniladi.

Tayanch iboralar

* и o'lchovli vektor * Vektorlar tengligi * Nol vektor * Vektorlar yig'indisi
* Vektomi songa ko'paytmasi * Qarama-qarshi vektor * Vektorlami ayirish
* Vektor fazo * Chiziqli fazo *Chiziqli kombinatsiya *Chiziqli bog'liq vektorlar
* Chiziqli bog'liqmas vektorlar * Chiziqli fazo o'lchovi * Bazis * Vektoming 
bazisdagi yoyilmasi * Vektoming koordinatalari__________________________

T akrorlash uchun savollar

O a c h o n  ikkita vektor teng deb ataladi?
3 Nol vektor deb nimaga aytiladi ?
4  V e k to r la r  yig 'indisi qanday aniqlanadi?
. Vektorlami qo'shish amali qanday xossalarga ega ?
6 Vektomi songa ko 'paytm asi qanday kiritiladi?
7 V ektom i songa ko 'paytm asi qanday xossalarga ega ? 
g Vektor fazo deb nim aga aytiladi?
9 Chiziqli fazo qanday ta’riflanadi ?
10 V e k to r la m in g  chiziqli kombinatsiyasi nima ?
11  Qachon vektorlar chiziqli bog 'liq  deyiladi?
12.Qachon vektorlar chiziqli bog'liqmas, ya’ni erkli deyiladi?
13.Chiziqli fazoning o 'lchovi qanday aniqlanadi?
14.Chiziqli fazoning bazisi deb nimaga aytiladi?
15. Chiziqli fazodagi vektorlaming koordinatalari deb nimaga aytiladi ?

Testlardan nam unalar

1. Vektor fazoda vektorlar ustida qaysi amal aniqlangan ?
A) ko'paytirish ; B) darajaga oshirish ; C) qo'shish ;
D )bo‘lish; E) teskarisini topish ;

2. Vektor fazoda vektorlar ustida qaysi amalni bajarib bo'lmaydi ?
A) qo'shish ; B) songa ko'paytirish ; C) ayirish ;
D) ko'paytirish ; E) songa bo'lish .

3. Vektor fazoda qo'shish amali qaysi xossaga ega emas ?
A) x+y=y+x ; В) x+(y+z)=(jc+y)+z ; С) A.(x+y)= Ax+ Ay ;
D) x+0=0+x=x ; E) barcha xossalarga ega.

4. Vektor fazoda songa ko'paytirish amali qaysi xossaga ega emas ?
A) >.(|ix) _ (Ац)х ; B) (X.+ii)x=X.v+|ix; C) 0 x=0 ;

D) 1 x=x ; E) (А.:ц)дс=Хд::11х.
5. Agar>^(3,-2,1,4) va 3x+j =(6,4,1,13) bo'lsa, xvektorni toping . 

A )x = (l,-3 , 1 ,0 ) ;  B )x= (l, 2, 0, 3 ); C )x = (l, 0 , - 3 ,1 ) ;
D )jc=(2, 1 ,1 ,0 ) ;  Е)дс=(1,1 ,-2 , 3) .

M ustaqil ish topshiriqlari

1. x=(n, и+4 , n -1) vektomi ei= (l, 1, 0) ,  e2=( 1, 0 , 1) va е;=(0, 1, 1) bazisdagi 
yoyilmasini top ing .

2. JCj=(2w, n+3, /т-1), x 2=(n, 2и-13, 4n) va x 3=(2n, 13-5л, -13w-3) vektorlar 
chiziqli bog'liq ekanligini ko'rsating va bu bog'lanishni toping.

1. Ko'p o'lchovli vektor qanday aniqlanadi? 3- е,=(и, и - l ,  2n) , e2=(n+1, 0, n +2) va еъ= (\, n, n -3 ) vektorlar bazis tashkil 
etishini ko'rsating.



• Chiziqli operatorlar va ular bilan bog'liq tushunchalar.
• Xalqaro savdo modeli

6.1. Chiziqli operato rlar va ular bilan bogMiq tushunchalar. Chiziqli 
algebraning asosiy tushunchalaridan biri chiziqli operator tushunchasi bo'lib 
hisoblanadi. Bu tushunchani ta’riflash uchun n o'lchovli R” va m o'lchovli Rm 
ikkita vektor fazolami qaraymiz.

1-TA ’RIF: Agar R” fazoning har bir x  vektoriga Rm fazoning yagona у  
vektori biror qonun yoki qoida asosida mos qo'yilgan bo'lsa, u holda R" fazoni Rm 
fazoga akslantiruvchi operator berilgan deyiladi va u A(x)=y kabi belgilanadi.

Masalan, R3 fazodagi har bir дс=(хь x2, x3) vektorga (nuqtaga) R: tekislikdagi 
y={x\, x2) vektomi (nuqtani) mos qo'yamiz. Bu mos qo'yishlik A(x )-y  operator 
orqali ifodalanadi. Bu operatoming geometrik ma’nosi shundan iboratki , XYZ 
koordinatalar sistemasi kiritilgan fazodagi har bir (x, y, z) nuqtaga uning XOY 
koordinata tekisligidagi (x,>>) proyeksiyasi mos qo'yiladi.

2-TA’RIF: y=A(x) operatorda у  vektor x  vektorning tasviri, x  vektor esa у  
vektorning aks tasviri deyiladi.

Yuqoridagi misolda fazodagi nuqtaning tekislikdagi (x, y) proyeksiyasi tasvir, 
fazodagi (x ,y, z ) nuqtaning o'zi esa aks tasvir bo'ladi.

3-TA ’RIF: Berilgan A(x) operator chiziqli deyiladi, agar ixtiyoriy x b x 2, 
x e R ” vektorlar va ixtiyoriy A. son uchun quyidagi munosabatlar o'rinli bo'lsa:
1. A(jti+ x 2)= A(x0+A(x2) -  operatoming additivlik xossasi;
2. A(Ax)=A.A(x) -  operatoming birjinslilik xossasi.

Agar R" va R" fazolar ustma-ust tushsa, ya’ni m -n  bo'lsa, u holda A(x) 
operator R" fazoni o'zini-o'ziga akslantiradi va kelgusida biz mana shunday 
operatorlami qarash bilan chegaralanamiz.

R" fazoda biror eh e2,..., e„ bazis vektorlarni tanlab, ixtiyoriy x e R ” 
vektomi bu bazis orqali x=xi e\ + x2 e2+ ...+  x„ e„ ko'rinishda ifodalanishi va A(x) 
operatoming chiziqlilik xossalarini hisobga olib,

A(x)=x i A(e!>+-x2 A(«2)+ ...+  x„A(en) (1) 
tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglikdagi har bir A(e,) (i=\,2,...,n) yana R” fazoning 
vektori bo'Iganligi uchun ulami e\, e2,..., e„ bazis orqali yoyish mumkin. Faraz 
qilaylik

A(e,)=oi, e\+ab e2+ .■. +a„, e„, r=1,2,... ,и (2)
bo'lsin.Unda, (1) va(2 ) tengliklarga asosan,

A(x)=xi(an <!\ +«2i e2 +...+a„i e„)+x2(aa e x +a22 e2+ ...+an2en)+ -  
+x£a\„ «i++<2b. e2+ -+ a m e„) = (ац x]+ai2x2+ ...+a,n x„) ex+ 

+(a2iXl+a22X2+---+a2nXn) e2+ - +  (ani x ]+an2X2+ ...+anjcn) e„ . (3)
Ikkinchi tomondan _y=A(x) vektor ham xuddi shu e u e2,..., e„ bazisda o'z 

koordinatalariga ega bo'lib, uni
j»=A(x)=yi e x+y2 e2+...+y„ e„ (4)

§6. CH IZIQ LI OPERATO RLA R * ' shda yozish mumkin. Har qanday vektomi bazis orqali yagona usulda 
yP^lanishini hisobga olib, (3) va (4) tengliklardan ushbu tenglamalar sistemasini 

hosil qilamiz:
’ y , = aux>+ anxi + " • + auxH

У i a i\x\ + anx2 + • ■ + ^„X.

V II +  a„,x2 + • • + ашхп

(5)

A.TA ’RIF: (5) chiziqli tenglamalar sistemaning a,у koeffitsiyentlaridan 
tuzilgan A=(av) (/,/=1,2,...,л) matritsa chiziqli A(x) operatoming eh e2,..., e„ 
bazisdagi matritsasi, A matritsaning rangi r esa A(x) operatoming rangi deyiladi.

Shunday qilib, har bir chiziqli A(x) operatorga berilgan bazisda biror A 
kvadrat matritsa to 'g 'ri keladi va aksincha, har qanday n- tartibli kvadrat A 
matritsaga n- o'lchovli fazoning biror chiziqli A(x) operatori to 'g 'ri keladi.

Berilgan A(x) chiziqli operatorda x  vektor bilan uning tasviri j=A (x) 
o'rtasidagi bog'lanish matritsalar orqali Y=A-X ko'rinishda ifodalanadi. Bu yerda 
A- chiziqli operator matritsasi bo'lib, Х К *1Л>—А»)Т va Y=(y1,_v2,...^ „ )T ustun 
matritsalar x  va_y vektorlarning koordinatalaridan hosil qilinadi.

Masala : R3 fazoda A chiziqli operator biror eu e2, e3 bazisda 
(  1 - 4  3 '

A =  -  2 1 5
7 3 - 4 ,\  ' J

matritsa orqali berilgan bo'lsin. х=2^1- 5в2+3йз vektorning y=A(x) tasviri topilsin.
Yechish: Y=A X  tenglik va matritsalarni ko'paytirish ta’rifiga asosan

ry : ' I - 4  3 Л
f 2 ]

Г 3] -s

У2 = - 2  1 5 = 6

<Уз, , 7  3 - 4 , . 3 ,
Demak, j>=3 lei +6e2 -  13e3 .

Endi chiziqli operatorlar ustida amallar kiritamiz.
S-TA’RIF: A(x) va B(x) chiziqli operatorlarning yig'indisi deb A(x)+B(x) 

tenglik bilan aniqlanadigan yangi bir operatorga aytiladi.
A(x) va B(x) chiziqli operatorlar yig'indisi (A+B)(x) kabi belgilanadi.
6-ТЛ ’RIF: A(x) chiziqli operatomi A songa ko'paytmasi deb ЦА(х)) tenglik 

bilan aniqlanadigan operatorga aytiladi.
A(x) chiziqli operatomi X songa ko'paytmasi A.A(x) kabi belgilanadi.

7-TA ’RIF: A(x) va B(x) chiziqli operatorlarning ko'paytmasi deb A(B(x)) 
tenglik bilan aniqlanadigan operatorga aytiladi.

A(x) va B(x) chiziqli operatorlarning ko'paytmasi (AB)(x) kabi belgilanadi.
Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, kiritilgan (A+B)(x), AA(x) va (AB)(x) 

operatorlar ham additivlik va biijinslilik xossalariga bo'ysunadi va shu sababli 
ular ham chiziqli operatorlar bo'ladi. Masalan,



(АВ)(х,+ л:2)=А(В(Х|+ дс2))= А(В(дс,)+А(В( x 2))= (AB)(xi)+(AB)( дс2).
Bundan tashqari (A+B)(x), АА(х) va (АВ)(х) operatorlaming matritsalari mos 

ravishda A+B, XA va AB bo'ladi.
8-TA ’RIF: Nol operator deb 0(jc) kabi belgilanadigan va R" fazoning barcha 

x  vektorlarini 0 vektorga o'tkazadigan, ya’ni 0(x)=0 tenglikni qanoatlantiradigan 
operatorga aytiladi.

9-TA’RIF: Birlik operator deb E(jc) kabi belgilanadigan hamda R" fazoning 
barcha x  vektorlarini o‘zini-o‘ziga o'tkazadigan, ya’ni E(jc)=jc tengiikni 
qanoatlantiradigan operatorga aytiladi.

0(jc) va E(jc) chiziqli operatorlar bo‘ lishini ko'rish qiyin emas.
Ixtiyoriy chiziqli A(x) operator R" fazoning 0 vektorini uni o‘ziga o'tkazadi, ya’ni 
A(0)=0 bo'ladi. Haqiqatan ham A(0)=j» deb olsak, unda chiziqli operatorning 
additivlik xossasiga asosan y=A(0)= A(0+0)=2A(0)=2j natijani olamiz va undan 
y=A(0)=0 ekanligini ko'ramiz.

10-TA'RIF: Biror д^О vektor A chiziqli operatorning xos vektori deyiladi, 
agarda biror X sonida

А(х)=Ал: (6)
shart bajarilsa. Bu holda X soni A operatorning дг xos vektoriga mos keladigan xos 
qiymati deyiladi.

Bu ta'rifdan kelib chidadiki, chiziqli A(x) operator o'zining x  xos vektorini 
unga kolleniar vektorga akslantiradi, ya’ni X songa ko'paytiradi. (6) tenglikni 
matritsalar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

AX=XX  (7)
yoki

an x, + a n x2 + - - + a u xn =?oC\

a2\X\ + a22*2 + • ”  + a2nxn = ^ 2

Bundan
a„\*\ + an2x2 +■■■ + annX« =

(flu -  A)x, + au x2 +■■■ + alnx„ = 0 

a2lX\ + (°22 -  Л)х2 + • • • + a2nXn = 0 (8)

an\x \ + a„2 x 2  + • • • + (ann -  X)xn = 0 
birjinsli chiziqli tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz. Bu sistema noldan farqli 
yechimga ega bo'lishi uchun sistemaning determinanti

a n  -  A <*\2 a )n

A -k E \ = «21 a22 ~ ^ «2 n

an\ an2 ап„~Л

=0 (9)

• nanoatlantirishi zarur va yetarlidir. Bu tenglikning chap tomoni X ga 
Sĥ t a n  и - darajali ko'phad bo'lib, bu ko'phad A(jc) operatorning yoki A 
m a tr its a n in g  xarakteristik ko'phadi, (9) tenglama esa ularning xarakteristik
tenelamasi deyiladi. *, •

^ ^ M i s o l :  Ushbu matritsa bilan berilgan A(x) chiziqli operatorning xos qiymatlari
<os vektorlari topilsin:

<1 4 ^va xos
A=

9 1
yech ish : Dastlab operatorning xarakteristik tenglamasini yozamiz:

\A -XE \ =
1 - A  4 

9 1 -Я
= 0 A2 — 2A -  35 = 0 .

Bu tenglamani yechib, A(x) chiziqli operatorning xos qiymatlari X\— 5 va X2- l  
ekanligini topamiz. Bu xos qiymatlarga mos keluvchi xos vektorlar 

(A-A,E)x(1,=0 ва (A-X2E)x(2)=0
tenglamalardan topiladi, ya’ni,

( -  6
9

.«)=[ ° l
— l,5ct

v (2 )_
(2  \ 

— c2 
3 2

\ C2 )
Bu yerda c\ va c2 ixtiyoriy haqiqiy sonlardir.

6.2. Xalqaro savdo modeli. Ko'rib o'tilgan tushunchalarni iqtisodiyotga 
tatbig'i sifatida xalqaro savdoning chiziqli modelini ko'rib o'tamiz. Milliy
daromadlari xu x2, ..., xn bo'lgan n ta Si, S2 .......  S„ mamlakatlarni qaraymiz.
Bu yerda S, (/=1,2,__ri) mamlakat milliy daromadining S, (/=1,2,...,и) mamlakat
mahsulotlarini sotib olishga sarflanadigan ulushini ay kabi belgilaymiz. Har bir 
mamlakatning milliy daromadi o'zida ishlab chiqarilgan mahsulotlarni sotib 
olishga va boshqa mamlakat mahsulotlarini import etishga to'liq sarflanadi deb 
hisoblaymiz. Bu shart matematik ko'rinishda

tty +  ay+----- ^fliy= l, j = 1,2 , — , и ,  ( 10)
kabi ifodalanadi. Unda A=(a,j), ij= l,2 ,....,n , matritsa barcha mamlakatlar 
orasidagi o'zaro savdo-sotiqni ifodalaydi va shu sababli savdoning tarkibiy 
matritsasi deb ataladi. Bu matritsaning har bir ustunidagi elementlar yig'indisi, 
( 10) tengliklarga asosan, birga teng bo'ladi.

Bu belgilashlarda har bir S, , i= 1,2,..., n, mamlakatning ichki va tashqi 
savdodan hosil qilgan tushumi p t quyidagicha aniqlanadi:

p,= <2,1* 1+ a,2x2+ ....... a,nXn - ( 11)
Mamlakatlar orasidagi o'zaro savdo muvozanatlashgan bo'lishi uchun har bir S, 

mamlakat bu savdodan zarar ko'rmasligi, ya’ni uning savdodan hosil qilgan p, 
tushumi x, milliy daromadidan kichik boim asligi kerak. Bu shartlardan, (11) 
tengliklami hisobga olib, quyidagi tengsizliklar sistemasiga kelamiz:

p, > X; => Qj\X\+ a,2x2+ ......... OmXn S Xj , /= 1 ,2 ,. . . ,  п. (12)
Bu tengsizliklarni hadma-had qo'shib va (10) tengliklardan foydalanib, ushbu 

natijalami olamiz:
a )2x2+ ....... ai„x„)+( a2\X\+ a22x2+ ......... fl2n*n)+"'



- + ( апХ1+ <212*2+ ......... airjc„y>Xi+ Х2+-+ х„ =>
( ап+ а21+ ....... an\)xi + ( a t2+ а22+ .........ап2)х2 +  ■••+( a ln+ a2i+.........ат)хп >
> * 1+  ДС2+ - +  Х„ => Х\+ Х2+-+ Х„ > Х\+ Х2+-+ Х„ .
Oxirgi natijadan ko'rinadiki, (12) qat’iymas tengsizliklaming har birida faqat 
tenglik belgisi bo'Iishi mumkin, ya’ni

at\X\+ аах2+ ....... aitix„=xi, i= 1,2, (13)
Agar X=(xi, x2, ... , x „ f  orqali barcha mamlakatlarning milliy daromadlari 

ustun vektorini belgilasak, unda (13) tengliklarni matritsa ko'rinishida A X -X  kabi 
yozish mumkin. Demak, mamlakatlar orasidagi savdo tarkibiy matritsasi 4  

ma’lum bo'lsa, muvozanatlashgan savdoga erishish uchun mamlakatlarning 
(/=1,2, ri) milliy daromadlarining hajmi qanday bo'Iishi kerakliligi ( 13) 
tenglamalar sistemasidan yoki A matritsaning A.= l xos soniga mos keluvchi xos 
vektori kabi topiladi.

M asala : Uchta mamlakat orasidagi savdoning tarkibiy matritsasi quyidagi 
ko‘rinishda ekanligi ma’lum:

( 2  1

A =

5 4
Agar bu mamlakatlarning umumiy daromadlari hajmi 580 shartli pul birligiga teng 
bo'lsa, muvozanatlashgan savdoni amalga oshirish uchun har bir mamlakatning 
milliy daromadi qancha bo'Iishi kerakligini toping.

Yechish: AX=X tenglamani (A—E)X=0 ko'rinishda yozib, ushbu bir jinsli 
uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasiga kelamiz va uning yechimlarini 
Gauss usulida topamiz:

i
5 4

( 2  1

V V О О (  X \  *1
*2 =*2 =0 1 0 *2ОО

- 1

’ - I
3

(  X x\ 'Ф
x2 = 0

I
4
\_
2

I
4

V '0N
*2 = 0=>x 2

<X 3 j ,0,
Demak, bu uch mamlakatning milliy daromadlari vektori x=(c,2c/5,3c/2) 

bo'lganda, ya’ni ularning nisbati l:2/5:3/2 yoki 10:4:15 bo'lganda ular orasidagi 
o'zaro savdo muvozanatlashgan bo'ladi. Buning uchun mamlakatlarning milliy 
daromadlari mos ravishda

shartli pul birligi hajmida bo'Iishi kerak.

XULOSA
Operator deyilganda R" fazoning har bir x  vektoriga Rm fazoning yagona bir у  
ktorini mos qo'yish ko'zda tutiladi. Bunda operator j  =A(jc) kabi ifodalanadi va 
tasvir x-aks tasvir deyiladi. Additivlik va bir jinslilik xossalariga ega operator 

chiziqli deb ataladi. Chiziqli operator biror matritsa bilan beriladi. Operatorlar 
ustida songa ko'paytirish, qo'shish va o'zaro ko'paytirish amallari aniqlanib, 
operatorlar algebrasi hosil etiladi. Bu algebrada nol va birlik operatorlar 
tu sh u n c h a la r i  mavjuddir. A(x)=kx tenglikni qanoatlantiruvchi x  -  operatoming 
xususiy vektori, X -  xususiy soni deyiladi. Operatoming iqtisodiy tatbig'iga misol 
sifatida xalqaro savdo modelini ko'rsatish mumkin.

Tavanch iboralar

* Operator * Tasvir * Aks tasvir * Chiziqli operator * Operatoming matritsasi
* Nol operator * Birlik operator * Operatoming xususiy soni * Operatoming 
xususiy vektori *Operatoming xarakteristik tenglamasi * Xalqaro savdo modeli

T akrorlash uchun savollar

1. Operator deb nimaga aytiladi?
2. Tasvir va aks tasvir nima?
3. Qachon operator chiziqli deyiladi?
4. Operatoming matritsasi qanday aniqlanadi?
5. Operatorlaming yig'indisi qanday aniqlanadi?
6 . Operatorni songa ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
7. Operatorlaming ko'paytmasi qanday aniqlanadi?
8 . Nol operator deb nimaga aytiladi?
9. Birlik operator deb nimaga aytiladi?
10. Operatoming xususiy vektori va soni qanday aniqlanadi?
11. Operatoming xarakteristik tenglamasi qanday aniqlanadi?
12. Xalqaro savdo modeli qanday tuziladi?

Testlardan nam unalar

1. A(x)=y operator R" vektor fazoni Rm vektor fazoga akslantiradi. Bunda fazo 
o'lchamlari n va m orasida qanday munosabat o'rinli bo'lmaydi ?

A) n>m ; В) n=m ; C) n<m ; D) n£m ;
E) ko'rsatilgan barcha munosabatlar o'rinli bo'la o lad i.

2- A(j:)=j> operator yozuvida x  nima deb ataladi ?



A) tasvir ; В) original; С) aks tasv ir;
D) boshlang' ich vektor; E) natijaviy vektor.

3. A(:c)=j operator yozuvidaу  nima deb ataladi ?
A) tasv ir; B) original; C) aks tasv ir;
D) boshlang‘ich vektor ; E) natijaviy vektor.

4. Agar A(x) chiziqli operator bo'lsa, quyidagi tengliklardan qaysi biri o‘rinli 
bo'lmaydi ?

A) A(x,+ x2)= A(jc,)+A(x2) ; B) A(Ax)= X A (x ); С) A(0)= 0 ;
D) A(X]X2)= А (х ,)-А (дс2) ; E) A (x ,-x 2)= A(x,}-A(x2) .

5. A(x)=y operator yozuvida jc=(xj, x2) va j= (jr1; x2, a  ) (a-o'zgarmas son) 
bo‘lsa, bu operator chiziqli bo iish i uchun a  qanday shartni qanoatlantirishi 
kerak ?

A) a= l ; В) a< l ; C) a> l ; D) ctfl ; E) a=0 .

6 . A(x)=.y operator yozuvida x=(xb x2) va y=(3xl-2x2, X|+4x2) bo'lsa, bu 
operatoming A matritsasini toping.

АМ=(з V) ВМ“(-2 CM'(l _2'

§7. KVADRATIK FORM ALAR

D) A = \ E) A =
3 4 

-2  1

7. Ushbu A matritsaga ega bo'lgan A(x) operatoming xususiy sonlari topilsin:

A) { 3 ,1 } ; B) {-4, -2} ; C) {-5, 1} ; D) {4,-1} ; B ){ 5 ,-1 } . 

M ustaail ish topshirialari

1. Ushbu A matritsaga ega bo'lgan A(x)=y operator uchun x  =(n, —2, n+3) 
vektoming tasvirini toping:

f  n n - 1 2 И + Р  
A =  - 1 2  0 

^n + 1 - 1  n j
2. Ushbu A matritsaga ega bo'lgan A(x)=j operator uchun у  =(2w, n-2, и+1) 

vektoming aks tasvirini toping:
n n - 1  2n + 0

A = - 1  2 
n +1 - 1

.. nazariy va amaliy mazmunli masalalami yechishda n o'lchovli 
jH*bX2 vektoming x ,, i= 1,2 , . . . ,  я, komponentalaridan tuzilgan

f ( xl>x2’" ~’Xn) ~ S  X  aijxixj 
<=iy=i

( 1 )

wn'rinishdagi yig'indilarni qarashga to 'g 'r i keladi.
/ TA 'RIF: (1) yig'indi x, , /=1,2, ... , n, komponentalardan tuzilgan kvadratik 

firtna^deblrtaladi. Unda av (y =  1,2, •••, n ) haqiqiy sonlar bo'lib, kvadratik 
formanins koeffitsiyentlari , ulardan hosil etilgan n-tartibli A=(%) kvadrat 
matritsa kvadratikformaning matritsasi deyiladi.

( 1) kvadratik formada xfiCj =x)x, bo'lgani uchun ular oldidagi koeffitsiyentlar 
uchun ham a„ =afl tenglik o'rinli deb olinadi va shu sababli A=(a,y) simmetrik 
matritsa (II bob, §lga qarang ) bo'lib, uning uchun A=Ar tenglik o'rinli bo'ladi. 
Bunda AT berilgan A matritsaning transponirlanganligini ifodalaydi.

Masalan,
/ ( x „ x 2 ) = 5x2i +  3x,x2 + 3x2xj -  4x22 = 5x,2 + 6x,x2 -  4 x |

kvadratik forma va uning matritsasi quyidagicha bo'ladi:

-■(! -.)•
2-TA ’RIF: Agar A=(a0) matritsaning rangi r bo'lsa, bu son (1) kvadratik 

formaning rangi deyiladi. R—n, ya’ni detA/O holda kvadratik forma maxsusmas 
deb ataladi.

Matritsalarni ko'paytirish va transponirlash amallaridan foydalanib (1) 
kvadratik formani qisqacha

X x1,x 2,...,x„)=X t AX (2)
ko'rinishda yozish mumkin. Bunda X orqali x , , /-1,2, komponentalardan
tuzilgan ustun matritsa belgilangan.

Kvadratik formadagi x , , i= l ,2 , . . . ,  n, komponentalar ustida

х, = £.С:кУк> i = l,2 ,--,n  (3)
*=i

chiziqli almashtirma bajarilib, yangi yi, , A=l,2 , ... , n, komponentalarga o'tilgan 
bo'lsin. Bu chiziqli almashtirma matritsasini C=(c,*) va yk , k=\,2, ... , w, 
komponentalardan tuzilgan ustun matritsani Y kabi belgilaymiz.Bu holda (3) 
chiziqli almashtirmani X=CY ko'rinishda ifodalash mumkin. Kvadratik formaning
(2) matritsaviy ko'rinishdagi yozuvidan va transponirlash amalining xossasidan (II 
b°b, §1) foydalanib,

XTAX=(CY)TA(CY)=YTCTACY= Y rBY (4)
natijani olamiz. Bu yerda B=CTAC belgilash kiritilgan va В matritsa simmetrik 
bo ladi. Haqiqatan ham, transponirlash amali xossalaridan va AT=A ekanligidan, 

BT=(C AC)T= C rAT (CT)T= CTAC=B 
tenglik kelib chiqadi va u В matritsaning simmetrikligini ko'rsatadi. Unda (4) 
tengltkni (2) bilan taqqoslab. quyidagi teorema o'rinli ekanligini ko'ramiz:



1-TEOREMA: Matritsasi A boLlgan (1) kvadratik forma ustida С matritsali 
(3) chiziqli almashtirma bajarilsa, unda yangi »  komponentlardan tuzilgan va 
matritsasi CTAC bo‘lgan kvadratik forma hosil bo'ladi.

Masalan, / ( x , , x 2 ) = 5 x ,2 -  4 x ,x 2 + 3 x 2 kvadratik formada 
xl=2yl+ y 2, x2=4yt-3y2 

chiziqli almashtirma bajarilganda hosil bo‘ladigan yangi kvadratik formani 
topamiz. Bunda

Ч - .  ?)■ м :  д
ekanligidan

e  - , i e  a h -" лB = C ‘ AC =

natijani olamiz. Demak,
/ ( x „ x 2)^ 5 x ?  -4 x ,x 2 +3x22 =5(2y x + y 2)2 - 4 ( 2 y x + y 2)(4yx- 3 y 2) +

+ 3 (4^  -  3y2)2 -  36y2 - 4 4 y xy 2 + 4 4 y ^ = g (y x,y 2) .
Agar (3) chiziqli almashtirma maxsusmas, ya’ni detC^O bo‘lsa, unda A va 

CTAC matritsalarning ranglari o'zaro teng bo'lishini ko‘rsatish mumkin. Demak, 
maxsusmas chiziqli almashtirma bajarilganda kvadratik formaning rangi 
o'zgarmay qoladi.

3-TA ’RIF: Agar kvadratik formada faqat x , , /=1,2, ... , n, komponentalarning 
kvadratlari qatnashgan, ya’ni

/ ( x 1,x 2,---,xn) = X ^ ,x ,2 (5)

ko'rinishda bo'lsa, (5) kanonik ko'rinishdagi kvadratik forma deyiladi.
Kanonik ko'rinishdagi kvadratik forma uchun Щ  holda av=0, ya’ni uning A 

matritsasi diagonal matritsadan iborat bo'ladi.
2-TEOREMA: Har qanday (1) kvadratik formani biror maxsusmas (3) chiziqli 

almashtirma yordamida kanonik, ya’ni
f ( x l ,x2, - , x „ )  = g (y l ,y 2, - , y „ )  = bly t  + b2y 22 + -  + b„y2 (6) 

ko'rinishga keltirish mumkin. Bunda ayrim b, koeffitsiyentlar nolga teng bo'lishi 
mumkin va noldan farqli koeffitsiyentlar soni kvadratik formaning r  rangiga teng 
bo'ladi.

Bu teoremani isbotsiz qabul etib, uni ushbu misolda ko'rsatamiz:
/ ( x , , x2, x3) = 2x,x, -  6x2x3 + 2x3x, (7)

kvadratik formada
x, = 0.5.yi + 0.5y2 + 3y3 , x2 = 0.5^, -  0.5y2 -  y 3 , x3 = y 3 (8)

chiziqli almashtirma bajaramiz. Bu yerda

,d e tC  = - 0 .5 * 0

'0  1 I ' "0.5 0.5 3 "
A = 1 0 - 3 , det A = —6 * 0, C = 0.5 -0 .5  -1

Оm1 0 1 J

bun (7) kvadratik formaning rangi r= 3 va (8) chiziqli almashtirma 
bo‘lgani uc Demak ^  formaning kanonik ko‘rin ish idajb ^2 va

qatnashishi kerak. Haqiqatan ham bu yerda 
^  kvadra ч ^  Q 5 0 y 0 ! j y o . 5  0.5

B = C r AC = 0.5
3

-0 .5
- 1

3 " | ( 0.5 0 

0 1 0 - 3  I 0.5 -0 .5  - 1 = 0  -0 .5

l J b  - 3  o | o  0 l j  [ o  0
bo'lgani uchun (7) kvadratik formaning kanonik ko'rinishi quyidagicha ekanligini

кУ ( Г х 2\ х 3) = 2х,х2 - 6x2x3 + 2 x 3x, = 0.5>>2 - 0 .5 y 2 + 6 y 2 = g ( jx,y 2,y 3). (9) 
K v a d ra tik  formaning topilgan (9) kanonik ko'rinishi yagona bo'lmasdan, uni turli 
chiziqli almashtirmalar yordamida turli kanonik ko'rmishlarga keltirish mumkm.
L Masalan. ko'rib o'tilgan (7) kvadratik formani

xx= y x+ 3 y 2 + 2 y 3 , x2 — y x — v2 —2 y3 , x3 = y 2
chiziqli almashtirma orqali (9) ko'rinishdan farqli bo'lgan 

/ ( x „ x 2,x3) = 2x,x2 - 6 x 2x3 + 2 x 3x, = 2 ^ 2 + 6 y \  - 8 y 2 = K y x,y 2,y 3) (10) 
kanonik ko 'rinishga keltirilishini ko'rsatish mumkin. (7) kvadratik formaning (9) 
va ( 10) kanonik ko'rinishlari turlicha bo'lsada, ulardagi musbat va manfiy 
koeffitsiyentli hadlar soni bir xil, ya’ni mos ravishda ikki va bittadandir. Bu 
tasodifiy bo'lmasdan, quyidagi isbotsiz qabul qilinadigan teorema orqali 
ifodalanadigan inersiya qonuni o'rinli bo'ladi.

3-TEOREMA: Kvadratik formaning turli maxsusmas chiziqli almashtirmalar 
orqali hosil qilingan barcha kanonik ko'rinishlaridagi musbat va manfiy ishorali 
hadlar soni bir xil bo'ladi.

Endi kvadratik formalarning muhim bir xususiy holini ko'rib о tamiz.
4-TA RIF: / x , ,  x2, ..., x„) kvadratik forma barcha (x1; x2>..., xn)^(0 ,0 ,..., 0) 

nuqtalarda.Axb x2, ..., x„)>0 (Дх,, x2, ..., x„)<0) qiymatlar qabul etsa, u musbat 
(manfiy) aniqlangan deb ataladi.

Masalan,
/ ( r j , x 2) = 3x2 ± 4 x,x2 + 2 x|  = 2 (x 2 ± 2 x jx 2 + x | )  + x2 = 2 (x j ± x 2)2 + x 2 > 0 ( 11) 
musbat aniqlangan,

g(x i,x2) = - x 2 ± 2xjx2 - 2x2 = -(x i + х 2Г  - * \  < 0  ( 12)
esa manfiy aniqlangan kvadratik formalardir.

Berilgan kvadratik formani musbat yoki manfiy aniqlanganligini tekshirish 
uchun uni kanonik ko'rinishiga murojaat etish mumkin. Agar uning kanonik 
ko'rinishida barcha kvadratlar musbat (manfiy) koeffitsiyentlar bilan qatnashgan 
bo'lsa, u musbat (manfiy) aniqlangan bo'ladi. Ammo bu savolga ingliz matematigi 
D. Silvestr (1814-1897 y.) tomonidan isbotlangan ushbu teorema yordamida 
bevosita javob berish mumkin. Buning uchun oldin bir tushunchani kiritamiz.

5-TA’R I F A=(a,j) , / ,7= 1,2 , ..., n, matritsaning n-k, n -k+ 1, ..., n-satr va 
ustunlarini tashlab yuborishdan hosil bo'lgan Л* , k= 1,2 , ..., n, minorlar bosh 
minorlar deyiladi.

Ta rifga asosan bosh minorlar
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ko'rinishda bo'ladi.

4-TEOREMA: f lx u x2, ..., x„) kvadratik forma musbat aniqlangan bo'lishi 
uchun uning A matritsasining barcha bosh minorlari musbat bo'lishi zarur va 
yetarlidir.

Bu teoremani ham isbotsiz qabul etib, uning tasdig'ini yuqoridagi (]])  
kvadratik forma uchun tekshiramiz. Bunda

i  +">
= 6 + 4 > 0

ekanligidan ( 11) kvadratik formaning musbat aniqlanganligiga yana bir marta 
ishonch hosil etamiz.

5-TEOREMA: f ix u x2, ..., x„) kvadratik forma manfiy aniqlangan bo'lishi 
uchun uning bosh minorlari uchun ( - 1)* A*>0 , A=l,2 , ..., n, shart bajarilishi zarur 
va yetarlidir.

Masalan, yuqorida ko'rilgan (12) kvadratik forma uchun
- 1  ±1

,  f 3 + 2Л 3 ± 2
~ [± 2 2 j ^ Al

= 3 > 0, a 2 =
± 2 2

±1
= 2 +  l > 0j=> A( = - l < 0 ,  A2 = 

ekanligidan, 5-teoremaga asosan, uni manfiy aniqlanganligi kelib chiqadi.

XULOSA

R" fazodagi x=( xb x2, —, x„) vektoming komponentalaridan hosil qilingan

f(x i ,x2, - - , x „ ) = t t a , JxlxJ
i=V=i

ko'rinishdagi yig'indilar kvadratik forma deyiladi. Bunda av haqiqiy sonlar bo'lib, 
ular kvadratik formaning koeffitsiyentlari deb ataladi va a^—ap shartni 
qanoatlantiradi. Bu koeffitsiyentlardan tuzilgan A simmetrik matritsa kvadratik 
formaning matritsasi, uning rangi esa kvadratik forma rangi deyiladi. Kvadratik 
formada chiziqli almashtirma bajarilsa, yana kvadratik forma hosil bo'ladi. Har 
qanday kvadratik formani maxsusmas chiziqli almashtirma yordamida faqat 
komponentalaming kvadratlari qatnashgan holga keltirish mumkin va u kvadratik 
formaning kanonik ko'rinishi deb ataladi. Kvadratik formaning kanonik ko'rinishi 
uchun inersiya qonuni o'rinli bo'ladi.

Komponentalaming kamida bittasi noldan farqli bo'lganda har doim m u sb a t  
(manfiy) qiymat qabul etadigan kvadratik forma musbat (manfiy) a n iq la n g a n  
deyiladi. Kvadratik formani musbat aniqlanganligini Silvestr teoremasi y o rd a m id a  
aniqlash mumkin.

Tayanch iboralar

V k— dratik form a^^K vadratik formaning matritsasi * Kvadratik formaning rangi
* K ad ra tik  formaning kanonik ko'rinishi * Musbat aniqlangan kvadratik forma
0 ^ n f i v aniqlangan kvadratik forma * Silvestr teoremasi_____________________

T akrorlash  uchun savollar

1 Kvadratik forma deb nim aga aytiladi?
2. Kvadratik form aning m atritsasi qanday aniqlanadi?
3. Kvadratik form aning rangi deganda nima tushuniladi?
4 Kvadratik formada chiziqli alm ashtirm a bajarilsa nim a hosil bo ' ladi?
f  Qachon kvadratik form a kanonik ko 'rin ishda deb ataladi?
6. Inersiya qonunida nim a tasdiqlanadi ?
7. Qachon kvadratik forma m usbat (m anfiy) aniqlangan deyiladi?
8. Silvestr teorem asining mazm uni nim adan iborat ?

Quyidagi ifodalardan qaysi biri kvadratik forma bo'lmaydi?
A) x,x2 + 3x,x3 -  2x3x2 ; B) 3.xf + x \  -  2 x \ ; C) x ,2 + 2х,х2х3 

D) (2x{ - 3x2)(3x2 + 4x3) ; E) (x, - x2 + 2x3) 2 .

2. Quyidagi kvadratik formalardan qaysi biri kanonik ko'rinishda?
A) (x, -  2x2)2 + (2x2 + x3)2 ; В) x ,2 + 3x22 -  2x\ ; C) (x, + 2x2 -  3x3) 2 ; 
D) x,x2 + XjX3 + x3x2 ; E) barcha kvadratik formalar kanonik ko'rinishda.

»

3. Quyidagi kvadratik formalardan qaysi biri musbat aniqlangan?
A) Зх2 +4x ,x2 + x | ; В) 2x,x2 +Зх,х3 + x 3x2 ; C) x ,2 + 3 x 2 - 2 x 3 ; 

D) x ,2 -  2xjx2 + 2 x | + x 3 ; E) x 2 + 2xtx2 + 3x2 -  6x3x2 + 2x2 .

2 .
4. Quyidagi kvadratik formalardan qaysi biri manfiy aniqlangan?

A) -  3x,2 + 4x,x2 -  2x2 ; B) 2xjx2 + Зх,х3 + x3x2 ; C) x 2 + 3x2 -  2x3

D) xj2 -  2x ,x2 +  2x2 + x \ ; E) x ,2 + 2x,x2 + 3x2 -  6x3x2 + 2x3 .

Mustaqil ish topshiriqlari

f i x i , x 2 )  = X2 +  2 « x ,x 2 -  ( n  + l)x | kvadratik formaning matritsasi va 
rangini aniqlang.

2. / ( x j , x2) = их2 + 2(и — 3)x,x2 + (w + l)x2 kvadratik formani musbat yoki 
manfiy aniqlanganligini toping.



IV BOB. TEKISLIKDA ANAL ITIK  GEOM ETRIYA

Analitik geometriyaning usullari asoslangan 
g'oyalar juda ham sodda bo'lishiga qaramasdan, 
bu usullar shunchalik quvvatliki, qadimgi yunon 

geometrlarini ham o‘ylantirib qo‘yadigan masalalarni 
hozirgi davrdagi o‘n yetti yoshli bolalar ham 

bu usullami qo‘llab bir zumda yechib tashlaydilar.
E.T. Beil'

§1. T O ‘G RI CH1Z1Q VA UNING TENGLAM ALAR!

• Tekislikda analitik geometriya predmeti va asosiy masalalari.
• Tekislikdagi to'g'ri chiziqning umumiy tenglamasi.
• Tekislikdagi to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
• Tekislikdagi to'g'ri chiziqning kesmalardagi tenglamasi
• Tekislikdagi to'g'ri chiziqning normal tenglamasi
• Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasi
• Tekislikdagi to 'g ‘ri chiziqning parametrik tenglamasi.

1.1. Tekislikda analitik geometriya predm eti va asosiy masalalari.
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan bo‘lsin. Bu holda tekislikdagi 
har bir M nuqta uning koordinatalari deb ataladigan (x,y) sonlar juftligi bilan 
to'liq aniqlanishi va M(x,y) kabi yozilishi oldin (111 bob, §2) aytib o‘tilgan edi. 
Tekislikdagi har bir geometrik obyektni (chiziq, geometrik figura va boshqalar) 
nuqtalar to'plami kabi qarash mumkin. Bunda M nuqta biror chiziqqa tegishli 
bo'Iishi uchun ma’lum bir shartni qanoatlantirishi kerak. Bu shart matematik 
ko'rinishda M nuqtaning koordinatalari orqali biror

F(x,y)=0 (*)
tenglama bilan ifodalanadi deb hisoblaymiz.

1-TA'RIF: Agar (*) tenglamani faqat tekislikdagi biror L chiziqqa tegishli 
М(х,у) nuqtalarning koordinatalari qanoatlantirsa, u chiziq tenglamasi deb ataladi.

Agarda Mo(xoJ'o) nuqta uchun F(xa,yo) = 0 shart bajarilsa (tenglama 
qanoatlantirilsa), Mo nuqta shu tenglama bilan aniqlanadigan chiziqqa tegishli, aks 
holda esa tegishli bo'lmaydi. Shunday qilib tekislikdagi chiziq o'zining 
tenglamasi bilan to'liq aniqlanadi. Ammo har qanday tenglama ham biror chiziqni 
ifodalashi shart emas. Masalan, x2+ y 4=0 tenglamani faqat bitta 0(0,0) nuqta 
koordinatalari qanoatlantiradi va shu sababli bu tenglama chiziqni ifodalam aydi. 
Shuningdek, x2+y2+ 1=0 tenglamani tekislikdagi birorta ham nuqtaning 
koordinatalari qanoatlantirmaydi va u bo'sh to'plamni ifodalaydi.

2-TA'RIF: Tekislikdagi chiziqlarni ularning tenglamalari orqali o 'rg an u v ch i 
matematik fan analitik geometriya deb ataladi.

Analitik geometriya asoschisi bo'lib fa rang matematigi va faylasufi Rene 
Dekart hisoblanadi. U  kiritgan koordinatalar sistemasi orqali geometrik tu shuncha

M n u q ta  va algebraik tushuncha bo'lgan sonlar juftligi (*,>’) orasida 
bo'igan r matjj moslik o'matildi. Bu bilan matematikaning ikkita bo'limi 
° ‘zar° ^aiggbra va geometriya orasida bog'lanish hosil etildi. Natijada 
Ь° 'Tkdagi bir qator geometrik masalalarni algebraik va aksincha, bir qator 
^ b r a i k  m a s a la la rn i  geometrik usullar bilan osonyechilishiga erishildi. 

T e k is l ik d a g i  analitik geometriyada asosan ikkita masala qaraladi:
> Berilgan chiziqning tenglamasini topish va bu tenglama asosida uni analitik 

o'rganish.
>> B erilgan  tenglamaga mos keluvchi chiziqni aniqlash.
Masala: Markazi M (a,i) nuqtada joylashgan R radiusli aylana tenglamasini

t0PVechish: N(xj') shu aylanada joylashgan ixtiyoriy nuqta bo'lsin. Bizga 
m a k ta b d a n  tanish bo'lgan aylana ta’rifiga asosan u |MN|=R shartni 
q a n o a tla n ti ru v c h i  nuqtalar to'plamidan (geometrik o'midan) iborat. Unda ikki 
nuqta orasidagi masofa (III bob,§2, (7)) formulasiga ko'ra aylananing ushbu
tenglamasini hosil e t a m i z : ____

\MN\ = R = > y j(x -a )2 + ( y - b ) 2 = R = > { x -a )2 + ( y - b ) 2 = R 2 . (1) 
M a sa la n , markazi M(2,3) nuqtada joylashgan va radiusi R=5 bo'lgan aylana 

(x-2)2 + 0 - 3 )2 = 25 tenglamaga ega bo'ladi. Bu yerdan N(5,7) nuqta shu aylanaga 
tegishli ekanligi kelib chiqadi, chunki (5 -2 )2 + (7-3 )2 = 25. K(2,6) nuqta aylanada 
yotmaydi, chunki uning koordinatalari aylananing tenglamasini qanoatlantirmaydi: 

(2-2 )2 + (6-3 )2 = 9*25.
1.2. Tekislikdagi to 'g ‘ri chiziqning umumiy tenglamasi. T o 'g 'ri chiziq 

geometriyaning boshlang'ich tushunchalaridan biri bo'lib, u ta rifsiz qabul etiladi.
TEOREMA: Tekislikdagi har qanday L to 'g 'ri chiziq tenglamasi

A r+By+C=0, A2+BV0 (2)
ko'rinishda, ya’ni I tartibli tenglamadan iborat bo'ladi. Aksincha, har qanday I 
tartibli (2) tenglama tekislikda biror to 'g 'ri chiziqni ifodalaydi.

Isbot: Dastlab teoremaning birinchi qismini o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. 
Buning uchun tekislikning berilgan L to 'g 'ri chiziqqa tegishli bo'lmagan ixtiyoriy 
bir M0 nuqtasini olamiz (19-rasmga qarang).

Bu nuqtadan L to 'g 'ri chiziqqa perpendikular o'tkazamiz va ularning kesishish 
nuqtasini M ^ x ^ )  deb belgilaymiz. Boshi M0 , uchi esa M, nuqtada bo'lgan nfO



vektomi kiritamiz va uning koordinatalar ini A va B, ya’ni w=(A,B) deb olamiz. 
Endi L to‘g‘ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy bir M(x,v) nuqtani olamiz va boshi 
Mi(xIvVi) ,  uchi esa M(xj>) nuqtada joylashgan m=(x-x i ,  y-y \)  vektomi qaraymiz. 
Bunda M(x,_y) nuqta L to 'g 'ri chiziqda yotsa va faqat su holda n va m  vektorlar 
ortogonal bo'ladi. Vektorlaming ortogonallik shartini koordinatalardagi ifodasidan 
(П1 bob,§2) foydalanib, quyidagi natijalarni olamiz:

h-w=A(jc-jci)+B( y - y \)=0 => Ax+B_y+ (-Ax'i -  B>,) =0 Ajc+B>’+C=0. 
Bunda пфО ekanligidan |/i|2=A2+ B2# )  bo'lishi kelib chiqadi.

Endi teoremaning ikkinchi qismini isbotlaymiz, ya’ni (2) tenglama to 'g 'ri 
chiziqni ifodalashini ko'rsatamiz. Buning uchun (2) tenglamani quyidagi 
ko'rinishda yozamiz:
Ax+By+C= Ax+B(y+C/B)=0 => А(дг-0)+В(>^ (-C/B))=0 => A(x-jri)+B(>^yi)=0. 

Bunda * 1=0 , y i=—C/B belgilash kiritildi. Agar и=(А,В) va m=( x-xi, y-y{) 
vektorlami qarasak, oxirgi tenglikdan n-m=0 , ya’ni bu vektorlar orthogonal 
ekanligi kelib chiqadi. n={A,B) vektorga orthogonal bo'lgan barcha m={x-xu y~y,) 
vektorlaming M(x,y) uchlari bir to 'g 'r i chiziqda yotadi. Demak, (2) tenglama 
Mi(0, -C /B) nuqtadan o'tuvchi va и=(А,В) vektorga nisbatan perpendikular 
joylashgan to 'g 'ri chiziqni ifodalar ekan.

3-TA‘RIF: (2) tenglama tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasi 
deb ataladi. Unda A va В koeffitsiyentlar, С esa ozod had deyiladi.

Teorema isbotidan ko'rinadiki, (2) tenglama orqali aniqlanadigan w=(A,B) £0 
vektor bu tenglama ifodalaydigan L to 'g 'ri chiziqqa nisbatan perpendikular bo'ladi 
va uning normal vektori deb ataladi.

Masalan, 3x+4y-8=0 tenglama Mi(0,2) nuqtadan o'tuvchi va /i=(3,4) vektorga 
perpendikular bo'lgan to 'g 'ri chiziqni ifodalaydi.

Shunday qilib, biz har qanday to 'g 'ri chiziq tenglamasi (2) ko'rinishda bo'lishini 
(analitik geometriyaning 1 asosiy masalasi) aniqladik va aksincha, har qanday (2) 
tenglama biror to 'g 'ri chiziqni ifodalashini (analitik geometriyaning II asosiy 
masalasi) isbotladik.

Endi tekislikdagi to 'g 'r i chiziqning (2) umumiy tenglamasini ayrim xususiy 
hollarini tahlil etib, xulosalar chiqaramiz.

1) Ozod had C=0 bo'lsin. Bunda (2) tenglama Ax+By=0 ko'rinishda bo'ladi. 
Bu tenglamani 0(0,0) nuqta qanoatlantiradi. Demak, Ax+BjH) ko'rinishdagi 
tenglamalar koordinatalar boshidan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlarni ifodalaydi.

2) A=0, ya’ni L to 'g 'r i chiziq tenglamasi By+C=0 ko'rinishda bo'lsin. Bu 
holda uning normal vektori w=(0,B)_LOX . Ammo #i=(0,B)1Z. bo'lgani uchun bu 
holda L to 'g 'ri chiziq OX koordinata o'qiga parallel (Z. || OX) yoki Z .10Y  bo'ladi.

3) B=0 holni ko'ramiz. Bunda tenglama Ax+C=0 ko'rinishda bo'lib, 
n= (A ,0 )10Y  . Demak, L || OY yoki L lO X  bo'ladi.

4) C=0 va B=0 bo'lsin. Bunda tenglama Адг=0 yoki, A^0 bo'lgani uchun 
(A2+B2̂ 0 shartga asosan), x=0 tenglamaga kelamiz. Bu tenglama O X  koord ina ta  
o'qi joylashgan to 'g 'ri chiziqni ifodalaydi.

5) C = 0  va A = 0  holda y = 0  tenglamaga kelamiz. Bu tenglama O Y  koord inata  
o'qi joylashgan to 'g 'ri chiziqni ifodalaydi.

20-rasm

Bu to 'g 'ri chiziqda yotuvchi ixtiyoriy M (x^) nuqtaning koordinatalari qanday 
tenglamani qanoatlantirishini aniqlaymiz. Chizmadan

OM0=TN=6, OT=M0N =t, TM=y, Z M 0KO = ZM M 0N  = a  
ekanligini ko'ramiz. Bu yerda AM0MN to 'g 'ri burchakli uchburchak bo'lib, undan 
ushbu natijani olamiz:

— — = tga  => = tga  => ^  = tga  => у  -  b = x ■ tga  => у  = x ■ tga  + b.
M0N M0N  x
Oxirgi tenglikda tga=k belgilash kiritib. berilgan shartlarda L to 'g 'ri chiziq 
tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'lishini topamiz:

y=kx+b  (3)
4-TA‘RlF: (3) tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenlli 

tenglamasi deyiladi. Unda k= tga to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti, b esa 
boshlang'ich ordinatasi deb ataladi.

Izoh: Agar L 1  OX  bo'lsa , unda a=90° va k= tga ma’noga ega bo'lmaydi. Bu 
holda I  vertikal to 'g 'ri chiziq tenglamasi x=a ko'rinishda bo'ladi.

Agar L to 'g 'ri chiziq umumiy tenglamasi Ax+By+C=0 (B^0) bilan berilgan 
bo'lsa. uning burchak koeffitsiyentli tenglamasiga quyidagicha o'tiladi:

Ax + By + C = 0^>By = - A x - C = > y  = ~ ~ x  + ( ~ ) ^ > k  = - ^ ,  b = -

Masalan, umumiy tenglamasi 4x—6y+3=0 bo'lgan to 'g 'ri chiziqning burchak 
koeffitsiyentli tenglamasini topamiz:

2 1 L 2 , 1 
4 x - 6 j '  +  3 = 0=>6.y = 4;t + 3=>>’ = - x  + - = > £  = - ,  ° =

1.4. Tekislikdagi to 'g 'r i chiziqning kesm alardagi tenglamasi. Koordinata 
boshidan o'tmaydigan L to 'g 'ri chiziq OX va OY koordinata o'qlarini mos

3  T e k i s l i k d a g i  to 'g 'r i chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
P  £  to 'g 'r i  chiziq OX o'qi bilan a  burchak (a^90°) tashkil etishi (ya’ni OX 

Berilgan a( m.]jga leskarj yo'nalishda a  burchakka burilsa, u L to 'g 'r i chiziqqa 
°^a lte |S bo 'ladi ) va OY o'qidagi M ^O.i) nuqtadan o'tishi ma’lum bo'lsin (20- 

rasmga qarang).



ravishda Mi(a,0) va M2(0,/>) nuqtalarda kesib o'tishi ma’lurn bo'lsin. Bu holda L 
tenglamasi qanday ko'rinishda bo'lishini topamiz.

Bu to 'g 'ri chiziq tenglamasini topish uchun Mi(a,0) va M2(0,Z>) nuqtalar 
unda yotishidan foydalanamiz. Bu nuqtalaming koordinatalarini L to 'g 'ri 
chiziqning Ax+By+C=0 umumiy tenglamasini qanoatlantiradi, ya’ni

С
[Ас1 + В '0  + С = 0
A 0  + Bb + C = 0

A = —

B = ~

Bu yerda C^O, chunki L to 'g 'ri chiziq koordinata boshidan o'tmaydi. Shu sababli 
umumiy tenglamadan quyidagi natijani olamiz:

A x+B y + C = + —)y  + С  = 0:
a b

■ C(— + — -1 )  = 0=> — + — - 1  = 0. 
a b a b

Demak. L to‘g‘ri chiziqning izlangan tenglamasi

* + *  = l 
a b (4)

ko'rinishda bo'ladi. Bunda |a| va |6 | qaralayotgan L to 'g 'ri chiziqni mos ravishda 
OX va OY koordinata o'qlaridan ajratgan kesma uzunliklarini ifodalaydi. Shu 
sababli quyidagi ta’rif kiritiladi.

5-TA ‘RIF: (4) to 'g 'ri chiziqning kesmalardagi tenglamasi deyiladi.
Agar koordinata boshidan o'tmaydigan L to 'g 'ri chiziq Ax+Bjy+C=0 (A^O, 

B#0, C#0) umumiy tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, uning kesmalardagi 
tenglamasiga o'tish uchun umumiy tenglamani (-C) soniga bo'linadi:

*___, УAx + By + С  = 0 : = 1 .
{-C IA ) ( -C /B )

Masalan, umumiy tenglamasi 2x+3y-6=0 bo'lgan to 'g 'ri chiziqning 
kesmalardagi tenglamasini topamiz:

2 3 x v2 x + 3 y - 6  = 0 = > -x  + - v  -1 = 0 = >  — + — = 1.
6 6 3 2

Demak, bu to 'g 'ri chiziq OX va OY o'qlarni Mi(3,0) va M2(0,2) nuqtalarda kesib 
o'tadi. Bundan foydalanib L to 'g 'ri chiziqni quyidagicha osonlik bilan yasash 
mumkin (21-rasmga qarang):

1.5. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziqning normal tenglamasi. Berilgan L to 'g 'ri 
chiziqqa perpendikular bo'lgan n birlik vektor va koordinata boshidan bu to 'g 'ri

• • acha bo'lgan masofa |0P|=p ma’lum bo'lsin (22-rasm). Bu ma’lumotlar 
C Ma I to 'g 'ri chiziq tenglamasini topamiz. Agar n birlik vektor OX 
^ordinata o'qi bilan ZPO X =a burchak tashkil etgan bo'lsa, uning koordinatalari 

a  va sina bo'ladi, ya’ni n =(cos a , sina) deb yozish mumkin. N(xj') berilgan 
to^g'ri chiziqdagi ixtiyoriy bir nuqta va r =(x,j) uning radius-vektori bo' lsin. r  va n

X

r v a n  vektorlarning n r  skalyar ko'paytmasini ikki usulda hisoblaymiz. 
Skalyar ko'paytmani koordinatalar orqali hisoblash formulasiga asosan 

n r =  j x o s c c  + у sin a  ;
Skalyar ko'paytmaning ta’rifiga asosan va Д PON da cos(p=|OP|/|ON| ekanligidan 
foydalanib, ushbu tenglikni hosil qilamiz:

n ■r =|n| -|r| cos<p = 1 -|r|- cos<p=|ON|-|OP|/|ON| = |OP| = p. 
n r  skalyar ko'paytmasi uchun bu ikki ifodani tenglashtirib, berilgan L to 'g 'ri 
chiziqdagi barcha N(x,y) nuqtalaming koordinatalari

jccosa +_ysin a  =p=>  jrcosa + _ysina - /7  = 0 (5)
tenglamani qanoatlantirishini ko'ramiz.

6-TA ‘RTF: (5) tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning normal tenglamasi deyiladi. 
Agar L to 'g 'ri chiziq Ajc+By+C=0 umumiy tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, 

uning normal tenglamasiga o'tish masalasini ko'ramiz. Bu va (5) tenglama bitta 
to'g'ri chiziqni ifodalagani uchun ulaming mos koeffitsiyentlari proporsional 
bo'ladi. Agar noma’lum proporsionallik koeffitsiyentini ц deb belgilasak, unda 

pA =cosa, (iB=sina, pC= -p  
tengliklarga ega bo'lamiz. Dastlabki ikki tenglikdan

(цА)2+(|1В)2=ц2(А2+ B2)= cos2a+ sin2a=l => ц  = ± - т =  ̂ -—■■■■
J a 2 + b 2

natijaga kelamiz. Yuqoridagi uchinchi tenglikdan цС= -p < 0 ekanligini ko'ramiz. 
Demak, ц ishorasi С ozod had ishorasiga qarama-qarshi qilib olinishi kerak. 
Bunda (i normallashtiruvchi ko'paytuvchi deyiladi. Natijada

Ax + By + С
x co sa  + у  sin a  -  p  = — ■■— :» (6)

±л1 A2 + B2
tenglik orqali umumiy tenglamadan normal tenglamaga o'tish mumkinligini 
ko'ramiz.



Masalan, umumiy tenglamasi 3x+4>»-15=0 bo'lgan to 'g 'ri chiziqning normal 
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

,  . , c n  3x + 4_y-15 . 3 4 ,  л 3x + 4_y-15 = 0= > — , = 0=>—x + —v - 3  = 0 .
5 5

1.6. Tekislikdagi to ‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi. Tekislikdagi £ 
to 'g 'ri chiziqning biror MoOtoj'o) nuqtasi va unga parallel a=mi+n/=( m, и)эд 
vektor berilgan bo'lsin. Bu holda berilgan M0 nuqta va a vektor L to 'g 'ri chiziqni 
to'liq aniqlaydi. Shu sababli a to 'g 'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori, M0 esa 
uning boshlang'ich nuqtasi deyiladi. Bu ma’lumotlar asosida L to 'g 'ri chiziq 
tenglamasini aniqlaymiz. Buning uchun berilgan L to 'g 'ri chiziqda yotuvchi 
ixtiyoriy M (x,j) nuqtani olamiz. Bu nuqtani boshlang'ich M0 nuqta bilan 
tutashtirib, x=(x-x0, y-yo) vektorni hosil qilamiz. Shartga asosan x  va a vektorlar 
kollinear bo'ladi. Vektorlaming kollinearlik shartiga asosan (IV bob, §3, (5) 
formulaga qarang) ularning mos koordinatalari proporsionaldir:

x - x p  _ У~Уо (?)
m n

Izoh: Agar L to 'g 'ri chiziqning a=( m, ri) yo'naltiruvchi vektorida m=О (I- 
gorizontal to 'g 'ri chiziq) yoki n= 0 (Z,-vertikal to 'g 'ri chiziq) bo'lsa , unda (7) 
tenglamadagi tegishli kasrlaming suratlari nol deb olinadi va L to 'g 'ri chiziqning 
tenglamasi y=y0 yoki x=x0 ko'rinishda yoziladi.

7-TA‘RIF: (7) tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi. 
“Kanonik” so'zi sodda, ixcham degan ma’noni ifodalaydi. Agar L to 'g 'ri chiziq 
umumiy Ax+ By+C=0 tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, yo'naltiruvchi vektor 
sifatida a=(B,-A) vektorni, boshlang'ich M0(x0j'o) nuqta sifatida esa koordinatalari 
Axo+Byo=-C shartni qanoatlantiruvhchi ixtiyoriy bir nuqtani olish mumkin. 
Masalan, x0=0, yo^-C/B yoki x0=-C/A, y0=0 deb olish mumkin.

Izoh: Agar L to 'g 'r i chiziq OX yoki OY o'qiga perpendikular, ya’ni to 'g 'ri 
chiziq /yo k i j  vektorga peфendikular bo'lsa, unda n=0 yoki m=0 bo'ladi. Bu 
holda (7) tenglamadagi tegishli kasming surati nolga teng deb olinadi va L to 'g 'ri 
chiziqning kanonik tenglamasi mos ravishda x=x0 yoki y= y0 ko'rinishda bo'ladi.

1.7. Tekislikdagi to‘g‘ri chiziqning param etrik  tenglamasi. To'g'ri 
chiziqning (7) kanonik tenglamasidagi kasrlaming qiymatlari M(x,y) nuqta to 'g'ri 
chiziq bo'ylab harakat etganda o'zgarib boradi va ixtiyoriy haqiqiy t soniga teng 
bo'Ia oladi. Shu sababli bu tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

У -У о  * - * o  [У -У ъ = м ‘ . [y  = yo+™ ‘ . , ■ ч---------= ---------= ?=><, => < , t e  ( - 00,00). (8)
т п [ х -  х0 = nt [ х = х0 + и/

8-TA‘RIF: (8) sistemada t -  parametr, sistemaning o 'zi esa tekislikdagi 
to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasi deyiladi.

Agar to 'g 'ri chiziq umumiy Ax+By+C=0 (A#0, B^O) tenglamasi bilan 
berilgan bo'lsa, uning parametrik tenglamasiga o'tish uchun x=t deb olamiz. 
Bundan to 'g 'ri chiziqning quyidagi parametrik tenglamasiga kelamiz:

x — t 
_ _ A  С

} ~ в 1 В
fooh- Agar umumiy tenglamada A=0 yoki B=0 bo'lsa, (8) parametrik tenglama

x — t
С yoki

У ~ В

Сx = ----
A

y=t
ko'rinishda yoziladi.

To'g'ri chiziqqa doir har xil masalalarni yechishda uning и yoki bu 
ko'rinishdagi tenglamasi qulay bo'Iishi mumkin va bunga biz kelgusida ishonch 
hosil etamiz.

XUYLOSA
Tekislikdagi analitik geometriyada chiziqlaming xususiyatlari ularning 

tenglamalari orqali algebraik usulda o'rganiladi. Eng sodda va eng ko‘p 
uchraydigan chiziq-to 'g 'ri chiziqdir. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqlaming umumiy, 
burchak koeffitsiyentli, kesmalardagi, normal, kanonik va parametrik 
tenglamalarini ko'rish mumkin. Bu tenglamalardan kelgusida to 'g 'ri chiziqqa doir 
turli masalalarni yechishda foydalaniladi.

Tavanch iboralar

* Geometrik obyekt tenglamasi * Analitik geometriya predmeti * Analitik 
geometriyaning ikkita asosiy masalasi * Aylana tenglamasi * T o 'g 'ri chiziqning 
umumiy tenglamasi * Burchak koeffitsiyentli tenglama * Kesmalardagi tenglama
* Normal tenglama * Kanonik tenglama * Parametrik tenglama._______________

T akrorlash  uchun savollar

1. Geometrik obyekt tenglamasi deb nimaga aytiladi?
2. Analitik geometriya predmeti nimadan iborat?
3. Analitik geometriyaning ikkita asosiy masalasi qanday ifodalanadi?
4. Aylana tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
5. To'g'ri chiziqning umumiy tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?

To'g 'ri chiziqning normal vektori qanday aniqlanadi?
7. Umumiy tenglamaning ayrim xususiy hollarini tahlil eting.
8 . T o 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti deb nimaga aytiladi?
9. To’g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasi qanday ko'rinishda 

bo'ladi?
10.Umumiy tenglamadan burchak koeffitsiyentli tenglamaga qanday o'tiladi?
11 -To'g'ri chiziqning kesmalardagi tenglamasi qanday ko'rinishda bo' ladi?
12. Qanday to 'g 'ri chiziqlar uchun ularning kesmalardagi tenglamasi mavjud 

bo'ladi?
13.Umumiy tenglamadan kesmalardagi tenglamaga qanday o'tiladi?



14.T o 'g 'ri chiziqning normal tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
15.Umumiy tenglamadan normal tenglamaga qanday o'tiladi?
16.Qanday vektor berilgan to 'g 'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori deyiladi?
17.To‘g 'ri chiziqning boshlang'ich nuqtasi deb nimaga aytiladi?
18.To‘g 'ri chiziqning kanonik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
19.Umumiy tenglamadan kanonik tenglamaga qanday o'tiladi?
20 .T o 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
21 .Umumiy tenglamadan parametrik tenglamaga qanday o'tiladi?

Testlardan nam unalar

1. Analitik geometriyada chiziq nima asosida o'rganiladi?
A) tenglama; B) chizma; C) proyeksiya; D) ta’r i f ;
E) T o 'g 'ri javob yo'q.

2. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning umumiy Ax+By+OO tenglamasidagi A va 
В koeffitsiyentlar qanday shartni qanoatlantirishi kerak ?

A) A B>0; В) A+B=0; C) A-B<0 ; D) A2 +B2*0; E) A2 -B 2*0.

3. Tasdiqni yakunlang: Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning umumiy Ax+By+C=0 
tenglamasi bo'yicha tuzilgan w=(A,B) vektor bu to 'g 'r i chiziqqa —

A) parallel bo'ladi; B) tegishli b o 'lad i; C) perpendikular b o 'lad i;
D) perpendikular bo'lmaydi; E) og'ma b o 'lad i.

4. Tekislikdagi to 'g 'r i chiziqning umumiy 3x+5y+2=0 tenglamasi bo'yicha 
uning n =(A,B) normal vektorini toping.
A) n =(5,2); В) и =(3,5); С) n =(3,2); D) n =(2,5); E) n =(5,3).

5. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini 
ko'rsating.

A) y  = kx + b\ B) -  + -  = 1; С) Ax + By + С = 0; 
a b

D) x c o s a + y s i n a - p  = 0; E) _ У~Уо

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziq (n+2)x+(n+3)y+(2n- \)= 0  umumiy tenglam asi 
bilan berilgan. Quyidagilarni aniqlang:

a) to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini;
b) to 'g 'ri chiziqning kesmalardagi tenglamasini;
c) to 'g 'ri chiziqning normal tenglamasini;
d) to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasini;
e) to 'g 'ri chiziqni koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini;

§2 T O ‘GRI CHIZIQLARGA DOIR AYRIM MASALALAR

• To ‘g 'ri chiziqlarga doir masalalar.
To‘g ‘ri chiziq tenglamalarining iqtisodiy tatbiqlari

2 j T o 'g 'r i chiziqlarga doir m asalalar. Bu yerda biz to 'g 'ri chiziqlarga
. . ‘tl z uchrab turadigan ayrim masalalar va ularning yechimlari bilan tanishib 

doir

Chl4 MnasaIa: Berilgan Мо(*о,Уо) nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar tenglamasini

^ " y e c h is h :  Izlangan L to 'g 'ri chiziqlaming burchak koeffitsiyentli y=kx+b  
tenglam asidan  foydalanamiz. Berilgan М<,(х0,Уо) nuqta L to 'g 'r i chiziqda yotgani 
^hu n  uning koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiradi, ya'ni y 0=kx0+b tenglik 
o'rinli boiadi. Bu tenglikni oldingi tenglamadan hadma-had ayirib, masala 
iavobini quyidagi ko'rinishda topamiz:

у~у0=к(х-хй). (1)
Bunda burchak koeffitsiyenti к bir qiymatli aniqlanmaydi va uning qiymatini 
ixtiyoriy ravishda tanlash mumkin. Buning sababi shundan iboratki, berilgan 
M 0( W o )  nuqta orqali cheksiz ko'p to 'g 'ri chiziq o'tkazish mumkin. (1) berilgan 
nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar dastasi tenglamasi deyiladi. Masalan, Mo(5,-3) 
nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar dastasi tenglamasi

y+3=k(x-5) y=kx-{5k+3) 
ko'rinishda bo'ladi. Agar k= 2 desak, Mo(5-3 ) nuqtadan o'tuvchi aniq bir to 'g 'ri 
chiziq tenglamasi y=2x-13 hosil bo'ladi.

2-masala: Berilgan ikkita Mi(*i j 'i)  va M 2(xi,yi) nuqtalardan o'tuvchi to g‘ri 
chiziq tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasini topish 
uchun Mi(xi,yi) nuqtani boshlang'ich nuqta, ularni tutashtirishdan hosil bo'lgan 
a {xz~-tj, У2-У 1) vektomi esa yo'naltiruvchi vektor deb olish mumkin. Shu sababli 
izlangan to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasi

x - x t y - y , (2)
*2 ~ * . У г~ У  i

ko'rinishda bo'ladi.
Masalan, M!(2,l) va M2(-3,0) nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq 

tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

-■ 2 = —— - => -  (дс -  2) = —5(y - l ) = > x - 5 y  + 3 = 0 .
- 3 - 2  0 - 1
TA'RfF: L\ va £ 2 to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak deb ularning 

birinchisini soat miliga teskari yo'nalishda aylantirib ikkinchisi bilan astma-ust 
tushirish uchun kerak bo'ladigan burilish burchagiga aytiladi.

3-masala: Berilgan ikkita L, va L2 to 'g 'ri chiziqlar orasidagi ф burchakni 
toping.

Yechish: I  hoi. L, va L2 to 'g 'ri chiziqlar o'zlarining burchak koeffitsyentli



14.T o 'g 'ri chiziqning normal tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
15.Umumiy tenglamadan normal tenglamaga qanday o'tiladi?
16.Qanday vektor berilgan to 'g 'r i chiziqning yo'naltiruvchi vektori deyiladi?
17.To‘g‘ri chiziqning boshlang'ich nuqtasi deb nimaga aytiladi?
18.To'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
19.Umumiy tenglamadan kanonik tenglamaga qanday o'tiladi?
20 .T o 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
21 .Umumiy tenglamadan parametrik tenglamaga qanday o'tiladi?

Testlardan nam unalar

1. Analitik geometriyada chiziq nima asosida o'rganiladi?
A) tenglama; B) chizma; C) proyeksiya; D) ta’r i f ;
E) T o 'g 'ri javob yo'q.

2. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning umumiy Ax+By+C=0 tenglamasidagi A va 
В koeffitsiyentlar qanday shartni qanoatlantirishi kerak ?

A) A B>0; В) A+B=0; C) A-B<0 ; D) A2 +B2*0; E )A 2 -B 2*0.

3. Tasdiqni yakunlang: Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning umumiy Ax+Bv+C=0 
tenglamasi bo'yicha tuzilgan и=(А,В) vektor bu to 'g 'ri chiziqqa —

A) parallel bo'ladi; B) tegishli b o 'lad i; C) perpendikular b o 'lad i;
D) perpendikular bo'lmaydi; E) og'ma b o 'lad i.

4. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning umumiy 3x+5y+2=0 tenglamasi bo'yicha 
uning n =(A,B) normal vektorini toping.
A) n =(5,2); B) n =(3,5); C )w = (3,2); D)/»=(2,5); E) n =(5,3).

5. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini 
ko'rsating.

A) y  = kx + b; B) —+ —= 1; C) A r + B^ + C = 0; 
a b

D) x c o s a + y s m a - p  = 0 \ E)

M ustaq il ish tODshiriQlari

1. Tekislikdagi to 'g 'ri chiziq (и+2)х+(«+3)у+(2и-1 )=0 umumiy tenglam asi 
bilan berilgan. Quyidagilarni aniqlang:

a) to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tenglamasini;
b) to 'g 'ri chiziqning kesmalardagi tenglamasini;
c) to 'g 'ri chiziqning normal tenglamasini;
d) to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasini;
e) to 'g 'ri chiziqni koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini;

§2 T O ‘GRI CHIZIQLARGA DOIR AYR1M MASALALAR

.  To'g'ri chiziqlarga doir masalalar.
To ‘g ‘ri chiziq tenglamalarining iqtisodiy tatbiqlari.

2 1 To‘g‘ri chiziqlarga doir m asalalar. Bu yerda biz to 'g 'ri chiziqlarga
• . « ’гм uchrab turadigan ayrim masalalar va ulaming yechimlari bilan tanishib do IT tcZ-ic/.

Chiqm masala: nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziqlar tenglamasini

^ "Y ech ish : Izlangan L to 'g 'ri chiziqlaming burchak koeffitsiyentli y=kx+b  
tenglam asidan  foydalanamiz. Berilgan М 0(х0,Уо) nuqta L to 'g 'ri chiziqda yotgani 
uchun uning koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni y 0=kx0+b tenglik 
o 'rin li bo'ladi. Bu tenglikni oldingi tenglamadan hadma-had ayirib, masala 
javobini quyidagi ko'rinishda topamiz:

y-yo=k(x-xo). ( 1)
Bunda burchak koeffitsiyenti к bir qiymatli aniqlanmaydi va uning qiymatini 
ixtiyoriy ravishda tanlash mumkin. Buning sababi shundan iboratki, berilgan 
Mo(xoj'o) nuqta orqali cheksiz ko'p to 'g 'ri chiziq o'tkazish mumkin. (1) berilgan 
nuqtadan o'tuvchi to'g'ri chiziqlar dastasi tenglamasi deyiladi. Masalan, M0(5,-3) 
nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar dastasi tenglamasi

y+3=A(x-5) => y=kx-(5k+3) 
ko'rinishda bo'ladi. Agar k=2 desak, M0(5,-3) nuqtadan o'tuvchi aniq bir to 'g 'ri 
chiziq tenglamasi y= 2 x -\3  hosil bo'ladi.

2-masaia: Berilgan ikkita Mi(xi j>i) va M i f e ^ )  nuqtalardan o'tuvchi to g ri 
chiziq tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasini topish 
uchun Mi(jC],_yi) nuqtani boshlang'ich nuqta, ularni tutashtirishdan hosil bo'lgan 
a=(x2~ x i,yr~yi) vektomi esa yo'naltimvchi vektor deb olish mumkin. Shu sababli 
izlangan to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasi

(2)
Уг~У\

ko'rinishda bo'ladi.
Masalan, M((2 ,l) va M2(-3,0) nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq 

tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

: ^ ^  = ^ ^ - ( * - 2) = - 5 ( y - l ) = > * - 5 y  + 3  = 0 .

TA 'RIF: L\ va L2 to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak deb ulaming 
birinchisini soat miliga teskari yo'nalishda aylantirib ikkinchisi bilan astma-ust 
tushirish uchun kerak bo'ladigan burilish burchagiga aytiladi.

3-masala: Berilgan ikkita L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlar orasidagi (p burchakni 
toping.

Yechish: I hoi va i 2 to 'g 'ri chiziqlar o'zlarining burchak koeffitsyentli



tenglama lari y=k\x+h\ va y=k2x+b2 bilan berilgan bo'Isin. Bu to‘g‘ri chiziqlaming 
OX o‘qi bilan hosil qilgan burchaklarini mos ravishda a i va a 2 kabi belgilaymiz 
(23-rasmga qarang).

X

Chizmadan ko'rinadiki izlanayotgan burchak ф-схг—си bo'ladi va shu sababli uning 
tangensini quyidagicha topish mumkin:

lg(p = tg(a2-ax)=
1 + tga2 ■ lgax

Bunda tga\ =*i va tga2 =k2 ekanligini hisobga olib va cp^90° shartda izlangan 
burchak uchun

W -T^ T , <3)
formulaga ega bo‘ lamiz.

II hoi. L\ va L2 to‘g‘ri chiziqlar o'zlarining А ^+В ^н-С ^О  va 
Агх+Вгу+Сг^ umumiy tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin. Bu tenglamalardan L\ 
va L2 to 'g 'ri chiziqlaming «i=(Ab B,) va /i2=(A2, B2) normal vektorlarini topamiz. 
Unda izlangan ф burchak normal vektorlar orasidagi burchak bilan teng b o iad i va, 
vektorlar orasidagi burchak formulasiga asosan ,

A,A2 + B IB2 cos <p = - j= L J =— 1 (4)
т}А?+В? - J aI + b I

formula bilan topiladi.
Misol sifatida umumiy tenglamalari 5x->>+7=0 va 3x+2y-\=0  bo'lgan to 'g 'ri

chiziqlar orasidagi burchakni (4) formulaga asosan topamiz:
5 - 3 + (-1 ) - 2 13

cos (p = - -
\j52+(-\) 2 -л/з2 + 22 V 2 6 l 3  4 l'

4-masala: Berilgan ikkita L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlaming parallellik va 
perpendikularlik shartlarini toping.

Yechish: I hoi. L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlar o'zlarining burchak koeffitsiyentli 
tenglamalari y=k\x+b\ vay=k2x+b2 bilan berilgan bo'lsin.

Agar L\ va L2 to 'g 'r i  chiziqlar parallel bo 'lsa , у holda 
on =  a 2 => tg a i =  tg a 2 => kx = k2.

Aksincha, agar k\ = k2 bo 'lsa, u holda (3) form uladan fgip = 0 => cp = 0, 
ya’ni L\ va L2 to 'g 'r i  chiziq parallel bo 'ladi. Shunday qilib, burchak koeffitsiyentli 
tene lam ala ri bilan berilgan ikki to 'g 'r i  chiziqning parallel bo 'lish in ing  zaruriy va 
vetarli sharti

kx = k2 (5)
bo'ladi.

Agar L\ va L2 to 'g 'r i  chiziqlar perpendikular bo 'lsa , unda ф=90° bo 'ladi. 
Yuqoridagi (3) formuladan

1 +k7 k,I =----- ---- -ctgcp =

ekanligini ko'ramiz. ф=90° holda c/g(p=0 bo'ladi va shu sababli uning 
formulasidagi kasming surati nolga teng bo'Iishi kerak:

1+£i&2=0  => kik2= - 1. (6)
Aksincha, agar (6) shart bajarilsa, unda ctgq>=0 bo'ladi va ф=90° ekanligi 

kelib chiqadi.
Demak, (6) ikkita to 'g 'r i chiziqning perpendikularligining zaruriy va yetarli 

shartini ifodalaydi.
II hoi. L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlar o'zlarining Aix+Bjy+C^O va 

А2х+В2У+С2=0 umumiy tenglamalari bilan berilgan bo'lsin. Bu holda L\ va L2 
to 'g 'ri chiziqlar parallel yoki perpendikular bo'Iishi uchun ularning /i|=(Ai, Bi) va 
и2=(А2, B2) normal vektorlari mos ravishda kollinear yoki orthogonal bo'Iishi 
zarur va yetarlidir. Unda vektorlaming kollinearlik yoki ortogonallik shartlaridan 
foydalanib, masala javobini hosil etamiz:

AjA2 + B,B2 = 0 ,  (7)

<=>7 L = f L ■ (8)2 ° 2
Misol sifatida burchak koeffitsiyentli tenglamalari

,  с 1 ,y  = -  Зх + 5, y  = - x - 1

bilan berilgan to 'g 'ri chiziqlarni qaraymiz. Bu yerda Ai=-3 va Л2=1/3 bo'lgani 
uchun k\k2= -1 . Demak, (6 ) shart bajarilmoqda va shu sababli L\ va L2 o'zaro 
peфendikular joylashgan.

Masala: M0( -3 ,- l)  nuqta orqali o'tuvchi va umumiy tenglamasi 2x+y-3=0 
bo'lgan to 'g 'r i chiziqqa perpendikular to 'g 'r i chiziqning tenglamasi topilsin.

Yechish: Izlanayotgan to 'g 'ri chiziq M0( -3 ,- l)  nuqta orqali o'tadi va shu 
sababli (1) formulaga asosan uning tenglamasi у+ \=к2(х+Ъ) ko'rinishda bo'ladi. 
Bu tenglamadagi k2 burchak koeffitsiyentini (6) perpendikularlik shartidan 
topamiz. Berilgan to 'g 'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti k\=—M2 ekanligidan 
k2=~Mk\ -2  bo'Iishi kelib chiqadi. Unda izlanayotgan to 'g 'ri chiziqning tenglamasi 

y+l=A2(x+3) =>y+l=2(x+3) => y=2x+5
ekanligini topamiz.



5-masala: Berilgan M o ^ o )  nuqtadan berilgan L to‘g‘ri chiziq1 gacha bo‘lgan 
d  masofani toping.

Yechish: L to‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasi Ax+By+C=0 bilan berilgan 
bo'lsin. Berilgan М о (а д )  nuqta bu L to 'g 'ri chiziqda yotmaydi deb olamiz, 
chunki aks holda cM) bo'lishi ravshan. Mo(*0xyo) nuqtadan L to 'g 'ri chiziqqa 
o'tkazilgan perpendikular asosini deb belgilaymiz (24-rasmga qarang).

Berilgan L to 'g 'ri chiziqning n=(A,B) normal va uchi Mi, boshi esa Mo nuqtada 
joylashgan d=(xa- x h y (j -  у  1) vektorlarni qaraymiz. Bu vektorlar kollinear va 
ularning yo'nalishlari bir xil yoki qarama-qarshi bo'lishi mumkin.

Dastlab /i=(A,B) va d=(x<r-xu Уа~У\) vektorlar bir xil yo'nalgan holni ko'ramiz. 
Bu holda ular orasidagi burchak 9=0  bo'ladi. Unda n-d skalyar ko'paytmani ta’rifi 
va koordinatalardagi ifodasiga asosan ushbu tenglikni hosil etamiz:

n-d= |rt|-|</]-cos(p=|M|-|</l'COs0=|n|i</l=rf-V^ 2 + B2 = A(x0 - x ,) + B(yQ - y x). 
M i(xi^i) nuqta I  to 'g 'ri chiziqda yotganligi uchun

Axi+ Byi+C=0 => C= -{ Axi+ Byi) 
tenglik o'rinli bo'ladi. Shuning uchun

A(x<r-xi)+ B fy r -y ^  Ax0+ Byo-( Axff B>'i)= Ax0+ By0+C 
deb yozish mumkin. Unda yuqoridagi n-d skalyar ko'paytma ifodasidan

Ax0 + By0 + С

formulaga ega bo' lamiz.
Agar n=(A,B) va d=(X(r- ХиУо-У]) vektorlar qarama-qarshi yo'nalgan bo'lsa, 

ular orasidagi burchak cp= 180° va bu holda cos 9 =co sl80u — —1 bo'ladi. Yuqoridagi 
mulohazalami takrorlab, bu holda

j  ~(A x0 + В уо+С )

natijaga erishamiz. Bu ikkala holni birlashtirib

л1а 2 + В 2 
umumiy formulani hosil etamiz.

jzoh: Masala yechimidan kelib chidadiki. agar Ax0+ Bjyo+OO bo'lsa Motxo^o) 
nuqta umumiy tenglamasi Ax+By+C=0 bo'lgan L to 'g 'ri chiziqdan yuqorida va 
a k s in c h a . Ax0+ Byo+C<0 bo'lsa, L to 'g 'ri chiziqdan pastda joylashgan bo'ladi. 
Ax0+ Byo+C=0 holda esa M0(x0,>0) nuqta L to 'g 'ri chiziqda yotishi tushunarlidir.

Masala: M o(-3,-l) nuqtadan umumiy tenglamasi 4x+3_y-l=0 bo'lgan to 'g 'ri 
chiziqqacha bo'lgan D masofeni toping va ular o'zaro qanday joylashganini
aniqlang.

Yechish: (9) formulaga asosan
|4 • (-3 ) + 3 • (-1) -  4| |-19 | _ 3 g

J S ^ i 2 5 ’ •

Bunda
Ax0+ By0+C=4 • (-3 )+3 • (-1) - 4 — 19<0 

bo'lgani uchun M0( -3 ,- l)  nuqta L to 'g 'ri chiziqdan pastda joylashganligini 
ko'ramiz.

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, bu masala L to 'g 'ri chiziq normal tenglamasi 
x co sa  + ^ s in a  -  p  = 0 

bilan berilganda juda oddiy yechiladi, chunki bu holda (9) formulani (V bob,§l, (6) 
formulaga qarang)

d  = |x0 co sa + .y 0 s in c r- /? | (10)
ko'rinishda yozish mumkin. Demak, Мо(хо*уо) nuqtadan normal tenglamasi bilan 
berilgan to 'g 'r i chiziqqacha masofeni topish uchun bu nuqta koordinatalarini 
normal tenglamaga qo'yish va hosil bo'lgan sonni absolut qiymatini olish 
kifoyadir.

6-masala: Berilgan L\ va Li to 'g 'ri chiziqlaming Mo(xo,>'o) kesishish 
nuqtasini toping.

Yechish: Bu to 'g 'ri chiziqlaming
AiX+Bjv+Ci=0 (L\), Агх+Вту+С2=0 (Lj) 

umumiy tenglamalarini qaraymiz. Mo^oJ'o) kesishish nuqtasi ham L\ va ham Li 
to 'g 'ri chiziqlarga tegishli bo'lgani uchun uning koordinatalari yuqoridagi ikkala 
umumiy tenglamalami qanoatlantiradi. Demak, Mo(xovVo) kesishish nuqtasining 
koordinatalari ushbu chiziqli tenglamalar sistemasidan topiladi:

J  A\X + B\y + C\ = 0  _ Г  Axx + Bxy  = -C l 
\ a2x + B 2y +  C2 = 0  [A2x  + B2y  = - C 2 

Agar (11) sistemada

Л-2 $2
shart bajarilsa, u yagona (xoj'o) yechimga ega bo'ladi va L\ , L7 to 'g 'ri chiziqlar 
faqat bitta Mo(xo,^o) nuqtada kesishadi.

Agar (11) sistemada

\Ax0+By0 +C\



shart bajarilsa, u cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘!adi va L\, L2 to‘g‘ri chiziqlar ham 
cheksiz ko‘p nuqtalarda kesishadi, ya’ni ular ustma-ust tushadi.

Agar (11) sistemada
A  _  ^  Q  
A2

shart bajarilsa, u yechimga ega bo'lmaydi va L\ , L2 to‘g‘ri chiziqlar birorta ham 
nuqtada kesishmaydi, ya’ni ular parallel joylashgan bo'ladi.

Misol sifatida umumiy tenglamalari 2r+ y-l= 0  va x+2>>+l=0 bo'lgan to 'g 'ri 
chiziqlarning Mo(x0,.}'o)kesishish nuqtasini topamiz. Bu holda (11) sistema va 
uning yechimi quyidagicha bo'ladi:

Г 2x + >’ — 1 = 0 j  2x + у  = \ J  x = 1 
[x  + 2_y + l = 0 [x  + 2 .y = - l  [>' = -1  

Demak, bu to 'g 'ri chiziqlar M o(l,-l) nuqtada kesishadi.
7-masala: Koordinata boshidan o'tmaydigan L to 'g 'ri chiziq va OX, OY 

koordinata o'qlari bilan chegaralangan uchburchakning S yuzasini toping.
Yechish: Berilgan L to 'g 'ri chiziqning kesmalardagi (x/a)+(y/b)= 1 

tenglamasini qaraymiz (25-rasmga qarang).

Aj B2 C2

Chizmadan ko'rinadiki, izlanayotgan S yuza to 'g 'ri burchakli ДАОВ yuzasidan 
iborat. Bu uchburchakning katetlari uzunliklari L to 'g 'ri chiziqning kesmalardagi 
tenglamasidan |AO|=|o| va |BO|=|i| kabi topiladi. Demak, izlangan yuza

я Л \А С \ .  щ Л ц . щ М  (12)

formula bilan topiladi.
M asala: Umumiy tenglamasi 3x-8j/+24=0 bo'lgan to 'g 'r i chiziq va koordinata 

o'qlari bilan chegaralangan uchburchak yuzasini toping.
Yechish: Dastlab bu to 'g 'r i chiziqning kesmalardagi tenglamasini topamiz:

3 , - 8 , +  2 4 ^ ^ , ^
- 2 4  - 8  3

3x -  8jy + 24 = 0;

D e m a k . a= -* > , Ь=Ъ va (12) formulaga asosan

5  = h M  = 12kv .birlik.
2

2 2. T o 'g 'r i chiziq tenglam alarining iqtisodiy tatbiqlari. Iqtisodiy 
aravonlami o'rganishda to 'g 'ri chiziq tenglamalari keng qo'llaniladi. Masalan, 

i s h la b  chiqarilayotgan mahsulot hajmi у  va uning bir birligi narxi x orasidagi 
h o e 'la n i s h  eng sodda holda y=k\X+b\ chiziqli tenglama bilan ifodalanadi va u 
taklif funksiyasi deb ataladi. Bunda mahsulot narxi x ning o'sishi ishlab 
chiqaruvchini mahsulot hajmi у  ni oshirishga undaydi va shu sababli taklif 
fu n k s iyasida burchak koeffitsiyenti kx>0 bo'ladi. Shuningdek sotuvga chiqarilgan 
m a h s u lo t  bir birligining narxi x va uni sotilgan hajmi у  orasidagi bog'lanishni ham 
y^kzx+b-y ko'rinishda ifodalash mumkin va u talab funksiyasi deb ataladi. Bunda x 
narxni oshishi natijasida sotilgan mahsulot hajmi у  kamayadi va shu sababli talab 
funksiyasida burchak koeffitsiyent k2<0 bo'ladi. Talab va taklif o'zaro teng 
bo'ladigan narx qiymati x0 muvozanat narxi deyiladi va u ikkita to 'g 'r i chiziqni 
kesishish nuqtasi sifatida

\ y  = k\x + bx 
\ y  = k2x + b2

chiziqli tenglamalar sistemasidan topiladi.
To'g 'ri chiziq tenglamalarining iqtisodiy tatbig'iga doir yana bir masalani 

ko'ramiz.
8-masala: Mahsulotni ishlab chiqarish xarajatlari у  va mahsulot hajmi x o'zaro 

chiziqli bog'langan. Bu mahsulotni ishlab chiqarishning ikkita Ti va T2 texnologik 
jarayonlari mavjud bo'lib, ularda x va у  orasidagi bog'lanish mos ravishda 
y=k\x+b\ va у-кгх+Ьг chiziqli tenglamalar bilan ifodalanadi. Bunda k ,>  k2 , ammo 
b\< b2 ekanligi ma’lum. Mahsulot hajmiga qarab qaysi texnologik jarayonni qabul 
etganda xarajatlar kichik bo'lishini aniqlang.

Yechish: Dastlab mahsulot hajmi x qanday bo'lganda bu ikkala texnologik 
jarayon xarajatlari^ bir xil bo'lishini, ya’ni muvozanat nuqtasini topamiz;

£jX + Z>, = k 2x + b 2 =>(k\ - k 2)x = t>2 =>x =
k\ кп

Bu holda ikkala texnologik jarayonda ham mahsulot ishlab chiqarish xarajatlari 
quyidagi formula bilan aniqlanadi:

Уо =*i*o + b i =A2*o + b 2 = k \ ^ — r  + *i = k]t>1 klt>Xкл -  к~, k\ — ki
Bunda Л, > k2 bo'lgani uchun x>xo bo'lganda k\X+b\ >kix+b2 va aksincha, x<x0 
bo'lganda k\x+b\<k2x+b2 bo'ladi.

Demak. rejalashtirilayotgan mahsulot hajmi x>x0 bo'lsa, ishlab chiqarishga T2 
texnologik jarayonni, x<x0 bo'lganda esa Tj texnologik jarayonni qo'IIash 
xarajatlar nuqtai-nazaridan maqsadga muvofiqdir.

Masalan, T t uchun _y=l,8x+30 , T2 uchun y=l,6x+50 bo'lsin. Unda muvozanat 
nuqtasi



5 0 -3 0  , пл 1,8 • 50 -1 .6 -30  „ „
Xq = ---------- = 1 00 ,_v0 = - ----------- ------- = 2 1 0 .
0 1,8 - 1,6 1,8 - 1,6

Demak, mahsulot hajmi 100 birlikka teng bo'lganda ikkala texnologik
jarayondan ixtiyoriy birini tanlab olish mumkin va bunda xarajatlar 210 birlikni
tashkil etadi. Agar mahsulot hajmi 100 birlikdan kichik bo'lsa T2 , 100 birlikdan
katta bo'lsa T] texnologik jarayondan foydalanish ma’qul.

XULOSA
Tekislikdagi to 'g 'ri chiziqning turli tenglamalaridan foydalanib ikki to 'g 'ri 

chiziq orasidagi burchakni, ularning parallellik va perpendikularlik shartlarini, 
nuqtadan to 'g 'ri chiziqqacha masofani topish kabi geometrik masalalar osonlik 
bilan o 'z  yechimini topadi. T o 'g 'ri chiziq tenglamalarining iqtisodiy tatbig'iga 
misol sifatida talab va taklif funksiyalari chiziqli bo'lganda ularning muvozanat 
narxini topish masalasini ko'rsatish mumkin.

Tavanch iboralar

* T o 'g 'ri chiziqlar dastasi * Ikkita nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq * Ikki to 'g 'ri 
chiziq orasidagi burchak * Parallellik sharti * Perpendikularlik sharti * Nuqtadan 
to 'g 'ri chiziqqacha bo'lgan masofa * Ikki to 'g 'ri chiziqning kesishish nuqtasi
* Uchburchak yuzasi_______________________________________________________

T akrorlash  uchun savollar

1. T o 'g 'ri chiziqlar dastasi tenglamasi deb nimaga aytiladi ?
2. Berilgan ikkita nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasi qanday ko'rinishda 

bo 'ladi?
3. Ikki to 'g 'ri chiziq orasidagi burchak qanday aniqlanadi?
4. Ikki to 'g 'ri chiziq orasidagi burchak qanday topiladi?
5. T o 'g 'ri chiziqlaming perpendikularlik sharti nimadan iborat?
6. T o 'g 'ri chiziqlaming parallellik sharti nimadan iborat ?
7. Nuqtadan to 'g 'ri chiziqqacha bo'lgan masofa qanday topiladi?
8. Ikki to 'g 'ri chiziqning kesishish nuqtasi qanday aniqlanadi?
9. T o 'g 'ri chiziq va koordinata o'qlari bilan chegaralangan uchburchak yuzasini 

topish formulasini yozing.

Testlardan nam unalar

1. Qaysi tenglama Mfxoj'o) nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziqlar dastasini 
ifodalamaydi ?

A) y - y o  = к (x- xq); В) ^— ^ -  = k; C) —— —  = k ;
x ~ xo У -У о

D) A(x —дг0) + BCv-yo) = 0; E) y + y 0 = к (x+x0).

2 . Qaysi tenglama M (-3 ;l) va N(0;7) nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqni 
ifodalaydi?

A) y+  1 = 2 (x -3 ) ;  В) у  -  I = 2(x + 3); С) 2 x - y  + 7 = 0;
D) y  = 2x + 7', E) 4x -  2y + 14 = 0.

3. Ikki y=k,x+b, va y=k2x+b2 to 'g 'ri chiziqlar orasidagi a  burchak tangensi 
formulasini ko'rsating.

A) tga =

C) tga  =

к ,  -  к, к, +  * ,
----- L ; В) tg a = -± -----

1 + * ,*2 6  1 - * , * 2

~ ^2 r~\ l + * ,* 2—-— i - ;  D) t g a = —----- E) tea  =  —
\ + k,k2 6 1 — kxk2 5  k2 - k ,

4 . y=2x-3 \а у  = - 3 x +5 to 'g 'ri chizialar orasidagi burchakni toping.
A) 90°;’ B) 60°; C) 45°; D) 30°; E) 120°.

5. y=kix+bi \ау= кгх+Ьг to 'g 'ri chiziqlaming parallellik shartini ko'rsating.
A) *, • k2 = -1 ; B) *,+*2=0; C) *, • *2=1;
D) *i-*2=0 ; E) T o 'g 'ri javob keltirilmagan.

6 . 3x+a>H-5=0 va our+12>>-l=0 to 'g 'ri chiziqlar a  parametming qanday 
qiymatlarida parallel bo'ladi ?

A) ±3; B) ±4; C) ±5; D) ±6 ; E) ±7.
7. A|X+Bi_y+C,=0 va Агх+В^у-К^О to 'g 'ri chiziqlaming perpendikularlik 

shartini ko'rsating.
A) A1B1+A2B2H); B) A|A2+BiB2=0; C) AjBj—A2B2=0;
D) A,A2-B,b2=0; E) А ^ г + В ^ г + С ^ г ^ .

8 . O Y  o'qidan 3 birlik kesma ajratuvchi va O X  o'qi bilan 60° burchak tashkil 
qiluvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasini toping.

A) y  = kx + b ;  B) y  = ~ x  + 3; C ) y  = x -  3 ;

D)>> = - j= x  + 3; E) y  = -n/ З х  + 3 .
V3

M ustaail ish topshirialari

1- Uchburchakning uchlari A(n, я+ l), B(«-2 , n+3) va C(n+2, n~4) 
nuqtalarda joylashgan. Quyidagilami aniqlang:

a) uchburchak tomonlarining umumiy tenglamalarini;
b) A burchakning kosinusini;
c)  В uchdan o'tkazilgan mediana uzunligini;
Ф С uchdan tushirilgan balandlik uzunligini;
e) Balandliklaming kesishish nuqtasini;
f) Uchburchak yuzasini.



§3 . IKKIN CHI TARTIBLI CHIZIQLAR. AYLANA VA ELLIPS

• II tartibli tenglama va chiziqlar.
• Aylana va uning tenglamalari.
• Ellips va uning kanonik tenglamasi.
• Ellipsning xarakteristikalari.

3.1. II tartib li tenglam a va chiziqlar. Bu bobning boshida har qanday I 
tartibli Ax+By+C=0 tenglama tekislikda biror to‘g‘ri chiziqni aniqlashini va 
aksincha, tekislikdagi har qanday to‘g‘ri chiziq 1 tartibli tenglamaga ega bo‘lishini 
ko‘rib chiqqan edik.

Endi tekislikda II tartibli tenglamalarni qaraymiz. Bu tenglamalaming umumiy 
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

Ах2+2Влу+Су2+2Dx+2Ey+F=0 (1)
Bunda (1) tenglamadagi А, В, С koeffitsiyentlardan kamida bittasi noidan 

farqli, ya’ni A2+B2+C2̂ 0 shart bajarilishi kerak. Aks holda (1) tenglama I tartibli 
tenglamaga aylanadi.

1-TA’RIF: Tenglamasi (1) ko'rinishda bo'lgan tekislikdagi chiziqlar II  
tartibli chiziqlar deb ataladi.

Biz quyida bunday chiziqlarning turlari bilan tanishib chiqamiz. Hozircha esa 
( 1) tenglama har doim ham biror egri chiziqni ifodalashi shart emasligini misollar 
orqali ko'rsatamiz.

1-misol. (1) tenglamadan A =l, C— 1,B=D=E=F=0 holda hosil bo'ladigan II 
tartibli x2-^ 2̂  tenglama ikkita I tartibli у=±х tenglamalarga ajraladi va ikkita 
to 'g 'ri chiziqni ifodalaydi.

2-misol. A=C=F=1, D = -1, B=E=0 holda (1) tenglama
x2 +y2- 2x + l=0 => (x -l)2V =0 

ko'rinishga keladi va uni faqat bitta M(1,0) nuqta qanoatlantiradi.
3-misol. A=C=F=1, D=B=E=0 holda (1) tenglama x2 +y2+l=0 ko'rinishga 

keladi va uni birorta ham nuqta qanoatlantirmaydi, ya’ni bu tenglama bo'sh 
to'plamni ifodalaydi.

3.2. Aylana va uning tenglam alari. Bizga maktabdan tanish bo'lgan 
aylana ta’rifmi eslaymiz.

2-TA ’RIF: Berilgan M(a,6) nuqtadan bir xil R masofada joylashgan 
tekislikdagi nuqtalar to'plami (geometrik o 'm i) aylana deb ataladi. Bunda M(a,M 
nuqta aylananing markazi, R soni esa aylananing radiusi deyiladi.

Markazi M(a,b) nuqtada va radiusi R bo'lgan aylananing tenglamasi 
(x -  a)2 + ( y  — ft) 2 = R2 (2)

ko'rinishda bo'lishini oldin ko’rib o'tgan edik. (2 ) aylananing normal tenglamasi 
deb ataladi va undan aylana П tartibli egri chiziq ekanligi ko'rinadi. Agar aylana 
markazi 0 (0 ,0) koordinata boshida joylashgan bo'lsa, uning tenglamasi 

x 2 + y 2 = R 2
ko'rinishda bo'ladi va u aylananing kanonik tenglamasi deyiladi.

Endi umumiy holdagi II tartibli (1) tenglama qaysi shartda aylanani 
fodalashini aniqlaymiz. Qisqa ko'paytirish formulalardan foydalanib (2)

tenglamani / +y^ 2ax-2by+cr+b2~R2̂ 0 (3)
k o 'r in i s h g a  keltiramiz. Bu yerdan aylananing (3) tenglamasi (1) umumiy
tenglamadan

A=C=1, B=0, D=—2a, E=-2b; F=a2+ft2-R 2 
bo'lgan holda kelib chiqishini ko'ramiz..

Endi qanday holda (1) umumiy tenglama aylanani ifodalashini aniqlaymiz.
(3) tenglamadan ko'rinadiki birinchi navbatda B=0 va A=C bo'lishi kerak. Bu 
holda A2+B2+CV0 shartdan A=C j-0 ekanligi kelib chiqadi va (1) tenglama ushbu 

Ax2+A_y2+2 Dx+2Ey+ F=0 (4)
ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamani (2) ko'rinishga keltirish uchun uni A#0 soniga 
bo'lamiz va to'liq kvadratlarni ajratamiz:

Ax2 + Ay2 + 2 Dx + 2 Ey + F = 0: 2 2 D E F •x  + j> + 2 — x + 2 —ун—  = 0 => 
A A A

, D 2 , E. 2 AF — D — E „ 
=>(x + - )  + ( y  + ~ )  + --------J 2-------- = 0=>

/ \2 / l\ 2 D + E~ — AF ( x - a ) 2 + ( y - b ) 2 = ---------- r--------. (5)

Bunda a — D/A va b=—E/A belgilash kiritilgan. Bu yerda A=D2 +E2-A F  ishorasiga 
qarab uch hoi bo'lishi mumkin.

1 hoi: A<0. Bu holda (5) tenglama bo'sh to'plamni (mavhum aylanani) 
ifodalaydi, chunki uning chap tomoni doimo nomanfiydir.

П hoi: A=0. Bu holda (5) tenglama faqat bitta M(a,b) nuqtani (markazi shu 
nuqtada va radiusi R=0 bo'lgan aylanani) ifodalaydi.

Ill hoi: A>0. Bunda A=R2 deb belgilash mumkin va (5) tenglama (2) ko'rinishni 
oladi, ya’ni aylanani ifodalaydi.

Demak, (4) ko'rinishdagi II tartibli tenglamada D2+E2-AF=A>0 shart 
bajarilsa, u M(a,£) markazining koordinatalari a— D/A va b=—EJA, radiusi esa

D -Id 2 + e 2 - a fК —---------- :—:----------
И

bo'lgan aylanani ifodalaydi va (4) aylananing umumiy tenglamasi deb aytiladi. 
Masalan, x2+y2-2x+6y—] 5=0 tenglamani qaraymiz. Bu tenglamada 

A=C=1, D— 1, E=3, F— 15, D2+E-A F=l+9-(-15)=25>0.
Demak, bu tenglama markazi M (l, -3 )  va radiusi R=5 bo'lgan aylanani ifodalaydi. 
Haqiqatan ham

* + y 2-2x+6y-\ 5=0 => (x—1 )2 —1 +(y+3)2—9-15=0 => (x -l)2+(y+3)2=25=52.
3.3. Ellips va uning kanonik tenglamasi. Dastlab ellips ta’rifini keltiramiz. 

SrTA’RIF: Berilgan ikkita Fi va F2 nuqtalargacha masofalarining yig'indisi
0 zgarmas songa teng bo'lgan tekislikdagi nuqtalarining geometrik o'rni ellips deb 
ataladi. Bunda Fi va F2 nuqtalar ellipsning fokuslari deyiladi.



Ta’rif bo'yicha ellips tenglamasini keltirib chiqaramiz. Buning uchun F, va F2 
fokuslar orasidagi masofani 2c, ellipsning ixtiyoriy M(*,>>) nuqtasidan 
fokuslarigacha bo'lgan masofalar yig'indisini |MFi|+|MF2|=2a deb belgilaymiz. 
XOY Dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz. OX o'qini F, va F2 
fokuslar orqali, OY o'qini esa fokuslar o'rtasidan o'tkazamiz (26-rasmga qarang). 
Bunda Fi va F2 fokuslar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashadi va. 
belgilashimizga asosan |FiF2|=2c bo'lgani uchun, |OFj|=|OF2|=c bo ladi. Shu 
sababli bu fokuslar F,(-c,0) va F2(c,0) koordinatalarga ega bo'ladi.

Y 
M

О

1 26-rasm 2

Bu holda, ikki nuqta orasidagi masofa formulasiga asosan,____

|MFX| = j ( x  + c)2+ y 2 , \MF2\ = J ( x - c ) 2+ y 2 
va, ellips ta’rifiga asosan,

\MFX I + \MF2 \ = yj(x + c)2 + y 2 + J { x - c ) 2 + y 2 = 2 a .
Bu tenglikni quyidagicha soddalashtiramiz:

J (x  + c )2 + y 2 = 2  a - y j ( x - c ) 2 + y 2 =>

=> [-J(x + c )2 + y 2]2 = [2a -  -J (x -c )2 + y 2]2 =>

=> (x + c)2 + y 2 = 4 a 2 -  4 a j { x - c ) 2 + у 2 + (x  -  с )2 + y 2 =>

=> 4 a 2 -  4xc = 4 a -J (x -c )2 + y 2 => (a 2 -  xc)2 = [ a ^ ( x - c ) 2 +y~  ] '  =>

=> a 4 -  2a2xc + (xc)2 = a 2( x -  c)2 + a2y 2 =>

(a2 - c 2)x2 + a 2y 2 = a 2(a2 - c 2). (6)
Yuqoridagi chizmadagi FiMF2 uchburchakdan uchburchak tengsizligiga asosan 

|MFj|+|MF2|>|FiF2| => 2a>2c>0 => a2-  с2 >0 
Ekanligini ko'ramiz. Shu sababli cf-c2 = b2 deb belgilab olish mumkin. Bu 

belgilashda (6) tenglama b2x2+cTy2=a2b2 ko'rinishga keladi. Bu tenglamani a~b 
ifodaga bo'lib, ushbu tenglamaga kelamiz:

i (, , w - c > )
a b

(7)

4-TA ’RIF: (7) tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.

Ellips kanonik tenglamasini tahlil etib, uning xususiyatlarini aniqlaymiz.
✓ Kanonik (7) tenglamada ellipsga tegishli har bir M(jcj>) nuqtaning 

k o o rd in a ta la r i  kvadrati bilan qatnashmoqda. Shu sababli Mi(-jy>), M2(-jr, -y )  va 
^f3(x, _v) nuqtalaming koordinatalari ham (7) kanonik tenglamani qanoatlantiradi, 
ya’ni bu nuqtalar ham ellipsga tegishli bo'ladi. Bundan OX va OY koordinata
o-qiari ellips uchun simmetriya o'qlari bo'lishi kelib chiqadi.

•/ (7) tenglamaga x=0 yoki y=0  qiymatlarni qo'yib va bunda hosil 
b o 'la d ig a n  tenglamalami yechib, mos ravishda ellipsning OX yoki OY koordinata 
o'qlari bilan kesishish nuqtalarini topamiz:

2 2 
x = 0 = > ^ r = l= $ y 2 = b 2 => y = ±b', y  = 0=> —  = l= > x 2 = a 2 =>x = ±a. 

b a
Demak, ellips OX o'qini Ai(-o,0) va A2(a,0), OY o'qini esa Bi(0,-Z>) va B2(0,6) 
nuqtalarda kesib o'tadi. Bu nuqtalar ellipsning uchlari deyiladi. Ellips uchlari 
orasidagi AiA2=2a va B,B2=26 kesmalar mos ravishda ellipsning katta o'qi va 
kichik o'qi, OAi=OA2=a va OBi=OB2=& esa uning katta yarim  o'qi va kichik 
yarim o'qi deyiladi.

S  (7) kanonik tenglamadan ellipsga tegishli ixtiyoriy Mfa.y) nuqtaning 
koordinatalari

4  = l - 4 , I ^ 2 , a 2 
a  b 2

=  1 - - ^  1 => y 2 < b2 => |y| < b
V  a1

tengsizliklami qanoatlantirishini ko'ramiz. Demak, ellips OX o 'qi bo'yicha x=±a 
vertikal, OY o 'qi bo'yicha esay=±b  gorizontal to 'g 'ri chiziqlar orasida joylashgan 
chegaralangan egri chiziqdan iborat bo'ladi.

S  Koordinata o'qlari ellips uchun simmetriya o'qlari bo'lgani uchun uning 
grafigini faqat birinchi chorakda aniqlash kifoya. Bu yerda x>0 va >>0 bo'lgani

uchun (7) tenglamadan unga teng kuchli bo'lgan у  = —4 a 2 - x 2 tenglamaga
a

kelamiz. Bunda xe[0;a] bo'lib, x o'zgamvchining qiymati 0 dan a ga qarab oshib 
borganda, у  o'zgaruvchining qiymati b dan boshlab nolgacha kamayib boradi. Bu 
ma lumot asosida dastlab ellips grafigini I chorakdagi qismini chizamiz, so'ngra 
uni simmetriya asosida П, III va IV choraklarga davom ettirib, ellips grafigini 
quyidagi 27-rasmdagidek bo'lishini topamiz:



3.4. Ellipsning хаrakteristikalari. Endi ellipsning ayrim xususiyatlarini 
ifodalovchi tushunchalar bilan tanishamiz.

5-TA’RIF: Ellipsning fokuslari orasidagi 2c masofani uning katta o‘qi 
uzunligi 2a ga nisbati ellipsning ekssentrisiteti deb ataladi.

Ellipsning ekssentrisiteti s kabi belgilanadi va ta’rifga hamda (7) kanonik 
tenglamaga asosan

_ 2c _  _  = 
2a

(8)

Bu formuladan 0<s<l ekanligi kelib chiqadi. Agar e=0 bo'lsa, (8) 
formuladan a=b  ekanligini ko‘ramiz. Bu holda a=b=R  deb olsak, (7) kanonik 
tenglama x2+y2=RL ko‘rinishga keladi, ya’ni aylana tenglamasini ifodalaydi. 
Demak aylana ekssentrisiteti e=0 bo'lgan ellipsdan iborat, ya’ni ellipsning xususiy 
bir holi ekan. Shunday qilib ellipsning ekssentrisiteti e  qiymati bo'yicha uning 
shakli haqida xulosa chiqarish mumkin. Bunda e qiymati qanchalik nolga yaqin 
bo‘lsa, ellipsning shakli shunchalik “dumaloqroq” ; e qanchalik birga yaqin bo'lsa, 
ellipsning shakli shunchalik “cho'zinchoqroq” bo'ladi.

6-TA’RJF: Ellipsning ixtiyoriy M(x,y) nuqtasidan uning Fi va F2 
fokuslarigacha bo'lgan |MFi|=r, va |MF2|=r2 masofalar shu nuqtaning fokal 
radiuslari deyiladi.

Ellips ta’rifiga asosan r x+r2 =2a  bo'ladi. Ikki nuqta orasidagi masofa
formulasiga asosan __________

rx = \MFx\ = tJ(x + c ) 2 + y 2 , r2 =\MF2\ = f ( x - c ) 2 + y 2 .
Fokal radiuslaming bu ifodalarini kvadratga oshirib, so'ngra hosil bo'lgan 
ifodalami hadma-had ayirib hamda r x+r2 -2 a  ekanligini eslab , r t va r2 uchun 
ushbu tenglamalar sistemasiga kelamiz:

(V  ~ r 2  = 4 c c _ > j (n  + rl \ r\ ~ r2 ) = 4cx_^ | Г[ -  r2 = 
r, + r, = 2a 1 г\ + гг = 2 a

r, - r 2 = 2ex  
\ + r2 = 2a=>Л - a

r, •r r 2 - i u  (. 4 . . z -  — [rx+ r2 = 2 a

Bu tenglamalar sistemasini yechib, fokal radiuslar uchun quyidagi formulalami 
olamiz:

r\ = a + ex r2- a -ex  (9)
7-TA ’RIF: Tenglamasi x=± ale bo'lgan vertikal to 'g 'ri chiziqlar ellipsning 

direktrisalari deyiladi.
Ellipsning ixtiyoriy M(xj>) nuqtasidan uning x=-a/z va x=a/s  

direktrisalarigacha masofalami mos ravishda d\ va d2 deb belgilaymiz. Quyidagi 
chizmadan ko'rinadiki d\=(a/z)+x va d2=(a/e)-x. Bu tengliklar va (9) formulaga 
asosan quyidagi natijani olamiz:

= s , -f- = = — = e. (10)
d t d.

day qil’b ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan uning OY o'qiga nisbatan bir 
wnda joylashgan fokusi va direktrisasigacha bo'lgan masofalar nisbati 

t(*-.oarmas son bo'lib, doimo £ ekssentrisitetiga teng bo'ladi.
° ~ Ellips va uning xarakteristikalari quyidagi 28-rasmda ko'rsatilgan.

Misol: x2+4y2=4 tenglama ellipsni ifodalashini ko'rsating va uning barcha 
xarakteristikalarini toping.

Yechish: Dastlab berilgan tenglamani ikkala tomonini 4 soniga bo'lamiz:

Уx
■ +

4 1
Bu yerdan berilgan tenglama yarim o'qlari a=2 va b= 1 bo'lgan ellipsni 
ifodalashini ko'ramiz. Unda c2=a2- b 2 =3 bo'lgani uchun qaralayotgan ellipsning 
fokuslari F)(—Jb,0) va F2(V 3 ,0) nuqtalarda joylashganligini ko'ramiz. Bu 
natijalardan foydalanib, ellipsning ekssentrisiteti va direktrisalarini topamiz:

= с = л/3. = + £  = + ^ . I  = + ^ .
E a 2 ’ X ~ e  ~ 2 2 _ 4 

Ellipsga tegishli M(x,y) nuqtaning fokal radiuslari
-j3 7 з

r  = a + a c  = 2 + — x, r-,=a  + ex = 2-t----- x
1 2 2 

formulalar bilan topiladi.
XULOSA

Tekislikda I tartibli tenglamalar faqat va faqat to 'g 'ri chiziqlarni ifodalashini 
ko'rib o'tgan edik. Ammo tekislikda II tartibli tenglamalarga turli chiziqlar mos 
keladi va ular II tartibli chiziqlar deyiladi. Ulardan biri ellips bo'lib hisoblanadi. 
Ellipsning grafigini qisilgan aylana kabi tasavvur etish mumkin. Ellipsning o'ziga 
xos xususiyati shundan iboratki, uning ixtiyoriy nuqtasidan fokuslar deb ataluvchi 
ikkita nuqtalargacha bo'lgan masofalar yig'indisi o'zgarmas sondir. Ellipslar 
arnaliyotda ko'p uchraydi va keng qo'llaniladi. Masalan, planetalar Quyosh 
atrofida ellips bo'yicha aylanadi. Ellipsning xususiyatlari uning kanonik 
lenglamasi bo'yicha o'rganiladi. Bunda uning ekssentrisitet, direktrisa va fokal 
^diuslar kabi xarakteristikalaridan foydalaniladi. Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, 
^^ga maktabdan tanish bo'lgan aylana ellipsning xususiy bir holidir.



Tavanch iboralar

* Ikki o'zgaruvchili II tartibli tenglamalar * Tekislikdagi II tartibli chiziqlar
* Aylana * Aylana markazi * Aylana radiusi * Aylananing normal tenglamasi
* Aylananing kanonik tenglamasi * Aylananing umumiy tenglamasi * Ellips
* Ellipsning fokuslari * Ellipsning kanonik tenglamasi * Ellipsning uchlari
* Ellips o‘qlari * Fokal radiuslar * Ellips ekssentrisiteti * Ellips direktrisalari.

T akrorlash  uchun savollar

1. Ikkinchi darajali tenglamaning umumiy ko'rinishi qanday bo‘ ladi?
2. Aylana qanday ta'riflanadi?
3. Aylananing normal tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
4. Aylananing kanonik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
5. Aylananing umumiy tenglamasini yozing va u bo'yicha aylana markazi 

hamda radiusi qanday topilishini ko'rsating.
6 . Ellips qanday ta’riflanadi?
7. Ellipsning kanonik tenglamasini yozing va undagi parametrlar ma’nosini 

ko'rsating.
8 . Ellipsning ekssentrisiteti qanday aniqlanadi va u nimani ifodalaydi?
9. Ellipsning fokal radiuslari deb nimaga aytiladi va ular qanday topiladi?
10.Ellips direktrisalari deb nimaga aytiladi?

T estlardan nam unalar

1. Markazi M(a,b) nuqtada va radiusi R bo'lgan aylana tenglamasini 
ko'rsating.

A) (x+a) +(y+b) =R ; В) (х+6Г+(у+а) =R‘; C) (x -a r+ (y -6r=R-; 
D) (x -ft)2+(y-a)2=R2; E) (x -a f+ (y -b f= R \

2. Umumiy ko'rinishdagi П tartibli
Ax2+2Bxy+c/+2Dx+2Ey+F=0 

tenglama aylanani ifodalashi uchun В koeffitsient qanday shartni 
qanoatlantirishi kerak ?

A ) B > 0; В) B < 0; C ) B # 0 ; D ) B = 0; E ) B > 0 .

3. Aylananing umumiy tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?
A) Ax2+ A/+2Dx+2Ey+-F=0; B ) Ax2+ C j2+2Dx+2Ejh-F=0 ;

C ) Ax2+ C /+ 2 D x + 2 E y = 0 ; D ) Ax2+2Bxv + C /+ 2 D x + 2 E y + -F = 0 ;
E) Ax2+ A /+ F = 0 .

4. Umumiy tenglamasi x2+ y 2-4x+2y+\=0  bo'lgan aylananing radiusini toping-
A) 2; В) 3; C) 4; D) 5; E) 6 .

5 Umumiy tenglamasi х2+у2-6х-Лу-Ъ=0 bo'lgan aylananing М0(х0гУо) 
markazini toping.

a ) M o(-2-3); B)Mo(2,3); C )M 0( -3 -2 ) ;  D )M 0(3,2); E )M 0(-3,2).

6 II tartibli x2+ y 2-4x+2y+F=0 tenglama aylanani ifodalashi uchun ozod had F 
aanday shartni qanoatlantirishi kerak ?

A) F=5; B) F<5; C)F>5; D) F#5; E) |F|=5.

7 Ta'rifiii to'ldiring: Berilgan ikkita nuqtalargacha masofalar ... o’zgarmas 
son bo'lgan tekislikdagi nuqtalarning geometrik o 'm i ellips deyiladi.

A) ayirmasi; B) ko'paytmasi; C) yig'indisi;
D) bo'linmasi; E) kvadratlarining yig'indisi.

8 . Yarim o'qlari a  va b bo'lgan ellipsning kanonik tenglamasi qayerda to 'g 'ri 
ko'rsatilgan ?

A) a V  + b2y 2 = 1; В ) я У - Л У = 1 ;  C) ^ -  + ^  = 1;
a b2

d ) V p - = l ; E> ^ + t = l -a b a b

9. Yarim o'qlari cc= 5 va b=4 bo'lgan ellipsning fokuslari F(±C, 0) nuqtalarda 
joylashgan b o 'lsa , С qiymatini toping.

A) 5; B) 4; C) 3; D) 2; E) 1.

10.Ellipsning ekssentrisiteti e qanday shartni qanoatlantiradi ?
A) e>0; B) e < 0 ; C )e ^ 0 ; D)e=0; E) 0<e<l.

11 .Ekssentrisitetning qanday qiymatida ellips aylanaga o'tadi ?
A) e>0; B) e<0; C) e^O; D)e=0; E )e= I.

M ustaqil ish topshirialari

1. Ushbu II tartibli tenglama aylanani ifodalashini ko'rsating:

x 2 + y 2 + 2(n + l)x + 2(n -  l)y  -  2n = 0 

Bu aylananing normal tenglamasi, M(a,b) markazi va R radiusini toping.
x2 v22. Kanonik tenglamasi --------- - + ^— = 1 bo'lgan ellips uchun quyidagilarni

(n + 2)2 n
aniqlang:

a) ellips uchlarining koordinatalarini b) fokuslar koordinatalarini; 
c) fokuslar orasidagi masofani; d) direktrisa tenglamalarini; 

e) ekssentrisitet qiym atini; f)  fokal radiuslar tenglamalarini. 
ma’lumotlar asosida ellips va uning direktrisalarining grafigini chizing.



§4. GIPERBOLA VA PARABOLA.
II TARTIBLI UMUMIY TENGLAMANING TAHLILI

• Giperbola va uning kanonik tenglamasi.
• Giperholaning xarakteristikalarL
• Parabola, uning kanonik tenglamasi va xarakteristikalari.
•  Dekart koordinatalar sistemasini almashtirish.
• II tartibli tenglamalarning umumiy holdagi tahlilL

4.1. G iperbola va uning kanonik tenglamasi. Biz II tartibli chiziqlardan 
birini, ya’ni ellips va uning xususiy holi bo'lmish aylanani ko'rib chiqdik va 
ularning xossalarini o'rgandik. Bu yerda biz II tartibli chiziqlar bilan tanishishni 
davom ettirib, ulardan yana ikkitasini qaraymiz.

1-TA ’RIF: Tekislikdagi ikkita Fj va F2 nuqtalargacha masofalarining 
ayirmasining absolut qiymati o'zgarmas 2a soniga teng bo'lgan tekislikdagi 
nuqtalaming geometrik o‘rni giperbola deb ataladi. Bunda Fi va F2 nuqtalar 
fokuslar deyiladi.

Giperbola tenglamasini tuzish uchun fokuslar orasidagi masofani jF 1F2|=2c deb 
olamiz Dekart koordinatalar sistemasini xuddi ellips holida ko‘ri!gan singari 
olamiz (29-rasmga qarang). Unda fokuslar koordinatalar boshiga nisbatan 
simmetrik bo‘lib, ular koordinatalari orqali F((-c,0) va F2(c,0) ko'rinishda 
ifodalanadi. Giperboladagi ixtiyoriy bir M(x,_y) nuqtani olamiz.

' Y

F](-c,0) F2(c,0)
29-rasm

Giperbola ta’rifga asosan |MF2| -  |MFi|= ±2a  bo‘Iadi. Bu tenglikni koordinatalar 
orqali ifodalab va ellips tenglamasini keltirib chiqarish uchun qilingan 
soddalashtirishlami takrorlab, quyidagi tenglamani hosil etamiz:

( a' -  c V  + сггу г=а2(а2 -с 2).
Bu natija oldin ko'rilgan ellips tenglamasiga o'xshaydi, ammo bu yerda aL-c 1<0 
bo'ladi. Haqiqatan ham chizmadagi F1MF2 uchburchakdan u c h b u rc h a k  
tengsizligiga asosan

IJMF2I —|MF|| I < |F 1F2I => 2a<2c => a<c => a2—c2<0.
Shu sababli a2 — с = -  b2 deb belgilash mumkin va oxirgi tenglamani a2(a2 - c  ) 
songa bo'lib,

(1)

tenglamani hosil qilamiz.

2 TA ’RIF: (1) tenglama giperbolaning kanonik tenglumasi deyiladi. 
G ip e rh o la n in g " kanonik tenglamasini tahlil etish orqali uning xususiyatlarini

aniqlayn1l / Giperboianjng ( j j  kanonik tenglamasida 1  va у  koordinatalar juft 
aiada qatnashadi. Demak, М(х*у) giperbolada yotgan nuqta bo'lsa, unda ushbu 

~7Г_Х у) м Ч -х, -У) va M3(x, -y)  nuqtalar ham giperbolaga tegishli bo'ladi, ya’ni
• erbola OX va OY koordinata o'qlariga nisbatan simmetrikdir. 

gipe ... Giperbolaning OX va OY koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini

topamiz.

y=0 = 1 = > x W : ±a.

Bu yerdan giperbola OX o'qini ikkita A i(-a,0) va A2(a,0) nuqtalarda kesib 
o'tishini ko'ramiz. Bu nuqtalar giperbolaning uch lari , ular orasidagi |AiA2|=2a 
masofa giperbolaning haqiqiy o ‘qi deyiladi.

Agar x=0 desak, u holda (1) tenglamadan / =  -b  => y e 0  natijaga kelamiz. 
Bundan giperbola OY o'qi bilan kesishmasligi kelib chiqadi. Shu sababli (1) 
kanonik tenglama orqali aniqlanadigan B,(0,-6) va B2(0, b) nuqtalar giperbolaning 
mavhum uchlari, ular orasidagi |B,B2|=26 masofa esa giperbolaning mavhum o'qi 
deb ataladi. Mos ravishda a va b sonlariga giperbolaning yarim haqiqiy vayarim  
mavhum o'qlari deyiladi. Giperbolaning o'qlari kesishadigan nuqta uning 
markazi deb yuritiladi.

❖ Giperbolaning (1) kanonik tenglamasidan yana quyidagi natijalarni
olamiz:

*2 y2 _ i _ * 2= 1=>—  =1 + у 2- > 1=> |дг |> а= > хе(-оо ,-а]и [а,оо); 
a r

2 2 
i L _ 2L  = i 
„г .2 a b

2  2

■ ~  - 1  > 0 => Ы > 0 => у  e  ( - 00,00). 
b2 a

Bu yerdan giperbola x=—a va x=a tenglamali vertikal to 'g 'ri chiziqlardan mos 
ravishda chap va o 'ng tomonda joylashgan ikkita bo'lakdan iborat 
chegaralanmagan chiziq ekanligini ko'ramiz. Bu bo'laklar giperbolaning 
tarmoqlari deb ataladi.

*♦* Giperbola tenglamasini quyidagi ko'rinishda qaraymiz:

x2 y 2 y~ x 2 b l~~2 2  [7 a 2
- т - ± т = \= >?т = —  -1 = > у  = ±-л1х - a  = ± ~ x J l — 2 • 
a' b b a  a a \  x

Bu tenglamadan ikkita xulosa kelib chiqadi. Birinchidan, |x| o'zining eng kichik 
qiymati a dan boshlab cheksiz oshib borsa, unda [y| qiymatlari 0 dan boshlab 
cheksiz oshib boradi. Ikkinchidan, [x| oshib borgan sari

’2 ь- « 0 = > J l — y « l  = > y * ± - x .

Demak. [*| oshib borgan sari giperbolaning shoxlari tobora



У = ± - х  (2)
а

tenglamaga ega bo'lgan to 'g 'ri chiziqlarga yaqinlashib boradi. Bu to 'g 'ri chiziqlar 
giperbolaning asimptotalari deb ataladi.

Izoh: Asimptota tushunchasining aniq ta’rifi keyinchalik VIII bobning, §5, IV 
qismida beriladi.

Bu ma’lumotlar asosida giperbola shaklini dastlab koordinatalar tekisligining I 
choragida (x>0 , y>0 ), so'ngra esa uning simmetrikligidan foydalanib, qolgan 
choraklarda aniqlaymiz. Natijada giperbolani va uning ikkita asimptotasini 
ifodalovchi quyidagi 30-rasmni hosil etamiz:

4.2. Giperbolaning xarakteristikalari. Endi giperbolaning xususiyatlarini 
ifodalovchi ayrim xarakteristikalar bilan tanishamiz.

3-TA 'RIF: Giperbolani fokuslari orasidagi 2с masofani uning haqiqiy o ‘qi 
uzunligi 2a ga nisbati giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.

Giperbolaning ekssentrisiteti 8 kabi belgilanadi va uning ta’rifi hamda (1) 
kanonik tenglamaga asosan quyidagi formula bilan hisoblanadi:

(3)
2a a a V a 

Bu formuladan ko‘rinadiki, giperbolaning ekssentrisiteti s> l bo'ladi va uning 
tarmoqlarini shaklini aniqlashtiradi. Agar e  qiymati birga qanchalik yaqin bo'lsa, 
giperbolaning tarmoqlari OX o‘qiga qarab shunchalik siqiq, e  qiymati oshib 
borgan sari esa shunchalik yoyiq bo'ladi.

4-TA ’RIF: Giperbolaning M(x,j) nuqtasidan uning Fj va F2 fokuslarigacha 
bo‘lgan masofalar shu nuqtaning fokal radius lari deyiladi.

Bu fokal radiuslar r^lM Fil va r2=|MF2| kabi belgilanadi. Ellipsning fokal 
radiuslarini topish uchun bajarilgan ishlarni takrorlab, giperbolaning fokal 
radiuslari uchun ushbu formulalami hosil etamiz:

r  i= ±(a+£x), r2=±(a-ex) (4)

. „iperbolaning О koordinata boshidan o'ng tomonda joylashgan tarmog'i 
®un c},ap tomondagi tarmog'i uchun e s a ” ishorasi olinadi.
1,01 g-TAlRIF; Tenglam alari x=±ale bo 'lgan  ikkita l\ va l2 vertikal to 'g 'r i  
chiziqlar giperbolaning direktrisalari deb ataladi.
C G ip e rb o la d a  ektsentrisitet e>1 bo'lgani uchun a/z<a. Demak, giperbolaning 
d ire k tr is a la r i  uning О markaz bilan A, va A2 uchlari orasida joylashgan bo'ladi.

* TFOREMA: Giperboladagi ixtiyoriy M(xj*) nuqtaning ri va r2 fokal 
ra d iu s la r ining shu nuqtadan mos l\ va /2 direktrisalarigacha bo'lgan d1 va d2 
m a s o fa la rg a  nisbati o'zgarmas bo'lib. bu nisbat ektsentrisitetga teng bo'ladi, ya’ni

r, dx 
r2 d2

Teoremani isboti ellips uchun ko 'rilgan  usulda am alga oshiriladi va o 'quvchiga 
havola qilinadi.

Endi (1) kanonik tenglamada сг-b bo'lgan holni alohida ko'rib chiqamiz.Bu 
holda giperbola teng yonli deyiladi. Teng yonli giperbolaning asimptotalari q\±x 
tenglama bilan aniqlanib, koordinata burchaklarining> bissektrisalaridan iborat va 
o'zaro perpendikular bo'ladi. Bu asimptotalami OX* va OY* koordinata o'qlari 
sifatida olsak, unda bu yangi koordinatalar sistemasida giperbolaning tenglamasi 
bizga maktabdan tanish bo'lgan x*•/=* =>/= A /x’ ( # 0 )  ko'rinishga keladi. Bunda 
A>0 bo'lsa giperbola tarmoqlari koordinata tekisligining I va III choraklarida, k<0 
holda esa II va IV choraklarda joylashgan bo'ladi.

Iqtisodiy masalalami qarashda kasr -  chiziqli deb ataladigan va

_ .*** ^  о,bc  -  ad Ф 0) (5)
cx + d

ko'rinishda bo'lgan tenglama ko'p uchraydi. Masalan, iqtisodchi olim Tomkvist 
odamlaming daromadlari x va turli tovarlarga bo'lgan talablari у  orasidagi 
bog'lanishning matematik modelini kasr — chiziqli tenglama ko'rinishda qarash 
kerakligini asoslab bergan (VI bob, §3 ga qarang). Bu model x daromad oshib 
borishi bilan у  talab ham dastlab oshib borishi, ammo borgan sari bu o'sish 
sekinlashib, ma’lum bir chegaradan ortiq bo'la olmasligini akslantiradi.

Agar ko'rsatilgan kasr — chiziqli tenglamada yangi
. d  . a

x = x н— , у  - у  —  
с с

koordinatalarga o'tsak va k=(bc -  ad)lc2 belgilash kiritsak, unda (5) y=k!x  
ko'rinishga kelishini tekshirib ko'rish mumkin. Demak, (5) kasr -  chiziqli 
tenglama teng yonli giperbolani ifodalaydi. Bu teng yonli giperbolaning 
asimptotalari x =-dlc vertikal va y=a!c gorizontal to 'g 'ri chiziqlardan iborat, 
markazi esa M (-die, ale) nuqtada joylashgan bo'ladi.

Misol: Quyidagi kanonik tenglamasi bilan berilgan giperbolaning barcha 
xarakteristikalarini toping:



Bu giperbolaning abssissasi x=8 , ordinatasi y>0 bo'lgan M nuqtasining fokal 
radius larini aniqlang.

F<?chish: Berilgan tenglamani (1) kanonik tenglama bilan taqqoslab. 
giperbolaning haqiqiy va mavhum yarim o'qlari a=4, b=3 ekanligini ko'ramiz. Bu 
holda c2=c?+b2 =16+9=25 => c=5 bo‘ Igani uchun giperbolaning fokuslari F i(-5,0) 
va F2(5,0) nuqtalarda joylashganligini aniqlaymiz. Berilgan giperbolaning 
asimptotalari

b 3 
_y = ± - x  = ± - x  = ±0,75x, 

a  4
ekssentrisiteti 8 =c/a=5/4=l,25, direktrisalarining tenglamasi esa x=±a/z 
=±4/l,25=±3,2 bo‘ladi. Endi giperbolaning berilgan M(8,_y) nuqtasining fokal 
radiuslarini topamiz. Bu nuqta giperbolaning o ‘ng shoxida joylashgan va shu 
sababli (4) formulani “+” ishora bilan qaraymiz:

ri=a+&x=4+1,25-8=14, r2= -a+£x=^-4+1,25-8=6.
4.3. Parabola, uning kanonik tenglamasi va xarakteristikalari. Bizga 

parabola maktabdan ma’lum bo‘lib, u y=ax2+hx+c kvadratik funksiyaning grafigi 
singari qaralgan edi. Endi bu tushunchaga ma’lum bir xossaga ega II tartibli chiziq 
singari yondashamiz.

6-TA'RIF: Berilgan F nuqta va / to‘g‘ri chiziqqacha masofalari o'zaro teng 
bo'lgan tekislikdagi nuqtalarining geometrik o 'm i parabola deb aytiladi. Bunda F 
nuqta fokus, I to 'g 'ri chiziq esa direktrisa deyiladi.

Parabola tenglamasini topish uchun OX koordinata o'qini F fokusdan 
o'tuvchi va I direktrisaga perpendikular qilib, OY o'qini esa F va / o'rtasidan 
o'tkazamiz. Fokusdan direktrisagacha bo'lgan masofani |FD|=/?>0 deb belgilaymiz. 
Unda fokusning koordinatalari F(p/2,0), direktrisa tenglamasi esa x=—p!2 bo'ladi. 
Parabolaga tegishli ixtiyoriy М(х,у) nuqtani olamiz va uning / direktrisadagi 
proyeksiyasini С deb belgilaymiz (31-rasmga qarang).

Parabola ta’rifiga ko'ra |MC|=|MF|. Bu tenglikni koordinatalar orqali ifodalab va 
uni soddalashtirib, ushbu natijani olamiz:

+ y  = x  + ^
2

~\2

2
- vd +  —  +  V2 =X2 +xp + -— => y  = 2 px 

4 4
Demak. ko'rilayotgan parabola

У z=2px (6)

tenelama bilan ifodalanadi. _
7-TA ’RIF: (6 ) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi, p  (p>0) esa

xamgparametri deyiladi. . .
Parabolaning kanonik tenglam asini tahlil etamiz.

« yb>0, p>0 => x>0. Demak, parabola О koordinata boshidan o'ng tomonda

joylashgan un^  ^  koordinata boshi (6) tenglamani qanoatlantiradi va shu 
sababli parabolada yotadi. О nuqta parabolaning uchi deb ataladi.

■ (6) tenglamada у  kvadrati bilan qatnashgani uchun М(л\>-) parabolaga 
tegishli nuqta bo'lsa, unda N(x,->) nuqta (6) tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni 
рщ-abolaga tegishli bo'ladi. Bundan bizning parabola OX o'qiga nisbatan 
simmetrik ekanligi kelib chiqadi.

■ Agar (6 ) kanonik tenglamada x o'zining 0 qiymatidan boshlab o'sib 
borsa, unda (y| ham 0 qiymatdan boshlab o'sib boradi. Demak, parabola 
chegaralanmagan chiziq ekan.

■ Bu ma’lumotlar asosida dastlab parabola shaklini I chorakda (x>0, y>0) 
aniqlab, so'ngra OX o'qiga simmetrik tarzda davom ettiramiz. Natijada parabola 
quyidagi ko'rinishda ekanligini aniqlaymiz (32-rasmga qarang):

Parabolaning ixtiyoriy M nuqtasidan / direktirisagacha bo'lgan masofani 
IM C h t F fokusigacha bo'lgan masofani |MF|=r (fokal radius) deb belgilaymiz. 
*Jnda parabola ta’rifga Eisosan r =d=x+p/2 bo'ladi. Ellips va giperbolani



qaraganimizda ulaming ekssentrisiteti uchun e =r/d tenglik o'rinli b o 'lish in i 
ko'rgan edik. Bu tenglikni e ekssentrisitetning ta’rifi sifatida olsak, unda parabo la  
uchun e= //d=l bo'ladi.

Demak, e ekssentrisitet qiymatiga qarab II tartibli chiziqning ko'rinishini 
aniqlash mumkin ekan. Agar e=0 bo'lsa -  aylana , 0<e<1 bo'lsa -  ellips . e =1 
bo'lsa -  parabola va e>1 bo'lsa -  giperbolaga ega bo'lamiz.

Misol: OX o'qi parabolaning simmetriya o'qi bo'lib, uning uchi koordinatalar 
boshida yotadi. Parabola uchidan fokusigacha bo'lgan masofa 4 birlikka teng. 
Parabola va uning direktrisasi tenglamasini toping.

Yechish: Dastlab, masala shartiga asosan, parabolaning p  parametrini topamiz: 
|OF|=4 /7/2=4 => /7=8.

Unda, (5) formulaga asosan, parabola tenglamasini topamiz: 
y 2=2px => j/=2-8x=16x.

Bu yerdan direktrisa tenglamasi x ~ p /2  => jc =—4 ekanligini ko'ramiz.
Shuni ta’kidlab otish kerakki, y=ax2+bx+c (аф0) kvadrat uchhadning grafigi 

uchi koordinatalari
4 ac -  b2

*6 = - T ~ .  Уо 2a 4 a
bo'lgan Mo(*o ,^o) nuqtada, simmetriya o 'qi esa OY o'qiga parallel va x=-b/2a 
tenglamaga ega bo'lgan vertikal to 'g 'ri chiziqdan tashkil topgan paraboladan 
iboratdir. Agar a>0 bo'lsa, parabola yuqoriga, a<0 bo'lsa, pastga yo'nalgan 
bo'ladi.

Parabolaning iqtisodiy tatbig'iga doir bir misol keltiramiz. Ishlab chiqarilgan 
mahsulot hajmi x, uning bir birligining narxi P va ishlab chiqarish xarajatlari Z 
bo'lsa , bu ko'rsatkichlar P=ax+b (o<0) va Z=cx+d (c>0) ko'rinishda chiziqli 
bog'langan deb olish mumkin. Unda bu mahsulotni sotishdan olingan tushum T va 
foyda F bilan mahsulot hajmi x orasidagi bog' lanish

T=Px=ax2+bx , F = T -Z -  ax2+bx -  (cx+d)= ax2+(b -  c)x - d  
ko'rinishdagi kvadrat uchhadlar, ya’ni parabolalar orqali ifodalanadi.

4.4. D ekart koordinatalar sistemasini alm ashtirish. Ko'p hollarda berilgan 
masala yechimini soddalashtirish, chiziq tenglamasini ixcham va qulay ko'rinishda 
yozish uchun berilgan XOY Dekart koordinatalar sistemasidan boshqa bir X О Y 
Dekart koordinatalar sistemasiga o'tishga to 'g 'ri keladi. Bunda uch hoi bo'lishi 
mumkin.

I  hoi. Koordinatalar sistemasini parallel ko'chirish. Berilgan XOY 
koordinatalar sistemasining boshi 0 (0 ,0) biror O* (x0, yo) nuqtaga parallel 
ko'chiriladi. Bunda OX va OY o'qlaming yo'nalishi va holati o'zgarmay qoladi 
va shu sababli bu yangi hosil bo'lgan sistemani XO*Y kabi belgilaymiz (quyidagi 
33-rasmga qarang).

Bunda eski XOY sistemadagi x va у  koordinatalar bilan yangi XO Y 
sistemadagi x va у  koordinatalar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar bilan 
ifodalanadi:

x = X +Xq

у  = У*+Уо
A

Y

Уо

X = x - x 0 

У*=У~Уо  
Y

(7)

x0

33-rasm

II hoL Koordinatalar sistemasini burish. XOY koordinatalar sistemasining 
boshi 0(0,0) o 'z g a r t i r i lm a s d a n ,  OX va OY o'qlar bir xil a burchakka buriladi. 
Bunda hosil bo'ladigan yangi sistemani X*OY deb belgilaymiz (34-rasmga 
qarang).

Bunda eski XOY sistemadagi x va у  koordinatalar bilan yangi X OY sistemadagi 
x va у  koordinatalar orasidagi bog'lanish quyidagi formulalar bilan ifodalanadi. 

|.x = j:* co sa -> > * sin a  f x* = x c o s a +  _ysina ^

[3' = x* sin a  + y '  cos a  [.y* = —x sin a  + y co sa
III hoi. Koordinatalar sistemasini parallel ko'chirish va burish. Dastlab 

berilgan XOY koordinatalar sistemasining boshi 0(0,0) biror О (xo, yo) nuqtaga 
Parallel ko'chiriladi. So'ngra hosil bo'lgan XO*Y sistemaning o'qlarini bir xil a  
burchakka buramiz. Natijada yangi hosil bo'lgan sistemada ham koordinata boshi, 
ham o'qlar o'zgaradi (quyidagi 35-rasmga qarang) va shu sababli uni X O Y  kabi 
belgilaymiz.



Bunda eski XOY sistemadagi x va у  koordinatalar bilan yangi X*0*Y* 
sistemadagi x’ va у  koordinatalar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar bilan 
ifodalanadi:

J x = x  c o s a - .y  sma! +  x0 

[j> = x * sin a  + y * co sa  + y 0
x* = ( x - x 0)co sa  + (> '- y 0)s in a  

y ’ = - (x  -  x0 )sin a  + (y  -  y 0)co sa
• (9)

4.5. II tartibli tenglam alarning umumiy holdagi ta hi ili. Biz tekislikdagi 
П tartibli tenglama umumiy holda XOY Dekart koordinatalar sistemasida 

Ax2+2Bxy+Cy2+2Dx+2Ey+F=0 , A2+B2+C2# )  , (10) 
ko'rinishda bo'lishini ko'rgan edik. Ko'rsatish mumkinki, koordinatalar boshini 
0(0,0) nuqtadan boshqa biror nuqtaga parallel ko'chirish yoki OX, OY o'qlarini 
biror a  burchakka burish yoki parallel ko'chirish va burish orqali yangi (qulaylik 
uchun uni ham XOY deb belgilaymiz) koordinatalar sistemasiga o'tsak, (10) 
quyidagi tenglamalardan biriga keladi.

2 2 

1. ^ -  + ^  = 1. 
a2 b2 

2 2 

2 . ^  + ^  = -1  
a2 b2

Bu holda (10) tenglama ellipsni ifodalaydi;

Bu holda (10) tenglamani birorta ham nuqta

qanoatlantirmaydi, ya’ni u bo'sh to'plamni ( mavhum ellipsni) ifodalaydi;
2 2 X у

—=- + —=- = 0. Bu holda (10) tenglamani faqat 0(0,0) nuqta qanoatlantiradi va 
a b
u ikkita mavhum kesishuvchi to 'g 'ri chiziqlami ifodalaydi;

2 2X у  .
—2------Y = ®' bolda ( 10) tenglama kesishuvchi bir jufl у=±(Ыа)х to 'g ri
a b
chiziqlami ifodalaydi;

2  ' 2 x у
—т -  = 1. Bu holda (10) tenglama giperbolani ifodalaydi;
a b~

= a 2 =>x = ± a . Bu holda (10) tenglama bir juft vertikal to 'g 'ri

chiziqlami ifodalaydi;
a2

Bu holda (10) tenglamani birorta ham nuqta

q a n o a tla n ti rm a y d i,  ya’ni u bo'sh to'plamni ( bir juft mavhum vertikal to 'g 'ri 
chiziqlami) ifodalaydi;
* 2 = 0 = > *  = 0 . Bu holda (10) tenglama bir juft ustma-ust tushgan vertikal 
to’g'ri chiziqlami ifodalaydi;

H  .........
= b2 => у  = ± b . Bu holda (10) tenglama bir juft gorizontal to 'g 'ri

chiziqlami ifodalaydi;
2

l o Z - ; - l ^ / = 4 2. Bu holda (10) tenglamani birorta ham nuqta 
' b2
qanoatlantirmaydi, ya’ni u bo'sh to'plamni ( bir juft mavhum gorizontal 
to 'g 'ri chiziqlami) ifodalaydi;

11. y 1 = 0 = > ^  = 0. Bu holda (10) tenglama bir juft ustma-ust tushgan gorizontal 
to 'g 'ri chiziqlami ifodalaydi;

12. y 2 -  2px . Bu holda (10) tenglama parabolani ifodalaydi.
Umumiy (10) tenglamadagi bosh A,В va С koeffitsiyentlardan tuzilgan va 

xarakteristik determinant deb ataladigan ushbu II tartibli determinantni qaraymiz: 
A В

A =
В С

= AC -  B~

Agar (10) tenglamada A>0 bo'lsa, u elliptik turdagi tenglama deyiladi va 
yuqorida ko'rib o'tilgan 1-3 kanonik tenglamalardan biriga keltiriladi.

Agar (10) tenglamada A <0 bo'lsa, u giperbolik turdagi tenglama deyiladi 
va yuqorida ko'rib o'tilgan 4-5 kanonik tenglamalardan biriga keltiriladi.

Agar (10) tenglamada A =0 bo' Isa, u parabolik turdagi tenglama deyiladi va 
yuqorida ko'rib o'tilgan 6 -1 2  kanonik tenglamalardan biriga keltiriladi.

Xulosa qilib shuni aytish mumkinki, tekislikdagi II tartibli (10) umumiy 
tenglama bilan aniqlanadigan П tartibli egri chiziqlar faqat ellips (xususiy holda 
aylana), giperbola va paraboladan iborat ekan. Bu chiziqlar qadimgi yunon 
matematiklariga ma’lum bo'lib, konik kesimlar deb atalgan. Bunga sabab shuki, 
aylanma konusni turli tekisliklar bilan kesganda, kesimda aynan mana shu 
chiziqlar hosil bo'ladi.

Misol: Ushbu II tartibli tenglamalar bilan berilgan chiziqlar ko'rinishini 
aniqlang:

1) 36jr+36>r -  36x -  24у  -  23 =0; 2) 16х2+ 2 5 /  -  32x +50у -  359 =0.
Yechish: 1) Tenglamani quyidagi ko'rinishga keltiramiz:



36х + 36у 2 -  36х -  24у  -  23 = 0; • 36(х2 -  х) + 36(у2 -  -  у )  -  23 = О :

=> 36(х2 -  2 • —х + —) -  9 + 36(>"2 -  2 • + —) -  4 -  23 = 0=> 
2 4 3 9

^3 6 1  х - - + 3 , _ ! }  г 3 6 -о = >  х - 1 ■HJ-
1

. ( х * ) ? + ( / ) 2 = 12 .

Demak, bu tenglama markazi M (l/2, 1/3) nuqtada joylashgan va radiusi R=l 
bo'lgan aylanani ifodalaydi.

2) Bu tenglamani ham ko'rinishini o'zgartiramiz:
16x2 + 25 y2 -  32x + 50y — 359 = 0

■16(x2 - 2 x  + l ) - 1 6  + 25(_y2 + 2 ^  + 1 ) -2 5 - 3 5 9  = 0:

1 6 (x - l )2 + 2 5 ( j  + l) 2 = 400 ; • [x* = x - 1,

> 16{x*)2 + 25(y*)2 = 400;
16(x*)2 | 25Q>*)2 1:

400 400
Demak, bu tenglama markazi M(1,—1) nuqtada joylashgan va yarim o'qlari a=5, 

b=4 bo'lgan ellipsni ifodalaydi.
XULOSA

Giperbola II tartibli chiziqlardan biri bo'lib, fokuslar deb ataluvchi ikkita 
nuqtalargacha masofalar ayirmasining moduli o'zgarmas bo'lgan tekislikdagi 
nuqtalarning geometrik o 'm i kabi aniqlanadi. Giperbola grafigi, ellips grafigidan 
farqli ravishda, chegaralanmagan chiziq bo'lib, ikkita tarmoqdan iboratdir. П 
tartibli chiziqlar ichida faqat giperbola uchun asimptota mavjud. Giperbolaning 
iqtisodiy tatbig'iga misol sifatida aholining daromadi va turli tovarlarga talabi 
orasidagi bog'lanishni o'rganish masalasini ko'rsatish mumkin.

Parabola ham II tartibli chiziqdir. U direktrisa deb ataluvchi to 'g 'ri chiziq va 
fokus deb ataluvchi nuqtadan teng uzoqlikda joylashgan nuqtalardan tashkil topadi. 
Parabola grafigi ham chegaralanmagan egri chiziqdan iborat. Yerdan boshqa 
planetalarga uchirilgan kosmik raketalar trayektoriyasining bir qismi giperbola va 
parabola ko'rinishida bo'ladi. Parabolalar projektor, antennalar kabi texnik 
qurilmalarda o 'z  tatbig' ini topadi.

Tavanch iboralar

Giperbola * Fokus * Giperbolaning kanonik tenglamasi* Giperbolaning uchlari
* Giperbolaning o'qlari * Giperbolaning markazi * Asimptotalar * Ekssentrisitet
* Direktrisa * Fokal radius * Teng yonli giperbola * Kasr -  chiziqli tenglama * 
Tomkvist modeli * Parabola * Parabolaning kanonik tenglamasi *Parallel 
ko'chirish * Burish * Koordinatalar sistemasini almashtirish * Elliptik tenglama
* Parabolik tenglama * Giperbolik tenglama * Konik kesimlar.___________  .

T akrorlash uchun savollar

1 Giperbola qanday ta ’riflanadi?
2 Giperbolaning kanonik tenglam asi qanday ko 'rin ishda bo 'lad i?
3 Giperbola kanonik tenglam asidagi param etrlar nimani ifodalaydi?
4 Giperbola ekssentrisiteti deb nim aga aytiladi?
5 Giperbola ekssentrisiteti qanday qiym atlar qabul qila oladi?
6 G iperbolaning fokal radiuslari deb nim aga aytiladi?
7 Giperbolaning fokal radiuslari kanonik tenglam adan qanday topiladi?
8 . Giperbola direktrisalari qanday xossaga ega?
9. Giperbolaning asim ptotasi kanonik tenglam adan qanday topiladi?
10. Qachon giperbola teng yonli deyiladi?
11 Kasr -  chiziqli tenglama nima va u qanday chiziqni ifodalaydi?
12.Tomkvist modeli nima va u qanday tenglam a bilan ifodalanadi?
13.Parabola qanday ta’riflanadi?
H .Parabolaning kanonik tenglam asi qanday ko 'rin ishda bo 'ladi?
15.Parabolaning ekssentrisiteti nimaga teng?
16.Parabola kanonik tenglamasidan fokus va direktrisa qanday topiladi?
17. Paraboladagi nuqtaning fokal radiusi qanday hisoblanadi?
18. Koordinatalar sistemasini parallel ko'chirish mazmuni nimadan iborat?
19. Koordinatalar sistemasini burish deb nimaga aytiladi?
20. Koordinatalar sistemasini almashtirish nimani anglatadi?
21 .Ikkinchi tartibli tenglama qachon elliptik turda deyiladi?
22. Ikkinchi tartibli tenglama qachon giperbolik turda deyiladi?
23.Ikkinchi tartibli tenglama qachon parabolik turda deyiladi?

Testlardan nam unalar

1. Ta’rifhi to'ldiring: Berilgan ikkita nuqtalargacha masofalari ... o'zgarmas 
son bo'lgan tekislikdagi nuqtalarning geometrik o 'm i giperbola deyiladi.

A) ayirmasining moduli; B) ko'paytmasi; C) yig'indisi;
D) bo'linmasi; E) kvadratlarining yig'indisi.

2 . Yarim o'qlari a va b bo'lgan giperbolaning kanonik tenglamasi qayerda 
to 'g 'ri ko'rsatilgan ?

A) a2x2 + b2y 2=V, В) о У - б У  = 1; С) * £ + £ -  = 1;
a b

D) 4 - 4 = 1; E) * + J = i .
a b a b

,  X у “
2 — 2" = 1 giperbolaning asimptotalari tenglamasini ko'rsating. 

b



a b
A) y= ± a b x \  В) у  = ± — х; С) у  = ± - х ;

b а
D) y - ( a ± b ) x ;  Е) To'g 'ri javob keltirilmagan.

4. Agar x2-4 y 2=4 giperbolaga tegishli nuqtaning ordinatasi 0 ga teng bo'lsa,
uning abssissasini toping.

A) y=  1; В) x= l; C) x=2; D)x=±2; E) x=±l .

5. Quyidagi П tartibli tenglama qanday chiziqni ifodalaydi ?
1 6x2+25y2+32x-l 00j - 284=0 

A) aylana; B) ellips; C) giperbola; D) parabola; E) to 'g 'ri chiziq.

6 . Quyidagi II tartibli tenglama qanday chiziqni ifodalaydi ?
16x2-9 j 2-6 4 x-1  8 ^ 8 9 = 0  

A) aylana; B) ellips; C) giperbola; D) parabola; E) to 'g 'r i chiziq.

7. Parabolaning ekssentrisiteti e qanday shartni qanoatlantiradi ?
А) е>1; B) e< l; C )e * l;  D )e= l; E)0<e<I.

8 . Agar parabola y 2=8x tenglama bilan berilgan bo'lsa, uning direktrisasi 
tenglamasini toping.

A) x=— 8 ; В) x=8 ; C) x=4 ; D) x=2; E) x= - 2  .

9. П tartibli 16x2 -9 j 2-64 x- 1 8_y-89=0 tenglama qanday chiziqni ifodalaydi ? 
A) aylana; B) ellips; C) giperbola; D) parabola; E) to 'g 'ri chiziq.

10. II tartibli 2y2-x -\2 y+ \4 = 0  tenglama qanday chiziqni ifodalaydi ?
A) aylana; B) ellips; C) giperbola; D) parabola; E) to 'g 'r i chiziq.

Mustaqil ish topshiriqlari

„2 ..2
I. Kanonik tenglamasi -------— -  = 1 bo'lgan giperbola uchun

(w + 3)2 (n + 1)2
quyidagilami aniqlang:

a) giperbola uchlarining koordinatalarini b) fokuslar koordinatalarini;
c) fokuslar orasidagi masofani; cl) direktrisa tenglamalarini; 

e) ekssentrisitet qiym atini; j )  fokal radiuslar tenglamalarini;
g) asimptota tenglamalarini.
Bu ma’lumotlar asosida giperbola, uning asimptota va direktrisalarining 

grafigini chizing.
2. Kanonik tenglamasi y2=2(n+3)x bo'lgan parabola fo k u s in in g  

koordinatalari, direktrisa va fokal radius tenglamasi aniqlansin. Bu ma’lumotlar 
asosida parabolaning grafigini chizing.

V BO B. FAZODA ANALITIK GEOM ETRIYA

Dekart qadimgi matematiklar uchun butunlay 
notanish bo'lgan algebra va uning hisoblash 
usullarini geometriyaga kiritish orqali uni 
tubdan o'zgartirdi.

Krilov A.N.

§1. TEK ISLIK  VA UNING TENGLAMALARI

• Fazoda analitik geometriya predmeti va asosiy masalalarL
• Tekislik va uning umumiy tenglamasi
• Tekislikning kesmalardagi tenglamasi
• Tekislikning normal tenglamasi

1.1. Fazoda analitik geometriya predm eti va asosiy m asalalari. Fazoda 
Dekarl koordinatalar sistemasi kiritilgan bo'lsin. Bu holda undagi har bir M nuqta 
uning koordinatalari deb ataladigan (x,_y, z) sonlar uchligi bilan to'liq aniqlanishi 
va M(x, y, z) kabi yozilishi oldin (III bob, §2) aytib o'tilgan edi. Fazodagi sirt va 
chiziqlami M(x, z) nuqtalar to'plami kabi qarash mumkin. Fazoda biror S sirt va 

F \x ,y ,z)=  0 (*)
tenglama berilgan bo'lsin.

1-TA‘RIF: Agar (*) tenglamani faqat 5  sirtga tegishli M(x, y , z) nuqtalaming 
koordinatalari qanoatlantirsa, u bu sirtning tenglamasi deb ataladi.

Agarda М0(хц,>(ь2о) nuqta uchun F(x(hyo^o)=0 shart bajarilsa (tenglama 
qanoatiantirilsa), M0 nuqta shu tenglama bilan aniqlanadigan S sirtga tegishli, aks 
holda esa tegishli bo'lmaydi. Shunday qilib sirt o'zining tenglamasi bilan to'liq 
aniqlanadi. Ammo har qanday tenglama ham biror sirtni ifodalashi shart emas. 
Masalan, x2+ y*+z6=0 tenglamani faqat bitta 0(0,0,0) nuqta koordinatalari 
qanoatlantiradi va shu sababli bu tenglama sirtni ifodalamaydi. Shuningdek, 
x + j,2+z2+ 1=0 tenglamani fazodagi birorta ham nuqtaning koordinatalari 
qanoatlantirmaydi va u bo'sh to'plamni ifodalaydi.

Fazodagi chiziqlami tenglamalari Ft(x, y, z)-= 0 va F2(x, y, z)=0 bo'lgan Si va 
S2 sirtlaming kesishish chizig'i singari qarash mumkin. Bu holda chiziqdagi barcha

У, z) nuqtalaming koordinatalari
\F ,(x ,y ,z) = 0 
[F2(W ) = 0 

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.
2-TA‘RIF: Agar (**) tenglamalar sistemasini faqat fazodagi L chiziqning 

M(x, y t 2) nuqtalaming koordinatalari qanoatlantirsa, u bu chiziqning tenglamasi 
deb ataladi.

З^ТА ‘RIF: Fazodagi sirt va chiziqlami ularning tenglamalari orqali
0 rganuvchi matematik fan analitik geometriya deb ataladi.



Fazodagi analitik geometriyada asosan ikkita masala qaraladi:
1. Berilgan sirtn yoki chiziqning tenglamasini topish va uni analitik o‘rganish.
2. Berilgan tenglamaga mos keluvchi sirtn yoki chiziqni aniqlash.

M asala: Markazi M(a,b,c) nuqtada joylashgan R radiusli sfera tenglamasini 
toping.

Yechish: N(x,y,z) shu sferaga tegishli ixtiyoriy bir nuqta bo'lsin. Sfera |MN|=R 
shartni qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamidan (geometrik o'midan) iboratdir 
Unda ikki nuqta orasidagi masofa (1П bob,§2, (7)) formulasiga ko'ra sleraning 
ushbu tenglamasini hosil etamiz:

\MN\ = R => x — a)1 + (у  -  bУ + (z — c) 2 = R =>

( x - a f + ( у - Ь У + ( z - c ) 2 = R \
Masalan, markazi M(2,3,-1) va radiusi R=5 bo'lgan sfera tenglamasi 

(x-2)2 + (^-3 )2 +(z+l )2= 25 
tenglamaga ega bo'ladi. Bu yerdan N (5 ,7-1) nuqta shu sferaga tegishli ekanligi 
kelib chiqadi, chunki

(5—2)2 + (7-3)2 +(1-1)2= 25.
K(2,6,3) nuqta bu sferada yotmaydi, chunki uning koordinatalari sferaning 
tenglamasini qanoatlantirmaydi:

(2-2 )2 + (6-3)2 +(3—1 )2= 13*25.
Tenglamalari x1 + y 2 +(z+4)2= 20 va x2 + y 2 +z2=4 bo'lgan sferalaming 

kesishish chizig'i L
x 2 + у г + (z + 4) 2 =20 

x2 + y 2 + z 2 = 4
tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi. Bu sistemadagi tenglamalami ayirib, z=0 
ekanligini topamiz. Bu yerdan L chiziq XOY koordinata tekisligida joylashgan va 
tenglamasi x2 + y2 =4 bo'lgan aylanadan iborat ekanligini ko'ramiz.

1.2. Tekislik va uning umumiy tenglamasi. Tekislik geometriyaning 
boshlang'ich tushunchalariga kiradi va shu sababli ta’rifsiz qabul etiladi.

TEOREMA: 1) Fazodagi har qanday tekislikning tenglamasi uch 
o'zgaruvchili chiziqli tenglamadan iborat, ya’ni

Ar+By+Cz+D=0 (1)
ko'rinishda bo'ladi. Bunda A2+ B2 +C2/0  shart bajarilishi kerak.

2) Har qanday (1) chiziqli tenglama fazoda biror tekislikni aniqlaydi.
Isbot: 1) Faraz qilaylik fazoda qandaydir P tekislik berilgan bo'lsin. Bu 

tekislikka tegishli biror Mo(xo,yo,zo) nuqta va P tekislikka peфendikulaг jo y la s h g a n  
biror w=(A,B,C) vektor ma’lum bo'lsin. Berilgan P tekislikda yotuvchi ixtiyoriy 
M(xj>,z) nuqtani olib, boshi va uchi Mo va M nuqtalarda joylashgan o=(x~xo, У~У°> 
z-zo) vektomi qaraymiz. Bu vektor bilan n vektor o'zaro ortogonal bo'ladi va shu 
sababli ulaming skalyar ko'paytmasi nolga tengdir. Bu skalyar k o 'p a y t m a n i  

qaralayotgan vektorlarning koordinatalari orqali ifodalaymiz:
A (x-Xo)+B(y->'o)+C (z-zo)= 0 = >  A x + B j+ C z+ (-A xo-B y(r-C zo )= 0  => 

Ax+Bj+Cz+D=0, D= -(Ax0 +B j0+Cz0).

Demak haqiqatan ham tekislik tenglamasi (1) ko'rinishdagi chiziqli

'englani'Kte' teng|arnani qanoatlantiruvchi birorta M0(x0^o^o) nuqtani olamiz. 
Masalan agar A #) bo'lsa, Mo(-D/A,0,0) yoki, agar B^O bo'lsa, M0(0, -D/B,0) 

nki agar СФ0 bo'lsa, Mo(0,0, -D /C) deb olish mumkin.
Bu holda Ало +B>-o+Czo+D=0 tenglik o'rinli bo'ladi va uni (1) tenglamadan 

hadma-had ayirib A(x-x0)+B(^->'o)+C(z-zo)=0 tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglik
B .c )  va a=(x-x0, y~yo, z -z 0) vektorlarning ortogonalligini ifodalaydi. Bu 

”, artni qanoatlantiruvchi a vektorlarning uchlarini ifodalovchi М(х*у,г) nuqtalar 
to 'p la m i M0(x0lyo^o) nuqtadan o'tuvchi va л=(А,В,С) vektorga nisbatan 
perpend iku lyar joylashgan tekislikdan iborat bo'ladi. Demak, (1) tenglama 
haq iqatan  ham tekislikni ifodalar ekan. Teorema to'liq isbot bo'ldi.

i-TA‘RIF: (1) tenglama tekislikning umumiy tenglamasi deb ataladi. 
Berilgan P tekislikka perpendikulyar bo'lgan har qanday vektor bu tekislikning 
normal vektori yoki qisqacha normali deb ataladi.

Oldingi teoremani isbotlash jarayonidan (1) umumiy tenglamasi bilan berilgan 
tekislik uchun #i=(A,B,C) normal vektor bo'lishi kelib chiqadi. Bu natija kelgusida 
juda ko'p qo'llaniladi.

Endi P  tekislikning (1) umumiy tenglamasini ayrim xususiy hollarda
tahlil etamiz.

1. D=0 => Ax+B>H-Cz=0 => 0(0,0,0) eP , ya’ni P tekislik koordinatalar 
boshidan o'tadi.

2. A=0=> By+Cz+D=0 => w=(0,B,C)-LOX => P ||OX, ya’ni P tekislik OX 
o'qiga parallel bo'ladi.

3. B=0=> Ax+Cz+D=0 => /i= (A ,0 ,C )10Y  => P ||OY.
4. C=0=> Ax+By+D=0 => «=(A,B,0)_LOZ=> P ||OZ .
5. A -0 , D=0=> B>+Cz=0 => 0(0,0,0) eP, P ||OX => O X cP, ya’ni P 

tekislik OX o'qidan o'tadi.
6. B=0 , D=0=> Ax+Cz=0 => 0(0,0,0) eP, P ||OY => OYoP.
7. C=0, D=0=> Ax+B^=0 => 0(0,0,0) eP, P ||OZ => OZczP .
8. A=0, B=0=> Cz+D=0=> z=-D/C => P ||OX , P ||OY => P\\XOY, 

ya’ni P tekislik XOY tekisligiga parallel bo'ladi.
9. A=0, C=0=> By+D=0=> 7 =-D/B => P ||OX , P  ||OZ => P\\XOZ.

10. B=0, C=0=>Ajr+D=0=> x=—D/A =5- P ||OY , P ||OZ => />||YOZ.
11. A=0, B=0, D=0 => Cz=0 => z=0 => />=XOY .
•2- A=0, C=0, D=0=>By=0 =5 y=0 => P=XOZ .
»3. B=0, C=0, D=0=> Ax=0 => x=0 => P= YOZ .

1.3. Tekislikning kesm alardagi tenglamasi. Fazoda koordinatalar 
boshidan o'tmaydigan hamda OX, OY va OZ koordinata o'qlarini mos ravishda 
M|(a,0,0), М2(0Д 0) va M3(0 ,0 ,c) nuqtalarda kesib o'tuvchi P tekislik tenglamasini 
tuzamiz. Buning uchun tekislikning umumiy Ax+By+Cz+D =0 (D^0) 
tenglamasidan foydalanamiz. Bu yerdagi noma’lum A, В va С koeffitsientlami 
quyidagi mulchazalardan topamiz:

M,(a,0,0) e P  => Aa +D = 0 => A = -  D/a;



М2(ОДО) еР  => Bb +D = 0 => В = -  D /i;
М з(0 ,0 ,с ) е Р  => Сс +  D -О  => С = -D ie,

А,В va С koeffitsientlar uchun topilgan bu ifodalami umumiy tenglamaga qo‘yib 
va D^O ekanligini hisobga olib, ushbu natijani hosil etamiz:

Ax + By + Cz + D = 0 = > - —x - —y - — z + D = 0=>

= > -D (-  + -  + - - l )  = 0 = > -  + -  + - - l  = 0 = > -  + -  + -  = l. 
a b c  a b c  a b c

(2)
Demak, yuqorida berilgan ma’lumotlar asosida, tekislik tenglamasini (2) 

ko'rinishda yozish mumkin. Bunda |a|, |Z>| va |c| qaralayotgan P tekislikni OX, OY 
va OZ koordinata o'qlaridan ajratgan kesmalarini ifodalaydi va shu sababli 
quyidagi ta’rif kiritiladi.

4-TA‘RIF: (2) tenglama tekislikning kesmalardagi tenglamasi deyiladi.
Agar koordinata boshidan o'tmaydigan tekislik (1) umumiy tenglamasi bilan 

berilgan bo'lsa (A,B,C,D^0), uning kesmalardagi tenglamasiga o'tish quyidagicha 
amalga oshiriladi:

Ax + By + Cz + D = 0 = > -D \ —  + - ^ -  + —  -1  ) = 0=̂ >
\ - D  - D  - D  )

x у  z . D D D  =>--------- + — - —  + ----------= 1 => a  = ----- , b = ----- , c  = ----- .
- D / A  - D I B  - D / C  A B C

Demak, umumiy tenglamadan kesmalardagi tenglamaga o'tish uchun uni ozod 
hadining qarama-qarshisiga bo' lish kerak.

M asala: Umumiy 3x-Ay+z-5=0 tenglamasi bilan berilgan tekislikning 
kesmalardagi tenglamasini toping.

Yechish: Umumiy tenglamani —D=5 soniga bo'lib, (2) tenglamada

a - - — - -  b = - — = ~ -  c = - — = + -  = 5 
a ~ A ~ 3 ’ В 4 ’ C ~ С ~ 1 _

ekanligini topamiz. Bundan berilgan tekislikning kesmalardagi tenglamasi

5 /3  - 5 / 4  5
ekanligi kelib chiqadi.

1.4. Tekislikning norm al tenglamasi. Berilgan P tekislikka О koordinata 
boshidan o'tkazilgan perpendikulaming asosini N deb belgilaymiz. Bu 
perpendikular uzunligi |ON|=/? (ya’ni koordinata boshidan P  tekislikkacha bo'lgan 
masofa) va uning OX,OY,OZ koordinata o'qlari bilan mos ravishda hosil etgan a, 
P, у burchaklar ma’lum deb olamiz. Tekislikning ON perpendikularda joylashgan 
va О nuqtadan N nuqtaga qarab yo'nalgan normal birlik vektorini n deb 
belgilaymiz. Bunda uning koordinatalari n -(cosa, cosp, cosy) bo'ladi. P tekislikda 
yotuvchi ixtiyoriy M(xj>,z) nuqtani olsak, uning radius vektori OM=r=(x,y^) 
bo'ladi. Endi n r skalyar ko'paytmani ikki usulda hisoblaymiz. Agar bu vektorlar 
orasidagi burchakni <p deb olsak, unda skalyar ko'paytmaning ta’rifiga asosan 
(quyidagi 36-rasmga qarang)

/ir=|/*|-|rl-coscp=l-|r]-cosq)=|r|-(|ON|/|r|)=|ON|=

te n g l ik k a  ega bo'lamiz.

± 1
D2

M

Ikkinchi tomondan, skalyar ko'paytmaning koordinatalardagi ifodasiga asosan.
n-r = xcosa+j'cosp+zcosy 

tenglikni hosil etamiz. Bu yerdan ko'rinadiki P tekislikdagi har bir M ( x ^ )  
nuqtaning koordinatalari

xcosa+_y-cosp+zcosY=/? => .rcosa+jcosp+zcosy-^O (3) 
tenglamani qanoatlantiradi va aksincha, (3) tenglamani qanoatlantiruvchi har bir 
M(x,y^) nuqta P tekislikka tegishli bo'ladi.

S-TA'RIF: (3) tenglama tekislikning normal tenglamasi deyiladi.
Endi (1) umumiy tenglamasi bilan berilgan tekislikning normal tenglamasini 

topish masalasini ko'ramiz. Buning uchun dastlab quyidagi lemmani isbotlaymiz.
LEMMA: Agar ikkita A|j:+B^+C|Z+Di=0 va A 2x + B ^ C 2z+D2=0 tenglamalar 

bitta P  tekislikni ifodalasa, unda ularning mos koeffitsiyentlari va ozod hadlari 
proporsional b o 'lad i, ya’ni

A  = A = ^ L
B2 С2  

tengliklar o'rinli bo'ladi.
Isbot: Bu tenglamalardan //,=(Ai,BbCi) va n2=(A2,B2,C2) normal vektorlami 

hosil etamiz. Ularning ikkalasi ham P tekislikka perpendikular va shu sababli 
kollinear vektorlar bo'ladilar. Unda, vektorlaming kollinearlik shartiga asosan,

A\ _ B \ _ C \  _

A2 ^2
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bunda ц proporsionallik koefFitsiyentini ifodalaydi. Bu 
holda

Aj = fiAi, B\ = ЦВ2 , Cj = fJ-C2 
bo'lgani uchun, yuqoridagi tenglamalardan ikkinchisini ц soniga ko'paytirib va 
birinchisidan hadma-had ayirib

A - № 2  = 0 =>“ L = ̂
U2

ekanligini ko'ramiz. Bu nisbatni yuqoridagi nisbatlar bilan solishtirib, lemmadagi 
tasdiqni to 'g'riligiga ishonch hosil etamiz.

Bu lemmaga asosan P tekislikning (1) umumiy va (3) normal tenglamalaridan 
A = [ic o sa , В = цсо^Р, C = ^ cosy , D - ~ n p  

tengliklarga ega bo'lamiz. Bunda yo'naltiruvchi kosinuslar xossasidan foydalanib, 
Ц proporsionallik koeffitsiyentini topamiz:
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А2 + В2 + С 2 = ц 2 cos2 а  + /и2 cos2 Р + p.2 cos2 у  = 

= p 2(cos2 a  + cos2 Р + cos2 у) = р 2 -1 = /и2 =>р = ±

Tavanch iboralar

1

Bu yerdan

cos a  = ±

cosy = ±

yl A 2 + B 2 + C 2 
С

COS P  = ±

p = + -

л1а 2 + В 2 + C 2 ' 

В

4  a 1 + b 2 + c 2
D

\ I a 2 + в 2 + c 2 у1а 2 + b 2 + c 2 '
ekanligini topamiz. Bunda p normallashtiruvchi ко‘paytuvchi deb ataladi va 
uning ishorasi p = {-D/ p)>0 shartdan aniqlanib, D ozod had ishorasiga qarama- 
qarshi qilib olinadi.

Shunday qilib tekislikning (1) umumiy tenglamasidan (3) normal 
tenglamasiga o‘tish uchun uni

1M = ±
J a 2 + b z +  c z

soniga ko'paytirish kerak.
M asala: Tekislikning 2x-y+2z-5=0 umumiy tenglamasidan normal 

tenglamasiga o‘ting.
Yechish: Normallashtiruvchi p ko'paytuvchini topamiz va berilgan umumiy 

tenglamani unga ko'paytirib, normal tenglamani topamiz:
1 1 2 1 2 5 „/2= I........................... ; = -=> X -----У + - Z -----= 0 .

j 2 2 + { - \ ) 2 + 22 3 3 3 7  3 3
Bunda ozod had D— 5<0 bo'lgani uchun p ishorasi musbat qilib olindi va 

normal tenglamada
2 . 1  2 5cos a  = —, cos В = — , cosy = —, p  = -
3 3 3 3

bo'ladi.

XULOSA

Fazodagi analitik geometriya sirt va chiziqlami ularning tenglamalari orqali 
algebraik usullarda o'rganadi. Bunda asosan ikkita masala qaraladi:

1) berilgan tenglama fazoda qanday obyektni ifodalashini aniqlash;
2) berilgan geometrik obyekt tenglamasini topish.

Fazodagi eng sodda sirt bo'lmish tekislik I tartibli tenglama bilan ifodalanadi va 
aksincha, har qanday I tartibli tenglama fazoda biror sirtni aniqlaydi- 
Tekisliklaming xususiyatlarini ularning umumiy, kesmalardagi va normal 
tenglamalari yordamida o'rganish mumkin. Kerak bo'lganda bu tenglamalaming 
biridan ikkinchisiga o'tib bo'ladi.

VFa^odagTnuqta koordinatalari * Fazodagi geometrik obyekt tenglamasi
* F odagi analitik geometriya predmeti * Fazodagi analitik geometriyaning asosiy 

jaiari * Tekislikning umumiy tenglamasi * Tekislikning normal vektori 
-kliknina kesmalardagi tenglamasi * Tekislikning normal tenglamasi 

.  flprpnallashtjiuychi ko'paytuvchi__________________________________________

T akrorlash  uchun savollar

1 Tekislikning umumiy tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
2 Tekislikning normal vektori deb nimaga aytiladi?
3 Tekislikning umumiy tenglamasidan uning normal vektori qanday topiladi?
4 Tekislikning kesmalardagi tenglamasini yozing va undagi parametrlar 

ma’nosini ko'rsating.
5. Tekislikning umumiy tenglamasidan uning kesmalardagi tenglamasiga qanday 

o'tish mumkin?
6 . Tekislikning normal tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
7. Tekislikning normal tenglamasidagi parametrlar qanday ma’noga ega?
8. Tekislikning umumiy tenglamasidan normal tenglamasiga qanday o'tiladi?

T estlardan nam unalar

1. Tekislikning umumiy tenglamasini ko'rsating.
A) Ax+By+Cz+D=0; B) x/A+j/B+z/C+DH);

C) Ax+By-Cz=0; D) A/x+B/y+C/z+D=0; E) Ax+By +Cz=0.
2. 3x+4y+7z—81=0 tenglama bilan berilgan tekislik normalini aniqlang.

А) и =(3;4;-81); В) n =(3;-4;-81); С) я  =(4;7;—81);
D )n  = (-3 ;^ ;81 ); E) n =(3;4;7).

3. Tasdiqni yakunlang: Tekislikning umumiy Ax+B>’+Cz+D=0 (D^O) 
tenglamasidan kesmalardagi tenglamasiga o'tish uchun umumiy tenglama — 
bo 'linadi.

A) -A  koefiltsiyentga ; В )-B  koefTitsiyentga ; С) -C  koeffitsiyentga ; 
D) -D  ozod hadga ; E) ABC ko'paytmaga .

M ustaqil ish topshirialari
1. Ushbu II tartibli tenglama fazoda sferani ifodalashini ko'rsating: 

x 2 + y 2 + z -  2(n + l)x + 2(w -1 )^  -  4иг + 5n2 + 2  = 0.
Bu sferaning markazi M(a,b,c) va radiusi R aniqlansin.
2- Tekislik (n+l)x+(2w-l)y+(«+3)z-5=0 umumiy tenglamasi bilan berilgan. 
Quyidagilarni aniqlang:
a) tekislikning normal vektorini; b) tekislikning kesmalardagi tenglamasini;

c) tekislikning koordinata o'qlari bilan kesishish nuqtalarini;
<0 tekislikning normal tenglam asini.



Tekislikning ko‘rib o'tilgan tenglamalaridan foydalanib, unga doir juda 
ko‘p geometrik masalalaming yechimlarini algebraik usullarda oson topish 
mumkin. Bunga misol sifatida tekisliklarga doir bir qator masalalami ko‘rib 
chiqamiz.

1-masala: Berilgan M0(x0ly0^o) nuqtadan o'tuvchi barcha tekisliklar 
tenglamasini toping.

Yechish: Izlanayotgan tekisliklarning umumiy tenglamasi
Ax+B>+Cz+D =0

ko'rinishda bo'ladi. Masala shartiga asosan M 0(x0,>'0,z0) nuqta bu tekisliklarda 
yotadi va shuning uchun uning koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni 

Axo+Byo+Czo+D =0
tenglik o'rinli bo'ladi. Hosil bo'lgan bu tenglikni yuqoridagi umumiy 
tenglamadan ayirib,

A(x-x0)+B(y-V0)+C(z-z0) =0 ( 1)
tenglamaga ega bo'lamiz. Bu berilgan Mo(xovVo,zo) nuqtadan o'tuvchi tekisliklar 
tenglamasini ifodalaydi. Undagi A, В va С koeffitsiyentlarga turli qiymatlar berib, 
MoOoJ’o-Zo) nuqtadan o'tuvchi turli tekisliklarni hosil qilamiz.

Masalan, M o (3 ,-4 ,l)  nuqtadan o'tuvchi tekisliklar tenglamasi
A(x-3)+B(y+4)+C(z-l) =0 => Ax+By+Cz+(-3A+4B-C) =0 

ko'rinishda bo'ladi.
2-masala: Fazodagi bir to 'g 'ri chiziqda yotmagan uchta М ^ х ^ л ) ,  

М гО гг^л) va М3(х3,уз,гз) nuqtalardan o'tuvchi tekislik tenglamasini toping.
Yechish: Izlanayotgan tekislikka tegishli va yuqorida berilgan uchta 

nuqtalardan farqli bo'lgan ixtiyoriy bir M(x,y,zJ nuqtani olamiz. Bu nuqtalar orqali

M {M  = ( x - x u y - y u z - z ]) = r1, M XM 2 = (x2 - x 1,y 2 - y \ , z 2 - z , ) = F 2,

M ,M 3 = (x3 - x u y 3 - y l ,z 3 - z l) = r3

§2. TEKISLIKKA DOIR ASOSIY MASALALAR

vektorlarni hosil etamiz. Bu vektorlarning uchalasi ham biz izlayotgan tekislikda 
yotadi, ya’ni komplanar bo'ladi. Shu sababli, vektorlarning komplanarlik shartiga 
asosan, ularning aralash ko'paytmasi nolga teng bo'ladi. Bu aralash ko'paytmani 
vektorlarning koordinatalari orqali ifodalab,

* - * i  У ~ У \  z - z ,  
r]r2r3 = x2 - x 1 y 2 - y j  z2 - z , =  0 (2 )

* 3 ~ * i  У3 - У 1 Z3 - Z i  

tenglamani olamiz. (2 ) berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislikning teng lam asin i 
ifodalaydi.

Misol sifatida berilgan uchta M](l,2,3), M2(-1,0,0) va M3(3,0,l) n u q ta la rd a n  
o'tuvchi tekislik tenglamasini topamiz:

x - 1 y - 2
2 2

3

3
- 2  - 2

=  0 :

-4(z-3) -4(z-3)+4(y-2)+6(x-l)-0=>
2(X-1)+10(>—2) -8(z-3)=0 => (x-l)+5(>-2) -4 (z -3 )= 0 ^  x + 5>' -4z+l=0.

3-masala: Fazodagi ikkita />, va P2 tekislik orasidagi ikki yoqli a
burchakni toping.

Y echish: P\ va P2 tekislikliklammg
Aix + Bi^ + Ciz  + D| =0, A2x + B^v + C2z + D2 =0 

umumiy tenglamalariga murojaat etamiz. Bu tenglamalardan P 1 va P2 
tekislikliklarning я,=(А ь В,,С,) va я 2=(А2,В2,С2) normal vektorlarini olamiz. Bu 
holda P\ va P2 tekislikliklar orasidagi ikki yoqli a  burchak ulaming И|=(АьВьС,) 
va я 2=(А2,В2,С2) normal vektorlari orasidagi burchakka teng bo'ladi. Unda, 
fazo da si ikki vektor orasidagi burchak formulasiga asosan, ko'rilayotgan masala 
javobi

A2 + B\ B2 + С ,C2
cosa = (3)

v 4 2 +  B,2 +  c \  - J  a \  +  B \  +  c 2

formula bilan beriladi.
Masalan, umumiy tenglamalari x+2>H-2z+7=0 va 16x+12y-15z-l=0 bo'lgan 

tekisliklar orasidagi ikki yoqli a  burchakni topamiz:
c t r a _ ____1-16 + 2 -1 2 +  2 - ( - I 5) _  1° -  j_ -S /Y

~ Vl2 + 22 + 2 2 - i / l62 +122 + (-1 5 ) V 9 -л/625 15 15
4-masala: Fazodagi ikkita Px va P2 tekisliklarning parallellik va 

perpend ikularlik shartlarini aniqlang.
Yechish: Dastlab Pi va P2 tekislikliklarning

Aix + B ^  + Ciz + D] =0, A2x + B ^  + C2z + D2 =0 
umumiy tenglamalaridan nr=(Ai, Bi,Ci) va и2=(А2,В2,Ог) normal vektorlarini 
topamiz.

Agar yuqorida keltirilgan P\ va P2 tekisliklar perpendikular bo'lsa, u holda 
ulaming «i=(A |,BbCi) va я 2=(А2,В2,С2) normal vektorlari ham o'zaro ortogonal 
bo'ladi. Unda, fazodagi ikkita vektorning ortogonallik shartiga asosan,

Я1П2 =0 A)A2 + BjB2 + C-iC2 =0 (4)
natijani olamiz. Bu berilgan tekisliklarning perpendikularlik shartini ifodalaydi.

Xuddi shunday ravishda P\ va P2 tekisliklarning parallellik sharti ulaming 
normal vektorlarining kolleniarlik shartidan kelib chiqadi va

A ] _  B ^  _  C , (5)
- 'i. - i  i

ko'rinishda ifodalanadi.
Masalan, umumiy tenglamalari 6x+3j-2z+7=0 va x+2>+6z - l =0 bo'lgan P\ va 

Р2 tekisliklar uchun
A,A2 + B,B2 + С i C2=6 • 1 +3 -2+(—2) • 6=0 

bo'lgani uchun ular perpendikulardir.



4x+2y-4z+5-0  va 2x+y+2z-l=0  tenglamalar bilan berilgan P, va P2 tekisliklar 
esa paralleldir, chunki

A  = i  = 2 A = 2 = 2 Cl = z A  = 2 => A = A = £ l
Aj 2 B2  \ C2 — 2 A2  B2  C2

5-masala: Berilgan P0 tekislikka parallel va berilgan Mo^oJ'o^o) nuqtadan 
o'tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Berilgan Po tekislikning umumiy tenglamasi 
Aox + Bqy + Coz + Do =0 

bo'Isin. (1) natijaga asosan Mo(x0%y0^o) nuqtadan o'tuvchi ixtiyoriy P tekislik 
tenglamasi

A(x-x0)+B(y->'0)+C(z-z0) =0 
ko'rinishga ega bo'ladi. Bu tenglamadagi A,В va С koeffitsiyentlarni P0 va P 
tekisliklaming parallellik shartidan, ya’ni (5) nisbatlar tengligidan topiladi. Bunda 
^=Ao, B=B0 va C=C0 deb olsak, (5) nisbatlar birga teng bo'ladi va shu sababli 
izlanayotgan tekislik tenglamasi

Ao(x-Xo)+Bo(>l->,o)+Co(z-Zo) =0 (6)
;kanligini topamiz.

6-masala: Berilgan uchta Pu P2 va P:, tekisliklaming kesishish nuqtasini toping.
Yechish: Bu tekisliklaming kesishish nuqtasi M(x, у, z) ularning uchalasiga 

1am tegishli bo'lgani uchun, uning x, у  va z  koordinatalari P b P2 va P3 
ekisliklarning umumiy tenglamalarini bir paytni o'zida qanoatlantiradi. Demak, bu 
tuqta koordinatalari berilgan tekisliklaming umumiy tenglamalaridan hosil 
|ilingan ushbu sistemani yechish orqali topiladi:

A,x + Bty  + C,z = - D,

A2x +  B2y  + C2z  = - D 2 (7)
A3x + B3y  + C3z = -D 3 

Bunda uch hoi bo'Iishi mumkin.
I hoi. Sistema koeffitsiyentlari proporsional emas. Bu holda (7) sistema 

agona yechimga ega va P u P2 , P3 tekisliklar mana shu bitta nuqtada kesishadi.
H hoL Sistema koeffitsiyentlari к proporsionallik koeffitsiyenti bilan 

roporsional, ammo ozod hadlar nisbatlarining kamida bittasi bu k sonidan farqli. 
;u holda (7) sistema yechimga ega emas va Pu P2 , Ръ tekisliklar kesishmaydi, 
a'ni ular o 'zaro parallel bo'ladi.

I l l  hoi Sistema koeffitsiyentlari va ozod hadlari o'zaro proporsional. Bu 
olda (7) sistema cheksiz ko 'p  yechimga ega va P u Рг , Ръ tekisliklar cheksiz ko'p 
uqtalarda kesishadi, ya'ni ular ustma-ust joylashgan bo'ladi.

7-masala: Berilgan M0(x0, yo, z0) nuqtadan P  tekislikkacha bo'lgan d  
lasofani toping.

Yechish: P tekislik normal tenglamasi xcosa+j’cosp+zcosy-/)=0 orqali 
srilgan bo' isin. Bu holda izlangan d  masofa

d =I xocosa+vocosp+zo cosy-p  | (8)
brmula bilan hisoblanishini ko'rsatish mumkin.

Agar P tekislik umumiy tenglamasi Ax+B>+Cz+D=0 bilan berilgan bo'lsa, 
W undan p=±l/(A2+ B2+ C2) normallashtiruvchi ko'paytuvchi yordamida 

° rmal tenglamaga o'tamiz va so'ngra (9) formuladan foydalanamiz. Natijada
|Лх0 +Д у0 +Сг0 + Д|

t] a 2 + B 2 + C 2
formulani hosil etamiz.

Masalan, Mo(l,2,3) nuqtadan 2x-2y+z-3=0 umumiy tenglama bilan 
ifodalanuvchi tekislikkacha bo'lgan d  masofani topamiz:

|2 ■ 1 + (-2 ) • 2 + 1 • 3 + (~3)| _  2

V2 2 + ( - 2 )2 + l2 3 ’
g-masala: Koordinata boshidan o'tmaydigan P tekislik va koordinata

tekisliklari bilan chegaralangan uchburchakli piramidaning V hajmini toping.
Yechish: Berilgan P tekislikning ushbu

X у  z  ,-  + — + -  = 1 
a b c

kesmalardagi tenglamasiga murojaat etamiz. Unda P  tekislik va koordinata 
tekisliklari qirralari |OA|=|a|, |OB|=|£| va |OC|=|c| o'zaro peфendikular bo'lgan 
piramidani hosil etadi(37-rasmga qarang).

Bu yerdan, piramidaning hajmi formulasiga asosan, masala javob ini quyidagi 
ko'rinishda ekanligini aniqlaymiz:

V = \  ■ \OC\ ■ • \OA\ • \OB\ = I |c | • i  ■ И  • М Л \а Ь с \. (10)

Ю-masala: Berilgan M0(x0, yo, z0) nuqtadan o'tuvchi va ai=(xi, y h z  1), 
a2-(jf2, y 2, z2) vektorlarga parallel bo'lgan P tekislik tenglamasini aniqlang.

Yechish: ( 1) formulaga asosan berilgan Мо(дг0, y 0, z0) nuqtadan o'tuvchi 
tekisliklar tenglamani

A (x -x 0)+B (y->’o)+C(z-Zo) =0 (11)



boMishidan foydalanamiz. Bunda noma’lum n=(A,B,C) normal vektor sifatida 
berilgan vektorlaming а ,ха2 vektorial ko'paytmasini olish mumkin. Agar ( 12) 
tenglama bo'yicha r= (x-xo, y -y 0, z -z0) o'zgaruvchi vektomi tuzsak, unda bu 
tenglamani n r^ ia^ a 2 ) r = aia2r =0  ko'rinishda aralash ko'paytma orqali ifodalash 
mumkin. Bu yerdan, aralash ko'paytmani koordinatalardagi ifodasidan (III bob, §4 ,
(3) formula) foydalanib, masala javobini quyidagi ko'rinishda topamiz:

x~x0 y - y 0 z~ z0
У\
Уг z 2

= 0 ( 12)

Bu natijalardan kelgusida foydalanamiz.
XULOSA

Tekisliklar tenglamalaridan foydalanib, ular uchun bir qator masalalarni 
vektorlar algebrasidan foydalanib algebraik usulda yechish mumkin. Jumladan 
uchta nuqtadan o'tuvchi tekislikni topish, ikkita tekislik orasidagi burchakni 
aniqlash, nuqtadan tekislikkacha bo'lgan masofani hisoblash, ma'lum bir 
xususiyatga ega bo'lgan tekislik tenglamasini keltirib chiqarish kabi masalalarni 
qarash mumkin.

Tayanch iboralar

Berilgan nuqtadan o'tuvchi tekisliklar * Berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik
* Ikki tekislik orasidagi burchak * parallellik sharti * perpendikularlik sharti

* Nuqtadan tekislikkacha bo'lgan masofa * Uchta tekislikning kesishish nuqtasi

T akrorlash  uchun savollar

1. Berilgan nuqtadan o'tuvchi tekisliklar tenglamasini yozing.
2. Berilgan uchta nuqtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi qanday topiladi?
3. Ikki tekislik orasidagi burchak qanday topiladi?
4. Ikki tekislikning perpendikularlik sharti nimadan iborat?
5. Ikki tekislikning parallellik sharti nimadan iborat?
6 . Uchta tekislikning kesishish nuqtasi qanday topiladi?
7. Nuqtadan tekislikkacha bo'lgan masofa qanday topiladi?
8 . Berilgan tekislik va koordinata tekisliklari bilan chegaralangan piramida 

hajmini hisoblash formulasini yozing.

T estlardan nam unalar

1. Berilgan М о ^ о л )  nuqtadan o'tuvchi va л=(А,В,С) 
perpendikular tekislik tenglamasini ko'rsating.

A) — —— + — ——  + ——— = 0 ; B) Ax0 + By0 + Cz0 = 0; 
* - * o  У~Уо z ~ z o

vektorga

D) Xq + Уо + z% = A 2 + B2 + C 2m,x -x „  y - y o . z ~ I l  ;
C) —A—  в C
E) A(.x-x0)+B(y->'o)+C(^o)=0.

2 зх+4у_2л/б2+14=0 tekislikdan koordinata boshigacha bo'lgan masofani 

toping-
A) 14; B) 7; C) 2; D) 1; E)0.

3 Ushbu 4x+3y-5z-8=0 va 4x+3y-5z-12=0 parallel tekisliklar orasidagi 
masofani toping.

1 О /9
A )4 ; B )20 ; C ) D )  —  ; Е )2 ^ 2 .

4 x+ y - z - 1=0 va 2x -2y - 2z+ 1 =0 tekisliklar orasidagi burchak kosinusini 
toping.

A) 0; B) 1; C) 1/2; D) 1/3; E) 1/4.

5 x+v—18=0 va >>+z-72=0 tenglamalar bilan berilgan tekisliklar orasidagi 
burchak topilsin.

A) 30°; B) arccos — ; C) a r c c o s ^ ;  D) arctg E) 60°.
4 5 4

6 . A]jt+B|V+CiZ+Di =0 va A2x+Bj>-+C2Z+D2=0 tekisliklaming parallellik sharti 
qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan ?

A) A  =  A  = ^ L ;
a 2 b 2 d 2

D) J?L = ^ L  = ^ L ;
B, Cn D ,

B) A  = ^ L  =  ^ L ;
a 2 c 2 d 2 

£) ^
A, В, C , D, '

Г ч A  _ .
a 2 b 2 c 2 ’

7. fcc-2y+5z+10=0 va 6x- ( 1+*:)>-+10z-2=0 tekisliklar k parametrning qanday 
qiymatida parallel bo'ladi ?

A) 3; B) -  3; C )2; D )-2 ; E) 0.

M ustaoil ish topshiriolari

I. ABCD tetraedming uchlari
A(n, n+2, n -4), B(w+2, л- l ,  w+l), C(2n, n, 2 n -l), D(2«+3, 2n, ri) 

nuqtalarda joylashgan. Bu tetraedr uchun quyidagilami aniqlang:
a) ABC tomonining umumiy tenglamasini;
b) ABD tomonining normal tenglamasini;
c) ABC va ABD tomonlari orasidagi burchakni;
d) D uchidan tushirilgan balandligining uzunligini;
e) D uchidan o'tuvchi va ABC tomoniga parallel tekislik tenglamasini.



• Fazodagi to ‘g  ‘ri chiziqning kanonik tenglamasi.
• Fazodagi to'g'ri chiziqning parametrik tenglamasi
• Fazodagi to ‘g  ‘ri chiziqning umumiy tenglamasi

3.1. Fazodagi to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi. Fazodagi L to 'g 'ri 
chiziq tenglamasini topish uchun unga parallel bo'lgan biror a =(m, n, p) vektor 
shu to 'g 'ri chiziqda yotuvchi biror M0(-t0>yo,z0) nuqta ma’lum deb olamiz. Bunda a 
berilgan L to 'g 'ri chiziqning yo  ‘naltiruvchi vektori, Mo esa boshlang‘ich nuqtasi 
deyiladi.

M(x, y, z) berilgan L to‘g‘ri chiziqning ixtiyoriy bir nuqtasi bo'Isin. Bu va 
M0 nuqtalami tutashtirib,

r= M 0M = ( x - x 0, y - y 0, z - z 0) 
vektorni hosil qilamiz (38-rasmga qarang).

§3. FAZODAGI T O ‘GRI C H IZIQ  TENGLAMALARI

Agar M(x,_y, z) nuqta berilgan L to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘lsa va faqat shu 
holda r bilan a yo'naltiruvchi vektor kollinear bo'ladi. Bundan va vektorlaming 
kollinearlik shartidan (П1 bob, §3, (6) formulaga qarang) foydalanib, L to 'g 'ri 
chiziqni ifodalovchi

* - * o  _ У~Уъ _ z ~ zo (1)
m n p

tenglamaga ega bo'lamiz.
1-TA’RIF: (1) fazodagi to 'g 'r i chiziqning kanonik tenglamasi deyiladi.

To 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasidagi kasrlaming maxrajlaridagi m.n va p  
sonlari yo'naltiruvchi a vektoming koordinatalari, suratlardagi дзд/0 va z0 sonlari 
esa boshlang'ich M0 nuqtaning koordinatalari ekanligini ta’kidlab o'tamiz.

Izoh. Agar a =(m, n, p) yo'naltiruvchi vektoming biror koordinatasi 0 bo'lsa, 
(1) kanonik tenglamadagi tegishli kasming surati ham 0 deb olinadi. Masalan, n-0 
bo'lsa, unda L to 'g 'ri chiziq tenglamasi

ko'rinishda bo'ladi. Bu holda a=(m,0,p) yo'naltiruvchi vektor OY koordinata 
o°qiga perpendikular joylashgani uchun L to 'g 'ri chiziq ham OY o'qiga
perpendikular bo'ladi.

3.2. Fazodagi to‘g‘ri chiziqning param etrik  tenglamasi. Fazodagi to 'g 'ri 
chiziqning ( 1) kanonik tenglamasidagi o'zaro teng bo'lgan kasrlaming qiymatlarini 
/ deb belgilaymiz. Bunda t parametr deb ataladi va ixtiyoriy haqiqiy qiymatni qabul 
eta oladL Bu holda fazodagi to 'g 'ri chiziq tenglamasini quyidagi ko'rinishga 
keltiriladi:

*~ -ro = t, = t, - — — = t x -  xQ = mt, y - y 0 =nt, z -  z 0 = pt =>
m n P

x = x0 + mt, y  = y 0 + nt, z  = zQ + p t, t e  ( - 00,00). (2)
2-714 'RIF: (2) fazodagi to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasi deyiladi.

Masalan, kanonik tenglamasi
x - 5  _ y  + \ _ z 
~~3~~ 4 ~ - 2  

bo'lgan to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasi
*=5+3/, y= -\+ 4 t, z= -2 t

ko'rinishda bo'ladi.
Agar fazodagi to 'g 'ri chiziq (2) parametrik tenglamasi bilan berilgan bo'lsa, 

uning kanonik tenglamasiga o'tish uchun har bir tenglamadan t parametr ifodasini 
topib, bu ifodalami tenglashtirish kerak. Masalan, to 'g 'ri chiziq 

x=-4+51, y=6-3/, z=—1-2/ 
parametrik tenglamasi bilan berilgan bo'Isin. Bu to 'g 'ri chiziqning kanonik 
tenglamasini topamiz:

:с = -4  + 5/, у  = 6 -  3/, z = - l - 2 /= > 5 / = дг + 4, - 3 t  = y - 6 ,  - 2 /  = z + l=> 
x + 4 y - 6 z + 1 x + 4 _ y - 6  _ z +1

3.3. Fazodagi to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi. Fazodagi har 
qanday L to 'g 'ri chiziqni o'zaro parallel bo'lmagan qandaydir ikkita P\ va Pi 
tekisliklaming kesishish chizig'i singari qarash mumkin. Bu P\ va P2 tekisliklar 
mos ravishda Ai*+ В|^+ Ciz+D|=0 va A2x+ B^y+ C2z+D2=0 umumiy 
tenglamalari bilan berilgan bo'Isin. Bu holda ularning kesishishidan hosil bo'lgan 
L to 'g 'ri chiziqqa tegishli M(x, y, z) nuqtalar ham P\, ham P2 tekisliklarda yotadi 
va shu sababli ularning koordinatalari

f Ахх +  В1У + C,z + £>,=0 
[A2x + B2y  + C2z + D2 = 0 

chiziqli tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.
3-TA ’RIF: (3) sistema fazodagi to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasi 

deyiladi.
Agar fazodagi L to 'g 'ri chiziq (1) kanonik tenglamasi orqali berilgan va, 

tnasalan, рФО bo'lsa, uning umumiy tenglamasiga quyidagicha o'tish mumkin:
* - * 0  ._У~Уо = z ~ zo -э



x - x p  _ z ~ zo 
m p  

У~Уо _ z ~ z o

f px->  

[Р У -

— mz + mz0 — px0 = 0 

nz + nz0 - p y 0 = 0 '
( 4 )

n p
Hosil qilingan (4) sistema berilgan L to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasi 
bo'ladi, chunki bu sistema (3) ko'rinishda bo'lib, undan

Aj-p , B|=0, Ci=~m, r>i=mz0-p x 0 va Ai=0, B|=p, C\=-n, D 2=nzo~py0 
holda kelib chiqadi. Bunda L to 'g 'ri chiziq birinchisi OY, ikkinchisi esa OX 
o'qiga parallel bo'lgan tekisliklarning kesishishidan hosil qilinadi.

Izoh. Fazodagi berilgan L to 'g 'ri chiziqning (3) umumiy tenglamasini 
cheksiz ko 'p  ko'rinishda yozish mumkin. Bunga sabab shuki, bu L to 'g 'ri chiziq 
orqali cheksiz ko'p tekislik o'tkazish mumkin va ulardan ixtiyoriy ikkitasini 
tanlab olib, (3) umumiy tenglamaga kelib bo'ladi. Yuqorida kanonik tenglamadan 
umumiy tenglamaga o'tishda shu tekisliklar ichidan biri OY, ikkinchisi esa OX 
o'qiga parallel bo'lganlari olindi.

Masalan, kanonik tenglamasi
x - 3  _ .y + l _ z - 4

2 ” ^ 5 " ~  6
bo'lgan to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamalaridan birini topamiz: 

x - 3  _  z - 4
2 g -  J  3 (x -3 )  = z - 4  |  3 x - z - 5  = 0 

У_±\ = £ l l f  ^  +1) = -5 (z  — 4 )^  (6_y + 5z -1 4  = 0 ‘
- 5  6

Endi aksincha, ya’ni fazodagi to 'g 'ri chiziq (3) umumiy tenglamasi bilan 
berilgan bo'lsin. Bu holda (3) sistemada biror o'zgaruvchini, masalan z 
o'zgaruvchini, erkli deb olamiz va

Axx + Biy  = - (C xz  + Dl)

\A2x + B2y  = ~(C2z + D2) 
chiziqli tenglamalar sistemasini hosil etamiz. Bu sistemani yechib,

x ~ xo У~Уо z x = x0 + mz, у  = y 0 + nz, z = z = > ------ - = -— -  -
m n 1

ko'rinishdagi kanonik tenglamaga kelamiz.
Misol sifatida umumiy tenglamasi

2 jc+ v - z  +  1 =  0
(6)

[ 3 x - y  + 2 z - 3  = 0 
bo'lgan to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamalaridan birini topamiz:

Г 2x + у  = z - 1  J 5 x  = 2 -  z 
[3x -  у  = 3 -  2z ^  [5.y = 7z -  ‘

1 2 x = —  z + -  
5 5 . 

7 9
v = - z ----

5 5

z = -
x - 0 ,4
-0 ,2  x -  0,4 _  у  + 2,2 _ z

.y + 2 , 2 ^  _o ,2  1,4 1: = ---------

Umumiy tenglamasi (3) bilan berilgan L to 'g 'ri chiziqning kanonik 
lamasini boshqa usulda ham topish mumkin. Buning uchun (3) sistemadagi 

ЬЧэг o'zoaruvchiga aniq bir qiymat beriladi. Masalan, z=z0 deb olinib, (5) 
istem adan x=xo va y=yo topiladi. Bu holda Mo(xo, уо, го) nuqtani L to g ri 

ShiziQning boshlang'ich nuqtasi sifatida olish mumkin. Endi (3) sistemaga kiruvchi 
t e k i s l ik lami P\ va Рг deb olsak, /»i=(Ab B b Ci) va п2=(Кг, B2, C2) ulaming normal 
vektorlari bo'ladi. Bu vektorlar mos ravishda P x va P2 tekisliklarga perpendikular, 
L esa ulaming kesishish chizig'i ekanligidan , л, va n2 normallaming ikkalasi ham 
L to 'g 'ri chiziqqa perpendikular bo'ladi. Unda я= i»ix n2 vektorial ko'paytma L 
to'c'H chiziqqa parallel vektomi ifodalaydi va shu sababli uning yo'naltiruvchi 
vektori sifatida olinishi mumkin. Bu vektorning m,n, va p  koordinatalari vektorial 
ko'paytmaning ushbu formulasidan (III bob, §3, (2) formulaga qarang) topiladi:

i j к 
/I ix n2= Aj By Cj . (7)

A j  B 2 C2
Masalan, yuqorida ko'rilgan (6) umumiy tenglamada z=2 deb olamiz va 

quyidagi sistemani hosil etib, uni yechamiz:
2x + y  = \ fx = 0

3 x - j = - l =>\> ' = r
Demak, M0(0,1 Д) nuqtani L uchun boshlang'ich deb olish mumkin. Endi (7) 

formuladan a=(m,n,p) yo'naltiruvchi vektomi topamiz:
i j  к 

a= 2  1 -1  =/ —7/—5Ar= (1 ,-7 , -5 ).

3 - 1 2

Demak, (6) umumiy tenglamasi bilan berilgan to 'g 'ri chiziqning kanonik 
tenglamasining yana bir ko'rinishi quyidagicha bo'ladi: 

x y - \  _ z - 2
I - 5

XULOSA
Fazodagi to 'g 'ri chiziq o'zining yo'naltiruvchi vektori va boshlang'ich nuqtasi 

bilan to'liq aniqlanadi. Bu ma’lumotlar asosida to 'g 'ri chiziqning kanonik 
tenglamasi topiladi. Fazodagi to 'g 'ri chiziq kanonik tenglamadan tashqari 
parametrik va umumiy tenglamasi orqali ham berilishi mumkin. Kerak bo'lganda 
bu tenglamalaming biridan ikkinchisiga o'tib bo'ladi.



Tavanch iboralar

* Yo'naltiruvchi vektor * Boshlang'ich nuqta * Kanonik tenglama
* Parametrik tenglama * Umumiy tenglama .___________________

T akrorlash uchun savollar

1. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning yo'naltiruvchi vektori deb nimaga aytiladi?
2. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning boshlang'ich nuqtasi deb nimaga aytiladi?
3. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasini yozing.
4. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
5. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasidan uning kanonik 

tenglamasiga qanday o'tiladi?
6 . Fazodagi to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
7. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasidan uning yo'naltiruvchi 

vektorini qanday aniqlash mumkin?
8 . To 'g 'ri chiziqning umumiy tenglamasidan uning kanonik va parametrik 

tenglamasiga qanday o'tiladi?
9. Fazodagi to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasidan uning umumiy tenglamasiga 

qanday o'tish mumkin?
• ' ir ULi.-r;, •• t ... ,

T cstlardan nam unalar

1. M0(x0,>o,zo) nuqtadan o'tuvchi va a=(m,n,p) vektorga parallel to 'g 'ri 
chiziqning kanonik tenglamasini ko'rsating. 

x - m _ y - n _ z - p _

x0 >0 z0
* - * o  y - y 0 _ z ~ zo

A) B) m(x-x0)+n(y-ya)+p(z-z0)=Q-,

C) m(x-x0)=n(y -y 0)=p(z -z0); 

E) T o 'g 'ri javob keltirilmagan.

D)

2. Kanonik tenglamasi — = - — —  = —— — ko'rinishda bo'lgan L to 'g 'ri
m n p

chiziq qanday xususiyatga ega ?
A) L to 'g 'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga parallel joylashgan;
B) L to 'g 'ri chiziq YOZ koordinata tekisligiga perpendikular joylashgan;
C) L to 'g 'ri chiziq YOZ koordinata tekisligini kesib o'tadi;
D) L to 'g 'ri chiziq YOZ koordinata tekisligini kesib o'tmaydi;
E) To 'g 'ri javob keltirilmagan.

x - x „  y —v0 z ~ zo .3. Fazodagi L to 'g 'ri chiziqning -------- = ----------= --------- kanonik

tenglamasida m= 0 bo'lsa, L qanday xususiyatga ega bo'ladi ?

A) L to 'g 'ri chiziq OX koordinata o'qiga parallel joylashgan;
B) I  to 'g 'ri chiziq OX koordinata o'qiga perpendikular joylashgan;
C )L  to 'g 'ri chiziq OX koordinata o'qini kesib o'tadi;
D) I  to 'g 'ri chiziq OX koordinata o'qini kesib o'tmaydi;
E) T o 'g 'r i javob  keltirilmagan.

4. Kanonik tenglamasi ^  = ^  = bo'lgan to 'g 'ri chiziqning 

y o 'n a ltiru v ch i vektorining koordinatalarini toping.
A) ( -3 , 1, 0); B) ( 3 , - 1 ,  0); C) (2,5, - 3 ) ; D) (-2 , -5 , 3) ;
E ) t o 'g ' r i  javob keltirilmagan .

5. Kanonik tenglamasi
x - 3  y + 1 _  z 

5 - - 3
yo'naltiruvchi vektori modulini toping.

A) VlO; B) 2 ^ 5 ;  C) 4;

bo'lgan to 'g 'ri chiziqning 

D) 2; E) V38.

6 . Kanonik tenglamasi = = *8an t0 S‘r* chiziqning 

boshlang'ich nuqtasining koordinatalarini toping.
A) (-3 , 1, 0); В) (3, - I ,  0); C) (2,5, - 3 ) ;  D) (-2 , -5 , 3 ) ; 
E) to 'g 'ri javob keltirilmagan .

7. Umumiy tenglamasi
[2x + 3 y + 5 z - 7  = 0 

jc — у  + 2z + 5 = 0 
bo'lgan to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasini toping.
. .  5 2 4 7 , -  8 11. 17 1A) jc =  -  + —/, у  = ------- 1, z = t

3 3 5 5
B) — r T «.

17 2 8 7 глч 6 4 , 7 41 / ,  /C) + г = < D ) ,  = - - - r ,  y = r J ‘.

E )x  = 5 + 2f, y  = 4 - 7 t ,  z  = t

M ustaqil ish topshirialari

1. Fazodagi to 'g 'ri chiziq quyidagi kanonik tenglamasi bilan berilgan; 
jc — 5 у  + 3 _ z 
n + 2 n + 4 n + 1 

Bu to 'g 'ri chiziq uchun quyidagilami aniqlang:
b) yo'naltiruvchi vektorini;
c) parametrik tenglamasini;
d) biror umumiy tenglamasini.



§4. FAZODAGI T O ‘G ‘RI CHIZIQLARGA DOIR MASALALAR.

( 1)

Bu paragrafda fazodagi to 'g 'r i chiziqlarga doir bir qator masalalarni ularning 
tenglamalari yordamida, ya’ni analitik usulda yechish ko‘rib chiqiladi.

1-masala: Fazoda berilgan Мо(хо^оЛ) nuqtadan o'tuvchi barcha to 'g 'ri 
chiziqlar tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan М0(х0,_у0А ) nuqtani boshlang'ich deb qaraymiz. Unda bu 
masala javobi

x - x 0 = y - y 0 = z - z 0 
m n p

ko'rinishda bo'ladi. Bunda m, n va p  uchalasi bir paytda nolga teng bo'lmagan 
ixtiyoriy sonlardir. (1) fazodagi M0(x0lV0A ) nuqtadan o'tuvchi to ‘g ‘ri chiziqlar 
dastasining tenglamasi deyiladi.

2-masala: Fazoda berilgan ikkita M t(xi,pi,Zi) va M2(x2,y2̂ 2) nuqtalardan 
o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasini toping.

Yechish: Izlanayotgan to 'g 'ri chiziqning kanonik tenglamasini tuzish uchun 
uning biror boshlang'ich nuqtasi va yo'naltiruvchi vektorining koordinatalarini 
bilish kifoyadir. Boshlang'ich nuqta sifatida berilgan nuqtalardan istalgan birini, 
masalan nuqtani olamiz. Yo'naltiruvchi vektor sifatida esa bu to 'g 'ri
chiziqda yotuvchi

M XM2 = (x2 - x u y 2 - y ], z 2 - z ]) 
vektorni tanlaymiz. Bundan berilgan ikkita va M2(x2,y2̂ 2) nuqtalardan
o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasi

(2)* ~ * i _ У~У\ z ~ z \
X 2 - X \  У2 - У 1 Z2 ~ Z 1 

ko'rinishda bo'Iishi kelib chiqadi.
Masalan, M i(5,-1,2) va M2(-3,6,4) nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq 

tenglamasi quyidagicha bo'ladi:
x - 5  _ y  + l _ z - 2 x - 5  _ y + 1 _ z - 2  

- 3 - 5 ~ 6 + T ~ 4 - 2  - 8  ~ 7 2 
3-masala: Fazoda berilgan ikkita L\ va Z,2 to 'g 'ri chiziqlar orasidagi Ф 

burchakni toping.
Yechish: Fazoda berilgan ikkita L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlarning kanonik 

tenglamalarini olamiz:

L\
*i _У ~ У \ _■ X - X 2 _ y - y 2 _ Z - Z 2 

m2 n2
(3)

rri\ И] P\ m2 n2 p 2
Bu holda L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlar orasidagi cp burchakni topish masalasi 

ularning a\=(m\, n\, p\) va a2=(m2, n2, p2) yo'naltiruvchi vektorlari orasidagi 
burchakni topish masalasiga keltiriladi. Unda ikkita vektor orasidagi burchak 
formulasiga asosan (III bob,§2, (5) formula) masala javobi 

щ т 2 + п\п2 + p \p 2
cos<p = (4)

ko'rinishda ekanligini aniqlaymiz.
Masalan. kanonik tenglamalari

x - l _  У z + 3 x = у  + 2 _ z 
= 1 ’ 2 - 2 - 1  

, , laan to 'g 'ri chiziqlar orasidagi (p burchakni topamiz: 
b°  ® . 1 • 2 + (-4 )(-2 ) +1 ■ (-1) 1

COS<P ' Vl + 16 + lV T 7 4  + l V2 ‘
4 -m a sa la :  Fazoda berilgan ikkita Li va L2 to 'g 'ri chiziqlarning 

p e rp e n d ik u la r lik  va parallellik shartini toping.
Yechish: Agar L\ va l 2 to 'g 'r i chiziqlar perpendikular bo'lsa. u holda ф=0 

va (4 ) formulada cosq>=0 bo'ladi. Bundan esa ikki to 'g 'ri chiziqning 
p e rp e n d ik u la r lik  sharti quyidagicha ekanligi kelib chiqadi:

m\m2 +  nxn2 + p\p2 =0 (5)
Agar L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlar parallel bo'lsa, u holda ularning 

yo'naltiruvchi vektorlari «i=(mi, nh p x) va a2=(m2, n2, P2 ) o'zaro kollinear 
bo'ladi. Bundan, ikki vektoming kollinearlik shartiga asosan (III bob, §3, (6 ) 
formula), ikki to 'g 'ri chiziqning parallellik sharti kelib chiqadi:

H h = 0 L = PL (6)
m2 n2 p 2 

Masalan, kanonik tenglamalari
x - 1 _ y  + 3 _ z - 4  x - 5 _ y _ z + 7 

1 2 ~ 4 ’ 2 6 ~ 5 2
bo'lgan to 'g 'ri chiziqlar perpendikular, chunki

m\ m2 +  П\п2 +  /7i/J2= ( - 3) '6+ 2 -5+ 4 -2= 0 , 

ya’ni (5) shart bajariladi.
Kanonik tenglamalari

L2 • - 3
£ + 7

4

nJ- = HL = £ l  = 2 ,
P 2

. x - 1  y  + 3 _ z - 4  

bo'lgan to 'g 'ri chiziqlar esa parallel, chunki

- ^ - = —  = 2 ^ - = -  = 2 , £ l  = 1 =2:  
m2 -  3 n2 2 /)2 4 

ya’ni (6) shart bajariladi.
S-masala: Fazoda berilgan ikkita L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlami bir tekislikda 

yotish shartini toping.
Yechish: Berilgan L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlarining (3) kanonik tenglamalariga 

murojaat etamiz. Bu tenglamalardan ularning а^={ти «ь Pi) va a2={m2, n2, p 2) 
yo'naltiruvchi vektorlarini hamda M t(xi, y i, z\) va M2(x2, y 2, z2) boshlang'ich 
nuqtalarini topamiz. Mi(x)( у b z 0  va M2(x2, y 2, z2) boshlang'ich nuqtalami mos 
ravishda vektoming boshi va uchi deb qarab, г=(х2-х ь  y2~yi, z2-z{)  vektorni hosil 
qilamiz. Bu holda L\ va L2 to 'g 'ri chiziqlar bir P tekislikda yotishi uchun ularning 
yo'naltiruvchi vektorlari a i= (« i, »uPi), a2=im2 , n2,p 2) va r=(x2- x b y 2~yu z2- z }) 
vektor ham shu P  tekislikda yotishi zarur va yetarli ekanligini ko'rish qiyin emas. 
Unda uch vektoming komplanarlik shartiga asosan (III bob, §4, (4) formula)



хг ~ х\ У г~У\ z2 - z ,  

” 1 «1 Р\ 
п2 «2 Рг

= 0 (7)

natijani olamiz. Bu ikkita L\ va Z,2 to 'g 'ri chiziqlami bir tekislikda yotish shartini 
ifodalaydi.

Masalan, kanonik tenglamalari

Ц :
x + 3

^ 2  :

x + 2_ y - 1 _ z
l ’ 5

bo'lgan to‘g‘ri chizilar bir tekislikda yotadi, chunki

y - s
4

z + 2 
7

ya’ni (7) shart bajariladi.
6-masala: Fazoda berilgan M(a,b,c) nuqtadan o'tuvchi va berilgan L to‘g‘ri 

chiziqqa parallel bo'lgan to 'g 'ri chiziq tenglamasini toping.
Yechish: Berilgan L to 'g 'r i chiziq kanonik tenglamasini qaraymiz:

* - * o  ^ У~Уо ^ z - z 0 
m n p

Unda izlanayotgan to 'g 'ri chiziqning boshlang'ich nuqtasi sifatida M(a,b,c) 
nuqtani, yo'naltiruvchi vektori sifatida berilgan L to 'g 'r i chiziqning a=( m, n, p) 
yo'naltiruvchi vektorini olish mumkin. Bu holda izlangan tenglama 

x - a  _ y - b  _ z - c  
m n p  

ko'rinishda bo'ladi.
XULOSA

Fazodagi to 'g 'ri chiziq tenglamalari va vektorial algebradan foydalanib to 'g 'ri 
chiziqlarga doir bir qator masalalarni algebraik usulda yechish mumkin. Masalan. 
ikki to 'g 'ri chiziq orasidagi burchakni topish, to 'g 'ri chiziqlaming parallellik va 
perpendikularlik shartlarini aniqlash, ayqash to 'g 'r i chiziqlar orasidagi masofani 
hisoblash, berilgan xususiyatlarga ega bo'lgan to 'g 'r i chiziq tenglamasini keltirib 
chiqarish kabi masalalar shular jumlasiga kiradi.

Tavanch iboralar

(8)

* T o 'g 'ri chiziqlar dastasi * Ikkita nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasi
* T o 'g 'ri chiziqlar orasidagi burchak * parallellik sharti * perpendikularlik sharti
* Ikki to 'g 'ri chiziqni bir tekislikda yotish sharti__________________________ _

T akrorlash  uchun savollar
1. Fazodagi berilgan nuqtadan o'tuvchi to 'g 'ri chiziqlar dastasining 

tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi ?

1 to
 1 
, 1

1 u> 1 - 2 - 0 1 4 - 2 Х-Х-, У- У2  _ Z ~ Z2
2 3 1 = 2 3 1 = 1 8 -1 6  + 20 + 3 0 - 4 - 4 8  = 0, A)

*2 -* 1 У г~ У \ z 2 ~ z \
5 4 7 5 4 6 ^  x - x 2 У - У г  _ z ~ h  .

2. Fazodagi berilgan ikkita nuqtadan o'tuvchi to 'g 'r i chiziq tenglamasi 
qanday ko'rinishda bo'ladi ?

3. Fazodagi ikki to 'g 'ri chiziq orasidagi burchak qanday topiladi?
4. Fazodagi ikki to 'g 'ri chiziqning perpendikularlik sharti nimadan iborat?
5. Fazodagi ikki to 'g 'ri chiziqning parallellik sharti nimadan iborat?
6 . Qaysi shartda fazodagi ikki to 'g 'r i chiziq bir tekislikda yotadi ?

T estlardan nam unalar

1. M iO ti^ O  va М2(х21у2А ) nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq tenglamasini

_  У~У\  г - z ,  .B)
* 2 - * i  У г~У \

у - у ,  У2 - У 1 У- Ух
D) ,4x+By+Cz+D=0; E) Ax=By=Cz=D.

2. Ushbu M i(3,-1,4) va M2( l ,l,2 )  nuqtalardan o'tuvchi to 'g 'ri chiziq 
tenglamasini toping.

- 3 _ y + l _ z - 4  
3 “  -1  "  4 ’

A) В) X ~ 3 = У + 1 = z ~ °  . q  x - 3  = y + l  = z - 4  
2 4 4 1 Г 2 ’

D)
x - 1 у - 1 z - 2

E)
x - 3  _ y  + l _ z - 4  

"  ~ ~ -2- 2

, x - \ _ y - 3 _ z  + 4 x + 2 _ y  + l3 z — 63. Kanonik tenglamalari

bo'lgan to 'g 'ri chiziqlar a  parametrning qanday qiymatida o'zaro perpendikular 
bo'ladi ?

A) ±1; B) 1; C ) - l ;  D) 2 ; E) - 2 .

4. Kanonik tenglamalari■ _  У + 2 x + 2  y - 3 z + 5
1 1 л /21 - 1  л/2 ’ 

bo'lgan to 'g 'r i chiziqlar orasidagi burchakni toping.
A) 0°; B) 30°; C) 45°; D) 60°; E) 90°.

M ustaqil ish topshiriqlari
u rv pi.ijfls i : и  ot Л  fif.gl; od

1- ABCD tetraedming uchlari
A(n, n+2, и-4), B(w+2, n -1, и+ l), C(2n, n, 2n -\), D(2w+3, 2n, ri) 

nuqtalarda joylashgan. Bu tetraedr uchun quyidagilami aniqlang: 
a) AB qirraning kanonik tenglamasi; b) AD qirraning parametrik tenglamasi; 
c) AB va AD orasidagi burchak; d)AB  va DC orasidagi masofa;

e)D uchidan o'tib, AB qirrasiga parallel to 'g 'ri chiziq tenglamasi 
vriiq-i! ir.t-jfct»



§5. FAZODAGI T O ‘G ‘Rl CH IZIQ  VA TEKISLIKKA DOIR 
ARALASH MASALALAR

Bu paragrafda fazodagi to‘g‘ri chiziq va tekislik bilan bogiiq  ayrim 
masalalar qaraladi. Bu masalalarda ham to ‘g‘ri chiziq, ham tekislik qatnashgani 
uchun ular aralash masalalar deyiladi.

1-masala: Fazoda berilgan L to‘g‘ri chiziq bilan P tekislik orasidagi a 
burchakni toping.

Yechish: Masalani yechish uchun L to 'g 'ri chiziqning 
x ~ xo _ У- Уо  _ z - z 0 

m n p
kanonik va P  tekislikning Ax+By+Cz+D=0 umumiy tenglamasiga murojaat etamiz. 
Bu tenglamalardan L to‘g‘ri chiziqning a=(m,n,p) yo'naltiruvchi va P tekislikning 
n=(A,B,C) normal vektorlarini aniqlaymiz. Bu vektorlar orasidagi burchakni <p deb 
olsak, unda quyidagi 39-rasmdan izlanayotgan burchak a=90°-<p bo'lishini 
ko'ramiz:

L

Bu holda sina=sin(90u-(p)=cos ф va, ikki vektor orasidagi burchak formulasiga
asosan (П1 bob,§2, (5)), ushbu natijani olamiz:

Am + Bn + Cp 
s in a  = ------—  ■ ■ /  . ( 1)

SA + В2 + C  -t] m2 + n + p 2 
Masalan, kanonik tenglamasi

x + l y - 2  _  z ~ l
i _ 4 i  ~

bo'lgan L to 'g 'ri chiziq va umumiy tenglamasi
x + y j l - z  + 1 = 0

bo'lgan P  tekislik orasidagi burchak
M  + V2 V2 + 1 ( -1 )  2 1 . 1 _ 0sum  -  ----- = ----- = - = > « =  arcsm— = 30 .

•y/l + (V2 ) +1 +(-v/2 ) + ( - l )2 2 -2  2 2
2-masala: Fazoda berilgan L to 'g 'ri chiziq bilan P tekislikning 

perpendikularlik va parallellik shartini toping.

Yechish: Berilgan L to 'g 'ri chiziqning kanonik va P tekislikning umumiy 
te n g la m a la r id a n  ulaming a=(m,n,p) yo'naltiruvchi va и = ( А ,В ,С )  normal 
vektorlarini aniqlaymiz.

I Berilgan L to 'g 'r i  chiziq va P tekislik o 'zaro  parallel bo 'lsin . U holda L 
t0-g;ri chiziqning yo 'naltiruvchi vektori a=(m,n,p) va P tekislik norm ali 
n=(A,B,C) o 'zaro  perpendikular (ortogonal) bo 'ladilar. Bundan, ikki vektorning 
ortogonallik shartiga asosan (III bob,§2 ,(6) formula),

Am + Ви +Cp =0 (2)
tenglikka kelamiz. (2) L to 'g 'ri chiziq va P tekislikning parallellik shartini 
ifodalaydi. Bu natijaga (1) formulada a=0 deb ham erishish mumkin.

II. Endi berilgan L to 'g 'ri chiziq va P tekislik o'zaro perpendikular bo'lsin.Bu 
holda a=(m,n,p) va л=(А,В,С) vektorlar kollinear (parallel) bo'ladi. Unda, ikki 
vektorning kollinearlik shartiga asosan (III bob,§3,(6) formula)

^ = ” = ^  (3)
A B C

tengliklar o'rinli bo'ladi. (3) L to 'g 'ri chiziq va P tekislikning perpendikularlik 
shartini ifodalaydi.

1-misol: L to 'g 'ri chiziqning
x + l y - 2  z +3

3 n - 2
kanonik tenglamasidagi n parametr qanday qiymat qabul etganda u umumiy 
tenglamasi x—3y+6z+7=0 bo'lgan tekislikka parallel bo'ladi ?

Yechish: T o 'g 'ri chiziq va tekislikning (2) parallellik shartidan foydalanamiz:
3 -1 +(—3)«+(—2) -6=0 => w=-3.

2-misol: L to 'g 'ri chiziqning
x - 2 _ у +1 z - 5  

m 4 - 3
kanonik tenglamasidagi n va P tekislikning 3x~2y+Cz+l=0 umumiy 
tenglamasidagi С parametrlarning qanday qiymatida ular o'zaro perpendikular 
bo'ladilar ?

Yechish: 
foydalanamiz:

T o 'g 'ri chiziq va tekislikning (3) perpendikularlik shartidan

m 4 - 3
— = —  = —  =>m = -6 ,
3 - 2  С

с Л - i i  
2 2

3-masala: Berilgan L to 'g 'ri chiziqdan o'tuvchi barcha tekisliklar 
tenglamasini toping.

Yechish: Berilgan L to 'g 'ri chiziqning
AjX + Bxy  + C,z + Z)[ = 0 

[A2x + B2y +  C2z + D2 =0  
umumiy tenglamasini olamiz. Bu tenglama bo'yicha

A(Axx + + C,z + D,) + p(A 2x + B2y  + C2z + D2) = 0 (4) 
tenglamalarni hosil etamiz. Bunda X va ц ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo'lib, ulaming 
bar bir qiymatida (4) biror tekislikni ifodalaydi. Bu tenglamalami L to 'g 'ri



chiziqqa tegishli har bir M(x,y,z) nuqta qanoatlantiradi. Demak, (4) L to 'g 'ri 
chiziqdan o'tuvchi tekisliklami ifodalaydi. Bunda A.=l va ц=0 yoki X=0 va ц=1 deb 
olsak, L to 'g 'r i chiziqning umumiy tenglamasidagi mos ravishda birinchi yoki 
ikkinchi tekislik tenglamasi kelib chiqadi.

1-TA‘RIF: (4) berilgan L to 'g 'r i chiziqdan o'tuvchi tekisliklar dastasi 
tenglamasi deb ataladi.

4-masala: Berilgan L to 'g 'ri chiziqni P tekislik bilan kesishish nuqtasini 
toping.

Yechish: Berilgan L to 'g 'r i chiziqning
x = x 0 +m t, y  = y 0 +nt, z = z0 + p t  

parametrik , P  tekislikning esa Ax+By+Cz+D=0 umumiy tenglamasini olamiz. 
Ularning kesishish nuqtasi ham to 'g 'ri chiziq, ham tekislik tenglamalarini 
qanoatlantiradi va shu sababli quyidagi sistemani yozishimiz mumkin:

Ax + By + Cz + D = 0 
x = x0 +m t 
y  = y 0 +nt 
z  = z0 + p t

Bu sistemadan ushbu tenglamani hosil etamiz:
A(x0 + mt) + B(y0 + n t) + C (z0 + p t)  + jD = 0 =>
(Am + Bn + Cp)t + (Ax q + By0 + Cz0 + D) = 0 . (5)

Bu yerda uch hoi bo'lishi mumkin.
1) Am+Bn+Cp^O. Bu holda (5) tenglama yagona

Ax о + ByQ + Cz0 + D
Iq —------------------------------

Am + Bn+ Cp
ildizga ega bo'ladi. Uning qiymatini L to 'g 'ri chiziqning parametrik tenglamasiga 

qo'yib, yagona kesishish nuqtasining koordinatalarini topamiz.
2) А/я+В«+С/>=0 va Aat0+B>’o+Czo+D =0. Bu holda (5) tenglam a cheksiz 

k o 'p  ildizga ega bo 'lib , L to 'g 'r i  chiziq tekislikda yotadi va uning har bir nuqtasi P 
bilan kesishish nuqtasi bo 'ladi.

3) А/и+Вя+С/7=0 va Адго+Вуо+Czo+D^O. Bu holda (5) tenglama yechimga 
ega emas, ya’ni L to 'g 'r i chiziq P tekislikka parallel bo'lib, ular kesishishmaydi.

Misol sifatida x= l+ t, y=—l —2t, z=6t to 'g 'ri chiziq bilan 2x+3y+z-\=0  
tekislikning kesishish nuqtasini topamiz. Bu holda (5) tenglamadan quyidagi 
natijani olamiz:

[2 1+3 (~2)+1 -6] f+[2-1 +3 (—1)+1 0—1 ]=0 => /o=l => 
jto=l+1=2, yo~ 1 2rr 3, zo=6 .

Demak, berilgan to 'g 'ri chiziq va tekislik M0(2, -3 ,6) nuqtada kesishadi.
5-masala: Berilgan Mo(*o, Уо, zo) nuqtadan o'tuvchi va L, hamda L2 to 'g 'ri 

chiziqlarga parallel joylashgan P tekislik tenglamasini toping.
Yechish: Berilgan M0(x0, >o, z0) nuqtadan o'tuvchi barcha tekisliklar 

tenglamasi A (x-xo)+B(v-y0)+C(z-zo)=0 ko'rinishda bo'lishi bizga ma’lum. Bu 
yerdan izlanayotgan P  tekislik tenglamasini topish uchun и=(А,В,С) normal

vek tom i aniqlash kifoya. Buning uchun berilgan Lx va L2 to 'g 'r i chiziqlaming 
kanon ik  tenglamalarini olamiz:

X - X x _  У~У1 _  Z - Z X ^  . x - x 2 _  У ~ У2  _  Z-Z-2  ^

Ш\ Щ P\ 2 m2 n2 P i 
Bu teng lam ala rdan  Z., va L2 to 'g 'ri chiziqlaming a ,= ( w b nh p i)  va a2=(m2, n2,p 2) 
y o 'n a ltiru v ch i vektorlarini topamiz. Masala shartiga asosan bu vektorlar 
"izlanayotgan P tekislikka parallel bo'ladi. Unda ularning vektorial ko'paytmasi 
a хв2 bu tekislikka perpendikular joylashgan bo'ladi va shu sababli normal vektor 
„L a, ya2 deb olish mumkin. Bu holda r=(x-x0,y~ y0, z~z0) vektomi kiritib,skalyar 
va ara lash  ko'paytma ta'riflari hamda ularning koordinatalardagi ifodasini eslab, 
m a s a l a  javobiga quyidagicha erishamiz:

A(x-xo)+BCv-yo)+C(z-Zo)=0 => я г=0 => а ,х а2т=0 => а,а2г=0 =>
x - x 0 У ~ У о  z ~

m2
P\
Pi

= 0 . (7)

XULOSA
Fazodagi to 'g 'r i chiziq va tekislik tenglamalaridan foydalanib, ular orasidagi 

munosabatlarga doir turli masalalarni analitik usulda yechish mumkin. Bularga 
misol sifatida to 'g 'ri chiziq va tekislik orasidagi burchakni hisoblash, ularning 
parallellik va perpendikularlik shartlarini aniqlash, kesishish nuqtasini topish, 
berilgan to 'g 'ri chiziqdan o'tuvchi tekisliklar dastasi tenglamasini keltirib 
chiqarish kabi masalalarni ko'rsatib bo'ladi.

Tavanch iboralar

* T o'g 'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak * T o 'g 'ri chiziq va tekislikning 
parallellik sharti * T o 'g 'ri chiziq va tekislikning perpendikularlik sharti
* Tekisliklar dastasi * T o 'g 'ri chiziq va tekislikning kesishish nuqtasi____________

Takrorlash  uchun savollar

1. Qanday mazmunli masalalar aralash deb ataladi?
2. To 'g 'ri chiziq va tekislik orasidagi burchak qanday topiladi?
3. To'g 'ri chiziq va tekislikning parallellik sharti qanday ifodalanadi ?
4. T o 'g 'ri chiziq va tekislikning perpendikularlik sharti nimadan iborat?
5. Tekisliklar dastasi deb nimaga aytiladi ?
6 . Berilgan to 'g 'r i chiziqdan o'tuvchi tekisliklar dastasi tenglamasini yozing.
7. To'g 'ri chiziq va tekislikning kesishish nuqtasi qanday topiladi?
8 . Qaysi shartda to 'g 'ri chiziq va tekislik bitta nuqtada kesishadi?
9. Qaysi shartda to 'g 'ri chiziq va tekislik kesishmaydi?
10.Berilgan nuqtadan o'tuvchi va ko'rsatilgan ikkita to 'g 'ri chiziqqa parallel 

tekislik tenglamasi qanday topiladi ?



Testlardan na muna la г VI BOB. M ATEM ATIK ANALIZGA KIRISH

1. Kanonik tenglamasi ~ i  = = bo'lgan to 'g 'ri chiziq va
1 — 1 v 2

umumiy tenglamasi x + y  + z V 2 - 4  = 0  bo'lgan tekislik orasidagi cp burchakni 
toping.

A) 0° ; B) 30° ; C) 45° ; D) 60° ; E) 90° .

2. Kanonik tenglamasi x - 2  ,y + l z -  5
-------= ——  = — — bo lgan to g ri chiziq va

m 4 - 3
umumiy tenglamasi 3x -2y+ C z+ l= 0  bo'lgan tekislik m va С param etrlam ing 
qanday qiymatida o'zaro perpendikular bo'ladi ?

A) m=3, C = - l ;  B) m =-3, C=1 ; C )m = 3,C = l ;
D) m =-6, C=l,5 ; E) m=2,5, C=4.

3. Kanonik tenglamasi bo'lgan to 'g 'r i chiziq va
x — 3 _ y - 5  _ z  + 2
~ 2 T ~ ^ T ~ ~ ^ 2

umumiy tenglamasi Ax+B>»+3z-5=0 bo'lgan tekislik A va В parametrlaming 
qanday qiymatida o'zaro perpendikular bo'ladi ?

A) A=3, B=—1; В) A =-3, B=4,5 ; C) A=2,5, B=l,5 ;
D) A = -6 , B=l,5 ; E) A=2,5, B=4.

4. Kanonik tenglamasi X X° = - — = bo'lgan to 'g 'ri chiziq va
m n p

umumiy tenglamasi Ax+By+Cz+D=0 bo'lgan tekislikning parallellik shartini 
ko'rsating.

A) — = — = — ; B) A2+B2+ c 2=m2+ « V  ; 
m n p

D) A=m, B=n, C=p ;

C) Am+Bn+Cp=0; 

E) Am+Bn+Cp*0.

5. Kanonik tenglamasi ------ ■= —----- = ------— bo'lgan to 'g 'ri chiziq va
3 n —2

umumiy tenglamasi x—3y+6z+2=0 bo'lgan tekislik n parametming qanday 
qiymatida o'zaro parallel bo'ladi ?

A) 0; В) 1 ; C) ±1 ; D) -3  ; E) 2.

Mustaqil ish topshiridlari
I. ABCD tetraedming uchlari

A(n, n+2, n-4), B(n+2, n -1, w+1), C(2w, n, 2n-l), D(2n+3, 2n. n) 
nuqtalarda joylashgan. Bu tetraedr uchun quyidagilarni aniqlang:

a) ABC tomoni bilan BD qirrasi orasidagi burchakni;
b) D uchidan o'tkazilgan balandlik tenglamasini;
c) D uchidan o'tkazilgan balandlik asosining koordinatalarini.

Matematik analiz haqli ravishda matematik 
fanlar ichida birinchisi bo'lib hisoblanadi.

Appel P.E.

§1. SONLI TO ‘PLAMLAR. SONNING ABSOLUT QIYMATI

• Sonli to ‘plamlar va ularning turlari
• Sonning absolut qiymati va uning xossalari.

1.1. Sonli to‘p lam lar va ularning turlari. I bobda biz to'plam tushunchasi 
haqida so'z yuritgan edik. Unda asosan to'plam elementlari ixtiyoriy ko'rinishda 
bo'lgan umumiy hoi qaralgan edi. Bizga kelgusida to'plamlaming xususiy, ammo 
juda muhim bir holi kerak bo'ladi.

1-TA‘RJF: Elementlari sonlardan iborat to'plam sonli to'plam deb ataladi.
Eng asosiy sonli to'plamlarni eslatib o'tamiz.

❖ Natural sonlar to'plami Bu to'plam 1,2,3, - • • , « , • • •  natural 
sonlardan iborat bo'lib, N  kabi belgilanadi.

❖ Butun sonlar to'plami. Bu to'plam • • • , -3 ,-2 , -1,0,1,2,3, • • butun 
sonlardan tashkil topgan va Z deb belgilanadi.

❖ Ratsional sonlar to'plami Bu to'plam mln (meZ, n&f) ko'rinishdagi 
ratsional sonlardan tuzilgan va Q kabi belgilanadi.

❖ Irratsional sonlar to'plami. Bu to'plam mln (me?, ndf) ko'rinishda 
ifodalab bo'Imaydigan sonlarni o 'z  ichiga oladi va /  kabi belgilanadi. Bunday 
sonlar mavjud va I bo'sh to'plam emas ekanligini ko'rsatamiz. Masalan, -Jl 
irratsional son ekanligini isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni V2 ratsional 
son deb olamiz. Bu holda uni -J l-m /n  ko'rinishda ifodalab bo'ladi. Bunda m 
butun va n natural sonlarni o'zaro tub, ya’ni umumiy ko'paytuvchilarga ega emas 
deb olish mumkin.Agar bunday ko'paytuvchilar mavjud bo'lsa, ulami o'zaro 
qisqartirish orqali ko'rilayotgan holga keltirish mumkin. Yuqoridagi tenglikni 
kvadratga oshirib, m2 =2n' tenglikni hosil etamiz. Undan m juft son ekanligi va shu 
sababli uni m=2k ko'rinishda yozish mumkinligi kelib chiqadi. Bu yerdan esa

m1 =2n => (2kf~2n1 => n'=2f^ => n=7r, 
ya’ni n ham juft son ekanligi kelib chiqadi. U holda m va n sonlari 2 sonidan iborat 
umumiy ko'paytuvchiga ega ekanligi kelib chiqadi. Bu esa biz qilgan farazga 
ziddir. Demak, bizning faraz noto'g'ri va 4 l  ratsional son emas.

*•* Haqiqiy sonlar to'plami Bu to'plam ratsional va irratsional sonlardan 
tashkil topgan bo'lib, R kabi belgilanadi. Bundan R ratsional va irratsional sonlar 
t° plamlarining birlashmasidan iborat, ya’ni R-Q  и / ekanligi kelib chiqadi.

Bu sonli to'plamlar kengayib borish tartibida berildi, ya’ni bu yerda 
Q ^ R  , / с Л  munosabatlar o'rinli bo'ladi. Kelgusida son deyilganda 

aqiqiy sonlarni ko'zda tutamiz.



Haqiqiy sonlar to'plamini geometrik ko'rinishda ifodalash uchun haqiqiy sonlar 
o'qi yoki qisqacha sonlar o ‘qi tushunchasi kiritiladi. Buning uchun biror L to‘g‘ri 
chiziq tanlanib, quyidagi ishlar bajariladi:

S  Bu to‘g‘ri chiziqda musbat yo'nalish tanlanadi va u strelka orqali 
ifodalanadi. Odatda chapdan o‘ng tomonga bo'lgan yo'nalish musbat deb qabul 
etiladi.

S  Bu to 'g 'ri chiziqda ixtiyoriy bir nuqta tanlanib, u sonlar o'qining 
boshi deb ataladi va О kabi belgilanadi;

■S Bu to 'g 'ri chiziqda bir birlikni ifodalovchi masshtab kiritiladi.
/  Har bir musbat x soniga О nuqtadan o 'ng tomonda x masofada 

joylashgan nuqtani, har bir manfiy у  soniga О nuqtadan chap tomonda (-_y) 
masofada joylashgan nuqtani, 0 soniga esa О sonlar o 'qi boshini mos qo'yamiz 
(40-rasmga qarang).

у  (y<0) x (*>0)

— Ь Ч — I— I— f — H— h H — I-----------*■ x
-4  - 3 - 2 - 1  О  1 2  3 4 

40-rasm

Bu tarzda hosil qilingan sonlar o'qida har bir x soniga faqat bitta nuqta (uni ham 
x deb belgilaymiz) mos keladi va aksincha, undagi har bir nuqtaga faqat bitta son 
mos keladi. Natijada, sonlar o'qi yordamida, algebraik tushuncha bo'lgan son va 
geometrik tushuncha bo'lgan nuqta orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'matildi. 
Shu sababli kerak bo'lgan paytlarda “x soni” o'm iga “x nuqta” deb aytiladi.

Chekli a va b (a<b) sonlari uchun a<x<b qo'sh tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi barcha x sonlar to'plamini interval yoki oraliq deb ataymiz va 
uni (a,b) kabi belgilaymiz. a<x<b qo'sh tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x 
sonlar to'plami segment yoki kesma deyiladi va [a,6] kabi belgilanadi. a<x<b yoki 
a<x<b shartni qanoatlantiruvchi barcha x sonlar to'plami yarim  interval yoki 
yarim oraliqlar deb ataladi va mos ravishda (a,b\ yoki [a,A) ko'rinishda 
ifodalanadi. Bunda a va b sonlari (a,b) oraliq yoki [a,ft] kesma yoki (a,ft], [a,h) 
yarim oraliqlaming mos ravishda chap va o ‘ng chegaralari (umuman olganda- 
chegaralari), d=b~a soni esa ularning uzunligi deyiladi. Masalan, (-2,6) oraliq, 
[ - 2 ,6] kesma, ( - 2 ,6] va [ -2 ,6) yarim oraliq chegaralari a= ~ 2 va b= 6 , uzunligi esa 
d= 6- ( - 2)=8 bo'ladi.

Endi a  va A chegaralardan birortasi cheksiz (oo yoki -oo ) bo'lgan hollarni 
qaraymiz. Bunda (—<oo,ft) yoki (a, oo), (—со,ft] yoki \a, oo) yarim cheksiz oraliqlar. 
(-oo , oo) esa cheksiz oraliq deyiladi. Bu sonli to'plamlarning uzunliklari cheksiz  
bo'Iishi tushunarlidir.

Chegaralari o'ziga tegishli bo'lmagan (a,b) oraliq ochiq, chegaralaridan faqat 
bittasi o'ziga tegishli bo'lgan [a,b), (a,b] yarim oraliqlar yarim ochiq, ikkala 
chegarasi ham o'ziga tegishli [a,b\ kesmayopiq to'plam  deyiladi.

2-TA'RIF: Qaralayotgan с nuqtani o 'z  ichiga olgan har qanday (a,b) oraliq 
(a<c<b) oraliq с nuqtaning atrofi deb ataladi. Xususan, har qanday e>0 soni uchun 
( c-e, c + s ) oraliq с nuqtaning e atrofi deyiladi.

Masalan, (1.9, 2.1) oraliq c=2 nuqtaning e=0.1 atrofi bo'ladi.
1- TA‘RlF: Berilgan X  sonli to'plam uchun shunday M (yoki m) soni 

mavjud bo'lsaki, ixtiyoriy хёС uchun x<M  (yoki x>m) shart bajarilsa, X у uqoridan 
iauvidan) chegaralangan to'plam  deyiladi. Agar X  ham yuqoridan, ham quyidan 
c h e g a ra la n g a n  (m<x<M) bo'lsa, u chegaralangan to'plam  deb ataladi.

Masalan, (-oo, 2] yuqoridan chegaralangan (x<2), (-l,oo) quyidan 
c h e g a ra la n g a n  (x>-l), [-3,5) chegaralangan (x>-3, x<5) to'plam bo'ladi.

4 -TA'RlF: Berilgan X  sonli to'plam uchun har qanday M>0 soni uchun 
shunday x0&  element mavjud bo'lsaki, uning uchun Xq>M yoki -  x<y>M shart 
bajarilsa, Xchegaralanmagan to'plam  deyiladi.

Masalan, ( - 00,6) , (a , 00), (-00 ,ft] , [a, 00) va (-00 , 00) chegaralanmagan sonli 
to'plamlardir.

1.2. Sonning absolut qiymati va uning xossalari. Dastlab bizga 
maktabdan tanish bo'lgan sonning absolut qiymati ta’rifmi eslatib o'tamiz.

S-TA'RIF: Har qanday xd? sonining absolut qiymati {yoki moduli) deb shu 
sondan sonlar o'qining О boshigacha bo'lgan masofaga aytiladi.

Berilgan хё? sonining absolut qiymati |x| kabi belgilanadi va, ta’rifga asosan,

formula bilan aniqlanadi. Masalan, |3|=3, |—4|=4, |0|=0 bo'ladi.
TEOREMA: Sonning absolut qiymati quyidagi xossalarga ega:

1. Har qanday x&  soni uchun |x|>0 ;
2. Har qanday xd l soni uchun [x|=|—jc| ;
3. [x|=0 faqat va faqatx=0 bo'lsa;
4. Har qanday xd? soni uchun pc[>x va x>-|x|;
5. Har qanday x,ysR sonlari uchun (ry|=|x|-[v|;
6. Har qanday xdR va ,0Ф у & sonlari uchun [дг/у(=1х|/1у|;
7. Har qanday x,y&  sonlari uchun |x+>'|<[x|+l>'|;
8 . Har qanday х ,уё f sonlari uchun pc— [y| .

Isbot: Dastlabki ikkita xossa bevosita absolut qiymat ta ’rifidan kelib 
chiqadi.

3. Agar x=0 bo'lsa unda. ta’rifga asosan, [x|=0 bo'ladi. Endi, aksincha, [x|=0 
bo'Isin. Bu holda 2-xossadanx=—x => 2x=0 => r=0 ekanligi kelib chiqadi.

4. (1) formulaga asosan x>0 holda [x|=x va x<0 holda |x|=-x>x bo'ladi. Bu 
yerdan umumiy holda [x|>x ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi shunday tarzda x>-|x| tengsizlik o'rinli ekanligi isbotlanadi.
5. Agar x>0, >->0 => xy>0 => \xy\= xy =|дг|-(у|;

x<0 , y<0 =>Л7> 0  => [(1) formulaga asosan] \xy\= xy = ( -x ) (-y )=  [x|-[y|;
Jr<0 , y>0 =>xy<0 => [(1) formulaga asosan] \xy\~  xy -  {-x) y=  M'Mi 
r" 0> У>0 =>xy<0 => [ху|=— xy = (-x) y=  |x|'ly|.

Demak, barcha hollarda 1хуИ*)"М tenglik o'rinli bo'ladi.
6- Xuddi 5-holdagidek isbotlanadi.



7. Yuqorida ko'rilgan 4-xossaga asosan —pc|<x<|jc| va -|y|<y<|y| qo'sh 
tengsizliklarni yozish mumkin. Bu tengsizliklarni hadma-had qo'shib, ushbu 
natijani olamiz:

Bu yerda ikki holni ko'ramiz. Agar х+^>0 bo isa , unda x+y=\x+y\ bo'lishidan va 
oldingi qo'sh tengsizlikning o'ng tomonidan foydalanib, talab etilgan

x+jksM+M => H>i<M+l>i
natijani hosil qilamiz. Agar x+y<0 bo'lsa, unda -{x+y)=|x+y| bo'lishidan va 
oldingi qo'sh tengsizlikning chap tomonidan foydalanib, isbotlanishi kerak bo'lgan 
tengsizlikka quyidagicha erishamiz:

-4M+ M)s*+y =.> М+1у& Ч*+у)=> •
8 . 7-xossadan foydalanib, quyidagi natijalami olamiz:

x=(x-y)+y => M=l(^->')+);l^bc-yl+l),l => L̂l-
Absolut qiymatning bu xossalaridan kelgusida keng foydalaniladi.

XULOSA
Matematik analiz fanida asosan elementlari sonlardan iborat to'plamlar 

qaraladi. Bularga natural, butun, ratsional, haqiqiy sonlar to'plamlarini ko'rsatish 
mumkin. Algebraik tushuncha bo'lgan haqiqiy son va geometrik tushuncha 
bo'lgan nuqta orasida o'zaro bir qiymatli moslik sonlar o'qi yordamida o'matiladi. 
Sonlar o'qida kesma ,chekli va cheksiz oraliq, yarim oraliq kabi sonli to'plamlar 
qaraladi. Bu sonli to'plamlar ochiq yoki yopiq, chegaralangan yoki 
chegaralanmagan bo' lishi mumkin.

Sonning absolut qiymati (moduli) tushunchasi va uning xossalaridan kelgusida 
keng foydalaniladi.

Tavanch iboralar

* Sonli to'plamlar * Natural sonlar to'plami * Butun sonlar to'plami * Ratsional 
sonlar to'plami * Irratsional sonlar to'plami * Haqiqiy sonlar to'plami * Sonlar 
o'qi * Oraliq * Kesma * Yarim oraliq * Yarim cheksiz oraliq * Cheksiz oraliq
* Ochiq to'plam * Yarim ochiq to'plam * Yopiq to'plam * Nuqta atrofi
* Yuqoridan chegaralangan to'plam * Quyidan chegaralangan to'plam
* Chegaralangan to'plam * Chegaralanmagan to'plam * Sonning absolut qiymati

T akrorlash  uchun savollar

1. Qanday to'plamlar sonli deb ataladi?
2. Asosiy sonli to'plamlami ko'rsatib o'ting.
3. Qanday sonli to'plam oraliq deb ataladi?
4. Kesma deb qanday sonli to'plamga aytiladi?
5. Yarim oraliq deganda nima tushuniladi?
6 . Qaysi shartda oraliq yarim cheksiz yoki cheksiz deyiladi?
7. Qachon sonli to'plam ochiq yoki yopiq deyiladi?
8 . Yarim ochiq to'plam deganda nima tushuniladi?
9. Nuqta atrofi deb nimaga aytiladi?

10 Qachon sonli to'plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan deyiladi?
11 Qanday sonli to 'p lam  chegaralangan deyiladi?
12 Sonning absolut qiymati deb nimaga aytiladi?
13 Sonning absolut qiymati qanday xossalarga ega?

Testlardan nam unalar

1. Ta’rifni to'ldiring: To'plam sonli deb ataladi, agar uning elementlari ... 
sonlardan iborat bo'lsa.

A) butun ; B) natural; C) haqiqiy ; D) ratsional; E) irratsional.

2. Natural, butun, ratsional va haqiqiy sonlar to'plamlari N, Z, Q va R 
orasidagi munosabat qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan ?

А) /V c Z  czQ czR ; B) Z c: N  <z Q с  R\ C) R a  Q c Z  <= N;
D) Q c Z  с  N  с Л ;  E) N a  Z  cz R cz Q.

3. Quyidagilardan qaysi biri natural sonlar to'plamiga tegishli?
A) cosO ; B) cos(ji/4) ; C) cos(n/2); D) costi ; E) cos(3ji/4).

4. Quyidagi ildizlardan qaysi biri irratsional sonlar to'plamiga kiradi?
А) л/25 ; В) VZ5 ; С) л/025 ; D) -Jli25 ;
E) bu ildizlarning birortasi ham irratsional sonlar to'plamiga kirmaydi.

5. Quyidagi ildizlardan qaysi biri ratsional sonlar to'plamiga kiradi?
A) -Jl6S  ; B) y[h69 ; C) V0.I69 ; D) лЯб90 ;
E) bu ildizlarning birortasi ham ratsional sonlar to'plamiga kirmaydi.

6 . Sonlar o'qida quyidagi tushunchalardan qaysi biri qatnashmaydi?
A) sonlar o'qining bosh i; B) sonlar o'qining burilish nuqtasi;
C) sonlar o'qining masshtab b irlig i; D) sonlar o'qining musbat yo'nalishi;
E) keltirilgan barcha tushunchalar qatnashadi.

7. Quyidagi sonli to'plamlardan qaysi biri oraliqni ifodalaydi ?
A) (a,b) ; B) [a,b) ; C) [a,b] ; D) [a,A]; E) {a,b} .

8. Absolut qiymat xossasi qayerda xato ko'rsatilgan ?
A ) |* H - x | ;  B ) \x y \= \x \ \y \;  С) | xfy |=| * |/| у  | (уФО);
D) | x+y  |- | x |+| у  | ; E) Barcha xossalar to 'g 'ri ko'rsatilgan.

9. Absolut qiymat uchun quyidagi tengsizliklardan qaysi biri o'rinli emas ?
A) | x |>0 ; B) | x-_y|>| x | - M  ; С) | x |>x; D) | x+y  |<| x |+| у  | ;
E) Barcha tengsizliklar o 'r in li .



§2. SONLI KETM A -K ETLIK  VA UNUNG LIM ITI

• Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
• Sonli ketma-ketlik limitini hisoblash qoidalari.
• Sonli ketma-ketlikka doir bir iqtisodiy masala.

2.1. Sonli ketm a-ketlik va uning limiti. Dastlab sonli ketma-ketlik 
tushunchasini kiritamiz.

1-TA ‘RIF: Agar har bir ne N natural songa biror qonun-qoida asosida 
ma’lum bir a„eR haqiqiy son mos qo'yilgan bo'lsa, unda au a2 , a3, . . . ,  a„ , . . .  
sonli ketma-ketlik deb ataladi. Bunda a, (ieN ) sonlari ketma-ketlikning hadlari, 
a„ esa umumiy hadi deyiladi.

Sonli ketma-ketiiklarga bir nechta misol keltiramiz.

n  i 1 1 1 1 1 •
2 3 4 n n

2) «n = ( -D n+1-  ;2 3 4 n n
3) -1 ,1 ,-- U , ~ ,  Н Л  " ,  <V (-1)" ;
4) 3 ,3 , 3, 3, -  , 3, -  , a„= 3;
5) -1 , -4 , -9 , -16 , -  , - л 2, ™, a„~ n2 ■
6) 2, 4, 8, -  , 2n, -  , a„=2" ;

7 ) l , 2 , i  4 , i  a „ = n ^ " -

8) -1 ,2 , -3 ,4 , -5 , 6 , - ,  (-1)" w, •••, a„= ( -l)"  w .
Kelgusida a\, a2 , a3, . . . ,  a„ , . . .  sonli ketma-ketlikni qisqacha ketma- 

ketlik deb yuritamiz va {an} kabi belgilaymiz.
2-TA‘RIF: Agar shunday M  (yoki m) soni mavjud bo'lsaki, {a„} ketma- 

ketlikning barcha hadlari uchun a„ <M  (yoki a„ >w)shart bajarilsa, unda bu ketma- 
ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralangan deb ataladi. Ham quyidan, ham 
yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan 5) ketma-ketlik yuqoridan M= - 1 soni bilan, 6) va 
7) ketma-ketliklar quyidan mos ravishda m=2 va m=0 soni bilan chegaralangan.
1)—4) ketma-ketliklar esa chegaralangan bo'ladi.

3-TA‘RJF: Ixtiyoriy M>0 soni uchun {an} ketma-ketlikning kamida bitta hadi 
\an\>M tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi.

Masalan, 5)—8) ketma-ketliklar chegaralanmagan bo'ladi. Bunda 8) quyidan 
ham, yuqoridan ham chegaralanmagan ketma-ketlik bo'ladi.

Endi oliy matematikaning eng muhim tushunchalaridan biri bo'lgan limit 
ta’rifini keltiramiz.

4-TA ‘RIF: Agar {an} ketma-ketlik berilgan bo'lib, ixtiyoriy e>0 soni uchun 
unga bog'liq shunday Nt son topilsaki, и>ЛгЕ shartni qanoatlantiruvchi barcha 
natural sonlar va biror chekli A haqiqiy son uchun | a„ -A\<  e tengsizlik bajarilsa, 
bu A soni {a„} ketma-ketlikning chekli limiti deyiladi.

A soni {an} ketma-ketlikning chekli limiti ekanligi

lim a„ = A yoki lima„=A yoki an—>A

kabi yozilad i. Bu yozuv “ {a„} ketma-ketlik A soniga intiladi yoki yaqinlashadi” 
deb o 'q ilad i.

Masalan, 1) ketma-ketlik limiti A= 0 ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun 
ixtiyoriy e>0 sonini olib, limit ta’rifidagi Nt sonini topishga harakat etamiz:

1 - 0  
n

1 1= —< £ = > n >  — = Ne . 
n £

Demak, 1) ketma-ketlikda ixtiyoriy e>0 soni uchun Nt= 1/e deb olsak, unda 
barcha n>Nc uchun |аи-0|=|(1/и)-0|<е bo'ladi va, limit ta’rifga asosan, lim (1/и)=0 
ekanliei kelib chiqadi. Xuddi shunday tarzda 2) ketma-ketlik limiti ham 0 
bo'lishini ko'rsatish mumkin.

Endi yana {a„} ketma-ketlik limiti ta ’rifiga murojaat etamiz. Unda a,,-*A 
bo'lsa, tartib raqami n>Nc bo'lgan barcha a„ hadlar uchun

| a„ -A\<  e => - e<  an-A <  e => A-e< a„ < A+e => a„ e (A -s , A+e) 
ekanligi kelib chiqadi. Demak, {an} ketma-ketlik chekli A limitga ega bo'lsa, unda 
ixtiyoriy e>0 soni uchun uning tartib raqami n>Nt bo'lgan barcha a„ hadlari A 
nuqtaning e-atrofiga tegishli va undan tashqarida faqat chekli sondagi hadlar 
joylashgan bo'ladi. Limit ta’riflning bu ifodasidan foydalanib 3) ketma-ketlik 
limiti mavjud emasligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilamiz va 3) ketma-ketlik 
limiti biror A sonidan iborat deb olamiz. Bu limit nuqtaning (/4-0.5, Л+0.5) atrofmi 
qaraymiz. Unda bu atrofdan tashqarida 3) ketma-ketlikning chekli sondagi hadlari 
joylashgan bo'lishi kerak. Ammo A limit nuqtaning bu atrofiga 3) ketma-ketlikning 
ham 1, ham -1 hadlari bir paytda tegishli bo'la olmaydi. Bunga sabab shuki, 
olingan (Л-0.5, /4+0.5) atrof uzunligi 1 bo'lib, -1  va 1 hadlar orasidagi masofa esa
2 ga tengdir. Bu holda, masalan, agar l e (  Л-0.5, /4+0.5) bo'lsa, unda -1  bu 
atrofdan tashqarida joylashgan bo'ladi. Bundan esa (/4-0.5, /4+0.5) atrofdan 
tashqarida 3) ketma-ketlikning cheksiz ko'p hadlari joylashganligi kelib chiqadi. 
Ammo bu xulosa limit ta’rifiga ziddir. Demak farazimiz noto 'g 'ri va 3) ketma- 
ketlik limitga ega emas ekan.

5-TA‘RIF: Hamma hadlari bir xil a soniga teng bo'lgan ketma-ketlik 
o'zgarmas ketma-ketlik deyiladi.

Har qanday {a„=C} o'zgarmas ketma-ketlik uchun lima„= limC=C tenglik
о nnli bo'lishi bevosita limit ta’rifidan kelib chiqadi. Masalan, yuqoridagi 4) 
{fl,'=3} o'zgarmas ketma-ketlikdir va uning uchun lima„= lim3=3 bo'ladi.

6-TA ‘RIF: Ixtiyoriy M>0 soni uchun bu songa bog'liq shunday 7VM soni 
topilsaki, {an} ketma-ketlik tartib raqami n>NM shartni qanoatlantiruvchi barcha 
hadlar uchun \an\>M tengsizlik bajarilsa, unda bu ketma-ketlik cheksiz limitga ega 
deyiladi.

Berilgan {a„} ketma-ketlikning limiti cheksiz ekanligi lima„=oo yoki 
ima„=±oo kabi ifodalanadi. Masalan, 5) ketma-ketlik uchun lima„^-oo ekanligini 

ko'rsatamiz. ixtiyoriy M> 0 uchun

\ > M = > n 2 > M = > n >  -Jm  = N k



Demak, 5) ketma-ketlikda ixtiyoriy M>0 soni uchun NM = -JM deb olsak, 
unda barcha n>NM uchun |а„|=|-л2|>М bo'ladi va, barcha a„<0 ekanligidan hamda 
cheksiz limit ta’rifiga asosan , lim (-n2)= -oo ekanligi kelib chiqadi. Xuddi shundek
6) ketma-ketlik uchun lima„=lim2 ',=+oo ekanligini ko'rsatish mumkin. 8) sonli 
ketma-ketlik ham chegaralanmagan, ammo uning cheksiz limiti aniq bir ishoraga 
ega emas va shu sababli lim a„=lim (-l)”« =oo deb yoziladi.

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki cheksiz limitga ega har qanday ketma-ketlik 
albatta chegaralanmagan bo'ladi. Ammo teskari tasdiq har doim ham o'rinli 
bo'lmaydi. Masalan, yuqorida keltirilgan 7) ketma-ketlik chegaralanmagan, ammo 
uning limiti mavjud emas.

7-TA‘RIF: Agar {an} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, u 
yaqinlashuvchi, aks holda esa uzoqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

Masalan, yuqoridagi 1), 2) va 4) ketma-ketliklar yaqinlashuvchi, 3), 5)—8) 
ketma-ketliklar esa uzoqlashuvchidir.

I-TEOREMA: Agar {a„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, uning limiti 
yagona bo'ladi.

Isbot: Teskarisini faraz qilamiz va bu ketma-ketlik ikkita lima„=A, limo„=B 
(АфВ) limitga ega deb olamiz. \A-B\=z bo'lsin. Unda, limit ta’rifiga asosan, 
shunday N\ va N2 sonlar mavjudki, n> N, bo'lganda \an-A\<eJ2 va ri>N2 bo'lganda 
\an-B\<z/2 tengsizliklar o'rinlidir. Agar N^max{NuN2} deb olsak, unda n>N 
bo'lganda oldingi tengsizliklarni ikkalasi ham bajariladi. Bu holda

e =\A-B\=\A- a„ + a„ -B\<\A- a,\ +| a„ -B|<(e/2)+(e/2)=E, 
ya’ni e < e ziddiyatga kelamiz. Demak farazimiz noto 'g 'ri va A -B , ya’ni {a,,} 
yaqinlashuvchi ketma-ketlik limiti yagona ravishda aniqlanadi.

Biror {a„} ketma-ketlik limitini hisoblash ikki bosqichdan iborat bo'ladi:
1) bu ketma-ketlikni yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniqlash;
2) agar ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, uning limitini topish.

8-TA'RIF: Agar ixtiyoriy n - \ ,2,3, — uchun an. \>a„ (a^\<an) tengsizlik o'rinli
bo'lsa, unda {a„} ketma-ketlik monoton o'suvchi (kamayuvchi) deyiladi.

Masalan, { l-1 /л} monoton o'suvchi, {l+1/л} esa monoton kamayuvchi 
ketma-ketlik bo'ladi.

2-TEOREMA: Agar {a„} monoton o'suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik va 
yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa, unda {a„} yaqinlashuvchi ketma-ketlik 
bo'ladi.

Bu teoremani isbotsiz qabul qilamiz.
2.2. Sonli ketm a-ketlik limitini hisoblash qoidalari. Berilgan {a„} ketma- 

ketlik limiti mavjudligi ma’lum bo'lsa, uni limit ta ’rifi bo'yicha aniqlab bo'lmaydi, 
chunki bunda limit qiymati ma’lum bo'lishi kerak. Shu sababli turli ketma- 
ketliklarning limitini topish uchun quyidagi teorema orqali ifodalanadigan limit 
hisoblash qoidalaridan foydalaniladi.

3-TEOREMA: Agar {a„}, {b„} ketma-ketliklaming ikkalasi ham 
yaqinlashuvchi va lima„=A, lim6„=S bo'lsa, unda quyidagi tengliklar o'rinli 
bo'ladi:

lim(a„± b„)= lima„± \imb„=A±B-, (1)

lim(a„ • b„)= lima„ • lim b„=AB; (2)
lim (a„/b„)= \ima„/ \\mb„=A/B (HmA„=jB#)). (3)

Isbot- Faqat (1) tenglikni isbotini keltirish bilan chegaralanamiz. Limit 
, ^ a asosan ixtiyoriy £>0 soni uchun shunday Na va Nb sonlari topiladiki, ri>Na 

W T'n>Nb bo'lganda mos ravishda \an-A\<d2  va \bn-B\<z!2 tengsizliklar o'rinli 
b o ' l a d i .  Linda w>7V=max{A^a , Nb } bo'lganda bu tengsizliklarning ikkalasi ham
haiariladi va bundan

|(a„ ± b„) -(A±B\=\(an -A ) ±( b„ -B )|<  \a„ -A  \ +\b„ -B\<(eJ2)+ (e/2)=e 
natija kelib chiqadi. Bu natijadan, limit ta’rifiga asosan, (1) tenglik kelib chiqadi.

lzohlar: 1. ( 1)—(3) tengliklar yaqinlashuvchi ketma-ketliklar uchun limit olish 
va arifmetik amallar bajarilish tartibini o'zgartirish mumkinligini ko'rsatadi.

2. Agar {an=C} o'zgarmas ketma-ketlik bo'lsa, bu holda limo„=C 
ekanligidan foydalanib, (2) tenglikni \imCb„=C\imb„=Cb ko'rinishda yozish 
mumkin. Demak, o'zgarmas Cko'paytuvchini limit belgisidan tashqariga chiqarish 
mumkin.

( 1)—(3) limit hisoblash qoidalari va eng sodda
fO, a <  0; 

lim и“ = I 1, a  = 0  (4)
П-> CO

[oo, a  > 0

limitdan foydalanib, bir qator ketma-ketliklarning limitini hisoblash mumkin. 
Bunga misol sifatida

lim W  = lim Pkn + Pk-i” + Pk - 2 « ~  + -  + Р1П + Р0 (5)
+ q m-\nm +qm-2»m~ + - + ? i «  + ?0 

limitni hisoblash masalasini ko'ramiz. (5) limitni to 'g 'ridan-to 'g 'ri (3) qoida 
yordamida hisoblab bo'lmaydi, chunki surat va maxrajdagi ketma-ketliklar 
yaqinlashuvchi emas.Bu limitni hisoblash uchun uch holni alohida-alohida 
qaraymiz.

1) k>m. Limit ostidagi kasrning suratidan nk va maxrajidan nm darajani 
qavsdan tashqariga chiqaramiz. So'ngra k-m=O>0 ekanligini hisobga olib va (4) 
limitdan foydalanib, quyidagi natijaga kelamiz:

lim = lim n*(Pk + Pk-\"~X + Pk-2”~2 +• ■ + p {n] k + p 0n k)

Qm(n) "->°°nm(qm + q m_ln 1 + q m- 2n~2 +--- + qxnx~m + q 0n m)

= lim — nk~m = lim na (a > 0) = ±00.
qm ”-*m

2) k-m=r .  Bu holda (5) limitdagi kasrning surat va maxrajini nr darajaga 
bo'lib va (1)—(3) limit hisoblash qoidalari hamda (4) limitdan foydalanib, ushbu 
javobni hosil etamiz:

lim =  lim  Pr "  +  Pr~l” " ' 1 +  Pr - 2” Г~2 +  • '' +  P\” + Po =
»->■«>Qr(n) n->°0 qrnr + q r_lnr~l + q r_2nr~2 +- - - +qxn + q0

= lim n^ Pr + P'-'" ' + Pr-2n~2 + •" + Р\"~Г + Pow~r ) =
»-»• nr(qr + q r_ln~1 + q r- 2*~2 +■■■ + q ^ 1' '  + q0n~r )



lim (p r + p r_xn 1 + p r_2n 2 + • ■ • + Plnl r + p0n~r)_ П->00________________________________________ _  Уг
lim (iqr + qr-1« _1 + ? r_2« '2 + — + 4\^~r + q0n r) qr 'n->«o

3) k<m. Bunda 1) holdagi singari mulohazalar yuritib,

lim —■■ =  lim — nk~m = —  lim «“ (a  < 0) = —  0 = 0 
Qn (jl) Ятп-*°° Чт

javobga erishamiz.
Misol sifatida ushbu limitni hisoblanishini to iiq  ko‘rsatamiz:

4 /7 -3  « (4 -3 /Г 1) 4 -  3« _1 i ™ (4 _ 3 " 4 )lim -------- = lim —------------ = lim -----------  = «=>se-----------
n->«=2/7 + 7 n->°°«(2 + 7« ) «->*2 + 7и" lim(2 + 7« )

rt->co
lim 4 -  lim 3 /Г 1 4 - 3  lim и-1 n 4л—Vgo И—>oo и—vao ^ J * V/ _ ^ _ 2
lim 2 + lim 7« 1 2 + 7 lim « '  2 + 7 0  2

«->CO Я->00 И—>00
Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, har qanday {a„} ketma-ketlik limitini 

hisoblashning umumiy usuli mavjud boMmasdan, (5) limit singari ayrim xususiy 
hollarda uni hisoblash yo‘lini ko'rsatish mumkin. Bunga misol sifatida quyidagi 
ko‘rinishdagi limitni hisoblash usuli bilan tanishtiramiz:

In + a -  л/я + Ь)(-ч/и + а + *Jn + b)

= lim ^ n + a )2 - Q n  + b )1 = ljm (« + a) - (« + b)
»-><*> л/« + a + ■Jn + b 

1= (a  -  b) lim . = (a -  b) lim 
л-»» л]п + а +  \ п  + Ь n-»°°

1

= (a  -  b) lim
1 lim 1

4n  -J 1 + ( a /и) + ^1 +(b/ri)  

1
= ( a - Z > ) 0 - =  0 .

n->«oVn п-кв^ 1+ (а /п )  + д/l + (b!ri) K ’ Vl + O +V f+O  
Sonli ketma-ketliklar limitlarini hisoblashda quyidagi ajoyib limit deb 

ataladigan tenglikdan ham foydalanish mumkin:

lim
И—>ool

Bu natija umumiy hadi

HF-
a „ = ( l  + i )  bo‘

(6)

lgan sonli ketma-ketlik monoton

o‘suvchi va yuqoridan 3 soni bilan chegaralanganligini isbotlash (bu ustida 
to‘xtalib o ‘tirmaymiz) va 2-teoremadan foydalanish orqali keltirib chiqariladi. Bu 
limitning javobi e=2.718281... irratsional son ekanligi va bu son m atem atikada  
juda ko'p qo'llanilishini ta’kidlab o‘tamiz. Masalan, natural logarifm Inx asosi 
mana shu e sonidan iboratdir.

2.3. Sonli ketm a-ketlikka doir b ir iqtisodiy masala. Sonli ketm a-ketlik  
tushunchasiga keluvchi bir iqtisodiy masalani ko'ramiz. Bank mijozlardan yillik

to'lash sharti bilan omonatga jam g'arm a qabul etadi. Bunda R bank foizning 
R .• kasrdagi ifodasini bildiradi. Masalan, bankning foiz qo'yilmasi 15% bo'lsa, 
° ” /?=0.15 deb olinadi.Bank foizi mijoz omonatiga yil davomida к marta 
^ " o b  lan  is hi mumkin. Masalan, k= 1 bo'lsa yilda bir marta, k= 4 bo'lsa har 
c h o ra k d a , A=12 holda har oyda omonatga foiz qo'yiimasining tegishli bir qismi 

‘s h ib  boriladi. Bunda har bir qo'shilmada omonat miqdori i=R/k foizga ortadi.
^ Mijozning bankka qo'ygan omonatining boshlang'ich qiymati aQ bo'Isin. 
gu o m o n a t  qiymatini vaqt o'tishi bilan qanday o'zgarib borishini aniqlaymiz. 
O m o n a tn in g  birinchi qo'shilmadan keyingi qiymatini a x deb belgilasak, u 

a\= a0+ iao=(l+i) a0 
fo rm u la  bilan aniqlanadi. Omonatning ikkinchi qo'shilmadan keyingi qiymati 

a2 ~ a\+ Wi=(l+ 0  a i= (l+ 0 2 До 
h n -la d i  Bu iaravonni davom ettirib, omonaming «-qo'shilmadan keyingi qiymati 

an =(l+On «o. « = 1 ,2 ,3 ,- ,  (7)
ekanligini aniqlaymiz.

Shunday qilib omonat qiymatining o'zgarib borishi (7) sonli ketma-ketlik 
bilan aniqlanib , u birinchi hadi a ,= (1+0  aa va maxraji <7= 1+/ bo'lgan geometrik 
progressiyani tashkil etadi. Bu ketma-ketlikning limiti masalasini keyingi 
paragraflarda ko'ramiz.

XULOSA
Limit-oliy matematikaning poydevorida yotgan tushunchalardan biri bo'lib 

hisoblanadi. Juda ko 'p  matematik tushuncha va tasdiqlar limit yordamida 
aniqlanadi va isbotlanadi. Bu yerda limit tushunchasi sonli ketma-ketlik uchun 
kiritiladi. Bunda sonli ketma-ketlik yagona limitga ega bo'ladi. Agar sonli ketma- 
ketlik limiti mavjud va chekli sondan iborat bo'lsa, u yaqinlashuvchi, aks holda 
esa uzoqlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Turli sonli ketma-ketlik limitlarini 
topishda limit hisoblash qoidalari va ajoyib limitdan foydalaniladi. Sonli ketma- 
ketlikka iqtisodiy mazmunli misol sifatida bankka qo'yilgan omonat miqdorini 
vaqt bo'yicha o'zgarishini aniqlash masalasini ko'rsatish mumkin.

Tavanch iboralar

* Sonli ketma-ketlik * Quyidan chegaralangan ketma-ketlik * Yuqoridan 
chegaralangan ketma-ketlik * Chegaralangan ketma-ketlik * Chegaralanmagan 
ketma-ketlik * Sonli ketma-ketlik limiti * O'zgarmas ketma-ketlik 
: Yaqinlashuvchi ketma-ketlik * Uzoqlashuvchi ketma-ketlik * Limitning 

yagonaligi * Monoton ketma-ketliklar * Limit hisoblash qoidalari * Ajoyib limit

T akrorlash  uchun savollar

1 ■ Sonli ketma-ketlik nima?
2. Sonli ketma-ketliklarga misol keltiring.
3. Qachon ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi?
4. Qanday ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan deb ataladi?



5. Chegaralangan ketma-ketlik deyilganda nima tushuniladi?
6 . Qanday ketma-ketlik chegaralanmagan deb ataladi?
7. Sonli ketma-ketlikning chekli limiti qanday ta’riflanadi?
8 . O'zgarmas ketma-ketlik nima?
9. 0 ‘zgarmas ketma-ketlik limiti nimaga teng?
10. Sonli ketma-ketlikning cheksiz limiti qanday ta’riflanadi?
11. Qanday ketma-ketlik yaqinlashuvchi deyiladi?
12. Qachon ketma-ketlik uzoqlashuvchi deyiladi?
13. Yaqinlashuvchi ketma-ketlik limiti nechta limitga ega bo'lishi mumkin?
14. Qachon ketma-ketlik monoton deb ataladi?
15. Monoton ketma-ketlik limiti haqida qanday tasdiq o'rinli?
16. Limit hisoblashning asosiy qoidalari nimalardan iborat?
17. Umumiy hadi ko'phadlar nisbatiga teng ketma-ketlik limiti qanday usulda 

hisoblanadi?
18. Ketma-ketlik limitini hisoblashning umumiy usuli mavjudmi?
19. Ajoyib limit qanday ko'rinishda bo'ladi?
20. Sonli ketma-ketlikning iqtisodiy tatbig'iga misol keltiring.

T estlardan nam unalar

1. an = ------  sonli ketma-ketlikning quyi va yuqori chegaralarini ko'rsating.
n + 1

A) ^ ,1 0 ; B) 1 ,1 ; C ) ^  3 ;  D )0 ,1 ; E ) l ,2 .

2. Qaysi sonli ketma-ketlik chegaralangan ?

A) { ^  + 3}; B) { (-! )"  •«}; C) { / / " ? } ;  D) ; E)
(-1  у

3. Quyidagilaming qaysi biri yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo'ladi ?

Xn = - T ~ .• У» 2 , » z" = (~ 1)Л n2 +1 2n2 - I
A )x„; B) x„,y„; C )z „ ; D) y mz„; E )x„,z„.

M ustaqil ish topshiriqlari

I. Quyidagi sonli ketma-ketliklaming limitlarmi hisoblang:
4/и” + 3m"~2 + /J + 1a) lim

2m" -  5mn~l + m" 3 - 2 «  + 3
1 1 1 /7 + 1,

b) lim [1 —  + —-------—-+ ......+ (—1) ~ t r ] ;  C) lim (1 + - — -) 2 mn
m-*x> n n rt

•  Funksiya va и bilan bog'liq tushunchalar.
.  Funksiya grafigi.
,  Funksiyani berilish usullarl
•  Funksiya ko‘rinishlari.
• Murakkab va teskari funksiya.
• Asosiy elementar va elementar funksiyalar.
•  Funksiyalarning ayrim iqtisodiy tatbiqlari.

3.1. Funksiya va u bilan bog'liq tushunchalar. Atrofimizdagi turli 
jarayonlam i matematik usullarda tadqiqot qilayotganimizda o'zgarmas va 
o'zgaruvchi miqdorlarga duch kelamiz.

1-TA 'RIF: Faqat bitta sonli qiymat qabul qiladigan kattaliklar o'zgarmas 
miqdorlar deyiladi.

Masalan, yorug'lik tezligi c, erkin tushish tezlanishi g, aylana uzunligini uning 
diametriga nisbati я, izotermik jarayonlarda harorat t° o'zgarmas miqdorlardir.

2-TA ’RIF: Turli sonli qiymatlar qabul qila oladigan kattaliklar 
o'zgaruvchi miqdorlar deyiladi.

Masalan, tekis harakatda v tezlik o'zgarmas miqdor bo'lib, vaqt t va bosib 
o'tilgan masofa 5 o'zgaruvchi miqdorlardir.

Biror jarayonni o'rganayotganimizda bir nechta o'zgaruvchi miqdorlar 
o'rtasidagi o'zaro bog'lanishlarga duch kelamiz.

Masalan, tekis harakatda tezlikni v, vaqtni t va bosib o'tilgan masofani s desak, 
u holda t v as o'zgaruvchilar o'zaro s - v  t ko'rinishda bog'langan bo'ladi. Bunday 
bog' lanishlami juda ko'p keltirish mumkin va shu sababli ulami atroflicha 
o'rganish maqsadida funksiya tushunchasi kiritiladi.

3-TA ’RIF: Agarda x o'zgaruvchining biror D  sonli to'plamga tegishli har 
bir qiymatiga ma’lum bir qonun-qoida asosida у  o'zgaruvchining biror E 
to'plamga tegishli yagona bir qiymati mos qo'yilgan bo'lsa, ya’ni / : D —> £  
bo'lsa, unday o'zgaruvchi x o'zgaruvchining funksiyasi deyiladi.

Biror у  o'zgaruvchi x o'zgaruvchining funksiyasi ekanligi y=fix) kabi 
belgilanadi ( f  harfi o 'm iga F, h, g, <p kabi boshqa harflar ham qo'llanilishi 
mumkin). Bu yerda x erkli o'zgaruvchi yoki argument, у  esa erksiz o'zgaruvchi 
yoki funksiya deb ataladi.

Masalan, _y=2x+3, у=Зх2+4л:-1, y=2/x.у=5хе*+6 funksiyalarga misol bo'ladi.
4-TA’RlF: Berilgan/ : D —* Ё  funksiyada D -  funksiyaning aniqlanish 

sohasi, E -  o'zgarish yoki qiymatlar sohasi deyiladi.
У~АХ) funksiyaning aniqlanish sohasi D {/}, qiymatlar sohasi esa E {/} kabi 

belgilanadi. Masalan, f ( x )  = sin -Jx funksiya uchun D{/}=[0,oo), Е{/}=[-1,1].
Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, oldingi paragrafda ko'rilgan {a„} sonli ketma- 

ketlikni aniqlanish sohasi D{/}=yV-natural sonlar to'plami, qiymatlar sohasi esa 
An)~ a„ , neN, haqiqiy sonlardan iborat funksiya deb qarash mumkin.

§3. FUNKSIYA VA UNGA DOIR TUSHUNCHALAR



Matematik analiz fanida asosan funksiyalar a ular bilan bog‘liq bo’lgan 
tasdiqlar o'rganiladi.

3.2. Funksiya graflgi. Funksiya haqida geometrik tasavvur hosil etish 
uchun uning grafigi tushunchasi kiritiladi.

5-TA 'RIF: XOY koordinata tekislikdagi (х.у)=(хДх)), xeD{/}, koordinatali 
nuqtalaming geometrik o‘mi y=ftx) funksiyaning grafigi deyiladi.

Masalan, y=x2 funksiya grafigi paraboladan, _y=cosx funksiya grafigi 
sinusoidadan,y=2x+5 funksiya grafigi esa to‘g‘ri chiziqdan iboratdir.

Turli masalalarni yechishda berilgany=fix) funksiyaning L grafigini ma’lum 
bir ko'rinishda o ‘zgartirishga to 'g 'ri keladi.

>  y=ftx+a) funksiyaning grafigi L chiziqni OX o 'qi bo'yicha |a| birlik 
chapga (agar a>0  bo'lsa) yoki o 'ngga (agar a<0 bo'lsa) parallel ko'chirishdan hosil 
bo'ladi (41-rasmga qarang).

>  y=fix)+b funksiyaning grafigi L chiziqni OY o 'q i bo'yicha |A| birlik 
yuqoriga (agar b> 0 bo'lsa) yoki pastga (agar b<0 bo'lsa) parallel ko'chirishdan 
hosil bo'ladi (42-rasmga qarang). .

>  у=аДх) funksiyaning grafigi L chiziqni OY o 'qi bo'yicha a  marta 
cho'zish (agar а>1 bo'lsa, 43-rasm) yoki qisish (agar 0<а<1 bo'lsa, 44-rasro) 
orqali hosil bo'ladi. Agar a<0 bo'lsa, unda L chiziq OX o'qiga nisbatan sim m etrik  
ravishda akslanadi.

О 43-rasm
О

44-rasm

>  y=j(kx) funksiyaning grafigi L chiziqni OX o'qi bo'yicha к marta 
cho'zish (agar k> 1 bo'lsa, 45-rasm) yoki qisish (agar 0<£<1 bo'lsa, 46-rasm) orqali 
hosil bo'ladi. Agar k<0 bo'lsa, unda L chiziq OY o'qiga nisbatan simmetrik 
ravishda akslanadi.

3.3. Funksiyani berilish usullari. Turli masalalarni qarashda funksiya 
asosan to 'rt usulda berilishi mumkin.

’> Analitik usul. Ko'p hollarda funksiyalar analitik usulda, ya’ni x 
argument ustida bajariladigan matematik amallami formulalar orqali ifodalash 
orqali beriladi. Masalan, aylana radiusi x va uning yuzasi у  orasidagi bog'lanish 
funksiyasiy=7tx2 formula orqali analitik usulda aniqlanadi.

x, Xi хг Хз Xo-1 Xn
J '.=/{*,) y\ У2 Уз Уа-1 >n

jadvailar kitobchasida funksiyalaming qiymatlari shunday ko'rinishda berilgan.
Odatd x argument va у  funksiya orasidagi bog'lanish tajriba yoki kuzatuvlar
asos’da o'rganilayotgan bo'lsa, funksiya qiymatlari jadval ko'rinishda ifodalanadi.



❖ Grqfik usuL Bunda x argument va у  funksiya orasidagi bog1 lanish bu 
funksiyaning grafigi orqali beriladi. Masalan, yurak faoliyatini ifodalovchi 
funksiya kardiogramma orqali grafik ko'rinishda ifodalanadi. Shuningdek bu 
usuldan tenglamalami grafik usulda yechishda ham foydalaniladi.

❖ Ta’rif  usulL Bu usulda funksiya qiymatini aniqlash qonuni uni ta’riflash 
orqali beriladi. Masalan, Dirixle funksiyasi deb ataluvchi va [0,1] kesmada 
aniqlangan D(x) funksiyani analitik, jadval yoki grafik ko‘rinishlarda ifodalab 
bo‘lmaydi. Bu funksiya qiymatlari ta’rif bo‘yicha quyidagicha aniqlanadi:

4 f 1, agar x ratsional son bo'lsa ;
D(x) = <

[0 , agar x irratsiona 1 son bo' Isa .
3.4. Funksiya ko‘rinishlari. Funksiyalar u yoki bu xususiyatlariga qarab 

turli ko‘rinishlarga ajratiladi.
6-TA ’RIF: Berilgany=fix) funksiya biror Dc=D{/} sohaga tegishli ixtiyoriy 

xb x2 eD  va*i<jc2 nuqtalar uchunfixi)<fix2) [,X*i)</t*2)] shartni qanoatlantirsa, u 
shu D sohada o ‘suvchi (kamaymovchi) funksiya  deyiladi.

Masalan, y=x' funksiya (-<o;go) oraliqda, y=x2 funksiya esa aniqlanish 
sohasining (0,«>) oralig‘ida o ‘suvchi bo‘ladi. A n t’ye  funksiya deb ataladigan>-=[x] 
funksiyaning qiymati argument x qiymatiga eng yaqin va undan katta bo'lmagan 
butun son kabi aniqlanadi. Masalan, [l.2 ]= l, [2.98]=2, [12]=12, [-1.5]— 2. Bu 
holda fix)=[x] funksiya uchun D(/}=(-oo;oo) va E{/)=Z={0,±1, ±2,—} bo‘lib, u 
aniqlanish sohasida kamaymoqchi funksiya bo'ladi.

7-TA’RlF: Berilgan y=fix) funksiya biror DcD{/} sohaga tegishli ixtiyoriy
xi, x2eD  va xx<x2 nuqtalar uchun ЛХ|)>ДХ2) [fix\)>j{x2)] shartni qanoatlantirsa , u 
shu D sohada kamayuvchi (o‘smoqchi) funksiya deyiladi.

Masalan, y=-2x  funksiya (~«>;°o) oraliqda. y=x2 funksiya esa aniqlanish 
sohasining (-oo,0) oralig‘ida kamayuvchi bo'ladi. y= l-[x] funksiya esa (-oo;oo) 
oraliqda o‘smoqchi bo‘ladi.

0 ‘suvchi yoki kamaymoqchi, kamayuvchi yoki o‘smoqchi funksiyalar 
birgalikda monoton funksiyalar deyiladi.

8-TA ’RIF: Aniqlanish sohasi D{/} nol nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan 
y=fix) funksiya ixtiyoriy x e D {/} uchun fi-x)=fix) [ fi-x)=  -Дх)] shartni 
qanoatlantirsa, u ju ft [toq] funksiya deyiladi.

Masalan, fix)=x2 -ju ft funksiya, Дх)=х3 esa toq funksiya bo'ladi. Lekin har 
qanday funksiya juft yoki toq bo'lishi shart emas. Masalan, fix)=x2 -Зх+l yoki 
fix)=2x -3  funksiyalar na juft va na toqdir.

Ta'rifdan juft funksiya grafigi OY koordinata o'qiga, toq funksiya grafigi esa
О koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo'lishi kelib chiqadi.

TEOREMA: Agar J{x) va g(x) juft funksiyalar bo'lsa, ularning umumiy D 
aniqlanish sohasida Xx)±g(x), Лх)-#(х) va, g(x)f0 bo‘ Isa, fix)/g(x) funksiyalar ham 
juft funksiyalardir. A gar^x) va g(x) toq funksiyalar bo 'lsa/x)±g(x) to q , Дх) ^(х) 
va Ax)/g(x) funksiyalar esa juft funksiya bo'ladi. Agar fix) juft va g(x) toq 
funksiya bo'lsa. ulaming ko'paytmasi va bo'linmasi toq funksiya bo'ladi.

Isbot: Misol sifatida faqat bir hoi uchun isbotni keltiramiz, chunki boshqa 
hollar ham xuddi shundek ko'riladi. Masalan, qaralayotgan fix) va g(x) j u^

fu n k s iy a la r ,  ya’ni fi-x)=fix) va gi~x}=g(x) bo'lsin. Bu holda F(x)=/x)±g(x) 
funksiya uchun

F(-x)=^-x)±g(-x)=/x)±g(x)=F(x) 
tenglik o 'rinli v a , ta’rifga asosan F(x) juft funksiya bo'ladi.

Izoh: Agar_/(x) aniqlanish sohasi D{/} koordinata boshiga nisbatan simmetrik 
bo'lgan ixtiyoriy funksiya bo'lsa, unda F(x)= fix )+ fi-x )  juft, G(x)=fix) -fi-x ) esa 
toq funksiya bo'lishini ko'rish qiyin emas.

q.TA  'RIF: Agar y=fix) funksiya uchun shunday T>0 son mavjud bo'lsaki, 
V x eD {/} uchun x±TeD{/} bo'lib, y(x±T)=/(x) shart bajarilsa, u davriy funksiya 
deb ataladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi eng kichik musbat T soni shu 
funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, _y=sinx davri Т=2я, y=  tgx esa davri Т=л bo'lgan davriy 
funksiyalardir. y={x}=x-{x] funksiya qiymati argument x qiymatining nomanfiy 
kasr qismiga teng bo'ladi. Masalan, {1.2}=0.2, {2.98}=0.98, {±8}=0, {-1.7}= 0.3 
(bunda -1.7= -2+0.3 deb qaraladi). Bu holda D{/}=(-oo;oo) va E{/}=[0,1) bo'lib, 
ixtiyoriy xeD{/} va neN={ 1,2,3.-} uchun {x+w}={x} bo'ladi. Bundan Дх)={х} 
davri T=1 bo'lgan davriy funksiya ekanligini ko'rish mumkin. y=x2 yoki y=ex 
funksiyalar esa davriymas fimksiyalarga misol bo'ladi.

10-TA’RIF: Berilgan y=fix) funksiya uchun shunday M >0 soni topilsaki, 
ixtiyoriy xeD  uchun |Дх)|<М shart bajarilsa, u D sohada chegaralangan funksiya 
deyiladi. Aks holday=fix) chegaralanmagan funksiya deb ataladi.

Masalan, y=sinx chegaralangan funksiya, chunki barcha x uchun |sinx|<1. 
y=2x funksiya (_<»,0) oraliqda chegaralangan va 2*<1, ammo bu funksiya (0 ,oo) 
oraliqda chegaralanmagan, chunki ixtiyoriy M>0 katta soni uchun x>log2M 
bo'lganda 2X >M bo'ladi.

11-TA’RIF: Agar у -fix) funksiya biror D sohaning har bir x nuqtasida 
o'zgarmas С soniga teng bo'lsa, u D sohada o'zgarmas funksiya deyiladi.

Masalan, xe(-oo,co) sohada T(x)=sin2x+cos2x= l, xe(-<»,0) sohada 
Лх)=х/(х|=-1 o'zgarmas funksiya bo'ladi.

3.5. M urakkab va teskari funksiyalar. Funksiyalar bilan bog'liq yana 
ikkita tushunchani kiritamiz.

12-TA ’RIF: Agar г=ф(х) funksiya X—>Z , y=fiz) esa Z—»Y akslantirishni 
ifodalasa . unda у=Дф(х)) funksiya X—>Y akslantirishni ifodalaydi va murakkab 
funksiya deb ataladi. Bu yerda <p ic h k i,f  esa tashqi funksiya deyiladi. _у=Дф(х)) 
murakkab funksiya/va ф funksiyalarning superpozitsiyasi deb ham aytiladi.

Masalan, y=sinx2 murakkab funksiya bo'lib, unda ф(х)=х2 ichki, /(ф)=5(пф 
esa tashqi funksiya bo'ladi. _v=sin2x murakkab funksiyada esa ф(х)=81пх ichki, 
Дф)=Ф‘ tashqi funksiya bo'ladi.

L3-TA ’RIF: Aniqlanish sohasi D{/} va qiymatlar sohasi E{/} bo'lgan 
>~Лх) funksiya uchun har bir y e E {f \  soniga fix)=y shartni qanoatlantiradigan 
yagonaxeD{/} sonini mos qo'yadigan х=ф(>’) funksiya mavjud bo'lsa, u berilgan 

ksiyaga teskari funksiya deb ataladi.
Berilgan/funksiyaga teskari funksiya f '  kabi belgilanadi. Bunda / -1  faqat 

gilash bo'lib, u 1 If degan ma’noni ifodalamasligini ta’kidlab o'tamiz.



Odatda argument x, funksiya esa у  orqali belgilanganligi uchun, y=f{x) 
funksiyaga teskari х=ф(у) funksiya y=q>(x) yoki y = f l(x) ko'rinishda yoziladi.

Agar y-f(x) funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa ,unga teskari funksiya 
y = f \x )  mavjudligini va uni fiy)=x  tenglama yechimi kabi topishimiz mumkinligini 
isbotlash mumkin. Masalan, J[x)=7>x-\ bo'lsa, unda 3y-l= x  tenglamadan teskari 
fu nksiya/'1(jc)=(o+1)/3 ekanligini aniqlaymiz.

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, o'zaro teskari funksiyalar uchun D(/)=E{/‘1} va 
E{/}=D{/~‘}, f \ f ' x{x)]=x v a /■ ’ [/‘(дг)]=д: munosabatlar o'rinli bo'ladi. Bundan 
tashqari ularning grafiklarij=x to 'g 'ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo'ladi

3.6. Asosiy elem entar va elem entar funksiyalar. Maktab matematikasidan 
bizga ma’lum bo'lgan quyidagi funksiyalarni eslatib o'tamiz:

❖ D arajali funksiya. Bu funksiya y=xa ko'rinishda bo'lib, o'zgarmas 
daraja ko'rsatkichi a  e R bo'ladi. Masalan,

y  = 1 = X°, У = Х2, У = у [ х = х 2 , y  = — = x~l
X

darajali funksiyalardir. Darajali funksiyaning xossalari a  daraja ko'rsatkichi 
qiymatiga bog'liq bo'ladi. Masalan, a  musbat butun son bo'lsa, J(x)=xa aniqlanish 
sohasi D{/} = (-00,00), qiymatlar sohasi esa toq a  uchun E{/} = (-00,00), juft a  
uchun E{/}=[0,ao) bo'ladi. Agar a  manfiy butun son bo'lsa, f(x)=xa aniqlanish 
sohasi D{/}={x: x^O}, qiymatlar sohasi esa E{/)=(-oo,oo) bo'ladi. Bundan 
tashqari a  juft son bo'lsa,^x)=jr“ juft, a  toq bo'lsa toq funksiya bo'ladi.

❖ Ko'rsatkichli funksiya. Bu funksiya y=<f ko'rinishda va unda daraja 
asosi a>0 va a* 1 shartni qanoatlantiruvchi o'zgarmas son bo'ladi. Masalan, y=3't, 
jy=(l/l0)x, y=ex ko'rsatkichli funksiyalardir. Bu funksiya uchun D{/}=(-oo,oo), 
E{/}=(0,a°) bo'ladi. Agar a> 1 bo'lsa, fix)=cf o'suvchi, 0<a<l bo'lsa kamayuvchi 
funksiyaga ega bo'lamiz.

❖ Logarifmik funksiya. Bu funksiya y=  log^x, (a>0, аФ 1), ko'rinishda 
bo' lib, y= a x ko'rsatkichli funksiyaga teskari funksiyani ifodalaydi.

Masalan, y=log2*, y =  log 0.s x , y=  logio* =lgx, y=  log^x =lnx logarifmik 
funksiyalardir. Logarifmik ^)= logaX  funksiya uchun D{/}=(0,oo), E{/}=(-oo,oo) 
bo'ladi. Agar logarifm asosi a> 1 bo'lsa, 7(jc)=log^ o'suvchi, 0<a<l holda esa 
kamayuvchi bo'ladi.

❖ Trigonometrik funksiyalar. Bular y=sinx, y=cosx, y=tgx va y=ctgx 
funksiyalardan iborat. Bu yerda y(jc)=siru va Дх)=со&у funksiyalar uchun 
D{/}=(-<»,oo) va E{/}=[0 ,1] bo'lib, ular Г=2л davrli va chegaralangan bo'ladi. 
Bunda/(x)=sinr-toq, y{x)=cosx—juft funksiyalardir.

y(x)=tgx va T(jc)=ctg!r funksiyalarning aniqlanish sohalari mos ravishda 
D{f)={x: х^(2к+1)л/2, k eZ ) va D{/}={x: д^кл, k eZ  }, qiymatlar sohasi 
E{/}=(-oo,oo) bo'ladi. Bu funksiyalar Т=л davrli, toq va chegaralanmagan bo'ladi.

❖ Teskari trigonometrik funksiyalar. Bularga y=arcsinx, y=arccosx, 
y=arctgx, y=arcctgx funksiyalar kiradi.Ular mos trigonometrik funksiyalarga 
teskari bo'ladi. y(x)=arcsinx va/fx)=arccosx uchun D{/}=[—1,1], qiymatlar sohasi 
esa mos ravishda Е{/}=[-л/2, nJ2] va E{/}=[0, л] bo'ladi. /x)=arctgx va

>=arcctgx uchun D{/}=(-®V*>), qiymatlar sohasi esa mos ravishda Е{/}=(-л/2, 
я/2) va E{/}=(°- n) bo'ladi. Bundan tashqari y(jc)=arcsiru va J{x)=arctgx toq
funksiyalardir.

1J.TA 'RIF: 1 -5 funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deb ataladi. 
Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida chekli sondagi arifmetik va 
rpozitsia llash  amallari orqali hosil qilingan funksiyalar elementar funksiyalar 

deyiladi. Masalan , y=21nsinr+xz/5,y=fl*ln(x+l) elementar funksiya bo'ladi.y={x} 
vay=M  elementar bo'lmagan funksiyalarga misol bo'ladi.

3.7. Funksiyalarning ayrim  iqtisodiy tatbiqlari. Iqtisodiyotning nazariy 
va amaliy masalalarini o'rganishda funksiyalardan keng foydalaniladi. Masalan, 
ishlab chiqarish funksiyasi (ishlab chiqarish natijalarini turli omillarga 
bog'Iiqligi), xarajatlar funksiyasi (ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi bilan 
xarajatlar o'rtasidagi bog'lanish), talab funksiyasi (mahsulotga talab hajmi va 
narx. foyda kabi turli omillar orasidagi bog'lanishlar) kabi funksiyalar 
iqtisodiyotda ko'p qo'llaniladi.

Yana bir misol sifatida aholining daromadi x va uning turli tovarlarga ehtiyoji 
у  orasidagi bog'lanishlami o'rganish uchun shved iqtisodchi olimi Tornkvist 
tomonidan taklif etilgan quyidagi fiinksiyalarini qaraymiz:

■ (x>  b) , у  -  inson hayoti uchun I navbatda zarur 
x - c

bo'lgan oziq-ovqat mahsulotlari, kiyim-kechak kabi tovarlarga ehtiyoj ;

■ y - ( x >  d > b )  , v -  inson hayoti uchun II navbatda zarur
x - c

bo'lgan televizor, mebel, kosmetika kabi tovarlarga ehtiyoj;

■ y  = a x - —— (x > m > d > b ) , y-avtomobil, tilla bezaklar,dala
x - c

hovlisi kabi qimmatbaho buyumlarga ehtiyoj .
Bu funksiyalar quyidagi iqtisodiy qonuniyatlarni ifodalaydi:

S  Daromad x ma’lum bir b, d  yoki m qiymatdan oshgandan keyin tegishli 
tovarlami xarid etish mumkin ;

S  Daromad .v oshib borishi bilan I va II navbatda zarur bo'lgan tovarlarga 
ehtiyojni ifodalovchiy funksiya o'sishi sekinlashibdi;

^  I va П navbatda zarur bo'lgan tovarlarga ehtiyojni ifodalovchi у  
yuqoridan a soni (to'yinish nuqtasi) bilan chegaralangan, chunki 
ularning iste’moli cheksiz o'sishi mumkin emas;

^  Daromad x oshib borishi bilan qimmatbaho buyumlarga ehtiyoj ham 
o'sib boradi va yuqoridan chegaralanmagan .

XULOSA
Matematik analiz fanida funksiyalar va ular bilan bog'liq turli tushuncha 

amda tasdiqlar qaraladi. Funksiya deyilganda turli o'zgaruvchi miqdorlar 
orasidagi bog'lanishning matematik ifodasi tushuniladi. Funksiyalar analitik, 

val, grafik va ta’rif usullarida berilishi mumkin. Funksiyalar u yoki bu



xususiyatlariga qarab monoton, jufi-toq, davriy, chegaralangan Va 
chegaralanmagan kabi ko‘rinishlarda bo'lishi mumkin. Berilgan funksiyalar orqali 
murakkab va teskari funksiyalami aniqlash mumkin. Darajali, ko'rsatkichli 
logarifmik, trigonometrik va teskari trigonometrik funksiyalar asosiy elementar 
funksiyalar bo'lib hisoblanadi. Ulardan tuzilgan turli funksiyalar esa elementar 
funksiyalar deyiladi. Matematikada elementar bo'lmagan funksiyalar ham qaraladi 

Funksiya tushunchasi iqtisodiy tadqiqotlarda ham keng qo'llaniladi. Bularga * 
daromad va у  iste’mol orasidagi bog'lanishni ifodaiovchi Tomkvist funksiyalarini 
misol sifatida ko'rsatish mumkin. Kelgusida iqtisodiy mazmunli boshqa 
funksiyalar bilan ham tanishamiz.

Tavanch iboralar

* O'zgarmas miqdorlar * O'zgaruvchi miqdorlar * Funksiya * Aniqlanish sohasi
* Qiymatlar sohasi * Funksiya grafigi * O'suvchi (kamaymoqchi) funksiya
* Kamayuvchi (o'smoqchi) funksiya * Monoton funksiyalar * Juft funksiya
* Toq funksiya * Davriy funksiya * Chegaralangan funksiya * Chegaralanmagan 
funksiya * O'zgarmas funksiya * Murakkab funksiya * Teskari funksiya * Asosiy 
elementar funksiyalar * Elementar funksiyalar * Tomkvist funksiyalari__________

T akrorlash uchun savollar

1. Qanday miqdorlar o'zgarmas deyiladi? Misollar keltiring.
2. Qanday miqdorlar o'zgaruvchi deyiladi? Misollar keltiring.
3. Funksiya qanday ta’riflanadi?
4. Funksiyaning aniqlanish sohasi deb nimaga aytiladi?
5. Funksiyaning o'zgarish (qiymatlar) sohasi qanday ta’riflanadi?
6 . Funksiya grafigi deb nimaga aytiladi?
7. Funksiya qanday usullarda berilishi mumkin?
8 . Qaysi shartda funksiya o'suvchi (kamaymoqchi) deyiladi?
9. Qanday funksiya kamayuvchi (o'smoqchi) deb ataladi?
10. Monoton funksiya deganda nima tushuniladi?
11.Qachon funksiya juft (toq) deb ataladi?
12.Davriy funksiya deb qanday funksiyaga aytiladi?
13. Chegaralangan (chegaralanmagan) funksiya ta’tifini keltiring.
14. O'zgarmas funksiya qanday aniqlanadi?
15.Murakkab funksiya qanday hosil etiladi?
16.Teskari funksiya qanday ta’riflanadi?
17. Qaysi shartda teskari funksiya mavjud bo'ladi va u qanday topiladi?
18.Qaysi funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi?
19.Elementar funksiyalar deb qanday funksiyalarga aytiladi?
20. Elementar bo'lmagan funksiyalarga qanday misollar bilasiz?
21 .Iqtisodiy mazmunli qanday funksiyalami bilasiz?
22. Tomkvist funksiyalari qaysi iqtisodiy tushunchalar orasidagi b o g 'lan ish la rn i 

ifodalaydi?

2 3  T o m k v i s t  funksiyalari qanday iqtisodiy qonuniyatlami akslantiradi?

Testlardan nam unalar

1 Ta’rifni to‘Idiring:y=^/(x) funksiya deb x o'zgaruvchining har b irx eD  
q i y m a t i g a y  o'zgaruvchining . . . .y e E qiymatini mos qo'yilishiga aytiladi.

A) bir nechta ; B) kamida bitta; C) faqat bitta ; D) ikkita;
E) kamida ikkita.

2. Ta’rifni to'ldiring: y=flx) funksiyaning aniqlanish sohasi deb x
argumentning y^flx) funksiya ......... bo'ladigan qiymatlar to'plamiga
aytiladi.

A) musbat; B) manfiy; C) nol; D) ma’noga ega ; E) cheksiz.

3 f ( x) = v 2x+ T  -  lg x  funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
A) (—1,+®); В) (0,+oo); C) (2,11); D) (-®,+®); E) (1,+®).

4 . f { x )  = In - J x - 1 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.
A) [1,+®); В) [0,+oo); C) ( - 00,+®); D )(-® ,1); E) (1,+®).

x — 15. f ( x )  = arcsin ——  funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A) [0,1]; B) -(1,2]; C) (-®,+®); D) [-1,3]; E) [-1,1].

Mustaqil ish topshiriqlari

xzn- \
!• f i x ) -  In-—------funksiyaning aniqlanish sohasini toping .

2- f ( x )  = л/и2 -  x 2n funksiyaning qiymatlar sohasini toping.

3. Quyidagi funksiyalami juft-toqlikka tekshiring: 
f i x )  = sin" x  • cos n r , g ix) = sin" x + cos их.

f i x )  = —+ П (x>n) funksiyaga teskari /  L(x) funksiyani toping, 
x — и

f (x )  = x " , g(x) = 1n(n + x) funksiyalar bo'yichay=/(g(x)) vay=g(f(x)) 
murakkab funksiyalami yozing.



§4. FUNKSIYA LIM ITI VA UNING ASOSIY XOSSALARI 

Funksiya limiti.
Cheksiz kichik miqdorlar va ularning xossalari.
Cheksiz katta miqdorlar.
Funksiya limitini hisoblash qoidalari 
Funksiya limitining mavjudlik shartlarL 
Ajoyib limitlar.
Funksiya limitining bir iqtisodiy tatbig ‘L

4.1. Funksiya limiti. Biz sonli ketma-ketlik uchun oliy matematikaning 
poydevorida yotgan asosiy tushunchalaridan biri bo'lgan limit tushunchasini 
kiritgan edik. Endi bu tushunchani funksiya uchun umumlashtiramiz.

1-TA ’RIF: Agarda oldindan berilgan ixtiyoriy s>0 son uchun unga bog'liq  
shunday 5=5(e)>0 son topilsaki, 0<jx-a|<6 shartni qanoatlantiruvchi har qanday 
xeD{/} va biror A soni uchun |Дх)-Л|<£ tengsizlik o'rinli bo'lsa, A soni у=Дх) 
funksiyaning x —> a bo'lgandagi limiti deb ataladi.

Ta’rifdagi tasdiq
lim f(x )=  A
x -±a

ko'rinishda yoziladi. Misol sifatida,
lim x2 =9
.<->3

ekanligini ta’rif bo'yicha ko'rsatamiz. Bu yerda x->3 bo'lgani uchun 2<x<4, ya’ni 
|x+3|<7 deb olishimiz mumkin. Bu holda ixtiyoriy e>0 uchun 

№r) -Л|=|х2-9|=|х+3 I |x-3 |<7|x-3 |<e 
tengsizlik o'rinli bo'lishi uchun |x - 3 |< £ / 7 ,  ya’ni 6(e)=e/7 deb olish mumkin.

Demak, limit ta ’rifiga asosan, lim x 2 =9 tenglik o'rinli bo'ladi.
x —>3

2-TA’RIF: Agar har qanday katta N>0 son uchun shunday S=5(N)>0 son 
mavjud bo'Isaki, 0<|x~a|<5 shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x e D {/} uchun 
[/{x)|>N tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda y=fix) funksiya х - ю  (o-chekli son) 
bo'lganda cheksiz limitga (+oo yoki -oo) ega deyiladi.

Ta’rifdagi tasdiq ШпДх)=±оо ko'rinishda yoziladi.
x-±a

Masalan,

lim——— — = +oo 
^ 2(x3 - 8)2

ekanligini ko'rsatish mumkin. Bu yerda x—>2 bo'lgani uchun 1<л<3 deb o lish im iz 
mumkin. Bu holda berilgan N>0 soni bo'yicha 5=8(N)>0 sonini quy idag icha  
aniqlaymiz:

1 _________ 1_________ ____________1_________ =
(x3 - 8 )2 ( x - 2 ) 2(x2 + 2x + 4) 2 > ( x - 2 ) 2(32 + 2-3 + 4) 2 ~

*  > /V => (x -  2)2 < -------- = > |x - 2 |< ----- =  = 5(7V) .
36W  ,9 ^  

n  ak ta'rifga asosan, yuqoridagi limit cheksiz bo'ladi.
l-TA ’RIF: Agar har qanday kichik s>0 soni uchun shunday katta 

M=M(e)>0 son mavjud bo'Isaki, |x|>M shartni qanoatlantiruvchi barchaxeD{/} va 
biror chekli A soni uchun [Дх)-Л|<£ tengsizlik o'rinli bo'Isa, y= /x ) funksiya x-Ktoo 
bo‘l«anda chekli limitga ega deyiladi.

°  Bu tasdiq lim fi.x)=A ko'rinishda yoziladi.

Masalan.
x + 1 

lim ------= 1

ekanligini ko'rsatamiz. Ixtiyoriy kichik e>0 uchun

I m - A \ =
x + 1 -1 -  < £ = > [x |> -  = M( e) ,

ya’ni М(е)=е'‘ deb olishimiz mumkin. Bu yerdan, ta’rifga asosan, yuqoridagi limit 
qiymati haqiqatan ham birga teng ekanligi kelib chiqadi.

4-TA’RIF: Agar har qanday katta N>0 soni uchun shunday M=M(N) son 
mavjud bo'Isaki, |x|>M shartni qanoatlantiruvchi barcha xeD{/} uchun J/(x)|>N 
tengsizlik o'rinli bo'lsa, у=Дх) funksiya x-»±oo bo'lganda cheksiz limitga ega 
deyiladi,

Ta’rifdagi tasdiq lim f(x)=±ao ko'rinishda yoziladi.
-t-»±00

Masalan, ta’rifdan foydalanib, lim x3=±cc, lim x2=+cc ekanligini ko'rsatish
X —»±<J0 X -± ± C C

mumkin.
1-TEOREMA: Agar x->a bo'lganda y=fix) funksiya limiti mavjud bo'lsa, u 

holda bu limit yagona bo'ladi.
Isbot: Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni >'=Дх) ftmksiya x->a bo'lganda ikkita 

А \а  В limitlarga ega bo'lsin. Unda, limit ta’rifiga ko'ra, har qanday kichik e>0 son 
uchun shunday 8|=5i(e)>0 va 52=52(e)>0 sonlar topiladiki, 0<lx-a|<8i va
0< |х -а |<§2 shartlarda \fix) -A\<d2 va 1Дх) ~B \ <z/2 tengsizliklar bajariladi. Agar 
S=min(5i, 62) deb olsak, unda 0<(x-a|<8 bo'lganda yuqoridagi ikkala tengsizlik 
ham bajariladi va shu sababli, absolut qiymat xossalariga asosan,

\A-B\=\A -Дх)+Дх) -fi|<  1Дх) -A\+ 1Дх) -B\<z/2+z/2=z 
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bu yerda e>0 ixtiyoriy kichik son bo'lganidan va A, В 
sonlarx ga bog'liq emasligidan 1Л-.В|=0, ya’ni A=B ekanligi kelib chiqadi. Demak 
funksiya limiti mavjud bo'lsa, u faqat yagona bo'ladi.

Ba zi hollarda funksiyaning chap va o 'ng limiti tushunchalari kerak bo'ladi.
5-ТА 'RIF- y=flx) funksiyaning argumenti x qandaydir chekli a soniga 

aqat chap (x<a) yoki o'ng (x>a) tomondan yaqinlashib borganda (x—>a- 0  yoki
x—»a+0 kabi belgilanadi) funksiya limiti biror A, yoki A2 sonidan iborat bo'lsa, bu 
sonlar funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o'ng limiti deb ataladi.



y=fix) funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o'ng limiti
lim / ( x )  = / ( a -  0)

.x-»a-0
yoki lim / (x) = f ( a  + 0)

jc-»o+0
kabi belgilanadi. Masalan , signum funksiya deb ataladigan ushbu

f l ,x > 0
sgn(x) = |  0,x = 0 (1)

[ - l ,x < 0
funksiya uchun x=0 nuqtadagi chap va o 'ng limitlar mos ravishda quyidagicha 
boiadi:

sgn(0 -  0) = lim sgn(x)= lim (-1) = -1 ,
jf->0-0 ;c-»0-0

sgn(0 + 0 )=  lim sgn(x)= lim 1 = 1.
дг-»0+0 jt->0+0

2-TEOREMA: Biror a nuqtada y=f{x) funksiya x—*a boMganda chekli A 
limitga ega bo'lishi uchun uning shu a nuqtadagi chap va o'ng limitlari o'zaro teng 
уаДа-0)=_До+0):=А shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

Teoremaning isboti bevosita yuqorida ko'rib o'tilgan limit ta ’riflaridan kelib 
chiqadi va o'quvchiga havola etiladi.

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, funksiya limiti har doim ham mavjud 
bo'Iavermaydi. Masalan, >-=sgn(x) funksiya x-»0 bo'lganda limitga ega emas, 
chunki bti holda sgn(0-0)= -1 va sgn(0+0)=l bo'lib, sgn(O-O)* sgn(0+0).

4.2. Cheksiz kichik m iqdorlar va ularning xossalari. Limitlarga doir turli 
tasdiqlami isbotlashda cheksiz kichik miqdor va ularning xossalari muhim 
ahamiyatga ega.

6-TA ’RIF: Agar a(x) funksiya uchun

lim a (x ) = 0
x -»a

shart bajarilsa, unda bu funksiya x—>a (o-ixtiyoriy chekli yoki cheksiz son) 
bo'lganda cheksiz kichik miqdor deb ataladi.

Masalan, a(x)=x2 funksiya x-»0, a(x)=(x-3)2 funksiya x—>3 va a(x)=jT2 
funksiya x—»±co bo'lganda cheksiz kichik miqdor bo'ladi.

3-TEOREMA: Agar x->a bo' Iganda a(x) va p(x) cheksiz kichik miqdorlar 
bo'lib,Дх) esa ixtiyoriy chegaralangan funksiya bo'lsa, u holdax—>a bo'lganda 
a(x)±P(x), a(x) (3(x), Дх) а(х), Ca(x) (O const, ya’ni o'zgarmas son) funksiyalar 
ham cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi.

Isbot: x -»a boMganda a(x) va P(x) cheksiz kichik miqdorlar, ya’ni

lim a(x) = 0, lim 0(x) = 0
x ->a x-->a

bo'lgani uchun, limit ta ’rifiga asosan, ixtiyoriy kichik e>0 soni uchun shunday 8>0 
soni topiladiki, 0<|x-<z|<5 shartda |a(x)|<e/2, |P(x)|<e/2 tengsizliklar bir paytda

o'rinli bo'ladi. Agar |Дх)|<М(M-  biror chekli son) bo'lsa, unda 0<|x-a|<6 shartda

|a(x)±p(x)|< |a(x)|+|p(x)| <(e/2)+(e/2)=e,

|a(x) p(x)h |a(x)|-|P(x)| <(e/2)-(E/2)=e2/4,

l/(x)-a (x)|= l/(x)|-|a(x)|<|M|6/2 , |Ca(x)|=|C|-|a(x)|<|C|E/2

- likiar o'rinli bo'ladi. Bu tengsizliklar va funksiya limiti ta’rifiga asosan 
lim [a(x)± /?(x)] = 0 , lim [a (x )-Д х )]  = 0 ,
x —>a x —ta  »

l im [ / ( x )a (x ) ]  = 0 , lim C a(x ) = 0
x->a x-+a

natijalarni olamiz. Bu yerdan, cheksiz kichik miqdor ta’rifiga asosan, teorema 
isboti kelib chiqadi.

NATIJA: Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlaming algebraik yig'indisi, 
ko'paytmasi yana cheksiz kichik miqdordan iborat bo'ladi.

Bu natijaning isboti oldingi teoremani bir necha marta qo'llash orqali keltirib 
chiqariladi.

lzoh: Agar x->a bo'lganda a(x) va P(x) cheksiz kichik miqdorlar bo'lsa, unda 
ulaming nisbati a(x)/p(x) cheksiz kichik miqdor bo'lishi shart emas.

Masalan. x->0 bo'lganda а(х)=Лхп va P(x)= Bxm (л .т -naturaJ, AM - noldan 
farqli ixtiyoriy haqiqiy sonlar) cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi va

{
0 , n> m \

A /В , n = m;

±ao, n o n .
Bu yerdan ko'rinadiki, yuqoridagi misolda a(x)/p(x) nisbat faqat n>m bo'lganda 

cheksiz kichik miqdor bo'ladi.
7-TA ’RIF: x-+a bo' Iganda a(x) va P(x) cheksiz kichik miqdorlar va

.. a (x ) 
lim —1—  = A 
x-+a P(x)

bo'lsin. Bunda A=0 bo'lsa, a(x) x-+a bo'lganda P(x) ga nisbatan yuqori tartibli 
cheksiz kichik miqdor deyiladi va a(x)=o(P(x)) kabi belgilanadi. Agar АФ0 va 
chekli son bo'lsa, unda a(x) va P(x) bir xil tartibli cheksiz kichik miqdorlar 
deyiladi va a(x)=0(p(x)) kabi belgilanadi. Jumladan A- 1 bo'lsa a(x) va P(x) 
ekvivalent cheksiz kichik miqdorlar deyiladi va a(x)~p(x) kabi belgilanadi. Agar 
Л=±оо bo'lsa, a(x) x->a bo’lganda p(x) ga nisbatan quyi tartibli cheksiz kichik 
miqdor deyiladi va P(x)=o(a(x)) kabi belgilanadi.

4.3. Cheksiz katta m iqdorlar. Endi cheksiz katta miqdor tushunchasi va 
uning xossalari bilan tanishamiz.

8-TA ’RIF: Agar Дх) funksiya uchun

lim / ( x )  = ±ac
X-*Cl

shart bajarilsa, unda bu funksiya x -»a (а-ixtiyoriy chekli yoki cheksiz son)
0 Iganda cheksiz katta miqdor deb ataladi.



Masalan, /(x}=tgx funksiya х-»л/2, /(x)=(x-l)~3 funksiya х -И  v a /x )= ^ 2 
funksiya x->±oo bo'lganda cheksiz katta miqdor bo'ladi.

4-TEOREMA: \gar fix)  va g(x) funksiyalar x—*a bo'lganda cheksiz katta 
miqdorlar bo'lsa, unda x—*a shartda quyidagi tasdiqlar o'rinlidir:

1) №OI+[g(*)l vafix)'g(x) cheksiz katta miqdor bo'ladi;
2) Agar lim A (x)*0bo'lsa, unda fix)h(x) va fix)/h(x) cheksiz katta

x ->a
miqdor bo'ladi;

3) Ixtiyoriy С o'zgarmas soni va chegaralangan <p(x) funksiya uchun С fix) 
va (|>(x)/[x) funksiyalar cheksiz katta miqdor bo'ladi.

Teoremaning isboti bevosita 8-ta’rifdan kelib chiqadi va uning ustida to'xtalib 
o'tirmaymiz.

Izoh: Yuqoridagi teorema shartlarida ^x)|-|g(x)| va fix)/g(x) funksiyalar 
cheksiz katta miqdor bo'Iishi shart emas. Bu funksiyalar x—*a bo'lganda mos 
ravishda oo-oo va oo/oo ko'rinishdagi aniqmasliklar deyiladi va ular kelgusida(VHl 
bob, §6) to'liqroq ko'rib chiqiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik miqdorlar orasidagi bog' lanish quyidagi 
teorema orqali ifodalanadi.

S-TEOREMA: Agar fix) funksiyax—*a bo'lganda cheksiz katta miqdor 
bo'lsa, unda shu holda l /Дх) funksiya cheksiz kichik miqdor bo'ladi. Aksincha, 
agar a(x) funksiya x—*a bo'lganda cheksiz kichik miqdor bo'lsa, unda shu holda 
l/a(x) funksiya cheksiz katta miqdor bo'ladi.

Bu teoremani ham isbotsiz qabul etamiz. Masalan, fix)=(x~ 1 )-3 funksiya x-»l 
bo'lganda cheksiz katta miqdor, a(x)= l//(x)= (x-l)3 funksiya esa x -» l bo'lganda 
cheksiz kichik miqdor bo'ladi. Shu sababli kelgusida biz asosan cheksiz kichik 
miqdorlar bilan ish ko'ramiz.

4.4. Funksiya limitini hisoblash qoidalari. Funksiya limitini uning ta’rifi 
bo'yicha hisoblash har doim ham oson emas. Shu sababli funksiya limiti asosan 
uni hisoblash qoidalari yordamida topiladi.

LEMMA: y=fix) funksiya x—*a bo'lganda chekli A limitga ega bo'Iishi 
uchun uniy(x)=vf+a(x) ko'rinishda bo'Iishi zarur va yetarli. Bunda a(x) funksiya 
x—>a bo'lganda biror cheksiz kichik miqdomi ifodalaydi.

Lemma isboti limit va cheksiz kichik miqdor ta’riflaridan kelib chiqadi.
ASOSIY TEOREMA: Agar x-+a bo'lganda fix)  va g(x) funksiyalar chekli A 

va В limitlarga ega bo' Isa, unda
lim [/(x )± g (x )]  = lim / ( x ) ±  lim g(x) = A ± B  , (2)
x->a x->a x->a
lim Cf(x) = С lim / ( x )  = CA (C=const.), (3)

x ->a x~>a

lim f(x )g (x )  = lim / ( x )  • lim g(x) = A B (4)
x  ->a x->a x-+a

va, agar lim g(x)=B*0 bocIsa,

, / 4  lim / ( x )  .
l i m ^  = ̂ -------• -
x-*a g(x ) lim g(x) В

tenglikar 0 Teorema shartlari va lemmaga asosan Дх)=Л+а(х), g(x)=fi+P(x) 
f lb rn i  voza olamiz. Bu yerda a(x) va p(x) funksiyalar x- ю  bo'lganda 

kichik  miqdorlardir. Bu tengliklardan foydalanib
/x)±g(x) =И +а(х)] ± [б+Р(х)]=(ЛЛЗ)+[а(х) ±Pt»)J 

.. • oiam iz . Cheksiz kichik miqdorlar xossasiga asosan bu yerda 
natijani funksiya x->a bo'lganda cheksiz kichik miqdor bo'ladi. Bu holda
Ŷ nnnda°rtenglikdan va lemmaga asosanyuqortdag ^  .[ / ( ^  ± g(x)] = A ± B = h m  f{ x )  ± lim g(x)

x -*a x ~*a x-*a

tenglik o'rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
T e o r e m a d a g i  qolgan tengliklar ham shu tarzda isbotlanadi.
Asosiy teoremada keltirilgan limit hisoblash qoidalari va fix)=C (C-const.) 

o 'zgarm as fimksiyaning limiti shu sonni o'ziga teng bo'lishidan foydalanib, 
m urakkabroq  limitlami soddaroq limitlarga keltirish orqali hisoblash mumkin. 

Masalan,
limx2e* = lim x2 • lime* = 1 -e = e , lim(x2 + ex) = lim x2 + lim\ex =\ + e, 
*_>1 Jt~»l X-+1 x ~ * 1 *~>1

lim eT e
lim -7 = f tL-T  = T = e , 
•-*1 x limx 1

x-*l

lim — —-  = lim(2 -  —) = lim 2 -  lim — = 2 -  0 = 2 .
x  x-*c X  r~"‘“ x

4.5. Funksiya limitining m avjudlik shartlari. Yuqorida ko'rsatilganidek, 
funksiya har doim ham limitga ega bo'lavermaydi. Shu sababli funksiya limitini 
hisoblashdan oldin uning mavjudligini tekshirib ko'rishga to 'g 'ri keladi. Oldin bu 
savolga chap va o 'ng limitlar orqali (2-teoremaga qarang) javob berilgan edi. Endi 
bu savol bo'yicha quyidagi teoremalami isbotsiz keltiramiz.

6-TEOREMA: Agar x=a nuqtaning biror atrofida cp(x)<Xx)<v|/(x) qo'sh 
tengsizlik o'rinli bo'lib, х—нг bo'lganda tp(x) va iy(x) funksiyalarining chekli 
limitlari mavjud va

lim cp(x) = lim 'F(x) = A
x-*a x -ya

shart bajarilsa, u holda x—>a bo'lganda fix) funksiya uchun ham chekli limit 
mavjud bo'lib, lim f ( x )  = A munosabat o'rinli bo'ladi.

x->a
Masalan, barcha хфй uchun

1 sinx 1 .. , i , i™ au1-* n-  —  lim (— r-)= lim -T  = 0=> lim —5-  = 0.

(5)

x‘ x ‘ x ‘ x~*x  X* *-»” x x_><° x
7-TEOREMA: Agarda x=a nuqtaning biror atrofida y —fix) funksiya o'suvchi 

(yoki kamayuvchi) bo'lib, yuqoridan (yoki quyidan) biror M  (yoki m) soni bilan 
chegaralangan bo'lsa, u holda bu funksiya x—><з bo'lganda limitga ega va bu limit 
uchun

lim / ( x )  < M  (yoki lim / ( x )  > m )
x-+a x-*a

munosabatlar o'rinli bo'ladi.
Masalan,x>l bo'lganda



л 2x4 +3x2 3
/ «  = -------4----- = 2 + -J

X  x

funksiya kamayuvchi va quyidan m=2 soni bilan chegaralangan. Bu yerda 

lim f ( x )  = lim (2 + = 2
X —>00 x  —>CO

bo‘lib, teorema tasdig'i o'rinlidir.
4.6. Ajoyib lim itlar. Turli funksiyalaming limitini hisoblashda quyidagi 

tengliklardan foydalanish mumkin:

l i m ^  = 1 (I), J im j l  + A j = h m j \ + - j  = e = 2,718281.... (II),

, .m ln(l +  o x )  a*  - 1
lim -------------= a (III), lim ---------
* -* o  X  *.r->0 x

l i m .( -  +  x )  ~ ] = c t  ( у ) .
Jt-»0 r

= ln a  (ГУ),

Bu tengliklar matematikada ajoyib limitlar deb ataladi va ularning isboti 
keyinchalik (VII bob,§6) beriladi.

4.7. Funksiya limitining bir iqtisodiy ta tb ig‘L Endi funksiya limiti 
tushunchasini bir iqtisodiy masalani yechish uchun tatbiq etamiz.

Shu bobning §2 da bankka yillik R foiz ustama to iash  sharti bilan omonatga 
qo'yilgan jamg'armaning boshlang'ich qiymati a0 bo'lsa, ustama я-marta 
hisoblangandan keyin uning qiymati

a„ - ( l+ if  Oo, w = l,2, 3, -  
formula bilan topilishi ko'rsatilgan edi. Bunda i=RJk bo'lib, A—yillik R foiz ustama 
jamg'armaga yil davomida necha martada hisoblanishini ifodalaydi.

Endi bank jamg'armaga R foiz ustamani yil davomida uzluksiz ravishda 
hisoblab borganda, jam g'arm a qiymati qanday aniqlanishini ko'rib chiqamiz. Bu 
holda к —► oo bo'ladi va har qanday к uchun t=nlk omonatga jamg'arma 
qo'yilgandan keyin o'tgan yillar sonini ifodalaydi. Bu holda yuqoridagi a„ uchun 
formula va (II) ajoyib limit yordamida quyidagi natijani olamiz:

a,=  lim an = lim (1 + /)"a0 = a0 lim (l + ^ ) ” = a 0 lim i(l + - ) *
*->00 k-><a k-> 00 k  £->co к

■‘%{,lis.(l+f )5} *Ч"г-(1+М  *ч,е*-
Bu yerda к / R  = х , к  —> oo =>*-». oo ekanligidan foydalanilgan. Demak, 
jamg'armaga bankning yillik R foiz ustamasi uzluksiz tarzda hisoblab borilsa, 
uning t yildan keyingi qiymati a,=a(,eRl formula bilan aniqlanadi va ko'rsatkichli 
funksiya orqali ifodalanadi.

XULOSA
tik analiz fanining asosida yotgan eng muhim tushunchalardan biri 

Mf teI1a limiti bo'lib hisoblanadi. Undan biz oldin ko'rib o'tgan sonli ketma- 
Гк lim iti tushunchasi xususiy hoi sifatida kelib chiqadi. Funksiya limiti yagona 

k e t ' d a  aniqlanadi. Funksiya uchun chap, o 'n g  limit tushunchalari ham kiritiladi 
raVular orqali limitning mavjudlik sharti ifodalanadi. Funltsiya limitini bevosita 
Va-Ue ta’rifi asosida hisoblash har doim ham oson kechmaydi va shu sababli 
funksiya limitini hisoblash qoidalari ishlab chiqilgan. Bunda cheksiz kichik miqdor 
tushunchasi va uning xossalari muhim ahamiyatga ega bo'ladi. Bundan tashqari 

vrim funksiyalam ing limitini hisoblashda ajoyib limitlardan foydalanish mumkin. 
Funksiya limiti iqtisodiy tadqiqotlarda ham keng qo'Ilaniladi va bunga misol 
s i f a t i d a  jamg'arma haqidagi masalani ko'rsatish mumkin.

Tavanch iboralar

"Jl^unks^aning~limiti * Limitning yagonaligi * Chap limit * O 'ng limit
* Limitning mavjudlik sharti * Cheksiz kichik miqdor * Cheksiz katta miqdor
* Algebraik y ig 'indining limiti * Ko'paytmaning limiti * Bo'linmaning limiti
* Ajoyib limitlar * Jamg'arma haqidagi masala________________________________

T akrorlash  uchun savollar

1. Funksiyaning chekli limiti qanday ta’riflanadi?
2. Funksiyaning cheksiz limiti qanday ta’riflanadi?
3. Funksiyaning limiti yagonami?
4. Funksiyaning chap (o'ng) limiti deb nimaga aytiladi?
5. Qanday shartda fimksiyaning limiti mavjud bo'ladi?
6. Limiti mavjud bo'lmagan funksiyaga misol keltiring.
7. Cheksiz kichik miqdor deb nimaga aytiladi?
8. Cheksiz kichik miqdorlar qanday xossalarga ega?
9. Cheksiz kichik miqdorlaming nisbati to 'g 'risida nima deyish mumkin?
10. Qachon ikkita cheksiz kichik miqdor bir xil tartibli deyiladi?
11 .Qaysi shartda ikkita cheksiz kichik miqdor o'zaro ekvivalent deb ataladi?
12. Qachon funksiya cheksiz katta miqdor deb aytiladi?
13. Cheksiz katta miqdorlar qanday xossalarga ega?
14. Cheksiz katta va cheksiz kichik miqdorlar o'zaro qanday bog'langan?
15.Funksiya limiti mavjudligining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat?
16. Algebraik yig'indining limiti qaysi shartda va qanday formula bilan 

hisoblanadi?
17.Ko'paytmaning limiti qaysi shartda va qanday formula bilan hisoblanadi?
|  ̂Bo'linmaning limiti qaysi shartda va qanday formula bilan hisoblanadi?

Funksiya limiti mavjudligining zaruriy shartlari haqidagi qanday teoremalarni 
bilasiz?

20.Ajoyib limitlami yoza olasizmi?
• Limit tushunchasining iqtisodiy tatbig'iga misol keltiring.



1. Funksiya limiti ta’rifmi to‘Idirmg: y=fix) funksiya x->a bo'lganda д  
soniga teng limitga ega deyiladi, agarda ixtiyoriy kichik e > 0 soni uchun shunday 
5 > 0 son topilsaki, [x—<ar| < 8 shartni qanoatlantiruvchi barcha x uchun ... bo'lsa

A) If(x)+ A \< s -  B) | \f(x) -A \>  e ; C) f(x)+A\ >e ;
-  D) \f(x) -A\ < s  ; E) \f(x )-A \= e .

2. y= 2x2+5x-l funksiyaning x—>2 bo'lgandagi limiti topilsin.
A) 10; B) 12; C) 17; D) 21; E ) - l .

x3 - 8
3. lim —-----  limitni hisoblang:

x - 4
A) 0; B) oo; C )-oo ; D) 3; E) —1.

T estlardan nam unalar

4. Ushbu funksiyaning x=l nuqtadagi chap limitini toping: 
_  Г 3jc — 1, x < 1;

У~ [2 х  + 1, x > l .
A )-2 ; В) —1; C) 1; D) 2; E)3.

5. Ushbu funksiyaning x=0 nuqtadagi o‘ng limitini toping:

У =
3x + 2x -1 , x < 0; 

2x2 +1, jc >  0 .

A )-2 ; B ) - l ;  C) 1; D) 3; E)oo.

6. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri x-»0 bo‘lganda cheksiz kichik miqdor 
emas ?

A) sinx ; B) x3 ; C) 2X-1  ; D) cosx ;
E) keltirilgan barcha funksiyalar cheksiz kichik miqdor bo'ladi.

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi limitlarni hisoblang:

a) lim. «xn+1- l .. (л + l)x" -  их +1 sinx” + c o s n x -«b) lim ■ _ ■— — — — ; c) lim
x"+ n xn- z - l 1п(х + и*) + 1

2. Quyidagi funksiyaning x=0 nuqtadagi chap va o 'ng limitini toping: 
U -s in n x , x < 0 ;

/ ( X ) -  д :>0.

.  Vz l u k s i z  funksiyalar va ularning xossalari.
Kesmada uzluksiz funksiyalar uchun asosiy teoremalar.

.  Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari.

5 i Uzluksiz funksiyalar va ularning xossalari. Bu paragrafda matematik 
analizning muhim tushunchalaridan biri bo'lgan uzluksiz funksiya tushunchasi 
hjlan tanishib, unga doir asosiy tasdiqlami ko'rib o'tamiz.

1. TA’RIF: Berilgan y=fix) funksiya o'zining aniqlanish sohasiga biror atrofi
bilan kiruvchi xo nuqtada

lim f ( ,x )= f(x 0) (1)

shartni qanoatlantirsa, bu funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.
Masalan, oldingi paragrafdaДх)=х‘ funksiya uchun x—*3 holda hisoblangan 

limit qiymatidan foydalanib,
lim f ( x )  = lim x2 = 9 = 32 = / ( 3 )
x-> 3 x-»3

ekanligini ko'ramiz. Demak, f ix ^ x 1 funksiya x=3 nuqtada uzluksiz bo'ladi. 
Yuqoridagi funksiya uzluksizlik shartini, lim x = x0 ekanligini hisobga olib,

x->x0

lim f i x )  = f i  lim x)

kabi yozish mumkin. D em ak ,/x )  funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun 
funksiya olish va limit olish amallarini o'm ini almashtirish mumkin bo'lishi kerak 
ekan.

Amaliy masalalarda funksiya uzluksizligini orttirma tushunchasi orqali 
tekshirish qulay. Agar x nuqta xo nuqta atrofidan olingan bo'lsa, x-xo ayirma 
argument orttirmasi deyiladi va Ax kabi belgilanadi. Bu holda Дх)-Дхо) ayirma 
funksiya orttirmasi deyiladi va Д/~yoki Ay kabi belgilanadi.

Demak, Ax orttirma argumentning o'zgarishini, А /esa funksiya o'zgarishini 
ifodalaydi. Agarda x-»xo bo'lsa, u holda Ax->0 bo'ladi. Bundan, x=xo+Ax 
ekanligidan foydalanib, (1) uzluksizlik shartini

lim / ( x 0 + Ax) = / ( x 0) (2)
Дх->0

ko'rinishida yozish mumkin. Bu shartni o‘z navbatida, А^Дх)-У(хо)=:Дхо+Ах)-:/(хо) 
ekanligidan foydalanib,

lim A/" = 0 (3)
iw .,1̂ ’ • Дт->0

ko'rinishda ifodalash mumkin. Demak fix) funksiya uzluksiz bo'lishi uchun 
^gumentning “kichik” Ax o'zgarishiga funksiyaning ham “kichik” A f o'zgarishi 
tnos kelishi kerak.

Misol sifatida y=flx)=xl funksiyaning har qanday x0 nuqtada uzluksiz 
ekanligini (3) shart yordamida ko'rsatamiz:

Лу=Д/=Дхо+Лх) -Дх0)=(х0+Дх)2-х 0:! =

§5. UZLUKSIZ VA UZLUKLI FUNKSIYALAR



=х„ + 2х„ ■ Ах + (Ах2) -  x l = (2х0 + Дх)Ах => lim b f  = 0 .Ajt-HJ
2-Т A ’RIF: Berilgan у -fix) funksiya biror (a, b) oraliqning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo'lsa, u shu oraliqda uzluksizfunksiya deyiladi.
Masalan, yuqorida ko'rsatilganga asosan, fix)=x2 funksiya ixtiyoriy (a^) 

oraliqda uzluksizdir. y=(]-x2)~' funksiya esa (-1,1) va uning ichida joylashgan 
ixtiyoriy oraliqda uzluksiz bo‘ladi, ammo x=±l nuqtalardan kamida bittasi kirgan 
sohalarda uzluksiz boimaydi.

Geometrik nuqtai-nazardan biror (a,b) oraliqda uzluksiz funksiyani grafigi shu 
oraliqda yaxlit bir (uzluksiz) chiziqdan iborat funksiya deb qarash mumkin. 
Masalan, y=x2 funksiya grafigi ixtiyoriy (a,b) oraliqda uzluksiz bo‘lgan 
paraboladan iborat.

ASOSIY TEOREMA: Barcha asosiy elementar funksiyalar o'zining 
aniqlanish sohasidagi har birx0 nuqtada uzluksizdir.

Bu teoremani isbotsiz qabul qilamiz.
1-TEOREMA: A garda^x) va g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u 

holda Дх)±#(х), fix)-g(x) funksiyalar ham bu nuqtada uzluksiz bo'ladi. Agarda 
qo'shimcha ravishda g(x0)*0 shart bajarilsa, fix)/g(x) nisbat ham x0 nuqtada 
uzluksizdir.

Isbot: Teoremaning isboti limitlar xossalaridan va uzluksizlikning (1) shartidan 
kelib chiqadi. Masalan, h(x)=f(x)±g(x) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini 
ko'rsatamiz. Teorema shartiga asosan

lim f ( x )  = / ( x 0) ,  lim g(x) = g(x0 )
X—►JTq *“>*<)

bo‘lgani uchun, algebraik yig‘indining limiti formulasiga asosan,
lim h(x) = lim [ /(x )± g (x ) ]  = lim / ( x ) ±  lim g(x) = / ( x 0) ± g(x0) = У?(х0).

JT->Jt0 X—>Xq

Bu yerdan, ta’rifga asosan, h(x) funksiya x0 nuqtada uzluksiz bo'ladi. Teoremaning 
qolgan qismini isboti o'quvchilarga mustaqil ish sifatida tavsiya etiladi.

2-TEOREMA: Agar y=g(x) funksiya x0 nuqtada, z=fiy) funksiya esa>'o=g(xo) 
nuqtada uzluksiz bo'lsa, unda/(g(x))=F(x) murakkab funksiya x0 nuqtada uzluksiz 
bo'ladi.

Teoremani isboti ustida to'xtalib o'tirmaymiz.
Asosiy teorema va bu ikkala teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Satiia: Barcha elementar funksiyalar o'zlarining aniqlanish sohasidagi har 

birxo nuqtada uzluksiz bo'ladi.
Bu natijaga ishonch hosil etish uchun elementar funksiyalar ta’rifini eslash 

kifoyadir.
З-TA ’RIF: Berilgany=J{x) funksiya biror x=a nuqtada aniqlangan bo'lib, bu 

nuqtada uning o 'ng (chap) limiti mavjud va
lim / ( x )  = / ( a  + 0) = / ( a )  ( lim / ( x )  = f ( a  -  0) = / ( a ) )

x -m + 0  x -y a -0
shartni qanoatlantirsa, u holda Дх) funksiya a nuqtada o ‘ngdan(chupdan) uzluksiz 
deyiladi.

Masalan,

У = / ( * )  =
2x + l, 
2 x - l ,

x > 3
x < 3

(4)

- t«ivax=3 nuqtada o'ngdan uzluksiz, chunki 
Ш  У lim / ( x )  = lim (2x +1) = 7 = / ( 3 ) .

лг-> 3 +0  jr -» 3

mo bu funksiya x=3 nuqtada chapdan uzluksiz emas, chunki
lim / (x) = lim (2x -1 )  = 5 *  / ( 3 ) . 

* - > з - о  * —>3

Aksincha,

У = f i x )  =
x + 1,
„2 (5)

x < l
-1 , X >  1

funksiya x=l nuqtada chapdan uzluksiz, o'ngdan esa uzluksiz emas.
Oldin ko'rib o'tilgan

[ 1, x > 0 ,
y  = sgn(x) = j 0 , x = 0, (6)

[ - 1 ,  x < 0
funksiya x=0 nuqtada chapdan ham, o'ngdan ham uzluksiz bo'lmaydi, chunki 

sgn(0-0)= -1^0=sgn(0), sgn(0+0)= 1^0=sgn(0).
3-TEOREMA: Berilgan y=fix) funksiya qaralayotgan x -a  nuqtada uzluksiz 

bo'Iishi uchun bu nuqtada u ham chapdan, ham o'ngdan uzluksiz bo'Iishi zarur va 
yetarlidir.

Bu teorema isboti 1 va 2-ta’riflardan kelib chiqadi.
Izoh: y=flx) funksiya uchun x=a nuqtada chap va o'ng limitlar mavjud

hamda ular o'zaro teng, ya’ni lim f{ x )
x -* a - 0

= lim f{ x )  = A ekanligidan har doim
jt - ю + О

x * 0 ,
(7)

ham uni bu nuqtada uzluksiz bo'Iishi kelib chiqavermaydi. Masalan,

(
sinx

0 , x = 0
funksiya uchun, 1-ajoyib limitga asosan,

sinx .. sinx , .
lim ------= lim -------= 1 * 0  = / ( 0 ) .

л -> 0 -0  X л -> 0 + 0  X

Demak, bu funksiyax=0 nuqtada funksiya chapdan ham, o'ngdan ham uzluklidir.
5.2. Kesmada uzluksiz funksiyalar uchun asosiy teorem alar. Dastlab

fimksiyaning kesmada uzluksizligi tushunchasini kiritamiz.
4-TA'RTF: Berilgan y=fix) funksiya biror (a,b) oraliqning har bir nuqtasida

uzluksiz, x=a {x=b) chegaraviy nuqtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz bo'lsa , bu
nksiya [a,b\ kesmada uzluksiz deyiladi.

Masalan, y=sinx, y=x2 funksiyalar har qanday [a,b] kesmada uzluksizdir.
gar y=fix) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, uning grafigini shu kesmaga

m°s keluvchi qismi yaxlit (uzluksiz) chiziqdan iborat bo'ladi. Uzluksizlikning bu
ceornetrik talqini uzluksiz funksiyalarning quyidagi xossalari va ularning isbotini

avvur etishga imkon beradi.



4-TEOREMA: Agarda у =Дх) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, Ьц 
kesmada kamida bitta shunday Xi (yoki x2) nuqta mavjudki, har qanday х e [a,ft] 
uchunДх^^Дх) (yoki Дх2)<Дх)) munosabat o'rinli bo'ladi.

Isbot: Ushbu teoremani funksiya grafigiga asoslangan va shu sababli 
qat’iymas bo'lgan isbotini keltirish bilan chegaralanamiz. y~flx) funksiyaning 
[ia,b\ kesmada grafigining OY o'qi bo'ycha eng yuqorida va eng quyida joylashgan 
nuqtalaridan bittadan vakil olib, ularning abssissasini mos ravishda x, va x2 deb 
belgilaymiz. 47-rasmda bu nuqtalar A va B, ularning abssissasi X\=a va x2=b 
bo'ladi.

Bu holda ixtiyoriy xe[a,b] uchun teoremadagi tasdiqlar bajariladi.
Bu teoremadagi fix\) yoki Дх2) berilgan Дх) funksiyaning [a,b] kesmadagi 

eng katta yoki eng kichik qiymati deb ataladi va
max f ( x )  = M ,  min f { x ) - m

jre[o,6]
kabi belgilandi.

Masalan, Дх)=х2, xe[2,4] funksiya uchun xi=2, x2=A bo'ladi, chunki bu 
kesmada m=4<x2<\6=M, ya’ni Д2)<Дх)<Д4) munosabat o'rinli.

Kiritilgan yangi tushunchadan foydalanib, 4-teoremani quyidagicha ifodalash 
mumkin.

TEOREMA (Vevershtrass): Berilgan [a,b\ kesmada uzluksiz y=j[x) funksiya 
shu kesmada o'zining eng katta M  va eng kichik m qiymatiga erishadi, ya’ni bu 
kesmada kamida bittadan shunday xi va x2 nuqta mavjudki, fix\)=M  va Дх2)= т  
tenglik o'rinli bo'ladi.

5-TEOREMA: Agar y=J[x) funksiya [o,ft] kesmada uzluksiz va uning 
chegaralarida turli ishorali qiymatlami qabul qilsa, ya’ni Д а) J[b)<0 shart bajarilsa, 
u holda kamida bitta shunday ce{a,b) nuqta mavjudki, unda Дс)=0 tenglik 
bajariladi.

Isbot: Masalan, Да)>0, ДА)<0 bo'lsin.Bu holda y=f{x) funksiyaning grafig1 
х е [а ,Л ]  bo'lganda A B  uzluksiz chiziqdan iborat bo'lib, uning x=a abssissa li A

O X  k oo rd ina ta  o'qidan yoiqorida, ikkinchi x=b abssissali В uchi esa undan 
pastda b o 'la d i (48-rasmga qarang).

Shu sababli funksiya grafigi O X  o'qini kamida bitta x=c nuqtada kesib 
o'tadi va shu  nuqtadaДс)=0 bo'ladi.

Bu teorema yordamida Ддг)=0 ko'rinishdagi tenglamaning ildizlari yotgan 
oraliqlami topish mumkin. Masalan, x-cosx=0 tenglama (0,я) oralikda ildizga ega, 
chunki Д т^х-собх funksiya [0,л] kesmada uzluksiz va Д0)=-1<0, Дя)=л+1>0. 
Demak, qandaydir хое(0 ,я) nuqtada Дхо)=х0-со$х0=0 bo'ladi va x0 berilgan 
tenglama ildizini ifodalaydi.

6-TEOREMA: Agarda y=J[x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va Да)=А, 
Д6)=В, A^B bo'lsa, har qanday це(А ,В) son uchun kamida bitta shunday ce(a,b) 
nuqta topiladiki, undaДс)= ц tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot: Bu teoremani ham uzluksiz funksiyaning geometrik talqiniga

OY koordinata o'qida joylashgan va А<ц<В shartni qanoatlantiradigan (i 
nuqtadan OX o'qiga parallel to 'g 'ri chiziq o'tkazsak, bu to 'g 'ri chiziq y=J[x), 

la .oJ, funksiyaning uzluksiz chiziqdan iborat grafigini hech bo'lmaganda bitta



M nuqtada kesib o'tadi. Shu nuqtaning abssissasi x=c uchun teoremadagi Дс)= ц 
tenglik bajariladi.

Masalan, Дх)=х3, дсе[1,3], funksiya uchun A =l, B=27 va har qanday 
це(1 ,27) uchun c=\[Ji deb olsak, J{c)=c3=(lfju)3=\x tenglik bajariladi.

Isbotlangan teoremadan ushbu natija kelib chiqadi.
NAT1JA: Agarday=flx) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va bu yerda uning 

eng katta va eng kichik qiymatlari mos ravishda M  va m bo'lsa, u holda 
funksiyaning xe[a,ft] bo'lgandagi qiymatlari [m, M] kesmani to'liq to'ldiradi.

Kelgusida ayrim masalalarni qarashda bizga tekis uzluksizlik tushunchasi 
kerak bo'ladi.

5-TA’RIF: Berilgan y=fix) funksiya uchun ixtiyoriy £>0 soni bo'yicha 
shunday 8=8(e)>0 soni topilsaki, biror DaD{/} sohadagi |xi-x2|<S shartni 
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy Xi va x2 nuqtalar uchun |/t*i)-y(x2)|<E tengsizlik 
bajarilsa, unda.y=/(x) funksiya D sohada tekis uzluksiz deb ataladi.

Shuni ta ’kidlab o'tish kerakki, agar y=J[x) funksiya biror D sohada tekis uzluksiz 
bo'lsa, unda bu funksiya D sohaning har bir Xq nuqtasida albatta uzluksiz bo'ladi. 
Haqiqatan ham tekis uzluksizlik ta’rifida x2= x0 va X \ =  x  deb olsak, unda ixtiyoriy 
e>0 soni bo'yicha shunday &=8(s)>0 soni topiladiki,

[дг—JC0[<5 => |Дх)-Дхо)|<е => lim / ( x )  = / ( x 0).
x->x0

Ammo teskari tasdiq har doim ham o'rinli emas. Masalan,y£jc)=sin(l/x) funksiya 
(0,1) oraliqda uzluksiz, lekin uni bu oraliqda tekis uzluksiz emasligini ko'rsatish 
mumkin.

6-TEOREMA (Kantor): Agar y=J(x) funksiya biror [a,/>] kesmada uzluksiz 
bo'lsa, unda bu funksiya shu kesmada tekis uzluksiz bo'ladi.
Teoremani isbotsiz qabul etamiz.

Bu teoremadan yuqorida ko'rilgan y(x)=sin(l/x) funksiya ixtiyoriy fe, 1] kesmada 
(E>0) tekis uzluksiz ekanligi kelib chiqadi, chunki u bu kesmada uzluksiz.

5.3. Funksiyaning uzilish nuqtalari va ularning turlari. Endi 
funksiyaning uzlukliligi ustida to'xtalib o'tamiz.

6-TA’RIF: y=fix) funksiya uchun uzluksizlikka qo'yiladigan shartlardan 
kamida bittasi bajarilmaydigan nuqtalar uning uzilish nuqtalari, funksiyaning o'zi 
esa bu nuqtalarda uzlukli deb ataladi.

Ta’rifga asosan, biror x=a nuqtada lim /(x )  mavjud va lim/( х )* / ( я ) >

l im / ( x )  = ±oo yoki lim /(x )  mavjud bo'lmasa, bu nuqta _y=/f.x) funksiyaning
x-->a x->e

uzilish nuqtasi bo'ladi.
Masalan, Дх)=(1-х2)“2 funksiya uchun x=±l uning uzilish nuqtasi bo'ladi, 

chunki bu nuqtalarda lim /(x )  = oo. (6) signum funksiya uchun x=0 uzilish nuqtasi
x-+±l

b o 'lad i, chunki lim sgn(x) mavjud emas.
x-*0

Funksiyaning uzilish nuqtalari uch sinfga ajratiladi.
7-TA ’RIF: Agary=flx) funksiyaning x=a uzilish nuqtasida lim f ( x ) ~  A

x->a

limit mavjud, ammo a«D{/} yokiJ(a)^A bo'lsa, undax=a funksiyaning

tu-atib b o ‘la dig an uzilish nuqtasi deyiladi.
Bu yerda x=a funksiyaning tuzatib bo'ladigan uzilish nuqtasi deyilishiga 

abab shuki. agar J[a)=A deb olsak, unda funksiya x=a nuqtada uzluksiz funksiyaga 
Sylanadi. Masalan, yuqorida ko'rib o'tilgan (7) funksiya y(x)=sinx/x uchun Д0)=0 
d l n i a s d a n ,  A 0)-l desak, u hamma joyda uzluksiz bo'ladi.

я.ТА ’RJF: Agarda x=a nuqtay=fix) funksiyaning uzilish nuqtasi bo'lib, bu 
nuqtada funksiyaning chap^o-O ) va o 'ng Д а +O) limitlari mavjud hamda chekli 
s o n la r d a n  iborat bo'lsa, x=a funksiyaning I  tur uzilish nuqtasi deyiladi. Bunda 
д = Д д - | - 0 soni funksiyaning a uzilish nuqtasidagi sakrashi deb ataladi.

Masalan, (6) signum funksiya uchun x=0 I tur uzilish nuqtasi bo'ladi. Bu 
holda s g n ( 0 - 0 ) ~ l ,  sgn(0+0)=l va funksiya bu nuqtada o 'z  qiymatini uzluksiz 
ravishda o'zgartirmasdan, A = l—(—1)=2 sakrash bilan o'zgartiradi (50-rasm).

. Y

1 <--------------------

0
------------------- > -1

50-rasm
8-TA ’RIF: Agarda y=flx) funksiyaning x=a uzilish nuqtasida uning chap 

va o'ng limitlaridan kamida bittasi cheksiz yoki mavjud bo'lmasa, x=a 
funksiyaning I I  tur uzilish nuqtasi deyiladi.
Masalan,

_ J  x 2,x >  0
y  [x-2 ,x  < 0

funksiya x=0eD{/} nuqtada П tur uzilishga ega, chunki _/(0+0)=0, _Д0-0)=<ю 
bo'lmoqda (51-rasmga qarang).



f(x)r=x~l funksiya uchun x=OgD{/} II tur uzilish nuqtasi bo'ladi, chunki bu 
nuqtada Д&-0)= -oo va Д0+0)=°о, ya’ni chap va o‘ng limitlardan ikkalasi ham 
cheksiz bo'lmoqda (52-rasmga qarang).

Endi ushbu funksiyani qaraymiz:

/ ( * )  =

1
x cos—, x < 0 ,  

x
0 , x = 0 ,

sin - ,  x  > 0. 
x

Bu funksiya barcha nuqtalarda, jumladan x=0 nuqtada aniqlangan. Bunda x—>0 
boMganda |cos(l/x)|<l, ya’ni chegaralangan funksiya boMgani uchun

lim / ( x )  = lim xcos— = 0 = / ( 0 )  
л —> 0 -0  л -> 0  X

tenglik o'rinli boMadi. Demak, bu funksiya uchun x=0 nuqtada chap limit mavjud
va bundan tashqari u chapdan uzluksiz. Endi bu funksiyaning x -0  nuqtadagi o'ng
limitini qaraymiz. Agar x=(2nn+n/2y', neN, deb olsak, unda n—»oo boMganda
x—>0+0 boMadi va bu holda

7Г 71
lim f ( x )  = lim sin(27m + — ) = lim sin —= lim 1 = 1

x —> 0 + 0  п-»оо 2  n - » «  2  n —>00

natijani olamiz. Xuddi shu tarzda х=(2лп)~‘, neN, deb olsak, unda n—►<» boMganda 
yanax—>0+0 boMadi, ammo bu holda

lim / (x) = lim sin 2m  = lim sin 0 = lim 0 = 0
JC— > 0 + 0  /7->00 « —>00

natijaga kelamiz. Oxirgi ikki tenglikdan qaralayotgan funksiyaning x=0 nuqtada 
o‘ng limiti mavjud emasligi kelib chiqadi. Demak, bu funksiya uchun x=0 П tur 
uzilish nuqtasi boMadi.

X U L O S A
k s i v a n i n g  eng muhim xususiyatlaridan biri uning uzluksizligi bo'lib 

blanadi. Bunga sabab shuki, atrofimizdagi ko'p jarayonlar uzluksiz ravishda 
davom etadi va ular uzluksiz funksiyalar orqali ifodalanadi. Funksiya uzluksizligi 
unin0 limit' orqali aniqlanadi. Oraliqda uzluksiz funksiyani grafigi uzluksiz, yaxlit 
chiziqdan iborat funksiya singari tasaw ur etish mumkin. Barcha asosiy elementar 
f u n k s i y a l a r  o'zlarining aniqlanish sohasida uzluksiz boMadi. Kesmada uzluksiz 
funksiya shu kesmada o'zining eng katta va eng kichik qiymatiga erishadi.

Biror nuqtada uzluksiz bo'lmagan funksiya shu nuqtada, bu nuqta esa uning 
uzilish nuqtasi deyiladi. Uzilish nuqtalari atrofida funksiya qanday qiymatlar qabul 
qilishiga qarab, ular tuzatib bo'ladigan, I va П tur uzilish nuqtalariga ajratiladi.

Tavanch iboralar

Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligi * Argument orttirmasi * Funksiya 
orttirmasi * Uzluksizlikni orttirma orqali ifodasi * Oraliqda uzluksizlik * O 'ng 
tomondan uzluksizlik * Chap tomondan uzluksizlik * Kesmada uzluksizlik 
: Kesmadagi eng katta qiymat * Kesmadagi eng kichik qiymat * Veyershtrass 

teoremasi * Tekis uzluksizlik * Kantor teoremasi * Uzilish nuqtalari * Tuzatib 
bo 'ladigan uzilish nuqtalari * I tur uzilish nuqtalari * II tur uzilish nuqtalari

T akrorlash  uchun savollar

1. Qachon funksiya nuqtada uzluksiz deyiladi?
2. Argument va funksiya orttirmalari qanday aniqlanadi?
3. Orttirmalar tilida funksiya uzluksizligi qanday ifodalanadi?
4. Qaysi shartda funksiya oraliqda uzluksiz deyiladi?
5. Asosiy elementar funksiyalar uzluksizligi to'g 'risida nima deyish mumkin?
6. Uzluksiz funksiyalaming asosiy xossalari nimalardan iborat?
7. Elementar funksiyalar uzluksizligi haqida nima deyish mumkin?
8. Qachon funksiya nuqtada chap (o'ng) tomondan uzluksiz deyiladi?
9. Funksiyaning nuqtada uzluksizligining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat?
10.Qaysi shartda funksiya kesmada uzluksiz deyiladi?
11. Funksiyaning kesmadagi eng katta qiymati deb nimaga aytiladi?

• Funksiyaning kesmadagi eng kichik qiymati deb nimaga aytiladi?
• Veyershtrass teoremasida nima tasdiqlanadi?

15 <̂ ac*10n ftmksiya biror sohada tekis uzluksiz deyiladi?
I •_^zluksizlik va tekis uzluksizlik orasida qanday bog'lanish mavjud?

.Kantor teoremasida qanday tasdiq keltiriladi?
18 TUnksiyanin8 uz^ 's 1̂ nuqtalari deb nimaga aytiladi?
19 uzat'b bo'ladigan uzilish nuqtasi nima?
2q‘ *Ur uz‘lish nuqtasi qanday ta’riflanadi?

• Qaysi shartda uzilish nuqtasi II turga kiritiladi?



Testlardan nam unalar

1- У~ЛХ) funksiyaning x0 nuqtadagi uzluksizlik sharti qayerda noto‘s>'rj 
ifodalangan ?

A) lim / ( x ) = / ( x 0); B) lim f ( x 0 + Ax) = / ( x 0); C) lim A/ = o-
А,т->0 Ax->0 ’

D) lim [ / (x ) -  / ( x 0)] = 0 ; E) Barcha javoblarda to 'g 'ri ifodalangan
X -> X Q

2. Teoremani yakunlang: Asosiy elementar funksiyalar... uzluksiz .
A) barcha nuqtalarda; B) ba’zi bir nuqtalarda; C) (0;oo) sohada ;
D) aniqlanish sohasiga tegishli har bir nuqtada ; E) (-oo;0) sohada .

3. Agarda Дх) va g(x) funksiyalar x=x0 nuqtada uzluksiz bo'lsa, shu nuqtada 
quyidagi funksiyalardan qaysi biri uzluksiz bo'Iishi shart emas ?

А)Дх)+£(х); В)ДхН Кх); С )Д х )^х ); D ^x)/g (x);
E) Barcha funksiyalar uzluksiz bo'ladi.

4. Agar Дх) va g(x) funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz va g(x0)*0 bo'lsa, shu 
nuqtada quyidagi funksiyalarning qaysi biri uzluksiz bo'lmaydi ?

А) Дх)+ g(x); В) Дх) -  g(x); С) Дх) -^x);  D) Щ
g\x )

E) Ko'rsatilgan barcha funksiyalar x0 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

5. Qaysi shartday=fix) funksiyax=a nuqtada chapdan uzluksiz bo'ladi ?
А )Д а+ 0)= Д я); В ) Д ^ ) = Д а ) ; С)Да-0)=Д<7+0);

0 )Д о -0 )^  ДаН-0) ; Е) To 'g 'ri javob keltirilmagan.

6. Qaysi shartday=Ax) funksiya x=a nuqtada o'ngdan uzluksiz bo'ladi ?
А )Д а+ 0)= Д а); В )Д я-0)=Д а) ; С )Д о -0 )= Д ^ 0 )  ;

0 )Д о —0)#Дйг+0); Е) To 'g 'ri javob keltirilmagan.

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi funksiyani x=0 nuqtada uzluksiz ekanligini ko'rsating:
1 -  cos" x , x < 0; 
sin(« + l)x , x > 0 .

2. Quyidagi funksiya uchun x=0 I tur uzilish nuqta ekanligini ko'rsating va 
uning bu nuqtadagi sakrashini toping:

n -  ln(l + nx), x < 0;
1+ 2«cos(w + l)x , x > 0 .

VII BOB. DIFFERENSIAL HISOB

Funksiyaning maksimum -  minimumini yoki 
urinmasini topish va shunga o'xshash juda ko'p 

murakkab masalalar bizning usulda hayratga 
qoldiradigan darajada oson va yengil yechiladi.

Leybnits G.W.

§1. FUNKSIYA H O SILA SI, UNING MEXANIK 
G EO M ETR IK  VA IQTISODIY M A ’NOSI

• Hosila tushunchasiga olib keladigan amaliy masalalar.
• Hosila ta ’rifi va uning amaliy та ’nolari.
• Differensiallanuvchi funksiya va uning uzluksizligL
• Hosilaning iqtisodiy tatbiqlari

Differensial hisob oliy matematikaning eng asosiy va eng kuchli, samarali 
usullaridan biri bo'lib hisoblanadi. Matematik tahiilning bu bo'limi nisbatan yosh 
bo'lib, uning dastlabki kurtaklari XVII asrda Ferma, Paskal, Dekart kabi 
matematiklaming ishlarida shakllangan va XVIII asrda buyuk ingliz olimi Nyuton 
(1642-1727) va mashhur olmon matematigi Leybnits (1646-1716) tomonidan 
unga asos solingan va turli masalalarni yechish uchun keng qo'llanilgan.

1.1. Hosila tushunchasiga olib keladigan amaliy m asalalar. Differensial 
hisob asosida funksiya hosilasi tushunchasi yotadi va u tarixan quyidagi amaliy 
masalalarni yechish jarayonida paydo bo'lgan.

Oniy tezlik masalasi. Bizga ma’lumki, to 'g 'ri chiziq bo'yicha tekis 
harakat qilayotgan moddiy nuqtaning ixtiyoriy t vaqtdagi tezligi v(f)=vo=const, 
ya’ni o'zgarmas bo'ladi. Bunda harakat boshlangandan keyin t vaqt o'tgach 
nuqtaning bosib o'tgan masofasi S(t)=vt funksiya bilan aniqlanadi va harakat 
tenglamasi deb ataladi. Endi bu nuqta to 'g 'ri chiziq bo'yicha notekis harakatda 
bo'lgan holni qaraymiz. Bu holda moddiy nuqtaning tezligi t vaqt o'tishi bilan 
o'zgarib boradi va biror v=v(t) funksiyani hosil qiladi. Moddiy nuqtaning t vaqt 
momentidagi tezligi oniy tezlik deb ataladi. Biz notekis harakat tenglamasi S=S(t) 
ma'lum bo'lgan taqdirda moddiy nuqtaning biror to vaqtdagi vo=v(<o) oniy tezligini 
topish masalasini qaraymiz. Buning uchun ikkinchi bir t=to+At vaqtni qaraymiz. 
Unda moddiy nuqtaning ko'rilayotgan (/0, t)=( to, to+At) vaqt oralig'ida bosib 
° ‘tgan masofasi

S(tyS(t0)= S(ta+Aty-S(ta)= AS, 
ya’ni harakat tenglamasini ifodalovchi S=S(t) funksiyaning orttirmasiga teng 
bo ladi. Agar notekis harakatdagi moddiy nuqtaning bu vaqt oralig'idagi o'rtacha 
tezligini v(Ar)deb belgilaseik, uning qiymati v(At) = AS/At formula bilan 
^iqlanadi. Bu holda v(t0) oniy tezlik v(At) o'rtacha tezlikning t—*to, ya’ni At—>0 
bo Igandagi limiti kabi aniqlanadi. Demak, notekis harakatda v(/o) oniy tezlik



v(f0)=  lim v(Ar)= lim —  (1)
д/->о д?->о At

❖ Urinm a masalasi. Dastlab tekislikdagi berilgan L chiziqning Mo(v0, д>0) 
nuqtasiga o ‘tkazilgan urinma tushunchasini kiritamiz.

Berilgan L chiziqda yotuvchi ikkita M0 va Mi nuqtalarni tutashtiruvchi M0M, 
kesma vatar deb ataladi (53-rasmga qarang).

limitni hisoblash orqali topiladi.

Bu vatar yotgan to 'g 'r i chiziq Mo nuqtadan o'tgani uchun uning tenglamasi (IV 
bob, §2, (1) formulaga qarang)

y - j 0 = * (* -* o )>  * = / g a = j ^ l  = 2 iZ Z o = |> :
]JVM0| X [-X 0 Ax

ko'rinishda bo‘ladi.
1-TA’RIF: Agar L chiziqning M0Mi vatari yotgan I to‘g‘ri chiziq Mi nuqta 

L chiziq bo'ylab Mo nuqtaga cheksiz yaqinlashib borganda (Mi—»Mo) biror k  
to‘g‘ri chiziqqa cheksiz yaqinlashib borsa (l—*io), unda l0 berilgan L chiziqning Mo 
nuqtadagi urinmasi deyiladi.

Egri chiziqning Mo(xo> Уо) nuqtadagi urinmasi shu nuqtadan o'tuvchi to'g'ri 
chiziq bo'lgani uchun (54-rasmga qarang) uning ham tenglamasi vatar tenglamasi 
singari y-yo=ko(x-xo) ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamadagi k0 burchak 
koeffitsiyentini topish uchun L chiziq tenglamasini ifodalovchi y=<p(x) funksiya 
berilgan deb hisoblaymiz. Urinma ta’rifiga asosan

M x M 0 => xx -)■ xQ , y t -»  y0 => Ax: -»  0 , Ay 0 
bo'lgani uchun MoMi vataming к burchak koeffitsiyenti uchun yuqorida keltirilgan 
formulaga asosan

Rq = lim к = lim tga = lim —  = lim —■— (2)
A А/, ->M0 4jt->0 Ac Дх->0 Ac

natijani olamiz.

54-rasm

❖ Mehnat unumdorligi masalasi. Ishchining ish kuni davomidagi mehnat 
unumdorligi o'zgaruvchi miqdor bo'ladi. Ertalab ish kuni boshlangach, ma’lum bir 
paytgacha u ishga kirishish jarayonida bo'lib, bu davrda uning mehnat unumdorligi 
oshib boradi. So'ngra ma’lum bir vaqt davomida ishchi deyarli bir xil mehnat 
unumdorligi bilan ishini davom ettiradi. Ish kuni oxiriga yaqinlashgan sari toiiqish 
natijasida ishchining mehnat unumdorligi pasayib boradi. Shunday qilib, ish kuni 
davomida / vaqt o'zgarib borishi bilan ishchining mehnat unumdorligi biror z=z(t) 
funksiya orqali ifodalanadi. Uni topish uchun ishchining ish kuni boshlangandan 
keyin t vaqt o'tgach ishlab chiqargan mahsulot hajmini ifodalovchi h=h(t) 
funksiya ma’lum deb olamiz. Bu funksiya yordamida ishchining t=t0 vaqtdagi 
zo=z(/o) mehnat unumdorligini topamiz. Bu maqsadda ish kunining to va t\=to+At 
vaqt oralig'ini qaraymiz. Bu vaqt oralig'ida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi 
hito+At)- h(t0)=Ah kabi aniqlanadi. U holda uzunligi At bo'lgan bu vaqt 
oralig'idagi ishchining o'rtacha mehnat unumdorligi z(At) = Ah/At nisbat orqali 
aniqlanadi. Bu yerdan ishchining t=t<> vaqtdagi zo=z(to) mehnat unumdorligini 
topish uchun A/~>0 deb olishimiz kerak va natijada

Kk&A z(/0) =  lim z(At)=  lim —  (3)
Л-+0 jt->o At

formulaga ega bo'lamiz.
Bu uchala masala mazmunan turlicha bo'lsa ham, ulami yechish bir xil 

Matematik usulda amalga oshirilganligi va bu yechimlar ( l)-(3 ) formulalar orqali 
bir xil ko'rinishida ifodalanganligini ta’kidlab o'tamiz.

1.2. Hosila ta ’rifi va uning amaliy m a’nolari. Yuqoridagi masalalarni 
yechish uchun amalga oshirilgan ishlami umumiy holda qaraymiz. Bizga biror 
^ ~ЛХ) funksiya berilgan. Bu funksiyaning aniqlanish sohasiga kiruvchi x0 va 
^jJCo+Ax argument qiymatlarini qaraymiz, ya’ni nuqtada argumentga Ax orttirma 

eramiz. Argumentning bu Ac orttirmasiga mos keluvchi y=J[x) funksiyaning



\y=&f= flxo+Ax)-f(xo) orttirmasini topamiz. So'ngra А / funksiya orttirmasining 
Ax argument orttirmasiga nisbatini Ax—>0 holdagi limitini hisoblaymiz.

2-TA ’RIF: Berilgan y=fix) funksiyaning Af  orttirmasining Ax argument 
orttirmasiga nisbati Ax-+0 bo'lganda chekli limitga ega bo'lsa, bu limit qiymati 
funksiyaning xo nuqtadagi hosilasi deb ataladi.

Berilgan y= /x ) funksiyaning x0 nuqtadagi hosilasi /  '(x0) yoki y'(x0) kabi 
belgilanadi va, ta’rifga asosan,

«m lim / < * + * > - / < * >
Д*-х> Дх Ддг->о Дх (4)

tenglik orqali aniqlanadi.
Misol sifatidaДх)=х2 funksiya hosilasini uning ta’rifiga asosan topamiz: 

Af=flx+Ax)-J[x) = (x+Ax)2 -x 2 =2xAx +(Ax)2 =>

f \ x )  -  lim —  = lim (2x + Ax) = 2 x .Дг-+0 \ x
Demak, (x2)’=2x. Shunday tarzdax -1  va (x3)'=3x2 ekanligini ko'rsatish mumkin.

Oldin ko'rilgan masalalaming (1)—(3) javoblarini kiritilgan hosila tushunchasi 
orqali ifodalaymiz. Harakat tenglamasi S=S(t) funksiya bilan ifodalanadigan 
notekis harakatda t0 vaqtdagi oniy tezlik uchun topilgan (1) natijadan

v(/0)=  lim ^  = S'(r0) ( Г )
д»->о At

formulani hosil qilamiz.
Demak, y=flx) funksiyaning hosilasi uning o'zgarish tezligini ifodalaydi va bu 

hosilani mexanik m a’nosi deyiladi. Nyuton hosila tushunchasiga mana shu 
yo'nalisbdagi tadqiqotlari orqali kelgan va uni “flyuktsiya” deb atagan. Shuni 
ta’kidlab o'tish kerakki, bu yerda “tezlik” tushunchasi faqat harakat tezligini 
ifodalamasdan, u keng ma’noda tushuniladi. Masalan, ximiyaviy reaksiya tezligi, 
texnologik jarayon tezligi, iqtisodiy islohotlami amalga oshirish tezligi va hokazo.

Endi y=<p{x) funksiya orqali berilgan L chiziqning M0(x0lyo)= M0(x0, <p(xo)) 
nuqtasiga o'tkazilgan /0 urinmaning к burchak koeffitsiyenti ifodalovchi (2) 
formulani eslab, undan

k=  lim ^ -  = cp'(xo)
Дх->0 Ax (20

natijaga kelamiz.
Demak, y=J[x) funksiyaning hosilasi uning grafigini M0(x0, j 0)= M0(x0, Дх0)) 

nuqtasiga o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi va bu 
hosilani geometrik m a’nosi deyiladi. Nyutonning hosila bo'yicha ishlaridan 
bexabar holda Leybnits mana shunday geometrik masalalami yechish jarayonida 
hosila tushunchasiga kelgan.

Shunday qilib, y=flx) funksiya grafigining M0(x0̂ 0>= M0(x0, Дх0)) nuqtasiga 
o'tkazilgan urinma tenglamasi

У ~  / ( x 0) = / '( x 0 Xx -  x0) => у  = / ' ( x 0 )(x -  x0) + / ( x 0) (5)
ko'rinishda topiladi.

Misol sifatida Дх)=х2 parabolaning x0=3 abssissali nuqtasiga o'tkazilgan 
urinm a tenglamasini topamiz. Bunda Дх0)= /3 )= 3 2=9, / '(xo)=2 x0=2-3=6 va shu 

babli (5) formulaga asosan, izlangan urinma tenglamasi
>=6(x-3)+9 => y=6x-9

Jco'rinishda bo'ladi.
Mehnat unumdorligi to'g'risidagi masalaning (3) javobini hosila orqali

z(f„) = lim 7 7  = A'('o) O ')j/-»o A t
ko'rinishda yozish mumkin. Demak, y=J[x) funksiya x vaqtgacha ishlab chiqarilgan 
mahsulot hajmini ifodalasa, uning hosilasi /  '(x) shu x vaqtdagi mehnat 
unumdorligini ifodalaydi va buni hosilaning iqtisodiy m a’nosi deb qarash 
mumkin.

1.3. Differensiallanuvchi funksiya va uning uzluksizligi. Dastlab 
differensiallanuvchi funksiya tushunchasini kiritamiz.

3-TA ’RIF: Agar y=f(x) funksiya x nuqtada chekli /  '(x) hosilaga ega 
bo'lsa, u shu nuqtada differensiallanuvchi deyiladi. Aks holda у=Дх) funksiya x 
nuqtada differensiallanmovchi deb ataladi. Funksiyani f '(x )  hosilasini topish amali 
differensiallash amali deb ataladi.

Funksiyaning differensiallanuvchiligi va uzluksizligi orasidagi bog'lanish 
quyidagi teorema orqali ifodalanadi.

TEOREMA: Agarday=fix) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, 
u shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Isbot: Teoremani isbotlash uchun, funksiyaning uzluksizligi ta’rifiga asosan, 
l im A / = 0 (6)

Ax—>0
shart bajarilishini ko'rsatish kifoya. Hosila ta’rifini ifodalovchi (4) tenglik va 
limitni mavjudligi haqidagi oldin ko'rib o'tilgan lemmaga (VII bob, §3) asosan

~r~ = /  (x) + ar(Ax): 
Ax

-  ( / ( x )  + o. (Ax))Ax

tenglikni yozish mumkin. Bu yerda Ax->0 bo'lganda a(Ax) cheksiz kichik miqdor 
bo'ladi. Bu holda, limit hisoblash qoidalariga asosan,

limAf = lim (/'(x)+a(A x))te= /'(x) lim Ax+ lima(Ax)Ax=/'(x)-0 + 0 = 0 .
Лг-Ю Дг-Ю Дх—Ю Дг-Ю

Demak, (6) shart o'rinli va shu sababli Дх) funksiya x nuqtada uzluksiz bo'ladi. 
Izoh: Teoremadagi tasdiqning teskarisi umuman olganda o'rinli emas. 

Masalan, Дх)=|х| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, ammo bu nuqtada 
differensiallanuvchi emas. Haqiqatan ham, x=0 nuqtada argumentga Ax orttirma 
berganimizda funksiya orttirmasi uchun А/=Д0+Ах)-Д0)= ДАх)= |Ax| tenglik
0 bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki

lim A f -  lim |Ax| = 0,
. . Л х -> 0  A r-> 0

Уа П1Дх)=[х| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz. Ammo

„ 5 k g .  f a  M ,  lim i L .
0+0Дх Адг->0+0 Дх Ax —>0 Дх Дх->0-0 Дх :5S.

1- ~ ^  1 = lim ------= -1 .
■о Дх A»-»0 Дх



Bu yerdan ko'rinadiki Ax-»0 bo'lganda AflAx nisbat limitga ega emas va shu 
sababli дг=0 nuqtada/ '( 0 )  hosila mavjud emas.

4-TA 'RIF: Berilgan v=flx) funksiya (a,b) oraliqning har bir x nuqtasida 
differensiallanuvchi bo'lsa, u shu oraliqda differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, y=x? funksiya har qanday (a,b) oraliqda differensiallanuvchi. v=[x| 
funksiya esa a =0 nuqtani o 'z  ichiga olmaydigan barcha oraliqlarda 
differensiallanuvchi, ammo x=0 nuqtani o 'z  ichiga oluvchi oraliqlarda 
differensiallanuvchi bo'lmaydi

1.4. Hosilaning iqtisodiy tatbiqlari. Hosilani iqtisodiy mazmunini 
ifodalovchi mehnat unumdorligi haqidagi masalani yuqorida ko'rib o'tgan edik. 
Ammo hosilani iqtisodiyotga tatbig'i bu bilan chegaralanib qolmasdan. u 
iqtisodiyotda juda keng qo'llaniladi. Masalan, ishlab chiqarish xarajatlari у  va 
mahsulot hajmi x  orasidagi bog'lanish biror y=fix) ishlab chiqarish funksiyasi bilan 
berilgan bo'lsa, unda У- f i x )  hosila ishlab chiqarishning limitik xarajati deyiladi 
va bir birlik qo'shimcha mahsulot ishlab chiqarish uchun kerak bo'ladigan 
qo'shimcha xarajatlaming taqribiy qiymatini ifodalaydi. Shunday tarzda limitik 
daromad, limitik tushum, limitik mahsulot, limitik unumdorlik kabi muhim 
iqtisodiy tushunchalar hosila orqali ifodalanadi. Iqtisodiy tatbiqlarda hosila biror 
iqtisodiy jarayon, obyektni vaqt yoki boshqa bir omil bo'yicha o'zgarish tezligini 
o'rganish uchun ham qo'llaniladi.
Hosila tushunchasini yana bir iqtisodiy tatbig'iga misol sifatida, iqtisodiy 
jarayonlami o'rganish va bir qator amaliy masalalarni yechish uchun 
qo'llaniladigan funksiyaning elastikligi tushunchasini qaraymiz.

5-TA ’RIF: Berilgan y=fix) funksiya uchun Дf / f  funksiya nisbiy orttirmasini 
Ax/x argument nisbiy orttirmasiga nisbatini A*—>0 bo'lgandagi limiti funksiyaning 
elastikligi deb ataladi.

Berilgany=flx) funksiya elastikligi Ex(f) kabi belgilanadi va, ta’rifga asosan,

Ex{ f )  = Urn [  £  = j  lim = j  - f ( x )  = -  • f \ x )  (7)
Дх->(\ f  x  J f t* -*  о Ax f  у

formula bilan hisoblanadi. Funksiyaning elastikligi x  argument qiymati 1% 
o ‘zgarganday=_/(x) funksiya qiymati taqriban necha % o'zgarishini ifodalaydi.

Masalan, korxonaning ishlab chiqarayotgan mahsulotiga aholining talabi у  
va bu mahsulot narxi x orasidagi y=fix) bog'lanishni o'rganishda funksiyaning 
elastikligi E*(/) keng qo'llaniladi. Bu holda EJJ) mahsulot narxi x 1% o'zgarganda 
aholining talabi taqriban necha % o'zgarishini ifodalaydi.

Agar |E*{/)|> 1 bo'lsa, talab narxga nisbatan elastik, |E*(/)|<1 bo'lsa -noelastik, 
|Ejt(/)|=l bo'lsa -bir elastikli deb ataladi. Bu tushuncha ma’nosini aniqlash uchun 
korxonaning Mr kabi belgilanadigan limitik daromadini qaraymiz. Bu iqtisodiy 
ko'rsatkich talab elastikligi orqali

M r= (\-\E x( f ) [ ') x  
formula bilan ifodalanadi. Bu yerdan ko'rinadiki, talab elastik bo'lganda narx 
o'sishi (kamayishi) bilan mahsulotni sotishdan olinadigan umumiy daromad ham

h a d i  (kamayadi). Noelastik talabda esa narx o'sishi (kamayishi) bilan mahsulotni 
s o t i s h d a n  olinadigan umumiy daromad aksincha kamayadi (oshadi).

XULOSA
Funksiya hosilasi matematik tahlilning asosiy tushunchasi bo'lib, juda ko'p 

nazariy va amaliy tatbiqlarga egadir. Notekis harakatda tezlik, egri chiziqqa 
urinm aning burchak koeffitsiyenti, iqtisodiyotda mehnat unumdorligi yoki ishlab 
chiqarish sur’ati hosila yordamida aniqlanadi. Kelgusida hosila funksiya 
xususiyatlarini o'rganishning kuchli quroli ekanligini ko'ramiz. Har qanday 
funksiya ham hosilaga ega bo' lavermaydi. Masalan, y=\x\ funksiya x=0 nuqtada 
hosilaga ega emas. Hosilasi mavjud funksiya differensiallanuvchi deyiladi. Agar 
funksiya biror oraliqda differensiallanuvchi bo'lsa, unda u bu oraliqda uzluksiz 
bo'ladi.

Hosila tushunchasi iqtisodiy nazariyada ko'p qo'llaniladi. Masalan, limitik 
xarajat, limitik daromad, funksiya elastikligi kabi iqtisodiy tushunchalar hosila 
yordamida aniqlanadi va hisoblanadi.

Tavanch iboralar

* Funksiyaning hosilasi * Hosilaning mexanik ma’nosi * Hosilaning geometrik 
ma’nosi * Hosilaning iqtisodiy ma’nosi * Differensiallanuvchi funksiya
* Differensiallash amali * Oraliqda differensiallanuvchi funksiya * Funksiyaning 
elastikligi ________ _____________________________________________________

T akrorlash uchun savollar

1. Oniy tezlik masalasi qanday ifodalanadi?
2. Urinma haqidagi masala qanday mazmunga ega?
3. Mehnat unumdorligi masalasi nimadan iborat?
4. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi ta’rifi qanday ifodalanadi?
5. Hosilaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?
6. Hosilaning geometrik ma’nosi qanday ifodalanadi?
7. Hosilaning iqtisodiy ma’nosi qanday misol bilasiz?
8- Qachon funksiya differensiallanuvchi deyiladi?
9- Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi haqida nima deyish mumkin?
lO.Uzluksiz funksiya differensiallanuvchi bo'Iishi shartmi?
11 Qachon funksiya oraliqda differensiallanuvchi deyiladi?
J2. Funksiyaning elastikligi deb nimaga aytiladi?
3- Funksiyaning elastikligi qanday iqtisodiy ma’noga ega?

Testlardan nam unalar

У=Ах) funksiyaning Ax argument orttirmasiga mos keladigan A f  orttirmasi 
4ayerda to 'g 'ri ifodalangan?

А )Д /Ы * Ь XAx); B) Af=ftx+Ax)-fiAx) ; C) Afrfix+Axyfix) ;



D) Af=J[xJrAx)-J{(x-Ax) ; E) Af=f(x)Ax.

2. _y=x3 funksiyaning Ay orttirmasi qayerda to 'g 'r i ko'rsatilgan?
A) Зх2Ax + (Ax)3; В) Зх2Ac + Зх(Ах)2 + (Ax)3; С) Зх2Ac + 3x(Ac)2; 

D) 3x(Ax)2 ( jc + 3Ac); E) 3xAc(x + Ac) + (Ax)3.

3. y=Jc3 funksiya uchun Ay/Ax orttirmalar nisbatini toping.
А) Зх2 + (Ac)2 ; B) 3x(x + ЗАх); С) Зх2 + ЗхАс ;

D) Зх2 + ЗхАс + (Ax)2; E) 3xAc(x + Ax) + (Ax)3.

4- У=А Х) funksiya hosilasini ta’rif bo‘yicha hisoblashda quyidagilardan qaysi 
biri bajarilmaydi?

A) argument orttirmasi Ac hisoblanadi;
B) funksiya orttirmasi A/'hisoblanadi;
C) orttirmalar nisbati A^Ax hisoblanadi;
D) A/JAx nisbatning Ax~>0 bo'lgandagi limiti hisoblanadi;
E) ko'rsatilganlarning barchasi bajariladi.

5- У=АХ) funksiya hosilasining ta’rifi qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?

A) / '( x )  = lim ^ ; B) / ' ( * )  = lim % ;  C) f \ x )  = lim ^ ;
Л х - к с  Д у  Д х -* 0  Д j  Д х -» 0  \ x

D) f '( x )  = lim — ■ E) / '(X )  = iim ^ .
л*-*» д д  д г A f

6. Hosilaning mexanik ma’nosi qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?
A) harakatda bosib o'tilgan masofa; B) harakatda sarflangan vaqt;
C) harakatda oniy tezlik; D) harakatda to'xtash holati;
E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

7. y=x3 kubik parabolaning x0~ l  abssissali nuqtasiga o'tkazilgan urinma 
tenglamasini aniqlang.

A )y=3x+2; B)_y=3x+4; C) y = 3 x -2 ; D)y=3x-A ] E)y=3x.

8. y=x2 funksiyaning x=5 nuqtadagi elastikligini hisoblang.
A) 1 ; B) 2 ; C) 5 ; D) 8 ; E) 10 .

M ustaqil ish topshirialari

!• f ( x )  = n"x+enx funksiyaning argument orttirmasi Ax bo'lgandagi bf 
orttirmasini toping.

ieaatKttw V  ^ b s l w  .-atr- ,i:r\о  i jr^ n ^ w  .... ц ги одй  it;) < >
2- / ( x )  = n2x + nx2 funksiyaning/'(x) hosilasini ta ’rif asosida toping.

§2. FUNKSIYANI DIFFERENSIALLASH QOIDALARI. 
HOSILALAR JADVALI

Hosilarti hisoblash algoritmi.
Differensiallash qoidalari.
Logarifmik differensiallash usuli.
Hosilalar jadvali.

2.1. Hosilani hisoblash algoritmi. Berilgan y=fix) funksiyaning /(x )  
hosilasini topish, ya’ni uni differensiallash, oldingi paragrafda keltirilgan ta’rifga 
asosan quyidagi algoritm bo'yicha amalga oshiriladi:

■ funksiyaning x argumentiga Ax*0 orttirma berib, x+Ax nuqtani topamiz;
■ funksiya orttirmasini Af= f{x+Ax\-f[x) formula bo'yicha hisoblaymiz;
■ A/VAx orttirmalar nisbatni topamiz;
■ A f /Ax nisbatning Ax—>0 bo'lgandagi limitini aniqlaymiz.

Misol sifatida asosiy elementar fimksiyalardan biri bo'lgan /(x)=sinx 
hosilasini yuqorida keltirilgan algoritm bo'yicha topamiz:

^  x va x+Ac nuqtalarda funksiyaning /(x)=siru va /x+Ac)=sin(x+Ax) 
qiymatlarini hisoblaymiz;

S  trigonometrik ayirmani ko'paytmaga keltirish formulasidan foydalanib, 
Д /funksiya orttirmasini quyidagi ko'rinishda yozamiz:

4/e=/x+Ax)-/(x)=sin(x+Ac)-sinx= 2sin(Ax/2)cos(x+Ax/2);
S  A/7Ax orttirmalar nisbatni tuzamiz:

Af  2sin(Ax/2)cos(x + Ax/2) sin(Ax/2)
—  = ---------------------------------- = -------- -------cos(x + Ac/2) ;
Ax Ac Ac/2

'S Ko'paytmaning limiti, I ajoyib limit hamda y=cosx funksiya 
uzluksizligidan foydalanib, AflAx nisbatning Ax—>0 bo'lgandagi limitini 
hisoblaymiz:

lim = lim [SU1(A* / 2 ) -cos(x + Ax/2)] = (—  = a )  
лг->0Дх Дг-»о Ax/2 2

Demak,

= lim --------lim cos(x + a )  = 1 • cosx = co sx .
a —>0 a  ar-»0

д (sinx)'=cosx
ormula o'rinli ekan. Xuddi shunday tarzda

(1)

(2)(cosx)'— sinx
ekanligini aniqlaymiz.

Yana bir misol sifatida ftx)=cf ko'rsatkichli funksiya hosilasini topamiz:
x+Ax x Ax -j

(ax)‘= lim ---------------= ax lim - — —  = a J ln a . (3)
Ax—>0 Ac Ai-»0 Ac

yerda ajoyib limitlardan biri (VI bob, §3) bo'lgan



.. ax - l  lim --------= In a
Jt->0 x

limit qiymatidan foydalanildi. Jumladan, a -e  holda (ex)' = ex lne =ex natijaga e«a 
bo'lamiz.

2.2. Differensiallash qoidalari. Har qanday funksiya hosilasini 
yuqoridagi algoritm bo‘yicha hisoblash oson emas va ancha murakkab 
hisoblashlarni talab etadi. Shu sababli amalda у -fix) funksiya hosilasini hisoblash 
quyidagi differensiallash qoidalari yordamida osonroq amalga oshirilishi 
mumkin.

1-qoida: 0 ‘zgarmas funksiya, ya’ni ixtiyoriy С o'zgarmas sonning hosilasi 
nolga ten g , ya’ni

(C)'=0 (C-const). (4)
Isbot: Har qanday o'zgarmas f{x)=C funksiya uchun argumentning ixtiyoriy 

Ax#) orttirmasida
A/=/tx+Ax)-/(x)=C-C=0, Д//Дх=0 

tenglik o'rinli ekanligidan va hosila ta’rifidan

(C)' = / '( x )  = lim —  = lim 0 = 0 
Дх->0Дх Дх—УО

ekanligi kelib chiqadi.
Masalan, (3 ,2 )-0 , (—7)'=0, (sin25°)-0 , (я ) -0  va hokazo.

2-qoida: Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar x  nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lsa, bu nuqtada y=u(x)±v{x)=ictv funksiya ham differensiallanuvchi va uning 
hosilasini

(i/± v ) '=  u’± V  (5)
formula bilan hisoblash mumkin.

Isbot: Funksiya orttirmasi ta’rifidan foydalanib, har qanday Дх argument 
orttirmasida A(m±v)=Am±Av ekanligini ko'rish qiyin emas. Bu yerdan hosila ta’rifi 
va limit hisoblash qoidasiga asosan kerakli tenglikni olamiz:

, Д(м±у) Дм± Д у Дм Ди , ,  ,
(m±v) = l im -----------= lim ----------- = lim — ± lim —  = u ± v  .

Дх—>0 Дх Дх->0 Дх Дх-*0 Дх Дх-»0 Дх
Demak, ikkita differensiallanuvchi funksiyalaming algebraik yig'indisi 

differensiallanuvchi funksiya bo'lib, algebraik yig'indining hosilasi hosilalaming 
algebraik yig'indisiga teng bo'ladi.

Masalan,
(x2+sinx)'= (x2)'+ (sinx)'=2x+cosx, (5-cosx)'= (5)' -  (cosx)'=0-(-sinx)=sinx.

1-natija: Differensiallanuvchi y=fix) fimksiyaga ixtiyoriy С o 'zg arm as 
sonni qo'shsak, uning hosilasi o'zgarmaydi.

Haqiqatan ham (Дх)+С)' =f'(x)+C' = / '(x )+ 0 = /'(x ) .
Izoh: Yuqoridagi 2 - qoidada keltirilgan tasdiqning teskarisi umuman olganda 

o'rinli emas. Masalan, u= |x| va v=l-|x | funksiyalar yig'indisi m+ v= 1 o 'zgarm as 
funksiya sifatida barcha x nuqtalarda, jumladan x=0 nuqtada d i f f e r e n s i a l l a n u v c h i -  

Ammo к va v qo'shiluvchi funksiyalar x=0 nuqtada differensiallanuvchi emas.

I 4~aoida: Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi 
•Isa. bu nuqtada y=u(x) v(x)=u v funksiya ham differensiallanuvchi va uning

hosilasi uchun
(#-v)— и v+ u v (6)

formula o'rinli bo'ladi.
Isbot: Funksiya orttirmasi ta’rifiga asosan

Дм=м(х+Дх)- u(x) => м(х+Дх)= м(х)+ Am,
Av=v(x+Ax)- v(x) => v(x+Ax)= v(x)+ Av 

ekanlig idan  foydalanib, A(u-v) funksiya orttimasini topamiz:
Д(uv) =u(x+Ax)- v(x+Ax)~ u(x)- v(x)= [w(x)+ Дм][ v(x)+ Av] -  m(x> v(x)=

= u(x) -Av+ v(x) • Дм+Дм-Av.
Bu yerdan, hosila ta’rifi va limit hisoblash qoidalariga asosan,

(u ■ v)’ = lim
Дх—>0

Д(м • v) 
Дх

= lim
Д х -> 0

м(х) • Av + v(x) • Дм + Дм • Av

Av Аи
= и{х) lim —  + v(x) l im -----

Дх-*0Дх Дх->0 Дх

Дх

lim —  • lim Av 
Д х -» 0  Дх Д х -» 0

natijani olamiz. Shartga asosan м=м(х) va v=v(x) funksiyalar x 
differensiallanuvchi, demak uzluksiz ham bo'lgani uchun

nuqtada

Av lim —  = v
Дх->0 Дх

Am 
lim —  = u

Дх—>o Д х
lim Av = 0

Дх—>0

tengliklar o'rinli bo'ldi. Bu tengliklami oldingi natijaga qo'yib, y=u v funksiya 
differensiallanuvchi va

(м-v) -  m v'+ vm'+ m' 0= m-v'+ vm ' , 
ya’ni (6) formula o'rinli ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

Masalan,
(ex s inx)- (e*)' -sinx+ ex -(sinx)- ex sinx+ ex cosx=(sinx+ cosx)^.

2-natija: O'zgarmas С ko'paytuvchini hosila belgisidan tashqariga chiqarish 
mumkin.

Haqiqatan ham, (4) va (6) formulalarga asosan
[C -m } '=C' f(x)+Cf'(x)=0f[x)+Cf'(x)=Cf'(x) .

Masalan, (S x ^ -S ^ x * )-  5-2x=10x.
4-qoida: Agar u~u(x) va v=v(x) funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi 

va bu yerda v=v(x)^0 shart bajarilsa, unda bu nuqtada y=u(x)/v(x)=:u/v funksiya 
ham differensiallanuvchi va uning hosilasi uchun 

,mv  u 'v -u v '
(7)

formula o'rinli bo'ladi.
Bu tasdiqni isboti oldingi qoida isbotiga o'xshash tarzda amalga oshiriladi 

va 0 4uvchiga mustaqil ish sifatida taklif etiladi.
Bu qoidadan foydalanib, >>=tgx va y=ctgx asosiy elementar funksiyalaming

hosila:sini topamiz. cosx^O shartda, ya’ni x^(it/2)± nn ( «=0,1,2,3.......) bo'lganda



(tgx)
sinx 'l (sinx) ■ cos x -  sinx- (cos x)
cosx )

cosx• c o s x - s in x - ( - sinx) 1

cos2 x cos2 X
Xuddi shunday ravishda, sinx^O shartda, ya’ni хф±кп ( n=0,1,2,3, ....) 

bo'lganda, (ctgx)— l/(sin2x) ekanligi topiladi. Demak,y=tgx vay=ctgx funksiyalar 
o'zlarining aniqlanish sohasida differensiallanuvchi bo'lib, ularning hosilalari

(tgx)' = - = l + tg2x , (ctgx)' = — -r =- = -(1 + c tg -x ) (8)
sm~x 

formula bilan topiladi.
5-qoida: Berilgan y=fix) funksiya x nuqtaning biror atrofida qat’iy monoton 

(o'suvchi yoki kamayuvchi) va uzluksiz bo'Isin. Bundan tashqari y=J{x) funksiya 
bu x nuqtada differensiallanuvchi va f \ x )*0 bo'Isin. Bu shartlarda x=/~'(y) 
teskari funksiya mavjud va differensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi uchun

1
y ° k i

(9)

formula o'rinli bo'ladi.
Isbot: Keltirilgan shartlarda tegishli y=J{x) nuqtaning biror atrofida x = /" ‘(y) 

teskari funksiya mavjud, qat’iy monoton va uzluksiz bo'lishini ko'rsatish 
mumkin.Bu funksiyani differensiallanuvchi bo'lishini aniqlash uchun uning у 
argumentiga АуфО orttirma beramiz. Bu holda x=/_ l(y) teskari funksiya 

Ax=f~l(y+A,y) - Г '(У ) 
orttirma oladi. Bunda f ~ l(y) teskari funksiya qat’iy monoton ekanligidan ЛхЛ), 
uzluksiz ekanligidan esa Ay—»0 =>Ax—»0 bo'Iishi kelib chiqadi. Bu holda,/'(x) 
mavjud va noldan farqli ekanligi hamda hosila ta’rifidan ushbu natijani olamiz:

{ / - ’O')}' = x ’ = lim — = lim f — 1 = f  lim — 1 = 0 £ ) _1 = ~V = 7 7 V  
^  y д>-+оДу 4>'->(\AxJ ^Дх-^oAxJ y x f  (*)

Demak, x=f~l(y) teskari funksiya differensiallanuvchi va (9) formula o'rinli.
Bu qoidadan foydalanib yana bir nechta asosiy elementar funksiyalarning 

hosilalarini aniqlaymiz.
Dastlab y=/(x)=arcsinx teskari trigonometrik funksiya hosilasini topamiz.

Ta’rifga asosan, x e ( - l ,  1) bo'lganda bu funksiya>>е(-п/2, л/2) qiymatlarni qabul
etadi hamda x=siny funksiyaga teskari bo'ladi. Bu yerda ye(-n/2, л/2) boigam
uchun, x=siny teskari funksiyaning hosilasi

x'y = (s in ^ ) ' = cos> '> 0 ,
ya’ni noldan farqli bo'ladi. Bu holda, (9) formulaga asosan,

,  . „ , 1 1  1 1(arcsinx) = y x = —  = -------= i ,  = - , ■■■
x  cos у  ^ i - s in2 у  V I - x

natijam h0sil qilamiz. Demak. 

(arcsinx)'=
-v/l—J

* 6  (-1,1) (10)

( 1 1 )

form ula o 'r in li ekan. Xuddi shunday usulda

( a r c c o s x ) '  =  -(arcsinx)' = - - ^ = =  , (arctgx)'= -(arcctg*)'=  —

form ulalarn i isbotlash mumkin.
Endi y= logoX (a>0, аф\) logarifmik funksiya hosilasini topamiz. Bunda 

x e (0oo) va _ye(-°o, oo) hamda logarifmik funksiya qat’iy monoton bo'lib, u x=a/ 
ko 'rsa tk ich li funksiyaga teskaridir. Bundan tashqari x= d  differensiallanuvchi va 
^ у =а> |ru#0. Shu sababli, (9) formulaga asosan, logarifmik funksiya hosilasi 
mavjud va

(log ax)' = y'x = \ = -  1 1
x' (ay )' ay \na x\na

1 loga e (lnx)' = (12)
ekanligini topamiz. Demak,

(loga x)' = -
x ln a  x x

5-qoida: Berilgan y=f{u) murakkab funksiyada tashqi J[u) va ichki и(х)
funksiyalar argumentlari bo'yicha differensiallanuvchi bo'Isin. Bu holda y=fiu)
murakkab funksiya x bo'yicha differensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi

Л'(м) = /„ '(м )ы '(х ) (13)
formula bilan, ya’ni tashqi va ichki funksiyalar hosilalarining ko'paytmasi kabi
topiladi.

Isbot: u(x) funksiya differensiallanuvchi ekanligidan uning uzluksizligi kelib 
chiqadi va shu sababli Дх—>0 => Ли—>0 bo'ladi. Bu yerdan, hosila ta’rifi va limit 
hisoblash qoidalariga asosan,

f'x(u)= lim —  = l i m f —  • — 1  = lim —  • lim —  = /J (m )m '(x ) ,  
д.т->оAx ax-*<\Au A x) .\u->oAu д»->оДх

ya’ni y=fiu) murakkab funksiya differensiallanuvchi va (13) formula o'rinli 
ekanligi kelib chiqadi.

Masalan. (sinx2)’= (u=x2) =(sinu)'J: =(sinM)'u • u1 =cosu-(x2)-2xcosx2 , 
(sin2x)'=  (i/=sinx) =(u2)'x =(u2)'u ■ u' =2u (sinx)-2sinx cosx=sin2x.
Bu qoidadan foydalanib, y=xa (a-ixtiyoriy haqiqiy son), xe(0 , oo), darajali 

funksiyaning differensiallanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun darajali

funksiyani y  = xa - e lnx =ea 1,1 * ko'rinishdagi murakkab ko'rsatkichli funksiya 
kabi ifodalaymiz. Unda, (13) formula, ko'rsatkichli va logarifmik funksiya 
hosilasidan foydalanib,

У ~ (xa )' = (ea 'nxy  = (u = a \n x) = (eu)' = euи' = ealnx(a \nx)' = xaa  -  = a  x a~l
x

natijaga kelamiz. Demak, y=xa, xe(0,oo), darajali funksiya differensiallanuvchi va 
Un|ng hosilasi



(x“ )' = 0 'x " _1 (14)
formula orqali hisoblanadi. Masalan,

(x)' =  l ,  (x2)’ = 2x , (x3)' = Зх2 , ( , - ,у в (1 ) ' = _ * -2 = — ’ ,
X X2

2 2 v x  3 3 v x 2
Izoh: (15) formula nafaqat xe(0, oo) sohada, balkim y=x°"x funksiyaning 

aniqlanish sohasida ham o‘rinli boiadi. Jumladan, a =neN, ya’ni natural son 
bo'lsa, (15) formula ixtiyoriy xe(-oo, oo), a= -neZT, ya’ni manfiy butun son 
bo'lganda esa barcha x# ) uchun o'rinli bo'ladi.

2.3. Logarifm ik differensiallash usuli. Ba’zi hollarda differensiallanuvchi 
y ’f tx p '0 funksiya hosilasini uning logarifmi orqali quyidagicha topish mumkin:

[In /( * ) ] ' = (m = f (x ) )  = (In u)’ = - u '  = => / ' ( x) = [ ln f ( x ) ] 'f ( x ) .  (16) 
и f ( x )

1-TA ’RIF: Funksiyaning / (x )  hosilasini (16) formula orqali topish 
logarifmik differensiallash usuli deyiladi.

Masalan, fix)=x2eLx{\+x'y  funksiya hosilasini bevosita hisoblash ancha 
murakkab. Biroq logarifmik differensiallash usulida bu hosila osonroq topiladi:

In / ( x )  = \п[х2е2зс (1 + x4 )3 ] = 2 In x + 2x + 3 ln(l + x4) =>

=> [In /(x ) ] ' = [2 In x + 2x + 3 ln( 1 + x4 )]' = -  + 2 + =>
X i + x 4 f ( x )

..39  19  r  9  19
=* f i x )  = (- + 2 + -— j ) f ( x )  = (- + 2  + ~ ~ )  ■ х2е2х(\ + X4 )3 =

X 1 + x X 1+x

= 2хе2х (1 + x4 )3 + 2x2e2x (1 + x4 )3 + 12x5e2x (1 + x4)2 =

= 2xe2x(\ + x4)2[l + x4 + x(l + x4) + 6x4] = 2xe2x(\ + x4)2(x5 + 7x4 + x +1). 
Yana bir misol sifatida Дх)=х“ (x>0, a-ixtiyoriy haqiqiy son) darajali 

funksiya hosilasini logarifmik differensiallash usulida aniqlaymiz:
aIn / ( x )  = lnxa = a ln x = > [ln  /( x ) ] ' = (a ln x ) ' =  - > (x“ )' = — • x“ = axa~l 

x
Bu yerdan (15) formula o'rinli ekanligiga yana bir marta ishonch hosil etamiz.

2-TA ’RIF: Agar и=и(х)>0, v=v(x) esa ixtiyoriy funksiya bo'lsa, unda 
y=u(x)v(x) = и ko'rinishdagi murakkab funksiya darajali-ko'rsatkichli funksiya 
deyiladi.

Agar м=ы(х)>0 va v=v(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo'lsa, unda y= и 
darajali-ko'rsatkichli funksiya ham differensiallanuvchi bo'ladi va uning 
hosilasini logarifmik differensiallash usulida quyidagicha hisoblash mumkin:

\l\y = V • 1ПИ => ( ln j ) '  =  (V ■ lnw)' : У , , и ----= V • In м + v ----

Bu natijani ushbu ko'rinishda yozamiz:
(wv)' = uv • In w - v' + v • uv~x •

► У = y (v In U + V’-~r-

(17)

Bu yerdan ko'rinadiki, y= и darajali-ko'rsatkichli funksiya hosilasi ikkita 
‘s h i lu v c h i d a n  iborat. Bunda birinchi qo'shiluvchi y= uv funksiyani murakkab 

k o ’r s a tk i c h l i  funksiya (u o'zgarmas) singari qarab, undan hosila olish natijasida 
hosil bo'ladi. Ikkinchi qo'shiluvchi esa bu funksiyani murakkab darajali funksiya 
(v o'zgarmas) deb, undan hosila olish orqali topiiishi mumkin.

Misol sifatiday=x* funksiya hosilasini (17) formula orqali topamiz:
(xx)'= x*lnxx'+x- Xх x'= (1+lnx) Xх. (18)

2.4. Hosilalar jadvali. Oldin ko'rilganlarga asosan barcha asosiy elementar 
funksiyalar o'zlarining aniqlanish sohasida differensiallanuvchi bo'ladi. Ularning 
hosilalari va differenrsiallash qoidalarini hosilalar jadvali ko'rinishda 
jfodalaym iz. Bu jadvaldan foydalanib ixtiyoriy elementar funksiyani hosilasini 
topish mumkin va u matematik tahlil "Differensial hisob” bo'limining asosiy 
quroli bo’lib hisoblanadi. Bunda elementar funksiyalarning hosilalari yana 
elem entar funksiya bo'lishini ta’kidlab o'tamiz.

H O S I L A L A R  J A D V A L I

I. DARAJALI FUNKTSIYALAR
1 (x“ )' = oa“ \  ae(-oo ,oo ) 2 iua )' = aua V ,  и = и(х)

3
(x)' = l ,  (x2)' = 2x , (x3)' = 3x2,

y ,  (> £ )' =  Д -
X X 2-v/x

4
iu2)' = 2uu' , (и3)' = 3u2u ',

( - ) '— ■4 .и U 2 у/и
II. KO‘RSATGICH LI FUNKTSIYALAR

5 (ax)' = ax In a, a > 0, a *  1 6 (а“)' = а" и' \па,и = и(х)
7 iex)' = ex, (10*)'= 10* InlO 8 ieuy  = e“ -u', и = и(х)

III. LO G A RIFM IK  FUNKTSIYALAR

9 ( l o g , , ) '»  '  J ° * ’ ‘ 
x ln a  x

10
п и и loga е . . (logаи) -  -  60 ,и = и(х) 

и In а и

11 (ln*)' = -  (lgx)' = ——
X 6 xlnlO X

12 (1пи)' = — и', и = и(х) 
и

IV. TRIG O N O M ETR IK  FUNKTSIYALAR
(sin x)' = cosx , 

(cosx ) '= -s in  x

( t g * ) '  =  — (ctgx)' = ----- L—
_  cos x s in 'x

14

16

(sin h)' = cosm - и ', 
(cos«)' = -s in  u-u'

(tg«y = —“ (ctgM)' = — Д -

V. TESKARI TRIG O N O M ETR IK  FUNKTSIYALAR

(arcsinx)' = —(arccosx)' = 18 (arcsinw)' = -(arccos«)' =



21 (arctgx)' = -(arcctgx)' = — ~
\ + x*

(arctgw)' = -(arcctgw)' = —___
1 + U2

DIFFERENSIALLASH QOIDARLARI
27 (C )-0 , (С-const.), (C u)' = C ■ u' 28 ( m v ) ' = m ' - v  + m v '  ~~

29 r * чr , , , ,U , u' v - u  v'(M±v)  = и ± V , ( - )  = ------- -------
V v

30 [/(« )] ', = Л '(и ) и ', и ~ u(x)

31 32 (uvy  = uvv'\nu + vuv~iu'

XULOSA
Istalgan differensiallanuvchi funksiya hosilasini uning ta’rifidan kelib chiqadigan 

algoritm bo'yicha bevosita hisoblash noqulay va murakkab boMadi. Shu sababli 
funksiyalar hosilasini hisoblash uchun differensiallash qoidalaridan foydalaniladi. 
Ular yordamida funksiyalar yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va bo'linmasining 
hosilalarini topish mumkin. Bundan tashqari murakkab va teskari funksiyalaming 
hosilalarini hisoblash formulalari ham mavjud. Ayrim hollarda funksiya hosilasini 
logarifmik differensiallash usulidan foydalanib osonroq hisoblash mumkin. Barcha 
asosiy elementar funksiyalar differensiallanuvchi, ulaming hosilalari va 
differensiallash qoidalari hosilalar jadvalini tashkil etadi. Bu jadvaldan foydalanib 
ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyaning hosilasini hisoblab bo'ladi.

Tavanch iboralar

* Hosilani hisoblash algoritmi * O'zgarmas son hosilasi * Algebraik yig' indi 
hosilasi * Ko'paytmaning hosilasi * Bo'linmaning hosilasi * Teskari funksiya 
hosilasi * Murakkab funksiya hosilasi * Logarifmik differensiallash * Darajali- 
ko'rsatkichli funksiya * Hosilalar jadvali_____________________

T akrorlash  uchun savollar

13 E lem entar funksiyalaming hosilasi qanday funksiyadan iborat bo'ladi?
14 Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari jadvalini yozing .

Testlardan nam unalar

1. Differensiallash qoidasi qayerda xato ko'rsatilgan?
А) (С и)-C V  (C-const ); B) (u±v)'= h'± v': C) (m v)'=  u'v+uv';

( u )  u'v + uv'
E) (Дм))'=/'(м)м'.

2. ikkita и va v diffirentsiallanuvchi funksiyalar ulv nisbatining hosilasini 
hisoblash formulasi to 'g 'ri yozilgan javobni ko'rsating.

u'v + uv' u'v + uv' u'v -  uv'
a > ------;----  ; C) ----- ----- ;A)

D)

v
u 'v -u v '

; E)

V
u'v' -  uv

3. y=x2 /sinr funksiyaning У  hosilasini hisoblang.
A) y=  x2 /cosx ; B) / =  2x /sinr ; C) y'= 2x /cosx;
D )y'= x(2sinr +xcosx)/sin2x ; E) / =  x(2sinr- xcosx)/ sin2* .

4. Ikkita и va v diffrentsiallanuvchi funksiyalar u v  ko'paytmasining 
hosilasini hisoblash formulasi qayerda to 'g 'ri yozilgan?

А) «V; B) u'v'+uv; C) u'v+uv'\ D) u'v-uv'; E) u'v'—u v .

5. y=x2siru funksiyaning/hosilasini hisoblang.
A) y'= at2cosx ; B) y'= jr(xsimr-2cosx); C) / =  2xsinx ; 

D) / =  jc(xcosx+2simf); E) y'= x(xcosjc-2sinx:).

1. Funksiya hosilasini topish algoritmi qanday qadamlardan iborat?
2. O'zgarmas sonning hosilasi nimaga teng?
3. Funksiyalar algebraik yig'indisining hosilasi qanday hisoblanadi?
4. Funksiyalar algebraik yig'indisi differensiallanuvchi bo'lsa, q o 'sh ilu v ch ila r  

differensiallanuvchi bo'lishi shartmi?
5. Funksiyalar ko'paytmasining hosilasi qanday topiladi?
6. Differensiallashda o'zgarmas ko'paytuvchini nima qilish mumkin?
7. Funksiyalar nisbatining hosilasi qanday hisoblanadi?
8. Teskari funksiyaning hosilasi qaysi shartda mavjud va qanday topiladi?
9. Murakkab funksiyaning hosilasi qanday hisoblanadi?
10. Logarifmik differensiallash usulining mohiyati nimadan iborat?
11. D arajali-ko'rsatkichli funksiya qanday ko'rinishda bo'ladi?
12. Darajali -  ko'rsatkichli funksiyaning hosilasi qaysi formula bilan an iq lanad i?

M ustaail ish topshiriaiari
■ - ibcj.'Jl

1- Quyidagi funksiyalaming hosilasini differensiallash qoidalari yordamida 
hisoblang:

a) f ( x )  = nx" + (/i + l) s in x -w 2c o s jr -2 n x; b) f ( x )  = x nex\ c ) / (x )  = - ^ ^ .
x + n

2- Ushbu murakkab funksiyalaming hosilasini hisoblang:
a) / ( x )  = ln(«r + cosx); b) f ( x )  = sin2"(x2 +2nx + \) .

/ ( * ) = ( *  + я)”  darajali-ko'rsatgichli funksiya hosilasini toping.



§3. DIFFERENSIALLANUVCHI FUNKSIYALAR HAQIDAGI 
ASOSIY TEO R EM A LA R

• Roll teoremasL
• Lagranj teoremasL
• Koshi teoremasL

3.1. Roll teoremasi. Biz bu paragrafda kelgusida qaraladigan differensial 
hisobning amaliy tatbiqlarini asoslash uchun zarur bo'ladigan teoremalarni 
keltiramiz. Dastlab farang matematigi M.Roll (1652-1719) tomonidan oldin 
ko'phadlar, so'ngra esa kengroq funksiyalar sinfi uchun isbotlangan ushbu 
teoremani qaraymiz.

1-TEOREMA (Roll teoremasi): Berilgan y=fix) funksiya [a,b] kesmada 
uzluksiz va uning ichki nuqtalarida differensiallanuvchi bo'lib, chegaralarida teng 
qiymatlar qabul etsin, ya’ni fia)=fib) bo'Isin. Bu holda shu kesma ichida kamida 
bitta shunday “c” nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiyaning hosilasi nolga teng, 
ya’n i/'(c )= 0  bo'ladi.

Isbot: Bizga ma’lumki (Vll bob, §4, Veyershtrass teoremasi), kesmada 
uzluksiz bo'lgan funksiya shu kesmada o'zining eng kichik m va eng katta M 
qiymatlariga erishadi.

Agar m=M bo'lsa, u holda albattay(.*)=C (С-const) vaf'(x)=0  bo'ladi, ya’ni 
teoremadagi tasdiq [a,ft] kesmaning har bir nuqtasida bajariladi.

Endi m<M holni qaraymiz. Kesma chegaralarida funksiya qiymatlari o'zaro 
teng bo'lgani uchun, funksiyaning eng katta M  va eng kichik m qiymatlaridan 
kamida bittasi [a,b\ kesmaning ichki nuqtasida erishiladi.

Agar biror a<c<b nuqtadaДс) =M bo'lsa, u holda, eng katta qiymat ta’rifiga 
asosan, ixtiyoriy Ax argument orttirmasi uchun Afic)=fic+Axyfic) < 0 bo'ladi. Bu 
yerdan

^ = /(C  + ^ > - / ( c ) < ° ,  Дх > 0 ,

4 Д с) = / ( с  + А х ) - / ( с ) а 0  ^ <()
Дх Ac

ekanligi kelib chiqadi. Teorema shartiga asosan, qaralayotgan x=c nuqta [a,b] 
kesmaning ichki nuqtasi bo'lgani uchun, f '( c )  hosila mavjuddir. Unda yuqoridagi 
tengsizliklardan , hosila ta’rifi va limit xossalariga asosan, quyidagi natijalarga 
kelamiz:

/ ( c - f  Д х ) - / ( с ) ^ л/ ( c )  = lim Л с + Адг) Л с ) > 0 , / '( c ) =  lim
Дх—>0 -0  Ax Д г—>o+o Ax

A m m o/(c)>0 vaf '( c )<0 tengsizliklar faqat / '( c )=  0 bo'lgan holda birgalikda 
bo'ladi.

Xuddi shunday ravishda, agar biror a<c<b ichki nuqtada fic)=m bo'lsa, 
u n da/'( t)= 0  bo'Iishi ko'rsatiladi. Teorema isbot bo'ldi.

Shunday qilib, differensiallanuvchi funksiyaning teng qiymatlari orasida 
funksiyaning hosilasi hech bo'lmaganda bitta nuqtada nolga teng bo'lar ekan.

R oll teoremasi quyidagi geometrik talqinga ega: (a, b) oraliqda 
fi f f e r e n s i a l l a n u v c h i  (ya’ni oraliqning har bir nuqtasida urinmaga ega) funksiya bu 
raliq chegara la rida  bir xil qiymatlar qabul etsa, u holda urinmalar orasida kamida 

bittasi OX o'qiga parallel va uning burchak koeffitsiyenti h=f(c)=0 bo'ladi. (55- 
rasmga qarang).

Masalan, Дх)=(х-1 )(x -3)=  x2-4  x+3 funksiya [1,3] kesmada Roll teoremasini 
barcha shartlarini qanoatlantiradi. Bu funksiya hosilasi f(x)=2x-A bo'lib, 
haqiqatan ham u [1,3] kesmaning ichki c=2 nuqtasida nolga aylanadi.

3.2. Lagranj teoremasi. Endi yana bir farang matematigi Lagranj (1736- 
1813) nomi bilan ataladigan teoremani qaraymiz.

2-TEOREMA (Laerani teoremasi): Agar у -fix) funksiya [a,b] kesmada 
uzluksiz va kesmaning ichida differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (a,b) oraliqda 
kamida bitta shunday “c” nuqta topiladiki, unda

Щ ~ А а )  = f \ c )  ^  m  -  №  = / '(C ) - (b -a )  (1)
b - a

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Teorema shartini qanoatlantiruvchi у -fix) funksiya orqali ushbu 

yordamchi funksiyani kiritamiz:

cp(x) = f{ x )  -  f (a )  -  m - m *  -  a ) .

Teorema shartiga asosan bu funksiya [a,b] kesmada uzluksiz va uning ichki 
nuqtalarida differensiallanuvchi. Bundan tashqari bu funksiya chegaraviy 
nuqtalarda <p(a)=<p(6)=0 shartni qanoatlantiradi. Shu sababli, Roll teoremasiga 
as°san, kamida bitta shunday ce(a,b) nuqta mavjudki, unda (p'(c)=0 tenglik 
ajariladi. Bu yerdan

f w  * /• ( * )  A / w ,  v .{c) _ m  _ m - m  э  m ,  t m - m
b — a b — a L

jani, ya’ni teorema tasdig‘ini olamiz.
b - a



Lagranj teoremasining geometrik ma’nosi aniqlash uchun (1) tenglikning 
o'ng tomonidagi f \ c )  hosila y=fix), x e  [a,b] , funksiya grafigini ifodalovchi AB 
egri chiziqning (56-rasmga qarang) biror C(c, fie)) nuqtasiga o'tkazilgan / 
urinmasining, chap tomonidagi kasr esa uning A(a, fia)) va В(b,fib)) nuqtalarini 
tutashtiruvchi AB vatarining burchak koeffitsiyentini bo'ladi.

Demak, ikkita to 'g 'ri chiziqning parallellik shartiga asosan (V bob,§2, (5) 
tenglikka qarang), AB egri chiziqning kamida bitta nuqtasidagi / urinma uning AB 
vatariga parallel joylashgan bo'ladi.

Misol sifatida/x)=ax3-2ax2 +px+y funksiyani [0,1] kesmada qaraymiz. Bunda
а, P va y-ixtiyoriy haqiqiy sonlar. Bu holda Lagranj teoremasini barcha shartlari 
bajariladi va

/ 0 ) - / ( 0 )  (a - 2 a  + P + y ) - Y  „ g  
1 - 0  1 

Endi (1) tenglik bajariladigan с nuqtani topib, 0<c<l ekanligini tekshiramiz:

/ '( с )  = 3 ac2 -  4ac + ft = P -  а  => 3c2 - 4 c  + l = 0= > c1= l ,c 2 = - = > c  = - e  (0,1).

Izoh: Agar y(6)-:/(a)=A/Lfunksiya orttirmasi, 6-a=Ax-argument orttirmasi 
ekanligini hisobga olsak, (1) tenglik А/=/ '(c) Ax ko'rinishni oladi va orttirmalar 
orasidagi munosabatni ifodalaydi. Shu sababli (1) tenglik chekli orttirmalar yoki 
Lagranj formulasi deb ataladi.

Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, Lagranj teoremasi Roll teoremasidan keltirib 
chiqarildi. Ammo Roll teoremasi o 'z  navbatida Lagranj teoremasining xususiy hoh 
bo'lib, undanfia)=fib) holda kelib chiqadi.

3.3. Koshi teoremasi. Lagranj teoremasini farang matematigi K o s h i n i n g  

(1789 - 1857) ushbu teoremasi umumlashtiradi.
Ъ-TEOREMA (Koshi teoremasi): Berilgan y=fix) va j= g(x) f u n k s i y a l a r  

[ia,b] kesmada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida differensiallanuvchi h a m d a  

(a,b) oraliqda g4*)*0 bo'lsin. Bu holda kamida bitta shunday cs(a,b) nuqta

topiladiki. unda
f ( b ) ~ f ( a ) f ' i c )

g'(c)
(2)

g(b) -  g(a)
teng lik  o'rinli bo'ladi.

Isb o t: Teorema shartiga ko'ra ixtiyoriy xe(a,b) uchun g'(x)*0 ekanligidan 
e(b)*gia) x u losa  kelib chiqadi. Haqiqatan ham, agar g(b)=g(a) bo'lsa, unda Roll 
teorem asiga asosan, kamida bitta ce(a,b) nuqtada ^(с)=0 bo'lar edi. Bu esa 
teorem a shartiga zid. Shu sababli quyidagi yordamchi funksiyani kiritish mumkin:

F(x) = f{x )  - f { a ) ~  - ^ (Д|  [g(x) -  £(a)]. 
g ib )-g ia )

Teorema shartlarida bu funksiya [a,b] kesmada aniqlangan va uzluksiz bo'lib,

F'ix) = f \ x )  -  / ( ^ ~ A al g'(x) 
g ib )-g (a )

hosilaga ega. Bulardan tashqari kiritilgan yordamchi F(x) funksiya F(a)=F(b)=0 
shartni ham qanoatlantirishini tekshirib ko'rishimiz mumkin. Demak, F(x) 
funksiya [a,ft] kesmada Roll teoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradi. 
Shuning uchun [a,b] kesma ichida kamida bitta shunday с nuqta (a<c<b) 
topiladiki unda F(c)~0, ya’ni

■ F'ic) = f '(c )  -  f { ®  ~  / ( a )  g'(c) = 0 
gib) -  g(a)

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglikdan bevosita teorema tasdig'i bo'lgan (2) formula 
kelib chiqadi.

Masalan, Koshi teoremasini [0,1] kesmada
fix)=Ax2+Bx+C, g(x)=(A+B)x+2A (A, В, Ce(-oo, oo) va A+B^O) 

ko'rinishdagi funksiyalar uchun qaraymiz. Bu holda
/ ( l ) - g ( l )  _ A + B + C - ( A  + B) - 2 A  f ( c )  
/ ( 0 ) - g ( 0 )  С - 2 A g'(c)

2 Ac + B 1-----------= 1 => с = -  e  (0,1)
A + B 2

Demak, ko'rilayotgan funksiyalar uchun Koshi teoremasi tasdig'i c=0,5e(0 ,l) 
nuqtada bajariladi.

lzohlar: 1) Koshi teoremasidan g(x)=x xususiy holda Lagranj teoremasi kelib 
chiqadi va shu sababli (2) chekli orttirmalarning umumlashgan formulasi yoki 
Koshi formulasi deb ataladi.

2)fia)=fib) holda Koshi teoremasidan Roll teoremasi kelib chiqadi.

XULOSA
Differensial hisobning bir qator nazariy va amaliy masalalarini qarashda farang 

matematiklari Roll, Lagranj va Koshi teoremalardan foydalaniladi. Bu teoremalar 
orqali biror kesmada uzluksiz, uning ichki nuqtalarida esa differensiallanuvchu
0 Igan funksiyalarning ma’lum bir xossalari ifodalanadi.

Tayanch iboralar
-Roll teoremasi * lagranj teoremasi * Koshi teoremasi



T akrorlash  uchun savollar 84 FUNKSIYA DIFFERENS1ALI. YUQORI TARTIBLI 
HOSILA VA D1FFERENSIALLAR

1. Roll teoremasining shartlari nimadan iborat?
2. Roll teoremasida nima tasdiqlanadi?
3. Roll teoremasining geometrik ma’nosi qanday ifodalanadi?
4. Lagranj teoremasi qanday mazmunga ega?
5. Lagranj teoremasining geometrik ma’nosi nimadan iborat?
6. Qaysi holda Lagranj teoremasidan Roll teoremasi kelib chiqadi?
7. Koshi teoremasi qanday ifodalanadi?
8. Qaysi holda Koshi teoremasidan Lagranj teoremasi kelib chiqadi?
9. Qaysi holda Koshi teoremasidan Roll teoremasi kelib chiqadi?

Testlardan nam unalar

1. Roll teoremasining tasdig‘ini ko'rsating: Agar y=fix) funksiya [a,b\ 
kesmada uzluksiz va uning ichki nuqtalarida differensiallanuvchi hamda 
chegaraviy nuqtalarda fia)= fib) bo'lsa, u holda bu kesma ichida kamida bitta 
shunday x=c nuqta topiladiki, unda....  bo'ladi.

A ) /'(c )> 0 ; B ) / '( c )< 0 ; C )/'(c )= 0 ;  D ) f m 0 ;  E)f'(c)=f(c).

2. 7(x)=xsinx funksiya uchun Roll teoremasi qaysi kesmada o'rinli?
A) [0 ,1 ]; B) [0, л /2 ] ; С) [0, л ] ; D) [2, л ] ; E) [я/2, я ] .

3. fix)=x2-6x+9, x e [l,5 ], funksiya uchun Roll teoremasining tasdig'i o'rinli 
bo'ladigan с nuqtani toping.

A) c= l,5  ; B) c=2 ; C) c=2,5 ; D) c=3 ; A) c=4,5 .

4. fix)=xz-2x+9, xe[0,4], funksiya uchun Lagranj teoremasining tasdig'i 
o'rinli bo'ladigan с nuqtani toping.

A) c= 1 ; B) c = l,5 ; C) c= 2 ; D) c=2,5 ; E) c=3 .

5. Agar fix )= ^+8, g(x)=x3+x+l va x e [ - l ,2 ]  bo'lsa, Koshi teoremasining 
tasdig'i o'rinli bo' ladigan с nuqtani toping.

A) c=-0,5 ; B) c=0 ; C) c=0,5 ; D) c=l ; E) c=l,5 .

M ustaail ish topshiriqlari

1. / ( x )  = x ”+ I- x "  +1 funksiya uchun [0,1] kesmada Roll teo rem asi 

shartlari bajarilishini tekshiring va teorema tasdig'idagi x=c nuqtani toping.

2. f ( x )  = nx + sin их funksiya uchun [O.n] kesmada Lagranj teo rem asi

shartlari bajarilishini tekshiring va teorema tasdig'idagi x=c nuqtani toping.

• Differensial va uni hisoblash.
• Differensialni taqribiv hisoblashlarda qo ‘llanilishi.
• Yuqori tartibli hosila va differensiallar.
.  Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyalarni differensiallash.

4.1. Differensial va uni hisoblash. Berilgan y=fix) funksiyada x argument 
дг orttirma olganda funksiya orttirmasi Д/^/х+Ах)-Дх) kabi aniqlanishini eslatib 
o'tamiz. Masalan, fix)=x2 va g(x)=x3 funksiyalar uchun ularning orttirmalari 

Д/=2хДх+(Дх)2, Ag=3x2Ax+Зх(Дх)2+(Дх)3=3x2Дх+ [Зх+Дх](Дх)2 
ko 'rin ishda  bo'lib, birinchi qo'shiluvchi Дх argument orttirmasiga nisbatan chiziqli 
(birinchi darajali), ikkinchi qo'shiluvchi esa Дх orttirmaning ikkinchi va uchinchi 
darajalaridan  iborat bo'lmoqda. Bunda Дх—>0, ya’ni cheksiz kichik miqdor bo'lsa, 
unda ikkinchi qo'shiluvchi Дх argument orttirmasiga nisbatan yuqori tartibli 
cheksiz kichik miqdor, ya'ni о(Дх) bo'ladi (VII bob, §4, 7-ta’rifga qarang). 
Shunday qilib, yuqorida ko'rilgan funksiyalaming orttirmalari 

Д/=2х-Дх+о(Дх), Д£=Зх2Дх+о(Дх)
ko'rinishda bo'ladi.

1-TA’RIF: Agary=fix) funksiyaorttimasi Дх—>0 holda
Д^=^Дх+о(Дх) (1)

ko'rinishda ifodalansa va bunda A ko'paytuvchi Ax argument orttirmasiga bog'liq 
bo'lmasa (x argumentni o'ziga bog'liq bo'lishi mumkin), unda A-Ax ifoda 
funksiyaning differensiali, funksiyani o 'zi esa x nuqtada differensiallanuvchi deb 
ataladi.

Funksiya differensiali d f  kabi belgilanadi va ta’rifga asosan df=A-Ax, ya’ni Дf  
funksiya orttirmasining Дх argument orttirmasiga nisbatan chiziqli qismini 
ifodalaydi.

Yuqorida ko'rilgan funksiyalaming orttirmalari ifodalaridan df= d(x2)=2x Ax , 
dg= d(x3) =Зх2 Дх ekanligini ko'ramiz.

Ammo umumiy holda у —fix) funksiyaning d f  differensialini ta 'r if  bo'yicha, 
ya'ni (1) tenglik orqali topish ancha murakkab masaladir. Shu sababli bu 
differensialni osonroq usulda topish masalasi paydo bo'ladi. Bu masala quyidagi 
teoremada o 'z  yechimini topadi.

l-TEOREMA: Agar y=fix) funksiya biror x nuqtada chek li/'(x ) hosilaga ega 
bo'lsa, uning shu nuqtadagi differensiali

11’ ’' # = / '( x )  -A* (2)
formula bilan topilishi mumkin.

Isbot: Hosila ta’rifi va funksiya limitning mavjudligi haqidagi lemmaga 
asosan (VII bob,§3) quyidagi tengliklami yozish mumkin:



lim —  = / '( * ) :  
**-<>Дх

* L
Ax

= / ' ( * ) + a(Ax) =

Д / = /'(х )Д х  + а(Дх)Дх => А / = /'(* )Д *  + о(Д^) •
Oxirgi tenglikni (1) bilan solishtirib va differensial ta’rifidan foydalanib, (2) 
formulaga ega bo'lamiz. Teorema isbot bo'ldi.

Endi fix)=x xususiy holni ko'ramiz. Bu holda df=dx va (2) formulaga asosan 
dx=(x)'Ax=Ax. Demak x erkli o'zgaruvchi (argument) uchun Ax=dx, ya’ni orttirma 
va differensial o 'zaro teng bo'ladi. Shu sababli differensial uchun (2) formulani 

d f= f!(x)dx = f\x)d x  (3)
ko'rinishda yozish mumkin. Demak, ^ fu n k siy a  differensialini topish uchun uning 
f '(x )  hosilasini dx argument differensialiga ko'paytirish kifoya. Masalan, 

dx2 = (x2)'dx=2xdx, dx’ = (x3)'dx=3x2dx, ds'mx=(sinx)'dx=cosxdx .
(3) formuladan yoki 1 -teoremadan ko'rinadiki, agar biror x nuqtada f '(x )  hosila 
mavjud bo'lsa, unda d f  differensial ham mavjuddir. Bu yerda teskari teorema ham 
o'rinli bo'ladi.

2-TEOREMA: Agar y=fix) funksiyaning biror x  nuqtada d f  differensiali 
mavjud bo'lsa, uning shu nuqtadagi f '(x )  hosilasi ham mavjud va

d f
/ '( * )  = dx

(4)

formula bilan topilishi mumkin.
Isbot: Differensial ta’rifidagi (1) tenglikka asosan ushbu tengliklarni yoza 

olamiz:

Д / = A A x  + o(Ax) => —  = A + = A + o(l) =>
Дх Дх

=> / '( x )  = lim —  = lim (A + o(l)) = A + lim o(l) = A + 0 = A .
Д х—>0 Дх Д х -> 0  Д х -» 0

Demak, (1) tenglik o'rinli, ya'ni d f  differensial mavjud bo'lsa, unda f \ x )  hosila 
mavjud vaf'{x)=A  bo'ladi. Ammo, ta’rifga asosan, A-Ax=Adx-df bo'lgani uchun 
A=df/dx deb yozish mumkin va bundan (4) formula o'rinli ekanligi kelib chiqadi.

Bu ikkala teoremadan^=Ддг) funksiya differensiallanuvchi bo'Iishi uchun uning 
chekli f i x )  hosilasi mavjud bo'Iishi zarur va yetarli ekanligi kelib chiqadi. Shu 
sababli hosila tushunchasi kiritilgan oldingi §lda hosilaga ega funksiyani 
differensiallanuvchi deb ataganimiz bejiz emas va ba’zan hosila (4) kasr 
ko'rinishida ham belgilanadi.

(3) tenglik va hosila olish qoidalaridan differensiallami hisoblashning 
quyidagi qoidalari kelib chiqadi:

I. dC=0, C-const.; 2. d[Cfix)] = Cdfix) ;
3. d[f(x)±g{x)Y-df(x)+dg(x) ; 4. dfix)g(x)= fix)dg(x)+g(x)dflx) ;

5. d №
L g w j

(g (* )* o ).

Endi
masalasini

g(x)df ( x ) -  f  (x)dg(x)

y=fiu), u=u(x), murakkab funksiyaning differensialini hisoblash  
qaraymiz. Bunda tashqi fiu) va ichki u(x) funksiyalar

d i f f e r e n s i a l l a n u v c h i  deb qaraladi. Differensial hisoblashning (3) formulasi va 
tnurakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasiga asosan ushbu tenglikni hosil 
etamiz:

df(u) = (f(u ))xd x = f ( u ) u d x  = f ( u ) d u  (5)
g u yerdan, (3) va (5) formulalami taqqoslab, oddiy va murakkab funksiya 
differensiali bir xil usulda hisoblanishini ko'ramiz. Bu differensialning 
invariantlikxossasi deyiladi.

Masalan, y -  cos4x  murakkab funksiya uchun 

dy = dcosyfx = (cos 4x)'dx = - s in  -Jx (-Jx)'dx = -s in  4 x  d(-Jx).
4.2. Differensialni taqrib iy  hisoblashlarda qo'llanilishi. (1) tenglik va 

differensial ta’rifidan foydalanib
tsf=Abx+o(bx)rdf + о(Дх) (6) 

tenglikni yozish mumkin. Bu tenglikdan argument orttirmasi Ax kichik son 
bo'lganda funksiya orttirmasi Дf  va differensiali d f  qiymatlari bir-biriga yaqin, 
ya’ni Afz r ff  taqribiy tenglik o'rinli bo'lishini ko'ramiz.

Masalan, Дх)=х2 funksiyaning x=40 va Ax=c£r=0,01 bo'lgandagi А / 
orttirmasi va d f  differensialini topamiz. Bu yerda

A/=2xAx+(Ax)2=2-40 0,0 1 +0,0001 =0,8001 , <#=>x<&=2-40-0,01=0,8 .
Bu natijalardan ko'rinib turibdiki, А /va d f  qiymatlarining farqi atigi 0,0001 bo'lib, 
bir-biriga juda yaqin.

Shu sababli (6) tenglik bo'yicha funksiya uchun ushbu taqribiy hisoblash 
formulasini yozish mumkini:

A f* d f =>fix + Ax)-fix) ~ f ( x )  Ax =>fix +Дх) ~fix )+ f(x) Ax (7)
(7) formula yordamida, funksiyaning m a’lum yoki oson hisoblanadigan fix) 
qiymatidan foydalanib, uning noma’lum yoki hisoblanishi qiyin bo'lgan fix  +Дх) 
qiymati taqribiy hisoblanadi.

Misol sifatida sin31° taqribiy qiymatini topamiz. Buning uchun /(x)=sinx 
funksiyani qaraymiz. Bu funksiyada x=30°, x+Ax=31 ° deb olamiz. Bu holda Дх=1° 
va f{x)=cosx bo'lgani uchun, (7) formulaga asosan, quyidagi natijani olamiz:

sin 31° = sin(30° + 1°) « sin 30° + cos30° -1° = -  + —  • — *0,515.
2 2 180

Bu yerda л/3 * 1.73 , ^ « 3 .1 4  deb olindi. Bu natijani aniqligi to'g 'risida xulosa 
'■hiqarish uchun trigonometrik funksiyalarning jadvaliga asosan to 'rt xona 
sniqlikda sin31°=0.5150 ekanligini ko'rsatib o'tamiz.

... ^ ‘flferensial yordamida funksiyalar uchun taqribiy formulalar ham hosil
Ф ish mumkin. Bu maqsadda (7) formulada x=0 deb olib. kichik Ax qiymatlari 
uchun

natiia , • ДДх) ~Д 0)+/'(0)Д х
v=a- \ 1 °  z- yerda Ax o'miga x qo'yib, argumentning kichik qiymatlarida 
> ~fix) funksiya uchun

lannV f Л *)»Х 0)+ /'(0 )-х  (8)
“  'У formulaga ega bo‘lamiz. Masalan, x kichik son bo'lganda,



ln(l+x)=x, tgx ~x (9 )sinx ~x, (I+x)a=;l+ax, ex~x, 
taqribiy formulalardan foydalanish mumkin.

4.3. Yuqori tartibli hosila va differensiallar. Endi funksiyaning yuqori 
tartibli hosilasi va differensiali tushunchalarini kiritamiz.

Ma’lumki, y=fix) funksiya biror (a,b) oraliqda differensiallanuvchi bo'lsa, 
uning hosi!asi/(x) shu oraliqda aniqlangan yangi bir funksiya bo'ladi. Shu sababli 
/ (x )  funksiyaning hosilasi to 'g 'risida so 'z yuritish mumkin.

2-TA ’RIF: Agar / (x )  hosila differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, uning 
hosilasi y=fix) funksiyaning II tartibli hosilasi deyiladi.

Berilgan y=fix) funksiyaning II tartibli hosilasi/"(x), y"  yoki f a \x) ,y{1) 
kabi belgilanadi v a , ta’rifga a so san ,/''(x )= [/'(x )] ' formula bilan hisoblanadi.

Masalan,Дх)=х4 funksiya uchun/'(x)=4x3, /"(x)= (4x3)'=12x2 bo'ladi.
Agar moddiy nuqta to 'g 'ri chiziq bo'ylab S=S(t) tenglama bilan 

harakatlanayotgan bo'lsa, unda S’{t) uning t vaqtdagi v(0 oniy tezligini ifodalashini 
ko'rib o'tgan edik. Unda S "(t) nuqtaning harakat davomidagi tezligini o'zgarish 
tezligini, ya’ni a(t) tezlanishini ifodalaydi.

Yuqorida ko'rib o'tilgan tarzda differensiallanuvchi II tartibli /  "(x) hosila 
bo'yicha III tartibli hosila [f "(x)]' kabi aniqlanadi va /" (x )  yoki / 3)(x) kabi 
belgilanadi. Bu jarayonni davom ettirilib, f n\x) n-iartibli hosila tushunchasi 
quyidagi rekkurent formula orqali kiritiladi:

/ <л)(х)= [/■('”1)(x))', я=2,3,4, . . . .  (10)
Izoh: Hosila tartibi tushunchasi kiritilgach, qulaylik uchun fix) funksiyaning 

o'zi O-tartibli hosila, уа’тД лг)=/(0)(х), / ( x )  esa I tartibli hosila, ya’n i / '(x )= /0)(x) 
deb qaraladi.

Masalan,_Дх)=х3 uchun/ <0)(х)=х3, / (1,(х)=3х2, / (2)(x)=6x , / (3>(x)=6 va «>4 
holda f <n>(x)=0 bo'ladi. Umuman olganda,Д х ^ Р ^ х )  -  w-darajali ko'phad bo'lsa, 
unda n>m holda f (n\x)=0 bo'ladi.

3-TA ’RIF: A gary=fix) funksiya uchun я—tartibli hosila mavjud bo'lsa, u n 
marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

«—tartibli hosila ta’rifini ifodalovchi (10) formuladan ko'rinadiki, umuman 
olganda f  (n'(x) berilgan funksiyadan ketma-ket n marta hosila olish orqali birin- 
ketin topiladi. Ammo ba’zi funksiyalar uchun и-tartibli hosila ifodasini birdaniga 
yozish mumkin. Masalan,

(е*)(и)= ex , (d*)(n)=<f 1пла , (sirur)(n):=sin(x+n«/2), (cosx){',)=cos(x+ti«/2) . 
и-tartibli hosila hisoblanadigan (11) formula va hosila olish qoidalaridan 

foydalanib, n marta differensiallanuvchi u=u{x) va v=v(x) funksiyalar uchun 
(C)(n)=0 (C-const), (C u)(n) =C- u(n), ( u ± vf'=  u(n) ± v<n) 

formulalar o'rinli ekanligini ko'rsatish qiyin emas.
A m m o ^ i/v  ko'paytmaning и-tartibli hosilasi uchun formula murakkab bo'lib, 

quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

(му)(л) = u(n) + nu(n-% ' + ” (” - 1V n- 2V  + • • • + nu'v(n~x)
1-2 *=o

Bu tenglik Leybnits formulasi deyiladi va unda qatnashadigan binom ial 
koeffitsiyentlar [I bob,§4, (4)]

л ! = 1 - 2 - 3 - ( л - 1 ) л
" k l(n -k ) l ’ 

form ula bilan hisoblanishini eslatib o'tamiz.
B erilgan  у -fix) funksiya differensiallanuvchi bo'lsa, uning differensiali 

ifhfix)dx ko'rinishda bo'ladi. Demak, d f  differensialning qiymati x argument va 
^ д г  arg u m en t orttirmasiga (differensialiga) bog'liq bo'ladi. Biz argument 
differensiali dx ixtiyoriy, ammo o'zgarmas va x argumentning qiymatiga bog'liq 
b o 'lm aean  son deb qaraymiz. Bu holda d f  differensial x argumentning biror 
funksiyasidan iborat bo'ladi va shu sababli uning differensiali to 'g 'risida so'z 
yuritish mumkin.

4-TA 'RIF: Berilgan у -fix) funksiyaning differensiali d f o 'z  navbatida 
d ifferensiallanuvch i funksiya bo'lsa, uning differensiali у -fix) funksiyaning 
ikkinchi tartibli differensiail deb ataladi.

у  —fix) funksiyaning II tartibli differensiali c/2/  kabi belgilanadi va, ta’rifga 
asosan, quyidagi formula bilan topiladi:

dLfrd(df)=d(f(x)dx)=[f(x)dx]'dx=\f(x)\dxdx =f"{x)(dx)2=f"{x)dx2 . 
Demak, y~fix) funksiyaning II tartibli differensiali uning II tartibli hosilasi 

orqali
<?f=f\x)dx2 , d xH d xf, 

formula yordamida topiladi. Xuddi shunday tarzda y=fix) funksiyaning n -  tartibli 
differensiali cTf

cff=d(cT[f) = f  {n](x){dx)n = fX x)dxn , «=2,3,4, ... (11)
kabi aniqlanadi va hisoblanadi.

Bunda funksiyaning o'zi J=ctf -  O-tartibli, differensiali esa dj=dlf -  1- tartibli 
differensial singari qaraladi.

Masalan, fix)=x3 funksiya uchun df=3x2dx, dlf=6xdx2, c?f=6dx3 va л>4 holda 
cfj= 0 bo'ladi.

Yuqori tartibli differensiallardan foydalanib, yuqori tartibli hosilalami

f i x )  = -■■■-■ f ( x )  = ̂ - ~  / (и)(х) = -^-^- 
dx2 W  dx* ’ { ) dx”

kabi yozish mumkin.
4.4. Param etrik  ko 'rinishda berilgan funksiyalarni differensiallash. Bir 

qator masalalami yechishda funksiyaning parametrik ko'rinishdagi ifodasi qulay 
bo'ladi.

5-TA ’RJF: Agar x va у  o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish bevosita emas, 
balkim uchinchi bir t o'zgaruvchi yordamida biror х=ф(/) va y=vjj(/), a <t<, (3, 
funksiyalar orqali bavosita berilgan bo'lsa, unda x argumentning у  funksiyasi 
Parametrik ko'rinishda berilgan, t esa parametr deyiladi.

Masalan, х=Г3=ф(/), j = /6=v|/(/), t e ( -<», oo), parametrik ko'rinishda bavosita 
enlgan funksiya y=fix)=x2, xe(-oo, oo), ko'rinishdagi bevosita berilgan funksiyani 

itodalaydi.
Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning x bo'yicha hosilasini topish 

un dastlab uni y=fix) ko'rinishda yozib, so'ngra uning hosilasini hisoblab
mumkin. Masalan, yuqoridagi misolda parametrik ko'rinishda berilgan



funksiyaning hosilasi y'=f'(xy=2x ekanligi oson topiladi. Ammo har doim ham bu 
usul qulay bo'lmaydi, chunki parametrik ko'rinishda berilgan funksiyani y=J{x) 
ko'rinishda yozish qiyin yoki y=fix) funksiya ko'rinishi juda murakkab bo'lib 
undan hosila olish noqulay bo'lishi mumkin. Shu sababli parametrik ko'rinishda 
berilgan funksiyaning hosilasini to 'g 'ridan-to 'g 'ri х^ф(0 va _y=vy(/) funksiyalar 
orqali topish masalasi paydo bo'ladi. Bizni qiziqtiradigan y=-J(x) funksiya х=ф(г) 
va_y=iy(/) funksiyalar orqali parametrik ko'rinishda berilgan bo'lsin. Agar ф(/) va 
\y(/) funksiyalar keraklicha marta differensiallanuvchi bo'lsa, u holda hosilani 
differensiallar orqali ifodasi va differensiallash qoidalaridan foydalanib,

_ d y  _ dy!dt _ y \  _ y/'(t)

Tayanch iboralar

Ух cbc dxldt x't ф'(/) ’
(12)

... _ s ' у  d(y'x) d(y'x)!d(t) [ |/ / '(0 /ф '(0 ] ' _ у /" (Г )ф '(0 -У (0 ф " (0  

Ух КУх)х dx dx/d(t) ■ Ф'(0  ~ [ф'(013 ( }
formulalar o'rinli ekanligini ko'ramiz. Bu formulalar parametrik ko'rinishda 

berilgan funksiya hosilalarini topishni ifodalaydi.
Masalan, x=2cost va y=3sin/, te[0,n/2], funksiyalar orqali parametrik 

ko'rinishda berilgan funksiyani qaraymiz. Bunda

x у— = cost, — = sm /=> 
2 3 (№ cos2/+  sin2r = l: x 2 y 2

. — + 2 L = i 
4 9

tenglik o'rinli va shu sababli bu funksiya yarim o'qlari o= 2 va b=3 bo'lgan 
ellipsni (V bob,§3, (7)) I chorakdagi bo'lagini ifodalaydi. Bu funksiya uchun y'(x) 
vay"{x) hosilalami (12) va (13) formulalardan topamiz:

, dy 3cos / 3 „ y ’x' - )
У = - £  = 0 У1 = — —- jdx - 2  sin / 2 [jc]

6sin2/ + 6cos2/ 
- 8 s in 3/ 4 sin /

XULOSA
Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbatan chiziqli qismi mavjud 

bo'lsa, u differensial deb ataladi. Funksiya differensiali mavjud bo'lishi uchun 
uning hosilasi mavjud bo'lishi zarur va yetarlidir. Shu sababli ham hosilaga ega 
funksiyalar differensiallanuvchi deyiladi. Bu holda funksiya differensiali uning 
hosilasini argument orttirmasiga (differensiatiga) ko'paytirish orqali topilishi 
mumkin. Differensial yordamida funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblash va 
natijalami baholash mumkin.

Funksiyaning hosilasi yana biror funksiyadan iborat bo'ladi va shu sababli uning 
hosilasi to 'g 'risida so 'z yuritib bo'ladi. Agar bu hosila mavjud bo'lsa, u berilgan 
funksiyaning II tartibli hosilasi deb ataladi. Shunday tarzda я-tartibli (w>2) 
hosilalar aniqlanadi. Shuningdek л-tartibli (n>2) differensiallar tushunchasi ham 
qaraladi.

Ayrim masalalarda x  argument va у  funksiya orasidagi bog'lanish bevosita 
berilmasdan, parametr deb ataladigan yordamchi t o'zgaruvchi orqali bavosita 
aniqlanadi. Bu holda funksiya parametrik ko'rinishda berilgan deyiladi va uning 
hosilasini hisoblash formulalari mavjud.

p j ^ j ^ ^ f f f e r e n s i a l i  * Differensialning mavjudlik sharti * Algebraik yig'indi 
•ffrrensiali * K o'paytm a differensiali * Bo'linma differensiali * Differensialning 

• variantligi * Differensialning tatbiqlari * Yuqori tartibli hosilalar * II tartibli 
h lanins mexanik m a’nosi * Leybnits formulasi * Yuqori tartibli differensiallar 

°plram etrik ko 'rinishda berilgan funksiya hosilas i ___________________________

T akrorlash uchun savollar
v • • 

Funksiya differensiali deb nimaga aytiladi?
Differensial mavjudligini zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat? 
Funksiya orttirmasi va differensiali orasida qanday bog 'lan ish  m avjud? 
O 'zgarm as son differensiali nimaga teng?
Algebraik yig 'indining differensiali qanday topiladi?
K o'paytm aning differensiali qanday hisoblanadi?
Bo'Iinm ani differensiallash qoidasi qanday ifodalanadi?

8. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasi nimadan iborat?
9. D ifferensialning invariantlik xossasi nimani ifodalaydi?
10. Differensial taqribiy hisoblashlarda qanday qo 'llaniladi?
11. Funksiyaning II tartibli hosilasi deb nim aga aytiladi?
12. II tartibli hosilaning m exanik m a’nosi nim adan iborat?
13. Yuqori tartibli hosilalar qanday aniqlanadi?
14. Yuqori tartibli hosilalam i hisoblash qoidalari nim adan iborat?
15. Leybnits formulasi qanday ko 'rin ishda bo 'lad i?
16.Yuqori tartibli differensiallar qanday aniqlanadi?
17.Parametrik ko 'rin ishda berilgan funksiyaning hosilasi qanday topiladi?

Testlardan nam unalar

1. Agar y=fix) funksiyaning hosilasi f '( x )  mavjud va chekli bo'lsa, uning df 
differensiali qanday topiladi?

A) d/=f'(x)+dx ; B) df=f'(x)-dx  ; C) df=f'(x)/dx ;
D) df=f'(x)dx ; E)d f= f'(x ) .

2. Differensiallanuvchi y=J[x) funksiya argumentining orttirmasi Ax kichik 
bo'lganda uning differensiali d f va orttirmasi A f orasidagi munosabat qayerda 
to'g'ri ko'rsatilgan?

A )A f = d f - B) A f > d f ; C )A f< d f;  D )A f-d f> 0 ;  E) A f* d f .

3- Differensiallanuvchi funksiyaning differensialini topish qoidasi 
qayerda noto 'g 'ri ko'rsatilgan?

A) dCf = Cdf ; B) d(u + v) = du + dv ; C) d(u - v )  = d u -d v ;
D) d(uv) = udv -  vdu ; E) d f (u) = f '(u )d u .



4. y=cos(3x+4) funksiya differensiali dy qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?
A) dy= sin(3x+4)<& ; B) dy= 4sin(3x+4)fifr ; C) dy= -3sin(3x+4)tit; 

D) dy= -4sin(3x+4)att; E) dy= 3sin(3x+4)o5r .

5. y=x\nx funksiyaning dy differensialini toping.
A) dy= xdx ; B) dy= lrm& ; C) dy=(\lx)dx ;

D) dy= (l+lmr)a!x ; E) dy=(\-[nx)dx .

6. Funksiyani differensial yordamida taqribiy hisoblash formulasi qayerda
to 'g 'ri ifodalangan?
A)fix+Ax)~fix)df; B )fix+Axyfix)+ df; C)fix+Axy~fix)/df;

D) Дх+Дх)= d f I f ix ) ; E)fix+Axyfix)±df .

7. Qaysi funksiyaning w-tartibli hosilasi noto'g'ri yozilgan?
А) (е*Уп) =ex; В) (а* )<и) = ax(ln a)”\ С) (х " )<в) = и!;

D) (sin х)(л) = sinfx  + —■ j ; E) barcha hosilalar to 'g 'ri yozilgan.

8. _y=xlnx funksiyaning II tartibli y "  hosilasi topilsin.
A )y "  = l+ lnx; B)>>"=lnx; C )y"  = 1 ; D )y"= l/x ;  E )>»"=l-lnx.

9. y=xex funksiyaning и-tartibli hosilasi y(n) topilsin.
A) y(n)= xe ; B) y(n)= nxex ; C )y[n>=(x+n)ex ; D) y(n)=(x-n)ex ;

E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

10. y=(t+1)2, jc=rz+1 parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning у  (*) 
hosilasini toping.

A) /  = ! ;  B ) /  = l + i ;  C ) /  = l - J ;  D)У  = / + | ;  E ) /  = / - J  - 

M ustaail ish topshiriqlari

1. Ushbu funksiyaning III tartibli f ”'(x) hosilasini hisoblang:
/ ( x )  = nsinx  + cosm ,-Jc" .

2. f ( x )  = ex cos их funksiyaning II tartibli f i x )  hosilasini hisoblang.

3. Differensial yordamida / (x) = л/и2 + nx funksiyaning x=0.05 nuqtadagi 
taqribiy qiymatini toping.

4. y=(f+l)n, x=f2”+ l parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning/ ( * )  
hosilasini toping.

. Funksiyaning monotonlik oraliqlari.

. Funksiyaning lokal ekstremumlari.
a Funksiya grafigining qavariqlik va botiqtik sohalari.
• Botiqlik va qavariqlikning iqtisodiy tatbiqlari
,  Funksiya grafigining burilish nuqtalarl
•  Logistik funksiya.
• Funksiya grafigining asimptotularl
• Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi.
, Funksiyaning global ekstremumlari.

Agar y=fix) funksiya differensiallanuvchi bo'lsa, uning juda ko'p 
xususiyatlarini /  ’(x) hosila yordamida aniqlash mumkin. Shu sababli hosila 
funksiyani tekshirish uchun asosiy va kuchli qurol bo'lib hisoblanadi.

5.1. Funksiyaning monotonlik oraliqlari. Biz VI bob §2 da o'suvchi va 
kamayuvchi funksiyalar ta ’rifini bergan edik. Bu ta ’rifhi yana bir marta eslatib 
o'tamiz.

1-TA ’RIF: Agarda y=fix) funksiya biror (a,b) oraliqda aniqlangan va 
bu oraliqqa tegishli ixtiyoriy ikkita x!<x2 nuqtalarda fix])<fix2) [fixxpfixi)] shartni 
qanoatlantirsa, u shu oraliqda o'suvchi [ kamayuvchi ] deb ataladi.

Masalan, y=2х (У=(0,2)х] funksiya barcha nuqtalarda, ya’ni (-oo , oo) oraliqda 
o'suvchi [kamayuvchi], y= 1+x2 funksiya (-oo ,0) oraliqda kamayuvchi, (0,oo) 
oraliqda esa o'suvchi bo'ladi.

Funksiyaning o'sish va kamayish oraliqlarini birgalikda uning monotonlik 
oraliqlari deb ataymiz. Differensiallanuvchi у -fix) funksiyaning monotonlik 
oraliqlarini topish masalasini qaraymiz.

1-TEOREMA: I. Differensiallanuvchi у -fix) funksiya biror (a,b) oraliqda 
o'suvchi [kamayuvchi] bo'lsa. bu oraliqda uning hosilasi f ( x ) >  0 [f '(x) < 0] 
shartni qanoatlantiradi.

П. Agar differensiallanuvchi bo'lgan y=fix) funksiyaning hosilasi biror (a,b) 
oraliqda /  ’(x)>0 [/"'(x)<0] shartni qanoatlantirsa, unda bu (a,b) oraliqda funksiya
о suvchi [kamayuvchi] bo'ladi.

Isbot: L y —fix) funksiya (a.b) oraliqda o'suvchi va x, х+Дх nuqtalar shu 
oraliqqa tegishli bo'Isin.Agarda Ax >0 bo'lsa, unda *

х+Дх >x = > /x + Дх) > fix) => Af= fix+ Ax)-fix) >0 => Af/Ax>0. 
emak, Дх>0 => Af/Ax>0. Xuddi shunday mulohazalardan Ддс<0 holda ham 

J Дх>0 ekanligi kelib chiqadi. Bu yerdan, hosila ta’rifi va limit xossasiga asosan,

/ '( x ) =  lim — 2:0Д*-»0Дх
natijani olamiz.

Xuddi shunday usulda kamayuvchi y=fix) funksiya uchun f ( x )  < 0 ekanligi
lsbotlanadi.

§ 5 . FUNKSIYANI HOSILA YORDAMIDA TEKSHIRISH



IL y=fix) funksiyaning hosilasi (a,b) oraliqdagi har b irx  nuqtada /~'(x)>o 
shartni qanoatlantirsin. Bu holda, chekli orttirmalar haqidagi Lagranj teoremasiga 
asosan (§3, (1) formula), (a,b) oraliqdagi har qanday jci<jc2 nuqtalar uchun 

/•*2) = ( xz-x\ ) / ' ( 4) - xi < 4 < x2 
tenglik bajariladi. Bu tenglikdan, xz-xi>0 v a/'(4 )> 0  boigani uchun,

Axi) ~Ax i)>0 =>Дх 2) >Axi),
ya’n iy=fix) funksiya (a,b) oraliqda o'suvchi ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi shunday usulda (a,b) oraliqdagi har bir x nuqtada f \ x )  < 0 bo'lsa 
unda bu oraliqda y=Ax) funksiya kamayuvchi ekanligi ko'rsatiladi. Teorema to‘liq 
isbotlandi.

1-izoh: Teoremaning I qismi (a,b) oraliq y=fix) funksiyaning monotonlik 
oralig'i bo'lishini zaruriy. II qismi esa yetarli shartini ifodalaydi.

2-izoh: Monotonlik oralig'ining yetarlilik sharti har doim ham uning uchun 
zaruriy shart bo‘lmaydi. Masalan, A x)=e* funksiya (-00 , 00) oraliqda o'suvchi va 
bu oraliqda uning hosilasi /  ’(x)=ex>0 shartni qanoatlantiradi. Ammo shu oraliqda 
o‘suvchi A x)=X3 funksiyaning hosilasi /  '(x)=3x2 bu oraliqdagi x=0 nuqtada 
nolga teng bo'ladi, ya’ni yetarlilik sharti f'(x)>0  bajarilmaydi.

Yuqoridagi teoremadan kelib chidadiki, berilgan differensiallanuvchi y=fix) 
funksiyaning o'sish yoki kamayish oraliqlarini topish uchun / ' ( * ) > 0 yoki f \ x )<0 
tengsizlikni yechish kerak.

Masalan, Xx)=x+l/x funksiya uchun f '( x )  = l - l /x 2>0 tengsizlikning yechimi 
(-0 0  , —1) и  ( 1, oo ) sohadan iborat va shu sababli bu sohada berilgan funksiya 
o'suvchi boMadi. x=0 nuqtada funksiya aniqlanmaganligini hisobga olib, bu 
funksiya ( - 1, 0) u  (0 , 1) sohada kamayuvchi ekanligini ko'ramiz.

5.2. Funksiyaning lokal ekstrem um lari. Biz biror ishlab chiqarishni tashkil 
etayotganimizda mahsulot ishlab chiqarish xarajatlarini iloji boricha kamaytirish 
(minimallashtirish) va mahsulot ishlab chiqarishdan olinadigan foydani iloji 
boricha ko'paytirish (maksimallashtirish) masaiasini yechishga harakat qilamiz. Bu 
kabi masalalar funksiyani ekstremumlari tushunchasiga olib keladi.

2-TA ’RIF: Berilgan y=Ax) funksiya x0 nuqta va uning biror atrofida 
aniqlangan boMib, bu atrofdagi ixtiyoriy x  nuqta uchun A x<№Rx) [Дхо) ^  Д*)] 
shartni qanoatlantirsa, u shu x0 nuqtada lokal maksimumga (minimumga) ega deb 
ataladi.

Masalan, y[x)=sinx funksiya x=nJ2 nuqtada sin(7t/2)=l lokal maksimumga, 
x=3n/2 nuqtada esa sin(3Tt/2)=—1 lokal minimumga ega bo'ladi.

Funksiyaning lokal maksimum va minimum qiymatlari birgalikda uning lokal 
ekstremumlari deyiladi. Lokal ekstremumning zaruriy sharti quyidagi Ferma 
teoremasi orqali ifodalanadi.

2-TEOREMA: (Ferma teoremasi): Agar y=Ax) funksiya x0 nuqtada 
differensiallanuvchi va lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda bu nuqtada 
funksiyaning hosilasi f '( x o)=0 shartni qanoatlantiradi.

Isbot: Berilgan y=Ax) funksiya jc0 nuqtada lokal maksimumga ega bo'lgan 
holni qaraymiz. Bu holda |Дх| yetarli kichik bo'lganda

Axo+Ax) < fixa) => Д ^ / х 0+Дх>-/хо)<0

izlik o'rinli bo'ladi. Bundan A.v>0 (Ax<0) bo'lganda, Л/7Лх<0 (AfAx>0) 
t e I | ‘ i kelib chiqadi . Shu sababli hosila ta’rifi va limit xossasiga asosan ushbu 
ta^sizlikiarg3 ega bo'lamiz:

f \ x 0)=  lim —  < 0 , f \ x Q)=  lim — > 0  .
J V 0 Дх—>0+0 Дх Дх-40-0 Дх

Teorema shartiga ko'ra /  '(^o) hosila mavjud bo'lgani uchun, bu ikkala 
tengsizlikdan/'(*oH> ekanligi kelib chiqadi.

,=Дх) funksiya x0 nuqtada lokal minimumga ega bo'lgan hoi ham xuddi 
shunday qaraladi. Teorema isbot bo'ldi.

M asalan./ x )  =smx funksiya х0=я/2 nuqtada lokal maksimumga ega va bu 
nuqtada uning ho silas i/’(7t/2)=cos (я/2)=0 tenglikni qanoatlantiradi.

Ferma teoremasining bir iqtisodiy talqinini keltiramiz. Ishlab chiqarish 
nazariyasining asosiy qonunlaridan biri quyidagicha ifodalanadi: ishlab chiqarishda 
mahsulotning optimal (maqsadga muvofiq, eng qulay) hajmi limitik xarajat MS va 
limitik daromad MD tengligi bilan aniqlanadi. Demak, mahsulotning x0 optimal 
hajmi MS(xo)=MD(xo) tenglamadan topiladi. Bu tasdiq bevosita Ferma 
teoremasidan kelib chiqadi. Haqiqatan ham, korxonaning x hajmdagi mahsulot 
ishlab chiqarishdagi xarajatlari S(x), daromadi D(x) bo'lsa, unda uning olgan 
foydasi F(x)=D(x)-S(x) funksiya bilan aniqlanadi.Bu holda mahsulotning optimal 
hajmi x0 foyda F(x) maksimal bo'ladigan nuqta kabi aniqlanadi. Buning uchun, 
Ferma teoremasiga asosan,

F '(x0)=0 => D'(xo)—S'(x0)=0 => D'(xo)=S’(xoj => MS(x0)=MD(x0) 
tenglik, ya’ni yuqorida keltirilgan iqtisodiy qonun bajarilishi kerak.

Funksiya /  '(*)=0 shartni qanoatlantiruvchi nuqtalardan boshqa nuqtada ham 
lokal ekstrmumga ega bo'lishi mumkin. Masalan, Дх)=[х| funksiya x=0 nuqtada 
minimumga ega (57-rasmga qarang), ammo bu nuqtada uning hosilasi mavjud 
emas.

Xulosa: Funksiya ekstremumga ega bo'lgan nuqtada uning hosilasi nolga 
teng yoki mavjud bo'lmaydi.

3-TA’RIF: Funksiya hosilasi nolga teng yoki mavjud bo'lmagan nuqtalar 
shu funksiyaning kritikyoki statsionar nuqtalari deyiladi.

Demak, funksiya x0 nuqtada ekstremumga ega bo'lsa, x0 nuqta uning kritik 
nuqtasi bo'ladi. Ammo bu tasdiqning teskarisi har doim ham o'rinli bo'lmaydi,
ya n' ekstremumning yuqorida ko'rsatilgan /  '(xo^O zaruriy sharti yetarli shart 
emas.



Masalan, y=x3 funks iyaning/'(*)=3x2 hosilasi x=0 nuqtada nolga teng va shu 
sababli bi funksiya uchun x=0 kritik nuqta bo‘ladi. Ammo bu nuqtada funksiya 
ekstremumga ega emas, chunki x<0 bo'lganda fix)<0=fi0) va x>0 bo‘lganda 
A x)>0=/0).

3-TEOREMA (lokal ekstremumning I  yetarli sharti): Agar у -fix) 
funksiya x0 kritik nuqtaning biror atrofida differensiallanuvchi bo'lib, bu kritik 
nuqtani chapdan (x<x0) o‘ngga (x>x0) qarab bosib o‘tishda /  '(*) hosila о‘г 
ishorasini o'zgartirsa, u holda x0 kritik nuqtada fix) funksiya lokal ekstremumga 
erishadi. Jumladan, bunda /  '(■*) hosila o‘z ishorasini musbatdan manfiyga 
(manfiydan musbatga) o'zgartirsa, unda xQ kritik nuqtada fix) funksiya lokal 
maksimumiga (lokal minimumiga) erishadi.

Isbot: / '(x )> 0  (х<*0) va/'(x )< 0  (x>x0) holni ko‘ramiz. Kritik x0 nuqtaning 
biror atrofidagi ixtiyoriy x  nuqtani qaraymiz. Bu holda, Lagranj teoremasiga 
asosan,

fix)-fixo)=f'(Q(x-xo) (1)
tenglikni yoza olamiz. Bunda x<Xo yoki x>xo holda f,e(x,x0) yoki ^e(jc0yx) 
bo'ladi.

Agar x<x0 => x -  x0<0 bo'lsa, unda teorema shartiga asosan / '(4 )> 0 , chunki 
t,<Xo. Bu yerdan va (1) tenglikdan Дх)-у(хо)<0 =>Дх)<Дхо) ekanligini ko‘ramiz.

Xuddi shunday agarx>xo ,ya’n ix-xo>0 bo'lsa, unda £>x0 va/ '© < 0  bo'ladi. 
Bu holda Ь атД х )-Д х 0)<0 , ya’ni fix)<fix0) natijani olamiz. Demak, x0 kritik nuqta 
atrofidagi ixtiyoriy x nuqta uchun fix)<fix0) bo‘ladi va, ta’rifga asosan, bu nuqtada 
funksiya lokal maksimumga egadir.

Teoremaning /  '(x)<0 (x <x0) va / '(x )> 0  (x>x0) shartdagi tasdig‘i ham shu 
tarzda isbotlanadi.

Misol sifatiday(x)=x+l/x funksiyani ekstremumga tekshiramiz. Buning uchun 
dastlab f '( x ) = \- \ lJ  hosilani topamiz. B unda/'(x)=0 tenglamadan X |=-l va хг=1 
kritik nuqtalami aniqlaymiz. Bundan tashqari x=0 nuqtada /  '(x) mavjud emas, 
ammo bu nuqta funksiyani aniqlanish sohasiga kirmaydi va shu sababli uni 
ekstremumga tekshirish ma’noga ega emas

Dastlab Xi— 1 kritik nuqtani qaraymiz. Bunda x < -l bo‘lganda/'(x)>0 vax>- l 
bo'lgandaf '( x )<0 ekanligini ko'ramiz. Demak, X|— 1 kritik nuqtada funksiya lokal 
maksimumga ega vafmax= fi-\)~ 2 .

Xuddi shunday ravishda x2= l kTitik nuqtada funksiya lokal minimumga ega va 
fmisrfi\)=2 ekanligini aniqlaymiz.

Endiy(x)= 1 +(x-l )2 ' funksiyani qaraymiz. Bu holda

f \ x )  = [1 + (X -  l)2/3y = | ( x  - 1)-1/3 = — L =

va hosila birorta ham nuqtada nolga teng bo'lmaydi. Ammo x=lnuqtada hosila 
mavjud emas va bu nuqta funksiyani aniqlanish sohasiga kiradi. Demak, x=l kritik 
nuqta bo'ladi. Bimda x<l b o 'lganda/'(* )< 0  va x>l b o 'lg a n d a / '(x )^ -  Demak, 
x=l kritik nuqtada funksiya lokal minimumga ega va/„,„=/( 1)=1 bo'ladi.

4 -TFOREMA: Agar y=fix) funksiya hosilasi x0 kritik nuqtaning chap va
o ng atrofida ishorasini o'zgartirmasa, bu nuqtada funksiya ekstremumga ega
bo 'lm aydi.

Isbot: f'(x)>0  holni ko'ramiz. Kritik x0 nuqtaning biror atrofidagi ixtiyoriy x 
nuqtani qaraym iz . Bu holda yana Lagranj teoremasiga asosan yuqoridagi (1) 
tenglikni y ozam iz . Unda x<x0 va x>x0 hollaming ikkalasida ham/ ' (  £)>0 bo'ladi. 
Bundan x<xo holda fix)<fix0), x>x0 holda esa Дх)>Хх0) ekanligini ko'ramiz. Bu esa 
y=fix) funksiya xo kritik nuqtada ekstremumga ega emasligini ifodalaydi. 
Teorem aning /  '(x}<Q holdagi isboti oldingi hoi kabi amalga oshiriladi va 
o 'quvch iga  mustaqil ish sifatida havola etiladi.

Masalan, Дх)=1п(х3+1) funksiyaning hosilasi /'(x )= 3 x 2/(xJ+ l) bo'lib, undan 
r=0 kritik nuqta ekanligini ko'ramiz. Bu kritik nuqta atrofida /  '(*)>() va shu 
sababli unda funksiya ekstremumga ega bo'lmaydi.

Ayrim hollarda kritik nuqta atrofida /  '(x) hosilaning ishorasini aniqlash 
murakkab bo'ladi. Bunday hollarda, y=fix) funksiya x0 kritik nuqtada ikki marta 
differensiallanuvchi v a /" (x )  bu nuqtaning biror atrofida uzluksiz bo'lsa, quyidagi 
teoremadan foydalanish mumkin.

5-TEOREM;i (lokal ekstremumning II  yetarli sharti): Agar x0 kritik 
nuqtada / '(xo)=0, / " ( x 0) * 0  va chekli bo'lsa, unda bu nuqtada y=fix) funksiya 
lokal ekstremumga ega bo'ladi. Jumladan, / " ( x 0) < 0 ( / " ( x 0) > 0 )  bo'lsa, Дх0) 
funksiyaning lokal maksimumi (lokal minimumi) bo'ladi.

Isbot: /"(xo)>0 holni ko'ramiz. f " ( x )  hosila xo kritik nuqtaning biror 
atrofida uzluksiz bo'lgani shu atrofda musbat bo'ladi. Bu holdax0 kritik nuqtaning 
shu atrofida/'(x) hosila o'suvchi fimksiya bo'ladi, chunki bu yerda uning hosilasi 
[f'(x)]'=f"(xo)>0. Ammo, shartga ko'ra f ’(xo)=0. Bundan x<x0 holda/'(^o)<0 va 
x>x0 holda /  '(xo)>0 ekanligi kelib chiqadi. Bu yerdan, lokal ekstremumning I 
yetarli shartiga asosan, y=fix) funksiya x0 kritik nuqta lokal minimumga ega 
ekanligi kelib chiqadi.

f" (x o)<0 hoi ham shu ravishda qaraladi. Teorema to 'liq isbotlandi.
Misol sifatida Д х )= х 4- 4х  funksiyani ekstremumga II tartibli hosila yordamida 

tekshiramiz. /  '(x)=4x’-4=4(x3- l)= 0  tenglamadan funksiya yagona xo=l kritik 
nuqtaga ega ekanligini aniqlaymiz. Funksiyaning II tartibli hosilasi/"(x )=12x2 bu 
kritik nuq tada/''(l)= 12> 0 qiymatni qabul qiladi. Demak, berilgan funksiya x0=l 
kritik nuqtada lokal minimumga ega v a /nun=!/(l)= l-4 =:-3  bo'ladi.

Agar x0 kritik nuqtada ikkinchi tartibli hosila /  "(x0)=0 bo'lsa, unda 
unksiyaning x0 nuqtada ekstremumga ega bo'lishi voki bo'lmasligini 5-teorema 

orqali aniqlab bo'lmaydi. Masalan, fix)^x* v a g(x)=x funksiyalar uchun x=0 kritik 
nuqta bo'ladi. Bu nuqtada II tartibli hosilalar/"(x)=6x, g"(x)=l2x2 nolga tengdir. 

^ nuqtani birinchi tartibli hosila orqali, ya’ni 3-teorema yordamida
shirib, unda Дх)=х’ ekstremumga ega emas, g(x)=x4 esa lokal minimumga ega 

ekanligini aniqlaymiz.
Demak, lokal ekstremumning II yetarli shartini tekshirish osonroq, ammo uning 

4° Ilanish sohasi torroq ekan.



Bu bo'limni ekstremumga doir bir iqtisodiy masalani qarash bilan 
yakunlaymiz.

Masala: Fermer bog‘ida n dona olma daraxti bor.Agar hosil hozir yig‘ib olinsa, 
har bir daraxtdan m kg olma olinib, uni p  so‘mdan sotish mumkin. Agar hosilnj 
yig'ish orqaga surilsa, har haftada bitta daraxtdan olinadigan hosil miqdori r kg 
oshadi, ammo uning narxi q so'mdan pasayib boradi. Bunda m, p, r va q musbat 
sonlardir. Fermer hosilni qachon yig‘ib olganda maksimal foyda ko'radi ?

Yechish: Hosilni yig'ib olinguncha o‘tgan haftalar sonini x deb belgilaymiz. 
Bu holda bog‘dan yig‘ilgan hosil miqdori n{m+xr) kg, uning narxi esa p~Xq 
so‘mga teng bo'ladi. Unda olmani sotishdan olingan foyda fix)= n{m+xr)( p-xq) 
funksiya bilan ifodalanadi. Bu funksiyani ekstremumga tekshiramiz. Dastlab uning 
hosilasini hisoblab, x0 kritik nuqtasini topamiz:

f \ x )  = n(m + xr)'( p  — xq) + n(m + xrX p  -  xq)' =

= n[(rp-m q)-2qrx]  = 0 = .
2 qr

Bu yerda f'(x)=-2qr<0 bo'lgani uchun x0 kritik nuqtada foyda funksiyasi fix) 
maksimumga erishadi va foydaning maksimal qiymati quyidagicha bo'ladi:

f ( rp -m q  n(rp + mq)2 
J  m ax J \ ~ ) .2 qr 4rq

5.3. Funksiya grafigining qavariqlik  va botiqlik sohalari. Funksiyaning 
yana bir muhim xususiyatlaridan biri uning qavariqligi va botiqligi bo'lib 
hisoblanadi. Bunga misol sifatida fizikaning optika bo'limida qaraladigan qavariq 
va botiq linzalarni ko'rsatish mumkin.

4-TA ’RIF: Agar y=fix) funksiya (a,b) oraliqda differensiallanuvchi va 
uning grafigi bu oraliqdagi har bir M(xfix)) nuqtada o'tkazilgan urinmasidan 
pastda (yuqorida) joylashgan bo'lsa, u shu oraliqda qavariq (botiq) deyiladi (58- 
59- rasmlarga qarang).

Masalan, y=ex grafigi (-<», со) oraliqda botiq; y= lnx grafigi (0, oo) oraliqda, 
ya’ni aniqlanish sohasidagi barcha nuqtalarda qavariq; y=sinx funksiyaning grafig1 
(0,7t) oraliqda qavariq, (п,2тс) oraliqda esa botiq bo'ladi.

Umumiy holda y=fix) funksiya grafigining qavariqlik va botiqlik sohalari
• 11 tartibli hosilasi orqali quyidagi teorema yordamida aniqlanadi. 

un‘ng a Tt-OREMA: Agar y=fix) funksiya (a,b) oraliqning har bir nuqtasida ikki 
'differensiallanuvchi va barcha x e(a , b) nuqtalarda/ "(x)>0 (f"(x)<0) 

^hart bajarilsa, funksiya grafigi bu oraliqda botiq (qavariq) bo'ladi.
S Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.

Masalan. fix)=x} funksiya uchun /  "(x)=6x>0 tengsizlik yechimi (0,co) 
li dan iborat bo'ladi va unda bu funksiya grafigi botiq bo'ladi.Xuddi shunday 

° - (r)=6x<0 tengsizlik yechimi bo'lgan (-oo, 0) oraliqda funksiya grafigi qavariq 
bo'ladi (60-rasmga qarang).

Izohlar: 1. Agar biror (a,b) oraliqning har bir nuqtasida/" (* )= 0 bo'lsa, unda 
fix)=Ax+B ko'rinishda va uning grafigi to 'g 'ri chiziqdan iborat bo'ladi. T o 'g 'ri 
chiziqni qavariq ham, botiq ham deb olish mumkin.

2. II tartibli hosila ta’rifiga asosan/ " ( * ) = [ / '  0 0 ] ' bo'lgani uchun, funksiya 
grafigining botiqlik sohasida f  (x) hosila o'suvchi (chunki [ / '  (x)] '= /" (x ) > 0 )  va 
qavariqlik sohasida kamayuvchi (chunki [ / '  (x)] '= /" (x ) < 0) bo'ladi.

5.4. Botiqlik va qavariqlikning iqtisodiy tatbiqlari. Funksiya grafigining 
botiqlik va qavariqligi bir qator iqtisodiy jarayonlarni tavsiflashda qo'llaniladi.

0 ‘sish tezligi monoton kamayib boradigan o'suvchi iqtisodiy 
jarayonlar. Bunday xususiyatli iqtisodiy jarayonlar o'suvchi i f  '(x):>0) va grafigi 
qavariq ( f  "(x)<0) bo 'lgany=fix) funksiya orqali ifodalanadi (61-rasmga qarang).



Bularga y=axa (a>0, 0<a<l)-darajali, y=a\nx+b [a>0, be(-oo, oo)] -logarifmik 
у  =x/(ox+/>)-kasr-rats iona 1 funksiyalar misol boMadi.

Masalan, monopoliyalashgan bozor sharoitida sotilgan mahsulot hajmi x oshib 
borishi bilan uning tu shum ij ham o‘sib boradi. ammo talab qonuni ta’sirida uning 
o'sish tezligi kamayib boradi.

❖ 0 ‘sish tezligi monoton o'sib boradigan o'suvchi iqtisodiy jarayonlar 
Bunday iqtisodiy jarayonlar o‘suvchi (/"'(x)>0) va grafigi botiq bo'lgan (У''(х)>0) 
y=fix) funksiya orqali ifodalanadi (62-rasmga qarang).

Bularga y=axa (a>0, a>l)-darajali, y=ax2+bx+c (a>0)-kvadratik , y=aekx (a>0, 
k>0)- ko‘rsatkichli funksiyalar misol bo 'la oladi.

Masalan, mikroiqtisodiyotda sarflangan resurslar miqdori x va ishlab 
chiqarilgan mahsulot hajmi у  orasidagi bog'lanishni ifodalovchi y=j[x) ishlab 
chiqarish funksiyasi ishlab chiqarish jarayonining boshlang‘ich bosqichida, ya’ni x 
qiymati kichik boMganda, yoki samaradorligi yuqoriroq boMgan yangi 
texnologiyalami joriy etish natijasida yuqorida ko'rsatilgan xususiyatga ega 
boMadi.

❖ 0 ‘sish tezligi monoton o‘sib boradigan kamayuvchi iqtisodiy 
jarayonlar. Bunday xossali iqtisodiy jarayonlar kamayuvchi i f  '(x)<0) va grafigi 
botiq (/"(x)>0) boMgan _у=Дх) funksiya orqali ifodalanadi (63-rasmga qarang).

Bularga y=axa (a>0, a<0)-darajan, y=ae x+b (a>0, b>0, k<0)- ko'rsatkichli, 
y=x/(ax-b) (a>0, 6>0)-kasr-ratsional funksiyalar misol boMadi.

Ian xodimlarni boshqarish nazariyasidan ma’lumki, ish haqi x kattaligini 
•^iT natijasida  xodimlarning mehnat unumdorligi у  ma’lum bir paytgacha o‘sib 

° shinsb m0 x ish haqi oshib borgan sari mehnat sur’ati ham kattalashib boradi va 
boradi. haqining keyingi qo‘shimcha Дх o‘sishi mehnat unumdorligini Ay
shu "  0‘zgarishiga ta’siri tobora kamayib boradi.
ml4 л  0 ‘sish tezligi monoton kamayib boradigan kamayuvchi iqtisodiy 

onlar. Bunday iqtisodiy jarayonlar kamayuvchi (J '(x)<0) va grafigi qavariq (/ 
^ 0 )  b o 'lgany=fix) funksiya orqali ifodalanadi (64-rasmga qarang).

5.5. Funksiya grafigining burilish nuqtalari. Funksiya xossalarini 
o‘rganish va ulami tatbiq etishda uning burilish nuqtasi tushunchasi ham muhim 
ahamiyatga egadir.

5-TA’RIF: Funksiya grafigi biror ЛфсоДхо)) nuqtadan o‘tayotganda 
botiqhgini qavariqlikka yoki aksincha, qavariqligini botiqlikka o‘zgartirsa, bu 
nuqta uning burilish (egar) nuqtasi deyiladi.

Masalan, ko‘rib o'tilgan Дх)=х3 funksiya uchun koordinatalar boshi 0(0,0) 
burilish nuqtasi boMadi. F{x)=x2 funksiya grafigi paraboladan iborat boMib, u 
hamma joyda botiq va shu sababli burilish nuqtasiga ega emas. Umumiy holda 
v =/(x) funksiya grafigining burilish nuqtasi mavjudligi va uni topish masalasini 
qaraymiz.

7-TEOREMA (Burilish nuqtasi nuivjudligining zaruriy sharti): Agar y=J{x) 
funksiya uchun M(xaflxo)) burilish nuqtasi va x0 nuqta hamda uning biror atrofida 
v=/(x) funksiya ikki marta differensiallanuvchi boMsa, unda/ " ( x o )=0 tenglik o'rinli 
bo'ladi.

Isbot: Funksiya grafigi xo nuqta biror atrofining chap tomonida (x<x<j) 
qavariq, o'ng tomonida (x>x0) esa botiq bo'lsin. Unda, oldingi teoremaga asosan, 
x<x0 holda /  "(x)<0, x>x0 holda /  "(x)>0 bo'ladi. Bu yerdan, teorema shartiga 
asosan Xo nuqtada funksiya ikki marta differensiallanuvchi bo'lgani uchun, teorema 
tasdig'i_/'"(xo)=0 kelib chiqadi.

Masalan,/(x)=sinx funksiya uchun Xq=ti abssissali nuqta burilish nuqtasi va 
unda/"(7t)=i_sirot=o bo'ladi.

; koh: y=/[x) funksiyaning М(х0Дхо)) burilish nuqtasida /  "(x0) mavjud 
oMmasligi ham mumkin. Masalan, Дх)=х3 funksiyaga teskari g(x)=x1/3 funksiya



uchun 0(0,0) burilish nuqtasi bo‘ladi (65-rasmga qarang) va bu x0=0 nuqtada Ц 
tartibli hosila g"(x)-=(-2l9)x~b ' mavjud emas.

Shuni ta’kidlab o'tish lozim ki,/"(x0)=0 burilish nuqtasi mavjudligini zaruriy 
sharti har doim ham yetarli emas. Masalan, fix)=x* fimksiyaning /"(x)=12x2 
hosilasi x0=0 nuqtada nolga teng, ammo bu nuqtada funksiya grafigi burilishga ega 
emas. Haqiqatan ham x< x0=0 va x> x0=0 hollarda /  "(jc)= 1 2jc2>0, ya’ni bu 
funksiya grafigi barcha nuqtalarda botiq va shu sababli burilish nuqtasiga ega 
emas. Shuning uchun burilish nuqtasini aniqlashga imkon beradigan yetarli shartni 
topish masalasi paydo bo'ladi. Bu masala quyidagi teoremada o‘z yechimini 
topadi.

8-TEOREMA (Burilish nuqtasi mavjudliginingyetarli sharti): Agar biror x0 
nuqtada y=fix) funksiyaning П tartibli hosilasi/"(xo)=0 yoki mavjud bo‘lmasa va 
bu nuqta biror atrofming chap va o‘ng tomonida f " ( x )  turli ishorali qiymatlarga 
ega bo'lsa, unda M(x0,fix0)) funksiya grafigining burilish nuqtasi bo'ladi.

Isbot: D astlab/"(x)<0, x<x0 va/"(x)> 0 , x>x0 holni ko'ramiz. Oldin ko'rilgan
6-teoremaga asosan, x0 nuqtaning chap tomonida funksiya grafigi qavariq, o'ng 
tomonida esa botiq bo'ladi. Demak, ta’rifga asosan, M(x0, fixr,)) nuqta у -fix) 
funksiya grafigining burilish nuqtasi bo'ladi.

f"(x)>0, x<xa va/"(x)<0, x>x0 hoi ham xuddi shunday isbotlanadi.
Misol sifatida fix)=x'~3x2 funksiya grafigining burilish nuqtasini topamiz. Bu 

yerda /"(x )= 6x-6= 0  tenglamadan x0=l nuqtani topamiz. Bu nuqtani tekshiram iz. 
Bunda x<x0= l b o 'lg a n d a /”(x)<0 (grafik qavariq) va x>x0=l b o 'lg a n d a / "(x)>0 
(grafik botiq) bo'lgani uchun M ( 1 ,-2 )  funksiya grafigining burilish nuqtasi bo'ladi-

5.6. Logistik funksiya. Funksiya grafigining botiqlik va qavariqligi ham da 
burilish nuqtasining iqtisodiyotga tatbig'i sifatida menejment, m ikroiq tisodiyot, 
boshqarish nazariyalarida o'suvchi jarayonlarni ifodalash uchun q o 'lla n ila d ig an  
y=aJ(\+be~®x) (a>0, b> 0, p>0) funksiyani ko'ramiz. U logistik funksiya deb  atalib,

. grafigi S harfiga o'xshash va bitta burilish nuqtasiga ega bo'lib, quyidagi 
^•rin ishda  bo'ladi (66-rasmga qarang):

Masalan, menejmentda biror yangi texnologiyani ishlab chiqish va uni joriy 
etish xarajatlari x bilan bu xarajatlaming samaradorligi у  orasidagi bog'lanish 
logistik funksiya ko'rinishida bo'ladi. Bunda yangi texnologiyani joriy etish 
samaradorligi uch bosqichdan iborat bo'ladi.

1. Shakllanish bosqichi Bu bosqich logistik funksiya grafigining (a,b) 
oraliqqa mos keladigan qismi bilan ifodalanadi. U yangi texnologiyani ishlab 
chiqish va joriy etishning boshlang'ich davri bo'lib, bunda yangi texnologiya hali 
takomillashmagan va shu sababli unga sarflanayotgan xarajatlaming samaradorligi 
unchalik yuqori bo'lmaydi.

2. Tez o'sish bosqichi Bu bosqich logistik funksiya grafigining x e  (b,c) 
oraliqqa mos keladigan bo'lagi bilan ifodalanadi. Bunda yangi texnologiya tez 
rivojlanishi va keng qo'llanilishi natijasida unga sarflanayotgan xarajatlar yuqori 
samaradorlik bera boshlaydi. Bu yerda samaradorlikning o'sish tezligi x0 burilish 
nuqtasigacha oshib, undan keyin kamayib boradi.

3. Imkoniyatlarga to'liq erishish bosqichi Bu bosqich logistik funksiya 
grafigining xe{c,d) oraliqqa mos keladigan qismi bilan tavsiflanadi. Bunda 
kiritilgan texnologiya o 'z  imkoniyatlariga to'liq erishgan bo'lib, xarajatlar 
qanchalik oshib bormasin, samaradorlik a  darajadan yuqori bo'la olmaydi.

5.7. Funksiya grafigining asim ptotalari. Biz II tartibli egri chiziq 
bo'lgan giperbola bilan tanishganimizda uning asimptotasi (V  bob,§4, (2)) haqida 
so z yuritgan edik. Unda bu tushuncha aniq bir ta’rif orqali berilmagan , chunki 
buning uchun yetarli ma’lumotlar poydevori mavjud emas edi.

p-TA ’RIF: Biror y=kx+b tenglama bilan berilgan to 'g 'ri chiziq va y=fix) 
hmksiya grafigi bilan ifodalaydigan egri chiziq uchun

lim [ /(x )-fo c -/> ]= 0  (2)
, >co

snart bajarilsa, unda y=kx+b to 'g 'ri chiziq y=fix) funksiya grafigining og'ma 
asi>nptotasi deyiladi (67-rasmga qarang).



Masalan, j{x)=x+Mx funksiya grafigi uchun y=x to 'g 'ri chiziq og‘ma 
asimptota bo'ladi, chunki

lim [ / ( x ) - x ] =  lim [x+  —— x] = lim — = 0.
jr-мо x-vx> x *->« x

7-TA ’RIF: Agar biror x=a nuqtaday=flx) funksiyaning 
lim / ( x ) ,  lim / ( x )

л:—><7-0 JC—> 0 + 0

chap va o 'ng limitlaridan kamida bittasi cheksiz bo'lsa, unda x=a tenglamali 
vertikal to‘g‘ri chiziq y=fix) funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi 
(68-rasmga qarang).

Odatda vertikal asimptotalar funksiyaning aniqlanish sohasi bo'yicha uning uzilish 
nuqtalari orqali topiladi. Masalan, Дх)=1/(х3-1 ) funksiya grafigi uchun x=l to'g rI 
chiziq vertikal asimptota bo'ladi.

F u n k s i y a n i n g  og'm a asimptotalarining mavjudligi va ularning tenglamasi 
■daei teorema bilan aniqlanadi. 

q а- T F O R E M A :  Berilgan y=fix) funksiya grafigi og'm a asimptotaga ega
bo 'lish i uchun

lim = k, l im [ /(x ) -  kx] = b (3)
X—>co x  X—

limitlaming ikkalasi ham mavjud hamda chekli bo'lishi zarur va yetarlidir. Bu 
holda og'ma asimptotay=kx+b tenglamaga ega bo'ladi.

Isbot: Zaruriylik sharti. Berilgan (3) shartlami zaruriyligini ko'rsatamiz. 
Tenglam asi y=kx+b bo'lgan to 'g 'ri chiziq y=Дх) funksiya grafigi uchun og'ma 
a s im p to ta  bo'lsin. Unda, og'ma asimptota ta’rifini ifodalovchi (2) tenglik va limit 
x o s s a l a r ig a  asosan, quyidagilami yozish mumkin:

l im [ / ( x ) - f o -A ] =  lim x [ ^ - ^ - * - - ]  = 0=>
X—>cr X—>eo X  X

lim -  к -  - ]  = 0 => lim ^ -  к -  lim — = 0.
x X  Jf-x» x *->*> x

Bu yerdan, eng so'nggi limit qiymati nol bo'lgani uchun, 

lim Д & шк
X-*» X

ekanligi kelib chiqadi. Og'ma asimptota ta’rifi va limit xossasidan yana bir marta 
foydalanib,

lim [/(x )-A x -ft]  = 0=> l im [/(x )-A x ]-  lim b = 0=> l im [ /(x ) - kx] = b
X—̂ O  X—>00 X—>oo x —>00

natijani olamiz.
Yetarlilik sharti Teoremaning (3) shartidagi ikkinchi limitga asosan 

lim [/(x ) -  Ax -  b] = 0
X-MC

tenglikni yoza olamiz. Bu yerdan, 6-ta’rifga asosan, у -к х +b to 'g 'ri chiziq y=j{x) 
funksiya grafigi uchun og'ma asimptota bo'lishi kelib chiqadi.

Masalan, Дх)=(2х2+Зх-5)/х funksiya uchun

k= lim lim 2x2 +3?-— = lim (2 + — - Д -) = 2 + 0 -  0 = 2 ,
x —>cc x  x —>co x  x —>c°  X  x

b= lim [ / (x )- 2x] = \im[2x2+ 3x~ 5 -2x]=  lim lim ( 3 - - )  = 3
X  X  * -+ »  X

ekanligini topamiz. Demak, bu funksiyaning grafigi _y=2x-3 og'm a asimptotaga 
ega bo'ladi.

5.8. Funksiyani tekshirishning umumiy sxemasi. Yuqorida olingan 
natijalar bo'yicha y=J[x) funksiya xususiyatlarini quyidagi tartibda aniqlash 
mumkin ;

^  Funksiyaning D{/} aniqlanish sohasini topamiz ;
^  Funksiyaning E{/} qiymatlar sohasini topishga harakat qilamiz. Bu 

sohani to'g'ridan-to 'g 'ri topish qiyin bo'lsa, uni funksiyaning keyingi qadamlarda 
^'qlanadigan xususiyatlaridan foydalanib aniqlash mumkin ;

^  Funksiyani juft yoki toqlikka tekshiramiz ;



■S Funksiyani davriylikka tekshiramiz va u davriy bo'lsa, uning 
davrini aniqlaymiz;

■S Funksiyani uzilish nuqtalari mavjudligini tekshiramiz va ular mavjud 
bo'lsa, ularning turini aniqlaymiz ;

S  fix)  =0 tenglamadan funksiya nollarini topamiz va ular orqali funksiya 
o 'z  ishorasini o'zgartirmaydigan oraliqlami hamda funksiya grafigini OX o'qi 
bilan kesishish nuqtalarini aniqlaymiz ;

S  f  '(x)>0 va /  '(x)<0 tengsizliklarni yechib, funksiyaning o'sish va 
kamayish, ya’ni monotonlik sohalarini aniqlaymiz ;

•/ f  '(x) =0 yoki /  ’(x) mavjud emas shartlardan funksiyaning kritik 
nuqtalami topamiz va bu nuqtalarda funksiyani I yoki II tartibli hosila yordamida 
ekstremumga tekshiram iz;

S  f " ( x )>0 va/  ''(x)<0 tengsizliklarni yechib, funksiya grafigining botiqlik 
va qavariqlik sohalarini topamiz ;

^  f  "(x)= 0 yoki /  "(x) mavjud emas shartlardan foydalanib funksiya 
grafigining burilish nuqtalarini aniqlaymiz ;

S  Funksiya grafigi asimptotalarini, agarda ular mavjud bo'lsa, topamiz ;
S  Argumentx—>±oo bo'lganda funksiya limitini tekshiramiz;
•/ Oldingi qadamlarda olingan ma’lumotlar asosida funksiya grafigini 

chizam iz.
5.9. Funksiyaning global ekstrem um lari. Berilgan y=flx) funksiya biror 

[a,b\ kesmada aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. Unda, Veyershtrass teoremasiga 
(VII bob,§4) asosan, funksiya bu kesmadagi qandaydir va x2 nuqtalarda o'zining 
eng katta va eng kichik

max / ( х )  = / ( х , )  = Л /, min / ( x )  = f ( x 2)=m
дге[о,*1 a,b]

qiymatlarini qabul etadi. Agar y=flx) funksiya [a,b] kesmadagi biror xa nuqtada 
lokal ekstremumga ega bo'lsa, unda J[x)</{xo) yoki /[хУ>/[х0) tengsizliklardan biri 
Xo nuqtaning biror atrofidagi x nuqtalar uchun bajarilib, barcha xe[a,6] uchun 
o'rinli bo'lmasligi ham mumkin. Shu sababli ular lokal (tor doiradagi) 
ekstremumlar deyiladi. Ammo M=fix\)>flx) , m=f{x2)</[x) tengsizliklar barcha 
xe[a,A] uchun o'rinli bo'ladi va shu sababli ular mos ravishday=flx) funksiyaning 
[a,b] kesmadagi global maksimumi (M) va global minimumi (/и), birgalikda 
global (keng doiradagi) ekstremumlari deyiladi.

Veyershtrass teoremasida kesmada uzluksiz funksiyalar uchun global 
ekstremumlar mavjudligi tasdiqlanadi, ammo ularni qanday topish masalasi 
qaralmaydi. Agar y=J[x) funksiya [a,b] kesma ichida differensiallanuvchi bo'lsa, 
bu masala quyidagi algoritm asosida hal etiladi:

■ Berilgan funksiyaning/'(x) hosilasi hisoblanadi;
■ /  '(x)=0 tenglamadan [a,b\ kesma ichida joylashgan x\, x2, ... , x„ kritik 

nuqtalar topiladi;
■ Berilgan funksiyaning kritik nuqtalardagi /x i ) ,  J[x2), ... , J{xn) va kesma 

chegaralaridagi/aX /A ) qiymatlari hisoblanadi;
■ Yuqorida hisoblangan funksiya qiymatlari orasidan eng katta va eng kichig1 

topiladi. Ular biz izlayotgan m va M global ekstremumlarni ifodalaydi.

Misol sifatida j{x)=xi-2x2+3 funksiyaning [-3,2] kesmadagi global 
tremum|arini topamiz. Buning uchun dastlab f  \x)=4x(xz- l)= 0  tenglamadan 

t2=o va Хз~ 1 kritik nuqtalami topamiz. Ularning uchalasi ham biz
* votgan [ - 3 .2] kesma ichida joylashgan va shu sababli bu nuqtalaming 
barchasini qaraymiz. Kritik va chegaraviy nuqtalarda berilgan funksiya 
aivmatlarini hisoblab,

fi-3)=66, A-\)=Al)=2, _Д0)=3,Л2)=11 
natijalarni olamiz. Bu natijalarni taqqoslab, berilgan funksiyaning global
ekstremumlari

M = max f  (x) = /  (-3 ) = 6 6 , m = m in /(x )  = / ( ± l )  = 2
хе[-3,2] х е[-3 ,2 ]

ekanligini aniqlaymiz.

XULOSA
Hosila -  funksiya xususiyatlarini tekshirish uchun kuchli va qulay vositadir. 

Differensiallanuvchi funksiyalaming monotonlik oraliqlari va lokal 
ekstremumlarini topishning umumiy usullari I tartibli hosila orqali ifodalanadi. II 
tartibli hosila yordamida esa funksiyani kritik nuqtalarining xarakteri, botiqlik va 
qavariqlik sohalari va burilish nuqtalari aniqlanadi. Bu tushunchalar turli iqtisodiy 
masalalami yechishda, ishlab chiqarish bilan bog'liq jarayonlami matematik 
usullarda o'rganishda keng qo'llaniladi. Bunga misol sifatida logistik funksiyani 
ko'rsatish mumkin.

Funksiyani to'liq tekshirish uchun uning asimptotalarini aniqlash ham muhim 
ahamiyatga ega. Funksiya grafigining og'm a va vertikal asimptotalarini topish 
usullari ham ishlab chiqilgan.

Kesmada uzluksiz va uning ichida differensiallanuvchi bo'lgan funksiyaning shu 
kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlari, ya’ni uning global ekstremumlari 
ham hosila yordamida topiladi.

Tavanch iboralar

* Funksiyaning o'sish sohasi * Funksiyaning kamayish sohasi * Funksiyaning 
monotonlik sohasi * Lokal maksimum * Lokal minimum * Lokal ekstremumlar
* Kritik nuqta * Botiqlik sohasi * Qavariqlik sohasi * Burilish nuqtasi * Logistik 

junksiya * Og'ma asimptota * Vertikal asimptota * Global ekstremumlar_______

T akrorlash  uchun savollar

L Funksiyaning o'sish (kamayish) oraliqlari deb nimaga aytiladi?
• Funksiyaning monotonlik oraliqlari qanday ta’riflanadi?
- differensiallanuvchi funksiyaning monotonlik oraliqlari qanday topiladi? 

Funksiyaning lokal maksimumi (minimumi) deb nimaga aytiladi?
• Funksiyaning lokal ekstremumlari qanday ta’riflanadi?

7 j^stremumning zaruriy sharti nimadan iborat va u yetarli shart bo'ladimi? 
Kritik nuqta deb nimaga aytiladi?



8. Ekstremumning yetarli sharti I tartibli hosila orqali qanday ifodalanadi?
9. Ekstremumning yetarli sharti II tartibli hosila orqali qanday ifodalanadi?
10.Funksiya grafigining botiqlik (qavariqlik) sohalari qanday ta’riflanadi?
11.Funksiya grafigining botiqlik (qavariqlik) sohalari qanday topiladi?
12.Funksiya grafigining burilish nuqtasi nima?
13.Differensiallanuvchi funksiya grafigining burilish nuqtalari qanday topiladi?
H.Funksiya grafigining og'm a asimptotalari qanday ta’riflanadi?
15.Funksiya grafigining vertikal asimptotalari qanday ta’riflanadi va topiladi? 
16.0g‘ma asimptotalar mavjudligining zaruriy va yetarli sharti nimadan iborat?
17.Funksiyani to ‘liq tekshirish qanday bosqichlardan tashkil topadi?
18. Funksiyaning kesmadagi global ekstremumlari nima va ular qanday topiladi?

Testlardan nam unalar

1. Ushbuy(x)=x3-3x  funksiyaning kamayish oralig' ini toping.
A) (—1 ;1) ; B) (0 ,1); C) (-1 ,0 ); D) (-OO,4 )  ; E )( -2 ,2 ) .

2. y=xlnx funksiya o'sish sohasi qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?
A) (0, e); B) (-oo, l/e); C)(0,oo); D) (0; 1/e); E )(l/e ;o o ).

3. Дх)=х3-Зх  funksiyaning kritik nuqtalarini toping.
A) {—1 ;1} ; B ){ 0 ;1 } ; C) {-1;0> ; D) {2;3); E) {-2;2}.

4. y=fix) funksiyaning hosilasi x0 kritik nuqtadan chap va o'ng tomonda 
qanday ishoraga ega bo‘lganda/(xo) lokal maksimum bo'ladi?
A) musbat, musbat; B) musbat, manfiy; C) manfiy, manfiy;
D) manfiy, musbat; E) qarama-qarshi ishorali.

5. у -fix) funksiya x0 kritik nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo'lsa, 
qaysi shartdaДхо) lokal maksimum bo'ladi?
A)/"(*o)>0; B ) /" (x 0)<0; C ) /" (x 0)=0; D ) /" (x 0)rf); E) | / '( x 0)|>l.

6. y=(x4+2x3-4)/(x3+ l) funksiya grafigining og'ma asimptotasi tenglam asin i 
yozing.

A)y= x;  B)j>=x+1 ; C )y=x-1 ; D)y=x+2 ; F.) _y=x-l ■
1 M '  *11 -iJtitt. . 5  j

M ustaqil ish topshirialari
1- / ( x )  = x nenx funksiyaning monotonlik oraliqlarini toping.

2. / (x) = x ne~nx funksiyani ekstremumga tekshiring .

3. / (x) = xem funksiya grafigining botiqlik va qavariqlik sohalarini toping.
4. Ushbu funksiyaning og'm a va vertikal asimptotalarini toping:

,  A niqntasliklar va ularni ochish.
• Lopitalning J qoidasi va uning tatbiqlari
• Lopitalning II qoidasi.
• Turli aniqmasliklarni ochish.

6.1. Aniqm asliklar va ularni ochish. Cheksiz kichik (katta) miqdorlar 
xossalari o'rganilganda (VI bob,§3) ularning nisbatlari cheksiz kichik (katta) 
miqdor bo'Iishi shart emas ekanligi misollar orqali ko'rsatilgan edi. Funksiya 
hosilasi yordamida bu nisbatlaming qiymatlarini topish masalasini umumiy holda 
qarash va uning yechimini berish mumkin.

1-TA ’RIF: Agar x-+a (я—chekli yoki cheksiz son) bo'lganda Дх) va g(x) 
funksiyalar cheksiz kichik miqdorlar, ya’ni

lim /  (x) = 0, lim g(x) = 0
x-*a x-*a

munosabatlar o'rinli bo'lsa, ularning fix)/g(x) nisbati x->a bo'lganda 0/0 
ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi.

Masalan, x—>0 bo'lganda sinx/x, x—*1 holda (x3- l ) /  (x2- l )  va x—>00 bo'lgan 
holda [ln(l+l/x)]/(el/jr- l )  nisbatlar 0/0 ko'rinishdagi aniqmasliklar bo'ladi.

2-TA ’RIF: Agar x -» a  (a-chekli yoki cheksiz son) bo'lganda Дх) va g(x) 
funksiyalar cheksiz katta miqdorlar bo'lsa, ya’ni

lim / ( x )  = ± 00, lim g(x) = ±00
* x-±d x-m

munosabatlar o'rinli bo'lsa, ularning flx)lg(x) nisbati x-»a bo'lganda oo/oo 
ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi.

Masalan, x—>0 bo'lganda ln|sinx|/ln|x|, x—>00 holda (x+l)2/(x2+ l)  nisbatlar oo/oo 
ko'rinishdagi aniqmaslikdir.

3-TA 'RIF: Berilgan 0/0 yoki oc/00 ko'rinishdagi fix)/g(x) aniqmaslikning 
x—»a bo'lgandagi limitini topish shu aniqmaslikni ochish deb ataladi.

Limitlarni hisoblash mavzusi bo'yicha misollar yechganimizda ayrim 
aniqmasliklarni ochish masalasi bilan shug'ullangan edik. Ammo unda har bir 
aniqmaslikni ochish uchun ko'paytuvchilarga ajratish, qo'shmasiga ko'paytirish, 
eng katta darajasiga bo'lish, ajoyib limitlarga keltirish kabi sun’iy usullardan 
foydalanilgan edi. Shunday qilib, har bir aniqmaslikni ochish uchun o'ziga xos 
xususiy usuldan foydalangan edik.

6.2. Lopitalning I qoidasi va uning tatbiqlari. Endi aniqmasliklarni 
° c ishning umumiy qoidasini ko'rib chiqamiz. Bu qoidani farang matematigi

ransua Lopital (1661-1704 y.) o'zining 1696 yilda bosmadan chiqqan «Cheksiz 
c J miqdorlar tahlilb) nomli kitobida birinchi marta keltirgan va shuning uchun 
°pital qoidalari nomi bilan tarixga kirgan.

i'TEORFXf i (Lopitalning I  qoidasi): fix)  va g(x) funksiyalar x=a nuqta 
va ̂ .'^ ^H ^ 'an g a n , differensiallanuvchi va g’(x) Ф 0 bo'Isin. Bundan tashqari Дх) 

Six) funksiyalarx—*a shartda cheksiz kichik miqdorlar bo'Isin, ya’ni 
l im /(x )  = 0 , lim g(x) = 0 (1)
x-*a  x->o
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engliklar bajarilsin. Bu holda, agar

Ш п ™
*-*■ g'(x)

mavjud bo‘Isa (chekli yoki cheksiz), unda

lim №
*(*)

ham mavjud bo'ladi va ushbu tenglik o‘rinli bo'ladi:

limM  - Um/ ' W (2)
g(x) g'(x)

Isbot: Dastlab a < °o holni ko'ramiz. Teorema shartiga ko'ra a nuqta 
atrofida fix) vag(x) funksiyalar differensiallanuvchi bo'lgani uchun, ular bu yerda 
uzluksiz bo'ladilar va shuning uchun ham (1) shartga ko'ra

f ( ° ) = lim f ( x )  = 0, g(a) = lim g(x) = 0 (3)
x->a x >a

deb olishimiz mumkin. a nuqtaning berilgan atrofidagi ixtiyoriy [a, x] kesmani 
qaraymiz. Teorema shartlari va (3) tengliklarga asosan bu kesmada fix) va g(x) 
funksiyalar uzluksiz, uning ichida differensiallanuvchi va (a, x) oraliqda ^(xJ^O 
bo'ladi. Bu holda, Koshi teoremasiga asosan [VII bob,§3, (2)] , shunday ce(a, x) 
nuqta mavjudki, unda ushbu tenglik bajariladi:

g(x)
• a deb olamiz. Bu

(4)
g W - g ( o )  g'(c) g(x) g '(c )

Bu yerda (3) tengliklardan ham foydalanildi. (4) tenglikda x 
holda, ce(a, x) ekanligidan c—>a bo'lishi kelib chiqadi. Shu sababli (4) tenglikda 
argument x bo'lganda limitga o‘tib, ushu natijani olamiz:

(5)l i m ^  = Iim / M  = lim / V )
g(x) g \c )  g \c )

Limitning qiymati undagi o'zgaruvchi miqdomi qanday belgilanishiga bog'liq 
emas va shuning uchun (5) tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

(6)
g ’ifi) ™  g'(x)

(5) va (6) tengliklardan isbotlanishi kerak bo'lgan (2) tasdiq kelib chiqadi.
Endi a=oo holni ko'ramiz, ya’ni x—> oo bo'lsin. Bu holda z=l/x yangi 

o'zgaruvchini kiritsak, x—»oo holda z—*0 bo'ladi. Bu yerda x=l/z b o ' l g a n i  uchun 
va (2) tenglikka asosan

f(x )  / ( - )  
lim 1Ю . = Um — f -  = lim 
M " g (x )  z_>0g ( - )  2_>0 

1

/ ( - )z

g(~)z

Л - Х - У  A - )  r ( x s
— f —f — = lim — f -  = lim LS*1 

z~*° g '( - )  g'(x)
= lim

z Z Z
natijani olamiz.Teorema to 'liq isbot bo'ldi.

Misol sifatida, Lopitalning J qoidasidan foydalanib, oldin (VI bob,§3)
ko'rilgan bir nechta ajoyib Iimitlami isbotlaymiz.

sinx 0 (sinx)' cosx
1. lim ------= ( - )  = lim — — - = lim ------- = cosO = I.

jc—»-o x 0 дг-»0 (x) 1
Bu natija 1 ajoyib limitni ifodalaydi.

2 .
j r -» 0  X  0  jt- > 0  x

I .

— -— (1 + ax)' 
1+ ax = lim= lim

*-»o 1 *->ol + ax 1 + 0
Bu limitni III ajoyib limit deb atagan edik.

„ ax - 1  ,0 4 (ax -1 ) ' ax In a 
3. lim --------= (—) = lim ------ = lim -------------- =

x-> 0  X 0  * -> 0  X * -» 0  1

Bu natijani IV ajoyib limit deb olish mumkin.

a In a 
i

= lna.

(l + x)“ - l  ,0 X ,.lim -------------- = ( - )  = lim
Jc—>0 X 0  Jt->0

= lim
.r-*o

a ( l  + x)a
1

= a  (l + 0)a_l =a

Bu natijani V ajoyib limit deb atagan edik.
Izoh: Agar 1-teoeremada qo'shimcha ravishda f'{x)  va g'(x) hosilalar chekli x=a 

nuqtada uzluksiz deb shart qo'ysak, unda (2) tenglikni

*-+° g(x) g  (a)
ko'rinishda yozish mumkin.

6.3. Lopitalning II qoidasi. Endi oo/oo ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish 
masalasini qaraymiz.

2-TEOREMA (Lopitalning II qoidasi): fix)  va g(x) funksiyalar x-a  nuqta 
atrofida aniqlangan, differensiallanuvchi va g'(x) 0 bo'lsin. Bundan tashqari^x) 
vag(x) funksiyalar x— shartda cheksiz katta miqdorlar bo'lsin, ya’ni 

l im /(x )  = oo, lim g(x) = oo (7)
x-»a x-ta

munosabatlar o'rinli bo'lsin. Bu holda, agar
f \ x )
£ '(*)

niavjud bo Isa (chekli yoki cheksiz), unda



lim /С О
g(x)

ham mavjud bo'ladi va ushbu tenglik o'rinli boMadi:
i- / 0 0  ,• / ' 0 0  lim ^-5- ^  = lim — -

g(x) g'(x)
Bu teorema isboti ustida to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Lopitalning II qoidasi yordamida ushbu limitlarni hisoblaymiz:

t o l g z £ , (» ) = l i m i M . - ^ r ^ B m - ^ - x 2) .
*-»l ln ( l- x )  00 *->i [ln(l — jc)]' x —>1 —1/(1 — л:)

(8)

* 0 - * ) = 21im-
(1 — jc ) *->i (1 -  x)(l + x) *->U + x

=  2 — =  1;

lim —  = (—) = lim = lim —  = 0;
> (e )' *->« ex

x . 0O (x ) ax lim -—  = (a  >0, —) =  hm - — —= l im -------
*-» « °m X  O0 JT->«(ln  x )  x->°0 I !  X

= a  lim xa = oo.

1-izoh: Yuqoridagi (2) yoki (8) tengliklarda / '( * ) /  g'(x) nisbat х -ю  holda 
yana 0/0 yoki oo /  oo ko'rinishdagi aniqmaslikdan iborat bo'lib, f  \x) va g'(x) 
hosilalar 1-teorema yoki 2-teorema shartlarini qanoatlantirsin. Bu holda

/'00lim ; g'(X)
mavjud bo'lsa, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

l / W = i ^ £ W = i . m / ' W
g(x)

(9)g'(x) g"(x)
Shunday qilib, aniqmaslikni ochish uchun Lopital qoidasini bir necha marta 
ketma-ket qoMlash mumkin. Buning uchun har gal Lopital qoidasi shartlarini 
bajarilishini tekshirib ko'rish kerak.

Misol sifatida quyidagi limitlarni hisoblaymiz:
1 -c o sx  0. (1 -c o sx ) ' .. sinx ,0 4

•  h m ----- z—  = ( - )  = lim ------ г— — = lim ------= ( - )  =
x  0 x->o (x )' *-*o 2x 0

.. (sinx)' cosx 
= lim — -  = lim ------

jc->o 2
1

__  • = u rn ------ = — ;
*-*o (2x) x->o 2 2

]im an, a k ± o =

00 J *"M°(r2+l)
lim

х-ю о  x *  + 1 2x

= lim
x-yoo xX  yao J  x - X x-*o 1
2-izoh: Lopital qoidasiga teskari tasdiq doimo ham o'rinli bo'lishi shart 

emas, ya’ni

m avju d ammo

m av ju d  bo'lmasligi mumkin.
Masalan,,/(x)=x+sinx, g(x)=x, x-к о  bo'lsin. Bu holda

lim = lim
x + srnx sinx sinx 
-----------= lim (1 + -------) = 1 + lim ------ = 1+0 = 1.

* - > »  X  X  x->co X,_>*> g(x) 
д т т о  bu funksiyalar uchun

/ '( x )  . (x + sinx)'
lim J - = lim
x->°° g  (x) х-юо

= lim
x-+m

1 +  COSX

1
= 1 + lim cosx

JC-ЮО
va bu limit mavjud emas, chunki x 
ega emas.

3-izoh: Lopital qoidasi har doim ham 
beravermaydi. Masalan, ushbu limitni qaraymiz:

Л Г Т , -  A  -  lim f c ® * »

oo holda davriy funksiya bo'lgan cosx limitga 

aniqmaslikni ochishga imkon

lim
л/х +1

.. VxTT .00.— _  = lim -------= (—) =
(л/х + 1)' jc—>oo -v/x — 1 OO

(л/х + 1)' л /х -1  = hm • • ,— —• = lim = •••
*-**>(vx —1)' x-»« л/х +1

Bu yerdan ko'rinadiki berilgan limit, Lopital qoidasi ikki marta qo'llanilgach, yana 
o'ziga qaytib kelmoqda. Demak, bu aniqmaslikni Lopital qoidasi orqali ochib 
bo'lmaydi. Holbuki bu limit surat va maxrajni x o'zgaruvchiga bo'lish usulida 
oson hisoblanadi:

VT^O.. V x -1  .. V 1 -1 /x  lim .■ ■ = hm , =  1.
X->QD Vx + 1 ’ JC-+O0 Vi +  i /x  VT+o 

6.4. Turli aniqm asliklarni ochish. Oldin ko'rilgan va shartli ravishda 0/0 
yoki co/oo kabi belgilangan aniqmasliklar bilan bir qatorda shartli ravishda 0-oo, Iм, 
0 , «  , , oo-oo kabi belgilanadigan aniqmasliklar ham mavjud.

4-TA’RIF: Agar l im /(x )  = 0, lim g(x) = oo bo'lsa, /(x)g(x) ko'paytma
x->a x-*a

х-нг bo'lganda O eo ko'rinishdagi aniqmaslik deyiladi.
Masalan, x—>0 bo'lganda fix)=x, g(x)=ln|x| funksiyalar ko'paytmasi 

y(x) g(x)=xlnlx| yuqorida ta’riflangan O oo ko'rinishidagi aniqmaslikdir.
Bunday aniqmasliklarni ochish uchun ulami

f ( x ) g ( x )  = - ^ ~  yoki f ( x )  g(x) = - ^ ~  
l /g (x )  l / / ( x )

i yozib, 0/0 yoki co/oo ko'rinishdagi aniqmaslikka keltiriladi va so'ngra Lopital 
qoidalaridan foydalaniladi. Masalan,

lim xb|x |  = (o - oo) = lim ^  = f - 1  = lim = l i m = -  lim |x| = 0 .
1 /x \co J  x-»o (1 /x ) x->o — l / x  1



4-TA ’RIF: Agar lim f ( x )  = 1, lim g(x) = oo bo’lsa, (Дх)>0) ifoda x~>a
x -> a  X-+C1

bo'lganda I ю ko’rinishdagi aniqmaslik deyiladi.
Masalan, Дх)=1+1/х , g(x)=x funksiyalar uchun Д х ) ^  = ( l+ l/x )r ifoda 1" 

ko'rinishdagi aniqmaslik bo'ladi.
Bunday aniqmasliklarni ochish uchun u= Дх)^*1 deb belgilaymiz va bu 

tenglikni ikkala tomonidan logarifm olib, [пиИ пД хУ ^^х^пД х) ko'paytmaga 
kelamiz. Bunda

lim g(x) = °o, lim ln /(x )  = lnl = 0
x —>a x - * a

bo'lgani uchun 1пм=^х)1пДх) ko'paytma 0-oo ko'rinishidagi aniqmaslik va uni 
yuqorida ko'rsatilgan usulda ochish mumkin. Agar

lim In и = lim {{in / (x)Jg(x)} = b
x —>a x -+ a

bo'lsa, unda ko'rsatkichli funksiyalarning uzluksizligidan foydalanib, ushbu 
natijani olamiz:

r > limlnu .
lim _/*(x) = lim и — lim с = e,-*a = e . (10)
,t->a x - w  x -*a

Misol sifatida lim (1 + l / x ) r - e  П ajoyib limitni (VI bob, §3) isbotlaymiz.
ДГ-ЮЭ

BundaДх)=1+1/х , g(x)=x bo'lib. ln«=g(x)ln/x)=xln(l+l/x) va

lim In и = lim x ln(l + —) = (0 • 00) = lim ^  ^ = A  =
дг->« x-><*> x *->® 1/x 0

x->cc (1/x)' *->«
1 (1 + 1/x)'

1 + 1/x (1/x)'
= lim Г 1JC->00Li + i /x  J 1 + 0

=  1.

Bu yerdan, (10) tenglikka asosan.
1 r  1lim (1 + —) = e* 

x->=° x
= e =e,

ya’ni 11 ajoyib limitga ega bo'lamiz.
S-TA’RIF: Agar berilgan Дх) va #(x) funksiyalar uchun

lim /(x )  = 0, lim g(x) = 0 yoki l im /(x )  = oo, lim g(x) = 0
x -+a x ->a x->a x-+a

bo'lsa, unda Дх)4*1' (Дх)>0) ifoda x—*a bo'lganda 0° yoki oo° ko'rinishdagi
aniqmaslik deyiladi.

Bunday ko'rinishdagi aniqmasliklarni ochish yuqorida 1л ko'rinishdagi
aniqmasliklar uchun ko'rib o'tilgan usulda amalga oshiriladi.

Masalan, Дх)=х, g(x)~x va x—> 0+0 holda u= Д х ^ ^ х 1 ifoda 0° ko'rinishdagi
aniqmaslik bo'ladi. Bunda

. . .  .. .• lnx ,oolim 1пм= lim x lnx  = (0 - со) = lim ---- = (—) =
x -> 0+ 0  * -> 0+0 * -> 0 + 0 1/x OO

1/x ■ = — lim x = 0 
*-> 0+0

= lim lim
*->0+0 (1/x)' x->0+0 — 1/JC2 

va, (10) tenglikka asosan.

lim In и 0
lim x' =er~,0*n - e  =1 .

■ x—>0+0
A.TA ’RIF: Agar berilgan Дх) va g(x) funksiyalar uchun 

lim / (x) = 00, lim g(x) = cc
x~>a x~>a

bo'lsa unda ДхН Кх) ayirma x->a bo'lganda 00-00 ko'rinishdagi aniqmaslik 

deyiladi-
Bunday aniqmasliklarni ochish uchun ularni

Д*)-£(х)=Дх)[1-£(х)/Дх)] 
ko'rinishda yozamiz. Bunda ikki hoi bo'Iishi mumkin.

I lim = Л * 1 ■ Bu holda 
‘ x->a / ( x )

Д*Ь?(х)=Дх)[ 1-£(х)/Дх)] 
ifodani x-*a  bo'lganda shartli ravishda ( l - A )  oo ko'rinishda deb qarash mumkin va 
shu sababli

l im [ /(x ) -g (x ) ]  = ±co.
x->a

Masalan. Дх)=х, g(x)=lnx va x-»+oo deb olsak, Дх)-^(х)=х-1пх ayirma oo-oo 
ko'rinishdagi aniqmaslik bo'ladi. Bu holda

g(x) .. lnx .00 (lnx)' 1
hm = lim -----= (—) = lim -— —  = lim -  = 0 = A *  1

*->+« / ( x )  *->+«= x oo *->+«> x w « x
bo'lgani uchun

lim ( x - ln x )  = +00.
X—>+00

II. 1 и п ^ ^  = Л = 1. Bu holda 
*->°/(x)

ДхЬ?(х)=Дх) [ 1 ~^(х)/Дх)] 
ifoda x—>a bo'lganda O-oo ko'rinishidagi aniqmaslik bo'ladi va uni yuqorida 
ko'rilgan usulda ochish mumkin.

Masalan, Дх)=1/со5х, g(x)=tgx vax-»Jt/2 deb olsak,

/ ( x ) - g ( x ) = — ----- tgx
cosx

ayirma оо-чю ko'rinishdagi aniqmaslik bo'ladi. Bu holda
g(x)lim ~ = lim (tgx • cosx) = (0 • 00) = lim sin x = 1

' / ( * )  *->* л->*

bo'lgani uchun

lim (------ - -  tgx) = (00 -  cc) = lim ------ (1 -  cosx • tgr) = (0 • со) =
x. c o s x

2 2
■ 1 -s in x  ,0 4 (1-sinxV  .. - c o s x  ..

= lim ---------- = ( - ) =  hm ------------—= h m ---------= hm ctgx = 0.
cosx 0 j. (cosx)' ^ I - s i n x  x

2 2 ' 2  2



XULOSA
Oldin biz hosilani funksiyani tekshirishga tatbiqlari bilan tanishib chiqqan edik 

Ammo hosilaning tatbiqlari bu bilan chegaralanib qolmaydi. Buning tasdig'i 
sifatida aniqmasliklami ochish masalasini ko'rish mumkin.

Bunda 0/0 ko‘rinishdagi aniqmasliklar hosila yordamida Lopitalning I qoidasi 
orqali ochiladi. Bu qoida yordamida oldin keltirilgan bir qator ajoyib limitlar oson 
isbotlanadi.

Agar aniqmaslik oo/oo ko'rinishda bo'lsa, uni ochish uchun Lopitalning Ц 
qoidasidan foydalaniladi. Bu qoida ham hosila tushunchasi orqali ifodalanadi.

Yuqorida ko‘rilgan aniqmasliklardan tashqari O-oo, 1”, 0°, oo°, , oo -  oo kabi 
belgilanadigan aniqmasliklar ham Lopital qoidalariga keltirish orqali ochiladi.

Tayanch iboralar

* 0/0 ko'rinishdagi aniqmaslik * oo/oo ko'rinishdagi aniqmaslik * Aniqmasliklami 
ochish * Lopitalning I qoidasi * Lopitalning II qoidasi * 0-co ko'rinishdagi 
aniqmaslik * 1“ ko'rinishdagi aniqmaslik * 0 0 ko'rinishdagi aniqmaslik
* oo 0 ko'rinishdagi aniqmaslik ♦ oo -  oo ko'rinishdagi aniqmaslik_______________

T akrorlash  uchun savollar

1. 0/0 ko'rinishdagi aniqmaslik ta’rifini bering.
2. oo/oo ko'rinishdagi aniqmaslik qanday ta’riflanadi?
3. Aniqmasliklami ochish deb nimaga aytiladi?
4. Lopitalning I qoidasi qanday ifodalanadi?
5. Lopitalning II qoidasi qanday mazmunga ega?
6. Lopitalning I qoidasi yordamida I ajoyib limit qanday isbotlanadi?
7. Lopital qoidasiga teskari tasdiq har doim o'rinlimi? Misol keltiring.
8. 0/0 va oc/oo aniqmasliklardan tashqari yana qanday ko'rinishdagi aniqmasliklar 

mavjud?
9. O-oo ko'rinishdagi aniqmaslik qanday ochiladi?
10. П ajoyib limit Lopital qoidasi yordamida qanday isbotlanadi?
11. 1", 0° va oo° ko'rinishdagi aniqmasliklar qanday ochiladi?
12. oo-oo ko'rinishdagi aniqmaslik qanday ochiladi?

Testlardan nam unalar

1. Qaysi holda fix)/g(x) nisbat x-*a  bo'lganda 0/0 ko'rinishdagi a n i q m a s l i k  

deyiladi?

A ) l i m ^ ^  = 0; B ) l i m ^ ^  = l;
*-><> g(x) g(x)
D) lim / ( x )  = 0, l im g (x )* 0 ;x-fo x—>a

C) lim f i x )  = lim g(x) = 0;
x-±a x-+a

E) lim f ( x )  Ф 0, lim g(x) = 0.

2 Quyidagilardan qaysi biri x -» l bo'lganda 0/0 ko'rinishdagi aniqmaslik 
bo'lmaydi?

x”~lA) —------, n ,m e N ,n * m \
x m -1

x 2 - 2 x  + l
D ) -----г-------- ;

В)

E)

д: -1  
sin3(x -1 )  
cos(x -1 )

C)-
Inx

3. Agarda f(x)/g(x) nisbat x->a bo'lganda 0/0 ko'rinishdagi aniqmaslik 
bo'lsa, qaysi tenglik Lopitalning I qoidasini ifodalaydi?

*-+a g(X) x-*^g(X)J *~>“ g(X) g(

g(x) g  (x)
E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

П х ) .  
g(x) ’

x-*a g(x) *->* g'(x)

4. A xVgix) nisbat limitini {x—>a) hisoblash uchun Lopitalning I qoidasida 
fix) vag(x) funksiyalarga quyidagi shartlardan qaysi talab etilmaydi?
A)Ax) va g(x) a nuqtaning biror atrofida differensiallanuvchi;
B) lim f{ x )  = 0 , lim g(x) = 0 ; C) g'(x)^0 ;

О )Д а)=0, gia)=0 ; f i x )
E) lim ------  limit mavjud

x^ a g (x)

5. Lopitalning I qoidasini isbotlash uchun kimning teoremasidan 
foydalaniladi?

A) Veyershtrass ; B) R o ll; C) Lagranj ; D) K oshi; E) Ferma .

sin 5x6. Lopital qoidasidan foydalanib lim
*-*o 4x limitni hisoblang.

C) 0; D , - - ; E) 00 .

M ustaqil ish topshirialari

!• Ko'rsatilgan ko'rinishdagi ushbu aniqmaslikami oching:

a) lim -
ДГ-И)

c) lim

- 1
n n + 1

* ~ 4 l - x "  1 - x ”

A ;  ») (» ) ;
V  ln x  ю

(oo-oo); d) lim (l-cos«x)c tg  nx (0-oo).
дг-»0



Integral-har xil jarayon va hodisalarning 
hajmdor quyilmasi bo'lib, bu mo'jizani yaratgan 

Leybnits va Nyuton ijodiy fantaziyasining 
aqlga sig‘maydigan portlashining mevasidir.

Feynberg E.L.

§1. BOSHLANG'ICH FUNKSIYA VA ANIQMAS INTEGRAL.
INTEGRALLAR JADVALI

• Boshlang'ich funksiya va aniqmas integral
• Aniqmas integral xossalari
• Integrallar jadvali

1.1. Boshlang'ich funksiya va aniqm as integral. Differensial hisob 
bobida berilgan y=F(x) funksiya sining F(x)=fix) hosilasini topish masalasi bilan 
shug'ullangan edik. Ammo bir qator savollarga javob izlashda teskari, ya’ni _у=Дх) 
funksiyani uning ma’lum bo'lgan F(x)=fix) hosilasi bo'yicha topish masalasiga 
duch kelamiz.

Masalan, moddiy nuqtaning harakat tenglamasi S -S (t)  berilgan bo'lsa, unda to 
vaqtgacha bosib o'tilgan masofa So=S(to) kabi aniqlanadi.Ammo harakat 
tenglamasi S=S(t) noma'lum bo'lib, uning hosilasi S'(t)=v(t), ya’ni oniy tezlik 
berilgan holda S0=S(t0) masofani qanday topish masalasi paydo bo'ladi. Bu kabi 
masalalar integral tushunchasiga olib keladi va uni o'rganishga kirishamiz.

1-TA ’RIF: Biror chekli yoki cheksiz (a.b) oraliqdagi har bir x nuqtada 
differensiallanuvchi va hosilasi

F(x)=fix) (1)
shartni qanoatlantiruvchi F(x) berilgan fix) funksiya uchun boshlang'ich 
funksiya deyiladi.

Masalan, fix)=cf (a>0, сф 1), oo ), funksiya uchun F{x)= a C/lna
boshlang‘ich funksiya bo'ladi, chunki ixtiyoriy x uchun

F(x)= (<//\na)'= o'lna/\na=cf=fix)
tenglik o'rinlidir.

Xuddi shunday F(x)=xi/5 funksiya barcha x nuqtalarda fix)=x' uchun 
boshiang‘ich funksiya bo'ladi, chunki bunda (1) tenglik bajariladi.

Berilgan y=F{x) funksiyaning y ’=F(x)=fix) hosilasi b ir  qiym atli 
aniqlanadi. Masalan, y=x2 funksiya yagona y'=2x hosilaga ega. Ammo 
funksiyaning boshlang'ich F(x) funksiyasini topish masalasi bir q iym atli ha 
qilinmaydi. Haqiqatan ham, agar F(x) funksiya fix) uchun boshlang'ich funksiya 
bo'lsa, u holda ixtiyoriy С o'zgarmas son uchun F(x)+C funksiya ham fix) uchun 
boshlang'ich funksiya bo'ladi. Haqiqatan ham, differensiallash qoidalariga asosan, 

№ )+ C ) '=  F(x)+(C )'= /(x)+0=/(x) 
va, ta’rifga asosan, F(x)+C funksiya fix) uchun boshlang'ich funksiya b o 'lad i.

VIII BOB . INTEGRAL HISOB

pg'maic. berilgan y =fix) funksiya uchun F(x)+C ko'rinishdagi cheksiz ko'p 
. -ang'ich funksiya mavjud bo'ladi. Bunda F(x) birorta boshlang'ich 

fijnksiyani, С esa ixtiyoriy o'zgarmas sonni ifodalaydi.
gu yerda berilgan у -fix) funksiya uchun barcha boshlang'ich funksiyalami 

n jsh masalasi paydo bo'ladi. Bu savolga javob berish uchun dastlab ushbu 
lemmani (yordamchi teoremani) qaraymiz.

I F.MMA: Agar t=Q (x) funksiya biror (a,b) oraliqda differensiallanuvchi va 
bu oraliqning har bir nuqtasida uning hosilasi Q'(x)=0 bo'lsa, unda bu funksiya 
(a,b) oraliqda o'zgarmas, ya’ni Q(x)=C (C - const) bo'ladi.

Isbot: Qaralayotgan (a,A) oraliqdan ixtiyoriy ikkita Xi va x2 (х^хг) nuqtalami 
olamiz. Unda>>=Q(x) funksiya olingan [xi,x2] kesmada Lagranj teoremasining (VII 
bob,§3) barcha shartlarini qanoatlantiradi va shu sababli

Qfc)-Q(JCi)=Q,( )̂(JC2-JCi) , Xl<4<*2, 
tenglik o'rinli bo'ladi. Lemma sharti bo'yicha (a,b) oraliqning barcha nuqtalarida 
Q'(x)=0 bo'lgani uchun i; nuqtada ham Q’(^)=0 bo'ladi. Bu yerdan, oldingi 
tenglikka asosan. Q(x2)-Q(xi)=0, ya’ni Q(x2)=Q(xi) tenglikka ega bolamiz. Bu esa 
Q(x)=C ekanligini ifodalaydi. Lemma isbot bo'ldi.

Endi quyidagi teoremani qaraymiz.
1-TEOREMA: Agar F(x) va Ф(х) berilgan fix)  funksiyaning ixtiyoriy ikkita 

boshlang'ich funksiyalari bo'lsa, u holda biror С o'zgarmas sonda 4>(x)=F(x)+C 
tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot: Teorema shartiga asosan F(x) va Ф(х) berilgan fix) funksiyaning 
boshlang'ich funksiyalari bo'lgani uchun F(x)=fix) ва Ф '(х)=/ (x) tenglik 
o'rinlidir. Bu yerdan Q (x)=0(x)-/r(x) funksiyaning hosilasi

Q'(x) = [<£(x)-F(x)]'= <P'(x)-F(x)=fix)~fix)=0 
ekanligini ko'ramiz. Unda, oldingi lemmaga asosan, Q(x)=C natijani olamiz. 
Demak, Q(x)=<t(x)-/r(x)=C va haqiqatan ham 0(x)=F(x)+C tenglik o'rinli.

Bu teoremadan ushbu muhim xulosa kelib chiqadi: agar F(x) berilgan _Дх) 
funksiyaning birorta boshlang'ich funksiyasi bo'sa, uning barcha boshlang'ich 
funksiyalari F(x)+C (C-ixtiyoriy o'zgarmas son) kabi aniqlanadi. Demak, fix) 
funksiyaning barcha boshlang'ich funksiyalarini topish uchun uning birorta F(x) 
boshlang'ich funksiyasini topib, unga С o'zgarmas sonni qo'shib qo'yish 
kifoyadir. Masalan, fix)=2x funksiyaning barcha boshlang'ich fimksiyalari x2+C
ko'rinishda bo'ladi

2-TA ’RIF: Agar F(x) biror (a,b) oraliqda fix) funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasi bo'lsa, unda F(x)+C (C -  ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiyalar to'plami 
shu oraliqda fix) funksiyaning aniqmas integrali deyiladi.

Berilgan Дх) funksiyaning aniqmas integrali j/(x )c&  kabi belgilanadi va, 
^  r*fga asosan, birorta F(x) boshlang'ich funksiya bo'yicha

M a s a la n ,Д х )-2 х  uchun ixtiyoriy С o 'zg a rm asd ax 2+C boshlang 'ich funksiyalar

J / ( x ) d r = F ( x )  + C  (2)



:englik bilan aniqlanadi. Bunda С ixtiyoriy o'zgarmas son ekanligini yana bir 
narta eslatib o'tamiz.

(2) tenglikda J - integral belgisi, fix) integral ostidagi funksiya , fix)dx 
integral ostidagi ifoda, x esa integrallash o'zgaruvchisi deyiladi. Berilgan f(X) 
funksiyaning J / (x)dx aniqmas integralini topish amali bu funksiyani integrallash 
ieb ataladi.

Izoh: Berilgan fix) uchun qaysi shartda Fix) boshlang'ich funksiya , demak 
\f{x )d x  aniqmas integral, mavjud bo'lish masalasi kelgusida, §6 da qaraladi.

Yuqorida topilgan boshlang'ich funksiyalar bo'yicha quyidagi aniqmas 
ntegrallami yozish mumkin:

ax r 5
\a*dx =-----+ C , \x*dx = — +C , \2xdx = x 2 +C.
J In a J 5

Aniqmas integral ta’rifmi ifodalovchi (2) tenglikdan ko'rinadiki, aniqmas 
ntegral >= /r(x)+C(C-ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiyalar sinfmi ifodalaydi. Shu 
sababli, geometrik nuqtai-nazardan, aniqmas integral y=F(x) funksiya grafigini 
3Y koordinata o 'qi bo'ylab parallel ko'chirishdan (VII bob,§3) hosil bo'ladigan 
:hiziqlar sinfidan iborat bo'ladi (69-rasmga qarang).

1.2. Aniqmas integral xossaiari. Aniqmas integral ta’rifidan uning 
quyidagi xossalari kelib chiqadi:

T. Aniqmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng, ya’ni 
(\f(x )d x)' = f ( x )

Isbot: Aniqmas integral va boshlang'ich funksiya ta’rifini ifodalovchi
2) va (1) tengliklarga asosan

( / / ( * ) & ) ' = (F(x) + C )'= F '(x) = f ( x ) .
II. Aniqmas integral differentsiali integral ostidagi ifodaga teng, ya’ni 

d (\f(x )d x ) = f(x )d x .

Isbot: Differensial ta’rifi va oldingi xossaga asosan 
d(\ f(x)dx)  = ( |  f(x)dx)'dx = f (x )d x .

I/oh- Bu yerdan differentsiallash amali integrallash amaliga teskari amal
ekanligi"* ko'ramiz

III. Biror funksiyaning hosilasidan olingan aniqmas integral shu funksiya 
bilan ixtiyoriy С o'zgarmasning yig'indisiga teng, ya’ni 

JF \x)dx -  F{x) + С .
Isbot: Agar F(x)=fix) deb belgiiasak, unda F(x) hosil q ilingan/x) funksiya 

chun boshlang 'ich funksiya bo'ladi. Unda, aniqmas integral ta’rifiga asosan, 
\F 'ix)dx = \ fix )d x  = F{x) + C .

IV. Biror funksiyaning differentsialidan olingan aniqmas integral shu 
funksiya bilan o'zgarmas yig'indisiga teng, ya’ni

\dF{x)= F ix) + C.
Isbot: Differensial ta’rifi va oldingi xossaga asosan 

\dFix)  = J F \x)dx = Fix) + С .
Izoh: Bu yerdan integrallash amali differentsiallash amaliga o'zgarmas son 

aniqligida teskari amal ekanligini ko'ramiz.
V. O'zgarmas к ko'paytuvchini integral belgisidan tashqariga chiqarish 

mumkin, ya’ni
J kfix)dx = к \ f i x )  dx.

Bu tenglik o'zgarmas son aniqligida tushuniladi.
Isbot: I xossaga asosan ikkala aniqmas integral bir xil kfix) hosilaga ega. 

Demak, bu aniqmas integrallaming ikkalasi ham kfix) uchun boshlang'ich funksiya 
bo'ladi va shu sababli ular bir-biridan faqat o'zgarmas songa farq qilishi mumkin. 

Masalan,
\\Qxdx = \S - 2xdx =5\2xdx =5{x2 +C) = 5x2 +5C = 5x2 + C .

Bu yerda С ixtiyoriy o'zgarmas son bo'lgani uchun 5С ham ixtiyoriy o'zgarmas 
son bo'ladi va shu sababli uni yana С deb belgilash mumkin.

VI. Ikkita funksiya algebraik yig'indisidan olingan aniqmas integral shu 
funksiyalaming har biridan olingan aniqmas integrallaming algebraik yig'indisiga 
teng, ya’ni

J [ /(x )  ± gix)]dx = J f{x)dx ± I gix)dx.
Bu yerda ham tenglik o'zgarmas son aniqligida tushuniladi.

Isbot: Aniqmas integralning I xossasiga asosan
(J[/(x )  ± g{x)\dx)' = f ( x )  ± g ix ) .

Algebraik yig'indining hosilasi va I xossaga asosan
(I f(*)dx  + J gix)dx)' = (J fix)dx)' ± (J g{x)dx)' = f ix )  ± g ix).

Demak, VI xossadagi tenglikning ikkala tomonidagi funksiyalar bir xil hosilaga 
sga va shu sababli ular o'zgarmas son aniqligida teng bo'ladi.
Masalan,

1(5* +2x)dx=[5* dx + \2 xd x= f— + x~ +C .
In5



Izoh: VI xossa chekli sondagi funksiyalarning algebraik yig'indisi uchun ham 
o'rinli bo'ladi.

V va VI xossalar aniqmas integralning chiziqlilik xossalari

(3)

3-TA RIF: 
deyiladi.

Aniqmas integralning chiziqlilik xossalarini bitta
\[A f (x) + Bg(x)]^x = Af f(x )d x  + B\ g(x)dx 

tenglik orqali ham ifodalash mumkin.
VII. Agar a va b o'zgarmas sonlar bo'lsa, unda quyidagi tasdiq o'rinlidir:

\ f(x )d x  = F(x) + С => \ f( a x  + b)dx = -  F(ax + b) + C .
a

Isbot: Ikkinchi integral javobi to'g'riligini differensiallash orqali ko'rsatamiz. 
Shartga ko'ra F(x)=f(x) bo'lgani uchun va murakkab funksiya hosilasi 
formulasiga asosan

— F(ax + b) 
a

= -F '(a x  + b)- (ax + b)' = —f(a x  + b) - a = f  (ax + b ). 
a a

Masalan,

r 4 i * 5 c ,~ , i  1 ( 2 x - 3 ) 3 „  ( 2 x - 3 ) 5 _\x*dx = -  + С => f(2 x -  3) oEr = — • — ----- - + C = ---------- +C.
1 5 1 2 5 10

1.3. In tegrallar jadvali. Hosilalar jadvali (VIII bob, §2), oldin 
hisoblangan hosilalar va aniqmas integral ta’rifidan foydalanib, asosiy integrallar 
jadvalini yozamiz. Bunda aniqmas integral javobining to'g'riligini tenglikning 
o'ng tomonidan hosila olish orqali tekshirish mumkin. Natijada integral ostidagi 
funksiya hosil bo'Iishi kerak. Masalan,

'  ^  г = Inlx + л/х2 ± я 21 + С
л/х2 ± a 2

integral javobi to'g'riligini tekshiramiz. Murakkab funksiya hosilasi formulasiga 
asosan

1
(lnx + Vx2 ± fl2 | + C)' = -

[1 +

+ л/
• (x + л/х2 ± a2)' =

х + л/х2 ± a2 

1

2л/х2 ± a‘ 

л/х2 ± a 2 +x

x  ± a

<x2 ± a 2)'] = -
х + л/х2 ± a2

•0 + )= •

i

x +  Vx ± а л /х " ± а *  л /х " ± а "
Differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya hosil bo'ldi. Demak, integral 
javobi to 'g 'ri ko'rsatilgan.

INTEGRALLAR JADVALI
y «  +  l

1. \xadx = -------- hC ( a # - l )  2. fdx = x + C
a  +1 J

3. \xdx = —  + C 4. f—  = - i  + C
2 3 x 2 x

5 ‘ г Г х * С

r  K * - £ +C
9 . J s i n x ^  = - c o s x  + C

6. J—  = ln|x| + C

8. \e xdx = e*+ C  

10. |c o s x ^  = sinx  + C

Л r — = J(1 + tg2x)*& = tgx + С ( х * -  + лк , * = 0 ,± 1 ,± 2 ,—) 
cos2 x

j2 r - - r to r  + С (x ^n k , k = 0 ,± 1 ,± 2 ,—) 
sin2 x

13. JtgxA  = -ln |cosx| + С (хФ -^+ лк,  * = 0 ,± 1 ,± 2 ,—)

14. JctgxdEr = ln|sinx| + С (х * лк , к = 0 ,± 1 ,1 2 ,—)
^  J  arctgx + C ]6 f dx _ \ arcsinx + C

1 -  arccosx + C15. J-l + x 2 [-arcctgx + С

17. j
abc 1= —-to 

x* -  a~ 2a
+ C

1 6 .j  

18. J

л / ^ 7
dx r = lnlx + л/х2 ± a 21 + С

Bu jadval, integralning ko'rib o'tilgan xossalari va kelgusida qaraladigan 
integrallash usullaridan foydalanib juda ko'p integrallarni hisoblash mumkin.

XULOSA
Matematik tahlilda hosila bilan bir qatorda yana bir muhim tushuncha integral 

bo'lib hisoblanadi. Hosilasi berilgan Дх) funksiyaga teng bo'lgan 
differensiallanuvchi F(x) funksiya Дх) uchun boshlang'ich funksiya deb ataladi. 
Berilgan funksiya uchun boshlang'ich funksiyalar cheksiz ko'p bo'lib, ular bir- 
biridan faqat o'zgarmas С soniga farq qiladi. Berilgan Дх) funksiya uchun barcha 
boshlang'ich funksiyalar sinfi F(x)+C (C-ixtiyoriy o'zgarmas son) shu 
funksiyaning aniqmas integrali deyiladi. Funksiyaning aniqmas integralini topish 
integrallash amali deyiladi va u differensiallash amaliga teskari bo'ladi. Berilgan 
funksiyaning integralini topish integral xossalari va jadvali yordamida amalga 
oshirilishi mumkin.

Tavanch iboralar

*.Boshlang'ich funksiya * Aniqmas integral * Integral ostidagi funksiya 
Integral ostidagi ifoda * Integrallash o'zgaruvchisi * Aniqmas integralning 

geometrik ma'nosi * Integrallash amali * Integralning chiziqlilik xossasi 
........... 4iL- ’ 1vali

T akrorlash  uchun savollar

Berilgan funksiyaning boshlang'ich funksiyasi deb nimaga aytiladi?



2. Boshlang'ich funksiya qanday xossalarga ega?
3. Berilgan funksiyaning aniqmas integrali qanday ta’riflanadi?
4. Integral ostidagi funksiya deb nimaga aytiladi?
5. Integral ostidagi ifoda deb nimaga aytiladi?
6. Integrallash amali nimani ifodalaydi?
7. Aniqmas integrating geometrik ma’nosi nimadan iborat?
8. Aniqmas integral qanday xossalarga ega?
9. Integrallash va differensiallash amallari o 'zaro qanday bog'langan?
10. Aniqmas integralning chiziqlilik xossasi nimadan iborat?
11. Integral hisoblash natijasini qanday tekshirish mumkin?
12. Darajali funksiyaning aniqmas integrali nimadan iborat?
13. Ko'rsatkichli funksiya qanday integrallamadi?
14. Trigonometrik funksiyalaming integrallarini yozing.

Testlardan nam unaiar

1. Quyidagilardan qaysi biriXx)=lnx uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi? 

A) — ; B) x lnx ; C) x\nx+x ; D) xlnx-x ; E) — In x -  x .
X X

2. Teoremani to'Idiring: Agar F(x) biror Д г) funksiya uchun boshlang'ich
funksiya bo'lsa, unda ixtiyoriy С o'zgarmas soni uchun ....... funksiya ham f(x)
uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi.

A) CF(x) ; B) C-F{x) ; C) C+F\x) ; D )C /F(x); Е )Я(х+С).

3. Agar F\x) biror Дх) funksiya uchun boshlang'ich funksiya bo'lsa, unda 
\f(x )d x  aniqmas integral ta’rif bo'yicha qanday aniqlanadi?

A) CF\x) ; B) C-F(x) ; C) C+F(x) ; D) C/F{x) ; E) F\x+C).

4. Qaysi darajali funksiyaning aniqmas integrali noto'g'ri yozilgan?

A) J-Jxdx = + с ; В) r - L f r  = _I + C ; C ) \ ~ d x  = + С ;
3 x x s/х

D) jVxflbc = — ^  + C ; E )J-< &  = — ^  + C .
4 x x -

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Ushbu aniqmas integrallami hisoblang va olingan natijani differensiallash 
orqali tekshiring:

a) J(x" -  wsin лх + tg(x + n) + ri)dx ; b) {(e"1 -----— + 2л /х -л  + n*)dx;
x + n

С) Я ~ 2 ~ г  +  T T = T )dx ; ^  ------ V +  — 27------S)dx ■x - n  \ x  + П COS ( l +их) sin (n + x)

K2 AT4IQMAS INTEGRALNI HISOBLASH USULLARI.
KVADRAT UCHHADLI AY RIM INTEGRALLARN!

HISOBLASH

,  Yoyish usuli.
• Differensial belgisi ostiga kiritish usuli.
• O'zgaruvchilami almashtirish usulL
• Bo'laklab integrallash usuli.
• Kvadrat uchhadli integrallami hisoblash.

Oldingi boblarda differensiallanuvchi har qanday elementar funksiyaning 
hosilasini hosnalar jadvali va differensiallash qoidalari yordamida topish mumkin 
ekanligini ko'rib o'tgan edik. Bunda elementar funksiyaning hosilasi yana 
elem entar funksiyadan iborat bo'ladi. Endi berilgan funksiyani integrallash 
masalasiga kelsak, vaziyat ancha murakkab bo'ladi. Bunda berilgan elementar 
funksiya'uchun boshlang'ich funksiya (aniqmas integral) mavjudligini aniqlash bir 
masala bo'lib (bu masala yechimi keyinroq keltiriladi), integral mavjudligi 
ma'lum taqdirda uni hisoblash ancha qiyin muammo bo'ladi. Bundan tashqari bir 
qator elementar funksiyalaming aniqmas integrali elementar funksiyalar orqali 
ifodalanmaydi. Masalan,

/, =\e~x d x , I 2 = \cosx2dx, / 3 = J ^ - ( x > 0 , x # l ) ,  IA= \—̂— dx

kabi integrallar mavjud, ammo elementar funksiya bo'lmaydi. Bu integrallar bilan 
aniqlanadigan funksiyalar maxsus funksiyalar deb ataladi va ular turli amaliy 
masalalami yechishda qo'IIaniladi. Masalan, I\ orqali aniqlanadigan maxsus 
funksiya Puasson (farang olimi, 1781 - 1840) integrali deb ataladi va ehtimolliklar 
nazariyasida, diffuziya va issiqlik o'tkazish masalasini o'rganishda keng 
qo'IIaniladi. I2 Frenel (farang fizigi va matematigi, 1788 - 1827) integrali deyiladi 
va optika masalalarini yechishda juda ko 'p  qo'IIaniladi. /3 va U mos ravishda 
integral logarifm va integral sinus deb ataladi.

Shunday qilib, aniqmas integralni hisoblashning umumiy usuli mavjud 
bo'lmasdan, har bir integral o 'ziga xos bir usulda topilishi mumkin. Ammo 
ma’lum bir hollar uchun integralni hisoblash usullari ishlab chiqilgan va ular bilan 
tanishishga o'tamiz.

2.1. Yoyish usuli. Bu usulda dastlab berilgan integral ostidagi murakkabroq 
Ax) funksiya soddaroq (masalan, integrallari bevosita jadval orqali topiladigan)
Л(дг) (^=1,2......n) funksiyalaming chiziqli kombinatsiyasiga yoyiladi. So'ngra bu
thiziqli yoyilma integrali oldingi paragrafda ko'rilgan integralning chiziqlilik 
xossalaridan foydalanilib hisoblanadi. Bu usulni matematik ko'rinishda 
quyidagicha ifodalash mumkin:

!f(x )d x  = J K / ,  (x) + A2f 2(x) + • • ■ + Aj„(x)]dx  =

= Ai\A(x)dx+A2\ f 2(x)dx+---+ An\ f n(x)dx
Misol sifatida bu usulda quyidagi integrallami hisoblaymiz:



r 7 x - 5 x  +1 f 7 1 ^dx rt , t dx \ -------- 5------ <& = / ( — 5 н y)dx = 7 f------ 5jdx + j —  =

= 7 ln|x| -  5x -  — + С ;

f 2 . r sin2x r l — cos2x , r . Jtg xdx = J— -~dx= J------------ *  = J(- -!)<& =

= J— — <Лг-J = tg x - x  + C ;

dx f 1 r 1 1 и  1 rf dx r dx
j -  ■— v * = - f r — )=2a x - a  x+ a 2a x - a  'x + a  

x - a= —  [ln|x -  o) -  ln|x + o|] + С = — In 
2a 2a x + a

+ C.

Bu asosiy integrallar jadvalidagi 17-integral ekanligini eslatib o'tamiz.
2.2. Differensial belgisi ostiga kiritish usuli. Bu usul aniqmas 

integrating ushbu invariantlik xossasi orqali amalga oshiriladi:
\ fix )d x  = F(x) + C=> jf(u )d u  = F(u) + C. (2)

Bu tenglik differensialning invariantlik xossasidan [VII bob,§4, (5)] kelib 
chiqadi va unda u=u(x) ixtiyoriy differentsiallanuvchi funksiyani ifodalaydi. 
Shunday qilib, integrallash o'zgaruvchisi x biror differentsiallanuvchi u=u(x) 
funksiya bilan almashtirilsa, integral javobida ham x o‘miga u=u(x) funksiya 
qo'yiladi.

Ko‘p hollarda bu usulni qo'llash uchun dastlab integral ostidagi 
funksiyaning bir qismi differensial ostiga kiritiladi va integral kerakli ko'rinishga 
keltiriladi. Misol sifatida quyidagi integrallami hisoblaymiz.

2 | 2

> {lnxt/lnx = (H = lnx) = Jw<i2/ = ^ -  + C = ~ ^  + C •

> J(x + 4 ) " dx = J(x + 4)w d(x  + 4) = (m = x + 4) =
(x + 4)"

= fu”du = —  + C=! 
J 100 100

- + C.

Bu yerda dx=d(x+4) ekanligidan foydalandik.
v, f , , fsinx£& , - d  cosx> ]tgxdx = j -----—  = J----------- = (m = cosx) =

cosx cosx

= - J —  = -ln|M| + C = -ln |cosx | + C .

Bu asosiy integrallar jadvalidagi 13-integral javobining isbotini ifodalaydi.
Bu usul yordamida quyidagi ko'rinishdagi integrallami ham hisoblash 

mumkin:

2.3. 0 ‘ z g a r u v c h i i a r n i  alm ashtirish u s u li.  Bu usulda berilgan \ f(x )d x
“eski” x o'zgaruvchidan “yangi" t o'zgaruvchiga biror x=(p(f)

l,T . orqali o‘tamiz. Bunda cp{f) funksiya almashtirma deb ataladi va u
j  r p n s i a l l a n u v c h i ,  hosilasi uzluksiz hamda teskari funksiyasi t=<p _1(x) mavjud diiteren*
deb olinadi. Bu holda

\f(x )d x  = \f[<p(t)]d<p(t) =\f[<p(t)]<p'(t)dt (3)
tenglik (o'zgarmas son aniqligida) o'rinli bo'ladi. Bunda tenglikning o'ng 
t o m o n id a g i  integral hisoblangandan keyin, t o'zgaruvchi o 'm iga t=<p~\x) qo'yilib, 
berilgan integral javobi olinadi.

Yuqoridagi (3) tenglikni o'rinli ekanligini isbotlash uchun uning har ikki 
tomonining hosilalari o'zaro teng ekanligi ko'rsatish kifoya. Bunda, oldingi 
paragrafda ko'rsatilgan aniqmas integrating I xossasiga asosan, chap tomondagi 
integral hosilasi integral ostidagi fix) funksiyaga teng bo'ladi. O 'ng tomondagi 
integralda t=(p _1(x) bo'lgani uchun u x o'zgaruvchining murakkab funksiyasi 
bo'ladi. Shu sababli murakkab funksiyani differensiallash qoidasi va teskari 
funksiya hosilasi formulasiga asosan

(J Л «К0] ■ <pV)dt)'x =(\A<P(t)\ ■ V’«)dt)’, ■ £  =

=■/[?(')] ■ <pV )  • [ cp-' (jc)]'= /[<?(/)] • q>\t) ■ - A - = m . t ) ] =m
(p(o

natijani olamiz. Demak, haqiqatan (3) tenglikning ikkala tomoni bir xil fix) 
hosilaga ega va shu sababli u o'rinlidir.

Berilgan integralni (3) tenglik yordamida hisoblash o'zgaruvchilarni 
almashtirish usuli deb ataladi. Agar (3) tenglikda /  [<f{t)\-(p '(t)=g(t) deb 
beigilasak, unda o'zgaruvchilarni almashtirish usulida fix) funksiyani integrallash 
masalasi g(t) funksiyani integrallash masalasiga keladi. Ayrim hollarda x=<p(t) 
yoki t=cp - ‘(x) almashtirmani shunday tanlash mumkinki, g(t) funksiya oson 
integrallamadi. Bu almashtirmani tanlash berilgan integral ko'rinishiga qarab 
amalga oshiriladi va integral hisoblovchini mahorati va tajribasiga bog'liq bo'ladi. 

O'zgaruvchilarni almashtirish usuliga misol sifatida ushbu integrallami
hisoblaymiz. . ______ _________ '

Л '
I-

dx
:Vx + 4

л/х + 4 = t, x + 4 = t 

x - t 2 -  4, dx = 2tdt

dt
= 2Ь - Т 7  = 2 —Г  - 2 2-2

dx
-= (a*  0) =

x = a t , t= x /a ,  
dx = d(at) = adt = J- adt

1 r dt 1 _ 1 x „= — I -=---- = — arctgr + С = — arctg — + С .
a t +1 a a a

Xuddi shunday tarzda



dx

V a2
= arcsin — + C

ekanligini ko'rsatish mumkin. Bu natijalar asosiy integrallar jadvaldagi 15-ig 
integrallami umumlashtiradi.

2.4. Bo‘laklab integrallash usuli. Faraz qilaylik, u=u(x) va v=v(x) 
funksiyalar differentsiallanuvchi funksiyalar bo'Isin. Bu funksiyalar 
ko'paytmasining differentsialini yozamiz:

d(uv) = vdu + udv .
Bu yerdan

udv = dfuv ) -  vdu
tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini hadma-had integrallab 
quyidagi natijani hosil qilamiz:

judv= jd ( u v ) -  jvdu.
Bu yerdan, integralning oldingi paragrafda ko'rsatilgan IV xossasiga asosan, 
ushbu formulaga ega bo'lamiz:

judv= uv -  jvdu . (4)
Bu natija bo'laklab integrallash formulasi deyiladi. Ayrim hollarda (4) 
formulaning chap tomonidagi integralni hisoblash murakkab, o'ng tomondagi 
integral esa osonroq hisoblanadi.

Demak, berilgan \f{x )d x  integralm (4) formula orqali bo'laklab 
integrallash usulida hisoblash quyidagi algoritm asosida amalga oshirilishi 
mumkin:

❖ Integral ostidagi fix)dx ifodani ikki bo'lakka ajratamiz;
*> Hosil bo'lgan bo'laklardan dx qatnashganini dv , ikkinchisini esa и 

orqali belgilaymiz;
*> Hosil qilingan dv differensial bo'yicha biror v boshlang'ich funksiyani 

topamiz. Buning uchun v = jdv  aniqmas integralni hisoblab, unda ixtiyoriy С 
o'zgarmas sonni C=0 deb olish mumkin;

♦♦♦ Hosil qilingan и funksiya bo'yicha du differensialni hisoblaymiz;
❖ (4) tenglikni o'ng tomonidagi jvdu integralni hisoblaymiz;
♦> Berilgan jf(x )d x  = judv integralni (4) tenglikning o 'ng tomoni orqali 

topamiz.
Bunda J(x)dx=udv bo'laklashda и va dv shunday tanlanishi kerakki, (4) 

formuladagi jvdu jadval integrali yoki hisoblanishi osonroq bo'lgan integraldan 
iborat bo'Isin.

Bo'laklab integrallash usuliga misol sifatida fxe*dx integralni hisoblaymiz. 
Bunda ikki holni qaraymiz.

1-hol. Integral ostidagi xedx  ifodani u=ex, dv=xdx ko'rinishda bo'laklaymiz. 
Bu holda

r 2
du = dex = (ex)'dx = ex d x , v = jdv=jxdx = ~  +C 

bo'lgani uchun, C=0 deb, (4) formuladan

jxexdx = —  ex - - j x 2exdx 
1 2 2

1'kka kelamiz. Ammo bunda hosil bo'lgan o'ng tomondagi integral berilgan 
te”egralga nisbatan murakkabroq ko'rinishga ega. Demak, bunday bo'laklash
maqsadga muvofiq emas.

2-hoI. Bu holda u=x, dv=exdx deb olamiz. Bunda
du = d x , v = J dv =jexdx = ex + С 

bo 'lad i Bu yerda C=0 deb va (4) formuladan foydalanib, berilgan integralni 
quyidagicha oson hisoblaymiz:

jxe 'd x  = xex - j e xdx = xex -  ex + С = (x -  l)ex + С .
Ayrim integrallami hisoblash uchun bo'laklab integrallash formulasini bir 

necha marta qo'llashga to 'g 'ri keladi. Bunga misol sifatida ushbu integralni
qaraymiz:

u = x1, A' = sinxaEr, 

du = 2xdx, v = Jsinxr& = -c o sx  
u = x, dv = cosxdx, 1 2 

= —- • ‘
d u -d x ,  v = Jcosxt& = sinx

= - x 2 cosx + 2(xsinx + cosx) + С .
Shunday qilib, bu yerda (4) bo'laklab integrallash formulasidan ikki marta 

foydalandik.
Izoh: Yuqoridagidek mulohaza yuritib, }x” sinxatc , w=l,2,3, ... , integral 

bo'laklab integrallash formulasini n marta qo'llash orqali hisoblanishini ko'rish 
mumkin.

Ba’zi integrallami hisoblash uchun dastlab bo'laklab integrallash orqali 
ularga nisbatan tenglama hosil qilinib, so'ngra bu tenglamani yechib ko'zlangan

maqsadga erishiladi. Misol sifatida /  = j-y/l- x 2dx integralni hisoblaymiz.

Jx2sinx<ft = = - x 2 cos x + 2 J x cos xdx = 

= x1 cosx + 2(xsin x -  Jsin xdx) =

I  = j y l l - x 2dx =
M = V l - x 2 dv = dx,

du = — xdx 

л/l — x2

=хл/ 1 - x 2 + J
x Ldx

V TT7г

= хл/ l - x 2 -  J ̂  dx =хл/Г- x2 -  J 'J l - x 2dx + j
л/ 1 - x 2

dx

= хл/ 1 - x 2 -7 + arcsmx + C .
Shunday qilib izlanayotgan I integral uchun

/  = xV l- x 2 - /  + arcsinx + С = > 2/ = хл/1 - x 2 + arcsinx + С 
chiziqli tenglamani hosil qildik. Bu tenglamani yechib,

/л/ l - x 2 <& = /=■

^ ija g a  erishamiz.
Bo laklab integrallash usulida

г-л/ l - x 2 + arcsinx + C



Jx n cosaxdx, jx"  sinaxdx, /V a 2 - x 2dx, \ x naxdx, Jx" Inxdx, 
je ax cos bxdx, \eax s'm bxdx, Jx ” arccosx<£t, Jx ”arctgxa!x, {sin In x *  

va shularga o‘xshash integrallami hisoblash mumkin.
2.5. K vadrat uchhadli in tegrallam i hisoblash. Endi kvadrat uchhad 

qatnashgan ayrim aniqmas integrallami hisoblash masalasini ko'rib chiqamiz. 
Dastlab ushbu integrallami qaraymiz:

1 , - 1 - Л — . •
ax +bx + c V ax +bx + c

A w alo maxrajdagi kvadrat uchhaddan to 'liq kvadratni ajratib olamiz:

ax + bx+ с --

Bu yerda

Г 2 * c l
I X +  — X +  - = a
L a a_

^ + 2 A x + (A ) 2 + £ _ (A )
2 a 2 a a 2a

= a |(x  + — ) - ( — — ) 
4 a a

± k z =

2 a 

b2

( * + f > 2 ± « 22a

с b - 4 ac D 
^ ~ 4 ?4 a a 4a

belgilash kiritilgan. Bunda, agar kvadrat uchhad diskriminanti D=b2-4ac>0 , ya'ni 
uning ildizlari haqiqiy sonlar bo'lsa, fc2 manfiy ishora bilan; D<0 bo'lsa kr musbat 
ishora bilan olinadi. Ikkala holda ham k£0 bo'lishini ta’kidlab o'tamiz. D=0 holni 
keyinchalik ko'ramiz.

Yuqoridagi tenglik asosida Ix integralni o'zgaruvchilami almashtirish 
usulida quyidagi ko'rinishga keltiramiz:

dx
/ l = H r  .ax +bx + с a- ± l

dx

(x + ^ - ) 2 ±K2 
2 a dt = d(x + — ) = dx 

2 a
Bu tenglikning o 'ng tomonida jadval integrali turibdi va

t = x +
2a _ 1 , dt 

~ a t2 ± k2

dt
-  T arctgT  + c  » \

dt 1 ,
-=----- z- = — m
t2 - k 2 2k

t - k
t + k

+ C

ekanligini eslatib o'tamiz.
Bu ko'rinishdagi integrallami hisoblashga misollar keltiramiz.

1. f____* ___ = f_____Ф  ..
x 2 +2x + 5 (x + l)2 +22

t = X + l, 
dt -  dx

= J dt 1 t 1 x + l
,  = —arctg— + С = —arctg----- - + C .

t +2  2 2 2 2

2- J
dx

:= f:
dx

x —6x —7 ( х - З У - 4 2
t = x -  3, 
dt = dx t2 - 4 2

= -\n
t — 4 
t + 4

+ C = - ln x - 7
x + l

+ C .

Endi D^O bo'lgan holni qaraymiz. Bu holda A=0 va
b

dx dx

ax +bx + с a (x + _ ) 2 
2a

t= x  + - ,
2a

dt = d{x + — ) = dx 
2a

= l f — = - — + C = ______ L ___
a t2 at a(x + b/2a)

+ C = —
2 ax + b

+ C

natijaga ega bo'lamiz.
Xuddi shunday tarzda a>0 va k£0 bo' Iganda

I2 -  J
dx

- U
dx

yj ax2 +bx + c 4a
,(х+Ъг±к1

t - x  + -
2 a

dt = dx

- - И
dt

T *  1 2 2 = - H ' W ' 2 ± * 2 l + C  =  
V a  \ t  ± k  *  1 1

=-J=h
■Ja

a>0 va A=0 bo'lganda esa

I2 - \

X +  —  +  J(x  +  —  )2 +  к2 
2 a V 2 a

+ C ,

dx

V ax2 +bx + c 4a

dx

b
x + —  

2 a
4a 2 a

+ C

natijalarni olamiz. 
Masalan, 
r dx

t = x - 2 ,  
dt = dx

л/2х2 - 8 х  + 9 ^2  Vx2 - 4 x  + 9 /2  ^ 2  2) 2 + 1 /2  

■ = 4 = ln |f  + J t2 + (VTT2)21 + С =
^ 2  ^ 2 +(VTT2)2 >/2

= ̂ l n | x - 2 + ^ ( x - 2 ) 2 +(>/r72)2J + C = - ^ l n |x - 2  + Vx2 - 4 x  + 9 /2 | + C .

Endi a<0 holni ko'ramiz. Bu holda kvadrat uchhad diskriminanti £» 0  deb 
0 ishimiz kerak, chunki aks holda barcha nuqtalarda ax2+6x+c<0 va h  integral 
ostidagi funksiya aniqlanmagan bo'ladi. Bu shartda



h = \
dx

yjax2 +bx + c 7 Н

dx

si-
dt

V R  л /к 2 - t 2
1 ■ 1 n  1farcsm — + C = -==arcsin

к M  2ak

2 a
dt = dx 

2 ax + b

Endi umumiyroq ko'rinishdagi quyidagi integrallami qaraymiz:

-dx.

+ C.

, Ax + B . Ax + В 
h = \ — — -------dx, IA=i-

ax2 +bx + c Jax2 +bx + c 
Oldin /3 integralni hisoblash yo'lini ko'rsatamiz:

A
Ax + B

ax2 +bx + c
dx = f

A h
(2 ax+b) + ( B - ^ )

2 a  2 о _ л  =

ax2 +bx +c
_ A r (2ax + b)dx [ (D__1 ,  cfr _ Л . (2ax + b)dx (R _A _

2a ax2 +bx + c 2a ax2 +bx +с 2a ax" +bx + c 2a 1
A t d(ax2 +bx + c) A . , A ,  1 2 1 , A

= — J----- 2— 7-------- + (5 - r - )  А = —  Щах2 + bx + A + (B ------ ) • / , .
2 a ax +bx +с 2a 2a ' I 2a

Bu yerda I\ yuqorida ko'rib o'tilgan integraldir va uni hisoblashni bilamiz.
Misol sifatida ushbu integralni qaraymiz:

3 x - l
x 2 — 4x + 8

A = J- f  2
- ( 2 x - 4 )  + 5

x 2 -  4x + 8
dx

d x ^ i
3 . ( 2 x - 4  )dx
2 x 2 -  4x + 8 x2 —4x +

+ 5 J-

. 3 f< (̂x - 4 x  + 8) f Л  3 , 1 2 „1 5 x - 2  „
— 5--------------+ 5J----------5----- 9 = Z^n F  - 4 x  + 8 + -a rc tg ------ + C.

2 x - 4 x  + 8 ( x - 2 )  +2 2 I I 2 5 2
/4 integral ham shu kabi hisoblanadi:

Ax + B
w -

/ OX + fex + с

,  Л f<i(ax + 6x + c) Л r
Л  = W  / ,  + -  — ) 12=

2a yjax"+bx+c  2a

~ — 4 ^ 2 ~+bx + c  + ( B — —  ) / 2 .
2a

B uyerdagi/2 integralni hisoblash usuli yuqorida ko'rsatilgan edi. 
/4 ko'rinishdagi integralni hisoblashga misol keltiramiz:

. 5 - 3  *  j ( 2 - 4 ) - 7
=cbc=J-*, dx =

л/х2 + 4x  + 10 tJ(x + 2)2 +6  

= 5 л/х2 + 4x  + 10 -  7 ln|x + 2 + л/х2 + 4х  + ю | + С .

XULOSA
Differensiallash amaliga nisbatan integrallash amali ancha m u r a k k a b d i r .  

ayrim elementar funksiyalarning aniqmas integrallari elementar funksiyalar

• f  da mavjud bo'lmasdan. ular maxsus (noelementar) funksiyalar orqali 
f , ianadi Bundan tashqari ixtiyoriy aniqmas integralni hisoblashga imkon 
* radiaan universal, umumiy usul mavjud emas. Shu sababli faqat ayrim , ma’lum 
bir xususiy at larga ega bo'lgan, aniqmas integrallami hisoblash usullarini ko'rsatish 
mumkin. Ularga yoyish, differensial ostiga kiritish, o'zgaruvchilami almashtirish 
^  bo'laklab integrallash usullari kiradi.

K o'rsatilgan usullardan foydalanib kvadrat uchhad qatnashgan ayrim aniqmas 
integrallami hisoblash mumkin.

Tayanch iboralar

Yoyish usuli * Differensial ostiga kiritish usuli * O'zgaruvchilami almashtirish 
usuli * Bo'laklab integrallash usuli * Kvadrat uchhadli integrallar_______________

Takrorlash uchun savollar

1. Elementar funksiyalarning integrali har doim ham elementar funksiyadan 
iborat bo' ladimi?

2. Elementar funksiyalar orqali ifodalanmaydigan integrallarga misol 
keltiring.

3. Yoyish usulida integral qanday hisoblanadi?
4. Integralni yoyish usulida hisoblashga misol keltiring.
5. Differensial ostiga kiritish usulining mohiyati nimadan iborat?
6 . Differensial ostiga kiritish usulining tatbig'iga misol ko'rsating.
7. O'zgaruvchilami almashtirish usuli nimadan iborat?
8. Almashtirma deb nimaga aytiladi?
9. Aniqmas integralni o'zgaruvchilami almashtirish usulida hisoblashga doir 

misol keltiring.
10.Bo'laklab integrallash formulasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
11.Bo'laklab integrallashda qanday hollar bo'Iishi mumkin?
12.Qanday ko'rinishdagi aniqmas integrallami bo'laklab integrallash usulida 

hisoblash mumkin?
13.Kvadrat uchhadli I\ integral qanday ko'rinishda bo'ladi?
14.Kvadrat uchhadli I\ integral qanday hisoblanadi?
15.Kvadrat uchhad qatnashgan I2 integral qanday ko'rinishga ega?
16.Kvadrat uchhad qatnashgan I2 integral qanday hisoblanadi?
17.Kvadrat uchhadli / 3  integral qanday hisoblanadi?
18.Kvadrat uchhad qatnashgan 14 integral qanday qilib I2 integral ko'rinishiga 

keltiriladi?
19. Kvadrat uchhadli integrallar qanday funksiyalar orqali ifodalanadi?

Testlardan nam unalar

1 ■ Aniqmas integralni hisoblashning qaysi usuli mavjud emas? 
A) ko'paytirish usuli; B) o'zgaruvchini almashtirish usuli;



С) differensial ostiga kiritish usuli; D) yoyish usuli;
E) bo'laklab integrallash usuli.

2- I
2.x — 3x + 5
---------------- dx integralni yoyish usulida hisoblang.

x
3 5  „  ....................... 5 „  _  „ 3 5

A) 2 —  + -T  + C; В) 2х-31пЫ  + 4 -  + С ; C )2 x - ~ — — + C - 
X X Xz x Зх3

D) 2 x - 3 1 n |x |- -  + C ; E) 2* + - L - - + C .
* x2 x

3- l f(x )d x  aniqmas integralda x=tp(0 almashtirma bajarilganda u qanday 
ko'rinishga keladi?

A) J f(q>(t))<p(t)dt; B) J f(t)<p'(t)dt ; C) J f(<p(t))dt ;

D)\f(cp(t))(p\t)df, E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

4- \
x  dx

integral qaysi almashtirma orqali jadval integraliga keltiriladi?

A) t=x2 ; B) t=x3 ; C) t=x* ; D) t=x5 ; E) t=x

5. Qaysi tenglik bo'laklab integrallash usulini ifodalaydi?
A) \ f(x)dx  =\udv = u v - \v d u \  B) \ f  {x)dx = \ f  (<p(t))q>'(t)dt;

C) jf(x )d x  = jY ,a kf k(x)dx= Y.ak\ f k (x)dx', D) \ f(x )d x  = F(x) + C;
*=1 k=\

E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

6. f x 2 In xdx integralni hisoblash uchun integral ostidagi ifodani qanday 
bo‘laklash kerak?

A) u=x. dv=xlnxdx ; B) u=x2, dv=lnxdx ; C) u=Inx, dv=x2dx ;
D) u=x\nx, dv=xdx ; E) u=x2\nx, dv=dx.

Mustaqil ish topshirialari
x 2" — 1

1. J(tg2nx + ---- -— )dx aniqmas integralni yoyish usulida hisoblang:
x

2. Ushbu aniqmas integralni invariantlik xossasidan foydalanib hisoblang:
Гг • 2 1пЛ( х + я ) .  ,J[sin rvccosnx +---- ------- -\dx ;

x  + n
3. Ushbu aniqmas integralni o'zgaruvchilarni almashtirish usulida hisoblang:

J- x n~ldx

4 7 ^  ’
4. Ushbu aniqmas integralni bo'Iaklab integrallash usulida hisoblang: 

\x"  lnraratc .

§3- RATSIONAL KASRLAR VA ULARNI INTEGRALLASH

. Ratsional funksiyalar.
• Eng sodda ratsional funksiyalar va ularni integrallash.
• Kompleks sonlar haqida tushunchalar.
• Ratsional funksiyalami integrallash.

Oldingi paragrafda har qanday elementar funksiya integrali yana elementar 
fiinksiyadan iborat bo'lishi shart emas ekanligini misollarda ko'rsatgan edik. Shu 
sababli qanday elementar funksiyalaming integrallari elementar funksiyalar orqali 
ifodalanishini, ya’ni elementar funksiyalarda integrallanuvchi funksiyalar sinflarini 
aniqlash masalasi paydo bo'ladi. Ushbu paragrafda bunday funksiyalaming muhim 
bir sinfrni qisqacha ko'rib o'tamiz.

3.1. Ratsional funksiyalar. M a’lum ki,
P„(x)=anxrl + йи-рс”"1 + a ^ 2x"~2 +... a,x + a0 (а„Ф0) (1)

ko'rinishdagi funksiya ko'phad deyiladi. Bunda a„, a*.b a ^2, ■■■, aita0 o'zgarmas 
sonlar bo'lib, ular ko'phadning koeffitsiyentlari, n esa ko'phadning darajasi deb 
ataladi.

Masalan, P3(x)=5x3 -x2 +2x+4 -  Ш darajali, P2(x)=3x2 -5x+2 -  П darajali, 
P](x)= 8.T+3 - 1 darajali ko'phadlardir.

Izoh: Har qanday o'zgarmas funksiyani P0(x)=au -  0-darajali ko'phad deb 
qarash mumkin.

1-TA ’RIF: Ikkita ko'phad nisbatidan iborat funksiya ratsional kasr yoki 
ratsional funksiya  deyiladi.

Odatda ratsional kasr R(x) kabi belgilanadi va, ta’rifga asosan,

ko'rinishda bo'ladi. 
Masalan,

/?(*) = ^  + + "• + ^ix + b° (2) 
Pn(x) anx" +an_ixn~' +... + axx + a0

3 x - S 4x + x - 3  6x + 5x + 9x -  3
x z - 2 x  + l  5x2 - 3 x +\ 5x - 3x + 1

ratsional kasrlardir.
Izoh: Har qanday Qm(x) ko'phadni maxraji P q (x )=  1 bo'lgan ratsional 

kasr kabi qarash mumkin va shu nuqtai nazardan ko'phadlar ba’zan butun 
funksiyalar deb ataladi.

Ma'lumki, m/n oddiy (sonli) kasrda maxraj suratdan katta, ya’ni n>m 
®o Isa, bu kasr to 'g 'ri, n<m holda esa noto 'g’ri kasr deyiladi. Bu tushuncha 
ratsional kasrlar uchun quyidagicha kiritiladi. 

t 2-PA ’RIF- Agar (2) ratsional kasrda maxrajning darajasi ri>m bo'lsa, u
0 8 ri. n<m holda esa noto'g'ri ratsional kasr deb aytiladi.

Masalan,
„2

R(x) 3x4 - x J + 2 x ^ -5 x  + l 
x6 +2x4 +3x2 + 7



to ‘g ‘ri, гГ: ' • A ?/ {• - «  , . 'О Т "-. 1 l |

„  . . 2x3 -  3x2 + 4x -  5 о , \ 2x5 -  3x3 + x + 5
* l(* )=  3 .  2 ,  2 0 0 =  з--------------------xJ + 2 x z - 4 x  + lxJ + x  - 6 x  + l 

noto'g'ri ratsional kasrlar bo'ladi.
Har qanday noto'g'ri m/n (m>n) oddiy kasmi 

m r
— = * + —, k e Z , r< n  
n n

ko'rinishda, ya’ni butun son va to 'g 'ri kasr yig'indisi kabi ifodalash mumkin. 
Xuddi shunday tasdiq noto'g'ri ratsional kasrlar uchun ham o'rinli bo'ladi, ya’ni 
ular uchun ushbu tenglikni hosil qilish mumkin:

+ r< n . (3)
p„(x) p„(x)

Bunda LnJ^x) va G^x) ko'rsatilgan tartibli ko'phadlar bo'ladi.
Demak, har doim noto'g'ri ratsional kasmi ko'phad (butun funksiya) va 

to 'g 'ri ratsional kasr yig'indisi kabi ifodalash mumkin.
Masalan,

ч 2x4 -  3x3 +1 
* « = — — —  x + x - 2

noto'g'ri ratsional kasr suratini maxrajiga ustun usulida bo'lib, uni 
2 ^ ^ ± l e 2 x 2 . 5 r  + 9 + ̂ ± 19

x + x - 2  x + x - 2
ko'rinishga keltira olamiz.

Har qanday ko'phad darajali funksiyalarning algebraik yig'indisi sifatida 
oson integrallamadi va uning integrali yana ko'phaddan iborat, ya’ni elementar 
funksiya bo'ladi. Demak, (3) tenglikka asosan, har qanday ratsional kasmi 
integrallash masalasi to 'g 'ri ratsional kasmi integrallash masalasiga olib keladi. 
Shu sababli kelgusida faqat to 'g 'ri ratsional kasrlami integrallash bilan 
shug'ullanamiz.

3.2. Eng sodda ratsional funksiyalar va ularni integrallash. Quyidagi 
ko'rinishdagi to 'g 'ri ratsional kasrlami qaraymiz:

I. Л ,(х) = —  , П. R„(x) = - A
x - a  

Ax + B
III .R,j,(x) =

x" + px + q
, i v . / ы * )  =

(*-<*)* ’ 
Ax+B

(x2 +px + q)k
Bunda A, B, a, p, ^-haqiqiy sonlar, £=2,3,4, ...., va x2+px+q kvadrat uchhad 

haqiqiy ildizlarga ega emas, ya’ni uning diskriminanti D=p2 -  4q<0 deb olinadi.
3-TA ’RIF: Yuqorida kiritilgan R\(x) -  Rjv{x) mos ravishda I-IV tur eng 

sodda ratsional kasrlar deb ataladi.
Eng sodda ratsional kasrlami integrallash masalasini qaraymiz.

I va II turdagi oddiy kasrlami integrallash jadval integrallariga oson 
keltiriladi:

\R,(x)dx =\ A<̂ - = A \ ^ ——— = yfln |x -a | + C ; 
1 x - a  x - a

A dx.
J R„ (x)dx =J--------— = A \(x -  a)~K d(x -  a) =

— r + C , k = 2,3,4,-K-l
- а с  +1  ( l - / c ) ( x - a ) *

П1 turdagi eng sodda /?шМ ratsional kasrning integralini hisoblash usuli 
oldingi paragrafda (h  integral) ko'rilgan edi. Shunday bo'lsada, bayonimizni 
t o ' l i q  bo'Iishi va hisoblashlarni so'ngi nuqtasigacha yetkazish maqsadida , bu 
usulni biz qarayotgan

p 2 -4 q  <0=> q - ^ -  = <J2 >0 

hoi uchun yana bir marta eslatamiz:

\R lu{x)dx =J
Ax + B ~ (2 x  + p )~  “  + В 

dx = J.3— ,--------- 2
x + px + q

dx =

A , (2x + p)dx 
~ 2 i ^ ~

x + px + q 
dx+ ( f i - i £ ) J -

x + px + q 2 x + px + q

x2 + px + q = t 
(2x + p)dx = dt

dx
x ‘ + px + q

2

= — lnlx2 +px + d - ( f i -  —  •)■ — arctg-----— + С .
2 1 1 2 о  a

Endi IV turdagi eng sodda /fjv(x) kasrning integralini hisoblaymiz:

A-\2x + p) + B - ^
\R,y(x)dx =\ ■ Ax+B  = 

(x +px + q y (x2 + px + q)k
-dx =

(2x + p)dx Ap , J (-x + 2 ) A
2 ( P I ----------- * « - — )I------- Г

Bu yerdagi

2 (x2 + px + q)k 2 [(x+ P) 2 + a 2 ]t  2 2
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h = \
(2x + p)dx 

(x2 + px + q)k
, к = 2 ,3 ,4 ,-

Л = 1
d{X + 2 ) I P- -------- 2-------, a  = J q - ~  , к = 2,3,4,■■■

[(x + E f + a i f

integrallami hisoblaymiz:

, f (2  x+ p)dx
7* - 1 7 1(x + px + q)

+ C = -

x + px + q = t 
(2x + /?)<& = dt 

1

Г dt
- ' 7 -

(1 -kX x  + px + q) r r + c ;

J k = \
[ ( * + ^ ) 2 +<r2)*

1 , t2 +(T2 - t z

t - x  + —, 
2

dt = dx
-J (Г  + cr2)*

dt t dt1 r I ^  — I , 1 «• 1Л1 I f
~  J , ,2  . 2 \П J „ 2  , „ 2 лк - \  / , 2  , ^ .2 ч *

cr ( /  +С Г ) <J ( /  +С Г J СГ (Г +CT )

Bu tenglikdagi oxirgi integralga boMaklab integrallash formulasini 
qoMlaymiz. Buning uchun integral ostidagi ifodani

tdtu — t ,  dv = — ------T-r
( Г +CT2)*

ko'rinishda bo'laklaymiz. Bu holda du=dt va
-  f -x.. г ^ t  1 {d(t2 +<72) 1

\ t 2 +cr2)k 2 (t2 + cr2)k 2(1 - k)(t2 + cr2)*-1 
bo'lgani uchun , boMaklab integrallash formulasiga asosan, ushbu tenglikni hosil 
qilamiz:

t dt I dt
(t2 + a 2)k 2(1 -  k){t2 + a 2)k 1 2(1 — Л:)J (r2 + < t 2 )*  1 

Natijada Jk integralni hisoblash uchun
1 dt 1 t dt

J> ^ V + a 2) * '1 <r2 , ( ,2 + <r2)* 
dt t

a 2 V + c t 2)*-' ~Г 2(k - l ) a 2(t2 + С 2)*-1 2(A: -  l)cr2 ^ ( /2 + cr2)*- '

1

2(A - 1)<t
,  * , k . + (2* -  3)J , d\  . ,

(f +<r ) (/ +СГ )
formulani hosil etamiz. Bu yerdan Л  integralni hisoblash uchun ushbu

dt
J k ~ \ t 2 + o 2)k 2 ( А - 1)ст2 [(Г  +cr2)k

т  + (2*-.3)У*_1] (4)

nt formula o‘rinli ekanligini ko'ramiz. Bu rekkurent formula bo'yicha Jk 
l i i  hisoblash xuddi shu ko'rinishdagi, ammo к parametrining qiymati 

kichik bo'lgan Л -i integralni hisoblashga olib keladi. O 'z  navbatida J*_ibittaga
teeralni hisoblash Jk.2 integralga keitiriladi va bu jarayon quyidagi Jx jadval 

inteorali hosil bo'lguncha davom ettiriladi:
. , dt 1

a  a
Jk integral uchun hosil qilingan ifodaga t va о o 'm iga ulaming

f l  
4

= x + ^ ,  cr = J q -

qjymatlarini qo'yib, bu integral javobini topamiz.
Misol sifatida IV turdagi ratsional kasrning ushbu integralini hisoblaymiz:

. . . .  i ( 2 x  + 2 ) - 2  
( х - 1 ) Л ____r 2 J x _

l - l -J :(x2 + 2x + 3)2 J (x2 + 2 x  + 3)2

1

_ 1 . (2x + 2)dx 2 , 
2 (x2 + 2x + 3)2

- 2 1  *

dx

(x2 + 2x + 3) 22 (x2 + 2x + 3)
Bunda J2 quyidagi integralni ifodalaydi: 

dx r dx

(x + 2x + 3)
1 1 
2 (x2 + 2x + 3)

- 2 J 2 . (5)

J 2 -  J - J :

dt
(x2 + 2x + 3)2 J [(x + 1) 2 

1 rt2 + 2 - t 2 , 1 . dt

■ 2]

V = x +1,
dt = dx

2 ^ ( , 2 + 2 )2 ^  2 ^ 2 + ( л/2 )2 2 J (/2 + 2 )2(/ + 2)

ГсЙ
2 л/2 аГС18 V2 2 ^ (r2 + 2 )2

Oxirgi integralni yuqorida ko'rsatilgan usulda boMaklab integrallaymiz:
. tdt ~ u - t ,  dv = —j-----

/V /

( r  + 2) du = c#,v =

(Г  + 2) 
1

1 r dt
2(t + 2 ) 2 V + 2

Demak

2 ( Г + 2 )
t 1 / _ x + l 

-----;------+ ----- 7= a rc tg -  + C = -
2(/ +2) 2 V 2  2

1 x + l _
------------------ + - ;=  arctg -7=^ + С .
2(x + 2x  + 3) V2 л/2

1 x + lx + lJ 7 = — arctg—7=- + .
4л/2 л/2 4(x + 2x + 3)

+ C .



J2 in tegrating bu qiymatini I  uchun hosil qilingan (5) tenglikka qo'yib, 
berilgan /  integral javobini topamiz :

. [ (x -  l)c& x + 2 42  x + 1
I = j — i------------- t  = -------5------------------ — arctg—t=- + C .

(x +2x + 3) 2(x + 2x + 3) 4 e -J2
Shunday qilib, I-IV  turdagi eng sodda ratsional kasrlar elementar 

funksiyalarda integrallanuvchi va ularning integrallari logarifmik, arctg(ax+ i) 
ko'rinishdagi teskari trigonometrik funksiyalar hamda ratsional kasrlar orqali 
ifodalanadi.

3.3. Kompleks sonlar haqida tushunchalar. Ratsional funksiyalami
integrallash bo'yicha keyingi tasdiqlami ifodalash uchun bizga kompleks son 
tushunchasi kerak bo'ladi. i2= -1  yoki i = V ^ l tenglik bilan aniqlanadigan / belgi 
mavhum birlik deb ataladi. Mavhum birlik yordamida manfiy sondan ham kvadrat 
ildiz olish imkoniyati paydo bo'ladi. Masalan,

■J-25 = ̂ 25 ■ (~\) = V25 • /2 = 5/.
Mavhum birlik i va x, у  haqiqiy sonlar orqali z=x+yi kabi aniqlanadigan 

ifodalar kompleks sonlar deyiladi. Bunda y= 0 desak, z=x haqiqiy son hosil 
bo'ladi, ya’ni kompleks sonlar to'plami haqiqiy sonlarni o 'z  ichiga oladi.

Ikkita z x=xi+yli, z2=x2+y2i kompleks sonlaming yig'indisi, ayirmasi va 
ko'paytmasi algebraik ikkihadlar yig'indisi, ayirmasi va ko'paytmasi kabi 
aniqlanadi:

z i + z 2 = (*i + *2) + O i + y2)i, Zj -  z2 = (x, -  д:2) + ( ^  -  y 2)‘ , 
z,z2 = (x, + y ti) • (x2 + y2i) = x,x2 + (x,y2 + x2y x)i + y {y 2i2 =

=  ( * 1*2 -  У 1У 2 )  +  ( Х1У 2 +  Х 2У1V  •
Masalan, zi=3+4/, z2=5-2i kompleks sonlar uchun

Zi+Z2=8+2/, z\-z2=~2+6/, 2^2=23+14/.
Ikkita x+yi va x-yi ko'rinishdagi kompleks sonlar qo‘shma kompleks 

sonlar deyiladi. Qo'shma kompleks sonlar yig'indisi 2x va ko'paytmasi x2+y2 
doimo haqiqiy son bo'ladi.

Agar x2+px+q=0 kvadrat tenglamaning diskriminanti D=(p/2)2-q<0 
bo'lsa, unda bu tenglama ikkita a±ib ko'rinishdagi qo'shma kompleks sonlardan 
iborat ildizlarga ega bo' lad i.

Masalan, x2-8x+25=0 kvadrat tenglamada diskriminanti

£>=(—4)2-2 5 — 9 va = 7 ^ 9  = = л/ ^ 1  = 3/
bo'lgani uchun, bu tenglamaning ildizlari xi=4-3; va x2=4+3/ qo'shma kompleks 
sonlardan iborat ekanligi kelib chiqadi.

3.4. Ratsional funksiyalam i integrallash. Endi umumiy holda 
R(x)=Qm(x)/P^x) to 'g 'ri ratsional kasmi integrallash masalasi ustida qisqacha 
to'xtalib o'tamiz. Bunda “Oliy algebra” fanida ko'riladigan va isbotlanadigan bir 
qator teoremalami isbotsiz keltiramiz. Ularning orasida ushbu teorema asosiy 
vazifani bajaradi:

1-TEOREMA: Har qanday (2) ko'rinishdagi R{x) to 'g 'ri ratsional kasrni

Л (х)= 1Л *(х) (6)
*=i

* ‘ ishda yozish mumkin. Bunda Rk(x) I-IV turdagi eng sodda ratsional kasrlar, 
Earning umumiy soni r<n bo'ladi.

Demak, har qanday to 'g 'ri ratsional kasrni eng sodda ratsional 
laming (4) chiziqli kombinatsiyasi ko'rinishida yozish mumkin. Kelgusida (6) 

tenglikni R(x) ratsional kasrning yoyilmasi deb yuritamiz.
Masalan, ushbu ratsional kasrlar uchun

x 2 + 2x + 6 _ 3 7 + 5 ^
x3 - 7x2 + 1 4 x -8  x - \  x - 2  x - 4  ’

3 x - 2 - 5
x+1

5x + l
(8)

x + 3x + 4x + 2 x + l x + 2x + 2 
yoyilmalar o'rinli ekanligini bevosita tekshirib ko'rish mumkin.

1-teoremadan har qanday R(x)=Qm{x)IP„(x) ratsional kasr, eng sodda 
ratsional kasrlaming yig'indisi sifatida, elementar funksiyalarda integrallanuvchi 
va uning integrali logarifmik, arktangens hamda ratsional funksiyalar orqali 
ifodalanishi kelib chiqadi. Ammo bu integralni hisoblash uchun bizga ratsional 
kasrning (6) yoyilmasi kerak bo'ladi. Shu sababli R(xy=Qm(x)/P„(x) ratsional 
kasrning (6) yoyilmasini topish masalasini qaraymiz.

Dastlab (4) yoyilmada qatnashadigan eng sodda Rk(x) kasrlaming turi va 
soni qanday aniqlanishini ko'ramiz. Bu savolga javob maxrajining nollari, ya’ni

Pn(x)=0 ' (9)
algebraik tenglamaning ildizlari yordamida topiladi. Shu sababli (9) algebraik 
tenglamaning ildizlari to'g'risidagi ayrim ma’lumotlarni va ulardan kelib 
chiqadigan natijalami qisqacha, isbotsiz keltiramiz.

Biror x=a soni (9) tenglamani ayniyatga aylantirsa, ya’ni Pn(a)=~Q bo'lsa, u 
shu tenglamaning ildizi deyiladi. Masalan, x = -l soni

/> (х) = х 3 + З х 2 + 4 х  + 2 = 0 (10)
tenglamaning ildizi bo'ladi, chunki />3( - l ) = ( - l ) 3+ 3 -(- l)2+ 4-(-l)+ 2N ).

(9) tenglama uchun x=a ildiz bo'lib, P'n{a) 0 shart bajarilsa, unda x=a bu 
tenglamaning oddiy ildizi deyiladi. Bu holda (9) tenglamani chap tomonidagi 
ko'phadni P„(x)=(x-a)L„-!(x) ko'paytma ko'rinishda ifodalab bo'ladi. Bu tenglikda 
^»-i(x) ko'paytuvchi biror («-1)- darajali ko'phad bo'lib, u L^,(a)?0 shartni
qanoatlantiradi.

Masalan, x — 1 soni (10) tenglamaning oddiy ildizi bo’ladi, chunki 
P3'(x) = (x3 + 3x2 + 4x + 2)' = 3x2 + 6x +4 => P3' ( - 1) = 1 ^ 0 .

Bunda haqiqatan ham yuqorida aytilgan tasdiq o'rinli bo'lib,
рз(*) = х3 + З х 2 + 4 х  + 2 = (х + 1)(х2 + 2 х  + 2) = (х + 1)£2(х) (11)

tenglik bajarilishini va L2{-1 )= 1 ^0 ekanligini tekshirib ko'rish mumkin.
. 2-TEORFMA: Agar x=a soni (9) tenglamaning, ya’ni R(x)=Q„,(x)IPn{x) 
>onal kasr maxrajining oddiy ildizi bo'lsa, unda R(x) kasrning (6) yoyilmasida



bitta A/(x-a) ko'rinishdagi I tur eng sodda ratsional kasrdan iborat qo'shiluvchi 
qatnashadi.

Masalan, (8) ratsional kasrning maxraji uchun jc — 1 oddiy ildizi 
bo'lishini yuqorida ko'rib o'tdik va shu sababli ratsional kasrning (8) yoyilmasida 
bitta —5/(x+l) qo'shiluvchi qatnashmoqda.

Agar (9) tenglamaning x=a ildizi uchun
P ? \ a) =  0 (* = 1,2,-v* - 1 ) , Р У \а) *  0 

shartlar bajarilsa, x=a bu tenglamaning s karrali ildizi deyiladi. Bu holda (7) 
tenglamaning chap tomonini Р„(х)=(х-аУ L^-S(x) [Z ^ a ^ O ]  ko'rinishda ifodalab 
bo'ladi.

Masalan, P3(x)=x3-x2- 8x+12=0 tenglama uchun x=2 ikki karrali ildiz 
bo'ladi. Haqiqatan ham

P3(2) = 0 , />3'(х ) |,=2= (Зх2 - 2 x - 8)j,=2= 0 , ф ) | , . 2= (6 x - 2)\x=2=10*0

va
P3(x)= x3-x 2-8x+ 12 =(x-2) 2(x+3) (12)

tenglik o'rinli.
3-TEOREMA: Agar x=a soni (9) tenglamaning, ya’ni R(x)=Qm(x)/P^x) 

ratsional kasr maxrajining s karrali ildizi bo'lsa, unda R(x) kasrning (6) 
yoyilmasida

- A - : - , k = l ,2 ,- ,s  
(.x - a )

ko'rinishdagi bitta I tur va 5-1 ta II tur eng sodda ratsional kasrlardan iborat 
qo'shiluvchilar qatnashadi.

Masalan, (12) tenglikdan

*(*) = -
2x2 -2 x + ]

x - x z - 8 x  + 12
ratsional kasrning maxraji uchun x=2 ikki karrali va x=-3 oddiy ildiz ekanligi kelib 
chiqadi va bunda

2x2 -  2x +1 1 1 1
R(x) = -----~z-------------= ------- + - - -z- + -------

x - x  — 8x + 12 X - 2  ( x - 2 )  X + 3
yoyilma o'rinli bo'lishini tekshirib ko'rish mumkin.

Agar biror x\-a+bi kompleks son (9) algebraik tenglamaning ildizi 
bo'lsa, unda x2=a-bi qo'shma kompleks son ham bu tenglamaning ildizi bo'lishini 
isbotlash mumkin. Demak, Л,(х)=0 tenglama kompleks ildizlarga ega bo'lsa, bu 
ildizlar albatta qo'shma kompleks sonlar juftliklaridan iborat bo'ladi.

Agar xi)2=a±bi qo'shma kompleks sonlar PJx)=Q tenglamaning oddiy 
ildizi bo'lsa, unda  ̂ ,

P„(x)=(x-xx)(x-x2)L^2(x)=(x2+px+q)L^2(x) [L^2{x\aW^, p=-2a, q=a2+b ] 
tenglik o'rinli bo'ladi.

Masalan,
/>4(х)=2х4-17х3+77х2-107х-75 

ko'phad uchunXi>2=3±4/ oddiy kompleks ildiz bo'ladi. Bu holda

(x-x i)(x-x2)= x -6 x + 2 5  => Л (х)=(х2-6 х +25 ) (2 x -5 x -3 ) (13) 
ekanligini ko'rsatish mumkin.

d.TFOREMA: Agar R(x)=QJx)lP^x) ratsional kasrning maxraji 
=a±bi qo'shma kompleks sonlar juftligidan iborat oddiy ildizga ega bo'lsa, 

unda R(x) kasrning (4) yoyilmasida bitta
Ax + В . 2 ,2ч—-------—  (p  = - 2 a , q = a +b2)

x + px + q
k o 'rin ishdag i III tur eng sodda ratsional kasr qatnashadi.

M asalan, (13) tenglikka asosan,
2x3 - x2 + 5 x + 1 2x3 - x 2 + 5 x + 1

(x2 -  6x + 25)(2x -  5x -  3) (x -  6x + 25)(2x + l)(x -  3)
Ax + B С D 

2x +1 + x -  3x2 - 6 x  + 25
ko'rinishdagi yoyilma o'rinli bo'ladi.

S-TEOREMA: Agar R(x)-Qm(x)/Pn(x) ratsional kasrning maxraji
uchun xXi2 =a±bi qo'shma kompleks sonlar 5 karrali ildizi bo'lsa, unda

Pn(x)~(xl+px+qf L ^ 2s(x) [Ь^ХхгУФЪ, p^-2a, q=a2-b 2}
tenglik o'rinli bo'ladi va R(x) ratsional kasrning chiziqli yoyilmasida

Akx + Bl ,
7 1  7k’(x + px + q)

ko'rinishdagi bitta HI tur va.s-1 ta IV tur eng sodda ratsional kasrlar qatnashadi.
Masalan. / >4(x)=:(x2+9):,(x-5)=0 tenglama uchun x=±3/' uch karrali 

kompleks ildiz, x=5 esa oddiy haqiqiy ildiz bo'lgani uchun ushbu ratsional kasr 
quyidagi ko'rinishdagi yoyilmaga ega bo'ladi:

4x3 - 3 x 2 + x - 6  Axx + Bx A2x + B2 A3
T 1 о “I о 'С

(x2 + 9)3(x -  5) + 9 (x2 + 9 )2 x - 5
Demak, yuqoridagi 2-5- teoremalardan

8 J x )
R(x) =

to g'ri ratsional kasrning (6) yoyilmasidagi eng sodda ratsional kasrlaming turlari 
va sonlari aniqlanadi. Ammo (6) yoyilmani to 'liq aniqlash uchun unga kiruvchi 
eng sodda ratsional kasrlaming suratlaridagi Ak , Bk koeffitsiyentlarni ham aniqlash 
kerak boiadi. Bu masala noma'lum koeffitsiyentlar usuli deb ataluvchi usulda hal 
qilinishi mumkin. Bu usulning mohiyatini quyida misol orqali tushuntiramiz.

Shunday qilib, ratsional kasrning j R(x)dx integralini hisoblash uch 
bosqichda amalga oshiriladi.

Dastlab R{x) kasr maxrajning nollari orqali uning (6) yoyilmasidagi eng 
0 a ratsional kasrlaming turlari va sonlari 2-5 teoremalar yordamida aniqlanadi.

И. Yoyilmadagi eng sodda ratsional kasrlaming suratlaridagi Ak va Bk 
4^ mat lari noma'lum koeffitsiyentlar usulida topiladi.



Ш . R(x) kasrning eng sodda ratsional kasrlardagi (6) chiziqli yoyilmasi to'li 
topilgach, \R(x)dx integral bu yoyilma bo'yicha integralning chiziqlilik xossalari 
(§1, (3) formula) va eng sodda ratsional kasrlaming integrallaridan foydalanilib 
hisoblanadi.

Yuqorida aytilganlarni
x + l ■dx

integralni hisobiashga tatbiq etamiz.
I. Dastlab maxrajning nollarini aniqlaymiz:

x 5 - x 2 = 0 = > x 2(x3 - l )  = 0 = > x 2( x - l ) ( x 2 + x + l) = 0.
Bu yerdan ko'rinadiki, maxraj uchun xi=0 ikki karrali, x2=l oddiy haqiqiy 

ildizlar bo'ladi. Bundan tashqari uchinchi ko'paytuvchidan maxrajning bir juft 
oddiy qo'shma kompleks ildizi ham mavjudligini ko'ramiz. Shu sababli integral 
ostidagi ratsional kasr quyidagi ko'rinishda eng sodda ratsional kasrlarga yoyiladi:

x + l A, Ay A -> 
—1 + —f + ■—-

A4x + В
x J - x z X Xz x  — 1 X +X  + 1 

IL Bu yoyilmadagi A\, A2, A3, A4 va В sonlarni noma’lum koeffitsiyentlar 
usulida topamiz. Buning uchun yoyilmaning o 'ng tomonidagi kasrlarni umumiy 
maxrajga keltiramiz. So'ngra hosil bo'lgan kasrning suratini yoyilmaning chap 
tomonidagi kasrning suratiga tenglashtiramiz. Natijada quyidagi tenglikka kelamiz: 

Atx(x  -  l)(x2 + x +1) + A2 (x  -  l)(x2 + x +1) +

+ А3х2(х2 + x + l) + (A4x + B)x2( x - l )  = x + l .
Bu tenglikdagi qo'shiluvchiiarni x darajalari bo'yicha guruhlaymiz:

(Aj + A3 + A4)x4 + (A2 + A3 — A4 + B)x3 + (A3 -  B)x2 -  Axx - A 2 =x + 1.
Bu tenglik x o'zgaruvchining barcha qiymatlarida o'rinli, ya’ni ayniyat 

bo'lishi kerak. Bu esax  o'zgaruvchining mos darajalari oldidagi koeffitsiyentlami 
teng bo'lishini taqozo etadi. Bundan A\, A2, A3, Л4  va В noma’lumlar uchun 
quyidagi 5 noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz:

Ay + A3 + A4 — 0 
A2 + A3 — A4 + В = 0 

A , - B  = 0

- 4 = 1

- A  =1
Bu sistemani yechib,

A i=—1 , A2=-1 , A3=2/3 , A4=l/3 , B=2/3 
ekanligini topamiz. Demak, integral ostidagi ratsional kasr 

x + l  1 1 2 x + 2
x x 2 3(x -1 )  3(x + x +1)

* inishda eng sodda ratsional kasrlar orqali ifodalanadi. Shu bilan ratsional kasrli 
k° n * j hisoblashning I -II bosqichlari yakunlandi. Endi III bosqichga, ya’ni 
t e v S a  integralni hisobiashga o'tamiz.

: +1 dx = f
1 1 x + 2

3(x -1 )  ' 3(x2 + x + l) 
x + 2

d x :

-dx =
X~ Ц Х - I J  3(x +X  + 1)

, _ h W + I + | h | * - i | + b .
x 3 3

Yakuniy natijaga erishish uchun J  integralni hisoblash qoldi. Bu 1П tur eng 
sodda ratsional kasrdan olingan integral bo'lib, uni yuqorida ko'rsatilgan usulda 
hisoblaymiz:

. x + 2 , l f 2x + l + l ,  l f (2x + l )dx l f dx
J = H --------- : * = ; ! - ---------; dx= ^ ~ 2 --------- 7 + V ~ 2 --------- : =x " + x  + l 2 x + x  + l 2 x + x  + l 2 x + x  + I

1 . d (x2 + x  + l) | 1 |. d(x +1/2)
~ 2  x2 + x  + l 2 \ x  + M2)2 + ( S l 2 ) 2 ~

1 . / 2  14 1 2 x + 1/ 2
= 2 X +,I + ' ) + i 'V 3 “ C,87 3 ^ + C ’

^ K ^ ^  + D + J - a r c t g ^ i i + C .

Bu natijani izlanayotgan /  integral uchun hosil qilingan oldingi tenglikka
qo'yib, ushbu oxirgi natijani olamiz:

r x + l . . 1 1  1 2 . 1  ,i 1 . ^ 2  i\ 1 2x + 1 J - 5----- jd x  = — ln|x| + -  + - ln |x  - 1| + - ln (x  + x +1) + arctg + С =

1. ( x - l ) 2Vx2 + x  + l 1 1 2x + l „
= - I n -------------5---------- + -  + —r arctg■■~pr~ + С .

3 ы 3 x Зл/З 6 7 з

Kelgusida bir qator funksiyalarni integrallash ratsional kasrlarni 
integrallash masalasiga olib kelishini ko'ramiz.

XULOSA
Har qanday aniqmas integral elementar funksiyalar orqali ifodalanishi shart 

emas ekanligi oldin ta’kidlab o'tilgan edi. Shu sababli elementar funksiyalarda 
ifodalanadigan integrallar sinfini topish masalasi paydo bo'ladi. Bu masalaning 
xususiy bir javobi sifatida ratsional funksiyalardan olingan integrallami ko'rsatish 
tnumkin. Bunda dastlab I-IV turdagi eng sodda ratsional funksiyalarni integrallash 
USuli ^o'rsatiladi. So'ngra, ixtiyoriy ratsional funksiyani ulaming algebraik 
yig tndisi kabi yozish mumkinligidan foydalanib, umumiy holda ratsional
• nks,yadan olingan integrallami hisoblash amalga oshiriladi. Bu integrallar 

garifmik, arctg(ax+A) ko'rinishdagi teskari trigonometrik funksiyalar hamda 
ratsional kasrlar, ya’ni elementar funksiyalar orqali ifodalanadi.



* Ko‘phad * Ratsional kasr (funksiya) * N oto'g'ri ratsional kasr * T o 'g 'ri 
ratsional kasr * I tur eng sodda ratsional kasr * П tur eng sodda ratsional kasr
* 111 tur eng sodda ratsional kasr * IV tur eng sodda ratsional kasr * Mavhum 
birlik * Kompleks son * Qo‘shma kompleks sonlar * Ratsional kasr yoyilmasi
! Noma’lum koeffitsiyentlar usuli_________________________________

T akrorlash  uchun savollar

1. Qanday ko'rinishdagi funksiyalar ko'phadlar deb ataladi?
2. Ko'phad darajasi qanday aniqlanadi?
3. Ratsional kasr deb nimaga aytiladi?
4. Qachon ratsional kasr noto 'g 'ri kasr deyiladi?
5. Qaysi shartda ratsional kasr to‘g‘ri kasr bo'ladi?
6. N oto'g 'ri ratsional kasrni qanday ko'rinishda yozish mumkin?
7. I tur eng sodda ratsional kasr qanday ko'rinishda bo'ladi?
8. II tur eng sodda ratsional kasr qanday aniqlanadi?
9. Ill tur eng sodda ratsional kasr qanday ko'rinishda bo'ladi?
10.IV tur eng sodda ratsional kasr deb nimaga aytiladi?
11.1 tur eng sodda ratsional kasrning integral! qanday funksiyadan iborat? 
12.11 tur eng sodda ratsional kasrning integrali qanday ifodalanadi?
13.111 tur eng sodda ratsional kasrning integrali qanday hisoblanadi?
14. IV tur eng sodda ratsional kasr qanday integrallamadi?
15. Eng sodda ratsional kasrlaming integrallari qanday funksiyalar orqali 

ifodalanadi?
16. Har qanday ratsional kasmi qanday ko'rinishda yozish mumkin?
17. Ratsional kasrning eng sodda ratsional kasrlar orqali yoyilmasining 

ko'rinishi nimaga asosan aniqlanadi?
18. Ratsional kasrning eng sodda ratsional kasrlar orqali yoyilmasidagi 

koeffitsiyentlar qanday topiladi?
19. Noma’lum koeffitsiyentlar usulining mohiyati nimadan iborat?
20. Ratsional kasrning integralini hisoblash qanday bosqichlardan iborat?

T estlardan nam unalar

1. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri ko'phadni ifodalaydi?

A) £ a *  sin kx; B) ][>* sin* x ; С) ^ а кх к ; D) ]>>*х~* ; Е )Ъ акхк 
k=a k=о k=о k=о k~o

2. Р(х)=(хг+2х~\0)2(3x+5) ko'phadning darajasini aniqlang.
A) 1 ; B) 2 C) 3 ; D) 4 ; E) 5 .

Tayanch iboralar 3 Agar PJ,x) va Qm(x) ko'phadlar bo'lsa, unda quyidagi funksiyalardan
ouci biri ratsional kasr deyiladi? 

q3y A) Pix)+QJ,x) ; В) Pn(x)-Qm(x) ; С) Prlx)/Qm(x)
D) PrA.X)'Qm{x) * E) Pn\Qm(x j\ ■

4  Qaysi shartda R(x)=P„(x)/Qm(x) to 'g 'r i ratsional kasr deyiladi?
A )m > n ;  В) m < n ;  C) m>n; D)m<n\ E) ш ф п .

5 . Qaysi shartda R(x)=P„(x)/Q„,{x) noto 'g 'ri ratsional kasr dey iladi? 
A )m > n \ В) m < n \  C ) m>n\ D) ш ф п ;
E) to 'g 'ri javob keltirilmagan .

6. Quyidagilardan qaysi biri to 'g 'ri ratsional kasr bo'ladi?

A)
2 + x  + l 
x + 1 ’

B)

D)
X" +X  + 1 

( * + l ) r

J x + O L
X^ + X + 1

x 2 + x  + 1

C)
X + X + 1 

X3 +1

E)
X +1

7. I tur eng sodda ratsional kasrni ko'rsating.
Ax + B „ v Ax + В л  А _ д > 2 ; D ) ^ l _ ; E ) I ± * .

A) B) — г г ; с )
( x -a ) * ( x - a ) K

8. II tur eng sodda ratsional kasrni ko'rsating.
.. Ax + B Ax + В

A) - r ------------ ;

D)

x + px + q 
A

B)

E)

( x - a )
A

к ’ С)

x" + px + q ( x - a )

Mustaqil ish topshiriqlari

T ,k > 2 .

1. Quyidagi ratsional kasrlami eng sodda ratsional kasrlarga yoyilmasini 
toping:

^  m -  + (n + 2 )x -1  n x + x + n - \

(x2 + 4 x + 3Xa: + 5) ’ (x2 -  2x + 5)(x -1 )
c)

nx + 3
( x - l ) 2(x2 +4)

2- Quyidagi ratsional kasrli integrallami hisoblang:

а ) ) "  И - 3 ) ^ 5  ф ;  i ) ( nx + x  + n + 3

«>J

(x2 + 3x + 2)(x -  4) (x2 - 8 x  + 25)(x + 2)

n x - 2 
(x + 3)2(x2 + 9 )2

dx:

d ) l
x 2 + nx -  1 

x3 — 3x2 + 4 x - 2
-dx .

312 313



§4. AYRIM IRRATSIONAL VA TRIG O N O M ETR IK  
IFODALI INTEGRALLAR

• Irratsional funksiyalarni integrallash.
•  Eyler almashtirmalari.
•  Trigonometrik ifodali integrallar.

Oldingi paragrafda har qanday R(x) ratsional kasr elementar funksiyalarda 
integrallanuvchi ekanligini va bu integralni hisoblash usullarini ko‘rib o‘tdik. Shu 
sababli berilgan biror funksiyaning aniqmas integrali u yoki bu yo‘l bilan biror 
ratsional kasrdan olingan integralga keltirilsa, unda bu integral hisoblandi deb olish 
mumkin. Bu paragrafda mana shunday funksiyalaming ayrim sinflari bilan 
tanishamiz.

4.1. Irratsional funksiyalarni integrallash. Agar y=fix) funksiya x
argumentning kasr darajalari ishtirok etgan algebraik ifodadan iborat bo'lsa, uni 
irratsional funksiya deb ataymiz. Masalan,

у  = Ух6 + х ъ + 1, y  = 2 x - 5 ^  + 6J 7  = 2 x - 5 x U 2 + x 5' 6 , y  = — f -
\+ Ы х + х

kabilar irratsional funksiyalar bo'ladi.
Biz bu yerda ayrim irratsional funksiyalarni integrallash masalasi bilan 

shug‘ullanamiz. Oldin shuni ta’kidlab o'tamizki, har qanday irratsional 
funksiyadan olingan aniqmas integral elementar funksiyalarda ifodalanmaydi.

Masalan, ushbu

/ | = jV l + x 2d x , I2 = Ja/i + x1 dx 
irratsional ifodali integrallardan Д elementar funksiyalar orqali ifodalanadi, ammo 

/ 2 uchun bunday deb bo'lmaydi.
•  Dastlab binomial integral deb ataladigan va

I(r ,s, p )  = jx r (a + bxs )p dx 
ko'rinishda bo'lgan integrallami qaraymiz. Bunda r, s, p  — ratsional va a, b -  
haqiqiy sonlarni ifodalaydi. Agar r, s, p  sonlarning uchalasi ham butun son bo'lsa, 
unda integral ostida ratsional funksiya hosil bo'ladi va bu holda binomial integral 
elementar funksiyalarda ifodalanadi. Agar r, s, p  sonlardan kamida bittasi butun 
bo'lmasa, unda binomial integral ostida irratsional funksiya hosil bo'ladi. Bunda 
binomial integral faqat quyidagi uch holda elementar funksiyalarda ifodalanishi 
mumkinligi buyuk rus matematigi P.L.Chebishev(1821-1894 y.) tomonidan 
isbotlangan:

1) p-butun son. Bu holda t = rfx ,x  = l m almashtirma (/и -  integral ostidagi 
r va s sonlarning umumiy maxraji) bajaramiz. Agar r=k/m, s=q/m  deb olsak, unda 

x r = t k,x s = t4 , dx = d tm —mtm~]dt 
bo'ladi va binomial integral

I ( r ,s ,p ) = m \tk+m~] (a + bt4 )p dt 
ko'rinishni olib, ratsional funksiyadan olingan integralga keladi.

Misol sifatida

M -
dx

integralni hisoblaymiz. Bu parametrlari r= -1 ,5=1/3 \ a p ~ 2  bo'lgan binomial 
in teeral bo'lib, uni yuqorida ko'rsatilganga asosan t = l f x ,x  = P  almashtirma 
y o r d a m i d a  hisob, ushbu natijaga ega bo'lamiz:

. 3t 2dt , dt _ .d t  , dt f dt т

K \ \  + t)2 / ( l  +  O 2 ‘ ' t + l (* +  i) 2

x(l + V x )2

= 3 + C - 3
l + Vx

1
1 + l f x

+ C

2 ) fprjj+xys -  butun son . Bu holda p=k/m bo'lsa, unda a+bxs= f  
almashtirmadan foydalaniladi. Bunda

(a + bx'r)p = t k,
t - a dx = -

m l t - a
1dt

b J ' bsy b 

bo'lib, binomial integral quyidagi ratsional kasrii integralga keladi:

I ( r , s , p ) = ~ \ ( t m - a ) n- l t k+m~ldt . 
b s

3) n=p+(r+l)/s -  butun son. Bu holda p=k/m bo'lsa, unda ax~s+b=F  
almashtirma qo'IIaniladi. Bunda 

l

t m - b
(a + bxs )p = xps (ax~s + b)‘ •Ш*

s { r - b )
---------- yd t

s \ t " - b j  (tm- b ) 2 
bo'ladi va binomial integral quyidagi ratsional kasrii integralga keladi:

n  \ ma r f I (r ,s ,p )  = -------- J-
5 (t m - b y

-dt .

❖ I = \R (x ,xn ,...,xs )dr ko'rinishdagi integrallami qaraymiz. Bunda R 
orqali unga kiruvchi x, xmn,..., xrs o'zgaruvchilarga nisbatan faqat ratsional amallar 
bajarilishi ifodalangan va m, n, ..., r, s  -natural sonlardir. Bu integralni hisoblash 
uchun unda qatnashuvchi kasr daraja ko'rsatkichlarining к umumiy maxrajini 
topamiz vax = t k ,dx = ktk~ldt almashtirma bajaramiz. Bu holda x, xmn,..., xrs kasr 
ko'rsatkichli darajalar yangi t o'zgaruvchining butun darajalari orqali ifodalanadi 
va natijada I = \R }{t)d tratsional kasrii integralni hosil etamiz. Bu integralni 
hisoblab va olingan natijada t=xVn deb, berilgan aniqmas integralni topamiz.

Misol sifatida



м -
dx =J-Vx + Vx

irratsional ifodali integralni hisoblaymiz.
Integral ostidagi x o‘zgaruvchining daraja ko'rsatkichlari 1/2 va 1/3 

kasrlardan iborat bo'lib, ularning umumiy maxraji 6 bo'lgani uchun x=tb , dx=6?dt 
almashtirma bajaramiz. Natijada berilgan integralni quyidagicha hisoblaymiz: 

r . 6 t5dt t3dt . ,( t3 + \- \)d t  . . .  2 . 1 
/ = f e = 6 j 7 7 T ^ S 7 T - =6^  - / + 1 ~ 7 7 ^  =

= 6[ |(г2 - г  + 1) Л - 1^ у ^ ]  = 6[ у - у  + г - Ц  + 1|] + С = (г = ^ )  =

= 6 [ ~ ~ ? у  + Ух -\п\1 + Щ ] + С = - 3 3J c  + -6)п\\ + Щ  + С .2

I = \ R
Ш r

, ax + b ~  ,ax + b ~  
*,(---- ---------------------;)*cx + d cx + d

dx ko'rinishdagi integralni qaraymiz

By yerda R, m, n, s, r uchun oldingi integralda qo'yilgan shartlar saqlanadi. 
Kasrdagi a,b,с va d  haqiqiy sonlar uchun а/Ьфс/d  shartni qo'yamiz, chunki bu shart 
bajarilmasa

a 1• » —x+ 1 ax + b _ b  i)
cx + d ~ d ' J x + d

bo'ladi va integraldagi irratsionallik yo'qoladi.
Agar m/n, ... , r/s kasrlarning umumiy maxraji к bo'lsa, bu integralni 

hisoblash uchun
ax + b 
cx + d

almashtirma bajaramiz. Bu holda 
b - d t m mtm 1 (ad -  be)dx = -------- -------— -d t,
c tm -  a (c tm - a ) 2

ya’ni x va dx yangi t o'zgaruvchi orqali ratsional ifodalanadi. Shu sababli 
yuqoridagi almashtirma natijasida berilgan integral uchun / =  J Л,(t)dt ratsional 
funksiyaning integraliga ega bo'Iamiz. Bu integralni hisob lab va hosil bo'lgan 
natijada t o'rniga uning yuqoridagi ifodasini qo'yib, berilgan I  integral javobim 
topamiz.

Misol sifatida ushbu integralni hisoblaymiz:

/  = [______ * ______
V l - 2 x  - л /l - 2 x

Bu yerda a =-2, b = 1, с =0 , d  =1 va 1/2, 1/4 kasrlarning umumiy 
maxraji 4 ekanligini nazarga olib,

l - 2x=r4 , x= (l- / ) / 2  , dx=-2?dt, t = i ] \ - 2 x

a l m a s h t i r m a  bajaramiz. Natijada berilgan integral quyidagi ko'rinishga 
keltiriladi va hisoblanadi:

- 2t 3dl +
м - ^ - ч й - 2»

Г  - 1  +  1 

/ - 1
dt=-2[\(t + \)dt + \-

/ - 1 -] =

_ -2Г— + t + Inlr - 1| + С = - f 2 -  2/ -  2 ln|/ - 1| + С =
2

= -V T^2x - 2$ I\-2 x  - 2 1п|л/1 - 2 x - 1| + С .

4.2. Eyler alm ashtirm alari. Shu bobning boshida (§2, 2.5. ga qarang) 
kvadrat uchhad qatnashgan integrallami ayrim xususiy hollarda hisoblash 
masalasini ko'rib o'tgan edik. Endi bu masalani nisbatan umumiyroq bo'lgan 

IE = J  R(x,yjax2 +bx + c )dx (a  *  0) 
ko'rinishdagi integrallar uchun qaraymiz. Bunday irratsional ifodali integrallar 
shveysariyalik buyuk matematik L. Eyler (1707-1783 y.) tomonidan taklif etilgan 
almashtirmalar yordamida ratsional kasrli integralga keltiriladi va hisoblanadi. Bu 
yerda uch hoi qaraladi.

I  hoi Bunda ko'rilayotgan IE integralda a>0 deb olinadi. Bu holda 
integralda x o'zgaruvchidan yangi t o'zgaruvchiga Eylerning I alshmashtirmasi
deb ataladigan va __________ ___________

t = x 4 a  -  4 ax2 +bx + c => л/ax2 +bx + c = xyfa - 1 
ko'rinishda bo'lgan almashtirma orqali o'tiladi. Bu holda IE integraldagi x,

•Jax2 +bx + c va dx yangi t o'zgaruvchi orqali ratsional kasr ko'rinishida 
ifodalanadi. Demak, qaralayotgan IE integral ratsional kasrli integralga keltirilib, 
ko'zlangan maqsadga erishildi.

Misol sifatida ushbu integralni hisoblaymiz :

M -
x \ x 2 + 4 x - 4  

bo'lgani uchun Vx2 + 4 x - 4  = x —t almashtirishBu yerda o=l>0 
bajaramiz. Bu holda

x + 4x -  4 = x" -  2x/ + t => x =
r  + 4 

2 (t+ 2 )

t *+  4 , - 4  
• dx = -----------—d t ,

2(t + 2)

lx* + 4 x - 4  = x - t  = t + 4 - /  = -
4 - 4  t - t l

2(t + 2) 2(1 + 2 )
Bu tengiiklami berilgan integralga qo'yib, quyidagi natijalarga kelamiz:

dx

x i - 2x + 4x -  4
’ = J-

Г  + 4 Г -4
2(t + 2 ) 2 ‘

_____ l_ 4 - 4 t - r
2(t + 2) 2(t + 2 )

■ = -21
dt

t + 4



i t V ?
= - 2  • - a r c tg -  + С = arctg------

+ 4x -  4 -  x
+ C .

II hoi. Endi c>0 bo'Isin. Bu holda IE integralni hisoblash uchun ushbu 
Eylerning II almashtirmasidan foydalanamiz:

V ax2 +bx + c = x t + 4 c .
Bu almashtirma natijasida ratsional kasrli integralga kelamiz. Misol 

sifatida ushbu integralni hisoblaymiz:

I + x + x~
Eylerning П almashtirmasiga ko‘ra quyidagilami olamiz:

2/-1 

l - / 2
л/l + x + x2 = x< + l= > l + x + x 2 = x2t 2 + 2xt + 1 :=> X  = :

, 2t - 2 t  + 2 I,-----------T , t —t + \dx = ---------— —d t , л/l + x + x~ = x/ + l = —j---- —
( l - / 2)2

• 1-л/Г — 21 +1 
1 - I 2

Hosil qilingan bu ifodalarni berilgan integralga qo‘yamiz: 

fl — л/l + x + x 2

x + x 
2

- d x -  J
( -2 Г  + /) ( 1 - Г )  (1 - t  )(2t - 2 /  + 2) 

(1 - / 2)2(2/ - 1 ) 2(/2 — l)2 ( /2 — / +1)
dt =

= 2 \ - ^ r d t  = 2f (-1  + — ~^)dt = -  2f + In 
l - / 2 l - / 2

1 + /

2(VT + x + x • 1) + In

l - t

+ V\ + x + x2 -1

Г-л/l + X + X +1

+ c  =

+ C .

I l l  hoL Qaralayotgan IE integral ostidagi ax2 + Ax + с kvadrat uchhad a  va 
/? haqiqiy ildizlarga ega, ya’ni diskriminant D=b2-Aac>0 boMsin. Bu holda

л/ ax2 +bx + c = (x -  a )t  
ko'rinishdagi Eylerning III almashtirmasidan foydalanib, integral ostidagi 

ifodani ratsional kasr ko‘rinishiga keltiramiz.

Misol sifatida J— ■. — — integralni hisoblaymiz. 
хл/2 + х - х 2

Bu yerda 2+x-x2 kvadrat uchhad a  — 1 va /3= 2 haqiqiy ildizlarga ega va uni 
2+x-x2 = (x+1) (2-x) ko'rinishda yozish mumkin. Shu sababli Eylerning Ш 
almashtirmasidan foydalanamiz va undan quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:

V 2 + x - x 2 = /(x +1) => ^ (x  + 1)(2 -  x) = /(x +1) => -J r—x = / л/х"-й =>

> 2 -  x = t2(x +1) => x = 2,—-- 
Г + 1

2 - r
=>dx = (-=-----)'<Й = -

Г  +1

6 tdt 
(/2 +1)2

Bundan tashqari

/----------- Г ,2  — t  ,4 3/л/2 + х - х  = r(— — + 1) = — — 
r + 1  Г + 1

ekanligidan ham foydalanib, yuqoridagi integralni quyidagicha hisoblaymiz:
, rfr - ? tdt я ̂  dt
J — ?=— 2— “ --------------- = ~ 2 J:

W 2 + x - ; 2 - /

Г + 1  Г + 1
3/ ( ^ + D 2

2 - Г

+ C =

Logarifin ostidagi kasrni x orqali ifodalaymiz va soddalashtirib,

1-
■V2  + X - ; л/2

2лЯл/2 + х - х 2 + x  + 4
3x

+ C

natijani olamiz.
4.3. Trigonom etrik ifodali integrallar. Bu yerda biz trigonometrik 

funksiyalar qatnashgan
/7" = J 7?(sin x,cosx)<& 

ko'rinishdagi integrallami qaraymiz. Bunda tf(sinx,cosx) ifoda sinx va cosx ustida
X

faqat arifmetik amallar bajarilgan ifodani belgilaydi. Bu integral tg -  = t

almashtirma yordami bilan hamma vaqt ratsional kasrning integraliga keltirilishi 
mumkinligini ko'rsatamiz. Haqiqatan ham

2sin — • cos — 
2 2

2 sin -  • cos -  
2 2

sm — + cos 
2 2

. 2 x 
2

1 + tg 2

21 
1 + f 2

cosx =
cos — sin" -  

2 2 2 . 1 - Г
2 x . 2 *cos -  + sm -  

2 2
1 + Г

2<Л
— = arctg/ =>x = 2arctg/ , c£c = 2c/arctg/ = -

1̂ _ 2 1 + (
e anligidan sinx, cosx, x, dx kiritilgan t orqali ratsional ifodalanadi. Shu sababli 

2) universal almashtirma deb ataladi.Demak , universal almashtirma orqali 
■ntegral ratsional kasrli integralga keltiriiadi:



IT  = J/?(sin,cosx)o£r = f 

Misol sifatida ushbu

21 1 - /  
,2 ’ , . .2

2 dt

J-

1 +1* 1 + Г  ) \  + t 

dx

= \ w ) d t

4sinx + 3cosx + 5
trigonometrik ifodali integralni hisoblaymiz. Buning uchun f=tg(x/2) universal 
almashtirmadan foydalanib, bu integralni quyidagi ko'rinishga keltirib 
hisoblaymiz:

2

* ---------- = j — — -1-— 2. ------d t= 2 \-  л
4sinx + 3cosx + 5 21 

1 + t 2
+ 3-

= J
d(2 + 1)
(2 + /)2 2 + <

- + C = —

l - r  
1 + f2 

- + c .

+ 5
2Г  + 8/ + 8

Endi ayrim xususiy hollarni qaraymiz. Bu hollarda trigonometrik ifodali 
aniqmas integral universal almashtirmadan farqli boshqa almashtirma orqali 
osonroq hisoblanishi mumkin.

>  j/?(sin x)cos xdx ko'rinishdagi integralni hisoblash uchun /=simr 
almashtirmadan foydalanish mumkin. Bunda dt=-cosxdx bo'ladi va

J /J(sinx)cosxc£f = J R{t)dt 
ratsional kasrii integralga kelinadi. Masalan,

J(1 + 8sin3 x)cosdx = J(1 + 8 t3)dt = t + 2 /4 + С = sin x + 4sin4 x + C
> Agar trigonometrik ifodali aniqmas integral

|  /?(cos x) sin xdx
ko'rinishda bo'lsa, unda ;=cosx almashtirma maqsadga muvofiqdir. Chunki bu 
holda dt= -sin xdx bo'lib, berilgan integral to 'g 'ridan-to 'g 'ri ratsional kasrii 
integralga keladi:

J /?(cosx)sin xdx = - J  R (t)d t.
Masalan,

W j p s in x d r  = , f d t _  = - L  d(1 +t*)d,  = - l i n (1 + , 4)  + c  =
J ■ 4 J l + r4 4 1 + t41 + cos X 

1
= — ln(l + cos4 x) + C  = ln-

1
4

+ C  .
4 i[\ + cos’ x

>  \  R(tgx)dx ko'rinishdagi trigonometrik ifodali aniqmas integrallar
dtt=tgr , x=arctgx, dx =

1 + /"
almashtirma yordamida darhol ratsional funksiyaning integraliga keltiriladi:

dt
\R(tgx)dx = J R(t) • у  = J R{( t)d t.

1 + Г
Masalan,

, / 3 + / - 3 ,  r/( /2 + l ) - 3 ,  f , t 3 . .
\(tg3x + tg x - 3 )< b - l  l + ( 2 d , - [  l +  t 2  d t - № + [ + , 2  l + t 2 ^

= — + —ln(l + t2) -  3arctg/ + С = + - ln ( l  + tg 2x ) -  3 x + C .
2 2 2 2

> J/?(sin2x,cos2x)<ix ko'rinishdagi, ya’ni integral ostidagi ifodada sinx
va cosx funksiyalar faqat juft darajalarda qatnashgan integrallami qaraymiz. Bu
holda tgx=/ almashtirmadan foydalanish mumkin. Bunda,

cos x =
1 + tg 2x 1 + 12

■ 2 tg2* sin X =
\+ tg  x l + r

, dx =
dt

1 + /2
bo'lgani uchun, qaralayotgan integral ostidagi ifoda ratsional kasrga quyidagicha 
almashinadi:

Masalan,

J

f /?(sin2 x,cos2 x)dx = J R(—— —^-r) ^ . = J Rx (t)dt 
1 + Г  1 + Г  l + r

1 + sm x

dt

i + T7 7 * i + ' 2)

- = j r 4 r - ‘ j
dt

1 + 212 2 (1 /л/2)2 + t 2

= ^  V2arctg^2? + С  = -j=  arctg V2tgx + С

Bu paragrafni quyidagi integrallami ko'rish bilan yakunlaymiz:
|sinmxcos«x<ic, Jsinmxsinnxafr, jcos/nxcos/m&

Bu integrallar quyidagi trigonometrik formulalar orqali yoyish usulida 
ikkita oson hisoblanadigan integrallarga keltiriladi:

sinwxcosnx = ̂ [sm (w + w)x + sin(OT-«)x] , 

sin mxsin nx = i[cos(m  -  ri)x -  cos(m + n)x],

Masalan,

coswxcos nx = —[cos(/n + n)x + cos(m -  и)х] .

|  sin mx cos nxdx = ~ j[sin(m + ri)x + sin( ra -  n)x\dx =

cos (m + ri)x cos (от -  n)x
m + n

Misol sifatida ushbu integralni hisoblaymiz
m - n

+ C .



J cos 6x cos 4 xdx = ~ \  [cos 1 Од: + cos 2x]dx = ^ [ s  in 1 Одг + 5 s in 2x] + С .

XULOSA
Oldin ixtiyoriy ratsional funksiyadan olingan integralni hisoblash mumkinligi 

va natija elementar funksiyalar orqali ifodalanishini ko'rib o'tgan edik. Bu masala 
irratsional ifodali integrallar uchun qaralganda vaziyat butunlay o'zgaradi. 
Birinchidan barcha irratsional funksiyalami ratsional funksiya singari umumiy 
ko'rinishda yoza olmaymiz. Ikkinchidan ma’lum bir ko'rinishdagi irratsional 
funksiyalarning integrallari, unda qatnashuvchi parametrlaming qiymatlariga 
qarab, ayrim holda elementar funksiyalar orqali ifodalansa, boshqa hollarda esa 
maxsus funksiyalar ko'rinishida bo'ladi. Bunga misol sifatida binomial 
integrallarni ko'rsatish mumkin. Chebishev tomonidan bu integral faqat uch holda 
elementar funksiyalarda ifodalanishi isbotlangan. Ammo ayrim ko'rinishdagi 
irratsional ifodali integrallarni ma’lum bir almashtirmalar yordamida ratsional 
funksiyadan olingan integrallarga keltirish orqali hisoblash mumkin. Kvadrat 
uchhad qatnashgan ayrim irratsional ifodalar Eyler almashtirmalari orqali ratsional 
funksiyaga keltiriladi va hisoblanadi.

Trigonometrik funksiyalar ishtirok etgan integrallar ham doimo elementar 
funksiyalarda ifodalanmasligini oldin (§2 ga qarang) Frenel integrali va integral 
sinus misollarida ta’kidlab o'tgan edik. Ammo trigonometrik funksiyalar ratsional 
ko'rinishda qatnashgan bir qator integrallami universal almashtirma yordamida 
ratsional funksiyaga keltirish orqali elementar funksiyalarda ifodalash mumkin.

Tavanch iboralar

* Irratsional funksiya * Binomial integral * Eyler almashtimalari * Ratsional 
trigonometrik ifoda ♦ Universal almashtirma______________________________

T akrorlash  uchun savollar

1. Qachon funksiya irratsional deyiladi?
2. Binomial integral qanday ko'rinishda bo'ladi?
3. Qaysi hollarda binomial integral elementar funksiyalar orqali 

ifodalanadi?
4. Binomial integrallami hisoblash uchun qanday almashtirmalardan 

foydalaniladi?
m r

5. jR (x ,x n ,...,x s )dx ko'rinishdagi irratsional ifodali integrallar qanday 
hisoblanadi?

6. \  R(x,^lax2 +bx + c)dx ko'rinishdagi irratsional ifodali integralni 
hisoblash uchun Eylerning almashtirmalari qanday ko'rinishda bo'ladi?

7. |^ (s in x ,c o sx )A  ko'rinishdagi trigonometrik ifodali integrallami

hisoblash uchun qo'llaniladigan universal almashtirma qanday 
ko'rinishda bo'ladi?

8. J /?(sin x,cosx)dx  ko'rinishdagi trigonometrik ifodali integrallar 
universal almashtirma orqali qanday hisoblanadi?

9. p?(sin x)cos;t<& ko'rinishdagi integrallar qanday hisoblanadi?

10. jR(tgx)dx ko'rinishdagi integrallar qanday almashtirma yordamida 
hisoblanadi?

11. Jsin/nxcos?rtt& ko'rinishdagi integrallar qanday hisoblanadi?

Testlardan nam unalar

I. Qaysi shartda Jx r (a + bxs)p dx binomial integral elementar funksiyalarda 
integrallanuvchi bo'lmasligi mumkin?

r +1
B ) ---------butun son ; C) s-butun son ;

s
D)/>-butun son ; E) keltirilgan barcha hollarda integrallanuvchi bo'ladi.

.4  r  + 1A ) ------+ —butun son ;
s

2. R (x,x2 3,x 3/4,x 1 i6) irratsional funksiya qanday almashtirma orqali 
ratsional kasrga keltiriladi?

A)x = t3; B )*  = /4 ; C )x  = t6 ; D) x  = t 12; E) x = t13.

3. Trigonometrik fimksiyali ifodalarni ratsional kasrga ketiruvchi universal 
almashtirmani ko'rsating.

A) simr=f; B) cosx=l\ C) tgx=/; D) ctgx=/; E) tg(x/2)=/. 

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi irratsional ifodali aniqmas integrallarni hisoblang:
r 34 x - n 2 r l l - n x  

a ) L r r  r------Г Л ;  ЬП V--------A
64 ? ( ^ - n 3) 1 + nx

2. Quyidagi trigonometrik ifodali integralni universal almashtirma yordamida 
hisoblang:

J ------------ ^ ------------ A .
(« + l)s in jr-2 « c o sx

3. Quyidagi trigonometrik ifodali integrallami hisoblang:

a) J- -dx\ b) Jsin2” ’ xcos3.ra[jt; c) Jsin(2« + l)jcsin(2w-l)x<ic;

d) lsin(2n + \)xcos(2n -\)xdx; e) Jcos(2« + l)xcos(2«-l)x<A:.



• Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi masalalar.
• Aniq integralning ta ’rifi va mavjudlik sharti
• Aniq integralning xossalari

5.1. Aniq integral tushunchasiga olib keluvchi m asalalar. Bir qator 
matematik, fizik, mexanik va iqtisodiy masalalarni yechish uchun aniq integral 
tushunchasi juda katta ahamiyatga ega. Bu tushunchani kiritishdan oldin unga olib 
keladigan ayrim masalalarni qaraymiz.

• Egri chiziqli trapetsiya yuzasini hisoblash masalasi Turli geometrik 
shakllaming yuzalarini topish masalasi matematikaning eng qadimgi masalalaridan 
biri bo'lib hisoblanadi. Qadimgi Vavilon va Misrda ko'pburchaklarning yuzalarini 
hisoblay olganlar. Buyuk yunon olimi Arximed (miloddan oldingi 287-212 y.) 
parabola segmentining yuzasini hisoblashni bilgan.O'rta Osiyolik yurtdoshlarimiz 
Beruniy va Al-Xorazmiy doira va doiraviy sektor yuzalarini topa olganlar. Ammo 
bu geometrik shaklarning yuzalari o 'ziga xos usullarda aniqlangan bo'lib, ixtiyoriy 
geometrik shaklning yuzasini hisoblashga imkon beradigan umumiy usul ma’lum 
emas edi. Differensial va integral hisob yaratilgach bu masala geometrik 
shakllaming nisbatan keng sinfi uchun o 'z  yechimini topdi.

1-TA’RJF: Berilgan y=f(x) uzluksiz funksiya grafigi, x=a va x=b vertikal 
to 'g 'ri chiziqlar hamda OX o 'qi bilan chegaralangan geometrik shakl egri chiziqli 
trapetsiya deb ataladi.

Quyidagi 70-rasmda ko'rsatilgan aABb egri chiziqli trapetsiyaning 5  
yuzasini topish masalasini qaraymiz.

§5. ANIQ INTEGRAL VA UNING XOSSALARI

70-rasm

Buning uchun dastlab aABb egri chiziqli trapetsiyaning asosini ifodalovchi 
[a,b] kesmani X|< x2 < ...<  x; < ... < x„_i bo'lgan ixtiyoriy и- l  ta nuqta

yordamida bo'laklarga ajratamiz. Bu nuqtalarga o=x0 va b=x„ nuqtalami 
birlashtirsak, [a.b] kesma ular orqali

[X0, Xi], [Xl,X2] ,  ... , [Xi.b Xi]..........  [Хц-l, x„]
n ta kichik kesmachalarga bo'linadi.

So'ngra X/ , /=1,2, ..., n -1 bo'linish nuqtalaridan OY o'qiga parallel to 'g 'ri 
chiziqlar o'tqazib, berilgan aABb egri chiziqli trapetsiyani n ta kichik egri chiziqli 
trapetsiyalarga (yuqoridagi 69-rasmga qarang) ajratamiz. Ravshanki aABb egri 
chiziqli trapetsiyaning 5  yuzasi n ta kichik egri chiziqli trapetsiyalaming yuzalari 
yig'indisiga teng bo’ladi. Shu sababli, agar asosi [x,_i, x j  (/=1,2,3,..., ri) bo'lgan 
egri chiziqli kichik trapetsiyalaming yuzalarini AS, kabi belgilansa, quyidagi 
tenglik o'rinli bo'ladi:

S  — ASj + AS2 + • —и AS j  н------f- AS„ = £  & S , (1)
;=1

Bu yerda AS, (/=1,2, ... , ri) ham egri chiziqli trapetsiyalaming yuzalari 
bo'lgani uchun ularning aniq qiymatlarini topa olmaymiz. Bu yuzalarning taqribiy 
qiymatini aniqlash uchun [x,_i, x,] ( /=1 ,2 ,..., ri) kesmalaming har biridan ixtiyoriy 
ravishda ^  nuqtalami tanlab olamiz. Tanlangan ^  nuqtalarda AB egri chiziqni 
ifodalovchi y=j[x)>Q funksiyan ing^ ,) qiymatlarini hisoblaymiz. Endi har bir AS, 
(/=1,2, — , ri) yuzalami asoslari Ax,=x,—x,_i va balandliklari h,= bo'lgan
to 'g 'ri to'rtburchaklaming yuzalari bilan almashtirib, quyidagi taqribiy 
tengliklarga ega bo'lamiz:

A S ^ /^ O A x ,, AS2« ^ 2)Ax2.......AS, =/£,,)Ax,, ..., AS„ « X£„)Ax„ .
Bu taqribiy tengliklarni (1) yig'indiga qo'yib, berilgan aABb egri chiziqli 

trapetsiyaning izlanayotgan S  yuzasi uchun ushbu taqribiy tenglikka ega bo'lamiz:

S * Z / ( £ ) A x ,  • (2)
i=I

(2) taqribiy tenglikning geometrik ma’nosi shundan iboratki, biz hozircha 
hisoblay olmaydigan egri chiziqli trapetsiyaning S yuzasi to 'g 'ri to'rtburchaklardan 
hosil qilingan pog'onasimon shakl yuzasi bilan almashtirildi. Bunda bo'laklar soni 
n qanchalik katta qilib olinsa, pog'onasimon shaklning yuzasi egri chiziqli 
trapetsiyaning S yuzasini shunchalik darajada aniqroq ifodalaydi. Bu mulohazadan 
izlanayotgan S yuzaning aniq qiymati

S = lim X/(<si)Ax, (3)
n->oo, = 1

limit bilan aniqlanishi mumkinligini ko'ramiz.
• O'zgaruvchi kuch bajargan ishni hisoblash masalasi. Yo'nalishi va 

kattaligi o'zgarmas bo'lgan kuch ta’sirida moddiy nuqta L to 'g 'r i chiziq bo'ylab 
harakat qilayotgan bo'lsin. Bunda kuch yo'nalishi bilan moddiy nuqtaning harakat 
yo’nalishi bir xil deb olamiz. Agar bu shartlarda kattalig i/bo 'lgan  kuch ta’sirida 
moddiy nuqta L to 'g 'ri chiziq bo'ylab a nuqtadan b nuqtaga ko'chirilsa, ya’ni b-a  
masofaga siljigan bo'lsa, unda bajarilgan ish /!= /(  b-a) formula bilan aniqlanishi 
bizga maktab fizika kursidan ma’ lum.

Endi yuqoridagi shartlardan kuch kattaligi o'zgarmas degan shartdan voz
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kechib, u harakatning har bir л; nuqtasida biror uzluksiz fix) funksiya bo‘yicha 
o'zgarib boradigan umumiyroq holni qaraymiz. Bu holda kuch moddiy nuqtani 
[a,b] kesma bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan A ishni hisoblash masalasi 
paydo bo'ladi. Bu masalani yechish uchun moddiy nuqtani bosib o'tgan yo'linj 
ifodalovchi [a,b] kesmani oldingi masaladagi singari n ta bo'laklarga ajratib, har 
bir [хм, x,] (/=1,2, ... , ri) kichik kesmada o'zgaruvchi kuchning bajargan ishini 
AA, deb belgilaymiz. Bu holda [a, A] kesmada bajarilgan umumiy A ish 
qiymatini

A = AAX + AA2 H----- h AA„ = J^AA, (4)

yig'indi ko'rinishida ifodalash mumkin. Bu yerda ham AA, ishning aniq qiymatini 
hisoblay olmaymiz. Ularning taqribiy qiymatlarini hisoblash uchun [*и  .Г|] 
kesmachalaming har biridan ixtiyoriy 4i nuqtani tanlab olamiz va unda kuchnina 
fi%j) qiymatini hisoblaymiz. Uzunligi Axj=x,-x,_l bo'lgan bu kichik kesmada kuch 
kattaligi o'zgarmas vafi^,) deb hisoblab, ushbu taqribiy tengliklarni yoza olamiz: 

Д Л |« Д £ |)-Ax,, AA2*fiZ,2)' Ax2, ..., Д4, «./(£,)• Дх,-, ..., AA„ *fi$„y Ax„. 
Bulami (4) yig'indiga qo'yib, izlanayotgan A ishning taqribiy qiymatini topamiz:

A * Z f Ю Ax, . (5)

Bu yerda ham [хи, x,] bo'laklar soni n oshib borgan sari (5) taqribiy tenglik 
xatoligi tobora kamayib boradi deb kutish mumkin. Shu sababli A ishning aniq 
qiymati

A =  lim £ / ( £ , ) Дх, (6)

limit orqali ifodalanadi.
•  Mahsulot hajmini topish masalasi. Agar ish kuni davomida mehnat 

unumdorligi o'zgarmas, ya’ni ixtiyoriy t  vaqtda uning kattaligi /  bo'lsa, unda 
(TbT2) vaqt oralig'ida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi V = /( T2 -T i) formula 
bilan hisoblanadi. Masalan, sozlangan avtomatik qurilma uchun bu holni o'rinli 
deb olish mumkin.

Ammo ishchining mehnat unumdorligi to 'g 'risida bunday deb bo'lmaydi. 
Masalan, ish kunining boshlang'ich davrida (ishga ko'nikish) uning mehnat 
unumdorligi ma’lum bir vaqtgacha o'sib boradi. So'ngra, ishga kirishib ketgandan 
keyin, ma’lum bir vaqt oralig'ida bir xil unumdorlik bilan mahsulot ishlab 
chiqaradi. Ish kuni oxiriga yaqinlashgan sari, charchash tufayli, mehnat 
unumdorligi pasayib boradi. Shunday qilib mehnat unumdorligi o'zgaruvchan va t 
vaqtga bog'liq ravishda biror uzluksiz fit)  funksiya orqali aniqlangan bo'ladi. Bu 
holda (Tj,T2) vaqt oralig'ida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi V uchun 
yuqoridagi formula o'rinli bo'lmasligi ravshandir va uni topish masalasi paydo 
bo'ladi. Bu masala ham oldingi masalalardagi mulohazalar asosida quyidagicha 
yechiladi. (TbT2) vaqt oralig'ini ixtiyoriy ravishda tanlangan 

T,=r0< Г|< t2<  -  /,<• ■ tn=T2 
nuqtalar bilan n ta (/j_i, ti) (r=l,2,3, — , ri) vaqt oraliqchalariga bo'laklaymiz. Bu

r a l i q c h a l a r i d a  ishlab chiqarilgan mahsulot hajmini AV, (r=l,2,3, -  , n) deb 
tfl'gilasak unda butun vaqt oralig'ida ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi

V =AVl + AV2 +--- + AYn = 'Z.AVi (7)
1=1

• ‘indi kabi ifodalanadi. Bu yig'indidagi qo'shiluvchilaming taqribiy qiymatlarini 
topish maqsadida f t _ b  A) (/=1,2,3, -  , n) vaqt oraliqchalaridan ixtiyoriy bir & 

qtni tanlab olamiz va u n d a ^ ,)  mehnat unumdorligini aniqlaymiz. Kichkina (Л-ь 
M oraliqda uzluksiz/f) funksiya o 'z  qiymatini unchalik ko 'p  o'zgartira olmaydi va 
shu sababli bu yerda mehnat unumdorligini o'zgarmas va uning qiymati f i^ )  deb 
olishimiz mumkin. Shu sababli At,= t - / ц  vaqt ichida ishlab chiqarilgan mahsulot 
baimi uchun

AV,- f i & A t t , r= U ,3 , 
taqribiy tengliklarni yozish mumkin. Bu taqribiy tengliklarni (7) yig'indiga qo'yib,

v - i m w i  w
/=1

taqribiy natijaga ega bo'lamiz. Bu holda mahsulot hajmining aniq qiymati 

V =  lim t m ) A t ,  (9)
П->CO /=l

limit orqali topiladi.
Yuqoridagi geometrik, fizik va iqtisodiy mazmunli uchta turli masala bir xil 

matematik usulda o 'z  yechimini topib, (3), (6) va (9) ko'rinishdagi bir xil limit 
orqali ifodalandi. Shu sababli bu usul va limitni umumiy holda qarash ma’noga 
egadir.

5.2. Aniq integralning ta ’rifi va m avjudlik sharti. Berilgan у -fix) funksiya 
[a, 6] kesmada aniqlangan bo'Isin. Bu kesmani ixtiyoriy

a=x0<x\<x2 < ...<x\ < ... x„*i <xn =b 
bo'linish nuqtalari yordamida n ta

[Xo,Xi], [X,,X2], ..., [Xj_i,X,], ..., [Xn-bXj
kichik kesmachalarga ajratamiz. Hosil bo'lgan har bir [xj_i, x j  (/=1, 2, 3, ..., ri) 
kichik kesmachalardan ixtiyoriy bir nuqtani tanlaymiz. Tanlangan ^  nuqtalarda 
berilgan /  (x) funksiyaning fi£i) (r=l, 2, 3, ..., n) qiymatlarini va [Xj_b x,] 
kesmachalaming x,-x,_i=Ax, (/=1, 2, 3, ..., n) uzunliklarini hisoblaymiz. Bu 
qiymatlaridan foydalanib ushbu yig'indini tuzamiz:

Sn( / ) = S / ( ^ )  ’ ( 10)
/=1

2-TA’RIF: (10) tenglik bilan aniqlanadigan Sn(J) yig'indi y=fix) funksiya 
uchun [a, b\ kesma bo'yicha integral yig'indi deb ataladi.

S n lf )  integral yig'indi ta’rifidan ko'rinadiki uning qiymati [х;_ь x,] kichik 
kesmachalar uzunligi Ax; , ularning soni n va tanlangan nuqtalarga bog'liq 
bo'ladi. Д„ = тахД х, belgilashkiritamiz.

lS<<n
i-T A ’R/F- Agar SĴ  f )  integral yig'indilar ketma-ketligi /?—*«> va Дп—>0 

bo lganda x, bo'linish nuqtalari hamda [хц, x j  kichik kesmachalardan olinadigan



nuqtalaming tanlanishiga bog‘liq bo'lmagan biror chekli S ( f )  limitga ega bo'lsa 
, bu limit qiymati S ( f )  berilgan fix) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan 
aniq integral deyiladi.

ь
Berilgan fix) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral J f(x )d x

a
kabi belgilanadi va ta’rifga asosan quyidagicha aniqlanadi:

r n
lf (x )d x  = S ( f ) =  lim S „ (f )=  lim £ / ( £ ) Дх, . ( II )
a n-¥<o, n-»oo, . 1

*■„ -» 0  Д . ->0

Bu yerda a — aniq integralning quyi chegarasi, b — yuqori chegarasi, [a, b\ — 
integrallash kesmasi, x-integrallash o'zgaruvchisi, Дх) -  integral ostidagi 

funksiya , fix)dx -  integral ostidagi ifoda deyiladi.
4-TA’RIF: Agar fix) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq 

h
integral \f (x )d x  mavjud bo'lsa, ш ^аД х) bu kesmada integrallanuvchifunksiya

a
deb ataladi.

Izoh: Aniq integralning yuqorida keltirilgan ta’rifi olmoniyalik buyuk 
matematik Riman (1826-1866 y.) tomonidan taklif etilgan va shu sababli Riman 
integrali deb yuritiladi. Bundan tashqari aniq integralning Koshi, mashhur farang 
matematigi Lebeg (1875-1941 y.) va niderlandiyalik matematik Stilt’yes (1856- 
1894 y.) tomonlaridan kiritilgan ta’riflari ham mavjud va keng qo'IIaniladi.

Oldin ko'rilgan masalalarga qaytsak, (3) va (11) tengliklarga asosan egri 
chiziqli trapetsiyaning yuzasi

S - \ f ( x ) d x ,
a

(6) va (11) tengliklarga asosan o'zgaruvchi kuch bajargan ish

A = ) f(x )d x ,
a

(9) va (11) tengliklarga asosan ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi

v A m d t
a

aniq integrallar orqali ifodalanishi kelib chiqadi. Bu tengliklami aniq integralning 
geometrik, mexaoik va iqtisodiy ma’nolari deb olishimiz mumkin.

Aniq integral ta’rifidan ko'rinadiki, berilgan Дх) funksiya [a,b] kesmada 
integrallanuvchi bo'lishi uchun ancha og'ir shartlarni qanoatlantirishi kerak. 
Haqiqatan ham, qaralayotgan [a,b\ kesmani bo'Iinish nuqtalari x, (r=l,2, ri) va 
[xj-i, Xj] kesmalardan tanlanadigan ^  nuqtalar qanday bo'lmasin aniq integralni 
ifodalovchi (11) limit qiymati S(f) bir xil bo'lishi kerak. Bu esa har qanday 
funksiya uchun bajarilavermaydi. Masalan, [0,1] kesmada aniqlangan D(x) Dirixle 
funksiyasi (VII bob, §3) uchun integral yig'indini qaraymiz. Agar [x,_b x j  
kesmachalardan olinadigan ^  nuqtalar ratsional sonlarni ifodalasa, unda D (^)= l va 
integral yig'indi

S„(D) = SP (^ ,)A x , = X I • Дх, = IA x , = 1 ■- 0 = 1 ;
1=1 1=1 1=1 

agar E,j nuqtalar irratsional sonlarni ifodalasa, unda D(^,)=0 va integral yig' indi

S„(D) = i* > (4 ,)  Д х /= 1 0 Д х ,= 0  
i= l 1=1

bo'ladi. Bu yerdan ko'rinadiki, п—>ю bo'lganda SD(f) integral yig'indi limitining 
qiymati nuqtalaming tanlanishiga bog'liq. Bundan esa Д х )  funksiya [0,1] 
kesmada integrallanuvchi emasligi kelib chiqadi.

ь
Shu sababli (11) limitni, ya’ni \f {x )d x  integralni qaysi shartda mavjud bo'lishini

a
aniqlashimiz kerak. Bu savolga javob isbotsiz beriladigan ushbu teoremalarda 
keltiriladi.

1-TEOREMA: Berilgan [a,b\ kesmada chegaralangan va unda chekli sondagi 
uzilish nuqtalariga ega bo'lgan Дх) funksiya shu kesmada integrallanuvchi bo'ladi.

NATIJA: Berilgan [a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan fix) funksiya shu kesmada 
integrallanuvchi bo'ladi.

Haqiqatan ham, Veyershtrass teoremasiga asosan (VI bob, §4) [a,b] kesmada 
uzluksiz fix) funksiya shu kesmada chegaralangan bo'lib, oldingi teorema 
shartlarini qanoatlantiradi va shu sababli bu kesmada integrallanuvchidir.

Bu tasdiqlardan funksiyalaming nisbatan keng sinfi uchun ularning aniq 
integral lari mavjud ekanligini ko'ramiz. Aniq integrallaming qiymatini topish 
(integralni hisoblash) masalasini kelgusiga qoldirib, bu masalani yechish uchun 
kerak bo'ladigan aniq integralning xossalari bilan tanishamiz.

5.3. Aniq integralning xossalari. A w alo yuqorida ko'rib o'tilgan aniq 
integral ta’rifiga ikkita qo'shimcha kiritamiz.

♦> Aqar aniq integralda quyi a va yuqori b chegaralar (a<b) o 'm i almashsa,
unda

\f (x )d x  = - \ f ( x )d x (12)

tenglik o'rinli deb qabul etamiz. Bunday qarorni quyidagicha tushuntirish mumkin. 
(12) tenglikning chap tomonidagi integralda x integrallash o'zgaruvchisi OX o'qda 
x - a  nuqtadanx=6 nuqtaga qarab o'sadi va shu sababli Ax,=x,-x,_i>0 bo'ladi. O 'ng 
tomondagi integralda esa aksincha bo'lib, x integrallash o'zgaruvchisi x=b 
nuqtadan x=a  nuqtaga qarab kamayib boradi va unda 8x;= x^i—x,= —Ax,<0 bo'ladi. 
Demak, (12) tenglikdagi integrallar uchun ulaming integral yig'indilari faqat 
ishoralari bilan farq qiladi. Bu yerdan, limit xossasiga asosan, (12) tenglikni qabul 
etish mumkinligini ko'ramiz.

❖ (12) tenglikdan

lf (x )d x  = 0 (13)

deb qabul qilishimiz mumkinligi kelib chiqadi. Haqiqatan ham bu holda



J f(x )d x  = - J  f(x )d x  => 2 J f (x )d x  = 0 = > { /  (x)o£t = 0.
a a a a

Izoh: Aniq integral ta’rifini ifodalovchi (11) tenglikdan ko'rinadiki, unine 
qiymati biror sondan iborat bo‘ladi. Bu son faqat integral o stidag i/x ) funksiya va 
[a,b\ integrallash kesmasiga bog'liq bo'lib, integrallash o'zgaruvchisiga bog'liq 
emas. Shu sababli aniq integralda integrallash o'zgaruvchisini har xil belgilash 
mumkin, ya’ni

I / M * = } / ( * ) * = } / ( * ) * « . » .
a a a

I  xossa: Aniq integralda o'zgarmas ko'paytuvchini integral belgisidan 
tashqariga chiqarish mumkin, ya’ni k o'zgarmas son bo'lsa,unda

ь b
\kf(x)dx = k \f (x )d x  (14)
a a

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Aniq integral ta’rifi va limit xossasiga asosan

\k f(x )dx=  lim £A /(£ )A x( =A lim £ / ( £ ) A t , , = k \f(x )d x  .
a n-+co, /=l /i-юо, , = i

Д и —>0

II xossa: Ikki yoki undan ortiq funksiyalar algebraik yig'indisining aniq 
integrali qo'shiluvchilar aniq integrallarining algebraik yig'indisiga teng bo'ladi, 
ya’ni

Я / i ( * )  ± / 2(*)± ■•■ ± fm ( * ) ] *  = | / 1  (x)dx ± \ f 2(x)dx ± - ± ) f m(x)dx (15)
a о a a

tenglik 0 ‘rinli bo‘ladi. Bunda tenglikning o‘ng tomonidagi aniq integrallar mavjud 
deb hisoblanadi.

Isbot: Aniq integral ta’rifi va limit xossasiga asosan

S[/1  t o ± / 2 t o ± • • • ± / m(x)\dx = lim IL A ( £ )  ± / 2 (£,) ± • • • ± / m( £ )]Ax, =

= lim ЪШ.УЬх, ±  lim 1 / 2(£)Д х, ± - ±  lim £ / „ ( £ ) Ac, =
/* 1  n->CO, . =  1 /7- > 00,

А я—̂ 0 Аи Д „ —*0

= Ц ( х ) Л ± |/2(х)<& ±--±//ж(х)Л .

а а а

III xossa: Agar [a, A] kesmada У(х)>0 va integrallanuvchi bo'lsa, unda 
uning aniq integrali uchun

b
f f (x )d x >  0 (16)
a

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Bu holda integral yig'indida fi^y>0, Ax,>0 (/=1,2,3,-, n) bo'lgani 

uchun va aniq integral ta’rifi hamda limit xossasiga asosan

5 n( / ) =  1 / ( 1 , ) ^  > 0 = > ] / ( х ) Л =  lim S „ ( / ) > 0 ,
,_1 W-»«\

a „ - » o

’ni (16) tengsizlik o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
^  IVxossa: Agar [a. b\ kesmada fix) va g(x) funksiyalar integrallanuvchi 
hamda fix)<g(x) bo'lsa, unda ularning aniq integrallari uchun

\ f {x )d x < \g (x )d x  (17)
a Q

tengsizlik  o'rinli bo'ladi.
Isbot: II xossaga asosan h{x)=g(x}-fix) funksiya berilgan [a,b\ kesmada 

in tegrallanuvchi bo'ladi. Bundan tashqariA*)<g(x) shartdan h(x)>0 ekanligi kelib 
chiqadi. Unda. IV va II xossalardan foydalanib, (17) tengsizlikka quyidagicha 
erishamiz:

ь ь
\ h(x)dx > 0 => j[g (x) -  f(x )]dx  > 0 => 
a a 

=> \g (x )d x -  \f (x )d x > 0 = >  J f(x )d x  < \  g(x)dx .
a a a a

У xossa: Agar a<c<b vaflx) funksiya [a ,c \, [c ,i] kesmalarda 
integrallanuvchi bo'lsa, unda u \a,b] kesmada ham integrallanuvchi va

\f (x )d x  = j  f(x )d x  + \ f ( x ) d x  (18)
a a c

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Bu xossani qat’iy matematik isbotini keltirmasdan, uni integralning 

geometrik mazmuniga asoslangan (71-rasmga qarang) talqinini keltirish bilan 
chegaralanamiz.

(18) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integraly=fix) funksiya grafigi orqali 
hosil qilingan aACc egri chiziqli trapetsiyaning Si yuzasini, ikkinchi integral cCBb 
®gn chiziqli trapetsiyaning S2 yuzasini ifodalaydi. (18) tenglikning chap tomondagi 
'ntegral esa y=fix) funksiya grafigi orqali hosil qilingan aABb egri chiziqli



trapetsiyaning S yuzasini ifodalaydi. Bu yerda S=S(+S2 tenglik o‘rinli va uni 
integrallar orqali ifodalab, (18) tenglikni hosil etamiz.

Izoh: III xossani ifodalovchi (18) tenglik c<a va c>b holda ham o'rinli 
bo'ladi. Masalan, c>b holda a<b<c bo'lgani uchun (18) tenglik yuqoridagi 
mulohazalar va (12) tenglikka asosan quyidagicha keltirib chiqariladi:

J f(x )d x  = |  f(x )d x  + \  f (x )d x  => J f(x )d x  = J f{x )d x  -  J f(x )d x  =>
a a b a a b

=> J f(x )d x  = J f(x )d x  +  J f ( x )d x .
a a b

VI xossa: Har qanday [a,6] kesmada o'zgarmas Дх)=1 funksiya 
integrallanuvchi va

ь h
J f(x )d x  -  j  dx = b - a  (19)
a a

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Bu holda integral yig‘ indida/(^)= l, &xf=xt~xt-i (/= 1,2,3,-, ri), xn=a va 

x„=b bo'lgani uchun
П П

S „(l)=  £ / ( £ > \  = ХД, = (*i - * o )  + ( * 2  - * i )  + -" + ( * „ - x 0 = b - a .  
1=1 i= l

Bu yerdan integral ta’rifi va limit xossasidan (19) tenglik kelib chiqadi:
ft
\dx=  lim S „(l)=  lim (b - a ) - b - a .

Izoh: Integralning geometrik ma’nosiga ko'ra (19) tenglikdagi aniq integral 
asosi [a,b] kesmadan iborat va balandligi /[x)= l bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchak 
yuzasini ifodalaydi va bu yuza 5=1 (b-a)= b-a  ekanligidan ham (19) tenglikka 
ishonch hosil etish mumkin.

VII xossa: Agar [a,b] kesmada (a<b) integrallanuvchi y=fix) funksiyaning 
shu kesmadagi eng kichik va eng katta qiymatlari mos ravishda m va M  bo'lsa, 
unda aniq integral uchun

ь
m (J b -a )< \f(x )d x < M (J b -a )  (20)

a
qo'sh tengsizlik o 'rinli bo'ladi.

Isbot: Shartga asosan [a,b\ kesmada m<j{x)<M bo'lgani uchun IV xossa va 
(19) tenglikdan hamda I xossadan foydalanib, quyidagilami olamiz:

b b b b b b 
jm d x < \ f  (x)dx< }Mdx =>m \d x < J f  (x)dx < M jdx=>
a a a a a a

b b b 
J f(x )d x  < M \dx= >  m(b - a ) < \ f  (x)dx £ M (b -  a ) .
a a a

Bu xossaning geometrik ma’nosi shundan iboratki (72-rasmga qarang), [oM 
kesmada y=fix) funksiya grafigi orqali hosil qilingan aABb egri chiziqli 
trapetsiyaning yuzasi asoslari b-a, balandliklari esa mos ravishda m va M bo'lgan

VIIIxossa: Agar 1Дх)| funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, 
unda/(x) funksiya ham bu kesmada integrallanuvchi va quyidagi tengsizlik o'rinli 
bo'ladi:

\ f ( x ) d x S j | (21)

Isbot: -  l/(x)|< Дх)<1Дд:)| qo'sh tengsizlikni hadlab integrallab, bu tasdiqqa 
quyidagicha erishamiz:

- \\f (x )\d x < \f(x )d x < \\f (x )\d x ^ >  J f{x )dx  < \\f(x )\dx  .
a a a a a

IX xossa (0 ‘rta qiymat haqidagi teorema): Agar j{x) funksiya [«.6] kesmada 
uzluksiz bo'lsa, bu kesmada shunday t, nuqta mavjudki, unda

] f(x )d x  =  f ( ^ b - a )  (22)
a

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Berilgan fix) funksiya [a,b\ kesmada uzluksiz bo'lgani uchun, 

Veyershtrass teoremasiga asosan, u bu kesmada o'zining eng kichik m va eng katta 
M qiymatlarini qabul etadi. Shu sababli bu funksiya uchun VII xossani 
ifodalovchi (20) qo'sh tengsizlik o'rinli va uni quyidagicha yozish mumkin:

m £ - l — \f (x ) d x < M .  
b — a a

Bu qo'sh tengsizlik orasida turgan sonni p deb belgilasak, unda kesmada 
uzluksiz funksiya xossasiga asosan (VI bob, §5, 5-teorema natijasi), [a,b\ kesmada 
shunday ^ nuqta mavjudki, unda /(£,)=p bo'ladi. Bu yerdan, belgilashimizga 
asosan,

В  I  1 f(x )d x  = n  = / ( | )  => } f (x )d x  = f (Z ) ( b - a )
b - a ,

ekanligi kelib chiqadi.



m = - r L - b\K x )d x
^  a

soniy(x) funksiyaning [a,b] kesmadagi o ‘rta qiymati deb ataladi.

XULOSA
Juda ko‘p amaliy masalalarni yechish aniq integral tushunchasiga olib keladi 

Masalan, geometriyada egri chiziqli trapetsiya yuzasini topish, fizikada 
o'zgaruvchi kuch bajargan ishni hisoblash, iqtisodiyotda ishlab chiqarilgan 
mahsulot hajmini aniqlash kabi masalalar shular jumlasidandir. Aniq integral 
berilgan funksiya va kesma bo'yicha tuziladigan integral yig‘indining limiti kabi 
aniqlanadi. Berilgan kesmada chegaralangan va faqat chekli sondagi uzilish 
nuqtalariga ega bo‘lgan funksiya uchun aniq integral mavjud bo'ladi. Yuqorida 
ko'rsatilgan masalalardan aniq integralning geometrik, mexanik va iqtisodiy 
ma’nolari kelib chiqadi. Aniq integral qiymatini hisoblash yoki baholash uchun 
uning bir qator xossalaridan foydalanish mumkin.

Tavanch iboralar

* Integral yig'indi * Aniq integral * Integral ostidagi funksiya * Integral ostidagi 
ifoda * Integrallash o'zgaruvchisi * Quyi chegara * Yuqori chegara
* Integrallanuvchi funksiya * Integralning geometrik ma’nosi * Integralning 
mexanik ma’nosi * Integralning iqtisodiy ma’nosi * Funksiyaning o 'rta qiymati

T akrorlash uchun savollar

1. Funksiyaning berilgan kesma bo'yicha integral yig'indisi qanday hosil 
qilinadi?

2. Aniq integral qanday ta’riflanadi?
3. Qaysi shartda funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi deyiladi?
4. Integrallanmovchi funksiyaga misol keltira olasizmi?
5. Qaysi shartda funksiya berilgan kesmada integrallanuvchi bo'ladi?
6. Integralning geometrik ma’nosi nimadan iborat?
7. Integralning mexanik ma’nosi qanday ifodalanadi?
8. Integralning iqtisodiy ma’nosi nimadan iborat?
9. Aniq integralning quyi va yuqori chegaralari nima?
10.Aniq integralda quyi va yuqori chegaralar o 'm i almashtirilsa nima bo'ladi?
1 l.Aniq integralda o'zgarmas ko'paytuvchini nima qilish mumkin?
12.Funksiyalarning algebraik yig'indisidan olingan aniq integral qanday 

xossaga ega?
13.O'zgarmas funksiyaning [a,A] kesma bo'yicha aniq integrali n i m a g a  teng?
14.Funksional tengsizlikni hadlab integrallash mumkinmi?
15.Integrallash kesmasida musbat bo'lgan funksiyadan shu kesma bo'yicha 

olingan aniq integral qiymati haqida nima deyish mumkin?

5-TA ’R /F :  (22) tenglik orqali aniqlanadigan 1 6  I n t e g r a l l a s h  kesmasida manfiy bo'lgan funksiyadan shu kesma bo'yicha 
olingan  aniq integral qiymati haqida nima deyish mumkin?

17 Aniq integral uchun o 'rta qiymat haqidagi teorema qanday ifodalanadi?
18 F unksiyan ing  kesma bo'yicha orta qiymati deb nimaga aytiladi?

T estlardan nam unalar

1 Aniq integralning geometrik ma’nosini ko'rsating.
A) egri chiziqli trapetsiyaning og'm a tomoning burchak koeffitsiyenti;
B) egri chiziqli trapetsiyaning perim etri;
C) egri chiziqli trapetsiyaning o 'rta chizig'i uzunligi;
D ) egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi;
E) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

2. Aniq integralning mexanik ma’nosini ko'rsating.
A) o'zgaruvchi kuchning eng katta qiymati;
B)o'zgaruvchi kuchning eng kichik qiymati;
C) o'zgaruvchi kuchning momenti;
D ) o'zgaruvchi kuchning bajargan ish;
E) o'zgaruvchi kuchning o 'rta qiymati.

3. Aniq integralning iqtisodiy m a’nosini ko'rsating.
A) mahsulot ishlab chiqarishda mehnat unumdorligi;
B) ishlab chiqarilgan mahsulot tannarxi;
C) ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi;
D ) ishlab chiqarilgan mahsulot chakana narxi;
E) mahsulot ishlab chiqarishda sarflangan xomashyo.

4. [a,b\ kesma bo'yicha y=J{x) funksiya uchun Sn{f) integral yig'indi tuzishda 
quyidagi amallardan qaysi biri bajarilmaydi?

A) [a, b\ kesma x, (r=l, 2, л- l )  va x0=a, x„=b nuqtalar bilan n bo'lakka 
ajratiladi;

B) [xM, x^ (/=1,2, —, rt) kesmalardan nuqtalar olinadi;
C) tanlangan nuqtalarda^*) funksiya qiymatlari hisoblanadi;
D) [*,_b x,] (/=1,2, ri) kesmalaming uzunliklari x, —x,_i=Ar, topiladi;
E) ko'rsatilgan barcha amallar bajariladi.
I ? . V ..

[a,b] kesmada aniqlangan y=J{x) funksiya uchun tuzilgan

s„  ( / )  = £ / &  К
Щ ,
■ntegral yig'indi orqali uning aniq integral qanday aniqlanadi?

A) \f{x )d x  = S„ ( / ) ; B) ] f{x )d x  = max S„ ( / ) ; C) ] f(x )d x  = min S„ ( / ) ;



D) |/(х)<з£с= lim S n( f ) ;  E) to ‘g ‘r ijav o b  keltirilmagan.

6. [a, b\ kesmada aniqlangan y=fix) funksiya uchun \f(x )d x  aniq integral
a

qanday shartda doimo mavjud bo'ladi?
A) yuqoridan chegaralangan; B) quyidan chegaralangan;
C) o'suvchi; D) kamayuvchi; E) uzluksiz.

7. Aniq integralning xossasi qayerda xato ko'rsatilgan?

A) J [ /(x )  + g(x)\dx = jf(x )d x  + jg(x)dx;
a a a

B) J [ /(x )  -  = \f(x )d x  -  jg (x> fc;
a a a

C) \f(x )g (x)dx  = \f(x )d x  ■ \g(x)dx;
a a a

b b
D) \kf(x)dx = k \ f ( x ) d x ( k -  const.);

a a
E) barcha qoidalar to 'g 'ri ko'rsatilgan.

8. Aniq integral xossasini ifodalovchi

J f(x )d x  =  f f{x)dx  + J f{x)dx
a a c

tenglik bajarilishi uchun с nuqta qanday shartni qanoatlantirishi kerak?
A) c< a; B) c> b\ C) c=a yoki c=b; D) a< c<b\

E) ko'rsatilgan barcha shartlarda tenglik bajariladi.

9. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o'rinli emas?

A) J /(*)<& = 0 ; B) \ f(x )d x  = a\f(x )d x  ; C) \kf(x)dx = k jf(x )d x  ;
a a b a a
b h

D) \ f  (x)<it = \ f  (t)dt ; E) keltirilgan barcha tengliklar o'rinli.
a a

Mustaqil ish topshiriqlari

b b
1. Agar J/(x)<& = 5, fg (x )d t = -3  bo'lsa quyidagi integrallarnmg 

qiymatlarini toping:

a) J(w + i)f(x)ctx; b) {(и -  l)g(x)<2r; c) J[«/(x) + (2n + l)g (x)]A  ■

• A nil] integralni ta 'rif bo ‘yicha hisoblash.
.  Nyuton -  Leybnits formulasi.
.  Bo'laklab integrallash usulL
• Aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish usuli.
• Aniq integrallami taqribiy hisoblash .

6.1. Aniq integralni ta ’rif  bo‘yicha hisoblash. Biz aniq integral ta’rifi va 
ascsiv xossalarini o'rgangan bo'lsak ham, ammo hozircha faqat bitta Дх)=1 
o'zgarmas funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan aniq integral qiymatini 
bilamiz xolos. Bu yo'nalishda yana bir misol sifatida fi,x)=x funksiyadan [a,£] 
kesma bo'yicha olingan

b
I = \xdx

a
aniq integralni uning ta’rifidan foydalanib hisoblaymiz. flx)=x funksiya [a,b] 
kesmada uzluksiz bo'lgani uchun u integrallanuvchi, ya’ni /  aniq integral mavjud. 
Unda. ta’rifga asosan, [a,b] kesmani ixtiyoriy ravishda kichik [x,-b 
kesmachalarga bo'laklab va ulardan istalgan ^  nuqtalami tanlab,

5 „ ш = £ / & ) д^ = ш * > - х,-  о  
i=i )=i

integral yig'indini hosil etib, uning n—»oc, maxAx,—>0 bo'lgandagi limitini topsak, 
bu limit qiymati doimo bir xil bo'ladi va /  integral qiymatini ifodalaydi. Shu 
sababli biz [a,b\ kesmani o'zaro teng bo'lgan и bo'lakka ajratamiz. Bu holda hosil 
bo'lgan har bir [xj_i, xj] kesmachaning uzunligi bir xil va Ax,-h=(b-a)/n, ularning 
chegaraiari esa x,=a+ih, г-0 ,1 ,2 ,-, n -1, n kabi aniqlanadi.Har bir [x,_b x j 
kesmachalardan ^  nuqta sifatida uning chap chegarasini, ya’ni =x^i (/=1,2,—, n) 
deb olamiz. Bu holda integral yig'indi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

= A £ [ a  +  ( / - 1 ) A ]  = / » [ ! >  + A Z ( / - 1 ) ]  =
1 = 1 1 = 1 /=1 7=1 1 = 1

. .  , n ( n - 1)- , r b - a  n - 1 
= h[na + h— - ---- ] = (b -  a)[a + - ~ ------- — ] .

Bu yerdan, aniq integral ta’rifi va limit xossalariga asosan,

/ =  lim S „ ( / ) =  lim ( 6 - a ) [ a  + —  •—  ] = (b-a)[a + —  l im —  ] =
«-» «> л—>oc 2 n 2 n-+oо n

_ / .  b - a  , ,  . b + a b2 - a 2- ( b - a ) [ a  + —j - - \ ]  = ( b - a ) - j -  = — - —

§6. ANIQ INTEGRALLARNI HISOBLASH USULLARI

natijani olamiz. Demak.

\xdx = ^ — ^ ( 1)
i a 

u natijaga aniq integralning geometrik ma’nosidan foydalanib ham kelish 
ur°kin. Haqiqatan ham, (1) aniq integral y=x, x=a, x=b  va y=0  chiziqlar bilan



chegaralangan aABb trapetsiya (73-rasmga qarang) yuzini ifodalaydi. Chizmadan 
ko'rinadiki, bu trapetsiyaning balandligi H=b-a, asoslari esa a va b. Shu sababli

,  ̂ „ a + b u  a + b . ,  . b2 - a 2 I = \xdx = SaABb= —^ - H  = — - ( b - a )  = — - —  .

6.2. Nyuton -  Leybnits formulasi. Oldingi natijalardan ko'rinadiki, aniq 
integralni uning ta’rifi, ya’ni integral yig'indining limiti orqali topish masalasi 
hatto oddiy _y=x funksiya misolida ancha qiyinchilik bilan yechiladi. Shu sababli 
aniq integralni hisoblashning qulayroq, osonroq usulini topish masalasi paydo 
bo'ladi. Bu masala integral hisobning asosiy formulasi bo'Imish Nyuton -  
Leybnits formulasi orqali o 'z  yechimini topadi. y^fix) biror \a,b\ kesmada uzluksiz 
funksiya bo'Isin. U nday=^x) bu [a,b] kesmada integrallanuvchi funksiya bo'ladi. 
Bu yerdan ixtiyoriy x e  [a,b\ uchun

0 {x )  = ] f ( t )d t  (2)
a

aniq integral mavjud ekanligi kelib chiqadi. Bunda quyi chegara a o'zgarmas, 
yuqori chegara x esa o'zgaruvchi deb qaralsa, unda (2) tenglik [a,b\ kesmada 
aniqlangan biror Ф(х) funksiyani ifodalaydi va yuqori chegarasi o'zgaruvchi 
integral deb ataladi. Bu funksiya differensial va integral hisob orasidagi chuqur 
bog'lanishni ifodalovchi quyidagi muhim xususiyatga ega.

1-TEOREMA: Agar (1) tenglikda Дх) uzluksiz funksiya bo'lsa , unda Ф(х) 
funksiya differensiallanuvchi va

<t>'(x) =  ( ]f ( t)d t) '  = f ( x )  (3)
a

tenglik o'rinli bo'ladi. _ ,
Isbot: Ф(х) funksiya differsnsiallanuvchi ekanligini va uning hosilasini ta n 

bo'yicha topamiz. Buning uchun uning x argumentiga Ax orttirma berib va, aniq

taing oldin ko'rib o'tilgan V xossasidan foydalanib, ДФ(х) funksiya 
o r X a s in i  quyidagi ko'rinishda yozamiz:

ДФ(х) = Ф(х + Дх) -  Ф(х) = | f ( t)d t  - \ f ( t ) d t  =
a a

x х+дл x JC+Ax
= \ f ( t ) d t+  j f ( t ) d t - \ f ( t ) d t =  j f ( t ) d t  

#i i ' '  a x a x
Bu tenglikni, aniq integralning oldin ko'rsatilgan o 'rta qiymati haqidagi 

xossasiga asosan,
л+Дх

ДФ(х) = J = / ( I X *  + Дх -  x) = / ( £ ) Дх, |  e [x, х + Дх]
X

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerdan, hosila ta’rifi va fix) funksiya 
uzluksiz ligiga asosan,

Ф \х )=  lim = lim lim / ( £ ) =  l i m / ( 0  = / ( x )
Дх—>0 Дх Дх—>0 Дх Дх->0

natijani, ya’ni isbotlanishi kerak bo'lgan (3) tenglikni hosil qilamiz. Bu natijani
olishda £e[x, х+Дг] bo'lgani uchun Дх->0 holda 4~>x bo'lishidan foydalanildi.

Izoh: Bu teoremadan (2) tenglik bilan aniqlangan Ф(х) berilgan uzluksiz Дх)
funksiya uchun boshlang'ich funksiya bo'Iishi kelib chiqadi. Demak, har qanday
uzluksiz funksiya uchun uning boshlang'ich funksiyasi mavjud va uni (2) formula
orqali topish mumkin ekan.

2-TEOREMA: Agar Fix) uzluksiz Дх) funksiyaning biror boshlang'ich
funksiyasi bo'lsa, u holda

]f(x )d x  = F (x fa = F(b) -  F(a) (4)
a

tenglik o'rinlidir.
Isbot: F(x) uzluksiz Дх) funksiyaning biror boshlang'ich funksiyasi bo'Isin. 

Oldingi teoremaga asosan (2) tenglik bilan aniqlangan Ф(х) funksiya ham Дх) 
funksiyaning boshlang'ich funksiyasi bo'ladi. Bizga ma’lumki, fix) fimksiyaning 
har qanday ikkita boshlang'ich funksiyalari bir-biridan faqat biror С  o'zgarmas 
qo'shiluvchi bilan farq qiladi, ya’ni

Ф(х) = F (x) + С = > ]/(/)< *  = F (x) + С .
• a

D Qdu tenglikda x=a deb va J/(x)<& = 0 ekanligidan foydalanib, C=-F(a) ekanligini
a

aniqlaymiz. Bu natijani oldingi tenglikka qo‘yib, ushbu formulaga kelamiz:

] f ( t )d t  = F {x ) -F (a ) .
ГХ. • . °
Oxirgi tenglikda x=b desak,

] f ( t ) d t  = F (h )-F (a )



formulaga ega bo'lamiz. Bu formulada t integrallash o‘zgaruvchisini x bilan 
almashtirib (aniq integralda integrallash o'zgaruvchisini ixtiyoriy tarzda belgilg^ 
mumkinligini eslatib o'tamiz), isbotlanishi kerak bo'lgan (4) formulani hosil 
qilamiz.

Izoh: (4) formulada F(x) sifatida Дх) funksiyaning ixtiyoriy bir boshlang'ich 
funksiyasini olish mumkin. Bunga sabab shuki, fix) funksiyaning ixtiyoriy ikkita 
Fi(x) va F2(x) boshlang'ich funksiyalari bir -  biridan faqat biror С  o'zgarmas son 
bilan farqlanadi va Ft(fi)-F\(ay= F^by-F^a) bo'ladi.

1-TA ’RIF: (4) tenglik aniq integralni hisoblashning Nyuton-I.eybnits 
form ulasi deyiladi.

Aniqmas va aniq integral tushunchalari bir-biriga bog'liqmas ravishda 
kiritilgan edi. Aniqmas integral Дх) funksiyaning boshlang'ich funksiyalari sinfi 
singari , aniq integral esa fix) funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha integral 
yig'indilarining limiti singari kiritilganligini eslatamiz. Ammo bu ikkala tushuncha 
orasida chambarchas bog'lanish mavjudligi va ularning ikkalasi ham “ integral” deb 
atalishi bejiz emasligini ko'rsatish uchun Nyuton -  Leybnits formulasini shartli 
ravishda quyidagicha yozamiz:

} / ( * ) *  = F(b) -  F {a) = F (x fa = [F(x) + C |*  = \ f (x )d x  f  (5)
a

Demak, aniq integralni Nyuton -  Leybnits formulasi bo'yicha hisoblash 
uchun dastlab uning chegaralarini “unutib”, uni aniqmas integral singari qaraymiz 
va hisoblaymiz. So'ngra chegaralar borligini “eslab”, aniqmas integralni 
hisoblangan ifodasiga x o'rniga yuqori chegara b va quyi chegara a qiymatlarini 
qo'yamiz. Natijada hosil bo'lgan sonlar ayirmasini olib, berilgan aniq integral 
qiymatini topamiz. Bunda aniqmas integral javobidagi ixtiyoriy С o'zgarmas sonni 
hisobga olmasak ham bo'ladi.

Misol sifatida, Дх)=х“ (аф -\) darajali funksiyadan \ci,b\ kesma bo'yicha 
olingan aniq integralni (4) Nyuton -  Leybnits formulasi yordamida hisoblaymiz:

j xadx =
a  + 1

iff+l _« n —a
a  +1

Bevosita ta’rif  bo'yicha hisoblangan (1) natija bu yerdan a=l bo'lganda kelib 
chiqadi.

Shunday qilib, Nyuton -  Leybnits formulasi orqali aniq integralni hisoblash 
masalasi bizga tanish bo'lgan aniqmas integralni hisoblash masalasiga keltiriladi. 
Bunga yana bir nechta misol keltiramiz:

\ ^ ф с  = ~х^ J e*xdx = - e ix 
I 4

г In x  * r j In XJ -----dx = J In xd  In x = -------
i x ( 2

In2 e -  In2 1 l l 2  1
--------------- = -  In e = —;

2 2 2

f ^ a f * ^ . V r 7 7 T - 2 - u i .
о л /н Г ?  2 0 •v/l + x 2 '°

6 3 Bo'laklab integrallash usuli. u=u(x) va v=v(x) differentsiallanuvchi 
funksiyalar bo'lsin. Bu holda (uv)'=u'v+uv' ekanligidan uv funksiya u'v+uv' uchun 
bosh lang 'ich  funksiya bo'ladi. Shu sababli, Nyuton -  Leybnits formulasiga asosan,

b i 
J[m'v + uv'\dx = uv\a
a

tenglikni yozish mumkin. Bu yerdan, aniq integralning 11 xossasi va u'dx=du, 
v'dx=dv ekanligidan foydalanib, ushbu natijalarni olamiz:

b b £ b b £
{ u'vdx + J uv'dx = uv |a => J vdu + J udv = in\a =̂>

iV3

\u d v= m \u - \vdu  (6)
a a

2-TA ’RIF: (6) tenglik aniq integralni bo'laklab integrallash formulasi deb
ataladi.

Bu yerdan ko'rinadiki, aniq integralni bo'laklab integrallash xuddi aniqmas 
integralga o'xshash usulda amalga oshiriladi. Buni quyidagi misollarda ko'ramiz:

я 12
J xcosxotc = 
0

и = x, dv = cosxdx 

dv = dx, v = sinx
= x-sinx|* -  Jsinxc£c = 

о
n j*/2 n n - L= — + cosxL = —  1 = ------- ;
2 10 2 2

r ln x ^-J - 7 = - *  =
l Vx

и = lnx,
dx

dv = -f=
yjx

du = — , v = 2 л/х
= 2-v/xlnx|i - 2 j V x — =

= 4e-4-v/x|i = 4 e - 4 e  + 4 = 4 ;

6.4. Aniq integralda o'zgaruvchini alm ashtirish usuli. Berilgan uzluksiz 
y=fix) funksiyadan [a,b] kesma bo'yicha olingan

jf (x )d x
a

aniq integralni ba’zi hollarda biror x=<p(t) differensiallanuvchi funksiya orqali 
eski x o'zgaruvchidan “yangi" t o'zgaruvchiga o'tish usulida hisoblash mumkin 

bo'ladi. Bunda cp(t) funksiya almashtirma deb ataladi va unga quyidagi shartlar 
qo'yiladi:

1 • <p(a)=a, (p(P)=b ;
2- <p(t) va ip '(/) funksiyalar re  [a , /J] kesmada uzluksiz ;
3- f [ W j \  murakkab funksiya [a, fi\ kesmada aniqlangan va uzluksiz. 

u sbartlarda ushbu formula o'rinli bo'ladi:



\f (x )d x  = \f[(p{t)]p'{t)dt (7)

Isbot: F(x) berilgan integral ostidagi fix) funksiyaning birorta 
boshlang'ich funksiyasi bo'lsin. Unda, Nyuton -  Leybnits formulasiga asosan,

\f (x )d x  = F { x ^ F ( b ) - F ( a )

tenglikni yozish mumkin. Bu yerdan, integralni invariantlik xossasi (§2, (2) 
tenglikka qarang) va yuqoridagi 1 - 3  shartlardan foydalanib, ushbu natijaga 
kelamiz:

= ]f[q>(t)\d<p(t) = F[cp{l)fa = F [< p m  -  F[cp(a)} = F(b) -  F(a) . 
a a

Oldingi va bu tenglikning o 'ng tomonlarini taqqoslab, (7) formula o'rinli 
ekanligiga ishonch hosil qilamiz.

3-TA’RlF: (7) tenglik aniq integralda o'zgaruvchilarni almashtirish 
formulasi deb ataladi.

Ushbu aniq integrallami o'zgaruvchilarni almashtirish formulasi yordamida 
hisoblaymiz.

> } - xdx
о ■/* + 1

~Jx + l = t, x = t2 -1 , dx = 2tdt
a  = л/о+Т = 1, 

2
P = a/3+T = 2

j  (t2 -1 )  ■ 2tdt

= 2 l ( t 2 l)rff=2(— - 0
„ .2  2. 8 2 = 2(—+ —) = -  = 2 — 

3 3 3 3

> x dx =
x = sin/, dx = costdt, l - x 2 = cos2 f

a  = arcsin 0 = 0. p  = arcsin 1 = —
2 .

1 1 sin 2?= Jcos tdt -  — \( \  + cos2t)dt = — (/ + :
о 2 о 2 2
6.5. Aniq integrallam i taqrib iy  hisoblash . Yuqorida ko'rib o'tilgan 

ь
usullarda /  = \f {x )d x  aniq integral qiymatini hisoblash masalasi integral ostidagi

a
fix) funksiyaning biror Fix) boshlang'ich funksiyani topish va uning qiymatlarini 
hisoblash masalasiga keltiriladi. Ammo ayrim aniq integrallar uchun bu usullarni 
qo'llashda quyidagi muammolar paydo bo'lishi mumkin:

1) F(x) boshlang'ich funksiyani topish murakkab ;
2) F(x) boshlang'ich funksiya murakkab ko'rinishda bo'lib, uning F(a) va 

F(a) qiymatlarini hisoblash qiyinchilik tug 'd iradi;
3) F{x) boshlang'ich funksiya elementar funksiyalarda ifodalanmaydi;
4) integral ostidagi fix) funksiya jadval ko'rinishida berilgan .

Bunday hollarda aniq integralning qiymatini taqribiy hisoblash masalasi paydo

,. g u masalani yechish uchun matematikada turli formulalar topilgan bo'lib, 
Umumiy holda kvadratur formulalar deb ataladi. Shu formulalardan eng 

“oddabridan ikkitasini qisqacha ko'rib o'tamiz.
s j To‘g ‘ri to'rthurchaklar form ulasi Bu formulani keltirib chiqarish uchun 

tlab [a.b] kesmani uzunligi bir xil va Ax=(b-a)/n bo'lgan n ta [x_b ^.] 
kesmachalarga (/=1, 2, n) ajratamiz. Bundax, bo'linish nuqtalari

X; = a  + iAx = a + - ——i, i = Q ,l ,2 ,- - ,n  (8)
jii n

form ula bilan topiladi.
So'ngra integral ostidagi fix) funksiyaning x, bo'linish nuqtalaridagi/x,) (/=1, 

2 n) qiymatlarini hisoblaymiz. Bu qiymatlar va [x,_b x,] kesmachalar uzunligi
дх bo'yicha

SM )=fixt)Ax+fix2) te  +fix?,)Ax+ -  +Дх„)Ах 
integral yig'indini hosil qilamiz. Ta’rifga asosan I aniq integral S„(fj integral 
yig- indilar ketma -  ketligining n— bo' Igandagi limitiga teng. Shu sababli, n katta 
son bo'lganda, I~ S J f)  deb olish mumkin. Natijada ushbu taqribiy formulaga ega 
bo'lamiz:

j  f  (x)dx *  Ax • [ / ( x , ) + / ( x 2) + / ( x 3) + • • • + / ( x „ )] = ——— y . f ( x , ). (9)

Agar [a,£] kesmada /(x)>0 deb olsak, unda (9) taqribiy tenglikning o'ng 
tomonidagi yig' indi asoslari bir xil Ax uzunlikli [x,_b x,] kesmachalardan, 
balandliklari esa h,= fix,) (/=1,2, - ,  n) bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchaklardan tuzilgan 
pog'onasimon geometrik shaklning (74-rasmga qarang) yuzini ifodalaydi. Chap 
tomondagi aniq integral qiymati esa aABb egri chiziqli trapetsiya yuziga teng.

А-ТЛ'R I F Aniq integral uchun (9) taqribiy tenglik to'g'ri to'rthurchaklar 
formulasi deyiladi.

T o 'g 'ri to'rtburchaklar formulasining xatoligi



А < м х ^  а)~ , М , = т а х | / ' ( х ) |
4 П хе[а,Ь\

formula bilan baholanadi.
Misol sifatida to‘g ‘ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida

= arctgv]^ = arctg 1 -  arctgO = —
i

M
6 1 + ^

(10)

( i i )

aniq integralning taqribiy qiymatini topamiz. Buning uchun [0,1] integrallash 
kesm asini «=10 teng boMakka ajratam iz va hisoblashlar natijalarini quyidagi 
jadval ko 'rin ish ida ifodalaymiz.

i x,=0.1/ 1+x,2 f ( r  Л - x / o o
iJ \ xi) 2

1 + X"
1 0.1 1.01 0.9901 0.9901
2 0.2 1.02 0.9615 1.9516
3 0.3 1.09 0.9174 2.8690
4 0.4 1.16 0.8621 3.7311
5 0.5 1.25 0.8000 4.5311
6 0.6 1.36 0.7353 5.2664
7 0.7 1.49 0.6711 5.9375
8 0.8 1.64 0.6098 6.5473
9 0.9 1.81 0.5525 7.0998
10 1.0 2.0 0.5000 7.5998

Bizning misolda Дх=(1-0)/10=0.1 bo'lgani uchun, (9) formulaga asosan, ushbu 
natijani olamiz:

—  
J l  + x2

«0.1- 7.5998 = 0.75998

Bu taqribiy natijani xatoligini (10) formula bo'yicha baholaymiz. Bizning misolda

/00  =
1 2x 2x 2 1 = 2

l + x z * '  '  (1 + x2)2 
va shu sababli (10) formulada M\=2 deb olish mumkin. Bu holda 

Д<2-( 1 -0 )2/(4-10)= 1/20=0.05 
bo'lgani uchun (11) aniq integralning qiymati

0.75998-0.05 < I <  0.75998+0.05 => 0.70998 < I < 0.80998 
oraliqda yotadi. Bu natijani (11) integralning aniq qiymati я/4=0.7854 bilan 
taqqoslab, yo‘l qo'yilgan absolut xatolik Д=0.0255 ekanligini ko'rishimiz mumkin. 
Shunday qilib, hatto unchalik katta bo'lmagan «=10 holda ham (9) to'g'ri 
to'rtburchaklar formulasi ancha yaxshi natija berdi.

II. Trapetsiyalar formulasi. Soddalik uchun bu formulani /  integral ostidagi 
funksiya fix)>0 bo'lgan holda qaraymiz.Bu yerda ham [a,b] integrallash kesmasini 
(8) nuqtalar bilan bir xil Дх uzunlikli « ta [x^ , x;] (i= l, 2, «) kesmachalarga

. laymiz. So'ngra y=f[x) funksiya grafigidagi ^,-i(x,_i, _Дхм )) va A,(x„ fix,)) 
b° t  larni to 'g 'ri chiziq kesmasi (vatar) bilan tutashtirib, egri chiziqli x^A^AA^c, 
trape^siyani to 'g 'ri chiziqli x.-xA^A*  trapetsiya bilan (75-rasmga qarang)
almashtiramiz.

Bu holda to 'g 'ri chiziqli х^ А ^ А *, trapetsiyaning yuzi

Sj = / ( ^ - i )  + / ( fL>(jc, _ Xj ^ = A x' - 0 +  f { xA  ду (, =  1,2,3,- , « )

egri chiziqli х.^А^ААрс, trapetsiyaning yuziga taqriban teng deb olish mumkin. 
Unda bu yuzalaming yig'indisi aniq integralning taqribiy qiymatiga teng bo'ladi, 
ya’ni

b - a rf ( a )  + m
\f(x )d x - 4 - + / ( * ! ) + / ( x 2) +  -"  +  / ( x „ _ 1)] (12)

taqribiy formula o'rinli bo'ladi.
4-TA’RlF: Aniq integral uchun (12) taqribiy tenglik trapetsiyalar formulasi 

deyiladi.
Trapetsiyalar formulasining absolut xatoligi

чЗ
Д (13)M 2 = max j/*(x)|

12 nz “  

formula bilan baholanadi.
Misol sifatida (11) aniq integralning taqribiy qiymatini «=10 bo'lgan holda 

trapetsiyalar formulasi orqali hisoblaymiz. Oldingi hisoblash natijalaridan 
foydalanib,

J- ^ Ц -  *0.1- + 7.0998] =0.78498
о 1 +  x “ 2

taqribiy tenglikni hosil etamiz. Bunda hosil qilingan taqribiy natijaning absolut 
xatoligj

Д=я/4-0.78498=0.7854—0.78498=0.0004 
bo lib, to 'g 'ri to'rtburchaklar formulasi absolut xatoligiga (unda Д=0.0255 
ekanligini eslatib o'tamiz) qaraganda ancha kichikdir. Demak, trapetsiyalar 
formulasi to 'g 'ri to'rtburchaklar formulasiga nisbatan aniqroq natija beradi. Buni



ilarning xatoliklarini ifodalovchi (10) va (13) formulalar orqali ham ko'rish 
numkin.

Ko'rib o'tilgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar va trapetsiyalar formulalariga nisbatan 
miq integralning taqribiy qiymatini aniqroq hisobiashga imkon beradigan boshqa 
cvadratur formulalar ham mavjudligini ta’kidlab o'tamiz. Masalan, ingliz 
natematigi Simpson (1710 -  1761) tomonidan topilgan parabolalar formulasi 
"hebishevning kvadratur formulasi shular jumlasidandir.

XULOSA
Oldin aniq integral ta’rifga asosan integral у ig‘indining limiti singari 

uiiqlanishini ko'rgan edik. Ammo kamdan-kam funksiyaning aniq integralini 
jevosita ta’rif bo'yicha hisoblash mumkin. Bunda juda murakkab hisoblashlami 
jajarishga to 'g 'ri keladi. Shu sababli aniq integralni qulay va osonroq hisoblash 
osulini topish masalasi paydo bo'ladi. Bu masalaning javobi Nyuton-Leybnits 
formulasi orqali beriladi. Bu formula integral hisobning eng asosiy formulasi 
bo'lib, aniq va aniqmas integrallar orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. Agar berilgan 
miq integralni to 'g 'ridan-to 'g 'ri Nyuton-Leybnits formulasi yordamida hisoblash 
murakkab bo'lsa, unda ayrim hollarda bo'laklab integrallash yoki o'zgaruvchilami 
ilmashtirish usullaridan foydalanish mumkin.

Bir qator hollarda integralning aniq qiymatini topish masalasi juda murakkab 
bo'lishi mumkin. Bunday hollarda aniq integral qiymatini taqribiy hisoblash 
usullariga murojaat qilinadi. Ularga to 'g 'ri to'rtburchaklar va trapetsiyalar 
formulalarini misol qilib ko'rsatib bo'ladi.

Tavanch iboralar

* Yuqori chegarasi o'zgaruvchan integral * Nyuton-Leybnits formulasi
* Bo'laklab integrallash formulasi * O'zgaruvchilami almashtirish usuli
* Kvadratur formulalar * T o 'g 'ri to'rtburchaklar formulasi * Trapetsiyalar 
formulasi ____

T akrorlash uchun savollar

1. Yuqori chegarasi o'zgaruvchan integralning hosilasi nimaga teng?
2. Nyuton-Leybnits formulasi qanday ko'rinishda bo' ladi?
3. Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini keltirib chiqaring.
4. Aniq integralda o'zgaruvchilami almashtirish formulasi qanday ko'rinishda 

bo' ladi?
5. Aniq integralni taqribiy hisoblash masalasi qayerdan paydo bo'ladi?
6. Kvadratur formulalar nima?
7. T o 'g 'ri to'rtburchaklar formulasining mazmuni nimadan iborat?
8. T o 'g 'ri to'rtburchaklar formulasining xatoligi qanday baholanadi?
9. Trapetsiyalar formulasi qanday aniqlanadi?
10. Trapetsiyalar formulasining xatoligi qanday baholanadi?

1 A gary=F(x) berilgan [a,b\ kesmada y=fix) funksiyaning boshlang'ich 
funksiyasfbo'lsa, unda aniq integral uchun Nyuton-Leybnits formulasi qayerda 
to 'g 'r i  ifodalangan? _

A) [ f(x )d x  = F(x) ; B) J f(x )d x  = F(a) ■ F(b) ; C) J f(x )d x  = F (b )/F (a ); 

a D) j / ( x ) d x = F ( b ) - F ( a ) ;  E) jf (x )d x  = F(b) + F(a).
a «

2. js in 2 xdx aniq integral qiymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida 
о

toping.
A) я; В) л/2; С) 7t/3; D ) ji/4; Е)я/6.

3. | cos2 xdx aniq integral qiymatini Nyuton-Leybnits formulasi yordamida 
о

toping.
A) я ;  В) я/2; С) я/3; D)it/4; Е)я/6.

4. Aniq integralni bo'laklab integrallash formulasini ko'rsating.
b  b Ь b b  b  b

A) \udv — mv|* -  ^vdu; B) Judv = uv\a + jvdu; C) Ji«/v = JW h;
a a a a a a

b

D) judv = uv\a ; E) T o 'g 'ri javob ko'rsatilmagan.
a

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi aniq integrallami Nyoiton-Leybnits formulasi bo'yicha hisoblang:
t я

a) + (n  + l)x -  2n\dx ; b) J[sin(2n + l)x + ncos2nx]dx .
о о

2. Quyidagi aniq integrallami bo'laklab integrallash usulida hisoblang:

a) \x emdx \ b )  \x n ln x A ; c) f e™ cos(« + l)x<&.
0 1 0

3. Quyidagi aniq integrallami o'zgaruvchilami almashtirish yordamida 
hisoblang:

Testlardan namunalar

+  3 nx

I4 f л/5nx + 4n2 , I dx
,d x ; b) \ ------------ — dx; c) J

1 I n x j r f x 2 +1



§7. ANIQ INTEGRALLARNING AYRIM TATBIQLARI

• Tekislikdagi geometrik shakllaming yuzalarini hisoblash.
• Tekislikdagi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash.
•  Aniq integral yordamida jism lar hajmini hisoblash.
• Aniq integralni mexanika masalalariga tatbiqlari
• Aniq integralni ayrim iqtisodiy tatbiqlari

Aniq integral yordamida egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi, o'zgaruvchi kuch 
bajargan ishni va mehnat unumdorligi o'zgaruvchan bo'lgan holda ishlab 
chiqarilgan mahsulot hajmini topish mumkinligini oldin ko'rib o'tgan edik. Ammo 
aniq integralning amaliy tatbiqlari bu bilan chegaralanib qolmasdan, bulardan 
tashqari uning yordamida yana juda ko 'p  masalalar o 'z  yechimini topadi. Bu 
paragrafda ulardan ayrimlari bilan tanishamiz.

7.1. Tekislikdagi geom etrik shakllarning yuzalarini hisoblash. Bizga 
ma’lumki, y=fix)>0 funksiya grafigi, x -a  va x=b vertikal to 'g 'ri chiziqlar hamda 
y =0 , ya’ni OX koordinata o 'qi bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyaning 
yuzasi aniq integral orqali

h
S = \ f ( x ) d x  (1)

a
formula bilan hisoblanadi. Bu formulani umumiyroq hollarda qaraymiz.

❖ Agar [a,b] kesmadaДх)<0 bo'lsa, unda tegishli egri chiziqli trapetsiya 
OX o'qidan pastda joylashgan va aniq integral qiymati manfiy son bo'ladi. Shu 
sababli bu holda egri chiziqli trapetsiya yuzasi

\f (x )d x (2)

formula orqali topiladi.
Masalan, хе[я/2,л] holda 

chiziqli trapetsiya yuzasi

5  =

y=cosx<0 va bunda hosil bo'ladigan egri

Jcosxotr
я  12

❖ Agar [a,b\ kesmada fix) ishorasi o'zgaruvchan funksiya bo'lsa, unda 
tegishli egri chiziqli trapetsiyaning bir qismi OX o'qidan yuqorida , bir qismi esa 
pastda joylashgan bo'ladi (keyingi betdagi 76-rasmga qarang).

Bu holda hosil bo'ladigan egri chiziqli trapetsiyaning yuzasi (1) va (2) 
formulalardan foydalanib topiladi va ulami birlashtirib

S  =  J |/C r ) |A  (3)

ko'rinishda yozish mumkin.

Masalan, хе[0 ,л ] holda y=cosx funksiya [0,я/2) sohada musbat, (я/2,я] 
sohada esa manfiy qiymatlar qabul etadi. Bunda hosil bo'ladigan egri chiziqli 
trapetsiya yuzasi

S = J|cosx|<ic= J cosj« & +  f(-cosx)<& = sinx|* " -s in ;r |* /2 = l - ( - l )  = 2 .
О О Я / 2

❖ y=fix) va y=g(x) [/(jt)>g(jc)] egri chiziqlar hamda x=a va x=b 
to’g'ri chiziqlar bilan chegaralangan geometrik shaklning (77-rasm) S yuzasini 
hisoblash talab etiladi.

Chizmadan va aniq integralning geometrik ma’nosidan foydalanib, quyidagi 
tenglik lam i yoza olamiz:

5  = S aia 2b 2b ] = S a.42B,b -  SaA]Bib =  J f(x )d x  -  J g(x)dx = \ [ f {x )  -  g(x)]t& . (4)
a a a

Masalan, y=x2 va y=x, x=2 va jc=4 chiziqlar bilan chegaralangan yassi 
geometrik shakl yuzasini (4) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

4

V3 3 3 3 3



❖ Endi x=<p(t) , y ~ 4/(t) ( te [a , fS]) parametrik tenglama bilan beri]gan 
chiziqdan hosil qilingan egri chiziqli trapetsiya yuzasini hisoblash masalasini 
qaraymiz. Unda (1) formuladagi aniq integralda x o'zgaruvchini / o'zgaruvchi 
bilan almashtirib, quyidagi formulaga ega bo'lamiz: 

ь ь p p
S = \f {x )d x  - \ y d x  = \y/(t)d<p(t) = \\f/(t)<p'(t)dt . (5)

a  a  a  a

Misol sifatida yarim o'qlari a \a  b bo'lgan ellipsning S yuzasini topamiz. Bu 
ellipsning parametrik tenglamasi x=acost, y=bsint (?е[0,2тф ekanligi bizga 
ma’lum. Ellipsning simmetrikligidan hamda (5) formuladan foydalanib, unino 
yuzasi S uchun

a 0 0
S = 4 \f(x )d x = A  jA sin /(-a sm t)dt = -4ab  Jsin2tdt = 

о я / 2  я /2
0

= 7iab
. , r I - C 0 S 2 / 1 ■ 1 .

= - 4 ab J -----------dt = -  2ab(t -  -  sin 2t)
я/2 2

formulaga ega bo'lamiz. Bunda a=b=R  desak, unda ellips aylanaga o'tadi va 
yuqoridagi formuladan doira yuzasi uchun bizga tanish bo'lgan S==7tR2 formula 
kelib chiqadi.

7.2. Tekislikdagi egri chiziq yoyi uzunligini hisoblash. Maktab 
geometriyasida tekislikdagi egri chiziqlardan faqat aylana va uning yoylari 
uzunligini hisoblash formulasi beriladi. Parabola, giperbola, sinusoida kabi egri 
chiziqlaming turli yoylari uzunligini hisoblash masalasi amaliyotda kerak bo'ladi. 
Bu masala ham aniq integral yordamida o 'z  yechimini topadi.

y=fix), xe[a,b\, funksiya bilan berilgan egri chiziqning AB yoyi uzunligini 
topish masalasini qaraymiz (78-rasmga qarang).

Bunda Дх) differensiallanuvchi va u n ing /(x ) hosilasi [a,b\ kesmada uzluksiz 
leb hisoblaymiz. Berilgan [a,b\ kesmani

a=x0<xi<x2< •••<ic,.1<Xj< •••<xB=b
I bilan ixtiyoriy n bo'lakka ajratamiz. Natijada AB yoy n ta kichik Л -i A, 

j /И  2, ". «) yoychalarga ajraladi.

Agar AB yoy uzunligi / va A^\ A, (i= l, 2, ■■■, ri) yoychalar uzunliklari A/, deb olsak, 

unda

/ =  1 А /(
i= l

deb yozish mumkin. Endi kichik /</_, A, (/=1,2, - ,  ri) yoychalami ularning vatari , 
ni AhiA, kesmalar bilan almashtiramiz. To'g 'ri burchakli A,^A,D uchburchakda 

\A,-iD\= x, -х,..1=Д X/, \AiD\ =Дх,)-Дхм)=?Д Дх,) 
katetlar bo'yicha A^\A, gipotenuza uzumligini Pifagor teoremasidan foydalanib 
topamiz:

• Дх,.

Bu yerda ДУ, = \A,-iA,\ deb, izlanayotgan yoy uzunligi / uchun ushbu taqribiy 
tenglikni hosil etamiz:

/=1 /=1 /=J \
Bu taqribiy tenglikdan aniq tenglikka o'tish uchun n—*>о, Д„—»0 deb olamiz. Bu 
holda. hosila ta'rifiga asosan,

№ / ) .
Дх,

■ Я * ,)

deb olish mumkin. Shu sababli yuqoridagi L„ yig'indini -Jl + [ / '(x ) ]2 funksiya 
uchun [ayb] kesma bo'yicha integral yig'indi deb qarash mumkin. Unda, aniq 
integral ta’rifiga asosan, izlanayotgan yoy uzunligi / uchun quyidagi formulani 
hosil etamiz:

/=  lim Ln = lim £  Дх, = ] j \ + [ f ' ( x ) } 2dx . (6)

Misol sifatida y=lnsinx egri chiziqning x=n/3 va х=я/2 abssissali nuqtalari 
orasidagi yoyining uzunligini topamiz. Bunda y -c tgx  ekanligidan va universal 
almashtirmadan foydalanib, (6) formulaga asosan, ushbu natijani olamiz:

я / 2  i------------- я / 2  ,---------- —  я / 2  I----------—  я /2  f a
/=  |  л]\ + ( у г) dx=  J ^ l+ c tg  x d x -  \  -y/l + ctg~xdx= \  ——  =

■ t  яг/3 я / 3  * /3 s m *
X . 2t 2dt

t = tg—,sin x  = ----- x ,dx  = ----- v
2 1 + Г  1 + /2

П  1 71 ,

. a = , g 6

=  j  1 +t2 М а ц |

, / j i  2t 1 + /2 l,/V5



Agar egri chiziq x=ip(t) , y= y{t)  ( te[a , f{\) parametrik tenglamasi bilan 
berilgan bo'lsa, unda dx= (p \t)d t, dy= i//(t)dt va

dx » '(()
bo'lgani uchun (6 ) formula quyidagi ko'rinishga keladi:

= = U i<pW 2 + w m 2d t . (?)
«V <P(0) a

Misol sifatida x=e‘cost , y=e'sint (/e[0,lnnj) parametrik tenglamasi bilan 
berilgan egri chiziq yoyi uzunligini topamiz. Bunda

x -<p'(/)= e\cost-sini) , y=yf'(ty= e'(cosf+sin/) 
bo'lgani uchun, (7) formulaga asosan, quyidagi javobga ega bo'lamiz:

In Я* j ■" - |q ̂
/=  J yfce* (c o s t-s in  t)] + [e‘ (cost + sin/)]2 <//= V2e' = л /2 (;г -1 ) . 

о 0
7.3. Aniq integral yordam ida jism lar hajmini hisoblash. Maktab 

geometriyasidan biz faqat eng sodda jismlar bo'lmish prizma, piramida, konus, 
silindr va shar hajmlarini hisoblash formulalarini bilamiz. Aniq integral yordamida 
bir qator murakkabroq jismlaming hajmini hisoblash imkoniyatiga ega bo'lamiz.

■ Jism hajmini uning ko'ndalang kesimi yuzasi bo'yicha hisoblash. 
Bizga biror У jism berilgan bo'lib, uni OX o'qiga perpendikular tekisliklar bilan 
kesganimizda hosil bo'ladigan kesimlarning yuzasi ma'lum va bu yuza biror 
uzluksiz S(x), xe[a,6], funksiya orqali ifodalansin. Bu holda ./jism ning V hajmini 
topish masalasini qaraymiz. Buning uchun [a,b\ kesmani 

a=x„ <xi<x2< ••'<jc,.i<xi< -<xrrb  
nuqtalar bilan ixtiyoriy n bo'lakka ajratamiz va bu nuqtalar orqali OX o'qiga 
perpendikular tekisliklar o'tkazamiz. Bu tekisliklar jismni J, (/=1, 2, —, ri) 
qatlamlarga ajratadi. Bu qatlamlaming hajmlarini AVt (/= 1, 2, —, ri) deb belgilasak, 
unda izlangan Fhajmni V~AF,+AK2+--+AV„ yig'indi ko'rinishida yozish mumkin. 
Yuqorida ko'rsatilgan x, bo'linish nuqtalari orqali hosil qilingan har bir [дг,_ь *<] 
kesmachalardan (/=1, 2 , —, ri) ixtiyoriy bir & nuqtalarni tanlab olamiz. Endi J, (f=l,
2, —, ri) qatlamlaming har birini balandligi Ax, = X ,-X i-1, asosining yuzasi esa S ($ ) 
bo'lgan silindrik jismlar bilan almashtiramiz. Bu holda AK, xS(%,)Ax, taqribiy 
tenglik o'rinli ekanligini nazarga olsak, yuqoridagi yig'indidan

V = ± b V l ~ t s ( § i)Axl =Vn 
j=i i=i

taqribiy natijaga ega bo'lamiz. Bu taqribiy tenglikda bo'laklar soni n qanchalik  
katta va A„ = max Axy qanchalik kichik bo'lsa, V„ yig'indi izlanayotgan V hajm

lS/Sn
qiymatiga shunchalik yaqin bo'ladi deb olish mumkin. Shu sababli J  jismning 
hajmi V yuqoridagi V„ yig'indilar ketma-ketligining n—>oo, A„—>0 bo'lgandagi 
limiti deb olinadi. Unda V„ yig'indi J?(jc) funksiya uchun [a,b] kesma bo'yicha 
integral yig'indi ekanligini hisobga olib va aniq integral ta’rifidan f o y d a la n i b ,  

berilgan J  jismning V hajmini uning ko'ndalang kesimi yuzasi S(x) bo'yicha 
hisoblash uchun quyidagi formulaga ega bo'lamiz:

V =  lim V„= lim £S (£ )A x ,= jS (x )< fc  . (8)
n-yao, n->®, ,=|  a
Д.-»0

Misol sifatida asosining radiusi R, balandligi esa h bo'lgan doiraviy konusning 
(79 .rasm ga qarang) К hajm ini (8 ) formula yordamida topamiz.

Y

Bunda ko'ndalang kesimlar doiralardan iborat bo'lib, ularning radiuslari r=Rx/h, 
xe[0,A], funksiya bilan aniqlanadi. Demak, ko'ndalang kesim yuzasi 

S(x)=nf=n(Rx/h)2
funksiya bilan ifodalanadi. Unda bu konus hajmi uchun, (8) tenglikka asosan,

го/ 4 -.. hrnR2x2 , nR2x3V = \S(x)dx  = j — -5-  dx = - ~ - 2 
о О Л ЭП

h nR2h3 nR2h 1 _  ,
—  =  — T  =  ^ a so sh

form ulaga , ya’ni bizga maktabdan tanish bo'lgan natijaga kelamiz.
■ Aylanma jismlarining hajmini hisoblash. Endi y=fix), xe[a,A], funksiya 

grafigi orqali hosil qilingan egri chiziqli trapetsiyaning OX koordinata o'qi 
atrofida aylanishdan hosil bo'lgan J  aylanma jismning (80-rasmga qarang) V 
hajmini topish masalasini ko'ramiz.

79-rasm



Bunda aylanma jismning ko‘ndalang kesimlari doiralardan iborat bo'lib, 
ularning yuzasi S (x)= n/2(x) funksiya bilan ifodalanadi. Demak, (8) formulaga 
asosan, aylanma jism  hajmi V uchun ushbu formulaga ega bo'lamiz:

V = n ] f \ x ) d x  . (9)
a

Misol sifatida oldin ko'rib o ‘tilgan doiraviy konusning hajmini yana bir marta 
hisoblaymiz. Bu konusni uningy=Rx/h tenglamali yasovchisini OX koordinata o'qi 
atrofida aylanishidan hosil bo'lgan aylanma jism  deb qarash mumkin ya shu 
sababli, (9) formulaga asosan,

..  hf R2x 2 , nR2x L V = n \— -—dx =
о h Ж

nR2h3 nR2h 1 „ 
ЗА2 3 ~ 3 oms

natijaga, ya’ni oldin hosil qilingan formula o'rinli ekanligiga yana bir marta 
ishonch hosil etamiz.

Yana bir misol sifatida yarim o'qlari a  va A bo'lgan ellipsni OX o'q atrofida 
aylantirishdan hosil bo'ladigan eliipsoidning hajmini topamiz. Ellipsning kanonik 
tenglamasidan (V bob,§3, (7))

X2 y 2 7 7 x 2
~ 2 + T 2 = l ^ y  =Ь2( \ -± г ) ,х е [ -а ,а ]  
a b a

ekanligini topamiz. Bu natijani (7) formulaga qo'yib, eliipsoidning V hajmini
hisoblaymiz:

V = n  \ f 2(x)dx =n J y 2dx = nb2 J {\ -  ~ ) d x  =nb2 (x  -  ) 
- a  - a  - a  Cl~ 3 a

= —л-ab2 
3

Agar bunda a = b -R  deb olsak, unda ellipsoid radiusi R bo'lgan sharga aylanadi 
va bu holda shaming halmi uchun yuqoridagi natijadan bizga maktabdan tanish 
bo'lgan V=4nRs/3 formula kelib chiqadi.

7.4. Aniq integralni mexanika m asalalariga tatb iq lari. Biz oldin 
kattaligi o'zgaruvchan vaflx) funksiya bilan aniqlanadigan kuch moddiy nuqtani 
[a,b] kesma bo'yicha harakatlantirganda bajarilgan A ish qiymati aniq integral 
orqali

A = \f (x )d x
a

formula bilan hisoblanishini ko'rsatgan edik. Ammo bu bilan aniq integralni 
mexanika masalalarini yechishga tatbig'i chegaralanib qolmaydi. Bunga misol 
sifatida bu yo'nalishda yana ikkita masalani ko'rib o'tamiz.

• Notekis harakatda bosib o'tilgan masofani hisoblash. Ma’lumki, 
biror v o'zgarmas tezlik bilan to 'g 'ri chiziq bo'ylab tekis harakat qilayotgan 
moddiy nuqtaning [a,b] vaqt oralig'ida bosib o'tgan j  masofasi s=v(b-a) formula 
bilan hisoblanadi. Endi tezligi har bir t vaqtda o'zgaruvchan va v=v(/) funksiya 
bilan aniqlanadigan notekis harakatda moddiy nuqtaning [a,6] vaqt oralig'ida 
bosib o'tadigan 5 masofani hisoblash masalasini ko'ramiz. Buning uchun [a,b\ 
vaqt oraligini a = /o , t\, / 2, ....... , la-1,  ta=b nuqtalar bilan ixtiyoriy n bo'lakka

ajratamiz. Har bir (/м , /,) vaqt oraliqchalari uzunliklarini A/, kabi belgilaymiz va 
undan ixtiyoriy bir 7j nuqtani tanlaymiz. Moddiy nuqtaning (f;.b /;) vaqt 
oraliqchalarida bosib o'tgan masofasini s, kabi belgilab, bu vaqtda uning v, tezligi 
taqriban o'zgarmas va v,=v(7^)deb olamiz. Bu holda s, »  v, At, =v(/, )At, bo'lib, 
bosib o'tilgan s masofa uchun

5 = “ Z V,A/1 = Z V(^ )A/,
/-1 /= 1 /-1

taqribiy tenglikni hosil qilamiz. Bu masofaning aniq qiymatini topish maqsadida 
bo'lakchalar soni n ni cheksiz oshirib boramiz. Bunda A„ = max Ax, cheksiz

kamayib boradi deb hisoblaymiz. Natijada, aniq integral ta’rifiga asosan,
n  _  ь

s=  lim Zv(?;)A/, = \v(t)d t (10)
«->*>, ,=1 a
A n -~»0

formulaga ega bo' lamiz.
Misol sifatida tezligi v(t)=t2+3t qonun bo'yicha o'zgaradigan notekis 

harakatda [3,8] vaqt oralig'ida bosib o'tilgan s masofani (10) formulaga asosan 
topamiz:

s = |( 3 /2 + 4  t)dt = (t3 + 2 r ) | j  = (8 3 + 2 -8 2) - ( 3 3 + 2 - 3 2) = 6 4 0 -4 5  = 595.
3

Bundan tashqari aniq integral bir jinsli bo'lmagan sim massasini, yassi chiziq 
va geometrik shaklning og'irlik markazi, inersiya momentlarini hisoblash uchun 
ham qo'llaniladi.

7.5. Aniq integralning ayrim  iqtisodiy tatbiqlari. Aniq integral 
tushunchasi kiritilayotganda , o'zgaruvchan mehnat unumdorligi bo'yicha 
mahsulot hajmini aniqlash masalasini ko'rgan edik. Masalan, korxonada mehnat 
unumdorligi har bir ish kuni davomida

г = / ( / )  = -0,0033/2 -  0,089/ + 20,96 
funksiya bilan berilgan bo'lsin. Bunda 0</<8 bo'lib, t vaqtni soatda ifodalaydi. Bu 
korxonaning yil (258 ish kuni) davomida ishlab chiqargan mahsulot hajmini 
topamiz:

8 18
0  = 258J(-O,OO33/2 -0 ,0 8 9 f+ 20,96)<* = 258 (-0,001 lr3 -  0,0445/2 + 20,96r)|o =

0
= 258 • (-0,5632 -  2,848 +167,68) = 258 • 164,2688 = 42381,3504 .

Demak, bu korxona bir yilda 42381 dona mahsulot ishlab chiqaradi. Biz bu 
yerda yana bir qator iqtisodiy masalalarni aniq integral yordamida yechilishi bilan 
tanishamiz.

♦J* Djini koeffitsiyentini hisoblash masalasi. Aholi o'rtasida daromadni 
qanchalik darajada notekis taqsimlanganligini ifodalovchi y =fix), x e [0 ,l], 
fimksiyani qaraymiz (keyingi betdagi 81-rasmga qarang). Bunda у  -  daromad 
ulushini, x -  aholi ulushini belgilaydi.



82-rasm Яо

81 -rasm 1

Bu funksiya grafigini ifodalovchi OBA egri chiziq Lorents egri chizig'i deyiladi. 
Daromad aholi o'rtasida tekis taqsimlangan holda y=x  bo‘ladi va bunda Lorents 
egri chizig'i bissektrisadagi OA kesmaga aylanadi. Shu sababli har qanday 
x e[0 ,l]  uchun 0<flx)<r qo'sh tengsizlik bajariladi. Bunda OABO geometrik shakl 
yuzasi qanchalik katta bo'lsa, daromadni notekis taqsimlanish darajasi ham 
shunchalik katta bo'ladi. Shu sababli aholi o'rtasida daromadni notekis taqsimotini 
o'lchovi sifatida OABO shakl yuzasini OAC uchburchak yuzasiga nisbati olinadi. 
Bu nisbat Djini koeffitsiyenti deb ataladi va к orqali belgilanadi. Bu yerda 
yuza lam i aniq integral orqali ifodalab, Djini koeffitsiyenti uchun quyidagi 
formulani hosil etamiz:

c ][x ~ f{x)\dx l 
к = - o m l  = < l _ ----------- = 2f[x _ f{x)]dx

b° AC \xdx  0
(11)

Masalan, Lorents egri chizig'i y=x/(3-2x), jce[0,1 ], funksiya bilan 
berilgan holda Djini koeffitsiyentini (11) formula bo'yicha hisoblaymiz:

k = 2 j(x -
o 3 -  2x

)dx = 2 \(x  + X 1’5 + 1’V  = 2J(x + I  + | . - ! - > &  =
о 2 2 2 x - 32 x - 3

l

=2(y +f +?'lnl2jc_3D= 2(1- - l n 3 ) «  0,352

♦> Iste 'molchi va ishlab chiqaruvchining yutuqlari masalasi. Dastlab 
talab va taklif funksiyalari tushunchalarini kiritamiz.

Mahsulot birligining narxi p  va shu mahsulotni iste’molchi tomonidan 
xarid qilinish halmi q orasidagi bog'lanishni ifodalovchi p=fiq) funksiya talab 
funksiyasi deb ataladi. Iqtisodiyotda narx p, hajm (miqdor) q harfi bilan 
belgilanadi va shu sababli talab funksiyasi an’anaviy y=fix) ko'rinishda 
yozilmasdan, p=flq) ko'rinishda yozildi (82-rasmga qarang).

Mazmuniga asosan bu ftmksiya kamayuvchi bo'ladi, chunki mahsulot 
narxi p  oshishi bilan bu mahsulotni xarid qilish hajmi q kamayadi (yuqoridagi 
chizmaga qarang).

Mahsulot birligining narxi p  va shu mahsulotni ishlab chiqarilish hajmi q 
orasidagi bog'lanishni ifodalovchi p-g{q ) funksiya taklif funksiyasi deb ataladi. 
Mazmuniga asosan bu funksiya o'suvchi bo'ladi, chunki mahsulot narxi p  oshishi 
bilan bu mahsulotni ishlab chiqarish hajmi q oshadi (yuqoridagi chizmaga qarang).

Talab va taklif funksiyalaming grafiklari qandaydir bir Eo(qo,po) nuqtada 
kesishadi. Bu nuqtada iste’molchining talabi hajmi va ishlab chiqaruvchining taklif 
hajmi o'zaro teng bo'ladi. Bunday holat bozor muvozanati deb ataladi. Bozor 
muvozanatini keltirib chiqaruvchi mahsulot hajmi q0 va narxi po qiymatlari 
berilgan talab va taklif funksiyalari bo'yicha

\ m - p
U (<?)= p

tenglamalar sistemasidan topiladi.
Bozor muvozanati shartida iste’molchilar o'zlarining qo hajmdagi talablarini 

qondirishlari uchun mahsulot birligining po narxda xarid qilib, jami paq0 miqdorda 
xarajat qilishlari mumkin. Ammo bir qism iste’molchilar u yoki bu sabablar 
bo'yicha mahsulot xarid qilishni bozor muvozanati erishiladigan vaqtgacha kutib 
o tira olmaydilar. Bundan tashqari ishlab chiqaruvchi ham o 'z  mahsulotini iloji 
boricha p0 narxdan yuqoriroq bahoda sotishga harakat qiladi. Shu sababli 
iste'molchi talab etgan q0 hajmdagi mahsulotni ishlab chiqaruvchi bozorga 
birdaniga chiqarmasdan va uning hammasini birdaniga p 0 narxda sotmasdan, u o 'z 
mahsulotini Aq, (/=1,2,3,—, n ) hajmdagi kichik-kichik partiyalarda bozorga 
chiqarib, uni f{q,)>po narxda sotadi. Natijada iste'molchi o'ziga kerak bo'lgan qo 
hajmdagi mahsulotni xarid qilish uchunpoqo miqdorda xarajat qilish o'rniga

W )= Z /(< 7 ,)A < 7 ,
<=i

mi4dor xarajat qiladi. Mahsulot ishlab chiqarish va uni xarid qilish jarayonlari 
^luksiz ravishda ro'y berib turadi. Shu sababli fix) talab funksiyasini uzluksiz va



mahsulotni kichik-kichik Aq, hajmli partiyalar soni n—и» deb olish mumkin Вц 
holda , aniq integral ta’rifiga asosan, iste’molchining q0 hajmdagi mahsulotni xarid 
qilish uchun qilgan xarajatining asl qiymati quyidagi formula bilan aniqlanadi:

S =  lim S „ (f )=  lim Х /(? ,)Д д , = \ f (q )d q .  (13)
И-MO n-+00(_j Q

Bu yerdan ko'rinadiki, agar iste’molchi o‘zi talab etgan q0 hajmdagi 
mahsulotni p 0 bozor muvozanati narxida xarid qilganda, uning xarajatlari

Qo Qo
CS = S -  p 0q0 = j f (q )d q  -  p 0q0 = \ [ f ( q )  -  p 0]dq ( 14)

о о
miqdorda kam bo‘lar edi. Shu sababli CS iste’molchining yu tug‘i , ba’zan esa 
iste’molchining ortiqcha xarajati deb yuritiladi. Yuqoridagi 82-rasmda bu 
ko‘rsatkichpoEoC egri chiziqli trapetsiya yuzasi kabi ifodalanadi.

Xuddi shundek, ishlab chiqaruvchi bozor muvozanatida o 'zi taklif etgan q0 
hajmdagi mahsulotni p0 narxda sotganda p 0q0 miqdordagi pul mablag'iga ega 
bo'lar edi. Ammo u bozor muvozanati bo'lishini kutib o'tirmasdan, Aq, hajmda 
(t=1,2,3,-, n ) ishlab chiqargan mahsulotini darhol bozorga chiqarib, uning har 
birligini giq^ P o  narxda sotadi. Natijada ishlab chiqaruvchining q0 hajmdagi 
mahsulotni sotish orqali erishgan asl pul mablag'i quyidagicha bo! ladi:

n Qo
5 =  lim SH(g )=  lim I lg(qi)Aqi = \g (q)dq  < p 0q0.

П-> oO Л—►°0/=l q
Shunday qilib, ishlab chiqaruvchi o‘z mahsulotini bozor muvozanati shartida 

sotganda

PS = p 0q0 -  J g(q)dq  = \ [p 0 -  g(q)]dq (15)
0 0

qoshimcha pul mablag'iga ega bo'lar edi. Shu sababli PS ishlab chiqaruvchining 
yutug'i deb ataladi. Yuqoridagi 82-rasmda bu ko'rsatkich PpoEo egri chiziqli 
trapetsiya yuzasi kabi ifodalanadi.

Masalan,talab funksiya p=flq)=240-q2 , taklif funksiya esa p=giq)=q2+2q+20 
ko'rinishda bo'lganda iste’molchi va ishlab chiqaruvchi yutuqlarini aniqlaymiz. 
Buning uchun dastlab ushbu tenglamalar sistemasini yechamiz:

p  = 2 A 0 -q
.2

p  = 2 4 0 - q |A ) = 140
[p  = q* + 2 q  + 20 \2 4 0 - q i + 2 ^  + 20 [ ^ ^ + ^ -1 1 0  = 0 [ = ®̂ 

Demak, bozor muvozanati narxi /50=140, hajmi esa <?o=10 bo'ladi. Unda, (15) 
formulaga asosan, iste’molchining yutug‘i

p  = 24 0 -q ~
240 -  q 2 = q 2 + 2q + 20

4o 10
C S = \ [ m - p , } d q = \ [ 2 4 0 - q 2

о о
-1 4 0 ]^  = (100^ -  — ) =666.(6) *667 ,

ishlab chiqaruvchining yutug'i esa, (16) formulaga asosan,
4o 10

PS = \[Po -  g(q)\dq = j [ l 2 0 - q 2 -  2q]dq = (120q - \ - q 2)
o o  3

=  7 6 6 ,(6 )  * 7 6 7 .

XULOSA

Oldin aytilgandek aniq integral juda ko 'p  amaliy masalalami yechish uchun 
Mlaniladi- G eom etriyada aniq integraldan turli ko'rinishdagi egri chiziqli 

q° j'jy a|aming yuzalarini hisoblash, egri chiziq yoyining uzunligini topish, 
hajmini aniqlash kabi masalalami yechishda foydalaniladi. Aniq 

■^"graining mexanik tatbiqlariga misol sifatida kuch bajargan ishni hisoblash, 
kis harakatda bosib o'tilgan masofani aniqlash, sim massasini topish kabilami 

ko'rsatish mumkin. Iqtisodiy nazariyada esa aniq integral yordamida ishlab 
chiqarilgan mahsulot hajmini topish, iqtisodiy ko'rsatkich bo'lgan Djini 
kceffitsiyentini hisoblash, iste’molchi va ishlab chiqaruvchining yutug'ini aniqlash 
kabi masalalar o 'z  yechimini topadi.

Tavanch iboraiar

chiziqli trapetsiya yuzasi * Tekislikdagi shakl yuzasi * Egri chiziq yoyi 
uzunligi * Ko'ndalang kesim bo'yicha jism  hajmi * Aylanma jism  hajmi 
[ O 'zgam vchi kuch bajargan ish * Notekis harakatda bosib o'tilgan masofo
* Lorents egri chizig'i * Djini koeffitsiyenti * Talab funksiyasi * Taklif funksiyasi
* Bozor muvozanati * Iste’molchining yutug'i * Ishlab chiqaruvchining yutug‘i

T akrorlash uchun savollar

1. Tekislikdagi geometrik shakllaming yuzasi aniq integral orqali qanday 
hisoblanadi?

2. Tekislikdagi egri chiziq yoyi uzunligi aniq integral orqali qanday 
hisoblanadi?

3. Jism hajmini uning ko'ndalang kesimi yuzasi orqali hisoblash formulasi 
qanday ko'rinishda bo'ladi?

4. Aylanma jismning hajmi aniq integral yordamida qanday hisoblanadi?
5. O'zgamvchi kuch bajargan ish aniq integral orqali qanday ifodalanadi?
6. Notekis harakatda bosib o'tilgan masofani hisoblash formulasini yozing.
7. Lorents egri chizig'i deyilganda nima tushuniladi?
8. Djini koeffitsiyenti orqali nima aniqlanadi?
9. Djini koeffitsiyenti aniq integral orqali qanday ifodalanadi?
10.Talab funksiyasi nima va u qanday xossaga ega?
11. Taklif funksiyasi nima va u qanday xossaga ega?
12. Bozor muvozanati qanday aniqlanadi?
13. Iste’molchining yutug'i qanday ma’noni ifodalaydi?
14. Ishlab chiqaruvchining yutug'i nima va u qanday hisoblanadi?

Testlardan nam unalar

1- y=y? , x=0, x=2 va y=0 chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli 
trapetsiyaning S yuzasini toping.

A) 5=1; B) S=2; C )S=3; D )S=4; E)S=5.



§8. XOSMAS INTEGRALLAR
2- y=fix) va y=g(x), fix)> g(x) , funksiyalarning grafiklari, x=a va x=b 

vertikal chiziqlar bilan chegaralangan geometrik shaklning S yuzasini hisoblash 
formulasi qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan?

A) 5  = J [ / (* )  + g(x)]dx ; В) 5  = J[ /(x )  -  g(x))dx ; C) 5  = ) f ( x ) g (x)dx. 
a a a

D) S = J[ /(x )  ± g (jf)]A ; E) 5  = J[g(x) -  / ( x ) ] A  .
a a

3. ,y=x2 va y=x4 egri chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 5  yuzasini 
toping.

A) 5=4; B) 5=2; C) 5=3/10; D) 5=2/15; E) 5=3/8.

4- y=Ax% x e  [a, A], funksiya grafigidan iborat yoyining /  uzunligini 
hisoblash formulasini ko'rsating.

A ) /  = J / ( x ) & ;  B) l  = )^ \  + f 2(x)dx\ B ) l  = ] ju T ( x ) d x - ,
a a a

C ) i= h\ j i+ [ f '( x )? d x ;  D ) /  = / V l - [ / 'W ] 2* ;  e ) /  = J / 2( x ) a .
a a a

5. Ko'ndalang kesimining yuzasi 5=3x2, x e [ l,2 ] , bo'lgan jismning F 
hajmini toping.

A) K=3; В) K=l; C) K=2; D) F=5/3; E) K=7.

6. y  = -J5x2 , xe[2,3] , parabola yoyini O X  koordinata o 'qi atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan aylanma jismning V hajmini toping .

А) К=5л; В) К=211я; С) F=24n2; D) У=(5п)2; E) К=45тс.

7. Moddiy nuqta to 'g 'ri chiziq bo'ylab v(/)=2f+5 o'zgaruvchan tezlik bilan 
notekis harakat qilganda [4,8] vaqt oralig'ida bosib o'tgan s masofani toping.

A) s=28; B) 5=48; C )s= 68; D )j=88; E)s=108.

M ustaqil ish topshirialari

1. y ^ r fx  va y=nx  chiziqlar bilan chegaralangan geometrik shaklning 
yuzasini toping.

x 2 v2
2. Kanonik tenglamasi — -  + ~  = 1 bo' lgan ellipsni O X  koordinata о qi

4 n n
atrofida aylanishidan hosil qilingan aylanma jism hajmini aniqlang.

3. Tenglamasi y 2=nx3 bo'lgan yarim kubik parabolaning koordinata boshi
va x=n abssissali nuqtalari orasidagi yoyining uzunligini toping.

• I tur xosmas integrallar.
,  11 tur xosmas integrallar.
• Aralash turli xosmas integrallar.

Berilgan y=fix) funksiyaning aniq integrali tushunchasini ikkita shart 
bajarilgan  ho lda  qaragan edik. Birinchidan, [a,b] integrallash sohasining a va b 
chegaralari chekli sonlardan iborat deb olingan edi. Ikkinchidan, integral ostidagi 
flr) funksiya [a,b] integrallash sohasida chegaralangan deb hisoblangan edi.

Ammo bir qator masalalarni yechishda quyi yoki yuqori chegaralaridan 
kamida bittasi cheksiz (±°o) yoki integral ostidagi Дх) funksiya integrallash 
sohasida chegaralanmagan integrallar paydo bo'ladi. Masalan, y=e~x, x=0 va y=0 
chiziqlar bilan chegaralangan egri chiziqli trapetsiyani yuzasini topish masalasi 
[0,oo) cheksiz soha bo'yicha integral tushunchasini kiritishni va uni hisoblashni 
taqozo qiladi. Yoki y  = 2л /х ,хе[0 ,1 ], parabola yoyining uzunligini topish

masalasi f0,l] kesmada chegaralanmagan / ( x ) =  | l + — funksiyani integrallash
V x

masalasiga keladi.
Shu sababli aniq integral tushunchasini bunday hollar uchun umumlashtirishga 

to 'g 'ri keladi va bu yerda biz shu masala bilan shug'ullanamiz.
8.1. 1 tu r xosmas integrallar. Berilgan y=fix) funksiya [a, +co) cheksiz 

yarim oraliqda aniqlangan va ixtiyoriy chekli b>a uchun [a,b\ kesmada 
integrallanuvchi, ya’ni

F(b) = \f(x )d x
a

integral mavjud bo'Isin.
1-TA ’RIF: у=Дх) funksiyaning [a, +co) cheksiz yarim oraliq bo'yicha I tur 

xosmas integrali deb yuqori chegarasi o'zgaruvchi F(b) integralning b—>+<a 
bo'lgandagi limitiga aytiladi.

у -fix) funksiyaning [a, +°o) cheksiz yarim oraliq bo'yicha I tur xosmas 
integrali

7 f(* )dx  (1)
a

deb belgilanadi va , ta’rifga asosan,
+00 b
\ f (x )d x =  lim \ f (x )d x  (2)
a b~*+CDa

kabi aniqlanadi.
Geometrik nuqtai nazardan (1) xosmas integral у=Дх) [Дх)>0], x=a  vay=0 

chiziqlar bilan chegaralangan cheksiz shaklning yuzasini ifodalaydi.
2-TA ’RIF: Agar (2) limit mavjud va chekli bo'lsa. unda (1) xosmas integral 

yaqinlashuvchi, aks holda esa uzoqlashuvchi deyiladi.
(1) xosmas integralni qarashda ikkita masala paydo bo'ladi.



I. (1) xosmas integral yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniqlash-
II. (1) xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lgan holda uning qiymatini topish.

Misol sifatida ushbu 1 tur xosmas integralni qaraymiz:

# 7 *<z =  I ^  > О >• °  ( 3 )
a  X

Bu integralni uch holda tahlil etamiz.
1) Dastlab a> l holni qaraymiz. Bu holda xosmas integral ta’rifi va Nyuton -  

Leybnits formulasiga asosan quyidagi natijani olamiz:
Ь fa  x l-<* Ь

l a = lim J— = lim ------
b->*°axa - a

1 , 1 - a
lim “ ) = —!— (0 -a '~ a ) = - ___

1 - а ь - т в  ba~] i - a  a  [

Demak, bu holda qaralayotgan (3) xosmas integral yaqinlashuvchi va unine 
qiymati a 1-e/( a -1) bo'ladi.

2) E ndia= l holni tahlil etamiz:
 ̂dx ь

l \  =  lim f— =  lim In  дг| =  lim (lnfe — lna) =  oo .
b-> + coa  X  £-»+oo a  &->+00

Demak, bu holda (3) xosmas integral uzoqlashuvchi.
3) a< l, ya’ni 1—a>0 holni ko'rib chiqamiz:

, dx x^~a Ia = lim J— • = l im ------ = —!— lim (b '-a - a l~a ) = <
1 -ab->+co

Demak, bu holda ham (3) xosmas integral uzoqlashuvchi ekan.
Shunday qilib, (3) xosmas integral a> l holda yaqinlashuvchi, aks holda, 

ya’ni a<l bo'lganda uzoqlashuvchi bo'ladi. Bu natijaning geometrik ma’nosi 
shundan iboratki, tekislikdagi

3' = -v (J C 6 [a ,o o ) ,a > ° ) ,x  = I,> , = 0 
x

chiziqlar bilan chegaralangan yarim cheksiz geometrik shakllar a> l holda qiymati 
S=a /( a-1 ) bo‘l gan chekli yuzaga ega (83-rasmga qarang).

Aksincha, a< l bo'lganda esa bu geometrik shakllar cheksiz yuzaga ega 
bo'ladi.

Ko'p hollarda (1) xosmas integralning aniq qiymatini bilish shart boimasdan, 
jng  y aq in lashuvch i yoki uzoqlashuvchi ekanligini va. yaqinlashuvchi bo'lgan 

holda, q iym atin i baholash yetarlidir. Bunday hollarda quyidagi teoremalardan
foydalanilad i.

i . t f .O R E M A :  Agar a<x<oo cheksiz yarim oraliqda 0</x)<g(x) va j g(x)dx

xosm as integral yaqinlashuvchi bo'lsa. unda j f (x )d x  xosmas integral ham
a

vaq in lashuvch i va  quyidagi tengsizlik o'rinli bo'ladi:
+00 +00 

\ f (x )d x <  \g(x)dx
a a

Isbot: Teorema sharti va aniq integral xossasiga asosan [§5, (17)], ixtiyoriy 
a<b<+oo uchun

F(b) = J f(x )d x  <J g(x)dx  < G , G =  { g(x)dx ,
a a a

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Bunda F '{b)=fib)>Q bo'lgani uchun F\b) monoton 
kamaymovchi funksiyadir. Ikkinchi tomondan barcha b>a uchun F(b)<G<°°, ya’ni 
chegaralangan funksiyadir. Bulardan b—>+oo bo'lganda F(b) chekli limitga ega 
bo'lishi kelib chiqadi. Bu yerdan, 1-ta’rifga asosan,

+00 +C0

|  f(x )d x  = lim F(b) < G = J g(x)dx  ,
a a

ya’ni teorema tasdig'i o'rinli ekanligi kelib chiqadi.
Misol sifatida ushbu xosmas integralni qaraymiz:

dx
-------

Bunda integral ostidagi/x) funksiya
l x (x + 1)

0 < / ( * )  =
1

shartni qanoatlantiradi va
x ’(* + l) 2x

< - j  = g ( x ) ,x > \

\g(x)dx  = f -^ r  = lim = lim (— ^-)
i \ 2 x  ‘ - “ / 2 x 3 4 x

,  1 L I= lim(----- r + —) = -  .
4b 4 4

Demak, 1-teoremaga asosan, berilgan I  xosmas integral yaqinlashuvchi va 
uning qiymati /<1/4 bo'ladi.

2-TEOREMA: Agar a<x<oo cheksiz yarim oraliqda 0 < g(x) <fix) va
+o° ^

xosmas integral uzoqlashuvchi bo'lsa, unda j f  (x)dx xosmas integral
a ^

ham uzoqlashuvchi bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 1-teorema isboti singari amalga oshiriladi va o'quvchiga 

Mustaqil ish sifatida havola etiladi.



00 х ■+• 4
Masalan, I = j  .—  dx xosmas integral uzoqlashuvchi ekanligini

1 л/х3
ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, x>\ bo'lganda, integral ostidagi funksiya 

. . .  x + 4 x 1

shartni qanoatlantiradi va

Jg (x )dx = { ~  = lim J = lim 2s[x\ = lim (2>/fe -  2) = +oo .
I V X  у/X  b-*+m '1 A-+ + 0 0

Bu yerdan, 2-teoremaga asosan, berilgan I integral uzoqlashuvchi ekanligi kelib 
chiqadi.

Agar xosmas integral ostidagi Дх) funksiya turli ishorali qiymatlarni qabul etsa, 
unda quyidagi teoremadan foydalanish mumkin.

+co
3-TEOREMA: Agar x>a bo'lganda |/(x)|<g(x) va \g(x)dx  xosmas integral

a
+oo

yaqinlashuvchi bo'lsa, unda \ f {x ) d x xosmas integral ham yaqinlashuvchi va

\f (x )d x <  \\f(x)\dx<  fg(x)dx

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz. 
Masalan, ixtiyoriy X haqiqiy soni uchun

+? cosAx
J — —  dx ( a  > 1, a  > 0)

(4)

(5)

xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi, chunki
cosAx

s F - s W :

+?>cosAx ^ +T dx a• I --------dx<  \ —  = ------
I x“ I x° o - l

3-TA ’RIF: Agar . /=  \\f(x)\dx  xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa,
a

+G0
unda 1 =  \f (x )d x  xosmas integral ahsolut yaqinlashuvchi deyiladi. Agar 1

a

yaqinlashuvchi, J  esa uzoqlashuvchi bo'lsa, unda 1 xosmas integral shartli 
yaqinlashuvchi deb ataladi.

Masalan, (5) xosmas integral a> 1 holda absolut yaqinlashuvchi, 0<a<l 
holda esa shartli yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatish mumkin.

Yuqoridagi (4) tengsizlikdan absolut yaqinlashuvchi xosmas integral 
yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi.

AgaI у  =flx) funksiya (-<», b\ cheksiz yarim oraliqda aniqlangan bo'lsa, uning bu 
soha bo'yicha I tur xosmas integrali yuqoridagi (2) tenglikka o'xshash tarzda 
quyidagicha aniqlanadi:

\ f (x )d x =  lim \f {x )d x (6)

Bu xosmas integral uchun ham uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 
ekanligi 2-ta’rif asosida aniqlanadi.

ь
Masalan, har qanday chekli b va A>0 sonlari uchun / =  \e*xdx xosmas

— 00
integral yaqinlashuvchi, chunki

/ =  JeAxdx=  lim \e**dx= lim — e^ l = lim — (eb - e a) = — (eh - 0 )  = —  .
-to a~*~cca a-»-«A le o-»-«A A A

Agar y=J[x) funksiya cheksiz (-<»,«>) oraliqda aniqlangan bo'lsa, uning bu 
oraliq bo'yicha I tur xosmas integrali yuqorida kiritilgan xosmas integrallar orqali

]/(* )< &  = ) f (x )d x  + ] f (x )d x  = Jun^ ) f (x )d x  + lim Jf(x)dx  (7)
-oo — <x> с  a V  с

tenglik bilan aniqlanadi. Bunda с -  ixtiyoriy chekli son, jumladan 0 bo'lishi 
mumkin.

4-TA’RIF: Agar (7) tenglikning o 'ng tomonidagi ikkala xosmas integral 
yaqinlashuvchi bo'lsa, unda tenglikning chap tomonidagi xosmas integral ham 
yaqinlashuvchi deyiladi. Agar o'ng tomondagi xosmas integrallardan kamida 
bittasi uzoqlashuvchi bo'lsa, unda chap tomondagi xosmas integral uzoqlashuvchi 
deb ataladi.

Masalan,
r Г  dx ° dx dx .. ° dx bt dx

J =  J т - j »  J 7— y +  J 7— r =  ,un T + J™1 1-
,l + xz _®l + x 

.0= lim arctgxl + lim arctgxl = [ 0 - ( -я 7 2 ) ]  + [ (л 7 2 )-0 ]  = л \
a-+-cо b->+oo u

ya’ni J  xosmas integral yaqinlashuvchi ekan. Demak, _y=T/(l+x2) , x  e  ( - oo, + qo)  , va 
>=0 chiziqlar bilan chegaralangan cheksiz geometrik shakl (84-rasmga qarang) 
chekli va n soniga teng yuzaga ega bo'ladi.

8.2. II tu r xosmas integrallar. Endi chegaralanmagan funksiyalar



uchun aniq integral tushunchasini umumlashtiramiz. Berilgan y=fix) funksiya 
(a,b] yarim oraliqda chegaralanmagan, ammo ixtiyoriy e e (0,6 -  a]uchun bu 
funksiya [a+e,i] kesmada chegaralangan va integrallanuvchi bo'Isin. Bu holda

\ f ( x)d x , е е  (0,6 - a ] ,
a+e

funksiyani qarash mumkin.
5-TA’RIF: F(e) funksiyaning £—>0+0 holdagi o 'ng limiti berilgan fix) 

funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha II tur xosmas integrali deb ataladi.
Berilgan fix) funksiyaning [a,b] kesma bo'yicha П tur xosmas integrali 

quyidagicha belgilanadi va aniqlanadi:
ft ft
\ f ( x ) d x -  lim F(e) = lim f/ (x)dx (8)
a £^ 0+0 Ê 0+°a+e

limitga aytiladi.
6-TA 'RIF: Agar (8) limit mavjud va chekli bo'lsa, u holda II tur xosmas 

integral yaqinlashuvchi deyiladi. Aks holda bu xosmas integral uzoqlashuvchi deb 
ataladi.

Misol sifatida ushbu II tur xosmas integralni ko'ramiz:
ft Ay

I(a )  = \ —  (0 < b <  +oo, a  > 0) . (9)
о x

Bu yerda uch holni qaraymiz.
1) Dastlab 0<a<l holni tahlil etamiz:

a

1(a) = lim
£->0+0 xi± -1

xl~a 
lim ------

£->o+oa — 1
- i -  lim (b'~a - £ l~a ) = b '-a 
a  — 1 e->o+o

Demak, bu holda (9) II tur xosmas integral yaqinlashuvchi va uning 
qiymati Л1_“ .

2) Endi a= l holni o'rganamiz:

7(1)= lim \ —  = lim ln x f = lim (In6 - I n £) = +<» .
£ -> 0 + 0 ^  X  £ -> 0 + 0  e  £ -> 0 + 0

Demak, bu holda (9) II tur xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi.
3) a> l holni qaraymiz:

ft Ayr
1(a) = lim f—  =

£->0+0^ xa
lim -------

£-»0+0a — 1
1

(X — 1 £ -> 0+ 0 '

Demak, bu holda ham (9) II tur xosmas integral uzoqlashuvchi bo'ladi.
Shunday qilib, (9) xosmas integral 0<a<l holda yaqinlashuvchi, a>l holda esa 

uzoqlashuvchi ekan. Bu natijaning geometrik ma’nosi shundan iboratki, y= l/x  , 
r=0, x=b>0, y=0 chiziqlar bilan chegaralangan cheksiz geometrik shaklning S 
yuzasi 0<a<l holda chekli va S= bl~° (keyingi betdagi 85-rasmga qarang), ct>l 
holda esa bu shakl yuzasi cheksiz bo'lar ekan.

y=fix) funksiya [a,b) yarim oraliqda chegaralanmagan, ammo ixtiyoriy 
e e (0,b -  a] uchun bu funksiya [a,b-e] kesmada chegaralangan va integrallanuvchi 
bo'Isin. Bu ho lda/x ) funksiyaning П tur xosmas integrali quyidagicha kiritiladi:

ff(x )d x  = lim \f (x )d x  .
a e- >0+0 e

Bu yerda ham tenglikning o'ng tomonidagi limit mavjud va chekli bo'lsa 
xosmas integral yaqinlashuvchi, aks holda -  uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan,

I = f = lim f - f*  = - 2  lim -v/l-xl = - 2  lim (4 s  - \ )  = 2.
ол/ l — X £ -> 0 + 0  Q — X  £ —>0+0 to £ -> 0 + 0

Demak, bu II tur xosmas integral yaqinlashuvchi.

2
J = J - dx

= lim f dx
0COS“ X £->0+0 Q COS X £->0+0

= lim tgx|2
— ~£ ft

-  lim tg(-----e) = +oo.
£ —>o+o 2

Demak. bu II tur xosmas integral uzoqlashuvchi. 
Agar у —fix) funksiya [a,b\ kesmaning biror 

chegaralanmagan bo'lsa, bu holda II tur xosmas integral

\  f(x )dx  = j  f(x )dx  + J f(x )dx

ichki x -c  nuqtasida

(10)

tenglik orqali kiritiladi. Bu xosmas integralning yaqinlashuvchi 
uzoqlashuvchi bo'Iishi 4-ta’rif singari aniqlanadi. 

i i
Masalan,

yoki

j —t xosmas integralni qaraymiz. Integral ostidagi funksiya c=0
- i*

nuqtada uzlukli va chegaralanmagan. Unda, (10) tenglikka asosan, 
}• dx °r dx \dx
J - r = J — + J — = Л + / 2,



f ГЛ  г f dx 1 1 ' \ - \  ~т= llm f - r  = - -  lim —r  
~\x e-»o-o_ur 3e-»o-oxJ

\dx \dx
/ 2 = Я =  lim J ^  = - i .  lim 4  = - i  lim 0 ~ )  = ч «  

о*4 e-»0+0g x 3 г—>o+o^ я '

= “4  1“Г < Л  + !) = +«>,_j 3 £-+o-o

3 £ —>0+0

Demak, bu II tur xosmas integral uzoqlashuvchi ekan.
II tur xosmas integrallaming yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini 

'etarli shartlari oldin I tur xosmas integrallar uchun ifodalangan 1-3 teoremalaroa 
>'xshash ifodalanadi.

8.3. Aralash turdagi xosmas integrallar. Agar у=Дх) funksiya x=a 
nuqtada chegaralanmagan bo'lsa, unda [o,+oo) yoki (-oo, a] cheksiz yarim oraliqlar 
bo'yicha aralash turdagi xosmas integrallar

+O0 b +00
\ f {x )d x  = \ f (x )d x +  \f (x )d x  ( a < b < + oo),
d a b

\f (x )d x =  \f (x )d x  + \f (x )d x  ( - с о  <c <a )
—00 —со с

kabi aniqlanadi. Bunda tengliklarning o 'ng tomonidagi I va П turdagi xosmas 
integrallaming ikkalasi ham yaqinlashuvchi bo'lsa aralash turdagi xosmas integral 
ham yaqinlashuvchi, aks holda esa uzoqlashuvchi deb hisoblanadi.

Masalan,

0<xi'[ I /* 2 , 1< х < -к»
-Н»

funksiya uchun I = \f (x )d x  xosmas integralni qaraymiz:
0

+°0 1 +00 1 1 +O0 1
1= j f ( x ) d x  = j f ( x ) d x +  j / ( x ) d x  = f - r dx+  J  —  <*- =  / , + / ,  , 

о о i o v *  i x
1 1 1 1

I\ = j-j= dx  = lim \-f= d x =  lim 2y[x\ = 2 ,  
o V-X r-» 0 + 0  e ^ J x  £->0+0

+00 j b J 1 ^
12 = J —jd x =  lim j - j d x =  lim (— ) =1 .

] x  b >4«э | x  b->+*о X  J

Demak, aralash turdagi /  integral yaqinlashuvchi va uning qiymati I=l\+ h~3 • 
Xuddi shunday tarzda aralash turdagi

ycbc y d x  
I Г~ ’ i 2 > J
o V l  0 *  0 X

<osmas integrallar uzoqlashuvchi ekanligini ko'rsatish mumkin va bu o'quvchiga 
nustaqil ish sifatida havola etiladi.

XULOSA

Aniq integral ta’rifida integrallash sohasi chekli kesma va integral ostidagi 
funksiya chegaralangan deb qaralgan edi. Ammo bir qator masalalarni yechishda 
bu shartlardan kamida bittasi bajarilmaydigan vaziyatlar paydo bo'ladi. Misol 
«ifatida cheksiz geometrik shakllaming yuzasini hisoblash masalasini ko'rsatish 
mumkin. Bunday hollarda xosmas integrallar tushunchasidan foydalaniladi. Ular 
maMum bir aniq integral qiymatlarining u yoki bu holdagi limiti kabi aniqlanadi. 
Bu limit mavjud va chekli bo'lsa, xosmas integral yaqinlashuvchi, aks holda esa
uzoqlashuvchi deyiladi.

Integrallash sohasining kamida bitta chegarasi cheksiz bo'lgan holda I tur 
xosmas integral tushunchasiga kelamiz. Agar integral ostidagi funksiya 
chegaralanmagan bo'lsa, unda II tur xosmas integralga ega bo'lamiz. 
Chegaralaridan kamida bittasi cheksiz va integral ostidagi funksiya 
chegaralanmagan bo'lgan xosmas integrallar aralash turli deb ataladi.

Tayanch iboralar

* I tur xosmas integral * Xosmas integralning geometrik ma’nosi * Yaqinlashuvchi 
xosmas integral * Uzoqlashuvchi xosmas integral +Absolut yaqinlashuvchi xosmas 
integral * Shartli yaqinlashuvchi xosmas integral * II tur xosmas integral * 
Aralash turdagi xosmas integral.______

T akrorlash  uchun savollar

1. Xosmas integral tushunchasi qayerdan paydo bo 'lad i?
2. I tur xosmas integral qanday ta ’riflanadi?
3. I tur xosmas integralning geom etrik mazmuni nim adan iborat?
4. Qachon xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi?
5. Qachon xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi?
6. Xosmas integral yaqinlashuvchi bo 'lish in ing  yetarli sharti nimadan iborat?
7. Xosmas integral qaysi shartda uzoqlashuvchi bo 'ladi?
8- Qachon xosmas integral absolut yaqinlashuvchi deyiladi?
9- Absolut yaqinlashuvchi xosmas integral qanday xossaga ega?
Ю.Qachon xosm as integral shartli yaqinlashuvchi deyiladi?
4  - U tur xosmas integral qanday ta ’riflanadi?
12. Aralash turdagi xosm as integral qanday aniqlanadi?

Testlardan nam unalar

1- Qaysi holda \ f (x )d x  integral I tur xosmas integral deyiladi?
a

A) b=+oo ; B) a — —oo ; C) a=  —oo va b=+  oo ;
D) a=  -oo yoki b= + oo ; E) barcha hollarda.



2. Quyidagi integrallardan qaysi biri I tu r xosmas integral boMadi?
■ — v  -rw

A) \f (x )d x  ; B) \f (x )d x  ; C) \f {x )d x  ;
a -oo -oo 
+oo 0

D) \ f (x )d x  yoki \f (x )d x  ; E) barcha integrallar.

3. Ushbu ta’rifni yakunlang: I tur xosmas integral /  yaqinlashuvch' 
deyiladi, ag ar. . . .

A) uning qiymati musbat bo'lsa; B) uning qiymati manfiy bo'lsa;
C) uning qiymati nolga teng bo'lsa; D) uning qiymati chekli bo'lsa;
E) uning qiymati cheksiz bo'lsa.

. ?  xdx T . . .
4. J------ j  1 tur xosmas integral qiymatini toping.

01 + *

A ) | ;  B) Q  oo; D)3.5; Е )2 я .

°° A
5. j —  I tur xosmas integral a  parametming qanday qiymatlarida 

l x
yaqinlashuvchi bo'ladi ?

A) a>0; B) a<0;

6 .  J
dx

o V 4 -x  
A) 0.5;

'dx

C) a > l ;  D) a < l;

II tur xosmas integral qiymatini hisoblang . 

B) 1; C) 2; D) 4; E) a

E) a*0.

f
7. I—  II tur xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladigan a  parametming 

о x
barcha qiymatlari qayerda to 'g 'ri ko'rsatilgan? 

А) а<1; B) a > l ;  C) a>0; D) a<0; E) a^O.

M ustaail ish topshirialari

1. I tur xosmas integrallami hisoblang:

а) П О - * ;
0 -oo  X

2. П tur xosmas integrallami hisoblang:

a) J
о

dx
b) J - j £ =

C) \
dx

dx

Iqtisodiy hisoblashlarning matematik usullari 
bo'yicha mutaxassislar tomonidan ayniqsa ko'p 

o'zgaruvchili funksiyalar keng qo'llanilishi 
ko'pchilik uchun kutilmagan holdir.

A.N. Kolmogorov

§1. KO ‘P O 'ZGARU VCHILI FUNKSIYALAR TA’R IF I ,
LIM ITI VA UZLUKSIZLIGI

• Ko'p o'zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi masalalar.
• Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar va ular bilan bog'liq tushunchalar.
• Ikki o'zgaruvchili funksiyaning limiti.
• Ikki о 'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
• Ikki o'zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalari.

1.1. Ko‘p o'zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keluvchi m asalalar. 
Oldingi boblarda biz y=f{x) ko'rinishdagi bir o'zgaruvchili funksiyalar bilan 
tanishgan va ularni o'rgangan edik. Bunda ikkita x va у  o'zgaruvchilar orasidagi 
bog'lanish qaralib, bitta erkli o'zgaruvchi (argument) x qiymatlari bo'yicha 
ikkinchi у  erksiz o'zgaruvchi (funksiya) qiymatlari to'liq aniqlanar edi. Masalan, 
kvadratning yuzini ifodalovchi S funksiya uning tomoni x orqali S=x2, kubning 
hajmi Tuning qirrasi x orqali F=jc3 ko'rinishda to'liq aniqlanadi. Ko'rib o'tilgan 
talab p=J(q) va taklif p=g{q) funksiyalarida mahsulot hajmini ifodalovchi bitta q 
o'zgaruvchini (omilni) p  mahsulot narxiga ta ’siri qaralgan edi.

Ammo bir qator amaliy masalalami o'rganishda ikkitadan ortiq 
o'zgaruvchilar orasidagi shunday bog'lanishlami qarashga to 'g 'ri keladiki, ulardan 
birining qiymatlari qolganlarining qiymatlari orqali to 'liq aniqlanadi.

Masalan, matematikada turli to 'g 'ri to’rtburchaklarning yuzi 5  uning 
tomonlarini ifodalovchi ikkita erkli x va у  o'zgaruvchilar orqali S=xy , to 'g 'ri 
burchakli parallelepipedning hajmi V uning qirralarini ifodalovchi uchta х, у  va z 
erkli o'zgaruvchilar yordamida V=xyz ko'rinishda aniqlanadi.

Fizikada jismning turli nuqtalardagi zichligi p=p(x,>vz), harorati T=T(xly^) va 
shu kabi kattaliklar bu nuqtaning vaziyatini ifodalovchi uchta erkli x, y, z  
koordinatalar orqali aniqlanadi. Bunga qo'shimcha ravishda t vaqtni ham hisobga 
°lsak, unda yuqoridagi kattaliklar to'rtta a, a, z va t erkli o'zgaruvchilar orqali 
ifodalanadi.

Iqtisodiyotda ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori}’ va turli xb x2 , x3, — , x„ 
omillar orasidagi bog'lanish

ce i cti aJ i f L  У = а0х1'х 2- ■■■x„"
■ t.ruils*lt âg> ishlab chiqarish funksiyasi orqali o'rganiladi. Birinchi marta bunday 
js lab chiqarish funksiyalari 1928 yilda amerikalik olimlar K.Kobb va P. Duglas 

m°nidan ikki omilli hoi uchun

I X  BOB. KO‘P O'ZGARUVCfflLI FUNKSIYALAR



у  = а0х?х\ “ , 0 < а < 1  
ko'rinishda taklif etilgan va shu sababli Kobb -  Duglas funksiyasi deb ataladi 
Bunda Xi-asosiy ishlab chiqarish fondi hajmi, Xr-sarflangan mehnat resurslar 
hajmi bo'lib hisoblanadi. 1

1.2. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalar va u lar bilan bog‘liq tushunchalar 
Yuqorida ko'rib o'tilgan masalalar qiymati n ta xb x2 , x3, — , x„ erkli 
o'zgaruvchilar orqali aniqlanadigan funksiyalar nazariyasini yaratishni taqozo 
qiladi. Buning uchun ixtiyoriy x,, x2 , x3, -  , x„ haqiqiy sonlardan hosil qilingan 
*= (x i, X 2 , x3, —  , x„) vektorlardan tuzilgan n o'lchovli chiziqli fazoni (IV bob, § 5 )  

qaraymiz va uni R" kabi belgilaymiz. Bu fazodagi ikkita
x=(x[,x'2,- ,x '„ )  , x" = (x lx ’2,- -,x"„) 

vektorlar uchun (x , x )  kabi belgilanadigan skalyar ko'paytma tushunchasini 
quyidagicha kiritamiz:

(x't x")=x[x’ + x'2x'2 +■■■ + x'„x‘ . (I)
1-TA’RIF: Ixtiyoriy ikkita vektorlari uchun (1) tenglik orqali skalyar 

ko'paytma kiritilgan R" chiziqli fazo n o'lchovli evklidfazo  deb ataladi.
Kelgusida R* evklid fazosiga tekislik va uch o'lchovli fazoga o'xshash 

geometrik talqin berish maqsadida unga tegishli har bir jc=( xu x2 , x3, -  , x„) 
vektorni shu fazoning nuqtasi deb ataymiz va uni bitta M  harfi bilan belgilaymiz. 
Bunda xi, x2 , x3, -  , x„ sonlari M  nuqtaning koordinatalari deb olinadi va bu tasdiq 
M(xi, X2 , x3, •••, x„) ko'rinishda ifodalanadi.

Endi R" evklid fazodagi ikkita
M \x[,x'2, - ,x 'n) ,  M "(x\\x '^-,x '') 

nuqtalar orasidagi masofa tushunchasini kiritamiz. Bu masofani d{M',M")kab\ 
belgilaymiz va R* tekislik yoki Л3 fazodagi masofaga o'xshash tarzda quyidagicha 
kiritamiz:

d (M ',M ”) = л](х{ -  x{)2 + (x2 - x2)2 x ")2 .
Bu tushunchani skalyar ko'paytma orqali M2)=( x - x " , x ' - x  )  tenglik

bilan ham kiritish mumkin.
2-TA ’RIF: Agar n o'lchovli Rr‘ evklid fazosidagi biror D  to'plamdagi har 

bir M(x\, x2 , x3, — , x„) nuqtaga ma’lum bir qonun asosida qandaydir и haqiqiy son 
mos qo'yilgan bo'lsa, unda и berilgan D to'plamda aniqlangan n o'zgaruvchili 
funksiya deb ataladi.

D cJ?  to'plamda aniqlangan n o'zgaruvchili funksiya u=fixu x2 , x3, -  , *n) 
yoki qisqacha u=fiM) kabi belgilanadi. Bunda xb x2 , x3, -  , x„ sonlari 
funksiyaning argumentlari deb yuritiladi.

3-TA ’RIF: Berilgan n o'zgaruvchili u=f[M) funksiya ma’noga ega bo'lgan 
Rn evklid fazosidagi barcha M(xu x2 , x3, -  , x„) nuqtalar to'plami funksiyaning 
aniqlanish sohasi , u=f(M) funksiya qabul etadigan haqiqiy sonlar to'plami esa bu 
funksiyaning qiymatlar to'plami deyiladi.

Funksiyaning aniqlanish sohasi D {/}, qiymatlar sohasi esa E{/} kabi 
belgilanadi. Masalan,

Г 2 2  2  2U = i jrz - J rf — X2 --------X„

fiinksiyaning D {/} aniqlanish sohasi R" evklid fazosini
r 2 — Jcf - x j ------- x 2 > 0  =>x2 + x \  +■■■ + x 2 < r 2

.j^ rtn i qanoatlantiruvchi nuqtalar to'plamidan iborat bo'ladi. Bu to'plam, uch 
S‘lchovli fazodagi sharga o'xshatib, R" evklid fazosidagi markazi 0 (0 ,0 ,-,0 )

atada joylashgan r radiusli n o'lchovli shar deb ataladi. Ko'rilayotgan 
ftmksiyaning qiymatlar sohasi E(/}=[0, r] kesmadan iborat bo'ladi.

Kelgusida soddalik uchun va olinadigan natijalami geometrik talqinini berish 
maqsadida asosan ikki o'zgaruvchili funksiyalami qarash bilan cheklanamiz. Shuni 
ta’kidlab o 'tish  lozimki, bu xususiy n= 2 holda olinadigan natijalar osonlik bilan 
n>2 holga umumlashtirilishi mumkin. Bundan tashqari yozuvlami soddalashtirish 
va uch o 'lchovli fazodagi (kelgusida uni qisqacha fazo deb yuritamiz) nuqta 
koordinatalariga moslashtirish maqsadida ikki o'zgaruvchili funksiyani z, uning 
argumentlarini esa x va у  kabi belgilaymiz. Shunday qilib, umumiy holda ikki 
o'zgaruvchili funksiya z=fix,y), z=g(x,y) va hokazo ko'rinishda yoziladi. Masalan,

z = / ( x ,y )  = V 1 - x 2 - y 2, z  = g (x ,y )= 3 x  + 5 y - l ,  z = h ( x ,y ) ~ —----- j
x + y

ikki o'zgaruvchili funksiyalar bo'ladi.
Ikki o'zgaruvchili z=J[x,y) fimksiyaning D{/} aniqlanish sohasi tekislikdagi 

Щ ху) nuqtalardan tashkil topganligi uchun u tekislik yoki undagi biror sohadan 
iborat bo'ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan funksiyalar uchun D {/} markazi 
0(0,0) koordinata boshida joylashgan va radiusi r= 1 bo'lgan birlik doiradan, D{g} 
butun tekislikdan (D{g}=/r), D{/?}= R ?-{0), ya’ni tekislikning koordinata 
boshidan tashqari barcha nuqtalaridan iboratdir.

Ikki o'zgaruvchili z=f[x,y) funksiyani geometrik mazmuni uning grafigi 
tushunchasidan kelib chiqadi. Bu tushunchani kiritish uchun fazoda XYZ to 'g 'ri 
burchakli Dekart koordinatalari sistemasini olamiz. XOY koordinata tekisligida 
funksiyaning D{/} aniqlanish sohasini qaraymiz va uning har bir M(x,y) 
nuqtasidan XOY koordinata tekisligiga perpendikular o'tkazamiz. Bu 
perpendikularga funksiyaning z= fi,x,y) qiymatini qo'yamiz. Natijada fazoda 
koordinatalari (x, y ,f (x ,y ))  bo'lgan P nuqtani hosil qilamiz (keyingi betdagi 86- 
rasmga qarang).

4-TA 'RIF: z=flx,y) funksiyaning grafigi deb fazodagi
P(x, y , z)=P(x, y , A xy))=  P(x, y, AM)), M=M(x,y) e  D {/}, 

nuqtalarning geometrik o'miga aytiladi.
Umuman olganda ikki o'zgaruvchili z=Ax,y) funksiyaning grafigi fazodagi 

biror sirtdan iborat bo'ladi va shu sababli z=AxJ )  fazodagi sirt tenglamasi deb 
ham ataladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan z=Ax,y) funksiyaning grafigi tenglamasi 

Z = i j l - X 2 - y 2 =>z2 = l - x 2 - y 2 =>x2 + y 2 + z 2 =1 
^°‘lgan sferadan, z=g(x,y) funksiyaning grafigi esa tenglamasi z=3x+5_y-l yoki 
3x+5y_z_ l =0 bo'lgan tekislikdan iboratdir.



Z = f l(x ,y )= C :
2  2 X + у

JJ7UI ni£j.
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Ammo yuqoridagi z=h(x,y) funksiya grafigini to 'g 'ridan-to 'g 'ri tasavvur 
etish oson emas. Bunday hollarda funksiyaning sath chiziqlari tushunchasidan 
foydalanish mumkin.

5-TA’RIF: z=f[x,y) funksiyaning qiymatlari biror o'zgarmas С soniga teng 
bo'ladigan XOY koordinata tekisligidagi nuqtalar to‘plamidan iborat chiziq 
funksiyaning sath chizig'i, С  soni esa sath deb ataladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, z~f{xj/) funksiyaning С sathli sath chizig‘i tenglamasi 
fix,y)=C  bo'lgan chiziqdan iborat boMadi. Ko'p hollarda sath chiziqlarini chizish 
osonroq boMib, ular asosida z=J[xy) funksiya grafigi haqida tasavvur hosil qilish 
mumkin boMadi. Masalan, z=h(x,y) funksiyaning sath chiziqlarini topamiz:

1 n \  2 2 1 => X + IT = — :
С

Bu yerdan ko'rinadiki, bu funksiyaning barcha sath chiziqlari markazi 
koordinata boshida joylashgan aylanalardan iborat. Bu aylanalaming radiuslari С 
sath oshgan sari kichrayib boradi. Demak, bu funksiyaning grafigi “asosi” XOY 
tekislikka yaqinlashgan sari (z—>0) radiusi cheksiz kattalashib boradigan, “uchi” 
esa OZ o 'qi bo'yicha yuqoriga chiqqan sari radiusi cheksiz kamayib boradigan 
aylanalardan iborat (teleminoraga o'xshash) aylanma sirt kabi bo'ladi (keyingi 
betdagi 87-rasmga qarang).

Sath chiziqlaridan tashqari z=fix,y) funksiya grafigi haqida tasavvur hosil 
qilish uchun uni XOZ yoki YOZ koordinata tekisliklariga parallel bo'lgan y~ya 
yoki x=x0 tekisliklar bilan kesishdan hosil bo'ladigan z=flx,y0) yoki z~-fi.xoy) 
chiziqlardan ham foydalanish mumkin. Masalan, biz ko'rib o'tgan z=h(xj?) 
funksiya uchun bu chiziqlar

z  = K x ,y 0)=  1 ? , z= h (x 0,y)-- 1

1.3. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti. Bir o'zgaruvchili y=fix) 
funksiyalar nazariyasida limit tushunchasi muhim ahamiyatga ega ekanligini ko'rib 
o'tgan edik. Shu sababli bu tushunchani ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun ham 
kiritish maqsadga muvofiqdir.

6-TA ’RIF: Berilgan М0(дг0,>0) nuqtaning r radiusli atrofi deb tekislikdagi
■J(x-x0)2 + ( y - у 0f  < r  

tengsizlikni qanoatlantiradigan M(x,y) nuqtalar to'plamiga aytiladi.
Ta’rifdan ko'rinadiki, Mo(xo,yo) nuqtaning r radiusli atrofi markazi shu 

nuqtada joylashgan va radiusi r bo'lgan ochiq doiradan [uni U fcojo) kabi 
belgilaymiz] iborat bo'ladi. Demak, M(x,y)<= U^xo^a) bo'lishi uchun undan 
Mo(xo,yo) nuqtagacha masofa d(M,Mo)<r shartni qanoatlantirishi kerak.

7-TA ’RIF: Biror chekli A soni ikki o'zgaruvchili z=j{xy) funksiyaning uning 
argumentlari x—>x0 , y—>yo ( yoki M(x,y)^>M<bxo,yo)) bo'lgandagi limiti deb 
aytiladi, agar har qanday kichik e>0 soni uchun unga bog'liq shunday r(e)=r>0 
son topilsaki, M0(xo,jo) nuqtaning r=r(e) radiusli atrofiga tegishli bo'lgan barcha 
М(х,у)ф Mo(xQ̂ 0) nuqtalar uchun

\ f { x , y ) - A \ < s
tengsizlik bajarilsa.

Ikki о‘zgaruvchi 1 i f{x,y) funksiyaning x—>Xo, y —*yo holdagi limiti 
lim f ( x ,y )  = A yoki lim f ( M )  = A

M -*M0

kabi belgilanadi.
Masalan.

* 2 +Уо x0 + y
tenglamali egri chiziqlardan iboratdir.



lim
2 2X + у

r= lim
(x2 + y 2)(l + J x 2 + y 2 +1)

;Ц°о1- а /х 2 + / +  1 { \ - J x 2 + y 2 + W  + ilx 2 + y 2 + l)

.. (x2 + y 2Xl + J x 2 + y 2 + 1 ) 5----
= b m -----------------7 7  ------ - = - h m ( l  + -Jx +  v + 1) = - 2

jc—>0 - O r + r ) JT->0
y-»0

Ikki o ‘zgaruvchili z=fix,y) funksiya uchun M (x,y)^M 0(x0,yQ) bo’lganda A 
limitni mavjud bo'lishi va uni hisoblash masalasi bir o'zgaruvchili funksiya holiga 
nisbatan ancha murakkab bo'ladi. Bunga sabab shuki to 'g 'r i chiziqda x—►xo intilish 
faqat ikki yo'nalishda, o 'ng va chap tomondan bo'lishi mumkin. Tekislikda esa 
М(ху)->Мо(х0у 0) intilish cheksiz ko'p yo'nalishda amalga oshirilishi mumkin va 
bularning har birida z=f(x,y) funksiya bir xil A soniga yaqinlashib borishi kerak. 
Buni bir necha misollarda ko'ramiz.

,2
1-misol. f ( x ,y )  =

chunki ma’ lum x2+ _у2>2(х||у| tengsizlikka asosan

2

X V
—=----- J  funksiya x—>0, y -* 0 bo'lganda limitga ega,
x + y

l / f r o O h
xy2 и  < 1 1

x 2 + y 2 jr—>0 
v->0

*->0x2 + y 2
y->0

,  .  fiinksiya x—>0, y —>0 bo'lganda limitga ega 
x + y

emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun y=kx deb olamiz, ya’ni 0(0,0) nuqtaga 
to 'g 'ri chiziqlar bo'yicha yaqinlashamiz. Bu holda

lim f ( x ,y )  = lim — Xy = lim kx2
х-Ю
y-*0

2_2*~»0x + y  *-*0x + k x  >->0 7 1 + Г

Bu yerdan ko'rinadiki limit qiymati barcha к uchun bir xil bo'lmasdan, к o'zgarishi 
bilan u ham o'zgaradi va shu sababli bu limit mavjud emas. 

x 2y3-misol. f ( x ,y )  = -■ 7 funksiyaning x—»0, >0 holda limiti qanday 
X + у

bo'lishini tekshiramiz. Bunday=kx deb olsak
kx3

= lim *  , =0lim\ f ( x ,y )  = lim ■ * y  = lim ........
x-»0 *->0* + y i  x-*0x + k  X x^ ° x + k

Demak, 0(0,0) nuqtaga ixtiyoriy to 'g 'r i chiziqlar bo'yicha yaqinlashganimizda 
limit qiymati bir xil va nolga teng. Ammo hali bundan berilgan limit mavjud va 
uning qiymati nol deya olmaymiz, chunki bu natija ixtiyoriy yo'nalish bo'yicha bir 
xil bo'lishi kerak. Masalan, y=kx2, ya’ni parabola bo'yicha yaqinlashishni 
qaraymiz:

x 2 У = lim
Ax4l im / ( x , j )  = lim -------

*->o *-><>x + y  x->0 x + k xj/-»0 y-»0 1 + A2 ‘

Bu holda limit qiymati к qiymatiga bog'liq bo'lmoqda. Demak,qaralayotgan 
f u n k s i y a n i n g  x—*0, y—>0 bo'lganda limiti mavjud emas ekan.

Yuqorida 7-ta’rif orqali aniqlangan limitda funksiyaning ikkala argumenti * va 
v bir paytda x0 vay0 sonlariga intiladi deb olamiz va bunda 

lim f ( x ,y )  = A 

y-*y<,
karrali limit deb yuritiladi. Ammo bu yerda x yoki у  argumentlami u yoki bu 
tartibda x0 yoki yo sonlariga ketma-ket yaqinlashtirib,

lim lim f ( x ,y )  = A] lim lim f ( x ,y )  = A2
x -* x0 y-> yc ’ y -> y0 x -y x 0

limitlami ham hosil etish mumkin. Bular takroriy limitlar deb ataladi va ularni 
hisoblash osonroq.

4-misol. j(x,y)=3x+5xy—y 2 funksiyaning x—*2, y —»—3 holdagi tak/o r*y 
limitlarini qaraymiz :

lim lim / (x ,y) = lim lim (3x + 5xy -  y 2) = lim (Зх - 15x -  9) = -33  = A, .
x-*2y-> -3  ' x-> 2y->-3  jr—>2

lim lim f (x ,y )=  lim Н т(3х + 5х>>-y 2)=  lim (6 + \ 0 y - y 2) = -33  = A*-
y -* —3x-*2~ y -> - 3x->2 y -* -3

Demak, bu funksiya uchun ikkala takroriy limit mavjud va ular o 'zaro teng.
5-misol. Ushbu funksiyaning x—»0, y —>0 holdagi takroriy limitlar*11' 

hisoblaymiz:
x - y  + x 2 + y 2 

x + y

lim lim f (x ,y )  = lim lim ——y  + x + y  = lim X + X = lim (I + x) = 1 = A, > 
x-»0y->0 x + y  jc—>o x *->o

2 2 x - y + x  + ylim lim f (x ,y )=  lim lim 
y -*0x->  0 y -> 0 jc -» 0  x + y  y -*0  у

Demak, bu funksiya uchun ikkala takroriy limit mavjud, ammo ular o'zaro ten8 
emas.

Yuqoridagi misollardan ko'rinadiki takroriy limitlar doimo o'zaro tenS 
bo’lishi shart emas ekan. Bundan tashqari karrali va takroriy limitlar orasida 
qanday munosabat mavjudligini ham umumiy holda aytib bo'lmaydi. Bufiday 
hollarda quyidagi teoremadan foydalanish mumkin.

L-TEOREMA: Berilgan z=J{x,y) funksiya M0(xo^o) nuqtaning t^iror 
^r(x0lvo) atrofida aniqlangan va karrali limit

lim f ( x ,y )  = A
X~>x„
У->Уо

mavjud bo'lsin,. Agar ixtiyoriy M(x,y) e  U^x0,yo) uchun
<P(y) = lim f ( x ,y ) ,  w(x) = lim f ( x ,y )

о У->Уо



A{ =  lim lim f ( x ,y )  =  lim Ц /( х ) ,  A2 = lim lim f ( x ,y )  = lim <p(y)
x->x0 y-> y0 x -ух,, У->Уп x->x0 y-+ y0

mavjud \&A\= A2= A tenglik o'rinli bo'ladi.
Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.
Ammo takroriy limitlar mavjudligi va ularning o'zaro tengligidan karrali 

limitning mavjudligi va A \-  A2= A tenglik o'rinli bo'lishi kelib chiqmaydi. 
Masalan, yuqorida ko'rilgan 2-misolda A 1= A2=0, ammo karrali limit mavjud emas.

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning limiti uchun bir o'zgaruvchili funksiya 
limitining oldin ko'rib o'tilgan barcha xossalari (VII bob, §3, asosiy teorema) 
saqlanib qolishini ushbu teorema ko'rsatadi.

2 -TEOREMA: Agar z=fix,y) va z=g(xvv) funksiyalaming ikkalasi ham 
ЩхьУо) nuqtaning biror UJxoyd) atrofida aniqlangan va ulaming karrali limitlari 

lim f {x ,y )  = A , lim g (x ,y ) = B
X - * X q * -> * 0
У-*Уо У~*Уо

mavjud bo'lsa, unda quyidagi tengliklar o'rinli bo'ladi:

oddiy limitlar m avjud bo 'lsa, unda ikkala takroriy limit

lim C = C  ( C -  const.), lim C f(x ,y ) = C lim f ( x ,y )  = CA ,
x-> x 0 * -> * 0  Jt—>JC0
У-*Уо У~+Уо У~+Уо

lim [/(x ,.y)±g(* ,.> ')]=  lim f ( x ,y ) ±  lim g (x ,y ) = A ± B  ,
X-+XQ  X -> X q X -+ X 0

У~*Уо У~>Уо У~>Уо

lim [/(x ,y )-g (x ,> 0 ] = lim f (x ,y ) -  lim g (x ,y )  = AB,
X -+ X Q X -+ X q X -+ X 0

У->Уо У-*Уо У-*Уо

lim Д х ,у )

lim f i x ,y )  y -* y 0
= 4  ( lim  g {x ,y) = B * 0 ).

x->x0 g (x ,y )  lim g(x ,y ) В x->xQ 
У-+У0 *->*a У->Уо

У~*Уо
Bu teorema yuqorida eslatilgan teorema singari isbotlanadi va shu sababli uning
ustida to'xtalib o'tirmaymiz.

Masalan, bu teorema asosida ushbu karrali limitlarni hisoblaymiz:
lim f (x ,y )  = lim (3x + 5y + 1) = lim 3x + lim 5у  + lim 1 =
*->i 
y->2

JC—> 1
y->2

*->1 jt—>1 дг —>1
>’—>2 y-> 2 y->2

= 31imx + 5 1im>' + lim l = 3- l + 5- 2 + l = 14,
x~*\ y^>2 x -* l

2

lim (2.x + 5 xy -  3y +1)
.  .  x->0 ,

.. , ,  , .. 2х + 5х у-Ъ у + \ у-ю 1
lim / ( x , 7 )=  lim ----- 2 3 ' ------  —  —
*->0 x-И) X + у  + 2
y^y  0 y-+  0 *_*<}

lim (x2 + y 3 + 2) 2
у—>0

Ikki o'zgaravchili z=  fix,y) funksiyaning karrali limiti ta’rifmi x—*fc°° , j — 
yoki A=±oo hollar uchun ham berish mumkin, ammo ular ustida to 'x ta lib  
o'tirmaymiz.

1.4 . Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. Bir o'zgaruvchili y=fix) 
funksiyalar uchun limit tushunchasi kiritilgach, uning yordamida funksiyaning 
u z l u k s i z l i k  ta’rifi berilgan edi. Bu tushunchani ko'p o'zgaruvchili funksiyalar 
uchun ham kiritish mumkin.

Я- T A 'R I F :  Mo(xo,yo) nuqta z=fix,y) funksiyaning D{/} aniqlanish sohasidagi 
biror nuqta bo’lib, o'zgaruvchi M(x,y) nuqta funksiyaning aniqlanish sohasida 
q o l g a n  holda MQ (xQ,yo) nuqtaga ixtiyoriy usulda intilganda (M-»A/0 bo'lganda)

lim f (x ,y )  = f ( x 0,y 0) yoki lim f (M )  = f ( M 0) (2)
л-*х0 м-+м0
У~+Уо

tenglik o'rinli bo' Isa, z=f{x, y)  funksiya M0 (xoj'o) nuqtada uzluksiz deyiladi. Bu 
holda Mo(^oJ’o) funksiyaning uzluksizlik nuqtasi deyiladi. Biror D sohaning har bir 
nuqtasida uzluksiz bo'lgan funksiya shu sohada uzluksiz deyiladi.

Masalan, fix,y)=2x1+?>xy-5y1 funksiya tekislikdagi barcha nuqtalarda 
aniqlangan va ularning har birida uzluksizdir. Demak, bu funksiya butun tekislikda
uzluksiz. Xuddi shunday, ___________

f (x ,y )  = д /з б -4 х 2 - 9 у 2 
fimksiya D(/}={(x,>'): (x/3)2+(y/2)2<l}aniqlanish sohasida, ya’ni yarim o'qlari 
of-3, b=2 bo'lgan ellips va uning ichida uzluksiz bo'ladi.

Geometrik nuqtayi nazardan biror D sohada uzluksiz z= f  (дг, у) funksiya XOY 
koordinata tekisligidagi proyeksiyasi shu sohadan iborat bo'lgan yaxlit bir sirtni 
ifodalaydi. Shu sababdan tekislik, sfera, uzluksiz chiziqni OX o'qi atrofida 
aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma sirt kabilarni ifodalovchi ikki o'zgaruvchili 
funksiyalar uzluksiz bo' ladi.

Endi z=fixj>) funksiyaning Mo(x0,yo) nuqtada uzluksizligini boshqa bir 
ta’rifini keltiramiz. Agar M(x,y) o'zgaruvchi nuqta bo'lsa, unda Ax=x-x0 va 
Ay=y-y0 ayirmalar mos ravishda x va у  argumentlaming o'zgarishlarini ifodalaydi 
hamda argument orttirmalari deyiladi. Bu holda х=хо+Дх, y=yo+Ay deb yozish 
mumkin. Bunda z=fix,y) funksiyaning o'zgarishi

Az= Af-fix ,y)~ fixa,yo)=fixo+Ax,yo+Ay)-fix0,ya) (3)
ayirma orqali aniqlanadi va u funksiyaning to ‘la orttirmasi deb ataladi. 
Orttirmalar tilida (2) tenglikdagi x—*-xo, y —*yo munosabatlardan Ax—>0 , Ay—>0 
ekanligi kelib chiqadi. Shu sababli (2) tenglikni

lim Af = 0 (4)
Дх—>0 
Ду->0

ko'rinishda ifodalash mumkin. Bu z=fix,y) funksiya uzluksizligini orttirmalar 
tilidagi ifodasidir. Undan uzluksiz funksiyadax va у  argumentlar qanchalik kichik 
o'zgarishga ega bo'lsa, funksiya ham shunchalik kichik o'zgarishga ega bo'lishi 
kelib chiqadi. Amaliy masalalarda z=fixy) funksiya uzluksizligini (4) tenglik bilan 
aniqlash osonroq bo'ladi.

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi ta’rifini ifodalovchi (2) tenglikdan 
va xossalarini ifodalovchi 2-teoremadan bevosita quyidagi teorema kelib 
chiqadi.



3-TEOREMA: Agar f lx y )  va g(x,y) funksiyalar Mo(xo,yo) nuqtada uzluksi? 
bo'lsa, unda shu nuqtada С J[x,y) (C ^ o n st.),f(xy)fcg (xy\f(xy)g (xy)  va g(x,y)#) 
qo'shimcha shartda fix,y)lg{xy) funksiyalar ham uzluksiz bo'ladi.

Bu teoremadan foydalanib murakkabroq ko'rinishdagi funksiya uzluksizligini 
tekshirish masalasini soddaroq ko'rinishdagi funksiyalarning uzluksizligini 
tekshirish masalasiga keltirish mumkin. Masalan,

2x3 + 3 x 2у 2 - у 3 _ / ( x ,y )  
x 4 + x 2y 2 + y 4 + 1 g(x ,y) 

funksiyaday(x,y) va g(x,y) tekislikdagi barcha nuqtalarda uzluksiz, g(x,y)^0 (hatto 
g(*vV)Sl) ekanligidan uni butun tekislikda uzluksizligi teoremadan kelib chiqadi.

Yuqoridagi 8-ta'rifda ikki o'zgaruvchili z=flx,y) funksiyaning ikkala x va у  
argumentlari bo'yicha uzluksizligi qaralgan edi. Bu yerda funksiyaning alohida 
har bir argumenti bo'yicha uzluksizligini qarash mumkin. Buning uchun dastlab 
funksiyaning xususiy orttirmasi tushunchasini kiritamiz.

9-TA ’RIF: Berilgan z=flxy) funksiya uchun argumentlaming Ax- va Ay 
orttirmalarida

Axf  = f ( x 0 + Ax,y0) — f ( x 0,y 0) , Ayf  = f ( x 0,y 0 + A y ) - f ( x 0,y 0) (5) 
ayirmalar mos ravishda funksiyaning x va у  argumentlari bo'yicha Л70(х0(у0) 
nuqtadagi xususiy orttimalari deb ataladi.

(3) tenglik bilan aniqlangan А / orttirma funksiyaning ikkala x va у  
argumentlari bo'yicha o'zgarishini ifodalaydi va shu sababli to 'la orttirma deyiladi. 
(5) tenglik bilan aniqlangan Ax f  yoki Ay f  orttirmalar esa funksiyaning faqat x 
(bunda у  o'zgarmas) yoki у  argumenti bo'yicha (bunda x o'zgarmas) o'zgarishini 
ifodalaydi va shu sababli xususiy orttirma deyiladi.

Masalan, j(xy)=x2+'$xy-4y funksiya uchun ixtiyoriy M(x,y) nuqtada to 'la va 
xususiy orttirmalami topamiz:
Af  = / ( x  + Ax,y + A y ) - /  (x, y )  = [(x + Ax)2 + 3(x + Ax)(y + Ay) -  4(y  + Ay)] -

-  [x2 + Злу -  4у] = 2xAx + (Ax)2 + 3[xAy + yAx + АхАу] -  4Ау ,

А х/  = / ( х  + А х ,у ) - / ( х ,у )  = [(х +Ах)2 + 3(х + А х ) у -4 у ] - [х 2 + 3 х у -4 у ]  =

= 2хАх + (Ах)2 + ЗхуАх ,

A yf  = / ( х ,у  + Ау) -  / ( х ,у )  = [х2 + Зх(у + Ау) -  4(у + Ау] -  [х2 + Злу -  4у] =

= ЗхАу -  4Ау.
IQ-TA’RIF: Berilganг=Дх,у) funksiya uchunЛ/о(хо,уо) nuqtada

lim A , /  = 0 yoki lim A v/  = 0 (6)
Д*-»0 Ду-»0 y

tengliklar bajarilsa, unda bu funksiya Л/о(хо^о) nuqtada x  yoki у  argumenti 
bo'yicha uzluksiz deyiladi.

M asalaa yuqorida ko‘rilgan Дх,у)=х2+3ху-4у funksiya uchun ixtiyoriy M(xy) 
nuqtada (6) shartlar bajariladi. Demak, bu funksiya butun tekislikda x va ) 
argumentlari bo'yicha uzluksizdir.

Agar z=fixy) funksiya A/ofroJ'o) nuqtada ikkala argumentlari bo'yicha 
uzluksiz bo'lsa, unda bu nuqtada har bir argumenti bo'yicha ham uzluksiz bo lacn.

ki (4) tenglikdan (6) tengliklar xususiy hoi sifatida kelib chiqadi. Ammo 
teskari tasdiq o'rinli bo'Iishi shart emas. Masalan,

x2 + v2 Ф 0 .
(7)/ ( x ,y )  = |x ^ + y -

X 2 + y 2 = 0
funksiyani 0(0,0) nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. Bunda

Ax-0
д л/  = / ( 0  + Ax,0) -  /(0 ,0 )  = /(A x,0) =

A J  =  / ( ° > °  + Ak) -  / ( 0 . ° )  = / ( ° .  Ay) =

= 0=> lim A , /  = 0, 
(Ax) + 0 л»->о

0-A y  0=> ijm A /  = 0 .  
0 + (Ay) &-*o

Demak, bu funksiya 0(0,0) nuqtada x va у argum entlari bo 'yicha uzluksiz . 
Ammo y=Ax (# 0 ))  deb olsak, unda

lim f ( x ,y ) =  lim ^  ■= lim * ** = lim * = * у * 0  = f(0 ,0 ) .
Jt—>o x 4- у  *-»o x2 +(*x)2 *-»oi + k2 \ + k 2

y^o  y-*o
Demak, bu funksiya 0(0,0) nuqtada ikkala x va у  argumentlari bo'yicha 

uzluksiz emas.
11-TA ’RIF: Agar biror M0(x0,y0) nuqtada (2) tenglik bajarilmasa, bu 

nuqtada berilgan T=flxy) funksiya uzlukli, Mo(x0%y0) esa funksiyaning uzilish 
nuqtasi deyiladi.

Masalan, oldin ko'rib o'tilgan (7) funksiya 0(0,0) nuqtada uzlukli,

/ ( x ,y )  = - j2- - 
x - y

funksiya esa у  = ±x to 'g 'ri chiziqda yotgan barcha nuqtalarda uzlukli, chunki 
bu nuqtalar funksiyaning aniqlanish sohasiga kirmaydi va ularda (2) tenglik 
bajarilmaydi.

1.5. Ikki o 'zg a ru v ch ili uzluksiz  fu n k s iy a la rn in g  xossalari. Ikki 
o'zgaruvchili uzluksiz г=Дх,у) funksiyaning xossalarini ifodalash uchun dastlab 
to 'g 'r i chiziqdagi (a,b) oraliq (ochiq soha) va [a,b] kesma (yopiq soha) 
tushunchalarini tekislik uchun umumlashtiramiz.

12-TA ’RIF: Tekislikdagi D  sohaning Mo(xo,yo) nuqtasi o'zining biror r 
atrofi bilan (6-ta’rifga qarang) shu sohada joylashgan bo'lsa, u ichki nuqta deb 
ataladi.

Masalan, doira, kvadrat, uchburchak kabi figuralam ing ichidagi nuqtalar 
ularning ichki nuqtalari bo 'ladi.

13-TA ’RIF: Tekislikdagi M0(x0;yo) nuqtaning ixtiyoriy r atrofida ham D 
sohaga tegishli, ham D sohaga tegishli bo'lmagan nuqtalar mavjud bo'lsa, u D 
soha uchun chegaraviy nuqta deb ataladi.

M asalan, doira uchun uning aylanasidagi har bir nuqta chegaraviy bo 'ladi.
Shuni ta ’kidlab o'tish kerakki, D sohaning chegaraviy nuqtasi bu sohaga 

tegishli bo'Iishi ham, tegishli bo'lmasligi ham mumkin.



14-TA ’RIF: Tekislikdagi D sohaning barcha chegaraviy nuqtalar to'plami 
uning chegarasi deb ataladi.

Masalan, doira uchun uning aylanasi chegara bo'ladi.
15-TA’RJF: Agar D  sohaga tegishli barcha nuqtalar ichki bo'lsa, D ochiq 

soha deb ataladi.
Masalan, doira, kvadrat, uchburchak kabi figuralarning ichidagi barcha 

nuqtalardan iborat sohalar ochiq bo'ladi.
Agar D ochiq soha bo'lsa, unga chegaraviy nuqtalari kirmaydi.

16-TA’RIF: Agar D  sohaning barcha chegaraviy nuqtalari bu sohaga 
tegishli bo'lsa и yopiq soha deyiladi.

Masalan, doira o'zining aylanasi bilan birgalikda yopiq sohani tashkil etadi.
17-TA ’RIF: Agar D soha to'liq biror chekli r radiusli doira ichida yotsa, u 

chegaralangan so h a , aks holda esa chegaralanmagan soha deb ataladi.
Masalan, ellips ichidagi nuqtalardan iborat soha chegaralangan, parabola bilan 

chegaralangan soha esa chegaralanmagan b o 'lad i.
Yopiq va chegaralangan D  sohada uzluksiz bo'lgan ikki o'zgaruvchili z=fix,y) 

funksiyaning bir nechta muhim xossalarini ko'rsatib o'tamiz. Bu xossalar [a,b] 
kesmada uzluksiz bo'lgan bir o'zgaruvchili funksiyalaming xossalarini (VII bob, 
§4) ikki o'zgaruvchili funksiyalar uchun umumlashtiradi. Bu xossalar VII bob, §4 
dagi tegishli teoremalarga o'xshash isbotlanadi va shu sababli ularni takrorlab 
turmaymiz.

4-TEOREMA (Vevershtrass teoremasi): Agar z=fixy) funksiya yopiq va 
chegaralangan D  sohada aniqlangan va uzluksiz bo'lsa, bu D  sohada kamida bitta 
shunday Mq(x0, y0) [Mx(xx, yi)] nuqta topiladiki, D sohaning boshqa hamma M{x,y) 
nuqtalari uchun

/О о-У о) £  f (x ,y ) ,  [ / ( * , ,? , ) £  f (x ,y ) ]
munosabat bajariladi.

Bu holda/ (x ,y) funksiyaning f ( x 0, y 0) = A, / ( x , , y , )  = 5  qiymatlari mos 
ravishda uning D sohadagi eng katta va eng kichik qiymati deb aytiladi hamda 
max/- va min/" kabi belgilanadi.

Masalan, fixy)=2(x2+ у^+З funksiya D={(x,y): x2+ y*<4} yopiq doirada 
aniqlangan va uzluksiz. Bu funksiya D sohada o'zining eng katta m ax/ qiymatini 
sohaning x2+y2=4 chegarasidagi ixtiyoriy Л/0(х0, Уо) nuqtada qabul etadi va bunda 
max/-=2-4+3=11 bo'ladi. Bu funksiya D sohada o'zining eng kichik qiymatiga 
x2+y2=0 bo'lganda, ya’ni 0(0,0) nuqtada erishadi va min/-2-0+3=3 bo'ladi.

18-TA ’RIF: Agar D  sohada aniqlangan г=Дх, у)  funksiya uchun shunday 
chekli A (yoki В) soni mavjud bo'Isaki, ixtiyoriy M(x,y)e D  nuqtada fix, y)<A 
(yoki fix, y)>B) shart bajarilsa, bu funksiya D sohada yuqoridan (yoki quyidan) 
chegaralangan deb ataladi.

Masalan, fix, y)=5-x2- y 2 funksiya yuqoridan A=5, g(x, y)= x2+y2 -2  
funksiya esa quyidan B=—2 soni bilan chegaralangan.

19-TA ’RIF: Agar D sohada aniqlangan z=fix, y)  funksiya bu sohada ham 
yuqoridan, ham quyidan chegaralangan bo'lsa, u D sohada chegaralangan 
funksiya deb ataladi.

Masalan, f(.x ,y )  =  ̂ 9 - x 2 - y 2 funksiya o'zining D{/}={(x,y): x2+y2<9} 
a n i q l a n i s h  sohasida yuqoridan A=3, quyidan esa 5=0 soni bilan chegaralangan. 
Demak. bu funksiya chegaralangandir.

Y uqoridag i Veyershtrass teoremasidan bevosita quyidagi teorema kelib
chiqadi.

<- TF.OREMA: Yopiq sohada uzluksiz funksiya shu sohada chegaralangan 
bo'ladi.

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning navbatdagi xossasini ifodalash uchun 
quyidagi tushunchani kiritamiz.

?n-TA’RIF: Tekislikdagi D sohaning ixtiyoriy ikkita nuqtasini biror 
uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin bo'lsa, u bog'lamli soha deyiladi.

Masalan, aylana bilan chegaralangan soha (ochiq yoki yopiq doira) 
bog'lamli soha bo'ladi. Ammo ikkita konsentrik aylana bilan chegaralangan soha 
(ochiq yoki yopiq holda) bog'lamli soha emas.

6-TEOREMA (Boltsano -  Koshi teoremasi): Agar/ (x,y) funksiya yopiq va 
chegaralangan bog'lamli D  sohada uzluksiz bo'lib, uning ikkita Mx(xx, yO va 
Мг{х-2, уг) nuqtasida qarama-qarshi ishorali qiymatlarga ega bo'lsa, u holda bu 
sohaga tegishli kamida bitta M0(x0, y0) nuqtada berilgan fix.y) funksiya nol 
qiymatga ega bo 'lad i.

Masalan, fixj>y=x2+ y 2- 3 funksiya D={(x,y): x2+ y2<4 } yopiq doirada ham 
manfiy (misol uchun /1 ,1)=^-1<0), ham musbat (misol uchun f i \ . 5,1 )=0,25>0) 
qiymatlami qabul etadi. Bu funksiya D  sohaga tegishli bo'lgan xr+y2=3 aylanadagi 
har bir nuqtada nol qiymatni qabul etadi.

XULOSA
Bir qator nazariy va amaliy masalalarda uch va undan ortiq o'zgaruvchilar 

orasidagi bog'lanishlarni qarashga to 'g 'ri keladi. Shu sababli ko 'p  o'zgaruvchili 
funksiyalar nazariyasi yaratilgan. Bunda bir o'zgaruvchili funksiyalar uchun oldin 
ko'rilgan tushuncha va natijalar umumlashtiriladi. Masalan, funksiyaning 
aniqlanish va qiymatlar sohalari, grafigi, limiti, uzluksizligi kabilar shular 
jumlasiga kiradi. Shu bilan bir qatorda bu nazariyada ko'p o'zgaruvchili 
funksiyalarga xos bo'lgan tushuncha va natijalar ham qaraladi. Misol sifatida sath 
chiziqlari, takroriy limit, argumentlar bo'yicha uzluksizlik kabilarni ko'rsatish 
mumkin. Bir o'zgaruvchili funksiyalar uchun oldin ko'rilgan Veyershtrass va 
Koshi-Boltsano teoremalari ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun ham o'rinli 
bo'lishini ko'rsatish mumkin.

Tavanch iboralar

[~*~Skalyar ko'paytma * Evklid fazosi * Masofa * K o'p o'zgaruvchili funksiya * 
Aniqlanish sohasi * Qiymatlar sohasi * Funksiya grafigi * Sirt tenglamasi * Sath 
chizig'i * Funksiya limiti * Takroriy limit * Funksiya uzluksizligi * Funksiyaning 
argument bo'yicha uzluksizligi * Ichki nuqta * Chegaraviy nuqta * Ochiq soha * 
Yopiq soha * Veyershtrass teoremasi * Chegaralangan funksiya * Bog'lamli soha 

,—Boltsano-Koshi teoremasi * Funksiyaning uzlukliligi_________________________



1. Ko‘p o'zgaruvchili funksiya tushunchasiga olib keladigan masalalarga misol 
keltiring.

2. n o'lchovli chiziqli fazoda skalyar ko'paytma tushunchasi qanday kiritiladi?
3. n o'lchovli evklid fazo si deb nimaga aytiladi?
4. n o'lchovli evklid fazosida masofa tushunchasi qanday kiritiladi?
5. K o'p o'zgaruvchili funksiya ta’rifmi keltiring.
6. Ikki o'zgaruvchili funksiya qanday ta’riflanadi?
7. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning aniqlanish sohasi nima?
8. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning geometrik mazmuni nimadan iborat?
9. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning sath chizig'i nima?
lO.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning sath chizig'i nima maqsadda qo'IIaniladi?
11. Tekislikdagi nuqtaning r radiusli atrofi deb nimaga aytiladi?
12.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning limiti qanday ta’riflanadi?
13.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning limiti qanday xossalarga ega?
14.1kki o'zgaruvchili funksiyaning takroriy limiti nima?
15.Qaysi shartda takroriy limitlar o'zaro teng bo'ladi?
16.Qachon ikki o'zgaruvchili funksiya nuqtada uzluksiz deyiladi?
17.Qaysi shartda ikki o'zgaruvchili funksiya biror sohada uzluksiz deyiladi?
18.Ikki o'zgaruvchili uzluksiz funksiyalar qanday xossalarga ega?
19.1kki o'zgaruvchili funksiyaning argument bo'yicha uzluksizligi nima? 
20.Sohaning qanday nuqtasi ichki deb ataladi?
21 .Qaysi shartda sohaning nuqtasi chegaraviy deyiladi?
22.Tekislikdagi qanday sohalar ochiq deb ataladi?
23.Tekislikdagi yopiq soha qanday ta’riflanadi?
24.Qachon tekislikdagi soha chegaralangan deyiladi?
25. Veyershtrass teoremasida qanday tasdiq keltiriladi?
26. Tekislikdagi soha qachon bog'Iamli deb aytiladi?
27. Boltsano-Koshi teoremasida nima tasdiqlanadi?
28.Qachon ikki o'zgaruvchili funksiya nuqtada uzlukli deyiladi?
29.Ikki o'zgaruvchili uzlukli funksiyaga misol ko'rsating.

T estlardan nam unalar

1. Tomonlari x va у  bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchakka doir qaysi masalaning javobi 
ikki o'zgaruvchili funksiya bilan ifodalanmaydi?
A) yuzasini topish; B) perimetrini topish; C) diagonalini topish;
D) ikkita qarama-qarshi tomonining yig'indisini topish;
E) Barcha masalalaming javoblari ikki o'zgaruvchili funksiya bilan ifodalanadi.

2. f ( x ,y )  = y ] 9 -x 2 - y 2 funksiyaning D{/} aniqlanish sohasini toping.
A) Tomoni a=3 va markazi 0(0,0) nuqtada joylashgan kvadrat;

Takrorlash uchun savollar 0 ) T om on i o=3 va m ark az i 0(0,0) n u q tad a  jo y la sh g a n  kvad ra tn in g
tasnqarisidan ibora t soha;

C ) R ad iusi R=3 va m a rk az i 0(0,0) nuq tad a  jo y la sh g an  do ira ;
D) R ad iu si R=3 v a  m arkazi 0(0,0) n u q tad a  jo y la sh g a n  ay lan an in g  

tashqarisidan ibo ra t soha; E) [-3,3] kesm ad an  ib o ra t so h a  .

3 f (x ,y ) = д/9  - x 2 -  y 2 funksiyaning qiymatlar sohasini toping.
A) [-3,3]; B) (-3,3); C) [0,3]; D) (0,3); E) [0,9].

4 Ikki o'zgaruvchili z=fix,y)  funksiya qanday geometrik obyektni ifodalaydi?
A) tekislikdagi to 'g 'ri chiziqni; B) tekislikdagi egri chiziqni;
C) fazodagi tekislikni; D) fazodagi sirtni; E) fazodagi jismni.

5 . Ta’rifni to'ldiring: Ikki o'zgaruvchili z -  fix,y) funksiyaning sath chizig'i deb 
••• tenglama bilan aniqlanadigan chiziqqa aytiladi.
A)fiCj>}=0; В) Дх,С)=0; Q / O j ^ C ;  D) fix,0)=C\ E) fix,y}=C.

X2 -  V2
6 2 = -------—  funksiyaning 0 (0 ,0 ) nuqtadagi limitini toping.

x + y
A)0; B) 1; C)l/2; D) Mavjud emas; E) 2.

7. z=x2+y2+2xy funksiyaning j  bo'yicha Ayzxususiy orttirmasini toping.
A) Ayz=2(Ax+Ay); В) AyZ=2(xAx+ yAy +Ах Ду);

С) AyZ=2xAx+2yAy+2(хДу+^Дх); D) Ayz=2(x+y)Ay+Ay2;
E) AyZ=2x-*-2y+2 (Ax+Ay).

8. a parametming qanday qiymatida

/ ( * , у ) = М т 7 *
[ а  , x = 1 va у  = 1 

funksiya Mo(l, 1) nuqtada uzluksiz bo'ladi?
A) 0 ; В) 1 ; C) 2 ; D) 3 ; E) -1 .

M ustaqil ish topshiriqlari

1- f ( x ,y )  = ^ n2 - x 2 - y 2 ikki o'zgaruvchili funksiyaning aniqlanish 
sohasi D{/} va qiymatlar sohasi E{/} toping.

2- f ( x ,y )  = nx2 -  (« + l)xy + у 2 ikki o'zgaruvchili f ix y )  funksiyaning Д /
■ 4 / xususiy va Af to 'la  orttirmalarining argument orttirmalari Лх=0.1 va Лу=0.2 
bo'lgandagi qiymatlarini aniqlang.

3. Ushbu karrali limitni hisoblang;

*->o x
y —>n



§2. IKKI O 'ZG A RU V CH ILI FUNKSIYANING 
HOSILA VA DIFFERENSIALLARI

•  Ikki o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
•  Yo ‘nalish ho ‘yicha hosila va gradient.
• Ikki о ‘zgaruvchili funksiya differensiallari va ularning tatbiqlari.
•  Yuqori tartibli differensiallar.

Bir o'zgaruvchili funksiya xususiyatlarini o'rganishda va juda ko‘p 
masalalarni yechishda funksiyaning hosilasi muhim ahamiyatga ega ekanligini 
ko‘rib o’tgan edik. Shu sababli bu tushunchani ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun 
ham aniqlash masalasi bilan shug‘ullanamiz. Bunda ikki o'zgaruvchili funksiya 
uchun kiritiladigan tushunchalar va keltiriladigan tasdiqlar deyarli o‘zgarishsiz 
ikkidan ortiq o'zgaruvchili funksiyalar uchun ham umumlashtirilishi mumkinligini 
yana bir marta ta’kidlab o'tamiz.

2.1. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari. Bir o'zgaruvchili 
funksiyaning hosilasi Л / funksiya orttirmasining Дх argument orttirmasiga 
nisbatining Дх—>0 bo'lgandagi limiti kabi aniqlanishini eslatib o'tamiz. Ikki 
o'zgaruvchili funksiya uchun ham hosila tushunchasini shunday tarzda kiritamiz.

Berilgan z=f[x,y) funksiya biror D sohada aniqlangan va M(x,y) shu sohaning 
ichki nuqtasi bo'Isin. Bu nuqtaning x abssissasiga Дх orttirma berib, у  ordinatani 
o'zgartirmay qoldiramiz. Bunda hosil bo'ladigan N(x +Дх,у) nuqta ham D sohaga 
tegishli deb hisoblaymiz. Bu holda z=f[xj>) funksiyaning o'zgarishi 

А ./= /(х + Д х , у ) ~ f  (x, у), 
ya’ni x argument bo'yicha xususiy orttirma orqali ifodalanadi.

1-TA ’RIF: Agar г=Дх,у) funksiyaning x bo'yicha Д* /  xususiy 
orttirmasining Дх argument orttirmasiga nisbati Дх—>0 bo'lganda chekli limitga 
ega bo'lsa, bu limit qiymati funksiyaning x  bo'yicha xususiy hosilasi deb ataladi.

Bu hosila
ck df_ 
dx ’ dx

kabi belgilardan biri bilan belgilanadi. Bunda indeks yoki maxrajdagi x belgi hosila 
x argument bo'yicha olinayotganligini ifodalaydi. Ta’rifga ko'ra

(1)
Qx Дх Лх->0 Дх-

Bu yerda Ax f  xususiy orttirma faqat x hisobiga o'zgarib, unda у  o 'zgarmas 
bo'ladi. Shu sababli f'x xususiy hosila bir x o'zgaruvchili funksiyaning hosilasi 
singari aniqlanadi. Bundan z=f(xj>) funksiyaning x bo'yicha xususiy hosilasini 
hisoblashda ikkinchi у  o'zgaruvchini o'zgarmas son kabi qarash kerakligi va oldin 
ko'rib o'tilgan hosilalar jadvali hamda differensiallash qoidalaridan f o y d a la n i s h  

mumkinligi kelib chiqadi.
Masalan,

/ ( x ,y )  = 3x2 sin у  + 5xy + y 2 => f x(x ,y) = (3x2 sin у  + 5xy + y 2)’x =

= (3x2sin>>); +(5xvXt + (y 2)'x =3sin.y(x2) ; + 5y(x); + ( y 2)'x = 

= 6xsin у  + 5y ■
X uddi sh u n d ay  ta rzd a  z = /(x ,y ) fun k siy an in g

4 -  / ; ,  f ; ( x ,y ) ,  ^
kabi belg ilanad igan  у  b o 'y ic h a  x ususiy  hosilasi k iritilad i:

f b . y + W - A i . y )
( 2 )dy 4y-»0 Д у  Ду-»0 Д у

Yuqoridagi misolda x o'zgaruvchini o'zgarmas deb qarab, у  bo'yicha xususiy 
hosilani hisoblaymiz:

fy (x ,y )  = (3x2 sin у + 5xy + y 2 )'y = (3x2 sin y)'y + (5 xy)'y + ( y 2)'y =

= 3x2(sin y)'y + Sx(y)'y + (y 2)'y = 3x2 cosy + 5x + 2 у  
Yana bir misol sifatida

/ ( x ,y )  = arctgxy1 
funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

Й Я Р Ш .  з= — I arctaxv") = ----
dx 

d f

¥  d ,  24 
T - = T -(arctS*y‘) = : dx

(xy2) -
l + (xy-) dx

5 < , 24 1 5 / 2ч= “ (arctgxy ) = — — — — (xy ) = 
dy dy 1 + (xy ) dy I + x у

1 + х У  ’ 
2 xy

Bir o'zgaruvchili funksiya hosilasining geometrik mazmuniga o'xshash ikki 
o'zgaruvchili z=f(xy) funksiyaning xususiy hosilalarining ham geometrik mazmuni 
mavjud. Yuqorida aytilgandek, bu funksiya grafigi biror 5  sirtni ifodalaydi. Bu 
sirtga tegishli Л/0(х0, yo) nuqtani qaraymiz. Bu holda_Дх,у0)=(р(х) bir o'zgaruvchili 
funksiya bu 5  sirtni y=y0 tekislik bilan kesishda hosil bo'ladigan biror L chiziqni 
ifodalaydi. Shu sababli x bo'yicha xususiy hosilaning / , '(x 0,y 0)son qiymati L 
chiziqqa M0(x0, y 0) nuqta o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini 
ifodalaydi.

Demak, f x(x0,y 0) = tga  bo'lib, bunda a  burchak 5  sirtni y=y0 tekislik bilan 
kesishda hosil bo'ladigan L chiziqqa A/0(x0, yo) nuqtada o'tkazilgan urinmaning 
OX koordinata o 'qi bilan hosil etgan burchakni ifodalaydi. Xuddi shunday, 
Л 0*0>Уо)soni s  sirtni x=x0 tekislik bilan kesishda hosil bo'ladigan G chiziqqa 
M(xo,yo) nuqtada o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi.

Bir o'zgaruvchili funksiya M0(x0) nuqtada hosilaga ega bo'lsa, unda bu 
nuqtada uzluksiz bo'lar edi. Ammo ikki o'zgaruvchili funksiyaning M0(xo, yo) 
nuqtada f'x , f'y xususiy hosilalari mavjudligidan uni bu nuqtada uzluksizligi har 
doim ham kelib chiqmaydi.

Masalan,



*У x 2 + y 2 * 0,

X2 + y 2 = 0
f ( x ,y )  = \ x 2 + y 2 

1 ° ,
funksiya 0(0,0) nuqtada uzlukli (§1, (7) ga qarang) ekanligini ko‘rgan edik.
Ammo Дх,0)^0 va/0 ,y )= 0  bo'lgani uchun bu funksiyaning 0(0,0) nuqtada ikkala 
xususiy hosilalari mavjud va / , '( 0 ,0 ) = 0 ,/^(0 ,0) = 0 bo'ladi.

Berilgan z=flx,y) funksiyaning

dx dx' dy dy
xususiy hosilalari mavjud bo'lsin. Bu holda ular x va у  o'zgaruvchilarninu 

funksiyalari bo'ladi va shuning uchun ulardan yana xususiy hosilalar olish 
mumkin. Agar bu xususiy hosilalar mavjud bo'lsa, unda

,y(-v4

dx ex' dx2 J a ’ d y 'd y ' dy 
z=fix,y) funksiyaning x va у  argumentlari bo'yicha II tartibli xususiy hosilalari

dy dx dxdy v  dx dy dydx yx 
esa z=J(x,y) funksiyaning II tartibli aralash hosilalari deyiladi. Shunday qilib 
jami 4 ta II tartibli hosilalarga ega bo'lamiz.

Masalan, z = 3x 2y  + 5x -  3y + 4 funksiyaning I tartibli xususiy hosilalari 

fx  = @xzy  + 5 x - 3 y  + 4 ); = 6xy + 5, / ;  = (3x2у  + 5x -  3y  + 4)’y = 3 x 2 - 3 ,  
bo'lgani uchun uning II tartibli hosilalari quyidagicha bo'ladi:

f l  = ( / ;> ;  = (6xv + 5); = 6y, / -  = ( / ;> ;  = (Зх2 -  зуу = о, 

= W y  = №  + 5 ); = 6x, / ;  = ( / ; ) ;  = (Зх2 -  зух = вх.

Yana bir misol sifatida yuqorida ko'rib o'tilgan f ( x ,y )  = a rc tg (x /)  
funksiyaning II tartibli hosilalarini topamiz:

d 2/  _ d , у 2 4______2xy6 d 2f  _ d , 2xy 4 2x -  6x3y 4
~ .2. 4 ’ „  . . 2 4\2 ’ ->..2 -  , 2 .4 * —dx2 dx 1 + x 2y 4 (1 + x2/ ) 2 dy2 dy 1 + x 2/  (1 + x 2/ ) 2

S2f _ d  y 2 2y  -  2x2y 5 d 2f  d 2xy 2 y - 2 x 2y 5 
dxdy dy 1 + x 2/  ( 1 + x 2/ ) 2 ' dydx dx 1 + x 2/  (1 + x 2/ ) 2 

Bu misollarda II tartibli aralash hosilalar o'zaro teng, ya’ni /Д ,= />* 
ekanligini ko'ramiz. Ammo bu tenglik barcha funksiyalar uchun o'rinli bo'lishi 
shart emas. Masalan, ushbu funksiyani qaraymiz:

\x 2 - y 2 ,  ,

/ ( « • > = \ 7 7 7 ’ y ’ x  + r * ° -
[ 0 ,  x 2 + / =  0 

Bu funksiyani x bo'yicha xususiy hosilasini hisoblab, quyidagi n atijan i o lam iz:

Г Л * ,у)= -
x 2 + у 2 *  О,

с2 + /  = 0
( х 2 +  / ) 2 

[ 0 ,

Bu yerda х=0 deb,
ЛЧ0 ,у ) = - у = >  / "  (0,у ) = - \= >  / "  (0 ,0 )= -1  

natijaga kelamiz. Xuddi shunday tarzda /^ (0 ,0 )  = 1 ekanligini ko'rish mumkin. 
Demak. bu funksiya uchun 0(0,0) nuqtada II tartibli aralash hosilalar o'zaro teng 
emas.

A m m o ma’lum bir shartlarni qanoatlantiradigan funksiyalar uchun yuqoridagi 
misollarda ko'rilgan aralash hosilalar tengligi o'rinli bo'ladi.

1-TEOREMA: Agar z=fix,y) funksiya va uning f x, f y , f ’x
hosilalari M(x,y) nuqta va uning biror atrofida aniqlangan, bu nuqtada II tartibli 
f ’m, f ’x aralash hosilalar uzluksiz bo'lsa, unda aralash hosilalar bu nuqtada

o'zaro teng, ya’ni = /Д. bo'ladi.
Bu teorema aralash hosilalar haqidagi teorema deb ataladi va uni isbotsiz 

qabul qilamiz.
O 'z navbatida z=f(x,y) funksiyaning II tartibli hosilalaridan yana xususiy 

hosilalar olib (ular mavjud bo'lgan taqdirda), quyidagi 8 ta III tartibli hosilalarga 
ega bo'lamiz:

d3f  d3f  d 3f  d3f  d3f  d3f  d 3f  d 3f  
dx3 dx2dy dxdydx dydx2 dxdy2 dydxdy dy2dx dy3 

Bu jarayonni davom ettirib, ikki o'zgaruvchili funksiyalar uchun 2" ta n- tartibli 
hosilalami »-l-tartibli hosilalar orqali birin-ketin aniqlab borish mumkin.

Ikki o'zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining iqtisodiy tatbig'iga doir bir 
misol qaraymiz. Yo'lovchilar soni z  bilan aholi soni x va shaharlar orasidagi 
masofa у  o'zaro z=x2/y ikki o'zgaruvchili funksiya ko'rinishida bog'langan. Bu 
holda z ’x = 2x1 у  xususiy hosila shaharlar orasidagi masofa у  bir xil bo'lganda 
yo'lovchilar sonini oshishi x aholi soniga k=2 koeffitsiyent bilan to 'g 'ri 
proporsional bog'langanligini ifodalaydi. z y = - x 2 / /  xususiy hosiladan esa aholi 
soni x o'zgarmaganda yo'lovchilar sonini oshishi shaharlar orasidagi у  masofaning 
kvadratiga teskari proporsional bo'lishi kelib chiqadi.

2.2. Yo‘naIish bo‘yicha hosila va g rad ien t Endi z=flx,y) funksiyaning 
xususiy hosilalari tushunchasining bir umumlashmasini kiritamiz. Buning uchun 
funksiya M(x,y) nuqtaning biror atrofida aniqlangan va bu nuqtadan o'tuvchi / 
t0 g'ri chiziq bo'yicha yo'nalish biror e={cosa, cosp} birlik vektor orqali berilgan 
b° lsin. Bunda cosa, cos(5 berilgan e birlik vektoming mos ravishda OX va OY 
oordinata o'qlari bilan hosil etgan a  va P (p=90°-a) burchaklar bilan aniqlanadi 

va yo'naltiruvchi kosinuslar deb ataladi. Bu / to 'g 'r i chiziqda yotuvchi va M(x,y) 
nuotaning atrofiga tegishli yana bir N(x+Ax,y+Ay) nuqtani qaraymiz. Bunda 
^~f,x,y) funksiyaning o'zgarishi

Л / /  = / ( *  + Ax, у  + Ay) -  f (x ,y )



lyirma orqali ifodalanadi va u funksiyaning / yo'nalish bo'yicha orttirmasi 
leyiladi. Bu yerda MN=Al belgilash kiritamiz. Bunda N—*M desak, ya’ni Ax-*o 
\y —►O bo'lsa, unda A/—>0 boMadi.

2-TA’RIF: Agar A/—»0 boMganda А //А / nisbat chekli limitga ega bo'lsa, bu 
imit qiymati z=fix,y) funksiyaning I yo'nalish bo'yicha hosilasi deb ataladi. 

z=flxy) funksiyaning / yo'nalish bo'yicha hosilasi

/ / ,  *1 ‘ dl dl
kabi belgilanadi v a , ta’rifga asosan,

—  = lim 
51 о A /

cabi aniqlanadi. A/=Axcosa+ Aycosp tenglikdan foydalanib,

81
formula o'rinli ekanligini keltirib chiqarish mumkin.

Masalan, fixyy=jC—y  funksiyaning M{x,y) nuqtadagi a=60° yo'nalish 
bo'yicha hosilasi

d f  d f  — cos a  + —  c o s t  
d x  dy

(4)

—  =  — cos a  + — co s /?  =  2 x c o s 6 0 ° - 2_ysin6 0 ° = х - у 4 з  
31 Эх ду  У 7

formula bilan hisoblanadi. Xususan, M (l,l)  nuqtada bu hosilaning qiymati 1 
bo'ladi.

Agar I yo'nalish biror a= {a \, а г } vektor orqali berilgan bo'lsa, unda bu 
yo'nalish bo'yicha hosila

d f .

VL
SI '

d f <*\ d f a2

dy y]af +a%
formula bilan hisoblanadi.

Masalan, yuqoridagi funksiyaning A /(l,l) nuqtadagi a={4,3} vektor bilan 
aniqlanadigan / yo'nalishi bo'yicha hosilasining qiymatini topamiz:

Ш-
dl

= 2 x -
/ 4 2 + 3^

: - 2  У
8x  — 6y

№ + 3
У 0.1) 8 - 6

81 5
Agar I sifatida OX (yoki OY) koordinata o'qining yo'nalishini olsak , unda 

a=0, p=90° (yoki a=90°, p=0) bo' ladi va (4) formuladan

v .
dl

■ *  y o k i  У Ж
dx 81 dy

natijalarni olamiz. Demak, z= f[x,y)  funksiyaning x  yoki у  bo'yicha xususjy 
hosilalari uning / yo'nalish bo'yicha hosilasining xususiy holi bo'ladi.

3-TA ’RIF: z= J{xy)  funksiyaning gradienti deb koordinatalari f ’x va f y
xususiy hosilalardan iborat vektorga aytiladi.

z= f{x,y) funksiyaning gradienti odatda gradf  kabi belgilanadi. Gradient 
ma’nosini aniqlash uchun, vektorlarning skalyar ko'paytmasidan (III bob, §2)

f  ydalanib, / yo'nalish bo'yicha hosilaning (4) ifodasini quyidagicha yozib 

chiqarn'z -
—  = e • grad/ = Щ ■ |grad/| -cos(p = |grad/| • cos q> . 
dl

verda q> orqali / yo'nalishni ifodalovchi e birlik vektor bilan gradient vektor 
rasidagi burchak ifodalangan. Oxirgi tenglikdan ko'rinadiki, cp=0 bo'lganda 
o nalish bo'yicha hosila berilgan nuqtada o'zining eng katta qiymatiga erishadi. 

Demak, berilgan nuqtada z=flxy) funksiyaning turli / yo'nalishlar bo'yicha 
hosilasi (o'zgarish tezligi) bu yo'nalish gradient bilan ustma-ust tushganda eng 
katta q iym atiga  erishadi va bu qiymat gradient moduliga teng boMadi. Gradient , 
m ajoziy qilib aytganda, tog' cho'qqisida olib chiqadigan eng tikka yo'nalishni 
ifodalaydi.

M asalan,yuqorida ko'rilgan X x ,y )= x - /  funksiyaning M(x,y) nuqtadagi 
gradienti grad/={2x, -2 y }  bo'ladi. Xususan, M (l,l)  nuqtada grad/={2, -2} va bu 
nuqtadagi funksiyaning eng katta o'zgarish tezligi | grad/-1=2^2 bo'ladi.

2.3. Ikki o'zgaruvchili funksiya differensiallari va ularning tatbiqlari. 
Oldin z=flx,y) funksiyaning aniqlanish sohasidagi biror M (xy) nuqtadagi to'la 
orttirmasini eslaymiz (§1, (3) ga qarang):

A z=A /= /(x  +Ax, у  + Ay ) - f ( x  , >0 .
4-TA ’RIF: Agar z=f[x,y) funksiyaning berilgan M(x,y) nuqtadagi to 'la 

orttirmasi
Af=AAx+BAy+aAx +fiAy (5)

ko'rinishda ifodalanib, unda A=A(x,y) va B=B(x,y) argumentlaming Ax va Ay 
orttirmalariga bog'liq bo'lmagan sonlar, a. va /? esa Ax—>0, Ay—>0 holda cheksiz 
kichik miqdorlar bo'lsa, unda bu funksiya M(x,y) nuqtada differensiallanuvchi deb 
ataladi. To'la orttirmaning Ax va Ay orttirmalariga nisbatan bosh, chiziqli qismi 
AAx+BAy funksiyaning differensiali deyiladi.

z=j{xy) funksiyaning differensiali d f  yoki dflxy) kabi belgilanadi va, ta’rifga 
asosan, (5) tenglikdan

df=AAx+BAy (6)
formula orqali topiladi.

Misol sifatida j{x,y)=x2+xy+3y funksiyaning differensiallanuvchi ekanligini 
ta'rif bo'yicha tekshiramiz. Buning uchun dastlab funksiyaning to 'la orttirmasini 
topamiz:

A/"= [( x +Дх)2+ (x +Ax)(у  + Ay)+3(y + Ay)] - [  x2+xy+3y]=
=2xAx+(Ax)2+ xAy+ _yAx+ AxAy+3Ay= (2x +j)Ax+ (5r+3) Ay+Ax Ax+ДхАу.

Bu tenglikni (5) bilan taqqoslab, A=2x+y, B=x+3, a=Ax , p=Ax ekanligini 
ko'ramiz. Bunda 4-ta’rifdagi barcha shartlar bajarilmoqda va shu sababli bu 
funksiya tekislikdagi ixtiyoriy M(x,y) nuqtada differensiallanuvchi va uning 
differensiali, (6) tenglikka asosan, quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

df=(2x+y)Ax+(x+3)Ay.
Ammo funksiyani differensiallanuvchi ekanligini har doim ham uning ta rifi 

asosida tekshirish oson bo'lmaydi. Shu sababli bu savolga umumiy holda javob
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topish masalasi paydo bo'ladi. Bu masala quyidagi teoremada o‘z yechimin' 
topadi. 1

2-TEOREMA: Agar z=fix,y) funksiyaning f'x , f'y xususiy hosilalari M(x,y)
nuqta va uning biror atrofida aniqlangan hamda uzluksiz bo'lsa, unda funksiya bu 
nuqtada differensiallanuvchi va uning differensiali

d f  = f'xAx + f'vAy = ~ A x  (7 )
ox dy '

formula bilan aniqlanadi.
Isbot: z=fix,y) funksiyaning M(x,y) nuqtadagi to ia  orttirmasini quyidagi 

ko‘rinishda yozamiz:
Af=f(x+Ax, у+АуУЛх, y)=\flx+Ax, у+АуУ-fix, у+Лу)]+[Дх, у+АуУ-fix, y)] .(8) 

Bu yerda kvadrat qavs ichidagi ayirmalar bir o'zgaruvchili funksiyaning 
orttirmalarini ifodalaydi. 1 qavsdagi bir o‘zgaruvchili funksiya .Дх^у+Ду) 
ko'rinishda bo'lib, uning argumenti [x, х+Дх] kesmada o'zgaradi. Teorema 
shartiga ko'ra /(xjH -Ду) funksiya bu kesmada f'x hosilaga ega. Unda 1 qavsdagi 
orttirmaga Lagranj teoremasini (VIII bob, §3) qo'llash mumkin:

/ ( x  + Ax,у  + Ay)- f ( x ,y  + Ay) = + A>,)Ay, х < х < х  + Д х . (9)
ox

Xuddi shunday tarzda

f ( x , y  + Ay) -  / ( x ,  >-) = ^ Ы 1  Ду# у  < y < y  +Ay (10)
dy

tenglikni hosil qilamiz. Teorema shartiga ko'ra xususiy hosilalar uzluksiz va
Дх —► 0,Ay —> 0 =>x -> x ,y  bo'lgani uchun

[im d f(x ,y  + Ay) Щ х ,у )  Ит df(x ,J ) d f{x ,y )
Л1-+0 дх дх ’ Дх-*о dy dv
Ду-»0 Ду—>o

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengliklardan, limit xossasiga asosan (VII bob, §3, 
lemmaga qarang), quyidagi tengliklar kelib chiqadi:

d f(x ,y  + Ay) _ d f (x ,y )  d f(x ,y )  d f(x ,y )
&  "  &  h ’ dy ~ ~ ^ Г +Г2 (11)

Bu yerda yi va уг Дх—>0, Ay—>0 bo'lganda cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi.
Endi (8) tenglikka dastlab (9)-(10), so'ngra ular o 'm iga (11) tengliklarni 

qo'yib, funksiyaning to 'la orttirmasini ushbu ko'rinishga keltiramiz:
{12)

ox ay
Bu yerdan, (12) natijani (5) tenglik bilan taqqoslab, г=Дх,_у) funksiya M(x,y) 
nuqtada differensiallanuvchi va uning differensiali uchun (7) formula o'rinli 
ekanligini ko'ramiz. Teorema to 'la isbotlandi.

Masalan, yuqorida ko'rib . o'tilgan J(x,y)=x2+xy+3y funksiyaning 
differensialini endi (7) formula bo'yicha topamiz:

d f  = (x2 + xy + Ъу)'х Дх + (x2 + xy + 3y)'y Ay = (2x  + у)Дх + (x + 3)Ду.
Bu oldin olingan natijani ifodalaydi, ammo unga ancha oson erishildi.

Endi xususiy fix ,y)rx  holda funksiya differensialini (7) formula orqali topamiz:

dx = d f  = —  Дх + —  Ду = 1-Дх + 0 Д у  = Дх.
dx dy

X uddi shunday ravishda fix,y)r=y holda dy=Ay ekanligini ko'ramiz. Shu sababli 
funksiya differensiali uchun (7) formulani ushbu ko'rinishda yozish mumkin:

d f  — ~^~dx + —  d y . (13)
dx dy

B u tenglikning o'ng tomonidagi qo'shiluvchilar z=f{x,y) funksiyaning mos 
rav ishda x va у  bo'yicha xususiy differensiallari deyiladi va dx f , dy f  kabi 
belg ilanadi. Bu holda d f to ‘la differensial deb yuritiladi.

Izoh: Bir o'zgaruvchili y=j{x) funksiya M(x) nuqtada differensiallanuvchi 
bo 'Iish i uchun uning shu nuqtada faqatf \ x )  hosilasi mavjudligi talab qilinib, uning 
uzluksizlig i talab etilmas edi. Ikki o'zgaruvchili funksiya uchun esa uning xususiy 
hosilaiarini mavjudligi differensiallanuvchi bo'Iishi uchun yetarli emas.

Masalan,

|  1 ,  x * 0 \ » y * 0
funksiya uchun Дх,0)=0 va^(0,y)=0 bo'lgani uchun 0(0,0) nuqtada uning xususiy 
hosilalari mavjud va / x(0,0) = 0 , / '( 0 ,0 )  = 0 . Ammo 0(0,0) nuqtada bu funksiya 
to'la orttirmasini (5) ko'rinishda yozib bo'lmaydi. Haqiqatan ham, ixtiyoriy Дх#), 
Ayfl) uchun Д/=Д0+Дх, 0+Ду)^/(0,0)=1-0=1, ya’ni Дх—>0, Ay—>0 bo'lganda 
cheksiz kichik miqdor emas. Demak, 0(0,0) nuqtada bu funksiyaning xususiy 
hosilalari mavjud, ammo differensiallanuvchi emas.

S-TA ’RIF: Fazodagi S sirtda yotuvchi va uning Mo(xo, yo, Zo) nuqtasidan 
o'tuvchi barcha egri chiziqlarining shu nuqtadagi barcha urinmalaridan hosil 
bo'lgan P  tekislik 5  sirtning M0(x0, yo, z0) nuqtasidagi urinma tekisligi deb ataladi.

3-TEOREMA: Agar z^flx,}1) funksiyaning grafigi S sirtdan iborat bo'lsa. bu 
sirtning biror M0(x0, yo, z<>)= M>(*o, yo, fixQ, y0)) nuqtasida urinma P tekislik mavjud 
bo'Iishi uchun funksiya shu nuqtada differensiallanuvchi bo'Iishi zarur va yetarli.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.
Bunda d f  to 'la differensial S sirtning A/o(*o, Уо, zo) nuqtadagi urinma tekisligi 

applikatasining orttirmasiga teng bo'ladi va bu tasdiq to'la differensialning 
geometrik m a’nosini ifodalaydi. Bu holda S sirtning M0(x0, yo, z0) nuqtasiga 
° ‘tkazilgan P urinma tekislik tenglamasi

2 - /U o ,y o )  = / J ( Jfo .y o )(^ -^ o )  + /^ (^ o .7 o )0 '- J o )  (14)
ko'rinishda bo'lishini keltirib chiqarish mumkin.

Masalan, z=f[xy)=x2-2xy+y2-x+2y  funksiya bilan aniqlangan S sirtning 
M L  1,1) nuqtasiga o'tkazilgan urinma tekislik tenglamasini topamiz. Bunda 
xususiy hosilalar mavjud, uzluksiz va

л а д ) = (2 x - 2 y -  m 2 = - i , / ; a i ) = ( - 2 * + 2 y + 2 )1*:; = 2 ,



/1 ,1 )= 1  bo'lgani uchun, (14) tenglikka asosan izlangan urinma tekislik 
tenglamasi

z - l= 4 * -l)+ 2 (y - l)  => x-2y+z=0
ekanligini aniqlaymiz.

(5) tenglikdan ko'rinadiki, agar z=fix,y) funksiya M(x,y) nuqtada 
differensiallanuvchi bo'lsa, unda u bu nuqtada uzluksiz bo'ladi. Haqiqatan ham, bu 
holda

lim A f -  lim (AAx + BAy + аДх + /?Ду) = О 
Д1-»0 Дх-»0 
Ду->0 Лу-»0

va, ta ’rifga asosan, funksiya M(x,y) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
Ammo teskari tasdiq umuman olganda o‘rinli emas. ya’ni funksiyani biror

M (xy) nuqtada uzluksiz ekanligidan uni bu nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi
kelib chiqmaydi.

Masalan, Дх^)=(х|(у+1) funksiyani 0(0,0) nuqtada qaraymiz. Bu nuqtada 
uning to1 la orttirmasini uchun

Д / = / ( 0  + Ax,0 + Ay) -  f  (0,0) = I AxlAy => lim A f = lim |Дх1Ду = 0
Лх-fO  Д*-»0 
Д у->0 Ду-»0

tenglik o‘rinli ekanligidan funksiyani uzluksizligi kelib chiqadi. Endi bu nuqtada 
funksiyaning x bo'yicha xususiy orttirmasini qaraymiz:

A xf  = / ( 0  + Ax,0) -  /(0 ,0 )  = /(A c,0) = |Дх).
Bu yerdan ko'rinadiki, 0(0,0) nuqtada funksiyaning x bo'yicha xususiy hosilasi 
mavjud emas, chunki Дх—>0 bo'lganda |Дх|/Дх nisbatning limiti mavjud emas. 
Demak, 0(0,0) nuqtada funksiya uzluksiz, ammo differensiallanuvchi emas. 

Yuqorida isbotlangan 2-teoremadan ushbu natija kelib chiqadi.
NA TIJA: Agar z=fix,y) funksiyaning f'x , f'y xususiy hosilalari M{x,y) nuqta 

va uning biror atrofida aniqlangan hamda uzluksiz bo'lsa, unda bu funksiya M(x,y) 
nuqtada uzluksiz bo'ladi.

Haqiqatan ham bu shartlarda funksiya Щх,у) nuqtada differensiallanuvchi va 
shu sababli uzluksiz bo'ladi.

Endi to 'la differensialning tatbig'iga doir bir masalani qaraymiz. Buning uchun 
yuqoridagi (12) tenglikda z=f{x,y) funksiyaning Дх va Ay argument orttirmalari 
kichik sonlardan iborat deb olamiz. Bu holda bu tenglikda у|Дх+у2Ay qo'shiluvchi 
ham kichik son bo'ladi. Shu sababli (12) tenglikda bu qo'shiluvchini hisobga 
olmasak, undan quyidagi taqribiy tengliklar kelib chiqadi:

Af  a  d f  => f ( x  + Дх,у + Ay) -  f ( x ,y )  к - -- ,y- dx + dy =>
dx dy

f ( x  + Ax, у  + Ay) ~ f  (x .y) + Ax + ^  Д у .
dx dy

(15)

Bu formuladan foydalanib, z=fix,y) funksiyaning hisoblash uchun “noqulay 
bo'lgan N(x+Дх, y+Ay) nuqtadagi qiymati uning hisoblash uchun “qulay” bo'lgan 
M(x,y) nuqtadagi qiymati yordamida taqriban topilishi mumkin.

Misol sifatida f ( x ,y ) = ^ x 2 + y 2 funksiyaning W(2.98. 4.03) nuqtadagi

qiymatini, ya’ni л/2.98' +4.032 ildizni taqribiy qiymatini topamiz. Bunda “qulay” 
nuqta М 3 ,4) bo'ladi, chunki unda funksiyaning qiymati oson hisoblanadi va 
Д3,4)=5 bo'ladi. Bu holda Ax=2.98-3=-0.02, Ay=4.03-4= 0.03 va

-  У=4 >=4

/ л з , 4 ) =
2x

x 2 +>-2 T U l
/ д  з,4 )= 2 У = - = 1 .6

5

Bu natijalarni (15) taqribiy formulaga qo'yib,

/(2.98,4.03) = л/2?982 + 4.032 * 5 +1.2 • (-0.02) + 1.6- 0.03 = 5.024 
ekanligini topamiz. Bu ildizning uch xona aniqlikdagi qiymati 5.012 ekanligidan 
olingan taqribiy natijaning aniqligi haqida tasavvur hosil qilishimiz mumkin.

2.4. Yuqori tartib li differensiallar. Endi yuqori tartibli differensiallar 
tushunchasini kiritamiz. z=flx,y) funksiya П tartibli uzluksiz hosilalarga ega 
bo'lsin. Bu holda

dx dy
to'la differensial ikki o'zgaruvchili funksiya sifatida uzluksiz xususiy hosilalarga 
ega bo'ladi. Shu sababli d f  differensialning ^(^differensiali haqida so 'z  yuritish 
mumkin.

6-TA 'RIF: Agar z=J[x,y) funksiya d f  differensialning </(<#)differensiali 
mavjud bo'lsa, u funksiyaning II  tartibli differensiali deb ataladi va S f  kabi 
belgilanadi.

Agar z=f(x,y) funksiya II tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa, uning II 
tartibli differensiali <?f mavjud va uning ta’rifi hamda to 'la differensial 

formulasiga asosan quyidagi natijani olamiz:

d2f  = d (d f) =  ̂ p . d x  + ^ - )-dy = ~  
dx dy dx

&  Л.— dx + —  dy 
dx dy

, d dx + —  
dy

df  ^  Of л—  dx + — dy 
dx dy

dy =

_ 5 2/
<&2 + dydx + dxdy + dy2 = <dx2 + 2 dxdy + ^ d y 2 

dxdy dydx dy dx dxdy dydxdy ' dydx J dy2 ' dx2 dxdy 7 dy2
Bunda argument differensial lari dx va dy o'zgarmas son singari qaraldi hamda 
aralash hosilalar haqidagi teoremadan foydalanildi.

Demak, II tartibli differensial <ff funksiyaning II tartibli hosilalari orqali 
quyidagicha ifodalanadi:

d 2fd  /  = — —dx + 2 — —dxdy +d 2f
VWV I vwvv» V , -dy

dx2 dxdy dy2
(16)

ko‘
I tartibli d f  differensialni ifodalovchi (13) tenglikdan /  “umumiy 

paytuvchini” shartli ravishda qavsdan tashqariga chiqarib va tenglikni ikkala
tomonini unga “qisqartirib”, ushbu operator belgisiga ega bo'lamiz:

394



А 8 А 9 А.d  = —  dx + — dy. 
дх ду

(17)

Izoh: Matematik analizda operator atamasi funksiyaga funksiyani mos 
qo‘yadigan akslantirishni ifodalaydi. (17) operator har bir /  funksiyaga uning df 
to1 la differensialini mos qo‘yadi.

(17) operator orqali П tartibli a f  differensialni hisoblashni ifodalaydigan 
(16) formulani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

f • (i8» 
Umuman olganda, z=J{x,y) funksiya и-tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lsa, 

uning и-tartibli differensiali c ff  mavjud bo'lib, d'f=d{d'~xf)  rekurrent formula 
orqali aniqlanadi va

(19)

operator formula yordamida hisoblanadi. Nyuton binomi formulasidan (1 bob,§3, 
(5) formula) foydalanib, (19) operatorli tenglikdan и-tartibli (Tf differensialni 
z=fixy) funksiyaning и-tartibli hosilalari orqali ifodalovchi ushbu formulaga ega 
bo'lamiz:

d " f = £ C * J l L  * * < » " '*  ■ (20)к=о дКхд" ку
Ikki o'zgaruvchili funksiyaning и-tartibli cTf differensiali bir o'zgaruvchili 

funksiyaning и-tartibli differensialiga o'xshash vazifani bajaradi va ulardan 
funksiyalaming xususiyatlarini o'rganishda va turli masalalarni yechishda 
foydalaniladi.

XULOSA
Oldin ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun limit, uzluksizlik kabi asosiy 

tushunchalar umumlashtirilgan edi. Endi bu funksiyalar uchun differensial hisobda 
eng asosiy bo'lgan hosila va differensial tushunchalari qaraladi. Bunda ko'p 
o'zgaruvchili funksiyalarga xos bo'lgan xususiy hosila, aralash hosila, xususiy va 
to 'la differensial kabi yangi tushunchalar ham paydo bo'ladi. Shuningdek 
yo'nalish bo'yicha hosila va gradient tushunchalari va ularning xossalar qaraladi. 
Urinma chiziq tushunchasini umumlashtiruvchi urinma tekislik tushunchasi 
kiritiladi. Kiritilgan tushuncha va olingan natijalarning geometrik talqini beriladi.

Tayanch iboralar

* Xususiy hosilalar * Yo'nalish bo'yicha hosila * Gradient * Yuqori tartibli
xususiy hosilalar * Aralash hosilalar * Differensiallanuvchi funksiya * Xususiy 
differensial *To‘Ia differensial * Differensialning geometrik ma’nosi * Yuqori 
tartibli differensiallar ______ .

1. Ikki o 'zg a ru v c h ili funksiyan ing  x u su siy  hosila la ri q an d a y  ta ’r if lan ad i?
2. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari qanday geometrik 

ma’noga ega?
3 . Y o'nalish bo'yicha hosila qanday aniqlanadi?
4. Gradient nima?
5. Gradient qanday xossaga ega?
6. Ikki o 'zgaruvchili funksiyaning II tartibli xususiy hosilalari qanday 

ta 'riflanadi?
7. Ikki o 'zgaruvchili funksiyaning II tartibli aralash hosilalari deb nimaga 

aytiladi?
8. Aralash hosilalar haqidagi teorem ada nim a tasdiqlanadi?
9. Qachon ikki o 'zgaruvchili funksiya differensiallanuvchi deyiladi?
10. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning to 'la differensiali nimaga teng?
11.Ikki o'zgaruvchili funksiyani differensiallanuvchi bo'lishining zaruriy va 

yetarli sharti nimadan iborat?
12. Qaysi sartda ikki o 'zgaruvchili funksiya uzluksiz bo 'lad i?
13.Ikki o'zgaruvchili uzluksiz funksiyaning differensiallanuvchiligi haqida 

nima deyish mumkin?
14. To'la differensial qanday geometrik ma’noga ega?
15. Qaysi shartda fazodagi sirtga urinma tekislik mavjud bo'ladi?
16.Fazodagi sirtga urinma tekislik tenglamasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
17. To'la differensialning tatbig'iga doir qanday misol bilasiz?
18.Yuqori tartibli differensiallar qanday aniqlanadi?
19. Yuqori tartibli differensiallar qanday hisoblanadi?

T a k ro r la sh  u chun  savollar

Testlardan nam unalar

1- 2~Ax>}’) funksiyaning x argumenti bo'yicha f ’x xususiy hosilasi qanday 
aniqlanadi?

A) f  = lim fi*_+ ^ y + b y ) - f ( x , y ) . B) f  -  lim /(* ,J>  + A * ) - / ( * , j Q .
Ax Ax

C) / ;  = lim / ( x  + А*, У + Ay) -  / ( *  + A x,y)
A x-> 0  Д д -

D) / ;  = lin, A x + t e , y ) - f ( x , y )  f ( x  + Ax,y) + f ( x ,y )  
Лх-*0 ’ JxAx ’ Ac

^  z ~flx,y) funksiyaning у  argumenti bo'yicha f ’y xususiy hosilasi qanday 
^iqlanadi?

A ) /;  =4|im f^ x  + ^ y  + M - f ( * , y ) . В ) / - = 1 к Л У 1 Ш М .
4>-‘° Ay y Д>-> о Ду



™ У. А *  + Ах, у  + Ау) -  Д х , у  + Ду)
С ) / ' " Й ' . --------------------Ту--------------------’

р ) / ; . 1 1 ш А х + ъ я - А * . ? * * ! ’) . у ± М ± 1 Щ
у Дг-»0  Ах Ду->0 Ду

3. z=x2+y3+xy funksiyaning х bo'yicha f'x xususiy hosilasini toping. 

A ) / ; = 2 x  + 3y2 + y ;  B ) / ; = 2  x + y 3 + x ;  C ) / x'= 2 x  + y ;  §

D) f'x = 2x + 3y2 + x ; E) f'x = 2x + x y .
- Л ;4 j-i »• •*,#■/ -Д w  - а» П f ; J U ,  • 1|л ц  1 tf .•}* ,4.T

4. z=x2+y3+xy funksiyaning у  bo'yicha f'y xususiy hosilasini toping.

A) fy  = 2x + 3y 2 + y ;  B) f ’y = x 2 + 3 y 2 + y ; C ) /,! = 2 x  + 3y2;

D) f'y = 2x + 3y2 + x ; E ) / > 3 y 2 + x .

5. z=Xx,y) funksiya M0(x0j'o) nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi uchun qaysi 
shart talab etilmaydi?
A) z= fixy)  funksiya М0(х0,уо) nuqta va uning biror atrofida aniqlangan;
B) M0(xo,yo) nuqta va uning biror atrofida f'x , f'y xususiy hosilalar mavjud;
C) M(l(xo^o) nuqta va uning biror atrofida f'x , f'y xususiy hosilalar uzluksiz;
D) M)(x0,yo) nuqta va uning biror atrofida f ’x , f  xususiy hosilalar musbat;
E) Keltirilgan barcha shartlar talab etiladi.

6. z=x2+y3+xy funksiyaning dz to'liq differensialini toping.
A)dz = (x 2 + x)dx + ( y 3 + y )d y ;  B) fife=(2x + 3 y 2 + x)dx + (2x + 3y 2 + y)dy;

C) dz = (2x  + y)dx + (3y2 + x)dy\ D) dz = 2xdx + 3 y 2dy,

E) dz = (3y2 + x)dx + (2x + y )d y ;

M ustaoil ish topshiriqlari

t .  Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyalaming to 'la differensiallarini toping:
2 2

a)fxj>)=xn ■nv+cosnx; b) f ( x ,y )  = ^ - ^ — ■ П .
______xy

2. To'la differensial yordamida / ( x ,y )  = v ? + y 2 funksiyaning A/(0.05, 0.9) 
nuqtadagi taqribiy qiymatini hisoblang.

3. Berilgan ikki o'zgaruvchiliy(x,y) funksiyalaming II tartibli d i f f e r e n s i a l l a r i n i  

aniqlang:

a) f i x , у ) = xy(xn + y ” ) ; b) / ( x ,y )  = .
X +  ny

,  Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremutnlari.
• jkki o'zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumlari.
• Ikki o'zgaruvchili funksiyaning global ekstremumlari.
• Eng kichik kvadratlar usuli.

3.1. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstrem um lari. Berilgan 
z=f(xy) funksiya tekislikdagi biror D sohada aniqlangan bo'lib, Л/о(*о, Уо) bu 
sohaning ichki nuqtasi bo'lsin.

1-TA ’RIF: Agar M0(x0, y0) nuqtaning biror Щ х0, y 0) atrofiga tegishli 
ixtiyoriy M (xy) nuqta uchun

f ( x 0,y 0}> f(x y )  [f{x0, y0)< /(x y )]  (1)
tengsizlik bajarilsa, unda z= f  (x,y) funksiya M0(xo, yo) nuqtada lokal maksimumga 
(minimumga) ega deyiladi.

Masalan, Дх!у)=4-х2-у 2 funksiya H>(0,0) nuqtada lokal maksimumga ega, 
chunki bu nuqtaning ixtiyoriy atrofidagi M(xj.) nuqtalar uchun Дх,у)>4=Д0,0). 
Xuddi shunday g(xy)=4+x2+y2 funksiya M0(0,0) nuqtada g(0,0)=4 lokal 
minimumga ega ekanligi ko'rsatiladi.

1 -ta’rifda /  (x0, yo)> /  (jĉ y) [f  (x0, yo)< /  (*,y)] tengsizlik faqat M0(x0, y0) 
nuqtaning biror kichik atrofida bajarilishi talab etiladi. Bu tengsizlik, biz yuqorida 
ko'rgan misoldagi singari, Л/0(хо,Уо) nuqtaning ixtiyoriy atrofida o'rinli bo'lishi 
shart emas. Shu sababli/(xo, yo) lokal maksimum yoki minimum deb atalmoqda.

Agar (1) tengsizlikda jr=x0+Ax va y=y0+Ay deb olsak, uni lokal maksimum 
holida

f (x 0,y 0) > f ( x 0 + Ax,y0 + Ay) => / ( x 0 + Ax,y0 + Ay) -  / ( x 0,y 0) < 0 => А / < 0, 
lokal minimum holida esa Af>0 ko'rinishda yozish mumkin. Shu sababli 1-ta’rifhi 
funksiyaning to'la orttirmasi orqali quyidagicha ifodalash mumkin.

2-TA 'RIF: Agar Щ х 0, yo) nuqtaning biror Щ x0, yo) atrofida z= f  (x,y) 
funksiyaning to' la orttirmasi uchun АДх0, yo) <0 (ДДх0, y0) >0) tengsizlik bajarilsa, 
unda bu funksiya M^x0, y0) nuqtada lokal maksimumga (minimumga) ega 
deyiladi.

3-TA’RIF: Funksiyaning lokal maksimum va minimumlari birgalikda 
funksiyaning lokal ekstremumlari deyiladi.

2-ta’rifga asosan funksiya M0(x0, yo) nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lishi 
uchun uning bu nuqtadagi AJ[x0, yo) to 'la orttirmasi Ax va Ay argument 
orttimalarining turli kichik qiymatlarida o 'z  ishorasini o'zgartirmasligi lozim.

Yuqoridagi misolda ko'rib o'tilgan _Дх,у)=4-х2-у 2 va g(x,y)=4+x2+y2 
funksiyalar uchun lokal ekstremumlar fix.y) va g (x j’) ifodalari bo'yicha bevosita 
topildi. Ammo murakkabroq ko'rinishdagi funksiyalar uchun bunday qilib 
bo'lmaydi. Shu sababli umumiy holda ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal 
ekstrimumlarini topish masalasi paydo bo'ladi. Bu masala bir o'zgaruvchili 
funksiyalar uchun oldin (VI bob,§5) ko'rilgan edi. Bu yerda z= f (xy) funksiyani 
ekstremumga tekshirish ham shunga o'xshash amalga oshirilishini ko'ramiz.

§3 IKKI 0 ‘ZGARlTVCHILI FUNKSIYANING EKSTREMUMLARI



I -TEOREMA(Ferma teoremasi): Agar z=fix,y) funksiya Мфсй,уй) nuqtada 
lokal ekstremumga erishsa va bu nuqtada uning ikkala xususiy hosilalari mavjud 
bo‘lsa, unda ular nolga teng bo'ladi, ya’ni

|Л Ч * о ,* о )  =  0

[ /v ( x0.^0) = °  (2)
tengliklar o'rinli bo'ladi.

Isbot: z=J[xy) funksiyada y - y 0 deb olamiz va bunda hosil bo'ladigan bir 
o'zgaruvchili h(x)= J{x,y0) funksiyani qaraymiz. Teorema shartiga ko'ra bu 
funksiya x=x0 nuqtada lokal ekstremumga ega va uning hosilasi h'(x) = f'x{x ,yf}) 
mavjud. Unda, bir o'zgaruvchili funksiyalar uchun oldin isbotlangan Ferma 
teoremasiga asosan (VII bob,§5), h'(x0) = f i ( x 0,y 0) = 0 ekanligi kelib chiqadi. 
Xuddi shunday tarzda fy (x 0,y 0) = 0 tenglik o'rinli ekanligi ko'rsatiladi va 
teoremaning isboti yakunlanadi.

Bu teorema ekstremumning zaruriy shartini ifodalaydi va undan ushbu natija 
kelib chiqadi.

NATIJA: Agar z=fix,y) funksiya M0(xQy 0) nuqtada lokal ekstremumga erishsa 
va differensiallanuvchi bo'lsa, unda bu nuqtada uning differensiali dJ[xo,yo)-0 va 
gradienti grad/xo,yo)=0 bo'ladi.

Bu tasdiq bevosita (2) tengliklardan va differensial, gradient ta’riflaridan kelib 
chiqadi.

Masalan, yuqorida ko'rilgan Длг1у)=4-х2->>2 funksiya uchun haqiqatan ham u 
lokal maksimumga erishadigan M0(0,0) nuqtada

/,'(0 ,0) = 2x\yx:°0 = 0  , / ;  (0,0) = -  2y\y;=l  = 0 => # (0 ,0 )  = 0 , grad/ (0,0) = 0 
tengliklar bajariladi.

(2) tengliklar lokal ekstremumning faqat zaruriy shartini ifodalab, lokal 
ekstremum bo‘ lishi uchun yetarli emas.

Masalan, f{x,y)=x2- y 1 differensiallanuvchi funksiya grafigi 88-rasmda 
ko'rsatilgan sirtdan iborat.

88-rasm
Bu funksiya uchun 0(0,0) nuqtada (2) tengliklar bajariladi, ammo bu nuqtada 
funksiya lokal ekstremumga ega emas. Haqiqatan ham bu holda to'la orttirma 

Д / = / ( 0  + Лх,0 + Дy ) - f  (0,0) = / (Ax, Ay) = Ax2 -  Ay2

■ ■ hda bo'lib, Ax>Ay bo'lganda musbat, Ax<Ay holda esa manfiy qiymat 
^h T e tad i. Demak, 0(0,0) nuqtaning ixtiyoriy atrofida A /0, 0) to 'la orttirma o 'z
• U ini o'zgartiradi va shu sababli bu nuqtada lokal ekstremum mavjud emas. 
ISh°ftmksiyaning grafigi bo'lmish sirt quyidagi chizmada ko'rsatilgan va unda 
rVO 0) nuqta egar nuqta deb ataladi. Sirtlar uchun egar nuqta egri chiziqlar uchun 
burilish nuqtasiga o'xshash xususiyatga ega bo'ladi.

a- ТА ’RIF: Agar z=fix,y) funksiyaning xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, 
unda (2) tengliklarni qanoatlantiruvchi nuqtalar bu funksiyaning kritik yoki 
statsionar nuqtalari deb ataladi.

Ferma teoremasidan funksiya lokal ekstremumlariga kritik nuqtalarida 
erishishi mumkinligi kelib chiqadi. Shu sababli funksiyani ekstremumga tekshirish 
uchun birinchi navbatda uning kritik nuqtalarini topish kerak. Agar z=J(x,y) 
funksiya uchun M0(x0yo) kritik nuqta bo'lsa, unda funksiya bu nuqtada yoki lokal 
maksimumga, yoki lokal minimumga ega yoki umuman lokal ekstremumga ega 
bo'lmasligi mumkin. Shu sababli M0(x0,yQ) kritik nuqta bu xususiyatlardan qaysi 
biriga ega ekanligini aniqlash masalasi paydo bo'ladi. Bu masala ekstremumning 
yetarli shartini topish orqali hal etiladi. Buning uchun z=fix,y) funksiya M0(x0,yo) 
kritik nuqtaning biror atrofida aniqlangan, uzluksiz hamda uzluksiz I va II tartibli 
bosilalarga ega deb hisoblaymiz. Quyidagi belgilashlar kiritamiz:

A = f^ ( x 0,y o ) ,B  = f ^ ( x 0,y 0) , C  = f ^ ( x 0,y 0} ,  A = ^  Bc = A C - B 2 . (3)

2-TEOREMA (Ekstremumning yetarli shartlari): Agar z=J(x,y) funksiya 
uchun A/o(x0jy0) kritik nuqta bo'lsa, unda (3) belgilashlarda quyidagi tasdiqlar 
o 'rin li:

1. A>0, A>0 holda funksiya A/o(x0lyo) kritik nuqtada lokal minimumga ega;
2. A>0, A<0 holda funksiya Щ х 01у0) kritik nuqtada lokal maksimumga ega;
3. A<0 holda funksiya Л/0(х0,уо) kritik nuqtada lokal ekstremumga ega emas.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.
Izoh: Agar A=0 bo'lsa funksiyaning М0(х0,уо) kritik nuqtadagi xususiyatini 

bu teorema orqali aniqlab bo'lmaydi. Bu holda javob funksiyaning АДхо^уо) to 'la 
orttirmasining ishorasini tekshirish orqali topiladi.

Shunday qilib ikki o'zgaruvchili z=flx,y) funksiyani ekstremumga tekshirish 
quyidagi algoritm asosida amalga oshiriladi:

S  funksiyaning f'x(x ,y ) , f'y (x ,y )xususiy hosilalari hisoblanadi;
^  xususiy hosilalar nolga tenglashtirilib,

\ГЛх,у) = о
[ /> ( ^ y ) = 0

tenglamalar sistemasi hosil etiladi;
^  hosil etilgan tenglamalar sistemasi yechilib, funksiyaning kritik nuqtalari 

topiladi. Agar kritik nuqtalar mavjud bo'lmasa, unda funksiya 
ekstremumga ega bo'lmaydi;

^  funksiyaning II tartibli hosilalari topiladi;
^  kritik nuqtada (3) formulalar bo'yicha A, B ,C v a A qiymatlari hisoblanadi;



■S А, В, С va A qiymatlari bo‘yicha kritik nuqtada funksiyaning xususiyati 2- 
teorema yordamida aniqlanadi.

Misol sifatida, f ix y )  = x2+ xy+y2 -3 x -  6у  funksiyani ekstremumga 
tekshiramiz. Bu holda

fx (x ,y )  = 2x + y - 3 ,  f y (x ,y )  = 2 y  + x - 6
bo‘lib, ulardan tuzilgan

|2лг + у - 3  = 0 

{* + 2y -  6 = 0
tenglamalar sistemasidan A/0(0,3) kritik nuqtani topamiz. Bu yerda 

/«(*>У ) = 2 , f ’xy(x ,y ) = \ ,  f ’yy(x ,y )  = 2 
bo'lgani uchun A=2 , B= 1 , C - 2 va A=AC-B2=3 ekanligini ko'ramiz.

Bunda A>0 , A>0 va shu sababli,ekstremumning yetarli shartiga asosan, bu 
funksiya Л/о(0,3) kritik nuqta lokai minimumga ega va Ут;п=У(0,3)=32-18=-9 
bo'ladi.

Ikki o'zgaruvchili funksiya lokal ekstremumiga doir ushbu iqtisodiy mazmunli 
masalani qaraymiz.

M asala: Ishlab chiqarish funksiyasi pul birligida ifodalanib, 
f( .x ,y )  = 30ijx3y 2 ko'rinishga ega. Bunda x-I  xomashyo , y -II xomashyo 
birliklari miqdorini ifodalaydi. I xomashyo bir birligining qiymati -  5, II 
xomashyoniki esa-10 pul birligiga teng. Bu xomashyolardan foydalanish natijasida 
erishiladigan foydaning maksimal qiymatini toping.

Yechish: Bizga ma’lumki, ishlab chiqarish funksiyasi J(x,y) xomashyolardan 
foydalanish natijasida olingan daromadni ifodalaydi. Bunda, masala shartiga 
asosan, xomashyolar uchun qilingan xarajatlar g(jc,y)=5;c+1 Oy ikki o'zgaruvchili 
funksiya orqali topiladi. Shu sababli xomashyolardan foydalanish natijasida 
olingan foyda ushbu

F(x,y)=fl.x,yy  ̂ о 0 = З О х 'У /3-5 x -l Oy 
ikki o'zgaruvchili funksiya orqali aniqlanadi. Bu funksiyani yuqorida ko'rsatilgan 
algoritm bo'yicha ekstremumga tekshiramiz. Bu yerda xususiy hosilalar 

F'x(x ,y ) = \5 x -V2y V i - S ,  F ;(x ,y )  = 10x,/2y "2/3-1 0  .
Bu xususiy hosilalami nolga tenglashtirib, ushbu tenglamalar sistemasiga 

kelamiz va uni yechamiz:

x  = 9 y 213 =81 
'= 1  [Зу1/3у " 2 /3 = 1 ^  { y  = 27

Demak, A/0(81,27) kritik nuqta bo'ladi. Bu kritik nuqtani II tartibli hosilalar 
yordamida tekshiramiz:

Y~3,2v 113 A -  K" ~>n\- 15 1 -  5
2

3x-,/2y /3 = i
K\ n y -2 I3 _ , ‘

F "x x (* ,y )  = ~ x  3 2y 1/3=> A =  1,27) = • 3 = -
2 93 162

М * . У ) — ^ух(х'У) — , - l / 2 y - 2 / 3  , >B = F ' ( 81,27) = 5 -  -  = — 
y 9 9 81

r e M - f * ' V ' 3 =>C = f ; (  81,27) = - ^ - 9 ^  = - | ^  ,

162 81 81 812 81 
Bu kritik nuqtada Д>0, A<0 bo'lgani uchun unda foydani ifodalovchi F(xy) 
funksiya maksimumga ega bo'ladi maksimal foyda qiymati pul birligida 

F(81,27) = 3 0 - 9 -3 - 5 -8 1 - 1 0  -27 = 135

bo'ladi.
3.2. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning shartli ekstrem um lari. Oldingi 

qismda z=fixy) funksiyani ekstremumga tekshirishda uning x va у  argumentlari 
butun D{f) aniqlanish sohasida qaralgan edi. Ammo bir qator masalalarni 
yechishda x va у  argumentlami faqat ma’lum bir shartni qanoatlantiradigan 
qiymatlarida funksiya ekstremumini topishga to 'g 'ri keladi.

Masalan, perimetri 2p bo'lgan barcha to 'g 'ri to'rtburchaklar orasidan yuzi eng 
katta bo'lganini topish masalasini qaraymiz. Agar to 'g 'ri to'rtburchak tomonlarini 
x va у  deb olsak, bu masala S(xy)=xy funksiyaning uning argumentlari 2(x+y)=2/> 
yoki x+y=p  shartni qanoatlantirganda, ya’ni y —x+p  tenglamali to 'g 'ri chiziqda 
yotganda, ekstremumini topish masalasiga keladi. Bu masala yechimini 
quyidagicha topamiz:

|S (x ,y )  = xy ^  5(X >1) = x(p  _ x) = p x _ x2 = £ (x)

l У - P ~ x

=> g '(* ) = P -2 jc  =  0=> *0= ^ = >  g(x0) = p - £ - ф 2 = 2 -  .2 2 2 4
Shunday qilib, bu masalani yechish uchun x va у  argumentlarga qo'yilgan shartdan 
foydalanib, ikki o'zgaruvchili S(xy) funksiyadan bir o'zgaruvchili g(x) funksiyaga 
o'tdik va uni ekstremumga tekshirdik. Bu yerda g"(x)~2<0  bo'lgani uchun g(x) 
funksiya topilgan x0=p/2 kritik nuqtada maksimumga ega bo'ladi. Demak, 
perimetri 2p  bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchaklar orasida eng katta yuzaga tomonlari 
x0=p/2 -> y 0-p-p/2=p/2  bo'lgan to 'g 'ri to'rtburchak, ya’ni kvadrat erishadi va bu 
yuza qiymati S=p2/4 bo'ladi.

Endi ko'rib o'tilgan bu masalani umumlashtiramiz. Bizga z=fix,y) ikki 
o'zgaruvchili funksiya berilgan bo'lib, uning x va у  argumentlari D{f) aniqlanish 
sohasida biror

tp(j:^)=0 (4)
tenglama bilan ifodalanadigan shartni qanoatlantirsin.

5-TA 'RIF: z=fipcy) funksiyaning argumentlari qanoatlantiradigan (4) 
^nglama bog'lanish tenglamasi deb ataladi.

6-TA 'RIF: Koordinatalari (4) bog'lanish tenglamasini qanoatlantiruvchi 
^о(х0<у0) nuqtaning biror atrofidagi koordinatalari (4) shartni qanoatlantiruvchi 
barcha M(x,y) nuqtalar uchun z=flxy) funksiya J{xoyoW(x,y) [Лхо,Уо)<Дх,>)] 
tengsizlikni qanoatlantirsa, unda bu funksiya М)(*о,Уо) nuqtada shartli 
,,taksimumga (mimnimumga) ega deyiladi va ular birgalikda shartli 
ekstreniumlar deb ataladi.



Umumiy holda ham funksiyaning shartli ekstremumini yuqorida ko'rilo- 
xususiy masaladagi singari usulda quyidagicha topish mumkin: ' dn

1) dastlab (4) bog'lanish tenglamasidany=v(x) funksiyani topamiz ;
2) so'ngra ikki o'zgaruvchili z=j(xy) funksiyadan, y=y(.x) ekanligini hisobga 

olib, bir o'zgaruvchili g(x)=./(x,Y(;t)) funksiyaga o'tamiz;
3)Hosil bo'lgan g{x) funksiyani bizga ma’lum usulda (VIII bob §51 

ekstremumga tekshiramiz.
Ammo bu usul har doim ham qulay emas, jumladan _h=\|/(*) funksiyani topish 

masalasi murakkab bo'Iishi mumkin. Shu sababli bu masalani Lagranj tomonidan 
taklif etilgan usulda yechamiz. Buning uchun berilgan z=J{x,y) funksiya va (4 ) 
bog'lanish tenglamasi bo'yicha

Upcy,K)rftxyy-X  <p(jr,y) (5 )
uch o'zgaruvchili funksiyani hosil qilamiz. Bunda L(x,y,X)-Lagranj Junksiyusi, X~ 
Lagranj ko'paytuvchisi deb ataladi. Bu holda quyidagi teorema o'rinli ekanligini 
isbotlash mumkin.

i -TEOREMA Agar М0{х0,уй) nuqtada z=J(x,y) funksiya shartli ekstremumga 
ega bo'lsa, unda shunday Xo soni topiladiki, N(x0,y0, Xo) nuqtada L(x,y,X) Lagranj 
funksiyasi ekstremumga (shartsiz) ega bo'ladi.

Bu teoremadan ko'rinadiki, z=flx,y) funksiyaning shartli ekstremumini topish 
masalasi Цх^,Х) Lagranj funksiyasini ekstremumga tekshirishga keltiriladi. Bu 
xulosadan, ekstremumning zaruriy (2 ) shartiga asosan, quyidagi tenglamalar 
sistemasiga ega bo'lamiz:

[ L'x= fx i.X ,y)-X (p \(x ,y) =  0 

j  L 'y -  f y (x ,y )  -  Щ ( х ,у )  =  0  ( 6 )

[ L'x=<P(x,y) = 0 
Bu sistemani yechib, Xo, x0, y 0 ildizlami topamiz. Unda z=J{xy) funksiyaning 
shartli ekstremumlari (6) sistema ildizlari orqali aniqlanadigan Мо(х<ьуо) nuqtalarda 
bo'Iishi mumkin.

Misol sifatida, dastlab z=/x,j)=(x/3)+(y/4) funksiyani х2+уг- 1 aylanada shartli 
ekstremumga tekshiramiz. Qaralayotgan misolda bog'lanish tenglamasi q>(x,y)- 
x +y -1=0 ko'rinishda bo'ladi. Lagrang funksiyasini tuzamiz:

Ь (х ,у Л )  = ^г + j - Ц х 2 + y 2 - 1) .
3 4

Bu funksiyadan foydalanib, (6 ) tenglamalar sistemasini hosil etamiz va uni 
yechamiz:

* o = ± j—-2 Я *  = 0 1x = ----
3

-  -  2Ay = 0  => ■
6  Я
I

У - —Г =>4 8Я
x 2 + y 2 - 1  = 0

.Ф ,+Ф ,-1-° A o= ± —  
^  24

Demak, f o y )  funksiya o'zining shartli ekstremumlariga Xo=5/24 bo'lganda 
,4/5 3 /5) va Xo=-5/24 bo'lganda M2(-4/5, -3/5) nuqtalarda erishishi mumkin. 

Bu nuqtalarda L(x^,Xo) funksiyani ekstremumga tekshiramiz. Bunda

/4 = 5 ! |  = -2Л<),В  = | ^  = ^ : = О , С = 0  = -2 Л ) =>А = Л С - 5 2 =4Л2. 
n g .̂2 dxcy dydx dy

Bu yerdan Xo=±5/24 bo'lganda A>0 ekanligi kelib chiqadi va shu sababli 
Ц ху, ±5/24) funksiya lokal ekstremumga ega bo'ladi. Bunda Xo=5/24 bo'lganda 
Л=-5/12<0 va shu sababli, 2-teoremaga asosan, АЛ(4/5,3/5) nuqtada L(x,y, 5/24) 
funksiya lokal maksimumga egadir. Unda bu nuqtada qaralayotgan f ix y )  shartli 
maksimumga ega va uning qiym ati/nu^/4 /5 , 3/5)=5/12 bo'ladi.

Xuddi shunday tarzda M2(-4/5, -3/5) nuqtada f ix y )  shartli minimumga ega va 
^ = ^ - 4 /5 , -3/5)= -5/12 bo'Iishi ko'rsatiladi.

Endi yana bir misol sifatida z=flx,y)=xy funksiyani x2+>^=8 aylanada shartli 
ekstremumga tekshiramiz. Bunda Lagranj funksiyasi /.(х,у,Х)=л:у-Д(х2+>'2- 8 ) 
ko'rinishda bo'ladi. (6 ) tenglamalar sistemasini tuzamiz va uni yechamiz:

Г у  -  2Ax = 0 >4
•s<H>4 л>

1

2
х -2 Л у  = 0 =>■ x  =  2 Ay => • Xq =  ±2 U  • *o = ± 2

[x2 + y 2 -  8 = 0 x2 + y 2 - 8 = 0 II Й Уо = +2

Demak, berilgan J(x,y)=xy funksiya o 'zining shartli ekstremumlariga 
A/i(2,2). M2(-2, -2 )  [Xo=l/2] va M3(2 ,-2 ) , A/4(-2 , 2) [Xo=-l/2] 

nuqtalarda erishishi mumkin. Bu nuqtalarda L(x,y,ko) funksiyani ekstremumga 
tekshiramiz. Bu yerda

: —  = 1,C = ^  = - 2 ^ = > A  = ^ C - B 2 = 4 ^  
dydx dy2

1^  = ^ 4  = -2Ao,B = —  =
8x2 4  dxdy

va Xo= ±1/2 holda Д=0 bo'ladi. Shu sababli L{xy,la) funksiyani ekstremumga 
tekshirish uchun ekstremumning yetarli shartini ifodalovchi 2 -teoremadan 
foydalana olmaymiz. Unda L(x,_y,Xo) funksiyaning AL(xy,\0) to'liq orttirmasiga 
murojaat etamiz:

AL(xj’,X0)= Z,(x+Axly+Ay,X<j)- L(x,y,\o)^
={( jc+Ax) ( v +Ду)- Xo[( х+Дг)2+ (у+Ьу)2 -8]}-[ду- Xo( X2+ у  -8]=

= *Ду+ yAx+ ДхДу- Хо[2хЛх+2уАу +Дх2 +Ду2].
Bu yerdan Хо=1/2 va х=у holda M (xjc,l/2)=-( Дх-Ду)2/2<0 ekanligini 

ko'ramiz. Unda, 2-ta’rifga asosan, Mi(2,2) va M2(-2, -2 ) nuqtalarda L(xy,l/2) 
funksiya maksimumga, qaralayotgan J(xy)=xy funksiya esa shartli maksimumga 
ega va uning qiymati/max=/(±2, ±2)=4 bo'ladi.

Xuddi shunday tarzda X o= -l/2  va x = -y  holda ДL(x, -x , - l / 2 ) = (  Ддг+Ду)2 /2>0 
ekanligini va Mz(2,-2) va Af4(-2, 2) nuqtalarda f(x.y)=xy funksiya shartli 
minimumga ega va uning qiymatiĵ lin= /± 2 , + 2)=-4 ekanligi ko'rsatiladi.

Ikki o'zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumiga doir quyidagi iqtisodiy 
mazmunli masalani qaraymiz.



M asala: Ishlab chiqarish funksiyasi pul birligida ifodalanib 

f (x ,y ) = 3 0 \ jx %y 2 ko'rinishga ega. Bunda jc—I xomashyo , y-II xomashyo
birliklari m iqdorini ifodalaydi. I xom ashyo bir birligining qiymati _ 5 II
xomashyoniki esa -10  pul birligiga teng. Bu xomashyolarga 600 pul birljgj 
hajmida xarajat qilishimiz mumkin. Bu shartda olinadigan foyda maksimal 
qiymatga erishishi uchun har bir xomashyodan qancha miqdor olinishi kerakliginj 
aniqlang.

Yechish: Oldin bu masala qaralganda xomashyoga xarajatlar chegaralangan 
emas edi. Endi esa olinadigan foydani ifodalovchi ushbu

F(x^)= fix ,y)- g(x ,_y)=3 Ox12у 1 л,-5 х - 10>’ 
ikki o'zgaruvchili funksiyani 5x+10>=600 yoki x+2y=120 bog'lanish tenglamasi 
bo'lgan holda shartli ekstremumga tekshirishimiz kerak. Bu holda x=120-2у  
tenglik o'rinli bo'lgani uchun foyda funksiyasi

F(120 -  2y ,y )  = 30^/(120-2y )3 y 2 -  5(120 - 2 y ) - \ 0 y  =

= 30^/(120-2y f y 2 -  600 = H (y) 
ko'rinishga kelib, bir o'zgaruvchili H(y) funksiyaga aylanadi. Bu funksiyani 

ekstremumga tekshirish uchun dastlab kritik nuqtani topamiz:

H '(y) = [30(120- 2 y ) U2y U* -6 0 0 ] ' = 30-[---------- — — y ]n  =
(1 2 0 -2  у ) 1'2 3 y 2n

= 10 ~ • A i n  2/3 = 0 =»^0 = 2 4  => *b =  1 2 0 ~ 2  ■ 2 4  =  72  .
(1 2 0 -2 > )-3 > >

( }2 0 - 2 y ) 1/2y 2
Demak, H(y) funksiya uchun > 'o = 2 4  kritik nuqta bo'ladi. Bunda H’(y) hosila 

y <24 holda musbat, _y>24 holda esa manfiy ishoraga ega bo'lganligi uchun H(y) 
funksiya yo=24 kritik nuqtada maksimum qiymatga erishadi. Demak, I 
xomashyodan x0=72 , II xomashyodan esa _y0=24 birlik ishlatilganda olinadigan 
foyda maksimal va uning qiymati

# (2 4 )  = F (72,24) = 30 • V72 • V24 -  600 * 733 -  600 = 133 
pul birligiga teng bo'ladi.

3.3. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning global ekstrem um lari. Berilgan 
z=fix,y) funksiya biror yopiq va chegaralangan D sohada aniqlangan va uzluksiz , 
bu sohaning ichki nuqtalarida chekli xususiy hosilalarga ega bo'lsin. Unda bu 
funksiya, Veyershtrass teoremasiga asosan (§1,4- teorema), D sohada o'zining eng 
katta maxf (global maksimum) va eng kichik minf (global minimum) qiymatlariga 
erishadi. Bu qiymatlar, fimksiyani lokal ekstremumga tekshirishdan foydalanilib, 
quyidagi tartibda topiladi:

❖ Funksiyaning f'x(x ,y ) , /^(x,.y) xususiy hosilalari hisoblanadi;
❖ Xususiy hosilalar nolga tenglashtirilib, kritik nuqtalar topiladi;
❖ Topilgan kritik nuqtalardan faqat D soha ichida yotuvchilari qara lib , ularda 

berilgan funksiyaning qiymatlari hisoblanadi;
❖ D soha chegarasini ifodalovchi chiziqning у=ср(дг), хв[а,Ь], t e n g l a m a s i d a n  

foydalanilib, chegarada ikki o'zgaruvchili fix,y) funksiyani g{x)= fix, ф(*)) ^ir

• garuvchili funksiyaga keltiriladi va uning [a,b] kesmadagi eng katta va eng 
kichik qiymatlarini topiladi (VIII bob,§5);

... funksiyaning oldingi ikki qadamda hisoblangan barcha qiymatlarini 
taqqoslab, uning D sohadagi eng katta maxf va eng kichik minf qiymatlarini, ya'ni 
global ekstremumlarini topamiz.

Misol sifatida, fix,y)=x +2y2-x-3y+5  funksiyaning x= l, y = l va x+y=  1 
to'g'ri chiziqlar bilan chegaralangan uchburchakdan iborat D sohadagi eng katta va 
eng kichik qiymatlarini topamiz (89-rasmga qarang).

1) Berilgan funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz:
r / ; ( * ,y )  = 2 * - l  = 0 fx0 = l /2

\ f y {x ,y )  = -  3 = 0 ^  = 3 /4
Demak, funksiyaning bitta Л/о(1/2, 3/4) kritik nuqtasi mavjud. Bu kritik nuqta 
qaralayotgan D soha ichida joylashgan va shu sababli uni hisobga olib, bu nuqtada 
7(1/2, 3/4)~29/8 ekanligini aniqlaymiz.

2) Berilgan funksiyani AC chegarada qaraymiz. Unda x=l bo'lgani uchun 
fimksiyamiz

f i  1 13+2y2—1-3y+5-2}^-3y+5  , 0<y<l, » -  
ko'rinishga keladi, ya’ni bir o'zgaruvchili funksiyaga aylanadi. Uning kritik 
nuqtasini topamiz:

/ '(1 ,y)=4y-3=0 => y= 3/4 .
Bu kritik nuqta va [0,1] kesmaning chegaraviy nuqtalarida berilgan funksiya 

qiymatlarini hisoblab.^l,3/4)=31/8 ,Д1,0)=5 ,Д1,1)=4 ekanligini topamiz;
3) Berilgan funksiyani BC chegarada qaraymiz. Unda >=1 bo‘lgani uchun

frnksiyamiz
Дх,1)=х2-х + 4 , 0<х<1, 

ko'rinishga keladi. Bu yerda kritik nuqta x=l/2 bo'lib, unda va [0,1] kesma 
chegaralariday(l/2,l)=15/4, Д0,1)=.Д1,1)=4 ekanligini topamiz;

4) Berilgan funksiyani AB chegarada qaraymiz. Unda y= l-x  bo'lgani uchun
funksiyamiz

fix, 1—x)=3x2-2x+4 , 0<x<l,



ko'rinishga keladi. Bunda kritik nuqta x=l/3 va u n d a /1 /3 ,2 /3 )=  11/3  bo'lad' 
Chegaraviy nuqtalarda/0 ,l)=4, /1 ,0 )= 5  ekanligi oldin ko'rilgan edi. 1

Shunday qilib, berilgan funksiyaning hisoblangan
/1 /2 ,  3 /4 )= 2 9 /8 ,/l, 3 /4 )= 3 1 /8 ,/l ,0 )= 5 ,/l ,  1)=4 ,

Д1/2, 1)=15/4,.Д0,1)=4,Д1/3, 2/3)= 11/3 
qiymatlarini taqqoslab. uning global minimumi тш/=Д1/2,3/4)=29/8 va oi0(, > 
maksimumi maxf=f{ 1,0)=5 ekanligini ko'ramiz

3.4. Eng kichik kvadratlar usuli. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal 
ekstremumlarini yana bir tatbig'ini ko'ramiz. Ko'p hollarda qandaydir ikkita x va у 
o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanishni nazariy topib bo'lmaydi. Bunday hollarda 
ular ustida n marta kuzatuvlar yoki tajribalar o'tkazib, bu kuzatuv natijalari

X Xi X2 X, Xn

У y> У2 y< У".
J ----------------  — ~ s  и1и',шиб ' даты! uaqiaa

xulosalar chiqarish uchun dastlab jadvaldagi kuzatuv natijalarining turli tasodifiy 
xatoliklari (o'lchash, yaxlitlash, hisoblash xatoliklari va hokazo) ta’siridan iloji 
boricha qutilishga harakat qilinadi. Bu kuzatuv natijalarini silliqlash deb ataladi. 
So'ngra yuqoridagi jadval ko'rinishda berilgan x va у  o'zgaruvchilar orasidagi 
bog'lanishni biror y=ftx) funksiya ko'rinishda analitik ifodalashga harakat 
qilinadi. Bunday yo 'l bilan tajribaviy ma’lumotlar asosida hosil etilgan у=Дх) 
formula empirik formula deb ataladi. Ko'p hollarda empirik formula chiziqli , 
ya ni y —ax+b ко rinishda deb olinadi. Bunda a  va A parametrlarning qiymati 
noma’lum bo'lib, ular quyidagi mulohaza asosida tanlanadi. Qaralayotgan у  
o'zgaruvchining x=x, (/=1,2,3, -, ri) bo'lgandagi y, tajribaviy qiymatlari bilan 
chiziqli empirik formula bilan aniqlanadigan ax,+b nazariy qiymatlari orasidagi 
tafovutni ifodalovchi A,= aXj+b— y, ayirmalami kiritamiz. Bunda barcha kuzatuv 
natijalarining umumiy tafovutini baholash maqsadida nazariy jihatdan asoslangan, 
amaliyotda keng qo'llaniladigan va sodda ko'rinishga ega bo'lgan eng kichik 
kvadratlar usuli deb ataladigan usulda ushbu yig'indi qaraladi:

S (a ,b )=  ХА/ =Z(ox, + b - y t )2 . (7)
1=1 /=1

Eng kichik kvadratlar usulida noma’lum a va b parametrlaming qiymatlari 
umumiy tafovutni ifodalovchi ikki o'zgaruvchili S(a,b) funksiya lokal minimumiga 
erishadigan qilib tanlanadi. Shunday qilib a va b parametrlami tanlash masalasi 
ikki o'zgaruvchili S(a,b) funksiyani ekstremumga tekshirish masalasiga keltirildi. 
Demak, biz birinchi navbatda S(a,b) funksiyaning kritik nuqtasini topishimiz 
kerak. Buning uchun xususiy hosilalami hisoblaymiz:

$ > , £ ) =  I 2 (ox, + b - y i)Xi = 2[a£x?  + />£x, -  i x , y , ] ,
<=i 1=1 1=1 ,=1

S't(a,b) = 1 2 (ax, + b - y t) =2 [a £ x, + b £  1 -  f  y , ].
<=i 1=1 /=i i=i

Bu yerda yozuvlami ixchamlash maqsadida quyidagi belgilashlar kiritamiz:

t  y , ^ Y > I  x ,y .~ X Y .
W M -1 -1

Xususiy hosilalami nolga tenglashtirib va bu belgilashlardan foydalanib, 
д/(д b) kritik nuqtani topish uchun quyidagi sistemani hosil etamiz:

\ x 2a + X b = XY
X a  + nb = Y

(8)

Bu yerda (8) normal tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu chiziqli tenglamalar 
sistemasini Kramer usulida (III bob, §4) yechamiz. Bu sistemaning asosiy

(9)
У2 Y __

A = Л  Л = n X 2 - ( X ) 2 .
X  n

U shbu Koshi tengsizligidan
n V  и , n
I x,y, z  Z*, Ey, 
1=1 J /= 1 /=1

y~  1 (/=1,2,3,—, n ) holda A>0 ekanligi kelib chiqadi. Demak (8) normal sistema 
doimo yagona yechimga ega bo'ladi. Uning yordamchi determinantlarini 
hisoblaymiz:

A„ =
XY

Y
= nXY - X  Y , Ab = X

X
XY
Y

= X 2 Y - X  XY  . (10)

Bu yerdan (9) va (10) natijalar orqali izlangan a va b parametrlar uchun ushbu 
formulalarni hosil etamiz:

r2 v  X  XYn X Y - X Y
(H)

A n X 2 - ( X ) 2 A nX* -  (X Y  
(11) formula bilan topiladigan M(a,b) kritik nuqtada (7) tenglik bilan 

aniqlanadigan S(a,b) funksiya lokal minimumga ega bo'lishini ko'rsatamiz. Bu 
tasdiq

s :  = 2 X 2 = A , S:b = 2 X = B , S'bb=2n = C=>

> A = = 4(n X 2 - X  ) = 4A >0

va^>0 bo'lgani uchun 2 -teoremadan kelib chiqadi.
Izoh: Empirik formula qandaydir y=fix,a,b,c,—) ko'rinishda izlanganda ham 

undagi noma’lum a,b,c, -  parametrlar eng kichik kvadratlar usulida yuqorida 
ko'rsatilgan tarzda baholanadi.

Misol: Mahsulot uchun talab funksiyasini aniqlash maqsadida yillar davomida 
uning sotuv hajmi x (ming dona) va narxi у  (shartli pul birligida) ustida kuzatuvlar 
natijalari quyidagi jadval ko'rinishida berilgan :

x, 12.2 18.6 29.2 15.7 25.4 35.2 14.7 11.1

y> 29.2 30.5 29.7 31.3 30.8 29.9 27.8 27.0



Talab funksiyasi chiziqli, ya’ni y=ax+b  ko'rinishda deb olib, kuzatuv natijalar' 
bo'yicha noma’lum a va b parametrlarning qiymatlarini eng kichik kvadratl * 
usulida tanlaymiz. (8) normal tenglamalar sistemasini tuzish uchun kerak 
bo'ladigan koeffitsiyentlami hisoblashni quyidagi jadval ko'rinishida arm I a 
oshiramiz: ga

•X, У/ Xi xy,
12.2 29.2 148.84 356.24
18.6 30.5 345.96 567.30
29.2 29.7 852.64 867.24
15.7 31.3 246.49 491.41
25.4 30.8 645.16 782.32
35.2 29.9 1239.04 1052.48
14.7 27.8 216.09 408.66
11.1 27.0 123.21 299.70
X Y F XY

162.1 236.2 3817.43 4825.35

Olingan natijalar bo'yicha normal tenglamalar sistemasini tuzamiz: 
J3 8 17.43a + 162. 16 = 4825.35 

j 162.1o + 86 = 236.2 
Bu sistemani Kramer usulida yechamiz:

3817.43 162.1
A = 

A =

162.1
4825.35 162.1 

236.2 
3817.43 4825.35 

162.1 236.2

= 30539.44-26276.41 = 4263.03,

= 38602.80 -  38288.02 = 317.78,

= 901676.966 -  782189.235 = 119487.731,

Aa 317.78 
A _ 4263.03

» 0,07 = 9487731
A 4263.03

Demak, izlangan talab funksiyasini у=0.07дг+28.03 ko'rinishda deb hisoblash 
mumkin. Bu yerda sotuv hajmi x oldidagi koeffitsiyent kichik son ekanligidan bu 
mahsulotning narxi у  muvozanatlashgan, ya’ni sotuv hajmiga qarab keskin 
o'zgaruvchi emasligini ko'ramiz.

XULOSA
Bu paragrafda bir o'zgaruvchili funksiyalar uchun aniqlangan tushuncha va 

olingan natijalami ko‘p o'zgaruvchili funksiyalarga umumlashtirish davom 
ettiriladi. Endi ikki o'zgaruvchili funksiya misolida lokal va global ekstremum

nchalari, ularning mavjudligining zaruriy va yetarli shartlarini aniqlash, bu 
T tre m u m la rn i topish masalalari ko'rib o'tiladi. Bu bilan bir qatorda ko'p 

oaruvchili funksiyalarga xos bo'lgan shartli ekstremum tushunchasi va uni 
°  Zf ranj usulida topish masalasi qaraladi.

F unksiya ekstremumlarining tatbig'iga misol sifatida kuzatuv natijalarim eng 
kichik kvadratlar usulida topiladigan empirik formulalar orqali silliqlash masalasi 
k o 'rib  ch iq ilad i.

Tavanch iboralar

TLSkilm aksim um  * Lokal minimum * Lokal ekstremum * Ferma teoremasi
* Kritik nuqta * Ekstremumning yetarli sharti * Ekstremumga tekshirish algoritmi 
♦Bog'lanish tenglamasi * Shartli lokal maxsimum * Shartli lokal minimum
* Shartli lokal ekstremum * Lagrang funksiyasi * Global maksimum * Global 
minimum * Global ekstremum * Kuzatuv natijalarini silliqlash * Empirik 
fnrtnulalar * Eng kichik kvadratlar usuli______________________________________

T akrorlash uchun savollar

1. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal maksimumi (minimumi) qanday 
ta’riflanadi?

2. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumlari nima?
3. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumlari uning to 'la  orttirmasi 

orqali qanday ta’riflanadi?
4. Lokal ekstremumning zaruriy sharti nimadan iborat?
5. Lokal ekstremumning zaruriy sharti yetarli ham bo'ladimi?
6. Lokal ekstremumning yetarli sharti qanday ifodalanadi?
7. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning ekstremumga tekshirish algoritmi qaysi 

bosqichlardan iborat bo'ladi?
8. Bog'lanish tenglamasi nimani ifodalaydi?
9. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning shartli lokal maksimumi qanday 

ta’riflanadi?
10.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning shartli lokal maksimumi nima?
11.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning shartli lokal ekstremumlari deb nimaga 

aytiladi?
12.Lagranj funksiyasi qanday ko'rinishda bo'ladi?
13.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning global ekstremumlari qanday ta riflanadi?
14.Ikki o'zgaruvchili funksiyaning global ekstremumlari qanday topiladi?
15.Kuzatuv natijalarini silliqlash deganda nima tushuniladi?
16. Qanday formulalar empirik deb ataladi?
17. Eng kichik kvadratlar usulining mohiyati nimadan iborat?

Testlardan nam unalar

1- Ta’rifhi to'ldiring: z=fix^)=J{M) funksiya aniqlanish sohasidagi ichki



М)(*о,Уо) nuqtada lokal maksimumga ega deyiladi, agar shu nuqtaning biror 
atrofidagi -  uchun/M 0̂ / A / )  shart bajarilsa.

A) bitta M (xy) nuqta; B) ayrim M(x,y) nuqtadalar;
C) barcha M(x,y) nuqtadalar; D) birorta M(x,y) nuqta;
E) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

2. Ta’rifhi to‘ldiring: z=f[x,y)=f[M) funksiya aniqlanish sohasidagi ichki 
Щ хоуо  ) nuqtada lokal minimumga ega deyiladi, agar shu nuqtaning biror 
atrofidagi -  исЬипДМ0)< /Л /)  shart bajarilsa.

A) bitta M(x,y) nuqta; B) ayrim M(x,y) nuqtadalar;
C) barcha M(x,y) nuqtadalar; D) birorta M(x,y) nuqta;

E) To 'g 'ri javob keltirilmagan.

3. Ikki o'zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumi nimadan iborat?
A) faqat lokal maksimumlardan; B) faqat lokal minimumlardan;
C) lokal maksimum yoki lokal minimumlardan;
D) lokal maksimum va lokal minimumlardan;
E) barcha javoblar to 'g 'ri.

4. Berilgan z - f ix y )  funksiya aniqlanish sohasidagi ichki M0(x0,y0) nuqtada lokal 
maksimumga ega bo'lishi uchun uning biror atrofida ЛДхо.Уо) to 'la orttirma qanday 
shartni qanoatlantirishi kerak?

А) ДДдг0,Уо)=0; В) ДДх0,Уо)<0; С ) ДДлг01Уо)>0; D) Af(x0,y0)^0;
Е) to 'g 'ri javob keltirilmagan.

5- z= (x -\)2+(y+2 )2+] funksiyaning Mo^o^o) kritik nuqtasini toping.
A) Afo(2,l); В) Л/о(1,2); С) Щ 1 -2 ) ;  D)A/0(-l,2 ); E) M0(0,0).

6. Differensiallanuvchi z= fixy)  funksiyani Л/оОсо,Уо) nuqtada ekstremumga ega 
bo'lishining zaruriy shartini ko'rsating.
A) / ; C W o )  = 0; B) f y  (дг0, y 0) = 0; С) Л (х 0,у 0) = 0 , / ; ( х о,у о) = 0
D) d f  = / ; (xQ, y a)dx + / ; O o , y 0)dy = 0; E) f'x(x0, y a) + f'y (xo, y o) = 0\

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Ushbu ikki o'zgaruvchili funksiyani ekstremumga tekshiring:
• г /  ч n n + l ,f ( x ,y )  = xy + -  + ------  (x > 0 у  > 0).

*  У

2. f[x,y)=xy funksiyaning x+y=n  bo'lgandagi shartli ekstremumini toping.

3- j{x,y)=x2-y 2 funksiyaning х2+ /< п 2 doiradagi global e k s t r e m u m l a r i n i  
aniqlang.

Nyutondan Laplasgacha bo'lgan davrda 
matematik tabiatshunoslikning asosiy g'oyasi 
differensial tenglama tushunchasi bilan uzviy 

bog'langan. Laplasga asosan tabiatning asosiy 
qonunlari differensial tenglamalar ko'rinishida 

ifodalanib, ulami integrallash kelajakni haqqoniy 
ravishda bashorat etishga imkon beradi.

Kolmogorov A.N.

§1. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR 
VA ULARNING AYRIM TATBIQLARI

• Differensial tenglamalar va ular bilan bog'liq tushunchalar.
• Ayrim I tartibli differensial tenglamalar va ularni integrallash.
• I tartibli differensial tenglamalarning ayrim tatbiqlari

1.1. Differensial tenglam alar va u lar bilan bog‘liq tushunchalar.
Matematika, mexanika, fizika, iqtisodiyot va boshqa fanlaming bir qator 

murakkab masalalarida o'rganilayotgan obyektning asosiy xususiyatlarini 
ifodalovchi qonunlar qaralayotgan funksiyani uning hosilalari bilan bog'lanishini 
ko'rsatuvchi tenglamalar orqali ifodalanadi.

1-TA ’RIF: Erkli o'zgaruvchi x, noma’lum funksiya y=y(x) va uning 
hosilalariy',y" ,—,)T > orasidagi bog'lanishni ifodalovchi tenglik oddiy differensial 
tenglama deb ataladi.

Masalan,
>"" + / s i n x - x 2y - 3 l n x  = 0 ,  (j* )3 -S y '  + l y 2 +1 = 0 ,  t g y '- 3 s in x - 2  = 0 

oddiy differensial tenglamalar bo'ladi. Bu misollardan ko'rinadiki, oddiy 
differensial tenglamada erkli o'zgaruvchi x , noma’lum у  funksiyaning o'zi, 
hosilalaming ayrimlari qatnashmasligi mumkin.

Izoh: Ko'p o'zgaruvchili у=у(хх, x2, —, x„ ) funksiya va uning xususiy 
hosilalari qatnashgan differensial tenglamalami ham qarash mumkin. Ular xususiy 
hosilalali differensial tenglamalar deyiladi. Biz faqat oddiy differensial 
tenglamalami qaraymiz va kelgusida ulami differensial tenglama, ba’zan esa 
qisqacha tenglama deb yuritamiz.

2 J A  ’RIF: Noma’lum funksiyaning differensial tenglamada qatnashuvchi 
silalarining en8 yuqori tartibi bu differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Masalan. yuqorida keltirilgan differensial tenglamalar mos ravishda I, II va III 
tartibiidir.

Umumiy holda /j-tartibli differensial tenglama
F ( x , y , y ' y , - , / n)) = 0 (1)

X BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR



ko'rinishda yoziladi. Bunda F ( )  biror n+2 o'zgaruvchili funksiyani ifodalaydi 
Odatda (1) tenglamaniy (n) hosilaga nisbatan yechish mumkin deb hisoblanadi va 

y (n) = f ( x ,y , y ' , y " , - , y (n~])) (2)
kabi yoziladi. (2) yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial 
tenglama deb ataladi. Masalan, yuqorida (1) ko'rinishda yozilgan differensial 
tenglamalarni

У  = 31nx + x 2v - / s i n x ,  y" = y j5 y ' - 7 y 2 - 1 ,  y' = arctg(3sinx + 2) 
kabi (2) ko'rinishda ifodalash mumkin.

3-TA ’RIF: Agar biror <p(x) funksiya n marta differensiallanuvchi bo'lib, bu 
funksiya va uning hosilalari (1) yoki (2) tenglamaga qo'yilganda bu tenglama 
ayniyat ko'rinishiga kelsa, unda <p(x) funksiya (1) yoki (2) differensial 
tenglamaningyechimi deyiladi.

Masalan, <р{х)=хг +3x-2 funksiya TI tartibli
y" -  3y' + 2 y -  2x2 +11 = 0 => у" = Зу' - 2 y  + 2x2 -11 

differensial tenglamaning yechimi bo'ladi. Haqiqatan ham,
<p(x) - x 2 + 3x -  2 => <p\x) = 2x + 3 , <p"(x) -  2 =>

=>(p”-3(p' + 2<p- 2x2 +11 = 2 - 3(2x + 3) + 2(x2 + 3x -  2 ) - 2x2 + 11 = 0 .
4-TA’RIF: (1) yoki (2) differensial tenglamaning yecimini topish uni 

integrallash, topilgany=<p(x) yechim esa uning integrali deb aytiladi.
Bu ta’rif shu bilan asoslanadiki, differensial tenglamani yechish integrallash 

amali orqali bajariladi va uning yechimi qandaydir funksiyaning integrali kabi 
ifodalanadi. Bunga kelgusida ishonch hosil etamiz.

Bu paragrafda biz I tartibli va hosilaga nisbatan yechilgan, ya’ni
y' = f(x ,y ) (3)

ko'rinishdagi differensial tenglamalar bilan shug'ullanamiz. Bu tenglamani, 
hosilani differensial yordamida ifodalash orqali,

x = / ( * ’ y ) ^ >dy = f (x ,y ) d x  dx
ko'rinishda ham ifodalash mumkin. B u tenglamada noma’lum funksiyaning  
differensiali qatnashadi va bu bilan uni differensial tenglama deb atalishi 
asoslanadi.

Birinchi navbatda (3) tenglama yechimga ega yoki yo'qligi, agar yechim 
mavjud bo'lsa, uning yagona yoki yagonamasligi masalasini qaraymiz. Bu 
maqsadda dastlab quyidagi tushunchani kiritamiz:

5-TA 'RIF: (3) differensial tenglamani berilgan x0 nuqtada berilgan yo 
qiymatni qabul qiluvchi j>=y(x) yechimini topish Koshi masalasi deyiladi.

Bu ta’rifdagi shart
y(xo)=yo yoki = Уо (4)

ko'rinishda yoziladi va boshlang'ich shart deb ataladi.
I-TEOREMA (Koshi teoremasi): Agar (3) tenglamada f[x,y) funksiya  va 

uning у  bo'yicha f y (x ,y)  xususiy hosilasi XOY tekislikka tegishli (xovVo

nuqtaning biror ochiq atrofida uzluksiz bo'lsa , unda bu tenglamaning (4) 
bosh lang 'ich  shartni qanoatlantiruvchi, ya’ni (3)-(4) Koshi masalasining yechimi 
fnavjud va bu yechim yagonadir.

Bu teorema Koshi masalasi uchun mavjudlik va yagonalik teoremasi deb 
yuritiladi va uni isbotsiz qabul etamiz .

Izoh: Agar 1-teorema shartlari bajarilmasa, Koshi masalasi yechimining 
va«onaligi haqidagi tasdiq bajarilmasligi mumkin. Masalan,

4 - . - »
Koshi masalasi uchun ikkita j>=(x/5)5 va y=  0 funksiyalar yechim bo'lishini 

tekshirib ko'rish mumkin. Bunga sabab shuki, bu tenglamada f(x.y) = tfy*  bo'lib, 

uning xususiy hosilasi f ’y (x ,>>) = 4 /(5 t f y ) boshlang'ich shartdagi (0,0) nuqtada 
uzluksiz emas.

Koshi teoremasidan П tartibli differensial tenglamaning o 'zi cheksiz ko'p 
yechimga ega bo'Iishi va ular bitta ixtiyoriy С o'zgarmas soniga bog'liq bo'lgan 
y=<p(x,C) ko'rinishdagi funksiyalardan iborat bo'Iishi kelib chiqadi. Haqiqatan 
ham, turli (4) boshlang'ich shartda Koshi masalasining yechimi turli yechimlarga 
ega bo'ladi. Boshlang'ich shartlami esa cheksiz ko 'p  ko'rinishda tanlash mumkin 
va shu sababli (3) differensial tenglama yechimi ham cheksiz ko'p bo'ladi.

Masalan, y^x2+C, C<f-«>, со) funksiyalar I tartibliy'=Zx differensial tenglamani 
qanoatlantirib, ular bu tenglamaning cheksiz ko'p yechimni tashkil etishini 
tekshirib ko'rish qiyin emas.

6-TA ’RIF: Bitta ixtiyoriy o'zgarmas С soniga bog'liq y=ip(x,C) funksiya I 
tartibli (3) differensial tenglamaning umumiy yechimi deyiladi, agar u quyidagi 
ikki shartni qanoatlantirsa:

1) bu funksiya С o'zgarmas sonning har bir qiymatida (3) tenglamaning 
yechimi b o 'lad i;

2) berilgan (4) boshlang'ich shartda С o'zgarmasning shunday C0 qiymati 
topiladiki,y=<p(x,Co) funksiya bu boshlang'ich shartni qanoatlantiradi.

I tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi har doim ham y=<p(x,C) 
ko'rinishda oshkor ifodalanmaydi. Ko'p hollarda umumiy yechim Ф(х^,С)=0 
oshkormas ko'rinishda topiladi va undan у  umumiy yechimni har doim ham 
elementar funksiyalar orqali ifodalab bo'lmaydi. Bunday hollarda Ф(х,у,С)=0 
differensial tenglamaning umumiy integrali deb ataladi.

I j A  ’RIF: Differensial tenglamaning umumiy y=<p(x,C) yechimidan С  
0 zgarmas sonning aniq bir Co qiymatida hosil bo' Igan y=ip(x,Co) funksiya xususiy 
yechim deyiladi.

^Masalan, yuqoridagi differensial tenglama uchun y=x2+C -  umumiy yechim, 
J'=*2+l (C=l), >>=x2-3.5 (C=-3.5) kabi funksiyalar xususiy yechimlar

jjjj. Ayrim I tartibli differensial tenglam alar va ularni integrallash. (3)
te* e,rens'a  ̂ tenglamalarni umumiy integrallash usuli mavjud emas. Bu 

ng amalami faqat xususiy hollarda yechish (integrallash) usullari topilgan va bu 
r a ulardan ayrimlarini ko'rib o'tamiz.



❖ Eng sodda I tartibli differensial tenglama. Bu tenglama
/ = / * )  (5)

ko'rinishda bo‘ lib, unda fix) ma’ lum bir berilgan funksiyani ifodalaydi. Bu 
tenglama oldin ko'rib o'tilgan boshlang'ich funksiyani topish masalasini ifodalaydi 
(IX bob, §1 ) va shu sababli uning umumiy yechimi aniqmas integral yordamida

y  = \f(x)dx (5*)
formula bilan aniqlanadi.

Masalan,

y' = x -c o s 2 ;c = > y  =  J (x -c o s 2 x )A  = ^ (x2 -s in 2 x ) + C .

Ba’zi hollarda berilgan differensial tenglama u yoki bu usulda (5) ko'rinishga 
keltirish orqali integrallanadi va bunga kelgusida bir necha marta ishonch hosil 
etamiz.

❖ O'zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama. Bu tenglama

У = -
N(x) d}' _ N(x) => M(y)dy + N(x)dx = 0 (6)
M (y) dx M {y) 

ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamada x va у  o'zgaruvchilar bir-biridan ajralgan holda 
qatnashganligi uchun (birinchi qo'shiluvchida faqat y, ikkinchisida esa faqat x 
ishtirok etmoqda) u o'zgaruvchilari ajralgan tenglama deyiladi. Uning umumiy 
yechimini topish uchun (6) tenglikni hadma-had integrallaymiz:

j M (y)dy + 1 N(x)dx = С . (6*)
Bu integrallami hisoblab, (6) tenglamaning umumiy yechimini aniqlaymiz.

Masalan,

у  In ydy -  eldx = 0 => Jv In ydy -  Je'dx= jodx ^-(21n у  -  1) -  ex = C .

Bunda oxirgi tenglik berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimini 
oshkormas, ya’ni F\x^>)=C ko'rinishda ifodalaydi. Oldingi misolda esa umumiy 
yechim oshkor, ya’ niy=cp(x,C) ko'rinishda topilgan edi.

❖  O'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama. Bu tenglama 
M ,(y)N t (x)dy + M 2{y)N2(x)dx = 0 (7)

ko'rinishda bo'ladi. (7) tenglamani integrallash uchun uni Мт.(у)ф0, М\(х)ф0 
shartda M2(y)Nx(x) ifodaga hadma-had bo'lamiz va natijada oldin ko'rib o'tilgan 
ushbu o'zgaruvchilari ajralgan

N2(x) dx = 0
M 2(y) N,(x)

difterensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bu yerdan (7) tenglamaning umumiy 
yechimi uchun

SM M dy. , W <k, c  (7‘ )
1 M 2(v ) ' 1 N,(x)

formulaga ega bo'lamiz.
Misol sifatida ushbu Koshi masalasini yechamiz : 

(\+x2)dy+ydx=Q, j(0 )= l .

masaladagi tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama 
4adi Bunda 1+x2# )  bo'lgani uchun уф0 deb olish kifoya. Bu shartda, berilgan 

pnuiamaniyO+x2) ifodaga bo'lish orqali, umumiy yechimni quyidagicha topamiz:

= 0 =̂ > f— - f  %  = С => ln|j>| -  arctgx = С => у  = e3tagc+( . 
у  1 + x 2 У 1 + x 2

Endi, boshlang'ich shartdan foydalanib (x=0, y= l), С o'zgarmas son 
nivmatini aniqlaymiz.

l= e * * 6°+C =*l = ec  =>C = 0 .
Demak, berilgan Koshi masalasining yagona yechimi funksiyadan

iborat bo'ladi.
Izoh: (7) differensial tenglama М2(у)фЪ , Щх)ф0 shartda integrallandi. 

Bu shart bajarilmasa, unda bu tenglama (7*) ko'rinishda bo'lmagan yechimga ega 
bo'lishi mumkin. Masalan, yuqoridagi Koshi masalasidagi differensial tenglamani 
y= 0 bo'lgan holda qaraymiz. Bu holda d>=0 bo'lgani uchun y=  0 funksiya bu 
tenglamaning yechimi ekanligini ko'ramiz. Yuqorida topilgan umumiy yechim 

c >0 bo'lgani uchun undan>=0 yechim kelib chiqmaydi.
❖ Bir jinsli differensial tenglama. Oldin bir jinsli funksiya tushunchasini 

kiritamiz.
S-TA’RIF: Agar/ (x,y) funksiya ixtiyoriy o'zgarmas A. soni uchun 

f ( k x ,l y )  —f  (x , y) 
shartni qanoatlantirsa, bu funksiya x va у  o'zgaruvchilarga nisbatan bir jinsli 
funksiya deb ataladi.

Masalan,

П х ,у) = ~ ^

bir jinsli funksiya bo'ladi, chunki 
A x - Ay

/(Ax,Ay) =

Jx2 + y 2

Ц х - У ) x - y

*J(Ax)2 +(Ay)2 Ayjx2 + j 2 л /х2 + y 2 

Xuddi shunday tarzda

= f(x ,y ) .

f(.X-,y) — sin —, f ( x ,y )  = ?— У-, f ( x ,y )  =
xy

..................... 2 2x + y  x + y
funksiyalar ham bir jinsli bo'lishini ko'rsatish mumkin va buni o'quvchiga havola 
etamiz.

LEMMA: Agar fix,y) bir jinsli funksiya bo'lsa, uni fix,y)=giy/x) 
ko'rinishda yozish mumkin.

Isbot: Funksiyaning bir jinslilik shartida X=l/x deb olib

f(x ,y )  = f ( - x , - y )  = f ( \ A  = g ( - )
X X  X X

lemma tasdig'iga ega bo'lamiz.
Masalan,



А х ,У ) = - Z J L . - Л 2 . - У 4  ,  ' - y i x  = ,
V* + У х ^ \ + (у /х )2 ф  + (у /х )2 х 

9-ТА ’RIF: Agar birinchi tartibli 
/ = / ( * ,  >0

tenglamada fix,у) bir jinsli funksiya bo'lsa, u bir jinsli differensial teneln 
deyiladi. b"ma

Lemmaga asosan bir jinsli F tartibli differensial tenglamani

(8)
ко rinishda yozish mumkin. Bu tenglamani integrallash uchun u(x)=u=v/r 
almashtirma bajaramiz. Bu holda

y  = ux=>y' = (их)' = u'x + и 
tenglikka ega bo'lamiz. Bu tenglik va (8) tenglamadan foydalanib u=u(x) funksiya 
uchun ushbu tenglamani hosil etamiz:

У  = g(.~) =>u'x + u = g(u) = > x ~  = g(u) -u^>xdu = (g(u) -  u)dx. 
x dx

Bu o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama bo'lib, uning umumiy 
integralini yuqorida ko'rsatilgan usulda topamiz:

xdu = ( g ( u ) - u ) d x ^ ~ ^ —  =  ̂ \ - J ^ -  = ̂ . ^ U  + c  . (8*)
g (u )-u  X  g(u )-u  X  11 ’

(8 ) tenglamadan u=u(x,C) umumiy yechimni aniqlagach, berilgan (8) 
tenglamaning umumiy integraliniy=xu formula orqali topamiz.

Misol sifatida bir jinsli

У =
x + y

differensial tenglamani ko'rsatilgan usulda integrallaymiz:
» * + У _  , x + mx , I

У = ------- =>(kx) = --------- =>u'x + u = \ +u=>m' = —=>
x x x

=> и = J—- = ln|x| + C = > y = xu = x In jjcj + Cx.

v  To'liq differensialli tenglama. Dastlab ushbu ta’rifhi kiritamiz: 
9-TA’RlF: Agar

M(xy)dx+N(x,y)dy~0 (9)
tenglamada M(x,y) va N(Xfy) funksiyalar tekislikdagi biror D sohada uzluksiz, 
differensiallanuvchi bo'lib, ularning xususiy hosilalari uchun

dM _  dN 
dy dx

shart bajarilib, bu hosilalar ham D sohada uzluksiz bo'lsa, unda (9) to'liq 
differensialli tenglama deyiladi.

To'liq differensialli (9) tenglamaning chap tomonini

u(x,y)= \M(t,y)dt + jN(x0,s)ds (9*)

formula bilan topiladigan funksiyaning to'liq differensiali ko'rinishda yozish 
umkinligini isbotsiz qabul etamiz. Bu holda (9) tenglamaning umumiy integrali 

фсу)=С tenglik bilan oshkormas ko'rinishda ifodalanadi.
Misol sifatida

(x + y -  l)<ft + (ey + x)dy = 0 
differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Bu yerda М(хуУ=х+у-\, 
щ хуу=еУ+x bo'lib, bu funksiyalar tekislikdagi barcha nuqtalarda uzluksiz va 
differensial lanuvch id ir. Bundan tashqari

dM , , dN . y v  , dM dN
_  = (x  + j ; - l ) ^ l ,  —  = (e> + x)'t = l= >  —  = —  . 
dy dx dy dx

Demak, qaralayotgan differensial tenglama to'liq differensialli bo'ladi va 
shu sababli uning umumiy integralini (9 ) formuladan jto=0, jo =0 deb topamiz:

У 2 х
\(t + у -l)dt + j(es +0)ds = C = > ( -  + t y - t )  + e!'\ =C=>

= > -  + x y -x  + ey -\ = C --
2 *

>ey + -----1-xy — x = C
2  •

Oxirgi tenglikda C+l o'miga Cyozildi, chunki С ixtiyoriy son bo'lgani uchun 
C +l ham ixtiyoriy o'zgarmas son bo'ladi.

❖ J tartibli chiziqli differensial tenglama. Bu tenglamada noma’ lum 
funksiya у  va uning hosilasi y' birinchi darajada, ya’ ni chiziqli ravishda qatnashib, 
quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

y'+P(x)y=Q(x) . (10)
Bunda P(x) va Q(x) uzluksiz funksiyalar yoki o'zgarmas sonlardir. Agar g(x)^0 

bo'lsa, (10) bir jinsli, aks holda bir jinsli bo'lmagan chiziqli tenglama deyiladi.
(10) chiziqli tenglamani Bemulli usulida yechamiz. Buning uchun umumiy 

yechimni y=u(x)v(x)=uv ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda u(x) va v(x) noma’ lum 
funksiyalar bo'lib, ulami topish uchun (10) tenglamada у  o'miga uv ko'paytmani 
qo'yib, ushbu tenglamaga ega bo'lamiz:

(uv)' + P(x)uv -  Q(x) => u'v + uv' + P(x)uv - Q(x) =>
u'v + u[v'+ P(x)v\ = Q(x). (*)

Oxirgi, ya’ni (*) tenglamadan, kvadtrat qavs ichidagi ifodani nolga tenglashtirib, 
v=v(x) noma’ lum funksiya uchun

v' + P(x)v = 0 (**)
,englamaga ega bo'lamiz. Bunda (**) berilgan bir jinsli bo'lmagan (10) chiziqli 
tenglamaga mos keluvchi bir jinsli tenglama ekanligini ta’ kidlab o'tamiz. Bu
0 2garuvchilari ajraladigan differensial tenglama bo'lib, uni yuqorida ko'rilgan 
usulda yechamiz:

v' + / >(;r)v = 0=>v' = - / >(*)v
dv dv—  = -P ( x)v => —-  = -P(x)dx => 
dx v



= > J ~  = -J  P(x)dx => ln|v| -  С = -  j  P(x)dx => v = = q e - ^ ) *

Bu yerda Сi=l deb, izlanayotgan noma’ lum funksiyalardan biri
= (Ю*)

ekanligini ko'ramiz. Bu natijani (*) tenglamaga qo'yib va (**) tenglikdan 
foydalanib, ikkinchi u=u(x) noma’ lum funksiyani topamiz:

Л  + к О  = а д = > а ' = ^ = > ф ) =  tQ Q c b  + c
Ф )  1 v(x) (10")

Bu yerdan berilgan (10) chiziqli differensial tenglamaning umumiy integrali
у  = uv = e”J P(x)dx[\e^(x)dxQ(x)cbc + C] (10***)

formula bilan topilishini ko‘ ramiz.
Misol sifatida ushbu Koshi masalasini yechamiz: 

y' + 2xy = x e ^ ,  у\ ^ =  3.
Dastlab Koshi masalasidagi I tartibli chiziqli differensial tenglamaning 

umumiy yechimini Bemulli usulida topamiz, ya’ ni y=uv ko‘ rinishda izlaymiz.

(wv)' + 2xuv = xe~x => u'v + uv' + 2xuv = xe~x~ => u'v + u[v' + 2xv] = xe~x* '
Kvadrat qavs ichidagi ifodani nolga tenglashtirib, v=v(x) funksiyani 

topamiz:

v' + 2XV = 0 : dv dv .dv
" T  = - 2xv:=> —  = - 2xdx=bl—  = - l 2 xdx=>v = Ce~ dx v v

Demak, v(x) = e x deb olish mumkin. Unda 

u'v + m[v' + 2xv] = xe = > u 'ex =xe~x => г/ = x u(x) = \xdx = ~  + С . 

Bu yerdan berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
x 2

y  = uv = (—  + C)e~x

ко rinishda ekanligi kelib chiqadi. Undagi С o'zgarmas sonini topish uchun Koshi 
masalasining boshlang'ich shartiga murojaat etamiz:

y (0 )= 3 = > (~  + C)e~°' = 3= > C  = 3 .

Demak, berilgan Koshi masalasining izlangan yagona yechimi 

y  = ( ~  + 3)e~x2

funksiyadan iborat bo'ladi.
❖  Bernulli tenglamasi Bu tenglama

У  + P(x)y = Q(x)ya ( 11)
ко rinishda bo'lib, unda a^O va ct^l shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy 
sonni ifodalaydi. a =0 yoki a= l holda (Il)yuqorida ko'rib o'tilgan (10) chiziqli

H fferensial tenglamaga aylanadi. Bemulli tenglamasini integrallash uchun uni 
dastlab /  ifodaga bo'lamiz. Natijada (11) tenglama

y~° y ' + P(x)yx~a =Q(x)
•rinishga keladi. Endi z= y l_a belgilash kiritamiz. Bu holda, murakkab funksiya 

hosilasi formulasiga asosan, z'=(l-a)y^y' bo'lgani uchun oxirgi tenglama

1 - a
-z' + P(x)z = Q (x )^ z ' + (l-a )P (x)z = (l-a )Q (x)  (11 )

ko'rinishga, ya’ni chiziqli differensial tenglamaga keladi. Bu tenglamani yuqorida 
ko'rsatilgan Bemulli usulida integrallab, z=<p(x,C) umumiy yechimni topamiz. 
Unda, yuqoridagi belgilashga asosan, (1 1 ) Bemulli tenglamasining umumiy 
integrali / ”“= <p(x,C) tenglik bilan aniqlanadi.

Misol sifatida, ushbu

у' + ~ У ~ 2 е х-Jy
X

Bemulli tenglamasining umumiy integralini yuqorida ko‘rsatilgan usulda topamiz. 

Hosil bo'lgan chiziqli tenglamani integrallab,
C - e x C — e >y = (ex +

C - e x

natijani olamiz.
1 tartibli differensial tenglam alarning ayrim iqtisodiy tatbiqlari. 

Bu yerda 1 tartibli differensial tenglamalar yordamida yechiladigan iqtisodiy 
mazmunli amaliy masalalardan bir nechtasi bilan tanishamiz.

■ Aholi soni haqidagi dem ografik  masala. Ma’ lum bir vaqt birligida 
mamlakatda dunyoga kelgan chaqaloqlar va vafot etgan odamlar soni shu 
mamlakat aholisining soniga proporsional ( mos ravishda qandaydir *i va k2 
proporsionallik koeffitsientlari bilan) ekanligi statistik ma’ lumotlar asosida 
aniqlangan. Shu mamlakat aholisining sonini t vaqt bo'yicha o'zgarishini 
ifodalovchi y=y(t) funksiyani topish talab etiladi.

Yechish: Bu mamlakat aholisining At vaqt oralig'idagi o'zgarishi Ay shu 
vaqt oralig'da dunyoga kelgan chaqaloqlar va vafot etgan odamlar sonlarining 
ayirmasiga tengdir. Masala shartiga asosan, A/ vaqt oralig'ida dunyoga kelgan 
chaqaloqlar soni kyAt , vafot etgan odamlar soni esa k̂ yAt bo'ladi. Bu yerdan 
quyidagi natijalarni olamiz:

Ay = k^yAt-  k2yAt = (Л, - k2)yAt = kyAt (k = kx- k 2)=>

=> —  = ky => lim —  = lim ky - 
At 4/->o At ai-*o

■y' = ky .

Shunday qilib, aholi soni I tartibli y'-ky differensial tenglama bilan 
ifodalanuvchi qonuniyat asosida o'zgaradi. Bu o'zgamvchilari ajraladigan 
differensial tenglama bo'lib, uni integrallab izlanayotgan y=y(t) funksiyani 
topamiz:



у '=  к у = > ~ = к у = >  —  = kdt => J — = J АЛ =>ln>’ = A /+C => 
dt у  у

у  = efa+c = С0ей .
Bunda Со o'zgarmas son qiymati boshlang'ich shartdan topiladi. Agar t0 vaqtda 

aholi soni y0 ekanligi ma’ lum bo'lsa, unda C0 = Уое~к'0 kabi aniqlanishini 
ko'rsatish mumkin.

■ Mahsulot narxi haqidagi marketing masalasi. Bozorda t vaqt o'tish i 
bilan biror mahsulot narxi p(t), unga talab h(t) va taklif s(t) funksiyalar b o 'y ich a  
o'zgarib boradi. Narx funksiyasi, talab va taklif funksiyalari orasidagi bog'lanishn i 
topish talab etiladi.

Yechish: Bozor qonuniyatlariga ko'ra At vaqt oralig'ida narxning o'sishi 
Ap talabni taklifdan qanchalik darajada kattaligiga va shu vaqt oralig'iga to'g'ri 
proporsional bo'ladi. Agar proporsionallik koeffitsiyenti к bo'lsa, bu qonuniyatni 
matematik ko'rinishda ifodalab, undan quyidagi natijalarni olamiz:

Ap = k(h -  s)At => —  = k(h -s )= >  lim —  = lim k(h -  s) => p' = k(h -  s).
At 4/-»o А/ л/-*о

Bunda eng oxirgi tenglik p=p(t) narx funksiyasiga nisbatan eng sodda 
differensial tenglama bo'lib, undan

p(t) = k\[h(t)-sit)]dt 
formulani hosil qilamiz. Bu formula bilan ifodalanadigan iqtisodiy jarayon Evans 
modeli deb ataladi.

■ M ahsulot ishlab chiqarish hajmi haqidagi iqtisodiy masala. Biror 
tarmoqda t vaqtda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmini y=y(t) funksiya bilan 
belgilaymiz. Ishlab chiqarilgan mahsulot bozorda o'zgarmas p narxda sotiladi deb 
olamiz. Ishlab chiqarishni kengaytirish uchun sarflanadigan investitsiya hajmi t 
vaqt bo'yicha I=l(t) funksiya bilan aniqlansin. Ishlab chiqarishni tabiiy o'sish 
modelida mahsulot hajmini ifodalovchiy=y{t) funksiyani topish talab etiladi.

Yechish: Ishlab chiqarishni tabiiy o'sish modelida quyidagi ikkita shart 
qo'yiladi:

a) mahsulot ishlab chiqarish tezligi, ya’ni ishlab chiqarish sur’ati, 
investitsiya hajmiga proporsional (proporsionallik koeffitsiyenti a ) :

y'{t) = al(t) ;
b) investitsiya hajmi olinayotgan y(t) foydaning ma’ lum bir qismiga teng,

ya’ ni
I(t) = mY(t) = mpy(t).

Bunda m (investitsiyalash normasi) 0<m<l shartni qanoatlantiruvchi biror 
o'zgarmas son.

Bu shartlardan mahsulot hajmi y=y(t) uchun 
y'=ampy=ky (k=amp) 

differensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglama oldin ko'rilgan demogrank 
masalada paydo bo'lgan edi va unda umumiy yechim 

y(t) = Cekl = Ceampt

k o 'r in i s h d a  bo'lishi ko'rsatilgan edi. Agar y(t0)= y0 boshlang'ich shart berilgan 
bo‘ lsa mahsulot ishlab chiqarish hajmi

funksiya orqali aniqlanadi.
Izoh: Yuqorida biz mahsulot narxi p o'zgarmas deb oldik. Amalda bu shart 

ma’ lum bir qisqa vaqt davri uchun o'rinli bo'ladi. Shu sababli ko'pincha ishlab 
chiqarishni raqobatli bozor sharoitida o'sish modelidan foydalaniladi. Bu modelda 
mahsulot hajmi у  o'sib borishi bilan uning narxi p  kamayib boradi, ya’ ni ma’ lum 
bir p=p(y) kamayuvchi funksiya bo'yicha o'zgarib boradi deb olinadi. Bu holda 
mahsulot hajmi funksiyasiy=y(t)

y'=amp(y)y
o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama orqali aniqlanadi. Bu 
tenglamaning umumiy yechimi

\--Ĉ --=am t + C 
№  -ИРО)
tenglikdan topiladi. Jumladan, p(y)=b-ay bo'lgan holda y=y(t) logistik 
ftmksiyadan(VHI bob,§5 ga qarang) iborat bo'ladi.

Masalan, p(y)=3-y, a=1.5 , m=0.4, y(0)=1.5 bo'lganda
dy

y O - y )
- = 0.61 + С => -  -  f[— ------- ] dy = 0.6< + С :

3 > --3  у
In\y-3 = —1.8/ + C]

2 ^ 3  - 1.8,+c, = x-» -1.8/t 2e =:>y = - - 1.8/У 1 -  C2e~
umumiy yechimni olamiz. _y(0)=1.5 boshlang'ich shartga asosan bu yerdagi 
o'zgarmas son qiymati Cz= -1  ekanligini topamiz. Demak, berilgan shartlarda 
mahsulot hajmi

funksiya bilan topiladi.
I tartibli differensial tenglamalar yordamida radioaktiv moddaning 

parchalanishi, reaktiv harakat, kimyoviy reaksiyada modda miqdori, jismning 
sovishi, quymaning qizishi, ilmiy axborot oqimi, berilgan elastiklikka ega bo'lgan 
talab funksiyasini topish, talab va taklif funksiyasini narxning o'zgarish tezligiga 
bog'liq holda qarash kabi masalalar ham o 'z  yechimini topadi.

XULOSA
Noma’ lum funksiyaning hosilalari qatnashgan tenglama differensial tenglama 

deb ataladi. Differensial tenglamalardan fizika, iqtisodiyot, kimyo, mexanika va 
boshqa fanlarga doir juda ko'p masalalarni yechishda keng qo'llaniladi. Vaqt bilan 
bog'liq turli texnologik va iqtisodiy jarayonlar ham matematik usulda differensial 
tenglamalar orqali tavsiflanadi. Differensial tenglama tartibi unda qatnashgan 
n°ma'lum funksiya hosilasining eng katta tartibi bilan aniqlanadi. Differensial 
tenglamalar yechimining mavjudlik sharti Koshi teoremasi orqali ifodalanadi. 
Differensial tenglamalar yechimini topish jarayoni uni integrallash deyiladi.



Differensial tenglamani integrallashning umumiy usuli mavjud emas. Bundan 
tashqari juda ko‘ p differensial tenglamalaming yechimi elementar funksiyalarda 
ifodalanmaydi. Shu sababli differensial tenglamalaming ayrim xususiy hollari 
uchun ulami integrallash usulini ko'rsatish mumkin. Bu yerda nisbatan soddaroa 
bo'lgan I tartibli differensial tenglamalar qaralib, ulardan o ‘zgaruvchilari ajralgan 
o ‘zgaruvchilari ajraladigan, bir jinsli, to‘ liq differensialli, chiziqli tenglamalarni va 
Bemulli tenglamasini integrallash usuli ko'rsatilgan. Bu tenglamalami 
demografiya, marketing va iqtisodiyot masalalarini yechishga tatbiqlari keltirilgan

Tavanch iboralar

* Differensial tenglama * Differensial tenglama tartibi * Differensial tenglama 
yechimi * Boshlang'ich shart * Koshi masalasi * Koshi teoremasi * Umumiy 
yechim * Umumiy integral * Xususiy yechim * Eng sodda I tartibli differensial 
tenglama * 0 ‘ zgaruvchilari ajralgan tenglama * 0 ‘zgaruvchilari ajraladigan 
tenglama * Bir jinsli I tartibli tenglama * To'liq differensialli tenglama * I tartibli 
chiziqli differensial tenglama * I tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglama

* I tartibli bir jinsli bo'lmagan chiziqli differensial tenglama * Bemulli usuli 
*Bemulli tenglamasi.___________________________________________________

Takrorlash uchun savollar

1. Differensial tenglama qanday ta’riflanadi?
2. Differensial tenglamaning tartibi deb nimaga aytiladi?
3. Differensial tenglamaning yechimi nima?
4. Differensial tenglamani integrallash deyilganda nima tushuniladi?
5. Differensial tenglamani integrali nima?
6. I tartibli differensial tenglama umumiy holda qanday ko'rinishda yoziladi?
7. I tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi qanday ifodalanadi?
8. Koshi teoremasida nima tasdiqlanadi?
9. I tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi nima?
10. 1 tartibli differensial tenglamaning umumiy integrali nima?
11.1 tartibli differensial tenglamaning xususiy yechimi qanday aniqlanadi?
12. Eng sodda I tartibli differensial tenglama qanday ko'rinishda bo'ladi?
13. 0 ‘zgaruvchilari ajralgan tenglama nima va u qanday integrallanadi?
14. 0 ‘ zgaruvchilari ajraladigan tenglama qanday yechiladi?
15. Qaysi shartda ikki o'zgaruvchili funksiya bir jinsli deyiladi?
16. Bir jinsli I tartibli differensial tenglama qanday integrallanadi?
17. Qaysi shartda differensial tenglama to'liq differensialli deb ataladi?
18. I tartibli chiziqli differensial tenglama qanday ko'rinishda bo'ladi?
19. I tartibli chiziqli differensial tenglama qanday integrallanadi?
20. Bemulli tenglamasi qanday usulda integrallanadi?
21. I tartibli differensial tenglamalaming iqtisodiyot masalalarini yech ishdag i 

tatbiqlariga misollar keltiring.

j Differensial tenglama ta’rifini ko'rsating.
A) noma’ lum funksiya qatnashgan tenglama;
B) noma’ lum funksiyaning turli qiymatlari qatnashgan tenglama;
C) noma’ lum funksiyaning hosilalari qatnashgan tenglama;
D) noma’ lum funksiya va uning hosiialarining x<} nuqtadagi qiymatlari 

qatnashgan tenglama;
E) noma’ lum funksiya va uning integrallari qatnashgan tenglama.

2. Quyidagilardan qaysi biri differensial tenglama bo'ladi?
A) v2+5y-3cosx=0; В) Зх2+4лг-1 =0; С) _v(jr0>+2 y'(xo)-x=0;

Testlardan namunalar

D)y-2xy'+5=0; E) y+siny=0.

3. Ta’ rifhi to'ldiring: Differensial tenglamaning tartibi deb unda qatnashuvchi
noma’ lum funksiya hosilalaming........... aytiladi.

A) eng katta darajasiga; B) eng katta tartibiga; C) soniga;
D) eng katta qiymatiga; E) to'g'ri javob keltirilmagan.

A) 1; B) 2; C) 3; D) 4; E) 5.

5. 1 tartibli differensial tenglama eng umumiy holda qanday ko'rinishda 
bo'ladi?

A) F(x,y,y')=0-, B) F(x,y)= y'\ C) F(x, y >  y;
D) F(y,y0=x; E) F(x,y,y\ y")=  0.

6. 1 tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasini ko'rsating .
А )у'=Лх,у) ,  y'(*o)= yo; В )y-J{x,y) , y(x0)= yo;
C)/= /(xo,y); D) у'=Дх,уо); Е)у'=Хдг0,у0).

7. I tartibli chiziqli differensial tenglama Bemulli usulida qanday 
almashtirma yordamida yechiladi?

A )y=«+v; B)y=M-v; C)y=wv; D) y=u/v; E) y=«v.

Mustaqil ish topshiriqlari
nx V

1. O'zgaruvchilari ajraladigan — dy------dx = 0 differensial tenglamaning
у  nx

umumiy yechimini toping.
2. Bir jinsli differensial tenglama qatnashgan Koshi masalasini yeching: 

ny 
x

3. I tartibli chiziqli y' + 2nxy = xe~x differensial tenglamani integrallang.

y' = ^  + 1, yU ,= #7  — 1 .
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§2. II T A R T IB L I D IF F E R E N SIA L  T E N G L A M A L A R  .
T A R T IB N I P A S A Y T IR IS H  U SU LI

• II tartibli differensial tenglamalar va ular bilan bog'liq tushunchalar.
• II tartibli differensial tenglamalar uchun tartibni pasaytirish usuli

2.1. II tartibli differensial tenglamalar va ular bilan bogMiq 
tushunchalar. Oldingi paragrafda ko'rib o'tilgan ta’ rifga asosan noma’ lum 

funksiyaga nisbatan II tartibli differensial tenglama eng umumiy holda
F(x, y, y\ jy")=0

ko'rinishda bo'ladi. Biz bu tenglama II tartibli y"  hosilaga nisbatan yechilgan. 
ya’ ni

У"=ЛХ'У,У') (1)
holni qarash bilan chegaralanamiz.

1-TA’RIF: Agar y=<p(x) funksiya biror oraliqda ikki marta 
differensiallanuvchi bo'lib, uni va hosilalarini (1) tenglamaga qo'yilganda ayniyat 
hosil bo'lsa, bu funksiya berilgan oraliqda II tartibli differensial tenglamaning 
yechimi yoki integrali deyiladi.

Masalan, y=e3x funksiya II tartibli y"=2y'+3y differensial tenglama yechimi 
bo'ladi. Haqiqatan ham bu funksiya uchun

y'=3e3x, y"=9e3x => 2y’+3y =9e3x = y" .
2-TA ’RIF: П tartibli differensial tenglamaning y=y(x) yechimiga qo'yilgan

Л ч ) = Уо, y'ixo)~y'0 (2)
ko'rinishdagi shartlar boshlang'ich shartiar deb aytiladi.

Boshlang'ich shartlarda x0,y 0 y'0 berilgan sonlar uchligi bo'lib, odatda bu
shart

y\x=4  =#>> y ] ^ t =y'o
ko'rinishda yoziladi.

3-TA ’RIF: II tartibli (1) differensial tenglamaning (2) boshlang'ich 
shartlami qanoatlantiruvchi yecimini topish Koshi masalasi deyiladi.

I tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasiga o'xshab, bu yerda 
ham 0 M 2 ) Koshi masalasi yechimini mavjud va yagona bo'lish shartlari quyidagi 
teorema orqali ifodalanadi:

1-TEOREMA (Koshi teoremasi): Agar (1) tenglamadagi/дг, y, y r) funksiya va 
uningy,y ' bo'yicha xususiy hosilalari (2) boshlang'ich shartlar bilan aniqlanadigan 
(*o, Уо, Уо) nuqtaning biror ochiq atrofida uzluksiz bo'lsa , unda (1 H 2 ) Koshi 
masalasining yechimi mavjud va bu yechim yagona bo'ladi.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz. Undan 11 tartibli differensial tenglamani 
o 'zi cheksiz ko'p yechimga ega bo'lishi va ular ikkita ixtiyoriy С i , C2 o'zgarmas 
sonlarga bog'liq ekanligi kelib chiqadi. Bunga sabab shuki, turli (2) boshlang'ich 
shartlarga Koshi masalasining turli yechimlari mos keladi.

4-TA ’RIF: Ikkita bog'liqmas Cx va C2 o'zgarmas sonlarga bog'liq 
y=<p(x,C\,C2) funksiya II tartibli (1) differensial tenglamaning umumiy yechimi deb 
ataladi, agar quyidagi ikkita shart bajarilsa:

1) bu funksiya Ci va C2 o'zgarmas sonlarning ixtiyoriy qiymatlarida (1) 
tenglamaning yechimi bo'ladi;

2) agar (2) boshlang'ich shartlar berilgan bo'lsa, unda С i va C2 o'zgarmas 
sonlarning qiymatlarini shunday tanlash mumkinki, bu qiymatlarda y=<p(x,ChC2) 
funksiya bu boshlang'ich shartlami qanoatlantiradi.

Ko'p hollarda (1) tenglamaning umumiy yechimini y=<p(x,Ci,C2) ko'rinishda, 
ya’ ni oshkor ravishda ifodalanmasdan, Ф(х, у, Сь C2)=0 oshkormas ko'rinishda 
topiladi va bu tenglik II tartibli tenglamaning umumiy integrali deb ataladi.

5-TA’RIF: II tartibli tenglamaning umumiyy=tp(x,C\,C2) yechimidan C\ va C2 
o'zgarmas sonlarning ma’ lum bir qiymatlarida hosil bo'lgan yechim xususiy 
yechim deyiladi.

Masalan, y"=2y'+3y tenglamaning umumiy yechimi y=Cxe x +C2e~x bo'lishini 
tekshirib ko'rish mumkin. Unday=e3* +e~x(С, =C^= 1), y = e x (C i= l, C2=0) vay=e~x 
(C]=0, C2= l) funksiyalar bu tenglamaning xususiy yechimlari bo'ladi.

II tartibli differensial tenglamani umumiy yechimini topish uni integrallash 
deb atalishini eslatib o'tamiz. II tartibli differensial tenglamalar I tartibli 
tenglamalarga nisbatan ancha murakkab bo'lib, ular uchun ham umumiy 
integrallash usuli mavjud emas. Differensial tenglamalar nazariyasida ayrim 
ko'rinishdagi II tartibli tenglamalami integrallash usullari yaratilgan. Ulardan biri 
tartibni pasaytirish usuli bo'lib hisoblanadi.

2.2. II tartibli tenglamalar uchun tartibni pasaytirish usuli. Ayrim П 
tartibli differensial tenglamalami y'=p almashtirma orqali I tartibli tenglamaga 
keltirib bo'ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi p=p(x,Ct) topilgach, berilgan 
tenglamaning umumiy yechimi I tartibli y'=p= p(x,C\) tenglamadan aniqlanadi. 
Shunday qilib, berilgan 11 tartibli differensial tenglamani yechish ikkita I tartibli 
tenglamani yechishga olib kelinadi va bu tartibni pasaytirish usuli deb ataladi. Bu 
usul qo' Ilaniladigan hollami qarab chiqamiz.

• y"~Ax) • Bu tenglamada noma’ lum y=y(x) funksiyaning o 'zi va I 
tartibli hosilasi y' qatnashmaydi va II tartibli eng sodda differensial tenglama 
deyiladi. Bu tenglamani integrallash uchun tartibni pasaytirish usulidan 
foydalanamiz. Buning uchun y'=p=p(x) deb olamiz. Unda y"=p' bo'ladi va 
berilgan tenglama 1 tartibli eng sodda p'^fix) differensial tenglamaga keladi. Bu 
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

p(x,Cx) = \f(x)dx + CX .
Unda berilgan II tartibli tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha aniqlanadi: 

y' = p(x,Cx)= >y = \p(x,Cx)dx = \[\f(x)dx + Cx]dx . (3) 
Demak, II tartibli eng sodda differensial tenglamaning umumiy yechimini 

topish uchun uning o'ng tomonidagi funksiyani ketma-ket ikki marta integrallash
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y = \\j(6x + e3x -4)dx]dx=\[lx2 + ^ e 3x -4 x  + Cx}dx =

- х 3 + ̂ e 3jt -  2x2 + CjX + C2

funksiyalar sinfidan iborat.
• У"=Ах, y ’) . Bu tenglamada noma’ lum y=y(x) funksiyaning o ‘zi 

bevosita qatnashmaydi. Bu yerda ham y'=p=p(x) almashtirma orqali I tartibli 
P~Ax, P) differensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bu tenglamani integrallab, uning 
o=p{x,Ci) umumiy yechimini topamiz. Unda I tartibli eng sodda y'=p=p(xyCl) 
differensial tenglamadan berilgan II tartibli tenglamaning umumiy yechimini 
topamiz:

У ~\P(x,C[)dx + C2 . (4)
Misol sifatida,

/  = - f — , y(e) = - 2 ,  / ( e )  = 1 
xlnx

toshi masalasini yechamiz. Buning uchun dastlab undagi II tartibli differensial 
englamaning umumiy yechimini y'=p almashtirma yordamida tartibni pasaytirish 
isulida topamiz:

xlnx dx xlnx p  xlnx p xlnx

=> J ~ = J _j^ ~  + C=>ln|/j| = ln|lnx| + ln|C]| = ln|C1lnx| =^/? = C ]ln x ;

/  = P = C, In x => _y = J Cj In xdx + C2 = C,x(ln x -1 )  + C2 .
Endi Koshi masalasining yagona yechimini topish uchun umumiy yechimdagi

■ l va C2 o'zgarmas laming qiymatlarini boshlang'ich shartiardan aniqlaymiz: 
y(e) = Cx • e • (In e -1 )  + C2 = C 2 = -2  

/ ( e )  = p(e,Cx) = C, In e = C, = 1
Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi jy=x(lnx-l) —2 funksiyadan 

>orat ekan.
• y '~J\y-> У% Bu tenglamada erkli x o'zgaruvchi bevosita 

atnashmagan va bu holda y'-p=p(y) ko'rinishdagi almashtirmadan foydalanamiz. 
bda, murakkab funksiya hosilasi (VIII bob,§2, (14) ga qarang) formulasiga 
>osan

/  = P'x = P'y ■ /  = PP
1 berilgan tenglamadan I tartibli

р 'р =Ау , p) => р '=Ау , рУр
nglamani olamiz. Bu tenglamani integrallab, uning umumiy p=p(y,C 1) yechim ini 
pamiz. Unda berilgan tenglamaning umumiy yechimi I tartibli y-p=p(y,Ci) 
nglamadan aniqlanadi.

Bu usulni y"~(yr)2/y differensial tenglamani integrallash misolida namoyish 
amiz:

y"  =  ( /  =  P , /  =  p 'p) => p 'p  =  —  (P *  0) => ^  ^  =>
У  У dy у

_> Ф  = ^  in|p| = lnj^ + ln|C,|=>p  = C,y ;
P У  P У

У' = P = Q y=^ —  = C>y^> —  = C,dx=> Jc,<fc=> 
ax у  У

=> Ци| =  С, x + С => у  = e°'xtC ~ ес ес,< = С2е°* .
Bu yerda biz рФ0 deb oldik. Agar p=0 bo'lsa, unda y'=p= 0 => y=C. Bu funksiya
umumiy yechimdan Ci=0, C2=C  bo'lganda kelib chiqadi va shu sababli berilgan
tenglama yechimi bo'ladi.

XULOSA
Noma’ lum funksiyaning II tartibli hosilasi qatnashgan differensial tenglama II 

tartibli deyiladi. Bu tenglama bilan bog'liq bo'lgan Koshi masalasida ikkita 
boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimni topish talab etiladi. Differensial 
tenglamalar nazariyasining eng asosiy teoremasi bo'lmish Koshi teoremasida 
ma'lum bir shartlarda bu masalaning yechimi mavjud va yagona ekanligi 
tasdiqlanadi. Bu holda II tartibli differensial tenglamaning o 'zi ikkita o'zgarmas 
sonlarga bog'liq bo'lgan cheksiz ko'p yechimga ega bo'Iishi kelib chiqadi.

Ayrim xususiy hollarda II tartibli differensial tenglamalarni integrallash 
masalasini ma’ lum bir belgilash kiritish orqali ikkita I tartibli tenglamani ketma- 
ket integrallash masalasiga olib kelish mumkin. Bu tartibni pasaytirish usuli deb 
ataladi.

Tavanch iboralar

* II tartibli differensial tenglama * П tartibli differensial tenglama yechimi
* Boshlang'ich shart * Koshi masalasi * Koshi teoremasi * Umumiy yechim
* Umumiy integral * Xususiy yechim * Eng sodda II tartibli differensial tenglama
* Tartibni pasaytirish usuli__________________________________________________

Takrorlash uchun savollar

1. II tartibli differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi qanday bo'ladi?
2. П tartibli differensial tenglamaning yechimi nima?
3. П tartibli differensial tenglama uchun boshlang'ich shart qanday kiritiladi?
4. П tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasi qanday ifodalanadi?
5. II tartibli tenglama uchun Koshi teoremasida nima tasdiqlanadi?
6. П tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi nima?
7. II tartibli differensial tenglamaning umumiy integrali nima?
8. II tartibli differensial tenglamaning xususiy yechimi qanday aniqlanadi?
9. Tartibni pasaytirish usulining mohiyati nimadan iborat?
Ю. Eng sodda II tartibli differensial tenglama qanday ko'rinishda bo'ladi?



11. Eng sodda II tartibli differensial tenglama qanday integrallanadi?
12. Qaysi ko'rinishdagi II tartibli tenglamalarni integrallash uchun tartibni 

pasaytirish usulini qo'llash mumkin?

Testlardan namunalar

1. II tartibli differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi qayerda to'g'ri 
ko'rsatilgan?

A) F\x, y")=0; B) F(x, у, y")=  0; C) F(x, y, y', y")=0;
D) F\ y, y\>-">=0; E) F(x, y,y\y", Xof o .

2. II tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglamaning umumiy 
to'rinishi qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A  )у '~ А х ,у ,у\ у"); В )у"=АУ,У',У"У, Q  У"=АХ,У,УУ,
D) y"=fiy, y'Y, E) y '-f ix , У, У ,  xo, Уо)-

3. Quyidagi differensial tenglamalardan qaysi biri П tartibli?
А) { y 'f  + 2yy' -  x = 0; B) y' + 2 y2 - j c  = 0 ; C) y' + 2 y - x 2 = 0 ;

D) y "  + 2 y - x  = 0 ; E) (y')2 + 2y2 -  x2 = 0.

4. II tartibli differensial tenglama uchun Koshi masalasida boshlang'ich shart 
janday ko'rinishda bo'ladi?

A) >'(x0) = j '0 .3'(xi) = ^1; В) у(х0) = у 0 ,у \ х х) = у[\
С) у(х0) = у0 ,у\х0) = у'0; D) У *,,) = / ( * o )  = y0;
E )  У'(х0) = Уо , y"(x0) = yb'.

5. Koshi teoremasida У' = f ( x ,y ,y ') ,y ( x j  = y0 , y'(x0) = y'o Koshi 
lasalasining yechimi haqida qaysi tasdiq ifodalanadi ?

A) yechimi mavjud; B) yechimi mavjud va yagona;
C) yechimi mavjud va cheksiz ko'p; D) kamida bitta yechim mavjud;
E) ko'pi bilan bitta yechim mavjud.

6. II tartibli differensial tenglamani tartibni pasaytirish usulida integrallash 
chun qanday almashtirma bajariladi?

A )y=p; В )y'=p; C)y"=p; D )x=p; E) y/x=p;

M ustaail ish topshirialari

1. II tartibli eng sodda differensial tenglamali Koshi masalasini yeching:
У  = хе-'“ , Ш = 1 ,У ( 0 ) = 0 .

2. Ushbu II tartibli tenglamalarni tartibni pasaytirish usulida integrallang:
а) у"  = n -  У ; b) yy" -  n(y')2 = 0.

430

§3. П TARTIBLI CHIZIQLI O 'ZG ARM AS KOEFFITSIYENTLI 
BIR JINSLI DIFFERENSIAL TENGLAM ALAR

• 11 tartibli chiziqli differensial tenglamalar.
• Chiziqli bog'liq va erkli yechimlar.
• Bir jinsli chiziqli tenglamaning umumiy yechimi
• Fundamental yechimlar va xarakteristik tenglamalar.

3.1. II tartibli chiziqli differensial tenglamalar. Biz bu yerda yana bir 
ko'rinishdagi II tartibli differensial tenglamalarni integrallash usuli bilan 
tanishamiz.

1-TA’RIF: Agar II tartibli differrensial tenglamada noma’ lum funksiya у  va 
uning У, y "  hosilalari birinchi darajada chiziqli ravishda qatnashgan bo'lsa, u 
chiziqli differensial tenglama deyiladi.

П tartibli chiziqli differensial tenglama umumiy holda
a0y"+ axy'+ a2y= f (x) (1)

ko'rinishda bo'ladi va kelgusida uni qisqacha chiziqli tenglama deb yuritamiz. 
Unda ao#0 , 0 \ , a2 berilgan funksiyalar yoki o'zgarmas sonlar bo'lib, chiziqli 
tenglamaning koeffitsiyentlari deb ataladi. J[x) funksiya ham berilgan bo'lib, u 
chiziqli tenglamaning o'ng tomoni deb yuritiladi.

Masalan, y '+ xy+ e^ ln x-ch iziq li tenglama, ammo y"+  lny+  x>'-=;t3-chiziqli 
tenglama emas, chunki unda y, y\ y "  birinchi darajada bo'lsada, y' hosila 
logarifmik funksiya argumenti sifatida chiziqli bo'lmagan ko'rinishda 
qatnashmoqda.

2-TA ’RIF: Agar (1) chiziqli differensial tenglamaning o'ng tomoni f  (x)=0 
bo'lsa, u bir jinsli, aks holda esa bir jinslimas deyiladi.

Masalan, y"+  x y'+ x2 y=siru- bir jinslimas, 2xy"+ y'+ x2 y= 0 - bir jinsli 
chiziqli tenglama bo'ladi.

3-TA ’RIF: Agar (1) chiziqli tenglamaning hamma koeffitsiyentlari o'zgarmas 
sonlardan iborat bo'lsa, u o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial tenglama 
deyiladi.

Bu paragrafda biz II tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli chiziqli 
differensial tenglama bilan shug'ullanamiz. Bunda, umumiylikni yo'qotmasdan, 
tfo=l deb olishimiz mumkin, chunki aks holda (I) tenglamani аоФО songa bo'Iish 
orqali bunga erishamiz. Bu holda qaralayotgan tenglama

y"+a,y'+a2y=  0 (2)
ko'rinishda bo'ladi . Bunda a\ va a2 o'zgarmas sonlar ekanligini yana bir marta 
eslatamiz. Masalan,

y"+y'+ y=0 , У -7  У + 12 y=0 
tartibli chiziqli o'zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli differensial tenglama bo'ladi. 

Bu tenglama yechimlarining xossalarini qarab chiqamiz.
l-TEOREMA: Agar y x va y2 funksiyalar (2) tenglamaning xususiy 

yechimlari bo 'lsa , unda yi+y2 funksiya ham bu tenglamaning yechimi bo'ladi.
Isbot: Teorema shartiga asosan

у" + а\У\ + а 2 1̂ = 0 . y ’l + а\У2 + а 2у  = 0



tengliklami yoza olamiz. Bu holda, hosila olish qoidalariga asosan,
(У\ + ^ 2 )' + Ol(>'l +У2)' + а2(У\ +У2) =

= (у " + axy' + a2y) + (y" + aty' + a2y) = 0 + 0 = 0 ,  
ya’ ni haqiqatan ham yi+y2 funksiya (2) tenglama yechimi boMadi.

2-TEOREMA: Agar у  funksiya (2) tenglamaning yechimi bo'lsa , unda 
ixtiyoriy С  o'zgarmas son uchun Cy ham (2) tenglama uchun yechim bo 'lad i.

Isbot: Teorema shartiga ko'ra (2) tenglik o'rinli. Unda
(СуУ+а,(СуУ+а2(Су)=С(у" + a,y' + a2y  >=C-0=0.

Demak, Cy ham (2) tenglamaning yechimi ekan.
Bu ikkala teoremani birlashtirib, ushbu xulosaga kelamiz:

Xulosa: Agar у , va y2 funksiyalar (2) tenglamaning xususiy yechim lari 
bo'lsa , unda ixtiyoriy C| va C2 o'zgarmas sonlar uchun y= C jyi+C^  funksiya, 
ya’ni ularning chiziqli kombinatsiyasi ham bu tenglamaning yechimi bo'ladi.

3.2. Chiziqli bog'liq va erkli yechimlar. Bir jinsli (2) differensial 
tenglamaning umumiy integralini topish uchun quyidagi tushuncha va natijalar 
muhim ahamiyatga egadir.

4-TA ’RIF: Agar [ayb\ kesmada (2) tenglamaning ikkita >>, va y2 
yechimlarining nisbati biror noldan farqli o'zgarmas songa teng, ya’ni 
y\ly2=C=const. (СЩ  bo'lsa, unda y\ va y 2 yechimlar [a,b\ kesmada chiziqli 
bog'liq , aks holda esa chiziqli erkli yechimlar deyiladi.

Masalan, y " -4 y -0  tenglama uchun y\=x, у 2=еЛх , уз=5х, y4=~2e4x 
funksiyalar yechim bo'lishini tekshirib ko'rish mumkin. Bunda yi va y2 chiziqli 
erkli, у i vay3 esa chiziqli bog'liq yechimlar bo'ladi. Haqiqatan ham

Vi x 1-— = —  = -  = 0.2 = const.
Уз 5

Xuddi shunday ravishday\ vaул , y2 va y3 -chiziqli erkli, y2 vay4 esa chiziqli 
bog'liq yechimlar bo'lishini ko'rsatish mumkin.

Berilgan ixtiyoriy y { va y2 differensiallanuvchi funksiyalarni chiziqli bog'liq 
yoki erkli ekanligini aniqlash uchun quyidagi tushunchadan foydalaniladi.

5-TA ’RIF: Agar y x vay2 differensiallanuvchi funksiyalar bo'lsa, u holda

W(y1, ^ ) = 3'1, Уг,
У, У2

determinant bu funksiyalaming Vronskiy determinanti deb ataladi.
Masalan, chiziqli erkliy t=x va y2-e  x funksiyalaming Vronskiy determinanti

У] x—  = ^ const. , 
У2 e4x

У\ Уг x e4x

y'\ У2 1 Ле4х
Щ У и У 2 ) = ' 1. ~  = r  “ .. = 4 x e 4 

chiziqli bog' liq y t=x va y 3=5x funksiyalar uchun esa

e 4x = ( 4 x - \ ) e 4x

W(yby2) = У\ У2 х  5х

У2 1 5
= 5jc — 5jc = 0.

Bu misolda chiziqli erkli funksiyalar uchun W(yj , y2)^0 bo'lgan biror funksiya 
chiziqli bog'liq funksiyalar uchun esa W(yi ,y 2) =0 bo'ldi.

Bu natija tasodifiy bo'lmasdan, Vronskiy determinanti uchun quyidagi
oremalar o'rinlidir.

i-TFOREMA: Agar differensiallanuvchi >’j va y 2 funksiyalar [a,b\ 
kesm ada chiziqli bog'liq bo'lsa, u holda bu kesmada Vronskiy determinanti 
n0lga  teng bo'ladi.

I sb o t: Agaryi va y 2 funksiyalar fa,b] kesmada chiziqli bog'liq bo'lsa, unda 
ta’ rifga asosan shunday X^0 o'zgarmas son mavjudki, y 2=Xyi deb yozish mumkin. 
Bu holda у 2 = Лу{ bo'ladi va, determinant xossalariga ko'ra (III bob, §2, 3-4
xossalar),

W (y,,>'2) = У1 У 2 _ У\ Ау, =я У\ 1̂
у! У 2 Ху\ У\ у[

=0

Shuni ta’ kidlab o'tish kerakki, WCvb y2)=0 y\ vay 2 funksiyalar chiziqli bog'liq 
bo'lishi uchun zaruriy shartni ifodalaydi, ammo bu shart,umuman olganda, yetarli 
emas. Bunga misol sifatida quyidagi funksiyalarni qaraymiz:

. .  \ x 2, x e [-2 ,0 ], ,  4_ f  °, x e [-2 ,0 ],
{  0 , x e [0,2] ’ 2 X I - * 2 , Jf€[0,2]

Bu funksiyalar [-2,2] kesmada uzluksiz va differensiallanuvchi bo'lib,
\2 x , x  e [-2 ,0 ],

* W i  0 . « [ 0 , 2 ]  ’ = 
ekanligini ko'rish qiyin emas.

Bu funksiyalar uchun [-2,0] kesmada

0, x  e  [-2 ,0 ], 
-  2 x , x e  [0,2]

[0,2] kesmada esa

Щ(Р1,(Рг) =

W(<px,<p2) =

Ч>2 х 2 0

<р{ <Р 2 2х  0

<Pi <Р2 0 - х 2

<P'l (Р2 0 - 2 х

=  0

=  0

Demak, [-2,2] kesmada ip\(x) va <p2(x) funksiyalaming Vronskiy determinanti 
W(<p,, V2)=o . Ammo (pt(x) va <p2(x) funksiyalar [-2,2] kesmada chiziqli bog'liq 
emas , chunki <p2 =C<pi (-2<r<0) yoki (pi =C<p2 (0<x<2) tenglik faqat C= 0 
bo'lganda bajariladi.

Ammo y \  va y 2 funksiyalar (2) differensial tenglamaning yechimlari bo'lsa, 
unda 3-teoremada teskari teorema o'rinli bo'lishini kelgusida ko'ramiz.

4-TEORFMA: Berilgan (2) tenglamaning y \  va y 2 yechimlari [a,b] 
kesmada chiziqli erkli va ularning Vronskiy determinanti W(yi,y2)=W(x) bu 
kesmaning biror x0 nuqtasida noldan farqli, ya’ni W^o^Wo^O bo'lsin. Bu holda 
Vronskiy determinanti bu kesmaning birorta ham x  nuqtasida nolga teng 
bo'lmaydi, ya’ ni W(y, ,y 2) =W(x)^0 shart bajariladi.

Isbot: Teorema shartiga asosan
y [  + axy \  + a2y x = 0 , y \  + axy'2 + a 2y  = 0
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tengliklarni yoza olamiz. Ularning birinchisini y,, ikkinchisini esa y2 funksiyaga 
ko'paytirib va hosil bo'lgan tengliklarning ikkinchisidan birinchisini ayirib, ushbu 
natijani olamiz:

(У2 + «1.V2 + ^У )У  1 “  O l + a, y[ + а2У0У2 = 0 =>
=> (У\У2 -  У2У1) + a\ (.У\У2 -  У2У1) = 0 ■ (3)

Vronskiy determinanti ta’ rifi va hosila olish qoidalariga asosan

У1 Уг
ЩУх,У2)= = У\У2 -  УгУ\

У i У2
W’(y\>Уг) = (У\У2 -  у 2у\)' = (У\У2 + УхУг ~ у'2у[ - у 2у[) = У,У2 - у 2у[' 

ekanligini ko'ramiz. Bu tengliklardan foydalanib (3) tenglikdan
fV' + aiW = 0 (4)

Г tartibli differensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bu o'zgaruvchilari ajraladigan 
differensial tenglama va uni integrallaymiz:

1V' + atfr  = 0 = > ^ - = - a lf r = > ~  = -a,<£c=> 
ax W

, dW
=> j —  = -a lfdx + lnC=i> lnW = -a lx +  \nC =>W(x) = Ce a,Jt . (5)

Dxirgi tenglik farang matematigi Liuvill (1809-1882 y.) tomonidan topilgan va 
»hu sababli Liuvill formulasi deb ataladi. Bu formuladagi С o'zgarmas sonni 
eoremadagi W(x0)=W0 shartdan aniqlaymiz:

W(x0) = Ce~a'*° = W0 => С = W0ea'*° .
Demak, teorema shartlarida, Vronskiy determinanti uchun

W(x) = fV0e~a' (6)
ormula o'rinlidir. Bu formuladan teorema tasdig'i kelib chiqadi, chunki unda 
^o#0 va ko'rsatkichli funksiya birorta ham chekli x nuqtada nolga teng emas.

NATIJA: Agar Vronskiy determinanti [a,b\ kesmadagi birorta x0 nuqtada 
lolga teng bo'lsa, unda u bu kesmadagi barcha nuqtalarda ham nolga teng bo'ladi.

Haqiqatan ham, W(xo)=Wo=0 bo'lsa, unda (6) formuladan W(x)=0 ekanligi 
elib chiqadi.

5-TEOREMA: Agar (2) tenglamaning _y, va y2 yechimlari [a,b\ kesmada 
hiziqli erkli bo'lsa, ularning Vronskiy determinanti bu
esmaning birorta ham x nuqtasida nolga teng bo'lmaydi, ya’ni W (y ,, y2) =W(x)#0 
hart bajariladi.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.
Izoh: Isbotlangan 3 va 5-teoremalardan (2) tenglamaningy\ vay2 yechimlari 

hiziqli bog'liq (erkli) bo'lishlari uchun ularning Vronskiy determinanti 
W (y ,^ )= 0  (W(y, ,y2)#0) 

o'lishi zarur va yetarli ekanligi kelib chiqadi.
Masalan, va y2=em funksiyalar uchun

kx mx

Щ п л ) -  b  '  - ( » - « , '* * ■ > ' . 0 ,
ke me

a’ni ular chiziqli erkli bo'Iishi uchun кф-т shart bajarilishi zarur va yetarlidir.
3.3. B ir jinsli chiziqli ten g lam an in g  um um iy  yechim i. Endi bir jinsli (2) 

tenglamaning umumiy yechimi ko'rinishini aniqlaymiz.
л,TFOREMA: Agar y t va y2 funksiyalar (2) tenglamaning ixtiyoriy ikkita 

chiziqli erkli yechimi bo'lsa, u holda
y =Ciyi+C2y2 (7)

(C, va C2 ixtiyoriy o'zgarmas sonlar), (2) tenglamaning umumiy yechimini 
ifodalaydi.

Isbot: y=<p(x) funksiya (2) tenglamaning ixtiyoriy bir yechimi bo'Isin. Bu 
funksiya biror x=x0 nuqtada

<p(x0)= <p0 , (p’(x0) = q>0 (8)
shartlarni qanoatlantirsin. (7) funksiyalar orasida (8) shartni qanoatlantiradigan 
funksiya mavjudligini ko'rsatamiz. Buning uchun

y(x0 ) = C,y, (x0 ) + C2y2 (x0 ) = <p0 , y '(x0) = Cxy\(x0) + C2y'2 (x0) = <p'0 
tengliklar qandaydir Ci va C2 o'zgarmaslarda bajarilishi kerak. Bu o'zgarmaslarni 
topish uchun yuqoridagi tengliklardan ushbu chiziqli tenglamalar sistemasiga ega 
bo'lamiz:

\С \У 1{ х й ) + С 2у 1 { х ())  = (ръ ^

Bu sistemaning asosiy determinanti (П1 bob, §4 ga qarang) W (yi^2) Vronskiy 
determinantidan iborat va teorema shartida, 5-teoremaga asosan, noldan farqlidir. 
Bundan (9) sistema yagona C,° , C2 yechimga ega bo'ladi. Bu holda

У  =  Q °  У\ +  ^ 2  У  2
funksiya yuqoridagi Iva 2- teoremalarga asosan (xulosaga qarang) (2) tenglamani 
qanoatlantiradi va (8) boshlang'ich shartlarni qanoatlantiradi. Ammo, Koshi 
teoremasiga asosan, (2)-(8) Koshi masalasi yagona yechimga ega va shu sababli 
у ^!p(x) bo'ladi. Demak, (2) tenglamani ixtiyoriy yechimini (7) ko'rinishda yozish 
mumkin va shu sababli (7) umumiy yechimni ifodalaydi.Teorema isboti 
yakunlandi.

3.4. Fundamental yechimlar va xarakteristik tenglamalar. Yuqoridagi 
teoremaga asosan (2) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning ikkita 
chiziqli erkli vay2 xususiy yechimlarini topish kifoya. Bu holda umumiy yechim 
(7) ko'rinishda ifodalanib, y\ va y2 (2) tenglamaning fundamental yechimlari 
deb ataladi.

Endi (2) tenglamaning chiziqli erkli ikkita >-j va y2 xususiy, ya’ ni fundamental 
yechimlarini topish masalasiga o'tamiz.Ulami _)>=£“  ko'rinishda izlaymiz. Bunda X 
qandaydir o'zgarmas son va uni topish uchun y=etx funksiya va uning y'-Xe^ , 
У e/JI hosilalarini (2) tenglamaga qo'yib, quyidagi natijalarni olamiz:

y ’ + axy' + a2y  = 0 => A2e/U + axAe^ + a2e** = 0 => (Л2 + а,Я + a2)e** = 0 =>
Я2 + (jxA + u2 = 0 (10)

Bundan ko'rinadiki, (2) bir jinsli chiziqli differensial tenglamani integrallash 
Masalasi (10) kvadrat tenglamani yechish masalasiga keltiriladi.



6 - T A ’R I F :  ( 10) kvadrat tenglama (2) differensial tenglamaning x a r a k te r is tik  
tenglamasi deyiladi.

Bizga ma’ lumki (10) kvadrat tenglamaning ildizlari Xi va X2

, -  a, ± - /a 2 - 4a2 - a ,  ±Vz> n
-------------- ------------ = -------------- ,D  = a, - 4 a2 ,

formula bilan topiladi va bunda uch hoi bo'lishi mumkin.
I hoi. Diskriminant D>0 va bu holda (10) xarakteristik tenglama ikkita turli 

Х\фХ2 haqiqiy ildizlarga ega bo'ladi. Bu ildizlarga (2) tenglamaning ikkita 
У\ = eA'x , У2 = xususiy yechimlari mos kelib, ular fundamental yechimlarni 
tashkil etadi. Demak, bu holda (2) bir jinsli chiziqli differensial tenglamaning 
umumiy yechimi

y  = C,eX'x + C 2ex*x ( n )
ko'rinishda ifodalanadi.

Misol sifatida, y"+3y'+2y=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini 
topamiz. Buning uchun dastlab xarakteristik tenglamani yozamiz va uning 
ildizlarini aniqlaymiz:

A2 +3A + 2 = 0= > D  = 32 - 4 - 2  = l=>

2 2 
Demak, berilgan differensial tenglama uchun у\=е~ъ  va yf=e~2x fundamental 

yechimlar bo'lib, umumiy yechimy=C\ e~2x+ C2 e~x (C, va CVixtiyoriy o'zgarmas 
sonlar) ko'rinishda ifodalanadi.

II hoi. Diskriminant D=0 va bu holda (10) xarakteristik tenglama ikkita 
o'zaro teng X\=XjrXo haqiqiy ildizlarga ega bo'ladi. Bu holda, yuqoridagiga 
o'xshab, (2) tenglamaning bitta xususiy yechimi y { = e*°x bo'ladi. Ikkinchi

xususiy yechim sifatida y 2 = xe^'xfunksiyani olish mumkin. Haqiqatan ham, bu 
funksiya va uning

У2 = {xe***y = « V  + ^ x e ^ x = (1 + V )

Уг = î ' x)"  = t(l + V )  e^ x У = V *  + Ь  (1 + V )  е Ч  = ^  (2 + V )  * V  
hosilalarini (2) tenglamaga qo'yib,

У2 + а\У2 + а2У2 = Л) (2 + V )  eV  + а, (1 + А^х) е**1 + а2 е^ х =

= [(^о + а\̂ о + аг) + (2Л) + ai)]e^ x (12)
tenglikka ega bo'lamiz. Bunda Xo (10) xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lgani 
uchun (12) tenglikdagi kvadrat qavs ichidagi birinchi qo'shiluvchi qiymati nolga 
teng bo'ladi.

Bundan tashqari qaralayotgan holda
D = af -  4 a2 = 0 => a2 = 4 a2 

ekanligidan foydalanib, (12) tenglikdagi kvadrat qavs ichidagi ikkinchi 
qo'shiluvchi uchun ushbu natijani olamiz:

(2Ло + ai )2 + a\ =4/^  + 4a\K + 4 a 2 + ai&a + 02 ) - ^ '® “ ®-
Demak. (12) tenglikdagi kvadrat qavs ichidagi ifoda nolga teng va 

У2+ао>2+а2У2 = °  , 

ya'ni y- = xe**xfunksiya (2) tenglama yechimi bo'ladi. Bundan tashqari y x = e ;" x 

va y2 = xe^x chiziqli erkli yechimlardir, chunki
v, 1= -----— = — Ф const.
У2 xeK* X

Bu yerdan qaralayotgan holda (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
у  = Cxe^ x + C2xe^x = (C, + C2x)eKx (13)

ko'rinishda topilishini aniqlaymiz.
Misol sifatida y"-6y'+9y=0 differensial tenglamaning umumiy yechimini

topamiz:
A. -6X+9=0 => Xi= X2=3 =>y=(Ci+ C2x)e .

HI hoi. Diskriminant D<0 va bu holda (10) xarakteristik tenglama ildizlari

— & i J o f  — 4q2 ax , -0
h i  =  1 3 --------L  =  - f  ± ' ^ 2

ko'rinishdagi ikkita qo'shma kompleks sonlardan iborat bo'ladi. Bu holda
y\=emcosfix , y2=emsinfix 

funksiyalar (2) differensial tenglamaning xususiy yechimlari bo'lishini 
ko'rsatamiz. y x=emcos/ft funksiya va uning

y{ = (e“ * cos px)’ = (a  cos p x - P sin px)eax , 
y ”= (y[)' = [(a cosPx-Psm  Рх)еш ]’ =  [(a2 -  p 1 )e“  cos px -  2aP sin px]em 

hosilalarini (2) tenglamaga qo'yamiz:
y" + a,y', + a2y , = [(a 2 -  /?2) cos /fe -  2ap sin px]em + <з, (a  cos px -  p sin Px)eca +

+ a2eaxcosPx=[(a2 +a}a + a2 ~ P 2)cosPx-(a] -2a)sinPx]eax .
Bu yerda,

:■ a ~ f , f i ~ j ^ f

ekanligidan foydalanib,

a 2 +axa +a2 -  p 2 = ~  - a x —■ + a2 -  P" =a2 p 2 = p~ -  P~ = 0 ,

a, + 2a = ax + 2 • (_ ^ )  = a\ ~ °\ = 0

tengliklar o'rinli bo'lishini ko'ramiz. Bundan
y" + arf + a2y t = 0 ,

ya’ ni y^e^cospx funksiya (2) differensial tenglama yechimi ekanligi kelib 
chiqadi. Xuddi shunday ravishda y2=eaxsmPx funksiya ham (2) differensial 
tenglama yechimi ekanligi ko'rsatiladi.

Demak, bu holda (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
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_y=CV“ cos/fo+ C2e“ siivfix=( Cicos/?.v+ C2sin/?j:) (14)
kabi aniqlanadi.

Misol sifatida
y"-4y'+l3y=0  , >(0)= -1 , /(0 )= 4  

Koshi masalasini yechamiz. Dastlab bu masaladagi differensial tenglam anin» 
umumiy yechimini xarakteristik tenglama yordamida topamiz:

А2 -  4Л +13 = 0 => D = ( -4 )2 -  4 • 13 = -3 6  < 0 => -Jd  = лДзб = л/зб/2 = 6/ =>
=> Л = 2 -  3i, A2 = 2 + 3; => a  = 2 , ft = 3 => у  = (С, cos3je+ C2 sinЗх)е21 

Umumiy yechimdagi Ci va C2 o'zgarmaslaming qiymatlarini boshlang'ich 
shartlardan aniqlaymiz:

y(0) = C , = - l  , / ( 0 )  = [(2C1+3C2)c o s 3 x - (3 C ,-2 C 2)sin3x]e2j:| =
ljr=0

= 2C, + 3C2 = -2  + 3C2 = 4 C2 = 2 .
Demak, berilgan Koshi masalasining yechimi

у  =  (2sin 3x -  cos3x)e2jr
ko'rinishda bo'ladi.

XULOSA
Noma’ lum funksiya va uning hosilalari chiziqli ko'rinishda qatnashgan 

differensial tenglamalar chiziqli deb ataladi. Bu yerda noma’ lumlar oldidagi 
funksiyalar o'zgarmas sonlardan iborat bo'lgan xususiy holni qarash bilan 
chegaralanamiz. Bu holda II tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial 
tenglamaga ega bo'lamiz. Dastlab bu tenglamaning o'ng tomoni aynan nolga teng, 
ya’ ni bir jinsli bo'lgan holni qaraymiz. Bir jinsli tenglamaning yechimlari 
chiziqlilik xossasiga egadir. Bundan uning umumiy yechimi ikkita erkli xususiy 
yechimlarining chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo'lishi kelib chiqadi. Shu 
sababli bir jinsli tenglamaning umumiy yechimni topish uchun uning ikkita erkli 
(fundamental) yechimlami topish kifoyadir. Bu masala kvadrat tenglama 
ko'rinishidagi xarakteristik tenglamaning ildizlari orqali o 'z  yechimini topadi. 
Xarakteristik tenglama diskriminantining ishorasiga qarab bu yerda uch hoi 
qaraladi va har bir holda xususiy yechimlar ko'rinishi aniqlanadi.

Tavanch iboralar

* II tartibli chiziqli differensial tenglama * Chiziqli differensial tenglamaning 
koeffitsiyenti * Chiziqli differensial tenglamaning o'ng tomoni * Bir jinsli chiziqli 
differensial tenglama * O'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial tenglama * 
Chiziqli bog'liq yechimlar * Chiziqli erkli yechimlar * Vronskiy determinanti * 
Liuvill formulasi * Fundamental yechimlar * Xarakteristik tenglama _

Takrorlash uchun savollar

1. II tartibli chiziqli differensial tenglama qanday ko'rinishda bo'ladi?
2. Qaysi shartda chiziqli differensial tenglama bir jinsli deb ataladi?

3 Bir jinsli chiziqli differensial tenglama yechimlari qanday xossalarga ega?
4 . Qachon differensial tenglama yechimlari chiziqli bog'liq (erkli) deyiladi?
5 Funksiyalaming Vronskiy determinanti qanday ko'rinishda bo'ladi?
6 . Liuvill formulasida nima ifodalanadi?
7. Chiziqli differensial tenglamaning yechimlari chiziqli bog'liq bo'lishining 

zarUriy va yetarli sharti nimadan iborat?
8. Chiziqli differensial tenglamaning fundamental yechimlari nima?
9 . Chiziqli differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deb nimaga

aytiladi?
10. Xarakteristik tenglama ildizlari bo'y icha bir jinsli chiziqli differensial 

tenglamaning umumiy yechimi qanday topiladi?

Testlardan namunalar

1. Quyidagilardan qaysi biri II tartibli chiziqli differensial tenglama bo'ladi?

а )  с у")2 + aiу ' + a2у  - / ( * ) ; в ) у " + a\(y')2 + °2У = / W  >
C) /  + axy  + a2y 2 = / ( x ) ; D) y" + axy' + a2y  = f 2 (x ) ;
E) bu tenglamalar orasida II tartibli chiziqli differensial tenglama yo'q .

2. II tartibli chiziqli y" + axy' + a2y  = f(x )  differensial tenglama quyidagi 
hollardan qaysi birida bir jinsli bo'lmaydi?

A)X jc)=0; В) 1п[1+Дл)]=0; С )/* '= 1 ; D) sin/(jr)=0;
E) keltirilgan barcha hollarda bir jinsli bo'ladi.

3. Quyidagi II tartibli chiziqli tenglamalardan qaysi biri bir jinsli emas? 
A ) / - 3 /  = 0; В) y " - 3 y  = 0', C) y " - 3 y '  + 3y = 0 ;
D) _y*-3 = 0 ; E) keltirilgan tenglamalaming hammasi bir jinsli.

4. Agar у i va y2 berilgan y"  + axy  + a2y  = 0 differensial tenglamaning 
chiziqli erkli yechimlari, Ci va C2 ixtiyoriy o'zgarmas sonlar bo'lsa, bu differensial 
tenglamaning umumiy yechimi у  qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) ye С > 1+ С2У2; B) ye (Ci+yi)(C2+y2)\ Q  ye С ^ г  С2У2,
D) ye С1У1/  С^уъ E) ye (Ci+yi)/(C2+ y2) ■

Mustaqil ish topshirialari

1. Quyidagi II tartibli bir jinsli o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli 
differensial tenglamalaming umumiy yechimini toping:
a) y ’  + (n -\ )y '-n y  = 0\ b) y ’  + 2ny' + n2y  =  0 ; c ) y " - i j l n y '+  (n2 +l)j> = 0.

2. II tartibli bir jinsli o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli differensial 
tenglama uchun Koshi masalasini yeching:

y" -  5y' + 4y  = 0 , y(0) = n +1 , y '(0) = n.



§4. II T A R T IB L I C H IZ IQ L I 0 ‘ Z G A R M A S  K O E F F IT SIY E N T L I  
B IR  JIN SL IM A S D IF F E R E N SIA L  T E N G L A M A L A R

• II tartibli bir jinslimas chiziqli tenglamaning umumiy yechimi.
• O'zgarmaslarni variatsiyalash usuli
• Qo'shish usuli.
• O'ng tomoni maxsus ko'rinishda bo'lgan tenglamalar.
• II tartibli chiziqli differensial tenglamaning bir iqtisodiy tatbig'L

4.1. II tartibli bir jinslim as chiziqli tenglamaning umumiy yechimi 
Dastlab, П tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli

y " +  aiy'+a2y=f(x) ( 1)
differensial tenglamada/jc)**) bo'lsa u bir jinslimas deb atalishini eslatib o'tamiz.

Bu differensial tenglamaning umumiy yechimini topishda unga mos keluvchi 
y " +  аху'+ а 2у=0 (2)

bir jinsli tenglama muhim ahamiyatga ega.
I-TEOREMA: Bir jinslimas (1) differensial tenglamaning umumiy 

yechimi у  bu tenglamaning biror y*  xususiy yechimi bilan unga mos keluvchi bir 
jinsli (2) tenglamaning у  umumiy yechimi yig'indisi kabi ifodalanadi, ya’ni

У = У*+У.  (3)
Isbot: Dastiab (3) ko'rinishdagi funksiyalar (1) tenglamaning yechimi 

bo'lishini ko'rsatamiz. Teorema shartiga ko'ra
O '* )*  +  a , ( y * ) ' +  a 2y *  =  / ( x ) , ( у ) '  +  a , ( у ) ’ +  a 2y  =  0

bo'lgani uchun
/  + axy' + a2y  = (y * +y)' + a ,(y  * +y)' + a2(y * +y) =

=  1(У*У +  Щ ( y * ) ' +  a2y*] +  [(J ) '  +  a, (y)' + a2y ] =  f{x )  +  0 =  / ( x )  , 

ya’ ni (3) funksiyalar (1) tenglama yechimi bo'ladi.
Endi (3) funksiyalar (1) tenglamaning ixtiyoriy yechimini o 'z  ichiga olishini, 

ya’ni umumiy yechimni ifodalashini ko'rsatamiz. Buning uchun (1) tenglamaning 
ixtiyoriy bir y=<p(x) yechimini olamiz. Bu yechim va uning hosilasi biror xo 
nuqtada

<P(*o)=<Po, <P'(xo ) = $  (4)
qiymatlami qabul etsin. (3) funksiyalar orasida (4) shartlarni qanoatlantiruvchi 
funksiya mavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun (3) funksiyalar

y = y * + y  = y * + C ly ] + C 2y 2 (5)
ko'rinishda ekanligidan foydalanamiz. Bu yerda y x va y 2 bir jin sli (2) 
tenglamaning chiziqli erkli yechimlari, Cj va C2 esa ixtiyoriy o'zgarmas sonlardir.

Bu yerda

У * (* о ) = У о , У * '(хо ) = Уо , л ( * о ) * Л о .
У2(хо) = У2 0 , УК*о) = Л  о > у Ы  = У2 о 

belgilashlar kiritamiz. Bu holda (3) funksiya uchun (4) shartlar quyidagi 
ko'rinishda bo'ladi:

Q j'io  +  ^2^20 -<Ро~Уо ^  
C ^ o  + -̂2^20 =<Po ~Уо

| у(хо)~Уа + С\У\о + С2У2о ~ Фо 
[у ’О о) = Уо + С\У'ю + С2У20 = Фо 

Bu Ci va С2 o'zgarmaslarga nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasi bo'lib, 
uning determinanti A bir jinsli (2) tenglamaning^! va y2 yechimlarining Vronskiy 
М (уф )  determinantining x0 nuqtadagi qiymatiga teng. Bunda y x va y2 chiziqli 
erkli yechimlar bo'lgani uchun A=W(yi,j>2)#0- Demak , (6) chiziqli tenglamalar 
sistemasi yagona C,° , C2 yechimga ega. Unda (3) ko'rinishdagi 

y  = y * + y  = y *  +Cl°y l + C2y 2 
funksiya (1) differensial tenglamaning yechimi bo'ladi va (4) boshlang'ich 
shartlarni qanoatlantiradi. Bu yerdan, Koshi teoremasiga asosan, 

y  = y * + y  = y *  +C1°yJ + C2y2 = q>(x) 
ekanligi kelib chiqadi va bu bilan teoremaning isboti yakunlanadi.

4.2. 0 ‘ zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Biz oldingi paragrafda bir jinsli
(2) chiziqli differensial tenglamaning у  umumiy yechimini topish masalasini hal 
etgan edik. Shu sababli, 1-teoremaga asosan, bir jinslimas (1) chiziqli differensial 
tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning biror y* xususiy yechimini 
aniqlash kifoya. Buning uchun Lagranj tomonidan taklif etilgan va 
o'zgarmaslarni variatsiyalash deb ataladigan usuldan foydalanish mumkin. Bu 
usulda (1) tenglamaga mos keluvchi bir jinsli (2) tenglamaning umumiy yechimi 
y=Ci yj+C2 У2 ma’ lum deb hisoblanadi. Bu yechimdagi C, va C2 o'zgarmas 
sonlarni C^x) va C2(x) funksiyalar bilan almashtirib, (1) tenglamaning y* xususiy 
yechimini

y*=Ci(x)yi+C2(x)y2 (7)
ko'rinishda izlaymiz. Bunda C\ (x) va C2(x) noma’ lum funksiyalar bo'lib, ularni 
topish uchun dastlab (7) tenglikni differensiallaymiz. Ko'paytmaning hosilasi 
formulasiga ko'ra

0*)'=C i (x) V|'+C2 (х) у 2 + C i' (x) У1+С2 (x) y2 
tenglikka ega bo'lamiz. Endi, shu paytgacha ixtiyoriy deb hisoblanayotgan, C| (x) 

va C2 (x) funksiyalar
c;(x)y, + c 2(x)y2 =0 (8)

shartni qanoatlantiradi deb olamiz. Bu shartda (y*)' hosilaning yuqoridagi ifodasi 
( У*)~С  1 (x) У1+С2 (x) У2 (9)

ko'rinishga keladi. Bu ifodani differensiallab, (y*)" hosilani topamiz:
( / ) " =  C ,(x)y,"+C2(x)y2"+ C\ (x)>-|’+C2'(x )y2 . (10) 

Xususiy yechim v* va uning hosilalari (y*)\ (y*)" uchun topilgan (7), (9) va 
(10) ifodalami (I ) tenglamaga qo'yib,

t\(x)yi"+C2(x)y2"+ C ,' (x)yi'-KJ2'(x)y2 +
+a,(Ci (x)yi'+C2(x) У2 )+a2(C[ (x)yl+C2(x)y2)=f(x)

yoki
C i(x )(ji"  + a\y\ +a2yi)+ C2(x) (y2" + axy2 +a2y2)+

+ С / (x)>-i' + C2'(x) y 2' = /(x)



tenglikni hosil qilamiz. Agar y x va y2 funksiyalar bir jinsli (2) tenglam anine 
yechimlari ekanligini nazarga olsak. unda bu tenglikdagi dastlabki ikkit§ 
qo'shiluvchida qavs ichidagi ifoda nolga teng bo'ladi va u

Ci (*)yi' + C2'(x) y2'=f(x ) (ц\
ко rinishga keladi. Shunday qilib, noma’ lum Cx(x) va C2(x) funksiyalarni aniqlash 
uchun (8) va (11) tenglamalardan iborat sistema hosil etdik. Bu sistemani yechib 
(7) tenglikdagi noma’ lum C , (x) va C2 (x) funksiyalarni, demak y* xususiv 
yechimni topamiz. >

Misol sifatida, o'zgarmaslarni variaysiyalash usulida y"-2y-3y= e4* 
tenglamaning xususiy yechimini topamiz. Bu holda, xarakteristik tenglama 
yordamida, berilgan tenglamaga mos keluvchi bir jinsli y"-2y ’-3y=0 tenglamaning 
umumiy yechimi Cte x+ C 2e 3v ko'rinishda bo'lishini topamiz. Unda^ xususiy 
yechimni y*=  C|(x) e~x+ C2 (x)e3x ko'rinishda izlaymiz. Bu holda noma’ lum Ci (x) 
va C2 (x) funksiyalar uchun (8 )-(ll)  tenglamalar sistemasi quyidagi ko'rinishda 
bo'ladi:

| С[(х)е~х +C'2(x)e3x = 0 
\~C'\(.x)e~x + 3C'2(x)e3x = eix '

Bu sistemani yechib, noma’ lum Cx (x) va C2 (x) funksiyalarni topamiz:

\С{(х) = - ± е 5х 
4

C'2(x) = \ e x
4 C2< * ) = - ? ’  + C ; 

4

(12)

Bu yerda C , , C2 ixtiyoriy o'zgarmas sonlarni ifodalaydi va ulami nol deb olib, 
berilgan bir jinslimas tenglamaning

y* = Cx(x)e~x + C2(x)e3x = — —e5xe~ 
20

+ - е хе3хЛ еЛх 
4 5

xususiy yechimini topamiz. Unda, 1-teoremaga asosan, bu tenglamaning umumiy 
yechimi ushbu ko'rinishda bo'ladi:

У = ~ e4x +C xe x +C 2e3x (13)

Izoh: (12) tengliklarda C j,C 2 ixtiyoriy o'zgarmas sonlarni nolga 
tenglashtirmasdan va topilgan C\ (x) va C2(x) funksiyalarni to'g'ridan-to'g'ri 

y = C l(x) e~x+ C 2(x)e3x 
tenglikka qo'yib, darhol (13) umumiy yechimga ega bo'lishimiz mumkin.

4.3. Q o‘ shish usuli. Ayrim hollarda bir jinslimas tenglamaning xususiy 
yechimini topishda quyidagi qo'shish teoremasi orqali aniqlanadigan qo'shish  
usulidan foydalanish mumkin bo'ladi.

2-TEOREMA: Berilgan bir jinlimas chiziqli
y " +  axy '+ a 2y=f(x) (1)

differensial tenglamaning o'ng tomoni

f(x )  = Axf x(x) + A2f 2 (x) + ■ - • + A J n (x) = t A kf k(x) (14)
*=i

‘rinishdagi yig'indidan iborat bo'lsin. Bunda Ak \zfAx) (A=l,2, —, n) ma’ lum 
bb- sonlar va funksiyalardir. Bu holda (1) tenglamaningy* xususiy yechimimi

y* = Axy x + A 2y2 +--- + Any'n = ТАку1 (15)
*=i

k o 'r in ish d a  ifodalash mumkin. Bu yerda y ’k (k = 1,2,- - -,« ) orqali
y " +  axy'+ a 2y=fk(x) (k=\,2,~,n) (16)

differensial tenglamalaming xususiy yechimlari belgilangan .
Isbot: (15) funksiyani (1) differensial tenglamaga qo'yib va (15), (14) 

tengliklardan foydalanib, ushbu tenglikka kelamiz:

(у*)’ + ах(у*У + a2y* ~ (Ъ А ку\)" + a\{Y.Aky'k)' + a2 Y.Aky k = 
k= i *=i *=i

= X Ak[yk + axy k + a2yk] = Z  Akf k(x) = / ( x )  . 
k=l k~l . .

Bu yerdan haqiqatan ham (15) funksiya (1) differensial tenglamani 
qanoatlantirishi, ya’ ni uning xususiy yechimi bo'lishi kelib chiqadi.

Misol sifatida
y" -  (or + p)y' + apy = aem + bepx 

tenglamaning y*  xususiy yechimini topamiz. Dastlab, xarakteristik tenglama 
ildizlari Xx=a, \2=P ekanligidan foydalanib,

y" -  (a  + P)y' + aPy = e°* 
tenglamani yx xususiy yechimini o'zgarmaslami variatsiyalash usulida izlab,

У\ = a - p
ekanligini aniqlaymiz. So'ngra, xuddi shunday ravishda,

y" -  (a + P)y' + apy = e^
tenglamaning y \  xususiy yechimini topamiz:

x „Д*У■> = -------- e ■
У2 p - a

Bu yerdan, qo'shish teoremasiga ko'ra, berilgan differensial tenglamaning y*  
xususiy yechimi sifatida

y* = ay' + by2 = — —̂̂ (aeCLX -  be^x)

funksiyani olish mumkinligi kelib chiqadi.
4.4. O 'ng tomoni maxsus ko'rinishda bo'lgan tenglamalar. Bir jinslimas 

(1) chiziqli differensial tenglamaning o'ng tomoni fix) maxsus ko'rinishlarda 
bo'lganda, uning xususiy yechimini o'zgaruvchilami variatsiyalash usuliga 
nisbatan osonroq bo'lgan va differensial tenglamalami integrallashni talab 
etmaydigan algebraik usulda topish mumkin. Bu usul mohiyatini

y ” + axy'+ a 2y=f(x) (1)
differensial tenglamaning o'ng tomoni

f(x)=Pn(x)eax



bo'lgan holda ko'rsatamiz. Bunda / 5̂ x)-rt-darajali ko'phadni, ya’ ni 
P„(x)=pnxn+ /V i  дЛ'+ -  + pix+pa 

ko'rinishdagi algebraik funksiyani, a esa haqiqiy sonni ifodalaydi.
Bunday*  xususiy yechim ko'rinishi ko'rsatkichli funksiyada qatnashayotgan 

a soni va (1) tenglamaga mos keluvchi
А2 +Д|Д+а2=0 (17)

xarakteristik tenglama ildizlariga bog'liq bo'ladi.
1-hoL a soni (17) xarakteristik tenglamaning ildizi emas. Bu holda y* 

xususiy yechim
y*=QJx)em (18)

ko'rinishda izlanadi. Bu yerda Q^x) ham P„ (x) singari qandaydir «-darajali 
ko'phad, ya’ ni

QJx)=q„x? + q„_,x" ‘+ -  + q\x+q0 
ko'rinishda deb olinadi. Bu ko'phadning qk (*=0,1,2, -, ri) koeffitsiyentlarini topish 
uchun у * va uni hosilalarini hisoblab, (1) differensial tenglamaga qo'yamiz va 
hosil bo'ladigan tenglamani ikkala tomonini е^фО funksiyaga bo'lamiz. Natijada 
hosil bo'ladigan tenlikning ikkala tomonida л-darajali ko'phadlar ishtirok etadi: 
o'ng tomonda P„(x) ko'phad, chap tomonda esa Q„(x) ko'phadning g*(A=0,l,-, ri) 
koeffitsiyentlari qatnashgan ko'phad. Bu tenglikning ikkala tomonidagi bir xil x* 
darajalar (*=0,1,2,—, ri) oldidagi koeffitsiyentlami bir-biriga tenglashtirib, 
noma’ lum qk (*=0,1,2,-, ri) koeffitsiyentlami topish uchun и+l noma’ lumli (w+1) 
ta tenglamali chiziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. Bu sistemani yechib va 
topilgan qk(k=0,1,—, ri) koeffitsiyentlar (18) tenglikka qo'yib, izlangan^* xususiy 
yechimni topamiz. Bu noma'lum koeffitsiyentlar usuli deb ataladi.

Misol sifatida, y "—4y'+3y=(2x+l)eSx differensial tenglamaning y* xususiy 
yechimini topamiz. Bu yerda a=5 bo'lib, u X2-4X+3=0 xarakteristik tenglamaning 
A.i=l va A,2=3 ildizlari bilan ustma-ust tushmaydi. Shu sababli bu misolda xususiy 
yechimniy*={ax+b)ebx ko'rinishda izlaymiz. Bunda

(y*)’=(5ax+a+5b)e5x , (y*)"=(25ax+l0a+25b)e5x 
ekanligidan foydalanib, berilgan differensial tenglamadan quyidagi natijani olamiz: 
(y*)"^(y*)'+3y*=(25ax+\0a+2Sb)e>x-4(5ax+a+5b)e>x+3(ax+b)eix=(2x+\)e5x, 

(8ax+6a+86)e5jr=(2x+l)e5* => 8ax+6a+8A=2x+l .
Oxirgi tenglikda x oldidagi koeffitsiyentlami va ozod hadlami tenglashtirib, 
noma’ lum a vab qiymatlarini topamiz:

8a  =  2  f a  =  1 /4

|6a + 8fc = l |6 = -1 /16  
Demak, berilgan differensial tenglamaning xususiy yechimi quyidagicha 

bo'ladi:

**  = 4 '*  “  17*** =  T7(4x “ 1)c5jC •4 10 10
2-hoL a soni (17) xarakteristik tenglamaning ikkita turli ildizlaridan biriga 

teng, ya’ni uning oddiy ildizi bo'lsin. Bu holda (1) differensial tenglamaning У* 
xususiy yechimi

y*=xQrlx)e<a=x(qnxn+ qnl xTl+ -  + qxx+q0) еш

k o 'r in is h d a  izlanadi. Undagi (A=0,l, -% ri) koeffitsiyentlar yuqorida ko'rsatilgan 
om a’lum koeffitsiyentlar usuli orqali aniqlanadi.

Misol sifatida y"-ly'+(>y=(x-2)ex tenglamani qaraymiz. Bu tenglamada 
a=l va A.z-7X+6=0 xarakteristik tenglamaning A.,= l va X2=6 ildizlarining 
birinchisiga teng. Shu sababli xususiy yechimni 

y*-x(ax+b) ex
ko 'rin ishda  izlaymiz. Undagi a va b sonlami noma’ lum koeffitsiyentlar usulida 
topamiz. Buning uchun y*  va uning

<y*)'=[ax2+(2a+b)x+b\ex , (у*)"=[ахг+(4а+Ь)х+2а+2Ь]ех 

hosilalarini berilgan tenglamaga qo'yib,
(у*у-1(у+)'+Ьу*=[ах2+(Ла+Ь)х+2а+2 Ь\ех- 1 [ахг+(2а+Ь)хЩех+6х{ах+Ь)ех=

=[-10ax+2a-5 b]ex={x-2) ex => -1 0ax+2a-5b= x-2 
tenglikka ega bo'lamiz. Undan a va h quyidagi sistemadan aniqlanadi:

'  -1 0 a  = l fa = —1/10
2a -  5b = -2 b = 9/25

Shunday qilib, izlangan xususiy yechim
* , 1 9 * x(l 8 -  5x) *V* = x ( ----- x + —  )ex = — - e x

y  10 25 50
ko'rinishda bo'ladi.

3-hoL a soni (17) xarakteristik tenglamaning o'zaro teng bo'lgan ildizlari 
bilan ustma-ust tushsin, ya’ ni uning karrali ildizi bo'lsin. Bu holda (1) differensial 
tenglamaningy*  xususiy yechimi

y*=x2Q„(x)eca= x \q nxn+ <7,и  x^ ‘+ -  + qix+ q0) 
ko'rinishda izlanadi va undagi qk (*=0,1,—, n) koeffitsiyentlar yana noma’ lum 
koeffitsiyentlar usuli orqali aniqlanadi.

Endi (1) differensial tenglamaning o'ng tomoni
f{x)=Pn(x)ew‘cos/3x+ Q J x )e m  sin/?x (19)

ko'rinishda bo'lgan holni qisqacha ko'rib o'tamiz. Bu yerda P„{x) va Qm{x) mos 
ravishda qandaydir n va m- darajali ko'phadlami, a va /? esa haqiqiy sonlami 
ifodalaydi. Bunda ikki hoi bo'lishi mumkin.

I hoi. a+ifi kompleks son (17) xarakteristik tenglama ildizi emas. Bu holda 
(1) differensial tenglamaning .y* xususiy yechimi

y*= Vr(x)e'acosf}x+ UA*)em  sin^x (20)
ko'rinishda izlanadi. Bunda Vr(x) va U Jx) qandaydir r-darajali [r=max(n,m)] 
ko'phadlar bo'lib, ularning koeffitsiyentlari yuqorida ko'rsatilgan usulda topiladi.

II hoi. a+ifi kompleks son (17) xarakteristik tenglamaning ildizidir. Bu holda 
(1) differensial tenglamaning^* xususiy yechimi

y*=  x[Vr(x)e'acos/fr+ UAx)eub\nfix] (21)
ko'rinishda izlanadi.

Shuni ta’ kidlab o'tish lozimki, agar (19) ifodada P„(x) va Q„(x) ko'phadlardan 
biri aynan nolga teng, ya’ ni

fix )= P n{x)ea cos[ix yoki J[x)= g M(x)e£Ksin^x



boMganda ham у* xususiy yechim I holda (20) va II holda (21) ko'rinishda 
izlanadi.

Misol sifatida, / ’-3 y '+ 2 )'= -4 e2jrsm3x differensial tenglamaning y* xususiy 
yechimini topamiz. Bu yerda tenglamaning o ‘ng tomoni

J{x)^P(x)e7xcos3x+Q(x) ) Л т З х  , /*(х)=0 , Q(x}^ -4  
ko'rinishda bo‘ lib, unda a=2, p=3 va a+ifi=2+3i kompleks son X2-3Ji+2=o 
xarakteristik tenglamaning X,= l va X3=2 ildizlariga teng emas. Shu sababli y* 
xususiy yechimni ham^x) kabi, ya’ ni

у*=еъ  (/fsin3x+Z?cos3x) 
ko'rinishda deb olamiz. Bu yerda P{x) va Q{x) ko'phadlar nolinchi darajali, ya’ ni 
sonlardan iborat bo'lgani uchun, U(x)=A va V(x)=B va deb olindi. Bu yerda 

Cv*)-[(3^+2 S)cos3x+(2/f-3 S)sin3x]e2j:,
(y*)"=[( 12^-55)cos3x-(5^ + 12S)sinx]e2t 

natijalar va berilgan tenglamadan foydalanib,
y"-3y'+2y= [(3A-9B)cos3x-{9A +3S)sin3x]e2l=-4e2jrsin3x ,

(3/4—95)cos3x-{9/4+3S)sin3x=—4sin3x 
tenglikni hosil etamiz. Bu yerda sin3x va cos3x oldidagi koeffitsiyentlarni 
tenglashtirib,

9Л + ЗЯ = 4 j  A =215 
3 A -9 B  = 0 =>| s  = 2/15 

natijani olamiz. Demak berilgan tenglama uchun
2 2 2 

У* = (—  cos3x + js in 3 x )e2jc = ~ (c o s 3 x  + 3sin 3x)e2x

xususiy yechim bo'ladi. Tegishli bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 
y  = q e x +C ,e2x

bo lgani uchun berilgan bir jinslimas differensial tenglamaning umumiy yechimi
2

У =  У +  У* = С,ех + C 2e2x + —  (cos3x + 3sin3x)e2jr 

ko'rinishda bo'ladi.
Differensial tenglamalaming amaliy tatbiqlarida (masalan, majburiy 

tebranishlarni o'rganishda) o'ng tomoni biz qarab chiqqan (19) funksiyaning 
xususiy holi bo'lgan

y "  + aiy' +a2y=Mcosfix+ Nsin/tx (22)
ko'rinishdagi II tartibli bir jinslimas o'zgarmas koeffitsiyentli differensial 
tenglamalar ko'p uchraydi.

Bunday tenglamalami integrallashda ham ikki hoi bo'ladi.
I) if) soni (17) xarakteristik tenglamaning ildizi emas. Bu holda (22) 

tenglamaning xususiy yechimi
y*= Acos/lx+ Bsinfix

ko'rinishda izlanadi.
Masalan, / '+ /-2 y = cosx -3 s in x  tenglamada p=\ bo'lib, ifi=i soni 2=0

xarakteristik tenglamaning Xj— 2 , Xi=l ildizlariga teng emas. Demak, xususiy 
yechimni y*=  /4cosx+6sinx ko'rinishda izlanadi. Bu funksiyani berilgan

tenglamaga qo'yib, noma’ lum koeffitsiyentlar usulida Л-Q , B=l ekanligini
topamiz.

Shu sababli bu tenglamaning xususiy yechimiy*=sinx , umumiy yechimi esa
y=Cle~2x+ Cje'^+sinx

bo'ladi.
2) ip soni (17) xarakteristik tenglamaning ildiziga teng. Bu holda (22) 

tenglamaning xususiy yechimi
y*= х{Асофх+ Bsmfix)

ko'rinishda izlanadi.
Masalan, y"+  4>’=cos2x tenglamada /?=2 va if)=2i soni АЛн^О 

xarakteristik tenglamaning ildizi bo'ladi. Shu sababli xususiy yechimni 
v*=x(/fcos2x+Ssin2x) ko'rinishda izlab, noma’ lum koeffitsiyentlar usulida A-Q , 
fc=\/4 ekanligini topamiz. Bundany*=(xsin2x)/4 berilgan tenglamaning xususiy 
yechimi, umumiy yechimi esa

у  = C) sin 2x + C2 cos2x + -  xsin 2x
4

ekanligini ko'ramiz.
4.5. II tartibli chiziqli differensial tenglamaning bir iqtisodiy tatbig‘ i. 

Differensial tenglamalar iqtisodiy jarayonlami nazariy o'rganishda keng 
qo'IIaniladi. Oldin I tartibli differensial tenglamaning iqtisodiy tatbiqlariga doir 
masalalar ko'rgan edik. Endi II tartibli bir jinslimas chiziqli differensial tenglama 
yordamida yechiladigan bir iqtisodiy masalani qaraymiz. Bu masalada mahsulotlar 
bozorida mahsulot narxi p=p{t), unga talab va taklif funksiyalari D(t) va S(t) 
orasidagi (/-vaqt) munosabatlarni aniqlash talab etiladi. Bunda quyidagi shartlar 
bajariladi deb hisoblaymiz:

❖ Talab funksiyasi D(t) narxning o'zgarish sur’ atiga, ya’ ni narx 
fiinksiyasining II tartibli p" hosilasiga to'g'ri proporsional bog'langan. Ikkinchi 
tomondan D(t) talab funksiyasi p narx va uning o'zgarish tezligi p' bilan teskari 
proporsional bog'langan bo'ladi. Bu shartlarda D(t) talab funksiyasi va narx 
funksiyasi p=p(t) orasidagi bog'lanish matematik ko'rinishda quyidagicha 
ifodalanadi:

D(t) = a2p " - b ? p '-c f p  + d (d>0). (23)
Bu yerda a2 , b2 , c2 , d -ma’ lum bir musbat sonlardir.

*1' Taklif funksiyasi S(t) ham narxning o'zgarish sur’atiga to'g'ri 
proporsional bog'langan bo'lib, bu bog'lanish talab funksiyasiga nisbatan 
kuchlidir. Bundan tashqari, talab funksiyasidan farqli ravishda, S(t) taklif 
funksiyasi p narx va uning p' o'zgarish tezligiga to'g'ri proporsional bog'langan 
bo'ladi. Shu sababli S(t) taklif vap=p(t) narx orasidagi bog'lanishni

S(t)=a2p ” + b2p' + cjp + s (a l> a 2 ,s >  0) (24)
ko'rinishda deb olish mumkin. Bunda ham a\ ,b 2 ,c\ ,s  -berilgan musbat sonlarni 
ifodalaydi.



Yuqoridagi shartlarda narxning vaqt o'tishi bilan o'zgarishini ifodalovchi 
P=Pil) funksiyani topish talab etiladi. Buning uchun bozor muvozanatini 
ifodalovchi D(t)=S(t) tenglikka murojaat etamiz. (23) va (24) munosabatlardan

a\ P" ~ P ~ c\ P + d -  а^р" + b\p' + c\p + j  =>
(a| -  a})p" + (b\ + l£)p' + (c 22 + c?)p = s - d  (25)

natijani olamiz. Bu izlanayotgan p=p(t) narx funksiyasiga nisbatan II tartibli 
o'zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinslimas differensial tenglamadir. Bu 
tenglamaning umumiy yechimidagi C\ va C2 o'zgarmas laming qiymati t= 0 vaqtda 
p=p(t) narx, D=D(t) talab yoki S=S(t) taklif funksiyalariga qo'y ilad igan  
boshlang'ich shartlar orqali topiladi.

Masalan, talab va taklif fiinksiyalari
D(t)=4p"-3 p'—3p+ 10 , S(t}=5p'+ p'+2p+4 (26)

ko'rinishda bo'Isin. Bu holda (25) tenglama
p"+4p'+5p=6 (27)

ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglamani integrallash uchun dastlab unga mos keluvchi 
p"+4p'+5p=0 bir jinsli tenglamaning pn umumiy yechimini xarakteristik tenglama 
yordamida topamiz:

X2+4X+5=0=> Xi>2=-2±3/ =>po=e~2‘(Clcos3t+ C2sin3f).
Bir jinslimas (27) tenglamaning xususiy yechimi sifatida o'zgarmas p’ =pa 
statsionar narxni olamiz. Bunda (/7S1)"=0 va (pst) - 0  bo'lgani uchun (27) 
tenglamadan 5/?а=6 => ря=\.2 ekanligini topamiz. Demak, p = 1.2 va (27) 
tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo'ladi:

p(/)=  p ‘ +p0=1.2+e^(C1cos3/+C2 sin3/) . (28)
Narx o'zgarishini ifodalovchi (28) formuladan / vaqt o'tib borishi bilan, ya'ni 

/—>oo bo' Iganda, p—*p&, ya’ni narx statsionar narxga yaqinlashib boradi.
Endi (28) umumiy yechimdan berilgan boshlang'ich shartlarni 

qanoatlantiruvchi xususiy yechimni topishga doir ikkita misol ko'ramiz.
> Koshi masalasi. Bunda /=0 boshlang'ich vaqtda narxp va uning o'zgarish 

tezligi p' ma’ lum deb olinadi. Masalan, /?(0)=3.2 va p'{fi)=\.l bo'Isin. Bu holda, 
(28) tenglikdan va

p'(0=e_2/[(3C2-2 C 1)cos3K2C’2+3Cl) sin3/] (29)
ekanligidan foydalanib, Koshi masalasining quyidagi yechimini olamiz:

/>(0) = 1.2 + C, =3.2 _ f C , = 2  , ч _  _2/
p '(0) = 3C2 -  2C, = 1.7^  [c2 .  ( 2 « .3 /  + | Л * 3 0 .

>  Aralash masala. Bunda t= 0 boshlang'ich vaqtda narx p va taklif S yoki D 
ma’ lum deb olamiz. Masalan, p(0)=4.8 va S(0)=24 bo'Isin. Bu holda, (28) 
tenglikdan p(0)=l .2+Ci=4.8 => Ci=3.6 ekanligini topamiz. Ikkinchi C2 
noma’ Iumni topish uchun dastlab (29) va

p"(/)=e“2,(l 3 C ,cos3 /-5 (C 7-2 C 1) sin3/]
tengliklardan

p'(0)= 3Cr-2C,=3Cr-7.2 , p"(0)= 13C,=46.8 
ekanligini aniqlaymiz. Bu natijalarni S(t) uchun (26) tenglikka qo'yib va S (0 )= 2 4 , 
p(0)=4.8 ekanligidan foydalanib,

S(0)=5p"(0)+p'(0)+2p(0)+4=234+3C2-7.2+9.6=24 => C2= - 70.8 
ekanligini topamiz. Demak, yuqoridagi shartlarda narx funksiyasi 

p(t)= 1.2+e“2,(3.6cos3/-70.8sin3r)
Ico'rinishda bo'ladi.

XULOSA
O'ng tomoni aynan nolga teng bo'lmagan II tartibli chiziqli differensial 

tenglamalar bir jinslimas deyiladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi uning 
birorta xususiy yechimi bilan mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi 
yig'indisiga teng bo'ladi. Shu sababli bir jinslimas tenglamani umumiy integralini 
topish uchun uning biror xususiy yechimini aniqlash kifoyadir. Umumiy holda bu 
masala o'zgarmaslarni variatsiyalash usulida hal etiladi. Bir jinslimas 
tenglamaning o'ng tomoni ayrim xususiy hollarga ega bo'lgan holda xususiy 
yechimlar ma’ lum bir ko'rinishda izlanadi va undagi parametrlar noma’ lum 
koeffitsiyentlar usulida topiladi.

Bir jinslimas II tartibli chiziqli differensial tenglamalar mexanika, iqtisodiy 
nazariya, elektrotexnika, radiotexnika kabi juda ko'p fanlarda keng qo'llaniladi.

Tavanch iboralar

* II tartibli chiziqli bir jinslimas differensial tenglama * O'zgarmaslarni 
variatsiyalash usuli * Qo'shish teoremasi * Noma’ lum koeffitsiyentlar usuli______

Takrorlash uchun savollar

1. II tartibli bir jinslimas chiziqli differensiat tenglama umumiy holda qanday 
ko’rinishda bo'ladi?

2. II tartibli bir jinslimas chiziqli differensial tenglamaning umumiy yechimi 
qanday tuzilgan?

3. O'zgarmaslarni variatsiyalash usuli nima maqsadda qo'llaniladi?
4. O'zgarmaslarni variatsiyalash usulining mohiyati nimadan iborat?
5. Qo'shish teoremasi qanday mazmunga ega?
6. O'ng tomoni qanday ko'rinishda bo'lgan differensial tenglamaning xususiy 

yechimi algebraik usulda topilishi mumkin?
7. Agar tenglamaning o'ng tomoniflx)=P„ (x)eax ko'rinishda bo'lib, undagi «  

soni xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lmasa, xususiy yechim qanday 
ko'rinishda izlanadi?

8. Oldingi savolda a soni xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo'lsa, 
xususiy yechim qanday ko'rinishda izlanadi ? Karrali ildiz holdachi?

9. O'ng tomoni J[x)=Pn(x)euxcosf}x+Qm(x)eaxs,mpx ko'rinishdagi differensial 
tenglama xususiy yechimining ko'rinishi nimaga bog'liq bo'ladi?

10. O'ng tomoni f{x)=Mcosl)x+Ns\nPx ko'rinishda bo'lgan II tartibli chiziqli 
erensial tenglama qanday integrallanadi?

П tartibli bir jinslimas chiziqli differensial tenglamani iqtisodiy nazariyada 
iq etilishiga misol keltiring.
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1. TI tartibli chiziqli y"+py'+qy=fix) differensial tenglama qaysi shartda bir 
jinslimas deb ataladi?

A )/x )= 0 ; В )Л х#0; С).Дх)>0; D )/x )< 0 ; E )/x )> 0 .

2. II tartibli chiziqli y"+py'+qy=Ax) differensial tenglama qaysi holda bir 
jinslimas bo'lmaydi?

A )X jc)=0; В)Дх)#0; C ) / x)>0; D ) / x)<0; E ) / x)>0.

3. II tartibli bir jinslimas chiziqli y"+py'+qy~Ax) differensial tenglamaning 
xususiy yechimi y*, unga mos keluvchi bit jinsli tenglamaning umumiy yechimi v° 
bo'lsa, bir jinslimas tenglamaning umumiy yechimi у  qanday ko'rinishda bo'ladi?

A) >>*+/; В )y= y* /y ° ; C)y=y*-y°;
D )y = y !у  ; E)y=  C<y*+ C2y°.

4 . Agar II tartibli bir jinslimas chiziqli y''+py'+qy=Ax) differensial tenglama 
mos keluvchi bir jinsli tenglamaning chiziqli erkli yechimlari y\ va y 2 bo'lsa, 
o'zgarmaslami variatsiyalash usulida bir jinslimas tenglamaning xususiy yechimi 
y*  qanday ko'rinishda izlanadi?

A) y=C1(x)yl- C2(x)y2; В) y=C\(x)yl+ C2(x)y2; C) y=Cx(x)yxl C2(x)y2;
D) r=[C,(x>f QM Kjyi+jb); Е)Г [С,(хК 2(х)](л - ^ ) .

5. O'zgarmaslami variatsiyalash usulida _y"—4y+3j>=xsin2x II tartibli chiziqli 
differensial tenglamaning xususiy yechimi y*  qanday ko'rinishda izlanadi?

A) j* = C J(x)e2l+C2(x)e-2,; В)у*=С 1(хУ +С 2(х)е~2х-,
С) у * =Ct (x)ex+C2(x)e3x; D)_y*=C](x)sin2x+C’2(x)cos2x;
E) >’+=C i(xy ,sin2x+C2(x)e3xcos2x.

6. y"—5y'+4y=xex differensial tenglamaning y*  xususiy yechimining 
ko'rinishi qayerda to'g'ri ifodalangan?

A )y*=Axex; В )y*=AxV ; C)y*=(Ax+B)ex; D )y*=x(Ax+B)ex;
E) to'g'ri javob keltirilmagan.

i ifcihcuz&blyzL fist' {
M ustaq il ish to p sh iriq la ri

1. II tartibli bir jinslimas chiziqli y"+(/i+l)y'+ny=xe"x differensial 
tenglamaning xususiy yechimini o'zgarmaslami variatsiyalash usulida top ing  va 
uning umumiy yechimini yozing.

2. II tartibli bir jinslimas chiziqli y"+(n-l)y'~ny=x2em differensial 
tenglamaning xususiy yechimini noma’ lum koeffitsiyentlar usulida toping va bu 
tenglamaning _ y ( 0 ) = « ,  y'(0)=n+l boshlang'ich shartlami q a n o a t l a n t i r u v c h i  

yechimini aniqlang.

Tcstlardan namunalar

XVII asr matematiklarining ishlarida cheksiz 
qatorlar nazariyasi rivojlantirilgan bo'lsa, 

XVIII asr matematiklari, ayniqsa Eyler 
ishlarida qatorlar matematik tahlilning 

eng kuchli va keng qirrali quroliga aylandi.
A.N. Kolmogorov

§1. SONLI QATORLAR VA ULARNING YAQINLASHUVI

• Sonli qatorlar va umumiy tushunchalar.
• Sonli qator xossalari
• Sonli qator yaqinlashuvining zaruriy sharti

1.1. Sonli qatorlar va umumiy tushunchalar. Dastlab sonli qator 
tushunchasini kiritamiz.

1-TA’RIF: Agar u\,u2, щ, uD, ... cheksiz sonli ketma-ketlik berilgan 
bo'lsa, unda

00
и, + u2 + u3 + - -  + u„ + — = 5> *  (1)

A=1
ifoda sonli qator deyiladi. Bunda U\, u2, щ, ..., u„, ... -  sonli qator hadlari, u„ 
esa uning umumiy hadi deyiladi.

Bunda har qanday natural n soni uchun (1) sonli qatoming u„ umumiy hadi 
ma’ lum deb hisoblanadi. Masalan, umumiy hadi

« , ,= ( -1 ) " +1^ ,  л = 1 ,2 ,3 ," 

formula bilan ifodalangan sonli qator
I_ _ 2 _
2 22 + 23 24 +

ko'rinishda bo'ladi.
2-TA ’RIF: Berilgan (1) sonli qatorning dastlabki n ta hadidan tuzilgan

5 л = “ 1 + « 2  + “ з + • ”  +  “ „ =  «  =  1,2,3,— , (2)
*=i

yg'indi bu qatorning n -  xususiy yig'indisi deb ataladi.
(1) sonli qatorning n -xususiy yig'indilari S„ (n= 1,2,3, — )

Si= uu S2= Mi+ u2, S3= ui+ u2+ M3, • ■ •, Sn= ui+u2+ u3+... + 
sonli ketma -  ketlikni tashkil etadi va shu sababli uning limitini qarash mumkin.

3-TA’RIF: Agar S„ («=1,2,3, — ) xususiy yig'indilar ketma -  ketligi chekli
limitga ega va lira S„ = S,|S|<co, bo'lsa, unda (1) sonli qator yaqinlashuvchi, S

«->00
esa Unmg yig'indisi deb aytiladi. Agar lim S„ =±oo yoki mavjud bo'lmasa, (1)

n—>00
sonli qator uzoqlashuvchi deyiladi.
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(1) sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5 ekanligi
00

щ + u 2 + u 3 + ■ + u„ +■■■= Хм* =S  
*=i

ko'rinishda ifodalanadi.
Sonli qatorlarga doir asosiy masala uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 

ekanligini tekshirishdan iborat bo'ladi.
Misol sifatida

1 "  1
+  - = Х Т 7 Г 7 Л  (3 )

1 1 1-------1---------1---------1---* + -
1-2 2-3 3 -4  n (n  + 1) *tU (*  + l)

sonli qatomi tekshiramiz. Bu qatorning «-xususiy yig'indisini qaraymiz: 
” 1 " 1 1  

s n=Y.  т т т Ц г ч -Х  ( т  --1— т ) =

Bu yerdan

*tU (*  + l) *ti * k + V 
n К Л К А К  A  1 ч , 1

=  ( l - - )  +  ( - - - )  +  ( - - 7 )  +  -  +  (------------r )  =  l -------- 72 2 3 3 4 n и + l n+1

1lim S„ = lim (1 -  — ) = 1 = S
/?->oo n ->  00 n  +  1

natijani olamiz. Demak, berilgan (3) sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 
5=1 ekan.

Yana bir umumiyroq misol sifatida ushbu
b+ bq+bq~+ ■ • ■ +bq"~i+ ... (4)

sonli qatomi tekshiramiz. Bunda b va q parametrlar noldan farqli ixtiyoriy 
o'zgarmas sonlar juftligini ifodalaydi. Bu sonli qator birinchi hadi b va maxraji q 
bo'lgan geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan. Geometrik progressiyaning 
dastlabki n ta hadining yig'indisi formulasidan foydalanib, q£ 1 holda berilgan (4) 
sonli qatorning Sn xususiy yig'indilarini

\ -q  1 — q
ko'rinishda ifodalaymiz.

1) Agar|qr|<l bo'lsa, unda

lim S„ = lim — ( l - q"j  = -^ — ]hn(\-qn) = —  = S .
n-> 00 n->oo 1 — q  1 — q  n-> 00 1 — q

Demak, |<?|<1 holda berilgan (4) sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 
S=b/(l -q )  bo'ladi.

2) Agar q > 1 bo' Isa, unda

lim S„ = lim - ^ —(1 -^ ” ) = —^— lim (qn - l )  = +oo,
n-+со n—»oo 1 — q q — 1 /1—>00

<7< -l bo'lganda esa lim S„ mavjud emas. Demak, |̂ |>1 holda (4) sonli qator
л~>оо

uzoqlashuvchi bo'ladi.
Endi q= 1 bo'lgan holni qaraymiz. Bunda (4) sonli qator

b+b+ • • • +fr+ • • •

in 'r in ish d a  bo'ladi. Bu holda S„=nb, lim S„ = lim nb = oc ekanligidan (4) sonli
к П-+ОЗ л-><о
qatorning uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.

V a nihoyat oxirgi q= -1  holni qaraymiz. Bu holda (4) sonli qator 
b-b+b-b ■ ■ ■+(-l)n"lb+ -- 

k o 'rin ishda  bo'lib, uning и-xususiy yig'indisi quyidagicha aniqlanadi:
( b , agar n toq son bo' Isa;

S„ =
0 , agar n juft son bo'lsa.

Bu yerdan ko'rinadiki
lim S2n = lim b = b, lim S2„ +1 = lim 0 = 0.

n-> 00 n—>CO n->00 “ n—> CO
Demak, q= -1 holda lim Sn mavjud emas va shu sababli bu holda ham (4)

/I—>00
sonli qator uzoqlashuvchidir.

Shunday qilib, (4) sonli qator |#|<1 holda yaqinlashuvchi, |̂ |>1 holda esa 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

1.2. Sonli qator xossalari. Endi sonli qatorlaming ayrim xossalarini ko'rib 
chiqamiz.

1-TEOREMA: Agar berilgan (1) sonli qatorning chekli sondagi hadlarini 
tashlab yuborish bilan hosil qilingan sonli qator yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) 
bo'lsa, unda (1) sonli qatorning o 'zi ham yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'ladi. 
Aksincha, agar berilgan sonli qator yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, uning 
bir nechta hadlarini tashlash bilan hosil qilingan sonli qator ham yaqinlashuvchi 
(uzoqlashuvchi) bo' ladi.

Isbot: Berilgan (1) sonli qatorning tashlab yuborilgan hadlari 
v a  s ( m ) = u k l + u k 2 + -  + u km 

bo'lsin. Bu holda ri>km bo'lganda (1) sonli qatorning и-xususiy yig'indisini
S„= Sn(m)+S(m) (5)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda S,j(m)=Sri-S(m) bo'lib, u (1) sonli qatorning 
yuqorida ko'rsatilgan m hadini tashlab yuborishdan hosil bo'lgan sonli qatorning 
xususiy yig'indisini ifodalaydi. (5) tenglik va limit xossasiga asosan S„ va Sn(m) 
xususiy yig'indilar limiti bir-biridan o'zgarmas S(m) soniga ferq qiladi. Demak, S„ 
va S^m) xususiy yig‘ indilaming limitlari bir paytda yoki chekli (bunda ikkala 
qator yaqinlashuvchi), yoki cheksiz yoki mavjud emas (bunda ikkala qator 
uzoqlashuvchi) bo'ladi. Teorema isbot bo'ldi.

Bu teoremadan sonli qatorning chekli sondagi hadlarini tashlab yuborish yoki 
unga chekli sondagi yangi hadlami birlashtirish uning yaqinlashuvchi yoki 
uzoqlashuvchiligiga ta’ sir etmasligi kelib chiqadi.

2-TEOREMA: Agar (1) sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S 
bo Isa, unda bu qatorning barcha hadlarini biror С o'zgarmas songa
0 Paytirishdan hosil qilingan

(6)



Isbot: Agar (1) sonli qatoming n- xususiy yig'indisi Sn bo'lsa, (6) sonli 
qatoming я -xususiy yig'indisi C S„ bo'ladi. Bu yerdan, limit xossasiga asosan 

lim (C Sn) = C lim S„ =C  S
n~>W n-> <50

ekanligi kelib chiqadi.
Demak, yaqinlashuvchi sonli qator uchun С o'zgarmas ko'paytuvchini qator 

belgisidan tashqariga chiqarish mumkin.
00 00

4-TA’RIF: Berilgan X м* va Z v* s°nli qatorlaming algebraik yig'indisi 
k=\ k =I

deb ularning mos hadlarining algebraik yig'indilaridan hosil etilgan sonli qatorga 
aytiladi.

Demak, ta’rifga asosan

X A ±  h k =  ± v k ) . 
k=i *=i *=i

00 00
3 -TEOREMA: Agar X м* (7) va Z v* (8) sonli qatorlar yaqinlashuvchi

*=1 4=1
va yig'indilari mos ravishda S(u) va S(v) bo'lsa, u holda ularning algebraik

00
yig'indisi bo'lmish X ( “ d - vk) (9) sonli qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi va 

*=i
uning yig'indisi S(u±v)-S(u) ±S(v) tenglikdan topilishi mumkin.

Isbot: S„(u), S„ (v) va orqali mos ravishda (7), (8) va (9) sonli
qatorlaming n- xususiy yig'indilarini belgilaymiz . Unda S„(u±v)= Sn(u)± SJv) 
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan, limit xossasi va sonli qator yig'indisi ta'rifiga 
asosan, teorema tasdig'idagi tenglikka ega bo'lamiz:

lim 5 „(m ± v )=  lim [Sn(и) ± Sn(v)] = lim S „(u )±  lim 5 „ (v )^
П—>«> /7—>co /J—>00 n —>00

=> S(u±v) =  S ( u )  ± S (v ) .
Shuni ta’ kidlab o'tish lozimki, bu teorema tasdig'iga teskari tasdiq har doim 

ham o'rinli bo'lmaydi. Masalan, (7) qatorda м„=1+0.5" va (8) qatorda v„=l-0.5" 
deb olamiz. Bunda hadlari u„- v„=2• 0.5" bo'lgan (9) qator yaqinlashuvchi va 
yig'indisi S(u-v)=2, chunki uning hadlari maxraji ^=0.5 va birinchi hadi b- 1 
bo'lgan geometrik progressiyani tashkil etadi (yuqoridagi (4) misolga qarang). 
Ammo biz ko'rayotgan holda (7) va (8) qatorlaming ikkalasi ham uzoqlashuvchi 
bo'ladi. Haqiqatan ham bu holda

S„(u)= X  (1 + 0.5*) = л + 1 -0 .5 л => S(u) = lim S„(u)= lim(w + l - 0 .5 " )  = °°>
к~\ И-> ЭД Л-> 00

S „(v ) = £  (1 -0 .5 * )  =  n - 1  + 0.5" = >S (v) = lim S „ (v )=  l i m ( « - l  + 0.5” ) = oc-
£-J n —>00 n —>00

1.3. Sonli qator yaqinlashuvining zaruriy sharti. Endi berilgan sonli 
qatoming yaqinlashuvi va uzoqlashuvini aniqlashga imkon beradigan shartlarn i 
ko'rishga o'tamiz.

sonli qator ham yaqinlashi va uning yig'indisi C S  bo'ladi. 4-TEOREMA: Agar (1) sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda uning 
umumiy hadi u„ uchun

Н т м „= 0  (10)
/7-> OO

tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot: (1) sonli qatoming yig'indisi 5 bo'Isin. Bu holda un=Sn -  

ekanligidan foydalanib, (10) tenglikni quyidagicha hosil qilamiz:
lim un = lim (S„ -  Sn_{) = lim Sn -  lim = S -  S = 0.
ft—>gO П->00 Л—>00 П—>00

Shunday qilib, sonli qator yaqinlashuvchi bo'Iishi uchun uning umumiy hadi 
albatta (10) shartni qanoatlantirishi lozim, ya'ni (10) qator yaqinlashuvining 
zaruriy shartini ifodalaydi. Bu shart bajarilmasa, sonli qator albatta uzoqlashuvchi 
bo’ladi. Masalan, yuqorida ko'rilgan qatorlarda г/„=1+0.5" , v„=l-0.5" va 

lim u„ = lim (1 + 0.5") = 1 * 0 , lim v„ = lim (1 -0 .5 " ) = 1*0Л—■> ao W—>oo /7—>co /I—>00
bo'lgani uchun bu qatorlar uzoqlashuvchi ekanligiga yana bir marta ishonch hosil 
qilamiz.

Ammo (10) shart sonli qator yaqinlashuvchi bo'Iishi uchun yetarli emas. 
Masalan, garmonik qator deb ataluvchi ushbu

1 1 1  1 00 1
1 + -  + -  + - +  • + -  + •:• = I -  (11)

2 3 4 и *Ti к
sonli qatoming umumiy hadi un=\!n bo'lib, (10) shartni qanoatlantiradi. Ammo
garmonik qator uzoqlashuvchi bo'ladi. Buni teskarisini faraz qilish orqali
isbotlaymiz. (11) sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5  deb olamiz vaS„
hamda S2n xususiy yig'indilarni qaraymiz. Unda bir tomondan sonli qator
yig'indisi ta’ rifi va farazimizga asosan

lim S„ = lim S2n =S=>  lim(S2n -S „ )  = S - S  = 0 (12)/7—>00 И->00 /7—>oo
tenglik o'rinli bo'ladi. Ikkinchi tomondan esa

c c 1 1 1 1 1 1 1 1
S j  — S n  — -------- 1---------- I- • • • H----- > -----H------ + --------= n ------= —

n + ] n + 2 2n 2n 2n 2n 2n 2 
va. limit xossasiga asosan,

lim (S2n -S „ ) >  lim ^  = ^  > 0 (13)
n-> CO rt_>co Z Z >

tengsizlik o'rinli bo'ladi. (12) va (13) bir-biriga qarama-qarshi tasdiqlami 
ifodalaydi. Demak, (11) garmonik qator yaqinlashuvchi degan farazimiz noto'g'ri 
va bu qator uzoqlashuvchi ekan.

Shunday qilib. berilgan sonli qator yaqinlashuvchi bo'lishining yetarli shartini 
topish masalasi paydo bo'ldi. Bu masala bilan keyingi paragraflarda 
shug'ullanainiz.

0̂ 1 ibfi* ! ',]/ li& yi t*  цгф р lOiBO rlftr» Iftjeboli nr f ' f r f i  ' la u l’tti J 
XULOSA

Sonli ketma-ketlik hadlarini birin-ketin qo'shib borishdan hosil bo'ladigan 
y>g indilarning limiti sonli qator bo'ladi. Bu limit chekli sondan iborat bo'lsa qator 
yaqinlashuvchi va limit qiymati uning yig'indisi deyiladi. Aks holda bu qator

455



uzoqlashuvchi deyiladi. Sonli qatorlarning chekli sondagi hadlarini tashlab 
yuborilganda uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligi o ‘ zgarmay qoladi 
Yaqinlashuvchi sonli qatorlarni o'zgarmas songa ko'paytirish yoki qo'shish 
natijasida yana yaqinlashuvchi qator hosil bo'ladi. Sonli qator yaqinlashuvinin 
zaruriy sharti-uning umumiy hadining limiti nol bo'lishidan iboratdir. Ammo 
garmonik qator misolida bu shart qator yaqinlashuvi uchun yetarli emaslioi 
ko'rinadi. *

Tavanch iboralar

* Sonli qator * Sonli qator hadlari * «-xususiy yig'indi * Yaq in la sh in g  
(uzoqlashuvchi) sonli qator * Sonli qator yig'indisi * Qator yaqinlashuvinine 
zaruriy sharti * Garmonik qator____________

Takrorlash uchun savollar

1. Sonli qator dey ilganda nima tushuniladi?
2. Sonli qator hadlari nima?
3. Sonli qatorning umumiy hadi deb nimaga aytiladi?
4. Sonli qatorning «-xususiy yig' indisi qanday aniqlanadi?
5. Qachon sonli qator yaqinlashuvchi deyiladi?
6 . Yaqinlashuvchi sonli qator yig'indisi qanday aniqlanadi?
7. Qachon sonli qator uzoqlashuvchi deyiladi?
8 . Sonli qatorlarning algebraik yig'indisi qanday aniqlanadi?
9. Yaqinlashuvchi sonli qatorlarning algebraik yig'indisi haqida nima deyish 

mumkin?
10. Sonli qator yaqinlashuvining zaruriy sharti nimadan iborat?
11. Garmonik qator qanday ko'rinishda bo'ladi?
12. Garmonik qator qanday xususiyatga ega?

Testlardan namunalar

1. Ushbu ifodalardan qaysi biri sonli qator bo'ladi?
A) u\- и? и3............iv  • • •; В) щ : и2 : u3: — : u„ : • • •;
C) u\+ K2+ щ+ • • • + k„h----- ; D) Ui+ и2+ -------+ u„ ;
E) keltirilgan barcha ifodalar sonli qator bo'ladi.

CO

2 . Quyidagilardan qaysi biri sonli qator uchun xususiy yig'indi bo'ladi?
k=1

A) Hi; В) « i+ w 2; С) «1 + u2+ щ + из; D) щ + и2 +и3+  ••• + «*;
E) keltirilgan barcha ifodalar sonli qator uchun xususiy yig'indi bo'ladi.

3- I
1

n{n + 1 )
sonli qator uchun Sw xususiy yig'indining qiymatini toping-

A) — ; B) — ; 
10 110

C)
10

D) 1; E ) — .
12

4  ! .  + — + — + — + ••• sonli qatorning u„ umumiy hadini ko'rsating.
2 3 4 5

и + l n — 1 n n n - 1
A) u„ = ------ ; B) u„ = ------- ; C) un = —— ; D) u„ = ------E) h„ = — .

n n /7 + 1 n - 1 и + l

5 Umumiy hadi u„ = 1 + -  bo'lgan sonli qatomi toping . 
n

1 2  3 1 1 1 1 „  2 3 4 5
A) 1+ — i-----1— )—  ; В) -  H—  н—  н-----f  • • • ; C) — i—  + — + — f  *

’ 2 3 4  1 2 3 4  1 2 3 4
, 1 2  3

D)  1 —  + --------+ •
; 2 3 4

г-ч 2 3 4 5E) ------- + -------- + ••
1 2  3 4

6 . я-xususiy yig'indisi S„ bo'lgan sonli qator qaysi shartda yaqinlashuvchi 
deyiladi ?

A) lim S„ < С < oo; B) lim Sn > С > - o o ; C) lim S„ = C, |C| < oo ;
H -»00  CO n->&>

D) lim Sn = +00 ; E) lim S„ mavjud emas.
w—>oo л->оо

7. w-xususiy yig'indisi S„ bo'lgan sonli qator qaysi shartda uzoqlashuvchi 
deyiladi ?

A) lim Sn = -oo ; B) lim S„ = +oo; C) lim S„ = ±ao;
И—>oo n —>*> « —>00

D) lim S„ mavjud emas. E) ko'rsatilgan barcha hollarda.

8 . Quyidagi laming qaysi biri uchun sonli qator yaqinlashuvining zaruriy sharti 
bajarilmaydi ?

® cos* “  . 1 ^  1
В) I — — ; С) X  sin—; D) X  cos—;

*=i к *=i « *=i к
E) barcha qatorlar uchun qator yaqinlashuvining zaruriy sharti bajariladi.

“ sin*
Л ) S — ; 

*=i *

1. Umumiy hadi u, =

M ustaqil ish topshirialari 

1 / = 1, 2 ,3, "bo'lgan sonli qatorni

2 . X I ------  sonli qatomi yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsating va
,=iV/j + i .

(/ + л )(/+ л  + 1) 
yozing va uning yig'indisini toping.

yg'indisini toping



§2. MUSBAT HADLI SONLI QATORLAR VA 
ULARNING YAQINLASHISH ALOMATLAR1

• Sonli qatoryaqiniashuvining taqqoslash alomatlari
• Dalamber alomati.
• Koshi alomati
• Integral alomati.
• Vmumlashgan garmonik qatorlar.

2.1. Sonli qator yaqiniashuvining taqqoslash alomatlari. Oldingi
paragrafda har qanday sonli qator yaqiniashuvining zaruriy sharti topilib, u yetarli 
shart bo‘ la olmasligi ko'rsatilgan edi. Bu yerda musbat hadli sonli qatorlar uchun 
ulaming yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini ifodalovchi yetarli 
shartlami topish masalasi bilan shug‘ ullanamiz.

00
1-TA ’RIF: Agar Y.uk son** qatorning barcha hadlari musbat (u„>0 , 

*=i
«=1,2,3, •) bo‘ lsa, u musbat hadli sonli qator deb ataladi.

Masalan, umumiy hadlari
1 n , пч 1 • 2n 1 

« „ = - >  un = - ^ ( a > ° ) .  un = —.------rr> un = s m  -n а « ( «  + 1) n
ko'rinishda bo‘ lgan sonli qatorlar musbat hadlidir.

l-TEOREMA (Taqqoslash alomati): Berilgan X й* 0 )  va Z vt (2)
*=i *=l

musbat hadli sonli qatorlar bo‘ lib, ulaming hadlari u„<v„ («=1,2,3, —) shartni 
qanoatlantirsin. Bu holda quyidagi tasdiqlar o 'rin li:

1. Agar (2) sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda (1) sonli qator ham 
yaqinlashuvchi bo'ladi. Bundan tashqari (1) va (2) sonli qatorlarning yig'indisi 
mos ravishda S(u) va S(v) bo'lsa, unda S(w)<£(v) tengsizlik o'rinli bo 'lad i;

П. Agar (1) sonli qator uzoqlashuvchi bo'lsa, unda (2) sonli qator ham 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

Isbot: 1. (1) va (2) sonli qatorlarning «- xususiy yig'indisini mos ravishda 
S^u) va SrJiy) deb belgilaymiz. Musbat hadli sonli qatorlarning «-xususiy 
^ig'indilari S„ («=1,2,3, —) monoton o'suvchi ketma-ketlikni tashkil etadi. 
Haqiqatan ham, un. (>0 bo'lgani uchun S„ != Sn+ u„+{> S„ . Shu sababli musbat 
ladli sonli qator yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatish uchun uning S„ («=1,2,3, —) 
cususiy yig'indilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangan bo'lishini ko'rsatish 
dfoya, chunki bu holda (VI bob, §2, 2-teoremaga qarang) lim Sn limit mavjud va

W->C0
:hekli bo'ladi. Bizning holda, teorema shartiga asosan, lim S „ (v ) = S (v )  mavjud

л-»°о
ю' lgani uchun 5„(v) («= 1 ,2 ,3 , —) yuqoridan chegaralangan. Unda , Sn(u) < Sjy) 
to 'lgani uchun, S„(u) («= 1 ,2 ,3 , —) monoton o 'suvch i sonli ketm a-ketlik ham 
uqoridan  chegaralangan va shu sababli lim Sn(u) = S(u) mavjuddir. Bundan

Л—>05
ishqari ushbu tengsizlik ham o'rinli bo'ladi:

I  S„(u)<S„{v)=> lim S„(u)< lim S„(v) =>5(m)< S(v).
u—► oo

00II. X v* (2) sonli qator yaqinlashuvchi deb faraz qilamiz. Bu holda,
! *=i
teoremaning 1 qismiga asosan, (1) sonli qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu esa 
teorem a shartiga zid. Demak, farazimiz noto'g'ri va (2) qator uzoqlashuvchidir.
Teorema to'liq isbotlandi.

Misol sifatida umumiy hadi и„=1/(«+3") bo'lgan musbat hadli sonli qatomi
qaraymiz. Bunda

= — ^ r < i  = 6 "  = v « ' ^ v* = Ь /3 >" = 1 /2«  + 3" 3" 3 *=1 *=1
bo'lgani uchun berilgan sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 1/2 sonidan 
katta bo'lmaydi.

Izoh: Oldingi paragrafdagi 1-teoremaga asosan qatomi chekli sondagi 
hadlarini tashlab yuborish uning yaqinlashuvchiligiga ta’sir etmaydi. Shu sababli
(I) qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun taqqoslash alomatidagi u„<v„ tengsizlik 
barcha «=1,2,3, — uchun bajarilishi shart bo'lmasdan, biror N  sonidan boshlab, 
ya’ ni n>N bo'lganda bajarilishi kifoyadir. Ammo bunda S(u)SS(v) tengsizlik 
bajarilmasligi mumkin.

Masalan.
W *  “  2 k - 1

p  I  k=ik2 -4 A  + 5
sonli qatomi qaraymiz. Uning umumiy hadi

2 « - 7  2(« -  4) +1
и2 -  4 « + 5 _  ( «  -  2)2 +1 

«>4 bo'lganda musbat bo'ladi va shu sababli bu qatorning dastlabki uchta hadini 
tashlab yuborib, musbat hadli sonli qatorga ega bo'lamiz. Bundan tashqari «>10 
bo'lganda u^>2/n=v„ bo'ladi. Haqiqatan ham, «> 4 deb olsak, unda

un > — <=> — — — ——  > —о 2я2 - 7 « > 2 « 2 - 8« + 10 о  «> 1 0 .
«  «  -  4 « + 5 «

Bunda v„=2/« garmonik qatomi ikkiga ko'paytirishdan hosil bo'lgan 
uzoqlashuvchi qatorning umumiy hadini ifodalaydi. Demak, taqqoslash 
alomatining II qismiga asosan, qaralayotgan qator uzoqlashuvchi bo'ladi.

2-TEOREMA (Limitik taqqoslash alomati): Agar £ и k (1) va X v* (2)
i  = l k=\

musbat hadli sonli qatorlar bo'lib, ulaming umumiy hadlarining nisbati 
chekli lim (un/v  ) = A limitga ega bo'lsa, unda (1) va (2) sonli qatorlar bir paytda

00

yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoqlashuvchi bo'ladi.
Isbo t: Sonli ketma-ketlik limiti ta'rifiga asosan (VII bob, §2, 4-ta’ rifga 

qarang) har qanday e>0 soni uchun (biz s<A deb olamiz) shunday N soni 
topiladiki, barcha n>N uchun

u„ =



& - - А >-E < -± - A < £ = > ( A - E ) v n <un < (A + e)vn .

CO
Bu yerdan ko'rinadiki, agar (2) sonli qator yaqinlashuvchi, ya'ni £ v* <00 bo'lsa,

*=1
unda, taqqoslash teoremasi va yuqoridagi izohga asosan,

00 00 00 
S (^  + £ )V* <°°=> Z u* Y.uk <Q0>

*=n+l *=n+l *=1
ya’ni (1) sonli qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi. Xuddi shunday, agar ( ! )  qator 
yaqinlashuvchi bo'lsa, unda

£ (Л -е )у *  < схз=> <0° => Z v* <0° >
*=ЛГ+1 k=N +1 i= l

ya’ ni (2) sonli qator yaqinlashuvchi bo'ladi.
Teoremadagi (1) va (2) sonli qatorlardan birining uzoqlashuvchi ekanligidan 

ikkinchisining uzoqlashuvchi ekanligini kelib chiqishi haqidagi tasdiq ham xuddi 
shunday tarzda isbotlanadi va o'quvchiga mustaqil ish sifatida havola qilinadi. 

Masalan,
«о t 2 00 1 1

*“ 1 (A2 +1)3*
sonli qatorlami qaraymiz. Ularning ikkinchisi maxraji l/3=<y<l bo'lgan geometrik 
progressiya hadlaridan tuzilganligi uchun yaqinlashuvchi qator bo'ladi. Ammo

lim = lim ~ —  = 1*0
n->®v„ + 1

bo'lgani uchun, limitik taqqoslash alomatiga asosan, bu qatorlaming birinchisi 
ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

00
Taqqoslash alomatlarida berilgan musbat hadli k (1) sonli qatoming

*=1
yaqinlashuvchi ekanligini tekshirish maqsadida hadlari u„<v„ (n>N) tengsizlikni

00

qanoatlantiradigan boshqa bir musbat hadli (2) sonli qator qaraladi. Bunda
*=1

(2) qator (1) qator uchun majoranta qator deb ataladi.
2.2. Dalamber alomati. Yuqorida ko'rilgan taqqoslash alomatlaridan 

foydalanish uchun majoranta qatomi topishga to'g'ri keladi va bu masala har doim

ham osonlik bilan yechilmaydi. Shu sababli ko'p hollarda berilgan son*'
k = i

qatoming yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini uning u„ (w=l,2,3, —) 
ladlari orqali aniqlashga imkon beradigan alomatlardan foydalanishga to'g'ri 
celadi. Bunday alomatlardan biri farang matematigi J.Dalamber (1717-1783y.) 
omonidan topilgan.

3-TEOREMA (Dalamber alomati): Berilgan musbat hadli sonli
*=1

jator uchun

l im ^ M = r f  (3)
Я->СО U„

limit mavjud bo'Isin. Bu holda d< 1 bo'lganda qator yaqinlashuvchi, d> 1 
bo'lganda esa uzoqlashuvchi bo'ladi.

Isbot: Dastlab d< 1 holni ko'ramiz. Teoremadagi (3) shart va sonli ketma- 
lcetlik limiti ta’ rifiga asosan har qanday e> 0  soni uchun (biz q= e+*/<1 deb olamiz) 
shunday N soni topiladiki, barcha n>N uchun

u n+l< £ = > -£  <^ 2±L - d <£ > d - e < ^ ± <E +d =>u „+x<unq (4)

I ■»
tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Oxirgi tengsizlikdan foydalanib, quyidagi 
tengsizliklarga ega bo'lamiz:

“ лг+1 < ^ Nq, uN+2 <uN+lq< uNq2 ,

иН+3 < и Ы+2Я < U N <13 >uN+m < u N+m-\(1 < U NCT  ■
00

Bu yerdan ko'rinadiki sonli qator uchun
k = N

X MA1Я =“ N Т.Я
*=1 k=I

sonli qator majoranta bo'ladi. Bu majoranta qatorda q<\ bo'lgani uchun u
oO

yaqinlashuvchi bo'ladi. Unda, taqqoslash alomatiga ko'ra, qator
k=N

yaqinlashuvchi ekanligini ko'ramiz. Bu qatorga chekli sondagi щ, иг, • • • , Un-\
00

hadlarni qo'shish orqali berilgan Y,uk son*‘ qator yaqinlashuvchi ekanligini
t=i

ko'ramiz.
Endi d> 1 holni qaraymiz. Bu holda e>0 sonini shunday taniaymizki, d- e>l 

bo'Isin. Bu holda, yuqoridagi (4) tengsizlikka asosan, barcha ri>N uchun

~ > d ~ E > \ = > u „ +] >u„ 
un

natijani olamiz. Bu yerdan ko'rinadiki, barcha n>N uchun qator hadlari u„ o'suvchi
CO

va shu sababli lim u„ *  0 bo'ladi. Demak, Y.uk son'i qator uzoqlashuvchi, chunki
П-ХЮ *=1

uning uchun qator yaqinlashuvining zaruriy sharti lim u„ = 0 bajarilmaydi.
П—>00

Izohlar: 1. Agar d= 1 bo'lsa, qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham 
bo'Iishi mumkin va shu sababli bu holda boshqa alomatlardan foydalanishga 
to'g'ri keladi.

2. Agar lim ^ ± I  = oo bo'lsa , qator uzoqlashuvchi bo 'lad i.
n->® un

Misol sifatida



00 00 L-f oo 1 oo

» £ ?  ■ » ? . 5 -  • «  s i  • O S '*=i3 *.i3* *=i* ' * ti* (*  + I)
musbat hadli sonli qatorlami Dalamber alomati yordamida tekshiramiz.

" n+1 = ̂ ^ ’ M» = £ r :=:> lim — = lim —  j  „+f  = ~ lim (1 + —)3 = i3 3 «-*<*> u„ n-*oo ц^2 3 n—»« «  3

Demak, bu qator uchun 1/3= d <1 va shu sababli qator yaqinlashuvchidir.
» ч (и + l)! я! u„.i . 3"(?i + l)i 1 

 ̂ “ »+>■ ,»+i lun------ = lim —-  = -  lim n = <x> .3 3 n—>co Л—>« 3 л! 3 я—>00
Demak, bu qator uzoqlashuvchi ekan.

3) Mn+1 = — -T> un = -  => >im = lim = 1 .
И +  l  «  и - » »  n -»o o «  +  l

Bu yerda d= 1 bo'lgani uchun Dalamber alomati orqali bu qator yaqinlashuvi 
yoki uzoqlashuvi haqida xulosa chiqarib bo'lmaydi. Ammo bu garmonik qator 
bo'lgani uchun u uzoqlashuvchi bo'ladi.

4 ) Mn + 1=  \ ------— = — - Ц - = > lim ^ ± i =  lim ——  =  1 .
(П  + ! ) ( «  +  2 )  n (n  + 1) л~>л п-ю сп  + 2

Bu yerda ham d= 1 bo'lgani uchun Dalamber alomati yordamida bu qator 
haqida xulosa chiqarib bo'lmaydi. Ammo oldin (§1, (3) misolga qarang) bu qator 
yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5=1 ekanligi ko'rsatilgan edi.

2.3. Koshi alomati. Musbat hadli sonli qatorlarning yaqinlashuvini 
aniqlashga yordam beradigan yana bir alomat bilan tanishamiz.

4-TEOREMA (Koshi alomati): Berilgan X м* musbat hadli sonli qator
*=i

uchun

lim ф ^ = к  (5)Л-» «3
limit mavjud bo isin. Bu holda £<1 bo'lganda qator yaqinlashuvchi, k> 1 
bo'lganda esa uzoqlashuvchi bo'ladi.

Bu teoremaning isboti ham Dalamber alomati isbotiga o'xshash va shu 
sababli uni o'quvchiga mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

Izohlar: 1. Agar &=1 bo'lsa, qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham 
bo'lishi mumkin.

2. Agar lim^M^ = oo bo'lsa , ko'rilayotgan qator uzoqlashuvchi bo 'ladi. 

Masalan, ushbu musbat hadli

Z M n + з )
sonli qator yaqinlashuvchidir. Haqiqatan ham bu qator uchun

lim lim J f ~fi->oo n —>oo у ̂  4^7 -f
/a, Koshi alomatiga ko'ra, qator yaqinlashuvchi.

2.4. Integral alomati. Koshi tomonidan musbat hadli sonli qatorlarni 
tekshirish  uchun yana b ir alomat kiritilgan. Unda integral tushunchasidan 
foydalan ilgan lig i uchun integral alomati deb yuritiladi.

$-TEOREMA (Qatoryaqinlashishining integral alomati): Berilgan X м*
‘ *=i 

m usbat had li sonli qatorning hadlari o'smovchi ketma-ketlikni tashkil etsin, ya’ ni 
Mi > и2> ■ • >u„> U„. i>  "  

shart bajarilsin. Bundan tashqari x>l sohada aniqlangan, uzluksiz, o'smovchi va 
Д 1 )= U\ , Д2) = u2 , • • • ,fin) = un, • - • 

shartlarn i qanoatlantiruvchi ,Дх)>0 funksiya mavjud bo'lsin. Bu holda berilgan
00

£ « ,. sonli qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun J/(jr)<& xosmas integral 
k=1 1 
yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.

Isbot: Teorema shartlaridan foydalanib, к<х<к+1 (k= 1,2,3, •••) bo'lganda 
quyidagi tengsizliklarni hosil etamiz:

fc+1 &+1 &+1 
/ ( *  + 1)< f(x )< f(k )= > u M  < f(x )< u k => \uk+ldx< \f(x)dx< \ukdx==>

к к к 
k+1 n n k+\ n

=>“ * + \f(x)dx<uk^> £ u k+l < Y  \Rx)dx<,t.uk =>
* t=l *=i * *=i

Л+1

Sn+1 - « 1  £  I f(x)dx <Sn => 5 „+1 -  M, < 5 „ ( / )  < S„ . (6)
l

Bu yerda S„ , S„(J) («=1,2,3, •••) monoton o'suvchi ketma-ketliklar bo'lishini 
ta'kidlab o'tamiz.

oo
I. \f(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi va uning qiymati S(f) bo'lsin. 

l
Unda , xosmas integral ta’ rifiga asosan (VIII bob, §7, (2) ga qarang), 
lim S„(f) = S ( f ) mavjud va chekli bo'ladi. Bu yerdan barcha «=1,2,3, — uchun
П—>00
S^f)< S(f) ekanligi kelib chiqadi. Unda, (6) tengsizlikning chap tomoniga ko'ra,

00
■Ягч< S„(J)+ui< S(/)+M, natijaga kelamiz. Bundan berilgan Y,uk son'i qatorning

*=i
barcha xususiy yig'indilari yuqoridan chegaralangan va shu sababli lim Sn =S

И-»<О
oo

mavjud hamda chekli ekanligi kelib chiqadi. Bu esa X й* son'i qatomi
*=i

yaqinlashuvchi ekanligini ifodalaydi.
cO

II. Endi Y.uk sonli qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5 bo'lsin. Unda 
*=l

barcha «=1,2,3, — uchun S„<S tengsizlik bajariladi. Shu sababli, (6) tengsizlikning 
° ‘ ng tomoniga asosan, 5„(/)< Sn < S ekanligini ko'ramiz. Bu yerdan esa



NAT1JA:

СО

1im S „ ( f )  = S ( f )  mavjud va chekli, ya’ ni \f(x)dx xosmas integral
l

yaqinlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. Bu bilan teorema to'liq isbotlandi.
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

00

Ей* sonli qator uzoqlashuvchi bo‘ lishi uchun teoremadagi
00

\f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.
l

2.5. Umutnlashgan garmonik qatorlar. Integral alomatning tatbig- iga 
misol sifatida umutnlashgan garmonik qator deb ataluvchi ushbu

, 1 1  1 * 11 + —- + —  + ••• + —  + •■• = у —
2P 3P np t \ k p ’

musbat hadli qatomi tekshiramiz. Bu yerda p parametr ixtiyoriy haqiqiy qiymatni 
qabul qilishi mumkin deb olamiz. Bunda p=\ boMganda (7) oldin ko'rib o'tilgan 
(§1, (11) misolga qarang) garmonik qatorni ifodalaydi.

Agar 0 bo'lsa (7) sonli qator uzoqlashuvchi bo'ladi, chunki bu holda 
nP *   ̂ bo'lib, qator yaqiniashuvining zaruriy sharti bajarilmaydi.

p>0 holda (7) sonli qator uchun Дх)=1/хр (x>l) funksiya teoremadagi barcha 
shartlami qanoatlantiradi. Shu sababli (7) sonli qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi

CO 1

\xp
xosmas integral yaqinlashuvchiligiga teng kuchlidir. Bu xosmas integral qiymatini 
uning ta rifi bo'yicha uch holda alohida-alohida hisoblaymiz.

ь, 1 r'-P
>  0<p<\. I = \— dx= lim J— dx = lim —-----

I X Ь-*а> х Х Р  Й->®1 — p
■■ —-— lim (b]~p - 1) = oo .
1 — pb-><n

Demak, bu holda (7) sonli qator uzoqlashuvchi bo'ladi. Jumladan,
»  1 00 1

kabi qatorlar uzoqlashuvchidir.
°°1 4 1

>  p= 1. /]  = j -d x =  lim j -d x =  lim lnx) , =  lim ln6 = oo .
1 X b —̂CC J X b —>0O b —>CO

Bu yerdan garmonik qator uzoqlashuvchi ekanligiga yana bir marta ishonch 
hosil etamiz.

* 1 1 b 
^ P> 1- Ip ~ jim ( — dx = lim

*-♦” 1 XP *-»oo(| -  p)xP 1

1
------ lim (-^ r - -1 ) = < ao
1 — p b -к п  b p  P  — 1

Demak, bu holda (7) sonli qator yaqinlashuvchi bo'ladi. Xususan.

- ( e > 0 )

qator p< 1 bo'lganda

00 1 00 1 00 1 00 1
I - p - .  S ttt;i=i к k=\k k=i\Jk *=1 к

sonli qatorlar yaqinlashuvchidir.
Shunday qilib, (7) umumlashgan garmonik 

uzoqlashuvchi, p> 1 holda esa yaqinlashuvchi bo'ladi.
Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, (7) sonli qator yaqinlashuvini Dalamber va 

Koshi alomatlari orqali tekshirib bo'lmaydi, chunki bu holda d= 1 va A=l bo'ladi.
Umumlashgan garmonik qatorlar turli sonli qatorlarning yaqinlashuvchi 

ekanligini taqqoslash alomatlari yordamida aniqlashda majoranta qator sifatida 
keng qo'IIaniladi.

XULOSA

Qatorlar nazariyasining asosiy masalalaridan biri berilgan sonli qator 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi ekanligini aniqlashdan iboratdir. Oldin bu 
masalani qisman yechib, qator yaqiniashuvining zaruriy shartini aniqlagan, ammo 
uni yetarli emasligini ko'rgan edik. Shu sababli qator yaqiniashuvining zaruriy 
shartlarini topish masalasi paydo bo'ladi. Barcha hadlari (yoki chekli sondagi 
hadlaridan tashqari barcha hadlari) musbat bo'lgan qatorlar uchun bu masalani 
taqqoslash, Dalamber, Koshi va integral alomatlari yordamida hal etish mumkin. 
Umumlashgan garmonik qatorlar uchun ulaming yaqinlashish sharti integral 
alomati orqali aniqlanadi Bu qator boshqa qatorlarning yaqinlashuvini taqqoslash 
alomati yordamida tekshirishda keng qo'IIaniladi.

Tavanch iboralar

* Musbat hadli sonli qator * Taqqoslash alomati * Limitik taqqoslash alomati
* Majoranta qator * Dalamber alomati * Koshi alomati * Integral alomati
* Umumlashgan garmonik qator

Takrorlash uchun savollar

1. Qanday sonli qator musbat hadli deyiladi?
2. Musbat hadli sonli qatorlarga misollar keltiring.
3. Taqqoslash alomatining mohiyati nimadan iborat?
4. Limitik taqqoslash alomati qanday ifodalanadi?
5. Majoranta qator nima?
6. Dalamber alomati yordamida qator yaqinlashuvi qanday tekshiriladi?
7. Koshi alomati nimadan iborat?
8. Qator yaqiniashuvining integral alomati qanday ifodalanadi?
9. Umumlashgan garmonik qator qanday ko'rinishda bo'ladi?
Ю. Qaysi holda umumlashgan garmonik qator yaqinlashuvchi bo'ladi?
11. Umumlashgan garmonik qatordan qanday foydalaniladi?



Testlardan namunalar

1. Quyidagi qatorlardan qaysi biri musbat hadli bo'ladi?

A ) i ^  
*=i к

в )
*=i к

Q  S V ;  
k=] к

E) keltirilgan barcha qatorlar m usbat hadli emas.

to I 1
B)

k=\k к

2. Musbat hadli £ и „  sonli qatorni Dalamber alomati orqali tekshirish uchun
Л-1

laysi limit hisoblanadi?
A) lim m„+1m„; B) lim (u„+l + un); C) lim (un+l -  u„ ) ;

П-+СС n—>00 n—> 00

D) l im ^ J - ;  E) lim г/м^.
W—>oO lln n-**>

00
3. Musbat hadli sonli qatorni Koshi alomati orqali tekshirish uchun qaysi

/1=1
imit hisoblanadi?

A) lim ; B) lim ; С) lim г/и„и,1+, ;
п —>00 n —> 00 Л —>00

D) lim J ^ + L ; E) l i m n j^ - .
V M« »->«V  M„+1

4. M usbat hadli £ m„ sonli qatorni integral alomati orqali tekshirish uchun
/7=1

tanlanadiganyf.v) funksiyaga qaysi shart qo 'yilm aydi?
А) .Дх)> 0; В) fix )  funksiya *>1 sohada aniqlangan;
C) fin)=u„ (n= 1,2,3, "); D )X x) funksiya o 'sm ovchi;

Е)У(х) funksiyaga keltirilgan barcha shartlar qo 'yiladi.

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Musbat hadli £ sonli qator yaqinlashuvini D alam ber alom ati

2. Musbat £  ---------------I hadli sonli qator yaqinlashuvini Koshi alomati
i= iU «+ 1)1 + 1,

yordamida tekshiring.

yordamida tekshiring.

3. Musbat hadli X~ 1
,r,(, + l)lnn+1(i + l)

ilomati yordamida tekshiring.

sonli qator yaqinlashuvini integral

§3. ISHORASI NAVBATLANUVCHI VA O'ZGARUVCHI 
SONLI QATORLAR

• Ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorlar.
• Ishorasi o'zgaruvchi qatorlar.
• Absolut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar.

Oldingi paragrafda barcha hadlari musbat bo'lgan sonli qatorlar qaralgan edi. 
Bu yerda hadlari ham musbat, ham manfiy ishorali bo'lgan sonli qatorlaming 
yaqinlashuvini aniqlash masalasini qaraymiz.

3.1. Ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorlar. Dastlab hadlarining 
ishoralari turlicha bo'lgan sonli qatorlaming maxsus bir holini ko'rib chiqamiz.

1-TA’RIF: Barcha hadlari musbat bo'lgan щ, u2 , • • •, u„, • ■ ■ sonli ketma- 
ketlikdan tuzilgan

Z (~ l)  uk ~ ul ~ u 2 +U3 -U 4 + - ”  + ( - l ) n+ un +
*=1

ko'rinishdagi qator ishorasi navhatlashuvchi qator deb ataladi. 
Masalan,

, 1 1 1 , 1^-1  1 1 - -  + ------- + ••• + ( - ! ) "  * -  + ... ,
2 3 4 n

, 1 1 1 , 11 - -  + ------- + - - + ( - l ) "  1--------- + ••• ,
3 5 7 2n -1

(« „ > 0 ) (1)

(2)

(3)

(4)
V 2 -1  л/2+ l л/3- l  V3+1 -Jn+T - l  Vw+T + l 

ishorasi navbatlanuvchi qatorlar bo'ladi. Bunday qatorlar yaqinlashuvini quyidagi 
teorema yordamida tekshirish mumkin.

1-TEOREMA (Leybnits alomati): Ishorasi navbatlashuvchi (1) qatoming 
hadlari absolut qiymatlari bo'yicha monoton kamayuvchi va nolga intiluvchi, ya’ni 

Mi> u2> щ> ■ • • > un> • • • (5) va lim un = 0 (6)
Я->аС

shartlarni qanoatlantirsin. Unda bu qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5 
uchun 0<S< Mi qo'sh tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Isbot: (1) qatoming dastlabki n=2 m ta (m= 1,2,3, • ■ ) hadidan hosil qilingan 
Sim xususiy yig'indilar ketma-ketligini qaraymiz:

S 2m = (« 1  - « 2 )  +  («3 - M4 )  +  - ”  +  (« 2 m -l - « 2 m )  ■
Teoremadagi (5) shartga asosan bu yig'indida har bir qavs ichidagi ifoda 
niusbatdir. Bu yerdan Siw>0 va monoton o'suvchi ekanligi kelib chiqadi. Endi $2т 
xususiy yig'indini quyidagi ko'rinishda ifodalaymiz:

52m=M l-(M 2 - M3 ) - ( « 4 - “ 5 ) --------(w2m -2 - “ 2m-l)-«2m ■
Bunda, (5) shartga ko'ra, har bir qavs ichidagi ifoda musbat va shu sababli S2n<U\ 

0 ladi. Shunday qilib, 52m xususiy yig'indilar ketma-ketligi monoton o'suvchi va 
yuqoridan mi soni bilan chegaralangan. Bundan lim S2m=S  limit mavjud va

m->co
- Mi ekanligi kelib chiqadi. Bu bilan teorema tasdig'i faqat n=2m hoi uchun



isbotlandi. Agar п=2т+ 1 bo'lsa, unda teoremadagi (6) shart va oldingi natijadan 
foydalanib, ushbu tenglikka ega bo'lamiz:

5 2m+i = S2m + U2m+l => lim S2m+i = lim S2m + lim w2m+1 = 5  + 0 = S .П-¥ oo /I—>00 /7—>00
Demak, lirn^S„ = S limit mavjud, ya’ni ishorasi navbatlanuvchi (I) sonli qator

yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 0<5<ы, bo'ladi. Teorema isboti yakunlandi.
Masalan, yuqorida keltirilgan (2) va (3) ishorasi navbatlanuvchi qatorlar 

Leybnits alomatidagi ikkala shartni ham qanoatlantiradi va shu sababli ular 
yaqinlashuvchi bo'lib, ulaming yig'indilari m,=1 sonidan katta bo'lmaydi. 
Kelgusida [§5, (22) ga qarang] (2) qator yig'indisi S=ln2 , (3) qator yig'indisi esa 
[§6, (7) ga qarang] S=n/4 ekanligini ko'ramiz. Ishorasi navbatlanuvchi (4) qator 
uchun Leybnits alomatining (6) sharti bajariladi, ammo bu qator hadlari monoton 
kamayuvchi emas, ya’ni (5) shart bajarilmaydi. Shu sababli bu qator uchun 
Leybnits alomatini qo'llab bo'lmaydi. Bu qatomi tekshirish uchun uni quyidagi 
ko'rinishda yozamiz:

£  (  1 ____ J _  s = у  ( ( л / й + ь п ) - ( У й + 7 - 1) =  • _i
n=1 -Jn +  l — 1 -Jn +  1 +  1 fj— | (л /и +  1 -1 X V « +  1 +1) n=\n

Bu yerdan ko'rinadiki (4) qator uzoqlashuvchi, chunki u garmonik qatomi ikkiga 
ko'paytirishdan hosil bo'lgan.

3.2. Ishorasi o ‘zgaruvchi qatorlar. Endi ishorasi navbatlanuvchi sonli 
qatorlami xususiy hoi sifatida o 'z  ichiga oluvchi ishorasi o'zgaruvchi qatorlarni 
qaraymiz.

2-TA 'RIF: Agar sonli qatorning hadlari orasida musbat qiymatlilari ham, 
manfiy qiymatlilari ham bo'lsa, u ishorasi o'zgaruvchi qator deb ataladi.

Ishorasi o'zgamvchi sonli qatorlarni

и, + u2 + .. .+  u„ + ...=  (7 )
*=i

ko'rinishda yozsak, unda u„ («= 1,2,3, • ■ • ) ishoralari ixtiyoriy bo'lishini yana bir 
marta ta’kidlab o'tamiz.

Masalan,
. 1 1 1 1 1 1 11 н---------------- 1-----1---------------- 1—

2 3 4 5 6 7 8
. sin 2 sin3 sin/?sm 1 + ------ + -------+ • • • + —  + • • •

2 3 n
ishorasi o'zgamvchi sonli qatorlar bo'ladi.

Ishorasi o'zgamvchi (7) sonli qator yaqinlashuvini tekshirish uchun uning 
hadlarini absolut qiymatlaridan tuzilgan

l«,l + H + . . . +  н  + . . .=  i k i  (8)
*=1

musbat hadli sonli qatomi qaraymiz. Bu holda (7) sonli qator yaqiniashuvining 
yetarli sharti ushbu teorema orqali ifodalanadi.

7-TEOREMA: Agar (8) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda (7) qator ham
yaq in lashuvch i bo'ladi.

Isbot: S„ va ||S„|| orqali mos ravishda (7) va (8) sonli qatorlarning w-xususiy 
yig" indilarini belgilaymiz. Bundan tashqari S* va S~ orqali mos ravishda S„ 
xususiy yig‘ indiga kiruvchi musbat ishorali hadlar va manfiy ishorali hadlarning 
absolut qiymatlari yig'indilarini belgilaymiz. S* va S~ (и= 1,2,3, • • ■ ) musbat 
qivmatli va monoton o'suvchi sonli ketma-ketliklarni tashkil etadi. Teorema 
shartiga ko'ra lim ||S„|| = A mavjud va chekli. Bu yerdan, |S„| = S* + S~ tenglikka

П—>cO

asosan, monoton o'suvchi S* va S~ («=1,2,3, • ■ • ) ketma-ketliklar yuqoridan A 
musbat son bilan chegaralangan ekanligi kelib chiqadi. Bu xulosadan o 'z  navbatida 
lim 5^ = S + , lim S~ =S~  limitlar mavjud va chekli ekanligini ko'ramiz. Va
П —>oO n-> 00
nihoyat, S„ = S* - S~ ekanligidan hamda limit xossalaridan foydalanib,

lim S„ = lim (S ^ -S ~ )=  lim 5„+ -  lim S~ = S + -S ~
П—>Q0 /j-> со /7->сО П—>00

natijani olamiz. Bundan, ta’ rifga asosan, ishorasi o'zgamvchi (7) sonli qator 
yaqinlashuvchi ekanligiga ishonch hosil etamiz. Teorema isboti yakunlandi.

Misol sifatida
cos 2a cos 3a 

cos a + -----;-----1- — ;—  + •
coswa

• + ----- —̂  + • (0 < a  <л) (9)
2 3J

ishorasi o'zgaruvchi sonli qatorning yaqinlashuvini tekshiramiz. Buning uchun 
uning hadlari absolut qiymatlaridan tuzilgan

, , |cos2a| |cos3a| 
c o s a  + !— -— 1 + !— -— 1 +  - 

2 33

cos na\
■ + ;— - + ■ (0 < а < л ) (10)

sonli qatomi qaraymiz. Bu qatorda |cosna|<lekanligidan uning uchun
, 1 1 11 + —Г- + —  +••• + —Г- + - "

2 33 n
majoranta qator bo'ladi. Bu qator parametri p=3>\ bo'lgan umumlashgan 
garmonik qator sifatida yaqinlashuvchi. Demak (10) qator yaqinlashuvchi va shu 
sababli (9) qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

3.3. Absolut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar. Yuqorida ko'rib o'tilgan
2-teoremadagi shart ishorasi o'zgaruvchi (7) sonli qator yaqinlashuvi uchun yetarli, 
ammo zaruriy bo'lmaydi. Demak (7) qator yaqinlashuvchi ekanligidan (8) 
qatorning yaqinlashuvchiligi har doim ham kelib chiqmaydi. Masalan,

1-4=+ 4= - 4= + -  + (-l)"~l-}= + •■■ (11)
72 V3 V4 4n

ishorasi navbatlanuvchi (demak ishorasi o'zgamvchi ) sonli qator Leybnits 
alomatiga ko'ra yaqinlashuvchi. Ammo uning hadlarining absolut qiymatlaridan 
tuzilgan

, 1 1 11 + — + —p  + — + ■ 
4з -Д

l
■ + -j= + - yin



sonli qator parametri /?=0.5<1 bo'lgan umumlashgan garmonik qator sifatida 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

3-TA ’RIF: Agar (8) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda ishorasi o'zgaruvch 
(7) sonli qator absolut yaqinlashuvchi deyiladi. Agar (8) qator uzoqlashuvch 
bo'lib, ishorasi o'zgaruvchi (7) sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda (7) sharth 
yaqinlashuvchi qator deb ataladi.

Masalan, (9) qator absolut ,(11) qator esa shartli yaqinlashuvchidir.
00 n 

Absolut yaqinlashuvchi Y*uk sonli qatorlar chekli £ « *  yig'indilarga o'xshash
*=i Jt=i

xususiyatlarga ega bo'ladi. Masalan, ularni o'zaro qo'shganda, ayirganda yoki 
ko'paytirganda yana absolut yaqinlashuvchi sonli qatorlar hosil bo'ladi. Bundan 
tashqari ular uchun quyidagi teorema ham o'rinlidir.

00
3-TEOREMA: qator absolut yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 5

*=i
bo'lsin. Unda bu qator hadlarining o'rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan

hosil bo'lgan sonli qator ham absolut yaqinlashuvchi va uning yig'indisi ham 
k=\

S bo'ladi.
Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz.

Ammo shartli yaqinlashuvchi sonli qatorlar uchun yuqoridagi teorema tasdig'i 
o'rinli bo'lmaydi. Bu mashhur olmon matematigi G.Riman (1826-1866 y.) 
tomonidan isbotlangan ushbu teoremadan kelib chiqadi.

OO
4-TEOREMA: qator shartli yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S' 

*=i
bo'lsin. Unda bu qator hadlarining o'rinlarini shunday almashtirish mumkinki,

00
natijada hosil bo'lgan sonli qator yig'indisi oldindan berilgan ixtiyoriy SotS 

k=l
CO

soniga teng bo'ladi. Bundan tashqari sonli qator uzoqlashuvchi bo'lishiga
*=l

ham erishish mumkin.
Bu teoremaning isboti ancha murakkab bo'lgani uchun buni ham isbotsiz qabul 

etib, undagi tasdiqni ushbu misol orqali ko'rsatish bilan chegaralanamiz. Bizga 
ma lumki, oldin ko'rib o'tilgan (2) sonli qator

+  +  +  +  . . .

2 3 4 n
shartli yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S=ln2. Bu qator hadlarining joylarini 
shunday almashtiramizki, bitta musbat haddan keyin ikkita manfiy had kelsin:

2 4 3 6 8 + 5 10 12 +
1 1 1

2k -1  4 * - 2  4 к 
Berilgan va hosil etilgan sonli qatorlarning я-xususiy yig'indilarini mos 

ravishda Sn va Sn kabi belgilaymiz. Bu holda quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:

5 з » - ^  9 4 ) + 4  fi R, + ( 5 10 1 2 ) +  +< 2 w - l  4 / 7 - 2  4/72 4 '3  6 8' 5 10 12

* (H )+ (H )+<i 5 ' $ + ” + ( ' - h -An- 2  4n
1

2 (1 2 + 3 4 + 5 6 + " ' + 2 ( / 7 - l )  2n 2
Bu yerdan quyidagi natijalar kelib chiqadi:

lim S3n = lim ]-S2n = ^ 5  = ̂ ln 2 ,
« —>co /?->oo Z Z Z

lim S3„+1= lim(S3„ + — !— )=  lim S3n + lim — = ^1п2 + 0 = ^1п2, 
R-+OC л-ю> 2/7 +  1 n-**> л-»<с 2/7 + 1 2  2

lim S3„+2 = lim (S3 n + I ) =  lim S3n+, -  lin\ T ~ ^  = l ln 2 - °  = 3 'ln2 • 
и̂ оо и -х »  4/7 + 2 «->«> n->oo 4/7 + 2 2 I

Demak, lim S„ = - ln 2 ,  ya’ni hosil qilingan qator yaqinlashuvchi va uning
и-»=о 2

yig'indisi berilgan qator yig'indisining yarmiga teng.

XULOSA
Oldin ko'rib o'tilgan taqqoslash,Dalamber, Koshi va integral alomatlari faqat 

musbat hadli sonli qatorlar xarakterini aniqlashga imkon beradi. Endi bu masalani 
ixtiyoriy hadli sonli qatorlar uchun qaraymiz. Bunday qatorlarning xususiy holi 
bo'lmish ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorlarning yaqiniashuvi Leybnits alomati 
yordamida aniqlanadi. Bu alomat qator yig'indisini baholash imkonini ham beradi.

Umumiy holda berilgan ishorasi o'zgaruvchi sonli qatomi tekshirish uchun 
uning hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan musbat hadli qatordan 
foydalaniladi. Agar bu qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda ishorasi o'zgaruvchi sonli 
qator ham yaqinlashuvchi bo'ladi va u absolut yaqinlashuvchi deyiladi. Ammo 
teskari tasdiq har doim ham o'rinli bo'lmaydi. Berilgan ishorasi o'zgaruvchi qator 
yaqinlashuvchi bo'lib, uning hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan qator 
uzoqlashuvchi bo'lishi mumkin. Bu holda berilgan qator shartli yaqinlashuvchi deb 
ataladi. Absolut yaqinlashuvchi sonli qatorda uning hadlari o'rinlarini ixtiyoriy 
ravishda o'zgartirganimizda, uning yig'indisi o'zgarmay qoladi. Bu xossa shartli 
yaqinlashuvchi qatorlar uchun bajarilmasligi Riman teoremasida ko'rsatiladi.

Tavanch iboralar

* Ishorasi navbatlanuvchi sonli qator * Leybnits alomati * Ishorasi o'zgaruvchi 
sonli qator * Absolut yaqinlashuvchi qator * Shartli yaqinlashuvchi qator
* Riman teoremasi

470 471



1. Qachon sonli qator ishorasi navbatlanuvchi deb ataladi ?
2. Ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorlarga misollar keltiring.
3. Leybnits alomatining mohiyati nimadan iborat ?
4. Leybnits alomatining shartlari nimadan iborat ?
5. Ishorasi o'zgaruvchi sonli qatorlar qanday ta’ riflanadi ?
6. Ishorasi o'zgaruvchi sonli qatorlarga misollar keltiring .
7. Ishorasi o'zgaruvchi qatorlar yaqinlashuvining yetarli sharti qanday 

ifodalanadi ?
8. Qachon sonli qator absolut yaqinlashuvchi deyiladi ?
9. Absolut yaqinlashuvchi sonli qatorga misollar keltiring .
10.Absolut yaqinlashuvchi qator qanday xossaga ega ?
11 .Shartli yaqinlashuvchi sonli qator qanday ta’riflanadi ?
12.Shartli yaqinlashuvchi sonli qatorlarga qanday misollar bilasiz ?
13. Riman teoremasida nima tasdiqlanadi ?

Testlardan namunalar
OO

1. Qaysi shartda £ m„ sonli qator ishorasi navbatlanuvchi bo'ladi ?
Л=1

A) u„+ u„-i<0 (л=1,2,3, —) ;  В) и*- u„-1<0 (л=1,2,3, "•);
С) и„- ип. i>0 (л=1,2,3, •••); D) ип• м„.,<0 (л=1,2,3, •••);
Е) to'g'ri javob keltirilmagan.

2. Quyidagi qatorlarning qaysi biri ishorasi navbatlanuvchi bo'ladi ?

Takrorlash uchun savollar

A) X (-l)* s in A ; B) X (- l)* c o s A ; С) £ ( - 1 ) V * ; 
*=1 *=1 k =1 

E) keltirilgan barcha qatorlar ishorasi navbatlanuvchidir.

D) t ( - l )ltgk

3. Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi £ i /„  sonli qator yaqinlashuvchi
n=l

bo'Iishi uchun uning hadlariga quyidagi shartlardan qaysi biri qo'yiladi ?

A) lim un = 0 ; B) lim = d <  1 ; C) lim = к < 1 ;
и->0О n -+ o o  u„ ой

D) lim un 0 ;
OO E) lim (u„ -M n+1) = 0 .

4. Leybnits alomatida ishorasi navbatlanuvchi sonli qator yaqinlashuvchi
n=l

bo'Iishi uchun uning hadlariga quyidagi shartlardan qaysi biri qo'yiladi ?
A) k +i|>k| ; В) |ил+1|>|и„| ; С) |ил+1|<|м„| ;

D) k + i N K I ; e ) |иИ+1|*|и„|.

5. Agar Leybnits alomatiga asosan ishorasi navbatlanuvchi 

£ ( -1 ) ” -1m„ (u„ > 0 ,л  = 1,2,3,"-) sonli qator yaqinlashuvchi bo'Isa, uning
Л-1

yig'indisi S uchun quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o'rinli bo'ladi ?
A) S=Ki; B) S>M| ; C) S>u\ ; D) S<Mi ; E) S^ui.

6. Quyidagi ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorlardan qaysi biri yaqinlashuvchi 
emas ?

A) Z (-1)"
B ) I

( — ] ) "  «0 I 00 1
^ Г -  ; C) I ( - l ) " c o s i  ; D) L ( - l ) " s i n -

n -1 П /1=1 Пn=1 ijn п=1 n~
E) keltirilgan barcha qatorlar yaqinlashuvchi.

7. Quyidagilardan qaysi biri ishorasi o'zgaruvchi qator bo'lmaydi ?
(-1 )”

B ) I
00 1 J

C) £ - s i n -  ;
п=\П n

D) Z  —cosw 
/.=!«

E) keltirilgan barcha qatorlar ishorasi o'zgaruvchi bo'lad i.

8. Ishorasi o'zgaruvchi ( 0  sonli qator bo'yicha musbat hadli S|Mn| (2)
n=i »=1

qator tuzilgan. Qachon (1) qator shartli yaqinlashuvchi deb ataladi ?
A) Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo'lsa ;
B) Agar (2) qator yaqinlashuvchi bo 'lsa ;
C) Agar (1) qator yaqinlashuvchi, (2) qator esa uzoqlashuvchi bo'lsa ;
D) Agar (1) va (2) qatorlarning ikkalasi ham yaqinlashuvchi bo 'lsa ;
E) Agar (1) va (2) qatorlaming birortasi yaqinlashuvchi bo'lsa .

9. Quyidagi qatorlardan qaysi biri absolut yaqinlashuvchi bo'ladi ?

A) I
( 1)" . B) £ s m «  . C) -  _( 1)”

n=l n
D) £ ( - l ) ” c o s -  ;

„=1 n«=1 ifn* n = l ri1 n=l л/л
E) keltirilgan barcha qatorlar absolut yaqinlashuvchi bo 'ladi.

M ustaqil ish topshiriqlari

1. Quyidagi ishorasi navbatlanuvchi qator yaqinlashuvini Leybnits alomati 
yordamida tekshiring. Qator yaqinlashuvchi bo'lsa uning yig'indisini baholang.

i f - 1 !  • 
1=1 V m j

2. Ushbu ishorasi navbatlanuvchi sonli qatorni absolut yoki shartli 
yaqinlashuvchiligini aniqlang:

“ / v <



FunksionaI qatorlar.
Darajali qatorlar.
Yaqinlashish radiusi uchun Dalamber formulasi. 
Yaqinlashish radiusi uchun Koshi formulasi.
Darajali qatorlarning xossalari

§4. F U N K S IO N A L  V A  D A R A J A L I Q A T O R L A R

4.1. Funksional qatorlar. Oldingi paragrafda biz u„ (n= 1,2,3,- • •) cheksiz
00

sonlar ketma-ketligidan tuzilgan sonli qatorlar bilan tanishgan edik. Endi bu 
tt-\

tushunchani umumlashtirib, funksional qator tushunchasini kiritamiz.
1-TA ’RIF: Agar un(x) , /7=0,1,2,3,- • • , biror D sohada aniqlangan 

funksiyalaming cheksiz ketma-ketligi bo'lsa, ulardan tuzilgan
CO

« o W  + “ iW  + “ 2 W  + -  + “ » W  + - =  !> * ( * )  ( i )
k=0

qator funksional qator deb ataladi.
Masalan,
® sin far 
£  /■ .42 (a ) ’

s in k x  00 г .  ,
(c ) ,  (d)

4=0(a + 1) k=0 k=0k=0 ( к +  1) 
funksional qatorlar bo'ladi.

Izoh: Agar u,^x)= M„=const. ( /j=0, 1,2,3,- • •) deb olsak (1) funksional qator 
sonli qatorga aylanadi.

2-TA ’RIF: Agar x=xo=const. holda (1) funksional qatordan hosil bo'ladigan
00

Wo(*o) + “ i(*o) + “ 2(*o) + --- + M * o )  + ---= S «* (* o ) (2)
k-0

sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda (1) funksional qator x=x0 nuqtada 
yaqinlashuvchi deyiladi , bunday nuqtalar to'plami esa uning yaqinlashish 
sohasi deb ataladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan (a) va (b) funksional qatorlarning yaqinlashish 
sohasi (-да, со) bo'ladi, chunki ixtiyoriy x= xo uchun

sin fa:n 1 1
k=o(k + 1)2 k = o(k + 1)2

-  sin* x0 «  
k=o(k + l f  k=o (к  + 1)2

Uchinchi (c) qatorning yaqinlashish sohasi (-1,1), chunki |x|=<jr<l holda bu qator 
maxraji 0<^<1 bo'lgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya hadlaridan 
tuzilgan qator bilan majorantalanadi. (d) funksional qator esa faqat x=0 nuqtada 
yaqinlashuvchi bo'lishiga Dalamber alomati yordamida ishonch hosil etish 
mumkin.

Agar (1) funksional qatorning yaqinlashish sohasi D bo'lsa, unda har bir 
x=xoeZ) uchun (2) sonli qatorning yig'indisi biror S(x0) sonidan iborat bo'ladi. 
Bundan ko'rinadiki (1) funksional qator yaqinlashish sohasida biror S(x) 
funksiyani aniqlaydi. S(x) funksiya (\) funksional qatorning yig'indisi deyilib.

S(x) = и0 (x) + м^х) + и2 (x) + ■ - - + m„ (x) + • • • = x e D ,  (3)

kabi ifodalanadi.
°° *M asalan, Y.x funksional qator hadlari birinchi hadi 6 ,=1, maxraji esa q=x

*=o
bo'lgan geometrik progressiyani tashkil etadi. Shu sababli bu qator |g|=[x|<l , 
ya’ ni (-1,1) sohada yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S (x)=V ( 1 -# )=  1 / ( 1 -x ) 
funksiyadan iborat bo'ladi.

(1) funksional qatorning dastlabki и+ l ta hadining yig'indisini SJx) deb 
belgilaymiz. Agar bu qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi S(x) bo'lsa, (3) 
tenglikka asosan, S(x)= 5„(x)+ r„(x) deb yozish mumkin. Bunda r„(x)

',„(х) = и„+1(х) + ия+2( х ) + -  =  £w *(x) (4)
fr=n+l

ko'rinishda bo'lib, (1) funksional qatorning qoldig‘i deyiladi. Agar xeD  bo'lsa, 
unda

lim S„ (x) = 5(x)=> lim rn (x) = lim [S(x) -  S„ (x)] = 0 , (5)
n—>CO n—>CO n-> 00

ya’ ni yaqinlashuvchi funksional qator qoldig'i n—юо bo'lganda nolga intiladi.
4.2. Darajali qatorlar. Endi (1) funksional qatorning xususiy holini 

qaraymiz.
3-TA ’RIF: Ushbu ko'rinishdagi funksional qator

2 n кa0 + a,x + a2x +... + anx + ...=  Y,akx (6)
k=0

darajali qator deb ataladi. Bu qatorda a„ ( и=0,1,2,3,- • •) o'zgarmas sonlar bo'lib, 
ular darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.

Har qanday darajali qator uchun x=0 uning yaqinlashish nuqtasi bo'ladi, ya’ni 
uning yaqinlashish sohasi hech qachon bo'sh to'plam bo'lmaydi. (6) darajali 
qatorning yaqinlashish sohasi atigi 27 yil umr ko'rgan, ammo bu qisqa davrda 
matematika rivojlanishiga juda katta hissa qo'shgan norvegiyalik matematik 
N.Abelning (1802-1829 y.) ushbu teoremasi yordamida topiladi.

1-TEOREMA (Abe! teoremasi): a) Agar (6) darajali qator biror xo^O 
nuqtada yaqinlashuvchi bo'lsa, unda bu qator x o'zgaruvchining |x|<|xo| shartni 
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida absolut yaqinlashuvchi bo' ladi;

b) agar (6) darajali qator biror x0 nuqtada uzoqlashuvchi bo'lsa, unda bu qator x 
o'zgaruvchining | x | > | xo | tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida 
uzoqlashuvchi bo'ladi.

Isbot: a) Teorema shartiga asosan
-  00 

a0 +axx0 +a2XQ + ... + а„х  ̂ + ...=  kx0 
*=o

sonli qator yaqinlashuvchi shu sababli, qator yaqiniashuvining zaruriy shartiga 
k°‘ra, lim a„x” = 0  bo'ladi. Bu holda shunday M>0 soni mavjudki, (6) qatorning

W—»00

barcha hadlari uchun anxq| <M (*)  tengsizlik o'rinli bo'ladi.



a0 + a i*o(— ) + * 2 * o (— ) 2 + -  + anXo( ~ ■)" + .. .=  £  «* * £ (— )* . (7)
X q X q Xq k - o  x 0

$u qator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan quyidagi
2

ao| +  |fli*b|‘ ~  + |a2 xo|‘ ~  + ~  + k * o

Qaralayotgan (6) darajali qatomi quyidagi ko'rinishda yozamiz:

xo + . . ,=  z M I -  («>I Гл

2 n
M  +  M -

X
+ M -

X
+ ... + M -

X
+ ...=  I  M

X

x o *0 *0 k =0 *0

lusbat hadli sonli qatorni qaraymiz. Yuqoridagi (*) tengsizlikka asosan bu qator 
chun

к
(9 )

lajoranta qator bo'ladi. Agar |x|<|x0| shart bajarilsa, unda (9) qator hadlari maxraji 
=|x/x0|<l bo'lgan geometrik progressiyani tashkil etadi va shu sababli 
aqinlashuvchi bo'ladi. Bu yerdan, |x|<|xo| shartda , (8) qator yaqinlashuvchi 
kanligi kelib chiqadi. Unda, taqqoslash alomatiga ko'ra, (7) yoki (6) darajali qator 
:|<[x0| sohada absolut yaqinlashuvchi bo'ladi.

b) (6) darajali qator x=x0 nuqtada uzoqlashuvchi va M > M  bo'lsin. Biz (6) 
ator x=xi nuqtada yaqinlashuvchi deb faraz qilamiz. Unda, teoremaning a) 
ismiga asosan, bu qator x o'zgaruvchining |x|<|xi| shartni qanoatlantiruvchi 
archa qiymatlarida, jumladan x=xQ nuqtada yaqinlashuvchi bo'ladi. Bu esa 
sorema shartiga ziddir. Demak, farazimiz noto'g'ri va [х|>М shartda qator 
zoqlashuvchi bo'ladi. Teorema to'liq isbotlandi.

Abel teoremasidan foydalanib (6) darajali qatorning yaqinlashish sohasi 
o'rinishi haqida quyidagi xulosaga kelamiz. Agar x0 (6) qatorning yaqinlashish 
uqtasi bo'lsa, unda (—Jjc0|. M ) oraliqdagi barcha nuqtalarda qator absolut 
aqinlashuvchi bo'ladi. Agar biror Xi nuqtada (6) qator uzoqlashuvchi bo'lsa, unda 
-j*i|, |xj|] kesmadan tashqaridagi barcha nuqtalarda qator uzoqlashuvchi bo'ladi. 
undan kelib chiqadiki, shunday R>0 soni mavjudki, \x\<R holda (6) qator absolut 
aqinlashuvchi, |x|>/? bo'lganda esa -  uzoqlashuvchi bo'ladi. Shunday qilib, 
uyidagi teorema o'rinli ekanligi isbotlandi:

2-TEOREMA: Har qanday (6) darajali qator (-R , R) , R>0, ko'rinishdagi 
iordinata boshiga nisbatan simmetrik biror oraliqda yaqinlashuvchi bo'lad i.

З-TA’RIF: (-R, R) darajali qatorning yaqinlashish oralig'i , R>0 esa- 
iqinlashish radiusi deb ataladi.

Izoh: Yaqinlashish oralig'ining chegaralarida, ya’ni x=±R nuqtalarda (6) 
trajali qator yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham bo'lishi mumkin.
Ba’zi darajali qatorlarning (oldin ko'rilgan (d) qatorga qarang) y a q in la s h is h  
>hasi faqat bitta x=0 nuqtadan iborat (/?=0), ba’ zilari esa barcha nuqtalarda (R=oo)

iqinlashuvchi bo'lishi mumkin.
4.3. Yaqinlashish radiusi uchun Dalamber formulasi. Endi (6 ) darajali 

itoming R yaqinlashish radiusini topish masalasi bilan shug'ullanamiz.
3-TEOREMA (Dalamber formulasi): Agar (6) darajali qator uchun

lim
Л-Ю0

limit mavjud va chekli bo'lsa, unda bu qatorning yaqinlashish radiusi R=d bo'ladi.
Isbot: (6) darajali qator hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan ushbu 

qatorni qaraymiz:

lao|+K|-H+|a2|-W2+--+k|-H” +-=  iklH* . (io)
k=0

Bu qatomi x o'zgaruvchining har bir qiymatida umumiy hadi 
м„=|ая|-1х|и, «=0,1,2, - ,  

bo'lgan musbat hadli sonli qator deb qarash mumkin. (10) qatorning 
yaqinlashishini Dalamber alomati yordamida tekshiramiz. Teorema shartiga ko'ra

lim
n->OO и

1 _= lim -
П —>oo

•H" _
K l - N "

= |x| lim - H - lim
П—>00an+1

= W -d~

Bu yerdan, Dalamber alomatiga ko'ra, (10) qator |x|4f’ <l =>|x|<<ibo'lganda 
yaqinlashuvchi, |х|ч/’>1 =>|х|></holda esa uzoqlashuvchi ekanligi kelib chiqadi. 
Shu sababli, taqqoslash alomatiga asosan, jx|<d bo'lganda (6) darajali qator absolut 
yaqinlashuvchi bo'ladi. Agar \x\>dbo'lsa, (10) qator uzoqlashuvchi va 
bundan tashqari (Dalamber alomati isbotiga qarang) uning umumiy hadi uchun 

lim |a„fx"! = lim ja„xn\*  0
П—>00 I I П—>001 I

munosabat o'rinli bo'ladi. Bu yerdan (6) darajali qatorning umumiy hadi uchun
lim a„xn *  0

f l —>CO

ekanligi kelib chiqadi. Demak, |x|>d holda (6) uchun qator yaqinlashuvining 
zaruriy sharti bajarilmaydi va shu sababli u uzoqlashuvchi bo'ladi.

Demak, (6) darajali qator |x|<d bo'lganda yaqinlashuvchi, [x|>d bo'lganda esa 
-uzoqlashuvchi. Bu yerdan, 3-ta’ rifga asosan, bu qatorning yaqinlashish radiusi 
R=dekanligi kelib chiqadi. Teorema isbotlandi.

Shunday qilib (6) darajali qator yaqinlashish radiusi

R=  lim
«—>00 (11)

Dalamber formulasi bilan topilishi mumkin.
Izoh: Agar teorema shartidagi limit qiymati d=0 yoki d=oo bo'lsa, unda mos 

ravishda R= 0 yoki R=w bo'ladi. Bu esa (6) darajali qator faqat x=0 nuqtada yoki 
butun (-oo, oo) oralikda yaqinlashuvchi ekanligini ifodalaydi.

Misol sifatida
x 2 x3 X 4 

X -------- + ---------------- +  • ■+(—1)
2 3 4 «  *=1

darajali qatorning yaqinlashish radiusini topamiz. Bu yerda 
а „ = ( - 1 Г 7 « ,  a „ . ,= ( - l ) " / ( « + ! )

bo'lgani uchun



R =  lim
n->«I

= lim = lim (1 + —) = 1
it—yea n  n -yoo  n

Demak bu qatoming yaqinlashish oralig'i (-1 , 1) bo'ladi.
Bu qator yaqinlashuvini x=±l chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz. Agar x= -l 

bo'lsa, unda
„  1 1 1- (1  + - + -  + -  +  - + - )

2 3 n
uzoqlashuvchi qatorga ega bo'lamiz , chunki qavs ichidagi garmonik qator 
uzoqlashuvchidir. x=\ bo'lsa,

, 1 1 1I —  + ---------
2 3 4

sonli qatorga ega bo'lamiz. Bu qatorni, Leybnits alomatiga ko'ra, yaqinlashuvchi 
ekanligini oldin ko'rib o'tgan edik. Demak, x=l nuqtada berilgan darajali qator 
yaqinlashuvchi. Shunday qilib, qaralayotgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi 
(—1 , 1] yarim oraliqdan iborat.

4.4. Yaqinlashish radiusi uchun Koshi formulasi. Darajali qatorning 
yaqinlashish radiusini aniq lash uchun yana bir formulani keltiramiz.

4-TEOREMA (Koshiformulasi): Agar (6 ) darajali qator uchun 
lim

Л—>cO
limit mavjud bo'lsa, unda bu qatoming yaqinlashish radiusi

д _ 1 _  1
k lim  я (12)

Koshi formulasi bilan topilishi mumkin.
Bu teorema ham oldingi teorema singari isbotlanadi va shu sababli uning 

ustida to'xtalib o'tirmaymiz.
( 12) formula yordamida

1 + — x + (— )2x 2 + • 
11 15

• + (
Зи + 1 
6 «  + 5

)nxn +-

darajali qatoming yaqinlashish radiusini topamiz:

* .  lim )■ =  lim * ! ± I .  lim .
n-yoo v 6/1 + 5 n-*<*>6 n + 5 n-y*>6 + (5/n) 2

Demak R= 2 va darajali qatorning yaqinlashish oralig'i (-2, 2) bo'ladi. Bu
qator x= ± 2  chegaraviy nuqtalarda uzoqlashuvchi ekanligini ko'rsatish qiyin emas
va buni o'quvchiga mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

( 12) formula tatbig'iga yana bir misol sifatida
x + 2~x +3 x +••• + « " xn +•

darajali qatorni qaraymiz:

R = -
lim
«->00

lim n
П—>oO

= 0.

Demak, bu darajali qator faqat x=0 nuqtada yaqinlashuvchi.

4.5. Darajali qator xossalari. (6 ) darajali qator hadlari un(x)=anxn 
ko'rinishdagi eng sodda, ya’ ni natural ko'rsatkichli darajali funksiyalardan, S„(x) 
xususiy yig'indilari esa и-darajali ko'phadlar ko'rinishidagi nisbatan sodda 
funksiyalardan iborat funksional qatordir. Shu sababli darajali qatorlar, boshqa 
funksional qatorlardan farqli ravishda, ko'phadlarga xos bir qator xossalarga ega 
bo'ladi. Bu xossalami quyidagi teoremalar ko'rinishida isbotsiz keltiramiz.

5-TEOREMA: Agar darajali qatoming yaqinlashish oralig'i ( -  R , R) 
bo'lsa. uning yig'indisini ifodalovchi S(x) funksiya ( -  Л , R) oraliq ichida 
joylashgan har qanday [a, b\ kesmada uzluksiz bo 'lad i.

Masalan, geometrik progressiya yordamida

l - x  + x 2 - x 3 + - -  + ( - l ) " x ” +-- = £ ( - I ) V  (13)
*=o

darajali qatorning yaqinlashish oralig'i ( - 1, 1) va yig'indisi 5(x)=l/(l+x) 
funksiyadan iborat ekanligini ko'rsatish mumkin va buni o'quvchiga mustaqil ish 
sifatida qoldiramiz. Bu funksiya (-1 , 1) oraliqda uzluksizligi ravshandir.

6-TEOREMA: Darajali qatomi uning ( - R , R) yaqinlashish oralig'i ichida 
joylashgan har qanday [а, Л] kesma bo'yicha hadlab integrallash mumkin, ya’ni

9 00 trS(x) = a0 + atx + a2x +... + a„xn + ...=  ,x e (-R ,R ), =>
k=0

b b b b b oo b
=> JS(x)dx = Ja0dx + Jatxdx + ja2x2dx + ... + { anxndx +... = jr Jakxkdx

a a a a a ^=0 a
Masalan, (13) darajali qatomi [0,/] с  (-1,1) kesma 

integrallab,

(14)

bo'yicha hadlab

о I +  X *=00

x X3 x4
ln(l +  x )  =  x -  —  +  - -----—

2 3 4

л+\
ln (l + / )  =  £ ( - 1 ) *  *— / 6  ( - 1 ,1 ) ,

*=o * + 1
natijani olamiz. Oxirgi tenglikda t o'zgaruvchini x bilan almashtirib, yangi

xn+'
■ + - -  + ( - l ) n^—  + — , — 1 < x < 1, (15) 

и + 1
darajali qatorga ega bo'lamiz. Bunda х— 1 holda uzoqlashuvchi garmonik qator, 
x= l holda esa Leybnits alomati shartlarini qanoatlantiruvchi va shu sababli 
yaqinlashuvchi bo'lgan ishorasi navbatlanuvchi sonli qator hosil bo'ladi. Demak, 
(15) darajali qatorning yaqinlashish sohasi ( - 1 ,1 ]  bo'lib, undan x=\ holda

ln2  = l - i  + i - i  + -.. + ( - l ) " - 1I  + . . .=  I ( - l ) * - 1!  (16)
2 3 4 n *=i к

tenglikni olamiz.
7-TEOREMA: Yaqinlashish oralig'i ( - R  , R) bo'lgan darajali qatomi 

hadlab differensiallash mumkin va bunda hosil bo'ladigan darajali qatoming 
yaqinlashish sohasi yana ( — R,R) oraliqdan iborat bo'ladi, ya’ni

S(x) = a0 +axx + a2x2 + - + a„xn +•••= Ŷ akxk ,
k=о

x e ( - R , R ) , (17)



S'(x) = a, + 2a2x + 3a3x2 +■■■ + nan+]x" + -• • = Ykakxk~' , x e ( -R ,R ) .  (ig\
*=o

Masalan, (13) darajali qatorni hadlab differensial lab va hosil bo‘ lgan tenglikni 
(-1 ) soniga ko‘ paytirib, ushbu darajali qatorga kelamiz:

------— j  = 1 -  2x + 3x2 -  ■
( l+ x )2

• +  ( - l ) n+1 « X м- 1 +  • • • =  I ( - l ) * +1 f a * - 1 , - 1  <  X <  1 .

(18) darajali qatorga yana 7-teoremani qoilash mumkin va bu jarayonni 
istalgan marta takrorlash mumkin. Bundan esa ushbu teorema o'rinli ekanligi kelib 
chiqadi:

8-TEOREMA: Agar (1 7 )darajali qator( - R  , R) oraliqda yaqinlashuvchi 
bo'lsa, uning yig'indisini ifodalovchi S(x) funksiya bu oraliqda ixtiyoriy marta 
differensiallanuvchi bo'ladi. Bunda ^ ( x ) , m=\,2,3, -  , hosilalar (17) darajali 
qatomi ketma-ket m marta hadlab differensiallash orqali topiladi. Bunda hosil 
bo'ladigan barcha darajali qatorlarning yaqinlashish sohasi ( -  R , R) oraliqdan 
iborat bo'lad i.

Ko'rib o'tilgan
2 00 t a0 +a}x + a2x +... + anxn + ...= £ akx (6)

k=0
darajali qator bilan birga

ao + at(x -  c) + a2(x -  c) 2 + . . .+ an( x -c ) n + ...=  f ]ak( x -c ) k (19)
*=o

ham darajali qator deb ataladi. Bunda c= 0 bo'lsa, (6) darajali qator hosil bo'ladi. 
(13) qator x—c=X  belgilash orqali (6) ko'rinishdagi darajali qatorga keltiriladi. Bu 
holda ham R yaqinlashish radiusi (11) yoki (12) formula orqali topilib, (13) 
darajali qatorning yaqinlashish oralig'i x=c nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan 
(c — R, c+R) oraliqdan iborat bo'ladi. Masalan,

f  sin3—~—( x -4 ) n
17 = 0 л + 1

darajali qatorning yaqinlashish radiusini (11) Dalamber alomati yordamida 
topamiz:

- з 1sinaR = lim
П~> «О

sin'
= lim -------=

Я~>ас . 3 1
sm -------

n + 2

= lim
И—>00

" in —
3

'  _ L  '
3

s m « + l • lim
Л-» oo

n + 2 ■ lim f”  + 2 T1
sin 1 П+ 1 J

к n + 1 у v n + 2,

Bu yerda lim (sinx)/x = l ko'rinishdagi I ajoyib limitdan (VII bob,§3 ga
x—>0

qarang) foydalanildi. Demak, berilgan darajali qatorda c- 4 bo'lgani uchun, uning 
yaqinlashish oralig'i (c -  R , c+#)=(3, 5) bo'ladi.

XULOSA
Sonli qatorlar tushunchasini bevosita umumlashtirish orqali funksional qator 

aniqlanadi. Bu qatorning hadlari funksiyalardan iborat bo'ladi. Funksional qatorlar 
ham matematikaning nazariy va amaliy masalalarini qarashda hosil bo'ladi.

Argumentning har bir mumkin bo'lgan qiymatida funksional qator sonli qatorga 
aylanadi. Bu sonli qator yaqinlashuvchi bo'lsa, funksional qator argumentning bu 
qiymatida yaqinlashuvchi deyiladi. Bunday nuqtalar to'plami funksional qatorning 
yaqinlashish sohasi deyiladi. Yaqinlashish sohasida funksional qatorning yig'indisi 
biror funksiyani ifodalaydi.

Funksional qatorlarning muhim bir xususiy holi bo'lib darajali qatorlar 
liisoblanadi. Bu qator argumentning natural darajalaridan tuzilgan bo'ladi. Abel 
teoremasidan darajali qatorning yaqinlashish sohasi (-R , R) ko'rinishdagi 
simmetrik oraliqdan iborat ekanligi kelib chiqadi. Uning x=± R chegaralarida qator 
yaqinlashuvchi ham, uzoqlashuvchi ham bo'lishi mumkin. Bunda /?>0 bo'lib, u 
darajali qatorning yaqinlashish radiusi deyiladi. Berilgan darajali qatorning 
yaqinlashish radiusi Dalamber yoki Koshi alomatlari yordamida aniqlanishi 
mumkin.

Darajali qatorlarning muhim xossalari shundan iboratki, ulami yaqinlashish 
oralig'ida hadlab differensiallash va integrallash mumkin. Bundan darajali 
qatorning yig'indisi bo'lmish funksiya uchun ixtiyoriy tartibli hosila mavjudligi 
kelib chiqadi.

Tavancb iboralar

Bundan tashqari (19) darajali qator uchun ham 5-8 teoremalar o'rinli bo'ladi.

* Funksional qator * Yaqinlashish nuqtasi * Yaqinlashish sohasi * Funksional 
qatorning yig'indisi * Funksional qatorning qoldig'i * Darajali qator * Darajali 
qator koeffitsiyentlari *Abel teoremasi ‘ Yaqinlashish radiusi * Yaqinlashish 
oralig'i * Dalamber formulasi * Koshi formulasi

Takrorlash uchun savollar

1. Funksional qator ta’ rifi qanday ifodalanadi?
2. Funksional qatorning yaqinlashish nuqtasi nima?
3. Funksional qatorning yaqinlashish sohasi deb nimaga aytiladi?
4. Funksional qatorning yig' indisi qanday aniqlanadi?
5. Funksional qatorning qoldig'i nima?
6. Yaqinlashuvchi funksional qatorning qoldig' i qanday xossaga ega?
7. Darajali qator qanday ta’ riflanadi?
8. Darajali qatorning koeffitsiyentlari deb nimaga aytiladi?
9. Abel teoremasi qanday ifodalanadi?
10. Abel teoremasining ahamiyati nimadan iborat?
• I .Darajali qatorning yaqinlashish radiusi nima?
12.Darajali qatorning yaqinlashish sohasi qanday ko'rinishda bo'ladi?



13. Yaqinlashish radiusi Dalamber va Koshi formulalari orqali qanday topiladi?
14.Qachon darajali qator yig‘ indisi uzluksiz funksiya bo'ladi?
15.Qaysi shartda darajali qatorlarni hadlab integrallash mumkin?
16.Darajali qatorlarni hadlab differensiallash mumkinmi?
17.Darajali qator yig‘ indisini ifodalovchi fiinksiya qanday xususiyatga ega?

Testlardan namunalar

1. Quyidagilardan qaysi biri funksional qator emas?
. .  i  cos2 m  _  «  sin2 nx ® cos их + sin nx
' *-• , -V? ’ '  0 ’ s £-1 т i

n=0 (f i  + 1 )  л = 0 (л  +  1) n=0 (w +  1)

r.. “  cos2 их + sin2 nx
D ) 2 - -------------- -̂----- ; E) keltirilgan barcha qatorlar funksionaldir.

л=о ( л + 1)
°°2. Quyidagi x0 nuqtalardan qaysi birida X 2 ” +Ix” funksional qator

n=\
yaqinlashuvchi bo'ladi?

A) x0 = —1; В) * o = - ;  C) x0 = - j ;  D )x0= 1; E )x 0 = - - .
2 4 2

00 cosx*
3- X ---------5- funksional qatorning yaqinlashish sohasini aniqlang.

t=o(* + 1)
A) ( - 00, 00); В) я и < х < 7г(л + 1),и = 0,1,2,--- ; С) x Ф m , n = 0,±1,±2,- - ;

D) x *  — + ли,и = 0,±1,±2,- - ; E )x>0.
2

4. Y.2~kxk funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.
*=0

A) (-<0 , 00); B) (0, 00); C) (-2 , 2); D) ( - 00, 0); E) (-1 /2, I /2).
00 *5. I  cos x funksional qatorning [71/6 , л/2] kesmadagi yig'indisini toping.

*=0

А ) Г ^ ; В) - \— ; C ) — i ----- ; D) -— ^ E )  — .
1 -S in x  1 + Sinx 1-COSX 1 + cosx  cosx

i f — T  * '/= iV «+ i;

M ustaqil ish topshirialari

darajali qatorning yaqinlashish radiusini Koshi formulasi

yordam ida toping.

x'
2. Y.---------- ^d a ra ja li qatorning yaqinlashish oralig 'in i Dalam ber form ulasi

-= i(«+ l)v‘
yordam ida toping. Oraliq chegaralarida bu qatom i yaqinlashuvchi yoki 
uzoqlashuvchi ekanligini aniqlang.

• Teylor va Makloren qatorlari
• Ayrim funksiyalaming Makloren qatorlari.

5.1. Teylor va M akloren qatorlari. Ma’ lumki berilgan ushbu
2  05 *a0 + at(x - x0) + a2(x -  x0) + ■■■ + an( x - x 0)n +■■■= ^ а к( х - x0) (1)

*=0
darajali qatorning yig'indisi (xo-R, x0+R) yaqinlashish oralig'ida ixtiyoriy marta 
differensiallanuvchi biror S(x) funksiyani aniqlaydi. Endi bu masalani teskarisini, 
ya’ ni yig'indisi berilgan fix) funksiyaga teng bo'lgan (I )  darajali qatomi topish 
masalasini qaraymiz. Albatta bunda fix) funksiya biror x=x0 nuqta va uning 
qandaydir atrofida ixtiyoriy marta differensiallanuvchi deb hisoblanadi. Bu 
muammo juda ko'p nazariy va amaliy masalalarni yechishda paydo bo'ladi va 
ularning ayrimlarini keyinchalik ko'rib o'tamiz. Buning uchun x=x0 nuqtaning 
biror atrofida

f ( x )  = a0 + a\(x — x0) + a2(x -  x0)2 +■■■ + an( x - x 0)n +■■• (2) 
tenglik o'rinli deb faraz qilamiz. Bu tenglikdagi a„ (и=0,1,2,--) koeffitsiyentlami 
topamiz. Dastlab (2) darajali qatorda x=x0 deb a^fix^n / 0)(x0) ekanligini 
ko'ramiz. Endi (2) darajali qatomi hadlab differensiallab,

f ( x )  = a} + 2 а 2( х - х 0) + За3(д :-х 0) 2 + --- + n a „(x-x0)n~' +•■■ 
tenglikka ega bo'lamiz va undan al=f'(xo)=fw(xo) natijani olamiz. Oxirgi darajali 
qatomi yana bir marta differensiallab,

f i x )  = 2 • \a2 + 3 • 2a3(x -  x0) + • ■• • + и(и -1  )a„ (x -  x0)”~2 + — 
darajali qatorni hosil etamiz va undax=x0 deb a1=f'(xa)l(2 -\)= /~\хй)!2 ! ekanligini 
ko'ramiz. Bu jarayonni davom ettirib, (2) darajali qator koeffitsiyentlari uchun

a„ = /(Л ^ 0 ) , «  = 0 ,1 Д -  (3)
и!

formulani hosil qilamiz.
(3) formula orqali topiladigan a„ koeffitsiyentlardan foydalanib, ushbu 

darajali qatomi hosil etamiz:

/ ( x 0) + ^ ( x - x 0) + q ^ ( x - x 0) 2 + ... + ^ ( , - x 0r + . . . .  (3)
1! 2! и!

I-ТА ’RIF: (3) darajali qator fix) funksiya uchun Teylor qatori deb ataladi.
Shuni ta’kidlab o'tish kerakki, (3) qatorga o'xshash qatorlar dastlab 1694 yilda 

shveytsariyalik buyuk matematik I. Bernulli tomonidan qaralgan, ammo (3) 
ko'rinishda ingliz matematigi B.Teylor(l685-1731 y.) tomonidan 1812 yilda chop 
etilgan.

Berilgan fix) bo'yicha hosil qilingan (3) Teylor qatorini qarayotganimizda 
quyidagi uch hoi bo'lishi mumkin:

* (3) darajali qator x=xo nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda 
uzoqlashuvchi;

§5. T E Y L O R  V A  M A K L O R E N  Q A T O R L A R I



■ (3) qator yaqinlashuvchi, ammo uning yig'indisi berilgan fix) 
funksiyadan farqli boshqa bir funksiyadan iborat. Bunga misol sifatida

/ ( * )  =
x * 0 ,

(4 )

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya ixtiyoriy marta differensiallanuvchi va uning 
barcha hosilalari xo=0 nuqtada /  (и)(0)=0 (л=0,1,2,—) shartni qanoatlantirishini

* кko'rsatish mumkin. Shu sababli (4) funksiyaning Teylor qatori £ 0  • x ko'rinishda
*=o

bo‘ lib, uning yig'indisi S(x)=0jfix) funksiyadan iboratdir;
■ (3) qator yaqinlashuvchi va uning yig'indisi berilgan fix) funksiyaga

teng.
Biz uchun oxirgi hoi bo'Iishi maqsadga muvofiq va buning uchun fix) 

funksiya qanday shartni qanoatlantirishi kerakligini aniqlaymiz. Bu maqsadda Дх) 
funksiya va uning (3) Teylor qatori bo'yicha hosil qilingan ushbu funksiyani 
qaraymiz:

И i.
« „ (* )  = / ( * ) -  'L I - r r l l ( x - x 0)k (5 )

*=o k\
2-TA ’RIF: (5) funksiya f ix )  funksiya Teylor qatorining n-qoldiq hadi 

deyiladi.
(3) va (5) tengliklardan bevosita quyidagi teorema kelib chiqadi:

1-TEOREMA: Berilgan Дх) funksiyaning (3) Teylor qatori x=x0 nuqtaning 
biror atrofida yaqinlashuvchi va uning yig'indisi f ix )  funksiyaga teng bo'Iishi 
uchun uning (5) qoldiq hadi shu atrofdagi barcha x  nuqtalarda

lim Rn(x ) = 0 (6)
H->tO

shartni qanoatlantirishi zarur va yetarlidir.
Shunday qilib, (6) shart bajarilganda

/ ( * ) = / ( x 0) +  -  x0) + ~ ^ ( x  -  x0) 2 +  •• • +  ^ ~ ^ - ( x  -  xoy  +■■■
1! 2! n\

yok i, qisqacha qilib yozganda,

m = i ^ - ^ - ( X- x 0)k
k=о k\

(7 )

tenglik o'rinli bo'ladi.
Agar Дх) funksiya (1) ko'rinishdagi biror darajali qatorga yoyilsa, bu qator 

albatta (7) Teylor qatoridan iborat bo'Iishi tushunarlidir. Bundan fix) funksiya 
darajali qatorga yoyilsa, bu qator yagona ravishda aniqlanishi kelib chiqadi.

(6) shartni bevosita tekshirish qiyin va shu sababli Teylor qatorining (5) 
qoldiq hadini

/ <и+,)( с )

ko'rinishda yozish mumkinl 
etamiz).

( x - x 0) n+ , C 6 (x 0,x ) (8)(и + 1)!
gidan foydalanamiz (bu tasdiqni isbotsiz qabul

i-ГА ’RIF: (8) tenglik fix) funksiya uchun Teylor qatorining Lagranj 
ko'rinishidagi n-qoldiq hadi deyiladi.

Teylor qatorining Lagrang ko'rinishidagi (8) qoldiq hadidan foydalanib, (6) 
shart bajarilishi uchun yetarli shartni topamiz.

2-TEOREMA: Agar fix) funksiya va uning hosilalari biror [x<r-a, x0+a] 
kesmada yuqoridan bir xil son bilan chegaralangan, ya’ ni biror musbat M  soni 
uchun

|/(n> (*)| й М  (n = 0,1,2, • • •), x e [x0 -  a , x0 + or ] ,  (9)

tengsizliklar o'rinli bo'lsa, unda (6) shart bajariladi.
Isbot: (9) shart bajarilganda, (8) formulaga asosan, (5) qoldiq hadni 

quyidagicha baholash mumkin:

................ ...
(и + 1)! 1 1 (/? +1)! 

Bu yerdan (6) shart bajarilishi uchun
a n

(л + 1)!

(10)lim —  = 0
n->Я n\

ekanligini ko'rsatish kifoya. Agar 0<a<l bo'lsa, (10) tenglik bajarilishi ravshan va 
shu sababli a>l holni qarash yetarli. Bu holda u„= a"/n\ deb belgilasak, unda

lim ^ ± 1 =
n->oo U„ n-»=on + l

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerdan biror N soni uchun n>N bo'lganda u„ , 
ya’ ni u„ monoton kamayuvchi ketma-ketlik ekanligini ko'ramiz. Bundan tashqari 
u„ >0 , ya’ni bu ketma-ketlik quyidan chegaralangan. Shu sababli monoton ketma-
ketlik limiti haqidagi teoremaga asosan lim un = A > 0 limit mavjud . Bu holda

/*-*00
ОС . О С

A = lim u„+l = lim (u „ --------) = lim u„ ■ lim -------= Л ■ 0 = 0.
n-yoo n-У to П + 1 n-y«> n-+ to/I +  l

Demak. haqiqatan ham (10) tenglik o'rinli va shu sababli (6) shart bajariladi. 
Odatda Teylor qatoridaxo=0 bo'lgan hoi, ya’ni

1! 2! и! *=o «!
darajali qator keng qo‘ llaniladi.

4-TA’RIF: (11) darajali qator Дх) funksiyaning Makloren qatori deb 
ataladi.

Makloren qatori uchun qoldir hadning Lagranj ko'rinishi quyidagicha 
bo'ladi:

* „ (* ) = x  , c e ( 0 ,x )  .
(и  +  1)!

5.2. Ayrim funksiyalarning Makloren qatorlari. Dastlab bir nechta Дх) 
elementar funksiyalar uchun Makloren qatorlarini yozib, ularning yaqinlashish 
sohasini va berilgan Дх) funksiyaga yaqinlashuvini tekshiramiz.



• Xx)=sinx. Bu funksiya uchun ixtiyoriy tartibli hosila mavjud va ulami 
birin-ketin topamiz:

/ ' ( * )  = c o s x ,/ " ( * )  = -s in x , f " ( x )  = -c o sx , / (4)(x) = sinx,- -, 
/ (п+4)(х) = / (л)(х ), я = 0,1,2, - .

Bu yerdan quyidagi tengliklarga ega bo‘ lamiz:
/ ( 0 )  = , / ' ( 0 ) = 1 ,  / ' ( 0 )= 0 , / " ( 0 ) = - l ,  / (4)(0) = 0 , - ,

/ (2й)(0) = 0 , / (2и+1)(0) = (-1 )" .
>(x)=sinx funksiya Makloren qatorining qoldiq hadini baholash uchun uning 

hosilalarini, keltirish formulalariga asosan,

/ (n)(x) = sin(x + | w)

ko'rinishda yozish mumkinligidan foydalanamiz. Bu yerdan ixtiyoriy x uchun 
1/"’(х) |<1 ekanligi kelib chiqadi. Demak, 2-teoremaga asosan, y(x)=sinx 
funksiyaning Makloren qatori (-°o, oo) oraliqda yaqinlashuvchi va uning yig'indisi 
shu funksiyaning o'zigateng, ya’ ni

v-3 5 7 2л—1 oa 2k+1
sinx = x ------ + ------------ + -•■ + ( - l ) " +1------------ + - - = Z ( - 1 )  ------------- . (12)

3! 5! 7! (2л -1 )! (2/1 + 1)! ( ’

ular
Дх)=сокх. Bu funksiya uchun ham ixtiyoriy tartibli hosila mavjud va

/ ' ( x )  = -s in x , / " ( * )  = - c o s x ,  / " ( x )  = sinx, / (4)(x) = cosx ,---, 
/ (n+4)(x) = / (n)(x ), л = 0 ,1 ,2 ,- 

tengliklar bilan aniqlanadi. Bu yerdan quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:
/ ( 0 )  = , / 4 0 ) = 1, / ' ( 0 )  = 0 , / " ( 0 )  = - l ,  / (4)(0) = 0 , - ,

/ (2л)(0) = 0 , / (2п+1)(0) = (-1)л .
J[x)=cosx funksiya uchun ham uning hosilalarini

f {n\ x )  =  C0S(X +  ~ w )

ko'rinishda yozish mumkinligidan foydalanib, ixtiyoriy x uchun ] /и)(х) |£l 
ekanligini ko'ramiz. Demak, 2-teoremaga asosan, J{x)=cosx funksiyaning 
Makloren qatori (-oo, oo) oraliqda yaqinlashuvchi va

r 2 r 4 r 6 r 2n «> v 2*
COSX =  1 — ----h —----- — +  . . .  +  ( - 1 ) " V  (13)

2! 4! 6! (2л)! *=o (2>fc)!
tenglik o'rinlidir.

• flx)=ex . Bu funksiyaning ixtiyoriy tartibli hosilasi mavjud v a / ‘"'(x)=e 
у а / (и>(0)=1 (л=0,1,2, ■ ) bo'ladi. Bundan tashqari, ixtiyoriy A musbat soni uchun 
[-A, A] kesmada f in\x)<eA («=0,1,2, -), ya’ni (9) shart bajariladi. Bulardan, 
^x)=e* funksiyaning Makloren qatori (-oo, oo) oraliqda yaqinlashuvchi va

«-2 03 к

=  l 4 -  (14) k= 0 k\
co'rinishda bo'lishi kelib chiqadi.

, x x ' x= 1 + —+ —  + ••• + —  + - 
1! 2! л!

• /x)=shx. Giperbolik sinus deb ataladigan bu funksiyaning Makloren 
qatorini topish uchun dastlab (14) qatorda x  o'zgaruvchini - x  bilan almashtiramiz:

= l _ £  + f ! _ £ .  + ... + (_ l ) « ^  + . . . = ! ( _ ! ) *
1! 2! 3! л! *=o A! (15)

(14) va (15) Makloren qatorlarni hadma-had ayirish orqali (-oo, аз) oraliqda o'rinli 
bo'lgan

shx = - x3 X5 ■=* + —  + —  + ■ 
3! 5! • = s (16)

2 3! 5! (2и + 1)! *Г0(2А + 1)!
natijani olamiz.

• /x )=chx. Giperbolik kosinus deb ataladigan bu funksiyaning Makloren 
qatorini topish uchun (14) va (15) qatorlarni hadlab qo'shamiz:

Q X  P ~ X  r 2 X 4 X 2n  00 X2*
chx = -------- —  = l + :— + —  + ■•• + -------+ ■••= У --------. (17)

2 2! 4! (2л)! *То(2А)! '
Bu qatorning ham yaqinlashish oralig'i (-oo, oo) bo'ladi.

• 1 +-*)а ■ Bunda a- ixtiyoriy o'zgarmas sonni ifodalaydi. Bu 
funksiyaning hosilalarini topamiz:

f ( x ) = a ( l  + x)a~ \  / " ( х )  = а (а -1 ) (1  + х )“ -2 , - ,

/ (m> (x) = a  (a  -  l)(a -  2)- • (a  -  m + 1)(1 + x)a m = 0,1,2, - .
Berilgan_/(*)=( l +*)a funksiyaning Makloren qatori (-1,1) oraliqda yaqinlashuvchi 
va uning yig'indisi funksiyani o'ziga teng bo'lishini ko'rsatish mumkin, ya’ ni

/i v» , «  a(a - 1) 2(1 + x)a = 1 + — x + — --------x1 + ■
1! 2!

| а ( а - 1 )  - - ( а - и  + 1)^п [ 
и!

(18)
*=o Л!

munosabat o'rinli bo'ladi. Bu darajali qator binomial qator deb ataladi.
Izoh: Agar (15) qatorda а=л=1,2,3, — , ya’ ni natural songa teng bo'lsa, unda 

m>n h olda /ml(x)=0 bo'ladi. Natijada (15) qator chekli yig'indiga aylanib, undan
( !+ * ) " =  Z C „ V ,  c *  = — " L  = M » _ z l )y ^ .-A  + l)

*to к\(п-к)[ k\
ya’ni Nyuton binomi (I bob, §3, (5) ga qarang) kelib chiqadi.

Binomial qatorning kelgusida qo'llaniladigan ikkita xususiy holini qaraymiz:

- L  =  l - *  +  r 2 - 3
1+x

(1+x) ' = —5 - = l - x + x2 - x 3 +--- + ( - l ) n+1x " + •••= I ( - l ) nx * ; (19)

(1 + x )- 1 , 1 1-3 2 1 3 5 з
■j-------- =  1 — x  + ---------X ---------------- x  +-•• +

V l+ 7  2 2 -4  2 -4 -6

2 -4 -...-2 л  t -о (2A:)!!
(20) Makloren qatorida (24-1)!! belgi 2k-\ va ungacha bo'lgan toq sonlar, 

(2A)!! esa2A va ungacha bo'lgan juft sonlar ko'paytmasini ifodalaydi.
* Xx)=ln(l+x). (19) qatorda x o'zgaruvchini t bilan almashtirib va bu



qatorni (0, x) oraliqda (|x|<l) hadlab integrallab, ushbu Makloren qatorini hosil 
etamiz:

dt *+l

ln(l + x) = l f - -  E ( -1  y t kdt = K - n * \tkdt = Z  ( -0 *  ~ r  • (21)
ol + f 0*=0 t=0 0 *=0 Л+1

(21) darajali qator sifatidax=] nuqtada ham yaqinlashuvchi bo'lishi oldin (§4, (16) 
ga qarang) ko'rsatilgan edi. Endi x=l nuqtada bu qatorning yig'indisi S=ln2 
bo'lishini, ya’ni

In 2 = 1 —  + ------- + ... + ( - i ) n
2 3 4 - + - =  Z  (-Dn + 1 *=o к +1

(22)
tenglik o'rinli ekanligini ko'rsatamiz. Buning uchun

1 1 1 r n+1
-------= \ -x  + x2 - X 3 +  • »  +  ( -  \)nxn +  ( - l ) " +1- ------
1 + x 1 + JC

ayniyatni [0,1] kesma bo'yicha hadlab integrallaymiz:
1 d x  1 1 i i 1 1 vn+l
J-------= \dx-\xdx + \x d x - jx  dx + --- + (-])"]xndx + ( -1 ) ” +1 j — — dx =>
ol + x о о о о о o l + x

=> ln2 = 1 -  ^  + + -- + ( - l ) n—^— + R =S„ + Rn .
2 3 4 n + 1

Bu yerdan (22) tenglik quyidagicha keltirib chiqariladi:

-d)cl<Jxn+,dx = —-Ц- => lim Rn =0=>  lim = In2. 
о n + 2  «-»•O n-> OO

Demak, (21) Makloren qatorining yaqinlashish sohasi (-1,1] yarim oraliqdan 
iboratdir.

• y(x)=arctgx . (19) darajali qatorda x o'zgaruvchini t2 bilan almashtirib va 
зи qatomi CO, jc) oraliqda ([дг|<1) hadlab integrallab,

1 + JC

x d t  x  00 , oo x oo 2i+ l
arctgx = - j  =J X ( - l )kt2kdt=  I ( - l )k\t2kdt = X  (-1)* (23)

ol +  f o*=o *=o о *=o 2 k + \
Makloren qatoriga ega bo'lamiz. Bu darajali qator x=±l chegaraviy nuqtalarda 
^eybnits shartlarini qanoatlantiruvchi va shu sababli yaqinlashuvchi bo'lgan 
shorasi navbatlanuvchi sonli qatorga aylanadi. Yuqoridagiga o'xshab, x=±l 
>o‘ lganda uning yig'indisi S=arctg(±l)= ±я/4 bo'lishini ko'rsatish mumkin. Shu 
;ababli (23) Makloren qatorining yaqinlashish sohasi [-1, 1] kesmadan iboratdir.

• y(*)=arcsinx . (20) darajali qatorda x o'zgaruvchini - f 2 bilan almashtirib 
rn hosil bo'lgan qatomi (0, x) oraliqda (pc|<l) hadlab integrallab, berilgan 
unksiyaning ushbu

arcsinx = f-j=^L=r = j £  < % = M t 2kdt= E jt2kdt =
6*“ o (2*)!! *Го (2Ar)!! J

= у  (2 A -l)!l x2k+l 
h  (2/fc)!! 2 k+ \

(24)

Makloren qatorini hosil qilamiz. Bu qator x=±l nuqtalarda ham yaqinlashuvchi va 
yig'indisi arcsin(±l)= ±тг/2 bo'lishini ko'rsatish mumkin. Demak, (24) Makloren 
qatorining yaqinlashish sohasi [-1, 1] kesmadan iboratdir.

Bu qatorlardan foydalanib boshqa funksiyalaming Makloren qatorlarini 
topish mumkin. Misol sifatida Xx)=cos2x funksiyaning Makloren qatorini 
aniqlaymiz. Buning uchun uni

2 l  +  cos2x 1 , ,  _  ,  
cos x  =  — — = - ( l  +  cos2x) (25)

ko'rinishda yozamiz. Endi _y=cosx funksiyaning (13) Makloren qatorida x 
o'zgaruvchini 2x bilan almashtirib, y=cos2x funksiya Makloren qatorini hosil
etamiz:

cos2x =  l -
2 x 24* 4 2 V •+ ( - ! ) " -

7 2 к 2k 
к 2  X

+ X ( - l )
(2л)! ыо (2*)!2! 4! 6!

Bu natijani (25) tenglikka qo'yib, berilgan funksiyaning Makloren qatoriga ega 
bo'lamiz:

1---------------------------------- O3 y 
cos x = -  (1 + cos 2x) = 1----------ь

2 2!
V

4!
2_x_

6! • + Н ) Я
(2и)!

X U L O S A
Yig'indisi berilgan ixtiyoriy marta differensiallanuvchi funksiyaga teng 

bo'ladigan darajali qatorlarning mavjudligi va ulami topish masalasi Teylor va 
uning xususiy holi bo'lgan Makloren qatorlari yordamida o'rganiladi. Bunda 
berilgan funksiya bo'yicha tuzilgan darajali qatorning yaqinlashish oralig'ini 
topish va bu qator yig'indisini berilgan funksiyaga teng bo'lish shartlarini aniqlash 
masalaiari qaraladi. Bunda Makloren qatorining Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadi 
muhim ahamiyatga ega bo'ladi. Asosiy elementar va ayrim elementar 
funksiyalaming Makloren qatorlari topilib, ularning yaqinlashish sohasi 
aniqlanadi.

Tavanch iboralar

* Teylor qatori * Qoldiq had * Teylor qatorining yaqinlashishi * Qoldiq hadning 
Lagranj ko'rinishi * Makloren qatori * Binomial qator__________________________

Takrorlash uchun savollar

1. Funksiyaning Teylor qatori qanday aniqlanadi?
2. Teylor qatorining yaqinlashishi to'g'risida nima deyish mumkin?
3. Teylor qatorining qoldiq hadi deb nimaga aytiladi?
4. Teylor qatorining yaqinlashishi uchun zaruriy va yetarli bo'lgan shart 

nimadan iborat?
5. Teylor qatorining qoldiq hadi Lagranj ko'rinishida qanday ifodalanadi?
6. Teylor qatori yaqinlashishining yetarli sharti nimadan iborat?



7. Makloren qatori qanday ta’riflanadi?
8. sinx va cosx funksiyalarning Makloren qatori qanday ko'rinishda bo‘ ladi?
9. ex, giperbolik sinus va cosinus funksiyalarning Makloren qatorini yozing.
10.Binomial qator deb nimaga aytiladi?
11 .ln(l+x) funksiyaning Makloren qatori qanday topiladi?
12.arcsinx va arctg* funksiyalarning Makloren qatori qanday ifodalanadi?

Testlardan namunalar

1. Teylor qatori qayerda to‘ g‘ ri ifodalangan?

A) / ( 0 )  + ^ ( x - a )  + ^ ( * - a ) 2 + ... + Z ^ ( x _ a)» + .. .  .
1! 2! и!

1! 2!
( х - а У + -  + £ ^ - ( х - а)п+ .

: )  П а )+ т х + Ш х> + . . .+ / ^ р х » + . . . ;

) )  а0 + а , ( х - х 0) +  я2( х - х 0) 2 + — + а„(х- х0)п + ••• ;

5) а0 + ахх + а2х 2 + --- + а„хп +■■■ .

2. Berilgan fix) funksiyaning х-х0 darajalari bo'yicha Teylor qatorining 
'aqinlashuvi haqidagi quyidagi tasdiqlardan qaysi biri o ‘ rinli bo'la oladi?

A) qator faqat x=x0 nuqtada yaqinlashuvchi;
B) qator biror oraliqda yaqinlashuvchi, ammo uning yig'indisi Дх) funksiyaga 

eng emas;
C) qator biror oraliqda yaqinlashuvchi va uning yig‘ indisiДх) funksiyaga teng;

D) keltirilgan barcha tasdiqlar o'rinli bo'la oladi;
E) keltirilgan barcha tasdiqlar o'rinli bo'la olmaydi.

3. Agar R„(x) berilgan Дх) funksiya Teylor qatorining qoldiq hadi bo'lsa, bu 
atoming yig'indisi (a,b) oraliqda Дх) funksiyaga teng bo'Iishi uchun qaysi shart 
arur va yetarli?

A) (a,b) oraliqda R„(x) yuqoridan chegaralangan;
B) (a,b) oraliqda R^x) quyidan chegaralangan;
C) (a,b) oraliqda lim R„ (x) = 0 ;

П-> OO
D) (a,b) oraliqda R„(x) monoton o'suvchi;
E) (a,b) oraliqda R„(x) monoton kamayuvchi.

4. Berilgan Дх) funksiyaning x -x0 darajalari bo'yicha Teylor qatorining R„(x) 
qoldiq hadi Lagranj ko'rinishida qanday ifodalanadi?

A) Rn(x)= J~ -----^ ( х - х 0)л+|,с б ( х 0,х );
(и +1)!

B) Rn(x)= / ( г - У  ( c - x0)n+1,c e ( x 0,x ) ;
(и + 1)!

C) R„(x) = f - ----- ^ - ( х - с ) п+1, с б ( х 0,х );
(и  +  1)!

/"(n+1)(c)
D) R „(x )=  A, , C €(x0,x ) ; E) R„(x) =

( x - c ) " - , c e ( x 0,x ).
(и + 1 ) ! ................................'  (и + 1)!

5. Berilgan fix) funksiyaning x-xo darajalari bo'yicha Teylor qatorining 
yig'indisi (a,b) oraliqda shu funksiyaning o'ziga teng bo'Iishi uchun qanday 
shart yetarli bo'ladi?

A) (a,b) oraliqda biror chekli M  soni uchun |Дх)|<Л/;
B) (q,b) oraliqda biror chekli M  soni uchun [Дх)|>М;
C) (a,b) oraliqda biror chekli M  soni va barcha и=0,1,2, — uchun |/"(п)(х)|<М;
D) (a,b) oraliqda biror chekli M  soni va barcha и=0,1,2, — uchun \f{"\x)\>M'b
E) to'g'ri javob keltirilmagan.

6. Berilgan Дх) funksiyaning Makloren qatori qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) A0) + / S V » )+̂ W  ;

1! 2! и!
„  , ,  ,  f \ a )  f ’ (a )  2 f (n\ d )  nC) f(a) + ~- ■■ ' x + J v x  +••• + - -----V ^ x  +••• ;

1! 2! и!
D) aQ + OjX + a2x2 + ... + anxn + ... ;

e ) / ( 0 ) + m x + m , 2 + . . . + ^ x " + . - . .

1! 2! и!
7. 1 - x 2 + x 4 - X 6 + " -  + ( - l ) " x 2n +•

qayerda to'g'ri ko'rsatilgan?

A) cos2x; B) — l— ; C) 1

, |x| < 1 darajali qator yig'indisi 

1 „  1
1 + x 1 - x 2 (1 + x)z

Mustaqil ish topshiriqlari

D) E)
(1 -x )

1. Ushbu _у=Дх) funksiyalarning Makloren qatorlarini toping: 
а)Дх)=зтих+созих ; А)Дх)=1п(л+х); с)Дх)=(1+их)-1 .

2. Quyidagi Makloren qatorining yig'indisini ifodalovchi y=fix) funksiyani 
toping:

/ с * ) = z  ——  > и < я -
/ = 1 и



ARI
• lldizlarning taqribiy qiymatini topish.
• Funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblash.
• Limitlarni hisoblash.
• Elementar bo'lmagan boshlang'ich funksiyalarni topish
• Differensial tenglamalami yechish.

Makloren qatorlari nazariy va amaliy masalalami у 
>‘ llaniladi. Bu tatbiqlardan ayrimlarini qarab chiqamiz. chishda ken»

6.1. lldizlarning taqribiy qiymatini topish. Turli tf,, 
iizlaming taqribiy qiymatini berilgan e>0 aniqlikda topish i ko‘rinishdagi 
itorlardan foydalaniladi. Buni \'68 ildiz qiymatini £=0.0001 Ufliqchun binomial 
isolida namoyish etamiz. Buning uchun dastlab л/б8 ildizi; likda hisoblash 
>‘ rinishda quyidagicha ifodalaymiz: i bizga qulay

У м  = У64 + 4 = 6 64(1 + — ) = 26 1 + —  = 2(1 + -i- ) ,/6 
V 16 V 16 16 

i yerdan ko'rinadiki, berilgan ildizni hisoblash uchun binomial v 
1/16 deb olishimiz kerak. Bu holda ushbu ishorasi navbatlanuvci,at0rda a=l/6 
a bo'lamiz: j sonij qatorga

, , , —( i  —1)- - ( - - n + l )
S/68 =2(1 + —  ) 1/6=2[1 + !•  — + ... + i _ 6 -----------6----------- -

16 6 16 rA
i qator hadlarini 5 xona aniqlikda hisoblab,

1 xl/6

§6. D A R A J A L I Q A T O R L A R N IN G  T A T B IQ l

IF-"’
л/б8 =2(1 + — ) 1/0 = 2[1 + 0.010417 -  0.000271 + 0.000010 + ■•• 

16 1 я 2.02031iribiy tenglikni olamiz. Bunda yo‘ l qo'yilgan xatolik, Leybnits al 
iqadigan natijaga asosan, 0.00002 sonidan katta emas va shu sai ,matidan kelib  

iqlik bilan л/б8 «2.0203 bo'ladi. >abli e=0.0001
6.2. Funksiya qiymatlarini taqribiy hisoblash. Makl. 

rdamida berilgan y= fix)  funksiyaning biror x= x0 nuqtadagi taqHren qatorlari 
ib etilgan e>0 aniqlikda hisoblash mumkin. Buning uchun y ^ M b iy  qiym atini 
ikloren qatori x= x0 nuqtani o 'z  ichiga oluvchi biror [~R) funksiyaning 
jinlashuvchi va bu yerda uning qoldiq hadi R^x) uchun (6) s: r) oraliqda 
ni lim Rn(x) = 0 deb olamiz. Bu holda \art bajariladi.

(n+l)
(C) n+l *0 « ( 0 , * o ) ,(n +1)! 

tengsizlikdan topiladi.
Bunga misol sifatida ixtiyoriy natural sonning logarifmini hisoblash 

formulasini topish masalasini ko'ramiz. Bu maqsadda oldin ko'rilgan
X 2 r 4  y "

ln(l +  JC) =  JC- —  +  —  - £ -  +  ... + (_ !)» + ! f L
2 3 4 n ■ = 1 Н Ы 7  

k
Makloren qatoridax o'zgaravchini -x  bilan almashtirib,

*=i
(1)

1 / 1 4  X2 X3 x4 x "+1 lnfl — x) = —x ------------------------ ...-----------
2 3 4 и + 1 x e ( - l , l ) ,  (2)

i=oA + l
Makloren qatoriga ega bo'lamiz. (1) va (2) Makloren qatorlari yordamida faqat 
(0,2] yarim oraliqda yotgan sonlarni logarifmini hisoblash mumkinligini ta’kidlab 
o'tamiz. Bundan tashqari (1) yoki (2) darajali qatorlardan mos ravishda x=l yoki 
x= -l chegaraviy nuqtalarda hosil bo'ladigan sonli qatorlar o'zlarining S=ln2 
yig'indisiga juda sekin yaqinlashadi. Masalan, (1) darajali qatorda x= l deb hosil 
qilinadigan sonli qator yordamida ln2 qiymatini 0.001 aniqlikda hisoblash uchun 
bu qatordagi kamida 1000 ta qo'shiluvchi yig'indisini topish kerak.

Shu sababli bu yerda boshqacha yo 'l tutamiz. (1) va (2) Makloren qatorlarini 
hama-had ayirib, ushbu natijaga kelamiz:

f2n+l
- + •ln(l + x) -  ln(l -  x) = l n ^ ^  = 2 

l - x
x 3 x 5 X7 

X +  —  + ---- + ------+••• +  -
3 5 7 2и + 1 (3 )

Bu yerda x= l/(2m + l), т= 1 Д ,3 ,- , holda 0<x<l va 
I + x _  2(/w +1) _ m +1 
I -  x 2 m m 

bo'ladi. Bu holda (3) Makloren qatoridan ushbu sonli qatorga ega bo'lamiz:

In-------= 2
2m + 1 3(2m + 1)3 5(2w + l)5 (2n + l)(2m + 1)2

Bu yerdan natural sonlarning logarifmlarini hisoblash uchun quyidagi rekurrent 
formulaga ega bo'lamiz:

CO 1

ln(w + l) = ln/n + 2 £  ~ — — ------ - j n r ,  m = 1.2Д - - . (4)

f ix )  = I
k=0

k=o(2 k + lX2w + 1) 
Masalan, bu formulada m= 1 deb olsak

in2 = 2
glikka ega bo'lamiz. Bu tenglikdan foydalanib

• + ... + - (5 )

ribiy formulani hosil etamiz. Bunda n qiymati, umumiy holda.

5-33 (2и+ l)32n+1 
tenglik hosil bo'ladi. Bunda ln2 qiymatini 0.001 aniqlikda hisoblash uchun nechta 
qo'shiluvchini olish kerakligini aniqlash maqsadida (5) musbat hadli sonli 
qatorning R„ qoldiq hadini baholaymiz:



R = 2
1 1 1

<21

2

(2и + 1)3 

1

(2n + 3)32и+3 (2и + 5)32 

1 1

[(2 »  + 1)32n+l (2и + 1)32п+3 (2л + 1)3
1 1 2_________ 1

[1 + F  + F  + "  (2и + 1)32" ' ‘ l - 3

2л+5

1

(2и + l)32lMl 
Demak, (28) qatorning qoldiq hadi uchun

1
R.<

engsizlik o ‘ rinli bo'ladi. Undan
4(2и + l)32n_1 

1

4(2и + 1)32”-' 

(6)

R, < —  *0.02778 >0.001, R2 <
36

R,< 6804

1 540 

«0.0001 <0.001,

0.0018 >0.001,

a’ ni ln2 qiymatini 0.001 aniqlikda hisoblash uchun (5) qatorda atigi uchta 
|o‘ shiluvchini olish kifoya ekanligini ko'ramiz. Demak,

ln 2 « 2  —— + —“ v  + ----- r
.1-3 З-З3 5-3 .

= 0.693004... .

Jadvaldan 5 xona aniqlikda ln2=0.69315 ekanligini ko'rish mumkin. Bundan 
uqoridagi ln2 uchun taqribiy tenglik uch xona aniqlikda ekanligi kelib chiqadi.

6.3. Limitlarni hisoblash. Darajali qatorlarni limitlarni hisoblashga ham 
atbiq etish mumkin. Buni quyidagi ikkita misolda namoyish qilamiz.

2 ex - 2 - l x - x — . Bu limitni hisoblash uchun /x)=sinx vafix)-ex1) L = lim
*—>o x -s in x  

unksiyalarni ularning Makloren qatorlari bilan almashtiramiz:
r 2 r 3 r 4

2(1+ x  + —  + —  + —  + - ) - 2 - 2x - x 1 
I  = lim - 2! 3! -------------------

jr->0

2(—  + —  + •■■) 2(— + — н— ) -
--------—-  lim Д - - f l — , Д - 2 .

3^_ 5! ”  ’ 3! 5Г+ 3!

= lim

1 -c o s x  .. 
2) lim------------- --  lim

2 4 6
i - ( i -  — + - -  —  + •••) 

2! 4! 6!
- o (i  +  x  +  ^  +  ^  +  ^ +

=  lim

£ 2 _ X 4 + f 6
2! 4! + 6!

*->0 x2 jc3 XA
--- + ----- 1--- :—h •
2! 3! 4!

=  lim ’ 4! +  6!
*->0  1 x x----1--- H------+ •

2! 3! 4!
f * ‘
2!

1

6.4. Elementar bo'lm agan boshlang'ich funksiyalam i topish. Bizga 
ma’ lumki, berilgan y=f[x) funksiyaning boshlang'ich funksiyasi y=F(x) aniq 
integral yordamida

F(x) = ]f(t)dt
а

formula orqali topilishi mumkin. Ammo har doim ham bu aniq integral elementar 
funksiyalarda ifodalanmaydi. Bunday hollarda F(x) boshlang'ich funksiya darajali 
qatorlar orqali ifodalanishi mumkin. Buning uchun integral ostidagi J(t) 
fimksiyaning Makloren qatorini topamiz va uni hadlab integrallaymiz. Buni 
quyidagi ikkita misolda ko'rib chiqamiz.

❖  Dastlab integral sinus deb ataluvchi ushbu funksiyaning ifodasini 
topamiz:

. ^sinf ,Si(x) = J------dt
0 1

Buning uchun/(x)=sinx funksiyaning Makloren qatorida x o'zgaruvchini t orqali 
belgilab va hosil bo'lgan qatomi t ga bo'lib, ( - 0 0 ,  00) oraliqda yaqinlashuvchi 
ushbu darajali qatomi hosil etamiz:

sinf _ / 6 +
t ~ 3! 5 !_ 7 !+ " + ( - i r •= K - 1 )

*=0
,*+i

(2я + 1)! *Го (2 k +1)!
Bu darajali qatomi (0, x) oraliq bo'yicha hadlab integrallab, integral sinus uchun 

(-oo, 00) oraliqda yaqinlashuvchi ushbu darajali qatorga ega bo'lamiz:
Лк

Six = J ^ d  = m - l )  
0

(-1 )*+Ix 2*+1
t ок~о' ' (2* + 1)! /ыо(2 к + 1)! о *Г0(2* + 1)(2А + 1)!

❖  Endi Laplas funksiyasi deb ataladigan ushbu integralni qaraymiz:

Ф(х) = J e~‘ dt .
|Ья 0

Bu funksiyani darajali qator orqali ifodalash uchun fix)=ex funksiyaning 
M akloren qatorida x o 'zgaruvchini f2 bilan almashtiram iz va hosil bo 'lgan  qatom i 
hadlab integrallaymiz:

x  2 jc 00 f ^ k  со x oo 2Л+1
Ф(х) = \ е -  *  = = .

о ок=о k. i=oo k. k=o(2 k + 1)A.
6.5. Differensial tenglamalarni yechish. Agar berilgan differensial 

tenglamaning у  umumiy yechimini aniq topish usuli bizga noma’ lum yoki u 
elementar funksiyalarda ifodalanmasa, ayrim hollarda bu yechimni darajali qatorlar 
yordamida topish mumkin. Buning uchun bu yechim

у  — Cq + С^х + C2x н------к Cnxn + * (9)



iarajali qator ko'rinishida izlanadi. Bu yerdagi noma’ lum C„ (n=0,1,2, •••) 
coeffitsiyentlar darajali qatomi berilgan differensial tenglamaga qo'yish va hosil 
>o‘ lgan tenglikning ikki tomonidagi x o'zgaruvchining bir xil darajalari oldidagi 
coeffitsiyentlami tenglashtirish orqali topilishi mumkin. Bu usulni I tartibli ushbu 

y' + xy = 0 =>y' = -x y  (10)
iifferensial tenglamaning umumiy yechimini topish misolida namoyish etamiz. Bu 
yechimni (9) darajali qator ko‘rinishida ifodalab va bu qatorni hadlab 
iifferensiallab, berilgan tenglamaga ko‘ ra ushbu tenglikni hosil etamiz:

Q  + 2C 2x  + •■■ + nC nx n 1 + ■ • • = —* (C g  + C xx  + *•• + Cnx n + •■ •)
=> C, + 2 C2x + ■■■ + nC„x" 1 +  • • • = - C 0*  -  C ,x C„xn

3u yerdan C|=0 va qolgan koeffitsiyentlar uchun ushbu tengliklarga ega bo'lamiz: 
nCn= —C„_2 , n = 2,3,4,-•• .

3u tengliklardan birin-ketin C„ koeffitsiyentlarni topib, ular uchun

CB= 1 } (2/и)!!
[ 0 , n = 2 m — 1

'ormulaga ega bo'lamiz. Demak, berilgan I tartibli differensial tenglama umumiy 
rechimi

n -  2 m ,
(m=  1,2,3,-••)

_  X  X Xу  — C0( l ------ ч--------------- h •
2!! 4!! 6!!

•+ ( - ! ) " •)=c0I(- i)* ^ —
*=o (2 k)\\

(11)(2/я)!!
Iarajali qator orqali ifodalanishini ko'ramiz. Bu yerda C0 ixtiyoriy chekli sonni 
fodalaydi. Dalamber alomati yordamida (11) qator (-oo, oo) oraliqda 
yaqinlashuvchi ekanligini o'quvchi mustaqil ravishda tekshirib ko'rishi mumkin.

Yuqorida ko'rib o'tilgan fix)=ex funksiyaning Makloren qatorida * 
)‘ zgaruvchini —jc2/2 bilan almashtirib

i/2 =  g ( - * 2 / 2 )k
*=o k\

latijani olamiz. Bundan foydalanib (10) differensial tenglamaning (11) umumiy
x~ / 2yechimini у  = C0e ko'rinishda bo'lishini topamiz.

Darajali qator yordamida Koshi masalasini ham yechish mumkin. Bunda 
yechim

У = У(х о) + --у0)+  (* ~ x0)2 + — - У(я)(* о) (дг-X o )"  +•••
1! '  2! '  и!

co'rinishdagi darajali qator ko'rinishida topiladi. Bu qatordagi x0 va У л,(^о) . 
*=0,1,2,— , Koshi masalasining boshlang'ich shartlari va differensial tenglama 
>rqali birin-ketin aniqlanadi. Misol sifatida

y ' - x —2 y ,  y(0) = 0 (12)
Coshi masalasi yechimini darajali qator yordamida topamiz. Dastlab boshlang'ich 
ihart va berilgan differensial tenglamadan

^(0) = 0 , y'(Q) = 0 -  2 y(0) = 0
ikanligini ko'ramiz.

Endi berilgan tenglamani ikkala tomonini differensiallab va oldingi natijalardan 
foydalanib,

y ’  = ( x -  2  y)' = 1 - 2  /  => y \  0) = 1 -  2 / ( 0 )  = 1 
ekanligini topamiz. Xuddi shunday tarzda davom ettirib,

/ 4 0 ) = - 2 / ( 0 )  = - 2 ,  / 4>( 0) = - 2 y m(0) = ( -2 )2 / п) (0) = ( - 2 Г 2 
natijalarga erishamiz. Demak, (12) Koshi masalasining yechimi

x2 2 x3 22x4 2 3xs 2 n~2x" ® t (2 x)ky  = - —  —  + — — ± J L  + ... + (_ !  ) » £ — ^ _  + .. .=  ^ ( _ i ) * i f f L  (13)
y  2! 3! 4! 5! n\ 4 -* !
darajali qator orqali ifodalanadi. Bu darajali qator ham (-oo, oo) oraliqda
yaqinlashuvchi ekanligini ko'rsatish qiyin emas.

fix)=ex funksiyaning Makloren qatorida x o'zgaruvchini -x/2  bilan 
almashtirishdan hosil bo'ladigan darajali qatordan foydalanib, (13) yechimni

y  = ^(e- 2x- 1 + 2*)

ко rinishda ifodalash mumkin. Bu o'quvchiga mustaqil ish sifatida havola etiladi.

XULOSA
Darajali qatorlar, jumladan Makloren qatorlari juda ko'p amaliy tatbiqlarga 

ega. Bularga misol sifatida darajali qatorlar yordamida turli taqribiy hisoblashlami 
bajarish, limitlaming qiymatini aniqlash, murakkab funksiyalardan olingan 
integrallami hisoblash, elementar bo'lmagan funksiyalarni ifodalash, differensial 
tenglamalar va ular uchun Koshi masalasini yechish kabilami ko'rsatish mumkin.

Darajali qatorlar nazariy tadqiqotlarda ham keng qo'IIaniladi. Masalan, 
binomning natural darajalari uchun topilgan natija Nyuton tomonidan binomial 
qator ko'rinishida ixtiyoriy daraja uchun umumlashtirildi.

Takrorlash uchun savollar

1. lldizlarning taqribiy qiymatini topish uchun qaysi darajali qatordan 
foydalaniladi?

2. Darajali qator yordamida funksiyaning taqribiy qiymati qanday topiladi?
3. Limitlarni hisoblashda darajali qatordan qanday foydalaniladi?
4. Integral darajali qator yordamida qanday hisoblanadi?
5. Differensial tenglamaning umumiy yechimi darajali qator orqali qanday 

topiladi?
6. Makloren qator yordamida Koshi masalasining yechimi qanday topiladi?

Testlardan namunalar

1. Darajali qator yordamida quyidagi masalalardan qaysi birini yechib 
bo'lmaydi?
A) ildizlarning taqribiy qiymatini hisoblash;
B) funksiyaning taqribiy qiymatini hisoblash;
C) noelementar boshlang'ich funksiyani topish;



D) funksiyaning davriyligini aniqlash;
E) differensial tenglamaning umumiy yecimini topish.

2. \[9 ildiz taqribiy qiymatini tegishli binomial qatoming dastlabki uchta 
hadini qo'shish orqali toping.

A)
643
312’ 211 C)

377 
183 ’

D)
599
288’

243 
E) — . 

115

3. lim —— ln^ —^  qiymatini darajali qator yordamida hisoblang.
Jt-»0 c o s x - l  

A) 0; В) 1; С) -1 ; D) со; E) 1/3.

4. lim X ■Aarct^x qiymatini darajali qator yordamida hisoblang.
x sinx 

A) 0; B) 1/2; C) -1 /2 ; D) oo; E) 1/3.

5. lim Sin* arctS* qiymatini darajali qator yordamida hisoblang. 
*-»o x ( l - c o s x )

A) 0; B) 1/3; C ) -1 /3 ; D) «з; E) 1/2.

*e' -16. J--------dt integralni darajali qator ko'rinishida ifodalang.
о 1

OO Y ^ 00 i
A ) I ^ ;  ^  *

k=lk
В) K - i y  . ,

*=i к
со Y ^  00 ^

D ) I ( - l ) * ^ - ;  Щ  S ^ r -  
*=l k-kl k=i k\

C) k=\kkl

7. y' = x 2 + y 2 , y(0) = l, Koshi masalasining yechimini ifodalovchi darajali
qatoming 4-hadini yozing:

A)
8x 
3! ’

B) -  — C ) ^  
3! 3!

D) 6xi
E)

3!

Mustaqil ish topshiriqlari

1. Darajali qator yordamida
rz  г

ida Jn + —  ildizning taqribiy qiymatini hisoblang.

2- J- -dx aniqmas integralni darajali qator orqali ifodalang.

3. y' = sin(;y + nx), ;y(0) = 0 Koshi masalasi yechimini ifodalovchi darajali 
qatorning dastlabki 5 ta hadini yozing.
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ASOSIY TAYANCH IBORALARNTNG IZOHLI LUG‘ATI

№ T A Y A N C H  IBO RA T A Y A N C H  IB O R A  M A Z M U N I

1 Matematika Haqiqiy damning miqdoriy munosabatlari va fazoviv 
formalari haqidagi fan

2 Model
O'rganilayotgan ob’yektning ma’ lum bir muhim 
xususiyatlarini ifodalovchi moddiy yoki ideal 
ko’rinishdagi qurilma

3 Iqtisodiy-matematik model
Iqtisodiy jarayonlarni soddalashtirilgan, 
formallashtirigan ko'rinishda ifodalovchi matematik 
modellar

4 To‘ plam
Biror xususiyati bo'yicha umumiylikga ega bo'lgan 
ob’vektlar majmuasi

5 To'plam lar birlashmasi
A va В to'plamlardan kamida bittasiga tegishli bo'lgan 
elcmentlar to'plami v a A U B  kabi belgilanadi.

6 To'plam lar kesishmasi
A va В to'plamlarning ikkalasiga ham tegishli bo'lgan 
elementlar to'plami va A r^B  kabi belgilanadi.

7 To'plamlarning Dckart 
ko'paytmasi

ae  A  va ЛеВ elementlardan tuzilgan (a,b) juflliklar 
to'plami va AxB kabi belgilanadi.

8 Chekli to'plam Elementlar soni chekli bo'lgan to'plam.
9 Cheksiz to'plam Chekli bo'lganmagan to'plam.

10 Ekvivalent to'plamlar
O’rtasida o'zaro bir qiymatli moslik o'matib bo'ladigan 
to'plamlar.

11 Sanoqli to'plam Natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo'lgan to'plam.
12 Sanoqsiz to'plam Sanoqli bo'lmagan cheksiz to'plam.

13 Kontinuum quvvatli 
to'plam

[0,1] kesmaga ekvivalent bo'lgan to'plam.

14 Kombinatorik masala
Chekli to'plamning turli qism to'plamlarini hosil qilish 
bilan bog'liq masalalar.

15 Kombinatorika
Matematikaning kombinatorik masalalar bilan 
shug'ullanadigan bo'limi.

6 Matritsa
m ta satr va n ta ustun shaklida joylashtirilgan m n ta 
sondan iborat jadval.

7 Birlik matritsa
Barcha diagonal elementlari a„= l, qolgan elementlari 
a„=0 (iff) bo'lgan kvadrat matritsa.

8 Nol matritsa Barcha elementlari a ,r0 bo'lgan matritsa.

9 Determinant
Kvadrat matritsaning elementlaridan ma’ lum bir qoida 
asosida hosil qilinadigan son.

0 Chiziqli tenglamalar
sistemasi

Noma’ lumlar birinchi darajada, chiziqli ko'rinishda 
qatnashgan n noma’ lumli m ta tenglamalardan iborat 
sistema.

1 B ir jinsli chiziqli 
tenglamalar sistemasi

Barcha ozod hadlari nolga teng bo'lgan chiziqli 
tengamalar sistemasi.

2 Trivial vechim Bir jinsli sistemaning faqat nollardan iborat yechimi.

3 Fundamental yechimlar
Sistemaning barcha yechimlari ularning chiziqli 
kombinatsiyasi kabi ifodalanishi mumkin bo'lgan 
chiziqli bog'liqmas yechimlar.

4 I.eont’ ev modeli
Ko'p tarmoqli xalq xo'jaligining tarmoqlararo balans 
munosabatlarini ifodalovchi chiziqli tenglamalar 
sistemasi.

5 Skalyar Sonli qiymati bilan to'liq aniqlanadigan miqdor

500

26 Vektor Ham sonli qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan 
kattalik.

27 Vektoming moduli Vektoming sonli qiymati. uzunligi.
28 Nol vektor Boshi va uchi bitta nuqtada bo'lgan vektor.

29 Kollinear vektorlar Bir to'g 'ri chiziq yoki parallel to'g'ri chiziqlarda 
joylashgan vektorlar.

30 Ort vektorlar (ortlar) Koordinata o'qlarida joylashgan. musbat yo'nalgan va 
modullari birgateng bo’ lgan vektorlar.

31 Vektoming koordinatlari Vektor yoyilmasidagi ortlar oldidagi sonli 
koeffitsiyentlar.

32 Komplanar vektorlar Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan uch va 
undan ortiq vektorlar.

33 n o'lchovli vektor Tartiblashtirilgan n ta sondan iborat matematik ifoda.

34 Vektor fazo Vektorlar to'plami va unda aniqlangan chiziqli 
amallardan iborat tizim.

35 Operator R" vektor fazoni Rm vektor fazoga akslantirish.

36 Chiziqli operator А(лг|+лг2)= A(xi) +  A(x2) va A(?jt)= ХА(лг) (X-const.) 
shartlarni qanoatlantiruvchi operator.

37 Operatoming xususiy soni A(.r)= XA(jc) tenglik o'rinli bo'ladigan X sonlar.

38 Operatoming xususiy 
vektori

A(x)= АА(л:) tenglik o'rinli bo'ladigan jc vektorlar.

39 Operatoming xarakteristik 
tenglamasi

A matritsali chiziqli operator uchun |/l-Ws|=0 (£"—birlik 
matritsa) tenglama.

40 Kvadratik forma

n n
/ ( * , , * 2 ,— ,x„)= 'Z 'LaiJxixJ

/=ly=l
ko’rinishdagi yig'indi

41 Geometrik ob’yekt 
tenglamasi

Geometrik ob ’yektga tegishli nuqtalarining 
koordinatalari uchun o'rinli bo'ladigan tenglik .

42 Aylana
Markaz deb ataluvchi 0  nuqtadan bir xil R masofada 
joylashgan tekislikdagi nuqtalarning geometrik o 'm i R 
aylana radiusi deyiladi

43 Ellips
Fokuslar deb ataluvchi ikkita F\ va F2 nuqtalargacha 
masofalarining yig'indisi o'zgarmas son bo'lgan 
tekislikdagi nuqtalarning geometrik o'mi.

44 Giperbola
Fokuslar deb ataluvchi ikkita F\ va Fi nuqtalargacha 
masofalar ayirmasining absolut qiymati o'zgarmas son 
bo'lgan tekislikdagi nuqtalarning geometrik o'm i.
Berilgan / to'g 'ri chiziq bilan berilgan F nuqtadan teng

45 Parabola uzoqlikda joylashgan tekislikdagi nuqtalarning 
geometrik o'm i. Bunda /-direktrisa. F-fokus deyiladi.

46 Sonli to'plam Elementlari sonlardan iborat to'plam.
47 Natural sonlar to'plami .V ={1.2.3,..., n, . . . }  sonli to'plam.
48 Butun sonlar to'plami Z = {...,  - 2 , - 1,0, 1,2, . . .}  sonli to'plam.

~4<ГТ Ratsional sonlar to'plami Q={mln. m eZ, n&N) ko'rinishdagi sonlar to'plami.
50 Irratsional sonlar to'plami Ratsional bo'lmagan sonlar to'plami. Masalan. -s/2 .
51 Haqiqiy sonlar to'plami Ratsional va irratsional sonlar birlashmasi.
52 Nuqta atrofi Berilgan nuqtani oz ichiga olgan ixtiyoriy bir oraliq.

53 Sonning absolut qiymati
Har qanday x  soni uchun bu sondan koordinata 
boshigacha bo'lgan masofani ifodalovchi va |x| kabi 
belgilanuvchi nomanfiy son.



ASOSIY TAYANCH IBORALARNING IZOHLI LUG'ATI

N* T A Y A N C H  IBO RA T A Y A N C H  IB O R A  M A Z M llN I

I Matematika
Haqiqiy olamning miqdoriy munosabatlari va fazoviy 
formalari haqidagi fan

2 Model
O'rganilayotgan ob ’yektning ma’ lum bir muhim 
xususiyatlarini ifodalovchi moddiy yoki ideal 
ko'rinishdagi qurilma

3 Iqtisodiy-matematik model
Iqtisodiy jarayonlami soddalashtirilgan, 
formallashtirigan ko'rinishda ifodalovchi matematik 
modellar

4 To'plam
Biror xususiyati bo'yicha umumiylikga ega bo'lgan 
ob’ yektlar majmuasi

5 To'plam lar birlashmasi
A  va В to'plamlardan kamida bittasiga tegishli bo'lgan 
elementlar to'plami va AVJB kabi belgilanadi.

6 To'plam lar kesishmasi
A va В to'plamlaming ikkalasiga ham tegishli boigan 
elementlar to'plami v a A n B  kabi belgilanadi.

7
To'plam lam ing Dekart 

ko'paytmasi
ae  A  va AeB elementlardan tuzilgan (a,b) juftliklar 
to'plami va AxB kabi belgilanadi.

8 Chekli to'plam Elementlar soni chekli bo'lgan to'plam.
9 Cheksiz to'plam Chekli bo'lganmagan to'plam.

10 Ekvivalent to'plamlar
O'rtasida o'zaro bir qiymatli moslik o'matib bo'ladigan 
to'plamlar.

11 Sanoqli to'plam Natural sonlar to'plamiga ekvivalent bo'lgan to'plam.
12 Sanoqsiz to'plam Sanoqli bo'lmagan cheksiz to'plam.

13 Kontinuum quwatli 
to'plam

[0,1] kesmaga ekvivalent bo'lgan to'plam.

14 Kombinatorik masala
Chekli to'plamning turli qism to'plamlarini hosil qilish 
bilan bog'liq masalalar.

15 Kombinatorika
Matematikaning kombinatorik masalalar bilan 
shug'ullanadigan bo'limi.

16 Matritsa
m ta satr va n ta ustun shaklida joylashtirilgan mn ta 
sondan iborat jadval.

17 Birlik matritsa
Barcha diagonal elementlari a,,=1, qolgan elementlari 
а,г0  (Ш) bo'lgan kvadrat matritsa.

18 Nol matritsa Barcha elementlari a„= 0 bo'lgan matritsa.

19 Determinant
Kvadrat matritsaning elementlaridan ma’ lum bir qoida 
asosida hosil qilinadigan son.

20
Chiziqli tenglamalar

sistemasi

Noma’ lumlar birinchi darajada, chiziqli ko'rinishda 
qatnashgan n noma’lumli m ta tenglamalardan iborat 
sistema.

21 B ir jinsli chiziqli 
tenglamalar sistemasi

Barcha ozod hadlari nolga teng bo'lgan chiziqli 
tengamalar sistemasi.

22 Trivial yechim Bir jinsli sistemaning faqat nollardan iborat yechimi.

23 Fundamental ycchimlar
Sistemaning barcha yechimlari ulaming chiziqli 
kombinatsiyasi kabi ifodalanishi mumkin bo'lgan 
chiziqli bog'liqmas yechimlar. _ _

24 Leont’ ev modeli
K o'p tarmoqli xalq xo'jaligining tarmoqlararo balans 
munosabatlarini ifodalovchi chiziqli tenglamalar 
sistemasi.

25 SkaNar Sonli qiymati bilan to'liq aniqlanadigan m i q d o r ____

26 Vektor
Ham sonli qiymati, ham yo'nalishi bilan aniqlanadigan 
kattalik.

27 Vektoroing moduli Vektorning sonli qiymati, uzunligi.
28 Nol vektor Boshi va uchi bitta nuqtada bo'lgan vektor.

29 Kollinear vektorlar
Bir to'g 'ri chiziq yoki parallel to'g'ri chiziqlarda 
joylashgan vektorlar.

30

31

Ort vektorlar (ortlar)
Koordinata o'qlarida joylashgan, musbat yo'nalgan va 
modullari birga teng bo'lgan vektorlar.

Vektorning koordinatlari
Vektor yoyilmasidagi ortlar oldidagi sonli 
koeffitsiyentlar.

32 Komplanar vektorlar
Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan uch va 
undan ortiq vektorlar.

33 n o'lchovli vektor Tartiblashtirilgan n ta sondan iborat matematik ifoda.

34 Vektor fazo
Vektorlar to'plami va unda aniqlangan chiziqli 
amallardan iborat tizim.

35 Operator R" vektor fazoni Rm vektor fazoga akslantirish.

36 Chiziqli operator
A(jfi+ дсг)= А(дГ|) +  A(x2) va A(Lv)= XA(x) (X-const.) 
shartlami qanoatlantiruvchi operator.

37 Operatoming xususiy soni A(x)= XA(x ) tenglik o'rinli bo'ladigan X sonlar.

38 Operatoming xususiy 
vektori

A(x)= XA(jc) tenglik o'rinli bo'ladigan x  vektorlar.

39 Operatoming xarakteristik 
tenglamasi

A matritsali chiziqli operator uchun |/i-A£]=0 (E-birlik 
matritsa) tenglama.

40 Kvadratik forma

n n
f ( x u x 2, - - , x „ ) = 'Z  X  OjjXjXj 

l=lj=1
ko'rinishdagi yig'indi

41 Geometrik ob’yekt 
tenglamasi

Geometrik ob ’yektga tegishli nuqtalarining 
koordinatalari uchun o'rinli bo'ladigan tenglik .

42 Aylana
Markaz deb ataluvchi 0  nuqtadan bir xil R masofada 
joylashgan tekislikdagi nuqtalaming geometrik o 'm i R 
aylana radiusi deyiladi.

43 Ellips
Fokuslar deb ataluvchi ikkita F\ va t\ nuqtalargacha 
masofalarining yig'indisi o'zgarmas son bo'lgan 
tekislikdagi nuqtalaming geometrik o'mi.

44 Giperbola
Fokuslar deb ataluvchi ikkita F\ va Fi nuqtalargacha 
masofalar ayirmasining absolut qiymati o'zgarmas son 
bo'lgan tekislikdagi nuqtalaming geometrik o'm i.
Berilgan I to'g'ri chiziq bilan berilgan F  nuqtadan teng

45 Parabola uzoqlikda joylashgan tekislikdagi nuqtalaming 
geometrik o'm i. Bunda /-direktrisa, F-fokus deyiladi.

46 Sonli to'plam Elementlari sonlardan iborat to'plam.
47 Natural sonlar to'plami N={ 1.2,3.......n, . ..}  sonli to'plam.
48 Butun sonlar to'plami Z = { ..., -2 ,  -1 ,0 ,1 ,2 ....} sonli to'plam.
49 Ratsional sonlar to'plami Q={m/n. m eZ, n eN } ko'rinishdagi sonlar to'plami.
50 Irratsional sonlar to'plami Ratsional bo'lmagan sonlar to'plami. Masalan. -J2 .
51 Haqiqiv sonlar to'plami Ratsional va irratsional sonlar birlashmasi.
52 Nuqta atrofi Berilgan nuqtani oz ichiga olgan ixtiyoriy bir oraiiq.

53 Sonning absolut qiymati
liar qanday x  soni uchun bu sondan koordinata 
boshigacha bo'lgan masofani ifodalovchi va |x| kabi 
belgilanuvchi nomanfiy son.
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54 Sonli ketma-ketlik a\, 02, 03,...., ko'rinishda yozilgan haqiqiy 
sonlaming cheksiz qatori.

55 Sonli ketma-ketlik limiti

{a„} sonli ketma-ketlikning a„ umumiy hadi л —wo 
bo'lganda cheksiz yaqinlashib boradigan biror A soni. 
{a„} ketma-ketlik limiti lim an =  A  kabi yoziladi.

П-» со

56 Funksiya

0 ‘zgaruvchi x e D  qiymatiga ikkinchi bir y e E  
o'zgaruvchining aniq bir qiymatini mos qo'yish. Bunda 
x erkli o ‘ zgaruvchi yoki argument, у  etksiz o'zgaruvchi 
yoki fiinksiya deyiladi va y=J[x) kabi ifodalanadi.

57 Funksiyaning aniqlanish 
sohasi

x  argumentning y=f{x) funksiya ma’noga ega 
bo'ladigan qiymatlari to'plami va D{/}kabi belgilanadi.

58 Funksiyaning qiymatlar 
sohasi

v=J(x) funksiyadaxeD {/} bo'lganda у funksiya qabul 
etadigan qiymatlarining E {/}  to'plami

59 Monoton funksiyalar
O'suvchi (kamaymovchi) va kamayuvchi (o'smovchi) 
funksiyalar birgalikda monoton funksiyalar bo'ladi.

60 Juft (toq) funksiya A~X)=A X) (Л- *)=тЛ*)] shartni qanoatlantiruvchi y=f[x) 
funksiya.

61 Davriy funksiya
Biror T>0 soni va barcha x  e  D{ / } uchun f{x+T)=J[x) 
shartni qanoatlantiruvchi y=f{x) funksiya.

62 Murakkab funksiya
у=Лx) va v=4j>(x) funksiyalardan hosil qilinadigan 
y=fiMx)) funksiya./-tashqi, (p-ichki funksiya deyiladi.
y=tf[x) funksiya bo'yicha x  o'zgaruvchini у  o'zgaruvchi

63 Teskari funksiya orqali ifodalovchi x=  ip(y) funksiya. Дх) funksiyaga 
teskari funksiyaf~ \ x)  kabi belgilanadi.

64 Asosiy elementar 
funksiyalar

Darajaliy=x“ (a eR ). ko 'rsa tk ich liy^  (a>0, a?H), 
logarifmik v=k>goX (a>0, a^l), trigonometrik у  =sinx, 
у  =cosx, y  =tgx. у  =ctgx va teskari trigonometrik 
y=arcsinx, у  =arcco&x, y  arctg.v, у  -arcctg* 
funksiyalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi.

65 Elementar funksiyalar
Chekli sondagi asosiy elementar funksiyalar ustida 
arifinetik amallar va murakkab hamda teskari fiinksiya 
olish orqali hosil qilingan funksiyalar.

66 Funksiyaning limiti

y=f[x) funksiyada argument дг berilgan a soniga cheksiz 
yaqinlashib borganda (x—>a) fiinksiya biror A soniga 
cheksiz yaqinlashib borsa (y—*A), unda A soni 
funksiyaning limiti deyiladi va lim / (x )  =  A kabi

x-*a
ifodalanadi.

67 Cheksiz kichik miqdor
Argument x —*a bo'lganda limiti nolga teng bo'lgan 
funksiya.

68 I ajoyib limit
s in x  

l im --------=  1
J(-»0 X

69 11 ajoyib limit lim (1 +  V  = e  =  2 ,718281...
дг-**» X

70 Funksiyaning nuqtadagi 
uzluksizligi

Agar lim f { x )  =  f ( a )  shart bajarilsa.unda fiinksiya
ДГ-+0

x=a  nuqtada uzluksiz deyiladi.

71 Funksiyaning uzilish 
nuqtalari

v=J(x) fiinksiya uchun lim f ( x )  = / ( a )  shart 
x ^ a

bajarilmaydigan nuqtalar.
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72 Argument orttirmasi Argument qiymati ,r berilgan x0 qiymatdan qancha 
farqlanishini ifodalovchi Х-Х0=ДХ ayirma.

73 Funksiya orttirmasi
Argument qiymati x0 dan x  ga ozgarganda y= fix )  
funksiyaning o'zgarishini ifodalovchi \ f= f lx ) - J ( x i i) 
ayirma.

74 Funksiya hosilasi А/fiinksiya orttirmasini Дх argument orttirmasiga 
nisbalining Ax nolga intilgandagi limiti.

75 Funksiya differensiali Agar funksiya orttirmasi Д/=АДдг+о(Ддг) ko'rinishda 
bo'lsa, funksiya differensiali d f= AAx  kabi aniqlanadi.

76 л - tartibli hosila
Funksiyadan ketma-ket n marta hosila olish natijasida 
hosil bo'ladigan fiinksiya. f w (x) kabi belgilanadi va 
f ^ \ x ) = \ f <'n' l \ x ) ] '  rekkurent formula bilan aniqlanadi.

77 Funksiyaning monotonlik 
sohasi

Funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo'ladigan sohalar.

78 Funksiyaning lokal 
maksimumi (minimumi)

Berilgan у -Д х) funksiyaning biror xo nuqta atrofidagi 
barcha x nuqtalar uchunДх)<Дхо) \Ax)>Axo) ] shart 
bajaraladigan Дх0) qiymati.

79 Lokal ekstremumlar Funksiyaning lokal maksimum yoki lokal minimumlari.

80 Kritik nuqta Berilgan у=Дх) funksiyaning hosilasi f i x )  nolga teng 
yoki mavjud bo'lmagan nuqtalar.

81 Funksiya grafigining 
botiqlik (qavariqlik) sobasi

Berilgany=J(x) funksiya grafigi o'zining urinmalaridan 
pastda (yuqorida) joylashadigan x nuqtalar to'plami.

82 Burilish nuqtasi Funksiya grafigining botiqlik va qavariqlik sohalarini 
ajratib turuvchi nuqta.

83 Funksiya grafigining 
og‘ ma asimptotasi

Argument x—*±oo bo'lgan holday=J[x) funksiya grafigi 
cheksiz yaqinlashib boradigan og'ma to 'g 'ri chiziq.

84 Funksiya grafigining 
vertikal asimptotasi

Argument x —*a bo'lgan holday-Дх) fiinksiya grafigi 
cheksiz yaqinlashib boruvchi x= a  vertikal to'g'ri chiziq

85 Global maksimum 
(minimum)

Funksiyaning [a,h] kesmadagi barcha x nuqtalar uchun 
Дх)<Дхo) [fix)> fixiS)} shartni qanoatlantiradigan fixr,) 
qiymati.

86 Global ekstremumlar Funksiyaning global maksimum va minimumlari.

87 Boshlang'ich funksiya Differensiallanuvchi va hosilasi berilgan Дх) 
funksiyaga teng bo'lgan F(x) funksiya.

88 Aniqmas integral

BerilganДх) fiinksivaning barcha boshlang'ich 
funksiyalari sinfi. J  f ( x ) d x  kabi belgilanadi va 
F(x)+C  kabi aniqlanadi. Bunda F (x)- birorta 
boshlang'ich funksiya. C- ixtiyoriy o'zgarmas son.

89 Ko'phad

n ^
/ >„ ( x ) =  H akx  ko'rinishdagi funksiya. Bimdaa*

*=0
berilgan sonlar bo'lib, ko'phadning koeffitsiyentlari, n 
esa ko'phadning darajasi deyiladi.

90 Ratsional kasr (ratsional 
funksiva)

Ikkita Pn(x) va Qm(x) ko'phadlaming Pn(x)/Qm(x) 
nisbatidan iborat funksiya.

91 Mavhum birlik i =  V—T tenglik bilan aniqlanadigan ifoda .

92 Kompleks son Mavhum birlik i va ixtiyoriy x, у  haqiqiy sonlar orqali 
z -x H y  ko'rinishda aniqlanadigan ifoda.

93 Qo'shma kompleks son z =x±ry ko'rinishdagi kompleks sonlar.

94 Irratsional funksiya
x erkli o'zgaruvchining kasr darajalari qatnashgan 
algebraik ifodadan iborat funksiya.
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[a.b] kesma bo'yicha fix)  funksiyaning aniq integral 
h

95 Aniq integral
| / (x )d x  kabi belgilanadi va S Jf)  integral 
a
yig'indining n— тахАх;—*0 bo'lgandagi chekli
limiti kabi aniqlanadi.
Aniq integral qiymatini ifodalaydigan

96 Nyuton-Leybnis formulasi

Ь .
\ f ( x ) d x  =  F(x)\a =  F (b ) -  F (a )  formula. Bunda
a
F\x)- integral ostidagi fix) fimksiya uchun biror 
boshlang'ich funksiya.

97 I tur xosmas integral
Quyi yoki yuqori chegaralaridan kamida bittasi cheksiz 
bo'lgan aniq integral.

98 П tur xosmas integral
[a,b] kesmada chegaralanmagan funksiyaning aniq 
integrali.

99 Evklid fazosi Masofa tushunchasi kiritilgan chiziqli fazo.
n o'lchovli R" Evklid fazosidagi biror D sohaning har

100 n o'zgaruvchili funksiya bir (jcj, ..., x„) nuqtasiga biror z sonni mos 
qo'yadigan f  akslantirish.

101 Xususiy hosilalar
А г / (Дyf) xususiy orttirmaning Ax (Ay) argument 
orttirmasiga nisbatining Ax—>0 (Ay-*0) bo'lgandagi
limiti.

102 Gradient
Funksiyaning berilgan nuqtadagi eng katta tezlik bilan 
o'zgaradigan yo'nalishni ifodalovchi vektor.

Yuqori tartibli xususiy Funksiyadan biror argumenti bo'yicha ikki yoki undan
1UJ hosilalar ortiq marta ketma-ket olingan xususiy hosila.

104 Aralash hosilalar
Funksiyadan ketma-ket turli argumentlar boyicha
olingan hosila.

105 DifTerensiailanuvchi
funksiya

To'la orttirmasini AfrAAx+BAy+aAx+ fi&y ko'rinishda 
ifodalab bo'ladigan funksiya. Bunda Ava В Ax, Ay 
argument orttirmalariga bog'liq bo'lmagan ifodalar, a 
va P  esa Ax—>0, Ay —*0 bo'lganda cheksiz kichik 
miqdorlardir.

106 To'la differensial
fix y )  funksiya А/=АЛх+ВАу+аАх+ pAy to'la 
orttirmasining chiziqli AAx+BAy qismi.

107
Yuqori tartibli 
differensiallar

d'f=d[(T~,J\  rekurrent formula bilan aniqlanadigan 
differensiallar.

108 Bog'lanish tenglamasi
Ikki o'zgaruvchili z~fixy) funksiyaning argumentlari 
orasidagi bog'lanishni ifodalovchi <p(jr./H) tenglama.

109 Shartli lokal ekstremum
Ikki o'zgaruvchili z-fix^f) funksiyaning argumentlari 
(fĤ ) = 0  bog'lanish tenglamasini qanoatlantirgan 
holdagi lokal ekstremumlari.. _

110 Eng kichik kvadratlar usuli
Tajriba yoki kuzatuv natijasida topilgan empirik 
formuladagi noma’ lum paramctrlami baholash usuli.

112 DifTerensial tenglama
N om a 'lu m ^ yM  funksiyaning hosilalari qatnashgan 
tenglama.

113 Boshlang'ich shartlar
л-tartibli differensial tenglamaning v -y(x) yechimi va 
uning hosilalariga berilgan x0 nuqtada qo'yiladigan 
v<0( x0)=yoi (/=0, 1,..., л- l )  ko'rinishdagi s h a r t la r .------

114 Koshi masalasi
Differensial tenglamaning berilgan boshlang" ich 
shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi.—

504

115 Umumiy yechim n-tartibli differensial tenglamaning ixtiyoriy n ta 
o'zgarmas sonlar qatnashadigan yechimlari.

116 Xususiy yechim Umumiy yechimdan o'zgarmas sonlaming aniq bir 
qiymatlarida hosil bo'ladigan yechim.

117 I tartibli chiziqli 
differensial tenglama

y ‘+P(x)y-^Q{x) ko'rinishdagi 1 tartibli differensial 
tenglama. 0(x)=0 holda bir jinsli, aks holda bir 
jinslimas tenglama deyiladi.

118 11  tartibli chiziqli 
differensial tenglama

ai>y"+a\ / +  02 у -fix) ko'rinishdagi differensial 
tenglama. Unda a0, ai va a2 berilgan funksiyalar yoki 
o'zgarmas sonlar.

119 11 tartibli bir jinsli chiziqli aay"+a\ / +  a2 y - 0 ko'rinishdagi chiziqli differensial
tenglama tenglama.

120 Xarakteristik tenglama
O'zgarmas koeffitsiyentli a<,v"+at /+ a2 y = 0 bir jinsli 
tenglama bo'yicha tuziladigan afl).2+a1X+aj=0 kvadrat 
tenglama

121 Sonli qator
»i. «2. из, "•. u„ , ■■■ cheksiz sonli ketma-ketlik 
hadlaridan tuzilgan ui+ u2+ u?-\— н u„ н—  
ko'rinishdagi ifoda.

122 n-xususiy yig'indi ui+ u2+ щ+  •••+ u„ +  — sonli qatorning dastlabki n ta 
hadidan tuzilgan S„= иi+ u2+ U3-1— +  u„ yig'indi.
Xususiy yig'indisi lim S n = S  (|S| <  00)  shartni

123 Yaqinlashuvchi sonli qator
qanoatlantiradigan sonli qator. Bunda S-qator yig'indisi 
deviladi.

124 Garmonik qator
. 1 1 1
1 H------I- — H-------1------1- ko'rinishdagi qator.

2 3 n

125 Umumlashgan garmonik 
qator

, 1 1 11 H— — -1--------Ь • • • -)-------+  ko'rinishdagi qator.
2 P 3 P „ Р

126 Ishorasi navbatlanuvchi 
sonli qator

Ketma-ket kelgan ikki hadi qarama-qarshi Lshorali 
bo'lgan qatorlar.

127 Absolut yaqinlashuvchi 
qator

Hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan qator 
yaqinlashuvchi bo'lgan ishorasi o'zgaruvchi sonli qator

128 Shartli yaqinlashuvchi 
qator

Hadlarining absolut qiymatlaridan tuzilgan qator 
uzoqlashuvchi, ammo o 'z i yaqinlashuvchi bo'lgan 
ishorasi o'zgaruvchi sonli qator .

129 Funksional qator Hadlari u„(x) (я=1,2.3, •••) funksiyalardan iborat qator.
130 Funksional qatorning 

yaqinlashish sohasi
Funksional qator yaqinlashuvchi bo'lgan nuqtalar 
to'plami.

131 Funksional qatorning 
yig'indisi

Funksional qator orqali aniqlanadigan funksiya.

132 Darajali qator Hadlari и„(х)=а,У (n=0,1,2,—) darajali funksiyalardan 
iborat funksional qator.

133 Darajali qatorning 
yaqinlashish radiusi

Darajali qator |_г|<Л holda yaqinlashuvchi, |дг|>Л holda 
esa uzoqlashuvchi bo'ladigan R>0 soni.

134 Teylor (Makloren) qatori

y=fix) fimksiya bo'yicha tuzilgan
ю / < * > ( *  )
X  (x  x0 ) ko'rinishdagi darajali qator. 

*=0 k!
дго=0 bo'lgan xususiy holda Makloren qatori deyiladi.
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