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SO ‘ZB O SH I

Ma’lumki, hozirgi kunda niatritsalar matematika, mexanika, naza- 
riy fizika, nazariy elektrotexnika va boshqa ko‘plab sohalarda keng 
qo4llanilmoqda. Ammo matritsalar nazariyasini to‘la yoritib beruv- 
chi o‘zbek tilida yozilgan adabiyotlar mavjud emas. Ushbu o‘quv 
qo‘llanma universitetning yuqori kurs talabalari, magistrlari va ilmiy 
izlanishlar olib borayotgan barchamutaxassislar uchun mo‘ljallangan 
bo‘lib, unda matritsalar nazariyasining matritsalar algebrasi, komp- 
leks simmetrik, kososimmetrik va ortogonal matritsalar, manfiymas 
elementli matritsalar, xos qiymatlami regulyarligi va lokalligining har 
xil kriteriylari, matritsali tenglamalar, kvadratik shakllar va ulaming 
tatbiqlari, yirik masshtabli sistemalar turg‘unligining umumiy ma- 
salasi kabi boblar bayon etilgan. Har bir bobning oxirida shu bobni 
mustahkamlash uchun mashqlar keltirilgan.

Ushbu qo‘llanmani o‘rganish uchun o ‘quvchi universitet dasturi 
hajmida algebra va sonlar nazariyasi, matematik tahlil, kompleks 
o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasi, differensial tenglamalar kabi 
fanlarni to ia  o‘zlashtirgan bo‘lishi kerak.

Qo‘llanma sakkiz bobdan iborat.
Birinchi bob matritsalar algebrasiga bag‘ishlangan bo‘lib, 

unda matritsalar va ular ustida amallar, umumlashgan transponir- 
langan matritsalar, simmetrik matritsalar, 1-matritsalar. Elementar 
bo‘luvchilar, Jordon kataklari, asosiy teoremalar bayon qilingan.

Ikkinchi bobda kompleks simmetrik, kososimmetrik va ortog
onal matritsalar qarab chiqilgan bo‘lib, unda kompleks ortogonal 
va unitar matritsalar uchun ba’zi formulalar, kompleks mat- 
ritsalami qutb yoyilmasi, kompleks simmetrik matritsalaming 
normal kofcrinishi, kompleks kososimmetrik matritsaning normal 
ko‘rinishi, kompleks ortogonal matritsaning normal ko‘rinishi 
keltirilgan.

Uchinchi bobda matritsalaming singulyarlik dastasi obrganilib, 
unda masalaning qo‘yilishi, matritsalaming regulyar dastasi, sin-
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gulyar dastalar, keltirish haqida teorema, matritsalar singulyar 
dastasining kanonik shaklsi, dastaning minimal indeksi, kvadratik 
shakllarining singulyar dastasi, differensial tenglamalarga tatbiqlari 
ко‘rib chiqilgan.

To6rtinchi bob manfiymas elementli matritsalami o‘rganishga 
bag‘ishlanpn bo‘lib, unda umumiy xossa, yoyilmaydigan manfi
ymas matritsaning spektral xossasi, yoyiluvchi matritsa, yoyiluvchi 
matritsaning normal shaklsi, primitiv va imirimitiv matritsalar, to ‘la 
manfiymas matritsalar bayon qilingan.

Beshinchi bob xos qiymatlami regulyarligi va lokalligining har 
xil kriteriylarini o‘rganishga bag‘ishlangan bo‘lib, unda Adamar- 
ning regulyarlik kriteriysi va uning umumlashgani, matritsa norma- 
si, Adamar kriteriysini blok matritsalarga kengaytirish, Fidleming 
regulyarlik kriteriysi, Gershgoran doirasi va boshqa lokallashtirish 
sohalari qarab chiqilgan.

Oltinchi bobda matritsali tenglamalar o‘rganilib, unda AX=XB 
tenglama, A=B bo‘lgan xususiy hoi. o‘rin almashinuvchi matritsal
ar, Ax-xB=C  tenglama/(x)=0 skalyar tenglama, matritsali ko‘phadli 
tenglamalar, xosmas matritsadan m-darajali ildiz chiqarish, xos ma- 
tritsadan m-darajali ildiz chiqarish, matritsa logarifmi bayon etilgan.

Yettinchi bob kvadratik shakllar va ulaming tatbiqlarini 
o ‘rganishga bag‘ishlangan bo‘lib, unda kvadratik shakllarda 
o ‘zgaruvchilami almashtirish, inersiya qonuni, Lagranj metodi, Ya- 
kobi formulasi, kvadratik shakllaming ishoralari, kvadratik shakl- 
lami bosh o‘qlarga keltirish, kvadratik shakllar dastasi, shakllar 
regulyar dastasi xarakteristik sonlaming ekstremal xossasi, kvadra
tik shakllar ustida amallar, n-o‘zgaruvchili kvadratik shakllami ikki 
o^zgaruvchili kvadratik shakllar yig‘indisi shaklida yozish, erkin- 
lik darajasi n bo‘lgan sistemalaming kichik tebranishlari, chiziqli 
yirik masshtabli sistemalar turg‘unligi masalasiga bog‘liq bo‘lgan 
ba’zi teoremalar, dempfirlanishi va bikirligi oshkor holatda vaqtga 
bog‘liq bo‘lib, chiziqsiz bo‘lgan sistema asimptotik turg‘unligining 
yetarli shartlari ko‘rib chiqilgan.

Sakkizinchi bobda matritsalar nazariyasini tatbiqi sifatida yirik 
masshtabli sistemalar turg‘unligining masalasiga bag'ishlangan 
bo‘lib, unda masalaning qo‘yilishi, yirik masshtabli sistemalaming
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dekompozitsiyasi, Lyapunov matritsa funksiyasi usuli bayon etil- 
gan.

Qo‘llanmaning I, VI,VIII boblari V.G‘.Miladjonov, ИДИ bob
lari K.X.Turg‘unova, IV,V boblari R.V.Mullajonov, VII bobi esa 
Sh.N.Abdugapporova va J.V.Mullajonovalar tomonidan yozilgan 
bo‘lib, u V.G‘. Miladjonov va K.X.Turg‘unovalaming tahriri ostida 
chop etishga tayyorlandi.

Mualliflar fizika-matematika fanlari nomzodi F.Arziqulov va 
dotsent S.Ergashevlarga qo‘llanmani yozishdagi qimmatli masla- 
hatlari uchun chuqur minnatdorchilik bildiradi.
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I  BOB

M ATRITSA LAR ALGEBRASI

Matritsa tushunchasi chiziqli algebraning asosiy tushuncha- 
laridan biri bo‘lib, uning talaba tomonidan chuqur o ‘zlashtirilishi 
muhim ahamiyatga ega. Chunki bu tushunchaning tatbiqlari zamo- 
naviy ishlab chiqarishdagi muhim iqtisodiy, texnikaviy masalalami 
yechishda keng qo‘llaniladi.

§1. Matritsalar va ular ustida amallar

Ushbu paragraf yordamchi xarakterda bo‘lib, unda matritsalar 
va kvadratik shakllar haqidagi umumiy tushunchalar takrorlanadi. 
Ma’lumki, bu tushunchalar «Oliy algebra» kursida to‘la ko‘rib 
chiqilgan, shuning uchun isbotlanadigan jumlalaming isbotlariga 
to‘xtalib o‘tmaymiz.

Ta’rif  1.1: n ta satr va m ta ustundan iborat bo‘lib, to‘g‘ri to‘rt- 
burchak shaklida joylashgan, n-m ta elementdan tuzilgan ixtiyoriy 
jadval nxm tipdagi matritsa deyiladi. Matritsani tashkil qiluvchi 
narsalar uning elementlari deyiladi. nxm tipdagi A matritsa qu- 
yidagicha yoziladi:

4 , a n  . ■ '

a n an  . ■ ain

a»i ■ _

yoki qisqacha ko‘rinishda
A =[aJ, k=l,2,...,n, i=l,2,...,m 

Agar matritsaning ustunlar soni bitta (m=l) bo‘Isa, u holda ustun 
matritsani hosil qilamiz.
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Shuningdek, satrlari soni bitta (n=l) bo‘Isa,
y=[y1,y2, - . ,y j

satr matritsani hosil qilamiz.
Agar matritsaning satrlari soni bilan ustunlar soni o‘zaro teng 

bo‘lsa, u holda matritsa kvadrat matritsa deyilib, uning satrlar (yoki 
ustunlar) soni matritsaning tartibi deyiladi.

Ta’rif 1.2. Matritsaning к ta satri va к ta ustunidan tuzilgan 
diterminant bu matritsaning k-tartibli minori deyiladi.

Masalan, birinchi tartibli minorlar shu matritsa elementlarin- 
ing o‘z bo‘lib, ulaming soni n-m ta bo‘ladi, quyidagi 2x3 tipdagi

‘21

42
22 23

matritsa uchun uchta har xil ikkinchi tartibli

« 1 1 « 1 2 « 1 1 « 1 3 « 1 2 « 1 3

« 2 1 « 2 2

>

« 2 1 « 2 3

9

« 2 2 « 2 3

minorlami tuzish mumkin. n-tartibli A kvadratik matritsaning n- 
tartibli minori shu matritsaning determinantiga teng bo‘lib, detA 
yoki |A| ko‘rinishda belgilanadi.

Ta’rif 13. Satrlar soni va ustunlar soni o‘zaro teng bo‘lib, mos ele- 
mentlari ham o‘zaro teng bo‘lganmatritsalaro‘zaro teng deyiladi. Shun- 
ing uchun ikkita matritsaning o‘zaro tengligi A=B, n-m ta skalyarlaming 
o‘zaro t e n g l i g i k = l , 2,...,n, i=l,2,...,m bilan teng kuchlidir.

Ta’rif 1.4. Matritsani songa ko‘paytirish deb, shu matritsaning 
hamma elementlarini shu songa ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan mat- 
ritsaga aytiladi, ya’ni:

ЛА = Л[ак.] = [Лаи] k=l,2,...,n, i=l,2,...,m.
Hamma elementlari nolga teng bo‘lgan matritsa nol matritsa 

deyiladi.
Ta’rif 1.5. Bir xil tipdagi ikkita matritsaning yig‘indisi deb 

shunday matritsaga aytiladiki, bu matritsaning elementlari,
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qo‘shiluvchi matritsalar mos elementlarining yig‘indisidan iborat 
bo‘lib, yig‘indi matritsaning tipi qo‘shiluvchi matritsalar tipi bilan 
bir xil bo‘ladi.

Bu aytilganlardan quyidagilar kelib chiqadi:

Bu yerda А, В, С — matritsalar, a,(3 — skalyar.
Ta’rif  1. 6. A matritsaning ustunlari soni В matritsaning satrlari 

soniga teng bo‘lgan shartda A va В matritsalaming ko‘paytmasi 
deb shunday С matritsaga aytiladiki, uning elementlari

qoida bo‘yicha aniqlangan bo‘ladi. Agar A matritsa nxm tipda В 
matritsa mxs tipda bo‘Isa, C=AB matritsa nxs tipdagi matritsa

Bu ta’rifdan quyidagilar kelib chiqadi:
AB^BA 

(A+B)C = AC+ BC.
Ikkita kvadratik matritsa ko‘paytmasining determinanti shu 

matritsalar determinantlari ko‘paytmasiga teng, ya’ni:
det(AB) = detAdetB.

Ta’rif  1.7. Kvadratik matritsa bosh diagonalida turgan ele
mentlari yig‘indisi shu matritsaning izi deyiladi va Sp belgi bilan 
belgilanadi. Demak,

SpA= an+a22 +...+ am
Diagonalidagi barcha elementlari birga teng bo‘lib, qolgan bar- 

cha elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa birlik matritsa 
deyiladi va E bilan belgilanadi.

Bevosita hisoblash bilan
AE = EA=A 

ekanligini ko‘rsatish mumkin.
Quyidagi ko‘rinishdagi kvadrat matritsa

A+(B+C)=(A+B)+C,
A+B=B+A,

A+0=A,
(a+(3)A=aA+PA,
a(A+B)=aA+aB,

m

bo‘ladi.
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А =

О 0 ... О
О а22 О ... О

О О О

diagonal matritsa deyilib, diagA=(a11,a22,...,aei) ko‘rinishida 
yoziladi.

Ta’rif 1.8. Agar kvadratik matritsaning determinanti noldan farqli 
bo‘Isa, u holda bu matritsa maxsusmas, aks holda maxsus deyiladi.

Agar A* A -E  tenglik baj aril sa, A' matritsa A matritsaga teskari 
matritsa deyilib, A - A '1 bo‘ladi. Ixtiyoriy maxsusmas matritsa tes
kari matritsaga ega ekanligini isbotlash mumkin.

Ta’rif 1.9. Agar A matritsaning satrlarini ustun, ustunlarini satr 
qilib yozsak, hosil boMgan matritsa A matritsaning transponirlan- 
gan matritsasi deyilib, AT ko‘rinishda belgilanadi. Demak,

A=[aki] bo‘lsa, AT= [a ik], i=l,2,...,m, k=l,2,...,n.
Transponirlangan va teskari matritsalaming ta’riflaridan bevosi- 

ta quyidagi tengliklar kelib chiqadi.
(AB)T = BTAT 

(AB)-1 = В’1 A'1 
detAT = detA.

Ta’rif  1.10. A=[aki], i,k=l,2,...,n kvadratik matritsaning ele- 
mentlari bosh diagonalga nisbatan simmetrik joylashgan bo‘lsa, 
ya’ni, a^ = a.k bo‘lsa, u simmetrik matritsa deyiladi. Simmetrik mat
ritsa uchun AT=A tenglik o ‘rinli.

Ta’rif 1.11. A kvadratik matritsaning elementlari 
V ^ i k ’ Цс=1Д - А

tenglikni qanoatlantirib, bosh diagonaldagi elementlari nolga 
teng, ya’ni, a..=0, i= l,2,...,n bo‘lsa, u kososimmetrik matritsa deyi
ladi. Kososimmetrik matritsalar uchun

AT=-A
tenglik o ‘rinli.

Oliy algebradan ma’luinki, toq tartibli kososimmetrik matrit
salaming determinantlari aynan nolga teng, juft tartibli kososim
metrik matritsalaming determinantlari esa uning elementlari butun 
ratsional funksiyasi kvadratini ifodalaydi. Demak, haqiqiy elementli 
kososimmetrik matritsalaming determinantlari manfiymas bo‘ladi.
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Ixtiyoriy kvadratik matritsani simmetrik va kososimmetrik mat
ritsalar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlash mumkin. Haqiqatan,

A=K 1
Ixtiyoriy kvadratik matritsa bo‘lsin. Undan

А = | ( Л  + ЛТ) ,  В = | ( Л - Л Т)

matritsalami tuzamiz. Aniqki, A matritsa simmetrik, В matritsa ko
sosimmetrik boiib ,

Л = A +  В
bo‘ladi.
Ta’rif 1.12. Agar A kvadrat matritsa uchun

АхДт=Е
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u ortogonal matritsa deyiladi.

Ortogonal matritsaning bu ta’rifidan quyidagi natijalar kelib 
chiqadi:

1) AT=A-1
2) ortogonal matritsaning determinanti ±1 ga teng, ya’ni:

A=det A=±l;
3) Ixtiyoriy satr (yoki ustun) elementlari kvadratlari yig‘indisi 

birga teng, ya’ni:

2 > V 2 > V l
i к

4) Qandaydir satr (ustun) elementlarini boshqa satr (ustun) 
mos elementlariga ko‘paytmasining yig‘indisi nolga teng, ya’ni:

Agar matritsa elementlari skalyar parametrga, masalan, t vaqtga 
bog‘liq bo‘lsa, u holda matritsani bu parametr bo‘yicha hosilasi 
deb elementlari berilgan matritsa mos elementlaridan shu parametr 
bo‘yicha olingan hosilalardan, iborat bo‘lgan matritsaga aytiladi. 
Demak, agar X = [xJ bo‘Isa,

г • l d X _ -dxid’
L И J

1|«О>>

.  dt .
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Biz qarab chiqqan matritsalaming elementlari sonlardangina 
iborat edi. Umuman olganda, matritsalaming elementlari ixtiyoriy 
obyektlarbo‘lishimumkin, xususan, shunday matritsalami qarash 
mumkinki, ulaming elementlari matritsalardan iborat bo‘ladi.

Masalan,

an a12 Л13 C\ C2
a2l au a23 dn dn
b\ b2 Ьъ d2l d2

matritsani qisqacha quyidagicha yozish mumkin:

A С 
В D , bu yerda

A  = а 11 а 12 a i3 

a 2l a22 2̂3

A =
d x dn  

d 2\

Matritsalar yordamida quyidagi o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziq- 
li differensial tenglamalar sistemasini soddavaixcham ko‘rinishda 
yozish mumkin. Haqiqatan,

Xi=<*nXi+-+alnxn

xn =ani x i + - + ann**

(1.1)

differensial tenglamalar sistemasini matritsa ko‘rinishida yo
zish uchun quyidagi 2 ta matritsani kiritamiz.

1. (1.1) tenglamalar o‘ng tomonlaridagi koeffitsiyentlardan tuzil- 
gan matritsani
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а11 *12 — а1п

2. Ustun matritsa yoki vektomi

Bu matritsalarni kobpaytirib, quyidagi ustun matritsani tuzamiz.
\ xX, + OjjJCj + ... +

AX

A rt + + +

Nihoyat ikki matritsaning tenglik shartidan foydalanib isbot- 
lash mumkinki, ( 1.1) sistema quyidagi matritsali tenglamaga teng 
kuchli bo‘ladi.

X = A*X
Bundan murakkab bo‘lgan difFerensial tenglamalar sistemasini 

ham matritsa ko‘rinishida yozish mumkin.
Xususiy holda quyidagi

s

Z t v j + V j +c4xj) = Xk . k=l,2,...s
J=1

ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasini matritsa ko‘rinishidagi yo- 
zuvi

Ax + Bx + Cx = X

bo‘lib, bu yerda A=[a^], B=[bkj], C = [cJ, kj= l,2 ,...,s kvadratik 
matritsalar, x v a X la r  elementlari mos ravishdaX.va X., i=l,2,...,n 
lardan iborat bo‘lgan ustun matritsalardir.

A-kvadrat matritsa va x-ustun matritsalarni o‘zaro ko‘paytirib, 
Ax-ustun matritsa (vektori) ni hosil qilamiz. Ma’lumki, ustun-ma-
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tritsa bu vektordir, shuning uchun Ax va x ustun-matritsa 
(vektor) larni o‘zaro skalyar ko‘paytirib, hadlami qayta guruhlab 
chiqsak,

n n
x TA x  = Y j Y , auxi x k ( 1.2)

*=1 i=l

hosil bo‘ladi.
Agar A matritsa simmetrik, ya’ni a^ = ал bo‘lsa,

n m
x rA x = a „ x f  +  . . .+  a nax * + 2 a 12x , x 2 + . . . +  2 a a.1x n.1x I1 = Х Е а * х Л ,

к i

oddiy kvadratik shakl hosil bo‘ladi.
Agar xTA x  kvadratik shakl musbat aniqlangan bo‘Isa, u holda 

soddalik uchun A matritsa musbat-aniqlangan deyiladi.
Agar A matritsa kososimmetrik, ya’ni, a ^ O , aki=-aik bo‘lsa, u 

holda A x -X -  0 bo‘ladi.
Bizga n ta satr va m ta ustundan iborat boklgan nxm tipdagi A 

matritsa berilgan bo‘lsin.
A = [a J ,  k = l,2 ,...,n , i= l,2 ,...,m .
Ta’rif  1.13. A matritsaning normasi deb

N b ^ iZ Z ® ^ 1* ik-l i-1

songa aytiladi. Bu yerda ^  va r|. lar mos ravishda

2 X 1 = 1  Z k l  = 1

k=i v a  1=1
tengliklami qanoatlantiruvchi sonlar.

Amalda, ko‘p hollarda quyidagi ko‘rinishdagi normalar ham ish- 
latiladi.

WL=supZKI liAIL=supZk! 
k-l i-1

(ZZ 1аь1 г 
k“  M , p = l,2 ,.

w,-it к..k-l i-1
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кЧ 1-1 , (Yevklidcha norma)
Agar A matritsa kvadrat matritsadan iborat bo‘Isa, uning norma- 

sini quyidagicha ham aniqlash mumkin.
|A||-^u (A'AT)

>
bu yerda XM (AA7) - AAT matritsaning maksimal xos qiymati.
Agar A-simmetrik kvadrat matritsadan iborat bo‘lsa, uning nor- 

masi shu matritsa maksimal xos qiymatiga teng bo‘ladi, ya’ni:
| а Ц=а.м(а )

Matritsalaming normalari uchun quyidagi munosabatlar o ‘rinli:
|A + B|| < ||A|| + ||B|| ||a * A|| = a  * ||a ||

> i

Xususiy holda |JA  • x|| < |]̂ 4|| • |bc|| .

§ 2. Umumlashgan transponirlangan matritsalar

Ta’rif 1.14. Matritsani transponirlash deb biror aniq qonun yoki 
qoida bo‘yicha uning barcha elementlari o‘rinlarini almashtirishga 
aytiladi.

Bizga mxn, (тйп) o‘lchovli A = (ay), (* = 1.2....m, j  = 1,2,...л,)- 
to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsa berilgan bo‘lsin. Matritsaning barcha 
elementlarini o‘rinlarini almashtiruvchi trivial (sodda) qoidalami 
qarab chiqaylik:

1) matritsa satrlarini (ustunlarini) uning ustunlari (satrlari) bilan 
to‘g‘ridan to‘g ‘ri (to‘g‘ri tartibda) almashtirish;

2) matritsa satrlarini (ustunlarini) uning ustunlari (satrlari) bilan 
teskari tartibda almashtirish;

3) matritsa i- chi satrini (i=l,2,...m ) mos ravishda m+l-i-chi 
satri bilan almashtirish;

4) matritsa j-us tunini (j= l,2 ,.. .,n) mos ravishda n+l-j- ustuni bi
lan almashtirish;

5) matritsa i- satrini (i= l,2,...m ) mos ravishda m+l-i-chi satri 
bilan, j-ustunini (j= l,2,...,n) mos ravishda n+l-j- ustuni bilan al
mashtirish.
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Avval matritsa bilan bog‘liq bo‘lgan ba’zi tushunchalami aniq- 
lab olamiz. Ma’lumki, har bir to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsaga shu 
matritsa elementlari ichida yotuvchi to‘g‘ri to‘trburchak mos keladi.

a) A matritsaning bosh (bosh bo‘lmagan) diagonali deb, shu ma
tritsaning a.., i= l,2,...,m  (aim+bi ^ , 2,...,m ) elementlari joylashgan 
nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq kesmasiga aytiladi.

b) A matrisaning vertikal (gorizontal) o‘qi deb shu matritsaga 
mos to‘g‘ri burchakli to‘rtburchakning vertikal (gorizontal) sim- 
metriya o‘qlariga aytiladi,

v) A matritsaning markazi deb unga mos to‘g‘ri to‘rtburchakning 
simmetriya markaziga aytiladi.

To‘g‘ri to ‘rtburchakli A matritsaning bosh va bosh bo‘lmagan 
diagonallari unga mos to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonallari bilan 
ustma-ust tushmaydi. Shuning uchun bunday matritsalar transpo- 
nirlanganda ulaming o‘lchovi nxm ga almashadi. Agar n+m bo‘Isa, 
ya’ni, A kvadrat matritsadan iborat bo‘lsa, u holda bu matritsaning 
bosh (bosh bo‘lmagan) diagonali unga mos kvadratning chap (o‘ng) 
diagonali bilan ustma-ust tushadi. Demak, geometrik nuqtayi naz- 
ardan matritsani transponirlash nuqta yoki to‘g‘ri chiziqqa nisbatan 
amalga oshiriladi. Agar nuqta yoki tokg‘ri chiziq kesmasi shu mat
ritsaga mos to‘g‘ri to‘rtburchak (kvadrat) ning simmetriya markazi 
yoki simmetriya o‘qi bilan ustma-ust tushsa, u holda transponirlan- 
gan matritsaning o‘lchovi o‘zgarmaydi, aks holda transponirlangan 
matritsaning o‘lchovi o‘zgaradi. Agar A matritsa biror nuqta yoki 
to‘g‘ri chiziqqa nisbatan transponirlansa, u holda bu matritsaning 
shu nuqta yoki to‘gkri chiziqda yotgan elementlari (agar bo‘lsa) 
o‘zgarmay qoladi.

Agar A matritsaga biror to‘g ‘ri to‘rtburchak (kvadrat) mos kelib, 
A matritsa shu to‘g‘ri to‘rtburchak (kvadrat)da yotuvchi nuqta yoki 
to‘g‘ri chiziq kesmasiga nisbatan transponirlangan bo‘lsa, u holda 
transponirlangan matritsaga shu to‘g ‘ri to‘rtburchak (kvadrat) ni 
transponirlash o ‘tkazilgan nuqta yoki to‘g‘ri chiziq kesmasi atrofida 
180° ga burilgani mos keladi.

Matritsalarni transponirlashning mexanik ma’nosini ochish 
uchun matritsa bilan yirik masshtabli mexanik sistemalar (YMMS) 
o‘rtasida quyidagicha moslik o‘matamiz.
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А=(а..) -  to‘g‘ri burchakli mxn (aniqlik uchun m < n deb olamiz) 
oMchovli matritsaboMib, Rn daaniqlangan (YMMS) m ta erkin qism 
sistemalardan tashkil topganbo‘lsin. A matritsaning bosh diagonalida 
yotuvchi elementlariga YMMS ning erkin qism sistemalarini shun- 
day mos qo‘yamiz, unda a.., i=l ,2,.. .,m elementga mos keluvchi erkin 
qism sistema a ^  im+1 . elementga mos keluvchi erkin qism sistema 
bilan muvozanatlashsin, A matritsaning ay, i,y = l,2,..,m i< j  (i> j ) 
elementlariga mos au va a^, i9j  =  l ,2,..,m  erkin qism siste- 
malar orasidagi bogManishlar (teskari bogManishlar) ni, ya’ni,
au (ajj) elementga mos keluvchi erkin qism sistemani ajj (an) 
elementga mos keluvchi erkin qism sistemaga ta’sirini ifodalovchi 
fimksiyalami mos qo‘yamiz. Bu bog‘lanishlar YMMS ning ichki 
bogManishlari deyladi. A matritsaning qolgan elementlariga, ya’ni, 
av  i= l92,..jn, j  = т + 1,/я+2..л, i < j  (i > j )elementlariga erkin qi
sm sistemalar bilan berilgan YMMS bilan birga xarakterlanuvchi 
tashqi sistemalar orasidagi bog‘lanishlar ( teskari bogManishlar) ni 
mos qo‘yamiz. Bu bog‘lanishlar tashqi bog‘lanishlar deyiladi. Agar 
m=n bo‘lsa, tashqi bog‘lanishlar qaralmaydi, ya’ni, barcha bogMa
nishlar ichki bog‘lanishlar bo‘ladi. Bunday o‘matilgan moslikda 
matritsaning mos bo‘lmagan diagonalidagi elementlarga o‘zaro 
muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar orasidagi bogManishlar 
va teskari bogManishlar mos keladi. Agar m -  juft boMsa, u holda 
har bir erkin qism sistemaga mos muvozanatlashtiruvchi erkin qism 
sistema mavjud boMadi. Agar m -  toq boMsa, u holda a m+l m+1 ele

mentga mos erkin qism sistemaga muvozanatlashuvchi qism siste
ma mavjud boMmaydi. Shuning uchun bu erkin qism sistema etalon 
qism sistema deyilib, alohida qaraladi. (Masalan, yirik masshtabli 
energetik sistemalarda sistemani tashkil etuvchi mashinalar soni 
toq boMib, bitta mashina etalon mashina sifatida qaraladi). Bunday 
moslikdan ko‘rinadiki, transponirlash YMMS lar ichki strukturasi 
o ‘zgarishini aniqlaydi.

Endi A matritsaning barcha elementlarining o‘rinlarini al- 
mashtiruvchi, yuqorida keltirilgan, trivial (sodda) qoidalarga mos 
keluvchi matritsani transponirlashning ta’riflarini keltiramiz.
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Ta’rif 1.15.
1) A matritsaning satrlarini (ustunlarini) ustunlari (satr

lari) bilan to‘g ‘ri tartibda almashtirib, hosil qilingan 
AT = (aj,), j  = l,2,...,n, i = l,2,...,m, matritsa;

2) A matritsaning satrlarini (ustunlarini) ustunlari (satr
lari) bilan teskari tartibda almashtirib hosil qilingan 
A1 = j  = 1,2,-n ,  i = 1,2.....m matritsa;

3) A matritsaning i- satrini m +l-i satri bilan almashtirib hosil 
qilingan A = (am+l4J), i = 1,2,..,m, j  = 1,2,...,n, matritsa:

4) A matritsaning j- ustunini n+l-j- ustuni bilan almashtirib, ho
sil qilingan A  = (flJ>+w), i = l , 2,...m, j  =  1, 2 ,..., л matritsa:

5) A matritsaning i - satrini m +l-i satri bilan, j - us
tunini n+l-j - ustuni bilan almashtirib hosil qilingan 
A0 = i = 1,2,...,w, j  = 1,2,...,л, matritsa

A matritsani
1) bosh diagonali bo‘yicha;
2) bosh bo‘lmagan diagonali bo‘yicha;
3) gorizontal o‘qi bo‘yicha;
4) vertikal o‘qi bo‘yicha;
5) markazi bo‘yicha transponirlangan matritsasi deyiladi.
Bu ta’rifiiing geometrik ma’nosi A matritsaga mos keluvchi 

to‘g‘ri to‘rtburchakni:
1) bosh diagonalidan o‘tuvchi to‘g ‘ri chiziq atrofida;
2) bosh bo‘lmagan diagonalidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq atrofida;
3) gorizontal o‘qi atrofida;
4) vertikal o‘qi atrofida;
5) A matritsa markazi atrofida 180° ga burishni ifodalaydi.
Yuqorida matritsa bilan YMMS o‘rtasida o‘matilgan moslikka

asosan shuni ayta olamizki, ta’rif 1.15 da keltirilgan transponirlan
gan matritsa mos ravishda qaralayotgan YMMS ichki strukturasini:

1) erkin qism sistemalami o‘zgartirmay, erkin qism sistemalar 
o‘rtasidagi bog‘lanishlami ularga mos teskari bog‘lanishlar bilan 
o‘zaro almashtirib,

2) o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar o‘rtasidagi 
bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlar o‘zgarmay, muvozanatlanuv- 
chi erkin qism sistemalami o‘zaro va qolgan bog‘lanishlami (teskari 
bog‘lanishlami) mos ravishda o‘zaro almashtirib;

i m f -
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3) erkin qism sistemalami o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin 
qism sistemalar orasidagi bog4lanishlar va teskari bog4lanishlar bi
lan teskari tartibda almashtirib;

4) erkin qism sistemalami o4zaro muvozanatlashuvchi erkin 
qism sistemalar orasidagi bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlar bi
lan to‘g‘ri tartibda almashtirib;

5) etalon qism sistema (agar bor bo4Isa) dan tashqari mu
vozanatlashuvchi qism sistemalami o‘zaro va ularga mos bar- 
cha bog4lanishlami mos teskari bog4lanishlar bilan almashtirib, 
o‘zgartirilishini ifodalaydi.

Estonia 1. Agar n (m) -  toq bo‘lsa, u holda vertikal (gorizontal) 
okq bo4yicha transponirlashda etalon qism sistema va unga mos verti
kal (gorizontal) bog'lanishlar va teskari bog‘lanishlar o4zgartirilmaydi. 
Agar n (m) -  juft boklsa, bunday qism sistema mavjud emas.

2. Agar n va m -  toq bo4lsa, u holda markaz bo4yicha trans
ponirlashda faqat etalon qism sistema o4zgartirilmaydi, bu qism 
sistemaga mos bog‘lanishlar va teskari bog4lanishlar teskari tartibda 
o4zaro almashadi. Agar n va m -  juft bo4lsa, bunday qism sistema 
mavjud bo4lmaydi.

Misoliar: 1. X  =  (jcp ;c2, . b o ‘lsin. U holda

hi
*2

X х  =
*»-l

4*1 ,

, X  —(xn9x n_l9.:>x29x l )

X  , x 2 Xn) X 9 X  ( x n, Xn_ i x ^)

/
an *12 ахз au '

A - a2l a22 a 23 «24

K03\ fl32 «33 a34 >
bo4lsin, u holda
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c
«11 «21 «31

*\
«3 4 «2 4 « М  ^

A T = «12 « 22 «32 , A L =
«33 «23 «13

«13 «23 «33 «32 « 2 2 «1 2  !

au j,« 1 4 «2 4 « 44 J <a 31 «21

"«14 «13 «12 «11 > Г «31 «32 «33 « 3 4 ^ '« 3 4 «33 «32 «31 '

= «24 «23 «22 «21 ,  = «21 «2 2 «23 « 24 ,  A* = «24 «23 «2 2 «21

,« 3 4 «33 «32 «31 ) ,« 1 1 «12 «13 «14 ) «14 «13 «12 «11 J

Bevosita tekshirib, quyidagi xossalar o‘rinli ekanligiga ishonch 
hosil qilish mumkin.

1. Agar A va V m 'x n  o‘lchovli, to‘g‘ri to‘rtburchakli matrit
salar bo‘lsa, u holda

(А + В)т = AT+B T, (A + B)a= A a + B \  (A + B)! = A '+ B ',
(A + B)‘ = A" +B", (A + B)° = A0 +B°

2. Agar A - m x n , o‘lchovli., to‘g‘ri to‘rtburchakli matritsa 

bo‘lib, a  * 0  haqiqiy son bo‘lsa, u holda

(aA)T = aAT, (aA)1 =aA1, (aA)' = aA\ (aA)~ = aA~, (aA)° = aA°.
3. Agar A— tyi x n , o‘lchovli,to‘g‘rito‘rtburchaklimatritsabo‘lsa,

u holda (A'r)T=A , ( A ^ A ,  (A!)?=A , (A ')-= A , (A°)°=A.
4. Agar A m x w , V n x m  o‘lchovli to ‘g‘ri burchakli matri

tsalar bo‘lsa, u holda
(AB)T = BTAT, (АВ)а = ВлАа, (AB)° = B°A°

5. Agar A n - tartibli kvadrat matritsa bo‘Isa, u holda
040 = (A Y  _  /  iA.y  _  iAy  m /  (A y  =  = A -'

(А°У = (Лг)° = Л, (Л°) = (Л)° = Ат, (Л°У = СЛ )° =
6. Agar A -n  tartibli kvadrat matritsa bo‘lsa, u holda

A = (A°)-1(ATA1)T =(А °Г 1(А1АТ)1 = (А 1А Т)Т(А°Г1 = (A TA 1)1(A°;
7. Agar A maxsusmas kvadrat matritsa bo‘lsa, u holda 

( A - y = ( A r r l , (A- , )1 = ( A 1) - ' ,  (A->)' =  ( A ' y , , ( A ' ' y = ( A - y 1, (A’ ')° = ( А ° У '
8. Agar A n -tartibli kvadrat matritsa bo‘lsa, u holda
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\АТ\ = \а х I= \а °I = 14 |л!| = \А- \  = ( - 1)“ | 4

bu yerda а -  A matritsadan А ! yoki А~ matritsalarni hosil qilish 
uchun A matritsaning satr yoki ustunlarini almashtirishlar soni.

Bu tengliklaming to‘g‘riligi ta’rif 1.15 va determinantning xos- 
salaridan kelib chiqadi.

9. Agar A n —tartibli kvadrat matritsa, E n-tartibli birlik mat
ritsa va A sonli parametr bo‘lsa, u holda

|A T - XE\ = \a l - AE\ = |A 0 -Л £ | =  |Л -А Е |

Bu tengliklaming to‘g‘riligi l.,2.,7. xossalar va 
E = E T = E ± = E° ekanligidan kelib chiqadi.

10. Agar Sp (A) -  A matritsaning izi bo‘lsa, u holda
Sp(AT) = Sp(Ax) = Sp(A°) = S p (A \

11. Agar rang (A) -A matritsaning rangi bo‘lsa, u holda 
rang(AT) = rang(A1) = rang(A') = rang(A~') = rang(A°) = rang(A)

12. A kvadrat matritsa bo‘lib,
A,,A^,At, A® (A«,A, .A/’.A?) i = 1,2,...,л larmosravishda A ,A T,A 1,A° 

matritsalaming bosh minorlari (ulaming mos toidiruvchi minorlari) 
bo‘lsin. U holda quyidagi tengliklar o‘rinli:

A ,.= A L , i =  1,2 ,...,n - l ,  Д „ = Д “ = |л | =  |л°|

A,. =  An-», i =  1,2, . . . ,n — 1, ( 1 3 )

A ,.= A ', i* = 1,2,..., л, Ая =  A  ̂ = \A\ =  \a t \

A, =  A*-*, I =  1,2,..., я - 1 ,  A„ =  а ; =|^(| =  |л 1 | ^

Bu tengliklaming to‘g‘riligi ta’rif 1.15 , 7. xossa va determi
nantning xosSalaridan kelib chiqadi.

§ 3. Simmetrik matritsalar

A — n- tartibli kvadrat matritsa bo‘lsin, ya’ni 
A = (ay ) , i , j  = 1,2,...,n

Ta’rif 1.16. A matritsa simmetrik deyiladi, agarda uning har 
bir elementi uchun shunday element mavjud bo‘lib, bu element-
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lar juftliklari biror nuqta yoki to‘g‘ri chiziqqa nisbatan o‘zaro sim- 
metrik bo‘lsa, bu nuqta yoki to‘g ‘ri chiziqda yotuvchi elementlar 
o‘z-o‘ziga simmetrik deyiladi.

Simmetrik kvadrat matritsaning barcha ko‘rinishlarini aniqlash 
uchun quyidagicha belgilashlar kiritamiz. A- n- tartibli kvadrat mat- 
ritsaga qandaydir kvadrat mos keladi.

Kvadratning chap (o‘ng) diagonalini A matritsaning bosh (bosh 
bo‘lmagan) diagonali deb ataymiz.

Kvadratning vertikal (gorizontal) simmetriya o‘qini A matritsaning 
vertikal (gorizontal) o‘qi deb aytamiz.

Kvadratning simmetriya markazini A matritsaning markazi deb 
aytamiz.

Ta’rif 1.17. A — n- tartibli kvadrat matritsa
1) bosh diagonalga nisbatan simmetrik matritsa deyiladi, agarda 

AT = A, ya’ni, a(J = aJi9 i j  = 1,2,...,я bo‘lsa,
2) bosh bo‘lmagan diagonalga nisbatan simmetrik matritsa deyi- 

ladi, agarda A 1 = A, ya’ni a„ = an+l_Jn+I_t, i , j  = 1,2,..., л bo‘lsa,
3) vertikal o‘qqa nisbatan simmetrik matritsa deyiladi, agarda 

A 1 = A, ya’ni, atj - ai,n+\-j> U j  = 1*2,..., л bo‘lsa,
4) gorizontal o‘qqa nisbatan simmetrik matritsa deyiladi, agarda 

A~ = A, ya’ni ау = а я+ыу, i j  = 1,2,...,л bo‘lsa,
5) matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsa deyiladi, 

agarda a 0 =A, ya’ni i j  = 1,2,...,л bo‘lsa,
Shuni aytib o‘tamizki, bosh va bosh bo‘lmagan diagonallarda A 

matritsaning elementlari mavjud, vertikal va gorizontal o‘qlarda esa 
n- juft bo‘lganda A matritsaning elementlari mavjud bo‘lmaydi, n- 
toq bo‘lganda mavjud bo4ladi, matritsa markazida n- juft bo‘lganda 
matritsa elementi mavjud emas, n- toq bo‘lganda a n+l л+1 element 
matritsa markazida yotadi.

E birlik matritsa bosh va bosh bo‘lmagan diagonallar hamda ma
tritsa markaziga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

Ta’rif 1.18. Rn fazodagi n ta erkin qism sistemalardan tashkil 
topgan YMMS

1) erkin qism sistemalarga nisbatan simmetrik deyiladi, agarda 
uning mos bog‘lanishlari va teskari bog‘lanishlari bir xil bo‘lsa;

2) o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar o‘rtasidagi 
bog‘lanishlar va teskari bog‘lanishlarga nisbatan simmetrik deyi-
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ladi, agarda muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar juftliklari 
o‘zaro va o‘zaro muvozanatlashuvchi erkin qism sistemalar 
o‘rtasidagi bog‘lanishlardan boshqa bog‘lanishlar o‘zlariga mos 
teskari bog‘lanishlar bilan bir xil bo‘lsa;

3. YMMS markaziga nisbatan simmetrik deyiladi, agarda mu
vozanatlashuvchi erkin qism sistemalar juftliklari o‘zaro va barcha 
bog‘lanishlar o‘zlariga mos teskari bog‘lanishlar bilan bir xil bo‘lsa.

Ta’rif 1.17 dan simmetrik matritsalaming quyidagi xossalari 
kelib chiqadi.

1. Bosh va bosh bo‘lmagan diagonallariga nisbatan simmetrik 
bo‘lgan matritsalar shu matritsa markaziga nisbatan ham simmetrik 
bo4 ladi.

2. Vertikal va gorizontal o‘qlarga nisbatan simmetrik bo‘lgan 
matritsalar shu matritsa markaziga nisbatan ham simmetrik bo‘ladi.

3. Vertikal (gorizontal) o‘qqa nisbatan simmetrik bo‘lgan matri
tsalar maxsus matritsalar bo‘ladi.

4. lxtiyoriy A kvadrat matritsa uchun quyidagilar mos ravishda 
bosh diagonalga, bosh bo‘lmagan diagonalga, vertikal o‘qqa, gori
zontal o‘qqa va matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsalar 
bo‘ladi.

St = ^ A  + AT), 52 = | ( Л  + ̂ ) ,  A  S4 = ± (A  + A - ) ,S 5= ±{A  + A°),

5. Agar A kvadrat matritsa bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga, 
vertikal (gorizontal) o‘qqa, matritsa markaziga nisbatan simmetrik 
matritsa bo‘Isa, u holda

A \ i  = 1,2,...), a  A, T A T

lar ham mos ravishda bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga, verti
kal (gorizontal) o‘qqa, matritsa markaziga nisbatan simmetrik mat
ritsa bo‘ladi. Bu yerda T - A matritsa bilan bir xil tartibli bo‘lgan 
maxsusmas kvadrat matritsa, a - haqiqiy son, *- mos transponirlash 
belgisini bildiradi.

6. Agar A maxsusmas kvadrat matritsa bosh (bosh bo‘lmagan) 
diagonalga, matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo‘Isa, u holda 
A~l ham mos ravishda bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga, matritsa 
markaziga nisbatan simmetrik bo‘ladi.

22



7. Agar A va В kvadratik matritsalar o‘z markazlariga nisbatan 
simmetrik matritsalar bo‘lsa, u holda AB va BA matritsalar o ‘z 
markazlariga nisbatan simmetrik matritsalar bo‘ladi.

8. Agar A n- tartibli kvadrat matritsa o‘z markaziga nisbatan sim
metrik bo‘lib, A,-, i = 1 , 2 bu matritsaning bosh minorlari, д.
- shu minorlarga mos to‘ldiruvchi minorlar bo‘lsa, u holda

A , =  Дл- i ,  i =  1 ,2 ,...,л - l  ^

Agar A n- tartibli kvadrat matritsa o‘z markaziga nisbatan
simmetrik bo‘Isa, u holda

А/ > 0, г = 1Д ,„.,л -1 , A n = |y4| > 0

shartlar A matritsaning musbat aniqlangan bo‘lishi uchun zarur 
va yetarli shartlar bo‘ladi. A matritsaning manfiy aniqlangan bo‘lishi 
uchun (1.6) shartlar quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi.

(- l) 'A i > 0 , i* = 1,2,..., и -1 , (-1 )” A„ =\A\> 0

10. Agar A n- tartibli kvadrat matritsa 1) bosh diagonalga,
2) bosh bo‘lmagan diagonalga, 3) vertikal o‘qqa, 4) gorizontal 
o‘qqa, 5) matritsa markaziga nisbatan simmetrik matritsa bo‘lsa, 
u holda bu matritsani mos ravishda quyidagicha blok matritsalar

1) n=2k d a  j  =

2) n=2k da Л =

5, '
A ai

4 n=2k+l da A = -r «*+ut+i <
w

f
X «2 ^2 j

4 c , ^ 4 «1 Q
n=2k+ 1 da A = «Г

crчЧ
«*+l,*+l

«2
«Г
К

3) n=2k da A =
t \

2 /

(a{ a, a; '  

(«ГУ < w . («ГУ
\A2 a2 A2

4) n=2k da A -
A

A
s.

n=2k+l da A
A

A
U 2
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bu yerda barcha blok matritsalar k-tartibli 

a\ = (fl*+l,l5 аЫЛ >•••> аЫ,к ) > a2 = (ак+\М2 ’ аЫМЗ V-J а *+1,и )

Ta’rif  1.19. А  =  (а . ) n- tartibli kvadrat matritsa
1) bosh diagonalga nisbatan kososimmetrik (antisimmetrik) 
deyiladi, agarda AT -  A , ya’ni, а(.= - а . п iyj  = 1,2,...,л,

bo‘lsa:
2) bosh bo‘lmagan diagonalga nisbatan kososimmetrik deyiladi, 

agarda л 1 = -А ,  ya’ni afJ = -a„+Will+1_p i,y =1,2,...,л, bo‘lsa:
3) vertikal o ‘qqa nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda

= ya’ni, а,, =-Д,,я+1_я  /,у = 1,2,...,/?, bo‘lsa:
4) gorizontal o‘qqa nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda

A = ~~A, ya ni, if j  —1> 2,..., n9 bo Isa!
5) matritsa markaziga nisbatan kososimmetrik deyiladi, agarda

A  — At, ya’ni а\/ = ■“ал+1-/,я+1-у» — 1»2,...,л, bo‘lsa.
Bu ta’rifdan quyidagilar kelib chiqadi:
1) Har qanday A kvadrat matritsa uchun quyidagilar mos ra- 

vishda bosh diagonalga, bosh bo‘lmagan diagonalga, vertikal o‘qqa, 
gorizontal o‘qqa, matritsa markaziga nisbatan kososimmetrik mat
ritsalar bo‘ladi.

S . = ~ ( A ~ A - ) ,  S , = ^ ( A - A ° )

2) Agar A kvadrat matritsa bo4 Isa, u holda

A ^ S ^+ S i ,  z= 1,2,3,4,5 
A matritsani mos ravishda bosh diagonalga, bosh bo‘lmagan 

diagonalga, vertikal o‘qqa, gorizontal o‘qqa, matritsa markaziga nis
batan simmetrik va kososimmetrik bo‘lgan matritsalar yig‘indisiga 
yoyilmasi bo‘ladi.

3. Agar A n- tartibli kvadrat matritsa 1) bosh diagonalga, 2) bosh 
bo‘lmagan diagonalga, 3) vertikal o‘qqa, 4) gorizontal o'qqa, 5) mat
ritsa markaziga nisbatan kososimmetrik bo‘lsa, u holda bu matritsani 
mos ravishda quyidagicha blok matritsalarga ajratib yozish mumkin:



l)n = 2 k d a  A =

( A a\ в  A

A = f A , n=2k+l da A - - < ~~ ak+lM 1 -■
I - К A  > - 4 “ *2 Ay

( A с, л, n=2k+l da A ~

fA,  a, C, )
Г г

A =  \ . a2 ~ ak+ljc+1
[C( [ c *  - a 2 - A t )

- 4 ]
' 4 -«i -A' )

3) n=2k da д  _ A\ n=2k+l da л = (*[)' “ a *+lJW - « ) '
- A ’ )>

>4 Л “*2 J

4) n=2k da A = r A 
A

'
~Bi  ,

, n=2k + l d a ^  =
r A 

- 4 ' ~a'l
- r
- s r ,

Г 4 я. '
'  4

- A 0
> n = 2 k + ld a  A = fli —fl*+u+i 

»°
-(вГ)°

A\ /

5) n=2k da A =

Bu yerda barcha blok matritsalar k-tartibli

a\ = (ak+\,\>ak+\,2>9”>a k+\,k) > a2 = (ЛЬь1Д+2 ’ Л*+1,л )

Ta’rif 1.20. A = (ау) n -  tartibli kvadrat matritsa:
1) bosh diagonalga nisbatan ortogonal deyiladi, agarda AT = A'1 

bo‘lsa;
2) bosh bo‘lmagan diagonalga nisbatan ortogonal deyiladi, agar

da A 1 = A~l bo‘lsa;

3) vertikal o‘qqa nisbatan ortogonal deyiladi, agarda A' =  A~x 
bo‘lsa;

4) gorizontal о‘qqa nisbatan ortogonal deyiladi, agarda A~ = A~l 
bo‘lsa;

5) matritsa markaziga nisbatan ortogonal deyiladi, agarda
A 0 = A~l bo‘lsa.

Bu ta’rifdan kelib chiqadiki, agarda A va В kvadrat matritsalar 
bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga, vertikal (gorizontal) o‘qqa,
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matritsa markaziga nisbatan ortogonal bo‘Isa, u holda A'1 va AB 
matritsalar ham mos ravishda bosh (bosh bo‘lmagan) diagonalga, 
vertikal (gorizontal) o ‘qqa, matritsa markaziga nisbatan ortogonal 
bo‘ladi.

§ 4. X- matritsalar. Elementar bo‘luvchilar

Ushbu ma’ruza yordamchi xarakterda bo‘lib, chiziqli av- 
tonom sistemalaming turg‘unlik shartlarini aniqlash uchun kerak 
bo‘ladigan yordamchi tushunchalami o‘z ichiga oladi.

Elementlari qandaydir X parametming f. (X) ko‘rinishdagi 
ko‘phadlaridan iborat bo‘lgan

F (A )  =
f , M )  -  / , „ №  

f . M )  ... / . .(A)

kvadratik matritsani qaraylik. Bunday matritsalar X- matritsalar 
deyiladi.

vk (X) (k=l,2,3,...,n) orqali F(X) matritsaning barcha k-tartib- 
li minorlarining eng katta umumiy bo‘luvchisini belgilab, bosh 
had oldidagi koeffitsiyentni birga teng qilib tanlaymiz. Osongina 
ko‘rsatish mumkinki vk(X) ko‘phadning bu aniqlanishidan quyi
dagi xulosani chiqarish mumkin: agar qandaydir k- tartibli minor 
o‘zgarmas songa teng bo‘lsa, u holda vk = vkl = ..= =1 bo‘ladi. 
Chunki bu minor vk ga bo‘linishi, vk esa

larga bo‘linishi kerak.
V V Vk-1 > k-2 V1

- ' (л \  = ЕкМ k=l,2,3...n, v0=l
Vt-.W

( 1.8)

isbot bilan aniqlanuvchi ko‘phad F(X) matritsaning invariant 
ko‘paytuvchisi deyiladi. Ravshanki,

vk(^)=E1(A<)xE2 (X) ...E k(X) 
bo‘lib, vn(A,) o‘zgarmas ko‘paytuvchi aniqligida ¥(X) ning deter- 

minantiga teng, ya’ni:
Vn (X) = 5 det F(X)=E^0 E2(X). . .  E„ (X).
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Ek(>w) invariant ko‘paytuvchini ko‘paytuvchilarga ajratamiz.
Ek(X H ^ V k i X(^,“̂ '2)lk2X̂ ^ X̂ " \)k p

bu yerda
lar detF(A,)=0

tenglamaning har xil ildizlari.
Aniqki, I^X ), k=l,2,...,n; r=l,2,...,p.
Bundan tashqari, agar k<k‘ bo‘lsa, lkj <lkj bo‘ladi. Chunki Ek(A)

(1.8) ko‘phad Ek ko‘phadga bo‘linadi. Ek(X) ning ko‘paytuvchilari 
tarkibiga kiruvchi o‘zgarmas sondan farqli bo‘lgan (X-X,r)lkr ik- 
kihad A, matritsaning elementar bo‘luvchilari deyiladi. Ulaming 
umumiy sonini m bilan belgilab, ulaming o‘zlarini

( x - x j L
lar orqali belgilaymiz. Chunki sonlaming ichida o‘zaro 

tenglari bo‘lib, (A-A,.)1' binom har xil Ek invariant ko‘paytuvchilar 
tarkibiga kirishi mumkin.
Misol: F(X) =

matritsa uchun quyidagi tokrtta birinchi tartibli (A+l)3, (k+1)2, A.+1, 
A.+1 minorlami tuzish mumkin bo‘lib, ulaming eng katta bo‘luvchisi

v=k+\
bo‘ladi.

Berilgan misoldagi matritsa uchun bitta ikkinchi tartibli minor 
bo‘lib,

M у (x+i)2!
Я. + 1 X + l I

X(X + 1)5 =

uning eng katta umumiy bo‘luvchisi
v2 =л(л+1)3

bo‘ladi. (1.8) formuladan foydalanib, invariantko‘paytuvchilami 
topamiz.

E , = v ,  = X + l,  E 2 = ~  =  X(X +  l )2
v i

Misolda qaralayotgan matritsa uchun elementar bo‘luvchilar 
А+1Д ,  (A,+l)2 bo‘ladi. Bu yerda ildizlar A.=-l, X.2=0, >*3=л,4=-1 

Bu ildizlar
detF(A)=0,
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tenglamaning ham ildizlari bo‘ladi. Ammo k =-1 tenglamaning uch 
karrali ildizi bo‘lib, bir elementar bo‘luvchi uchun oddiy, boshqasi 
uchun ikki karralidir.

F(X) matritsaning normal diagonal ko‘rinishi deb

\  0 ... 0 "
0 El ... 0

_0 0 ... En_

matritsaga aytiladi. Bu yerda E15E2,...,En- F(X) matritsaning in
variant ko‘paytuvchilari. Masalan, yuqorida qaralgan misoldagi 
matritsaning normal diagonal ko‘rinishi

X + l 0
0 X,(X + l)2_

matritsadan iborat bo‘ladi.
X- matritsalarni elementar almashtirishlar deb quyidagi operatsi- 

yalarga aytiladi:
a) ikkita satr yoki ikkita ustunini o‘zaro almashtirish;
b) qandaydir satri (ustuni) ning barcha elementlarini bitta 

noldan farqli o‘zgarmas ko‘paytuvchilarga ko‘paytirish;
v) qandaydir satri (ustuni) ning barcha elementlarini 

ko‘paytirilgan elementlarini boshqa satr (ustun) ning mos element- 
lariga qo‘shish, quyidagilami isbotlash mumkin:

a) Elementar almashtirishlar ^-matritsa elementar bo‘luvchilami 
o‘zgartirmaydi;

b) ixtiyoriy A,-matritsani chekli sondagi almashtirishlar bilan 
normal diagonal ko‘rinishiga keltirish mumkin.

Bu jumlalaming to‘g ‘riligining isbotini keltirmay, yuqoridagi 
misoldagi matritsani normal shaklga keltiramiz:

(X + l)3 (X + l)2 
X +1 X +1 

X + l 0
(x+iу x(x+i)2_->

X +1 X +1 
(x+ l )3 (X+1)2J

X + 1 0
0 X(A. + l)2_

X +1 X +1
Jx+if  (x + iy_
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Bu yerda aw al birinchi satmi ikkinchisi bilan, birinchi ustunni 
ham ikkinchisi bilan almashtirdik. Keyin birinchi ustundan ikkin- 
chisini ayirdik. Nihoyat oxirida birinchi satmi 1+1 ga ko‘paytirib, 
ikkinchi satrdan ayirdik.

§ 5. Jordon kataklari

Umuman aytganda, ko‘p hollarda elementar almashtirishlar 
elementar bo‘luvchilami topishda ishlatiladi.

Quyidagi 11 tartibli matritsani qaraylik.

J,=

\ 0 0 0 . . 0 o '
1 X. 0 0 . . 0 0
0 1 к 0 . . 0 0

0 0 0 0 . . X, 0

0 0 0 0 . . 1

Bunday ko‘rinishdagi matritsalar Jordon kataklari yoki elemen
tar yashiklar deyiladi.

Bundan foydalanib Jj-XE-^-matritsani tuzamiz;

J j - X E

\ - X 0 0 0 . 0

1О

1 A,, -  A, 0 0 . 0 0
0 1 — A. 0 . 0 0

0 0 0 0 . — h 0

о
1 0 0 0 . 1 A, -A,

Bu matritsaning birinchi satr va oxirgi ustunini o‘chirib qolgan 
elementlardan 1-1 tartibli minor tuzamiz.

1 4 - 1  0 0 
0 1 A j - A  0

0
0

4 - Л
1
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Bu minor 1 ga teng bo‘lgani uchun Vj = v2 =^.,=1 bo‘ladi. Ik- 
kinchi tomondan yagona lj-tartibli minor quyidagiga teng:

d e t^  - XE)=(X, - X) 11
Demak,

V/, = a -  M )1'
Bu yerda AvaAj laming о‘rinlari almashtirildi, chunki vn ning 

bosh hadi oldidagi koeffitsiyenti 1 ga teng bo‘lishi kerak.
( 1.8) formuladan foydalanib invariant ko‘paytuvchilami to- 

pamiz:

El =1, E2 =1.......£ i;= l ,£ ,  = ( l - l l ) \
Bundan ko‘rinadiki, J,- AE matritsa faqat bitta (A- Â ) ll 

ga teng elementlar bo‘luvchiga ega.
Endi elementlari a o‘zgarmas sonlardan iborat boigan A ixti- 

yoriy kvadrat matritsani qaraymiz. A-AE A - matritsani tuzamiz (u 
A matritsaning xarakteristikasi deyiladi)

-A  ...

A -A E  =
In

nl a.  -A

Bu matritsaning elementar bo‘luvchilarini topamiz.

Bu elementar bo‘luvchilaming har biriAk (k=l,2,3»...,m) ildiziga 
o‘zining mos Jk Jordon katagiga mos keladi. Berilgan A matritsa 
uchun Jordonning normal ko‘rinishi deb diagonaldagi elementlari 
Jordon kataklaridan, qolgan elementlari nollardan iborat bo‘lgan

J =

Ji o
0 J,

0 0

ko‘rinishdagi matritsaga aytiladi.
Ravshanki, J-AE matritsaning elementar bo‘luvchilari xarakter- 

istik matritsa elementar bo‘luvchilari bilan ustma ust-tushadi. 
Bundan tashqari,
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|А-1Е| =  О

xarakteristik tenglamaning ildizlari elementar bo‘luvchilaming il- 
dizlari bilan ustma-ust tushadi.

Misol 1.
-2  -1 -1 -1 
1 - 1 0  0 

- 4  1 - 1  - 1
I 5 1 2 2!

A =

Bu matritsani Jordonning normal ko‘rinishiga keltirish uchun 
aw al A -X E xarakteristik matritsaning elementar bo‘luvchilarini 
topamiz.

I - 2 -A. - 1  - 1  - 1  I

1 - 1 - X  0 0 

- 4  1 - 1 - X  - 1

5 1 2 2 - X

A-XE =

Buning uchun elementar almashtirishlardan foydalanamiz. Bi- 
rinchi satmi -1 ga ko‘paytiramiz. Keyin oxirgi ustunni -(2+ X) 
ga ko‘paytiramiz va birinchi ustunga qo‘shamiz; bundan keyingi 
oxirgi ustunni ikkinchi va uchinchi ustunlardan ayiramiz:

A -X E  =

0 0 0 1 j
1 - 1 - X  о 0

- 2  +  X 2 - X  - 1

(X + l)2 - ( l - X )  X 2 -X

Birinchi satmi uchinchisiga qo‘shamiz, keyingi birinchi satmi
2-X ga ko‘paytirib, to‘rtinchi satrdan ayiramiz; bundan keyin 
oxirgi ustunni birinchi ustun o‘miga keltiramiz:

|1 0 0 0 j
;0 1 - 1-X  0 |
|o - 2  + X 2 -X I

jo (l + X) - 1 - X  X

A - X E  =

Ikkinchi ustunni l+ X  ga ko‘paytirib, uchinchi ustunga qo‘shamiz.
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А-А.Е =

1 О 
О 1 
О - 2  + Х

О О
О О

— Я.(1 -  А.) - X
О (l + Я.)2 Х(2 + Х + Х2) X

Endi ikkinchi satmi aw al -2-X ga ko‘paytirib, uchinchi satrga 
qo‘shamiz; keyin ikkinchi satmi -(1+A,)2 ga ko‘paytirib, to‘rtinchi 
ustunga qo‘shamiz. Bundan keyin to‘rtinchi ustunni -(l-X) ga 
ko‘paytirib, uchinchi ustunga qo‘shamiz:

A -X E  =

0
0
0

x (i+ x ):

0
0

- X
X

Uchinchi satmi to‘rtinchi satrga qo‘shamiz, keyin bu satmi -1 
ga ko‘paytirib, to‘rtinchi ustunni uchinchi ustun bilan almashtiramiz:

1 0  0 0

0 1 0  0

0 0 X 0
0 0 0 x(\ + x):

Nihoyat A-A.E xarakteristik matritsaning normal diagonal 
ko‘rinishi hosil bo‘ldi. Bundan quyidagilami topamiz:

E ,=1, E = l ,  E=X, E=X(l +X)2 
Demak, A-XE matritsa ildizlari A,=0, л2=0,

^ 3= \= - l ,
bo‘lgan uchta

X, X , (X+l)2 
elementar bo‘luvchiga ega.
Har bir elementar bo‘luvchiga o‘zining Jordon katagi mos ke- 

ladi:
X=0 da lj=l; X2=0 da 12=0 ; X3=-l da 13=2 

bo‘lgani uchun
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J=[0] J= [0]

Endi qaralayotgan matritsa uchun Jordonning normal ko‘rinishini 
quyidagicha yozamiz:

"0 0 0 01
0 0 0 0

J =
0 0 - 1 0
0 0 1 -1

- 2  -1 - I  -1"
1 - 1 0  0

A =
-5  0 - 2  -3
6 2 3 3

Avval xarakteristik matritsani tuzamiz.
2 - X -1 -1 -1

1 - 1 - X 0 0

- 5 0 - 2 - X - 2

6 2 3 3 - X

Elementar almashtirishlar yordamida bu X matritsani quyidagi 
ko‘rinishdagi normal diagonal ko‘rinishga keltiramiz:

A-XE =

Bundan invariant ko4paytuvchilami topamiz:
E = l ,  E =1, E j=l, E4=X2(X+1)2 

Demak, A-XE matritsa ildizlari
X=X2=0 , x3=x= - i

bo‘lgan faqat ikkita X2, (X+1)2 elementar bo‘luvchilarga ega 
bo‘lib, har bir elementar bo‘luvchiga bittadan

I
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J> =
0 0

h  =
- 1  0

1 0 L 1 -1

Jordon katagi mos keladi.
Endi qaralayotgan matritsa uchun Jordonning normal shaklini 

yoza olamiz.

J =

0

0

- 1

1

0

0

0

- 1

Bu misollardan shuni ko‘ramizki, har ikkala misolning xarak- 
teristik tenglamalari bir xil ildizga ega, ammo Jordonning normal 
shakli har xil. Buning sababi shuki, birinchi misolning xarakteristik 
matritsasi uchta elementar bo‘luvchiga, ikkinchi misoldagi matritsa 
esa faqat ikkita elementar bo‘luvchiga ega.

§ 6. Asosiy teoremalar

Endi bizning keyingi izlanishlarimizda kerak bo‘ladigan ikkita 
chiziqli algebraning teoremalarini isbotsiz keltiramiz.

Teorema 1.1. Agar Л matritsa maxsusmas bo‘lsa, u holda 
A-A,E va AAA’1 -XE matritsalaming elementar bo‘luvchilari bir xil 
bo‘ladi. Aksincha, agar A-X,E va В- XE matritsalaming elementar 
bo‘luvchilari bir xil bo‘Isa, u holda har doim B=AAA1 tenglikni 
qanoatlantiruvchi A maxsusmas matritsa topiladi.

Ayrim mualliflar bu teoremani algebraning asosiy teoremasi 
deb ataydilar.

Teorema 1.2. Agar A va С lar s - tartibli simmetrik, kvadratik 
matritsalar bo‘lib, A aniq ishorali bo‘lsa, u holda

1) det(A X+C)=0 xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari ha-
qiqiy;

2) har doim shunday A maxsusmas matritsa topiladiki, unda
ATA A=E, ATCA=S0

boiadi.
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\

Bu yerda E birlik matritsa.
сcx 0 ... 0

0 0 ... c,

bo‘lib, Cj, c2,..., cs lar xarakteristik tenglamaning ildizlari.
Teoremaning ikkinchi qismi quyidagi tasdiqqa teng kuchlidir: 

Agar quyidagi ikkita

kvadratik shakllar berilgan bo‘lib, ulaming birinchisi musbat an- 
iqlangan bo‘Isa, u holda shunday A maxsusmas matritsali x= Az 
chiziqli almashtirish topiladiki, unda

Teoremal.2 ning ikkinchi qismidagi ikkinchi tengligidan 
detC0=det A1 detC det A 

tenglikni hosil qilib, detS0=detC ekanligini e’tiborga olsak va det 
A=A deb olsak,

hosil bo‘ladi.
Shuning uchun C0 diagonal matritsa bo‘lgani uchun 
detC =c. c , ... с , bo‘lib, s, s , ... s =detC ko‘rinishni oladi.0 1 2  s ’ ’ 1 2  s
Bundan tashqari ortogonal almashtirishda ixtiyoriy В kvadrat 

matritsaning izi A ^ A  matritsaning iziga teng, ya’ni:

detC0 = A2 detC

с в = с Лг в лр р
ekanligini isbotlash mumkin.

35



M ashqlar:
l)Quyidagi matritsalar ustida algebraik amallami bajaring.

2 0 \
2 0

- 2  - 2  - 1 /

/13  16 16\
b) A = -5  -7  - 6

\ - 6  - 8  - 7 /

/ - 4  2 1 0 \
c) A =  - 4  3 7

V—3 1 7 /

/ - 2  8 6 \  / о
d ) A =  - 4  10 6 B= - l  

4 4 - 8 - 4 /  ' 2

6 0 \
- 5

0- 6 1 /

0 8 \- 1 60 - 5 /

-12 -2>
- 4 0
0 -2У

3 3 ^
8 6 I

- 1 4 - w J

e) A = f - 5 21 17 1 B=
V 6 -26 -21

/ 4  5 - 2 '
f) A=  - 2  - 2  1

\ - l  - 1  1 /

/  9 22 - 6'
g )A =  -1  - 4  1 

\  8 16 -5 /
2. Quyidagi matritsalaming normasini hisoblang.

( 8 30 - 1 4

r 5 -1 9 9
\ - 6 -2 3 11

/ 3 7 - 3 '

r 2 - 5 2
V—4

Оt-H1 3
/ 1 - 1  T \

3 - 3  6
\ 2 - 2  4, /

1.
/ 0 4  10 1
1 4 8 18 7

10 18 40 17
1 7 17 3

2.
/ 2 1  11

1 0  4
11 4 56 

\ 2  - 1  5
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/  2 1 0\  / —1 1 2\
5 - 1  1 2  6. _ !  4 о

V-1 2 1/ V 1 - 1 3 /
3. Umumlashgan transponirlangan matritsalaming 1-12 xossalar- 

ni isbotlang.
4. Umumlashgan transponirlangan matritsalaming boshqa xos- 

salarini aniqlang.
5. Umumlashgan simmetrik matritsalaming 1-10 xossalarini is

botlang.
6. Umumlashgan simmetrik matritsalaming boshqa xossalarini 

aniqlang.
7. Quyidagi X - matritsalarni aw al elementar almashtirishlar 

yo‘li bilan, so‘ngra invariant ko‘paytuvchilardan foydalanib kano- 
nik ko4rinishga keltiring.

Я4, + A4' + Я — 1 Я3 + Я2 + Я +  2 
2Я3 — Я 2Я2 +  2Я

Я2 + Я + 1 Я3 — Я + 2

1. лея) =

2. Л(Я) =

3 А(Л) = 

4.А(Л) =

5.

6.

А(Я) =

А(А) =  

7 -Л(Я) =

2Я 
Я2 +  1 

Я 
Я

Я2 -  Я
о
я

Л

я2
3 - 1я я2 
я2 я2 
о о

Л ?

я2-
1

я2 + я
Я + 1  
Я2 — 1

1
я

1? 1 
Я +  1

я2 
о
о

2Я

З Л -1

я
1

Я2 - 1

Quyidagi matritsalarni Jordonning normal ko‘rinishiga keltiring.

i
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13 16 16'
- 5  - 7 - 6
- 6  - 8 -7 /

/ - 4  2 10'
- 4  3 7

\ -3  1 7 ,

/ -2  8 6
-4  10 6
4 - 8

3 0 8 
3 - 1 6  

.-2 0 -5.

' 7 - 1 2  —2\
3 - 4  0 

>—2 0 - 2/

0 3 3 
- 1 8  6
2 - 1 4  -10,

8 30 - 1 4 ’ 
- 5  - 1 9  9 
. -6  -2 3  11
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I I  BOB
KOMPLEKS SIMMETRIK, KOSOSIMMETRIK VA 

ORTOGONAL MATRITSALAR

Ushbubob kompleks simmetrik, kososimmetrik va ortogonal 
matritsalami o‘rganishga bag‘ishlangan bo‘lib, unda bu matritsalar 
qanday elementar bo‘luvchilarga ega bo‘lishi mumkinligi va 
ulaming norma shakllari qarab chiqiladi. Bu shakllar oddiy hol- 
atdagiga qaraganda sezilarli darajada murakkab strukturaga ega.

§1. Kompleks ortogonal va unitar matritsalar 

uchun ba’zi formulalar.

Lemma 2.1. L  agar G matritsa bir vaqtning o‘zida ermit 
matritsasi bo‘lib, ortogonal bo‘lsa, ya’ni, G T = G = G ” 1 bo‘lsa, 
u holda u quyidagi ko‘rinishda tasvirlanadi:

G = Ie* , (2.1)
bu yerda /  -haqiqiy simmetrik involyutiv (12 = e ] klatritsa, 

К - I  bilan o‘rin almashinuvchi bo‘lgan kososimmetrik mat
ritsa:

I  = ~I = I T , i 2 = e , k  = k  = - k t {22)

Agar G -  yuqoridagilarga qo‘shimcha ravishda musbat aniq- 
langan ermit matritsasi bo‘lsa, (1) formulasida I  = E  bo‘lib,

G = eiK, (2.3)
bo‘ladi.
Isboti.

G = S + iT (2.4)
bo‘lsin, bu yerda Sva T -haqiqiy matritsalar. U holda

G = S-.iT  va gt = ST + iTT (2.5)

Shuning uchun G = G T tenglikdan > T - - T  ^
ya’ni, S’-simmetrik, T - kososimmetrik ekanligi kelib chiqadi. 
Bundan tashqari, (2.4) va (2.5) ga asosan GG = E  tenglikdan
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S 2+ T 2= E , ST  = TS (2.6)
ni hosil qilamiz. Buning ikkinchisidan S va T ning o‘zaro 

kommutativligi kelib chiqadi.
Malumki, o‘zaro kommutativ matritsalar bir xil haqiqiy 

ortogonal almashtirish bilan kvazidiagonal kanonik ko‘rinishga 
keltiriladi. Shuning uchun

S  = 0 (^15̂ 1 ,*̂ 2 >*̂2 »* * >*̂2̂ +1 *• * , { ( )  =  О  =  О  j

(2.7)
0 r,

0
0 t2 
-t, 0

0

bu yerda S j , t i -haqiqiy sonlar. Bundan, 

G = S+iT = 0
5, If, j 2 «/, s  it я 4 s  Л

- i f ,  j ,
»

- i f 2
> ••• »

- i t  s  ч 4
» • ‘^я f

(2.8)
Ikkinchi tomondan (2.7) ifodalami (2.6) ga qo‘yib, quyidagi- 

lami topamiz;

(2.9)
. s  it

Endi tekshirib ko‘rish mumkinki -S’ tipdagi matritsalar-
ni s 2 - t 2 =1 shartdan har doim quyidagi ko‘rinishda tasvirlash 
mumkin:

^ it 
- i t s - е е K f l

bu yerda \s\ = ch<p, st = shq>y e = signS. Shuning uchun (2.8) va
(2.9) ga asosan quyidagiga ega bo‘lamiz:

G  =  0 j ± е'1°й Г • ,±e'l °‘л Г I , . •, ±e'lif’ **I,±1, . . .  ,±1 j o "  (2.10)

Ya’ni:
G  =  I e X
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X

bu yerda I  =  0 ( ±  1 ,± 1 ,.. .,± 1 ,)0  1,

0 f t  I 0 <P„оS1 ,. . ., о*1

(2.11)
va

IK = KI
Agar G - musbat aniqlangan ermit matritsasi bo‘Isa, uning 

barcha xarakteristik sonlari musbat bo‘ladi. Ammo (2.10)ga 
asosan G ning harakteristik sonlari

± e(px ,±e~й ,±еч>ч ,±e~9q ,±1,.. .,±1

bo‘ladi.
Shuning uchun G-musba t  aniqlangan boiganda (2.10) va 

(2.11) dagi ± ishoralar + ishora bilan almashtirilib,

/  = 0 (1,1, . . . , 1,)0 ' , = £

bo‘ladi.
Teorema2.1. O-kompleks ortogonal matritsa har doim quy

idagi ko‘rinishda tasvirlanadi;
О = Re* (2.12)

Bu yerda: Я-haqiqiy ortogonal matritsa, /С-haqiqiy kososim- 
metrik matritsa, ya’ni:

R = R = R T~l , K  = K  = - K T (2.13)
Isbot. Faraz qilaylik, (2.12) formula o‘rinli bo‘lsin. U holda

O' = 0 T = e*RT va 0*0  = e*RT Re* = e2*
bo‘lib,

0 '0  = e'* (2.14)
tenglikdan К  matritsani aniqlashimiz mumkin. К  ni aniqlagani- 
mizdan keyin (2.12) tenglikdan R ni topamiz:

R = O e iK (2.15)

U holda R*R=e-iK0*0euc = E, ya’ni, Л-unitar matritsa boiadi. 
Ikkinchi tomondan (2.15) dan kelib chiqadiki, ikkita ortogonal

i
I
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matritsaning ko‘paytmasidan iborat bo‘lgan R matritsa o‘zi or
togonal, ya’ni, RTK  = E  bo‘ladi.

Demak, R bir vaqtning o‘zida ham ortogonal, ham unitar 
bo‘ladi, bundan uning haqiqiy ortogonalligi kelib chiqadi. (2.15) 
n i(2 .12) ko‘rinishda yozish mumkin.

Lemma 2.2. Agar D matritsa bir vaqtda simmetrik va uni
tar, ya’ni: j )  — = д -1 bo‘lsa, u holda u har doim quyidagi 
ko‘rinishda tasvirlanadi.

D = e* (2.16)
r  ---

bu yerda S -  haqiqiy simmetrik matritsa, ya’ni, S  = S  = S  
Isboti.

D = U + i V  (U = U , V  = V)  (2 .17)

bo‘lsin. U holda
D ^ U - i V  DT=UT + iVT

D = DT dan U  = IF, V = V7 kelib chiqadi, ya’ni, U va V lar 
haqiqiy simmetrik matritsalar.

D D  = E

tenglikdan
U 2+ V 2= E , UV = VU  (21g)

kelib chiqadi.
U \d iV  matritsalar o ‘zaro kommutativ bo‘lgani uchun ular 

bir xil ortogonal almashtirish bilan kanonik ko‘rinishga keladi. 
Shuning uchun quyidagilami hosil qilamiz:

C/-0(W . . ^ ) 0  , V — 0(tl9t2f .. ytn)0 , (2 19)
bu yerda 0  = 0  = 0 sk ttt к = \yti -haqiqiy sonlar (2.18) 

ning birinchi tengligidan s \  + 1\ = 1, к  = I j i  kelib chiqadi. 
Shuning uchun shunday cpk, к = \n  haqiqiy sonlar mavjud bo‘lib,
sk =C0S<Pk> h  = sinФк» £ = bo‘ladi. Bu ifodalami (2.19) ga 
qo‘yib, (2.17) ga asosan quyidagini hosil qilamiz.

D  =  o (e iP[...... e * * ) p -1 = e S ,

bu yerdan S = 0{<px,<p2.......(2.20) dan S  = S  = S T
ekanligi kelib chiqadi.

42

V.



Teorema 2.2. U -unitar matritsani har doim quyidagi ko‘ri- 
nishda tasvirlash mumkin:

U=  Re* (2.21)
bu yerda Я-haqiqiy ortogonal matritsa, S-haqiqiy simmetrik mat
ritsa, ya’ni:

R = R = R  , S  = S  — S  ^2 22)

Isboti. (2.21) formuladan
IF  = eiS RT (2.23)

kelib chiqadi. (2.21) va (2.23) ni hadlab ko‘paytirib, (2.22) ga 
asosan quyidagini hosil qilamiz

UT U = e2*5 (2.24)
tenglikdan lemma 2 ga asosan S  ni aniqlash mumkin. Shundan 
so‘ng R matritsani

R = Ue~iS (2.25)
ko‘rinishda aniqlaymiz. U holda R T = er^lF bo‘lib, (2.23), 

(2.24) va (2.25) dan
RTR = e iS U7 Ue~iS = E

kelib chiqadi.
Ikkinchi tomondan, (2.25) ga asosan, R ikkita unitar matri

tsalar ko‘paymasidan iborat, demak, Я-unitar matritsa bo‘lib, u 
birvaqtning o‘zida ham ortogonal, ham unitar matritsa bo‘ladi. 
Bundan R ning haqiqiy matritsa ekanligi kelib chiqadi. (2.25) 
formulani (2.21) ko‘rinishda yozish mumkin.

§2. Kompleks matritsalam ing qutb yoyilmasi

Teorema 2.3. Agar A = \a k Ц"^-kompleks elementli xosmas 
matritsa bo‘lsa, у holda quyidagi yoyilma o ‘rinli:

A=SO, (2.26)
va

A = O f t  (2.27)
bu yerda S  va S l simmetrik kompleks matritsa, О va Ox esa or
togonal kompleks matritsa bo‘ladi.

5 = 7 ^  = / ( a  t } 8 , = 4 а т А = / ( а т а ]
/(A) va/J (A)-Aga nisbatan qandaydir ko‘phadlar.
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(2.26) yoyilmadagi, shuningdek (2.27) yoyilmadagi S  va О , 
mos ravishda Ox va S{ matritsalar faqat va faqat A va AT o‘rin 
almashinuvchi bo‘lgandagina o‘rin almashinuvchi bo‘ladi.

Isboti: (2.26) yoyilmani hosil qilish yetarli, shuningdek bu 
yoyilma/T matritsaga qo‘yilib va hosil qilingan formuladan A 
matritsani aniqlab, (2.27) yoyilmaga kelamiz.

Agar (2.26) o‘rinli bo‘lsa, u holda 
A =SO, ArO-'S

bo‘lib,
AAT = S2 (2.28)

bo‘ladi.

Aksincha, >L4r-xosmas matritsa,\AAT| =\A\2 ф 0, u holda ^  
funksiyasi bu matritsaning spektrida aniqlangan bo‘ladi. Demak, 
shunday J[k) interpolyatsion ko‘phad,

\1а Л т = f [ A A T) (2.29)
bo‘ladi. (2.29) simmetrik matritsani s  = ^A T orqali bel- 

gilaymiz. U holda (2.28) o‘rinli bo‘ladi, \s\ *  0 bo‘ladi. (2.26) 
tenglikdan О ni aniqlab,

О  =  P A ,

osongina tekshirib ko‘ramizki, bu matritsa ortogonal. Shunday qilib, 
(2.26) daSva О o‘zaro o‘rin almashinuvchi bo‘lsa, u holda A =SO  
va At O’1S  matritsalar ham o‘rin almashinuvchi boiib, AAT = S2,AT 
A = 0 ' lS10  bo‘ladi. Aksincha, agar AAT=ATA bo‘lsa,

s2 = a w
ya’ni, О matritsa 52 = д д г  matritsa bilan o‘rin almashinuvchi. 
Ammo bu holda О matritsa S  = f(AAT)  matritsa bilan o‘rin al- 
mashinuvchi bo‘ladi.

Teorema 2.4. Agar ikkita kompleks simmetrik, yoki koso- 
simmetrik, yoki ortogonal matritsalar

В = T l AT  (2.30)
bo‘lsa, u holda bu matritsalar ortogonal-o‘xshash, ya’ni, shun
day О ortogonal matritsa mavjudki, unda

B = a 'A O  (2.31)
bo‘ladi.

Isboti. Teorema shartidan kelib chiqsa, q (Л) ko‘phad mavjud 
bo‘lib,
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AT = q(A), В т = q(B) (2.32)
bo‘ladi. Bu ko‘phad matritsalar simmetrik bo‘lgan holda л ga 
ten g ,  kososimmetrik bo‘lgan holda esa -A ga teng .  Agar A va В 
ortogonal matritsalar bo‘lsa, u holda A va В matritsalaming umu-

miy spektrida — uchun g(X) interpolyatsion ko‘phad bo‘ladi.
A

(2.32) tengliklardan foydalansak, (2.30) dan
g(B) =  T xq(A)T 

kelib chiqadi, yoki (2.32) ga asosan
BT = T lATT

bo‘ladi. Bundan В = ТГАТЛ. Bu tenglikni (2.30) ga qo‘yib
Т Г А = А Т Г  (2.33)

ni topamiz.
T matritsaga teorema 2.3 ni qo‘yamiz.

T =  SO, (S=ST =/(ТГ), 0 T = a 1)
(2.33) ga asosan TT7 matritsa A matritsa bilan o‘rin almashi
nuvchi, u holda S = /(7 T r) matritsa ham /4 matritsa bilan o‘rin 
almashinuvchi bo‘ladi, quyidagiga ega bo‘lamiz:

В = Ол Sл ASO = 0 A AO.

§3. Kompleks simmetrik matritsalaming normal 
ko‘rinishi

Teorema 2.5. Awaldan berilgan ixtiyoriy elementar bo‘luv- 
chilarga ega bo‘lgan kompleks simmetrik matritsa mavjud.

Isboti. 0 ‘ng diagonalidan pastdagi elementlari birga teng, 
qolgan elementlari nolga teng bo‘lgan n -  tartibli H  matritsani 
qaraymiz. matritsaga o ‘xshash bo‘lgan S simmetrik matritsa mav- 
judligini isbotlaymiz: H

S = THTX (2.34)
Г-almashtiruvchi matritsani

s  = t h t ] = s 1' =  r - 1 i r r
shartdan kelib chiqib izlaymiz. Bu shartni quyidagicha yozish 
mumkin:

VH = HTV, (2.35)
bu yerda V -  simmetrik matritsa bo‘lib, T matritsa bilan
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tenglik orqali bog‘langan.
Н \ъ  f  = H7 matritsalaming xossalariga ко‘ra, (2.35) matritsa 

tenglamaning ixtiyoriy V yechimi quyidagi ko‘rinishga ega:

Г Т = -21У  (2.36)

V =

оо

. 0 ao
0 0  . . • a. a,

aa ax . . .
« Л - ,

(2.37)

bu yerda aQ,al9. . . ,  an l-ixtiyoriy kompleks sonlar.
Bizga bitta T  almashtiruvchi matritsani izlash yetarli, shuning 

uchun bu formulada a = l,a  = . . .  a = 0  deb olib, V matritsani0 7 I n - l  7

quyidagicha aniqlaymiz:

V  =

0 0 . . . 0 1 

0 0 . . .  1 0  

1 0 . . .  0 0

(2.38)

Bundan tashqari T -  almashtiruvchi matritsani simmetrik mat
ritsa ko‘rinishida izlaymiz:

T = T r (2.39)
U holda (36) tenglama T  uchun quyidagicha yozamiz:

T1 = -2 iV  (2.40)
Endi Tnoma'lum matritsani V ning ko‘phadi ko‘rinishida izlay

miz. V1 - E  bo‘lgani uchun bunday ko‘phad sifatida T  = aE + fiV 
birinchi darajali ko‘phadni olish mumkin. (2.40) tenglamadan 
V2 = E  ekanligini hisobg? olib, a2 + ft2 = 0, 2aP = -2i ekanligini 
topamiz. Bu munosabatla lan a = 1, /3 = -/ ni aniqlaymiz. U holda

T - E - i V  (2-41)
bo‘ladi. T- xosmas simmt ik matritsa. Shu bilan birga, (2.40)
dan i 1 ya’ni:

T~l = —iV~xT = —i FT,
2 2
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r = i ( £ + ( K )
(2.42)

Shunday qilib, H  matritsaning S-simmetrik ko‘rims*L quyi- 
dagicha aniqlanadi:

(2.43)

0 0  . . .  0 1

. - 1 ; v  =
0 0 . . .  1 0

1 0 . . . , 0  0

S  matritsa (2.35) tenglamani qanoatlantiradi va V2 = E  bo‘l- 
gani uchun (2.43) tenglikni quyidagi ko‘rinishda ham yozish 
mumkin:

2S = ( H  + H T) + i ( H V - V H )  = H  + H T + i ( H - H T) v  =

(2.44)

0 1 .
оо

0 . . . 1 0

1 0 .

оо

0 . . 0 -1
__ + г

0 0 . . . 0 1 1 . . . 0 0

оо

. . 1 0 0 - 1 .0 0

(2.44) formula Я  matritsaning S  simmetrik ko‘rinishini aniqlaydi. 
Agar H -  n -tartibli matritsa bo‘Isa, uni H  *  №n) deb belgilay- 

miz. U holda mos T,V,S matritsalarni Vn), Vn), Sfn) deb belgilaymiz. 
Quyidagi ixtiyoriy elementar bo‘luvchilar berilgan bo‘lsin:

<2-4S>

mos Jordon matritsasini tuzamiz:

J  = \ ^ Е ^ К н ^ \ я2Е ^ 2К н ^ 2\ .  . . , A i E ^  + H ^ \  }

Har bir H  W  matritsa uchun mos S  ^  simmetrik shaklni 
kiritamiz.

i
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=  г (/ >)я (яу)[г (/ у)]"1 t J - = 1)2>. . mti

dan

X j E ^  + = A Pj\ ajE ^ + t f  

Shuning uchun

5 = + 5 ^ ) ,Я 2£ (̂ )  + S ^ \ . . . , ^ £ ^  + 5 ^ }  (2.46)

г  =  ^ ) , г ( />2) , . . . , г ^ ) }  (2.47)
deb olib,

S  =  T J T - 1
ga ega bo‘lamiz.
S -Jo rd o n  matritsasining simmetrik ko‘rinishi, S matritsa j  

matritsaga o‘xshash va (2.46) elementar bo‘luvchilarga ega.

Natija 2. 1. Ixtiyoriy A = II a. -  kvadrat kompleks mat
ritsa simmetrik matritsaga o‘xshash.

Natija 2.2. Ixtiyoriy S  = || sik ||" -  kompleks simmetrik mat-

л II/,ь

ritsa S normal ko‘rinishga ega bo‘lgan simmetrik matritsa 
ortogonal -  o‘xshash, ya’ni, shunday О -ortogonal matritsa mav- 
judki, unda quyidagi tenglik o‘rinli.

S  = O S O '\  (2.48)
Kompleks simmetrik matritsaning normal ko‘rinishi quyi- 

dagicha kvazidiagonal ko‘rinishga ega:

S  = + S (4  Я2Е {Р2) + S {Pl\ . . . + 5 (i})|  (2.49)
bu yerda S (p) kataklar quyidagicha aniqlanadi:

2S(P) =[£<?) - |Т (?)]Я (Р)[£{Р) + 1Т (?)] = [̂ Я(',) + H ^  + ^H {F) - Н {Р)Г У {F)1̂

01 . .

оо оо

. 1
10 . .

оо оо

. 0
_ + Z

0 0  . . . 0 1 1 0 . . . 0

оо

. 10 0 - 1 . . 0
(2.50)
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§4. Kompleks kososimmetrik matritsaning normal
ko‘rinishi

Teorema 2.6. Kososimmetrik matritsa har doim juft rang
bo‘lsin. U holda К  matritsa satrlari o rasidarta  chiziqli bog‘liq
bo‘lganlari iy i2>. . . ,ir mavjud bo4lib, qolgan satrlar bu satrlar-
ning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo4ladi. Shuningdek, К
matritsaning mos satrlaridan hosil qilingan ustunlari, agar oxirgi
elementlami -1 ga ko‘paytirsak, u holda К  matritsaning ixtiyoriy
ustuni iy ir . . .  ,ir raqamli ustunlaming chiziqli kombinatsiyasidan
iborat bo4ladi. Shuning uchun r-tartibli ixtiyoriy minor quyidagi
ko4rinishda tasvirlanishi mumkin.

л »  • • • \
1̂> ̂ 2»̂ 3 » * * *»

bu yerda L -  son. 
Bundan

К ф 0

• * > * r _

ekanligi kelib chiqadi. Ammo kososimmetrik toq tartibli an- 
iqlovchi doimo nolga teng. Demak, r-juft son.

Teorema 2.7. 1. Agar л К  matritsaning xarakteristik soni 
bo4lib,

( я - л У ч ^ - л , / 2...... ( я -л У '
lar unga mos elementar bo‘luvchilar bo4lsa, u holda-A0 ham 
К  matritsaning xarakteristik sonibo4lib,

( a + a 0)/\ ( a + 20) \ . . . , ( a + ; i 0)z'
lar unga mos elementar bo4luvchilar bo4ladi.
2. Agar nol soni К -  kososimmetrik matritsaning xarakteristik 

soni bo4lib, u holda К  matritsa elementar bo4luvchilari siste- 
masida nol xarakteristik songa mos juft darajali elementar 
bo4luvchilar juft son marta takrorlanadi.

Isboti. l . / ^ v a  К  matritsalar bir xil elementar bo4luvchilarga 
ega. Ammo KJ = -К, К  ning elementar bo‘luvchilari . . 
lami -Л  ,-л , . . .  larga almashtirib hosil qilinadi.
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2. К  matritsaning nol xarakteristik soniga A ko‘rinishdagi 
elementar bo‘luvchilari bx ta, A2 ko‘rinishdagilari b2 ta va ha- 
kozo bo‘lsin. Umuman br barcha kp ko‘rinishdagi elementar 
bo‘luvchilami belgilaymiz. b2,bA l ami  juft son ekanini is- 
botlaymiz.

К  matritsaning d defekti nol xarakteristik sonlarga mos ke
luvchi, chiziqli bog'lanmagan xos vektorlar soniga teng, ya’ni, 
A, A2, . . .  ko‘rinishdagi elementar bo‘luvchilar soniga teng. Shu
ning uchun

d  = b] + b2 + . . .  (2.51)
Teorema 2.6 ga asosan К  matritsa rangi juft son bo‘lib, d  = 

n-r u holda d  son л soni qanday juftlikka ega bo‘lsa. xuddi shu 
juftlikka ega. Shunday tasdiqni . . . matritsalaming dv  d5,
. . .  defektlariga nisbatan ham aytish mumkin, chunki kososim
metrik matritsaning toq darajalari yana kososimmetrik matritsa 
bo‘ladi. Shuning uchun dx = d, dv d5, . . .  lar bir xil juftlikka ega.

Ikkinchi tomondan К  matritsani m darajaga ko‘targanda bu 
matritsaning har bir kp elementar bo‘luvchisi /><mda/?ta birin- 
chi darajali elementar bo‘luvchilarga yoyiladi, p>m  da esa m 
ta elementar bo‘luvchilarga yoyiladi. Shuning uchun К, КЗ, . .  . 
matritsaning A ning darajalari bo‘lgan elementar bo‘luvchilari 
soni quyidagi formulalar bilan aniqlanadi: 

d3 = S{ + 232 ■+■ 3(^з + bS^ + . . . ) ,
d$ = Sy + 282 4-3S3 + 4£4 + 5(Ss + + . . . ) ,

........................... ............................................  (2.52)
(2.51) ni (2.52) bilan birga qarab, barcha dx = d, dy dy . . . 

sonlar bir xil juftlikka egaligidan, b2,bA, . . . ,  lar juft sonlar deb 
xulosa qilamiz.

Teorema 2.8. Teorema 2.7. dagi 1. va2. cheklashlami qa- 
noatlantimvchi ixtiyoriy berilgan elementar bo‘luvchilarga ega 
bo‘lgan kososimmetrik matritsa mavjud.

Isboti. Awal ikkita (A + А0У va elementar bo‘luvchilarga ega 
bo‘lgan 2p tartibli.

Kvazidiagonal matritsa uchun kososimmetrik matritsani to- 
pamiz.
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Buning uchun shunday T almashtirish matritsasini izlaymizki, 
unda

T j{pp )T -«Л 0

matritsa kososimmetrik, ya’ni

T J ^ T "  +Tr ' T T = 0

yoki

* ' 4 r 4 -'“ ] V - 0 (2.54)

tenglik o‘rinli bo‘lib, ^-kososim m etrik matritsa Г matritsa bilan
T r T  = 2 iW  (2.55)

tenglik orqali bog‘langan.
W matritsani har biri p  -  tartibli bo‘lgan to‘rtta kvadratik 

blokka ajratamiz:

W =
к  к  

v K  wnJ

U holda (2.54) ni quyidagicha tasvirlash mumkin:

( w  w \" и  12 r\E + H  0 N
4 -

' \ E  + H T 0 ' (w  w }  11 11

w  w4  21 H J 1 >> 1 0 1 0>
- 1 w  wV 21

=  0 

(2.56)

(2.56) matritsani tenglamaning chap tomonidagi blok ma
tritsalar ustidagi amallami bajarib, quyidagi to‘rtta matritsaning 
tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

H TWn +Wn{2A0E + H )  = 0, 

H TWn -W nH  = 0, 

H TWu -W 2lH  = 0, 

H TWn + Wn (2A0E + H )  = 0

(2.57)
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Ma’lumki, agar A va В matritsalar umumiy xarakterstik son- 
larga ega bo‘lmasa, Ax -  Xе = 0 tenglama faqat X  = 0 yechimga 
ega. Shunung uchun (2.57) ning 1 va 4-tenglamalaridan W kelib 
chiqadi. (2.57) ning 2- va 3-tenglamalari ustida teorema 2.5 ning 
isbotidagidek mulohaza yuritib,

0 . . . 0 1

w. =v = 0.  . . 10

1. . . 00 (2.58)
ni aniqlaymiz. Ж ning simmetrik matritsa ekanligidan

ekanligi kelib chiqadi. 
Shunday qilib,

W = W = V 
21 12

w = = v m

(2.59)
Ammo 3§ da ko‘rsatilganidek (2.55) tenglama qanoat- 

lantiradi, agarda ;
T ^ E P b - i V W ,  (2.60)

bo‘Isa. Bundan

(2.61)
Demak, izlanayotgan kososimmetrik matritsa quyidagi for

mula bilan topiladi:

K (1 P)
- K

=  ^ J (pp] - J [pp)T + i [ j (pp]V [ip) - V {lp)J (pp)^

J ^ p> va V-2P) laming o‘miga (2.53) va (2.59) dagi mos blok 
matritsalarni qo‘yib, quyidagini topamiz:

(2.62)
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Z a ,  a  • = Л У  a ,  x a .  = 0ki nn /   ̂ lk mi

(2.63)
Ya’ni:

fr[pp) _ _

0 1 0 0 0 0 . i 2Л
-1 0 0 0 0 0 . . 2 Л I

0 0 0 1 i 0 . . 0 0
0 0 -1 0 2Л i 0 0

0 —i -24, 0 -1 . 0
0 -2K - i 1 0 . 0

-i 0 0 0 0 . -1

- 2Л -i 0 0 0 0 . . 1 0

(2.64)
Endi Xq bitta elementar bo‘luvchiga ega bo‘lgan q -  tartib

li KSq) kososimmetrik matritsani quramiz, bu yerda q -  toq 
son. Izlanayotgan kososimmetrik matritsa quyidagi matritsaga 
o‘xshash bo‘ladi.

j{q) _

0 1 0 . . 0 0
0 0 1 . . 0 0

0 0 0 . . -1 0
0 0 0 . . 0 -1
0 0 0 . . 0 0

к M = TJ[q)T-'

(2.65)

(2.66)
deb olib, kososimmetrik shartidan quyidagini topamiz:

WjJ ^ + J ^ W j = 0 ,
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Bu yerda:
T TT = 2iWx (2.68)

Bevosita tekshirib ko‘rib, ishonch hosil qilish mumkin,

0 ... 0 1

— у(ч) — 0 ... 1 0

1 ... 0 0

matritsa (2.67) tenglamani qanoatlantiradi. Wx ni bunday tanlab, 
(2.68) dan quyidagini topamiz:

T = E[4)- i V [4\  Г '  = i [ £ w + iT w ] (2.69)

2KM [E (,) - iT (,)] y (,) [ я (,) +гТ(т)] = 7 (?) - J {")T +У(,)Г j7 (,)

(2.70)
mos hisoblashlami bajarib, quyidagini topamiz:

0 1. . . 0 0 . . .1 0

2 =
-1 0 . . . 0

+ i
0 . . . 0 1

0 . . .0  -1 -1 0 . . . 0
0 . . . -1 0 0 - 1. . .0 (2.71)

Teorema 2.7 dagi shartlami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ele
mentar bo‘luvchilar.

(Л-ЛУУ', (л + А;У\ j  = 1,2,. . „и

A"k,k  = l , 2 , . . ,,v  , qt,q t , . . . ,qv - to q  sonlar

berilgan bo‘lsin.
U holda kvazidiagonal kososimmetrik matritsa.

К = \ к ^ \  . . . , K ^ iPi\  K ^ \ .  . . ,K
bo‘ladi.

Natija 2.3. Ixtiyoriy kompleks kososimmetrik К  matritsa
(2.64), (2.71), (2.73) formulalar bilan aniqlangan £  normal

(2.72)

(2.73)
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ko‘rinishga ega bo‘lgan kososimmetrik matritsa ortogonal- 
o‘xshashdir, ya’ni, shunday kompleks ortogonal О matritsa 
mavjudki, unda

К  = О К О '1 (2.74)
Eslatma. Agar К  -  haqiqiy kososimmetrik matritsa bo‘lsa, u 

holda quyidagi chiziqli elementar bo‘luvchilarga ega:
A + ip„ . . . ,A + i<pu,A-i<pu, A,. . . ,A,

V  tx

^ .-haqiq iy  sonlar. Bu holda (2.73)da P j  = Ъ Qk = 1 deb olib, 
haqiqiy kososimmetrik matritsa normal ko‘rinishni hosil qiladi:

, . . . ,
0 <Pi

, 0 .........0n\ - 9 i  0 -tPi 0 J

§5. Kompleks ortogonal matritsaning normal ko‘rinishi

Teorema 2.9. l .Agar  Я0 [fy *  l ) - О ortogonal matritsaning 
xarakteristik soni bo‘lib, bu xarakteristik songa mos elementar 
bo‘luvchilar

( А - Л о У ' ,  ( а - л , У 2 , . . . , ( я - л , У '

lar bo‘Isa u holda ^  ham О matritsaning xarakteristik soni 
bo‘lib, bu xarakteristik songa mos elementar bo‘luvchilar

( я - V 1 у ,  ( я - Л Г ’У2.-  • Л "1 У'
bo‘ladi.

2. Agar Я0 =±1 О ortogonal matritsaning xarakteristik soni 
bo‘lsa, u holda bu Л0 xarakteristik songa mos juft darajali el
ementar bo‘luvchilar juft son marta takrorlanadi.

Isboti. 1. Ixtiyoriy О xosmas matritsadan О _1 matritsaga 
o ‘tganda (Л~Л0)г elementar bo‘luvchi elementar
bo‘luvchi bilan almashadi. Ikkinchi tomondan O va 0 T matrit
salar har doim bir xil elementar bo‘luvchilarga ega. Shuning
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uchun От = О 1 ortogonallik shartiga ко‘ra teorema 9 ning 
birinchi qismi isbotlanadi.

2. Faraz qilaylik, 1 soni matritsaning xarakteristik soni bo‘lib, 
-1 xarakteristik soni bo‘lmasin, ya’ni, \E -  0\ = 0, E  + O*  0. U holda 
К  matritsani quyidagi tenglik bilan aniqlaymiz:

k  = (e - o \ e +o

Bevosita tekshirib ishonch hosil qilish mumkinki, KJ = -K, 
ya’ni, K -  kososimmetrik bo‘ladi. (2.74) dan.

o  = {e - k \ e + k )-1

ni aniqlab, / (л )  = -—— deb olsak, / ,(я)= —— - bo‘ladi.
1 A (1 ■+■ A)

Demak, К  matritsadan О = J{K) matritsaga o‘tganda elemen
tar bo‘luvchilar yoyilmaydi. Shuning uchun О matritsa elemen
tar bo‘luvchilar sistemasidagi (A -l)2/? ko‘rinishdagi elementar 
bo‘luvchilar juft son marta takrorlanadi, shuningdek, AT matritsan
ing ko‘rinishdagi elementar bo‘luvchilari uchun ham bu o‘rinli. 
- e  xarakteristik son bo‘lib, 1 xarakteristik son bo‘lmagan xol О 
matritsani -  О matritsa bilan almashtirish yo‘li bilan hal qilinadi.

A0 =  ±1 ning har ikkalasi ham xarakteristik son bo‘lgan 
holni qarab chiqamiz. ф(Х) bilan О matritsaning minimal 
ko‘phadini belgilaymiz.

Teoremaning birinchi qismiga asosan (p{X) ni quyidagi 
ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

<М  = (A -  l)m (Л +1 Г 2 П  (я -  Xj y j  (x -  X-> YJ, X) + 1, j  =  1,2, . . . ,  И.

;=i

Darajasi m dan (m -(p {X )  ning darajasi) kichik bo‘lgan 
g(l) = 1 bo‘lib, О matritsa spektridagi barcha qolgan m -  1 ta 
qiymati nolga teng bo‘lgan g(A) ko‘phadni qaraymiz va

P = (2.75)
deb olamiz.

О matritsaning spektrida [*W j va funksiyalar g{A)
funksiya qabul qilingan qiymatlami qabul qiladi. Shuning uchun

56



P 2 =P, P T = g (o T)= g (o - ')= P  (276)

Ya’ni, Р — simmetrik tasvirlovchi matritsa.
h{X) ko‘phad va Q matritsalami quyidagicha aniqlaymiz.

h{X) = { X - \ )g {A \  (2.77)
Q = h(0) = {0-E )P  (2.78)

[h(X)]m daraja О matritsa spektrida nolga aylanib, <р(л) ga 
qoldiqsiz bo‘linadi, Shuning uchun

S '”1 = o4
ya’ni, Q -  m nilpoteng indeksli nilpoteng matritsa, (2.78) dan

Qt - ( o t - e ]p  (2.79)

endi
R = q(o t +2e ) (280)

matritsani qaraymiz.
(2.76), (2.78) va (2.79) dan quyidagi kelib chiqadi:

R = Q T + 2Q = [ 0 - 0 T )P

Bundan ko‘rinadiki, R -  kososimmetrik matritsa. Ikkinchi to- 
mondan (2.80) dan

Rk = Qk(oT + 2e J к = 1,2,..., (2-gl)
Ammo QT matritsa Q matritsa kabi nilpoteng matritsa, shu

ning uchun
\Qr +2E\* О

(2.81) dan kelib chiqadiki, ixtiyoriy К  uchun RKva.QKfor bir xil 
rangga ega.

Ammo £ toq bo‘lgandai?* kososimmetrik matritsa bo‘lib, juft 
rangga ega. Demak,

Q, ■
matritsalar juft rangga ega boMadi.

Shuning uchun 4§ da К  matritsa uchun aytilgan mulohazalar- 
ni Q matritsa uchun ham takrorlab, shunday xulosaga kelishimiz 
mumkin, Q matritsaning elementar bo‘luvchilar orasidagi X p 
ko‘rinishdagi bo‘luvchilar juft son marta takrorlanadi. Ammo Q 
matritsaning har bir t fP  elementar bo‘luvchisiga О matritsaning
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(Л - \)1р elementar bo‘luvchisi mos keladi va aksincha. Bun
dan kelib chiqadiki, О matritsaning elementar bo‘luvchilarining 
(Л - \)2р ko‘rinishdagi juft son marta takrorlanadi.

(Л + \)2р elementar bo‘luvchilar uchun shunday tasdiqni isbot- 
langanlami -  О matritsaga qo‘llab hosil qilish mumkin.

Teorema 2.10. Ixtiyoriy quyidagi ko‘rinishdagi darajalar 
sistemasi qandaydir О kompleks ortogonal matritsaning elemen
tar bo‘luvchilari sistemasi bo‘ladi:

(a -XjYj , ( я - я ^ ' . я , * 0, j  = 1,2,.. .,;
(Я -  l ) f t , (Я - l ) * ............( A - l ) 9v,

(Я +  l)'1, (Я +  l) '* ............(л  +  1 ) \

sonla r  ^  g2)

Isboti.

Я , . = < Л ,  у  =  1 , 2 , . . . , /

tenglik yordamida ^  sonlami kiritamiz.
Elementar bo‘luvchilari mos ravishda

( я - ^ , ( я  + / ^ ,  у = 1,2,. . Я * , . . „Я * ' ,  я'>.......Я'*

bo‘lgan

у = 1,2..........I, к ^ ) ...........* (л )

kanonik kososimmetrik matritsalami qaraymiz.
Agar К  -  kososimmetrik matritsa bo‘lsa,

ortogonal bo‘ladi, ya’ni:
0 т = е к Т  = e - K = 0 - i

£  matritsaning har biri { Л -ц )р elementar bo‘luvchisiga О 
matritsaning (Л -/л)р elementar bo‘luvchisi mos kelishini eti- 
borga olsak, quyidagi kvazidiagonal matritsa ortogonal bo‘lib,
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(2.82) elementar bo‘luvchilarga ega bo‘ ladi.
KM

> •

(2.83)
N atija 2.4. Ixtiyoriy О ortogonal matritsa О normal ko‘- 

rinishga ega bo‘lgan ortogonal matritsaga ortogonal-o‘xshash 
bo‘ladi, y a ’ni, shunday 0\ ortogonal matritsa mavjudki, unda

bo‘ladi.
Mashqlar:
1. Agar C-kvadrat yoki to‘g ‘ri to‘rtburchakli matritsa bo‘ lib, 

SpCC* bo‘ lsa, u holda C=0 bo‘lishini isbotlang.
2. Qanday shartlar bajarilganda

matritsa normal bo‘ladi. Bu yerda В va D kataklar kvadrat ma
tritsalar.

3. Haqiqiy xos qiymatga ega bo‘lmagan, ikkinchi tartibli, normal 
haqiqiy matritsa ko‘rinishini toping.

4. Haqiqiy ortogonal simmetrik matritsaning kanonik ko‘rinishi 
va geometrik ma’nosi qanday bo‘ ladi?

5. Ortogonal matritsa antisimmetrik bo‘lishi mumkinmi?
6 . Har bir ustuni uchun qo‘shma kompleks ustunga ega bo‘lgan 

unitar matritsa mavjudmi?
7. Quyidagi ko‘rinishdagi

da hosil qilinishini ko‘rsating. Bu yerda P - и ni v ga o‘tkazuvchi 
ortogonal matritsa.

8 . Unitar simmetrik matritsa qanday bo‘ ladi?
9. Agar B- unitar matritsa bo‘lsa, BTB -ko‘rinishdagi matritsani 

unitar simmetrik matritsa ekanligini isbotlang.

(2.84)

T

barcha ortogonal matritsalar berilgan и ni v ustunlarda 
R = P -  (1 + cos a ) v ’ UT
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MATRITSALARNING SINGULYAR DASTASI 

§1. Masalaning qo6yilishi

Bu bob quyidagi masalaga bag‘ishlangan.
Elementlari К sonlar maydonidan olingan b irx il mxn o‘lchovli 

to‘rtta A, B, Av Bx matritsa berilgan. Qanday shartlar bajarilganda 
mosravishda m v a «  o‘lchovli kvadrat xosmas PvaQ  matritsalar 
mavjud bo‘ lib, bir vaqtning o‘zida

PAQ = A1 , PBQ = B{ (3.1)
tengliklar bajariladi.

A + ABva,Al +kBx matritsalar dastasini qarab chiqamiz.
Bunday holda (3.1) tengliklami quyidagi bitta tenglik bilan 

almashtirish mumkin bo‘ladi.
P(A + AB)Q = A1 + AB1 (3 2)

Ta’r i f3.1. Mos ravishda m v a «  o‘ lchovlari P v s l Q  o‘zgarmas 
matritsalar yordamida tuzilgan (3.2) tenglik bilan bog‘langan 
bir xil m xn  o‘lchovli to‘g 'ri to‘rtburchakli А + ЛВ va Ax+XBx 
matritsalar dastalari qat’iy ekvivalent deyiladi.

A + XB va A: + ABl dastalarining ekvivalentlik kriteriysi Я -  
matritsalar ekvivalentligining umumiy kriterysidan kelib chiqib, 
shu dastalar invariant ko‘phadlar yoki elementar bo4luvchilarning 
ustma-ust tushishidan iborat bo4ladi.

Ushbu bobda ikkita matritsalar dastasi qat’iy ekvivalentligi 
kriteriysi o‘matiladi va har bir dasta uchun unga qat’iy ekviva
lent bo‘lgan kvadratik shakl aniqlanadi.

Quyidagi masala geometrik ma’noga ega.
Rn fazoniRm fazoga o‘tkazuvchi А +ЛВ chiziqli operatorlar 

dastasini qaraymiz. Fazolaming aniq bir bazasida bu chiziqli 
operatorlar dastasiga to‘g 'ri to‘rtburchakli A + XB matritsalar 
dastasi mos keladi. Fazolardagi bazislari o‘zgarishi bilan A + 
XB dasta qat’iy  ekvivalent P(A + &B)Q dasta bilan almashadi. Bu 
yerda Pv&Q lar mos ravishda m va n о ‘lchovli xosmas kvadrat 
matritsalar. Demak, qat’iy  ekvivalentlik kriteriysi mxn o‘lchovli 
A + XB matritsalar dastasi sinfining xarakteristikasini berib, bu

60



dastalar sinfi Rn fazoni Rm fazoga akslantiruvchi a  + ̂ B °Pe" 
ratorlar dastasini (shu fazolarda tanlangan har xil bazislarda) ifo- 
dalaydi.

Dastaning kanonik shaklini hosil qilish uchun Rn va Rm fazo
larda shunday bazisni topish kerakki, unda A + XB operatorlar 
dastasi mumkin qadar sodda matritsalar bilan ifodalansin.

Barcha mxn o‘ lchovli matritsalar das talari ikkita asosiy tip- 
larga ajratiladi: regulyar va singulyar dastalar.

Ta’rif 3.2. Л va В matritsalar bir xil « - ta r t ib li kvadrat matri
tsalar bo‘lib, \А + Щ  aniqlovchi aynan nolga tengmas bo‘ lsa, 
\A + kB\ -regulyar dasta deyiladi. Boshqa barcha hollardagi 
dastalar singulyar dastalar deyiladi.

Regulyar dastalami qat’iy ekvivalent kriteriysi va ulaming 
kanonik shakli 1867-yilda K. Vctshtrass tomonidan o‘rganil- 
gan. Xuddi shu masalalar singulyar dastalar uchun 1890-yilda 
L. Kroneker tomonidan o‘rganilgan.

§2. Matritsalaming regulyar dastasi

A + XB va Ax + кВ x dastalar bir xil o‘lchovli matritsalardan
tashkil topgan bo‘ lib, bo‘ lgan xususiy holni qa-
raymiz. Bu holda dastalaming ekvivalentligi va qat’ iy ekviva-

lentligi tushunchalari ustma-ust tushadi. Shuning uchun 
matritsalar ekvivalentligi umumiy kriteriysini dasta uchun 
qo‘llab, quyidagi teoremani hosil qilamiz:

Teorema 3.1. Ikkita bir xil tartibli A + кВ va Ax + /J3] dastalar 
\B\*0, va shartda qat’ iy ekvivalent bo‘ ladi. Faqat va
faqat ular К maydonda bir xil elementar bo‘luvchilarga ega 
bo‘lsa.

1§ da keltirilgan ta 'rif3 .2  ga ko‘ra А +Л2? regulyar dasta- 
larda |д| = 0 , hattoki |i4| = |5| = 0 holatlar ham bo‘lishi mumkin.

Bu keltirilgan umumlashgan ta’rifda teorema 3.1 o‘z kuchini 
saqlaydimi yoki yo ‘q ekanligini bilish uchun quyidagi misolni 
qaraymiz;
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2 1 3 1 1 2 2 1 1 1 1 1
A + AB = 3 2 5 + A 1 1 2 ,  Ai + AB̂  — 1 2 1 + A 1 1 1

3 2 6 1 1 3 1 1 1 1 1 1

(3.3)
Bu yerda har ikkala dasta bitta A + 1 elementar bo‘luvchiga 

ega. Shu bilan birga, bu dastalar qat’iy ekvivalent emas, 
chunki r(i?) = 2 , r(B2) = 1, (3.2) tenglikdan esa г(в)= г(в2) 
kelib chiqadi. Shu bilan birga, (3.3) dastalar teorema 3.1 ga 
ko‘ra regulyar bo‘ ladi, chunki

j A + AZ?| = | Â  ASj j = Я +1

Bu misoldan ko‘rinadiki, regulyar dastalaming umumlashgan 
ta’rifida teorema 3.1 to‘gri emas.

Teorema 3.1 ni saqlab qolish uchun dastalaming cheksiz 
elementar bo‘ luvchilari tushunchasini kiritishimizga to‘gri ke- 
ladi. A + aB  dastani bir jinsli А, ц parametrlar yordamida A + 
кВ ko‘rinishda olamiz. U holda Д(Я,//) = \/jA + XB\ aniqlovchi 
A, [i laming bir jinsli funksiyasi bo‘ ladi.

A + XB matritsaning barcha к -  tartibli minorlari EKU-
Bi Dk(A,n) = 1.2.......... n) ni aniqlab, quyidagi invariant
ko‘phadlami hosil qilamiz:

/,(;i,m)= {л,м)=
А м О Ы ' Dn_2(A,My - ’

shu bilan birga va (*>/*) lar A va fj, larga nisbatan
bir jinsli ko‘phadlardir. Invarsent ko'phadlami A^maydonda kel- 
tirilmaydigan bir jinsli ko‘phadlarga yoyib, /jA + AB dastadagi 
1а{Л,м) (a  = 1, 2 . . . , )  elementar bo‘luvchilarini hosil qilamiz.

da /i = l deb olib, A + aB dastani Ia ( e l e m e n t a r  
bo‘luvchisiga kelamiz. Aksincha, A + XB dastaning har bir q -  
darajali /а (Я) elementar bo‘ luvchisidan

1а(*>м)=м911

formula yordamida I a fa, m) elementar bo‘luvchini hosil qilamiz.
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Shunday qilib, [iA + IB dastaning /лй ko‘rinishdagi boshqa barcha 
elementar bo‘ luvchilarini hosil qilishimiz mumkin.

/^ko‘rinishdagi elementar bo‘luvchilar faqat va faqat |i?| = 0 
dagina mavjud bo‘lib, u lar^  + ).B dasta uchun “cheksiz” ele
mentar bo‘luvchilar degan nom bilan ataladi.

A +/BvaAl +/J&J dastalaming qat’iy ekvivalentligidan /lA + AZ? va 
/ь41+ЛВ] dastalaming ham qat’iy ekvivalentligi kelib chiqadi, 
shuning uchun А -ь кВ va Al + qat’iy ekvivalent dastalarda 
nafaqat “chekli”, balki “cheksiz” elementar bo‘luvchilar ham 
ustma-ust tushadi.

Endi bizga barcha elementar bo‘ luvchilari ustma-ust tushgan 
A + aB vaA{ + XB] regulyar dastalar berilgan bo‘ lsin. Bir jinsli 
parametrlami kiritib, fiA +1B va./iAl + XBx lami hosil qilamiz. Bu 
parametrlami quyidagicha almashtiramiz:

A = a {A + а 2/л / ч
^  \а \02 а 2Р\ ф О)

Yangi parametrlarda dastalar /Ы + ЯВУ ]иА1 -\-ЛВ1 ko‘rinishda 
yozib, bu yerda В = р хА + а хВ, B{ = p\Ax + а 1В1.

цА +АЯ va/z^ + AZ?j dastalarining regulyarligidan kelib chiqa-

diki, ax va lami | î|*0 shartlami qanoatlantiradi-
gan qilib tanlash mumkin. Shuning uchun 3.1 teoremaga asosan 
jiA + Л В  va Â\ +  A,BX dastalar, demak, jaA + aB v а ц А х +  XB{ yoki 
A + ЛВ va Ax + ABj dastalar ham qat’ iy ekvivalentdir. Shunday 
qilib, biz teorema 3.1 ning quyidagi umumlashganiga keldik.

Teorema 3.2. A + aB va A{ + XBx dastalar qat’iy  ekvivalent 
bo‘lishi uchun bir xil va faqat bir xil (“chekli” va “cheksiz”) 
elementar bo‘luvchilarga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Yuqorida ko‘rilgan misolda (3.3) dastalar bir xil “chek
li” elementar bo‘ luvchilarga ega, ammo “cheksiz” elemen
tar boMuvchilari har xil, y a ’ni, birinchi dasta bitta elementar 
bo‘ luvchiga, ikkinchisi esa ikkita //, // elementar bo‘luvchilarga 
ega. Shuning uchun bu dastalar qat’iy  ekvivalent emas.

Endi A + ЛВ ixtiyoriy regulyar dasta bo‘lsin. U holda shun
day s soni mavjudki, unda \A+sB\£0 bo‘ ladi. Berilgan dastani 
A] + (A -c )B , bu yerda A=A+sB, \Лх\Ф09 ko‘rinishda tasvir-
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laymiz. Bu dastani chapdan Al 1 ga ko‘paytirib, quyidagi 
ko‘rinishdagi dastalami hosil qilamiz.

E + (X-n)A^lB = E + (к -  = {E -  fiJ0 + XJ09 E -n Jx + XJx}
(3.4)

bu yerda {/0 — Axl В matritsaning kvazidiagonal normal shak- 
l i , J 0-Jordon nilpotent matritsasi va |*/i|*0 .

(3.4) ning o‘ng tomonidagi birinchi diagonal blokni 
( E - c J 0) 1 ga ko4paytiramiz. Bu yerda Я oldidagi koeffisiyent 
nilpotent (qandaydir darajasi nolga teng) matritsa. Shuning 
uchun o‘xshash almashtirish bilan bu dastani quyidagi ко4 rinishga 
keltirish mumkin.

E + U =  - (л^° =£'(') +ЯЯ(,'))

Teorema 3.3. Ixtiyoriy A + aB dasta quyidagicha kvazidia
gonal kanonik ko4rinishga keltirilishi mumkin.

{NM,N M , . . . ,NM , J  + Ae \ (n {i) = E{i)+AH{i)) (3 6)

bu yerda birinchi s ta diagonal blok A + XB dastaning
/л1] ,A!2 , . . . ,//•* cheksiz elementar bo4luvchilarga mos kelib, 
oxirgi J  + XE diagonal blok berilgan dastaning chekli elementar 
bo4luvchilari bilan bir qiymatli aniqlanadi.

§3. Singulyar dastalar. Keltirish haqida teorema

m x n  o4lchovli A + XB -  matritsalaming singulyar dastasi- 
ni qaraylik. r  bilan dastaning rangini, ya ’ni, aynan nolga teng 
bo4lmagan minorlaming eng yuqori tartibini belgilaymiz. Das
taning singulyarligidan kelib chiqadiki, har doim r < n yoki 
r < m bo4ladi. r  < n bo4lsin, u holda A 4- XB — Л — matritsaning 
ustunlari chiziqli bog4langan bo4ladi, y a ’ni:

{А + ЛВ)Х = 0, (3.7)
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bu yerda x-ch izilayotgan ustun, tenglama nolmas yechimga ega. 
Bu tenglamaning har bir nolmas yechimi Ал- Я 5 -  Я -m atrit
saning ustunlari orasidagi qandaydir chiziqli bog‘lanishni ifo- 
dalaydi. Biz (3.7) tenglamani faqatAning ko'phadlari bo‘ladigan 
x(A) yechimlami qarash bilan chegaralanamiz. Bunday yechimlar 
ichidan eng kichik e darajalisini olamiz.

x(A) = x0 -A x l + A2x2 1)* Afxe {xE Ф 0) (3 g)
Buyechimni (3.7) tenglamaga qo‘yib, A darajaning oldidagi 

koeffitsientlami nolga tenglab, quyidagilami hosil qilamiz:

Ax0, Bx0 -  Ax, = 0, Bx]-A x 2 = 0 , .  . . ,Bxs l -A x £ = 0, Bxe = 0,

(3.9)
Bu tengliklar sistemasini x0, -  xx, x2 l)* x£ ustun 

elementlariga nisbatan chiziqli bir jinsli tenglamalar sistema- 
si sifatida qarab, shunday xulosaga kelamizki, bu sistema 
koyffitsiyentlaridan tuzilgan quyidagi matritsa.

m £ = m £[a + ab]=

AO  . . . 0
B A . . 0
O B . . . 0

OO . . A
OO . . . В

(3.10)

£+1
Pe < (£ + ifr rangga ega. Shu bilan birga, e sonining mini- 

mallik xossasiga ko'ra quyidagi matritsalaming

M0 =
A 0

A
, M , = В A

В
О В

• e-l

A 0 . . . 0
В A . . 0

OO . . . A
OO . . . В

(3.10')
A  > • • • >Ps-i ranglar uchun quyidagi tengliklar o'rinli.
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Ро =п> А = 2 и , =еп.
Shunday qilib, е son рк < (к +1)« munosabatni qanoatlan- 

tiruvchi К indeksning eng kichik qiymati.
Teorema 3.4. Agar (3.7) ten g lam a^ O  minimal darajali 

yechimga ega bo‘Isa, u holda berilgan А + ЛВ dasta quyidagi 
dastaga qat’iy ekvivalent boladi.

-•1

(3.11)
u yerda

L* =

A l 0 . . . 0 0
'

0 Я 1 . . . 0 0
€

0 0  0 . . .A l

*+1 (3.12)
A + aB matritsalaming shunday dastasiki, unga mos (3.7) 

ga o‘xshash tenglam asdan kichik darajali yechimga ega emas.
Isboti. Teoremaning isbotini quyidagi uch bosqichda amalga 

oshiramiz.
1. Berilgan A + XB dastani quyidagi 

Ls D + AF

0 A + *B (3.13)
dastaga qat’iy ekvivalentligini ko‘rsatamiz, bu yerda D, F , Д  Д -  
mos o‘lchovli to‘g ‘ri to‘rtburchakli o‘zgarmas matritsalar.

2 . [&+a3)x = 0 tenglam asdan kichik darajali yechimga ega 
emasligini ko‘rsatamiz.

3. (3.13) dastani (3.11) kvazidiagonal ko‘rinishga keltirish 
mumkin ekanligini ko‘rsatamiz.

1. Isbotning birinchi qismini geometrik shaklda amalga oshi
ramiz. Buning uchun A + A£-matritsalar dastasi o ^ ig a i? "  fazoni 
Rm fazoda akslantiruvchi A + AB operatorlar dastasini qaraymiz 
va bu fazolaming tanlangan bazislarida А + ЛВ operator (3.13) 
shaklga egaligini ko‘rsatamiz.
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\

(3.7) tenglama o'm iga quyidagi vektor tenglamani
(л + л г} «  = о P -м )

va vektor yechimni
^ (Л )  = ^ - / Ц + ;1 2;с ^ - .  . .+{-\)£Л£х  ̂ (3.15) 

olamiz. Bu holda (3.9) tengliklar quyidagi vektor tengliklar 
bilan almashadi.

Ax0 = 0, Axx =Bx0, Ax2 = Bxl9 . . . ,Axs = Bxs_l9 Bxe = 0

(3.16)
Quyidagi vektorlami chiziqli bog‘liqmasligini isbotlaymiz: 

Axx, Ax2, . . . ,Ax€ (3-17)
Bundan,

*o> x\> • • ->xe (3.18)
vektorlam i, chiziqli bog'liqmasligi kelib chiqadi.

Haqiqatan,
Ax0 = 0

a0Y0+ a,x l+ . . .+  fle ^ = 0 tenglikdan

a0Ax0 + axAxx +. . л а еАхе =0 tenglikni hosil qilamiz. (3.17) 
vektorlami chiziqlik bog'liq emasligidan ax = ax =. . .= ae = 0

kelib chiqadi. Ammo x0*0, chunki aks holda (3.14)
tenglamaning s -  1 darajali yechimi bo‘lib qoladi, bu bo‘lishi 
mumkin emas (e ning minimal darajali ekanligiga zid). Shuning 
uchun aQ = 0.

Agar mos ravishda Rm va Rn da yangi bazislar uchun,
(13.17) va (3.18) vektorlami birinchi bazis vektorlar deb 
qabul qilsak, u holda (3.16) ga ko‘ra yangi bazisda A va В 
operatorlarga quyidagi matritsalar mos keladi.
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А =

ff+1 s+1
0 1 0 . . 0 * * 1 0 ... 0 0 * *

0 0 1 . . 0 * * 0 1 ... 0 0 * *

0 0 0 . . 1 * * B = 0 0 ... 1 0 * *

0 0 0 . . 0 * * 0 0 ... 0 1 * *

0 0 0 . . 0 * * 0 0 ... 0 0 * *

u holda А + ЛВ Л -m atritsa (3.13) ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Barcha aw a lg i muxokamalar asoslangan bo‘ladi, agarda biz

(3.17) vektorlami chiziqli bog‘liq emasligini ko‘rsata olsak. 
Teskarisini faraz qilamiz, y a ’ni, Axh (h> l) - (3 .1 7 ) qatordagi 
o‘zidan aw alg i vektorlar orqali chiziqli ifodalangan birinchi 
vektor bo‘lsin,

A x t = a xA x ĥ  + a 2A x k l +. . ,+ a ^ A x ,

(3.16) ga ko‘ra bu tenglikni quyidagicha yozishimiz mumkin:

B x h_t = a lB x h_1 + a 2B x h_3 +. . .+ Xh_,B x0,

ya m

B x h_ j  = 0

bu yerda

= *Лч * - - a h-iXo>
yana (3.16) ga ko‘ra

A x h-, = B {x k-2 " « . * * *  -■ ■ - - а ^ х , ) = В х ^ ,  
bu yerda

X h-2 = X h-2 ~ a \ X h-2 “ • • - ~ a h-2X 0 »

Bu jarayonni davom ettirib, quyidagi vektorlami hosil qilamiz:

*а-з = х А-з- a iXh.з -  • ~<*h*xo,. . = * , - a xx „  x 0 = x 0
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Natijada quyidagi tengliklar hosil bo‘ladi:

_____*  — *  — »  — *  — *  — *  и  1 9 л

5 x a_ ,=0 ,  Axh_x = B xh_2,.  . . ,A x 1,= Bxl , Ax0 = 0 >

(3.19) dan kelib chiqadiki,

x (Л) = х 0 Axi +. . + ( - l)A_Ix h_x ( * 0 = x 0

(3.14) tenglamani h -\ < €  darajadan ortmaydigan nolmas 
yechimi bo‘lib, qarama-qarshilikka kelamiz.

Shunday qilib, (3.17) vektorlar chiziqli bog‘liq emas.
2. Endi (jf+A#)£=0 tenglamani e dan kichik darajali 

yechimga ega emasligini isbotlaymiz. A w al e ’tiborimizni Ley  = 0 
tenglama (3.7) tenglama kabi eng kichik darajali nolmas yechim
ga ega ekanligiga qaratamiz. Bunga L£y  = 0 tenglamani 

Ayi +У2 = 0 , Ay2 + y3 = 0 ,. . . ,Aye + ye+l = 0,

у  = (у1>уг>- ■ ->Уе+i f -  У к У\Ак~\ ^ =  1,2,. .  . , £  + 1
oddiy tenglamalar sistemasi bilan almashtirib ishonch hosil qili- 
shimiz mumkin.

Ikkinchi tomondan, agar dasta (3.13) „uchburchak” 
ko‘rinishga ega bo‘Isa, u holda bu dastaga mos keluvchi 
Mk(k = 1,2, .  . . s) matritsalar ham satr va ustunlarini kerakli al- 
mashtirishlardan so‘ng quyidagi uchburchak ko‘rinishga keltirili- 
shi mumkin:

M k[Lc] M k[D + AF]

О M k[$+A&] (3'20)

k = £ - l  da bu matritsaning barcha ustunlari, jumladan
M A L e ) matritsaning ustunlari chiziqli bog'liq emas. Ammo 
M s__l [be]-s(e-\-l) tartibli kvadrat matritsa. Shuning uchun 
M [jf + /L$l matritsaning ham barcha ustunlari chiziqli bog'liq 
emas bo‘ lib, (jf  + A$)£= 0 tenglama £ dan kichik darajali 
yechimga ega bo‘lmaydi.
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3. (3.13) dastani unga qat’ iy ekvivalent bo‘ lgan quyidagi 
dasta bilan almashtiramiz:

E, Y Lt D + AF
\E' ' X

Lt D + AF+r(.4 + / ii)-L£A'
О E, О A+XB \ о  E, О Л + ЛВ

(3.21)
bu yerda El9E2,E3,E4 mos ravishda €9m — £9e + l9n — e — l 
tartibli birlik kvadrat matritsalar, X ,Y -  mos o‘ lchovli, ixti- 
yori to‘g 'ri to‘rtburchakli matritsalar. Teorema to‘la isbotlangan 
bo‘ladi, agardaX va Ymatritsalarni

l £x = d + a f + y ($ + a§ )

matritsali tenglikni qanoatlantiradigan qilib tanlash mumkin 
ekanligini ko‘rsata olsak.

D, Ft X  matritsalar elementlari uchun, shunday Y matritsa satr-
lar va matritsalar ustunlari uchun quyidagicha belgilashlar 
kiritamiz:
°  = 1И*|> H k 4  лг = | х>*||> i = l>£> k = \,n-e-\, j  = l,e+l,

U holda (3.22) matritsali tenglamani quyidagi skalyar tengla
malar sistemasi bilan almashtirish mumkin

x 2k -  к =  d \k + t f x k  + У\а к +

X3k -  f o l k  = d 2k + ¥ u  + У 2а к + AHjV*

• x 4k ~  к с -ik = d u  + ¥ г к  + Уъа к + Лк3у*

..........................................................................  (3.23)
xe+\,k ЛхЕк — d£k + Aff £ + у e Cl к Av

fc = l ,2 , . . . n - e - 1

Bu tengliklaming chap tomonida x ga nisbatan chiziqli ikki- 
hadlar turibdi. Bu birinchi e -  1 ta ikkihadning ozod hadi keyingi 
ikki haddagi A oldidagi koeffitsiyentga teng. U holda tengliklami
ng o‘ng tomoni ham shu shartni qanoatlantirishi kerak. Shuning 
uchun quyidagi tengliklar о‘rinli bo‘ lishi kerak:
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У\а к ~ У ^ к  = f i k ~ d \k.

У г Ч  ~  У3Vк = / з *  —  d 2k >

................................ ’ ' ‘ ‘ (3.24)
y e - l a k ~ y e v k ~  f e k  ~  d e-\,k

k = 1, 2 , .  . . ,  л -  £ - 1  
Agar (3.24) tengliklar o‘rinli bo‘lsa , u holda (3.23) dan X  

matritsaning elementlarini aniqlash mumkin bo‘ladi.
Endi (3.24) Y matritsaning elementlariga nisbatan tenglamalar 

sistemasi, ixtiyoriy d.k va/ft (1 = 1, 2 , .  . . ,  s к = 1, 2, .  . . ,  n -  e - 1) 
da har doim yechimga ega ekanligini ko‘rsatish qoldi. Haqiqa- 
tan, У\>“  У2 > Уз У4 у • • • noma’ lum elementlar oldidagi koef- 
fitsentlardan tuzilgan matritsa transponirlangandan so‘ng, quyi
dagi ko‘rinishda yozilishi mumkin.

e-\
__ A__--------Л---

%0. . .0
ЗЯ. . .0
o 3 . .0

0 0 . . .Я
0 0 . . 3

Ammo bu matritsa Я + л З -  to‘gri to‘rtburchak matrit
salar dastasi uchun Me_2 matritsadan iborat bo‘lib, uning 
rangi ( s - l f a - e - l )  ga teng, chunki isbotlanganiga ko‘ra 
(jf+/U$jr = 0 tenglamasdan kichik darajali yechimga ega emas. 
ahunday qilib, (3.24) tenglamalar sistemasining rangi tengla
malar soniga teng, bunday sistema ixtiyoriy ozod hadlarda 
birgalashgan bo‘ ladi.

Teorema to‘la isbotlandi.
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§4. M a tritsa la r singu lyar dastasining kanonik k o ‘rinishi

Matritsaning m x n o ichovli singulyar dastasi А + ЛВ berilgan 
bo‘lsin. A w al bu dastani ustunlari va satrlari orasida o‘zgarmas 
koeffitsiyentli chiziqli bog‘langanlari yo‘q deb faraz qilamiz.

Dastaning rangi r< n  bo‘lsin, y a ’ni, Л + АВ dastaning ustun
lari chiziqli bog‘langan bo‘lsin. Bu holda

(А + ЛВ)х = 0
tenglama ex minimal darajali nolmas yechimga ega bo‘ladi. U 
holda teorema 3.4 ga asosan berilgan dastani quyidagi ko‘rinishga 
keltirish mumkin:

О
 ̂ О j

bu yerda (Ax + ABX = 0 tenglama da kichik darajali 
yechimga ega emas.

Agar tenglama e2 minimal darajali nolmas yechimga ega bo‘lsa, 
u holda А + ЛВ dastaga teorema 3.4 ni qo‘llab berilgan dastani

( L
О L

О О 

О
\ о о А2 + ЛВ2

ко‘rinishga keltiramiz.
Bu jarayonni davom ettirib, berilgan dastani quyidagicha 

kvazidiagonal ко‘rinishga keltiramiz:

О L
О .

О. 

о .

e2

. О

. о

. L. О
О Ар +АВр

bu yerda 0 < ех < е2 < . . . < е

(3.25)

(Ар 4-ЛВр)х ^  = 0 teng-
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lama esa nolmas yechimga ega emas, ya ’ni, Ap +ABp mat
ritsaning ustunlari chiziqli bog‘lanmagan.

Agar Ар+ЛВр dastaning satrlari chiziqli bog'langan bo‘Isa,
T Tu holda transponirlangan Ap +ЛВр dasta (3.25) ko‘rinishga

keltirilishi mumkin bo‘lib, • • • *£p sonlar o‘miga
0 < rx < r2 < . . . <p sonlar olinadi. Ammo bu holda beril- 
gan А + ЛВ dasta quyidagicha kvazidiagonal ko‘rinishga al- 
mashtiriladi.

(3.26)

A0 + AB0

bu yerda A0 + JjB dastaning satrlari ham, ustunlari ham chiziqli 
bog‘lanmagan, y a ’ni, AQ + A50 regulyar dasta bo‘ ladi.

Endi umumiy holni qaraymiz, y a ’ni, berilgan dastaning satr
lari va ustunlari o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bog'lanish 
bilan bog'langan bo‘ lishi mumkin.

(A +AB)x = 0va(A r +XBT)y  = 0 
Tenglamalar o‘zgarmas bog‘lanmagan yechimlari maksimal 

sonini mos ravishda g va h bilan belgilaymiz. Bu tenglamalaming 
birinchisi o‘miga teorema 3.4 ning isbotidagidek {A + ЯВ)х = 0 
vektor tenglamani qaraymiz. Bu yerda A va В valar Rn fazoni
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Rm fazoga akslantiruvchi operatorlar. Bu tenglamaning chiziqli 
bog'lanmagan o‘zgarmas yechimlarini e]9 ev ... , eg orqali bel- 
gilab, ulami Rn fazoning birinchi bazis vektorlari deb qabul 
qilamiz. U holda mos A + AS matritsadagi birinchi g ta ustunda 
nollar turadi.

_ .  ( V L  .  A
A + AS = 1 0 ,A + XB 1 p 2 7)

Xuddi shunday A1 +ABl dasta ham birinchi h ta satmi 
nolli qilish mumkin. U holda berilgan dasta quyidagi ko‘rinishni 
oladi:

gb
htx { 0 0

0 A0 +AB° (3.28)

bu yerda A°-hAB° dastaning satr va ustunlari o‘zgarmas 
koeffitsiyentli chiziqli bog'lanish bilan bog'lanmagan. A0 -f AB° 
dastaga (3.26) ko‘rinishdagi tasvirlashni qo‘llash mumkin. Shun
day qilib, eng umumiy holda A + XB dasta har doim quyidagi 
kanonik kvazidiagonal ko‘rinishga keltirilishi mumkin.

/ Г g t a \

h ta
\

0 . I JT1 uep 1 ••• - П̂д> A° +/lSo[

(3.29)
(3.29) dagi A0 + AB0 regulyar dastani uning (3.6) kanonik 

ko‘rinishi bilan almashtirib, quyidagi kvazidiagonal matritsani 
hosil qilamiz:

g*»
o, L.'„......L,r ,L l. , ,- ,L T,t ,N M .....ЛГЧ J  + AE

(3.30)
bu yerda J matritsa Jordon yoki oddiy normal shaklda,

Niu] = £ (u} 4- Я Я (и)
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(3.30) matritsa A + кВ dastaning eng umumiy holdagi kano- 
nik shaklini ifodalaydi.

§5. Dastaning minimal indeksi

Dastalaming qat’iy ekvivalentlik kriteriysi.
To‘g 'ri to‘rtburchakli matritsalaming A + кВ singulyar dastasi 

berilgan bo‘ lsin. U holda
(A+kB)x = 0 (3.31)

tenglamaning yechimi bo‘lgan к ta ko‘phadli ustun
%i(A),x2 W),~ , xk(X) chiziqli bog'liq bo‘ladi, agarda bu 
ustunlardan tashkil topgan X = [x1 {X),X2 (Я ) , ... , X̂  (A) ] 
ko‘phadli matritsaning rangi к  dan kichik bo‘ lsa. Bu holda k ta  
bir vaqtda nolga teng bo‘ lmagan р 1 (Я)/р2 ( Я ) , ... , р ^ (Я ) 
ko‘phadlar mavjud bo‘lib, ular uchun

Pi (Я)х1 (Я) + p2 (Я)х2 (Я) + ... +  p k (Я)хк (Я) = О
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar X matritsaning rangi kga teng bo‘Isa, u holda 
bunday bog'lanishlar mavjud emas vaX-  ̂(Я) ,%2 ( Я ) , ... , X  ̂(Я) 
yechim chiziqli bog'lanmagan bo‘ladi.

(3.31) tenglamaning barcha yechimlari ichidan eng kichik 
darajali X{ (A) yechimni olamiz. Bu tenglamaning boshqa bar

cha yechimlari Xx (A) bilan chiziqli bog'lanmaganlik shartidan 
foydalanib, e2{sl <£2)darajali x2(A) yechimni tanlaymiz. Bu ja- 
rayonni davom ettirib, boshqa yechimlami topamiz. Chiziqli 
bog'lanmagan yechimlar soni «d an  katta emasligidan bu jarayon 
chekli bo‘ ladi. Biz (3.31) tenglamaning fundamental yechimlar 
qatorini hosil qilamiz:

X i (Я )Д 2 ( я ) .........ХРШ  (3.32)
bulaming darajalari mos ravishda

Sj< e2< e3< , . . s  (3.33)
bo‘ ladi.

Umumiy holda fundamental yechimlar qatori A + кВ dastaning 
berilishi bilan bir qiymatli aniqlanmaydi. Ammo ikkita har xil funda
mental yechimlar qatori har doim bitta zY< e2 < £3 < . . .  daraja- 
lar qatoriga ega bo‘ladi. Haqiqatan, (3.32) bilan birga — >s P
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darajali x1{A\x2{a\ . . .  fundamental yechimlar qatorini qaray- 
miz. (3.33) darajalar ichida

= . .  . =  s n <  en . = . .  . =  £ n < . . .1 /ij -f 1 П2

va shunga o4xshash . .  qatorda

£  = . . . =  £ -  <  £~ =. . .= £~ <. . . 1 nx /1, 4-1 n2

bo‘lsin.
Ko‘rinib turibdiki, £,=£, .  Ixtiyoriy (* == 1>2>-• m^i )

ustun хДя), д:2( я ) , . . . ,х Л1 (Д) ustunlar chiziqli kombinatsiyasidan 
iborat, chunki (3.32) qatordagi хП[+\ W  yechimni kichikroq da
rajali ^ i(^) yechim bilan almashtirilishi mumkin bo‘ladi. Aksin- 
cha, har bir x^A) (i = 1,2,.. ,ynx) ustun x^A), x2(A\ . . ., (A) 
ustunlar chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘ladi. Shuning uc
hun nx =n{ va £ni+i = £„,+i. Xuddi shunday mulohaza yuritib,

n2 =n2 va ~ s n2+i ni hosil qilamiz va hokazo.
(3.32) fundamental qatordagi har bir xk{A) yechim A + AB 

matritsa ustunlari orasida £k darajali chiziqli bog'lanishni be- 
radi (A: = 1 , 2 Shuning uchun £,,£2, . . -,£p sonlar A + AB 
dasta ustunlari uchun minimal indekslar deyiladi. Xuddi shun
day A + AB dasta satrlari uchun jrjl9rf19...,rjq\ minimal indeks
lar kiritiladi. Bunda (л  + ЛЯ)х = 0 tenglama (at  + ABT)y = 0 
tenglama bilan almashtirilib, p7i>72>— sonlar transponirlangan 
AT +ABT dasta ustunlari uchun minimal indeks sifatida aniqla- 
nadi.

Qat’ iy ekvivalent dastalar bitta va faqat bitta minimal in- 
deksga ega. Haqiqatan, 2 ta A + AB va ^(A + AB)Q (P va Q -  
xosmas kvadrat matritsalar) o‘xshash dastalar berilgan bo‘lsin. 
Birinchi dasta uchun (3.31) tenglamani o‘ngdan P matritsaga 
ko‘paytirib, quyidagicha yozamiz:

p  {a  + a b )q q ~1x = 0

Bundan ko‘rinadiki, (3.31) tenglamaning barcha yechimlari 
chapdan ^ g a  ko‘paytirilgandan so‘ng
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P (A  + XB)Qx = о

tenglama yechimlarining to‘la sistemasini beradi.
Shuning uchun A + AB va р(А + АВ)@ dastalar ustunlar 

uchun bir xil minimal indekslarga ega.
Satrlar uchun minimal indekslami ustma-ust tushishi trans

ponirlangan dastalarga o‘tish bilan ko‘rsatiladi.
Kanonik kvazidiagonal matritsalar

g*
h ь * 0 , ........ ........................... • (3.34)

uchun minimal indekslami hisoblaymiz.^o + ^ о (3.6) normal 
shaklga ega bo‘lgan regulyar dasta.

Kvazidiagonal matritsa ustunlari (satrlari) uchun minimal in- 
dekslaming to‘la sistemasi, mos alohida diagonal bloklar mini
mal indekslar sistemalarini birlashtirish bilan hosil qilinadi. Le 
matritsa ustuni uchun faqat bitta e indeksga ega, satri uchun esa 
bitta Л indeksga ega bo‘lib, bu matritsa ustunlari chiziqli bog'liq 
emas. A0 + AB0 -  regulyar dasta umuman minimal indekslarga ega 
emas. Shuning uchun (3.34) matritsa ustunlari uchun 

£ i= e, = . . = s g = 0, £ „ . . . ,£p

satrlari uchun
V, = 7, =. . .= 17* =0, T]^...,T14

minimal indekslarga ega.
Le matritsa elementar bo‘luvchilarga ega emas, chunki 

maksimal tartibli minorlari 1 yoki A* ga teng bo‘ladi. Bu tasdiq 
matritsa uchun ham o‘rinli. Shuningdek, kvazidiagonal ma

tritsa elementar bo‘luvchilari uchun alohida olingan diagonal 
blokli elementar bo‘luvchilami birlashtirib hosil qilinadi, shuning 
uchun (3.34) A -  matritsa elementar bo‘luvchilari uchun A0 + AB0 
regulyar yadrosi elementar bo‘luvchilari bilan ustma-ust tushadi.

(3.34) dastaning kanonik ko‘rinishi minimal indekslar 
€\y • •9̂ p,Tjlyrj29...iTiq va bu dastalar yoki unga qat’ iy ekviva
lent bo‘ lgan А + ЛВ dasta elementar bo‘luvchilari bilan to‘la

f
77



aniqlanadi. Shuningdek, bir xil kanonik ko‘rinishga ega bo‘lgan 
ikkita dasta o‘zaro qat’ iy ekvivalent bo‘ ladi. U holda biz quyi
dagi teoremani isbotladik:

Teorema 3.5. (Kroneker teoremasi) Ixtiyoriy bir xil mxn 
o‘lchovli to‘g 'ri to‘rtburchakli matritsalaming^ +XB va Ax + %BX 
dastalari qat’ iy  ekvivalent bo‘lishi uchun bu dastalar bir xil 
minimal indekslarga va bir xil elementar (chekli yoki cheksiz) 
bo‘ luvchilarga ega bo‘lishi zarur va yetarli.

Misol tariqasida sx = 0, et = 1, e, = 2, tjx = rj2 = 0 tj3 =2
minimal indekslarga va Я2, (Я + 2)\ //3 elementar bo‘ luvchilarga 
ega bo‘lgan^4 +/.B dastaning kanonik ko‘rinishini yozamiz:

Го]
! о

[Я1]
Я 10"
0 Я 1

Гя о]
1Я
01

Г1 Яо“
0 1 Я
0 0 1

Гя г  
о я

Я+ 2 1 п 
0 Л+ 2}

§6. Kvadratik shakllarning singulyar dastasi

Quyidagi ikkita kompleks kvadratik shakllar berilgan bo‘lsin:
n n

A(*>x)= 'Z a* xixk> в(х,х)= Y jbk xixk (3.36) 
itk=l i,k=1

bular A{x,x) +AB{x,x) kvadratik shakllar dastasini tashkil 
qiladi. Bu shakllar dastasiga A + XB (AT = A, BT = 2?) simmetrik
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matritsalar dastasi mos keladi. Agar A(x,x)+&B{x,x) kvadratik 
shakllar dastasida o‘zgaruvchilami x = T  (|Г| ^  O) chiziqli al- 
mashtirishiii qo‘llasak, u holda A(z,z)+AB(z,z) almashtirilgan 
shakllar dastasiga quyidagi matritsalar dastasi mos keladi.

A + AB = TT(A + АВ)Т (3.37)
bu yerda T - n  -  tartibli, o‘zgarmas, xosmas kvadrat matritsa.

Ikkita (3.37) ayniyat bilan bog'langan A + ABva A + AB 
matritsalar dastalari o‘zaro kongruyent deyiladi.

Ma'lumki, kongruyentlik matritsalar dastalarining qat'iy 
ekvivalentligini maxsus xususiy holi bo‘ladi. Agar matritsalar 
simmetrik (yoki kososimmetrik) bo‘Isa, kongruyentlik tushunchasi 
qat’iy ekvivalentlik tushunchasi bilan ustma-ust tushadi.

Teorema 3.6. Ikkita qat’iy ekvivalent kompleks simmetrik 
(yoki kososimmetrik) matritsalar dastasi о‘zaro kongruyent bo‘ladi.

Isboti. Ikkita A  = A-hAB va A = A + AB qat’iy ekvivalent 
simmetrik (yoki kososimmetrik) matritsalar dastasi berilgan bo‘lsin;

A = PAQ (\T = ±A, AT = ±A; |P) ^ 0,\Q\ ф о) (3.38)

Transponirlangan matritsalarga o‘tib,quyidagini hosil qilamiz:

(3.39)A = QTAPT.
(3.38) va (3.39) dan quyidagini topamiz:

л  Qpr~x = p-‘0 7A  (3.40)

U -  QPT~l (3.41)
deb olib, (2.40) ni quyidagicha yozamiz:

AU  = U TA  
(3.42) dan quyidagilar kelib chiqadi:

A U k = U T\ ,  {к = 0 ,1 ,... )
va umumiy holda

A S = S TA

(3.42)

(3.43)
bu yerda

S = f ( u )  (3.44)

!
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/(A ) —Aga nisbatan ixtiyoriy ko‘phad. Faraz qilaylik, bu 
ko‘phad shunday tanlanganki, unda ||У|̂ 0. U holda (3.43) dan 
quyidagini topamiz:

A = S TA S ~1 (3.45)
A  uchun olingan ifodani (3.38) ga qo‘yib, quyidagiga ega 

bo‘lamiz:
л = « г м - ' е  (346)

Bu munosabat kongruyent almashtirishbo‘ lishi uchun quyidagi 
tenglik bajarilishi kerak:

(PS)T = S ‘lQ 
buni quyidagicha yozish mumkin:

52 = QPr 1 = и

Ammo /(Я ) sifatida U matritsa spektrida л/Я interpolyatsion 
ko‘phadni olsak, S = f ( U ) bu tenglamani qanoatlantiradi. Buni 
qilish mumkin, chunki ko‘p qiymatli 4a U matritsa spektrida 
bir qiymatli tarmoqqa ega, shuningdek, \U\ *  0 .

Bundan keyin (3.46) tenglik kongryuentlik sharti bo‘ladi:

Л = T1 AT I\ j = SQ = j Q r ‘ q ) (3.47)

Bu isbotlangan teorema va teorema 3.5. dan quyidagi natija 
kelib chiqadi:

Natija3.1: A + AB va A + AB simmetrik matritsalar dasta- 
lari bir xil elementar bo‘ luvchilarga va bir xil minimal in
dekslarga ega bo‘ lgan holatdagina. Ikkita A(x,x)+ AB(x,x) va 
A {x ,x )+ ЛВ(х , х) kvadrat shakllar dastasi x-Tz (jr| *  o) almashti- 
rish bilan bir-biriga o‘tkaziladi.

Eslatma. Simmetrik matritsalar dastasi uchun satrlar va us- 
tunlar bir xil minimal indekslarga ega, ya ’ni:

Quyidagicha savol qo‘yamiz : Ikkitan n
A(x, x ) = £  alkxtxk, B{x, x ) = V  bikXixk 

i,k-\ i.k-i
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ixtiyoriy kompleks kvadratik shakllar berilgan. Qanday shartlar 
bajarilganda x-Tz (jr| Ф о) o‘zgaruvchilami xosmas almashtirish 
bilan bu shakllami bir vaqtning o‘zida

(3.49)

Kvadratlar yig 'indisiga keltirish mumkin?
Shunga o‘xshash savolni ikkita A(x, x) va B(x>x) ermit 

shakllar uchun ham qo‘yish mumkin, ammo bu holda (3.49) ni 
o‘miga quyidagini yozish kerak bo‘ladi.

n n
Y jai z‘ *‘ va Y ,b‘ zi*i (3.50)
/= 1  i=\

bu yerda a. va bt (i = 1,2 , . .  .,n)-h aq iq iy  sonlar.
Faraz qilaylik, A(x,x) va B(x,x) kvadratik shakllar ko‘rsatilgan 

xossalarga ega bo‘lsin. U holda AAB  matritsalar dastasi quy
idagi diagonal matritsalar dastasiga kongruyent bo‘ ladi:

{fli +Abi,a2 +Ab2>• • •>an +^bn} (3.51)
at +Abi diagonal ko‘phadlaming r{r < n) tasiaynan nolga teng 

emas bo‘lsin. Umumiylikni buzmasdan quyidagicha deb olamiz: 
ax =b{ = 0 , . .  .9an_r = bn_r = 0 , a( +Щ  (i = л - r  + l , . .  . , л)

Aq + AB0 = {an_r+i + Abn_r+ l, .  ..,ап+ЛЬп}
deb olib, (3.51) ni quyidagicha yozamiz:

n-r и
О , Aq + ABq

(3.52)

(3.52)ni (3.34) bilan solishtirib ko‘ramizki, bu holda barcha 
minimal indekslar nolga teng. Bundan tashqari, barcha elementar 
bo‘luvchilar birinchi darajaga ega.

Biz quyidagi teoremaga keldik;
Teorema 3.7. Ikkita A(x9x ) va B{x,x) kvadratik shakllar bir 

vaqtda o‘zgaruvchilami almashtirish bilan hadlar y ig ‘indisiga
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keltirilishi mumkin, faqat va faqat shu holda, qachonki, A + AB 
matritsalar dastasida barcha elementar bo‘luvchilar birinchi da
rajali bo‘ lib, barcha minimal indekslar nolga teng bo‘Isa.

Umumiy holda, ikkita A(x,x) va 2?(;t,;t) kvadratik shakllami 
qandaydir kanonik ko‘rinishga keltirish uchun A + AB matritsa
lar dastasini unga qat’iy ekvivalent bo‘lgan simmetrik matritsalar 
kanonik dastasi bilan almashtirish kerak.

A + AB- simmetrik matritsalar dastasi
£\ = 0,£2 = = ^  ^ 0

minimal indekslarga va /Л -ch eksiz  va
(A + Ax )Cl, (A + А1У2, . . . ,  (A + At )C/ chekli elementar
bo‘luvchilarga ega bo‘lsin. U holda (3.30) kanonik shaklda
g — p  = q, £g+i = 7 g+1 > •••• > s p =rlp bo‘ ladi. (3.30) da har

'  О
ikkita L va U  ko‘rinishdagi diagonal bloklami bitta T

\ t{u ) __ J7(u ) I 7 w ( M) ^  6 ^ ^diagonal blok bilan, ™ ^  ko‘rinishdagi har bir
blokni

0 0 ... 0 1

дг(«) _  _ 0 0 ... 1 A

1 A ... 0 0

(
0  0  . . .  0  1

\

0  0  . . .  1 0

F (« )  =
...........................................

0  1 . . .  0  0

к
1 0  . . .  0  0

У

(3.53)
qat’iy ekvivalentlik simmetrik blok bilan almashtiramiz. 
Bundan tashqari, (2.30) dagi

J  + AE = ^A + Ax)E(ci) + Я  Ц .  ..,(A + At) E ^  + Я (С()}
(3.54)

(7-Jordon matritsasi) regulyar dioganal blok o‘miga, unga 
qat’iy  ekvivalentlik bo‘lgan

M " 1......... z H  (3.55)
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dastani olamiz. Bu yerda
0 0 . . .  0 A + Aj

z w  = к Ц ( я  + Я,)£(с‘) + Я (с,)] =
0 0 .. .A  + A; 1

+ ►—
» 

О
 

О

, (/=1,2...... t)

(3.56)
A + AB dasta quyidagi simmetrik dastaga qat’iy ekvivalent.

A + AB — sOy
О L\

4 . 0

0 LT" 
L. О

,NM ....... NM ,Z ^ .......Z£']

(3.57)
Ikkita A(x,x) va b (x,x) kompleks koyffitsiyentli kvadra- 

tik shakllar x = T z (jr| *  o) o‘zgaruvchilami almashtirish bi
lan (3.57) tenglik bilan aniqlangan A(z,z) va B(z,z) kanonik 
ko‘rinishga bir vaqtda keltirilishi mumkin.

§7. Differensial tenglamalarga tatbiqlar

Olingan natijalami quyidagi o4zgarmas koeffitsiyentli, n ta 
noma’lum funksiyali, birinchi tartibli m ta chiziqli differensial 
tenglamalar sistemasini integrallashga tatbiq qilamiz.

 ̂ и /7v
= = (3.58)

k-\ k-\ “ t

yoki matritsa yozuvida

Ax + B —  = f ( t )  
dt V ' (3.59)

bu yerda Л = |а*||, 5  = p t |, i = 1, m, k = \,n, 

X = (XY,X2,. . .,X„ f ,  f  = (У|»f 2>• ■ ; f n ) T

X\,X2, . . .yxn noma'lum funksiyalar bilan o‘zgarmas koef
fitsiyentli chiziqli xosmas matritsalar
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x=Qz (z = (z\,z \Q\*C>) (3 .6О)
orqali bog‘langan yangi zl9zl , . . zn funksiyalami kiritamiz.

(3.59) tenglamadax ning o‘miga Qz ni qo‘yib, (3.59) ni chap- 
dan P ga ko‘paytirib, quyidagini hosil qilamiz.

A z + B Y t = f ^ ’ (3.61)
bu yerda

A = PAQ, В = PBQ, f  = P f = ( f r f 2......../„) (3.62)

Shu bilan birga A + AB va A + AB matritsalar dastalari bir biri 
bilan qat’iy ekvivalent:

A + AB = P{̂ A + AB̂ jQ ^  &>)

P va Q matritsalarni shunday tanlaymizki, unda A + AB dasta 
quyidagicha kanonik kvazidiagonal shaklga ega bo‘ lsin:

А + АВ = ,  • ;L tf ,LT,M, -  , L\ ,NM ..... NM , J  + w )

(3.64)
(3.64) ning diagonal bloklariga mos differensial tenglamalar 

sistemasi v = p - d  + q -h  + s + 2 ta alohida sistemalarga ajraladi.

° ' z = f> (3.65)

(3.66)
\ d tj

‘h+j dt

NЫ
r

dt

z = f ,  (ii = l , 2, . . . , p - g ) 

j  p-g+i+j
Z = f  , ( j  = l , 2 , . . . ,q - h )  (3.67) 

(k  = l , 2, . . . , s )  (3 6g)
p -g+ q -h + нк  p-g+q-_h+l*k

Z = f



1 i

z 7
2 2

z 7
• 7 = •

V V

z 7

(3.70)

z = (z1, z „ . . . )zg)> / = ( / ; , / , . z=(z ftl, . . . )  7 = ( д . , , . . . )

(3.71)
va hakozo 

\dt j
= A + B — , agar Л (я) = A + AB bo‘lsa. (3.72) 

dt
Shunday qilib, (3.59) sistemani integrallash, umumiy hol

da (3.65)-(3.69) xususiy sistemalarni integrallashga keltirila- 
di. Bu sistemalarda А + АВ matritsalar dastasi mos ravishda 
О, Le, L* , N{u\ J  + AE ko‘rinishlarga ega.

1. (3.65) sistemada qarama-qarshilik bo‘lmasligi uchun

ya m
/  = 0

7i = o, =o 

i
(3.73)

bo‘lishi zarur va yetarli. Bu holda z ustunni tashkil etuvchi 
z{>z2y zg noma’lum funksiyalar sifatida t ning ixtiyoriy funk- 
siyasini olish mumkin.

2. (3.66) sistema quyidagi ko‘rinishdagi sistemani ifodalaydi:

Ii
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d t j
z = f

(3.74) 
yoki yoyilgan yozuvda

^  + ̂ = 7 ( 0 > ^ +2з = / 2( 0 > - - - ^  + ̂ . = / Л 0  (3-75)

Bunday sistemalar har doim birgalashgan bo‘ ladi. Agar ze+x (t) 
sifatida t ning ixtiyoriy funksiya’ni olsak, u holda (3.75) dan ketma- 
ket kvadraturalarda barcha qolgan zg9ze_l9 ...9zx noma’lum funk- 
siyalami aniqlaymiz:

3. (3.67) sistema quyidagi ko‘rinishdagi sistemani ifodalaydi:

d Z = f  (3.76)
dt /

yoki yoyilgan yozuvda

au an au a13 au a13
(3.77)

(3.77) ning birinchisidan boshqa barcha tenglamalaridan bir 
qiymatli ravishda z ^ z ^ , . . .,z , lami aniqlaymiz:

V, -  .....§+ •. .+ ( - r  ̂
(3.78)

zx uchun hosil qilingan ifodani birinchi tenglamaga qo‘yib, 
birgalashganlik shartini hosil qilamiz:

(3.79)

4. (3.68) sistema quyidagi ko‘rinishdagi sistemani ifodalaymiz:

W 4 V  = /  (3.80)\dt J
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yoki yoyilgan yozuvda
dz, ~r dz. ~ dz ~ ~
-~L+ z l = f , —^ + z2 = f 1, . . . , —^-+zu_l = f u_l,zu = f u. 
dt at at

(3.81)
Bundan yechimlami ketma-ket bir qiymatli aniqlaymiz:

- г  Ж  г  = ? _ ^ +^ ! А _  i ( i r - dU" l
Z u  - J u ’ Z u +l  - J u - l  J y  d t  d t 2  • • •  V )  d t u - 1

(3.82)
5. (3.69) sistema quyidagi sistemani ifodalaydi:

r  d z  ?J 2 +—  = /  
г dt

Bunday sistemaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ ladi:

z = e~Jh +1 e~J[,~t] f{ t]d r  (3.84)
0

bu yerda z0 - ixtiyoriy elementli ustun bo‘lib, noma’lum funksi- 
yani t = 0 dagi boshlang‘ich qiymati bo‘ladi.

(3.61) sistemadan (3.59) sistemaga teskari o‘tish (3.60) 
va (3.62) formulalar bilan amalga oshiriladi Bunda har bir
X\,x2 funksiyalar z l>z 2>- • ^ zn funksiyalaming chiziqli 
kombinatsiyasidan iborat bo‘lib, har bir 7i (*)»•• *>7mW funksiya
lar f \ f u n k s i y a l a r  orqali (o‘zgarmas koeffitsiyentlar 
bilan) chiziqli ifodalanadi.

04kazilgan tahlil ko‘rsatadiki, (3.58) sistema birgalashgan 
bo‘lishi uchun, umumiy holda, tenglamalaming o‘ng tomonlari 
o‘rtasida ba’zi aniq chiziqli chekli va differensial bog‘lanishlar 
bajarilishi shart.

Agar bu shartlar bajarilsa, u holda sistemaning umumiy 
yechimi chiziqli ixtiyoriy o‘zgarmaslar kabi ixtiyoriy funksi- 
yalami o‘zida saqlaydi.

Birlashganlik sharti xarakteri va yechimlari xarakteri (xususiy 
holda ixtiyoriy o‘zgarmaslar va ixtiyoriy funksiyalar soni) A + AB 
dastaning minimal indekslari va elementar bo‘luvchilari bilan 
aniqlanadi, chunki (3.65)-(3.69) differensial tenglamalar siste- 
malarining kanonik shaklsi bu indekslar vabo‘luvchilarga bog‘liq.
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Mashqlar:

8 16 - 5

1. Quyidagi matritsalar bilan berilgan А + ЯВ dastalami regulyar 
yoki singulyar ekanligini aniqlang.

1 2 (
a) Л = | 0 2 (

- 2  - 2  -

3 0 8 \ /13 16 16'
b) Л = ( 3 - 1  6 B= - 5  - 7  - 6

2 0 —5/ V-6 - 8  -7 ,

/-4 2 10\ 
c)A= - 4  3 7 

V—3 1 7 / 

/ 4  6 0 
d) A =  I —3  - 5  0  

V -3  - 6  1/ V 2 - 1 4  -10 ,  

9 22 - 6 \  / 8  30 -14'  
e) A = I —1 - 4  1 B= - 5  - 1 9  9

f 7 - 1 2 - 2

3
- 4 0

\—2 0 - 2

’ 0 3 3 ^
- 1 8 6

>-6 - 2 3  11

/ 4 5 - 2 \  / - 1 1  1 '
f )A = - 2  - 2  1 B= “ 5 21 17

V _ i - l  l  / V 6 - 2 6  -2 1 ,

- 4  1  П  - ( - 2  - 5  7
\2 - 2  4/ - 1 ° 3

2. Yuqorida hosil qilingan dastalami kanonik ko‘rinishga kelti
ring va ulafni minimal indeksini aniqlang.
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IV BOB
MANFIYMAS ELEMENTLI MATRITSALAR

Ushbu bobda manfiymas elementli haqiqiy matritsalaming xos- 
salari o‘rganiladi. Bunday matritsalar ehtimollar nazariyasidagi 
Markov zanjirlarini o‘rganishda va sistemalaming 

kichik tebranishlar nazariyasida keng qo‘ llaniladi.

§1. Umumiy xossa

Ta’rif  4.1: Haqiqiy elementli to‘g ‘ri to‘rtburchakli 
A = \\ak ||,i = 1,2,...,m\k = 1,2,..., л

matritsa manfiymas (A > 0 )  yoki musbat A > 0 deyiladi, agarda lin
ing barcha elementlari manfiymas (% > 0) yoki musbat {a* > 0) bo‘Isa.

Ta’rif 4.2: ^HK*IL,*=i kvadrat matritsa yoyiluvchi deyiladi, 
agarda barcha l,2 ,...,n  indekslami qandaydir ikkita qo‘shimcha 
sistemaga va kl,k2>..Jcy(m + y = n) bo‘linishida, umumiy
indekslardan boshqa holda atmkf = 0(a  = l,2 ,..,m ;^  = l,2,...y) bo‘lsa.

Aks holda A matritsa yoyilmaydigan matritsa deyiladi. A kvad
rat matritsa qatorlarini o‘rin almashtirish deganda satrlami o‘rin 
almashtirish bilan birga A matritsa ustunlarini ham xuddi shunday 
o‘rin almashtirishni tushunamiz.

Yoyiluvchi va yoyilmaydigan matritsalar ta’rifini quyidagicha 
ifodalash ham mumkin.

Ta’rif 4.2f: A = |%|[.Ля1 matritsa yoyiluvchi deyiladi, agarda 
uni qatorlarining o‘rinlarini almashtirib, quyidagi ko‘rinishga 
keltirish mumkin bo‘Isa;

в 0

0 D

bu yerda В va D kvadrat matritsalar. Aks holda A matritsa yoyil
maydigan deyiladi.

A -n o ‘lchovli kvadrat matritsa el9e2,...yen bazisli n-o‘lchovli R n 
fazodagi A chiziqli operatorga mos kelsin. Matritsada qatorlaming 
o‘rin almashtirilishi bazis vektorlami qayta raqamlashga mos kela-
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di, y a ’ni, е19е2,...,ея bazisdan yangi eY = eJl ,e2 = ej2 ,...,en =eJn 
bazisga o‘tish mos keladi, bu yerda (Л’Л*—л )  indekslami qan- 
daydir o‘rin almashtirish, bunda A matritsa unga o‘xshash bo‘lgan
A = T~lAT matritsaga o‘tadi. (T-almashtiruvchi matritsaning har 
bir satr va ustunining bitta elementi birga teng bo‘lib, qolgan ele
mentlari nollardan iborat). Rn fazoning v-o‘lchovli qism fazosi de- 
ganda e ki ,е к2 , : . 9ек bazisli ixtiyoriy qism fazoni tushunamiz.

( l < ^  < k 2 < ...< k v)

Ta’r if  4.2f: A = ||aik||.M  matritsa yoyiluvchi deyiladi, faqat va 
faqatshu holdaki, agar bu matritsaga mos A operator v<n о‘lchovli 
invariant koordinatali qism fazoga ega bo‘Isa.

Lemma 4.1. Agar A > 0 matritsa yoyilmaydigan bo‘lib, n -  
o‘lchovli bo‘lsa, u holda

o E + 4 * * > 0  ( 4 1 )

Isboti. Lemmam isbotlash uchun, ixtiyoriy y>0 (vektor ustun) 
uchun

(E + A)n'ly >  0

ekanligini ko'rsatish yetarli. Bu tengsizlik isbotlanadi, agarda biz 
У ^ 0 va g *  0 shartda 2 = (E + A)y har doim у ga nisbatan kichik 
nomli koordinataga ega ekanligini ko‘rsatsak, teskarisini faraz 
qilamiz. U holda g va z vektorlar bir xil nolli koordinataga ega 
bo‘ladi. Umumiylikni buzmasdan, 

u v

0 0 (u>0, v>0)
bu yerda u va v ustunlar bir xil о‘lchovli, deb olamiz.

A =
A  i A\2

A i ^22
deb olib, quyidagiga ega bo‘ lamiz:
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и
+ Ax Лг U V

0 Ax ^22 0 0

bundan
A2]u = О

bo‘lib, u>0 bo‘ lgani uchun ̂ = 0  kelib chiqadi. Bu tenglik A 
matritsaning yoyiluvchi emasligiga ziddir.

A matritsaning quyidagi darajasini qaraymiz:

A* = I a* la=l (q=l,2...)
u holda yuqoridagi lemmadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija: Agar A>0 yoyilmaydigan matritsa bo‘lsa, u holda i, к 

indekslar juftligi uchun shunday q butun musbat son mavjudki, unda
< > 0  (4.2)

bo‘ ladi. Shu bilan birga q sonini har doim quyidagicha oraliqda tan- 
lash mumkin

q < m - 1, agar i Ф к bo'Isa)
к  (4.3)

q^m , agar i = ky bo'Isa J

bu yerda m- A matritsaning у/(Л) ko‘phadning darajasi.

§2. Yoyilmaydigan manfiymas matritsaning 

spektral xossasi

Teorema 4.1. (Perron teoremasi). Л = || я* ||"̂ж1 musbat 
matritsa har doim r haqiqiy va musbat xarakteristik songa ega 
bo‘ lib, u xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo‘ladi va mod
uli bo‘yicha barcha xarakteristik ildizlardan ortiq. Bu maksimal r 
xarakteristik songa A matritsaning z,.>0, (i=l,2, ...,n ) koordinatali 
z = (zl9z2,...zn) xos vektori mos keladi.

Musbat matritsa yoyilmaydigan manfiymas matritsaning xususiy 
ko‘rinishi bo‘ladi. Frobenius yoyilmaydigan manfiymas matritsa
ning spektral xossasini o‘rganib, Perron teoremasini umumlashtirdi.

Teorema 4.2. (Frobenius teoremasi). Yoyilmaydigan manfiy
mas A = \aik ||̂ =1 matritsa har doim mos xarakteristik tenglamani 
oddiy ildizi bo‘ lgan r musbat xarakteristik songa ega. Boshqa bar-
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cha xarakteristik ildizlaming moduli r dan ortmaydi. R maksimal 
xarakteristik songa musbat koordinatali z xos vektor mos keladi.

Agar shu bilan birga A matritsa moduli r ga teng bo‘ lgan h ta 
Л0 = г,Я 1,...,Ял_1 xarakteristik sonlarga ega bo‘ lsa, u holda bu son- 
laming hammasi har xil bo‘ lib,

Ah - r h = 0  (4.4)
tenglamaning ildizlari bo‘ladi va Я -kompleks tekislikdagi nuqta-
lar sistemasi sifatida qaralayotgan, A = || aik ||”̂ =1 matritsaning
Л0,Л1,...,Лк_i barcha xarakteristik sonlaming umumiy to‘dasi bu 

Intekislikni —  burchakka burganda o‘zi-o‘ziga o‘tadi, h>l da qator- 
lami almasntirish bilan, A matritsani quyidagi siklik ko‘rinishga 
keltirish mumkin:

(4.5)

bu yerda diagonal bo‘ylab kvadrat matritsalar joylashgan.
Perron teoremasi Frobenius teoremasiningxususiyholi bo‘ lgani 

uchun, biz Frobenius teoremasini isbotlaymiz. Avval, ba’zi belgi- 
lashlami kelishib olamiz, faqat va faqat

cik ^ dik(i = \,2,...m-k = l ,2,..,n) (4 6)

holdagina quyidagi tengsizlikni yozamiz 
С <D yoki D> С 

bu yerda С va D lar bir x il mxn o‘lchovli, to‘g ‘ri to‘rtburchakli 
matritsalar bo‘lib.

0 a 12 0 0о 
: 0 2̂2 0

0 0 0
0 0 0

С = D = || d& I, (i= l,2 ,...m ; k=l,2,..,n).

Agar (4.6) tengsizliklarda tenglik belgisini tashlab yuborsak, u 
holda quyidagini yozamiz: С <D yoki D > С

Xususiy holda, С > О (С  > 0) С matritsaning barcha element
lari manfiymas (mos ravishda musbat) ekanligini bildiradi.

Bundan tashqari, C + bilan mod C, ya ’ni, С matritsa barcha 
elementlarini ulaming modullari bilan almashtirib hosil qilingan 
matritsani belgilaymiz.
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Frobenius teoremasining isboti. Fiksirlangan haqiqiy 
x = (x{, x2 xn) ̂  0(x Ф 0) vektor uchun

(Ax\
rx = m in1 ZiZn Xi *=i

x — Оdeb olamiz, bunda minimumni aniqlashda 1 uchun i indeksning 
qiymatlari yo‘qotiladi. M a’lumki, rx > 0 va rx gx<Ax tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi g haqiqiy sonlaming eng kattasi bo‘ ladi.

Biz Tx funksiya qandaydir z>0 vektorda o‘zining eng katta rq iy- 
matiga erishishini isbotlaymiz:

• (Ax\ (4.7)
r=rz = max'* = m axm in -—  v }

(x tO ) ( * i0) iZ iZn x i

Tx ning aniqlanishidan kelib chiqadiki, x -  ® ( x * 0) vektomi 
Л > 0 songa ko‘paytirganda rx o‘zgarmaydi. Shuning uchun rx 
funksiya maksimumini izlashda

n
x >  0 (х ,л ;)=  ]Глг,2 = 1

1=1

shartni qanoatlantiruvchi x vektorlardan tuzilgan M yopiq to‘plam 
bilan chegaralanish mumkin.

Agar rx funksiya M to‘plamdauzluksizbo‘ lsa ,u  holda maksi- 
mumning mavjudligi ta’minlanadi. Ammo rx funksiya ixtiyoriy x>0 
nuqtada uzluksiz bo‘lib, koordinatalaridan biri nolga aylanadigan 
M to‘plamning chegaraviy nuqtalarida uziladigan bo‘ lishi mumkin. 
Shuning uchun M to‘plam o‘miga quyidagi ko‘rinishdagi у  vektor
lardan tuzilgan N to‘plamni kiritamiz:

у  = (E + A)"'1 x(x e  M )
N to‘plam M to‘plam kabi chegaralangan va yopiq bo‘lib, 

lemma 4.1 ga asosan musbat vektorlardan tuzilgan.
Bundan tashqari,

rxx <  Ax

tengsizlikning ikkala tomonini (E  + A )n~l > 0 ga ko‘paytirib, 
quyidagini hosil qilamiz:

93



rxy < A y  [0 ' = (£ + Л)"_1х)]

bundan, ry ning aniqlanishiga ko‘ra quyidagini topamiz:
r  < rx у

Shuning uchun rx ning maksimumini izlashda M to‘plamni faqat 
musbat vektorlardan tuzilgan N to‘plam bilan almashtirishimiz 
mumkin. N chegaralangan, yopiq to‘plamda rx funksiya uzluksiz 
bo‘lib, qandaydir z>0 vektorda o‘zining eng katta qiymatiga eri- 
shadi.

r  = r
2 (4.8)

Shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy z>0 vektomi ekstremal deb 
ataymiz.
Endi quyidagilami isbotlaymiz:

1) (4.7) tenglik bilan aniqlangan r son musbat va A matritsaning 
xarakteristik soni bo4ladi;

2) ixtiyoriy z ekstremal vektor bo‘ladi, y a ’ni:
r>0, z>0, Az=rz. (4.9)

n

Haqiqatan, agar и = (1,1,... , 1) bo‘lsa, uholda ru = m i n X a* •
4 J * 1 ZiSn k=1

Ammo bu holda ru> 0 , chunki yoyilmaydigan matritsaning birorta 
ham satri faqat nollardan iborat bo‘lishi mumkin emas. Demak, 
r>0, chunki r> r x.

Agar
x = (E + A)"-1z (410)

bo‘lsin. U holda 1-lemmaga asosan x>0 deb faraz qilaylik, 
Az — rz Ф 0 . U holda (4.1), (4.8) va (4.10) dan quyidagi ketma- 
ketni hosil qilamiz:

A z - r z >  0, (E + A)n~l (Az - r z ) >  0, A x - r x >  0
oxirgi tengsizlik r soni aniqlanishiga zid, chunki bu tengsizlikdan 
yetarli kichik £ > 0 uchun A x -(r  + e)x>Q ya ’ni, rx > r  + e > r  
kelib chiqadi. Demak, Az=rz. Ammo bu holda

0 <  x =  (E +  A)n~lz =  (1 +  ry~lz
bo‘lib, bundan z > 0 kelib chiqadi.
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Endi barcha xarakteristik sonlar modullari r dan ortmasligini 
ko‘rsatamiz.

Ay= a y (y  Ф 0) ( 4 n )

bo isin . (4.11) ning ikkala tomonidan modulga o‘tib,
\a\y+ < A y+ (4.12)

ni hosil qilamiz. Bundan,
\a\< r  + < r, I у

faraz qilaylik, r xarakteristik son qandaydir у  vektorga mos kelsin:
Ay = ry(y * 0)

u holda (4.11) va (4.12) da «  = r  deb olib, xulosa qilamizki, У 
-ekstremal vektor bo‘ lib, У+ > 0 , ya ’ni, у  = (У\,У29—>Уп)> У« ф 0 
(i=l ,2 ,. ..,n). bundan kelib chiqadiki, r xarakteristik songa faqat bitta 
xos yo‘nalish mos keladi, chunki ikkita chiziqli bog‘ liqmas z va z l 
vektorlar bo‘lgan holda, biz shunday с va d sonlami tanlashimiz 
mumkin bo‘ladiki, unda У -  cz + dzx Xos vektor nolli koordinataga 
ega bo‘ladi, isbotlanganga ko‘ra bu mumkin emas.

ЯЕ -  A xarakteristik matritsa uchun quyidagi matritsani kirita- 
miz:

9
bu yerda matritsaning xarakteristik ko‘phadi,
Bik (Я) esa Д(Я) aniqlovchidagi Я5и - а и elementning al- 
gebraik to‘ldiruvchisi. R xarakteristik songa faqat bitta 
z = (z1,z2,...,zn), zx > 0,z2 > 0 ,.. . ,z n > 0 xos vektor mos kelishi- 
dan kelib chiqadiki, B(r) ^ 0 va B(r) matritsaning ixtiyoriy nolmas 
ustunida barcha elementlar noldan farqli va bir xil ishorali bo‘ladi. 
U holda bu hoi B(r) matritsa satrlari uchun ham o‘rinli, chunki A 
matritsa uchun yuritilgan mulohazalami AT-transponirlangan mat
ritsa uchun ham yuritish mumkin. Bundan kelib chiqadiki, barcha 
Bik(r) (i,k = 1 ,2 ,...,л )noldan farqli va bitta O' ishorali. Shuning 
uchun

а -А т (г) = а - ^ В { ( r ) > 0 ,
/=1
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ya ’ni, Лг (г ) Ф 0 va г son Л(Я) xarakteristik ko‘phadning oddiy 
ildizi.

Shunday qilib, r son Л(Л) = Л"+... ko‘phadning maksimal 
ildizi, u holda, Л(Я) ko‘phad Л = г da o‘sadi. Shuning uchun 
Ar (r) > 0 va т = 1 y a ’ni:

Bik(r)>  0 (/,*= 1 , 2 , (4. 13)
teoremaning ikkinchi qismini isbotlashda quyidagi lemmadan foy- 
dalanamiz:

Lemma 4.2. A gar^  = || && ||/bsl v aC  = || cik |”^=1 ikkita bir 
xil n-o‘ lchovli matritsalar bo‘lib, A- yoyilmaydigan matritsa va

C+<A  (4.14)
bo‘lsa, u holda С matritsaning у  xarakteristik soni bilan A matritsa 
r maksimal xarakteristik soni o‘rtasida

< r (4.15)
tengsizlik o‘rinli. (4.15) munosabatda tenglik belgisi faqatvafaqat 

С  = ei(pDAD~x (4.16)
dagina o‘rinli bo‘ lishi mumkin, bu yerda

e *  = L
r >

D-elementlari moduli bo‘yicha birga teng bo‘ lgan diagonal matritsa 
(D+=E).

Lemmaning isboti. С matritsaning у  xarakteristik soniga mos 
keluvchi xos vektomi у  bilan belgilaymiz:

C-y = y y  ( y * 0)
(4.14) va (4.17) dan

W * C - f i A y '  (418)

shuning uchun

Endi \y\ = r  holni taxlil qilamiz. Bu holda, (4.18)dan kelib
chiqadiki, У+ A matritsa uchun ekstremal vektor, demak у* > 0 va
y + A matritsaning r xarakteristik soniga mos xos vektor. Shuning 
uchun (4.18) quyidagi ko‘rinishni oladi:
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Ay+ = C+y + = ry+,y + >0 (4.19)
Bundan, (4.14) ga asosan

C+ = A (4.20)

У = (У„Уг......У.) У , - \ у,\ е " 'О '«1,2 ,,..., л) bo.lsin

D={err',err- .... «"■}

diagonal matritsa olamiz.
U holda

y = Dy+
Buni (4.17) ga qo‘yib, У = re'9 deb olib, quyidagini topamiz:

Fy+=ry+ (4.21)
Bu yerda

F = e~i<pD~lCD (4.22)
(4.19) va (4.21) dan

Fy+ = C*y+ = Ay* (4.23)
ammo, (4.22) va (4.20) ga asosan

F + = C + = A
shuning uchun (4.23) dan,

Fy* = F *y+

y + > 0 bo‘lgani uchun bu tenglik F  = F + dagina, y a ’ni:

e i<pD~xC D  = A
da o‘rinli bo‘ladi. Bundan

C = eupDAD"
lemma isbotlandi.

Teoremaning isbotiga qaytamiz. Isbotlangan lemmani r maksi- 
mal moduli h ta har xil xarakteristik sonlarga ega bo‘ lgan yoyil
maydigan A matritsaga qo‘llaymiz:

Л  = ref* , Л, = re * , XhA = r e ^  {/± = %<<pl <(p1 <.... < <ph_x < In)

Uholda C=Ava y = Ak deb olib, ixtiyoriy k= 0,l,...,h -l uchun quyi- 
dagiga ega bo‘lamiz:
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A = e‘* D kA D - 1 (4.24)
bu yerda Dk-diagonal matritsa bo‘lib, Dk = E .

z A matritsaning r maksimal xarakteristik songa mos musbat xos 
vektor bo‘ lsin:

Az = rz(z>  0 ) (4 25)

u holda
к  к
у  = Dkz y+ = z > 0  (4.26)

deb olib, (4.25) dan

A y  = \ y  = re l(Pk ,k  = 0 ,1 , . . ,Л — 1) (4-27)

0 1 Л-1
oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, y , y vektorlar A matritsa

ning A0,4>—,4 - i  xarakteristik sonlar uchun xos vektorlar bo‘ladi.
(4.24) dan kelib chiqadiki, nafaqat 4  = r balki, A0, 4 , —,4 - i

lar A matritsaning oddiy xarakteristik sonlari bo‘ ladi. Shuning uc- 
k

hun у  xos vektorlar va Dk (k = 0,1,2,..., h - 1) matritsalar o‘zgarmas 
skalyar ko‘paytuvchi aniqligida aniqlanadi. Z>0, mat-
ritsalami bir qiymatli aniqlash uchun bu matritsaning birin
chi diagonal elementlarini birga teng qilib tanlaymiz. U holda 
D0 =E va у  = z > 0 .

(4.24) dan quyidagi kelib chiqadi:
A = eii*‘±* )DJD ? A D ? D -\ j,k  = 0 ,1 ,..., A- 1 )

bundan, yuqoridagi kabi xulosa qilamizki,
D jD fz

vektor A matritsani r e ^ i±q>k̂ xarakteristik soniga mos xos vek- 
tori bo‘ ladi.

i(<pt ±q>k )
Shuning uchun e  son el<Pl sonlaming biri bilan, DjDf

matritsa esa Dy matritsaning biri bilan ustma-ust tushadi, y a ’ni, 
qandaydir ex>e2 larda

e «<Pj+<Pk) _  j W j - V k ) _  g ip2
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Shunday qilib, е1(Рь,е**,...,ei9k~' songa mos va diagonal 
matritsalar o ‘zaro izomorf multiplikativ abel gu- 

ruhlarini tashkil etadi.
Har qanday h ta har xil elementli chekli guruhda ixtiyoriy 

elementning, h-darajasi guruhning birlik elementiga teng. Shu
ning uchun el<Po ,e l<Pl ,...,e l<Pk~l lar biming h-darajali ildizlari 
bo‘ladi. Shuningdek, birning h ta har xil ildizlari mavjud va 
<p0 = 0 < (px < <p2>-><ph~i < 2л- u holda

<Pk = - j -  (k = 0,1,.., A -1) 
к

va
2*4

e1*  = = e k ,k  = <4'28)

A = r s K,{k = 0,1,2..., Л - 1 ) (4.29)

A0,Ai,...,Aa_i sonlar (4.4) tenglamaning to‘ la yechimlar sistema- 
sini tashkil etadi.

(4.28) mos ravishda quyidagiga ega bo‘ lamiz:
Dk =D = D{9k = 0,1,2,..Ji — 1) (4 30)

Endi (4.24) tenglikdan k=l da

A = e T DAD_I 2̂ '31)
i--

hosil bo‘ladi. Bundan kelib chiqadiki, A matritsa e h ga 
ko4paytirilganda o‘xshash matritsaga o‘tadi, demak, A matritsada 
xarakteristik sonlaming to4 la

.In i—
sistemasi e h ga ko4paytirilganda o‘zi-o‘ziga o‘tadi.

D h = E
ekanligidan ko‘rinadiki, d ning diagonalidagi barcha elementlari 
biming h-darajali ildizlari bo‘ ladi. A dagi (mos ravishda D dagi) qa- 
torlami o4rin almashtirish bilan D matritsa quyidagi kvazidiagonal 
ko4rinishga kelishi mumkin:

D  = {гйЕй,т ,Е „ ...,г ^ Е 3_х} (4.32)
bu yerda EQ9El9...9Eĝ  -birlik matritsalar va
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(и ^ -butun son, p = 0 ,l,...,s - l, 0<nQ<n1<...<ns_1<h) ma’lumki, 
s < h .

A matritsani quyidagicha blok ko‘rinishida yozib,

(4.33)

РЧ
_ Vi

p - 1

А ц ^12 ... A ls

= •^21 j422 ... Л 25

•̂ 52

- Apq(p>4 = 1,2 ,, ..,5) f
2 n.

(4.34)

Bundan ixtiyoriy p va q da
p - 1

p=l deb olamiz. B a r c h a A .  matritsalar bir vaqtdanol-
т т

ga aylanishi mumkin emas, u holda Zj=l(t0 =1) yechimlars- 1

dan biri £ ga teng bo‘lishi kerak. Bu faqat nx = 1 dagina mumkin.
T

U holda —  = e  va Au = Al3 = ... = Als =0 xuddi shunday (4.34)da

p=2 deb olib, n2 = 2 va A i = =... = Als = 0 va hokazo. Natijada 
quyidagini hosil qilamiz:

0 a 12 0 ... 0о 
: 0 •̂ 23 ... 0

о

0 0
Asi As2 •^з

A =

Shunday qilib, П\ - 1 ,  n2 -  2 }... ? l = $ - 1 .  Ammo p=s da 
(4.34) tenglikning o‘ng tomonida quyidagi ko‘paytuvchi turadi:
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bu sonlardan biri e = ga teng bo‘lishi kerak. Bu faqat s=h va 
q=l dagina mumkin, demak, As2 = ... = As = 0 shunday qilib,

D = {e 0, sEx ,£2E2 ,...,£h-]Eh_,}
va A matritsa (4.5) ko‘rinishga ega.

Frobenus teoremasi to‘la isbotlandi.

§3. Yoyiluvchi m atritsa

Avvalgi paragrafda aytilgan yoyilmaydigan manfiymas matrit-
salarning spektral xossasi yoyiluvchi matritsalarga o‘tganda o‘z
kuchini yo‘qotadi. Ammo ixtiyoriy A > 0 manfiymas matritsa har
doim yoyilmaydigan va hattoki musbat Am matritsalar ketma-ketli-
gi sifatida ifodalanishi mumkin

Л = Н т  A„(Am>0,m = l,2,...),
™->°° (4.35)

u holda ba’zi yoyilmaydigan matritsalar spektral xossalari kuchsi-
zlantirilgan shaklda yoyiluvchi matritsalar uchun ham o‘rinli.

A = ||лл |" manfiymas matritsa uchun quyidagi teoremani is- 
botlaymiz:

Teorema 4. 3. A manfiymas matritsa h a r  do im  r  manfiymas  
xarakteristik s o n g a  egaki, unda A m atri tsan ing  ba r cha  xarakteris
tik i ld iz larin ing m odu li r  dan ortmaydi. Bu r  maksimal xarakteristik 
songa y >  0 m anfiymas xos v ek tor m o s  keladi:

Ay  =  r y ( y  > 0 , y * 0 )

Isboti. A matritsa uchun (4.35) o‘rinli bo‘lsin. Am matritsaning
(m)maksimal xarakteristik sonini r K bilan unga mos normalangan

( m )musbat xos vektomi у  bilan belgilaymiz:

Am у 1 = г(яУ '*)\ y (m)g m = 1, y (m) > 0; m = 1,2,,...]"(4.36)

u holda (4.35) dan kelib chiqadiki, quyidagi limit mavjud:
lim rw  = r

bu yerda r - A matritsaning xarakteristik soni. r im' > 0 va
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r w >|Aew |f bu yerda A^m)- A m matritsaning xarakteristik soni 
(m = l,2 ...) ekanligidan limitga o‘tib, quyidagini hosil qilamiz:

r>  0, r  > |Я0| (4.37)
bu yerda -  A matritsaning ixtiyoriy xarakteristik soni. Bu limitik 
o‘tishdan (4.35) bilan birga quyidagi hosil bo‘ ladi:

B(r)< 0 (4.38)
normalangan xos vektorlar ŷ m\m = 1,2...) ketma-ketligidan

(m )
qandaydir normalangan у  vektorga yaqinlashuvchi У p (p = 1) 
qism ketma-ketlik ajratish mumkin. (4.36) tenglikdan limitga o‘tib, 
quyidagini hosil qilamiz:

Ay = r y ( y > 0 ,y *  0)

teorema isbotlandi.
Manfiymas elementli matritsalar uchun muhim bo‘lgan qator 

tasdiqlami qarab chiqamiz:

1. Agar A  = | a ik ||. ^=1 -r maksimal xarakteristik sonli manfiy
mas matritsa bo‘Isa, u holda

{ЛЕ -  A)“’ > 0, —  (ЛЕ -  A) '’ <0, A > r  (4.39)
dk

haqiqatan, Я > r  > 0 da

(Л Е -А )- '= £ £ г > 0 (4.40)
у*0 Л

yoyilma o‘rinli, shuning uchun

(4.41)

2. Agar A -  r maksimal xarakteristik sonli manfiymas matritsa 
bo‘ lib, В{Я) va С(Л) mos ravishda uning yopishgan va keltirilgan 
yopishgan matritsalari bo‘Isa, u holda

я * r da В(Л) £ 0, ф )  £ 0 (4 .42)
bo‘ lib,

в (а)=(л е - а У а(л)9 c (X)=(a e - a)~ У  (a)
va

^  r  da > ^ W  > ® (4-43)
ekanligidan, (4.39) dan (4.42) kelib chiqadi.
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3. Agar A  yoyilmaydigan, r maksimal xarakteristik sonli matritsa
bo‘Isa, u holda

я > r  da UE -  A)~l > 0,4т{ЛЕ -  A)'1 < 0 , (4.44)
аЛ

Я > г  da Ф ) > °  (4*45)
4. r * -A manfiymas matritsaning tartibi n dan kichik bo‘lgan 

bosh minoming xarakteristik soni bo‘lib, r-A matritsaning maksimal 
xarakteristik soni bo‘Isa,

г' <; r  (4.46)
bo‘ladi. Agar (n-l)-tartibli minor uchun r' < r  bo‘ lsa, u holda

Д(Л) = |ЛЕ-Л|
xarakteristik aniqlovchi uchun

r '< k < r  da д(л)<0 (4.47)
tengsizlik o‘rinli.

Agar A-yoyilmaydigan matritsa bo‘ lsa, u holda (4.46) da tenglik 
belgisi bo‘ lmaydi, ya ’ni, r' < r  bo‘ladi.

Agar A-yoyilmaydigan matritsa bo‘Isa, u holda, xech 
bo‘lmaganda, bitta bosh minor uchun (4.46) da tenglik belgisi 
o‘rinli, y a ’ni, r> -  r  bo‘ ladi.

5. Agar A > 0 yoyiluvchi matritsa bo‘lib,

A ( r )  =

r  -  a n  - a 12 — - a m  
- a 2 1 r - a .22 -  a 2n

~&nl r̂\2 — r  ^nn

xarakteristik aniqlovchisining qandaydir bosh minori nolga aylansa, 
u holda shu minomi o‘rab turuvchi minor xususiy holda (n-l)-tartib- 
li bosh minorlardan biri

nolga aylanadi.
6. A > 0 matritsa faqat va faqat

Bu(r)Z 0 (i = \,2...,n)

munosabatlardan birida tenglik belgisi o‘rinli bo‘lsa, yoyiluvchi 
bo‘ ladi.
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u holda ixtiyoriy ^  > r  da я xarakteristik matritsaning
barcha bosh minorlari musbat, y a ’ni:

7. Agar r-A>0 matritsaning maksimal xarakteristik soni bo‘lsa,

h’ h'-ip
> 0 , ( Я > г Д  </2 <....< ip < n ;p  = 1,2 ,..,n)

(4.48)
bo‘ladi.

Lemma 4.3. (Kotelyanskiy lemmasi).

Agar G = | g ik ||. k=l haqiqiy matritsada diagonalda yotmagan 
barcha elemenlar manfiy yoki nolga teng,

g ik< 0 ( i * k , i .k  = l , 2 ,....,n )

bosh minorlar ketma-ketligi ega musbat
(4.49)

g\\=G
r r f 12'

>0, G > 0 , G
,12

>0
(4.50)

bo‘Isa, u holda G matritsaning bosh minorlari musbat,

h A -ip  '
G

h> h-Jp,
> 0 (1 < i, < i2 < ....< i <n; p  = 1,2,..,и)

bo‘ladi.

Teorema 4.4. ^ haqiqiy son A = || aik ||.ы  > 0 matritsaning 
r maksimal xarakteristik sonidan katta, r  < Я bo‘lishi uchun Япй^ 
bu qiymatida Ak = A£ - A  ketma-ketligi musbat, к -  an> 0,

A — a 11 —ci12
—a2 1 л — a2 2

л — a lx 
- a 2i

—  a l 2  

A — a22

” a n l  ~ " a n 2  

bo‘lishi zarur va yetarli.

> 0 ,

a l n

a 2 n

A — a, (4.51)
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Teorema 4.5. Diagonalda yotmagan elementlari manfiymas

bo‘lgan С = I Cik ||"̂ =1 > 0 haqiqiy matritsaning barcha xarakte
ristik sonlari manfiy haqiqiy qismga ega bo‘lishi uchun

Cii < 0,
С ц С12 .. Cln

[Си
1^21

^12
C-22

> 0 , . • Л - ! ) " ^21 C22 .. C2n

Cm Cn2 . . .  Cnn

(4.52)

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
Teorema 4.6. A-manfiymas matritsaning ixtiyoriy lementi 

o‘sganda uning maksimal xarakteristik soni kamaymaydi. U qat’iy 
o‘sadi, agarda A yoyilmaydigan matritsa bo‘lsa.

Teorema 4.6\ Agar mos ravishda r va r l maksimal xarakter
istik sonli A va A1 manfiymas matritsalar berilgan bo‘lsa, u holda 
A < A X tengsizlikdan r < r x tengsizlik kelib chiqadi. Agar A yoy
ilmaydigan matritsa bo‘Isa, r  < rx bo‘ladi.

Isboti. A -yoyilmaydigan matritsa bo‘lsin. U holda A1 ham 
yoyilmaydigan matritsa bo‘ladi. A1 matritsaning r l xarakteristik 
soni uchun xos vektorini x bilan belgilaymiz:

A1x = r1x (x > 0 )
bundan,

[rx -  r)  x = Ax -  rx + (Д -  A)x (4 .53)

ammo (A{ -  A)x > 0 . Shuning uchun agar x A matritsaning r 
xarakteristik soni uchun xos vektor bo‘ lmasa, u holda qandaydir 
i ( l ^ i< n ) jn(}eksda

(rj -  r)x, = (Ay -  A)xt > 0

y a ’ni, yana T < rx bo‘ladi.
Yoyiluvchi matritsa bo‘lgan holda Ae =A + sB va

A\e A\ + sB, В > 0, £ > 0 matnt;salami kiritamiz, u holda

-̂s — AleV(iAe _ 0 Shuning uchun Г* < Ги mos ravish
da A6vaAu matritsalaming maksimal xarakteristik sonlari. s -> 0
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da limitga o‘tsak, AevaAle lar mos ravishda A va Ax da, r£ < ru 
tengsizlik r  < rx tengsizlikka o‘tadi.

Mashqlar: Manfiymas clementli matritsalar uchun muhim 
bo‘lgan 1-7 tasdiqlami isbotlang.

§4. Yoyiluvchi matritsaning normal ko‘rinishi

A =

Ixtiyoriy A = || aik yoyiluvchi matritsani qaraymiz. Uning 
qatorlarini almashtirib, quyidagi ko‘rinishga keltirish mumkin;

В 0 
С D

bu yerda B,D -  kvadrat matritsalar.
Agar В va D matritsalar yoyiluvchi bo‘Isa, uni (4.54)ga o‘xshash 

ko‘rinishda tasvirlash mumkin, shundan so‘ng A matritsa quyidagi 
ko‘rinishni oladi:

(4.54)

К 0 0
A = H L 0

F G M
Agar, K,L,M matritsalaming qandaydir biri yoyiluvchi bo‘Isa, 

yuqoridagi jarayonni yana davom ettirish mumkin. Qatorlami al
mashtirish natijasida biz A matritsada uchburchak bloklar (shakli) 
ko‘rinishini beramiz:

A =

0 .. .. 0
• 2̂1 A22 ••. .  0

As2 ...
(4.55)

bu yerda diagonaldagi bloklar yoyilmaydigan kvadrat matritsalardir. 
Diagonaldagi A.. (1 <i<s) blok matritsalar ajralgan deyiladi, agarda

Aik = 0(k = 1,2, . . . , i  -  l , i  + 1, . . . , s )

bo‘ lsa. (4.55) matritsada blokli qatorlami o‘rinlarini almashtirib, 
barcha ajralgan bloklami bosh diagonal bo‘ylab birinchi o‘ringa 
qo‘yamiz. Shundan so‘ng A matritsa quyidagi ko‘rinishni oladi:
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А =

A 0 0 0 ... 0

0 A2 0 0 ... 0

0 0 A 0 ... 0

A+w Ag+1,2 A+i ... 0

A\ A  2 A A,g+i ... A,

(4.56)

bu yerda Лх, Аг , ... ,AS yoyilmaydigan matritsalar har bir qatordagi,

-  9  +
matritsaning hech bo‘ lmaganda bittasi noidan farqli.

(4.56) matritsani yoyiluvchi A matritsaning normal shakli deb 
ataymiz.

Teorema 4.7. A > 0 matritsaning r maksimal xarakteristik so
niga faqat va faqat shu holda musbat xos vektor mos keladi, qa- 
chonki, A matritsaning (4.64) normal shaklida:

1. Alt A2, ...,Ag matritsaning har biri o‘zining r xarakteristik 
soniga ega:

2. g < s da Ag+liAg+2>"-As matritsalaming birortasi ham 
bunday xossaga ega emas.

Isboti. R-maksimal xarakteristik soniga z>0 musbat xos vektor 
mos kelsin. Bloklarga bo‘lish bilan mos ravishda (4.56) da z us- 
tunni zK(M- “  1*2 ,... , s ) 
qismlarga ajratamiz. U holda

Az = rz  (z > 0) (4.57)
tenglik quyidagi ikkita tengliklar sistemasiga almashadi:

AjZ' = rz' (i = 1,2, ...,g) (4 57.)

V h + V  = rzi- 0  = 8  + ! - ' s) ( 4 ' 5 7 " )

(4.57') da kelib chiqadiki, r har bir Ai ,A2, ... ,AS matritsaning 
xarakteristik soni bo‘ladi. (4.57") dan quyidagini topamiz:
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AjZJ < TZJ,AjZJ ± r z J, ( j  = g + 1 , . . . , s )  (4.58)

r. bilan Aj (J = Q +  l , . . , s )  matritsaning maksimal xarak
teristik sonini belgilaymiz. U holda (4.58)dan quyidagini topamiz:

(.A,zJ)i
rj < max------ -—  < r,( j  =  g +

zl

ikkinchi tomondan Tj = r  tenglik (4.58) ning ikkinchi munosabati- 
ga ziddir. Shuning uchun

Tj < T ( j  = g  + l , . . . , s )  (4.59)

endi aksincha, At (i = 1 ,2,..., g) matritsalaming r ga teng 
maksimal xos qiymati berilgan bo‘lsin, A j( j  =  g + 
matritsalar uchun esa (4.59) tengsizliklar o‘rinli. U holda izlanayot- 
gan (4.57) tenglikni 4.57' va 4.57" tengliklar sistemasi bilan al
mashtirib, 4.57' dan Ai (i = 1,2,... ,g) matritsaning zf musbat 
xos ustunlarini aniqlashimiz mumkin. Shundan so‘ng, (4.57") dan

ustunlami topamiz:

= {rEj - A j )  1 -  Z }~=\ Ajkz h (j = g + l , . . , s )
(4.60)

bu yerda E shu tartibli birlik matritsa bo‘lib, A . kabi
(j = g + 

Tj < r ( j  - g  + 1, . . . ,s )
bo‘lgani uchun

(rEj -  A j)  1 > 0 (J = g  +  1 , . . .  s )  (4.61)

7g +1 7 s
(4.60) formulalar bilan aniqlangan z ustun mus

bat ekanligini induktiv usul bilan isbotlaymiz. Buning uchun ixti
yoriy / ( $  +  1 <  У <  ? l )  da Z 1/Z2, 1 ustunning

musbatligidan Z} >  0 kelib chiqishini ko‘rsatamiz. Haqiqatan, bu 
holda

108



j - 1 j —1 

^ Ajkzk ^ 0  Y j AjkZ>C
A: =  1  k = l

bo‘lib, buni (4.61) bilan birgalikda qarasak, (4.60) ga asosan kelib 
chiqadi.

Shunday qilib, Z —
ZL

Zs

musbat ustun A matritsaning r

harakteristik soni uchun xos vektor bo‘ ladi.
Teorema 4.7'. A matritsaning r maksimal xarakteristik soniga A 

matritsaning va AT transponirlangan matritsaning musbat xos vek- 
tori javob beradi, agarda A matritsa qatorlarini almashtirish bilan uni 
quyidagicha kvazidiagonal ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lsa.

A = {Ax,A2, ...,As, } <4’62)

bu yerda Alf A2, ... ,AS -  har biri o‘zining r maksimal xarakteris
tik soni oddiy bo‘lib, unga A va AT matritsalaming musbat xos 
vektorlari mos kelsa, u holda A -yoyilm aydigan matritsa bo‘ladi.

Aksincha, har qanday yoyilmaydigan matritsa natijada 
ko‘rsatilgan xossaga ega bo‘ ladi, u holda bu xossa yoyilmaydigan 
manfiymas matritsaning spektral xarakteristikasini ifodalaydi.

5§ Primitiv va imprimitiv matritsalar

Ta’r if  4.3. Agar A 0  yoyilmaydigan matritsa hammasi 
bo‘lib, h ta Л ^  Л 2 , Я  ̂ r maksimal modulli

(i \ * 2 I i k \ = r )
xarakteristik sonlarga ega bo‘ lsa, u holda h<l da A-primitiv 

matritsa, h>l da esa imprimitiv matritsa deyiladi. h son A matritsan
ing imprimitivlik indeksi deyiladi.

Agar A matritsaning xarakteristik tenglamasi (ko‘phadi)

д  Л =  л п  +  a ,  A n l  +  — +  a to  sLnt =  0
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(n  > rii > n 2 > ••• > ntl ax ^  0 , a 2 Ф 0, . . . ,a t Ф 0)
bo‘lsa, u holda uning imprimitivlik indeksi h quyidagi ifodaning 
eng katta umumiy bo‘luvchisiga teng bo‘ladi:

71 -  -  n 2, -  n t (4.63)
haqiqatan, frobenus teoremasiga ko‘ra, A matritsaning spektri Л

2n
-kompleks tekislikni Л Ф0 nuqta atrofida —  burchakka burishda

h
o‘ziga o‘tadi. Shuning uchun A (A) ko‘phad qanday dir g(M) 
ko‘phaddan

д ( л)  = д { л н) л п
formula yordamida hosil qilinishi kerak. Bundan kelib chiqadiki, h 
(4.63) ayirmalaming EKUBi ga teng bo‘ladi.

Teorema 4.8. A > 0 matritsa faqat va faqat shu holda primi- 
tiv bo‘ladiki, qachonki, A matritsaning qandaydir darajasi musbat 
bo‘lsa:

Ap > 0 (p > 1)  (4 64)

Isboti. Agar Av > 0 bo‘ Isa, u holda A matritsa у oyilmay-
diganbo‘ladi, chunki A matritsaning yoyiluvchanligidan Ap matrit
saning yoyiluvchanligi kelib chiqadi. A matritsa uchun h>l bo‘ ladi, 
aks holda AP  musbat matritsa

2 V 2 V nV 
1 * 2* 1 h

h ta maksimal modulli xarakteristik sonlarga ega bo‘ladi. Bu 
perron teoremasiga ziddir.

Endi aksincha bo‘ lsin, y a ’ni, Aprimitiv matritsaberilganbo‘lsin. 

A P  =  n = i  ^
(4.65)

Я- Л( m k- 1) ! <pK( A )  

bu yerda
<р(л) = ( л - д 1)  1 ( л - л 2)  2 . . . . ( л - л 5)  5 j _  f d a )

A-matritsaning minimal ko‘phadi,
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< / ( * ) = , ^ Щ щ [ к = 1 , 2 .......s ) C ( i )

esa keltirilgan, yopishgan matritsa
С ( л )  =  ( A S -A )" V A > )

bu holda

л г = r  > \л2\ > ••• > |<aj,m = 1  (4-66)

deb olish mumkin bo‘lib,
С ( r )  1

И Р  -  _ i J -  t p  _  >  -------------------------------------

<?(>) (m fc — 1 )!

С(л)л p m f t - l

bo‘ladi. Bundan (4.65) ga asosan
Jim f f .  = (4.67)

bo‘ladi.
Ikkinchi tomondan C(r)>0 va ф (r) > 0 . Shuning uchun

Ap 
lim  —  > 0

p~»oo 7-P

bo‘lib, qandaydir 1 dan boshlab, AP >0 bo‘ ladi.
Eslatma. Agar A matritsa primitiv va AP > 0 bo‘Isa, u holda 

barcha m>p uchun Am > 0 bo‘ladi, A matritsa nolli qatomi o‘zida 
saqlamaydi.

N atija. Primitiv matritsaning darajasi har doim yoyilmaydigan 
va primitiv bo‘ladi.

Lemma 4.4. Agar A-primitiv matritsa bo‘ lsa, u holda ixtiyoriy 
ikkita z, к indekslar uchun shunday i, i\, I2, • ••> is> к (s  > 0 )  in
dekslar zanjiri mavjudki, unda

a ti 1 > ° ' a i l i2 > ° ' - ' a isfc > 0
bo‘ladi.

Bunday zanjirlami A matritsada i dan к ga olib boradi deb ay- 
tamiz. S+l son zanjiming uzunligi deyiladi. i dan к ga olib boruvchi
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eng qisqa zanjirda barcha zanjirlar juft-jufti bilan har xil bo‘ladi. 
Lemmani isbotlash uchun S > 0 deb olish yetarli bo‘ lib, unda

/is+l tf+1 П w (\A - a ,  > U
f,A:=1

bo‘lishi kerak. U holda 

n

^  a i h a ili2 ...a isk ~ a f k 1 > G
iv i2,...,is--=1

va barcha qo‘shiluvchilar manfiymas, u holda ulaming hech bo‘l- 
maganda bittasi musbat bo‘ladi. U solralayotgan indekslar zanjirini 
beradi.

Teorema 4.9. Agar A > 0 - yoyilmaydigan matritsa bo‘lib, uning 
qandaydir darajasi Aq yoyiluvchi bo‘lsa, u holda Aq daraja to‘la yoy
iluvchi, y a ’ni, Aq ni qatorlarini Aq daraja to‘la yoyiluvchi, y a ’ni, Aq 
qatorini almashtirib, quyidagi ko‘rinishda tasvirlash mumkin:

A 4 = {A1(A 2,. . . ,A d,}  (468)
bu yerda А 1д A 2, ... ,Ad-yoyilmaydigan matritsalar. Bu matritsal
ar bir xil maksimal xarakteristik songa ega. Shu bilan birga, d son q 
va h sonlaming eng katta umumiy bo‘luvchisi bo‘lib, bu yerda h son 
A matritsaning imprimitivlik indeksi.

Isboti. A matritsa yoyilmaydigan bo‘ lgani uchun Frobenus teo- 
remasiga ko‘ra, r maksimal xarakteristik songa a va AT matritsalar- 
ning musbat xos vektorlari mos keladi. Ammo bu musbat vektorlar 
Я = rq xarakteristik songa Aq va (Aq)T matritsalar uchun ham xos 
vektorlar bo‘ladi. Shuning uchun ham Aq darajaga teorema 4.7 
ni qo‘llab, bu darajani (4.68) ko‘rinishda tasvirlaymiz. Bu yerda 
A l t A 2 , ---pAd lar yoyilmaydigan matritsalar bo‘lib, r* maksimal 

xarakteristik songa ega bo‘ladi. Ammo A matritsa r maksimal mod- 
ulli quyidagi h ta xarakteristik songa ega: 27Г.

г , те, . . . , r f : h _ 1 (£ =  e л ' ) 5

shuning uchun Aq matritsa ham quyidagi h ta maksimal modulli 
xarakteristik songa ega

r q, r q£q, ... ,Tq£q ĥ~^
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d ta son Tq ga teng bo‘ladi. Bu faqat d son q va h laming eng katta 
umumiy bo‘luvchisi bo‘lgandagina mumkin. Teorema isbotlandi.

Agar teorema 4.9 da q=h deb olsak, quyidagi natijani hosil 
qilamiz.

N atija. Agar A-h imprimtivlik indeksli imprimitiv matritsa 
bo‘Isa, u holda Ah daraja bir xil maksimal xarakteristik songa ega 
bo‘ lgan h ta primitiv matritsalarga yoyiladi.

§6. ТоЧа manfiymas matritsalar 

Ta’rif 4.4. To‘g ‘ri to‘rtburchakli

A = ||aifc|| (t = 1,2 = 1 ,2 ,. . ,  n)
matritsa to‘ la manfiymas (to‘la musbat) deyiladi, agarda bu mat
ritsaning ixtiyoriy tartibli barcha minorlari manfiymas (musbat) 
bo‘lsa:

A f  p ] > 0 (mos ravishda > 0)

(1 < I1 !2 ,P < n ; p  = 1,2, ...,min (m,n)
K1 K2 —

biz to‘la manfiymas va to‘la musbat kvadrat matritsalami qarash bi
lan chegaralanamiz.

Misol.
1. Vandermondning umumlashgan matritsasi

V = ilGt?iCU"fc=i(° < Qi < a 2 < •” <n ; a 1 < a 2 < -  < an)
to‘ la musbat bo‘ladi.

Yakobincha matritsa
a l bi 0 ... 0

Cl 0-2 b2 ... 0

0 C2 0

0 0 0  • C-n — l&n
to‘ la manfiymas bo‘lishi uchun uning barcha bosh minorlari va b, с 
elementlari manfiymas bo‘lishi zarur va yetarli.



To‘la manfiymas A matritsa uchun quyidagi muhim determinant 
tengsizlik o‘rinli:

bu tengsizlikni quyidagi lemmadan foydalanib isbotlaymiz:
Lemma 4.5. Agar a-to‘ la manfiymas matritsada qandaydir bosh 

minor nolga teng bo4 Isa, u holda bu minomi o‘rab turuvchi ixtiyoriy 
bosh minor nolga teng bo‘ladi.

Faraz qilaylik, a matritsaning barcha bosh minorlari noldan farqli 
bo‘lsin, chunki birorta bosh minorlari nolga teng bo‘Isa, yuqoridagi 
lemmaga asosan\Д | = 0 bo‘lib, bu holda (4.69) tengsizlikning ba- 
jarilishi ravshan.

n=2 da (4.69) tengsizlikning o‘rinliligi bevosita tekshiriladi:

ritsalar uchun o‘rinli deb olamiz. Bundan tashqari, umumiylikni 
buzmasdan p>l deb hisoblashimiz mumkin, aks holda, satr va us- 
tunlami teskari raqamlash hisobiga p va n-p laming rollarini al- 
mashtirishimizga to‘g ‘ri keladi.

matritsani qaraymiz. Ikki marta Silvestr ayniyatidan va n dan kichik 
tartibli matritsalar uchun (4.69) tengsizlikni qo‘ llab, quyidagiga ega 
bo‘ lamiz.

2
2

(4.69)

2
2

chunki
fll2 ^  0, d 21 — 0. 

n >  2 da (4.69) tengsizlikni barcha n dan kichik tartibli mat-

D = lldikll
2 ... p -  1 
2 ... p - 1

( i , k  =  1 ,p  +  1, . . . ,  n )
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A i 1 2
Ч  2

( 1  2 ... p - l \
Vl 2 ... p - l j
/p + 1 ... n\
\p + 1 ... n)

(4.70)
demak, (4.69) tengsizlik o‘rinli.

Ta’r if  4.5. A  — ||afJ | ? fc=1 matritsaning

< t : i )  К  I : *>n)
(4.71)

minori deyarli bosh minor deyiladi, agarda 
i i  ~  k i,  ^2, ip ~~ kp ayirmalaming faqat bittasi 

noldan farqli bo‘Isa.
Yuqorida keltirilgan barcha xulo£alar o‘z kuchida qoladi, agarda 

“A-to‘ la manfiymas matritsa” shartini undan kuchsizroq bo‘ lgan 
“A matritsada barcha bosh va deyarli bosh minorlar manfiymas” 
shart bilan almashtirilsa.

< A (j

n) =n/

dppD

D p + 1 
p + 1

... nN 

... n)

p + i  
p + i

... р - Л Г р 

... p - 1/.

D (p p + 1 ... n\ 
\p p + 1 ... n)

К p - 1 p + 1 
p - 1 p + 1
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M ash q la r:
1. To‘ la manfiymas matritsalarga misollar keltiring va ulaming 

deyarli bosh minorlarini ajrating.
2. Agar A > О, В > С va  AB aniqlangan bo‘lsa, u holda 

A В > AC ekanligini isbotlang.
3. Agar A >  0, В  >  С v a  AB =  0 bo‘lsa, u holda A=0 

ekanligini isbotlang.
4. Agar A keltiriluvchi matritsa bo isa , ixtiyoriy butun musbat p 

soni uchun Ap matritsa ham keltiriluvchi ekanligini isbotlang.
5. Agar

2 1 1II

0 -2
IIc3>

1

bo‘Isa, у  ^  Ax shartni qanoatlantiruvchi у  > 0 vektorlar 
to‘plamini yozing. p X  ^  Ax shartni qanoatlantiruvchi eng katta 
p sonini toping.

6. Agar A G Ryucn manfiymas matritsa bo‘lib, 
<Jj =  &jk bo‘lsa u holda quyidagini isbotlang

mintĴ - ^  Я fSmaxCTf,
bu yerda X -  A matritsaning spektral radiusiga teng bo‘ lgan haqi

qiy xos qiymati.
7. Agar A primitiv matritsa bo‘lib, p musbat butun son bo‘lsa, u 

holda Ap  matritsa primitiv ekanligini isbotlang.
8. Agar A > 0 keltirilmaydigan matritsa bo‘lib, ^ >  0 bo‘lsa, 

u holda xos qiymatlami qarab chiqish yordamida s i  + A matritsa 
primitiv ekanligini isbotlang.
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V B O B

XOS QIYMATLAR REGULYARLIGI VA 
LOKALLIGINING HAR XIL KRITERIYLARI

§1. Adamarning regulyarlik kriteriysi va uning 

umumlashgani

a  =  1 к Л " к=1

ixtiyoriy kompleks elementli 71 XTl о‘lchovli matritsa berilgan 
bo‘ lsin.

Faraz qilaylik, bu matritsa xos matritsa, ya ’ni, M l == 0 bo‘lsin. 
U holda \*k\ > 0 maksimum bilan Xl f X 2 , ... , X n  sonlar mavjud 
bo‘lib, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ ladi:

2 .j= la kjxj  =  0 (5 J)
ammo bu holda

n n

IdfeklUkl ^  'Y jW jW xj] < \xk\ ^ J a k j\
7=1 j= l

j* k

bo‘ lib, buni \xk \ ga qisqartirsak,

I &kk I — I%k I 2 / =1 1 &kj | (5.2)
j* k

hosil bo‘ladi. Shuning uchun, agar

Hi = |a££| - 2 y= i|a0-| > 0  i = ( 1 ,2 (5 .3)

Adamar sharti bajarilsa, u holda (5.2) ko‘rinishdagi tengsizlik
o‘rinli emas, demak, A matritsa regulyar (xosmas), y a ’ni, 1*̂ 1 ^  0 
bo‘ladi.
Shunday qilib, quyidagi teorema o‘rinli:

Teorema 5.1: (Adamar teoremasi).
Agar^l =  | | | | P ^=1 matritsa uchun (5.3) tengsizliklar baja

rilsa, u holda A matritsada xosmas bo‘ladi.
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Н > 0 shart a., diagonal elementning moduli i-satr elementar 
modullari yig‘indisidan katta (qat’iy) ekanligini bildiradi. Bunday
a., element ustunlik qiluvchi (o‘zining satri uchun) deyiladi.

Adamar sharti A matritsaning barcha diagonal elementlari 
(o‘zining satn uchun ustunlik qiluvchi) bo‘lishini talab qiladi. 

Eslatm a 1.
Agar (5.3) Adamar sharti bajarilsa, m o d \ A \  uchun quyi

dagi baho o ‘rinli:
mod\A\ > H1H2 ... Hn > 0 (5 4)

(5.4) shartni o ‘rinli ekanligiga ishonch hosil qilish uchun

F =  \fij\ =  %  Ci.; =  !<2 .......n) (5-5)

yordamchi matritsani kiritamiz. bunda quyidagi tenglik o ‘rinli 
bo‘ladi:

\ f i i I “  Z / = i | / i ; I  =  1 I =  (1 ,2 , . . . , n )  
j * i

a  bilan bu matritsaning qandaydir xarakteristik sonini belgilay-

miz. X Songa \x k\ >  0 maksimalli xos vektor
mos keladi. U holda

* Х к = Ц ш1 f k j X j  (5 -4
bu tengsizlikdan

K | | x k |>|fk I x k | - £ | f j  I к

r

> l x j
7 -1  
j *  к

i-Z if* i= Iх
7 -1

V J*k
! v I

buni 1 k 1 ga qisqartirib,

W > 1
ni topamiz. Ammo IF I aniqlovchi F matritsaning xarakteristik son
lari ko‘paytmasiga teng. Ulaming har biri 1 dan kichik emas. Shun
ing uchun

m o d \ F \  >  1 (5.8)
ikkinchi tomondan
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IF] =  — ——
НуН2...Нп (5.9)

(5.8) va (5.9) dan izlanayotgan (5.4) tengsizlik kelib chiqadi. 
Eslatma 2.
\A\ =  \A | ekanligidan a matritsani A  matritsa bilan al

mashtirib, A matritsaning xosmasligidan yetarli shartini ustunlar uc
hun Adamar shartlari ko‘rinishida quyidagicha hosil qilamiz:

Gi =  Iciu ] — Y j= i\c i j i  > 0  (i =  1,2 
j* i

(5.10)
bu shartlarbajarilganda (5.4) ning o ‘m iga quyidagiga egabo‘lamiz: 

mod]A\  >  GxG2 . . . . (5Л1)

C-ixtiyoriy xosmas Tl X n  o ‘lchovli matritsa bo‘lsin. U holda A 
va Ac matritsalar bir vaqtda xosmas b o iad i. Shuning uchun (5.3),
(5.10) shartlarda, shuningdek, (5.4) va (5.11) baholarda A matrit
sani AC matritsa bilan almashtirish mumkin. С matritsani variatsi- 
yalab, har xil o ‘zaro ekvivalent bo‘lmagan xosmaslikning yetarli

shartlarini, shuningdek, M l uchun (5.4) va (5.11) ga o ‘xshash ba- 
holami hosil qilamiz. Xususiy holda, С matritsani tanlash hisobiga 
ustunlami ixtiyoriy almashtirishni amalga oshirish mumkin. U hol
da (5.3) shartlaming o ‘miga quyidagi shartlami hosil qilamiz:

Щ =  | a £fiJ  - 2 y = 1 | a lV| > 0  ( i  =  1 ,2

(5.12)
bu yerda ••• » /0 -fik sirlangan , ammo 1,2,...n  indekslaming
ixtiyoriy o ‘rin almashgani.

Boshqacha aytganda

a  =  Ы Г -
matritsa xosmas bo‘ladi, agarda uning har bir satrda ustunlik qiluv- 
chi (diagonal da bo‘lishi shart emas) element bo‘lib, va bu n ta us
tunlik qiluvchi elementlar har xil ustunlarda joylashgan bo‘lsa. 

Shunga o ‘xshash tasdiq ustunlar uchun ham o ‘rinli.
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Endi quyidagi kuchsizlangan Adamar shartlari bajarilsin:

Hi =  |a a | -  E;=i|a0-| > 0  ( i  = 1,2, . . . ,n )  (5 13) 
j * i

U holda har bir diagonal element o ‘zining satri uchun kuchsiz 
domirlovchi bo iad i.

Faraz qilaylik, A  matritsa xos va Ax=0 bo‘lib,

^  — ( *  l> x 2 ^  0  vektor ustun I Xk I maksimal ustunli
P ta Xk elementlarga ega va a w a l p<n bo‘lsin, x vektor koordina- 
talarini qayta raqamlab, modul bo‘yicha maksimal boiganlarini 
birinchi p ta koordinatalarga keltiramiz:

l * i l  =  \x2\ =  ••• =  \xp \ >  \xj\, (j =  V +  1, - , n )
Bunda Ax=0 tenglik saqlanadi, agarda A matritsaning satr va us-

tunlarida qanday dir almashtirishni amalga oshirsak. Shundan so‘ng
quyidagini yozish mumkin:

n

ЯккХк =  -  ' Y j a k j xj  ( k  =  - > v )  
j =  1 
j * k

bundan,

^  ( ^ ] | a w I ) W +  J  -  W  ^ J akj\ '

(5.14)

;=1 j= P + l  ;'=1
j ± k  j ± k

(Jk =  1,2, . . . ,n )

I X  IBuni 1 k 1 ga qisqartirib, quyidagini hosil qilamiz:

l&kfcl  ̂2y=i|&kj| (Jt 1,2, ... ,n)  ̂
j *k

bu munosabatni (5.13) ga qo‘yib xulosa qilamizki, (5.15) va (5.14) 
da tenglik belgisi o ‘rinli bo‘ladi. Bu esa faqat
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\akj \  =  0 k =  ( p +  l , . . , n )
; = p + l  

dagina bajariladi, ya’ni:

n

ko‘rinishda bo‘ladi.
Ammo (5.16) ko‘rinishdagi matritsa yoyiluvchi deyiladi. Shun

day qilib, p<n da A -yoyiluvchi matritsa bo‘ladi.
A garp= n  bo ‘lsa, u holda barcha (5.15) munosabatlarda (5.13) 

dagi tenglik belgisi o ‘rinli bo ‘ladi.
Biz A -xos matritsa deb olib, shunday xulosaga keldik.
Shunday qilib, quyidagi Adamar teoremasiga aniqlik kirituvchi 

quyidagi teoremani isbotladik.
Teorema 5.2. (Olga Tauski teoremasi).
Agar a-yoyilmaydigan matritsa uchun (5.13) Adamaming 

kuchsizlantirilgan shartda > belgi o ‘rinli bo‘lsa, u holda A matritsa 
xosmas bo‘ladi.

Bu teoremada ^  0  =  1 /2 , . . . ,7 1 )  shartlami
Gi >  0 (t =  1,2, . . . , 7 l )  shartlar bilan almashtirish mumkin.

§2. Matritsa normasi

Har bir X E Rn vektorga bitta manfiymas \\%W sonni mos 
qo‘yamiz. Rn fazodagi ixtiyoriy x,y vektorlar va A - ixtiyoriy 
skalyar uchun quyidagi shartlar bajariladi:

1. \\x +  yll <  ||x|| + ||y||
2. ! U X | |  =  | A | M ,

3. |[ x | |  >  0 agarda x  Ф 0 b o ‘lsa.

4. Shartda Д =  0 desak, | | x | |  =0 dagina bajarilishi kelib 
chiqadi. Bundan tashqari, 2 -  Shartdan kelib chiqadiki, ixti
yoriy x , y  E Rn vektorlar uchun
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Ik -  yll >  llxll -  llyll
Quyidagi normalami kiritish mumkin; vektorlaming “kubik” 

normasi
и ! I m a x  , ,
11x1,1 =  1 <  i < n ]Xil (5Л7)yoki “oktaedrli” norma n

ii = (5.17')
f = 1

‘Ermitcha” norma

ri

ъ* (5.17")

£=i

n

IWI3 =

osongina tekshirib ko‘rish mumkinki, bu normalar 1,2 va 3-shart- 
lami qanoatlantiradi.

Endi m X n  o ‘lchovli to ‘g‘ri to ‘rtburchakli A matritsani va 
uning y=Ax chiziqli almashtirishini qaraymiz. Xt €  Rn , у  £  Sm 
vektorlar.

B ufazolardavektorlam ing | |X | | д — \ \ x \ \  v a i l #  11$ =  \\y\\  
normalami kiritib, A matritsaning normasini quyidagicha aniqlay- 
miz:

I! и II =  \\Ax\\s
x  e R ,x  ^  0 HxiiB (5Л8)

Normaning ta’rifidan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

WAxWs — I U I I IM I*  (5.18') 

||j4 +  j5|| <  WA+\\B\\ (5.19) 

|| Л A || =  U | | [ i 4 | |  (5.19')
pxn o ‘lchovli В matritsa Rn ni 5 3 ga akslantirsin, u holda AB 

matritsa Rn ni T* ga akslantiradi. Rn,Sp, Г" fazolarda vektor nor- 
malarini va ular yordamida matritsalar normalarini kiritib, quyidagi 
tengsizlikka kelamiz:

||i4B || <  ||Л || | | 5 | |  (5.19’)
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Masalan, agar “kubik” vektor normalar, (5.17) dan kelib chiq- 
sak, uho lda ^  — ll&ikll 0  ~  1*2, ...,772, к  — 1,2, . . . ,7 i )  matrit- 
saning normasi quyidagicha aniqlanadi:

M W  =

Haqiqatan, bu holda

l U j c l l i  =  m a x  >  \ a ikx k \ <
l<i<m Z—i

m a x  | x j  m a x  /  | a £fc|
l<i<m 1 <i<m Z-j

k = l
Shuning uchun

IM *|| V ,
/  la * l  

11*11 1£1£т^

Agar “oktaedrli” vektor normadan kelib chiqsak

IWU = ; № = S i i l y i l
U holda

MU =  m aX isfcsnZ Silttifcl (5.20')
Endi “ermitcha” vektor normalami

\\x\\2 = Sfc=iUfel2; liyll2 = Ifc=ilyil2
qaraymiz. U holda S  =  ЛА* ermitcha musbat matritsani kiritib, 
quyidagiga ega bo‘lamiz:

1|A*H2 =  у  * у  =  x*Ax*Ax =  x*Ax*Ax -  x*5x, | |x | |2 -  
Ammo bu holda

lU li2 =  m a x * * 0 ^  =  5

bu yerda S -  ЛЛ* matritsaning maksimal xarakteristik soni. Bu 
holda

IUII =  VS (5.20")
Endi x va у ustun vektor uchun har xil normani kiritamiz. M a

salan,

123



4 ,-11 **IM = max W
Ы  l

=max
n

1 k=l

bo‘lsin u holda

bu yerda a = m a X r*  I • Ikkinchi tomondan, agar a = a bo‘Isa, u

holda ni a x  =  a  Lr
q РЯ 4

x, = 0J * q da j deb olib 
Shunday qilib, bu holda

IHbmaxkl1 Яйп
bo‘ladi.

shartni qanoatlantiradigan qilib tanlab, 

^ l i  = a IML tenglikka ega bo‘lamiz.

(520

§3. Adamar kriteriysini blok matritsalarga kengaytirish

n x  n o ‘lchovli A matritsa s2 ta na x np o ‘lchovli Aafi 
bloklarga ajratilgan bo‘lsin ( a ,/?  = 1,2,..,$)

•̂ 11 a12
A2i A22 •• a2s\ (5.21)
u451 As2 .. aJ

bu holda Rn fazo s ta Rna(a = 1,2,...,$) qism fazolarga ajraladi. Ixti

yoriy x  e  R  vektor uchun quyidagi yoyilma o ‘rinli bo‘ladi.
s

х = ' £ х а (х а e R na, a  =  l ,2, . . ,s )
a=l

(5.2Г)
Rn qism fazolarda vektor normalar kiritamiz. A^  blok matritsa 

R n/i qism fazoni Rna qism  fazoga akslantiradi, u holda u quyidagi 
norma bilan aniqlanadi:

( 5 -2 2 )
^-0
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xususiy holda Aaa kvadrat matritsaning normasi quyidagicha aniq- 
lanadi:

m i n  Mgg*g|.
S U P  II. II (5.22’)\ aa |l
xa e R na \\ a

Agar \ Aaa \ ^  0 bo‘lsa ,u h o ld a |^ a a | >  0 bo‘ladi. U holda (5.22') 
dan quyidagi kelib chiqadi:

' k-l sup
xa eR*a \ ^ a a X a  
xn *0

Demak,

= inf
xa eR*° \\X o 
x„*0

(5.23)

bu tenglikning o ‘ng tomoni Aaa-xos matritsa bo‘lgan holda ham 
m a’noga ega.

Endi И  = °  va ^ ^ 0  da Ax = 0 bo‘lsin. (5.21) va dan 
kelib chiqib, quyidagini yoza olmaymiz:

~ ^ a a X a ~~ ^ ар Х р ( ( Х  — 1 , 2 , . . ,  .S ')

№p*a
bundan, (5.18') va (5.19) ga asosan

<*p
№p*o

p=1 
p* 0

ikkinchi tomondan, (5.23) dan kelib chiqadiki, 

A aa~l ' К I ^  Z I \A *PXP I "  Z I  A °P

P* 0 /3*0

(5.24)

, (a  = l ,2 ,- ,s )

(5.25) 

, (a  = l,2,..,s)

(5.26)
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§1 dagidek, a  indeksni shunday tanlaymizki, unda p a || eng 
katta qiymatga ( •*> bilan solishtirganda, P * a ) ega bo‘lsin va

(5.26)ning o ‘ng tomonidagi barcha \xp || lami Fell bilan almash-

tiramiz. So‘ngra р а ||>0 ga qisqartirib, quyidagini hosil qilamiz:

■ ' s E I K (5.27)

Shuning uchun, “adamaming blokli shartlari”, bajarilganda

-l -l
=  > 0  ( a  = 1,2,.

№0*0
(5.28)

bo‘lib, (5.27) munosabat bo‘lishi mumkin emas, ya’ni A-xos mat
ritsa bo ‘lishi mumkin emas.

Biz quyidagi teoremaga keldik:
Teorem a 5.3. Agar Adamaming blokli sharti (5.28) bajarilsa, u 

holda A -  xosmas matritsa bo ‘ladi.
nx — n2 = . . . .  =  ns =  lxususiy  holda, bu teorema Adamar 

teoremasiga o ‘tadi, agarda R bir o ‘lchovli qism fazolarga normani

I k  I =  \x a\ ( #  =  dek tanlasak.
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§4. Fiddlerning regulyarlik kriteriysi

n x n  o‘lchovli A matritsa (5.21) blok ko‘rinishda tasvirlangan 
bo‘lsin. Uning uchun haqiqiy elementli s x s  o‘lchovli sonni mat
ritsani kiritamiz:

G =

V

^ i r 1 

11^21 

An

- 1
- \ A 12

22

- M l s l

~ l^2sl

\\AS2 . . .  ||A - 1

\

/11 /  5. 29
bu matritsaning barcha diagonal elementlari manfiymas bo4 lib, di- 
agonalda yotmagan elementlari musbatmasdir. M a’lumki, diago- 
nalda yotmagan barcha elementlari musbatmas boklib, barcha bosh 
minorlari musbat bo‘lgan matritsa M-matritsa deyiladi.

Tcocrcm a 5.4. (F id ler teorem asi). Agar s x s  o ‘lchovli G 
matritsa M  -m atritsa bo‘lsa, u holda n x n  o ‘lchovli A matritsa 
regulyar bo‘ladi.

Isboti. Faraz qilaylik, \A\ = 0 bo‘lsin. U holda x  Ф 0 da Ax = 
0 bo‘ladi. (5.21) va (5.21') ga asosan (5.26)ni hosil qilib, uni quyi
dagicha yozamiz:

X

№/3*0
(5.30)

A w al barcha LxJ >  0 bo‘lsin. U  holda (5.30) da p e || old

idagi koeffitsiyentlami orttirib, ya’ni,
-1

ni qandaydir

G >aa
tenglik

bilan almashtirib, (5.30) tengsizliklardan quyidagi
ar sistemasini hosil qilamiz:

g<

Д

0  (oc —1 ,2 , . . , 5 )  (5.3i)

buni matritsali ko‘rinishda quyidagicha yozamiz:

bu yerda
9
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G =

G n СЯrH1 - U u \ \ \

U 21II G2 2 - \ A U \

a J \ - I K 2 I I .. .  Css )
0 *  <5 = ( Ы ...... H ) \

0II
K5~

Bundan

Ikkinchi tomondan, M -m atritsaning ta’rifiga ko ‘ra
> \G\ > 0

ekanligi kelib chiqadi. Biz |^| = 0 deb faraz qilib, qarama-qarshi- 
likka keldik.

Agar qandaydir |x a | =  0 bo‘lsa, u holda (5.30) munosabat- 
lardan faqat \\xa || > 0 shartni qanoatlantiruvchi a  qiymatlariga 
moslarini olamiz.

Yuqoridagi mulohazalami so‘zma-so‘z takrorlab, |^ | ning o ‘mi- 
ga G matritsaning qandaydir bosh minorini olib, yana qarama-qa- 
rshilikka kelamiz.

Teorema to ‘la isbotlandi.

§5. Gershgorin doirasi va boshqa lokallashtirish sohalari

ixtiyoriy nxn  o ‘lchovli, kompleks elementli matritsa bo‘lib, Я 
uning qandaydir xarakteristik soni bo‘lsin. U holda А-ЛЕ xos mat
ritsa bo‘lib, uning uchun Adamaming barcha shartlari bajarilishi 
mumkin emas, ya’ni, quyidagi munosabatlardan hech bo‘lmaganda 
bittasi o ‘rinli bo‘lishi kerak:

i"  (5 .36)
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\

(5.31) munosabatlaming har biri Я -kompleks tekislikdagi a..
n

markazli, radiusli qandaydir doirani aniqlaydi. Biz Gershgo-
jn

rin tomonidan 1931 -yilda yaratilgan teoremaga keldik.
Teorema 5.5. (Gershgorin teoremasi).

A = a ik
n

U=1

matritsaning har bir Я xarakteristik soni har doim (5.31) doi- 
ralaming birida joylashgan bo‘ladi.

Shunday qilib, (5.36) Gershgorin doiralari barcha xarakteristik 
sonlari yotadigan sohani beradi.

Teorema 5.6.

blok ko‘rinishda tasvirlangan n x n  o ‘lchovli A matritsaning har bir 
Я xarakteristik soni quyidagi sohalaming hech b o ‘lmaganda bitta- 
siga tegishli bo‘ladi:

/?=!
/3*a

(5.37)

Shuningdek, xa quyidagi sohalaming hech bo‘lmaganda bitta- 
siga tegishli bo‘ladi:

1 ( 4 .  -  ж ; '  )|Г < £ \A fa | , ( «  =  1,2,.. ,s)
P=\
p*a

(5.321)

bu yerda E a birlik matritsa bo ‘lib, Aaa matritsalar bir xil tartibli 
(a  = 1,2,..,s) b0 ‘ia(ji

Fiddler kriteriysidan kelib chiqib, qanday lokallashtirish soha- 
sini hosil qilish mumkinligini aniqlaymiz. C19C2 , : , C S manfiymas 
sonlar shunday tanlanganki, unda
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11^12 II ••• “ IH ls
C2 ••• ““ М 2 s 

IMs2 II cs

(5.33)
matritsa kuchsizlantirilgan M -  matritsa bo‘lsin, ya’ni diagonalda 
yotmagan elementlari musbatmas bo‘lib, barcha bosh minorlari

manfiymas bo‘lsin. Faraz qilaylik, qandaydir ^  sonda quyidagi s 
ta tengsizlik bajarilsin:

{ А а а - ^ Е а 1\  >  Ca  (5.34)

u holda, (5.33) matritsada C a ni | ^ aQ, b i l a n

almashtirib, barcha diagonal elementlami orttiramiz va M -  matrit
sani hosil qilamiz:
^ H U n  -  л E , ) " 1!!” 1 - I U 12II ... - I M 1S

IU2 1 II I IU 22 -  лЕг)"1!!"1 -. ~\A2s

\\АЛ \\ IIUcc ~ л Е5) “1Ц

ammo bu holda, Fiddler teoremasiga ko‘ra | A — AE\ Ф 0 va ^  son 
A matritsaning xarakteristik soni b o ‘lmaydi.

Shuning uchun, A matritsaning ixtiyoriy A xarakteristik soni 
uchun (5.34) tengsizlikning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmaydi, 
ya’ni, quyidagi munosabatlardan biri bajariladi:

| ( Л а - ^ / 1) | Г ^ С в ( а = 1 , 2 , . . ^ )  <5-35)

(5.35) dagi s tasohani birlashtirish, maxsus tanlangan cl9c29..9cs 
manfiymas parametrlarga bog‘liq bo‘lgan Fiddlerning lokallashti- 
rish sohasini tashkil qiladi.

Teorem a 5.7. (F iddler teorem asi). Agar cl9c29..9cs manfiymas 
sonlar shunday tanlangan bo‘lib, (5.33) matritsa kuchsizlangan M 
matritsa bo‘Isa, u holda A matritsaning har bir A xarakteristik soni 
s ta (5.35) sohalaming hech bo‘lmaganda bittasiga tegishli bo‘ladi.

Misol sifatida quyidagi 4-tartibli simmetrik matritsani qaraymiz:
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I

0 4 1 -1

4 0 -1 1

1 -1 -1 15

-1 1 15 -1

A-simmetrik matritsa bo‘lgani uchun uning barcha xarakteristik 
sonlari haqiqiy bo‘ladi. Shuning uchun A -kompleks tekislikdagi 
lokallashtirish sohasi o ‘m iga A -haqiqiy o ‘qdagi sohalar kesishi- 
shidan hosil bo‘lgan kesmani qarash mumkin.

I. Gershgorin sohasi quyidagi segmentdan iborat bo‘lib,
—18 < < 16

bu segment Gershgorinning qolgan segmentlarini o ‘zida saqlaydi.
II. A matritsani quyidagicha 4 ta blokka ajratamiz:

f -^n ^ 1 г \ д  _ 0
4 !

V̂ 21 a J  “ 4 0 1

^22 

Bu holda

- 1  15 
15 - 1

A2i — Ai 9 —12
1 - 1  
1 1

A — 16
-A -4  
-4  —A

(A22 ~ лЕ2) 1 —
- 1 - Л  —1 — A 

-1 5  -1 5( A  + l ) 2 -  152
R1 va R2 fazolaming quyidagi uch xil ko‘rinishdagi normalarini 

qaraymiz:
a. R1 va R2 da kubik normalami.
b. R1 da kubik, R2 da esa oktaedrli normalami.
c. R1 da oktaedrli, R2 da esa kubik normalami.
barcha bloklar bo‘yicha normalar (5.20') formuladan aniqlanadi:

A =2 \A2 II — 2, (Д1 ЯЕХ)-i A - 4
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-  Я ^ 2 Г 11 =  ||Я + 1| - 1 5| 

Gershgorinning blokli sohasi

—4|<2,  ||Я + 1 |-15|<2

Quyidagi 4 ta intervaldan iborat bo‘ladi:
-1 8  < Я <  16,-6 < Я <  - 2 ,2  < Я < 6Д2 < A < 16 (Ila)

bu holda
-1 -1

va (^22 Я-£'2)
-1

lar uchun ifo-
dalar o ‘zgarmay qoladi, ammo

IHJhmaxM, Hi=1» IK 1=max-2**' t ;i = 4
maxF/i l£j£2

lib)

Gershgorinning blokli sohasi

| | A | - 4 | < 1, | |Я + 1 | - 1 5 |< 4

bo‘lib, quyidagi 4 ta intervaldan iborat
-20  < A < - 1 2 , -5  < A < -3,3 < А < 5,10 < A < 18 

bu holni aw alg i holdan farqi shuki, bunda

А ц  = b  | | ^ 2 l  I  =

bo‘ladi. Shuning uchun Gershgorin sohasi.

| |Я | -4 |<4 ,  ||A + l | - 1 5 | < l

bo‘lib, quyidagi 3 ta intervalga bo‘linadi:
- 1 7 < A ^ - 1 5 ,  - 8 < A < 1 5 ,  1 3 < Я <  1 5

bu sohalami sxema ko‘rinishida quyidagicha tasvirlash mumkin: 
Bu sohalaming kesishmasi lokallashtirish sohasini beradi:
- 1 7 < Л - 1 5 ,  - 5 < / I < - 3 , 3 < A < 5 ,

Ш. Fiddler kriteriysini qo‘llashda yana a, b, с normalami qaraymiz:

G =

(lie)

(  C 1
- I U 1 2 I I \ _ C l  - 2

v - i u 2 1 || с  / - 2  c 2

G \  =  C j C 2  -  4  >  0
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Cj va C2 laming eng kichik qiymatlarini hosil qilish maqsadida 

c \ c 2 ~~ ^  деь  olamiz.

| Я | - 4 | < с15 ||Я  +  1 | - 1 5 |< с2

Fiddler sohasi Cl “  ° 2 ”  ^  da (Ila) soha bilan, c i ”  ^  ^

da (lib) soha bilan, ^   ̂ da esa (lib) soha bilan ustma-
ust tushadi. Fiddler sohasi quyidagi 4 ta intervaldan iborat bo'lib,

4
Cl =

bitta musbat parametrga bog ‘ liq bo ‘ ladi, chunki л .
—16 —c 2 <  A < - 1 6  +  c2, -  4  -  c , < A  < - 4  + c l f  

4 - c 1 < A < 4  +  c 1, 1 4 - c 2 < A < 1 4  + c2,

Barcha Fiddler sohalari kesishmasini aniqlash mumkin. Buning 
uchun quyidagi miqdorlami qaraymiz:

1) — 1 6  — С 2 =  —4  +  Cj,

2 ) - 1 6  +  c 2 =  - 4  +  C j,

3)-16 + c2 = - 4  + Cj

4) 4 - q  =  1 4 - c2,

5) 4  +  Cj = 1 4 - c2,

6) 4  +  q  =  14  +  c2,

c i c 2 =  4  tenglikdan foydalanib, eng kichik musbat ildizli 6 ta 
kvadrat tenglamani hosil qilamiz:

1) c22-12c2- 4  = 0,z, = -6  + 740 = 0,3246...,

2) c? -  12c, + 4 = 0, z, = 6 -  V32 = 0,3431...,

I
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3) с,2-1 2 с ,- 4  = 0,z3 = z ,= -6  + ̂ 40 = 0,3246...,

4) с2 + 10c, - 4  = 0,z4 = -5  + V29 = 0,3852...,

5) с,2 - 1 0c, + 4 = 0, z5 = 5 -  V21 = 0,4174..,

6) c22 + \0c2 - 4  = 0 ,z6 = z4 = - 5  + V29 = 0,3852...,

Lokallashtirish sohasi quyidagi 4 ta segmentdan iborat bo ‘ladi: 
- 1 6 -Z j < A < - 1 6  + z2 - 4 - z2 < Л < - 4 + ^

4 - z 4 < / 1 < 4 + z 5 1 4 - z 5 < 1 < 1 4  +  z 4

Mashqlar:

1. Adamar va Fiddler kriteriylaridan foydalanib quyidagi matrit
salaming regulyarligini tekshiring:

(  1 2 0 \  /  4 6 0 \  /  7 - 1 2  - 2  \  
0 2 0 - 3  - 5  0 3 - 4  0

V—2 - 2  - 1 /  V —3 —6 1 /  V —2 0 - 2 /
/ 1 3  16 1 6 W  3 0 8 \  /  0 3 3 \  
- 5 - 7 - 6  3 - 1  6 - 1  8 6 

\ - 6  - 8  - 7 /  \ —2 0 - 5 /  ' 2 ~ 14 - 1 0  ̂
/ 4  5 —2 \  /  9 22 - 6 4  Z 30 —14\ 

- 2 - 2  1 - 1  - 4  1 - 5  - 1 9  9 
\ - l  - 1  1 /  V 8 16 - 5 Л - 6  -2 3  1 1 /  
/ - 2  8 6 \  /  3 7 - 3 \  / - 1  1 1 \  

- 4  10 6 - 2  - 5  2 - 5  21 17 
V4 - 8  - 4 /  V-4 - 1 0  3 / \ 6  - 2 6  - 2 1 /

( 1 - 1 2>l / - 4 2 1 0 \
3 - 3

6
- 4 3

7
V 2 - 2 4 / \ - 3 1 7 /
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А  =

0
1 

И 2
О

1
6
i

1/2

0
1 
5 
1/2

bo‘lsa, A va Л7 matritsalar

uchun Gershgorin doirasini toping. Agar S = d iag{ l,l,l,4} , bo‘Isa

5AS-1 ni hisoblang va A matritsa  ̂I ~  J  doirada xaqiqiy 
xos qiymatga ega ekanligini hosil qiling.

3. Agar CLjj >  1 = Vj j = l ?2 ,...,n  bo‘lsa, u holda A 
matritsa xosmas bo‘lishini ko‘rsating.

4. Agar A=B+C, B=diag{l,2,2} vaj,k= l,2 ,3  uchun

'jk <  E <  -  
6

bo‘Isa, u holda A matritsani | z  — — с  | <  13£2 doirada 
xos qiymati mavjud ekanligini isbotlang.

5. A — В || >  |MI| — \]B ekanligini isbotlang.

6. Haqiqiy qiymatli 2 i j j &i j  |funksiya matritsa normasi bo‘li- 
shini isbotlang.

7. Ixtiyoriy matritsa normasi uchun quyidagilami isbotlang.

||/|!>1,!И"||<|ИГ, \\А~Х\\ >|^т

ij
I
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MATRITSALI TENGLAMALAR

Bu bobda matritsalar nazariyasi va ulaming tatbiqlari masalalarida 

uchraydigan matritsali tenglamalaming ba’zi ko‘rinishlari qarab 

chiqiladi.

§1. A X  =  X B  tenglama

Bizga quyidagi matritsali tenglama berilgan bo‘lsin:

AX  = XB (61)

VI BOB.

bu yerda A = a..и
m

i j =1
B =  b X  =

(J = 1,2,..., m; к = 1,2,..., n)

A va В matritsalaming kompleks sonlar maydonidagi elementar 
bo‘luvchilarini yozib chiqamiz:

(А ):(Л-Л1У , ( Л - Л 2У1,...,(Л-Ли)р'1,(р1 + p 2 +... + p u =m) 

(.В) : (Я -  /у,)* ,(Я - ц г)4 2 (Я -  //„)?v ,(qx + q 2 +... + qu = п)

Bu elementlar bo'luvchilarga mos holda ^  va В  matritsalami 
quyidagicha Jordonning normal ko‘rinishiga keltiramiz:

A = UAU~1 B = VBV~l (6.2)
bu yerda U va V lar mos ravishda m va n tartibli, xosmas kvadrat 
matritsalar, A  va quyidagicha Jordon ko'rinishidagi matritsalar: 
А = \Л1Е (Р') + Н {Р' \Л 2Е (Р1) + H {P2\.. . ,AUE (P‘) + t f (p“)}

В = \р1Е {ч') + Н ^ \ ц гЕ ш  + Н (ч' \ . . . ,циЕ (ч') + Н (Ч')}

(6.3)
(6.2) ni (6.1) ga qo‘yib,

UAU"lX  = XVBVl 
ni hosil qilamiz. Bu tenglikni chapdan JJ~X ga o ‘ngdan у  ga 
ko‘paytirib,
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tenglikni hosil qilamiz. Izlanayotgan X  matritsa o'miga
X  =  U ~ ' X V  (6.5)

matritsani kiritib, (6.4) ni quyidagicha yozamiz:
A X  =  X B  (6-6)

Biz (6.1) matritsali tenglamani xuddi shunday ko‘rinishdagi
(6.6) tenglama bilan almashtirdik, ammo (6.6) dagi berilgan matrit
salar Jordonning normal ko‘rinishiga ega.

X  matritsani bloklarga ajratamiz:

X  = (xafi) ( a  = 1 ,2 ,3 ,. . '. ,и ;/?  =  1 ,2 ,3 .......v)

bu yerda X ap — р аЩр o ‘lchovli to‘g ‘ri to‘rtburchakli matritsa.
Blok matritsani kvazidiagonal matritsaga ko‘paytirish qoida- 

sidan foydalanib, (6.6) tenglamaning chap va o ‘ng tomonlarida 
ko‘paytirish amalini bajaramiz. Natijada bu tenglama и • V ta mat
ritsali tenglamalarga ajraladi:

[ v ; 1' - ' + я  <'•> ]  +  h m

Bulami quyidagicha yozamiz:

“  Лг) ̂ <ф = H aX ap — X apGp (or =  1 , 2 , . . u\P  =  1 ,2 ,..., v)

(6.7)
bu yerda

H a = H ^ , G p = H M , ( a  = l,2,.. .,u;j3 = ],2,. . . ,v)
(6.8)

(6.7) tenglamalardan birini olib qaraymiz. Bunda 2 hoi bo‘lishi 
mumkin.

1. Ла Ф Ц р . (6.7) ning ikkala tomonini / /*  — Яа ga ko‘pay- 
tirib, o‘ng tomonidagi har bir hadda (/dp — Aa) X ap ko‘pay~ 
tuvchini HaX ap - X apGp bilan almashtiramiz. Bujarayonni r ~~\ 
marta takiorlab, quyidagi tenglamani hosil qilamiz:

( M , - U  X . , =  I  ( - 1 ) ’ В Д , Ч  (69 )
er+r=*r

(6.8) ga asosan

AU-'XV = U~xXVB (6.4)
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H Pa = G 4/  =  0  (6.10)

Agar (6.9) da r > P a + 9 P deb olsak, u holda (6.9) ning 
o ‘ng tomonidagi yig‘indining har bir hadida

CJ> p a , r > q a

munosabatlaming hech bo‘lmaganda bittasi bajarilib, (6.10) ga

asosan Н аа = 0 yoki =  0 bo‘ladi. Bundan ^  ^a b o ‘lgani 
uchun quyidagini topamiz:

Xafi = Q (6.11)

2. Л* = Ир. Bu holda (6.7) dan quyidagi hosil bo‘ladi:

НаХ^ Х^ р (6.12) 
H  Ga

a va p matritsalaming diagonal ostidagi birinchi element
lari birga teng bo‘lib, qolgan barcha elementlari nollardan iborat.

# * v a  ^ P  matritsalar strukturasining bu spetsifikasini hisobga ol- 
gan holda,

x ap =  [ 4 1 O' = 2 , p a ; к  =  1 ,2 , . . . ,  qfi)

deb olib, (6.12) matritsali tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan 
quyidagi skalyar munosabatlar sistemasi bilan almashtiramiz:

£i+\,k ~  £i,k- 1 teo  “  £pa ~~  ̂A  Pa  >̂  =   ̂A  • * *> Яр )

(6.13)
(6.13) tengliklar quyidagini bildiradi.

1) matritsaning diagonaliga parallel bo‘lgan chiziqqa o ‘zaro 
teng elementlar yotadi.

4  f t  - f t  = - - f t . 1 - f t . i = -  =  f t . „ . 1 = °

Z7* =  4V bo‘lsin. Bu holda Xuff kvadrat matritsa bo‘lib u l )v a  
2) shartga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi:
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\

c ap . . .
r ( P a ~  1)

0 Cap . . . •

II

. . . . . . . . . •

. . . . . . . . . Cap

0 . . . 0 C«P

bu yerda с > C ' a f i . . . . . . . . . . . . . . . . . C ,

(p<*) — ixtiyoriy parametrlar.
P a < 4 p da

г ч ц - р or

T T
’  l Pa

V

=т.
Р а  (6.14)

(6.15)

bo 'lib  , р а > Чр da esa,

Х . = Р а (6.16)
0 } Р а ~ Ч ^

(6.14), (6.15) va (6.16) matritsalar to ‘g ‘ri yuqori uchburchak

shaklga ega deyiladi. dagi ixtiyoriy parametrlar soni ^ a va ^  
sonlaming kichigiga teng. Quyida keltirilgan sxema X^  matrit

sani Яа =  Цр dagi strukturasini ko‘rsatadi, (bu yerda ixtiyoriy 
parametrlar a,b,c,d orqali belgilangan):

a b с d

0 a b с

0 0 a b

0 0 0 a

, { Р а = Я а =  4 ) ,
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§ 2. А — В  bo‘lgan xususiy hoi. 0 ‘rin almashinuvchi 
matritsalar

(6.1) tenglamaning quyidagicha xususiy holini qaraymiz:
A x = x B  (6.21)

Bu yerda ^  =  a ik i -b erilg an , ^  =  IIх * L,*=i- izlanayo
tgan matritsa. Bu holda Frobenusning quyidagi masalasiga kelamiz: 
berilgan A  matritsa bilan o ‘rin
almashinuvchi bo‘lgan barcha X  matritsalami aniqlang.

A  matritsani quyidagicha Jordonning normal shakliga kelti- 
ramiz:

A = U A U - 1 = С/{г,£(л) + Я (Л).......Я„£(А) + Я (л )}СГ1

(6.22)
^  _ V  V

U holda (6.17) formulada V = £/, В =  A deb olib, ^  ni ^ 
orqali belgilab, (6.21) tenglamaning barcha yechimlarini, ya’ni, 
A  matritsa o ‘rin almashinuvchi barcha matritsalami quyidagicha 
ko‘rinishda hosil qilamiz:

X -U X JJ *  (6>23)
x~ ~

bu yerda ^ orqali A  matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi bar-
X ~

cha matritsalami belgilangan. A w algi paragrafdagi kabi, ^ mat-
tt2

ntsa u  b lo‘klarga ajraladi:

B uajralish A  Jordon matritsani bloklargaajralishiga mos bo‘lib,
X^  matritsa Ла Ф Я^ da nol matritsa, Яа =  Я^ da ixtiyoriy to‘g ‘ri 
yuqori uchburchak matritsa bo‘ladi.

Misol uchun A matritsaning elementar bo‘luvchilari

(д - я, )4,(л - л, ) , ,(я - я! )2,(а - л2)
bo‘lganda X~ matritsaning elementlarini yozamiz.

Bu holda X~ matritsa quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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a b с d e / g 0 0 0

0 a b с 0 e f 0 0 0

0 0 a b 0 0 e 0 0 0

0 0 0 a 0 0 0 0 0 0
0 n k I m P q 0 0 0

0 0 n к 0 m p V 0 0

0 0 0 n 0 0 m 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 r s t
0 0 0 0 0 0 0 0 r 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 w z

a,b,c,d,e,f,g,h,k,l,m,p,q,r,s,t,w,z -  ixtiyoriy parametrlar.
U

niatritsadagi parametrlar soni N  = ^ Л8 л bo‘lib,

S s  ( Л - А ) Ра ( А - А . У '  , . u ■ a,/?=1 i9 4 a / v a v p ' ко phadning eng katta umu- 
miy b o ‘luvchisining darajasini bildiradi.

A  matritsaning h W 1h  W  • • ■■>>lt (А)> W  =  ••• =  *. W  = 1 
invariant kosphadlarini qaraymiz. Bu ko‘phadlaming darajalarini

. - , > n, > ... > nt > nt.y = ... = 0 , r u , mos ravishda 1 2  t м  lar orqali bel-
gilaymiz. M a’lumki, har bir invariant ko ‘phad bir nechta o ‘zaro
tub bo‘lgan elementar bo‘luvchilar ko‘paytmasidan iborat bo‘ladi, и

holda N  uchun formulani quyidagicha yozish mumkin:

a, /3=1
aP (6.24)
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bu yerda у - ig(X) va ij(X) ko‘phadlar eng katta umumiy 
bo‘luvchisining darajasi {g , j  -  l ,2 ,...,f) . Ammo va ij (Я)
ko‘phadlaming eng katta bo‘luvchisi ulaming biri bo‘ladi, shuning 
uchun y  ̂= m in(ng,n.). Bundan quyidagini hosil qilamiz:

N = nx + 3n2 + ... + (it  - \)nt

N  soni A  matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi chiziqli bog‘liq b o ‘1- 
magan matritsa soni bo‘ladi. Biz quyidagi teoremaga keldik:

Teorem a 6.2. A = II a., |L  , matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi 
bo‘lgan, chiziqli bog‘liqmas matritsalar soni quyidagi formula bilan 
aniqlanadi:

N  = nx + 3n2 + . . .  +  ( i t  -  \)nt (6.25)

bu yerda >nt - m o s  ravishda i\(X)9i2(X)9. ..9it (X) o ‘zgarmas
bo‘lmagan, A  matritsaning invariant ko‘phadlari darajalari.

n =  n{ 4- n2 + . . .  +  nt (6.26)
(6.25) va (6.26) dan:

N  >  n9 (6.27)

bo‘lib, tenglik belgisi t = 1 da, ya’ni, A  matritsaning barcha ele
mentar bo‘luvchilari juft-jufti bilan o ‘zaro tub bo‘lganda bajariladi. 
#(я)-Я ning qandaydir ko‘phadi bo‘lsin. U holda g(A) matrit- 
sada, A  matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi bo‘ladi. Teskari savol 
tug‘iladi: Qanday holda ixtiyoriy matritsa A matritsa bilan о ‘rin al
mashinuvchi bo ‘lib, A  matritsaning ko‘phadi sifatida tasvirlanadi? 
Bu holda E9A9A29...9An,~1 chiziqli bog‘liqmas matritsalar chiziqli 
kombinatsiyasidan iborat bo‘lgan matritsa A matritsa bilan o ‘rin 
almashinuvchi bo‘ladi.

Qaralayotgan holda N  = nt < n  bo‘lib, (6.27) ga asosan 
N  = nt = n  ni hosil qilamiz. Shunday qilib, quyidagini hosil qildik.

N atija . A matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi bo‘lgan barcha 
matritsalar faqat va faqat nx = n ya’ni A matritsaning barcha ele
mentar bo‘luvchilari juft-jufti bilan o ‘zaro tub bo‘lgandagina ular A 
matritsaning ko‘phadi sifatida tasvirlanadi.

144



N atija . A  matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi bo‘lgan bar
cha matritsalar faqat va faqat shu holda, qachonki n{ = n ,  ya’ni, 
Л Е -  A ning barcha elementar b o ‘luvchilari o4zaro tub bo4lganda 
bitta va faqat bitta С  matritsaning ko‘phadi sifatida tasvirlanadi. Bu

chi bo4 lib, ulam ing biri, masalan, A quyidagicha kvazidiagonal 
ko4rinishga ega bo‘lsa,

bu yerda Ax va A2 umumiy xarakteristik songa ega emas, u  holda 
ikkinchi В matritsa ham xuddi shunday kvazidiagonal ko4rinishga 
ega bo4ladi:

Isboti. В matritsani (6.28) kvazidiagonal ko4rinishga mos 
bloklarga ajratamiz:

Вi, В2 mos ravishda Ai9A2 bilan bir xil o 4lchovli.
AB = BA ekanligidan quyidagi to4rtta matritsali tengliklami ho

sil qilamiz:

Aj vaA2 lar umumiy xarakteristik songa ega bo4lmaganliklari 
uchun (6.30) dagi 2. va 3. tenglamalar x = q va у  = о yechimga ega.
(6.30) ning 1. va 4. tengliklaridan Ax va B{ , A2\ a  B2 matritsalar 
o 4zaro o4rin almashinuvchi ekanligi kelib chiqadi.

Teorem a-6.3 '. Agar R n = 1*' + I 22 bo 4lib, /" ' va / 2"J A  -ope- 
ratorga nisbatan invariant qism fazolar bo4lsa va bu qism fazolar 
minimal ko4phadlar o 4zaro tub bo4lsa, u holda bu va I? qism

fazolar A -operator bilan o4rin almashinuvchi bo‘lgan В  ixtiyoriy 
chiziqli operatorga nisbatan ham invariant qism fazolar bo4 ladi.

N atija . Oddiy strukturali o4rin almashinuvchi matritsalarni bir 
vaqtda bitta o4xshash almashtirish bilan diagonal ko4rinishga kelti
rish mumkin.

holda A matritsa bilan o 4rin almashinuvchi barcha matritsalar A  
matritsaning ko4phadi sifatida tasvirlanadi.

Teorem a 6.3. Agar ikki A Va В matritsalar o4rin almashinuv-

A = (A1, A 1\  (6.28)

(6.29)
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§ 3. Ах -  хВ = С  tenglama

Quyidagi matritsali tenglama berilgan bo‘lsin.
Ax - хВ =  C, (6.31)

bu yerda A =  J aik | |^ =1 ,В = \\ЬИ ||” M -  mos ravishda m va n 
tartibli berilgan kvadrat matritsalar, С = Ic, k ||~~ berilgan matritsa, 
X  -  jxJk || -  mx n o‘lchovli to ‘g ‘ri to‘rtburchakli, izlanayotgan matrit
sa. (6.31) tenglama X  matritsaning elementlariga nisbatan m ' n ta 
skalyar tenglamalar sistemasiga ekvivalent:

m n

Z avxft -  Z XJ>* = cik O' = 2> •••> m-k = l, 2 , n).
j=k 1=1

Bunga mos bir jinsli tenglamalar sistemasi
m n

, &ijXjk ^ — 0 (i 1 ,2 ,...,7W, & — 1 , 2 , и).
y=* /=1

bo‘lib, matritsalar ko‘rinishida quyidagicha yoziladi:
Ax - хВ = С  (6.32)

Shunday qilib, agar (6.32) tenglama faqat nolli yechimga ega 
bo‘lsa, u  holda (6.31) tenglama yagona yechimga ega. Ammo §1 
da ko‘rsatilganidek, (6.32) tenglama faqat va faqat A  va, В  ma
tritsalar umumiy xarakteristik songa ega bo‘lmaganlardagina nolli 
yechimga ega bo‘ladi. Demak, agar, A  va В  matritsalar umumiy 
xarakteristik songa ega bo‘lmasalar, u holda (6.31) tenglama yagona 
yechimga ega bo‘ladi, Agar, A  va В matritsalar umumiy xarakter
istik songa ega bo‘lsalar, u holda ozod had С  matritsaga bog‘liq 
holda ikki hoi bo‘ldi: (6.31) tenglama umuman yechimga ega emas, 
yoki quyidagi formula bilan aniqlanuvchi cheksiz ko‘p yechimga

ega: X  = X 0 + X { , bu yerda -(6.31) tenglamaning hususiy 
yechimi, X x esa (6.32) tenglama umumiy yechimi.
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Avval quyidagi tenglamani qaraymiz:
« M = o ,

bu yerda g{A)  =  (A — Я1 )ai (Я -  Л2 )ai . . .  (Я -  Як )** -  Я ning beril
gan ko‘phadi, X  izlanayotgan n — tartibli kvdrat matritsa.

X  matritsaning minimal ko‘phadi, ya’ni, birinchi 
invariant ko‘phadg(A) ning bo‘luvchisi bo‘lishi kerak,u holda X ma
tritsaning elementar bo‘luvchilari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lishi 
kerak:

§4 . f ( x ) =  0 ska lyar  teng lam a

p h < Pi2< . . < Pii < a . , 

Ph + P h + . . .+  Л  = «

il9i29...,iy indekslar ichida o ‘zaro tenglari ham bo‘lishi mumkin, 
X  izlanayotgan matritsaning berilgan tartibi.

Izlanayotgan X  matritsa quyidagi ko‘rinishda tasvirlanadi:

X  = + H p* Я ^ ^  + t f W J r - 1 (6.34)

bu yerda T - n  -  tartibli ixtiyoriy xosmas matritsa, (6.33) tenglama
ning yechimlar to ‘plamidagi berilgan tartibli izlanayotgan matritsa 
(6.34) formula bo‘yicha chekli sondagi o ‘zaro o ‘xshash matritsalar- 
ga yoyiladi.

M isol 1. Quyidagi tenglama berilgan bo‘lsin.
X m =  0 (6.35)

Agar matritsaning qandaydir darajasi nolga teng bo4Isa, u holda 
matritsa nilpotent matritsa deyiladi. Darajasi nolga teng bo‘lgan ma
tritsaning eng kichik daraja ko‘rsatkichi uning nilpotentlik indeksi 
deyiladi.

(6.35) tenglamaning yechimi nilpotentlik indeksi bo‘lgan 
barcha nilpotent matritsalar bo‘lib, barcha n -  tartibli yechimlar 
quyidagicha ifodalanadi:

rP \ ,P i .....Pr ^rn
\<P \ + P i , + - , + P r = n

(6.36)
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bu yerda T  -  ixtiyoriy xosmas matritsa.
M isol 2: Quyidagi tenglamani qaraymiz:

=  X  (6.37)
Bunday tenglamani qanoatlantiruvchi matritsalar idempo- 

tent matritsalar deyiladi. Idempotent matritsalaming elementar 
bo‘luvchilari Я yoki Л — 1 bo‘ladi. Shuning uchun idempotent ma- 
tritsalami 0 yoki 1 xarakteristik sonli oddiy strukturali (ya’ni dia
gonal ko‘rinishga keltiriladigan) matritsa sifatida aniqlash mum
kin. Berilgan n -  tartbli barcha idempotent matritsalar quyidagi 
ко ‘rinishga ega:

* . 1 4 u u r  ( 6 3 8 )

nti

bu yerda T -ixtiyoriy xosmas matritsa.
Eng quyidagi umumiy tenglamani qaraymiz:

/ ( * )  = 0, (6.39)
bu yerda / ( Я ) - Я  argumentli kompleks tekislikning qandaydir

G sohasidagi regulyar funksiya. Izlanayotgan X  = ||^||. k_x

yechimdan uning xarakteristik sonlari G sohasida yotishini talab 
qilamiz.
/ (я )  funksiyaning G sohasida yotuvchi barcha nollari va ularning 
karralilarini yozamiz:

>••• >

A w algi holdagi kabi X  matritsaning har bir elementar 
bo‘luvchisi

( Л -Л ,) "  { р , £ а , )  

ko‘rinishida bo‘lishi kerak. Shuning uchun:

X  =  т\ллЕ^"] + +  (6.40)
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bu yerda T  -  ixtiyoriy xosmas matritsa.

§5. M a tr itsa li k o ‘p had Ii ten g la m a la r

Quyidagi tenglamani qaraymiz:
A0Xm 4- Â X™  ̂ 4 * .. .  4- Am — 0,
УтА0 + У т~'А + ... + Am = 0

(6.41)

(6.42)
bu yerda A) > A  ,---,Am -  berilganlar, x va у  -  izlanayotgan n-tartibli 
kvadrat matritsalar. A w algi paragrafdagi (6.33) tenglama (6.41), 
(6.42)tenglam alam ingxususiyholiboiib, A. = a iE , a i ,i = l,2 ,...,m  
sonlar bo‘lganda (6.41), (6.42) dan (6.33) kelib chiqadi.

Quyidagi teorema (6.41),(6.42) va (6.33) tenglamalar o ‘rtasidagi 
bog‘lanishni o ‘matadi.

Teorem a 6.4. (6.41 ) va (6.42) tenglamalaming har bir yechimi

skalyar tenglamani qanoatlantiradi .
Isbot. F(X)= Л0Ат + AxAm~x +... + Am matritsali ko‘phadni qa

raymiz. U holda (6.41) va (6.42) tenglamalar F(x)  = 0 = о 
ko‘rinishda yoziladi.

Umumlashgan Bezu teoremasiga asosan, agar X  va Y  bu 
tenglamalaming yechimi bo‘lsa, F(K) ko‘phad chapdan A E - X  
ga o ‘ngdan A E - Y  d a b o ‘linadi:

matritsalaming xarakteristik ko‘phadi. Gamelton -  Keli teorema
siga asosan

g(x)  =  о 

g(X) = A0Am + A 1 +... + Am _

(6.43)
bu yerda

(6.44)

F ( A )  =  Q ( A ) ( A E  - X )  =  (Л Е  -  Y ) Q I (A)

Bundan,
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Д (Х ) =  О Д,(У) = 0

Shuning uchun (6.45) dan g(X) = #(>>) = 0 kelib chiqadi.
Biz (6.41) tenglamaning har bir yechimi darajasi m ' n dan katta 

bo‘lmagan

g W  =  о
skalyar tenglamani qanoatlantirishini isbotladik. Ammo bu tengla
mani berilgan n ~  tartibli matritsali yechimlar to ‘plami o‘zaro 
o ‘xshash bo‘lgan matritsalaming chekli sondagi sinfidan iborat 
bo‘ladi. Shuning uchun (6.41) tenglamaning barcha yechimlarini 
quyidagi ko‘rinishdagi matritsalar orasidan izlash kerak:

т а к 1, (6.46)

bu yerda Д . -ma’lum matritsa bo‘lib, uni normal Jordon shaklga 
ega deb hisoblash mumkin; 7] -ixtiyoriy n -tartibli xosmas matritsa, 
i = 1 ,2 ,,...,n. (6.46) matritsani (6.41) dagi X  ning o‘miga qo‘yib 
T. ni shunday tanlaymizki, unda (6.41) tenglama qanoatlantirilsin. 

Har bir uchun quyidagicha chiziqli tenglamani hosil qilamiz:

A J tD ?  +  A J .D ? -1 + -  +  AmT{ =  0 (/= 1 ,2 , . . . . , « )  (6.47)

(6.47) tenglamadagi Tt yechimni topish uchun taklif qilinadigan 
yagona usul shundan iboratki, matritsani tenglamani Tt matritsa 
elementlariga nisbatan bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi bilan 
almashtirishdir. (6.47) tenglamaning har bir Ti yechimini (6.46) ga 
qo‘yib, (6.41) tenglamaning yechimini hosil qilamiz. Xuddi shun
day mulohazalami (6.42) tenglama uchun ham yuritish mumkin.

K o‘rinib turibdiki, Gamelton -  Keli teoremasi teorema-6.4 ning 
xususiy xoli bo ‘lib, ixtiyoriy A kvadrat matritsa

Л Е - Л  =  0
tenglamani qanoatlantiradi. Shuning uchun teorema-6.4 ga asosan

a (a )=\ajs- a \ = o

Teorema 6.4 ni quyidagicha umumlashtirish mumkin:
Teorem a 6.5. (Fillips teorem asi). Agar juft-jufti bilan o ‘zaro 

o ‘rin almashinuvchi bo‘lgan n -tartibli matritsalar,
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A0X 0 + A lX l +... + АяХ т = 0 (6.48)
(bu yerda А09 Ах Ат -berilgan, п -tartibli kvadrat matritsalar) 
matritsali tenglamani qanoatlantirsa, u  holda bu X 0, X x X m mat
ritsalar quyidagi skalyar tenglamani qanoatlantiradi

g (X 0, X l9...9X m) = 0 , (6.49)
bu yerda

g ( f o A i , - > D  =  \A o £ o + -  +  A J m\ (6.50)
Isboti.

A £J  = ||Л (6> A .-A J lL  = A£o + AA + •••■+ AJm
deb olamiz, bu yerda £09£19. . ; £ m -skalyar o‘zgaruvchilar bo‘lib, 

shu skalyar o ‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli 
shakl (i,k=l,2,...,n).

>£т ) =  |/**0эо>£р-*->£m) j /k=1 orqali F matritsa uchun 

yopishgan matritsani belgilaymiz. Bu yerda f ik |F (£0, £ ,...,£*)! an- 
iqlovchidagi Л./ elementning algebraikto‘ldiruvchisi (i,k=l,2,...,n). 

U holda matritsaning har bir f uk (i,k=l,2,...,n) elementi

£o>£i >•••>£m larga nisbatan darajali bir jinsli ko‘phad

bo‘ladi, shuning uchun F  ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin: 
p  = £  = n _  - f t

jo+j\+-+Jm

bu yerda -qandaydir n -tartibli o ‘zgarmas matritsa.

F  matritsaning ta’rifidan quyidagi ayniyat kelib chiqadi:

F F  =
Bu ayniyatni quyidagicha yozamiz:

F=  Z  =Vi .. jJA o fo+ A Z  +
(6.51)

(6.51) ayniyatning chap tomonidan o‘ng tomoniga o ‘tish qavs- 
lami ochish va o ‘xshash hadlarga keltirish yo‘li bilan amalga

oshiriladi. Bunda ^o » ^ p ," , ^ » 'am i o ‘zaro o ‘rinlarini almashtirish-
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ga to‘g ‘ri kelib, bulami A- va F , . . matritsali koeffisiyentlar
Jo 1 >'"*Jm

bilan obrinlarini almashtirmaslikka to ‘g ‘ri keladi. Shuning uchun

(6.51) o ‘z kuchida qoladi, agar >•••>£„, lami o ‘zaro o ‘rin
almashinuvchi X , , X y.....X  matritsalar bilan almashtirsak:U '  1 7 7 тп

Z  =.-> (Ao * o + A * ,  + AmX m) X t X ( ' . . . X ’;  = g { X 0,X„. . . , Xm)
jo+J\+~+jm

(6.52)
Ammo bunda A0X 0 + AxX x + AmX m = 0 shart bajarilishi kerak 

bo‘ladi. U holda (6.52) dan g ( X 0, X lf... ,Xm) = 0 n i hosil qilamiz. 
E slatm a 1. Agar, (6.48) tenglama

A0X 0 +  AxX  j +  AmX m =  0 (6 5 3 )

tenglama bilan almashtirilsa, teorema 6.5 o ‘z kuchida qoladi. 
Haqiqatan, teorema 6.5 ni

AT0X 0 + ATxXx+ A TmX m = 0

tenglamaga qo‘llash mumkin, so‘ngra bu tenglamadan hadlab, tran
sponirlangan matritsaga o ‘tish mumkin.

E slatm a 2. Agar X 09X x>...9X mla.r sifatida X m9X m~l9...9X 9E  
lami olsak, Teorema 6.4 , Teorema 6.5 ning xususiy holi sifatida 
kelib chiqadi.

§6. X osm as m a tr its a d a n  m -d a ra ja li  ild iz  ch iq a rish

Quyidagi tenglamani qaraymiz:
x m = A  (6.54)

bu yerda A  -berilgan , X  -  izlanayotgan n -  tartibli matritsalar, m -  
butun musbat son.

Bu paragrafda \d\ *  0 bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda A mat
ritsaning barcha xarakteristik sonlari noldan farqli bo‘ladi.

A  matritsaning elementar bo4luvchilarini

( Я - Я 1Г , ( А - Я 2Г , . . . , ( Я - Я и) л  (6-55)

lar orqali belgilab, A  matritsani quyidagicha Jordon shakliga 
keltiramiz:
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A = UAU-1 = и ( Л 1Е1+ Н 1,...,ЛиЕи + H u)U~l (6.56)

Izlanayotgan X  matritsaning xarakteristik sonlarini m -darajali 
A  matritsaning xarakteristik soniga teng bo‘lgani uchun X  mat
ritsaning xarakteristik sonlari ham noldan farqli bo‘ladi. Shuning 
uchun bu xarakteristik sonlarda / (A) =  /Г  dan olingan hosila nolga 
aylanmaydi.Ammo bu holda X  matritsaning elementar bo‘luvchi- 
lari X  matritsani m -darajaga ko ‘targanda yoyilmaydi. Bundan 
kelib chiqadiki, X  matritsaning elementar bo‘luvchilari quyidagi- 
lar bo‘ladi:

(6.57)

bu yerda E,™ =  Ay. € j =l \[^j О = 1,2,..., л) e

Endi ni quyidagicha aniqlaymiz. A -tekislikda
markazi Ay. nuqtada bo‘lib, nolni o ‘z ichiga olmaydigan doira ola-

miz. Bu doirada л/А fimksiya ya’ni m ta ajralgan tarmoqlariga ega 
bo‘lamiz. Bu tarmoqlarini doira markazida qabul qiladigan qiymat-

lariga qarab ajratish mumkin. л^Я bilan Ay. nuqtada izlanayotgan 
X  matritsaning hj xarakteristik soni bilan ustma-ust tushadigan 
qiymatni qabul qiluvchi tarmoqni belgilaymiz va shu tarmoqdan

kelib chiqib, quyidagi qator yordamida + ^ j  dan olingan
funksiya’ni aniqlaymiz:

I--------------- -  1 —1 1 1 (  1 ^ “ 2
= % E j + - %  H j  + —  1 

v m 2 \ m \ m  у

(6.58)

Qaralayotgan у[Л funksiyadan Яу. olingan hosila nolga teng

emas, u  holda (6.58) matritsa faqat bitta ( X - A j ) Pj elementar 
bo‘luvchiga ega bo ‘lib,

( j  = 1,2,..., и)
Bundan kelib chiqadiki,

\El + H X 9̂ [Л2Е2 + H 2 ,<...,^ЛиЕи + H u |
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kvazidiagonal matritsa (6.57) , ya’ni izlanayotgan X  matritsa ele
mentar bo‘luvchilariga ega. Shuning uchun shunday T xosmas mat
ritsa mavjudki, unda

x  = r f o M ,  + H, , iX ,E ,  + H , 4 X . E .  + H. y - '

(6.59)
T matritsani aniqlash uchun (\/X )m = Я ayniyatdagi Я ning 

o ‘miga +  ^J  , ( j  ~  ni qo‘yib,

(*lA/E i + H i ) m = Л ; Е . + Н ,  a  - I ?  n) v J J '  j  у  -  ni hosil

qilamiz.
(6.54) va (6.59) dan quyidagi kelib chiqadi:

A = T{X,Ex + t f ,, A2E2 + H 2.... . AUEU + H u }T~x

(6.60)
(6.56) va (6.60) dan quyidagini topamiz:

T  =  U X -
A (6.61)

bu yerda X  ~ - A  matritsa bilan о4rin almashinuvchi, ixtiyoriy xos

mas matritsa ( ^  a ning ifodasi 2§ da keltirilgan).
(6.61) ni (6.59) ga qo‘yib, (6.54) tenglamani barcha yechimlarini 

o ‘z ichiga oluvchi formulani hosil qilamiz:

*  = UX-A + Hi , ^ E 2 + H2..... f a E ,  +  tf„} X j u - '

(6.62)
(6.54) tenglamaning barcha yechimlarini A  matritsaning m da-

mf~A • •  •  тГ~Аrajali ildizi deb, ko‘p qiymatli simvol bilan belgilaymiz. * л  
umumiy holda A matritsaning funksiyasi bo‘lmaydi, ya’ni, A ning 
ko‘phadi ko‘rinishida tasvirlanmaydi.

Eslatm a. Agar A matritsaning barcha elementar bo‘luvchilari 
juft-jufti bilan o ‘zaro tub, ya’ni, А1А29...9Ли sonlar har xil bo‘Isa, 
X 2 matritsa quyidagicha kvazidiagonal ko‘rinishga ega bo‘ladi:

Х ~ = { Х „ Х 2, ~;Х. }

bu yerda X j  matritsa AjE j +  H j  matritsa bilan o ‘rin almashinuv-
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chi, demak, AjE j +  H j ning ixtiyoriy funksiyasi bilan, xususiy hol

da yj^jEj  +  H j  bilan o ‘rin almashinuvchi bo‘ladi (J  =  1,2,..., n)
. Shuning uchun bu holda (6.62) quyidagicha bo‘ladi:

*  = u\$]AlEl + Н 1,^А2Е2 + H 2 ......p uEu + H u)j - '

Shunday qilib, agar A  matritsaning elementar bo‘luvchilari 

juft-jufti bilan o ‘zaro tub bo‘lsa, X  = y[A uchun formulada faqat 

diskret ko‘p qiymatlilik bo‘ladi. Bu holda ixtiyoriy л1~А qiymatni 
A  ning ko‘phadi sifatida tasvirlash mumkin.

Misol. Quyidagi matritsaning barcha kvadrat ildizlarini toping:
1 1 0 

1A = 0 0

0 0 1

y a’ni, X  = A tenglamaning barcha yechimlarini toping.
Bu holda A matritsa Jordonning normal ko‘rinishiga ega. Shun

ing uchun (6.62) da A = A , U = E deb olish mumkin X~ ma
tritsa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

a b с 

0 a  0 

O d e

bu yerda Ь, с, с/, e  _  ^ й у о п у  parametrlar. 
(6.62) formula quyidagi ko‘rinishni oladi:

a b с \s £ O' 2 a b с
X = 0 a 0 0 £ 0 0 a 0

.0 d e. 0 0 rj_ .0 d e.
Sz =  7\Z =  1

(6.63)

X  ni o ‘zgartirmay, (6.62) formulada л ni shunday skalyarga

ko‘paytirish mumkinki, unda =   ̂ bo‘ladi. Bu qaralayotgan
2 ”2 holda a e  =  1 tenglikka olib keladi, bundan e  =  a  .
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X~i matritsaning elementlarini hisoblaymiz. Buning uchun X~ 
koeffitsiyentilaridan tuzilgan matritsada chiziqli almashtirishni yo
zamiz:

y x = ax{ + bx2 •+■ cxv
У2 = axr  

Уз = dXi + 0,2 xy 
Bu sistemani X l9X 2, X 3 ga nisbatan yechib, quyidagi teskari 

almashtirishni hosil qilamiz:
x, = a~ly 1 -  { a 2b - d  ) y 2 -  acy3

9

= а ~ХУг

хз =  - a d y 2 + a 2y 3

Bundan,

a b с
-l

a -1 d  -  a"2b - a

X 2 = 0 a 0 = 0 a 4 0

0 d a ' 2 0 - d a 2

bo‘lib, (6.63) dan

s  ( e -  r\)acd + ̂ агс(т]-£)
£

e  ( s - r j ) w  + — ( t j - £ ) v

X  = 0 £ 0 = O s  0

0 (£-Tj )d 4 n 0 (S-7))W 77

(6.64)
v = a 2c, w = a~ld

Demak, X  yechim ikkita V va w  ixtiyoriy parametrlar va ik
kita £  va *1 ixtiyoriy belgilarga bog‘liq.
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Bu paragrafda \A\ = 0 holni qaraymiz.
Bu holda ham \A\ Ф 0 holdagi kabi A  matritsani quyidagicha 

Jordonning normal shakliga keltiramiz:

A = + H M 9...9AuE lp-) + H (p' \ H M 9H (qi)9...9H iqt))U’1

(6.65)
bu yerda (A — Al ) P l (Л — Au ) Pu - A  matritsaning nolmas

xarakteristik sonlariga mos elementar bo‘luvchilari, Agi, A4 1 A4t 
esa nolli xarakteristik sonlarga mos elementar bo‘luvchilari.

U  holda
A = U{Al,A1p - 1 (6.66)

bu yerda
Ax ={я1£ (р,)+ Я (/,,),...,Яи£ 1/,“) + Я (;7-)} л 2 = { //ы , Я (*2),. . . ,Я ы }

(6.67)

ko‘rinib turibdiki, Ax-  xosmas matritsa, ya’ni, ^  0  , A2 esa 
nilpotentlik indeksi И =  n ia x (^ j , q2 q t ) bo‘lgan nilpotent m a
tritsa, ya’ni, A2 = 0 .

Berilgan (6.54) tenglamadan kelib chiqadiki, A  matritsa iz
lanayotgan X  matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi, demak, unga 
o‘xshash bo‘lgan quyidagi matritsalar bilan ham o‘rin almashinuvchi: 

W A U =  {Al4 2} va W X U  (6.68)
2§ dagi teorema 6.3 da isbotlanganidek, (6.68) matritsalaming

o ‘rin almashinuvchanligidan va Ax va A2 matritsalami umumiy 
xarakteristik sonlarga ega emasligidan kelib chiqadiki, (6.68) ning 
ikkinchi matritsasi mos ravishda kvazidiagonal shaklga ega.

U'l X U = { X :,X 2} (6.69).
(6.54) tenglamadagi A va X  matritsalami ularga o ‘xshash 

bo‘lgan

{а л } у А ^ , х 2)
matritsalar bilan almashtirib, (6.54) tenglamani quyidagi ikkita 
tenglama bilan almashtiramiz:

X ” = Ax. (6-7°)

§7. Xos matritsadan m -darajali ildiz chiqarish
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Х ? = А 2 (6.71)
\АХ\ Ф 0 bo‘lgani uchun (6.70) tenglamaga aw alg i paragrafdagi 

natijalami qo‘llab, X x ni (6.62) formula bo‘yicha topamiz:

X x =  X Ai + H (P2), . . . . ,^ A UE IPJ + Н (Ры) ] х л ~'

(6.72)
Shunday qilib, (6.71) tenglamani qarash qoldi, ya’ni:

4 = {//«■>,я<«’>... нш} (6 73)
Jordonning normal shaklsiga ega bo‘lgan,

/г =  max(ql9q29...9qt ) nilpotentlikindeksli A2 nilpotentlikm a
tritsaning m -darajali barcha ildizlarini tanish bilan shug‘ullanamiz.

A 2 = 0  va (6.71) dan

X ? "  =  0

Bu oxirgi tenglikdan ko‘rinadiki, X 2 izlanayotgan matritsa Y 
nilpotentlik indeksli nilpotent matritsa bo‘lib, m(ju - 1) < Y < тц  
X

2 matritsani Jordon shakliga o ‘tkazamiz:

X 2 (6.74)
(v1,v 2, . . , v l ^ ^ ) i

(6.74) tenglikni ikkala tomonini m -darajaga ko‘tarib, quyidagini 
hosil qilamiz:

A 2 = X 2m , [ H ^ T  (675)

[ i / (v)]m matritsa qanday elementar bo ‘luvchilarga ega ekanligi
ni aniqlaymiz.

H - e lfe2,...9ev bazisli V -o‘chovli vektor fazodagi m at

ritsali chiziqli operator bo‘lsin. matritsaning ko‘rinishinidan 
kelib chiqadiki,

H e x =  0 , H e 2 =  e l9...9H e v =  e v_L _  J 6 .7 6 )  
Bu tengliklar ko‘rsatadiki, H  operator uchun el9e29...9ev vek

torlar elementar bo4 luvchiga mos Jordoncha vektorlar zanjirini 
tashkil qiladi.
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(6.76) tengliklami quyidagicha yozamiz:
Hes = (j  =  1,2,..., v, ё0 =  0)

Bundan ko‘rinadiki,
Н тё] = ёу._и O' =  1,2,...,v, ё0 =  ё, = ... =  ё_т+1 = 0) (6.77)

v sonini quyidagicha yozamiz:
v = km + r (r  < m), 

bu yerda k, r  butun manfiymas sonlar. bazis vektorlami
quyidagicha joylashtiramiz:

(6.78)

B ujadvalda m ta ustun bo‘lib, birinchi r  ta ustunda k  + 1 ta 
vektor, qolgan ustunlarda к ta vektorlar bor. (6.77) tengliklardan 
ko‘rinadiki (6.78) jadvalning har bir ustunidagi vektorlar sistemasi 
H  m operatorga nisbatan vektorlaming Jordon zanjirini tashkil cta- 
di. Agar (6.78) dagi vektorlami satrlar bo‘yicha ketma-ket raqam- 
lanishini ustunlar bo‘yicha qilib olsak, u holda hosil qilingan yangi

bazisda H m operatoming matritsasi quyidagicha normal Jordon 
shakliga ega b o ‘ladi:

e l * 2 -

e m+ 1 e m+2 —  *2m

e (k-\)m+\ e (k-l)m+2 • • •  h

e bt +1 e ht +2 ^kl +x

bundan,

[ H (v) Г  =  p Vtm { #  (*+ I ) я  (*+1) }pv.m-1

(6.79)
p

bu yerda bir bazisdan boshqa bazisga o ‘tish matritsasi v,m quyidagi 
ko‘rinishda bo‘ladi:
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р. . .  =v,m

m a

1 0 ... 0 0 ........

0 0 ... 0 1

• ... .

0 0 ... 0

о 
:

1 ...

° 
j

(6.80)

H v matritsa bitta A elementar bo‘luvchiga ega bo‘lib, H x ni тп 
-darajaga ko‘targanda bu elementar boiuvchi deyiladi. (6.79) dan

ko‘rinadiki [ H ^ ] m matritsa quyidagi elementar bo‘luvchilarga ega:

4(k+l) jk+1 *{k) 7{k)
Л  , . . . , A  ,  A  , . . . ,  AV-------- --------- ' V-------v-------/

гй m-rti

Endi (6.75) tenglikka qaytib,
V, =  Ar,.m +  r„ (0 < r. <  m, kt >  0 , i  =  1,2 (6.81)

deb olamiz.
U holda (6.79) ga asosan (6.75) ni quyidagicha yozamiz:

r, ft m - г ,  & r2 ft m - f j  ft

(6.82)
bu yerda P = {PVu„,PVi_m,...,PVtJH} .

(6.82) ni (6.73) bilan solishtirib ko‘ramizki, 
Я (А,+1),...,Я(4,+1),Я (*,),...,Я(*,),Я (*а+1)>...,Я (Л2+1),Я (*2),...,Я (̂ )...

kataklar tartibigacha aniqlikda

Я (,1), Я (,1),.. . ,Я Ы
kataklar bilan ustma-ust tushishi kerak.

Av' ,AV2 ,.. . ,AVl elementar bo‘luvchilami X 2 uchun mumkin

(6.83)

(6.84)
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bo‘lgan deb aytamiz, agarda matritsani rn -darajaga ko‘targandan 

so‘ng bu elementar bo‘luvchilar yoyilib, A  matritsaning berilgan 
Лд' ,Я42 ,...,Я*' elementar bo‘luvchilari sistemasini yuzaga keltir- 
sa. Elementar bo‘luvchilaming mumkin bo‘lgan sistemasi soni har 
doim chekli b o 4 ladi, chunki

m ax(v1,v 2,...,v 3) < m / i ,  Vj + v2 +  ...+  v3 = n 2, (6.85)

bu yerda n2 - A 2 matritsaning (darajasi) tartibi.
Har bir mumkin bo‘lgan elementar bo‘luvchilar sistemasi 

Я \ Я У2,...,Я Уз uchun (6.71) tenglamaning mos yechimi mavjud

ekanligini ko‘rsatamiz va bu yechimlami aniqlaymiz. Bu holda 

shunday almashtiruvchi ^  matritsa mavjudki, unda

{Я(*,+,),...,Я(*1+1),Я (*,),...,Я(**),Я (*2+1),...,Я(*2+1),Я (Аа),...,Я(*а)...} = е ' 1Л е
(6.86)

Q  matritsa kvazidiagonal matritsadagi kataklaming o ‘rin al- 
mashinishini amalga oshiradi. Shuning uchun Q  matritsani m a’ium 
deb hisoblaymiz. (6.86) ga asosan (6.82) dan quyidagini hosil 
qilamiz:

a 2 = t p q xa 2q f xt \
Bundan,

TPQ4 = X A

yoki
T = XA2Q F 1 (6.87)

bu yerda X ^  - A2 matritsa bilan okrin almashinuvchi ixtiyoriy mat
ritsa.

(6.87) ni (6.74) ga qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

X 2 =  X AiQP~x { # (Kl), t f ( W j ) (6-88)

(6.69), (6.72) va (6.88) dan barcha izlangan yechimlami o ‘zida 
saqlovchi umumiy formulani hosil qilamiz:
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+ Я (Л).....+ H W ,HW .......................H ^ X ^ P Q - X ^ U - '

(6.89)
Shuni aytib o ‘tish kerakki, xos matritsaning m -darajali ildizi 

har doim ham mavjud bo‘lavermaydi. Uni mavjudligi X 2 matritsa 
uchun mumkin bo‘lgan elementar bo‘luvchilar sistemasini mav- 
judligiga bog4liq.

Tekshirib ko‘rish mumkinki,
X m = H (P) 

tenglama m > \ , p > l  da yechimga ega emas.
M isol.

X  = U{X^,QP-1}

0 1 0

A = 0 0 0

0 0 0

matritsani kvadrat ildizdan chiqaring, ya’ni:
X 2 =  A

tenglamani barcha yechimlarini toping.
Bu holda A = A2, X  = X 29 m = 2 ,/ =  2 ,qx = 2 ,q 2 =  1. X mat

ritsa faqat bitta Я elementar bo‘luvchiga ega bo‘lishi mumkin. 
Shuning uchun, S =  l,Vj =  3 , k x =  1, rx = 1  va

1 0 0

Р  = Рг,г = 0 0 1 = P - \  Q = E

0 1 0

Bundan tashqari, aw alg i misoldagi kabi (6.88) formulada

a b с a ' 1 d  - a ~ 2b - a

0 a 0 II*#4 0 a~x 0
0 d аГг 0 - d a 2

deb olish mumkin.
Bu formuladan quyidagini hosil qilamiz:
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0 a P
X = X = X J7 = X J7?m H<3> PX -• =2 A 2  A  2 A 2 0 0 0

0 fi' 0

bu yerda a = -car1 -a2d va fi = a 3-  ixtiyoriy parametrlar.

§8. Matritsa logarifmi

Quyidagi matritsali tenglamani qaraymiz:

e X =  A  (6*90)
Bu tenglamaning barcha yechimlarini A  matritsaning 

logarifmi (natural) deb, uni In A dek belgilaymiz.
A  matritsaning Яу. xarakteristik soni X  matritsaning xara

kteristik soni bilan Я;. = e J formula orqali bog‘langan, shuning 
uchun, agar (90) tenglama yechimga ega bo‘Isa, u holda A  matrit
saning barcha xarakteristik sonlari noldan farqli bo‘lib, A  xosmas 
matritsa (И |*0 ) bo ‘ladi. Demak, ( И * 0 )  shart (6.90) tenglama 
yechimi mavjudligi uchun zarurdir. Bu shart yetarli ham bo‘lishini 
keyinroq ko‘ramiz.

|«4|*0 bo‘lsin. A  matritsaning elementar bo‘luvchilarini yoza- 
miz:

( Я - Я ^ ( Я - Я ^ . . . . Л Я - Ч Г ‘

(Л19Л29....9Ли * 0 , P l + p 2 +. . .  + p u = n )  (691)
Bu elementar bo ‘luvchilarga mos ravishda A  matritsani Jor- 

donning normal ko‘rinishiga keltiramiz:

A  =  U A U ~ X =  u [ x , E {p°  +  t f ( A ) ,AuE l A) +  Я (А) jc/" 1
(6.92)

M a’lumki, e 4 funksiyaning hosilasi £  ning barcha qiymatlarida 
noldan farqli, shuning uchun X  matritsadan ex = A matritsaga 
o ‘tishda elementar bo‘luvchilar yoyilmaydi, ya’ni, X  matritsa qu
yidagi elementar bo‘luvchilarga ega bo‘ladi:

(я -  ^ )л , (я -  $2)P 2 (я -  &  ) л , (6.93)
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bu yerda Яу =  e4j j  - 1,2,..., и , ya’ni £y InA. ning qiymatlaridan 
biri bo‘ladi.

Я o‘zgaruvchili kompleks tekislikda markazi Ay nuqtada b o i-  
gan |Яу| dan kichik radiusli doirani olamiz va / ,  W  = h  Я orqali 

h  ^  funksiyaning qaralayotgan doiradagi shunday tarmog‘ini ol- 
am izki,u Яу nuqtada X  matritsani £ j ( j  =  1,2,..., w ) xarakteristik 
soniga teng qiymatlami qabul qilsin. Shundan so‘ng faraz qilamiz:
In(AjE (Pj) + H (Pj)) = f J(AJE (Pj)+ H iPj)) = h AjEiPj) + t f H {Pj) + ...

(6.94)
In Л dan olingan hosila (Я  tekislikning chekli qismida) hech 

qayerda nolga aylanmaydi, u holda (6.94) matritsa faqat bitta

(A — Zj Y J elementar b o ‘luvchiga ega bo‘ladi. Bunga asosan quyi
dagi kvazidiagonal matritsa

+ H iP ,) ) ......+ Я (Л ))} (6.95)
va X  izlanayotgan matritsa xuddi shu elementar bo‘luvchiga ega. 
Shuning uchun shunday T matritsa mavjudki, unda 

Х  =  Т§п{Л1Е м  + H (p')) , . . . M ( K E ip' ) + Н ш ) \ г - Х (6.96)

T matritsani aniqlash uchun quyidagini qaraymiz:
A = e x  =  г{1п{Я,£:(л) + Я (л)),...,1п(Я1)£ (л )  + Н (р-))]г-'

(6.97)
(6.97) va (6.92) lami solishtirib, quyidagini topamiz:

T = UXi  (6.98)
bu yerda X ~  -Д  matritsa bilan o ‘rin almashinuvchi ixtiyoriy 

matritsa. (6.98) dan topilgan T uchun ifodani (6.96) ga qo‘yib, mat
ritsaning barcha logarifmini o ‘z ichiga oluvchi umumiy formulani 
hosil qilamiz:

X  = UX-A {1п(/11£ (л) + H W 1 п Я ^ А))} J f r 'c r 1

(6.99)
Eslatm a. Agar A  matritsaning barcha elementar bo‘luvchilari 

o ‘zaro tub bo‘lsa, u holda (6.99) formulaning o‘ng tomonidagi X~  
va X ~ 1a ko‘paytuvchilami tashlab yuborish mumkin.
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Qachon haqiqiy xosmas A  matritsa haqiqiy X  logarifmga 
ega b o ‘lishini aniqlaymiz. Izlanayotgan matritsa p  + in  xara
kteristik songa mos bir nechta elementar bo‘luvchilarga ega 
bo‘lsin: ( A -  p - i / r ) qi , . . . , ( A -  p  — i7c)4‘ . X  matritsa haqiqiy 
bo‘lgani uchun u qo‘shma elementar bo‘luvchilarga ham ega:
(Л -  p  +  i n ) 4' -  p  +  i n ) 4' . X  matritsadan A  matritsaga 
o ‘tishda elementar bo‘luvchilar yoyilmaydi, ammo, p  + in , p - i n  
xarakteristik sonlar е р*1Я =  е р~1Л =  e p =  /л >  0  son bilan alma- 
shadi. Shuning uchun A  matritsa elementar bo‘luvchilari siste- 
masida manfiy xarakteristik songa mos keluvchi har bir elementar 
bo‘luvchi (agar mavjud bo‘lsa), juft son marta takrorlanadi. Endi 
bu zarururiy shartni yetarli ham ekanligini isbotlaymiz, ya’ni A - 
haqiqiy xosmas matritsa faqat va faqat shu holda X  haqiqiy logar
ifmga ega bo‘ladi, agarda A  matritsa manfiy xarakteristik sonlarga 
mos elementar bo‘luvchilarga ega bo‘lmasa, yoki (agar mavjud 
bo‘lsa), bunday elementar bo‘luvchilar juft son marta takrorlansa.

Haqiqatan, bu shart bajarilgan bo‘lsin. U holda (6.94) formu- 
laga mos (6.95) kvazidiagonal matritsada haqiqiy va musbat 
bo‘lgan kataklarda In ki uchun haqiqiy qiymatlarini olamiz, agar

qandaydir katak kompleks Яп ga ega bo‘Isa, u holda xuddi shunday 
o ‘lchovli boshqa katak topilib, bu katakda in /  va In kg uchun komp
leks qo‘shma qiymatni olamiz. Har bir katak shartga ko‘ra (6.98) 
da ju ft son marta takrorlanadi. U holda bu kataklaming yarmida 
1пхл = In \kk\+iK9 qolgan yarmida esa Inkk = In - in deb olamiz. 
U  holda kvazidiagonal matritsaning diagonalidagi elementlari yoki 
haqiqiy, yoki qo‘shma kompleks bo‘ladi. Ammo bunday kvazidiago
nal matritsa har doim haqiqiy matritsaga o ‘xshash bo‘ladi. Shuning 
uchun, shunday 7j ( jr j  Ф O) xosmas matritsa mavjud bo‘ladiki, 
unda

X x = T ^ { \ E (P') + Н (р0),...,ЩХиЕ {р') + H (p' )) ] r ; x

matritsa haqiqiy bo‘ladi. Ammo bu holda quyidagi matritsa ham 
haqiqiy bo‘ladi:
A , = e x' = 7 '1{ln{;i1£ 0’,) + H (p')),...,\n(XuE lp‘) + Я (р") )}г1''1

(6.100)
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(6.100) va (6.92) lardan ko‘rinadiki, A  va A1 matritsalar o‘zaro 
o‘xshash. Ammo ikkita o4zaro o kxshash matritsalar, qandaydir haqiqiy 
xosmas W  -matritsa yordamida bir-biriga almashtirilishi mumkin:

A = WAXWA = Wex>W-' = e^ i r ':
U  holda X =  WX{ W~l matritsa A  matritsaning izlangan haqiqiqy 

logarifrni bo‘ladi. <

M a sh q la r:

1. Agar A = PJP~l va В - QJQA bo‘lib JJ,  - matritsalar Jordonning 
normal shaklida bo4 Isa, u holda Y = XQ bo‘lganda AX+XB=0 
(X uchun) va JY+Y/=0 (Y uchun) ekvivalent ekanligini isbotlang,

2. Agar A matritsa har xil xos qiymatlarga ega bo ‘lsa, u holda A 
bilan o ‘rin almashinuvchi matritsa sodda matritsa bo‘ladi.

3. Agar f  funksiya A matritsa spektrida aniqlangan b o isa , u 
holda f(A) va A matritsalar o ‘zaro o ‘rin almashinuvchi bo‘lishini 
aniqlang.

4. Agar A- har xil xos qiymatli normal matritsa b o ‘lsa, u holda A 
bilan o ‘zaro o ‘rin almashinuvchi har bir matritsa normal bo ‘lishini 
isbotlang.

5. Agar JY=YJ va J=л/ -t- Hn bo‘Isa, u holda

У1 Уг З ’з -  У»
0 Уг -  Уп- i

3;i  Уг
0 0 у х

ekanligini ko‘rsating.
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VII BOB .

KVADRATIK SHAKLLAR VA ULARNING TATBTQLARI

§1.1. Kvadratik shakllarda o‘zgaruvchiIarni almashtirish.

T a’r if  7.1. K vadratikshakldebnta x l , x 2,...9x n o ‘zgaruvchilar- 
ga nisbatan ikkinchi darajali bir jinsli ko‘phadga aytiladi.

Kvadratik shakllami har doim
n

X  °ikXiXk К  = a,k- *.*= 1 1 .....”)
iyk

ko‘rinishida tasvirlash mumkin, bu yerda A  =  
simmetrik matritsa.

*  =  О Х, х 2 , . . . , х п) т

deb belgilasak, kvadratik shaklni quyidagicha yozishimiz mum
kin bo ‘ladi:

x T Ax  =  V  a. tx.x.
^  ’ a  n/,*=l . (7.1)

Agar A haqiqiy simmetrik matritsa bo‘lsa, u holda (7.1) shakl
haqiqiy deyiladi.

A  matritsaning aniqlovchisi

И = к Г ,* = 1

(7.1) kvadratik shaklning determinanti deyiladi. Agar 
\ A \  =  О

bo‘lsa, (7.1) shakl singulyar deyiladi.
Har bir kvadratik shaklga quyidagicha bir chiziqli shakl mos 

keladi:
n

x TAy =  ]T  ai kXixk , (7.2)
i,k= 1

bu yerda A  < X  — ,

У  =  ( У 1 , У г , - ’ У п У
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Agar Xх , x 29...9x e9y x 9y 2 9...9y m lar ustun matritsalar bo‘lib, 
cl9c29...9ce9d l9d2...9dm larskalyar sonlar bo‘lsa, quyidagi teng
lik o ‘rinli bo‘ladi:

! > '  A  Z d j y J = Z  Z c id j ( x ‘ ) T A y i  (7-3) 
V 1=1 J V J=l /  i=l J=l

Agar n o ‘lchovli yevklid fazosida A  operator berilgan 
bo‘lib, bu operatorga qandaydir e\9e i 9...,en ortonormallashgan 
bazisda

A= (#,*>*)

matritsa mos kelsa, u holda ixtiyoriy
_ n _  _ n _

* = Z  у i e ‘
1=1 /=1

vektorlar uchun quyidagi ayniyat o ‘rinli bo ‘ladi 

х Г =  (л*, .y ) =  (x, A y )
Xususiy holda

x A x =  (a x , x ) = ( x , A x )

bu yerda d i h =  ( A e i 9e k ] , ( / ,к  =  1 ,2 ,...,& ).
Endi o‘zgaruvchilami

n

Х =  ^ л £ к, 1 = 1 , 2 , . . . , П  (7.4)
*=1

yoki

x  =  T£, T =  ( t iky  , t=1 X =  (*! x2, x„ ) r  J  =  ( £ , £ ) r

(7.41)
ko‘rinishda almashtirganimizda (7.1) kvadratik shakl koeffitsi' 
yentlaridan tuzilgan matritsa qanday o ‘zgarishini qarab chiqamiz.
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\

Buning uchun (7.41) ni (7.1) ga qo‘yib, quyidagicha hosil 
qilamiz:

x TA x  =  ( T £ ) T A T £  =  f T TAT%  =  < f A%

bu yerda

(7.5) formula

A =  Г  AT (7.S)

1,̂ =1

almashgan kvadratik shaklning

^  =  {а, к У  i,k=l

matritsasini ifodalaydi. (7.5) dan
I i i t  i2
\A =  А Ш

(7.6) 
kelib chiqadi.

Ta’r if  7.2. (7.5) tenglik bilan bog‘langan ^  ^  ikkita 

А
A v a л  matritsalar kongruyent deyiladi.

Shunday qilib, har bir kvadratik shakl bilan, juft-jufti bilan 
kongruyent bo‘lgan matritsalar sinfi bogMangan. Bu matritsalar 
bir xil rangga ega bo‘lib, bu rang qaralayotgan kvadratik shaklning 
rangi bo ‘ladi. Bu matritsalar sinfi uchun invariant rang bo‘ladi.

§2. In e rs iy a  q o nun i

Har bir xT Ax kvadratik shaklni cheksiz ko‘p usul bilan quyidagi 
ko‘rinishga keltirish mumkin:

х тЛ х  =  ^ Г а , Х 21
■'=' (7.7)

bu yerda ^  0 , i  =  1,2, . . . ,T va

k=\
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x l9x 29. . .9x no ‘zgaruvchilaming o ‘zaro chiziqli bog‘liq bo ‘l- 
magan haqiqiy chiziqli shakllari (r  < ri) .

£  £  £y 9 9 *n - yangi o ‘zgaruvchilaming birinchi г tasi 
x x, x 2 x n o ‘zgaruvchilar bilan

$ = X i9 i =  1 ,2 , . . . , r

formulalar bilan bog iangan  xosmas almashtirishni qaraymiz. U 
holda yangi o ‘zgaruvchilarda

x TAx =  ZTAZ =  f j atZ2l
i=\

bo‘lib,
A = d i a g ( a l a2 . .. ,ar , 0 ,...,0 )

bo‘ladi.

Ammo A  matritsaning rangi r ga teng. Demak, (7.7) 
ko‘rinishdagi kvadratlar soni har doim shaklning rangiga teng 
bo‘ladi.

Quyidagi teorema (7.1) kvadratik shaklni har xil usullar bilan
(7.7) ko‘rinishga keltirganimizda, nafaqat kvadratlar soni, balki 
musbat va manfiy kvadratlar soni ham o ‘zgarmasligini ko‘rsatadi.

Teorema 7.1. (Kvadratik shakllarning inersiya qonuni).
(7.1) haqiqiy kvadratik shaklni (7.7) o ‘zaro b o g iiq  bo‘lmagan 
kvadratlar y ig ‘indisi ko‘rinishida ifodalashda musbat kvadratlar 
soni va manfiy kvadratlar soni ko ‘rsatilgan ko‘rinishga keltirish 
usuliga bog‘liq emas.

Isboti. (7.1) kvadratik shakl (7.7) ko‘rinish bilan birga yana 
quyidagicha o ‘zaro bog‘liq bo‘lmagan kvadratlar yig‘indisi 
ko‘rinishiga keltirilgan bo‘lib,

г

i=l

a , > 0, a2 >  0 > 0 , a M < 0 ,...,ar < 0,

> 0 ,b2 > 0 ,...,bg > 0 ,bg+l <  0 ,...,br < 0 

b o ‘lsin. Faraz qilaylik, h^g, masalan, h<g. U holda
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2 > л 2 = £ а д ! (7.8)
i=l /=1

X  Xayniyatda х 1Ух 2 , . . . , х п o ‘zgaruvchilarga h+\>—> г shak- 
llam inghechbo‘lmaganda bittasi nolga aylanmaydigan va quyida
gi r-(g-h) ta tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi qiymatlar 
beramiz:

X , = 0 , X 2 = 0 , . . . , X n = 0 J g+l = 0 ,. . . ,7 2 = 0  (7.9)

0 ‘zgaruvchilaming bunday qiymatlarida (7.8) ayniyatning 
chap tomoni

Z  ° jxj2 < 0
у=л+1

ga, o ‘ng tomoni esa

Z  ЬкУк > 0k=l
ga teng* bo‘ladi.

Shunday qilib, h^g degan farazimiz bizni qarama-qarshilikka 
olib keladi.

Ta’r if  7.3. (7.1) kvadratik shaklni o ‘zaro bog‘liq bo‘lmagan 
kvadratlar yig‘indisi ko‘rinishida ifodalaganimizdagi musbat 
kvadratlar soni n bilan manfiy kvadratlar soni у ning ayirmasi a  
shu kvadratik shaklning signaturasi deyiladi.

Demak, r  = 7T + y  , G =  n - y

(7 .7 )dagi koeffitsiyentlami V \Gi\ ko‘rinishda olib, X t lam i
ng tarkibiga kiritish mumkin bo ‘lgani uchun quyidagi tenglikni 
yozishimiz mumkin:

x TAx = X 2 + X 22 + . . . + X x2 - X ^ - . . . - X 2 (7.10)
(7.10) ifodada £  =  X t , i = l , 2 , . . . , r  deb olib (7.1) shakl

ni quyidagicha kanonik ko‘rinishga keltiramiz:

£ TA  £  =  £ 2 +  £ 2 + . . .  +  -  Й +1 - . . .  -  £
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Bundan teorema 7.1 ga asosan quyidagicha xulosa qilamiz: Ix
tiyoriy A  haqiqiy simmetrik matritsa elementlari 1,-1 va 0 lardan 
iborat bo‘lgan diagonal matritsaga kongruyentdir, ya’ni:

A = T Tdiog(  1Д..Л, —1 ,-1 ,.. . ,—1,0 ,. . .0 )Г
Yta  (7.12)

(7.11)

§3. L a g ra n j m etod i

Kvadratik shaklni kvadratlar yig‘indisiga keltirishning Lag
ranj metodini qarab chiqamiz.

Quyidagi kvadratik shakl berilgan bo‘lsin

x T Ax =  Z  aikxtxk 
i,k=1

Quyidagi ikkita holni qaraymiz:
1) Qandaydir g (l< g  <n) uchun diagonal koeffitsiyent аооФO.U 

holda
V

gg

x Ax =
a g k X k

\ i , k = 1

+ x TA{x ’ (7.13)

deb olib, bevosita tekshirib ko‘rishimiz mumkinki, x* A xX kva
dratik shakl o ‘zgaruvchini o ‘zida saqlamaydi. B uusul kvadra
tik shakldan kvadratlami ajratib olish usuli deyilib, A matritsaning 
diagonal elementlari noldan farqli bo‘lganda, har doim uni qo‘l- 
lash mumkin.

2). agg = 0, ahh = 0 , agh Ф 0, Bu holda (7.1) ni quyidagicha 
0 ‘zgartiramiz:

r  - i2
1xTAx = — + x A1x

Quyidagi
(7.14)
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n ri

Х а « л >  £ а * Л ’
к=1 *=1

shakllar chiziqli bog‘liq emas, chunki birinchisi X^ ni o ‘zida 
saqlab, xg ni saqlamaydi, ikkinchisi esa xg ni o‘zida saqlab, xh ni 
saqlamaydi. Shuning uchun (7.14) ga kvadrat qavslardagi shakllar 
chiziqli bog‘liq emas.

Shunday qilib, xTAx kvadratik shakldan ikkita chiziqli bog‘liq 
b o ‘lmagan kvadratlami ajratib oldik. Bu kvadratlaming har biri 
xg va xn o ‘zgaruvchilami o ‘zida saqlaydi, xT A2x shakl esa bu 
o ‘zgaruvchilami o‘zida saqlamaydi.

Bu usulni ketma-ket qo‘llab, xT Ax ni kvadratlar yig‘indisiga 
keltirish mumkin.

(7.13) va (7.14) formulalami mos ravishda quyidagicha ham 
yozish mumkin.

xrAx =
1

4 a.
d(xrAx)

8x
+ xrA1x

(1.131)

xTAx =
8 a.

d{xT Ax) d(xTAx)
\ 2

дхл dxL
d(xT Ax) d(xT Ax)

\2

h /

(7.13’)

' ¥ X T A 2 X

<7.14)
M isol 7.1 Quyidagi kvadratik shaklni kvadratlar y ig‘indisi 

ko‘rinishida ifodalang:
xTAx =  4x f + x l +  x\  + x 2a -  4 x xx 2 -  4x,x3 4- 4xlx4 + 4x2x3 -  4x3x4 

Avval, (7.13) formulani qo‘llaymiz. (g= l) 

d (x T A y )
dxx

-  8xj -  4x2 -  4x3 + 4x4

x TA x  =  (8^  - 4x2 - 4x3 + 4x 4) 2 + x TAxx  = (2xx - x2 - x3 +  xA) 2 +  x TA1x  

bu yerda x TA^x =  2 x 2x 3 +  2 x 2x 4 — 2 x 3x 4 .
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Bu shaklga (7.14') formulani qo‘llaymiz: (g = 2, h = 3)

- 2̂ 2 + 4 * J 2 + x r ^ x  = i ( x 2 + x 3?  - i ( x 3 - x ,  +2дг4) 2 + х г Л2дг

bu yerda xT A^x = 2x\ .
Demak,

= (2xx - x 2- x 3 +  x4)2 + “ (*2 +д^)2 “"” (*3 “ *2 + 2*4)2 + 2x2 

bo‘lib, r=4, cr=2, /г =  3, у =1 bo‘ladi.

§4. Y akobi fo rm ulasi

(7.1) kvadratik shaklning rangini r bilan belgilab, A matritsaning 
k-tartibli minoralarini

f l  2 ... АЛ
D k = A

I 2 ... к
*  0, k = l,2 ...,r (7.15)

deb olamiz. Bundan, au = D ,^  0 bo ‘ladi, u holda Lagranj metodi 
yordamida xT Ax shakldan bitta kvadrat ajratib, quyidagini hosil 
qilamiz:

xT Ax = — ( а д  + а д  +...auxn)2+ x rA,x, (7.16)
a11

bu yerda

xTA,x=  I X ’V * ,  a < P = a g , i,* =  l,2 ,.. . ,/i  
i,k=2

x x o ‘zgaruvchini o ‘zida saqlamaydi. (7.16) tenglikdan kelib 
chiqadiki, x7 Ax ning koeffitsiyentlari

a. (7.18)

formulalar bilan aniqlanadi. U holda bu koeffitsiyentlar quyi
dagi matritsaning mos elementlari bilan ustma-ust tushadi:
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Bu matritsa esa A  matritsaga Gauss usulining birinchi bosqi- 
chini qo‘llab hosil qilingan.

Shunday qilib, Lagranj metodi bo‘yicha bitta kvadrat ajratish 
jarayoni mazmun jihatidan Gauss algoritmining birinchi bosqichi 
bilan ustma-ust tushadi. Ikkinchi kvadratni ajratib olish uchun 
Gauss algoritmining ikkinchi bosqichini bajarish kerak bo‘ladi va 
hokazo.

A = (aik)"k l simmetrik matritsaga r ta bosqichdan iborat 
bo‘lgan Gauss algoritmini to‘la qo‘llab, quyidagi matritsani hosil 
qilamiz:

°11 a 12 - a\r+\ a\*
0 «S. •

0 0 • < £ ■°
0 0 .. 0 0 . 0

0 0 .. 0 0 0

Bunga mos holda xTAx kvadratik shakl quyidagicha kvadrat- 
lar y ig‘indisi ko‘rinishida ifodalanadi:

0 ‘zaro bog‘liq bo‘lmagan chiziqli shakllar uchun



(7 .20 )
qisqa belgilashlar kiritamiz.

ekanligini e ’tiborga olsak, (7.19) ni quyidagicha yozishimiz mum 
kin:

*TA* = ± ^ X l  (D0=l) (7-22)
*=1 Vk

Bu formulalar Yakobi formulalari deyiladi.

Yakobi formulalaridagi X k chiziqli shakllar koeffitsiyentlari 
uchun quyidagi tengliklar o ‘rinli:

chiziqli bog‘liq bo‘lmagan shakllami kiritib, Yakobi formu- 
lalarini quyidagicha yozish mumkin:

(7.23)

(7.24)

СkkXk +  CkM 1^+ 1 + - - + CknXn’k  ~~ (7.26)

(\  2 ... A*-I k \
(q = k*k + к = 1,2....,r)

(7 .27)
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(7.25) -  Yakobi formulalaridan quyidagi teoremaning o ‘rinli 
ekanligi kelib chiqadi:

Teorem a 7.2. Agar rangi r ga teng bo‘lgan

xTAx = £  aikxtxk
i,k=1

kvadratik shakl uchun
(1 2 ... АЛ

D k = A  
k A 2 ... к

(7.28)

bo‘Isa, u holda musbat kvadratlar soni n  va manfiy kvadratlar 
soni у mos ravishda

l ,D l9D 29...,Dr (7.29)

qatordagi P-o‘zgarmas ishoralar soni va V- o'zgaruvchan ishora- 
lar soni bilan ustma-ust tushadi, ya’ni:

7T =  l(l9Dl9D29...,Dr) /  = V( 1, Dl9D29...,Dr)

va signatura
СГ = r — 2 V ( l9D {9D 29...9D r ) (7.30)

bo‘ladi.
M isol 7.2. Quyidagi kvadratik shaklni kvadratlar yig‘indisi 

ko‘rinishida yozing:
xTAx = xf + 3x1 ~ ̂ x4 ”  ̂ x\x2 + 2xxxz -  2x,x4 -  6x2x3 + 8x2x4 + 2x3x4

' 1 - 2 1  - 1 Л 

- 2  3 - 3  4 

1 - 3  0 1 

V- 1  4  1 —3 j

matritsani Gauss shakliga keltiramiz.
/

A=

G=

1 - 2 1 - 1

0 - 1 - 1 2

0 0 0 0

0 0 0 0
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Bundan, г= 2аи=1, a22 =  — 1 ekanligi kelib chiqadi. U holda
(7.19) formulaga asosan

x TA x  =  (x, - 2 x2 +  x3 - x 4) 2 - ( - x2 - x3 +  5 x 4) 2 

hosil bo‘ladi.

§5. Kvadratik shakllarning ishoralari 

Ta’rif 7.4

x r A x  =  Z  a ikx tx k 
iyk=1

haqiqiy kvadratik shakl manfiymas (musbatmas) deyiladi, agarda 
o ‘zgaruvchilaming ixtiyoriy haqiqiy qiymatlarida

xTAx>0(xTAx<0) (7.31)
bo‘lsa.

Bu holda A simmetrik matritsa yarim musbat aniqlangan 
(yarim manfiy aniqlangan) deyiladi.

Ta’rif 7.5

x TA x  =  Z  а л х (х к 
i yk - \

haqiqiy kvadratik shakl musbat aniqlangan (manfiy aniqlangan) 
deyiladi, agarda o‘zgaruvchilaming ixtiyoriy noldan farqli (x^O) 
qiymatlarida

x TA x > 0 (xTAx<0) (7.32)
bo‘lsa.

Bu holda A matritsa musbat aniqlangan (manfiy aniqlangan) 
deyiladi.

Musbat aniqlangan (manfiy aniqlangan) shakllar sinfi manfiy
mas (musbatmas) shakllar sinfining qismi bo‘ladi.

Manfiymas kvadratik shakl o ‘zaro bog‘liqmas kvadratlar 
yig‘indisi ko‘rinishida quyidagicha ifodalangan bo ‘lsin.

r

x T A x  =  'YJ d iX i (7.33)
i=l
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ш

(7.33) da barcha kvadratlar musbat b o ‘ lishi kerak, ya’ ni
at >  0 ,i =  1,2,...,r  (7.34)

Haqiqatan, agar birorta at < 0  b o ‘ lsa, Xl ,X 2 ,..JCn laming 
shunday qiymatlarini tanlashimiz mumkinki, unda

xlt=...=хы = xM =. . .== o,xt * о
bo‘ lib, xTAx manfiy b o ‘ lib qoladi. Aksincha, (7.33) va (7.34) 
dan xTAx shaklning musbatligi kelib chiqadi.

Shunday qilib, manfiymas kvadratik shakllar O' =  Г 
{л =  r, v =  0 ) tengliklar bilan xarakterlanadi.

Agar xTAx musbat aniqlangan b o ‘ lsa, u holda u manfiymas 
shakl ham b o ‘ lib, (7.33) va (7.34) shartlar bajariladi. Kvadra
tik shaklning musbat aniqlanganligidan r=n ekanligi kelib chiqa
di. Haqiqatan, agar r<n b o ‘ lsa, x i9x l9...yx n o ‘ zgaruvchilami 
bir vaqtda nolga teng b o ‘ lmagan qiymatlarini tanlash mumkin 
b o ‘ ladiki, unda barcha X. lar nolga teng b o ‘ lib, xTAx =  0 b o ‘ ladi. 
Bu (7.32) shartga ziddir. Aksincha, agar (7.33) da r=n b o ‘ lib, (7.34) 
bajarilsa, xTAx shakl musbat aniqlangan b o ‘ ladi.

Boshqacha aytganda, manfiymas kvadratik shakl faqat va faqat 
singulyar b o ‘ lmagandagina musbat aniqlangan bo ‘ ladi.

Teorema 7.3. (7.1) kvadratik shakl musbat aniqlangan b o ‘ lishi 
uchun

> 0 ,.. .Д  =\A\>0 (7-35)

tengsizliklami bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isboti. (7.35) shartlami yetarli ekanligi (7.25) Yakobi for- 

mulalaridan kelib chiqadi. (7.35) shartlami zarurligini quyidagicha 
ko ‘rsatamiz.

xTAx shaklning musbat aniqlanganligidan kelib chiqadiki, 
quyidagi qirqib olingan

p
XеA P X  =  Yj aikxixk»(p =  1»

u = l

179

A  = a n>0,D2 = anan

a \2 a 22

I



shakl ham musbat aniqlangan b o ‘ ladi. Ammo bu holda barcha shak
llar singulyar b o ‘ lmasligi, ya’ ni:

D P = A P
* 0  (p= l,2 ,...,n )

b o ‘ lishi kerak.
Endi biz, Yakobining (7.25) formulalarini (r=n) da q o ‘ llash im- 

koniyatiga ega b o ‘ lamiz. Bu formulalaming o kng tomonidagi bar
cha kvadratlar musbat b o ‘ lishi kerak, u holda

A  >  о , д а  >  0 ......A - i A  >  0
Bundan (7.35) shartlarning zarurligi kelib chiqadi.
Natija: Musbat aniqlangan

n

xr Ax =  £  aaxix k
i,/c=]

kvadratik shaklning koeffitsiyentlaridan tuzilgan A  matritsani 
barcha bosh minorlari musbat, ya’ ni

A > 0  (1 < i x < i 2. . .< i  < n ;  p  =  \,2,...9n

(7.36)
Eslatina. Bosh minorlar ketma-ketligining manfiymas, ya ’ni: 

A  > 0 ,D 2 > 0 , . > 0

ekanligidan xTAx shaklning manfiymas ekanligi kelib chiqmaydi.
Teorema 7.4. (7.1) kvadratik shakl manfiymas b o ‘ lishi uchun 

uning matritsasini barcha bosh minorlari manfiymas, ya’ni:

A > 0  ( ! < / ,  < i 2 <n  ; /> =  1,2.....и

b o ‘ lishi zarur va yetarlidir.
Isboti: Quyidagi yordamchi shaklni qaraymiz.

n

x ' A £ x  = x ‘Ax +  x? ( s>  0)
i=1

Bundan, lim (xTAex) = xTAx kelib chiqadi.
e->0
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хтАх shaklning manfiymasligidan хтАх shaklning musbat aniq- 
langanligi kelib chiqadi, shuning uchun quyidagi tengsizlik o ‘ rinli 
b o ‘ ladi.

A € f / 1 ) Z >  0 C 1  -  ^  -  -  lP -  n ' P  =  1 ' 2  - < n )4*1 l2 — lp /

Bundan, s -> 0 da limitga o ‘ tib, (7.36) shartni hosil qilamiz. 
Aksincha (7.36) shart bajarilsin. Bundan kelib chiqadiki,

i t . f i 1 ‘ 2 ' " ‘P) = £ p +  - S f p > 0 ( l S i ^ - ^ i p 5 n ;  P =  1,2 ...,n) 
\L1 l 2 •••lp/

Am m o bu holda teorema 7.3 ga asosan 
xrA x >  0 (хфО)

Bundan £ -> 0 da limitga o ‘ tib,
xTA x > 0e

ni hosil qilamiz.
Kvadratik shaklning musbatmaslik va manfiy aniqlanganlik 

shartlarini, mos ravishda (7.35) va (7.36) tengsizliklami -  xTAx 
shaklga qo ‘ llab hosil qilamiz.

Teorema. 7.5 xTAx kvadratik shakl manfiy aniqlangan boiish i 
uchun

Dx < 0,D 2> 0, D 3 <0, (-l)nDn > 0 (7 .35 ')
tengsizliklaming bajarilishi zarur va yetarli.

Teorema. 7.6 xTAx kvadratik shakl musbatmas b o ‘ lishi uchun

( - I ) m ( J 1 !2 "'JP) > 0  C l S i i S - S i p S n ;  P =  1 ,2 ...,n)
V l  — lp / 

tengsizliklami bajarilishi zarur va yetarli.
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§6. Kvadratik shakllarni bosh o‘ qlarga keltirish

Quyidagi ixtiyoriy haqiqiy kvadratik shaklni qaraymiz.
n

x TAx =  ] Г  алх(х к 
i,k=1

Uning matritsasi A  =  ( ^ ) ^ = i  simmetrik b o ‘ ladi.
Shuning uchun ф qandaydir A  haqiqiy diagonal matritsaga ortogo- 
nal- o ‘xshash b o ‘ ladi, ya’ni, shunday Q haqiqiy ortogonal matritsa 
mavjudki, unda
A  = Q~lAQ , (л =  046ik)?k=1, QQT = E) (7.37)

b o ‘ ladi. Bu yerda A1(A2, — A matritsaning xarakteristik 
sonlari.

ortogonal matritsa uchun Q ” 1 — Q b o ‘ lgani uchun (7.37) 
dan kelib chiqadiki, XTAX shakl o ‘zgaruvchilami

*  =  <?{ (QQT =  E),
Qik (2y=i QijQkj ^ik>  ̂ = 1,2,

(7.38)
ortogonal almashtirishda quyidagi ko ‘ rinishga keladi:

f W - Z b M  (7-39)

Teorem a. 7.7. - haqiqiy kvadratik shaklni har doim ortogo
nal alamshtirish yordamida (7.39) kanonik ko ‘rinishga keltirish 
mumkin b o ‘ lib, lar A matritsaning xarakteristik sonlari
b o ‘ ladi.

Kvadratik shaklni ortogonal almashtirish yordamida kanonik 
k o ‘rinishga keltirish uni bosh o ‘ qlarga keltirish deyiladi. Bunday 
nomlanish shu bilan b og ‘ liqki, unda

Z\ft=1 a ik x ix k =  С (C =  C o n s t  Ф  0) (7 4Q)
ikkinchi tartibli gipersirt tenglamasi o ‘ zgaruvchilami (7.38) or
togonal almashtirishda quyidagi kanonik k o ‘rinishni oladi:

Z " , *=1 aikxixk = c (c = const Ф 0)
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(7.41)

(7.39) formuladan kelib chiqadiki, xF Ax shaklning rangi r, 
A matritsaning noldan farqli xarakteristik sonlari soniga teng b o ‘ lib, 
a signatura A matritsaning musbat va manfiy xarakteristik sonlari 
sonining ayirmasiga teng b o ‘ ladi.

Bundan, xususiy holda quyidagi tasdiq kelib chiqadi.
Agar kvadratik shakl koeffitsiyentlari uzluksiz o ‘ zgarganda 

uning rangi o ‘ zgarmasa, u holda koeffitsiyentlami bunday o ‘zga- 
rishida uning signaturasi ham o ‘zgarmay qoladi.

(7.39) formuladan yana kelib chiqadiki, A haqiqiy simmetrik mat
ritsa yarim musbat aniqlangan (musbat aniqlangan) b o ‘ ladi, faqat va 
faqat shu holdaki, qachonki, A matritsaning barcha xarakteristik 
sonlari manfiymas (musbat) b o ‘ lsa, ya’ni, u quyidagi ko ‘rinishda 
ifodalansa

yarim musbat aniqlangan (musbat aniqlangan) matritsa A yarim 
musbat aniqlangan (musbat aniqlangan) matritsaning kvadrat ildizi 
b o ‘ ladi:

haqiqiy kvadratik shakllar yordamida tuzilgan х гА х - Л х гВх 
(X-parametr) shakl kvadratik shaklar dastasi deyiladi.

Agar xT Bx shakl musbat aniqlangan b o ‘ Isa, u holda

F - y f A (7.44)

§ 7. K vadratik  shakllar dastasi

Ikkita

x Ax Xx Bx  dasta regulyar deyiladi.
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\ А -Л В \ = 0

tenglama хт Ах —ЯхтВх kvadratik shakllar dastasining xarakter
istik tenglamasi deyiladi.

Bu tenglamaning qandaydir ildizini XQ bilan belgilaymiz. 
A-XJl matritsa xos matritsa b o ‘ lgani uchun shunday

z =  (z1,z2,...,zny Ф 0 ustun mavjudki, unda 
(A-AvB)z = 0

yoki
Az =  AqBz ( z  Ф 0)

b o 4 ladi.

A.0 soni хтА х -Л х гВх dastaning xarakteristik soni deyilib, 
z -  mos bosh ustun yoki bu dastaning bosh vektori deyiladi. 

Teorema. 7.8. Kvadratik shakllaming

xTA x -  AxrBx
regulyar dastasini

|A-AB| -  0 
xarakteristik tenglamasi har doim

Azk =  XkBzk {k =  1 ,2 ,..., ri) (7.45)

bosh vektorlar mos keluvchi, n ta X^(k =  l,2 ,...,n ) haqiqiy xarak
teristik ildizlarga ega.

Bu z* bosh vektorlami shunday tanlash mumkinki, unda
( z ' ) r 5 z * = ^  ( / , * = 1 , 2 (7. 46)

munosabat bajariladi.
Isboti. (7.45) tenglikni quyidagicha yozish mumkin

B~xAzk = \ z h = S lk(i,k = l,2,...,n) (?45>)
Shunday qilib, teorema 7.8. ga ko4ra

D=RlA (7.47)
matritsa quyidagilarga ega:

1) oddiy strukturaga;
2) haqiqiy xarakteristik sonlarga;
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3) bu xarakteristik sonlarga mos kelib, (7.46) munosabatni qano
atlantiruvchi z\ z* ...,z° xos ustunlar (vektorlar) ga.

D - B lA matritsa ikkita simmetrik matritsalaming k o ‘paytma- 
sidan iborat b o ‘ lib, o ‘zi simmetrik b o ‘ lmasligi mumkin. Shuning

uchun DT=AB'[ b o ‘ ladi. F  =  уЩ deb olib, (7.47) tenglikdan quy
idagini hosil qilamiz:

D =F l SF, (7.48)
bu yerda

S=FlA F 1 (7.48')
simmetrik matritsa. D matritsani S simmetrik matritsaga o ‘xshash 
ekanligidan 1) va 2) tasdiqlar kelib chiqadi. w*(k-l,2,...,n) orqali 
S simmetrik matritsa xos vektorlari normalangan sistemasini belgi- 
laymiz:

Suk = \ u k(k = 1,2,...,n), (u*)V  = 8 ke(k,l = \,2,...,n)

(7.49)
va

uk = F z * (£  =  1 ,2,...,h ) (7.50)

deb olib, (7.48), (7.48), (7.49), (7.50) tengliklardan quyidagini to
pamiz:

Dzk=Akzk, (zk)TBzl =S kJ,k,l=\,2,...,n

ya’ni, 3) tasdiq isbotlandi va teorema 7.8. to ‘ la isbotlandi.
(7.46) dan z\ z1, ...X  ustunlami chiziqli bogkliqmasligi kelib 

chiqadi.

e ; . , v * = o <7 -5 i>

b o ‘ lsin. U holda ixtiyoriy (1 < i< n ) uchun (7.46) ga asosan

о = (zl У В [ £  ckzk = £  ckzf Bzk = c,
\ k=1 /  *=1

b o ‘ ladi. Shunday qilib, (7.51) da barcha c /(/=1,2,...,ai) nolga teng va 
z\ z2, ...,zT ustunlar orasida hech qanday chiziqli bog ‘ liqlik mavjud 
emas.

(7.46) munosabatni qanoatlantiruvchi z\ z2, ...,z" bosh ustunlar- 
dan tuzilgan
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Z = (z1,z2,...,zn) = (zik)"k=1

matritsani xTA x - AxTBx shakllar dastasi uchun bosh matritsa dey
iladi. Z  matritsa xosmas (\z\ *  0) matritsa bo ‘ ladi, chunki uning us
tunlari chiziqli bog ‘ lanmagan.

(7.45) ning ikkala tomonini chapdan zfT satr matritsaga 
ko ‘paytirib, quyidagini hosil qilamiz.

zl Azk = \ z 'TBzk = AkSik(i,k = 1,2,...,л) (7.52)

Z = (z\z2,...,zn) bosh matritsani kiritib, (7.46) va (7.52) ni 
quyidagi ko ‘ rinishda ifodalashimiz mumkin.

ZTAZ = (AkSiJl)"k=l,ZTBZ = E (7 53)

(7.53) formulalardan ko ‘ rinadiki,

X =  Z£  (7.54)
xosmas almashtirish xTAx va xTBx kvadratik shakllami

< 7 ' 5 5 )

kvadratlar y ig ‘ indisiga keltiradi.
(7.54) almashtirishning bu xossasi Z bosh  matritsani xarakterlay- 

di. Haqiqatan, (7.54) almashtirish xT Ax va xTBx shakllami (7.55) 
kanonik k o ‘rinishga keltirsin. U holda (7.53) tenglik o ‘ rinli b o ‘ lib, Z  
matritsa ustunlari uchun (7.46) va (7.52) tengliklar o ‘rinli b o ‘ ladi.

(7.53) dan Z  ni xosmas (|z| ^ 0) matritsa ekanligi kelib chiqadi. 
(7.52) tenglikni quyidagicha yozamiz:

/  (.Azk - A kBzk) =  0 ( i = l , 2 ( 7-56)

bu yerda к -  ixtiyoriy fiksirlangan qiymatga ega 1 < k < n  (7.56) 
tengliklar sistemasini bitta tenglikka keltirish mumkin:

Z T(Azk - X kBzk) =  0

bundan, 77- xosmas b o ‘ lgani uchun

Azk - \ B z k =  0

ni, ya’ ni, ixtiyoriy к uchun (7.45) ni hosil qilamiz.

186



\

Demak, Z  -  bosh matritsa. Shunday qilib, quyidagi teoremani 
isbotladik.

Teorema 7.9. Agar

^  =  ( z /*)i,*=i

matritsa
T

X 1 A x - ЛхТВх shakllar regulyar dastasining bosh matritsasi 
b o ‘ lsa, u holda

X = Z% (7.57)

almashtirish x T Ax va xTBx shakllami bir vaqtda mos ravishda

k=\ *=1

(7.58)

kvadratlar y ig ‘ indisiga keltiradi, bu yerda Д1,Я 2,.. . ,Я я lar
x тА х -Л х тВх

dastaning Z  matritsa z\ z2, ..„z" ustunlariga mos keluvchi xarak
teristik sonlari.

Aksincha, qandaydir (7.57) almashtirish xTAx va xTBx kvad
ratik shakllami bir vaqtda (7.58) ko'rinishga keltirsa, u holda 
Z  =  (zik)nik̂  matritsa shakllaming

xTAx -  /jctB x  

dastasi bosh matritsasi b o ‘ ladi.
M isol. 7.3. Umumlashgan koordinatalar sistemasida

2x2 - 2y 2 - 3z2 - 1  O y z -2 y z -4  = 0 (7.59)
ikkinchi tartibli sirt tenglamasi va

2x2 + 3y2 +  2z 4- 2xz =  1 щ

birlik sfera tenglamasi berilgan. (7.59) tenglamani bosh o ‘ qlarga 
keltirish talab qilinadi.

Bu holda

f2 0 Г (2 0 Г

! 0 -2 -5 , B= 0 3 0

-5 - 3 ; ,1 0 2 ,

187



Dastaning xarakteristik tenglamasi quyidagi k o ‘rinishga ega 
b o ‘ ladi:

2 - 2 Я  0 I -  Я
0 - 2  -З А  - 5  

1 -Л  - 5  - 3  - 2 2

Bu tenglama Я[ =  1, Л7 = 1 ,А } = - 4  uchta ildizga ega. ^  — 1 
xarakteristik songa mos bosh vektor koordinatalarini W,V, W bilan 
belgilaymiz. W,V,W miqdorlami koeffitsiyentlari (7.61) aniqlovchi 
elementlari bilan ustma-ust tushuvchi quyidagi sistemadan topamiz.

0-1/ +  0 - ж9 0 * ш =  0

0 • и +  5 • 3  +  5 • со =  0

0-w +  0-t9 +  0*tf; =  0
Bundan,

v+co=0
X -  1 xarakteristik songa ikkita ortonormallangan bosh vek

tor javob berishi kerak. Birinchi vektor koordinatalarini ixtiyoriy 
ravishda v + w = 0  shartni qanoatlantiradigan qilib olamiz. Ulami 
u=0, v, w =  —V dek tanlaymiz.

Ikkinchi bosh vektor koordinatalarini

u\ v '  w' =  - v '  
dek tanlab, ortogonallik sharti (z TBz2 =  0) ni yozamiz.

2uu +  3i9i9 +  2coco +  и со -  0
Bundan, и = 5»9 kelib chiqadi. Shunday qilib, ikkinchi bosh 

vektor koordinatalarini и = 5 i9 ,  »9 , CD =  — $  b o ‘ ladi.
Shuningdek xarakteristik aniqlovchida X----- 4 deb olib, mos

bosh vektor koordinatalarini
и ,3  - и  ,бУ = - 3 и

ko‘rinishda aniqlaymiz.
^   ̂ va u" miqdorlar bosh vektor koordinatalari хгВх= 1 

birlik sferani qanoatlantirishi kerak degan shartdan topiladi, ya ’ni, 
(7.60) tenglamadan topiladi. Bundan quyidagini topamiz:

=  0 (7.61)
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Shuning uchun bosh matritsa quyidagicha bo‘ ladi:

z =

0

_1_

V?

~ T s

A
3
1

3>/5
1

3^ 5

mos koordinatalami almashtirish x =  Z £  (7.59) va (7.60) tengla- 
malami quyidagicha kanonik ko ‘rinishga keltiradi:

Birinchi tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

£ + £ _ i L i
4 4 4

Bu bir yaproqli aylanma giperboloid tenglamasi b o ‘ lib, uning 
haqiqiy o ‘ qi ikkiga, mavhum o ‘ qi birga teng. Aylanish o ‘qi orti 
koordinatalari z matritsa uchinchi ustunidan aniqlanadi, ya’ ni, ular 

1 1 2
“ » -» -  ga teng. Qolgan ikkita ortogonal o ‘qlar koordinatalari 
birinchi va ikkinchi ustunlarda beriladi.

§8. Shakllar regulyar dastasi xarakteristik 

sonlarining ekstremal xossasi

Bizga
n n

xT Ax =  ^  алх,хк xTBx =  £  Ьлх,хк
iyk—1 i*k—1

kvadratik shakllar berilgan b o ‘ lib, xTBx -  musbat aniqlangan 

b o ‘ lsin. x  Ax — Ax Bx— regulyar dasta xarakteristik sonlari
(J 6T)



shartni qanoatlantirsin. Bu xarakteristik sonlarga mos bosh vektor- 
lami

z = (zlk,z2k,*.',znk) (k =

bilan belgilaymiz.
0 ‘zgaruvchilami bir vaqtda nolga teng b o ‘ lmagan x Ф 0 barcha

xT Ax
mumkin b o ‘ lgan qiymatlarini qarab, shakllami —=—  nisbatining

x Bx

eng kichik qiymati (minimumi) ni aniqlaymiz. Buning uchun

x = Z£(x, = Yj zik̂ kJi = \,2,-,n) 
i,k=\

almashtirish yordamida yangi £l9£2,...9£n o ‘zgaruvchilarga 
o ‘ tish qulaydir. Bu yerda Z  berilgan dastaning bosh matritsasi. 
Yangi o ‘zgaruvchilarda qaralayotgan shakllar nisbati quyidagi 
ko ‘ rinishni oladi:

X Ax  _  M l 2 + ^ 2  + - + Л 5 ?  (7 63)
xTBx + „. + £

S on o ‘ qida Л1,Л29...,Лп sonlarga mos n ta nuqtalar olib, bu nuqta- 
larga mos ravishda mi =  <£2, /= 1 ,2 ,...,л massalami q o ‘yamiz. U

xT Ax
holda, (7.63) formulaga asosan XTBx nisbat bu sonli nuqtalaming 
massalar markazi bo ‘ ladi. Shuning uchun

x Bx
munosabat o ‘ rinli b o ‘ ladi.

Bu tengsizlikning birinchi qismida qachon tenglik bajarilishini 
aniqlaymiz. Buning uchun (7.62) da teng xarakteristik sonlami 
ajratamiz.

Л, =  • • • =  Л <Л  , =  • • -Л <  • • •ч pi A+i pi+pi (7.64)
л nuqtadan boshqa nuqtalardagi massalar nolga teng, ya’ni:

- o
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b o ‘ lgandagina va faqat shu holda og ‘ irlik markazi shu ky nuqtaga

tushadi. Bu holda m osx bosh ustunlar, z\ z2,...,zn laming chiziqli 
kombinatsiyasidan iborat b o ‘ ladi. Ammo bu barcha ustunlar kx ga 
teng xarakteristik songa javob beradi, u holda x к —A, uchun bosh 
ustun (vektor) b o ‘ ladi.

Shunday qilib, biz quyidagi teoremani isbotladik.
Teorema.7.10 xTAx -  xT Bx

regulyar dastaning eng kichik xarakteristik soni
xT Ax 

A = min — —  
n xTBx

bu minimum ky xarakteristik son uchun bosh b o ‘ lgan vektor- 
lardagina erishiladi.

Shunga o ‘ xshash „minimallik” , xarakteristikasini keyingi k2 
xarakteristik son uchun ham berish uchun z1 vektorga ortogonal 
b o ‘ lgan, ya ’ni zlTBx = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi barcha x 
vektorlami qarash bilan chegaralanamiz.

Bunday vektorlar uchun
хтАх + 
xTBx £  + . . . + £

b o ‘ lib,

min
x Ax 
x T Bx

z1 Bx = 0

b o ‘ ladi. Bunda tenglik belgisi, faqat k2 xarakteristik son uchun bosh 
b o ‘ lib, z2 ga ortogonal b o ‘ lgan vektorlardagina bajariladi.

Boshqa xarakteristik sonlarga ham o ‘ tib, quyidagi teoremaga 
kelamiz.

Teorema. 7.11 Ixtiyoriy p( 1 ^ P ^ n) uchun (7.62) qator- 
xT Ax

dagi к xarakteristik son —=—  nisbat minimumidan iborat, ya’ni: 
p x Bx т A

A, =  min̂ -zr—  (7.64)
x Bx

b o ‘ lib, x vektor zl,z2y...,zFA ortonormallangan bosh vektorlarga or
togonal, ya ’ ni:
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zlTBx = 0 ,zf  Bx = 0 ,...,zp~f  Bx = 0 (7.65)

b o ‘ ladi.
Bunda (7.65) shartlami qanoatlantirib, Xp xarakteristik son uchun 

bosh vektor bo ‘ lgan vektorlardagina minimumga erishiladi.
Teorema 7.1 Ini q o ‘ llashning noqulayligi shundan iboratki, 

unda Xp xarakteristik son a w a lg iz 1,z 2,.. . ,z /,~1 bosh vektorlarga 
bog ‘ liq b o ‘ lib, bu bosh vektorlar ma’ lum b o ‘ lgandagina teorema- 
ni qo ‘ llash mumkin. Bundan tashqari, bosh vektorlami tanlash 
ma’ lum ixtiyoriylikka ega.

Bu noqulaylikdan qutulishuchun xx, X2, . . . ,Xn o ‘ zgaruvchilarga 
q o ‘yilgan bog ‘ lanishlar haqida tushuncha kiritamiz.

X1,X 2 , . . . ,X n o ‘ zgaruvchilaming

(•*) =  hkx\ 2̂kX2 ^ KkXn 5 =  2 ,..., ri) (7.65 *)

chiziqli shakl berilgan b o ‘ lsin.
Xl9X2 , . . . 9Xn o ‘ zgaruvchilargayokix vektorga Lj,L2, ...,£ „  

h ta b og ‘ lanishlar qo ‘ yilgan deyiladi, agarda faqat

tenglamalar sistemasini qanoatlantiruvchi o ‘zgaruvchilargina qaralsa.
(7.650 dagi belgilashlami saqlab qolgan holda ixtiyoriy chiziqli 

shakl uchun quyidagicha belgilash kiritamiz:

Bundan tashqari, (4.65 ") bog ‘ lanishlar q o ‘yilgan vektorlar uchun

Lk(x) =  0 (k = l,2 (7.65")

L,{x) = zkTBx (k=l,2 (7.66)

. xTAx——  ni quyidagicha belgilaymiz: 
x Bx F a \A \

м ...h
У

Bu belgilashlarda (1,64) quyidagicha yoziladi:

Endi
(7.67)

Ll(x) = 0,L2(x) = 0.....Lp_l(x) = 0 (7.68)
va
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Lp+l(x) =  0,...,Ln(x) =  0 (769)

bogianishlarni qaraymiz. (7.68) va (7.69) dagi bogManishlar soni 
n dan kichik boMgani uchun bu bogManishlaming hammasini qano
atlantiruvchi (,) *  vektor mavjud b o ‘ ladi. (7.69) bog ‘ lanishlar x 

vektomi z p+\...,z"  bosh vektorlar bilan ortogonalligini ifodalay- 

di, shuning uchun x{]) vektor koordinatalarida €p+i =  * " =  = 0 
b o ‘ lib, (7.63) ga asosan

x " TA x "  4 # + . . .  + Ар£

bo ‘ ladi. Am m o bu holda

fA r T J^ b , l], l2,...,l p_]) ^ ) T -*■„

Bu tengsizlik (7.67) bilan birga qaralganda k o ‘rinadiki, // miqdor 
Ly9L19...9Lp_x bog ‘ lanishlarda Я dan ortmay, L̂ 9L19...9Lp_x maxsus 
bog ‘ lanishlar olinganda/p ga erishadi.

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
Teorema. 7.12. Agar biz ixtiyoriy p-1  uchun Ц912,...91р_х 

bogianishlarda

x1 Ax 
x7 Ax

ikkita shakl nisbati minimumini qarab, bogManishlarni variatsiyala- 
sak, u holda bu minimumlar maksimumi лр ga teng, ya ’ni: 

д
Яр = тахц(- V 1X /7 = 1>2’ - ’ ») (7.70)

b o ‘ ladi.
Teorema. 7.11. Л]9 л2,...Дп xarakteristik sonlarni “ minimum- 

lik” , xarakteristikasini, Teorema. 7.12 esa “ maksimal -  minimallik” 
xarakteristikasini beradi.

xTAx -  AxTBx

dastadagi xrAx shaklni -  xTAx shakl bilan almashtirganimizda das
taning barcha xarakteristik sonlari ishorasini almashtirilib, ularga
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mos bosh vektorlar o ‘ zgarmay qoladi. Shunday qilib,
-  xTAx -  xTAx

dastaning xarakteristik sonlari A n< —An_{ < • • • < —Al b o ‘ ladi. 
Bundan tashqari,

A „ г г ч x TAxy(—\Lv L2,...,Lh) = max—
В 1 z x1 Ax (7.71)

belgilash kiritib, variatsiyalanuvchi vektorlarga Ll9L2,...,Lh 
bogManishlar q o ‘yilgan holda quyidagilami yozishimiz mumkin

A A
/ / (  — ,Lv L2,,..,Lh) — -y - - -)L v L2,...,Lh

В Jd
va

A A
max]u(— ; ^ L 2,...,Lh) =  -m m y(— \ ^ L 2,...,Lh) 

В В
Shuning uchun,

x1 Ax 
x A x

nisbatga 7.10, 7.11, 7.12 teoremalarni qo ‘ llab, (7.64), (7.67), (7.70) 
formulalar o 4rniga mos ravishda quyidagilami hosil qilamiz:

=  max—
x1 Ax
X 1 Ax

A 
В

A
\ -p + l ~  A ’ (P“”2,..,,jj).

D

Bu f o r m u l a l a r An sonlarni mos ravishda “ maksimal- 
lik”  va “ minimal-maksimallik” , xossalarini aniqlaydi. Bulami teo
rema ko4rinishida quyidagicha ifodalaymiz.

Teorema. 7.13.
xTAx ~ xTAx 

shakllar regulyar dastasi xarakteristik sonlari

A „ < A ,_ ,  Л,
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boMib, dastaning chiziqli bogMiq b o ‘ lmagan: bosh vektorlari

z l9z 29...9z n boMsin. U holda
X  -  eng katta xarakteristik son shakllar nisbati maksimumi, ya’ ni:

xT Ax
A„=wax—  (7.72)

b o6lib, bu maksimumga faqat dastaning Яп xarakteristik soniga mos 
vektorlaridagina erishiladi.

oxiridan p -  xarakteristik son An_p+] (2  <  p  <  ri) variatsi- 
yalanuvchi x vektorga

\T

z”T Bx =  0, z"-f  Bx = 0, zn ' P + Bx =  0 (7.73) 
bogManishlar q o ‘yilgan shartda shu shakllar nisbati maksimumi 
bo'ladi

xT Ax
Л 1-Р+1 =  m a x - y —

X Ax  (7.74)
ya’ ni

A ~ ~
\ - p +1 =  A? ’ Ar- p+1)

в  (7.75)
Я

Bu maksimumga faqat dastaning "~p+x xarakteristik soniga 
mos va (7.73) shartlami qanoatlantiruvchi bosh vektorlaridagina 
erishiladi.

Agar
Ц (x ) = 0 , Lp_x(x) =  0 (2 < p < n )  

bog ‘ lanishlardagi 
x Ax 
x 1 Ax

shakllar nisbati maksimumida bogManishlar variatsiyalansa, u holda 
bu maksimumlaming eng kichik qiymati (minimumi) An_p+l ga 
teng, ya’ ni:



Quyidagi h ta o ‘ zaro bogMiq boMmagan bogManishlar berilgan 
boMsin.

Z ? (x )  =  0 ,L ° (x )  =  0 .....L°h(x) =  0  (7.77)
U holda bu bogManishlar yordamida Xl , X 29. . . , X n 

o ‘ zgaruvchilami h tasini qolganlari orqali ifodalash mumkin. Qol- 
gan o ‘ zgaruvchilami v ,,v 2,...,v n_A lar bilan belgilaymiz. Shuning 
uchun (7.77) bogManishlar qo ‘yilganda

xrAx -  xTAx
shakllaming regulyar dastasi

v TA ° v -x TAx

dastaga o ‘ tib ,v 75 ° v  -  yana musbat aniqlangan shakl boMadi. 
Keyingi dasta faqat n - h  ta o ‘ zgaruvchiga bogMiq boMgani uchun u

л , ° < ^  Я 1 ,  ( 7 7 8 )

n -h  ta xarakteristik songa ega boMadi.
(7.77) bogManishlami qo ‘yganda barcha o ‘ zgaruvchilami n -h  ta 

o ‘zaro bogMiq boMmagan vxyv2y...yvn_h lar bilan har xil ifodalash mum
kin. Ammo (7.78) xarakteristik sonlar bu har xillikka bogMiq boMmay, 
toMa aniqlangan qiymatlarga ega boMadi. Bu hech boMmaganda xarak
teristik sonlaming minimal -  maksimal xossalaridan kelib chiqadi

уT_A°y (A  
vTB°v (7.79)

va umumiy holda

4 °  ^ m a x j u ^ L ^ L , , . . . ,L p_x =  т а х ^ ' Х , L2, . . . ,Lp_,)

(7.80)
shu bilan birga (7.80) formulada faqat bogManishlar
variatsiyalanadi.

Teorema 7.14. Agar
\  ^  Лп, xTAx -  xTAx

shakllaming regulyar dastasi xarakteristik sonlar boMib,

A? A°n_h

esa shu dastaga h ta o ‘ zaro bogMiq boMmagan bogManishlar 
qo ‘yilgandagi xarakteristik sonlar boMsa, u holda

196



\

^лр+1,(р=\,2,-,п -  и) (781)
Isboti. Яр < Я°р tengsizlik (7.70) va (7.80) fonnulalardan kelib 

chiqadi. Haqiqatan, yangi bog4lanishlar q o ‘ shilganda
(A

В
minimum miqdori ortadi yoki o'zgarmay qoladi. Shuning uchun

В J в
boMib, bundan

(А Л (А  о о ^Яр = max/л
кВ

<Я° = max
у

kelib chiqadi.
(7.81) tengsizlikning ikkinchi qismi quyidagi munosabatga ko'ra 

o ‘ rinli b o ‘ ladi.
Г л \

Х°=т ахц  A .- .
В

r \
< m a x //  - ; L 15...5Lp_15I p5...,L /7+/7_1

У
=  Л'p+h

Bu yerda, birinchi qismda faqat Ly...,L^{ bog'lanishlar vari- 
atsiyalanadi, ammo L^...,Lp hA lar fiksirlangan I^9...9L°h bog'la- 
nishlar bilan almashtiriladi.

xTAx -  xTBx va xTAx -  xrBx (7.82)
shakllaming regulyar dastalari berilgan bo1 lib, хфО da

T T ~x  Ax x Ax
x Bx x Bx

bo ‘ lsin. U holda 
r A

max Ц < max/и - ; L l,...,Lp_ i ( p=\,2,...n)

b o ‘ ladi. Shuning uchun (7.82) dagi dastalarining xarakteristik son- 
larini mos ravishda

Л,<Л2 Л„, уаЛ,< Л, Л„,
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lar bilan belgilab,
\  (р = 1 ,2 ,.. . ,и )

tengsizlikka ega bo ‘ lamiz.
Demak, quyidagi teorema o'rinli.
Teorema 7.15. Agar (7.82) regulyar dastalar berilgan b o ‘ lib, 

Я, й ^  Я„, уа Я, <^2 l n, 

mos ravishda ularning xarakteristik sonlari b o ‘ lsa, u holda

x1 Ax x1 Ax
(7.83)

(7.84)

ayniy munosabatdan x Bx x Bx

Лр - Л р  ( Р = 1 Д , - , л )

kelib chiqadi.
(7.83) tengsizlikda

x7 Bx = x7 Bx
boMgan xususiy holni qaraylik. Bu holda

T ~ т
x Ax -  x Ax

manfiymas kvadratik shakl bo ‘ lib, o'zaro bog4liq bo ‘ lmagan musbat 
kvadratlar ko'rinishida yozilishi mumkin:

x TAx =  х Гу 4 л :н -^ [Х / (x ) ]
/=1

U holda r o'zaro bog 'liq  b o ‘ lmagan
X x(x) = 0 ,X 2(x) = 09...9X r(x) = 0

bog'lanishlar qo'yganimizda

xT Ax va xT Ax 
shakllar ustma-ust tushib, (7.82) dastalar bir hil

4 °  <  л,0 л„°

xarakteristik ildizlarga ega b o ‘ ladi:
(7.82) dagi har bir dastaga teorema 7.14 ni qo'llab,

(/>  =  1 ,2 , . . . ,  и - 2 )
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ga ega boMamiz. Bunga (7.84) ni birlashtirib, quyidagi teoremaga 
kelamiz.

Teorema 7.16. Agar (7.82) dagi dastalar uchun
r ^

x T A x  =  x T Ax  +  [X ,.  ( x ) ]
/=l

bu yerda Xt (x){i = 1 ,2 ,...,r) - o ‘ zaro bogMiq boMmagan chiziqli 
shakllar, (7.84) shart bajarilib,

A, <A, A„, v a A , < ^  An,

mos ravishda ulaming xarakteristik sonlari boMsa, u holda

AP < X P <  Ap+r ( p  =  \ , 2 , - , n )  (7.85)

tengsizlik o ‘ rinli boMadi.
Xuddi shuningdek, quyidagi teoremani ham isbotlash mumkin. 
Teorema 7.17. Agar

< ,...,<  Лп9 у а Л < Л  Л,,

lar mos ravishda
xTAx -  xrBx va x7 Ax x1 Bx 

dastalaming xarakteristik sonlari boMib,

x T Bx
shakl

xTBx
shaklga r ta musbat kvadratlami q ocshib hosil qilinsa, u holda

Ap.r <Ap <A  (p = l, 2 , ( 7 86)

tengsizlik o ‘ rinli boMadi.
Eslatma. Agar гф0 chekli boMsa, teorema (7.16) va teorema 

(7.17) larga mos ravishda qandaydir p da

ga ega boMamiz.
va

I
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§9. Kvadratik shakllar ustida amallar

Quyidagi n o ‘zgaruvchili kvadratik shaklni qaraymiz:
f(x ,x ) = xTAx, (7 87)

bu yerda x = (xx,x2,...,xnf  ,A  = (а, = ау/ a <= К  -
ixtiyoriy xaqiqiy son.

Ta’ rif 7.6 / (x,x) kvadratik shaklni haqiqiy songa ko‘ paytmasi 
deb quyidagi tenglik bilan aniqlanuvchi kvadratik shaklga aytiladi:

af(x, x) = xT (aA)x = a > ^̂ /focfxj А ̂ л/Йхj , (7.88) 

bu yerda a =  ( 1 ЧРг c< >  0 bolsa,
(—1 agar a >  0 bo'lsa.

(7.88) tenglikdan ko‘ rinadiki,

a f(x , x ) = o f  (yl\a\x, ,
Haqiqatan,

n  n  n n

af(x ,x)  =  xT(aA)x =  =  cr • \a\ ^ a ^ x ^
i=l }-1 i= 1 ;=1

i<j i<j

- * 1 1 °  ij ( V k l ^ )  ( > / № , )  =  о  ( - /й ф : )  А (л /[«Т х )
i= i ;= i

=  o f ( M x ^ \ a \ x ) ,

Ta’ r if 7.7. f  %) =  XTAx  Va ^ ^0 == ^ B x  kvadratik 
shakllarni yigMndisi deb quyidagi kvadratik shaklga aytiladi:

f(x,x) +  g(x,x) =  xT (A +  B)x ( 7  9 0 )
1. Kvadratik shakllar ustida aniqlangan qo ‘ shish va songa 

ko ‘ paytirish amallari quyidagi xossalarga ega boMadi.
1) / ( * ,  x )  +  g (x, x) =  g (x, x) +  f(x, x\

2) ( / ( * , * )  +  g(x,x)) +  q(x,x) =  f(x ,x) + (g(x,x) +  q(x,x)),
3) f (x ,x )  +  0 =  f (x ,x )  sharti qanoatlantiruvchi xr0x=0 element 
mavjud,
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4. Ixtiyoriy fix, x) uchun / ( * < * )  +  (  / ( * . * ) )  — 0 shartni qa
noatlantiruvchi - f(x,x) qarama-qarshi element mavjud,
5 a ( / ( x , x ) +  g(x,x)) =  af(x,x) +  ag{x,x),
6 (a ±  /?)/(*, x) =  a/(x, x) ±  Pfc(x, x) 
7 . (а/з)/(х,х) =  aQ?/(x,x) =  /?(a/(x,x)),
8  1 •/(х ,х )= У (а-1х ) ,

Haqiqatan,
о

/ ( x ,x )  +  $ (x ,x )  =  х г.Дх +  x TBx =  х г (Л +  B)x =  х г (В +  Л )х =  xTBx +  
x rAx =  ^ (x .x )  +  / ( x ,x )  

2)
(/(x ,x ) + 5(x,x)) + q(x,x) = (xTAx + xTBx) + xTQx = хг(04 + B) +
Q)x = xT(A + (В + (?)x = xr4x + xr(S + Q)x =  x7Ax + (xTBx +  , 
xTQx) =  f ( x , x ) +  (g(x,x) +  q(x,x))

3) 
f(x,x) + 0 = хгЛх + xr0x = xT(A + 0)x = xTAx = /(x,x)

4>
f(x,x) + (-/(x,x)) = xTAx + (-хгАх) = xT(A -  A)x = xr0x = 0

5)
a(/(x,x) + g(x,x)) = a(xTAx + xTBx) = axT(A + B)x = 

=  x r (aA +  a S ) =  axTAx +  axTAx +  axTBx =  a / ( x ,x )  ±  ag(x,x), 
6) (a + /?)/(x,x) = xT(A + B)AX =  xT(aA + /3A)x =

=  х г (аЛ +  (2A)x =  х г аЛх +  xT(2Ax =  axTAx +  (3xTAx =  af(x,x) +  
Pfix.x),

7) (a • /?)/(*, x) (a • f])xTAx =  хг(а/?)Лх =  xTa(fiA)x =
=  axT$Ax = a(/?/(x,x)). 

8 )  1 • /(x , x) = 1 • x1 Ax = xr Лх = /  (x, x).
Demak, n o ‘ zgaruvchili kvadratik shakllar to'plami chiziqli fazo 

tashkil qiladi.
Agar / (x, x) = x' Ax kvadratik shakl aniq (o'zgarmas) ishorali 

b o ‘ lsa, u holda /(* > * )  = x'aAx kvadratik shakl ham aniq (o ‘ z- 
garmas) ishorali bo'lib , a>0 da ulaming ishoralari bir xil, a<0 da 
esa har xil bo ‘ ladi.
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Bu tasdiqning to 'g fcriligi A va a-A matritsalami bir vaqtda aniq 
(o ‘ zgarmas) ishorali ekanligidan kelib chiqadi.

Agar f{x,x) va g(x,x) regulyar kvadratik shakllar bir xil aniq 
(o 4zgarmas) ishorali boMib, a> 0 boMsa, J{x,x)+ ag(x,x) kvadra
tik shakllar dastasi ham huddi shunday aniq (o'zgarmas) ishorali 
boMadi.

Haqiqatan, aniqlik uchun fix,x) vag(x,x) kvadratik shakllar 
musbat aniqlangan boMsin deb olamiz. f{x,x)>0 va g(x,x)>0 boMib, 
bundan a> 0 da ag(x,x)> 0 boMgani uchunf(x,x)+ ag(x,x)>0 ekanligi 
kelib chiqadi.

Endi f(x,x) -x rAx va g(y,y)-yTBy, x=(xl,x2,...,xn)T,
У (.Ур У г ^ '^ У т )  ’ A  — (c ij  ) j j =\, cx-ij = — ( b k e ) k e=l, b k e =  b ek

kvadratik shakllami qaraymiz.
Agar m=n boMib, x va у  chiziqli bogMangan, ya’ni АфО mav- 

judki, unda)oc+y=0 boMsa,
/  (x, x) + g(y, у ) =  f(x , x) +  g(-Ax,-Ax) = f(x , x) +  A2g(x, x) = 

xt (A + A2B)x

kvadratik shakllar dastasi hosil boMadi.
тфп boMganda vektor koordinatalarini 0 lar bilan toMdirib, m=n 

holga keltirishimiz mumkin.
Agar x va у  vektorlar chiziqli bogManmagan boMsa, j[x,x)+ g(x,x) 

yigMndini quyidagi ko ‘ rinishdagi bitta kvadratik shakl orqali ifoda
lash mumkin.

( А  О У л Л
f (x ,  x) + g(y, y) = x ‘ Ax + y r By = (xr, y T)

V0 B A  У)
(7.91)

(7.91) kvadratik shakl n+m o ‘ zgaruvchili boMib, unga mos mat
ritsa n+m tartibli boMadi.
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§10. n-o'zgaruvchili kvadratik shakliarni ikki ofczgaruvchili 

kvadratik shakllar yig‘ indisi shaklida yozish

M a’ lumki, kvadratik shakllar amaliy ahamiyatga ega boMib, 
bunda kvadratik shakllarning ishoralarini aniqlash muhim ahami
yatga ega. Ammo kvadratik shakldagi o'zgaruvchilar soni ortib 
borishi bilan unga mos matritsaning tartibi ortib borib, unga Silvestr 
kriteriysini q o ‘ llash yoki uni xarakteristik sonlarini topish qiyin- 
lashib boradi. Shuning uchun maqsadimiz berilgan kvadratik shakl
ni imkon qadar kamroq o'zgaruvchili kvadratik shakllar yig'indisi 
ko‘ rinishida ifodalashdan iborat.

Teorema 7.18 (7.87) kvadratik shakl uchun ri> 1 da quyidagi 
tenglik o'rinli

Isboti. (7.92) tenglikni isbotlash uchun avval o ‘ zgaruvchilar 
soni n- 2 va n- 3 boMgan xususiy hollarni qarab chiqamiz.
1. n- 2 b o ‘ lsin, u holda (7.92) quyidagicha yoziladi.

'Г 1 1̂ 9
f{x ,x) = x Ax = (xl,x2)

. с1л -л a*) -j A X )V^12 a22 /4 * 2 /

2. n- 3 boisin , u holda quyidagiga ega bo'lamiz:

/ (x, x) = x' Ax -  a, , • x,2 + a2 2 • x\ + a3 3 • x3 + 

+2ax 2x,x2 + 2at 3x,x3 + 2a2 3x2x3 ='1.3Л1Л3 2,3 2 3 —
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=  2  Cacx#ac2)  (*1,1
a l,2 Э Д + 5 < ^ ( £

+  r ( x 2 jx 3)
/ a 2.2
v*2.3

a 2.3'4 A 'l\
а з ,з / \ x2/  _

2 3 

- £ 2 > ><*;) (
^i.i
а ч  a i - y  \ x j

J+

1 i<J
Endi umumiy holni qaraymiz.

n — 1 n

f i x . x )  =  x TA x  =  c i i jX iX j  =  ^ d i j x f  +  2 ^ T  c i i j X i X j

i - 1 /sn  i=l i= l i“ 2
i<j

Oxirgi ifodadagi birinchi yig'indini quyidagicha o ‘ zgartirib yo
zamiz:

n

dijxf =  a xlx\ +  a2.2x2 +> O u n ^ n  =
1 = 1

=  ^ x \  +  -  +  ± * x l  +  x £  +  -  +  ^ * x f  +n - l  n -1  1 n - i y  ^  n - l  z
Y  Y

n-lta n-lta

n - l  n - l  лV___________^ ^
n-lta

= - Ц - ( а1..*12 + а д 2) + Л ( а 1 ,Л 2 + “ 1Л г) + Л ( а1.Л2 + а. А 2) +r t - l v 7 П- 1V 7 Л2 — 1 7

r ( ^ 2 .2 * 2  *3 .3 *3  )  7 ( * 2 . 2 * 2  +  * 4 .4 * 4  )  ■* 1 г ( * 2 . 2 * 2  +  Qn.nXn )  +/1 -1 ' 7 /7 — 1 7 /7 — 1 7

+ < w £ )  =л - 1 х 7
|  /7—1 /7

— Е Х к л ' + ^ . л 2) n 1 /=i /=1
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^  я  — 1 n

fix ,x)  =  — ^  +  2(71— 1 )aUjXlXj +  CLjjxf) =

Bundan,

1=1 ;= - 
'< /

П — 1 T2

i= i  ;=* 
*<;

ni hosil qilamiz.
Musbat (manfiy) aniqlangan kvadratik shakllar yigMndisi mus

bat (manfiy) aniqlangan ekanligidan, (7.92) tenglikka asosan (7.87) 
kvadratik shakl uchun quyidagilami hosil qilamiz:

Agar (7.87) kvadratik shakl uchun

auaj j  -  afj(n - l ) 2 >  0 , i =  1 ,2 , n - l ; j  =  2 , 3 , и ; i < /  

shartlar bajarilib,<

a i.ia j j > 0  (« « < 0 )1  =  1,1......«

boMsa, u manfiymas (musbatmas) boMadi.
Agar (7.93) shartlarning kamida bittasi uchun

auaj j  -  ( «  - 1)2 1 <  i <  И - 1 ,  2  <  у  <  « , /  <y (7.95) 
boMib, (7.94) shartlar bajarilsa, (7.87) kvadratik shakl musbat 
(manfiy) aniqlangan boMadi.

K o‘ plab mexanik sistemalaming harakat tenglamalari tofcrtinchi 
tartibli differensial tenglamalar sistemasi orqali ifodalanishini hi- 
sobga olib, to ‘ rt o ‘zgaruvchili kvadratik shakllar musbat (manfiy) 
aniqlanganlik shartlarini keltiramiz:
f (x ,x )  = aux2 +  a22x22 + a33x2 + a4Ax24 + 2ахлххх2 +  2al3xtx3 +  

+2 я, 4x,x4 +  +2  a2 3дг2х 3 +  +  2 a2 4x2x 4+  +  2a~ 4x3x 4 

kvadratik shaklni qaraymiz. Bu kvadratik shaklning matritsasi

A=

aymiz. oil KvaaratiK snaKinim 
j a  i i  d 12  cl i 3  cl1a \

а1.2 &2.2 a2.3 ^2.4 ] 
a i.3  a 2.3 a 3.3 a 3.4 I 

\ a i.4  a 2.4 a 3,4 a 4 A /
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boTib, (7.93), (7.94), (7.95) shartlarga ko'ra (7.96) kvadratik 
shakl musbat aniqlangan b o ‘ lishi uchun

a,, ,> 0 ,/=1,2,3,4; (7.97)

Q1.1G2.2 9 ^ 1 ,2  ^  3,3 9 ^ 1 ,3  —

G1.1^4.4 a 2.2G3.3 ^ a2.3 — (7.98)

^2.2G4.4 ^^24 — a 3.3^3.3 9^3,4 >  0,
Manfiy aniqlangan boMishi uchun esa (2.12) shartlar bilan bir 

vaqtda
a. <0, /=1,2,3,4, 

shartlar bajarilishi yetarlidir.
Eslatma: (7.98) shartlardagi qat’ iy tengsizlik, qolgan ixtiyoriy 

tengsizlik bilan almashtirilishi mumkin.
Agar л 15Я2,...Д п, lar matritsaning xarakteristik sonlari b o ‘ lib, 
A=diag (Я1УЯ2,...уЯп) b o4Isa, (7.92) shakl quyidagi ko4rinishni 

oladi:

f (x ,  x)  =  xr Ax =  — —  J ]  £  (x ,, x y)
П ~  1 /=1 y=2

4 0 NV
1°

(7.100)

§11. Erkinlik darajasi n bo‘ lgan sistemalaming kichik 

tebranishlari

У1 ta erkinlik darajasi b o 4lgan konservativ mexanik sistemani 
o 4zining turg4un muvozanat holati yaqinidagi erkin tebranishlarini 
qaraymiz.

Sistemani muvozanat holatdan o g 4ishini o ‘ zaro bogMiq 

b o ‘ lmagan Я\чЯ2'>'"Яп umumlashgan koordinatalar yordamida 

beramiz. Bunda muvozanat holatga Я\ =  0? ?2 =  Яп =  0

mos keladi. U holda sistemaning kinetik energiyasi Я\*Я2>,,лЯп 
umumlashgan tezliklaming kvadratik shakli ko‘ rinishida tasvirla
nadi.
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T = Y , b̂  . 0 2 - - . О м *
/,*=1

bik(q],q2,q-..qn) koeffitsiyentlari qvq2..,qn laming darajalari 
bo'yicha qatorga yoyib,

ъМ \^ 2̂ - Ю =ь,к+-  (i,k=\,2,...n)
Bu yoyilmaning faqat bjk o'zgarmas hadlarini olib, quyidagiga 

ega b o ‘ lamiz:

T =  Z  ЬлЯ, ’ ̂  (b>* =b'K ’ f*k= 1
i,k=\

Kinetik energiya har doim musbat b o ‘ lib, faqat q=q2=...qn =0 da
ft

gina nolga aylanadi. Shuning uchun T =  b]kqi , qk - musbat 
aniqlangan kvadratik shakldir. '>*=1

Sistemaning potensial energiyasi n(qx,q29q...q„) - umumlash
gan koordinatalaming funksiyasi b o4ladi. Umumiylikni buzmas- 
dan = /7(0,0,...,0) = 0 deb olamiz. U holda potensial energiyani 
<7i > Яг>• • • Яп laming darajasi b o ‘yicha qatorga yoyib, quyidagini ho
sil qilamiz:

n n

...../-1 i,k=1
M a’ lumki muvozanat holatda potensial energiya statsionar qiy- 

mat qabul qiladi, u holda:

a; =
4 )

= 0, O' = 1,2,..., n)

Bundan s Я 2 > * Я n larga nisbatan ikkinchi tartibli boMgan had- 
larni saqlab qolib, quyidagicha ega b o ‘ lamiz:

П
П  =  X  алЧЛк = aik =  2 > « )

i,k=\

Shunday qilib, П  -potensial energiya va T- kinetik energiya 
quyidagi kvadratik formulalar bilan aniqlanadi:

П  = X  З Д & ’ T = S  К к Ш  (7-101)
i,k=1 /,£=1
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Bu yerdagi ikkinchi kvadratik shakl musbat aniqlangan.
Endi harakat differensial tenglamalarini Lagranjning ikkinchi tur 

tenglamalari ko4rinishda yozamiz:
^ 5 T _ 5 T = _ 5 / 7  ) (7 ]0 2 )

dt dq, dq, dq, V '

Bu yerda T  va П  ning o 'm iga  ularni (7.101) dagi ifodasini 
qo ‘ yib, quyidagini hosil qilamiz:

n n
=  0(/' =  l , 2 , , (7.103)

i,k=1 i,k=1

Quyidagi simmetrik matritsalami kiritib,

A  =  (% )"* = !>  B  =  (Ь«Хк-п ЧГ(<1\>Я2>-><ln)

(7.103) tenglamalar sistemasini quyidagicha yozamiz:
Bq + Aq = 0 (7,103')

(7.103) sistema yechimini quyidagi garmonik tebranishlar kofcri- 
nishda izlaymiz:

qx = Vj sin(cot + a\q2 = v2sin(cot + a\...,qn = sin(<y/ + a )  

matritsani ko'rinishda
q = vs\n(cot + a) (7.104)

Bu yerda v = (vl}v2, . . . , v j 7 -o ‘ zgarmas amplituda vektorlari, 
Ф -chostata, cc - boshlang‘ ich fazo.

(7.104) ni (7,103') ga qo4yib, sin(<yr +  a )  ga qisqartirib, quyi
dagini hosil qilamiz:

A v=aBv (k=co2)
Ammo bu xJ'Ax -лхт Bx -kvadratik shakllar singulyar dasta

si xarakteristik tenglamasi ( ^ - ^ )  = 0dan kelib chiqadigan 
Azk = ЛкВ zk(k = 1,2,...,/?) tenglamalar bilan ustma-ust tushadi. 
Demak, izlanayotgan amplituda vektori bosh vektor bo ‘ lib, chas- 
tota kvadrati Я =  со2 xTAx -лхт Bx shakllar regulyar dastasining 
mos xarakteristik sonlari boMadi. n{q{,q2,....,qn)- potensial energiya 
qat’ iy minimumga ega deb faraz qilamiz. U holda Lajan-Drixle teo- 
remasiga asosan sistemaning muvozanat holati turgbun bofcladi. Ikkin
chi tomondan, II=qTAq kvadratik shakl musbat aniqlangan bo ‘ ladi.

Regulyar dastalar haqidagi teoremaga asosan kvadratik shakl- 
laming regulyar dastasi
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x 7Ax -Xxr Bx
n ta haqiqiy Л,,Л2,...,Л„ xarakteristik sonlarga ega va bu n ta

sonlarga mos .......V" I»* * ■ ( » » . v » - - » .  У  ]

bosh vektorlarga ega b o ‘ lib, ular quyidagi shartlami qanoatlan- 
tiradi:

v'.v2.....v"[v* = (v lt,v2t,...v„Jt)7’]  (7.105)
xrAx shaklning musbat aniqlanganligidan,

x'Ax - a x '  Bx 
dastaning barcha xarakteristik sonlari musbat 

At>0 (k= l,2,...,w)
ekanligi kelib chiqadi. Am m o bu holda amplituda vektorlari

V* =(vu ,v2*,...,v„*)r (£=1,2,...,/?)

ortanormallashganlik shartini qanoatlantiruvchi quyidagi n ta 
garmonik tebranishlar mavjud b o ‘ ladi.

v"Sin((Dkt + ak) (co2k = A k,k  =  1,2,...,и) (7.106)

(7.103’) ning chiziqli ekanligidan kelib chiqadiki, ixtiyoriy 
tebranish (7.106) garmonik tebranishlardan hosil qilinishi mumkin:

q =  J ]  AkSin{cokt +  a k )v* (7.107)
*=i

bu yerda, Ak, ak (k = 1,2,..., л) - ixtiyoriy o ‘ zgarmaslar.
(7.107) dan quyidagilami topamiz:

n n
Яо = = (7.108)

*=1 к=\

(7.107) yechimini quyidagicha yozish mumkin:
n

Я, = Z  + «*  V-t (7 j 09)

Berilgan mexanik sistema chastotalarini kamaymaydigan tartib- 
da raqamlab chiqamiz, ya’ ni:

0 <  cox <co2 < . . .  <  con
Bu bilan

xtAx -?jct Bx
dasta xarakteristik sonlari Як = col (*  = 1Д •••>«) ning joylashishi 
aniqlanadi.
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Я, < Я2 < .... < Я„

Berilgan sistemaga h ta o ‘ zaro bog ‘ liq b o ‘ lmagan chekli stat- 
sionar bogManishlami qo^yamiz. Я^Яи- Яп o g ‘ ishlami kichik miq- 
dorlar deb hisoblab, bu bogManishlami Я^Яг -̂Яп larga nisbatan 
chiziqli deb qarash mumkin:

LM) = 0, L2(q) = 0 , ..... ЛЛЯ) = 0.

Bu bogManishlar qo'yilgandan keyin qaralayotgan sistema n-h 
ta erkinlik darajasiga ega boMadi. Bu sistemaning chastotasi

Lx,L2,...,Lh bog ‘ lanishli xrAx -)xr Bx dastaning

Я° < A°2 < ... < A°n_h xarakteristik sonlari bilan Я° = (coff munosa- 
bat orqali bogMangan. Shuning uchun

CQj<  0)°J < coj+h ( j  =  1,2,...,n - h )

Shunday qilib, sistemaga h ta bogManishlarni qo ‘ yganimizda 
uning chastotasi faqat ortishi mumkin, ammo yangi j-  chastota со° 
miqdori eski j+ L -ch a stota  (o^L miqdordan ortmaydi.

Xuddi shuningdek aytishimiz mumkinki, sistema bikirligi ort- 
ganda, ya ’ ni, qrAq shakl ortganda potensial energiya uchun (qrBq
- shakl 0 ‘ zgarmaganda) chastota faqat ortishi mumkin, sistema iner- 
siyasi ortganda, ya ’ni, qrBq shakl ortganda esa kinetik energiya uch
un (qTAq shakl o ‘ zgarmaganda) chastota faqat kamayishi mumkin.

§ 12. Chiziqli yirik masshtabli sistemalar turg‘ unligi

masalasiga bog4iq bo‘ lgan ba’zi teoremalar

A n- tartibli kvadrat matritsa b o ‘ lib, Лт , A1, A0, lar bu matrit
sani mos ravishda bosh, bosh boMmagan diagonallarga va matritsa 
markaziga nisbatan transponirlangani b o ‘ lsin.

Quyidagi sistemalami qaraymiz:
x = Ax,

x = A7 x,

x =  A1x9

(7.110)

(7.111)

(7.112)
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Х ~ А °Х> (7.113)

х = (Л + Л )х, (7.114)

bu yerda х = (xi>x2>—9xn)T е R " •
Teorema 7.19. Agar (7.110) sistema muvozanat holati turgkun 

(asimptotik turg4un) yoki turg'unmas bo* Isa, u holda (7.111), 
(7.112), (7.113) sistemalar muvozanat holati ham mos ravishda 
turg‘ un (asimptotik turg‘ un) yoki turg‘ unmas b o ‘ ladi.

Isbot: Transponirlangan matritsalaming xossalariga ko4ra quyi- 
dagiga ega bo ‘ lamiz.

A-AE\ = Ar -X E A1 -A E A0 -  XE

Ya’ ni, A, AT, A1, A0 matritsalaming xarakteristik ko‘ phadlari 
bir xil bo*lib, bundan teorema 1 ning to ‘g ‘ riligi kelib chiqadi. 

Teorema 7.20. (7.110) sistema uchun
v(x)=xTPx (7.115)

kvadratik shakl ko‘rinishdagi Lyapunov funksiyasi mavjud bo*lib, P 
matritsa musbat aniqlangan, bosh diagonalga yoki matritsa marka
ziga nisbatan simmetrik b o ‘ lsin. Agar

P=H ']P=PH-] (7.116)
matritsa musbat aniqlangan b o isa , u holda (7.110) sistema muvoza
nat holati turg'unligi (asimptotik turg‘ unligi) yoki turg'unmasligidan

x = HAx (7.117)
sistema muvozanat holatini mos ravishda turg'unligi, (asimptotik 
turg‘ unligi) yoki turg4unmasligi kelib chiqadi, bu yerda H ,/£4-m a- 
tritsa xosmas, musbat aniqlangan, bosh diagonalga yoki matritsa 
markaziga nisbatan simmetrik.

Isbot: (7.117) sistema uchun Lyapunov funksiyasini quyidagi 
kvadratik shakl ko‘ rinishda quramiz:

V) ( X )  =  X T P [X '  (7.118)

Teorema 7.20 ning shartiga ko ‘ ra Px matritsa musbat an
iqlangan, shuning uchun (7.118) funksiya ham musbat aniqlangan 
bo ‘ lib, undan (7.117) sistema yordamida olingan hosila quyidagi 
ko ‘ rinishga ega bo*ladi:
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v (x )  =  x TPlx  + x T Pxx  =  х т [ {H A )r P{ +  p {HA~\x = x T( A TH TH~'P + P H ~ 'H A )x  =

x T(A T P  +  P A )x  =  v(jc).

Bundan, (v ,(x ) va (v (* )  funksiyalarning ishora aniqlanishi 
bir xil ekanligi kelib chiqadi. Bu teorema 7.20 ning to ‘ g ‘ riligini is- 
botlaydi.

Teorema 7.21. (7.110) sistema uchun (7.115) Lyapunov funksi- 
yasi tuzilgan bo ‘ lib, musbat aniqlangan

P} =HP=PH
matritsa mavjud boMsin, bu yerda H, RN-matritsalar xosmas, mus
bat aniqlangan va bosh diagonalga yoki matritsa markaziga nisbatan 
simmetrik boMsin. U holda (7.110) sistema muvozanat holatining 
turgfcunligidan (asimptotik turg6unligidan) yoki turg‘ unmasligidan

x = H~'Ax
sistema muvozanat holatini mos ravishda turg‘ unligi (asimptotik 
turg‘ unligi) yoki turglunmasligi kelib chiqadi..

Isboti teorema 7.20 ning isboti kabidir.
Eslatma. Agar teorema 7.20 (teorema 7.21) da P -  E boMsa, 

u holda teorema 7.20 (teorema 7.21) Px = Я ' 1 (P, = H )da o ‘ z ku
chida qoladi.

Teorema 7.22.
v(x) =  xTEx

funksiya quyidagi sistema uchun Lyapunov funksiyasi boMsin

X  =  A 0 X ,  ( 7 1 1 9 )

bu yerda x g Rn, A0 e Rnxn, E -  n-tartibli birlik matritsa va 
matritsalar n oMchovli, xosmas, musbat aniqlangan, 

bosh diagonalga yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik mat- 
ritsalardir.

U holda (7.119) sistema muvozanat holatining turg‘ unligi 
(asimptotik turg‘ unligi) yoki turg‘ unmasligidan quyidagi

X =  AX, (7.120)
sistema muvozanat holatining mos ravishda turg‘ unligi (asimptotik 
turg'unligi) yoki turg‘ unmasligi kelib chiqadi. Bu yerda
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\

т т

А — '^d&iAi yoki ^  ~ >
*=i

А  =  t f ,A >  А* = -#7* А > ^ °> * = l»2,...,w Х а *2 ^ 0
г * 1=1

Isboti: v(x) ~ x Bx (7 | 19) sistema uchun Lyapunov funksi-
yasi b o ‘ lsin. U holda

{v(x)) =  x T(AT0 + A 0)x

(7.120) sistema uchun Lyapunov funksivasini quyidagi
vt (x ) =  xTH~]x ,

m

kvadratik shakl ko ‘rinishida quramiz, bu yerda Я  = \ctiHi
i*i

Teorema 7.22 ning shartiga ko ‘ ra N musbat aniqlangan va bosh 
diagonalga nisbatan simmetrik. Shuning uchun Vj(x) funksiya 
musbat aniqlangan b o ‘ lib,

( f  m \
T(v ,W ) = xT(ATH~l +H~'A)x = xT ^a,A:

V\ w 
N N

A

Я ' Ч Я ‘
\л

x =

« д 7
V V w

/ /

Я 'Ч Я '1 Z « A4 i-l /  У

£ аЛ
V м

JC = л:г ( 4 ш -1 + H~1HAq)x =

x (4 , + 4 ,)*  = (v(x)).

boMadi. Bundan, ( v j ( * ) )  va (v (x ) )  funksiyalaming ishora aniq- 
anishi bir xil ekanligi kelib chiqib, teorema 7.22 ning to ‘ g ‘ riligi is- 
botlanadi.

Agar teorema 7.22 da Ak < Aj9 k ,j  =  1,2,...,я, к Ф j  va 
ak + ccj = 1, boMib, barcha qolgan a .  = 0, i Ф к , i Ф j,  b o ‘ Isa, 
u holda A  matritsa quyidagi shartni qanoatlantiradi.

Ak < A < A j  (7.121)

Endi (7.110) sistema muvozanat holati turg-unligini ba’ zi chek- 
lanishlarda qarab chiqamiz. Faraz qilaylik, (7.110) sistemadagi A 
matritsa matritsa markaziga nisbatan simmetrik b o ‘ lsin. Bu holda 
(7.110) sistemani vertikal va gorizontal simmetriya o ‘ qlari b o ‘yicha 
yoki o ‘ zaro muvozanatlashuvchi qism sistemalar b o ‘yicha dekom- 
pozitsiya qilish mumkin.
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Teorema 7.23. Agar musbat aniqlangan n- tartibli R  kvad
rat matritsa bosh va bosh bo ‘ lmagan diagonallarga yoki matritsa 
markaziga nisbatan simmetrik b o ‘ lib,

v(x) = xTEx (7122 )

fiinksiya (7.114) sistema uchun Lyapunov funksiyasi b o ‘ lsin. U 
holda bu funksiya (7.110) sistema uchun ham Lyapunov funksiyasi 
b o ‘ ladi, ya ’ni, (7.114) sistema muvozanat holati turg‘unligi (asimp- 
totik turg‘unligi) yoki turg‘unmasligidan (7.110) sistema muvo
zanat holatining mos ravishda turg‘unligi (asimptotik turg‘unligi) 
yoki turg‘ unmasligi kelib chiqadi.

Isbot: Bevosita tekshirib ko ‘rib, ishonch hosil qilish mumkinki,

P  =  P  =  P  dan P  =  P°  ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun 
teorema 7.23 ni P = P°  hoi uchun isbotlash yetarli. R  matritsaning 
musbat aniqlanganligidan (7.122) fimksiyadan musbat aniqlangan- 
ligi kelib chiqadi. U holda quyidagilarga ega b o ‘ lamiz:
( v (* ))  =  xT ((A + A°)TP+P(A = A0 ))jc = (v(jc)) + (A°TP + PA°)x =

(v  (x)) + xT(A°rP0+P0A°)x = (v (x)) + xT(ArP+PA)x =
= (v(x)) + (v(x)) = 2(v(x)).

Bundan, № )  va (v (x )  funksiyalarni ishora aniqlanishi bir 
xil ekanligi kelib chiqib, teorema 7.23 isbotlanadi.

Teorema 7.24. Agar A  matritsa bosh va bosh b o ‘ lmagan diago
nallarga yoki matritsa markaziga nisbatan simmetrik b o ‘ lib,

v (x ) =  xT Ex
9

fiinksiya (7.110) sistema uchun Lyapunov funksiyasi b o ‘ lsin. 
(bu yerda P musbat aniqlangan kvadratik matritsa). U holda 
vi (* )  =  xTP°x va v2(x ) =  xT(P +  P°)x funksiyalar ham (7.110) 
sistema uchun Lyapunov funksiyasi b o ‘ ladi.

Isboti: P matritsaning musbat aniqlanganligidan P° va P  + P°
. Matritsalaming ham musbat aniqlanganligi kelib chiqadi. Shuning 
uchun v j (x )v a  v2(x) funksiyalar musbat aniqlangan b o ‘ ladi. Teo
rema 7.24 ning shartiga ko ‘ra A =  A 0. Bu shartdan quyidagilar 
kelib chiqadL*
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(v, 00) + хт (АТР° + Р°А)х = хт (А* Р° + Р°А°)х = хт (Ат Р+ РА)х,
(v2 (х)) +  х т(А т( Р + Р ° ) + ( Р + Р °  )А)х  =  х т(АтР +  Р А ) х + х т(А тР + Р А ) °  х, 

( ч ( х ) )  +  х т(А тР + Р А )  х.

Bundan teorema 7.24 ning to ‘g ‘ riligi kelib chiqadi. Shuningdek,
| ATP + PA- ЯЕ\ = |(ATP + PA)° -  ЛЕ\

Teorema 7.25. Agar n- o ‘ lchovli A  kvadrat matritsa bosh va 
bosh b o ‘ lmagan diagonallarga yoki matritsa markaziga nisbatan 
simmetrik b o ‘ Isa, u holda bu matritsani musbat ( manfiy) aniqlangan

b o ‘ lishi uchun quyidagi shartlaming bajarilishi yetarlidir: n=z 2k 
da
1. ля(4 )> 0 (л ,ц )< 0 )

2. ^ A ,) > U m +A]){AI+AI)t) [ л Щ ) > и и( 4  + А°2) ( 4 + А°2)т

n  =  2 /t +  l d a

3. Я.(Л)>0>а,.ич>0(/1мЦ)<0) et4jW<0),
4. Л.(4К*1.м>М(ЛЛ4)

f  I 1
5AW>W4>Hl ■4S«4 + 4X4 +4)Г + 2Я.(4))+-ам^ ( 4  +4x4 +4)Г

(2яи(4)-4((4+4X4 +4)г))+^.«,Л((4 +4X4+4)r)j.

bu yerda 4  va Л2 matritsalar k-tartibli b o ‘ lib,
4  A  '

Л =
4**2

[0 a0
A° A0 2 Л \

dan aniqlanadi, Ax va A2 ulami mos ravishda matritsa markaziga 
nisbatan transponirlanganidir.

a =  a { +  a 2 a \ = (**+i,i > a k+\,2 >•••> ak+\,k)

mos ravishda A  matritsa markazida joylashgan vektor va skalyar- 
lardir.

Isboti: Agar matritsa bosh va bosh b o ‘ lmagan diagonallarga nis
batan simmetrik b o ‘ Isa, u holda u matritsa markaziga nisbatan ham 
simmetrik b o ‘ ladi. Shuning uchun teorema 7.25 ni matritsa marka
ziga nisbatan simmetrik b o ‘ lgan matritsalar uchungina isbotlaymiz.



n-2k  b o ‘ lsin, u holda teorema 7.25 ning shartiga ko ‘ ra A  matritsa 
quyidagi ko ‘rinishga ega

Ax A2 )

U  4'J
A =

Quyidagi A  matritsaga mos keluvchi kvadratik shaklni qaraymiz.

r .  r ( A A )  
x Ax = x Ao .0 *  (7.123)

i /

т kabi belgilash kiritamiz, t 
\T V V \T

. U holda quyidagilami

x ~(y  ) kabi belgilash kiritamiz, bu yerda

У ~  (Xl 9 X2 >*••> X j t )  9 Z =  (xic+1 > Xk+2 >*••> x n )

hosil qilamiz 

.v'.4v = A‘ Y j = V ^ ,-+ - -Ч ,  + , 'A U  + =
\я г -Ъ л -  /

I
v 4 v + / ( 4  i  л л д  ) H ~  ^ . ^ ) г Ы И 1- ^ ( Д в ) И  =

A, (•-»,>

4.НГ)
,1-1!

x TA x  < /цДЛ, )|j| -  Д*Л(.4аг + +.4?)г ]!y||;|| + ЯМЫ,0)||;| -

i i

Bundan kelib chiqadiki, agar teorema 7.25 dagi 1. va 2. shartlar 
bajarilsa, u holda (7.123) kvadratik shakl va unga mos A  matritsa 
musbat (manfiy) aniqlanadi.

n = 2k + \ b o ‘ lsin , u holda teorema 7.25 ning shartiga k o ‘ra A 
matritsa quyidagi ko‘ rinishga ega b o ‘ ladi:

A =

A, a.

a \

A2

Ю °  

4 °  jЛ  2
A  matritsaga mos quyidagi kvadratik shaklni qaraymiz:
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(A, a,
х тАх = х т\ а ‘ аЫ1Ы (а; )° \х.

.0 .0 
КА1 а2 А1 /

Bu yerda х = (у 9хк̂ ^ 9 z0 ) , у  = (х19х29-.-9хк) ,

Z0 =  (**+2 > **+3 f*9Xn)
U holda quyidagilarga ega boMamiz:

(7 .124)

T i J T ,  T
x A x = (v .Л'Ы Ы « ; 0 J

.4, л2 .42
Г / Г чО

Л1 Ь̂ЦЫ ^

V \ 
.V

‘ 7 I . - T i t Т , <0 Ч■хк.|.ы ! = ’ Л V+ (Л  + А, )у +
IV 2 2 *4 Л"° f

+ У aYi*l.bt + Л *♦!.*♦! ■** *0Л Л < Ы *И  + -0*̂ 1 -0’

bu yerda а = а, + а2.
Bundan, Лт(Л1) = Ат(А1°) Н = |а°|, ekanligini hisobga o l ib ,  (7.124)

kvadratik shakl uchun quyidan va yuqoridan olingan qu y id ag i ba-
holarga ega boMamiz: 

i_

x TAx > Â , (Л, )|[yf -  4  (Wa* + А  + A  )r № oII -  ^  a M .M*м .м

~ М̂ оЦ***! .*+1 | + Ли ̂  )|ко if =

! *.'«•(А)

(Mix IWM -Ы
\M

I*
UM '

xtax< Лг(Д)Ь1а - 4 г ,(и2г + /i®)(/ijr + ̂ ) r +

+  № o | x i»u-n|+ Л Л 4  % o l  *

M l* *+M<h ~tW

i|<»i - i  4 </цг * -  .4,v I

tW 

Лил, i

M

l ко II
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Bu baholardan kelib chiqadiki, agar teorema 7.25 dagi 3., 4. va 5. 
shartlar bajarilsa, u holda (7.124) kvadratik shakl va unga m os A  
matritsa musbat (manfiy) aniqlangan b o ‘ ladi.

M isol 7.4 Quyidagi oltinchi tartibli chiziqli sistemani qaraymiz:
x = Ax,

bu yerda x = (x ^ x ^ x ^ x ^ x ^ x j1',
(7 .125)

A =

- 2 0 1 0 0 1
-1 - 2 0 1 0 1

1 0 - 3 -1 0 0
0 0 -1 - 3 0 1
1 0 1 0 - 2 -1
1 0 0 1 0 - 2

A  matritsa matritsa markaziga nisbatan simmetrik bo 'lgan i 
uchun quyidagilarga ega b o ‘ lamiz:

' - 1 0 Г ' - 3 0 n

4  = -1 - 2 0 A0 -  > Л\ 0 - 2 -1
0 - з > 1 1 0 - 2 j

A 2 =

4 + 4  =

оо

о 0 1

1 0  1 А 0 = » л 2 - 1 0  1

1 ►—»
 

о
 

о ,1  о  o J
\ (  5

Г 11

j. Ыг + Л®Х‘ Г̂ -*•4)г =I - : *» Л !-  - гij 1 * 2 5 J
Аы(A,)  =  Au(A?)  =  -1.382<0. A„ U ,) = Am(A?) = -3 .68< 0 .

AU((A [-AlXA: +A°)T) = 6. Alf(.4j) = L909924> Au((Л[ + Л*Х.< + ̂ ) r) = L5.
4

Demak, teorema 7.25 ga asosan A  matritsa manfiy aniqlangan va 
(7.125) sistema muvozanat holati asimptotik turg‘un b o ‘ ladi.
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§13. Dempfirlanishi va bikirligi oshkor holatda vaqtga 

bog‘ liq bo‘ lib, chiziqsiz bo‘lgan sistema asimptotik 

turg‘ unligining yetarli shartlari

Dempfirlanishi va bikirligi oshkor holatda vaqtga b og ‘ liq b o ‘ lib, 
chiziqsiz b o ‘ lgan sistema toyigan harakat tenglamasini quyidagi 
k o ‘rinishda qaraymiz:

X  +  pit, X , x)x + a(t, x,x)x = 0 (7.126)

bu yerda va P lar t, x ,x  haqiqiy о ‘ zgaruvchilami

t > t 0, x2 + x 2 <M  (7.127)

sohada aniqlangan haqiqiy funksiyalari (^ ° ’ ^ -  musbat 
o ‘zgarmaslar).

a  va P  koeffitsiyentlar o 4zgarmas b o4lib, musbat b o4lganda 
x =  0, x  = 0 toyimagan harakat asimptotik turg4un b o 4ladi. Agar 
bu koeffitsiyentlar musbat holatda qolib, o 4zgaruvchi b o 4Isa, u holda 
ulaming o'zgarishrejimida harakat turg4unmas b o4lib qoladi. a  va 
P koeffitsiyentlaming o 4zgarish qonuni ma’ lum b o 4lsa, turg4unlik 
masalasini qarab chiqish mumkin. Ba’zi amaliy tatbiqlarda a  va 
P koeffitsiyentlami xarakterlari ma’ lum b o 4lmay, ulami o 4zgarish 
chegaralarigina ma’ lum b o 4ladi, ya’ni, (7.127) sohada bu funksiya
lar quyidagi shartlami qanoatlantiradi:

ax <  a (t9x ,x )  <  a2, bx <  P (t ,x ,x )  <  b2, (7 .128)

bu yerda >a2 A  >̂ 2 - berilgan musbat sonlar
Bu k o4rsatilgan chegaralarda & va P ixtiyoriy qonun 

b o 4yicha o 4zgarganda, x =  0, x = 0 toyimagan harakat asimpto
tik turg4un b o 4ladigan yetarli shartlami hosil qilish katta qiziqish 
uyg4otadi.

Q o4yilgan masalani qarab chiqish uchun 
X  =  J C j,  X  =  x2

o ‘ zgaruvchi almashtirib, (7.126) tenglamani quyidagi sistema bilan 
almashtiramiz:

x x = x 2 

x 2 = - a ( t , x , x ) x x ~ P ( t ,x ,x ) x 2

219



yoki matritsa ko ‘rinishida
y  =  A(t,y)y ,  (7.129)

f  0 l Л
buyerda . « ' • » - { _ a(,_y) _ p(uy)>

Qat’ iylik tartibi mos ravishda ex va e2 b o ‘ lgan <P\(t>y) va 
<p2(t,y) qat’ iy musbat funksiyalami quyidagicha kiritamiz

<Pi(*>y) = Щ - a(tfy ) p 2 (/,>>) = m2 - /? (* ,  у )  (7Л30)

Tckshirib ko ‘rish mumkinki (7.128) tengsizlik bajarilganda 
(/*$>У)уa Vii^y) funksiyalar uchun quyidagi baholar o ‘ rinli:

Wi - a 2 <<pl(t,y)<ml - a x, m2- b 2 <(p2{t>y)<m 2 -^ (7 .1 3 1 )  
bundan, ^  = a2 + s l9 m2 - b 2 + £2ekanligi kelib chiqadi. Shuning 
uchun (7.131) ni quyidagicha yozish mumkin.

*i ^ <P\ У) ^ “  ax +  ex, £2 < (f, y ) < b 2 - b x + sx 
(7.130) yordamida (7.129) ni quyidagi ko ‘rinishga keltiramiz

У = A0y  + (P: (t, y)Axy  +<p2(t, y)A2y ' (?  132)

f  0 П  0 0Л f0 0\
bu yerda A  -

(7.132) sistema uchun Lyapunov funksiyasini quyidagi kvadra
tik shakl ko ‘ rinishida quramiz:

V(y)=yTPy (7.133)
^ т , ( т ,  +1)

'  0 1 N

оо ооv—

= , A x = , A 2 —
Г т \ ~ m2 j v0  1,

bu yerda P =
m-

1

mx +1
m2 /

bu kvadratik shakl musbat aniqlangan b o ‘ ladi.
(7.133) funksiyadan (7.132) sistema yordamida olingan hosila 

uchun quyidagini hosil qilamiz:

V(y) < (A„(G0) + ( * 2 +  *1M A,(G 1) +  (Z>2 -b , + е2)Лм (G2))\\yf,

bu yerda Go =
-2m, 0 ' 2 * i+l  ]

m2
0 -  2m.

иО

\ i /
m‘ +1 0
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g 2 =
1 2

m, +1
m2 У

va
^ Су) — (- а̂/ (Go) + (ai a\+ &\ (Gx) + (b2 bx + s2 )ЯМ (G2) |y|| ,

(7.134)
bu yerda

AM (G0) = -2m ,, ЛМ(С1) = 1 + 1 + - U -
V \ m2 J

. S i !m, V I m,

\2

(7.134) bahodan k o ‘rinadiki, funksiya quyidagi shart ba-
jarilganda manfiy aniqlangan b o ‘ ladi.

Л Д ^ о) + (а2 “ fll + f l)^ A /(^ l) + (^2 ~^1 < (7.135)
Bundan kelib chiqadiki, Lyapunovning asimptotik turg‘unlik 

teoremasiga asosan (7.132) yoki (7.126) sistema toyimagan harakati
(7.135) shart bajarilganda asimptotik turg‘un b o ‘ ladi. 

m +1
—1—  = к b o ‘ lsin, u holda (7.135) quyidagi k o ‘ rinishda b o ‘ ladi:

m.

-Irr̂  + (mx -  Oj )(1 +  yjl + k2) + (m2 -  bx )(k -  >Jl + k2)<0,

yoki

olib

(mx + m2 - a x-b x )yll + k2 < ax + bxk -1  

Bu tengsizlik ax+bxk - 1 >  0 shartda ma’noga ega b o ‘ ladi.
• 14 1 ^2 4 1 + £. .

Butengsizlikdan ex -> 0 , s2 -> 0  va k = — ----- —  m e tiborga
2 + 2̂

_ W j j f i _ o j+ 2 ^  ^ p -  1 + ( * ц д _  =(Й2 + 1 )2 A 2 + (fl2 + 1)

a2 -  aj + < - _ = _ [ ( в2 +  % + ( « ,  - l ) i 2] 
V * 2 + (a2 +1) (7.136)

(«2 + %  + (ai _  !)*2 > 0  (7.137)
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lami hosil qilamiz. Shunday qilib, a(t,x,x)  va /3(t,x, x) fimk- 

siyalaming a\'ai>b\>b2 chegaralari (7.136) va (7.137) shartlami

qanoatlantirsa, u holda toyimagan harakat x  =  0 ,  x  =  ® asimpto
tik turg‘ un b o ‘ ladi.

Mashqlar:

Quyidagi kvadratik shakllami kanonik k o ‘rinishga keltiring:
a) 2x1 +  x2 ~  4*1*2 ~  4 x 2*3
b) * i 4* 2 * f  +  3*1 — 4 * !* 2 — 4*2* 3
c) 3*i 4- 4*| +  5*1 4- 4*х* 2 -  4*2*з
d) 2*i + 5*| 4- 5*| 4- 4*x* 2 — 4 * i*3 -  8*2*3
e) x\ -  2*2 -  2*3 — 4 *!*2  +  4 * x*3 4- 8*2*3
f) 5*1 4- 6*1 +  4*1 -  4 *i*2 — 4*1*3
g) 3 * 1  +  6 * 2  +  3 * 3  — 4 * 1 * 2  “  %X1X3 ”  4 * 2 * 3

h) 7*1 4- 5*| +  3*1 -  8 * i * 2 4- 8 *2 *3
2*1 4- 2*1 4- 2*| +  2*1 — 4* 1*2 +  2*x * 4 4- 2* 2*3 ~

i) 4 * ,* 4
j )  2*1*2 +  2*3*4

*1 +  x\ 4* x\ +  x\ +  2 * 1 *2  “  2 *1 *4  -  2 *2 *3  +  2 *3 *4  

1) 2 * 1 * 2  +  2 *1 *3  “  2 * ! * 4 — 2 * 2 *3  +  2 * 2 * 4  +  2 * 3 * 4  

*1 4“ *2 +  *| 4- *4 -  2 * !  *2 4- 6 * !* 3  -  4*1*4  -  4*2*3  +  
m) 6 * 9*4 — 2 * э Xj.
n) 8 *1 *3  +  2 *1 *4  4- 2*2 *3  +  8 * 2 * 4

Agar A-kososimmetrik matritsa b o ‘ Isa, u holda 
В =  (E — A)(E 4- Л )"1 matritsani ortogonal ekanligini isbotlang.
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VIII BOB

Y IR IK  M ASSH TABLI SISTE M A LAR  

T U R G ‘U N LIG IN IN G  U M U M IY  M A SA L A SI

K o ‘plab jarayonlar yirik masshtabli sistemalar (Y.M.S.) orqali 
modellashtiriladi. Bunday sistemalaming xarakterli belgilari quyi- 
dagilardir:

1. ko ‘p o ‘ lchovlilik;
2. sistema strukturasining k o ‘p karraliligi (to‘ rlar, daraxtlar, 

iyerarxik strukturalar va boshqalar);
3. sistema elementlarining k o ‘p bog ‘ lamliligi (qism sistemalar 

orasidagi bitta darajadagi va har xil darajali iyerarxiyalar orasidagi 
bogManishlar);

4. elementlar tabiatining k o ‘pxilliligi (mashinalar, avtomatlar, 
robotlar, odam-operatorlar);

5. sistema holati va tarkibi o ‘zgarishining ko‘p karraliligi (siste
ma strukturasi, tarkibi va bogManishlaming o ‘zgaruvchanligi);

6. sistemaning ko ‘p kriteriyliligi (qism sistemalar uchun har xil 
lokal kriteriylar va to ‘ la sistema uchun global kriteriylar, ulaming 
qarama-qarshililigi).

7. sistema yoki uning elementlari tabiatiga xos b o ‘ lgan ba’ zi bir 
xususiy belgilar.

Bu belgilar sistema dinamik xossalarini (turg‘ unlik, boshqaruv- 
chanlik, kuzatuvchanlik, optimallik) o ‘rganishda ma’ lum qiyin- 
chiliklarga olib keladi.

§1. Masalaning qo‘yilishi

Ma’lumki, Lyapunov funksiyasini qurishning umumiy algoritmi 
mavjud bo ‘ lmaganligi uchun yuqoridagi xarakterli belgilaiga ega bo ‘ lgan 
sistemalar tuig‘unligini tahlili qilishda hosil bo ‘ ladigan qiyinchiliklar 
Lyapunovning to‘g ‘ri usulini samarali qoMlash imkonini bermaydi.

Shuning uchun qaralayotgan sistemani soddalashtirish yoki 
boshqa sistema bilan almashtirish bilan bogMiq boMgan bir qancha 
y o ‘nalishlar paydo boMib, bularda turg‘unlik (turg‘unmaslik) ma- 
salasi bevosita berilgan sistemani tekshirish yoMi bilan emas, balki 
bu oraliq sistemalami tekshirish yoMi bilan hal etiladi.
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Yirik masshtabli sistemalar turg‘unligining umumiy masalasi 
quyidagicha ikki xil k o4rinishda q o4yiladi.

A  m uam m o: Y.M.S. o 4zaro bog 'liq  bo'lgan qism sistema- 
larga dekompozitsiya qilingan (ajratilgan) b o 4lsin. Shunday 
shartlami aniqlashimiz kerakki, bularda sistemaning Lyapunov 
b o4yicha turg‘unligi o ‘ zaro bog 'liq  b o ‘ lmagan qism sistemalar- 
ning turg4unligidan va ular orasidagi bog ‘ lanishlaming xossalaridan 
kelib chiqsin. Boshqacha aytganda, masalaning bunday q o4yilishida, 
aw al Y.M.S. ni tashkil qiluvchi har bir erkin qism sistema uchun 
Lyapunov funksiyasi tuzilib, ulami turg4unligi (turg4unmasligi) 
ning yetarli shartlari hosil qilinadi. S o4ngra bu qism sistemalar 
orasidagi bog ‘ lanishlaming xossalaridan va erkin qism sistemalar 
turg‘unligining yetarli shartlaridan foydalanib, berilgan sistema 
turg4unligining yetarli shartlari hosil qilinadi.

В muam m o: Y.M.S. o ‘ zaro bog ‘ liq b o 4lgan qism sistemalarga 
dekompozitsiya qilingan (ajratilgan) b o ‘ lsin. Sistema tartibi pasayi- 
shini ta’minlaydigan shunday shartlami aniqlashimiz kerakki, unda 
qaralayotgan sistemaning turg‘unligi o ‘ zaro b og 4liq b o 4lgan qism 
sistemalar xossalaridan kelib chiqib, bunda erkin qism sistemalar 
turg4unligi haqidagi ma’ lumotlardan foydalanilmaydi. Boshqacha 
aytganda, masalaning bunday q o4yilishida, har bir qism sistema 
uchun Lyapunov funksiyasi tanlanib, ular yordamida qaralayotgan 
sistema uchun Lyapunov funksiyasi tuziladi va qaralayotgan siste
ma turg4unligining yetarli shartlari hosil qilinadi.

Bu ko4rsatilgan muammolar Y.M.S. turg4unligini tekshirish bilan 
shug‘ ullanuvchi mutaxassislar uchun bosh y o 4nalishlami aniqlab 
berdi. Ulami hal etish y o 4lida bir qancha matematik usullar yara- 
tildi yoki rivojlantirildi. Jumladan, Lyapunovning vektor-funksiyasi 
usuli, vektorli normalar usuli, minimaksli usul, Lyapunov matritsa 
funksiyasi usuli va boshqalar.
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§2. Yirik masshtabli sistemalaming dekompozitsiyasi

Faraz qilaylik, (S). Y.M.S. holati quyidagi differensial tenglama 
bilan ifodalansin.

bu yerda t E T =  [t0, oo) с  R, x s Rn , f  E F b o ‘ lib, F oila quy
idagicha aniqlanadi:

F =  { f \ f 2, . . .J Nl f kiTxRn -> Rn, (8 .2)

N -  haqiqiy son.
Agar (S). Y.M.S. s ta qism sistemalardan tashkil topgan b o ‘ lsa, 

u holda (S). Y.M.S.ni (S.) o ‘ zaro bog ‘ liq b o ‘ lgan qism sistemalar
dan tashkil topgan deb qarash mumkin b o ‘ lib, (S) o ‘ zaro bog ‘ liq 
b o ‘ lgan qism sistemalar quyidagi tenglamalar bilan ifodalanadi:

(8.1)

(8.3)
bu yerda x va f  vektorlar quyidagicha aniqlanadi:

shuningdek,

V /c  =  1 ,2 ,...,iV , n1 +  n2 +  - -n s =  n ,  t =  s. 
f. funksiyalar barcha t E R da, faqat va faqat x=0 dagina

x‘ =  (0T, 0 T......xJ,0T.......0 T)\  i =  l ,2 .......s

belgilash kiritamiz,
9 i  \ Tx Rni —> Rni, 

funksiyani

tenglik bilan aniqlaymiz.
U holda to )  i- erkin qism sistema

(8.4)

fi'it.x) =  V i =  1,2, ...,s (8.5)
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ifoda yordamida aniqlangan fi funksiya (S) sistemani o ‘ zining

i- qism sistemasiga ta’sirini ifodalaydi.
(8.4) va (8.5) ga asosan (8.3) ni quyidagicha yozish mumkin:

^ ■  = g,(t,x,) + £(t,x),  V i = 1,2.....s (8.6)
Agar dt

9  =  (g l 'd i ...... а1У , Г  =  ( f i T, f zT .

deb olsak, (8.6) ni quyidagicha yozish mumkin:

~  = g (t,x,) + f?(t,x), (8.7)

(S) Y.M.S. ni (8.6) k o ‘rinishda dekompozitsiya qilish nazariy 
b o ‘ lib, amaliy tatbiqlarda bu bir muncha noqulaydir. Masalan (8.5) 
tenglik yordamida f*  funksiyalami har doim ham aniqlash qulay 
b o ‘ lavermaydi. Shuning uchun (S) Y.M.S. ni dekompozitsiya qilish- 
ni qulaylashtirish maqsadida har bir s ta t o )  qism sistemalardan ibo
rat boMgan Y.M.S. bilan sxs tartibli matritsa o ‘ rtasida quyidagicha 
o ‘ zaro bir qiymatli mosli o ‘ matamiz:

1. (S) Y.M.S.ning (5 j) erkin qism sistemalarini matritsaning 
bosh diagonaliga mos q o ‘yamiz;

2. t t )  qism sistemalami (S; ) qism sistemaga ta’sirini ifodalovchi 
funksiyani i-satr va j-ustun kesishgan joyga mos q o ‘yamiz. Natijada 
matritsaning bosh diagonalida erkin qism sistemalar b o 4lib, bosh 
diagonaldan tashqarida bu erkin qism sistemalar orasidagi to‘ g ‘ ri va 
teskari bogManishlar boMadi.

Bunday moslik o ‘matilgandan keyin (8.1) sistema quyidagi 
ko ‘rishladan biriga keladi:

—  =  Ax
d t ‘ (8.8)

5 - ^  (8.9)

|  =  ^ > '  (8.10) 
—  = A(t,x), ĝ l l ^

bu yerda A , A(t),A (x), A(t,x)-bosh diagonalga nisbatan simmetrik 
boMgan sxs tartibli kvadrat matritsalar.
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(8.8), (8.9), (8.10), (8.11) sistemalami dekompozitsiya qilish 
masalasi mos ravishda A , A (t),A (x), A(t,x)-matritsalami blok mat- 
ritsalarga ajratish masalasi bilan teng kuchli bo ‘ lgani uchun (S) 
Y.M.S.ni dekompozitsiya qilish masalasi matritsani blok matritsalar- 
ga ajratish masalasiga keladi.

Misol tariqasida (8.8) sistemani ba ’zi xususiy hollarda dekom
pozitsiya qilish usullarini qarab chiqamiz. Faraz qilaylik, A  matritsa 
markazga nisbatan simmetrik b o ‘ lgan sxs o ‘ lchovli kvadrat matrit
sa b o ‘ lsin. U holda (8.8) sistemani quyidagicha usullarda dekom
pozitsiya qilish mumkin:

1. Vertikal va gorizontal simmetriya o ‘ qlarga nisbatan dekom
pozitsiya qilish. Bu holda (8.8) sistema n=2k da,

y  = Axy  + B,z,

z = BI°y + A°z, <8-12)

k o ‘ rinishga , n=2k+l da esa
y  = Aly  + a2xt+l+B lz,

x*+i = al у + ak+lMixM + (a( ) ° z  (8.13)

i  =  Bxy  +  a°2xM +A°z, 

k o ‘rinishga keladi. Bu yerda erkin qism sistemalar

у  = А у >
z = A?z,

(8.14)

(8.15)

(8.16)
ko'rinishlarda b o ‘ lib, AUB}- k-tartibli kvadrat matritsalar, A®, B(‘ 
-mos ravishda ulami markazga nisbatan transponirlangani, vektor
lar esa

a\ =  (**+1,1’ ak+l 2 >•••>**+!,*) > a2 =  (a *+l,JU2’ **+l,*+3v-M **+!,„) >

y  = (xl,x2,...,xk)T, z  = (xk+2, x*+ 3 ) r, X = (y T, xk+l, z T) T.

k o ‘rinishda aniqlangan.
(8.8) sistema muvozanat holati turg‘unligining yetarli shartlarini 

hosil qilish uchun (8.12) sistema va (8.14), (8.15) qism sistemalarga 
mos Lyapunov matritsa funksiyasi quyidagi k o ‘rinishda tanlanadi:
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Ul(y,z) = . V!2=V21 (8.17)
vnCy) vn(y,z)^

{vn(y,z) v22(z )>

bu yerda vli(j>) = yTPy,v22(z) = zTlfz,vl2(y,z)=v2liy,z) = y TP1z, 
P* - bosh diagonalga nisbatan simmetrik b o ‘ lgan musbat aniq

langan matritsalar, P2 - o ‘ zgarmas matritsa b o ‘ lib, bulaming barcha- 
si k-tartibli matritsalardir.

(8.13)sistema va (8.14), (8.15), (8.16) qism sistemalarga mos 
Lyapunov matritsa fimksiyasi esa quyidagicha tanlanadi.

U2(y,xk+lz) = (y\), ij= l,2 ,3  , v . = V j  (8.18)
bu yerda

vli = vu(yl vn = a nxMy, vn =vn(y,z), v2! =  v;2, v22 = anx l ],v2J= a 21xMz,

v33 =  vn ( z )> vj, =vJ3,V32 = v23, / } , / f , P 2-matritsalar (8.17) dagidek 
aniqlanadi, au>0, « 12,« 32- lar haqiqiy sonlar

2. O ‘zaro muvozanatlashuvchi qism sistemalarga nisbatan 
dekompozitsiya qilish. Bu holda (8.8) sistema n=2k da

У-1
(8.19)

k o‘ rinishga, n=2k+l da esa
к

y i = Aly<+ ' Z Aj y j +atxk+i> i = 1 *2..... *  =
л-1

>1
i*j

£+l,it+l jfc+1
1=1

ko‘ rinishga keladi. Bu yerda

(8.20)

a i,n+\-i
A  = 4 ^i,n+\—j

Ka i,n+l-i a ii
9

Ka i,n+ l-j a ‘J J
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a i ( a i,*+Pfli,*+l) > a j  ( Д*+1,У > )  >

У,- =  (* р * я+1-,)Г, У в (У1Г»> 2 »-эУ * )Гэ i>j = l A > - X  i * j ,  
b o ‘ lib, Л.. va Л.. lar matritsa markaziga nisbatan simmetrik b o ‘ lgan 
matritsalardir. Bu holda i- erkin qism sistemalar

Й  =  (8.21) 
k o ‘ rinishda b o ‘ lib, ulaming muvozanat holati turg‘unligini yetarli 
shartlari

au <  k l  >  Ц ,„+ы|>* =  1 ,2 ,.. . ,*  (8.22)
shartlardan,

**+1 =  ak+\,k+\Xk+\ (g 23) 

qism sistema uchun muvozanat holat turg‘unligining yetarli sharti

aMMi <  0  . (8.24)
dan iborat b o ‘ ladi. (8.19) va (8.20) sistemalar hamda (8.21), (8.23) 
qism sistemalar uchun yuqoridagi kabi Lyapunov matritsa funksi- 
yalarini tuzish mumkin.

§3. Lyapunov matritsa funksiyasi usuli

Lyapunovning matritsa funksiyasi usuli Y.M.S. lar turg‘ unligi 
masalasi bilan shug‘ullanuvchi mutaxassislar tomonidan yaratilgan 
b o ‘ lib, uning mohiyati quyidagicha: A w a l (8.4) qism sistemalar- 
ning har biri uchun

vu i= l,2 ,...,s  Lyapunov fimksiyalari tuzilib, № ) va (Sj) 
qism sistemalar orasidagi ta’sirlami ifodalovchi bog ‘ lanishlarga 
mos

vtj(S>xi’ xj)  =  vji(t 'xi*xj)> i j = l ,2 ,...,s  
funksiyalar shunday tanlanadiki, unda

V ^ ( X , X i )  ^12 V l s ( t , X i , X s )

__ | ^1 2 * 2)  ^22^ * 2) ■"

^15(^1̂ 11̂ 2) ^ is O ' )X 2 t X s )  • t?ss(t#-Xs)
(8.25)
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matritsa funksiya musbat aniqlangan b o ‘ lsin. So‘ ngra (8.6) 
sistema uchun Lyapunov funksiyasi (8.25) matritsa funksiya va 
V =  (Ч11Ч2# — »Vs)T o ‘ zgarmas vektor yordamida quyidagicha tuzi- 
ladi:

V(t,x) =  r|TU(t, x)r| (826)
(8.25) matritsa fimksiyaning musbat aniqlanganlik shartlaridan 

foydalanib, (8.26) skalyar fimksiyaning musbat aniqlanganlik shar- 
tini quyidagi k o ‘rinishda aniqlaymiz:

V (t,x) >  ф г (х )Н т ВНф(х), (8.27)
bu yerda

Ф:T(x) =  (IV»1 (X) I. \Фг (*)1..... №sOOl), 
H = HT = diag(ri1,rj2,...,T]s)t

B- o ‘ zgarmas matritsa b o ‘ lib, uning elementlari (8.25) mat
ritsa funksiya elementlarini quyidan baholashda hosil b o ‘ ladigan 
o ‘ zgarmaslaming algebraik y ig ‘ indisidan ibarat bo ‘ ladi. (8.27) teng- 
sizlikdan k o ‘rinadiki, agar V  o ‘ zgarmas matritsa musbat aniqlangan 
b o ‘ lsa, (8.26) funksiya ham musbat aniqlangan b o ‘ ladi.

(8.26) fimksiyadan (8.6) sistema yordamida olingan to‘ la hosi- 
lani yuqoridan baholab, quyidagi tengsizlikka kelamiz.

7 ( t ,x )  <  ф г (х )С ф (х ) ( (8 28)
bu yerda G o fczgarmas matritsa b o ‘ lib, uning elementlari (8.25) ma
tritsa funksiya elemenlaridan (8.4) qism sistemalar va (8.6) sistema 
yordamida olingan hosilalami yuqoridan baholash natijasida hosil 
b o ‘ ladigan o ‘ zgarmaslar va Vi, i= l,2 ,...,s  lar ishtirokida tuzilgan 
ifodalardan iborat b o ‘ ladi. (8.28) dan k o ‘rinadiki, (t ,x ) manfiy 
(yarim manfiy) aniqlangan b o ‘ lishi uchun G- o ‘zgarmas matritsani 
manfiy (yarim manfiy) aniqlangan b o ‘ lishi yetarlidir.

(8.27) va (8.28) tengsizliklardan foydalanib, (8.1) yoki (8.6) 
sistema muvozanat holati asimptotik turg‘ unligi (turg‘unligi) ning 
yetarli shartlarini quyidagicha ifodalaymiz.

Teorema 8.1. (8.1) tenglama bilan ifodalangan (S) Y.M.S. (8.6) 
ko ‘ rinishda dekompozitsiya qilingan b o ‘ lib, uning uchun (8.25) 
matritsa-funksiya tuzilgan b o ‘ lsin.

Agar V  matritsa musbat aniqlangan b o ‘ lib, G matritsa yarim 
manfiy (manfiy) aniqlangan b o ‘ lsa, (8.1) sistema muvozanat holati 
x=0 turg‘un (asimptotik turg‘un) b o ‘ ladi.
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Eslatma: Amuammoni hal etishda (8.25) matritsa fiinksiya bosh 
diagonalidagi i = l , 2 , . . . , s  elementlardan (8.4) qism
sistemalar b o ‘yicha olingan hosilalar alohida baholanishi shart, 
chunki bu baho yordamida № ), i= l,2 ,...,s  erkin qism sistemalam
ing turg‘unligi masalasi hal etiladi. В muammoni hal etishda esa 
bunday baholash shart emas.
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