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SO‘ZBOSHI

Komil inson g'oyasi azal-azaldan xalgixnizning ezgu orzusi,
lining ma’naviyatining uzviy bir gismi bo‘lib kelgan. U sharq falsa-
tasidan oziglanib, yanada kengrog ma’no-mazmun Kkasb etib

I'rkin fugnmlik jamiyatini barkamol. ezgu g‘oyalari, hayotiy
Zin|indi iniiMnliknin bo‘igan insonlargina bunyod eta oladi. Shuning
h<Inin yangilanayolgan janiiyatimizda sogMom avlodni tarbiyalash,
akin fugaro nia’naviyalini shakllantirish, ma’naviy-ma’rifiy ishlami
yuksak darajaga ko‘larish orgali barkamol insonlami voyaga
ydka/ishga muhim e’tibor berilmogda. Mamlakatimizda “Kadrlar
layyorlash Milliy dasturi” asosida ta’lim-taibiya tizimining tubdan
isloh elilayotgani ham ana shu ulug‘vor magsadni amalga oshirish
yoMidagi muhim gadamlardir.

llo/jrgi davr yoshlari ruhiyatida chuqur va mustahkam
biiitnhtrni shakllantirish, milliy istiglol g‘oyalariga sadogatnL ona-
Valanga mehr-muhabbatni, bu yoMdagi fidoiylikni tarbiyalashni
davom ettirish oliy ta’limning asosiy vazifalaridandir.

“Ta’limto‘g‘risida”gi Qonun va “Kadrlar tayyorlash Milliy das-
luri” va/jfalarini amalga oshirishda va yugori malakali mutaxassislar
layyorlashda anig fanlarga ehtiyoj kuchayib bormoqda, chunki
uinumkasbiy va ixtisoslik maxsus fanlari ana shu fanlar asosida
qurilgan bo‘ladi.

Maskur darslik oliy malakali ta’lim bo‘yicha yangi davlat ta’lim
standartlarining irrigatsiya, gishlogq xo9jaligi va texnik yo‘nalishlari
uchun matematik ta’limga qo‘yilgan talablarga mos keladi.

Darslik matematika fanining birinchi gismi bo‘yicha chiziqgli
algebra va analitik geometriyadan 1-semestrdagi ma’ruza matnlarini
0°‘z ichiga oladi.



Darslik muallifhing Toshkent irrigatsiya va gishlog xofaligini
mexanizatsiyalash muhandislari institutida ko yillik ma’ruza o‘gish
jarajjpnlarida to ‘p'angan ma’liunotlari va orttirilgan tajribasi asosida
yozildi.

Darslik irrigatsiya, gishloq xo'jaligi va ba’zi texnik yo'nalishlar
talabalari hamda Ta&Mmatiiea fani o‘gituvchilari, shuningdek, o ‘zi-
ning matematik bilimini oshirish uchun mustaqgil o °‘rganuvchilar
uchun foydaii bo'ladi, deb hisoblaymiz.



KIRISH

Matematika - bizni o‘rab turgan olamning fazoviy shakllari va
miqdoriy munosabatlari hagidagi fandir. Keltirilgan ta’rifiii keng
ma'noda tushunish zarur. Fan va texnikaning rivojlanishi fazoviy
sliakllar va miqdoriy munosabatlar bo‘yieha uzbiy bog‘ligligini
matematikada o ‘rganish uzluksiz kengayib boradi.

Matematika tabiiy-ilmiy, injener-texnik va iqtisodiy tadgiqot-
LmLi inuhim vazifani bajaradi. U ko‘plab bilim tarmoglarida
lagalgina miqdoriy hisob quroli bo’lib golmasdan, shuningdek, aniq
liulgigotlar usuli, muammo va tushunchalami yetarlicha aniglikda
uiniinilnshtirish vositasi bo'ladi. Zamonaviy matematika va uning
nvojlanayotgan mantiqiy hamda hisoblash metodlaridan foydalan-
masdan insoniyot faoliyatining turli sohalarida yuksak natijalarga
crishib bo*Imaydi.

Matematika fagat amaliy masalalami yechishning kuchli

Ihi lih gnlmny, balki umimiy madaniyat elementi bamdir.
Jebu «@.ibMiMi uuik-matik bilimlar zamonaviy mutaxassislar tayyorlash
ii/iimmnK fundamental asosini tashkil giladi deb garash lozim.

Ycvropa va markaziy osiyolik olimlarning matematika fani
txniggiyotiga qo‘shgan hissalari. Tarixdan ma’lumki, ilm-fan,
niiidaniyal va san’at rivojlangan jamiyatda taraqqiy etish, yuksalish
bo*|p,an. t"olaversa, ilm-fan ma’tum davlatning jahonga chigishida,
(niiili.sliidn asosiy omillardan biridir. Bujarayonda o‘z igtidori, bilimi
va ilmiy, badiiy ijodi bilan ilm xazinasini kashfiyot durlari bilan
boyitgan sharqu-garb olimlarining hissasi beqgiyosdir. Ular yaratgan
asarlar ayni kunda ham olamni anglash, inson va borliq o'rtasidagi
muammolarni hal etish, diniy va dunyoviy bilimlami boyitishda
dasluramal vazifasini o‘tab kelayotir. Bu borada matematika sohasida
farb va sharg allomalari ilmiy ishlarini mofjizaga giyoshlash
mumkin.

Qadimiy gretsiyalik matematik va mexanik Arximed (eramiz-
dan avvalgi 287-212-yillar); fransuz matematigi va faylasufi P. De-
kart (1596-1650); angliyalik fizik va matematik I. N ’yuton (1643-
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1727); nemis faylasufi, matematik va fizik G. Leybnits (1646-1716);

jriatematik, mexanik va fizik L. Eyler (1707-1783); fransuz matema-
tigi va mexanigi J. Lagranj (1736-1813); nemis matematigi K. Gauss
(1777-1855); fransuz matematigi O. Koshi (1789-1857) va boshga
koplab yirik olimlaming ishlanmalarida oliy matematikaning
asoslari keltirilganligini ta’kidlash kerak.

Markaziy Osiyoda ham dunyo ilm-fan taraqgiyotiga hissa
go‘shgan buyuk allomalarimizning ilmiy merosi bebahodir.
Matematika sohasida buyuk asarlar yaratgan, ulkan dunyoviy ilmni
meros qoldirgan ajdodlarimiz hagida kengroq ma’lumotga ega
bo‘lish bugungi avlodlar oldidagi ham farz, ham garzdir.

Abu Abdulloh Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy - (taxmi-
nan 780-850-yillarda yashagan) - matematika fanining asoschisi,
geografiya, tarix va astronomiya kabi fanlaming rivojlanishiga katta
hissa go‘shgan. Hindlaming o*nli sistemasini birinchi bo'lib tadgiq
gilgan, algebra faniga asos solgan buyuk astronom, gomusiy olim
hisoblanadi.

Al-Xorazmiy 0:z umrining aksariyatini Bag'dodda tashkil
etilgan ilmiy dargoh «Baytul-hikmat» (“Donishmandlik uyi”’)da olim
sifatida faoliyat yuritdi. Uning matematika bo'yicha yozgan
risolalari: «Kitob al-jabr val mugobala», «Hind hisobi hagida
gisgacha kitob», «Astronomik jadvallar», «Kitob ul-suratul-arz,
«Hind hisobi hagida gisgacha kitob» asari Yevropada hind ragamlari
sistemasining targalishida muhim rol o'ynadi. «Kitob al-jabr val
mugobala» asarida algebra mustaqil fan sifatida birinchi bo‘lib
o‘rganib chiqgildi. Bu risola ikki gismdan iborat bo‘lib, birinchi
gismida algebraik miqdorlar ustida amallami bajarish goidalari,
birinchi va ikkinchi darajali tenglamalar ko‘rib chigilgan. Qoidalar va
yechimlar so‘z bilan bayon etilgan. Noma'lum ildiz yoki buyum deb,
noma’lumning kvadrati - kvadrat deb atalgan. Kvadrat tenglamalar
geometrik usulda yechilgan. Ikkinchi gismda esa turli xofalik -
turmush, savdo va yuridik (yer oMchash, meros bo'lish) masalalarga
algebraik metodlarni joriy gilish ko'riladi. Shuningdek, asarda

geometrik masalalar bayon etilgan. Unda s va MOsonlarining bir-
biriga yaqinligi hamda bimdan tashgari, ~ ,3,1416 kabi giymatlari
keltirilgan. Bu asar lotin tiliga XII asrda tarjima gilingan va ko‘p



vagqtlar davomida Yevropa mamlakatlarida matematika bo'yicha
nsosiy goMlanma bo‘lib keldi. “Al-jabr” asari matematikaning aloha-
(tn boMimiga aylanib, “algebra” deb ataladigan bo‘ldi. “Al-Xoraz-
miy” nomi “Algoritmus’ hozirgi hisoblash matematikasining asosiy
atamasi “algoritm”ga aylandi.

Abul Abbos Ahmad ibn Muhammad ibn Nosir al-Farg‘o-
niy 797-865-yillarida yashab ijod gilgan buyuk ajdodimizdir. Sharg-
da Al-Farg‘oniy, Yevropada Alfraganus (Alfraganus) tahalluslari
bilan mashhurdir. Ahmad al-Farg‘oniy Farg‘onaning Qubo, hozirgi
nuvii shahrida tavallud topgan. U - buyuk astronom, matematik va

Shargda “Hosib” (matematik) degan lagab bilan shuhrat
lopgan. Uni “Munajjim al-Rais” deb ham atashgan. Astronomiya,
|4*iij." mfiya va matematika sohasidagi asarlari bu fanlar taraqgiyotiga
salmogli hissa qo‘shdi, hamda bir necha asrlar davomida olimlar

lasuil' bergan. Chuqur matematik tadgigotlar natijasida samoviy
ir.ml;imin(’ balandligi va ulargacha boMgan masofalami o'lchash
[ilm>/Liiiiii i]inr;h hanula t'oydalanish ilmining birinchi mukammal
ii.if.iin.i .iiii yamijyiu olim sifalida jahon ilm ahli tomonidan e’tirof
e lilf.an

Ahmad al-l'arg‘oniy tomonidan ixtiro qilgan suv sathini
«”It*hash “Nilometr” qurilmasi Nil daryosi sohiliga barpo gilinadi. Bu
A ilma suvning ko'tarilishi va pasayishini kuzatish imkonini bergan.
H kii/niish asosida dchgonchilikning yil bo‘yi ganday bo'lganligini
g« »irli tiiiitiikin Ixi'lgan. U Bag‘dod rasadxonasida ko‘pgina
kashliyollar qildi. Jumladan, 840-yilgi Quyosh tutilishini oldindan
hildi va bu hagda ilmiy kuzatishlar olib bordi. Alloma 1022 ta
yidtluzni o*Ichab, tasvirladi.

Abu Nasr Muhammad ibn Muhammad ibn Uzlug® ibn
I'urxoii  Korobiy (870- 950) gomuschi olim, sharg fanining
asoschilaridan biri. Forobiy «Hajm va migdor hagida kitob», «Fazo
geometriyasiga kirish hagida gisgacha kitob» va boshqa asarlari bilan
mashhurdir. Asarlarida matematikaning asosiy tushunchalarini
Hsoslash va to*g ‘ri bayon etish usullariga katta e’tibor bergan.
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Abu Rayhon Muhammad ibn Ahmad Beruniy (973-1048)
astronom, matematik va gomuschi olim, Xorazmda tug‘ilgan, asosiy
asarlarini arab tilida yozgan. Beruniyning asosiy ishlari astronomiya,
matematika, fizika, falsafa, tarix, botanika, geografiya, mineralogiya
va h. k. larga bag‘ishlangan. «Kitob at-tafxim» (1029—1034 vyillar)
asarida matematika, astronomiya va astrologiya asoslari bayon
etilgan. «Doiradagi vatarlami uning ichiga chizilgan siniq chiziglar
yordamida aniglash hagidagi risola» (1027-yil) nomli asarida
geometriya va trigonometriyaning gator teoremalarining isbotlari
berilgan. Beruniy tomonidan arifmetika va algebraning asosiy
masalalariga ta‘rif beradi; butun va kasr sonlar ustida amallar,
chizigli, kvadrat hamda kub tenglamalarni tagribiy yechish usullarini
bayon etadi; doiraga ichki chizilgan muntazam ko‘pburchakning
tomonlarini aniglaydi; ko‘pyoglar, aylanmajismlar, konus kesimlari,
muntazam ko'pyoqlarga ta’rif beradi va stereometriyaning asosiy
tushunchalarini bayon etadi. Matematikaga bag'ishlangan 22 ta risola
yozib goldirgan.

Abu Ali Husayn ibn Abdulloh ibn Sino (980-1037) faylasuf-
tabiatshunos, tabib, matematik, shoir, Buxoroga yaqin Afshona
gishlog‘ida tugilgan, Xorazm va Eronda ishlagan. Asosiy asarlari:
«Tib qonunlari», «Ashshifo», «Najot», «Ishorat va tanbih»,
«Donishnoma» va «Uijuz». Bulardan «Ashshifo» va «Donishnoma»
asarlarida matematikaga bag'ishlangan maxsus bo‘limlar bor.

Shoir, faylasuf, astronom va matematik G ‘iyosiddm Abulfath
Umar ibn Ibrohim Hayyom (1048-1131) Nishopurda tug'ilgan. U
birinchi bo‘lib uchinchi darajagacha bo'lgan tenglamalarni yechish
nazariyasini yaratdi va barcha tenglamalaming umumiy sinflarini
bayon etdi. Umar Hayyom birinchi marta geometriya bilan
algebraning alogasi to‘g‘risidagi hamda algebraik tenglamalarni
geometrik tushuntirish va yechish hagidagi masalani qo ‘“ydi.

Muhammad Tarag‘ay U'ug‘bek (1394-1449) - buyuk o°‘zbek
astronomi, matematigi, davlat arbobi va ma’rifatparvari. U
Samargandda madrasa va dunyoda eng yaxshi rasadxona bunyod
etdi. O ‘z atrofiga mashhur matematik va munajjimlami to‘p'ab, ilmiy
maktab tashkil etdi. Ulug'bek tomonidan juda aniq trigonometrik
jadvallami tuzishga imkon beruvchi al-jabr usullari ishlab chigildi.



MH iinul istalgan aniglikda hisoblashlami amalga oshirishga yordam
benir cdi.

Mnfcmutikaning rivojlanishiga rus matematiklari - N.I. Loba-
/rvt kiy (17¥2-1856), M.V.Ostrogradskiy (1801-1861), P.L. Chebi-
dlhrv (1X21- 1X94), N.A. Marchuk (1856-1922), A.M. Lyapunov
(IK.7 1 8)wn boshgalaming ishlarini ham e’tirof etish mumkin.

9 /IM*kistonda matematika fanining rivojlanishi. Zamonaviy

$feuiniini i-yiillun kclmoqda. Bu borada o‘zbek matematiklari
N ClidiniM>iftiv, ST Simjiddinov, T.N. Qori-Niyoziy, T.Jo‘rayev,
M NiiliiliuMiiim, Sh- Ayupov. Sh. Alimov, A. Sadullayev, A. A’za-
iinn N« iiiniklfiiveV. K <<€anixodjayev, M. Oripov, E. Fayzibo-
» V. 'Y Souinv, J1. Nurtnonov, M. Mamatov va boshgalaming ilm-
liiii iii.suhi{» uiisligan yuluglarini ta’kidlash lozimdir.



| BOB. MATRITSA VA DETERMINANTLAR
I-§. Matritsa va ular ustida amallar

1.1. Matritsa tushunchasi. Matritsa tushunchasi va matemati-
kaning matritsalar algebrasi bo‘limi igtisodchilar va boshga soha
mutaxassislari uchun muhim ahamiyatga egadir. Iqtisodiy jarayonlar
va obyektlaming matematik modeli sodda va ixcham matritsali
tenglama shaklida ifoda etiladi.

Ta’rif. mta yo*l va n ta ustundan iborat boMgan ushbu jadvalga

«11 (12 cin A\ 11 12 a71

az?2l «2 2 H «21 «22 «271
oaz- j yow (1)

«m 2 «m on / 7711 7712 77171

mXn - oMchamli matritsa deyiiadi.
Masalan,

A< h -s)
2 x 3 -oMchamli matritsa.
B—(e* 1 —1 cost\
VO 41 -7 1-tJ
2 x4 -o‘lchamli matritsa.
Matritsalami A, B,C, ... bosh harflar bilan belgilaymiz:

1 a12 «in \
4210 “2 o Ym m i=cvV
nl «7712 amn/

(i=\2,...jn, [=12,....n)
af -lar matritsa elementlari deyiiadi. bu yerda birinchi indeks i -

element turgan yo‘l nomerini, ikkinchi indeksj - esa ustun nomerini
bildiradi.



Agar ixtiyoriy i vaj larda = by bo’lsa, A = (ay) va
Il - (bij) matritsalar teng deyiladi va A-B kabi yoziladi.

Matritsalar yordamida ba’zi iqtisodiy bog‘liglami ifodalash
iiiumkin. Masalan. igtisodiyotning ba’zi tarmoglari bo‘yicha resurs-
larning tagsimotini jadvalda ifodalaymiz.

Igtisodiyotning tarmoglari

Resurslar Qishlog xo‘jaligi Suv xo°jaligi
Suv 12 8,1
Mehnat 3a
eIcktroenergiya 6,3

I Jshbu jadvalni resursbagsimotining ixcham inatritsasi
ko'rinishida ifodalash mumkin:

17,2 8,1\
= 41 32
V52 6,3/

jmlvnlga ko‘ra, at, = 7,2 - matritsa elementi —gishlog xo9jaligiga
i|l.incha suv resursi, arr = 3,2 - element esa—suv xo‘jaligiga gancha
nH limit nviiirsi sarlliviishini ko’rsatadi.

/0 O -0

o - (® o} i «

Vo o0 -0
mnot matritsa deyiladi.

12 Kva<Intf niairitsa. Agar matritsaning yo‘llari soni uning
iiMiinliiti soiiigsi icng bo'lsa, u holda uni kvadrat matritsa deyiladi.
Kvadrat malritsaning yo‘llari soni uning tartibini bildiradi. n - tartibli
kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin:

«l1 «12 - «in

Oni an? «nn



Kvadrat matritsada arl,a2,—ann elementlar joylashgan diagonal
bosh-diagonal, aln,a2;, i,..., aXn- yordamchi diagonal deyiiadi.
Bosh diagonalidan pastdagi (yoki yuqoridagi) hamma element-
lar nolga teng bo'lgan kvadrat matritsa uchburchakli matritsa
deyiiadi. Uchburchakli matritsa quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

A 0 «22 "m <2‘271 L
*i=( ° a2 i “mo1oy»w
vV 0 0 «711» /

(bu 0 .. 0
B / b 21 brr 0
\bn1i bn2 bjin

A\ -yuqori uchburchakli, B ~ quyi uchburchakli matritsadir.
Agar (2) kvadratik matritsaning bosh diagonal elementlaridan
boshqga barcha elementlari nolga teng bo‘lsa,

«Wn O - 0\
0 a2 0J
()

0 0 ann)

uni diagonal matritsa deyiiadi. Xususiy holda, (3) matritsada
an —«22 ~ —=«nfli~ 1

bo‘lsa,

/1 0 -0

J |

\o o0 - i
ko‘rinishga keladi, uni birlik matritsa deb ataladi.
A kvadrat matritsaning yo‘llarini  mos ustunlar bilan
almashtirilgan hosil bo‘lgan matritsaga transponirlangan matritsa
deyiiadi vaAT- bilan belgilanadi:

«l1 «21 «M1
AT — «12 «22 “k «T712
«171 «71 «f171
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3 4\
Masalan, agar 4= 15 —2 }bo'lsa, u holda
\2 0/

at —(3 5 2N
V4 -2 0f
bo‘ladi.

Agar A kvadrat matritsa transponirlangan AT matritsaga teng
bo‘lsa, u holda A simmetrik matritsa deyiladi.

13. Matritsalar ustida amallar va ularning xossalari.
Matritsalami qo 'shish va ayirish. m*n - o‘Ichovli A = (ay) vaB —
(by) matritsalar beriigan bo‘lsin. Ularning yig'indisi deb, m*n -
o‘Ichovli C —(ctj) matritsaga aytiladi va elementlari

Cy=afl+bij (M 4...a¥Yal]...jn) (4
tenglik yordamida aniglanadi (C = A+B deb belgilanadi).

1-misol. 2x3 - oMchovli A=1f\ \ va B=

(~6 19 j:h) matritsalar beriigan bo‘lsin. A + B yig‘indini
toping.
Yeeliish. A+ B=(C\ J -*) + (-1 6 3) =

I +(-1) 2+6 -3+34/0 8 0oV
Vv 4+ 8 0+12 2+ 14" VI2 12 16/

Tn’rilga ko‘ra, matritsalami qo‘shishda mos elementlar
iju’sliilmli. Qo'shish amali bir xil tartibli matritsalar uchun

m*n o‘lchovli A va B matritsalar mos elementlari
ayirmalaridan tashkil topgan ushbu m*n - o‘lchovli D= (dy)
matritsa A va B matritsalar ayirmasi deyiladi va D~A-B kabi
belgilanadi.

Matritsalami go‘shish xossalari:

1°.n1+0=0bl=1.

2°.A+B =B+A.

3R (A+B)+C=A+ (B+C) (assotsiativ).
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Matritsani songa kopaytirish. A = (a)y) ( /=1,2,../w, | =
1,2,...,n) matritsaning har bit elementini X hagigiy songa
ko”ytirganda hosil bo'lgan matritsaga X son bilan A matritsa
ko'pgytmasi deyiiadi va XA kabi belgilanadi. Demak,

3-misol. A=( ? e 1 matritsani cost ga ko'paytiring.
(-smt 4} g pay g

Matritsalami songa ko ‘paytirish xossalari:
4°, (XuYA—LuJ1), (X [a=const).

Se.

6°. (X+ul =XAHIA.

4-misol. Agar

bo‘lsa,"+S, 3A-4B matritsalami teeing.
Yechish. Matritsalami go‘shish, ayirish va songa ko ‘paytirish
goidataridan foydalanib, izlanayotgan matritsalami topamiz:

14



/2 -IN /2 O\ /2+2 -1+0\ /74 -1\
A+B=11 3MW4 IH I +4 3+IH s 4).

V5 3/ \6 5/ \5+6 3+5/ \11 8/

Jocagmn mx, . Qlchovli A + w

(r matntsani nxp - O.|chovli S = ((;,)

) matritsaga Ko paytmasi deb shundav mxn
o'lchov]iR = (rt/) (#=1,2, m-i-1. S . y M«
uning elementlari p) matntsaga ayt.ladi va

n

k-1

formula yordamida aniglanadi A A

Ta‘rifdan ko'rinadiki, A matrksani ixtiyori B matnt
kopaytmsh uchun /1 malritsaning ustunlari soni B matritsaning

y&> Han soniga teng boMishi talab gilinadi.
S-minol. 13slibu

0\
A:{2 _l)’B:fz ot 44
Yechish. /1 matritsa 3x2 - oMchovli, B matritsa 2x3 - o‘Ichovli
bo‘lgani uchun ulaming ko‘paytmasi 3x3 - o‘lchovli
/Tl ri2 I3\
AB-1m r2r3]
. . . \Le3l  #33 Faogh
matritsa bo‘lib. uning elementlari (5) formulaga ko‘ra
rit = 1«2+ 0m0 = 2, r2=1¢(-1)+0m3 = -1,
ri3=1m+ 0 ml = 4, r2l= 2«2+ (-1) -0 = 4,



-ar2=2¢(-1) + (-1) 3 =-5,rB8=24+ (-1) -1 =7,
31 = 02+ 30=0, r=0e¢(-1) + 3-3 =9,
r33r=0*4 + 3*1 = 3

boMadi. Demak,

A*B=(4 -5 Tj.
\0 9 3/
6-Misol. Ushbu

* = 0)-S=(-2 4)
matritsalar berilgan boMsin. A-B va B A matritsalami toping.
Yecbish. Berilgan matritsalJaming ko'paytmasini topamiz:
A _ /"1 w0+ 2¢(—2) -1-3 +2-4N /—4 5\
V3e0+ 0e(-2) 3-3+0-4j)*“ V0 09>
R a-( 0-(-I) +3-3 0-2+3-04 /9 0)
2e(—1)+ 43 2+ 40/ —\14 -4Y
7-Misol. Ushbu

n) B=C,2 3)
matritsalar uchun A-B® B-Amunosabatni tekshirib ko‘ring.

Y«bbl, AB=(\ »).(-* |) =(-/ O0).

*m*-(?2 0) G J1)=("I4 n)-

Demak, A -B * B mA. Keltirilgan misollardan ko'rinadiki, ikki
matritsa ko‘paytmasi uchun o‘rin almashtirish qoidasi o‘rinli
bo‘Imaydi. Ammo, nxn - o‘lchovli A matritsa bilan nxn - oMchovli

birlik E matritsa uchun
AE =EA=A
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
8-Misol. Ushbu matritsalar ko ‘paytmasini toping.

Yechish. A matritsa 2x2 - oMchovli, B matritsa 2x3 - oMchovli

1>

boMgani uchun ulamini ko‘pEytmasi 2x3 - gMchovli matrita boMadi.



/'11 + 1*1+31 1-3 +3-4\ 7 4 15N
"\P-1+5-2 2-1+51 2e3+54/ |12 7 26/
A, B va C matritsalar beriigan bo‘lsin. U holda

70.(A-B) C=A (BC)

8°. (A+ByC=A'C+B'C, A (B+Q-A B+AC
xossalar o‘rinli bo“ladi. 7°-xossaning o ‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. n
- tartibli ixtiyoriy A, B va. C matritsalar beriigan bo'lsin, gisqacha
ulami quyidagicha belgilaylik

A=(w), B hh C=(dj), A-B= U= (w), BO V=(y9,
(AB) C=S=(sff), A {BC)~ T=(tg)

(N ByCrA "BC) ekanligini, ya'ni S=T ekanligini isbotlashimiz
kerak. U quyidagi tenglikdan kelib chigadi.

A aikbkl> vkj —~  bklclj

fc=i i=i
S= UC,T= A Vtengliklarga ko‘ra
n N n
stI=" uwey=Y Y aubkd,,
i=i fei fci
ya’ni, Xirtu a...n).

Dcnmk, (A /t) C=A (B C).
1Jsltbu matritsalar beriigan:

/11-(3 N)-hi=U >c=(3 0 -2)-
Bu matritsalar uchun (A-B) C=A (B C) xossa o ‘rinli bo‘lishini
tckshiring.
Ycchish. N1 B = (~ _14) (_92) = ( 2>
M B>C=(B).(3 0 -2=Q1I ©
s-c=e2).(3 o -2=e 6 j -f).

=~ -4) (-6 0 4°)
w /4 - 17 W 3if4il



Demak, (A-B) C-A (BQ.
9 2-8. Determinantlar

Ta‘rif. 2 - tartibli kvadrat matritsaning

determinanti deb, ushbu

26 823l No
songa aytiladi. Bu vyerda all#al2 , a2l,a2 - determinant
elementlaridir. Determinant elementining birinchi indeksida turgan
son yo‘l ragamini, ikkinchi indeksida turgan son esa ustun ragamini
bildiradi. an a2 —aj2a2l ayirma determinant giymati deyiiadi va
detA, yoki |11, yoki A bilan belgilanadi.

10-misol. 2-tartibli determinantni hisoblang.

|3 “4| = 2+5- (-4) +3=10+ 12 = 22.
Ushbu

«11 al2 al3
detA = a2l dz2 aZ23
a3l ax a3x3
songa 3-tartibli determinant,
detA = au a22aB 4 ai-azzasi +
+ al3a2la’®? —all3a?a3l —au a23al2 —alza2ia 3
unung giymati deyiiadi.

Uchinchi tartibli determinant giymati oltita hadlar yig'indisidan
iborat bo‘lib, ulardan uchtasi musbat. qoplgan uchtasi esa manfiy
ishoralidir. Bu hadlami hisoblash quyidagi sxemalar yo‘rdamida
ifodalansa bo‘ladi:

a) Uchburchak qoidasi



yoki
b) Sarryus goidasi

II-misol. 3-tartibli determinantni hisoblang.

1-2 1
2 3 -1 =
4 5 2

= 132+ (-2)(-1) M+ 1e2m6- -1-3-4-
-1 ¢(-1) *5- (-2)-2-2=6+8+10-12 + 5+ 8= 25.
n - tartibli kvadrat matritsaning

«11 «12 «In
A = «21 «22 «2n
((nl «I_I2 «[r

determinant deb, ushbu
«11 «1l2 * «lIn
«?21 «22 e «2n

()
«nl  «M2 «nn
ifodaga aytilndi.
Nyw 1 nuitrilsaning dcterminanti detA = 0 bo'lsa, u holda A
\ox matritsa deyiladi, aks holda detA ® 0 bo'lsa, u holda A xosmas
matritsa deyiladi.

3-8. Minor va algebraik to‘Idiruvchilar.
Determinantlarning xossalari

Uchinchi tartibli
«11 «12 «13
A= «21 «22 «23
«31 «32 «33
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determinant berilgan bo‘Isin. Bu determinantning biror aik (i, K =
I,Zip elementini olib, shu element turgan yo'Ini hamda ustunni
o'ziramiz. O‘zirilmay qolgan elementlardan ikkiinchi tartibli
determinant hosil bo‘ladi. (Jnga aik elementning minori deyiladi va
Mik bilan belgilanadi. Masalan, uchinchi tartibli determinantda
a23element turgan yo‘l va ustunni o‘chirish

«11 alz «13
«21 «22 «23
«31 «32 «33
natijasida
«11 «121
23 =,a3l 337
determinant hosil bo‘ladi. Bu berilgan determinant a23 elementining
minoridir.
12-misol. A jdeterminantning minoriarini toping.

Yechish. Determinantning elementlari soni to‘rtta bo‘lgani
uchun minorlar soni ham to‘rtta boladi: MIx = 4, M12= 1, M21 =
-3, M2 =2

10 -2
13-Misol. 3 4 1  determinantning Mn , M12va M3
. .. .0-3 5
minoriarini toping.

Yechisb. Determinantning elementlari soni to‘ggizta bo‘lgani

uchun minorlar soni ham to‘qqgizta bo'ladi. Misol shartiga ko‘ra,

Mu , M12 va M3 minorlami topamiz:

"« = L43  si-. =lo si va =B "2t
Ta’rif. (7) determinant  elementining algebraik to‘ldiruvchisi
deb,
(_
migdorga aytiladi va AtJ orgali belgilanadi:
Atj = (-1)i+My.

Kvadrat matritsa determinantining algebraik to‘ldiruvchilari
soni uning elementlari soniga teng bo‘ladi.

20



Masalan,

10 -2
3 4 1
0-3 5

determinant eiementlariga mos to‘qgizta minorlar mavjud. a3 =
3 elementining algebraik to ‘ldiruvchisini topamiz:

32 —(—1)3+2732_ (—|)5|1§ 12 =-(1-(-6)=-7.
Determinant  xossalarini  3-tartibli ~ determinantlarga nisbatan
kelliramiz. Uchinchi tartibli

«n «12 «13
N1= «21 a22 «23
«31 a32 «33
determinant berilgan bo‘Isin.

1°. Determinant yofilarim wunga mos ustunlar bilan

JAlnuislitirilsa, determinant giymati o zgarmaydi, ya 'ni
\AT| = M.

Isbot. Ushbu xossani 3-tartibli matritsa determinant ushun
tekshirib ko'ramiz. Uchinchi tartibli transponirlangan matritsa
delerminantini hisoblaymiz:

11 «21 «31
AT = 12«22 «32 =
«13 «23 «33
— «1.1«22«33 + «21«32«13 + «31«12«23 7
«13«22«31 “ «11«23«32 “ al2«21«33-
[/1] a, |<Z22°33 + «12a23«31+ «13«21«32 —
«ll«2/«:u «1) «23«32 ~ «12«21«33

tk'iniik, || |1

2°. Determinant ixtiyoriy Odd yo *tJni (ustunini) o zaro
almashtirsak, determinant giymati o0'zgarmasdan unung ishorasi
garama-qarshi ishoraga o zgaradi.

Isbot. Birinchi va ikkinchi yo'llari o‘zaro almashtirilgan 3-tar-
tibli matritsa determinantini 1AJ belgilaymiz va uning giymatini
hisoblaymiz:

«21 «22 «23
lidi] = «ll <12 «13 =
«31 «32 «33
= £li2«21«33 + «13«22«31 "m«11«23«32 —
21



~«31«12«23 ~ «11«22«33 ~ «2i«32«i3 =
= —(— &\2a21a33 ~ «13«22«31 ~ «11«23«32 +
+a3lal2aB + «l«22«33 + a2l«313) ~ — I*
Demak, MJ = —/1|.
3°. Determinantning ixtiyoriyyo'lida (ustunida) turgan barcha
elementlarni K songa ko paytirilsa, determinant giymati Kk marta
ortadi.
kan kal2 kal3
«21 a22 a23
«31 «32 a 33
= &«l«22«33 &«12«23a31+ N«13«21«32 ~
“ & «l13«22«31 ~ N«ll«23«32 ~—
— kal?2a2la3d = & («n«22«33 "F«i2«23«3i"F «i3«2i«32 -~
~«i3«2«3i ~ «MN«B«32 a&i282:a33) = K *detA
4°, Determinantning biroryo'li (ustuni)dagi barcha elementlar
nolga teng bo ‘Isa, determinant qiymati nolga teng bo ‘ladi.
5°. Determinantning ikki yo'li (ustuni) bir xil bofsa, uning
giymati nolga teng bo fadi.
Isbot. Faraz qilaylik, 3-tartibli determinantning ikkita yo‘li
elementlari bir xil bo‘Isin.
«11 al2 al3
«li «l2  «13 = «11«12«33 "F«12«13«3I"F «13«11«32 —
«31 «32 «33

“al13«12«31 —«11«13«32 — «12«11«33 = 0
6°. Determinantning ixtiyoriy ikki yo 1i (ustuni) o Zzaro

proporsional bo 'Isa, uning giymati nolga teng bo 1adi.
Isbot. Faraz qilaylik, 3-tartibli determinantning birinchi va
ikkinchi yo'llari ozaro proporsional boMsin:
«21 _ «22 _ «23 t

«11 «12 «13

«21 ~ £'«11* «22 = t '«12/ «23 = N7 «l3-
Determinantning ikkinchi yo‘l elementlari o ‘miga birinchi yo*1
elementlari orgali ifodasini qo‘yamiz:
«11  «12  «13 «11 «12 «13
«1 «22 «23 = t«H t«i2 2«3
«31 «32 «33 «31  «32  «33
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«11 «12  «13
-t “u «12 «13 =tm=0.

«31 «32 «33
5-xo0ssaga ko‘ra,

«11 «12 «13
an «12 «13 = O.

«31 «32 «33
7°. Agar determinantning biror yo 1i (ustuni)dagi elementlar
ikki go 'shiluvchilaryig ‘indisidan iborat bo 1sa, masalan,

«11 «12 «13
«21 + « «22 + P «23-f-y
«31 «32 ds3
ho'Isa, ii holda
«ii «12 a13
21 F« «22+ P «23+Y
«31 «32 «33

«1l1 «12 «13 «11 «12 «13
= 21 «22 «23+ 4 P Y

«31 «32 «33 «31 «32 «33
bTrdl.

8. Agar determinantning biror yo'li (ustuni)ni 0'zgarmas
songa ko imylirib. boshga yo 1i (ustuni)ga qo Shilsa, determinant
giymati o zgarmaydi.

Isbot. 3-tartibli determinantning 1-yo‘lini k-songa ko ‘paytirib,
" yndyp (Jo‘sliami/ va 7-xossaga ko‘ra ifodalaymiz:

«ll «l/ «ll «11 «12 «13
| «.:l "ns - «21 +*«11 «22 + *«12 «23 + *«13
«31 «32 «33 «31 «32 «33
&MU «12 «13 «11 «12 «13
«21 «22 «23 ka“ fC«IZ *«13
«31 «32 «33 «31 *32 «33
«11 «12 «13 «1ll «12 «13
«21 «22 «23 + k «11 «12 «13
«31 «32 «33 «31 «32 «33
«11 «12 «13 «11 «12 «13
= «21 «22 «23 + fc-0 = «21 22 «23
«31 «32 «33 «31 «32 «33
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elementlarini -2 ga ko‘paytiramiz va 4-ustunning mos elementlariga

1 0 1 2 1 0 0 O
detA:~3 1 -2 -4 -3 1 1 2
2 3 1 0 2 3 -1 -4

-4 -2 0 -7 -4 -2 4 1

{1-yo‘l elementlari bo‘yicha determinantni yoyamiz}

I 1 2 1 1 2

3 -1 -4=3 -1 -4

-2 4 1 -2 4 1

{Determinantning 1-ustun elementlarini -1 ga ko‘paytiramiz va 2-us-
tunning mos elementlariga go'shamiz. Shuningdek, 1-ustun element-
larini -2 ga ko‘paytiramiz va 3-ustunning mos elementlariga
go‘shamiz. Olingan natijalar asosida determinantni yozamiz va uni 1-
yo‘l elementlari bo‘yicha yoyamiz}.

1 0 0
3 -4 -10= j(-r '6 '50:-20+60:4o
-2 6 5
127 1 2 3
A= 154 2 3 4
15-misol. 181 3 4 5 determinant xossalaridan
208 4 5 6

foydaianib hisoblang.
Yechish. 7°-xossadan foydalangan holda, deteminantni yig‘indi
ko‘rinishda yozamiz:

100+27 12 3 100 1 2 3 27 1 2 3
100+54 23 4 100 2 3 4 54 2 3 4
100481 34 5 100 3 4 5+81 3 4 5
100+108 45 6 100 4 5 6 108 4 5 6

3°-xossaga binoan umumiy ko‘paytuvchilami determinant
oldiga chigaramiz:
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100 +27-

W N R

1
2
3

A w0 DN

3
4
5

W N -
a b~ w

| 2
1 3
13 4
1456 4 4 5 6

VI udMi> 2-determinantning ikkita ustun elementlari bir xil.
".ihii nsosan uning giymati nolga teng:

112 3 112 3

12 3 4 12 3 4
N 100- +27 0=100-

13 45 13 45

14 5 6 14 56

M1l mH In wsUin elementlaridan mos mvishda birinchi ustun
. L. in. mLiiH nyiramiz va natijani 2-ustunga yozamiz. Birinchi ustun
. u-weidliitin 2 ga ko‘paytiramiz va mos ravishda uchunchi ustun
. hmiiil.nidau ayiramiz. Olingan natijani uchunchi ustunga yozamiz.
iidil.nli .1 urminantning 2 ta ustuni elementlari bir xil bo‘ladi. 6°-
. M kvi*ri determinant giymati nolgateng:
10 0 3

A =100 0

N

4—
5
6

w

4 lIraknri hinlri(mi

> initilili kvniliiit malrilsa
an ai2
«nl «n2 “m «nn /

sxirilgan bo‘lsin.
Agar A bilan n-tartibli A"1 - kvadrat matritsa ko‘paytmasi E
matritsaga teng bo‘lsa
A-A'l =A~1®WA=E
27



uholda A~x matritsaa gateskari matritsa deyiiadi.
Teorema. A matritsaga A~r teskari matritsa mavjud bo'lishi
uchun uning xosmas matritsa bo‘lishi zarur va etarlidir.
3 - tartibli kvadrat matritsa
° fl12  a13\
21 a22 a231]

*31  a32 a33/
berilgan boMsin. A matritsad@ teskari matritsa J1-1 quyidagi formula

yordamida topiladi:

1) A\r  ~13>

| = — A21 Arr ATT
detAgf

AS\  Arr AN

1 ( 11 Ar\ A3\
12 Arr n32
detA | )

13 Arr Arr'

41 A2l A\
detA detA detA
Arr Arr Arr
detA detA detA

V A-12 Arr Arr

bu yerda A (i,j —1,2,3) berilgan A matritsa elementining
algebraik toMdiruvchisi.

16-misol.
/2 -1 2\
A= 0 1 3
V1 -3 1/

A matritsaga teskari A '1 matritsani toping.
Yechish. det4=2-3+0-2+18-0=15. Demak, detA =£0 =»
A-1 —mavjud. A ~x ni topamiz:

n LATL A2 A
A-r= y AV Armr A

~13 Ars A33
bu yerda
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B 111= 2-

11wl Kk-rilgan matritsaga teskari matritsa quyidagi ko‘ri-
i In**im Dxd*Imli:
10

| <le-Ini H ko‘ramiz:
10 -5 —5\ /2 -1
n'"A=—¢( 3 0 —6)-(0 1
3

15

/ Filina Xos matritsaning teskari matritsasi mavjud bo‘Imaydi.
5-8. Matritsa rangi

Minn hi v n olchwnli A matritsa

«ia «in '
«22 - ain
A *
«mi am2 *®* «mn
'iij-.hii mi itiij. /1 mwn — N =

«lit~. (A min(w,w)) A-iartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat
oiiiit v4i|ini|i dclerminanti A matritsaning k-tartibli nunori deyiiadi.
I-lu’rif. A matritsaning noldan fargli bo'lgan eng yuqori (katta)
tartibli minoriga uning rangi deyiiadi va rankA bilan belgilanadi.
Matritsaning rangi uning yo‘llari va ustunlari sonidan katta
boMmaydi, ya’ni rangA <min(m,n)-
1-ta’rifdan quyidagilar kelib chigadi:
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1) agar rangA=k bo‘lsa, u holda A matritsa minorlari orasida
noldan fargli A-tartibli kamida bitta minori mavjud bo'ladi;

2) (A+l) va undan yuqori tartibli minorlari (agar ular mavjud
bo‘lsa) nolga teng.

17-misol. Ushbu

/2 11
A=13 1 1

o V4 11
matritsaning rangini toping.

Yechish. Beriigan matritsaning 2-tartibli minorlari bir nechta

bo‘lib, uiardan bin [J*  *| = 7 bo‘ladi. A matritsaning 3-tartibli

minori
2 11

3 11
-4 11
determinantlaming xossalariga ko ‘ra nolga teng. rangA-2.
Eslatma. Diagonal matritsaning rangi bosh diagonaldagi nolga
teng boMmagan elementlar soniga teng boMadi.
2-ta’rif. Noldan fargli eng yuqori tartibli minorga bazis minor
deyiladi. Bazis minor bilan kesishgan yo‘llar va ustunlar bazis
deyiladi.
Ta’rifga ko‘ra. bazis minor tartibi matritsa rangiga teng boMadi.
Eslatma. Bazis minorlar soni bir nechta boMishi mumkin.

. (3 5) . . .
18-misol. /4=1j ~ 1Q matritsaning barcha minorlarini

toping va ular orasidan basis minorlami aniglang.

Yechish. 1) Ta‘rifga ko‘ra, minor —beriigan matritsadan
ajratilgan kvadrat gism matritsa determinantidir. Demak, beriigan
matritsa ikkita yo‘ldan iborat bo‘lgani uchun uning 3-tartibli minori
mavjud boimaydi. Barcha ikkinchi tartibli minorlami hisoblaymiz:

13 1 5 3 5
= =2, M2— =0, Al3=
2 4 2 10 4 10
M2 - minor nolga teng va u ta‘rifga ko‘ra bazis bo'Imaydi. Bazis

minorlar sifatida A/, va Afaminorlami olamiz.
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11 111 hinoan, matritsa rangini aniglash uchun barcha minor-

........ in .1ili li yetarlichamurakkablik tug‘diradi. Bu murakkablikni
i Il I mInin matritsa rangi saglanadigan almastirishdan foydalana-

Mi

K alinashtirishlar matritsa ustidagi elementar almash-
mhhlm deyiladi:

/ Nhitritsalting nolli ustunlarini (yo 4larini) tashlab yuborish.

" Jhihitsaningyo 7 (ustun) elementlarini noldanfargli songa
A-p.iviinsh

; \lutritsaningyo 1larini (ustunlarini) almashtirish.

I \Uitni\amng biror yo'lidagi (ustunidagi) barcha element-

,.hi ®¥'hhin fargli ixtiyoriy o 'zgarmassonga ko ‘paytib, boshgayo1

. M) Me <« nwntlarigago Shish.

Inin iiiii. Matritsa ustida bajarilgan elemantar almashtirish-
i.ilhi'ii'm., uning rangi o‘zgarmaydi.

11 lllm li-orcma yordamida matritsani zinasimon yoki uchbur-
mi il it Ik imishga keltirib, uning rangini aniglash mumkin.

M.ilrilsa elementar almashtirishlar yordamida uchburchakli
in mitsajM kcltiriladi va uning rangini hisoblash katta giyinchilik
iiif'diniinydi.

I ini.sol. A matritsa rangini toping.

o 01w
~ N O

Vit liiKii; llcrilgan matritsani elementar almashtirishlar yor-
o mud.i in liliiiii htikh Ko‘rinislijui kcltiramiz. Yoqorida keltirilgan
....... . wnuy, niiiui *+'/gannaydi. Birinchi yo‘l element-
liiiiii - = I%it]iilyin 100 4;i ikkiudii yo‘liling mos elementlariga
of liuiiti/  \i*.lili <linnnn(di*fc. birinchi yo‘l elementlarini -1 ga
I"" pavtiiami/. va in'iniiictii Yo'Ining mos elementlariga qo‘shamiz:
1 10 5 ‘2 3 0o 5
T 201 o -1 2 -9 {Keyingi almashtirishlami
1 n 11 o0 3 1 -2
halaratni/.: ikkinchi yo‘l elementlarini 3 ga ko‘paytiramiz va uchinchi
yo'Ining mos elementlariga go'shamiz, natijada quyidagi matritsa



17T 3 0 5°
Jiosil bo‘ladi} 0-12 -9  Hosi! bo‘lgan matritsa, noldan

0 0 7 -29
fargli uchinchi tartibli minorga ega:
1 3 0
0-12 =-7
o 0 7

Demak, rang A = 3.

6-8. Matritsalarning amaliy masalalarga tatbiqi

Matritsalar yordamida ba’zi igtisodiy bog‘liglami ifodalash
mumkinligini birinchi paragrafda ko'rdik. Endi matritsalar yorda-
mida ba’zi amaliy inasalalami yechishni o'rganamiz.

I-masala. “Ravot” va “Qahramon” fermer xo jaliklarida yetish-
tirilgan poliz mahsulotlari shahardagi Ni, Nrva Ns supermarketlarga
har kuni yetkazilib turiladi. Bu fermer xojaliklaridan kundalik poliz
mahsulotlarining bir tonnasini N\ - supermarketga yetkazib berish -
20 ming, N: - supermarketga yetkazib berish - 30 ming va Ns -
supermarketga yetkazib berish esa - 50 ming pul birligiga to‘g‘ri
keladi. Har bir fermer xo‘aligining kundalik transport xarajatlarini
hisoblang.

Supermarketlarga kundalik yetkazilib beriigan

xolzjzrlriﬁ;ri poliz mahsulotlari (tonna hisobida)
N: N: Ns

“Ravot” 2 3 1
“Qahramon” 3 1 4

Yechish. A - matritsa bilan har kuni fermer xofaliklaridan
supermarketlarga yetkazib beriigan polis malisulotlari (tonna hisobi-
da), B - matritsa esa fermer xo'jaligidan bir tonna mahsulotni super-
marketga yetkazib berish uchun sarflanadigan transport xarajatlari
(narxlari) bo‘Isin:
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1 I {), //=(0 30 50).

i l..LLI keiik-i 40°j:iliklarining poliz mahsulotlarini supermar-
n.., i , ikii ib berish uchun ketgan bir kunlik sarf xarajatlari
SJim L iiftivi(Ingigu teng bo‘ladi:

a *20+ 330+ 150\ (180\
N3e20+ 130+ 450" V290/

I» ni.ik, “Ravot” fermer xo'jaligidan polis mahsulotlarini super-
-1 ni mt HJT yetkasib berish uchun kuniga 180 ming, “Qahramon”
*inH i «k jnligidan esa 290 ming shartli pul birligi sarflanadi.

) iniiMila. Fermer xofaligida 10 tonna kartoshka, 3 tonna piyoz
» .. lWwmnm pomidor yetishtirish rejalashtirilgan. X= (10 3 6)-
il inHi xofjaligining rejasi; S= (1 1 3) - resurslar narxi (har bir
i»min ucluin); P= (0 3 7) - transport xarajati (har bir tonna
hi hint).

1) Fermer xo'jaligi bo‘yicha rejadagi qishlogq xofjalik

iHi(jilurini aniglang.
2) Mahsulotlar turlari bo‘yicha bir tonna gishloq xo'jalik
iniilisiilotini  yetishtirish uchun sarflangan resurs xarajatlarini

[[[ATNTES

1 tonna mahsulotni yetishtirish uchun
sarflanadigan resurslar migdori

Qtehiod Ti T2 T3
Mi?;si:tkla” suv mahaliy o‘g‘itlar mineral
(ming, litr) (tonna) o‘g‘itlar
(tonna)
Kiuloshka 2 2 1
I’iyoz 3 1 3
I'onmloi 4 3 2
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1) Rejani bajarish uchun sarflangan jami resurs xarajatlari
ipigdorini aniglang.

2) Fenner xo‘jaligi bo‘yicha resurs va transport xarajatlari
umumiy yig‘indisini toping.

Yechish. 1) 1tonna mahsuiotni yetishtirish uchun sarflanadigan

resurslar miqdoriniA — - matritsa bilan ifodalaylik. Bu

yerda ay- /-turdagi qgishloq xofjalik mahsulotining bir tonnasini
yetishtirish uchun sarflangany-turdagi 7} resurs miqdori.

2 2 i\
T=X"A=(1036)+(3 13 =
\4 3 1)

—(10m2+ 33+ 6+4 10-2+31 +6-3
101+ 3m + 6+2) = (53 41 31).

Demak, fermer xojaligi rejadagi gishloq xojalik mahsulotlarini
yetishtirishga sarflagah resurslar migdori quyidagicha: Tt- 53 ming
litr, Tz - 41 tonna; T3—31 tonna.

2) Bir tonna gishloq xofjalik mahsulotini yetishtirish magsadida
foydalanilgan resurslar uchun ketgan sarf-xarajatlami hisoblaymiz;

122 1\/1\ [21+ 21+ 13\ /74
n-sr=3 13 1= 31+M +3-3 = 131
\4 3 2/\3/ V4-1+3-1+2-3/ \13/

Demak, bir tonna gishloq xo'jalik mahsulotini yetishtirish
uchun 1-turdagi mahsulotga - 7 ming, ikkinchi va uchunchi turdagi
mahsulotlar uchun -13 ming so‘m sarflanadi.

3) Fermer xofjaligining uch turdagi mahsulotlarni yetishtirish
uchun resurslarga sarflagan xarajatini aniglaymiz:

AT-(Sr) = (10 3
=(10 +7+ 313 + 6+13) = 187.
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[HIMEL ... . xo'jaligining rejadagi kartoshka, piyoz va
, 01, sifr.liiitisli  uchun resurslarga sarflagan  xarajatlari
...... . IK/ ming so‘mni tashkil giladi.

i, i< .in-lilkni  tashish uchun ketgan transport xarajatini

/[ 1" <53 41 31) 1= 0+ 123 + 217 = 340.

11,  wnk. lcrmer xojaligining resurslar va transport xarajatlari
...... n ni' indisi quyidagiga teng:
XA ST) +TeP =187 + 340 = 527.
\ inaskla. “Ravot” ko‘p tarmoqli fermer xojaligida tashkil
CAtiiii ku hik korxona 2 xil gishlog xo'jalik xom-ashyo mahsulot-
I,h T.v mil turdagi konserva mahsulotlari ishlab chigadi. Qishloq
i.1¢ Mini-ashyo mahsulotlarining sarf migdori quyidagi matritsa

... iiiii .linlii berilgan:
lin yerda a,j (/=1,2,3;j—,2), i - turdagi birlik mahsulotgaj -
innLii'i  birlik xom-ashyo sarflanishi. Korxonaning bir kunlik
ni ih tilixt ishlab chigarish rejasi yo‘l matritsa ko'riishida berilgan:
0(100 50 70).

Ikki turdagi gishlog xofjalik xom-ashyo mahsulotlarining narxi
" lil-ii in:itritsa ko’rinishida berilgan (bir kilogrami uchun):

H I
*) Korxonaning bir kunlik m)ahsulot ishlab chigarish rejasi
«'mij;uilishi uchun gancha xom-ashyo mahsuloti kerak?
) lich turdagi mahsulotlaming har donasi uchun ishlatilgan
"in " ilityoningnarxini toping.
I>Korxonaning bir kunlik mahsulot ishlab chigarish rejasini
»dyii i20i in iiui] sarflagan ikki turdagi xom-ashyoning narxi toping.
Vtdiisli. 1) Bir kunlik mahsulot ishlab chigarish uchun
*\Wdigan M birinchi va Sz - ikkinchi turdagi xom-ashiyo
"uqdorini unigiaymiz:
Si~2-100+3¢50+1-70=200+150+70=420 kg.
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S2=1+100+2-50+3-70=100+1 00+210=410 kg,
yoki, boshqa tartibda, ya’ni matritsa yordamida aniglaymiz:

5=C~=(100 50 70) 4 ih420 410).

2) Uch turdagi tayyorlangan malisulotning har bir donasiga
ishlatilgan xom-ashyo narxini topamiz:

3) Kunlik reja bo‘yicha ishlab chigarilgan mahsulotlar uchun
ishlatilgan 2 turdagi xom-ashyo mahsulotining umumiy narxi:

Q=S*B=(420 410)- Q=840+1230=2070 ming so‘m.

Kunlik ishlatilgan xom-ashyo mahsulotlarining narxini boshga
tartibda ham hisoblash mumkin:

Q=C-R=(100 50 70) ©i: 700+600+770 = 2070000 so’m.

Yuqorida yechilgan masalalardan ko'rinadiki, matritsalaming
igtisodiyotda ahamiyati juda kattadur. Uiardan foydaianish hisobiga
igtisodchilar uchun muhim bo‘lgan ko‘pgina iqtisodiy masalalarni
qulay va sodda yechish imkoniyati hosil bo‘ladi.

Mustaqil Lshlash uchun misollar

1. Determinantlami birinchi ustun elementlari bo'yicha yoyib
hisoblang:

2 3 4 a 1 a
a 5 -2 1; by -1 a 1
12 3 a —a

2. A va B matritsalar beriigan. Quyidagilar topilsin:
1) 2A—bB;2) n B; 3) B A; 4) A-l; 5) AA~I.

'3 5 -6 "2 8 -5
A= 2 4 3 5=-3 -1 0]
-3 1 1 y 4 5 -3,
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I Miitritsaiar ko'paytmasi AB va BA ni hisoblang:

15 CR R

""'mf;: JD*—@

4. Determinantlami hisoblang.

3 1 2 3 2 -1 2 0
4 -1 2 4 3 4 1 2
«) 1 -1 1 1 > b) 2 -1 0] 1
4 -1 2 5 1 2 3 -2
-1 -2 4 1 0] 4 1 1
2 3 0 6 -4 2 1 3
¢ 2 2 1 47 d o 1 2 -2
3 1 -2 -1 1 3 4 -3
S. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang
87 2 10 11 11
-8 2 7 10, 1 -12 2
D 44 45271713
0 4 3 2 11 -1
2 * 4 1 5a 2 -1
4 2 3 2 4 b 4 -3
Da b e d Y 2¢ 3 -2
3 -143 4 d 5 -4
6. Berilgan tenglamalar dan X ni toping va ildizlami determi-
nantga qo‘yib tekshiring:
x2 3 2 Xx2 4 0
) x -1 1=0; 2) x 2 3=0
(0] il 110
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7. Beriigan matritsalarga teskari matritsalami toping:

1)” - % }1)/' 2)A - {/CSOI'T?% (iOSSan };),

2 5 7\ / :
NN=J6 3 4 );4)4= 52 4
\5 -2 -3/ \7 3 2/

8. Matritsali tenglamalami yeching:

4)'X=(S 9*

BHX P&



I HOB. CHIZIQLI ALGEBRAIK TENGLAMALAR
SISTEMASI

Igtisodiy masalalami (rejalastirish, boshqarish va boshga masa-
lulfinii) yechishda ko‘p noma‘lumli chizigli algebraik tenglamalar
1.icmasi qo‘llaniladi. m ta tenglamalardan tuzilgan n ta noma’lumli
ihi/igli tenglamalar sistemasini quyidagicha yozish mumkin:

1+ «12*2 + - +«In*n = K

1*1 + «22*2 + - +«2n*n = b2,

«mi*i + «m2*2 N«emn*Fn = “m>

bu yerda all,al2,—, Omn- sistema koeffitsiyentlari, xu x2, ...,xn -
iloma’lum koeffitsiyentlar, bv b2, ..., bm- ozod hadlar.

Chiziqgli algebraik tenglamalar sistemasini quyidagi ixchamroq
ko'rinishda ham yozish mumkin:

.
A W= bit  i=1,2..,m

Agar X" ,x2 sonlarni mos ravishda (1) tenglamalar sis-
(cuiasidagi Xx,x 2, ...,xn - noma’lum koeffitsiyentlar o‘miga qo‘yil-
ganda sistemaning har bir tenglamasi ayniyatga aylansa,
*i,*2,..., Xn sonlar sistemaningy echimi deyiladi. (1) chizigli algeb-
raik tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lsa, sistema birgalikda,
aks holda, ya’ni yechimga ega bo‘Imasa, sistema birgalikda emas
deyiladi. Agar birgalikdagi sistema bitta yechimga ega bo‘lsa,
sistema aniglangan, aks holda, ya’ni ko‘p yechimga ega bo'lsa,
sistema aniglanmagan deyiladi.

Tenglamalar sistemasida ozod hadlar nolga teng bo‘Isa, sistema
birjinsli deyiladi. 39



I-§. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishning Kramer usuli

Uch noma’lumli tenglamalar sistemasi beriigan bo'lsin:
(alxx1 + alx2+ " 3% = bt
\a2lx1+ a2x2 + a2x3= b2 2)
ya3lxt + &2x2 + a33x3= b3

Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlardan 3-tartibli determi-
nantni tuzamiz va uni determinant xossalariga ko'ra 1-ustun bo‘yicha
yoyamiz:

all al2 al3

A= aXx a2 aZ = au cAu + a2l *A2l + a3l *A3X (3)
a3l %2 a33

Determinantning birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos
ravishda ozod hadlar almashtirib uchda [y, /12,43 determinantlami
hosil gilamiz hamda ulami ham 1-ustun bo‘yicha yoyamiz:

i al2 al3

At= b2 a2 aB =bhi>*11+ b2-A21+ b3-A31, (4)
b3 a2 a3

Jo— a2l 62 aZB— 12+ b?A%Z+ b?*A32, (5)
a3l 63 33
<*11 a 12
a2l a22~21 —bxeN13 + b2+ + h3MAR ()

a3l a32 b3\

(2) sistemaning 1-tenglamasini Alr algebraik to'ldiruvchiga, 2-
tenglamasini A2l ga, 3- tenglamasini J13L ga ko‘paytirib hadlab
go‘shamiz:

(JTuam + i421a21 + A31a3i’)x1 +
+(idliai2+ A2la2 + A3la32)x2 +

+U Ilal3 + ~21a23 + ~31a33)x3 =
= Aubx + A21b2 + A31b3 @)



Yiuloridagi (3) va (4) munosabatlar hamda determinantlaming
mini igii ko‘ra:
all "1 + a21'721 + a31 *A31 =
Allal2+ Aya2 + "31a32 =
Aual3+ "21laB+ "31laB = O
AXBX+ A2\b2 + "3173 = M 1-

Alxx =
Xuddi yuqgoridagidek. (2) sistemaning I-tenglamasini An ga, 2-
huglamasini Arr ga va 3-tenglamasini AR ga ko‘paytirib hadlab
ilo\shamiz:
Am2 =],
(2) sistemaning I-tenglamasini AX3 ga, 2-tenglamasini A23 ga va
I-tenglamasini A33 ga ko‘paytirib hadlab go*shamiz:
A x 3= [43.
Natijada (2) sistemaga teng kuchli bo'lgan
(Amx = [a
|4 -x2 = ~2 (8)
\A-x3- A3
sistemani hosil gilamiz.
(8) sistemaning yechimi unda gatnashgan determinantlarga
hogMiqdir.
1°. A® 0 bo'lsin. U holda, (8) sistemadan noma‘lumlaming
*1=7 ,*2=7.*3=7 9)
giymatini topamiz. (x1,x2,x3) giymatlar (1) sistemaning yagona
ycohiini bo’ladi. (9) formulaga Kramerformulasildeyiiadi.
2°. A= 0 bo‘lib, Ar, A2va O3 lardan hech boMmaganda bittasi
noldan fargli bo‘lsin. Bu holda (2) sistema yechimga ega bo‘Imaydi.
3°. A=0 bo‘lib, Ar= A2= AO3= 0 bo’lsin. Bu holda (2)
sistema yoki cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi yoki bitta ham
yechimga ega bo ‘Imaydi.
1-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
XX- X3 =2,
2XX—X2 + 3x3 = —1,
3XX+ 2x2—2x3 = 5.

1Gabnel Kramer (1704-1752) -fransuz, chizigli algebraning as6schflaridan bin.
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Yechish. Noma’lumlar oldidagi koeffitsyentlardan 3-tartibli de-
terminantni tuzamiz va uning gqiymatini topamiz:

10 -1
n=2 -1 3 =2+0-4-3-6-0 =-11*0.
3 2-2
0 bo'lgani uchun berilgan tenglamalar sistemasi yagc

yechimga ega bo'ladi. Kramer formulasiga ko‘ra sistemaning
yechimini topamiz.

Ox A2va O3 larning giymatini aniglaymiz:
2 0-1

Aiz -1 -1 3 =4+0+2-5-12-0 =-11,
5 2-2
1 2 -
= 2 -13 =2+18-10- 3- 15+8=0,
3 5-2
10
N3= 2 -1 -2-5+0+8+6+2-0 =11
2 5
Kramer formulasiga ko‘ra,
a o -1, & 0 0
X¥=T =A"T = 1- XI=7~"ii '
. .. A 11
2-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
2XX+X2+x3~1,
Xt - 2x2+ 3x3= 2,
4% + 2x2+ 2x3 = - 2.
2 11
Yechish. 4= 1-2 3 =-8+12+2+8-
4 2 2
-12-2=0.
Av A2va A3 laming giymatini aniglaymiz:
10 1
Ai= 2-2 3=—-4+0+4—4—16-—-10=-10,
-2 2 2
2 11
2= 12 3 =8+12+2+8+ 12- 2= 40,
4 -2 2
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2 11
M= 1-2 2 84-2+8+ 8- 8+ 2= 20.
4 2 -2 ) _
A= Obo'lgani uchun 2-xossaga ko‘ra sistema yechimga ega
anas.

2-8. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
yechishning Gauss2usuli. Kroneker-Kapelli teoremasi

Uch noma’lumii tenglamalar sistemasi beriigan bo*lIsin:
(VuXi + 2+ al3x3=t
la21Xi + a22x2 + a23x3 = b2
(a31x1 + &32X2 + a33x3 ~

Noma'lumlar oldidagi koeffisiyentlardan A matritsani tuzamiz:
tall al2

a2zl oir a3

o V031 a3 a33:,) .
A matritsaning uchinchi ustunidan so‘ng €zod hadlardan iborat

to‘rtinchi ustunni vertikal chizigq bilan ajratgan holda yozamiz va
hosil boMgan kengaytirilgan matritsani A bilan belgilaymiz:

/fall al2 al3h 1\

«2! a22 a23 b2

\a3l 032 a331b j

Kengaytirilgan A matritsada diagonal elementlaridan pastda

joylashgan a21,a3l va a3 elementlar o‘mida nol hosil gilishimiz
kerak. Birinchi yo‘l elementlarini a2l ga va ikkinchi yo‘l element-
larini  r ga ko‘paytirib, mos ravishda ayiramiz hamda hosil bo‘lgan
natijani ikkinchi yo‘lga yozamiz. Xuddi shuningdek, birinchi yo‘l
elementlarini a31 ga va uchinchi yo‘l elementlarini au ga ko‘pay-
tir‘b, mos ravishda ayiramiz hamda hosil bo‘lgan natijani uchinchi
y°4ga yozamiz:

m °12 a3 bi alz <13
1*21 a22 a23 b2 a22 az23
w a32 a33 t3 a32 a33

Gauss logaun Karl Fridrix (Johaim Carl Friedrich, 1777-1855) —nemis matematigi.



bu yerda a2 —o.12 'azi ~ «22 'aM »a3r = ai2' %i —aR*au
b2 —bj wfljj 62* vahk
Hosil boMgan matritsaning ikkinchi yo‘lelementlarmi d32 ga va
uchinchi yo‘l elementlarini d3 ga ko‘paytirib, mos ravishda
ayiramiz hamda hosil boMgan natijani uchinchi yoMga yozamiz:
al2 al3d ~i\ /®11 **12  al3
a22 az23 ™M1~ ( ® N2 <23
a32 a33 NI V0O O ~s3
bu yerda in33=123 «d32 —d 3B *d22, &~"2 *®sr "3°d22.
Hosil bo*lgan matritsani noma’lumlar orqali ifodalaymiz:
/<*11 ® 12 o1s K (AaUXi+ +a13X3: bX
<*22 <n~23 b 2 J dm'l' 8&3)(?): 62
et e %3*3 = b3 _ |
Sistemaning uchinchi tenglamasidan noma’lum koeffitsiyent x3 ning
giymatini topamiz:

0
0

K3
03
x3 ning giymatini sistemaning ikkinchi tenglamasiga qoyamiz va
noma’lum koeffitsiyent x2 ning giymatini aniglaymiz. Shuningdek,
1-tenglamadan x X ning giymati aniglanadi.
3-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
f  xx-x3=2,
XX —X2 + 3x3= —1,
Xr + 2x2- 2x3= 5.
Yechish. Tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechamiz.
Ushbu kengaytirilgan matritsani tuzamiz:
/1 0 -112\ /1 0O -1 2\
2 -1 3-1-0 1 -55 ~
\3 2 215/ MO -2 -1 1/
/1 0 I 2\ [I""I~x3=2
~(0 1 -5 5 J—x2—5x3= 5,
Vo 0 1141/ I11Ix3=-1I1I.
Sistemaning uchinchi tenglamasidan noma’lum koeffitsiyent x3 ning
giymatini topamiz:

IHX3= 11 —*X3—Q% x3= —.
44
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i ning giymatini sistemaning ikkinchi tenglamasiga goyamiz va

noina’lum koeffitsiyent x 2 ning giymatini aniglaymiz:
X2—Se(—1) =5 =>x245=5 => X = 0.
Wirinchi tenglamadan xx ning giymatini aniglaymiz:
XX—Xz =2 => —(-1):2 == XX=1.
Demak, sistemaning yechimi {1; 0; —1}.
Teorema (Kroneker3KapeUi4). Chizigli tenglamalar sistemasi
birgalikda bo'lishi uchun kengaytirilgan va asosiy matrisalari ranglari

teng (rangiA)=rang(A)) boMishi zarur va yetarli.
Usbu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi:
t. Agar rang(A) &rang(A) bo‘lsa, sistema birgalikda emas.
2. Agar rang(A)=rangiA)=r bo‘lsa, sistema birgalikda

boMadi. r=n bo‘lIsa, sistemayagona yechimgabo‘ladi, r <ti bo'lsa,
sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir. Bu yerda n - sistemada

gatnashayotgan noma’lumlar soni.
4-misol. Sistemani yeching.
A+ 3% - 2Xs +4x4 =1,

O, + 2x2+6 Xs - 5xs = 2,
X, +8x24 2X] + 3Xs = -2.
Yechish. Sistemani birgalikda yoki birgalikda emasligini

tekshiramiz:
rl 3-2 4 1IN I 3 -2 45T

A= -3 2 6 _,2 =~ Oil 0 7|5
~f8 2 31.2 W1l 0 71-1,
0 11 o 7!5 =

o o o o l_6y

rang{A) jtrangiA) =>sistema birgalikda emas.

rangiA)=2, rangiA)=3

uj” oneker Leopol’d (Krouecker 1”opold, 1823-1891) - nemis matematigi.
+peffi ATfredo (Capelli Alfredo, 1855-1910) - italiyalik matematik.
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5-misol. Sistemani yeching.
2X,- X 2+x3=0,

Xi+x3=-1,
3X2+x3=-2.
Yechish.
2 -1 1 o 'O -1 -1122 0 -1 -1 2
A=1 0 1 -1 -1 0 1;-1 -1 -1 0 1
3 1 2> o 3 112, P 2 O
o -1 -1
1 -1 o0 =-2*0 => rang(A)- rang(A)=3.
0 2 O

Sistema birgalikda, matritsaning rangi noma’lumlar soniga teng.
Demak, sistema yagona yechimga ega.

Almashtirishiar yordamida hosil gilingan oxirgi matritsadan foy-
dalanib, beriigan sistemaga teng kuchli bo‘lgan sistemani yozamiz:

—x2 —Xj —2, X3 = ~2,
X,-x2=l, = x —
2x2=0. X7~ 0.

Sistemaning yechimi: x}=1, x2=0, j3=-2.
6-misol. Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy va bitta
3X, - 2X2- 5x3+ x4=3
Xususiy yechimini toping: ' 2x, - 3x2+ x3+ 5x4=-3.
X+ 2Xj - 4x4=-3
Yechish. 1) Sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozamiz:
v -2 -5 1 34
2 -3 1 5 -3
J 2 0 -4 _3
2) Matritsani uchburchakli ko‘rinishgakeltiramiz. Hisoblashlar-

da qulaylik boMishishi uchun matritsaning birinchi va uchunchi Y0
larini o'zaro almashtiramiz. Matritsaning 1-ustunida au elementoan
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I )9,0a elementlar o‘rnida almashtirishlar yordamida nollar hosil
JiliUTiiz
@ 2 0 -4 -3N rl 2 0 -41-3"
2 -3 1 5 -3 =0 -7 1 131 3
3 -2 5 1 3y o -8 -5 13i12
3) Hisoblashlarda qulaylik bo'lishishi uchun matritsaning
ikkinchi va uchinchi ustunlarini o‘zaro almashtiramiz. Har bir ustun

yugorisiga noma’lum o ‘zgaruvchilami yozamiz. 2-yo‘l elementlarini
r,, b«‘ravtirami7 va 3-vo‘lninp mos elementlariafl noYbartsr’
o3 %2 % N *3 x4 \
1 0o 2 -4 -3 1 0o 2 -4 -3
o 1 -7 13 3 o 1 -7 13 3
-5 -8 13 12 0 0 -43 78 27,
4) Bazis minor sifatida ushbu noldan fargli determinant™

olamiz:

10 2

0o 1 -7

0 0 -43)
unga tegishli bo‘lgan noma‘lumlar: xj, X2> x3, - bog‘ligli
o'zgaruvchilar, bundan, - ericli o‘zgaruvchidir.

rang{A)=rang(A) =3 bo‘lgani uchun sistema yechimga ega,
ammo matritsaning rangi noma’lumlar sonidan kichik. Shu sababli,
sistema aniglanmagan, ya’ni sistema cheksiz ko‘p yechimga egadir.

5) BogMigli o*zgaruvchilami x* - erkli o'zganivchi orqali
ifodalaymiz:

- 43xr+78*4=27, bundan jg = 7?*«~27;
4 43
-7*2+13*4=3, bundan xj =— j—I

X,+2x2—4x4=-3, bundan - -— ~75.

J*4=2 uchun bitta xususiy yechimni topamiz, u holda
*=11"75 _ L _18-2-27_,  _-13-2-60_
74 /\3 __II'X _____53_ _31 Xi — Tt S ATTTTT— 4.

) Olingan yechimlami tekshiramiz:
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3-(-1)-2-3-5(-2)+1-2=3
2(-1)-3-3+1(-2)+5-2=-3.
I(-1)+2-3*-4-2 =-3
Demak, sistemaning umumiy yechimi:
X 16x4~75, _78x4-27.T].-«5.-»: ,<ell
43 2 43 43
Agar /#=2 bo‘lsa, bog'ligli noma’lumlaming giymati:
*,=-1; *2=3; x}=-2
boMadi. Bu giymatlar sistemaning xususiy yechimidir.
7-misoL Sistemani yeching.
2x1 +x}-x1 =0,
BXX—x2-2 x4 =1,
X2+X3-x4=2,
9 —x2+x3-3x4=1.

Yechish. Sistemani birgalikda yoki birgalikda emasligini
tekshiramiz:

2 0 1 -1{0> '2 0 1 -1 Os
3 -1 0 -211 3 -1 0 -2 1
01 1L -112 0 1 1 -1 2
5 -1 1.3.4, .0 0 0 0 g

To'rtinchi yo‘ldagi nollar birinchi va ikkinchi yo*llami go“shish
hamda to‘rtinchi yo‘ldan ayirish natijasida hosil bo'ldi. Birinchi
ustunda nollar hosil gilish uchun birinchi yo‘Ini 3 ga, ikkinchi yo‘Ini
2 ga ko“paytiramiz va ikkinchi yo*ldan ayiramiz:

(6 0 3 -3jor 66 0 3 -3 O

6 -2 0 -4, 0 -2 -3 112

0 1 1-142 0 1 1 -1}42

ve 0 0 O i° 0O O O 10,
To‘rtinchi  yoMni tashlab yuboramiz va uchinchi yo‘l

elementlarini 2 ga ko‘paytiramiz. Ikkinchi yo‘l elementlarini
uchinchi yo'lning mos elementlariga qo ‘shamiz:



' 0 1 _1 1°1 2 0 1 I—‘iﬂ r2 0 1 Fﬁ o
o -2 -3 -ij2- 0 -2 -3 -1 -0 -2 -3 -1ij2
o 1 1 -lizy o 2 2 -2, o 0o -1 -3]6,

o 1
-2 -3 =4*0 => rang(,4)=rcmg(A)=3
O -1

sistema yechimga ega, ammo matritsaning rangi noma’lumlar
sonidan kichik boMgani uchun sistema aniglanmagan, ya’ni sistema
cheksiz ko‘p yechimga egadir.
Oxirgi matritsadan foydalanib, sistemani yozamiz:
2X, + x3-x4=0,
-2x2-3X3-X4=2,
-x3- 3x4=6.
Ma’lumki, x4 erkli o‘zgaruvchi, sistemani quyidagi ko‘rinichga
keltiramiz:
2Xt+X3= x4, 2X, =6+3x4+x4,
~2x2~3x3=x4+2, =B2X3=-18-9x4+x4+2, =
—4 =3x4+6. x3=-3x4- 6.
X, = 3+ 2x4,
X2=8 + 4x4,
X =6-3x4,
xX4€ J1

3-8. Chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
teskari matritsa yordamida yechish

Uch noma’lumli tenglamalar sistemasi beriigan bo‘Isin:
(Ou*x + al2x2+ Qi3x3 = br
|a2IX! + a22x2 + a23x3 = b2 (10)
1a3Ixr + a32x2 + ax3x3 = b3
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NomaMumlar oldidagi koeffitsiyentlardan A matritsani, noma’-
lumlardan tashkil topgan X - ustun matritsani va ozod hadlardan B -
ustun matritsani tuzamiz:

( Oil ®i2 "ra3!
a2l az22 a23|
“31 a32 a33

[bl)
h* br
U», <b\j
u holda (10) tenglamalar sistemasini matritsali tenglama, ya’ni
AX-B (12)

ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Agar A matritsa xosmas matritsa bo‘lsa, u holda (11) tenglama
quyidagicha yechiladi. (11) tenglamaning o‘ng va chap gismini A
matritsaga teskarisi matritsa A~X ni ko'paytiramiz:

A~\AX) = A-1B yoki (A~XA)X = A~XB,
A~TA —Eva EX - X bo‘lgani uchun tenglamaning
X = A~XB (12)
ko‘rinishidagi yechimiga ega bo‘lamiz.

8-misol. Ushbu tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida
yeching.

XX - X3= 2,
2XX- X2+ 3x3 = -1,
3%l + 2%2 - 2x3 = 5,

Yechish.
/1
4.(2
A matritsa determinantini hisoblaymiz:
10 -1

detA=2 -1 3 =2+04—-3—-6—40=H1"0C

3 .. 2 -2
Demak, detA £0 =$ A-!  mavjud. A-1 ni topamiz:

’ JL



| Au AR m1
< al2 a2 AR
<A13 ~23 n3z)’
1 = -4,
Al = 13-

AB= (-8R, =7,
=c-1)2+[® z1 2,

nla

A.=(-dj« ] :]-b
123 = (-1)2" | 21— 2.
n3l=(-D - |# "4Y=-r,

nR=(-1)3*2 * o

Az =c-1)X N\ ] =-1.
Demak, berilgan matritsaga teskari matritsa quyidagi ko‘ri-
nishga bo‘ladi:

R B T ),

/ +
1 1 g

A= 13 1 5
11 n n
_.L B S — N
\VART ii U/
(1’Ucnglikdan sistemaning yechimini topamiz:
/A i- JL\ /-1 -T + -1
n mn 111/ 7\ | 11 11 1

11 11 11
i 2 s

11 11 11
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Detnak, tenglamalar sistemasining yechimi:
xt =1, x2=0; x3=-1.

4-8. Bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasi

Ozod hadlari nolga teng bo'lgan chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini qaraylik.
Ta’rif. Agar har bir tenglamada ozod hadlar nolga teng bo'lsa,
birinchi darajali tenglamalar sistemasi birjinsli deyiladi.
Ushbu bir jinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini
beriigan bo'lsin:
(11*1 + <42*2 + <3*3 = 0.
\aztXj + a2x2+ «23*3 = 0. (13)
UBi*i + a3x2+ <*33*3 = 0.

Ma'lumki, xx= 0; x2= 0; x3= 0 sonlar (13) sistemaning
har bir tenglamasini ganoatlantiradi. Bu yechim (13) sistemaning
trivialyechimi deyiladi.

Agar (13) sistemaning asosiy determinanti detA * 0 bo'lsa,
sistema trivial yechimga ega bo'ladi. (13) sistemada ozod hadlar
nolga teng bo'lgani uchun Lx— A2—[3= 0 bo'ladi. Kramer
formulasiga ko‘ra, xt = 0; x2=0; x3=0.

Demak, (13) sistema noldan fargli yechimga ega bo‘lishi uchun
detA = 0 bo‘lishi zarur ekan.

Ikkita tenglamadan iborat sistema beriigan bo'lsin:

(€*11*1 + <*12*2 + <*13*3 ~ 0,
<*2L*L + <*22*%2 + <*23*3 = 0- ,
1-holat. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar proporsional
emas, ya’ni quyidagi uchta determinantlaming kamida bittasi nolga
teng bo‘Imaydi:
<1 <121 K2 <331 K13 < (15)
<2 Q*F <P W KB <A
U holda yechimni simmetrik ko‘rinishda yozish mumkin:
<12 <3l «2 = -K <1 <31
<2 <IAr <2 <31
<121 (16)

T
bu yerda K- ixtiyoriy 0‘zgarmas son.
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2-hoiat. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar o'zaro propor-
itil bo‘lsin, ya’ni (15) determinantlarning hammasi nolga bo‘lsin.
si'lcma bitta tenglamaga keltiriladi.
9-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
(2xr-x2+3x3=0,
(X + 2x2—5x3= 0.

Yechish.
Iflu a121 _ 12 -1 _ 5
la21 «221 1 2 '
%2 a131 1-1 31
<z a231 12 -51 1.
lai3 au1_ 13 2| _
23 a21\ -5 I

(16) formulaga asosan: xx ——K; x2= —13k; x3  5k.
10-misol. Tenglamalar sistemasini yeching.
f3xx+ x2- 2x3- 0,
(6*i + 2x2- 4x3= 0.

Yechish. Noma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar o‘zaro propor-
sionaldir. U holda, (15) determinantlarning hammasi nolga teng
bo‘ladi. Sistemani bitta tenflama bilan ifodalash mumkin. Tengla-
madagi ixtiyoriy ikkita noma’lumga ixtiyoriy giymatlar beriladi va
uchinchi noma’lum aniglanadi.

11-misol.

XX+ 2xr+ 3x3=10
XX +x2+2x3=0
2xX+ 3x2+ x3—0
Yechish. Sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz:

12 3
= 1 =1+8+27-6-6-6=18* 0.
3
+>CTaK, Sistema Xr = 0; X2= 0; X3 = 0 trivial yechimga egadir.

*2-misol.
(-2xx- 2x2+ x3 =0,
X\ + x2+ 4x3= 0,
3xX + 3x2—x3 = 0.
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Yechish.2 Sistezmaning asosiy determinantini hisoblavmiz-
- - 1
A= X 4 =2-24+3-3 +24-2 =0
3 3 -1
Demak, sistema noldan fargli yechimga egadir. Sistemanir
ixtiyoriy ikkita tenglamasini olib, (16) formulaga asosan, sistemanir
yechimni topamiz. Bu yerda K - ixtiyoriy 0°‘zgarmas son.

= I\=~9k* " = ~k\~i Jl=9%

_ b2 -2
BEKT 1nm

Sistemaning echimi: {—9k; 9k; 0}.
5-8. Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasining tatbiqlari

Chiziqli algebraik tenglamalar sistemasi yordamida igtisodiy<
tarmogqlariga tegishli masalalaming yechimlarini topish mumkii
Chizigli tenglamalar sistemasining amaliy masalalarga tatbiqii
quyidagi masalalarda ko‘rib chigamiz.

1-masala. Zavodda 3 xil turdagi temir-buyum mahsulotla
ishlab chigariladi. Mahsulotlar uchun 3 turdagi Slt S2 va 53 xoir
ashyo ishlatiladi. Bitta mahsulot uchun har bir xom-ashyoda
ishlatish me’yori va bir oylik xom-ashyo ishlatish hajmi 1-jadvald
beriigan. Zavodning har bir mahsulot bo‘yicha bir oylik ishla
chigarish hajmini toping.

1-jadv*

Xom-  Bitta mahsulot ishlab chigarish uchun xom-  Bir oylik xom-
ashyo ashyo ishlatilish me’yori shartli birlikda) —ashyo islatilishi

turlari  darvoza deraza zinapoya (shartli
panjarasi to‘siglari birlikda—
2 0 3 69
S2 1 2 1 60
si 5 0 4 120 -

Yechish. Masalani chizigli algebraik tenglamalar sistem#
yordamida yechamiz.
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laraz qilaylik, zavod bir oyda x dona darvoza, y dona deraza

nasi, - donazinapoya to‘siglari ishlab chigarsin. U holda, har bir
MMY'i niahsulot uchun xom-ashyo sarflanishiga mos holda, quyidagi
"'I-mani hosil gilamiz:

ZX + 57 = 69,
X +2y+z- 60,
.Sx + 4z = 120.

Im sistemani turli usullar bilan yechish mumkin. Biz Kramer usulidan
loydalanamiz. Buning uchun asosiy determinantni tuzamiz va

liisoblaymiz:

2 0 3
O= 1 2 1 =-14,
5 0 4

Asosiy determinant noldan fargli, demak, sistema birgalikda va
yagona yechimga ega. Yordamchi determinantlarni tuzamiz va
liisoblaymiz:

69 0 3
Ja= 60 2 1 =-168,
120 0 4

Ay = —231, Az = —210.
Kramer formulasiga asosan. masalaning matematik nugtai-
nazardan yechimini topamiz:
X = 2 y="2t 68 2P 0 s
-14 ’ -14 - ¢ -14 '
MasaJa yechimi butun bo‘lishini hisobga olsak, sistemaning
"oma’lumlari giymatidan quyidagi xulosaga kelamiz, ya’ni zavod bir
°yda J2 ta darvoza, 16 ta deraza va 15 ta zinapoya to‘siglarini ishlab
chigaradi.
2-masala. Ma’lum bir sondagi o'ramli materialdan fabrikada A-
riniehda 360 ta, B - ko‘rinishdagi - 300 ta va C—ko‘rinishdagi
ta mahsulot tikiladi. 3- xil usuidagi bichishdan foydalanish
umkin. Har bir material o‘ramidan bichish usullari bo‘yicha
sulotlar tayyorlash miqdori 2-jadvalda berilgan. Reja bajarilish
artl™ matematik shaklda yozing.
@Qa. X, Yy va z bilan mos ravichda birinchi, ikkinchi va
bichish usullari bo‘yicha ishlatilgan material o‘ramlari



bo'lsin. U holda, 1-bichish usulida x ta o'ramda 3x ta, 2-bichisl
usulida - 2y ta, 3-bichish usulida - z ta A turdagi mahsulotla
rejasini bajarish uchun quyidagi tenglama o ‘rinli bo‘lishi kerak: 3x 4
'2y +1z —360. Xuddi shu yo‘l bilanx + 6y + 2z = 300, Ax+y 4
5z = 675 tenglamalarni hosil gilamiz. Ulami ushbu sistema
ko‘rinishida ifodalaymiz:

3x+ 2y +z =360,
X + 6y + 2z = 300,
Ax +y + 5z = 675.

2-jadvai
Mahsulot turlari Bichish shakllari
1 2 3
A 3 2 1
B 1 6 2
C 4 1 5

Sistemani Gauss usulida yechamiz:
/3 2 1013®0% /1 6 213004

(I 6 2300 - 3 2 1360 -

4 1 5¥iR/ \4 1 51675/
6 2 300\ /1 6 2300\

~(0 -16 -5-550)- 0 16 5550 ~

\0 -7 2 15/ Vo -14 4 30/
/1 6 2300\ /1 6 213004

~(0 16 5550 1~(0 2 9570 -

Vo 2 9570/ Vo 16 5540/
6 21300\ x+6y+2z=2300,

~aff 2 9 570 ~ 2y+9z=570,
0O 671-4020/  -blr = -4020.

Bu tenglamalar sistemasi yugorida masala shartiga binoan
tuzilgan tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Hosil boigar
sistemadan x -- 90,y = 15, z = 60 giymatlami aniglaymiz.

Yuqorida ko‘rilgan masalalardan ma’lumki, chizigli algebraik
tenglamalar sistemasining igtisodiy masalalami yechishda o‘m:

kattadir.
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Mustagi! yechish uchun misollar

1. Tenglamalar sistemasini yeching:
2Xx—3y+z7—2=0, I 7x+ 2y + 3z = 15,
1) X+5y—4z+5=0, 5X —3y + 2z = 15,
4x +y —3z+4=0. 10* - Ily + 5z = 36.
X +2y + 3z = 4, = IX—y+z=2

3) 2X+ty-z=3 X+ 2y +22=-2,
13* + 3y + 2z = 10. X-2y+z=1
2. Sistemalami Gauss usuli bilan yeching:
X—y + 3z = -4, X-2y-32=28,
1) 2x+3y—22=5 2)] 3x+y+z=3
3x+5by+z=4 (4x+3y- 2z=—1
a- 2y+3z=6, I 2x+y —3z=3,
3) 2x+ 3y - 4z = 16, 3X+4y- 52=09,
3x —2y —bz = 12. 2y + 7z = 11
3. Tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida yeching:
X+2y+z =4, 2X - 4y + 9z = 28,
1) J3x-5y+3z=1, 2) 7x+3y—6z=-1,
| 2x+ 7y - z = 8. | 7x+ 9y - 92 =5,
r2x +y+2z =6, I X —2y +3z =5,
3)]x-3y-z=-5, 2x + 3y —z = -4,
VoXx —2y +z = —1. 3X+y-2z=-.
| 2X+y + 22 =6, IX—2y+3z=05,
X-3y-z=-5 6)j2x+3y-z =-4,
5x —2y+z=-1. (Bx+y-2z=-1.

4. Birjinsli chizigli algeraik tenglamalar sistemasini yeching:
f3x + 2y —z =0, (Bx+2y-z -0,
1) |2x-y +32=0, 2)j2x-y +3z2=0,
(x+3y—4z=0. (x+y—z=0

X+2y-4z =0, 5x-3y+2z =0,
2x-y-3z =0, 1 2X+4>»-3z2 =0,
Xx+3y+z=0. 3x-7y+5z =0.
X—y +22=0, 2Xx —y +3z =0,
5 2x+3y—5z=0, 6) x+2y—5z=0,
XxX+y+z=0. v3x+y —2z = 0.
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11 BOB. TEKISLIKDA ANALITIK GEOMETRIYANING
SODDA MASALALARI

I-8. Ikki nuqta orasidagi masofa

Tekislikda /1(*1/¥T) va B{x2,y2) nugtalar berilgan bo'lsin. A
va B nuqtalardan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz (1-rasm).
Perpendikulyaming Ox o‘gi bilan kesishgan nugtalarini mos ravishda
Ax va Bxbilan belgilaymiz. Ma’lumki,

0AX=xx, OBx=x2, AAX=yv BBX=y?2 Q)

A nugtadan Ox o*qgiga perellel to*g‘ri chiziq o‘tkazib, uning BBX

bilan kesishgan nugtasini C bilan belgilaymiz. U holda

AC = AXBX CBX= AXAX 2
bo‘ladi. Agar AXBX= 0BX—0AX BC = BBX—CBX ekanini
e’tiborga olsak, (1) va (2) munosabatlardan

AC —x2—Xx, BC =y2—yx 3)
kelib chigadi.

OACB - to‘g‘ri burchakli uchburchak. Pifiagor teoremasiga
binoan AB"ACP+BC? bolladi. (3) munosabatga ko‘ra

AB=J(x2- XX)2+ (y2- yx)2 4)
bo‘lishini topamiz. (4) formula tekislikda ikki nuqta orasidagi
masofani topish formulasidir.



1-roisol. A(1; -2), 5(5; 1) nuqgtalar orasidagi masofani toping.
Yechish. (4) fonnulaga ko‘ra, AxaB nuqtalar orasidagi masofa:
AB=7(5-1)2+ (1- (—2))2= V16T9 = 5.

2-8. Kesmani berilgan nisbatda bo'lish

Tekislikda Pi(xl,y1) va Pr'x.<¥T1) nugtalami tutashtiruvchi
kesmani qaraylik. Bu kesmada shunday P(X,y) nugtani topish
kerakki, PXP kesmaning PP2 kesmaga nisbati A= Esonga teng
boisin:

pp2 12 b

Pr, P, P2nuqgtalardan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz (2-
rasm). Unda OP[ = xr, OP'=x,0P2= x2 boMadi. Px va P
nugtalardan Ox o‘qiga parellel chiziglar o ‘tkazamiz. Ularning PP’ va
P2P2 bilan kesishgan nugtalarini gvasS ’orgali belgilaylik. Ma’lumki,

PiQ - P[P'= OF - OPi =X - X X,
PS—QR~ PP+t =0P[- OP' =x2-x, (6)
PQ—SR =PP'- QP'=PP'- PtP'=y-y1
P2S = P2P2- SP{ =P2P"- PP' =y2-y.

ApiQP va APSP2 uchburchaklar o'xshashligidan
PxQ = P¥P PQ _ PXP
PS PP2' P2S PP2

lishini topamiz.
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(5) va (6) tengliklarga asosan,
R I Y-¥X _ rx

XP-x f2° yr-y r2

kelib chigadi.
Demak,
I~y n r2xi + rxx2
X2—x 12 +r2 0)
R« _g r2yx + r\yr
Yr-y b rx+r2 ®
Tengliklaming o‘ng tomonidagi kasrlaming surat va maxrajini
r2 ga bo‘lamiz. belgilash kiritamiz, u holda C nugtaning
koordinatalari:
1+0 - 1J
(10)

1+
Xususiy holda, C nuqgta AB kesmaning o‘rtasi boMsa, X —1

bo‘lib, C nugtaning koordinatalari
X = Xi+X 2 y = Y2 (1{‘)

bo‘ladi.
2-misol. Tekislikda”(2:1), 5(3: -2) nuqtalar beriigan. AB kesma-

ni 4= ~ nisbatda bo‘luvchi C(x, y) nugtaning koordinatalarini toping.

o,1 0 4+ 3
.. 3 7
X 1+% " % 3<
y - —a. - _=0.
1+l 7

3-8. Uchburchak va ko‘pburchak yuzi

Tekislikda A(xu yt), B(xz,y2) va C(x3,y3) nugtalar beriigan
boMsin. Bu nugqtalarni kesmalar bilan tutashtiramiz va ABC
uchburchak hosil gilamiz (3-rasm).
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3-rasm.

A, B, C nuqgtalardan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz va
ulami mos ravishda AXBXC% bilan belgilaymiz.
Bunda OAx = xx, OBx = xr, OCx —x3, AAX—yx, BBX—y?2,
CCX=1y3 bo‘lib,
AXBX= OBx- OAX = x2—XX,
BXCX= OCx —OBx = x3—x2,
AXCX= OCx- OAX= x3- XX
bo'ladi. v
3-rasmga ko‘ra, AAXBXB , BBXCXC va AAXCXC trapetsiyalar

yuzalari uchun ushbu

UM =— 2~ 1AA = - *1)

5 _AAi+CCi , , _¥Y3+VYr,

AACIC 2 2
formulalar o‘rinlidir. 3-rasmdan ma’lumki, JTAC uchburchakning
yuzi

~AABC = &inlele + Dblcic ~ -Amclc

02) tenglikiardan foydalanib,



- SGABC =/[(Y 1+ ¥r) “(Xr- xO + (¥3+Yr) *(*3“ *2) -
“(¥3+ Y1) “ (*3 ~ *i)l boMishini topamiz.

* ¥r Y3
"bBC 2 veil B2 vt I yfll] (13)
yoki
1 W 1
$ooec —-2 KM Yr 1 (13
s ¥3 1

(13) formula berilgan uchburchak yuzini topish formuiasidir.
3-misol. Uchlari A(2; 0), B(-I; -3), C(I; 4) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchak yuzini toping.
Yechish. (13) formulaga ko‘ra,

W =% 2 B3|+ 1il 4'l+14 o0 =
=+j(—6-0—4+3+0-8) ==7(-15) = 7,5 kv birlik.
Tekislikdaid41(x1,y 1), A2(X2.y2>N3(*3»Y3) , ee , AN(*N.YN)
nugtalar berilgan boMsin. Bu nugtalami sinig chiziglar bilan
tutashtirishdan hosil boMgan ko‘pburchak yuzi quyidagi formula
bilan aniglanadi:

E|+£ 21 +-+& *(]<(14)
4-roisol. Uchlari A(I; 0), B(2; 3), c(-1; 5), D(-2; 1) va E(0; -3)
nugtalarda boMgan beshburchak yuzini toping.
Yechish. (14) formulaga ko‘ra,

o + 5|
RN e "1 _sl+i1=2 I
L2 1 1+ —8 -
10 -31 o
kv. birlik.
Mustagil ishlash uchun inisollar
1. Quyidagi A va B nugtalar orasidagi masofani aniglang:

1) A(5; -3) va£?(-3; 1); 2)A(4; 2) vaB(7; -2);
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3)N(0; 3) va5 (-2; 3); 4) A(k) J)vaB(k + q; 0).

2. Ordinatalar o‘qida J1(—5; 1) va 5(3; 2) nuqgtalardan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

3. Abssissalar o‘gida shunday nugtani topingki, undan (5; 12)
nugtagacha bo'lgan masofa 13 ga teng bo‘Isin.

4. Nuqgta to‘g‘ri chizigli harakat gilib, M(5; 5) va N(I; 3)
nugtalardan o‘tadi. Ox o‘qini kesib o‘tgan nuqtasini toping.

5. A(—2; 1) va B(3; 6) nugtalar beriigan. AB kesmani
AN: NB = —3:2 nisbatda boMuvchi JV(x;y) nugtani toping.

6. Uchlari A(2; 0), B(5; 3) va C(2; 6) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning yuzini toping.

7. N(x; 4) va B(—6; y) nuqtalar orasidagi 45 masofa N(-1; 1)
nuqtada teng ikkiga boMingan. A va. B nugtalami aniglang.

8. Uchlari A(-2; 0), 5(0; -1), C(2; 0), D(3; 2) va £(-1; 3)
nugtalarda boigan beshburchakning yuzini hisoblang.



9

IV BOB. TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ TENGLAMALARI
I-§. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va P(ar,bj),
Q(a2,b2) nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqtalardan baravar uzog-
likda joylashgan tekislikdagi {/V(x,y)} nuqgtalar to‘plamini garaylik
(1-rasm). Shartga ko‘ra, PN = QN bo‘ladi. Ikki nuqta orasidagi
masofani topish formulasiga asosan

PN =yj(x —al)2+ (y - bt)2
ON =yj(x - a2)2+ (y - by
bo‘ladi. PN va QN masofalar teng:

V(x- atY + (y- bj2=V(x“ a2)2+ &Y” b2)2-
Tenglikning har ikki tomonini kvadratga ko'taramiz:

(x- 02+ (y- bj)2=(x-a22+(y- bj2
X2—2arx +a2+y2- 2bxy + bj =
= X2—2a2x + a2+y2- 2b2y + b2,
2(a2- aj)x + 2(b2- bjy + & +b$- a\-bl =o0.

Agar A= 2(a2—%), B =2(b2- bj) va C = of + b2 —a2- bf
deb belgilash Kiritilsa, u holda
Ax+By+C=0 @
tenglamani hosil gilamiz. Bu to g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi
deyiladi.
A, B, Csonlar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari bo‘lib, ular
to‘g‘ri chizigning tekislikdagi vaziyatini aniglaydi.



1-rasm.

(1) tenglamaning ba’zi xususiy bollarini garaymiz:
i*.A®0fB ®Q C= 0bo‘lsin. (1) tenglama
Ax+ By =0 (2)
ko'rinishini oladi. Bunday to‘g‘ri chiziglar koordinata boshidan o ‘tadi.
2*A=0,B ®0, C ®0 boMsin. U holda (1) tenglama
fly+C=0 3)
ko‘rinishni oladi. (3) tenglama bilan belgilangan to‘g‘ri chiziq Ox
o‘giga parallel bo‘ladi.
3"A*0,B=0, Cd0bo‘lsin. Uholda (1) tenglama
Ax+C=0 4)
ko‘rinishni oladi. (4) tenglama bilan belgilangan to‘g‘ri chiziq Oy
o'giga parallel bo‘ladi.
4* A ®0, B = C—0.Bu holda (1) tenglama
Ax =0, yanix =0 (5)
ko‘rinishni oladi. Bu to‘g‘ri chizig ordinata o“qini ifodalaydi.
5°.A —0,B ®0, C= 0. Bu holda (1) tenglama
By —0, yaniy - 0 (6)
ko‘rinishni oladi. Bu to‘g‘ri chiziq abssissa o‘qini ifodalaydi.

2-8. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi
Aytaylik, tekislikda to‘g‘ri chizig koordinata o'qlariga parallel

boMmasin. Bu to‘g‘ri chiziqg Oy o‘gida B(0;b) nugtadan o‘tib, Ox
0'gining musbat yo‘nalishi bilan a burchak tashkil etsin (2-rasm).
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Faraz gilaylik, N(x;y) - to‘g‘ri chizigdagi B(0; b) nugta bilan
ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy nuqta bodsin. N nugtadan Ox
o‘giga perpendikulyar tushiramiz. B nugtadan Ox o‘giga parallel
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz va uning NNt bilan kesishgan nugtasini L
orgali belgilaymiz. 2-rasmdan maMumki,

ONt =x, OB = b, ONX= BL, OB = NtL

NNt =y, LN—NNX-N~L-y-b.

ABLN uchburchakdan

i LN A y-b
tga = -, tga=—
y = tgcrex + b.

Tenglamada Kk = tga belgilash kiritamiz. U holda,

y —kx + b, (7
bu yerda k- to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deyiladi; b -
to‘g‘ri chizigning Oy o‘gidan ajratgan kesmasi.

(7) - tenglama tofg ‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli
tenglamasi deyiladi.

Agar to‘g‘ri chizig Ox o'giga parallel bo‘lsa, yoki o‘q bilan
ustma-ust tushsa, u holda a = 0 bo‘ladi (3-rasm).

Faraz gilaylik, to‘g‘ri chiziqg Ox o'giga parallel va ordinata
o‘gini B(0; b) nugtadan kesib o‘tsin. U holda bu to‘g‘ri chiziqdagi
ixtiyoriy N nuqgtaning ordinatasini B nugta ordinatasiga teng boMadi:

Y=h (8
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(8) tenglamada b = 0 bo'lsa, to‘g‘ri chizig Ox o°‘qgi bilan ustma-

ust tushadi.
Agar b = 0 bo'lsa, (7) tenglama quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
Y = kx 9)
Bu holatda to*‘g‘ri chizig koordinata boshidan o ‘tadi.
1-misoi. B(0; -3) nugtadan o‘tib, Ox o‘gi bilan a = 135*
burchak tashkil etuvchi to‘g“ri chiziq tenglamasini toping.
Yechish. To‘gri chizigning burchak koeffitsiyentini topamiz:
K= tgl35* = -1.
Shartga ko‘ra. b = —3. (7) formulaga ko‘ra
Y- () 'X-3,
yokiy ——x-3.
2-misol. Koordinata boshidan va (4; -3) nugtadan o'tuvchi
to‘g ‘ri chizig tenglamasini yozing.
Yechish. To‘g‘ri chizig koordinata boshidan o'tganligi uchun
uning burchak koeffitsiyentli tenglamasiy —kx ko‘rinishda bo‘ladi.

Tenglainadan K ning giymatini aniglaymiz: —3 = fc*4 =» K =

To‘g‘ri chiziq tenglamasi: y ——"X.
3-8. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Koordinata o'qlaridagi ma’lum bir uzunlikdagi kesmalar ajra-
tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini keltirib chigaramiz. Faraz gilaylik,
to‘g‘ri chizig Ox o‘gidan OA = a,0y o‘gidan OB = b (4-rasm)
kesma ajratsin.
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4-rasm.

To‘g‘ri chizig Oy o‘gidan b birlik kesma ajratganligi uchu
uning burchak koeffitsiyentli tenglamasi y = kx + b ko'rinishd
bo‘ladi. Ma’lumki, to‘g‘ri chiziq A(a; 0) nuqgtadan o'tadi. A nugl
koordinatalarini to‘g‘ri chiziq tenglamasiga go'yamiz va to‘g";
chizigning burchak koeffitsiyentini aniglaymiz:

O=km+b =% K=—
Burchak koeffitsiyent giymatiniy = kx + b tenglamaga qo‘yj

miz: y=—xXxt b.
Tenglikning 0*ng va char gismini b ga gisgartiramiz:
y 1 y X
— X+ <. +-= 1.
6-: aX 1 b T a 1
Natijada
-ty = I (c

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama tog4i chizigning kesmala
boyicha tenglamasidir.

To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini uchburchak
laming o‘xshashligi xossasidan foydalanib ham keltirib chigaris
mumkin. Buning uchun to‘g‘ri chizigda bitta ixtiyoriy N(x; y) nugtar
tanlaymiz (4-rasm). JT'nuqtadan Ox o‘qiga perpendikulyar o ‘tkazami
va uning Ox o‘gi bilan kesishish nugtasini Nt bilan belgilaylit
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Natijada, ikkita AOAB va ANNXA o'xshash uchburchaklar hosil
bo‘ladi. Bu uchburchaklaming o *xshashligidan
"Ni _ NiA nn

) o ) OB 0N v
tenglik o ‘rinli bo'ladi.

Ma’lumki,0A = a, OB = b, ONX=x,NNx =y; NXA = 0A~
ONi = a —x. Ushbu giymatlami (11) formulaga qo ‘yamiz:

y a—x Xy

- = _--.a--.- N "a+ i‘DZ | - (12)

Agar to*g‘ri chizig Ax+By+C=0(APOB ®0,CP0)
uroumiy tenglama bilan beriigan bo'lsa, uning koordinata o'glaridan
ajratgan kesmalar uzunligini quyidagicha aniglaymiz:

Ax+By+C=0 => Ax+ By =-C
_n*-F_By: 1 :J>§ +'/\y:]_4
c c A B
a-—, b ——3 belgilashkiritamiz:
a b
3-misol. 2x + 3y —6 = 0to‘g‘ri chizigning koordinata o‘gla-
ridan ajratgan kesmalar uzunliklarini toping.
Yechish. Beriigan tenglamani quyidagi ko‘rinishga kettiramiz:
2X + 3y = 6.
Hosil boMgan tenglamani 6 ga bo'lamiz:
2X 3y X 'y
T +6“1 3+2~1
Demak,a = 3,b ~ 2

4-8. 1kki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
IKKI to‘g‘ri chizigning parallellik va perpendikulyarlik shartlari

Lj vaL2to‘g'ri chiziglar mos ravishda burchak koeffitsiyentli

tenglamalari bilan beriigan bo‘Isin (5-rasm):
y = kxx +bx\ay =k2 + b2.

Bu to‘g‘ri chiziglar orasidagi spburchak tangensini topamiz. Faraz
gilamiz, Lx va t 2to‘g‘ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar bo‘Imasin,
aks holda tg<p mavjud bo‘Imaydi.

5-rasmdan ko‘rinadiki, a2 = ax + <pyoki p—a2 —ax.

Natijada,
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B _ tga2- tgax
o= tg(@az- a) = | tgttj *tga2
fcj = tgalt k2 = tga2 boigani uchun:
(13)

Shunday qilib, o“zaro pedendjkulyar boMmagan kesishuvchi Lx
va L2to“g‘ri chiziglar orasidagi pburchakning tangensi (13) formula
yordamida aniglanadi. @ burchak Lx to‘g‘ri chizigdan h2 to‘g‘ri
chizigga soat strelkasi yo'nalishiga garama-garshi yo‘nalish bo‘yicha
hisoblanadi.

Agar to‘g‘ri chiziglar parallel yoki ustma-ust tushsa, n holda
ai = «2 vatg«i —tga2bo‘ladi, ya’'ni

= k2 (14)
(14) formula ikki to“g“ri chizigning parallellik shartini ifodalaydi.

Agar Lx va L2 to‘g‘ri chiziglar pegendikulyar bo‘lsa, (13)
formula ma’noga ega bo‘lmaydi. Birog, bu holda tolg‘ri chiziglar
orasidagi burchak kotangensini aniglaymiz:

% 1+t ax-tgaz 1+ Kr-k2
ctg,, = ctg(a2- aj = tgazz- ; .=W

To‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lgani uchun

n
ctgjo - ctg- = 0.
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Natijada

1 + KIKO
Tr=dk =0
yeki 115)
1+ Krk2= O(ktk2= - 1). u '

Shunday qilib, (15) formula ikki to‘g‘ri chizigning pwulPen
dikulyarlik shartini ifodalaydi. C
4-misol. x + 2y —5=0,3x —4y + 7= 0 to‘g‘ri cfriz1
orasidagi burchakni toping. ventii
Yechish. To‘g‘ri chizig tenglamalarini burchak koeffit*"»
tenglamalarga keltiramiz:
15 3 7

y =~2X+r y=4x +t
To‘g‘ri chiziglaming burchak koeffitsiyentlari mos ravish

K - |rk 2’,‘,‘ il
(13) formulaga ko‘ra pburchak tangensini topamiz:

1+(4 H c )

5-misol. W-2; 7) nugtadan o‘tuvchi va y = 3x —5 tene_
chizigga a) parallel, b) perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chizi4
lamasini yozing. ..

Yechish. a) Berilgan to'g‘ri chizigning burchak koeffi*" « , e
k ~ 3. To‘g‘ri chiziglaming parallellik shartiga Kk - kt = 3-> A
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini yozamiz:y = - jarjnj
To‘g‘ri chizig M nugtadan o'tganligi sababli, nugtakoordinat®..
tenglamaga qo‘yamiz: 7= 3*(—=2)+b => b- 13.
berilgan nugtadan o'tuvchi va berilganto‘g‘ri chiziggaparallel £°
chizig tenglamasini tuzamiz: y = 3x + 13. i

6) To‘g‘ri chiziglaming perpendikulyarlik shartiga k\ *

—j. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini y o/'arn,Z
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y = ktx + b <<y = —~x + b. Oxirgi tenglamadan b ning giyma
tiflpaniglaymiz: 7 = —:1,,-(—2) +b =>b=% Natijada,

berilgan nuqgtadan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri  chiziqqg;
perpendikulyar to‘g‘n chiziq tenglamasini tuzamiz: y = X+ )1/9.

5-8. To‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi.
Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Tekislikda MO(x0,yo) nuqta va y = kx +b to‘g‘ri chizic
berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Tekislikda MO nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglai
to'plamiga to*g4i chiziglar dastasi deyiladi. AfOnugta dasta markaz
deyiladi.

Faraz gilaylik, to‘g‘ri chizig MO nugtadan o ‘tsin, u holda

Yo —kx0 + b bo'ladi. Bundan b =y0—kx0. b ning giymatin:
berilgan to‘g‘ri chiziqtenglamasiga qo‘yamiz, natijada

y ~kx +y0- kx0
yoki

Y-¥Yo = (*-*0) 06]
tenglama hosil bo'ladi.

(16) tenglamadagi burchak koeffitsiyent kK ga turli giymatlai
berib, AfO nugtadan o'tuvchi cheksiz ko‘p to‘g‘ri chiziglami hosil
gilishimiz mumkin (6-rasm). Shu sababli (16) tenglama to‘g‘ri
chiziglar dastasi tenglamasi deyiladi.
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Mo nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasidan bitta to‘g‘ri
chizig tanlab olamiz va bu to‘g‘ri beriigan Mx(xX;yx) nugtadan
o‘tsin. U holda,

Y1 ~ Yo = k(xx~ *0)
yoki

-20
K ning giymatini (16) formulaga qo‘yamiz:

yoki
V-Yo _ »-xq (17)
M -Yo

(17) formula beriigan ikki MO(xO;_y0) va M~*Ax"yJ
nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasidir.
a7 formulani o'xshash uchburchaklaming xossalari asosida
ham keltirib chigarish mumkin. Faraz gilaylik, tekislikda M0(x0;y 0),
nugtalar va uiardan o'tuvchi to‘g‘ri chizig beriigan
bo'lsin (7-rasm). To‘g‘ri chizigda ixtiyoriy P(x;y) nugtani tanlay-
miz. MO, P va Mx nuqgtalardan Ox o‘giga perpendikuiyar tushiramiz.
Perpendikulyarlaming Ox o ‘gidagi asosini mos ravishda NO, N, Nx
nugtalar bilan belgilaymiz. Shuningdek, MO0 nugtadan Ox o‘giga
parallel chiziq o‘tkazamiz. Natijada, grafikda AMOQP va AMORMX
uchburchaklar hosil bo4di. Ma’lumki,
ONO = Xg, ON = x, ONX= xx, MONO = QN = RNU
MONO = y0, MXNX=yx PN - vy,
MOQ = NON = ON -ONO = x - xO0,
MOR = NONX= ONX—ONO = - X0,
PQ=PN—QN=PN—MONO =y ~yO0,
AXR = MXANX- RNX= MXNX- MONO =yx- yO0.
AMOQP va AMORMX uchburchaklaming o‘xshashligidan

MOQ = PQ

MOR MXR
tenglik o ‘rinlidir. Bu tenglikka yuqoridagi belgilashlami go'yamiz:
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*~*xg _ Y~Y°
*i“ *o yx-yd
Natyjda (17) formula hosil bo‘ldi.

6-misol. Berilgan M0(—3;4),M X2; 1) nuqtaiardan o'tuvchi

to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
Yechish. A nugtaning koordinatalarini x0= —3,y0= 4, B

nugtaning koordinatalarini esa xx = 2,yx—1 deb belgilab, (17)
formuiaga qo ‘yamiz:
X—(—3) y—4
2- (-3) 1- 4
yoki
XxX+3 y—4
~ 5 ~ [ _3
Hosil bo“lgan tenglamani to‘g‘ri chizigning umumiy tenglama-
siga keltiramiz:
-3(x +3)=5(y- 4).

Qavslami ochib chigib, tenglamaning o‘ng tomonidagi hadni

chap tomonga o'tkazamiz:
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-3x —9- 5y + 20 =0,
< b5y + 11 =0vyoki3x + 5y - 11 = 0.
- il 19rduw 3x + 5y —11 =0 tenglama berilgan MO va Mx
mv|* < .t OMiivehi to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasidir.

. nmol. Mt(~ 1;1),Af2(7;1) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri

mn ii| (cii®lnmasini yozing.

V.4 liish. yx = y2 —1 bo‘lgani uchun to‘g‘ri chiziq Ox o‘giga
i- « i1 boMadi. Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi y = 1
Ki*Hiu-ilulii boMadi.

Hniisot. (3; -2) nugtadan o‘tib, 2x - 5y + 3 = 0 to‘g‘ri chizig-
e|11Hipcndikulyar boMgan to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

Vcchish. To‘g‘ri chizigning umumiy 2x —5y + 3 = 0 teng-
I-Hiur.idan uning burchak koeffitsiyenti kx = | ni aniglaymiz. (16)
il n"lamaga binoan, y —(—2) = k(x —3). Burchak koeffitsiyent k
lwmK giymatini to‘g‘ri  chiziglaming perpendikulyarJik shartidan
<nii(/luymiz. Unga ko‘ra

K=k2=——=> K ——_——2

y-(-2)=-5(x-3) « 2(y+ 2)=-—5(x—3);

*

2y + 4+ Sx- 15=0 «2y+5x-11 = 0.
6-8. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi

Tekislikda biror to‘g‘ri chiziqg berilgan boMsin. Koordinata
Ix>shidan bu to*g‘ri chizigga tushirilgan perpendikulyaming uzunligi
b ga, shu perpendikulyar bilan Ox o‘gining musbat yo'nalishi
«erasidagi burchak a (a * 0, a = 4/2) boMsin (8-rasm).

Demak, ON = p,zZAON = a. To‘g‘ri chizigda M = M(X,y)
suigtani olib, bu nugtadan Ox o‘giga perpendikulyar tushiramiz.
IVrpendikulyaming asosi Mx boMsin. Unda

OMl=x,MM1=y (18)
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M, 4
8-rasm.

bo‘ladi. AON hamda BON to‘g‘ri burchakli uchburchakiarda
rNON = a,/MON = 90° - a.

MON dan:
cosa = ’(‘)A => OA= cosa = 0A = Tosa’ (19)
ABON dan:
cos(/90° —a)o= = => sina OB OB = sina (20)]
Ma’lumki,
MIA = 0A-0M %: EO%-E----X. ng)
AOB va AMtM uchburchak!arningo‘xshashligidan ~~ =— =
kelib chigadi.
(18), (19), (20), (21) munosabatlarni e’tiborga olsak, tenglik
£ Y
Y  cosa—
-1 -
sina cosa
ko'rinishga keladi. Bu tenglikdan
Xxcosa+ysina-p~0 (22)

boMishini topamiz. (22) tenglamani to‘g‘ri chizigning normal
tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chizigning Ax + By + C= 0 umumiy tenglamasini
normal ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish mumkin. Umumiy
tenglamani hozircha noma’lumuy (4 =£ 0) songa ko‘paytiramiz:

ttAx + fiBy + uC = 0 (23)



Agar (23) tenglamani to‘g‘ri chizigning normai tenglamasi deb
,vimliguii bo‘lsak, undauA = cosa,yB = sina,/*C = —pbo ‘ladi.
lin iniglamalardan topamiz:

ifiA)2+ (jiB)2 = cos2a + sin2a = 1,

= <Tre>
fi. normallovchi ko‘paytuvchi.
Demak,
U- +— . ,C0Sa ~ £-= = = ="
VA2 + 82 ninz2+ B2
i B , C
Slha =+ m —B = +-7=———=—,

JA2+ B2 y/Ar + B2

Natijada beriigan Ax + By + C —0 tenglama
A B C

+y[A2 + B2 + xy/A2 + B2Y +y/A2+B2~°
normal tenglamaga keladi. u - normallovchi ko‘paytuvchining
ishorasi 0zod had C ning ishorasiga garama-garshi bo*ladi.
9-misol. 3x + Ay - 7 = 0to‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasini
normal tenglamaga keltiring.

Yechish. (24) formuladan foydalanib topamiz:
1 1

N~ V32+ 42~ 5
Tenglamani fi ning giymatiga ko ‘paytiramiz:

A *(3X + 4y —T7) = 0
0

Natijada A= 0 to‘g‘ri chizigning normal teng-
lamasini hosil gilamiz.

10-misol. To‘g‘ri chizigdan koordinata boshiga tushirilgan
I'i rpendikulyarning uzunligi 3 ga teng. Perpendikulyar Ox o‘gining
nuisbat yo'nalishi bilan 45° burchak tashkil etadi. To‘g‘ri chizigning
"omial tenglamasini yozing.

Yechish. Misol shartiga ko‘rap = 3,a = 45°. Bu giymatlarni
(22) tenglamaga goyamiz:

Xc0s45° +ysin45° —3=0,
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7-8. Nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha masofa

Tekislikda Ax + By + C= 0 to‘g‘ri chiziq va bu to‘g‘ri chi
ziqda yotmagan N(x0;yQ nugta berilgan bo‘lsin. N nugtadan to‘g ‘i
chiziqga pedendikulyar tushiramiz va uning asosini Nx nugta bilai
belgilaymiz. N nuqgtadan Ax + By + C= 0 to‘g‘ri chiziggach
bo‘lgan masofa NNXperpendikulyar uzunligiga teng (9-rasm).

Berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini normal tenglamag
kehiramiz:

xcosa+ysina—p =0,
bu yerdap —OL- koordinata boshidan to‘g‘ri chiziqga tushirilgai
perpendikulyar uzunligi.

Berilgan N(x0;y0) nuqgta orgaii berilgan to‘g‘ri chizigga
parallel to‘g‘ri chiziq o ‘tkazamiz. Uning normal tenglamasi ushbu
Xxcosa+ ysina—p =0 (25;
ko‘rinishda bo'ladi. To*g‘ri chizig N nugta orgaii o‘tganligi uchur
uning koorclinatalari (25) tenglamani ganoatlantiradi
x0cosa + y0Osina - p = 0. (26]



MaMumki, d —NNt = LK,OK = OL + LK, OL = p, OK =
ri OK-OL =p-p.
(26) tenglikdan p = xOcos a + yOsin a.
Natijada nugtadan to‘g‘ri chiziggacha boMgan masofani topish
i.iiiuiilasi hosil boMadi:
d=\p-p\ = |p —x0cosa —y0sin a\,

voki
d = \x0cosa + yOsina —p\. 27
Ma'lumki,
A .
cosa=f-====,sina=%-=== —/4p—+—....
« SIA+B2 VA2+ B2 A2+ B2
cosa,sina,—p ning giymatlarini (27) formulaga go ‘yamiz:
_ x0+ Byo+ Cl

4K T& [ | (28)

11-MisoL N(4; 5) nugtadan 2x - 3y —8 = 0 to‘g‘ri chizig-
gacha boMgan masofani toping.
Yechish. (28) formulaga ko‘ra,
12-4-3-5-81 15
nl22+ (-3)2 VI3
Demak, izlanayotgan masofa == ga teng.

8-8T To‘g‘ri chizigning amaiiy masalalarga tatbiqi

To'g'ri chizigning igtisodiyotga tatbigi. Igtisodiyotda asosiy
masalada talab D (demand) va taklif 5 (supply) mahsulot narxi P
(price) ga bogMigligini o'rganish masalasidir.

Tadgiqgot asosida quyidagi amaiiy xulosaga kelamiz: narx gan-
cha past boMsa, mahsulotga talab ko‘p boMadi, ya’ni aholining sotib
olish imkoniyati oshadi.

D ning P ga bogMigligi ko‘r hollarda chizigli kamayuvchi
fiinksiya sifatida ifodalanadi:

D=~aP+c¢, a>0,¢c>0 (29)

Xuddi shu vaqtda, mahsulot narxi P ning oshishi bilan unga
b«‘lgan S takliflar ham oshadi. Shu sababli, taklif o*suvchi chizigli
lunksiya bilan ifodalanadi:
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S=bP+d, b>0,d>0 (30)

*(29) va (30) munosabatlarda a, b, ¢, d parametrlar tashgi omil-

lami (jamiyatning turmush tarzi, siyosiy mubhit va shunga o ‘xshash
holatlami) ifodalaydi.

Yuqoridagi formulalarda P,D,S- o‘zgaruvchilar musbat bo‘l-
ganligi uchun funksiya grafigi fagat I-chorakda ma’noga ega bo'ladi
(10-rasm).

Igtisodiyot uchun muvozanat sharti katta ahamiyatga ega, ya’ni
taiab va takliforasidagi tenglikdir.

Bu shart

D(P) = 5(P)
tenglama bilan aniglanadi. Natijada D va S to‘g‘ri chiziglaming
kesishish nugtasi M nugta aniglanadi. M nuqta muvozanat nugtasi
deb ataladi. Muvozanat ro‘y beradigan PO- narxga muvozanat narxi
deyiladi.

10-rasm.

Aholining turmush tarzi yaxshilanishi bilan ((29) formulaga
asosan c- parametming o'sishiga mos keladi) muvozanat nugtasi M
0‘ng tomonga siljiydi, ya’ni D to‘g‘ri chizig yuqoriga ko‘tariladi. Shu
jumladan, 5 taklifchizig‘i o‘zgarmagan holda mahsulot narxi oshadi.

1-masala. Surxondaryo viloyatining Sariosiyo tumanidagi
bog‘dorchilik xofaligi yetishtirilgan xirmoni respublikamizning
barcha viloyatlaridagi savdo markazlariga yetkazib beradi.
Xofalikda 2 xil turdagi transport vositalari mavjud boMib, ulaming
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ni tashish xarajatlari quyidagi burchak koeffitsiyentli to‘g‘ri
, [n/n|l«r tenglamalari bilan

v = 20x + 50vay = KOx + 100

ilmlalansin. Bunda 'y - transport xarajati, X -yuk tashish masofasi
(bimda 1-100 km, 2 - 200 lon va h.k.). Xo9jalik Toshkent shahriga
xurmo yetkazib berish uchun gaysi transport vositasidan foydalanishi
(ejamliroq bo‘ladi?

Yechish. Yuk tashish xarajat funksiyalarini o‘zaro tenglash-
(iramiz;

20x + 50 = 10jc+ 100,
10* = 50,
X = 5,

X —5 giymatni xarajat funksiyalariga go'yamiz va y —
transport xarajatini topamiz:

y = 20-5 + 50 = 150.
y = 105+ 100 = 150.

X =5,ya’ni 5*100 = 500 km ga ikki transport uchun yuk tashish
xarajatlari teng. X <5, ya’ni 5100 = 500 km gacha 1-transport
vositasidan, X > 5, ya’ni 500 km dan ortig masofaga 2-transport
vositasidan foydalanish xofjalik uchun tejamli bo‘ladi (11-rasm).
Sariosiyo tumanidan Toshkent shahrigacha 2-transport vositasi
yordamida yuk tashish xo‘jalik uchun tejamlidir.

2-inasala. Ko‘p tarmoqli xojalikka tegishli mebel fabrikasida
tayyorlangan stullar 64 ming so'mdan sotilishi rejalashtirilgan.
Fabrikada 8 ta stulni tajyorlash uchun 635 ming so‘m, 13 ta stulni
tayyorlash uchun esa 750 ming so‘m xarajat qgilinishi kerak. Agar
xarajatlar fimksiyasi chizigli bo'lsa, zarar ko‘rmaslik nugtasini, ya’ni
fabrika nechta stul ishlab chigarishlardan so‘ng, foyda olishini
aniglang.



v=2ttr+50

1l-rasm.

Yechish. W% 635) f /1/2(13; 750) nugtalardan o‘tuvchi
xarajatlar funksiyasi tenglamasini keltirib chigaramiz va grafigini
yasaymiz:

C(jc)-635 = jc-8
750- 635 13-8 A

= AT T =2 => C(jc) = 23x+451.
23 1

Shartga ko‘ra, R(x)=64x foyda olish funksiyasidir. Zarar ko‘r-
maslik nugtasini aniglash uchun harajatlar va foyda olish fimksiyalari
grafiklarining kesishish nurtasi abssitsasini topamiz (12-rasm):

23x+451 = 64x =* 41x=451 => x=1I.

Demak, ishlab chigarilgan stullar soni 11 tadan oshishi bilan
fabrika foyda ko ‘ra boshlaydi.



12-rasm.

3-masala. Fenner xo‘jaligi poliz mahsulotlarini yig‘ishtirishda
go'shimcha ishchi kuchidan foydalanadi va 1 gektarga 100 ming
so‘m xarajat qgiladi. 5 gektarga esa xarajat 300 ming so‘m bo'lsin.
Agar xarajat flmksiyasi chizigli (to‘g‘ri chiziq) bo'lsa, 4 gektardagi
poliz mahsulotlarini yig“ishtirishga ketadigan xarajatni toping.

Yechish. Masala shartiga binoan, A(1, 100) va 5(5; 300)
belgilashlar kiritamiz. 1kki nuqgtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasiga asosan,

x-1 _ >>-100
5-1 7 300-100 ~

x-1 y-100

y = 50x+50.
4 200

Oxirgi tenglamadan x =4 day ning giymatini topamiz:

>/=50-4+50 => y =250,

S3



Hosil boMgan lenglamaning ikki tomonini kvadratga oshiramiz
va gavslami ochib chigamiz:

p* p*
X2+ px +7 =X2- px+z+y2.

Soddalashtirishlardan so'ng, tenglama
y2= 2px (23)
ko‘rinishga keladi. (23) tenglama parabolaning kanonik tenglamasi
deyiladi.
Fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M(x,y) nugtagacha bo'lgan r
masofani topamiz. 17-rasmga ko‘ra, AFKM - to‘g‘ri burchakli
uchburchak. Pifagor teoremasiga asosan

FM2 = FK2+ KM2
FM=r, FK=y, KM =X-OF = * - f-

r2= 2px + X2—px +—

Fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M(X,y) nugtagacha bo'lgan r

masofa
(24)

formula yordamida aniglanadi.
Quyidagilarparabola elementlarini tashkil etadi:

0 nugta parabola uchi;

* A(3'0)- parabola fokusi;

e X ——- paraboladirektrisasi tenglamasi;
e e ~ 1 - parabola ekssentrisiteti;
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o p fokal parametr (fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofa
ki Ox o‘giga perpendikulyar ravishda fokusdan o‘tgan vatar

SUligining yarmi).
Agar parabola Oy o‘giga nisbatan simmetrik bo'lsa, uning

kanonik tenlamasi

X2 = 2py (25)

ko'rinishda boiadi. Uning fokusi Oy o'gidagi Ff0;0 nugtada
direktrisasi y = - fokusdan paraboladagi ixtiyoriy M(X,y)
nugtagacha bo'lgan r masofar = y + 1 formula bilan aniglanadi.

14-misol. Uchi koordinada boshida va Ox o0°‘gga nisbatan
simmetrik boMgan parabola, A(9;6) nuqgtadan o‘tadi. Uning kanonik
tenglamasini yozing.

Yechish. Misol shartiga ko'ra, parabola Ox o‘giga nisbatan
simmetrik va uchi koordinata boshida, uning kanonik tenlamasi

y2= 2px

ko‘rinishda boMadi. A(9;6) nuqgta parabolaga tegishli bo‘lgani uchun
nugta koordinatalarini parabola tenglamasiga qo ‘yamiz:

62=2p9 => p—2.
Parabolaning izlanayotgan kanonik tenglamasini yozamiz:
y2- 4x.
Y2 = 16x parabolaning fokusi koordinatalari va

airektrisa tenglamasini toping.
Yechish. 2px = 16x =» p = 8.

f(];0) = f([;0) =* F(4;0).
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Parabola direktrisasi tenglamasi:

P 8 4

16-misoL Kanalning ko‘ndal'ang kesiini parabola shakliga ega
(18-rasm).

Agar OA = a, BC = 2b boMsa, rasmdagi ko‘rsati!gan o‘glarga
nisbatan uning tenglamasini yozing.

18-rasm.

Yechish. Kanal ko‘ndalang kesim chizigM Oy o‘giga nisbatan
simmetrik paraboladir. Uning tenglamasi x2 = 2py ko‘rinishda
boMadi. C nugtaning koordinatalari (b; a) dan iborat. C nugta
koordinataiarini parabola tenglamasiga go‘yamiz:

b2 = 2pa.

Bu tenglikdan p parametmi aniglaymiz:



p _ parametmi parabola tenglamasiga qo‘yamiz:

b2
X —="y.
ay

Hosil boMgan tenglama parabola shakiidagi kanal ko'ndalang

kesim tenglamasidir.
Parabolaning kanonik tenglamalari va ularning mos

elementlarini 5,6-jadvallarda keltiramiz.

Ucbhi 0(0, 0) nugtada boMgan parabola

Stpndart  ** =;2
tenglamari ~ ~ ’BXI V& W o,
Fokusi F(ol) ni.°) F(~,0)
Direlttrisasi
e n;’C 7 'mf2 W \Vi'Z m  TW*TA¥
Simmetriya Oy Oy Ox Ox
o‘qi
! 1 * '1 0
WX evikr ' m kfj-iite!.* L i A
Tenal Uchi 0(A, nuqgtada boMgan parabola
englama ifilgr*}2= Zpferyijt
_koMnishl Jrigre} Pretyil
Fokusi F(h +2.k)
«iarfewi %
. . EEmy -
simmetriya X =h -
A3L_

21-rasm, (a) - 24-rasm;®"™'\; Y



Demak, 4 gektardagi poliz mahsulotlarini yig‘ishtirishga 250
miijg so‘m xarajat gilinadi.
0o
Mustaqil yechish uchun misollar

1. A(-2; 3) nugtadan o'tuvchi to“g‘ri chizig Ox o‘qi bilan 135° i
burchak tashkiJ etadi. Bu to‘g‘ri chizig tenglamasini toping.

2. Koordinatalar boshidan va (-2; -3) nugtadan o‘tuvchi to g'ri
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

3. A(0; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinatalar burchagidan yuzi
3 kv birlikka teng uchburchak kesuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing.

4. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang:

3x+2y=0,
6x+4y+9=0;

5. A(-2; 5) nugta va 2x-y=0 to‘g‘ri chizigni yasang. A nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasini yozing va o'sha
dastadan beriigan to‘g‘ri chizigga: 1) parallel; 2) perpendikulyar
bo'lgan to‘g#i chiziglami tanlab oling.

6. (5; -3) nugtadan o'tib, 4x+3y+15=0 to‘g‘ri chizigga
perpendikulyar bo*lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

7. Beriigan nugtadan beriigan to‘g‘ri chiziggacha boMgan
masofani hisoblang:

1) Px(4; -2), 8x-15y-I1=0;
2) P2(—3; 2), Ax—T7y + 26 = (;
3) P3(8;5), 3* —4y —15 = 0.

8. 4x —3y = 0 to‘g‘ri chizigdan 4 birlik uzoglikdagi nugtalar
geometrik o ‘mining tenglamalarini yozing.
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0 3x_2y+1=0vax+3y- 7=0 to‘gri chiziglaming

idiish nugtasidan ulaming birinchisiga perpendikulyar to‘g‘ri

In/ig o'tkazilgan. Hosil gilingan to‘g‘ri chizigdan koordinatalar
JVH Jiigacha boMgan masofa gancha?

10. (2;7) nugtadan shunday to‘gri chiziq o'tkazilganki, u
Koordinata o'glari bilan yuzi 64 kv birlikka teng boMgan uchburchak
i ishkil giladi. Bu chizigning tenglamasini tuzing.

M. Uchlari A(-4; 2), B(2; -5) va C(5; 0) nugtalarda boMgan
uchburchak medianalarining kesishgan nugtasini va balandliklarining
kesishgan nugtasini toping.

12. A(-2; -2), B(-3; 1), C(7; 7) va D(3; 1) nugtalar trapetsiyaning
uchlari ekanligini tekshiring. Bu trapetsiyaning o‘rta chizig‘i va
diagonallarining tenglamalarini tuzing.
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* V BOB. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

Tekislikda ikkinchi tartibli egri chizig tenglamasi 2-tartibli
algebraik tenglama bilan ifodalanadi. 2-tartibli egri chiziglar (aylana,
ellips, giperbola, parabola) tenglamalari va ularning elementlarini
0‘rganamiz.

I-8. Aylana

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olaylik. Shu
tekislikda biror C(a, b) nugta beriigan bo‘Isin.

Ta’rif. Beriigan nuqgtadan bir xil R masofada joylashgan
tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plamiga aylana deyiladi. Bunda
C(a,b) nugta aylana markazi, R - aylana radiusi deyiladi. M(X,y)
aylanadagi ixtiyoriy nugta bo‘Isin (1-rasm).

Aylanata’rifiga ko‘ra

\CM\ = R
bo'ladi.

&CTM to‘g ri burchakli uchburchak bo‘lgani uchun, Pifagor
teoremasiga ko‘ra

\CT\2 + \TM\2 = \CM\2,
bu yerda |CT| = |x —a|, \TM\ = \y —b\. Natijada markazi C(a, b)
nugtada va radiusi R gateng bo'lgan aylana tenglamasi hosil boMadi:
(x —a)2+ (y —b)2=R2 (1)
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\ususan, aylana markazi koordinata boshida 00‘lsa, uning
- tenglamasi X2+y2 = R2 (2)

1. ninishga ega bo*ladi (2-rasm).

2-rasm.

1-misol. Markazi (2; 1) nugtada, radiusi 3 ga teng boMgan
aylana tenglamasini yozing.

Yechish. Aylana markazi koordinatalari a= 2,b=1 va
radiusi R = 3 bo'ladi. (1) formuladan (x —2)z+ (y —1)2=19
izlanayotgan aylana tenglamasi yoziladi.

(D) tenglamada gavslami ochish natijasida aylananing quyidagi
ko'rinishdagi umumiy tenglamasini hosil gilamiz:
X2+y2+mx+ny+p=0 (3)

buyerdam = -2a,n =-2b,p =a2+b2- R2
(3) tenglamani (1) tenglama ko‘rinishga gayta keltirish uchun
(3) tenglamaning chap gismida tolla kvadratlami ajratamiz:

{(*+$ +(?2+$-T+T-r <>
2-misol. x2+y2—4x + 6y - 3= 0 aylana markazi va
radiusini toping.
Yechish. (3) formulaga ko‘ra, m = —4,n = 6,p = —3. Bu
giymatlarni (4) formulaga go'yamiz:
(x—2)2+ (y+ 3)2=4 + 9+ 3,
(x-2Y + Y+ 3)2= 16.
il



x Demak, aylana markazi C(2; —3) nuqtada, radiusi fi = 4 ga
tengjjo'ladi.

2-8. Ellips

Tekislikda Fx va F2 nuqtalar beriigan bo‘lib, ular orasidagi
masofa 2c (¢ > 0) ga teng boMsin. Faraz gilamiz, 2a - musbat
0'zgarmas son bo‘lsin.

Ta’rif. Beriigan qo‘zg‘almas Fx va F2 nugtalargacha bo'lgan
masofalaming yig‘indisi o'zgarmas 2a songa teng bo‘lgan nugta-
laming geometrik o'rniga ellips deyiladi. Fx va F2 nugtalar ellips
fokuslari deyiladi.

Bu ta’rifdan ellipsning kanonik tenglamasini keltirib chiga-
ramiz. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. it va R2
nugtalami Ox o‘gida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashtiramiz. U holda fokus nuqtalar quyidagicha koordinatalarga
ega bo‘ladi: Ft (—e€; 0), F2(c; 0).

R, F2 ellips fokus nugtalarlarini go‘zg‘almas holda mahkamlab,
galam va ip yopdamida 3-rasmda ko‘rsatilganidek, ellips grafigini
yasash mumkin.



Oxy koordinatalar sistemasida tasvirlangan ellipsda ixtiyoriy
»1,, V) nugta olamiz. Ta’rifga ko‘ra,
\PM\ + \R2M\ = 2a y (5)
kit ycida 2a > 2c,ya’nia > C.
Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra:
\RM| = VO “ ¢)2+y2 \R”2PM\ = VCxTcpTy2. (6)
(6) tengliklarni (5) tenglamaga go‘yamiz:
y(x- €)2+y2+ <J(x+c)2+y2- 2a
Ikkinchi kvadrat ildizni tenglikning o ‘ng tomoniga o ‘tkazamiz
vii tenglikning har ikki tomonini kvadratga oshiramiz:
X2+ 2cx +c2+y2—4a2—4ad(x - c)2+y2+
+X2- 2+ c2+y2
Butenglikdan: a®/(x - ¢)2+ y2- a2- ex. Hosil bo‘lgan tenglikni
kvadratga oshiramiz:
aZ[(x- ¢)2+y2 = (a2- cx)2.
Natijada
(a2- c2)x2+ azy2= a2(a2—<c2) @)
tenglama hosil bo‘ladi. Ma’lumki, a> c¢,a2 —c2 ayiitha musbat
boMgani uchun b2=a2- c2 belgilash kiritamiz, u holda (7)
tenglama
b2+ a2y2- a2b2 (8
ko‘rinishgal keladi. a  0,b @ O bo‘lgani uchun (8) tenglamaning
har ikki tomonini a2b2 ga bo‘lamiz:

9 tenglama eilipsning kanonik tenglamasi deyiladi. Uning
grafigi 4-rasmda Keltirilgan.

Eilipsning kanonik tenglamasiga ko‘ra grafigini tasvirlaymiz va
a>h - parametrlaming geometrik ma’nosini aniglaymiz. (9)
tenglamaga ko‘ra ((-y)2=y2 (-x)2= x2), ellips koordinata
° glariga nisbatan simmetrik. Tenglamaga X =0 va y =10
giymatlami navbat bilan qo‘yamiz va eilipsning koordinata o‘glari
1an kesishish nugtalarini aniglaymiz:
Ton. *I(-a;0)' Ma;0\ Bréo;_-b_, B2(0,b).
maj A nugtalar eilipsning uchlari deyiladi. AXA2 va BtB2 kes-

ar mos ravishda eilipsning katta va kichik yarim o‘glari deyiladi.
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Shunday qilib, a - ellipsning katta yarim o‘gi uzunligi, b esa
kichik yarim o ‘qgi uzunligidir (a > b).
(6]

4-rasm.

Ellipsning fokuslaridan M(x,y) nugtagacha bo‘lgan masofalar
uchun quyidagicha belgilash kiritamiz (3-rasm):
\PAWI\ = ru \R2M\ = r2 (10)
U holda (5) tenglama
71+72 = 2a (ID
ko‘rinishda boMadi.
Ma’lumki,
rx=\RM\ = V(x +¢c)2+y2
r2= |F2M| = VO ~ ¢)2+y2
Oxirgi ikki tenglikni kvadratga oshiramiz va birinchisidan
ikkinchisini ayiramiz:
r2- r2=(x+c)2+y2- (of- c)2- y2
Qavslami ochib chigamiz va quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:
r2- 72= 4cx. (12)
Hosil bo‘lgan tenglamani
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Oi - 12)(i\ +r2) = 4cx
KO‘rinishda yozamiz. (11) formulaga asosan,
(rr- r2) m2a = 4cx.
Bu tenglamani 2a ga gisqartiramiz: /
(13)

(17) va (13) tenglamalardan rx va r2 topiladi:

a
C
r7=a —a X
Natijada, ellipsdagi M(X, y) nugtadan fokuslargacha bo'lgan rx
va r2masofalarni aniglash formulasini topamiz:
r2 = a £ ex, (14)
bu yerda £ --
e=-- miqdor ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Bu migdor
ellipsning shaklini ifodalaydi, ya’ni f giymati gancha katta bo‘lsa,
ellipsning shakli katta 0‘g bo‘ylab ko'proq cho'zilgan bo‘ladi.
Kichik o‘gqa parallel va undan » masofada joylashgan to‘g‘ri
chiziglar ellipsning direktrisalari deyiladi (5-rasm). Ellipsning 0‘ng
va chap direktrisa tenglamalari x —x ”~ ko‘rinishida bo‘ladi. Ellips
ekssentrisiteti s < 1 bo‘lgani uchuné > a bo‘ladi.

™

5-rasm.
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Ellipsning fokal parametri p = —tenglik bilan aniglanadi. Bu

par~netr ellipsning fokusi orgali o‘tgan va kichik o‘qga parallel
bo‘lgan vatar yarmiga tengdir.

Quyidagilar ellips elementlarini tashkil etadi:

» 0 nugta - ellips markazi (6, 7 - rasmlar);

e MN(-a.0); N2(a,0); BjCO.-b); B2(0,b) nugtalar - ellips
uchlari (4-rasm);

* Fi(—<;0),F2(c;0) - ellips fokuslari;

» 2c- fokuslar orasidagi masofa, bu yerda ¢ = Va2—No\

* AXA2 = 2a va BX82 —2b - ellipsning katta va kichik o‘glari;

« avab - ellipsning katta va kichik yarim o‘glari uzunliklari;

e £= ellipsning ekssentrisiteti;

e X = x ~- ellipsning direktrisalari tenglamalari.



Agar a < b boMsa, ellips fokuslari Oy o‘gida bo*!ib,
c- yjb2- =s,r —b £ ey boMadi (8-rasm).

8-rasm.

Osmon obyektlarining elliptik orbitasi. Nemis astronomi
I.Kepleming 1609-yilda chop etilgan planetalar harakati hagidagi
birinchi qgonuniga ko‘ra, planetalar orbitasi fokuslaridan birida
Quyosh joylashgan ellipsni tashkii etadi. Asteroidlar, kometalar va
boshga osmon jismlari Quyosh atrofida elliptik traektoriya bo‘yicha
harakatlanadi (9-rasm). 9-rasmda massasi Quyosh massasidan kichik
boMgan planetaning elliptik orbitasi keltirilgan. Fokuslaridan birida
Quyosh joylashgan. Elliptik trayektoriyadagi Quyoshga eng yagin
nugta - “peregeliy”, eng uzoq nuqta - “afeliy” deyiladi. “Peregeliy”
va “afeliy” orasidagi masofa - eilipsning katta o“qidir.

9~rasm. Osmon obyektlarining Quyosh atrofidagi elliptik orbitasi.
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~ 3-misol. x2+ 2y2—2 ellipsning ekssentrisiteti va direktri
sasini toping.
; _Yechish. Tenglamani 2 ga boMib, kanonik ko'rinishga kelti
pmiz:

X2 y2
2 +T = I°

az2= 2, b2=1 c2=2a2-b2=2-1 =1.
c 1 V2

£ a"va2“ 2
Direktrisa formulasiga ko‘ra
a V2
*x !

* = +

4-misol. Ekssentrisiteti £ = jga teng bo‘lgan ellipsning focus-
laridan biri (6;0) nugtada boMsa, uning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. Shartga ko’ra,c = 6. e =: =3 =c = 3 a

2
b=-a =>a=0.

c2 = a2 —Db2tenglikdan b ning giymatini topamiz:
62=92-b 2 => b2 =45.
Ellipsning kanonik tenglamasini yozamiz:

X2 y2
81+45 =1L
5-misol. Katta o‘gi kichik o‘gidan uch marta katta boMgan
ellipsning ekssentrisitetini toping.
9



Yechish. Shartga ko‘ra, a = 3b.c - Va2- b2 tenglikdan

c=J(3b)2-b 2- ty!2b.e

> £ :zy:'u

eilipsning fokuslari, ekssentrisiteti va

direktrisasini toping.

Yechish. Tenglamadan ma’lumki, a <b, ya’nia= 3, b = 5.
U holda ellips fokuslari Oy o‘gida bo‘lib, ¢ = V62- a2- ¢ =

52 _ 3%=* = 4,Fj(0;-4), F2(0;4).¢ = ;

trisa formulasiga ko‘ra
b
y==%?

y:

’S\ boMadi. Direk-

25

Eilipsning markazi, fokuslarining koordinata o ‘glaridajoylashi-
shi va uning elementlarini 1,2-jadvallarda keltiramiz.

1-jatfval

Markazi 0(0,0) nugtada boMgan ellips

Standart y*
tenglamasi 2+ %= b
a>b
Fokuslari F(xc,0)
Fokus ¢ =va2- b2
koordinatasi
Ekssentrisiteti _C
. cL
Katta yarim a
_0‘q uzunlifii
Kichik yarim
..0%4 uzunligj
Direktrisasi a
X —+ £
.Fokal o“(ii Ox
10-rasm, (a)
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X2 y2
_+_:1
a2 b2 '
a<bhb
F(0,tc)

c=y/b2- a2

Oy_
10-rasm, (b)



‘Markan O(h, K) nugtada boYyan ellir>s
(x-h)2, (y-fc)2

e Tenglama
ko‘riu>shi

Fokuslari
Fokus
koordinatasi
Ekssentrisiteti

Katta yarim
o*g uzualigi
Kichik yarim
o‘q uzunligi
Dtrcktrisasi

Folcal o‘qi
Foka] o‘qdagi
uchlari

az2 b2
a>bh

F(hxc,k)
c=Va2—h2

a
X~ + 2 11
Y —K
{h-a,K);
(h +a,k)
Il-rasm. (a)
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2-jarfygj

(x—n2 (y-Jc)*—1
a2 F -

a<b
F(h,k +c)
C = yfb* - a2
C
f==b
b —_—

y = +-+Je
X -h

(A K + jthi
(h,k~b)
11-rasm, (b)



11-rasm.

7-misol. (-2, -1) va (8, -1) nugtalar ellipsning katta o ‘qi uchlarini
tashkil etadi. Uning kichik o‘gi uzunligi 8gateng. Ellipsning kanonik
tenglamasini tuzing.

Yechish. Misol shartiga ko‘ra, ellipsning kanonik tenglamasi
(x-h)2 (y-k)2_

a2 b2
(a > b) ko'rinishga bo‘ladi. Ellips markazi (h, k) nugta
koordinatalarini aniglaymiz:

fITer}--J-r-é-_-g-)-z P k= 1+ (D 1

2
Ellipsning katta va kichik yarim o‘glari uzunliklari:

Aniglangan giymatlami kanonik tenglamaga go'yamiz:
(x-3)2 (y-(-1)2_
52 42 =1
(x-3)2 (y+1)2_1

a , .25 . o . -
ng o-misol. Ellipshing markazi, uc]l'&arl va fokusi koordinatalarini
eglang:
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cr+2)2 (y—5)2
9 49
», Yechish. Eilipsning kichik va katta yarim o‘glari uzunliklari:
a >3, ft=7.a < ft. U holda,
(x- M2 (y-fc)2_
a2 b2 1
kanonik tenglamaga asosan, ellips markazi koordinatalari: h =
-2,k =5, Fokal o‘gdagi uchlari, (h,k + b); (h,k-b) nugta
koordinatalarini aniglaymiz:
(ft,k+ft)= (-2,5 +7) = (-2,12) va
(ft,fc- ft)y= (—=2,56- 7) = (-2,-2).
Fokus koordinatasi: ¢ = Vft2—a2 = V49 —9 = VA40.
Fokuslari: F(ft,fc £ ¢) &> F(-2,5xV 40).
Demak, eilipsning fokuslari Fj(—2,11.32) vaFz(-2, -1.32).

3-8. Giperboia

Tekislikda Ft va F2 nuqtalar berilgan bo‘lib, ular orasidagi
masofa 2c(c > 0) gateng bo‘lsin.

Ta’rif. Berilgan (Ft va F2) nugtalargacha bo‘lgan masofalar
ayirmasiining absolyut giymati o‘zgarmas 2a songa teng bo‘lgan
nugtalaming geometrik o‘rniga giperboia deyiladi. Fx va F2 nuqtalar
giperboia fokuslari deyiladi.

Giperbolaning kanonik tenglamasini keltirib chigaramiz. Fj va
F2 nugtalarni Ox o‘gi bo‘y!ab koordinata boshiga nisbatan simmetrik
holda ¢ masofada joylashtiramiz. U holda fokus nuqtalar quyidagi
koordinatalarga ega bo‘ladi: F,(—e€; 0),F2(c; 0).

Oxy koordinatalar sistemasida tasvirlangan giperboladagi
ixtiyoriy M(x,y) nugtani olamiz. Ta’rifga asosan:

[F.M| - \R2M\ = +2a (15)
bo‘ladi. Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra:
4ix +c)2+y2=*2a+yj(x—c)2+y2

Tenglikninghar ikki tomonini kvadratga oshiramiz va uni

soddalashtiramiz:

(+c)2+y2=4a2+ 4aV(x- c)2+y2+ (Xx- c)2+y2
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CX - a2= xa-J(x—C)2+y2
V. (c2- a2)x2—a2y2= a2(c2—a2),
c > a boMgani uchun c2—a2> 0 boMadi. U holda b2= =
(2_ a2almashtirish yordamida
bx2—a2y2=a2h2
icnglama hosil boMadi. Tenglamaning har ikki tomonini a2b2 ga
boMamiz:
X2 V2
. . : . (16)
(16) tenglama giperbolaning kanonik tenglamasi deyiladi.
Giperbolaning koordinata o'glari bilan kesishish nuqgtasini topamiz.

(16) tenglamaga x = 0 giymatni qo‘yamiz:
“he b
Tenglamaning chap tomoni manfiy yoki 0 ga teng, o‘ng tomoni
esa 0 dan katta, tenglama ma’noga ega boMmaydi. Bu natija
giperbolaning ordinala o‘qini kesib o‘tmasligini bildiradi. Endi (16)
tenglamagay —O giymatni qo ‘yamiz:
= 1.
az2
Bu tenglik giperbola abssissa o‘gini Al(—a;0") va A2(a;0)
nugtalarda kesishini bildiradi. Ar va A2 nugtalar giperbola uchlari,
AtA2 kesma esa uning haqigiy o°‘qgi deyiiadi.
Oldingi paragrafdagi belgilashlar asosida va giperbola ta’rifiga
binoan:
S ri“ r2= *2a. a7
2-8 dagi kabi
r2- r2= 4cx (18)
tenghkni topamiz va uni
(rl-r2)(rl+r2) = 4cx
Ko rmishda |f0dalaym|z (3) tenglamaga asosan
M+r2=4+2~x (29)
tenglikka kelamiz. (17) va (19) tenglamalardan rt va r2topiladi:
ri,2 = «C= al (20)



bu yerda £—-C>1 - giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi

EkS|entrisitet giperbola o‘glari nisbati bilan aniglanadi va uning
shaklini ifodalaydi. e giymati gancha katta bo‘lsa, giperbola
asosidagi tomonlari 2a va 2b ga teng to‘g‘ri to'rtburchak mavhum
0‘g bo'ylab kattalashadi.

X =+ - to‘gri chiziglar giperbolaning direktrisalari deyiladi
(12-rasm). Giperbola ekssentrisiteti e > 1 bo'lgani uchun - < a

boMadi.
Giperbola asimptotalari to‘g‘ri chiziglar bo‘lib, bu to‘g‘ri
chiziglar x ning cheksiz kattalashib borishi bilan giperbolaga borgan

sari yaginlashib boradi. K —xtga = £~ boMishini hisobga olsak,
giperbola asimptotalari tenglamalari

Y = £/x (21)

ko‘rinishda bo‘ladi.
Giperbola fokal parametrip =  gateng (13-rasm).

y 1
d2 ~
/1 ™
f r 2
O
F1 \ F2
X = —BIE X =ale
12-rasm.
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13-rasm.

Quyidagilar giperbola elementlarini tashkil etadi:

* 0 nugta - giperbola markazi;

* i4t(—a; 0) vaA2(a; 0) nugtalar - giperbola uchlari;

* Fj(—€;0), F2(c;0)-giperbola fokuslari;

» 2c - fokuslar orasidagi masofa, bu yerda c = Va2 + bi;

« AXA2—2a - giperbolaning haqgigiy o‘qi, £xfi2= 2b
giperbolaning mavhum o*qi;

* a>0 - giperbolaning hagigiy yarim o‘qi, b > 0 giper-
bolaning mavhum yarim o‘qi uzunliklari;

o £ = - -giperbolaekssentrisiteti (e > 1);

* X = £ 5- giperbola direktrisa tenglamasi;
» Y —+ Ax - giperbola asimptota tenglamasi.

Agar a = b bo‘lsa, giperbola teng tomonli deyiiadi, uning
tenglamasi x 2—y 2 = a 2ko‘rinishda boMadi.

a2— V*——l va y_2_sz 1 giperbolalar go‘shma giperbolalar
deyiiadi. e
anon,t tengl31113%™ ko'ra grafigini yasash

1. Koordinata boshidan abssissa o0‘gining ikki tomoni bo‘ylab
g,y ¥3" 0" o’g a ning uzunligiga teng kesmalar ajratamiz.



2. Koordinata boshidan ordinata o'gining ikki tomoni bo‘ylab
mavhum yarim o‘q b ning uzunligiga teng kesmaiar ajratamiz.

3. Markazi Dekart koordinataiar sistemasi boshida boMgan
tomonlari 2a va 2b ga teng boMib, koordinata o'glariga parallel
boMgan to“g‘ri to ‘rtburchak yasaladi.

4. To‘g‘ri to'rtburchak diagonal lari yasaladi va to‘g ‘ri to“rtbur-
chak tashgarisiga ham davom ettiriladi. Bu chiziglar giperboia
asimptotalaridir.

5. Giperboia uchlarini (-a; 0) va (a; 0) nugtalarda belgilay-
miz. Bu nugtalardan asimptotalargacha yaginlashib boradigan va uni

kesib o'tmaydigan shox chiziglami yasaymiz.

9-misol. T giperbolaning ekssentrisiteti, direktrisa va
asimptotalarini toping.

Yechish. Berilgan tenglamada a = 5,b —4. Bundan
c=Va2+ b2—V25+ 16 = >/41. s = == >1

Direktrisa tenglamasi x = +|. Bundan X = + == + "=ni
~S~

topamiz.
y =+ -x formulaga ko‘ra, y = £~x giperboia asimptota
tenglamalarini aniglaymiz.
. A2 y2 . . . f
10-misol. ———=1 giperboia grafigini yasang. Unmg
ekssentrisiteti, fokusi va direktrisasini toping.
Yechish.

c2=a2+ b2 => ¢c=5 => Ft(-5,0), Fz(5,0).

- direktrisa tenglamasi.

3
Y = +-x - giperboia asimptotasi (14-rasm).
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II-misol. Haqgiqiy o‘gi 6 ga teng va (9; -4) nugtadan o ‘tuvchi
giperbolaning kanonik tenglamasini yozing,

Yechish. Shartga ko‘ra, 2a = 6 => a = 3.

Beriigan (9; -4) nugta giperbola egri chizigMga tegishli bo‘l-
ganligi uchun, nugta koordinatalarini giperbola kanonik tenglamasiga
go‘yamiz:

a2 b2 32 b2

«vab ning giymatlarini kanonik tenglamaga qo‘yamiz:

— 1
9 2

Natijada izlanayotgan kanonik tenglama hosil bo‘Idi.

Giperbolaning markazi, fokuslarining koordinata o‘glarida
Jeylashishi va uning elementlarini 3,4-jadvallarda keltiramiz.
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3-jadval

Markazi 0(0, 0) nugtada bo4gan glperbola

Standart
tenglamasi

Fokuslari
Fobus
koordioatui

Eksseotristleti
Hagigiy yarim o‘q

Mavhum yarim

0‘g uzunlifii
Direktrisasi

Fokal o‘qi
Asimgloli
tenglamasi

X2 y2

a2 h2 '1
F(£c.0)
e» vta2%b?2

b

oS!
X o+
|m

r,
15-rasm, (a)

n2 -1
F(0.xc)

c = y/Aa2"mb2

C

15-rasm, (6)
4-jadval

Markazi 0(/«, A) nuqtada bo‘lgan giperbola

Tenglama
kotlnishi

Fokuslari
Pokes
koordinatasi
Ekssentrisiteti

Haqiqiy yarim
0 azualigi
Mavhum yarim
0‘g uzunligi
QineUrisasi

Fokal o‘gi
Asimptota
tenglamasi

Qc-hy

az2 h2
1,
F(hxc,k)
C'-¥TF -

y= —+K

16-rasm, ()
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(y-R}2

(y-fe)2
»2

=1
F(h,kzc)

&= 3FIfc2 ot a*

c
e ~h
* ft

y «=£|?+]'I
Xx-h

16-rasm, (A)



)

Y-Hx-blI\"k//
Yy

(h-mkY 7T (A K)//( b +a.K)

(A-c.K ﬂ,\/\\l/(A+ C K

1{/

/R

Y-~15X- h) + k
“)

15-rasm.

A*+0)
<M +%*)
(A1-b)

- {xk-c)

16-rasm.

®

fy=1(x-h) +k

rX

®



12-misoL (-2, -1) va (8, -1) nugtalar giperbolaning hagigiy 0i|i
ucKtarini tashkil etadi. Uning mavhum o°‘gi uzunligi 8 ga teng
Giperbolaning kanonik tenglamasini tuzing.
Yechish. Misol shartiga ko‘ra, giperbolaning kanonik
tenglamasi
(*~ft)2 (y-fe)2
a2 b2
ko’rinishga boMadi. Giperboia markazi (h, k) nugta koordinatalarini
aniglaymiz:

ft=1x1i2) =3. =
Giperbolaning hagigiy va mavhum yarim o‘glari uzunliklarini:
8-(-2 8
————— 2---—-- % b~2 "m

Aniglangan giymatlami kanonik tenglamaga qo'yamiz:
(*-3)2 (y-(-1)2_
52 42 ’
(x—=3)2 (y+12_
25 16
13-misol. Giperbolaning markazi, uchlari va fokusi
koordinatalarini aniglang:
(x+2)2 (y-5)2
9 49
Yechish. Giperbolaning hagigiy va mavhum yarim o‘glari
uzunliklari: a= 3, b =7. U holda,
Or-ft)2 (y-k)2
a2 b2
kanonik tenglamaga asosan, giperboia markazi koordinatalari: h =
—2,Kk = 5. Fokal o‘qdagi uchlari, (ft- a,k); (ft+ a, k) nugta
koordinatalarini aniglaymiz:
(ft- a,k) = (-2 - 3.5) = (-5,5) va
(ft+a,K) = (-2 + 3, 5) = (1, 5).
Fokus koordinatasi: ¢ = Va2+ b2 = n/9 + 49 = n/58.
Fokuslari: F(h £c,k) => F (-2 V40,5).
Demak, eilipsning fokuslari Ft(-9.62,5) vaFz(5.62, 5).
kv,



4-8. Parabola

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini oiaylik. Shu
ukislikda Oy o‘giga parallel to‘g‘ri chizig va bu to‘g‘ri chizigga
icgishli bo‘lmagan F (P/2;0) nugta berilgan bo‘Isin.

Ta’rif. Berilgan nugta va to‘g‘ri chizigdan bir xil masofada
joylashgan tekislikdagi barcha nuqtalar to‘plami parabola deyiladi.

Parabola kanonik tenglamasini keltirib chigaramiz. F(”;0)
nugtani va X = —j to‘g‘ri chizigni koordinatalar sistemasida
yasaymiz (p > 0). M(X,y) - paraboladagi ixtiyoriy nugta bo'lsin

(17-rasm).
Ta’rifga ko‘ra,
\FM\ = \BM\. (22)

Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga binoan
18BM[ =[x - (-1, IFM[= [(x -] r+(y - 02

bu giymatlami (22) tenglikka go‘yamiz:

17-rasm.
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19-rasm.

20-rasm.



21-rasm.

17-misoi. Uchi (3, 4) va fokusi (5, 4) nugtada bo'lgan
parabolaning kanonik tenglamasini tuzing.

Yechish. Parabola uchi (3, 4) va fokiisi (5, 4) nugtada
bo'lganligi uchun, unung simmetriya o‘qi y = 4 to‘g‘ri chiziq
bo‘ladi. Parabbla kanonik tenglamasi:

(y-k)2=2p(x-h).

Parabola uchi (3, 4) nugtada, u holdah = 3 vak = 4. F(5, 4)
us koordinatasidanp parametmi aniglaymiz:

h+J—5 => 3+|:5 = p=4

mak>Parabolaning kanonik tenglamasi:
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(y-4)2=8(*-3).

Parabolaning optik xossasi. Parabolaning ixtiyoriy nugtasigt
o'tkazilgan urinma fokal radius vektor va parabola simmetriya o ‘gj
bilan bir xil burchak tashkil etadi (22-rasm).

22-rasm.

Shu optik xossadan yorug‘lik, tovush, radiyo va boshga elekiro-
magnit to‘lginlami uzatish va gabui gilish uchun turli sohalarda
go‘llaniladi. Masalan, parabolik ko‘rinishdagi projektoming fokusida
yorug‘lik manbai joylashtirilsa, fokusdan chiggan nurlar paraboloid
sirtiga urinadi va 23.a-rasmdagidek, yorug‘lik nurlari parabola
simmetriya o‘giga parallel akslanadi. Bu xossadan shuningdek,
fonarlar, avtomobil faralari, projektorlar, mikroto‘lginli relelar va
sputnik antennalarda ham foydalaniladi (24-rasm). Radiyoteleskop
va televizon sputnik antennalar yordamida parabolik reflektorning
simmetriya o ‘giga parallel holda kiruvchi signallar reflektor fokusiga
yo'naltiriladi va signallar kuchaytiriladi (23.b, 24-rasmlar).
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Yorug'iik manbai
fokusda joylashgau

Yoraglik nurlarumg
largalishi

PROJECTOR
@

Radio to'lcpnlanu
gabol gitavdii panboiik
refidctnr (antenna)

Kirovchindb signal]or
foknsda yig'ilad

RADIO TELESKOP
W

23-rasm.

24-rastn.
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5-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasi
*4
. Ikkinchi tartibli chizig yoki egri chizigning umumiy algebraik

tenglamasi

Ax2+ 2Bxy + Cy2+ 2Dx + 2Ey + F —0 (20)
beriigan bo‘Isin. Bu yerda A, B, C, D.E.F - haqiqiy sonlar. Yuqgorida
o°‘rgangan ikkinchi tartibli egri chiziglar aylana, ellips, giperbola va
parabolaning kanonik tenglamalari (26) tenglamaning xususiy
holidir. Agar (26) tenglamada B = 0 teng bo'lib, ikkinchi tartibli egri
chiziglarning simmetriya o‘glari koordinata o‘glariga parallel boMsa,
(26) tenglama koeffitsientlari asosida tekislikda ikkinchi tartibli egri
chiziglarning turini aniglash mumkin:

1. Agar A —C boMsa, aylana.

2. Agari4*C>0vai4”™C hoMsa, ellips.

3. Agar A «C < 0 bo‘lsa, giperbola.

4. AgarA «C = 0,A2+ C2 ®0 bo‘lsa, parabola.

Masalan:

1 2x2+ 5y2—3x + 7y —5 = 0 - ellips tenglamasi, chunki
A=2C=5AC=2m=10>0.

2. 8X-7y —2x2- 2y2+ 4 =0 -aylana, chunki A —- 2,
C=-2.

3. Xx2—6y2+ I0Ox —14y + 20 = 0 - giperbola tenglamasi,
chunkiA=1,C= -6,A*C= 1¢(—6)=—6<0.

4. 4x2—12y + 16x —7 = 0 - parabola tenglamasi, chunki
A=4C=0A<C=0A*0,A2+ C2=42+02*0.

Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasini
kanonik ko‘rinishga keltirish masalasini o‘rganamiz. Bu masala
koordinata o‘glarini parallel ko‘chirish va koordinata o'glarini
ma’lum a burchakka burish yordamida hal etiladi.

1 Koordinata o'glarini parallel ko(chirish. Koordin:
boshini 0 nugtadan Ox nuqtaga parallel ko‘chiramiz. Faraz gilamiz,
Oxy koordinata sistemasida P(x,y) nuqta beriigan bo‘lsin.
Koordinata o‘glarini parallel ko(chirish natijasida P nugta Oxx'y
koordinata sistemasida x' va y' koordinatalarga ega bo‘ladi (25-
rasm). Eski va yangi koordinatalar sistemasida P(x,y) va P(x".y")
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koordinatatari orasidagi bog‘liglik quyidagi formulalar bilan

nugta
Jfodalanadi ,
(X = x' + x0, 27)
]_Y(= Yy +X a
X'~ X-X
’ 28
y°K Y-y - % )

(27) va (28) formulalar koordinata o‘glarini parallel ko'chirish
formulalari deyiladi.

Y r
y y gp M (P(xy))
1
Yo
a (.]2 r
.
<
ml 1
@) X0 X X
25-rasm.

2. Koordinata o‘glarini burish. Oxy Dekart koordinatalar
sistemasi va P(x,y) nugta berilgan bo‘lsin. Koordinata o'glarini soat
strelkasiga garama-garshi yo‘nalishda a burchakka buramiz. P
nugtaning koordinatalar! Ox'y' koordinatalar sistemasida X' vay' ga
teng (33-rasm).

bSPD uchburchakda ZSPD -a, OD = x', PD = y'.
Ravshanki,

x=0A=0B- AB = OB - SD,

. y =PA =AS +SP = DB+SP.
Ma’lumki,

OB = x'cosa, SD —y'sina,
SP =y'cosa, DB = x'sina.

e_xl cosa—y sina, 29)
X'sina +y‘cosa.
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Bu formulalar ixtiyoriy P nugtaning (x; y) eski koordinaU
larini koordinata o'glarini a burchakka burish natijasida hos
bo‘lgan yangi (x',y') koordinatalar orgali itodasidir. P nugtanin
yangi ( x\y ') koordinatalarini eski (x; y) koordinatalar bila
ifodalash uchun (29) formulada eski va yangi koordinatalar o ‘mini v
a ni esa (—a) ga almashtirish kerak. Natijada

(x" = xcosa + ysina -C
ly' = —x$ina + y cosa
formula hosil bo‘ladi. (30) formula koordinata o‘glarini buris
formulasi deyiiadi.

18-misol. 2x2—8x + 2y2+ 4y —62 = 0 egri chiziq tupir
aniglang va tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. x2 va y2 oldidagi koeffitsiyentlar teng, ya’ni A -
2,C = 2,A = C. Shu sababli berilgan tenglama aylanatenglamasidii

Tenglamani kanonik ko‘rinishdagi tenglamaga keltirish uchu
unda gatnashayotgan har bir o'zgaruvchiga nisbatan to‘la kvadratn
ajratamiz.

Maktab matematikasidan ma’lumki, ushbu ko‘rinishdagi

m2+ 2mn+n2= (M +n)2va

m2- 2mn+n2= (M- n)2
ifodalar to‘la kvadrat deyiiadi. 4
Berilgan tenglamadan x gatnashgan hadlami olamiz va to

kvadratni ajratamiz:
lift



2XT _ Qx = 2(x2- NIx) = 2(xr - 2eX 2+ 22- 22)
=2(0-2)2- 4)=20 ~2)2- 8.
Xuddi shuningdek. Yy gatnashgan hadlar uchun:
2y2+ 4y - 2(y2+ 2y) = 2(y2+ 2ey 1+ 12- 12
=2((y+12- ))=2(y+1)2~2
To'la kvadrat gatnashgan ifodalami beriigan tenglamaga

QyamlZ 2(x- 2)2- 8+ 2(y+1)2- 2-62=0

Ozod hadlami tenglikning o°‘ng tomoniga O0‘tkazamiz va
tenglikning har ikki tomonini 2 ga bolamiz:

o ~2)2+ (y+1)2= 36.

Hosil bo‘lgan tenglama markazi C(2; —1) nugtada radiusi R —
6 gateng bo‘lgan aylana tenglamasidir.

(28) formulaga ko‘ra x' —x —2, y' =y + 1 belgilashlar
kiritamiz.

Natijadax'2+ y'2 = 36 aylana tenglamasini hosil gilamiz.

19-misol. X2+ 8x + 9y2—36y —29 = 0 tenglama bilan
aniglangan ikkinchi tartibli egri chiziq tipini aniglang va tenglamani
kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. A=1,C=9,A«C- 1.9>0.A* C

Beriigan tenglama ellips tenglamasidir. Tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltirish uchun har bir o‘zgaruvchilar bo‘yicha to‘la
kvadratlami ajratamiz:

X2+ 8X = X24-2-x-4+ 42- 42= 0 + 4)2- 16.
Oy2- 36y = 9(y2- 4y) = 9(y2- 2ey 2+ 22- 22
= 9(y —2)2 —36.
H05|I boMgan ifodalami tenglamaga gayta qo‘yamiz:
@) +4)2-16 +9(y- 2)2- 36- 29=0
zoc“hadlami tenglikning o‘ng tomoniga o'tkazamiz:
T 0 +4)2+9(y- 2)2= 81
tenglamani s: gabo'lamiz:
0 +4)2;(y-2)2 "

Ma’lumki, a = 9, 3. N
Tenglamada (3) formulaga ko‘ra
*=x+4 y' =y—2
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belgilashlar kiritamiz. Natijada eilipsning kanonik tenglamasi ho
boMadi-
X2 y'2_
92 + 3~-1*
20-misol. 9x2—18x + 16y2+ 64y —71 = 0 tenglama bila
aniglangan ikkinchi tartibli egri chizig tenglamasini kanoni
ko‘rinishga keltiring.
Yechish. A= 9,C= 16,A*C=9+16>0. A* C
Berilgan tenglama ellips tenglamasidir. Tenglamani kanoni
ko'rinishga keltirish uchun har bir o‘zgaruvchilar bo‘yicha to‘j
kvadratlami ajratamiz:
9(x2- 2X+ 1) + 16(y2+ 4y +4) =71+ 91+ 164
9(x - 1)2+ 16(y + 2)2 = 144.
Tenglikning 0‘ng va chap tomonlarini 144 ga boMamiz:
(y+ 2)z
16 9
MaMumki, a = 4,b = 3.
Tenglamada (28) formulaga ko‘ra,
X'=X-1 y' =y+2
belgilashlar kiritamiz. Natijada eilipsning kanonik tenglamasi hos
boMadi:
X2 12 _
AT + 32 ~

21-misol. x2+ 8x —7y —b5 = 0 tenglama bilan egri chizi
tipini aniglang va tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada y 2 gatnashmaydi, demak, A C= 0.B
tenglama parabola tenglamasidir. Tenglamani kanonik ko‘rinishg
keltirish uchun x o‘zgaruvchiga nisbatan toMa kvadratni ajratamiz:
X2+ 8X = X2+ 2w Ml + 42—42= (x+ 4)2- 16.
Bu ifodani tenglamaga olib borib qo'yamiz:
(x+4)2- 16- 7y- 5= 0,
(x +4)2="7y + 21,
(x+4)2="7(y + 3).
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Hosil bo‘lgan tenglama x ——4 vertikal simmetriya 0‘giga ega
bo'lgan Para™°*a tenglamasidir. Parabola uchi (—4; —3) nugtada
joylashgan (27-rasm).

27-rasm.

(28) formulagako‘ra, x' - x + 4, y' =y + 3 almashtirishlar
yordamida parabolaning kanonik tenglamasini hosil gilamiz:
X'2—Ty"
22-misol. Teng tomonli x2- y2= a2 giperbola grafigida
koordinata o‘glari @ —45° burchakka burildi. Yangi koordinatalar
sistemasida giperbola tenglamasini yozing.
Yechish. Simmetriya o‘glariga nisbatan teng tomonli
X2—y2=a2
giperbola asimptotalari o'zaro perpendikulyar. Eski koordinata
goqirgrini soat strelkasi yo‘nalishida 45° ga buramiz. (29) formulaga
X = x'cosa -y'sina,
Y=x'sina+Yy'cosa,
buyerdaa = -450 gateng, u holda

V2 ni2 n2

X=T* + Te/=—(*'+y'),
v_ V2, -J2
*va_ e - 2°% + T W=Y"r~X+yr)*

Ynmg koordinatalarini x2 —y 2 —aZ2tenglamaga qo‘yamiz:
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| (X' +y'Y - 1(-*"+y")2= a2
Qqyslami ochib, o*xshash hadlarni soddalashtiramiz:
2x'y' = a2, yoki x'y'- +y

Natijaday' —+ 2z tenglama hosil bo‘ladi. Agar a = y[2k (K _
parametr) belgilash kiritamiz, u holda maktab o‘quvchilariga tanish
boMgany' = —giperboia tenglamasi kelib chigadi.

3. Ikkinchi tartibli egri chiziqg tenglamasi invariantl
Ikkinchi tartibli egri chiziglar tupini aniglashning yugorida ko‘rilgan
usuli xususiy hoi boMib, endi umumiy holni ko‘ramiz. (26) tenglama

koeffitsiyentlaridan ushbu ifodani tuzamiz:
1—A + C —birinchi invariant,

ikkinchi invariant,

o

IB_CI

A B

A= B C

D E F . o ]

A - determinant (26) tenglamaning katta diskriminanti

deyiladi, 6- yuqori tartibli hadlarining Kichik diskriminanti deyiladi.

S va Agiymatlariga asosan (26) tenglama bilan quyidagi geometrik
tasvirlami ifodalashini aniglash mumkin:

D
E — uchinchi invariant.

A# 0 A=0
$>0 Ellips (hagigiy va mavhum) Nugta
6 <0 Giperboia Kesishuvchi ikkita
to‘g‘ri chiziglar
5=0 Parabola Parallel to‘g'ri
chiziglar juftligi

(haqigiy yoki mavhum)

Agar 570 boMsa, chiziq markazga ega boMadi va u quyidagi
tenglamalardan aniglanadi:
Ax+By+ D=0 Bx+Cy+E=0 (30
Koordinata boshini 0'(x0y0) markazga ko'chiramiz va (26)
tenglamani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:
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Ax'2+ 2Bxry' + Cy'2-fFi = 0, (32)

Fx = Dx0+ Ey0+F —j. (33)
o'x' vaOY o'glami gandaydir a burchakka burish natijasida
,-, icitglama kanonik ko'rinishga keladi:
AxXX'2+ OX'24-F= 0. (34)
/Ir va & koeffitsiyentlar quyidagi xarakteristik tenglama
il.li/laridir:

- IX+8=0. (35)
- buriiish burchagi quyidagi formuladan anigianadi:
92 = e (36)
23-misol. X2+ 2x +y2+ 2x+y =0 tenglama tipini
nniglang.
Yechish. 5= |~ = AC—B2=1.1—I2=0.

Tenglama parabolik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:
111

_1 1 A 1
ﬂ'_ 41
i 5 o0
Demak, beriigan tenglama parabola tenglamasini ifodalaydi.
24-misol. 8x2+ 24xy + y2- 56* + 18y - 55 = 0 tenglama
tipini aniglang.

Yechish. 5 = =JIC- 2=8+e1- 122= -136.
Tenglama giperbolik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:

8 12 -28
A= 12 1 9 =o.
v o, . -28 9 -551
ifodalaydi 8an tenglama kesishuvchi ikkita to‘g‘ri chiziglami

anigl™"msol-2x2 ~ 4xy + 5y2 —x + 5y —4 = 0 tenglama tipini
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YeclmhS=|» ® =/IC—S2=5-2 —22=6 >0.

Tenglama elliptik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz:

Demak, berilgan tenglama ellips tenglamasini ifodalaydi.

26-misol. 6xy + 8y2- 12X - 26y + 11 = 0 tenglama tipini
aniglang va kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechish./ =1+ C=0+8 = 8.

!ﬁ E =AC-B2=0"'8 -32=-9.

5}
Tenglama giperbo ik tipga tegishlidir.
0 3 -6
A= 3 8 -13 =181 ®o.
6 -13 11

Demak, berilgan tenglama giperbo a tenglamasini ifodalaydi.
(35) tenglamaga binoan, xarakteristik tenglamani tuzamiz:

Je- 8- 9=0.
Xarakteristik tenglama ildizlari: =9, =-1.
(34) tenglamaga asosan,
9rz- Y2+~ =0.
Bu tenglamani kanonik ko'rinishga keltiramiz:
X'2 Y'2

1 ~~9~1Im
Umumiy tenglamaning ikkinchi invariant! % noldan fargli
giymatga ega, demak, ikkinchi tartibli egri chizig markazga ega
bo‘ladi va u (31) tenglamalardan aniglanadi:
3y~6=0 3x+ 8y —13=0.
Bundanx0= -1, yo= 2.
Demak, markaz koordinatalari:
0\-1, 2).
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( § Qutb koordinatalari sistemasi. Ikkinchi tartibli egri
.|s»i(jlarning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

lizika fanidan ma’lumki, tabiatda ikki xil harakatlar mavjud:
1.,nilanma va aylanma. llgarilanma harakatni Dekart koordinatalar
r.uinasida ifodalash mumkin, ammo aylanma harakatni bu

, irinada ifodalashda muammolar vujudga keladi.
XVII asrda de Sen-Vensan5va Kavaleri6 bir-biridan bexabar

holda qutb koordinatalar sistemasini kiritdi va aylanma harakatni

i;isvirlash muammosini hal etdilar.
Tekislikda nugta o‘mini aniglash uchun Dekart koordinatalar

(i.stemasidan tashqgari ko‘p hollarda qutb koordinatalar sistemasi ham

go‘llaniladi.
Ta'rif. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi deb, qutb va

qutb o“gi bilan aniglanadigan koordinata sistemasiga aytiladi.

Tekislikda O nugta qutb va undan chiggan OP - qutb o‘qgi
berilgan bo‘lsin. U holda tekislikda M nugtaning koordinatalari
(<p;r) bo‘ladi. Bu yerda p= nMOP - qutb burchagi, r = \OM\ -
masofa - radius vektor (28-rasm).

+Y

Yy

By

28-rasm.

qutb kurchakli Dekart koordinatalar sistemasi boshini
» X oqi esa OP qutb o‘gi deb gabul gilsak, u holda M

6edAbrasnnK MmaTemaTuk,
NTannAnNnK matemaTuk.
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nugtaning Dekart koordinatalar sistemasidagi ( X,y) \a nu(h
*koordmatalar sistemasidagi (<p;r) koordinatalari orasidagi boe'Lial'b

(Juyidagicha bo‘ladi: 1
fX —I COS <P

ly =rsin<q (37

r=yjx2+y2 tgPp=J. (38)

27-misoL Dekart koordinatalar sistemasida beriigan M(\-
nugtaning qutb koordinatalar sistemasidagi koordinatalarini
aniglang.

Yechish. Shartgako‘ra, x —1,y ——.

(38) formulaga asosan: r = -JI2+ (H)2=V2, tgp=- 1,"
ning va — giymatlaridan <= giymatni olamiz, chunki
sin ™ bu giymatda manfiy bo‘lishi kerak.

Demak, qutb koordinatalar sistemasida M nugtaning
koordinatalari o= —*var = V2 gateng.

28-misol. Dekart koordinatalar sistemasida beriigan (X -
K02 +y 2 = R2 aylana tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida
yozing.
Yechish. Tenglamadagi gavsni ochib chigamiz:
X2- 2Rx+ R2+y2- R2=0 <>x2+y2- 2Rx =0.
(37) formulaga ko'ra X va y ning giymatini hosil bolVk
tenglamaga qo‘yamiz:
(rcos )2+ (rsin<P2—2Rrcos =0,
r2 —2Rrcos 9= 0.
Tenglikni 1 (r @ 0) ga bo‘lamiz va natijada aylananing qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamasi kelib chigadi:
r ~2R cos
Agar ellips, giperbola va parabolaning fokusini qutb va fokal
simmetriya o‘gini qutb o‘qi sifatida gabul gilsak, u holda bu egri
chiziglarning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi bir xil
bo‘ladi:
r= — S— (39)
1-ECs$

bu yerda £ —ekssentrisitet, p —parametr. Ellips va giperbola uchun
p= mgateng bo‘ladi.
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29-inisol. Qutb koordinatalar sistemasida ikkinchi tartibli egri

Infig "_ S—_A%Eqptenglama bilan berilgan. Dekart koordinatalar
siisicinasidagi kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Tenglamaning chap tomonini (39) ko'rinishga

kcltirish uchun surat va maxrajini 5 ga bo‘lamiz:

r= _ —-S—
E—AéosAo
Buyerdae =" < 1. Demak, egri chiziq eilipsdir.
b2 9 4 ¢ 9 4

p=zs5 FE g b= c=g

fe2 va c2ning a orqali ifodasini c2=a2- b2tenglikkaqo‘yib,
a ga nishatan tenglama hosil gilamiz. Bu tengliklardana = 5, b =3
giymatlar aniglanadi va ulami ellipsning kanonik tenglamasiga
go'yamiz:

X2 y2

— N— = 1

52 32
Parabola, ellips va giperbolaning fokusini qutb va fokal

simmetriya o'gini qutb o‘gi sifatida qabui qilib, ulaming qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib chigaramiz. Bu
yerda ellips va giperbola uchun bitta fokusi, masalan chap fokusi
olinadi (29-31-rasmlar).

F - fokus, FP- qutb o‘qi bo'lsin. FMO = p belgilash kiritaylik
va p —fokal parametr deyiiadi.

Faraz gilaylik, M(r,<p) - egri chiziqda ixtiyoriy nugta bo‘lsin
I -rasm). Parabola, ellips \lg?\lAgiperTbola xossalariga ko‘ra,

afvaa « ¢ £~pm~ 7w )
Mto g‘ri burchakli uchburchak bo'lgani uchun

sin(90° —<p) = =>KM=rcosp (41)

Ravsh NM = NK + KM = NoMo-+rcos<p (42)
anki>wri" = £-bu yerda FMO = p. U holda AOMO =

Natijada JIM = - + r cos «Q 43)

Henglikni (40) gaolib boribgo'yamiz:
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Yechish. S = léf @ =AC- B2=5m2- 2r=6>0.

Tenglama elliptik tipga tegishlidir.
Katta diskriminant giymatini aniglaymiz

1
2
= -2 5 * 0.
1 5 4
2

Demak, berilgan tenglama ellips tenglamasini ifodalaydi.
26-misol. 6xy + 8y2- 12x - 26y + 11 = 0 tenglama tipini
aniglang va kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish./ =~ + C=0+ 8 = 8.
5=|g B\=AC-B2=0-8~32=-9.
Tenglama giperbolik tipga tegishlidir.

o 3 -6
O= 3 8 -13 =81 ®o.
1311

-6
Demak, berilgan tenglama giperbo a tenglamasini ifodalaydi.
(35) tenglamaga binoan, xarakteristik tenglamani tuzamiz:
- 84- 9=0.
Xarakteristik tenglama ildizlari: =9 =4
(34) tenglamaga asosan,

OX'2—-Y'2+ 9" 0.
Bu tenglamani kanonik ko'rinishga keltiramiz:

ft2
1.

Umumiy tenglamaning ikkinchi invarianti 8 noldan fargli
giymatga ega, demak, ikkinchi tartibli egri chizig markazga ega
boMadi va u (31) tenglamalaidan aniglanadi:

3y-6=0, 3x+8y- 13=0.
Bundan x0=—1, yo = 2.
Demak, markaz koordinatalari:
04-1 2).
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l, § Qutb koordinatalari sistemasi. Ikkinchi tartibli egri
liYi/iglarning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

I izika fanidan ma’lumki, tabiatda ikki xil harakatlar mavjud:
J1.niilanma va aylanma. llgarilanma harakatni Dekart koordinatalar
"u-masida ifodalash mumkin, ammo aylanma harakatni bu
...uinada ifodalashda muammolar vujudga keladi.

XVII asrda de Sen-Vensan5va Kavaleri6 bir-biridan bexabar
holda qutb koordinatalar sistemasini kiritdi va aylanma harakatni

i;isvirlash muammosini hal etdilar.
Tekislikda nugta o‘mini aniglash uchun Dekart koordinatalar

«.istemasidan tashqgari ko‘p hollarda qutb koordinatalar sistemasi ham
go‘llaniladi.

Ta’rif. Tekislikda qutb koordinatalar sistemasi deb, qutb va
qutb 0‘gi bilan aniglanadigan koordinata sistemasiga aytiladi.

Tekislikda O nugta qutb va undan chiggan OP - qutb o‘qgi
berilgan bo'lsin. U holda tekislikda M nugtaning koordinatalari
(<pir) bo‘ladi. Bu yerda o= /.MOP - qutb burchagi, r = |OM]| -
masofa - radius vektor (28-rasm).

tyY

28-rasm.

to‘gGi burchakli Dekart koordinatalar sistemasi boshini
4 . Ox o‘gj esa OP qutb o‘qi deb gabul giisak, u holda M

<KaBanLneBp ,Ui FpcryaP (1584-1667) - 6enbrasnuk matemaTtuk.
*®pu 0OHABCKrypa (1598-164 —UTannaank MmaTtemaTuk.
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nuqtaning Dekart koordinatalar sistemasidagi ( X,y) \a qut®
koordinatalar sistemasidagi (3 r) koordinatalari orasidagi bog'ligi;*
quyidagicha boMadi:

X —r cos P
ly =rsin<q (37
r=yjx2+y2 tgp= (38)

27-misoL Dekart koordinatalar sistemasida beriigan M(1;—)
nugtaning qutb  koordinatalar sistemasidagi  koordinatalarini
aniglang.

Yechish. Shartgako‘ra, x = I,y = —1.

(38) formulaga asosan: r = J 12+ (—)2 —n/2, tg<p = -I.
ning va —" giymatlaridan = — giymatni olamiz, chunki

sin pbu giymatda manfiy bo‘lishi kerak.
Demak, qutb koordinatalar sistemasida M nugtaning

koordinatalari p= —"var = \/2 gateng.

28-misol. Dekart koordinatalar sistemasida beriigan (X -
R)2+y2= R2aylana tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida
yozing.
Yechish. Tenglamadagi gavsni ochib chigamiz:
X2—2Rx+ R2+y2—R2=0 <>Xx2+y2- 2Rx = 0.
(37) formulaga ko'ra X va y ning giymatini hosil bo‘lgan
tenglamaga qo'yamiz:
(r cos )2+ (rsin<p2 —2Rrcos p= 0,
r2- 24rcos <p= 0.
Tenglikni r (r * 0) ga bo‘lamiz va natijada aylananing qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamasi kelib chigadi:
r ~2R cos
Agar ellips, giperbola va parabolaning fokusini qutb va fokal
simmetriya o‘qini qutb o‘qgi sifatida gabul gilsak, u holda bu egri
chiziglarning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasi bir xil
bo'ladi:
r=— H- (39)

I-E COS<p
bu yerda e —ekssentrisitet, p —parametr. Ellips va giperbola uchun

p = I3—2951 teng boMadi.
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29-inisol. Qutb koordinatalar sistemasida ikkinchi tartibli egri

. A tenglama bilan berilgan. Dekart koordinatalar
.In/iq r ~s-4cos<p
«icmasidagi kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Tenglamaning chap tomonini (39) ko'rinishga

kcltirish uchun surat va maxrajini 5 ga bo'lamiz:

r=-4-= 1— cos<P
Buyerdae =\ < 1. Demak, egri chiziqg ellipsdir.
b2 9 . 4 C. ¥ 9ﬂ_ _4ﬂ
v a. s —57a 50 ¢ 5"

b2va c2ning a oigali ifodasini c2- a2- b2tenglikkago‘yib,
a ganisbatan tenglama hosil gilamiz. Bu tengliklardana = 5, b= 3
giymatlar aniglanadi va ulami ellipsning kanonik tenglamasiga
go‘yamiz:

52 32
Parabola, ellips va giperbolaning fokusini qutb va fokal

simmetriya o‘qgini qutb o‘gi sifatida gabul qilib, ulaming qutb
koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib chigaramiz. Bu
yerda ellips va giperbola uchun bitta fokusi, masalan chap fokusi
olinadi (29-31 -rasmlar).

F - fokus, FP- qutb o‘qi bo'lsin. FMO = p belgilash kiritaylik
vap - fokal parametr deyiiadi.

Faraz qgilaylik, M(r, <9 - egri chiziqda ixtiyoriy nugta bo'lsin
(29-rasm). Parabola, ellips va giperbola xossalariga ko‘ra,

£—I:—$ = NLM (40)
&FKM to‘g‘ri burchakli uchburchak bo'lgani uchun '
sin(90° —<p) = =>KM=rcos<p (41)
NM = NK + KM = NOMO +rcos(p (42)
RavShanki’S = £‘bu yerda FM° = P-U ho,da NOMO = f.
Natijada NM —~+r cos (p. (43)

3) tenglikni (40) ga olib borib qo‘yamiz:
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r=em\M=p+rrcosp <=r —
P P 1—£cos P

1-£C0OS<p (44)

Agar £ < 1 bo'lsa, ellips; £ = 1- parabola; £ > 1- giperbola
tenglamasini beradi.

(44) tenglamadagi p parametr parabola uchun o°‘zining avvalgi

giymatiga, ya’ni fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofaga teng

Ellips va giperbola uchun plzparametming giymati a va b yarim

o'glar bilan ifodalanadi: p = =



31-rasm.

7-8. Ikkinchi tartibli egri chiziglarga o‘tkazilgan
urinmaiar tenglamasi

Ikkinchi tartibli egri chiziqg (parabola, ellips, giperboia)
grafigiga o ‘tkazilgan urinma tenglamasini keltirib chigaramiz.

1 Parabolaga o‘tkazilgan urinma tenglamasi Parabola
simmetriya o‘qiga parallel bo‘Imagan va parabola bilan bitta umumiy
nugtaga ega to“‘g‘ri chiziq parabolaga urinma boMadi.

Faraz gilaylik, (x0,y0) nuqtay2 = 2pX parabola va = =
o - t,m* 0 to‘g‘ri chizigning kesishish nugtasi boMsin."

To‘g‘ri chiziq tenglamasini parametrik tenglamaga keltiramiz:

X =nt+x0, y =mt +y0.
Ifodalami parabola kanonik tenglamasiga qo‘yamiz:
Mo+ mt)2=2p(x0+nt) <>y02+ 2mty0+ m2t2
—2px0+ 2pnt <>m2z + 2t(my0—pn) = 0.

Agar myO—pn =0 boMsa, hosil boMgan kvadrat tenglama

bitta Ildizga ega boMadi.
myO0

my0- pn=0 <>n =

to* parabola bilan (x0,y0) nugtada kesishuvchi
8 ri chiziq tenglamasiga go‘yamiz:
~*0 Y—W
° P(*- *0) = Yo(Y - Yo) <>
P
YoY ~ Yo2 = p x - px0.
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Yo = 2px0 boMgani uchun tenglikni quyidagi ko'rinishda
yozamiz:
YoY ~ 2px0= p x- pxO0.
»Natijada tenglama
YYo= P(* + *0) (45)
ko‘rinishga keladi. (45) tenglama parabolaning urinma tenglamasi
deyiiadi.

2. Ellips va giperbolaga o‘tkazilgan urinma tenglamalari.
Faraz gilaylik, (x0,y0) nuqgta P -5’\7= 1 ellips va m
to‘g‘ri chizigning urinma nugtasi boMsin. To*g‘ri chizigning kanonik
tenglamasini parametrik tenglamaga keltiramiz:

X = X0+ nt, y = y0 + nt.

X vay ning t parametr orqali ifodasini ellips tenglamasiga

go‘yamiz va kvadratga ko'taramiz:

Agar~ﬂ tp T 0 boMsa, kvadrat tenglama bitta ildizga ega

boMadi. Bu shart bajarilishi uchunn = m = - ~ boMishi kerak.
n va m ning giymatlarini to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasiga
go‘yamiz:
X-x0 y-yo0 x0, , ,Yo. 4 n
yo/b2 “ -x0a2 ~ a2(* *o) b2(y Yo)
gavslami ochib chigamiz va~ + ~ = 1 tenglikni hisobga olgan
holda
fEa+ m.- . (46)
a2 fr2

tenglamani hosil gilamiz.
(46) tenglama ellipsning urinma tenglamasi deyiiadi.
Xuddi shuningdek,

a2 b2~
giperbolaga (x0;y0) nugtada



(47)

urinma tenglamasini keltirib chigarish mumkin.
(47) tenglama giperbolaning urinma tenglamasi deyiladi.

Mustagqil ishlash uchun misollar

1. Aylana diametrlaridan binning uchlari M,(2;—) va
M2(-4;-3) nugtalarda yotishi ma'lum. Aylana tenglamasini
yozing.
2. Quyidagi aylanalarning radiuslari va markazlarining
kooidinatalarini aniglang:
a)x2+y2+ 2x- by+5=0; b)x2+y2+ Ax- 5=0;
d)x2- 5+y2+4y = 0; e) AX2—5x + 4y2—8 = 0.

3. Koordinata o'glariga urinadigan aylana M(-2; -4) nugtadan
o0‘tadi. Uning tenglamasini yozing.

4. Quyidagi ellipslaming uchlari koordinatalarini, yarim
o‘glarini, fokuslarini va ekssentrisitetini toping:

1) 16x2+ 25y 2 = 400; 2) AX2 + 9y2 = 36;

3) 4x2+ 6y2= 192; 4)9x2+ 7y 2 = 63.

5. Ellipsning tenglamasi beriigan: 9x2 + 25y2 = 225. Uning
abssissasi 3 bo‘lgan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

6. Haqgigiy o‘gi 6 ga, fokuslari orasidagi masofa 8 ga teng
bo'lgan giperbolaning eng sodda tenglamasini tuzing. Qo‘shma
giperbolaning tenglamasini tuzing.

7. Fokusi ~ + ~ = 1 ellipsning fokusi bilan umumiy bo'lgan

)[{Jazir%(ssentrisiteti e= 1,25 ga teng giperbolaning tenglamasini
8- Quyidagilarga asosianib, parabolaning tenglamasini tuzing:
*) uchidan fokusigacha bo'lgan masofa 3 ga teng;
) okusining koordinatasi - (5;0), direktrisasi - ordinatalar o“qi;

parabola”*’ nugtadan o‘tuvchi Ox o‘giga simmetrik bo'lgan

bochil® **1* da, Oy o‘giga simmetrik va uchi koordinata
sn'da bo Igan parabola;
o'aiea °°rA‘natalar boshidan va M(6; —2) nugtadan o'tuvchi, Oy
simmetrik bo'lgan parabola.



9. Parabolik ko‘zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm
tang. Yorug‘lik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirilganda gaytgan nur parabola o‘qgiga parallel bo'ladi?

10. Kattayarim o‘qi 2 gateng, direktrisalariesaXx = £ to'g'ri

chiziglardan iborat eilipsning kanonik tenglamasini yozing.

11. Giperbolaning tenglamasi 9x2—16y2= 144. Uning
abssissasi 8 boMgan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

12. Koordinata o”glariga urinuvchi aylana markazi 2x —y +
3 = 0to‘g‘ri chizigda yotadi. Aylana tenglamasini yozing.

13. x2+y2—Ax+ 6y —5 = 0 aylananing Ox o‘q bilan
kesishgan nuqtalariga o ‘tkazilgan radiuslari o'rtasidagi burchaklarni
toping.

14. Eilipsning tenglamasi berilgan: 7x2+ 18y2 = 126. Uning
absissasi 3 bo‘lgan va ordinatasi musbat bo‘lgan nugtasining radius-
vektorlari orasidagi burchakni toping.

15. Mavhum o‘qi 2V2 ga teng bo'lgan giperboia direktrisa-
larining tenglamalari: X = 2 = 0. Giperbolaning tenglamasini tuzing.

16. Ko‘prik arkasi tenglamasi y2 = 96ac bo'lgan parabola
ko‘rinishiga ega. Agar balandligi 6 m ga teng bo‘lsa, arica vatarining
uzunligini toping.
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VI BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI
I-8. Fazoda koordinatalar sistemasi

Fazodagi biror jismning o‘mini aniglash uchun xuddi tekislik-
dagi kabi Dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz. Fazodagi biror
0 nugta va shu nugta kesishuvchi o'zaro perpendikulyar boigan
uchta Ox, Oy, Oz to'g‘ri chiziglar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu
sistemaga fazoda Dekart koordinatalar sistemasi deyiiadi va Oxyz
kabi belgilanadi. Ox - abssissalar o‘qi, Oy - ordinatalar o‘qi, Oz -
applikatalar o‘qgi deyiiadi. Ox, Oy, Oz koordinatalar o‘glari kesishgan
0 nugta koordinatalar boshi deyiiadi.

Jismning joylashgan o‘mini P(X,y,z) orqali belgilaylik. P
nugtaning X,Y,z koordinatalari uning mos ravishda Ox.0Oy va Oz
o‘glariga proeksiyalaridir. Koordinatalar o‘glarida (X, 0,0), (0,Y, 0),
(0,0,2) giymatlami belgilaymiz. Koordinata o‘glaridagi shu nug-
talardan o‘zaro perpendikulyar bo'lgan ikkita koordinata o‘glariga
parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziglar chigaramiz. Bu to‘g‘ri chiziglar
(x,y,0), (x,0,2) va (0,y,z) nugtalarda kesishadi. (x,y, 0) nugta-
dan Oz o‘giga, (X,0,z) nugtadan Oy o‘giga va (0,y,z) nugtadan
Ox ° ‘giga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziglarni yo‘naltiramiz. Yo‘nal-
tirilgan chiziglar o ‘zaro perpendikulyar bo‘lgani uchun bitta nugtada
rggfﬁ)hadi. Kesishish nugtasi fazoda P(X, Y, z) nugtani ifodalaydi (1-

Geometrik va fizik migdorlarning ko‘p giymatlari gandaydir son
°rgali ifodalanadi.
sonP °. na”“shga ega bo'Imagan va tanlangan sistemada o‘zining
devi,J N atni t°‘lig tasvirlaydigan miqdorga skalyar migdor
ba’zi J n MaSalan’ z‘chlik, hajm, harorat va hokazo. Shu sababli,
gandaydir"3j 013111 "“alyar deyiiadi. Shunday qilib, skalyar - bu

tf°daianal<fa geometr™ va fizik miqdorlar son va yo‘nalish bilan
e Masalan, biror nugtaga qo‘yilgan kuch, moddiy



nugtaning tezligi va hokazo. Bunday migdorlarga sodda holdatoV
chizigdagi yo‘naltirilgan kesmani misol sifatida keltirish mumkin *

1-rasm.
2-8. Vektor tushunchasi

Y o‘naltirilgan kesma vektor deyiladi va &=/1B kabi belgilanadi.
AB vektoming A nugtasi uning boshlang‘ich, B esa oxirgi nugtasi
deyiladi. AB kesmaning uzunligi (moduli) vektoming uzunligi
deyilib, |a|=|/1B| kabi belgilinadi.

Vektor orgali, masalan, tezlik, tezlanish, kuch, momentlar va
boshga yo‘nalishga ega bo'lgan miqgdortarni ifodalash mumkin.

BoshlangMch va oxirgi nugtalari ustma-ust tushgan vektor nol
vektor deyiladi va O vektor bilan belgilanadi.

Agar vektor uzunligi birga teng bo‘lsa, uni birlik vektor yoki on
deyiladi.

0 ‘zaro parallel, bir tomonga yo‘nalgan va uzunliklan teng
bo'lgan a va b vektorlar teng vektorlar deyiladi va a= b
belgilanadi (1-rasm).
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1-rasm.

Shunday qilib, bitta aylananing markazidan chiquvchi turli
radius vektorlarning uzunliklari teng, ammo yo‘naiishlari har xil
boMganligi uchun ular teng vektorlar emas (2-rasm).

D

2-rasm. 3-rasm

Shuningdek, 3-rasmdagi AB va CD vektorlar ham o‘zaro teng
emas. AD va 5 ? vektorlar teng: AD = LLP.

Tekislikdagi A(x0, y0) va B(xIf yX), (fazodagi A(x0, y0,z0),
B(xu ¥X, zx) nugtalarjjchun (xx- x0; yt - y0) ((xx- x0; yt -
). zi —z0)>giymatlar AB vektoming koordinatalari deyiladi:

= (xt - x0; yx- y0)
e MB=" ~ XO>VY1-Y0; *1L- ZO}

Vektoming koordinatalari soni uning o'lchovi deyiladi.
Masalan, a(a; P)-2-o ‘Ichovli vektor; a(a; P; Y)-3-o0‘Ichovli vektor;
a(@>02;..., On)—w-oMchovli vektor.

m K 7erter xofaiigi n ta turdagi gishlog xofalik

uoti etishtiradi. Jumladan, 1-turdagi mahsulot Xx- tonna, 2-
i-shiok' ™ahsulot *2' tonna>va hokazo. Bu holda fermer xo‘jaligining
gitét%a qé‘%{s% umkladaSh rini® ; A ... xn)~w*o‘Ichovli vektor

KOOH! ®P 1 0» M(4; 2; 7) nugtalar berilgan. AB vektor
"matalarimanigfang va vektor modulini toping.

oxirgiT «S % Emoa:n>(fék~tocr:ﬁ123(:ju%i (qu'iJn?Iigi)%n?né%oshzlén@‘ich va
8 nUqtaiari orasidagi masofaga teng:
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\AB| = y]S2+ (—2)2+ 62= V76 = 2V19.

Bitta to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chizigda yotgan a
b vektorlar kollinear vektorlar deyiladi:

a Tt b- biryo‘nalishli vektorlar;

allb —garama-garshi yo‘nalishli vektorlar;

a 1 fi- umumiy holda, parallel vektorlar (o'zaro yo'nalishi
ko'rsatilmagan hoi).

Bitta tekislikka parallel bo'lgan uchta va undan ortiq vektorlar

to'plami komplanar vektorlar deyiladi. Jumladan, bitta tekislikda
yotgan vektorlar komplanardir.

3-8. Vektoming o‘qdagi proeksiyasi

AB vektor / o‘q beriigan bo'lsin (5-rasm). A va B nugtadan /
o‘qqa perpendikulyar tushiramiz. Bu nugtalaming | o'gdagi
proeksiyasini mos ravishda Ax va Bx orqgali ifodalaymiz.

4-rasm. 5-rasm

AXBXkesmaning uzunligi a vektoming | chiziqdagi proeksiyasi
deyiladi va prda = puAB kabi belgilanadi. Agar A1B1 vektoming
yo'nalishi Ining yo'nalishi bilan birxil bo'lsa, a vektoming lo'qdagi
proeksiyasi AXBXning uzunligiga teng: prta = \AXBX (5-rasm), aks
holda prta ~ - \AXBX| (4-rasm).

a vektomi parallel ko‘chiramiz va parallel ko'chirish natijasida
uning boshlang'ich nugtasi Ax nugta bilan ustma-ust tushsin. U holda
a vektor / to‘g‘ri chizig bilan a burchak hosil bo‘lib, bu burchak
vektoming / to“g‘ri chiziqga nisbatan ogHsh burchagi deyiladi.
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M vektoming | o‘qdagi proeksiyasini quyidagicha ifodalash

niufflkin. prra = \a\ ecosa (D

d=(ax, Jpi1*) ye” or koordinatalari bilan berilgan bo‘Isin (6-

Y Aagar a, (LY lar mos ravishda a vektoming Ox, Oy, Oz
~enUriea nisbatan og‘ish burchaklari bo'lsa, u holda

aHa\'C°sa, ay=\a\ mcosfi, a”\d\-cosy )
tengliklar o ‘rinlidir. COSa, COSP, COSY - a vektomingyo (haUiruvchi
kosinuslari deyiiadi:
coslta+ cos2? + cos*y —1-
Proeksiya xossalarini keltiramiz:

1) pra=\a\-cos(p, bu yerda fp=ab\
2) pr-(JlTa+"b)=Aprra+"ipr-b, x va L, - ixtiyoriy sonlar;
3) teng vektorlaming proeksiyasi ham teng bo‘ladi.

4-8. Vektorlar ustida arifmetik amallar

yiS4 n Nu {“~ i ezt ;a*? va” P,; P2 e’ Py) vektorlar
-+ mos k°°rdinatalari yigMndisidan tashkil topgan

“4 «i+ Pi; 02+ P2, . . On+ Pn) - a-oMchovli vektorga aytiladi.

Vektorw' Q- va M Pi; P2; p3) vektorlar berilgan boMsin.
y>g uidisi va ayirmasini topish uchun “parallelogramm
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goidasi” dan foydaianish mumkin (7-rasm). Parallelogramm tomon

lari 3 va b veklorlardan iborat bo'lsa, vektorlar yig‘indisi va ayirmas|
* mos ravishda parallelogramm diagonallarini tashkil etadi.

7-rasm.

Vektorlar yig‘indisini quyidagi masala yordamida tushunti-
ramiz. Faraz qilaylik, agrofirma tarkibida 2 ta fermer xo'jaligi
mavjud. 1-fermer xo'jaligi joriy yilda 400 tonna paxta, 210 tonna
g'alla, 70 tonna sabzavot mahsulotlari va 30 tonna poliz mahsulotlari
yetishtiradi. 2-fermer xo‘jaligi esa 320 tonna paxta, 230 tonna g'alla,
80 tonna sabzavot mahsulotlari va 50 tonna poliz mahsulotlari
yetishtiradi. 1-fermer xo'jaligining joriy yildagi qgishlog xo'jaligi
mahsulotlari ishlab chigarish hajmini a=(400; 210; 70; 30) vektor, 2-
fermer xojaligining gishlog xo'jaligi mahsulotlari ishlab chigarish
hajmi b={ 320; 230; 80; 50) vektor yordamida ifodalash mumkin. U
holda agrofirmaning yillik gishlog xo'jalik mahsulotlari ishlab

chigarish hajmi a va b vektorlar yig'indisidan iborat bo'ladi:
a + 6=4720; 440; 150; 80).

(-ai; -ar, ...; -an) vektor a=( ai; a? ...; an) vektorga garama-
garshi vektor deyiladi va -a kabi belgilanadi (8-rasm). Demak,
a+(-a)=0.

Ikki vektoming ayirmasi garama-garshi vektorlar yig'indisi
orgali aniglanadi:
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Agar 1> 0 bo‘lsa, Oa vektoming yo‘nalishi a vektoming
‘nalishi bilan ustma-ust tushadi (8-rasm), aks holda, ya’ni 4 < 0
bo'lsa, a vektor yo'nalishiga garama-garshi boMadi.

Agar yuqgoridagi keltirilgan masala bo'yicha 1-fermer xo‘faligi
ishlab chigarish hajmini 2 martaga oshirsa, u holda vyillik ishlab
chigarishning yangi rejasi vektor ko‘rinishida quyidagicha
ifodalanadi:

20=(800; 420; 140; 60).

2-misol. Agara =(1; -2; 3) vab =(-5; 3; -1) vektorlar
berilgan bo‘lsa, d + 2b vektor uzunligini toping.

Yechish. ¢ = a + 2b belgilash kiritamiz, 2b = (—0; 6; —2).
cC=(1-10; -2 +6;3-2)= (-9; 4, 1).

let=/(-9)2 + 42+ 12=V98 = 7V2.
) I\_/ektorlar ustida kiritilgan amallarga nisbatan quyidagi xossalar
o‘rinli:

1.a + b~b+a (kommutativlik xossasi).

~b+c)=(a+b)+c (assotsiativlik xossasi).

co + aa+ab (a+p) a=aa+pa (distributivlik xossasi).
5+ (P-a)=a W -a.
) *o* K vektorlar uchun quyidagi shartlar baiarilsa, ular
“oordinata bazislari deyiladi:
yotsa= *\ECtOr  °‘g>da, / vektor Oy o‘gida. K vektor Oz o‘gida

bolsa- I I~ vettoriar ° ‘z 0‘gida musbat tomonga yo‘nhalgan
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3) N =1, ¥1= 1valfc|] = 1, ya’ni ularbirlik vektorlar bo“|s,
Ixtiyoriy a = (ax;ay;a2) vektomi ij, K bazis bo‘yicha yoyjj,
Inumkin (9-rasm), ya’ni

d axi+ Oyj+ azk. m\
X A
Kik /
X
9-rasm.

3-misol. A(3; -2; 5), B(1; 4; 8) nugtalar mos ravishda AB
vektoming boshlang‘ich va oxirgi nugtalari bo‘lsin. AB vektoming i,
/, Kbazis bo'yicha yoyilmasini va yo ‘naltiruvchi kosinuslarini toping.
Yechish. AB vektoming koordinatalarini aniglaymiz:
AB = (1- 3;4-Jr-2))8- 5) = (-2;6;3).
4) formulaga koia, AB vektoming /, j, K bazis bo'yic
yoyilmasi:

AB = -2i + 6/ + 3k.
3-paragrafdagi (2) formuladan foydalanib, yo-‘naltiruvchi
kosinuslar giymatini topamiz:

la| V4 + 36+ 9 7"
Ta‘rif. Kamida bittasi noldan fargli bo‘lgan shunday

J¥sonlar mavjud bo‘lib, ular uchun
&K = 0



ofjnii boMsa, at,a2,...,ak vektorlar sistemasi chizigli

bogti4 ey
b —XxU\ + X2d2 ~ Akak

vektor fli, «2*—»ak vektorlarning chizigli kombinatsiyasi deyiladi.
V  Vektorlarning chizigli kombinatsiyasi fagat AX= A2 = eee =
_ 1 =0 bo‘lgandagina nolga teng bo‘lsa, u holda av a2, ...,ak
vektorlar sistemasi chizigli bog'ligmas (yoki chizigli erkli) deyiladi.
Teorema. ax,a2,—ak vektorlar sistemasi chizigli bog‘lig
bo“lishi uchun shu vektorlar sistemasidagi kamida bitta vektor golgan
vektorlarning chizigli kombinatsiyasiga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir.
4-misol. a- (3;-2; 5) va b=(4; 1, -2) vektorlarning
X =2, X2= 3 koeffitsiyentlar bilan chizigli kombinatsiyasini
toping.
Yechish. Ta'rifga binoan, ¢ = Xld + X2b vektomi topish
mumkin.
1) Xxa= 2+(3;-2;5) = (2+3;2+(-2); 2+5) = (6; -4; 10).
2) Xb=3¢(4;1;-2) = (3w 31;3+(-2)) = (12; 3;- 6).
3) Xxa+ XD = (6; -4; 10) + (12; 3;-6) = (18; -1; 4).
C=Xa +X2b= (18; -1; 4).
5-misol. a = (3;l) va b= (—1;4) vektorlarning chizigli
bog‘ligmasligini isbotlang.
Ta’rifga binoan, Xxa + X2b —O0 vektorli tenglikni
osi gilamiz. Chizigli kombinatsiyaning Xxva X2 koeffitsiyentlarini
«g ash uchun vektorlar o*miga ularning koordinatalarini go‘yamiz:
T- ... Ni(3; 1) + A2(—1;4) = 0.
veltn 1, cMaP gismida Aj va X2 koeffitsiyentlarini mos
r arga ko‘paytib, ularning yig‘indisini topamiz:

CVektoria * (1Al 7 A I) S)
bo'lich; 1 bo“lishi uchun ularhing mos koordinatalari teng
Ishlkerak.Shusababli
f3A] —A2 = 0,
Ui +4A2=0.
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Sistemadagi ikkinchi tenglamadan  ning A2 orqali ifodasini
topamiz Ar = —442 va bu ifodani ikkinchi tenglama qo‘yamiz-
3¢(—4A2 —2= 0,
—12A2-A42= 0.
2 = 0 bo'lganligidan = 0 kelib chigadi.
Shunday qilib, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi fagat
Xr=0va S = 0 giymatlarda nolga teng bo’ladi.

Demak, a va b chizigli bog‘ligmas vektorlardir.
5-8. Ikki vektoming skalyar ko‘paytmasi

Vektorlarning bu operatsiyasi bizga boshlang‘ish maktabdan
ma’lum. Talabalar ham har yili yangi o ‘quv yili boshlanishida o‘quv
qurollari sotib olishda, bevosita ushbu ko‘paytmadan foydalanadi.
Kundalik mahsulotlar xarid qilishimizda ham ushbu vektorlar
operatsiyasidan foydalanamiz.

Talaba yangi o‘quv vili boshlanishidan awal, o‘quv jarayoni
uchun kerakli o'quv qurollarini sotib oladi. Masalan, talaba
do‘kondan daftar, galam va ruchka sotib oldi. Ushbu jarayonda talaba
ikkita vektordan foydalandi: a=(7; 2; 3)- miqdor vektori (7 ta daftar;
2 ta qalam; 3 ta ruchka), b=(2000; 300; 1000) - narx vektori (2000 -
daftar narxi; 300 - galam narxi; 1000 - ruchka narxi). Sotuvchiga
borishdan avval, talaba sotib olayotgan o‘quv qurollarining umimiy
narxini mustaqil xotirada hisoblaydi:

72000 + 2 +300 + 31000 = 17600.

Xotirada hisoblangan 17600 so'm vektorlar amali, ya’ni ikki
vektoming skalyar ko ‘paytmasini tashkil giladi.

Demak, vektorlarning skalyar ko'paytmasi, o'zimiz bilmagan
holda, igtisodiyotda eng ko‘p ishlatiladigan matematik operatsi-
yalardan biridir.

3 va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb, shu vektorla
uzunliklarining ular orasidagi <p burchak kosinusi ko ‘paytmasiga
aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

a mb=\a\ «|b| -cos"p. (5)
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(5) formulaga asosan, o‘zaro perpendikulyar bo'lgan birlik
vektorlaming skalyar ko ‘paytmasini hisoblaymiz:

i *f= IH*Ul *cosO0 = 1mlL*1 = 1;
J 9 =111 cos0° = 1; k-k= \k\- \k\ ecosO0 = 1;
i j = \Hm/lecos90° = 1-1-0 = 0; i .k = 0;/ mft= 0.

Koordinatalari bilan berilgan a = axi +ayj + azk va b=
bxi + by] + b2k vektorlarning skalyar ko'paytmasini topamiz:
asb = (axi + ayy + azk) m(b*E + + bzk ) =
= axbx(i <0 + axby(i /) + axbz(i «ft) +
+aybx(j m0 + ay6y(/ /) + aybz(J ft) +
+azbx(k <0 + azby(k w/) + azbz(k ft) =
= ax *bx +ay by + az bz,

Demak, a (o,; a2, b (bx; by, bz vektorlaming skalyar
ko'paytmasini ulaming koordinatalari orgaii quyidagi formula
yordamida aniglash mumkin:

a'b =ax-bx +ay 'by +az -bz. (6)

Tomonlaii @, b va ¢ ga teng bo‘lgan uchburchak (10-rasm)
uchun kosinuslar teoremasini keltiramiz:

a2+b2~2 a-b‘Cos<p=c2. (7)

Agar uchburchak tomonlari uzunliklarini mos vektorlar

Aunlildariga a = |a|,b = |bj,c = |a - f¢] tengbo‘lsa,(7)formula-

g IKIbngo* ng tomonlnllQ\Jadlraflgggss%ramlz“ *1Z

™M+ E| _ 2e|a] ¢|b| mos<Pp = |a|2 + \b\2- 2+a <h.



0 ‘ng va char tomonlardagi o‘xshash hadlami gisqartiramiz va
tenglikni -2 ga bo‘lamiz. Natijada (5) formula hosil bo‘ladi:

o \a\ mbj ecos<p—a *h.

10-rasm.

(5) va (6) formuialardan a va b vektorlar orasidagi burchak
kosinusi aniglanadi:
QD=1 4 = — «?"-+aYbYHa*b* (K
ia|** Jax2+ay 2+az2 Jbx2+by2+hbz?2

6-misol. Ushbu a=(1l; -3; 4), b=(2; 1; -1) vektorlarning skalyar
ko ‘paytmasini toping.
Yechish. (6) formulaga ko‘ra,
a-5=1"2+ (-3) e1+ 4+(-1) = -5.
7-misol. d=(6; -4; 3), b-(b; -2; -4) vektorlar orasidagi
burchakni hisobiang.
Yechish. (8) formulaga ko‘ra,
me,.= ag = 6-3+(-4)(-2)->-3(-4) = 14
\Y laijb] V36+16+9-V9+4+16 VI769°
Skalyar kodaytmani ushbu masalada tushuntiramiz. Faraz qi-
laylik, supermarketda kartoshka 1000 so‘m, pomidor 3000 so‘m va
bodring 2000 so‘mdan sotilgan boMsin. U holda bu supermarketda

narx vektori 5=(1000; 3000; 2000) ga teng. Agar xaridor 3c=(xi; x2;
x3) gishloqg xojaligi mahsulotlari to‘plamini xarid gilmoqchi bo‘lsa,
ya’ni Xi kg kartoshka, xr kg pomidor va x3 kg bodring, u holda narx
vektori S va X ning skalyar ko‘paytmasi
S «x=1000x+3000x2+2000x3 xarid gilingan mahsulotlar to ‘plami
uchun sarflangan pul migdorini ifodalaydi.

Xaridor kartoshka, pomidor va bodring uchun oila byudjetidan
Q=50000 so‘m sarflashni rejalashtirgan bo‘lsa,
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X <
tengsizlikni yoki xaridoming gila byl%jeti imkoniyati bo‘yicha fagat
1000xi+3000x2+2000x3~50000

lengsizlikni ganoatlantiruvchi gishloq xofaligi mahsulotlari to‘p'a-
mini xarid qilishi mumkin.

Skalyar ko \paytmaning xossalari:

. ae<b=bm;

2c.a.'(b+£)=a‘b+d-S;

3°. Aamb=d *JB=AAm(a *b);

4°.d lbbo‘lsa, d'b ==£\d\ «|b|.

Xususan, d -a = |a|2

5°.am0=Q<>at+b(a* 0,Kgto)

6°. a m=|d| Prg b=\b\ «Prg 3.

8-misoi. Agar |d| = 3,|b| =4 va = (ab) = 60° hboMsa,
3a —5b vektor uzunligini toping.

Yechish. 3a —bb = c¢ belgilash kiritamiz. U holda vektoming
uzunligi

Ic| = |3d - 5b| = J(3d - 5bf = J9aj2- 30ab + 25|b|2=

=J81- 30 +Ja|lbjcos® + 400 = V81 - 180 + 400 = #/30T.

9-misol. X ning ganday giymatidaa = (3; -2X; 7) va b=
(*; 4;5) vektorlar perpendikulyar bo‘ladi?

Yechish. Vektorlarning skalyar ko'paytmasini topamiz:

ab =3-X +(—2x) M+ 7 5= 3x- 8x+ 35=-5x + 35.

Vektorlar perpendikulyar bo‘lsa, u holda ularning skalyar

ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi. Shuning uchun
—SX+35=0=>x=T1.

Demak, agar X —7 bo‘lsa, uholdaa l b .

10-misol. Agar a=3p+f, b=2p—f, |p| =3 |r| =4,
v ~ (P'HO = j bo‘lsa, a *b ko‘paytmani toping.

Yechish. a va b vektorlar o‘miga ularning chizigli
kombinatsiyasini go‘yamiz:



mb=(3p+r)m2p-r) =6pep+ 2A*ep—3per- rer.
Skalyar ko‘paytmaning xossalariga ko ‘ra:
pwP=rep, pep = [p|2
U holda,
BeS =6|p|2- pef - |r|2=6jp|2- \p\e|r|cos™ - [j*2.

a-/b =6*32-3 ‘4 -COS’(\)—42 = 54 —12 -’I; - 16 = 32.

11-mLsol. Agar "a= 2p + 3r, |p| = n/2,|r] = 3, P= -
(p,r) =~ bo‘lsa, \d\ ni toping.

Yechish. Ma’lumki, |a] —y/\a\2= Va*a. Misol shartidan
foydalanib a ¥4 ko ‘paytmani topamiz:
d-a= (2p + 3r)-(2p + 3r) = 47"-p + 127°-p +r-f.
Skalyar ko'paytma xossasiga ko‘ra: p *p = |p|2, r er = |12
U holda
am = 41p|2 + 12|p| mjflcos™> + \f\2

a-a=4+(V2) +12 ¢V2e3 ecos—+ 32 =

n2
=4-2+12*V2-3'y +32=8+ 36+ 9 =53

la| = V53.
12-mLsol. Agar |pj = 3,|r| =4, = (p,f) =" bo'lsa,
€ ning ganday giymatida a =p+ £r, b —p —r vektorlar
perpendikulyar bo'ladi.
Yechish. a =0 <>a L b (a £0,b w0). 5 b ko'paytmani
topamiz:
3wi=(p+rr)e(p—) =pep+(s- 1)rm- £rer.
ae6=|pR+ (e—I)|p| *\cos(p - e\f\2
am= 32+ (c—1)*34c0s60° - £ M2
0=9+ (f-1)6——*16=-10f+ 3.
Demak, £ =" gatengbo'lsa, dxab vektorlarperpendikulyar
bo'ladi.
Skalyar ko'paytmaning fizik ma'nosi. Biror F kuch ta sO
ostida moddiy nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha harakat gilsin, bun



lining yo‘nalishi harakat yo‘nalishi bilan bir xil bo‘lsin. Moddiy
ma /i nugtadan M: nugtagacha ko‘chganda F kuchning bajargan

"hi quyidagi fonnula (skalyar ko*paytma) yordamida aniglanadi:
A=P$, (9)

AN

luyerdaf = MrM2 m
13-inisol. Bir nugtaga Fx = 3?- 4/+ 5fc, 2= 2i +/ —4k va

J- --1+ 6] + 2Kk kuchlar go‘yilgan. Ulaming tengta’sir etuvchi P
kuch go'yilish nugtasi to‘g‘ri chizigli harakat gilib, M1(4,2,-3)
nugtadan M2(7,4,1) nuqtaga o‘tganda, P kuch bajargan ishni

hisoblang.

Yechish. Ravshanki, P —Pr + 2+ P3 = (4; 3; 3). B=
Mjl2= (3;2;4). U holda P kuch yordamida bajarilgan A ish (9)
formulaga ko‘ra aniglanadi:

A=P-5=4-3+3'2 +3-4=230(/).

14-misol. P kuch vektorining moduli 6 (kg) ga teng. $ ko‘chish
vektorining uzunligi 7 (m) ga teng. Faraz gilaylik, P kuch 5
ko'chishga nisbatan p—60° burchak ostida ta’sir etmogda. P kuch
bajargan ishni hisoblang.

Yechish. Skalyar ko‘paytma ta’rifiga binoan,

A=PEE=|#|.|£]|.Qp- 6.7 .cos600= 42 «i = 21(kGm).

6-8. Vektor ko’pavtma

vekt ~ Va ~ vektorlaming vektor ko‘paytmasi deb, shunday c
Qrgataytiladiki, u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:
1) ? vektoming moduli a va b vektorlardan yasalgan
efogramm yuziga teng bo'ladi, |*[=]|a| *[fe] *Sin<P ;

APendikiyr 1™ A A vektor parallelogramm  tekisligiga

o\ y A"
y “* 'c \ektorlar 0‘ng bog‘lam tashkil etadi.

r  paytma [a, j5] yoki ax b kabi belgilanadi:
[a,b]=cCc yoki axb=2

147



Ta’rifga binoan, o'zaro perpendikulyar bo‘lgan birlik
vejctorlaming vektor ko ‘paytmasini topamiz:
Uxil = |f| *U| -sinO0=1-10 = 0;
ixi=0;/ X] =0; KXK=0;
i Xy=K;, Kxi =/; jfxfc=1.
Koordinatalari bilan beriigan &= a™t + ay/ + azk va
b= + by + bzk vektorlarning vektor ko ‘paytmasini topamiz:
axb = (a*t£ + dyj + azfc) x £+ by] +bzk) =
= axb*(f x i) + axby(i xj) +axbz(i x fc) +
+Ciybx(j x 0 + Oyfey(/ x /) + aybz(j x fc) +
+azbx(k x i) + azby(k x/) + azbz(k xk) -
= axbx w0 + a,.by efc+ axbz(-j) +
+aybx(-fc) + Oyfey <0 + aybz mi +
shazbx 'J + azby( i) + dzbz w0 =
— ([ctx by — dy ebx)k + (azbx —uxbz)/ + (Oybz — azby)i.
Qavslar ichidagi ifodani determinant orgali ifodalaymiz:

Determinantning xossalariga ko‘ra, 0‘ng tomondagi yig‘indi
uning yo‘l bo'yicha yoyilmasini ifodalaydi.

Demak, a(ax; ay; a9 va b(bx;, by; bz vektorlarning vektor
ko'paytmasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

(10)

Vektor Ko 'paytmaning xossalari:
1I°.axb=-(bXa);

2°.ax(b +c)=axb +axc;
. (a+b)xc=axc+bxcg;
4°. faxb=axXbo=4de(axb);
5°.axa=0;

6°.aXb=0 <>anb
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a va b vektorlardan yasalgan parallelogramm va uchburchak
,»j inos ravishda quyidagi formulalar yordamida aniglanadi (I1-

iiisiii):
- R — <12>
15-misol. a=(-2; 0; 1), b=(l; 4; 3) vektorlardan yasalgan

parallelogramm yuzini toping.
Yechish. (10) formulaga ko‘ra

*
axbs= _«2 {) 1 =/ —8lt—4?+ 6/ = —4?+7j —8Kk.
1 4 3
(M) formuladan parallelogramm yuzini topamiz:
Spar = N XE| = /(-4)2+ 72'+(-8)2 = VI29.

Il-rasm.
16-»nisoL Agar a =p —3f, b =2p+9f, |p|=2,|r] = =
*N ~ (p#0 = 135° bo‘lsa, Ja x b| ni hisoblang.
Yechish.a x b = (p - 3f) x (2fi +9f) =

Vektnr~» * PAY 9P x r) —6(r Xp) —27(11 Xr).
I Ko paytma xossalariga ko‘ra
L?2XPp =o0. ?2xp =-(px?].
fe Xb| = |15(p xr)| = 15]|p||f|sInI35° =
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*
= 15%2- 302« V2 = 90,

3 la x S| = 90.
17-misol. Uchlari A(2; 2; -1), B(I; 3; 0), C(l; 0; -1) nugtalarda
tt:)OpI\i/lnggan uchburchak yuzini va B uchidan tushirilgan balandlibr
Yechish. Quyidagi vektorlarning koordinatalarini anigjaymi2.
JEP=<-1; 1; 1), N?=(-1;-2;0).
Vektor ko ‘paytmasini hisoblaymiz:

* J K
ABXAC= .1 1  =-j+2k+k+2T=2T—J+ 3jt
1 -2

Vektorlar uzun iklarini topamiz:

\AB XA?1=V22+ C-1)2+32=VI4,
MC|=V (-1)2+ (-2)2 + 0 = V5.

Natijada =\\UBxA?\=";

balandlik hg = 7] W = AE

Vektor ko'paytmaning tadbiglarini mexanika va fizikaga doir
masalalarda keltiramiz:
l. Mexanika kursida gandaydir gattiq jismning qolzg‘almas

nugtasiga nisbatan P kuch momenti deb ataladigan vektor ushbu
formuladan aniglanadi (12-rasm):

momOF = ON xF. (13)

2. Qo‘zg‘almas o‘q atrofida cJburchak tezlik bilan aylanayo
gan nuqgtaning chizigli Vtezligi shu nugtaning R radius vektori va "
burchak tezlik vektorining vektor ko'paytmasi bilan aniglanadi: V=
aiXR.
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18-misol. A(0; 2; -1) nugtagaP = (2; 3; 1) qo‘yilgan. B(l; 1, 2)
nugtaga hishatan F kuch mometining giymatini va yonalishini aniglang.
Yechish. (13) formulaga asosan momOF = BAx F. BA
vektor koordinatalarini  aniglaymiz: BA = (-1; 1;-3). (10)
formulaga asosan
— U B
momOF= _i 1 _3 =10?- 57- 5K
2 3 1
TorwP = VIO2+ (-5)2+ (—5)2 = 5V6.
momOF vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini aniglaymiz:
10 2 1 1

CM* =i7l=vr Lmrnnar

7-8. Ucb vektoming aralasb ko‘paytmasi

a.bvac vektorlaming aralash ko‘paytmasi deb, a- (b x6)
ifodaga aytiladi.
Agar vektorlar koordinatalari bilan berilgan boMsa, u holda
aralash ko‘paytma
ax day
a-(bxc) = bx by K (14)

X oy
formula orqaii topiladi.

Aralash ko paytnuiningxossalari
°a (6x?) =-d (cxS).
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BD = K B*
K<*cffitsiyentlarn
koordinatalarini

2= ~
0=n,H

-2 = ~6/Ir

Demak, BL

1. Oxiri (I;
bosh!ang‘ich nuq
2.a= (12
hisoblang.
3.aval/?ni
al —6j + 2k vel
4. |d| = 11
hisoblang.
5. Uchburcl
uchlari berilgan. 1
6. n=4{21
shartni bajaruvchi
7. Agar /| =
chizigli harakatda
kuch gancha ish b

8. avab vel

1M = 5 bo‘lsa, |5
mvano*
a=m-
parallelogramm vyi
100 a~ 3(
Parallelepiped yas
n* [1(2-
nUgtalarning bir te



r4> r rr "1
0 =x14+y-1 +z 1

<2, X -K
Ma’lumki, vektorlar ustida chizigli amallar koordinatalari bo*
yicha bajariladi, vektorlar teng bo’lishi uchun mos koordinatalari
teng bo‘lishi kerak. Yuqoridagi vektor tenglikni koordinatalar bilan
chizigli tenglamalar sistemasi ko‘rinishida ifodalash mumkin:

X+y+z =4,
X-y+1z =0,
X-y-z =2

Chizigli tenglamalar sistemasini biror usul yordamida yechamiz

va noma’lum koeffitsiyentlami aniglaymiz:
X =3, y =2, z —1.

Natijada d vektoming {a,K,£} bazis bo‘yicha yoyilmasi

quyidagi ko'rinishda bo’ladi:
3=3d+:b-T.

21-misol. A{1; 2; -1), 5(0; I; 5), C(-l; 2; ) va 4 2; 1; 3
nugtalarning bitta tekislikda yotishini tekshiring. BD vektoming BA
va WC vektorlar bilan chizigli ifodasini toping.

Yechish. Agar BA, WM va BD vektorlar komplanar bolVka,
nugtalarning bitta tekislikda yotishi ma’lum boMadi. Vektorlarning
koordinatalarini aniglaymiz:

BA=(1;1;-6),BC = (-1; 1;-4),BD = (2;0; -2).
Yugorida keltirilgan ta’rifga ko'ra, agar d,bv(ic vektorlar
komplanar bo‘lsa, u holda abc —0 boMadi. BA,IIC,BD
vektorlarning aralash ko‘paytmasini hisoblaymiz:

- 11-6
BABCBD— -1 1 -4 =0 =
2 0-2

= BA, BC, BD - vektorlar komplanar.
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BD = ArBA + JPBC chizigli kombinatsiyadagi At va A2
koeffitsiyentlarni aniglaymiz. Tenglamadagi vektorlarning mos
Jwrdinatalarini tenglashtiramiz:

Co=n+n2 T2 2up ™ p=1
2= —6AX—4n2>
Demak, BD —BA —F?.

Mustagqil ishlash uchun misollar

1. Oxiri (1;-1;2) nugtada boMgan d = {2; —3; —1} vektoming
boshlangMch nugtasini toping.

2. = {12; —15; —16} vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini
hisoblang.

3. a vaj? ning ganday giymatlaridaa = -2i + 3J + +fik, b =
al-6j + 2k vektorlar kollinear boMadi?

4. |d| = 11, j€| = 23 va \a—h| = 30 berilgan. |d + b]| ni
hisoblang.

5. Uchburchakni /1 (-1;-2; 4), ff(-4;-2;0) va C(3;-2; 1)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi ichki burchagini aniglang.

6. a = {2;l;-1} vektorga kollinear boMgan va xa =3
shartni bajaruvchi X vektomi toping.

7. Agar / = {3;—2; —5} kuchning go‘yilish nuqtasi to‘g‘ri
chizigli harakatda >4(2; —3; 5) dan 5(3; —2; ~1) holatga ko‘chsa, bu
kuch gancha ish bajaradi?

S.avab vektorlar p= ” burchak tashkil etadi. Agar |a| = 6,
M- 5bo'lsa, [d x b\ ni hisoblang.
9. m van o‘zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar

AN=m+2n va b=m+n vektorlarda jasalgan
Parallelogram™ yuzini toping.
Parallel* . ® + 4/, o= ~3/+ K, ¢ —2i +5k vektorlardan
eptped yasang hamda uning hajmini hisoblang.
nuqtalarndig: s disliklia I)%(%%ﬁzlﬁlliocrggti%g.) va XK =0:-6)
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VII BOB. FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

I-8. Tekisiikning umumiy tenglamasi

Faraz gilaylik, MO(x0,y Qz0) nugta N(A,B,C) vektorga per-
pendikulyar bo‘lgan a tekislikka tegishli bo‘lsin (1-rasm). a tekislik
nugtalar to‘plamidan iborat bo‘lgani uchun, undan ixtiyoriy
M(X,Y,z) nugtani tanlaymiz. Af0 nugtadan M nugtagacha vektor
yo‘naltiramiz:

MOM = (x - x0;y -y 0;z —z0).

Farazga binoan fJ 1 MOM, u holda skalyar ko‘paytma xossasiga

ko‘ra,

Aemmm = o.
Ko*paytmani vektorlar koordinatalari orgaii ifodalaymiz:
A(x —a) + B(y —y0) + C(z —20) = 0. @

Hosil bo‘lgan tenglama berilgan nugta orgaii o‘tuvchi va berilgan
vektorga perpendikulyar tekislik tenglamasidir.

+Z

s

1-rasm.

(1) tenglamada qavslami ochib chigamiz va
-Ax0—By0—Cz0 belgilash kiritamiz:
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Ax+By+Cz+ D=0 2
(2) tenglama fazoda tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

N(A B, €) - tekislikning normal vektori.
(2) tenglama koeffitsiyentlariga binoan tekislikning xususiy

bollarini garaylik.
1°. Tenglamaning barcha koeffitsiyentlari noldan fargli boMsin.
Tekislik tenglamasini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
4 +4 +4 = 1yoki "+*+"=1 (3
A B
(3) tenglama tekislikning o‘glaidan ajratgan kesmalar bo'yicha

tenglamasi deyiladi (2-rasm).

2°.A—0 =*By + Cz+ D= 0. Tekislik Ox o‘giga parallel
bo'ladi (3-rasm). Xuddi shuningdek, Ax + Cz + D = 0 tekislik Oy
o‘giga parallel (4-rasm), AX+ By + D=0 tekislik Oz o'giga
parallel bo‘ladi (5-rasm).

3. D—0 =Ax+By+ Cz=0. Tekislik  koordinata
boshidan o‘tadi (6-rasm).

4°, By + Cz —0,A = 0,D = 0 tekislik Ox o‘gi orgali o‘tadi.
Xuddi shuningdek, Ax + Cz = 0 - tekislik Oy o(gidan o‘tadi, AX +
By - 0 - tekislik Oz o‘gidan o'tadi (7-9-rasmlar).






6-rasm.

ffo i
nem'i y aa+ D~ ° tetcisl’k °YT tekisligiga parallel boladi (10-
rasm) r T 1shuningdek, By + D = 0 tekislik Oxz tekisligiga (11-
rasm)y Z tekislik Oxy tekisligiga parallel boMadi (12-
60
X ~0,y =0, z=0- koordinata tekisliklari tenglamalari.



9-rasm.
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11-rasm.

1-misol. 12x + 15y + 20z - 60 = 0 tekislikning koordinata
o‘glaridan ajratgan kesmasini aniglang.
Yechish. Ozod hadni tenglamaning o ‘ng tomoniga o'tkazamiz
(13-rasm):
12x + 15y + 20z = 60.
Tenglikning har ikki tomonini 60 ga bo'lamiz:

Xy z
5 + 4+ 3
a=>5, b = 4, c =3
12-rasm.
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13-rasm.

2-misol. Tekislik Af(6; —10; 1) nugtadan o‘tib, abssissalar
o‘gidan a = —3 va applikatalar o‘gidan ¢ = 2 kesmalar ajratadi. Bu
tekislikning koordinata olglaridan ajratgan kesmalar bo‘yicha
tenglamasini tuzing.

Yechish. (3) tenglamz;l?a ko‘ra

y z n
-3+6+2~ '

Tekislik M (6;—10; 1) nugtadan o'tganligi uchun uning

koordinatalari yugoridagi tenglamani ganoatlantiradi:
—6 +—10 +}=1 =» b = 4.

Tekislikning koordinata o ‘glaridan ajratgan kesmalar bo yicha

tenglamasi yozamiz:
y 2
Z3+ 724+ 2=

3-misol. Oz o‘qi va M(3;—4;6) nugtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

Yechish. Shartga ko'ra, tekislik Oz o‘gidan o‘tganligi uchun
C = 0,D = 0 bo‘lib, tekislik umumiy tenglamasi 4-xossaga binoan
Ax + By = 0 ko‘rinishda boMadi. Bu tenglamaga M nugqtaning
koordinatalarini go‘yamiz:
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n
AX +By = 0 = AX +Z,Ay =0
Oxirgi tenglikni A ga gisqartiramiz:
x+21y =0 => 4x+3y =0

Demak, misol shartiga ko‘ra, tekislik tenglamasi 4x + +3y =
0 ko'rinishda bo'ladi.

2-8. Nugtadan tekislikkacha bo'lgan masofa

Beriigan MO(xQy0,zQ nugtadan Ax+By+Cz+D=0
tekislikkacha bo'lgan masofa nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan
masofa formulasi kabi aniglanadi va quyidagi ko'rinishda boiadi:

A _ MxpHilyo+Czp+Pl
d~~.l g~c* W
4-misol.  MO(3;4;2) nugtadan 4x+ 3y + 12z- 9=0
tekislikkacha bo'lgan masofani toping.
Yechish. A- 4, B=3, C= 12, D= -14.
*0 =3, y0 =4, z0= 2. Bugiymatlami (4) formulaga qo'yamiz:
d- #4°3+3,4+12,2~91_39_~
nf42+ 32+ 122 ~13~"
: Demak, beriigan nugtadan tekislikkacha bo'lgan masofa d —3
gateng.

3~8. Beriigan uchta nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi

M Xr=>Yr»2r). M3(x3,y 3,z3) nugtalar beriigan
1 “*u,arbirto'g'ri chiziqga tegishli bo'Imasin. Beriigan Mv M,
3 nugtalardan o'tuvchi tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz.
VaMy'" ~ tekislikdagi ixtiyoriy nugta bo'lsin. Mx nugtadan M, M2
3 nugtalarga vektor yo'naltiramiz (14-rasm):

_J*IM = (x-x1t y - ylt z-12j,



Uch vektorlaming komplanarlik shartiga asosan,
Mjte(M X xMjQ =0.

. x-Jxr( Y—N JzQ-zx

Xr-*\ ¥%-Y: z2-zt =0. ©)

o3 *1 ¥3-M z3~ i

(5) formula berilgan uchta nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasi

boMadi.

5-misol. Mr(0; 2; 1), AR2(4; -1;1), M3(3;2;4) nugtalardan
0 ‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzing.
Yechish. (5) formulaga ko‘ra, izlanayotgan tekislik
x—0 y—2 z—-1
4-0 -1-2 1-1 =0,yoki
3-0 2-2_  4-1
X y—2 z—1
4 -3 0 =0

3
tenglama bitan ifodalanadi. Detenminantni hisoblaymiz:
-9X +9(z- 1)- 12(y- 2) =0,
—Ox+9z—9- 12y + 24 =0,
-9X +9z- 12y +15 = 0.
Oxirgi tenglamani -3 ga boMamiz:
3X+4y- 3z- 5=0.



hosit b ‘loan tenglama berilgan uchta nugtadan o‘tuvchi tekislik
tc?nsé\ak?asidir.
4-8. Ikki tekislik orasidagi burchak.
Xekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari

a\va a2 tekisliklar
at: A\X + B-iv =0, Aj — (Ax» Bj, Ci,

a2 42x + #ry + + & —O» N2 = (A2, B2, Q)
umumiy tenglamasi bilan berilgan boMsin. Tekisliklar orasidagi
burchak ulaming normal vektorlari orasidagi burchak kabi

aniglanadi:

I NtN2 A1A2+BtB2+C1C2 N4
COS <fi — | i ' (®)
"2 Jaja+Blr+clagy aatBsistcan
Agar tekisliklar parallel boMsa, ulaming normal vektorlari
kollinear boMadi, ya’ni

o o= 2=k 0)
shart bajarilishi kerak.
Agar Nt 1 N2boMsa, ya’ni *N2=0 yoki
ArAr + BtB2+ Q=10 (8)

shart bajarilsa, at va a2tekisliklar o‘zaro perpendikulyar boMadi.

6-misol. X +y + V22 + 7 = 0 va z = 0O tekisliklar orasidagi
burchakni toping.

Yechish. Tekisliklar normal vektori
K(l;1;V2), Nz(0; 0; 1).
ormal Vektor koordinatalarini (6) formulaga go‘yamiz:
coSm= 4. 1 0+1-0+V2-1 V2

JI2+12+(V2)2-V0i+0* + |* 2

=+2?=, f«wi = 45",

\q2 = 135°.
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Demak, tekisliklar kesishishi natijasida hosil boMgan burchakl

45° va 135° ga teng. ar
e 7-misol. M(3;2;4) nugtadan o‘tib, 2x —6y —3z +5 q
tekislikka parallel boMgan tekislik tenglamasini toping.

Yechish. Berilgan tekislikning normal vektori koordinatalari
yozamiz: % (2; -6; -3). N(A; B; C) - izlanayotgan tekislikning
normal vektori boMsin. Shartga ko‘ra, M nugtadan o ‘tGvchi tekislik
berilgan tekislikka parallel, u holda (7) formulaga asosan:

2 -6 -3
A% B C=>ﬂ-2,£— 6; C=-3.
Berilgan nuqta orgaii o'tuvchi va berilgan vektorga
perpendikulyar
A(x- x0) +B(y- y0)+ C(z- z0) =0
tekislik tenglamasiga ko'ra:
2{x- 3)- 6(y- 2)- 3(z- 4) =0

Qavslami ochib, tekislik tenglamasini umumiy ko‘rinishga

kehiramiz:
2x —6y —3z + 18 = 0.

f>8 Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
To‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalari

Faraz qilaylik, MQx0,y0,z0) nugta S(n;m;p) vektorga
parallel boMgan | to‘g‘ri chizigga tegishli boMsin. MaMumki, to‘g‘ri
chizig nuqtalar to‘plamidan iborat boMgani uchun, unda ixtiyoriy
M(X,y,z) nugtani tanlaymiz. MOM vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

MOA? = (X ~x0;y - y0;z - z0).

Farazga ko'ra, MOM IS, u holda vektorlaming kollinearlik
shartiga binoan (15-rasm), ularning koordinatalari proporsionaldir,
ya’ni

*~% _Y"M_2~1:20
n m p
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/ o
15-rasm.

1-ta’rif. Ushbu ko'rinishdagi
X-Xp _ ¥Y-Yo _ z-z0

n m p
tenglama fazoda | tog ‘ri chizigning kanonik tenglamasi deyiladi,
S(n,m,p) vektor tog ‘ri chizigningyo naltiruvchi vektori deyiladi.

(9) tenglamani t parametrga tenglashtiramiz:
Zz*myz»m!z+ mt, (teR).
n m p
t parametr yordamida to‘g‘ri chizigning yangi ko‘rinishdagi
tenglamasini yozamiz.
2-ta’rif. Ushbu ko'rinishdagi

X = nt+ x0
y =mt +y0 (10)
Z =pt+z0

feyilad™  S'Stemas' ~toQ ‘ri chizigning parametrik tenglamasi

to<< [ »* ~(3;4; —2) va B(7;5 —5) nugtalardan o ‘tuvchi
g n chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

Yechish. AB vektor koordinatalarini aniglaymiz:

M =<7- 3;5- 4;-5- (-2)) =>AB = (4; 1; -3).
b°y,am; ¥ u " chiziqcheksiz ko‘p nuqtalar to‘plamidan iborat
sifatida U ~ S*U  ~ ~ chiziqga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy nugta
topamiz™*’ nu~tan* tanlaymiz va AC vektor koordinatalarini

167



_AC = (x—=3;y —4;z+ 2).

Ravshanki, AC va AB vektorlar kollinear, u holda ulam'
Tcyordinatalari proporsionaldir. Shuning uchun A va B nugtalar o
o‘tuvchi to‘gri chizigning kanonik tenglamasi 1

X-3 y—4 z+2
ko‘rinishda boMadi. /

Kanonik tenglamadagi har bir kasmi t parametrga
tenglashtiramiz:
(x-3

Zr--t.

Z+2
S-2
Sistemadagi har bir tenglamani maxrajdagi mos songa
ko'paytiramiz va AB to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamalar
sistemasini hosil gilamiz:

X =4t + 3,
ty =t+ 4
= -3C-2.
Natijada, AB to‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalari
topiladi:
X—3 y—4 z+2 (* =4t+3,
= --33-- y = C+ 4,
lz= 3t—2

9-misol. a: x —2y —2z + 4 = 0 tekislikdan M(5; 1; ~
nugtagacha boMgan masofani toping.

Yechish. M nugta va a tekislik orasidagi masofa M nugtadan
tekislikka tushirilgan perpendikulyar uzunligiga tengdir. Bu
perpendikulyar tekislik normal vektori R ga parallel boMadi. a
tekislikning umumiy tenglamasidan normal vektor koordinatalarini
aniglaymiz:

N=(1; -2; -2).
M nugtadan N vektorga parallel to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Uning
kanonik va parametrik tenglamalari quyidagicha boMadi:



3.=-21- 1
a tekislikka perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chizig tekislik bilan
K(X,y, ) nugtada kesishadi. Parametrik tenglamadagi x, y va z ning
t narametr orgali ifodasini a tekislik tenglamasiga qo‘yamiz:
t+5~2(=2t+1)- 2(2t- 1) +4=0,
t+5+4t-2 +4t+2+4 =0,
9t+9=0 =>t=-1,
t ning giymatini to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasiga qo‘yib,
K(X,Y,z) nugtaning koordinatalari aniglanadi:
X—+5—4,
y=-—=2¢-1)+1=3,
~(=2)=«(-1)-1 =1.
Demak, K nugta (4; 3; 1) koordinataga ega.
U holda M va K nugtalar orasidagi masofa

Ne\ =J(4-5Y+ @3- D2+ (- (-1))!
IMK] = 3.
Shunday gilib, M nugta va a tekislik orasidagi masofa d =3 ga
teng.

H Fazoda berilgan ikki nugta orqali o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi

Fazoda Ml (xvy1z1) va M2(x2,y2,z2) nugtalar berilgan boM-
u nugtalardan o‘tuvchi to*g‘ri chizigning kanonik tenglamasini

topamiz. MxAR2 vektor koordinatalarini aniglaymiz:

T “ffri i
° O‘lZﬂcbeks{?Qko ‘p nuqtalayto p! amldgn iborat bo‘lgani
nun tJ T tegisl,li boMgan ixtiyoriy M(x,y, z) nugtani olamiz va bu
8 Mi nugtadan vektor yo‘naltiramiz:

WiM=(*-p y-yt;z- zt).



Ravshanki, MXV va MI M2 vektorlar kollinear. Ikki vekt
parallellik shartiga asosan °rn'ng
*oxi Y-Y\
) o ) *z~*1  Yr-¥Yx z2- 2 ol)
tengliklar o'rinli bo“ladi.
- (11) tenglamaga fazoda befilgan ikki nugtadan o'tuvchito(
chizigning kanonik tenglamasi deyiladi. 8n
10-misol. Fazoda Mx(3; -2;4),M 2(-7; —3;6) nugtalardan
o'tuvchi to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini yozing.
Yechish. Mx nugta koordinatalari xy —3,yt = —2,2x= 4 \a
M2 nugta koordinatalari x2= -7 ,y2= -3,z = 6 giymatlarini (L)
tenglamaga qo ‘yamiz:
X 3 y- (-2) zZ-4
-7-3“-3-(-2)“6-4
natijada
Xx—3 y+2 z—-4
-10 ~ -1 = 2
tenglama hosil boMadi. Bu tenglama beriigan Afj va M2 nuqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasidir.

7-8. Fazoda to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Fazoda har bir to‘g‘ri chiziq orgali cheksiz ko‘p tekisliklar
o0 ‘tkazish mumkin. Bu tekisliklardan ixtiyoriy ikkitasi kesishishi nati-
jasida fazoda to‘g‘ri chizigni hosil giladi. Ushbu kesishuvchi ixtiyo-
riy ikki tekislik tenglamalari birgalikda fazoda to‘g‘ri chizigning
umumiy tenglamasini ifodalaydi. Dekart koordinatalar sistemasida
o°‘zaro parallel bo‘Imagan axva a2tekisliklar beriigan bo'lsin (16-
rasm):
ax:Axx + Bty + Oz + Dx =0,
a2z A+ By + CZ +D2=0.
Tekisliklar o‘zaro parallel bo‘Imagarii uchun ~ ~

tengliklar bir vagtda bajarilmaydi.
Faraz gilaylik, —* —bo'lsin.
Ushbu

N
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rAtx + Bry + Oz + Z4 - O,
\A2x + B2y + C2z+ D2=10
sisicmagafazoda to‘g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

Ma’lumki, bu sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu
yechimlami topish uchun noma’iumlaidan binning tayinlangan
giymatini olamiz. z ga z0 giymat berib, (12) sistemani

(Arx + Bty = —Dt - Ctz0
(A2x + B2y = D2- C2z0 ("
ko rinishda ifodalaymiz. gt~ munosabatni e’tiborga olib, (13)

sistemani Kramer usuli bo‘yicha yechamiz:

I~ ~ CZa fill n1 Pl 00l
1 ~2 Czn B21 -M2 ~D2—-C2zQ\
B 7 YT Ml BN
ft By 2 b21
bele i = 4 ,ymatlarini z0 giymatga mos ravishda x0 va y0 orqaii
chizi Shunday qilib, (12) tenglama bilan aniglangan to‘g‘ri

nu 'l \ Mo(x0,y0,zQ nugta topildi. To‘g‘ri chiziq cheksiz ko‘p
A ® *° Pl**nidan iborat bo' Igani uchun, unda ixtiyoriy M(X,y,z)
1Mkym iz va MOM vektor koordinatalarini aniglaymiz:
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MOM = (x - x 0, Y-Yo, z-29.

J To‘g‘ri chiziq ikki tekislikning kesishish chizig'i bo‘lgani uchun
uning yo‘naltiruvchi $ vektori n£ x n£ vektorga kollineardir Va
vektor ko'paytmani to‘g‘ri chizigning yo*naltiruvchi vektori sifatida
oiinadi:

S = N[ x n2
| J K
5 = . . /\
A B ci =rlg clinic; A \t £
A2 B2
§- n-T+m-j+p-K
. i _ 151 Cn _1c, _Inl 81
buyerdan—jle (C::rl' « = 02 jl{lﬂp _JITIZ @]

MOM va 5 vektorlar parallel boMgani uchun
X-Xxo0 Y—Yo
n tn p (14)
tengliklarga ega boMamiz.

Shunday qilib, fazoda to*g‘ri chizigning umumiy tenglamasini
uning kanonik ko'rinishdagi tenglamasi orgali ifodaiadik.

(12) tenglamadan bir martay ni, ikkinchi marta x ni yo‘qotik
to‘g'ri chizigning proyeksiyalari bo‘yicha yozilgan tengla-
malariga ega bo‘lamiz:

(X=mz+ a, .
[y =nz+bh. N

(15) tenglamalarni kanonik ko‘rinishda yozish mumkin:
X-a_Y-b 2-0

m -~ n — 1
11-misol. To‘g‘ri chizigning
(2x- 3y+z- 5=0,
(3x+y-2z—4=0
umumiy tenglamasini kanonik ko'rinishda ifodalang.
Yechish. Sistema yechimini topish uchun noma’lumlardan
birini ixtiyoriy tanlaymiz. Masalan, z = 1. U holda
(2x - 3y = 4,
13x 4-y = 6.
X =2,y =0. To‘g‘ri chizigdagi M0(2;0;l) nugtani anigladik-
To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi 5 = Nx X n£ vektorini topamiz:
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=6+ 3/7+2k+9k- T+ 4/ =

-

K
1
-2

N
'
= w

= 5i+ 7/+Ilfc.

Demak, to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi
Xx-2 y-0 z-1
11

ko'rinishda bo‘ladi.
8-8. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. To‘g‘ri chiziq
va tekislikning parallellik va perpendikulyarlik shartlari
to‘g‘ri chizig va Ax+ By + Cz +

Fazoda ~ =
D = 0 tekislik beriigan bo'isin. 5 = (n; m; p) - to‘g‘ri chizigning
yo!nahiruvchi vektori, N = (A; B; C) tekislikning normal vektori.

Faraz qilaylik, to‘g‘ri chiziq tekislikni pburchak ostida kesib

o‘tsin (17-chizma).

47-rasm.

burchakd Va un‘nS tekislikdagi proyeksiyasi orasidagi
) 4
Vaf vektorlar orasidagi burchak a = 90° - <pga teng. Ikki

V.
or orasidagi burchak formulasiga ko‘ra



cosa = I’I7|_S
X[ -H
005(90"-,1)=;~A-~A =>Si"?.= S°'S

o W W oo W -ff
Demak, to‘g‘ri chizig va tekislik orasidagi burchak
— M-w+Bm+Cpl
Sm~ ~7i4z+82+C, Vn2+mJ+pl (16)
formula bilan aniglanadi.
Agar to‘g‘ri chiziq tekislikka perpendikulyar bo‘lsa, 5 |
boMadi (18-rasm). Ikki vektomin%paéallce:llik shartiga binoan,

n=T=p 07)
(17) formula toY ‘ri chizig va tekislikning perpendikulyarlik
shartidir.
T=(n,m,p)

N={A, B,

Agar to‘g‘ri chiziq tekislikka parallel boMsa, N 1 S boMadi (19-
rasm).

=0 =>Aen+Ben+Cmp=0 (18)
(18) formula to‘g ‘ri chizig vatekislikningparallellik shartidir.
12-misol. = YV'— = — to‘g‘richizigva x + 2y +

+3z —29 = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.
Yechish. Normal va yo*naltiruvchi vektorlar koordinatalarini

yozamiz:
ft(1;2;3), 5(2;1;2).
(16) formulaga asosan
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) |1-2 +2-1 + 3-2]
SINP= 12+ 224 32322+ 12+ 22
sin 40 =

19-rasm.

13-misol. Af(3,-2,4) nuqgtaningx- 2y + z- 5 = 0 tekislik-
dagi pioyeksiyasini toping (20-rasm).

Yechish. M(3,—2,4) nugtadan o'tuvchi va beriigan x —2y 4
r~5 = 0 tekislikka perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini
tuzamiz. Tekislikning N(1,—2,1) - normal vektori shu to‘g‘ri

chizigning £ - yo‘naltiruvchi vektori boladi:
X—3 y+2 2—4

AL . 1 ~ -2 ~1 -
1 nugtaning koordinatalarini aniglash uchun to‘g‘ri chizigning
001 tenlamasini parametrik ko‘rinishdagi tenglamaga keltiramiz:
x-3 y+2 z—4

1 “ -2
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X=1t+3, y=2t- 2,z=1+ 4
»» t ning qiymatini anigiash uchun ushbu ifodalami tekislik
teftglamasiga goyamiz:

X-2y +z-7 =0=>t+3+4t+4+t+4—-5=0=>t

Bundan, Mj nuqtaning koordinatalarini aniglanadi:
X=t+3=-1+3=2;, y=-2t-2=2-2=0;
z=t+4=—1+4=3.

Shuyday qilib, beriigan M nugtaning tekislikdagi proyeksiyasi
aniglandi: Afx(2; 0; 3).

9-8. Fazoda ikki to‘g‘ri chizigning paraliellik,
perpendikulyariik va bitta tekislikda yotish shartlari

Fazoda va l2to‘g‘ri chiziglar beriigan bo‘lIsin.

| eX~U-y~bl=2z~d
o« m, Pj

X~a2_y-MAR z-c2
n2 m2 p2

W2(N22Pr)» N r(ax 2ec2™

/1 va 12 to‘g‘ri chiziglarning paraliellik (yoki ustma-ust
tushishi) sharti

— = — =~ (19)
ni % Pi
tengliklaming bajarilishidan, perpendikulyariik sharti esa
nxn2+ T xT 2+ plp2=0 (2°)

tenglikning bajarilishidan iboratdir.
Ma’lumki, agar # S2 bo‘lib, MriMz, va S2 vektorlar

komplanar boMsa, ya’'ni MIM2 «  x S2)=0 o‘rinli bo‘lsa, u holda
li va 12to‘g‘ri chiziglar kesishadi.
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Demak, Ir va 12 to‘g‘ri chiziglaming bitta tekislikda yotish

sliarti
a2—ai b2—bt c2—cr

% mx Pi =0 1)
n2 m7 Pz

(cnglik bajarilishidan iboratdir.
Agar MXM2 «(~i X S2) * 0 bo'lsa, u holda Ix va I2 to‘g‘ri

chiziglar aygash to‘g‘ri chiziglar bo‘ladi.
14-misol. Berilgan ikki to‘g‘ri chizigning fazoda o‘zaro
joylashishini tushuntiring:

foox-1=]=z+2 5a1,2,1), ~(1,0,-2),

X+ 3
Re —y —z, S2(2,1,1), (-3,0,0).

Yechish. 82 =* h va I2 parallel emas. M1M2 * (5Xx "2)
aralash ko‘paytmani hisoblaymiz:

-4 0 2
MIM2-(51x~2) = 1 2 1
2 11

= -10.

MiM2«(8t x £2) Zio =* Ix va 12 to‘g‘ri chiziglar aygash
~‘g'ri chiziglardir.

10-8. Tekislik va to‘g‘ri chizigqa doir
aralash masalalar

~an(*1,x2043) nuqtadan~ =~ = — to‘g‘richizig-
™ *h o 4 gan masofa (21-rasm). " m p

y**alaan "Un™ ’ ~anayotgan d masofa 3 va MOMt vektorlardan
parallelogramm balandligiga teng. Shunday qilib,
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s X MgM.1

< (22)
" 7
M | CH>Vh*)
M ofcbjto, r0),
S=(n,m,p).
Tt
2 1-rasm.

2. Ayqgash to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng gisqa masofa. Ma’.

lumki, agai Ixva I2 to‘g‘ri chiziglar aygash bo‘lsa, u holda ikkita
parallel tekisliklar mavjud bo‘lib, ulardan birida Ix to‘g‘ri chiziq,
ikkichisida 12to‘g‘ri chiziq yotadi. Shu saballi,

X - ax y—bx z-—cx

k: m m, Pi

buyerda St(nltmt, px); M~altbxc,);

U_x-a2 y—b2 z-c2
-on2 m2 Pr

buyerda S2(n2,m2,p2); M2(a2,b2,c2); aygash to‘g‘ri chiziglar
orasidagi masofa AflM2, va S2 vektorlar asosiga qurilgan
parallelepiped balandligiga teng boMadi  (Sx va S2 vektorlar bitta
boshlangMch nugtaga keltirilgan) (22-rasm).

Sosos Isx2|



22-rasm.

3. Beriigan to‘g‘ri chiziqgdan o'tuvchi va beriigan tekislikka
perpendikulyar tekislik tenglamasL

Tekislik va to‘g‘ri chizig beriigan bo‘lsin:

a:Ax+By+ Cz+ D=0, N(A,B,C),
X—a _ y—b z-c
n m p
buyerda 3(n,m,p), Mr(a, b, ).

Shartga ko‘ra, beriigan I to‘g‘ri chiziq islanayotgan tekislikda
yotadi va bu tekislik beriigan a tekislikka perpendikulyardir. U
holda, A S bo'ladi.

Ma’lumki, £ JMMr, bu yerda M(X,y,z) - 1to‘g‘ri chizigdagi
ixtiyoriy nugta. if  va MMX wvekiorlar izlanayotgan tekislikda
yotadi. Uch vektoming komplanarlik shartiga asosan

t MMt (5 X JT) = 0.
ash ko‘paytmani vektorlarning koordinatalari orgali ifodalaymiz:
x—a y—b z-c
n m vV —0.
A B C
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Natijada, berilgan to‘g‘ri chizigdan o'tuvchi va berilgan tekis-
likka perpendikulyar tekislik tenglamasini hosil gilamiz.
* % -mi i(___gz -y_:_]': i- 2
Sy OTMISOLTEE ST Va M YT = 3t0<geri chiiglar
orasidagi eng gisga masofani toping.

Yechish. Berilgan to‘g‘ri chiziglaming yo'naltiruvchi vector-
lari:

£(1.-1,2); 82(-1,3,3).
IX to‘g‘ri chizigdan Mx(3,1,2) nugtani, 2 to‘g‘ri chizigdan
M2(0,2,0) nugtani olamiz va MXM2 vektor koordinatalarini
aniglaymiz:
MXM2( - 3,1,-2).

-3 1 -2
M,M2 (S, Xs2) = 1 - 1 2 = 18.
- 13 3
i J K
Sx x S2 1 -1 2 -9£ - 5/ + 2k.
- 13 3

Ayqash to‘g‘ri chiziqglar orasidagi eng gisga masofani
K)ar-d MXVI2 =(5] x S2)]
|5 x S2]
formula bilan aniglaymiz:
_ 18 18
n/gl+ 25+ 4 n/mNoO
16-misoL Mx(5,3,—4) nugtadan tekislikka perpendikulyar
tushirilgan. Perpendikulyaming asosini shu tekislikdagi M0(2,4, -1)
nugta tashkil etadi (21-rasm). Tekislik tenglamasini tuzing.
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Yechish. Faraz gilaylik, M(X, Yy, z) - tekislikdagi ixtiyoriy nugta
bo‘isin. Masala shartiga ko‘ra, N
MgMi -L MQM =£ MgMI s MgM —o0;
=(3,-1,-3); MoW = (x- 2,y - 4,z + 1);
MOM = 3(x- 2)- (y- 4)- 3(z+1)=0=>
= 3x-y-3-5=0.
Demak, 3x- y - 3z—5 = 0 izlanayotgan tekislik tengla-

masidir.

17-misoi. - = = 37 to‘g‘ri chizigningXx - y + +3z24-8 =
0 tekislikdagi proyeksiyasini toping (24-rasm).

Yechish. Berilgan tekislik va unga perpendikulyar bo‘lgan
hamda berilgan to‘g‘ri chizig bo‘ylab o‘tgan tekislikning kesishish
chizigi to‘g‘ri chizigning tekislikdagi proyeksiyasini ifodalaydi.
Perpendikulyar tekislik tenglamasini keltirib chigaramiz.

Faraz gilaylik, M(X,y,z) tekislikdagi ixtiyoriy nugta boMsin.
To‘g‘ri chizigning yo‘naltituvchi vektori 5(4,3, —2) va tekislikning
normal vektori N(1,—,3) hamda MOM(x,y —4,z + 1) vektorlar
komplanardir, ya’ni MOM m(5 x A) = 0. Tenglikni vektorlar

koordinatalari bilan ifodalaymiz:
X y-4 z+1
4 3 -2=0 => x-2y-z+7=0.
1 - 1 3

24-rasm.

chizi ™ Ih<a™ 4'Hb, ikki tekislikning kesishish chizig‘i, ya’ni to‘g‘ri
gnmg tekislikdagi proyeksiyasi tenglamasini yozamiz:
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fx —2y —z + 7 = Q,
U—-Y+3r+8=0,
yoki kanonik ko‘rinisda

7T 4 T T

11~8. Ikkinchi tartibli sirtlar

Oliy matematikaning ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar gismini
o‘rganishda, xususan ularni grafik tasvirlashda, shuningdek, texnika
va iqtisodiyot masalalarida ikkinchi tartibli sirtlar hagidagi
bilimlaming o*mi muhim ahamiyat kasb etadi.

1. Ellipsoid. Sfera.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi
N2 rl

? +P + (24)
ko'rinishda bo*lgan sirtga ellipsoid deyiladi (25-rasm,bu yerda a, b, ¢
- haqigiy musbat sonlar).

Ellips kabi a, b, ¢ sonlar ellipsoidyarim o(glari deyiladi. Yarim
o‘glarga nisbatan quyidagi ta’riflami keltiramiz:

2-ta’rif. Agar a ®b,a =£c,b ®Pc bo'lsa, ellipsoid uch o(gli
deyiladi.

3-ta’rif. Agar a,b,c yarim o‘glardan ixtiyoriy ikkitasi teng
bo‘lsa, ellipsoid aylanma ellipsoid deyiladi.

4-ta’rif. Agar ellipsoidning barcha yarim o‘glari teng bo'lsa:
a —b =z ¢ = R, uholda ellipsoid R radiusli sfera deyiladi.

X2+y2+2z22—R2 (25)

Ellipsoidning z = 0 tekislik bilan kesimini ko‘ramiz. Ellipsoid

va tekislik kesishish chizig'i tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi:

fEl+~ +£1=1 _ + 1
ia2 b* c2 voki <a2 b2
Vv z=0 i z=0.

Tenglamadan ko‘rinadiki, kesishish chizig‘i - a va b yarim
o‘qli ellipsdir.

Ellipsoidning z = h tekislik bilan kesimini ko‘ramiz. Kesishish
chizig‘l quyidagi tenglamalar sistemasi bilan ifodalanadi:

i+ £+ £5 = | =
R 2 ok M TH L
| z —h z —h,
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buyerdaal=ajl-~,bl=Dbjl - £ Shunday qilib, agar 0 <

hCC bo'lsa, u holda kesim ax< a;bt < b yarim o‘qli ellips
boMadi Agar h = ¢ boMsa. u holda kesim (0,0, ¢c) nugtani tashkil

18-misol. Markazi C(a,b,c) nugtada va radiusi R ga teng

boMgan sfera tenglamasini yozing.
vYechish. M(X,y,z) sferadagi ixtiyoriy nutga boMsin. Sfera

ta’rifiga ko‘ra, C(a,b,c) markazdan ixtiyoriy M(x,y,z) nuqtagacha
boMgan masofa R radiusgateng, ya’ni CM = R.
Ikki nugta orasidagi masofa fbrmulasiga ko‘ra

CM=yf(x- a)2+ (y- bY + (z- c)2
yj(x- a)2+ (y- b)2+ (z- ¢)2=R
(x- a)2+ (y- b)2+ (z- ¢)2= R2.

25-rasm.

26-rasm.
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Hosil boMgan tenglama markazi C(a, b, ¢c) nugtada, radiusi R
ga teng boMgan sfera tenglamasidir (26-rasm). Xususiy holda sfera
markazi koordinata boshida bo‘lsa, ya'nia = b = ¢ = 0 bo‘lsa, (25)
ko'rinishdagi sferaning sodda tenglamasini hosil gilamiz. (25)
tenglama bilan berilgan sferani o‘zaro perpendikulyar uchta yo'nalish
bo'yicha tekis deformatsiyalash natijasida ellipsoid hosil boMadi.

2. Giperboloidlar.

1-ta’rif. Kanonik tenglamasi
y2 -2

2 + t (26)
ko‘rinishdagi sirtga bir pallaligiperboloid deyiladi (27-rasm). a, b, c
- miqdorlar giperboloidyarim o*glari deyiladi.

2-ta’rif. Kanonik tenglamasi
22

W+ b*~ c* ~ @7~
ko‘rinishdagi sirtga ikkipallaligiperboloid deyiladi (28-rasm). Agar
a = b bo‘lsa, u holda giperboloid aylanmagiperboloid boMadi.

Bir pallali giperboloidning {z = h] tekisliklar bilan kesimi
ellipslami tashkil etadi:

z= h,—o00< h < +oo0.
U] ning giymati kattalashganda eilipsning yarim o‘qlari ham
kattalashadi ( 29-rasm).
Ikki pallali giperboloidning {z = h} tekisliklar bilan kesimi
|hj > c shart bajarilganda

X2 y2 h2
a2+tf='2~1
z = h,

ellipslami tashkil etadi.
Agar X\ —c boMsa, kesim nugtaga aylanadi.
Ikki pallali giperboloidning x = h vay = h tekisliklar bilan
kesimida giperbolalar hosil boMadi:
X = h.






29-rasm.

3. Paraboloidlar. oxz tekisligida ushbu
Xz = 2pz,y =0 (28)
tenglama beriigan parabolani garaylik. Bu parabolani Oz o‘qgi
atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan sirt aylanma paraboloid
deyiladi.
Aylanma paraboloidning kanonik tenglamasi
? + X*: 2r (29)
ko'rinishda bo'ladi.
Aylanma paraboloidni Oy o'qi bo'yicha ™ marta tekis
deformatsiyalaymiz. Natijada elliptik paraboloid hosil bo'ladi.
Elliptik paraboloidni r = h (h > 0) tekislik bilan kesish
natijasida kesimda ellips hosil bo'ladi. x = h va 'y = h tekisliklar
bilan kesimi parabolalami tashkil etadi.
1-ta’rif. Kanonik tenglamasi

$ +£=2 2z (30)

ko'rinishdagi sirtga (30-rasm) elliptik paraboloid deyiladi.
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi

T , >
ko'rinishdagi sirtga (3 1-rasm) giperbolikparaboloid deyiladi.
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Giperboiik paraboioidning Y = 0 tekislik bilan kesimida

(32)
ly = o,
parabola hosil boMadi. Sirtning x = h va y = h tekisliklar bilan
kesimida shoxlari pastga va yuqoriga garagan parabolalar hosil
boMadi. Giperboiik paraboioidning z = h tekislik bilan kesimi

-Z--")h
f bR (33)
z-h,

giperbotani tashkil etadi.

30-rasm.

31-rasm.
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~'Oxz tekisligida beriigan ——i—?_.l giperbalani Oz o qj

atrofida aylantirishdan — + == gz[ 1 bir pallali giperboloid hosil
bo‘ladi.

Bir pallali giperboloidning har bir nugtasidan ikkita to‘g‘ri
chizig o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziglar giperboloidning yasovchilari
deyiladi.

4. Konus.

Ta’rif. Kanonik tenglamasi
w0 (34
ko‘rinishdagi sirtga konus deb ataladi.

Konusning z —h tekislik bilan kesimida

X2 y2 h2
o}
a2 b2 «c2

ellips (32-rasm) hosil bo'ladi. x = h yoki y h tekisliklar bilan
kesimi giperbolalami (33~rasm) tashkil etadi.

Kesimi ellips

32-rasm.
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Kesimi giperboia
33-rasm.
12-8. Ikkinchi tartibli sirtlaruing umumiy tenglamasi

Biz oldingi paragraflarda kanonik tenglamalari bilan berilgan
ikkinchi tartibli sirflar va ulaming tekisliklar bilan kesimlarini
o rgandik. Bu kanonik tenglamalar

Ax2 + By2+ Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz +
+Gx+ Hy+ Kz+ L« 0 (35)
Ko Nnishdagi tenglamanmg xususiy hoiidir. (35) tenglama ikkinchi
tartibli sirtlaming umumiy tenglamasi deyiladi.

(35) tenglamani umumiy holda
. F(x,y,z) ~ 0 (36)

0 r,n,shda yozish mumkin.
i - ikkinchi tartibli sin tenglamasida o‘zgaruvchilardan
{yony biri qatnashmasa, bundav sirt siiiindrik siitni ifodalaydi.

.M lam F(x.y) - 0 tenglama bilan aniglangan egri chiziq
kesi™ 1° S*ttn'n§ yo'naltii*uvchisi va shu yo‘naltin.ivchi egri chizigni

0 tgan o°‘z-o:ziga parallel to‘g‘ri chiziglar silindrik shining



yasovchilari deyiiadi. Shunday qilib, silindrik sirtning tenglamasi

o‘ziiyng yo‘nalliruvchisi tenglamasi bilan ustma-ust tushar ekan.

F(x,y) = 0 tenglama bilan aniglangan silindrlami ko'rib chigamiz.
I-ta’rif. Kanonik tenglamasi

ko'rinishda boMgan sirt elliptik silindr deyiiadi (34-rasm).
2-ta’rif. Kanonik tenglamasi
(38)
ko‘rinishda boMgan sirt giperboiik silindr deyiiadi (35-rasm).
3-ta’rif. Kanonik tenglamasi
y2 = 2px (39)
ko'rinishda boMgan sirtparabolik silindr deyiiadi (36-rasm).

r 1

34-rasm. 35-rasm.

36-rasm.
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Mustaqil ishlash uchun inisollar

1 2x+ 3y +4z—48 = 0 tekislikning koordinata o'qlari
. nkesishgannugtalarinitoping.

2 1) Mi(7;2;-3) va M2(5;6;-4) nugtalardan o‘tib, Ox
»al» parallel: 2) P2(2; “ 1; 1) va P2(3; 1; 2) nugtalardan o'tib, Oy
«'2iga parallel; 3) Qt(3;-2; 5) va <2(2; 3; 1) nugtalardan o‘tib, Oz
o'aiga parallel bo'lgan tekislik tenglamasini yozing.

3 Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikul-
vaming asosi A/(2; -1; 2) nugtada. Bu tekislik tenglamasini toping.

4 M (1;-3;5) nugtadan o'tib, Oy va Oz o‘glardan Ox
o'gdagiga ko‘ra ikki marta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini
yozing.

5 M(2;0;-j) nugtadan 4x - 4y + 2z + 17 = 0 tekislik-
gacha bo‘lgan masofani toping.

6. 4x-y+3z-6=0 va X+5y-2z+10=0
tekislikiaming kesishish chizig‘idan o'tuvchi va 2x -y + +5z -
5 = Otekislikka perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini yozing.

7 3x +2y-lz —4~=0 to‘gri chiziq tenglamalarini: 1)
proyeksiyalar bo'yicha; 2) kanonik ko'rinishda yozing.

8. Mr(—; 1;3) nugtadan o'tib, 1) a(2; —2;4) vektorga; 2)
~ =7~ =Trto'g'ri chizigga; 3) x = 3t —1;y = 2t + 3;z =
5t + 2 to'g'ri chizigga parallel bo'lgan to'g'ri chizigning parametrik
tenglamasini tuzing.

9. Quyidagi to'g'ri chiziglarning parallelligini ko'rsating:

t2=y-i ™z ( x+y-z =0,
3 -2 ~1 va (x—y~5z—8 —0.
ting- Quy*dagi to'g'ri chiziglarning perpendikulyarligini ko'rsa-
(x+y—2z-1=0, MN3x+y —5+ 1=0,
(2x~y—9z—2=0, va (2x +3y —8z + 3 =0.
C 11 m va C ning ganday giymatida — = — = -7 to'g'ri
chiziqg 3* _ <7, , . m 4 " .
Y+ Cz+ 1= 0 tekislikka perpendikulyar bo'ladi?
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12. A(4;-3;1) nugtaning x + 2y -z -3 = 0 tekislifefa-,
proyeksiyasini toping. 8

13. P(2;-1;3) nugtaning x = 3t,y = 5t- 7,z= - 2t+2
to‘g ri chiziqdagi proyeksiyasini toping.

i« dAdic\ * X-y-4z +12=0Q, .
. I‘I4;1I;«) nugtaga $2x ¥ N+ 23' :% to‘g‘n chiziq,,

nisbatan simmetrik nugtani toping.

15, — = = — to‘g‘'ri chizigdanx + 4y - 3z + +7 =
tekislikka perpendikulyar tekislik o‘tkazing.
X V—4 I1X1]
16. = — to‘g‘ri chizigning x- y+3z+ +8=0

tekislikdagi proyeksiyasini toping.
17. P(7;9;7) nugtadan ~ = ~

gan masofani toping.
tu JC3_>+1 2 *~7_y-~I
»eo — = —"- =va— =

| to‘g‘ri chiziggacha bo‘}

23 parallel to'gn chizig-
lar orasidagi masofani toping.

19. Markazi C(I; —1; 4) nugtada boMgan sfera 2x + y —3z -
3 = 0 tekislikka urinadi. Sferaning tenglamasini tuzing.

20. Quyidagi sferalaming markazlari va radiusini toping:
a)X2+y2+z2- 6x+ 8y + 2z+ 10 = 0;
byx2+y2+ z2+ 2x- 4y - 4= 0.

21. /4, B,CvaD nuqgtalaming koordinatalari berilgan boMsin.
1) AD to‘gri chizigning kanonik tenglamasini; 2) A, B va C
nugtalardan o‘tuvchi Qtekislik tenglamasini; 3) D nugtadan o‘tib, Q
tekislikka perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chizigning kanonik tengla-
masini; 4) D nugtadan Q tekislikgacha boMgan masofani; 5) AD
to‘gri chiziqg bilan Q tekislik orasidagi burchakni toping.

a)A(3,-2,5), B(-2,4,3),0(1,-1,6), D(2,0,-1).

b)A (1,2,4), B (3,0, 1), C(0,-1,1), £42,1, -1).

c)A (3,0,4), 5(6,3,0), C(0,-9, 1), 4 1,2,10).

d)A(2,7,3), 5(4,5,6), C(2,-3,0), D(5,112).
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ILOVA
VIII BOB. KOMPLEKS SONLAR

Algebraik tenglamalar nazariyasi, shuningdek, elektrotexnika,
gidro va aerodinamika hamda gattiq jismlar mexanikasi masalaia-
rining yechimlari haqgiqgiy va kompleks sonlar bilan ifodalanadi.

Kompleks sonlaming turli shakllari va ular ustidagi asosiy
amallami ko‘rib chigamiz.

I-§. Kompleks sonlar ustida asosiy amallar

1-ta’'rif. z = a + bi ko‘rinishidagi son kompleks son deyiladi.
Bunda a = ReZ - kompleks sonning hagiqgiy gismi, b = ImZ -
kompleks sonning mavhum gismi, i-mavhum birlik (i2 = —1).
Z kompleks sonning a + bi ko'rinishi uning algebraik shakli
deyiladi.
Har ganday hagiqiy d sonni
d=d+0-ei
ko‘rinishda ifodalash mumkin.
a + bi kompleks sonda a —Qb =£0 bo‘lsa, bi sof mavhum
son deyiladi.
2-ta’rif. zx = ar + bxz vaz2 = a2 + b2z kompleks sonlaming
mos ravishda hagiqgiy va mavhum gismlari teng, ya’ni
dj = azvabr = b2
° *sa>zi va zz teng kompleks sonlar deyiladi:
) —z2.
.. *far* zi = ai+ bti va z2= a2+ b2i kompleks sonlar
YB inaisi deb,
songaaytiladi. ** +*2 ="~ + + +

avirnttK izl ~ ai + bit va z2~ a2+ b2i kompleks sonlar

~nga aytiladi. ZI~ *2= (a**“ + ~
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5-ta’rif. z1=at+ bli va z2= a2+ b2i kompleks sonlar
ko'pgytmasi deb,
- *z2 = (at a2-b x-b2) + (aa<=b2+ a2 mbr)t
songa aytiladi.
6-ta’rif. z —a + bi kompleks songa z = a —bi son qo‘shma
kompleks son deyiladi.
Qo‘shma kompleks sonlar yig'indisi va ko'paytmasi haqiqiy son
bo'ladi:
z+z=a+bi+a- bi=(a+a)+ (b+ (~fe))i = 2a,
z*z = (a+ Zu)(a- bi) =
= (a*a- be(-/>))+ (a*(-b) + bea)i=a2+ 62.
Kompleks sonlami bo'lish qoidasi: agar rr ® 0 bo'lsa, u holda
fi —z! rzI
z2 z2wz2
Masalan, zt = ar + btivaz2 = a2 + b2i (z2 ® 0) kompleks sonlar
bo'linmasi
£i _ ax+ bxi _(ax+ bxi)(a2- b2i) _
z2 a2+ b2i ~ (a2 + b2l)(a2- b2i) ~
- at’a2+ bl-b2 a2'bx- di’'b2.
a22 + b22 a22+b2
ko'rinishda bo'ladi.
1-misol. zt =2 —7r va z2=5+ 3f kompleks sonlar
yig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va bo'linmasini hisoblang.
Yechish.
ZXx+2z2=2- 7i+5+ 3i = 7- 41,
Zj-22=2-Tr- 5+38)=@2-5)+ (-7 - 3)i=-3 - 10j;

zaez2= (2- 7i) =5+ 3£) =
= (25- (-7) *3)+ (2 3+ (-7) m5)i =
= (10 «+21) + (6 - 35)t = 31 - 291
ZX z1-z2 2-7t (2-70(5 - 3i)
z2 z2<z{ 5+ 3i“ (5+30(5- 30~
_2e5—(—7)=(=8) 2<(3)+ (—T)=5. _
52+ 3? 52+ 32 1
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10-21 6+ 35. 11 41
~~34 34 1~ 34 34'nm

2-§. Kompleks sonning geometrik tasviri

Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo'lsin.
Koordinata tekisligida kompleks son nugtani ifodalaydi. Tanlangan
koordinata sistemasida gorizontal o‘q haqiqiy o‘q deyiiadi va unda
kompleks sonning hagqigiy gismi beigilanadi. Vertikal o‘q mavhum
0°‘q deyiiadi va unda kompleks sonning mavhum gismi beigilanadi.

Har bir z = a + bi kompleks songa koordinata tekisligida
(a, b) koordinatali nugta mos qo‘yiladi (1-rasm).

I-rasm.

Z ~ a + bi vaz = a—bi qo‘shma kompleks sonlar hagigiy o‘gga
nisbatan simmetrik nugtalami tasvirlaydi (2-rasm).
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3-§. Kompleks sonning moduli va argumenti

* 'Z= a+ bi kompleks son kompleks tekislikda N(a,b) nugta

bilaif tasvirlansin. u holda WJ radius vektor ham z kompleks sonni
tasvirlashi mumkin (3-rasm).

2-rasm.
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1-ta’rif. ON radius vektoming uzunligi z kompleks sonning
nWduli deyiladi va |z] bilan belgilanadi.

Ma’lumki, radius vektoming uzunligi 0(0; 0) va N(a,b)
nugtalar orasidagi masofaga teng, u holda:

N\~ Va2 + b2.

2-ta’rif. Haqigiy o‘qining musbat yo'nalishi va ON radius
vektor orasidagi <p burchakka z kompleks sonning argumenti
deyiladi va <= Argz bilan belgilanadi.

Argz = argz + 2itn, (nez).

bu yerda argz - Argz ning bosh giymati bo‘lib, —n <, argz <, X
shartdan aniglanadi, ya’ni

b
arctg-, agara> 0,
b
n + arctg agara<o, b>0,
argz = m b
9 —n + arctg agara< 0, b <0,
it
agara=0,6 > 0,
n

agara=0,b < 0.

3-rasmga ko'ra, M\ = r, argz = {9 uholda
a = rcosq), b = rsin(p.
Bundan cosi/)= - isSinf) tg*>=£.

4-§. Kompleks sonning trigonometrik shakli

Kompleks son z = a + bi algebraik shaklda berilgan bo‘lIsin.
ompleks sondagi a va b o‘miga a=rcos( va b = rsin
giymatni qoyamiz:
Z = rcos<p + irsin (p,
bl*yerdar - 1,1 Z=ncosv +ismV) (1)
°r~=rl9 = Argz
0s ™ ~ 1sin ) - kompleks sonning trigonometrik shakli.
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2-rnisol. z = —1 —iV3 kompleks sonni trigonometrik shaklda
ifodalang.

Yechish. |zZl=r=J(d)2+ (—/3)2 = 2,

tg<p - _ v3,

r- AT 2
(p= —r+ arctg>I3 = -Tr + —= - -TcC.
5 3

-1 —iV3 =2 (c°s™--7r) +isin (--irjj.
Triginometrik shaklda berilgan

Zi ~ ri(cos Pp-fisin ) vaz2 = r2(cos p+ isin <)
kompleks sonlar ko'paytmasi va bo‘linmasini aniglaymiz:

z1'z2 = rr(cos (p+ isin <) mr2(cos P+ isin ) =
rir2(cos pcos dh—sin Ppsin ¢ +
+ i(cos Psin g + sin Pcos b)) =
rtr2(cosC<p + @) + isinOp + ©)).

Demak,
ZX'z2 - rxr2(cos(<p + ) + isin(<p + ). (2)
zt _ r~cosq) + isin <)
z2  r2(cos P+ isind) ~
rt(cos(p+ isin(p)(cosdh - ising) _
r2(cos  + isin V>)(cosd - Isin ¢o)
_ »i(cos (pcos @ + sin Psin o+ i(sin Pcos - cos (psin ))
r2(cos2g + sin2 )
= —[cos("7 —p) + 1sin(<p - )]
r2

Demak,
C = [eos(™> o) + sG> —d\ 3)
1. Darajaga ko ‘tarish. (2) formuladan foydalanib, trigonometrik
shaklda berilgan z —r(cos (p + isin <p) kompleks sonni darajaga
Ko‘tarish mumkin.
Faraz gilaylik, n - butun musbat son bo'lsin.

ZN ~ Z =z n...*7,
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Hholda
y' ST -r---r CoS (P + <pbd-----t<P + isin ifP+ p+ - + P)
n n
Ifodani soddalashtiramiz:
zn = r7(cos NP + isin n<p). O]

2 Ty chigarish. Kompleks sonning n - darajali ildizi deb n -
darajaga ko‘targanda ildiz ostidagi songa teng bo‘ladigan kompleks
songa aytiladi, ya’'ni

pn(cosng + isinni/0 = r(cos P+ isin )
bo‘lsa,
yr(cos<p + isin = p(cosX) + isin xp).

Teng kompleks sonlaming ildizlari teng bo‘lishi kerak, argu-
mentlari esa 2n ga karrali songa farq gilishi mumkin bo‘lgani uchun
pn —r, nf) = (p+ 2kn,

™
p= Vb ip= 2RV
bu yerda K - ixtiyoriy butun son. K ga 0,1,2,...,n - 1 giymatlar
berib ildizning n ta har xil giymatlarini topamiz.

Shunday qilib, kompleks sonning n - darajali ildizi n ta har xil
giymatga ega bo'ladi:

y/r(cos<p + isin<p) = VF (cos — + isin — (5
buyerdak = 0,1,2,...,(n ~ 1).

(4) va (5) formulalar Muavr7formulalari deyiladi.

3-misol. 2j = 2 - 2i va z2 = V3 + £sonlar beriigan. Tigono-
metrik shaklda zx <z2 \'a~ ni toping.

Yechish. zx = 2 —2£ son uchun
ri = /22 + (—2)2= 2a2.

cos0 — 2 1 g 2= 1 = = _f
2V2 V2 n 2:/2 w2 4
zi kompleks sonni trigonometrik shakli:

Zj= 2V2 (cos(- ") +isin(—
~ uddi shuningdek, z2 kompleks son uchun:

Abraham de Muavr (Abraham de Moire) (1667-1754) - angliyalik matematik.
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2= \2\= J(V3)2+12=V?=2;
n/3 1
Cos(p2 = — ,Sin<p2 = -, => =

z2 = 2 ~cos“ mmijsin

U holda, (2) va (3) formulaga asosan,
zt -2=2"-2(cos(-j +j) +($ii.(-j+D) =

=w % s(-n)+isin(-£))-
2n/2
*2
N(coS(-~) +/Sm (-] D).

4-misol. z = - + —f kcmipleks son uchun z 20 ni toping.
Yechish. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozamiz:

+
V3
argz = arctg-— = arctgV3 =
1
U holda
.,/ n .. at\ K on
z= I-{cos-+ism -j = cos3—+fsm—.

(4) formulaga ko‘ra,

50: Ecosn+ isim?

z
—COS&O -n4\+ 15|n£ (5]-J :cosgo—rjaf ism-j-



COS-=m—mmmme
= cos {""7n - +isin(7n ~j) =
= cos (jt - + lsin(n —jj =
n ! n. 1 V3
=-c0S3+1I5m j= -j+iT .
z¥ = h\_/__fi{,
2 2

5-misol. ¥r = V—1 —i kompleks sonning kub ildizlari qgiy-

matlari topilsin.
Yechish. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozamiz:

a=-1, b=-1.
-1

g = L L
ga teng boMadi.

r- w(—)2+ (-1)2= V2,
a va b manfiy boMgani uchun (p —

V—1- i= (cos~ +isin =

= V21 cos X H2MCIr, pm X Fgfca’

*=0,1,2.
/ 5n Bt
j:

* =, z0= V21 cos-~ + isin~

= V2(cos”™ +isin5]),

27 ¥+ 2ir!
——————— hisin -~ -—--

i .
ool ZX ~ n/2( cos —

13n . . 13a>
cos——+ Isin
12 12)
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n/\
- -5'-I|'T-i’- 49 -STr+f§=|

K~2, rm—v2j cos-3—--—---+ t'sin

21n 21n
= VfcosZ" +ism=—" 3.

5-8§. Ko‘rsatkichi kompleks boMgan ko‘rsatkich!i funksiya.
Eyler formulalari

z
Ko‘rsatkichi z -x +ty kompleks boMgan e ko‘rsatkichli

funksiya quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

eZ= lim (I+i f

~>o00\ M/

e - eX(cos.y+isinj’)

yoki
X+iy X / ..\
e ~ e \cos>4-/sliijy) ©)
Xususiy holda, agar npn x = 0 boMsa
eQ- cosy +ismy @)

bu formula Eylerformulasi deyiiadi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning xossalari.
1°. Agar zx vaz2- ikkita komleks son boMsa, unda

Zj+"2 2] &
e —e &

Isbot. z \-xi+Qt, 2 2~Xr+Yr boMsin. (10) formulaga asosan
ez,+22 _ e(*i+i>i)+(*2+(y2) _

X, +X2)+i(yl+y2 X2 °
~ e( )+i(yl+y?2) _ exye [cOsON +y2)+»sm(y, +y2)J°( :

Trigonometrik shakldagi ikkita kompleks sonni ko‘paytirish
formulasiga binoan:
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i vl *1+'>1 X2+V2
e ‘e = e e =

A .. *1 .
=e (cosyx+ismy{)e (cosy2 + isiny2) =
= eNe*2 [cos(y, +y2)+/sin(y, +y2)].
2j+72 2] 22

(8) va (9) tengliklardan * =e e ofrinli ekanligi keli!
chigadi.
1
2°. eH (10

(10) tenglik 1-xossakabi isbotlanadi.
3°. Agar m butun son bo£lsa,

bo ladi. Agar m>0 bo‘lsa, bu formula (4) formulaga asosan osongim
hosil bo‘ladi; agar m<0 bo‘lsa (4) va (5) formulalarga asosan hosi
gilinadi.

4°, Kompleks ko‘rsatkichli funksiya ixt davrga ega, ya'n

z+Ini z 2m
~ e . Xususiy holda, agar 2 =0 bo‘lsa, e - L
Hagiqatan, (9) va (6) formulalarga asosan:
z+2zi ™z Ini Z z z
-ee =e (cos2n +isin2n) =e |l =e¢e

sonning Z = r (cos” sin <> trigonometrik Shak-
irc. ' onnulaga asosan ko'rsatkichli shaklga almashtirish mum-

<ffi

Z-re
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Ko‘rsatkichli shakldagi komleks sonlar uchun ko'paytirish,
bo'lish, butun musbat darajaga ko'tarish va butun musbat darajali
ildizfl&n chiqarish quyidagi formulalar bilan bajariladi:

e’ e’ « 4 'rzeNNb); (11)
—-13—=—18
rd*1 2 ; (12)
n n inf>
(«™*) re (13)
do+2nK.
\fnj/\ =$r e n (*:0,|,2,...,/»'|) (]4)

(7) Eyler formulasi trigonometrik va ko'rsatkichli fimksiyalar
orasidagi bog‘liglikni o‘matadi. Eyler formulasida ¥ ni dva ~®
larga almashtirib, ushbu tengliklami hosil gilamiz:

6i -</» C
e = cosd+ *sin % € = COS¢p—i Sill b

Ulami go*shish va ayirish yordamida quyidagilami hosil

gilamiz:

* ~ %t
o = &FETT A (15)
. _eY—e
Sin«) = 2i y (16)
Bu ikkita oddiy formulalar ham Eylerformulalari deyiladi.
. . ini4 Xe~"*n 2+in
6-misol. Toping: 1) « 12) e ;3) e
Yechish. (7) formulaga asosan:
né~wr cos(-7r/2)+isin(-;r/2)]
2) e -e -e =

=cos(-ar) +isin(-a-) —-1 -
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28 2s .y 2
3) («) xossaga ko‘ra « m« (cos~fisin™ = -e
7-misol. Quyidagilami toping: 1) cosi; 2) cos(l-i).
Yechish. (15) formulaga asosan:
2 #

e +e e~l+e  1+e2
1) cos/ = i =~2~'="2T»
/M +Er<M e +e-m
cos(!-/) =

2)

=~"[e(oos 1+isinl) +e ‘(cos(-1)+isin(-1))] =
=~/ecosl+eisml+e*’ cosl-e~'"/sinl] =

=-£(e+e~Ocosl+t(e-<f)sml=~*—-cosl+i-— -sinl.

8-misol. z kompleks o‘zgaruvchi uchun quyidagi formulalar
o‘rinli boiishini ko‘rsating:

.2 2
1) sm z+cos 2 =1;

2) sin2z = 2sinzcos2;

2 .2
3) cos2z =cos z—sin z.

Yechish. 1) (15) va (16) formulalami kvadratga oshiramiz
hamda ulami hadma-had qo'shamiz:

2 2 ((( IIV - 7 )2
cos 2+Sin Zz= - 7
4 -4
€2zz+2+e~2r*-w2r/+2-e_2r| _ 1
ravJjcS Va formulalaming o‘ng va chap gismlarini mos

<avishda ko'paytiramiz
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. e*+e~* e*_,_e_,_*
2sinzcosz ~ 2 -

2 2/
e2z*— cos2z+/sin2z  co0s2z-/sin2z
= 2/ = 2i /4 =sin2z'
3) (15) va (16) formulalaming o‘ng va chap qismlari
kvadratga oshiramiz hamda ulami hadma-had ayiramiz:
2 /.. -\2

2 .2
cos z-sin Z-

e22i+2+e—22i+e22i—2+e~22i_ e2zi+e~2zi

= C0s 2z.

Mustagqil ishlash uchun misoilar

1. Kompleks sonlami vektorlar bilan tasvirlang, ulaming
modullari va argumentlarini aniglang hamda trigonometrik shaklda
yozing:

1)2=3;2)z=-2; 3)z - 3i; 4)z = -2f;

5)z=2- 2i;6)z=1+iV3 7Nz=-V3- i

2. 3=3+2/ vya r2=1+5/ kompleks sonlar berilgan.

lami toping.
) ping

3. Quyidagilami Muavr formulasi bilan hisoblang:
Dl +010;, 2)(I-iVv3)6 3)(-1 +os;
4) (1 + cos~+ isin”)4; 5) (V3 +i)3-
4. z —VT ning barcha giymatlarini toping va radiusi 1 ga teng
doira yasab, topilgan giymatlarini radius-vektorlar bilan tasvirlang.
5.1)x3+8=0; 2)x4+4=0;3)x3—8=0;
4)x6+ 64 = 0; 5) x4—81 = 0 ikki hadli tenglamalarni yeching.
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O TILGAN MAVZULARNING 0 ‘ZLASHTIRILISHINI
TEKSHIRISH UCHUN SAVOLLAR

Talabalar darslik bo'yicha mavzulami va ularga oid masalalar
yechish malakasini o‘ziashtirganlaridan so‘ng, o‘zlashtirilgan
ta'riflar, formulalar va teoremalar isbotini takrorlash tavsiya etiladi.
Ushbu savollar o‘zlashtirilgan materiallami takrorlashda talabalarga
yordam berish magsadida keltirilgan.

I. Chizigli algebra elementlari

1. Determinant deb nimaga aytiladi? Uning asosiy xossalarini
keltiring.

2. Determinantning minori va algebraik to'ldiruvchilari deganda
nimani tushunasiz?

3. Determinantlami hisoblash usullarini bilasizmi?

4. Matritsa deganda nimani tushunasiz? Matritsalar ustidagi
chizigli amallar ganday bajariladi? Ularning asosiy xossalarini
ayting.

5. Birlik matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?

6. Teskari matritsa deb ganday matritsaga aytiladi va u ganday
topiladi?

7. Chizigli tenglamalar sistemasining yechimlari deganda ni-
mani tushunasiz?

8. Tenglamalar sistemasini yechishdagi Kramer formulasi va
um ganday hollarda qo'llab bo‘ladi?

9. Qanday shait bajarilganda chizigli tenglamalar sistemasi
yagona yechimga ega boMadi?
te 110 ~ 3r asos*y determinant 0 ga teng boMsa, chizigli

ng amalar sistemasi hagida nima deyish mumkin?
n,u 1' Qanday shart bajarilganda bir jinsli tenglamalar sistemasi
"oldanfargij yechimga ega bo ladi?
Ta., . Chizigli tenglamalar sistemasini yechishda Gauss usulining
ma nos, mmadan iborat*?

* « .« ,, @en8lamalar sistemasini matritsa usuli bilan yechishni tu-
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I1. Tekislikdagi analitik geometriya

0

1. Chizigning tenglamasini ganday tuzish mumkin?

2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga avti
ladi?

3. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli va umumiy tengla-
malarini yozing.

4. To‘g‘ri chizigning kesmalardagi tenglamasi ganday ko‘ri-
nishda bo'ladi?

5. To‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi. Ikki to‘g‘ri chiziq
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

6. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini ganday
hosil gilasiz?

7. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasini va umumiy
tenglamasini normal ko‘rinishga ganday keltiriladi?

8. Berilgan nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofa ganday
aniglanadi?

9. Ddd to*g‘ri chiziq orasidagi burchak ganday hisoblanadi?

10. Aylana deb ganday egri chizigqga aytiladi? Uning tengla-
malarini yozing.

11. Ellips deb ganday egri chizigga aytiladi? Eilipsning fokus-
lari va ekssentrisiteti ganday aniglanadi?

12. Giperboia deb ganday nugtalarning geometrik o'rniga
aytiladi?

13. Parabola deb ganday nugtalarning geometrik o'miga
aytiladi?

14. Ikkinchi tartibli egri chiziglaming qutb koordinatalaridagi
tenglamalarini yozing.

M1. Vektorlar algebrasi

1. Vektor va uning moduli deb nimaga aytiladi?

2. Qanday vektorlarga kollinear, komplanar, teng vektorlar
deyiladi?

3. Modullari teng bo‘lgan ikki vektor o‘zaro teng bo'Imasiigl
mumkinmi? Agar teng bo‘Imasa, fargi nimada?
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4. Vektorlar ustida ganday algebraik amallar bajarish mumkin?
1”0l vektor deb ganday vektorga aytiladi? Vektorlar ustida kiritilgan
amallar uchun ganday xossalar o'rinli?

5. Tekislikda, fazoda basis deb ganday vektorlarga aytiladi?

6. Qanday vektorlarga chizigli bog‘liq vektorlar deyiiadi?

7. Dekart koordinatalar sistemasi ganday tanlanadi?

8. Vektoming komponentalari, uning boshlang'ich va oxirgi
nugtalarining koordinatalari orgali ganday ifodalanadi?

9. Kesmani berilgan nisbatda bo'lishni ko‘rsating.

10. Uchburchak og‘irlik maricazining koordinatalarini uning
uchlarining koordinatalari orgali ifodalang.

11. Nugtaning va kesmaning o‘gdagi proyeksiyasi deb nimaga
aytiladi?

12. 1kki vektoming skalyar ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari. Proyeksiyalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar
ko‘paytmasini ganday topasiz?

13. Vektoming uzunligini skalyar ko'paytma orqali ifodalang.

14. Ikki vektoming vektor ko‘paytmasr deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va berilgan vektorlarning proyeksiyalari orgali
ifodasi.

15. Uchta vektoming aralash ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va geometrik ma’nosini aytib bering.

16. Uchta vektoming komplanarlik shartini ifodalang.

IV. Fazodagi analitik geometriya

l. Qanday parametriar berilganda fazoda tekislikning o‘mi
aniglangan bo‘ladi?

beril™ tenglamalarini (normal, umumiy, kesmalar bo‘yicha;
f 1 ®» nugtadan, uchta nugtadan o'tuvchi) yozing.

tekislikri 1 tek's”™ orasidagi burchakni ganday aniqglaysiz? Ikki
4 ~paraliellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.

ganday topilad™? nuclta™an berilgan tekislikkacha boMgan masofa

dastasini”°fa tekislik kesishish chizig'idan o ‘tuvchi tekisliklar
ke'yichateng "N TA*0" O™ r' chizigning proyeksiyalar



Il. Tekislikdagi analitik geometriya

fc Chizigning tenglamasini ganday tuzish mumkin?

2. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga avti
ladi?

3. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli va umumiy tengla-
malarini yozing.

4. To'g'ri chizigning kesmalardagi tenglamasi qanday ko'ri-
nishda bo‘ladi?

5. To‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi. Ikki to‘g'ri chiziq
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

6. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini ganday
hosil gilasiz?

7. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasini va umumiy
tenglamasini norma] ko‘rinishga qanday keltiriladi?

8. Beriigan nugtadan to'g'ri chizigqacha bo'lgan masofa ganday
aniglanadi?

9. IKKki to‘g‘ri chiziqg orasidagi burchak ganday hisoblanadi?

10. Aylana deb ganday egri chizigga aytiladi? Uning tengla-
malarini yozing.

11. Ellips deb ganday egri chizigqa aytiladi? Ellipsning fokus-
lari va ekssentrisiteti ganday aniglanadi?

12. Giperbola deb ganday nugtalarning geometrik o'miga
aytiladi?

13. Parabola deb ganday nugtalarning geometrik o'miga
aytiladi?

14. lkkinchi tartibli egri chiziglarning qutb koordinatalaridagi
tenglamalarini yozing.

M1. Vektorlar algebrasi

1. Vektor va uning moduli deb nimaga aytiladi?

2. Qanday vektorlarga kollinear, komplanar, teng vektorlar
deyiladi?

3. Modullari teng bo'lgan ikki vektor o'zaro teng bo'Imashgi
mumkinmi? Agar teng bo'Imasa, fargi nimada?



4 Vektorlar ustida gqanday algebraik amallar bajarish mumkin?
No|]vektor deb ganday vektorga aytiladi? Vektorlar ustida kiritilgan
amallar uchun ganday xossalar o ‘rinli?

5 Tekislikda, fazoda basis deb ganday vektorlarga aytiladi?

6 Qanday vektorlarga chizigli bog'‘liq vektorlar deyiladi?

7. Dekart koordinatalar sistemasi ganday tanianadi?

8. Vektoming komponentalari, uning boshlangMch va oxirgi
nugtalarining koordinatalari orqaii ganday ifodalanadi?

9. Kesmani berilgan nisbatda bo'lishni ko'rsating.

10. Uchburchak og‘irlik markazining koordinatalarini uning
uchlarining koordinatalari orgaii ifodalang.

11. Nugtaning va kesmaning o‘gdagi proyeksiyasi deb nimaga
aytiladi?

12. Ikki vektoming skalyar ko'paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari. Proyeksiyalari bilan berilgan ikki vektoming skalyar
ko'paytmasini ganday topasiz?

13. Vektoming uzunligini skalyar ko'paytma orqaii ifodalang.

14. 1kki vektoming vektor ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va berilgan vektorlaming proyeksiyalari orqaii
ifodasi.

15. Uchta vektoming aralash ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?
Uning xossalari va geometrik ma’nosini aytib bering.

16. Uchta vektoming komplanarlik shartini ifodalang.

IV. FaZodagi anaiitik geometriya

1. Qanday parametrlar berilganda fazoda tekislikning o‘mi
aniglangan boMadi?

2. Tekislik tenglamalarini (normal, umumiy, kesmalar bo'yicha;
n gan bitta nugtadan, uchta nugtadan o'tuvchi) yozing.
teki ten's”™  orasidagi burchakni ganday anigiaysiz? Ikki
S 4 'n8 ParaHellik va perpendikulyarlik shartlarini yozing.
ganday topilad™? nudtadan berilgan tekislikkacha boMgan masofa

dastasini”™ 043 tekislik kesishish chizigMdan o‘tuvchi tekisliklar
b ow "g ~Slamasini yozing. To‘g‘ri chizigning proyeksiyalar
tenglamalarini yozing.



6. To'g'ri chizigning yo'naltiruvchi vektori deb ganday
velrtorga aytiladi? To‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik
tengfamalarini yozing. Beriigan ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini yozing.

7. To‘g‘ri chizig bilan tekislik orasidagi burchak deb ganday
burchakka aytiladi va u ganday aniglanadi? To‘g‘ri chiziq va
tekislikning paraliellik va perpendikulyariik shartlarini yozing.

8. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini ganday
topasiz?

9. Ikki to*g‘ri chizigning bir tekislikda yotish shartini yozing.

10. Sfera tenglamasini yozing.

11. Yasovchisi Oz o‘giga parallel silindrik sirt tenglamasini
yozing.

12. Aylanish sirtini ganday hosil qilasiz? Konus sirtlar
tenglamasini yozing.

V. Kompleks sonlar

1. Qanday ifodaga kompleks son deyiladi?

2. Kompleks sonning trigonometrik shaklini yozing. Uning
moduli va argumenti deb nimaga aytiladi?

3. Kompleks sonlar ustida go‘shish, ayirish, ko'paytirish va ildiz
chigarish amallari ganday bajariladi? Muavr formulasini yozing.
Misol keltiring.

4. Hagqiqiy sonni trigonometrik shaklda qganday tasvirlash
mumkin?
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MUSTAQIL YECHISH UCHUN MISOLLAR

Quyidagi determinantlami hisoblang:

5 3
1 6 a

2
ga
-4 S
S|Ve -

“la  wvsr

cosa -sina
“sina  cosa
Na+b a—b
b a+f
1 1

2 1
2

1

-3 1

-6 2
2 -1 2

X 0

1 x

X 0

]( Isina sinfi
Icosa cos/?

Determinantlami birinchi ustun elementiari bo'yicha yoyib hisobla

2 3 4
s 2 1
1 2 3
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Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:
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24. 1)

5 a 2

3

2 3

-5

2 3 0

-1

-2

25. Uchlari A(-2; 1), B(2; -2) va Oi\ 6) nuqgtalardabo Igan uchbur

chakning yuzini hisoblang.

26. A(1; 3), B(2; 4) vaC(3; 5) nugtalar bir to‘g‘ri chizigdayota imie

27. Ava s matritsalar berilgan. Quyidagilar topilsin.
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28. Berilgan tenglamalar dan x ni toping va ildizlami determinant

go'yib tekshiring:

*¥2 3 2 x2 4 0
px -1 170 2) x 2 3=0
0 1 1 1 1 0
X2 3 2 X2 4 9
3 x -1 1=% x 2 3=0

0 14 111
Tenglamalar sistemasini determinantiar yordamida yeching:
2x + 3y = 1,
29. %‘}x+ Sy = 4.
p*+y=4
XK (@2x +4y + 1.
3i &Jr_){/ = &
f3x+2y =7,
(4x - 5y = 40.
\ax- 3y = 1,
'Eﬁx + 2y = 6.

34 fmx —ny = (m - n)2,
"2x -y =n(m* 2n).

35. Ushbu, 3x —ay = 1, 6x+4y=Db tenglamalar sistemasi a v
b Ning gaysi giymatlarida:
1) yagona yechimga ega;
2) yechim mavjud emas;
3) cheksiz ko‘p yechimga ega ekanligini aniglang.
36.Birjinsli 13x + 2y = 0, 5x +ay = 0 tenglamalar siste
&l a ganday giymatida noldan fargli yechimga ega ekanligi

aniglang.

Tenglamalar sistemasini yeching:
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28. Beriigan tenglamalar dan X ni toping va ildizlami determinant

go'yib tekshiring:

x2 3 2 x2 4 0
1) X -1 1:0; 2) x 2 3=0
o il 1 10
x2 3 2 x2 4 9
3 x -1 1=0 % x 2 3
0 14 1 11
Tenglamalar Sistemasini determinandar yordamida yeching:
(2x+ 3y =1,
(3x + by = 4,
30 f3x+y=4,
(2x + 4y + 1.
H&y 2
C3x+ 2y ~ 7,
(4x - 5y = 40.
(ax - 3y =1,
(ax + 2y = 6.
(mec —ny = (M- n)2,
(2*-y=n(m?* 2n).
35. Ushbu, 3x —ay = 1, 6x+4y=b tenglamalar sistemasi a v

6 ning qaysi giymatlarida:
1) yagona yechimga ega;
2) yechim mavjud emas;
3) cheksiz ko*p yechimga ega ekanligini aniglang.
36. Birjinsli 13x + 2y = 0, 5x +ay = 0 tenglamalar siste
meSL a n*n8 ganday giymatida noldan fargli yechimga ega ekanligi
aniglang.

Tenglamalar sistemasini yeching:
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Cx—3y+2—2=0, " 7x + 2y + 3r = 15,

+5y- 4r + 5= 0, 2) 5x- 3y+ 22 =15

4x+y—3z+4=0. (10x - Ily +5r = 36
2x —4y + 3z —1, 2x +y =5,
X- 2y +42 =3, 2) x + 3r = 16,
15y —r = 10.

3Xx —y + 5r = 2. X+y- 22=6,

"2x4y+2=Q 2) 2x+ 3y —7z = 16,
39.1) 3x- y+2r- -3. 5x + 2y 41 = 16.

X+y- 32=4 3+ 2y +2=5,
X+2y+3z=1 2y 2x-y+2=8,

40. 1) 2x - y+22 =6 ( x+95y=-3
X+y-3z=17.

MP2x- 5y+2z=Q
"tx +4y —32 = 0.

[Bx+2y+2r=Q
[6x + 2y + 32 = 0.
(x-3y+5r=Q
(7x- 9y - 112 =0.

+2y43z2=0
X —3y +42=Q
3x-y+72=0.

(Bx+2y-2=0
45.12x - y+3r=Q
Ix+ 3y - 42=0.

+2y-2=0Q
-y+32=0.

Xx+y-r1=0.
€X —y +2r=0Q
X+ 3y —=5r = Q
¥ % uFE=02
48. x+2y—Sz=Q
3x +y —2r —0.
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/X+ 2y + 3z = 4,
49. X +4y +6z =3,
(3x+y-2z~1
"X+ 2y + 3z = 4,
50. 2x+y—z =3,
3X+3y+2z=17.
/ X+ 2y+ 3z —4,
51. 2x+y- z=3,
(3oc+ 3y + 21 = 10.
r 2x-y+z—,
52. 3x+2y +2r = -2,
X-2y+z=1
Sistemalami Gauss usuli bilan yeching:
X-y +3z- -4,
53. 2x + 3y —2z = 5,
3x+5y+z =4
' X —2y —3z —8§,
54, 3x+y+z=3
4x +3y- 2z =-1.
/3X+y + 2z = -4,
55.jx-2y-z =-1,
v2x- 3y - 2z = 0.
{ x+ty=4
56.j 2x + 3y +z2 =17,
I2x +y + 3z = -3.
(2x +y + 4z = 20,
57. 2x-y-3z=3
I3x + 4y - 5z = -8.
*+2y+4z =31,

5jc+y + 2z = 29,
3x-y+z=10.

58.
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8Q;

»  NX—2y+ 3z —86,
«59. 2x + 3y-4z = 16,
tax - 2y - 5z = 12.
2x +y —3z = 3,
60. 3x + 4y —5z = 9,

2y + 7z = 11.
Tenglamalar sistemasini matritsalar yordamida yeching
<X+ 2y + z =4, (2x —4y+ 9z = 28,
64. 1)J3x-5y +3z=1  2)<Ix+3y- 6z~ -1,
(2x + 7y - z = 8. I 7Xx + 9y - 9z = 5.
j2x +y =5,
65. x + 3z = 16,
by - z = 10.

- 7x+ 2y + 3z = 15,
66. 5x —3y + 2z = 15,
LIOx - Ily + 5z = 36.
mX+y- z=36,
IX+2-y:13,
y+z—x=171.
(X+y +z = 36,
68. <2x —3z = -17,
v e X. bz- T.
m2X + y + 2Z = 6,
69. X - 3y- z= -5,
5x —2y + z = -1.
rx- 2y + 3z =5,
70.)2x + 3y-z = -4,
tax +y- 2z=-1.

71-74- masalalarda ko'rsatilgan amallami bajaring:

71. 1)(2-30(-4 +7i): 2) (s-60('10+

3) (V3 + E)(V2 - iV3); 4) (4 +iV5)(4 -1V5);
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5) (m + ivVn)(m - iVvn); 6) (a + bf)(a- bi).

. (3+4Q (-1+3Q -4+6t . (4-0(1+20 ,
T4-  »f " (2+0(3-20" (-2+0(1-30°"

.. (m+ni)(n+mi)

Quyidagi kompleks sonlami vektorlar bilan tasvirlang, ularning

modullari va argumentlarini aniglang hamda trigonometrik ko'rinishda

yozing:
7. DNz =3, 2)z=—=2; 3)z =3 4)z = -2i.
76. 1)z =2-—=2i;, 2)z=1+1iV3;3)z=-V 3-i.
77. Nz =V3+i; 2)z=3+1iV3;3)z=-V2 +iV6.
78. Iz =-V2+iV2; 2)z =sina+£(1-cosa).

79. 75-78-masalalarda beriigan sonlami ko‘rsatkichli (r«<g)
shaklda tasvirlang (-n- < p<n).

80. )x2+25=0; 2)x2-2x +5=0; 3) x2+4x-13 =0
tenglamalami yeching va ildizlami tenglamaga qo‘yib tekshiring.

81. Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi z nugtalarning sohalarini
yasang.

DIF<32) <2 va j<<p<n;

3)2<]z]|<4 va — < P<-;

21 > 5; 5) Jz- 4] ~ 2; 6) |z+ 2ij £ 4;
Nr~31=3;8)Jz+1- tj<2; 9 |Jz- il=|z- 1]
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82. U

ko'rsatkig Z2\ ifoda Ava 22 nuqtalar orasidagi masofa ekanliginj

83. *

ganoatlanti™ N “ 2 + 3i
~chi z nugtalaming sohasini yasang.

berilgan. \z- zO\< 1 tengsizlikni

j™ ~dagilarni Muavr formulasi bilan hisoblang:
n ~ ~10; 2) (i - bl3>6; 3)(-1 +os;
~Nos-+ isin™)4; 5)(V3+03;, 6) (cos 15“+

isinl5°)8; 4 4
Isin g?gﬂig
85. 2"

doira vasab
14 a ~t>ilgan giymatlariniradius-vektorlar biian tasvirlang.

2) V—1; 3) H—Z + 2i iarni toping.

7) (V2(cos 10° +=isin 10°)J6; 8)[§/Iz(00857° +
* ning barcha giyxnatlarini toping va radiusi 1 ga teng

87.1) _
* )V -l + i 3) V-8 + 8tV3 lami toping.

34
AYN6AN+8 =° 2)x4+4=0; 3)i3-8 =0

5) x4 —81 = 0 ikki hadli tenglamalami yeching.

89 Soi ~ =
o‘qdagi AB, ™ A”™af1(-5), B(+4) va C(~2) nugtalami yasang va shu
tekshinng. va kattaliklami toping. AB+BC=AC ekanligini

90. Beri.

1) /71(0) n A va B nu4ta*ar orasidagi masofani toping:
4)a (-~-1): 2)N(-2),B(8);  3)71Q3).S(-D;

1) /7155 A va B nugtalar orasidagi masofani aniglang:
2)/744; . ~)*afi(-3; 1);

3)/40; *> * (7, -2);
J VaB{-2; 3);
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4) A(k; 0 vaB(K+ £m0);

5)A(-7; -9) va5(0; 15);

6) J1(4; -4) va5(6; 2).

92. Quyidagi nugtalarning har bin bilan koordinatalar boshi
orasidagi masofani toping:

LAB; 4); 2.5(5; -12);

3) C(0; 8); 4) D(a; b).

93. Uchlari A{-4; 2),0(0; —1) va C(3; 3) nugtalarda boMgan
uchburchak yasang va uning perimetrini hamda burchaklarini aniglang.

94. Quyidagi har bir holda ABC uchburchak o'tkir burchakli, o traas
burchakli yoki to*g‘ri burchakli bo'lishini aniglang.

DA(I; 4), 5(5; 8), C(3; 2);

2)A(2; 1),5(-2; 5),C(-1;3);

3)A(L; —1),B(—=2; 1),C(1:2);

HN(-3; 2), 5(0; -1), C(-2; 5).

Ko‘rsatma. Uchburchak katta tomonining kvadrati golgan ikki
tomoni kvadratlarining yig'indisidan kichik, katta yoki unga teng
bo lishiga garab wn o'tkir burchakli, o‘tmas burchakli yoki to'g'ri
burchakli boladi.

95. Ordinatalar o‘gida J1(—5; 1) va 5(3; 2) nuqgtalardan barobar
Jzoglashgan nugtani toping.

Uchlari A(1; 5), 5(2; 2), C(-3; -10), va D(-3; -2)
“ugtalarda bo Igan to'rtburchak tomonlarining uzunliklarini aniglang.
Ordinatasi 2 bo'lgan nugta (10; 3) va (8; 10) nugtalardan teng
kda turadi. Bu nugtaning abssissasini toping.
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98. Abssissalar o‘gida shunday nugtani topingki, undan (5;
nugtagacha bo‘lgan masofa 13 ga teng bo'lsin.

99. A(2; 2), B(-5; 1) va C(3; -5) nugtalardan teng uzoglikda
bo‘lgan nugtani toping.

100. Koordinata o'glarida AT—6; 8) nuqtadan 10 birlik masofaga
uzoglashgan nugtalami toping.

101. A (-7; -3) nugtadan markazi C(5; -8) nugtada va radiusi 5 ga
teng bo'lgan aylanaga urinmalar o‘tkazilgan. Ularning uzunliklarini
toping.

102. A(L; 2), B(9; 2) va C(2; -5) nugtadan barobar uzoglashgan D
nugtani toping.

103. Koordinata o‘glaridan va C(2; 4) nuqtadan barobar
uzoglashgan nugtani toping.

104. N(-4; 2) nugtadan o‘tib, abssissalar o‘gining B(2; 0) nugtasida
urinuvchi aylananing markazini toping.

105. Koordinata o‘glarining har biriga itfinuvchi va (2; -1) nugtadan
o'tuvchi aylananing markazi, radiusini toping.

106. Nugta to‘g‘ri chizigli harakat qilib, Af(5; 5) va N(I', 3)
nugtalardan o‘tadi. Ox o‘qini kesib o‘tgan nugtasini toping.

107. A{3; 5) va5(1; -4) nugtalami yasang. AB kesmani AN: NB =
2:3 nisbatda bo‘luvchi Mx;y) nugtani toping.

108. ;4(—2; 1) vafi(3; 6) nugtalar beriigan. AB kesmani AN: NB -
—3:2 nisbatda bo‘luvchi N(x;y) nugtani toping.

109. Ox o‘gining A(xX) va B(xr) nuqtalariga mx va m2 massalar

joylashtirilgan. Bu sistemaning og‘irlik markazini toping.
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110. Uzunligi 40 sm va og'irligi 500 g bo'lgan bir jinsli steijenning
uchlariga og‘irliklari 100 va 400 g li sharlar osilgan. Shu sistemaning
og'irlik markazini aniglang.

111. A(-2; 4),5(3; -1) va C(2; 3) nugtalarga, mos ravishda, 60,
40 va 100 g massalar go'yilgan. Shu sistema massalarining og‘irlik
markazini aniglang.

112. ABC uchburchakning A(6, 2), 5(3; -2) uchlari va uning
medianalari  kesishgan nugta M(3; 1) beriigan. C uchining
koordinatalarini toping.

113. ABC uchburchak beriigan: A(-1; 3).5(2; 1);C(7; -3). A
burchak bissektrisasining uzunligini toping.

114. Uchlari /1(1; —1),B(6;4) va C(2; 6) nugtalarda bo'lgan
uchburchakning og'irlik markazini toping.

Ko'rsatma. Uchburchakning og'irlik markazi medianalarning
kesishgan nugtasida yotadi.

115. Uchlari A(2; 0), B(5; 3) va C(2; 6) nugtalarda bo'lgan
uchburchakning yuzini toping.

116. A(L, 1), B(-I; 7) va C(0; 4) nugtalarning bir to'g'ri chizigda
yotishini ko'rsating.

117. Uchlari A(3; 1), 5(4; 6), C(6; 3) va LU ; -2) nugtalarda bo'lgan
to'rtburchakning yuzini hisoblang.

118. (-3; 4) va (2; 2) nugtalarning teng o'rtasi bilan (-1; 3) nugta
orasidagi masofani aniglang.

U9* Uchlarining koordinatalari (4; 5), (-2; 3) va (1; 1) bo'lgan

oni rehakning har bir tomoni o'rtasidagi nugtalarning koordinatalarini
oping
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120. A(x; 4) va B (—6; y) nuqtalar orasidagi AB masofa jV(-I; j)
nugtada teng ikkiga bo'lingan. Ay n B nugtalami aniglang.

121. (-1; 6) va (3; -2) nugtalar orasidagi kesma to'rtta teng bo‘lakka
bo'lingan. Bo‘linish nugtalarining koordinatalarini toping.

122. Parallelogramm burchaklaridan uehtasining uchlari (4; -3), (6;
4) va (-5; -2) nugtalarda. Uning to‘rtinchi burchagi uchining
koordinatalarini toping.

123. Uchlari A(-2; 0), 0(0; -1), C(2; 0), D(3; 2) va £(-1; 3)
nugtalarda boMgan beshburchakning yuzini hisoblang.

124. Birjinsli to‘rtburchakli taxtaning uchlari A4; 4), B(5; 7), C(10;
10) va D(12; 4) nugtalarda joylashgan. Taxtaning og‘irlik markazini
toping.

125. Markazi koordinatalar boshida boMib, radiusi R gat eng
aylananing tenglamasi x2 + y 2 = R2 boMishini ko‘rsating.

126. Markazi C(3; 4) nugtada, radiusi R = 5 boMgan aylana
tenglamasini yozing. A(—; 1), 0(2; 3),0(0; 0) va 0(4; 1) nugtalar shu
aylanada yotadimi?

127. A(3; 2) va B(-I; 4) nugtalardan teng uzoglikda harakat giluvchi
M(x; y) nugta trayektoriyasining tenglamasini yozing.

C(-I; 1) 0(1; -3), E(0; -1) va F(2; 2) nugtalar o‘sha chizigda
yotadimi?

128. 0(0; 4) nugtaga nisbatan A(0; 12) nugtadan uch marta
uzoqrogda harakat giluvchi M(x;y) nugta trayektoriyasinmg

tenglamasini yozing.
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129. B(-/\ 4) nuqgtaga nisbatan A(-I; 1) nugtadan ikki marta
yaginrogda harakat qiluvchi M(X;y) nuqgta trayektoriyasining
tenglamasini Yozing.

130. Har bir nugtasidan F(2; 0) va F(-2; 0) nugtalargacha bo'lgan
masofalaming yig'indisi 21/8 ga teng nugtalarning geometrik o‘mining
tenglamasini yozing va u bo'yicha chiziq yasang.

131. Ushbu:

)y =2x+5; 2) y =7- 2x; 3)y —2x; 4)y =4,

5 Y=4—x2; 6)2x—y +1=0;, 7)y=VI9~™x2;

QY =~; 10) y = x2- 1 tenglamalarga mos
keladigan chiziglarni (nugtalar bo‘yicha) yasang.

132. Tenglamalariy2- x2=5va2x+y - 1= 0bo‘lgan Lr va
L2 chiziglaming kesishish nugtasini toping.

133. Quyidagi chiziglaming kesishish nugtalarini toping:

1)2x-y + 1=ova2x+y - 5=0;

2)*2+y2=25vax = 3;

NY=FtHivar+Y—1=0;

4)y =% ax2+y2=i3.

134. Koordinatalar boshidan va A (-2; -3) nugtadan barobar
uz°glashgan nugtalar geometrik o'mining tenglamasini tuzing.

135. Koordinatalar boshidan va A(1; 3) nuqtadan barobar

kshgan nugtalar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing.

6. A(3,0) nugtadan va koordinatalar o ‘gidan barobar uzoglashgan

91 geometrik o'mining tenglamasini tuzing.
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137. Markazi C(a; b) nugtada, radiusi r bo'lgan aylana tenglamasini
tuiing.

138. Beriigan A(1; -2) va B(-1; 2) nugtalargacha masofalaming
kvadratlari yig'indisi 20 ga teng o‘zgarmas Kattalik bo'lgan nugtalar
geometrik 0'mining tenglamasini tuzing.

139. Beriigan A(0; 4) va B(-1; 2) nugtalargacha masofalaming
kvadratlari yigindisi 1 ga teng o'zgarmas kattalik bo'lgan nugtalar
geometrik 0‘mining tenglamasini tuzing.

140. Agar M nuqgta harakatlanayotgan har bir momentda undan
A( 2-V3;2) nugtagacha bo'lgan masofa B( V3; -1) nugtagacha
masofadan ikki marta ortig bo'lsa, M nugta trayektoriyasining
tenglamasini keltirib chigaring.

141. Oy o‘qdan b=S kesma ajratib, Ox 0'q bilan 1) 45°; 2) 13B®
burchak tashkil giluvchi to'g'ri chiziglami yasang. O'sha to‘g‘n
chiziglarning tenglamalarini yozing.

142. Oyo‘qdanb - —4 kesma ajratib, Ox 0‘q bilan 1) 60°; 2) 120°
burchak tashkil qiluvchi to‘g'ri chiziglarni yasang. Bu togn
chiziglarning tenglamalarini yozing.

143. Koordinatalar boshidan o'tib, Ox o'gi bilan 1) 45°; 2)60 , 3)
90e; 4) 120° 5) 135° burchak tashkil giluvchi to'g'ri chiziglarning
tenglamalarini yozing.

144. Koordinatalar boshidan va (-2; -3) nugtadan o'tuvchi to gn
chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.

145. A(-2; 3) nugtadan o'tuvchi to'g'ri chizig Ox o*<i bilan 135

burchak tashkil etadi. Bu to'g'ri chizig tenglamasini toping.
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146. O 2* —3y = 6; 2)2x +3y = (; 3)

Df+f =1, 5 x —4y —7=0; 6)y+5=0;
7) 5x —2y = 0; 8) 10x + 5y + 12=10
to‘g‘ri chiziglarning har gaysisi uchun kvab parametrlami aniglang.
147. Quyidagi tenglamalar bilan ifodalangan to‘g‘ri chiziglardan
gaysilari Ox 0'gining musbat yo'nalishi bilan o'tkir burchak va qaysilari

o'tmas burchak tashkil giladi:

Dy=-x +5 2)y = ~x —1; 3)y=x;
4)3x- 5y+1=0; 5y = -x; 6) 3x = 4y;
Nx+y+4=0; 8)2x + 3y = 0?

148. Quyidagi to‘g‘ri chiziglardan gaysilari koordinatalar boshidan
o'tadi? Dckala koordinata o'qini kesadi? Ox o‘giga parallel? Oy o‘giga
parallel:

Ny +3=0; 2)x + 2y = 0; 3)2x - 5=0;
Hx+y =2 53y +x=0; 6)6y + 7 = 0;
N2x-y-i=0 8)x=y?

149. Kvadratning uchlaridan biri koordinalar boshi bilan, garama-
4*rahi uchi esa A(5; -5) nugta bilan ustma-ust tushadi. Kvadrat

monlarining tenglamalarini yozing.
-o. Kvadrat uchlaridan biri koordinatalar boshida, diagonallari

, t nugta 5(-i; j) nugtada joylashgan. Kvadrat tomonlarining
tenglamalarini tuzing.

229



151. To‘g‘ri to‘rtburchakning ikkita tomoni koordinata o‘qlari<ia
y<ftadi, uchlaridan biri (-2; -3) koordinataga ega. To‘g‘ri to ‘rtburchak
tomonlarining tenglamalarini tuzing.

152. 1) 2x - 3y = 6;2)3x- 2y +4 =0; 3) Xx+y~3=0.

Hx+2y-8=0; 5) Xx+8y-16=0 to‘gr
chiziglaming tenglamalarini o'glardan ajratgan kesmalariga nisbatini
yozing.

153. 0(0;0) va A(-3; 0) nugtalar berilgan. Bir tomoni OA kesmadan
iborat bo'lgan va diagonallari B(0; 2) nugtada kesishuvchi parallelogram
tomonlarining va diagonallarining tenglamalarini yozing.

154. A(0; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinatalar burchagidan yuzi 3
kv birlikka teng uchburchak kesuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasini yozing.

155. Abssissalar o‘gining musbat yarmidan 2 birlikka teng,
ordinatalar o‘gtning manfiy yarmidan 5 birlikka teng bo'lgan kesma
ajratadigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing (Sx —2y —10 = 0).

156. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar rombning
katta diagonalini Ox o‘gi uchun, kichigini Oy o‘qgi uchun gabul gilsak,
romb tomonlarining tenglamalarini yozing.

(3x+8y-12-0, 3jc-8yH2=0, 3x+8yfl2=0, 3jc8>--12=0).

157. Koordinata o‘glari bilan 2x —Sy + 20 = 0 to‘g‘ri chiziq
orasidajoylashgan uchburchak yuzini toping (20 kvadrat birlik).

158. A(1; 2) nugta orgali o‘tuvchi va koordinatalar o‘gining musbat
yarim o‘glaridan teng kesmalar ajratadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasini

tuzing.
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159. (2; 3) nugtadan o'tuvchi va koordinata burchagidan yuzi 12 kv
birlikka teng bo’lgan uchburchak ajratuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini

tuzing 3X+ 2Y - 12 = 0).
160. Asoslari 10 va 6 bo‘lgan teng yonli trapetsiyaning o‘tkir

burchagi 60°, trapetsiyaning katta asosi Ox 0‘gi, uning simmetriya o‘qini
oy 0“qgi deb olib. uning tomonlari tenglamasini toping.
(y=0; y=21/3;, y = n/3x + 50/3; y = -V fx + 5n1/3).
161.Tomoni a gat eng boMgan kvadratning diagonallari koordinata

o’qlaridan iborat. Kvadrat tomonlarining tenglamalarini tuzing.

2
162.y = -x —4 to‘g‘ri chiziqg bo‘ylab yo‘nalgan nur Ox o'giga
yetib, gaytadi. Numing OXo ‘qi bilan uchrashgan nugtasini va gaytgannur

tenglamasini toping.

163. Quyidagi to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni aniglang:

6) y=7x-2,y=Xx-2;

7) SX-y+7—0,2x-3y+1=0;  8) 2x+y=0.y=3x-4;
9>3x+2Y=0,6x+4y+9=0; 10) 3x-4y=0,8x+6y=11;
* .V
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3y+ 7x- 4=0; Kbn-ay- f=o

164. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming ustma-ust tushishljoj
parallelligi yoki kesishishini (bunda kesishish nugtasini topish kerak
bo'ladi) tekshiring:

)x-y+3=0, 2x-2y-7=0; 2) 2x-y+4=0,4x-2y+9=0;

3) x+3y-1=0,2x+6y-2=0; 4) 5x-y+1=0, 10x-3y+2=0;

5) 3x+2y-4=0, 5x+6y-12=0; 6) 2x-3y=0, 6x-9y=0;

)y —S=0,3y +15 = 0; 8) 4x-1=0, 8y+2=0;

9) 2x+3=0, 2x1=0; 10)4x-y+1=0, 2x+3y-17=0;

11) 5x+3=0, 10x+7y+2=0.

165. A(2; 3) nugtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining
tenglamasini yozing. Shu dastadan Ox o‘qi bilan: 1) 45°;  2) 60e; 3)
135°;  4) 0° burchak tashkil etuvchi to‘gri chiziglami tanlab oling va
yasang.

166. A(-2; 5) nugta va 2x-y=0 to*g‘ri chizigni yasang. A nugtadan
o'tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasini yozing va o‘sha
dastadan berilgan to‘g‘ri chizigga: 1) parallel; 2) perpendikulyar boigan
to‘g‘ii chiziglami tanlab oling.

167. 2x-5y-10=0 to‘g‘ri chizigning koordinata o'glari bilan
kesishgan nugtalaridan bu to‘g‘ri chizigga perpendikulyar chigarilgan-
Ularning tenglamalarini yozing.

168. Berilgan ikki nugtadan o‘tgan to‘g‘ri chizigning tengiam asin
yozing:

DA(-1;3) vaB4;-2; 2)(-1;4) va(-3;-2) 3) (0; 6) va(3; 6)

4) (0; 0) va (2; 3); 5) (—1; 1) va (0; 1).



169 A(*1;6) va B9; -8 nugtalar berilgan. AB kesmaning o‘rtasidan
a2x-3y+S=0 to‘g‘ri chiziqga parallel o‘tgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini
yozing-

170. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A(-2;3), B(4;
2) va C(I;5)- Har gaysi uchidan garama-garshi tomonga parallel bo'lib
o‘tgan to‘gri chiziglaming tenglamalarini yozing.

171. Uchlari A-2;0, B(2;6) va C4;2 nuqgtalarda bo‘lgan
uchburchakning BD balandligi va BE medianasi o‘tkazilgan. AC tomon,
BE medianasi va BD balandlikning tenglamalarini tuzing.

172. To'rtburchakning uchlari berilgan: A-4; -2, B-3;l, C(4; 3) va
D(5; -3). Bu to‘rtburchak tomonlarining o‘rtalari parallelogrammning
uchlari ekanligini ko‘rsating.

173. Parallelogrammning x-y+1=0 va 2x+3y-6=0 tomonlarini
hamda uning uchlaridan biri C(7; Dni bilgan holda qolgan ikkita
tomonning tenglamalarini tuzing.

174. Uchburchakning uchlari A(0; 0), 5(1; 2) va C (—2; 3)
nugtalarda. Uning istalgan ikki tomonining o‘rtasidan o‘tgan to‘g‘ri
chiziq golgan tomoniga parallel ekanligini ishot giling.

175. (0; 2) nugtadan o‘tib, y-x-5=0 to‘g‘ri chizigga petendikulyar
bo !ganto‘g‘ri chizigq tenglamasini tuzing.

176. (5; —3) nugtadan o'tib, 4x+3y+15=0 to‘g‘ri chizigga
PerPendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

177. Uchburchakning uchlari A(2; 5), 5(2; -3) va c(4; -1)

Bu uchburchak balandliklarining tenglamalarini tuzing.

233



178. Uchburchakning uchlari A(-2; 3), 5(0; 0) va C(3; 5) nuqtalarda
Lining har bir tomonining o‘rtasiga perpendikulyar bo'lgan to\él{
chiziglarning tenglamalarini tuzing.

179. Tomonlari x+y=4 , 3x—y =0, x—3y—8=0
tenglamalar bilan beriigan uchburchak yasang, uning burchaklari va
yuzini toping.

180. Uchlari A(-4; 2), 5(2; -5) va C(5; 0) nugtalarda bo'lgan
uchburchak medianalarining kesishgan nugtasini va balandliklarining
kesishgan nugtasini toping.

181. A(-2; -2), 5(-3; 1), C(7; 7) va I'K3; 1) nugtalar trapetsiyaning
uchlari ekanligini tekshiring. Bu trapetsiyaning o'rta chiziqg'i va
diagonallarining tenglamalarini tuzing (BC||DA;3x-5y+5=0;x*y=0;y-
1=0).

182. Uchburchakning A(3; 5), 5(6; 1) uchlari va uning
medianalarining kesishgan nuqtasi N(4; 0) bo‘yicha uning tomonlari
tenglamalarini tuzing (4x+3y-27=0AB; x=3AC; 7x-3y-39=0(BC)).

183. Ikkita: A{-3\ 1) va 5(3; -7) nuqgtalar beriigan. Ordinata o'gida
shunday N nuqgta topingki, AN va BN to‘g‘ri chiziglar bir-biriga
perpendikulyar bo‘lsin (N1(0;2) va N2(0; —8)).

184. M(4; -3) nugtadan o‘tib, koordinata o'glari bilan, yuzasi 3 kv
birlikka teng bo'lgan uchburchak hosil qiluvchi to'g'ri chizig
tenglamasini tuzing.

185. 1)4x-3y + 10 = 0; 2)5x + 12y - 39 * 0;

3)6x + 8y - 15 * (; 4)x- 2y +3=0;
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5y - xn/3 = 4 6) XcoslO® +
ysinto °+ 4 =0 to‘g‘ri chizigiaming tenglamalarini normal ko'rinishga
keltiring-

186. A(4;3); B(2;1) va C(1;0) nugtalardan 3x+4y-10=0 to‘g‘ri
chiziggacha boMgan masofalami toping vato‘g‘ri chizigni yasang.

187. Normal uzunligi p=2 va uning Ox o‘qga og‘ish burchagi P: 1)
45« 2)135°; 4) 315° boMgan to‘g‘ri chiziglami yasang.

188. Berilgan nugtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha boMgan
masofani hisoblang:

1) P14; -2, 8x-15y-11=0;

2)P2<2;7), \2x + 5y —7 = 0;

3)P3(-3;5), 9x —12y+ 2 =0;

4 PA(-3;2), 4x - Ty + 26 = 0;

5) Ps(8; 5), 3x —4y —15 = 0.

189. Koordinatalar  boshidan 12* —5y + 39 =0 to‘g‘ri
chiziggacha bo‘lgan masofani toping.

190.1)3x - 4y- 10=0vabx - 8y +15 = 0; 2) 2X -
3y 6-0 va 4x- 6y —25= 0 to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel
ekanligini ko rsating va ulaming orasidagi masofani aniglang.

Yy —kx + 5 to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan rf = V-
maSofa Uz°glikda boMsa, * ni toping.

192. 4jf _ 3y _ g t0“g‘rj chiziqdan 4 birlik uzoglikdagi nuqtalar
@®oinctnk o mining tenglamalarini yozing.
198 4x + Ny —15 = 0 tenglamadagi J1 koeffitsiyenti ganday

u to g‘ri chizigning ordinatalar o‘gidan kesgan kesma 2 ga
tetl8 bolMadi?
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194. 8x —15y = 0 to‘g‘ri chizigga parallel bo‘lib, 4(4;_2)
nuqgtadan 4 birtik uzoqlikdagi to‘g ‘ri chizigning tenglamasini yozing.

195. )2x + 3y = 12va3x + 2y = 12; 2) 3x+4y=i2 \
y=0;, 3)2x- 9y+18=0vabx+7y- 21 =0to'g'ri chiziglar
orasidagi burchaklar bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

196. M (x;y) nuqgtay = 4 -2 x to‘g‘ri chizigganisbatany = 2x~
4 to‘gri chizigdan 3 marta uzogdan harakat giladi. O'sha nugta
trayektoriyasining tenglamasini yozing.

197. Uchlari A 8(0; 4) va C(—3;—2) nugtalarda bolgan

uchburchakka ichki chizilgan doira markazining koordinatalarini toping.

198. N(1; 2) nugtadan o‘tuvchi va /4(3;3), 8(5; 2) nugtalardan
bir xil uzoglikda bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.

199. Ikkita: A(2;-3) vafl(5;-1) nugtalar berilgan. A nugtadan 6
birlik va B nugtadana 4 birlik uzoglikda bo‘lgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini toping.

200. P (6; —2) nugtadan 4 birlik masofada yotgan vay - —* + |<
to‘g‘ri chiziqga parallel boigan to‘g‘ri chizigning tenglamasini toping.

201. x+7y—6=0 va 5x- by+ 1=0 to‘gri chiziglar
orasidagi burchak bissektrisalarining tenglamalarini yozing.

202. /A(3; 5) va 8(5; 2) nugtalardan teng uzoglikda bo‘lib, M(1/z)
nugtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

203. (—4; 2) nugtadan o‘tib, abssissalar o‘gining musbat yo nalislu
bilan tashkil gilgan burchagining sinusi 0,8 ga teng bo'lgan to‘g ri chizig

tenglamasini tuzing.



204 P(0; 1) nugtadan o'tib, x - 3y+10=0, 2x+y- 8=10
.+ *chiziglamning orasidagi kesmasi P nugtada teng ikkiga bo'linuvchi
tto()‘lt;p?n' chizigni o'tkazing.

205- 3x- 2y+ 1=0 va x+3y- 7= 0 to‘g‘ri chiziglarning
kesishish nugtasidan ularning birinchisiga perpendikulyar to'g'ri chiziq
o'tkazilgan. Hosil gilingan to'g'ri chizigdan koordinatalar boshigacha
bo'lgan masofa gancha?

206. Tenglamasi 4x + 3y + 1 = 0 bo'lgan to'g'ri chiziq beriigan.
Bu to'g'ri chiziqga parallel bo'lgan shunday to'g'ri chiziq topilsinki, u
bilan beriigan to'g'ri chiziq orasidagi masofa 3 birlikka teng bo‘lsin.

207. (2,1) nugtadan shunday to'gri chiziq o'tkazilganki, u
koordinata o'qlari bilan yuzi 64 kv birlikka teng bo'lgan uchburchak
tashkil giladi. Bu chizigning tenglamasini tuzing.

208. Tenglamalari 3x - 4y+6=0, x—2=0vay = 2x- 1
bo'lgan to'g'ri chiziglarning bir nugtadan o'tishini isbot giling.

209. Uchburchakning uchlari beriigan: A(-8; 1), 5(1;-2) va
C(6;3). Uchburchakka tashqi chizilgan aylananing markazi va radiusini
toping.

210. Uchburchakning uchlari /1(-2;-1), B(1;3) va C(-2;3)
®4talarda. Uchburchakka ichki chizilgan aylananing markazi va
radiusini toping.

211. 2x+ 5y + 3 = 0 va 3x —4y —7 = 0 to'g'ri chiziglarning

Bannugtasidan shunday to'g'ri chiziq o'tkazingki, uning bilany =

3 to‘%‘n' cHizi.qning orasidagi burchak 45° bo'lsin.
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K
212. Teng yonli uchburchakda yon tomonlarining tengI~”

3af—y + 6 = 0 va x + 3y —2 = 0. Uchburchakning asosi (i-
nugtadan o‘tadi. Asosining tenglamasini tuzing.

213. Uchburchakning tomonlaridan ikkitasining tenglamalari y +
1=0vax+ 1= 0 va mediamiari kesishgan nuqgta (-1; 0) berilgan
Uchinchi tomon tenglamasini tuzing.

214. Uchburchakning tomonlaridan ikkitasining tenglamalari 3x +
2y + 6 = 0,x + y -3 = Ova balandliklarining kesishgan nugtasi (0;0)
berilgan. Uchinchi tomon tenglamasini tuzing.

215. Uchburchakning /4(0;—4), 5(3;0) va C(0;6) uchlari
berilgan. C uchidan A burchakning bissektrisasigacha bo‘lgan masofani
toping.

216. Parallelogrammning AB va BC tomonlari, mos ravishda, 2x -
y+S=0 vax—y +4=0 tenglamalar bilan berilgan, diagonallari
M (I; 4) nugtada kesishadi. Uning balandliklarining uzunliklarini toping.

217. Romb ikki tomonining tenglamalari x + 2y = 4vax + 2y =
10 hamda diagonallaridan binning tenglamasi y=x+2 ma‘lum bo‘lsa,
romb uchiarining koordinatalarini toping.

218. 2x + y —6 = 0 to‘g‘ri chizig va unda ordinatalari YA= 6\a
yB = —2 bo‘lgan ikki A va B nugta berilgan. AOB uchburchakning?
balandligining tenglamasini yozing, uning uzunligi va DAB burchakw
toping.

219.  Uchburchakning  bitta uchi A(3;—4) va '~cta
balandliklarining tenglamalari: 7x —2y —1 = 0 va £X-1y -6 =°

ga ko‘ra uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing
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220. Uchburchakning bitta uchi A(-4; 2) va ikkita medianalarining
tenglamalar: 3x- 2y+2=0 va 3*+5y- 12=0 ga ko‘ra
uchburchak tomonlarining tenglamalarini tuzing.

221. Markazi 1) C(l; 2) nugtada va radiusi R = 3; 2) C(0;-3), /? =
5. c¢(-4;3), A= 5boMganaylana tenglamasini yozing.

222. A(-4;6) nugta berilgan. Diametri OA kesmadan iborat
aylana tenglamasini yozing.

223. Aylana diametrlaridan binning uchlari Mx(2;-7) va
M2(-4; -3) nugtalarda yotishi ma'lum. Aylana tenglamasini yozing.

224. Diametri 12x + 5y + 60 = 0 to‘g‘ri chizigning koordinata
o‘glari orasidagi kesmasidan iborat boMgan aylananing tenglamasini
tuzing.

225. Quyidagi aylanalaming radiuslari va markazlarining
koordinatalarini aniglang:

a)x2+y2+2x—6y+5=0; b)x2+y2+4x~5=0;

dyx2—5-fy2+ 4y = (; e) 4x2- Sx+ 4y2—8 = 0;
f)x2+y2— +6y+21=0; g)x2+y2—lOx —6y —
15=0.

226. x2+y2- 5*- 7y + 6 = 0 aylananing koordinata o‘qlari
bilan kesishgan nugtalarini aniglang.

227. Aylana Ox 0‘qga koordinata boshida urinadi va Oy  o‘qini
( 310) nugtada kesib o‘tadi. Aylana tenglamasini yozing.

22& Markazi Ox o‘gda va A(6;4V2) hamda B(0; -2V5)

arcan ° tUvchi aylananing tenglamasini yozing.
229. A(3;

L —v va B(~4;-8) nugtalardan o‘tuvchi aylananing
Adiusi

ga teng. Aylana tenglamasini yozing.



** 281. Quyidagi parabolalaming fokusi koordintalarini toping
direktrisasi tenglamasini yozing:

Ny 2= 8x; 2)y2 = —12x;

3) x2 = 10y; 4)x2 = -16y.

282. Quyidagilarga asoslanib, parabolaning tenglamasini tuzing:

1) uchidan fokusigacha bo'lgan masofa 3 ga teng;

2) fokusining koordinatasi - (5;0), direktrisasi -ordinatalar o‘qj;

3) M(1;—4) nugtadan o'tuvchi Ox o'giga simmetrik bo'lgan
parabola;

4) fokusi (0;2) da, Oy o'giga simmetrik va uchi koordinata boshida
bo'lgan parabola;

5) koordinatalar boshidan va M(6;—2) nugtadan o'tuvchi, Oy
o0'giga simmetrik bo'lgan parabola.

283. y 2 —8x parabolada fokal radius-vektori 20 ga teng bo'lgan
nugtani toping.

284. y2 = 4,5x parabolada direktrisadan d = 9,125 masofada
bo'lgan M(x;y) nugta beriigan. Shu nugtadan parabola uchigacha bo'lgan
masofani toping.

285. y2 = 48* parabolaning fokusi orgali o'tuvchi vay = V3* + 1
to'g'ri chiziqga parallel gilib to'g'ri chiziq o'tkazilgan. Hosil bo'lgan
vataming uzunligini toping.

286.y2 = 6x parabolaning: 1) 3x +y —6=0; 2) 2x—Y+ 5"
0; 3) y —6 = 0 to'g'ri chiziglar bilan kesishish nugtasini toping.

287. y2 = 6x parabolaning .. + 7 = 1 ellips bilan kesishish

nugtalarini toping.
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288. Y2 —36x parabola hamda (x + 12)2 + y2 = 400 ayiananing
umumiy vatari tenglamasini tuzing va immligini aniglang.

289. Uchlari koordinatalar boshida, fokuslari FL1(-6;0) va
f2(0;—6) nuqgtalarda bo'lgan ikkita parabolaning umumiy vatari
uzunligini toping.

290. Uchi (7;2) nugtada, fokusi (7;5) nugtada bo‘lgan parabola
tenglamasini tuzing.

291. Ox 0‘qga nishatan simmetrik boMgan parabolaning uchi (3;0)
nugtada. U ordinatalar o'gidan uzunligi 24 gateng bo'lgan vatar ajratiladi.

Parabola tenglamasini tuzing, uning fokusi va direktrisasini toping.
292. Fokusi - 1) nugtada bo‘lib, direktrisasi 2x - 3 = 0 to‘g‘ri

chiziqdan iborat boigan parabola tenglamasini tuzing.

293. Parabola uchi (-3;4) nugtada, direktrisasi 2y - 9 = 0 to‘g‘ri
chizigdan iborat bo'lgan parabola tenglamasini tuzing.

294, Ko‘prik arki tenglamasi y2= 96* boMgan parabola
Ko rinishiga ega. Agar balandligi 6 m ga teng bo‘lsa, ark vatarining
uzunligini toping.

295. Parabolik ko'zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
*n® “orug‘lik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirilganda gaytgan nur parabola o*qiga parallel bo'ladi?

296. Fontandan otilib chigayotgan suv ogimining parametri p —2
8* teng bo lgan parabola shakliga ega. Agar suv ko'pi bilan 4 m ga

la olishi mumkin bo‘lsa, suv chigayotgan joyidan gancha nariga
tUshishini aniglang.
A 297. O tkir burchak ostida gorizontal otilgan jism parabola yoyi

*poshlang'ich holatdan 32 m masofaga borib tushdi. Agar jism



koltatrilgan eng yuqori balandlik 12 m bo‘lsa, parabolik trayektoriyaning
parSmetrini aniglang.

298. F(0; 2) nugtadan va y=4 to‘g‘ri chizigdan bir xil uzoglashgan
nugtaiar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing. Bu egri chizigning
koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalarini toping va uni yasang.

299. 1)y2 = 4x; 2)y2= ~4x; 3)x2« 4dy;

4) x2 - —4y tenglamalar bilan berilgan parabolalar hamda ularning
fokuslari, direktrisalarini yasang va direktrisalarining tenglamalarini
tuzing.

300. 1) (0;0) va (I;-3) nugtadan o‘tuvchi Ox o‘gga nishatan
simmetrik; 2) (0;0) va (2;-4) nugtalardan o‘tuvchi Oy o‘gga nisbatan
simmetrik boMgan parabolaning tenglamasini tuzing.

301. Uchi koordinatalar boshida va fokusininng koordinatalari:
1) F(0; 4); 2) F(0;-3); 3)F(6;0); 4) F(-2,5;0) boigan
parabolaning tenglamasini tuzing.

302. Parabola Ox o0'gga nisbatan simmetrik, uning uchi
koordinatalar boshida, fokusidan uchigacha boMgan masofa 12 ga teng.
Parabolaning tenglamasini tuzing.

303. Parabolaning tenglamasi y2 = 24* va undagi nugtaning
radius-vektori 14 ga teng. Bu nugtaning parabola boshidan uzogligml
toping.

304. Parabolaning tenglamasi y 2 —6x. Uning shunday vatanni
topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga boMinsin.

305. y —x to‘g‘ri chiziq bilan x2+y2+ 6x = 0 aylananing

kesishgan nuqgtalaridan o‘tuvchi va Ox o0‘qga nisbatan simmetrik bo
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parabolaning va direktrisalarining tenglamalarini yozing. To'g'ri chiziq,

parabola, aylanani yasang.

306.N +y = 1le,,iPsva* “Qg direktrisalarini yasang. Ellipsning
x = _3 abssissasidan o0'ng fokusgacha va o'ng direktrisagacha bo'lgan
masofalanii toping.

307. X;—yﬁz 1 giperbola va uning direktrisalarini yasang,

giperbolaning x=5 abssissasidan chap direktrisasigacha bo'lgan

masofalami toping.
308. Katta yarim o0'qi 2 ga teng, direktrisalari esax = =" to'g'ri

chiziglardan iborat ellipsning kanonik tenglamasini yozing.

309. Asimptotalari y —+ x, direktrisalari esa x = £V6 bo‘lgan
giperbolaning tenglamasini yozing.

310. x2+ 4y2 = 16 ellips, uningy = | diametri va unga qo'shma
diametrini yasang. Yasalgan yarim diametrlarning at va bt uzunliklarini
toping.

311. Ellipsning tenglamasi 5x2 + 9y2 = 45. Uning abssissasi 2 va
ordinatasi musbat bo'lgan nugtasidan o'tgan urinmaning tenglamasini
tuzing.

312. Ellipsning tenglamasi 3x2+ 4y2 = 13. Uning shunday
nugtasidan urinma o'tkazingki, u urinmay = 3x + 4 to'g'ri chizigga

Parallel bo'lsin.

13- Ellipsning tenglamasi 4x2+ 7y2 —56. Uning shunday

o
fotasidan - o'tkazingki, u - 2y - 5= 0 to'g'ri chizigga

~likulyarbo'bia



k(iltatrilgan eng yuqori balandlik 12 m bo‘lsa, parabolik trayektoriyaning
parSmetrini aniglang.

298. F(0; 2) nugtadan vay=4 to‘g‘ri chizigdan bir xil uzoglashgan
nugtalar geometrik o‘mining tenglamasini tuzing. Bu egri chizigning
koordinata o‘glari bilan kesishgan nugtalarini toping va uni yasang.

299. t) y2 = 4x; 2)y2= -4x; 3)x2* dy;

4) x2 = —4y tenglamalar bilan berilgan parabolalar hamda ularning
fokuslari, direktrisalarini yasang va direktrisalarining tenglamalarini
tuzing.

300. 1) (0;0) va (I;-3) nugtadan o‘tuvchi Ox o‘gga nishatan
simmetrik; 2) (0;0) va (2;-4) nuqgtalardan o'tuvchi Oy o‘gga nisbatan
simmetrik bo'lgan parabolaning tenglamasini tuzing.

301. Uchi koordinatalar boshida va fokusininng koordinatalari:
1) F(0; 4); 2) F(0;-3); 3)F(6;0); 4) F (-25;0) bo'lgan
parabolaning tenglamasini tuzing.

302. Parabola Ox o‘gga nisbatan simmetrik, uning uchi
koordinatalar boshida, fokusidan uchigacha bo'lgan masofa 12 ga teng.
Parabolaning tenglamasini tuzing.

303. Parabolaning tenglamasi y2 = 24x va undagi nuqtaning
radius-vektori 14 ga teng. Bu nugtaning parabola boshidan uzoghgmi
toping.

304. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning shunday vatarini
topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga bo'linsin.

305. y = x to‘g‘ri chizig bilan x2+ y2+ 6x = 0 aylananing
kesishgan nuqtalaridan oltuvchi va Ox o0‘qga nisbatan simmetrik bo lg™n



parabolaning va direktrisalarining tenglamalarini yozing. To‘g‘ri chizig,
parabola, aylanani yasang.
X2 %_ . . . . . S
306. ~~+ %= 1el,iPs va uning direktrisalarini yasang. Eilipsning
X s -3 abssissasidan o‘ng fokusgacha va o‘ng direktrisagacha bolMgan

masofaiami toping.

Xr

307. 1o
giperbolaning x=5 abssissasidan chap direktrisasigacha bo'lgan

—y92= 1 giperboia va uning direktrisalarini yasang,

masofa]ami toping.

308. Katta yarim o‘qgi 2 ga teng, direktrisalari esax —+ Eto\gri
chiziglardan iborat eilipsning kanonik tenglamasini yozing.

309. Asimptotalari y —+x, direktrisalari esa x —*\[b boMgan
giperbolaning tenglamasini yozing.

310. x2+ 4y 2 = 16 ellips, uning ¥ diametri va unga go‘shma
diametrini yasang. Yasalgan yarim diametrlarning at va bt uzunliklarini
toping.

311. Eilipsning tenglamasi 5x2 + 9y2 = 45. Uning abssissasi 2 va
ordinatasi musbat boMgan nugtasidan o‘tgan urinmaning tenglamasini
tuzing.

312. Eilipsning tenglamasi 3x2+ 4y2 = 13. Uning shunday
“ugtasidan urinma 0‘tkazingki, u urinmay = 3x + 4 to‘g‘ri chiziqga
Parallel bo'kin.

13. Eilipsning tenglamasi 4x2+ 7y2= 56. Uning shunday
nugtasida_ ., e e ..
n “noma o‘tkazingki, u - 2y - 5= 0 to‘g‘ri chiziqga

«ikulyarbo-bin.



314. Ellipsning tenglamasi 42 + 75 = HO0. Uning (4;) nugta-
sida urinma va normal o'tkazilgan. Ularning tenglamalarini tuzing.

315. Giperbolaning tenglamasi x2—4y2 = 1. Unga qo'shma
bo‘lgan giperbolaning tenglamasini tuzing va uning ekssentrisitetini
toping.

316. Giperbolaning tenglamasi 9x2—16y2 = 144. Uning
abssissasi 8 bo'lgan nugtasining radius-vektorlarini aniglang.

317. Giperbolaning tenglamasi 16x2 —25y2= 100. Uning
asimptotalari va direktrisalarining tenglamalarini tuzing.

318. Giperbolaning tenglamasi 4x2—y 2 = 15. Uning shunday
nugtasidan urinma o'tkazingki, u 8x —y —3 = 0 to'g'ri chiziqga
parallel bo'lsin.

319. Giperbolaning tenglamasi 202 —3y2=5. Unga (1;3)
nugtadan o'tkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

320. Giperbolaning tenglamasi x2—y2 = 4. Uning shunday
nugtasidan urinma o'tkazingki, u 2x + 5y + 1= 0 to'g'ri chizigga
perpendikulyar bo'lsin.

321. Giperbolaning asimptotalariy = =/x. Tenglamasi x —4 =0

to'g'ri chizig unga urinma bo'Imogda. Giperbolaning tenglamasini
tuzing.

322. Giperbolaning tenglamasi 8x2 —5y2-4 =0, uning
diametrlaridan birining tenglamasi y = 2x. Bunga qo'shma bo Ig3l

diametming tenglamasini tuzing.



323. Giperbolaning tenglamasi 4x2- 6y2= 24. Uning ikki
go'shma diametrlari orasidagi burchak 45 * . lkkaJa diametming
tenglamasini tuzing.

324. 4x2- 9y 2 = 36 giperbolaning x + 2y = 0 to‘g‘ri chiziqga
perpendikulyar bo'lgan urinmalarining tenglamalarini yozing.

325. Parabolaning tenglamasi y 2 = 2x. Uning (2;-2) nugtasidan
o‘tkazilgan urinma va normalning tenglamalarini tuzing.

326. Parabolaning tenglamasi y2 = 4x. Uning abssissasi 9 va
ordinatasi musbat boMgan nugtasidan urinma va normal, o'tkazilgan.
Ulaming tenglamalarini yozing.

327. Parabolaning tenglamasi y2 = 8x. Uning shunday nugtasidan
urinma o‘tkazingki, u2x + 2v + 5= 0to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar
bo‘Isin. Uning tenglamasini tuzing.

328. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning tekisligida (4;3)
nuqta berilgan. Parabolaning bu nugtadan o'tgan diametrini toping.

329. Parabolaning tenglamasi y2 = 6x. Uning shunday vatarini

topingki, u (4;3) nugtada teng ikkiga boiinsin.

/I\i ~ )fz = * giperbola asimptotalarining direktrisalari bilan
kesishgan nugtalarini toping.
331. x2+ ay 2 = 16 ellips, uning y=x diametri hamda unga qo‘sh-
013 ¢*ametr‘ni yasang. Shu diametrlar orasidagi burchakni toping.

N
332 V+¥2—1 ellipsning  koordinata  burchaklarining

Is5ektnsalari bilan kesishish nugtalarini toping.

333 fl v

mi6+~ = 1ellips va x2-fy2—8y = 0 aylananing umumiy

Vatar' tenglamasini tuzing.



334. Ekssentrisiteti e —1,2 ga teng degan shartda —+ £= 1
eillips bilan umumiy fokuslarga ega bo‘lgan giperbolaning tenglamasini
tuzing.

335. Ko‘prik arki tenglamasi y2 = 96* boMgan parabola
ko'rinishga ega. Ark baiandligi 6 m ga teng boMsa, ark vatarining
uzunligini toping.

336. Parabolik ko‘zguning diametri 120 sm ga, botigligi 15 sm ga
teng. YorugMik manbayini parabola uchidan ganday masofada
joylashtirganda gaytgan nur parabola o‘giga parallel boMadi?

337. Qutb koordinatalarida quyidagi nugtalami yasang:

o 3! ® 5)" D(C-Sf); r(rsT);

F(6tr); ™M (35 tf(V3;-f); *(-2:f).

338. Dekart koordinatalar sistem”ida Mij(0;2), M2(-1;0),

AB(-V 3;1), MA(-1;-1), M5(1;n/3) nugtalar berilgan. Ularning
qutb koordinatalarini toping.

339. Qutb koordinatalari ushbu: a) p=I; b) p=5; d) p=a; e) 9=
s D=3 9<p—, h)p=const tenglamalardan  birini
ganoatlantiradigan nugtalar ganday joylashgan?

340. Ushbu nugtalarga (1;7); (3;y): (1;-1); M(p;<p) :
gutbga nisbatan; b) qutb o‘giga nisbatan simmetrik boMgan nugtalarning
qutb koordianatalarini toping.

341. Qutb burchaklari 0°, 15°, 30°, 45°, 60°, 75°, 90° ga teng va
ularga mos radius-vektorlari p ~ asin2<p tenglama bilan hisoblanadigan
nugtalami yasang. Olingan nuqtalami sillig egri chiziq bilan birlashtiring.
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342. Quyidagi chiziglami yasang:

1) r=2+2cos 1 2) r=a P (Arxmed spiral!);

3) r=a(l-cos <) (kardoida); 4)r 2 = azcos<p (lemniskata);

5) r = ~ (gjperbolik spiral); 6) r=a(l+2cos <p) (Paskal chig‘anogi).

3*3.)1(2;i) vaB(l;g9); 2)C(4;f) vaF(4;f);
3)Df6;y) vaE(3; nuqtalar orasidagi masofani toping.

344. Uchburchak uchlari beriigan: A"5;j), 528 ;", ¢(3;")-
Bu uchburchak teng tomonli ekanligini ko'rsating.

345. Qutb o'gida A (4>/2;0 nugtadan 5 birlik uzoglikda yotgan
nugtani toping.

346. Bitta uchi qutbda, golganlari (4;0 va (I;~) nugtalarda
bo‘lgan uchburchakning yuzini toping.

347.  Uchlari *(12;y), ¢ {10>T) nutNarda
bo'lgan uchburchakning yuzini toping.

348.1) Qutb o'giga perpendikulyar bo'lib, undan a kesma ajratuvchi
to'g'ri chizig; 2) A(a; a) nugtadan o'tuvchi qutb o'giga parallel bo'lgan
to'g'ri chizigning qutb koordinatalaridagi tenglamalarini yozing.

349. Markazi C(0; a) nugtada va radiusi a ga teng ayalananing qutb
koordinatalaridagi tenglamasini yozing.

350.Ushbu 1) x2-y2=a; 2)x2+y2- a2; 3)xcos<p +
ysliup- p=0; 4)y=x; 5)x2+y2=ax; 6)(x2+y2)2=
a2(x2—y?2) chiziglarning tenglamalarini qutb koordinatalardagi

tenglamalari bilan almashtiring.
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Ko‘rsatma. X = pcoscp, y —psin<p lami berilgan tenglamalarga
go‘yib soddalashtiring.

351. a = {6; 3; —2} vektoming modulini hisoblang.

352. Vektoming X = 4, Y ——12 koordinatalari berilgan. Agar
\d\ = 13 bo‘lsa, uning uchinchi Z koordinatasini toping.

353. Agar &—{3;—1;4} vektoming boshlang'ich nugtasi
M(1; 2; —3) bo‘lsa, uning oxirgi N nugtasini toping.

354. Vektoming moduli |a] = 2 va burchaklari a = 45°, P=
60°, y = 60e. Uning koordinata o‘glaridagi proyeksiyalarini hisoblang.

355. d= 13 13 13 vektoming yo'naltiruvchi  kosinuslarini

hisoblang.
356. Vektor ikkita koordinata o'qlari bilan quyidagi burchaklami

tashkil gilishi mumkinmi: 1) a = 30°, @= 45°; 2) /? = 60°, y = 60°;

3)a = 150°, y = 30°?

357. d vektor Ox, Oy o‘glar bilan*a= 60°, p = 120° burchak
tashkil giladi. Agar |d| = 2 bo'lsa, uning koordinatalarini hisoblang.

358. Koordinata o'glari bilan bir xil burchaklar tashkil giluvchi va
moduli 3 boMgan radius-vektoming M nuqtasi koordinatalarini toping.

359. /4(3;—;2) va B(—1;2; 1) nugtalar berilgan. AB va BA
vektorlaming koordinatalarini toping.

360. Oxiri (1;-1;2) nugtada boMgan a = {2;—3;—1} vektoming
boshlang‘ich nugtasini toping.

361. 3 =(12; -S; —16} vektoming yo‘naltiruvchi kosinuslarini
hisoblang.

362. Vektor koordinata o'qlari bilan
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1) a=45° 0=60° y=120°; 2) a=145° p=

135¢, y = 60°;
3) a —90e p= 150° vy = 60° burchaklami tashkil qilishi

mumkinmi?
363. Vektor Ox va Oz o'qlari bilan a = 120°, y = 45° burchak

tashkil gilsa, u Oy o‘gi bilan ganday burchak tashkil giladi?

364. Berilgan d va b vektorlarga ko‘ra ushbu 1)a + b; 2)a—
b; 3)b-r-a; 4)— - & vektoriarni yasang.

365. \d\ —13, |b{= 19 va |d + b| = 24 berilgan. |3 —S| ni
hisoblang.

366. || = 5, |£| = 8 va ular o‘zaro p= 60° li burchak ostida
kesishadi. jd + b\ va Jd —fc| lami aniglang.

367. ABCD A'B'C'D" parallelepipedda uning girralari bilan ustma-
ust tushuvchi AB =m, AD = A, ~AA - p vektorlar berilgan.

5-m - n+ -p.
368. 0 ‘zaro perpendikulyar yo‘nalishdagi uchta M, N va P kuchlar
bir nugtaga qo‘yilgan. Agar |m| = 2kg, |tf| = 10kg va |4| = 11kg

bo'lsa, ularning teng ta‘sir etuvchisi R ning giymatini toping.
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369. Ikkita i1 = {3; —2, 6} va b = {—=2; 1;0} vektorlar beriigan.
tfuyidagi: 1)a +'S; 2)a-b; 3)2d;4)-xb; 5 2d+ 3b;6)+xd- b
vektorlarning har birini koordinata o‘glaridagi proyeksiyasini toping.

370. a=9{2—;3} va b={-6;3-9} vektorlarning
kollinearligini tekshiring. Ulaming uzunliklarini va uzunliklar orasidagi
fargni hamda ularning yo'nalishlarini aniglang.

371. a va /? ning ganday giymatlarida a = —2i + 3j + 3k, H=
ai —6j + 2k vektorlar kollinear bo'ladi?

372. Ja| = 11, |b| = 23 va (a—b\ = 30 beriigan. B + b| ni
hisoblang.

373. |a] =5 va |b| = 12 beriigan. Agar a,b vektorlar o‘zaro
perpendikulyar bo'lsa, |a + b\ va |a —bllarni aniglang.

374. &vab vektorlar o‘zaro 120° burchak tashkil giladi. |a] = 3 va
jbj = 5bo'lsa, |d + b| ,|d - b| lami anigfeng.

375. ABC uchburchakda vektorlar AB ~ in, A? = n. Quyidagi
vektorlarning har birini yasang:

1) ;o 2) ;o 3) ;o 4) - Masshtab birligini j|n |
deb olib, quyidagi vektomi yasang:

5 In| - m+[in] - n; 6) In| - m- |m|- n.

376. ABC uchburchakning og'irlik markazi 0 nugtada. OA + OB +
0(! = 0 ekanligini isbot giling.

377. j4(—1;5;—10),B(5;—,;8),C(2;2;,—) va D(5;-4;2)
nugtalar beriigan. AB va CD vektorlarning kollinearligini tekshiring,

ulaming uzunliklari orasidagi farg va yo'nalishlami ko'rsating.
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378. d—{2,—4;4} va b —{-3;2;6} vektorlar orasidagi
burchaknin hisoblang.

379. Uchburchakning J1(3;2;-3), B(5;1;-1) va C(1;2;-1)
uchlari berilgan. Uning A uchidagi tashgi burchagini aniglang.

380. a={4,-2;-4}, b={6;-3;2} vektorlar berilgan.
Hisoblang:

Dd'b; 2)VF; 3)77; 4)(2d- 36)0 + 2h);

5) (a + A)2; 6) (d - K)2.

381. a ning ganday giymatidad = ai —3/+ 2k va$=1—2j +
aft vektorlar o'zaro perpendikulyar boMadi?

382. d = {6;-8; —7,5) vektorga kollinear boMgan i vektor Oz
o‘gi bilan o'tkir burchak tashkil etadi. Agar |2| = 50 bo'lsa, uning
koordinatalarini toping.

383. d*31+2/+2k va b=18/- 22/- 5ft. vektorlar
perpendikulyar boMgan x vektor Oy o‘gi bilan o‘tmas burchak tashkil
etadi. |x| = 14 bo'lsa, uning koordinatalarini toping.

384. Uchtad =2i+j+ 3k, b=1i- 3J- 2ftvac=3f+2j-
4ft vektorlar berilgan. x ea = -5, x b = -11, xec = 20 shartlami
ganoatlantiruvchi x vektorni toping.

385. 5 = {4; —3; 2} vektoming koordinata o'qlari bilan bir xil o'tkir
burchak tashkil etuvchi o*qdagi proyeksiyasini toping.

386. | 0'gi koordinata o'glari: Ox bilan a = 45°, Oz bilan y —
60° va Oy bilan o'tkir /? burchak tashkil etadi. 3 —{V2; —3; -5}

vektoming | o'qdagi proyeksiyasini toping.
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"0 387. Agar f —{3; —2; —5} kuchning qo‘yilish nugqtasi to‘g‘ri
chizigli harakatda /4(2;-3; 5) dan B(3;—2;-1) holatga ko‘chsa, bu
kuch gancha ish bajaradi?

388. Uchburchakni /4(-1;-2;4), B(-4;-2;0) va C(3;-2; 1)
uchlari berilgan. Uning B uchidagi ichki burchagini aniglang.

389. Uchlari/4(1; 2; 1), B(3;-1;7), C(7;4;-2) bilan berilgan
uchburchakning ichki burchaklarini hisoblab, uning teng tomonli
ekanligini ko‘rsating.

390. 3 = (2; 1; —1} vektorga kollinear bo‘lgan va 2 w1 = 3 shartni
bajaruvchi 2 vektorni toping.

391. Ikkita /4(1;—4;—2), B(2;5;—=2) nuqgta berilgan. 1 o‘qi
koordinata o'glari Ox.Oy bilan a - 60°, = 120°, Oz o‘gi bilan y
0°‘tmas burchak tashkil etadi. AB ning I o‘qga proyeksiyasini toping.

392. Bir nuqgtaga uchta M = {3;—4;—2), N= {2;3;—5}, P =
{3; —2; 4} kuchlar go'yilgan. Ulaming teeg ta‘sir etuvchi kuchining
go‘yilish nugtasi to‘g‘ri chizigli harakat qilib, Afx(5;3;—7) dan
M2(4; —1;—4) holatga o‘tganda, bu kuch gancha ish bajarishini
hisoblang.

393. Agar 1)d = {2;3;0}, b = {0;3; 1}; 2) a={-2;3;0}
b = {~2;0;4} boMsa, c = dx b vektorni aniglang va yasang. Har bir
hoi uchun berilgan vektorlarda yasalgan parallelogramm yuzini
hisoblang.

394. Uchlari 1) J1(7;3;4), B(1;0;6) va C(4:;5;-2); 2)
14(1; 1; 1), B(2;3;4) va C(4; 3; 2) nuqgtalarda bo'lgan uchburchakning
yuzini hiosblang.
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395. a—2j+k va b—i+2k vektorlardan parallelogramm
yasang hamda uning yuzi va balandligini aniglang.

396. Uchburchakning j4(1;-1;2), B(S;-6;2) va C(1;6;—1)
uchlari berilgan. Uning B uchidan AC tomonga tushurilgan balandligini
toping.

397. a = {2;—=2,1} va b= {2;3;6} vektorlar tashkil gilgan
burchak sinusini hisoblang.

398. a —{4;,—=2;3} va b = {0; 1; 3} vektorlarga perpendikulyar
boMgan m vektor Oy o‘gi bilan o‘tmas burchak tashkil giladi. Agar
Im| = 26 bo'lsa, uning koordinatalarini toping.

399. Oz o‘giga va a =*{8;—15; 3} vektorga perpendikulyar
boMgan m vektor Ox o‘qi bilan oMkir burchak tashkil etadi. Agar |m| =
51 boMsa, uning koordinatalarini toping.

400. a = (2; —3; 1} va b —{1; —2; 3} vektorlarga perpendikulyar
boMib, x (i + 2j —k) = 10 shartni ganoatlantiruvchi x vektomi
toping.

401. Agar 1)d =3k, b—2k, 2) a=i+j; b~i-j boMsa,
¢ = axb vektomi aniglang va yasang. Har bir hoi uchun berilgan
vektorlarda yasalgan parallelogramm yuzini hisoblang.

402. a va b vektorlar o= ~ burchak tashkil etadi. Agar |<4 =
6, \b\ = 5 boMsa, |a x b|ni hisoblang.

403. 3={0;3;-2), b={3;-2;0} va 2=ax b vektorlami
yasang. ¢ vektoming moduli hamda a va b vektorlarda yasalgan

uchburchak yuzini hisoblang.



— 404. Uchlari Nn(1;—1;2), B(5;-6; 2) va C(l; 3; ) bo'lgan
uc%burchakning h = [BDj balandligini toping.

405. |<4 = |ftj =5, (d,b) = 2« d—2b va 3d + 2b vektorlarda
yasalgan uchburchak yuzini hisoblang.

406. m va n o‘zaro 30° burchak tashkil etuvchi birlik vektorlar
bo'lsa, d = m + 2A v&b = T8+ fi vektorlarda yasalgan parallelogramm
yuzini toping.

407. O'ng bog‘lam tashkil etuvchi d,b vat? vektorlar o‘zaro
perpendikulyar. Agar |d| =4, |b| =2, |c|] =3 bo'lsa, dbc ni
hisoblang.

408. Uchta d= {1;—1;3}, V= {-2;2;1} va r={3,—=2;5}
vektorlar beriigan. db5 ni hisoblang.

409. Quyidagi vektorlarning komplanarligini ko'rsating:

Da={23-1}, b={1,-1;3}vac = {1,9;-1};

2)a=(3;-2; 1} b=4{2;1;2}vac={3,-1; -2};

a=4{2-1;2), b={1,2;-3}y vac = {3;-4; 7}.

410. To'rtta A(l; 2;—1), 5(0; 1;5), C(-1;2;1) va D(2;1;3)
nugtalarning bir tekislikda yotishini ko'rsating.

411. Uchlari A(2;-3;5), 5(0;2;1), C(—=2;-2;3) vaD(3;2;4)
nugtalarda bo'lgan tetraedming hajmini hisoblang.

412. Tetraedming A (LD, 5(2;0;2), C(2;2;2) va
D(3;4;—3) uchlari beriigan. Uning D nugtasidan tushirilgan
balandligining uzunligini toping.
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413. Tetraedmmg hajmi V=5, uning uchta uchlari
A(2; 1,—1), B(3;0; 1), C(2;—L;3) nugtalarda. Agar to‘rtinchi D uchi
Oy o‘gida yotsa, uning koordinatalarini toping.

414. <Svektor a va b vektorlarga perpendikulyar, Ii va 5 vektorlar
orasidagi burchak 30°. Agar |d| = 6, |b|] = 3, |c| = 3 boMsa, db? ni
hisoblang.

415, a=3i+4j, b=-=3 +k, ?=2i+5k vektorlardan
parallelepiped yasang hamda uning hajmini hisoblang. Berilgan (db?)
vektorlar gaysi bog‘lamni taslikil etadi?

416. Uchlari 0(0; 0;0), >1(5;2;0), B(2;5,0) va C(l;2;4)
nugtalarda boMgan piramida yasang hamda uning hajmini, ABC yogning
yuzini va shu yoqga tushirilgan balandlikni hisoblang.

417.  A(2;—;—2), B(I;2;1), C(2;3;0) wva D(S;0;-6)
nugtalaming bir tekislikda yotishini ko ‘rsating.

418. a=i+j +4k, b=i—2jvac = 3i —3j + 4k vektorlani
yasang va ular o'zaro komplanar ekanligini ko'rsating. Bu vektorlar
orasidagi chizigli bog'lanishni toping.

421. 1) Ox va WI1(4;-1;2) nugtadan; 2) Oy va J¥2(1;4;-3)
nugtadan; 3) Oz va Af3(3; —4; 6) nugtadan o'tuvchi tekislik tenglamasini
yozing.

422. 1) Mx(7; 2;-3) va M2(5; 6; -4) nugtalardan o‘tib, Ox 0‘giga
parallel; 2) P2(2;-1;1) va P2(3; 1;2) nugtalardan o‘tib, Oy o'giga
parallel; 3) Qi(3;—2;5) va <2(2;3;1) nugtalardan otib, Oz o‘giga

parallel boMgan tekislik tenglamasini yozing.
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», 42N 42 24 -0 tekislikning koordinata o‘glari bilan
kesishgan nugtalarini toping.

424, Sc—6y + 3z + 120 = o tekislikning Oxy koordinata

burchagi bo'yicha ajratgan uchburchakning yuzini toping.

425. 2x —3y + 62 —12 = 0 tekislik va koordinata tekisliklari
bilan chegaralangan piramidaning hajmini toping.

426. Tekislik M(6; —10; 1) nuqtadan o‘tib, abssissalar 0‘gidan a =
-3 va applikaialar o‘gidan ¢ = 2 kesmalar ajratadi. Bu tekislikning
»Kkesmalardagi“ tenglamasini tuzing.

427. Mx(4; 3; 2) nugtadan o tib, koordinata o glari bilan noldan
fargli, bir xil uzunlikdagi kesmalami ajratuvchi tekislik tenglamasini
tuzing.

428. Oz o'gidan ¢ = -5 kesma ajratuvchi van(-2; 1;3) vektorga
perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini tuzing.

429. Oz o‘gi va M(l;-2;1) nugtadan o'tuvchi tekislik
tenglamasini tuzing. *

430. M(2; 3; —4) nugtadan o‘tib, 0yz tekislikka parallel bo'lgan
tekislik tenglamasini tuzing.

431. Tekislik P(3;8; —4) nugtadan o4ib, abssissalar o'gidan a =
-3, applikatalar o'gidan ¢ = 2 kesma ajratadi. Bu tekislik tenglamasini
tuzing.

432. m+ 2y —3z + 2 = 0 tekislik va koordinata tekisliklari bilan
chegaralangan piramidaning hajmini toping.

433. Koordinatalar boshidan tekislikka tushirilgan perpendikul-
yarning asosi M(2; -1; 2) nugtada. Bu tekislik tenglamasini toping.
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434. Oz o'gqga parallel hamda M, (2;2,0) va M2(4; 0;0)
nugtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

435. Af(l;—3;5) nugtadan o'tib, Oy va Oz o‘glardan Ox o‘qda-
giga ko'ra ikki marta kesma ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

436. Quyidagi

a)4x—b5y+3z—1=0 va x—4y—z2+9=0;
b)3x-y+2z+15=0 va b5x+9y- 3z- 1=

0;
d)éx+2y- 4z+17= va O9x+3y- 6z- 4=
0 0;
e)x+y-1~0 va 2x-y +V3z+ |

=0
tekisliklar orasidagi burchakni toping.

437. Berilgan M(X;y;z) nugtadan Ax+By+ Cz+ D=20
tekislikgacha bo‘lgan masofani toping: 1) Mx(-2;-4;3), 2x-y +
22+ 3=0;2) M2(2;-1; -1), 16jc- 12y + ISz - 4=10;3)

M3(I; 2;-3), 5x- 3y+z+4=0; 4 M+3;-6;7), 4x- 3z- 1=
0; 5)Ms(9;2,-2). 12y- 52+ 5= 0.

438. P(—; 1;,—2) nugtadan Mx(l; -1; 1), M2(-2; 1;3) va
W3(4;—5;—2) nugtalardan o‘tuvchi tekislikgacha bo'lgan masofani
toping.

439. lkkitax + 2y - 2242 &0, 3x + 6y - 6z - 4 = 0 parallel
tekisliklar orasidagi masofani toping.

440. 7x-6y+6z+7=0 tekislikdan 2 birlik uzoglikda bo‘lgan parallel
tekislik tenglamasini toping.

441. AO(2;—3;—7) nugtadan o‘tib, 2x —6y —3z+5=10
tekislikka parallel bo'lgan tekislik tenglamasini toping. 1



442. MO(—2; 7; 3) nugtadan o‘tib, x —4y + 5z 4-1 = 0 tekislikk
*parallel bo'lgan tekislik tenglamasini toping.

443. MO(2; —3;1) nugtadan o'tib, a{—3;2 —1} va b{l;2;3
vektorga parallel bo'lgan tekislik tenglamasini toping.

444, MO(2; 2; —2) nugtadan o'tib, 3x-2y-z+I1=0 va Xx-y-r=
tekisliklaming kesishish chizig'iga perpendikulyar bo'lgan tekislii
tenglamasini toping.

445, Mx(2;-1; 3), M2(3;1;2) nugtalardan o'tib, 3x- y - 4z =
0 tekislikka perpendikulyar bol'gan tekislik tenglamasini toping.

446. M1(3;-1;2), M2(4;-1;-1) va M3(2;0;2) nugtalardai
o'tuvchi tekislik tenglamasini topng.

447. i4(0;0; 2), B(3;0;5), C(l;1;0), va £>(4;1;2) - tetraed
uchlarining koordinatalari. Uning yoglarining tenglamalarini toping.

448. x —y + VV2z —5 = 0 va (yz) tekisliklar orasidagi burchakn
toping. ,

449. P(3;—6;2) nuqta - koordinatalar boshidan tekislikki
tushirilgan perpendikulyaming asosi. Shu tekislik tenglamasini toping.

450. a) Mx(3; 1; —1) nugtadan 22x+4y-20z-45=0 tekislikgacha;

b) M2(4; 3; —2) nugtadan 3x -y + 5z + | = 0 tekislikgacha;

d) M372; 0; —) nugtadan 4x - 4y + 2z + 17 = 0 tekislikgacfi
bo'lgan masofani toping.

451, Piramidaning 5(0; 6; 4), /1(3;5;3), S(-2;11;-5)
C(I; —4; 4) uchlari beriigan. Uning (hs) balandligini hisoblang.
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452, >4(1; 3; —2) va B(7;—4;4) nugtalar berilgan. AB kesmaga
perpendikulyar boMgan va B nugtadan o‘tuvchi tekislik tenglamasini
toping.

453. 1) (2; —5; 3) nugtadan oMib, (xz) tekisligiga parallel boMgan;

2) z 0‘gi va (—3; 1; —2) nugtadan o‘tuvchi;

3) (4;0;—2) va (5;1;7) nugtalardan o°‘tib, Ox o'giga parallel
boMgan tekislik tenglamasini toping.

454. 4x-y +3z-6 =0vax +5y-z + 10 = 0 tekisliklaming
kesishish chizigMdan o‘tuvchi va 2x—y + Sz—5= 0 tekislikka
perpendikulyar boMgan tekislik tenglamasini yozing.

455, Af(—1; 1, —3) nugtadan o'tib, S{1;—3; 4} vektorga parallel
boMgan to‘g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

456. Aft (2;—1;—1) va M2(3;3;-1) nugtalardan o'tuvchi to‘g‘ri
chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

457. Al(—L1;—2; 2) nugtadan o‘tib, Ox o‘giga parallel boMgan
to*g‘ri chizigning kanonik va parametrik tenglamalarini yozing.

458. M(1;—5;3) nugtadan oMib, koordinata o'glari bilan a —

P ~ f< Y =~ burchaklar tashkil giluvchi to‘g‘ri chizigning kanonik
tenglamalarini yozing.

459.  Uchburchakning A (-5;7;1), B(2;4;—), C(-1;3;5)
uchlari berilgan. B uchidan AC tomongatushirilgan mediananing kanonik
tenglamasini toping.

460. Uchburchakning A(l;-1;3), S(3;-4;9), C(-5;Il;7)
uchlari berilgan. A uchidan tushirilgan bissektrisasining kanonik

tenglamasini toping.



F*-3y+2= 2)f 2x - 3y —3z = 0,
2y —z4 1= X-2y +z+3=0.

3) ;§y4 3z+1=0,
2x &4y —4z —8 —O0.

to‘g‘ri chiziq tenglamalarini kanonik ko'rinishga keltiring.

I - =
462. MO(1;—3;5) nugtadan o'tib, jix+ 3{/+ 22222 ; _ % t0 g'n

0,
0.

chiziqga parallel to‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasini toping.
463. M(2; 1;,—1) nugtadan olib, x -y 4z +1=0 tekislikka
perpendikulyar bo'lgan to‘gri chizigning kanonik tenglamasini toping.
(3*-4y-2z =0, (4x-ry - 6z- 2=0,
404 I12x+y-2z+1=0 va | y-3-2=0
chiziglar orasidagi burchakni toping.

o X+3 y+2  Z  X#F y-3 1-5
| Vs

x432z—7=0, (x—2z—5=0
«fy=0 f Y—o
burchakni toping.

to:gri

"to'g'ri chiziglar orasidagi

466. Quyidagi to‘g‘ri chiziglaming pedendikulyarligini ko'rsating:
£ y-i_ £ f3x4y—5z241=0,
* -2 3va(2x+3y—8z43=0;

fiIx +y-to+2=0ix=\+.2"
{#x-3'-Sz+4=0 K=-2+3"

ASm X+2 _ Y-1_ 2 X+y +z=0,
7.5 -T-i"ain y—5z2—8=0

parallelligini ko'rsating.

to'g'ri chiziglaming

468. ~~ to‘g‘ri chizigga >1(2;3;1) nugtadan

0‘tkazilgan perpendikulyaming tenglamasini yozing.
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(x—2y +3z- 4=0, ,
W-» 2y-5z-4=0 g LY ten8lanialann,: *)

proycksiyalar bo'yicha; 2) kanonik ko'rinishda yozing.

470. Beriigan ikki nugtadan o'tuvchi to'g'ri chizigning kanonik
longlamasini tuzing: ') (1;—2;1) va (3;L1-1) ; 2) (3;—1;0) va
(1;0;3); 3)(0;-2;3)va(3;-2;1);4)(-1;2;-4) va (0; 2;-4).

471. M](—L; 3;3) nugtadan o'tib, 1) a{2;-2; 4} vektorga; 2)

1 “J1~ ™ to'g'ri chizigga; 3) x=3t—1; y==2t+3; z=
W1 2 (o‘g‘ri chizigga parallel bo'lgan to'g'ri chizigning parametrik
tenglamasini tuzing.

472. Mr(-6; 6; —5) vaM2(12; -6; 1) nugtalardan o'tuvchi to'g'ri
chizigning koordinata o'glari bilan kesishgan nuqtalarini toping.

473. Quyidagi to'g'ri chiziglarning parallelligini ko'rsating:

xX*2 Zzl - - xX+y—z=0,
3 -2 @ IEJ_’;‘y—Sz-S:O;

fx = 2t & 5, ., +t3 o+ o+ 2
2=0;
3f‘>]<+y-3z+1:0, x+2y -5z —1=0,
)x-y+z+3=0 va {x- 2y+3z-9=0.
474. Quyidagi to'g'ri chiziglarning pecendikulyarligini ko'rsating:

y —3z—1=0, 3x+y-5z2+1=0,
< +w—97—2 0 '“tfx+3y- 8z+3=0;

7= —&t 41 (4x- ym52+4=0;
- [x+y-3z2—1=0, MPx+y+22+5=0,

t2x—y —9z—2=0 va (2x-2y-z +2=0.



. 475.— w= N~ to‘g'ri chiziq bilan 6x - 3y + 2z = 0 tekislik
orasidagi burchakni hisoblang.

476. N(—1;0; -5) va 0(1; 2; 0) nugtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq
bilanx - 3y + z + 5 = 0 tekislik orasidagi burchakni toping.

477. MO(3;-2;4) nugtadan o‘tib, 5x+3y-7z+I=0 tekislikka
perpendikulyar boMgan to“g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

478. x-3t-2, y—41+ 1 z=4t- 5 to‘gri chizigning
4* —3y —6z —5 = 0 tekislikka parallelligini ko‘rsating.

479. \ JX y" _1;”115;'(]“ t0‘s‘ri chizigning 4x-3y + 7z-
7 = 0 tekislikda yotishini isbot giling.
480. To‘g‘ri chiziq bilan tekislikning kesishish nugtasini toping:
V=, —F X+3y+z-1 =0

| 9 _—S,x—2y+z—15:O;
*+i-2z | x +2y—2z+6=0.
f o2 3 2
481. MO(2;-3;-5) nugtadan o‘tib, 6x-3y-5z+2=0 tekislikka
perpendikulyar boMgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.
N3 vl za2 j

482. AfO(l;-1;-1) nugtadan o‘tib, ~ =— = — to‘g'n
chizigga perpendikulyar bo'lgan tekislik tenglamasini yozing.

483. MO(1;-2;1) nugtadan o‘tib, ’x+2y **+2 =0 I°gMN
chizigga perpendikulyar bo‘gan tekislik tenglamasini yozing.

484. n ning ganday giymatida * ~ to‘g‘ri chiziq x-
3y+62z+7=0 tekislikka parallel boMadi?



485. C ning ganday giymatida { ~ 3* Xlz +1 /1 to‘g,ri
chizig2x-y + Cz-2 = Qtekislikka parallel bo‘ladi?

486. A va D ning ganday giymatidax =3+ 4Ly = 1- 4t, z =
-3 4-71to‘g'richizig Ax + 2y - 4z + 0 = 0 tekislikda yotadi?

487. A va B ning ganday giymatida Ax + By + 3z - 5 = 0 tekislik
Xx=3+21y=5-=3t z—=2—2t to'g'ri chizigga perpendikulyar
bo'ladi?

488. m va C ning ganday giymatida to'g'ri chiziqg
3x - 2y + Cz + 1= 0 tekislikka perpendikulyar bo'ladi?

489. .4(4;-3;1) nugtaning x+2y-z-3 =0 tekislikdagi
proyeksiyasini toping.

490. A(Z1;2:1) nugtaning ~ = = t0.g<i chfejgdagi
proyeksiyasini toping.

491. P(2;-1;3) nugtaning x=3t,y =5t- 7.z =2t+2
to'g'ri chiziqdagi proyeksiyasini toping.

0 togr chizigga

492. P(4;1;6) nugtaga j2x +y - 2°+3
nisbatan simmetrik nugtani toping.

493. P(2;-5;7) nuqgtaga Mt(5;4;6) va M2(-2;-17; -8)
nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chizigga nisbatan simmetrik nugtani toping.

494, P(5;2;-1) nugtaning 2x-y+3z+23=0 tekislikdagi proyeksiyasini
toping.

495. M(3; 1, —2) nugtadan va 5 , T3 to'g'ri chizigdan

o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.
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* 496. 5 -1 %

tekislikka perpendikulyar tekislik o‘tkazing.

— to‘g‘ri chizigdan x +4y—3z+7=0

497. 1- 3 - to‘g‘ri  chizigning x—y +3z2+8=0

tekislikdagi proyeksiyasini toping.

498, X3 =Y o T2 g XPB oY 220 o9 chiziglarning
kesishuvchi ekanligini ko‘rsating, ular orqaii tekislik tenglamasini
yozing.

499. Af(—3;2;5) nugtadan 4x +y - 3z+13=0 va x-2y +
z —11 = 0 tekisliklarga tushirilgan perpendikulyar orqaii tekislik
0‘tkazing.

500. X=Y2=C' ya Moy 27 parallel toghn”

chiziglardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

501. P(7;9;7) nugtadan ~ - "a = f to‘g'ri chiziggacha boMgan
masofani toping. .
502. 7 = —m| va® parallel to‘g‘ri chiziglar

orasidagi masofani toping.

X+1 _ r-1 . X _ y+l

503. X = = T va¥ = Y5 = T2 % g n chiziglar orasidagi eng

gisga masofani toping.

Quyidagi tenglamalar ganday sirtlami aniglaydi (chizmasini
chizing):

504. x2+22=09.

505. 16y2 - 25z2 = 400.

506.y2 = —6z.

507. x2 = z2.
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508. xz = 2.

509. x2 + y2 —2ax.

510.z2+4z-2x + 6 = 0.

511. 4x2+ 9y2- 8x + 36y + 4 = 0.

512. x2 +y2 = 4y.

513.z2+ 2z - 4x + 1= 0tenglama ganday sirtni ifodalaydi?

514. 9y2 —16z2 + 64z —18y —199 = 0 tenglama ganday sirtni
ifodalaydi?

XT

515. —- X2 - 0 tenglama ganday sirtni ifodalaydi?
516. L chizig x2+z2= /12, y2+2z2=r2 (R > r) tenglamalar
bilan beriigan. Bu chizigning xOy tekislikdagi proyeksiyasini toping.

«ln , [9y2- 6xy - 2xz +24x- 9y - 3z- 63 = 0. .
SNe 4 2x-3y+z-9 =0 Ch,z"tn'ng

xOy tekislikdagi proyeksiyasini toping.

518. Olgi Oy o‘qga parallel va P(l; 2; —1) nugtadan o'tuvchi,
radiusi 3 ga teng bo'lgan doiraviy silindming tenglamasini tuzing

519. x2+y2 =9, x—z = 0 tenglamalar sistemasi fazoda ganday
chizigni ifodalaydi?

520. M(—2; 3; 6) nugtadan o'tuvchi, markazi koordinatalar boshida
bo'lgan sferaning tenglamasini tuzing.

521. M(4; 2; 2) nugtadan o'tuvchi, markazi C(l; —; —1) nugtada
bo'lgan sferaning tenglamasini tuzing.

522. Markazi C (I;—1;4) nugtada bo'lgan sfera 2x +y - 3z —
3 = 0 tekislikka urinadi. Sferaning tenglamasini tuzing.

523. Markazi C(0; 4; 0) nugtadabo'lgan sfera 2x + 6y —3z —3 =

0 tekislikka urinadi. Sferatenglamasini tuzing.
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¢ 524. Quyidagi sferalaming markazlari va radiusini toping:

) X2+ V2 +22—6x+8y+2z+ 10=0;

byx2+y2+ 22+ 2x- 4y - 4= (;

d)x2+y2+z2—6x + 10 = 0;

e)X2+y2+22—4Ax + 12y —27 + 41 = (;

f) 36x2 + 36y2+ 36z2- 36x + 24y - 72z- 95 = 0;

Q) X2+ y2+ z22—2x+ 4y —4z7 —7 = 0.

525. Biror diametming uchlari A(2\5;—) va B(6;—;3)
nugtalarda boMgan sfera tenglamasini tuzing.

526. Afj(l; —=2; —1), M2(-5;10;-1), M3(-8;-2;2)
nugtalardan o‘tuvchi, radiusi R=9 bo'lgan sfera tenglamasini tuzing.

527. Koordinata sistemasiga nisbatan 4 - z = x2+y2 ning
joylashishi va ko‘rinishini tekshiring.

Quyidagi sirtlami kesimlar usuli bilan koordinatalar sistemasiga

nisbatan joylashishi va ko ‘rinishini aniglang ~chizmasini chizing).

X2 T2
“OT+T -T " 1
529 T+2_—4: —1

X2 \f2 92
530. f + ' 2= 0.

531 A2+ 22 = 27,

532. x2+y2=2(z- )2
533.2y2+1z2=1-X.
534.3x2+y2- z2=3.
535. x2- 2y2+z2= 1
536. x2- y2 =s2z.
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537. Ushbu:

D2Hy2+ 22 = 2az;

2) x* Hy2 = Zaz;

t)xz+y2=2az

Ox1- y2= 2az;

5)x2- y2=122

6) x2 = 2az;

7) X2 = 2yz;

8)z=2+x2+y2

9) (z- a)2 = xy,

10) (z =- 2x)2+ 4(z - 2x)2 = y2 sirtlardan har birining nomini
aniglang va ulami yasang.

538. 2x2- y2+ 2z2+ 4x + 2y + 82+ 1 = 0 tenglama ganday
sirtni aniglaydi?

539. x2+y2+4z2= 2 ellipsoid bilan ~ =—-=-w to‘g'ri
T

chizigning kesishish nugtasini toping.
540. Ushbu tenglamalar ganday sirtni aniglaydi?
1D)2x2+y2+22—4x+4y+4z+7=0;
2)X2- 6y2+ 322+ 8x+ 12y + 1=0;
3)X2+y2+2x- 2y-2z-2=0.

541. =

) _, = — to‘g'ri chizig vaz=+ 15+ 1 = * eUipsoi<i

gaysi nuqtalarda kesishadi?
542.ill = 2725 z~ to'g'ri chiziqva~ = 1 bir kovakli
giperboloidning kesishish nugtalarini toping.
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