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| bob. KOMPLEKS O'ZGARUVCHINING FUNKSIYALARI NAZARIYASI

1-8. Kompleks sonlar va ular ustida amallar. Kompleks sonning
geometrik ma’nolari. Kompleks sonning moduli va argumenti. Kompleks
sonning trigonometrik shakli. Muavr formulasi. Kompleks sonning ildizi.

Kompleks son deb x+iy ko'rinishdagi ifodaga aytiladi, bu erda x, y lar
ixtiyoriy haqiqiy sonlar, i mavqum birlik bo'lib, u i*=-1 shartni ganoatlantiradi.
Ko pincha x+iy kompleks sonni bitta z harfi bilan belgilanadi va kompleks sonning
algebraik shakli deb yuritiladi: z=x+iy. Ushbu x va y sonlar z kompleks sonning
mos ravishda haqiqiy va mavqum qismi deyiladi va quyidagicha belgilanadi: x=
Rez, y=Imz.

z =x-iy kompleks son z=x+iy kompleks sonning qo'shmasi deyiladi.

z=x+iy kompleks son tekislikdagi dekart koordinatalari sistemasida absissasi
x, ordinatasi y bo'lgan M(x,; y) nuqta yoki boshi O(0,0) nuqtada uchi M(x; y)
nuqtada bo'lgan vektor bilan tasvirlanadi. Ox o'qi haqiqiy o'q, Oy o0'ql esa
mavqum o' q deyiladi.

oM vektorning r uzunligi z kompleks sonning moduli deyiladi va |z| kabi

belgilanadi. Demak, |z|=+/x" + .

Kompleks sonning moduli quyidagi xossalarga ega:
- . 2

1.|Z|=]|z|, 2.z-Z2=|z|; 3. |z1 22| =z |22];
ny__ n Z1 ‘Zl‘
4. 2" |=|z]"; 5. =1—; 6. |Rez|<|z|; |Imz|<z|;
z, ‘ZZ

7. |ZI+ZZ|S|ZI|+|ZZ

8 lzil-|z2]| =lziz2].

OM vektor va Ox o0’q orasidagi ¢ burchak z kompleks sonning argumenti
deyiladi va ¢p=Argz kabi belgilanadi. Kompleks sonning argumenti 27 ga karrali
go'shiluvchi aniqligida bir qiymatli aniqlanadi: Argz=argz+2kr (keZ), bu erda
argz quyidagi O<argz<2m shart bilan aniqlanib, argumentning bosh qiymati
deyiladi va ushbu formuladan topiladi:

arctg%, agar x>0, y =0,
T+ arctg%, agar x <0,
argz=-<2m + arctg%, agar x>0, y <0, (1)
%, agar x=0, y>0
377[, agar x=0, y<0.

z=0 ning argumenti aniqlanmagan.
Ikkita z;=x;+iy; va z,=x,+iy, kompleks sonlar berilgan bo’lsin.



Agar z;=x;+iy; va z,=x,+iy, kompleks sonlar uchun x;=x, va y,=y, bo'lsa, u
holda bu sonlar teng deyiladi.

Ikkita z;=x;+iy; va z,=x,+iy, kompleks sonlar teng bo lishi uchun ularning
modullari va argumentlarining bosh giymatlari teng bo’lishi zarur va etarli: |z;|=]
z|, argz;=argz, .

z;=x;+iy; va z,=x,+iy, kompleks sonlarning yig'indisi deb ushbu
z1+ z,=(x;+x;)+i(y;+y,) songa aytiladi.

z;=x;+iy; va z,=x,+iy, kompleks sonlarning ayirmasi deb ushbu
z1-z;=(x;+x3)-i(y;+y,) songa aytiladi.

z;=x;+iy; va z,=x,+iy, kompleks sonlarning kmpaytmasi deb ushbu

21 2y=(X1X2-yv2) Hi(xXy2+x2y;) songa aytiladi. Xususan, zZ =x’+y’=|z|” bo'ladi.

z;=x;+iy; kompleks sonning z,=x,+iy, (z,#0) kompleks songa bo'linmasi
deb z;=z-z, tenglikni ganoatlantiradigan z kompleks songa aytiladi. U ushbu
formuladan topiladi:

Z A4 yoki Z:i:x1x2+y1y2+i'x2yl_x1y2
2

- 2 2 2 2
z, |z, 2, X, +), X, + ),

Har ganday z=x+iy (z#0) kompleks sonni trigonometrik shaklda yozish
mumkin:

z=r(cosptising), bu erda r=|z|, p=Argz.

Faraz qilaylik z; va z, kompleks sonlar trigonometrik shaklda berilgan
bo'lsin: z;=r;(cos @, +ising;), z;=r>(cos p,+isin,). U holda

a) ularning ko paytmasi

Z1Z3= 11 72(cos(Q+ @) Fisin(p;+@;))
formula yordamida topiladi, ya’ni kompleks sonlarni kopaytirganda ularning
modullari ko paytiriladi, argumentlari qo shiladi:

|Z] 'ZZ|:|Z]| '|ZZ R AI’g(Z] 'Zg):ArgZ]+AI’gZZ.

b) ikkita z; va z,0 kompleks sonlarning nisbati

Z, T ..
=L =L (cos(p;-@)) tisin(p-ps)), (2)
ZZ rZ
formuladan topiladi, bundan
i :H’ Argi:Argzl—Argzz.
Z, ‘Zz Z,

z=r(cosptising) kompleks sonning natural ko'rsatkichli n-darajasi ushbu
formuladan topiladi:

Z'=r"(cosnp+isinn ),
bundan |Z"|=|z|" Argz"=nArgz+2km, keZ ekanligi, xususan

(cos prising)"=(cosnp+tisinng) (3)

Muavr formulasi kelib chigadi.

z=r(cosptising) kompleks sonning n-darajali ildizi n-ta turli qiymatlarga
ega va quyidagi formuladan topiladi:

%:n/|z|(cos—¢+jkﬂ+isin¢+2kﬂj , (4)

n
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buerda k=0, 1, 2,..., n-1, p=argz.
2z qiymatlariga mos keluvchi nuqtalar radiusi R=1%/|z| ga teng bo’lgan
aylanaga ichki chizilgan muntazam »n burchakning uchlaridan iborat bo ladi.

Nel. Quyidagi amallarni bajaring:

a) (3-4i)+(5+i); b) (4+30)-(1-2i); c) (1-i)-(2+3i); d) 5i-(-3+2i);
e) Si:(1-i); 1) (4-50):3; g) (6+50):2i; 1) (2-1):(5+12i).
Yechish. a) (3-4i)+(5+i)=(3+5)+i(-4+1)=8-3i;

b) (4+31)-(1-2i)=(4-1)+i(3-(-2))=3+5i;

¢) (1-1)-2+30)=(1-2-(-1)-3)+i(1-3+(-1)-2)=5+i;

d) 5i-(-3+2i)=-15i+10i*=-10-15i;

e)Si-(l-i)=5i'(l+i)— -5+5 5 N 5 ;-
' 1-i]  Jre1? N2 N2
4-5i 4 5
4-5i):3= =———1I;
H (-3 3 3 3
g)(6+5i):2i=6+51:(6+51).l:_5+6l:2,5-3i;
2i 2i-i -2
D (Quiy(5+120)e 2oL o @=D(G-12) _-2-29i 2 29,
5+412i  (5+120)-(5-12i) 13 13 13

Ne2. Quyidagi sonlarning moduli va argumentini toping:

a) 7=-2+2-/3i; b)-3i; «¢) -sin% -icos%.

Yechish. a) [z/=-242 /3 il=1/(=2)* + (24/3)> =~/4+12 =+/16 = 4,

(1) formulaga asosan argz=arg(-2+2\/§ i)=n+arctg¥=n-arctg\/_ =

T 2r
:TC'_:_.

3 3
2
Demalk, Argz=? +2km, keZ, |z|-4.

b) |-3i[=(0-3i[=+/0? + (=3)* =/9 =3, arg(—3i)=377[ ((1) ga asosan).

Demak, |z|=3, Argz=377z +2kr, keZ.

¢)|zl=,|(=sin—)" +(—cos—)" =,[sin" —+cos" — =1,
) |z| \/( 8) ( 8) \/ . .
Argumentning bosh qismi ni topish uchun (1) formuladan foydalanamiz,

bunda x=-sin z <0, y=-cos z <0. Demak,



_00878[ T T T

=mxtarcte(ctg— )=n+ arcte(te(—-— )=
o g( g8) g(g(2 8)
_Slng

argz=7z+arctgl =rtarctg
X

= +%:UT” bundan Argz=% +2km ke”Z.

Ne3. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozing:
a)3; b) 2+24/21.
Yechish. a) |3|=3, arg3=0, demak 3=3(cos2kr+isin2kr);

b) |-2+2 V2i |=V4+8 = 243 arg(-2+2 NG i)=7z‘+arctg% =7z—arctg\/§ ,

demak, -2+2~/2 i=2+/3 (cos(. ﬂ-arctg\/z +2k ) +isin( ﬂ-arctg\/i +2kn)), keZ.
Ne4. Hisoblang:

6
a) (1++/30)%;  b) (1+)™; c)ﬁ“—*@;l.
(1+1)
Yechish. a) ikki usulda hisoblaymiz. 1-usul. (1++/3 i)*=1°+3-1%.+/3 i+

+3-1-(\/§i)2+(\/§i)3=1+3\/gi-9-3\/§z -8, bu erda i"=-1, i’=-i ekanligidan
foydalandik.

2-usul. Avval 1++/3i sonni trigonometrik shaklda yozib olamiz. Bunda

|1+\/§i| =2, arg(1+\/§i)=arctg\/_=% :
: T . T :
Demak, 1++/3i =2(cos( 3 +2kn)+zsm(§ +2km)), keZ Hisoblashlar

bajarganda k=0 deb olish etarli. Shu sababli 1+4/3 i:2(COS%+iSiI’l%) tenglikdan

foydalanamiz. Bu tenglikni ikkala tomonini uchinchi darajaga ko'taramiz va (3)
Muavr formulasidan foydalanamiz:

(1+ V3 i)3=(2(cos§ +isin§ ))’=8(cos +isinz)=-8.
b) (1+/)* ni hisoblash uchun 1+i ni trigonometrik shaklda yozamiz:

1+i=| 1+i| {cosarg(1+i)y+isinarg(1+i))=~/2 (cos% +isin % ). Endi (3) formuladan
foydalanamiz. (1+)*°=( V2 (cos% +isin% )2=( V2 YO(cos5 mtisins n)=
=2'9(-1+0i)=-1024.

6
C) Q(I_—\/_)ZZOL ni hisoblashda yuqorida olingan 1+/3 i=2(cos§+isin§),
+1

1+i=+2 (cos% +isin%) natijalar va (2) formuladan foydalanamiz.



T . . TT\\16 16 TN i 7[
(1+ \/gl.)w (2(cos§+zsm§)) 2 (cos(57r+§)+zsm(57z+§))

(1+i)20 (\/E(COSZ'FZ.SinZ)ZO 210(C0357Z'+i5in572')

NE)

1
—2%(-cos % -isin = y=64(— + X7 i =32+324/3i.
( 3 3 ) (2 5 )

No5. {/1—i ning barcha qiymatlarini toping.

Yechish. 1-i ni trigonometrik shaklda yozib olamiz: 1-i=|1-i|(cosarg(I-i)+
isinarg(1 -l'))=\/§ (cos%Z +isin 37” ). Demak, (4) formulaga asosan
37 + 2k 37 +2km
1 —i=8\/§(cos4T+isin4T) bo'lib, bu erda =0, 1, 2, 3

qiymatlar qabul qiladi. Bundan

k=0 da 4\/ITZ'=8«/§(cos£+isin£),
4 g 11 ) 117r

k=1da 31— \/_(cosﬁﬂsm —),

k=2da 1-i=42 (cos%ﬂsinl%)

k=3 da 41—i=42 (Cos%+zsin 277y

Ne6. Quyidagi amallarni bajaring:
a) (7+3i)+(4-2i);  b) (2+3i)-(4-5i); c) (1-20)-(1+2i); d) -2i-(4+3i);
e) 5:(1+i); ) (6+50):(3i); g) (6+51):(1-2i); i) (2-i)°.

Ne7. Quyidagi sonlarning moduli va argumentini toping:
a) z=4-3i; b) 7=2+23 1 c)z=3; d) zz-cos% +isin%.
Ne8. Kompleks sonni trigonometrik shaklda yozing:
a)-3;  b)4i; ¢) -2 ++/2; d) -1-+/31.
No9. Hisoblang:
30

a) (\3-3)'% b) (2+30)%; ©) (-2-20)%; d) ( T ) e) (ﬂj .

3i

1—i

Nel0. Quyidagi ildizlarning barcha qiymatlarini toping:

a)i—i; bV, o)V2-243i;  d)J-1+i: e) ¥Y-16.

2-8. Kompleks tekislikdagi chiziglar va sohalar
Matematik analiz kursida tekislikdagi chiziglar odatda F(x,y)=0 (x va y
dekart koordinatalari), yoki (r,)=0 (r va ¢ qutb koordinatalari) yoki parametrik
tenglamalari



x=x(t), y=y(1)

bilan berilar edi.

Kompleks analizda chiziglarning berilishi biroz boshqacha ko'rinishga ega
boladi:

Agar xOy tekislikda egri chiziq x=x(?), y=y(), ast<pf parametrik
tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, uning kompleks tekislikdagi tenglamasi

z()=x@)+iy(r), astsp  (5)

bo'ladi.

Nell. x=acost, y=bsint, 0= t<2rx ellips tenglamasini kompleks shaklda
yozing.

Yechish. (5) formuladan foydalansak, ellips tenglamasi kuyidagicha boladi:
z=acost+ibsint, 0<t<2r.

Agar chiziq F(x,y)=0 ko rinishdagi tenglama bilan berilgan bo'lsa, u holda x
va y o'zgaruvchilarning o'rniga ularning z va z o'zgaruvchilar bilan ifodalarini

zZ+z zZ—Z
pr— Ju— 6
Y= yE (6)

z+z z—2Z
2 72
Nel2. Aylananing

almashtirib F( )=0 tenglamaga ega bo'lamiz.

x*+y +2ax+2by+c=0
umumiy tenglamasini kompleks ko'rinishda yozing.
Yechish.  Yuqoridagi  (6) formulalardan foydalanamiz. U  holda

zz+2a” ; 2 +2b Zz__z +c=0 = zz +(a-ib)z+(a+ib) z +c=0.
l

a+ib=A, a-ib= 4 belgilashlar kiritsak, aylananing umumiy tenglamasi
zz+ Az+Az +c=0, Imc=0
hosil bo'ladi.

Nel3. Imz’=4 tenglama qanday chizigni aniqlaydi?

Yechish: z°=(x+iy)’=x’-y"+2xyi bo'lganligidan, Imz’=2xy bo'ladi. Bundan
2xy=4, xy=2 yoki y=2/x. Bu esa giperbola tenglamasidir, demak Imz’=4 tenglama
tekislikda giperbolani ifodalaydi.

L chiziq (5) tenglama bilan berilgan bo'lsin. Agar x(¢) va y(#) funksiyalar
[, f] kesmada uzluksiz bo’lsa, u holda bu tenglama shu kesmada uzluksiz egri
chizigni aniqlaydi deyiladi. Agar [, f] kesmadan olingan turli ¢, va ¢, uchun
z(t;)#(t;) bo'lsa, uzluksiz L egri chiziq sodda chiziq deyiladi. Agar z(a)=z(f)
bo'lsa, L yopiq chiziq deyiladi.

Agar uzluksiz L egri chizigni

z=x(1) +iy(t), astsp,
bu erda x(?), y(t) funksiyalar [, f] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi va
Z’()=x"(t)+iy’(t)=0, Vie|a, ], shartlarni ganoatlantiruvchi parametrik tenglama
bilan ifodalash mumkin bo'lIsa, u holda bu chiziq silliq chiziq deyiladi.

10



Agar uzluksiz egri chiziqning silligligi faqat chekli sondagi nuqtalardagina
bajarilmasa, u holda bu chizigni bo’lakli silliq chiziq deyiladi.

Nol4. Quyidagi

a) z=1+it (-1<6L1); b) z=1+isint (0<t<27)
tenglamalar bilan qanday chiziglar berilgan? Ulardan qaysilari sodda, yopiq, silliq
bo'ladi?

Yechish: a) z ni x+iy bilan almashtirib, z=1+it (-1<¢<1) tenglamadan
izlanayotgan chizigning x=1, y=¢ (-1<t<1) parametrik tenglamasiga ega bo'lamiz.
Bundan z=1+it (-1<¢<1) chiziq uchlari z,=1-i va z,=1+i nuqtalarda bo’lgan
kesmadan iborat ekanligi kelib chiqadi. t parametrning turli qiymatlariga turli
nuqtalar mos keladi, demak bu chiziq sodda siziq bo'ladi. Shuningdek, z(-1)=z(1)
bo’lganligi sababli, u yopiq emas. x=1, y=t funksiyalar [-1,1] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi va z’(z) 0 bo’lganligidan bu chiziq silliq chiziq bo’ladi.

b) Yuqoridagi kabi z=1+isint (0<t<27) tenglamadan izlanayotgan chizigning
x=1, y=sint (0<t<2r) parametrik tenglamasini hosil qilamiz. ¢ parametr 0 dan 27
gacha o'zgarganda sint funksiya —1 dan 1 gacha bo'lgan barcha giymatlarni qabul
giladi. Shu sababli z=1+isint (0<t<27) chiziq xam z=1+it (-1<t<1) chiziq kabi
kompleks tekislikda uchlari z,=1-i va z,=1+i nuqtalarda bo'lgan kesmadan iborat
bo'ladi. Lekin bu chiziglar bir-biridan farq qiladi.

Haqiqatan ham z=1+isint (0<¢<2r) chiziq birinchidan sodda emas (masalan,
t;=7n/3, t,=27/3 lar uchun z(t;)=z(t;) bo’ladi), ikkinchidan bu chiziq yopiq (chunki
z(0)=z(2r)), uchinchidan bu chiziq bo'lakli silliq chiziqdir (chunki t=772, =3 /2
nuqtalarda z’(z)=0).

Nel5. Quyidagi

a) quyi yarimtekislikda yotgan nuqtalar to plamini;

b) x=2 va x=4 to" g ri chiziqglar orasida yotgan nuqtalar to plamini;

c¢) uchlari koordinata boshida bo'lgan ¢p=a va ¢@=p nurlar (-n<a<p<m)
orasida yotgan nuqtalar to plamini;

d) radiusi » va markazi (xy,)y) nuqtada bo'lgan doira nuqtalari to plamini (1-
rasm) aniglovchi shartlarni kompleks shaklda yozing:
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X

L 3

A\

y’ [ 3
¥
i} @
A P ‘]E
o‘ N
1-rasm

Yechish: a) Quyi yarimtekislikda yotgan nuqtalarning ordinatasi manfiy
bo'ladi, ya’ni y<0. Demak, /mz<0 bo’ladi.

b) x=Rez ekanligini e’tiborga olsak, 2<Rez<4 bo'ladi.

c) a<argz<p

d) |z-zo|<r, (|z-20|=F) zo=xpFiVy

Odatta, |z-a|<e ochiq doira ¢ nuqtaning ¢ atrofi deyiladi. R’ tekislikdagi
kabi, kompleks tekislikda ham to'plamning ichki nugqtasi, ochiq to plam, limit
nuqta, yopiq to'plam, bog'lamli to’plam tushunchalari aniglanadi. Kompleks
tekislikda soha tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Soha deb ochiq va bog'lamli
to'plamga aytiladi. Sohaning chegaraviy nuqtalari (sohaga tegishli bo’lmagan limit
nugqtalari) to'plami bog'lamli to"plam bo'lsa, u holda bu soha bir bog'lamli to plam
deyiladi, aks holda ko'p bog'lamli soha deyiladi.

Tekislikda har xil figuralarni (xususan sohalarni) berish uchun ko'pincha
tengsizliklardan foydalaniladi. Bunda figura kompleks koordinatalari biror

F(z)<0yoki F(z)<0 (7)
bu erda F(z) haqiqiy qiymatli kompleks o'zgaruvchining funksiyasi, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha nuqtalar to'plami kabi beriladi. Ravshanki, bunday
funksiyani ikkita haqiqiy o'zgaruvchining haqiqiy qiymatli funksiyasi ko rinishda
ifodalash, demak (7) tengsizlik bilan bog'liq masalani
F(x,y)<0yoki F(x,y)<0

tengsizlikliklarni yechishga keltirish mumkin.

Quyida keltirilgan masalalarda odatta F(x,y) funksiya butun tekislikda
uzluksiz (chekli sondagi nuqtalardan boshqa) bo’ladi. Yuqoridagi tengsizliklarni
yechishda avval F(z)=0 (F(x,y)=0) tenglamani qanoatlantiradigan L nugqtalar
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to'plamini aniqlash maqgsadga muvofiq. L nuqtalar to'plami butun tekislikni
birnechta D;, D,, D;, ..., D, sohalarga ajratadi. Har bir sohada F(z) (ya’ni F(x,y))
funksiya ishorasini saqlaydi. (Bu funksiyaning sohada uzluksizligidan kelib
chigadi, u o'z ishorasini nolga aylanadigan nuqtadan o'tganda o'zgartiradi). Shu
sababli har bir sohada tengsizlik ishorasini tekshirish uchun quyidagi tasdiqdan
foydalanish mumkin: agar D, sohaga tegishli bo'lgan aniq (x;)x) nuqtada
F(xk,yk)<0 bo’lsa, u holda shu sohaning barcha nuqtalarida F(x,y)<0 bo’ladi.

Ba’zi hollarda geometrik tasavvurlardan foydalanish tengsizliklarni
yechishni osonlashtiradi.

Nelé6.

z

<1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plamini aniqlang.

z+1

Yechish. Avval
z+1

. . 2 2
aniglaymiz. |-= |=| x+ly‘ |= |x+ly'| S . — bundan
|z+1| |x+1+ly| |x+1+ly| (x+1)*+y°

x’+y’=x’+2x+1+y° = 2x+1=0. Demak, L
nuqtalar to'plami x=-1/2 to’g'ri chizigdan

z

=1 tenglamani ganoatlantiruvchi L nuqtalar to plamini

iborat va bu to'g'ri chiziq tekislikni ikki t y
D; va D, sohaga ajratadi (2-rasm).
Tengsizlikning ishorasini aniglash uchun D, | D
D, sohaga tegishli bo'lgan, masalan z=0 g
: . 0 ‘ . ’
| =()>- _
nuqtani olamiz. 0r 1 0>-1/2 bo'lganligi 5 0 X

sababli, tengsizlikning yechimi x=-1/2
to'g'ri chizigdan chapda yotgan nuqtalar
2-rasm
to'plami- D, sohadan iborat bo’ladi.

Nel7. Ax+Bu+C=0 to'g'ri chizigning umumiy tenglamasini kompleks
shaklda yozing.

Nel8. a) Koordinata o'qglari, b) y=2x+1 to'g'ri chizigning tenglamalarini
kompleks shaklda yozing.

Nel9. a) x*+y”+4x+2y=0 aylana, b) x’-y’=a’ giperbola, ¢) y=x’ parabola
tenglamalarini kompleks shaklda yozing.

Ne20. Quyidagi tenglamalar bilan aniglangan chiziglarni ko rsating:

a) Re (lj =0,25; b) Rez’=4; c) Z+z2%=1;
z
d) 2zz +(2+i)z+(2-i) z =2; e) |z-i|+|z+i|=4
f) Re(1+z2)=|z[; g) Im((1+7)z)=0.
No21. Quyidagi tenglamalar bilan ganday chiziqlar berilganligini aniglang va
ularni kompleks tekislikda chizing:
a) z=2i+e", (n<t<3m); b) z=3t+it, (0<t<o0);

¢) z=t+it’, (-oo<t<+oo); d) Z:% +it, (0<t<0)
No22. a) Birinchi chorakda yotgan nuqtalar to'plamini;
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b) u=1 va u=2 tug'ri chiziqlar orasida yotgan nuqtalar to'plamini;

¢) u=x va u=+3x to'g'ri chiziglar orasida va uchinchi chorakka tegishli
nuqtalar to plamini; d) markazi (-2;3) nuqtada va radiusi 3 ga teng doiraga tegishli
nugqtalar to'plamini aniqlovchi shartlarni kompleks shaklda yozing.

Ne23. Quyidagi tengsizliklar bilan berilgan nuqtalar to'plamini aniglang.

a) Imz<1, b) Rez>1; c) |z-i|<1; d) 1<|z-2|<3;
e) 0<|z-1+i[<1;  f) O<argz<n/3; = _i <.
zZ+

3-8. Kompleks o"zgaruvchili funksiyalar,
ularning limiti va uzluksizligi

Agar E to'plamdan olingan har bir z=x+yi songa biror qonun yoki qoida
bo'yicha aniq bir w=u+vi kompleks son mos qo'yilgan bo'lsa, u holda E
to'plamda funksiya berilgan deyiladi va w=f(z) ko rinishda yoziladi.

Har qanday kompleks o'zgaruvchi z=x+iy ning funksiyasi w=f{z) ni
quyidagi ko rinishda ifodalash mumkin:

w=f{xtiy)=u(x,y)+tiv(x.y),

bu erda u(x,y) va v(x,y) funksiyalar ikki, x va y o'zgaruvchilarning haqiqiy qiymatli
funksiyalari bo'lib, u=u(x,y) funksiya w=f(z) funksiyaning haqiqiy qismi, v(x,y)
esa - mavhum qismi deyiladi va mos ravishda Ref(z) va Imf(z) kabi belgilanadi.

No24. a) w=z"-3z+i funksiyaning haqiqiy va mavhum qismini toping.

Yechish: utiv=w=z"-3z+i=(x+yi)’-3(x+yi)+i=x"-y’-3x+i(2xy-3y+1),
bundan u=x’-y’-3x, v=2xy-3y+1 hosil bo'ladi.

b) w= 1 funksiyaning haqiqiy va mavhum qismini toping.
z

. 1 1 —yi
Yechish: w=-= .=)§ ylzz 2x =i zy -, Bundan u=——— va
z x+yi x"+y X" +y X" +y X" +y
_ Yy
y=— .
x*+y°

Geometrik nuqtai nazardan w=f{z) funksiya z-tekislikdagi £ to plamni w-
tekislikning biror E’ nuqtalar to'plamiga akslantirishni beradi. £’ to'plam E
to'plamning w=f(z) akslantirishdagi obrazi deyiladi.

Ne25. |z|=1 birlik aylananing W:%(Z +ij akslantirishdagi obrazini toping.

z

Yechish: |z[=1 birlik aylananing tenglamasini parametrik ko'rinishda yozib

olamiz: z=e", 0<¢t<2n. U holda uning obrazi tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

1( ; 1 1/, ‘ ,
w=—|e" +— z—(e” +e”)= e", 05t2r.
2 e 2

Demak, |z|=1 birlik aylananing W:%[Z—Fij akslantirishdagi obrazi |w|=1

z

birlik aylanadan iborat bo'ladi.

Faraz qilaylik, f(z) funksiya E tuplamda berilgan va z, nuqta bu to plamning
limit nuqtasi bo'Isin.
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Agar V&>0 son uchun shunday &(g)>0 son topilib, |z-zy|<o tengsizlikni
ganoatlantiradigan hamma z (z=z,) lar uchun [f{z)-4A|<¢ tengsizlik bajarilsa, A
kompleks son f{z) funksiyaning z—z, dagi limiti deyiladi va quyidagicha yoziladi:

lim f(z)=A.

zz

ReA=V, ImA=S, Ref(z)=u(x,y), Imf(z)=v(x,y) bo'lsin. U holda lim f(z)=A

munosabat quyidagi ikkita
lim uey)=B, i v(s)=C
munosabatlarga ekvivalent bo'ladi. Demak
lim ()= lim (u(x)+Hiv(sp)= im u(cy)+ilim vy (8)
o rinli bo'ladi.

Ne26. f(z)=az+b, bu erda a, b-kompleks sonlar, funksiyaning z, nuqtadagi
limiti A=az,+b ga teng ekanligini isbotlang.

Yechish: Ixtiyorty €>0 son olamiz. |f(z)-A|=|(az+b)-(azy+b)|=|az-azy|=
=|al|z-zy| bo'lganligi sababli, d(g)>0 son sifatida d=¢/|a| sonni tanlaymiz. U holda
|z-zy| <0 shartni qanoatlantiruvchi z larda |f{z)-4|<& bo'ladi. Bu degani A= az,+b
son f(z)=az+b funksiyaning z, nuqtadagi limiti ekanligini bildiradi.

w=f(z) funksiya E to'plamda berilgan va z, nuqta E to'plamga tegishli
bo'lgan limit nuqtasi bo’lsin.

Agar lim f(z)=f(zy) bo'lsa, f(z) funksiya z, nuqtada uzluksiz deyiladi,

boshqgacha aytganda V&0 son uchun shunday &>0 son topilib, |z-z)|<o
tengsizlikni qanoatlantiradigan barcha zeFE lar uchun |f(z)-f(zy)|<e tengsizlik
bajarilsa, u holda f(z) funksiya z, nuqtada uzluksiz deyiladi.

No27. f(z)=az+b, bu erda a, b-kompleks sonlar, funksiyaning kompleks
tekislikning ixtiyoriy z) nuqtasida uzluksiz ekanligini isbotlang.

Yechish. z, - kompleks tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. 26 -misolda
f(z)=az+b funksiyaning z, nuqtadagi limiti A=az,+b ga teng ekanligini
ko'rsatilgan edi. Endi f{(z¢)= azy+b ekanligini e’tiborga olsak, f(z)=az+b
funksiyaning z, nuqtada uzluksizligi kelib chiqadi.

Teorema. f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiyaning z,=x,+iy, nuqtada uzluksiz
bo'lishi uchun uning haqiqiy u(x,y) va mavhum v(x,y) qismlarinig (x,u,) nuqtada
uzluksiz bo'lishi zarur va etarli.

Agar f(z) funksiya E to'plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo'lsa, u holda
f(z) funksiya E to'plamda uzluksiz deyiladi.

Ne28. f(z)=z" funksiyaning kompleks tekislikda uzluksiz ekanligini
ko rsating.

Yechish. Faraz qilaylik z,=x,+iy, - kompleks tekislikning ixtiyoriy nuqtasi
bo'lsin. Hagqiqiy analizdan ma’lumki u(x,y)=Rez’=x’-y" va v(x,y)=Imz’=2xy
funksiyalar (x,u,) nuqtada uzluksiz, demak yuqoridagi teoremaga asosan f{z)=z"
funksiya z,=x,+iy, nuqtada uzluksiz. Bu nuqta ixtiyoriy tanlanganligi sababli
garalayotgan funksiya kompleks tekislikda uzluksiz bo’ladi.

No29. f(z)=argz funksiyaning z,=-1 nuqtada uzluksiz emasligini ko rsating.
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Yechish. Avval f(z)=argz funksiyaning kompleks tekislikning 0 nuqtasidan
boshqa barcha nuqtalarida aniqlangan va uning qiymatlar tuplami (-7 7] oraligdan
iborat. Funksiyaning —1 nuqtadagi qiymati A-1)=arg(-1)=n ga teng. f(z)=argz
funksiyaning z,=-1 nuqtada uzluksiz emasligini ko rsatish uchun shunday £>0 son
mavjud bo’'lib, z;/=-1 nuqtaning ixtiyoriy atrofida |f{z;)-f(z9)|=¢ tengsizlikni
ganoatlantiruvchi z/ nuqtaning borligini ko rsatish etarli. &=z deb olamiz. Ixtiyoriy
0>0 son uchun z;=-7-0,5di nuqtani qaraymiz.

Ravshanki, |z;-zy|=|-1-0,56i-(-1)|=|0,50i|=0,56<06, f(z;) uchun quyidagi
qo'sh tengsizlik o'rinli: -7z<arg(-1-0,50i)<-7/2. Bundan \f(z)-f(z0)|>37/2>¢
ekanligi kelib chigadi. Demak argz funksiya —1 nuqtada uzilishga ega.

Izoh. f(z)=argz funksiyaning boshga manfiy qiymatlarida ham uzluksiz
emasligini yuqoridagi kabi ko rsatish mumkin. Uning 0 nuqtada uzluksiz emasligi
ta’rifdan kelib chigadi. Bu funksiya qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo’ladi.
Buni mustaqil isbotlashni tavsiya qilamiz.

Ne30. Quyida berilgan funksiyalarning haqiqiy va mavhum qismlarini
ajrating:

a) w=z"+2i; b) w= ——; C) wzzz-l;

z+2 z

d) w=iz+|z|;  e) w=e'%z+1; (aeR); e) w==.
z

Ne31. Berilgan nuqtaning ko rsatilgan akslantirishdagi obrazini toping:

a) zy=1+i, w=z" b) zy=2-i, w=(z+i)’;

c) zp=1, w=(z-i)-1; d) zg=3+4i, w=z2" +7.

Ne32. |z|=1 birlik aylananing birinchi chorakdagi gismining a) w=z’; b)
w=z"; ¢) w=z" akslantirishdagi obrazini toping.

Ne33. Limitning ta’rifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni isbotlang:

a) lim (2z-i)=2+i; b) lim |z|=35.

zol+i z—3-4i

No34. (8) dan foydalanib, agar limf;(z)=A; va limf>(z)=A4, bo'lsa, u holda

a) lim (i(2)+ fo(2) =A;+Ao; b) lim (fy(2)- fo(z)=A A
) lim (3(2) f3(2)) =A; Ay d) lim (/i (2)/f(2))=Ai/Ao, 4:20

ekanligini isbotlang.

Ne35. Quyidagi funksiyalarning kompleks tekislikda uzluksiz ekanligini
isbotlang:

a) flz)=Rez; b) flz)=Imz;  ¢) fiz)=|z[; d) flz)=(1+31)z+5

4-8. Kompleks o zgaruvchili funksiyaning hosilasi.
Analitik funksiya tushunchasi
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Kompleks tekislikdagi biror £ sohada aniqlangan bir qiymatli w=f(z)
funksiya berilgan bo’lcin. Vz,eE nuqta olib, unga shunday Az orttirma beraylikki,
natijada z= zy+4z ham E to'plamga tegishli bo'lsin. U holda w=f{z) funksiyaning
orttirmasi Aw=f(zy+4z)-f(z,) boladi.

Agar Az ni har ganday yo'l (qonun) bilan nolga yaqinlashtirilganda ham %

nisbat fagat birgina aniq limitga intilsa, w=f(z) funksiya z, nuqtada
differensiallanuvchi, limit esa f(z) funksiyaning z, nuqtadagi hosilasi deyiladi va

W', ), L (Zo) M) 1o rinishda belgilanadi. Demak, ta’rif bo'yicha

dz
f’(ZO):Eg})%:gE})f(ZO-'_AAZZ) f(ZO).
Teorema. Biror £ sohada aniglangan f(z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiyaning, shu
sohaga tegishli zy=x,+iy, nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi uchun u(x,y) va
v(x,y) funksiyalarning (x,,y,) nuqtada differensiallanuvchi bo’lishlari, shuningdek

ou 0Ov Ou  0Ov
& oy dy  oOx (S-R)
shartlarning bajarilishi zarur va etarlidir.

(C-R) shart Koshi-Riman shartlari deyiladi.

Agar f(z) funksiya z eFE nuqtada va uning biror atrofida differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda bu funksiya z nuqtada analitik funksiya deyiladi. Agar f{z) funksiya
E sohaning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo'lsa, u holda f{z) funksiya £
sohada analitik deyiladi. Har ganday analitik funksiya uchun quyidagi formula
o rinli:

8u 8\/ _0ov 8u _ Ou 6u _Ov .0v
/@)= ax ax oy é‘y Ox ay oy Eo ox ©)

No36. f(z)=z'+1 funksiyaning kompleks tekislikda analitik ekanligini
ko'rsating.

Yechish. z'+I1=(x+iy)’+1=x’-y’+1+i2xy bo'lganligidan, wu(x,y)=x"-y"+1,
v(x,y)=2xy. Bu funksiyalar x va y haqiqiy o'zgaruvchining funksiyalari sifatida
x0Oy tekislikning ixtiyoriy (x,y) nuqtasida differensiallanuvchi:

ai ai b2y b2%

— =2x, —=-2y, — =12y, — =2x.

& @y 25 @
va (C-R) shartlarini qanoatlantiradi. Demak, f{z)=z"+1 funksiya butun kompleks
tekislikda analitik bo'ladi va (9) formulaga asosan

F@)=(E+1)=(X-V’+D)x’ +i(2xy)x’ =2x+i2y=2(x+iy)=2z
bo’ladi.

Ne37. w=zz funksiya biror nuqtada analitik bo'ladimi?

Yechish: zz =x’+)” bo'lganligi sababli u(x,y)=x’+y’ va v(x,y)=0 o'rinli. Bu
holda Koshi-Riman shartlari quyidagicha bo’ladi:

2x =0,
2y=0
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va fagat (0,0) nuqtadagina bajariladi. Demak, w=zz funksiya fagat z=0
nuqtadagina differensiallanuvchi bo’lib, hech erda analitik emas. Funksiyaning z=0
nuqtadagi hosilasi 0 ga teng.
No38. w=x"+)"+ixy’ ning analitik yoki analitik emasligi tekshirilsin.
Yechish: w funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari mos ravishda
u(x,y)=x"+y’ va v(x,y)=x)’ ga teng va

@=2x,@=2y, @zyz,ﬁz?axyz

25 @ 25 &y
o'rinli. Bulardan ko'rinadiki, (S-R) shartlarining bajarilishi uchun x=0, u=0
bo’lishi kerak. Demak, w funksiya (0,0) nuqtadagina differensiallanuvchi, boshqa
nugqtalarda hosilasi yo'q, ya’ni berilgan funksiya analitik emas.

Agar E sohaning har bir nuqtasida

o’® 0D
0 + e =0 (10)
tenglik bajarilsa, F’=F(x,y) funksiya E sohada garmonik funksiya deyiladi.

(10) tenglama Laplas tenglamasi deyiladi.

No39. u(x,y)=x"-y° garmonik funksiya bo'ladimi?

Yechish: Berilgan funksiyaning Laplas tenglamasini ganoatlantirishini

2 2 2 2
tekshiramiz. a—M:Zx, 6_@21:2’ a—”:—zy, a—L;:—Z va a—Zt+a—?=2+(—2):0.
ox ox oy oy ox~ oy
Demak, u(x,y)= x*-y° funksiya garmonik funksiya ekan.

Analitik funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlari har doim garmonik
funksiya bo’ladi.

Biror E sohada garmonik bo'lgan ikkita u(x,y) va v(x,y) funksiyalar
yordamida tuzilgan f{z)=u(x,y)+iv(x,y) funksiya har doim ham analitik funksiya
bo'lavermaydi. Bu funksiya faqat u(x,y) hamda v(x,y) funksiyalar Koshi-Riman
shartlarini ganoatlantirgandagina analitik funksiya bo'ladi. Bu holda u(x,y) va
v(x,y) funksiyalar qo'shma garmonik funksiyalar deyiladi. £ sohada garmonik
bo'lgan har qanday funksiyaning qo'shma garmonik funksiyasi mavjud bo’ladi,
boshgacha aytganda biror sohada garmonik bo'lgan ixtiyoriy u(x,y) funksiya uchun
haqiqiy (mavhum) qismi u(x,y) ga teng bo'lgan analitik funksiyani tiklash mumkin.

Berilgan z, nuqtaning biror atrofida analitik bo'lgan f(z) funksiyani uning
haqiqiy qismi u(x,y) ga ko'ra

f(z)=2u[z+22°,%}c_0’ (11)
mavhum qismi v(x,y) ga ko'ra
f(z)=2iv(”;° ,Z;f}c_o, (12)

formulalar orqali tiklash mumkin, bu erda C, son Sy=f{zy) ga qo shma kompleks
son.
Ned(. Haqigiy qismi Ref{z)=x’+)” bo'lgan analitik funksiya mavjudmi?
Yechish: Haqiqiy qismi Ref{z)=x’+)y’ bo'lgan analitik funksiya mavjud
bo'lishi uchun Ref{z)=x’+)° funksiya garmonik funksiya bo'lishi shart. Lekin
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x’+)y° funksiya garmonik funksiya emas. Demak, haqiqiy qismi Ref{z)=x"+)’
bo'lgan analitik funksiya mavjud emas.

No41. Mavhum qismi v(x,y)=4x+2xy va f(-i)=2 bo'lgan f{z) analitik
funksiyani tiklang.

Yechish: 1-usul. (12) formuladan foydalanamiz. Bizning misolda
v(x,y)=4x+2xy, zy=-i, C=2, demak

f(Z)=2i(4 Z;i +2 Z;i : Z_ij+ 2 =4iz-4+7"+1+2=4iz+7’-1.

2i

2-usul. v(x,y) va u(x,y) funksiyalarning qo'shma garmonik funksiyalar

ekanligidan foydalanib, izlanayotgan funksiyaning haqiqiy qismi u(x,y) funksiyani

Ou _0v _
S oy

u(x,y)=j2xdx+go(y)=x2+(p(y) ga ega bo'lamiz. Endi noma’lum ¢(y) funksiyani

topamiz.  Koshi-Rimanning  birinchi  shartidan 2x,  bundan

topish uchun KoshiRimanning ikkinchi Z—u =—? shartidan foydalanamiz.
Y X

0 , 0 s s
a_: =(4x+2xu)x '=4+2y, a—i = (x2+p(0)y =0’ ().
Yuqoridagi shartdan @’(y)=-4-2y, bundan ¢(y)= j(— 4-2y)dy +S=-4y-y’+C.
Demak,  u(xy)=x"+@()=x-4y-y’+C  va  flz)=u(x,y)+iv(x,y)=x"-4y-
VY +C+i(dx+2xy)=(x+iy)’ +id(x+iy) +C=2"+4iz+C.

S o'zgarmasni f(-i)=2 shartdan foydalanib topamiz.
2=(-i)*+4i(-i)+C, C=2-3=-1. Natijada, f{z)= z°+4iz-1 funksiyaga ega bo'lamiz.

No4?2. Koshi-Riman shartlaridan foydalanib, quyidagi funksiyalardan
qaysilari kamida bitta nuqtada analitik ekanligini aniqlang:

a)w=z"Z; b) w=l; c)w=z; d)w=zRez;
z

e) w=cosx+isiny; ) w=x’+iy’; g) w=yx+i(x’-y")
Ned3. Quyidagi funksiyalar garmonik funksiya bo'ladimi?

a) 3o+ b) ¥+ o) L d) wEy).
X

Nodd. a) Imf(z)= x*-2y°; b) Ref(z)=excosy, c¢) Imf{z)=xy’ bo'lgan f{z)
analitik funksiya mavjudmi?

Ne45. Berilgan haqiqiy yoki mavhum qismiga ko'ra f(z)=u(x,y)+iv(x,y)
analitik funksiyani tiklang:

a) vxy)=x-3x%  b) v(xy)=3x"y-y", fl0)=0;

o x2 —x+ 2
0) ux,y) =X’ +2x, f(i)=2i-1; d) u(x,y)=?yzy, f(1)=0.

4-8, Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi. Konform
akslantirish hagida tushuncha
Faraz qilaylik, w=f(z) funksiya z, nuqtada analitik va f’(z;)=0 bo’lsin. U
holda |f’(zy)| hosila moduli w=f{z) akslantirishning z, nuqtadagi chiziqli cho zilish
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koeffitsienti k& ga, hosila argumenti argf’(zs) shu akslantirishda z, nuqtadan
o tuvchi silliq chizigning borilish burchagi ¢ ga teng bo’ladi.

Nod6. w=z" akslantirishning zy=/+i nuqtadagi cho'zilish koeffitsienti va
burilish burchagini toping.

Yechish: w=z" funksiyaning z,=1/+i nuqtadagi hosilasini topamiz: w’(z)=2z,
w'(1+i)=2+2i. Bundan cho’zilish koeffitsientini topamiz
k=|w’(1+i)|=|2+2i|=2+2. Burilish burchagi @=argw’(zy)=arctgl=r/4 ga teng
bo'ladi.

Agar w=f(z) akslantirish

1) markazi z) nuqtada bo’lgan kichik aylanani aylanaga o'tkazish;

2) zy nuqtadan o tuvchi har qanday ikkita chiziq orasidagi burchak miqdorini
ham, yo'nalishini ham saqlash xossalariga ega bo'lsa, w=f{z) akslantirish z,
nuqtada konform akslantirish deyiladi.

Teorema. Agar w=f(z) funksiya sohada analitik va undagi z, nuqtada
f(z9)#0 bo’lsa, u holda w=f(z) funksiya yordamida bajariladigan akslantirish z,
nuqtada konform bo'lib, argf’(zy) burilish burchagini, |f’(z¢)| esa z, nuqtadagi
chiziqgli cho’zilish koeffitsientini bildiradi.

Nod7. w=z"+z akslantirishda z tekislikning qaysi qismi kengayib, qaysi qismi
torayib akslanadi?

Yechish: w=z’+z funksiya butun kompleks tekislikda analitik funksiya
ekanligini tekshirib ko'rish qiyin emas. z tekislikning (w’>1 (|w’|<1)tengsizlikni
ganoatlantiruvchi nuqtalar to'plami akslantirish natijasida kengayib (torayib)
akslanadi. w’=2z+2 va k=|2z+2|. Agar |z+1>0,5 bo’lsa kengayib, |z+1|<0,5 bo'lsa
torayib akslanadi. Demak, [z+1|<0,5 doiraning ichki qismi torayib, tashqi qismi
kengayib akslanadi.

Ne48. w=z" akslantirishda quyidagi nugqtalarda cho'zilish koeffitsienti k va
burilish burchagi ¢ ni toping:

a)z=-1; b)z=1+i; c¢)z=4+3i; d)z=+3+i.

Ne39. Quyidagi akslantirishlar natijasida tekislikning gaysi qismi kengayib,
qaysi qismi torayib akslanadi?

a)w=r’-dz;  byw=-;  ¢)w=i} dy w=1F1,
z zZ

6-8. Asosiy elementar funksiyalar
6.1. Chiziqli va kasr chiziqli funksiyalar
Ushbu
w=az+b (13)

(bu erda a va b o'zgarmas kompleks sonlar, a#0) ko 'rinishdagi funksiya chiziqli
funksiya (akslantirish) deyiladi.

a=me'® deb ifodalasak (bu erda m=|a|, a=arga), w=me'“z+b bo'ladi va bu
akslantirishni w=t,+b, t,=mt,;, t,=¢'“z ko'rinishdagi uchta sodda akslantirishni
ketma-ket bajarishga keltirish mumkin: bunda ¢, - koordinatalar boshi atrofida o
burchakka burish; #, — markazi koordinatalar boshida va koeffitsienti m ga teng

bo'lgan gomotetiya; w=t; - b vektor qadar parallel ko chirish.
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(13) chiziqli funksiyani (a#1 bo'lganda) quyidagi ko'rinishda ham yozish

mumkin:

w-c=a(z-c), (14)
shu sababli chizigli funksiya vositasida bajariladigan akslantirishni a=1 bo'lganda
faqat parallel ko chirishga, a#1 bo'lganda s nuqta atrofida burish, so'ngra markazi
s nuqtada bo'lgan gomotetiyaga keltirish mumkin.

Izoh. (14) tenglikdagi ¢ songa mos keluvchi nuqta w akslantirishning
go'zg almas nuqtasi bo'ladi, ya’ni f(z)=z tenglamaning yechimi bo’ladi.

Chizigli funksiya butun kompleks tekislikda analitik bo'ladi va a#0
bo'lganligi sababli, uning vositasida bajariladigan akslantirish barcha nuqtalarda
konform bo’ladi.

Ne50. Uchlari 4=2+3i, B=5-ii C=6+2i nuqtalarda bo'lgan ABC
uchburchakning w=(1+i)z-2 akslantirishdagi aksini toping.

Yechish: Berilgan w=(1+i)z-2 chiziqli funksiya ABC uchburchakni 4,;B,C,
akslantiradi, bunda 4,=w(4), B;=w(B), C;=w(C). Bu nuqtalarni topamiz:

A;=w(d)=w(2+3i)=(1+i)(2+3i)-2=-3+5i;

B;=w(B)=w(5-i)=(1+i)(5-i)-2=4+4i;

Ci=w(C)=w(6+2i)=(1+i)(6+2i)-2=2+8i.

Demak, ABC uchburchak w akslantirish natijasida uchlari A4;=-3+5i,
B,=4+4iva C;=2+8i nuqtalarda bo'lgan 4,B,;C; uchburchakga akslanadi.

Ne51. Berilgan |z-7+i|<2 doiraning w=(4-3i)z+2+3i akslantirishdagi aksini
toping.

Yechish: Avval w=(4-3i)z+2+3i tenglikdan z ni topamiz: z= W; 23_.31 .

—Jl

ning ifodasini doirani aniglovchi tengsizlikka ko' yamiz:
|W;23‘,3’ <2 & |w-2-3it(-1+i)(4-30)|<24-3]] < |w-3+4i|<10, demak
—Jl
berilgan doiraning w=(4-3i)z+2+3i akslantirishdagi aksi markazi 3-4i nuqtada
radiusi 10 ga teng doiradan iborat ekan.
No52. w=(1+i)z-2+3i akslantirishni sodda akslantirishlarning
superpozitsiyasi ko rinishda tavsiflang. Uning qo'zg almas nuqtasini toping.
Yechish: a=/+i ni  ko'rsatkichli  ko'rinishda  yozib  olamiz:

[+i=|1+i|€"¥"""=y2 ¢*. Demak berilgan akslantirishni koordinatalar boshi
atrofida m/4 burchakka burish, markazi koordnatalar boshida koeffitsienti +/2 ga

teng gomotetiya va b=-2+3i vektorga parallel ko'chirishni ketma-ket qo’llash
orqali bajarish mumkin.

Akslantirishning qo'zg'almas nugqtasini topish uchun z=(1+i)z-2+3i
tenglamani echamiz. Bundan z=-3-2i. Berilgan akslantirishni (14) ko'rinishda
ifodalaymiz:

wH+2+3i=(1+i)(z+3+2i) yoki w+2+3i= 2 e* (z+3+2i).
Bu tenglikdan esa w akslantirishni —3-2i nuqta atrofida /4 burchakka burish va
markazi —3-2i nuqtada koeffitsienti 2 ga teng bo'lgan gomotetiyalar
superpozitsiyasi kabi ifodalash mumkinligi kelib chigadi.
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Ne53. Ushbu z)=2-3i nuqtani qo'zg'almas qoldirib, z,=1 nuqtani w;=i
nuqtaga akslantiradigan chiziqli funksiyani toping.

Yechish: Chiziqli akslantirishni w=az+b ko'rinishda izlaymiz. Berilgan
shartlardan quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo lamiz:

a(2-3i)+b=2-3i,
{ a-l+b=i

Bu sistemani yechib, quyidagilarga ega bo lamiz:
a=1,4+0,2i; b=-1,4+0,8i. Demak izlanayotgan akslantirish (chizigli funksiya)
w=(1,4+0,2i)z+(-1,4+0,8i) dan iborat.

No54. Uchlari A=2i, B=2+3i, C=6 va D=1 nuqtalarda bo'lgan ABCD
to'rtburchakning w=iz+3-2i akslantirishdagi aksini toping.

No55. Berilgan |z+2-i|<1 doiraning w=3iz+17-3i akslantirishdagi aksini
toping.

No56. Berilgan {Rez<2} sohani w=2iz+ akslantirishdagi aksini toping.

Ne57. w=3+4i-iz akslantirishni sodda akslantirishlarning superpozitsiyasi
ko'rinishda tavsiflang. Uning qo’zg"almas nuqtasini toping.

6.2. Kasr chiziqli funksiya

w= a2+2 (bu erda a, b, ¢ va d o'zgarmas kompleks sonlar, bc-ad#0)
cz+
ko rinishdagi funksiya kasr-chiziqli funksiya deyiladi.
_az+b a bc—ad. 1

= bo'lganligi sababli, kasr chiziqli funksiya vositasida
cz+d ¢ c cz+

bajariladigan akslantirishni unga ekvivalent bo'lgan w=cz+d, n:l, w=a;n+b;
w

funksiyalar vositasida bajariladigan akslantirishlar superpozitsiyasiga keltirish

mumkin, bunda: a,= be=ad . b=a
C

az+b

Kasr chizigli w= , ad-bc#0 funksiya quyidagi xossalarga ega:

cz+
1. Kengaytirilgan (z) tekislikni kengaytirilgan (w) tekislikga o'zaro bir
qiymatli va konform akslantiradi (Z:—i bo'lganda w=o0, va w=2 bo'lganda z=x
C C
bo'ladi).

2. Unga teskari bo'lgan z= dw=b

funksiya kasr chiziqli funksiya boladi.

—cw+a
3. z tekislikdagi har xil uchta z;, z,, z; nuqtalarni w tekislikdagi berilgan har
xil uchta w;, w, w; nuqtalarga akslantiruvchi kasr-chiziqli funksiya quyidagi
formuladan topiladi:

W—W, Wy =W, _z-2z Z3—Z, (15)
W=w, W,—W, z—2z, Z;—2Z
Bu formulada z;, wy (k=1,2,3) sonlardan biri o bo’lgan holda oo qatnashgan
ayirmani 1 bilan almashtirish kerak.
4. Kasr-chiziqli akslantirish aylana yoki to'g'ri chizigni aylana yoki to'g'ri
chiziqqa akslantiradi.
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5. Kasr-chiziqli akslantirish z tekislikdagi y aylanaga yoki to'g'ri chiziqqa
nisbatan simmetrik bo'lgan z; va z, nuqtalar juftini w tekislikda w(% aylanaga
yoki to'g'ri chiziqqa nisbatan simmetrik bo'lgan w(z;) va w(z;) nuqtalarga
o tkazadi.

6. Agar kasr-chiziqli akslantirish natijasida y aylana y’ aylanaga akslansa, u
holda y aylana bilan chegaralangan D soha ¢y’ aylana bilan chegaralangan ikki
sohaning biriga o'tadi. Bunda biror yo'nalishda y chiziq bo'ylab harakatlanganda
D soha chapda (o0'ngda) joylashgan bo’lsa, bu harakat yo'nalishiga mos y’ bo"ylab
harakatlanganda D ga mos D’ soha chapda (0'ngda) joylashgan bo lishi kerak.

No58. z tekislikdagi 0, 1, oo nuqtalarni mos ravishda w tekislikdagi —1, 0, 1
nuqtalarga o'tkazuvchi kasr-chiziqli funksiyani toping.

Yechish: z;=0, z,=1, z;=c0 va w;=-1, w,=0, w;=1 belgilashlar kiritib, (15)
formuladan foydalanamiz.

w—(-=1) 1-0 _z-01 w+l 2z 1 2z 1 z+1
: = - ——= & 14—= & —= =
w—0 1-(-1) =z-11 w z—1 w z-1 w z-1
z—1
= w= .
z+1

Ne59. |z-(1-i)|<y/2 doirani quyi yarim tekislikka akslantiruvchi biror kasr-
chizigli funksiyani toping.

Yechish: Bu doira chegarasida uchta nuqta tanlab olamiz, masalan z,=0,
z,=2, z3=2i. Bu nuqtalar ketma-ketligi doira chegarasi aylana bo'ylab
harakatlanganda doira o'ng tomonda qoladigan (joylashadigan) harakat
yo nalishini aniglaydi.

w tekislikda quyi yarim tekislikning chegarasi bo'lgan haqiqiy o'qda w;, wy,
w; nuqtalarni shunday tanlaymizki, mos harakat yo'nalishida quyi yarim tekislik
o'ngda joylashsin. Bunday nuqtalar sifatida w;,=0, w,=1, w;=c nuqtalarni olish
mumkin. Hosil qilingan uchta nuqtalar jufti orqali (15) formuladan foydalanib

kasr-chiziqli funksiyani tuzamiz:
z-0 —-2i-2 w-0 1 _(1+i)z
. = —_ o Wem————

z-2 =2i-0 w-1 1 z+2i

Izoh. z;, z,, z; va w;, w,, w; nuqtalar ixtiyoriy tanlanganligi sababli, masala
yechimi yagona emas, ya’ni bunday akslantirishni bajaradigan kasr-chiziqgli
funksiyalar cheksiz ko™p.

Ne60. z tekislikdagi 1, i, o nuqtalarni mos ravishda w tekislikdagi —1, 0, 1
nugqtalarga o'tkazuvchi kasr-chiziqli funksiyani toping.

Ne61. z tekislikdagi 1, i, -1 nuqtalarni mos ravishda w tekislikdagi i, -1, - 7
nuqtalarga o'tkazuvchi kasr-chiziqli funksiyani toping.

Ne62. z tekislikdagi birlik doiraning w = 22 _21

-

Bu doiraning markazi qaysi nuqtaga akslanadi?
z

akslantirishdagi aksini toping.

Ne63. Rez<1 sohaning w= akslantirishdagi aksini toping.

z —

Ne64. 1<|z|<2 sohaning w = il akslantirishdagi aksini toping.
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6.3. Ko'rsatkichli funksiya
Ixtiyoriy z=x+iy kompleks son uchun ¢” ko'rsatkichli funksiya ushbu
w=e"=¢" "V=¢"(cosy-+isiny)
munosabat bilan aniqlanadi.
w=e¢" funksiya quyidagi xossalarga ega:
1) z haqiqiy bo'lganda ¢” funksiya e¢" ning barcha xossalariga ega;
2) bu funksiya butun tekislikda analitik va (¢°)'= ¢* tenglik o rinli;
3) Ixtiyoriy z uchun (¢°)’#0 bo'lib, w=e" funksiya yordamida bajariladigan
akslantirish z tekislikning har bir nuqtasida konform bo’ladi.
4) Ko'rsatkichli funksiyaning asosiy xossasi- qo shish teoremasi saqlanadi:
ezl . ezz — ezl+22 (16)
5) Funksiya davriy bo'lib, uning asosiy davri sof mavhum son 27 ga teng:
ez+2m' :ez
Ne65. w=e" funksiyaning z=1+ 7 nuqtadagi qiymatini hisoblang.
Yechish: (16) formuladan foydalanamiz. e’ "=e’ (cos r+isinm)=-e.
Ne66. w=¢" funksiyaning a) z=I-7z; b) z=z,; ¢) z=-m/2 nuqtalardagi
giymatlarini hisoblang.
Ne67. w=¢" funksiya hosilasining ko'rsatilgan nuqtalardagi moduli va
argumentini toping: a) z=2+i; b) z=3-4i; ¢) z=3-2i;  d) z=4+3i.

6.4. Trigonometrik funksiyalar
Ixtiyoriy kompleks son z uchun trigonometrik funksiyalar quyidagi

. ezz _ e—iz eiz + e—zz
Sinz="_,. , CoSsz=
2i 2
tengliklar bilan aniqlanadi. 7gz va ctgz funksiyalar ushbu
sinz  e"—e’” cosz i(e”+e ™)
1gz= = clgz= =

cosz i(e"+e ")’ sinz e —-e”
formulalar bilan aniglanadi.

sinz va cosz funksiyalar kompleks tekislikda analitik funksiyadir. tgz va ctgz
funksiyalar mos ravishda cosz va sinz nolga aylanmaydigan barcha nugqtalarda
analitik funksiya bo’ladi.

Haqiqiy o'zgaruvchili trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatlarni
ifodalovchi barcha formulalar kompleks sohada ham o'rinli bo’ladi.

Kompleks tekislikda giperbolik funksiyalar quyidagicha aniglanadi:

chz=1 (e+e”), shz= 1 (e-€7);, thz= shz
2 2 chz
Trigonometrik va giperbolik funksiyalar orasida quyidagi munosabatlar

o' rinli; cosiz=chz,; siniz=ishz.

No68. Quyidagi ayniyatni isbotlang:
Sinz;cosz,+cosz;Sinz,=sin(z;+z,) (17)
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izy —iz, —iz;

. . . e’ —e e’ +e e’ +e

Yechish: szn2100s22+c052131n22=—2. . 5 + 2
[

iz, —iz; iz

iz, —izy ei(zl+z2) _ e—i(zl+zz)

—e
Y = Y =sin(z;+z,).

Ne69. sinz funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlarini toping.

Yechish: z=x+iy=z;+z,, bu erda z;,=x, z,=iy deb, (17) formula va giperbolik
funksiyalar bilan trigonometrik funksiyalar orasidagi munosabatdan foydalanamiz.
U holda sin(x+iy)=sinxcosiy+cosxsiniy= =sinxchy-icosyshx. Bundan
Resinz=sinxchy, Imsinz=-shycosx.

Ne70. sinz=0 tenglamani yeching.

Yechish: sinz funksiyaning ta’rifidan e”-¢™=0 yoki ¢’*=1. z=x+iy desak,
eM=1 yoki ¢” ¢*=1. Bundan

e?=1, x=2kn, keZ
tengliklarni hosil qilamiz. Demak, y=0, x=kz. Shunday qilib, sinz funksiya z=kz,
keZ nuqtalarda 0 ga aylanadi.

Kompleks sohada har qanday z uchun |sinz| va |cosz| birdan katta bo'lmaydi
deb tasdiglash mumkin emas.

-1 1 -1
e —e . . e+te
~ 1,171, cosi=

Haqiqatan ham, z=i bo'lganda sini= ~1,54 ,

2i
ya’ni: |sini|>1 va |cosi|> 1.

Ne71. cosz funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlarini toping.
Ne72. Quyidagi sonlarning haqiqiy va mavhum qismlarini toping:

a) cos%r; b) tg(1-i); c) sin(2-3i); d) ch(l+i). Bu sonlarning moduli va

argumentini toping.
Ne73. Quyidagi ayniyatlarni isbotlang:

a) CoSz;C0SZ; -Sinz;Sinz,=cos(z;+z;);  b) sin(z+§ )=cosz,;

c) sin(z+ z )=-sinz; d) cos(z+ % )=-sinz; e) sin2z+cos2z=1

No74. cosz=0 tenglamani yeching.

Ne75. w=¢€" funksiya kompleks tekislikning qaysi nugqtalarida haqiqiy
(mavhum) qiymatlar qabul giladi?

Ne76. w=cosz funksiya kompleks tekislikning gaysi nuqtalarida haqiqiy
(mavhum) qiymatlar qabul qiladi?

Ne77. w=sinz funksiya kompleks tekislikning qaysi nuqtalarida haqiqiy
(mavhum) qiymatlar qabul qiladi?

6.5. Logarifmik funksiya
Berilgan ¢"=z tenglamani qanoatlantiruvchi har ganday w son z sonning e
asosli (natural) logarifmi deyilib, quyidagicha yoziladi:
w=Lnz (18)
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Ma’lumki, e"#). Shu sababli (18) dagi z=x+iy=0, ya’ni nolning logarifmi
mavjud emas. z#0 sonning logarifmi quyidagi formula bilan topiladi:
Lnz=Inr+i(p+2kn) (19)
Bu erda r=|z|, p=argz. Shuning uchun ba’zan (19) tenglik
Lnz=In|z|+iArgz
ko'rinishda ham yoziladi: k=0 bo'lgan holni, ya’ni /nr+ip ni logarifning bosh
giymati deyiladi va /nz orqali belgilanadi:
Inz=In|z|+ i@
Buni e’tiborga olib, (19) formulani quyidagicha ham yozish mumkin:
Lnz=Inz+2kni.
Bundan logarifmik funksiyaning ko'p qiymati funksiya ekanligi ko rinib turibdi.
Elementar matematikada isbot qilingan logarifmlarga tegishli teoremalar
shaklan bu joyda ham o'z kuchida qoladi. Ular quyidagilardan iborat:
1. Ln(z;z;)=Lnz;+Lnz,
2. Lnc = Lnz;-Lnz,
Z;

No78. Lni ni algebraik ko rinishda yozing.

Ravshanki, i=cos§+isin§, ya’'ni r=|i|=1, (p=argi=§.
Lni=inI +i(% +2kn)=(2k+ % )i, keZ.

Umumiy darajali funksiya z“, bu erda a=a+if ixtiyoriy kompleks son,
quyidagicha aniqlanadi:
Za:eaan (20)
Bu ko'p giymatli funksiyaning bosh gismi z'=¢“" dan iborat.
Ne79. (1+i)" ni hisoblang.
Yechish: (20) ga asosan (1+i) = ") =g i +idrg(+)) -

—i(n2+i(C+2kn)) Ly o i3 .
=e 4 =e* e . Xususan, k=0 bo'lganda

(1+i)-i= e* (cosIn+/2 +isinIn~/2) bo'ladi.
Umumiy ko rsatkichli funksiya a°, bu erda a#0 bo'lgan ixtiyoriy kompleks
son, quyidagicha aniqlanadi:
z__ zlna
a=e"
Bu ko'p giymatli funksiyaning bosh gismi a*=¢""* dan iborat.
Ne80. Quyidagi sonlarning logarifmlarini hisoblang:
a) —5; b) —1+i/3; ¢) 1-iy3;d) =3-i3;e) —i; )—1-i/3;
Ne81. Ixtiyoriy musbat haqiqiy x son uchun Lnx ning faqat birgina qiymati
haqiqiy, ixtiyoriy manfiy yoki mavhum z son logarifmi mavhum ekanligini
isbotlang.

Ne82. Quyidagi darajalarni hisoblang: ‘
a)i'; b) (-1)'; c) (3-4i)7; d) (1+i)"".
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7-8. Integral va uning xossalari. Koshi teoremasi.
Koshining integral formulasi
Kompleks (z) tekislikdagi biror E sohada uzluksiz va bir qiymatli
w=f(z)=u(x.y) tiv(x.y)
funksiyaning E sohada yotgan ixtiyoriy G silliq yoki bo’lakli silliq chiziq bo'yicha
integrali quyidagi formula bilan hisoblanadi:
| £ (@)dz = [uCx,y)dx = v(x,p)dy +i[ v(x, y)ds + u(x, y)dy (21)
r r r
Bu formulani gisqaroq qilib,

[ f@)dz = [ (u+ iv)(dx +idy)

ko'rinishda yozish mumkin. (21) ning o'ng tomoni haqiqiy argumentli
funksiyalardan olingan egri chiziqli integrallardan iborat.

Agar G chiziq z=z(t) (a<t<p) tenglama bilan berilsa, u holda f(z)
funksiyaning G chiziq bo'yicha (parametrning o'sish yo'nalishida) olingan
integrali quyidagi formula yordamida hisoblanadi:

B
[ 1)z = 1)z (t)ar (22)

Kompleks o'zgaruvchining integrali quyidagi xossalarga ega:
1. O’zgarmas ko'paytiruvchini integral belgisi tashqarisiga chiqarish
mumkin:

[af (2)dz = a f(2)dz.

2. Integrallash chizig'ining yo'nalishi qarama-qarshisiga o'zgartirilsa
integral belgisi oldidagi ishora ham o’zgaradi:
[f@)dz=-] f(2)dz.
™ r
3. Chekli sondagi funksiyalar yig'indisidan olingan integral uning har bir
hadidan olingan integrallar yig'indisiga teng:
[(F@+ f,@)+ 41, @)dz = [ f1(2)dz + [ £, (2)dz+.. 4] £, (2)dz.
r r r

4. Agar uzunligi L bo'lgan G chizigning hamma nugqtalarida M>0 son uchun
|f(z)|<M bo’lsa, u holda

<LM

j f(2)dz

bo'ladi.
5. | f(odz= j f@)dz+..+ j f(2)dz
I+ +.4+T,
bunda /;+7>+..+71,, egri ChlZlq I yoylardan tuzilgan bo'lib, /; ning oxirgi

nuqtasi /;+; ning boshlang'ich nuqtasi bilan ustma-ust tushgan, ya’ni ikkalasi bir
nuqta.
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Neg3. J. |z | dz integralni
r

hisoblang, bunda G chiziq
a) —2 va 2 nuqtalarni tutushtiruvchi

y L
kesma;
b) |z]=2 aylananing yuqori qismi, bu
erda integrallash yo'lining -2 !

boshlang'ich nuqtasi z=2 nuqtadan
iborat.

N
/

Yechish: a) —2 va 2 nuqtalarni tutushtiruvchi kesma tenglamasini parametrik
ko rinishda quyidagicha ifodalash mumkin:
z=t, -2<t<2. U holda (22) ga asosan

0 2

=-2+2=0.

0

t2

_[|Z|dZ=J2'|t|dt=J0'(—t)dt+J2'td =- i
r -2 -2 0 2

+2
2

-2
b) |z|=2 aylananing yuqori gismining parametrik tenglamasini z=2¢", Ost<rn
ko rinishda yozib olamiz. U holda dz=2ie"dt va

“=4(e'™e")=4(-1-1)=8.

II z|dz=2 j |2¢" | ie" dt =4 j le" | e"d(it)=4e"
r 0 0
Bu misoldan ko rinadiki, integral integrallash yo'liga bog'liq ekan.

Nog84. I & integralni hisoblang, bu erda /- |z|=R aylanadan iborat. (soat
T z

mili yo'nalishiga qarama-qarshi yo'nalishda).
Yechish: [z|=R aylananing parametrik tenglamasini quyidagicha z=Reit,
0<t<27 yozib olamiz. U holda dz=Rie"dt va (22) formulaga asosan

27 . it 2z
I%= ‘Re dt=i [dt=27i.
r z 0 Re 0
No85. J. dz)m, m-butun son, integralni hisoblang, bu erda /- |z-a|=R
r\Zz—a
aylanadan iborat. (soat mili yo'nalishiga
garama-qarshi yo nalishda).

7 Yechish: z-a|=R  aylananing
parametrik tenglamasi z-a=Re", 0st<2m va
dz=Rie"dt va (22) formulaga asosan

dz _°f Rie" _ i i(1-m)t
J. —J. —dt=——F Ie dt .
F(Z—a)m 0 Rmetm R”1 0

A x: Endi a) m#1 va b) m=1 hollarni alohida

garaymiz. m#=1 bo'lgan holda
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2

2 A ei(l_m)t | ei(l—m)Zzz _1 . . . dZ 2

J‘ e M gy = = =0, ikkinchi holda (m=1) j = 1 _fdt =2i.
) i(l—m)|,  i(l—m) lz-a )
Demak,

j dz | 0, agarm#],

+(z—a)" |2m, agarm=1

Neg6. IZ *dz integralni hisoblang, bu erda 7 uchlari 0(0,0), A(1,1) va B(2,1)
r
nuqtalarda bo’lgan siniq chiziqdan iborat.
Yechish: OA kesmaning tenglamasi

y 1 y=x (0=x<1) yoki parametrik ko'rinishda
x=t, y=t, 0<t<1, bundan z=x+iy=(1+i)t va
2 B dz=(1+i)dt
1 1
Ifzdz= [ =i+ ar=2(1-i) [dr =
f A 0A 0 0
0 x =§(1-i).
1 AB kesmaning tenglamasi =1, yoki

parametrik tenglamasi x=¢, y=1, 1<¢t<2. Bu
holda z=x+iy=t+i va dz=dt

. 2 .
jfzdzzjz'(t—i)zdtz (=) _4-9 bo'ladi.
AB 1 3 ‘1 3

Butun siniq chiziq bo yicha olingan integral
[22dz= [22dz+ [ 2%z :g(l-m -0
AB

r 0OA 3

Ne&7. '[Rezdz integralni hisoblang, bu erda /- uchlari 4(0,1), B(2,1) va
r

=2—%i ga teng bo'ladi.

((3,0) nuqtalarda bo'lgan siniq chizigdan iborat.
No88. J' zdz integralni hisoblang, bu erda /-uchlari A4(-2,0), B(-1,1), C(1,1)
r

va D(2,0) nuqtalarda bo'lgan ABCD to’rtburchak konturidan iborat.
Nog9. J.(x— y)dx —iydy integralni hisoblang, bu erda 7= |z|=1 birlik aylanadan

iborat.
Ne90. J' zImz’dz integralni hisoblang, bu erda 7 - |z|=1 (-7z=<argz<0).

Ne91. szdz integralni hisoblang, bu erda 7> |z|=1, (-r<argz<n)
r

1-teorema. (Koshi) Agar bir bog'lamli £ sohada f(z) analitik bo'lsa, u holda
E da yotuvchi har qanday 7/ yopiq kontur boylab f{z) funksiyadan olingan integral
nolga teng boladi:

[f@dz=0
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Agar f(z) funksiya bir bog'lamli E sohada analitik va z, z,€E bo'lsa, u
holda Nweyuton-Leybnits formulasi

[ F(@0de = F() ~Fz)-Fiey

o'rinli bo'ladi, F(z) funksiya f{z) funksiyaning biror boshlang'ich funksiyasi, ya’ni
F'2)=/2).
—1-i
Ne92. J-(2z+1)dz integralni hisoblang.

1+i

—1-i .
Yechish: [(2z+1)dz=2’ +z\:f’ =(-1-i)2+(-1-i)-(1+i)2-(1+i)=-2(1+i).
1+i
Ne93, Icoszdz integralni hisoblang, bu erda /" z,=0 va z,=7x+i nuqtalarni
r
tutashtiruvchi kesma.
Yechish. cosz funksiya butun kompleks tekislikda analitik bo’lganligi

sababli, bu funksiyadan olingan integral integrallash yo'liga bog'liq emas. Shu

T+
sababli _[coszdz= Jcos zdz = sin z‘?’ =sm(7z+l)_smE =_cosi-1=chl-1.
r 4 2

2
Agar f(z) funksiya chegarasi 7 silliq yoki bo'lakli silliq yopiq chiziq bilan
chegaralangan yopiq E sohada bir giymatli va analitik bo'lsa, u holda quyidagi
formula o'rinli bo'ladi:

=54

r

f(2)dz

z-2z,

(23)

Bunda integral musbat yo'nalishda, ya’ni /" bo"ylab harakatlanganda E soha
har doim chap tomonda qoladi.

Bu formula E sohada analitik funksiyaning shu sohaning ixtiyoriy ichki
nuqtasidagi qiymatini hisoblash uchun uning E soha chegarasidagi qiymatlarini
bilish etarli ekanligini bildiradi. Analitik funksiyaning bu ajoiyb xossasidan yopiq
E sohada analitik bo'lgan har qanday f(z) funksiya shu sohaning ixtiyoriy ichki z,
nuqtasida istalgan tartibli hosilalarga ega bo'lib, ular

f(n)(ZO) — I’l'§ f(Z)de
271 (2 - 2,)
formula bilan ifodalanishi, ya’ni hosilalarning ham qiymatlarini funksiyaning
chegaradagi qiymatlari orqali hisoblash mumkinligi isbotlanadi.

(23) va (24) formulalar Koshining integral formulalari deb yuritiladi.

Koshining integral formulalari ba’zi integrallarni hisoblashda qo'l keladi.

Ne94. J‘ chiz dz integralni hisoblang.

z —

(24)

|z|=2

Yechish: Berilgan integral tashqi ko'rinishidan Koshi formulasi o'ng

tomonidagi integralga o'xshash, bu erda z,=1, f{z)=chiz. Bu funksiya |z|<2 yopiq
doirada analitik va zy=1 shu doira ichida yotganligi uchun
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! Chizl dz 1foda f(z) funksiyaning z,=1 nuqtadagi qiymatiga teng:

27zzH2

f(1)=ch(i-1)=cos1, bundan cos]—_ J

M,z 1 \2\222—1

Chlz i I chiz dz=2rmicos].

NeOs. I szi integralni hisoblang, bu erda 7 a) |z|=1; b) |z+2i|=2;
r

¢) |z-2i]=2; d) |z|=5 aylanadan iborat.

Yechish: a) Integral ostidagi 21 J funksiya |z|<1 yopiq doirada analitik. Bu
2+

holda Koshi teoremasiga ko'ra integral nolga teng bo ladi.

b) |z+2i|<2 doirada integral ostidagi funksiya analitik emas, chunki bu
funksiya z=-2i nuqtada aniqlanmagan. Integralni quyidagi ko'rinishda yozib
olamiz:

J va Koshining integral formulasi bilan

Z +4 o Z+21)(Z 2i)

taqqoslaymiz.

12, funksiya qaralayotgan sohada analitik bo'lganligi sababli,

fz)= ;2., zgp=-2i deb olish mumkin. Demak, izlanayotgan integral

2rif(zg) =2 i .:'% teng bo'ladi.

—2i—2i
¢) Bu holda f(z)= !
zZ+

, zp=2i deb olamiz. Natijada integral 27 z
] 20+2i 2
ga teng bo'ladi.

1 1 . - : .
d) va funksiyalardan hech biri |z|[<5 doirada analitik emas,
z—2i z+2i

demak Koshining integral formulasini bevosita tatbiq qilib bo'lmaydi. Integral
ostidagi funksiyani sodda kasrlarga ajratamiz:

11,11 )
o 2214 4iz-2 z+42
3 U holda

I 2 W NP W B

— 4
122 +4 4iz-2i 4i J z+2i
(D2 bo'lib, o'ng tomondagi
integrallarning har bir1 Koshining

x
= & 2 » integral  formulasi  yordamida
_ hisoblanadi, bunda f(z)=1 va
P = birinchi integralda zp=21,
ikkinchisida esa z,=-2i ga teng.

Shunday qilib,

-51
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I dz 1 ——2 f(21)——2mf( 2i)=0 natijaga ega bo ' lamiz.
‘+4 4

Bu integralni 2-usulda ham hisoblash mumkin edi. Uning uchun markazlari
z=-2i va z=2i nuqtalarda bo’'lib, o'zaro kesishmaydigan hamda |z|<5 doirada
yotadigan etarlicha kichik radiusli y; va y, aylanalar chizamiz.

lzZ|=5, y1 va y, aylanalar bilan chegaralangan uch bog'lamli sohada integral
ostidagi funksiya analitik. Ko'p bog'lamli soha uchun qoshi teoremasiga ko'ra
tashqi kontur bo'yicha olingan integral ichki konturlar bo'yicha olingan integrallar
yig‘indisiga teng:

J‘z +4 J-z +4 J-z +4

O’'ng tomondagi har bir integralga Koshining integral formulasini qo'llash
mumkin. Natijada quyidagiga ega bo'lamiz:

[-E =27 0.

: | 427
Tz +4 z—2I

2=0i Z+ 21 Yy

Ne96. [ —"Z—dz integralni hisoblang.

|z—1]=4 ( 7 §)3

4
Yechish: Bu integralni hisoblash uchun (24) formuladan foydalanamiz.

f(z)=cosz funksiya |z-1|<4 doirada analitik va % nuqta shu doira ichida yotganligi

sababli f{z)=cosz, ZOZ% va n=2 deb olamiz. U holda

T
cosz 2m 71 e0s 4 72
14 (7 — Z)3 2! ) 2 2

No97. Faraz qilaylik 7/ chiziq |z-1]=1 aylanadan iborat bo Isin.
a) Nima uchun I(zz —1)dz, I dz
. z’

r
Koshi teoremasini qo’llash va ularni nolga teng deylsh mumkinligini asoslang.

J ((x—y)+i(x+ y))dz integrallarga

j (x+y)+i(x—y))dz integrallarga Koshi
r

teoremasini qo'llash mumkin emasligini va ularni nolga teng deya olmasligimizni
asoslang.

Ne98. Nima uchun j :
fZ

integralni 7/ chiziq |z|=1 bo’lganda nolga teng deb

tasdiglash mumkin, ammo 7/ chiziq |z|=2 bo’lganda bunday tasdiq o'rinli emas?
Javobingizni asoslang.
No99. Quyidagi integrallarni hisoblang:
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1+

a) [7dz; b) [(3z* -2z +1)dz;
1
C) Iezdz, bu erda G- z;=0 va z,=1+i nuqtalarni tutashtiruvchi y=x’ parabola

yoyi;
d) J-chzdz integralni hisoblang, bu erda 7/ chiziq z,=0 va z,=i nuqtalarni
r

tutashtiruvchi kesma.

i 2i 2
e) Izsinzdz; f) J-(z3—z)ezdz;
1

1+i

i 0
g) J-(Z—l')e_zdz; 1) Isinzcoszdz.
0 1+i
Nel00. Koshining integral formulasi yordamida quyidagi integrallarni
hisoblang:

iz

e’ siniz

a) | ——dz; b dz ——= _dz;

)Z'||;122+2ZZ )z+i|=lz + z C) e 2—4Z+3 ‘
d cosz dz o zdz ;

)Z'!.=222+22—3 ‘ )|z'[522+25 f)lzJ.3(2 +4)(z+5)
Nel01. Quyidagi integrallarni hisoblang

2’ + 52 4 y? shz
a) l -2 dz,buerda /- 7+7_1 ellips; b) ZIJ'12—2dz,
zdz l—sinz
c) —_— d) dz .
|z—'!6 (z— 2)3 (z+4) 221/ z?

8-8. Darajali qator. Analitik funksiyani Teylor gatoriga yoyish
Quyidagi ko rinishdagi
cotcizre . e+ = zcnzn ,

qator darajali gator deyiladi, bu erda ¢y c; .. - o'zgarmas kompleks sonlar
(darajali qator koeffitsientlari deyiladi), z-kompleks o'zgaruvchi.
Bu gatorning yaqinlashish sohasi markazi koordinatalar boshida bo'lgan
doiradan iborat bo ladi.
Darajali qatorning yaqinlashish radiusi
R:limﬂ, c, 20 (25)

n—)oo|c

yoki

1
e (26)

formulalar yordamida topiladi (ko rsatilgan limitlar mavjud bo'lgan holda)
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Nel02. ie”’ " qgatorning yaqinlashish radiusini toping.

1n|_

Yechish: Bu erda c,=¢” va |c,|=|e
(26) formuladan foydalanamiz. U holda

1. Yagqinlashish radiusini topish uchun

n—>»0

: 1 .1
R= hm—\/ﬁ = llmﬁ =1, demak berilgan gatorning yaqinlashish radiusi 1 ga teng.
n Cn n—oo 1

Ne103. Z (n+1)z" gatorning yaqinlashish radiusini toping.
n=1
Yechish: Bu erda c,=n+i va |cn|=|n+il=+n* +1. Yagqinlashish radiusini
topish uchun (25) formuladan foydalanamiz U holda

lc, | |n+i| _n+l > +1
= lim

| e n+ 140 Hw,/(n+1)1 e\ 2 +2n42

1
I+—
_n
}’l—)ool—+_g—i_i2
n n

Berilgan a nuqtada bir qiymatli va analitik bo'lgan har qanday f{z)
funksiyani shu nuqtaning biror atrofida (z-a) ning darajalari bo'yicha Teylor
gatoriga yoyish mumkin:

R=1lim

n—)oo|c

=1, demak berilgan gatorning yaqinlashish radiusi 1 ga teng.

fio= Yen(z=ay

Bu gatorning koeffitsientlari
_ ") _ 1 & f(z)dz
oo 27l (z—a)™
formulalar bilan hisoblanadi, bu erda C- markazi a nuqtada va f(z) funksiya analitik
bo'lgan sohada yotuvchi aylana. Teylor qatorini yaqinlashish doirasining markazi
a nuqtada bo’lib, f(z) funksiyaning a nuqtaga eng yaqin joylashgan { maxsus
nuqtasidan o tadi, ya’ni qatorning yaqinlashish radiusi @ nuqtadan funksiya maxsus
nuqtalarigacha bo'lgan masofalarning eng kichigiga teng bo'ladi.

Nel04. ” funksiyani i nuqtaning atrofida Teylor gatoriga yoying.

Yechish:  Berilgan  funksiyaning  n-tartibli ~ hosilasini  topamiz:

c

n

(27)

n 3i

fn)(2)=(e*)™=3"¢%, bundan /" (i)= 3"¢" va 5,=> - n=0, 1,2, .. Demak,

e3z_ Z 3

n=0

3i

(z=0)".

(27) formula yordamida qator koeffitsientlarini topish orqali funksiyani
Teylor gqatoriga yoyish hamma vaqt ham qo'lay bo'lavermaydi, chunki hosilalarni
(integrallarni) hisoblash ancha murakkabliklarga olib kelishi mumkin. Shuning
uchun (27) formulani tatbiq etishni talab qgilmaydigan qo'shimcha usullardan
foydalaniladi. Ular quyidagilardan iborat:
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a) elementar funksiyalarning Teylor qatorlaridan foydalanish:

:izn , |zI<1; (28)

o
2) ezzz_(;z, 2| <oo; (29)
3) sinz= Z( )M( R z|<oo; (30)
4) COSZ_HZ;,( 1)” (2 " |z| <oo; 31)
5) shz=nzz; an-Dp Fl<e (32)
6) chz=; < (33)

® DA —-n+1

7 (1gyrers Y HED n'(“ "D o < (34)

n=l1

8) In(l+z)= Z.::(—l)”‘1 Zn . |z|<1; (35)

b) gatorlarni hadma-had differensiallash va integrallash usuli;
¢) noaniq koeffitsientlar usuli.

Nel05. f(z)= —5 funksiyani z=-2 nuqta atrofida Teylor gatoriga yoying,

uning yaqinlashish radiusini toping.
Yechish: Bu funksiyani Teylor qatoriga yoyish uchun (28) formuladan

foydalanamiz. Buning uchun uni quyidagicha yozib olamiz:
t__ 1t . 1 . Natijada
z+5 34+z+2 z+2
3(1-
1 1 z+2 (z+2) (z+2)" - (z+2)"
=—(1- + e (=) yoki ——=Y (=)
z+5 3 3 3° =D 3" Y z+5 HZ:(;( ) 3

funksiyaning maxsus nuqtasi z=-5 dan iborat. Bu

yoyilmaga ega bo'lamiz.
z+5

nuqtadan z=-2 nuqtagacha bo'lgan masofa 3 ga teng. Demak, hosil bo'lgan
gatorning yaqinlashish radiusi R=3 ga teng.

Nel06. a

% funksiyani z ning darajalari boyicha qatorga yoying.
—Z

Yechish: |z|<1 doirada yaqinlashuvchi (28) gatorni qaraymiz:

1
=]+z+z2+z3+...+zn+...
—Z

Bu gatorni ikki marta hadma-had differensiallaymiz:
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1_12) = R _12)2 =[+2z437 447+ A+ 1)"+...

(

Ly=_2 - =246z+ 122+ A (n+2)(n+ 1) +...

-z (1-2)

(

Natijada |z|<1 doirada yaqinlashuvchi i(n +2)(n+1)z" qatorga ega bo'lamiz.

n=0

Nel07. tgz funksiyaning z=0 nugqta atrofidagi Teylor qatorining noldan farqli
birinchi uchta hadini va bu qatorning yaqinlashish doirasini toping.

Yechish. Noaniq koeffitsientlar usulidan foydalanamiz. #gz funksiya z=0
nuqtada analitik bo'lganligi sababli uni z ning darajalari bo'yicha gatorga yoyish
mumkin:

tgz=co+clz+0222+03z3+c4z4+...

tg0=0 va yuqoridagi tenglikdan c,=0 ekanligi kelib chigadi. Qatorning
boshga koeffitsientlarini topish uchun #gz-cosz=sinz munosabatdan foydalanamiz.
Bizga kosinus va sinuslarning qatorlari ma’lum. Shu sababli
z z

2 4 6
-t =t 2[1—3+Z—%+--~] (clz+0222+0323+c4z4+...),

3 5 7
C C C C
z—Z—+Z——Z—+-~:CIZ+CZZZ+(C3 ——‘jz3+(c4 ——2jZ4+(c5 ——3+—1j25+...
! ! 2! 2! 20 4!

Funksiyani darajali qatorga yoyishning yagonaligidan quyidagi munosabatlar
bajarilishi shart:

] e _a)=t _G = _G6 a2 ] o=
c;=1, c,=0, (03 2) . (04 2!] 0, (cs 2!+4!] 5!.Bulalrdanq 1, c,=0,

c3=%, cs=0, c5=% ekanligi kelib chigadi. Demalk, tgz=z+%z3+%z5+... .
tgz funksiyaning maxsus nuqtalari %+7m, neZ dan iborat. Ulardan z=0

nuqgtaga eng yaqini i% dir. Demak, qator |z|<% doirada yaqginlashuvchi bo'ladi.

Nel08. Quyidagi gatorlarning yaqinlashish radiuslarini toping:

a) Z(i) . b) Y (cosin)z"; ) Y (4+3i)" 2" ;
n=1 \_IN n=0 n=1
[’s) Zn [e's] z n 0 l
d ; e ; ch—z".
) nzz‘sin”n ) ;(lnin) D nZ:‘ n
Nel09. cos4z funksiyani a) z=0; b) z=n nuqta atrofida Teylor qatoriga
yoying.
Nel10. Quyidagi funksiyalarni ko'rsatilgan nuqta atrofida Teylor gatoriga
yoying:
a) cos2z, z=0, b) sinzcosz, z=0; c) e, z=1;
1 z 1
d =1; ——,z=-1; =0.
)Z+i,Z L ) Z+2,Z L D 22+9’Z0

Nol11. Quyidagi funksiyalarni z ning darajalari bo yicha qatorga yoying:
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.
(22 +1)*°

a) (z+1)In(z+1)-z;

22 .

Nell12. Quyidagi funksiyalarning z=0 nuqta atrofidagi Teylor gatorining
noldan farqli birinchi uchta hadini va bu qatorlarning yaqinlashish doirasini toping.
z z

a) ; :
cosz In(1-2)

9-8. Loran qatori. Analitik funksiyani Loran gatoriga yoyish

Musbat hamda manfiy darajali hadlardan tuzilgan quyidagi umumiy qator
e Spza)" . eoza)? + egz-a) + s+ si(z-a) +

tes(z—a)’+.. Hen(z-a)'+.. = icn (z—a)" (35)

Loran qatori deyiladi. Bunda ¢,, n=0, #I, #2, ...-kompleks sonlar Loran gatorining
koeffitsientlari, a-biror kompleks son.
Loran qatori

icn(z —a)" (36)
va
2. (z-a)" (37)

qatorlar yig'indisidan iborat.
(36) Loran qatorining to'g ri qismi, (37) bosh qismi deyiladi.
Loran gatorining to"g'ri qismi |z-a|<R doirada yaqinlashadi, bu erda

A

n—

. 1
, ;20 yoki R=lim \/ﬁ formulalardan topiladi.
n Cn

Loran qatorining bosh qismi |z-a|=r aylana tashqarisida, ya’ni |z-a|>r
sohada yaqinlashadi, bu erda

. e :
,»:11m|‘Lll yoki r= 12111"/|c_n| formulalardan topiladi.

Loran gatori r<R bo’'lgandagina yaqinlashuvchi bo’ladi va uning
yaqinlashish sohasi r<|z-a|<R halgadan iborat bo'ladi. Qator yig indisi
yaqinlashish halqasida analitik funksiya bo’'lib, |z-a|=r, |z-a|=R aylanalar
funksiyaning maxsus nuqtalari orqali o'tadi.

Nel13.

00

Z?‘l

i gatorning yaqinlashish sohasini toping.
= 2"+
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0 n

Yechish: Berilgan qatorning to'g'ri qismi )’ ning yaqinlashish

—2"+1
! +2
c, 2" 41 .o
doirasini topamiz. R=lim—— LAl =lim— = %1_{2 21 =2 bo’lganligi sababli,
n—m | C,. | n—wo 2" 4] 27][ 1

to'g'ri qismi |z|<2 doirada yaqinlashadi.

Q ¢ . bosh agismi Z z h hm 1+27™
atornin 0S 1SIMm1 ucnun r—
& d “ony » |c_ | Hw1+2 -l

sababli u |z|>1 cohada yaqinlashadi.
Demalk, berilgan qator 1<|z|<2 halgada yaqinlashadi.

0 o0 n+1
Nell4.

n:0

| —nl|_1 _1’ Shu

qatorning yaqinlashish sohasini va yig indisini
toping.
Yechish. izz i Z —22— u holda

n—1
n=0 n=0 2 n= 0

i maxraji % ga teng bo’'lgan geometrik progressiya bo'lib, |5|<1 da, ya’ni
n=0

|z|<2 doirada yaqinlashadi. Uning yig indisi % :% ga teng bo'ladi. Demak

1-=
2

i Z qatorning yig indisi 2i ga teng.
z

n=0

00' 00' w N

iyl 3L

n=l1 =1 Z n=l1

Qat

bo'lgan geometrik progressiya bo'lib, |— |<I da, ya’ni |z]>1 sohada yaqinlashadi.
z

1
- n+1
Uning yig'indisi —2 7= ga teng. Demak Z gatorning yig indisi i- : -=-
1-> - oz z—1
z
1
- ga teng.
Z—1
© n o +n+l
Z 2ZH +Zl gatorning yaqinlashish cohasi 1<|z|<2 halqa bo’lib, yig indisi
n=0 n=l1
4 1 5z-2-4i

= funksiyadan iborat.
2—z z—i zo—2+i)z+2i

Teorema. Agar f(z) funksiya K: r<|z-a|<R halqada bir qiymatli va analitik
bo’lsa, u funksiyani shu halgada

@)= (z-a) (38)

Loran qatoriga yoyish mumkin bo'lib, sn koeffitsientlar
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c, 2m3£ S (Z)Cfil ,n=0, 1, £2, ... (39)
formulalar orqali topiladi, bundagi vy - |z-a|=p, r<p<R aylana.

Berilgan f(z) funksiyani Loran gatoriga yoyish uchun uning koeffitsientlarini
(39) ga asoslanib topish ancha noqo'lay. Amaliyotda, Teylor gatoridagi kabi,
sun’iy usullar ko proq qo’llaniladi. Bunda berilgan funksiyaning berilgan halqada
(38) ko'rinishdagi qatori yagonaligidan foydalaniladi. Ko'pincha quyidagicha ish
tutiladi: r<|z-a|<R halgada berilgan funksiyani birinchisi |z-a|<R doirada,
ikkinchisi |z-a|>r sohada analitik bo’lgan f;(z) va f>(z) funksiyalarning yig indisi
ko'rinishda ifodalaniladi. Ularning birinchisini z-a ning musbat darajalari bo yicha,
ikkinchisini z-a ning manfiy darajalari bo'yicha yoyiladi, hosil bo'lgan qatorlar
go shiladi.

3

Nel15-misol. a) f(z)Z% funksiyani 2<|z+]|<3 halqada Loran
zZ"—=J5z+

gatoriga yoying.
b) Bu funksiyani 1<|z|<3 halqada qatorga yoyish mumkinmi?
2z-3
(z—1)(z-2)
Bundan funksiyaning z;=1, z,=2 maxsus nuqtalari 2<|z+1|<3 halga chegaralarida
yotishi ko'rinib turibdi. Demak, funksiya garalayotgan halgada analitik funksiya
bo'lib, uni Loran gatoriga yoyish mumkin (Loran teoremasiga ko'ra). Loran

Yechish: a) Funksiyani quyidagi ko rinishda yozib olamiz: f{z)=

qatoriga yoyish uchun funksiyani f{z)= LN 5 ko'rinishda yozamiz.
-

J
f,(z)=L1 funksiyani z+/ ning musbat darajalari bo'yicha gatorga yoysak,
,_

uning yaqinlashish sohasi |z+/|<2 doiradan iborat bo'ladi. Masala shartiga ko'ra
biz funksiyani bu doiraning tashqarisida gatorga yoyishimiz kerak. Shu sababli bu
funksiyani z+/ ning manfiy darajalari bo'yicha yoyishga harakat qilamiz. Buning
uchun f;(z) funksiyani quyidagi ko rinishda yozib olamiz:

1 1 1

ﬁ(Z):z—lz(z+1)—2_z+1'l_ 2
z+1
: 1 1 & 2
hol = 1 . B = : =
U holda Z(Z+j ga bo'lamiz undan i ;(Zlej

1_ n=0
z+1

0 n—1

n=1
ﬁ(Z):% funksiya |z+1|<3 doirada analitik bo'lganligi sababli uni z+/
Z —

ning musbat darajalari bo'yicha Teylor gatoriga yoyish mumkin. Buning uchun

ey Lo 1 11
f>(z) funksiyani quyidagicha ifodalab olamiz: f>(z) e o R

1
3
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(24) formulada t=ZT+1 deb, quyidagiga ega bo'lamiz:

_Z(z +1j _i(ZH)n. Bu qatorning yaqinlashish sohasi [z+/|<3 doiradan

~ s 3n+1
iborat.
fi(z) va f>(z) funksiyalar yoyilmalaridan foydalanib, f{z) funksiyaning
berilgan halqadagi Loran gatoriga ega bo'lamiz.

_ 2z-3 3 2" _°°(Z+1)"
S ey & Zo 3

b) 1<|z|<3 halqaga z=2 nuqta tegishli. Bu nuqtada berilgan funksiya
aniglanmagan. Demak, berilgan funksiyani shu halqaning barcha nuqtalarida
yaqinlashuvchi gator ko rinishda ifodalab bo ' Imaydi.

2z-3

Nell6. f(z)= RN
bo'yicha gatorga yoyish mumkinmi? Yoyish mumkin bo'lsa, u holda necha xil
usulda yoyish mumkin? Bu yoyilmalarni toping.

Yechish: Markazi a=0 nuqtada bo'lgan biror halgada analitik bo'lgan

, 2<|z+1]<3.

funksiyani z ning manfiy va musbat darajalari

funksiyani f(z)= icnz" Loran qatoriga yoyish mumkin.

Berilgan funksiya markazi a=0 nuqtada bo'lgan a) |z|<1; b) 1<|z|<2; C)
2<|z|[<o halgalarda analitik va shu halgalarda Loran gqatoriga yoyiladi. Shu
yoyilmalarni topamiz.

a) |z|[<1 halqada Loran qatori Teylor qatoridan iborat bo'ladi. Uni
quyidagicha hosil gilamiz:

1 1 :_1_1.1:_‘””_1_“’2”:_“’ > _
f(Z_Z—1+Z—2 2 ZZ 2 Zzn Z Zznﬂ

1 -z 1 _ z n=0 n=0 n=0 n=0

& |

R

L e,
b) Bu holda funk31yan1ng Loran qatori 115-misoldagi kabi hosil qilinadi.

1 1
T = . = . —_— Z<2
z=2 21_5 2;2" ;2"“ (F1<2)
2

S E) S e

n=0 Z

z
Natijada quyidagiga ega bo'lamiz:

o0

f=—tr = Y S 2 (1<)

n=0 Z n=0
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c) Bu sohada 1 ; va 1 5 funksiyalarni z ning manfiy darajalari bo'yicha
z— z—

yoyish kerak. —— funk51ya uchun z , (|z>1) ekanligini yuqorida ko rsatdik.

funksiya uchun yoyilmani topamiz.

L
-2 2 Z[

z 1_7 Z n=0

J i n’+1 , (|z>2). Bu ikki yoyilmadan foydalanib, oxirgi

=0 Z
natijaga erishamiz:

223 2" &1+2”
Z)—— = , >2
f() _ 3 + 2 Z:(; n+l ,,,Z(; Zn+1 Z(; Zn+1 (| | )

Nell7. Quyidagl qatorlarning yaqinlashish sohasini toping:

a) iz""‘z”; b) i?ﬂ’z”; C) i4"’2 (z+i)"; d) i(z|
n=—ow n=—o0 n=0\_1-

2
n
+ e
n=—o0 z

Nel18. Quyidagi gatorlarning yaqinlashish sohasi va yig indisini toping:

2n1 nl 2 lnzn loo n
DY Y 9 YETE @ SO YT

n+2
n=-1 3

Nel19. Berilgan funk31yan1 ko rsatilgan halqalarda Loran qatoriga yoying:
2) fl5)=— 2, 1<z0<2; b) flz)=——, 0<lzI<1;
z z(z-1)

(z-i)(z-2)
d) fle)=—-

O f)=——

Ne120. Quyidagi funksiyalarni z-a ning darajalari bo'yicha mumkin bo'lgan
barcha yoyilmalarini yozing:

VfE)= - ol b)/12)= TH L a=0;

,a:O; d)f(Z): ﬁ,a:'l.

-z —

10-8. Funksiyaning nollari va maxsus nuqtalari.
Faraz qilaylik, f(z) funksiya z, nuqtada analitik bo'lsin. Agar
Jz)=0, f'(2)=0, ..., /""" (20)=0, /" (z0) 20
bo'lsa, zy nuqta f{z) funksiyaning n —tartibli noli deyiladi.
Agar n=1 bo’lsa, zy nuqta oddiy nol deyiladi.
zyp nuqta shu nuqtada analitik bo'lgan f{z) funksiyaning n-tartibli noli bo'lishi
uchun z, nuqtaning biror atrofida
fE)=(20)"p() (40)
tenglikning o'rinli bo'lishi zarur va etarli, bu erda ¢(z) funksiya z, nuqtada analitik
va @’(zy) #A0.
Nel21. f{z)=2’(e’-1) funksiya uchun z,=0 nechanchi tartibli nol ekanligini
aniqlang.
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Yechish. Berilgan funksiyani z ning darajalari bo'yicha Teylor qatoriga
yoyamiz, buning uchun ¢ funksiyaning (29) yoyilmasidan foydalanamiz.

n

2 3 2 n—1
f(z)=z3(ez—])=z3(]+z+%+%+---+ Z' to )= I+ 24 D)= 0),
! ! n! 21 3! n!

bu erda ¢(0)=#0 va ¢(z) funksiya z,=0 nuqtada analitik (chunki u darajali qatorning
yig indisi).

Shunday qilib, f{z)=z’(¢’-1) funksiya uchun (40) ko'rinishdagi formulaga
ega bo’'ldik, bundan z,=0 to rtinchi tartibli nol ekan.

Agar f(z) funksiya @ nuqgtaning biror 0<|z-a|<R atrofida analitik bo'lib, a
ning o'zida analitik bo'lmasa, u holda a nuqta f(z) funksiyaning ajralgan
(yakkalangan) maxsus nuqtasi deyiladi.

Nel22. z=2 nuqta a) f(z)=cos%; b) f(z)=sec$2 funksiyaning ajralgan
zZ— zZ—
maxsus nuqtasi boladimi?

Yechish. wFL2 funksiya z=2 nuqtadan boshqa barcha nugqtalarda
-

analitik, f(z)=cosw; funksiya barcha w,; nuqtalarda analitik bo'lganligi sababli
f(z) :COS% murakkab funksiya z=2 nuqtadan boshga barcha nuqtalarda, demak
-

ixtiyority 0<|z-2|<R atrofida ham analitik bo'ladi. Bundan z=2 nuqta f(z) :COS%
-

funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi bo’ladi.

b) f(z)=sec 12= 1 ] bo'lganligidan, bu funksiya z=2 va cos 1
z— z—
COS

=0

-
bo'lgan nugqtalarda, ya’ni L -7 +km, z=2+ !
z=2 2 7w/2+kx

, keZ nuqtalarda

aniqlanmagan. Bu nuqtalar ketma-ketligi a=2 limit nuqtaga ega, demak a=2
nuqtaning ixtiyoriy atrofida funksiyaning maxsus nuqtalari mavjud. Shu sababli
funksiya analitik bo'ladigan biror 0<|z-2|<R atrofni ko'rsatish mumkin emas.

Demak, z=2 nuqta f(z) =secL2 funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi emas.
-

z=a nuqtaning 0<|z-a|<R atrofini halganing xususiy holi deb qarash
mumkinligidan, f{z) funksiyani z-a ning darajalari bo"yicha Loran qatoriga yoyish
mumkin. Bu qgatorning ko'rinishiga ko'ra ajralgan maxsus nuqtalar uchta turga
bo linadi.

Agar

1)  Loran gatori fagat to'g'ri qismdangina iborat:

fz)=cotci(z-a)+ea(z-a)’ +... Feu(z-a) " +...

bo'lsa, a nuqta f(z) funksiyaning tuzatib bo'ladigan maxsus nuqtasi;

2) Loran qatorining bosh qismi faqat chekli sondagi hadlardan iborat:
flz)=—Sm 4 Conn —+..t S teptei(z-a) T Fen(z-a)" + ..,

(z-a)" (z—a)" z—a
bu erda m=0, m>1 bo’lsa, a nuqta f(z) funksiyaning qutbi (m-tartibli qutbi, m=1
bo'lganda oddiy qutb);
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3) Loran gqatorining bosh qismi cheksiz sondagi hadlardan iborat:

fz)= icn (z—a)", bu erda cheksiz sondagi manfiy » lar uchun ¢,#0, bo'lsa a nuqta

f(z) funksiyaning muhim maxsus nuqtasi deyiladi.

Amaliyotda maxsus nuqtaning turini aniqlash uchun quyidagi tasdigdan
foydalanish mumkin:

Agar a nuqta analitik y(z) funksiyaning k-tartibli noli, ¢(z) funksiya a

nuqtada analitik va ¢(z)=0 bolsa, u holda a nuqta f(z)=—(pEZ; funksiyaning k-tartibli
w(z
qutbi bo’ladi.

Nel23. Quyidagi funksiyalarning ajralgan maxsus nugqtalarini va ularning
turini aniqlang:

8) fz) =2 b) fz)=

z z

chz
-z

) flz)=e-.
Yechish. a) f(z)=5i£ funksiya butun kompleks tekislikda analitik bo'lgan
z

ikkita funksiyaning nisbatidan iborat. Shu sababli bu funksiyaning maxsus nuqtasi

maxrajdagi funksiyaning nolidan iborat bo'ladi: a=0. Bu maxsus nuqtaning turini

bevosita aniglab bo'lmaydi, chunki a=0 da kasrning surati ham nolga aylanadi.
Berilgan funksiyani z ning darajalari bo'yicha Loran qatoriga yoyamiz:

sinz_"" 3 s, 2 2t
z z 3 3
Qatorda z ning manfiy darajalari gatnashmayapti, demak a=0 berilgan
funksiyaning tuzatib bo'ladigan maxsus nuqtasi ekan.
b) mahrajining nollarini topamiz: z-z’=0=> z;=0, z,=1, z;=-1. Bu nuqtalarda
surat nolga aylanmaydi. Demak bu nuqtalar berilgan funksiyaning oddiy qutblari
bo’ladi.

1

¢) f{z)=e- funksiya z=0 nuqtada aniglanmagan, bu nuqtadan boshqa barcha
nuqtalarda analitik, demak z=0 funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi bo’ladi.
Uning  turini  aniglash  uchun z=0  atrofida  qatorga  yoyamiz:

1 11 1
e =1+—+ +..+ +....

z 2177 n'z"

1

Bu qatorda z ning manfiy darajalari cheksiz ko'p. Demak, z=0 nuqta f{z)=e -
funksiyaning muhim maxsus nuqtasi.

Maxsus nuqtaning turlari funksiyaning shu nuqta atrofida o'zgarishini
tavsiflaydi. Maxsus nuqtalar haqida quyidagi tasdiqlar o'rinli:

a nuqgta f(z) funksiyaning

a) qutilib bo'ladigan (yoki chetlashtiriladigan) maxsus nuqtasi bo’lishi

uchun 121_1)13 f(z)=A, bu erda A aniq chekli son;

b) qutbi bo'lishi uchun 1M fiz)=cc;
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¢) muhim maxsus nuqtasi bolishi uchun lzl_r)% f(z) mavjud bo’lmasligi zarur

va etarli.

Nel24. fiz )— funk51yanmg ajralgan maxsus nuqtalari va ularning turini
aniqlang.

Yechish. Funksiyaning maxsus nuqtalari z=0, z=1 dan iborat.
z—0 da ZSi_nZZZ =Z(Slin_zz) —1 bo'ladi, demak z=0 qutilub bo'ladigan maxsus nuqta
bo’ladi.
z—>1da SN2 = SMZ o bo'ladi, demak z=1 qutb bo'ladi.

z—z" z(1-2)
1
Nel25. f(z)=e+ funksiyaning maxsus nuqtalarini toping va turini aniqlang.

Yechish. Funksiyaning maxsus nuqtasi z=0 dan iborat. z=0 nuqtaga haqiqiy
1 1 1

0'q bo'ylab yaqginlashamiz. U holda f(z)=f{(x)= e* bo'lib, lim e*=00 va lim e*=0

x—>0+0 x—>0-0
1

tengliklar o'rinli bo'ladi. Bundan esa lim e ning mavjud emasligi kelib chiqadi.

x—=0
1
Demak, z=0 nuqta f(z)=e* funksiyaning muhim maxsus nuqtasi ekan.

Nel26. Quyidagi funksiyalar uchun z;=0 nechanchi tartibli nol ekanligini

aniqlang:
8

a) flz)=4sinz’+2° (z°-4); b) f{z)=
z— San
Nel27. Quyidagi funksiyalarning barcha nollarini va ularning tartibini
aniqlang:
a) f(z)=z(cosz-1); b) f(z)=(z2+1)sinz;
0 fiz)=EL Q) ) =T

Nel128. Quyidagi funksiyalarning ajralgan maxsus nugqtalarini toping va
ularning turlarini aniglang:

a)J[(Z):Zz_21 ' b)f(Z)ZCOSZZz_l’. C)f(Z)_l cosz’
a) flo) == Ofie)=reos™s D fi= T

Sm- z

z

Nol129. Quyidagi funksiyalarning maxsus nuqtalarini toping va turini
aniglang:

a) fiz)= tgz, b) fiz)=sin";  ©) fe)=e:  d) f(z)ze—zcosé.
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11-§. Chegirma va uni hisoblash. Chegirmalarning ba’zi tatbiglari

Faraz qilaylik a nuqta f{z) funksiyaning ajralgan maxsus nugqtasi bo'lsin va
y-shunday |z-a|=r aylana bolsinki, |z-a|<r doirada f(z) funksiyaning a dan farqli
boshga maxsus nuqtalari bo'lmasin. f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nuqtaga

1
nisbatan chegirmasi (qoldig'i) deb, E§f (z)dz  integralning qiymatiga aytiladi
V4

va
res f(z):zim@f (z)dz (41)

ko'rinishda yoziladi.

Funksiyaning chegirmasini  ta’rifdan foydalanib  hisoblash ancha
murakkabliklarga olib keladi. Amalda quyidagi tasdigdan foydalaniladi:

f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nuqtaga nisbatan chegirmasi shu
funksiyaning @ nuqta atrofidagi Loran qatori (z-a)" hadining c.; koeffitsientiga
teng bo’ladi.

Bundan f(z) funksiyaning to'g'r1 yoki qutulib bo'ladigan maxsus nuqtasiga

nisbatan chegirmasi €S f(z)=0 ekanligi kelib chigadi.

1
Nel130. f{z)=e: funksiyaning z=0 nuqtadagi chegirmasini hisoblang.
1

Yechish. f{z)=e: funksiyaning z=0 nuqta atrofidagi Loran gqatori
e§=1+l+ ! + !

z 2z 3z
funksiyaning muhim maxsus nuqtasi va chegirmaning 1 ga tengligi kelib chiqadi.

Agar a nuqta f(z) funksiyaning qutbi bo'lsa, u holda chegirmani hisoblash
uchun ba’zi hollarda uni Loran qatoriga yoyish shart emas. Chegirmani
hisoblashning boshga sodda usullari mavjud:

Agar a nuqta f(z) funksiyaning oddiy qutbi bo’lsa, u holda chegirmani

quyidagi formula yordamida hisoblash mumkin:
res fi)=1m zq)fz) (42)
Agar f(z) funksiya f(z)=% kasr shaklida berilgan bo’lib, oddiy a qutbga
w(z

+--- ekanligini ko'rish qiyin emas. Bundan z=0 nuqta

ega bo'lsa, (bu holda: ¢(a)=0, w(a)=0, v’(a)#0 bo'ladi)
res fiz) =24 (43)
y'(a)
bo'ladi.
Agar a nuqta f(z) funksiyaning k-tartibli qutbi bo'lsa, u holda chegirmani
quyidagi formula yordamida hisoblash mumkin:
dk -1

res fiz)= (k pilim = (G- () 44

Nel31. Hisoblang: a) ’”eS z+1 b) res ZZ+1 c) res 2+l
Z —Z

ZaZ—Z ZaZZ—Z
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+1 _ z+1
22—zt Z2’(1-2%)
z=0 ikkinchi tartibli qutb ekanligi kelib chiqadi. Bu nuqtadagi chegirmani (44)
formula yordamida hisoblaymiz:

Yechish. a) Funksiyani ko rinishda yozib olamiz, bundan

22 (z+1) z+1
z+1 1 22 (1-2%) d1 z2 1
reS = b = : — = : :1-
ima 27 plim— o Tlim— T limg Ty
z+1 z+1

b) Bu holda funksiyani ko'rinishda yozib olamiz,

z>-z* _Zz(l—Z)(l-l-Z)
bundan z=1 oddiy qutb ekanligi kelib chigadi. Bu nuqtadagi chegirmani (43)
formula yordamida hisoblaymiz:

res 2+l _lim ((z.7). 2+1 —lim 1 -4
z=a z? _z* z-l (( ) zz(l—z)(1+z)) o1 52 )
z+1

©) fiz)= 22(1-2)1+2)
ko rinib turibdi. Bu nuqtaga nisbatan chegirma nolga teng.

Chegirmalar nazariyasining turli xil tatbiglari quyidagi teoremaga
asoslangan:

Teorema (Chegirmalar haqidagi asosiy teorema). Agar f(z) funksiya / chiziq
bilan o'ralgan FE yopiq sohaning, ajralgan maxsus a;, a, ..., a; nuqtalaridan
boshqa, hamma nugqtalarida analitik bo'lsa, u holda f{z) funksiyadan /" bo'ylab
olingan integralning qiymati 7/ ichidagi barcha maxsus a, nuqtalarga nisbatan
funksiya chegirmalari yig'indisining 27 ga ko paytirganiga teng:

§f(2)dz =27 pes f(2) (45)

n=l z=a,

dan z=-1 qutilib bo'ladigan maxsus nuqta ekanligi

Nel32. Tenglamasi x’+)’-2x-2y=0 dan iborat bo'lgan / aylana bo'ylab
olingan

§ dz
(-1 (z* +1)
integralni hisoblang.

Yechish. Berilgan /"aylana tenglamasini (x-1)"+(y-1)°=2
ko'rinishga keltirsak, uning markazi a=I/+i nuqtada va radiusi R=+2 ga teng

ekanini ko'ramiz. Berilgan
1

f@)= 3,2
z-D"(z"+1)
funksiya uchun z,=1 -ikkinchi tartibli va z,=i, z;=-i oddiy qutblar boladi.
Bulardan z;=-i nuqta C dan tashqgarida bo"Igani uchun uni e’tiborga olmaymiz.
Dastlab funksiyaning z,=/ ga nisbatan chegirmasini hisoblaymiz:

%((z —1)2f(z)) = %(z2 +D)7 =—("+D) 2z

Bundan
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rgff(z) = —2lZirrllz(Z2 +1)7 = —2i = —l.

222
Endi z,=i ga nisbatan chegirmani topamiz:
. 1
(z-i)-f(2) = CDer)
Bundan,
res f(z)=lim i = 12 =l.
z=i 5i(z=D)(z+i) (-2 4
Demak,
dz oy o, .1 1, m
f(z_l)z(zz ) C(res [ (@) Hres f(2)) =27+ )=
Nel33. Finz_ dz integral hisoblansin, bu erda, /~ |z—i| =% aylanadan iborat.
T zZ—1

Yechish: f(z)=

sin 2 funksiya /" bilan chegaralangan sohada birgina oddiy
z

a=i qutbga ega bo'lgani sababli:

res SNz _SIN_ i ishl,

Shunga ko'ra:
§>" dz =27 -ish1=-2zshl.

T 21

Ko'p hollarda yuqoridagi usul yordami bilan haqiqiy argumentli
funksiyalardan olingan aniq integrallarni ham hisoblash mumkin. Buning uchun
avval bu integrallarni yopiq kontur bo'ylab olingan integrallarga almashtiriladi,
so'ngra chegirmalar haqidagi asosiy teorema qo'llaniladi.

Misol sifatida, trigonometrik funksiyali ifodalarni integrallashni, ya’ni:

2z
IR(sinx, cosx)dx (46)
0

ko'rinishdagi integrallarni o’rganamiz, bunda R(sinx,cosx) funksiya sinx va sosx
ga nisbatan ratsional funksiya.
Buning uchun z=¢" almashtirish bajaramiz. U holda

: -1 241 1 : :
sinx == —; COSX = = , dx=—dz bo'ladi. Ravshanki, 0<x<27 da [z|=1
2iz 2z 1z

bo'ladi. Natijada (42) integral §F (2)dz ko'rinishga ega bo'ladi.
C

Bu integral esa F(z) funksiyaning birlik aylana ichidagi maxsus nuqtalarga

nisbatan chegirmalar yig'indisining 27 ko paytirilganiga teng.
2z

Ne134. Ushbu j

0 a—+Ccosx

dx (a-haqiqiy son va @>1) integralni hisoblang.

Yechish. Yuqoridagi almashtirishlarga asosan:
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§lz—__§;L
. z7+1 14z " +2az+1
2z

Birlik aylana ichidagi ; funksiyaning maxsus nuqtalari z,, =-at+va’ -1

z> +2az+1
nuqtalar oddiy qutblar bo'ladi. Bu qutblaridan a>1 bo’lgani uchun faqat

z, =—a++a’ -1 Caylana ichida yotadi. Shu nuqtadagi chegirmani hisoblaymiz:

lim(z—z,) ! = lim ! = ! = ! .

A (z=z)Nz-2z,) nz-z, z-z, 2a>-1
Demak,

T d _ 2=«

yatcosx /g% _1

Chegirmalar yordamida ayrim xosmas integrallarni hisoblash mumkin.

Faraz qilaylik f{z) funksiya haqiqiy o’qdan yuqorida yotuvchi chekli sondagi
a; a, ..., a, maxsus nuqtalardan tashqari barcha yuqori yarim tekislikda va haqiqiy
o' qda analitik funksiya bo’lsin.

Shu bilan birga cheksiz uzoqlashgan nuqta f{z) funksiya uchun kamida
ikkinchi tartibli nol bo'lsin. Bu shartlar bajarilganda quyidagi formula o'rinli

bo'ladi:
J. f(x)dx =27 i res f(2) 47)

Nel35. J. = integralni hisoblang.

Yechish. f(z)= = ! e funksiya uchun z=co nuqta oltinchi tartibli noldir;
22 +

z=4i nuqtalar bu funksiya uchun uchinchi tartibli qutb bo'lib, z=i yuqori yarim
tekislikda yotadi. Shu nuqtaga nisbatan chegirma

1 1. d° (Z—l)
res———=—lim ga teng.
=i (z+1) 2=idz? (2% +1) " 16i

Demak, .f ; —2mres;—2 ] 3 3”
x+1) zz(z+) 161 8

Nel136. Quyidagi funksiyalarning har bir maxsus nuqtalariga nisbatan
chegirmalarini hisoblang.

- 51n7zz_ o
Vfem S e R o S e
_ oz _ sinz | )= 23 cos 1

D= = D= s

Nel37. Quyidagi integrallarni hisoblang.
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2) §ztgmdz; b § —= ¢) §E,

21=1 (2D (@) a2 =2
d) § 2 sintdz e) §(z-Ne dz; f) § 4dz .
el z =1 iz 2
3
Nel38. Quyidagi integrallarni hisoblang.
2
dx cos’ xdx
a) [————; b) j c) j '
, 6 +5cosx s1nx+3 < 1—0,5sin’ x’
2
cos xdx cos 2xdx
d) | -, (0<p<1); ¢) j - (p=1).

o1 —2psinx+p v 1—2pcosx+p

Ne139. Quyidagi xosmas integrallarni hisoblang.

] [se] o] o] 2
) [-2 b) [ o o [  g) [E e
2xT+1 S (x"+4x+13) o (7 +2x+2) o X +1
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Javoblar

Ne6. a) 11+i. b) -2+8i. ¢) 5. d) 6-8i. ) 2,5-2,5i. f) 5/3-2i. g) -0,8+3,4i. 1). 3-4i.

Ne7. a) |z|=5, argz=m-arctg0,75. b) |z|=4, argz=n/3. c) |z|=3, argz=0. d) |z|=1,
argz=4m/5. Ne8. a) -3=3(cosn+isinm). b) 4i=4(cos(n/2)+isin(m/2)).

¢) -2 +4/2 i=2(cos(3m/4)+isin(31/4)). d) -1-+/3 i=2(cos(47/3)+isin(47/3)).

Ne9. a) 2985984. b) 13+/13 (cos(3arctgl,5)+isin(3arctgl,5)). ¢) 4096. d) i12%. e) i.

14+
Nel0. a) coswﬂ'sinw,kzo, 1,2,3.b) 1; 1_Th/§

Sx/3+ 2k | .n57r/3+2k7r

c) 2(cosf+zs1 ), k=0,1,2.

d) ﬁ(cosw isin AR L o1

&) 2(cos 7w+ 2kr tisin® + 2kr
Nel7. (A+iB) z +(A-iB)z+2C=0.
Nel8. a) z-z=0 va z +z=0; b) 2(z+z )+i(z- z )+2b=0.

Nel9. a) zZ +2(z+Z )+i(z- 2 )=0. b) z°+ z *=2a’.c) 2(z- Z )-i(z+Z )*=O0.

Ne20. a) x*+y’-4x=0- aylana. b) x*-y’=4-giperbola. ¢) x>-y*=0,5- giperbola.

2 2

d) (x+1)*+(y-0,5)*=2,25- aylana. ¢) % + yj =1-ellips. f) y*=2x+1- parabola.

), k=0,1,2,3.

g) x+y=0-to'g'ri chiziq. Ne21. a) x*+(y-2)>=1- aylana. b) y=x/3, x>0 nur. ¢) y=x"
- parabola. d) y=1/x — giperbolaning x>0 bolgan qismi.

No22. a) O<argz<mn/2.b) 1<Imz<2. c¢) Sn/4<argz<4n/3. d) |z+2-31|<3

No23. a) y=1 to'g'ri chizigdan pastda joylashgan nuqtalar to plami.

b) x=1 to g'ri chizigdan 0'ngda joylashgan nuqtalar to'plami.

¢) markazi zy=1 nuqtada radiusi r=1 bo’lgan yopiq doira.

d) markazi zy=2 nuqtada, radiuslari =1 va R=2 bo'lgan aylanalar bilan
chegaralangan ochiq halqa. e) markazi zy=1-1 nuqtada, radiusi R=1 bo’lgan teshik
doira. f) y=0 va y=\3x (x>0) nurlar orasidagi nugtalar to'plami (burchak). g)
Rez>0 yarimtekislik

Ne30. a) Rew=x2-y2; Imz=2+2xy. b) Rew= Y 5 ;5 Imz= * +22 :
(x+2)" +y (x+2)" +y

¢) Rew=x’-y’-— al — Imz=2xy+— 4 - . d) Rew=-y+4/x* + y* ; Imz=x.
x*+y X'+ y

2 2

B : . B : X =y B
e) Rew=xcosatysinatl; Imz= ycosot+xsina. f) Rew=—; -5 Imz=-—

X +y x* 4+
Ne31.a) 2i. b) 4. c)—i. d) 24i. Ne32. a) |w|=1 birlik aylananing birinchi va ikkinchi
chorakdagi qismlari; b) |w|=1 birlik aylananing birinchi, ikkinchi va uchinchi
chorakdagi qismlari; ¢) |[w|=1 birlik aylana.

Ne43. a) bo'ladi. b) bo'lmaydi. ¢) bo'lmaydi. d) bo Imaydi.

2xy
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Ne44. a) mavjud emas. b) mavjud. ¢) mavjud emas.

Ned5. a) f(z)=iz'+C. b) f(z)=2". ¢) f(z)=2(z+2). d) f(z)=

z—1

. Ne48. a) k=3; ¢=0.

b) k=6; o=n/2. c) k=75; p=arctg(24/7). d) k=12; ¢=m/3.

Ne49. a) |z-2|<0,5 doiraning ichi torayib, tashqarisi kengayib akslanadi.

b) |z|<I doiraning ichi kengayib, tashqarisi torayib akslanadi.

¢) |z|<0,5 doiraning ichi torayib, tashqarisi kengayib akslanadi.

d) |z|<3/2 doiraning ichi kengayib, tashqarisi torayib akslanadi.

Ne54. Uchlari A=1-2i; B;=0; C,=3+41, D;=3-i nuqtalarda bo’lgan to'rtburchak.
No55. |w+2+9i|<3 doira. Ne56. Imw<4 soha. Ne57. wi=e¢'”"z, w=w,+3+4i. berilgan
nuqtani koordinatalar boshiga nisbatan 3m/2 burchakka burish, hosil bo'lgan
nuqtani 3+41 vektor qadar parallel ko'chirish. zy=3,5+0,51 -qo’zg almas nugqta.

Ne60. w=—"—"

S No61. w=iz. Ne62. birlik doiraga; z=0 nuqta w=0,5 nuqtaga
z—2+1

akslanadi. Ne63. [w+1|<1. Ne64. Rew>-1 va [w-2|>2V2 shartlarni qanoatlantiruvchi
nuqtalar to plami. Ne67. a) e’ 1; b) e, 2n-4;
c) e, 2m-2; d) e*, 3: No71. Recosz= cosxchy; Imcosz=-sinxshy.

' j . tgl
Ne72. a) Re cosz=ch£, Im cosZ=0. b) Retg(1-i)= ;
) 2 y OB Rete ()=

. ¢) Resin(2-31)=sin2ch3; Imsin(2-31)=-cos2sh3.

shlchl

cos’ 1+ sh’
No74. z=n/2+kn, keZ. No75. haqiqiy (mavhum) qiymatlar qabul qiladi? z=x+ikn
da haqiqiy; z=x+i(kn+n/2) da mavhum giymatlar qabul qiladi, k-butun son. Ne76.
z=kmn+iy da haqiqiy, z=(n/2+km)+1y da mavhum qiymatlar qabul qiladi, k-butun
son. Ne77. w=sinz funktsiya kompleks tekislikning qaysi nuqtalarida haqiqiy
(mavhum) qiymatlar qabul qiladi? z=(w/2+km)+iy da haqiqiy, z=kn+iy da
mavhum qiymatlar qabul giladi, k-butun son.

Ne80. a) Ln(-5)=In5 +i(3n/2 +2kn), k=0, £1, £2, ...

b) Ln(—1+i+/3)=In2+i(2n/3 +2kmn), k=0, £1, £2, ...

¢) Ln(1-i~/3 )=In2+i(57/3 +2km), k=0, £1, £2, ...

d) Ln(=3-i+/3)=0,5In12+i(7n/6 +2km), k=0, £1, +2, ...

¢) Ln(-i)=i(3n/2 +2kn), k=0, +1, £2, ...

f) Ln(—1-i+/3 )=In2+i(4n/3 +2kn), k=0, £1, £2, ...

Ne87. 4,5-2,51. No88. 0. No89. m. Ne90. -0,57. Ne91. 2m. Ne99. a) -1. b) 1,6(i-1). ¢)
e(cosl+isinl)-1. d) —sinl. €)  cosl-sinl-ie”. f) -7e*+(3-2i)e’. g) 1-cosl+i(sinl-
1). 1) 0,25(cos(2+21)-1). Ne100. a) i. b) -we. c¢) wshl. d) 0,5wicosl. e) 2mi. f) -
2im/29. Nel01. a) -67i1. b) 27i. ¢) -wi/27. d) -2mi. Nel08. a) R=0w0. b) R=1/e. ¢)

Imtg(1-1)=

0 2n . 2n
R=0,2. d) R=1. ¢) R=c0. f) R=1.Ne109. a) cosdz=) (-1)" 47z ;
n=0 (27/1)'
0 2n 0 2211 . ZZn

b) cos4z=z(;(—1)”” (Z(;—n”))' Nel10. a) cos2z=z(;(—1)” )

b
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: L& oy 2770 22 . e l(z+1)
b) sinzcosz= — - Z(—l) W c)e —;—.

)—— Z( 1y" (Z D™ Nel1l.a) 22 +Z( 1)"“(2 Zn}, Z]<l.
n= n

)n+1
n

b) (1) iz, jzi<l. ) Ynz <1 d) (-1
n=l1 n=l1 n=1 n

, [Z[<1.

Nell2.a)—=—; z+lz3+izs+...;|z|<0,5n.
cosz 2 24
3
b) R —1+lz+i22+...; |z|<l. Nell8. a) 0<|z|<tow, e®. b) |z[>2,
In(1— z) 27 12
27 . ¢) 0<|z+21[<3, — 1 . d) 2<|z|<3, %
(z—-2)(z—1) -z +(3—4i)z+4+6z' 6+z—z
l (&i" &Z° z (Z )
Nell9. a) — . —+ ~|.b) — D"
o Py R R s
d) EZ;—E (Z+3). Nel20. a) ——Z(Z_l),0<|z—1|<2;
n=1 (Z + 2)n 2 n=0 3" 4n=—1 2"
12 Sz -1]>2.
2 ( _1)n+
1 2, z"
b)—>» z"1-——|, |z z 1< z|<3,
315 ) 12 2[ S ) 1

L S S I Y = T N EIS
n=0 Z —

n=-1

Nel26. a) 3-tartibli. b) 5-tartibli.

Nel127. a) z=0 — 3-tartibli; z=2rk, k butun son, oddiy nol.

b) z=+i1, z=nk, k butun son, oddiy nol. ¢) z=+2i — 2- tartibli nollar.

d) z=£n— 2- tartibli nollar, z=rk, k=+2, £3, ... oddiy nollar.

Nel28. a) z=0 2-tartibli qutb. b) z=0 qutilib bo'ladigan maxsus nugqta.

¢) z=2nk, keZ, oddiy qutb. d) z=0 2-tartibli qutb. e) z=0 oddiy qutb.

f) z=2nk - qutilib bo ladigan maxsus nuqta, z=n(2k+1)- 2-tartibli qutb,

Nel36. a) chegf(1)=-2; chegf(0)=1. b) chegf(1)=0. c) chegf(n/2+nk)=-1, keZ.

d) chegf(0)=0. e) chegf(m)=0. ) chegf(3)= 135 Nel37.a) 0. b) 6mi/25.¢) 0. d) -

2mi. e) 0. f) -miV2/2. Nel38. a) 2m/11.b) ”—ﬁ. ¢) 7(2-~2).d) 0. ¢)

7[\/_

21/(p*(p*-1)). Ne139. a) . b)-1/27. ¢) n/2. dym/A2.
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2-bob. FURYE QATORI. FURYE INTEGRALI.

1-8. Furye gatori, Furye koeffitsientlari.
Quyidagi ko rinishdagi
o0
40 4 > a,cosnx +b,, sinnx (1)
n=1
funksional qator trigonometrik qator deyiladi. ay, a;, by, ... , a, b, (n=1, 2, 3, ...)
o' zgarmas sonlar trigonometrik qatorning koeffitsientlari deyiladi.

Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo'lsa, uning yig'indisi davri 27 bo'lgan f{x)
davriy funksiya bo'ladi, chunki sinnx va cosnx lar davri 2m bo'lgan davriy
funksiyalardir: f(x+27)=f(x).

Davri 2 bo'lgan f(x) davriy funksiya berilgan bo'lsin. Qanday shartlar
bajarilganda f(x) funksiya uchun berilgan funksiyaga yaqinlashuvchi trigonometrik
qator topish mumkin?- degan savolga javob berish maqsadida koeffitsientlari

a, = 1 If(x) cos nxdx (2) n=0,1, 2, ...
72-—7[
b, :%J‘f(x)sinnxdx (3) n=1,2,3, ...

formulalar bilan aniglangan (1) trigonometrik gatorni garaymiz, bu qator f(x)
funksiyaning Furye qatori deyiladi. (2), (3) formulalar bilan aniqlangan a,, b,
koeffitsientlar esa Furye koeffitsientlari deyiladi.

Agar

fx) =a70 + Z a, cosnx + b, sin nx (4)
n=1
tenglik o'rinli bo'lsa, funksiya Furye qatoriga yoyilgan deyiladi.

Quyidagi teorema o rinli:

Teorema. Agar davri 21 ga teng bo'lgan f(x) davriy funksiya [-r,n] kesmada
bo'lakli monoton va chegaralangan bo'lsa, bu funksiya uchun tuzilgan Furye qatori
shu kesmaning barcha nugqtalarida yaqinlashuvchi bo'ladi. Qatorning S(x)
yig'indisi funksiyaning uzluksizlik nuqtalaridagi qiymatiga teng, funksiyaning
uzilish nuqtalarida qatorning yig'indisi funksiyaning o'ng va chap limitlarining
o rta arifmetik qiymatiga teng bo'ladi, ya’'ni

POMCEUEYI L)

Nel.Quyidagi berilgan funksiyalarni garalayotgan intervalda Furye qatoriga
yoying.

a) f(x)=x/2, (0,2n)

b) f)=ix|,  (-mm)
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0, agar —7<x<0,

0, agar a<x<rx ,

¢) f(x)=
I, agar O<x<a,
1/2, agar x=0,x=a
ax, agar —rmw<x<0, .
d) f(x)= bu erda a va b lar o'zgarmas sonlar.
bx, agar O<x<r

Yechish. Nel. a) f(x)=x/2 funksiya 0<x<2m oraliqda yuqoridagi teorema
shartlarini ganoatlantiradi, ya’ni berilgan funksiya bo'lakli monoton va
chegaralangan. Shuning uchun bu funksiyani Furye gatoriga yoyish mumkin.

(2), (3) formulalarga asosan Furye koeffitsientlarini topamiz:

27 2 2 2
ao:ljf(X)dx=lJ£dX=L- X 7Z=L(47T2—0):”
Ty T2

27 210 4

u=x,du=dx

n

17 1°F 1
a :—jf(x)cosnxdx:—chosnxdx:—jxcosnxdx: dv = cosnxdx| =
V4 Te2

0 1 .
v =—sinnx
n
2 o 2
=L(£sinnx ”—ljsinnxdx)z oS nx " 12(0082}17[—1):0,
2w n 0 ny 27m 0 2m
. . u=x,du=dx
b, :—jf(x)smnxdx——j—smnxdx——_[xsmnxdx— dv = sin nxdx | =
Ty V4
V =——COSHnX
n
1 2r 1% 1 2z 1 . 2z 1

=— ——cosnx +— | cos nxdx) = — ((———-cos2nz —0) + —sin nx =——.
27z( n n'[ ) 27z(( n ) n’ 0)

Topilgan ay, a,, b, koeffitsientlarni (4) ga qo'ysak quyidagiga ega bo'lamiz:
Z(——smnx) _ 7 _sinx sin2x sin3x

2 2 o 1 2 3
hosil bo'lgan Furye qatori (O,2n) oraligda berilgan funksiyaga yaqinlashadi,

oraligning chekka nuqtalarida ya’ni x=0, x=21 nuqtalarda gator yig indisi % ga

teng bo'ladi. Berilgan funksiya va hosil bo'lgan qatorning birinchi oltita hadi
yig indisi grafiklari quyidagicha bo’ladi:
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1.5

0.5

ol ==y 2 3 4 5 6 -

b) f(x)=|x| funksiya [-m;m] kesmada yuqoridagi teorema shartlarini
ganoatlantiradi. Furye koeffitsientlarini topamiz:

a, = %]if(x)dx = %(j;f(x)dx + ]:f(x)dx) = %(i(—x)dx + dex) =

0 x?

+
- 2

1 x?
:_(——
T 2

a, = 1 Tf(x) cosnxdx = l(if(x) cos nxdx+]£f(x) cosnxdx) =
T, /2 )

u=x,du=dx

0 V4
= l I(—x cos nxdx) + lJ.xcos nxdx = |dv = cosnxdx| =
T 7T

v = —sin nxdx
n

0

- 7T

T

1L (—sin nx

0
. 1 x .
—— Jsm nxdx) + —(—sin nx
T n -

T n

T

17. 1 0 1 T
-—Is1nnxdx):——2cosnx +—cosnx| =—(cosnz—1-1+cosnx)=
ny m -7 m m
5 0, agar n=2k,
=—(cosnz —1)= 4 ,
m ——, agar n=2k+1
m
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u=x,du=dx

b, = —( J (—xsin nxdx) + j xsinnxdx) =|dv =sin nxdx | =
T

r |
vV =——CoSnx
n
1 x 0 16 T
=—(—cosnx ——jcosnxdx)++ (——cosnx +
T n -7 n- Ton
0 V4

— —COSHT +—2sinnx =0

—7T n n

1 :
+—jcosnxdx) =—COSnm ——sinnx
ny n n

Topilgan Furye koeffitsientlarini (2) ga qo ysak, quyidagiga ega bo'lamiz:
T 4 1 7 4 cosx cos3x+ +cos(2n—1)x+ )

X)=——— —cosZn 1x-———
Hosil bo lgan qator qaralayotgan oraligning barcha nugqtalarida berilgan funksiyaga
yaqinlashadi.

(0, agar —7<x<0,

0, agar a<x<rm ,

c) f(¥)=

I, agar O<x<a,

172, agar x=0,x=a

funksiya teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.
Furye koeffitsientlarini topamiz:

a

0 a n
a, :%(dex+'([1dx+;[0dx):%, a, =

1 1 . |a sinna sinna
an=—jcosnxdx=—51nnx - , a, = _

% nr 0 nrx nir

1 a 1-cosna

b, =—If(x)smnxdx-—_[smnxdx-——cosnx =

T Ty nw 0 ni

1—cosna
b =——.

ni

Bu holda  berilgan funksiya uchun tuzilgan Furye qatori quyidagi
ko'rinishda bo" ladi'

2, sl l1—cosna .
X)=— X +————sinnx).
f(x)= Z:, e )
ax, agar —mw<x<0, .
d) fix)= bu erda a, b lar o'zgarmas sonlar
bx, agar O<x<r

bo’lib, a<0, b>0 bo’lsin.
Furye koeffitsientlarini topamiz:
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1 ax?

1 0 V4 bXZ
a, :—(Iaxdx+bedx)——(— +
T - 0

2

T 1 an® bx’ b—a)r
)= (- 4Z 0T 0D
0" =« 2 2 2

u=x,du=dx

n

a, = l(J.ax cos nxdx + J'bx cos nxdx) =|dv = cos nxdx| =

4 - 0
v =—sinnx
n

a x . b x T
= —(—sinnx ——Is1nnxdx)+ (—sinnx ——Ismnxdx)—

T n -7 n’ TN

0

i 5 i

m -7 7m

0, agar n guft bo'lsa,

a-b
=— (l—cosnﬂ)— (—D*)=12(a-b) ,

m , agar n toq bo'lsa

m’
u=x,du=dx
. a x 0
b, :—Iaxs1nnxdx+ besmnxdx— dv =sinnxdx | = —(—cosnx| +
T, Ty T n /1
V =——Ccosnx
n

1 a 0

+— Icosnxdx)+ (——cosnx +— Icosnxdx)-——cosn;r+—smnx -
- T n n m -7
V4 a+b o a+b

=— cosnz =(-1)
n m n
Bu holda berilgan funksiya uchun tuzilgan Furye gatori quyidagi ko rinishda
yoziladi:
b- a_ 2(a —b) cosx N cos3x

fx)= — 3

+..)+(a+b)(sinx —;sin 2x + ;sin 3x—..). (5)

Hosil kilingan qator (-rt,) oraligda berilgan funksiyaga yaqinlashadi.
f(r=0)+f(-7x+0) (b—-a)r

"
f(zr—-0) ;— f(z+0) (b —Za)ﬂ bo'ladi.
Agar a=-1, b=1 deb olsak (5) dan 2 misolning yechimi kelib chigadi.
Agar a=0, b=1 deb olsak funksiya
0, —7<x<0,

f(X)Z{ ’

x, O<x<nrx

x=-1t da

x=7 da
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ko'rinishga keladi, (5) dan bu funksiya uchun tuzilgan Furye gatori osongina kelib
chigadi:

T 2 cos3x cosSx : sin2x sin3x
x)=———(cosx+ +...)+(sinx — + —...).
f(x) 4 ”( 3 = )+( 5 3 )
) x, —1<x<0, .
Agar a=1, b=0 deb olsak funksiya f(x)= ko rinishga
0, O<x<rm

keladi, bu funksiya va unga mos Furye qatorining birinchi oltita hadi yig indisining
grafiklari quyidagicha bo’ladi:

2-8. Juft va toq funksiyalar uchun Furye gatorlari
Agar f(x) funksiya [-a,a] kesmada juft funksiya bo'lsa, ya’ni f(-x)=f(x),
bo'lsa,

jf(x)dx = 2]. f(x)dx (6)
bo'ladi. ) 0
Agar f(x) funksiya [-a;a] da toq funksiya bo'lsa, yabni f{-x)=-f(x) bo’lsa,
ji f(x)dx=0 (7)
bo'ladi. E

Agar f(x) juft funksiya Furye qatoriga yoyilsa, f(x)sinnx ko paytma toq,
f(x)cosnx juft funksiya bo'ladi. (6) va (7) ga asosan Furye koeffitsientlari quyidagi

a, = zjff()c)dx, a, = z]Ef(x)cos nxdx, b =0 (8)
7T 7T

ko rinishga keladi.
Bu holda juft funksiyaning Furye qatori fagat kosinuslarni 0’z ichiga oladi.
Agar f(x) toq funksiya Furye qatoriga yoyilsa, f{x)cosnx ko'paytma toq
funksiya, f(x)sinnx ko paytma juft funksiya bo ladi.
Bu holda (6) va (7) ga asosan:

a,=0,a,=0,b =% [ £ (x)sin nxdx . )
0
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Demak, toq funksiya Furye qatoriga yoyilsa, Furye qatori “faqat sinuslarni”
o'z ichiga oladi.

No2. Quyidagi funksiyalarni qaralayotgan oraliqda Furye qatoriga yoying.

a) f(x)=x, -m<x<m;

b)  f(x)=|x|. -m<x<m

c)  f(x)=|sinx|, -m=x<r, hosil qilingan yoyilmadan foydalanib, quyidagi

SLERI U —

1-3 3.5 Q2n-1)2n+1)
qator yig indisini toping

d) fx)=x’, -7<x<rz hosil qilingan yoyilmadan foydalanib, quyidagi
gatorlarning yig indilarini toping:

1 1 1 1 1

1) 1-2—2+3—2—4—2+... 2) 1+2—2+3—2+...

Yechish. a) f(x)=x, (-7; n) oraligda toq bo'lgani uchun (9) ga asosan Furye
koeffitsientlaridan faqat b, ni topamiz:

u=x,du=dx

b, :l ~[f(x)sinnxa’x:zj‘xsinnxa’x: dv =sinnxdx |=
7Z-—7Z' T 0

1
V=-——Ccosnx

n
V4 f V4
:g(_xcosnx +1J‘cosnxdx):£(—7wosm[+izsinnx ):_2cosn7r’
T n ny T n n 0 n
b= —2SOSMT 123 da by=2, bs=-2/2, by=2/3, by=-2/4,...

n

Bu holda berilgan funksiya uchun Furye qatori quyidagi

f(x)=2(sinx — %sin2x + %sin3x —-...)
ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglik (-m;m) oraligda o'rinli x=-z,x =7 da qator
yig'indisi 0 ga teng bo ladi.

Berilgan funksiya va unga mos Furye qatorining dastlabki oltita hadi
yig'indisining grafiklari quyida keltirildi:

59



T-x

b) f(x)=|x|, funksiya (-m;m) oraligda juft funksiya bo'lgani uchun (8) ga
asosan Furye koeffitsientlaridan fakat a, a, larni topamiz:
V4 2 T
a, :zjxdxzz-x— =7, Q,=7
T 7 210
u=x,du =dx
T 2 x . T 1% T
a, = —Ixcosnxdx = |dv = cos nxdx| = —(—sin nx ——Ism nxdx) = —;cosnx| =
b2 Tn ns 0
v =—sinnx
n

0,agar n—juft bo'lsa,
2
=—(cosnz —1)= 4
m

—,agar n—toq bo'lsa.

Bu holda

4 1 1
‘x‘ :%——(cosx+3—zcos3x+5—20055x+...)
/4

Berilgan funksiya va unga mos Furye qatorining birinchi oltita hadi
yig'indisining grafiklari quyidagicha bo'ladi:
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x=0 da quyidagi ega bo’'lamiz:

T 4 I 1 7’ I 1
O=———(A+—=5+—=5+... —=l+=+=+..
2 72'( 3?5 ) 8 3?5

Bu formuladan boshqga formulalar kelib chigadi, ya’ni

1 1 1 1 1 1 1 1
A0:1+2—2+3—2+4—2+..., A1:1+3—2+5—2+..., A2:Z(1+2—2+3—2+...) deb
olsak,

1 1 7’ 7’
A0:A1 +A2, A2 :ZAOZZ(AI +A2), 3A2 :Al :?, A2 :Z. Demak,
2
T
A():?.

Bu misolni yuqorida ko'rganmiz, ya’ni y:‘x‘ funksiyaning juftligidan
foydalanmasdan umumiy holda Furye gqatoriga yoyganmiz. Ushbu holda esa

berilgan funksiyani juft funksiya ekanligidan foydalanib, Furye gatoriga yoysak
magsadga tezroq olib kelishini ko rdik.

sinx, O<x<ur, . )
c) y= ‘sin x‘ = {_ Gnx.  —g<x<0 funksiya [-7z,7] kesmada juft

funksiya. Bu holda Furye koeffitsientlarini (8) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

2 ]T-sin(l + n)x +sin(1 — n)x

Va
a, :—jsinxcosnxdx:— dx =
T

l(_ cos(l+n)x cos(l-n)x

T 1+n 1-n

0 7[0 2
7. 1 cos(l1+n)x 1 cos(l1—-n)z 1
o1 cosemr 1 costtomr 1
0 =« 1+n 1+n 1-n 1-n

_ 1 1-cos(l+m)x N 1 —cos(1— n)7z)

T 1+n 1—n

Agar n-juft (n=2k) bo'lsa, cos(1+n)z =—1, bu holda
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1 2 2 4 4

= —— =— ,  (n=2k).
7 l+n 1-n z(n” —1) 72k -1)2k +1)
Agar n-toq (n#1) bo'lsa, a,=0 bo’ladi, (n=3,5,7,...). n=1 bo'lganda

n

Ve c 22 T
a, :—J‘sinxcosxdxzzsm al
T r 2 1|0
Furye koeffitsientlarining kiymatlarini qatorga qo'ysak, berilgan funksiya

uchun tuzilgan Furye qatori quyidagi

=0.

) 2 4 cos2x cosdx cos 2kx
sinx|==—— + ot +..).
z 7 1-3 3.5 2k-1D2k+1)

ko'rinishga keladi. Bu tenglik [- 7, 7] kesmaning barcha nugtalarida o'rinli.
2 4

x=0da, O:———(L+—+...+
r 713 3.5 2x -2k +1)

+... hosil bo'ladi.

+...), bundan,

LI
1-3 3.5 2x -2k +1)

2. y=x" funksiya [-7,7] kesmada juft funksiya bo'lib, yuqoridagi
teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Berilgan funksiya juft funksiya
bo’lgani uchun b,=0 bo’lib, a, larni hisoblaymiz.

1
2

Vg 3 T 2
a, :lj.xzdx=%_“x2dx:2x— _2z ,
T, X"y 7 3|0 3
. u=x>,du=2xdx 5 2 >
a, :—Ixz cosnxdx =| dv=-cosnxdx :—(x—sinnx ——Ixsinnxdx):
T, _ Ton ny
v =—sinnx
n
u=x,du=dx A | A
T f V4
=|dv = sin nxdx :——(—fcosnx +—Icosnxdx):——(—Zcosnﬂ+%sinnx )=
1 mo n ny nzwT o n n 0
V =——COSnX
n
_E=D"-4
B
Topilgan Furye koeffitsientlarini qatorga qo ysak, quyidagiga ega bo lamiz.
2
, T 4 4 4 , 4cosnx
f(x)=x =?——zcosx+2—2c052x—3—200s3x+...+(—1) e +..
yoki
2 o (171
e :ﬂ__4z( 1) 2cosnx.
3 n=1 n
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Bu yoyilma, berilgan davriy funksiya [-z ,7] kesmada uzluksiz bo'lgani
uchun kesmaning barcha nuqtalarida o'rinli, ya’ni tuzilgan Furye gatori [-mt;m]
kesmaning barcha nuqtalarida berilgan funksiyaga yaqinlashadi. x=0, x=r
bo'lganda, yuqoridagi yoyilmadan quyidagilar kelib chiqadi:

T’ 1 1 1

" 1 22-%32 (1) e +...

7’ 1 1 1

Quyidagi funsiyalarni gqaralayotgan oraligda Furye gatoriga yoying.

-1, —-7<x<0,
Ne3. f(x)=x, O<x<2r. Ned. f(x)=
1, O<x<m.
No5. f(x)=n—x, O<x<2x Nob. f(x):cosg, 0<x<2rx.
0, —7<x<0
0, —7n<x<0 1, O<x<a
Ne7. f(x)=1 x, O<x<rx NeB. f(x) =40, a<x<nx
/4
—, X=7
’ —, x=0,x=a
L 2 2
5 I, —-7<x<0
N9, f(x)=x", O<x<2rx Nel0. f(x) =
3, O<x<nrxm
Nell. f(x)=cosax, —-nm<x<xn (a-butunsonemas)
Nel2. f(x)=sinax, —m<x<m  (a-butunsonemas )

Nel3. f(x) = sin%x, —T<X<7

¢, —n<x<0,
Neld. f(x)= ¢,, O0<x<mr, (c;<0, c;>0).
ﬁiﬁ% x=0,x==*x
Nel5. £(x) -x, —n<x<0
ol5. f(x)=
0, O<x<rx
—ﬂ+x, —nr<x<0
Nel6. f(x)=1 2
T—X
, O<x<rm
2
2 2
N917.f(x)=7[——x—, —T<X<T

12 4
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3-8. Davri 2L bo’lgan funksiyalar uchun Furye qgatori.
Agar f(x) funksiyaning davri 2n dan farqli, masalan 2L ga teng bo'lsa, u
holda bu funksiyani Furye qatoriga yoyish uchun quyidagi
L

xX=—t (10)
V4

almashtirishdan foydalanamiz. Ravshanki, f (E) funksiya 2m davrli davriy
/4

funksiya bo'ladi. Bu funksiyani [-n;n] kesmada Furye qatoriga yoyamiz. f (E)
/4
funksiya uchun Furye qatori va Furye koeftitsientlari quyidagi ko rinishda bo'ladi:

f( )— 5 +Z(a cosnt + b, sinnt) (11)

n=l1

bunda
= — j f( )dt a, = 1 j f(ﬂ) cosntdt, b, = 1 | f(ﬂj sinntdt.  (12)
7T ® T\«
(10) dan: ¢ = %, dt = % bu holda (11) va (12) lar quyidagi ko rinishga

keladi.

1§ 1§ nmx 1§ . nm
a,=— x)dx, a,=— x)cos—dx, b =— x)sin—-dx 13
OL_ij() : L_ij() 7 L_ij() ; (13)
Natijada 2L davrli f(x) davriy funksiya uchun Furye qatori quyidagi
a, ~ nx . hmx
x)=—+ > (a, cos— + b, sin— 14
f(x) 5 Z;( p COS— =+ b, sin— ) (14)

ko'rishga keladi. (14) dagi ay, a,, b, Furye koeffitsientlari (13) formulalar orqali
topiladi.

Xususiy holda agar f{x) funksiya juft funksiya bo'lsa, Furye qatori quyidagi
sodda ko rinishga keladi.

f()=24+Ya,cos™™ (15)
N L
Furye koeffitsientlari esa quyidagi formulalar yordamida topiladi:
2% 2 nm
a, =— xX)dx, a =— x)cos—dx, b =0.
; L!f() : L!f() ;
Xuddi shuningdek, agar f(x) funksiya toq funksiya bo'lsa, Furye qatori
f@)=Xb,sin "= (a,=0.q,=0) (16)
n=l
ko'rishga keladi, bundagi b, Furye koeffitsienti
L
b, = %J f(x) sin%dx formula orqali topiladi.
0

Quyidagi funksiyalar gqaralayotgan oraligda Furye gatoriga yoyilsin.
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0, —-2<x<-1
Nel8. f(x)=qx, —-1<x<l, -2<x<2.
0, 1<x<2.

0, —-2<x<-1
Yechish. f(x)=3x, —-1<x<1
0, 1<x<2.
funksiyaning davri 4 ga teng bo'lib, toq funksiyadir.
2L=4 (L=2) bo'lib, berilgan funksiya toq bo'lgani uchun

L
a,=0, a =0,b =%jf(x)sin%dx=
-L

2% nux 1 nux r nrw ; nmx
— sin——dx = x)sin—-dx + sin— xdx = | xsin——dx =
2£f(x> L !f() S !f(x) S !x :

u=x,du=dx
. NX 2x  nxr I 2 T
dv=sin—dx |=———cos—x +—Icos—xdx:
2 nmw nr,
2 nx
V=——C0S——
nw
2 ne 4 . nx | 2 nr 4 nrx
=———C0S——+-—5—SiN——Xx =———Co0S——+——Sin——=
nr 2 nrx 2 00 nr 2 n 2
k+1
(=D , agar n=2k,
_l  kr
sz, agar n=2k+1
Rk+D)'n
Bu holda berilgan funksiya uchun Furye qatori (16)ga asosan
f(x)—isin£x+lsin7zx— 4 sin3—ﬂx—isin2ﬂx+
7’ /4 3’ 2 2

Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye gatorining birinchi oltita hadi
yig'indisining grafiklari quyidagicha bo'ladi:
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11

Nel9. f(x)=|x, —-L<x<L.

Yechish. Berilan f{x)=|x| funksiya 2L davrli davriy funksiya bo’lib, bu
funksiya juft funksiyadir. Bu holda

1 f 2% 21 2 x*|L
b =0, a,=— xX)dx =— xX)dx=—|xdx=—-—| =L, a,=L.
: ; LJLf() L!f() L! = :

u=x,du=dx

L L
a, :ljf(x)cosﬂxdx:gjxcosﬂxdx: dv=cos™ " xax| =
L’ L Ly
L nw
V=—C0S—X
nr
2 Ix . nx L L%t . nx 2 L naox|L 2L
=— sin—x| — Ism xdx) = —-——cCos =——(cosnz—1)=
L nr L |0 nrx nw nw L0 nrx
0, agar n=2k,
- —%, agar n=2k+1
nr

Demak berilgan funksiya uchun Furye qatori quyidagi ko'rinishda
bo ladi:
X 3mx Rk +1)mx
[ a4 €05, cos—— COST
+...).

S ==g - St 2k +1)°

Xususiy holda L=7 bo'lgan holda bu misoldan yuqorida yechilgan 2-misol
kelib chigadi.

Ne20. f(x)=x—[x], O0<x<I.

Yechish.Berilgan f(x)=x-[x] funksiya 2L=1 (L=1/2) davrli funksiya bo'lib,
[0,1] kesmada f(x)=x funksiyadan iborat.

Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz.
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1% 1 1 1% nm 1 nw
a, = X)dx =2|xdx=x* =1, a =— x)cos——xdx =2| xcos— xdx =
: j S () J 0 = J f(x)eos= j |

= 1
2
| u=x,du=dx L
= 2_[xcos2n7zxdx =|dv =cos2nmxdx |= 2(Lsin 2nmx| — —Isin 2nmxdx) =
5 { 2nrx 0 2nrmy
v =——sin2nm
2nrw
1 1
= ——cos2nm| =0.
2n°rw
2L 1 u=2x, du = dx
b, = ZJ.f(x) sin " xax = 2stin 2mxdx = 1 =
0 L 0 v=-— cos 2nmx
2nrx
x 1 1
=2(———cos2nmx| + jcos 2nmxdx) =
2nrw 2nrw
1
=—L+%sin2n7zx =—L, b, =—L.
nr  2n'rm nrx nrx
Demak , Furye qatori quyidagicha bo'ladi:
1 1 &sin2nmx
X)=——— ;
f(x) 5 ”Z:, ,

x=0 va x=1 da f(x)=x-[x] funksiya uzilishga ega. Bu nuqtalarda qator yig'indisi 1-§
f(x=0)+ f(x+0)

5 ga teng, haqgigatan ham

dagi teoremaga ko'ra S(x)=
S(1)=S(0) = %

Quyidagi funksiyalar ko rsatilgan oraliqda Furye qatoriga yoyilsin.
Ne2l. f(x)=3—-x, —-2<x<2 (2L=4,L=2).

6, O<x<2
Ne22. f(x)=
3x,

Ne23. f(x)=x>, -—l<x<l.

2<x<4

4-8. Nodavriy funksiyalarni Furye gatoriga yoyish
Bundan oldingi bandlarda [-m;®], [-L;L], [0;27x], [0;2L] oraliglarda bo’lakli
monoton, va davri 2n, 2L bo'lgan funksiyalar uchun Furye qatorini tuzishni
ko rdik.
Agar f(x) funksiya nodavriy bo'lsa, u holda uni Furye qatori yordamida
tavsiflash uchun funksiyaning aniqlanish sohasida, masalan /-L;L] kesmada, f{x)
funksiya bilan ustma-ust tushadigan yordamchi davriy ¢(x) funksiya tuzib olinadi.
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Bunday holda f(x) funksiya sonlar o'qiga davriy davom ettirilgan deyiladi.
Quyidagi hollar bo'lishi mumkin.

1. Agar f(x) funksiya [-L;L] kesmada berilgan bo'lsa, u holda /-L;L]
kesmada f(x) funksiyaga teng, to'g'ri chizigning qolgan nuqtalarida uning davriy
davomi bo'lgan t=2L davrli yordamchi ¢(x) funksiya tuziladi.

2. Agar f{x) funksiya ixtiyoriy [a;a+2L] kesmada berilgan bo'lsa, u holda
shu kesmada f(x) funksiyaga teng, to'g'ri chizigning qolgan nuqtalarida uning
davriy davomi bo'lgan t=2L davrli yordamchi ¢(x) funksiya tuziladi. Bu holda
funksiyaning Furye qatori (14) ko'rinishda bo’'ladi, lekin uning koeffitsientlari
quyidagi formulalardan topiladi:

a+2L a+2L a+2L
a, :% :[ f(x)dx, a, :% ! f(x)cos%dx, b, :% { f(x)sin%dx
3. Agar [0,L] kesmada bo"lakli monoton funksiya berilgan bo’lsa, u holda bu
funksiyani yoki faqat sinuslar, yoki faqat kosinuslar, yoki ham sinuslar, ham
kosinuslar bo'yicha Furye qatoriga yoyish mumkin.
f(x) funksiyani kosinuslar bo'yicha qatorga yoyish uchun uni [-L,0]
kesmaga juft tarzda davom ettiriladi, ya’ni

f(—X), X e [_L90]9
P(x)=
f(x), xe[0,L]
sonlar o'qiga davriy davom ettiriladi. Bu holda f(x) funksiya uchun Furye gatori
quyidagicha bo’ladi:

yordamchi funksiya tuziladi va bu funksiyani

f9=204> a, cos ™™ dx, (17)
= L
bu erda
a :zj.f(x)dx' a =3jf(x)cos@dx (18)
Ly T Ly L

f(x) funksiyani sinuslar bo'yicha gatorga yoyish uchun uni [-L,0] kesmaga
toq tarzda davom ettiriladi, ya’'ni

. {— f(=x), xe[-L0),

f(x),  xe[0,L]
sonlar o’qiga davriy davom ettiriladi. Bu holda f{x) funksiya uchun Furye qatori
quyidagicha bo’ladi:

yordamchi funksiya tuziladi va bu funksiyani

f9=3Yb, sin%dx, (19)

n=1
bu erda
2 " 20
b =—| f(x)sin—-1dx
= j f(x)sin= (20)
Ne24. Quyidagi funksiyalar Furye qatoriga yoyilsin.
a) f(x)= % —% funksiya [0;n] kesmada kosinuslar bo'yicha Furye qatoriga

yoyilsin.
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0,3,

b) f(X)={_ o

1/2<x<1

0<x<1/2

funksiyani qaralayotgan kesmada faqat

kosinuslar bo yicha va faqat sinuslar bo'yicha Furye qatoriga yoyilsin.

¢) f(x)=xcosx funksiya
gatoriga yoyilsin.

[0;w] kesmada fagat kosinuslar bo'yicha Furye

Yechish. a) f (x):%—g funksiyani [-m;0] kesmaga juft tarzda davom

ettiramiz va natijada [-m;w] kesmada monoton bo'lgan juft funksiyaga ega
bo'lamiz. (18) formulalardan foydalanib, Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz:

. _2”(£_£j _2(r X2
o 7[0 4 2 T 4 4 T
T X
u=2_
4 2’
:-J(———)cosnxdx-dv:cosnxdx
y=—sinx
n
2 (7[ xj . T 2 17E .
—| ——=[|sinnx|, + ——|sinnxdx =—
nz\4 2 " nm2y n
0
1 1 n ’
—2(1—cosn7r):—2(1—(—1) )= {L
mn m

5

nrmw

|

Vs
4

2
T

n=

2

Ak
———1=0-4,=0,
gl ’
P
2
cosnxT:— > (cosnz —1)=
o nr
n=2k,
2k -1, keN

Bu holda berilgan funksiya uchun tuzilgan Furye qatori (17) ga asosan

quyidagicha bo’ladi:

_r_x_2 cos(2k 1)
1= mz; Qk-17
o 0,3, 0<x<l2
V7 05, 12exsy O

[_

1,0] kesmaga juft tarzda

davom ettiramiz va yuqoridagi kabi Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz, bunda

L=1:

a, = ij(x)dx = 2if(x)dx+_1[f(x

2

0,3

:2(,
2

0,3

+ é)zo, a,

0

1
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1 1

1
2
a, = 2If(x)cos nmdx = 2J.f(x)cosn7zxdx + .[f(x)cosnmcdx =
0 0 %

1

1

B 1
:2I 0,3 cosnmxdx — 2IO3cosnmdx O6LSII’11/17DC| O6LSII’1H7DC|—O nr

0 nrw 0 nmw | N

2 2
1o 0, n=2k,

niw nmw
+s8in—)=——sin— = 4 1,2 ke N

2) nr 2 (—l)k1 , n=2k-1,

2k -1)x

Bu holda fagat kosinuslarni o'z ichiga oluvchi Furye qatori quyidagi
ko'rinishga keladi:

1 3 1 2k -1

Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining dastlabki oltita
hadi yig'indisi grafiklari quyidagicha bo'ladi:

)= 1,2 (cos;zx cos3mr  cosSm 1) cos(2k —1)mx . j

¥
N SN

e L

|:|2
|:|1

1 s 0.5 1
013

/ 0zF \
-~ a3 .
= Ry E: S =

Berilgan funksiyaning faqat sinuslar qatnashgan Furye gatorini yozish uchun
bu funksiyani [-1;0] kesmaga toq tarzda davom ettiramiz va (20) formuladan
foydalanamiz:

1 )

\I M

1
bn =2[ f(x)sin noxdx =2(] 0,3 f (x )sin nodx —[0,3 £ (x)sin nxdx) =
0 ° 5
1
2 1
=-0,6 cosnm |+ 0,6 cosnm | = 0.6 (cosnrz — 2cos %+ 1),
nw o nr 1 nrw 2
2

Bundan n-toq bo’'lsa, b,=0 va n-juft n=2k bo’lsa
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0, % zim,

b, = 0,6 (2—20082’1”): 0,6(1 —coskr) _115 me N
2k 2 kr —, k=2m-1,
KT
ekanligi kelib chigadi.

(19) ga asosan funksiyaning Furye gatori quyidagi ko'rinishda bo’ladi:
1,2 sin2mx  sin6ax sin2(2m —1)x
f(x)= + +...+ +...)

7 37 2m—1
Berilgan funksiya va unga mos tuzilgan Furye qatorining dastlabki oltita
hadi yig'indisi grafiklari quyidagicha bo'ladi:

¥
JaNVa D,_.I FaNE .
Ry ' Ry
0z
a1 x
1 0.5 o 05 17

¢) f(x)=xcosx funksiyani [0;m] kesmada faqat kosinuslar buyicha Furye
gatoriga yoyish uchun bu funksiyani [-m;0] kesmaga juft tarzda davom
ettiramiz va (18) formulalardan foydalanib, Furye koeffitsientlarini hisoblaymiz:

2% 27 1 -1
a, :—J.xcosxcosnﬂxdx :_J-xcos(n Fhx+cos(n — Dx dx =
Ty pa 2

:ljxcos(n+1)xdx +lj.xcos(n—1)xdx =
7T T
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u=x,du=dx i

X a T
= =—(——sin(n+1x|———|sin(n + Dxdx) +
V= sin(n +1)x 7z(n+1 ( x '[ ( )

ntl

1 x . i i
+—(——sin(n - 1)x cos(n+1)x |+
Ton-— o n—1ly n+)’r 0

+———cos(n— l)xT - 1 n (Cos(n + 1)72r -1 N (cos(n — 1)72z — 1).
m(n—1) 0o T (n+1) (n—1)
Agar n=2k, bo’lsa, cos(n+l)n=-1 bo’lib,
2
an = aZk :4(4k—+1)2 bO‘ladi.
r(4k> -1)

Agar n=2k-1 bo’lsa, cos(n+1)n=1 bo’lib, a,=a.;=0, (n#1), n=1 bo’lganda

a, zgj.xcosz xdx = zJ‘xmdx :l(_[xdx +J.xc0s2xdx:
b2 T, 2 Ty 0
u=x,du=dx | |z
dv = cos 2xdx =—(x—|+£sin2x|——jsin2xdx)=
T 20 2 o 27
1 .
Vv =—sin2x
2
:l(”—+ 1c0s2 | = =7 demak a, =— bo’ladi. Natijada
T 2 4 o 2
f(x) xcosx——z+£cosx—i 4k+1200s2kx 0<x<7 yoyilmaga
z 2 715 (4K —1)

ega bo'lamiz.
4k +1

Yugoridagi yoyilmada x=0 bo'lganda O:Z——Z —, bundan esa
2 734k -1)
0 2 2
S AL T L hosil bo'ladi.
Sl 8 2

Berilgan funksiyani [-m;0] kesmaga toq tarzda davom ettirib, funksiyaning
faqat sinuslarni o'z ichiga oladigan Furye qatorini hosil gilamiz. Bu masalani
talabalarga mustagqil ish sifatida taklif qilamiz.

Quyidagi funksiyalar garalayotgan kesmada Furye qatoriga yoyilsin.

No25. fix)=x"  funksiya [0;x] oraligda sinuslar buyicha qatorga
yoyilsin.

Ne26. f(x)=x funksiya [0,n] kesmada sinuslar  bo'yicha qatorga
yoyilsin.
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Ne27. f(x)=x funksiya [0,m] kemada kosinuslar buyicha qatorga
yoyilsin.

Ne28. f(x)=cosx funksiya [0,m/2] kesmada kosinuslar bo'yicha qatorga
yoyilsin va

1 1 1 0 1 e et
— + - +...+ (=D + ... qator yig indisi topilsin.
1-3 1.5 5.7 2n-1)(2n+1)
I, 0<x<I, : : o
Ne29. f(x)= funksiya Furye  qatoriga yoyilsin.
0, I<x<nrx

Yoyilmadan foydalanib,
a) Zsmn ; D) Z(—l)” St gatorlarning yig'indilari topilsin.
n=l1 n=1

n n
Ne30. f(x)=1 funksiya [0,/] oraligda sinuslar bo'yicha Furye qatoriga
yoyilsin.

x, 0<x<l1 ) : ) .
Ne31. f(x)= funksiya kosinuslar va sinuslar bo'yicha
2—x,1<x<2

qatorga yoyilsin.

5-8. Kompleks formadagi Furye gatori.
Yuqgoridan ma’lumki 27n davrli f{x) davriy funksiya uchun Furye
qatori

f(x):%‘)+2an cosnx + b, sinnx (21)
n=1

ko'rinishda bo'ladi.
Eyler formulasiga asosan:

einx +e—inx ) einx _e—inx .einx _e—inx
cosnx=—————> sinmy=——=————
2 2i 2
bo'ladi. cosnx, sinnx ning qiymatlarini (21) ga qo'ysak

a, <&,a,—ib, .. a, +ib . ,
X)=—+ g Tet+——"e oki
S(x) 5 ;( 5 5 )y
f)=c,+ 2 (c,e™ +c e™) 22)
n=l
hosil bo'ladi, bu erda ¢, =%, ¢ =% =P . 4 *ib,
2 2 2
(22) ni
fx)= D ce™ (23)

ko'rinishda ham yozish mumkin.
(22) yoki (23) kompleks formadagi Furye qatori deyiladi. Uning
koeffitsentlari
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c, =iif<x)e’“dx (24)

1 7 :
- *ll’lxd 25
¢ = j S (x)e " dx (25)
formulalar orqali topiladi. (24), (25) larni quyidagicha ham
1 7 :
- l}’lxd 26
¢ =5 j S (x)e™dx (26)

yozish mumkin, buerda n=0, +1, +2,...

Agar f(x) funksiya 2L davrli davriy funksiya bo'lsa f(x) funksiya
uchun Furye qatori

a - nr . N7
f(x)=-2+>a,cos—x+b,sin—x
n=1 L L

ko'rinishda  bo’ladi.
Bu holda kompleks formadagi Furye qatori

f@)=Yeet (27)
ko'rinishda bo'lib, ¢, koeffitsentlar esa
1 Ll
c, =— x)e
=57 f S ()

formulalar orqali topiladi.

—nr

iy, (n=0,+1,+2,..)

6-8. Furye integrali.

Faraz qilaylik

1) (-o,o)oraligda aniqlangan f{x) funksiya shu oraliqda
absolyut integrallanuvchi , ya’ni

I/l =0 (28)

xosmas integral mavjud;
2) f(x) funksiya (-L,L) oraligda bo'lakli monoton bo’lsin.
Bu holda f(x) funksiya uchun Furye qatori quyidagi

ady ~ nw . nrw
xX)=—+ » a coS—x+b sin —x 29
f(x) 5 Z;, . 7 : 7 (29)

ko'rinishda bo'ladi. Bu erdagi a,, b, Furye koeffitsientlari

1% nr 1% nr
=— tycos—tdt ,b, =— t)ysin—itdt (30
a, L_ij() -t b, L_fo() . (30)

ko'rinishda bo’ladi.
Yugqoridagi 1), 2) shartlar bajarilsa, L—o0 da (29) dan quyidagi
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f(x)= lf( T f(t)cosa(t — x)dt) dex 31)
T

0 -
tenglik kelib chigadi. (31) ning o'ng tomonidagi ifoda f(x) funksiya uchun
Furye integrali deyiladi. (31) tenglik f{x) funksiya uzluksiz bo'ladigan barcha
nuqtalar uchun o'rinli bo'lib, uzilish nuqtalarida esa  (masalan x=Xx, nuqta

funksiyaning uzilish nuqtasi bo'lsa) quyidagi

l]O(T F(t)cosalt — x)dtyda =L Fo T O+ S (x =0) 32)
Ty S, 2

tenglik o'rinli bo'ladi.
cosa (t-x)=cosat cosaxtsinat sinax ekanligini hisobga olsak,
(31) quyidagi  ko'rinishga  keladi.

f(x)= lTA(oz)cos oxda + lTB(O{) sinaxda = lT(A(oz) cosax + B(a)sinax)da
72.0 72.0 7[0

(33)
bunda

Ala) = Tf(t) cosatdt, B(a)= Tf(t) sinatdt, yoki

f(x):i [(] f(t)cosatdt)cosoocdml [(J f@)sinadt)sinaxda (34)
To » To “»
(33) yoki (34)ning muxim xususiy hollarini ko'raylik:
1) f{x) juft funksiya bo'lsin. Bu holda f(#)cosat funksiya juft, f(¢)sinat
-toq funksiya bo’'lib, quyidagi

Alx) = Tf(t) cosatdt = 2T f(t)cosatdt, B(a)= Tf(t)sin atdt =0

munosabatlar o'rinli bo'ladi.
Bu holda (34) quyidagi ko'rinishga keladi.

f(x)= zOjZA(oz) cosaxda (35)
T

2) xuddi shuningdek f{x) toq funksiya bo'lsa, (35) dan

f(x)= ET (]3 f(¢)sinatdt)sin axd o (36)
T

tenglik kelib chiqadi.
Agar f(x) funksiya (0,) oraligda aniglangan bo'lsa, f(x) funksiyani (0,)
oraligda (35), (36) formulalar bilan tasvirlash mumkin. Birinchi  holda f{x)
funksiyani (-,0) oraligda juft, ikkinchi holda esa toq funksiya deb
qaraymiz. Uzilish nuqtalarida esa (x=x,) (36), (37) tengliklardagi f(x) o'rniga
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f(x0+0)+f(x0—0)

ifodani ko'yish kerak bo’ladi.

2
Agar

2 0
F(a) = \P [ £(&)cos ardt (37)

T

deb olsak, (35) formula quyidagi
f(x)= \/sz(a)cosaxda (38)

7T

ko'rinishga keladi.
F(a) funksiya uchun Furyening kosinus almashtirishi deyiladi. Agar

D(a)= \/%]Of(t) sin atdt (39)
deb olsak, (36) formula ql()lyidagi ko'rinishga keladi:
f(x)= \/%]O(D(a) sinaxda (40)
@(¢y) funksiya f(x) funksioya uchun Furyening sinus almashtirishi deyiladi.
1@ = [ rwe™ dna @)

tenglikning o'ng qismi f{x) funksiya uchun kompleks formadagi  Furye
integrali deyiladi.
(41) formulani qisqacha quyidagi ko'rinishda yozish mumkin.

f(x)= TC(a)eimda (42)
bunda N

Cla) = i T f(t)e ™ dt (43)

C(a) funksiya spektral zichlik yoki spektral funksiya deyiladi.
‘C(a)‘ -esa f(x) funksiyaning amplituda spektri deyiladi.
32. Quyidagi funksiyalarning Furye integrali topilsin.

—e',x<0 L0<x<l1
a) f(x)=<e",x>0 b)  f(x)=:1/2,x=0,x=1
Oax:O O,X<O,x>1

76



a,—1<x<0

X
©) f(x)= hO<x<l d) fx)=il50=x=2
0,x <—Lx>1(x|>1) 0,x>2
—e',x<0
a) f(x)=49 0,x=0
e, x>0

Funksiya  bo'lakli monoton va x=0 nuqtada funksiya birinchi tur
uzilishga ega. Endi f(x) funksiyaning  butun sonlar o’qida absolyut

integrallanuvchi, ya’ni _ﬂ f (x)‘dsz ekanligini  ko'rsatamiz:

) 0 0 0 0 0 b
J1f@ldx= [|f (o + [|f (oldx= [ e"dx=[edv=1lim [e"dx +lim [e~dx=
—0 —0 0 —00 0 a 0
~lime" |+ lim(e™)| = lim(1 - ") lim(e™ 1) =1+1=2

a—=>=0 4 b—>o 0 a—>—o b—x

Demak, berilgan funksiya absolyut integrallanuvchi ekan. Bu holda
berilgan funksiyani Furye integrali ko'rinishda ifodalash mumkin. Berilgan
funksiya toq funksiya bo'lgani uchun (36) formulaga asosan:

f(x)= 2 [(] r@)sinaudr)sin axda = 2 [(J e sin atdr)sin axda = 2 [Isinaxda,
T 0 0 T 0 0 T 0

e’ =u,du=—e"'dt

K ) ) - 1%
I:je_t sinatdt =|  dv=sinatdt :—e—cosat—— e’ cosatdt =
0 1 a oy
v=——cosat
a
R e’ =u,du=-e’'dt [ 1 o -
:———je_‘”cosatdt: dv = cosatdt :———(e—sinat|+—jsinatdt):
a oy 1 . a a o 0o ag
v=—sinot
o
1 1% . 1 1 1 1
:———2je_’smatdt:———21, [=—-—1,
a oy a o a o
1 1 1+a° 1 o
1+—)=—, I:—’ I = .
( 052) o o’ a 1+a°

Bu holda
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o sin ax
1

F=2 % g £(0)=0
7y 1+a

b) Berilgan

I, O<xx<l1
f(x)= %,x:O,x:I
0, x<0,x>1

funksiya bo'lakli monoton, sonlar o'qida  absolyut integrallanuvchi, ya’ni
yuqoridagi shartlar bajariladi.

x=0, x=1 nuqtada 1-tur uzilishga ega.

Demak, berilgan funksiyani Furye integrali ko'rinishda ifodalash
mumkin. (-0,0) va (1,00) oraligda f(x)=0 bo'lgani uchun (31) ga asosan:

f(x) :lT(T f(t)cosa(t—x)dt)da :lT(Jl.l-cosa(t - x)dt)da =
V4 Y%

0 —o
.a  a(l-2x)
171 . ! 1 %sina(l - x) + sinax 2 7SI, oSy
:—J.—sma(t—x)|da:—j da:—f da
Ty 0 Ty a T a
Demak,
. a a(l-2x)
2ws1n5cos?
S == da (*)
Ty a

Ma’lumki, berilgan funksiya x=0, x=1 nuqtada uzilishga ega. Bu

f(x—0)+f(x+0):1

nuqtalarda (*) tenglik o'rinli, ya’ni, 5 5 = f(x).
Masalan x=0 da
. a o
] 2 2sincos— 1 $sina 1 Tsina V1
f(0)=—j. 2 2da=—_[ da=—. Bu erda I doa==
Ty a Ty a 2 ) A 2

tenglikdan foydalandik.

a,—1<x<0,
c) f(x)=<b, 0<x<1, funksiya yuqoridagi shartlarni  qanoatlantiradi.
0, ‘x‘ >1
Demak, bu funksiyani Furye integrali ko'rinishda  ifodalash mumkin. Buning
uchun
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f(x)= lTA(O() cosaxda + lTB(O{) sinaxda (**)
% T%

formuladagi A(a), B(a) larni hisoblaymiz:

Ala) = ]O f(t)cosatdt = ]J f(¢t)cosardt + ])'f(t) cosatdt + jf(t) cosatdt +

0

a b !
Jf(t)cosatdt = Iacosatdt + jbcosatdt —sint | +—sinat| =
| (04 -1 0

asina N bsma (a+b)sina

a a a
Xuddi shuningdek

0 1
. , acosat ©  bcosat
B(a)= Ias1natdt+_[bsm atdt = — |—
a a

(b—a)1—cosa)
- :
A(a), B(a) larni qiymatini (**) qo’ysak

1
| =
0

=—£(1—cosa)—£(cosa—l) =
a a

1 t(a+b sinacosax+(b—a)(l—-cosa)sinax
fy = Lfart (b—a)l-cosa@)sinax ,
Ty a
kelib chiqgadi.
x=0 bo’lganda
a+bI51na a+b-7z_a+b (J~sma :Z)bo‘ladi.
Ty 2 , o 2

d f(x)= I- 9’ O<x<2 funksiya yuqoridagi shartlarni qanoatlantiradi.
0,x>2

Bu funksiyani juft tarzda davom etdiramiz:
(35) formulaga asosan:

f(x)= ET(T f(t)cosatdt)cosaxda = E]?A(Ot) cosaxda,
T 0 0 T 0

dt
® 2 y l-——=u,du=—— 1 ; )
A(a):If(t)cosatdt=J‘(1——)cosatdt= 2 | 2 =—(-—)sinar |+
0 0 2 v=—sinat a 2 0
a

1 7. sm a
+—js1natdt:
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U holda

o 2
f(x)= EJ. S & osaxda
T
Xususiy  holda x=0
sin’ a, Tsin® o 2
0)=1=— do =—
f(0)= j j — .
Quyidagi funkmyalarnmg Furye integrali topilsin.
<a,
Ne33. f(x)= {
N34 f(x)= lLLa<x<b,
0 X
0, x<a,x>b
,x<0,
Ne3d5  f(x)=<m,0<x <1,
0,x>1
sin x, x| < 7,
Ne36  fi(x)= {
0, x‘>7z
, x‘<1,
Ne37  f(x)=10, |x>1,
l, x==%1
2
sinx, 0<x< 7,
Ne38  f(x)=
0,x<0,x>rx
cosx,0<x<rm,
Ne39 f(x)= {
0, x>rx
2, 0<x<3,
Ne4() f(x)=<1, x=3,
0, x>3

0<x<1,

x>1

Ne41 a) f(x)= {1,0

by f(x)=e* (a>0,x>0) funksiyani juft tarzda davom etdirib, Furye
integrali ko rinishida ifodalang:
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x—1, 0<x<],
Ned3.  f(x)= 0. x>1

funksiyani toq tarzda davom ettirib, Furye integrali orqali ifodalang.

Ne43.  Quyidagi  funksiyalarning kompleks o’zgaruvchi bo'yicha

Furye integrali yozilsin.

c, ‘x‘ <
a)  f(x)=
0, ‘x‘ >
e, x>0,
b) f(x)= (a>0)
0, x<0
Yechish. a) funksiya (-00;+00) oraliqda aniqlangan. (42), (43)

formulalarga asosan: f(x) = jC(a)e’“"da Cla)=— jf(f) iex

(f (x) = 0,(~o0,~7), (7, OO))

. C LT C . .
C a)=— Ce*latdt —— e*lm —_ e*laﬂ _ elaﬂ —
(@) 272'_'[[ 2ric -|ﬂ 27wa'( )
c e —e’  csinza
e e R
o 2i T a
Bu holda, f(x)=< j SINAQ e g
e, x>0, )
b) f(x) ={ 0 0 (a>0) funksiya (42), (43) formulalarga
, X<

asosan kompleks o' zgaruvchi bo'yicha Furye integrali ko rinishida ifodalaymiz:

((—0,0){wf (x) = 0)

) b

15 : 1 . 1 .
Cla)=— x)e "dt=—|e e dt =—lim|e " dt =
(@) 27z_'[of( ) 272"([ 27 boey
b .
Lhm(_ 1 e(a+1a)t |:_ lim(e—(a+la)b_ — 1
2w a+ia o 2m(a+ia)bo 2r(a+ia)
chunki lljime*"be*ib“ = ll}ime*“b (cosab—isinab)=0.
Demak, })ime‘“’””b =0, cosab, sinab lar chegaralangan.
. . R 1
Amplituda spektri |c(a)| =
‘27z(a+za‘ 27\ q? +a
Bu holda berilgan funksiyaning  kompleks o’zgaruvchi

integrali
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Furye



15 1

— —e™da ko'rinishida bo'ladi .
2r ta+ia

fx)=

Quyidagi funksiyalarni ~ kompleks o'zgaruvchi bo'yicha  Furye
integrali ko rinishida ifodalang:

2

1, O<x<a, ad

Ned4,  f(x)= Ne45 f(x)= e 2
0, —wo<x<0,x>a
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