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Kirish

Mazkur uslubiy qo‘llanma “Ishlab chiqgarish texnik soha” bilim
sohasi ta’lim yo‘nalishlari uchun 2018 vyil 26 avgustda tasdiglangan “Oliy
matematika” fanining o‘quv dasturi asosida tayyorlangan. Xususiy
hosilali differensial tenglamalar to*g‘risida umumish tushunchalar, matematik
fizikaning asosiy tenglamalari, ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili differensial
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish usullari misolar bilan batafsil
keltirilgan. Koshi masalasi, tor tebranish tenglamasini keltirib chiqgarish va uni
yechish usullari bayon qilingan. Xususiy hosilali birinchi tartibli
differensial tenglamalar va ularni yechish usullari hamda ikkinchi
tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalar va ularning turlari
hamda kanonik ko‘rinishga keltirish usullari ustida to‘lig to‘xtalib
o‘tilgan. Tor tebranish tenglamasini yechishning Dalamber va Furye
usullari batafsil yoritib berilgan. Talabalarga Garmonik funksiya va
Grin formulasi hamda uning tatbiglari hagida ma’lumotlar berilgan .
Chegaralangan va chegaralanmagan sterjen uchun issiglik targalish
tenglamalari va ularni  yechish usullari  keltirilgan. Har bir mavzuda
dastlab mavzuning nazariy qismi yoritilib, so‘ngra bir neshta misol va
masalalar yechib ko‘rsatilgan.Ushbu uslubiy qo‘llanmaga talabalarga yanada
qulaylik yaratish magsadida uslubiy qo‘llanmaning har bir bo‘limida
mustaqil yechish uchun mashqlar va o°‘z-o‘zini tekshirish maqgsadida
nazariy savollar keltirilgan. Qo‘llanmadan matematik fizika tenglamalari
kursini mustaqil o‘rganuvchilar ham foydalanishlari mumkin.



1. Xususiy hosilali differensial tenglamalar

1.1. Umumiy tushunchalar

Biz fagat bitta erkli o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan noma‘lum funksiya hamda
uning hosilalariga bog‘liq bo‘lgan tenglamalar, ya’ni oddiy differensial tenglamalar
nazariyasi bilan tanishgan edik.

Shuni ta’kidlash lozimki, fan va texnika masalalari, umuman tabiatda
bo‘ladigan barcha jarayonlar ko‘p o‘zgaruvchili noma’lum funksiya va uning
xususiy hosilalariga bog‘liq bo‘lgan tenglama-xususiy hosilali differensial
tenglamani yechishga keladi.

Xususiy hosilali tenglamada gatnashayotgan eng katta xususiy hosilaning
tartibiga shu tenglamaning tartibi deyiladi.

Xususiy hosilali tenglamaning yechimi deb, shunday funksiyaga aytamizki, uni
va barcha xususiy hosilalarini tenglamaga qo ‘yganda u ayniyatga aylansa.

1-misol. XEy - y& =0 (1) tenglamani qgaraymiz. Bunda wun=u(xy)
izlanayotgan funksiya. Butun oxy tekislikda aniglangan n=x2+y2 funksiya shu
tenglamaning yechimi ekanligini ko ‘rsatamiz.

Haqigatan, bu funksiya d—:zx,E:Zy xususiy hosilalarga ega. (1)
X y

tenglamada ol d_y xususiy hosilalarni uning giymarlariga almashtirsak
X e2y - y #2X =0
ayniyatga ega bo‘Imiz. Demak n =x2+y 2 funksiya (1) tenglamaning yechimi.
x2+y2 ning istalgan differensiallanuvchi un=F(x2+y?2) funksiyasi ham
berilgan tenglamaning yechimi bo‘lishini tekshirib ko‘rish qiyin emas.
Hagigatan, x2+y2=wu deb olsak murakkab funksiyani xususiy hosilasini topish
goidasiga ko ‘ra
& = g_l_:_ 2X’ ﬂ” = _(_j_E_ 2ny
dx gm dy nm
bo‘ladi.
Bularni (1)ga qo‘yib

ayniyatga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, xususiy hosilali differensial tenglamalar oddiy differensial
tenglamalardan fargli nafaqat ixtiyoriy o‘zgarmaslarga bog°‘liq, (masalan, y"+y =0
oddiy  differensial tenglama CL,C2 ixtiyoriy  o°‘zgarmasga  bog‘lig
y =Clcosx + C2sinx  yechimlarga ega) balki ixtiyoriy differensiallanuvchi
funksiyalarga bog‘lig bo‘lgan yechimlarga ega bo‘lishi mumkin ekan. Odatda bu
funksiyalarning soni tenglamaning tartibiga teng bo ‘ladi.

Agar tenglama noma’lum funksiya va uning barcha xususiy hosilalariga
nisbatan chizigli bo‘lsa, u chiziqli xususiy hosilali tenglama deyiladi.
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Birinchi tartibli chizigli xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy
ko ‘rinishi quyidagicha bo ‘ladi:

Algi}-+Azza‘1‘é+...,gApra%?ﬁ+B =0. Gd)
Bu yerdagi A13A2,...,AnB koefitsiyentlar n ta erkli o‘zgaruvchilar x13x2,...xn ga
bog‘lig ma’lum funksiyalar, n=u(x1x2,....xn)-noma’lum funksiya. B =0 bo‘lganda
bu tenglama bir jinsli xususiy hosilali differensial tenglama, B $0 bo‘lganda u bir

jinsli bo‘Imagan differensial tenglama deyiladi.
Birjinsli bo‘Imagan tenglamani yechimini v(x13x2,...,xn,n) ko‘rinishida izlab

dw_
dv dv du i1 du ax, .._ —
— - =0 vabundan — =—"", i'=1n
o du o o v "
du

ekanini e’tiborga olib xususiy hosilalarning qiymatlarini (1.1) ga qo‘yib hosil
. av .
bo‘lgan tenglamanl——a—l— ga ko ‘paytirsak
u

]_ﬂ/ +A2_q\_/_+ +An__q____BE/:0
dxy dxg dXn du
bir jinsli chizigli tenglama hosil bo‘ladi.
Demak berilgan birinchi tartibli bir jinsli bo‘lmagan chizigli xususiy hosilali
differensial tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirish mumkin ekan. Shuning uchun
bundan keyin fagat bir jinsli tenglamalar garaladi.

Agar u(xBx2,...,xn) birinchi tartibli bir jinsli tenglamaning yechimi bo‘lsa
dx1l= (12)
A A -. An K }
oddiy differensial tenglamalar sistemasining umumiy integrali u(x13x2,...,xn)=C
bo‘ladi va aksincha n=C (1.2) sistemaning integrali bo‘lsa, u holda u(x13x2,...,xn)

birinchi tartibli bir jinsli chzigli tenglamaning yechimi bo‘ladi. Bu da’voni
noma’lum funksiya ikkita erkli-x,y o°‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lgan hol

uchun isbotlaymiz, ya’ni u(x,y) funksiya

AlY) gy TBY) gy =0 (1.3)

tenglamaning yechimi bo‘lganda u(x,y)=C
dx =dy (14)
A B K ;

tenglamaning integrali bo‘lishini va aksincha u(x,y)=C (1.4) ning integrali
bo‘lganda u(x,y) funksiya (1.3) ning yechimi bo‘lishini ko ‘rsatamiz.

Faraz qilaylik u(x,y)=C (1.4) sistemaning integrali bo‘lsin. U holda bu
funksiyaning to‘liq differensiali

du(x, y)—— dx +E dy =0
y
bo‘ladi. (1.4) ga asoslanib, bu yerdagi dx, dy larni ularga proporsional A va B ga
almashtiramiz, ya’ni dx =AA, dy =IB (/1-proporsionallik koeffitsiyenti) desak

du(x,y) =A(A— +B—)=0 yoki A— +B— =0
(x,y) A(dx dy) y x P



bo‘ladi. Bu 0‘z navbatida u(x,y) funksiya (1.3) tenglamaning yechimi bo‘lishini bildiradi.
Da’voning ikkinchi gismi, ya’ni u(x,y) (1.3) tenglamaning yechimi bo‘lganda u(x,y)=C
(1.4) sistemaning integrali bo‘lishi ham shunga o ‘xshash isbotlanadi.
2 2 —
2-misol. a) u=xr+ ,b) nu=xyz, c) n=—ey2 funksiyalar
z X

tenglamaning x>0,y >0,z >0 sohadagi yechimi bo‘ladimi?
Y echilishi. a) u(x,y,z) funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz.
du 2x du 2%2 L2y o 2y
dx y dy y z dz z
xususiy hosilalarning giymatlarini berilgan tenglamaga go‘ysak
du du du 2x2_ 2x2 2y2 2
—+y—+72— =2 F 222

X )éy 8z y2  y2 2" 12
2 2

ya’ni un :/)\/% t., funksiyaning berilgan tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadi.

_ du _ du _ du _ . . . .
b) n=xyz, — =yz, — =xz, — =xy g@ga egamiz. Bu giymatlarni berilgan
dx dy dz
tenglamaga qo‘yib garalayotgan sohada x& +yEy +ZEZ =xyz +xyz +xyz =3xyz /0 ga
ega bo‘lamiz. Demak n =xyz funksiya berilgan tenglamaning yechimi emas.
X

c) n =—ey2 funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz.
X

=y 2+y 2.-bb =(-yg5tz-pe7a ta =(1-y,. M7 =1 _"Eeyy
ﬂﬁl x>é ;</ yI2 (Axyz xy/) " dy (x ¥2 y3 )(x _yél) Y
du_y 2. x_172

dz x Y 'y
Xususiy hosilalarning giymatlarini berilgan tenglamaga qo ‘ysak

dx “dy dz Xy x 'y y

bo‘ladi. Demak, n =y ey2 funksiya berilgan tenglamaning yechimi.
X

3-misol. f (x,y) uzluksiz differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiya bo‘lganda
u(x,y)=x+y +f (xy) funksiya
du du _

X-——-y— =X
dx ydy =Y

tenglamaning yechimi bo‘lishi isbotlansin.
Yechilishi. u(x,y) ni xva y bo‘yicha differensiallab

dy =1+Yf (xy), % =1+ xef '(xy)
larni topamiz. Bularni berilgan tenglamaga qo ‘ysak

du du rt/ \ rt/ \
Xgx =Ygy =Xy f () _Y_yxef () =x_¥
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bo‘ladi. Bu hosil gilingan funksiya berilgan tenglamaning yechimi ekanligini
ko ‘rsatadi.

4-misol. yg _XE =0 Xususiy hosilali tenglamani yeching.
X y

Yechilishi. (1.4) ga binoan 7:)(_— differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.

y2

xdx=_ydy tenglamani integrallab X2, Y2 Clyoki x2+y2=C (C=2Q) gaegabo‘lamiz.

Demak n =x2+y2 funksiya berilgan tenglamaning yechimi.

Quyida asosiy e’tibor fizikaning muhim masalalari yuzaga keltirgan va “matematik
fizika tenglamalari” nomini olgan ikkinchi tartibli chizigli xususiy hosilali differensial
tenglamalarni o ‘rganishga garatilgan.

Fizik masalalarning ko ‘pchiligi ikkinchi tartibli chizigli xususiy hosilali

A'd—Zﬂ + 28-9-?-{+ CAEZ-U+ E;\@ + EAEJ +Fu=f{xy) 81(5‘)\
dx2 dxdy dy2 dx dy v

ko‘rinishdagi  differensial  tenglamaga  keltiriladi, bunda A,B,C,D,E,F f
koeffitsiyentlar x va vy erkli o‘zgaruvchilarning ma’lum uzluksiz funksiyalari,
u(x,y)-noma’lum funksiya.

Agar tenglama koeffitsiyentlari erkli o‘zgaruvchi x,y larga bog‘lig bo‘lmasa, u
holda tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli tenglama deyiladi. Agar (1.5) tenglamada
f (x,y) =0 bo‘lsau bir jinsli xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

(1.5) xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimi deb, tenglamaga go‘yilganda
uni ayniyatga aylantiradigan x va y ning ixtiyoriy u(x,y) funksiyasiga aytiladi.

1.2. Matemarik fizikaning asosiy tenglamalari

I. To‘lgin tenglamasi:

dRf _ ;392 (1.6)
dt dx
Torning ko‘ndalang tebranishi, sterjenning bo‘ylama tebranishi, simdagi elektr

tebranishlari, aylanuvchi silindrdagi aylanma tebranishlar, gazodinamika va akustikaning
tebranish bilan bog‘liqjarayonlarini tadqiq etish shunday tenglamaga olib keladi.
Il. Issiqlikning targalish tenglamasi yoki Furye tenglamasi:
du _ 2d2y n5|
a =a ﬁz. (17
Issiglikning bir jinsli muhitda tarqalishi, diffuziya hodisalari, filtratsiya
masalalari, ehtimolliklar nazariyasining ba’zi masalalari shunday tenglamaga
keltirilib o‘rganiladi.
[11. Laplas tenglamasi:

N +8‘yu =0. (1.8)
Elektr va magnit maydonlari hagidagi masalalarni, statsionar issiglik holati
hagidagi masalalarni, gidrodinamikaning sigilmaydigan suyuglikning potensial
harakati va statsionar issiqlik maydonlariga tegishli masalalarni yechish Laplas
tenglamasiga keltirladi.
Agar izlanayotgan funksiya uchta erkli o‘zgaruchilarga big‘lig bo‘lsa, to‘lgin
tenglamasi



Z'Zaz"dm dum i (1.6)
vdx2 dy2j '
issiglik targalish tenglamasi
du _ 2 da da

=a (1.7)
dt vdx2 dy2]

Laplas tenglamasi
dii+n +71 =0 (1.8
dx dy dz

ko‘rinishda bo‘ladi.

Yuqoridagi tenglamalarning har biri cheksiz ko‘p xususiy yechimlarga ega.
Biron bir anig fizik masalalarni yechish vaqtida shu yechimlar ichidan aynan shu
fizik mazmundan kelib chiqib qgo‘yilgan qo‘shimcha talab (yoki shart)larni
ganoatlantiruvchisini topish talab qilinadi. Ana shu qo‘shimcha shartlarga
chegaraviy va boshlang‘ich shartlar deymiz. Har ganday tenglama uchun qo‘yilgan
masala quyidagi uchta shartni bajarishi lozim:

1) yechim mavjud bo‘lishi kerak;

2) yechim yagona bo‘lishi kerak;

3)yechim turg‘un bo‘lishi, ya’ni masalada berilganlarning kichik o‘zgarishi
yechimning ham Kkichik o°‘zgarishini ta’minlashi kerak.

Mana shu uchta talabni bajargan masalaga korrekt go‘yilgan masala deyiladi.

1.3. Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili differensial tenglamalarning
turlari va kanonik ko‘rinishlari

(1.5) tenglamani qaraymiz. Bu tenglamaning teskarisi x=x(£,r), y =y(£,r)

almashtirishga ega bo‘lgan
E=£(xyl r=r(xy) (1.9

almashtirish yordamida (1.5) tenglamani ya’ni £ va r o°‘zgaruvchilarga nisbatan
soddaroq tenglamaga Kkeltirish mumkin, bunda £(xy), r(x,y) funksiyalar
almashtirish ~ bajarilayotgan  biror D sohada  uzluksiz, ikki  marta
differensiallanuvchi.

Shu magsadda ushbu xususiy hosilalarni topamiz:

du=du dE*du dr du=du dE A du dr

dx dE dx dr dx’dy df dy dr dy’

da_ d .du d£ du dr) da dEE du d2 |

dx dx dE dx dr dx dE dx de dx

dA dE dr A3y diyz G2, 0d) dr dE

dEdr dx dx dr dr dx drdf dx dx

=da fdE/bH2 dA1 dE dr +dA1 (dr)2+du dZ " du dZX

d£2 "dxJ dEdr dx dx dr2 dx df dx2 dr dx2’
da d ,du dE du dr da dE df du .1:12@ da dE dr

dxdy dy de dx dr dx. df dx dy d£ dxdy d£dr dx dy

Hdai dr dr Hdu dr dr + dA1 dr df

dr2dx dy dr dx dy dEdr dx dy
(1.10)



A .U.2/| A% .U.2/| A py AM oAU 2 o A% AZJL
2 ot () *2 e T
iy .D.°0 QT TRy

A% py .U.U. oy
Xususiy h03|lalarn|ng topilgan giymatlarini (1.5) tenglamaga qo‘yib, quyidagi
tenglamani hosil gilamiz:

a 'D'Z/Ili-Za AN ma A \_O
" - 111
né: A%y Au2 (111)
bu yerda
3, (%) =n(ACY +:8 4 -.AY +clAY (1.12)
X0y vayd
aH (Y, 1) = A- AAL‘)2+2E'QLt ML c(Py2
xony o py

N
a,(El) = INX-.nx +B O AUHEO ALY o
ax X Ao ny oy mpxJdooony Iy
(1.12) da %xYy), u(xy) funksiyalarni shunday tanlaymizki, natijada g11 aB

koeffitsiyentlar nolga aylansin, ya’ni

/nr\2 1% 2
n +2 +cC =0, @@
VaxJ AX Ay Ay
(1.13)
n Mo n +C Al 0
Vax AX DY vy j
bo‘Isin. i
(a) tenglamani (CLX_-)Z ga bo‘lsak
FE)P\Z X
AX 4+ 2ELL-+c =0
Ry
Voy j Ay
i)
kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamani -g" ga nisbatan yechsak,
Ay
Ay
-Exn/E2- NC
X
114
N (114)
Ay

kelib chigadi.

Bundan kvadrat uchhadni chizigli ko‘paytuvchilarga ajratish qoidasiga
asoslanib

Ay
p CEWE2-NC g -E-JE2-0C o
Ay ay
ny ny
N~ +(E-VE2- NIC)A =0, 1 ~ - (EW E2- NIC)" =0
I ny Iy oy
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tengliklarni hosil gilamiz. Demak (1.13)ning har bir tenglamasi xususiy hosilali

birinchi tartibli A— +(B-VB2- AC)— =0, A— - (BW B2- AC)— =0 chizigli
irinchi ibli dx ( )dy & ( )dy iziglh

tenglamalarga ajraladi. Bu tenglamalar 1.1 mavzuda ko‘rganimizdek

L N S

A B-VB2- AC A Bw B2-AC
yoki Ady- (B-n/B2- AC)dx=0, Ady- (BW B2- AC)dx=0 (1.15)
differensial tenglamalarga teng kuchli.
Bu yerdagi ikkita tenglamalarni
Ady2- 2Bdxdy +Cdx2=0 (116)

yoki buni dx2 ga bo‘lib uni A(&)z- ZB& +C=0 (116)

ko ‘rinishdagi bitta tenglama shaklida yozish mumkin.

(1.15) ning umumiy integrallari p(x,y) =C1 /(x,y) =C2 bo‘lsin. Bu holda ular
(1.5) tenglamaning ikkita egri chiziglar oilasini tashkil qilib, tenglamaning
xarakteristikalari deyiladi. (116) tenglama esa (1.5) tenglama
xarakteristikalarining differensial tenglamasi deyiladi.

Shuningdek, (1.16) tenglama (1.5) tenglamaning xarakteristik tenglamasi, uning
umumiy integrali esa xarakteristika deb ham yuritiladi.

Quyidagi lemmani isbotlaymiz.

74.1-lemma. Agar z = (p(x,y) funksiya

‘2 fn712
+o892.92, ¢ @z =0 (1.17)
AX Ly ay.
tenglamaning xususiy yechimlaridan biri bo‘lsa, p(x,y) =C ifoda

alg))/(}z- 283{( +C=0
xarakteristik tenglamaning umumiy integrali bo‘ladi va aksincha p(x,y) =C (1.16)

xarakteristik tenglamaning umumiy integrali bo‘lganda z =p(x,y) funksiya (1.17)
tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi.
Isboti. Ayniyatlik z =p(x,y) (1.17) tenglamaning yechimi bo‘lsin. U holda

2
(1.17) tenglamani -dz ga bo‘lib lemmaning shartiga ko‘ra p(x,y) hosil bo‘lgan

i
tenglamaning yechimi ekanligini hisobga olsak

2
dp” f dp”
dx dx
dp 2B dp +C (118)

dy j i dyJ
bo‘ladi. p(x,y) =C tenglamani oshkormas shaklda berilgan funksiyaning tenglamasi
deb qgarasak

dp
dy  dx
dx dp
dy

bo‘lishi ravshan. Buni (1.16°) ga qo‘ysak (1.18) ga asosan
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f 2

dp” | dp”
*1 - Bf*1+C=A dk .o & ¢
dx J dx J dp dp

dy j i dyl
bo‘ladi. Bu bilan lemmaning birinchi gismi ya’ni p(X,y) %/4.17) tenglamaning yechimi

bo‘lganda p(x,y) =C (1.16’) tenglamaning umumiy integrali bo‘lishi isbotlandi.
Lemmaning ikkinchi gismini isbotlashni o‘quvchilarga qoldiramiz.
(1.16) tenglamani kvadrat tenglamani yechgandek yechib

dx A dx A
tenglamalarni hosil gilamiz.

(1.15) tenglamalarning integrallarini ganday bo‘lishi va (1.5) tenglamaning
sodda ko‘rinishga keltirilishi shu tenglamaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari
oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan A=B2- AC diskriminantning ishorasiga
bog‘lig bo“ladi.

A diskriminantning ishorasiga bog‘lig holda (1.5) tenglamani quyidagi turlarga
ajratish mumkin:

1) agar D sohada A>0 bo‘lsa, berilgan tenglama shu sohada giperbolik turdagi

tenglama deyiladi;

2) agar D sohada A<O bo‘lsa, berilgan tenglama shu sohada elliptik turdagi

tenglama deyiladi;

3) agar D sohada A=0 bo‘lsa, berilgan tenglama shu sohada parabolik turdagi

tenglama deyiladi;

Almashtirishning yakobiani fgl—d;l%:’\o bo‘lganda E=E(xy), n=n(X,y)

almashtirish natijasida tenglamaning turi o‘zgarmaydi. Bitta tenglama sohaning turli
gismlarida turli turga mansub bo‘lishi mumkin, masalan.

L Ngm , AM 1 24N o M
(1- X X 'ny,qx,qy M+Y )ay3 ax Y 1y
tenglama uchun B2- AC =(-xy)2+(@1- x2)(l+y2)=1- x2+y’2

Shuning uchun bu tenglama 1- x2+y2>0 sohada giperbolik turdagi, x2-32-4
chiziqg ustida parabolik turdagi, 1-x2+y2<0 sohada elliptik turdagi, ya‘ni
x2-y2=1 giperbola ustida parabolik, giperbola ichida giperbolik, giperboladan
tashqarida elliptik bo‘ladi.

Barcha nugqtalarida (1.5) tenglama bir xil turga mansub bo‘lgan sohani
garaymiz. Bu sohaning har bir nuqgtasi orqali giperbolik turdagi tenglamaning ikkita
har xil haqigiy xarakteristikalari, elliptik turdagi tenglamaning ikkita har xil o‘zaro
qo‘shma kompleks xarakteristikalari ~va parabolik turdagi tenglamaning bitta
haqgiqiy xarakteristikasi o ‘tadi.

Keltirilgan turlarga mansub har bir tenglamalarning o‘zlariga xos kanonik
ko‘rinishlari mavjud. Ularni keltirib chigarish uchun A diskriminantning ishorasiga
bog‘liq holda (1.5) soddalashtiriladi.



1. Giperbolik turdagi tenglamalarning kanonik shakli

Giperbolik turdagi tenglamalar uchun A=B2- AC >0 bo‘lib (1.13) ga asosan
(1.12) dan al=0, aB=0, a2 ™0 ekani kelib chigadi. Shuning uchun (1.11) ni 2ap
ga bo‘lib

a1 F , - A — an  an (n
n€au = 2an yoki E%ﬁ =F(E,/ln ﬁ£T A'Ll) (1.19)

tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda F =-
2al
(1.19) giperbolik turdagi tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.

Agar (1.19) da £ =a +P,V=a- P almashtirish bajarsak, giperbolik turdagi

tenglamaning ikkinchi sodda ko‘rinishiga ega bo‘lamiz. Bu holda a =ill, P=iz |
bo‘lib giperbolik turdagi tenglamaning kanonik shakli
Ad A =Fx(a, P'ulﬂ'/l.ﬂ.ﬂ) 8.20)
faz2 ppz2 & Aa ap
ko ‘rinishni oladi.
5-misol. Ushbu x2722. - y2 =0 tenglama kanonik ko ‘rinishga keltirilsin.

Yechilishi. A=x2, B=0, C=-y2, A=B2- AC =x22>0.Demak, bu giperbolik
tenglama (oxy tekislikning koordinata o‘qlarida yotmagan barcha nuqtalarda).
Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
X20y2- y20x2 =0 Yyoki (xOy+yOx)(xOy- yOx) =0.
Bu xQ¥y+Y0 0,1 differensial tenglamalarga ajraladi.
XOy- yOx=0]
Bularni o‘zgaruvchilarini ajratib integrallaymiz:

+<{ =0, °y- =0, Iny+Inx=Y4 =C,, y =C2
y X y X Iny - Inx=C2j X

Berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun £ =xy va . =y vyangi
X
0 ‘zgaruvchilarni Kiritamiz.
U holda — =y, — =X, — =--y -, — =1 bo‘lishi ravshan.
X y X 2"y X
Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini topish qoidasiga asoslanib
topamiz:
A _ v BE M [y m my
A pE oX puy o axo pEN  py x2’
m=an g +am gy =amx+am 1
Ay BE py pu gy pE gy x’
AM A v Moy A ALY
wl = bR i) = R (B ™) Bx G =
I T N L e W,
~ah Jy (o) AL &>

T O TR N N TR TR

M 2 M M nOf M n

ALy 22y (T (ATAR AT Ay S Al Yy
AE BEAL S x| OBEAU AX AL AX X A4 X
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nE2 nEan x2 AEoy x2  gul x4 au X3
:ﬂaﬂ_yZ_z oM y2 l,c|,2/| y2 +2ﬂ'f.l’
nE2 AEAL X2 ,qu,2 X4  gu X3

aAM ,q,u,m ,qml

Bon o Bon y2 Bn y2 & g2 oo

A=A B B A M Ay
nmy Au X" Ay CAET Ay AU
= ___24] E ------------ ) (—:e:%-/_l-:::EE AM ﬂU,)

REpy .U.E.U.U. ny’” CEEDG Ay AL my’x

M 2 AM AM AM 1AM M oM 1
AN 2 AN AN AN L AN AN A

AE2 AEAU  AEAY .U.LLZ x2 pE2 AEAL - A2 X2
Xususiy hosilalarning ushbu qiymatlarini berilgan tenglamaga qo‘yib uni
soddalashtiramiz.

M 2 M 2 7
& !’é- p A Y2 AT Y __,q_____y_) y2('u' -IX2+2-'U'2/I e ) =0
E > AEQU x2  pu2 X4 Al X3 LoE i TR TR ’

a2 AN 2 Ny =0 yoki - 4y2bo‘lsak
AEOL Ay X
m1 1 M 1
A A =g yoki — A ---=0
AEAL 2 pu Xy AEOL 2B Ay

Bu berilgan tenglamaning kanonik ko ‘rinishidir.

2. Parobolik turdagi tenglamaning kanonik shakli.

Parabolik turdagi tenglama wuchun B2-A® =0 bo‘lgani uchun (1.15)

tenglamalar bitta tenglamani ifodalaydi va (1.16) xarakteristik tenglama yagona
ALy) =C umumiy integralga ega bo‘ladi.

Bu holda E=p(x,y) va u=u(x,y) deb olamiz, bu yerdagi u(x,y) p ga bog‘lig
bo‘Imagan ikki marta differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiya. Qaralayotgan holda
B =VA-4b ekanini hisobga olsak

. VA— +7 2?2 7 =0
X xopy layj /X ny
va bunga asosan

an = ABE B4 oTAE AU AE AUL AR AU _
AX X X py 4y Xy oy ny

4A +4MAN +7[cd L =0
(A TR AR e
bo‘ladi. Shunday qilib, (1.11) tenglamada A va ;;Au ning oldidagi
X
koeffitsiyentlar nolga teng bo‘lib, ikkinchi tartibli hosilalardan ﬂ.ﬂé goladi, butun

tenglamani uning oldidagi koeffitsiyentga aB ga qisqartirish natijasida tenglama

o |/|f

mﬁ =—2BUn e n& 2575

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu tenglama parabolik turdag| tenglamaning kanonik shaklidir.
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A AR AN
6-misol. sin2x- 2ysinx ~" +y 0 =0 tenglamani kanonik ko ‘rmishga keltiring.
X2 AXay fy2

Yechilishi. A =sin2x, B =-ysinx, C =y 2 bo‘lgani uchun
A=B2- A.C=y2sin2x-y2sin2x=0.
Demak, berilgan tenglama butun oxy tekislikda parabolik turdagi tenglama.
Sin2 xOy2 + 2y sin xOxOy +y 20x2 = 0 yoki (sinxOy +yOx)2=0

berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasidir. sinxOy+yOx=0 tenglamani

sinxw ga bo‘lsak — +-S_°n" =0 o°‘zgaruvchilari ajralgan tenglama hosil bo‘ladi. Uni
y sinx
integrallab

Iny +Intg2 =InC, Inytg2 =InC, ytg2 =C
xarakteristik tenglamaning umumiy integralini hosil gilamiz.

Berilgan tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirish uchun £:ytgx—, I =y
almashtirish olib kerakli hosilalarni topamiz:
£ 1 1 £ =t =0 =1
AL AN , A X Ay ,.U.Ll
2
m_ g pE oAy m I Moo L 1
X BE X AL AX pBE N o 2X AU 2 pf

2
BB BE W AY g X\ W
Ay oSE py pu opy [Af 2y

axm 1 a (g 1 )E'- il 1 )gm a

axt = 2w WX (AE " o %Y "pdaN) mx a2 D7
2 2 2

1 AM .U. 1, A% pu 1

X, 1
=2 W M= s —-( 2) XOos 3—( sin—)— =
AE2 L 0052)2( AgAr ,qx cos?X- Pk 22

1 (.,qm 1 1 SN, ,u,m) 1 .Cl.2/|+1y N, an
=oy(g—ym  t— 2 )=y “+-
27 hE g_z cos = cos32x BETAT s XA M cos3X g
2 2 2 2
S e T R+ i W
AP it WS A = )= 2y + 28
P it 2cos X WA A
1 AMBE A AN o 1 AN X oM

,qM
voos X PE m R ) e x E8R9: Mpeay Vg

2
y X y A 1 m

m + +

2 CoS'
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da=d(duy=d(du x du)= xd(du. d(du.= x(dude da d»
dy2 dy dy dy dE~2 dy ~2dy dE dy dy "2 dE2dy dEdy dy’

dZJ duI dZU duI X Mdau x da da x_ da
————————— (—- - 1) +- -tg- +—-m=
dEdu, dy duI dy 2 dE 2 dEdu, dEdy 2 dy

2x dau x da da

T9% a9 Ty |
Topilgan xususiy hosilalarni berilgan tenglamaga gqo‘yamiz.

. X
sin X ( 1y 21 1_ ____q_ZJ iy _:Sjr_]_?____/_\) 2y sin X( _________ t _)E_EI_%J ____Y_____Ej_%'j + _____]'_____Ej_q) +
4 4X d% 2 COS3)2( b QCOSZ)Z( g 2 dE QCOSZ)Z( dE QCOSZ)Z( d/\

2 2xda x dau da
Y (9 T2+ 05 gegy Yy ) TO YK

Csing 2y 5ty Bsinx o %---t Xy fmg > __‘_31521__(y§_§_i_r‘_)_(___ oy &g da by  dau
sh2x  Sin; in
N . . > _
( cos — Yo o3 )y =0
(sl *2 a0 85 y %y wn Swostug Xt by R du
2 cost— 22 22 o5 2" dg
SRRl - 7y mg 42,2 dA
cos” — 2 dEduy du
N
—ytsm X gosXe o qg Xyl __(cjj_u: A
? cos X027 X dE
yoKki
X 2 2x 2 2x da 5 ) 4
T2y mg -ty ¥ 'E'(ZY'Q'-Zng -A L
+ 2-q\%}wsn (t X j-du 0
y inx"y(tg, G e =0,
i1 b cos %= O
Shunday qilib

2_dA sinx my LR onyoki 'y A sin x _w
dn n de

tenglikka ega bo‘lamiz.

ekanini hisobga olsak



A1 sinx u

Au2 y  pE
tenglama

a2 2£ du

au2 £2+r/2 gE
ko‘rinishni oladi. Bu tenglama berilgan tenglamaning kanonik shakli.

3. Elliptik turdagi tenglamaning kanonik shakli

Elliptik turdagi tenglamalar uchun B2-AC<0 va (1.17), (1.18)
tenglamalarning o‘ng tomonlari qo‘shma kompleks kattaliklar bo ‘ladi.

Shuning uchun elliptik turdagi tenglamalar haqigiy xarakteristikalarga ega
bo‘Imaydi.

Kompleks yechimlar o‘zaro qo*‘shma bo‘lib

C =p+iy, C2=-1iy (1.21)
ko‘rinishda bo‘ladi; d(x,y), y(x,y) funksiyalar hagiqiy funksiyalardir.
(1.21) ni (1.13) ga qo‘yib, hagiqiy va mavhum qgismlarini ajratamiz:

A(— +iry)2+2b(pd+i y 6?7 +idy )+C(ab +i"y)2 =0,
axo o ax axo axo gy y ay oy

A(cp —quy)z +2EAD o —2B— o +C(—¢)2—C(,q>’)2+
ox oy ny mxooony

+1 2AD .Y +26{&h-Y +® -Y ) +ic-- gy =o.
X BX Ax py py BOX ay Ay
Bundan kompleks son ham haqigiy qismi, ham mavhum qgismi nol
bo‘lgandagina nolga teng bo‘lishini hisobga olsak

AP +2B9-Y +C(P =A (y +2B—d-Y +C(— f,
AX AX oy Ay AX oy Ay
Amby + mp'y +Atb“y)+cm0-y =0
] Ao oxe o AXopy Ay AX Ay oy
tengliklar kelib chigadi. Bundan (74.12)ga asosan
an =al3 ar =0.
Bu holda (1.11)ni all ga bo‘lib
anm oz N an an.
W +14 =>K ™ * en:> <L22)

F
tenglamani hosil gilamiz, bunda F3=----- :
an
(1.22) elliptik turdagi tenglamaning kanonik shaklidir.

7-misol. AN 2—"2'—2-A—+2ﬂ2-/|—0 tenglamani kanonik ko ‘rinishga keltiring.
A2 pxpy o py2
Yechilishi. A=1B=-1 C=2, A=B2- AC=1-12=-1<0 bo‘lgani uchun
berilgan tenglama elliptik turdagi tenglamadir.
Endi xarakteristik tenglamani tuzamiz:

y2 + 2iixity +2iix2 =0, bundan y'2+2y'+2 =0 yoki y’=-1%i ni hosil gilamiz.

Demak — =-1z%i, — +(1+i) =0, y+@+r)ix=0. Buni integrallab
X X

y +x-ix=Cj, y+x+ix=C2
16



xarakterstik tenglamalarga ega bo‘lamiz.
£=y+x, 4 =x yangi o‘zgaruvchilarni kiritamiz. Bulardan foydalanib xususiy

hosilalarni topamiz.
AE = pE =nu =0
Ax gy 4axo Tdy
Mmoo pE+mvoay g +an
Ax AE Ax Ay Ax o AE Aue
An_ v BE M [y _ M
, ny AE [y Ay gy AE”
a% _a ey, ddet_d% 3, d% au,
ab ag aE ax ay af ax afay ax
AN ,U.U._+_.U._2/|_I_.U.U. _ﬁt2/|+,Z AM AN

+ -0 s D ey D L

BEOL AX AW AX AET AEpu Ay
AV _ 4 A0y - AN IC , AM AU - AN
Ly2 ny BE° AE2 py pEu py  pE2

Ayax  ox- A nE o pEAL AX  AE AEAL
Bularni barilgan tenglamaga qo‘yib soddalashtiramiz.

Ak AEOL Ay it AEOL OE

y0k| ﬂ% +ﬂ2/|_ =0.
AE2 pu2
Bu berilgan tenglamaning kanonik ko ‘rinishidir.

Shuni ta’kidlash lozimki matematik fizikaning asosiy tenglamalari to‘lgin tenglamasi

iy 201
ﬁr =a ﬂ?
giperbolik turdagi tenglama, issiqlik targalish tenglamasi —t:az parabolik
A AX
turdagi tenglama, Laplas tenglamasi
oM  o;
+---7=0
A ny

elliptik turdagi tenglamadir.
Xulosa. Ikkinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili chizigli xususiy hosilali

AR 4 og AU | SR, S ML b = £ (x,y)
AX2 fxpy  Ay2 Ax Ay
differensial  tenglamalarni  kanonik  ko‘rinishga  keltirish ~ uchun  uning
xarakteristikalarining differensial tenglamasi deb ataluvchi
Ady2- 2Bdxdy +Cdx2 =0

= ga nisbatan kvadrat tenglama tuzilib uning umumiy integrallari
(xarakteristikalari) topiladi:

a) A=B2- AC >0 bo‘lganda (1.16) tenglama ikkita har xil haqiqiy

(p(x, y) =CL, y/(x,y) =C2 xarakteristikalarga ega bo‘lib (1.5) tenglama £ =(p(x,y),
u =/(x,y) almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi;
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b) A=B2- AC=0 bo‘lganda (1.16) tenglama bitta p(x,y)=C haqiqiy
xarakteristikaga ega bo‘lib (1.5) tenglama C=(p(xy), u=/(x,y) almashtirish
yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi, bunda /(x,y) p ga bog‘lig bo‘lmagan
ikki marta differensiallanuvchi ixtiyoriy funksiya;

c) A=B2- AC<0 bo‘lganda (116) tenglama 0°‘zaro go‘shma
p(x,y) +i/(x,y) =CL p(x,y)-i/(x,y) =C2 kompleks xarakteristikalarga ega bo‘lib
(1.5) tenglama C=p(x,y), u=/(xYy) almashtirish yordamida kanonik ko °‘rinishga
keltiriladi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar

Quyidagi birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
umumiy integrallari topilsin.

1 x— +y— =z.Javob: ®( 2y 2, z)=o0vyoki z=Y( _y ).
ax - py X -y X -y

2. yz— +xz—=-2xy. Javob: x2+— =Y (x2-y?2).
AXAY 2

tgy
3. Zsinxh& siny =sinz. Javob: tg;—:tg:—’\Y(—é).

X Ay X
tg2
4. yz—+xz—=xy. Javob: z2=x2+"(y2- x2).
ax Ay
5 y— - x— =0.Javob: z="(x2+y2).
axo Ay

Quyidagi tenglamalar kanonik shaklga keltirilsin.

P P P
6. A +2—'l—J'——— +5£- - 32u =0

XAy Ay
N oaM aM
7. 'u'_ _2_'9'___+ﬂ +9(£ +£V5:0.
Xy Ay A Ay
N aM aM
g. 2B 3 A A 2 A ou=0
Xy Ay A Ay

M M n n
10. 982 g AL A 0 15 5o x- 2y =0,
XAy By A Ay
M M M " n
10, B g B 0 A o M B oxhay =0,
R AV Y
M M M 7 n
12. 82 1 4 820 13 8% 30 2 04 M g 4 9ix+y) =0
Ax2 o axay o Ay2 XAy

2.20M 2
13. (1+x )2'”'—- +'U'—24+2x(1+x )& =0.
Jive

oX2  [y2
24 Y 20U
14. y2'u'—- +2xy—'9'——— +x2£- =0.
ax axay Ay



15.

16. X

19, A<
18-

19.

20.

21.
22,
23.
24.
25.
26.y
21.
28.
29.
30.
31.

32.

33.

A (1+y2)2—2; - 2y(1+y§)— =0.
Ay

AX2

@24 N 8% i )]
*?Wﬂxﬂyw W2 =0..Javob: & = ,-u Y, —chz 0.

A

.U.2/| gAY AWM an M

+6—

=0 Javob: E’= X+Yy, U= 33(+y,--__2_4 _______ =0.

AX axpy oy ax o ay AEAL Ay

1AM 1A% L1 )
3 A 8. Javob: E=y° u=x3 N LAY LML oAy D
X AX y 4y OE au 2 E .U.E L Ay

(1+x5)— +(1+y5)— +x& +y'u' =0.
A ny

2/| p,2/|
Javob: E=In(xW 1+x2), u =In(y +"1+y 2), ,qEz 12 =0.
X X oM "
AT Zcosx-'l-J' ------ (3+sin x)—- - yﬂ =0.
AX2 Axay Ay2 — ny

AN u-E.an Aau

Javob: E =2x +sinx + LU =2X- SinX- Y, %
Y y
AEou 32 AE AH

=0.

X —-'E-\-nyg————'c-'l-y —-Zﬂ%(/l— y “ﬂO Jav O-E) E—— LhU. Y, —1r -19”—:61

AX AXpy Ay ax

M M M n n
'D'__ +4_'E|'___+4ﬂ- +3ﬂ +6ﬂ =0.

Ax axpy oy axo Ay

-6 -+, 3 =0.
ax Axny Ay
y%'ﬂ'_afl - ny_'g'_z_ﬂ + X 2&2_/1 0.
Ax AXAy Ay

AN AN
—-+X—- =0 (X>0 sohada).
OX2  [y2

P M P " "
'D'—-+2—'El' ————— Sﬂ-+2ﬂ+6ﬂ:0.
AX Axpy Ay axo oy
'U'_ail +4_'E|'_2_4 +5ﬂ2_/l+ﬂl/l+ Zﬂmz 0.
ax axgy Ay AX Ay

M M M n
P L ) AL
Ax axpy Ay axo Ay

M M AN
45 +11—- +10M=0.
ax axay Ay

AxX axpy oy
19
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34.

35.

36.

37.

38.8

39.

40.

41.

43.

44,

45.

46.

48.

49.

50.

ol.

SRS

M M M "
A 5 AT L5 8% g Ay,

AX AxXpy Ay ax

M aM A
A AT 30 A s My,

Aax axay ay X
AM  AM _AM
11— +5—-=o0.
AX axay Ay

AX _ AXAY Y
aMm
,qu §,qy2 Ty 2
aAM 2,q2|/|
,u,xg"'x o

aAM A1 AM

e Xy e
AN gAY gAY
ox2 o pxay oy
1YY V. I

ox2 U pxpy  py2
AT - CAPPL
ox2 opxay o ay2
'u'__ + 0-'9'.%4--- ﬂ- =

Nazorat uchun savollar

Tenglama gachon xususiy hosilali deyiladi?

Xususiy hosilali tenglamaning yechimi deb nimaga aytiladi?

Xususiy hosilali tenglamaning tartibi deb nimaga aytiladi?

Chiziqgli va nochizigli xususiy hosilali tenglamalarga ta’rif bering.
20



5. Birinchi tartibli xususiy hosilali chizigli tenglamaga te’rif bering.

6. Birjinsli va bir jinsli bo‘Imagan xususiy hosilali differensial tenglamalarga ta’rif
bering.

7. Birinchi tartibli xususiy hosilali bir jinsli bo‘Imagan chizigli tenglama ganday
qgilib birjinsliga keltiriladi?

8. Xarakterstik tenglama nima?

9. Xarakteristika nima?

10. Giperbolik, elliptik, parabolik turdagi tenglamalarning ta’rifini ayting.

11. Giperbolik, elliptik, parabolik turdagi tenglamalarning kanonik shakllarini yozing.
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2. Masalaning go‘yilishi. Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish
va uni yechish

2.1. Koshi masalasi, chegaraviy masalalar, aralash masalalarning
go‘yilishi.

Har ganday oddiy yoki xususiy hosilali differensial tenglamalar ham
yechimga ega bo‘lgan taqdirda ham yechim cheksiz ko‘p bo‘ladi. Bu yechimlardan
go‘yilgan fizik masalaga to‘lig javob beruvchisi yagona yechimni ajratib olish
kerak. Buning uchun tenglamaga shu fizik masalaning mohiyatiga ko‘ra gqo‘shimcha
shartlar berilishi kerak. Masalaning qo‘yilishiga garab bu shartlar boshlang‘ich,
chegaraviy, aralash deb nomlangan turlarga bo‘linadi.

Masalan, uzunligi i ga teng, uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin
tebranish tenglamasi

iy _a2,q2/|

al2  “ axe 20)
ga quyidagi go‘shimcha shartlarni go‘yish mumkin. a) boshlang‘ich shartlar:
nx,0)=u=0=f (x), ya‘ni boshlang‘ich paytda torning har bir nuqtasini abssissa
o‘gidan uzoqligi ma‘lum;
an
At t=0
b) chegaraviy shartlar: n(,t)=0, u(i,t)=0.
Bu shartlar torning ikki uchi mahkamlanganligini ko‘rsatadi. Fagat boshlang‘ich
shartlarda yechish Koshi masalasi deyiladi.

Chegaraviy va boshlang‘ich shartlar to‘plami chetki shartlar deb ataladi.

Agar chegaraviy shartlardan bittasigina bajarilsa, torning bir uchigina
mahkamlangan bo‘lib, ikkinchi uchi esa erkin tebranadi deymiz. Masalaning
go‘yilishida umuman chegaraviy shartlar berilmagan bo‘lishi ham mumkin, u holda
tor chegaralanmagan (cheksiz tor) deb hisoblanadi. Bu fizika nuqtai nazardan tor
shu gadar uzunki, garalayotgan elementar bo‘lagiga ikki uchining ta“‘siri yo‘q degan
ma‘noni bildiradi.

=F (x), ya‘ni torning har bir nuqtasini boshlang‘ich tezligi ma‘lum;

a sirt bilan chegaralangan to soha(jism)da A2 +'u'—ZA 'D'ZA:O (An=0) Laplas
X ny R
tenglamasini ganoatlantiruvchi sohaning chegarasi a sirtning har bir M nuqtasida
berilgan.
u =fm)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x,y,z) funksiyani topish masalasi Dirixlening
ichki masalasi yoki Laplas tenglamasi uchun birinchi chetki masala deyiladi.
uf=f (m ) shart o‘rniga chegarada izlanuvchi u(x,y,z) funksiyaning normalni

musbat yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi H =g(M) berilganda An=0 tenglamaning

yechimini  topish masalasi Neyman masalasi yoki Laplas tenglamasi uchun
ikkinchi chetki masala deyiladi.

Shuningdek a sirtning bir gismida u/d¢ =f (m ), golgan gismida u(x,y,z) funksiyaning
normal musbat yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi E =g(M) berilganda An =0 tenglamaning
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yechimini topish masalasi Dirixle-Neyman (yoki aralash) masalasi deyiladi. Odatda bu
masalalarni ichki masalalar deb yuritiladi. Bulardan tashqari tashgi masalalar deb ataluvchi
masalalar ham berilishi mumkin. Tashqgi masalalarda sohadan tashqarida An =0 Laplas
tenglamasini ganoatlantiruvchi va sohaning chegarasida berilgan chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi hamda cheksizlikda nolga intiluvchi u(x,y,z) funksiyani topish talab etiladi.
Neyman masalasi uchun cheksizlikda u(x,y, z) funksiyaning chegaralangan bo‘lishi kifoya.

Izoh. An=0 Laplas tenglamasi o‘rnida matematik fizikaning boshga biror
tenglamasi bo‘lganda ham ta‘riflar o‘z kuchini saglaydi.

Tenglamaning chetki shartlari shu tenglama ifodalaydigan jarayonning fizik
mohiyatidan kelib chigadi.

Chegaraviy shartlarni mohiyatining yanada yaxshirog anglash magsadida
issiglikning targalishi haqidagi masalani garab chigamiz.

Fizik jarayonlarning o°‘zgarishi vaqtga bog‘lig bo‘lmaganda a sirt bilan
chegaralangan birjinsli tojismning turli nuqgtalaridagi u(x,y,z) harorat

1.V VY R V.

D747 +7=0 (2.2)
o ay [z

Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Haroratni to‘la aniglash uchun bu tenglamaning
0°‘zi yetarli emas. (2.2) tenglamaning chegaraviy sharti-a sirtdagi harorat berilishi
kerak

U, =f (M). (2.3)

Shunday qilib, tojism ichida (2.2) tenglamani ganoatlantiruvchi va a sirtning

har bir M nuqtasida berilgan f (M) qgiymatni gabul qiluvchi u(x,y,z) funksiyani
topish kerak. Bu masala Dirixle masalasidir.

Agar sirtning har bir nuqtasida harorat emas, balki issiglik ogimi berilgan

bo‘lib, u % (normal vektor yo‘nalishdagi hosila) ga proporsional bo‘lsa, sirtda (2.3)

chegarviy shart o‘rniga
an
=g(M) (2.4)
an a
shartga ega bo‘lamiz. (2.2) tenglamaning (2.4) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi
yechimini topish masalasi Neyman masalasidir.

Agar sirtning bir gismida harorat, qolgan gismida issiglik ogimi a

an
berilganda (2.2) tenglamaning ana shu chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi

yechimini topish masalasi aralash masaladir.
2.2. Tor tebranishlar tenglamasini keltirib chigarish

Tor deganda ingichka egiluvchan va elastik ip tushuniladi.

Uzunligi £ gateng bo‘lgan tor berilgan bo‘lib, uning uchlari to‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalar sistemasida nuqtalarga mahkamlangan deb faraz gilamiz. Agar tarang tortilgan
torni dastlabki holatidan chetlashtirib, so‘ngra o‘z holatiga go‘yib yuborilsa yoki uning
nuqgtalariga biror tezlik berilsa, u holda torning nuqgtalari harakatga keladi, ya‘ni tor tebrana
boshlaydi. Biz istalgan paytda tor shaklini anigqlash hamda torning har bir nugtasi vagtga
bog‘lig ravishda ganday qonun bilan harakatlanishini aniglash masalasi bilan
shug‘ullanamiz.

Tor nugtalarining boshlang‘ich (gorizontal) holatidan kichik chetlanishlarini garaymiz.
Shunga ko‘ra, tor nuqgtalarining harakati 0x o‘qga perpendikulyar holda va bir tekislikda
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vujudga keladi deb faraz gilish mumkin. Bunday farazda torning tebranish jarayoni bitta u(xt)
funksiya bilan ifoda etiladi; bu funksiya abssissasi x bo‘lgan tor nugtasining t paytda siljish
(gorizontal holatidan uzoglashish) migdorini beradi (296-chizma).
Biz torning oxu tekislikda kichik
chetlanishlarini qgarayotganimiz uchun,
tor elementi uzunligi MM' uning 0x
o‘gdagi proyeksiyasi Ax ga teng deb
faraz qilamiz. Yana torning  barcha
nuqtalarida taranglik T bir xil deb faraz
gilamiz. Torning MM' elementini
garaymiz (2.1-chizma).
2.1-cMzma

Bu elementning uchlarida T taranglik kuchlar torga urinma bo‘yicha ta‘sir
etadi. Urinmalar ox o‘g bilan ¢ va 9+A9 burchaklar hosil giladi. Bu holda MM’
elementga ta‘sir etuvchi kuchlarning ou o‘gqdagi proyeksiyasi Tsin(p+Ap)-Tsinp

gateng bo‘ladi. ¢ burchakjuda kichik bo‘lgani uchun tgp * sinp deb faraz qilish mumkin.
U holda hosilaning geometrik ma‘nosini hamda f (x+Ax)-f (x)=f '(x +ex)Ax Lagranj
formulasini e‘tiborga olib quyidagiga ega bo‘lamiz:
(x+Axt)  axt)

AX AX

0<B <1.

Tsin(p+Ap)- Tsinp=Ttg(P+AP)- TigP =T

T p2(x +eAx, t)Ax* . ,q2u(x,t)AX

ax2 Ax2
Harakat tenglamasini hosil gilish uchun elementga go‘yilgan tashqgi kuchlarni
inersiya kuchiga tenglash kerak. p torning chizigli zichligi bo‘lsin. U holda tor

elementining massasi pAx bo‘ladi.
Elementning tezlanishi . ga teng. Demak, Dalamber prinsipiga ko ‘ra ushbu
A

tenglikka ega bo‘lamiz:

a12 ax
Ax ga gisqartirib va l:a2 deb belgilab, harakatning ushbu
p
Ad_, A (2.5)
At2 ax2

tenglamani hosil gilamiz.

Bu tenglama torning erkin tebranish tenglamasi yoki bir o‘lchovli to‘lgin
tenglamasi deyiladi.

(2.5) tenglama tor harakatini to‘la aniglashi uchun qo‘shimcha
u(x,0) =f (x), p‘—:' t=0 = F (X) -boshlang‘ich  shartlar hamda u(o,t)=0, u(t,t)=0-

A

chegaraviy shartlar berilgan bo‘lishi kerak.

Shuningdek, gorizantal holda joylashgan membrana (yupga tekis elastik
plastinka) ni gorizantal holatdan chigarilganda unga tashqi kuchlar ta‘sir etmasdan
fagatgina ichki kuchlar ta‘sirida tebransa, u holda membrana erkin tebranishining

tenglamasi
a2u ba b
=a ot o (26)
612 AX2 [y2
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ko‘rinishda bo‘lishi isbotlangan. Bu tenglama uchun chetki shartlar quyidagilardan
iborat: a) boshlang‘ich shartlar e(6, 0,0)=f (x, y) t:O—F(x y) b) chegaraviy

shartlar: membrananing  konturi har xil bo* I|sh| mumkin, masalan, kontur
tenglamasi x =p(s), y =/(s) parametrik tenglamalari bilan berilgan egri chiziq
shaklida bo‘lsa, membraning konturi mahkamlanganligi

uL*ng%: 0

y=1/(s
shart bilan beriladi. Xususan membrana, tomonlari | va h bo‘lgan to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklida bo‘lsa, konturning mahkamlanganlik sharti
e(i,ot)=n(,y, t)=0,
u(x,o,t) =u(x,h,t) =0
tengliklar bilan beriladi.

2.3. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli bilan yechish.

Tor nihoyatda uzun bo‘lgan holni kuzatamiz. Bu holda uning o‘rtasidan unga
biror tezlik berilsa, o‘'ng va chap tomonga to‘lginlar yo‘naladi. Natijada torning
uchlariga to‘g‘ri to‘lginlar borib, so‘ng teskari to‘lginlar gaytadi. Biz akslangan
teskari to‘lginlarni hisobga olmaymiz, ya‘ni cheksiz uzunlikka ega torning tebranish
masalasini gqaraymiz. (2.5) tenglamani

n(x,0) =m\=0="F (x), wn)(x,0) :ﬂlﬁt:o: F(x) (2.7)

boshlang‘ich sharlarni ganoatlantiruvchi yechimini izlaymiz. Bu yerda f (x), F(X)
funksiyalar butun sonlar o‘gida berilgan. u(x,t)funksiya uchun chegaraviy shartlar
bo‘Imaydi. Shunday qilib go‘yilgan Koshi masalasini Dalamber usuli bilan
yechamiz.

Tenglamaning umumiy yechimini ikkita ixtiyoriy funksiyalar yig°‘indisi
sifatida garaymiz:

n(xt) =p(x - at) +/(x +at). (2.8)

Bu yerda p va / funksiyalarning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari mavjud

deb faraz gilamiz. U vagtda ketma-ket hosilalar olsak,

M- ox-at)+/ (x+at), B =px- at) +/ (x+at),
I .ElX

'”'—': =-ap (x- at)+a/ (x+at),2 e " =a’ ﬂfx- at)+a2/ ff(x+at5'
A

X
lar hosil bo‘lib, 'D'— ﬂT laming ushbu giymatlari (2.8) tenglamani ganoatlantiradi. Demak
AX A
(2.8) funksiya umumiy yechim bo‘ladi. (2.7) boshlang‘ich shartlardan foydalanib, p va /

noma‘lum funksiyalarni topamiz:

t=0 da kp(x)w(Ls( )7 &) F o (2.9)

sistemaga ega bo‘lamiz. Ikkinchi tenglamanl 0 dan x gacha oraliqda integrallasak
X

-a[p(x) - p(0)]+a/(x) - /(0)]=f) F (x)dx

yoki () +H ()2 Fodx +C (2.10)
ao
ko ‘rinishdagi ifodaga kelamiz. Bu yerda C =-p(0)+/(0)-0‘zgarmas son.
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P(x) +W&) = F(x),
Shunday qilib (2.9) va (2.10) dan P(X) + wy(x) :ai’)‘i F(x)dx+C

sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistemani yechib p(x), i//(x) noma‘lum funksiyalarni aniglaymiz:

=L 002 F ydx—-C
POY =¥ ()52 | F (0

¥(x):%lf (x)+2—1ag F(x)dx+(2: .

Bu formulalarda argument x ni x-at va x+at ga almashtirib, ularni (2.8)
formulaga qo‘ysak, u(x,t) funksiya topiladi:
1 1 xat 1 1 xigt

U(X, t) zg—f (X - at) -5-/;- |J F (X)dX + —gf (X + at) "‘--9—/—7- IJ F (X)dX =

f(x-at)+f (x+at)+ 1 |at,:(x)dx_ (2.11)

Bu formula tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasini Dalamber usuli bilan

yechgandagi yechimini ifodalaydi.
1-misol. pau=a# tenglamani w=0=x2 au\@=0boshlang‘ich shartlarda yeching.

Yechilishi. Bu yerda a=1f (X)=x2 F(X)=0 ekanini va (2.11) formulani
hisobga olsak,

ux,t) =f (x-1) +f (x+t) = (x-1)2 +(X+1)2 =x2+12
2 2
yechimni hosil gilamiz.
2-misol. pg2L=p2in tenglamaning w(x0)=sinx va pau|to=0 boshlang‘ich

shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechilishi. a=1 f (xX)=sinx, F(x)=0. Bu qiymatlarni (2.11) formulaga

go‘yib

sin(x - 1) +sin(x + 2sinxcost .
u(x,tzsz—( ])2 ( ]i—: ------------- =sinxcost

yechimni hosil gilamiz.

3-misol. o =9p-2 tenglamaning u(x,0) =sin2x, gu|tH=cosx boshlang‘ich
at2  ax2 At
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimining t:E paytdagi giymatini hisoblang.
Yechilishi. a=3 f (x) =sin2x, F(x) =cosx ekanligini e’tiborga olib, (2.11)
Dalamber formulasidan foydalanamiz:

u(x, té)1 = SIN2(x - 30 +sin 20+ 3Y) 1—--1--88% Xdx = ..25In2X cosst. +£sin x’XI-:1 = sin 2x cos6t +
2 23x3 2 6 xI

+g(sin(x+3t)- sin(x-33t)) = sin 2x cosét +/sin 3tcos x.
Topilgan u(x,t) ga t=7 giymatni qo‘yib yechimni hosil gilamiz, ya’ni

Y AT o 1
u(x —) =sin2x c0s6 ---- +—SiN3 — COSX = - SIN2X—_COSX.
2 2 3 2 3
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Mustaqil yechish uchun mashqlar
An =a2a-- tor tebranish tenglamasining wu=0=f (X),* =F(x) boshlang‘ich

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini Dalamber formulasidan foydalanib toping:
1 a=2,f (X)=0,F()=x. Javob: un(x:)=xt.

N

. a=a,f (X)=0,F(X)=cosx. Javob: n(xt)= ’;cosxsinat.

3. a=1f(x)=sinx, F(x)=0. Javob: wn(x,t)=sin xcost.
4. a=51f (X)=0,F(x)=30sinx. Javob: un(x,t)=6sinxsin5t.
X
5. a=1f (X)= Ty F(x) =sinx bo‘lsa yechimning t=n paytdagi qiymatini toping.
jrav ob: _]:______)S_-'_-_Q__ + ____)_(_:_[]___.

2 1+(x+n)_ 1+ (X- n)
6. a=4,f (X)=x4,F(X)= cos2x .
7. a=4,f (X)=x2 F(X)=sin2x.
8. a=4,f (X)=x2 F(X)=cosx .
9. a=9f (X)=x, F(X)=cos3x .
10.a=9f (X)=x3 F(X)=sin4x.
11.a =16, f (x) =sin5x%, F (X) = c0s2X .
12.a=9,f (X)=x4, F(X)=sin4x.
13. a =16, f (X) =sin5x, F(x) =sin2x.
14. a =16, f (X) =sindx, F (X) =cosx.
15.a =4, f (X) = cos5X, F (x) = cos2x .
16. a =4, f (X) = cos5x, F(x) =sin2x.
17.a =4, f (xX) = cosdx, F(X) = cosx.
18. a =4, f (X) = cos4dx, F(x) =sinx.
19.a =9, f (X) = cosbX, F (X) =ek.
20.a =9, f (X)=sin5x, F(x)=e6x.
21.a =9, f (x)=cosdx, F(x)=e7x
22.a=9f (X)=sin4x F (x) =e.
23.a=16,f (X)=sin3x, F(xX)=e2x.
24.a=16,f (x) =sin3x, F (X) =eX
25.a=16,f (X)=e5 F(X)=sin2x.
26.a=4,f (X)=e4x F(X)=sin3x.
27.a=4,f (X)=e5 F(X)= cos2x.
28.a=4,f (X)=e6x F(X)=cos3x.
29.a=4,f (X)=e 7 F(X)=sin4x.
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9.

10.
11.
12.

Nazorat uchun savollar

Matematik fizikaning asosiy tenglamasini yozing.

Birjinsli tenglamaning ta‘rifini ayting.

Matematik fizikaning asosiy tenglamasi necha turga bo‘linadi?
Koshi masalasi deb nimaga aytiladi?

Tenglamaning chetki shartlari deb nimaga aytiladi?
Masalaning korrekt qo‘yilishi deganda nima tushuniladi?
Dirixle masalasini ayting.

Neyman masalasini ayting.

Dirixle-Neyman masalasini ayting.

Torning erkin tebranish tenglamasini keltirib chigaring.
Membrananing erkin tebranish tenglamasini yozing.

Tor tebranish tenglamasi yechimini ifodalovchi Dalamber formulasini

keltirib chigaring.
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3. Grin formulasi. Garmonik funksiyalarning asosiy xossalari

3.1. Grin formulasi

a sillig sirt bilan chegaralangan uch o‘lchovli ¢ sohani garaymiz. Agar
P(xy,2), Q(xV,2), R(x,y,z) funksiyalar ¢ sohada differensiallanuvchi va a sirtda
uzluksiz bo‘lsa, u holda

JJ | —+ +— dxdydz =JJ(Pcosa +Qcosp +Rcosy)da (3.1)
o "~ gy -zJ a

Ostrogradskiy-Grin formulasi o‘rinli bo‘lar edi, bunda cosa, cosp, cosy a sirtga

tashgi normal yo‘nalishidagi n-birlik vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari. (3.1) formulani
vektor shaklida gisgacha
JU divad-p=JJ aenda (3.2)
3] a
ko‘rinishda yozish ham mumkin, bunda a=Pi+Qj+Rk. h+a orgali a sirt
bilan chegaralangan yopiq ¢ sohani belgilaymiz.

Elliptik turdagi tenglamalarni yechishda Ostrogradskiy-Grin formulasining bevosita
natijasi bo‘lgan Grin formulasidan foydalaniladi. Bu formulani keltirib chigarishdan oldin
garmonik funksiyani ta‘rifini eslaymiz.

Agar funksiya biror ¢ sohada ikkinchi tartibgacha uzluksiz hosilalarga ega

bo‘lib, ¢ da
A pYy A _
dx2 dy2 de 0 \(/&u _Ui
Laplas tenglamasini ganoatlantirsa bu funksiyani ¢ sohada garmonik funksiya
deyilar edi.
Endi Grin formulasini keltirib chigarishga kirishamiz.
Faraz gilaylik n=n(x,y,z) va y=y(xYy,z) funksiya ¢+a sohada uzluksiz va
uzluksiz birinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lib ¢ sohaning ichida uzluksiz
ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga ega bo ‘Isin.

Agar
nl. B=ull, R=nfl (3.3)
dz
+___{ BYI_ oy dU By A By
dx”™ dxJ dy" dyJ dz” dzJ dx dx gy gy
IV SN NESVIEYY
dz dz
bo ‘ladi.
Bunga va (3.3) ga asosan (3.2) ni quyidagicha yozish mumkin:
JJ vl b= JJ VueV v +JJu—da. (3.4)

¢ [os] a
n(x,y,z) va y(x,y,z) funksiyalar teng huquqli bo‘lgani uchun oxirgi ifodada
u(x,y,z) bilan y(x,y,z)ning o‘rinlarini almashtirsak,

JU vAuda =-JJJ Vue<Wda +JJ v%}d a (3.5
ga ega bo‘lamiz. (76.4) dan (76.5)ni hadma-had ayirsak
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U eav- vy Mlu- -v- Vo (3.6)
Grin formulasi hosilabo‘ladi. 0

Agar (3.6) formulada u(x,y,z) funksiyani a sohada garmonik hamda sohaning
chegarasi o da uzluksiz va birinchi tartibli hosilalarga ega va sohaning aniq M 0(x0,y0,z0)

nugtasi bilan uning ixtiyoriy M (X,y,z) nuqtasi orasidagi masofani r deb belgilab, v :1r deb

olsak, M (x,y,z) nugta M 0 nuqta ustiga tushganda v cheksizlikka aylanadi. Demak bu holda
garalayotgan a sohaga Grin formulasini qo‘llab bo‘Imaydi. Grin formulasini go‘llash uchun v
funksiyani cheksizlikka aylantiruvchi Mo nugtani p radiusli va markazi Mo nugtada bo‘lgan
Sp sferabilan ajratib olamiz. Shundan so‘ng a sohaning golgan gismini a 1 bilan belgilasak, a1
sohaning hech bir nugtasida v funksiya cheksizlikka aylanmaydi va garmonik bo‘ladi. Shuning
uchun unga Grin formulasini tatbiq etish mumkin. a1 soha ikkita sirt bilan chegaralanganligi
uchun
1 .
A r 1 m _EH 1 g

jj bl -ranlda=j) v o, o dorn T TR O

bo‘ladi
A{l)]:o ekanini tekshirib ko‘rish qiyin emas. Sp da — =——, bularni
IT an o -
hisobga olsak,
—Fl])
1 1 an L ] (3.7)
) A > =) M an f do + ff r1 udo Jf 1ra$_ljdo

p

Endi Sp sferaning radiusi p ni nolga intiltiramiz, u holda 01> o di (01- a1
ning chegarasi) va

N 1 mMo= ] udo (r=p)

s p2s
integralga o‘rta giymat hagidagi teoremani qo‘llasak — eu(M *4np2 =4nu(M*) ga ega
P
bo‘lamiz, bunda M * sfera ustidagi gandaydir nuqgta, 4np2- Sp sferaning sirti,p nolga

intilganda sferaning M * nuqtasi ham sfera bilan birlikda M 0 nugtaga (markazga) intiladi,
shuning uchun

JJ1 Mo p# >4nu(MO0)e
(3.7) dagi oxirgi integralga o‘rta giymat hagidagi teoremani qo ‘llasak,

ff 1#do=1f° g 4np- =4npf Noo,
J r-n pign)M Y gn)mp p>" 7
bunda Mp- Sp sfera ustidagi biror nugta. U holda (3.7) tenglikda p > 0 da
limitga o‘tib quyidagini hosil gilamiz:
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1 n

a
r 1M . .
na —g U & rdn da +4mi(MOQ)
Bundan
f 1\
1m
------- da ——[[[ Aud® 3.8
r dn ! dn a 4r[[[ ru (3:8)

Grin formulasini hosil qil\émiz.
Tekislikda Grin formulasi:

JT(UAV - VAU)dS :I{)Ja—n - v’e‘lr-]; dl (3.9)
ko‘rinishida yoziladi, bunda S silliq L egri chiziq bilan chegaralangan tekis soha,

Av=—2-+—2, — - 1 konturga normalning musbat yo‘nalishi bo‘yicha olingan hosila.

Bu formulada v =Inr desak (r=MM0) A(Inr)=o0bo‘lgani uchun yuqoridagidek

mulohazalar yuritsak, (3.8) gamos
d(inr) dui,,
= u B e & et Aulnrds :
u(Mo) 2r k dn dn) 20 (3.10)
Grin formulasiga kelamiz. Bu formulalarni kelgusida Grin formulasining

natijalari deb ishlatamiz.
3.2. Garmonik funksiyalarning asosiy xossalari

Garmonik funksiyalarning xossalarini o‘rganish uchun Grin formulasi va
undan chiqgan natijalardan foydalanamiz.

I. Yopiq a sirt bilan chegaralangan uch o‘Ichovli o sohada u(x,y, z) garmonik

funksiya berilgan bo‘Isin. (3.6) formulada u ni garmonik funksiya, v =1 deb olsak, u holda

Au=0, A =0 vaa] =0, demak

ff-ds =0, (3.11)

ya‘ni garmonik funksiyaning normal yo‘nalishidagi hosilasidan sirt bo‘yicha
olingan integral nolga teng.
I1. (3.8) formulalarni garomnik funksiyaga gqo‘llasak,

1
A
. 1du vr
_______ d 3.12
u(Mo*:lrIf r dn . dn a ( )

ya‘ni garmonik funksiyaning soha ichida olingan ixtiyoriy Mo nuqtasidagi giymati,
funksiyaning o0°zi va uning normal yo‘nalishidagi hosilasining sirt ustidagi giymatlari

orqali ifodalangan (3.12) formula bilan aniglanar ekan.
1. (3.12) formuladagi sirtning markazi Mo nuqtada, radiusi R bo‘lgan sfera deb

faraz qgilsak, u holda
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n 1 dfy
r r

1
dn dr r2
va sfera ustida r =R bo‘lgani uchun (3.11) formulaga asosan
Jyudo
u(MQ) =-0----- 3.13
( 0) 4nR ( )

bo‘ladi (Gauss formulasi). Garmonik funksiyaning sfera markazidagi giymati shu
funksiyaning sfera sirtidagi o‘rta giymatiga tengdir. Bu xossa o‘rta giymat haqidagi
teorema deb yuritiladi.

V. Sohaning ichida garmonik, sohaning chegarasida uzluksiz bo‘lgan
funksiya o0°zining eng katta va eng kichik qiymatlarini soha chegarasida qabul
giladi (maksimum prinsipi).

Faraz gilaylik, sohaning ichki Mo nugtasida funksiya o‘zining eng katta no = maxu
giymatiga ega bo‘lsin. Mo nuqtani markaz qilib, garalayotgan soha ichida to‘la yotgan,
kichik R radiusli SR sfera chizamiz. uo funksiyaning eng katta giymati bo‘lgani uchun

sfera ustidagi har ganday nuqtada n <uo bo‘ladi. Ikkinchi tomondan, Gauss formulasiga
ko‘ra

JJ uds

0 4WR2
Suratdagi integraldan funksiyaning sirt ustidagi eng katta qiymatini chigarsak,
M JJ0S
R41Rsé T
Bu va yuqoridagi n <wuo tengsizliklardan

M0 = maxu

Sr da

degan xulosaga kelamiz. Bu soha ichida to‘la yotgan sferada funksiya o‘zgarmas,
degan so‘z. Sfera ustida bitta ixtiyoriy nugta olib uni markaz gilib sfera yasaymiz va bu
sfera ustida ham yuqgoridagi mulohazalarni yuritamiz va hokazo. Soha chegarasiga
borguncha shunday mulohazalarni davom ettiramiz, natijada butun soha yuqorida
aytilgandek sferalar bilan goplanadi, bundan funksiya sohada o‘zgarmas degan xulosaga
kelamiz. Shu bilan teorema isbot bo‘ldi, chunki funksiya soha ichida eng katta giymatga
ega deb, uning o‘zgarmasligiga erishdik. Eng kichik giymatga erishish holi ham shunga
o‘xshash isbot gilinadi. Ma‘lumki, chegaralangan yopiq sohada uzluksiz bo‘lgan
funksiya shu sohada o°‘zining eng katta va eng kichik giymatlarini gabul giladi. Demak
garmonik funksiya o‘zining eng katta va eng kichik giymatlarini sohaning chegarasida
gabul gilar ekan.

Garmonik funksiyaning 4-xossasidan quyidagi natijalarga ega bo ‘lamiz.

1-natija. Agar n va v funksiayalar o+ o sohada uzluksiz, @ da garmonik bo‘lib o
da n <v bo‘lsa, u holda o sohaning ichida ham n <v bo‘ladi.

Haqigatan, v-wn funksiya o +o da uzluksiz, o da garmonik va o da
v-1n>0. Shuning uchun maksimum prinsipiga asosan o ning ichida ham v-un>0
bo‘lib undan natijaning isboti kelib chigadi.

2-natija. Agar n va v f~iksiyalar o +o sohada uzluksiz, o da garmonik bo‘lib o
da W<v bo‘lsa, u holda o sohaning ichida ham W <v bo‘ladi.
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Shartga binoan uchta -v, n va v garmonik funksiyalar uchun o da - v<un<v
tengsizliklar bajariladi. 1-natijani ikki marta go‘llab o sohaning ichida ham
- v <u <v yoki \\<v ning bajarilishiga ishonch hosil gilamiz.

3-natija. o sohada garmonik va ©+o sohada uzluksiz u(M) funksiya uchun
o +o sohaning barcha nuqtalarida \x<maxju]] tengsizlik bajariladi. Isbotlash uchun

v=n&|u]] deb olib 2-natijadan foydalaniladi.

3.3 Grin funksiyasi va uni chegaraviy masalalarni yechishda qo‘llash

Au=0 (3.14)
tenglamaning o sirt bilan o‘ralgan w soha ichida
ulo =f (P) (3.15)

shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab etiladi.
Masalani yechish uchun

JI AV -vVA3dw =JJ Llu~~-v d-'jdo (3.6)

Grin formulasidan va undan chiggan natija

Ld— " oo A 3.8

MO=STH " TR T &9

dan foydalanamiz, bunda MO0 sohaning aniq nuqtasi, M uning ixtiyoriy nugtasi,

P esa o sirtning ixtiyoriy nugtasi M - M (x,y,z) va M0(x0,y0,z0) nuqtalar orasidagi
masofa. (3.6) formulada v(M) garmonik deb olsak, u

0=3) (v— - u<dv)do -JJJ vAudm (3.16)
0 dn dn 0
ko‘rinishni oladi. (3.8) va (3.16) tenglamani go‘shamiz, u holda
—y e bty ! Y viml dm. (3.17)
uMO =4 4, dnrpvyy  dn anrppg 90 3 A— ATmmg
1
+- =G(M,M0 ,
v 47 ( ) (3.18)
belgilashni kiritsak (3.17) tenglik
,)qj —(dn 5(p,m 0)- dn G(p,m 0) do - JJJ G(M,MO0)Audmn (3.19)

ko‘rinishni oladi.
Shu paytgacha v(M) funksiyani ixtiyoriy garmonik funksiya deb garadik. Endi

bu funksiyaga sirt ustida - 4n: gat eng bo‘lish talabini go‘yamiz, ya'ni v(Mm)
Vv

funksiya Au=0 tenglamaning | =- . shartni ganoatlantiruvchi yechimi

anrgv
bo‘lishi kerak.
U holda (3.18) tenglik bilan aniglangan G(M,M Q) funksiya uchun quyidagilar o‘rinli:
1) G(M,M Q) funksiya o sohada M o nugtadan boshga barcha nugtalarda garmonik funksiya,
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M0 nugtada esa cheksizlikka aylanadi, shu bilan birga G(M,M () ----- +— ayirma chekli
4TMN

bo'lib qoladi; 2) sirt ustida G(P,M0) =0 . Aytilganlarga asoslanib (3.19) ni quyidagicha yozish

mumekin:

u(MO) =-JJI/I_F?] do -J33 G(M,M0O)Auda . (3.20)

Endi biz boshda qo‘yilganoichki cheg}araviy masalani yechishimiz mumkin.
Hagigatan, (3.20) dan Au=0 va uo =f @a asosan

66
u(Mo) =-JJfdg do (3.21)

masalaning yechimi bo‘ladi. Demak, bu formulaga ko‘ra agar G(M,M0)
funksiya anig bo‘lsa, chegaraviy masalaning yechimi anigq bo‘lar ekan. Boshgacha
aytganda Dirixlening ichki masalasini yechimi G(M,M0) funksiyaga bog‘liq bo‘lar
ekan. ¢(M,MQ) funksiya Grin funksiyasi deb ataladi. Grin funksiyasi quyidagi
xossalarga ega: a) o sohaning barcha ichki nugtalarida G(m,M0) musbatdir.
Hagigatan, o sirt ustida G (M,M Q)nolga teng, agar Mo nugtani markaz qilib kichik
sfera chizsak, bu sfera ustida funksiya musbat, chunki m ~ Mo da G(mM,MQ) » U holda
garmonik funksiyalarning to‘rtinchi xossasiga asosan G(M,M 0) funksiya butun soha ichida
ham musbat bo'lishi kerak.

v(M) funksiya sohachegarasida___ 1 manfiy giymat gabul gilgani uchun butun o
4™NAVD

sohada manfiy bo'lishi kerak, endi (3.18) danva G(M,M0) ning musbatligidan o sohaichida
quyidagi tengsizliklar o‘rinli bo’ladi.
O<G(MM0) <—1— .
ANMVD
G(M,M0) funksiyaning sirt ichi o da musbat va sirt ustida 0 ga teng bo‘lishi
(kamayuchiligi) dan %’ | <o ekanligi kelib chigadi.
n
b) Grin funksiyasi simmetrik funksiyadir, ya‘ni g(M,M0)=G(MOM ).
Izoh. Tekislikda Grin funksiyasi
GIMMO)=—In -~ +v(M)
2N MM
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda Dirixlening ichki masalasini yechimi
»(Mo) :-JLf c&g;dl (3.21)

bo‘ladi, bunda L yopiq sillig chizig bilan chegaralangan D soha qaraladi,
integral egri chizigli integraldir.

3.4. Birinchi chetki masala yechimining yagonaligi

Garmonik funksiyalarning xossalarga asosanib Dirixle masalasi yechimining
yagonaligini isbotlaymiz. Yopiq sillig o sirt bilan chegaralangan uch o‘Ichovli o
sohani garaymiz. f (P) funksiya o sirtda berilgan uzluksiz funksiya bo‘lsin. Bu
holda Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasini yechish quyidagi shartlarni
ganoatlantiruvchi u funksiyani topish demakki u:

a) o sohadava uning o chegarasida aniglangan va uzluksiz;



b) o sohaning ichida Au=o0 Laplas tenglamasini ganoatlantiradi;
C) o chegarada berilgan f (P) giymatini gabul giladi.

Yagonalik teoremasini isbotlaymiz.

Laplas tenglamasi uchun birinchi chetki masala ikkita har xil yechimlarga ega
bo‘laclmaydi. Faraz gilaylik, masala ikkita har xil ul va u2 yechimlarga ega bo‘lsin; ya‘ni ul va
u2 sohada va uning chegarasida uzluksiz, sohaning ichida garmonik funksiyalarning, har bin
Au =0 Laplas tenglcjrnjsimg”rntimtM va o chegarada bir xil f (P) giymatni gabul giladi.
U holda bu funksiyalarning ayirmasi u =ut- u2 funksiya yopiq (° +0 ) sohada uzluksiz, soha
ichida garmonik, ya‘ni Au =0 va sohaning chegarasida

ujo=f (P)- f (P) =0.

Garmonik funksiyaning to‘rtinchi xossasiga ko‘ra bu funksiya soha ichida ham nolga
teng bo‘ladi. Bundan butun ° +o yopiq sohada ul =u2 degan xulosaga kelamiz. Yana shu
xo0ssaga asoslanib Laplas tenglamasi uchun birinchi chetki masalaning yechimi chegaraviy
shartlarga uzluksiz bog‘ligligini ko‘rsatamiz.

Faraz gilaylik Au =0 tenglamaning uxva u2 yechimi chegarada mos ravishda f va f2
funksiyalarga teng bo‘Isin va bu funksiyalar |fi- f 2\<s shartni ganoatlantirsin, ya‘ni chegarada
berilgan funksiyalar bir-birigayaqin deb faraz gilamiz. U holda bularga mos yechimlar ham  bir-
biriga yagin bo‘lishini ko‘rsatamiz. lkkala yechim ham o +o sohada uzluksiz, o sohada

garmonik bo'lib o chegarada - u2\=|f- f2]<s bo‘lganligi uchun 2-natijaga asosan

bi- u2 <s tengsizlik o sohaning ichida ham bajariladi. Bu tengsizlik u1 va u2 funksiyalami
butunyopiq sohada bir-birigayaginligini ko‘rsatadi.

Derixle tashqgi masalasi yechimining yagonaligi ham shunga o‘xshash isbotlanadi.

Neyman ichki masalasining yechimlari ixtiyoriy 0‘zgarmas anigligida topilishini, ya‘ni ul
va u2 funksiyalar masalaning bir xil chegara shartlarni ganoatlantiruvchi yechimlari bo‘lganda
w, = U2 +const bo'lishini ta‘kidlab o‘tamiz.

Neyman tashqi masalasining yechimi chegarada uzluksiz hosilalarga ega bo'lishlik sharti
bilan yagona bo‘ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Ostrogradskiy-Grin formulasini yozing.

2. Vektor maydon divergensiyasining ta‘rifini ayting.

3. Garmonik funksiyaning ta‘rifini ayting.

4, Laplas tenglamasi deb ganaga tenglamaga aytiladi?

5. Grin formulasini isbotlang.

6. Garmonik funksiyalarning asosiy xossalarini ayting.

7. Dirixle masalasi nima?

8. Neyman masalasi nima?

9. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining yagonaligini
isbotlang.

10. Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasining yechimi hagida nima deyish
mumkin?

11, Grin funksiyasi nima?

12, Grin funksiyasi ganday xossalarga ega?
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4. Matematik fizikaning ba’zi-bir tenglamalari va ularning yechimlari
haqida

4.1. Fazoda issiqlikning tarqgalishi

Issiglikning targalish jarayonini uch o‘lchovli fazoda qaraymiz. Fazoda
notekis gizdirilgan jism berilgan bo‘lsin.

u,y, z, t)- koordinatalari xy,z bo‘lgan nuqgtaning t paytdagi harorati
bo‘lsin. AS yuzchadan o‘tuvchi issiglik tezligi, ya‘ni bir birlik vaqt ichida oqib
o‘tuvchi issiglik migdori ushbu

AQ:-kEAS (4.1)
formula bilan aniglanishi tajriba yo'li bilan tasdiglangan; bunda k -garalayotgan muhitning

issiglik o‘tkazish koefftsiyenti, n- issiglik harakati yo‘nalishida AS yuzchaga normal bo‘yicha
yo‘nalgan birlik vektor. Maydon nazariyasidan ma‘lumki, u(x,y, z) funksiyaning normal vektor

yo‘nalishi bo'yicha hosilasi gradu vektor bilan n vektorning skalyar ko‘paytmasiga teng, ya‘ni

%_- gradu i ,

bunda o normal yo‘nalishidagi birlik vektor. d_ning ifodasini (4.1)

ch
formulaga go‘yib
AQ—K enegrad u *AS
tenglikni hosil gilamiz.
At vagtda AS yuzchadan oqgib o‘tuvchi issiglik migdori
AQ—K enegradu At°AS

bo‘ladi.

Endi yugorida qo‘yilgan masalaga gaytamiz. Qaralayotgan muhitda S sirt
bilan chegeralangan kichik Vv jismni ajratamiz. S sirtdan ogib o‘tuvchi issiglik
miqdori

Q— Atk enegradu dS (4.2)
S

bo‘ladi, bunda n vektor S sirtga tashqi normal bo‘yicha yo‘nalgan birlik
vektor. (4.2) formulaning At vaqtda Vv jismga Kirib keluvchi (yoki Vv jismdan chiqib
ketuvchi) issiglik migdorini berishi ravshan. Vv jismga kiruvchi issiglik migdori bu
jismdagi moddaning haroratini ko‘tarishga ketadi. Av elementar jismni garaymiz.
At vaqtda uning harorati Au ga ko‘tarilgan bo‘lsin. Av element haroratini shu
tariga ko‘tarishga sarfbo‘lgan issiglik migdori quyidagiga teng bo‘lishi ravshan.

cAvpA—~ CAvp-d—A;,

bunda c- moddaning issiglik sig‘imi, p-zichligi, Av-elementar jismning

hajmi.
V -jismda harorat ko‘tarilishiga sarfbo‘lgan issiglikning umumiy miqdori
d—
Atlllcpig; dv
bo‘ladi.

Ammo bu Vv jismga At vaqtda kirgan issiglik migdori bo‘lib u yana (4.2)
formula bilan ham aniglanadi. Shunday qilib, ushbu tenglik hosil bo‘ladi:
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AtdJkn sgradu «d£ = AtJJcpdrdv .
At ga gisgartirsak
- JJ(kgradu) en «df£ =JJJcpd~dv

bo‘ladi. Bu tenglikning chap tomonidagi sirt integraliga Ostrogradskiy-Grin
formulasini go‘llab

JJJdiv(k grad u)dv =JJJcpd~dv

. . d
yoKi 133 div(k grad u) +cpau dv =0 (4.3)

tenglikni hosil gilamiz.
Bu tenglamaning chap tomonidagi uch o‘lchovli integralga o‘rta giymat
haqgidagi teoremani tatbiq cilib

div(kgrad u) +cp% =0 (4.4)

tenglikni hosil gilamiz, bunda p(x13y13Zj) nuqgta - V jismdagi biror nuqta.
Issiglik targalayotgan uch o‘lchovli fazoda biz ixtiyoriy Vv jismni ajratishimiz
mumkin bo‘lgani uchun va (4.3) tenglamada integral ostidagi funksiyani uzluksiz
funksiya deb faraz gilganimiz uchun (4.4) tenglik fazoning har bir nuqtasida
bajariladi. Shunday qilib,

cp dw =-div(k gradu) . (4.5)
Ammo
K gradu ngX|+kdy d“i
= — h-—--k—, . +—|k—jedi. B tni (4.
va div(kgradu) = de‘k OIXJI dyl§ i Tzl j edi. Bu giymatni (4.5) tenglamaga
qo‘yib,

o . Ka 4.6
Pa Tl e o Tl (4.6)

tenglikni hosil gilamiz.

Agar k-o0‘zgarmas bo‘lsa, u holda

: . _.,Md2 dz dzn
div(k gadu) =kdiv(gradu) =k o2 dy dz2
bo‘lib (4.6) tenglama

de :kfd % VdZe.FQZe}

TP TN o dy2

yoki, =a2 deb faraz qgilsak
cp
du _
dt o vdxe dy2  dz2j (4.7)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu tenglama Puasson tenglamasi deb aytiladi.

(4.7) tenglamani gisqacha
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dt

ko‘rinishda yozish ham mumkin, bunda A_c(ijx% +£2- +12- Laplas operatori.

dy oz
(4.7) tenglama fazoda issiglik o‘tkazish tenglamasidir. Buning go‘yilgan masalaga
to‘liq javob beradigan birgina yechimini topish uchun chetki shartlarni berish zarur.
Sirti 7 dan iborat bo‘lgan Q jismni olib unda issiglikning tarqgalish jarayonini
garaymiz. Boshlang‘ich paytda jismning harorati berilgan. Bu t—6 boshlang‘ich
shartda yechimning giymati ma‘lum ekanini anglatadi:
—x,y, 2,0) —p(x, ¥, 2). (4.8)
Bundan tashgari vaqtning ixtiyoriy t paytida jism sirtining har ganday M
nuqtasidagi harorat ma‘lum bo‘lishi kerak-chegaraviy shart:
—M, t) (M, 1). (4.9)
(Boshqa chegaraviy shartlar bo‘lishi ham mumkin).
Izlanayotgan —x Yy, z,t) funksiya z ga bog‘liq bo‘Imaganda
4— "d2— d2-2
dt yax2 * dy2J
-tekislikda issiqlik targalish tenglamasiga ega bo‘lamiz. Agar chegarasi L
bo‘lgan tekis D sohada issiqlik targalishi garalsa, u holda
(4.8) va (4.9) ga o‘xshash chetki shartlar
X y.0)—b(xy), —M.f)—(M.1)
kabi ifodalanadi, bunda ¢ va /- berilgan funksiyalar, M esa L chegaradagi
nuqta.
—funksiya fagat xva t ga bog‘lig bo‘lganda

(4.10)

d_—a2 d2—
at ax 2
-sterjenda issiqlik tarqgalish tenglamasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglama uchun chetki
shartlar
—X,0) —p(X), (4.11)
—0, t) —¥i(t), (4.12)
—{, t) —p(t) (4.13)

kabi ifodalanishi mumkin, bunda I- sterjenning uzunligi. (4.11) shart (boshlang‘ich
shart) fizika nuqgtai nazardan t—e da (boshlang‘ich paytda) sterjenning turli kesimlarida
qX) ga teng harorat berilganligini anglatadi. (4.12) va (4.13) shartlar (chegaraviy shartlar)
x—b va x—+ bo‘lganda sterjen uchlarida mos tartibda y/1(t)va wp(t) ga teng bo‘lgan

haroratning saglanishiga to‘g‘ri keladi.
Endi Au—e Laplas tenglamasiga keltiriladigan ba‘zi-bir masalalarni garaymiz.

4.2. Bir jinsli jismda issiglikning statsionar tagsimoti masalasi

7 sirt bilan chegaralangan bir jinsli Q jism berilgan bo‘lsin. Jismning turli

nuqtalaridagi harorati
d— 2d—4d-2d
—a

a - & d e
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tenglamani qganoatlantirishi ko‘rsatildi. Agar jarayon statsionar bo‘lsa, ya‘ni
harorat vaqtga bog‘lig bo‘lmasdan, balki fagat jism nuqgtalarning koordinatalari

x,Y, Z larga bog‘liq bo‘lsa, u holda % —0 va demak, harorat Laplas tenglamasi

du+  +eMu=0 (414)
dx. dy dz2
ni ganoatlantiradi. Jismning haroratini bu tenglamadan bir giymatli aniglash
uchun a sirtdagi haroratni bilish kerak. Shunday qilib, (4.14) tenglama uchun
chetki masala quyidagicha ifodalanadi.

Q jism ichida (4.14) tenglamani ganoatlantiruvchi va a sirtning har bir M
nugtasida berilgan

i —w(M) (4.15)

giymatni gabul qgiluvchi u(xy, z) funksiyani topish talab etilsin. Bu masala

Dirixle masalasi yoki (4.14) Laplas tenglamasi uchun birinchi chetki masala deb
atalishi aytilgan edi.

Qaralayotgan holda tashqgi masalada u(M) ning cheksizlikda nolga aylanishi
sharti M nugta sirtdan uzoglashgan sari sirt haroratining unga ta‘siri kamayib
borishini anglatadi.

Agar harorat tarqalishi L kontur bilan chegaralangan D sohada garalsa, u
holda n funksiya ikkita x va y o‘zgaruvchilarga bog‘lig bo‘ladi, hamda

-9 (4.16)
dx2 dy2

tenglamani qanoatlantiradi; bu tenglama tekislikdagi Laplas tenglamasi
deyiladi. Bu tenglama uchun (4.15) chegaraviy shart L konturda bajarilishi kerak.

4.3. Suyuqlik yoki gazning potensial ogimi

a sirt bilan chegaralangan Q jism ichida suyuqlik ogadigan bo‘lsin. p-
suyuqlikning zichligi bo‘lsin. Suyuglikning tezligini

v—v/ +\Wj +vzk (4.17)

bilan belgilaymiz, bunda v3vy,vz-v vektorning koordinata o‘glaridagi

proyeksiyalari. Q jismda S sirt bilan chegaralangan kichik ¢ jism ajratamiz. At

vagtda S sirtning har bir AS elementi orgali
AQ —pV *n AS At

miqdorda suyuqlik ogib o‘tadi, bunda M S sirtga tashgi normal bo‘yicha yo‘nalgan
birlik vektor. ¢ jismga oqib kirgan (yoki ¢ jismdan oqib chiggan) suyuglikning umumiy
miqgdori Q ushbu integral bilan ifoda etiladi:
Q —At)J pv ends . (4.18)
S
t paytda o jismdagi suyuglik migdori
JJJ pA
o
bo‘lgan.
At vaqgtda suyuglik miqgdori, zichlikning o‘zgarishiga binoan, quyidagi
miqdorga o‘zgaradi:

Q—JJ APA * AL a b. (4.19)
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® jismda manbalar yo‘q deb faraz qilib, bu o‘zgarish miqdori (4.18) tenglik
bilan aniglangan suyuqlikning oqib kirishidan kelib chigadi degan xulosaga
kelamiz.
(4.18) va (4.19) tengliklarning o‘ng tomonlarini tenglashtirib va Atga
gisqgartirib, quyidagini hosil gilamiz:
ftpv-hds =WAdpda . (4-20)
Chap tomondagi sirt integralini Ostrogradskiy-Grin formulasiga Kko‘ra
almashtirsak, (4.20) tenglik bunday ko‘rinishni oladi:

Jjddiv(pv)d 0 =\\\dpd®

yoki jij — - div(pv))do =0.

® jismning ixtiyoriy ekanligiga va integral ostidagi funksiyaning
uzluksizligiga asosan ushbuni hosil gilamiz:

dp - div(pv) =0 (4.21)

y °ki ddp-’aXOx)-’ay(pvy)-’azOz)=°- (4.21>)

Ana shu tenglama sigiladigan suyuqlik ogimining uzluksizlik tenglamasidir.
Izoh. Ba‘zi masalalarda, masalan neft va gazning yer ostidagi g‘ovak muhitda
gudugga tomon harakati jarayonini garashda

v=-k gradp

p
deb gabul gilish mumkin, bunda p -bosim, k - o‘tkazuvchanlik koefftsiyenti va

dp _xdP
dt dt’
X=const. Buni (4.21) uzluksizlik tenglamasiga qo‘yib, ushbuni hosil gilamiz:

X—Céi—’— hdiv(k grad p) =0
yoki

- X/\_ =

b oo Ty G dzike 1 (4.22)
Agar k o‘zgarmas son bo‘lsa, bu tenglama
do kfdp d2p dp”

ko‘rinishni oladi va biz issiglik o‘tkazish tenglamasiga kelamiz. (4.21)
dp _

tenglamaga qaytamiz. Agar suyuglik sigilmaydigan bo‘lsa, u holda p =const, i

bo‘lib (4.21) tenglama bunday ko‘rinishni olaA”®
divv =0. (4.24)
Agar harakat potensial bo‘lsa, ya‘ni v vektor biror p funksiyaning gradiyenti,
ya‘ni v=gradp bo‘lsa, u holda (4.24) tenglik ushbu ko‘rinishni oladi: div(grad g =0
yoki

(4.25)
dx2 2 dz
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ya‘ni v tezlikning potensial funksiyasi < Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Ko‘p
masalalarda, masalan, filtrlanish (sizilish) masalalarida
v—Kj gradp
deb qgabul gilish mumkin, bunda p -bosim, kr o‘zgarmas son; u holda bosimni
aniglovchi
p_+B\p+fYp—o (4.25")
dx2 dy2 dz2
Laplas tenglamasini hosil qgilamiz. Bu tenglama uchun chetki shartlar
guyidagicha berilishi mumkin:
1. a sirtda izlanayotgan P funksiyaning qiymatlari-bosimlar beriladi:

Pla—(M).
2. a sirtda (8 normal bo‘yicha hosilaning giymatlari beriladi-ogim sirt orqgali
n
beriladi:
N —_
fnl a=g(M).

3. a sirtning bir gismida P -bosimlar, yana bir gismida —2hosi|a beriladi.

Matematik fizikaning barcha tenglamalari hamda ularning yechimlarini topish
formulalarini keltirib chigarishni lozm topmasdan matemarik fizikaning ko‘p uchraydigan
ayrim tenglamalarini ko‘rinishlarini hamda ularning yechimlarini topish formlalarini keltirishni
lozim topdik.

4.4, Chegaralangan torning erkin tebranishi tenglamasi

Ikki tomondan mahkamlangan torning erkin tebranish tenglamasi
du  2da
a2 T2 W

ning u\t—G—ep(X),%L—G—F(X) boshlang‘ich shartlar va ul=—0, uvd —0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruchi xususiy yechimi
VAN VAN
u&,t)q—’\ (Cncosf’1-@-1+Dnsih3['—r—' t)'sihinx
| | |

ko‘rinishda bo‘lishi, bu yerda
Cn—l— 0I (P sin | xadx, Dn_ar%n JF(X)SInhln xdx
Furye tomonidan isbotlangan.

1-misol. Torning erkin tebranish tenglamasi

I dul,
uw—ccsA—cifw—Zcosx

boshlang‘ich  shartlar  va upe® —0, upen—0 chegaraviy  shartlarni

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechilishi. Cnva Dn koeffiitsiyentlarni hisoblaymiz.

2 . N 2 .
Cn 00S XSIN— xdx 00s X SInnxdx.
sl =7 xdx—
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;
n=1 bo Isin. U holda Q=%[ cosxsinxdxz?F[sinxd(Sinx)=%sm'x =0. n>2
0 0 0
bo‘lganda

r
C = cosxsinnxdx =—s1 j[sin(nx +X) +sin(nx - X)]dx =—z cos(n +1)x +008(n - 1)

ro r 21 r N n-1
cos(n+y)r +cos(n- Yr 1 1 2n 1 ,cos(n+)r cos(n- Yr.
n+1 n-1 N+l n-1 r(n2-1) r n+l n-1

Istalgan butun n sonuchun cos2nr =1, cos(2n+1)r =-1 ekanligini hisobga olib
P =cos(n+1)r +cos(n- 1)r

n+1 n-1
ifodani hisoblaymiz. n-juft son bo‘lsin. U holda n+1 va n-1 lar tog son bo‘lib,
P=— - — =— bo‘ladi.
n+l n-1 n -1
n-toqg son bo‘lganda. n+1 va n-1 lar juft son bo‘lib p= 1 +— 2
N+ n-1 n2-1
bo‘ladi.

Shunday qilib n juft son uchun
C= 2n 1( 2n )= 4n
n n(n2-1) n n2-1 n(n2-1),

n tog son uchun ¢ =—  --------- 2n— =0 bo‘ladi.
n r(nz-1) r(n2-9

Dn =--2-—-jr2003xsin nxdx Z-——--2 Scosxsin nxdx =
anre an r

- n juft son bo'lganda,
=—eCy= ar(n2-1) : J

an 0, n tog son bo'lganda
Demalk,
e N— </ 8 8 s B \orn B
u(x, t) = > {-—--F— 2akt =2 wemeev sin Dakt)esin Hx
( ) £} (r(4k2-1) cosea ar(4k2-1) a }
yoki
8 W, Kk 1 . .
u,t) =—=> (~——--—--- 2akt R---------mo-- sin 2akt) esin 2kx
)= G o eos2aRt )

funksiya berilgan tenglamaning berilgan chetki shartlarini ganoatlartiruvchi
xususiy yechimi bo‘ladi.

4.5. Chegaralangan torning majburiy tebranish tenglamasi

Chegaralangan torning majburiy tebranish tenglamasi
54 254
=2 gt (xY
ni uLO:ppx),d?:tJ LO=f(X) boshlang‘ich va Ux®=0, uvd =0 chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruchi xususiy yechimini topamiz.
Yechimni u(x t) =v(x t) +w(x,t) ko‘rinishda izlaymiz:
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)

)
Bu yerdagi v(xt) funksiyani shunday tanlaymizki, u bir jinsli T —aZ&Z

tenglamani W=8—ep(x), %L—G—F (¥) boshlang‘ich va Wed —0, Wd —0 chegaraviy

shartlarni ganoatlantirsin. w(x,t) funksiya esa

dt2 @ 8x + (X' t)

tenglamani  w_, —, EL —0 boshlangich va wIl-8—0, wd —0 chegaraviy

shartlarni ganoatlantirsin.
Chegaralangan torning majburiy tebranish tenglamasining yechimi w(x,t)

yig‘indi ko‘rinishida topiladi:

W(x t) —E_}Yk(t)sin | 1)
bu yerda
Yk(t) il tlglf’(\(tﬁin'k'[l?‘('lz:“t‘zdt’ (2)
knx
gk(t) —-F%f £ 4)) sin-;id X . (3)

2-misol. %tgd —58? +x(x- ﬁta-t%ngiaman’i’ngdb(x,O) —0, Eu 9 —0 boshlang‘ich hamda

u(0,t) —0, u(l,t) —0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechilishi. (3) ga f (x,t) x(x-1)t2, a—4 1 — giymatlarni qo‘yib hisoblaymiz:

gk(t) —2] (x2- x)t2sin knxdx —2t21 (x2- x)sin knxdx

. - 1
u—x2- X, du—2x- 1)dx cos ki
77 cos knx - (x2- %)
sin knxdx —av, v— kn

kn 0
1 2X-1 —4, du—2dx
+-—Jcosknx(2x - 1)dx i
kT‘Tj ( ) C0S 2nxdx —€lv, v—Sln knx
kn
2t2 sinknx 11 T
(2x-1) — Isinknx2dx I'sin knxdx
kn kn kn (kn)
o "B
! 4t2
-C0oS knx coskn - 1) — Nk -
a3 ™ g O Ty (DD

8t2
Shunday qilib gk(t)—--([(-r;)-—, k tog son bo‘lganda va gkt}-8 k juft son bo‘lganda.

gk(t) ning topilgan giymatini (2) ga qo‘yib hisoblaymiz:
gt

y- (1) 7-(2k N0 (2K +1)n]?) -sin(2k + Hn(t- tycit —
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T =u, 2tT =du,
-jt2sin2k +2)r(t - i)di dv =sin2k +2)r(t - t)
_ 1 _
V_(2k+1)r cos(2k +1)r(t -t)
8 tosinek+)r(/-t) |
[Ck+)rp (k+))r

8
[k +Dr]

2t =u, du=2dT
----- L e |0r cos(2k +1)r(t -t)aT- 2Tet cos(2k +1)r(t - t) =dv

(2k+) J—_Sinek+)r(t -t)
2k +))r
8 t’ 1 sin2k +y)r(t-t) ' A
lek+)r] @k+)r (k+r (20 k+r
2 . _ 8 t
" k) SNRKHFITEDDI= 0 o ok +ir
2 cosk+)r(t-t) | g ¢
[k +1)r] (2k +1)r [ek+)rp (k+9)r
ok +r] o(1- cos(2k+1)r)] .
Shunday qilib, k() =- 16 +16c0s(2k +1)r (1)ga asoslanib

(2k+1s5rs  (k+17r7 (2k+1)7r 7
‘ A sink+hrx - 16 sink +Drx 16~ sin(2k +1)rr «cos(2k +1)rf
XO="VR k+) 1 ke (2k+) (2k +1)7
Izlanayotgan xususiy yechimni topamiz.
Shuni ta’kidlash joizki bir jinsli bo‘lmagan
da s dau
dt2 dxr %)
to'lgin tenglamasining - «©<x <<y, t>0 da aniglangan va

U =p(xX N0 =F(x)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

X+a(t-t)
xt)=p(x- at) +p(x +at) + L"fF()dx+-L f . dr
2 %a, 233 )T (BT
formula yordamida topiladi. Bu formula Dyuamel formulasi deb ataladi.
3-misol. Birjinsli bo‘lmagan

X- a(t-t)

dai 4,dZLI

do e T

to‘lgin tenglamasining
dui
“t8 1% 4 £8=00X
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
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Yechilishi. a—2, (o —x2 F(x) —eosx, f (x,t) —2X ekanini e’tiborga olib Dyuamel
formulasini go‘llaymiz:

(X- 2t2+(x+2t)2 1 jCOSXdX+1_>¢'2(t-t) o
2 X2 b o)
———————————————————————————————— X +2t)- sih(x- 2t)] +
X +2(t—8) —x—2(t—8) Wt —x +4t +—sin2tcosx +
40 2

[(x2+4x(t-1)) +4(t- t)2- x2+4x(t-t) - 4(t-1)2]t —

|_\
O m—

+_
4

X2 +42 +;—sin2t D05 X+ 8 X (t-1) C t —x2 +4t2+—sin2t cosx +2x| (t-1)C t

—x2 +4t2 +;—sin2t cosx- 2x (1 -2t)2 ;—xz +24t2 +L5in2tcosx +xt2

Demak, u(x,t) —x2+4t2+xt2 +1 sin2tcosx garalayotgan masalaning yechimi bo‘lar ekan.

4.6.Chegaralangan sterjenda issiqlikning targalishi

Chegaralangan sterjenda issiglikning tarqalish tenglamasi
8u 2da
0<X<I, t>0
dt % ax?
ko‘rinishga ega ekanligi eslatilgan edi.
Ana shu tenglamaning u]td —u(x,0) —p(X) boshlang‘ich shart hamda
u(o,t) —0, u(l,t) —0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruchi yechimi

7 (N
u(x,t) —2 Cke ( If)ﬂsinm X
k+ I

formula yordamida topiladi, bu yerda

JV(x)sinE'de.

4-misol. E—az;lix2 tenglamaning u(o,t) —s, u(l,t) —8, t>0 chegaraviy shartlarni

hamda
X, 0 <X<—Dho'lganda,
u(x,0) —
I- X% | <x<I bo'lganda

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechilishi. Bo‘laklab integrallash formulasiga asoslanib topamiz:

”r X—H, du—dx,
C Xsin-=s-dx —. +
K13 smk—ln xclx —ev, v—lzl-ﬁcoﬁx
|- X—, du—d 2
- Y u Xl
230 xsinB 1 ke Hoos™ L G KM+
V—— C0S--- ki | ki '
, kn I 0



km k 12 km km
+— (I- x)— cos-—— Jcos———-dx = - COS------ (— ) sin-—- +
m 2km 2 2
1/2 2 0
|
2 12 k , 1 ,2.. km 12 km m
—— - cos--m--(— ) sin-—-———- COS--——-- (— ) sin— +
| 2k 2 km | 2k 2 k
1/2
2 12 km .1 ,2/.. , ka2 12 . km 41 . km
} cos (— ) (sinkm - sin— )I=—e2 | ,sin— = , , sin—
I 2km 2 km 2 I k2n2 2 mz 2

. km : .
Demak ck=< smp k-to” bolgavwra’ yoki ¢ = 4l(-nk
({I k- juft bo'lganda k ni@k+H)2.
Ushbu giymatni yechimni topish formulasiga qo‘ysak
2ktyzam
4l o (2K+)m
m k& (2k +1)2
berilgan tenglamaning xususiy yechimi hosil bo‘ladi.
4.7. Chegaralanmagan sterjenda issiglikning tarqgalishi

Chegaralanmagan sterjenda issiglikning targalish tenglamasi
du 2au
i =a WE - m<x <Fﬁ
ko‘rinishga ega bo‘lishi isbotlangan.
Shu tenglamaning u\=0 =p(x) boshlang‘ich shart ganoatlantiruvchi xususiy
yechimi

LR (xe
U(X,t) :-Z-E;Irrﬁ _%‘(De 41 dp

Puasson formulasi yordamida topiladi. Tenglikning o‘ng tomonidagi integral
Puasson integralidir.
5-misol. Eu=a % - m<x<m issiglik targalish tenglamasining u(X,0)=x
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
Yechilishi. Puasson formulasiga binoan yechim

1 & (x2
u(x,t) =-—-= Jpe 4/1dp
2aVm
bo‘ladi. Bu integralni hisoblash uchun I -Xt =u yangi o‘zgaruvchini kiritamiz.
U holda
I =2aV”™ +X, dp =2a4tdy ekanini hisobga olsak
1M 1 b b
i(x,t) =——.= J(2aV/ +x)eN e2aV/N ="="2aVt I duy +1= Je-
9 2aylm -i( ) Vim i3} B \Vim J &
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q
bo‘ladi. rje r2 tog funksiya bo‘lgani uchun Jr rxdr=0. Puasson integrali

a
Jerdr —4n .

Demak

u(x, t) —2 enlll—x
sjn

izlanayotgan yechim bo‘ladi.
4.8. Bir tomondan chegaralangan sterjenda issiglikning tarqalishi

Bir tomondan chegaralangan sterjenda issiglikning targalish tenglamasi
L oo
ko‘rinishga ega bo‘ladi.  Shu tenglamaning u(x,t) —epx) boshlang‘ich shartni

hamda u(0,t) —F (t) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimi

1@ Fx2  (Ixe t 3 X
Y AN - - - a
u(x, t) ZaVnt(%p(l) e 4t -e 44 dl +2a€/Fr$T(}(t t) 2 (T) Ct

formula yordamida topiladi.
4.9. Laplas tenglamasining ba’zi sodda yechimlari

6-misol. x2+y2 <a2 doirada
da da
4 Ty 0
Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi va doiraning chegarasi x2+y2—a?2
aylanada A giymatni gabul giluvchi u(x,y) funksiyani toping.

Yechilishi. Izlanayotgan yechim u,y)=A bo‘ladi, chunki
du du dar da
—9 —A
& o e g2 00 U6Y) 2,5 —

7-misol. Laplas tenglamasining
AX
2 2_—a
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi x2 +y 2 <a2 doiradagi yechimini toping.

Yechilishi. u(x,yfl—a yechim, chunki &'_aa_e .&édu_e’AEd;_e

bo‘lgani uchun u Laplas tenglamasini ganoatlantiradi va

y AX
- - - a
g-misol. Laplas tenglamasining
Ay2  Bx2
u Y
a a

shartni ganoatlantiruvchi, x2 +y2 <a2 doiradagi yechimini toping.
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Yechilishi. v(x,y) —A"~B +B f (x2-y2) funksiyani olamiz. Shu funksiya

go‘yilgan masalaning yechimi ekanligini ko‘rsatamiz. x—acosp, y —asinp desak,
chegaraviy shart

2422 —ASinzp +Bcos2p  ko‘rinishni  oladi.  v(x,y) funksiya esa ushbu

ABB—A

V(xY) = 2cosdp - a2 sindp)—2 2 + BANCs psin p)

2

A(1 - cos2p +sin2p) +B(l +cos2p - sin2p)

5 —Asm%p +£COS%p

ko‘rinishga keladi.
Demak, v(x,y) funksiya chegaraviy shartni qanoatlantiradi. Endi shu
funksiyaning Laplas tenglamasini ganoatlantirishini ko‘rsatamiz
gv —B - A d —-8-A 8 —A-B d —A-B
dxk a2 ,dx a2 ’'dy a2y, dy2 a2
Bo'gani uchun %2\2/ +%2‘-/ —2% A2+%—BZ—0.
Demak, v(x,y) funksiya Laplas tenglamasining berilgan chegaraviy shartini

ganoatlantiruvchi yechimi.
4.10. Dirixlening ichki masalasini shar uchun yechilishi

Markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi R ga teng sfera bilan chegaralangan
sharni garaymiz. Shaming ichki nugtalarida garmonik va uning chegarasi x2+y2+z2—R?2
sferada oldindan berilgan f (p) — (x,y, z) funksiyaga teng u(x,y, z) funksiyani topish talab
etilsin.

Masalani sferik koordinatalarga o‘tib hal gilgan ma’qul. Shaming garalayotgan ichki
M nugtasi M (p0,00,p0) koordinatalarga sferaning P nuqgtasi P(R,0,p) koordinatalarga
ega deb hisoblansa masalaning yechimi

u(M) — ff(P)----—-- (Ra - PO2)sin~ct]dp 3
4R 00 [r2+p02- 2Rplos(6 -0 O)p>
Puasson formulasi yordamida topiladi.
4.11. Dirixlening ichki masalasini doira uchun yechilishi

X2+y2 <R2 doira hamda uning x2+y2—R2 aylanasida biror f (p) funksiya
berilgan bo‘lsin (p-qutb burchagi).
Doiraning aylanasida wWeR—f (p) qiymatni gabul giluvchi hamda doiraning
ichida qutb koordinatalaridagi Laplas tenglamasi
dap, 1 du, 4 4y g {4.%6)
dr r dr r dp
ni ganoatlantiruvchi u(r,p) funksiyani topish talab etiladi.
Bu masalaning yechimi Puasson formulasi deb ataluvchi

u(r,p) —; 3 () 12 R2

R - 2Rr cos(t- p)+r_
formulasi yordamida topiladi.
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Tenglikning o‘ng tomonidagi integral Puasson integrali deb yuritiladi.
Shunday qilib Puasson integrali yordamida aniglangan u(r,p) funksiya qutb
koordinatalaridagi Laplas tenglamasini ganoatlantiradi hamda r”~ R da
u(rv)™ f (p).

9-misol. (4.26) Laplas tenglamasining u(r,p)l=R=2sinp chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi r <1 doira ichidagi yechimini toping.

Yechilishi. Puasson formulasiga ko‘ra:

1 _r2-1 sin[(t- p) +p].
u(r.p) = TZ Int:-- 2rcos(t D) Fredt = 2rcos(t p) +r J&
r2-1 fsnm(tt— m)cosp +cosg(t-p)simp”_ (r2- )cosp +  sin(t- pydt  +
m J 1- 2rcos(t- p) +r2 m M- 2reest- ) +12
(r -ysinp f  cos(t-p)dt _ (r - 1)cosp (r - 1sinp
T m2reos(t-pyFre T m J e J2
Endi Jj va J2 integrallarni hisoblaymiz.

= Lf sinlt—)dt = |df- lrcos(t-p)+A]=_L|j- @s(t- p)+r3
2r-m-2rcos(t-p) +r  2r mi+2rcos(t-p) +r 2r

= [In@- 2rcos(m- p) +r2)- In - 2rcos(-m-p) +r2)]=-1 [In1 +2rcosp +np) -

- In@t +2r cosp +m@)] =o.
J2 integralni hisoblash jarayonida

m dx
A =D rrahtosx=risz

ko‘rinishdagi integralga duch kelamiz. Bu integralni tg)-(=t almashtirish olib

hisoblaymiz. U holda x =2arctgt, dx =——2—qt—, cosx =2 po‘lib
1+12 1+12
2dt
A= J--------EtZ ........ 3% (R ¢ S =2 dt
a2+ ﬁab.ié; fR(a2+h2)(1 +12) 2ab(1- 12)  {m(a2+b2x2ab) +(a2 +b2+2ab)t2
L
2+ dt = 2 7 dt = 2 a+tb a+b
MR(axh2+@+b)212 (a+b2m@xbh)2 2 (a+b2 axb gazxb
(a+b)2 A
2 . .
- (- 2m ki A= 2m 2 bo'ladi.
2.3 Tof-m o Am o VoK A= 2m 2 bo'ladi

J2 integralda integral ostidagi funksiyani - 2r ga ko‘paytirib bo‘lamiz, keyin
suratga 1+r2 ni qo‘shib ayiramiz.

j2=--1 f(i- 2rcos(t- p)+F2:-(L2FR))it= - £ Mmtles1+r2} dt 2
2r-m  1-2rcos(t-p) +r 2r -m 2r - 2rcos(t-p) +r2

_ L ogma it 2ma_ m, Mitr))
2r 2r 1-r ror-r)
Demak,



_(-r2)sinp, n  na+r2
R TR

Shunday qilib, masalaning yechimi u(r,p) —2rsinp bo‘ladi.

Zrsinp.

4.12. Dirixlening ichki masalasini halga uchun yechilishi

X2+y2=R2 va x2+y2=R2 (R <R ) aylanalar bilan chegaralangan
G —Rj2 <x2 +y2 <R22} sohada (halgada)
iy
&2 d 2
Laplas tegnlamasining
YR ) Usoan Ry —tp (bunda ulva ug o°zgarmas sonlar) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

u In-----u, In—

2 Rt 1 R2
u ~R
In R
R1

formula yordamida topiladi. Bunda r-nugtaning qutb radiusi (r —ux2+y 2).

10-misol. Laplas tenglamasining x2+y2—1 va x2+y2—4 aylanalar bilan
chegaralangan G—1 <x2+y2<4] sohadagi yechimi u —2, u —4
Ly Ly
chegaraviy shartlarda topilsin.

Yechilishi. Masalaning shartiga ko‘ra Rj %Rzﬁ, ul—2, u2—4. Shuning

r r 2r
uchun u—4|n0,g' 21 15 _AIn2r-2In=x 516y
15 In3 In3
In=
05
2lne /x™ 2 _ . . _ .
Demak, u(x,y)— n ’I\ﬁ%—— funksiya qo‘yilgan Dirixle masalasining yechimi
bo‘ladi.

4.13. Puasson tenglamasini doira uchun yechish

du da
8x2 +sy2 =1 (x'y)
ko'rinishidagi tenglama Puasson tenglamasi deyiladi. Shu tenglamaning
uxe#2~ 2—o shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab etilsin,
Yechimni u(x,y) —v(X,y)+w(x,y)  ko‘rinishda izlanadi. Bu vyerda v(x,\y)
funksiya Puasson tenglamasining xususiy yechimi va w(xy)
ﬁ.ﬂ—e
Laplas tenglamasinirmg W22 —v 24212 chegaaviy shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimidir.
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11-misol. %311@2—-4 Puasson tenglamasining u 2 2 =0 chegaraviy shartni

ganoatlantiruvchi yehimini toping
Yechilishi. v(x,y) =-x2-y2 berilgan tenglamaning xususiy yechimi bo‘ladi,
chunki

dv=- * - dv=-2 * -Pe
d:(’%x,dx @',d;// 4 y

Endi +~-W =0 Laplas tenglamasinin
& p g g

W 2y29—V\342e = (" ¥ ),2439=9
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bu yechimni topishda
x =rcosp, y =rsinp deb olib, qutb koordinatalariga o‘tamiz, u holda w(x.y)
dw  1ldwv 1 day_
a2 T 2 dp2 =0

Laplas tenglamasining u]r®=9 shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.
w(x,y)ni Puasson formulasidan foydalanib topamiz:

_ 9—r2 _909—=+2 dt :gQ—FZ) — _
w(r 2dt = T =TT =)
( pjl 9—ercos(t—p) 2— —3 —2<3ercos(t—p) +r 2— 99—+

Bu yerda — R -=—2— - formuladan foydalandik. Demak,

a —2abCosX+b a —b
u(x,y) =v(Xy)+ +w(x,y) =9-—x2—y2.

Mustagil yechish uchun mashqlar
1. Birjinsli bo‘lmagan =9 4 to‘lgin tenglamasinin 0=ex —I| 0=x
j gan =9, q g g U o=ex T

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini Dyuamel formulasidan foydalanib

toping. Javob: u(x t)=SXa TexE | 2xt2

2 3
. - ‘ dau _. da o .
2. Bir jinsli bo‘lImagan 2 —16dx2+xt to‘lgin tenglamasining
uIOZexE‘tOZSX boshlang‘ich shartlarni qganoatlantiruvchi yechimini Dyuamel

. . . €. x+4t +e» x—4t Xts
formulasidan foydalanib toping. Javob: u(xt) =—-----2————— +8Xt+— :

3. Bir jinsli  bo‘lmagan %Zz%zﬂt to‘lgin  tenglamasi  uchun

ul%i):sinx, E‘%_OZZ boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini Dyuamel

formulasidan foydalanib toping. Javob: u(xt)=sinxcost +2t +—.
4,  Bir jinsli  bo‘lmagan ~1=4" +xt to'lqgin tenglamasi uchun
dt2 dx2
ulf g=2cos5x, 1, §=8x boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini Dyuamen

3

formulasidan foydalanib toping. Javob: u(x,t) =2cos5xcos10t +8xt+"
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2 2 . . : :
&7-3;&? =0 Laplas tenglamasining u 2 2 2=Axy shartni qanoatlantiruvchi

x2 +y2 <a2 doiradagi yechimini toping. Javob: u(x,y)=Axy.
6. Laplas tenglamasining u 2+=2=A+By shartni ganoatlantiruvchi

X2 +y2 <a2 doiradagi yechimini toping. Javob: u(x,y)=A +By.

7. Chegaralangan  torning  erkin  tebranish  tenglamasi”™ =duning
dtl dx2

u(x,o)=o,EL0=o boshlang‘ich hamda u(0,t) =0 u(l,t)=Asinwt chegaraviy shartlarni

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini Furye formulasidan foydalanib toping. Javob:

A sin cox esin xsin cot 2Ao mA (-1)n-1 . nmt . nmx
ulx,t)= + > ~——sin--——--- sin--—-— .
sin col I nal 2 nm | |
- ° B I2 -
8. -4 tenglamaning u(x0)=o = boshlang‘ich hamda
dt2  dx2 ’ ' dt B9

u@0t) =0, »(m,) =L}  chegaravoy shartlami g~ ttaftuvdu wawwr yechimini

Furye formulasidan foydalanib toping. Javob:

4, X 17 (-1)nl . )
Ulx, t) = sin—esin—H— - sin Nt esin NX-

2 2 mn=11- N2
4

9. Tornin majburi tebranish  tenglamasi — = 45x(X-1 nin
g jburiy g b o (X- 1) g

u(x0) =0 =0 boshlang‘ich hamda u(,t)=0, u(l,tj=0 chegaraviy shartlarni

‘d =
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Javob: u(xt) :---5-x()(§. 2X£+1) + 382 oos(2n+1)mesin2n-+Dnx
12 m (2n+1)5

10, i :dd>!(121, -Ha<x<@ issiglikning targalish  tenglamasini  u(x,0)=e*
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini Puasson formulasidan foydalanib
toping. Javob: uxt) =A B2 O

<mt 48

11. — =2 - m<x<m tenglamanin 0 =lIy, l<1 bolsa, boshlang‘ich shartni
a o ATSREN g uQ = Kt bt .

ganoatlantiruvchi yechimi Puasson formulasidan foydalanib topilsin.
Javob: u(x,t) =—Jsin0 cosoxe~atdo.
mil a

du 1du 1 duw

S R B
dr2 rdr r2dp2
ganoatlantiruvchi doira ichidagi yechimini Puasson formulasidan foydalanib toping.

=0 Laplas tenglamasining berilgan chegaraviy shartlarni

12. U =sin2p. Javob: u(r,p) :irsinp-4(r%35in3p.
a a
13.  uJr5=2sin2p +8. Javob: u(r,p) :8+§Fsinp- 8(r—)3sin3p.

14. ulr=2=>5sinp. Javob: u(r,p) =5rsinp.
15.  ujNj =sin3p. Javob: u(r,p) =3sinp-4r3sin3p.
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glt_:azaz tenglamaning u(o,t)=u(l,t)=o, u(>go)=x(||" shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini toping.

(2n+1)2al1—t 14

Javob: (Xt)——]T ------- —e  , sin( N+ )¢

Nazorat uchun savollar

1. Fazoda issiqlikning targalish tenglamasini keltirib chigaring.

2. Laplas tenglamasini yozing.

3. Puasson tenglamasini yozing.

4, Laplas tenglamasiga keltinladigan masalalardan ba‘zi-birlarini ayting.

5. Garmonik funksiya deb nimaga aytiladi.

6. Sigiladigan suyuqglik ogimining uzluksizlik tenglamasini yozing.

7. Bosimni aniglovchi Laplas tenglamasi uchun chetki shartlar ganday bo‘lishi
kerak?

8. Chegaralangan torning erkin tebranish tenglamsini hamda uning
yechimini topish formulasini yozing.

9. Chegaralangan torning majburiy tebranish tenglamasini hamda uning

yechimini topish formulasini yozing.

10. Chegaralangan sterjenda issiglikning targalish tenglamasini hamda
uning yechimini topish formulasini yozing.

11. Chegaralanmagan sterjenda issiglikning tarqgalish tenglamasini hamda
uning yechimini topish formulasini yozing.

12. Bir tomondan chegaralangan sterjenda issiglikning tarqgalish
tenglamasini hamda uning yechimini topish formulasini yozing.

13. Laplas tenglamasi uchun Direxlening ichki masalasini doira uchun yechimini
yozing.

14. Puasson tenglamasi doira uchun ganday yechiladi?

15. Laplas tenglamasi uchun Direxlening ichki masalasini shar uchun yechimini
yozing.

16. Laplas tenglamasi uchun Direxlening ichki masalasini halga uchun yechimini
yozing.
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5. Matematik fizikaning chegaraviy masalalarini yechishning to‘r (katak)lar
usuli

5.1. Matematik fizika tenglamalarini taqribiy yechishning to‘r (katak)lar usuli.

Ma’lumki, to‘lgin tenglamasi yoki tor tebranish tenglamasi

da da

~dF”"dX2,
issiglik tarqgalish tenglamasi yoki Furye tenglamasi

du da

dt dx2’
Laplas tenglamasi

da da

& dy =0

ning yechimlarini bir giymatni aniglash uchun boshlang‘ich va chegaraviy shartlar
deb ataluvchi qo‘shimcha shartlar ham berilishi lozim. Lekin, ko‘pgina tenglamalar
yechimlarini analitik shaklda olishning iloji yo‘qligi sababli ularni yechishda tagribiy yoki
sonli usullarga murojaat gilishga to*g‘ri keladi.

Oddiy differensial tenglamalarni chekli ayirmalar usuli bilan taqribiy
yechishda hosilalar chekli ayirmalarga almashtirilishi aytilgan edi. Xususiy hosilali
differensial tenglamalarni ham bu usul bilan taqribiy yechishda xususiy hosilalar
mos chekli ayirmalarga almashtiriladi:

dau(x,t) u(x+ht)- 2u(xt) +u(x- ht)

dx2 h2 (5'2)
du(x,t) u(x t+h)- u(xt)
" h (53)

Masalani yechishga bunday yondashish ayirma usuli, yoki chekli ayirma usuli
yoki kataklar yoki to‘rlar usuli deb ataladi.

To'rlar usulining mohiyati quyidagicha. Aytaylik, tenglamani x va y erkli
o‘zgaruvchilarning biror G sohasidagi yechimini topish talab etilsin. Shu G sohani
erkli o‘zgaruvchilarning diskret o‘zgarish sohasi Gh to‘rli soha bilan, ya'ni to‘r
tugunlari deb ataladigan (x;,yt) nugtalar to‘plami bilan almashtiriladi. To'rli soha
kvadrat, to*g‘ri to‘rtburchak, uchburchak va hokazo kataklardan iborat bo‘lishi mumkin.
To'rli sohani tanlaganda, uning rh chegarasi berilgan G sohaning I chegarasini iloji
boricha yaxshi tasvirlaydigan bo‘lishi kerak. rh koordinata o‘qlariga parallel kesmalardan
tashkil topgan siniq yopiq chiziq bo‘ladi.

Misol sifatida h gadam bilan kvadrat to‘r tuzamiz:

Xi =x0+iK yj =y0+jh hj =i 1 £~ ..
bunda to‘rning (x{yj) tugunlari yo G sohaga tegishli yoki uning chegarasidan h
dan kichik bo‘lgan masofada yotadi. To‘r tugunlari-qo‘shni, ichki va chegaraviy
tugunlar bo‘lishi mumkin.

Qo'shni tugunlar bir-biridan koordinata o‘qlari yo‘nalishi bo‘yicha to‘r
gadami h ga teng masofada yotadi.
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Tugun G sohaga, unga qo‘shni bo‘lgan to‘rtta

tugunlar to‘rga tegishli bo‘lsa, u holda bunday tugun c
ichki tugun deb ataladi. J1

Agar tugunning qo‘shni tugunlaridan aqalli '
birortasi to‘rga tegishli bo‘lmasa u chegaraviy tugun &
deb ataladi. Chegaraviy tugunlar birinchi va ikkinchi tur
chegaraviy tugunlarga bo‘linadi. 5. I-chizma.

Chegaraviy tugun shu to‘rning go‘shni ichki tuguniga ega bo‘lsa, u birinchi
tur chegaraviy tugun deb ataladi. Qo‘shni ichki tugunga ega bo‘lmagan chegaraviy
tugunlar ikkinchi tur chegaraviy tugunlar deb ataladi. 5.1-chizmada ichki tugunlar
ochiq doiralar bilan, birinchi tur chegaraviy tugunlar qora doirachalar bilan
belgilangan. A, B, C, D chegaraviy tugunlar ikkinchi tur chegaraviy tugunlardir.
Ichki tugunlar va birinchi tur chegaraviy tugunlarni hisoblash tugunlari deb
ataymiz. Endi izlanayotgan u=u(x,y) funksiyaning (xi,yt) tugundagi qiymatini

uv =u(xj,y P orqali belgilaymiz.
5.2 Issiqlik targalish tenglamasini kattaliklar usuli bilan tagribiy yechish

Issiglik targalish tenglamasi
du _ 2dau

G (5.4)
uchun Direxlining ichki masalasi quyidagigﬁz ifodalanadi. (5.4) tenglamaning
u(x,0) =), 0<x <L, (5.5)
u(0,t) =/1(t), 0<t<T, (5.6)
ulLt) =72(t), 0<t<T (5.7)

chetki shartlarni ganoatlantiruvchi taqribiy yechimini topish talab etiladi, ya’'ni agar
izlanayotgan funksiyaning giymatlari t=0, x=0,x=L, t=T to'g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchakning uchta t=0,x =0,x =L tomonlarida
berilgan bo‘lsa, shu to‘g‘ri to‘rtburchakning t=T tomonida va ichki nuqtalarida
u(x,t) taqribiy yechimni topish talab etiladi.

(t-Kt >

O-1tc® (H) (r

5.3-chizma.
x=ih, (=123,..) t=kl (=123..) to‘g‘ri chiziglarni o‘tkazamiz. U holda
garalayotgan to‘g‘ri to‘rtburchak to‘r bilan qoplanadi, ya'ni kataklarga ajraladi.
To'g‘ri chiziglarning kesishishi nuqtalari to‘rning tugunlari bo‘ladi. To‘g‘ri
to‘rtburchakning tugunlarida yechimning taqribly gqiymatlarini aniglaymiz.
u(ih,kl) =Urk deb belgilaymiz. (5.4) tenglama o‘rniga unga mos chekli ayirmalar

tenglamasini (ih,kl) tugun nuqtalar uchun yozamiz:
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Uki Uik =a2u,U-- 2u,, +"-a . (5.8)

h
Bundan Utk4 ni topamiz:
la2
Uik - uik =-TT(uiHk- 2uik +ui-1k)
yoki
2la2 la2
uikd =(L—prruk+-rr (u. Atk +u.-1K). (5.9

Bu formulaga asoslanib izlanuvchi funksiyaning k-gatordagi uchta giymatlari
Urik U,k U+k ma’lum Dbo‘lsa, u holda funksiyaning (k+1)-gatordagi Utkd
giymatini topish mumkin. (5.5) formulaga ko‘ra funksiyaning [0,; kesmadagi
giymatlari ma’lum. (5.9) formuladan foydalanib t=1 to‘g‘ri chizigning [0]l]
kesmasining barcha ichki tugun nuqtalaridagi giymatlarini aniglaymiz. Bu
kesmaning chetlari x=0 va x =L dagi giymatlari u(0,1)=yi(-) va ul,l)=y2()
(5.6) va (5.7) giymatlardan kelib chigadi. Xuddi shuningdek t =2l to*g‘ri chizigning
barcha tugunlaridan funksiyaning giymatlarini aniglashimiz mumkin va hokazo. Shu
jarayonni davom ettirib izlanayotgan yechimning qiymatlarini to‘rning barcha
tugunlarida aniglaymiz. (5.9) formula bilan yecEizmning tagribiy giymatini h va |

gadamlar ixtiyoriy bo‘lganda emas, balki |<2—- bo‘lgan holdagina hosil gilish
a

mumkin.
. 2a2 . h2
Agar | gadam t o‘q bo'yicha 1----ﬁ;\ =0 yoki I =2a2
bo‘ladigan qilib tanlansa, (5.9) formulajuda soddalashadi. Bu holda (5.9) tenglama
u.ka =! (utk +u.-1k) (5.10)

ko‘rinishni oladi.
Bu formula hisoblash uchun ancha qulay. Ko‘rsatilgan usul bilan to‘rning
tugunlaridagi yechim aniglanadi.
1-masala. Sterjenda issiqlik targalish tenglamasi
du(x,t) 1 dau(xt)

dt 2 dx2 (5.11)
ning
1
uM D =x(x- 4) (5.12)
boshlang‘ich shartni hamda
u(x,t)x 9 =0, (5.13)
u(x,t)X:L:4 (;3.14)7

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimi kataklar usuli yordamida topilsin.
Bunda h =0,25 deb olinsinva t niesa o <t <2l oraligda garalsin.

Yechilishi. Sterjenni gorizantal holatda joylashgan deb, uning kesimlaridagi
haroratlarini o*zgarishini vertikal t o'q bo‘yicha o‘zgaradi deb garymiz.
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L . L L 0,252

Ox o‘gni h=025 gadam bilan Ot o‘gni t bo'yicha I 2a% 2.0’521:0,125m
gadam bilan koordinata o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib oxt tekislikni
5.4-chizmada ko‘rsatilgandek to‘r bilan qoplaymiz:

Masala shartiga ko‘ra, ABLO to‘g‘ri to‘rtburchakning uchta tomoni: OAda
(5.13) ga ko‘ra, oL da (5.12) ga ko‘ra, LB da (5.14)ga ko‘ra tugunlardagi
haroratlarni aniglash mumkin.

Ularni aniglaymiz. (5.13)ga ko‘ra Uoo =Uo1 =Uo2 =Uo3 =Uo4 =0, (5.12) ga
ko‘ra h=025 bo‘lgani uchun Uoo =0, uw0 =1(1-1) =0, u20 =05(05-0,25)=0,125

u30 =0,75(0,75- 0,4) =0375, w0=0,75 (5.14) ga ko‘ra Uag =Ux =Us2 =Ua3 =U44 =0,75.
tAoa 1,4 2,4 3,4 4,4

Qs5~ B
0.375 0,3 1,3 2,3 3,3 43
0250 02 1,2 2,2 3,2 42

0,125 0.1 1.1 21 34 4.1
0,0 1,0 2.0 3,0 4.0 /-
o 0,25 0,5 Q75 1,0
5.4-chizma.

Endi 2-gatorning ichki tugunlaridagi haroratlarni, 1-gatoning haroratlari yordamida

uikd r, (ublk +ui-1k)
formula bilan hisoblaymiz:

Ujj =~(u00+u20) =1(0 +0,125) =0,0625,

U2l =72(u10+u30 =~ (0 +0,375) =°J1875,

ust =1(u20+ud0) =1(0,125 +0,75) =0,4375.

3-gatorning ichki tugunlaridagi haroratlarni 2-gatorning haroratlaridan
foydalanib topamiz:

u2 =1 (uor +u2l) =1(0 +0,1875) =0,9275,
u22 =1(u1t +u3l) =1(0,0625 +0,4375) =0,25,

us2 =1(u2 +u4l) =1(0,1875 +0,75) =0,46875.
Xuddi shuningdek 4-va 5-gatorning ichki tugunlaridagi haroratlarni hisoblaymiz:
u1z =1(uo2 +u22) =0,125, u14 =0,140625, u23 =0,28125,
u24 =0,3125, uss =05, u34 =0,515625.
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Berilgan va topilgan giymatlarni quyidagijadval ko‘rinishida yozamiz.

uQa =0 U4 =0,140625 U24 =0,3125 U34 =0,51625 Ua4 =0,75
— U1z =0,125 U23 =0,28125 < U 8=075

& © @y O
uo2 =0 U2 =0,09375 u2,2=0,25 U32 =0,46875 U =075
3 ™o Uu =0,0625 U21 =0,1825 U3t =0,4375 U4a=0,75
oo &So u20 =0,125 U3 =0,375 U o =075

53 Lap]as tenglamasini kataklar usuli bilan taqribiy yechish

oxy tekislikda yopiq A kontur bilan chegaralangan G soha, hamda A
konturda uzluksiz qux,y) funksiya berilgan bo‘lsin.
g2u(x,y) |s2u(x,y) =0
ax2 g2

(5.15)
Laplas tenglamasining

u(x NIr =p(xy) (5.16)
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimni topish talab etilsin.

Xususan, yugoridagi masalaga g‘ovak muhitlarda qudugga tomon
harakatlanayotgan (sizib o‘tayotgan) neft va gaz suyugliklarini o‘rganish olib keladi.

Neft va gaz havzalarini gorizontal kesimlarini chegaralovchi chiziglardagi
bosim *“razvetka” burg‘ilashlari orgali aniglab olinadi. Demak (5.16) shartni
oldindan hisoblash mumkin.

Havzaning gorizontal kesimlarining ichki nuqtalaridagi bosimni uning
chegaralovchi chizigdagi bosimni bilgan holda aniglash mumkin. Boshgacha
aytganda bosimni aniglovchi Laplas tenglamasi uchun Dirixlening ichki masalasini
yechish lozim.

Qo'yilgan masalani kataklar usuli yordamida yechamiz.

Ikkita x =ih, va y =jh (5.17) to‘g‘ri chiziglar oilasini o‘tkazamiz, bunda h-
berilgan son, i va j ketma-ket butun musbat qiymatlar gabul giladi. Bu holda G
soha to‘r bilan qoplanadi. To‘g‘ri chiziglarning Kkesishish nugtalari to‘rning
tugunlari bo‘ladi. G sohani butunlay shu sohada yotuvchi hamma kvadratlardan va
A ning chegaralari bilan kesishuvchi ba’zi kvadratlardan tashkil topuvchi to‘rli Gh
soha bilan, G sohaning chegarasi A ni (5.17) ko‘rinishdagi to‘g‘ri chiziglar
kesmalaridan tashkil topgan Ahegri (siniq) chiziq bilan tagribiy tasvirlaymiz.

Axtarilayotgan U funksiyaning qiymatlarini fagat to‘rning hisoblash
tugunlaridagina garaymiz. To‘rlar usulida Laplas tenglamasidagi xususiy hosilalar
chekli ayirmalar bilan almashtiriladi:

su o/ 0 4 8 y -
8y2 y:11 =Elg$u|-&k- ZUH +uit,), &2 y)%lﬂ é{ﬁli (Uij-1 - 2uij +uij).
(5.15) Laplas tenglamani quyidagi ayirmali tenglama bilan almashtiramiz:

UI-W - 2Uij-1 +UHj +Uij4 - 4Uij =0
bundan

uij =4 (ui-1j +uij-1 +uHt) +uijH) (5.18)
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Agar berilgan masala uchun A dagi (xy) nuqtada u(x,y)=<pxy) chegraviy
shart berilgan bo‘lsa, u holda to‘rning birinchi tur chegaraviy tugun nugtasida
Uj =u(x,y}) =cpxy) deb olamiz, bunda (x,y) shu A chegaraning (xi,y}) chegaraviy
tugun nugtaga eng yagin nuqtasi.

To‘rning har bir ichki tuguni uchun (5.18) tenglamani tuzamiz. Natijada,
noma’lumlari va tenglamalari soni to‘rning ichki tugunlari soniga teng bir jinsli
bo‘lmagan chizigli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bunday sisitema har doim
birgalikda va birgina yechimga ega. Uni vyechib, izlanayotgan u=u(x,y)
funksix/aning G to‘rli soha tugunlaridagi giymatlarini hosil gilamiz.

J\y

<i,l+7)

\Z
Z.
j)  ©) f+h)
(J3-0
5.5-chizma. 5.6-chizma.
da da :
2-masala +— =0 Laplas tenglamasi uchun G={0<x<i, 0<y <1}
dx2 dy?2

kvadratda Dirixle masalasini
0, agar x=0 va 0<y <1 bo'lsa,
0,agar y =0 va 0<x <1 bo'lsa,

ux,y) =<t y(y +1), agar x=1 va 0<y <1 bo'lsa,

1e<(x +1), agar y =1 va 0<x <l bo'lsa.
chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimi to‘rlar usuli bilan topilsin.

Y echilishi. X:':lg’ x:% Xx=lvay :-;, y :% y =1 to‘g‘ri chiziglarni o‘tkazib

h:-1 gadam bilan to‘rli Gh sohani hosil gilamiz. Qaralayotgan holda G va Gh
sohalarning chegaralari bitta egri chizig-kvadratdan iborat. To'r (} 1-) », 3’\(321)

va (%,-) i%hki tugun nugqtalariga hamda (0,-), (01,-),(-2,1),% 1), % % ,0) %lrlnchl

tur tugunlarga ega. 0(0,0), C(0,1),5(1,1), A(L;,0) nugtalar to‘rning ikkinchi tur
tugunlaridir.  Hisoblash  tugunlarida  funksiyaning qiymatlarini  topamiz.
Chegaraviy shartga asoslanib birinchi tur tugunlar uchun quyidagilarga ega
bo‘lamiz.

uOl=u®@ =u 0=u20 =0, agar x =0, 0<y <1vay—0 0<x <1 bo‘lsa.

g,ll—él--lé-](?’ )—- =0,222, %22—-21—-% %3—+1) =-=0,556 agar x=1,0 <y <1 bo’‘lsa,
11 12 _5_ _
2"'3'% +1) = -9 =0,222, u —2———§% —+1) =3 =0,556 agar y=1,0 <x <l bo'‘lsa.
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Endi (5.18) formuladan foydalanib u(x,y) funksiyaning ichki tugunlaridagi
giymatlarini yozib quyidagi to‘rt noma’lumli to‘rtta chizigli tenglamalar sistemasini
hosil gilamiz.

ull = 4 (U0l + «1,0 + U2l + ul,2) = 4 (u2l + ul2),
u12 =" (UO2+ WIl+ u22+u13) =121 1+ U22+ 0,222),

u2l = 1(ul 1+ U20 + U3L + U22) = ~(ull + 0,222 + U22),

K

Y 5 5
U22 = 4 (ui2 + u21 + u32 + u23) = 4 (uL2 + uz21+ 9 + 7)

yoki
4ul1- U2 —H21=0,
U1- 4ul2+u22=-0,222,
ULl —d21+U22 =- 0,222,
N 2+U21—4U22 =—§112.
u =x, u2 =y, u21 =z, u22=t belgilashni kiritamiz. U holda oxirgi sistema
4x—y —2 =0,
3(_43/ +1=-0,222,
x—4z +1=-0,222,
y +z—4t=-4112
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Sistemaning 2-tenglamasidan 3-sini ayirsak —4y+4z =0 yoki y =z kelib
chigadi. Sistemaga z o‘rniga y ni qo‘ysak
4x —2y =0,
<X—4y +1=0,
2y —4t =—1112

bo‘ladi. Sistemaning birinchi tenglamasidan x:2—. Buni sistemaning 2- va 3-

tenglamalariga go‘ysak

X = —, X = —,
2 2

7
y —4y +t= —0,222, yoki Y+ U= —0 222,
2 2
2y —4t= —1,112
y —t= —0,278.

bo‘ladi. Sistemaning 2- va 3-tenglamalarini go‘shsak —3y =-85 yoki bundan
y =0,167 hosil bo‘ladi. Demak, x=y =0,084, z=y =0167, t=y +0,278=0,362. Shunday

qilib, ul1=0,084, u12 =u21=0,167, u22 =0,362 va noma’lum funksiyaning hisoblash
tugunlaridagi giymatlarining quyidagijadvaliga ega bo‘lamiz.

C u13 =0,222 u23=0,556 B
e p=o u2 =0,167 u22 =0,362 u32 =0,556
g‘o = un =0,084 uz =0,167 u3L =0,222
-0 F;:*O c,\,o'do A
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3-masala. 6.7-chizmada tasvirlangandek A —AmBnA yopiq chizig bilan
chegaralangan G sohaning ichki nugtalaridagi bosimning giymati
d2P(x,y) Hd2P(x y) —6 519
dx2 dy2 (.19)

Laplas tenglamasi orqali berilgan. A chizigning AmB gismidagi bosimning giymatlari

PX, Y B —2 X (5.20)
formula bilan, golgan gismida esa
P(% ¥ g =9 (5.21)
formula  bilan aniglanadi. (6.19)

tenglamaning (5.20) va (5.21) chegaraviy
shartlarni  ganoatlantiruvchi  taqgribiy
yechimni topish talab etiladi.

14 24 34__aa 54 64

Yechilishi. Masalani to‘rlar usuli bilan K
yechamiz. Dastlab G sohani h—95 ga

. . . . &0 50 60
teng bo‘lgan gadam orqali to‘r bilan 0 05 1 15 20 25 AL
goplaymiz. 5.7-chizma.

So‘ngra A chizigni yopiq siniq chiziq bilan tasvirlaymiz. A chizigning AmB ga yagin
bo‘lgan tugunlardagi bosimning giymatlarini (5.20) formulaga ko‘ra hisoblaymiz:
P13 —x(2,5- x) —0,5(25- 05) —1,P22 —1+25-1) —,5 P31t —,525-1,5) -5,
Pa —2(25- 2) -, Ps1 —2,5(25- 25)—0, Ps2—2525- 25 —0, P23—(25-1) 5.
A egri chizigning golgan gismiga yaqin tugunlardagi bosim giymatlari (5.21)
chegaraviy shartga ko‘ra nolga teng, ya’'ni Ps3 —P54 —P44 —P34 —P24 —0.
Ichki tugunlardagi P33, P43, P32 va P42 bosimlarni (5.18) formula yordamida
hisoblaymiz.

P38 —4 (PZ3+P3A +P43 +P32),
P32 —4 (P2 +P33+P3L +P42),
PA2 —4 (P43 +P32 +P52 +PAl),

P43 —4 (P33 +P44 +P42 +P53)
Bu tenglamalar sistemasining har birini 4 ga ko‘paytirib, o‘ng tomonlariga
ma’lum giymatlarni qo‘yib quyidagiga ega bo‘lamiz.
4P3B—151 01 PA3+P2,
4P —5+P33+15 +pP42m

AP42 —PA3+P32 +0 +1,
4P43 —P33 +0 +P42 +0.
PR —x, P32—y, P42 —z va P43 —t deb belgilash kiritamiz. U holda
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AX—y —+=15

—x +4y —2 =3

y—4z+t=—%

X+z—41=0
bo‘ladi. Hosil bo‘lgan to‘rt noma’lumli to‘rtta chizigli tenglamalar sistemasini
Gauss usuli bilan yechamiz.

Sistemaning 4-tenglamasini 4 ga ko‘paytirib birinchi tenglamaga hamda

4 -tenglamani ikkinchi tengalmaga hadma-had qo‘shsak

—y —4z +15t =15, X +z—4t =0,

4y —4t =3 yoki y—4z+1=—%
y—4z+1=—% —y —4z+15t =15
X+z—4t =0 J 4y —4t =3

hosil bo‘ladi. Endi oxirgi sistemaning ikkinchi tenglamasini uchinchi tenglamaga va
ikkinchi tenglamani -4 ga ko‘paytirib sistemaning to‘rtinchi tenglamasiga hadma-
had go‘shamiz. U holda
X +z—41 =0,
y —4z +t =%
—82 +161 =05,
16z -8 =7
yoki bu sistemaning uchinchi tenglamasini 2 ga ko‘paytirib uning to‘rtinchi
X +z —4t =0,
K y —4z +t =—%
—8z +16t =05,
24t =8

oxirgi tenglamasidan t:]3 ni topamiz. Uchinchi tenglamaga t:J&ni qo‘yib z :@ ni

tenglamasiga hadma-had qo‘shsa hosil bo‘ladi. Bu sistemaning

topamiz. Sistemaning ikkinchi tenglamasiga t:%, z :E giymatlarni qo‘yib y =11%
ni topamiz va nihoyat birinchi tenglamaga y,zt o‘rniga ularning topilgan

giymatlarini qo‘yib x =35 ni topamiz.

Shunday qilib, P%% :\Zg, P%% :]13, Pi% :24% va leg :13.
P13 =1 P23 =195022 195031 195041 =1 P31 =Psp =P53 = P54 =Raa =P3a =P2g =0+
Mustaqil yechish uchun mashqlar
du(x,t) =1 dlu(x,t)
d 4 5x2
u(x,0) :x(x+é) boslilang‘ich shaitni hamda u(o,f)=o0, u(1f)=0 che,, shaltlarnl

ganoatlantiruvchi taqribiy yechimi to‘rlar usuli yordamida topilsin.
Ko‘rsatma. h=0,2m deb, o0 <t<3l shartlarda qgaralsin.

1.Uzunligi 1m bo‘lgan sterjenda issiglik targalish tenglamasi ning
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C_llQ(,() zzgu(x t)

2.Uzunligi 1m bo‘lgan sterjenda issiglik targalish tenglamasi ning
u(x,0) = x(3—- x), u(0,t) =0, u(dt) :1—, 0 <t <41 chetki shartlarni ganoatlantiruvchi
tagribiy yechimi (h =0,2 m deb faraz qilib) topilsin.

3.Issiglik o‘tkazish tenglamasi Cu&gt) :Cté((xt) uchun G={0<x<l, 0<t<01} to‘g'ri

to‘rtburchakda 0<x<1 da u(x,0)=x(x--) boshlang‘ich va 0<t<01 da u(0t)=u(l,t)=0
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimi toplsin.
4.1Issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi Cu(x,t) =Ce X't ning

n(x,0) = (L1x2+11)sin Tix boshlang‘ich shartni hamda u(0,t) =u(l,t) =0 chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimini 0 <t <0,02 uchun toping (h =0,1 deb olinsin).

5.1ssiglik o‘tkazish tenglamasi O.Jgt(, t) = 15 C L(J:)((X, t) ning u(x,0)=x(x+1) boshlang‘ich shartni

hamda u(0,t) =0, u(l,t) =2 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimini
0 <t <2 uchuntoping (h =0,2 deb olinsin).

6. %(2“ gju =0 Laplas tenglamasining G ={0<x<15 0<y <25} to'g'i

to‘rtburchakdagi u(x;0) =u(x;2,5) =0, u(;y)=4y(2,5-y), u(,5;y) =0 chetki shartlarni
ganoatlantiruvchi tagribiy yechimi h =0,5 gadam bilan topilsin.

7.’(‘}-(2 +’&2 =0 Laplas tenglamasining G = {0 <x <1, 0 <y <1} birlik kvadratdagi
0, agar 0 <x <1, y =0 bo'lsa,

8 y(64y” - 60y +29), agar x =0, 0 <y <1 bo'lsa,

u(x,y) =

21- x)(64x* - 68x +3), agar 0<x <1, y =1 bo'lsa,

0, agar x =1, 0 <y <1 bo'lsa.

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi tagribiy yechimi h =0,25 gadam bilan topilsin.
Javob:
40 20 12

5 = 28,5 17,0 8,6 0
S - 17,0 11,3 5,6 0
SN 86 5,6 28 0
o S < - u30 =0

Q ca = " ©
8.&2 Q/ZZO Laplas tenglamasining taqribiy yechimini G={0<x<l 0<y <1}

kvadrat uchun ko‘rsatilgan chegaraviy shartlarda yeching.
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0 16.18 38.63  50.0 0 16.18 38.63  50.0

0 0 0 30.10 0 1412 26.09 30.10

0 0 0 12.38 0 1520 2053 12.38

0 26.15 2934 431 0 26.15 2934 431

b) Javob

0 17.98  39.02 50 0 17.98 39.02 50

0 0 0 30.10 0 15.18 36.39 30.10

0 0 0 12.38 0 16.37 21.26 12.38

0 29.05 29.63 431 0 29.05 29.63 431
Nazorat uchun savollar

1. Chekli ayirmalar usuli nimaga asoslangan?

2. To'rnima?

3. To'rning tugunlari nima?

4. Ichki, chegaraviy va qo‘shni tugunlarga ta’rif bering.

5. Birinchi tur chegaraviy tugunga ta’rif bering.

6. lkkinchi tur chegaraviy tugunga ta’rif bering.

7. Hisoblash tugunlari nima?

8. Issiglik targalish tenglamasi uchun chetki shartlarni ayting.

9. Issiglik targalish tenglamasini to‘rlar usuli bilan taqribiy yechishda

tugunlarda funksiyaning giymati ganday topiladi?

10. G'ovak mubhitlarda qudugga tomon harakatlanayotgan neft va gaz
suyugqliklarini o‘rganish ganaga tenglamaga olib keladi.

11. Laplas tenglamasi uchun Dirixlening ichki masalasini ifodalang.

12. Laplas tenglamasini to‘rlar usuli bilan taqgribiy yechganda tugunlarda
funksiyaning giymati ganday topiladi?

64



Foydalanilgan adabiyotlar

Coaros. EY. Omwmii matematyika. 1l kuicm,- T.YkuTysum, 1993,

. Xurramov SH.R. Oliy matematika. (masalalar to'plami, nazorat topshiriglari) I, 11, 111

gismlar .Toshkent: Fan va texnologiya , 2015.

3. TicbMeHHbIA [l KOHCMEKT nekumia ro Boiceid Matematuke. |, 11, 1 vactn. M.Avpic
-M:[MNpecc , 2006.

. Xolmurodov E, Yusupov A.l., Aliqulov T. A.,Oliy matematika. O quv gollanma. 111 gism.

-Toshkent,2018.

65



Mundarija
KIFISI .
1 Xususiy hosilali differensial tenglamalar...............ccooviviinininnininnnnnns
11 Umumiy tushuNChalar.............cooeiriineceese e,
1.2 Matematik fizkaning asosiy
tenglamalari...........coovnne e,

1.3 Ikkinchi tartibli ikki o*zgaruvchili differensial tenglamalarning turlari va
kanonik ko*rinishlari

1.4 Mustaqjil yechish uchun mashglar

2. Masalaning qo‘yilishi. Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish va uni
yechish........

2.1 Koshi masalasi, chegaraviy masalalar, aralash masalalarning go‘yilishi.............
2.2 Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish............cccccovovvvcisinicccniecn,
2.3 Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli bilan yechish.............ccocoeovvnininnn.
2.4 Mustaqil yechish uchun mashglar...........cccoeoevverininneee e,
3. Grin formulasi . Garmonik funksiyalarning asosiy X0ssalari............cccceverininnn.
3.1 GHN FOIMUIASI........cvieeic s
3.2 Garmonik funksiyalarning asosiy X0SSalari...........ccceirernenieeneeeeeeeene,

3.3 Grin formulasi va uni chegaraviy masalalarni yechishda go‘llash......................
3.4 Birinchi chegaraviy masala yechimining yagonaligi.........ccccccovernneninneninene,
4. Matematik fizikaning ba’zi-bir tenglamalari va ularning yechimlari hagida.........
4.1. Fazoda issiglikning targalishi.............cccoevrnnneene,
4.2. Birjinsli jismda issiglikning statsionar tagsimoti masalasi...........cccccccveeereerinnene.
4.3. Suyuglik yoki gazning potensial OgiMi...........cccveeeerierinenineneee s
4.4, Chegaralangan torning erkin tebranishi tenglamasi............cccooeoeviieviceninnnnen,
4.5. Chegaralangan torning majburiy tebranish tenglamasi.............cccoovvennneninne,
4.6.Chegaralangan sterjenda issiglikning tarqalishi..............cccoovreerienniieniensieennne,
4.7..Chegaralanmagan sterjenda issiglikning targalishi.............c.cccoooeviveninineninnn.
4.8. Bir tomondan chegaralangan sterjenda issiglikning targalishi..............cccccovvveee
4.9. Laplas tenglamasining ba’zi sodda yechimlari...........c.cccooovvennnencnnenine,
4.10. Dirixlening ichki masalasini shar uchun yechilishi.............cccccoovviviieiniicininnns
4.11. Dirixlening ichki masalasini doira uchun yechilishi............c.ccccocovninnininne,
4.12. Dirixlening ichki masalasini halga uchun yechilishi............ccccccoevieienieninnnns
4.13. Puasson tenglamasini doira uchun yechish.............ccocvrninnnnnnnenine,
4.14 Mustaqil yechish uchun mashglar..........cccocovveivinicineeeeseeens
5 Matematik fizikaning chegaraviy masalalarini yechishning to‘r (katak)lar usuli
5.1. Matematik fizika tenglamalarini tagribiy yechishning to‘r (katak)lar usuli........
5.2 Issiglik targalish tenglamasini kattaliklar usuli bilan tagribiy yechish.................
5.3 Laplas tenglamasini kataklar usuli bilan tagribiy yechish............ccccocoovvvvvinnne.

Foydalanilgan adabiyotlar................ccoo e

Muharrir:Sidikova K.A.

66

~NBA~Phw

FERLLREESES



