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SO‘Z BOSHI

Matematik fizika tcnglamalari fani klassik mexanika, fizika,
gidrodinamika, akustika va boshga sohalarda sodir bo'ladigan
jarayonlarning matematik modellarini yaratish va bu masalalarni
yechish wusullarini qurish bilan uzviy bog‘lig. Bu inodellashtirish
muayyan jarayonlarni ifodalovchi fizikaviy kattaliklar asosida
tenglamalarni  keltirib  c.higarish  bilan xarakterlanadi. Kvant
mexanikasi, atom va yadro fizikasi, gattiq jismlar nazariyasi,
elementar zarralar fizikasi kabi sohalarning rivojlanishi matematik
tadgiqotlarning asosini tashkil etadi. Mexanika va fizikaning ko‘plab
inasalalari xususiy hosilali differensial tenglamalarni tadqiq etishga
keladi. Shuning uchun xususiy hosilali differensial tenglamalar fani
matematik fizikaning zamonaviy holatini o'rganish va tushunisli
uchun zarur bo‘lgan boshlang‘ich bilimlarni beradi.

Matematik fizika tenglamalari faniga bag‘ishla.ngan darslik-
lar, o‘quv go‘llanmalar ingliz, rus va boshqa tillarda ko‘plab nashr
gilingan. Bu adabiyotlarning nazariy gismi bilan misol va masalalarga
oid bo‘limlari orasida biroz tafovut borligi seziladi. Hozirgi davr
lalabiga javob beradigan yuqori malakali mutaxassislar tayyorlash,
ularning nazariy va ainaliy masalalarni chuqur o‘zlashtirishiga
ko'maklashuvchi o‘zbek tilida yozilgan darsliklar, o'quv go!llanmalar
yaratish muhim ahamiyatga ega.

Ushbu o‘quv go'llanma universitetlarning matematika, mexa-
nika, amaliv matematika va informatika yo'nalishlari o'quv rejasidagi
asosiy fanlardan biri bo!lgan matematik fizika tcnglamalari faniga
bag‘ishlangan. Fizikaviy jarayonlarning matematik inodelini tadqiq
etish xususiy hosilali differensial tenglamalar kursining asosiy gismini
tashkil giladi.

Talabalar bu fanni mukammal o'zlashtirishlari uchun ula.rga
ma’lum bilimlar majmuasi zarur bo‘ladi. Masalan, matematik fizika
tenglamalari kursi oddiy differensial tenglamalar fanining bevosita
davomi hisoblanadi. Uni mukammal tushunib, o‘zlashtirishlari uchun
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oddiy differensial tenglamalar fanidan ma’lum bilimlar talab gilinadi.
Bu borada talabalar kuzatuvchi bo'lib golmasdan, balki o'zlari misol
va masalalar yechish. mavzularni mustaqil o‘zlashtirishlari lozim.

Qo'llanmaning asosiy maqgsadi, talabalarni matematik fizika
tenglamalari va ular uchun qo‘yiladigan asosiy masalalar bilan
tanishtirish, ular uchun zarur bo‘lgan boshlang'ich bilimlarni berish-
dan iborat. Unda matematik fizikaning xususiy hosilali differensial
tenglamalar bilan ifodalanadigan ayrim masalalari o‘rganilgan. Asosiy
e’tibor xususiy hosilali differensial tenglamalarning klassifikatsiyasi,
ularni kanonik ko'rinishga keltirish, Koshi masalasining go‘yilishi va
imi yechish, giperbolik,. parabolik va elliptik tipdagi tenglamalar
uchun asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo'yihshi va
ularni yechishning ayrim usullarini bayon gilishga garatilgan.

Ushbu qo'llanmani yozishda va mustaqil yechish uchun
masalalarni tanlashda xususiy hosilali differensial tenglamalar
sohasida o‘zbek va rus tillarida chop etilgan adabiyotlardan keng
foydalanildi hamda muallifning Mirzo Ulug‘bek nomidagi 0 ‘zbekist,on
Milliy universiteti talabalariga "Matematik fizika tenglamalari”
fanidan olib borgan nazariy va amaliy mashg'ulotlari katta yordam
bo‘ldi.

Qo‘lyozmani ko‘rib chigib, o‘z fikr-miilohazalarini bildirgan
go'llanmaning mas’ul muharriri professor J.0.Toxirovga hamda
professor A.Q.O‘rinovga va professor Q.S.Fayazovga muallif samimiy
minnatdorchilik bildiradi.

Qo'llanmadagi kamchiliklarni bartaraf etish, uning sifatini
yaxshilashga qaratilgan tanqidiy fikr va mulohazalarini bildirgan
hamkasblarga va kitobxonlarga muallif awaldan minnatdorchilik
bildiradi.

Muallif



I BOB

MATEMATIK FIZIKA TENGLAMALARI.
ASOSIY MASALALARNING QO‘YILISHI

Matematik fizikaning ayrim masalalari ikkinchi tartibli xususiy
hosilali differensial tenglamalar orqgali ifodalanadi. Qo‘llanmaning
ushbu dastlabki qgismida xususiy hosilali tenglamalar haqgida
tushunchalar va ta’riflar gisqacha bayon gilingan.

Matematik fizikaning asosiy tenglamalarini keltirib chiqarish,
bu tenglamalar uchun boshlang‘ich-chegaraviy shaxtlar va korrekt
go‘yiladigan masalalar berilgan.

Nokorrekt go‘yilgan masalalarga misollar keltirilgan.

1—8. Xususiy hosilali differensial tenglamalar.
Asosiy tushunchalar va ta’riflar

Noma’lum u(x) = u(xi,x2,...,x,) funksiya uning xususiy
hosilalarini va X\, X2, ... ,xn erkli o‘zgaruvchilarni bogiovchi quyidagi
ifoda

xusxisiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

Bu yerda F( ) —o‘z argumentlarining berilgan funksiyasi,
x€DCRnNnN>2 +&+ mmt+t A, =fc, t=0m; m > 1, D esa
(1) tenglamaning berilish sohasi deyiladi.

Misollar.

d2u d2u d2u .
+ sinu = O;
A odx)\ 9x2 + ®xn

= f(xi,x2,x3,u);
ax\ oax\gx\  ax\gx3gxs (xi,x2,x3,u)
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Yugorida keltirilgan tenglamalar mos ravishda birinchi tartibli,
ikkinchi taiiibli va uchinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalardir.

Demak, differensial tenglamada noma’lum funksiya xususiy
hosilasining eng yuqori tartibiga shu tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar u(x) = u(xi,x2,...,xn) funksiya biror D sohada anig-
langan, uzluksiz va tenglamada gatnashgan uzluksiz hosilalarga ega
bo‘lib, shu sohada tenglamani ganoatlantirsa, u holda bu funksiya
tenglamaning yechimi deb ataladi.

Agar F barcha

dku
dxj1...dxnn

0< K<m,

hosilalarga nisbatan chizigli bo'lsa, u holda (1) tenglaina chizigli
xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Chizigli tenglamani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

m n
k=1 fd** k7
yoki
Cu = f(x)

bu yerda

j=i
rn - tartibli cInzigli differensial operator deb ataladi.

Odatda xususiy hosilali chizigli ikkinchi tartibli differensial
tenglama quyidagicha ifodalanadi
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bu yerda atJ(x), br(x), c(x) biror chekli yoki cheksiz D sohada
berilgan funksiyalar, ular tenglamaning koeffitsiyentlari, f(x) esa
tenglamaning ozod hadi deyiladi.

Agar chizigli tenglamada f(x) = 0 bo‘lsa, u bir jinsli, aksincha,
ya’ni f(x) 70 bo‘lsa, birjinsli boUTagan tenglama deyiladi.

Agar (.2) tenglamada uning chap toinonmi L(u) orqali
belgilasak, u holda (2) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olish
mumkin:

L(u) = f(x), (€)]
bu yerda

ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial operator deyiladi.
Masalan, ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
chizigli differensial tenglama ushbu

+ai{x,y)— +bi(x,y)— +c\(x,y)u = f(x,y)

ko‘rinishga ega bo'ladi.

Bu yerda a(x,y), b{x,y), c(x,y), ai(x,y), bx(x,y) va c\{x,y) —
tenglamaning koeffitsiyentlari, f(x,y) esa uning ozod hadi bo'lib, ular
X,y argumentlarning berilgan funksiyalari.

Agar (1) tenglamada F faqgat yuqori tartibli

n

hosilalariga nisbatan chizigli bo'lsa, u holda (1) kvazichizigli tenglama
deyiladi.
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Masalan, quyidagi tenglama

f AN [\ A2v ( du du\ d2u
a[x'y'wfo'di)d™ +2b\x'y,u'di'd)d"y +

( du du\ d2u ( du du\

+C Ix'*“em-ow ) v + 1@ N ) =

ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli kvazichizigli tenglamadir.
Xususiy hosilalar uchun quyidagi belgilashlardan foydalanamiz:

du du d2u d2u d2u
ai’” Uy=W Ux=d"" Uxy=d"j’ Uy=W

va h. k.

Agar (4) ifodada dij(x) = 0, i,j — 1,n, va bi(x) koeffitsiyent-
lardan kamida bittasi noldan fargli bo'lsa, u holda (4) ifoda birinchi
tartibli chizigli operator deb ataladi.

Birinchi va ikkinchi tartibli chizigli differensial operatorlar
quyidagi xossalarga ega:

1) L(eu) = cL(u), c= const;
2) L(ui+u2)=>b(w) + L(u2).

Bu xossalarni tekshirib ko‘rish giyinchilik keltirib chigarmaydi.

Yuqoridagi xossalardan chizigli bir jinsli differensial tenglamalar
uchun muxim. boigan ushbu xulosalar kelib chigadi:

1-XULOSA. Agar u(x) funksiya biror D sohada bir jinsli xususiy
hosilali differensial L(u) — 0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda
cu(x), ¢ = const funksiya ham D sohada shu tenglamaning yechimi
bo‘ladi.

2-XULOSA. Agar u\(x) va u2{x) funksiyalar biror D sohada bir
jinsli xususiy hosilali differensial L(u) = 0 tenglamaning yechimlari
bo‘lsa. u holda Ui(x) + u2{x) funksiya ham D sohada shu L(u) = 0
tenglamaning yechimi bo ‘ladi.

Bu xulosalardan quyidagi natijani olamiz:
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Natija. Agar u\{x), u2{x),...,un(x) funksiyalar biror D
ohada bir jinsli xususiy hosilali differensial L(u) = 0 tenglamaning
yechimlari bo’lsa, u holda bu funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi

ClUI(x) + c2u2(x) + ... + cnun{x)

ham D sohada shu L(u) = 0 tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Bu erda c;, i = I,n ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Agar Rn fazoning o'lchami ikkiga teng, ya’ni n — 2 bo‘lsa, u
holda X] = x, X2 “ y deb, agar n —3 bo‘lsa, u holda xi = x, x2 =y,
T = z deb olamiz.

1-MISOL. Quyidagi berilgan

X2 y2

a) u(x,y,z) = — + =X, b) u(x,y,z) —xyz,
)(y)ylZl ) u(Xx,y,z) —xy

funksiyalar x > 0,y > 0, z > 0 sohada ushbu

du du du
XY x +y'd~x+Zd~x=0
tenglamaning yechimi boiadimi?
Y kchish. a) Berilgan funksiyaning ux, uy va uz Xususiy
hosilalarini topamiz:

du _ 2x du _ 2x2 2y du 2y2

8Xx y2' dy y3 z2’  dz z3
va ularni berilgan tenglamaga ko‘yib,

du du du 2x2  2x2 2y2 2y2 _
Xdx + Ydx  Zdx y2 y2 22 z2

lenglikni olamiz.
g2 Vv?
Demak, u(x, y,z) _y " funksiva garalayotgan sohada be-
lilgan tenglamaning yechimi ekan.
b) Xuddi ytiqoridagi kabi berilgan funksiyaning xususiy
hosilalarini topamiz: ux = yz, uy = xz, uz — xy va bularni
tenglamaga qo‘ysak,

XUX + yuy + zuz = xyz @ O
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bo'ladi. Shunday qilib, v = xyz funksiya x > 0, y > 0, 2 > 0 sohada.
berilgan tenglamani ganoatlantirmas ekan.
2-misol. Ushbu

u(x,y) =1In r2=(x- x0)2+ (y- ilo)2,
funksiya R 2 tekislikda

An~-  Fuy=o

Laplas tenglamasining yechimi boiadimi?

Bu erda (xo0,y0) G R2 tekislikdagi biror fiksirlangan nuqta.

Y echish. Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun um
qulay ko'rinishda yozib olamiz

u(x,y) =In- = —Inr2.

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

11 2 X-x0
W~ g gy
\ .1, 2(x- x0)2
uxx —\Ux)x rZ ré '
Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y bo‘yicha ikkinchi tartibli
hosilasini hisoblaymiz:

1, 2(y - jlg)2

Endi olingan uxx va uyy hosilalarni Laplas tenglamasiga. qo‘yarniz.
Natijada barcha (x,y) ¢ (xo0,Y0) nuqtalarda

2 2(x - x0)2+ 2(y - y0)2 _ 2 _ 2 n

UxXx + Uyy - r2 + ra r2+r2 =~

ayniyatga ega bo’lamiz.
Demak, -u{x,y) —In- funksiya R2 tekislikning barcha (x,y) &

(x0,y0) nuqtalarida Laplas tenglamasining yechimi bo'lar ekan.
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Xususiy  hosilali  differensial tenglamalar xuddi oddiy
differensial tenglamalar kabi aksariyat hollarda berilgan teng-
lamani qganoatlantiruvchi cheksiz ko‘p xususiy yechimlarga ega.
Bularning yig‘indisi garalayotgan tenglamaning umumiy yechimini
tashkil giladi, Oddiy differensial tenglamaning umumiy yechimi bilan
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi o'rtasida
keskin farq bor.

Oddiy differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, ushbu

y" = f(x,y.y"), ®)

ikkinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimi 2 ta ixtiyoriy
o'zgarinas songa bog'lig bo;lib, u

y(x) = g(x,cu c2), (8)

ko'rirnshdagi egri chiziglar oilasidan iborat.

Berilgan tenglamaning ixtiyoriy xususiy yechimi cb ¢
parametrlarga qiymatlar berish natijasida hosil bo'ladi.

Masaian, ushbu

y*+ =0, (7)
ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamaning umumiy
yechimi
y(x) = ci cos2x + @sin 2x,

bu erda. c\, ixtiyoriy o'zgarinaslar.

Agar berilgan tenglamaning y(0) = 1, y\0) = 1 boslilang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gilinsa, u holda
umumiy yechimda gatnashgan cj, c2 o‘zgarmaslarni c\ —0, @ = 1/2
ekanligi ko'rinadi. Bundan berilgan (7) tenglamaning xususiy yechimi

y(x) = —sin2a

ekanligi kclib chigadi.
Endi iltki o‘zgaruvchili birinchi tartibli xususiy hosilali quyidagi

F(x,y,u,"j= 0, (8)
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tenglamani qaraylik.

Bu tenglamada fagat ux hosila gatnashyapti, y (Vzgaruvehini
fiksirlangan, deb qaraymiz. Barcha fiksirlangan y larda (8) tengla-
mani oddiy differensial tenglama deb garash mumkin. bunda x erkli
o‘zgaruvchili, m noma’lum funksiya.

Faraz gilaylik. bu tenglamaning umumiy yechimi

n=(p(x,y,C), ©)

formula bilan aniglansin. Bu ycchimda y parametr va ixtiyoriy C
o‘zgarinaslar uchun u (8) tenglamani qanoatlantiradi. (9) funksiya
xususiy hosilali (8) tenglamaning yechimi bodishi uchun C parametr
X ga nisbatan o‘zgarmas bodishi zarur, ya:ni u y o‘zgaruvchining
ixtiyoriy funksiyasi bodishi kerak. Demak, C ning o‘rniga y ga bogdiq
bo‘lgan ixtiyoriy d{y) funksiya qo‘ysak, natijada (8) tenglamaning (9)
ga garaganda umuiniyroq bodgan

n = <p(x,y,rp(y))

ko‘rinishdagi yechimiga ega bodamiz.

Shunday qilib, birinchi tartibli xususiy hosilali (8) tengla-
maning umumiy yechimi C(R) sinfiga tegishli bodgan ixtiyoriy ¢(y)
funksiyaga bogdiqg bodar ekan.

Buni ayrim misollarda ko'raylik.

3—MISOL. Ushbu

X (10)

birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy
yechimini toping.
Y echish. Berilgan tenglamani quyidagi

a1

ko;rinishda ifodaiaymiz.
Bu tenglamada y o‘zgaruvchini parametr deb garaymiz. Oxirgi
tenglama birinchi tartibli chizigli differensial tenglama bo‘lga.ni uchun
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uning uinumiy yechimi n = cx -x 2y2 berladi. U holda xususiy hosilali
110) differensial tenglamaning umumiy yechimi

u{x,y) = aip{y) - x2y2, d(y) GC(R),

ko'rinishda topiladi.

Xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi
oddiy differensial tenglamadan fargli o'laroq berilgan tenglamaning
tartibiga teng bo'lgan sondagi ixtiyoriy funksiyalarga bog‘lig bo‘lar
ekan.

4-MISOL. Ushbu uxy = 0 yoki

tenglamaning umumiy yechimini toping.
Y echish. Berilgan tenglamani x bo'yicha integrallab,

uy = ®(y)

tenglamani hosil gilamiz. Bunda d(y) - ixtiyoriy funksiya.
Oxirgi tenglamani y bo‘yicha integrallab,

v
(12)
0
tenglikni olamiz. Bu erda ¢i(x) - ixtiyoriy funksiya
Endi (12) tenglikda
y
J ip(2)dz = V2(y)
"
deb belgilab,
u(x, y) = ®\(x) + dr{y) (13)

fonnulaga ega bo'lamiz.
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Bunda ip(y) ixtiyoriy funksiya bo'lganligi uchun ~2(2) ham y
o'zgaruvchining ixtiyoriy funksiyasi bo‘ladi.

Agar "i(x) va ip2(y) funksiyalar R sohada bir marta uzluksiz
differensiallanuvchi, ya:ni rp\(x), ip2(y) £ C1(R) bo'lsa, u holda
(13) formula orgali aniglangan u(x,y) funksiya R1 tekislikda (11)
tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.

Xususiy hosilali (11) differensial tenglamaning umumiy yechimi
yordamida uning xususiy yechimini ham topish mumkin. Bulling
uchun garalayotgan masalaning berilgan shartlari asosida ip\{x) va
rp2(y) funksiyalarning aniq ko‘rmishlari topiladi.

Shuni ta’kidlash muximki, ayrim xususiy hosilali differensial
tenglamalarning xususiy yechimlarini aniq ko'rinishlarini topish mum-
kin. Ko‘p hollarda xususiy hosilali differensial tenglamalarining
xususiy yechimlarini topish usullari yaratilgan. Qaralayotgan teng-
lamani, ma’lum boshlang‘ich va chegaraviy shartlarni ganoatlantira-
digan yechimlari topiladi.

Fizikaviy jarayonlarning matematik modelini qurish va uni tad-
giq etish matematik fizikaning asosiy vazifasi hisoblanadi.

Mexanika va fizikaning juda ko'p masalalari ikkinchi tartibli
xususiy hosilali differensial tenglamalar orgali ifodalanadi.

MASALAN:

1 Bir jinsli torning ko'ndalang tebranishi, sterjenning bo'ylan
tebranishi, o‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, turli muhitlarda tovush
targalishi va shu kabi jarayonlar

utt —a2(uxx + uyy + uzz) + f(x,2,2,t), a = const, (14)

to'lgin t.englamasi bilan ifodalanadi, va bu tenglama uch o ‘lchovli to -
gin targalish tenglamasi deyiladi.
Ushbu tenglama

utf = a2(uxx + Uyy) +/(x,y, f),
ikki o'lchovli to'lgin tenglamasi deb atalidi. (14) tenglama bir o'lchovli
Mit = @ txx "b f {x,t),

boigan holda bir jinsli torning majburiy tebranishini ifodalaydi.
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2. Bir jinsli izotrop jismlarda issiglikning targalishi, diffuziya
jarayoni va g‘ovak muhitlarda suyuqglik va gazlarning filtrlanishi kabi
jarayonlar

ut = n2(uxx + uyy +uzz) + f(x,y,z,t), a= const, (15)

issiglik turgalish tenglamasi orqali ifodalanadi.
Yuqoridagi (15) tenglama uch o‘lchovli issiqglik targalish tengla-
masi deyiladi. Ushbu ko'rinishdagi

\it —a (vxx  Uyy) & /(MR

tenglama ikki o‘lchovli issiqlik targalish tenglamasi deb ataladi. Bir
oichovli bo‘lgan
Uf —a Uxx ~y?

hoi esa, bir o‘lchouli issiglik targalish tenglamasi deyiladi.

3. Statsionar issiqlik holati, o'tkazgich sirtida zaryadlarning
muvozanatlashuvi, sigilmaydigan suyuqliklarning harakati vashu kabi
jarayonlar

t™x  Uyy ‘b uzz MEeYm | ")

Puasson tenglamasi orqgali ifodalanadi.
Agar (16) tenglamada f(x, y,z) = 0 bo‘lsa, u holda bu tenglama

Uxx DUy wuzz O, (1)

Laplas tenglamasi deb ataladi.

Elektr zaryadi va massasi hisobga olinmagan tortishish maydoni
potensiallari va statsionar elektr maydoni masalalari Laplas tengla-
masi orqali ifodalanadi.

Yuqorida keltirilgan (14)—17) tenglamalar matematik fizikaning
asosiy tenglamalari deb yuritiladi. Bu tenglamalarni mukammal
o'rganish turli fizikaviy masalalarni yechish va umumiyroq bo'lgan
xususiy hosilali differensial tenglamalar na.zariyasini yaratishga
imkoniyat bcradi.
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2 -8. Tor tebranish tenglamasini keltirib chiqarisli.
Asosiy boshlang‘ich—ehegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Tekislikda, Ox o‘gi bo‘yicha uchlari mahkamlangan uzunligi |
ga teng bo'lgan torni (ingichka, elastik ipni) garaylik.
Ingichka — bu toming ko'ndalang kesimi uning uzunligiga nisbatan
cheksiz kichik migdor, egiluvchan deganda tor uzunligining o'zarishiga
bog‘lig boimagan holda shakliui o‘zgarishiga toming hech ganday
garshilik gilmasligi tushuniladi. Bu tushunchalarning matematik
ina'nosi — torda sodir bo‘ladigan T(x) taranglik kuchi doimo uning
oniy uzunligiga o‘tkazilgan normal bo‘yicha yo‘nalgan bo‘ladi

Faraz gilaylik. Ox o°‘q bo'yicha torning uchlariga garajna-qgarshi
t.omonlarga yo‘nalgau To taranglik kuchi go‘yilgan bo‘lsin. Agar tor
tashqgi kuchlar ta’sirida muvozanat holatidan chiqarilsa, u holda tor
tebranma harakat, giladi. Bunda torning muvozanat holatidagi N(x)
nuqtasi t vaqtda M holatga o‘tadi (1-shakl).

Tor tebranish tenglamasini keltirib chigarish uchun quyidagi-
larni talab gilamiz:

1) torning barcha nuqtalari bir tekislikda Ox o'giga
perpendikulyar tebransin, ya’ni tor ko‘ndalang tebransin;

2) torning kichik tebranishlari hisobga olinsin:
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3) og:irlik kuchining ta’siri inobatga olinmasin, ya’ni taranglik
kuchi shunchalik kattaki, buning natijasida og‘irlik kuchining ta’siri
Ntizilmaydi.

Torning tebranishi bir tekisUkda sodir bo'layotgani uchun tor-
iimg tebranish gonuni, ya’ni muvozanat holatidan og‘ishi NM ikki
o'zgaruvchili bitta u(x, t) funksiya orgali ifodalanadi. Bunda un -
torning t vaqtdagi abssissasi x bo‘lgan N nuqtasining M nuqtagacha
muvozanat holatidan N M og'ishi.

Agar torning kichik tebranishini inobatga olsak, u holda u(x, t)
funksiya ham kichik va etarlicha sillig torning x nuqtasiga t vaqtda
o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsienti ux(x,t) ham Kichik
bo'ladi.

Torning tebranishi shunchalik kichik-ki, bunda

bo‘lsin. Bu torning Kkichik tebranishiarida uning uzunligini
o‘zgarmasligini bildiradi.
Hagigatdan ham, t vagtda torning M K yoyining uzunligi

formula bilan aniglanadi.

Demak, torning kichik tebranishlarida uning uzunligi
o‘zgarmaydi. U holda Guk gonuniga ko‘ra taranglik koeffitsiyenti T
vaqtga ham x ga ham bog‘lig emas va u torning barcha nuqtalarida
bir xil To ga teng.

Endi tor tebranish tenglamasini Kkeltirib chigaraylik. Buning
uchun torning M K bo‘lakc.hasini ajratib olamiz va bunga ta’sir
gilayotgan kuchlarni koordinata o‘glariga proeksiyasini tushiramiz.
Dalamber prinsipiga asosan, barcha kuchlar proeksiyalarining
yig'indisi, inersiya kuchini hisobga olganda nolga teng bo‘ladi. Tarang-
lik kuchining gorizantal o‘qdagi proeksiyalarining yig‘indisi

Fgor = —T{x) cosa(x) + T(x + Ax) cosa(x + OAx) =
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= —Tocosa(x) + Tocosa(x -I-4x) = 0,
bu yerda

cosa(x) = .
Al + tg2a(x) y1 +ullx, t)

Endi taranglik kuchini vertikal o‘gqga proeksiyasini garaylik:

Fver —Tosina(x) - Tosing(x -f Ax) =

ux(x + Ax,t), B ux(x;t)

e~ |

0\ v/1 + ul(x + &XI0 \/1 + ux(xiO
= TO[ux(x + Ax, t) - ux(x, H].

Oxirgi formuladan Lagranj teoremasiga asosan
Fver —TOuxx(x', t), x1€ (X, x 4-[4x)

kelib chigadi.

Torning ko‘ndalang tebranishlari garalayotgani uchun inersiya
kuchi va tashqi kuchlar Ou o‘giga parallel yo‘nalgan. Shuning uchun
ularning Ou o‘qdagi proeksiyasini topamiz.

Faraz qilaylik, p(x, t) - torning M K bo‘lagiga ta’sir gilayotgan
uzluksiz tashqgi kuch, p(x) esa torning uzluksiz chizigli zichligi bo‘Isin.
U holda tashqi kuchlarning Ou o'giga proeksiyasi

Ftashgi - P(*>04*

bo‘ladi. Torning zichligi p(x) bo'lgani uchun uning M K bo'lagining
massasi
m = p(x)Ax

ga teng.
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Nyuton gonuniga ko‘ra inersiya kuchi
Fin ~ ma —p{x)Axutt(x",t), x" € [x,x + Ax]

formula bilan aniglanadi.
U holda barcha kuchlarning Ou o‘qdagi proeksiyasi

Touxx(x ,t)Ax - p(x)utt(x",t)Ax + p(x, t)Ax =0

formula bilan ifodalanadi.
Bu tenglikni Ax ¢ 0 ga qgisqartirib, so‘ngra A — 0 limitga
o‘tsak,
TOuxx(x, t) - p(x)utt(x,t) + p(x,t) =0 1)

torning inajburiy tebranish tenglamasiga ega bo‘lamiz.
Agar tor bir jinsli bo'lsa, ya’ni p(x) — const, u holda (1) teng-
lama quyidagi
utt = a2uxx + f(x,t), (2)

ko‘rinishga keladi. Bu erda a2 —Tq/p, f(x,t) = p(x,t)/p.
Agar (1) yoki (2) tenglamada tashqi kuchlar gatnashmasa, ya’ni
p(x,t) = 0, bo‘lsa, u holda (2) tenglama ushbu

—a UXX, 3)

ko‘rinishga keladi.

Oxirgi (3) tenglama bir jinsli torning erkin tebranish tengla-
masi deyiladi. Bu tenglama bir o'lchovli to'lgin tarqgalish tenglamasi
deb ham yuritiladi.

Sterjenning bo‘ylama tebranishlari, trubkadagi gazning tebra-
nishlari va boshga tebranma harakatlar (1) ko‘rinishdagi tenglama
orqgali ifodalanadi.

Asosiy boshlang‘ic.h-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Xususiy hosilali (1) tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadiga
go'yilgan ma’lum shartlarga ko‘ra cheksiz ko‘p xususiy yechimlarga
ega boladi. Shuning uchun (1) tenglamaning o‘zi garalayotgan tor
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tebranishini to'liq aniglash uchun etarli emas. Masalaning fizik
mohiyatidan kelib chigqan holda qo‘shimcha shartlarning bajarilishi
talab qilinadi. Fizikadan ma’lumki, nuqtaning harakatini aniglash
uchun uning boshlang‘ich holati va boshlang'ich tezligini bilish kifoya.
Shuning uchun ham, tor harakatini aniglash uchun t = 0 da uning
boshlang'ich holati va boshlang‘ich teziligini bilish etarli boiadi. ya’ni

“(*>0 lt=0= ¥>(*), — |[t=0= o<x<l, 4)

Bu boshlang‘ich shartlar yoki Koshi shartlari deyiladi.

Torning uchlari mahkamlangan yoki mahkamlanmagan bo'lishi
mumkin. Uchlari mahkamlangan tor uchun quyidagi shartlar o‘rinli
bo'ladi:

u{x, t) |*=0=10, u(x,t) |x=i—0, 0<t<T, (5)

bu yerda T > 0, I - torning uzunligi.

Bu (5) ko‘rinishdagi shartlar chegaraviy shartlar deb yuritiladi.

Shunday qilib, uchlari mahkamlangan toming harakatini aniq-
lash to‘g‘risidagi fizikaviy masala quyidagi matematik masalaga
keltirildi: xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning (4) boshlan-
gich va (5) chegaraviy shartlami ganoatlantiravchi u(x,t) yechimi
topilsin.

Bu masala tor tebranish tenglamasi uchun birinchi aralash
masala deyiladi.

Agar torning uchlari mahkamlanmagan bo'lsa, ya’ni bu uchlar
biror qoida asosida harakatlansa, u holda (5) chegaraviy shartlar
quyidagi

«(**) [*=o0=/*i(«)> u(*t)[*=*=M2(t), 0<t<T,

shartlarga almashadi.
Boshqga turdagi chegaraviy shartlarni ham olish mumkin.
Chegaraviy shartlar uch xil turga bo'linadi:

1) Birinchi tur chegaraviy shartlar:

u(0,t) = /x1(t), u(l,t) = M(t), 0<t<T, (6)
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Ini sliart torning uchlari Ox o‘giga vertikal holda w (t) va 112(t)
funksiyalar bilan berilgan qoida asosida harakatlanishini bildiradi.

2) Ikkinchi turdagi chegaraviy shartlar: bunday
diegaraviy shartlar quyidagicha ifodalanadi:
du(x,t du(x,t
G, GO, octeT @

dx x=0

Bu (7) shartlar torning uchlariga V] (t) va ¥2(t) malum kuchlar qo*
yilganini anglatadi.
3) UCHINCHI TURDAGI CHEGARAVIY SHARTLAR:

ai(t)ux{o, t) + fli(t)u(0, t) = i(t), 0<t<T, (8a)

a2{t)yux(l,t) +fa{t)u{l,t) = a2(t), 0<t<T, (86)

bu yerda at(t), (3i(t) va Qi(t) (i = 1,2) - berilgan funksiyalar, ixtiyoriy
t £ [0. T] da yetarlicha uzluksiz va

(1) + A2W + 0.

(8) chegaraviy shartlar torning uchlari elastik mahkamlanganligini
ifodalaydi. Agar (6)-(8) chegaraviy shartlarda /ii(t), t'i(f) va cr,(£),
(i = 1,2) berilgan funksiyalar nolga teng bo‘lsa, u holda bunday
chegaraviy shartlar bir jinsli chegaraviy shartlar deyiladi.

Endi ikkinchi va uchinchi tur chegaraviy shartlarni sharxlashga
harakat gilaylik. Buning uchun bir uchi shiftga inahkamlangan,
ikkinchi uchi erkin harakatlanuvchi sterjenning bo‘ylama tebranishi
hagidagi masalani garaylik (2-shakl).

Sterjenning erkin uchining harakat gonuni berilmagan bo‘Isin.
Agar sterjenning mahkamlangan uchi x —0 da uning og‘ishi u(0, t) =
0, erkin uchi x —1 da esa uning tarangligi nolga teng, ya’ni

T(,t) = k— {I,t) = 0.

Sterjenga tashqi kuchlarning ta’siri yo‘gligi sababli, uning erkin
harakat giluvchi uchida chegaraviy shart quyidagi

ux{x,t) x4 o

ko'rinishda bo'ladi.
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Agar prujinaning x = 0 uchi ma’lum h(t) gonun asosida
harakatlansa, x — | uchiga esa u(t) kuch osilgan bo'lsa, u holda
chegaraviy shartlar

«(*,t) U=o= h(t), ux(x,t)|l=i=v{t), 0<t<T,

ko‘rinishda beriladi.

Agar prujinaning x = | uchi elastik mahkamlangan boisa,
u holda prujinaning erkin harakatlanuvchi uchida chegaraviy shart
ushbu ko‘rinishda beriladi:

kux(l,t) = -au(l, t) yoki wux(l,t)= -hu(l,t), 0<t<T,

bu yerda h = at/k, k, a > 0. Bu holda prujinaning x = | uchi
ko‘chishi mumkin, lekin mahkamlangan nuqtadagi elastiklik kuchi shu
uchida ko‘chgan uchining boshlang‘ich holatga gaytarishga intiluvchi
taranglik kuchini yuzaga keltiradi. Guk gqonuniga ko‘ra, berilgan kuch
u(l,t) ko‘chishga proporsional, bunda proporsionallik koeffisiyenti
mahkamlangan nuqtadagi bikrlik koeffitsiyenti deyiladi.

Agar elastik mahkamlangan x = 1 uchi ko'chsa va uni bosh-
lang'ich holatidan chetlanishi 0(t) funksiya bilan aniglansa, u holda
chegaraviy shart quyidagi
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ko'rinishda bo'ladi. Taranglik kuchi T(0,t) = —kux(0,t) ni e’tiborga
olsak, x —0, ya’ni chap tomonda elastik mahkamlanganlik sharti

ux(0,t) = —h[u(0,t) - #9]> 0<t<T,

bo‘ladi.

Ta’kidlash inumkinki, gattig mahkamlangan holda (a yetarlicha
katta), ya’ni uchlarning katta bo‘lImagan ko‘chishlarda katta taranglik
vujudga keladi, u holda (9) chegaraviy shart

u(l,t) =0(t), 0<t<T,

birinchi tur chegaraviy shartga o‘tadi.

Elastik mahkamlangan holda (a kichik), ya’ni uchlarning katta
ko‘chishlarda kichik taranglik vujudga keladi.

Bu holda (9) chegaraviy shart ux(l,t) —9{t), 0 <t < T ikkinchi
tur chegaraviy shartga o‘tadi (tor erkin uchining sharti).

Agar torning ikkala uchida ikkinchi yoki uchinchi chegaraviy
shartlar olinsa, u holda bunday masalalar giperbolik tipdagi tenglama
uchun ikkinchi, yoki uchinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Agar torning x = 0 va x = / uchlarida turli tipdagi chegaraviy
shartlar bilan birga t = 0 boshlang'ich shart berilsa, bunday
masalalar aralash masalalar deyiladi.

3—8. Issiqliqg targalish tenglamasini keltirib chigarish. Asosiy
boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Qattiq jism (x,y,z) nuqtasining t vaqtdagi harorati u =
u(x,y,z,t) boisin. Agar qattiq jismning turli gismlarining harorati
turlicha bo'lsLt, u holda garalayotgan gattiq jismning ko'proq isigan
gismidan kamroq isigan gismi tomon issiqlik harakati sodir bo'ladi.
Issiglik targalish tenglamasini keltirib chigarish Fur’e qonuriiga
asoslanadi. Bunga ko‘ra AS sirtdan At vaqgtda o'tuvchi AQ issiglik
miqdori quyidagi formula bilan aniglanadi:

AQ = -k — ASAt, (1)
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d
bu yerda k - issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsiyenti, —u—esa AS sirtga

: . oN
o‘tkazilgan N normal bo‘yicha olingan hosila, u quyidagi formula bilan
aniglanadi:

an an an 8u
dlv ~ ~dxcos”™ ’ ~fry cos(™ Y) + cos(N, z) = (gradu,N),

ya’ni normal bo‘yicha olingan hosila ikkita
N = icosa +jcosf3+ kKcos7

: du du ,du
gradu =Vu=i— +j— + k—
dx dy 0z
vektorlarning skalyar ko‘paytmasiga teng.
Bu yerda i,j,k - koordinata o‘glarining yo‘naltiruvchi birlik
vektorlari, a, /3, 7 esa N normal bilan mos ravishda Ox, Oy, Oz
o‘glar orasidagi burchak.

Yugorida keltirilgan (1) formuladagi minus ishora issiglikning
jismning ko‘proq isigan nugqtasidan kamroq isigan gismiga issiglik
harakatini bildiradi.

Endi faraz qgilaylik, garalayotgan jism izotrop jism bo‘lsin. ya’ni
jismning issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k fagat (x, y,z) nuqtaga
bog‘liq, n ga va N ga bog'liq emas.

Agar gattiq jism anizotrop bo'lsa, u holda
K—K(*"x,y,z,N,u,~"j

bo'ladi.

Issiqlik targalish tenglamasini keltirib chigarish uchun qattiq
jismdan (z, y. z) nuqtani oz ichiga olgan yetarlicha kichik ixityoriv V
parallelepiped ajratib olamiz, ya’ni

V —{(X,y,2) ' X <E<x+ AX, y<n<y+Ay, z<£<z+ An}
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3 —shakl.

Endi V parallelepiped uchun issiglik balansni tuzaylik.
Parallelepipedning £ = x yuzasi orgali At vaqtda o‘t,gan issiglik
miqdori (1) forinulaga ko‘ra

Qx = —k(x,vy,z)— N-AyAZAL.

OX
Parallelepipedning £ = x + Ax yuzasidan o'tayotgan issiqlik migdori
esa

., . yon(x + Ax,y,z, t) . . .
e AYAZATL

Qx+Ax =
ga teng. U holda V hajmda Ox o‘qgi bo'yicha qolgan issiglik migdori

AQX= Qx - Qx+nx = AyAzAt.x

+ A
x Ckx + A,y HEEALLY iy y, g VOV 2OY
dx dx
dx k{x',y,z)ou(xd'z'z’t) AxAyAzAt, x G (x,x + Ox).
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bo’ladi.
Xuddi shu kabi V parallelepipedning golgan yoglari bo‘yicha
issiglik migdori

AyAxAzAt, y' g (y,y + Ay);

ga teng bo’ladi.
U holda V hajmda. At vaqtda ogayotgan umumiy issiglik
miqgdori

Ql —AQx+ O<5Y+ O0Qz —

Ax Ay Az At, (2)

formula bilan aniglanadi.

Faraz gilavlik. garalayotgan V parallelepipedning ichida issiglik
manbalari bo‘lsin. Parallelepipeddagi issiglik manbalarining zichligi
F{x,y, z,t) bo‘lsin, yani F(x,y, z,t) funksiya At vaqt ichida AV
hajmdan ajralib chiggan yoki unga singib ketgan issiglik miqgdori
boisin. U holda tashgi manbalar ta’sirida V hajmdan At vaqt
oralig'ida ajralib chiggan issiglik migdori

Q2= F(x,V, z, t) AXAyAzAt, @3)

boiadi.
Qaralayotgan gattiq jismning At vaqtdagi haroratini o'lchash
uchun Atu sarflangan issiglik migdori

Qz = Atuc(x,y,z)p(x.iy,z)AxAyAz

= [itOk, y,z,t 4-At) - u(x,y, z, t)]e(x,y, 2)p(x,y, z)AxAyAz.
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Bu yerda p(x,y,z,) gqattig jismning zichligi, c(x,y,z) esa uning
solishtirma issiqlik sig'imi bod4ib, ularni argumentlarining uzluksiz
funksiyasi deb hisoblaymiz. Lagranj teoremasiga asosan sarf gilingan
issiglik migJori uchun quyidagi

= du(x,y,z,t) N zZ)p(xy z)AxAyAz, (4)
at

ifodani olamiz. Bu yerda t' 6 (t, t + At).
Endi V hajrn uchun issiglik balansi tenglainasini tuzainiz.
Ma’lumki, Q3 = Q\ + Q2, u holda (2)-(4) ifodalardan

d u (x ,y ~2)p{x,y,z2)AxAyAzAt =

(V, ., * ) + * ft(l, 2)« A N @ \ .
\ v ! dy

+F(x,y, z,t)AxAyAzAt.

kelib cliigadi. Oxirgi ifodani AxAyAzAt ¢ 0 ga gisqartirib, so‘ugra
Ax —0, Ay —0, Az —» 0 va At —0 limitga o‘tsak, ushbu

/ N, du(x,y, z, t) d ( du(x,y,z,t)\
—  at——- =S "~ (w )— oi— j
df,, sdu[x,y, z, t)\ d (t/ du(x,y, z,t)\
+8 N (W) yd + e Tz +
+F(x,y, z,t) = div{k gradu) + F(x,y, z,t), 5)

tenglama hosil bo'ladi. Bunda vektor funksiyaning divergensiyasi-
quyidagicha tushuniladi:

Agar a(x,y,z) = {P(x,y,z),Q(x,y,z),R(x,y,z)) bo‘lsa: u
helda P 0Q @ OR

divaix.y.z) = — F—— b 7—
ivaix.y. z) X ay e
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bo'ladi.

Oxirgi (5) tenglama bir jinsli bo'Imagan izotrop gattiq jismning
issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi.

Agar gattig jism bir jinsli, ya’ni

c(x,y, z) —const, p(x,y,z) —const, /7(3,y,2) —const,
bo‘lsa, u holda

d fdu d fdu\ d fdu

div(k gradu) =
v(kgradu) =& ax dy\dy) A dz\dz

— k{xixx buyy ‘buzz) —« An.
bo‘ladi. Demak, (5) tenglama quyidagi

ut = a2(uxx -l-uyy + uzz) + f(x, vy, z, t)

. 9 F(x,vy, z. t

Ko rmishga keladi. bu yerdaa = cip f{x,y,z,t) = ---(-)-(——gb--z--—)
Agar qaralayotgan bir jinsli qattig jismda tashqgi issiglik

manbalari bo‘linasa, yani F(x,y,z,t) = 0 bo‘lsa, u holda (5)

tenglamadan ushbu
U —a (uxx Uy Yuzz)

bir jinsli issiglik targalish tenglamasini olamiz.

Agar n harorat fagat x, y,t koordinatalarga bogiiq boisa. u
holda bir jinsli yupga plastinkada issiglik targalish tenglamasiga ega
bo‘lamiz. (5) tenglama quyidagi

ut = a2(uxx + uyy) + f(x,y,t), n=u(x,y,t)

ko‘rinishga keladi.
0 ‘Ichamlari chizigli bo‘lgan jismlar uchun, masalan sterjenda
issiglik targalish tenglamasi

w = a2uxx -f f{x, t), m—u(x,t)

ko‘rinishda bo'ladi.
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Asosiy boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Qattiq jisinning ixtiyoriy vaqtdagi haroratini aniglash uchun
(™ xususiy hosilali differensial tenglamaning o‘zi etarli bo‘lmaydi.
Buning uchun masalaning fizik xossasiga asosan jism ichida bosh-
lii.ng‘ich vaqtdagi haroratning tagsimlanishi (boshlang‘ich shart)ni va
jisinning sirtida issiqlik rejimi (chegaraviy shartlar)ni bilish zarur.

Chegaraviy shartlar qattiq jism sirtidagi haroratga qarab
turlicha berilishi mumkin.

1) Agar qattiq jism sirtining liar bir nuqtasida bir xil harorat
saglanayotgan boisa, u holda chegaraviy shart

u(x,y,z,t) \s= Hi(x,y,z,t), (x,y,z,t)eS, tgleqO, (6)

ko‘rinishda beriladi.

Bu yerda S qattiq jisinning sirti, fi\(x,y, z,t) esa S sirtda
berilgan funksiya.

2) Qattiq jismning S sirtida issiglik ogimi berilgan bo‘lsin, ya’ni
At vaqtda gattig jismning A S sirti yuzasidan o'tuvchi issiglik miqgdori
berilsa, u holda Fur’e gonuniga ko‘ra (1) formulaga asosan quyidagi

Q . du
4~ AS At ~ ~ dN'

ifoda o‘rinli bo‘ladi. Bundan ushbu chegaraviy shart

B = oyt = - K e jes, tged, @)

kelib chigadi. w(x, vy, z, t) - berilgan funksiya.

3) Qattiq jism sirtida atrof muhit bilan issiglik almashinishi
sodir boiayotgan bo'lsa, Nyuton gonuniga asosan At vaqtda qattiq
jismning AS sirtidan atrof muhitga chigayotgan issigqlik miqgdori
gattiq jism sirtining haroratidan atrof muhit haroratining ayrimasiga
proporsional boiadi, ya’ni

qg=H(u - uaqg),
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bu yerda H issiglik almashish koeffitsiyenti boiib, u u —uqg ayrimaga
bog‘lig. Energiyaning saglanish qonuniga ko'ra, bu issiqlik migdori
Fur’e gonuni bilan aniglangan issiqlik migdoriga

, du
9=~ In

teng bo'ladi.
U holda 5 sirtda ushbu chegaraviy shartni

= H (u- uo),

olamiz. yoki h = H/k deb almashtirib, S da quyidagi

du
— + hu = huo
oN u u

chegaraviy shartga ega bo’lamiz.

Bundan izotrop gattiq jisin uchun chegaraviy shartni quyidagi
ko'rinishda

-+ h{x,y,z,t)u

yozishimiz mumkin.
Shunday qilib, izotrop gattiq jismda issiglik targalish tengla-
masi uchun boshlang'ich-chegaraviy masalalar quyidagicha go'yiladi:
Birinchi chegaraviy masala. Issigqlik o'tkazuvchanlik
tenglamasiiiing ushbu

G=Dx (0,T) = {(x,y,z,t)\ (Xx,y,2) gD C 43, t€ (0,T)}
silindrik sohada aniqlangan, uzluksiz quyidagi boshlang'ich

u(x,y,z,t)|t=0 = tp(x,y,z), (x.y,z) e D,

u(x,y,z,t) \s= m(x,y,z,t), (x,y,z,t)ES, tg'eqO,
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u{x,y,z,t) yechimi topilsin.

Ikkinchi chegaraviy masala. Issiglik o'tkazuvchanlik
tenglamasining G = D x (0,T) silindrik soliada aniglangan, uzluksiz
quyidagi boshlang'ich

u(x, y, z, t)\t=o = <pix, vy, 2), (x,y,2) 6 D,

du a(x,y,z,t)

X,y,z)€S, tgleqo,
dN (x,y,2) gleq

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y, z,t) yechimi topilsin.

Uchinchi chegaraviy masala. Issiglik o‘tkazuvchanlik teng-
lamasining

G—Dx OT) —{(x,4,z,t)] (x,y,z) e D C /?3; t6 (0,T)}
silindrik soliada aniglangan, uzluksiz quyidagi boshlang‘ich

tt(x,42,2,0|t=0 = V(a, ¥, M), (x,y,z) £ D,

au = m3(x,y,z,t), (x,y,z)es, tcfeqO,

dN

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y,z,t) yechimi topilsin.
Yuqorida keltirilgan masalalar issiglik o‘tkazuvchanlik tengla-

masi. ya’ni parabolik tipdagi tenglamalar uchun asosit/ boshlang'ich -

chegaraviy masalalar deyiladi.
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4—8. Puasson va Laplas tenglamalariga keladigan masalalar.
Asosiy chegaraviy masalalarning qo‘yilishi

Faraz gilaylik, biror S sirt bilan chegaralangan D jism ichida bir
jinsli sigilmaydigan suyuqglik ma’lum v(x, y,z) tezlik bilan statsionar
harakatda bo'lsin. Agar suyuqlik bir jinsli sigilmaydigan suyuglik,

ya’ni p(x,y,z) = const bo;lsa, u holda P 0, gradp = 0 bo'ladi.

Agar suyuqlikning harakati uyurmali harakat bo'Imasa. u holda
v(X,-y,z) tczlikning vektor maydoni potensial maydon boiadi, ya’ni
biror skalyar maydonning gradienti

v = grad<p{x,y,z), (1)

bu yerda p(x,y,z) tezlik potensiali deyiladi. Agar D jism ichida
suyuglikning harakatga keltiruvchi manba bo‘lImasa, u holda

divv(x,y,z)= 0, W(x,y,z) £ D, 2)

bo‘ladi.
Endi (1) formulani (2) ifodaga qo‘ysak, quyidagi

div(grad”™p) = O<p=0, V(x,y.z)€ D

Laplas tenglamasiga ega bo'lamiz.

Demak, bir jinsli sigilmaydigan suyuqlikning uyurmali
boimagan harakatining tezlik potensiali Laplas tenglamasini
ganoatlantirar ekan.

D hajmli elektr o‘tkazuvchan muhitda zichligi j(x, y, z) bo'lgan
statsionar elektr tok bo'lsin. Agar D muhit ichida tok manbai
boimasa, u holda

divj(x,y,z) =0, V(x,y,2z) 6 D, 3)

bo‘ladi. Om gonuniga asosan elektr maydoni E tok zichligi orqali
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formula bilan aniglanadi. Bu erda Amuhitning elektr o'tkazuvchanligi.
Qaralayotgan D muhitda tok ogimi statsionar bo‘lgani uchun undagi
elektr maydoni potensial (uyunnasiz) tnaydon boiadi, ya’ni D jismda
1f(x,y,z) skalyar maydon mavjud va u

E = -gradip(x, y, z), (4)

formula bilan aniglanadi. Xuddi yuqoridagi kabi (3) va (4)
formulalardan

O tp(x,y,z) =0,

kelib chigadi.

Demak, garalayotgan muhitda elektr manbai bo'Imasa, u holda
statsionar tokning elektr maydoni potensiali Laplas tenglamasini
ganoatlantirar ekan.

Agar massani hisobga olmaganda tortishish maydoni potensiali
ham Laplas tenglamasini ganoatlantirishini ko'rish mumkin.

Oldingi paragrafda bir jinsli izotrop gattiq jismda ushbu

U —a {iixxbUy Uz) f Vi o0’ @]

issiglik targalish tenglamasini keltirib chigargan edik.
Faraz qilaylik, qattiq jismning har bir nuqtasida bir xil
u(x, y,zt) liarorat o'rnatilgan boisin va bu harorat ixtiyoriy t vaqtda
o‘zgarmas boiib qolsin.
3IL
U holda u(x,y,z,t) — u(x,y,z) va — = 0 bo‘ladi va (1)
tenglama quyidagi

11 ’ f{X,%,Z) n
A0 —0Oxx Wy MUz — A '

ko'rinishga keladi. E3u (6) tenglama Puasson tenglamasi deyiladi.
Agar gattiq jism ichida tashqi issiglik manbalari bo'Imasa, u
holda (6) tenglamada f(x,y,z) = 0 bo'ladi va u ushbu

Own = uxx Uyy4Y4uzz 0O, )

ko'rinishga keladi. Bu tenglama, Laplas tenglamasi deb ataladi.
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Shunday qilib, bir jinsli izotrop qattiq jismda issiglikning
statsionar holati (7) Laplas tenglamasi orgali ifodalanar ekan.
Noma’lum u(x,y.z) funksiyani aniglash uchun boshlang'ich shartni

emas, balki vaqtga bog‘liq boiraagan holda biror chegaraviy shart
berish kifoya.

Asosiy chegaraviy masalalarning go‘yilishi

1l Dirixle masalasi yoki birinchi chegaraviy masala.
R? fazoda S boiakli sillig sirt, bilan chega.rala.ngan sohani D deb
belgilaylik. Xususiy hosilali (7) tenglamaning D sohada aniglangan va
S sirtda berilgan giymati orgali u(x,y,z) yechimini topish masalasi
Dinxle masalasi deyiladi, ya’ni (7) tenglamaning D U 5 sohada
uzluksiz va quyidagi shartni ganoatlantiruvchi

u{x,y,z) |s= 'sFix,y,z), (x,y,z)e 5,

u(x,y,z) yechimini toping, bu yerda tpi(x,y,z) - berilgan funksiya.

2. Neyman masalasi yoki ikkinchi chegaraviy masala.
(7) tenglamaning D sohada aniglangan, D U S da o0‘zining
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi

Ou(x,y,z)

ON = ®{x,y,2), (X,y,z)es,

u(x.y,z) yechimini toping, bu yerda v2(x,y, z) - berilgan funksiya,
N esa S sirtga o'tkazilgan normal.

3. Puankare masalasi yoki wuchinchi chegara\
masala. (7) tenglamaning D sohada aniglangan, D U S da o‘zining
birinchi tartibli hosilalari bilan uzluksiz va ushbu chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi

du{;;\jy’Z) + n(x,y,z)u(x,y,z) Va{x,y.2): (X,y,z)es,

u(x, y, z) yechimini toping, bu yerda a(x, y,z) vay?3(x,y, z) - berilgan
funksiyalar, N esa S sirtga o‘tkazilgan normal.



5 8 Korrckt goyilgan masala tushunchasi 35

Agar yuqorida keltirilgan masalalarning u(x,y, z) yechimi S
sirtga nisbatan D sohaning ichida (yoki tashqarisida) qidirilayotgaii
bo‘lsa, u holda bunday masalaga mos ravishda ichki (yoki tashqi)
masala deyiladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) tenglamalar bilan bir
jinsli gattiq jismda sodir bo'ladigan issiglik jaxayonlarigina emas,
balki boshga statsionar jarayonlar ham ifodalanadi. Bunga misol
sifatida sigilmaydigan suyugqliklarning potensial ogimini keltirishimiz
mumkin.

5—8. Korrekt qo‘yilgan chegaraviy masala tushunchasi.
Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Biz oldingi paragraflarda xususiy hosilali tenglamalar
uchun gqo‘ilga.n chegaraviy masalalar — bu berilgan differensial
tenglamaning qaralayotgan sohada ma’lum bir qo‘shimcha shartlarni
ganoatlantiruvchi yecliiinini topishdan iborat ekanligini ko‘rdik.

Qo‘shimcha shartlar ko'pchilik hollarda chegaraviy shartlar
bo‘lishi mumkin, ya’ni noma'lum funksiyaning giymati garalayotgan
jismning sirtida yoki boshlang'ich shartlar — fizik jarayonni
o;rganishda uning boshlang‘ich vaqtdagi holati berilishi mumkin.
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun qo‘yilgan chegaraviy
masalalarning yechimi o‘rganilayotgan fizik jarayonning taqribiy
matematik ifodasini beradi. Fizikaviy jarayonlarning matematik
modellarini qurishda uning ayrim parametrlari abstraktlashtiriladi.
Ko'pgina ko'rsatkichlarining jarayonga ta’siri sezilarsiz deb, inuhim
hisoblangan parametrlar ajratib olinadi va shu para.metrlar asosida
fizikaviy jarayonning matematik modeli xususiy hosilali differensial
tenglamalar orqgali ifodalanadi. Fizikaviy jarayonlarning matematik
modellashtirilishidan olingan natijalar taqribiy natijalar hisoblanadi.

Shuning qilib, xususiy hosilali differensial tenglamalar
uchun qo'yilgan boshlang‘ich—ehegaraviy masalalarning korrektligi
tushunchasini kiritamiz.

Matematik fizika masalalari real fizik jarayonlarning matematik
modelini ifodalagani uchun bu masalalar quyidagi shartlarni
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ganoatlantirishi zarur:

a) garalayotgan masala ma’lum bir funksiyalar (Mi) sinfida
yechimga ega (yechimning mavjudligi);

B) garalayotgan masalaning ycchmu bir funksiyalar (Mo) sinfida
yagona (yechimning yagonaligi);

¢) yechim boshlang‘ich va chegaraviy shartlarga, tenglamaning
koeffitsientlariga, ozod hadiga va boshga berilganlarga uzluksiz
bog‘lig (yechimining turg'unligi).

Bu shartlar bir garashda o‘rinlidek ko‘rinadi, lekin ularni
fizikaviy jarayonning qurilgan matematik modeli asosida isbotlash
kerak.

Qo'yilgan masalaning korrektligini isbotlash - bu matematik
modelning birinchi aprobatsiyasidir, ya’ni

a) qurilgan model jarayonga zid emas (masalaning yechil
mavijud);

B) model fizik jarayonni bir giymatli ifodalaydi (masalaning
yechimi yagona);

c) fizik kattaliklarning hatoliklari qurilgan modelga sezilarsiz
ta’sir giladi (yechim masalaning berilganlariga uzluksiz bog'lig. ya’ni
berilganlarning ozgina o'zgarishiga yechimning ham ozgina o'zgarishi
mos keladi).

Yuqoridagi a) — c) shartlarni ganoatlantiruvchi boshlang;ich-
chegaraviy masala Adamar ma’nosida korrekt qo‘yilgan masala deb
ataladi.

Bo'sh bo‘lImagan M — Mi M M2 funksiyalar sinfi boshlangich-
chegaraviy masalaning korrektlik sinfi deyiladi.

Agar boshlang‘ich-chegaraviy masala a) — s) shartlardan
birortasini ganoatlantirmasa, u holda bunday masala nokorrekt
go'yilgan yoki notoqg ‘ri qo'yilgan masala deyiladi.

Nokorrekt chegaraviy masalalarga misollar

Endi nokorrekt go'yilgan masalalarga misollar keltiramiz:
l-masala (Adamar misoli). D = {(x,y) : x e R.y > 0}
sohada

Uxx Uy —o, (8)
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Laplas tenglamasining
u(x, 0) —t (x), uy(x, 0)-i'(x), -00 < x < +o00, 9)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimi topilsin.

Bu yerda r(x), v{x) - berilgan cheksiz differensiallanuvchi
funksiyalar.

Matematik fizikada (8)-(9) masala Laplas tenglamasi uchun
Koshi masalasi deyiladi.

YECHISH. Ushbu

(€))] ni'zk »2fcH
= N A + -* T — Ak
u(x,y) . a0\ KT(X) 2 1 D) v(X) (10)
c=l

ifoda (8) tenglamani va (9) boshlang'ich shartlarni ganoatlantirishini
bevosita tekshirib, ishonch hosil gilish mumkin.
Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi yechimining yagonaligi
(10) ifodadan kelib chigadi, ya’ni r(x) = v(x) = 0 bo'lsa, u holda
u(x, y) = 0bo‘ladi.
Endi (8)-(9) Koshi masalasida boshlang‘ich shartlardan birini
ozgina o‘zgartiraylik, ya’ni (8) tenglamaning
. , , sinnx
-u(x, 0) = 0, uy(x, 0y = ——
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish kerak bo‘Isin.
Bu masalaning yechimini (10) formula yordamida quyidagi

u(x,y) = ,%r sinnxshny
ko'rinishda topamiz. Bu yerda shny = (eny - e~ny)/2 - giperbolik
sinus.
Yetarlicha katta n uchun boshlang'ich funksiya
—sinnx —+0
n

bo ladi. Lekin masalaning yechimi n — 00 da

u(x,){) = -~rshnysinnx —>00, x ®jn\ j = 0,1,
nz

-+
N
1
1
1
1
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cheksizlikka intiladi.

Shunday qilib, (8)—9) masalaning yechimi turg'un emas, ya’ni
boshlang'ich shartlarning ozgina o‘zgarishi yechimning yetarlicha
katta o‘zgarishiga olib keldi.

Demak, Laplas tenglamasi uchun Koshi masalasi nokorrekt qo*
yilgan masala ekan.

2-MISOL. Tomonlarining nisbati irratsional boigan to‘g‘i
to‘rtburchakli ushbu D = {(a;;t) :0 < x < T, 0 <t < On} sohada.

utt uxx —O, (11)
tor tebranish tenglamasining

u(a:,0) = 0, u(0,t)—o0, u(n,t) =0, (12)
. sin nx
nex, 0 = —\/7]:-, gquadO < x < n, n >0, (13)

sliartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimi topilsin.

Noma’lum funksiyaning qiymati qaralayotgan sohaning
chegarasida berilgani uchun (11)—13) masala tor tebranish tenglamasi
uchun Dirixle masalasi deb yuritiladi.

YECHISH. Ma’lumki [12], qaralayotgan (11)—13) masalaning

yechimi
1 sin(nt) sin(nx

uix,t) = T: - - 14
o) y/n  Sin(6>n7r)
formula bilan aniglanadi.
in hoc
(13) chegaraviy shartdan n — oo bo'lganda xS 0
Vn

bo'lishini ko‘rsatish giyin emas.

Sonlar nazariyasidan bizga ma’lumki, ixtiyoriy berilgan e,
ratsional son uchun shunday pn va gn butun sonlar ketma-ketligi
mavjud bo‘lib, har ganday 9 irratsional son uchun quyidagi tengsizlik

Pn o1
\9- rn| = on N En — o1
Qn

o‘rinli bo‘ladi. Unga asosan

|sin(07rgn)| = |sin(6%<Ti - #pr,)| =
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sin wgn 0 Pn < Trqn{‘v —————— (15)

Qn Qn <h
tengsizlikni hosil gilamiz. Oxirgi (15) tengsizlikka ko‘ra qaralayotgan
111)—13) masalaning u(x,t) yechimi uchun quyidagi

1 |sin(gn£)||sin(gna)| - s/q7t

A Sin(7r<in)| Isin(gni)|| sin(gnx)|

tengsizlikka ega bo'lamiz.

Bu tengsizlikdan gn 00 bo'lganda uan(x,t) —* co bo'lishi
kelib chigadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun qo'yilgan Dirixle
masalasida yechimning turg'unligi buzilar ekan.

Bundan giperbolik tipdagi tenglamalar uchun go'yilgan Dirixle
masalasining nokorrekt ekanligi kelib chigadi.

3-M1SOL. Ushbu D = {(x,t) : 0 < x < m, t < 0} sohada

du. 2d2u (16)
~di - . Ih? =
issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasining
1
u(x,t) sin(fcx), u(0,t) = u(w, t) = O, 17
0
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
Y echish. Bu masalaning yechimi
u(x, t) -7 e~ (afc* 1sin(fcx), (18)

funksiyadan iborat.

Oxirgi fo rmuladan ko'rinadiki, k ning noldan fargli har ganday
giymati uchun bu funksiya o'zining boshlang'ich sharti va unga
mos bo'lgan yechimi mavjud. Shu sababli (18) formulani (16)—17)
masalaning yechimlari ketma-ketligi deb garash mumkin.

Boshlang’ich e-v~sin(kx) funksiya k — oc bo'lganda nolga
intiladi. Lekin (18) formula bilan aniglangan u(x,t) yechim Adamar
misolidagi kabi yetarlicha katta k uchun u(x,t) —>o00 bo'ladi.
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4-MISOL. D = {(x,t) : —00 < X < +o0c, t > 0} sohada (16)
tenglamaning

u(x, t) = wix), -~
t=0 01 (=0
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvclii u(x,t) yechimini toping.
Bu yerda ipo(x) va \(x) - berilgan etarlicha silliq funksiyalar.
YECHISH. Faraz qilaylik, (16) tenglamaning (19) boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud bo'lsin. U holda berilgan
do(x) va ip\{x) funksiyalar uchun quyidagi

<Po{x) = az2ipl(x), pri t=0, —00 <x < +oc, (20)

shart  o‘rinli. Demak, (16)  tenglamaning (19)  shartni

ganoatlantiruvchi yechimi fagat (20) tenglik bajarilganda mavjud

bo‘lishi mumkin. Berilgan po{x), ~i(x) funksiyalar turlicha va ular

hech ganday bir—biri bilan bog‘langan emas. Shuning uchun issiglik

o'tkazuvchanlik tenglamasining (19) shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimini topish masaslasi nokorrekt go'yilgan masala hisoblanadi.
Biz keyinchalik (16) tenglamaning

u(x,t) -00 < X < +00,
(=0
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasining
korrekt ekanligini ko'rsatamiz.

Nokorrekt qo'yilgan masalalar bevosita tadqiq etish: giyin
boigan ob’yektlarni o‘rganishda, masalan, Yer osti gidiruv ishlarida,
georazvodka rnasalalarida. tomografiya va shu kabi jarayonlarni tadqiq
etishda uchraydi.
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Koshi masalasi. Koshi—Kovalevskaya teoremasi

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalariga nisbatan chizigli bo'lgan
ushbu

afx, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + f(x,y, m,ux,uy) = 0, (1)

tenglamani biror D sohada garaylik.

Faraz qilaylik, D sohada silliglanuvchi, chekli uzunlikdagi va
parametrik tenglamalari x = x(s), y = y(s), 0 < s < | bo‘lgan L
egri chiziq berilgan va bu egri chizig (1) tenglamaning xarakteristi-
kasi boimasin.

Bu yerda s orqali L egri chizig yoyining, | orgali esa L egri
chizigning uzunligi belgilangan.

Koshi MASALASI. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
L egri chiziq atrofida aniglangan, uzluksiz va quyidagi

u(x,y) = u(x{s),y{s)) = T(s), o i":iy(s)’ o<s</ (2

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechiinini toping.
Bu yerda r(s) va u(s) berilgan etarlicha silliq funksiyalar, N
esa L egri chizigga o'tkazilgan normal.
Xususiy hosilali differensial tenglamalar uchun go‘yilga.n Koshi
masalasi matematik fizikaning muhim masalalaridan biri hisoblanadi.
Uni tadqiq etish ilmiy va atnaliy ahamiyatga ega.
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Koshi-K ovalevskaya teoremasi.

Agar  xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
koeffitsiyentlari va /(¢), x(.s), y(s), t(s), u(s) funksiyalar analitik
bo‘lsa, u holda (1)-(2) Koshi masalasi L egri chizigning yetarlicha
kichik atrofida yagona analitik yechimga ega bo'ladi.

Nazorat uchun savollar

1. Qanday tenglamalarga xususiy hosilali tenglamalar deyiladi?

2. Nima uchun xususiy hosilali tenglamalarni o‘rganish zarur?

3. Xususiy hosilali differensial tenglamaning tartibi nima?

4. Qanday xususiy hosilali differensial tenglamalar chizigli.
kvazichiziqgli deyiladi?

5. Korrekt qo'yilgan masala deb, ganday masalalarga aytiladi?

6. Qanday tenglamalar uchun Koshi masalasi korrekt go'yiladi?

7. Koshi masalasi ganday tenglamalar uchun nokorrekt qo'yil-
gan bo'ladi? Nima uchun?

8. Qanday fizikaviy masalalar giperbolik tipdagi tenglamalarga
keltiriladi?

9. Parabolik tipdagi tenglamalarga ganday fizikaviy masalalar
keltiriladi?

10. Qanday fizikaviy masalalar elliptik tipdagi tenglamalarga
keltiriladi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1.1. Quyidagi tenglamalarni xususiy hosilali differen
tenglama bo'lishi yoki bo'Imasligini aniglang.

1) uxx + u'xy ~ (uxx ~ uxy) —O0-

2) cos(uxx + Uyy) —CO0S UXX COS Uyy -f Sin uxx sin uyy —o.

3) sin(wx + uyy) —sinuxcosuyy —cosuxsinuyy + 2u = 4.
4) loguxuy —logux —loguy + 5ux —9u = 0.

. d 2
5) Eg{—ctgux —UXVCOSec Ux —4u + 11 =0.



Nozomi uchun savoltar va m.asalalLar AA

1.2. Tenglamalarning tartibini aniglang.
1) uxuly + (u\x - 2uy + ug) - 2u = 0.
2) OB Uy 2UrUxx~ " t -Sill "Uxy e

3) - 2u)2+ 2(ux - 2u)wxy - xy2= 0.
oy

A d —
4) ~Quyy Uy} ~ "Uyy¢Qe(Uxy ~ UQ rux +7 =o.
d
5)  2uxxuxxy a; (Uxx  Uy) 2uyuX®y 4°ux 0.
1.3. Quyidagi tenglamalardan qaysi biri chizigli (bir jinsli

yoki bir jinsli bo'Imagan), gaysi biri chizigsiz(kvazichiziqli) ekanligini
aniglang.

1) 3t/xx xy ‘b ux 0.
2) uxu2y + 2xuuxy —3xyuy +un —0.
3) uyuxy —3x2uuxy + 2ux —xyu + 9x2y = 0.

4) uxy + 2— (u2 +u) - 6:rsiny = 0.
d
5 -g-(yuy + ul) - 2uxuxy + ux - 6u+ x3cos(a - y) = 0.

1.4. Ushbu funksiya berilgan tenglamaning yechimi ekanligini
isbotlang.
1) u(x,y) - cosy - (x- y)siny, (x- y)uxy- uy =0.

2) u(x,y) 5 s XUXy = uy.

3) wX,7)=xexp”™ J, X2UxXx+ 2xyuxy + y2uyy = 0.

4) u(r,y) = (x+ y)2+sin(3.x + 2y), 2wmkK- 5uX/+ 3hw = 0.



Il BOB

IKKINCHI TARTIBLI XUSUSIY HOSILALI
TENGLAMALARNING KLASSIFIKATSIYASI

Xususiy hosilali differensial tenglamalarni qaysi tipga tegishli
bo‘lishi uning yuqori tartibli hosilalari oldidagi koeffisiyentlari orqali
aniglanadi.

Ushbu bobda xususiy hosilali tenglamalarning klassifikatsiyasi
hanida ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning kanonik ko'rinishga Kkeltirish bayon qilingan.
Kanonik tenglamani yangi noina’lum funksiya kiritish bilan yanada
soddaroq ko'rinishga Kkeltirish ko‘rsatilgan.

6-8. Ikkinchi tartibli chizigli xususiy hosilali differensial
tenglamalarning tiplari

Quyidagi

£ RN 47, +o« =N 4T

ikkinchi tartibli n o‘zgaruvchili chizigli differensial tenglamani R"
Evklid fazosidagi biror D sohada qaraylik.

Bu yerda x = (xx,x4..xn) e D C Rn, ng‘eq2, tenglamaning
koeffitsiyentlari Atj(x), Br{x), C(x) vaozod hadi f(x) yetarlichasillig
berilgan funksiyalar.

Agar \/x £ D uchun (1) tenglamada Ar3(x) — 0 bo‘lsa, u holda
(1) tenglama birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
bo‘ladi. Shuning uchun garalayotgan D sohada tenglamaning Aij(x)
koeffitsiyentlari bir vaqtda nolga teng bo‘lmasin, deb talab gilamiz.
hamda AlJ(x) = AJt(x) tenglik o‘rinli bo'lsin.
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Faraz qilaylik, xo € D ixtiyoriy nnqta bo'lsin. Chizigli (1)
tenglamaga inos ushbu xarakteristik forma
M
Q(Ai,....An) = ~ Atfi(x0)ArA (2)
[ ij =i
kvadratik forma deb ataladi.
Algebra kursidan ma’lumki, Q kvadratik formani D sohaning
har bir xo nuqtasida A< = A*(EX,...,En), i = 1,2,...,n Xosmas
almashtirishlar yordamida quyidagi

Q=X>;£? (3)
t=i
kanonik ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu yerda ar koeffitsiyentlar - 1
0 va 1 giyinatlami gatjul giladi.

Qaralayotgan (1) chizigli tenglamaning klassifikatsiyasi (3) for-
maning a, koeffitsiyentlari gabul giladigan giymatlariga asoslanadi.

Agar barcha ar = lyoki at= 1, (i = I,n) boisa, ya’ni (2)
kvadratik forma musbat yoki mantiy aniglangan bo‘lsa, u holda (1)
tenglama xo nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar at koeffitsiyentlardan biri mantiy, qolganlari musbat (yoki
aksincha) bo‘lsa, u holda (1) tenglama Xo nuqtada giperbolik tipdagi
tenglama deyiladi. .

Agar «j koeffitsiyentlardan kamida bittasi nolga teng bo'lsa, u
holda (1) tenglama xq nuqtada parabohk tenglama deyiladi.

Agar a; koeffitsiyentlarning I (1 < / < n - 1) tasi musbat,
golgan n - 1 tasi inanfiy bo‘lsa, u holda (1) tenglama xq nuqtada
ultragiperbolik tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nuqtasida (3) kvadratik forma
koeffitsiyentlarining barchasi noldan fargli va har xil ishorali. barchasi
noldan fargli va bir xil ishorali hamda kamida bittasi (hammasi emas)
nolga teng bo‘lsa, u holda (1) tenglama D sohada mos ravishda
giperbolik, elliptik hamda parabohk tipdagi tenglama deyiladi.

Agar (1) tenglama qgaralayotgan D sohaning turli gismlarida
har xil tipga tegishli bo‘lsa. u holda (1) tenglama D sohada aralash
tipdagi tenglama deyiladi.
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1- misoL. Butun Rn fazoda aniglangan n o‘lchovli

Au(x) =£ -qjt = °- 4)

Laplas tenglamasini qaraylik.
Laplas tenglainasiga mos quyidagi

a(nb ...,An) =
n=1
kvadratik formani tuzamiz.

Agar i = j bo‘lsa, u holda AIl(x) = 1 var ¢ j
bo‘lganda Ay(x) = 0 bo‘ladi. Shuning uchun (3) kvadratik formaning
koeffitsiyentlari rv, = 1,(r = I,n) giymat gabul giladi.

Demak, Laplas tenglamasi butun Rn fazoda elliptik tipdagi
tenglama bo'ladi.

2 —mMIsoL. Rn+1 fazoda aniglangan n o‘lchovli

2 d2u(x) 20
Ou(x,t) =utt ~a 2" ~'gx2° = Ut ~ a Ail =0, (5)
n=1 *

to‘lgin targalish tenglamasini qaraylik.
(5) tenglamaga mos kvadratik forma

n n
Q{A],..., A, An+i) = A (-a 2A2) + A2+1 = A2+l - N a2A2
n=l =1
bo'ladi.
Bu kvadratik forma & = aA,, (r = I,n), £r+1 = A, +1 alinash-

tirish yordamida quyidagi
a=d+i- 1Z8E
n=1
kanonik ko‘rinishga keladi. Bunda. a- koeffitsiyentlardan bin musbat,

golganlari esa manfiy. Demak, (5) tenglama /?"}1 fazoda giperbolik
tipdagi tenglama ekan.
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3 - MiSOl. Rr+tl fazoda aniglangan n o'lchovli

ut —a' = ut- a2/ilm =0, (6)
M=l dxf

issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini gqaraylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

n=1

ko'rinishda bo'ladi. Bunda = —2<0, i—Il,nvaan+l=0.
Shunday qilib, (G) issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi RQ'ﬂ
fazoda parabolik tipdagi tenglama bo‘lar ekan.
Kvadratik formaning musbat aniglanganligi haqgidagi Silvestr
alomatiga asosan (2) kvadratik formani (3) kanonik ko'rmishga
keltirmasdan qaralayotgan xususiy hosilali differensial tenglamaning

tipini aniglash mumkin.
Xususiy hosilali (1) differensial tenglama elliptik tipda bo'lishi
uchun quyidagi
/ Ay Ai2 mmm Ain”
Nn21 A2 mmm A2n /jj

\An1 An2 ... AnnlJ

simmetrik matritsaning diagonal minorlari musbat aniglangan bo'lishi

zarur va etarli.
Agar (1) tenglama ikki o‘zgaruvchili x\ —x, x2 —y boisa, uni

quyidagi
a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy = F{x, u, ux,uy), (8)

ko'rinishda ifodalash mumkin.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q(Ai,A2) = a(x,y) A2+ 26(x:y)AIA2 + c(x,y)\I, 9

bo'ladi.
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Agar a(x, y) ¢ 0 bo‘lsa, u holda (9) kvadratik formani ushbu

Q(AD A2) = afAid— | e A2, (10)

ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Agar J(M0) = b2 - ac < 0 bo'lsa, u holda (9) kvadratik
forma Mo = (xo, yo) nugtada musbat yoki manfiy aniglangan bo'ladi.
Chunki (10) ifoda quyidagi almashtirish

a

yordamida ushbu kanonik koainishga

£?+£2, a > 0,
Q =
a< 0
keladi. Bundan 5(Mqg) = b2 —ac < 0 bo‘lganda (8) tenglamaning
Mo = (xq,J/o) nuqtada elliptik tipda bo'lishi kelib chigadi.
Faraz qilaylik, Mg = (xo,i/0) nuqtada 5(Mqg) — b2 —ac. > 0
bo'lsin. U holda (10) kvadratik forma

6 - /A (a, + bA2), A=A1 BN - EA2
almashtirishdan keyin

tf-tb a>°>
hJill — 1 a<o

ko'rinishga keladi, ya’ni (3) kvadratik formaning koeffitsiyentlari aj
va a2 har xil ishorali. Bundan ko'rinadiki, garalayotgan (8) tenglama
Mo = (xo0,y0) nuqtada giperbolik t.ipga. tegishli ekan.

Agar Mg = (xo0,yo0) nuqtada S(Mo) = b2 - ac = 0 bo'lsa, u

holda
b
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xosmas almashtirish (10) kvadratik formani quyidagi

it 4 0n], a>0,
Q:

-E 0P o+ 012 a < 0

ko‘rinishga keltiradi. Demak, (3) kvadratik formaning aj va c2
koeffitsiyentlaridan biri nolga teng, ikkinchisi noldan fargli, ya’ni
garalayotgan (8) tenglama Mg = (io,y0) nuqtada parabolik tipdagi
tenglama ekan.

Yuqoridagi inulohazalardan garalayotgan xususiy hosilali (8)
differensial tenglamaning tipini aniglash S(Mgq) — b2 - ac
diskriminantning ishorasiga bog'lig ekanligi ko'rinadi.

Agar biror Mo = (xq, Yo) nuqtada 5(Mgq) — b2—ac > 0 bo‘lsa, u
holda (8) tenglama M g nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror Mg = (x0,Y0) nuqtada 6(Mqg) = f® —ac < 0 bo'lsa,
u holda (8) tenglama Mg nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror Mg = (x.Q.yo) nugtada S(Mq) = b2—ac. = 0 bo‘lsa, u
holda (8) tenglama shu nuqtada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

4 - MmIsoL. Quyidagi tenglamalarning tipini aniqlang.

uxXx 4uXy 42uxz 4 4 uzz 4 3xyu O,
b) uxx + 2uxy - 25uyz 4 2Uyy 4 6uzz 4 xu, 4 x2yu = 0;
C) "uxx W Guxy 4'2uyy | 10uxz 4 4uyz Quzz O,

Yechish. Berilgan tenglamalarning yuqori tartibli
hosilalari oldidagi koeffitsiyentlari o‘zgarmas. Shuning uchun bu
tenglamalarning tipi butun fazoda aniglanadi.

a) Berilgan tenglamaga mos xarakteristik forma

Q(Ab A2, A3) = A2 —AAjA2 + 2AIA3 4 4X2 4 A3 =
= (A] - 2A24 A3)24 (A24 A3)2 —(A2 —A3)2

kolrinishda bo'ladi. Quyidagi

Al=64 -£24 -£3, A2= -(£E2 4 £3); A3 = -(£2 - £3)
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xosmas almashtirish yordamida £?(Ai, Ar, A3) forma

=Si+S52- 83
kanonik ko‘rinishga keladi.
ar(ai = 02 —1, a3 = —1) koeffitsiyentlar noldan farqgli va har
xil ishorali. Ta’rifga asosan bu tenglama giperbolik tipga tegishli.
b) Yuqoridagi kabi berilgan differensial tenglamar
xaxakteristik formasini tuzamiz
Q(Ab A2, A3) = A2+ 2A1A2 —2A1A3 + 2A2 + 6A3 *)

va uni to‘la kvadratlarga ajratib, kanonik ko‘rinishga keltiramiz:
Q — A2+ 2AI A2 —2A1A3 —2A2A3-F A2+ A3+ A2+ 2A2A3 + JI3+ 413 =

= (Ai + A2—A3)2+ (A2+ A3)2 + 4A2.

Bundan quyidagi xosmas almashtirishlar natijasida
Si = Ai + A2 — A3, S2 — A) + A3, S3 = 2A3.

Q kvadratik forma ushbu

K (SijS2,S3) = Si + Si + S3

kanonik ko'rinishga keladi.

Demak, (3) kvadratik formaning ai, a2 va Q3 koeffitsiyentlari
noldan fargli va bir xil ishorali. Shuning uchun berilgan tenglama
fazoda elliptik tipda bo'ladi.

Endi kvadratik formaning musbat aniglanganligi hagidagi
Silvestr aloinati yordamida ham berilgan tenglamaning tipini
aniglaylik.

Buning uchun berilgan tenglamaning (7) matritsaga 0‘xshasli
matritsasini tuzamiz va uning diagonal minorlarini hisoblaymiz.

~11 AR 11
A2l A2 1 2
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An A\ 713 1 1 -1
A3= A2 a2 "3 1 2 o0
A3l A32 "433 -10 6

Barcha A;, r= 1,2,3. determinantlar musbat bo‘lgani uchun Silvestr
teoremasiga asosan (*) kvadratik forma musbat aniglangan bo'ladi.
Bundan esa garalayotgan differensial tenglamaning elliptik tipda
ekanligi kelib chigadi.

c) tenglamaga mos xarakteristik forma

Q(Ab A2,A3) = 4Af + 6A) A2 + 2A2 + 10A1A3 + 4A2A3 — 6A3 =

— + 3A2+ 5A3)2 —~(A2 + 7A3)2

quyidagi
Ai = -si - -£2+ 473; A2= 2£2- 773; A3 = £3
xosmas almashtirish yordamida

N(6 >£2,£3) = Ci ~ (2 + °£3

kanonik ko'rinishga keladi.
Bundan ko‘rinadiki, ay = 1, a2 = -1, a3 = 0 ekan. Demak,
berilgan tenglama parabolik tipga tegishli ekan.

7—8. Ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli xususiy hosilali
tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltirish

Biror D e R2 sohada ikki o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli ushbu

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy = F(x, y, u, ux,uy), (1)

kvazichizigli tenglamani garaylik.

Bu yerda a(x, y), 6(x,y), c(x, y) - tenglamaning koeffitsiyentlar,
X, 'y o'zgaruvchilarning D sohasida ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi berilgan funksiyalari va ular V(x,y) € D
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sohada bir vaqtda nolga teng bo'lmasin, F esa argumentlarining
berilgan funksiyasi.

Qaralayotgan (1) tenglamani kanonik ko'rinishga Keltirish
uchun x, y erkli o‘zgaruvchilar o'rniga quyidagi tengliklar yordamida

£=2(x,y), T=rl(xy) (2)

yangi i) o'zgaruvchilar kiritamiz.

Bu yerda (,(x,y), r)(x,y) funksiyalar D sohada ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va (2) ahnashtirishning yakobiani D
sohada noldan fargli, ya’ni

©)

Agar bu tengsizlik bajarilsa, u holda (2) sistemani 77 nugtalarning
biror sohasida x, y o'zgaruvchilarga nisbatan bir giymatli yechish
mumkiu. Topilgan x = x(£,r)), vy = y(t;,i]) funksiyalar ham £, 1)
bo'yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘ladi.

Endi u(x,y) funksiyani C2(D) sinfdan deb hisoblayiniz
va undan yangi £, rj o'zgaruvchilar bo'yicha xususiy hosilalarini
hisoblaymiz. Murakkab funksiyalarni differensiallash haqidagi
teoremaga asosan quyidagi

Ux — + Ujvx, W V- £ U Ty.
Uxx = (Mx)x = "burjVx)x = (~Cx)x "b {UriVvx)x =
= (MxEx T "b {Ln))XT "b —

= Ui TVR)EX "B UAXX b ("T/Eix "b “TITINY) M "b UjjTjxx
= U ~ix ~b AUCTIAXVX b Urjrivx “' UfAxx b
ILxy — (UX)y — (U~X "b UnTx)y — Dy b (V-irx)y
~ (WAYEX ~burxy "t {uryTIx "b urilxy =

= uNrxNy + u(THEXVY "biyV x) ’b UrtrivxVy "b 1I(.£xy "b ILATjxy,
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uyy = [uy)y ~ (utgy Tunry)y — (wey)y + {unrly)y ~
= (UG)yey  UGgyy MNiuv)yTy  Uvayy
= (unry Fuirivy)ty + Wryy + (uvay Fuvvlly)Tly + Uinby —
— ud”y NUEVAYNlY A T B u(@™>y N uvty-
tengliklarni olamiz.
Demak, u(x,y) funksiyaning xususiy hosilalarini yangi £,

i] o‘zgaruvchilarning hosilalari bo‘yicha quyidagi formulalar bilan
ifodalandi:

' = b hl’Ixi
ly — + UjTjy,
* \UXT —Utfg + 2u ” xrjx + Urrjl - u * xx + uvTikx\
uxy — MEEMXEY "b u(,ri{f™xny  £yVx)  AriVxVy  u$Exy "t" uridxyi

, uyy = Uiiry N uGiAyrly + undty + u (£yy Vyy
4
Bu tengliklarni (1) tenglamaga qo‘yamiz va natijada (1) tenglama
quyidagi ko‘rinishga keladi:

ai(*“r]ua + 2b1{*"rPwn+ c*,r])uw) = iq(£, r?u, ue,u,,), (5)
bu yerda
( —afx"b + My,

\' AM(Clv) = azZxVx ‘b b~AxVy "b £5yVx) "b C/yflyi (®)
I Ci(E, 7)) = aril 4 2bT)xrly + crfi.

(6) tengliklarga isosan bevosita o'rniga qo‘yib, ushbu tenglikning
b[ a]C\ = {ixly ~ £yi]x) —

bajarilishiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

Bundan esa (x,y) o‘zgaruvchilarni (2) va (3) xosmas
almashtirishlar natijasida qgaralayotgan (1) tenglama tipining
o‘zgarmasligi kelib chiqgadi.
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Qaralayotgan (1) tenglamada £(x,y), rj(x,y) o'zgaruvchilarni
ganday tanlaganimizda, u yanada soddaroq ko'rinishga keladi?

Bn savolga javob topish uchun £ = £(x,y), # = q(x,y)
o'zgaruvchilarni «1(4,7), bi(£,r}) va C (£,??) koeffitsiyentlardan birini
nolga aylantiradigan qilib tanlaymiz.

Buning uchun quyidagi lemmalar o'rinli.

1-LEMMA. Faraz gilaylik, 2 = 'p(x,y) G C1(D) va D sohada
Sy (X, y) & 0 (yoki px(x,y) ¢ 0) bo'lsin. Agar r = tp(x,y) funksiya
ushbu

a(x, y)zl + 2b(x, y)zxzy + c{x, y)z* = 0, ©)

birinchi tartibli xususiy hosilali chizigsiz tenglamaning xususiy
yechimi bo'lsa, u holda tp(x,y) = const ifoda

a(x,y)(d.y)2- 2b(x,y)dxdy + c(x,y)(dy)2= 0 (8)

oddiy differensial tenglamaning umumiy integrali bo'ladi.

2-LEMMA. Agar ip(x,y) = const ifoda (8) oddiy differensial
tenglamaning umumiy integrali bo'lsa, u holda 2 = 9(x, y) funksiya
(7) chizigsiz tenglamaning xususiy yechimi bo'ladi.

Isbot. 1. Faraz qilaylik, 2 = <p(x,y) funksiya D sohada (7)
tenglamaning xususiy yechimi bo'lsin. Agar y o'zgaruvehi p(x,y) —
const oshkormas funksiyadan aniglansa, u holda ip(x, y) = const, teng-
lik (8) tenglamaning umumiy integrali bo'ladi.

Lemmaning shartga ko'ra ip(x,y) funksiya D sohada o'zining
"Px{x-y) va Py(x,y) xususiy hosilalari bilan birga uzluksiz va
Px(x,y) ¢ 0 (yoki 9y (x,y) ¢ 0) bo'ladi. Oshkormas funksiya haqidagi
teoremadan y o'zgaruvchini <p(x,y) = const tenglikdan y = /(x,c)
ko'rinishda topish mumkin. Bundan

dy <Px(X,Y)
dx lpy (X Y)_ y=f(x.c)

bo'ladi. Oxirgi tenglikni (8) tenglamaga qo'yib, ushbu

a(x,y)(dy)2 —2b(x,y)d.xdy + c.(x,y)(dy)2 =
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'mPx{Xx,y)
e y) <Py{x,¥)
aby) Oy (dx)2 = 0
<Py(x,Y) . y=f(x,c)

ifodaga ega bo'lamiz. Demak, barcha (x,y) € D uchun quyidagi

a{x,y)ipl(x,y) + 2b(x,y)vx(x,y)ipy(x,y) + c(xy)</>2(x,y) = 0,

yoki
<fx{x.. <Px{x,
ay)i - PR iy - PP eky) = 0
dy{x,Y) <Py{x,Y)
tenglik o‘rinli.
2. Endi <fi{x,y) = const tenglik D sohada (8) tenglamaning

umumiy intcgrali bo'lsin. U holda V(x,y) £ D uchun

a(x, y)v?i(x, y) + 26(x, y)<fx(x, y)*y(x, y) + c(x,y)"(x,y) = 0,

bo'lishini isbotlaymiz.

Paraz gilaylik, (x'.y') nuqta D sohadan olingan ixtiyoriy nuqta
bo'lsin. Bu nuqta orqali (8) tenglamaning biror ip(x/,y') = d integral
egri c.hizig‘i o‘tsin. U holda bu egri chizigning tenglamasi ip{x,y) = d
yoki y = /(x,d) bo‘ladi. Integral egri chizigning barcha nuqtalari
uchun y' = /(x, ¢") bo‘lganda ushbu

N vy, .
a(X,y) E(J - {Xry) a C(X!y) -
tt(x, y) Fe{xy) 2b(x,y) Vxixy) o, c(x,y) =0
vy(*,y) Ry(x,Y)

tenglik bajariladi. Bu tenglikda x = x' almashtirsak,
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yoki
o, y)+2b(x\y % x{xy)<fy(x\ y)+c(x\y)ipl(x',y) = 0

tenglikka ega bo‘lamiz.

Demak, (x',y") nuqtada 2 = y;(x,y) funksiya (7) tenglainani
ganoatlantirishi isbotlandi. Bundan (x'y') nuqtaning ixtiyoriy
ekanligidan r = tp(x, y) funksiya D sohada (7) tenglamaning yechimi
ekanligi kelib chigadi.

(8) oddiy differensial tenglamaga (1) xususiy hosilali differen:
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning umumiy yechimlari (1) xususiy
hosilali differensial tenglamaning xarakteristikalari deb ataladi.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamaning tipiga
ko‘ra uchta holni qaraymiz.

Birinchi holt. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
diskrminanti D sohada 8 = b2—ac> 0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
D sohada giperbolik tipdagi tenglama bo‘ladi. Ixtiyoriy (xo0.yo) € D
nuqtada (1) tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiraylik. Bu nuqtada
a("0i?/o) ® 0 yoki c(xo.yo) ® 0 boisin, aks holda (1) tenglama
kanonik ko'rinishdagi tenglama bo'ladi.

Faraz gilaylik, a(xo, ¥0) ¢ 0 bo'lsin. D sohada 6 > 0 ekanligidan
(8) xarakteristik tenglama quyidagi ikkita

dy b+ \/b2- ac
dx a

dy b- \/b2—ac.
x T TR 10
birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga ajraladi.

Bu tenglamalarning o‘ng tomonlari ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi va (xo,Y0) 6 D nuqtaning ixtiyoriy atrofida
a(xo,Yo) @ 0. Shuning uchun birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar uchun Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yago-
naligi haqidagi teoremaga asosan bu tenglamalarning umumiy
integrallari mavjud va ular haqiqgiy va har xil

<p(x,y) = CQ = const, ij;(x,y) = c2 —const. ill)
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bo’ladi.

Demak, (11) umumiy integrallar hagiqiy va har xil bo‘lgani
uchun giperbolik tipdagi tenglamalar ikkita haqiqiy xarakteristikalar
oilasiga ega bo’lar ekan.

Yangi o'zgaruvchilarni £ = <p(x,y), 7 — -d(x,y) deb olsak,
yuqoridagi lemmaga ko‘ra ai(£,r/) = Ci(E,//) = 0 va bi(E,rf) ¢ 0
bo'ladi.

Bunda (5) tenglamani 26i (£,?/) ga bo'lib, quyidagi

Fi
Ui = Q(£,V,u, uMuv), Q = (12)

ko'rinishdagi tenglamani olamiz.
Bu giperbolik tipdagi tenglamaning kanonik ko'rinishi deyiladi.
Agar (12) tenglamada £, r/ o'zgaruvchilardan yangi a, P
o'zgaruvchilarga ~ —a + (3,rj —a~/3 tengliklar yordamida o'tsak, u
holda (12) tenglama

uaa - uOp = Qi(a,/3,u, ua,up), Qi = AQ (13)

ko'rinishga keladi.

Bu tenglama giperbolik tipdagi tenglamaning ikkinchi kanonik
ko‘rinishi deyiladi.

IKKINCHI HoL. Xususiy hosilali (1) differensial tenglamaning
diskrminanti D sohada 5 —b2 —ac = 0 bo'lsin. U holda (1) tenglama
D sohada parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Farazimizga ko'ra, (1) tenglamaning koeffitsientlari bir vaqgtda
nolga. aylanmaydi. U holda 5 — b2 —ac = 0 shartga asosan D
sohaning har bir nuqtasida a ¢ O va c ¢ 0 bo'ladi. Umumiylikka ziyon
gilmasdan D sohaning biror (x0,?/0) nuqtasida a ¢ 0 deb olaylik. (1)
tenglamani shu (:r,0,yo0) nuqgta atrofida kanonik ko'rinishga keltiramiz.

Bu holda (9) va (10) tenglamalar o'zaro ustma-ust tushadi va
bitta {x,y) = const haqigiy umumiy integralga ega bo'ladi.

Yangi o'zgaruvchilarni £ = <p(x,y) bu yerda ip(x,y) £ C2(D)
va bu funksiya lemmaga asosan (7) tenglamaning yechimi bo'ladi.
Endi ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi rj = r](x,y) funksiyani D
sohaning biror (xq. ir0) nuqtasida J ¢ 0 bo'ladigan qilib tanlaymiz. U
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holda (5) tenglamada ai(£, ?) = 0 bo‘ladi. (6) tengliklardan b\ (£, jf) =
0 ekanligini ko:rsatish giyin emas. Bundan D sohaning biror {x0,y0)
nugtasida c\(<f,7) ¢ 0 ekanligi kelib chigadi.

Agar D sohaning biror (xo0,y0) nuqtasida —O0 bo‘lsa, u
holda (6) tengliklardan b= y/ac deb, Va > 0,b > 0 uchun quyidagi

\IM £x + V\c\zZy = 0,

(14)
\fla\r)x + y/\c\rly = 0

sisteinani olamiz. J ¢ 0 bo‘lgani uchun (14) sistema fagat trivial
a =0, c = 0 yechimga ega. Bundan 6 = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu
esa |aj -f |6] + |c| > O shartga. zid. Shuning uchun (5) tenglamani har
ikki tomonini ci(£,??) ga bo‘lsak, u quyidagi

kanonik ko‘rinishga keladi.

Bu parabohk tenglamaning kanonik ko'rinishi deyiladi.

Uchinchi HOL. Agar D sohaning (xo,y0) nuqtasida b2—ac < 0
bo'lsa, u holda (1) tenglama shu nuqtada elliptik tipdagi tenglama
deyiladi.

Qaralayotgan (1) tenglamaning a(x,y), b(x,y) va c{x,y) koef-
fisientlari 1) sohaning biror (xo0,Y0) nuqtasida analitik funksiyalar
bo‘lsin. U holda (9) va (10) tenglamalarning o‘ng toinonlari analitik
funksiyalar bo‘ladi. Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan (9) va
(10) tenglamalar D sohaning biror (x0,y0) nuqtasi atrofida kompleks-
go‘simia

<p{x,y) = Vi(x,y) + z<2(x,y) = CI,
tp*(z,y) = <Pl(x,y) - iip2(x,y) =
analitik yechimlarga ega. Yangi £, 1/ o‘zgaruvchilarni ushbu

£=21 +'P*{x,y) 1=4>\(x,y),
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tengliklar vordamida kiritamiz.
Bu funksiyalar D sohada

fix fly
J = _ plixf2ay  flyp2x o 0
f2x f2y

shartni ganoatlantiradi.
Hagigatdan ham, D sohaning hiror (xq,Yy0) nuqtasida atrofida

ol —flxp2y ~ fly'p2x ~ 0

bo'lsin. U holda
difii dpi _ 0Oip2 .dp2 yok- f}x__ f2x
dx ’ dy dx dy ipiy f2y

tenglik o'rinli bo'ladi.
@(x,y) funksiya D sohada analitik bo’lgani uchun bu funksiya

dtpi dp2 dfi _  dtp2
dx dy * dy dx

Koshi-Riman shartini ganoatlantiradi.

Bundan ]
fix _  f2y

y *p2x
kelib chigadi va bu (16) tenglikka zid. Demak, D sohaning biror

(xo,yo0) nuqtasida J / 0 bo‘lar ekan.
Eruli ip(x,y) = £(x,y) +irj(x,y) ifodani (7) tenglamaga qo‘yib,

a(&r + «J.)a+ 2b({x + irx)(Ey + irly) + c{(,y + m¥)2= 0,
uning haqigiy va mavhum gismlarini ajratamiz. Natijada
<2+ 2b N y+ cE2= arnx + 2bixny + cr/2;

Asx'Ix + b(™xTy -F YIK) + f'syvx 0

tengliklarga ega bo‘lamiz.
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Oxirgi tengliklardan ai(£,r)) = Ci(E,??) va (E»?) = 0 ekanligi
kelib chigadi.
(5) tenglamani har ikki tomonini a\(£,??) ga bo'lib, ushbu
J?
+urm= QitiVv, un, W, uM), Q :a, a7
kanonik ko'rinishdagi tenglamani olamiz. Bu tenglama elliptik
tenglamaning kanonik ko‘rinishi deyiladi.
Agar (1) tenglamada a(x,y) = c(x,y) va b(x,y) = 0 bo‘lsa, u
holda berilgan tenglama (17) kanonik ko‘rinishda bo'ladi.
Agar garalayotgan sohaning barcha nuqtalarida

62- ac> 0 yoki b2- ac—0 yoki b2- ac< O

bo'lsa, (1) tenglama shu sohada mos ravishda giperbolik yoki parabolik.
yoki elliptik tipga tegishli deyiladi.

Agar D sohaning turli nuqtalarida 62 - ac ifodaning ishorasi
turlicha bo'lsa, u holda (1) tenglama D sohada aralash tipdagi
tenglama deyiladi.

Endi (1) tenglamaning o‘ng tomonidagi F funksiya ar-
gumentlarining chizigli funksiyasi bo'lib, uning koeffitsiyentlari
o'zgarmas sonlar bo'lsin.

0 ‘zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli xususiy hosilali ushbu
differensial

auxx + 2buxy + cuyy + a\Ux + byuy + c\u — f(x, y), (18)

tenglamani garaylik.
Bu tenglamaning xarakteristikalari quyidagi

b+Vb2—ac . b —yjb2 —ac
Y — e X+ Ci, Yy — -t X + €2 (19)
a a
to‘g‘ri chiziglardan iborat.
(19) tengliklardagi radikal ostidagi b2 - ac ifodaning ishorasiga
garab mos ravishda o'zgaruvchilarni almashtirish yordamida (18)
tenglamani quyidagi kanonik ko‘rinishlarga keltirish mumkin:
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a) giperbolik tipdagi tenglama:

j + azui + °“™uv + @M= Ji(£. V), 20)
| - um + a2w, + b2uv + c2u = fx(Z, T)).
b) parabolik tipdagi tenglama:
( Kk + a2w, + b2uv + c2u = / 1(4,7),
(21)
\ urn + a2UE + b2uv + c2u = /1((, Tj)
c) elliptik tipdagi tenglama
+ a2y + b2Uj + c2u = fi(x,y). (22)

Ushbu
u(”™r?) = ex™HIWNT))

formula bilan yangi ?(\7) noina’lum funksiya Kiritib, A va /i
koeffitsientlarni tanlash hisobiga (20), (21) va (22) kanonik tengla-
malarni yanada soddalashtirish mumkin.

5-MIsSOL. Quyidagi tenglainalarrii kanonik ko'rinishga keltiring.

«)  UXXx —2c0sxuxy —(3 + sin2x)uyy —yuy = 0;
b) uxx —2uxy -f uyy --aux + fluy + cu = 0;
C) uxx 4-4uxy + 5uyy -f ux + 2uy = 0.
Y echish. a) Tenglamaning t.ipini aniglaymiz:
5—bl- ac = cos2x + 3+ sin2x = 4 > 0.

Demak, tenglama giperbolik tipga tegishli ekan. U holda kano-
nik tenglamaning bosh hadi = Q ko‘rinishga ega bo'ladi.
Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

(dy)2 + 2cosxdxdy - (3 4sin2x)(dx)2=0
Bundan

dy = (-cosx + 2)dx, dy = (- cosx - 2)dx
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tenglamalarga ega bo'lamiz. Bu tenglamalarni integrallab,
y - sinx - 2x —Ci,quady + sinx + 2x = c2

umumiy yechimlarni (tenglamaning xarakteristikalarini) topamiz.
Yangi
£=2x+sinx+y, 7= 2X —sinx —y

xarakteristik o‘zgaruvchilarga o‘tib, berilgan tenglamada gatnashuv-
chi xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

= (2 + cosx)u™ + (2 —cosx)u,j, uy = Uc —
= (2 + cosx)2ua + 2(4 - cos2x)u”v + (2 - cosx) uTvV-
— sin xui' + sin xu”,
uXy = (2 + cosx)u”™ —2cos —(2 —cosx)um,
Uyy — 2u”™ ‘b uj

Bularni tenglamaga qo‘yib, soddalashtirish natijasida

U(mH (UE~Ur) =0

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga kelamiz.

b) Tenglamaning tipini aniglaymiz: i = 0. Demak, be
tenglama parabolik tipda ekan. Uning kanonik ko‘rinishi, agar £
0‘zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda

u™ = Q(~r/,u,u0 ur)
yoki T o‘zgaruvchi ixtiyoriy tanlanganda
yjn = Q(4,r/,U,-UC Ur,)

ko‘rinishda bo'ladi.
Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

(dy)2+ 2dxdy + (dx)2=0 eki dy+dx =0

bo‘lib, u bitta ikki karrali y + x = ¢ yechimga ega.
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Qaralayotgan tenglama. bitta y + x - ¢ xarakteristikalar oilasiga
ega.
Yangi o‘zgaruvchilarni quyidagicha tanlaymiz:

= X, MT=x+y

bu yerda £ o'zgaruvchini ixtiyoriy tanlash mumkinligi uchun uni x
deb oldik. ravshanki J ¢ 0 bo’ladi.
Hosilalarni hisoblaymiz:

ax — U b Uy — Ufj,
Uxx —
UXy — “+~ Ujj-q.  Uyy = lr/rji

Bu ifodalarni tenglamaga qo‘yib, quyidagi
WE + aw + (a + /3)uv + cn —0

kanonik tenglamani olamiz.
Agar yangi o‘zgaruvchilarni £ = x + y, 7/ = y deb tanlasak, u
holda berilgan tenglamaning kanonik ko‘rinishi

Ur, + (a + P)wy + (3u,7+ cu —0

bo:ladi.
C) Berilgan tenglama elliptik tipga. tegishli, chunki S = —l
Unga mos xarakteristik tenglama

(fit/)2 —4dxdy + (dx)2= 0
ikkita kompleks—go‘shma
2X + ix —y = ¢ci, 2x —ix ~y —Q2

yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi xarakteristik o‘zgaruvchilar sifatida

£=2x —y, T—x
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funksiyalarni kiritaraiz va u(g,r}) funksiyaning hosilalarini topamiz:

Ux = 2lIE + U], uy = —u
Uxx ~ ‘¢ "t Uiii]
My — Uy
Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, ushbu
+ Ufjij + Vi] —0

kanonik tenglamaga ega bo:lamiz.
6—MISOL. Quyidagi tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring va
kanonik tenglamani soddalashtiring.

2uxx ‘b2uxy t 4ixx ‘b 4uy mf u = 0.

Y echish. Tenglamaning tipini aniglaymiz: $= —1 <0 bo'lgani
uchun tenglama elliptik tipga tegishli bo‘ladi.
Xarakteristik tenglamasi

2(dy)2 —2dxdy + (dx)2=0
bo‘lib, u ikkita kompleks—go‘shma
2y —x + ix = ci, 2y - x - ix —ci

yechimlarga ega.

Yangi £, ;/ o‘zgaruvchilarni £ = 2y —x, q = x tengliklar
yordamida kuritamiz. Berilgan tenglamada gatnashuvchi xususiy
hosilalarni hisoblaymiz:

ux = —u + uri,qquaduy = 2u®,
Uxx — 22U~ Ujr,
uxy 2u”™ ‘b2u”, Uyy 4u”

Bularni tenglamaga qolyib, kanonik tenglamani olamiz:
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Bu tenglamani soddalashtirish uchun quyidagi ko‘rinishda yangi
<(£, rj)) noma’lum funksiya kiritamiz:

u{t,ri) = ex™ITyv(i,r])
Xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

w = \ed+fLriv 4
N = ne*+tnw 4 e %

U« = \2e*+ax+ 2AeA+"" {4
ur,, = /N JE+">u+ 2pem™ % 4-eA %

Bu ifodalarni kanonik tenglamaga qo‘yib, uni soddalashtirsak, nati-
jada ushbu

v, + vria+ (2 + 2\)vf 4 (24 2fi)vid (A24 LR+ 2A+ 240 + -)u

I}
o

tenglamaga ega bo'iamiz. Ava u sonlarni 24 2A =0, 24 2/i = 0
boiadigan qilib tanlaymiz. U holda A= —, 4y ——1va

s %4 288268 =141-2-241=23
bolib, soddalashtirilgan tenglama
.3
VEE -f \fjrj —0

ko'rinishga ega bo'ladi.
7 -MIsoL. Ushbu tenglamani kanonik ko'rinishga keltiring.

Uxy Uxz4"Uyz —Ux4 Uy 0.

Y echish. Berilgan tenglamaga mos xarakteristik (kvadratik)
forma

Q(Ai, Ar, A3) = ALA2 4 ALA3 4- A2A3 —
2 /1 . \2
2

(2 A1 + 2 N2 + n's) ~ \ 2 nz2 2 AL~ ni;s
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ko‘rinishda bcrladi.

M= 271+ 2722+ "3’ ~ 2N+ 2N =
deb belgilaymiz va Q forma
O—™M M w3

kanonik ko'rinishga keladi. Demak, berilgan tenglama giperbolik tipga
tegishli, chunki ai = 1,a2= Q3= —.
Shunday cjilib, quyidagi xosmas almashtirish
Ai = Mi- M2—M3, 7"2=Hi+ M2- M3, A3= /i3

Q kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiradi.
Yuqoridagi xosmas almashtirish matritsasi

ga teng.
Tenglamani kanonik ko‘rinishga Kkeltiruvchi xosmas affin
almashtirish matritsasi M matritsaga qo‘shma

bo'ladi. Demak, tenglamani kanonik ko‘riuishga keltiruvchi xosmas
aflin almashtirish quyidagi

£E=x+y, M——x+y, C= ~x—-Y+z

ko‘rinishda topiladi.
Endi u(£,r),Q funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblavmiz:

U~ —Uj— , Uy= U+ Uj —U(,
Uxy w7 U
UXz ~ ur/cC —

2 ucc-
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Topilgan ifodalarni tenglamaga qo‘yib, soddalashtirsak, quyidagi
un 0

kanonik tenglamaga ega. boiamiz.
8-MISOL. Quyidagi tenglamalarning

a) unx- ~'3tixy Ux ' 0,
b) uxy —xux+ un=0.
umumiy echimlarini toping.
Y kchish. a) Berilgan tenglama giperbolik tipga tegishli, chunki
S—b2- ac = 9- 8= 1> 0. Unga mos xarakteristik tenglama
(dy)2 - 3dxd.y + 2(dx)2 =0 yoki dy- dx —0, dy —2dx =0
bo‘lib, ularni integrallasak,
y —X=2Cl, y—2x=C2
xarakteristikalar oilasiga ega bo‘lamiz.
£=y-Xx, n=1y- 2x (23)

tengliklar yordamida yangi o°‘zgaruvchilar Kkiritib, hosilalarni
hisoblaymiz:

Uxx — ‘b ‘b LA,

Uxy — 3UN] 27T

Uyy —u” - 2utkvV

nr —- (- 2uv\ Uy = U + uv.

Bu ifodalarni berilgan tenglamaga qo‘yib, ushbu
UEV+ uv - 0 (24)

kanonik tenglamaga ega bo‘lamiz.
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Oxirgi tenglamada

WET) = -truz,m) (25)

yangi noma’lum funksiya Kiritib,

dv
d(+v =0

chizigli tenglamani olamiz.
Bu tenglamani integrallab,

«(C.fl) = Ne (»1)e'( (26)

yechimni hosil gilamiz.
(26) ifodani (25) tenglikka go‘yib.

to- (
tenglamaga ega bo‘lamiz va uni integrallab, (24) tenglamaning umu-
miy yechimini hosil gilamiz:

= V2i(0 + 45i(>/)e"*:

bu yerda v?i(E), f 27¥i) ~ ixtiyoriy funksiyalar.
Oxirgi formulada (23) tengliklar yordamida eski x, y o'zgaiuv-
chilarga gaytib, berilgan tenglamaning

u(x,y) = ifily - x) + ex~ywpr{y - 2x)

umumiy yechimini topamiz.

Bunda <M(” —x); ~2(3 —2x) - ikki rnarta uzluksiz differen-
siallanuvchi ixtiyoriy funksiyalar.

6) Tenglamaning umumiy yechimini topish uchun

V(X,y) = ux{x,y)
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ko'rinishda yatigi funksiya kiritamiz. U holda berilgan tenglama

vy —xv + u —0

ko'rinishga keladi. bu yerda u(0,y) —-vy(0,y) tenglik o'rinli.

Oxirgi tenglamani x o'zgaruvchi bo'yicha differensiallaymiz va

natijada v(x,y) funksiyaga nisbatan quyidagi
vXy - xux - 0

tenglamani olamiz.

@7)

Buning umumiy yechimi yuqoridagi kabi topiladi. (27) tengla-

mada vx = z(x,y) almashtirish bajaramiz.
U holda
zy —xz =0

tenglama hosil bo'ladi.
x 0'zgaruvchini fiksirlaymiz va hosil bo'lgan oddiy

dz ,
— = xdy
z
differensial tenglamani integrallaymiz. Natijada
z(x,y) = fo(x)exy
yoki v(x,y) funksiyaga o'tib,
= fo(x)exy

tenglamaga ega bo'iamiz.
Bundan

v(x,y) = J ip0(s)esd s + <pi{y)
0

hosil bo'ladi. v = ux bo'lgani uchun berilgan tenglamaning umumiy

yechimi
X |

i{x,y) = J dtl ipo{s)esyds + Xifi{y) + 42(y)
0o o

(28)
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ko‘rinishda topiladi.
Ikki o'lchovli integralda integrallash tartibini almashtirib, uni
bir o'Ichovli integralga keltiramiz:

X

u(x,y) = J (x - s)<fo(s)esyds + x<pi(y) + g2(y).
0

Bu erda <po(x), <pi(y), (y) — ixtiyoriy funksiyalar.

Shuni ta’kidlash muhimki, giperbolik tipdagi tenglamalarni
kanonik ko‘rinishga keltirish, bunday tenglamalarni integrallash usul-
laridan biri hisoblanadi.

Nazorat uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamalarning
tipi gqanday aniglanadi?

2. Nima uchun tenglamaning tipi nuqtada aniqlanadi?

3. Tenglamaning tipi nimalarga bog‘lig bo‘ladi?

4. Qanday tenglamalar giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi
tenglamalar deyiladi?

5. 0 ‘zgarmas koeffitsientli tenglamalarning tipi hagida nima
deyish mumkin?

6. Qanday tenglamaga aralash tipdagi tenglama deyiladi?

7. Tenglamani kanonik ko‘rinishga keltirishda yangi
£ = £(x,y), L = JI(x,y) o'zgaruvchilar ganday shartlarni ganoatlan-
tiradi va nima uchun?

8. Xarakteristik tenglama nima va u ganday olinadi?

9. Yangi o'zgaruvchilar kiritilganda qaralayotgan giperbolik
tenglamaning koeffitsiyentlari ganday ko‘rinishga keladi?

10. Yangi o‘zgaruvchilar kiritilganda qaralayotgan parabolik
tenglamaning koeffitsiyentlari qanday ko‘rinishga keladi?

11. Elliptik tenglamalarda yangi o'zgaruvchilar Kkiritilganda
uning koeffitsiyentlari ganday ko'rinishda bo!ladi?
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

2.1. Quyidagi tenglamalarning tipini aniglang va kanonik
ko'rinishga keltiring.

1) t/j-j 4" 2axy 4 2tij- | —0,

2) Ujj ‘¢ 4uxy 4 5iiyy ux f2uy 0,

3) uxx 2uxy "buyy bux w0,

4) uxx ™y 2%yy  3ux  lowy ‘% 27x 0,

5) uxx - 6uxy + 10Uyy + ux - 3uy —0;

6) 4duxx ‘bduxy f'Uy *2y 0,

7)  uxx —2sin xuxy —c0s2xuyy —cos xuy = 0.
8) (1 +x2)2uxx + Wy +2x (I +x2)ux =0.

9) X2uxx + 2Xyuxy + y2uyy - 2yux + ye* = 0.

10) uxx - 4XuXy + 8x2uyy----- ux + uy = 0.

2.2. Quyidagi tenglamalarni tipi o‘zgannaydigan sohada
kanonik ko‘rinishga keltiring.

1
2)
3)
4)
5)

uxx -b 2uXy ‘F Ruyy "t duyZ‘b<uwez 0.

3uxy 2uxz —UyZ wn 0.

Uxx ~uxy ~b2uxz b4uyy fuzz -b3ux O0-

3uyy  2uxy 2uyz 4uw —O.

2UxX+ 5uyy + 2uzz - 6uxy - 4ulZ+ 6uyz - 3m+y - 2z = 0.

2.3. Berilgan tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring va
ularni soddalashtiring.

1)
2)
3)
4)
5)

auxx + 2auxy + auyy + bux + cuy + 1 = 0, a,b,c= const.
uxx + Uyy + aux + Puy + 'yu= 0, a, /3,7 = const.

uxx —4uxy + 5uyy —3uT+ uy + n = 0.

uXy --2Uyy —ux  4Uy 4“n —O0.

uxy + uxx —uy —10it + 4x = 0.
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2.4. Quyida berilgan tenglamalarning umumiy yechimini toping.

1) ux 2uy=0.
2) 3ux —2ay+ un = 0.
3) 2ux —uy+ 2u = 0.

4) ux+ 2uy = sin(x +y).

5) 3ux- 4uy + sin(4x + 3y)u = 0.

6) Uy aQX—O0.

7)  uxx —2sin xuxy —Cc0S2xuyy —cos xuy = 0.
8) 3uxx ouXy 2yUyy f 3ux {'uy ~ 2.

9) uxy + aux + buy + abu = 0.

10)



Il BOB
GIPERBOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog‘liq bir
gator muaminolari, inasalan, tor va membrananing tebranishi, gaz,
elektromexanik to‘lginlarning targalishi kabi jarayonlar giperbolik
tipdagi tenglamalar orgali ifodalanadi. Bunday tenglamalar bilan
ifodalanuvchi jarayonlarinng o'ziga xos tomoni, tebranishlarning
chekli tezlikda targalishidir.

8 8§ Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi.
D ’alamber formulasi

Mexanika va fizikaning tebranish jarayonlari bilan bog‘lig
bir gator masalalari giperbolik tipdagi tenglama bilan ifodalanadi.
Ushbu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasinmg
qo'yilishi, D’alamber formulasi va uning fizikaviy talgini, Koshi
masalasi yechimining turg'unligini isbotlaymiz. Shu bilan birga bir
jinsli bo'Imagan tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimni keltiramiz.

Koshi masalasining qo ‘yilishi.

Eng sodda giperbolik tipdagi tenglama ushbu
Utt — o?uxx, a = const, (1)

ko‘rinishda bollib, u tor tebranish tenglamasi yoki to'lgin tarqgalish
tenglamasi deyiladi.

To'lgin targalish nazariyasida Koshi masalasi muhim o;rin
egallaydi. (x,t) tekislikdagi biror
D ~ {{x,t) : ~oc < x < +00,t > 0} sohada (1) tor tebranish
tenglainasini garaylik.

Ta’rif. Agar u(x,t) funksiya 1) sohada aniglangan uzluksiz va
ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, shu sohada (1) teng-
lamani ganoatlantirsa, bu funksiya tor tebranish tenglamasining D
sohadagi regulyar yechimi deyiladi.
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Koshi masalasi. Tor tebranish tenglamasining yopiq D
sohada aniglangan, uzluksiz va

u(x, 0) = <fo{x)> ut(x,0) = ifii(x), —60 < x < +00, (2)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.

Bu yerda fo(x), f\{x) ~ berilgan yetarlicha sillig funksiyalar.

Tor tenglamasi uchun Koshi masalasi cheksiz uzunlikdagi
tor tebranishining matematik modeli bo'lib, uning chetki
nuqtalari torning boshqga gismlarining tebranishiga ta’sir gilmaydi.
Shuning uchun ham (I)-(2) Koshi tna.sala.sida chegaraviy shartlar
gatnashmaydi.

Tor tebranish tenglamasining umumiy yechimi.

Tor tebranish tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiramiz.
Buning uchun (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

a(x, t)(dt)2 —2b(x,t)dtdx 4 c(x, t)(dx)2 = 0,

bu yerda a(x,t) = a2, b(x,t) —0, c(x,t) — —1vaS —a2 > 0.
Demak, (1) tor tebranish tenglamasi Hxt tekislikda giperbolik tipdagi
tenglama ekan. U holda

dt _ b \/5 1 .
— = = +x—  yoki dx —zadt
a

bo'lib. u ikkita haqiqgiy va liar xil
X + at = ¢\ —const, x —at = C2 = const

yechimlarga ega. Bu formulalar bilan aniglangan to‘g‘ri chiziglar tor
tebranish tenglamasining xarakteristikalari oilasini ifodalaydi.
Quyidagi
£=x+at, 1= x —at 3)
tengliklarga asosan yangi £, /7 o'zgaruvchilar kiritamiz va utl hamda
uxx xususiy hosilalarni

— 0_2 202 ! %_ IL'gj-j
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UxX — 2017 4 Ujjj

topamiz. Bu hosilalarni (1) tenglamaga qo'yib. soddalashtirarniz.
Natijada (1) tenglama ushbu

Ufr=0 4)

kanonik ko'rinishga keladi.
Oxirgi tenglamani ketma-ket integrallab, kanonik tenglamaning
umumiy yechimini
“(f. M) = /(0 + g(rj) (®)

ko‘rinishda topamiz.

Bunda. /(£), g(r]) - ixtiyoriy funksiyalar.

Agar g(i7) e C1(R) bo‘lsa, u holda (5) funksiya (4) tenglamani
ganoatlantiradi, ya’ni

ATH e CI(R) va =0

yoki
ui=g'(v) va u)eC 2(n).
Demak, /(£) va g{q) € C2(R) bolsa, u holda (5) funksiya (4)
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi.

Endi (5) formulada ( va /; 0°‘zgaruvchilardan eski x, t
o‘zgaruvchilarga gaytib, (1) tenglamaning umumiy yechimini olamiz:

u(x,t) = f(x + at) + g(x - at), (6)

bu yerda f(x + at) va g(x - at) - ixtiyoriy ikki marta uzluksiz
hosilalarga ega funksiyalar.

Xuddi yugoridagi kabi (6) formulada f(x + at) va g(x - at) G
C2(R) boisa, u holda (6) funksiya (1) tenglamaning umumiy yechimi
boadi.

Endi ((i)) umumiy yechimning fizikaviy xossasiga t.oiitalib
o‘taylik. Avvalo, /(£) = 0 bo‘lsin. U holda torning siljishi

ui(x, t) = g(x- at), (7)
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formula bilan aniglanadi.
Faraz qilaylik, torning tebranishini kuzatuvchi t = 0 vaqtda

torning x — c¢ nuqtasidan chigib, Ox o'gining musbat yo‘nalishi
bo‘ylab a tezlik bilan harakatlansin, ya’ni uning abssissasi t vaqtda
x - at = c¢ formula bilan aniglanadi. Bunda kuzatuvchi uchun

ui(x,t) = g(x - at) formula bilan aniqlangan torning siljishi g(c) ga
teng va doim o‘zgarmas bo'lib goladi. (7) funksiya bilan aniglangan
jarayon to‘g'n to‘lginning targalishi deyiladi.

Xuddi shunday U2(x,t) —f(x + at) yechjm teskari to'lginning
targalishini ifodalaydi, ya’ni to‘gin Ox o'gining manfiy yo‘nalishi
bo‘ylab a tezlik bilan targaladi. U holda (6) formula ikkita to‘g‘ri va
teskari to‘lginlarning yig'indisi (superpozitsiyasi)dan iborat. But —0
vaqtda torning holatini grafik usulda qurish imkoniyatini beradi. Endi
t = 0 vaqtda to‘g‘ri va teskari to'lginlarni ifodalovchi ni(x,0) = g(x)
va un{x, 0) = f(x) funksiyalarning grafigini yasaylik. Keyin ularning
shaklini o'zgartirmasdan a tezlik bilan liar ikki tomonga siljitamiz,
ya’ni u\ = g(x) funksiyani o‘ng tomonga va = f(x) ni esa
chap tomonga a tezlik bilan siljitamiz. Torning t vaqtdagi grafigi
yuqoridagi surilgan grafiklar ordinatalarining algebraik yig‘indisidan
iborat bo‘ladi.

Koshi masalasi yechimini qurish.

Umumiy yechimdagi f(x + at) va g(x - at) funksiyalarni topish
uchun (2) boshlang‘ich shartlardan foydalanamiz

u(.t,0) = f(x) + g(x) = (fio(x),

ut(x, 0) = af'(x) - ag’(x) = tpi(x)

va <}uyidagi sisteinaga ega bo‘lamiz:

f f{x)+g(x) =<po(x),

/ ()K)-g(7x)’= (;ivi{x). (8)

\

Bu sistemaning ikkinchi tenglamasida x ni z bilan almashtiramiz va
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uni noldan x gacha integrallaymiz. Natijada ushbu
f(x) + 9{x) = <po{x),

f(x) - g(x) = pi(z)dz + c.

- f-

ao

sistemani olamiz. Bunda ¢ = /(0) —g(0) - ixtiyoriy o'zgarmas.
Oxirgi sistemadan f(x) va g(x) funksiyalarni topamiz:

fix) = J Mx) + ™~ I 'Mz)dz + |
1 La o z /q\
1 1 X c v
9{x) = 270(x) _ 2a ™ Vi(z)dz - j

(9) formulada f(x) funksiyaning x argumentini x + at bilan, g(x)
funksiyaning x agumentini esa x —at bilan almashtiramiz va (6)
umumiy yeehimga qo‘yib,

x-f-at

u(x,t) = *'ipa(x 4-at) + fo{x - at) + 2a J  <Pi(z)dz, (10)

X —at

ifodani hosil gilamiz.

Bu bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimini ifodalovchi D 'alamber formulasi deyiladi.

Koshi masalasining qo‘yilishida y?o(x), <fi(x) funksiyalarni
yetarlicha silliq bo'lsin deb talab gilgan edik. Endi bu funksiyalarning
gaysi sinfga tegishli ekanligini aniglaylik.

Agar fo(x) € C2(R1), <p\(x) € C'1(/?1) bo’lsa, u holda (10) for-
mula bilan aniglangan u(x,t) funksiya (1) tor tebranish tenglamasini
va (2) boshlangieh shartlarni ganoatlantirishini bevosita tetehirib
ishonch hosil giHsh mumkin.

Hagigatan ham, (10) formulada t = 0 desak, u holda

u(x, 0) = tpo(x), x GR

bo'ladi. (10) formuladan t bo'yicha hosila olamiz
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keyin t = 0 bo‘lganda
Ut(x, 0) = x £ R

ekanligini ko'ramiz. Bu tor tebranish tenglamasi uchun Koshi

masalasining yechimi mavjud ekanligini ko‘rsatadi. (10) formulani

keltirib chigarish tor tebranish tenglamasining (6) umumiy yechimiga

asoslangan va barcha bosqgichlar bir giymatli bajarildi. SImning uchun

yechimning yagonaligi esa uning qurish usulidan ham kelib chigadi.
Koshi masalasi yechimining turg‘unligi.

Faraz gilaylik. uo(x,t) funksiya (1) tenglamaning quyidagi
u(x, 0) = ut(x,0) = VA(:Bi x £R

boshlang‘ich shartlarini ganoatlantiruvchi yechimi bo‘lsin. Xuddi
yuqoridagi kabi uqg(x,t) funksiya ham (10) formula orgali quriladi.
Agar

\Wo{x) - f0{x)\ < 5  |</?i(X) - <s VxeR

bo‘lsa, u holda Vx £ R, t e [0, T], T ixtiyoriy musbat son uchun
u(x,t) va ua(xJ.) yechimlarning ayrimasini baholaymiz.

[u(x,£) - uO(x:t)] < - V2o(x + at) - </2o(x + at) +

X+at
+- ipo(x —at) — o(x —at) + 22 dz <
x —at
x+at
1r 1r dz =
X —at
:5+52—2at:5(1+t)<5(1+T), (11)
a

Faraz qilaylik, e ixtiyoriy musbat son va 5 —e/(l + T) bo'lsin.
U holda (11) tengsizlikdan ve > 0 son uchun shunday 8 —e/(l + T)
son topiladiki, barcha x € R vat € [0, T\ larda

I'M1) - <o)l < A 1% (x) - 9i(z)] < s
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:hartlar bajarilganda |u(x,t) — uq(x, i)| < c tengsizlik o;rinli bo‘ladi.

Bundan, tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimi berilganlarga uzluksiz bog‘liq ekanligi kelib chigadi.

Shunday qgilab, quyidagi teorema isbotlandi:

TEOREMA. Agar (po(@) € C2(RI), ip\(x) G CI(RI) bo‘lsa,
u holda tor tebranish tenglama uchun Koshi masalasining yechimi
mavjud, yagona va turg‘un bo‘ladi, ya’ni (1)—2) masalaning u(x,t)
yechimi (10) formula bilan aniglanadi.

Ma’lum bir masalalarni yechishda <"o(x), <pi(x) funksiyalar
teoremaning shartlarini bajarmasligi mumkin. Bunda tor tebra-
nish tenglamasi uchun (1)-(2) Koshi masalasining regulyar yechimi
tushunchasini kiritib bo‘lmaydi. Bunday hollarda umumlashgan
yechim tushunchasi kiritiladi.

Ta’RIF. Tor tebranish tenglamasi uchun (1)—2) Koshi
masalasining umumlashgan yechimi deb, (1) tenglamaning

un(x,0) = (pn0{x), unt(x, 0) = gni(x), -00 < x < +00,

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi un(x, t) regulyar yechim-
larning tekis yakinlashuvchi ketma-ketligining limiti bo‘lgan u(x, t)
funksiyaga aytiladi.

Bu yerda <no(x) S C2(RI1), gmi(x) G C~/?1) va bu funksiyalar
sonla.r o‘qining ixtiyoriy [a, 0] segmentida <po(x) va fpi(x) funksiya-
larga tekis yaqginlashuvchi ketma-ketliklar, ya’ni

nII_r)Pooifno(x) =1 <po(x), rlll_rgo(pn\{x) =} ipi(x).

Agar -po(x), gn\{x) G C(RI) bo'lsa, u holda (1)-(2) Koshi
masalasining umumlashgan yechimi mavjud, yagona va (10) formula
bilan ifodalanishini ko‘rsatish giyin emas.

KOSHI MASALASI YECHIMINING FIZIKAVIY TALQINI.

Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasining (10)
formula bilan aniglangan yechimi boshlang‘ich tezlik bo'yicha torning
boshlang‘ich siljishini targalish jarayonini ifodalaydi.

Tor tebranish tenglamasining (9) umumiy yechinming fizi-
kaviy xususiyatiga asosan (10) formula ikkita to;g‘ri to‘lginning
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yig‘indisidan iborat, ya’ni f(x + at) 4 g(x - at), bulardan biri a
tezlik bilan o‘ng toinonga ikkinchisi esa shu tezlik bilan chap tomonga
targaladi.

5 — shakl.

Bu holda

f(x + at) = "Po(x + at) - F(x + at),

g(x - at) = )-<po(x - at) = F(x - at)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

€
F(0 =Y aj Vi(s)ds-
]
(x,t) o‘zgaruvchilar tekisligida x + at — ¢\ = const va x -

at =  — const. to‘g‘ri ehiziglar (1) tenglamaning xarakteristikalari
bo‘lgani uchun u(x.t,) = tpo(x+ at) funksiya x + at —c\ xarakteristika
bo'ylab o'zgarmas va bu qiyinat (ci) ga teng. Xuddi shunday
u(x,t) = po{x —at) funksiya x —at = oi — const xarakteristika
bo'ylab o‘zgarmasdir.
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Faraz qgilaylik, fo{x) funksiya. biror (xi, x2) intervalda noldan
fargli va intervaldan tashgarida nolga teng bo'lsin. (xi, 0) va (x2, 0)

nuqtalardan (1) tenglamaning x + at = «c¢i va X —at = «¢c2
xarakteristikalarini o‘tkazarniz. Bu xarakteristikalar t > 0 yarim
tekislikni uchta I. Il va I'll bo'lakka bo'ladi (5-shakl).

u(x,t) —fo(x - at) funksiya Il : xi < x —at < x2 sohada

noldan fargli, bunda x —at — X\ va x + at = x2 xarakteristikalar
o'ng tomonga a tezlik bilan targalayotgan to'g'ri to'lginning oldingi
va orga fronti deb yuritiladi.

Faraz qilaylik, M = (x0,i0) nuqta t > 0 yarim tekislikda
fiksirlangan nuqgta bo'lsin. Bu nuqtadan (1) tenglamaning x - at —
x0 - at0 va x + at = xo0 + at0 xarakteristikalarini o'tkazamiz. Bu
xarakteristikalar Ox o'qi bilan P = (xi,0) = (xo —ato,0) va
Q = (x2,0) = (xo + ato,0) nugtalarda kesishadi. Tor tebranish
tenglamasining (6) umumiy yechimining M nuqtadagi qiymati
u(xa to) = g(xi)+ /(x2) ga teng, ya'ni /(x) va g(x) funksiyalarning
giymati mos ravishda M P Q uchburchak asosining (xi,0) va (x2,0)
uchlaridagi giymatlari orqali ifodalanadi (6-shakl).

Bu MP, MQ xarakteristikalar va Ox o'gida PQ kesmadan
tashkil topgan MPQ uchburchak M nuktaning xarakteristik
uchburchagi deyiladi.

Koshi masalasining yechimini ifodalovclii (10) formuladan
torning xo nuqtasini to vaqtdagi u(xo, to) siljishi PQ kesmada berilgan
boshlang'ich holat va boshlang'ich tezlikning P va Q nugqtalardagi
(Jiyniatlariga bog'liq ekanligi ko'rinadi. (10) formulani quyidagi

(M) ¥o{P) + <Po{Q) +

shaklda yozish mumkin. PQ kesmadan tashqarida berilgan boshlan-
g'ich shartlar u(x, t) yechimning M nuqtadagi gqiymatiga hech ganday
ta’sir ko'rsatmaydi.
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Demak, tor tebranish tenglamasi uchun boshlangich shartlar
butun o‘qda emas, balki PQ kesmada berilgan bo'lsa, u holda Koshi

masalasining yechimi M PQ xarakteristik uchburchakning ichida
aniglanadi.

Endi Koshi masalasini bir jinsli bo‘lmagan
utt = a2uxx + J(x,t) (12)
tenglama uchun garaylik, ya’ni (12) tenglamaning
ult=o = ipo(x),qquadut\t=o = </?i(X) ' (2)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topaylik.
Faraz qilaylik, t > r da vj-(x,t] r) quyidagi yordamchi

(vf)u = a2(vf)xx, -00 < x < 00, (13)

u/(i,t;t)= 0, ~(x,t;t) =/(x,r), t=171, -00 < x < 00 (14)
Koshi masalasining yechimi bo‘lsin. D'alauiber formulasiga asosan
x-fa(t—r)

VE(GET) =vi(x,t-T]T) =~ 1 f{£,T)dE. (15)

x—a(t—)

ifodani topamiz.
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Bu formulalarda r fagat parametr, (14) boshlang‘ich shartlar
t —0 da emas, balki t = Tda berilgan.
U holda. (6) D’alamber formulasini quyidagi

3v
' = + (16)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda
X +at. x+at
vVI(x,t-,0) = J  tpii0dZ, v~o(x.t-,0) = J  cpoiOdt,
X —at x —at

bo‘lib, ular (13)—14) masalaning r = 0 bo'lgandagi mos ravishda

dvj \ dvf
—dt =M X, 0 = <Po(x)

r=20 Ul -

shartlarni qganoatlantiruvchi yechimlari. Shu bilan birga tekshirib
ko'rish osonki

a-\-xt

x —at
V)o'ladi.
Bir jinsli bo'Imagan (12) tenglamaning bir jinsli
u(x,0)=0, Uf(x,0) = 0
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini (15) formuladan
foydalanib, quyidagicha yozish mumkin
t
u(x, t) = a2l vvo(x, t; t)dt
0
yoki tv,0 ning giymatini o'rniga go‘yib, ushbu
t x+af(t-r)
uixn) = A J I f(i,T)dAdT
0 i-a(t-r)
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ifodani olamiz.
Shunday qilib, (12) tenglamaning (2) boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi

u(x, t) = ~ [fo{x + at) + fo(x - at)]+

x+at t x+a(t-r)
| @hdzeh,) [ fETNT

formula bilan aniglanadi. Bunda cpy(x), ip[(x) funksiyalar uzluksiz va
f(x,t) - birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lgan funksiya,
ya'ni f(x,t) GC 1(D).

1-MASALA. Ushbu

yuxx - (x + y)uxy - xuyy - 0, x> 0

tenglamaning
u(x,0)=x2, ul(x,0)=3x,

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) regulyar yechimini toping.

Y echish. Berilgan tenglamani kanonik ko'rinishga Kkeltirib,
integrallaymiz. Natijada kanonik tenglamaning umumiy yechimi hosil
bo'ladi. Hosil bo'lgan yechimda x va y o'zgaruvchilarga qgaytib,
berilgan tenglamaning umumiy yechimini

u{x,y) = li(x +y) + f2{x2+ y2) (18)

ko'rinishda yozamiz.

Bu yerda fi(x +y) va h(x2+y2) - ixtiyoriy ikki inarta uzluksiz
differensiallanuvchi funksiyalar.

(18) formuladan va boshlang'ich shartlardan foydalanib, /1
/2 funksiyalarni topamiz:

li(x) = ~x2+ /,(0),

/2(x2) = ~~ x2- [i(0).
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Topilgan funksiyalarni (18) formulaga go'yamiz, natijada berilgan
masalaning quyidagi

. 3 1
u(i,y) = - (x+y)2- - (x2+y2) = x24 3xy + y2.

yechimiga ega bolamiz:
2-masala. Ushbu

2uxy —e~xuyy = 4x (19)
tenglamaning

u(x, y) [y=i= x5cos x, quaduy(x,y) y=x= x2+ 1 (20)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) regulyar yechimini
toping.
Yechish. Berilgan tenglamaning xarakteristik tenglamasi

—2dxdy —e~x(dx)2= 0

bo;lib, u x = ¢, 2y —e x —c yechimlarga (xarakteristikalarga) ega.
Yangi £, ]j o‘zgaruvchilar kiritamiz

£ = X, quadij = 2y —e~X.
U holda (19) tenglama
u(n —t
kanonik ko'rinishga keladi.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

= Tjt,2v + flit) + M 1l)

bo:ladi.
Bundan eski x, y o‘zgaruvchilarga o‘tsak. berilgan tenglamaning
umumiy yechimini

u(x,y) = ~*2{2y - e~x) + fi(x) + h{2y - c~r) (21)
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topamiz.

Bu yerda f\(x) va f2(2y - e~x) - ixtiyoriy funksiyalar. (21)
ifodadagi fi(x) va f2(2y - e~x) funksiyalarni (20) shartlar yordamida
aniglaymiz:

fi(x) + /2(2a: - e~x) + Xx 2(2x - e~x) = x5c0sx

2/2(2x - e~x)+ x2= X2+ 1

Bundan

[200 =™ +/2(0)

/i(x) = x5cosx - x3+ T™%x2e~x - \ (2a: - e~x) - f2(0)

boiadi.
Topilgan ifodalarni (21) formulaga qo‘yib, soddalashtirsak,
(19)-(20) masalaning yechimini

u(x,y) = x5cosx + (y - x)(x2+ 1)

ko'rinishda topamiz.

9-§. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala

Biz | bobda uchlari mahkamlangan torning tebranishi hagqi-
dagi fizik masalani ikkinchi tartibli xususiy hosilali tenglama, ya’ni
giperbolik tipdagi tenglama uchun chegaraviy masalaga Kkelishini
ko‘rdik. Ushbu paragrafda yuqorida aytilgan masalaning go'yilishi.
yechimning yagonaligi va mavjudligini batafsil o‘rganamiz.

M asalaning go'yilishi. Yechimning yagonaligi.

Biror chekli D = {(x,£) : 0 < x < I, 0 < t < T} sohada bir
jinsli torning majburiy tebranishini ifodalovchi ushbu

Lu = pun —Tquxx —f(x,t) Q)

bir jinsli bo‘lmagan tor tebranish tenglamasini garaylik,
bu yerda I - torning uzunligi, T - musbat son, p - torning zichligi.
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l'o - torning taranglik kuchi, f(x, t) esa torga ta’sir gilayotgan tashqi
kuchlarning yig'indisi.

Aralash masala. Yopig D sohada aniglangan va quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) funksiya toping:

1) u(x,t) funksiya yopig D sohada ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchi va V(z, t) $1) da (1) tenglamani ganoatlantirsin,
ya’ni

u{x,t) e C 2(Dy, Lu(x,t) = f(x,t), \/{x,t)ED,

bo’lsin;
2) u(x,t) funksiya ushbu

u(x,i)|f=0 = ~po(x), ut{x, £)|t=o0 = 0 < x <1 (2)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirsin:
3) u(x,t) funksiya D sohaning chegarasida quyidagi

u(x,t)[x=0 = Mi(<)> u(x:t)\x=i = fi2{t), 0<t<T; ?3)

shartlarni ganoatlantirsin; bu yerda f(x,t), @o(x), <El(x)> MI(0 va
H2(t) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar.

1-TEOREMA. Agar (I)-(3) aralash masalaning yechimi mavjud
bo'lsa, u holda bu yechim yagona bo‘ladi.

ISBOT. Faraz qgilaylik, (I)-(3) masala ikkit.a ux(x, t) va u2(x,t)
yechimlarga ega bo'lsin. U holda bu yechimlarning ayirmasi u(x, t) =
ui(x,t) - v2{x:t) e C2(D) bo'lib, v(x,t) funksiya bir jinsli

Lu= L(ui - u2) = Lux- Lu2= f(x,t)- f(x,0 =0 (4)
tor tebranish ten“lamasini hamda bir jinsli boshlang'ich
u(x,t)\t-"0 = [AI(x,t) - U2(x,t)]\t=Q = UI(x,F)|t=0 ~ U2(x,t)\t=0 =

= ipo(x) - 4?0{x) = 0, 0 <X < i, (5)
ut(x,t) [t=0 = [uit{x,t) - U2t(x, O]|(--0 = UIt(x,01t=0 - U2tOM)|t=0 =
= tpi{x) - &i(x) = 0, 0<x<l (6)
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va chegaraviy
u(x,t)\x=o0 = [ui(x, t) - u2(x,f]Ix=0 = ui(x,i)|1=0 - u2(x,0U=0 =

= - m(t) =0; 0<t<T; )
uf{x, )\x=l = [tii(x,£) - u2(x,t)][I=i

ui(x,t)|x=i - it2(x,t)u=I =
= M2(0 - f32t) = 0; 0<t<T. (8)

shartlarni ganoatlantiradi.

Bir jinsli (4)-(8) masalaning u(x,t) yechimi V(x,i) G D
bo'lganda aynan nolga teng ekanligini isbot gilainiz.

Buning uchun quyidagi

/
m -\J

integralni qaraylik.

Bu integral torning bir jinsli chegaraviy shartlar bilan erkin
tebranish energiyasi saqglanish gonunining matematik ifodasi bo'lib,
u torning to‘la energiyasi deyiladi.

Clvunki torning t vaqtdagi J1x = dx elementining kinetik
energiyasi

ko'rinishda bo'ladi.
Torning t vaqtdagi Ax = dx elementining potensial energiyasi
taranglik kuchining bajargan ishi bo'lib. u quyidagi

formula bilan aniglanadi.
Demak, (9) formula torning ko'ndalang tebranishining to'la
energiyasi bo'lib, u torning energiyalari integrali deyiladi.
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Endi (9) integrating t vaqtga bog'liq emasligini ko'raylik.
Bulling uchun (9) formulaning t bcVyicha hosilasini hisoblaymiz:

dm
dt

putuu + TOuxuxt dx. (10)

Bir jinsli chegaraviy shartlardan
ut((),t) —0, ut{l,t) = 0, 0<t<T,

ekanligi kelib chigadi. Bu shartlarni inobatga olib (10) formulaning
ikkinchi qo‘shiluvchisini x bo‘yicha 0 dan |1 gacha boiaklab
integrallaymiz, natijada

TQuxuxtdx = T()uxut J 1utuxxdx = - J TOutuxxdx, (11)

ifodani olainiz. Topilgan (11) ifodani (10) formulaga go‘yib, bir jinsli
(4) tor tebranish tenglamasini inobatga olsak,

( |
E'(t) = J ut(putt- TOuxx)dx = J utLudx =0

tenglikni olamiz.
Oxirgi tenglikdan Vt € [0.T] uchun E(t) = const ekanligi kelib
chigadi. Shuning uchun bir jinsli bo'Imagan boshlang'ich shartlarda

T '9,,(x,00A2+ r /8¢ 0)"'

E{t) = E(0) dt J Vo dx

7

RJI[p{Mx))2+To(Mx))2}dx- (12)
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Bu formuladan ko‘rinadiki, uchlari mahkamlangan torning erkin
ko'ndalang tebranishining toia energiyasi ixtiyoriy vaqtda o'zgarmas
va u torning boshlang'ich energiyasiga teng bo'ladi.

Bir jinsli (5) va (6) shartlarni inobatga olib, (12) formuladan
ushbu

tenglikni olamiz. Oxirgi tenglik fagat va fagat V(x,f) G D uchun
ut(x,t) = 0 va ux(x,t) — 0 bo'lganda o'rinli. Bundan esa D yopiq
sohada u(x,t) = const bo‘ladi. Bir jinsli shartlarga ko‘ra D sohada
u(x,t) = 0 bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, u\(x,t) = u2(x, t), farazimiz noto‘g‘ri ekan. Bu ziddiyat
tor tebranish tenglamasi uchun qo'yilgan aralash masala yechirnining
yagona ekanligini isbotlaydi.

Y echimning berilganlarga uzluksiz bog‘ligligi. Faraz
gilaylik, D sohada (1) tenglama bir xil chegaraviy shartlarni va

Ui(x,*)|t=0 = <Po(x)> ult(x,t) [t=0 = <fil(x);

u2(x, Olt=o0 = <Po(x)> u2t(x. t)\t=o = <fi (x);
boshlang'ich shartlarni ganotalantiruvchi u\(x,t) va u2(x,t)

yechimlarga ega bo'lsin.
2-teorema. Agar

<Po4x) - = <Po{x), Vg\ x)- (p[2)(x) = cpi(x)

funksiyalar va f'0(x) funksiya Vx G [0, /] da absolyut giymati bo'yicha
yetarlicha kichik bo'lsa, u holda u\(x,t) —u2{x,t) —u(x,t) ayirma
ham yetarlicha kichik bo'ladi.
Isbot. Ushbu u,i(x,t) —u2(x,t) = u(x,t) ayirma D sohada bir
jinsli
Lu = putl - TOuxx = 0 (13)

tenglamani, bir jinsli chegaraviy

u(x, 0|x=0 = 0, u(x, t)\x=i = 0, 14)



9 +j. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala 91

va boshlang‘ich
u{x, O\t=0 = ~o(x), ut(x,t)\t=0 = V2i(x) (15)

shartlarni ganoatlantiradi.
Yana energiyalar integralini garaymiz:

du(x,t)\2 , m (du{x,t) dx. (16)
nr-~1J \~ S x~

Bu integral (13) tenglamaning (14) chegaraviy shartlarni

ganoatlantiruvchi ixtiyoriy yechimida o‘zgarmas giymatini saglaydi,

ya’ni E(t) = E(0), 0 < t < T. Bundan (15) boshlangich shartlarga

asosan
(du(x,t)\ (du(x,t)
p(—alr-) +1° (sr -

dx

1
= J [p((fii(x))2 + To(tpo(x)j2]d.

kelib chiqgadi.
Faraz qgilaylik, M = max{p,TO0} bo'lsin. U holda

f du(x, t) + T0 du(x, t)
\odt~ dx

dx

M [{vi(x))2 + (0{x))2}dx

tengsizlik o'rinli  bo'ladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi
funksiyalarning yetarlicha kichik ekanligidan
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bo'lishi kelib chigadi. Bundan esa

du(x,t) <
1T dx
bo'ladi.
Quyidagi tenglikdan
d b
u(x,t) —2t(0, t) ) dx
dx

ushbu

d 't d ot
ueat) TR
dx 0 dx
dx f ( du i 1/2 . L] 0 du ] 1/2
X
TOJ °V<z | dx
0

V Tc I

tengsizlik yoki |u(x,t)| < e ekanligi kelib chigadi.

Demak, tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalaning
yechimi boshlang'ich funksiyalarga, ya’ni berilganlarga uzluksiz
bog'lig ekan. Shunday qilib, 2-teorema isbotlandi.

10—S8. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala
yechimining inavjii<lligi

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun go'yilgan aralash
masala yechimining mavjudligini isbotaymiz.
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Unda awal uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin
tebranishini, ya’ni (1)-(3) masalada fn(t) = M2(f) = 0 va f{x,t) —0
bo'lgan holni, keyin uchlari mahkamlangan torning majburiy teb-
ranishi va so'ngra uchlari qo‘zg‘aluvchi bo'lgan torning majburiy
tebranishi, ya’ni (1)-(3) masalaning yechimini Fur’e usulida quramiz.

Uchlari mahkamlangan torning erkin tebranishi

Fur’e usuli, yoki o'zgaruvchilarni ajratish usuli xususiy hosi-

lali tenglamalarni yechishda ko'p qo'llaniladigan usullardan biri
hisoblanadi.

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning erkin tebranishi masa-
lasi ushbu bir jinsli

U —~° Z—Tog )

tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
u(x, Oft=o0 = *fo(x), tit(a, t)\t=0 = 4>\{x), O<x<1I (2
va bir jinsli chegaraviy
u(o,t)=0, u(l,t) = 0, 0<t<T, ?3)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini topish masalasiga
keltiriladi. Bu masalaning u(x,t) yechimini C2(D) funksiyalar sin-
fidan izlaymiz.

Buning uchun (1) tenglamaning D sohada noldan fargli va bir
jinsli (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimlarini

u(x,t) = X(x)T(t) &0, (4)

ko'rinishda gidiramiz.
(4) ifodani (1) tenglamaga qo'yib, uning o'zgaruvchilarini
ajratsak, ushbu
T ()X(x) = a2X" (x)T{t)
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yoki
Mo =Xb) = X O
a2T(t) X (x)
tenglikka ega bo'iamiz. Bu tenglikning chap tomoni fagat t o'zgaruv-
chiga, o'ng tomoni esa fagat x o°‘zgaruvchiga bog‘lig. Shuning
uchun (5) tenglik, ikki tomoni ham bitta o'zgarmas -A songa teng
bo'lgandagina o'rinli bo'ladi. U holda (5) ifodadan ikkita chizigli
ikkinchi tartibli

T {t) + a2\T{t) =0, 0<t<T, (6)

X "{x) + XX(x) = 0, 0<x <l 7

oddiy differensial tenglamalarni olamiz.
Ixtiyoriy t G [0,T] da T(t) @ 0 bo'lgani uchun (4) tenglikdan
(3) chegaraviy shartlar asosida quyidagi

X(0) = 0, X(1) = 0 )

shartlar kelib chigadi.

Shunday qilib, biz X (x) funksiyani topish uchun quyidagi
inasalaga ega bo'ldik: A parametrning ganday qiymatlarida (7)-
(8) chegaraviy masalaning X{x) yechimi noldan fargli bo'ladi.
Bunday masala matematik fizikada spektral masala yoki Shturrn-
Liuvill masalasi deyiladi.

Shturm-Liuvill masalaning noldan fargli yechimini ta’minlagan
A parametrning qiymatlari spektral masalaning xos giymatlari, unga
inos yechimlar esa xos funksiyalar deb ataladi. (7) va (8) masalaning
xos gimatlari to'plami shu masalaning spektri deyiladi.

Endi garalayotgan spektral masalaning xos giymatlarini va
ularga mos xos funksiyalarini topaylik.

Buning uchun uchta A<0, A= 0va A> 0 hollarni alohida -
alohida garab chigamiz.

1) Faraz gilaylik, A = —k2 < 0 bo'lsin. U holda (7) teng
maning umumiy yechimi

X{x) = Ciekx + C2e~kxy
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ko‘rinishda bo'ladi. Bu yerda C\ va C2 - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Shu yechimni (8) bir jinsli chegaraviy shartlarga qo‘ysak, C\ va C2
o‘zgarmaslarni topish uchun quyidagi

X(0) = ci+ c2=0,
X(l) = Cyekl + C2e-kl = 0.

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz.

Bu sistemaning asosiy determinanti noldan fargli va u yagona
trivial yechimga ega, yani C1= 0O, C2= 0.

Demak, bu holda X(x) = 0 bo'ladi va bu yechim masala shartini
ganoatlantirmaydi.

2) Endi A = 0 bo'lsin. U holda (7) tenglamaning umumiy
yechimi

X{x) = Ci + C2x

va (8) shartlarga asosan C\ = 0, C2 = 0 boiadi, demak, X(x) = 0,
bu yechim ham masala shartini ganoatlantirmaydi.

3) Faraz qilaylik, 1 = /i2 > 0, // > 0 bo‘lsin. U holda (7
tenglamaning umumiy yechimi

X (x) = Cicosux + C2sin /tx
ko rinishda boiadi. Oxirgi ifodani (8) chegaraviy shartlarga go‘ysak,

X({0)=Cl+c20=0,
X(l) = C\ cosfd + C2sin/iz = 0.

sistemaga ega, bo'lamiz. Bundan C\ = 0, C2sinul = 0 ekanligi kelib
chigadi.
Endi Ci ¢ 0 deb olamiz, :xks holda yana X(x) = 0 boiadi.
Shuning uchun sm/il —O0, bundan esa /.d — kT, k 6 Z kelib chigadi.
Shunday qilib, (7)-(8) masalaning noldan fargli yechimi
fagatgina

(k= 1,2,3,...)
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giymatlarda mavjud va bu giymatlar garalayotgan masalaning xos
giymatlari deyiladi. Bu giymatlarga mos xos funksiyalar

Xk(x) —sin X

ko‘rinishda bo'ladi.
Endi topilgan A = A: giymatlarda (6) tenglamaning umumiy

yechimi
N

kn at. . knat
= dfcCOS-y- +6fcsm —y—
ko:rinishda topiladi, bunda ak, bk - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Topilgan X k(x) va Tk(t) funksiyalarni (4) formulaga qo‘yib,
ushbu

- knat _ knat\, . KD
k(.8 = Xkp)TkES) = 14 cos X120 4 picsin K23 gin KB

funksiyani olamiz. Bu uk(x,t), (k = 1,2,...) funksiyalar ak va bk
koeffitsiyentlaming ixtiyoriy giymatlarida (1) tenglamani va (3) bir
jinsli chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.

(1) tenglama chizigli va bir jinsli boigani uchun yechimlarning
chekli yig‘indisi ham tenglamani ganoatlantiradi va u quyidagi

. ( kirat . kirat\ | kwTX ,
u(x,t) = 2~ Vakcos — —-— f 6fcsm — J sin —, 9)

gator uchun ham o‘rinli. Agar bu gator tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda bu gatorni x bo'yicha va t bo‘yicha ikki marta ditferensiallash
mumkin. (9) gatorning har bir hadi (1) bir jinsli tenglamani va bir
jinsli (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. Bu shart (9) formula
bilan aniglangan qgatorning yig‘indisi, ya’ni u(x,t.) uchun ham o'rinli.

Endi ixtiyoriy ak va bk o'zgarmas sonlarni topamiz. Buning
uchun (9) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya (2) boshlang'ich
shartlarga qo'yamiz.

(9) formulani t bo'yicha differensiallab ushbu
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tenglikni olamiz. Endi (9) va (10) Ifodalarda t —0 deb, (2) boshlan-
g'lch shartlarga asosaii

M x)~J2akSm~T"' Viw = J 22T bksin— (11)
it=i fc=i
ifodalarga ega boiamiz. Bu tengliklar (po(x) va (,i(x) funksiyalarning
(0,1) oraliqdagi sinuslar bo'yicha Fur’e gatoriga yoyilnialaridir.
U holda Fur’c qatorlari nazarivasiga asosan at va 6t
koeffitsiyentlar quyidagi

ak - j 3 M X)sin AMdX, (12)
0
i
bk = kﬁaj[ <fo{x) sin —jl—dx (13)
0

formulalar bilan aniglanadi.

Shunday qilib, bir jinsli tor tebranish tenglamasi uchun aralash
masalaning yechimi (9) gator ko'rinishida bo‘lib, undagi ak va bk
koeffitsientlar mos ravishda (12) va (13) formulalar orgali topiladi.

1-TEOREMA. Agar <fio(x) funksiya [0,/] oraligda uch marta
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi

MO) = MI) = 7o(0) = ifoil) = 0, (14)

shartlarni ganoatlantirsa, fi(x) funksiya esa [0,/] oraligda ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va

V2(0) = 'fi(0 = 0 (15)

bo‘lsa, u holda (9) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya yopiq D
sohada ikki marta uzluksiz hosilalarga ega va D sohada (1) bir jinsli
tor tebranish tenglamasini hamda (2) boshlang‘ich va (3) bir jinsli
chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.
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Isbot. Teoremani isbotlash uchun avval (12) formula bilan
aniglangan integralni uch marta bo‘laklab integrallaymiz. (14) teng-
liklarga asosan

1\ 3pk

16

k3® (16)
ifodani olarniz.

(13) formulaning o‘ng tomonini xuddi shunday (15) tengliklarni
inobatga olib, ikki matra bo‘laklab integrallash natijasida

3
ax)sinmd’x— ARE!
b*=~r1r* W (1?)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda
|
2 f knx . KTTX
Pk=y Vo (x)cos-J- dxi 4k sin — dx.

Boshlang'ich shartlarga ko‘ra 4>q{x), <p"(x) funksiyalar [0,/]
segmentda uzluksiz, u holda matematik analiz kursidan ma’lum
bo’lgan Bessel tengsizligiga ko‘ra ushbu gatorlar

o T °° o r "

- - X
j \Mx)]de; XI* <y L

k—1 n k=1 n a

dx. (18)

yaqinlashuvchi qatorlar bo‘ladi.
Endi (16) va (17) ifodalarni (9) gatorga qo'yib, quyidagi

3 2 1 kirat . knat.\ . knx
u@a>f) = - (-) pkcos®m  -f $kSin jsin-—, (19)

=1 |

gatorni olamiz.
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Hosil bo'lgan (19) gatorning har bir hadi yopiq D sohaning
V(x, t) nuqtasida ushbu yaqginlashuvchi

k=1

sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan. U holda Veyershtrass
alomatiga ko'ra (9) gator yopiq D sohada absolyut va tekis
yaqinlashadi. Deinak, u(x, t) funksiya yopig D sohada yaqinlashuvchi
gatorning yig‘indisi sifatida uzluksiz bo‘ladi.

Endi (9) gatorni x vat o‘zgaruvchilar bo'yicha ikki marta formal
ravishda hadma-had differensiallash mumkin ekanligini ko'rsatamiz.
Buning uchun (9) gatorni hadma-had differensiallashdan hosil bo'lgan
gatorlarning yopig D sohada absolyut va tekis yaqginlashishini
isbotlaymiz. (19) gatorni hadma-had differensiallab, ushbu

, | 1 knat knat,\ . knx .
uxx(x, t) = - ) - {pkcos— ----- h gk sin ——} sin—,  (20)
k=1 '
la2v-n1 / knat . knat\ _ kirx ,
ua(x,t) = — >y- Ipkcos—--- hgksin — j sin—,  (21)
AN (v= I '

gatorlarga ega bo‘lamiz. Bu qatorlar V(x,t) e D sohada

ml

it . fe
Jfe=

gatorga majorant bo‘ladi. Oxirgi (22) qatorning yaginlashuvchi
bo'lishi (18) gatorlarning yaginlashishidan va quyidagi

\'bl s|(p+ri). +

tengsizliklardan kelib chigadi. U holda (20) va (2) qatorlar
Veyershtrass alomatiga asosan yopiq D sohada absolyut va tekis
yaqinlashuvi bo'ladi.
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Demak, uxx(x,t) va utt(x,t) funksiyalar yopiq D sohada
uzluksiz ekan. Endi (20) va (21) gatorlarni (1°) tenglamaga qo‘ysak,
(9) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya tor tebranish tengla-
masini qanoatlantirishiga ishonch hosil gilish mumkin. Shunday qilib,
1-teoreina isbot bo‘ldi.

Yechimning fizikaviy talgini. Tor tebranish tenglamasi
uchun aralash masalaning (9) ko'rinishda topilgan yechimini garaylik.
Agar bu formulada

ak = Aksinipk, bk = Bkecos ipk
belgilashlarni kiritsak, u holda uk{x, t) xususiy yechimlarni quyidagi

) » . KX knat \
uk(x,t) = Aksill — sm%—j—+(fikJ, (23)

ko'rinishda yozish mumkin. Bunda torning har bir nuqtasi bir xil (fk

, KTTX KTT
fazali, amplitudasi Aksm ~j~ Sa tenS bo Igan uk = — chastotali
garmonik tebranadi.

Tor harakatining (23) ko'rinishdagi garmonik tebranishlari
tog‘ri to'lgin deyiladi, ya’ni (34) gatorninghar bir hadi to'g'ri to'lqin
deb ataladi. Bundan esa (20) ko'rinishdagi yechim cheksiz ko'p to'g'ri
to'lginlarning yig'indisini ifodalaydi.

Tor tebranish jarayonida o'zidan tovush chigaradi. Tovushlar
ikki xil - musigiy va musigiy bo'lImagan turlarga ajraladi. Musiqiy
tovushlarni notalar, musigiy bo'maganlarni esa shovginlar deb yuriti-
ladi. Musiqiy tovushlar ma’lum ina’noda yuqori darajadasifatli bo'lib,
uni liar bir kishi o'zining imkoniyati darajasida baholay oladi.

Balandligi bo'yicha kishining qulog'i ajrata olmaydigan notalar
tonlar deyiladi. Tovushning balandligi tebranish ehastotasiga bog'lifj
bo'ladi. Eng past tonning chastotasi asosiy chastota deyiladi va u

formula bilan aniglanadi.
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Asosiy chastotadan balandroq bo'lgan chastotali tonlar oberton-
lar deyiladi va obertonlar asosiy u\ chastotaga karrali bo'lib, ular
i/armonikalar deyiladi. Birinchi garmonika. deb asosiy ton hisoblanadi,
ikkinchi garmonika esa chastotasi W2 = 2uu bo‘lgan tonlar va hokazo.

Demak, (9) formula bilan aniglangan yechim alohida garmoui-
kalarnin yig'indisi bo'lib, uning ainplitudasi garmonikalarning nomeri
ortib borgan sari nolga intiladi, ya’ni k —> 00 koeffitsientlar —=+0
va bk —0 intiladi. Shu sababli garmonikaning tordan targalayotgan
tovushga ta’siri tovush tembrini hosil giladi.

Ushbu x = 0, I/k, (21)/k, ..., (k- 1) I/k, I nuqtalarda tebra-
nish amplitudasining k - garmonikasi nolga intiladi. chunki bu nuqta-

larda sin — x = 0 bo'ladi. Bu nugtalar k - garmonikaning tugunlan
deyiladi va torning tebranish jarayonida bu tugunlar qo‘zg‘almaydi.

XM = - — ¢ -2-—n—].+(nl1)1: 0, K—T)_nl_f(_]’tala'rdla(ns)in—':' +1 bo lgani
uchun tor r%/%ksimal arnplitudali garmonik tebranadi va E)u to Ig Im.
to‘ginlar deyiladi.

Quyidagi

formulalar mos ravishda asosiy tonning chastotasini va davrini aniqg-
laydi. Bu formulalar yordamida tor tebranish qoidasini asoslashimiz
mumkin:

1) Zichligi va tarangligi o‘zgarmas boigan torning tebranish
davri uning uzunligiga to‘g‘ri proporsional bo'ladi.

2) Ma’lum uzunlikdagi torning tebranish davri To taranglikning
kvadrat ildiziga teskari proporsional ravishda o‘zgaradi.

3) Uzunligi va tarangligi ma’lum bo'lgan torning tebranish davri
tor zichligining kvadrat ildiziga to‘g‘ri proporsional o'zgaradi.

Bir jinsli torning majburiy tebranishi

Uchlari mahkamlangan bir jinsli torning tashqi kuchlar ta’
siridagi majburiy tebranishi quyidagi aralash masalaga ekvivalent
keltiriladi
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Bir jinsli boimagan
utt. - a2uxx = g(x, t), V(x,t) GD; (24)

tor tebranish tenglamasining (2) boshlang‘ich va bir jinsli (3)
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.

Bu yerda g(x, t) = f(x,t)/p G C2(D) torga ta’sir giluvchi tash-
gi kuchlar yigindisi.

Bu masalaning u(x,t) yechimini quyidagi

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) (25)
ko’rinishda gidiramiz. Bu yerda v(x,t) funksiya bir jinsli bo imagan
Vit = a2vxx + g(x, t) (26)

tor tebranish tenglamaning bir jinsli boshlang‘ich

vit=0 = 0, vi\t=o = 0 27)

va chegaraviy
4x=0 = 0, vix=t = 0 (28)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi;
w{x,t) funksiya esa bir jinsli

Wit - a2wxx (29)

tenglamaning quyidagi boshlang'ich

w\t=0 = Vo{x), Wi\t=0 = (30)

va chegaraviy
Mx=Q = 0, wi\x=t = 0 (31)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.

Yuqoridagi masalalardan ko‘rinib turibdiki, v(x.t) funksiya
uchlari mahkamlangan bir jinsli torning g(x,t) tashqi kuchlar
ta’siridagi majburiy tebranishini, w(x,t.) esa shu torning erkin
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tebranishini ifodalaydi. w(x,t) funksiyaga nisbatan (29)—31) masala
yechimining mavjudligini oldingi punktda isbot qgildik.

Shuning uchun bu yerda (26)-(28) masalaning v(x,t) yechimini
qurish etarlidir.

Bu masalaning v(x, t) yechimini quyidagi qator

00 K.
v(x,l) = ~7]fc(<)sin-ip, (32)
k=1

ko'rinishda. izlaymiz. Bu yerda Tk(t) hozircha noma’lum funksiya.
(32) gatorni yopiqg D sohada yaginlashuvchi va shu sohada x va t
o'zgaruvchilar bo'yicha hadma-had differensiallash mumkin bo'lsin.
U holda (32) gator bir jinsli chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi.

Bu qatorni (27) boshlang'ich shartlarga qo'yib, 7\(t)
funksiyalar uchun quyidagi

7*(0) = 0, 7fe(0) = 0, k= 1,2,3,... (33)

boshlang'ich shartlarni olamiz.
Endi g(x, t) funksiyani [0,1] segmentda x o'zgaruvchiga nisbatan
sinuslar bo'yicha Fur’e gatoriga yoyilsin.
% ‘
g(x,t) = Y,9kit)s i n - (34)
k=1

bunda fk koeffitsientlar quyidagi
i
. 2 f . KITX
9k(t) = y I g(x,t) sin §—dx (35)
0

formula bilan aniglanadi.
Tk{t) funksiyalarni topish uchun (32) va (34) ifodalarni (26)
tenglama qo'yib, ushbu

-oc Tr
[Tk(f) + wkTk{t)] sin— = g{x, 1), (36)
fe=l
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tenglamaga ega bo'iamiz. Bu yerda uk =

(36) va (34) yoyilmalarni o'zaro tagqoslab, k ning har bir
giymatida chizigli o'zgarmas kocffitsiyentli

(<) + w\Tk{t) = gk(t), 0<t< T (37)

oddiy differensial tenglamalarga ega bo'iamiz.

Dernak, Tk(t) funksiyalarni topish uchun ikkinchi tartibli (37)
oddiy differensial tenglamani (44) boshlang'ich shartlarni oldik. Bu
masalaning yechimini o'zgarmasm variatsiyalash usuli yordainida
topamiz. Bir jinsli (37) tenglamaning umumiy yechimi

Tk(t) = CI GOBUKt + C2sin UKt,

bu yerda ci, c2 - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Endi (37) tenglamaning umumiy yechimini

Tk(t) = c\(t) cosuit + c2(/,) sin wf, (38)

ko'rinishda izlaymiz.
Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, <X(t) va c2(t)
noma’lum funksiyalarga nisbatan quyidagi

Cj(f) COSUKt + (~(t) Sill Dkt = 0,
-c\(t)ujksinivkt + c2(t)wfc coswkt = gk(t),

tenglamalar sistemasiga ega bo'iamiz. Bundan dx(t) va d2{t)
funksiyalarni

ko'rinishda topamiz va bu tenglamalarni integrallab, ci{t) va c2(t)
funksiyalarni
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t

t'2(0 = — 1 9k{T) COSLjkTdr+ ¢2,
NK

ko'rinishda aniglaymiz. Bunda ¢, va o®- ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Topilgan cx{t) va c2(t) funksiyalarni (38) formulaga qo'yib, (37)
tenglamaning umumiy yechimini

t
Tk(t) = — [ gk(T)sin[udk(t - r)]d.r + c°cosukt + c%smujktt (39)
<K

ko'rinishda topamiz. (33) boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirib, (39)
umumiy yechimdan G = a®= 0 ekanligini olamiz.

Agar gk(t) G C[0,T] boisa, u holda (37) tenglamaning (33)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi

t

Tk{t) = — [ ak(T) sm[u)k{t - r)]t/r, (40)
Uk J

0
formula bilan aniglanadi.

Endi (32) gatorning vopiqg D sohada tekis yaginlashuvchi
ekanligini hamda x va t argumentlaxi bo'yicha ikki marta
differensiallash mumkinligini ko'rsataylik.

Agar g(x,t) funksiya yopiq D sohada uzluksiz, shu sohada x
o'zgaruvchi bo'yicha uzluksiz ikki marta differensiallanuvchi va V/ €
[0, T] uchun g(0, t) —g(l, t) —O0 boisa, u holda (35) ifodani ikki marta
boiaklab integrallaymiz, natijada

(41)
0

ifodani olamiz, bunda yerda

t
x 2 f "/ v_ kmx
«fc(0 =y  gxx(x,t)sia — dx.
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Uzluksiz funksivalarning kvadratidan tuzilgan a*.(t) funksional gator

@
Y Mal(t)<oo, Vfe[0,I]. (42)

Bessel tengsizligiga asosan yagqinlashuvchi gator bo‘ladi. Endi (41)
ifodani (40) formulaga qo'yamiz va Tk(t) ushbu

3 *

(;) /.~
(0]

Tk(t) = -

ko'rinishda yoziladi. Hosil bo‘lgan oxirgi ifodani esa (32) formulaga
go'ysak,

\ 3j N« VTN
akiT)shl[~k{i - r)]drsin (43)

ifodaga ega bo'iamiz. Bu gatorning har bir hadi vt G [0,77] bo'lganda
ushbu
iV t_s— Iflfc("o)l

7|') I ks
sonli gatorning har bir hadi bilan chegaralangan.
Bu yerda |«fc(fo)| mtax_l_|a’\(i)|, fq biror fiksirlangan nuqta.
o<t<

Shuning uchun (43) gator ~D sohada absolyut va tekis yaginla-
shuvchi gator bo'ladi.

Endi (43) gatorni hadma-had ikki marta x va t o'zgaruvchilari
bo'yicha differensiallaymiz, natijada ushbu
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gatorlarni olamiz. Ma’lumki, bu gatorlar (x,t) 6 D da quyidagi
gatorlarga

I rpy " |»A.Uu)l /IL\2T Ififcro)l A 2T~ &an N)i

ar ey M W g 2T X
majorantlanadi. Bu qatorlaming vyaginlashishi (52) gatorning
yaginlashishidan va

*M«o)| ™ 1 2/j 4
— k— - Y K

tengsizlikdan kelib chigadi.

U holda (44) va (45) qatorlar (x,t) G D sohada absolyut va
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi, bundan esa D da vxx(x.t.) va vtt(x,t)
hosilalarning uzluksiz ekanligi kelib chiqgadi.

Endi (44) va (45) ifodalarni (26) tenglamaga qo‘ysak, (32)
formula bilan aniglangan wu(x,t) funksiya bir jinsli bo'Imagan
tor tebranish tenglamasini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilish
mumkKin.

Shunday qilib, quyidagi teoremani isbotladik:

2—FEOREMA. Agar <po{x) Va <pi(x) funksiyalar I-teorema
shartlarini ganoatlantirsa va g(x, t) funksiya yopiq D sohada uzluksiz,
shu sohada ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib, g(0,t) —0.
g(l, t) —O0 tengliklar 0‘rinli bo‘lsa. u holda {(24). (2), (3)} nuLsalaning
yagona yechimi mavjud va bu yechim

@ ,
u(i,i)="£ tm sin”™+
k=1

( knat . knat\ .
+) ak cos —-—--—- hbksin — — sin
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formula bilan aniglanadi. Bu yerda

KTex

KTTX
\] ipo(x) sin —— dx.
o}

Demak, v(x.t) funksiya (32) gator korinishida uning
koeffitsiyentlari (35), (39) formulalar orgali, w(z, t) funksiya esa
(9) ko'rinishda va uning koeffitsientlari (12), (13) formulalar bilan
aniqglanadi.

Uchlari qo'zg'aluvchan torning majburiy tebranishi

Torning uchlari mahkamlanmagan boiib, ular biror qoida aso-
sida harakatlansin va tor biror tashqgi kuch ta’sirida tebranayotgan
boism. U holda bu masala bir jinsli boimagan

utt — o UXx "b /A7'-1); ~ To/Pi (-16)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
u(x,0) = <Pofx), ut(x,0) = ip\{x), O<x<lI, 47)
va chegaraviy
w0 t) = /n{t), “(U)y=MO, V<t<T, (48)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasiga ekvivalent,

boiadi.

gan funksiyalar.
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Qaralayotgan umumiy (46)-(48) masala yechimining mavjudli-
gini bir jinsli chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlash mumkin.
Buning uchun m(t) va M2(0 funksiyalarni C 2[0.T] sinfdan deb

talab gilamiz. U holda (48) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
quyidagi
z{x,t) = Mi(0 + y[mr(0 - Mi(0]. (49)

yordamchi funksiyani kiritamiz, ya'ni

z{0,t) = m(t), z(I,t.) =

Endi (46) tenglamaning (47) boshlang'ich va (48) chegaraviy

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini

u(x,t) = v(x,t) + z(x,t), (50)

ko'rinishda izlaymiz, bu yerda v(x,t) yangi noma’lum funksiya.
Boshlang'ich va chegaraviy sliartlaiga asosan v(x,t) funksiya uchun

quyidagi bir jinsli chegaraviy

wli=zo = "(;r,0lx=0 “ z(x,t) =0

WX-i = u{x,t)\x=i - z(x,t-)\x=i = M2(0 -- M2(0 = o,

va boshlang'ich

= Ao(x) - Mi(0) - [Ne(0) - Mi(0)]2 = ~o(x)

ulf=o = alt=«

i/0 = u/|«-0 ~ ~<Ir=0 = — IAL(0) — [A2(0) — AL(* — = d\{X)

shartlarga ega bo'iamiz.
(50) tenglikka ko'ra yangi noma’lum v(x, t) funksiyaga nisbatan

ushbu
Vi a vxx (u 2// o~(u z)xx

= utt - a2uxx - (ztt - a2zxx)

H(x,t) - Mi(0 - [/*2(0 - M (0ly = tfOM)
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yoki
vtl = a2vxx + g(x, t)

tenglamani olamiz. Bu yerda
</(M) = 9(x,t) - - [/4'(0 - Mi'(O]y-

Shunday qilib, biz v(x, t) funksiyani topish uchun quyidagi
masalaga keldik: Bir jinsli boimagan

vit = a2vxx + g(x, t), (51)
tor tebranish tenglamasining quyidagi boshlang'ich
v(Xx,<)|t=0 = <fo(x), ut(x,t)It-0 = \(x), (52)
va bir jinsli chegaraviy
v(x, OU=0 = 0, v(x, 9lI=( = 0, (53)

shartlarni ganoatlantiruvchi v(x,t) yechimini toping.

Bu masalaning yechimini oldingi bosgichda batafsil o'rgandik.
Agar ipoix), v?i(x) va 5(x >t) funksiyalar 2-teorema shartlarini ganoat-
lantirsa. u holda (51)—«53) masalaning C 2(D) sinfga tegishli boigan
v(x,t) yechimi mavjud va yagona boiadi.

Shunday qilib, (4G)—48 aralash masala yechimining mavjud va
yagonaligi hagidagi ushbu teorema oiinli:

3—TKOREMA. Agar berilgan funksiyalar

iA)(x) 6 C3[0J], ifXx) e C2[0,/, m{t), fi2(t) 6 C2[0, T\

g(x,t), gx(x,t), gxx(x,t) GC(D)

boiib, ular uchun quyidagi tengliklar
<A)(0) = Mi(0), <Po(l) = /'2(0), tgo(0) = ip'ofl) = O,

~j(0) = /ti(0), ipi(l) = /4(0), g{0,t) = g{l,t) = n2(t)
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o‘rinli bo'lsa, u holda (46)-(48) aralash masalaning yagona yechimi
mavjud bo'ladi.
Endi ikkinch aralash masalani Fur’e usuli bilan yechaylik.
J-masata. To'g'ri to'rtburchakli D sohada

d2u 9d2u
ut2 = a~dx*' 5)

tenglamaning quyidagi
u(x, 0) = f(x), ut(x. 0) = dp{x), 0O<x<l, (55)
boshlang'ich va
u*(0,t) = 0, ux(l, t) = 0, O0< £< T, (56)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.

Y echish. Berilgan bir jinsli tor tebranish tenglamasining
ux(0,t) = ux(Lt) = 0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t)
yechimini v(x,t) — X(x)T(t) ko'rinishda izlaymiz. Bundan X(X)

funksiya uchun ubshu
-Y(0) = 0, X'(l)y —o0, (57)

chegaraviy shartlarni olamiz.
Endi u(x,t) ko'paytmani (54) tenglamaga qo'ysak,

X(x)T"(t.) —a2x" (x)T(t)

tenglikka ega bo'iamiz.
Oxirgi tenglikni a2X (x)T (t) @ O ifodaga bo'lib,

X"(x) _ T"(t) _ _A
X{x) o' azr(t)

ifodani olamiz. Bundan esa X (x) funksiyaga nisbatan
X"{x) + \X(x) = 0, (58a)

X'{0) = 0, X'(1) = 0, (586)



112 H1 bob. Giperbolik tipdagi tenglamalar

Shturm-Liuvill masalaga, T(t) funksiyaga nisbatan esa
T"(t) + a2XT(t) = 0, t> 0. (59)

tenglamaga ega bcrlamiz.
(58a) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi

Ar(x) =Clev ~xx + C2e"x/Z", agar A< QG
X (x) —ci cos VXx + c2sin y/Xx, agar A > 0
X(x) —C\X + c2, agar A= 0,

ko‘rinishda ho‘ladi.

Agar A < 0 bolsa, u holda X(x) = 0 bolishini ko'rsatish giyin
emas.

Agar A ™ 0 l)o Isa, u liolda yuqgoridagi iimmiiiy yooliiindrni
X (X) = -ci YA sin VXX + @%/Acos \/Xx

boladi. (586) chegaraviy shartlarga asosan — 0 yoki X(x) =
cj cos VAx = 0 kelib chigadi. Bundan X (x) = —CiAcosVvA.r = 0
boladi va X (I) = 0 chegaraviy shartga kola \/Al — krryoki Shturin

Liuvill masalasi chcksiz ko'p

‘ATT4 2
At= I'— |, k=0,1.2,.. (60)

X0s giymatlarga ega ekanligi kelib chigadi. Bularga mos xos
funksiyalar

£r
XKk(x) = cos — .t, k=0,1,2...., (61)

boladi.

Agar A = 0 bolsa, u holda (58a) tenglamaning umumiy
yechimidan yugqoridagi kabi Ci = Ova X (x) = c2ekanligi kelib chigadi,
bundan esa X (I) —O0 chegaraviy shart aynan bajariladi. Demak, (58)
Shturm-Liuvill masalasi uchun A = 0 xos giymat va unga mos Xxo0s
funksiya Xq(.t) = 1 boladi, ya'ni
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(58) masalaning A*, xos sonlarini (60) va xos funksiyalarini esa
K = 0 boiganda (61) ko‘rininshda

firo\2 70
A= (— I =

0, XO(x) =cos— x =1

yozish mumkin.
Demak, (58) Shturm-Liuvill masalasi uchun
kir\ 2 " , kir
A= (— J , Xk(x) =cos— x, k= 0,1,2,...
xos giymat va xos funksiyalarga ega boidik.
Endi (59) tenglamani garaylik. Bu tenglama A = A* boiganda
ham ma’noga ega va

Tk{t) +a2\kTk(t) =0, t> 0O, (62)

tenglamani garaymiz. Agar kK = 0 bo'lsa, oxirgi tenglamaning umumiy
yechimi
To(t) —Ag+ BOt

boiadi, bu yerda Ao, Bo - ixtiyoriy o'zgarmaslar.

Agar K > 0 bolsa, (62) tenglamaning umumiy yechimi

ka7r\ . (kan\ .
— jt+ Bksm\, — Jt, t> 0 (63)

ko'rinishda boladi, bunda Ak va Bk - ixtiyoriy o'zgarmaslar.
Endi garalayotgan (54)-(56) aralash masalaning yechimini

u(x,t) = ~ X fdx)Tf(O
k—0

ko'rinishda izlaymiz, ya'ni

AT ( karr\ . ((kan \ kir

(x,t) = Ao+Bot+Y AKCOS(~ T) t+BkSm{~T j cos( ) X,

(64)



114 111 bob. Giperbolik tipdagi tenglamalar

Qaralayotgan masalaning boshlang'ich shartlariga ko'ra

00 00

) = Xk(x)Tk{0) = N0+ £ AkXk{x), (65)
k=0 k=1
°o °0
p{x) = bl x)T'k(0) = BO+ Y — ~BkXK(x), (66)
k-0 fe=l

bo'ladi.

Faraz qilaylik, y>(r) va d(x)

funksiyalar kosinuslar bo'yicha
Fur’'e gatoriga yoyilsin, ya'ni

¥>x)=y +f> *cos ("),

VW =y
f= 1

+ Y N kCOS(~J~\
fc=1
Bu yerda a*, va ftk koeffitsiyentlar

« = j/"Wcos(MN)<ix,

A =J"/«x)cos(™N)dx,
(0]

0
ko'rinishda aniglanadi.

Shunday qilib, Fur’e gatorlari uchun standart formulalardan
foydalanib, (64) formuladagi /1*. va Bk koeffitsiyentlar uchun quyidagi

2 knx\
= ak= - <p{x)cos| -y- ldx, A> 0,
0
|
B = ~ C= 1A~/ *(DCOS(T 1)*'1' t>0
| |
A° =T =71 v(x}dx' B" =Y = 777j * {x)dx'
0

0
formulalarni olamiz.

Endi topilgan va koeffitsiyentlarni (64) formulaga qo'yib,
(54)-(56) aralash masalaning u(x,t) yechimini hosil gilamiz.
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11-8. Tor tebranish tenglamasi uchun Gursa va
Darbu masalalari

Bu paragrafda tor tebranish tenglamasi uchun Gursa masalasini
o‘rganamiz. Bu masala fizikaviy jihatdan ham gizigarli bo'lib, u
ko‘plab tadbigiy masalalarda, aynigsa gaz tozalash, quritish jara-
yonlari bilan bog'liq masalalarni o'rganishda uchraydi. Bu masalada
chegaraviy shartlar tenglamaning xarakteristikalarida berilgani uchun
ham Gursa masalasi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Gursa masalasi chegaraviy masala boiib, chegaraviy shartlar
tenglamaning bir nuqtadan chiquvchi xarakteristikalarida beriladi.
(x,t) o'zgaruvchilar tekisligida bir jinsli ushbu

Ou(x, t) = utt. - a2uxx = 0O, (1)

tor tebranish tenglamasini garaylik. Umumiylikka ziyon gilmasdan
(1) tenglamada a = 1 deb olish mumkin. Hagigatdan ham, (x,t)
tekisligida quyidagicha yangi x = x, y —at o'zgaruvchilar Kiritamiz.
U holda (1) tenglamada gatnashgan hosilalarni hisoblaymiz:

Ufi — Hyyyi HyYy —a Uy vauny a“Uxx  wmn Uy a uxx O
Bundan esa (1) tenglamani
Oit(x, y) = uxx - uyy = 0, (2)

ko'rinishda yozib olishimiz mumkin.
Ma’'lumki, (2) tenglama ikkita haqigiy xarakteristikalar

X - y=const va X+ y —const

oilasiga ega. Berilgan (2) tenglamani xarakteristik to'rtburchakda
garaylik, ya'ni (2) tenglamaning AC\, C\B. BC2 va C2A
xarakt.enstikalari bilan chegaralangan sohani G deb, belgilaylik.
Faraz qilaylik, A = (0,0), G\ — (xi,x'i), C2 = {x2,—x2),
bo'lsin. Bu yerda x\ > 0, x2 > 0.
Gursa masalasi. (2) tenglamaning yopig G sohada aniglan-

gan, uzluksiz va quyidagi

u(x, YNAC\ = u(X,y)\y=x = u(x,x) = ipi(x), 0< x < Xi, (3)
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n{x,y)\nc2 = u{x,y)\y=-x = u(x, -x) = xI>i{x). Xx < x <2, (4)

shartlarni qanoatlantiruvchi n(x,y) yechimini toping.
Bu yerda ipi{x) va ip2(x) berilgan etarlicha sillig funksiyalar
bo‘lib, ular uchun -0i(0) = ~(0O) tenglik o'rinli.

Ma’lumki, (2) tenglamaning umumiy yechimi

«(*y) = f(x +y)+g(x - y), (5)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda f, g G C2(R). (2) tenglama uchun
Gursa masalasining yechimini (5) umumiy yechim asosida quraylik.
Bunda C 2(R) sinfga tegishli bo‘lgan /, g funksiyalarni topish uchun
(5) formula bilan aniglangan u(x.y) funksiyani (3) va (4) shartlarga
go'yamiz, natijada

u(x, Y\y=x = /(2x) + g(0) = "i(x),

u(x, y)\y=-x = /(0) + 5(2x) = ~2(x),
yoki
/(2x) + 4(0) = ~i(x), (6)

/(0) + y(2x) = i>2(x)- (7)
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tengliklarni olamiz. Demak. / va g funksiyalarni topish uchun (6)-(7)
tenglamalar sistemasiga ega bo'ldik. Bu sistemaning birinchisida x ni
x/2 ga almashtirib, f(x) funksiyani

f(x) = - 9(0), (8)
ko'rinishda topamiz. Xuddi shunday qilib, (7) tenglamadan g(x)
funksiyani

9{x) = ~270 - /(0), (9)

topamiz. Endi (8) va (9) formulalar bilan topilgan f(x) va g(x)
funksiyalarni (5) umumiy yechiinga go'yainiz. Natijada (2)-(4) Gursa
masalasining yechimini quyidagi

u(x,y) = 01~ A~ V;i(0), (10)

ko'rinishda topamiz.

Agar \))\(x) va iB2(-t) funksiyalar berilgan sohada ikki marta
differensiallanuvchi bo'lsa, u holda (10) formula bilan aniglangan
u(x,y) funksiya garalayotgan sohada (2) tenglamani va (.3), (4)
chegaraviy shartlarni gqanoatlantiradi.
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Demak, quyidagi teorema isbotlandi.
1-TEOREMA. Agar d\(x) va p”"x) funksiyalar

d\{x) G C[0, xi] MC2(0, xj), m2{x) GC[O, x2] M C2(0, X2)

boiib. ushbu tenglikni Vi(0) = 02(0) ganoatlantirsa, u holda (2) teng-
lama uchun Gursa masalasining yagona yechimi mavjud boiadi va bu
yechim (10) formula bilan aniglanadi.

Endi (2) tenglamaning AC : x +y — 0, BC : x —y = 1
xarakteristikalari va, AB = {(x\y) : y = 0,0 < x < 1} kesma
bilan chegaralangan xarakteristik uchburchakni G deb belgilaylik. (2)
tenglamani G sohada garaymiz.

1-Darbu MASALASI. (2) tenglamaning yopiqg G sohada aniqg-
langan, uzluksiz va va quyidagi

u{x,y) e C(G) n C2(G), (n)
u(x,y)\y=0 = u(x.0) = t(x), O0< X<, (12)
u(x, YY\y=_x = u(x,-x) —d(x), 0< x < 1/2, (13)

shartlarni qanoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.

Bu yerda t(x) va &¢(x) berilgan yetarlicha silliq funksiyalar
boiib, ular uchun r(0) = ¢(0) tenglik o‘rinli.

Bu masalani yechish uchun (2) tenglamaning (5) ko'rinishdagi
umumiy yechimidan foydalanamiz.

u(x, Y\y=o = f(x) + g(x) = r(x),

u(x, y)\y=-x = /(0) + g(2x) = (x).

Bundan esa
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bo ladi. Topilgan f(x) va g(x) funksiyalami (5) umumiy yechimga
go‘yamiz. Natijada 1-Darbu masalasining yechimini

u{x,y) = t(x +y) - 27 ) (14)

ko'rinishda hosil gilamiz.

Agar T(x), V/(X) <« C2 bo‘lsa, u holda (14) formula bilan
aniglangan u(x,y) funksiya G sohada (2) tenglamani va (12)—13)
shartlarni ganoatlantiradi.

Demak, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligini isbotladik.

2-teorem a. Agar t(x) va xI>x) funksiyalar

t{x) G C[0, 3n C20, 1), d[x) 6 C[0, 1/2] n C 2(0, 1/2)

bo'lib, ushbu tenglikni r(0) = ip(0) ganoatlantirsa, u holda (2) teng-
lama uchun 1-Darbu masalasining yechimi G sohada mavjud va
yagona bo'ladi. Bu yechim (14) formula bilan aniglanadi.

9 — shakl.

2-DarbU VI1ASALASI. (2) tenglamaning yopig G sohada anig-
langan uzluksiz, (11) (13) va ushbu

u b E. = uy(x, 0) = v(x), O<x<lI, (15)
ay y=0
shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping.
Bu yerda u(x) va tp(x) berilgan etarlicha sillig funksiyalar.
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2- Darbu masalasining yechimini topish uchun (2) tenglaman
umumiy yechimida qatnashgan / va g funksiyalarni (13) va (15)
shartlardan foydalanib topamiz. Buning uchun (5) formulani ketma-
ket (13) va (15) shartlarga go'yib,

u(x,y)\y=-x = /(0) + g(2x) = d(x), (16)
au = fi ' =i/ 17
dy yoo ix) - g'{x) = i/(x), a7)

ifodalarni olamiz. Olingan (17) ifodada x ni s ga almashtiramiz va
hosil bo'lgan tenglikni $ bo’yicha noldan x gacha integrallaab. ushbu

J f(s)ds - J g'{s)ds = J v(s)ds,
o
yoki
fix) - g(x \]v )ds + /(0 Jv )ds + ¢ (18)
o o}

ifodaga ega bo'iamiz. Endi (16) formuladan ushbu g(x) funksiyani
0(x) = (~ - f(0), (19)

olamiz. Olingan ifodani (18) ga qgo'yib, f(r) funksiyani

fix) = + J s)ds + ¢ - /(0), (20)
o}
topamiz. (19) va (20) formulalar bilan topilgan f(x) va g(x)

funksiyalarning qiymatini (5) umumiy yechimga qo'ysak, 2-Darbu
masalasining yechimi
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yoki

iy N . ;Jy!(éﬂ; @

hosil bo‘ladi. Bu yerda c - 2/(0) = 0(0).

Agar ip(x) G C2(0. //2) va i/(x) funksiya [0. /] segmentda
integrallanuvchi (ya'ni u{x) G /[0, /]) va u(x) G C'1(0, I) boisa, u
holda (21) formula bilan aniglangan u(x,y) funksiya G sohada (2)
tenglamani va (13), (15) shartlarni ganoatlantiradi.

Demak, quyidagi teorema isbotlandi:

3—TEOREMA. Agar

u(x) G /[0, /INC*(0, I), i>(x) GC[0, /2 fl C2(0, 1/2)

bo isa, u holda (2) tenglama uchun 2-Darbu masalasi G sohada
yagona yechimga ega bo'ladi va bu yechim (21) formula bilan
aniglanadi.

12-8. Chiziqli giperbolik tenglama uchun Koshi va Gursa
masalalari. Ketnia—ket yaginlasliish usuli

Quyidagi ikkinchi tartibli chizigli
Lu = uxy + a(x, y)ux + b(x. y)uy + c(x. y)u = f{x, vy), (1)

giperbolik tipdagi tenglamani qaraylik.

Biz 11 bobda har ganday ikki o’zgaruvchili chiziqgli giperbolik
tipdagi tenglamani (1) kanonik ko'rinishga keltirilislu mumkin
ekanligini ko‘tdik. (1) tenglamaning xarakteristikalari x = const va
y = const bo'‘lishini topish giyin emas.

R ly tekislikda 7 egri chizig shunday berilganki, bu egri chizigni
koordinat o'glariga parallel to'g'ri chiziglar bilan kamida bitta
nuqtada kesib o'tsin.

1. Koshi masalasi.
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7 egri chizig atrofida (1) tenglamaning ushbu

shartlarni ganoal buitiradigan u(x,y) yechimi topilsin.

Bu yerda r va u 7 egri chiziq ustida berilgan yetarlicha silliq
funksiyalar, n esa 7 egri chiziqga o‘tkazilgan normal. Bu masalada
yechimning aniglanish sohasi 7 chizigning biror atrofidan iborat
bo'ladi.

Agar 7 egri chizig (1) tenglamaning xarakteristikalari bilan
ustma ust tushmasa, tenglamaning koeffitsiyentlari va berilgan r, /7,
f(x,y) funksiyalar hamda 7 egri chiziq analitik funksiyalar bo’'lsa,
u holda Koshi-Kovalevskaya teoremasiga asosan Koshi masalaning 7
egri chizigning yetarlicha kichik atrofida analitik yechimi mavjud va
yagona bo‘ladi.

Qaralayotgan (1) tenglama giperbolik tipdagi tenglama bo'lgani
uchun ham Koshi masalasining yechimi mavjud bo'ladigan 7 egri
chizigning kichik atrofini aniglash mumkin. Buning uchun 7 egri
chizigning A va B nuqtalaridan (1) tenglamaning x = const va
y =l const xarakteristikalarini o‘tkazamiz va ular kesishgan nuqtani
C deb belgilaymiz. Natijada hosil boigan A soha Koshi masalasi
yechimining aniglanish sohasi boladi.
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Endi (1) tenglama uchun Koshi masalasining qo'yilishini anig-
lab olaylik. 7 egri chiziq y = 7(2) tenglama bilan berilgan bo'lsin,
bunda xa < x < xB, 'y(x) € C*[xa, XxB] va d-;/)((x)

KOSHI masalasi. (1) tenglamaning egri chiziqgli 4 sohada anig-
langan uzluksiz va quyidagi

n(x,y)\As = u{x,y)y=7() = r(x), xa < x < xB, (2)
du du )
= v{x), XA < X < XB, (3)
dn AB dn y=~1(x)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping.
Bu yerda t(x) va v{x) berilgan yetarlicha sillig funksiyalar.
Shuni ta’kidlash muhimki, (2) va (3) Koshi shartlari y —
7 (x) egri chiziqg ustida ux(x,y) va uy(x,y) hosilalarni aniglashga
imkon beradi Hagigatdan ham, (2) shartni X o'zgaruvchi bo'yicha
differensiallab,

o o Y(x) - t(x) ()
x) - t'(x),
dX oy B y=r00
ifodani olamiz.
u(x,y) funksiyadan 7 egri chizigda normal bo'yicha olingan
hosila quyidagicha

du dul du
= — 1 cos(x,n) + — cos(y. n) =
dn ax\y=yn ay r/=7(5)
du dy du du, du
ait - b = w “ ai= (5)

bo'ladi. Hosil bo'lgan (4)—5) tenglamalar sistemasidan ux va uy
hosilalarni

du _t(x) + ~M(x)7AX)

= <P(x), (6)

o y-y(x) 1+ 7.2(x)

du t Ax)7Ax) —u(x)
_4()91 (7)

dy y=7(1) 1+ 7/2(x)
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bir giymatli aniglanlaymiz.
1 teorema. Agar (1) tenglamaning koeffitsiyentlari va

tomoni
a(x,y), b(x,y), c{x,y), f(x.y) <C(A)

hamda berilgan r(x) va r/(x) funksiyalar
r(x) €C x[xa, xB], u(x) &CJ[xn, EBs],

bo'lsa, u holda (l)-(3) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona
bo'ladi

YO

11 — shakl.

ISBOT. Agar quyidagi

yordamchi funksiyalarni kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu
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uchta tenglamalar sistemasiga ekvivalent boiadi.

Endi 1 sohada ixtiyoriy M (x,y) nugta olamiz va shu nugtadan
chiquvchi 7 ehiziq bilan P va Q nuqtalarda kesishuvchi (1) tenglama-
ning M P va M Q xarakteristikalarni O‘tkazaniiz.

(9) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamasini QM kesma
y —const bo'yicha, ikkinchi tenglamasini esa PM kesma x = const
bo'yicha integrallaymiz hamda (2). (6), (7) va (8) ifodalarni hisobga
olib u(x.y), u(x,y). w(x,y) funksiyalarni

y
v=@ix)+ f [/- av(x,J) - bw(x, B - cu(x, i\,
7 (00)

W= x)y) + 7/ [/ - av(£,y) - bw("y) - cu(£,y)}dE; (to)
My)

n—Tm(x) + fy w(x,r))dr].
7(x)

ko'rinishda aniglaymiz. Bu yerda

dfy) =

Y x=h(y)

h(y) esa. y(x) ga teskari bo'lgan funksiya.

Agar u(x,y) funksiya (1)—3) Koshi masalasining yechimi
boisa, u holda v(x,y), w(x,y) va u(x,y) funksiyalar (10) integral
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi va aksincha yopiq [
sohada (10) sistemaning ixtiyoriy (v,w,u) yechimi (9) differensial
tenglamalar sistemasini va n funksiya esa Koshi masalasi shartlarini
ganoatlantiradi.

Bundan tashgari (4), (6), (9) forinulalardan va (10) sistemaning
birinchi tenglamasidan

du du VA~
dx =dr __. + 1 =
y=-y(x) 7()
Yy
f d 1du
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=)+ J [/ - av(Ey) - bw(£y) - cu(g,y)]dd = W\
h(v)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, (8) tengliklar bajariladi.

Endi (8) tengliklarni (9) sistemaning birinchi tenglamasiga
go'yib, u(x,y) funksiyaning (1) tenglamani va (2), (3) Koshi shart-
larini ganoatlantirishiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

Shunday qilib, (1)-(3) Koshi masalasini (10) integral tengla-
malar sistemasiga ekvivalent ekan. Bu integral tenglamalar siste-
masini ketma-ket yaqinlashish usuli bilan echamiz.

Buning uchun nolinchi yaginlashish sifatida

v0 = <p(x), wO = ip(y), ug = t(x)

berilgan boshlang'ich funksiyalarni olamiz va ketma-ketlikning keyin-
gi hadlarini quyidagi

— = t(x) + f wn-i(x,T))drj, (n=1,2,...)
-y(X)

formulalar bo'yicha quramiz.
Endi yopiq 4 sohada vn, wn va un ketma- ketliklarni yaginla-
shuvchi ekanligini isbotlaylik. Buning uchun quyidagi
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y
(vin - wn-i)dr/, (12)

ayirmalarni tuzamiz.

Agar Kg‘egmax{\a\ + [+ |c]} va A —const > 0 bo'lsa, u holda
il

\wn - vn 11 jwn - va pn - un_i|] ayrimalar quyidagi

\Wwn - Wn-1
\Wn - Wn,, (13)
\un ~ Un—\

tengsizliklarni gqanoatlantirishini ko'rsatajdik.

Bu tengsizliklarning to‘g‘ri ekanligini matematik induksiya usuli
bilan isbotlaymiz. Agar A yetarlicha katta bo'lsa, u holda n = 1
bo'lganda (13) baholar t.o'g'ri bo'ladi. Endi bu tengsizliklar n + 1
bo'lganda ham o'rinli ekanligini ko'rsataylik. Yuqorida tuzilgan (12)

ayirmalardan, masalan uning birinchisidan
y

. X+ T)-X0- ym)n 1
hn+i —vnl< ] (al + B+ IcDAn 1A 7

7 di] <

7(1)

K n
Aflr+y- x0- yo)n~ {x - .10)n] <

C kna iJt v - Ne)'*  (x > .t0, ygleq'y(x) > yO0)
Til

bo'lishi kelib chigadi.
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Xuddi shu kabi Wwwn+\ - wn\va |Ju,+i - un] ayrimalarni
baholaymiz. Natijada ushbu

00} 00 (0]

vo+ YXvn-Vn-i), wo+ Y i(Wn~Wn-1* uo+ Y (un~un-i) (14
n—1 n=1 T—1

gatorlarni olamiz. Bu gatorlarning har bir hadi absolyut giymati
jihatidan yaqinlashuvchi

A+AY na'm~1 X =N - = A(l+exp{K(x+y-XQ-yo)})

gatorning hadlaridan kichik. Shuning uchun (14) qatorlar
(13) tengsizliklarga a-sosan yopiq A sohada absolyut va tekis
yaginlashuvchi bo'ladi.

Demak, vn, wn va un ketma-ket yaqginlashishlar mos ravishda
yopig A sohada uzluksiz bo‘lgan v, w va u limitga intiladi. (11)
sistemada n — oo limitga o'tsak, u holda bu ketma-ketliklar mos
ravshida v(x,y), w(x:y) va u(x,y) funksiyalarga intiladi. Bu limit
funksiyalar (10) sistemani ganoatlantiradi, bunda esa ux, uy, vy va
wx funksiyalarning yopiq A sohada uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.

Endi (10) tenglamalar sistemasi yechimining yagona ekanligini

isbotlaylik.
Faraz qilaylik, (10) tenglamalar sistemasi V\. W\, it] va v2, w2, L}
yechimlarga ega bo'lsin. Ularning ayirmasini V. — —v2. W = W\—W2

va U = u\ —u2deb belgilaylik. U holda V, W va U funksiyalar ushbu

V{x,y) = - J [aV -bW - cU]drj\
y(x)
< W(x,y) = - f [aV - bW - cU]dE-, (15)
Yy)
U(x,y) = — f W(x,r))drj,
7(1)

sistemani ganoatlantiradi. Bundan V = W = {7 = 0 ekanligini isbot
gilamiz. V, W va U funksiyalar egri chizigli yopig A sohada uzluksiz
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va chegarala.ngan. Demak, shunday B son mavjudki, bu son uchun
\W < B, \W\ < 5, \A< B

tengsizliklar o‘rinli bo:ladi. U holda (15) sistemadan

Y
\V(x,y)\ < J (\a\ + W\ + \c\)BdTj <
7(x)
2 KBy - yof £ kB X Y- Y0,
tengsizlikni olamiz. Xuddi shunday W va U uchun ham

(x +y- .t0O- yo)

t
\W(x,y)\ < KB - I

X+ Y -X0-Yo)

U, yN < KB y ,

tengsizliklar o'rinli ekanligini ko'rainiz. Bu tengsizliklarga matematik
induksiya usulini goilaymiz va ixtiyoriy n uchun quyidagi

Masng'&'né(x + Y -xo-Yo)n,

lu{xM<K~Bif+xJLZ" ys}l:
n\
baholar o'rinli bo'ladi.

Bundan esa n — oc boiganda V = W — U = 0 ekanligi kelib
chigadi. Shuday qilib, 1-teorema toiiq isbot bo'ldi.

2. Gursa masalasi.

Agar AB egri chiziq to'g'ri burchak tashkil qilsa, ya'ni /.ADB
to'g'ri burchak boisa, u holda ADB egri chizigda ikkita chegaraviy
shart berib bo'Imavdi. Bulling o'rniga quyidagi Gursa masalasini
garashimiz mumkin.
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Giperbolik tipdagi (1) tenglamaning AD, DB, BC va AC
xarakteristikalari bilan chegaralangan to‘g‘ri to'rtburchakli sohani G
deb belgilaylik. Bu yerda A = (xA,yA), B = (xB,¥YB), C = (xc,yc),
D = (xD,yD) va xA = xc,¥n = yD, xD = xB, yc: = 2/D-

Gursa masalasi. To'‘rtburchakli G sohada (1) tenglamaning
quyidagi

u(x,y)\AD = u\y=yD = </>i(x), XA < x < xD, (16)

nx, DB = nr=Xo = @{y), VD<y<yc, (17)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x. y) yechimini toping. Bu

yerda <£i(x) va y>2(I/) berilgan etarlicha sillig funksiyalar va bu
funksiyalar uchun v?i(x£j) = (j/r>) tenglik o'rinli.

12 — shakl.

Gursa masalasi uchun ushbu teoremani isbotlaylik.

2-TEOREMA. Agar (1) tenglamaning koeffitsientlari va o'ng
tomoni

a(x,y), b(x,y), c(x,y), f(x.y) 6 C(G)

hamda berilgan funksiyalar

< (t) 6 CI[xA, xD\, v2(y) 6 Cl[yD, yB\
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bo'lsa, u holda (1), (15)—16) Gursa masalasining u(x,y) yechimi
CI(G) sinfda mavjud va yagona bo‘ladi.
Isbot. Xuddi Koshi inasalasidagi kabi quyidagi

du du
w = (18)
dx’ " dy’

yordamchi funksiyalarni Kiritsak, u holda (1) tenglama ushbu

Ov
ay = f(x,y) - a(x,y)v - b(x, y)w - c(x, y)u\
dw
EX = f(x,y) - a(x, y)v ~ b(x. y)w - c(x, y)u; (19)
du
— = wix,y\
, oy

tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'ladi.

Endi G sohada ixtiyoriy M(x,y) nuqta olamiz va bu nugta
orqali (1) tenglamaning M P va M Q xarakteristikalarini o'tkazamiz.
Bu verda P = (xp,y), Q - (X, I4d)-

(19) sistemaning birinchi va uchinchi tenglamalarini QM kes-
mada, ikkinchi tenglamasini esa P M kesmada integrallab, ushbu

v =v(x,yD) + j[f - av(x, T) - bw(x, v) - cu(x,ri)]ldiy,

VD
X

w= w(xD,y)+ f [f- av(Z,y)-bw(Z,y)~ cu(Z,y)]dE; (20)
Hy)
y

n= ux,yun) + / U(x, lidry,

y(x)

sistemaga ega bo‘lamiz.
Bu sistemadan (16)-(18) tengliklarga ko'ra

du du
v{x0,Vd) P{x), w(xD,y) = = ¥2(y)-

dx y=y o dy x-xq
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boiadi. Bu tengliklarga asosan (20) sistemani quyidagi

! s Yy
Vv(X, y) = <Pi(x) 4 /7 [/ —av(Xx,r]j) - bw(x,rj) - cu(x, i)\dr]\

VD
X

w(x,y) = ip2(y) + j [f - av(f,y) - bw(Z, y) - cu(£, y)ldE; (21)

xd
Yy

u(x, y) = tpi(x) + j U)(x, r])dr],

VD

ko'rinishda yozib olish mumkin.
Aksincha, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi (19) sistemani
ganoatlantiradi. Bundan tashqari

du / f dw

VD

yD
bo'ladi. Demak, (18) tenglamaning birinchisi o'rinli ekan. (20) siste-
madan ushbu
u\ysyD= M x)>
Yy y
>\xx=xp = M XD) + \] W\x=xpdrj = M xd) +\] =

VD VD
=M xd)+ M y)- M vd) = My)

ifodalar kelib chigadi.

Shunday qilib, (21) sistemaning ixtiyoriy yechimi garalayotgan
Gursa masalasining yechimi bo'lar ekan. Bundan esa (21) sistema
(1) tenglama uchun qo'yilgan (16)—17) Gursa masalasiga ekvivalent
ekanligi kelib chigadi.

Xuddi Koshi masalasidagi kabi (1), (16)—17) Gursa masalasi
(21) sistemaning uzluksiz yechimini isbotlashga. keltirildi. Bu sistema
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yechimining mavjudligini yuqoridagi singari ketma-ket yaginlashish
usuli bilan ko'rsatish mumkin.

13—8. Giperbolik tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa
masalalarini Riman usuli bilan yechish

1l Qo'shma differensial operator tushunchasi. Grin
FORMULASI. Ushbu bo'limda chizigli giperbolik tipdagi tenglama
uchun boshlang'ich-chegaraviy masalalar vechimlarining integral ifo-
dasini olish uchun kerakli bo'lgan ayrim yordamchi formulalami
keltiramiz.

Faraz qilaylik,

Llu] = uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(X, y)u, (1)

chizigli giperbolik tenglamaga mos differensial operator bo'lsin.

Bu yerda a(x, y), b(x,y) va c(x, y) garalayotgan operatorning
koeffitsiyentlari, biror D C RZ&2y sohada berilgan funksiyalar bo’lib,
ular a(x,y), b(x,y) 6 CXD) va c(x,y) € C(D) bo'lsin.

L[u]operatorni biror v(x,y) funksiyaga ko'paytiramiz va buning
uchun quyidagi ayniyat o'rinli:

ri o 1(8H dK\
vL\u)-«<L H -0 -~+a”"n)"' M
bu yerda
L*[v] = vTy - {av)x - (bv)y + cv, (3)
oNi du
H=v--—u— + 2auv = (uv)y - 2u(vy- av),
dy dy
K = - u”- + 2buv = {uv)x - 2u(vx - bu).
dx dx

(3) formula bilan aniglangan L* operator L operatorga go‘shma
operator deyiladi.
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Agar vL[u] — uL*[v] ayirmani biror H va K ifodalarning
mos ravishda x va y o’zaruvchlar bo'‘yicha xususiy hosilalarining
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin bo'lsa, u holda ikkita L va
L* differensial operatorlar o'zaro go‘shma operatorlar deyiladi.

Agar L[u\ = L*[u] bo'lsa, u holda L[u\ o0‘z-0'ziga qo‘shma
operator deyiladi.

Rxy tekislikda S bo'lakli silliq chizigq bilan chegaralangan
soha D bo'lsin. Endi (2) ayniyatni D sohada integrallaymiz va
unga matematik analiz kursidan ma’lum bo'lgan Grin formulasini
qo'llaymiz. Natijada

Jj~vL[u\ - uL*[v\jdxdy = ~J(Hdy - Kdx), (4)

n S

ifodaga ega bo'lamiz. Bu formula ham ikki o'lchovli Grin formulasi
deyiladi.

RIMAN USULI. Nemis matematigi Pt.Riman chizigli giperbolik
tipdagi tenglamalar uchun Koshi va Gursa masalalarining yechimini
qurish usulini tavsiya gilgan.

Quyidagi Koshi masalasini garaylik.

KOSHI MASALASI. Yopig D sohada aniglangan, uzluksiz va

u(x,y) e C'pD), uxy £C(D); (5)
funksiyalar sinfiga tengishli
Lu] = uxy + a(x, y)ux + 6(x, y)uy + c(x, y)u = f{x,y), (6)
tenglamaning quyidagi
, , - anl
WIy=7(x) =T (*), — (7)
anVy=y(x)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping. Bu yerda
a(x,y), b(x,y) - uzluksiz va birinchi tartibli hosilalarga ega, c(x,y)
va f{x,y) - uzluksiz funksiyalar, r(x), r(x) - berilgan funksiyalar, n
esa 7(1) egri chizigga o'tkazilgan normal.
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Ma’'lumki, (6) tenglamaga mos xarakteristik tenglama dxdy -
0 bo‘lib, x = const, y = const to'g‘ri chiziglar tenglamaning
xarakteristikalari bo'ladi.

Tekislikda biror 'y(x) egri cliizig berilgan bo‘lib, (6) tengla®
maning xarakteristikalari bu egri chizigni bittadan ortiq nuqtalarda
kesib o'tinasin.

M(xo0,yo0) nuqtani belgilab. bu nuqtadan x = xq, y = Yo
xarakteristikalarni o'tkazamiz. Bu xarakteristikalar berilgan 1y(x)
chizig bilan P va Q nuqtalarda kesishib, MPQ egri chizigli
uchburchak hosil qiladi. MPQ egri chizigli uchburchak bilan
chegaralangan soha [ bo'lsin.

Faraz qilaylik, (5)-(7) masalaning u(x,y) yechimi mavjud
bo'lsin. U holda yopig [ sohada aniglangan, uzluksiz va

v(x,y)eC1A), vxyeC(A)

shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy v(x,y) funksiya uchun (4)
ayniyat o'rinli.

Noma'lum u(x,y) funksiyaning M(xo,ya) nuqtadagi givmatini
aniglaymiz. Buning uchun (4) ifodani [ sohada integrallab, Grin
formulasini go'llaymiz.
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Natijada

J J (vLu —ulL*v)dxdy = - J(Hdy —Kdx)

i} >
hosil bo‘ladi.

Bu yerda 7 kont.ur PQ yoydan hamda QM va M P xarakteris-

tikalardan iborat.

Endi (4) ifodaning o‘ng tomonidagi QM va M P xarakteris-

tikalar bo'yicha olingan integrallarni garavlik.

Q M xarakteristikada dy = 0, M P xarakteristikada esa dx = 0

boigani uchun (4) tenglik quyidagi ko‘rinishga kelaxii:

Q

JJ wLu - uL*v)dxdy = ~J (Hdy - Kdx)—

M

2J h”™~+ - J Hdy —Ji + J2 + J3,

M

Endi Ji integrallarni alohida-alohida hisoblaymiz.

*h —J u(vxdx —Wdy) —v(uTdx —uydy) - 2uv(bdx —ady).

PQ
M - M
1 dv
Kdx = - uv -\]ut
5y 5 (uv)m  (uv)a dx
Q : Q
p r 1 ]
r dv

HdV = 2 (uv)p - (uv)m dy

(9)

Topilgan Ji integrallarning (9), (10) va (11) ifodaJarini (8) formulaga

go'yib, mos hadlarini soddalashtirsak, quyidagi

U(M)V(M) = u(P)v(P) - u(Q)v(Q)
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Q
I u(vxdx —Vydy) - v(uxdx —uydy) —2uv(bdx + ady)+
P

v(x, y)f(x,y) - uL*v dxdy (12)
o L J

formulaga <'gabo'iamiz. (12) formulauing o‘ng tomonidagi ikki karrali
integral va QM va JI/P xarakteristikalar bo'yicha integrallarda
noma’lum u(x,y) funksiya gatnashyapti. Riman usulining asosiy
magsadi, shu integrallarni nolga aylantiradigan qilib, v funksiyani
tanlashdan iborat.

Faraz qilaylik, ikki juft (x,y; x0,yo) o'zgaruvchilarga bog'liq
bo'lgan v{x,y-xo0,yo0) funksiya quyidagi
1) [ sohada

Lryw{x, y, xo, yo) = 0. (13)

bir jinsli tenglamani va

4) x = xq vay —yo bo'lganda
v(x, y; x0,y0) = 1, (1G)

shartlarni ganoatlantirsin.
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Endi (13)—16) shartlarni ganoatlantiruvchi v(x, y;xo, Jo) funk-
siyaning inavjudligini isbotlaymiz. Buning uchun (14) tenglikda x ni £
bilan almashtirib, hosil bo'lgan ifodani x dan xq gacha integrallaymiz.
Natijada

Inv(x,y0:x0,yo0) yo)dE.
Xo *0
hosil bo’ladi. Bundan (16) tenglikka asosan QM xarakteristikada
ushbu

\:(X)O;)O,}O) Sexp|Y U6Y(> x|, 17)
O

tenglikni olamiz.
Huddi shunday gilib (15) tenglikdan M P xarakteristikada esa

Yy
f(xo0,y;x0,y0) = exp”™J a(x0,T))dr}™, (18)

VO

ifodani olamiz.

Yuqoridagi shartlardan ko'rinadiki, v(x1ly;xa,y0) funksiya
birinchi juft, argumentlari bo'‘yicha (13) tenglamaning (17) va (18)
shartlarni ganoatlantiruvchi Gursa masalasining yechimidan iborat.

__Agar (6) tenglamaning a(x, y), b(x, y) va c(x, y) koeffitsiyentlari
C X(A) sinfga tegishli bo'lsa, u holda (13), (17)—18) masalaning
yagona yechimi mavjud boladi. Bundan esa (13)—16) shartlarni
ganoatlantiruvchi v(x,y;xo0,yo0) funksiyaning mavjud va yagonaligi
kelib chiqadi.

Ta’'fuf. Chizigli (6) tenglamaga qo‘sluna bulgan bir jinsli

Lxy[v\= vxy ~ {av)x - (bv)y+ cv = 0,

tenglamaning



13-§. Riman usuli 139

v(xg,Y; X0,y0) = exp]J a(x0,r])di]
Yo
v(x0,yo;xo0,yo0) = 1,

shartlarni ganoatlantiruvchi v(x, y; xo, yo) yechimiga Riman funksiya-
si deb ataladi va bu funksiya R(x. y; io, Jo deb belgilanadi.
Endi (12) formulada r = /?(x, y; X0, yo) deb almashtirib,

u(M) =
Q
u(Rxdx —Rydy) —R(uxdx —uydy) —2uR(bdx + o(iy)+
p
\O
+ J I R(x,y;x0,y0)f(x,y)dxdy. (29)
X0 Ag'aTTa(x)
ifodani hosil gilamiz. Bu yerda yo gqiymat 7(x) = yo tenglamaning

yechimi, ya'ni yO= 7 _1(x)-

Yugqorida hosil gilingan (19) formula Riman formulasi deyiladi.
Bu formula chizigli giperbolik tipdagi (6) tenglamaning (7) chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi u(xo, yo) yechimining Riman funksiyasi
R(x,y; xo,yo) orqali integral ifodasini beradi. Riman formulasini
keltirib chiqarilishidan Koshi masalasi yechimining yagona ekanligi
kelib chigishi mumkin. Chunki u(x,y) funksiyaga nisbatan uning
mavjudligidan boshga hech ganday ortiqgcha shart talab gilinmadi.

Endi (5)-(7) Koshi masalasi yechimining mavjudlgini asos-
laymiz. Oldingi paragrafda berilgan tenglamaning koeftitsiyentlari,
berilgan r va wun funksiyalar ma lum shartlarni ganoatlantirganda
Koshi masalasi yechimining yagonaligi va mavjudligini isbot gilingan
edi. (19) formula bilan aniglangan H(.T0,Y0) funksiya (6) tenglamani va
(7) shartlarni ganoatlantirishini bevosita tekshirib ishonch hosil gilish
mumkin. Demak, (19) formula bilan aniglangan n(>ko,Y0) funksiya [
sohada (6) tenglamaning yechimi ekanligidan R(x,y;xo0,yo) Riman
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funksiyasi ikkinchi juft (xo, Yo) argumentlariga nisbatan bir jinsli (6)
tenglamani ganoatlantiradi, ya’'ni

LK(x,y,x0,30) =0. (20)

Agar 77?*(x,y; xo, yo) funksiya L*v — 0 go'shma tenglamaning
Riman funksiyasi boisa, u holda

R*{x-,y-x0,y0) = R{xq,yo0;X, y)

tenglik o'rinli bo'ladi. Bundan esa (20) tenglikning o'rinli ekanligi
kelib chigadi.

Demak, L operatorning 77?(x,Yy; X0,yo0) Riman funksiyasida
(x.y) argumentni (xo,yo) ga almashtirilsa, 1 holda <jo‘'shma I*
operatorning Himan funksiyasi hosil bo'ladi.

Agar L = L* boisa, u holda Rwx, y; x0, Yo) Riman funksiyasi
(x,y) va (xg, 20) argumentlarga nisbatan sirnmetrik, ya’'ni

A(x, y; x0,y0) = A(x0,yo0; X, y)

funksiya bo'ladi.

Shunday qilib, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligi isbotlandi:

1-TEOREMA. Agar 'y(x) £ Cl1[xpa,yB], Y(x) > 0, a(x.y),
6(x,y), c(x,y), ax(x,y), by(x,y), f(x,y) £ C(A) va T(x) 6
C1[xp,x3], r/(x) e C1[xa,xa] boisa, u holda (5)-(7) Koshi
masalasining yagona yechimi mavjud bo'ladi va (19) formula bilan
aniglanadi.

Bu teoremaning batafsil isboti [10] va [13] darsliklarda
keltirilgan.

Gursa masalasi. To'rtburchakli G sohada

Llu] = axy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = 7(x,y), (6)
tenglamaning quyidagi
u{x,y)\AD = uly=l,p = <£>i(z)), XxA < x < xD. (22)

u{x,v)\db = u\x=xD = ~"2(2), VD < y< YB, (22)
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y) yechimini toping. Bu
yerda tpi{x) va berilgan yetarlicha sillig funksiyalar va bu
funksiyalar uchun (.tg) = ip2(vd) tenglik o‘rinli.

Yy
C B
G M
YO Q
YO A P D
(0] XA X0 X
14 — shakl.

Shuni ta'kidlash muhimki, xuddi Koshi masalasidagi kabi
chizigli giperbolik tenglama wuchun Gursa masalasi yechimining
integral ifodasini Riman funksiyasi orgali topish mumkin.

Buning uchun G sohada fiksirlangan Mo = (xuy.yo) nuqtadan
(6) tenglamaning x = x0 va y — yO xarakteristikalarni o‘tkazamiz.
Ularning AD va BD xarakteristikalar bilan kesishgan nugtasi P va
Q bo'lsin.

Endi (4) formulada u(x,y) funksiyani Gursa masalasining
yechimi, v(x,y) ni esa (6) tenglamaning R{x, A,rO,yo) Riman
funksiyasi deb, hosil bo'lgan ayniyatm M P D Q to‘rtburchakli sohada
mtegrallaymiz. Natijada quyidagi

»(.r0,3a) = u(P)v(P) + U(Q)v{Q) - u(D)v(D) +

X0 VD

(23)

XD VD
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Gursa masalasi yechimining integral ifodasini olamiz.

2-teorema. Agar
a(x, y), b(x,y), c(x,y), ax(x,y), by(x,y), f(x,y) GC(A)

tpi(x) GCI[xA,xD\ p2(y) e C1yD,yB\ va (xD) = qR(Y/))

bo'lsa, u holda (6), (21), (22) Gursa masalasining yagona yechimi
mavjud bo'ladi va (23) formula bilan aniglanadi.

]4—8. Telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasi

0 ‘tkazgichdan elektr toki o'tganda uning atrofida elektromagnit
maydoni hosil bo'ladi. Bu maydon o'tkazgichdagi tok kuchi va
kuchlanishni o'zgartiradi va bu o'zgarish o'tkazgichda tebranish
jarayonini keltirib chigaradi. Bunday tebranma jarayonlarni ifodalov-
chi tenglama matematik fizikada telegraf tenglamasi deb yuritiladi.

Biz ushbu paragrafda telegraf tenglamasini keltirib chiqarish va
shu tenglama uchun Koshi masalasini o'rganamiz.

1l Telegraf tenglamasini keltirib chigarish.

Uzunligi | bo'lgan o'tkazgichni Ox o gi bo'ylab, koordinata
boshiga o'tkazgichning bir uchini joylashtiraylik. 0 ‘tkazgichdan o'ta-
yotgan elektr okirni Ox o'kining musbat yo'nalishi bilan bir xil
yo'nalgan bo'lsin. O'tkazgichning biror nuqtasidagi i tok kuchi va v
kuchlanishi x abssissa va t vaqtning funksiyasi bo'ladi. Tok kuchi
i va uning v kuchlanishi biror birinchi tartibli xususiy hosilali
differensial tenglama bilan o'zaro bog'lig bo'ladi. O'tkazgichning birlik
uzunligiga mos keluvchi garshilik R, elektr sig'imi C, o'z induksiya
koeffitsiyenti L va tokning isrof bo'lish koeffitsiyenti G o'zgarmas
bo'lsin. O'tkazgichning ixtiyoriy x —xi va x = X2 nuqtalar orasidagi
gismini garaymiz. Bu gismga Oin gonunini go'llaymiz. Natijada

X2 x
v(xi,t) -v(x2,t) = RJ i{x,t)dx+ L j N dx, (1)

~L X\
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ikkinc.hidan esa,
x
a'{, n)Ni
by

X\

bo'ladi. U hokla yuqoridagi tengliklardan

"a4 £1j) + Lgjfej) + R,"(x,t)Vx =0
fix at |

ifoda kelib chigadi. Bundan esa xi va x2 nuqtalarning ixtiyoriy ekan-
ligidan v(x,t) va i(x,t) funksiyalarga nisbatan

svixt) o dibt) Ri(x.t) = O, (2)
oX at

tenglamani olamiz.
Bir (omondan, birlik vaqt davornida o‘tkazgichning [xi,x2] gis-
midan o‘tayotgan elektr miqgdori
x2
i(xi,t) - i(x2,t) = -3 —-~~~dx, (3)
X]
ga teng boiadi. Ikkinchi tomondan esa, birlik vaqtda o‘tkazgichning
belgilangan gismidan o‘tayotgan elektr miqgdori o‘tkazgichning shu
gismni zaryadlashga ketgan va isrof bo‘lgan elektr migdorining yi-
gindisiga teng. ya’'ni
I x
i(zi,0 - i(x2,0 =C | ()-fij—dx+ G J v{x,t)dx, (4)
X X

bodadi. 1J holda (3) va (4) formulalardan
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kelib chigadi. Bundan esa ushbu

di(x,t) ~Nodv(x, t) .
------- bC — ——1Gi(x,y) =0, (o)
X at

tenglamani olamiz.
Keltirib chiqarilgan (2) tenglamani x bo'yicha, (5) tenglamani
esa t bo'yicha differensiallab, hosil bo'lgan ifodalardan — —

.. . . dxdt
hosilani ayiramiz. natijada v(x, t) kuchlanishga nisbatan ikkinchi

tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli ushbu

d2v , d2v dv
=LC—=+ (RC+GL)--+CROo,
dxl at- dt

tenglamaga ega bo'lamiz.
Xuddi shu usul bilan i(x.t) tok kuchiga nisbatan quyidagi

4 = + (RC +GL)p- + G Ri.
bz a2 * § 1B '
tenglamani keltirib chigarish mumkin.
Shunday qilib, o'tkazgichdagi v kuchlanish va i tok kuchi bir xil

d2w d2w dw
7f~ =4 ~ + 20l n +c,,w' (c)

differensial tenglamani qanoatlantirishi kelib chicjdi.

Bu yerda aG= LC,2b0= RC + CL, cO= GR.

Agar (6) tenglamada quyidagicha yangi u(x,t) nomaiurn
funksiya

t—VaoZ w = exPS--- =y>u
W

kiritsak. u holda bu tenglama soddaroq

N | + 14 = o, A*-S~Nsa.
dxT ao

]
d'yl

ko'rinishga keladi.



14-$- Telegraf tenglamasi 145

Demak, o‘tkazgichdan o‘tayotgan i tok kuchi va v kuchlanishini
ganoatlantiruvchi (6) tenglama telegraf tenglamasi deyiladi.

IzoH. Shuni ta’kidlash lozimki, telegraf tenglamasi uchun bosh-
lang‘ich chegaraviy masalalar va siljislili masalalarning korrektligi
[21] gqo'llanmada A. Q. O ‘rinov tomonidan batafsil o‘rganilgan. Biz bu
yerda yugoridagi go'llanmadan foydalanib, telegraf tenglamasi uchun
Koshi masalasini keltiramiz.

2. Telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasi.

0 ‘tkazgichdagi elektr tebranishlarini ifodalovchi ushbu
Lu = uxx - Uyy + cn —0, (7)

telegraf tenglamasini qaraylik.
Bu yerda c = con,st ¢ 0, u(x,y) esa tok kuchi.

(7) tenglamaning AC : x + y —0, BC : x —y — | xarakteris-
tikalari vay = 0o‘gdagi AB kesma bilan chegaralangan (xarakteristik
uchburchak) soha D bo‘lsin. Telegraf tenglamasi uchun D sohada
Koshi masalasini qo'yamiz.

15 — shakl.

Koshi masalasi. (7) telegraf tenglamasining yopiq D sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x,y) e C{D) P.CLD U AB) N C2(D); (8)

u(x, 2)ly=o
uy{x,y)\y=0 = uy(x,0) = is(x), O0< x < I, (10)

u(x,0) —r(x), 0<x<2Z (9)
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shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping. Bu yerda t(x)
va v{x) yetarlicha silliq berilgan funksiyalar.

Endi xOy tekisligida £ = x + vy, 1] = x —y xarakteristik
o‘zgaruvchilarga o'tamiz. U holda (7) tenglama

(n)

ko'rinishga keladi. D xarakteristik uchburchak esa uchlari 4)(0,0),
Bqg(1,1), Co(0,l), nuqtalarda bo'lgan A = {(£,7?) : 0 < £< 1] < 1}
uchburchakh sohaga o'tadi, bu yerda Mo = (Co,Mo. P ~ (Co-Co),
Q= (%,%)m

U holda (7)-(10) Koshi masalasi quyidagicha go'yiladi:

Koshi MASALASI. (11) tenglamaning yopiq [ sohada
aniglangan va

u(~rj) € C(4) NC*(4 UAgBqg) NC2(A); (12)
u(x,y)\y=o - = u(C,0=71{0, O0<£</ (13)
W (x>Y)1»=0 = (w, - “rjl4=c = ~C), 0< C< |, (14)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(£,rf) yechimini toping.

Ao X0 yo X

16 — shakl.
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Riman funksiyasini qurish.

Kanonik shakldagi (11) tenglamaning Riman funksiyasini
n=v(z) = viy/c(E£ - £0)(vo ~ v)j, Z0<Z,il<VDO0: (15)
ko'rinishda izlaymiz. (15) funksiyadan kerakli tartibdagi hosilalarni
hisoblaymiz:
W = v'(z)z”, uir] = v"(z)zczr+ v'(z)ziv,

do -V) _c(™-0 _ c [
4 - 2z - 2z " 4v~ Az' W~ 4V{Z2)~
Endi (15) funksiyani va olingan hosilalarni (11) tenglamaga qo'yib,
quyidagi

v (z) + -v\z) + v(z) = 0O, (16)

oddiy differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. (16) tenglamaning xususiy
yechimi maxsus funksiyalar nazariyasida

o , r2 z4 z6
/oW -1-22 + (2T4)2-(2.4.6)2+---

nolinchi tartibli Bessel funksiyasi orgali ifodalanadi. Bundan (16)
tenglamaning xususiy yechimi

= 10(z) = lo \Jc(E - £0)p?0 - Tj) ,

ekanligi kelib chiqgadi.
Demak, (11) tenglama uchun Riman funksiyasi

= lo(yc(Z-Zo)(rio-"'n)™, a7)

bo'lar ekan.
Shunday qilib, (17) formula bilan aniglangan Riman funksiyasi
guyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

1) L~,,.R(E,TT;£0,770) = O; A ONOA (£, 77; £0,770) = O;
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an c(Vo - v)
2) f -« h{Z) 27
v=vo W a0
dR dR c(Eo- 0
3) - aRr h2)
drj dr] £.0 2z £=F0
harnda £ = fova V — bo'lganda

#(Ecb W£0,?70) = A)(0) = 1

bo'ladi.

Demak, (17) formula bilan aniglangan R(£,ti;£o, 770 funksiya
(11) tenglama uchun Riman funksiyasi bo'ladi.

Koshi masalasi yechimini gurish. Buning uchun oldingi
paragrafda topilgan (19) Riman formulasidan foydalanamiz. 12-
paragrafdagi (6) tenglamada a(x,y) = 0. b(x,y) = 0, c(x,y) —
const, f(x,y) = O bo‘lsa, telegraf tenglamasi hosil bo'ladi. Telegraf
tenglamasi uchun Koshi masalasining go'yilishida AB egri chiziq
£ = X tenglama bilan ifodalanadi. Xarakteristikalarning bu to'g'ri
chiziqg bilan kesishgan P, Q nuqtalarining koordinatalari P = (£o, so),
Q = (70,70 bo'ladi. U holda 12-§ dagi (19) Riman formulasiga
asosan quyidagi

u(£o,vVo) = "«(£o0,£0)-ft(Eo,£0;£0,f?0) + ~{Vo,V0)B{no,VoUo-m))+

10}

+2J3\(ll ~ Rv) ~ ~ un)\v=~" (18)

ifodani olamiz. Boshlang'ich shartlarga asosan u(£,0 = t(£)i (w
— i/(0 ekanligidan

R{iNe,Vo\fio,Vo) = M °) = 1, -R(£0,£0;£0,??0) = =1

AE,£;£0,*70) = lo(Vc(E ~ xio){vo ~ 0) = M 20);
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c{vo-Zo)h(z) c(VO-£0)y
—————— 2------JT = ------2-——-2'bl '

u

bo'ladi. Bu yerda /i(z0) = —, 20= z|7=£ = /<((E "o(Vo - 0)-
z

U holda (18) formula quyidagi

««0,40) - J r(oJI[x/c(™ _COY(T?0_0 R -
&

2
@

ko'rinishga keladi.

Demak, telegraf tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi
(19) formula orqgali ifodalanadi.

IZOH. Riman funksiyasi | egri chizigning ko'rinishiga va bosh-
lang'ich shartlarning berilishiga bog'lig emas.

4-masala. Giperbolik tipdagi

X2uxx - y2uyy = 0, (20)
tenglamaning
u(x,l) = Uy(x, 1) = /2(x) (21)
shartlarni ganoatlantiruvchi regulvar yechimini Riman usuli bilan
toping.
Y echish. Berilgan tenglama

(22)

almashtirish yordamida
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kanonik ko'rinishga keladi. y — 1 to‘g‘ri chizig tenglamasi yangi w
o‘zgaruvchilarda £7 = 1 ko'rinishda yoziladi. (22) tengliklarga asosan

ekanligidan

du 1 1 du £2du £du

237 + 2£dA drj 2 dx~~ 2dy
XK 4771 =1 £77:1

tengliklarni hosil gilamiz.
Bu tengliklardan (21) boshlang'ich shartlarni e’tiborga olib,

du

5/1(0+ ~ /200, (24)
K (=i
du
] _y/7i(0 + ]/2(0, (25)
«4=1
(26)

ifodalarga ega bo'lamiz.
12-8 da keltirilgan (19) formulada integrallash tartibini

o'zgartirib, a = 0, 2b = / = 0 desak, masalaning yechimi

quyidagi

(uv)p + (uv)g +

1 f du dv  uv , ( du dv

+ dr,. (27)
2 ]\ v~dt,~u~di~J N ~ bl - n-u

ko'rinishda yoziladi.
Endi v(£,ri;£0,r)0) Riman funksiyasini tuzamiz. Buning uchun
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tenglamaning

*>(C,w Co, vo) = f(Co, % ;Co %) = 1 (29)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish zarur.
Bevosita tekshirish bilan

nN;Co0,0) =171, (30)

funksiya (28)-(29) masalaning yechimi bo'‘lishiga ishonch hosil gilish
mumkin.

(24)-(26) tengliklardan va (30) Riman funksiyasidau
foydalanib,

u{P) = fi(Co), u(Q) = fi(~J,
v(P) = v*Co,"~;Co0 ., % j = I;
u(Q) = u( — ,Tlo; Co,»0 | = V Co™o
V70 /

ekanligini inobatga olsak, masala yechimi uchun

u(Co,m») = ~I(Co) + - | M7 1(Nj +

1/ 1/fo
£ /1(C) £ /1(C)
w2 J £3/72n 2 ) canl (31)
50 Co

formulaga ega bo'iamiz.
Bu yerda eski x, y o'zgaruvchilarga qaytib, (21)-(22)
masalaning yechimi
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Xy xy

ko‘rinishda topiladi.
5-MASALA. Tor tebranish tenglamasining

utt = a2mra, a= const, —o00< X< +00, f>0,

u(x, 0)=f(x), ut(x,Q) —rp(x), -00 < x < +00,

shartlarni ganoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.

YECHISH. Berilgan tenglamaning xarakteristikalari
X —at = ci, x+ at= ci,

bo‘lgani uchun
£—x —at, T= x+ at,

almashtirish (33) tenglamani

kanonik ko‘rinisliga keladi.

Berilgan masalada | chiziq t = 0, ya'ni ox o'gidan iborat.

da £ = x, ] —£ bo‘lganligi uchun

du du

19=>= <p(0> dE o]

boladi.
(33) tenglama uchun Riman funksiyasi
viv =0

tenglamaning
nE0 =1 v\)=w=1

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.

(32)

(35)
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a(x,y) —0, b(x,y) = 0 bo'lgani uchun Riman funksiyasi

V(E,mZo,vo0) = i

bo'ladi.
Yuqorida 12-8da keltirilgan (19) Riman formulasi va (36) shart-
larga asosan hamda

T 1du 18u
= 2Ihj' = 2d£’ ’

ekanligidan masalaning yechimi

\O
tr y <f{fo) + <p(m) , i f n
u{Zo,rio) = ------- — 2—— + 2a j N zldz'
o

ko'rinishda liosil bo'ladi.

Bu yerda £0o = x —at, w, = x + at tengliklarga asosan eski x va
t o'zgaruvchilarga qaytilsa, (33)-(34) Koshi masalasining D’alamber
usuli bilan topilgan yechimi

x+at

*(*,t) = A* -at,+/ (Il +a>++ j * Ne

X —at

kelib chigadi.
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Nazorat uchun savollar

1 Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi qanday
qo'yiladi? Bu masala korrekt bo'ladimi?

2. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi masalasi ganday
jarayonni ifodalaydi?

3. Yechimning berilganlarga uzluksiz bog‘ligligini ganday
tushunasiz va yechimning turg'unligi nima degani?

4. D’alamber formulasi tor tebranish tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi bo'lishi uchun <po(x) va ¥\{x) funksiyalar
ganday shartlarni ganoatlantiradi?

5. Giperbolik tipdagi tenglama uchun asosiy chegaraviy
masalalar ganday qo‘yiladi?

6. Chegaraviy shartlar necha xil bo'ladi?

7. Tor tebranish tenglamasi uchun Koshi-Gursa masalasi
ganday qgo'yiladi?

8. Giperbolik tenglama uchun Darbu masalasi ganday go'yiladi?

9. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masalalar ganday
go'yiladi?

10. Tor tebranish tenglamasi uchun aralash masala yechimining
yagonaligi ganday isbotlanadi?

11. Aralash masala yechimining mavjudligini isbotlash
sxemasini izohlab bering.

12. Agar ipo(x) = O bo'lsa, u holda Fur’e ak koeffisienti hagida
nima deyish mumkin?

13. Fur’e usuli ganday masalalarni yechishda qo'llaniladi?

14. Chizigli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan
Koshi masalasi qanday qo'yiladi?

15. Chiziqli giperbolik tipdagi tenglamalar uchun umumlashgan
Gursa masalasi ganday go'yiladi?

16. Qo‘shma operator deganda nimani tushunasiz?

17. Qanday funksiyaga Riman funksiyasi deyiladi?

18. Riman funksiyasi ganday shartlarni ganoatlantiradi?

19. Riman funksiyasining asosiy xossalarini ayting.



Naznrnt uchun savnllar va masalalar....

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

3.1. Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimini toping.

2 e e

4xuxy - yv.yy + 3uy = 0.
X UxxX *2xymxy ‘by Uyy xux yuy —O.
3xuxy - yuyy —2uy = 0.

UXX —2C0S XUXy + cos2xuyy —2ux (2 cosx + sinx)uy =

T X2 2 y2 —x2 ¢}
2 y'Iny [_o' u'vy N y03 M§ n

4uxx  4uXy “-Uyy 2?%ix “bUy —O.

uxx BuXy “k 8Uyy “bUx ~Uy — 0.

. /sin x \
sinyuXy + Uy,, + | —--—--- ctgy luy= 0.

3.2. Quyidagi Koshi masalalarini yeching.

1) uxy —3, u(x,y) |ly=x=sinx, Uy(x.y) VY=X= COSX.

1ns

0.

2) uxy =0, u(x,x2 =0, Uy, x2) = vT™Ii Ixl < 1-

3) uxy+ ux-~ 0, uU(x,x) =sinx, ux(x,x) = 1
4) uxx + 2uxy 3Uyy —O0,

u(x,0) = 0, Uy(x,0) = x.
5) 4xuxx - i/Uyy + 3ity = 0,

u(x, 1) = x21 1, Uy(x, 1) = 4.
6) 3xuxx - yuxy + 4ux = 0,

u(l,y) = 1+ y4, ux(ly) = y4.
7) Sxiijry rYNyy Yy —

u(x, 1) = 3x2, Uy(x, 1) = 4 —x2.
8) f2utt - x2uxx = 0,

u(x, 1) = 2\/x, wur(x, 1) = s/x.
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9) 2XUXX Y™y *UX O,
u(l,y) = 0, ux(l,y) = y5.
10) Utt — Uxx oxt,

u(x,0) —x, ut(x,0) —sinx.

3.3. Uzunligi | = 1 bo‘lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich
holati <p(x) — MaTnTrx va boshlang'ich tezligi ip(x) = 0 bo'lgan
torning tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.4. Uzunligi | = 1 bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich

holati p(x) — x (I —x) va boshlang'ich tezligi ip(x) = 0 bo'lgan torning
tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.5. Uzunligi | = 1 bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich
holati <p(x) — 0 va boshlang'ich tezligi r’(x) = Go bo'lgan torning
tebranishi hagidagi masalani yeching.

3.6. Uzunligi | bo'lgan uchlari mahkamlangan boshlang'ich

27X
holati <p(x) = 0 va boshlang'ich tezligi ip(x) = sin — bo'lgan torning

tebranishi hagidagi masalani yeching.
3.7. Chekli D —{(x,f) : 0 < x < I, t > 0} sohada utt = a2uxx
tenglamaning u(0,t) = ux(l,t) = 0 chegaraviy va
. 5tt . T
u(x, 0) = sin— x, ut(x, 0) = cos—x
At Zl
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
3.8. Ushbu utt = a2uxx+ f(x,t) tenglamaning D = {(x,t) : 0 <
x < I, £> 0} sohada kuyida.gi

u@,t) = 0, ux(l,t) + hu(l,t) =0, h> 0

chegaraviy va
u(x,0) = ip(x), w(x,0)=0

boshlang'ich shartlarni gqanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
3.9. Ushbu utt —a2uxx + f(x,t) tenglamaning D —{(x,t) : 0 <
x < I, t > 0} sohada quyidagi

m(O, t) = 0O, u(l,t) —0
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chegaraviy va
4(x,0) = "m— x + a, ut{x,0)=0

boshlang'ich shartlarni gqanoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
3.10. Ushbu uxx - utt+ An = 0 tenglamaning Riman funksiyasi

m6 .m) = Jo ~"N0ONi m= -a?2.

ekanligini ko'rsating.
3.11. Quyidagi Koshi masalalarini Riman usuli bilan yeching.

1) utt =z a2uxx + c2ii + /(x,y), -00 < X < -l-oo,quadt > 0.
u(x,0) = 4>(x), ut(x, 0) = ip(x), -00 < x < +00.

2) utt = a2uxx ~ < X< +°°> t> 0,
u(x,0) = ip{x), ut(x,0) = ip(x), -00 < x < +o00.

3) uu—Uxx~Am+ 1, -00 <x< +00, t>0,
u(x,0) = 0, ut(x,0)=0, -00 < X < +00.

4) uxy+ 2ux+uy+ 2u=1, 0<x,y< 1

u{x, y)\x+y=Il = ux(x, y)\x+y=l = xm



IV BOB
PARABOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Parabolik tipdagi tenglamalar issiglik targalishi, diffuziya hodi-
salarini va boshqga ko'plab fizikaviy jarayonlarni o‘rganishda ko'p
uchraydi.

Ushbu bobda asosan, parabolik tipdagi tenglamalaruing sodda
vakili bo‘lgan

issiglik targalish tenglamasi uchun boshlang'ich—ehegaraviy masala-
larning go'yilishi va ularning yechish usullari bilan tanishamiz.

15—-8. Parabolik tipdagi tenglamalar uchun boshlang'ich va
chegaraviy shartlar

Issiglik targalish jarayoni sodir bo'layotgan uzunligi | bo'lgan
sterjenni qaraylik. Sterjenning o‘gi sifatida Ox abssissa o'qini olamiz.

Faraz gilaylik, ixtiyoriy vaqtda sterjenning barcha nuqtasida bir
xi. harorat saglansin. Sterjenning ixtiyoriy x nuqtasining t vaqtdagi
temperaturasini n = u(x,t) deb belgilaylik.

Agar sterjenning issiglik sig'imi c, uning zicliligi p, sterjenning
issiglik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti k hamda ichki issiglik
manbaining zichligi F bo'lsa, u holda u(x,t) funksiya quyidagi bir
o'lchovli

O<x</ t>0

issiglik tarqgalish tenglamasini ganoatlantirishini ko'rsatish giyin cmas
(I bob, 3-8).

Umuman olganda, ¢, p, K va F parametrlar x, 1 va un ning
funksiyasi bo'ladi. Ko'plab tadbiqgiy masalalarda bu funksiyalar
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sterjenda temperaturaning o‘zgarishi bilan juda sekin o'zgaradi va
¢, p, K funksiyalar t vaqtga bog‘lig bo‘lmaydi. Sliuning uchun ular
fagat x o‘zgaruvchining funksiyasi, F ni esa x va t ga bog'lig deb
olish mumkin.

Agar garalayotgan | uzunlikdagi sterjen bir jinsli bo'‘lsa, u holda
¢, p, K funksiyalar o‘zgarmasga teng boiadi va yuqoridagi tenglamani

Ou 2d2u
dt a 5x2_/(X,)’

K F
ko‘rinishda yozib olishimiz mumkin. Bu yerda a2= — ,/ = — »
C

cp
Agar sterjenning harorati barcha nugtasida bir xil bo‘lmasa,

u holda sterjenda issiglik oqgimi sodir bo‘ladi. Bunda issiglik
oqimi sterjenning yuqori haroratli nuqgtasidan past haroratli nuqtasi
tomonga yo‘nalgan bo'ladi.

Sterjenning x ko‘ndalang kesimi orgali birlik vagtda Ox o‘qi
bo'ylab o‘tayotgan issiqlik miqdori uchun

b= o0

formula o‘rinh bo‘ladi. Bu yerda q{x,t) funksiya issiglik ogimining
zichligi deyiladi.

Agar sterjenning xo nuqtasi orqali (to, to+ dt) vaqtda issiglik Ox
o'qi bo‘ylab targalayotgan bo‘lsa, u holda gq{x.t) funksiyani (xo,to)
nugta atrofida musbat, aks holda manfiy deb olinadi.

Sterjenda issiqglik targalishini to‘la aniqglash uchun (1)
tenglamaning o‘zi etarli bo‘lmaydi. Buning uchun sterjenning bosh-
lang'ich temperaturasini va uning uchlaridagi issiqlik rejimini bilish
zarur bo'ladi.

Faraz qilaylik, f = 0 vaqtda sterjenning x nuqtasidagi harorati
(P (x) bo'lsin. U holda

u(x,0) = (f(x), 0<x<l (2)

boshlang'ich shart beriladi.
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Sterjenning x — O va x = | chetlarida uning harorati yoki
issiglik ogimining zichligi ma’'lum boiishi yoki atrof-muhit bilan issig-
lik almashinish shartlarini berish mumkin.

Agar sterjenning x — O uchida (t) temperatura va x — |
uchida issiglik ogimining zichligi ma’lum boisa. u holda
u(0,t) = fii(t), —k (1) = ui(t) (3)

chegaraviy shartlar beriladi.

Agar sterjenning x = 0 va x = | uchlarida issiqlik okimining
zichligi nolga teng boisa, u holda sterjenning uchlari issiglik
o'tkazmaydigan deyiladi.

Masalan, agar sterjenning x — | uchi issiglik o‘tkazinaydigan
boisa, bu holda

4)

chegaxaviy shart beriladi.

Agar sterjenning uchlarida atrof-muxit bilan issiglik
almashinishi sodir boiayotgan boisa, u holda birlik vaqgtda
sterjenning x kesimidan atrof-muhitga chigayotgan issiglik miqgdori
sterjenning temperaturasidan atrof-muhit temperaturasining
ayrimasiga proporsional bo'ladi, ya’'ni

g= H(u - ko),

bu yerda Il - issiglik almashinish koeffitsiyenti, n - sterjenning, uo
esa atrof muxitning temperaturasi.

Issiglik ogimi zichligining fizikaviy xossasiga asosan sterjenning
x = 0va x = | uchlarida

fe(®) ~ = Hi[u(0, t) - pi(t)], (5)

k (1)~ "~ = H2[u(l,t)~p2(1)], (6)

issiglik almashinish shartlarini olamiz.
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Bu yerda Hi va H2 - sterjenning mos ravishda chap va o'ng
uchlarining issiqlik o'tkazuvchanlik koeffitsiyenti, pi(t) va p2(t) mos
ravishda sterjenning uchlari atrofining harorati.

Yugoridagi (5)-(6) chegaraviy shartlarni quyidagi

du(0, t) (0, 1)
— u , . 1
dx : Mi(©)> (7)
du(l. 9 h2u(l, t)
—hau(l, >
dx M2 (0 (8)
ko'rinishda yozib olish mumkin. Bu yerda
, Hi
>0,
m hr W )>0"
Hi

Issiglik targalish tenglamasi uchun yuqorida Keltirilgan
chegaraviy shartlarni umumiy holda

du(0,t) . .
al + Piu(0,t) = in{t), t>0, (9)
dx
du(l, t
(.0 + 02u(l,t) = Ar(0. (10)
dx
yozish mumkin. Bunda ui, « 2, /3 va /2 - berilgan o'zgarmaslar, ular

uchun ushbu + /2> .0, a? + /3 > 0 tengsizliklar o'rinli, ~i(0 va
Mr(0 berilgan funksiyalar.
Agar aj = O va 7 0 bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar

u(0,t) = m(t), u(l,t) = fi2(t)

kurinishni oladi va ular birinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.

Agar ar pOva /2 = 0 bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar ikkinchi
tur chegaraviy shartlar deyiladi va ular

<9u(0, t) du(0, t) §
dx dx 2(0

kurinishda ifodalanadi.

Agar a, ~ 0 va ft ~ 0O bo'lsa, u holda (9), (10) shartlar
uchinchi tur chegaraviy shartlar deyiladi.
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16—8. Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masala

Masalaning qo'yilishi. Yechimning yagonaligi. Berilgan
chekli Q = {(a,t) :0<x<1,0<t<T} sohada

du 27 2u ¥

bun= 1T -ab =,(x1 1)
tenglamaning
u\t=o — <p(x), 0<x<I )
boshlang'ich va
ux=0 = Mi(*)» 4*=< = 0<t<T, 3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan yechimini topish masalasi
birinchi chegaraviy masala deb yuritiladi.

Bu yerda | uchi koordinat boshida bo'lgan sterjenining
uzunligini, T esa shu fizik jarayonni o'rganish gancha vaqt davom
etishini bildiradi, <p(x), fii{t), Ar(0 - berilgan funksiyalar.

Biz izlanayotgan u(x,t) yechimni Q yopiq sohada uzluksiz
funksiya deb faraz gilamiz va shuning uchun berilgan f{x,t), ¢{x),

funksiyalarni uzluksizligini va demak,

tp(0) = fii(0), <p{l) = n2(0)

bo'lishini talab gilamiz.

| bobdan ma’lumki, (I)-(3) chegaraviy masala biror gat
jismning boshlang'ich harorati <p(x), uning chegarasidagi harorati
ma’lum bo'lsa, bu jismning Vt € [0,T] vaqtdagi u(x,t) haroratni
aniglaydi.

Yuqorida go'yilgan (1)-(3) masalani yechishda t > 0 bo'lishi
juda muhim, chunki tor tebranish tenglamasidan fargli o'laroq t
vaqtni —t ga almashtirsak, (1) tenglama tubdan o'zgarib ketadi.
Shuni ta’kidlash muhimki, agar (1) tenglamada t vaqt —t ga
almashtirilsa, qaralayotgan boshlang'ich-chegaraviy masala umurnan
yechimga ega boimaydi. Bu fizikaviy jarayonlarga va tenglamani
keltirib chiqgarilishiga bevosita bog'liq.
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Biz qo'yilgan (I)-(3) birinchi boshlang'ich-chegaraviy masalani
to'liq o'rganish bilan cheklanamiz. Avval bu masala yechimining
yagona ekanligini ekstremum prinsipi yordamida ko'rsatamiz va
yechimning turg'unligini isbotlaymiz. (I)-(3) masala yechimining
mavjudligi esa matematik fizikada keng koilaniladigan usullardan biri
o'zgaruvchilarni ajratish, Fur’e usuli bilan ko'rsatamiz.

Ekstremum prinsipi.

1-FEOREMA. Yopiq Q sohada uzluksiz bo'lgan va Q soha ichida
bir jinsli

ut = a?uxx (6)

issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini ganoatlantiruvchi u(x,t)
funksiya o'zining eng katta va eng kichik giymatlariga I' chizigda
erishadi.

Bu yerda I' garalayotgan Q to'rtburchakning t = 0, x —0 va

x = | chiziglar ustida yotgan chegaralarining yig'indisi.
[SBOT. u(x,t) funksiyaning Q to'rtburchakdagi eng Kkatta
giymati M, ya’ni ruax|u(x, £)] = M va chiziqg ustidagi eng katta

giymati esa m, ya’ni max|u(x, <)l = m deb belgilaymiz.

Faraz qilaylik, Q to'rtburchakda shunday (x*, t*) ichki nuqta
topilsinki, bu nuqtada M > m bo'lsin, bu yerda t* > 0, 0 < x* < I
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Quyidagi yordamc.hi

vx,t’:ux,tqH-M—_n;(i-x
(x, 1y = ulx, %<x)

funksiyani garaylik. Q to‘rtburchakning asosi t = 0 da, yon tomonlari
x —0 vax = lda

.. M —m M 3m ) . n
v(x,t) <m-\ —=9M'< M, 0<B <]
4 4 4

bo'lishini ko;rish giyin emas.

Shu bilan birga v(x*,t*) = u(x*,t*) = M. Demak, yordamchi
v(x, t) funksiya ham u(x, t) funksiya kabi o'zining eng katta qiymatiga
I da erishmaydi.

Shunday ekan, v{x,t) funksiya o'zining eng katta giymatiga
biror (xi, t}) (0 < xi </, 0 < t\ < T) nuqgtada erishsin.

U holda, matematik analiz kursidan ma’lumki, shu nuqtada

d2v dv .
_}7< 0va —> 0 boiadi.
0X ot\

d
Agar t\ <T boisa, u holda bu nuqtada % = 0 bo'ladi.

dv
Agar t\ =T bo'lganda esa, T > 0 mimosabat o'rinli boiadi.

Demak, (xi,£i) nuqtada
vt - a2vxx > 0 @)

tengsizlik bajariladi.
Ikkinchi tomondan esa

2 0 M —m b/l —m
Vt Q VXx = L a UXx n

bo'lishi kerak. Bu esa (7) tengsizlikka zid.

Demak, M > m boiadigan nuqta topilsin, degan farazimiz
noto'g'ri ekan. Ekstremum prinsipini eng katta giymat uchun
isbotlandi. Eng kichik giymat uchun ham ekstremum prinsipi xuddi
shunday isbotlanadi.
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1-XULOSA. Agar u(x, t) funksiya issiglik targalish tenglamasi-
ning yechimi bo'lib. yopig Q sohada eng katta (eng kichik) giymatiga
ega bo'lsa, u holda bu funksiya Q sohada o'zgarmasdir.

ISBOT. Faraz qilaylik, V(x,t) G Q da it(x,t) ¢ 0 bo'lsin. U hol-
da ekstremum prinsipiga asosan u(x,t) funksiya V(x,t) G Q sohada
0'zining eng katta (eng kichik) qiymatiga I' chegarada erishadi. Bu
esa shartga zid.

2-XULOSA. Agar u(x,t) funksiya issiglik tarqalish tenglamasi-
ning yechimi bo'lsa, u holda V(x,t) G Q uchun quyidagi tengsizliklar
o'rinli:

1) minu(x,t) < u(x,t) < maxu(x, ();

2) \u(x, £)] < max\u(x, t)].

3-XULOSA. Faraz gilaylik u(x, t) funksiya issiglik tarqalish teng-
lamasining yechimi bo'lsin. Agar V(x,t) GT uchun u(x,t) > 0(< 0)
bo'lsa, u holda u(x,t) > 0(< 0), V(x,0 GQ bo'ladi.

Ekstremum prinsipidan foydalanib, (1)-(3) birinchi chegaraviy
masala yechimining yagonaligi va turg'unligini isbot gilaylik.

2—FEOREMA. Agar issiglik tarqalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning yechimi mavjud bo'lsa, u holda bu yechim
yagona bo'ladi.

ISBOT. Hagiqatan ham, agar garalayotgan masala bir xil bosh-
lang'ich va chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi ikkita
w (x, t) va «r(x, t) yechimlarga ega bo'lsa, ularning ayirmasi u(x, t) =
ui(x,t) - u2(x,t) bir jinsli (6) issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasini
hamda bir jinsli boshlang'ich

u(x, 0) = u\(x, 0) - 412(x,0) = ip(x) - ip(x) —0,

u(0,t) = ui(0,t) - u2(0,t) = mi(t) - MI(t) = O,
u(l, 1) = w(1, t) - u2(l,t) = M(t) - Meit) = O,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. U holda ekstremum prinsipiga

ko'ra niinu(x,t) va maxu(x,£) Q sohaning I' chegarasida erishadi.
Q Q '
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Bir jinsli shartlarga asosan Q sohaning chegarasida u(x,t) funksiya
nolga teng. Demak V(x,t) E Q uchun u(x,t) = 0 bo'ladi. Bundan
u\(x,t) = U2(x,t) ekanligi kelib chigadi.

3—FEOREMA. Issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning yechimi f(x,t), tp(x), ~i{t) va [i2(0 funksi-
yalarga uzluksiz bogiiq bo'ladi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u\(x,t) funksiya (1)-(3) birinchi chega-
raviy masalaning f(x,t), (p(x), Hi(t) va /~(0 funksiyalarga bog'lig
bo'lgan yechimi, U2(x,t) funksiya esa f*(x,t), <p*{x), /4(0 va /*(0
funksiyalarga bog'lig bo'lgan yechimi bo'lsin. Berilgan funksiyalar
uchun

f{x,t) - T(x,t)]<e VXTIt e Q;

lip(x) - 9*(x)j <e, 0<x</
bl 0-2(<)|<£, *=12, 0<t<T-

tengsizliklar bajarilsin. U holda V(x,t) £ Q uchun ekstremum
prinsipidan kelib chiggan 2-xulosaga ko'ra

[ui(x, t) - u2(x, t)] <max]tii(x, t) - u2(x, t)| =

max{max |/(x, t) - f*(x, 01,
Q

X%][g?/(] \W>(x) - <p*(x)\, tgﬂoa}ﬁ Im(t) - /a-(01}
bo'ladi. Bundan Q sohada |«i(x,0 —ur(x,0| < £ tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik (1)—3) masala yechimining turg'un ekanligini bildiradi.

17-8. Birinchi chegaraviy masala yechimining mavjudligi

Cekli sterjenda issiglik targalish tenglamasi uchun go'yilgan
(I)-(3) chegaraviy masala yechimining mavjudligini o'zgaruvchilarni
ajratish usuli, ya’ni Fur’e usuli bilan isbotlaymiz.

CHETLARI O’ZGARMAS HARORATDA BO’LGAN STERJENDA
ISSIQLIK TARQALISHI. Bu yerda biz Q sohada bir jinsli
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issiglik targalish tenglamasining
ult=o0 = 0<x </ 9)
boshlang'ich va
uli=o = MI(t), u\x=t= M2(0i 0<t<T,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, £ yechimini toping.
Bunda <p(rr), MiW va MW “ berilgan yetarlicha sillig
funksiyalar.
Biz izlanayotgan u(x,t) yechimni Q yopig sohada uzluksiz
funksiya, deb faraz qilamiz va shuning uchun berilgan ip(x), Mi(0>
funksiyalar uzluksiz va bular uchun

¥>(0)=Mi(0), ¥?(/)= M(0)

tengliklar o'rinli bo'lsin.
Biz ushbu bosgichda go‘yilgan masalaning yechimini chegaraviy
shartlar bir jinsli H\{t) = M(t) —O0, ya’ni

til,=o = 0, ux=i = 0, 0<t<T. (10)

boigan holda isbotlaymiz.

Qaralayotgan (8)-(10) masala bir jinsli sterjenda issiglik
targalish jarayonining matematik modeli bo‘lib, sterjenning uchlari
doim nol darajadagi haroratni saqlaydi.

Bu rnasalani yechish uchun Fur’e gatorlari nazariyasiga asoslan-
gan. o'zgaruvchilarni ajratish usulini go‘llaymiz. (8) tenglamaning Q
sohada xususiy yechimlarini

u(x,t) =T (t)X(x)" 0, (11)

koiinishda izlaymiz.
Bu ko'rinishdagi yechimni (8) tenglamaga qo'yib, ushbu tenglik-
larni
X{X)T'(t) = a2T(t)X" (x)
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yoki
T\t) X"(x) _
a2T{t) X(x)

hosil gilamiz. Bundan esa quyidagi
T'(t) + a2XT(t) = O; (12)

X" {x) + XX(x) =0 (13)

chizigli oddiy differensial tenglamalarga ega bo'iamiz.

Berilgan issiglik targalish tenglamasining noldan fargli (11)
ko'rinishdagi u(x,t) yechimini topish uchun (13) oddiy differensial
tenglamaning quyidagi

X(0) = 0, X ()= 0, (14)

shartlarni ganoatlantiruvchi X (x) yechimini topish zarur.
Shunday qilib, noma’lum X{x) funksiyani topish uchun quyi-
dagi
X"{x) + XX (x) = 0, X(©0) =0, X() =0 (15)
spektral masalaga ega bo'ldik. Bu masala chegaralangan bir jinsli

torning ko'ndalang tebranishi hagidagi masalada o'rganilgan edik
Ma’lumki, Aparametrning

A= (") (n=1,2,3,...) (16)

giymatlarida (15) xos qiymatlar va xos funksiyalar hagidagi
masalaning noldan fargli yechimi mavjud va bu yechim

Xn(x) = sin ~j-x> a7

ko'rinishda bo'ladi.
Aparametrning A= A, giymatlariga mos (12) tenglamaning

eV,
TJtl = a,i. 1 1 (18)
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yechimlari mos keladi, On - ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Shunday qilib, quyidagi barcha funksiyalar

garalayotgan (8) tenglamani va (9) chegaraviy shartlarni ganoatlan-
tiradi. Bu funksiyalardan ushbu

sin 22X« (20)

gatorni tuzamiz.
Endi (20) gatorni (9) boshlang'ich shartni ganoatlantirishini

talab qilib.

oo

n7rx

n=1
ifodani olamiz. Hosil gilingan bu (21) ifoda ip(x) funksiyaning (0,/)
oraligda sinuslar bo'yicha Fur’e gatoriga yoyilmasi bo'lib, uning an
koeffitsientlari

(22)

formula bilan aniglanadi.

Agar </2(x) funksiya (0,1) oraligda uzluksiz va u yerda birinchi
tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib, <p(0) = <p(l) — 0 bo'lsa, u
holda (21) gator (0,/) oraligda ip(x) funksiyaga absolyut va tekis
yaginlashadi.

Shu bilan birga ixtiyoriy t > 0 da

bo'lgani uchun (20) gator ham tekis va absolyut yaqinlashuvchi
bo'ladi. Shuning uchun (20) gator bilan aniglangan u(x,t) funksiya
Q sohada uzluksiz bo'lib, boshlang'ich va chegaraviy shartlarni
ganoatlantiradi.
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Endi u(.x,t) funksiya 0 < x < I, t > 0 sohada (8) issiglik
targalish tenglamasini ganoatlantirishini ko'rsataylik. Bur.ing uchun
(20) gatorni t bo‘yicha bir marta va x bo'yicha ikki marta hadma-had
differensiallaymiz va quyidagi

\'2 00 u ”
ut(x,t) = - Nann2expj-(-y-) tjlsin ~j~x (23)
Uxx(x,t) = - Ay?j Y anv2exp |- (~J~) *}sin~J~X (24)

n=1
gatorlarni hosil gilamiz.
Bu gatorlarning hadlari 0 < x < |, tgleqto > 0 sohada

00
X>opnw2axp {-(~) J yok, dr
n=1 n J n=1

yaqinlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan va

" Inyrau?2 f /M7ra
0< (— ) exp - &_ )2«o} < 1,

0< (1) expr*™ to} < I.

U holda (23) va (24) qatorlar Veyershtrass alomatiga ko‘ra
t > i) > 0 da absolyut va tekis yaginlashuvchi boiadi. Bundan
esa ut(x,t) va uxx(x,t) funksiyalarning yopig t > to > 0 sohada
uzluksiz ekanligi kelib chigadi. to > 0 ixtiyoriy boigani uchun ut(x, t)
va iiXx(x,t) funksiyalar Q sohada uzluksiz boiadi. (23) va (24)
formulalarni (8) tenglamaga qo'ysak, (20) formula bilan aniglangan
u(x,t) funksiya Q sohada berilgan tenglamaning yechimi boiishiga
ishonch hosil gilamiz.

Shunday qilib, issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masala yechimining mavjudligi hagidagi ushbu teorema
isbotlandi.

1-TEOREMA. Agar fi(x) € CNO,?] va <>0) = ip(l) —O0 boisa, u
holda (8)-(10) masalaning yagona yechimi mavjud va bu yechim (20)
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gator bilan aniglanadi, gatorning koeffitsientlari esa (22) formula bilan
hisoblanadi.

XULOSA. Issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masalaning u(x, t) yechimi Q sohada cheksiz differensiallanuvchi,
ya’ni u(x,t)£ C+0C(Q) bo‘ladi.

Chetki nuqtalari o’zgaruvch haroratda bo’lgan

STERJENDA ISSIQLIK TARQALISHI. Endi bir jinsli issiglik targalish
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalada (3) chegaraviy
shartlar bir jinsli bo'Imagan xolda yechimining mavjudligini Fur’e
usulida isbotlaymiz.

Chekli Q = {(x,t) : 0< x < 1,0< t< T} sohada bir jinsli

Uf —a uX (25)
issiglik targalish tenglamasining
u\t=o0 = V>(x), 0<x<l, (26)
boshlang'ich va
u\x=0 = u\x=i=H2(t), 0<t<T, (27)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topig.

Bu yerda <p(x), fij(t) va ~2(t) ~ berilgan etarlicha sillig
funksiyalar.

Oxirgi masalaning yechimini

00

u(x,t) = Y~ Tn(t)sin ~ x, (28)

n=1

ko'rinishda izlaymiz. Bunda
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Endi Tn(t) noma’lum funksiyani topamiz. Buning uchun (29)
ifodani ikki marta bo'laklab integrallaymiz. Natijada

21 fd2u . nn }
Tn(t) = oy u(0,t) - (-1"itz, t) n27|‘2\] dx2 Ejln I—xdx.
0

u(x, t) funksiya (25) tenglamani va (27) chegaraviy shartlarni gano-
atlantirgani uchun oxirgi formulani

} 2/ Mmd2u . nn
Tn(t) = o IXI(t) - (-1)"/x2(0 1272 3 alr sin 3 xdx (30)

ko'rinishda yozib olish mumkin.
(29) ifodani t bo'yicha differensiallaymiz va

I
dTn(t) 2 fam rvr

~~3T =1J atsnT (31)
0
formulani olamiz. (30) ifodadan
2 f du sin nn wdx {nna\‘_l_ (t)+2nna WV 2()
— = ———, Tn
IJ dt | V1l nr

topamiz va buni (31) formulaga qo’ysak, Tn(i) noma’lum funksiyaga
nisbatan ushbu

Mi(0 - (~1)nm2(0

tenglamaga ega bo'iamiz.
Oxirgi tenglamaning umumiy yechimi

w2
Tn(t) = exp t }rn(o)+
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/" {-(~AV A~wW -f-D X r)l]l* (32
0

0

Shunday qihb, (25) bir jinsli issiglik targalish tenglamasining
(26) boshlang’ich va (27) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi (28) gator korinishda aniglanadi, bunda Tn(t) koeffitsiyentlar
(32) va (33) formulalar orqali topiladi.

(28) gatorning yaginlashishi, uni x o’zgaruvchi bo'yicha ikki
marta va t bo‘yicha esa bir marta differensiallashdan hosil bo’lgan
gatorlarning yagqinlashishini tekshishini o’quvchilarning o’zlariga
havola gilamiz.

18-8. Bir jinsli bo’Imagan issiqlik targalish tenglamasi

Ushbu paragrafda bir jinsli bo’lmagan issiglik targalish
tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalani garaymiz.
Chekli Q —{(re,t) :0< x < 0<t< T} sohada

ut —a2uxx + f(x,t), (1)
issiglik targalish tenglamasining
4<=0 = ¥J(X)i 0<x</ (2)
boshlang’ich va
uf=o = M0> u\x=i-Hi{t), 0<t<T, (3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini topig.
Bu yerda f(x,t), ip(x), Mi(0 va /i2(t) - berilgan uzluksiz
funksiyalar.



174 IV bob. Parabolik tipdagi tenglamalar

Bu masala yechimining yagonaligi 16-8da ekstremum prinsipi
yordamida isbotlangan.

Qaralayotgan (I)-(3) masala yechimining mavjudligini bir jinsli
chegaraviy shartli masalaga keltirib isbotlaymiz.

Buning uchun Mi(0> Mr(0 funksiyalarni C [0,T] sinfdan bo’lsin,
deb talab gilamiz. U holda (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi

aj(x,t) = Mj(t) + y [/i2(0 - Mi(01
yordamchi funksiya kiritamiz, ya’ni
w(0,t) = n\(t), u(l, t) = M2(0 -

Endi (1) tenglamaning (2) boshlang’ich va (3) chegaraviy shart-
larni ganoatlantiruvchi yechimini quyidagi

u(x,t) —v(x, t) + u>(x, t), (4)
yig’indi ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda v(x,t) yangi nomaium
funksiya. (2) boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlar asosida v(x, t)
funksiyaga nisbatan quyidagi

r;(0, t) = u(0, t) —u>(0,t) = Mi(0 —MI(0 —O;
v(l,t) = u(l, t) - u)l,t) —/i2(0 - M2(0 —O0;
v(x,0) = u(x,0) - w(x,0) = ip(x) - /zi(0) + y[mr(0) - Mi(0)] = &(x)

chegaraviy va boshlang’ich shartlarga ega bo’lamiz. Noma’lum v(x, t)
funksiyaga nisbatan tenglama esa

vt - a2vxx = (U - ujt- a2(u - ui)xx =
— Ut a4 1llxx *£ & "xx] —

= /(M) - MI(O - y[Mr(0 - Mi(01 = ff{(M)>
yoki
vt = a2vxx + g(x,t), (5)
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bo’lib, bunda
g(x,t) = f(x,t) - Mi(t) - y[M2W -~

Shunday qilib, noma’lum v(x, t) funksiyani topish uchun
quyidagi masalaga keldik. Bir jinsli bo’Imagan (5) tenglamaning

wit=0 = (6)
boshlang’ich va bir jinsli
vix=o = 0, Vix-i = 0 (7

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi v(x,t) yechimi topilsin. Bu
yerda g(x,t) funksiya uzluksiz va x bo’yicha bo’lakli uzluksiz hosilaga
ega hamda barcha t > 0 lar uchun g{0,t) = g(l,t) = 0 bo’lsin, deb
talab gilamiz.

Oxirgi (5)-(7) masalaning yechimini

u(x, t) = vi(x, t) + ¥r(x,t)

yig’indi ko’rinishida izlaymiz.

Bu yerda v\(x,t) funksiya bir jinsli issiglik targalish
tenglamasining (6)—7) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo’lib, u
avvalgi paragrafda (20) formula bilan, an Fur’e koeffitsienti esa (22)
formula bilan aniglangan. (22) formulani inobatga olib, (20) gatorni
quyidagi

[ 7Tt ly
| — 7— t . n7zre . NOTTX
tIOM) = y e V.t [/ sin——sin——
71=1"

ko’rinishda yozisliimiz mumkin.
V2(x,t) funksiya esa (5) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va
(7) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi echimidan iborat, ya’ni
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tenglamaning bir jinsli
P2(a:,0)=0, «20,5=0 V2(,t)=0

boshlang’ich va chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan
iborat.
Oxirgi masalaning echimini
e Y .
v2(x,t) = ~ T n(t)sm — (8)
n=1
ko’rinishida izlaymiz. g(x, t) funksiyani sinuslar bo’yicha Fur’e
gatoriga yoyib, ushbu

[e]e]

g{x,t) = 22 gn{t) s i n - 9)

n=1
ifodani olamiz. Bu yerda
1
2 C TTAX
an{t) = 4+ g{x, t)sin-J - dx. (10)
0

Endi (8) gatorni (5) tenglamaga qo’yamiz va (9) ifodani hisobga olib,
Vx € (0,1) da o’rinli bo’lgan quyidagi

[7TX
E nw + (") 2]_«_«”(0 sin — = Q.

n=1

tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa

K(t) + -)2Tn(t) = pn(t), (n= 1,2, mm), D)

tenglamalarga ega bo’lamiz.
Endi (8) gatorni (6) bir jinsli boshlang’ich shartga qo’yib

v2(x,0) = £ ?n(0) sin =0

n=1
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ekanligini topamiz, bundan esa Tn(t) funksiyalar uchun
T,(0) = 0, (n=1,2,-¢°) (12)

boshlang’ich shartlarni olamiz.

Hosil bo’lgan (31)—12) ifodalar chizigli differensial tenglama
uchun Koshi masalasi bo’lib, uning yechimini topish ortigcha
giyinchilik tug’dirmaydi. O’zgarmasni variatsiyalash usuli yordamida
bu masalaning yechimi

t /mra\2
r.w 9n{r)dT, (13)

ko’rinishda bo’lishiga ishonch hosil gilish mumkin.
Topilgan Tn(£€) ifodani (8) formulaga qo’yib, (5)-(7) masalaning
yechimini

rt /nTTa\2

V2(x,t) = ]A ~ ) (-« Qn{T)dr sin o (14)
M=1 .0

korinishda hosil gilamiz.
Endi gn{t) uchun topilgan (10) ifodadan foydalanib, (14)
formulani quyidagicha

/Tnra\*
(t-1) n7Tx n-kE

Vo Sin —j— SID >g{Z,T)d{,dT,

(15)
yozishimiz mumkin.
Yuqorida topilgan vi(x, t) va v2(ie, t) funksiyalarni hisobga olib,
(5)-(7) masalaning yechimini

00 r fwraw3d, . O7rE | NrX
/ V < >1sin —J- sin —y -
n
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yoki

0 6 6

ko’rinishda topamiz. Bn yerda

(16) formuladagi G (x,£; t—r) funksiya oniy issiglik manbai yo
Grin funksiyasi deyiladi.

Endi mavzuga oid bir nechta masala garaylik.
1- masala. Bir jinsli boimagan ushbu

ut = a2uxx + f(x,t), an

issiglik targalish tenglamasining D = {(x,t) : 0 < x < I,t > 0}
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi boshlang’ich

u(x, 0) = <p(x), 0<x<l (18)

va chegaraviy
Ux(0,£) = 0) ux(l,t) + hu(l,t) —0, h > 0, (19)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.

Bu masalada qaralayotgan sterjenning x = 0 uchida issiglik
ogimining zichligi nolga teng, ya’ni sterjenning x = 0 uchi issiglik
o’tkazmaydi. Issiglik ogimi zichligining xossasiga asosan sterjenning
x = 1l uchida esa atrof inuhit bilan issiglik almashish jarayoni sodir
bo’ladi. Shuning uchun sterjenning x — I uchida issiglik almashish
sharti berilgan.
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YECHISH. Berilgan aralash masala yechimini
u(x, t) = u\(x, t) + n2(x, t)

yig’indi ko’rinishida izlaymiz. Bu yerda u\(x, t) birjinsli tenglamaning
(48)—49) shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi, ya’ni

Ut — Cl Uxxi
Hi(x,t) : u(x, 0) = <p(x), 0<x < (20)
ux(0,t)=0, ux(l,t) + hu(l,t) =0, h>0;
w2{x,t) esa (17) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich va chegaraviy
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat, ya’ni
"ut = a2Uxx + f(x,t),
u2(x,t) : u(x,0) =0, 0<x <1, (21)
» Uux(0,t) = 0, ux(l,t) + hu(l,t) —0, h>0;
1°. Awval (20) masalaning yechimini topaylik.
(19) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi bir jinsli issiglik

targalish tenglamasining yechimini u(x,t) = X(x)T(t) ko’rinishda
izlaymiz. Bundan X (x) funksiyaga nisbatan ushbu

X'(0) =0, X'(I)+hX(l)=0

chegaraviy shartlarni olamiz. u(x, t) funksiyani bir jinsli tenglamaga
goyib, sodda aimashtirishlardan sohg X (x) funksiyaga nisbatan

X"(x) + \X(x) =0,

(22)
X'(0) =0, X\I) +hX() =0, h>0
SHtunn-Liuvill inasalasini, T(t) funksiyaga nisbatan esa
T'(t) + a2\T(t) =0, t>0, (23)

tenglamani olainiz.
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Ma’lumki, A = 0 va A < 0 giymatlarida (22) Shturm-Liuvill
masalasi fagat X(x) = 0 yechimga ega ekanligini ko’rsatish giyin
emas.

Endi /1> 0 bo’lgan holni garaylik. (22) tenglamaning umumiy
yechimi

X(x) = cicos(\VAx) + @sin(\V/AX)

ko’rinishda bo’ladi. Bundan
X*'(x) = -civ/Asin(v/IAx) + Q\V/Ac,0s(\/AX)

tenglikni olamiz. Bir jinsli X (0) = 0 shartga ko’ra c2 = 0 va X (x) =
ciCOs(V/Ax) bo’ladi. Ikkinchi X\I) + hX(l) = 0 chegaraviy shartga
asosan esa -\f\ sm(\/\ 1)+ hcos(y/\I) = 0 tenglikni olamiz. Bundan
esa

y/\ tg VXI —h (24)

tenglamaga ega bo’lamiz. (24) tenglama cheksiz ko’p Xk, k — 1,2,...
yechimlarga ega ekanligini grafik usulida ko’rsatish mumkin.

Shunday qilib, \ k > 0 giymatlarda A*tgAkl = h tenglamaning
yechimlari (22) Shturm-Liuvill masalasining xos qiymatlari, ularga
mos xos funksiyalar

X k(x) = cosAfcx, k= 1,2,... (25)
boladi. (23) barcha A= giymatlarida o’rinli bo’ladi, ya’ni
Tk(t) + a2XTk{t) = 0, t>0.
Oxiigi tenglamaning umumiy yechimi
Tk{t) = akexp{-a2\kt}, t > 0, (26)

bu yerda ak - ixtiyoriy o’zgarmaslar.

00

Endi (20) masalaning echimini u(x,t) — ~ Xk(x)Tk{t)

ko’rinishda izlaymiz. Yuqorida topilgan (25) va (26) formulalarga
asosan (20) masalaning yechimi
u(x,t) =y~ Xk(x)Tk(t) = ¥ akexp{—a2\ kt} cos Afcx, (27)
k=l k=1



/g-fr. ... bir jinsli bo’Imagan tenglama. 181

ko’rinishda aniglanadi. Bu yerda ak koeffitsiyentlarni topish uchun
(18) boshlang’ich shartdan foydalanamiz va
@
u(x, 0) = <p(x) —£ cos Aa;, (28)
fc=i
ifodaga ega bo’iamiz. Bu boshlang’ich shartda gatnashgan <p(x)
funksiyaning kosinuslar bo’yicha Fur’e gatoriga yoyilmasini beradi.
"  koeffitsiyentlarni ganday bo’lishini aniglash uchun
(28) tenglikning har ikki tomonini cosXkX funksiyaga skalyar

ko’paytiramiz va cheksiz gatorni chekli integralga ahnashtiramiz.
Natijada

I i

ak\] c0s2 Akxdx = \] ip(x) cos2 X xdx
0 0

ifodaga ega bo’iamiz. Oxirgi tenglikning chap tomoni
i [

vJ €0s2 Xkxdx =y J (1 + cos2Akx)dx =
0 0
r=z

°k 1H— _ sin2Afcx 4 | + % .sin2xkl) (29)
2Afc %=0

teng bo’ladi. (24) tenglamadan sodda almashtirishlardan keyin

st Ar——i B cosAfet — AT
\/ AE+ h2 \/xk + N2
kelib chigadi. (29) ifodaning o’ng tomonini sin2x = 2sin x cosx

formuladan foydalanib, soddalashtiramiz

,  sin(2Akl) sin(Af0 cos(Af0 _
'+ 2A, ~ I+ Xk ~
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Natijada ak koeffitsiyentlar uchun
2(p2 !
at = iafr5j +ftJ *(*>«*(**Ne

tengliklarni olamiz.
Topilgan ak koeffitsiyentlarni (27) formulaga qo'yib, (20)
masalaning ui(x, t) yechimini

*
u.OoM) = 1 ' hv(x)co»(Atx)*jx
1 0

x exp{-a2At} cos(Afc x)dx (30)

ko’rinishda topamiz.

2°. Endi (21) masalani qaraylik. Bunda ut = a2uxx +
f(x, t) tenglamaning ux(0,f) = ux(l,t) + hu(l,t) = 0 shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini

00
u(x,t)Y2Tk{t) cosXkx, (31)
k=l

ko’rinishda izlaymiz.
Faraz gilaylik, /(x, t) funksiyaVt G [0, T] da cos \ kx funksiyalar
boyicha Fur’e gatoriga yoyilsin, ya’ni

f(x, t)=Y " fk(t) cos AfcX, (32)
I

bu erda /fc(t) Fur’e koeffitsiyentlari

1
fk(t) = j J /(x, i)cos Afexdx, (33)
)

formula yordamida aniqlanadi.
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Endi (31) va (32) formulalarga ko’ra (21) tenglama

(00] 1 00
Y T'K(l) + a2\ 2Tk(t) cos\kx =Y fk(t) cos\ kx
k=1 1

ko’rinishni oladi. Bundan esa
Tk(t) 4- a2\ 2Tk(t) = fk(t), k= 1,2,... (34)

chizitenglamalarga ega bo’lamiz.
(31) ifodadan Tk(t) funksiyalar uchun quyidagi

Tk{0) = 0, «k=12,.. (35)

boshlang’ich shartlarni olamiz.

Maiumki, (34)-(35) Koshi masalasi Vfk(t) € CJ[0,T] da
yagona yechimga ega bo’ladi. Oddiy differensial tenglamalar kursida
ma’lumki, o’zgarmasni variatsiyalash usuli bilan (34)-(35) Kaoshi
masalasining yechimini ushbu

t
Tk(t) = J ffe(ryexpj-a2A2(E- r)|rfr, A= 1,2,.. (36)

(o]

ko’rinishda topiladi. (33) formulaga asosan oxirgi echimni

t |
Tk(t) = j \] \] [(E,r)expl|-a2A2(f-r)|cosA fEdEdr, fc= 1,2,...
o0

deb yozib olish mumkin.
Endi topilgan Tk(t) ifodani (31) formulaga qo'yib, (21) bir jinsli
aralash masalaning 112(2 ,t) yechimiga

V2(x,t) =y J J [ (~r)exp |—fl2A2(i —r)j 1cos AfcXcos AfcEcEEdr,
k=1o 0

ega boiamiz.
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Yukorida topilgan ui(x,t) va U2(x,t) funksiyalarga asosan
issiqlik targalish tenglamasi uchun (IT)—19) aralash masalaning
yechimi

I(x f)-= W ke + 93
t M xi+h2~+ h"

I <p(x) cos(Afc x)dx | x

x exp{-a2A£} cos(A*. x)dx+

* [ 1 1(™r)exp | —g282(™ ~ r)| cos Afcxcos Afcerfedr,
00

ko’rinishda aniglandi.

19—8. Chegaralanmagan sterjenda issiqlik tarqalishi
(Koshi masalasi)

Koshi masalasi. Yechimning yagonaligi. Bu paragrafda
sirti issiglik o‘tkazmaydigan (izolyasiyalangan) chegaralanmagan bir
jinsli sterjenda issiglikning tarqgalishi haqidagi fizikaviy masalaning
matematik qo‘yilishi quyidagicha ifodalanadi.

Ushbu issiglik targalish tenglamasini

Lu —u, —a2uxx =0, @

t > 0 yarim tekislikda qaraylik.
Koshi masalasi. (1) tenglamaning t > 0 yarim tekislikda aniq-
langan. uzluksiz va quyidagi boshlang'ich

u\t=o0 = <p(x), -0C < X < o¢, 2)

shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimi topilsin. Bu yerda <p(x)
berilgan uzluksiz va chegaralangan funksiya.

Qo'yilgan (1)—2) Koshi masalasi yechimining yagonaligini
isbotlaymiz.
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1-TEOREMA. Agar (l)-(2) shartlarni ganoatlantiruvchi chega-
ralangan u(x, t) funksiya mavjud bo‘lsa, u holda bu funksiya yagona
aniglanadi.

ISBOT. Faraz qilaylik, u(x,t) yechim qaralayotgan sohada
chegaralangan bo'lsin, ya’ni har ganday t > 0 va —00 < X < 00
uchun shunday musbat son M mavjudki, |u(x,t) < M bo'lsin.

(D-(2) Koshi masalaning ikkita ui(x,t) va u2(x,t) yechimi
mavjud bo'lsin. U holda w(x,t) = u\(x,t) - u2(x,t) funksiya
(1) tenglamani va bir jinsli w(x,0) = 0 boshlang'ich shartni
ganoatlantiradi va

\Ww(x,t)\ < Jui(x,t)] + \u2(x, t)\ < 2M

bo'ladi.

Soha cheksiz bo'lganligi uchun w(x,t.) funksiyaga yugorida
isbotlangan ekstremum prinsipini bevosita qo'llab bo'Imaydi. Lekin
shu prinsipdan foydalanish magsadida quyidagi chekli

Q ={(x,t) :\X\< L, 0<t<T} (3)

sohani garaymiz. Bu yerda L va T ixtiyoriy o'zgarmaslar. Q sohada
yordamchi

funksiya kiritamiz. Bu funksiya (1) tenglamani ganoatlantirishini
ko'rsatish givin emas. Shu bilan birga tekshirib ko'rish osonki,

v{x, 0) > w(x, 0) = 0,

v(xL,t) > 2M > \w(zL,t)\

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.
Q sohada
u(x, t) = v(x, t) - \w(x, t)]

funksiya uchun ekstremum prinsipini go'llaymiz.
Natijada V(x,t) G Q uchun

v(x, t) —w(x,t) > 0, v(x. t) +u’(x,t) > 0
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tengsizliklarga ega bo'lamiz. Bundan esa yopiq Q sohada
—V(Xx,t) < w(x,t) < v(xt.)

yoki

ekanligi kelib chigadi.

Oxirgi tengsizlikda (x, t) nuqgtani Q sohada fiksirlaymiz, va’ni
X = xo, t = to va (xo0,to) € Q boisin. L ning ixtiyoriy ekanligidan
shunday e > 0 uchun Lo > 0 mavjudki, barcha L > Lg uchun
k (x 0,fo)| < e tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan e va (x0,"0) nuqtani
ixtiyoriyligini hisobga olsak, Q sohada w(x,t) = 0 bo'ladi yoki
ui = v2 kelib chiqgadi.

Demak, issiglik o'tkazuvchanlik tenglamasi uchun Koshi
masalasining yechimi yagona ekan. Shu bilan 1-teorema isbotlandi.

KOSHI MASALASI YECHIMINING MAVJUDLIGI.

Bu masalani vechish uchun o'zgaruvchilarni ajratish (Fur’e)
usulini goilaymiz, ya’ni yechimni

u(x, t) = T(t)X (x) (4)

ko'rinishda izlaymiz. (4) ifodani (1) tenglamaga go'vib, T(t) va X(x)
funksiyalar uchun ushbu

T'{t) + a2X2T(t) = 0, X" (x) + \~X{x) = 0

tenglamalarga kelamiz, A2 - o'zgarmas son. Bu tenglamalarni
integrallab topamiz:

T{t) = Ct anf, X(x) = A cosAx + B sin Ax. (5)

bu yerda A, B va, C o'zgarmas sonlar. (I)-(2) Koshi masalasida
chegaraviy shartlar boimaganligi uchun A - parametr ixtiyoriy
bo'ladi. (5) yechimlarda C = 1, A = -A(A), B = B(A) deb, uni (4)
ifodaga qo'yib,

u\(x, t) = e a2x2NA(\)cos\x + 5(A) sin AX] (6)
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formulaga ega bo'iamiz.

Bu u\(x,t) funksiya ixtiyoriy A va /1(A), B(A) koeffitsiyentlar
ucliun (1) tenglamaning xususiy yechimlari boiadi. (6) formulani A
parametr bo‘yicha —oo dan +o00 gacha integrallaymiz, natijada

u(z,t)= \] a-a2xH[A(\)cos\x + B(\)sin\x]d\, )

— 00

ya’ni (1) tenglamaning yechimi hosil bo‘ladi.
Agar bu integral yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda (7) integraldan
i bo'vicha bir marta, x bo'yicha ikki marta hosila olish mumkin.
Endi A{A) va B(A) koeffitsientlarni shunday tanlaylikki, (7)
formula (2) boshlang'ich shartni ganoatlantirsin. Buning uchun
yuqoridagi (7) formulada t = 0 deb, ushbu

<p(x) = \] [A(A)cosAx + B(X)sm\x]d\ (8)

— 00

ifodani olamiz.
Ikkinchi tomondan ip(x) funksiya uchun quyidagi Fur’e integrali

[e]e) [e]e]
—00 —o0
00 00 (o]0}
r r
cos Ax ") cos AEdE + sin Xx J PE) sin AEde  dX
J
—Joc . - —60

ham o'rinli bo'ladi. Bu formulani (8) bilan solishtirsak,

(e]e]

A{X) = J ip(0 cOSA£dE, B(A =N J </5(0sin 9)

—00 —00
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bo'lishi kelib chigadi. Endi hosil bo'lgan (9) ifodalarni (7) formulaga
go'yib
@ 00
=A J e~a2x4d\ J (p(£) cos X(x - E)fE,
-00
yoki bu formuladagi birinchi integral ostidagi funksiya A ga nisbatan
juft funksiya ekanligini hisobga olib,

u(x,t) ——\] ip(£)d£J e a x2tcos A(x - (,)d\. (20)
—00 0
ifodaga ega bo'lamiz.
Bu yerda ichki integralni bevosita hisoblashimiz mumkin.
Buning uchun

ax\/i = z, X(x —£) = fiz
deb belgilashlarni kiritamiz. Bulardan
* _x- £
a\[4' A a\ft
bo'ladi. U holda (10) formulaning o‘ng tomonidagi ichki integralni
}' e~a n 1cos X(x - £)dA = ;I;_t:‘]f e~z2 cosfizdz = ot J(/x), (11)
0

ko'rinishda yozish mumkin.
(11) integral tekis yaqginlashuvchi bo'lgani uchun uni // param
bo'yieha differensiallab,

(e]e)
J'(H) = - vJ e~z2z sm/j,zdz
0

ifodaga ega bo'lamiz. Endi oxirgi ifodani bo'laklab integrallaymiz.
Natijada

[e]e]

Art=- |/
0
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tenglikni olamiz. Oxirgi tenglikdan

J\n) = -’\!/(/i) bundan esa, J(n) = ce 4
kelib chigadi.
Bu yerda /x = 0 deb, c o'zgarmasni
c=J(0)=j e~z2dz = "
)

topainiz. Shuning uchun

bo'ladi (11) formulani hisobga olib,

[e]e)

viTT f (- x)2
4a\[,

ekanligini olamiz.
Bu formulani (10) ifodaga qo‘yib, (I)-(2) Koshi masalasining
u(x, t) yechimi uchun quyidagi
00 (x —£)2
u(x,t) = (12)

—00

formulani hosil gilamiz. Bu yerdagi
(i - a*
0<*'« =w h * 4] (13)

funksiya (x,<) bo'yicha (1) tenglamani ganoatlantiradi va shu tengla-
rnaning fundamental yechimi deyiladi.
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Demak, quyidagi teorema o'rinli.

2-TEOREMA. Agar y?(x) funksiya (—00,+00) da uzluksiz va
chegaralangan bo'lsa, u holda (l)-(2) Koshi masalasining yechimi
mavjud va bu yechim (12) formula bilan aniglanadi.

ISBOT. R = {—00 < x < +00} sonlar o'gida aniglangan
uzluksiz ip(x) funksiya uchun (12) formula bilan aniglangan u(x,t)
funksiya Q sohada chegaralangan va (l)-(2) Koshi masalasining
yechimi ekanligini ko'rsatamiz.

Buning uchun (12) formulani (13) belgilash asosida quyidagicha

@
u(x,t)= vJ G(x,t;£)<p(£)dE. (14)

yozib olishimiz mumkin. Bu formula (1) tenglamani ganoatlantirisliini
bevosita hosila olib ko'rsatish giyin emas.
Hagigatdan ham,

1 X ~
exp< _(x~02
2y[lir2(a2t)3/2 4a21
1 (s ~Q2 (*-Q 2
— exp< -
Gxx 20F 2(a2t)3/2  4(a2t)5/2 P 4a2t
Gt = + exp< {x-0
2[a2t)3/2 ' 4(a2t)5/2 4a2t
bundan
Gt = a2G xx

ekanligi kelib chigadi. U holda (12) integralni hamda uni x va
t o'zgaruvchilari bo'yicha ixtiyoriy marta differensiallashdan hosil

bo'lgan integrallarning biror

Qo —{(x,t) :—L <x< +L, 0<to<t< T}
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sohada tekis yaginlashuvchi ekanligini ko'rsatish etarli.
(12) integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Hagigatdan ham,

+00
N/ = max|ir(x)| va \] e~z dz = sfn
— 00

bo'lgani uchun (12) formuladan

b oo / N

4-00
e~z2dz = M.

DO

kelib chiqgadi.
Bu yerda

+@
\] e~z*dz = \/n.

Endi (12) integralni x va t o‘zgaruvchilari bo‘yicha bir necha
marta differensiallab,

4x,i) =i/l» = (f)(x-frexp|-"£ U, (15)
-00

kabi integrallar yig'indisini olamiz.

7 = t> 0. (16)

n k)
2ayft
formula yordamida o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida (15)
integral
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ko'rinishga keladi.
Bundan (15) integralning tekis yaginlashuvchi bo'lishi kelib
chigadi. Chunki oxirgi ifodada integral ostidagi funksiya

\'d - 2azVt)zme-z2\< M\z\me~z2

funksiyaga majorirlanadi va bu funksiya (—o0, +00) oraligda
integrallairuvchi boiganligi uchun oxirgi integral t > to > 0 boiganda
tekis yaqinlashuvchi bo'ladi, ya’ni
4-00
0< \] M\z\me~z2dz < +o0cC

integral Vrn > 0 yaginlashuvchi bo'ladi. Demak, (12) formula bilan
aniglangan u(x,t) funksiya t > 0 da uzluksiz va x, t o'zgaruvchilar
bo'yicha ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega.

(12) formula bilan berilgan u{x,t) yechim (2) boshlang'ich
shartni ham ganoatlantirishini isbotlaymiz, ya’ni

t_i*Bu(x,t) = <p(x). —00 < X < +00
o'rinlidir. £ o'zgaruvchining o'rniga (16) formula asosida yangi n
o'zgaruvchini kiritaylik. U holda (12) integral

00

u(x, t) = — ip(x + 2azVt)e~z dz a7)

ko rinishiga keladi.
Bundan, Vi 6 W da [*(x)[ < M boigani uchun (x,t) £ Q
sohada \u(x, t)] < M bo'lishini ko'rsatish giyin emas.

\u(x,t.)\<-~=J \ip(x) + 2azVt)\e~z2dz <
\A J

— 00
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chunki @

24 = 1 (18)

Demak, u(x, t) funksiyaning chegaralanganligi isbotlandi.

Endi (12) formula (2) boshlang'ich shartni ganoatlantirishini
ko'rsataylik. Buning uchun (18) formulani ikki tomonini <p(x)
funksiyaga ko'paytirib, so'ngra (17) ifodadan ayirsak, natijada

2
u(x, t) - <p(x) = ~= [ [<p(x + 2az\ft) - y>(x)]€ 2 dz
y/k J

—00

hosil bo'ladi. Bundan \<p(x + 2az\ft) —ip{x)\ < 2M ekanligini hisobga
olib,

00

. 2M  f
\u(x,t)—<p(x)l<—= e” da—

VviT J

—00

2M J e~z2dz + ~ J arz2dz +j e~z2dz,
-N N

deb yozish mumkin. Bundan esa liar ganday kichik e > 0 berilganda
ham N ni shunday tanlab olish mumkinki,

N
Mo e‘%zd ¢ Zd'é € -
\fb J ~ 3’ v/|y
bo'ladi. Demak,
N
\u(x, t) - <M(X)| < "3 4—\};_ } \<p(x + 2zaVt) - ip(x)\e~z dz (19)
-N

deb yozish mumkin. <p(x) funksiyaning uzluksizligidan yetarli kichik
L> 0va \z\ < N uchun

lip(x + 2azVt) - <p(x)\ < -
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bajariladi. U holda (19) tengsizlikka asosan

N
\u(x,t) - ip\ <y + |-~= \] e~z2dz<

-N

00
2e £ 1 f 2. 2e £
3 3 N 3

— 00

Bundan £ > 0 ixtiyoriyligidan
fimug v = g

ekanligi kelib chigadi.

Xuddi shunday wusul bilan Koshi masalasining yechimi
t,urg‘un ekanligini ham isbotlash mumkin. Demak, issiglik targalishi
tenglamasi uchun Koshi masalasi korrekt qo'yilgan masala ekan.

Agar Koshi masalasida (2) boshlang'ich shart t -- 0 da emas,
biror t = T da berilgan bo'lsa, (12) formulada t ni t —r bilan
almashtirish lozim, ya’ni

GO HET) = 2ayingt - 1) P 4;2(t ! r) J (20)

Bu funksiya Koshi masalasining Grin funksiyasi ham deb
yuritiladi va chegaraviy masalalarning yechimlarini oshkor ravishda
topishda keng qo'llaniladi.

20—8. Bir jinsli bo’lmagan issiqglik targalish tenglamasi
uchun Koshi masalasi

Endit 0 de. bir jinsli bo Inieig<m issicjlilc tctrcjcilisIT. tcnglcinifisi
W = a2uxx + f(x,t),

uchun Koshi masalasining yechimini topaylik.
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(1)—€2) Koshi masalasining yechimini u(x, t) = U\(x,t)+U2(x,t)
yig’indi ko’rinishida izlaymiz, bu yerda U\(x,t) funksiya bir jinsli
issiglik targalish tenglamasining (2) boshiang’ich shartni ganoatlan-
tiruvchi yechimi, u2(x, t) esa (1) tenglamaning bir jinsli boshlang’ich
shartni ganoatlantiruvchi yechimi.

Yuqorida bir jinsli tenglamaning (2) boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimini (12) formula orqgali topgan edik.

Endi ni(x,t) yechimning integral ifodasini topamiz. Agar f(x, t)
funksiya t > 0, —00 < x < +oc da uzluksiz va chegaralangan boisa,
u holda

WE ok

funksiya t > r da vt = a2vxx tenglamani vat = r da esa v(x,t,t) =
f(x,t) tenglikni ganoatlantiradi.
Ushbu

t
u(x,t) = \] v(x,t,T)dT, (21)
0
funksiyani garaylik. Bu funksiya uchun quyidagi tenghklarning
t

u(x, 0) = 0, ut(x, t) = v(x,t,t) + \] vi(x,t,T)dT

t
—\] vxx{X, t,rydr

o’rinli ekanligiga ishonch hosil gilish giyin emas. Bu tengliklardan (21)
funksiya (1)-(2) masalaning yechimi ekanligi kelib chigadi.

Demak, v(x,t,r) funksiyaning ifodasini (21) tenglikka qo’yib,
bir jinsli boimagan issiglik targalish tenglamasi uchun bir jinsli Koshi
masalasining

t+ee 2

«<*Fe*x)_j A f [ * (22)
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yechimiga ega bo’iamiz.
Endi yuqorida topilgan (12) va (22) formulalarni qo’shib, issiglik
targalish tenglamasi uchun (1)-(2) Koshi masalasining yechimi

n{xn)= o }
i +OO ( >2)
+f Low .U )T n r (iI'rRI1Ir (23>

hosil gilamiz.

3—TEOREMA. Agar <p(x) funksiya (~o00,+00) oraligda, f(x,t)
funksiyat > 0, -oo < x < +00 sohada uzluksiz va chegaralangan
bo’lsa. u holda (1)-(2) Koshi masalasining yechimi mavjud va yagona
bo’lib. bu yechim (23) formula bilan aniglanadi.

Bu yerda f{x,t) G C2(t > 0) va uning birinchi va ikkinchi
tartibli barcha hosilalari t > 0 da chegaralangan funksiyalar.

1-NATIJA. Issiglik targalish tenglamasi uchun go‘’yilgan Koshi
masalasining u(x,t) yechimi Q sohada cheksiz differensiallanuvchi,
ya’ni u(x,t) G C°°(Q) bo’ladi.

2-1Z0X. Yuqoridagi natijaga ko’ra garalayotgan Koshi masala-
sining u(x, t) yechimini t > 0 bo’lganda x va t o’zgaruvchilar bo’yicha
differensiallash berilgan tp(x) funksiyaning silligligiga bog’liq emas.

Issiglik targalish tenglamasi yechimining silligligi tor tebranish
tenglamasi yechimidan tubdan farq qgiladi. Qaralayotgan sohada tor
tebranish tenglamasi yechimining silligligi berilgan funksiyalarning
silligligiga bog’lig bo’ladi.

3-1Z0X. (2) formuladan ko’rinadiki, issiqlik sterjen bo’ylab biror
tezlik bilan emas, balki oniy tarqaladi. Hagigatdan ham, faraz qgilaylik.
boshlang’ich harorat (a,f3) integralda -fix) > 0 va undan tashgarida
<p(x) = 0 bo’lsin. U holda u(x,t) temperaturaning keyingi tarqalishi
uchun

"<ty = A /(I v({,exp{ 'w b
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formulaga ega bo’lamiz.

Bu formuladan yetarlicha kichik t > 0 va yetarlicha katta
X uchun u(x,t) musbat ekanligini ko’rish giyin emas. Bundan
ko’rinadiki, sterjenda issiglik cheksiz tezlik bilan, ya’ni oniy tezlik
bilan tarqaladi. Tabiivki, bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, (1)
tenglama sterjenda issiglik targalish masalasi to’liq ifodalamas ekan.
Bu issiglik targalish tenglamasini keltirib chigarishdagi ayrim fizikaviy
noaniqgliklar bilan bog’lig.

Yechimning berilganlarga uzluksiz bog’liqligi.

Issiglik targalish tenglamasi uchun Koshi masalasining yechimi
berilganlarga uzluksiz bog’lig bo’ladi. Faraz gilaylik, u(x,t) funksiya
(1) tenglamaning (2) boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi,
uf£(x,t) funksiya esa (1) tenglamaning

ue(x, 0) = gE(x), (22)

shartni ganoatlantiruvchi yechimi bo’lsin.
Agar ixityoriy x £ (—oo0, +00) bo’lganda |y2(rr) —(pe{x)\ < £
bo’lsa, u holda barcha x vat > 0 uchun |u(x, t) - uE(x, £)] < e bo’ladi.
Hagagatdan ham, (1) tenglamaning (2) va (22) boshlang’ich
shartlarni qganoatlantiruvchi u(x,t) va ue(x,t) yechimlari mos
ravishda (12) formula bilan aniglanadi. Ularning ayirinasi

— 00

bo’ladi. Bu ayirmani baholaymiz, natijada
u(x, t) - ue(x, t)| <

—£
yoki z = *—=_almashtirish yordamida
2a\fi
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kelib chiqgadi.

Demak, issiglik targalish tenglamasi uchun Koshi masalasining
yechimi boshlang’ich funksiyaga uzluksiz boglig ekan.

Fundamental yechimning xossalari.

Mam’lumki, yuqorida Kkeltirilgan (x,t;£,r) argumentlarga
bog’liq bo’lgan

EMi'T=2,VA -rjexP{ ~W ~}

funksiya issiglik targalish tenglamasining fundamental yechimi
deyiladi.

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:

1°. E(x, t\£,r) funksiya (x, t) o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli
issiglik targalish tenglamasini ganoatlantiradi.

2°. £°(x,(;E,r) funksiya (£,r/) o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli
issiglik targalish tenglamasiga qo’shma bo’lgan

Et + a?Exx —0

tenglamani ganoatlantiradi.

3°. Agar x ¢ £ boisa, u holda lim E[x, t\£,r) = 0 tenglik
o’rinli boiadi.

4°.  Agar <p(x) funksiya Vx 6 [0,/] bo’lganda uzluksiz, ya’ni
ip(x) £ C{0,1] boisa, u holda £ (x,i;£,r) fundamental yechim uchun
ushbu

1 N </50), agar x = 0 b,
limJ E(x,t]£,T)ip(£)dE = <p(x), agar x £ (0,2 b, (24)
27(0. agar x = 1b,

tenglik o’rinli boiadi.

Issiglik targalish tenglamasi uchun fundamental yechimning 1°
va 2° xossa.larining bajarilishiga bevosita tekshirib ishonch hosil gilish
mumkin.

Biz bu yerda 3° va 4° xossalarini isbotlaymiz.
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3°. Ma’lumki, E(x, f;r) funksiyar —t da anigmaslikka ega.
Shuning uchun bu funksiyani ushbu

E{x,t-,£,T) =
formal ko’rinishda ifodalab olamiz. Bu yerda
neE) = -——-—— ,  B(t) —exp|] X ~
| 4n
Lopital goidasiga asosan

lim£ (*,«,t)= lim4ifl =

G -r f (x-021] n
=7 rb (~"™~ X "5r(C~)ro
kelib chigadi.
4. Bu xossani isbotlash uchun (24) formulaning chap tomonida
X-£ .
z, yani E—x —2az\/lt —T
2a\Jt —T

almashtirish bajaramiz. U holda

x —I
£=0daz = —-- [ £=1ldaesar —
2ay/t - r”’ 2a\Jt - r

tengliklar o’rinli bo’ladi. Bu tengliklarga asosan (24) formula

X
I 2aVt- T
\] E{x,0\£, T)<p(£)dE = -j= \] e~z2<p(x - 2az\Jt- r)dz,
x —I
2an/t - T

(25)
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ko’rinishga keladi. Ushbu

4-00 0 +00

—00 —00 0

ayniyatlarni inobatga olib, (25) formulada T —*t limitga o’tamiz va

X

i f{0), agar x = 0 bo’lsa,
fix), agar x G(0,/) bo’lsa,

—<p(l), agar x = 1 bo’lsa,

tengliklarga ega bo’iamiz.

Fundamental yechimning 4° xossasidan quyidagi natija kelib
chigadi:

2-NATIJA. Agar (24) formulada <p(x) = 1 bo’lsa, u holda

tengliklar o’rinli bo’ladi.

Fundamental yechimning fizikaviy xossasi.

Sterjenning biror xq nuqtasi atrofidan kichik segmentini ajratib
olaylik, ya’ni (xo —e, Xo + z), bu yerda e > 0. Faraz qilaylik,
ip{x) boshlang’ich harorat shu segmentda o’zgarmas ug > 0 va bu
segmentdan tashqgarida nolga teng bo’lsin.

Buni fizikaviy tasawur qilish giyin emas, boshlang’ich vaqtda
sterjenning (xo —£, xo + €) segmentiga Q = 2ecpuq issiglik miqgdori
berilgan, bunda c sterjenning issiqlik sigimi, p sterjenning zichligi,
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sterjenning (xo —e, xq + €) qismida, harorat ko’tarilib w ga teng
boiadi. Vaqtning keyingi momentlarida sterjendagi issiglik targalishi
(12) formula bilan aniglanadi, biz garayotgan holda u quyidagicha

xa+f (X - £)2

1 e
. UE(x,t) = J  UWoe 4a2t df =
xo—f
x0+c  (x —£)2

-M T
2acp\/TH 2s J[ ¢ v

Xo —£
ifodalanadi.

Agar e ni nolga yaqin qilib kichiklashtirsak, unda sterjenning
juda kichik gismiga Q issiglik migdori tagsimlandi, deb hisoblashimiz
mumkin. U holda t = 0 vaqtda sterjenning x = X0 nuqtasida
joylashgan kuchlanishi Q boigan oniy issiqlik manbaiga ega boiamiz.
Bunday oniy issiqlik manbai ta’sirida sterjenda issiqlik tagsimoti
quyidagi

xo+z (X —£)2
ligue(@i) = s g o3 4 € 4820 1> ()

formula bilan aniglanadi.
O’rta giymat hagidagi teoremaga ko’ra

x°+e (4 - 02
— e 4a2t dt —e 4a2*
£0-£
tenglikni olamiz. Bu yerda Xo —e < fo < + £, agar e -> 0 bo isa,
xo  £o boiadi. U holda (23) formula

(do - Co)2
bL —i—e_ 4a2f
cp 2a\/Thn

ko’rinishga keladi.
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Shunday qilib, (13) fundamental yechim sterjenning x —£ nug-
tasidagi t = 0 boshlang’ich vaqtda joylashgan kuchlanishi Q — cp
ga teng bo’lgan oniy issiglik manbaining tagsimotini bildiradi. Issig-
lik targalish tenglamasining (13) formula bilan aniglangan G(x,t\")
fundamental yechimining

(x-C)2

E{X,t'0 = 2 ™ te 4in4y

grafigini fiksirlangan £ uchun x ning funksiyasi sifatida aloda t vaqt-
ning 0 < t\ < t2 < ti < ... momentlarida quyidagi chizmada
keltirilgan.

Har bir egri chiziq ostidagi yuza birga teng, ya’ni
+OC. (x —£)2 +00
‘e da2t & = ~ fezdz—1
2a\fHi V* ]

Bu sterjendagi Q —cp issiglik migdori vaqt o’tishi bilan o°zgar-
mas ekanligini bildiradi. 18-shakldan ko’rinadiki, agar t > 0yetarlicha
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kichik son bo’lsa, u holda (13) egri chiziglar bilan chegaralangan
deyarli barcha yuzalar abssissalar o’qida (xq —e, xq + e) oraligning
ustida joylashgan bo’ladi. Bu yuzaning giymatini cp ga ko’paytmasi
boshlang’ich vaqtdagi issiglik miqdoriga teng. Shunday qilib, t > 0
yetarlicha kichik bo’lganda, deyarli barcha issiglik x = £ nuqtaning
kichik atrofida uyushgan bo’lar ekan. Demak, t — 0 vaqtda barcha
issiglik migdori x ~ £ nuqtaga joylashgan bo’ladi, ya’ni biz oniy
issiglik manbaiga ega bo’lamiz.

Endi yuqoridagi mulohazalarga asosan (12) yechimning fizik
ma’nosini keltirish giyin emas. Hagigatdan ham, sterjenning x —
£ kesimiga boshlang’ich vaqtda tp(£) harorat berish uchun shu
nuqtaning yetarlicha kichik yuzasiga dQ = cfxp(£)d(l teng bo’lgan
issiglik miqdori tagsimlashimiz zarur yoki sterjenning £ nugqtasiga
kuchlanishi dQ bo'lgan oniy issiglik manbaini joylashtirish zarur. Shu
oniy issiglik manbai ta’sirida issiglikning tagsimlanishi (13) formulaga
ko’ra

(x-Q2

Yte 4aH

bo’ladi. Boshlang’ich </A£) harorat ta’sirida sterjenning barcha nug-
talaridagi harorat shu vuzalarning yig’indisidan iborat bo’ladi, ya’ni
(12) formula kelib chigadi.

1—-MASALA. Ushbu

ut = uxx, —00 < X < +00, t> 0,
tenglamaning
u(x, 0) = sinx, —00 < X < +00

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi regulyar yechimini toping.
YECHISH. Masala yecliimini (12) formula yordamida topamiz.
Bu yerda a = 1, ™p[x) = sinx bo’lgani uchun (12) formulaga ko’ra
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hosil bo’ladi. Ushbu
x —£ = 294its, = —2s/lds

almashtirish yordamida (24) integral
+°0 /

sinx cos2\/fs —cos x sin 2\[is ds

ko’rinishga keladi.

-foe +00
\] e*2cos 2bsds = y/ne~b4, J e3*sin 2bsds = 0
-00 -00

tengliklarga asosan oxirgi ifodadan 1-masalaning yechimi
u(x,t) = e~fsinx

kelib chigadi.
2-masala. Ushbu bir jinsli bo’Imagan

ut = z‘ruxx+ erinx, —00 < X < 400, t> O;

tenglamaning
2 -
mu(x,0) = e~x sinx, —00 < X < +00,

shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
Y echish. (21) formulaga

a= f{x,t) = edsinx, y?(x) = e~x2sinx

funksiyalarni qo‘yib,

(25)
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t +00 (

fy f Sz e e

tenglikni olamiz.
Endi I\ va 12 integrallarni hisoblaymiz.
Birinchi I\ integral

t L X ds
t+1° v L t+1
almashtirish natijasida
+00
t
exp< sm -s +
n y7iriJI 100t t41

ko’rinishga keladi. Bundan

X2 1 . X

) sint+r J ¢
+00 * —on

-fcose . e sm -sds
t+i J" t+ 1
bo’ladi.

Bundan (25) tengliklarga ko’ra

4x2 + 1

- sm exp<
N T\t 1 P ¥+1)

ifodaga ega boiamiz.
Ikkinchi 12 integral esa,

X
t-f-1

205

(26)

ds
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ga teng.
I\ va /2 integrallarning giymatlarini (26) formulaga qo’ysak,
2-masalaning yechimi

u(x, t)n: sin xsht 4— L 'sir)1( _____ _eXBIf 4x2+ 1]
Jt + T t+ 1 4« + 1)
hosil bo’ladi.
3—MASALA. Quyidagi
«(*.*) = ok AKY (X A
funksiya
Y I
ruXiXi -ut= 0, (28)
t=i
tenglamaning
u(x, 0) = r(x), —00 < X < +00, 29)

shartni ganoatlantiruvchi yechimi ekanligini isbotlang.
n g2
Bu yerda x = (£1,32,me+,xn), O e " —{ - Laplas opera-
i=i ox
tori, T(X) = t(x1,X2,*m, xn) cheksiz differensiallanuvchi funksiya;
Faraz gilaylik, (27) va uning hosilalaridan tuzilgan qatorlar tekis
yaqinlashuvchi bo’lsin.
ISBOT. (27) qatorni xi,x2,...,xn o’zgaruvchilari bo’yicha
ikki marta, t bo’yicha bir marta dilferensiallashdan hosil bo’lgan
gatorlarning tekis yaqinlashuvchi ekanligidan u{x,t) yig’indi uchun

n 00 fk n a2t /,\ oo fk
i=1 fc=0 i=1 1 k=0
0w n-1 00 fk

=£, (inj! “e= E Vi Al4r<l)
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bo'ladi. Demak, (27) funksiya berilgan (28) tenglamani
ganoatlantiradi.
(27) funksiyadan (29) shart bevosit.a kelib chigadi, ya’ni

oo fk
u(x,t) = t(x) + AKT(X),
k=1 '

bundan t —0 da limitga o’tsak,

tl[%u(x, t) = u(x, 0) = t(x)

ekanligi kelib chigadi.
Demak, (28) tenglamaning (29) boshlang’ich shartni ganoat-
lantiruvchi yechimi (27) formula orqgali ifodalandi.

21—8. Birinchi chegaraviy masala yechimining
integral ifodasi

Bu paragrafda issiglik targalishi tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalani garaymiz. xOt tekisligida uchlari J1(0,0), B(l,0),
E(l,T) va F(G,T) nuqtalarda bo’lgan ABEF to’g’ri to’rtburchakni
Q deb belgilaymiz.

Berilgan chekli Q = {(x,t) :0< x < 1I,0< t< T} sohada

du 2d2u
Lusm -aa72 =nz't)’ 1)
tenglamaning
ujt=0 = V>(x), 0<x< 1 (2
boshlang’ich va
u\x=0 = Mi(*), u\x=t = ni(t), 0<t<T, 3)

chegaraviy shartlarni ganoatlantiradigan u(x, t) yechimini toping.
Bu yerda f(x,t), g(x), Mi(0 va M(t) - berilgan funksiyalar
bo’lib, bu funksiyalar uchun quyidagi

A0) = Mi(0), V20 = Mr(0)
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tengliklar o’rinli.

Bu masala yechimining yagonaligi oldingi paragrafda ekstre-
mum prinsipi yordamida isbotlangan, echimning mavjudligi esa
o’zgaruvchilarni ajratish, Fur’e usuli bilan ko’rsatilgan.

Biz bu paragrafda (I)-(3) masala yechimining mavjudligini
Grin funksiyasi yordamida isbotlashga harakat gilamiz va yechimning
integral ifodasini keltirib chigaramiz.

Issiglik targalish tenglamasi uchun Grin formulasi.
Bu yerda issiqlik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala yechimining integral ifodasini keltirib chigaramiz.

Buning uchun ushbu

Mv = a2vxx + vt, 4

operatorni qaraylik.

Faraz qilaylik, g(x,t), ij>(x,t) - ixtiyoriy  cheksiz
differensiallanuvchi funksiyalar bo’lsin. L va M operatorlar uchun
quyidagi

*LV ~fM f = «2|

ifoda o’rinli, bu ifodani QT soha, boyicha boiaklab integrallaymiz.
Natijada Grin formulasiga asosan

- 9(. di -
JJ ipl<p —ipMil) dxdt = J  pipdx 4-a t/ipgl;?———(pﬂpldt , (5

ox 1
Qt dQT

formulaga ega boiamiz. Bu yerda QT= {(x.t) :0< x < 1,0< t<t}
to’g’ri to’rtburchakli soha, dQ Tesa Q Tsohaning chegarasi, ya’nit —0,
X —I,t—Tvax =0.

Agar Lip —f va Mip = 0 bo’lsa, u holda (5) formulani quyida-
gicha

<b+

I I i>Lip dxdt = ipip dt+
QT AB 1° BE
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+j V*\ odx+ f | dt, (6)
EF T FA
yoki
ipipp dx = fipip dx + f a2'ah™ _ 3L\ gi—

N = X ~

l [ t=0 GV dx dx) x-
- J alrP dt + ipLipdxdt, (6)

AF

yozib olish mumkin.

Faraz gilaylik, <p(x,t) = u(x,t) funksiya (1) tenglamaning biror
yechimi, ya’ni Lu = f{x, t); ip(x, t) —E{x, t; f,r) esaissiqlik targalish
tenglamasining fundamental yechimi, ya’ni

(x- £)2

g(x,1;{,T)= e M (t-T) (M

2a7'K{t - t)

bo’lsin.

Ma’lumki, £'(x, f;£,r) funksiya x. i o’zgaruvchilar bo’yicha
LE = 0 tenglamani, £, r o’zgaruvchilar boyicha esa ME = 0
tenglamani ganoatlantiradi.

Faraz qilaylik, M(x,t) garalayotgan QT sohadan olingan
fiksirlangan nuqta, Mi esa koordinatalari x,t + h,h > 0 bo’lgan nuqta
bo’lsin. M nuqta orqali EF xarakteristika o’tkazamiz, (6) formulada

x ni £ gatniesar deb almashtiramiz. U holda (6) formulani ABEF
soha bo'yicha

<p(E,r) = u(£,t), r) —E(x,t + /r;£,71),
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funksiyalarga qo’llaymiz. Natijada

f 1 [ (r-02

u(Z,t)dg =
J 2avrh XPI

= \] u(€, 0)E(x, t—f— h£, 0)dE, + \] a2("E-9\u & dr-

dr + // E(x, t4—h;£,t)Lu dedr,
AF x=0 Qr

ifodaga ega bo’lamiz.
dE
FABE sohada E(x,t + h;£,r) va -w- funksiyalarning h ga

nisbatan uzluksiz ekanligidan hainda ushbu

lim f—— exp< - (x-£)2 ul, tydt; = u(x,t)
h-+0 J 2aYirh 4a?h
EF

tenglikka asosan, oxirgi formulada h —0 bo’lganda limitga o’tamiz.
Agar (x,t) nugta EF kesmada yotsa, u holda quyidagi

u(x>*): J 0)E(x,t-,£,0)dZ + qE dr
7 “2(£1 K x
AB BE

Ia du dE dr+ E(x,t-,S,T)f(£T)d£dT, )

R Eircuw 1=0 o
asosiy integral ifodaga ega bo’lamiz.

Bu formula issiglik targalish tenglamasi uchun boshlang’ich-
ehegaraviy masala yechimini bermaydi, chunki sohaning AF va BE
chegarasida n funksiyani emas, balki ni ham bilish kerak.

Faraz qgilaylik, v funksiya qo’shma Mv = 0 tenglamaning EF
da nolga teng bo’lgan biror yechimi va n funksiya bir jinsli issiglik
targalish tenglamasi Lu = 0 ning yechimi bo’lsin.
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Yuqorida olingan (6) formulani FABE sohada n va v
funksiyalarga qoilaymiz. U holda
du dv
= £ t dr—
0= J uce.0pv(t.0yag+ J A Vodtoud |
AB

du dv

: dr, 9)
_/J vdz~udl, xo
F

formulani olamiz.
Endi (8) formuladan (9) formulani ayiramiz, natijada

f f du dG\
uM) = J u&0)G(x,t,Z,0)dt+ J ~ dr-
=1
AB BE X
du dG dr+\]\]G(x,t;Z,T)f(E,T)dEdT, (10)
~E ~Ud( =0
AF Qt

ifodaga ega boiamiz. Bu yerda
G{x,t\Z,r) = E(X,t;£,r) - v(x,t;$,r). n

Agar garalayotgan sohaning FA va BE chegarasida v = 0 deb
taulasak, u holda u(x,t) funksiya uchun quyidagi

_ f : 4G
i(x,t)= Tu(£,06(x,;2,0)d - a2 | w10 dr+

c=1

AB BE

+a~ \] u(0, T)LL, dr + J\] G(x,t-,£, r) f(£, T)dEdT,
AF

integral ifodaga kelamiz. Oxirgi tenglikdan (2)-(3) shartlarga asosan
itshbu

i) = J <p@)60aN0)de - a2 J 7 |D|-|-||4_Od“
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t t i
-2J KILWW dI+) Jeesieryiene 7 @
0 o0

formulaga ega bo’lamiz. Bu funksiya (1) issiqlik tarqalish tenglamasi
uchun birinchi boshlang/ich-chegaraviy masalaning yechimini beradi.

Shunday qilib, issiglik targalish tenglama uchun birinchi
chegaraviy masala echimining integral ifodasida asosiy qiyinchilik
V(E,T) = v(x,t]£,r) funksiyani aniglash hisoblanadi.

Bu funksiya quyidagi shartlar asosida aniglanadi:

1. v(x,£;f,r) funksiya Q sohada aniglangan uzluksiz hamda
vX(x, i;£,r) hosila Q mavjud va uzluksiz bo’lib, x = 0 va x = Ida
integrallanuvchi;

2. v(x,t",i,r) funksiya r < t uchun issitargalish tenglamasiga
go’shma bo'lgan Mv = 0 tenglamani ganoatlantiradi;

3. v(x,£;£,t) funksiya Q sohaning chegarasida x —0 va x = |
da a(x,t;£,r) ga teng, ya'ni

wU=0 = vix=i = E(l,t;Z,r)

shartlarni ganoatlantiradi;

4. Agar £/ x 6 (0,/) bo’lsa, u holda }iinxv(x, t; £, r) = 0 tenglik
o’rinli bo’ladi.

Bu shartlarga kora, v —v(x, t: £, r) funksiya x, t parametrlarga
bog’lig bo’lib, u go’shma Mv = 0 tenglama uchun (I)-(3) masalaga
o’xshash chegaraviy masalaning yechimi kabi aniglanadi.

Demak, ikki juft o’zgaruvchiga. bog’liq bo’lgan (11) ko’rinish-
dagi G(x, r) funksiya issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi
chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, issiqlik targalish tenglamasining ixtiyoriy
yechimi Grin funksiyasi yordamida (12) formula bilan aniglanadi.

To’g’ri to’rtburchakda (1)-(3) masalaning Grin funksiyasi
uchun quyidagi

+OC -
G(x, f;£,r)= ~ E(x,t,£ + 2n1,T) —E(x, t; —£ + 2nl,r) , (13)
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gatorni qarayiniz.

Bugator0 < x < I, 0<(<(vaO<a<f - T< A sohada
absolyut va tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

Hagigatdan ham, n = £1, +2, +3,... uchun

|+ £- 2nl —x| > 2InZ| - |£ £- x\ > 2\nl\ - 2,

u holda n = 0 dan boshqga hollarda fundamental yechim uchun

tengsizlik o’rinli.
Demak, (13) gatorning har bir hadi n = 0 dan boshqga hollarda

yaginlashuvchi sonli qatorning hadlari bilan chegaralangan.
Bundan esa (13) gatorning qaralayotgan sohada absolyut va
tekis yaqginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

O’rganilayotgan masalaning Grin funksiyasi

é (x - £—2nl)2 (x+£- 2n)2
exp —exp
4a2(t —) i [ A

ko’rinishga ega bo’ladi va buni quyidagi

(15)

ko’rinishda yozib olish mumkin.
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-f@
Bu yerda * belgi yig’indini n noldan boshga butun
M—-e0

giymatlari bo’yicha olinganligini bildiradi.
Bundan (11) tenglikka asosan (I)-(3) masala uchun
+OO
v(x,t-~r)= E(x,t-,-£ + 2nl,T)-
n=—aD
+CCr
— E(x, t\E+ 2nl,r) + E(x, f;£ —2nl, 1)
711
bo’lar ekan.
Endi issiqlik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala Grin funksiyasining asosiy xossalarini keltiramiz:
1°. G(x, ££,r) funksiya x,t o’zgaruvchilar bo’yicha bir jinsli

Gt —a2Gxx

issiglik targalish tenglamasini ganoatlantiradi.

2°. G(x,t-,£,r) funksiya £, r o’zgaruvchilar bo’yicha qo’shrna,
ya’ni

GT+ u2GMe =0

tenglamani ganoatlantiradi.

Grin funksiyasining 1° va 2° xossalarini bevosita hisoblashlar
yordamida ko’rsatish mumkin.

3°. G(x, funksiya uchun quyidagi

G(x, t;0,r) = 0, G(x,t-:1,r) —0

chegaraviy shartlarni o’rinli.
Tengliklarning birinchisi G(x,£;£,r) Grin funksiyasining (14)
ko’rinishidan bevosta kelib chigadi, ikkinchisi esa
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tenglikka asosan o’rinli bo’ladi.
4°. Agar £ ¢ x € (f), 2 boisa, u holda
lim G(x,t;£,r) =0
T—¢

tenglik o’rinli boiadi.
Grin funksiyasida quyidagi t -T = e

C X + £ —2nl\ 2 > 0
2a = hi , 2a J
belgilashlarni kiritamiz. U holda
lim G (x, ry = limG(x,t;£,t-e) =
t—=T

= J_ g (umiM-lim~M}
uvrT Ive—’i)e lle E+0e 20 |
boiadi. Bundan Loptial teoremasiga ko’ra

tll_TTG(X, t) = A:TOG(X, tE,t- e) =

= .L= {lim A iy Ve
= ke 9a UM o ean T onp enose

ekanligi kelib chigadi.

Endi issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy
masala yechimini beruvchi (12) formula (1) tenglamani, (2)
boshlang’ich va (3) chegaraviy shartlarni ganoatlantirishini ko’rsatay-
lik. Buning uchun quyidagi teorema o’rinli:

Teorema. Agar <p(x) e C[0, 1], ni(t), /xr(t) 6 C[0.T\ va
f(x,t) e C(Q) boisa, u holda (12) formula bilan aniglangan u(x,t)
funksiya (1)-(3) masalaning yechimi boiadi.

ISBOT. (12) formulani quyidagi ko’rinishda

4

u(x, t) = w (x,t),
t=i
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yozib olamiz va har bir go’shiluvchini alohida-alohida o’rganamiz. Bu
yerda
i
ux(x,t) = \] ip(£)G(x,t;Z,0)d4\
0

UZ?X, 0 = ag J( /x||(t}(_j_9__{__)§£;9_’.r.).-<zr;

1
VI3(X,.D_£J A/ NiG(XI:Ult?_U) ,
o ,

t i
va iy = £/ dtt.
0o0

1°. Dastlab u\{x,t) funksiyani garaymiz. Grin funksiyasining 1(
xossasiga asosan V(x,t) 6 Q UEF uchun

Wt a Uixx - \] <p{Q[Gt ~ g27ix] —O0

bo’ladi.

Grin funksiyasining (13) ko’rinishini e’'tiborga olib. u\(x,t)
funksiyani ushbu

i
Ui(x,t) :\] </5(E)E(x,t,£,0)dE+

» 0 +C y
+ 1 <K)| 'EOM;f + 2nf,0) - £(x,t;-£ +27i,0)

~n=-—00 1\ !

ko'rinishda yozib olamiz. Bundan fundamental yechimning 3° va 4°
xossalariga asosan Vx 6 (0, /) uchun
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tenglik kelib chigadi.
Agar t > 0 deb, £(x,£;£,r) va G(x, t;£, r) funksiyalarning (7)
a (13) ko'rinishlarini e’'tiborga olib, u\(x,t) funksiyani quyidagicha

i +00 T | |
ui(x,t) = 7(p(€) N2 \E{x* + 2nl,0) - E(x.t; + 2nl,0) dE
0 n=-co

yozib olamiz. Oxirgi tenglikdan

Jmyux =0

ekanligi kelib chigadi.
Xuddi shu kabi

Xln(_o iti(x, t) —0

bo’lishini ko’rsatish giyin emas. Chunki x = 1 da butun n ning
-00 dan +oo gacha o'zgarganida (13) ketma-ketlikning birinchi
go’shiluvchisi | +2n va ikkinchi go’shiluvchisi -1+2n toq sonlar, ya'ni
., —3,-2,—,+1, +2,+3,... kabi o'zgaradi. Bundan esa yugoridagi
gatorning mos qo’shiluvchilari o'zaro gisqaradi.
2°. Endi W (x-t) funksiyani qaraylik. Agar (x,£) G Q UEF
bo'lsa, (x,t) ¢ (0,r) bo’ladi. U hoda Grin funksiyasining 1° va 4°
xossalariga ko'ra

Wt ~ a2Upox —- i, Hi (€)GAx,t:0,1)+

+ Gt(x, t; ,0) - a2Gxx(x, t;£,0) dr —0
0
tenglik o’rinli bo’ladi. Demak, uo(x,t) funksiya issiqlik targalish
tenglamasini gqanoatlantirar ekan.
Grin funksiyasining tuzilishiga asosan, ushbu

= /N ", 2N =
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4ay/Tr‘] MI (I) (t - r)3/2€xp 4a2(t —) ar+

[ r +° X —2aZ (x —2rt/)2 dr

ex . 16
+w ,? é <> (t- 73/2 P 4a2(i - r) (16)

tenglik o’rinli. U holda, agar t > 0 boisa,
t

. . 1 I -/
Xh_r}nmu2{x,t) = lim -—1=_ gur) —

ex dr-
x—>t04a r% t 3 P

432(£ —)

-foe

n42

Tr exp a2(t- 1)

2aw/Tr, M (t-r)3R
0

boiadi. Bu yerda ikkinchi go’shiluvchi nolga teng. Birinchi integralda

X F =t X2
a 2a\/1—T1’ 4a32a2
almashtirish bajaramiz va
lim n->(x,t) = lim
X— (X ) X-»+0 N7 / *1

tenglikni olamiz. Oxirgi ifodada £musbat boigani uchun

00

. A . 2 . o2 _ .
Jim iWx, § —o7=Mi(0 e a da = Mi(0

bo’ladi.
(16) tenglikka asosan
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kelib chigadi.
Agar x 6 (0,1) bo’lsa. Loptial qoidasiga ko'ra Vr < tvan =
0, +1, £2,... uchun

x —2nl (x —2nl)2
(t-r)3R 4a2(t - t)

< +00
tenglsizlik o’rinli. r —t da esa bu ifoda nolga intiladi. U holda (16)
formulada t —+0 da limitga o’tamiz, natijada
t_I|>rTJlouo(x, t) —0

tenglikka ega bo’lamiz.
3°. Xuddi yuqoridagi kabi

n3(x,t) —-azj M{r)GNx,t-1,T)dT
(0]

funksiya issiglik targalish tenglamasini ganoatlantirishini hamda bu
funksiya uchun quyidagi

\im™U3 (x,t) =0. Vx 6 (0,/);
lim us(x,t) —0, VEG(0,T];

i”—’c?-o n3(x,<) = M2(0> Vie (0,T]

tengliklarning o’rinli ekanligini ko’rsatish mumkin.
4°. Endi Ui(x,t) funksiyani garaymiz: ixtiyoriy (x, £f £ QH.RF
bo’lsin. U holda

Ut —gmx = lim J H{Z,0)G(x tiE, )dE+
t

+j drj /(£,r) (Gt~a2Gxxjdt
0 0
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bo’ladi. Grin funksiyasining xossasiga asosan yuqoridagi ifodaning
ikkinchi go’shiluvchisi nolga teng va natijada

udt - a2ruxx = lim \] /(E, 1)G(x, . t)dE
0

ega bo’lamiz. (14) formulani e'tiborga olib,

1
udt - a2uixx —Iimj /(E,DE(X, t; £ t)dE+

- 400 |
/ 'E{x, t;E+ 2nl,t) - E{x,t; —£+ 2nl, t) dE-
ifodani olamiz. Bu ifodadan E(x,t',£,r) funksiyaning 3° va 4°
xossalariga ko'ra V(x,t) GQ NMEF bo’lganda
vt N udxx —/ (X, £

kelib chigadi.
Endi t > 0 bo’lsin. U holda (7) va (14) formulalarga asosan

t |
i\ 4%0=J ord M.
o] 0
-EJ E@,t £+ 2nl,t) —E(0,t; —£+ 2nl, 1)

tenglik o’rinli bo’ladi. Xuddi shu kabi t > 0 da

lim uva(x,t) =0
X->Z-0

ekanligini ko'rsatish mumkin.
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Ma’lumki, Vx £ (0J) vawt € (0,T) da
[
[ f{f,,nNG(X,,E,T)AE

funksiya uzluksiz ekanligidan
t i
lim W(x,t) — lim [ dr ( f(E,T)G(Xt\E,T)dE = 0
<40 t~*+0lJ J
0 0

bo’ladi.

Yuisbotlanganlarni va !/200) —fii(0), p(l) = Mr(0) tengliklarni
inobatga olsak, (12) formula bilan aniglangan u(x,t) funksiya (1)
issiglik targalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalaning
barcha shartlarini ganoatlantirishi kelib chigadi.

Shu bilan teorema isbotlandi.

Izon. Issiglik targalish tenglamasi uchun har xil sohalarda
ikkinchi, uchinchi boshlang’ich-chegaraviy masalalar hamda turli
noklassik masalalarning qo'yilishi va ularning yechish usullari [22]
o'quv go’llanmada batafsil bayon gilingan.
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Nazorat uchun savollar

1. Qanday fizikaviy masalalar parabolik tipdagi tenglamalar
orgali ifodalanadi?

2. Issiglik tarqalish tenglamasida w, va uxx hosilalar ganday fizik
ma’noga ega?

3. Parabolik tenglama uchun asosiy chegaraviy masalalar
ganday qo'yiladi?

4. Birinchi chegaraviy masalaning korrektligi hagida nima
deyish mumkin?

5. Parabolik tipdagi tenglama uchun Koshi masalasi ganday
go'yiladi?

6. Koshi masalasi yechimining mavjudligi ganday isbotlanadi va
yechimning ko'rinishi ganday ifodalanadi?

7. lIssiglik targalish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimining yagonaligi ganday isbotlanadi?

8. Koshi masalasi uchun ekstremum prinsipi ganday
goilaniladi?

9. Qanday usullarda. Koshi masalasi yechimining mavjudligi
isbotlanadi?

10. Issiklik tarkalish tenglamasi uchun Koshi masalasi
yechimining mavjudligini isbotlashda Fur’e usuli ganday qoilanildi?

11. Issiglik tarqalish tenglamasi uchun inaksimum prinsipi
ganday ifodalanadi?

12. Ekstremum prinsipidan ganday xossalar kelib chigadi?

13. Parabolik tipdagi tenglama ecliimining silligligi hagida nima
deyish mumkin?

14. Chegaraviy shartlarning ganday turlari bor?

15. Fundamental echim qganday fizikaviy xossaga ega?

M ustaqil yecliish uchun misol va masalalar

4.1. Yon sirti issiglik o'tkazmaydigan birlik uzunlikdagi ster
berilgan boisin. Agar sterjenning uchlaridagi harorati nolga teng va
uning boshlang'ieb temperaturasi u(x, 0) = r(x) = “ x) boisa, u

holda sterjenda issiglikning u(x,t) targalishini aniglang.
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4.2. Ushbu w, —a2uxx tenglamaning 0 < x < I, t > 0 sohada
quyidagi boshlang'ich u(x, 0) = sin —4—va bir jinsli chegaraviy shart-
larni ganoatlantiruvchi u{x, t) yechimini toping.

4.3. Ushbu ut —a2uxx tenglamaning 0 < x <1,t> 0 sohada

quyidagi
u(x,0) = <p(x)y 0<x<I

boshlang'ich va
u(0,t) = ux(l,t)=0, t>0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.4. Ushbu w = a2uxx tenglamaning 0 < x < I, t > 0 sohada
quyidagi
u(x,0) = Ax, 0<x<lI

boshlang'ich va
u(©,t) = u(l,t) =0, t>0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
4.5 Ushbu ut = a2uxx + f(x) tenglamaning Q< x < Lt >0
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

ux, 0 = A(l —x), 0<x<l
boshlang'ich hamda
ux(0,t) = a, u(l,t)=j3, t>0

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.6 Ushbu ut = a2uxx —Bwu tenglamaning 0 < x < I, t > 0
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

ux,0) = <pfx), 0<x<l
boshlang'ich hamda
ux(0,t) =0, ux{l,t)=0, t> 0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
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4.7. Issiglik targalish tenglamasi uchun qo'yilgan quyidagi Koshi
masalalarini yeching.

1L w—uX> ~00<x<+°° t>0
u(x,0) =sinlx, -00 < x < +oc.

2. 4ut=UuUxX, -00<X<-boo, t>0;
u(x,0) = e2x~*2, -00 < X < +oo0.

2. 4w =uxxi "OO<x < +co, t>0;
u(x, 0) = e2x-x2, -00 <X < +00.

3. w =Ux+sint, —eo <X <+oc, t>0;
it(x, 0) = e‘xz, -00 < x < -foo.

4, ut=uxx+ 312, -00<x<+00, t=>0
u(x, 0) =sinx, —e0 <x < +00.

S U —UW& + Uyy, oo x,y +OC t 0O,
u(x,y,0) =sin”ixsin l-iy, —ec < x,y < +oc.

6. ut=uwx+ Uy, -0C <Xx,y <400, t>0
u(x,y, 0) =sin Zix + cosfay, —e0 <X,y < +00.

4.8. Ushbu ut = a2uXl tenglamaning x > 0, t > 0 sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x,0) = </X, xg'eqO

boshlang'ich hamda
u(0,t) =0, t=>0,

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, t) yechimini toping.
4.9. Ushbu Uf = a2uX ~ hu tenglamaning x > 0, t > 0 sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x, 0) = 'mf(x), xg'eqO
boshlang'ich hamda

ux(0,t) =0, t>0,
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chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.
4.10. Faraz gilaylik, f(x.t) G C2(tg‘er/0) va Vig'eq0 da >
argument bo'yicha garmonik boisin. Agar

t
ut) J fox,rdr
0

boisa, u holda u{x,t) funksiya ushbu
ut =a2flm + f(x,t); ujt=u=0

Koshi masalasining yechimi ekanligini isbotlang.



V BOB
ELLIPTIK TIPDAGI TENGLAMALAR

Elliptik tipdagi tenglamalarga asosan statsionar liolatdagi,
ya’'ni vaqt o'tislii bilan o'zgarmaydigan fizik jarayonlarni o'rganish
masalalari keltiriladi. Eng sodda elliptik tipdagi tenglama sifatida

4 82u

Laplas tenglamasini qgaravmiz. Bu tenglama yechimining asosiy
xossalari erkli o'zgaruvchilar soni n ga bog'lig emas.

Shuning uchun qo'llanmada n — 2 bo'lgan holni garaymiz,
zarur joylaxda n > 2 bo'lganda asosiy ta'rif va tushunchalarning
farqgini tushuntirib o'tamiz.

22-8. Elliptik tenglamalar hagida umumiy ma’lumotlar

Faraz gilaylik, Rn evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralan-
gan sohani D deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

e i ft
Lu - Y2 W Jijy +r(o" - /eme (1)
ij-1 1 2 i=l
chizigli xusu?iy hosilali differensial tenglamani garaylik. Bu yerda
aij(x), bi(x), c(x) tenglamaning koeffitsiyent.lari, f(x) esa uning ozod
hadi deyiladi.
Agar (1) tenglamada f(x) —O0 bo'lsa, u holda berilgan tenglama
bir jinsli. aks holda bir jinsli bo'Imagan tenglam >deyiladi.
D sohadan biror ixtiyoriy xo — (xf'.x"".... X”) nugta
olamiz va bu nuqgtada (1) tenglamaga mos ushbu
Q(A) = Q(Ab A2,..., An)= X ", 1"AA.,. )
i,j=I
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kvadratik forma tuzamiz, A- (i —1.2....... n) hagiqiy o‘zgaruvchilar.

l=sa RIF. Agar (2) kvadratik formaning ishorasi xq ¢ D
nuqtada musbat yoki manfiy aniglangan boisa. u holda (1) tenglama
shu nugtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nugtasida (1) tenglama elliptik boisa,
u holda bu tenglama D sohada elliptik tenglama deyiladi.

2-TA'RIF. Agar noldan fargli boigan bir xil ishorali K\ va k2
haqiqiy sonlar mavjud boiib, barcha x € D nugtalar uchun

7 Tl n
KE /PN\E 4 QAA<EGE AR %)
= ij= t=
tengsizlik bajarilsa, u holda (1) tenglama D sohada tekis elliptik

tenglama deyiladi.

Qaralayotgan tenglamaning tekis elliptikligi oddiy elliptiklik
shartiga garaganda umumiyroq, chunki tekis elliptik boiishidan
garalayotgan tenglamaning elliptik tenglama ekanligi kelib chigadi,
aksinchasi noto'g'ri.

1-MISOL. Ushbu

au=e|*=0 n-2= @

Laplas tenglamasini qaraylik. Bunda ar] = 0, agar i ¢ j boisa va
Uij = 1, agar i = j boisa. U holda (4) tenglamaga mos kvadratik
forma n

Q(Ab A2,...,An) = EA?, (5)
»=l

boiadi. Demak, (4) tenglama butun Rn fazoda elliptik tipga tegish-
li, chunki (5) kvadratik forma A € Rn\{\ = 0} boiganda mus-
bat aniglangan. Laplas tenglamasining Rn fazoda tekis elliptik tipga
tegishli boiishi (3) tengsizlikdan kelib chigadi.
Bunda fd = 1, /d = 1yoki ko— K\ = 1deb tanlab olish kifoya.

2-misol. xOy tekislikdagi biror D ¢ Ry sohada quyidagi
ikkinchi tartibli xususiy hosilali

a(x,y)uxx 2b(x,y)uxy + c{x,y)uyy = f(x,y:u,uXluy) (6)
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differensial tenglamani qaraylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q(Ab A2) — ftAj + 26A1A2 + cA? 0

ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar 5 —b2 - ac < 0, bo'lsa, u holda (7) kvadratik formaning
ishorasi aniglangan bo'ladi va D sohaning 5 < 0 bo‘lgan barcha
nuqtalarida (6) tenglama elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

3—MISOL. Quyidagi

WX

tenglama Trikomi tenglamasi deyiladi. Bu tenglama y > 0 da elliptik
tipga tegishli bo'ladi, chunki 5 = k2 —ac = —y. Lekin garalayotgan
D sohada Trikomi tenglamasi tekis elliptik tenglama bo'Imaydi.

23-8. Garmonik funksiyalar

Rn evklid fazosida biror S sirt bilan chegaralangan soliani D
deb belgilaylik. Bu sohada quyidagi

Laplas tenglamasini garaylik.

Demak bundan kevin n o'lchovli fazoning x nuqtasi deganda
koordinatalari x\,xi___,xn bo'lgan x — (xj,x2,..., xn) nugtani
tushunamiz.

1-Ta'rif. Agar u[x) — u(x\,x2,..., xn) chekli D sohada.barcha
argumentlari bo'yicha ikki marta uzluksiz hosilaga ega bo'lgan va (1)
Laplas tenglamasini ganoatlantirsa, u holda bu funksiya D sohada
garmonik funksiya deyiladi, ya'ni

u(x) e C2(D) va Au(x) =0, VxEeD.
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2 -taTRIF. Agar u(x) funksiya cheksiz D sohaning koordinat
boshidan chekli masofada yotgan har bir x nugtasida garmonik bo'lib,
yetarlicha katta [r] nugtalar uchun

M Xl A |AT=2+ 2)

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda u(x) funksiya cheksiz D sohada
garmonik deyiladi. Bu yerda m fazoning o‘lchovi, C - biror o'zgarmas
SOil. X = vaxx + X\ + ...+ X2,
Ikki o'lchovli cheksiz sohada garmonik bo'lgan funksiya (2)
tengsizlikka asosan cheksizlikda chegaralangan bo'iishi kerak.
l-misor1. Ushbu

i(xi,x2, m x,) ="cyx, +b
t=i
chizigli funksiya ixtiyoriy D C Rn sohada garmonik funksiya bo'ladi,
chunki
du . d~u
T0- = ai va —* =o -
oxi 0Xx

2-misoL. lkki o'lchovli (x.y) tekislikda ushbu
u(xy) = Re(z—jj = x2£)1(-y2' zZ —X + iy,

funksiya (0,0) nugtani o'z ichiga olmagan ixtiyoriy sohada garmonik
bo'ladi.
Hagigatdan ham u(x.y) funksiya yordamida

y
X2 +y2’

funksiyani qurish mumkin. Koshi-Riman shartlariga ko'ra u(x,y)
funksiyaning garmonik ekanligini ko‘rsatish giyin emas.

3—misoL. lkki argumentli u(x,y) = x2 + y2 funksiya
garmonik bo'Imaydi. Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini
ganoatlantirmaydi, ya’ni tekislikning ixtiyoriy nuqtasida

Au(x,y) = A(x2+y2) =40



230 V bob.  Elliptik tipdagi tenglamalar

boiadi.

4-M1soL. Ikki argumentli u(x,y) = x2 —y2 funksiya ixtiyoriy
chekli sohada garmonik boiadi.

Chunki bu funksiya Laplas tenglamasini ganoatlantiradi, ya'ni
tekislikning ixtiyoriy nuqtasida ushbu

Au(x,y) = A(x2- y2)=2—-=2=0.

tenglik o'rinli bo'ladi.

Agar biror D sohada ui(x),W(x),...,un(x) funksiyalar
garmonik boisa, u holda Laplas tenglamasining bir jinsli va chizigli
ekanligidan bu funksiyalarning

ftivi(i) +a2u2{x) + ...+ ocawmn(x), a, = const

chizigli kombinatsiyasi ham garmonik funksiya bo'lishi kelib chigadi.
Agar xi(x) funksiya biror D sohada garmonik boisa, u holda

v(ax + b) = u{ax\ + b\,ax2 + b2,...,axn + bn)

funksiya ham D sohada garmonik funksiya bo'ladi.
Bunda a, by, (r = I,n) haqiqiy o'zgarmaslar.
Hagigatdan ham,

y = ax + b—(oxi + bi, ax2 + b2,..., axn + bn)

almashtirish  kiritainiz va yangi o'zgaruvchilar bo'yicha u(x)
funksiyaning xususiy hosilalarini topib. (1) tenglamaga qo'yamiz.
Natijada

ST 02 e ).y 92U (ayr\ _ 27 faufy) _g
~ [ dxx “T dyt dyt

hosil bo'ladi.

1
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24-8. Laplas tenglamasining fundamental yechimi

Faraz qilaylik, (x,y) va (Er/) ikki o'lchovh R2 tekislikdan
olingan fiksirlangan nuqtalar va ular orasidagi masofa r2 = (x —£)2+
(Y ~ )2 bo'lsin.

Ushbu

Y YN8, ) =1n-, r2=(x- 02+ (Y~ V)2,

funksiya i?2 tekislikda (£.7) nuqgtani o'z ichiga olmagan ixtiyoriy
sohada garmonik funksiya boiishini ko'rsataylik.

Shuni ta’kildash muximki, (£,??) nuqtani o'z ichiga olmagan
ixtiyoriy sohada </(x\y;£,rj) funksiya va uning ixtiyoriy tartibdagi
hosilasi uzluksiz bo'ladi.

Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblash uchun uni quyidagi

qx,y) = In-r1 = -—:In r2,

ko'rinishda yozib olamiz.
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini olaylik

11r X~z
qc~ 2 r2(r “ r2 -’
FAXX -—(\ﬂx/)\x— ’%24- 2(XI’Z‘rQZI

Xuddi shu kabi berilgan funksiyaning y bo'yicha ikkinchi tartibli
hosilasini olamiz
1 22/ - V)
tyy — r2 + r4 .
Endi olingan ul3. va uyy hosilalarni Laplas tenglamasiga qo'yamiz.
Natijada barcha (.r,y) & (£,?/) nuqtalarda

, _ 2 2(x - )2+ 2{y - > _ 2 12 _n
Axx + Qyy - r2 m ra r2 + r2

ayniyatni olamiz.
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Demak, q(x,y,£,7/) = In-r funksiya R2 tekislikning barcha
(x,y) & (£,7) nuqtalarida garmonik funksiya bo‘lar ekan.

Endi R" fazoda Laplas tenglamasining fundamental yechimini
keltiramiz.

Faraz gilavlik, Rn. ng'eqi fazoda ikkita x = (x.\, X2, s xn) va
£ = (Ei,£2i*+, £n) nuqgtalari bo'‘lsin. Ular orasidagi masofani

r x—4g=

\ *

deb belgilaylik. Ushbu

= 31=2- (3)

funksiya har ganday x & £ nuqtada garmonik funksiya ekanligini
ko‘rsatish giyin emas.

Bu funksiya f nuqgtani o'z ichiga olmagan liar ganday sohada x
bo'yicha Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Hagigatan ham.

dv _ _n-2dr _ (n- 2)(xk- £R
dxi. r*-1dxk r
a» 71-2  v{ri - 2){xk-
dx2
n-2 (n(xk- 12 _

Bundan

A [ )
Al w *=
ekani kelib chigadi.
Endi (3) funksiya (2) shartni ham qanoatlantirishini
ko'rsataylik. 7 = |r —E|ge]x] — [ bollishi ravshan. Yetarlicha
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katta | lar uchun | > 2jf] deb olishimiz mumkin. U holda

I < ~|x bo'ladi, bundan esa r > -\x\ kelib chigadi. Natijada (3)
formulaga asosan
2n-2
<jn2

tengsizlik hosil bo'ladi. Bundan esa v{x,() funksiyaning cheksiz
sohada ham garmonik bo'lishi kelib chigadi.

Yuqorida ko'rilgan q(x, y,£,T)) va t>(x,£) funksiyalar Laplas
tenglamasining fundamental yechimi deyiladi.

Bu funksiyalarning muhim tomoni shundaki, agar r — oo
bo'lsa, bu funksiyalar c.heksizlikka intiladi.

Laplas tenglamasining fundamental yechimi n — 2 bo'lgan
holda logarifmik maxsuslikka ega, n > 2 bo'lganda esa darajali
maxsuslikka ega deyiladi.

Ikki o'lchovh R2 tekislikda konform akslantirishlar Laplas
tenglamasini o'zini o'ziga akslantiradi.

Faraz qilaylik, r —z(Q = x(£, %) + iy(£,») golomorf funksiya C
tekisligidagi D sohani r tekisligidagi il sohaga konform akslantirsin.
O sohada u(x,y) funksiya garmonik bo'lsin. U holda u(£,r?) —
u(x(£,1)),y(£,rf)) funksiya D sohada garmonik funksiya bo'ladi. Buni
isbotlash uchun

d2u d2u

=93é + <v

hosilalarni hisoblaymiz. Buning uchun
L — WX + Wyy™,  uv = UxX, + )\

va
~ uxxx® b 2uxyX('YE -b Myyy”™ 4- UxXc b Hyy",
b —unxxX1  ZUN.rriyd 4“ YWY ‘b XXA7Z "b«yVrje

Oxirgi ifodalarni gqo'shamiz. Bunda x(£, ®j va. y(£, %) funksiyalar ,r(E)
analitik funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlari bo’lgani uchun x y
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funksiyalar £va ¥ bo'yicha garmonik va ular Koshi-Riman tenglamasi
bilan bogiangan. Quyidagi munosabatlar o'rinli, ya'ni

dx dy  dx dy

, . AN —A( 0.
dt dr," dr dc
Bundan
2l
dx\
AN — X dy Azu = 2 (C)
+
bo'ladi. Bu erda
d2u d2u
Azu
dx2 + dy2

Oxirgi tenglikdan ko'rinadiki, agar A-u = 0 boisa, undan
Azu = 0 bo'lishi kelib chigar ekan. Demak. konform akslantirishlar
n — 2 da garmonik funksiyani yana garmonik funksiyaga o'tkazar
ekan.

Ixtiyoriy n > 2 boiganda garmonik funksiyani vana garmonik
funksiyaga akslantiruvchi akslantirish mavjud, bunday almashtirish
Kelvin almashtirishi deyiladi. Buni biz keyingi paragrafda o'rganamiz.

25—8. Kelvin teoremasi

Faraz gilaylik, u(x) funksiya Rn fazoda garmonik bo'lsin. Rn
fazoni biror tckislikka nisbatan simmetrik akslantirsak, u holda u(x)
funksiya garmoniklik xossasini saglaydi.

Markazi xo = 0 nuqtada bo'lgan R radiusli sfera Sr bo'lsin.
Agar x va £ nuqtalar sfera markazidan o'tuvchi xxo nurda yotib, bu
nuqtalar uchuu quyidagi

Z=X", r2=x\+xl+..+xp= [x2 (1)

yoki koordinatalari bilan
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munosabatlar o'rinli bo'lsa. u holda (1) tenglik Sr sferaga nisbatan
inversiya deb ataladi.

Bu holda x va £ nugtalar garmonik qo'shma yoki simmetrik
nugtalar deyiladi. (1) tenglikka asosan

M =l = R2 @)

tenglik o'rinli bo'ladi.

Umuman olganda ngleq2 bo'lganda inversiya almashtirishi
natijasida funksiyaning garinoniklik xossasi saglanib golrnaydi. Misol
tarigasida n = 3 bo'lgan holda ushbu

u(xi,x2,x3) = y]X{J:LL)l(4 xl 3)

garmonik funksiyani garaylik. Bu funksiya [x] d» 0 nugtada garmonik
bo'ladi. Birlik sferaga nisbatan

C

xi — P—1A — + (2 + cem+ in

inversiya almashtirishi natijasida (3) funksiya

u(Eb £2,£3) = A AN ~ P

ko'rinishga keladi. Bu esa garmonik funksiya bo'Imaydi.

Inversiya almashtirishining bu kamchiligini shu almashtirishdan
so'ng funksiyani p2~n ga ko'paytirish natijasida bartaraf qilish
mumkin.

Buning uchun quyidagi teorema o'rinli.

Kelvin teoremasi. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik
bo'lsa, u holda

formula bilan aniglangan i~£) funksiya D' sohada garmonik bo'ladi.
Bu yerda D' soha D sohaga go'shma bo'lib, u birlik sferaga
nisbatan inversiya natijasida hosil bo'ladi.
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Isbot. Faraz gilaylik, D sohaning ixtiyoriy nuqtasi
X = (x\,x2,l.,xngT va D' sohaning ixtiyoriy nuqtasi esa £ =
(Ebf2i eee>fn), & = -4, i —1,n; x nuqtadan koordinata boshigacha
boigan masofa r, £ nugtadan koordinata boshigacha boigan masofa
esa p boisin.

Bu nugtalar uchun (2) formulaga asosan r mp — N\ mj] = 1
tenglik o'rinli boiadi.

Quyidagi

AV(£) = rn+2Au(x), (5)

tenglikning to‘g‘ri ekanligini isbotlaymiz.

Awval ushbu hosilani hisoblaylik:

dxk NP ~P mll, K i- 6
~ { -2,T 4£fc-£i, Kdr ©)
U holda (3) formuladan
M | = (2 _ -> d <L u(x) +
= (2- n)p-dic(x) - 2/T"-2({ £+
fco
+P n =@2“ n3- (7)

Endi (6) formula asosida (7) ifodaning oiig tomonidagi
funksiyala.rning £r bo'yicha hosilalarini topamiz:
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-NE £ £ -T(E )x N+

AL V" & (gn \ -n-2f gun
+H> &™Na” (a«) 3 ?
- — N _ N =
e = 28i * P EEagxk (dxi &
-n-2r1 on-~-4f V' 'qZM
p n Mdxi 2P ""’\"A,lpd'i(anX|)’\+pr|2,qx’?l

U holda topilgan hosilalarga ko‘ra (5) formulaning o'rinli ekanligi kelib
chigadi, ya'ni

,,v—‘d:]’\ v ' J3
Eaj- +E ~ =

y / y\ N A</i

-,»«) = (

= -(2 - n)np~nu(x) + (2 - n)p~nu(x)~

+2(n+ 2)p-"*2E A & “ 2V _IE 54

fc,mH Al=1
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-n-4

—2p KnE_ldxidxk -
Shunday qilib, (5) tenglikning to‘g‘ri ekanligi isbotlandi.

Demak, (4) funksiya p ¢ 0 boiganda sohada garmonik
funksiya bo'lar ekan.

Izoh. (4) funksiyaning ixtiyoriy R radiusli Sr sferaga nisbatan
inversiyasi

R\n-2 (R2

ko'rinishda bo‘ladi.

Kelvin teoreinasidan foydalanib, odatda garmonik funksiyaning
cheksiz uzoglashgan nuqta atrofidagi ta'rifi beriladi.

Ta'rif. Agar

1 .
HO 2 £ |n—2u(x)

funksiya p = 0 nuqtada Iin;)u(t‘) sifatida go'shimcha aniglangan
p—s

bo'lib, A= 0 nuqta atrofida garmonik bo'lsa, u holda u(x) funksiya
cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida garmonik deyiladi.

Bu ta’rifga ko'ra u(€) funksiyaning p = 0 nuqgta atrofida
chegaralangan ekanligi kelib chigadi.

Ushbu lemmani isbotsiz keltirainiz:

LEMMA. Agar u(x) funksiya cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida
garmonik bo'lsa, u holda ushbu

dlu(x) |<

< , , > 3;
Ul In—2 dxi | [Xn_2+i: 3 ®)
up <A Wy M A, )
dx\ dx2 X2

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda A musbat o'zgarmas son.
Yuqoridagi (8) va (9) tengsizliklar garmonik funksiyaning cheksiz
uzoglashgan nuqtada regulyarlik sharti ham deb yuritiladi.
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26-8. Garmonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipi

Bu paragrafda garmonik funksiyalaruing muhim xossalaridan
biri ekstremum prinsipini o'rganamiz. Bu yerda talabalarni
ekstremum prinsipidan kelib chigadigan ayrim natijalar bilan
tanishtiramiz. Keyinchalik ekstremum prinsipidan foydalanib, Laplas
tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va turg’un-
ligini isbotlaymiz.

Faraz gilaylik, Rn Evklid fazosida silliqg S sirt bilan chegaralan-
gan soha D boisin, ya'ni D¢ Rn, D = DU S.

1-TEOREMA. Agar u(x) funksiya chekli D sohada garmonik,
yopiq D sohada uzluksiz va o'zgarmasdan fargli boisa, u holda bu
funksiya D sohaning ichki nugtalarida o'zining eng katta va eng kichik
giymatiga erishmaydi, ya’'ni bu funksiya o'zining eng katta va eng
kichik gqiymatiga D sohaning S chegarasida erishadi.

ISBOT. Faraz qgilaylik, maxu(i) = m, maxu(r) = M bo'lsin
va u(x) funksiya D sohaning ichki nuqgtalarida m dan katta qiymatga
erishsin. U holda D sohada shunday xo nuqta topiladiki, bu nugtada
u(xo) = M, M > rn boiadi.

Quyidagi ko'rinishda

D

yordamchi funksiya kiritamiz. Bu erda r = p(x, xq) ikkita x va xq
nuqtalar orasidagi masofa,

desa D sohaning diametri, ya'ni D soha nuqtalari orasidagi maksimal
masofa. Agar D soha chekli boisa, u holda d chekli musbat son bo'lib,
ixtiyoriy x £ D uchun r < d bo'ladi.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki,

1) v(xg) = u(x0) = M. bunda r =0, yani X =Xxq
M —m
S 2
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Shunday qilib, v(x) funksiya ham D sohada xuddi u(x) funksiya
kabi xossalarga ega, ya'ni v(x) funksiya D sohaning ichki xo nuqtasida
M giymatni gabul giladi va sohaning S chegarasida M dan kichik
giymatga ega. Demak, v(x) funksiya maksimum giymatga D sohaning
ichki £ = (Cbs2, **+, £n) nugqtalarida erishishi mumkin. U holda bu
nuqtada ekstremunming zaruriy shartiga ko‘ra ushbu

dv | d2v

AT U va N

<0, i—I,n

ifodalarga ega bo'iamiz. Bundan v(x) funksiya uchun Laplas
operatorining x = £ nuqtadagi giymati

Av(x) - ~n2 <0, (2)
i=1 1
bo'ladi.
Ikkinchi tomondan (1) tenglikka asosan

. 2{(1XX) N1 -2 Ar2=Y ?2 ~ =2n
~ dx2 ’ N dx2

ekanligini inobatga olsak, x = £ nuqtada

m

\v('x)\ = ﬁ,(u(/x)\+ M27‘2 r

A,. M-m.o M- m
AW +“M ~Ar =nn N~ >0
tengsizlikni olamiz. Bu esa (2) tengsizlikka zid.

Bu ziddiyat garmonik funksiya o'zining maksimum giymatiga
sohaning ichki nuqtalarida erishishini isbotlaydi. Xuddi shunga
o'xshash minimum bo'lgan hoi isbotlanadi.

1-LEMMA. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik. yopiq D
sohada uzluksiz va eng katta (eng kichik) giymatiga D sohaning ichki
nuqtalarida erishsa, u holda bu funksiya o'zgarmasdir.
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Isbot. Faraz qilaylik, ixtiyoriy x £ D bo‘lganda u(x) ¢ const
bo‘lsin. U holda 1-teoremaga asosan u(x) funksiya o‘zining eng katta
giymatiga D sohaning S chegarasida erishadi. Bu esa u(x) = const
shartga zid.

Yugorida isbotlangan 1-teorema va 1-natijaga asosan quyidagi
kuchsiz ekstremum prinsipi o'rinli.

2-1emma. Chekli 1) sohada garmonik, yopig D sohada uzluksiz
boigan u(x) funksiya o'zining eng katta va eng Kkichik giymatiga D
sohaning S chegarasida erishadi.

Hagigatdan ham, agar yopig D sohada u(x) @ const boisa,
u holda 1-teoremaga ko'ra bu funksiya eng katta va eng kichik
giymatiga fagat, D sohaning S chegarasida erishadi. Agar yopiq D
sohada u{x) = const boisa, u holda u(x) funksiya eng katta (eng
kichik) giymatga yopiq D sohaning ixtiyoriy nuqtasida, xususan S
chegarada ham erishadi.

3-LEMMA. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik, yopiq D
sohada uzluksiz va D sohaning S chegarasida u{x) > 0 boisa, u holda
yopiq D sohada w(@’) > 0 bo'ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, D sohada shunday x'* £ D nuqta
mavjudki, bu nuqtada u(x') < 0 bo'lsin. U holda u{x) funksiya
D sohada etarlicha kichik manfiy giymatga sohaning S chegarasida
erishadi. Bu esa D sohaning S chegarasida u(x) > 0 boisin degan
shartga zid.

4-LEMMA. (Tagqoslash xossasi) Agar u(x) ma v(x) funksiyalar
D sohada garmonik, yo[)ig D sohada uzluksiz va S chegarada u(x) >
v(x) bo'lsa, u holda ixtiyoriy x £ D uchun u(x) > v(x) bo'ladi.

Isbot. Bu natijani isbotlash uchun quyidagi w(x) =
u(x) - v(x) ayirmani garaymiz. Bu ayirma 3-natijaning shartlarini
ganoatlantiradi. U holda x t D bo'lganda w(x) > 0 yoki u(x) > v(x)
ekanligi kelib chiqadi.

5-LEMMA. Agar u(x) funksiya D sohada garmonik va yopiq D
sohada uzluksiz bo'lsa, u holda ixtiyoriy x £ D uchun quyidagi a)
minu(.x) < u(x) < maxu(x);

b) \ue)\ < max]u(x)]. tengsizliklar o'rinli bo'ladi.



242 V bob.  Elliptik tipdagi tenglamalar

6—EMMA. Agar D soxada garmonik va yopiq D sohada uzluksiz
funksiyalar ketma-ketligi sohaning 5 chegarasida tekis yaqginlashuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis
yaginlashuvchi bo'ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, un(x) £ C(D) garmonik funksiyalar
ketma-ketligi boiib, bular uchun un(x)\s = fn(x) o'rinli bo'lsin.
Lemma shartiga ko'ra uzluksiz fn(x) funksiyalar ketma-ketligi S
sohada tekis yaginlashuvchi, u holda Koshi alomatiga asosan ixtiyoriy
e > 0 bo'lganda shunday nu, £ N son mavjud boisaki, barchax £S va
barcha n, rn > w, lar uchun |Ah(x) - /m(a)] <r tengsizlik bajariladi,
bu yerda n, m £ N.

Endi garmonik funksiyalarning quyidagi
ayirmasini garaylik, bu ayirma uchun

[un(x) - ’tM(X)] =Un{X\ -Um(x) = fn(x) - fm(x)
Is Is S
tenglik o'rinli.
Yugqorida keltirilgan 5-leminaga ko'ra ixtiyoriy x £ D va barcha
n, m > no lar uchun

Jn(x) - um(x) | < max Ju,(x) - um(x)]< max]/n(x) - /mx)| <e

bo'ladi. Demak, un(x) garmonik funksiyalar ketma-ketligi uchun
yopiq D sohada Koshi alomati o'rinli, bundan esa un(x) ketma-ket-
likning shi_sohada tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

Puasspn tenglamasi uchun qat’iy ekstremum prinsipini
isbotlaymiz.

2-TEOREMA. Agar u(x) £ C(D) NMC2(D) va ixtiyoriy x £ D
uchun Au(x) — g(x) boiib, g(x) > 0(< 0) bo'lsa, u holda u(x)
funksiya o'zining eng kiitta (eng kichik) gqiymatiga D sohaning ichki
nuqgtalarida erishmaydi. Bu u(x) funksiya o'zining eng katta (eng
kichik) giymatga D sohaning S chegarasida erishadi.

Isbot. Faraz qilaylik, u(x) funksiya D sohaning ichki nugt.acida
maksimumga erishsin, yaiii 1) sohada shunday .ro nuqta mavjudki,
bu nugtada u(x0) = mlgx u(x) bo'lsin. U holda shu nuqtada
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ekstremunming zaruriy shartiga asosan

Au(xO)\: d—Z(LJII:Q(ZO) <o.
i— *1

bo'ladi. Bu esa Au(x0) = g(xo) > 0 shartga zid. Bu ziddiyat esa
2-teoremani isbotlaydi.

7—EMMA. Agar u(x) € C(D) fIC 2(D), ixtiyoriy x G D uchun
Au(x) = g(x) ba'lib, g(x) > 0(< 0) va S chegarada u(x) < 0(> 0)
bo'lsa, u holda D sohada u(x) < 0 (> 0) bo'ladi.

27—8. Grin formulalari

Ushbu paragrafda garmonik funksiyalar uchun Grin formulalari
va undan kelib chigadigan garmonik funksiyaning sodda xossalarini
keltiramiz. Shu bilan birga C2 sinfdagi va garmonik funksiyaning
integral ifodasini keltirib chigaramiz.

xOy tekisligida bo'lakli sillig S egri chiziq bilan chegaralangau
soha D C R2 bo'lib, unda. C1(D) N C2(D) sinfga tegishli bo'lgan
u(x,y) va v(x,y) funksiyalar berilgan bo'lsin. D sohaning S
chegara.siga o'tkazilgan tashgi normalni n deb belgilaymiz. D - DUS.

Qaralayotgan D sohada ushbu ayniyatlar o'rinli:

VAU MD()X"'(b'Uy)y - (./XlJX"'vay)
VAU = (Vux —vxu)Xx + (vuy —vyu)y + UAv,

bu yerda A = .U.AX21 ,qdyzr - Laplas operatori. Bu ayniyatlarni 1)

sohada integrallaymiz va Gauss-Ostrogradskiy forrnulasini qo'llab,

JJ vAudxdy —JJ (vxux + vyUy)dxdy + Jv— ds, 1)
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formulalarga ega bo'iamiz. Bu formulalar mos ravishda birinchi va
ikkinchi Grin formulalari deyiladi.

Agar bu formulalarda n(x,y) va v(x,y) funksiyalar D sohada
garmonik bo'lsa. u holda (1) va (2) formulalar ushbu

=J v~ds, 3
\]\] (vXux + vyUy)dxdy \] om @)
D
du dv\
s ———U— Yds =0 4
Von ! an% S ’ @

ko'rinishga keladi. Oxirgi hosil bo'lgan formulalardan garmonik
funksiyalarning sodda xossalari kelib chigadi.
1) Agar D sohada garmonik bo'lgan u(x,y) funksiya

u(x.y) GCI{D) va u(x,y)\s=0

bo'lsa. u holda barcha (x,y) G D uchun u(x,y) = 0 bo'ladi.
Isbot. Hagigatdan ham, (2) formulada u(x, y) —v(x.y) bo'lsa,
bundan
[ f + uy)dxdy =J u]”lds’ n
S
yoki
(ul + Uy)dxdy = 0
D

tenglik kelib chigadi. Oxirgi tenglikdan barcha (x,y) G D uchun
ux = 0, uy = 0 bo'ladi. Bundan esa barcha (x,y) G S da u\s = 0
bo'lgani sababli va u(x,y) G CI(D) ekanligidan u(x,y) = 0 bo'lishi
kelib chigadi.
2) Agar D sohada garmonik bo'lgan u(x, y) funksiya
¥

u(x,y) cCI(D) va ES:O

bo'lsa, u holda barcha (x, y) ¢ D uchun u(x,y) = const bo'ladi.
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Bu xossaning isboti barcha (x,y) GS da = 0 bo'lgani sa-
babli, (5) tenglikdan kelib chigadi.
3) Agar u(x,y) funksiya D sohada garmonik va u(x,y) G
C 1(D) bo'lsa, u holda
du
dn 0

bo'ladi.
Hagigatdan ham, (4) formulada (x,y) 6 D uchun v(x.y) =1

deb olsak,
du
T
hosil bo'ladi.

Endi Grin formulalaridan foydalanib, C2 sinfdagi va garmonik
funksiyalarning integral ifodalarini keltirib chigaramiz. Qaralayotgan
D sohaning o'zgaruvchi nugtasini (£,r/) deb belgilaymiz. u(g,r) £
C1(D) NC2(D) bo'lsin. D sohaning ixtiyoriy (x, y) nuqtasini marka,z
qilib, s radiusli SE doira chizamiz va uning chegarasi S£ bo'lsin. £
radiusni shunday kichik gilib olamizki, 6e doira toia D sohada yotsin.
De —D\6e deb belgilaylik.

Ma’lumki, D£ sohada u(x,y) va v(x,y) funksiyalar C1(De) N
C2(D# sinfga tegishli.

v(x,y,tri) = In-l, r=o(x- £2+ (- M2

deb, Desohada bu funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini qo'llaymiz.
Natijada ushbu

1 1 i du
: — : —  in. 8 fin: &\
// InrAu uInr ) in:o- no {in
Dc
1 du d 1
B - - d
I Inrdn£ ! dn;E:in r s& 6

tenglikni olamiz.
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Ma’lumki, In; Laplas tenglamasining fundamental echimi
i\
boigani uchun [ 0 boiadi. 6E sohaning S£ chegarasiga

o‘tkazilgan tashqgi n£normal r radiusga garama-qarshi yo'nalganligi

uchun
1

teng. u(x,y) funksiyaning birinchi tartibli  hosilalarining
uzluksizligidan

du
max C,
S dn.

boiadi, bu yerda C o'zgarmas £ga bogiig emas. Shuning uchun e —0
intilganda

1 \
f In-l--—(-j-L-J-dSE - In: I —Q—L—J-dSE < C mne -In----»0
J r dnf sj dnf £

boiadi.
(7) tenglikni hisobga olib, e radiusli ajianadan birhk avlanaga
o‘tamiz, x —£ = ecosi/?, y —ij —esin tp, ds£= e ds\ natijada ushbu

X —ecos (py - esm ~p)edsi —2iru(x,y),

tenglikka ega boiamiz.
Endi (6) formulada e — 0 limitga o'tsak, Dt esa D ga intiladi,
uning o‘ng tomonidagi ikkinchi integral —27ru(x. y) ga intiladi. ya'ni

~IT, 1da d (1 _
(I:[%) [Inr-a-r-]-é---u—dﬁel In- } dsE= —2(x,y).

Natiir.cia quvidagi

vix.y) = — JJ In- Qudedri+
6



C2sinfdagi funksiyalarning integral ifodasi hosil bo'ladi.
Agar u(x,y) funksiya 1) sohada garmonik bo'lsa, u holda bu
funksiyaning integral ifodasi (8) formuladan

ds, ©

ekanligi kelib chigadi.
Agar n > 3 bo'lsa. u holda C2 sinfdagi funksiyalarning integral
ifodasi

u(x) = — Au(C)d{+

(n —2)]Si]
D

. 1
T(n- 25 M2 @ dn \rn~) j (10)
ko'rinishda bo'ladi.
Endi n —3 bo'lganda |5ij = Air ga teng bo'ladi va C2 sinfdagi
funksiyalarning integral ifodasi, ya'ni (10) formula

Au(0d£+
D
1du{E) d (\
dcs,
+Air r dn dn \r ¢ V)
ko'rinishga keladi. .

Oxirgi (10) va (11) formulalardan garmonik funksiyaning
integral ifodasini giyinchiliksiz olish mumkin.
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28—S8. Dirixle va Neyman masalalari.
Yagonalik teoremalari

Bir bu paragrafda elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy
chegaraviy masalalar, Dirixle va Neyman masalalarni o‘rganamiz.
Bu masalalarni Laplas tenglamasi uchun yechimning yagonaligi va
turg'unligini isbotlaymiz.

Elliptik tipdagi tenglamalar odatda ikki xil chekli va cheksiz
sohalarda o‘rganiladi. Har ikki holda ham qaralayotgan sohaning
chegarasi chekli sondagi bo‘lakli sillig cliiziglar (sfera)dan iborat,
deb faraz qilinadi. Ayrim hollarda elliptik tenglamalar yarim
chegaralangan sohalarda garaladi. Bunday sohalarning chegarasi
cheksiz bo'lib, unga yarim tekislik, yarim fazo misol boladi.

Matematik fizika tenglamalari kursida elliptik tipdagi
tenglamalar uchun ikki xil chegaraviy masalalar, ichki va tashqi
masalalar o‘rganiladi.

Agar noma’lum funksiyani chekli sohadan topish talab qilinsa,
bunday chegaraviy masalaga ichki masala, agar bu funksiyani cheksiz
sohadan izlansa, u holda bunday chegaraviy masala tashgi masala
deyiladi.

Faraz gilaylik, D C Rn bo'lakli sillig S sirt bilan chegaralangan
chekli soha, f{x) esa D sohada berilgan va uzluksiz funksiya bo'lsin.

Ushbu umumiy ko‘rinishdagi

r / (ft Ou .
Lu=- 2zJ +/2b”MdNMt+ QN U= W'

elliptik tipdagi tenglamani garaylik.
Dirixle masalasi. Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli D
sohada aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x) e C(D) n C2{D);
lim uix) = ip(xo0), x0 GS§, 2)

shartlarni ganoatlantiruvchi u[x) yechimini toping.
Bu yerda g{xq) berilgan uzluksiz funksiya.
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Neyman masatasi. Elliptik tipdagi (1) tenglamaning chekli
D sohada aniglangan, D US uzluksiz va quyidagi

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi u(x) yechimini toping.

Bu yerda ,f0 € S, v esa S sirtga o'tkazilgan normal va ip(xo)
berilgan uzluksiz funksiya.

Agar u(x) €C}(DuS)C)C2(D) sinfga tegishli bo'lsin, deb talab
gilinsa, u holda (3) chegaraviy shartni

(30

ko'rinishda yozish mumkin.
Agar (1) tenglamada atj(x) = 6ij bo'lsa, u holda tenglamaning
bosh gismi Laplas operatoriga aylanadi va (1) tenglama
Lu = -4 u(x) + bi(x)uX + c{x)u = f(x), (4)

ko'rinishga keladi. (3'j chegaraviy shart esa

Q)

sodda ko'rinishni oladi.

Tashqgi Diiixle va Neyman masalalarining mos ichki
masalalardan farqi shundaki, noma’lum funksiyadan |ij — oc
da go'shimcha

wix)| < \)—&LE C =const >0 (6)

shartning bajarilishi talab gilinadi.
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Yechimining yagonaligi hagidagi teoremalar

Bu vyerda Laplas tenglamasi uchun Dirixle va Neyman
masalalari yechimining yagonaligi hagidagi teoremalarni isbotlaymiz.

1-TEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun ichki (tashqi)
Dirixle masalasining yechimi D sohada mavjud bo‘lsa, u holda bu
yechim yagona boiadi.

ISBOT. 1) Faraz qilaylik, Laplas tenglamasi uchun ichki Dirixle
masalasi U\{x) va u?(x) yechimlarga ega boisin. Bu funksiyalarning
u(x) = U](x) —ii2(x) ayirmasi uchun quyidagi

1) u(x) eC(D)nC 2(D);
2) Ou(x) = A(ui(x) - W(x)) = Aui(x) - Au2(x) = 0;

3 n(x) = (w(x) - u2Ax) g v -

shartlar o'rinli.

Demak, u(x) funksiya D sohada garmonik, yopiq D sohada
uzluksiz va u(x)]s = 0. Yuqgorida isbotlangan ekstremum prinsipiga
asosan bu funksiya mEgn u(x) va mgx u(x) sohaning S chegarasida

erishadi. D sohaning chegarasida esa u(x) — 0. U holda yopiq 1)
sohada u(x) = 0 boiadi. Bundan u\(x) = u”ix) ekanligi kelib chigadi.

2) Endi 1-teoremani tashki Dirixle masalasi uchun
gilaylik. Buning uchun n > 2 boigan holni garaymiz. Tashqi Dirixle
masalasining (6) shartiga asosan u(x) = u\(x) —2(x) funksiya cheksiz
D sohada garmonik boiadi.

S sirtni markazi koordinata boshida sferasi Sr boigan R
radiusli shar bilan o'ravmiz va Dpg halgasimon sohada funksiyani
qaraylik.

Maiuinki, u(x)]s = 0, bundan tashqgari koordinata boshidan
etarlicha uzocjda boigan nuqtalar uchun (6) shart o'rinli. Bundan
shar radiusi etarlicha katta boiganda, ya'ni Sr sferada

¢ C = QOns > 0,

tengsizlik o'rinli boiadi.

isk
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Ixtiyoriy e > 0 uchun R radiusni shunday tanlaymizki, natijada
CR?~n < £ bo'lsin. Ekstremum prinsipiga asosan Dr halgasimon
sohada u(x) funksiya o'zining eng katta va eng kichik givmatlariga,
yoki S da, yoki Sr da erishadi, lekin bu giymatlar modul jihatdan £
dan katta bo'hnaydi.

Faraz gilaylik, x cheksiz D sohaning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin.
R radiusni shunday tanlaymizki, natijada x nuqta Dr da etadi va
\u(X)\ < e bo'ladi. £ixtiyoriy musbat son bo'lgani uchun u(x) =0 va
bundan uj(x) = uo(x) ekanligi kelib chigadi.

Endi Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining
turg'unligini isbotlaylik.

2-TEOEEMA. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining
yechimi chegaraviy funksiyaga uzluksiz bog'liq bo'ladi.

ISBOT. Faraz qilaylik, w(x) funksiya (3)-(5) masalaning
ui(x)]s = 7i(s) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimi,
u2(x) funksiya esa (3)-(5) masalaning WL(x)\s = V'i{x) shartni
ganoatlantiruvchi yechimi bo'lsin. U holda tti(x) - u2(x) ayirma
garalayotgan masalaning

(Wi(x) - w2(x))ls = "i(x) - $2(x)

chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi yechimi bo'ladi.
Agar ixtiyoriy e > 0 son va x GS uchun |y=>i(x) - y=iX)] < £
bo'lsa, u holda

jei(x) - u200) < max Uit - w2l = Tax A (x) - L] <e

tengsizlik o'rinli boiadi.

Bu Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimining
turg'un ekanligini bildiradi.

Endi Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi yechimining
yagonaligini isbot gilaylik.

Agar u(x) GC1(D)nC2(D) va S sillig sirt bo'lsa. u holda u(x)
funksiya S da to'g'ri normal hosilaga ega bo'ladi.
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Chekli D sohada. ichki Neyman masalasini garaylik, ya'ni
* u{x) e CI(D) n C2(D)-,

. /00: % E D] @)

] dU(X) = ip(zo)7 Xo ES;

3—FEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun ichki Neyman
masalasi D sohada Ikkita yechimiga ega bo'lsa, u holda bu yechimlar
bir-biridan o‘zgarm,asga farq giladi.

ISBOT. Faraz qgilaylik, (7) masala D sohada »i(x) va u2(x)
yechimlarga ega bo'lsin. Ularning ayrimasi u(x) = tti(x)—u2(x) uchun
A =0 duta 0

U(X) - Y dU - Y (8)
munosabatlar o'rinli ekanligini ko'rsatish giyin emas. u(x) funksiyaga
D sohada Grin forinulasini go'llaymiz. Natija

im=i p * J dv ©)

tenglikka ega bo'iamiz.

u(x) funksiyaga D sohada uzluksiz ekanligidan u yopiq D da
chegaralangan bo'ladi va dujdv giymat (8) ga ko'ra nolga tekis
yaqgiulashadi. (8) chegaraviy shartdan va (9) tenglikdan

1Jt éjfu' o=

ifodani olamiz. Oxirgi tenglikdan du/dxi = 0, i = 1,2,..,n va
bundan esa u(x) = const yoki u\(x) —u2(x) + c kelib chigadi.
Endi tashgi Neyman masalasini n > 2 bo'lgan holda garaylik.
4—FEOREMA. Agar Laplas tenglamasi uchun tashqi Neyman
masalasining yechimi D sohada mavjud bo'lsa, u holda bu yechim
yagona bo'ladi.
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Isb o t. Faraz qgilaylik, cheksiz D sohada Neyman masalasi (x)
va v.2{x) yechimlarga ega bo'lsin. Ulaming u(x) -- u\(x) —un2(x)
ayrimasi

u(x) GC1{D)nC2(D);
Au(x) =0, x G D-
du(x) (10)
=0, To G S;
dv
u{x) = 0(\x\2 "), X - 00,
inunosabatlarni ganoatlantiradi.

Cheksiz D sohada yotuvchi va 5 sirtga parallel boigan  sirtni
quramiz. Endi markazi koordinata boshida boigan %, sirtni 0z ichiga
olgan R radiusli Sr sfera o'tkazamiz. DV, ' soha Sr va S/Lsirtlar bilan
chegaralanga.il va Dr esa S va Sr sirtlar bilan ch;gar;daugan.

soha chekli va unda u(x) GC2(D” ) boigani uchun Gan Cormulasini
goilash mumkin. Unga ko'‘ra

u(x) Au(x)dx dx+
D) DVI'-II'LI

) dud
+ ut s+ ™
Sh SR

bo'ladi. Oxirgi ayniyatda h —*0 limitga o'tamiz va (10) munosabat-
larga asosan

[f£(£)b - Pgu® i
Dr Sr

tenglikka ega boiamiz. (10) shartlarga va u(x) funksiyaning D sohada
garmonik ekanligidan va etarlicha katta R uchun quyidagi

Cc
u{x) < ., C —const >0,
w=s Rn-2
du(x) -
dv " r%L, G\ —const >0,

Ix1=4
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tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu tengsizliklarga asosan (11) formulaning
o'ng toinoni uchun

CC\\Sr\A* CC "I

du
Mg < jrens RN

Sr

bahoni olamiz. Bunda n > 2 boigani uchun R — 00 da limitga
o'tamiz. Natijada

n /7Q \2 -

E & dx = lim fm@a'sf Inn CCji™ =(
L A—<w Y (=} Nn—oo /7712

= Sr

tenglikka ega bo'lamiz.
Oxirgi tengiikdari STU{= 0 yoki u(x) = const kelib chigadi.

Masalaning shartiga ko'ra u{x) funksiya cheksizlikda nolga intiladi.
Shuning uchun u(x) = 0 bo'ladi. Bundan esa ui(x) = W(x) ekanligi
kelib chigadi.

29-8. Doira uchun Dirixle masalasi.
Puasson formulasi

Bu paragrafda yuqorida keltirilgan Dirixle masalasi yechimining
mavjudligini n = 2 boiganda, ya'ni tekislikda o'zgaruvchilarni
ajratish usuli bilan isbotlaymiz. SHu bilan birga ixtiyoriy radiusli
doirada Dirixle masalasi yechimini beruvchi Puasson formulasi va
uning xossalarini o'rganamiz.

Doirada Dirixle masalasi

xOy tekislikda birlik aylana S : x2+y2 —1 bilan chegaralangan
doira D = {(x,y) : x2+y2 < 1} bo'lsin. Birlik D doirada quyidagi
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Laplas tenglamasini garaylik.
Dirixle masalasi. Laplas tenglamasining D yopiq sohada
aniglangan uzluksiz va quyidagi

u(x.,y) EC(D)nC2(D)-,

u(x,y) —f(<p), 0<<op<2n, @
5

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) yechimini toping.

Bu yerda A</ etarlicha silliq berilgan funksiya, spesa Ox o'qi
bilan OM radius-vektor orasidagi burchak va fbp) funksiya uchun
/(0) = /(2n) tenglik o'rinli.

Doirada (l)-(2) Dirixle  masalasini  yechish  uchun
o'zgaruvchilarni ajratish usulidan fojdalanamiz. Buning uchun
berilgan f(tp) funksiya [0, 271] segmentda uzluksiz va uzluksiz hosilaga
ega, ya'ni f(sp) GCID, 27t] bo'lsin.

D sohada x = pcosip, y = ps'mtp, 0<p<1,0<<p<2x quth
koordinatalariga o'tamiz. U holda Laplas tenglamasi

p2upp + pup + uw =0, ©)

ko'rinishga o'tadi.
Bu tenglamaning ixtiyoriy u(x,y) = u(pcostp pshup) —
u(p: ) yechimini
u(p, ip) = AP)P(<p) b 0, (4)
ikki funksiyaning ko'paytmasi ko'rinishida izlaymiz.
Endi (4) formulani (3) tenglamaga qo'yib,

P2R"(p)$(tp) + pA\P)P((p) + R(p)<P(tp) = 0,

ifodani olamiz. Oxirgi ifodani Rp)<Sx(ip) ko'paytmaga boiamiz.
Natijada

P R{p)"PR(p) (<)’ ()
tenglikka ega bo'iamiz. Bu tenglikning chap tomoni fagat p o'zgaruv-
chiga, o'ng tomoni esa p o'zgaruvchiga bog'lig. Bu tenglik uning o'ng
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va chap tomonlari fagat bitta A o'zgarmasga teng boiganda oiinli.
U holda (5) tenglama ikkit.a

@ (ip) + AD(Y?) =0, (6)
P2R"(p) + PR*(p)-\R(p)=- 0. )

chizigli cddiy differensial tenglamaga ekvivalent boiadi.
Chegaraviy funksiya. f(p + 2tt) = f{p>) ekanligidan (4)

formulaga asosan d(p + 2rm) —d<A) boiadi. Demak. ® davri T —2tt

boigan davriy funksiya ekan. Bu fagat A = n2,n 6 N boiganda
o‘rinli boiadi.

(6) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
®n(&) = aneosnip + bnsin np

formula bilan aniglanadi, bunda an, bn ixtiyoriy o'zgarmaslar.
(7) tenglama esa A= n2 boiganda ikkita

Ri(p) = pn, R2(p) = p-n
chizigli erkli yechimlarga ega.
Dirixle masalasining yopig D sohada uzluksiz yechimi

gidirilayotgani uchun (7) tenglamaning yechimi sifatida R(p) = pn
funksiyani olamiz. U iiolda (4) formulaga ko‘ra

un(p, p) = pn{ancos nip 4- bnsin nip)
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formulani topamiz. Shunday qilib, (3) tenglamaning D doirada
garmonik boigan xususiy yechimini topdik.

Agar A= 0 boisa, (3) tenglamaning yechimi u(x,y) = const
boiadi va aniglik uchun const = ao/2 deb olamiz. U holda Dirixle
masalasining yechimini ushbu

-foo
u{p,ip) =y + Y pn{ancosmp+ bnsinmp), (8)
n=i
yigindi ko'rinishda izlaymiz.

Faraz qilaylik, ushbu an, bn ketma-ketliklar chegaralangan va
M = mf‘x{|a0|/2, lan|+ |6,I} boisin. Agar p < p\ < 1, ixtiyoriy pi
fiksirlangan musbat son boisa, u holda (8) gator ushbu

+C
Ml +pi+pi+ ... +Pi+...) =M Pi 9)
n=0
sonli gator bilan majorantlanadi. Veyershtrass alomatiga asosan (8)
gator ixtiyoriy yopig p < p\ doirada tekis yaginlashuvchi va bu
gatorning yigindisi yopiq p < pi doirada uzluksiz boiadi. Budan
pi € (0,1) oraligda ixtiyoriy ekanligidan u{p,ip) funksivaning D
doirada uzluksiz boiishi kelib chigadi.

Endi (8) qatorni D doirada uzluksiz p vay? o'zgaruvchilar
bo'yicha k marta differensiallash mumkin. Hosil boigan qatorlar
P <P\ < 1 (9) kabi yaginlashuvchi sonli gator bilan majorantlanadi.

Hagigatdan ham, (8) gatorni k marta formal differensiallash
natijasida

AUNMA =VIn(n- 1) meee(n - K+ I)pn—k(ancos mp + bnsimvp),

(10)

(ancosfmp+--!+{>,,smfmp+ﬂr\l (11)
hosil boigan (10) gatorning hadlari p < pi < I sohada ushbu
-foo 4*00 4-oc
Y n(n-1)-..-(n—fc+)/9" fc <M ¥ jnkp{ k—M 'Y {k+m)kp™,
n=fc n=k
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yaginlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan chegaralangan.
(11) gator esa mos ravishda

n—1

gatorga majorantlanadi.

Bundan (10)—11) gatorlar p < p\ yopiq doirada absolyut
va tekis yaginlashuvchi, shuning uchun bu gatorlarning yig'indisi D
sohada uzluksiz boiadi.

Agar (10) gatorda A= lvafc = 2,(ll) gatorda esa Kk —2
bo'lganda hosil bo'lgan ifodalarni (3) tenglamaga qo'ysak, (8) gator
bilan aniglangan u(p,ip) funksiya D doirada tenglamaning yechimi
bo'lishiga ishonch hosil gilamiz.

SHunday qilib, (8) gator D sohada garmonik funksiya ekan. U
holda (8) gatorni (2) chegaraviy shartga qo'yamiz, natijada

u(p,tp) = f(<p) = + Y~APn(ancosngp + bnsin nip), (12)
S 1 n=t
hosil bo'ladi.
Bu /(y) funksiyaning [0, 2n\ segmentda sinus va kosinus bo'yi-
cha Fur’e qatoriga yoyilmasi deyiladi.
Uning an va bn koeffitsientlari

n=12,3,..., (15)
0
formulalar yordamida aniglanadi.
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Agar f{y>) funksiya [0, 27f] segmentda uzluksiz vashu segmentda
uzluksiz birinchi tartibli hosilalarga ega boisa. u holda (12) gator
[0, 2tt] segmentda f(<p) funksiyaga tekis yaginlashadi, bunda (12)
gatorning bar bir hadi ushbu

(16)
T

yaginlashuvchi sonli gatorning hadlari bilan majorantlanadi.

Demak, (8) gator ixtiyoriy p < 1 boiganda (16) gatorga
majorantlansa, u holda Veyershtrass alomatiga koia (8) gator yopiq
D sohada absolyut. va tekis yaginlashuvchi boiadi.

Endi f(*p) ixtiyoriy uzluksiz funksiya boiganda, koeffitsientlari
(13)—15) formulalar bilan aniglangan (8) gator
p < 1 sohada Dirixle masalasining yechimi ekanligini ko rsatamiz.
Buning uchun p = 1 aylanada berilgan f(ip) funksiyaga intiluvchi
fmiv) funksiyalar ketma-ketligini quramiz.

Faraz qilaylik, um funksiya «m]9 — fm(<p) shartni
ganoatlantiruvchi Dirixle masalasining yechimi boisin. 6-4eminaga
asosan um ketma-ketlik p < 1 doirada uzluksiz boigan u(x,y)
funksiyaga intiladi va bu funksiya p = 1 da f(ip) funksiyaga teng.

Faraz qilaylik, fm(-fi) funksiyaning Fure koeffitsientlari a”1, b™
boisin. VE > 0 olinganda barcha n lar uchun etarlicha katta m larda

boiadi.
Bundan

n=I
+00
a>mQ'+V pn\an- a"cosrup + (bn - b™sinntp)\ <
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kelib chigadi.

Demak, (8) formula bilan aniglangan u(x,y) funksiya p < 1
sohada (I)-(2) Dirixle masalasining yechimi ekan.

Shunday gilib, quyidagi teoremaning o'rinli ekanligi isbotlandi.

1—TEOREMA. Agar f(p) ¢ C1[Q2t] va /(0) = /(2ir) bo'lsa, u
holda D sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining yagona
yechimi mavjud bo'ladi. Bu yechim (8) gator bilan, uning ao, an va
bn koeffitsiyentlari mos ravishda (13), (14) va (15) formulalar bilan
aniglanadi.

Puasson formulasi

Endi (8) gqatorni (14)—15) formulalarni inobatga olib
0'zgartiramiz. Buning uchun (14) va (15) koeffitsiyentlarni (8) gatorga
go'yamiz. Natijada p < 1 sohada

2r
+0C . 1 f
) pn(ancosrup + bnsinnip) = —  f(t)dt.+
|

u(p.ip) = — +"

=

+i £ P"{//«)cdosntdtcosnp +  f(t) sin ntdtsin rup >=

71=1 0 %
2T 4r _
=1 f{t)d t— f f(t) pn{cosnt cos mp + sin ntsin n<p}dt
0
ar

dt. 17)

formulaga ega bo'iamiz. Oxirgi formulada t —p—w deb belgilaymiz
va Eyler formulasidan foydalansak, gavs ichidagi ifoda quyidagi

1+2 p'lcosn(t —ip) = 1+ 2 pncosto
n=1 n=i
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()
=-1+2 pncosnw = —1+ 2Re rh
n=0 n=0
2
_i+2Re --1+2Re-—-—-= mE | ———o , (18)
—7 - pe 1+P —2/4cosw

ko‘rinishga keladi.
U holda (18) ifodani (17) formulaga qo'yib, p < 1 bo'lganda

formulani olamiz.
Bu formula Puasson formulasi deyiladi va bu p < 1 sohada
Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasi yechimini aniglaydi.
Ixtiyoriy R radiusli doira uchun Puasson formulasini topish
uchun (19) formuladan p ni p/R. ga almashtirib,

2w R* 2
u(PN) 2nl m j12 p2_ 2pRcos(t - w)
0

f(t) = f(tR) = f(s), dt = c/s/iv, s = ipR ixtiyoriy R radiusli aylana
yoyining uzunligi. U holda

ZiA "

un "M =2VvVRJ N R2+p2- 2pRcos(s/R - w) dS’

formulaga ega bo'lainiz.
Bu formula p < R sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining

u(pY)lp=a = «(4.V) —f{Pp ~ /(s)i 0<if <2uR (1)

shartni ganoatlantiruvchi u(p,<p) yechimini beradi.
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Endi (20) formulada integral ostidagi ifoda Puasson yadrosi
deyiladi va uni

PP S) = 2y 4 p2- 2pReos(s/R - w)
orgali belgilaymiz. Puasson yadrosi quyidagi xossalarga ega:

1) TR ips) >0, p<R, bunda R2+p2>2Rp\
2) /9 ip s) —+o00, agar p—>R, s =ipR;
3) n(p,tp,s) G Ck(p<R), p<R

doirada garmonik funksiya bo'ladi.

Shuni ta’kidlash muhimki, (20) formula f(s) G C2|0, 27{] shart
asosida olindi. Bu formula p < R doirada Laplas tenglamasi uchun
Dirixle masalasi yechimini beradi. (20) formulani keltirib chiqarish-
da f(s) funksiyaga qo'yilgan talabni kamaytirish mumkin, masalan
f(s) G C[0,21r] bo'lishi ham etarli.

Hagigatdan ham, Puasson yadrosining 3 xossasiga asosan
(20) formulani p < R doirada p va <p bo'yicha ixtiyoriy marta
differensiallash mumkin hamda hosil bo'lgan integrallar p < R\ < R
yopiq doirada tekis yaginlashuvchi bo'ladi.

Demak, (20) formula bilan aniglangan u(p, ip) funksiya
f(s) & CJ[0,21] bo'lganda p < R doirada p va < bo'yicha
ixtiyoriy marta differensiallanuvchi bo'ladi va p < R doirada
Laplas tenglamasini ganoatlantiradi. Bundan esa (20) formula bilan
aniglangan u(p, ip) funksiya p < R doirada garmonik funksiya ekanligi
kelib chigadi.

Endi (20) va (21) formulalar bilan aniglangan u{p,ip) funksiya
yopiq p < R doirada uzluksiz, ya:ni ip= w bo'lganda

lim u(p,tp) = f(so), bunda so = Ripo, (22)

ekanligini isbotlaylik.
Buning uchun [0,2irR] segmentda f(s) funksiyaga tekis
yaginlashuvchi C1[0,21m/7] sinfga tengishli bo'lgan fn(s) funksiyalar
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ketma-ketligini tuzamiz. Berilgan fn(s) funksiyalar ketma-ketligi
asosida p < R doirada garmonik bo'lgan va

un(p. p)\p=R = fn(s), 0<<p<27TR.

shartni ganoatlantiruvchi quyidagi

2kR

Puasson formulasini ko'ramiz.

Oldingi paragrafda isbotlangan 6-lemmaga ko‘ra un(p,<p)
ketma-ketlik yopig p < R doirada tekis yaginlashuvchi bo'lib, uning
limit funksiyasi

0

D sohada uzluksiz bo'ladi. Bu yesa (22) formulaning to'g'ri ekanligini
ko'rsatadi.

Shunday qilib, biz quyidagi teoremaning o'rinli ekanligini
isbotladik.

2-TEOREMA. Agar f(s) e C[0,247r] va /(0) = /(2/77t) bo'lsa,
u holda ixtiyoriy p < R doirada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining yagona yechimi mavjud bo'ladi va bu yechim (20)
formula bilan aniglanadi.

Natiia. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining u{p,ip)
yechimi p < R doirada cheksiz differensiallanuvchi bo'ladi, ya’ni

u(pn)eC~(p<R).
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30—8. Garmonik funksiyaning xossalari

Bu paragrafda xOy tekisligida garmonik funksiyalarning ayrim
xossalarini keltilamiz. Keltiriladigan xossalarni isbotlashda ixtiyoriy
R radiusli o r doira uchun qurilgan va yopiq doirada uzluksiz boigan
Puasson formulasidan foydalanamiz.

Agar n —1 boigan holda Laplas tenglamasi

d2u r
D7- ~Ux ~°

ko‘rinishda boiadi. Bu tenglamaning umumiy yechimi
u(x) = ax + b 1)

bu verda a va b ixtiyoriy hagiqiy o'zgarmas sonlar. ya’'ni bu chizigli
funksiya. Maiumki, garmonik funksiyalarning ko'plab xossalari shu
chizigli funksiyaning xossalari kabi bo'ladi. Masalan, (1) chizigli
funksiyaning [os B] kesmaning o'rtasidagi giymati

fa+ /3\ a+/AB , aadb+aft+b u(a)+u(B)1
N ——— =g -—- - +b= = - =
v 2 ] 2 2 2
D
r\xd . i f b)d
j_l_-"aJ u )x-§—----J (ax )dx
[o] a

kesmaning uchiaridagi giymatlarining o;rt,a arifmetigiga teng bo'ladi.
Garmonik funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.
1-FEOREMA. Agar u(r, ip) funksiya Dr — {(r,if) : r < R}
doirada garmonik va yopiq b r doirada uzluksiz boisa, u holda
bu funksiyaning pr doira markazidagi qiymati r = R aylanadagi
giymatlarining o'rta arifmetigiga teng, vaiii

214 2-R
UenN)=2"R / f(s)ds = / u(R,s/R)ds, (2)
0 0

bo'ladi.
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Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, -u(rip) funksiya oldingi
paragrafdagi 2-teorema shartini ganoatlantiradi. Shuning uchun bu
funksiyani quyidagi

21R

2

u(rn 2nR % /(s) R2+r2- 2rRcos(s/R- w)ds® (3)

Puasson integrali ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Oxirgi formulada r = 0 deb, (2) tenglikni olamiz. Bu u(0,v?)
giymat, garmonik funksiyaning - = R aylanadagi giymatlarining o'rta
arifmetigidir.

Yugqorida keltirilgan (1) chizigli funksiya sonlar o‘qida cheksiz
differensiallanuvchi va analitik funksiya bo'lgani kabi, garmonik
funksiyalar ham xuddi shunday xossaga ega.

2-TEOREMA. D sohadagi har ganday garmonik funksiya shu
sohada cheksiz differensiallanuvchi va analitik funksiya bo’'ladi.

Isbot. Markazi (xo,yo) nuqtada bo'lgan R radiusli D r doira
to'lig D sohada yotsin, ya'ni (xo-Yo) G Dr va Dr C Dr bo'lsin.
U holda u(x,y) funksiyani Dr doirada (3) Puasson formulasi orgali
ifodalash mumkin. 19—8 dagi 2-teoremaning natijasiga ko'ra u(x,y)
funksiya Dr doirada, xususan (xo,y0) nuqtada ixtiyoriy tartibdagi
hosilalarga ega. u(x,y) funksiyaning Dr doirada analitik bo'lishi esa
uni (rco, 2/0) nuqgtaning kichik atrofida (x - .To) va (y - yo) darajalari
bo'yicha Teylor gatoriga yoyilishini anglatadi,

A dl+mu(x0,yo0) (x - x0)I(y ~ y0)m
R /,.r|t|:o I T —
Bu teoremaning to‘liq isboti Puasson formulasi yordamida dars-
likla.rda keltirilgan.
Natija. Garmonik funksiyaning ixtiyoriy tartibdagi hosilasi
yana garmonik funksiya bo'ladi.
Buni isbotlash ucliun quyidagi tenglikning

/ dku \ _ gk
\dxPdyq) OxP8yq

A /QU)’.. K=p+q



266 V bob.  Elliptik tipdagi tenglamalar

o'rinli ekanligini ko'rsatish etarli bo'ladi.

3—FEOREMA. Agar u(x,y) biror D soliada garmonik va yopiq
D sohada uzluksiz bo'lib, D sohaning ichki nuqtalarida eng katta
(eng kichik) giymatga erishsa, u holda bu funksiya yopiq D sohada
0'zgarmas bo'ladi.

Bu teorema [9, 10] darsliklarda batafsil isbotlangan. Shuning
uchun uning isbotini bu erda keltirmadik.

Shuni ta’kidlash muhimki, sonlar o'gida berilgan (1) chizigli
funksiya quyidan yoki yuqoridan chegaralangan bo'lsa, u holda bu
funksiya o'zgarmas bo'ladi.

Hagigatdan ham, (1) chizigli funksiyaning R sonlar o'qgida quyi-
dan yoki yugoridan chegaralangan boiishi uchun a —0 bo'lishi zarur
va etarli.

Xuddi shunday xossa garmonik funksiyalar uchun ham o'rinli.

4-TEOREMA. (Liuvill teoremasi.) Agar u(x,y) funksiya butun
tekislikda garmonik bo'lib, quyidan va yugoridan chegaralangan
bo'lsa, u holda bu funksiya o'zgarmasdir.

Isbot. Faraz gilaylik, u(x,y) tekislikda quyidan chegaralangan
bo'lsin, ya'ni shunday M > 0 haqgigiy son mavjudki, R2 tekislikdagi
barcha (x.y) nuqgtalar uchun u(x,y) > M bo'lsin.

Aytaylik, R2 tekislikdagi ixtiyoriy nugta Q = (x,y) = (=¥
bo'lsin va u(Q) = u(0,0), ya'ni u(x,y) —const ekanligini ko'rsatamiz.
Markazi (0,0) nuqgtada bo'lgan (x.y) nugtani o'z ichiga olgan R
radiusli doira Dr bo'lsin. U holda Puasson formulasi

(=2] A

o'rinli bo'ladi.
Bu yerda f(s) —u(R,<p) = u(R, s/R) va — < cos(s/R—p) < 1
ekanligidan barcha (r, ip) GD r nuqtalar uchun ushbu tengsizlik

R-r_ R2- r2 <.RHr (5)
R+r ~R2+r12- 2Rrcos(s/R—®) ~ R-r"
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o'rinli. Bu tengsizlikka

R »J f(s) m ds

0]

integral operatorni qoilaymiz. Yuqoridagi (2) va (4) tengliklarni
inobatga olib. quyidagi

R —

e ul0,0) < u(r,ip) < 51 u(0,0) ©)

tengsizlikka ega bo'lamiz.
Bu tengsizlik Garnak tengsizligi deyiladi [10]. Endi (6)
tengsizlikda R —+o00 da limitga o'tsak,

u{0,0) < u(r,tp) < u(0,0)

hosil bo'ladi. Oxirgi tengsizlikdan u(r, 9 = u(0,0) bo'lishi kelib
chigadi.

5—TEOREMA. (1-Garnak teoremasi.) Agar chekli D sohada
garmonik, yopiq D sohada uzluksiz {un(x,y)} funksiyalar ketma-
ketligi sohaning S chegarasida yaginlashuvchi bo'lsa. u holda bu
ketma-ketlik yopig D sohada tekis yaginlashuvchi. limit funksiya D
sohada garmonik va D da uzluksiz bo'ladi.

Isbot. 18 - 8da isbotlangan 6-lemmaga ko'ra {un(x,y)}
funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis yaginlashuvchi
boigani uchun bu ketma-ketlikning limit funksiyasi yopiq D sohada
uzluksiz funksiya bo'ladi.

Faraz gilaylik, D sohadagi ixtiyoriy nugta Q = (r, g bo'lsin.
U holda shu nugtani o'z ichiga oluvchi shunday R radiusli Dr doira
topiladiki, bu doirada un —fn(s) shartni ganoatlantiruvchi un(x,y)
funksiyani ushbu

J
0

Puasson integrali ko'rinishida ifodalash mumkin.
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{un{x,y)} funksiyalar ketma-ketligi yopiq D sohada tekis
yaginlashuvchi ekanligidan (7) tenglikda n — +00 limitga o‘tainiz.
Agar nﬂmoc un(x,y) = u(x,y), ninjoo = f(s) bo'lsa, u holda

(7) tenglikdan

27rR a 2 2

M{F"p)Zéﬂlo w & + (8)

kelib chigadi. Integral ostidagi /(s) funksiya [0,2 T r segmentda
uzluksiz bo'lgaui uchun Puasson formulasining xossasiga asosan (8)
integral Dr sohada garmonik funksiya boiadi.

Q —(r, 9 nuqta ixtiyoriy boiganligidan xi(x,y) funksiyaning
D sohada garmonik funksiya ekanligi kelib chigadi.

Xuddi yuqoridagi kabi teorema garmonik funksiyalar gatori
uchun ham o‘rinli ekanligini ko'rishimiz mumkin.

5*—FEOREMA. Agar chekli D sohada garmonik, yopiq D sohada

+QD
uzluksiz Y1 un(x,y) funksiyalar gatori sohaning S chegarasida tekis

yaginlashuvchi boisa, u holda bu gator yopiq D sohada tekis
yaginlashuvchi. uning yigindisi D sohada garmonik va D da uzluksiz
boiadi.

Garnakning ikkinchi teoremasini isbotsiz keltiramiz.

6—TEOREMA. (2-Garnak teoremasi.) Agar chekli D sohada
garmonik funksiyalar f@un(x,y)} ketma-ketligi monoton o'suvchi
boiib, sohaning kamida bitta nuqtasida yaqginlashuvchi boisa, u holda
bu ketma-ketlik D sohada biror u(x,y) funksiyaga yaginlashuvchi
boiadi. Shu bilan birga ixtiyoriy D C D sohada tekis yaginlashuvchi
boiadi.

Garmonik funksiyalarning chetlashtiriladigan maxsuslik to‘g'-
risidagi, cheksizlikda regulyarligi hagidagi va boshga xossalarini
talabalar [9]L11kabi darsliklardan o‘zlashtirib olishlari mumkin.
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31-8. Laplas tenglamasi uchun tashqgi Dirixle masalasi

Faraz qilaylik, Rn evklid fazosida dD = T sirt bilan
chegaralangan soha D bo'lsin. D sohaning yopiq I' sirtga nisbatan
tashqarisini M= Rn\D UT = Rn\D deb belgilaylik.

Chegaralanmagan  sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasini garaymiz. Shuni ta’kidlash muhimki, chegaralanmagan
sohada Dirixle masalasining korrekt bo'lishi yechimning cheksizlikdagi
xususiyatiga bogiiq bo'ladi.

Tashqgi Dirixle masalasi. Chegaralanmagan Q sohada quyi'
dagi shartlarni ganoatlantiruvchi u(x) garmonik funksiya toping:

u(x) e C(O) Mc2(y, (1)
An,(x) =0, Vxe (2)
u)\r = f(x), VX £T; 3)
u{x) —+0, IX] —+ oo; 4

ya'ni, n > 3 bo'lganda Vx 6 Q uchun lim u(x) = 0, agar n —2
IC—oc

bo'lsa, u holda masalaning (4) sharti
u(x) =0(1) agar ¥ —»eo, (5)

ya'ni u(x) funksiya cheksizlikda chegaralangan bo'lsin. Bu yerda f(x)
berilgan uzluksiz funksiya, r2= x| = x2+ x\ + ... + x2.

1zOH. Tashqi Dirixle masalasi n > 3 bo'lganda (I)-(4) shart-
larni, 4, —%2bo'lganda esa (I)-(3) va (5) shartlarni ganoatlantiradi.

Qaralayotgan tashgi Dirixle masala yechimining yagonaligi
hagidagi teoremaga o'tishdan oldin chegaralanmagan sohalarda
garmonik funksiyalar uchun ekstremum prinsipini isbotlaymiz.

1—FeoREMA. Agar u(x) funksiya chegaralanmagan I sohada
(1) va (2) shartlarni ganoatlantirib, r —» 0o da



270 V bob.  Elliptik tipdagi tenglamalar

boisa, u holda barcha i f f! nuqtalarda u(x) funksiya uchun ushbu

(6)

tengsizlik oi'inli boiadi.

Bu yerda, r —>oc intilganda, a(r) — 0 boiadi.

Isbot. Faraz qgilaylik, koordinatalar boshi N sohada boimasin.
Endi markazi koordinatalar boshida boigan R radiusli Sr sirtga
nisbatan inversiya almashtirishini garaylik. Bunda Rn fazoning I
sohada yotuvchi barcha nugtaJdari koordinatalar boshini o'z ichiga
olgan chekli fl* sohaning nuqtalariga bir giymatli akslantiriladi,
sohaning ' chegarasidagi nugtalar esa Q* sohaning I'* chegarasidagi
nuqtalarga, cheksiz uzoglikdagi oo nuqta esa koordinatalar boshiga
akslanadi. U holda Kelvin teoremasiga asosan

*>0 = ©)

funksiya f2*\{£ = 0} sohada garmonik boiadi va r = ] —* 0
boiganda ushbu

r
a*(r) InEy, agar n —2

shartni ganoatlantiradi. Bu yerda a*(r) = Rn 2a — 0.

Agar r —> O intilsa, a*(r) —> 0 bo'ladi. U holda (7) funksiya
£ = 0 nugtada garmonik boiadi, ya'ni v(0 funksiya 2* sohaning
nugqtalarida garmonik funksiya bo'lar ekan.

Shunday qilib, v(£) funksiya chekli sohada uzluksiz va
2* sohada garmonik ekanligidan, ekstremum prinsipiga asosan bu
funksiya o'zining eng katta va eng kichik giymatiga sohaning
G'amma* chegarasida erishadi, ya'ni G 12* bo'lganda u(£) funksiya
uchun quyidagi tengsizlik

v(O\ < max p(01
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o‘rinli. Bu tengsizlikdan (7) formulani inobatga olib, V i€ fl nuqgtalar
uchun

\ n~2 / \ 2 / \n—=2

Ny MOI<(-) 'TAT?)

n—2

max]u(x)! < C emax |it(xX)],

kelib chigadi. Bu yerda r* = maxr, C = sup I/i

Shunday qilib, (6) tengsizlik isbotlandi.

2-TEOREMA. Agar tashgi Dirixle masalasining yechimi mavjud
bo'lsa, u holda bu yechim yagona bo'ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, tashqi Dirixle masalasi ui(x) va n2(x)
yechimlarga ega bo'lsin. U holda ularning ayirmasi u(x) = uw(x) —
U2(x) bir jinsli chegaraviy shartni ganoatlantiradi. Buning uchun
1-teorema shartlari bajariladi va (6) baho o'rinli. u(x) funksiya
garalayotgan sohaning I' chegarasida nolga teng bo'lgani uchun (6)
tengsizlikdan \u(x)\ < 0 kelib chigadi.

Bundan esa Vx E O uchun u(x) = Oyoki w(x) = u2(x) bo'ladi.
Demak, tashqi Dirixle masalasining yechimi yagona ekan.

Endi tashqgi Dirixle masalasi yechimining mavjudligini n = 2
bo'lgan holda isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, markazi koordinata boshida bo'lgan R radiusli
Tr aylana bilan chegaralangan D r doiraning tashqgarisi Hr —R2\Dr
bo'lsin. Hr sohada Laplas tenglamasi uchun (1)-(3) va (5) shartlarni
ganoatlantiruvchi tashqgi Dirixle masalasi yechimini quramiz, bunda
(3) chegaraviy shart TR = {(x, y) : x2+ y2 —R2} aylanada

u(x,y)lra = u(rcosip,rsintp)\r=R - f(R,<p), 0<<p<2n, (3"

berilgan bo'ladi. Bu yerda / berilgan uzluksiz funksiya va /(0) =
f(2n) tenglik o'rinli.
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Xuddi avvalgi paragrafdagi kabi bu masalaning yechimini
o'zgaruvchilarni ajratish ususli bilan echamiz va yechiinni

a +°°fR\n .
u(r, = -£+y — (o0, cosn<p + bnsin rup), (8)
2 )

Fur’e gatorining yig‘indisi koiinishida quramiz. Uning an va bn
koeffitsiyentlari

2
an = —  f(ip) cos nipdip, n—0,1,2,..., (9)
KJ
0]
2r
bn = —\] f(tp) shirupdip, n=1,2,3,..., (10)
o]

formulalar yordamida aniglanadi.
Bu (9) va (10) formulalarni (8) gatorga go'yib, ma’lum
almashtirishlarni bajargandan so‘ng quyidagi

2kR 2

“(r-n / /w AN TW! * ! 011
0

Puasson formulasiga ega bo‘lamiz. Bu yerda r > R.

Agar f(Rtp) funksiya [0, 2e\ segmentda uzluksiz boisa, u holda
(11) gator bilan aniglangan u(r, ip) funksiya Dr doiradan tashqgarida
garmonik hamda (3’) chegaraviy shartni ganoatlantirishini ko'rsatish
mumkin.

32—8. Dirixle masalasining Grin funksiyasi

Faraz gilaylik, R? fazoda boiakli sillig S sirt bilan chegara-
langan D C R ‘ soha boisin. Yopiq D sohada P(x,y,z), Q(x,y,z)
va R(x,y,z) funksiyalar hamda ularning Px(x,y,z), Qy(x.y,z) va
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Rz(x,y,z) hosilalari uzluksiz bo'lsin. U holda bu funksiyalar uchun
quyidagi
'OP dQ dR\, .,

D

S i(Pcosa + Qcos/3 + Rcosy)dS, (1)

S
Gauss-Ostrogradskiy formulasi o'rinli boiadi.

Bu yerda N sohaning S sirtiga o'tkazilgan tashqi normal, cos a,
cos/3, va cos7 birlik N vektorning yo'naltiruvchi kosinuslari, ya'ni
N = (cosa,cos/3cos7), \N\ = 1, dS esa S sfera yuzasining elementi.

Faraz gilaylik, u(x, vy, z), v(x,y, z) GC2(D) bo'lsin. U liolda (1)
formulada P - uvx, Q = uvy va R = uvz almashtiramiz. Natijada
quyidagi

P x Qy Rz -~ (ui'x)x “Duvy)y + (uv-):z
= uxvx * uyvy * uzvz *+ u(vxx *+ vyy + vzz) =

= uxvx + UyWy + uzvz + uAv;

Pcosa+ Qcos/B+ Rcos7 =
A 1
— u[vxcosa + vycos B+ vzcos 7J=

tengliklarga ega bo'lamiz. Endi bu tengliklarni (1) formulaga qgo'yib,

/// . ,»X+ uyvy + uzvz\dxdydz =
D

= [\] u-j~ds + \]\]\] uAvdxdydz, (2)
's D
birinchi Grin formulasini hosil gilamiz.
Birinchi Grin forrnulasida v va v funksiyalarni o'rnini almash-
t.irib,

[uxvx + uyWy + uzvz]d.xdydz =
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—/J + 1 1j vAudxdydz, 3)
S D

ifodani olamiz. (2) formuladan (3) ni ayiramiz va quyidagi

(UAv —VvAu)dxdydz — I | — (4)
D

Laplas operatori uchun ikkinchi Grin formulasiga ega bo'iamiz.
Dirixle masalasining Grin funksiyasi.
Ta'rif. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin
funksiyasi deb, quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
G(M,Mo) funksiyaga aytiladi:
bu erda At = (x.y, z), Mg= (x0.y0,z0)
1) AX tZG (M, Mo) —0, ya'ni G (M ,Mo) funksiya D\Mo sohada
garmonik funksiya;
2) G(M,Mo)JmgS — 0, quadMo 6 D\
3) G(M, Mqg) funksiya D sohada quyidagi ko'rinishga ega:

G (M, Mo) = q(M,I/0) + <7(M, Mo), (5)

bu yerda q(M, M q) Laplas tenglamasining fundamental yechimi va u
quyidagi ko'rinishga ega:

f— In . . 1 - agar n = 2,
q(M, M,) = V(x-z°r+[y-y°r

——————— 7, agar n —3;
k4tt y/ (x- xq)2+ (y - yo)2+ 0 - =~0)2

g(M, Mq) yopig D sohada uzluksiz va M gED uchun M nuqgtaning
koordinatalari bo'yicha D sohada garmonik funksiya.

Grin funksiyasining xossalari.

1°. Agar M —>M g bo'lsa, u holda G (M ,Mo0) — +oc bo'ladi.

Bu xossaning to'g'ri  ekanligi Grin funksiyasining (5)
ko'rinishidan kelib chigadi.

2°. G(M,M q) funksiya D sohada musbat, ya'ni G(M,Mq) > 0.
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Hagigatdan ham, G (M, M g) funksiyaning M q nugtasini markaz
gilib, etarlicha kichik 8 radiusli |[M —M g\< § M g € D shar chizamiz
va D sohaning bu shardan tashqaridagi gismini deb belgilaylik.
Grin funksiyasining 1° xossa-siga koia, etarlicha kichik J uchun yopiq
I/ - n/ol < &sharda G(M,Mo) > 0 boiadi. Demak, G(M, Mq)
funksiya Df, sohada garmonik va yopiq Dg sohada uzluksiz ekanligidan
D$ sohaning chegarasida ham G(M, /1/q) > 0 boiadi. Ekstremum
prinsipiga asosan M € D nugqtalar uchun G(M, Mq) > 0 boiadi.

Bundan esa barcha D U S sohada G(M, Mq) > 0 ekanligi kelib
chigadi.

3°. G{M, M qg) Grin funksiyasi uchun M, Mg 6 D, M & Mq
boiganda quyidagi

0< G(M, M < y- agar n = 3;
( q) %ﬂ'r d

va

baho o'rinli.
Hagigatan ham, Grin funksiyasining (5) ko‘rinishidan va 2°
x0ssaga asosan

M, MO\Mes = - 7- - agar n = 3
gl ) Iar %

M, M O)\m &S = b - = 2
g( ) op P 7 o@gar n

boiadi. Bundan esa g(M.Mo) funksiya garmonik boiganligi uchun
ekstremum prinsipiga ko‘ra. D sohada g(M, Mo) < 0 boiishi ko'rinadi.

4°. G(M, Mqg) Grin funksiyasi M va Mo nuqtalarga nisbatan
simmetrik funksiya, ya'ni

G(M, Mq) = G(Mo, M).

Grin funksiyasining simmetrikligi [11] darslikda batafsil
isbotlangan. Shuning uchun bu yerda uni isbotsiz keltirdik.

5°. Agar Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining Grin
funksiyasi mavjud boisa, u holda bu funksiya yagona boiadi.
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Faraz qgilaylik, ikkita G\ (M, Mg) — q(M.A'lo) + gi(M,Mqg) va
G2(M,MO0) = g(M, Mo) + gi{M,MQO0) Grin funksiyasi mavjud boisin.
Ularning

GXM, M0O) - G2(M,MO0) = g\(M, M0) - @M, MO0)
ayirmasini tuzamiz. U holda
[Gi(M,M0) - G2(M,M0)]|Me5 = [si(M.Mo) - 52(M ,M 0)]|me5 = O
yoki
gi(M, Mo)\m €s = 92(M, M 0)].vfes
boiadi.
Ekstremum prinsipiga asosan yopiq D sohada
g\ (M, Mo) = 92\M, Mo),
bundan esa,
G\(M,M0) = G2{M,MO0)

boiishi kelib chigadi.

Endi Lapla.s tenglamasi uchun D ¢ R3 sohada Dirixle
masalasini garayhk.

Dirixle masalasi. Chekli D sohada aniglangan uzluksiz va
quyidagi

u(x,y,z) £ C(D) MNCc2(D); (6)
Au(x,y,z) —0, (x,y,z) € D; (7)
u\s = f(P), P £S5, (8)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x, y. z) funksiya toping, bu yerda S
garalayotgan D sohaning chegarasi va f(P) esa shu sirtda berilgan
etarlicha sillig funksiya.

TEOREMA. Agar D sohada Laplas tenglamasi uchun Dirixle
masalasining G(M. Mq) Grin funksiyasi mavjud, f(P) funksiya
}H{P) £ C(S) hamda garalayotgan D sohaning S sirtida u(M)



32-8. Laplas tenglajnasi uchun Grin funksiyasi 277

funksiya normal bo'yicha hosilaga ega bo'lsa, u holda (6)-(8) Dirixle
masalasining yechimi mavjud boiadi va bu echini

i(M0) = - jj 9)

koiinishda aniglanadi. Bu yerda G{M, Mq) Dirixle masalasining Grin
funksiyasi.

Isbot. Faraz qilaylik, u{M) = u(x,y,z) funksiya (6)-(8)
masalaning yechimi va 5 sirtda normal bo‘yicha hosilasi mavjud
bo'lsin. Mg = @&o,y0,z0) G D ixtiyoriy nuqgta boisin. D sohada

u(M) G C2(D) boigani uchun bu yerda ikkincln Grin formulasini
qoilab boimaydi. Buning uchun D sohaning S chegarasini § ga
siljitamiz va hosil boigan sohani D$ uning chegarasini esa Ss deb
belgilaymiz, ya’'ni Ds C D boisin.

20 — shakil.

Grin funksiyasining ta’'rifiga koia, M —MO0 da
G (M, Mqg) -» oo boigani uchun Ds sohaning M q nuqtasini etarlicha
kichik e radiusli S£ sfera bilan ajratib olamiz va D s sohaning golgan
gismini Dss deb belgilaymiz,
ya'ni DsS= Ds\U(MO,e), SE= OU(MO,e).

Endi D £5 sohada u(M) va G{M, Mq) funksiyalar ikki marta
uzluksiz hosilalarga ega, shuning uchun u(M) vav(M) = G{M,Mq)
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funksiyalarga ikkinchi Grin formulasini do'Hash mumkin. U holda
sohada Ju(M) = 0, AmG(M, Mo) = 0 bo'ladi va Grin formulasidan

(m, M - o (Mg ,)B )~ »

SsuSc V

tenglikka ega bo'iamiz. Bundan esa

dG(M,Mo) 4du(M)
+ N1 (u(M) - OIM, Mo) =0, (10)
Se
bo'ladi.
Oxirgi (10) tenglikda G(M. Mo)\ueS = 0, u(M)\s = f{M)
ekanligidan va S sirtda va - —2» 7— — hosilalar mavjud bo'lgani
oN __ody

uchun 5 —0 limitga o'tamiz, natijada

s, 4 7 S
(11)
ifodani olamiz.
Endi (11) formulada e —»0 limitga o'tish uchun uning chap
tomonidagi integralda ayrim almashtirishlarni bajaramiz.

f4dG(M,MO) ._ M M)\dS-=
=// U (M)™ AT -6 (M M)
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Avval birinchi integralni garaylik.

- ds —
S

o s M,M0) 1C T
(M ju'--'q--{-— MO hi+ M2
- dg(M,MO0)
Mo nugtaning kichik U(Mo, s) atrofida u(M) va --—---
funksiyalar uzluksiz boigani uchun
lim /j2= 0, (12)
er-*o
Birinchi integral
St
1
Jj u(M)yds = Jf b=u

4ns
bu yerda M £ S£ va m(J/1/) funksiyaning Mo nugqtada uzluksizligidan
lim hi —limu(M) = u(Maq), (13)
lim hi —limu(M) = u(Ma)

Endi /2 integralni garaymiz.

/2 = \]fl (M, Mo) LgudS- 1\]/\]7]-u(juds+

G (M, Mo) dS — hi + 122,
du

Mo nuqtaning kichik U(Mo, s) atrofida g(M,Mo) va 7-~: funksiyalar

uzluksiz boigani uchun

lig 1> = o- (14)
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U{Mgqg,e) sharda N funksiya chegaralangan, ya 111 M t U(Mo,e)
o}
uchun
du(M)
<
dN

tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

1 1 du ds du ds
\bl < 41 r dN 4mre s/ dN
<
K K
< 47rf = Ke.

47re | | dS = 47Tt
Ss

boiadi. Buning e — 0 dagi lirniti

lim 12i = 0O, (15)
e—0
teng.
Demak, (12) - (15) tengliklardan
lim | = lim (I\ - /2) = (16)
e—0 e—0
boiadi.

Shunday qilib, (11) formulada (16) tenglikni inobatga olib, e —
0 da limitga <,;,~K, (91 lonnulaning o'rinli ekanligi kelib chigadi.

Biz yugor'tla (9) formulani u(Mq) funksiya (6)-(8) Dirixle
masalasiiuiip ymiirai boisin, deb hosil qildik. Shuni aytish muhimki,
(9) formula bilan aniglangan u(Mq) funksiya Laplas tenglamasini va
chegaraviy shartni ganoatlantiradi.

Grin funksiyasining xossasidau D\M sohada

A MoG {M,Mo) - O,

boiadi. D sohada M g nuqtaning ixtiyoriy ekanligidan va garmonik
funksiyaning xossasidau

A'«(Mq) - f(M)AMO[-~G (M ,M 0)dS =
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= - j Mo~dS = 0
S

kelib chigadi. Demak, (9) funksiya Laplas tenglamasini qanoatlantirar
okan.

Agar S sirt etarlicha sillig boisa. u holda (9) funksiyadan

lim u(MO0) = /(Po), FoesS, (17)
Mo-Po
boiishini ko‘rsatish mumkin.
Agar (9) formulada f(M)

— 1 boisa, u holda Grin
funksiyasining xossasi va ekstremum prinsipiga asosan u(M q)
boiadi. U holda (9) formuladan

=1

S
tenglikni

olamiz. (18)
quyidagi

tenglikdan va (9)

formuladan foydalanib,

u(MO) - £(P)=- J1 \f(M) - F(P)}-OfidS
S
ayirmani tuzamiz.

S sirtdagi Pq € S nuqtani 6 radiusli shar bilan ajratib olamiz.
S sirtning 6 radiusli shar icliidagi qismi a boisin. S radiusni shunday
tanlaymizki, unda M G a boisin. / funksiyaning uzluksizligidan

|/7(M)-Z(F)]I<].- £>0,

(19)
tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda

u(MO) - f{P) = -JJ[f{M) - }{P)\~dS-
a

-/ /[ /S (M)Y-/Z7(P)]] =31+ P
S\a
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mtegrallarni baholayiniz.
Birinchi integral (18) va (19) formulalar yordamida quyidagicha

I/-||<J J \f(M)-f(P)\ gi ds
It

*\1l T

baholanadi. f{M) funksiya S wuzluksiz bo‘lganidan bu funksiya
< K chegaralangan, u holda Jo integral uchun

LIJ<2K\]\] de ds
ON

S\c

baho o'rinli ekanligini ko'rishiiniz mumkin. Shunday qilib,
lu(Mo) - f(Po)\ < £

boiar ekan. Bundan (17) limitning o'rinli ekani kelib chigadi.

Demak, Laplas tenglamasi uchun (6)-(8) Dirixle masalasining
yechimi Grin funksiyasi yordamida (9) formula bilan ifodalanishi
isbotlandi.
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Doira uchun Grin funksiyasini qurish

Faraz gilaylik, b r markazi koordinatalar boshida bo'lgan R
radiusli doira va uning chegarasi Sr bo'lsin. Doira ichidan ixtiyoriy
M(x0,y0) nugta olamiz va p = \OMO\deb belgilash kiritamiz. Endi
Mo nugtaga sr aylanaga nisbatan simmetrik bo'lgan M o nugtani
ko'ramiz. Bu nuqta OMg to‘g‘ri chizigda sr aylanadan tashqgarida
koordinata boshidan p\ masofada yotadi, bunda pp\ = R 1.

D r doirada Mg nugqgta bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy

M(x,y) nugta olamiz.

Faraz gilaylik, \MMg\= r, M Moj = r\, pi — \OMg\bo'lsin
va M nuqta aylanada yotgan holda r va ri orasidagi munosabatni
aniglaylik. OMgM va O M gM uchburchaklarning o'xshashligidan

r mR = p mr\, (20)

tenglik o'rinli bo'ladi. Grin funksiyasining ta’rifiga ko‘ra,

g(M, M o)=~1a'ﬁ'nF> M e sr
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shartni qanoatlantiradigan g(M, Mq) regulvar gismini topishimiz
zarur bo'ladi.

| D
Yuqoridagi (20) tenglikdan - = °X ekanligi kelib chigadi.
r pr
Bundan esa g(M, M q) regulyar gismini
g(M,M0) =~ ]1n —
I'n prl

deb olishimiz zarur bo'ladi. U holda Grin funksiyasi

G(M.MO) = In- - In— (21)

— 1
2ry r pr\

ko'rinishga keladi.

Haqgigatdan ham, (21) funksiya Grin funksiyasining ta'rifida
keltirilgan shartlarni ganoatlantiradi. Endi doirada Dirixle masa-
lasining yechimini olishimiz uchun (21) Grin funksiyadan normal
bo'yicha hosilani hisoblaymiz.

dG(M,M0 _ d ( 1

A h A (22)
ON ON | rol dN I " pr\
bu yerda
d I 1 x-
( In- X o cos(N, x) + -— — cos(Ary)
dN r
Vo)
— — [c.os(r,x)cos{N,x) + cos(r. y) cos{N.y)] = —- cos(?', N):

xuddi shuningdek
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Endi OM gM uchburchakdan pl —K1+r2- 2Rr cos(r, N) teng-
likni olamiz, O M gM uchburchakda esa p\ = R2+rj-2Rr\ cos(r\,N)
boiadi. Bu tengliklardan

COS(I",” ) = B_Z__-'_-_7_2 :__E_Z. cos(ri, N) = _R_Z_i_f_t_f__E)j .

Topilgan ifodalarni (22) formulaga ko'yamiz va (20) tenglikni
inobatga olib, uni soddalaslitirsak, natijada Grin funksiyasining
normal bo'yicha hosilasi

dG (M, ’\—/I-—Q)L — cos(r, jV) H——chos(ri,Tvl) =
oN r N\
R2+ r2- p2 t R2+ r\ - p\ _
2Rr2 r 2Rr\
2R2r2- R2r\ - p\r2 _  /2- p*

= 2Rr2r\ ~ Rr2

ekanligi kelib chigadi.
Endi buni (9) formulaga qo'yib, Laplas tenglamasi uchun Di-
rixle masalasining yechimini quyidagi

s(M,) =~ J f(M) ds (23)

koiinishda hosil gilamiz. Demak, xOy tekisligida Laplas tenglamasi
uchun Dirixle masalasining yechimi Grin funksiyasi yordamida (23)
formula bilan aniglandi.

Xuddi n = 3 boigandagi kabi (23) formula garalayotgan
sohada Laplas tenglamasini va chegaraviy shartni ganoatlantirishini
ko'rsatish mumkin.



286 V bob.  Elliptik tvpdagi tenglamalar

Nazorat uchun savollar

1 Qanday ko'rinishdagi tenglamalarga elliptik tipdagi
tenglamalar deb ataladi?

2. Tekis elliptik tenglamalar deganda ganday tenglamalarni
tushunasiz?

3. Qanday funksiyalar garmonik deyiladi?

4. Laplas tenglamasining fundamental yechimi.

5. Garmonik funksiya uchun ekstremum prinsipi.

6. Ekstremum prinsipidan kelib chigadigan garmonik
funksiyalarning ganday xossalari bor?

7. Elliptik tipdagi tenglamalar uchun asosiy chegaraviy
masalalarning qo'yilishi.

8. Dirixle masalasi yechimining yagonaligi va uning turg‘unligi
ganday isbotlanadi?

9. Dirixle masalasi yechimini ifodalovchi Puasson formulasi
ganday xossalarga ega?

10. Dirixle masalasining korrektligi ganday tushuniladi?

11. Laplas tenglamasi uchun tashqi Dirixle masalasi ganday
qo'yiladi?

12. Garmonik funksiya uchun Neyman masalalari ganday qo‘-
yiladi?

13. Laplas tenglamasi uchun Neyman masalasi gachon bir
giymatli echiladi?

14. Elliptik operatorlar uchun Grin fonnulalari.

15. Grin funksiyasi nima va u chegaraviy masalalarni yechishda
ganday o'rin tutadi?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

5.1. Agar u(x,y) funksiya biror D sohada garmonik bo'lsa,
holda ushbu

1) uxuy; 2) xux - yUy; 3) u2- ug\

funksiyalarning shu D sohada garmonik bo'‘lishini isbotlang.
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5.2. Quyidagi funksiyalar k ning ganday giymatlarida garmoni
funksiva bo'ladi:

1
1) sin 3x chky; 2) o 1312=

X Yy
5.3. Ushbu u(x,y) = x2- y2funksiyaning — + — < 1 sohada

ekstremum nugqtalarini toping.
5.4. Birlik doirada u(l,tp) = f(ip) chegaraviy shartni
ganoatlantiruvchi u(r,ip) garmonik funksiyani toping:

1) fiv) —cos2Vi 2) /((®) = sin3%4 3) /(y?) = sin6</2+cos6ip.

du . .
5.5. R radiusli doira ichida o f(ip) shartni
r=H

ganoatlantiruvchi u{r,ip) garmonik funksiyani toping:
1) /(ip) = cosip\ 2) /('£) = cos2<n, 3) f(p) =cosV

5.6. /? radiusli a2 + y2 = r2 < R2 doirada ushbu Dirixl
masalasini yeching:

Au(x,y) = 0, O0<r<R;
i(x,y) 2(x2+y).
r=R
5.7. R radiusli x2+ y2 — r2 < R2 doiradan tashqarida ushb

Dirixle masalasini yeching:

Au(x,y) = 0, R < r < oo;
(X, Y) = 2X2- X + Y. Ju(, y)] < oc.
r=H
5.8. Chekli D sohada garmonik va C 1D U S) bo'lgan u(x) V

v(x) funksiyalar uchun



288 V bob. Elliptik tiydagi tenglamalar

boiishini keltirib chigaring.
5.9. Chekli D sohada garmonik va C1D U S) boigan u(x) va
v(x) funksiyalar uchun

/ 5 * 4
5

1
o

boiishini keltirib chigaring.

5.10. Laplas tenglamasi uchun Dirixle masalasining G(x,y)
Grin funksiyali uchun G(x,y) = G(y.x) tenglikning o'rinli ekanligini
isbotlang.
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Nazorat uchun testlardan namunalar

1 —nazorat uchun testlar
1 Agar 1< x < 2, 3< Z< 4 boisa, u holda ushbu
Mxx “bY Uyy 4“2yux &yuy O
tenglamaning tipini aniglang.

a) giperbolik. b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

2. Agar 5< x < 6, y = 0 boisa, u holda ushbu
Uxx "b Y Uyy ~r 2yux — 3yUy 0

tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

3. Agar 1< x2+ y2< 3 boisa, u holda ushbu
Uxx ~t 2yUxy “bY Uyy 2>XUy O

tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,
c) aralash, d) elliptik.

4. Agar 2 < x + y < 5 boisa, u holda ushbu
4uxx - 2(x - y)uxy + (1 - xy)uyy - 3xux = 0

tenglamaning tipini aniglang.
a) giperbolik, b) parabolik,
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c) aralash, d) elliptik.

5. Ushbu
ux 0

X uxx 2xyUxy y Ay

tenglamani ganday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
f=x2+y2, )=y,

a) (= x2- y2, 7= x; b)
c) £= xy, 7= x; d t = x/y,r} = vy.
6. Ushbu

y uxx + X uyy — t1ix + 3uy = 0O

tenglamani ganday almashtirish kanonik ko‘rinishga keltiradi?
b) £= 2y2+ x4, 1= 2y2- x4,

a) £= 2y2,1n = x2;
c) f= x4y2, 7= x; d) £= 2x2,7 = y4.

7. Ushbu
e2Xuxx + 2uxy + 2e 2juy + ax —O0

tenglamani ganday almashtirish kanonik ko'rinishga keltiradi?
£=2I/+ e~2x, 71 = e-2X; b) £= 2y2+ x4, = 2y2 - x4;
d) £= 2x2,1/= yA4.

a)
£ = x4y2, 7 = X;

c)

8. Ushbu

9yAWKr + By2sin xuxy + sin2xuyy - uy+ n —0
tenglamani ganday almashtirish kanonik koiinishga keltiradi?
b) £= 22+ x4, 1 = 2y2- x4;

£ = cosx + y3,7 = x;
d) £= 2x2,7= y4.

a)
M= x;

c) C=1zV,

9. Ushbu berilgan
uxx + 6x3uxy + 9x6uyy —ux + 3uy = 0
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tenglamaning kanonik shaklini belgilang.

d2u ( du du\

*> ev + 4 {' i =0;

., d2u ( du du\

, d2u d2u | du du\
i9£2  di)2 \ " d£’ dr]
d2u d2u s ( du du

10. Ushbu berilgan
sin2xuxx + cos4yUyy + 9xux —uy —u = 0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.

d2u ( du du\
*> +
02u o du du
d2u d2u 4 du du\
€ dg2 drf-*t N ' 'd?'dy, —
d2u 52u V4 chA

11. Ushbu berilgan
tg2xuxx - 2ytgxuxy + y2uyy - uv = 0

tenglamaning kanonik shaklini belgilang.
d2u c(r du du"
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12. Quyidagi tenglamalarning gaysi biri

d2u J du du\
drdr)  <v *dt’ drij

kanonik shaklga ega bo‘ladi?
a) X uxx “H2xi/xy Uyy “i- Uy 0,
b) x Uxx V Uyy 2Ux
C) uxx + sin2xuyy -I-3uy = 0;
d) uxx 4duxy * 3Uyy 4day O.

13. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u ( du &u\

a? +4 s,,’"'M '"*i) =

kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) X2uxx + 2xuxy + uyw —ux = 0;
) X2uxx + Y2uyy + 3uy = 0;
) uxx + sin2xuyy - ux = 0;
) uxx 4lixy + 3Uyy 4uy O.

o O T

14. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri

d2u d2u ( du du\
wa22rfv'lLu'dt'dv)

kanonik shaklga ega bo'ladi?
a) X2uxx + y2uyy + 2xux + Uy = 0;
bj uxx 4uxy oiiyy 0,
C) sin2xuxx + 2sinxuxy + uyy + tg xux — U
d) uxx 2x uxy'x Uyy xux O.

15. Quyidagi tenglamalarning qaysi biri
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kanonik shaklga ega boiadi?

a) u xx 2iLxy “‘Dbuyy ~~ux *uy « 0,

b) Uxx "b 4Uxy +

C) sin2xuxx + 2sin xuxy + uyy -f tgxux = 0;
d) uxx —2x2uXy + x4duyy + xux = 0.

2 - nazorat uchun testlar

2
1. Ushbu berilgan uxy H---ux

M tenglamaning umumiy

yechimini toping.

a) u(x,y) = ip{x)e~2\

b) u(x,y) = y~2v{y) + i>{x)\

c) ufx,y) = y~2<p(x) + xI>(y):

d) u(x,y) = x~2if(y) + d(y).

2. Ushbu berilgan axy - 3uy = 0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.

a) u(x,y) = xs(y) + ~(x);

b) u(x,y) = e3y<p(x) + -dfy);

c) u(x,y) = y=2<p(x) + \p{y)\

d) u(x,y) = e3xtp(y) + d(x).

3. Ushbu berilgan uyy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

a) u(x,y) = x<f(y) + d{x);

b) u(x,y) = y-fix) + ip(y);

c) u(x,y) = ylp(X) -f rp(x)-

d) u(x,y) = x™My) + rp(y).

2
4. Ushbu berilgan uyy----—- uy = 0 tenglamaning umumiy

yechimini toping.
a) u(x,y)
b) u(x,y) =

yvoO) +

x 2ip{y) +xI’{y)\

h(x);
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c) u(x,y) = eyip(x) +
d) u(x,y) = x<p(y) + ib(y).

5. Ushbu berilgan uyy + 2uy = 0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.
a) u(x,y) = e~2yip(x) + ip(x);

b) u(x,y) = y2ff(x) + UWXy\
c) u(x,y) = e~2y<p(x) + 1
d) u(x,y) = y~2tp(x) + rp{x).

6. Ushbu u(x,y) — e_2xp(y) + ip(x) funksiya quyidagi gaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi?

a) ny+~2uv —0Qg b) ~ry 2uv O,

c) uXy—2Xu, —O0; d) uxy + 3uy—0.

7. Ushbu u(x.y) = tp(x) + 4>(y) funksiya quyidagi gaysi tengla-
maning umumiy yechimi bo'ladi?

a) uxy ‘b 2uy —0, b) Uxy O,

C) uxy - 2xuy = 0; d) uxy+ 3uy= 0.

8. Ushbu u(x,y) = y3-p(x) + V() funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi?
a) uxy + 3uy —0, b) uy 2uy 0,

3 * 3
c) uxy Ux —O, dl uyy —%y —0.

9. Ushbu u(x,y) = e2xip(y) 4 ~(x) funksiya quyidagi qaysi
tenglamaning umumiy yechimi bo'ladi?

a) uxXx 2ux —0. b) Uxy 2uy O

c) uyy----%uyz 0; d) uxyH—3uy—O.

Yy X

9. Ushbu 4xuxx - yuxy + 7ux = 0 tenglamaning umun
yechimini toping.

a) ?2(r,y) —y~ZAp(x"y2) + ip(y);

b) u(x,y) = x5/3p(x2y3) + rp(x);

c) u{x,y) = y3ip{xy4) + ip(y);
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d)

10.
toping.
a)
b)
c)
d)

11.

toping.
a)
)

)
d)

O T

12.
toping.

toping.

cz e

o
—

14.
toping.
a)
b)
c)

u{x, y) = y~7%3ip(x2y3) + ip(x).

Ushbu uxy + Uyy = 0 tenglamaning umumiy yechimini

u(x,y) = (f(x - y) - )\
u(x,y) = e~xip(x - y) + ip(x);
u(x,y) = x2ip(x - y) + #</);
u(x,y) = exdp: - y) + do(y).
Ushbu uxy H—?—uy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
u(x,y) = x2p(y) + V'(x);
u(x, y) = x2tf{y) + i(x);
u(x,y) = x_5/6v?(xy4) + V'(-f);
tt(x,y) = y-6/5if{x4y) + if)(y).
Ushbu uxx + 2ux = 0 tenglamaning umumiy yechimini

(x,y) = yb2ip(xy) + ~(.r);
( x2/3<p(x2y) + i'{y)\
u{x, y) = <p{y)e~2x + V>(y);
u(x, y) = y2tp(xy) + d(y).

x
<
n

. Ushbu 2uxy —uyy—3uy — 0 tenglamaning umumiy yechimini

u(x, y) = y3ip(xy2) + ip(y);
u(x, y) = eSx/2f(x + 2y) + g(x);
u(x, y) = x2ip(xy2) + i(x)]

)
(x,y) —y=2<p(x2y) + ip(y).

c

Ushbu uxy —3uyy—buy = 0 tenglamaning umumiy yechimini

u(x, y) = x2y?(x3y) + ~(x);
u(x,y) = x<p(xzy2) + d;y)]
u(x,y) = edxip(3x +y) + (x);
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dy u(x\y) =y 2<p(xzy) + V(y)-

15. Ushbu Xuxx + yUxy = O tenglamaning umumiy yechimini
toping.

a) ttfx,y) = xxp{xy) + ~(x):

b) ®U(X.Y) = ys(x2y) + V>(y);

¢) U(x.y) = X2p{y2) + i/>()

dy uX.y) = wa ~) +

3 - nazorat uchun testlar
1. Ushbu
u(l,y) = 3y3+ 5, ux(l.y) = 3y + 1

boshlang'ich  shartlarni quyidagi funksiyalardan gaysi biri
ganoatlantiradi?

a) u(x,y) —5—-y+Inx+ - x2'3y + 3y2;

9 -
b) u(x,y) = 9y + 3y3- 2Inx - - x2/3y + 5

C) u(x,y) = bx2y2+ 5- ~"x3/2y + 3y2- x>y + 3y;
d) u(x,y)=3y+ 5- x2/3y + 3y2- 2Inx + 5.

2. Ushbu
nix, 1) = 2x2, uy(x, 1) = 3x+ 1

boshlang'ich  shartlarni  quyidagi  funksiyalardan qaysi  biri
ganoatlantiradi?

a) u(x,y) = 5x+ - xy2- - xy3-r 1+ 3x2;

b) u{x,y)= | xy2- Jy1/3+ 2x2- | x +

c) u(x,y) = 9y2+ 5bxy - 5x3y2+ 3xy2- 3x5'9y + 3y;
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d) u(x,y)5= 7Y+ 3y3- - x2/3y + 3y2—2Inx + 5.
]

3. Ushbu
u(x, 1) = 2x3, uy(x, 1) = 3x

boshlang'ich  shartlarni quyidagi funksiyaiardan qaysi
ganoatlantiradi?

9 9
a) -ux,y) —5- -y+ Inx + - x2/iy + 3x,
z z
2 u 9 7/
b) u(x,”)= -1+ 3x3- 2Inx - - x2/3y;
c) u(x,y) —5x2+ 12 - ~x3/% + 3x2 - 3x5/% + 3x;
9 9
d) u(x,y) = - xy4/3+ 2x3- -X.
4. Ushbu
u(l,y) =1 + 2y, ux(\.y) = 3y2
boshlang'ich  shartlarni quyidagi funksiyaiardan qgaysi

ganoatlantiradi?

9 <
a) u(x,y) = 5—- y+ Inx + x2/3y + 3x2;
3 3
b) u(x,y) = - x2y2+ 1+ 2y - - y2

Cc) u(x,y) = 5x2+ 12 - ™ x3/2y + 3x2- 3x5/9% + 3X;
9 9

- Xy4/3 + 2X3- - X.

4 4

d) u(x,y)
5. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

u(x,y) = y-5/37/(x3y4) + y(y)

2L

biri

biri

bo'lsa, u holda u(l,y) = 3y5, ux{l,y) = 3y4 boshlang'ich shartlarni

ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.

a) u(x,y) = ®~\ Y+ luT + \ x2/iy + 3y2'
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[ ] 9 .
9y + 3y3—2InxXx ——x2Z23y + 5

b) u(x,y)

c) it(x,y) = 5x2y2+ 5- ~x3/2y + 3y2- x5/9% + 3y,

d) u(x,y) ~ ya4~™x1i/4 - ij + 3yb.
6. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

u(x,y) = x~2f(x3y2 + g(x)

bo'lsa, u holda u(x. 1) = 3x2+ 2. uy(X, 1) = x4 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.

a) u(x,y) = - x4(yd- 1)+ 3x2+ 2

b) u(x,y) 9y + 3y3- 2Inx - - x2/3y + 5;

, 5 7/ .
Cc) u(x,y) = bx2y2+ 5- - x62y + 3y2- x5/gy + 3y;

d) u(x,vy) y y4(x 7/4 - + 3yb.

7. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi
ux,y) = Iny /(xy) + </(xy)

bo‘lsa, u holda u(x, 1) 2x2, tty(x, 1) = x2 boshlang'ich shartlarni

ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x4(yd- 1)+ 3x2+ %

b) u(x,y) = 9y + 3y3—2Inx ——x2/3y + 5
» s 5 .
c) u(x,y) = 5x2y2+ 5- - x32y +3y2- x5y + 3y;
X2
d) it(x,y) = --—-- bx2y2.
Yy

8. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

u{x,y) = — f(x2y) + g(xy)
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boisa, u holda u(x, 1) = 1+ 2x2, uy(x, 1) = 4x2 boshlang'ich shart-
larni ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x4yn- 1)+ 3x2+ 2

b) v(x,y)- 2Inx - - x2'3y + 5

c) u(x,y) 1+ 2x2y2\

X2
d) u(x,y) = — +2x2y2.

9. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

boisa, u holda u(x, 1) = 2y/x, uy(x, 1) = yfx boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.

a) u(x,y) - 2y/xy,

b) u(x,y) = 2Inxy + 2Jxy - 5xy;
c) u(x,y) —1+ xy2;
d) u(x.y) = yxy + 2x2y2.

10. Agar biror tenglamaning umumiy yechimi

Xy

boisa, u holda u(x, 1) = 2x, uy(x,l) = x boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) =r4ti4- 1)+ 3x2+ 2

.. 9 . [/
b) ¥i(X,y) = 2Inx —- x2'3y -5
c) u(x,y) = x(I +vy)
d) u(x,y) = -— 1-2x2y2.

11. Agar £ = 2x + 3y, = bx - 4y boiganda beri
tenglamaning umumiy yechimi
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boisa, u holda 4/0,y) = 1, ux(0,A) — 1 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) - x4(yd- 1) + 3x2+ 2

9 ..
X,Y) —2Inx ——x '3y + 5

b) u(

c) u(x,y) = x(I +y);

d) u(x. = — el +

) £/ X) 23 23

12. Agar £ = 5x - 6y, n = x + 2y bo'lganda berilgan

tenglamaning umumiy yechimi
nE,T) = ed f(ij) +9(0

bo'lsa, u holda u(0,y) = 4, ux(0,y) = | boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x, y) funksiyani toping.
a) rr(x,y) = x(yd+ 4) + 3x2+ 4
9 .
b) u(x,y) = 2Inx —- x2"y + 5;
c) u(x,y) = x(I +y):
d, S.

13. Agar i — 3x - 4y, r? = b5x + 6y bo'lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

u(f,r?) =e~/mf{0 + fl(v)

bo‘lsa, u holda u(0,y) = 2, ux(0, & = 3 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.

a) u(yx,y) = E
b) u(x,y) —2Inx - - x2fy + 5:
(x,y) = x(I + y);

(X,y) = x4(yd- 1) 43x2+ 2

————— —e~olr' 2\
19

14. Agar £ = 2x T 3y, ? = 4x - 5y bo'lganda berilgan
tenglamaning umumiy yechimi

«(E,7) = e20/ (0 + /(?)
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boisa, u holda u(0,y) = 1, ux(0,y) = 2 boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(.r, y) funksiyani toping.
a) u(i,s/) = i(l+y);

b) u(x,y) = 2Inx - - x2y + 5

c) u(x,y) = "~ e 4413+
d) u(x,y) —x4(y4—1)+ 3x24 2

15. Agar £ = x3f/4, r, — x bo'lganda berilgan tenglamanin
umumiy yechimi

u{S,v) = v~4/11(0 + 9(v)
bo'lsa, u holda u{x. 1) = 4x2, uy{x, 1) = 6x boshlang'ich shartlarni
ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiyani toping.
a) u(x,y) = x(I +y)

24 -/ o 24
b) n(x,y) = N-xy74+ 4x2- — X;

7 7
c) u(x,y) = 2Inx —- x2"y + 5
d) u(x,y) = x4(yd- 1) + 3x~+ 2

4 —nazorat uchun testlar

1 Laplas tenglamasining x — r cos y = rsinv? gqut
koordinatalaridagi ifodasi gaysi javobda to'g'ri berilgan?

14 ( an\ 1 d2u . 15/ <9u\
rerVv O/  r2pyr ’ 2@V drJd
1 c2u n , 1 a ( du\ 1 4-u du _n
V1dip2 ~ NrdrV dr) + r2dy2 dz2 ’
2. Agar n(x) = u(xi, x2,..mxn) garmonik funksiya bo'lsc

quyidagi funksiyalar garmonik boiadmi?
a) u(x + h), h- o'zgarmas vektor;
b) X\uxx- X2uX2, 7= 2
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du du

c) aSTai? n= 2
d) To'g'ri javob a) va v).

3. Ushbu x3+ axy2funksiya a ning ganday qgiymatida garmonik
bo'ladi.
a) a= 1 b) a——1; c) a= —3; d a——2

4. Ushbu x2 + y2 + az2 funksiya a ning ganday giymatida
garmonik bo'ladi.
a) a= 1 b) a= -2; c) a=—1 d a= -3.

5. Ushbu sin3a:ii ch#x2 funksiya a ning ganday qiymatida
garmonik bo'ladi.
a) a= £3; b) a= -2; c) a—1; d a= 2.

6. Laplas tenglamasining fundamental yechimini aniglang.
a) E(x,j/)= —In]i—yl, n=2

u r, , 1 f (z-02

b) r(1’,] = bl 5 ol 1 % -

c) E(x,y)=(n-2) 1|x- Y\N2 n, n> 2

d) To'g'ri javob a) va v).

7. Agar x = (x1,x2,x3) vay = (y»”~¥3) bo'lsa. u holda
ushbu E(x,y) — |x —y\~I funksiya gaysi tenglamaning fundamental
yechimi bo'ladi?

d2u 1 df du\
a £ & T "; b)
3 d2u 4 d2u
¢c) 5 w =o0, d £ & r 0

8. Quyidagi funksiyalardan qaysi biri garmonik bo'ladi?
a) v(X,y) = x2+ y2;

b) v{x,y) —x2 y2;

Cc) u(X,y) = 2x2+ 3y2+ 7,
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d) v(x,y) —5xy + 4y4 —09.

9. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan qgaysi masala
nokorrekt go'yilgan?

a) Koshi masalasi; b) Dirixle masalasi;

c) Neyman masalasi; d) Gursa masalasi.

10. Laplas tenglamasi uchun quyida keltirilgan gaysi masala
korrekt go'yilgan?

Q

) Koshi masalasi;

O

) Dirixle masalasi;

2]

) Neyman masalasi;
)

[}

To'g'ri javob b) va c).

11. Elliptik tipdagi tenglama uchun ganday masala korrekt
go'yilgan deyiladi?
a) masalaning echimi mavjud bo'lsa;

b) masalaning echimi yagona bo'lsa;
c) masalaning echimi berilganlarga uzluksiz bog'liq bo'lsa;
d) To'g'ri javob: a), b) va c).

12. lIssiglik targalish tenglamasining fundamental yechimini
aniglang.
a) E(x,y) —- hixx- W\, n—2

c) E(.r,y) = (n- 2) 1\x- yBn, n>2
d) To'g'ri javob a).

13. Ushbu ut = uxx tenglamaning u(x,0) = sin Ix boshlang'ich
shartni ganoatlantiruvchi u(x,t) yechimini toping.

a) u(x, t) = coslxsint;

b) u{x, t) = sin/x;

c) u(x,t) —e~1 1sinIx\
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d) To'g'ri javob a).

14. Ushbu w, = uxx + Uyy issiglik targalish tenglamasining
u(x, y, 0) = sin kx cos ly boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi u(x, t)
yechimini toping.

a) u(x,t) = e-(*:2+i2)f sinA'xcos/y;

b) u(x, t) —sinlx;

c) u(x,t) —e~'2t sin kx cos ly,

d) To'g'ri javob a).

15. Ushbu w, = uxx + Uyy issiglik targalish tenglamasining
u(x,y, 0) = sinkx + cosly boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi
u(x, t) yechimini toping.

a) u(x,t) = sinkx cosly,

b) u(x,t) = e~k~t sinkx + e~I2*cos ly;
c) u(x,t) = e~Il f sinkxcosly,

d) u(x,t) —e~I2t(sinkx + cosly);



Javoblar

Berilgan misol va masalalarning javoblari.

I-bobda berilgan misollarning javoblari:

11

12.

13

15

1.6.qquad u(x,y) = (pi(y)x + y>2y)',

5)

Tenglama boiadi: uxx —0, uxy O;
0;
Tenglama emas: n = 2;

Tenglama emas: 0

Tenglama boiadi: 5ux - 9n = 0;
Tenglama emas: 4n = —11;
Ikkinchi tartibli;

Ikkinchi tartibli:

Ikkinchi tartibli;

Ikkinchi tartibli;

Ikkinchi tartibli;

Bir jinsli chizigli tenglama;
Chizigsiz tenglama;

Bir jinsli kvazichiziqli tenglama;

Bir jinsli boimagan kvazichizigli tenglama,;

Bir jinsli boimagan chizigli tenglama;

u(x,y) = <p(y); y(x) = ¢ bn yerda ip(y) — ixtiyoriy
uzluksiz funksiya; ¢ — ixtiyoriy o'zgarmas.

bu yerda ip\(y) va 2 (y) ~ ixtiyoriy uzluksiz funksiyalar,
ixtiyoriy o'zgarmaslar.

u(x,y) = f(x) + gfy); 1.8, u(x,y) = f{x) + g(y)e~5x;

1.7.

19.

1.10.

u(x,y) = f(x)e3x + g{y):

1)

2)

3)

u(x,y) = xy + f(x) + g{y):
1 J
u(x,y) -r3+ -x2y+ f{y)x + g{y)\

u(x, y) = f(x) + xgi(y) + g2(y);

Y{x) = cxx + c2;

va c2 esa
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4)  u{x.y)

H(x) expl ~y21 + g(y);

5) u(x,y) = "xy24 -y34yfi(x) 4/2(1);

6) u(x,y) /(x) 4y(y) + J dtj F(t,r)dr.

0 Y0
bu yerda va yuqoridagi 740 formulalarda / va g ixtiyoriy

C 1(fi) sinfga tegishli funksiyalar. (xo0,yo0) esa tekislikning ixtiyoriy
fiksirlangan nuqtasi.

Il—bobda berilgan misollarning javoblari:

2.1. 1) Giperbolik: uv + -, = 0,
(=i +y of=3x-y.
2) Elliptik: na + nt + =0, £=2x-y, /= X

3) Parabolik: nT + fun—0, E£=x4vy /=y.
4) Giperbolik: nfr) + itc —2u,(+ ( + )JJ= 0,
sS= 2X —Yy, /= X+ V.

5) Elliptik: 4- uvv + =0, £=x, T=3x+Yy.
6) Parabolik: 4- =0, £—x—2y, 7,—x.
7) Giperbolik: = 0. £= x4y —cosX,
7. = —X + y —COS X.
8) Elliptik: +um =0, £=1vy, V= arctgx.
9) x ¢ 0. y o 0da parabolik:

um + 2'—’1'UJ, + -1e<t =0, i= Y ”v=y.

N2 t) X

10) Elliptik: + um + = 0

C=y+ x2, V= x2.

2.2. 1) Elliptik: + unv4 us< =0,
£=x, T—-x 4y, C= 2x —2y 4 2.
2) Giperbolik: —uw + 4n= 0,
1 2 /6

£=y+ x, = x4y, C= X - y 4 — z.



2.3.

Javoblar ... 3r17

3 9
3) Giperbolik: +uw - nN+3W + —-Uu7- - Ug—0,

£E=X ri="(x +y+z). C=-\[3x+y- 2}
2\ ) > #

4) Parabolik: uf® - nw, + 4/ = 0,

£E=y+Xx, /= —y —2X, C= x - 2.

5) Parabolik: +nT- 3MH--=(E+1V- 3(=0,
v2

1 3 r
£= — X. ¥= —1=Xx+ V2z, C=x + z.
y/2 y/2
c—b

N uf?— = N=y~x'n=x;
u(Z, r/) = exp(ag + OT))v{Z,T)),

b2 - 4a b

d4a(c —b)’ 2a’

2) VXX + vyy —cv —0,
n(x,y) = expl -i(ax + /3y)jv(x, V).

: 15
3) Vif+vlv- y =0, £=2x+vy, )= x;

«(E,1/) = exp " 1 7/"nE, 7/).
4) Vv —7v—0, £=2x—y, 7= X
mn(E,7/) = exp(—£ - 6j])v(£,14).

5) vel+ 9v+ 4(£ - HexpE + q) = O,

U(E,t?) = exp(—£ - d{£,r])



308

Matematik fizika tcnglamalari
2.4. 1) u(x,y) = ip(2x - vy).
2)  u(x,y)= <p(2x+ 3y)exp(]j -

3)  u(x,y) = tp(x + 2y)e2y.
4)  u(x,y) = (E(2x-y) - -cos(x +y).

5) u(x,y) = <p@x+ 3y)exp (g sin(4x + 3y)™.
6) u(x,y) —f(y) + g(x)e~ay.
7) u(x,y) = /(x + y- cosx) + y(x - y + COSX).

8) ux,y) = x - y + /(x - 3y) 4 y(2x +

9) u(x,y) = [/(x) + 5(y)lexp{-bx - ay}.

10) tt(x.y) = ’): /(X - y)+y(x+y)
IH-bobda berilgan masalalarning javoblari:
3.1 1 u(x.y) = x_1/(xy4) + g{x);
£=ly4, V= «®) + = o.
2)  u(xy) = Z(xy)iny + y(y);

£=Xxy, T=Yy; + T]~luv = 0.

3) u(x,y) = /(x) + x1/3y(xy3):



JavoMar ... 0

4) u(x,y) —f(y -fsinx) + g(y + sinx)e2x;
£= Y+ sinx, =X, wrT—2uv—0.
5) u(x, y) —f(x2+ y2) + g{x2+ y2)x3+ 10- 1x5;
i = x2+vy2 /= Xx; wnw - 2r)~1lun- rf = 0.
6) u(x,y) - fix + 2y) + ex!2g(x + 2y);
£=Xx+ 2y, 7= X, um - ~ur,= 0.
7)) u(x,y) = /(4x +y)expjx + || + y(@x +y);
£E=4x+y, Y= 2x+Yy; = 0.

8) u(x,y) = /(x + cosy)- + y(x);
X

£= Xx + cosy, 7= X; 4— n™ = 0.
3
1) u(x,y) = --(x2+ y2) + siny + 3xy.
2) u(x,y) = ~(y3™M- M'Y/2); Ixj< 1, 0<y< 1.
, y2

3) u(x,y) = smy+ex y-I. 4) u(x,y) = xXy+y .
5  w(X,y) = x2+ y4. 6) u(x,y) = xyd+ 1
7) u(x,y) = 2(y2- 1)+ ~"x2(l -y 5 + 3x2.
8) u(x,y) = 2°™/xy. 9) uix,y) = (x- l)ybs.

10) ux, t) = - bsinx sin t.
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3.3. u(x,t) = Asin#nx cos nnax.
fi +°0 }
34. u(x,t) = T tfo (/2C TjILJ)JJ sin[(2A;+l)7ra;] cos[(2A:-f 1)Tra*].
3.5. u(x,t) = ré /01 I 1\2 sinl(2~ + 1)ttx] sin[(2/c +
) at].
1 20k 2,t
3.6. u(x,t) —-— sin — tsin —x.
2171 I I

21 an . T .
— sm—etsm—x + cos —- fsm— X.
21 21 21

3.7. ulx,t) = —
air 21

00
= £ akcosaXktsin AMx-f

3.8. u(x,0=
fc=i
10 1
+- T - / [/f(r)sinaAfd£ - r) sin Afcxdr;
c k=i At o
bu yerda * = +n{VvW sin

Afc esa Afc cos AN + /Aisin AY = 0 tenglamaning ildizlari.
3.9. u(x,t) — YL
k=1

X C 0 s sin

bu yerda
fk = y I f(x)sin(~-x)dx.

3.11. 1) tt(x,<) = - at) + + at)] —
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+ N f X+f

M ox-a(t-r) \% /

2) u(x, £) = ~Mv?(x + a«) + <p(x - af)]+

-1
3) =
400 k=0 \4/ (fc)

1,22, / A\ fc cfc+ L.nfc+l 1 °° / \\ * /T2 _ J2M\0+1
45 " W [(*+ D12 4 cval o+ 2

4) u(x,y) ="+ (4- 3y)exp(l - x - y)-

2X + expl2™ - . - VD>

A,y £,1/) = exp{x - £+ 2(y - ??)}

IV—bobda bcrilgai) masalalarning javoblari:

3 +°° | , ‘
41. u(x.t) —— Y1 I—-r exp{—(2fc+ 1) 27ra2t] sin(2fc+ 1)7rx.
TAO2n + 1
\2n
(Q7r N o.TrT
4.2. u(x,£) = expd —j fjsin~”.
*+00 2k + l)ad]2 1 o+ 1
4.3. U(x,t) = N a*exp ( )a7] (A Ul
k=0 — n— J *m

Buyerda ak= { J o) sin - 2a 7.
/n /4
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4 21a HH? f-1)fcHdl akn . Kty
4.4, u(x, t) = — — 7——exP ~T~ f>sin — x.
m  fc=0 fc
45, u(x,t) = v{x,t) + 1j(x);
u(x,t) = £ Ccexp< —a2XRt >cos Afx;
h-o | '
21
ak = - /[A(/ - x) - w{x)] cos Akxdx:

|l o

Iux) = (1- A /(f f(t)df)ydz+ A j
a o Vo / a o \o

7w KT . _
At=21+T" fc= 012

(~y
4.6. 1) = A akfxpsj - +0 t >cos
u(x,t) k:Oa Xp<j ( f b

1| kix

ao —j f <f(x)dx, ak—j f tp(x)cos™— JIxdx, k= 1,2,...

4.7. 1) u(x,t) —e ,2(sinIx.
2X - Xz+ t
2) u(x,t) exp
Vi- + 1 t+ 1
®
3 u(x,t) = 1- cost+ (1 17 4t)"1/2ex
) ux b @r at) P L.

4) u(x, t) = t3+ e~fsinx.

5) u(x,y,t) = e~"+l2tsinlixsinhy-

6) u(x, y.t) = sin /ix + cos /2Y-
4.8. u(x.t.) = f Go(x,t;£)tp(€)dE.

0]

Bu yerda
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Go(I'"-?2) =i ~ (ex4 '"fe® L} “exp{'iEs | -1})-
ocC

4.9. u(x,t)= f Gi(x,t; £)<?({;)<%.
o

Bu yerda

. e~ht f f (x- £)21 f {/x+02
G:ix.t.C, = — 7= exp - > -f exp< S'
2aVrtr | 4a2f J | 4a2t

V-bobda berilgan masalalarning javoblari:

5.1. 1) Garmonik; 2) Garmonik; 3) Garmonik.

52. 1) k= +3; 2) fc=0, k=n-2, n>0 [~ o
53. 1) Berilgan funksiya (£2,0) nuktada maksimumga
Umax = 4: va (0, £3) nuktada um;,, — -9 minimumga erishadi.

54. 1) u(r, P =il +r2cos2("j;
2)  u(r,v?) = ~f3sin<® —r2sin3,J;
3 ur ) — dor
u(r, tp) —- 4 - r’ cos<wp.
P P P

55. 1) u(r, ip) = rcos 9+ C:

72
2) u(r,v?) = — cosVvV?+ G.

5G. -u(X.y) —x2—y24-2y + R2.

4 / \2
57. ux.y)= 02+ 1—) (x2-y2- (—j (x-y).
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Nazorat testlarining to‘g‘ri javoblari kaliti

1-testning to‘g‘ri javoblar kaliti

1 2 3 4 5 6 7 8 9
gbvvvg

2-testning to‘g!'ri javoblar kaliti

2 3 4 5 6 7 8 9
vgvbabbvv

3-testning to gri javoblar kaliti

2 3 4 5 6 7 8 9
agvbagvba

Baholash mezoni:

a’'lo baho — 26 - 30 ball:
yaxshi baho — 21 - 25 ball;
goniqarli baho — 16 - 20 ball;
Har bir to‘g‘ri javob — 2 balldan.

10
\Y

100 11 12

a

n 12

a

cl

g

\%

1 12

9

9

13

13

14

14

14

14

<

15

(o3

15
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