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SO‘ZBOSHI

Respublikamizda kadrlar tayyorlash Milliy dasturining birinchi (1997-
2001 yillar) va ikkinchi bosgichlari (2001-2005-yillar) yakunlandi. O‘tgan
vaqt mobaynida Respublika Oliy ta’limi tizimida katta o‘zgarishlar bo‘ldi,
xususan, yangi Davlat ta’lim standartlari ishlab chiqildi va tasdiglandi. lim-
fan jadal taraqqiy etayotgan, zamonaviy axborot-kommunikatsiya tizimlari
vositalari keng joriy etilgan jamiyatda turli fan sohalarida bilimlarning tez
yangilanib borishi, ta’lim oluvchilar oldiga ularni jadal egallash bilan bir
qatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim olish vazifasini qo‘ymoqda.

Qabul qilingan yangi Davlat ta’lim standartlarida ilg‘or chet el oliy
ta’lim muassasalarida keng qo‘llaniladigan va yaxshi samara beradigan mus-
tagil ta’lim olish usuliga asosiy e’tibor qaratildi. Talabalarda o‘quv ada-
biyotini mustaqil o‘rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil
qilish, mantiqiy fikrlashni o‘stirish va matematikaviy madaniyatning umu-
miy saviyasini ko‘tarish, tatbiqiy masalalarni matematikaviy tomondan tek-
shirish malakalarini hosil qgilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo-
dalashga o‘rgatish maqsadida o‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan
mustaqil ishlar kiritildi va o‘quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu go‘llanma matematik analiz fani chuqur o‘rganiladigan univer-
sitetlarning talabalari tomonidan mustaqil ishlarni bajarishga mo‘ljallangan
bo‘lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tatbigqiy matematika va informati-
ka» va «Mexanikas yo‘nalishlari Davlat ta'lim standartlariga mos keladi.

Qo‘llanma to‘qqiz paragrafdan iborat bo‘lib, 1-§ da matematik analiz fa-
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak bo‘ladigan asosiy formula va
qoidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi-
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ularning tatbiqlari», «Anigmas va aniq
integrallar, ularning tatbiglari», «Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar», «Sonli gator-
lar», «Funksional ketma-ketliklar va qatorlar», «Xosmas va parametrga bog‘liq
integrallar» va «Karrali va egri chiziqli integrallar, Sirt integrallari va maydon-
lar nazariyasi elementlari, Furye qatorlari> mavzulari bo‘yicha 8 ta mustagil
ish tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan avval shu mustagil ishni
muvaffaqiyatli bajarish uchun lozim bo‘ladigan asosiy tushuncha va tasdiglar
keltirilgan (A bo‘lim). B bo‘limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim
bo‘lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya qilingan. D
bo‘limda esa talabaning mustaqil ishni bajarishini va undagi materialni
o‘zlashtirishini yengillashtirish maqsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha
misol va masalalar to‘liq yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, fagat zarur, lekin fanni
malakali tushunish uchun yetarli ma’lumotlami berishga,, Mirzo Ulug‘bek
nomidagi O‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o‘qitilishi jarayonida yig‘ilgan tajribalardan imkon
darajasida to‘liq foydalanishga harakat qilindi. Shu munosabat bilan muallif-
lar o‘quv qo‘llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash
malakalarining shakllanishiga xizmat giladi, deb umid bildiradilar.



1-§. ASOSIY FORMULA VA QOIDALAR

1°. Qisga ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi
1. (a+b) =a* £2ab+b".
2. (ath) =d’ £3a%b+3ab* £ b’
3. (axb)' =a* +4a’b +6a’b* £ 4ab’ +p*.
4. -b* =(a-b)(a+b).
5.4 b’ =(a+b)(a2 I—ab+b2)

(a+b)’ Zc‘ "pt = Zc ok

k=0

oM.
bu yerda C, _k!-(n—k)!’ nl=1-2-...on va Q1=1.

n=1 n-1
an _bn ____(a_b)zan—l—kbk =(a_b)zakbn—l-k =
k=0 k=0
=(a—b)-(a"“ +d"7b+a" b +.. +ab™ +b"“') bu yerda ne N, n>1.
8. a"+b" =(a+b)(an—l _an-2b+an—3b2 _an—4b3 +.n+bn—-l)’ bu yer-

da n—1 dan katta bo‘lgan ixtiyoriy toq natural son.
2°, Daraja va ildizning xossalari. Logarifmlar

X

. " : . g L1
1. a°=l, a\"a)___axﬂ, =g, (d') =a”, (a~b)’=a‘-b‘, ax=;:

2. Q/CF=an Wab =%a b m_ ﬁ ("’a)k=’"a",

>
3. % = =|d= ia e aa Sobob(:sf’sa 2" = _2m agar g >0 bo‘lsa;

Ya<xb, agar 0<a<b bo'lsa
4. Ixtiyoriy x uchun g >¢;
a=a"ox=y.
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5. a’>a"<:>{
6. (x>0, a>0, y>0, b>0). b=gq

log, (xy) =log, x +log, y, log, % =log, x~log, y, log, x" = %logb X,

3", Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari

log, x =

log, x

og,a’

x>y, agar a>1 bo‘lsa,

log, b=

log, b

Sat

x<y, agar 0<a<1 bo‘lsa.

1

log, a

log, x=1,

log 1=0>

1. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

sinx cos X tgx ctgx
T + + + +
O<xy<=
\ 2
T + - - -
—<x<r
2
kY 4 - - + +
T<x<—
2
K} 4 - + - -
T<x<27r

2. Trigonometrik funksiyalarning ba’zi bir burchaklardagi

giymatlari
Radianiar 0 T z T T n 3_;:- 2z
6 4 3 2 2
Gradustar | 0° | 30° | 45" | 60" [ 90" | 180" | 270" | 360"
sinx 0 1 NE) B 1 0 -1 0
2 |2 |7
COS X 1 \/3 ﬁ l 0 -1 0 i
2 2 2
tgx 0 N3 1 SHlo- 0 - 0
)
ctgx - NG 1 NE] 0 - 0 -
3

=)




3. Asosiy trigonometrik ayniyatlar

1. Sin2x+C052x=1, 2. tgx:SInx 5 (x¢£+ﬂ-nj.
cos X 2
/4
3, ctgx=—r, (x#7n). 4. tgx-ctgx=1, (x;ﬁ__nj.
sinx 2
2 1 V4 2 1
5 l+tg’x=—— | x#=+an| 6l+ctg’x =——, (x2m), (n€Z).
cos” x 2 sinx

4, Keltirish formulalari

T 3z
y - —tx TIx —tx 2rtx
2 2
siny cosx Fsinx -COSX tsinx
cosy Fsinx —COSX +sinx COS X
tgy Fetgx ttgx ctgx ttgx
ctg y Ftgx fctgx tgx tetgx

5. Burchak yig‘indisi va ayirmasi uchun formulalar
_ tgxxtgy

1. sin(xty)=sinx-cosy*cosx-siny. 3. tg(x+ )¢1$tgx-tgy'

. . ctgx-ctgyxl

= . . ’ tg(xty)=—-"--7"—
2.cos(x+y)=cosx-cosyFsinx-siny 4. ctg(xty) gy tetgy
6. Ikkilangan va karrali burchak uchun formulalar

2tgx
l+tg’x’

1. sin2x=2sinx-cosx =

1—tg*x

2. cos2x =cos’ x—sin® x =2co0s’ x— 1 =1-2sin’* x = —
1+tg” x

2t 2 - tgx—t
2= 4. cig2x=Sg ¥l _clexoigX

I-tg?x ctgx—tgx" 2ctgx 2

3, tglx=

. . « 3
5. sin3x=3sinx—4sin’ x. 6. cos3x=4cos’ x—3cosx-



Stgx—tg’x ctg’ x—3ctgx

7. tg3x= 8. ctg3x=

1-3tg’x Jetg x -1

7. Yarim burchak uchun formulalar

X I—cosx cos x : B

1. sm—=4% ¢ 3.t f:i I-cosx __sinx =l cosx

’ . * g . .
2 2 2 l+cosx l+cosx  sinx

x I+cosx sinx 1+cosx
. 4, cg—=+ = =— .
2 2 I—cosx 1-cosx sinx

Izoh: Tengliklardagi “+” yoki “~” ishora % burchakning qay-

si chorakda joylashganligiga garab tanlanadi.

8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar

L sin2){___1—0052)«6. 2 Coszx___1+cos2x
2 2
. 3 3sinx —sin3x 3 3cosx+cos3x
3. sinx=—————— 4, coOs'x="—-—"" """
4 4
9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirmalari uchun
formulalar
1. sinx+siny=2sinﬂ-cos—x_—y. 2. sinx—siny=2sin—)£——y'cosﬂ_
2 2 2 2
X+y  x-y X+y . x-y

3. oosx+005y=2cos—2—“‘oos—2;, 4, cosx—oosy=—25in7‘sin————_

5, cosxisinx=\/§sin[§-ixj=ﬁcos(%;x}
. A-cosx_+Bsinx=vA + B’ sin(x+y),

. A B
b verds 420, T S

(=2

sin(x+ y sin{x +
7 tgrrigy=onlEy) ctgxtetgy =)
COSX'COS_)/ Smx-smy
cos(x -y cos(x+y
9, tgx+ctgy=-f—(-—) 10. ctgx—tgy:M

cosx-siny’ sinx-cosy’



10. Trigonometrik funksiyalarning ko‘paytmalari uchun formulalar
1. sinx-siny= —lz-[cos(x— y)—cos(x+ y)] )
2. cosx-cosy= %[COS(X— y)+cos(x+ Y)] .
3. sinx-cosy= -;—[sin (x~y)+sin(x+ y):| )
4. cosx-siny= %[sin (x+y)-sin(x-y)].

3 ctgx + ¢t
5. [gx[gy:M— 6. ctgx.ctg)}z_.gx__c_gy_

ctgx + ctgy gx+1gy

7. sin(x+ y)-sin(x—y)=cos’ y—cos’ x.

[+

. cos(x—y)-cos(x+y)=cos’ y—sin’x.
Izoh: Yugorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning
har ikkala tomoni ma’noga ega bo‘lgan giymatlarida o‘rinli bo‘ladi.

4%, Teskari trigonometrik funksiyalar
1. y=arcsinx.

D(y)=[-1 1], E(,v)=[—§;—75}, f(=x)==£(x).
2. y=arccosx.
D(y)=[-1; 1], E(»)=[0;7], arccos(—x)=rn—arccosx.
3. y=arctgx.

D(3)=(-sr). EQ)=(-5:5 ) F(0=~ ().
4. y=arcctgx.

D(y)=(~o0;+), E(y)=(0;7), arcctg(—x)=n—arcctgx. .
5°. Trigonometrik tenglamalar
{|a| >l=>xed
1. sinx=a=

!al <l=>x= (——l)k arcsina + 7k,

9



T . V4
bu verda ke Z va —ESarcsmaSE,

5 - la]>1=>xe@
. cosx=a= bu yerda O<arccosa<ur.

laj< 1= x = +arccosa + 27k,

V4
3. tgx=a=x=arctga+zk, bu yerda arctgae(——z—;—z-) va geR

4. ctgx=a=>x=arcctga+k, bu yerda arcctgae(0;7) va aeR.

6°. Eng sodda trigonometrik tenglamalar yechimlari jadvali (k el )

a sinx=a cosx=a
0 =k
= =21k
2
| x=2rk
x=Ziork rEen
2
-1 =
x=-—£+27rk x=m+27k
2
— x=(—l)k£+7rk v=+Z 4 2rk
2 6 3
! x:(—l)k“£+7rk x=+Z Lok
2 3
ﬁ :(—1) Z+rmk x=t=+27k
2
_ﬁ \—(—l)k“£+7rk x=+22 1 2nk
2 3
ﬁ x=(—1)k£+7rk v=+Z 4 o7k
2 4 4
__‘/_2—_ x=(—l)k“~Z—+7rk x=i§£+27tk
2




a tgx=a ctgx=a
=k
0 ¥ x=—+rk
] x=Z 1k x=Z 1k
4 4
-1 x=—£+7zk x=3—7£+7rk
4 4
*/5 x=—73£+7rk x=£+7rk
_\/5 x=—£+7rk x=§7—r—+7zk
3 6
3 x=2 7k x=2 sk
3 6
_ﬁ x=—£+7rk x=2—”+7rk
3 6
7°. Giperbolik funksiyalar
et -e” e* +e”*
1. shx:= ) 2. chx:=
2 2
3 thys= X = 4 cthx=SX_ ¥
’ " chx e +e ) " shx & -e*’
5. ch’x—-sh’x=1. 6. sh’x=2shx-chx.
7. ch’x=ch®x+sh’x. 8. thx-cthx=1.

8%, Arifmetik progressiya

{a,,}:al,az,...a",... — arifmetik progressiva < Vne N uchun

a,,=a,+d (4 —ayirma).

n+l

1. an+l=an+d- 2. a '—"a"_-l% (I'I>l).

3. a,=a+(n-1)d. 4. a,=a,+d-(n-k) (I1<k<n-1).
11




_a,,ta

5. a, atk (lI<k<n-1). 6.4,+a,=a,+a,  agar

n+m=k+p bo‘lsa.

2a,+d(n—-1
7. Sn=al+a2+-..+a"=a];a”.n: a|+2(n )_n

9°. Geometrik progressiya

{b,}: bbb, (B, #0) — geometrik progressiya < VneN
uchun b,,, =5, ¢ (g —maxraj). .
1' bn+l=bn'q' 2' b"2=b"_l'b"+], n>1.
3. b,=b-9"" 4. b =b,-¢"" (1<k<n-1).
5' b =bn—k.qk’ (lSkSn—l)' 6. bn+k=bn'qk'
7. B2 =b_,b,,, (1<k<n-1). 8. b,b,=b, b, agar n+tm=k+p bo‘lsa.
b 1mg _bd=h
9. S, =b+b+..b=4 79 4-I
b-n, g=1
b

10. S='lir;n§"=§, agar 0<|qi<1 bo‘lsa.

10°. Tenglamalar
1. Chizigli tenglama ax=b: 5
a) agar a=0 bo‘lsa, yagona x=; yechimga ega;
b) agar a=0, b#0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
d) agar a=b=0 bo‘lsa, chek51z ko‘p yechlmga ega. Bu holda

ixtiyoriy x tenglamaning yech1m1 bo‘ladi.
2. Chizigli tenglamalar sistemasi

ax+by=c
a,x+b,y=c,
Aytaylik, A=ab, —a,b,, Ax=b,c, -bc, va Ay=ac, —a,c, bo'lsin.

Ax Ay .
a) agar A0 bo‘lsa, yagona x=—A—, y=—A— yechimga ega;

b) agar A=0 bo‘lib, Ax va Ay lardan birortasi 0 dan fargli
bo‘lsa, yechimga ega emas;

12



d) agar A=Ax=Ay=0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.

¢) Geometrik talqini: ax+by=c tenglama tekislikda to‘g‘ri chi-
zigni aniglaydi. A =0 shart ikkita to‘g‘ri chiziqning kesishishini va
ularning yagona umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi. b) dagi
shart ikkita to‘g‘ri chiziglarning parallel bo‘lib, ularning umumiy
nugtaga ega bo‘lmasligini anglatadi. Va nihoyat, A=Ax=Ay=0 shart
ikkita to‘g‘ri chizigning ustma-ust tushishini va ularning cheksiz
umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax’ +bx+c=0: D=»b—-4ac bo‘lsin.

a) g=0 bo‘lsa kvadrat tenglama yugorida ko‘rilgan chizigli teng-
lamaga aylanadi; g0 bo‘lib,

b
b) D=0 bo‘lsa, yagona X =—5; yechimga ega;

. ) -b+D .
d) D>0 bo‘lsa, ikkita X, =—2———— yechimga ega;
a

e) D<0 bo‘lsa, yechimga ega emas.

4. Viyet teoremasi:
a) agar x, va x, lar x* + px+q=0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda

{x, +X,=—p
XXy =
bo‘ladi; 2= d
b) agar x,, x, va x, lar x’ + px* +gx+r =0 tenglamaning yechi-
mi bo‘lsa, unda
X, + X, + X, =—p,
XXy + XX+ XX, =
X Xy Xy =—F
bo‘ladi.
5. a*=b, a>0 tenglama
a) b>0 bo‘lganda x=log,b yechimga ega,
b) <0 bo‘lganda yechimga ega emas.
6. log,x=5b tenglama >0 bo‘lganda x=," yechimga ega.
7. Trigonometrik tenglamalar:
n—ixtiyoriy butunt son bo‘lsin.
a) sinx=a tenglama |a|<1 bo‘lganda x=(-1)"arcsina+nx
yechimga ega, fa(>l bo‘lganda esa yechimga ega emas;
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b) cosx=a tenglama [a|<] bo‘lganda x=tarccosa+2nx
yechimga ega, [a[>1 bo‘lganda esa yechimga ega emas;

d) tgx=a tenglamaning yechimi x=arctga+nzr bo‘ladi.

e) ctgx=a tenglamaning yechimi x=arcctga+nzr bo‘ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklarning xossalari:

a) a=b < ixtiyoriy ¢ uchun g+c>b+c;

b) a2b va c>d = a+c2b+d;

d) a=b va ¢>0 = ac2bc;

€) a=b va ¢c<0 = ac<bc-

2. Chizigli tengsizlik gx>p:

a) g=0 va p>0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
b) a=0 va h<0 bo‘lsa, xe(—w;+0) boladi;

b b
d) a>0 bo'lsa, xe(?“’) va g<0 bo‘lsa, XG(*“’;;)

bo‘ladi.
3. ax<b tengsizlik (—1) ga ko‘paytirilish yordamida —gx>—p
tengsizlikka keltiriladi.
4. Kvadrat tengsizlik ax’ +bx+c>0: D=5b>-4ac bo‘lsin.
a) a=0 bo‘lsa kvadrat tengsizlik chizigli tengsizlikka aylanadi;
b) a<0 bo‘lib, D<0 bo‘lsa yechimga ega emas;
—b+\/—D—' ~-b-D
2~ 2a

d) a<0 bo‘lib, p>¢ bolsa, xe

J bo‘ladi;
€) a>0 bolib, D>0g bo‘lsa,

~b-D ~b+JD
A YT 7T bo'ladi

2a

f) a>0 va D>0 bo‘lsa, xe(-w;+0) boladi.
5. ax® +bx+c <0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko‘paytirilish yor-
damida -ax’ —bx~c>0 tengsizlikka keltiriladi.
6. a) g>1 bo‘lganda o™ > g% tengsizlik f(x)>g(x) teng-
sizlikka teng kuchli;
14



b) 0<a<l bo‘lganda ,/®) 5 g% tengsizlik f(x)<g(x) teng-
sizlikka teng kuchli.

7. a) b>1 bo‘lganda log, f(x)>log, g(x) tengsizlik
f(x)>g(x)>0 tengsizlikka ekvivalent;

b) 0<b<l bo‘lganda log, f(x)>log, g(x) tengsizlik
0< f(x)<g(x) tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi:
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar
o‘qini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr o‘z
ishorasini o‘zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida
topiladi.

9. Trigonometrik tengsizliklar:

a) sinx>a tengsizlik:

1) a>1 bo‘lsa, yechimga ega emas;

2) a<-1 bo‘lsa, xe(—oo; +0) boladi;

3) -l<a<l bo‘lganda, xe(arcsina+ 2nr; 7r—arcsina+2mr)
bo‘ladi.

b) sinx<a tengsizlik:

1) a<-1 bo‘lganda yechimga ega emas;

2) ag>1 bo'lsa, xe(—oo; +o0) bo‘ladi;

3) —l<a<l bo‘lsa, xe(—zz—arcsina+2n7r; arcsina+2mz)
bo‘ladi.

d) cosx>a tengsizlik:

1) g>1 bo‘lganda yechimga ega emas;

2) a<-1 bo‘lsa, xe(—0; +o) boladi;

3) —l<a<l bo‘lganda, xe&(-arccosa+2nz; arccosa+2nrx)
bo‘ladi.

e) cosx<a tengsizlik:

1) a<-1 bo‘lganda yechimga ega emas;

2) a>1 bo'lsa, xe(~w; +) bo‘ladi;

3) ~-1<g<l boflsa, xe(arccosa+2n7r; 27- arccosa+2mz)
bo‘ladi.

T
f) tgx>a tengsizlik *€ (Gr ciga +nrw, 5 +nrw j yechimga ega.

- .
g) tgx<a tengsizlik *€ (_E +nx;, arciga+nzx J yechimga ega.
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h) ctgx>a tengsizlik xe(nz; arctga+nz) yechimga ega.

i) ctgx<a tengsizlik xe(arcctga+nm, 7m+nx) yechimga ega.

10. Modul qatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchun
modul ostida qatnashgan funksiyalarning barcha nollari topiladi,

ular yordamida sonlar o‘qi oraliglarga ajratiladi va har bir oraligda
moduldan qutulinadi.

129, Ajoyib va muhim limitlar

n

1. lim—=0, 2. lim= =0,
nox n—»x% pl
3. lim™ =0 (a>1) 4. 1im% =0 0
S . . "1_{2’;!'— (‘v’a> )
5. limng" =0, |g| <1, 6. lima=1 (a>0).
7. lim el (45), 8. lim%n =1,
n—or n n—
. 1 ) l n
9, lim =0, 10. hm(l+—~) =e~2,71828
nown 2yl n->e n
11, 1m0 i Ty im T —y (2eR),
=0 x =0 x =0y =0 x x=0 X
1 . In(l1+x
13, lim(1+x) =e. 14. hm—(——)=l.
x>0 x—=0 X
15. lim&"1=1, 16. m® " =g (a>0).

x~0 x=0 X

x

"

17. lim——(l+x) =a (aeR).
x—=>0 X

18.}1{1103‘ Inx=lim x™“Inx=lim x’¢™* =0 (a>0)_

13°, Differensiallashning umumiy qoidalari
1. y=c=const, y'=0. 2. y=c-u (c=const), y'=c-u'.
3. y=uzxv, y'=u'tv'. 4. y=u-v, y'=u'v+u-v'.
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(v(x)#0), »'=

5. y=

< I=

7. y=f(x), x=1"(y) ¥

ik vv“v 6. y=r(u) (u=u(x)), y'=r'u..

1 .
= LY TS A i S
Ty 8. y=u', y'=u"-v:Inu+u " -v-u'.

149, Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari

1. (x")' =nx"".

3. (sinx)'=cosx.

5. (th)' B cos’x

13. (arctgx)' =

15. (shx)'=chx.

17. (thx)'=

19. (arcsh x)' ==

21. (arcthx)'rl 12.
—-X

2. (x")'=x"-(1+lnx).

4. (cosx)‘=—sinx.

6. (ctgx)'=-

sin® x
8. (logax)'=ﬁ; (a>0, a=1).

10. (a"')'=a"' lna (a>0).

1

12. (arccos)'=- =
1-x

1
l+x°

14. (arcctgx)'=-

16. (chx)'=shx.

18. (cthx)'=—sh2 o

20, (arcch x)'= 71

-1

22. (arccthx)' = 1 !
-x

15°. Integrallashning umumiy qoidalari

d“f(x)dx]=f(x)dx, 2. .[dF(x)=F(x)+c,
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3. _[cf(x)dx=cjf(x)dx (¢ =const 0).
4. ﬂ:f(x)ig(x)]dx= ff(x)dxi Ig(x)dx.
16°. Anigmas integrallar jadvali
1. J-O-dx=ﬁ. 2. Idx=x+c,
3 J.x"‘dx=xa+l +c (a¢—1, (xeR), 4 Iﬁ=2\/;+c
’ a+l N '
5. I;ﬁz:—%ﬂ:, 6. J.%=lnlx|+c,
7 I o =lln|ax+bl+c (a¢0) 8. lefdx=¢e"+c
Y ax+b a T '
e a . _
9, Ia dx—lna+c (a>0, a=1). 10. J‘smxdx*—cosx+c,
. dx
11. _fcosxabczsmx-}»c, 12. I S—=—cIgx+c,
sin” x
13. J‘ d)zr =1gx+c, 14. Ishxdx=chx+c,
cos” x
15. J'chxdx=shx+c. 16. J‘S:fx =—cthx+c,

dx dx dx
:fhx-f' = :[hx'-{- . . = arctox + .
17. '[Chzx C, J.Ch'x C 18 Jl +x2 are gx + ¢

dx ] x d ]
19. '[az+x2 =;wctg;+c (a;tO), 20. _“ = =arcsinx + ¢

x—al

+c
x+dl

dx _ . X r dx __l
21. Jm‘”“‘“;” (a>0). 22, f5—==—In

3. [=E =L

a-x* 2a

a+x

+c (a=0), limz,=a

n—sx

a-—-x
18
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dx
=ln‘x+\/x2+a)+c a#0
24. JxT:_a ( )

25.

I -

wn

26. J‘\/az—xzd ==ya*-x* +%arcsin—2+c (a>0).

Vx®ta? i%ln‘.ﬂ—x}xz +a*

27. Isziazdx=£2C- +c.
IR N [ s [-_J
28. sinx g2 ’ 29. cOSX & 2 4 )
30 _C-iizln,sinxl+c 31 £=~ln|cosx|+c

* oYtgx ) * Jetgx ’

17°. Aniq integralning tatbiglari
1. Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar f(x)eCla,b], f+(x)eC[a,b] bolib,
{as.vsb,
L(x)2y<£(x)

bo‘lsa, u holda

5= A0~ A ()b
bo‘ladi. ¢

b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.

Agar
Dz{as;osﬂ,

0<r<r(p)
bo'lib, r(p)eC[e,B] bo'lsa,
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S = Ij[r’ (p)do

N | —

bo‘ladi.
2. Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.

AB: {(x,f(x)):xe[a,b]} bo'lib, f'(x)eC[a,b] bo‘lsa, unda
4B egri chiziq uzunligi / ushbu

1=}h+[f(xﬂ%a

formula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzun-
ligini hisoblash.

x=9(1),
y=w (1)
w'(r)eCla, ] bolsa,

1= o T +[v (T
bo‘ladi. :

d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining
uzunligini hisoblash.
as@spf,
Agar 4j: r=r(p) bo‘lib, r'(¢p)eCla, ] bo‘lsa, unda

I= i‘\/rz (p)+ [r'((p)]zd(o

Agar AB: { ast<f bo‘lib, ¢'(f)eCla,B] va

bo‘ladi.

3. Aylanma sirtning yuzasi.

4B {(x.f(x):xe[ab]} bo‘lib, f(x)20 va f'(x)eC[ab]
bo‘lsin. 45 yoyni OX of‘qi atrofida aylantirish natijasida hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzasi ushbu

S=2n}f@%h+{f(xﬂﬁh

formula yordamida hisoblanadi.
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4. Aylanma jismning hajmi.

as<x<b,
Ushbu D=4, <y< f(x) egri chizigli trapetsivani Ox o‘qi

atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma jismning hajmi

V=7r:|.[f(x)]2 dx

formula yordamida hisoblanadi.

5. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

Ox o‘qida shu o‘q bo‘ylab biror jism F =F(x) kuch ta’sirida
harakat gilayotgan bo‘lsin. Agar F(x)eC[a,b] bo‘lsa, F=F(x)
kuch ta’sirida jismni ¢ nuqtadan p nuqtaga o‘tkazishda bajarilgan
ish ushbu

A= }]'F (x)dx

formula yordamida hisoblanadi.

6. Statik moment. Og‘irlik markazi.

Egri chizigning 0x va QY o‘qlariga nisbatan statik moment-
lari M, va M, lar

A@=]}ﬂ wxﬂ@=¥bﬂ
0 0

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl=«/(d¥)2+(dy)2 -

yoy differensiali, / esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu
x() = _[i ; yo = lx
formulalar yordamida hisoblanadi.
7. Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.

Agar geometrik figura

as<x<b
D=
0<y<f(x)
egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda
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N

lb‘z lb .. ¥ M"
M, =3 [yde, M, =3 [ods va (i) =| 5575

a a

|

b
bo‘ladi. Bu yerda S= IJ’(-")dx —trapetsiyaning yuzi.

18%. Matematik belgilar

Formula, ta’rif va tasdiqlarni yozishda quyidagi matematik belgi-
lardan foydalanish qulay bo‘lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi:

e —tegishli,

¢ —tegishli emas,

< —qism,

v —ixtiyoriy,

J—mavjud,

Ji—mavjud va yagona,

=>—kelib chiqadi, “...bo‘lsa, ...bo‘ladi”,

< —teng kuchli,

:=-ta’rifga ko‘ra teng,

:—shunday,

A TVa,

v —yoki,

«—isbotning boshlanishi,

> —isbotning oxiri.
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2-§. 1-MUSTAQIL ISH

Ketma-ketlik va funksiya limiti

Sonli ketma-ketlik va uning limiti.

Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar.
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti.
Fundamental ketma-ketliklar.

Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
Funksiyaning limiti.

Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nugtalari.
Funksiyaning tekis uzluksizligi.

5o —A_
Asosiy tushuncha va teoremalar

1%, Sonli ketma-ketlik va uning limiti

1-ta’rif. Agar har bir ne N natural songa biror gonun yoki qoi-
daga ko‘ra bitta x, haqigiy son mos qo yilgan bo‘lsa, x,, x,,..., X, ...
sonli ketma-ketlik berzlgan deyiladi va u { } kabi belgllanadt

x, (n=1,2,...) migdorlar {x,} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
{x,} va {»,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa,
{x, +y,}={x+Y 5+ ¥y},
x=wd={n -3 -y
(o ={n -y 1y bs

{x"} {x] xz }
=T T =1,2,...
yn yl y2 (y"¢0, & 1’ ? )

ketma-ketliklarga mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning
yigindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.

2-ta'rif. Agar 31 (3m) son mavjud bo'lsaki, ¥ne N uchun
X, <M (x,2m) fengsizlik orinli bosa, {x,} kemma-ketlik yuqori-
dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. Aks holda esa, ya’ni
VM (Vm) son olinganda ham 3pne N son mavjud bo'lsaki, x,>M
(x,<m) bolsa, {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralan-
magan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar 3IM >0 son mavjud bolsaki, Yne N uchun
|x,|<M boisa, {x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol-
da esa, ya'ni YM >0 son olinganda ham 3Ine N son topilsaki
|x,|>M bo'sa, {x,} chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.

4-ta’rif. Berilgan {xn} ketma-ketlik uchun shunday a son topilib,
Ve>0 son olinganda ham 3n,=n,(s,a)e N son mavjud bolsaki,
n>n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun
|x,—al<e tengsizlik oinli bolsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi va 'lli_{llx,, =4 korinishda belgilanadi. '

Agar 4-ta’'rifdagi shartni ganoatlantiruvchi g son mavjud
bo‘lmasa, {x,} ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifning inkori). Agar Vn,eN son olinganda ham
3¢>0, 3n>n, son topilsaki, |x,—a|ze bo'lsa, a son {x,} ketma-
ketlikning limiti emas deyiladi va lﬂ};xn =a ko'rinishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, bu
ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzoq-
lashuvchi deyiladi.

2%, Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning limiti nolga teng (limx, =0)
bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. Agar VvM >0 son olinganda ham 3n,e N son mavjud
bo‘lsaki, ~n>n, natural sonlar uchun fx,,[ >M tengsizlik o'rinli bosa,
{x,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyilad.

Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, limx, =
ko‘rinishda yoziladi. Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlik bolib,
biror nomerdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) bo‘lsa,
,I,E‘}xn =40 ('l,i_"?xn ==%) ko‘rinishda yoziladi.

Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo‘ladi,

lekin bu tasdigning teskarisi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yig‘indisi
cheksiz kichik ketma-ketlik boladi.
2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket-
ma-ketlik ko ‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
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3-teorema. Agar Vne N uchun x,#0 bofib, {x,} — cheksiz

1
katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bo‘lsa, u holda {;‘} cheksiz
kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bo‘ladi. '
4-teorema. 'Mx, =a polishi uchun {a,}={x,-a} ketma-ketlik-

ning cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lishi zarur va yetarlidir.

39, Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, uning
limiti yagona bo‘ladi.

2-teorema. Agar {x,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u che-
garalangan boladi.

3-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi
bo‘lsa, u holda {x,%y,}, {x,-v,} ketma-ketliklar ham yaginlashu-
vehi bo‘ladi va

lim (x,+y,)=limx, +limy, |

n—x
lim(x, - y,)=limx, -limy,
H— n->x =%

formulalar o‘rinli bo‘ladi.

4-teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi

. x”
bolib, VneN uchun y,#0 va limy, #0 poisq, {;‘} ketma-

ketlik ham yaginlashuvchi bo‘ladi va
limx,

n—rL

lim—* =%
rxy, limy,
n->a

formula o‘rinli bo‘ladi.

5-teorema. Agar ,(xi_lgx,, =a poib, biror nomerdan boshlab x,>c
(x,<c) bolsa, u holda a>c (a<c) bo'adi.

6-teorema. (“Ikki mirshab haqidagi teorema). Agar '111_13} x,=a,
limy, =a bo'lib, biror nomerdan boshlab x, <z, <y, fengsizlik orinli
bo‘sa, u holda limz,=a po’adi
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. . M xn O P
Agar ’l'l_l;rlxnzo’ limy, =0 bosa, ll_rgy— g ko‘rinishdagi
o0
anigmaslik deyiladi. =’ 0-0, w-oo va boshga ko‘rinishdagi

anigmasliklar ham shu kabi ta’riflanadi.

4°. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti
1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning hadlari wne N uchun

n

n+l

x, <x,, (%, 2x,,) fengsizlikni ganoatlantirsa {x,} o‘suvchi (kama-
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Osuvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket-
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik o'suvchi bo‘lib, yugoridan
chegaralangan bo sa, u holda u yaginlashuvchi bo‘ladi.

2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bolib, quyidan

chegaralangan bo‘lsa, u holda u yaginlashuvchi bo ‘ladi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar ve>0 son olinganda ham 3n,=n,(e)eN son
mavjud bo‘lsaki, Yn>n, va pe N sonlar uchun [x,,+,,—x,,'<€ teng-
sizlik bajarilsa, {x,} fundamental ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. (I-ta’rifning inkori). Yn,e N son olinganda ham shun-
day n>n,, peN, g>0 Sonlar mavjud bolib, 2¢& ftengsiz-

lik orinli bosa, {xn} ketma-ketlik fundamental emas deyilali.
Teorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo ‘lishi uchun
uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarlidir.

xn+p - xﬂ

6°. Qismiy ketma-Ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori
va quyi limitlari
{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, k,k,,....k,,... (k,2n)
o‘suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. {x,,} ketma-ketlikning
k. k,,....k,,... nomerli hadlaridan X, ,%,,...,% ,... ketma-ketlikni
tuzamiz. Hosil bo‘lgan {x,("} sonli ketma-ketlik {x,} ketma-ketli-
kning qismiy ketma-ketligi deb ataladi.
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1-teorema. Agar limx,=a bolsa, u holda uning har ganday
qismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng boladi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {x,} ketma-ketlik che-
garalangan bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi bo‘lgan
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. {x,} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi limiti {x,}
ketma-ketlikning qismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik qismiy
limitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yugori
(quyi) limiti deyiladi va limx, (me") ko rinishda belgilanadi.

@

3-teorema. limx, =a pofishi uchun limx,= limx, =a po9ishi

=y

zarur va yetarli.

7¢. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti

Bizga biror X < R to‘plam berilgan bo‘lib, ¥ o‘zgaruvchi miq-
dor X to‘plamdan olingan bo‘lsin. Agar har bir xe X songa biror
gonun yoki qoidaga ko‘ra bitta y son mos qo‘yilsa, u holda X
to‘plamda funksiya aniqlangan deyiladi va y=f (x) kabi belgilana-
di, x o‘zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen-
ti), X to‘plam f(x) funksiyaning aniglanish sohasi, x soniga
mos keluvchi y soniga esa funksiyaning x nuqtadagi xususiy gi-
ymati deb ataladi. f(x) funksiyaning barcha xususiy qiymatlar
to‘plami ¥ ga f(x) funksiyaning qiymatlar to‘plami (yoki o‘zgarish
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Y={yeR: y=f(x), xeX}.

Agar a (aeX ,&¢ a¢X ) nuqtaning ixtiyoriy atrofida x
to‘plamning a dan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, u holda 4
nugta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida x — f(x) funksiyaning
aniglanish sohasi, ¢ nuqta x to‘plamning limit nuqtasi deb tus-
huniladi.
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1-ta’rif. (Koshi). Agar Ve>0 uchun 36=35(¢g,a)>0 topilsaki,
O<|x—a|<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeX uchun
| f (x)—b|<s tengsizlik bajarilsa, u holda b soni f(x) funksiyaning
a nuqtadagi limiti deyiladi va lim f (x)=b kabi belgilanadi.

2-ta’rif. (Geyne). Agar X t0 ‘plamning nuqgtalaridan tuzilgan, a
ga intiluvchi ¥{x,} (x,#a, n=1,2,..) ketma-ketlik uchun {f(x,)}
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b soniga intilsa, shu b soni f(x)
funksiyaning a nugqtadagi limiti deb ataladi.

Keltirilgan ta’riflardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning & nug-
tadagi limiti mavjud bo‘lishi uchun funksiya & nuqtada aniglangan
bo‘lishi, ya’ni ge x bo‘lishi, mutlaqo shart emas (a nuqtaning
X to‘plam uchun limit nuqta bo‘lishi yetarli, ya'ni, umuman
olganda, g¢ X).

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta’riflarni keltiramiz.

1-ta’rifning inkori. Agar 3¢>0 topilsaki, v&5>0 uchun
0<|x—a]<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi 3xe X mavjud bo‘lib,
l f (x)—blZe tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning a nu-
qtadagi limiti emas deyiladi ({glgf (x)¢b§

2-ta’rifning inkori. Agér a nugtaga intiluvchi H{x,,}
(x,€X, x,#a, n=\1,2, ...) ketma-ketlik topilsaki, unga mos
{ f (x,,)} ketma-ketlik b ga intilmasa, u holda p son f(x) funksi-
yaning a nuqtadagi limiti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2-ta’riflari ekvivalentdir.

Biz 1-teoremadan quyidagi xulosani chiqaramiz: funksiyaning
limitini hisoblayotganda qaysi ta’rif bo‘yicha hisoblash oson va qulay
bo‘lsa, shu ta’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda f(x) funksiyaning @ nugtadagi limiti mavjud
bo‘lmaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to-
monli (o‘ng va chap) limitlari to‘g‘risida gap yuritiladi.

3-ta’rif (Koshi). v e>0 uchun 35=6(a,e)>0 topilsaki,
a<x<a+8s (a-8<x<a) tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe X
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uchun | f (x)—b‘<s tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
a nugtadagi o‘ng (chap) limiti deb ataladi va

lim £(x)=1(a+0)=b (lim f(x)=f(a=0)=b)

x—ra+0 (x—m—

kabi belgilanadi.

4-ta’rif (Geyne). a nugtaga infiluvchi V{x,}, x,eX, x,>a
(x, <a) ketma-ketlik olinganda ham unga mos {f(x,)} ketma-ket-
lik b soniga intilsa, b soni f(x) funksiyaning a nuqtadagi o‘ng
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. iif'{llf(x)=b bolishi uchun f(a+0)=f(a-0)=b
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Endi funksiyaning x>+ dagi limiti ta’rifini beramiz. f(x)
funksiya (c,+oo) cheksiz oraliqda aniqlangan bo‘lsin.

5-ta’rif. (Koshi). Ve >0 uchun 34>0 (A=c) topilsaki, Vx> A
uchun |f (x)—b|<£ tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
x> +oo dagi limiti deyiladi va lim f (x)=b kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +oo ga intiluvchi V{x,} (x,>c) ketma-ketlik
uchun unga mos {f (x,)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni f(x)
funksiyaning x — +oo dagi limiti deb ataladi.

3- va 4-ta’riflar hamda 5- va 6-ta’riflar bir-biriga ekvivalent.
xliﬂ;f (x)=5 ning ta’rifi ham yuqoridagiga o‘xshash aniqlanadi. Agar
lim f(x)=lim f(x)=b bo'lsa, u holda lim f(x)=b deb yoziladi.

T-ta'rif. Agar limf (x)=0 ¢ lim f (x)=0) boYsa, f (x) funksiya
a hugtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz katta
va cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun 2%-punktda keltirilgan
xossalarga ega.

8°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari
1-tarif. Ushbu Us(a)={xeR: 0<|x-a|<8} toplam a nugta-
ning o‘yilgan 5 atrofi deb ataladi.
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1-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar a nugtaning biror o'‘ilgan
atrofida aniglangan bo'lib, lim f (x)=b va hmg( Y=¢ bosin. U holda
1) llm[f(a)+g()¢)] = llmf( x)+ hmg(x) btc,
2) llm[j(a v)]-11mf(x) hmg( )=b-c,
f(x)_mf(x) p
¢

3) agar c¢#0 bo'sa, xlm (x) hmg (x)=— bo ‘ladi.

2-teorema. («Ikki mirshab haqidagi teorema»). Agar f(x), g(x)
va h(x) Junksiyalar a nugtaning biror o‘yilgan atrofida aniglangan
bo'lib, shu atrofda f(x)<g(x)<h(x) tengsizlikni ganoatlantirsa va

lunf( )—hmh( )=b tenglik bajarilsa, u holda hmg( )=b boYadi.
Funk51ya hmmm hisoblashda quyidagi ajoyib hmltlar katta ahami-
yatga ega.
Birinchi ajoyib limit:
sinx
=0 ¥

Ikkinchi ajoyib limit:

lim(l +l)x =e )
e
9°, Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi

f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bo‘lib, 4 nuqta X
to‘plamning limit nugqtasi bo‘Isin.

Ta’rif. Agar Ve>0 uchun 35>0 topilsaki, argument x ning
0<|x'- a| <8, 0<|x"—a[<5 tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
Vx',x" (x'eX,x"eX) giymatlarida |f(x")-f(x')|<& tengsiziik
o'rinli bolsa, f (r) Junksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarila-
di deyiladi,

Ta’rifning inkori. Agar 3¢ >0 son topilsaki, v§ >0 son uchun,
O<|x'-a|<8, 0<|x"-d|/<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi
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Vx', x"e X lar mavjud bo'lib, |/ (x")-f(x")|2 ¢ tengsizlik bajarilsa,
f (x) funksiya uchun o nuqtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.
Teorema. (Koshi). f(x) funksiva a nuqtada chekli limitga ega

bo lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini bajarishi
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi
f(x) funksiya a nugtaning biror to‘liq atrofida aniglangan bolsin.
1-ta’rif. Agar
lim f(x) = f(a) (3)

bolsa, f(x) funksiya ¢ nuqtada uwzluksiz deyiladi.

Funksiya uzluksizligi ta’rifini Koshi va Geyne ta’riflari yordamida
ham berish mumkin. Biz ularga to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Endi f(x) funksiya a nuqtaning biror o‘ng (chap) yarim
atrofida, ya'ni [a, a+5) (mos ravishda, (a-6,a]) yarim in-
tervalda aniglangan bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar

lim £(x)=f(a) {lim f(x)=f(a))

x—a+0

bo‘lsa, f (x) funksiya ¢ nugtada o‘nmgdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi.

Teorema. f (x) Sfunksiyaning a nuqtada uzluksiz bolishi uchun
uning shu nugtada o‘ngdan va chapdan uzluksiz bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya o nuqgtada uzluksiz bo‘lsin. U
holda limf(x)=/(a) boladi. = lim[/(x)~f(a)]=0. Agar
Ax=x—q — argument orttirmasi va Ay=Af(a)=/f(x)-/(a) —
funksiyaning « nuqtadagi orttirmasi belgilashlarini kiritsak,
x=a+Ax va Ap=Af(a)=f(a+Ax)- f(a) bo'ladi. Natijada, biz

xytmo[f(x)—. (a)]=lim[ f(a+ax)-f(a)]= lim Ay =0

Av—0

ekanligini hosil gilamiz. Shunday qilib,
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lim Ay=0 €))

Ax—0
tenglik bajarilsa, f(x) funksiya @ nugtada uzluksiz bo‘ladi.
3-ta’rif. f(x) funksiya (c,d) intervalning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya (c,d) intervalda uzluksiz deyiladi.

f(x) funksiya (c,d) da uzluksiz bo‘lib, s nuqtada o‘ngdan,
nuqtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, unda u [c,d] kesmada uzluksiz
deyiladi.

X to‘plamda uzluksiz funksiyalar sinfi C(X) kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar

ll_[}:f(x) b= f(a) (1-hol)
lim f (x) -3 (2—hol)
lim £ (x) =0 (3—hol)

bo‘lsa, unda f(x) funksiva a nugtada uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo‘ladigan hollarini alo-
hida-alohida ko‘rib chiqaylik.

a) lim f(x)=b= f(a) bo‘lsin.

Bu holda xﬁgzof(x)=.f(a+0) va lim f(l) f(a=0) far
mavjud bo‘lib, f(a+0)=f(a-0)# f(a) bo ladl Bunday nugta
bartaraf qilish mumkin bo‘lgan uzilish nuqtasi deb ataladi.

Misollar.

x*, agarx # 0 bo‘lsa,
flx)=4""" :
1, agar x=0 bo‘lsa

funksiya uchun x=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan uzilish
nugtasi bo‘ladi, chunki

lim f(x)-llmf(x) 0 va f(0 )

x—>a+0

Agar f(0)=0 deb gabul gilsak, funksiya uzluksiz bo‘lib qoladi.
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]
l—xsm— agarx#0 bo'lsa,

f(x)=
2, agar x=0 bo'lsa
funksiya uchun ham x=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan
uzilish nuqgtasi bo‘ladi, chunki

lim f(x)=lim f(x)=1 va f(0)=2

x—2a+0

b) lim f(x)-32 bo‘lsin.

x—a+0

Bunda quyidagi uchta hol bo‘lishi mumkin.
1) ‘linlof(x)zf(a—o) va hm f(r) f(a+0) lar 3 va

f(a-0)= f(a+0).

Funksiyaning bunday nuqtadagi uvzilishi birinchi tur uzilish va
I fla+0)-71 (a—0)| ayirmaga funksiyaning o nuqtadagi sakrashi
deyiladi.

Masalan,

,agarx#0 bo‘lsa,

f(x)= 1+2‘
0, agar x=0 bo‘lsa
funksiya uchun x=0 nuqta 1-tur uzilish nugtasi bo‘ladi va funk-
siyaning bu nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:
|7 (a+0)~ f(a=0)|=|/(+0)- £ (-0) =|o-1|=1;
2) x->a da f(x) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan hech
bo‘lmaganda biri 3. Funksiyaning a nuqtadagi bunday uzilishi

ikkinchi tur uzilish deyiladi.
Misollar.

1
sm— agar x>0 bo‘lsa,
f(x)=

~X, agar x<0 bo‘lsa

funksiya x=0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
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"!ﬂgf(x): _\!ﬂ‘_})(—-“) =0=£(0), lekin }E%f(\) = limsin 1 3.

2 D(x)={ o

funksiva Vge R nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki x-—a
da D(x) funksiyaning o‘ng limiti ham, chap limiti ham 3.

0, agar x —irratsional bo‘lsa,

1, agar x —ratsional bo‘lsa

3). x—>a da f(x) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri

cheksiz yoki o‘ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya-
ning a nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) limf (x)= bo'lsa, f (x) funksiya x=a nuqtada ikkinchi
tur uzilishga ega deyiladi.

11°, Uzluksiz funksiyalarning xossalari
1-teorema. Agar f(x) va g(x) funksivalar x R fo‘plamda
aniglangan bo 1ib, ularning har biri qc X nugtada uzluksiz bo Isa, u holda
D) f(x)+g(x),
2) f(x)-&(x),

S
3)_g_((_j:7) (‘v’xeX uchun g(x);tO)

funksiyalar ham shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.
Izoh: 1-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masalan, f(x)=x va
L
sin—, agar x#0 bo‘lsa,
glx)=1"x
0, agar x=0 bo‘lsa
: .1 .
funksiyalar ko‘paytmasi f(x)-g(x)zx-sm; funksiya R da uzluk-
siz, lekin g(x) funksiya x=0 nugtada uzilishga ega.
Aytaylik, y=f(x) funksiya x to‘plamda, z=g¢(y) funksiya
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esa Y={y=f(x):xeX} to‘plamda aniglangan bo‘lib, ular
yordamida x to‘plamda aniqlangan z=(p[ f (x)] murakkab
funksiya tuzilgan bo‘lsin.

2-teorema. Agar y=f(x) funksiya ae X nugtada, z=9()

funksiya esa, unga mos y,=f(a) nuqtada uzluksiz bo‘lsa,

z=¢[f (x)] murakkab funksiva a nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Bu teorema limit hisoblashda juda muhim rol o‘ynaydi va
uning yordamida 1—§ ning 9° —punktidagi muhim limitlar keltirib
chiqariladi.

3-teorema. Agar limf(x)=b (6>0) va lim g(x)=c bo'sa,

lim[ 7(x) ] =¢ botadi.

X->a

[£(x)]" ko‘rinishdagi funksiyaga darajali-ko‘rsatkichli funk-
siya deb ataladi.

12°, Funksiyaning tekis uzluksizligi
Biror y=f(x) funksiya X to‘plamda berilgan bolsin.
Tarif. Agar Ve>0 son uchun 35=85(g)>0 son topilsaki, X

fo ‘plamning

x"-x'|<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi vx' va x"

(x',x"e X) nuqtalarida 1 f(x"-f (x')|<e tengsizlik bajarilsa, f(x)
funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz deb ataladi.
Ta’rifning inkori. 3¢>0 son topilsaki, v§>0 son olinganda

ham

x"——x'|<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday vx'x"e X
nuqtalar maviad bo‘lib 1 f(=")-r1 (x')|2£ tengsizlik bajarilsa, f(x)
funksiya y to‘plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoremasi. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan
va uzluksiz bolsa, u shu kesmada tekis uzluksiz bo‘ladi.
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NAZORAT SAVOLLARI

Sonli ketma-ketlik tushunchasi.
Ketma-ketlik limitining ta’rifi va uning inkori.
Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi ketma-ketliklarning ta’riflari.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz katta ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish.
. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
Monoton ketma-ketlikning ta’rifi.
Monoton ketma-ketliklar haqidagi Veyershtrass teoremasi.
10 Fundamental ketma-ketliklar va Koshi teoremasi.
11. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
12. Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqlanish sohasi va giymatlar
to‘plami.
13. Funksiya limitining Koshi ta’rifi va uning inkori.
14. Funksiya limitining Geyne ta’rifi va uning inkori.
15. Funksiya limiti Koshi va Geyne ta’riflarining ekvivalentligi.
16. Funksiyaning bir tomonli limitlari.
17. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
18. 1kki mirshab haqidagi teorema.
19. Birinchi ajoyib limit.
20. Ikkinchi ajoyib limit.
21. Funksiya limiti haqidagi Koshi teoremasi.
22. Funksiyaning nuqtadagi va to‘plamdagi uzluksizligi ta’riflari.
23. Bir tomonlama uzluksizlik.
24, Bartaraf qilish mumkin bo‘lgan uzilish nuqtasi.
25. Birinchi tur uzilish nugqtasi.
26. Ikkinchi tur uzilish nuqtasi.
27. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.
28. Funksiyaning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.
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_B...

Mustagqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. limx,=a ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin

(no(s)—?).
L1 x _3n—2
R I
13 _4n2+1
T 3242
1-2n°
1. X ==, a=
5% 2+4n”
17 x = n+l
L P 72
19 * 1—2n2
’ n n2+3’
4+2n
. X, = ’
1.11 3n
13-n"
1.13 x,= R
"1+ 20
3n—1
1.15 x, = s
Sn+1
1+3n
117 x,= , a
6—r1
2
2
119 x =2
4n~ -1
2n’
21 x,= s
1 Y o =2
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1.12

1.14

1.16

1.18

1.20

"=4n 1’ ws
2n+1
_9-n 1
"1+2n 2°
n=—__’ a=‘—5
_2n+1 __2_
" 3p-5 3
3n* +2 3
x,,= - . =,
4n- —1 4
x”=5n+15’ _ 5
6-n
2n-1 2
xn= R = ——
2-3n 3
Sn+1 1
x"= . = —
10n-3 2
x”___2n+3’ -2
n+5
2-3n% 3
Xy =7 5> -
4+5n° 5



2-masala. g soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida Kko‘rsatilsin.

n I
2.1 x,=(-1)"+1, a=10. 2.2 x,,=cos%, a=5.
. Th n
3 x, =sin—, a=—, 24 x,=cos—, a=-1,
2.3 6 2 % 100” °
2.5 x =2V 4-0. 2.6 x,=n[1+(-1"], a=0.
2.7 x,=(-1)", a=-1. 28 x =(-1)", a=1.
2.9 x =2—COS7m, a=3, 2.10 x,,=(l) , a=1,
2+coszn 2
211 x, =271 ac1. 212 x, =223 4og,
n n
2.13 x, = ! a—l 2.14 x --sinﬂ a=1
' " 2n+l’ 2° ) g 27 '
2.15 x”=(_1) , a=-1. 2.16 x"=sin£:1-, a=0,
n 3
n+l l ,
2.17 %= ATy 2.18 x"=(—ql) n,a=-1.
2.19 x, =", a=0. 220 x, =722 4
n+l
221 x,=Vn' +1-n, a=1,
3-masala.

Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi haqidagi teo-
remadan foydalanib {x,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi
ko“rsatilsin.

3.1 x, = 32 x,=n" sin% 33 x,= \/;cos%

34 5, =C0 35 =00l 3 leser

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka
ko‘paytmasi hagidagi teoremadan foydalanib {x,} ketma-ketlikning
yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

_ Sg I‘l(tgn) = ————‘—1 Y= F o
3.7 x,= n 3.8 % n(8 +sinn) * 3.9 "2'[2*”(‘1)"]'

38



_n n _[ﬁ}
Sin —2; 2 2

C
X = [ =
310 % =" 301 x,=—1. 342, NEFOR

Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib
{x,} ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.
3.3 x,=(0,5)"". 314 5 =207,
n " o mn
3.15 xn=[2+(—l) } . 316 x,=sin>o.

«Ikki mirshab hagidagi teorema» dan foydalanib {x,} ketma-
ketlikning yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

5 . n+10 "
7 (2] s 7=(222)
n 2n -1
2" o .
319 %7y 320 x, =ltfmrsion
) n
2n+3Y
3.21 x"=( > j
n

4-masala. Koshi kriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha-
gidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar hagidagi teoremalardan
foydalanib {x,} ketma-ketlik yaginlashishga tekshirilsin.

n

n [n
v sen(tgn —_[—:'
41 x, = 4 SEO0ED, 42 x =12 L2
n n In(n+1)
2 n cosn
43 52020 v 5= 14552
n+sin(%) . = n+1
4.5 x, =——F—=" 4.6 n*-(8+sinn)

s qffigf Az} el f)



sing  sin2a sinng
X = A+
4.9 n 2 22 2n
PO R S
4.11 * TR n+1)
'
4.13 x,=—
n
4.15' x, =cosl+ cos2 cosn -
22 n2
|
4.17 x, ===
n
419 x,=0,77.7
421 x,=1+—+ +L
l n!

. 4.10 x

]sinll |sin2| }sinn]
= + .

n 211
1 1
412 x,=l4+—+..+—,
n
1 n
4.14 xn=(1+~) )
n
4.16 X —1+L+ +—L
. n \/’2_ \/’;
4.18 xn=2—.
n!
S,
4.20 x"—]-2 23 '+n(n+1)'

5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin (li_x)n X, —?).

5.1 x,,=n[\/n(n—2)—\/ﬂ:—3] 5.2 x,,=(n—€/n—3—_5)n\/2,

A =\/(n2+l)(nz—4)—\/n4 -9.
x, =\n’-3n+2-n-
X, =\/n(n+2)—\/n—.2v—2n+3.

x, =n’ [,/n(n4 -1) —\/n_5~_8J

5.11 X, =\/n2+3n—2 —\/n2 -3.

5.13 x, =Jn(n+5) -n.

5.3

X

55

5.7

5.9

\/n5 —8—17\/n(n2 +5)
. Jn '
36 x =n+is-n*.

5.8 x, =\/(n+2)(n+l) —\/(n—l)(n+3) .
5.10 x, =n2({/5+7_{/3—1‘?).
5.12 x, =\/;(m_m)

5.14 x,,=\/n3+8(\/n’+2—\/n~"—l),

54 x, =

(n +I)(n';rj’);-1’n(n +2). 5.16 x =n- ln(n—l).
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5.17 x"=n3[z[nz(n6+4)—i/n78—l] 5.18 x,,=%/2[3/;?—.3/n(n—1)],
519 x, = n+2(\/n+3- 11—4), 5.20 x,,=n(\/n4+3—\/n“—2),
5.21 x,,=n(35+8n3—2n)_

6-masala limx, -?
n—-rL

27 3 -1 X (2n+ 1)+ (2n+2)!
=ttt — =
6.1 x, 172+n2 72 + s 6.2 (2n+3)!
1+3+5+...+(2n-1) 2n+1 2 3
3 x, = - .64 x,=—
63 l" n+1 2 64 n 2n+3n
65 x 1+2+..+4n 6.6 1+3+5+..+(2n-1)
. n . . X =
Von* +1 ! 14+2+3+...+n
3 - 1+4+7+...+(3n-2
61 x"=1+3+5+...+(2n D_, g %= (Bn-2)
n+3 \/5n4+n+1
6o x _(n+4)-(+2)! 610 . _Gn=DHGn+1)!
. n (l7+3)! . . x, = .
3nt(n-1)
I 1 l
: I+-+ =+ 45
2'1_5H+ X = ] J
611 x, =——7-. 6.12 " )
13 2m 4 5 1+1+L,+...+-1—
5 5 5"
i/n3 +5- \Bn4 +2 3" -2"
X = X =
6.13 % 1+3+5+..+Q2n=1)" 6.14 x, 3
n+2 2 5 13 3"+ 2"
. xn= - . .16 -\‘,,=—+——+...+
6.15 142+43+...+1n 3 6 6 36 6"
617 x 2T3HATTHA Mm@ gy :(2"“)”(3’”2)!
s 3 08 T (2 3) - 2n+ )
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“u

6.19 Y. =

6.21 x

n

7.1

7.3

1.5

1.7

7.9

2
n ++n-1

2+7+12+...+(5n-3)" n+3
3 5 9 1+2"
4 16 64 4"
7-masala. ,{ij{}_xu‘r’

3 —6n+7) " (2 +2Y
3n° +20n -1 ) 12 %= 2 1)
n—l))r+2 74 .- "2-1 n
n+3) B n’ ’
2n+3)"+| 76 x _(n+1 ’
2n+l) Tt An=1) 7
n—3n+6)? 18 x _(;:-10)3"”
n+5n+1) " T Un+l ’
6’1“7 3n+2 . 3n2+4n__1 2n+5
ned ) 7.10 %, 3 +2n+ 7 .
P +n+1 - v = 2t +5n+7)
nw+n-1) ° 712 % 2n* +5n+3

_ J"I 714 ¥ = St +3n-1)
n+l) ) "\ Snr+3n+3)
3n+1)" 2* +Tn-1Y

. 716 X, =\ 1 .

3n-1 \2n° +3n-1

n+ n+4 7 18 L n3+1 2n-n

145 ’ ’ "n -1 )
10n-3Y" 720 % = 3 -sn )"
10n-1, ° ’ " \3n-5m+7)

2112+21r1—7
o2n* +18n+9

JZMH

2+4+..+2n
6.20 x,=————

n
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8-masala. {x,,} ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari topilsin

(limxn -7, limx, —?) .
H=T

8.3 x, = _n)““‘
1-(-1)" |-2" +1
s LVt
2"+3
8.7 x, = PR
n nr
89 x, =2+ cos—.
9 n+l 2
8.11 x,,=—_-—cosn7r,
8.13 x, =2 Zsin 22
n 2
n*sin 2t 41
815 , = 2
" n+l
3.17 x":n'—on+1c052m1
2n* -1 3
n+1Y n . TN
) x, = — 1 (-1) +sm—.
8.19 (n )( ) +si 5
8.21 x, =sinn’.

N

43

1+ (—1)" n

n

82 x, =

1l . 7zn
8.4 x,=—+sin—,

n
8.6 x ={4 12
n- 2
x =(=1)"]1+—
8.8 % ) ( n+1)
8.10 x,=——sin* 2"
n+l 4
2
8.12 xn=n2+l nﬂ
n -1 2
7 H
8.14 x,,=[],5 cos"’fn) X
J
8.16 x = _11’9’:—‘)nz+3n—1
’ " l—n-n*"~
818 =4n2+3n—2sin(£+_2£2)
) " 2—n+n 6 3/
8.20 x”=n+25inﬂ
n+1 3



9-masala. y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin
(2(£)-7).

9.1 y=ln[1-—lg(x3—5x+16):|, 9.2 y=]ogxlogo,5(%—2”’).

2
4
-— 2__ =
9.3 y—logx“(x 3x+2). 94 VY logz(x2+2x—2)
y= Vx+5 T
9.5 lg(9—5x)' 9.6 y=,/log, PEPRE
3x-x? _ | x+2
9.7 y=lg=—-. 98 V=3 1gcosx

9.11 y=[x*-|5-2. 9.12 y=\3/1—|x

9.9 y=lg(]6—x2)+ctgx. 9.10 y=(8—2x—x2)_%
x
x

9.13 y=\/3-—-5x—2x2. 9.14 y=‘}6_x

9.16 y=,——.

9.15 y= tgx . s?nx+cosx
cos2x sinx —cosx
9.17 y=arccos(0,5x-1). 9.18 y=arccosx—arcsin(3-x).
9.19 y=arctg—>— 9.20 y=arcsin ¥ -1
x =9 X

021 y= arcsin (0,5x ~1)
) Vx' =3x+1

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin
(5(¢) —topilsin).

2 — ) _ _
10.1 lim M=—7, 10.2 1im_5_’ﬁ_4x_1=6_
X=-3 x+3 X! x_l
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10.3 |

10.5 0 1

10.7 1 1

109 T
3

10.13 ‘i’z 1

10.15 P

10.17 5.

2x2—21x—11_

10.19 —

10.21

2 +13x+21 _ 1

45

10.4 li 10,
-3 x__3
10,6 lim I =s,
X—)E x__
2
2_- —
108 lim>X X727
=2 x=2
2
10.10 1im7_xjﬁc_+_l=—6.
==l x e+l
2x% +3x-2
10.12 lim =3,
X=>— x___
2
. 10X +9x-7
10.14 'm, 7 =-19.
: X+—
5
lim2x2—9x+10_l
1016 % 25 2
1imw__31
10.18 =t .1 :
2
2_7 _
1020 lim X273 o6
x5 x_.s

. 4x*—14x+6
m-—-————:



11-masala. Limitlar hisoblansin.

x 1
3 —
11 mer 2 3
' 3 §+X—\/ﬂ
11.3 lim NO+2x -5
X8 \/——' 4
11.5 Jim X286 +2
x> x4 2
11.7 Iim‘/z;‘l.
=1 x° —
11.9 \/1+x—\/1 x
) Ho\/’1+x~\/1—
\/27+x—i/27—x

11.11 lim
S

VI-2x+x* —(1+x)

11.13 lim
x—0 X
x-2
1115 lim ==
Jx+1 —2Jx+1
11.17 )
x—¢3 x _9
11.19 lim A-x3
s I A
V9+2x -5
11.21 i T2

x-—rgg .%/_x__z

46

11.2

114 1

11.6

11.8

11.10

11.12

11.14

11.16

11.18

11.20.

lill’]l .
2 =+ x-2x
JYl6x -4
x->“\/4+1c \/5
Yox -3
A‘”\/3+x \/5;
Yax -2
\/2+x \/—2_;
m-———— J—l
=+ x— \/E
. A8+3x+x* -2

lim———— .
x=0 x4+ x
m\/9+2x 5
r»s Vr 2
. Ax—6+2
lim ———.
=2 x°+8
lim 22!
¥l 3/x:__1'
\/1+2x 3
r——>4 \/— 2 :



12-masala. Limitlar hisoblansin.

x* -1 V¥ —x+1-1

12.1 lim . 12.2 lim
-1 Inx X Inx
. 1+cos3x fim 1= SiN 2%
lim——. 4 M
12.3 o in 7x 12.4 _\._,Z(ﬂ—4x)2'
l+coszx . 1g3x
lim ————— lim =—
12.5 ' e 12.6 2 tgx -
) 2 5
_t < — p—
127 lim sin” x % x. .8 lim\/x x+1-1 .
x> (x-;'[) =l grx
12,9 lim S22 0083 12,10 lim S7XZSI
=1 sin®x =2 g gt
. In(5-2x) Jx? =3x+3 -1
lim ——— L VX —ox+o -
12.11 ""2\/1_0——:_3;—2 . 12.12 ng} 0 7x .
2_ 2 . 35.\'—3_32,\'2
1213 imE =% 12.14 lim
=z sinx =l grx
o 16 lim In2x-Inx
. Intgx 2
lim—=— . In(9-2x7)
12.17 - . 12.18 lim——.
-1 c0s 2x 2 sin27ax

e
-2 1-2cosx

1 *
lim lim———
12.19 x—2 2(\/27_ ’3x2 _5x+2) . 12.20 x—)% T —3x

. elT _ e.\'
12.21 lim——m———.
-7 gin5x —sin 3x
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13.1

13.3

13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

13.15

13.17

13.19

13.21

13-masala. Limitlar hisoblansin.

lim
X X+ I

lim

x->1 X

. 2x— 7)
fim
=S\ x+1]

S

1

. (2:( =1 \¥x-1
lim .
x

x—=1

. g 2x/sin2x
lim (cosx)‘g Tisma
X2

6—x 'g%
lim( ) .
x—3 3

Tx
. 1g—
lim(3-2x)*2

x=l1

6—x 'g%
llm( )

x—3 3

X
lim(2e"‘l —1)"‘ .
x=1

3x-1
lim(2e™ - 1)+,
x=1
. . 18sin.x/cin
llm (Sln x) Smy clgx
x—»%

48

13.2

134

13.6

13.8

13.10

13.12

13.14

13.16

13.18

13.20

1
. (sinx }ra
Hm| — .
X>a Sln ‘I

Cosx J+-2
lim .
-2\ cos?2

. t/cos(37/4-x)
lim(zgx
n (1gx)
x—>=
4
pras
. X 2a
hm[2——) .
X=a a
1/sin? 2x
lim (cosx)
x=2r

llm (COS x)clgx/sindx

x=4r

5/tg5x-sin22
lim (cosx) ner

x—=47T

l. . 6igx-1g3x
xl—?; (sinx)

2

1
lim(t fj_s
—\62)

lin}r (l +¢os 3x)

x>=
2

Secx



14-masala. Limitlar hisoblansin.

4.1 lim Lt 14.2 i e
—_— 2 lim———,
4.1 o —ar cfgax ¥=0 2 arcsin x —sin x
2x -2x 5x 3x
14.3 11m6——l— 14.4 llm—e——f——
x=03in3x —2x x»=05in2x —sinx
= e
145 % arctgx +x° 14.6 .55 arctgx —x-
li -——————2X lim —————————e4x e
14.7 s x—sin9x 148 .3 2arctgx —sinx
X -3x Ix _ -2x
14.9 lim—2=>" . 14.10 lim=——>—.
x-0 2 arcsin x — X x=0sinx—2x
- _ Tx _ ¥
14.11 1im—°-_——2——- 14.12 hm—e—e——
x-0 gresin 2x — X -0 aresin x + X°
llm -2" 11m—e—;e;-
14.13 75 1g3x - x 14.14 755 tg2x—sinx
. 1 0-- - 7"\ e - e
. lim—mMm. 14.16 lim—m7mmM8@8@¥
14.15 .5 2igx —arcigx x>0 sin3x—sin5x
lim Lkt b lim ____e4' —¢
14.17 5% tgx + X 14.18 x-0 Dfgy —sin X
~2x 7x er ___e—S.r
J - .
14.19 lim—— - 14.20 lim—— .
-0 aresin 3x — 5x ¥=0 28in x — 18X
. 9* 2
14.21 lim

=0 gretg2x—Tx )

15-masala. y=f (\) funksiyaning x=x, nuqtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (f(x,+0)-% f (x,~0)-7).

1
15.1 f(x)=arctg—1—, x,=1. 15.2 f(x)=——f, % =0
I-x 1+e*
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15.3 f(x)=#, x, =0, 154 f(x)=arccos(x—1), x,=0.
21 I
15.5 f(x)=2", x,=0. 15.6 /(x)= ﬁl—xz—: % =

10

15.7 f(x)=sign(cosx),x, =§ . 158 f(x)=arctg(tgx),x, =%

1
f(x):——- 2 ()= ! =-1
15.9 o %o=3 IS0 f(x) PR
: =x+[x*],x, =10, : ¥)=lim—*— 1.
1511 f(x)=x+[x"].x, 1502 f(x)=lim——0, x =1
2" -3 il
15.13 f(x)=}lerl ;,,_1 » Xp=1. 1514 f(x)=e *,x =0.
X
15.15 f(X)—smx %, =0, 15.16 f(x)=(x_3)3,xo=3.
¥ -1 N 2 _
15.17 f(x)=m, X =1, 1518 S ()=—", x =2,
1422~

cosx
V1-cos2x 15.20 f(x): —, X, =0
3

15.19 f(X)=—"—x-—, x0=0. 2_

x+1, x<2,

15.21 f(x)={_2x+l oK =2,

16-masala. y=f(x) funksiya x=x, nuqtada uzluksiz ekanligi
ta’rif yordamida isbotlansin (&()—topilsin).

16.1 f(x)=5x"-1, x,=6. 16.2 f(x)=4x"-2, x,=5.
16.3 f(x)=3x"-3, x,=4. 16.4 f(x)=2x"-4, x =3,
16.5 f(x)=-2x"-5, x,=2. 16.6 f(x)=-3x"-6, x,=1.
16.7 f(}.) —4x° -1, x,=1. 16.8 f(X)=—5x2—8, x,=2.
16.9 f(x)=-5x*-9, x,=3. 16.10 f(x)=—4x2+9, x,=4.
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16.11 f(x)=-3x"+8, x,=5. 16.12 f(x)=-2x"+7, x,=6.
16.13 f(x)=2x"+6, x,=7. 16.14 f(x)=3x+5, x, =8
16.15 f(x)=4x"+4, x,=9. 16.16 f(x)=5x+3, x,=8.
16.17 f(‘c)=5x2+l, X =7. 16.18 f(x)=4x"-1, x, =6
16.19 f(x)=3x" -2, x,=5. 16.20 f(x)=2x"-3, x,=4
16.21 f(x)=-2x"~4, x,=3.

17-masala.
Quyidagi funksiyalar a ning ganday giymatlarida -+uzluksiz
bo‘lishi aniglansin.

xctg2x, x#0, |x|<£, _fax*+1, x>0,
17.1 y= 27 172 Y=

- <0
a, x=0 % X
cosx, x<0, _ x2+a, x>0,
173 7= agx-1), x>0 174 77 L, x<0
2%, x20, (ﬂ+2\')tgx,-7r<x<%,x¢—%,
17.5 V= a(x-1), x<0 17.6 y= P
a, x=——
) 2
. c" -1
(arcsinx)crgx, x=0, 3 , x#0,
177 V= 17.8 V=) X
a, x=0 a, x=0,¢>0,
—L—, x=0 —L 20,
17.9 ¥=)nl+2%) 17.10 ¥=Y¢ 7
a, x=0 a, x=0
Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.
2 I In l+e”)
= i im ————
17-11 f(x) 111!}»2 xz” +1 * 17°12 1+% ln(1+e') .
N . 1
17.13 f(x)=lTlﬁ;m' 17.14 f(x)=sign cos— .
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17.15 f(x)=limcos™ x, 17.16 f(x)=[x]sinzx.
17.18 f(x)=lim¥/cos™ x+sin™ x.
17.19 /(x)=lim&1+x" 1720 f(x)=x*-[x*].

1717 f(x)=lim =2
ne | 4 xe

nx *

/) =lim————-
17.21 /(%) ,,1_1,21+(2sinx)2"

18-masala.
Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka
tekshirilsin

18.1 f(x)=z_x—x:, ~-1<x<l. 182 f(x)=lx O<x<I.

183 f()="7, 0<x<r. 184 f(x)=e"cos, g<xal,
18.5 f(x)=arctgy, —o<x<+w, 18.6 f(x)=xsinx,0<x<+o.

f(x)— 1-¥, —1<x<0,
18.7 1+x, O<x<l —l<x<l

x+1, x<0,

18.8 f(X)={ )

e, x>0, —o<x <+

y=f (x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz cmasligi isbotlansin.

1

18.9 f(x)=cos;, X=(0,1). 18.10 f(x)=%, X=(0, 1.
1

18.11 f(x)=sinx’, x=R. 18.12 f(x)=sm—;, X =(0,1).

1
18.13 f(x)=x*, X=R. 18.14 f(x)=x—_2—, X=(2,3).

y=f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin (5=35(¢) topilsin).

18.15 f(x)=-x+1 X=(-a+0). 18.16 f(x)=%x, X=[0;2].
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18.17 f(x)==, X=[05 1]. 1818 f(x)=2¢+5 Xx=[-1,7].
18.19 j(x)=x-2¢-1 X=[-25]. 1820 f(x)=x"+1, X=[-23].
18.21 f(x)=2sinx—cosx, X =R.
_.D__
Namunaviy variant yechimi

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi
misol va masalalarning yechimlarini keltiramiz.

1.21-masala. lij)]lx,,=a ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin

(n(e) ‘?)'

q (limx, =a) o (ve>0 3n0=n0(s)eN:_x‘v’n>no x, —a|<¢).

I 2 _,

n —J:

x, ~a|=

‘_‘2113—2113+6|_ - 6

n -3 | A‘n3—3l

6 6 6

<‘ < <
(n_i/g)(nug/gw{/g?) 2 +3Bn+39 Y3

6 6 {6}
<—<EDPN>—DHy=|—
n & &

-

6
Demak, Vg>0 son olinganda ham "0=max{2’ [E]} deb ol-

sak, ¥n>n, vchun |x,—d/<& bo‘ladi. = limx, =a

ny

2.21-masala. a soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

x, =vn*+1-n, a=1
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a (limx, 2@) o (Vi eN 330, 3>, [x,~d2¢) ,x"“":’ vt ”_")_4:

_ 1-n? —2n—ll n
r——n +1_ "'Hl |n +1-(n+1) _!n + 2 5
l !\/n +l+n+l| Vi +1+n+1 Vit +1+n+1
2n _2n 2n 1

VR 430 +n+n 2m+2n 4n 2

1
Demak, £=5 deb olsak, ¥ne N uchun |x,-a|2¢ tengsizlik

bajarilar ekan. Bu esa ,{i_‘j}x,,ia ekanligini anglatadi. p
3.21-masala. “Ikki mirshab haqidagi teorema”dan foydalanib
{x,} ketma-ketlikning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

(2n+3)"
X, = 5
n
2n+3 2n+3n Sm 5§

< <

1
4 S s—=—3=—=<—, agar »>10 bo‘lsa,
n n n n 2

2n+3 _2+3 5
2=

. agar p>10 bo‘lsa.
n won’ 20 "

1 1

20" va 2z, =§ deb belgilasak, unda v n>10
uchun y, <x, <z, qo‘sh tengsizlik bajariladi. limy, =limz, =0 v,
“ikki mirshab haqidagi teorema” ga ko‘ra limx, =0 bo'ladi. 1

Agar Y, =

1 1
4.21-masala. x, —1+5—'+ +—| ketma-ketlik Koshi kriteriyasi,

monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar hagidagi teoremalardan foydalanib, yaqinlashishga
tekshirilsin.

< Monoton ketma-ketlikning limiti haqgidagi teoremadan foy-
dalanib, berilgan {x,} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
ko‘rsatamiz.

Xy = A >x, ={x}7T.

T (m+) "
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Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini
kq‘rsatamiz:
1 _1_ 1 1 1 _1_

x,=l+—+= —<l+-t+tZ+= n
2t 3! 4! nl 2 2 2"
<l+—1—+ 1,+i.. LS =__]_=2

23 2n—1 2'1 1—_1—

2

Shunday qilib, {x,} 1 va Vne N uchun
xnsz = lirn‘xn'__3 = {xn} —yaqinlaShuVChi >

n—r

5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin

( limwx, —'7)

n-»¥

x;.=”(3v5+8n3—2n)
5 8 3} _ 2 3
q limx, = ]im”(35+8n 2n)‘ lim n[( 2+ n) ( n)]
n—r n—w IlﬂnJ(;+8n3) +2n'35+8n3’+4’12

= lim lim
[" +8 "—+8+4} {4{ —33— +2 1’—+8+4]

6.21-masala. limx, =2
3.5 9 1+2"
+

X, =—+—+—+...
4 16 64 4"

3 5 9 1+2" 1+2 1+2° 1+2° 1+2"
q X, =—+—+—+..+ = t—t——t =

4 16 64 4" 4 4° 43 4"

(1 1 1 (1 1 1 1)

= —+‘—.'+...+-; + —+——;+——3'+...+~—’;- =y”+Z"_—">
4 4 4 2 20 2 2

=¥ z,

= limx, =lim(y, +z,) = limy, +limz =

n—w n—»x n—px 1

11
—AT+ 2 =—-+1=i.r>
4
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7.21-masala. limx, -7
207 +21n-7 e
xn = 2
2n° +18n+9

; i (242107 o ()= tim 2P +18n149+3n-16 )
x = ———— . = = =
< AT 2 18049 mx 27 +18749

= lim l+—3i—L . = lim(1+a)£ =e i f
o 2n* +181n+9 n—ye tenglikdan oY=

dalanamiz. Jim (3n-16)(2n+1)

A
3n-16 o At
Bizning holda ¢ =——F————||=¢"™" "+8m% =
g 20" +181+9

8.21-masala. {x,} ketma-ketlikning yuqori va kuyi limitlari

topilsin (,I.EX"—?’ lim x,,—?).
x, =sinn°
« Berilgan ketma-ketlikning qiymatlari to‘plamida
0, +sinl®, +sin2°..., +sin89°, =1

sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki vne N vaV¥peN uchun
keltirish  formulasiga  ko‘ra  sin#’ =sin(360°p+n°) va
sin (180° in°)=$sinn°. Demak, yuqoridagi sonlarning har biri ber-
ilgan ketma-ketlikning qismiy limiti bo‘ladi. Shu bilan birgalikda
{x,,} ketma-ketlikning yuqorida ko‘rsatilgan 181 ta sondan boshga
gismiy limiti yo'q. = limx, =1 va limx, =-1 >

H—%

9.21-masala. y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin
D(f)-7)-
_arcsin(0,5x - 1)

Vx?=3x+1
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12055121 0<0,5x<2

-1<£0,5x-1<

a D(f): 1. = 3-45 3+45 =
x~=3x+1>0 X - 5 xX- 2 >0

0<x<4
= [ ,3_2‘/§]U(3+2‘/§,+oo):>D(.f)=[0;3'2 SJU(3+2‘/§;4]. N

10.21-masala. Quyidagi

2

x -9
lim
3 2 ~3x

tenglik ta’rif yordamida isbotlansin (6 (s) topilsin).
q @yf(ﬂzb)CD(Va>03§@)>0:0<h—4<5 :>V(ﬂ—ﬂ<g)
f(») funksiyani x=3 nuqtaning biror atrofida, masalan (2; 4)
intervalda, garaymiz.
Yeg>0 son olamiz va | f (x)—2| ayirmani xz3 da quyidagi
ko‘rinishga keltiramiz

Fx)-1=

ChunM.xe(2;4) edi.
Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki, agar §=2¢ deb olsak,
0<|x-3|<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun
£(x)-2= |x 3] s _2¢ _
2 2

=2

|x+3
| x

k=3 -3
X l Iﬂ 2

_2(:3

=

-

. -9
bo‘ladi. Bu yerdan ta’rifga ko‘ra llrr};C2 ,A=2 ekanligini hosil
x—3 —3x

gilamiz
. N9+2x-5 .
11.21-masala 1}_1};—\[——'— hisoblansin.

lim 22 [—j-lim (9+2x)-5* P +2-Yx+2?
x-8 \/—_2 x_23 \/9+_2'\_+5




2(x—8)(:lx2+2i/;+4) 3,Y2+7‘3,x+4
=lim =2 lim
= (x-8)(Vor2x+5) = 942545

=2,4. >

)7’_ X

12.21-masala. lim f—‘——e,— hisoblansin.
x>z 8inS5x —sin 3x

e" ~e' (Oj [(x =7+t almashtirish bajaramiz)}
lim——=| —|= =

< sszsinSx—-sin3x 0 X723t 0
. ex _e:r+l . l_el ‘o
=lim— - =" lim—————— = 7 Hm__e__l__ =
=0 sin (57 +5¢) -sin (37 +3¢) 10 —sin5¢ +sin 3t 10 sin 5¢ - sin 3¢
e -1 . e -1
x [ lm(} =1 1 e
=¢" lim =[]0 ¢ =" — =
T T =¢ =-—, D
r—»os_sm5t_3_sm3t limSina—l 3 2
5t 3t a0 o

18sinx

13.21-masala. fif,;(smx) ““ hisoblansin.
T2

18sinx
lim (sinx) e = (l‘ ) =
< I T .. . .
2 X 3 =t — 0 almashtirish bajaramiz

18cost 18cos/

-llm(cost) - —hm[l+ cost— 1)] a1 —((hm(lﬂz)a =e dan foydalanamlz))

zl
= ,LO (osl 1) Jim————2si - .t 1)
sint 2sm5~cos;

e S =e =¢ =].

.2t
36c0s’ r-sin’ ~ 2
18cost 18cos? 1 tim —————2 Timj lgﬁi'sini
0

— it 2 _
=e

14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.
. 9.\' _ 23.\'
Iim—mmm—
20 gretg2x —7x

9.\‘_1 3% _
2l

x 3x
lim.—.g——__z..__-:(g):liln X 3x =

<4 0arctg2x-7x \0,) o0 7. arctg2x 7

2x
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!
[[lim a -1 =Inag 84 lim arctg! = ln =
{—0 t -0 t

=—————=——In-. >
8

15.21-masala. y=f(x) funksiyaning x=x, nuqtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (f(x,+0)=2, f(x,—0)-?)

7t)-{
a f(x+0)=£(2+0) =Xl_i'12110f(x) =xl_i>1:110(~2x+1) =-3

F(%-0)=£(2-0)= lim f(x)= lim (x+1)=3. b

x+1, x<2,
x, =2

-2x+1, x>2, 0

16.21-masala. y=f (x) funksiya x=x, nuqtada uzluksiz ekan-

ligi ta’rif yordamida isbotlansin (& (a) topilsin).
f(x)==2x*-4, x,=3

a f (x) funksiyani x, =3 nugqtaning biror atrofida, masalan,
(2; 4) intervalda qaraymiz. Ve>0 son olamiz va
| f(x)-f (xo)l = |f (x)-f (3)] ayirmani baholaymiz:

17 (x)- £ (3)| =| 25" - 4= (-22)| =|-2%° +18] =2}x* -9| =
=2)x +3|-|x -3| <14-|x-3].

£
Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki, agar 5=ﬁ deb olsak,
|x—3|<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vxe(2 4) uchun

£ (%)~ f(3)|<14|x—3|<145=14—1%=£ boladi. = f(x)=-2x"—4
funksiya x, =3 nuqgtada uzluksiz.
17.21-masala, J(¥)=im > 2n funksiya uzluksizlikka tek-
' : 17 1+ (2sinx)” ¥
shirilsin va grafigi chizilsin.
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V4 b g
X, -—_+7rk<x<—6—+7rk,

X, [25inx|<1,
5— x=+Z 4k
fE)=lim—2—=iZ 2sind=1 =2"" "6
< ""’“1+(25mx) 2 x sr
0. |25in‘x|>1 0, g+7rk<r<—6—+7rk keZ

Bu tenglikdan  ko‘rinib  turibdiki  f(x) funksiya

(—-%+7rk; %+7[k) va (%Hrk; ngrk ., keZ oraliglarda

uzluksiz hamda x=i£+7rk, keZ nuqgtalar funksiyaning 1-tur
uzilish nuqtalari bo‘ladi. Yugoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk-
siyaning grafigini chizish qiyin emas. > _
18.21-masala. y=f(x) funksiya x to‘plamda tekis uzluksiz
ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin (5=46 (s) topilsin).
f{x)=2sinx—cosx, x =R
a (f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz) <«
(Ve>0 36=5(5)>0, Vrix"e X |x"-x|<6 = |£(x")-f(x")|<¢)
Ve>0 son olib | f(x")-r1 (x')| ni baholaymiz:
|f(x")—f(x')| :|(25inx"-cosx")—(2sin}c’—cosx')|=
a-p a+p
2 2

+COs

=[2(sinx"-sinx") - (cosx"~ cosx')|=| | sine —sin B =2sin

-8 . a+p

cosa —cos f=-2sin —q~2-— -sin — formulalardan foydalanamiz)j =

va

.ox"-x' x"+x' ) x"—x' s x+x‘
=|4sin - COS +2sin =
2 2 2 2. |

i ‘-2-005"" X isin | (
2 I 2
£
Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki 5=§ deb olsak,

tengsizlikni ganoatlantiruvchi vx',x"e R uchun |f (x")— f (x')|<s
bo‘ladi. = f(x) funksiya g da tekis uzluksiz. 1

.n+ \,v n "

X"+ x <
2

=2- cos sin =

.+.

sm

< {x"—x'] . (2 + 1) =3 -|x"—x'|

n_
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3-§. 2-MUSTAQIL ISH

Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiqlari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’riflari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yuqori tartibli hosila va differensiallar.

Differensial hisobning asosiy teoremalari.

Lopital qoidasi.

O-simvolika.

Teylor formulasi.

Funksiyani to‘liq tekshirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

1%. Hosila va differensial ta’riflari. Hosilaning geometrik va
mexanik ma’nolari

y=f(x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan bo‘lib, xe&(a,b)
bo‘lsin. Bu x nuqtaga shunday Ax orttirma beraylikki,
x+Ax €(a,b) bo'lsin.
ys by e Y
bl f(x)= Iy =
ning x huqtadagi hosilasi.

f(x+A2—f(x) (1) — funksiva-

2-ta’rif.  f(x+0) .-=A1‘i3}0%=§ﬂof(“?—f(ﬂ C ong

hosila. f'(x_()):zAlimoﬂ= lim f(x+Ax)_f(X)
r-0 Ay A0 Ax

1 va 2-ta’riflardan quyidagilar chigib keladi:

1)Agar y=f(x) funksiya. x nugtada f’(x) hosilaga ega bo‘lsa,
u holda  f'(x+0) va  f'(x-0) lar mavjud va
F(x+0) = £'(x=0) = £'(x) bo‘ladi.

2)Agar  f'(x+0) va f'(x-0) lar mavjud bo'lib,
f(x+0) = f'(x—0) bo‘lsa, unda f’(x) ham mavjud va
£(x)af(x+0) = f/(x~0) boladi.
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1-teorema. Agar x, nugtada f'(x,) mavjud bo‘lsa, u holda
y=f(x) funksiva grafigining (x,,f (x,)) nugtasiga urinma o ‘tkazish
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti f'(x,) ga teng bo‘ladi.

y=rf(x)+f (%) (x~x)-(2) - urinma tenglamasi.

1
y=r(%)- 7’(x_0) (x=x) -(3) - normal tenglamasi.

Agar S= f(¢) moddiy nuqtaning sonlar o‘qidagi t vaqtga mos
keluvchi o‘rnini bildirsa, unda Af=f(¢+Ar)-f(r) - nuqtaning

Flt+An)-£(1)
At
f'(r) esa t momentdagi oniy tezlik bo‘ladi.

At vaqt oralig‘idagi ko‘chishi, - o'ttacha tezlik,

3-ta’rif. Agar Ay ni ushbu

Ay=f(x+Ax)—f(x)=A(x)-At+a(x,Ax)-A\‘, (€))]
bu yerda Ax—0 da a(x,Ax)—> 0 ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa,
unda y= f(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

A(x)-Ax ifoda funksiya orttirmasining chizigli bosh gismi yoki
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

a(x,Av) ifoda funksiya orttirmasining gqoldigq hadi deb ataladi.
Agar 0-simvolikadan foydalansak, Ax—>0 da Ay=A-Av+i(Ax)
tenglikni xosil gilamiz.

2-teorema. y=f(x) funksiva x nuqtada differensiallanuvchi bo fishi
uchun shu nuqtada chekli f ’(x) mavjud bo‘lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo‘ladi.

Agar 2-teorema shartlari bajarilsa df (x)=f"(x)-Ax= f'(x)-dx
bo‘ladi. Differensiallashning asosiy qoidalari va elementar funksiyalar
uchun hosilalar jadvali 1-§ ning 13° va 14° punktlarida keltirilgan.

2'. Turli ko‘rinishda berilgan funksiyalarning hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi
Aytaylik,y=f(z? va u=j(x) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular
yordamida y=f{j x)] murakkab funksiya tuzilgan bo‘lsin. Agar
u=j(x) funksiya x nuqtada va y=f(u) funksiya x nuqgtaga mos
keluvchi u nuqgtada hosilaga ega bo‘lsa, unda
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' 1 1

Ye=yloul, )
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
b) Teskari funksiyaning hosilasi
Agar y= f(x) funksiya x nuqtada f'(x)=0 hosilaga ega bo‘lsa,
bu funksiyaga teskari x=f"'(y) funksiya x nuqtaga mos
bo‘lgan ¢ nuqtada hosilaga ega va
, |
¥ = —
Yoy ©)
bo‘ladi.
d) Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz qilaylik, y=y(x) funksiya parametrik ko‘rinishda.

{x=¢(f)
y=y(1)
sistema yordamida aniqlangan bo‘lsin. Agar ¢(¢) va y(r) funksi-
yalar differensiallanuvchi bo‘lib, q)'(t);tO bo‘lsa, unda (7)-sistema
differensiallanuvchi y =y [(,0'l (X):I funksiyani aniqlaydi va

oy v
Y= % - ¢,(t) (8)

t

a<t<p )

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

e) Oshkormas funksiyaning hosilasi

Agar biror oraliqda differensiallanuvchi bo‘lgan y=y(x) fun-
ksiya F(x,y)=0 tenglik yordamida aniqlansa, unda oshkormas
ko‘rinishda berilgan funksiyaning y'=y'(x) hosilasini ushbu

d
S F(xy)=0 9)

tenglikdan topish mumkin.
Masalan, ushbu 3’ +3* +y—x=0 tenglik yordamida oshkormas
ko‘rinishda berilgan y=y(x) funksiyaning )’ hosilasini topaylik.
<a (9)-tenglikka ko‘ra
(V' +y +y-x) =0=5y"y' +3)° -y'+y'—l=0:>y’—4—1-,—.|>
* Sy*+3y +1

63



3", Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi
Ma’lumki, y=f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, unda

Af (x,) =df (x,) + o Ax)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar df(vo)¢0 bo‘lsa, bu tenglikdan yetar-
licha kichik Ax lar uchun

Af (%) = df (x,)
yoki
F(xg+Ax)~ f(x)+ [ (%) Ax (10)
taqribiy hisoblash formulasini hosil gilamiz.
49, Yuqori tartibli hosila va differensiallar

a) y= f(x) funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensial-
lari ushbu

O] (=23
d"y=d(d"'y) (n=2,3,..)

tengliklar yordamida aniqglanadi.
b) Asosiy formulalar

1) (ax)n - -In"a (a>0); (e_‘.)(n) — o
2) (sin x)(") =sin [x + %)

3) (COSx)(") - Cos(x+i2”_)
4) (.\‘a)(”) =a(a—1)...(a—n+ 1)xa—n’ QeR
S(mﬂwztﬂfjgjg

xll

d) Leybnis formulasi
Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega
bo‘lsa, unda y=u(x)-v(x) funksiya ham n-tartibli hosilaga

ega bo‘ladi va
y(") = u v ZC',‘u(“v(""k) (11)
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n!
k(n-k)"

(11)-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybnis for-
mulasi deyiladi.

u(x)-v(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d"(u-v) uchun
ham Leybnis formulasi o‘rinli.

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda 4© =4, =y va C/=

59, Differensial hisobning asosiy teoremalari _

Aytaylik y=f(x) funksiya [a,b] oraligda aniglangan bo‘lsin.

1-teorema. (Ferma teoremasi). Agar

1) f(x)eC[a,b],

2) Vxe(a,b) uchun chekli f'(x)-3,

3)ichki ce(ab) nuqtada f(x) funksiya eng katta (yoki eng
kichik) giymatga erishsa, unda f'(c)=0 bo‘ladi.

2-teorema. (Roll teoremasi). Agar

1) 7(x)eCla,b],

2) Vxe(a,b) uchun chekli f'(x)-3,

3) 7(a)=£(0)
bo‘lsa, 3x,e(a,b) nugta topiladiki, f'(x,)=0 boladi.

3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar

1) f(x)eC[a,b]

2) Vxe(a,b) uchun chekli f'(x)-3
bo‘lsa 3x,(a,b) nuqta topiladiki

£(8)-£(a)=£'()-(b-0)
bo‘ladi.

1-natija. Agar Vxe(a,b) uchun f'(x)=0 bolsa, unda (a,b)da
Sf(x)=const  boladi.

2-natija. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda chegaralangan f '(x)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda f(x) (a,b) da tekis uzluksiz bo Jadi.

Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklarni isbotlashda go‘llash
mumkin. Masalan, (1+x)°>1+cox Bernulli tengsizligi vx>-1 va
a>1 da ofrinli ekanligi isbotlansin.
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<l-hol. x>0 bo'lsin. Unda f(u)=(1+u)", ue[0,x] funksiya
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra 3x,€(0,x) nuqta topiladiki
F(x)=F(0)=(1+x)"~1=a-(1+x)" -x>ax bofladi = (1+x)">1+ax

2-hol.-I<x<0 bo'lsin. Unda f(u)=(1+u)", ue[x,0] funksiya
uchun  Lagranj teoremasini qo‘llaymiz. = 3x, e(x;0)
f(O)—-f(x)=]—(l+x)"=a-(l+x(,)'H~(O—,\')=((l+x0<1))<—ax:(l+ax)”>]+‘ax-

3-hol x=0 bo‘lsin. Unda (1+x)" =1+ax=1 bo‘ladi. Endi 3 ta
holni umumlashtirsak, isbot gilishimiz kerak bo‘lgan Bernulli teng-
sizligini hosil gilamiz. >

4-teorema_(Koshi teoremasi). Agar

1) f(x),g(x)eC[a,b],

2) Vxe(a,b) uchun chekli f'(x)va g'(x)-3 hamda g'(x)=0
bo‘lsa, unda 3x, €(a,b) nuqta topiladiki,

f(8)-fa) _ f(%)

g(b)-g(a) &'(x)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

6°. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari

0
2-§ da ko‘rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz o 2,

0-00, c0o—o0, 1°, 0° va shu kabi anigmasliklarga duch keldik. Bu
anigmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.

Teorema. f(x) va g(x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar
o‘rinli bo'Isin.

1) f(x)va g(x) funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniglan-
gan va chekli hosilaga ega, ’

2) lim f(x) = lim g (x) =0,

3)5 nugtaning shu atrofida [ f '(x)]2 +[g'(x)]2 =0,

’

. x
4) I‘m‘,(T))-chekli yoki cheksiz.

X—a
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U holda

LI )
x=a g(x) x—a g’(x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqtaning chap (yoki

/(*)

o‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema E‘(x_) ning a nuqta-
dagi chap (yoki o‘ng) limitiga nisbatan o‘rinli bo‘ladi.
Yuqoridagi 0 ko‘rinishidagi anigmasliklar uchun keltirilgan

[e0]
Lopital teoremasi . ko‘rinishidagi anigmasliklar uchun ham o‘rinli

0
bo‘ladi. Boshqa ko‘rinishdagi anigmasliklar esa — va 3

ko‘rinishidagi anigmasliklarga keltiriladi.

7°. O-simvolika

Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak-
terini o‘rganishda «o-kichik» va «O-katta» tushunchalari muhim
ahamiyatga ega. Biz ¢ nuqta deganda chekli son yoki o ni tushu-
namiz. a chekli bo‘lgan holda nuqtaning atrofi deganda quyidagi
to‘plamlardan biri tushuniladi: (a-6;a), (@a+6), (a-8;a+5),
bu yerda §>0. Agar a=c bo‘lsa, u holda @ nuqtaning atrofi
deganda quyidagi to‘plamlardan biri nazarda tutiladi: (—oo;—A),
(A,+0) yoki (-o0;—A)U(A,+w), bu yerda A>0. Aytaylik, berilgan
funksiyalar ¢ nuqtaning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas x son topilsaki, a nuqta-
ning biror atrofida

[p(x)| <K [ (x)
tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda ¢(x) funksiya w(x) ga
nisbatan ¢ -katta deyiladi va- (p(x)=0((o(x)) kabi belgilanadi.
2-ta’rif. Agar o nuqtaning biror atrofida @(x)=a(x)-w(x)
tenglik o‘rinli bo‘lib, l_il}}a(x)=0 bo‘lsa, unda x—>a da ¢(x)
funksiya w(x) ga nisbatan o -kichik deyiladi va ¢(x)=o(y(x))
kabi belgilanadi.
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?(x)
1-ta’rifdan ko‘rinadiki, agar w(x)#0 bo‘lsa, unda lim =0

)

bo‘lganda ¢(x)=o(w(x)) bo‘ladi.

Izoh. Quyidagi tengliklar o‘rinli:

D o((x)) +o(7 (1)) =0(/ ().

) K-olf(3)=o(f(x)),

5 o) o7 (9)-o( ().

9 ol7()- 0L (9)=o( ).

5) x—0 da x”’=0(x”)<::>m>n

6) x—>o da x"'=o(x")<:>m<n,

3-ta’rif. Agar x—a da @(x)-y(x)=o(w(x)) bo‘lsa, unda
x—a da ¢(x) va w(x) funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda
p(x)~w(x) kabi belgilanadi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(x)#0 bo‘lsa, unda il_f}gz((i% =1
bo‘lganda ¢(x)~w(x) bo‘ladi.

1-teorema. Agar ushbu

lm-—-—¢(x)+o(¢(x)) yoki lim—(o(x)
ey (x) +o(w (x)) =0y (x)
limitlardan birortasi mavjud bo‘lsa, unda
i 2 o(e(x) . o(x)
im = lim
ey (x)+o(y(x)) =y (x)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
l-teoremadan foydalanish samaradorligi Teylor formulasi yor-
damida yanada oshadi.

2-teorema. Agar f(x) funksiya a nuqgtada f'(a),
f(a),... f ) (a) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda @ nugqtaning bi-
ror atrofida ushbu

F(x)=7(a)+ ( )( a)+...+ )(\—a) +o((\-—a)").
Peano ko* rmlshldaol qoldiq hadli Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi.
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Natija. x— 0 da quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

- —1y...(m-
1. (1+X)"' =l-+—mx+’—"(%l—),\‘2 +...+m(m ) Sm nH)x" +0(x")
! n!

2 n

X
2. € =1+x+-—'+...+—'+o(x”)
: nt

2

X a1 X" n

3. 1n(1+x)=x—?+...+(-—l) '—’;‘+O(X)
. .x3 n—-1 XZ'M n
4. smx=x—§—!+...+(—l) -(2"-1)!+0(x )

+0(x2n+1)

2n

5 cosx=l—'—;_—!+...+(—1)" X

(2n)!
6. tgx=x+%x3 +o(x°)
7. arctgx=x——%x3 +0(x4)

Incosx + x?

Misol. 1‘_‘}3 Teinx-rer P hisoblansin.

, ln(l—lxz+o(xz))+x2
. Incosx+x~ . 2
lim =lim =

0 sinx-fgx 0 (x+o(x2))(x+0(x2)) =

(—%f + o(xz)) + o(—%x2 + o(xz)j+ x?

x=0 2 2
X" +o(x

. . 1
=lim . - =lim<5—=—~
X0 X+ O(X") -0 y 2

Izoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 35, 4,
6, 3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.
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8%.Funksiyalarni tekshirish
a) Funksiyaning monotonligi

Faraz gilaylik , y= f(x) funksiya (a,b) oraligda berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. x, >x, fengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx,,x, e(a,b) uchun
f(x)zr(x) ( f(x)sf(x )) bo'lsa, f(x) funksiya (a,b) oralig-
da o‘suvchi T (kamayuvchi 1) deyiladi. .

Agar funksiya o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lsa, bunday funksi-
yaga monoton funksiya deyiladi.

1-teorema. f(x) funksiva (a,b) intervalda chekli f'(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Bu funksiya shu intervalda o‘suvchi (kamayuvchi) bo fishi
uchun (a,b) da f'(x)z0 (f ’(x)SO) boJishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari

y = f(x)funksiya (a,b) intervalda berilgan bo‘lib, x, e(d,b) bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar x, nugtaning 3 U S(x,)) atrofi mavjud bo Isaki,
vxelJ, (%) uchun A

f)sf(x)  (F(@)21(x))
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f (x) funksiya x, nuqtada maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi. f(x,) qiymat f(x) ning maksi-
mum (minimum) gqiymati deyiladi va

fx)= nbax /() ( (x0)=xemln {f(x)}}

el J, xy) ,\‘,)

kabi belgilanadi.

Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

2-teorema.(Ekstremumning zaruriy sharti). Agar f(x) funksiya
x, nugtada ( x,e(a,b) ) chekli f'(x,) hosilaga ega bo'lib, bu nug-
tada f(x) funksiya ekstremumga erishsa, u holda f'(x,)=0 boladi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel-
tiramiz.

Faraz qilaylik, y=f (\) funksiya x,nuqtada uzliksiz bo‘lib,
U(S(xo)g‘ {x,} da chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
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3-teorema. Agar f'(x) hosila x, nugtadan o'‘tishda o< isho-
rasini musbatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) o %gartirsa, unda
f (x) funksiya x,nugtada maksimumga  (minimumi) erishadi. Agar
f'(x) ishorasini o‘%gartirmasa, u holda f(x)funksiya x,nuqtada
ekstremumga erishmaydi.

4-teorema. f(x) funksiya x, nugtada f',f",..f" hosilalarga
ega bo'lib,

f’(%):f"(xo):'":f(n—]) (%) =0, £ (%) %0

bo‘lsin. Unda

1)agar n juft son bo‘lib,

£ (5)<0 (7 (%)>0)
bo‘lsa, f (x) funksiya x, nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi.
2)agar n toq son bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada ekstrem-
umga erishmaydi. ’

Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud
bo‘lmagan nugqtalariga uning kritik nugtalari deyiladi.

Izoh: Funksiva hosilasi mavjud bo‘lmagan nugtalarda ham fun-
ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, f(x)=|x| funksiya
uchun f’(O)— mavjud emas, lekin funksiya y=0 nugtada mini-
mumga erishadi.

[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f (x) funksiya o‘zining shu
kesmadagi eng katta (eng Kkichik) qiymatiga kritik nuqtada yoki
kesmaning chegaraviy nuqtasida erishadi.

d) Funksiyaning qavariqgligi, egilish nuqtalari

3-ta’rif. Agar (a,b) oraligda berilgan y= f(x) funksiya grafigi
V{x,x,]<(a,b) kesmaning chetki nugtalarini tutashtiruvchi vatardan
yugorida (pastda) yotsa, unda y=f(x) funksiva [a,b] oraligda
gavarig (botiq) dzb ataladi.

5-teorema. y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
bu intervalda chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning
(a,b) da qavarig ~(botigu) bofishi uchun f'(x)ning (a,b)da
kamayuvchi (o‘suvchi) bolishi zarur va yetarli.

6-teorema. y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
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bu intervalda ikkinchi tartibli f"(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) ning
a,b) intervalda ~(w) bolishi uchun shu intervalda f"(x)<0
g ¥l "2}:)20) tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta’rif. Agar x=a nuqtadan o‘tishda y= f(x) Junksiyaning
grafigi qovarigligi yoki botigligini o‘zgartirsa, u holda x=a nugta
funksiya grafigining egilish nugqtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari

5-ta’rif. Agar Li_tnaj'(x):oo bolsa, x=a tog'ri chizig y=f(x)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar !_i_:}lf(x)=b bosa, y=b togi chiziq y=f(x)
funksiya graﬂgininé gorizontal asimptotasi deyiladi. '

7-ta’rif. Agar li_[)l;l:f(.x) —(ax+ b)] =0 bo'sa, y=ax+b togTi
chizig y= f(x) fuhksiya grafigining og‘ma asimptotasi deyiladi.

7-teorema. y=f (\) Junksiya grafigi x > +oda y=ax+b og‘ma
asimptotaga ega bolishi uchun

lim f—(—x—) =q, lim [f(x) - ax] =b

x40 ) X0
bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Bu teorema x— —ow da ham o‘rinlidir.

9%, Funksiyalarni to‘liq tekshirish va grafiklarini chizish

Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni aniq-
lash yordamida amalga oshiriladi.

1) Funksiyani aniglanish sohasini topish.

2) Aniglanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniglash.

3) Funksiyaning juft yoki toqligini va, agar imkon bo‘lsa, boshqa
markaz va simmetriya o‘qlarini aniglash.

4) Davriylikka tekshirish.

5) Uzilish nugqtalarini topish va ularning turini aniglash (2-punkt-
ni to‘ldiradi).

6) Koordinata o‘qglari bilan kesishish nuqtalarini topish.

7) Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglarni aniglash.

8) Monotonlik va ekstremumga tekshirish.

9) Egilish nuqtalari, gavariglik va botiglik oraliglarini topish.
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10) Asimptotalarni aniqlash

11) Tekshirish natijalarini yo‘llari x, y, f(x), f'(x), f"(x) larga
mos bo‘lgan jadval ko‘rinishida ifodalash (oxirgi yo‘lda fagat isho-
ra aniglanadi).

12) Jadvaldagi nugqtalarni tekislikda ifodalash.

13) Asimptotalarni yasash.

14) Yuqoridagi tekshirish natijalarini hisobga olgan holda tekis-
likdagi nuqtalarni chiziq yordamida tutashtirish.

Izoh: Agar funksiya parametrik ko‘rinishda yoki qutb koordina-
talar sistemasida berilgan bo‘lsa ham u yuqoridagi sxema yordam-
ida tekshiriladi.

WO RN R LN

Nazorat savollari
Funksiya hosilasining ta’rifi.
Bir tomonli hosilalar.
Hosilaning geometrik ma’nosi.
Urinma tenglamasi.
Normal tenglamasi.
Hosilaning mexanik ma’nosi.
Funksiya differensialining ta’rifi.
Differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog‘lanish.
Murakkab funksiyaning hosilasi.

. Teskari funksiyaning hosilasi.

. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
. Oshkormas ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
. Differensial yordamida taqribiy hisoblash.

. Yuqori tartibli hosila va differensiallar.

. Leybnis formulasi.

. Ferma teoremasi.

. Roll teoremasi.

. Lagranj teoremasi.

. Lagranj teoremasining natijalari.

. Koshi teoremasi.

. Lopitalning birinchi qoidasi.

. Lopitalning ikkinchi goidasi.

. O -simvolika.

. Teylor formulasi.

. Funksiyaning monotonligi.

. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
. Yugori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
. Funksiyaning qavarigligi va egilish nuqtalari.

. Funksiya grafigining asimptotalari.

. Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash.
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._B_
Mustagqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib /" (0) topilsin (agar u
mavjud bo‘lsa).

3
3, 2a 1 sin(xsin——],x;to,
L1 /(%)= tg(x " Smx)’ 0 12 S()= x

0, x=0. 0, x=0.
| 5 0, x=0,
arcsin(x2 cos~)+:x,x¢0, 7 5
= 9%) 73 x)= :
13 /() * 14 1+1n(1+xzsinlj ~1,x20.
0, x=0. X

. |arctg (xcos ) x#0, sin[e"m; - 1J+x,x #0,
15 f(*)= 16 /()=

09 x=0
7(%) ln{l—-sin[xzsinlﬂ,xi(), () 0, x=0, 2
x)= ¥ o) =
1.7 1.8 xz-cosi+x_,x¢()
0, x=0. .

21 2 o1l
<\ |arcigl ¥ ~x2sin— [,x#0, x*-cos’ —,x =0,
1.9/ (x)= g[ 3x]x 1.10 S(x)= x
0. x=0 O, x=0.

. 5 0 2x2+xzcos—1— x#0
sinx-cos—,x =0, - ’ ’
111 f(x)= 0 /()= x
0, x=0, 0, x=0.

) ( . .6 0 Incosx v
X+ x“sin— |,x =0, - ’ >
X +arcsin| x mx]x 114 (=1 x

113 f(x)=
0, x=0. 0, x=0.

74



2end 1
tg(Z" —1+x],x¢0, 6x +xsin—,x#0
115 f(x)= 116 S(¥)= x

0: X=O. O’x=0
arctgx sin7 x#0 s
— . Iy 13 e,\--sm X "'1, x’¢ 0,
1.17 f(X)— X 1.18 f(x>={
0; x-_—'O. 0, x:O.
) 1 ., 2
f x)=2x2 +x*cos—, x#0, Lt ‘
1.19 ( 9x 1.20 f(x)=%° 1+2x, x#0,
0, x=0- 0, x=0.
0, x=0,
121 f(¥)=9¢" —cosx
— x%0.
X

2-masala. Funksiya grafigining abssissasi x, bo‘lgan nuqtasiga

o‘tkazilgan normal (2.1-2.12 variantlarda) yoki urinma (2.13-2.21
variantlarda) tenglamasi topilsin.

4x—x°
21 y=— X =2. 2.2 y=2x"+3x—-1,x,=-2.
2.3 y=_x—x3,xo=—1- 2.4 y=x2+8\/;—32,x0=4-
25 poxty =1 2.6 y=3x*-20,x,=-8
]+\/;
2.7 =—7,X :4. . =8%Yx - = .
VEIIR 2.8 y=84x-70,x,=16
2 -3x+6
2.9 y=2x"-3x+Lx,=1. 2.10 y=3—x7\——,x0=3,
o+
2.11 y=+x-3x,x, =64. 2.12 y=x3_;,xo=2.
x29
2.13 y=2x"+3,x,=-1. 2.14 y= x4+1’x0=1'
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2.15 y=2x+l,x0=l,
X
5
b 1
217 y=21 y =1,
X +1

2.19 y=3(Vx-2Vx).x, =1,

221 y=—2"— x,=-2,
x +1

3-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati hisob-

Iansin.
3.1 y=%x,x=776.

=x+\/5——x2
2

33 y
3.5 y=3x"+2x+5,x=0,97-
3.7 y=x",x=1,021.

3.9 y=33*,x=1,03.

311 y=4dx-1,x=2,56.

,x=0,98.

I
13 V= ——=,x=1,016
3 V2x2 +x +1

3.15 ¥ x=4,16

1
Jx
317 y=x",x=2,002.

Vdx-3,x=1,78.

321 =¥’ +7x,x=1,012-

319

2(x* +2) |
= — ,X =
2.16 y 3.(x4+1) 0
x®+9
2.1 =—x, =1,
8 1-5x*"7°
1
2.20 y= 3 Xg =
3x+

32 y=3x,x=27,54.

3.4 y=arcsinx,x=0,08.

3.6 y=vx'+x+3,x=197.
3.8 y=x",x=0,998.

3.10 y=x°x=2,01.

312 y=3x?,5=1,03.

3.14 y=Jl+x+sinx,x=0,01.

3.16 y=33x+cosx,x=0,01.

3.18 v= ‘4/2x—sin?,x= 1,02,

3.20 y= X’ +5,x=1,97.



4-masala. Hosila hisoblansin.

4.1 y=3x+\/;
' X +2°
43 _(x+3)\/2x—1
AT AR B
5 y= X +2
) Wl-x*"
xvx+1
4.7 y=— .
4 x +x+1
49 I
’ 6vx® +2x+7"
x+1
y=3; 5
4.11 (x—l)'
3/.2
4.13 y=3.____”+x+1,
x+1
1
y:
4.15 (x+2)-vx* +4x+5"
417 )_\/x-l'(3x+2)
) ) 4x*
2
4.19 )’='—1L.
2-41+2x7

1-x
=2.
42 y L
2
a4y BV ox
X
y= x-1
4.6 (x2 +5)\/x2 +5°¢
48 y=(2x2+3).\/x2~3 .
9x°
1
= l—- 2 .5 3 .
410 y=(1-x")-3x -
ALz y=\/2x+3;(x—2)
b
414 y=x6+8x3—128
) V8 -x’
2 3
4.16 yz_(lii.
3x°
2 _»). 2
418 y:(x 2)-J4+x .
24x°
4+3x°
4.20

Y=,
x-ﬂ(2+x3)_
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5-masala.

5.1 y:(arctg )%h\amtgx
53 y= (sml)q‘

5.5 y=(lnx) .

5.7 y=(ctg3x)"

59 y= tgx)w

5.11 y=(xsm )Si“(-‘sin‘)
5.13 yzxsin,\-’.

515 V= smx)i:{
5.17 y=19" %
5.19 y=65in X

5.21 y=x".5"

6-masala. Funksiya grafigining abssissasi x,=x(z,) bo‘lgan nug-

Hosila hisoblansin.
InsinJx
5.2 )}:(sin\/;) .

5.4 y=(arcsin x) .
5.6 y= xarcsinx .

tasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

= cost
6.1

y=sint,ty =—

x=2t~-1

6.3 y=3t-F,1,=1
(x=2sin’s

6.5 y=2co0s’ 1,1, =§
\ J
x=3(t-sint)

6.7 y=3(1——cost),1‘0 =§
L 3

x=1(tcost - 2sint)

6.2 y:t(tsint+20051),to=%
_ 3at
1+#
6.4 1
=£7—;Jo =2
1+t

(x=2In(ctgt) +1
6.6

/4
y=tgr+ctgs,i, =Z

X =atcost

6.8 y=atsint,t, =

(SR
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x=sin’t :
69 | y=cos' =2 610 ¢ '
== 1=
. t
x =arcsin .
1+¢ 1+t
6.11 1 6.12
Y = arccos Sy =1 y=t— alctgtt =1
1+
1+Int
A x=t-(1-sinr)
6.13 4 3+2Int 6.14 y=t-cost,t, =0
- 6, =1
L t
1+1 1+7
=7 x=
! -1
615 | 3 2 _, 616 | .
y_.'Zt2 t° y_tz_lo_
x=asin't x =3cost
6.17 Ly=ac053t,t0=% 6.18 y=4sint,f, =
=a(tsint +cost) p
x=
«
6.19 y=a(sint—tcost),t0=% 6.20 {y £ =1

=]t
621 1, s =2

7-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilasi hisoblansin.

x=cos2t x=+F -1 x=l-7
7.1 7.2

=Int 1.3 1

y=2sec’t y=t
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=— y=¢"sint =1g’t
v
1
xX=-
x=t+sint x=At-3 t
7.7 y=2-cost 7.8 y=ln(t—2) 7.9 y=_1__
1+¢
x=+f
x=sint X =t-sint
7.10 ln cost 7.11

X = tgt

=sect

1
y=—7— 712{ =2 —cost

1-¢
{ sin 2t

X =sint X =cost
7.13 y 7.14 .

X =cost+tsint x=¢
7.16 y=sint—tcost .17 y= d 7.18 y =arcsint
Ni-1
x=2(t-sin¢) x=t+sint
7.19 y= </,«_ 7.20 y=4(2+cost) 7.21 y=2+cost

8-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

8.1 y=sin2x+cos(x+1). 8.2 y=3e.
4x+7
8.3 y=s3 8.4 y=Ig(5x+2).
x
8.5 y=2". 8.6 y=2(3x+2)'
_ 2x+5
8.7 y—m. 8.8 y=4>,
8.9 y=sin(x+1)+cos2x. 8.10 j=3e>.
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8.11 y sral 8.12 y=Ig(3x+1).
x

8.13 y=7". 8.14 y=m.

4 _ Sx+l
8.15 y=;- 8.16 y 13(2x+3).
8.17 y=5"". 8.18 y=sin(3x+1)+cos5x.
$.19 o 8.20 =11+12x
. =4 . . Y 6xts

Y
8.21 y=Ig(2x+7).

9-masala. Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.
9.1 1n(1+x)>1—j_c—x,x>0. 9.2 In(l+x)<x,x>0.
9.3 e"->1+x,XER.

9.5 b'—d'>n(b—a)d”,0<a<bneN, 9.6 (a+b)’ <a’+b",0<p<l.

9.4 >ex,x>].

~

X 1
9.7 cosx>1——V2—,x>0. 9.8 2\/;>3—-x-,x>1.

x x
9.9 sinx>X—:6‘,x>0. 9.10 arcfgx>x——3—,0<xgl.

2 " x3
9.11 e"?1+x+;—'+---+£’-,-¥20-n€i\’.9.12 arctgx(x—-g-,0<xsl.
. n:

2 3 L2

9.13 ln(]+x)$x—x—+1,x20. 9.14 e"21+x+'\—,x20,
E 2
t 2
_.b ) 3 x
9.15 hZ <22 0<p<a. 9.16 " <l+x+— x20,
b " b 2

-

9.17 x' -y < (x-y), 0<y<x, p>1. 9.18 ln(l+x)2x-—§2—,x20.
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9.19 |arctga—arctgh|<|a-b|.

_b
9.20 Ing->”—a—,0<b<a.

9.21 b"-a"<n-(b-a)b""',0<a<p,neN.

10.1

10.3

10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

10.21

10-masala. Limit hisoblansin.

. e
lim —,

X——7 xlo

1

e *
—

lim—
X0 X

x

. e
Iim

x40 xlO

lim x' (0.01)",

X4

. X +sinx
lim _.
x>+2 ¢¥ 4 COSX

. X +Inx
lim ——,
x>+ x> L cosx

X +e*

2x ¢

lim —
>+ 8inx + e

x* +cosx

lim ———,
x>+ e® 4sinx

x—=0

1
1 x
fim (ﬁj .
x>0\ x

1
lim(cos x)snx .

x>0

lim (x'2 - ctgzx) .
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10.2 lim n(l1-x)-crgrx,

10.4 m(2-22)""

2

10.6 lim l:tgx ~(t-sin x).l ] '

10.8 limVxIn’x,

sins

10.10 lim x™,

10.12 lim [(x - 1)_l —In™* x] .

X=>l

10.14 lim(x'2 —sin™ x) .

x>0

lim x™2%
x—=+0

10.16

10.18 lim [(e" - 1)_l —x“‘] .

x—0

lin; (tgx)'gzx

4

10.20



11-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.

11.1 Yigindisi o‘zgarmas 2a soniga teng bo‘lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) ko‘paytmasining eng katta
qiymati topilsin.

11.2 Ko‘paytmasi o‘zgarmas a soniga teng bo‘lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) yig‘indisining eng kichik
giymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo‘lgan barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar
ichidan perimetri eng kichik bo‘lganini aniglang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan to‘g‘ri
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo‘lganini aniglang.

11.5 V hajmli yopiq silindrik bankaning o‘lchamlari ganday
bo‘lganda u eng kichik to‘la sirtga ega bo‘ladi?

Xy : o .

11.6 ;;+-]-)—2—=1 ellipsga tomonlari ellipsning o‘qglariga parallel
bo‘lgan shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chizingki, uning yuzasi
eng katta bo‘lsin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo‘lgan
shunday ichki to‘g‘ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng
katta bo‘lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
hajmi eng katta bo‘lsin.

11.9 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
to‘la sirti eng katta bo‘lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqi konus chizingki, uning
hajmi eng kichik bo‘lsin.

11.11 Yasovchisi / ga teng bo‘lgan eng katta hajmli konusning
hajmini toping.

11.12 M(p,p) nuqta va y° =2px parabola orasidagi eng qgisga
masofani toping.

11.13 A(2,0) nugta va x*+y* =1 aylana orasidagi eng qisqa va
eng uzun mascfalar topilsin.

2 2
11.14 Z—2+%}2—=1 (0<p<a) ellipsning B(0;-») nugqtasidan

o‘tuvchi eng katta vatarini toping.
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x:.’ 2
11.15 ?+—£2—=1 ellipsda shunday M(x,y) nuqtani topingki,
shu nuqtadan ellipsga o‘tkazilgan urinma va koordinata o‘qlari yor-
damida hosil bo‘lgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.
11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chiz-
ingki, uning perimetri eng katta bo‘lsin.

11.17 A(l;2) nugtadan shunday to‘g‘ri chiziq o‘tkazingki, shu

to‘g‘ri chiziq va musbat yarim o‘qlar yordamida hosil bo‘lgan uch-
burchakning yuzasi eng kichik bo‘lsin.

11.18 & musbat sonni shunday 2ta musbat go‘shiluvchiga ajrat-
ingki, ular kublarining vig‘indisi eng kichik bo‘lsin.

11.19 Uzunligi / ga teng bo‘lgan setka bilan bir tomoni devor
bilan to‘silgan shunday to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi yer uchast-
kasini o‘rash kerakki, uning yuzasi eng katta bo‘lsin.

11.20 Teng yogli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka
ajratuvchi eng kichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqori qismi yarim
doiradan iborat bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Deraza-
ning o‘lchamiari ganday bo‘lganda undan eng ko‘p yorug‘lik o‘tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib funksiyaning
grafigini chizing.

, 3_9 2

12.1 y=x*(x-2). 122 y="-"""+6x-9,
123 y=2-3x-x". 124 y=(x+1)"(x-1).
125 y=2x"-3x"-4. 12.6 y=3x"-2-x".

. . ¥+ 3%°
127 y=(x-1)-(x-3). 128 y="""—-5,
129 y=6x-8x". 12.10 y=16x"-(x-1)".
12.11 y=2x" +3x* -5. 12,12 y=2-12x" -8x.
1213 y=(2x+1)"-(2x-1)". 12.14 y=2x +9x* +12x.
12.15 y=12x*-8x"-2. 12.16 y=(2x_1)2.(2x_3)2,
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27(x’ -x)

12.17 y=——4—-———x.
2
2_4)
12.19 __(" .
Y 16
2 (x-4)
12.21 y=i,(116__)_.

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang.

¥ -2x -3x+2

13.1 y= —
x2 =11
13.3 y=%r—_—3.
2x% -1
13.5 y=\/'—2‘—£.
x —
X +3x2-2x-2
13.7 y= 3y
2
~7
13.9 y= el
2-x°
13.11 y=—5\/—7————z.
x —
17-x°
13.13 y= 4\_’“5
P45
13.15 =;‘2 :.
x —
13.17 =4x3 +23x23—28x—2
—3X
2% ~6
13.19 y= ;_2 :
4x’ =3x
1321 y= :\,2_1.
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12.18 y=M—)-.

12.20 y=16x’ ~12x* —4.

2x* -9
13.2 y="F7=—.
x -1
134 y=2 '13;‘:3;:”]
21-x>
13.6 y=-"75
¥ +16
13.8 V=—"F=
9x” -8
2 _6x+4
13.10 y=‘73%x2+
13.12 ¥= X+l
) Jaxi =3
4x* +9
13.14 y= 4’“”8
x-3
13.16 Y="7=
3x -2
2x° +2x7 -3x -1
13.18 y== +2_‘4x2 l
X —5x
1320 y=35-
-J



14-masala. Funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini yasang.

.3 4
141 y=22
X

143 y=——.

?-3x+3
x-1
X —4x+1

14.7 yv=
x-1

—1¥
14.9 y=(_)f7_)_.
e

2
y=(l+l).
X

9+6x—3x*
x*=2x+13"

x-1 >
14.15 y=[——) .
x+1

. 4x
(x+l)2 :
4

14.11

14.12

14.17 7V

14.19 y=

?ox+1
1421 y=2—"*""
x-1

1.21-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib, f'(0) topilsin.

X +2x=3"

4x°
3+x°°

12x
9+x*

4-x

14.2 y=

144 y=

14.6 y=

X

2x° +1
148 y=21
X

X
14.10 y_(x_l)Z ¢

12 -3x7

14. = ———
12y X +12

14.14

14.16 y=

14.18 ¥

14.20 y

-D-
Namunaviy variant yechimi

2

e)

-~ COSsX

f={ T T

0,x
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-0 e ¢ 1) +(1-cosAx)
Ax =lim< O?SAY= lim( ) . =
A0 AX A0 Ay e A Av—i)

2 Ax . Ax
A |~ cosAx 2sin? = 5 sin—
= lim + lim — =1+ lim =1+—-1lim =l+===p
Aroh Ax” Ar—s0) Ax” Av—0 Ax' 2 Av—=0 Ax
2

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x, bo‘lgan nuqtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasi topilsin.

X

y= X, ==2,

X+l 270
4 Ma’lumki, urinma tenglamasi
y=f(x0)+f'(x0)-(x—xo)
ko‘rinishga ega. X, -=
F)= 1 (D=3
, X ' (Y +1) (\ +1) x2+1_2x2
f'®=lz=]= — — =
X+l (x'+l) (x* +1)
4 3

= ) =r ()=l =

2
=>}’=—§—55-'(«\'+2)=> Urinma tenglamasi: 3x+25y+16=0 p

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning tagribiy giymati
hisoblansin.
y= 3 x3+7x s x=1,012
« Taqribiy giymat
F (5 +Ax) % f(x)+ /" (%)- Ax )

formula yordamida hisoblanadi.
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Bizda

F(X)=Y2 +7x, %=1, Ac=0012=1(x)= ( X +7x =[f+7,x }

(T (e 7] == () =37 =2,
° 3-3 (x +7x)
10 5
(o)“""—l—z‘ E

Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib qo‘yamiz:

3(1,012) +7-1,012 z2+§-o,012=2+5~0,002=2,01[>

4.21-masala. Hosila hisoblansin.

A +x -2

e
- ,=[x6+x3._2]' (645 -2) VIZF ~(* 45 =2 )(\/:)
A ()

S 302 ) Vo = (2 +4° —2). ~2x
=(6x +3x ) Ik ( 2) o _(61 +3x° )( )+\(x +x' - )
-’ (1) Vimx

_ x(SxG —-6x* +2x° —3x+2) §

(xz—l)-\/li—-x2

5.21-masala. Hosila hisoblansin,

y=x2x_5.\‘.

ay' = ( X3 5") —[ |(r-5-‘):| =eln(’2x‘5x)'[ln(.\'z"-S")]' =x2"~5*'-[2xlnx+x-ln5]'=

=x.5[2Inx+2+1n5]=x" 5" (24 In5x*).0
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6.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(t0) bo‘lgan
nugtasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

x=1-F,
y=t—£,1,=2.

a Biz y=f(x)+ (%) (x—x)-(2) (urinma tenglamasi),
1
y=f (xo)“—‘—“,(x )(Y -%,)-(3) (normal tenglamasi),
0
' )’
va Vs T -(4) (parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning hosilasi)

formulalardan foydalanamiz:
X, =1—-2" =-—-3; f(xo)=2—23 =-6',

(t-fB) _1-37°
- Y

= f'(x)=——=="

(1-¢)

Topilgan giymatlarni (2)va(3)-tengliklarga olib borib qo‘yib urin-
ma va normal tenglamalarni topamiz:

11
y=—6+-z-(A+3):{4y_1lx_..9::0—uf‘in’"a

4 =0-nor
y=—6~—%(x+3) x+11y+78=0—normal >

7.21-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ik-
kinchi tartibli hosilasi hisoblansin.

x=1+sint
y=2+cost
« Bu masalani (4)-formuladan ikki marta foydalanish yordam-

ida yechamiz.

!

(2 + cost) _ —cost

) x,' (t+smt) " 1+cost

]

, —cost
. (7)), \+cost) _sint(1+cost)-costsint sint
), = = = = .
e X, 1+ cost (1+cost)’ ~ (1+cost)
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8.21-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

=In(2x+7).
In(2x+7 1
a y=lg(2x+7)= (an;O )=ln]0-ln(2x+7)

;1 | H7)'__._2__ 1

In10 (2x+7)
Bu jarayonni davom ettirish natijasida ¥ne N uchun

(n) n-1 2n (n - 1)!
y =t - —— . —-—T . . . . .
( ) 10 (2x N 7) tenglikni hosil gilamiz. >
9.21-masala. Quyidagi

b —a'<n-(b-a)-b"",0<a<bneN
tengsizlik isbotlansin.
< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz.
f(x)=x" funktsiya uchun [a,b] kesmada Lagranj teoremasini

qgo‘llaymiz:
£(8)-f(a)= f'(x,)-(b-a)s
X e(a,b)=b"-a"=n-x,""-(b-a)<n-(b-a)-b"".>
10.21-masala. Limit hisoblansin.
4
l\&r)rg (cosx)sin

. In{cosx)

0
qlillg(cosx)ﬁz(lw)zelw sinx _e(J ((Lopital teoremasidan

i {In(cos r)) =sinx G
A COSX i i
foydalanamlz )) e A {sinx) el"-::) cosx = g l-T'cos2 X — e =] p
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11.21-masala. Derazaning perimetri P ga

teng, yuqori qismi yarim doiradan iborat bo‘igan

e to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Derazaning

R R o‘lchamlari qanday bo‘lganda undan eng ko‘p
yorug‘lik o‘tadi?

< Masala shartiga ko‘ra deraza 1-chiz-

mada ko‘rsatilgan shaklga ega. Chizmadan

y y N
ko‘rinadiki,
X
R==,
2 Unda
X
P=x+2y+7rR=x+2y+ﬂ:>
[-chizma. 2
P_x 7=
Y 2 2 4

Endi derazaning yuzasini topamiz:

S:x-);+§£=_}3—£_£+l"i=ﬂ_£~ﬂx' (5)
2 2 2 4 8 2 2 8

Derazadan en;g ko'p yorugilik o‘tishi uchun derazaning yuzasi
eng katta bo‘lishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum
giymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

P
S’(x)=£—x—£4£; S’(x):O:x-(%HJ:—g:xo = ”2
—+1

— stat-

. z
sionar nuqta. Bu nugtada S"(%,)=~1 7 <0 = max . Demak, de-
2P
r+4

razadan yorug‘lik eng ko‘p oftishi uchun uning asosi x=

bo‘lishi kerak ekan. Balandligi esa
y—_Ii_:‘_'_f;‘;_ﬁ_ P 7P _P(z+4-2-7) P

2 2 4 2 x+4 2m+d) 2(n+4) 74
bo‘lar ekan. o

12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib
_x(x- 4)2

16
funksiyaning grafigini chizing.
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« Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

y’=i!6-[2x-(x—4)2 +X ~2(x—4)]=————2\“(1);—4) [x~4+x] =x(x—-4)é(2\‘—4) __x-(x——i)(x— ) .

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saglanadigan
oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

x (==:0) 0 (0:2) 2 (24) 4 (4:+0)
v’ - 0 + 0 - 0 +
y . min f max \4 m“in /'

o

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksivaning grafi-
gini chizamiz (2-chizma).

Y

......

o 2 4 x
2-chizma.
4x* =3 . . L
13.21-masala y= PR funksiyaning asimptotalarini toping
A‘ -—

va grafigini yasang.
B
. x| x+— | x——
4% —3x x~(4x ~)) 2 2

< YT —(2“"+])(2x~1)_ (x+%j(x—lj [>

2

1 1
a) Vertikal asimptota: X=-- va x=- to‘g‘ri chiziglar ver-

tikal asimptota bo‘ladi, chunki ' JS(¥)=c0 y, lim/(x)
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Funksiyaning shu nuqtadagi o‘ng va chap limitlarini ham hisob-
laymiz:

lim f(x)=- lim f(x)=+o
\'—>——+0 1] vc._,___o
2 2
fim f(x)=- lim F(x)=+w
v—>-2-+0 x-»i—o
b) Gorizontal asimptota: hm f (x)= lim ?j_x =00 => gorizon-

tal asimptota yo‘q.

f( ) 4x* —3x
={im —————1,

X H°°x(4x —1)

4% —3x . AP -3x—4x +x

[4;2—1 —x}:h

d) Og‘ma asimptota: a=li_1;11

=lim e =0>y=x —
s 4" -1 v 4yt |

b= hm[f a —lim

Yo XX

og'ma asimptota.
Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizamiz
(3-chizma). »

Y '

{
i
\
|
1
|
}
i
¥

Y

[
1
4
]
I
13
:
1
t
§
t
t
t
I
l
3

3-chizma.
x+1 e -
14.21-masala. y=-—;]— funksiyani to‘liq tekshiring va grafi-
gini chizing.
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<« Funksiyani paragrafning A bo‘limi 9-punktida taklif gilingan
sxema asosida to‘liq tekshiramiz.

Funksiyaning aniglanish sohasi: JI(y)={x=1}

Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas.

x=1 nuqta funksiyaning 2-tur wuzilish nuqtasi, chunki

lim f(x)=-» va xl_i)llijof(-\')=+°° OY o‘qi bilan kesishish nugtasi:

x=>1-0
y=f(0)=-l .
OX ofqi bilan kesishish nuqtasi: y=0=>x*-x+1=0=>x€0=

OX o‘gi bilan kesishishmaydi.
Funksiyaning ishorasi o‘zgarmaydigan oraliglar:

X (—o031) (1;+0)

Y — +

Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:

(51 [ P S Py P
Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saglanadi-
gan oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

v,z[xl —x+1) =(2"‘1)'("'_1)“("’: —x+l)‘l 2 =3y -y +x—] =x2 —2,'=.\‘-(.\‘—2)
x-1

" (==;0) 0 (os1) | 1 (1;,2) 2 (2:+0)

y' + 0 - i - 0 +

y / max - D W min /

Qavariglikka tekshirish uchun 3" ni hisoblaymiz:

RO 0 - O I B R TR >
(x-1) (=17 | (x-1) 1dan va x>1dau .

Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: x =] -vertikal asimptota.
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x-x+1 )
b) Gorizontal asimptota: limf (x)= 11_1;1: ———— === gorizon-

tal asimptota yo‘q.

=lim )_1 _).C_;'x_il_ 1

a
d) Og‘ma asimptota: _ fo (x-1)

—x+1 . X —x+l-¥+x . |
—x [=lim =lim—=0=>y=x
x—1 X7, x—1 X x|

b= llm[f -—a\:] lim| <

X% XY

og‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’lumotlardan foydalamb funktsiya grafigini

chizamiz (4-chizma). >

N
-

S e s ey o o i -
~

4-chizma.
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4-§. 3-MUSTAQIL ISH
Anigmas va aniq integrallar, ularning tatbiglari

Boshlang‘ich funksiya.

Anigmas integral.

Anigmas integralni hisoblash usullari.

Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash.
Binomial differensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Aniq integral va uning tatbiqlari.

Elliptik integrallar.

~A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1%, Anigmas integral va uni hisoblash usullari

f(x) funksiya biror (a,b) intervalda .aniglangan bo‘lsin. Quy-
idagi masalani qaraymiz: 3F(x) funksiyani topish kerakki Vxe(a,b)
uchun F'(x)= f(x) bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar Vxe(a,b) uchun F'(x)=f(x) bolsa u holda
F(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiyaning boshlang‘ich
funktsiyasi deyiladi.

Ma’lumki F(x) funksiya boshlang‘ich funksiya bo‘lsa F(x)+c
ham boshlang‘ich funksiya bo‘ladi.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiya boshlang‘ich
funksiyalarining umumiy ifodasi F ( )+c shu f ( ) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi va

J'f(x)dx

kabi belgilanadi.

Demak,

j/ dv=F(x)+c (1)

Integrallashning umumiy qondalan va aniqmas integrallar jadva-
li 1-§ ning 12° va 13° punktlarida keltirilgan. Biz ularga to‘xtalmay
anigmas integralni hisoblash usullarini keltiramiz.

I-teorema.(O‘zgaruvchilarni almashtirish), Agar

[£(r)de=F(t)+c )
bo‘lsa unda
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[r[o(x)]e' (x)dx=Fp(x)]+c 3)

bo‘ladi ((3)-tenglikda f(r),¢(x),9'(x) funksiyalar uzluksiz deb faraz
qilinadi).

2-teorema. Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar (a,b) inter-
valda uzluksiz «'(x) va v'(x) hosilalariga ega bo‘lsa unda shu
intervalda ushbu

j.u(x)dv(x) =u(x)v(x)- Iv(x)du (x) (4)
bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinii bo‘ladi.

Amaliyot shuni ko‘rsatadiki bo‘laklab integrallash usulini qo‘llab
hisoblanadigan integrallarni asosan, uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga ko‘paytuvchining biri ma’lum funktsiyaning
hosilasi bo‘lgan ikkinchisi esa ushbu
In(xx),arc sinx, arc cosx, arcigx, (arcrgx ), (arccosx), Ing(x), ...
funksiyalardan biriga teng bo‘lgan funksiyalarning integrallari kiriti-
ladi. Bu holda u(x) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J'(ax+b)" cos(cx)drx, f(ax+b)"-sin(cx)dr va
j(ax+b)" e“dx ko‘rinishidagi integrallar kiritiladi. Bu holda
u(x)=(ax+b)" deb olinib bo‘laklab integrallash formulasi n marta
go‘llaniladi.

Uchinchi  guruhga _[e’“ cos bxd, Ie"“ sin bxdk, jsin (Inx)dx,

Icos(lnx)dx,... ko‘rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni

I deb belgilab bo‘laklab integrallash formulasini ikki marta qo‘llasak,
I ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz.

Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallarni ham bo‘laklab
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. Masalan

I = J-—-——di—;,(neN)
(.\'2 +a

integral yuqondagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham
bo‘laklab integrallash usuli bilan rekkurent formulaga keltirish yor-
damida hisoblash mumkin:
1 ) X 2n—-1 1

- +
2na” ( Y +ad )” 2n  a

71 (5)

n+l T



d 1 :
1, =J. 2 4 2 =“a"‘—’tgi+c Agar (5)-tenglikda n=1 desak
X" +a a a

dx 1 x .
(x2+a2)2 28° X¥+a> 24°

.=

X
arcig p +¢ ekanini topamiz.

Izoh: Ma’lumki, elementar funksiyaning hosilasi yana elementar
funksiya bo‘lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdiq ofrinli bo‘lishi
shart emas, ya’ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el-
ementar funksiya bo‘lmay qolishi mumkin. Masalan, ushbu

I J‘e_xzdx; 2. J-cosxzdx;
3. J.Sinxzcbc; 4, -[l:j—i (x20,x=1);

COS X sin x
5. -[x dx (x#0); 6. —~x——cbc_

integrallarning har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan-
maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko‘p uchraganligi sababli ular-
ning qiymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular-
ning grafiklari yasalgan. Shu yo‘l bilan elementar funksiyalarda in-
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to‘la o‘rganilgan.

2°, Ratsional funksiyalarni integrallash
3-ta’rif. Agar R(x) Sfunksiyani ikkita ko‘phadning nisbati
ko ‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, u holda R(x) ratsional funksiy-
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, ya’ni
A (x)

R(»")PQ—@. (6)

P,(x)—n-tartibli, Q,(x)—m-tartibli ko‘phad.

Agar n>m bo‘lsa kasr noto‘g‘ri kasr; #<m bo‘lsa to‘g‘ri kasr
deyiladi.

Ixtiyoriy noto‘g‘ri kasr berilgan bo‘lsa, ko‘phadni ko‘phadga
bo‘lish yordamida har doim uni ko‘phad va to‘g‘ri kasring yig‘indisi
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to‘g‘ri kasrni quyidagi 4ta
ko‘rinishdagi sodda kasrlarning yig‘indisi kabi ifodalash mumkin.
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A A

L : 0 ~(k=2,3,4,...);
x-a x—a
Mx+N
gy N T (2
X4+ px+gq (x'+Px+‘I

2

Il va IV da x*+pr+g#0, yani q—%—>0,

I va I ko‘rinishidagi sodda kasrlar to‘g‘ridan to‘g‘ri integralla-
nadi. 1II va 1V ko‘rinishidagi sodda kasrlarni integrallash uchun

esa X+§=t almashtirish bajarish lozim.

3°, Ba’zi irratsional ko‘rinishidagi funksiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

R(x, y) deganda x va y o‘zgaruvchiga nisbatan ratsional bo‘lgan
funksiyani tushunamiz.

ax+b +b
a) J‘R(x,d . d]dv integralni hisoblashda ¢ =,"f::+ y almash-

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.

b) jR(x,m)dx integralni hisoblashda quyidagi 3ta hol
qaraladi.

1-hol. ax’ +bx+c kvadrad uchhad har xil x, va x, haqiqiy
ildizlarga ega bo‘lsin. = ax’* +bx+c=a(x—x )(x-x,).Bunda

Mx—xl)(x—x2)=t(x—x,) (7

almashtirish bajaramiz.
2-hol. a>0 bo‘lsin. Unda

a.\'?%bx+c=t—\/z;x(yoki\/ax2+bx+c=t+\/5x) (8)

almashtirish bajaramiz.
3-hol. ¢>0 bo‘lsin. U holda

x/ax2+bx+c=tx+\/;(yoki Vax® +bx+c=fx—\/;) ®
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almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo‘lgan inte-
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
(7)-(9) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°, Binomial differcnsiallarni va trigonometrik funksiyalarni
integrallash.
a) 4-ta’rif. Ushbu x" (a+bx")' dx ko ‘rinishidagi ifodaga binomi-
al differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.

I= jx"’(a+bx")pdx (10)

integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksivaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x=r" almashtirish bajariladi. Bu yerda N
soni m va n ratsional sonlar (ya’ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik
umumiy Kkarralisi.

m+1 . .
2-hol. —n:——butun son. Bu holda a+bx"=Z",N—-p ratsional

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.

m+1 a .
3-hol. — +p—butun son. Bunda ;7+ b=Z",N-p ning
maxraji, almashtirish bajarish yetarli.
b) I= JR(sin x,c0s x)dx;

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni ushbu

Py
tg5=t —n<x<r;

universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in-
tegrallashga keltirish mumkin:
1-£ 2dt
dx =

. 2t
SinX=——, COoSX= — = 5.
l+¢ 1+ 1+¢

d) Aytaylik,
I= '(sin" x-cos” xdx, (n,me Z)

integral berilgan bo‘lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi
hollar garaladi.
1-hol. n-toq, m-juft — cosx=r almashtirish bajariladi.
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2-hol. n-juft, m-toq =>sinx=¢ almashtirish bajariladi
3-hol. n va m-toq. Bunda cosx=¢sinx=¢ yoki fgx=t al-
mashtirishlardan biri bajariladi.
4-hol. n va m-juft. Bu holda
sin2x =2sinx-cosx V& cos2x =cos” ¥ -sin’ x
formulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan
biriga keltiriladi.

5, Aniq integral va uning tatbiglari.

Aniq integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur-
sida gisman va ma’ruzalarda batafsil o‘tilishini hisobga olib, biz
aniq integralni hisoblash usullariga gisman to‘xtalamiz hamda asosiy
e’tiborimizni uning tatbiglariga qaratamiz.

1. Nyuton-Leybnis formulsi. Agar f(x) funksiya [a,b] kesma-
da uzluksiz bo‘lsa va F'(x)=f(x) tenglik bajarilsa, u holda

bJ.f(x)dx=F(b)—F(a)=F(,

formula o‘rinli bo‘la"di.
Formulaning isbotida uzluksiz f (r) funksiya uchun ham ba-

jariladigan e
2{Trwa)-res

tenglikdan foydalaniladi.
2. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar f(x) va g(x) funk-
siyalar [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

ff x)g'(x)dx = ). jf(
bo‘ladi.
3. O‘zgaruvchini almashtirish. Agar ¢(r) funksiya [a,B] kesma-
da uzluksiz differcnsiallanuvchi va ¢() e [@. 8] F a=9(a) F b=p(B)
bollib F f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, unda

:j_f(x)dx =:} fle(t)]o'(r)dr

bo‘ladi.
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4. O‘rta qiymat haqidagi birinchi teorcma.
Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] kesmada chegaralangan va
integrallanuvchi bo‘lib, g(x) funksiya a,b) da ishorasini o‘zgar-

tirmasa, shunday ,ue[m, M] ”"—'[iglg{f(x)}, M=?U£]){f(x)} nuqta

topiladiki,
b

b

.[f(x)g(x)dx =y J.g(x)dx;
tenglik bajariladi.

a) Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.

f(x)eC[a,b] bo'lib Vxe[a,b] uchun f(x)=0 tengsizlik ba-
jarilsin va D soha quyidagicha aniglansin:

asx<bh
D={0 <ys< f(x) -egri chiziqgli trapetsiya.
Unda
S = [f(x)ax (1
tenglik o‘rinli.
Agar f,(x)eCla,b), f.(x)eC[a,b] bolib,

_{ansb
D™ A (x) << A();

bo‘lsa, u holda \
§= LA~ (x)]ax (12)

bo‘ladi.
2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini

hisoblash.
Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida

ase<pf
D=10<r < r(q))
ko‘rinishida berilgan bo‘lib, r(p)eC|a, B] bo‘lsa,
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s
v’ (13)

§=1
2

formula o‘rinli bo‘ladi.
b) Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzumligini hisoblash.
f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo‘lsin. Uning grafigi

quyidagi
{(x,f(x)) ‘x€E [a,b]}

nuqtalar to‘plamidagi iborat. Shu grafikdagi A(a,f(a))
(b f ( )) nugtalar orasidagi UB egri chiziq yoyi uzunligi 1 ni
topish talab qilinsin. Agar f ( ljle C[a b] bo‘lsa, unda

1= [T (14)
bo‘ladi. ’

Agar (14) da b=x desak, I(x j./n[f (x)] dx bolib,
= I+ F(x)] :>dl=,/l+[f'(x)]2dx_

Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.

2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligi
hisoblash.

Agar

) x=@(t
AB:{’( (0( ) <t<f3
bo'lib, ¢'()eCla,B] va y'(t)eCla,B] bo'lsa,

I= /]'\/go'(r)z + [:t//’ (1f)]2 dt (15)

<
il
<
~—~
-~
~
R
|

bo‘ladi.

3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining
uzunligi hisoblash.

Agar
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v [a<psp,
AB.{r=r((p)

bo‘lib, r'(¢)eC[a,B] bo‘lsa, unda

1= ?\/’2 (9)+[(0)] do (16)

formula o‘rinli bo‘ladi.

d) Aylanma sirtning yuzasi.

Aytaylik, f(x)eC[a,b] bo‘lib, f(x)=0 bo‘lsin. 4pYyoyni OX
o‘qi atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil gilamiz. Agar
f'(x)eCla,b] bo‘lsa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

§=27 [7(x) L+ [ ()T (17)

formula yordamida hisoblanadi.

e) Aniq integral yordamida hajm hisoblash.

Faraz qilaylik, bizga biror T jism berilgan bo‘lib, uning OY
o‘qiga parallel bo‘lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo‘lsin. Bu
yuza x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi, uni §=S(x) deb belgi-
laylik. Agar §(x)eC[a,b] bo‘lsa, unda 7 jismning hajmi ¥ ushbu

b

V= IS(x)dx (18)

formula yordamida hisoblanadi.
Natija. (Aylanma jismning hajmi). Ushbu

a<x<bh

D =
0<y< f(x)
egri chizigli trapetsiyani OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan
aylanma jismning hajmi

V= f(x)] dr (19)

formula yordamida hisoblanadi.

f) O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o‘gida shu o‘q bo‘ylab biror jism F=F (x) kuch ta’sirida har-
akat qgilayotgan bo‘lsin. Agar F(x)eCla,b] bolsa, F=F(x) kuch

104



ta’sirida jismni ¢ nugtadan p nuqtaga o‘tkazishda bajarilgan ish ushbu

A= _[F(x)dx (20)

formula yordamida hisoblanadi.

g) Statik moment. Og‘irlik markazi.

Aytaylik, m massaga ega bo‘lgan M(x,y)-material nuqta berilgan
bo‘lsin. my va mx ko‘paytmalarga mos ravishda berilgan nuqtaning
OX va OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.

Egri chizigning OX va OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari
M, va M, lar ham shu kabi aniqlanadi hamda

! !
M, = f ydl | M, = J'xd/ 21)
0 0

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda d/= (dx)2 +(dy)2 -yoy

differensiali, / esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu

N MJ‘ N er
-—, V= -
l /

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.

Agar geometrik figura
a<x<bh
D =

(22)

0<y<f(x)
egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda
b

1%, 1
M“:Ejy dx, M,=—2— xydx (23)

¥
a

- - MV Mv
53t

h
bo‘ladi. Bu yerda S= Jy(x)dx ~trapetsiyaning yuzi.

va
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6°. Elliptik integrallar.

5-ta’rif. Ushbu
“ dx

Fk,p)= | ——
N Ny @
E(k,p)= ‘j‘\/l ~ k7 sin” xdx (26)
0

ko‘rinishdagi integrallar 1 va Il tipdagi elliptik integrallarning Lejandr
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang‘ich funk-
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning
uchun ham ularning qgiymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar
yaratilgan.

Agar (25) va (26)-integrallarda (ﬂ=% bo‘lsa, u holda bunday

integrallar to‘lig elliptik integrallar deb ataladi va ular F(k),E(k)

kabi belgilanadi.
Demak,

F(k)= Zj——— 27)

E(k)= [N1-k*sin’dx (28)
0

To‘liq elliptik integrallarning giymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanadi.

el

Misol. Ushbu %+i—2=1 ellips yoyining uzunligi hisoblansin.
a
x=asint

y:bsinf, nggzﬂ' kabl lfO—

Ellipsni parametrik ko‘rinishida {

dalab olamiz.

I~
=

A

Unda I=4/ =4. ik/[x’(t)}2 + [y’(t):l2 dr = 4].\/a: cos’{+ b7 sin’ rdt =
[ 0
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}=4GE(8)

b 2 ; T
=4‘[\/az(l—sin:t)+b2 sin® tdt = 4a ,fl—aljb sinztdlrmhz( a-¥
J J a4 a

b o .
bu yerda s=—i————-elhpsmng ekssentrisiteti.
a

Nazorat savollari

Boshlang‘ich funksiya tushunchasi.
. Anigmas integral va uning xossalari.
Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
. Anigmas integralda bo‘laklab integrallash formulasi.
. Ratsional funksiyalarni integrallash.
. Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funktsiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.
Binomial differensiallarni integraliash.
Trigonometrik funksiyalarni integrallash.
. Aniq integral tushunchasi.
. Nyuton-Leybnis formulasi.
. Aniq integralda bo‘laklab integrallash formulasi.
. Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
. O‘rta qiymat hagidagi birinchi teorema.
15. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-
lash.
16. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-
lash.
17. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
18. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligini
hisoblash.
19. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
20. Aylanma sirtning yuzasini hisoblash.
21. Aniq integral yordamida hajm hisoblash.
22. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
23. Egri chizigning koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlarini
topish.
24. Egri chizig og‘irlik markazining koordinatalarini topish.
25. Geometrik figuralarning statik momentlari.
26. Geometrik figura og‘irlik markazining koordinatalarini topish.

27. Elliptik integrallar.
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Mustagil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. Aniqmas integral topilsin.

J-xdx

11 [
13 [(v2-8x)sin3xax,
1.5 [(4x+3)sinSxdx.
1.7 jx+5 )sin3xdx .
1.9 J. 5)cos4dxdsx,

111 f(x 2—3)cos2xdx,

1.13 [(5x+6)cos2xdx.
1.15 [arctg3x—ldx.
1.17 [e™(2-9x)dx.
119 fin(4x+1)dx,

1.21 [(4x-2)cos2xds.

1.2 Ixsinz xdx .

1.4 J-xdx

cos’ x
1.6 I7x—10 sin4xdx.

1.8 [(2-3x)sin2xdx.
1.10 f(8—3x)cos§xdx.
112 [(4x+7)cos3xdx.
1.14  [(3x—2)cosSxdy.
1.16 [arctg/5x—ldx.
118 [e™ (4x-3)dx.
1.20 [(2-4x)sin2xdx.

2-masala. Anigmas integral hisoblansin.

2.7 _[tgv-ln (cosx)dx .,

2.9. '[(x +1)

22 1+ln\'
2.4 2 +Inx’ e

I(arccos x) -1

J-tg(x+1)

dx |

d

2.8 cos*(x +1) *
1—cosx

dx

2.10 J‘(vc sin x)’



XCOSX +Sinx
2.12 _[ 3 9,
(xsinx)

I xdx

2.16 dex

x—1

2.14

J-4arctg1 x

dx,
1+x*

2.18

X+cosx
. ——dx,
2.20 -[x2+25inx

3-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

sinx —cosx
—_
2.11. I(cosx+sinx)5
i x
213 [
xdx
2.15. I
j. (A +l)dx
2.17 (x3+3x+1)5'
xX’dx
2.19 sz+4.
2cosx+3sinx
dx
2.21 '[(Zsinx—3cosx)3
X +1
d
31 [S—d
3 3x2' +1 -
x -1
X -17
d
33 -[x2 4x+3
3.7 2.X +5 d
X -x—
3 J~2x3—l d
X +x-6
3x* +25
dx
31 J.x2+3x+2 v

P +2x°+3

3.13 '[x 1(\’ 2)(x 3)d

¥ =3xr-12

3.2 J(x Nx-3)(x-2)

¥ =3x*-12

—_—d
34 J.A Hx-3)x

4 + x> +2

d.

3.6 -[ (x— 1)(x 2)
3.8 dx,

X —-x

J- X -3x2-12 i
3.10 )(x—2) a

3.12 ——’fid

X +3x =1
314 I—;;Y—-dx.
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3x° +2x7 +1

3.15 I (x+2)(x— 2)(\' 1)

3.17 '[A 1(x+l)(x+2)

.19 —x° +25%° +1
x* +5x

8x* +2
3.21 J.‘sz~ /.\.

3x° -12x° =7
a6 [P e,

J-r —5x% +5x+23 de
3B G )(-5)

3.20 I:Y—Mdv,

X~ +3x

4-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

X +4x P +3x+2
4.1 .[

(X+1)2'(x2 +l) dx-

2x° +7x7 + Tx 1

4.3 I(x+2)2 ~(x2 +x+1) a’x

f 2x% +4x7 +2x -1
4.5 (x+l): -(x2 +2x+2)

J» X +6x°+9x+6
4.7 (x+1)2(x2+2x+2)

2 +11x7 +16x+10

dx

4.9 I(,\-+2)2~(,\~3+2x+3) g

J'3.X +6x° +5x—1 .
4.11 v+l) -(x +2) i

X +9x? +21x+21

4.13 '[ x+3) -(,\ +.>) .

-[\T ' +6x° +8x+8 »
4.15 v+2) (‘c +4)

dx

=37 +13x" = 13x+1

4.2 J(r 2) ( x+l) it
j X +2x7 +10x
(x+]):-(x2—x+l)
J-4x3 +24x* +20x -28

4.6 (x+3)2-(x:+2x+2)

dx

dx

j CHx+1 d
4.8 (x2+x+l)(x2+l) e

2 +4x* +2x+2

410.‘.

4x* +3x+4 )
4.12 J. x2 +1)(x: +x+1) dr :

2x7 —x+1 )
4.14 '[ \+1)(\'2+1)d\ :

¥ +x+1 )
4.16 J(x: —x+1)-(x2 +l)d\ ’
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X +5%° +12x +4

4207 +x+1
4.17 j(x+2):‘(x:+4)dx. a8 oo

x2+x+1)-(x2+1)

dx

J«2x3—4x2—16x—12 e J’?x +2x7 +2x+1
4.19 (x—l)z-(x:+4x+5) . 4.20 x +x+1)(x +1)

X +4x" +4x+2

4.21 Jx+1 (x +.X+l)dx'

dx

5-masala. Aniqmas integral hisoblansin.
3
/ ] 41!
5.1 j—lfifdx. (1) d
x4 x4
: (1 + \/;— )3

5.2 j

53

e,

54

_——‘_7—6\/'__(1'\‘.
5.5 J‘\H+\/— 5.6 h_*_

5.7 fxl;/j'g dx.. 5.8 j3“1+@dx.

31+i/x—2dx- 5.10 (H\/_)

511 3(1+</“—‘) d 5(1+\/J_C)4dx

59 |

¥ dx+

X .
x- 3 >-12 190
3.2 2
5.13 Md\ 5('+3x2)4
g su4 [N L.

5.15 j—(—l—:\/;)—dx 5.16

o ‘ xx




2&/‘

5.18

5.17 jmm
X

Jﬁ? ;
R 5.20 Js (1+3<)

4(14-{/;:)3 xz.{‘/;
5.21 J'_ﬁ_

dx -

Ux
6-masala. Aniq integral hisoblansin.

1+ In(x-1) (3 +1)dx

dx

1

6.1 ———=dx, - 3

o X1 6.2 af(x’+3x+l) '

1

darcrgx —x 2 P
6.3 |——5dx, o

5[ 1+ x? 6.4 sz-i-zl'
6.5 b]w—d\- “ 2cosx+3sinx
' X" +2sinx 6.6 j .

g 5 (2sinx—3cosx)

1

*8x —arctg2x ' xdx
6.7

oj 1+4x° 6.8 5|,\4+l

1

B X+— Vil
6.9 '[ X _dx. 6.10 jm

SVxE 41

V3 ( . L3

x- alctgx) x

— = dx ——dx
6.11! s . 612 [,

int . 2 3
i (arcsinx)” +1 _ VY
J‘ '_]—x: d-\. 6.14 I."\/';(\+1) '\.

1+lnr,

0
6.15 Jf—‘i— 6.16
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6.19

6.21

=
ey

N
u

>
n

=
a

-
o

7.11

7.13

L I A S L-._,o RN
—_—

]
Lo °

J-x +lnx A
6.18 jtgx-ln(cosx)a’x,

Jv -dx
x“)' 620]

7-masala. Aniq integral hisoblansin.

I—cosx

dx
+ (x—sin x) )

0

0
X" +5x+6)cos2xdx. 72 J'x2_4 cos3xdx,

x +4x+.a)cosxcbc 7.4 J' \¢+2) cos3xdx

2x7 +4x+ 7 cos2xdx

—

9x> +9x +11)cos3xdx |

x2+7x+l2)cosxdx. ]
0
(sx +16x+17)cos4xdx |
0

(3x +5)COS2YdY 10 j. 2x7—]5)c053xd\¢
0

2r

(
( 1-8x° ) cosdxdx

8(3 Tx )cos2xdx - ZI

0
I(x )sm 3xdx | 714 ].(x’ _3x)5in2de
] x° smxdx g/
f(x* -
M 7.16 j X —5x+6)sm3xdx
j b +6\c+9 sm2\dx. %
3 7.18 I(I—sz)sinxd\' )
_[ sm2\d\ 3° .
% 720 len' xdx |

1

3
j\ 1) In?(x- Ddx .
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8-masala. Aniq integral hisoblansin.
’? cos xdx 82 '"'].‘5 (l—smA)dx
8.1 o (I+cosx+sinx) “ ) cosx(l+cosx)”
cos xdx ‘]- cos xdx
8.3 s l+cosx—sinx. 84 - (l+cosx—sinx)’ -
3 T3
arcty |
ZJ’E cos xdx 8.6 : j-% cos xdx
8.5 g l+cosx+sinx “ ¢ (l+cosx)(1-sinx)”
z, arctg |
7 sin xdx 2ot} 1+sinx
87 [—= 8.8 _Esmx e
firoos . L
s 1+cosx+sinx s (1-sinx)
%
8.9 J-___S:os_mlx__ 1 ? (1+cosx)dx
gy l+sinx—cosx 8. I cosx+sinx”
8.11 ’?____cosxdx ] l+smx
’ g S+4cosx’ 8.12 fl+cosx+smx
2arcig ) kS
r dx 7 dx
.1 . . . .
8.13 »arc,,,%s"‘x'(l‘s'“x) 8.14 2m,gyz(l+sinx—cosx)
. ?cosx sinx Rarcis dx
8.15 5 (1+sinx)’ 8.16 2urong2 €08 X (1= cos x) *
o dx % cos xdx
817 ] sin®x-(I+cosx). 8.18 J.,(l—cosv) .
) 2arctg
2arcig?2 z
8.19 — dx $.20 ?cosxdx
. % sin® x-(1-cosx) - 2 esx

J= sin xdx
B 1+sm\)
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9-masala. Aniq integral hisoblansin.

[ 3]
N

9.1

9.3

NN Mo
N
EY) .
<8 o
=
o0
&

N
IS

. 6x ;»x
sin® = cos” =dx
9.5 2 Sk

sin x- cos® xdx

9.7

[EI
OO e §y

28sin? x-cos* xdx

9.9

t

o N[N ey

sit

9.11

B

=

19

e
O
Q
w

o
|

&

9.13

S —

2% . cos® Zdlx |
2

2% sin® xdx

e
b
W

sin® xdx |

9.17

9.19 2% sin® xcos® xdx

“,}\"‘\t__..ﬁ o ¥ ”{;4 P—

e

(38

Ik
(ST

8 .
2% .sin? x- cos® xd

2T
. 6x 'Yx
sin® =-cos” —dx
9.2 OI S cost
9.4 j24 sin® xcos® xdx
0
24 sin* X cos T
9.6 of -cos' Sdx,

2z
9.8 Isinz xcos® xdx

0
0

'[28 sin’ x - cos® xdx

x

9.10

¢ X
s —d
9.12 ojco il
0

9.14 JZS sin® xcos® xdx
9.16 '[sinﬁ xcos” xdx

0
9.18 IZ“ sin” xcos® xdx
0

2z

9.20 fsin4 3xcos’ 3xdx
0

10-masala. Aniq integral hisoblansin.

Vx' -4

4
10.1 [~

dx

x4

6
10.2 |

Y -9

2_.
4
Ry

dx ,

3



103 0 (8 )3 10.4 0 (l6—x )1
%3 - 3
10.5 fi? 10.6 [x*-V9-xidx
(I+x) 3
V2
f x'dy 108 [ x;-zdx.
10.7 0 (16—,\2) 16— x V2
5
v dx 10.10 _fxz\/25—x:dx_
10.9 ;
0 (64—1) )
5 10.12 [¥V16-x7dx,
? o oxdx 0
10.11 of —. ) ZI .
e RN TR
1 Ses ) §_a
H x‘;dx 10.16 0 (4_x:)3 .
10.15 0(2—x2)%' o
B 10.18 xxfldx,
10.17 Of () sj .
3.“ dx 10.20 o(25+x2)\/25+x2.
10.19 o(gﬂ_:)y
]'__dx__
10.21 0(4+x2)\/4—+?.
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11-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzasi hisoblansin.

11.1 y=(x—2)3;y=4x—8. 11.2 y:x\/—9—_x2;y=0,(0$x£3).
113 y=4-x";y=x"-2x. 114 y=Ja_x*,y=0,x=0;x=1.
115 y=2V4-23y=00<x52): 116 ,_ o7 Liy=0ix=In2.
11.7 y=x\/l—im;y=0;x=1;x=e3. 118 y=(x+1)";p" =x+1.

11.9 y=arccosx;y=0;x=0. 1110 y=2x-x"+3;y=x"—4x+3.

1111 y=x /36—x2;y=0,(0SxS6)- 11.12 x=arccosy;x=0;y=0.
11.13 y:xarctgx;y=0;x=\/§- 11.14 y=fv8—f;y=0,(0$x$2ﬁ).

11.15 x=ve*-1;x=0;y=In2. 11.16 y=xVv4-x;y=0;(0<x<2).

X
11.17 y—l—:ﬁ,y=0,x=l. 1118 x=(y-2);x=4y-8.

X 2 2
11.19 y=(x2+l)2y=0;x=l. 11.20 x=4-y*;x=y" -2y.
11.21 y=(x—l)2;y2=x—1.

12-masala. Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan
chiziglar bilan chegarlangan shakining yuzasi hisoblansin.

12.1 r=3sing;r =5sing. 12.2 r=2sing; r=4sing.
12.3 r=2cos6¢. 12.4 r=cosp-sing.

12.5 r=cosp+sing. 12.6 r=2sindp.

12.7 r=sjné¢. 12.8 r=2cosp;r=3cosy.
12.9 l‘=%C05¢’;"=§COS¢- 12.10 r=4cosdgp.

12.11 r=1++/2sing. 12.12 r=—;—sin¢;r=-;-sin¢.

!
12.13 I‘=E+°05¢- 12.14 r=cosg;r=2cosg.
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12.15 r=sing;r =2sing. 12.16 r=6cos3p;r =3(r=3).
12.17 r=—;—+sin¢), 12.18 r=6sin3p;r =3(r23).
12.19 r=cos3p. 12.20. r=3sin3p.
12.21 r=4cos3p;r=2.(r22).
13-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq
yoyining uzunligi hisoblansin.
13.1 x=5(¢-sint);y=5(1—cost);0<r<7.
13.2 x=3(2cost —cos2t);y =3(2sint—sin2r);0<r<27.
13.3 x=4(cost+1sint);y=4(cost —tsint); 0<r<2.
13.4x=(z‘2 —2)sinr+2tcost;y=(2—t2)cost+2tsinr;0£t57r .

13.5 x=10cos’#;y =10sin’ 1,0 <¢ 5-725,

13.6 x=¢'(cost+sinr);y=e'(cost—sint);0<t<r.

13.7 x=3(r-sint);y=3(1-cost);x <t<2rx.
13.8 x—lcost—-l—cos% lsmt-lsm21——<t<2—”
8 TR eI ROy =AY 3
13.9 x=3(cost+tsint);y=3(sint—tcost);0$t£—3—,
13.10 x——-(tz—2)sint+2rcost;y=(2—r2)cost+2tsint;0£ts§—,
13.11 x=6cosst;y=65in3t;OSts§,

13.12 x=e¢'(cost+sint);y =e' (cost —sint); 2s t<rw

13.13 x=2,5(¢-sint);y =2,5(1—cost); 2St

13.14 x=3,5(2cost—-cos2t);y=3,5(2sint—sin2r);0Stsir—,

[\

13.15 x=6(cost+1ssint);y=6(sint—tsint);0<sr<r.

13.16 x=(t2 —2)5i11t+2fCOSf;y=(2-—t:)cosl+?.rsint;0 Stsg-.
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13.17 x=8cos3t;y=83i|13t;OSIs-76£,

13.18 x=¢'(cost+sint);y=e¢'(cost—sint);0<r<27.

13.19 x=4(r—sint);y =4(1-cos?); —2-<t<£/1,
J

13.20 x=2(2cost—cos2r);y =2(2sint -sin 2t);0$ts—:£ .
J

N

13.21 x=8(cost +1sint); y =8(sins —1cost); O<t<z

14-masala.Quyidagi sirflar bilan chegaralangan
jismning hajmi topilsin.

14.1 3‘-9-:+y2=];z=y;g=0'(y20).14.2 z=x2+4y;z=2.

. x‘.’ y'.‘ 22
'2 - - 14-4 —+—"'——=—];_7=12.
14.3 -’;~+“—Z——z-=1;z=o;z=3, 9 4 36
2 2 2 . 242 =9:2=1:2=0.(y>0).
14.5 _«’f__+y_+_2_=1;z=];z=0. 14.6 x"+y =9%z=y:z O(y O)
16 9 4 g
14.8 —+y* -z =Lz=0;z=3.
14.7 z=x+9y;z=3. 4 Y
) , , ¥ yz .
Xy oz 14.10 —+—+—=1z=2;,z=0,
49 —+2 2 —_1.-16.
149 S+ e 16 y92 16
x N
) y . —t i =lz=0z=2.
14.11 z=2x*+8y";z=4. 14.12 8l+25 fens
R , , v yz 2
oy .z 1414 —+—+—=1Lz=0;2=3
14.13 —t———=— l’:=12. ~ ] >
49 36 49 36
1415 z=x"+5y%2=5. 14.16 %+y7—z2=l;z=0;z=4.
¥ y: zﬂ‘_ - ; , .
M1 s o TR0 s T S Ts iz =iz =0,

1419 z=42"+9y%,2=6. 1420 z=2x" +18)%,2=6.

1421 L+ 2oy
a
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15-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklni
1-16 variantlarda Ox o‘qi atrofida, 17-21 variantlarda esa QY
o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

15.1 y=—x"+5x-6,y=0. 152 2x—x*—y=0;2x" —4x+y=0.
15.3 y=3sinx;y=sinx;0<x<7. 154 y=5cosx;y=cosx;x=0;x20.
15.5 y=sin2x,x=12[-,y=0, 15.6 x={/}—_2,x=1,y=l.

15.7 y=xe',y=0,x=1. 158 y=2x-x*y=-x+2x=0.
159 y=2x-x";y=—x+2. 1510 y=¢,y=0x=0,x=1.
15.11 y=x%y'-x=0. 1512 x*+(y-2)'=1.

15.13 y=1—x2,x=\/—}3,x=1. 1514 y=x*y=1x=2.

15.15 y =%,y =+/x - 15.16 y=sin%,y=x2,

15.17 y=x",x=2,y=0. 15-18y=(x—1)2,y=1-

15.19 y=Inx,x=2,y=0. \
y=mxx Y 15.20 y:x'—2x+],_x=2’y=0.

15.21 y=x"+1,y=x,x=0,x=1.

16-masala.
Quyidagi chiziqlarni aylantirishdan hosil bo‘igan aylanma
sirtlarning yuzalari hisoblansin.

2

16.1 y== (0<y<15) OY o'qi atrofida.

16.2 y*=4+x (x<2) OX o‘qi atrofida.
16.3 3x* +4y° =12 ellipisni OY o‘qi atrofida.

1 |
16.4 x=2y2—51ny (I1gy<e) OX ofqi atrofida.

16.5 y"+4x=2Iny (1<y<2) OY o‘qi atrofida.
16.6 y=x (0<x<1) OX o‘qi atrofida.

z
16.7 x=¢'sint;y=¢€' cost (05[5‘2‘) OX o‘gi atrofida.
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16.8 x=2cost—cos2t,y=2sint—sin2t ni OX o‘qgi atrofida.
x2 2
16.9 ?4-—1)))—2-:1 ellipsning OX o‘gidan yuqorida joylashgan
bo‘lagigining koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlari topilsin.
16.10 x+y=1,x=0,y=0 chiziglar bilan chegaralangan uchbur-

chakning OX va OY o‘qlarga nisbatan statik momentlari topilsin.
16.11 y*=2x,(y>0,0<x<2) parabola yoyining OX va OY
o‘glarga nisbatan statik momentlari topilsin.

Fis z
16.12 y=cosx[——2—3x$—2—) egri chiziq yoyining OX ofqiga nis-
batan statik momenti topilsin.

16.13 -2+%=1 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlari orasida joy-
lashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik moment-
lari topilsin.

16.14 y=]—f—x; va y=x’ chiziglari bilan chegaralangan shakl-
ning OX o‘giga nisbatan statik momenti topilsin.

16.15 x*+y*=d°,y=0-yarim aylananing og‘irlik markazi
topilsin.

16.16 x%+y%=a%,x20,y20 — astroida yoyining og‘irlik
markazi topilsin.

16.17 z— ¥ i— <1(x20,20) ning og'irlik markazi topilsin.

-

16.18 x=Zy“ —Elﬂy (1<y<2) chiziq yoyining ogirlik markazi

topilsin.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan tckis shaklning og‘irlik
markazi topilsin.

16.19 ax=)?, ay=x> (x>0).
2 .
16.20 y=—%, y=sinx (x20).

16.21 x*+4y-16=0;y=0.
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-D -
Namunaviy variant yechimi.
1.21-masala. I(4x—2)0052xdv anigmas integral hisoblansin.
< Bu integralni bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:
J.(4x'—2)0052xdx=[ (11—4)(—2 =, 1.
dv =cos2xdx v=53m2x

sin2x-2 J.sin 2xdx =

chi = 4dx ]

=(2x~1)sin2x+cos2x +c >

2cosx +3sinx

2.21-masala. .‘. (2sinx—3cos x)?iY anigmas integral hisoblansin.

< Bu integralni o‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib,
. hisoblaymiz:

= ((25inx-—3cosx ~¢ deb belgilaymiz =

j- 2cosx+3sinx
(2sinx—3cosx)’

= (2sinx-3cosx) dx="t"-dt yoki (2cosx+3sinx)dx=a’t)]=

dr ¢, 7 1 1
=j~;=jt df =—+¢c=——+c=~ T+cb>
t -2 2r 2(2sinx-3cosx)”
2x° -8x* +2

3.21-masala. J._Tde anigmas integral hisoblansin.
X =X

« Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidan
foydalanib hisoblaymiz. Avval noto‘g‘ri kasrni to‘g‘ri kasrga kelti-
ramiz, so‘ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

2 -8 +2 o, 2 Sgn X -8x°+3
R(X)zf——,—zglLL=2x"+4.\'“+-——————=2x"+4,\"+ l “'1':> J.Z‘ 3 i 2=
X ~2x x(x-2) x=-2 x X -2x
4 3 4 3 5
= J{z.€+4.\-2+—l—~l d\'='\—+ii—+ln{.\'—2[—lnl.\'(+c=-’\—-+i\—+lnL——+c>
x=-2 «x 2 3 2 3 ;

X +4xt +4x+2 ”
4.21-masala. J‘(x+l)2-(x2+x+l)b anigmas integral hisob-

lansin.
< Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi-
yani sodda kasrlarga yoyamiz.
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X +4xT+4x+2 A B Cx+D
R(x)= — = + — .
(x+1) (P +x+1) x+1 (x+1)7 X +x+]

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi noma’lum A, B, C va D larni
noma’fum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun
tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan
kasr hamda hosil bo‘lgan kasrlarning suratlarini bir-biriga tenglaymiz:

A(x+1)+B(x* +x+1)+(Cx+ D)-(x+1)" =x* +4x* +4x+2
(4+C)x +(24+B+2C+D)¥* +(24+ B+C+2D)x+(A+B+D) =X +47 +4x+2
U
A+C=1
24+B+2C+D=4
YA+ B+C+2D=4 Bu sistemani yechib 4=0 va B=C=D=1
A+B+D=2
t xX+1

ekanligini topamiz. Demak, R(x)= (s 1)2 + S

dx x+1
= j'R(x)dx= ‘[(x+1)2 +jx2+x+ldx=]l+12 )

ekan.

dx -2 i
L= =2 = [(x+1)2d(x+1)=———g;
] J‘(x+1)2 _[(x+ ) dlx+) el G

tdt

1 t+
X+ —=f 14—
x+1 x+1 2
—J\ +x+ldx-[ 1Y 3 1 = “d’—-‘._]_ dt _
. (.\‘+—) += x=t-—odv=dt U+ -
2 4 2

d(,z_’_i) -
.l_j 4 +lf at =llnr2+i +——=arctg—+c¢, =
2 12+i . (V3 2 42T
4 4+ —
2
= Lin x a4 areig ke
2 V3 YE
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I, va I, ning giymatlarini (*) tenglikka olib borib qo‘yib, ush-

bu natijaga kelamiz.
x 44 +4x+2 = +lln(\‘:+x+l)+—l—arcr 2x+l+c >
x+1 2V B g B

J‘(x+1)2-(x3+x+1) gy

3
4 ( 1+ 3x )
5.21-masala. J'_________cu anigmas integral hisoblansin.
x2 . 5,x2
<Integralni differensial binomni integrallashdan foydalanib hisob-

laymiz:
3
3

3
\“/(”3/'—":) 2 4 2 4 3
I=j—————dx=jx Sl | dxa=b=lm=-—n=—=p="=

x’-f/x—z- 5 5 4

12
-—+1
m+1 5 3_.1.3 ! 4 iri
+p= it =] +1=z"-almashtirish
i p i T % m iris
5
-5/4 _2 1
- dx=—523-(z4—1)4d2 Bularni g

bajarish lozim :>x=(z“—l)
ga olib borib qo‘yib topamiz:

7
7 5 4(]+{/;‘_)

I=—Sj‘26dz=—iz-+c=-
7 T x.3%

+cb

1
xdx
6.21-masala. |7===== aniq integral hisoblansin.
> 5’. Vxt+xt+1 a 8

0
<
U
=

0

n

| —

NI-—‘—,&
o
=

xdx _

v
I

N ] —
-~
3
+
!

xdx _ ]-

<]u\/x4+.\'2+1 0 (‘_24_1)2*_2 ,\‘d\':—l-df’xz‘:[:
T2 4 2
((1-§ ning 16°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))

3
. 3/3 | 3 /9 3 1 1. 3++/12
t+, (" +=| ===+ ]=+> |-In| =+1{l==In ==In
4 2] \2 V4 4 2 2 3 2

1
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3

7.21-masala, I(x-—l)s-ln:(x—l)dx aniq integral hisoblansin.

<Bu integralnf bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:

_2n(x-1) .
L ushiGeoy W= T
J'(x-l) -ln'(x—l)dx= 3, = 4 =
J dv:(x—l) dx _(x=1
2 V=—
4
=___<x‘1>4mZ(x-x)IB—isI(H)s-ln(x—l)dx=
4 * 23
du= ! dx
. 3 . u=In*(x-1) T -1
=4I 2- = J(x-1) -In* (x~1)dx = 3
n 22_(.(\ ) n(\ )X (dv___(x_l)-’dx V=(x—1)4
4

4
can2- O (e

3
B = !(x-l)’d\-}an?z-%[mnz- L)

4 i

]

=4ln:2—21112+L~(16—l)=4ln22—21n2+—1£.l>
32 32

sin xdx

¢
8.21-masala. J- ( aniq integral hisoblansin.
o

1+ sin x‘)2

X
<Bu integralni hisoblash uchun tg-2-=t universal almashtirish ba-

2dt .
jaramiz. Unda x=0‘—‘>f=0;x=§:>t=l.va d?ﬂm;smt 2

BT
Almashtirishdan so‘ng berilgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
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J- sin xdx J-Zrcir _ 'J‘t+1—- 7[']%11 : J

(1+sinx)’ (r+1) (m) s+l J(r+1)

<2{ e +1]| + ] :
=2\ nfr+1l +—] | =2 2+ —-1}=2In2-1>
0

5

2% .sin? x - cos® xdx

9.21-masala. aniq integral hisoblansin.
. - . . » 1+cos2a
«Integralni  sin2a =2sina-cosa, cos a=-—-—2— va
. I-cos2a ) . . .
sin a=——2— formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

I=|2%sin® x-cos® xdx = 2° J'(”'sm,\ cosv) -cos’ xdx =2 ‘ sin® 2x- (l+cos7v) dy=

Nl‘*l—..’!

)
N

=2 j[sinl 2x + 2sin’ 2x - cos 2x +sin? 2x - cos® 2.\':|dr =2 .,f(l - cosdx)dx + 2} _fsin 2xd(sin 2x)+
z X
: *

2 2

(S

122 jsm 4xdr = 23(r-lsm4v) [foe S8 2 (1 - cos8x) ds =
4 3 z ot

=47r+2(x—%sin8x) |§ =57.5>
2 dx

10.21-masala. J.m aniq integral hisoblansin.

4 Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Eyler almashti-

rishini bajaramiz, ya'ni /y® +4 =; 4+ x almashtirish bajaramiz.

Sx=

=dv=- r dr::»j
27

., 4 +x )\/—+ x l(ﬁ_,) (,z +4)2 A2 (12 +4)




11.21-masala. Quyidagi y=(x—l)2, y* =x~1 chiziglar bilan che-
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.

y=(x-1
« {y: | sistemani yechib, bu chiziglarning kesishish nuq-

=X
talarini topamiz: M, (1;0) va M,(21) Bu chiziglar bilan chegara-
langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

4
y

\

v

01\2 X

S-chizma.

S= [[J— x-1) ]dx—{ Jey -2 l)}

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber-
ilgan chiziqlar bilan chegaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.
r=4cos3p; r=2,(r22)
«Birinchi navbatda bu funksiyaning aniqlanish sohasini topamiz
va uning chizmasini chizamiz.

]

Ly
e

|
1
|
|
|
Al

6-chizma.
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ool S

Yuzasini hisoblashimiz kerak bo‘lgan soha 6-chizmada shtrixlab

. .. e . r=4cos3
ko‘rsatilgan.Integrallash chegarasini topishimiz uchun { ¢
V=
sistemasidan ¢ ni topamiz

:>c053¢—l:>3¢—£:¢—£:>
2 37779

X . | % %
S=68S =6 5[[(4cos3¢)'—2-}d¢=3 lﬁjcos 3pdp - 4jd(p =
3 % 5 1_a z 4Ax
=3|8- J.(1+COS6(/7)[{(/7 4¢ l =318 (/)+gsn]6¢ l@ _7
0

3 3 9

B g2t 3{4; 23 } LN

13.21-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi-
ning uzunligi hisoblansin.

< x=8(cosr+1tsint); y=8(sinr—rcost); OStS%-

}: JEOY (@) =8-1=

.\"(f

)
y'(t)=8(cost —cost +1sint)=8tsins

Y . - A T g2
l= 0f\/[?(r):l'+[y’(z)]'dr= !81dt=4t2 ]§=7.>

2 2 2

;3 =1 sirt bilan chegaralan-

=8(-sint+sint+rcost =8fcosr)

14.21-ma

gan jismning hajmi topilsin.
< Hajimni (18)-formulaga ko‘ra
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X,
V= |S(x)dx
J

formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun S (x) ni topish lo-
zim.

O‘zgaruvchi x ni fiksirlasak, ellipsoid kesimida.
2 2

y z =

+ =1
yz 22 x2 . xz 2 \‘2 ? .
i +—= l— 5 yoki |p,J1—- = c. - :’T ellips hosil
4 a a a

2
bo‘ladi. Bizga ma’lumki, yz +—5 =1 ellipsning yuzasi zmn ga teng

[

N

3
3

edi.>

S(x)=7z-b,/1—5;—«c,f1—’-":—=7zbc.[1-
a a
a 2 3
=zbe f(]—%)dx:ﬁbc[x— x,)
Tl 3a°

Natija. Agar g=b=c=R bo‘lsa ellipsoid sharga aylanadi va
shar hajmini hisoblash ucun

2
X

2
a

):>V=_1S(x)a’x=

a

= f1—7mbc. >

-a

V= ;4-72'R3 R
J
formulani hosil qilamiz.

15.21-masala. Quyidagi
y=x’+1, y=x,x=0,x=1
chiziglar bilan chegaralangan shaklni Y
OY o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan jismning hajmi topilsin.
<Avval OY o‘ai atrofida aylanti-
rish kerak bo‘lgan D sohani chizib
olamiz (7-chizma).

L+ Dy

I x

7-chizma. v
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D=DUD,=V =V, +V, =7r‘i:.|',v2dy+]‘(1—-()’—1))dyJ=
0 !

3 -

y o y )2 | 3 IRV 4
T—= | +|2y—-— =7 —-+3-=|=—.>
{3'*’ (y 2]"} (3 2) 6

16.21-masala. Quyidagi

x2+4y—l6=0,y=0

chiziglar bilan chegaralangan shakilning og‘irlik markazi topilsin.
<Masala shartidan ko‘rinadiki, berilgan chiziglar bilan chega-

ralangan D sohani ushbu

-4<x<4

P 0cycay
Sy<4-—
YTy

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning og‘irlik markazining
koordinatalarini (23) va (24)-formulalardan foydalanib, topamiz.

o X Y 64
S= IL4-——)dv.= 4y—— =—.
a4 12),
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5-§. 4-MUSTAQIL ISH
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

R"” fazo

R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
Yo‘nalish bo‘yicha hosila.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.

O¢zgaruvchilarni almashtirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

10. R™ fazoda ketma-Kketlik va uning limiti
Ushbu

= Rx Rx...R={(x,,xz,...,x,,,):xk eR,k=m}

m—tu

to‘plamga m oflchovli Yevklid fazosi deyiladi.
Ixtiyoriy x=(x,..,x,)€R" va y=(»,..y,)€R” nuqtalarni
olaylik. Quyidagi

p(xﬁy)=\/6)l_'rl) +...t ym m) ‘“"i(}’ ‘Vk (1)

miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.
U quyidagi xossalarga ega:
D p(%¥)20 va (p(xy)=0ex=y);
2) p(x.y)=p(¥.x);
3) p(x.z)<p(x,¥)+p(y.z); (uchburchak tengsizligi).
Natural sorlar to‘plami N va R" fazo berilgan bo‘lib, f har bir

neN ga R" fazoning biror x‘”’:(xl(”’, X ”(")) R" nugqtasini mos
go‘yuvchi akslantirish bo‘lsin:

f:N—>R" yoki n—x";
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f:N—R" akslantirish obrazlaridan tuzilgan
x(l),x(z),...x(").... (2
to‘plam ketma-ketlik deb ataladi va u {x®} kabi belgilanadi.

Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari R” fazo nugqtalaridan iborat.
{x("’} ketma-Kketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan {Xf")},~--,{X,(,,")}
lar sonli ketma-ketlik bo‘lib, {x"} ketma-ketlikni shu m ta ketma-
ketlikning birgalikda qaralishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik R" fazoda {x™} ketma-ketlik va a=(a,,...q,)eR"
nuqta berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Ve >0,3n,(¢)e N :Yn>n,= p(x("),a)< ¢, unda a nu-
qta {x“7} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va limx“ =a Kabi
belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.

2-ta’rif. Agar a nugtaning VU6(0)={xe R" :p(x,a)<£} atrofi
olinganda ham Eno(a)eN:\/n>n0:>x"eULs(a), unda a nuqta
{x*} Ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Teorema. R" fazoda {x(")}={(x,("),....x,,,("))} ketma-ketlikning
a=(a,,..,a,)€R" nuqtaga yaginlashishi uchun »n - da bir yo‘la
x 5a,..,x" > a bolishi zarur va yetarli.

R™ fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun
o‘rinli bo‘lgan xossalar o‘rinli. Biz ularga to‘xtalmaymiz.

20, Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniglanish sohasi va
giymatlar to‘plami, ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiya ta’riflari
bir o‘zgaruvchili funksiyadagi mos ta’riflar kabi kiritiladi.

M < R" to‘plam berilgan bo‘lib, g nugta M to‘plamning limit
nuqtasi va y=f(x)= f(x,...x,) funksiya M to‘plamda aniqlangan
bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar  Ve>0 uchun 35=5(e,a)>0 ushbu
0<p(x,a)<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi vyyxeps uchun
|7 (x)-b|<¢ tengsizlik bajarilsa, unda 6 soni f (x) funksiyaning a
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nuqtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

lim /(x)=b yoki [lim /(x)=b;

X, >,

kabi belgilanadi.

Agar g=o yoKi p=ow bo‘lsa , unda ham shu kabi ta’riflarni
berish mumkin. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar uchun boshqga for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda
avval bir o‘zgaruvchi bo‘yicha limitga o‘tilib, golgan ;-1 ta
o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Keyin, qolgan ;-1
ta o‘zgaruvchining biri bo‘yicha limitga o‘tilib, m-2 ta
o‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qgilinadi. Bu jarayonni m marta
qaytarish natijasida hosil qgilingan limitga f(x,,....x,) funksiyaning
takroriy limiti deyiladi. m of‘zgaruvchili funksiyaning jami m! ta
takroriy limitini qarash mumkin. Masalan, ikki o‘zgaruvchili

f(x,x,) funksiya uchun 2 ta lim lim f(x,x,) va

X =) Xy—vay

lim lim £ (x,,x,) takroriy limitni ko‘rish mumkin.

Xyoday X —ay

Misol. Ushbu

!
x+ ysin—,x =0,
fxy)= x
0,x=0
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

i linf (ny)=limx=0-3

_ . L]
hmlmgf(x,y):3}_%(,v112351n ;)—E, lekin

=0 x>
lim £ (x,y)-3 .
=9 va =(0. Darhaqiqat,
L : L Y=
0<|f(x,y)=0=|x+ysin s [ +](x=0)= 1(_:3f(.\,)/) =0

¥=0

Tabiiy savol tug‘iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ladi?

Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.
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Aytaylik, f(x,y) funksiya
M:{(x,y)eR2 x-x|<a, ]y—y0|<a3}
to‘plamda aniglangan bo‘lsin.
I-teorema. Agar

py JmfGey)=b-3

Yo

2) Har bir fiksirlangan x da lim f(x,y)=¢(x)-3 bo‘lsa, u
Rans
holda lim lim f(x,7) takroriy limit 3 bo‘lib, lim lim f(x,y)=b

XX Yo
bo‘ladi.
2-teorema. Agar

py Jim £ (xy)=b-3

V=0

2) Har bir fiksirlangan y da !{{2 f(x.»)=2(»)-3 bo'lsa, unda
fim fim f (x, ») -3 va p ga teng bo‘ladi.

Y=Y XN,

Natija. Agar bir vaqtning o‘zida 1 va 2-teoremalarning shartlari
bajarilsa, unda

}“:“: S (xy)= lim lim £(x,) _ lim im £(x.) bo‘ladi.

Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifini beramiz.

M cR" to‘plamda f(x)=f(x...x,) funksiya berilgan bo‘lib,
a=(a,,...,a",)eM nugta M to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Quy-
idagi belgilashlarni kiritamiz:

Af(a)=f(a +Ax,...a, +Ax, )~ f(a-.a,) funksiyaning a nug-
tadagi to‘liq orttirmasi;

Ax, f(a)=f (@, 0, + A 0 ena_ )= f(@yea ) — funksi-

yaning @ nuqtadagi x, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy orttirmasi (k=1,m).

yoki Al-,iTo Af (a)=0

2-ta’rif. Agar Li_l}:f(x)=f(a) bo‘lsa,
unda f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
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3-ta’rif. Agar A]Tir_r’loAx‘f(a)=O bo‘lsa, f(x,...x,) funksiya
a=(a1,...,am) nuqtadz; x, o‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz deb atala-
di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk-
sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar f(x,,..,x,)funksiya geM nuqtada uzluksiz
bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir ofzgaruvchisi bo‘yicha ham
hususiy uzluksiz bo‘ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masalan,

Tzfj}—,xz +y° 20
f(xy)=1x+)
0,x* + y2 =0

funksiya (0,0) nuqtada har bir o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluk-
siz, lekin shu nugtada bir yo‘la uzluksiz emas, bu nugtada hatto
limitga ega emas.

4-ta’rif. Agar ii_'}}'f(x)—ﬂ yoki =co, yoki {i_l}}f(-\‘)=b¢f(f')
bo‘lsa, u holda f (x) Sfunksiva a nuqtada uzilishga ega deyiladi.

5-ta’rif. Agar Y &>0 uchun 35=35(¢)>0 M to‘plamning
p(x',x") <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi 7x' va x" nuqtalarida
| F(x")=F(x") <& tengsizlik bajarilsa, f(x) funkisiva M to‘plamda
tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.

4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f (\) funksiya chegara-
langan yopiq M c R" toplamda uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya
shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

3%, Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
I-ta’rif. Ushbu

lim é-f—(v—z (k=1m);

Ay -0 Axk
limitga f(x)=f(x..,x,) funksiyaning x° nuqtadagi x, o‘7garuvchi
of (x°
bo yicha xususiy hosilasi deyiladi va u pe kabi belgilanadi.
“~k
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Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun Af < R?
to‘plamda aniqlangan z=f(x,y) funksiyani qaraymiz. Aytaylik
& (x.0) v & (x5,3,)

ox Ay
bo‘lsin. z= f(x,y) funksiya grafigi g’ da biror sirtni aniglaydi. =

(%>¥)€M  boflib, bu nugtada lar 3

z=f(x,y,) ning grafigi sirt bilan y=y, tekislikning kesishishida
hosil bo‘lgan I') chiziq bo‘ladi. z= f(x,,y)ning grafigi [, chizig
bo‘ladi. Agar I'; va T, chiziglarning (xo, Yoo f (xo, yo)) nuqtasiga
o‘tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil gilgan burchak-
larini mos ravishda o va £ deb belgilasak, unda

o (3.3,
5f(;:yo)=,ga v i(_;y_y_)z,gﬂ;

bo‘ladi. Bundan z= f(x,y) sirtning (x,,,,z,) nugqtasiga o‘tkazilgan
urinma tekislik tenglamasi ushbu

.,af(xo’yo). o +af(xo’J’o)
R Gt s

ko‘rinishda bo‘lishi hosil gilamiz.

z—2z,

(y=o) 3)

I-teorema. Agar f(x) funksiya x* nuqtada chekli
af (x°)
ox,
shu nuqtada mos x, o‘zgaruvchi boyicha xususiy uzluksiz bo ‘ladi.

2-ta’rif. Agar f(x) funksiya x’ nugtadagi Af (xo) orttirmasini

Af(xo) =4 -Ax +..+ 4, Ax, +a, Ax +.ta, Ax, 4)

,(k =f;7—7) xususiy hosilaga ega bo‘lsa, unda f (x) Sunksiva

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada diffe-
rensiallanuvchi deyiladi. Bu 4,,..,4, lar Ax,..,Ax, ga bogliq bo‘l-

lim o, =0,(k=1m)
magan o‘zgarmaslar va 40

(4)-tenglik ushbu

A (%) =4 Ax, +..+ 4, Ax, +0(p) ®)
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tenglikka ekvivalent. Bu yerda p=\/ A ) +..+(Ax, )

2-teorema. Agar f (\) Sunksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo‘Isa, unda bu funksiyaning shu nugtadagi barcha hususiy hosilalari
a 0 0
of (x )_ A[_’”’?—f—(x—l=z4,,, tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Ox, Ox
Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi,

ya’ni barcha xususiy hosilalari 3 bo‘lgan funksiya differensiallanuvchi
bo‘lishi shart emas.

—ly——, x,y)#(0,0
Masalan, f(x,y)= m (v.3)2(00)
0,(x,»)=(0,0)
funksiyaning (0,0) nuqtada hususiy hosilalari 3, lekin u bu nuq-
tada differensiallanuvchi emas.
Demak, xususiy hosilalari 3 bo‘lishi funksiyaning differensiai-
lanuvchi bo‘lishi uchun zaruriy shart ekan.
4-teorema. (Yetarli shart). Agar f (x) funksiva «° nuqtaning
biror atrofida barcha o‘zgaruvchilari bo ‘yicha xususiy hosilalarga ega
bolib, bu xususiy hosilalar * nugtada uzluksiz bo‘lsa, unda f (\)

funksiya shu ° nuqtada differensiallanuvchi bo ‘ladi.
Ushbu

3 va

df(xo) = ?%E—)dx, ..+ ?j%::—)dxm
0y 1) =2 (4

ifodalarga mos ravishda f (\) funksiyaning x* nuqtadagi differen-
siali (to‘liq differensiali) va x, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy diffe-
rensiali deyiladi.
Agar f (x) funksiva 4° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
df(x°)¢0 bo‘lsa
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A (x°)=df (x*)+o(p) va lim (0)—1 bo‘ladi = Af(x°)~ df (x°)
yoki

df (x°)

dx

m

Ax,, (6)

0
f(xl0 + A,y X +Av",)zf(xf,...,x°)+ dfd(x )A\‘, +ot
&l

m

bo‘ladi (6)-formulaga taqribiy hisoblash formulasi deyiladi.

Endi yo‘nalish bo‘yicha hosila tushunchasini kiritamiz.

Ikki o‘zgaruvchili z= f(x,y) funksiya ochig s ~ g? to‘plamda
berilgan bo‘lsin. V4, (x,,y,)e M nuqgta olib, bu nugtadan biror ¢
to‘g‘ri chiziq o‘tkazaylik. Bu to‘g‘ri chizigning OX va OY koordi-
nata o‘glari bilan hosil qilgan burchaklari « va B bo‘lsin.

3-ta’rif. Agar A nugta ¢ to‘g¥i chiziqg boylab A, nugtaga intil-
ganda ushbu

i £(4) = (4)
A- 4, p(AO,A) ’
limit mavjud bo‘lsa, uning giymatiga f(x,y)=f(A) funksiyaning

=(xo, yo) nuqtadagi ¢ yo‘nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi va
9 of (x,,
f(g;o) yoki -Ji(—);%lgl kabi belgilanadi.

Demak,

af(AO) = lim ——-————~(A)_f(AO) 7

o+ p(dnd) )

5-Teorema. Agar f(x,y) funksiya A,=(x,y,) nugtada differ-

ensiallanuvchi bo‘lsa, u holda shu funksiya A, nugtada ¢ yo'nalish
bo yicha hosilaga ega va

T(4) _TGon), ., TOur)

cosa +
ol

®)

tenglik o‘rinli.
Izoh: Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo‘lmasa ham u
shu nugtada biror yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

Agar differensiallanuvchi  w=f(x,5,z) va x=gp(u,v),
y=y(uv), z=x(u,v) funksiyalar berilgan bo‘lib, ular yorda-
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mida w=f[(o(u,v),w(u,v),z(u,v)]zF(u,v) murakkab funksiya
aniglangan bo‘lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv-

chi bo‘ladi va
ow _ow 6x ow ay ow Oz

u v au 6)’ au 0z o’ ©)
ow _ow 6\'+6w ay ow 0Oz

v ox v By ov NPy

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila-

lari quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

in = tm, ak(?ﬂ)’ (ik=Lm) (10)

Of _Of _ o
Agar j=k bo‘lsa, o, O, = o —fxg kabi yoziladi.

o’ f
Agar jzk bo‘lsa al—a; - aralash hosila deb ataladi.

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniglanadi.

M to‘plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo‘lgan funksiyalar sinfi C®(M;R) yoki C®(M) kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar f (x) funksiyaning x nuqtadagi barcha ikkinchi
tartibli xususiy hosilalari mavjud bo‘lsa, unda funksiyaning ikkinchi
tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

: o & 9 o Y
d_f(x) Z f( )dxd (ax‘ dxl +...+—a—x—dxm] f(x)

ik=l a.\ a‘)’k m
Xuddi shunga o‘xshash

& f=d(d=f)= [ai i+t =

“*1 mn

dx,,.] f (11)

bo‘ladi.

6-teorema. (Teylor formulasi). Agar x va x-+h nuqtalarning o‘zi
va ularni tutashtiruvchi kesma M to‘plamga tegishli bo‘lib,
f(x)eC"™ (M) bolsa, u holda ushbu Peano ko‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi o‘rinli bo‘ladi:
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S +h,nx, +1,)=f(x,...%,) =

¢
=Zkl![h‘§~+...+hm£'—] f(x)+0(h").
4. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari
f(¥)=f(x,...x,) funksiya ochiq M c R*> to‘plamda berilgan
bo‘lib, x0=(xl°,...,x,‘,’,)eM bolsin.
5-ta’rif. Agar x° nuqtaning HUJ(XO)CM atrofi topilsaki,

‘v’erJ(xo) uchun f(x)Sf(xO) ( f(x)zf(xo) )

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada min (max) ga ega deyiladi. f (x°)

giymat esa f (r) funksiyaning lokal (max) min giymati deyiladi va
()= g, (7 @) (S()= min, (GO} )

kabi belgilanadi. o

Funksiyaning max va min giymatlari uning ekstremumlari deb
ataladi.

x? nugtaning U5(x°) atrofida
A=f(x)-f(x°) (12)

ayirmani ko‘raylik.
Agar bu ayirma Ud(x(’)da oz ishorasini saqglasa ya’ni har doim

A=20(A<0) bo‘lsa, f(x) funksiya ,° nuqtada min (max) ga
erishadi. Agar A ayirma »° nuqtaning v atrofida ham o‘z isho-
rasini saqlamasa, unda f(x) funksiya x® nuqtada ekstremumga
ega bo‘la olmaydi.

I-teorema. (Zaruriy shart) f(x) funksiya y° nuqtada eks-
tremumga erishsa va shu nugtada f, (%) /o, (xo) xususiy hosila-
lar 3 bo‘lsa, unda

Fo(xo)=w= 1L () =0 (13)
bo‘ladi.
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I-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masala, f(xy)=x-y funksiya uchun f/(0,0)=7;(0,0)=0, lekin
funksiva (0,0) nuqgtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0)
nuqtaning v atrofida har hil ishorali giymatlarni gabul qiladi.

2-izoh. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy
shartini df (x°)=0 ko‘rinishda yozish mumkin.

2-teorema. (Yetarli shart) f(x) funksiva x° nugtaning biror
Ud(x") atrofida berilgan bo‘lib quyidagi shartlarni bajarsin:

D) f(x) funksiya Uo,(xo) da uzluksiz birinchi va ikkinchi tart-

ibli xususiy hosilalarga ega;
2) x® nugta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi;

3) koeffitsientlari a, = f,, (xo), (i,k=m> bo ‘lgan.

o[(INAE }A:la,.kf,-@. (14).
kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda f(x) funksiya x° nuqtada min (max) ga erishadi.
Agar kvadratik forma noaniq bo‘lsa, unda f(x) funksiya »° nu-
gtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani ;=2 boflgan holda alohida ko‘ramiz:

& f(x°) =m . 8*f(x°)

xde, o

n= > Y2
ox}
a5

hed
A= =a,4,, — a4, boflsin. Unda

5 ps

1) A>0,aq, >0 bo‘lsa, min;

2) A>0,a,<0 bo‘lsa, max;

3) A<(Q boflsa, ekstremum mavjud emas.

4) A=0 bo‘lsa, shubhali hol bo‘ladi.

Biz shu vaqtgacha hech qanday shart berilmaganda
y=f(x,%,...x,) funksiya ekstremumini topish masalasi bilan
shug‘ullandik. Lekin matematikaning ko‘p tatbiqlarida funksiyaning
argumentlari ba’zi bir shartlarni ganoatlantirgandagi ekstremumlarini
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topish talab qilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hol uchun
keltiramiz.
Aytaylik,
u=f(x,y) (15)

F(x,y)=0 (16)
shartni ganoatlantiruvehi ekstremumini topish talab qilinsin. Bun-
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.

Agar (16)-tenglamadan y=¢(x) funksiyani topish mumkin
bo‘lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi

uzfl:x,go(x):lz(b(x) (17)
funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har
doim ham y=g¢(x) funksiyani topish imkoni yo‘q. Shuning uchun
(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni

o‘rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.
Ushbu

funksiyaning

O(x,y)=f(x,y)+AF(x,) (18)

Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi A hozircha noma’lum
o‘zgarmas ko‘paytuvchi.

CDSx,y) funksiyaning oddiy ekstremumi f(x,y) funksiyaning

F(x,y =0 tenglamani ganoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan

ustma-ust tushadi. (D(x,y) funksiyaning statsionar nugqtasi va

noma’lum koeffitsient 2 quyidagi
oD

-0

Ox

oD

9F 0

o (19)
F(x,y)=0

shartlardan topiladi. Faraz qilaylik, ,(x,.,) nuqta ®(x,y) funk-

. . . . s 2 .
siyaning statsionar nuqtasi bo‘lsin. Agar d @ iMo >0 bo‘lsa min va

v (0,0 Y
d’® |, >0 bolsa max boladi. Bu yerda d'®=(ad«v+5y‘fﬁ’} @
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O‘zgaruvchilari soni ko‘p bo‘lgan funksiyalar qaralganda shartli
ekstremum shu kabi aniglanadi va Lagranj funksiyasi yordamida
topiladi.

5%, Oc¢zgaruvchilarni almashtirish

a) Oddiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Aytaylik, y=y(x) funksiya va

A=0(x, .Y, )0...) (20)
differensial ifoda berilgan bo‘lib,
x=f(t,u), y=g(t.u) 1))

va u=u(t) bo‘lsin. Differensial ifodada yangi t o‘zgaruvchiga o‘tish
talab qilinsin. Unda (21) ga ko‘ra

' 6_g+8_g.u’,
yl=&: ot du

. xl _ai+§‘£.ll;
ot Ou

ekanligini topamiz. Shunga o‘xshash yuqori tartibli »7,... hosilalar
ham topiladi va (20) ga olib borib go‘yib, yangi
A= (tuu,u),...)
differensial ifoda hosil gilinadi.
b) Xususiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish.

Faraz qilaylik, z=2z(x,y) funksiya va

Bopl sy 2 0 02 O Pz
Vo oy o oy oy (22)
differensial ifoda berilgan bo‘lib,
x=f(uv) y=g(uv) (23)

bo‘lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar. Unda

dz dz
g’};w- hususiy hosilalar ushbu
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& % ¥,
Ou Ox Ou Oy Ou
0z oz 6f+az g
& ox ov dy ov’

tengliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib qo‘yib, yangi
B=F|uv,:z ’_aig_a_z__az ?——f—, .
ou ov ou’’ udv’ oV’

differensial ifoda hosil qilinadi.
Umumiy holda (22) ifodada ushbu

x=f(u,v,w), y=g(u,v,w,) , z=h(u,v,w) 24)
almashtirish bajarilgan bo‘lib, u,v lar yangi erkli o‘zgaruvchilar va
0z 0z

w=w(u,v) yangi funksiya bo‘lsin. Unda —8?5 xususiy hosila-

larni topish uchun
AL S

ox\ou ow du o\0u JOw oJu ou 6w'6u
6.(6f+6f awv)_i__(?_z_(a;q*_ig_ﬁw] @+ oh ow
ax\ov ow ov) ay\dv ow ov) v ow v’

tenglamalar hosil gilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila-
lar topiladi va (22) ga olib borib go‘yib, yangi
ow ow O*w 0w O'w )

B=F, UV, Wy T T
- Ou" ov Ou" Oudv Ov

differensial ifoda hosil qilinadi.

Nazorat savollari
R" fazo.
R" fazoda metrika.
R" fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
Ko‘p ofzgaruvchili funksiya (k. o‘. f.) tushunchasi.
K.o‘.f. ning karrali limiti tushunchast.
K.o‘.f. ning takroriy limiti tushunchasi.
Karrali va takroriy limitlar orasidagi bog‘lanish.
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8. Karrali va takroriy limitlarning tengligi haqidagi teorema.
9. K.o".f. ning uzluksiziigi.

10.
i1
12,
13.
14.

K.o'.f. ning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

K.o'.f. ning xususiy hosilasi ta’rifi.

Urinma tekislik tenglamasi.

K.o'.f. ning differensiallanuvchiligi.

K.o'.f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi

bog‘lanish.

15.
16.
17.
18.
i9.
20.
21

tirish.

Taqribiy hisoblash formulasi.

Yo‘nalish bo‘yicha hosila.

K.o".f. uchun Teylor formulasi.

K.o.f. ning ekstremumlari.

Shartli ekstremum, Lagranj usuli.

Oddiy hosilani o‘zida saqglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruchilarni almash-

-B-
Mustagqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala.

R* fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a(aeRz)

ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

3-n* 2n-1 1 3+2 20 ) (3
L1 (l+2n "2 3n) "("5" ) 1.2 '("’—(4;1 U z)’ 0(4’2)’
1- 2’ 2.
1.3 x ( " 2] a(-2-3), 1.4 A= (‘”2” 5””5), ( -2 )
1-3n" 6-n 3
4t +1 4- n a(i_l) _l_
L5 342342 3720 L6 x| 35 a el ) 2’
3n-2 4n-1
1-7 = (; ;CO n‘), a(O 0) 1‘8 x(n) _ (2’7 ) ( J
2n 1+m (2 1 \ cosn i~ 1
[3111"] l-—2n] (3 2) 1.10 "“—( n ] (0 O)
1 35). 2 n ),
1.11 X(”) - (7-;],0(0-0) . 1.12 X(”) = (;-m), a(o,l) .
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1.1

F S

1.1

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19

1.20

1.21

2.1.

2.3. u=In(-x-y).

w

R? fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti topilsin.

14

n—-1{2n*+2Y
et —— —=
n? \ 2n7 +1 .

(2n+1)!+(2n+2)!.(n—1)“2
\n+3 '

(2n+3)!

4 .
2n+l + 3n+l ‘ nz _1
2"+3"  n :

1+2+...+n.(2n+3)"+l
Jort+1 \2n+1) )

b
n—1

1+4+7+...+(3n—2)_(n+l)”].

N

b

n+5

(n+4)!—(n+2)!'(n+3)"+4]'

(n+3)!

-1

%/n3 +5 —\/3n4 +2 .(ns +1)2n_"3]

143+5+..+(2n-1)’

+i+...+%,n(\/3 5+8n° —2n)) .

3
—+
4

64

= E+5~_3+' n(n+1)

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari

M = [
=
\
) =
K =
) =
=
RO
MO
U = arccos

topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.

2.2. u=In (xyz) .

2.4. u=arcsin Y ]

x
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2.5. u=,/sin(x2+y2). 2.6. u=,/1—(x2+y)2.

¥4y -x — —
2.7, u= m— 2.8. u=\/(x“+y‘-l)-(4—x‘—y’)_

X +2x+y°
=+1-% 1. A0, U= |——=.
2.9, y=i-x +47 -1. 210 ,/x2_2x+y_

Z
2,11, YTACCOS—==== " 212, u=xy+ ln

1y +\/v +y -
Jax—y* =In(x2 52 J

(1 =) 214, u=In| -2 -

4
X-y

2.15. #=arcl@ TS, 216 u=l+y—(x=y) -

217, u= x—\/;. 2.18. u=./ysinx.

2

2.13, ¥7

+y

2.19. u=.xcosy. 2.20. U = arecos>

-y).

2.21.
3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.
I sinxy i — XY
3 B ey 32 extoayey?
Esl x’
. 1 \sey xy
Hm —) lim
33 _;:;( X 34 ;:::(A +yj .
lim XY lim(x* + )z"z
35 ey 3.6 Y
yow y—0
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X

oy 2 ~(x+y
3.7 "m(HEJ g 3.8 Jm (¥ +57)e ,

X

X Yo
y—0
i In(x+e-") I sin(x“yz)
3.9 lim—r——r= 3.10 lm———7,
SNy 3o (x*+y?)
1
3.11 limS— 3,12 lim(1+x7)7 )57
pae i 4 y=>0
1 3 x4y2
lim{1+x* +y? H)’ limt——
3.13 {:o( ) 3.14 0T 1 y?

3.15 11_133(x +y )smx _!l_yz . 3.16 1311(x2+y2)ll1(1+sin — 1 2)'

e e x*+y
z) \,2+ 2
lim(x+ y)e li
3.17 1121 ( y) . 3.18 ;g)]:]",}'l b
e . 1-cos(x*)?)
lm{x” +y~ lim—————~
3.19 :‘\‘:g( ) . 3.20 ;:g (x2+y3)-— .
In®(x+y)

lim
3.21 pie \/x2 +yP=2x+1"

4-masala. lim lim f(x.y) va l,"“ hmf (%) takroriy limitlar
¥y

X=X }—)_}
hisoblansin.
+Ay+y
. 59 X —_— - 0
4.1 f(x,y)=su12x+ X =0, Y, = oo 4.2 f( y) —Ay+y Ko =Yy =

sin{x+y

4.3 f(xy)=log (x+y)i%=1y,=0. 4.4 f(xy)= 2£+3y);xo=yo=0.
COSX—CO8 Y i o

4.5 f(x=y) iy 3 %=%=0, 4.6 f(x’y)=sml)‘1 Slll’l)'i;xo__;yo:o.

X +y
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sin3x—1g2y

4.7 f(x’ )— 6x +3 xg—yo 0'
2
49 f(xy)= = x),xo =400y, =40,

2 x.y)#(0.0)
4.11 f(xy)—“ )

0,(x,9)=(0,0).x5, =y, = =0

2 2
+y
X

4.8 f(x’y)=iz+y4 =Y =0,
1
4.10 f(x,y)_xy 1fyxy %, =0y, =,

l+—1-—) X+ y#0
x+y

4.12 f(x,y): (
Lx+y=0x=),=0

X—y+X+)
T sinx+siny _
4.13 f(x))= Y 414 f(xy)=—", %0
0,x:—yx0 =y, =0 y
2 sins =Dy
xisin—+y
4.15 f(xy)= X=y=0. 416 f(x,y)= le I'vl
X+y 0.)x| =¥}, % =3, =0
ln(x+e-")
4.17 f(X,y):’\/?—;T;x(;:l,yo:O. 4.18 f(x,y)=§:‘£'ﬂ;-"o=yo=0
/ - In{x+y
419 f(xy)= —‘%V;——l V=3=0. 420 f(x))= ( );xo=1,yo=0.
WAL RS
4.21 f(x,y)=sm 2\+3y =Y =9,
' 5-masala.
E
5.1 f(x,y)j_xl—’fl}—‘ funksiya 0(0,0) nuqtada cheksiz kichik

bo‘lishi isbotlansin.

52 f(xy)= sin{x+y)-In (x2 + yz) funksiya O(0,0) nuqtada chek-

siz kichik bo‘lishi isbotlansin.

53 f(xy)=T, 7

botlansin.

> funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is-



a) M(x,y) nugta O(0,0) nuqtaga shu O(0,0) nugtadan o‘tuvchi
v to‘g‘ri chizig bo‘ylab intilganda ham funksiya limiti 0 ga teng.
b) 0(0,0) nuqtada funksiya limiti mavjud emas. (xo, yo) nuqtada
f(x,y) funksiyaning karrali va takroriy limitlari mavjudmi?

2

54 f(xy)= %—:f}—:;xo =y=0. 55 f(xy)=log,(x+y);x%=1y,=0.

sinx+siny

5.6 —%=)=0, 57 =2 x =y, =0
6 f(xy)= Ty T f(xy) xry .

o S 11
5.8 f(x,y): Xyt 4 (xmy) 0 =H=0e 5.9 f(x,y)=(x+y)sm;~sm;;Jq,=y(,=0.

2xy
510 f(xp)= _z_y$xo=J’o=0.

e T2V (5,3)(0.0)

5.11 ‘,
flxy)= 10,(x,7)=(0,0). x, =y, =0

[ X+)

<(l+ J X+y#0
512 f(xy)=|\ *Y
Lx+y=0x,=y,=0

Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqtalarda' har bir o‘zgaruvchi
bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi-
zlikka tekshiring.

2 2

——xt+yt =0,

5.3 f(xy)=]" 7Y 0(0,0) va A(1;2).
0,x+y =0
xsyz 4 4
'_4_—_4'9x +y :’th

5.4 f(xy)=]" TV 0(0,0) va 4(10%;10™).
0,x"+y =0
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515  f(xy)=

516 f(xy)=

2

Xty x +y #0,
¥ty 0(0,0) va A(-L-1).
0,x +y =0

2 2
Sty =0,
: zi)yz . 0(0,0) va A4(0;1).
s X =

{ » .
sin x + sin
————y,x2 +y* 20,

5.17 f(x,y):ﬁ Xty 0(0,0) va A(%—,—Z;-)

518 f(xy)=)

519 f(xy)=)"

520 f(xy)=

\1,x+y=0

;
COSXx —COS
y’x —y '-'t 03

* -y 0(0,0) va A( ”)
LO,x—'y=() ( ) 4 4

I
—(x2)%(0.0)
Y 0(0,0) va A(1;0).

0.(9)=(0.0).

[ 2

xy ,x° +y 20,

ibed 0(0,0) va A(10).
0,x* +y* =0

2xy

X4y 20,

521 f(xy)= ]x vy 0(0,0) va A(L1).

LO,X y" *=0

6-masala.

f (x, y) funksiyani M to‘plamda chegaralanganlikka tekshiring.
6.1 f(xy)=x"-y', M ={(x.y)e R ,x* +y* <25},
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6.2 f(xy)=x*-y% M={(x,y)eR:,x2+y2 >25},

6.3 f(x y)—*‘i%, M={(x,y)e R*,x* +y* =0},

6.4 f(xy)= cos(xw));cos(x_y), M={(x,y)e R xy =0},
6.5 f(xy)= Si“(x+y);in(x_y), M={(xy)eR,p=0}.
66 1(x0)= o, M={(xy)e Boxy]

X=y

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘plamda chegaralangan-
ligini isbotlang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu
giymatlarga erishish-erishmasligini aniqlang.

7 2

6.7 f(xy)—- 5 in M= {(\-,y)eRz,x2+y2¢0},
6+y6

6.8 f(Ay)— L M= {(x,y)eR2,0<x2+yzs9},

6.9 f(x,y):x_f%?a M={(x,y)eR2,x4+y4¢0},
6.10 f(x.y)=xpe™, M={(xy)eRx20,y>0},
4(3\73 +y2)+ 2z7°

X +y 4z

6.11 f(xyz2)= M:{(x,y,z)eﬁ,x2+f+z¢0},

f(x,y) funksiyaning M to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi
ta’rif yordamida ishotlansin(s=5(s)-?).

6.12 f(x,y)=2x+3y+5, p=R?.
6.13 f(x,y)=x"+y* M= {(v,y)eRz,x2+y2<4},

6.14 f(x,y)=Jx*+3y* M=R>.

6.15 f(x,y)=x-2y+3, p=R?.
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Quyidagi funksiyalarni ko‘rsatilgan to‘plamda tekis
uzluksizlikka tekshiring.

.2 2

X+ , .
6.16 f(x,y)= 7 +;4, M= {(x,y)ER',0<x~+y2<1}.

Jxt+ . ,
6.17 f(x,y)=—x)-§T}'}l2‘, M={(x,y)eR‘,0<x' .<_1}.

6.18 f(x,y)=* Sm; ={(x.y )e R, 0<x<L0<y<l},
xysins, 1 R, 0<x<1,0
6.19 f(x,y)=% 5’ —{(x,y)e , O<x<l, <y<1},

6.20 f(x,y)zy-cosl, M={(x,y)eR2, 0<x<l, O<y<1}
X

6.21 f(xy)=x-y funksiyaning M={(x,y)e]f,1$x SZOSySI}
to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

7-masala. Quyidagi funksiya 0(0,0) nuqtada xususiy
hosilalarga cgami va bu nuqtada differensiallanuvchimi?

]%J;—],ixhly];éo

0, |x|+|y|=
)=3xy 7.4 u(x,y)= [xy sinx.

7.5 u(xy)=3x'+y" . 7.6 u(x,y)=3x’y -1gv.
)=xsiny.
)=4fxt st

7.1 u(x,p)=x*+y° . 7.2 u(x,y)=

7.3 u(x,y

7.7 u(x,y 7.8 u(x,y)={x*+y .
7.10 u(x,y)=2x*-3)".

g
e P xt+yt#0

7.9 u(x,y

711 u(x,y)=x*+y* 7.12 u(x,y)=
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713 u(x,y)=3x*y*. 7.14 u(xy)=x +y*.

+y*
— EEPR O
7.15 u(x,y)=3x3+y3. 7.16 u(x,y)= . Hy+| ‘ .
y X+ =

1
ud 2 2
707 ulxy)=1¢ ¥ V0
0.x +)* =0

7.19 u(x,y)= {/;-tgx. 7.20 u(x,y)=3x y sinx.

7.18 u(x,y)= Ix y* -sinx.

4 4

x2+y2,x2+y3¢0,
7.21 u(x,y)=}* 77

0,x*+y° =0

8-masala.
Sirtga ko‘rsatilgan nuqtada o‘tkazilgan urinma
tekislik tenglamasi topilsin.

8.1 z=xy; 4(1,0,0). 8.2 z=sin(xy) A(l,—g—,?].
83 z=x+)%4(0,1,1). 84 z=¢ Al 1, 1).
85 z=x*+)’; A(l,-—l, 0). 8.6 z=x"+)" A(l, 2, 5).

T
8.7 X +y +2° =169, A(3, 4, 12) . 8.8 z=m‘ctg%, A(la 1, ZJ

8.9 z=y+h> A(LLI).
z=0 tekislik 0(0,0,0,) nuqtada quyidagi sirtga urinma tekislik
bo‘ladimi?

8.10 z=x"+ )% -aylanma paraboloid.

8.11 =¥ + " -konus.

8.12 z = xy; -giperbolik paraboloid.
Quyidagi miqdorlarning tagribiy qiymatlarini hisoblang.
8.13. 1,002-2,003%-3,004°. 8.14 sin29°.1g46°.
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1,03
8.15. \/—_—_()E;—(‘ﬁ—gg 8.16 2,675,
8.17 J1,02° +1,97° . 8.18 sinl,59-1¢3,09.

8.19 z=x'-3xy+3xy?+1 funksiya M(3; 1) nuqtada shu nu-
qtadan (6; 5) nuqtaga qarab yo‘nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
topilsin.

8.20 z=arctg(xy) funksiyaning M(1;1) nuqtada birinchi chorakn-
ing bissektrissasi yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

8.21 z=x"y’-xy’-3y-1 funksiyaning M(2;l) nuqtada shu nu-
qtadan koordinata boshiga qarab yo‘nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
hisoblansin.

9-masala.
Quyidagi murakkab funksiyalarning xususiy hosilalarini toping
(f va g-differensiallanuvchi).

0.1 u=f(F+7 P+ +2). 9.2 u=f(x-y,y-x,0).
9.3 u=[f(x-»)]"". 9.4 u=f(x-yx).

9.5 u=f(xy) g(y2). 9.6 f(x+y,x*+y?).

9.7 u=f(§,{—_).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u(x,y) funk-
siya mos tenglamani qanoatlantirishini tekshiring.

_ 2 2 _a_Lf_le_l._—;
9.8 u—f(x +y), yax EE
» y ou Ou
=x". Z 1t x—=-2y—=nu
9.9 u=x f(x], o Y .

9 10 u:yf(XZ_yZ) );2_+xy.a£=xu
. ax a-)) .
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Ou
y = Yy — =
9.11 u=—+f(xy), ¥ o Y +y

3x oy
o 0
9.12 u=x" (Xla’;z;)’ x—a%+ay—a;—l+ﬂz%:—=m,'
xy y z ou Ou Bu Xy
==Inx+xf|=,—|, X—+y—+z—=u+—
9.13 u , X xf[z’x) Ew yay PR P

Funksiya differensialini ko‘rsatilgan nugqtalarda toping.

9.14 u=-J:TZ, M(x,y,z) va M,(1,2,3).

9.15 u=cos(xy+xz), M(x,y,z) va Mo(h%,%)
9.16 u=x", M(x,y,) va Mo(2,3)

9.17 u=xIn(xy), M(x,3,) va M,(-1,-1).

az 6u
5):_ va 5 xususiy hosilalarni hisoblash va f va g fuksiyalar-

ning hosilalarini (f va g-differensiallanuvchi funksiyalar) yo‘qotish
yo‘li bilan shunday tenglama tuzingki, u(x, y) funksiya uni qanoat-
lantirsin,

XY
9.18 U—f(;,;) 9.19 u=f(x-y,y-z).
X
9.20 u=»f(y;). 9.21 u=x+f(xy).

10-masala. Ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ-
ensiallar hisoblansin.

U= X+ Y . a”H"u 0 m_.n ————-amﬂ,u
10.1 x—y ’ axmayn . 1 '2 Uu=x Y axmayn .
o S' N . y ‘ am+nu i aJu
10.3 u=e my+e COS_2—9 axmayn . 10.4 u=e",; Ox ayaz .
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10.5 u=sinx-cos2y; Ex“—&y?
) 10 aloll
10.7 u=(x +y) 185 250 PR

109 u=\x"+y*-€"; d*u-

10.11 ;= x; du-

10.13 u= f(xy)-g(xz); d*u-
10.15 w=f(x+2.2"); 4.
10.17 u=f(2x—3y+4z); d'u-

z=z(x,y) bo‘lsa,

10.19
10.21

F(xy,yz,2x)=0.

o

u
10.6 u=x"cosy+y*sinx; pYres

Ju o’u

10.8 u=sinxy; ooy va ox oy

10.10 =G) -

10.12

10.14
10.16
10.18

Iz Oz
va 5 lar topilsin.

u=f(x+y,x2 +y:); du-
(sinx+cosy); g%y.
(xy,x: +y2); d’u-
(2x,3y,22); d"u-.

=
=7
f

R | om

10.20 F(xyz,x+y)=0.

F(y-zx,x-zy,z-xy)=0.

11-masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

L1 u=x+xp+ ) +o4 i,
Xy

1.3 u=x'+y’ -3axy.

11.5 u=x'+y*-2x" +4xy-2)".

11.7 u=e:"'-(x+y2+2y),

11.9 u=xy+yz+2zx,

L1 u=4-(x+y2).

11.13 u=2C+y +7-2p+4z—x.

11.15 u:]—,’,x2 +y2 .

11.17 u=2x"+y* -x* -2)°.

112 y=-x*-xy-y* +x+y.
114 u=x*+y" —36xp.

116 u=x-2x"+y' -y’
11.8 u=3x"y+y -18x-30y.
11.10 u :(x2 +y2)e-(.\"+_p~) ]

1112 u=x'+2)+2 ~2x+4y~6z+1.
1114 =y +ay+y 220427 +3y-1.

11.18 u=x’y*-(6-x-y).
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1119 u=x"+y* —x* - 2xp 7. 11.20 u=x’ -—(y—l): .

11.21 u=x>-2xy+4y* +62° +6yz—62.

12-masala.
Berilgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng
kichik qiymatlari topilsin.
_ 2 xyz
12.1 u=xy—x y——z—, 0<x<1,0<y<2,

12.2 u=x"+3y" -x+18y-4 0<x<1,0<y<l1.
12.3 u=x"+3y"-3xy, 0<x<2,0<y<l.

v _xy_w x ¥
4 1=—-"—-"— x20,y20,—+=<1I
12.4 2 6 8 7 3 4
12.5 u=x°+)°-3x" +6xy-3y°, 0<y<x<2.

x
12.6 u=cosx-cosy-cos(x+y), 0<x<m0<y<r.
12.7 u=(x—y2)-3(1-—x)2, ¥y <x<2.

128 u=x"+y’-9xy+27,0<x<6,0< y<6.

129 u=x"+y" -2x7 +4xy-2y°,, 0<x<2,0S y<2.
12,10 u=xy+yz+zx, x*+y*+2z°<9.

12,11 u=x+y+z, x*+y°<z<l.

, . . n
12.12 u=2sinx+2siny+sin(x+y), OSXSE,OSJ/S

N

Oshkormas ko‘rinishda berilgan y=y(x) funksiyaning ekstrem-
umlari topilsin.

12.13 y* —2y-sinx=0,0<x<27. 12.14 (y—x)3+x+6=0.
12.15 (y—.\‘:)“=x5,x2+y2¢0. 12.16 x* +y* +xy=27.
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Oshkormas ko‘rinishda berilgan z=z(x,y) funksiyaning
ekstremumlari topilsin.

12.17 2x°+2y° + 22 +8yz~2z+8=0.

12.18 x4+y4+z4=2(x2+))2+22),

12.19 5x% +5y" +52° —2xy—2xz-2yz-72=0.
12.20 2 +xyz—-xy° —-x’ =0.

12.21 527 +4zy+y* =2y +3x" —6x+4=0.

13-masala.

13.1 a tomoni va uning qarshisidagi A burchagiga ko‘ra ber-
ilgan uchburchakning eng katta yuzini toping.

13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak
ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma
bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) bo‘lingki, natijada kesma uzun-
ligi eng kichik bo‘lsin.

13.3 y=x" parabola va x—y—-2=0 to‘g‘ri chiziq orasidagi eng
kichik masofani toping.

13.4 (x,,%,,2,) nuqta bilan Ax+By+Cz+D tekislik orasidagi -
eng kichik masofani toping.

oy 7 .

13.5 ?+b—2+c—2=1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli
to‘g‘ri burchakli paralepepipedning o‘lchamlarini toping.

13.6 O‘lchamlari ganday bo‘lganda ko‘ndalang kesimi yarim
doira, sirtining yuzasi 3nm? bo‘lgan ochiq silindrik vanna eng katta
hajmga ega bo‘ladi?

13.7 Oflchamlari ganday bo‘lganda usti ochiq, hajmi 32 sm?
bo‘lgan to‘g‘ri burchakli banka eng kichik sirtga ega bo‘ladi?

13.8 Hajmi 54r bo‘lgan silindrik banka, asos diametri d va
balandligi h ning qanday giymatlarida eng kichik sirtga ega bo‘ladi.

13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig‘indisi
ko‘rinishida ifodalangki ularning ko‘paytmasi eng katta bo‘lsin.

13.10 Qirralari uzunliklarining yig‘indisi a ga teng bo‘lgan to‘g‘ri
burchakli parallelepipedning o‘lchamlari qanday bo‘lganda uning
hajmi eng katta bo‘ladi?
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13.11 Hajmi V ga teng bo‘lgan to‘g‘ri burchakli parallelepipedn-
ing o‘lchamlari ganday bo‘lganda uning to‘la sirti eng kichik bo‘ladi?

Lagranj usulidan foydalanib u=u(x,y) (yoki u=u(x,y,z))
funksiyaning berilgan shartni qanoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.

13.12 u=xyz, x*+3y*+272=3.

1313 u="5+5+%, 2Pyier=l (a>b>c>0).

1314 u=x-2y+z x +y -z =1.
1315 u=x°2, x +2y +3z =6 (x>0,y>0,z>0).
1316 u=x’+y'-22+5, x+y-z=0.
13.17 u=x*+y*+27> x-y+z=1.
13.18 u=xy x*+y =1.
1 1 1
13.19 u=x+y, x—z+;—f=?.
13.20 u=x"+y", % %=1.
13.21 u=x-2y+2z, x*+y* +z*=1.
14-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida qabul
qilib, quyidagi tenglamalarda o‘zgaruvchilarni almashtiring.

0Oz Oz
x2—~x "—“=2, = =X—
14.1 o Y Y u=xy, v ,
0z .0z " .
142 2y 5)—(—+e 5;=4ye s u=y+et, v=y'-e".
0z Oz
W43 Yot w=0 u= oy,



0z Oz
4.4 2y —+—+2y=0
1 e

Ox y=v, ¥=

9

0. 0
145 Y3 Ao =P, pd =)

0z oz +
14.6 (x+z)5-;+(y+z)é—y-=0, u=x V=i+z.

Oz 0z _ y
14.7 xa‘*’y‘a‘y‘—z, u=x v=—;.,

oz oz - y
14.9 (x+y)5x-—(x—y)_a—y_=0, u=ln\;x2+)", vzarCtg;.

) oz
14.10 (xé;] +yzéy— 22 y=Inx, v=lny.

0z Oz ,
14.11 ya—x?&:O’ u=x v=x*+y,

0z oz _ y
14.12 xa'}'y_'"z, u=4x-7y, v=8-;—,

oy
14.13 PP , U=X—)y, V=X+Y.
0’z &z 10z :
14.14 §+y§+55y—=0, (»>0), u=x, v=2y.
Cz 8z 8z oz 1 1
2—=2 +5 =0 =—{x—- s =—(2x+
14 15 axZ axay ay ax H u 3(x y) v 3( X y)'

0z 0z .
14.16 x-é;+y5y—=0, X=ucosv, y=usmv.

161



14.17 ya—x5=0, X=ucosv, y=usinv.

ozY (oY
14.18 || — 5 =0, x=ucosv, y=usinv.

&z &z
14.19 54_?:0’ x=ucosv, y=usinv.

14.20 ax2+5y_‘;+4z=0, x=e4-cosv, y=e“-sinv.
14.21 ¥ =57 5,?= , u=xy, V=

Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. g2 fazoda ushbu

xw'-( P - BB f]

1.2 2.3

ketma-ketlikning limiti topilsin.
1

1 1
< P an  ney) @ 2 =2 242 W2 deb
belgilasak.

Ll L L ; t (M — (1 < ..
lim z, = lim 22 FTYE o' o, bo'lib, lim x (12) ekanllgml

n—rom n—»w

hosil gilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi u =arcsin -Zcz- +aresin (1 - y) funksiyaning

aniqlanish sohasi topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.
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4 D)= lﬂﬂ ={‘y25xﬁy2_

<2 _{(x,y)eRz:0<ys2,—y25x3y2}
ly-1]<1 r=

Bu soha 8-chizmada tasvirlangan. >

8-chizma.

3.21-masala. Ushbu

2
li_I’l;l In (x+y)

jac) \/xz 1y —2x+1 karrali limit hisoblansin.

i In?(x+y) ~ . ~ B
4 1:1:1111(1)\/1{2 Ty —2ei1 =((ln(x+y)—ln[l+(x—l+y)] x—l+y))_

i (x=1+y) ({x—l=rcosgo x—)l}@r-—)OD
m———r = i =
=;j§) /(x—l)2+y2 y=rsing y—>0

i r* (cos @ +sin ¢)2

=(cosp+sing)limr=0p
r—0 r ( ¢ ¢) r—>0

421-masala, lim lim f(3,5) va lim lim /(x5) takroriy limit-
lar hisoblansi-.

Com(x+y
f(x,y):sm 2£c+3y);x°=y°=w

<1limlimf(X,y)=Iimlimsinﬂ(x+y)—i ; ”_\/.3_

XX Yo X-pD YL 2x+3
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T + ..
lim lim f(x,y)= lim limsin —~———7r(x ) =limsinZ =1 >
YIYo X~rxy yn XD 2x+3 y yro 2

5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nugtalarda har bir
o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birga-
likda uzluksizlikka tekshiring.

—22—x1;,x3+y2¢0
f(xy)=x+y
0,x* +y* =0

, 0(0,0) va4(1,1)

< Ma’lumki, agar
1y lim £ (%, 30) = £ (3, 3)
2) }Ln;f(me’)=f(xo,yo),
3) Jim 7 (x,3) =7 (30,20,
Y=Y
bo‘lsa, unda f(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtada

1) x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy,

2) y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy

3) x va y o‘zgaruvchilar bo‘yicha birgalikda uzluksiz bo‘ladi.
Shular asosida masalani yechamiz.

a) 0(0,0) nuqgtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra f(0,0)=0

f(%0)=7(0.y)=0=lim f(x,0)=1lim £ (0.) =/ (0,0)=  ikkala
o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluksiz.

= 2
le f(x9yo):ﬁm ,ny —= x= c?sgo =limr—51212—¢=sin2¢—3:>
;_;;:) X330 x° 4 y° y=rsing r—0 v

Y=y,

birgalikda uzluksiz emas.

b) A(1,1) nugtada tekshiramiz. Shartga ko‘ra f(1, 1)=1 funk-
siya bu nuqtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini
ko‘rish qgiyin emas. o

6.21-masala. f(x,y)=x’-)' funksiya M={(X’}’)EI&ISXSZOSJ’S1}
to‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

<aVe>0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:

[ Genya) = f (o) = =33 = (= 32)| = (2 =) = (3 =50 <3 -]+
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V3 + Va0 +y,2|<5-(|x2!2 +|x2|-|xll+|xllz)+

=|x, —xll-!x§ +X,X, +xf|+|y2 -l
+8([y.f +|y2|.|y,{+|y,[2)s5-(4+2-2+4)+5(1+1+1)=155=s=>5=%.

€
Demak, vg>0 uchun & =7 deb olsak , M to‘plamning ushbu
x,—x|<& va |y,—y|<& tengsizliklarni ganoatlantiruvchi v{(x,3)
va (x,,y,) nuqtalari uchun | f(x, y.)-f (x,,y,)|<£ tengsizlik bajar-

iladi = f(xy) funksiya M to‘plamda tekis uzluksiz. >
7.21-masala. Quyidagi

x*+y
u(x,y)=9x +y*’
0, Z+y' =0
funksiya O(0,0) nuqtada xususiy hosilalarga egami va bu nuqtada
differensiallanuvchimi?

X +y* =0

0u(0,0) . u(&0)-u(00) L A*+0 _
pe = Alf_l;lo Ax A.\-—-)O (Ax- + 0)
Ou (0,0) = lim u(O,Ay)—u(O,O) = lim Ay 0, Demak, xususiy -

o Av—0 Ay Ay=>0

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchilikka tekshiramiz. Diffe-
rensiallanuvchi bo‘lishi uchun
0u(0,0 ou(0,0
Au(0,0)= ”gx ) ax+ gy )'Ay+0(p)

yoki
Axt + AY* .
e 0(\/Ax' +8y° ) bo‘lishi kerak. =
Ax® + Ay
Au{0,0 Axt +AY* Ax = rcos
= 0= fim 2400 _ . _H . “’]L
a0 P A;Zg(Ax‘+Ay ) \[Ax +4AY* Ay=rsing )

= (cos“ @ +sin® q))lingr =0
differensiallanuvchi.
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8.21-masala. z=x’y" - xy* -3y -1 funksiyaning M(2;1) nuqta-
da shu nuqtadan koordinata boshiga qarab yo‘nalgan yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.
< Yo‘nalish bo‘yicha hosilani

of (M
f( ) af(M) -cosa + (M)~cos,[3
ot ox oY
formula yordamida hisoblaymiz. M(2;1) nuqta va koordinata boshini
tutashtirib ¢ to‘g‘ri chizigli hosil gilamiz (9-chizma).
A

14

x

o

(Y bx

v

[N}
x

9-chizma.

loM|=V2? +1* =5 9-chizmadan cosa =cos(7 +¢)=—cosg NG

——= ekanligini topamiz.

cosﬂ—cos(£+ J— sin
) 4 p= J_

M 2 3 2 2
IR S

Topilgan giymatlarni yuqoridagi formulaga olib borib qo‘yamiz

s

du Ou
9.21-masala. o gy" xususiy hosilalarni hisoblash va f va
g funksiyalarning hosilalarini yo‘qotish yo‘li bilan shunday tengla-
ma tuzingki, u(x,y) funksiya uni qanoatlantirsin.
u=x+ f(xp)
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< ou ,
5;=1+y-f(xy) ou
ou :>xé;—y—a—y—=x >
—=¥"(9)
i AR
10.21-masala. z=z(x, y) bo‘lsa B va EY lar topilsin.

F(y-zx,x-2y,2-xy)=0
aé=y-zx, n=x-2y, {=z-xy deb belgilab, berilgan teng-
lamani differensiallash yordamida topamiz:

’ oz . oz , (&2 _
F; -(—z—x-éx—)+F” -(1—y5)+F; -(-é;—y)—o,

=
, oz , 0z , [ Oz
F; {l—xgy-)ﬂf,, -[—z—y5J+F; '(5;""]"0
oz -z F;+F -y F

& ’ ’ r 1 ’ —_—i— .
?a;-(—xP}—yE,+F¢)=z~F;—F"+y-FC & x-Fj+y-F-F

= = ' ' '
0z . & F-z-F -xF
—(—xF!-yF!'+F})=~F;+z-F +x-F;. Z=f T T 6
ay(xf y’l 5’) 4 n ¢ ay x'}:¥+y'F;,I‘FZ

11.21-masala. u=x"-2xy+4y*+6z° +6yz—6z funksiya eks-
tremumga tekshirilsin.

(Ou (Ou
—=2 — y —_—

e x—-2y o
J?—li=—2x+8y+6z, J@=

a |oy oy

ou ou
—=1 -6 —=

Laz 2z+6y %

sistemani yechib, M, (-1~1, 1) nuqta statsionar nuqta ekanligini

topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblab, d*u |,
ning ishorasini aniqglaymiz.

o*u du__ du__ 3 u  Ju
an=5;2—=2, an:az':b_xg*ayax =74, “13=031=%=525x’=0,

167



o’u azu ou *u

azz—gy?— y Ay =ay = ayaz azay =6 a33=a?=12
a,a;| (2,-2
= . = =12>0;
a,=2>0; ayan| |-2,8
a, a, a, 2 =20 1 -1 0
a a, ayj=|-2 8 6 =24 -1 4 3 |=
a, a, azl 10 6 12 0t 2

=48>0=>d*u IM(, >0=>u,, =u(-1;—l; 1)=_3_|>

12.21-masala. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z=z(x,y) funkt-
siyaning ekstremumlari topilsin.
522 +4zp+y* -2y +3x* —-6x+4=0.

< B1r1nch1 navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila-
larini va ular yordamida statsionar nuqtalarni topamiz:

;= 3-3x
10z-2, +4yz, +6x—6=0 * T 5242y ' 20
= x
10z-z, +4z+4z,-y+2y-2=0 l1-y-2z { r 20
2, =———— (%
5z+2y

sistema va berilgan tenglamani x, y, 7 o‘zgaruvchilarga nisbatan
yechib M, (1; 1; 0) va M,(1; 9; —4) statsionar nuqtalarini topamiz.
Funksiyaning bu nuqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

, N 3-3x ’ -3-(5z+2y)-5z2,-(3-3x)
Za =(Z ) = = 2
5242y, (5z+2y)

. =(z;)'y=( 3-3x J (3-32)(52,+2)

“ 5z+2y y_ (5;:+2y)2
o _(7,)' _(l—y—2z ' _(—1—22})'(52 +2y)~(=1~y-2z)-(52)+2)
Ty Uszv2y )T (52+2y)°

a) M (5L 0) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.

1
=z = —— =z" = =7 = ——
all"le IMI'_ 2’ al2_z,y IMI 0 ax Zy; IM: 2’ =
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3
= Mg ay, ~ a1, =7 Demak a,<0 va A>0=>max=>z,, = z(1, 1)=0
b) M,(1;9;—4) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.

3 1
" —_>. o _ — " -
4y =2 IM, Ty ,=2Z, ,Mz =0 ay, Z, le 2 =

3
:Aal,an-a.’ﬁz- Demak a,>0 va A>0=min=>z, =z(1, 9)=—4

Shunday qilib z,, =z(l, 1)=0 va z,, =z(l, 9)=—4 >

13.21-masala. Lagranj usulidan foydalanib #=x-2y+2z funk-
siyaning x’ +)’+z*=1 shartni qanoatlantiruvchi ekstremumlari

topilsin. »
< ®(x,y,z)=x—2y+22+/1(x:+y2+zz—1)
Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini

qidiramiz:

ia(—D—=1+2/1x,
ox
oD 1+24x=0 1 1 1
— T — 22, e —t = o —
o P L aeaay=0 N 22V
2+42Az=

-ag=2+212 +24z=0 /?12=i§'

oz ¥ +y*+28-1=0 T2
X +y +z-1=0

3 ) 1 2
a) /1=5 bo‘lsin =>x,=—§; y1=—3-, 4=-3

oD g 2
Ex—2=2/1, -a—yz—=2/1 aaz? =2 va aralash hosilalar nolga teng.

=>d’d= 2/1[(dx)2 +(dy)’ + (dz)z] >0 =>min =

Ui =u(—l,—2-,—zjz-3
33 3

3 _ 1 2 2
b) ﬂ'=—5 bo‘lsin :x2=§; y2=——3-; 22'—"3—. Bu holda
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dA*d<0=>max > u,,, =u(l;—-2-;-2-J =3.>

14.21-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
qilib, quyidagi tenglamalardan o‘zgaruvchilarni almashtiring.
2 2
292 1202 ¢ u=y, v=2.
Ox oy y

& o’z L .
axz va 5)7 ifodalarning qiymatlarini berilgan teng-

Topilgan

lamaga olib borib go‘yamiz.

Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu
iz &

“auav_E

ko‘rinishga kelar ekan.
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6-§. 5-MUSTAQIL ISH
Sonli qatorlar

Sonli qatorlar va ularning yaqinlashishi.

Musbat hadli qatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Ishorasi o‘zgaruvchi qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari.
Cheksiz ko‘paytmalar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Yagqinlashuvchi qatorlar va ularning xossalari.

Ushbu
12 SN A
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Quyidagi
a+a,+..+a,+.. M

ifodaga qator (sonli gator) deyiladi va u Zan kabi belgilanadi.
n=1
Shunday qilib,

€N
Ya,=a+a,+..+a,+.. )
n=]

ekan. {a,} ketma-ketlikning a,,a,,...,q,,... elementlari qatorning had-
lari deyiladi, a, esa qatorning umumiy hadi deb ataladi. Ushbu

S, Zax, n=12,. 3)
yig‘indilar esa (2)-qatorning qlsmly yig‘indilari deyiladi.
2-ta’rif. Agar {S,}ketme-ketlik chekli limitga ega, ya'ni
limS, =S,

bo‘lsa, unda qator yaqinlashuvchi deyiladi va bu limitning qiymati
S (2)-qatorning yig‘indisi deb ataladi hamda u

S=a+a,+..+a, +...=Zan;

kabi yoziladi.
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Agar { } ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lmasa, u holda uzog-

lashuvchi deyiladi.
3-ta’rif. Ushbu

D
Z an = am+l + am+2 +.. (4)

n=m+l
qator (2)-qatorning (m-hadidan keyingi) qoldig‘i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning istalgan
(4)-qoldig‘i ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha, (4)-qoldig-
ning yaqinlashuvchi bo‘lishidan berilgan (2)-qatorning yaginlashuv-
chi bo‘lishi kelib chigadi.
I-natija. Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning qoldig‘i

+a

nm+2

r +...

m = At
m—oo da nolga intiladi.
2-teorema. Agar (2)-qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi

S bo‘lsa, u holda ann gator ham yaginlashuvchi bo‘lib, uning

n=l

yig‘indisi .S bo‘ladi, ya’ni

o
an,, =c~Za,,

n=1 n=1

tenglik bajariladi. B
J-teorema. Agar zan va an gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,

n=1

unda Z(a +b,) qator ham yaginlashuvchi bo‘lib,

n=l »
Z a,+b)= Z + 8,
bo‘ladi. " oo
2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi.
2-natija. Agar Zan va an qatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,

n=l

Z(can +dob,,) (c,a’ —const) gator ham yagqinlashuvchi bo‘lib,
n=1 .

i(c-aﬂ +d-b”)=c-ia"+d~ib”

n=| n=l n=]
bo‘ladi.
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4-teorema. (Qator yaginlashishining zaruriy sharti).
Agar (2)-qator yaginlashuvchi bosa, u holda

lima, =0 (5)

bo‘ladi.

Izoh. 4;teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo‘lavermaydi.
Masalan, 1;11‘ uchun ’l,i_)rr;a" =}’i_£13°%=0, lekin bu gator yaginlashu-
vchi emas.n_

5-teorema. (Koshi kriteriyasi) (2)-qatorning yaqinlashuvchi bo lishi
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: Ye>0 son
uchun 3ny(¢)eN:Vn2n, va v butun p=0 son uchun

n+p

>.a, =[a" +a,, +..+a, <& (6)

k=n

tengsizlik bajariladi.
2% Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashishi
Aytaylik,

»

Ya,=a+a,+..+a,+.. )

n=}

gator berilgan bo‘lsin. Agar Yne N uchun a,>0 bo‘lsa, unda (7)-
qatorga musbat hadli qator yoki gisqacha musbat qator deb ataladi.

Bu punktda biz musbat hadli gatorlar uchun yaginlashish alo-
matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-gator yagqinlashuvchi
bo Tishi uchun uning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi {S,,} yuqoridan
chegaralangan bolishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

.__.=1+—;-+"-;+...+—a‘+-.- (8)

umumlashgan garmonik qatorning o >1 da yaqinlashuvchi ekanligi
isbotlansin.
S 1 1 |
S = ——-=1+—-—-+._.+—_ S'“_ =Sn+ a:> Sn T
g S ;ka e n® va 1 (n+1) { }
Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz:
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1 i
n 2n+l T e a et a
2 3 (2n+1)

[ 1 1 ) ( 1 1 ) 1 1
=l4| =t — |+ ot [t —+ —~|<
2% 3¢ 4* 5 (2n)"  (2n+1)

1+(%—+2%)+(£;+%)+...+[(2’11)a +(2:’)a}=

=1+—2—-(1+—L+...+—};)=1+
2 n
} ketma-ketlik yuqoridan che-

-S, =

a-1

a~l

=S, <5;2—_,—_—1 (n=12,..)={S

n

- 1
garalangan. 1-teoremaga ko‘ra Z;; umumlashgan garmonik qa-

n=]

tor ¢ >1 da yaginlashadi.
Faraz qilaylik, (7)-gator va ushbu

Zb,, =b+b,+..+b,+... 9)
n=l
qatorlar berilgan bo‘lsin. Unda quyidagi taqqoslash teoremalari o‘rinli
bo‘ladi.
2-teorema. (Birinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror
n,(n, 21) qiymatidan boshlab barcha n>n, lar uchun
aﬂ S b}l
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, unda (9)-gatorning yaginlashuvchi bo‘lishidan
(7) qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi va (7)-qatorning uzoglashu-
vchi bo‘lishidan (9)-qatorning uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
3-teorema. Agar
. a
lim-*=k (0<k<w)

n—ox b"
bo‘lsa,
a) k<o bo‘lganda, (9)-qatorning yaginlashuvchi bo‘lishidan
(7)-qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi;
b) k>0 bo‘lganda, (9)-qatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan (7)-
qatorning uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
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Natija. Agar n— da a,=0"(b,) bo‘lsa (y'ni 0<k<w bolsa)
unda (7)-qatorning yaqginlashishi (9)-qatorning yaqginlashishiga ek-
vivalent bo‘ladi.

4-teorema. (Ikkinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror
ny(n, 21) giymatidan boshlab barcha n=n, lar uchun

a b

il o il
a, b
tengsizlik bajarilsa, unda
1) (9)-qator yaqinlashuvchi bo‘sa, (7)-qator yaqmlashuvchz,
2) (7)-qator uzoglashuvchi bosa, (9)-qator uzoglashuvchi bo ladi.
Endi musbat hadli (7)-gator uchun yaqinlashish alomatlarini

keltiramiz.
5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)-qator uchun

. a
lim -t =4,
n—rwo a"

bo 1ib,
1} d<1 bo‘sa, gator yaginlashuvchi;
2) d>1 bo‘lsa, gator uzoglashuvchi bo ladi.

6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-qator uchun
llm\/— q
bo lib,

1) g<1 bo'sa, qator yaginlashuvchi;
3) qg>1 bo'lsa, qator wzoglashuvchi bo ladi.

Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va ¢g=1 bo‘lsa, gator uzog-

lashuvchi ham, yaginlashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Masalan, Z—

n=t 1
. |
garmonik gqator uchun d=g=1 va qator uzoglashuvchi; Zn—Z
n=1

umumlashgan garmonik qator uchun ham d=g¢=1, lekin gator
yaqinlashuvchi.

7-teorema. (Raabe alomati). Agar (7)-qator uchun

limn-| 12t |
nvo ( aj P (11)
bo 1ib,



1) p>1 bolsa, qator yaginlashuvchi;
2) p<1 bo‘lsa, qator uzoqlashuvchi boladi.

8-teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-qator uchun

a J7R
D+
- e (12)

n+l

16,|<c va £>0 botib

1) A>1 bofsa, qator yaqginlashuvchi;

2) A=1 va u>1 bo'sa, qator yaginlashuvchi;
3) A=1 va u<l bo‘lsa, qator uzoglashuvchi;
4) A1<1 bo'lsa, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

9-teorema. (Koshining integral alomati). Faraz qilaylik, f(x)

funksiya [1;+0) oroligda aniglangan bolib, f(x)>0 va monoton
kamayuvchi bosin. U holda

X0

2./ (n)

n=1

qatorning yaginlashuvchi bo lishi uchun
j f(x)ax
1
integralning yagqinlashuvchi bo lishi zarur va yetarli.
30 Ixtiyoriy hadli qatorlar va ularning yaqinlashishi
Bizga biror
Y., (13)
n=]
qator berilgan bolsin. Agar bu qatorning hadlari v/ ishorani qabul
gilishi mumkin bo‘lsa, bunday qatorga ixtiyoriy hadli qator (yoki

ixtiyoriy qator) deyiladi.
I-ta’rif. Agar

Z;Ia,,l (14)

qator yaqginlashuvchi bosa, u holda (13)-qator absolut yaginlashuvchi
qator deyiladi.
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1-teorema. Agar (14)-qator yaginlashuvchi bosa, unda (13)-
qator ham yaginlashadi, ya’ni absolut yaginlashuvchi gator oddiy
ma’noda ham yaginlashuvchi bo ‘ladi.

2-ta’rif. Agar (13)-qator yaginlashuvchi bo‘lib, (14)-qator uzo-
qlashsa, unda (13)-qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi.

= n+l 2 "
Agar sonli gator Z(_l) a, yoki 2.(-1)"a, ko‘rinishda bo‘lib,

n=l

a,>0 bo‘lsa, u holda bunday gqatorga hadlarining ishoralari al-
mashinib keluvchi qator deyiladi.

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar

2 (-)"a, \ (15)
qator berilgan bo‘lib, "
1) {a}{, yani a,24,,>0 (n=12,..),
2) lxma =0
bo‘lsa, u holda (15)-qator yaqginlashuvchi bo‘ladi.
o (- 111

Misol. =l-—4--—
2 2373

qator Leybnis alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi bo‘ladi va uning shartli
yaqginlashuvchi ekanligini ko‘rish giyin emas.

3-teorema. (Dirixle alomati). Agar

2.a.b, (16)
qgator berilgan bolib, "
D{a,} ketma-ketlik monoton bolib nolga intilsa;
2) B, Zb n=12,3)K..., chegaralangan bolsa, u holda (16)-
qator yaqmlashuvchz bo ‘ladi.
4-teorema. (Abel alomati). Agar (16)-qator berilgan bo 1ib,
1) {a,} ketma-ketlik monoton va chegaralangan,

2 B, =;bk qator yaginlashuvchi

bo Isa, unda=(]6)-qator yaginlashuvchi bo ‘ladi.
177



Bizga v hadli (13)-qator berilgan bo‘lsin. Bu qator hadlarini
guruhlab quyidagi gatorni tuzamiz:
(al ta, +..+a, ) (CRWE +---+a,,2)+..., (17)

bu yerda n <n,<.. va k—>o da n, 5o

5-teorema. Agar (13)-qator yaqginlashuvchi bo lib, yigindisi S so-
niga teng bo‘sa, unda (17)-qator ham yaginlashuvchi va uning
yigindisi ham S soniga teng bo ‘ladi.

Izoh. 5-teoremaning aksi har doim ham o°‘rinli bo‘lavermaydi.
Masalan,

S (-1 =1-1+1=1+..

n=1

qator uzogqlashuvchi, lekin bu qatorni guruhlash natijasida hosil
bo‘lgan
(1-D+(1-1)+(1-1)+..=04+0+..+0+...
qator yaginlashuvchi.
Endi

o

I}
Za,, =a+a+..+d +.. (18)

n=l

yordamida (13)-qator hadlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil
bo‘lgan yangi gatorni belgilaymiz.

6-teorema. Agar (13)-qator absolut yaginlashuvchi bo 1ib, yig'indisi
S soniga teng bo‘sa, u holda (18)-qator ham yaginlashuvchi va uning
yigindisi ham S soniga teng bo ladi.

Ioh. 6-teoremadagi (13)-qatorning absolut yaqinlashishi sharti
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o‘rinli bo‘lishi shart emas.

<Masalan,

M8
N
L)J
A

————— +ot (-1)" L
n=1 n

qator shartli yaqmlashuvcm va S§=In2. Darhagqiqat,

2 3 4
1n(1+x)=x—x7+i;———);—+...+( l)"+l Zc—+r(Jc) x>-1 (19)

yoyilmada x=1 desak,
ln2-l—%+§——+ (1) l+r(1) S, +7,(1) va
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lr" (l)l < L bo‘ladi. = S=1imS, =In2
n+l n—o
Shunday qilib

n+]

=In2.

5

ekan.— Bu qatorning gismiy yig‘indilari

C 1 1 1
Sn ( ], S. =S., + -
2 ; 2k 1 2k 2n+l 2n 2n+1

chekli S limitga ega:

limS,, = thz”+1 =S=1In2

Endi berilgan qatorda hadlarining o‘rinlarini almashtirish yor-
damida quyidagi
11111 1 1 L,
+ ot —— . 0
2 4 3 6 8 2n-1 4n-2 4n (20)

qatorni hosil gilamiz. (20)-qatorning yig‘indisini hisoblaymiz.

Z(21‘: 1 4k-2 _Z;) Qismiy yig‘indini olamiz.

k=1
1 Lo 11 1l 11
L )siims, =1 LI
2%—1 k-2 4k 2[2k 1 2k) ptRg ’mzz(zk i 2k)

1

=%’{LT2SM = ;S:thSnH —’]'i_{lg]o(S;" + ):—;—S va 'I’i_{lg‘S;n-fZ =

2n+1
=lim| S’ 1 1 - 1S . NPT TI
=hm| St " Tmas)"3°~  (20)-qatorning  yig‘indisi
1 1
§'==§==In2 .
25 =3 ekan.

7-teorema. (Riman teoremasi). Agar Zan gator shartli yagin-

n=]

lashuvchi bolsa, u holda /4 (chekli yoki cheksiz) son olinganda
ham berilgan qator hadlarining o ‘rinlarini shunday almashtirish mum-
kinki, hosil bo‘lgan qatorning yig‘indisi xuddi shu A ga teng bo‘ladi.
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49, Cheksiz ko‘paytmalar
Bizga
DisPaseees Pyseee
sonlar ketma-Kketligi berilgan bo‘lsin. Ulardan tuzilgan

b P2 p=[] . 1)

n=1

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu

B=TTr (n=12.)

k=l
ko‘paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.
Ta’rif. Agar P, xususiy ko’paytmalar n — o da chekli yoki chek-
siz P limitga ega bolsa
limP, =P,

n=>o

bu limitni (21)-ko ‘paytmaning giymati deb ataladi va

P=]]np,
n=l
kabi yoziladi. Agar P+0 va chekli bo'lsa, u holda ko ‘paytma ya-
ginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
Bundan buyon cheksiz ko‘paytmalarni tekshirayotganimizda

p,#0 deb faraz gilamiz.
Cheksiz ko‘paytmalarning birinchi m ta hadini tashlab yuborib

”m = Hlpn =pm+l 'pm+2 “ees (22)
goldiq ko‘paytmani hosil gilamiz.
1-teorema. Agar (21)-ko‘paytma yaqinlashsa, (22)-ko ‘paytma ya-
ginlashadi va aksincha, (22)-ko‘paytmaning yaginlashidan (21)-
ko ‘paytmaning yaginlashishi kelib chigadi.
2-teorema. Agar (21)-cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo fsa, unda

limz_ =1
m—>wx m

boladi.
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3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaqinlashishining zaruriy sharti).
Agar (21)-ko ‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa u holda

limp, =1

boladi.
Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmalar uchun 3-teoremaga ko‘ra

limp, =1 = Biror nomerdan boshlab hamma p, lar >0 bo‘ladi.

Demak, umumiylikka ziyon keltirmasdan, barcha p, lar uchun

p, >0 deb faraz qilishimiz mumkin.
4-teorema. (21)-cheksiz ko ‘paytma yaginlashuvchi bo Tishi uchun

ilnp” (23)

n=1
qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir. Agar bu shart
bajarilsa va (23)-qatorning yig‘indisi S bo‘lsa, unda

P=¢é°
bo ladi.

Agar p, =1+a, bo‘lsa, unda HP,, = H(l'*'a,.) bo‘lib, 4-teore-

n=| n=|

maga ko‘ra (21)-ko‘paytmaning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ush-

bu Zln(1+an) qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli

n=l
ekanligini hosil gilamiz.
5-teorema. Agar biror n,e N nomerdan boshlab, barcha n>n,

lar uchun a, >0 (yoki a,<0) bo‘lsa, (21)-cheksiz ko paytmaning
yaginlashuvchi bo lishi uchun

ia,, (24)

n=|

qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Umumiy holda, ya’ni g, lar ishorani saglamagan va (24)-qator

yaginlashgan holda, (21)-cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchi
bo‘lishi uchun
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N

2a (25)

n=l1

qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar (23)-qator absolut yoki shartli yaginlashsa, unda (21)-chek-
siz ko‘paytma absolut yoki shartli yaqinlashuvchi deyiladi.= (21)-
ko‘paytmaning absolut yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun (24)-qatorn-
ing absolut yaqinlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

CENALN S L =

Nazorat savollari

Sonli gator tushunchasi.

Sonli gator yaginlashishining ta’rifi.

Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.

Qator yaqginlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
Musbat gatorlar uchun Veyershtrass kriteriyasi.
Birinchi tagqoslash alomati.

Ikkinchi taqqoslash alomati.

Dalamber alomati.

Koshi alomati.

. Raabe alomati.
. Gauss alomati.

Koshining integral alomati.

. Ixtiyoriy hadli gatorlar va ularning yaginlashishi.
. Leybnis alomati.
. Dirixle alomati.

. Abel alomati.

. Absolut yaqginlashuvchi gatorlarning xossalari.

. Shartli yaqginlashuvchi qatorlar.

. Riman teoremasi.

. Cheksiz ko‘paytmalar va ularning yaqinlashishi.

. Cheksiz ko‘paytma yaginlashishining zaruriy sharti.

. Cheksiz ko‘paytma vagqginlashishining zaruriy va yetarli shartlari.
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-B-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Qator yig‘indisini toping.

11 2*972—;16-2;_—5 12 i?;?leﬁz?«_-_s
13 29# +66n—8' 14 g%ﬁ%fn———é
1.5 2;;,2—;25:3' L6 2297;2_-%7—73
17 2;,;7;33—,,_—2 18 24—97—17;1_1'2_
19 Sy 110 5o
11 2 s 12 S
1.13 gm%,—_g' 114 22_9;71135:——_6_'
1.15 Z@z—:in—_‘z—o 1.16 m,1_6;2_—-§8;1_:1—5—
1.17 gm 1.18 24’126_9‘
1.19 2@??73—5,7_—6 1.20 i,?eﬁi%;—??
2 3

1.21 Lo _an-_2’

2-masala. Qator yig‘indisini toping.
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- n-1
2.3 Z(n+3)(n+1) 24 ,,z.,n(n+l)(n+2).

n=|

& 4 < n—4
2.5 ,,z,;n(n—l)(n—2)' 2.6 gn(n—l)(n—Z).
> 3n+1 n+9
2.7 "Z_;(n—l)n(n-l-l)' 2.8 ,,z.ln(n+1)(n+3).
c 4-n < 8n-10
2.9 "Z,,:n(n+1)(n+2)' 2.10 ;(n—l)(n+l)(n—2)'
= - 3n-1
211 27 (n mny 2.12 ;n_(nz_l)'

i 1-n °° 3n+2
2.13 “n(n+1)(n+3) 2.14 mn(n+)(n+2)
i n+6 S n+5
215 Lyne)(n+2) 216 Z(n+2)(n?-1)
i n-2 . < n+2
2.17 ”33(’1_1)”(” +l) 2.18 n=3n(n—l_)—(n—2)'

e 3n+4 2
2.19 Z;n(n+1)(n+2)' 2.20 ,,z,l:(n+2)(n+1)-n'

2 Sn-2
2.21 Z2:(;1 1)n(n +2)

3-masala. Qatorning qismiy yig‘indisi S va yig‘indisi S ni

toping.
3.1 Z:,;gn—_lg_g 3.2 ngn +51-6
3.3 25«511—-12@? 3.4 ;?:,:49” +Tn-12
3.5 g4n2+4n 3 3.6 gm
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- 1
3.1 §36n2+12n—35'

S (2n-1)-(2n+1)"

M

39

3.11

n:l 2
Z_‘:ln(l— (n+ ) ]

Zsm—cos——

n=l

1
Z arctg —2——

n=l

2n-1
Z " ‘

n=|

3
ZSln 2n+l Sln 2n+1

n=1

3.13

3.15

3.17

3.19

3.21

i(m—z el +n).

2 n+l
38 L5

3.10

3.12

3.14

3.16

3.18

3.20

4-masala.

e n2 (n+1

gﬂ(l-—-}

Zlnn -1

n=2 n +1

= 1
In .
,,Zo nt(n+2)
= n+ 1
Z(_l) 1 2n—1 °

n=1

o

n
n=l 2"

Koshi krltenyas1dan foydalanib umumiy hadi o, ga teng

bo‘lgan Zan gatorning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

n=l

41 a"___cos:m.
3
1
4.3 a,=—.
(4 nz
cosna ~cos(n+1)a
4.5 a,= .
n
47 a _sinna
. n 2n

185

- sinna
42 % n-(n+1)
44 a”=cosza

R

b b,
4.6 a,=b, +$+...+E+...(’b,,’ <10).

sin® na

" =(n+1)(n+3)'



n-1

2
a, =—3 . =
49 4, ntdn 410 a, T

4.11 a ~‘—1—sing
: " n n 4.12 S rntl

Koshi kljteriyasidan foydalanib, umumiy hadi 4, ga teng bo‘lgan
?;,an qatorning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

-1
4.13 a,=—. =2
2n+1 4.14 a4, n+1
4.15 a, %. 416 a =2
4.17 «a —ln[1+l] !
. n = = a,= .
n 4.18 R
1
4.19 an=—' = -
Jn 4.20 a4, 3n+2

1
all ="
4215 o (nr1)
5-masala. Qatorning yagqinlashishga tekshiring.

= sin® nn ( 1)"
2. n\/; . 5.2 Zl:nsm

1 AW
cos® —- Inn

W T >4 ZJ—

5.1

1+(=1)"

&2+ (-1)

55 320 s ST "
n=l n_lnn nal n3+2
= n(2+cosnr o arcsint—

5.7 Z“(——Z—T—T—) 5.8 Z————"—
n=t n - n=2 3n3"3n
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P

—-nt+1

(="
5.11 __n+l
o w42

= arccos

2 pl
513 3

n=l n - 3

" 2+(-1)" i

5.15 Z\/—

n=2

. Zn
» 1+sin—

517 Y —2

n=| n

n
w 2+sin—

5.19 Z

n=1

5.21

- (2+cosﬂ)\/;
S —.
n=1 3 n7 +5

n=2 n -n
0 2
Hn-Cos™ n
5.12 .
,,Z::‘ n+5

n+3
5.14 2, ( Z28

= Inm
5.16 ,,z,ln3+n+l'
27n

» COS

518 % 3»+§ :

n=1

o0

Inn

5.20 Zl o

6-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

2

(=)
-
PMs

2 145
6.3 Zlnn2+4

n=1

5" +n-1

6.5 Z I arctg
n=l

* 2
6.7 Z-SLJT——

n'
“~'n +sin2

=1 1
—-lg—.
6.2 ;n T

b

I .1
—=S1n—.
6.4 ;w .

6.6 © (n2+3)2
) ,,Z_:‘n5+ln4n.

2" +cosn
6.8 ,,2.1: 3" +sinn
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6.9

6.11

6.13

6.15

6.17

6.19

6.21

7.1

7.3

7.5

1.7

7.9

7.11

< 1

2

n=l

; J_arctg \/_

n—cos’6n

; \/’_H__ sm——.

zf—(’)

Z In arctg —

n=l

3,57
,;,n tg .
X 1— f_ .
"Z:l:( cosn]

1 i—l—sinL
6.10 Sin+1 n
= 1

6.12 ).

‘“~n°—Inn

i ! arct nt3
6.14 In +2 €5

n=}l

7-masala. Yagqinlashishga tekshmng.

= n+l
;2"-(11—1)!'

” 2n+1 _(n3+])

Z (n+l)! '

n=]

* (2n+2)! 1
2 3n+5 2"

n=]

5
» arctg—

D

= n!
= 6" -(n° -1
5 ‘_ )

n!

nl(n

72 Z(”') '

n=l 2"2
210" -2n!
7.4 o (2n)| :

7.6 2~ sing.




5, 1-3:5-....(2n—1)

7.13 X 3 (n+1)!

n=l

= (n!)z
18 23 +1)-(2n)

* n+1)!

7.17 Z(——,——

n=} n

7.19 Z(n+2)' 4n

n=l

7.21 Z

n=1

8-masala.

n )

n=i

n
8.13 Zn sin” o

n=1

Ll 1
7.14 Zn':_}-

n=l

7.16 in!-sinf;
n=l 2

25"’

S (n+1))

0 3.5.7._“-(2}14—1)
120 L3755 (o)

n=}

7.18

Yagqinlashishga tekshiring.

= (2n+2Y 3
8.2 ;(3;”1) (n+1)",

2 (4p-3\"
8.4 ;(5’”4) .

I z
8.6 Znarcsin” —_

n=| 4”

> n+2 "
8.8 2(3'1_1) .

n=l

n 3"
8.10 Z

8.12 22""-e‘”-
n=|
> 3n-1Y"
n )
8.14 Z (4n+2)

n=l
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8.15 ,,.Z(lnn)

8.17

8.19

8.21

9.1

9.3

9.5

9.7

*xX n "J
;(%—1) '

Zn -arctg” 5—

n=l

2

= 1 n Y’

ne2

= n

8.16 "2,1(2"2 N 1)% '

= (n+1)" 1
8.18 Z(-—n—) o

n=al

g 2.
8.20 Zn -arctg™ "

n=}

9-masala. Yaginlashishga tekshiring.

2 1
;nln2(3n+1)'
@ 1
"Z:,:(zn+3)1n2(2n+1)'
1
(3n+4)In*(5n+2)

(2 +1)in?(m 3+2)

i o1
S )

1
2n— 1 In (Zn)
;(3n l)lnn

2 1
Z {(2n-3)In (3n+1)

i 1
Z:z:(n+3)ln 2n
“__1__
= nln (n 1)

iMs i

= 1
9.2 Zm

n=1

0

9.4 ;;(3;1 5)ln (4n—7)

= 1
9.6 ;(2n+l)ln2(n 5+2)
= 1
9.8 ;(n 2)In (n-3)°
2 1
5.10 ;(n+l)ln (2n)
2 1
2.12 ;(Zn in (n+1)
=1
9.14 Z—(n+2)m .
9.16 Z 2n+3)ln (n+1)’
P S
918 Lo fin(3n-1)

190



- . = 1
9.19 "Zs(n—2)~\[ln(n—-3). 9.20 ;(3’2_1).\/111(”_1).

9.21 ;(n+5 lnz(n+l)

10-masala. Quyidagi tengliklarni isbotlang. Ko‘rsatma. Qator
yaqinlashishining zaruriy shartidan foydalaning.

10.1 lim 2o, 102 1m0,
nox n n-3x0 2"
n"
li =0 11m
10 3 ”l_l}l (211) . 10.4 0 (n')
105 1m0, 10.6 lim (—’ﬂ)q
n—w n n
. {(2n) i n"
10.7 lim (2n- 1)v . 108 T
.on 2 "
109 20 =0 10.10 lim Gt
n
" |
10.11 lim=—— (2") =0, 10.12 lim ()t =0
n->x 5" n—x 2"2
12_ - lim————n——zo
1
10.15 lim(—n—tQ—!=0. 10.16 tim "D
n—»w n n—->x n
10.17 lim———re= 10.18 lim—2—— =0
nx (2]’1 + l)l n—a (Zn + 3)’ *
3 2 1
10.19 lim (Z(nn)l)' : 1020 fimZ+)
n-« n
10.21 lmw=
n— n
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11-masala. Z{a" qator o ning qanday qiymatlarida yagqinlash-
" ishini aniqlang.

1Y
11.1 aﬁ(l—nsm;) - 112 a,=r"[In(n" +1)-2Inn].
11.3 an=[arct l_ln(l.q.l):' . 1.4 4 =3n2+1—,3’n3_1'
n n n "
e Y _ 1
115 a,=e "~1|. 16 &= T 7%
n-sin—
n
doosd 1 “ ol
11.7 a”=(e” ""1"—J . 11.8 a,,=ln[arctgl)—ln(tgi)
n n n
1 Jr-n) oot ¥
119 a,= cos—J_;————n—— . 11.10 4, = l—smznz_'_1 .

11.11 an=n~sin"(l—arctgl). 1.12 &= 1—(cos—l-)n

n n

11.13 4. =

1
1}
<
3 |~
|
[«
o
T
—
—_
Q
|
7 -
+
X |-
\_<
| S|

114 %= [}
(l—cos—)

1 . 11.16 a"=(\4/n2+n+l—"n+%].

11.15 a,= lnn+ln(sin—)

i
=3
|

11.17 q,




19 a nsml—cos—n a =| ———cos n )a
1119 4 n3 11.20 4,= 2n+2 2n+2)

121 a,=(Var1-va) -2

2n-1

12-masala. Yaginlashishga tekshiring.

= a1 2n+1 n
—1 ! . n+l
1 20060 2 $E0 (5
@ (_l)n+l - (.._l)
12.3 ;ln(nﬂ)' 12.4 ,,Z.;n-(lnlnn)-lnn'
z, (-1)"-2n® 2
12.5 ;"4—?12-!-.1' 12.6 é(n+1) Inn’
) (_])" » (_1)n+1
17 ;n.m(ml)- 12.8 Zl————nm
L) sin-t=
12.9 ___._21/5_ 12.10 Z (1-)’ .cos—.
; \/3n+1 =l 6n
2 (-1) 1
12.11 én (o) 12.12 2;( -1y tg
Y S (n+1)2 12.14 cosﬁ-«/3n+ Inn
P --l n-1
Z ( ) 3 L 1" 2n 1
12.15 n=l (n+l)-(_) 12 16 ;( )
( -1)' (n+3) P 1)
12.17 Z1 n(red) 12.18 §(zn+1) R
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> _ln.n+1-
12.19 nZ_;( ) I

n n
o ——
) g 4\/n

12.21 "Zﬂ —

12.20 Z( 1)"

(nf sin(fn)

n=|

13-masala. Quyidagi qatorlarning absolut
yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

(n+1)cos2n

13.1 ;\/n +3n+4

2, arctg(-n)’

135 ,,Zg;\/“ 2 +3n+1
n+l
13.7 Z( )

n
n=1 2

13.9 Zcos n-arcig—,

n=}

13.11 Z((;Z) -

n=l

% n(n+1) 2n+n
1 .
Bas 2007 55

n=l

n +2'

1 sinn
In| 1+ arctg —.
13.2 Z, ( J‘) ~

134

13.6 ),

13.8 i( Y

13.10 Znssinn-e

13.12 Z( A

13.14 2

sin(2n+£)
c_\ 4

; nin+s2

nn
» COS—Z—

= (n+2)fIn* (n+3)

arcsm —_—
4n

n=] 'i/—
_\/;-

n=l

2n)t

n=l n + 1)

a

1
—Cos— |-cosn.
n

n=ll p.sin—
n

13.16 Z(—l)"(arctg—‘/—l.’;-—arcsin:/.l_;}
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J (-1)" -sin3 - 1
13.17 2 (1) sin3n 13.18 Z( ) arctg .

= n-In(n+1)- lnz(n+2) & 3y
i sinn 2, -
13.19 nzsl( [%/—n—z-]] 13.20 gn cosne .
n’+3 (-1’
1321?;. S [+ n}-
14-masala. Quyidagi qatorlarni yaqinlashishga tekshiring,
”‘"‘1) smn
1
14.1 Z( J; >
2\ cos2n Z, cos3n
14.3;\/;- 14_42%.
cos(n+”)
s1n2n © 2
146 Y —— "7,
"Z‘: ,,Z,: In?(n+1)
i( 1y cos’2n Sirl22
14.7 2 N 14.8 ;
a9 S 142
1 7 .
n=| +1 n=l
(- 1)”+1 Inn > (—1)"“-1n1n(n+z)
14.11 Z; 412 2 N
& ()'n 1
14.13 ;(n+2)-‘\‘fm' 14.14 ”Z:;cos( +7rn) sm;,.
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1415 21 [1 COSJ;]

n=]

sinn
wel NI +Sinn

ac

Z sin2n -cos—l—
U2 Linin(er2)  n

n=]

l n+l
14.16 ;( ) m
.3

= sin’ n
14.1 .
8 2T

14.20 isin(z n2+1)..

n=|

15-masala. Quyidagi qatorlar o ning qanday qiymatlarida

a) absolut yaqinlashuvchi,

b) shartli yaginlashuvchi bo‘lishini aniglang.

15.1 Z( 1) -sin® &

n=1

X

sin2n-In’*n
15.3 Z—‘a—

n=1 h

15.5 Z( 1y [(Zén)lg"] |

n=l

15.7 Z

n=l n!

sin 1
. n
2

15.9 —_—
> znln" (n+1)

n=]

15.11 Z( I)H

n=}

[a—n 1]

@ n— 2II. s'_’n
152 (=) ‘——cj—n—a.

n=1

e ("
15.4 "Z;[\/:TH+(—1)"]" .
e ()
15.6 ; [2/; +(-1)" ]a

s (=)
15.8 g[nlmﬁ( 1):]

15.10 Z( ) ——— 2+ (1)

n=l n-In® (n + 1)

S .

sinn
15.12 2, —

n=l
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. 14 = -1y
15.13 ;n — 15.14 1na+(na)
&) 2 a-(a-1)(a-2)-..(a-21)
15.15 Zn,”;' 1536 X Googn
n-1
15 17 Zln|:l+ ( ) ] 15.18 z( l l\lnz+n— \l -n+ :[,
= (n+l) w1
0 () C
15.19 < [2n+(_1)n:l 15.20 ,,,2["21 an +(_1),,]a
1521 2
n=} n
16-masala.
Tengliklar isbotlansin.
161 11 1+(l)2” =2. 16.2 fl" 1.2
* n=0 2 na2 N +1 3
ﬁcos T _2 16.4 ﬁl -1,
16.3 oy 2,,.,.] ﬂ'. . 3
16.5 JJeos==325 166 [1(1+x )=l <)-
=l 2 X n=0 x

0

—_——— 2 = 2 27
167 272 s orvardz | 168 1,,1[3:1 1 3n+l] 33

T > 4n’  (Vallis _
16.9 2-r4n -1 formulasi) 16.10 H 2n+1) 4

N
()

n=l

&€& l 2
1-—|==. =S
16.11 H[ 4n2) - 16.12 []eh ==

n=1
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Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarning yaginlashuvchiligini isbotlang
va ularning qiymatlarini topmg

2 n? -4 (2n+1)(2n+7)

1613 [ 16.14 g(2n+3 )(2n+5)
o (=)
16.15 ]’[[ n(“z] 16.16 In:l[z o

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarni absolut va shartli
yaqginlashishga tekshiring.

16.17 H{“( 1)“} 16.18 fI{H(—_\%I—}

n=]

X \/; ( )II
_ 14—
1619 [I— oy 16.20 H
» —l n+l
16.21 H{H%—J
-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Ushbu
i 3
S9n*-3n-2

qator yig‘indisini toping.
3 3 3 1 |

a "Tor am-2 Y, _2) Gnel)-(3n=2) 3n-2 3ntl
n* —3n 9(n+_§J(n_§J (3n+1)-(37-2) 3n- n

T z( 1)-1_11-11_1 PR S B
f T\ 322 3k +1 4 4 7 7 10 7 3m-2 3n+l 3n+l

k=t k=1

Demak, S—th —hm( 1 ):1,>
moel o 3n+l

2.21-masala. Ushbu
= 5n-2
= (n-Dn(n+2) ’
gator yig‘indisini toping.
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< Birinchi navbatda bu gatorning umumiy hadini noma’lum
koeffitsientlar usulidan feydalanib, sodda kasrlarga yoyamiz:

Sn-2 1 1 2 1 1 1 1
a,= = +—- = —=|+2:|—~——|=b, +¢,.
(n-Dn(n+2) n-1 n n+2 n-1 n n n+2

oo §aee-gli)tlh-a)

k=2 k=2 k=2 k=2

l——l-+—l-—l+l—l+...+—l——l +2 -l-—l+l—l+—l-——l-+l—-l-+...+}-— ! ):
2 23 3 4 n-1 n 2 435 46 57 n n+2
2

1_}.).(,2(1.'.1_#_; =§_.}.__£__—— :}S:li}ﬂS":E:zz.D
n 2 3 n+l n+2) 3 n n+l n+2 nox 3 3

3.21-masala. Quyidagi

. 3a
Zsm —-sin—-.
n=] 2 2
gatorning gismiy yig‘indisi S, va yig‘indisi S ni toping.
<« Bu masalani yechishda
sinx-siny = —;—[cos(x—y)—cos(x+ »];
formuladan foydalanamiz

1¢& a a
S, Zsm 2,“1 22(00527":055;:):

k=1 k=1

1 o a a (74 a a o
=—| €0S— = COSQ + COS 3 — COS—+ COS 5 — COS > +...+ COS —~ COS =
2 2 2 2 2 2 2" 2

1
2(coszi—cosa):S—th =%(l ~cosa)=sin’ %D

n—rx

4.21-masala. Koshi kriteriyasidain foydalanib, umumiy hadi

Jn(n+1)

bo‘lgan Z“n gatorning uzoglashuvchi ekanligini isbotlung.

n=l

4 Ma2’lumki, 3¢>0 son topilsaki ,Vn,eN olinganda ham
In>n, va butun p20 sonlar mavjud bo‘lib,
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n4p

Za,, 2&

k=n

tengsizlik bajarilsa, unda Za,, qator uzogqlashuvchi bo‘ladi.

n=l

Agar g=1 va p=n deb olsak, unda VnoeN olinganda ham
3n>n, topiladiki va

$al=S = L L ot L >
Agnk an\/k-(k+l) \/n-(n+l) J(n+l)-(n+2) J(n+p)(n+p+l)

p P p rr n_ _1
> > 2 = ¢
J(n+p)(n+ p+1)  n+p+l 2n+p 2n+n =37 bo'ladi :g qa-

tor uzoqlashuvchi.
- (2 +cos Ezz) Jn

n=] </n7 +5

5.21-masala. qatorni yaqinlashishga tek-

shiring.

(2+cosﬂ)\/; 241)-An 3 « 2 q
<a,= 2 <( + )- n=—7=b bO‘lib, an=3z_

_{/n7 +5 4 n7 n=l n=1 n%

5
qator yaqinlashuvchi, chunki 1 >1. Unda taqqoslash alomatiga ko‘ra

berilgan qator ham yaginlashuvchi. >

€<

z
< 6.21-masala. 2(1-605;) qatorni yaqinlashishga tekshiring.

n=l

Vi L2 T 1 .
a"=1—cos;1—=2-sm25. Agar b,,=? desak, x, da a,=0"(3,)

bo‘ladi. Darhagiqat, M (M cR)

O

= 1
Zb.. znz -yaqinlashuvchi = taqqoslash alomatiga ko‘ra

n=l1 n=l

X

Za =i l—coszr— h inlashuvchi
i n gator ham yaqginlashuvchi.

ne=l n=1
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1
7.21-masala. Z(z ), 5., gatorni yaginlashishga tekshiring.

« Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.
n! 1
= 1 —
(2n)1 55
2 (n+1)! " nt(n+1) 1
™= (n+2)! 5"*‘ ~ 2n)t(2n+1) [2n+2] E5m

=
’

1
1 g 5n+1 l .

a=lima""‘—lml =0<1l=

im
nao g n>x ). (2n + 1) g 10 n-02p+1
5

Berilgan qator yaginlashuvchi. o
8.21-masala. | f(x)-f, (x)|<s qatorni yaqinlashishga tekshiring.
<Koshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

1 n " 1, (n+l) _1,. 1Y e
g=limzfa, =<lim| — | =-lim| —| =-lim|l+—| =-<1=
n-»ec 3o\ p+1] 3 nox n 3

Berilgan qator yaqmlashuvchl >

1
9.21-masala. Z(n +5)in? (n+1) qatorni yaginlashishga tek-

shiring.
«Bu qatorni yaginlachishga taqqoslash va Koshining integral
alomatlaridan foydailanib, tekshiramif: |

e (e D) (ne )i (a+]) meinm

=h,n22.

+0

dx
I Tl x =f (x) bo‘lgani uchun Koshining integral alomatiga

ko‘ra zbn gator yaqinlashuvchi va taqqoslash alqmatiga ko‘ra

n=2

berilgan qator ham yaqinlashuvchi.
10.21-masala. Quyidagi

Y
fim (2n 1)..=

- n"
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tenglikni qator yagqinlashishining zaruriy shartidan foydalanib, is-
botlang.

. . 2n-1)1 c . .
<Umumiy hadi a, =(—n"L bo‘lgan Zan gatorni yaginlash-
n

n=l

ishga tekshiramiz. Bunda Dalamber alomatidan foydalanamiz:

d_llma/ul_l (2n+1)" ”n lim .2.1.+_l.——-—1— =E<]:ia"
e g nox (n+ 1)"“ (2” l)ll ase| g4l (] ]J" e oy
n
yaginlashuvchi = Qator yaqinlashishining zaruriy sharti, ya’ni
. (2n-1)1 Lo
,,lffi a,= 'lxl—{?oT =0 tenglik bajariladi.

11.21-masala. Za,, qator a ning ganday giymatlarida yagqin-

n=}

lashishini aniglang.

=(m J—)a In 2n+1

n+l-n 1
q V== Jnrl4vdn f+1+ (\/_]

ln2n+1=ln(l+ 2 ):
2n—1 2n-1

Agar b, =

)

a
deb belgilasak, Z qator 1+3>1’ ya’ni g >0

n=|

n 2

bo‘lganda yaginlashadi. = 2.4, qator ham ne N da yaginlashadi.

n=1

. () 1g—=
12.21-masala. Zﬁ_“_‘/__’l qatorni yaginlashishga tekshiring.
, on=l \ISn—l . . .
< Bu qator ishorasi almashinuvchi qator bo‘lib, uning yaqin-
lashishini Leybnis alomatidan foydalanib, ko‘rsatish mumkin.
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1g—=
a = 4/n deb belgilasak
S5n

1) Vvne N uchun a,2aq,,>0 , ya'ni zu,,(x) va

n=1
tg——ﬂ
4n 1
i =lim . =0-
2) nl—r}:}oa n!-no w 4&‘\/3"—1 ’

an
bo‘ladi = Leybnis alomatiga ko‘ra berilgan qator yaginlashuvchi.

13.21-masala. Quyidagi
5 [7e3 [H(—l) }
n=i n +4n n

qatorning absolut yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

nz + 3 1 1 (-—-1)” . s 1
a B\, nfl+ n deb belgilaymiz. Unda quyidagi

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

2 2 2
< n°+3 -ln(l+l)< n°+3n -—1—=42—=b

n' +4n n n on

n

Zb -Z gator yaginlashuvchi = taqqoslash alomatiga ko‘ra

n=l n-l
x, € X yaginlashuvchi, ya’'ni berilgan Zan qator absolut yaginlashu-
vchi. >
14.21-masala. Quyidagi
<, sin2n 1
Z——————-co
= Inln(n+2) n
qatorni yagqinlashishga tekshiring.
«Bu gqatorning yaginlashishini Abel alomati yordamida ani-
' 1 b = sin2n )
qlaymiz: a,,=cos—’; va Yn lnln(n-+2) deb belgilab, Abel teore-
masining shartlari bajarilishini tekshiramiz:
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1) x, ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaralan-

gan (0<cosl<1 ;
n

& b= sin2n
2) 2= Inln(n +2) qgator Dirixle alomatiga ko‘ra yaginlashu-

n=l n=]

vchi bo‘ladi. Darhagqiqat, agar1

=lnln(n+2) va b, =sin2n

sin(n+1)-sinn .
—-L—)— chegaralangan bo‘ladi

B

n

b) B, Zb —Zsm2k—
lari bajarilar ekan = a,b =Z sin2n cosl gator yaqinla-

deb belgilasak,
a) ja, }i'n va Vx, e M
k=l = sinl
1

( = Sin 1)3 Dirixle alomatiga ko‘ra Z" (x) qator yaqinlashuvchi.

Shunday qilib, berilgan gator uchun Abel teoremasining shart-
shuvchi. b =l w Inln(n+2)

Izoh. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan
ma’lum bo‘lgan ushbu

S].n(n+1)x_ . hx

S(x)=Zsinkx= 2 . 2,x¢2m7r,meZ
k=1 sinE

formuladan foydalanildi.
15.21-masala. Ushbu .
Zcosn
n=1 na
gator ¢ ning qanday gqiymatlarida
a) absolut yaginlashuvchi,
b) shartli yaqinlashuvchi bo‘lishini aniglang.
< Birinchi navbatda berilgan qator o ning ganday qiymatlar-
ida yaqinlashuvchi bo‘lishini aniglaymiz. Bunda Dirixle alomatidan
foydalanamiz. Agar

1
a,=—> va b, =cosn deb belgilasak
n

1) ¢ >0 boganda {a,}{ va limg, —hm—l———O

noxn n
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n 1
2) Bﬂ:Zbk=——2—1—-—2~ va |B,,|S 1 bolladi. — Dirixle
k=l sin—2— smE

. < - COSH .
alomatiga ko‘ra Zanbn = Z‘;:“ qator ¢ >0 bo‘lganda yaqinlasha-

n=l n=l
di. @<( bo‘lganda esa bu qator uzoglashadi, chunki <0
bo‘lganda gator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

n<1
> va
na

Endi qatorni absolut yaqinlashishga tekshiramiz.

na

Z— umumlashgan garmonlk qatorning « >1 da yaginlashuvchi

wet 1 |cosn|
bo‘lishidan a>1 da Z o qatorning yaginlashishini hosil qil-

amiz. -
Endi 0<a <1 bo‘lganda berilgan gatorning absolut yaginlashu-
cosnl

vchi emasligini, ya’ni Z qatorning uzoglashishini ko‘rsatamiz.

n=l

lcosnl S cos’n _l+cos2n _ 1 . cos2n

no: na 2n(l 2na’ 2”“

- = cos2n
tengsizlik hamda Z o
n=l
lashuvchi bo‘lishi va x, qatorning uzoglashuvchi ekanligidan {5, (x)}:
gatorning ham uzoqlashuvchi ekanligini, taggoslash alomatiga ko‘ra
S,(x)=qatorning uzoqlashuvchiligini hosil gilamiz.

cosn

qatorning Dirixle alomatiga ko‘ra yagin-

Shunday qilib, Z

n=l

a) a>1 da absolut yaqinlashuvchi,
b) 6<a <1 da shartli yaginlashuvchi bo‘lar ekan.p

qator

16.21-masala. Quyidagi

ﬁ[u ﬂ

n=l
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cheksiz ko‘paytmani absolut va shartli yaqinlashishga tekshiring.
n+ n+t

P =1 +( ) l (-1)" 40 punktga ko‘ra berilgan

n

cheksiz ko‘ paytrna absolut yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun Z qa-

n=l

=l4+a,=a,=

torning absolut yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

n=l] n=l

-5

14
n=1 n

| {yaqinlashuvchi, p>],

uzoqlashuvchi, p<1.

Cheksiz ko‘paytmani shartli yaqginlashishga tekshirishda 4° —
punktdagi S-teoremadan foydalanamiz.
Unga ko‘ra cheksiz ko‘paytma yaqmlashuvch1 bo‘lishi uchun

Zan qator yaginlashuvchi bo‘lgan holda Z gatorning yaqin-

n=i

lashuvch1 bo‘hshl zarur va yetarli edi.

Y, —Z

n=1 n=}

yaqinlashadi.

gator p>0 bo‘lganda Leybnis alomatiga ko‘ra

1 .5
a, 20 qator esa p>5 da yaginlashadi, Zun (x) da esa uzoq-
n=l

lashadi.
Shunday qilib, berilgan

<5

n=| n ?
cheksiz ko‘paytma

a) p>1 da absolut va

1 -
b) 5<P51 da shartli yaginlashadi.>
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7-§. 6-MUSTAQIL ISH
Funksional ketma-ketliklar va qatorlar

Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

Funksional ketma-ketliklarning yaqinlashishi va tekis
yaqinlashishi.

Funksional qator tushunchasi.

Funksional qatorlarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi.
Funksional qator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik
limitining xossalari.

Darajali qatorlar.

Teylor qatori. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.
Darajali gatorlarning tatbiqlari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
19, Funksional ketma-Ketliklar, ularning yaginlashishi
va tekis yagqinlashishi.

X R to‘plam berilgan bo‘lib, unda
[(x), o (%)sees £ (%),
funksiyalar aniqlangan bo‘lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket-
ma-ketlikka X to‘plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi
va u {f,(x)} kabi belgilanadi:
(LGN £(3) £ (%) ses £ (6) o ¢))

7,(x) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.

Ixtiyoriy x, € X nuqta olib, ushbu

{(Fo (o)} () s (5o Yoy () @

sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) to‘lsa, { f,,(x)} funksional ketma-ketlik
x, nuqtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x, nuqta esa
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoglashish) nuqtasi deb
ataladi.

{/, (x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqta-
laridan iborat M (M c R) to‘plam {f,(x)} funksional ketma-ket-
likning yaginlashish sohasi deyiladi. — vxeM uchun ushbu
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’l,i_{lgcﬂ, (x)-Ei bo‘ladi. Agar vxeM uchun unga mos keluvchi
’l,i_{{\oﬁ.(x) ni mos qo‘ysak, ya’ni

fix—>lim f, (x)
bo‘lsa, unda M to‘plamda aniglangan f(x) funksiya hosil bo‘ladi.
Bu f(x) funksiya {f,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyila-
di. Demak,
lim £,(x)= f(x) (xeM) A3)

n—x

Ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham 3n, =n,(¢)e N:Vn>n,
va Vxe M uchun
[F(x)- 1 ()| <5 4)
tengsizlik bajarilsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda
f(x) limit funksiyaga tekis yaginlashadi deyiladi va f£,(x) 3 f(x)
(x€ M) kabi belgilandi. Aks holda, ya’'ni 3g,>0 VneN olingan-
da ham 3m>p va 3x, e M lar mavjud bo‘lsaki

If(xo)"fm(xo)lzgo

tengsizlik bajarilsa, { £ (x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda
f(x) limit funksiyaga tekis yaqinlashmaydi yoki notekis yagin-
lashadi deyiladi.

1-teorema. { £, (x)} funksional ketma-ketlikning M toplamda
f(x) ga tekis yaginlashishi uchun

lim Sup| f () - £, ()| =0 )

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). { Ju (x)} funksional ketma-ketlik-
ning M to‘plamda f (x) ga tekis yaginlashishi uchun quyidagi
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Vve>0 uchun

3, =n,(e)eN:VYn>n, va y butun p=0 sonlari hamda barcha
xe M lar uchun

o (¥)= 1, (x)| <& 6)

tengsizlik bajariladi.
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3-teorema. (Veyershirass alomati). Agar 3{a,} sonlar ketma-
ketligi mavjud bo‘lib,

1) VneN uchun g,>0va '1'1_‘)1;130,,’-0;

2) VxeM va barcha pe N lar uchun
oo (3)= 1, ()| 23,
bo‘lsa, unda M to‘plamda f, 2 f(x) bo‘ladi.

n

2°. Funksional qatorlarning yaqinlashishi va tekis yaginlashishi.
Biror X c R to‘plamda {u,(x)} funksional ketma-ketlik be-
rilgan bo‘lsin. Quyidagi

w, (x)+u, (x)+..tu, (x)+...

P

ifodaga funksional qator deyiladi va u Zun (x) kabi belgilanadi.
n=1

2 (%)= w (%) + 1ty (x) + ot 21, (X) . (7

n=l
u, (x),,(x),-..,u,(x),... larga funksional qatorning hadlari, u,(x)
ga esa funksional qatorning umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy x, € X nugta olib, ushbu

f:”n(")=u1 (%) + oy (35) #co b1, (%) + e (8)

n=1

sonli qatorni qaraymiz. Agar bu sonli gator yaginlashuvchi (uzoq-

lashuvchi) bo‘lsa, 2% (¥) funksional qator x, nuqtada yaginla-

n=]
shuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x, nuqta esa funksional qatorn-
ing yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deb ataladi.
Z”n (x) funksional gatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan

n=|

jporat M (McR) to‘plam bu funksional qatorning yaginlashish
sohasi deyiladi. = Vx,eM nugta olib, >u,(%) sonli qatorni
n=}

ko‘rsak, u yaginlashuvchi bo‘ladi. Uning yig‘indisini S(x,) deb
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belgilaymiz. Xuddi shunga o‘xshash vxe M olib, unga Z”n (x)

n=l
gatorning yig‘indisini mos qo‘ysak, u holda M to‘plamda aniglan-
gan S(x) funksiya hosil bo‘ladi. Bu S(x) funksiya (7)-funksional
gatorning yig‘indisi deyiladi:

S(x)= "Z::un ()= (x) +2, (x)+...tu,(x)+

Ushbu

S(x) Zuk > n=12,.

yig‘indilarga (7)-funksional qatormng qismiy yigindilar deyiladi.
Shunday qilib, (7)-qatorga mos keluvchi

{Sn (x)} 1 8,(%),8,(x),..., 8, (x),.. )]

funksional ketma-ketlikni hosil qildik va aksincha, (9)-gismiy
yig‘indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk-
sional gatorning hadlariga teng bo‘lgan quyidagi

S, (x)+ [Sz‘(x) -5, (x)] Fot [Sn (x)-S,., (x)] +...
funksional gatorni hosil gilish mumkin. => Agar (9)-ketma-ketlik
x, nuqtada yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, u holda (7)-gator
ham x, nuqtada yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘ladi va

S(x)=1im§,(x)

tenglik bajariladi.
Demak, funksional qator yoki funksional ketma-ketlikdan bir-
ining xossalarini batafsil o‘rganish yetarlidir.

Ta’rif. Agar (7)-funksional qatorning qismiy yig‘indilaridan tuz-
ilgan {S,(x)} funksional ketma-ketlik M to‘plamda qatorning
yig‘indisi S(x) ga tekis yaginlashsa, unda (7)-funksional gator M
to‘plamda tekis yaginlashadi deyiladi.

r(x)=8(x)~5,(x)= 2 #,(x) geb belgilaymiz.

k=n+l

I-teorema. (7)-funksional qatorning M to‘plamda tekis yaqin-
lashuvchi bo‘lishi uchun
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limSup r, (x)‘ =0 (10)
n—>x xeM

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-teorema. (Koshi kriteriyasi). (7)-funksional qatorning M
to‘plamda tekis yaginlashuvchi bolishi uchun  quyidagi shartning
bajarilishi zarur va yetarli: Ve>0 uchun 3n,=n,(g)e N:Vnzn,
va v butun p>0 hamda barcha xeM lar uchun

n+p

Z"k (x)

<& (11)
k=n
bo‘ladi. :
Natija. (Funksional qator yaginlashishining zaruriy sharti). Agar
(7)-funksional gator M to‘plamda tekis yaqinlashsa, u holda shu
to‘plamda u,(x) 3 0 bo‘ladi.

3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga Zun (x) Junksional va

n=l

2.8, a 20 12)

n=1

sonli qator berilgan bolsin. Agar Nxe M uchun
lun (x)'Sa,,, n=12,..

tengsizlik bajarilsa va (12)-sonli qator yaginlashsa, unda Z“n (x)

n=l
funksional qator M to‘plamda absolut va tekis yaginlashadi.
Aytaylik, ushbu

3 a,(x)-b,(x) (13)

n=1

funksional gator berilgan bo‘lsin.

4-teorema. (Dirixle alomati). Agar

1) har bir x e M uchun {a,, (x)} monoton va M to‘plamda a,(x)
0 ga tekis yaqginlashsa;

2) B,(x)=2_b.(x) qismiy yig'indilar M to‘plamda birgalikda che-

k=l

garalangan yani 3K VxeM |B,(x)|<K bo'sa, u holda (13)-
gator M to‘plamda tekis yaginlashadi.

5-teorema. (Abel alomati). Agar

1) har bir xeM uchun {a,(x)} monoton va {a,(x)} ketma-
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ketlik M to‘plamda chegaralangan;

2) Zbk (x) JSunksional qator M to‘plamda tekis yaginlashuvchi
n=|
bo Isa, unda (13)-qator M to‘plamda tekis yaginlashadi.

3% Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik
va qatorlarning xossalari
Funksional qatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimki,
ularning har bir hadi uzluksiz bo‘lgan taqdirda ham gatorning yig‘indisi
(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bo‘lishi shart emas.
k) x2
Misol. g(l + )" funksional qator berilgan bo‘lsin. Bu funk-
x2
sional qatorda ¥ (x)= (1 2),. 5C(‘°°’+°°). Berilgan qatorning
+

yig‘indisi topamiz:
” 2 l
S(x)=S—*____,.|1 ! et = S(x)=1limS (x}=
() é(nxzy ¥ [’Luxz+ (l+x2)"} ()=lns.() {
Bu tenglikdan ko‘rinadiki lLmS (x)=£i_1)1(1)(x2+1)=1 va
S(0)=0:>S(x) funksiya x=0 nuqtada uzluksiz emas. Berilgan
gator uchun ushbu

0.x=0.
P 4+lxz0

lim guﬂ (x) ¢n2=<; limu, (%)
munosabat o‘rinli. >

Tabiiy savol tug‘iladi: qanday shartlar bajarilganda funksional
qatorlarda hadlab limitga o‘tish, ularni hadlab differensiallash va
integraliash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Bizga M to‘plamda yaginlashuvchi (7)-funksional gator berilgan
bo‘lib, bu qatorning yig‘indisi S(x) bolsin.

1-teorema. Agar Wne N uchun u,(x)eC(M) bo‘lib, (7)-qator
M to‘plamda tekis yaginlashsa, S(x)eC(M) bo‘ladi, ya’ni
Vx, € M uchun

322 S(x) = }‘_{f}o ; u, (x) = glﬂgun (x) = ;un (xo) = S(xo)
tenglik bajariladi.
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Agar M to‘plamda yaqinlashuvchi (1)-funksional ketma-ketlik
berilgan bo‘lib, f(x) funksiya uning limit funksiyasi bo‘lsa, unda
quyidagi teorema o‘rinli bo‘ladi.

2-teorema. Agar f,(x)eC(M), n=12,.bo%ib, M to’plamda

f.(x) f(x) botsa, f(x)eC(M) boladi.

3-teorema. Agar (7)-funksional qator M to‘plamda tekis yagqin-
lashuvchi va x, nuqta M to‘plamning limit nugqtasi bo lib,

limu,(x)=c,(n=12,.)

x~2%

bo‘lsa, u holda

D=6ttt

m=1 )
qator ham yaginlashuvchi, uning yig'indisi C esa S(x) ning x— x,
dagi limitiga teng bo‘ladi:

lim S(x)— hmz u,(x)= thu (x)= Zc =
Faraz qllayhk [a b] kesmada yaqmlashuvch1 (7) -funksional gator
berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.
4-teorema. Agar (7)-qator [a,b] kesmada tekis yaginlashuvchi
bo‘lib, u,(x)eC[a,b] (n=12,.) bolsa, u holda quyidagi

iju, (x)dx+:juz ().t i, () ds

b
gator ham yagqinlashuvchi va uning yig‘indisi IS (x)‘b‘ ga teng
bo‘ladi:

IS(x )dx = Zu () de ZI (x)ax.

al n=t n=l o
Izoh. 4—teoremadag1 (7)-qatorning tekis yaqinlashuvchanligi sharti
yetarli shart bu'lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yagin-
lashmaydigan gatorlarni ham hadlab integrallash mumkin.

of 1 1
Misol. Z["Z"H‘x"’-l) (0<x<1) funksional qator berilgan

k=1
bo‘lsin.
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nf e oo e 0,x=0
= 2n+] 2n-1 [ = + 2n+l = S = l S ) s =
S, (x) ;[ -x J X+x (x)= im ()= {l—-x,0<xs1

S,(x) [0,1] da S(x) ga tekis yaqinlashmaydi, lekin

js x)ds = j(l x)dx-- va ilju”(x)dx—

n=l o

‘i x’"*' xz"l' B Y Z(—n 1 j ‘l‘imi(l— ; )
0 2n—ln n+l 29\n n+l 20 k k+1

n=|

Demak, fS(x)dx Z Iu x)dx— lekin iun (x) qator [0,1]
n=l g a={ .

kesmada tekls yaqinlashmaydi.
5-teorema. Agar (7) funkszonal qatorning har bir u, (x) hadi

[a,0] kesmada uzluksiz u, (x) hosilaga ega bo1ib,

Zun (x)=ul (x)+u2 (%) +.tu, (x)+... (14)

n=1

funksional qator [a,b] da tekis yaginlashuvchi bosa, u holda berilgan
(7)-qatorning yig'indisi S(x) shu [a,b] da S'(x) hosilaga ega va

5'(x) [Zu" ) ] -3/ ()

n=l
tenglik orinli bo ‘ladi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional gatorning tekis yaqin-
lashuvchanlik sharti yetarli shart bo‘lib, zaruriy shart emas.

4%, Darajali qatorlar
1-ta’rif. Quyidagi

Ya,(x-x)" (15)

n=0
ko ‘rinishdagi funksional qatorga darajali qator deyiladi. Bu yer-
da a,a,,...a,,.,X, lar o‘zgarmas haqigiy sonlar.
Agar (15) da £=x-x, deb belgilash Kiritsak,
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ianf” (16)

n=0

darajali qatorga kelamiz. Demak (16)-ko‘rinishdagi darajali qator-
larni o‘rganish kifoyadir.
1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar
>ax =a,+ax+ax’ +.+ax" +.. a7

"
n=0

darajali qator x=x,#0 nuqtada yaginlgshsa, u holda gator x ning
|x|<|x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida absolut ya-
ginlashuvchi bo ‘ladi.

Natija. Agar (17)-qator x=x, nuqtada uzoglashuvchi bolsa, u

holda bu qator {|x|>|x,]} da ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
2-ta’rif. Agar Zanx” darajali gator {|x|<R} da yaginlashib,
=0

{|x{>R} da uzoglashsa, u holda shu R>0Q soniga darajali qatorning

vaginlashish radiusi, (-R, R) oraligga esa yaqinlashish intervali
deyiladi.

2-teorema. Ixtiyoriy darajali qatorning yaginlashish radiusi R
mavjud bolib, bu qator {|x|<R} da absolut va ¥'r < Ruchun {]xISr}
da tekis yaginlashadi.

Izoh. Darajali gator yaqginlashish oralig‘ining chegaraviy x=+R
nuqtalarida yaqinlashishi ham, uzoglashishi ham mumkin. Darajali
gatorni bu nuqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali qatorning yaqinlashish radiusini quyidagi teoremalardan
foydalanib, topish mumkin.

1

3-teorema. (Dalamber). Agar 'Im mavjud bolsa, u holda

=0 a

a"

an+l

R=1lim

n-=3»0

(18)

boladi.
4-teorema. (Koshi). Agar 3{{2(/]71,,_] mavjud bo‘lsa, u holda
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I
R=
lim ¢/|a,| (19)
bo ladi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R soni (17)-dargjali gatorning
yaginlashish radiusi bo‘lsa, u holda

Re—t

formula (Koshi-Adamar formulasi) o‘rinli bo‘ladi.
Darajali gatorlar quyidagi xossalarga ega.

6-teorema. Darajali qatorning yig‘indisi S(x) yaginlashish
oraligiiga tegishli bo‘lgan v nugtada uzluksiz bo ‘ladi.

7-teorema. (Abelning ikkinchi teoremasi). Agar (17)-gator
x=R (x=-R) nugtada yaginiashsa, unda bu gator [0;R] ([-#;0))
kesmada tekis yaginlashuvchi bo ‘ladi.

Natija. Agar (17)-qator x=R (x=-R) nuqtada yaginlashsa, u
holda S(x) yigindi [0;R] ([-R;0]) kesmada uzluksiz bo ‘ladi.

Endi Zan (x—xo)" ko‘rinishidagi darajali qatorni ko‘ramiz. Bu

n=0
gatorning yaqinlashish radiusi Z;a"x" gatorning yaginlashish radi-
usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, fagat bu yerda ya-
qinlashish oraligi {|x—x,|< R} =(x,-R,x,+R) interval bo‘ladi.

8-teorema. Agar R >0 soni quyidagi

f(x)=Ya,(x-x) Q@1)
n=0
darajali qatorning yaginlashish radiusi bo‘lsa, u holda
1) f(x) funksiya (x,-R, x,+R) intervalda ixtiyoriy tartibli
hosilalarga ega bo‘ladi va u hosilalar (21)-dargjali qatorni hadlab
differensiallash yordamida topiladi;
2) bu qgatorni ¥[a,blc (x,—R, x,+R) oraligda hadlab integral-
lash mumkin.
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3) (21)-daragjali qatorni hadlab differensiallash yoki integrallash-
dan hosil bo‘lgan yangi qgatorlarning yaqinlashish radiuslari ham (21)-
gatornning yaginlashish radiusi R ga teng bo ‘ladi.

Izoh. Agar f(x) funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib,
R>0 bo'lsa, u holda f (x) furiksiya x, nuqtada (anigrog‘i, x,
nuqtaning atrofida) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali-
tik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Lekin, ixtiyoriy cheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo‘lishi

1
shart emas. Bunga misol tariqasida J (x)=exp(-;{) funksiyani

olish mumkin.
9-teorema. Agar f(x) funksiya x, nugtada analitik bo%sa, ya'ni

F(3)=3a,(x=x)
n=0
tenglik x, nugtaning biror atrofida o‘rinli bo‘lsa, u holda
(n)
L5 010,
n!

a

n

boladi, ya’ni

» n

f@)=3 £ ()

n=0
tenglik ham x, nugqtaning o‘sha atrof da o%inli boadi.

5%, Teylor qatori. Elementar funksiyalarni
Teylor qatoriga yoyish

Ta’rif. Faraz qgilaylik, f(x) funksiva x, nugtaning biror atrofida
aniglangan va shu nugqtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bo Isin.
U holda quyidagi

(n
Z / R (xx) 2)

qatorga f(x) funks1yamng X, nuqtadag1 Teylor qatori deyiladi.
Izoh. (22)-qatorning yig‘indisi har doim ham f (x) bilan ust-
ma-ust tushavermaydi.

1
Masalan, S (X)=exp(—?) funksiya uchun barcha hosilalar
Fak (0)=0 va (22) qatorning yig‘indisi 0= f(x)
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Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o‘rnatish
mumkKin.

Teorema. (Teylor). Faraz gilaylik (x,—h,x,+h) intervalda f(x)
funksiyaning o‘zi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara-
langan bo‘lsin, ya’ni M >0:Vxe (¥ —hx, +h) uchun

|79 ()| s M, n=01,23,..
tengsizlik bajarilsin. U holda (x,—A, x,+#4) oraligda f (x) funksi-
ya Teylor qatoriga yoyiladi ya ni

f(x)= Z (x %) Jx—x|<h, (23)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. "
Agar Teylor gatorida x,=0 bo‘lsa, u holda hosil bo‘lgan ga-
targa Makloren qatori deyiladi

Endi asosiy elementar funksiyalarning Makloren gatoriga yoyil-
malarini keltiramiz.

TR (-0 < x < +00).

9 shx=g;(2:2,:11)!=x+§!—+§?+...+6§%)!+--- (—o0 < x < +00).
3 Chng,(%:”;_zs —E} +%+ (=00 <x < +0).
4.sinx= z((zl:;;l g +((21,):+:;] v (ro<x<ia).
5. cosx= ; 2:’)‘2" —%2!-*'%%&(—(12);;2" (—oo<x<+oo)

6. m(l+x)= }:( 1)"“" x-—z+§!'“ =)

7. (1+x)“=1+ia-(a—1)-... (a-n+1)

o (a-1)(e —";.) ,

3 X +...+a(a_l)"";(a—nﬂ)x”+...(—1<x<1).
! n!

n!




6°. Darajali qatorlarning tatbiglari

a) Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
Aytaylik,

Y +p(x)y +q(x)y=f(x) 24)
differensial tenglamaning ushbu
(%) =0, V(%)= (25)

boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab gi-
linsin.

Agar p(x), q(x), f(x) funksiyalamni x, nuqgtaning biror atrof-
ida shu funksiyalarga yaqginlashuvchi

= n
Zc,, (x —X,)
n=0

ko‘rinishida ifodalash mumkin bo‘lsa, unda yuqoridagi Koshi ma-
salasi yagona yechimga ega bo‘lib, uni

y(x)=3a,(x-x)" (26)

n=0
ifodalash mumkin. (26)-gatordagi noma’lum a, koeffitsientlarni
topish uchun (24)-tenglamadagi y, )', »", p, ¢, f lar o‘rniga ul-
arning yoyilmalari olib borib go‘yiladi va noma’lum koeffitsientlar
usulidan foydaniladi.
Misol.
y'-xy=0 (27)

»(0)=1 y'(0)=0 (28)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
a (27)-tenglamaning yechimini

tenglamaning ushbu

y=2 ax" (29)

n=0

ko‘rinishda qidiramiz. Unda

Y= in(n -)a,x"?*=2a,+ i(n +2)(n+1)a,,,x",

n=2 n=!

N X O
—_—. no__ n+l ”
p=x3ax =S ey =Sa x

n=0 n=0 n=|

bo‘lib, (27)-tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
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2a, +Z(n+1)(n+2 )a,,,x' —Za X"

Bu tenglikdagi x mng mos darajalari old1dag1 mos koeffitsient-
larni tenglash yordamida

a,=0, (n+1)(n+2)a,,=a,,, neN (30)
rekkurent formulani hosil gilamiz. a,=0 bo‘lganligi sababli bu
rekkurent formuladan a,=0, a,=0 va umuman

a,,=0, neN
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana

“T23)-(5-6): [(3n ~1)3n]’

B = (3-4)-(6-7)-... [3n (Bn+1)]
tengliklar o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi. (28)-shartlar va (29)-teng-
likdan =a, =14, =0.
Demak, (27)-tenglamaning (28)-shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi quyidagi ko‘rinishga ega ekan:

3 x6 x3 n

X
Y l+2-3+(12.3)-(5-6)+"'+(2-3)-(5-6)-...-[(3;1-1)-3n]+
b) Darajali qatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara-
jali qatorga yoyish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

1
I: J‘li(_lix_)dx

0 X

integral hisoblansin.
< Awvalgi punktdagi In(1+ x)ning Makloren gatoriga yoyilmasi-
dan foydalanamiZ'

/- Iln(1x+x) [Z( 1)n+l.x:]d Z( l)"“ X =g(-1)"+l ;[i:—ldx=

0 n=| oLnl

""—z —-——————1—2—.>

n n=1 (2” l) ,,_| n



Izoh. Sonli qatorlarning yig‘indilarini hisoblashda ko‘p hollarda
quyidagi tengliklar katta yordam beradi.

® _1 n+l
Z(—n)—ﬂnl (3D
n=}
s1_7°
n=1 n2 6 (32)
z 1 n
§(2n——l)2 8 (33)
" (_1)n+l —1
Zl: 2n-1 4 (34)

Yuqoridagi misolni yechishda (33) va (32)-tengliklardan foy-
dalanildi.

Do~ whr—

Nazorat savollari

. Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi tushunchasi.

. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqginlashishi ta’rifi.

. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
. Funksional qator tushunchasi.

. Funksional qatorning yaqinlashishi tushunchasi.

. Funksional qator tekis yaginlashishining ta’rifi.

. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.

Funksional gator tekis yaqinlashishining zaruriy sharti.

. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi haqidagi Veyershtrass alomati.
. Dirixle alomati.

. Abel alomati.

. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.

. Funksional gator yig‘indisining uzluksizligi.

. Funksional qatorlarni hadlab integrallash.

. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.

. Darajali gator tushunchasi.

. Abelning birinchi teorsmasi.

. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish oralig‘i.

. Darajali qator yaginlashish radiusini topish uchun Dalamber formulasi.
. Darajali qator yaqinlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
. Koshi-Adamar formulasi.

. Teylor qatori va Teylor teoremasi.

. Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.

. Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.

. Darajali qatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
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-B-
Mustagqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. {f,(x)} funksional ketma-ketlikning M to‘plamdagi
limit funksiyasini toping.
L1 £, (x)=x" -3x" +22™, M =[0;1]

1.2 f,(x)=

M=
+3 +2° [0 +°o)

1.3 fu(x)= % +.—\/17, M=R

14 f, (x)=(x-1)arctgx",M = (0;+00].
L5 f(x)=¥%1+x", M=[0;2].
1.6 f(X) no —)’M R.

1.7 f,,(x)= sin” x, M =[0;z].

In?n+x*
2In°n+x*+xlnn

1.9 f,,(x)= Y xsinx,M=[O;-72-r-}.

M =(0;+w).

18 f,(x)=

272

110 f,(x)= Yeosx,M = [———}

L11 £, (x)=n’x*-e™, M =[0;+).

L12 £ (x)= n(H—x},M:(O;M),

1
113 £, (x)= n(x; -IJ,M =[1;3].
1.14 £, (x)= narctgnx®, M =(0;+).
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115 f,(x)= n(x; —xz_"),M=(0;+oo),
116 f,(x)=g1+x"+ [ZJ M =[0;+w).

sin nx/;

1.17 f,(x)= m,M=[O,+w).

arctgﬁ; M =[0;+).

118 £,(x)=

1.19 £, (x) ln(l+ cisﬁj M=[0;+oo).

120 £,(x)=n% - x-e™ M =[0;+c0).

121 f£,(x)= m(3+ feu],M =[0;+0).

ik

2-masala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgan
oraligda tekis yagqinlashishga tekshiring.

21 f,(x)=>In>50<x<l. 22 f,(x)= ¥30sxs .
23 f,(x)= et 1< x<l. 2.4 fo(®)=x"—x""0<x<1.
2.5 f,,(x)=e"'(x'l);0<x<1. 2.6 f(x): ¥0<x<l1.
2.7 f,(x)= xarcignx,0 < x < +<o. 28 f(x)=x"-x"0<x<l.

2.9 f,(x)= arcignx;0<x <+ 2.10 f"(x)_—_x+n;0<x<+oo,

;0<x<1.

211 f,(x)=sinS;—o<x<+o. 212 f(x)=
" n l+n+x’

d

2.14 f,( )——f—x,- 0<x<1-£,£>0.

213 f(x)=1
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2.15 f(X)—'{\/“_—-f](’««w 2.16 1£,(x)=

2.17 f,,(x)— x*+ 12, —0<x <+, 2.18 f(x)=—7,2 X < 400,

2.19 f(x)— = 2,1<x<+oo 2.20 fn(x)=1%;05xsl.

2.21 f(x)‘ x +\/—,a)OSx<+oo,l>)0_<.xsl.

3-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan
funksional qatorlarni ko‘rsatilgan oraliglarda tekis
yaqinlashishini ko‘rsating.

3.1 Zarctg 22 5| x| < +eo. 3.2 ixze'”;03x<+oo.
n=l

3 In| 1+ —2— 3. = Sinnx; .
3.3 Z ( ]le< 3.4 é—n\/; |x| < +e0

35 > ——cosqnx;x|<+oo. 3.6 Z sinnx 2] < +oo.

. —~ n- . "=l€/’?—;———

3 Zhi< 38 S +x )it sxs2

- ”=‘]n! ) n="1 n! 2

3.9 ,;_H_ns 3[x| <+ 3.10 ;H _0<x <+

3.1 Z( ) =2 <X <+0 3.12 i 1 -0 < X < +co,
mx+2” ' S

313 Z "—l OSJC<+00. 314 i(_l)n_lx";OSxSI_
e =N

3.15 i_(_—_l_):x_zn. 1 1 i 1 0<x<son

- sren 3.16 x+2n-1)(x+20+1)" "
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2
3.17 Zsm—arctg 2 <x<n. 3.18 Zln(l+2 3xzj,—°0<x<-l430.

n=1 n=1 +
(x-1) 2, nin(1+nx)
;~1<x<3. rnm) _
3.19 "Z_l@ eI 320 D2 <x <

Infl+ ————0<x<2.
3.21 Z n{ +n In? (n+1):| x

n=]
4-masala. Berilgan funksional gatorning ko‘rsatilgan oraliqda
tekis yoki notekis yaqinlashuvchiligini aniqlang.

= nx
; 0<x<1.
41 L)) O

< nx
;1< .
4.2 Z(1+x)(1+zx)...(1+nx) rere

= 1
;0
4.3 ,,z:,:(x+n)(x+n+l) S ¥ <

xR x )
44 ;[(n—l)x+l](nx+1)’0<x<+00.

@« n+]
4.5 Z(%—- J 1<x<I1. 4.6 ZI x)r :0<x<1,

n+l

n=] n=0
o xll o0 xn

4.7 Z——;O<x<+oo. 4.8 Z—;;—ISxSI.
n=0 n! nel 1

4.9 Zsmnv;leS3_7r' 4.10 Zsmnx;Ostzm
n=l n 2 2 n=1 n

& 1
2" . §in—:0 +00, ; .
411 D sin—30<x< 412 > —30<x <

n=1 n=1

2 (-1)" . COST—
4.13 > ———;0<x<2r. 4.14 ;=00 < X < +00,

imn+sinx — /nz A




4.15 2e""“,0<x<g—. 4.16 ilnz(l+l+zzx2);05x<+oo.
4.17 Z.( 1y’ ( )15x<+°°~ 4.18 ZIZ\/:},O<x<+oo.

"= =]

2 % - .
4.19 ;1+n3x3,1<x<+oo. 4.20 ZI(H o 0S¥ <

< n

-5 1< X <+o0,
4.21 g(n2x2)(1+4x2)...(1+2m')

5-masala. Berilgan funksional gatorning yaqinlashish sohasini
toping.

n

o (_1) ) . (_l)n 1—x "
>1 ;(x+ﬂ)—%’ >2 ;M—-l(ﬂ) ’

1 %
Z . " 5.4 Z"+l-(x2—4x+6)".

5.3 ol n+1 (3x2+4x+2) * nel 3"

_ -~ n+3 1 .
55 L 56 Sn+l (2727 +12x+2)

P n = n-2" 1

x . .

57 ;szn' 5.8 ;"H (3x2+8x+6)"

s 1 (lex) 2 (5 - 6x+12)
5.9 ;n+3(r;j . 5.10 ; 4,,( +1) .

1)’

x+n)

= (
(x2—5x+11)

5.11 nzﬂ(\/—h/;ﬂ) e 5.12

i NgE

:

Ms

s Sk M)
2, (n+x)" v
5.15 ZT— 5.16 Z,:n(mx)
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a7 3$-CU 5.18 Z“".

n=l(x+n)2
= n+l
519 ,,z.]xn 520 ;nvl

* nz
5.21 Zm'(

n=1

25x% + 1)".

6-masala. Berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasini

toping.
6.1 i?:x -sin(x +7n). 6.2 Z——x -sin(2x —zn).
n=l n n=1
63 32 x cos(x+mn). 6.4 i(é)n~ixz"-cos(x—ﬂn).
n=1 n =l 3 \/;;
0 23n n . 6 ‘
6.5 Z~ x*"-sin(3x + 7n). 6.6 Z—-x -sin(5x - zn).
n=l V1 n=1 1
6.7 245 x*" - cos(x +7n). 6.8 3o x* sin(3x ).
=1 3n = 2n
S n 3 —_ S 2n. "ol i
6.9 ;2 Smn 6.10 23 x smzn.
6.11 izsn_xn.sinﬁ_ 6.12 23 i X 3x
=i h n=1 \/;

8" .

M

3x
6.13 ) 3" x tg— 6.1 ot
Z} 4 N J"
2" ¥ . arcsin —-.
3n

X
U,

£

3n 2x
.t —_
6.15 Zl:x g5 6.16

[Ms

X
n

32n . xSn

arcsin ul
1 Jn

2" x*" - arctg

X
] 2-(n+3)'

NgE

> L n .oX
6.17 216 x arcsm%. 6.18

n=1

=

[l

Ml

2x
6.19 22" x" arctg————1 6.20

n=1 n

3x
27" - X" - arct: )
6.21 Z x 85—
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7-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqinlashish sohasini toping.

= —(—i’jT " ln"(x+lj
7.1 Y2’ x-2.e " 72 y_\_ "/
Z ,,z:; Jx-e

7.3 i(lﬁ) 5 b 7.4 in:\/x—l-e_;

n=l

n

75 ie_(l-x\/;)z- iy i(l +1J =i

n=t n=1

- x = 1
79 25" areis T Ty 700 Xiitia)

n=l

o3 ER
7.11 Z[H j 112 2iire)

n=1l

7.3 Y 7.14 Zl( e,
n=1 n=
|:ln (1 + l) +Inln x} ),m
= n
. 7.16 e
7.15 ,,Z=1: x—e% ”Z_I: B
2 I
Z—_‘—_' >, . ,ninn
7.17 ==t lnn(x_*_é) 7.18 ;sm x_n.
» (_1 n+l . . _"zamg;l_
7.19 Z(e,,si)nx - 7.20 Z(—l) ‘5 H,
n=1 n=

2o Sy

228



9-masala Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional qatorning [0;
kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang n, (6‘)—?- n ning ganday
giymatlarida qatorning qoldigi Vxe[0,1] uchun 0,1 dan katta

bo‘lmaydi?

9.1 ;( 7_“- 9.2 Z;( 5—6
9.3 ,.Zl( 1y 4n" - 9.4 g(-l)" %/T:Ts
9.5 ;( )y 2.6 E( Qs
9.7 z( 1y 3”" T © 98 Z( 1)y {/—3-
9.9 g(—l)" 6n"_"”. 9.10 Z( ){/T—

1)’ 7nx—nlo' 9.12 "Z:,( iy 6n 3
5.13 g(_1)"3nf"_4. 9.14 Z( )t
9.15 "Z::(-l)" Snx_"lz. 9.16 E( Y e
9.17 "2:1(—1)" 5318- 9.18 ;( Y oo
9.19 >(-1) 4:i7- 920 §( Ut

9.21 Z(-l)" .
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8-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqinlashish sohasini toping

i (n- 2) (x+3)" .

n=1 2n+3

S (n+2)-In(n+2)-(x-3) o«
229

-3)"
8.2 Z( (n+1) 5

~ 2n+3
8.4 n=1 (n + 1)5 . xz" '

> (x_5)2n+l
8.6 Z 3n+8

n=l

=, n!
8.8 x—

n=l

2n-1

ka x— 7)
8.10 Z(fln Sn) 4"

= 3n-(x-2)"

8.12

n=t (571 - 8)3

\/—l(x—2)".

8.14 Zsm

» n

8.18 — (n+1)'

2n+l

(x + 5)'

L (x-9)
8.20 Z:,‘(n+ 4)-In(n+4)



10-masala.Berilgan qator uchun uni majorirlovchi qatorni toping

10.1

10.7

10.9

10.11

10.15

10.17

10.19

10.21

va ko‘rsatilgan oraligda tekis yaqinlashishini isbotlang.

2 \x+1-cosnx z X [ 3.3]
S ——i[0,2] 10.2 ;:{T-Z" :

= Y+l 22

Zi— [-2.2} 10.4 Z}];’i—(%) [—%-32-}
S |53 0.5 $EL g
5 G s SRS (ol
i(xn_;) [-13] 10.10 g"!(xnf3)", [5,-1]

0

i(-l)"“ G [13} 10.12 ix—, [-3,3]

(ne1) In(n+1)’ “~ nl

xn—l

[-2.2]

[Ms

[\o]

=3

i

l;)

5

[8)
|

Nl‘_‘

Ml"‘

I__.—.l
[
=
[y
&

gk

b4
“~n-3"-Inn

z (x+5)2"_2 2 (x+2)"2 L
W) (1,31 10.16 = [3-1)
SE S )
n= P 4 2n
e ()" [ 11 GO B
Z e 10.18 Z(; T | 7373

i(-l)"‘l,g)c_—.z_)i:, [%,—52—:| 10.20 i(_x_-*-z_)”, [—6,—4],

n=1 n
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11-masala. Berilgan funksiyani Makloren gatoriga yoying.

11.1 f(x)=(1+x)-e“
x =3x+1

11.3 f(x)-‘-m-

1+x
=arctg —.
11.5 f(x) areig—
11.7 f(x)=arccos(1-2x%).
119 f(x)=sin’x.

TRIIRAS )—(1- 7
I+ x

1—
1
(x2 +2)2
3x-5
11.17 f(X)=m
X

11.19 f(x)=(_1'-_xj(1-_x’)'

11.13 f(x)=

11.15 f(x)=

11.21 f(x)=In(x*+3x+2).

11.2 f(x)=sin’x-cos’ x.
l-x
11. ‘)= —_
4 f(x) arerg —

11.6 f(x)=arcsin :
V1+x?

11.8 f(x)=cos’x.
1110 £(¥)=- i

x
X

11.12 f(x)=\/—2
11.14 f(x)__’f__

2x*°

X

11.16 f(x)=9+x2'

1118 f(x)=e€* +2¢™.

12 -5x

11.20 f(x) = E:Sx_-—x—z

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nuqta atrofida Teylor
qatoriga yoying va bu qatorning yaqinlashish sohasini toping.

12.1 f(x)=x;x, =4.
12.3 f(x)=cosx;x, =~

1
f(x)= 3
12.5 f(x) o

12.7 f(x)=cos’ x;x, =~

x, =3.

12.2 f(x)=e";x,=-2.

124 f(x) =%;x0 =-2.

1
12.6 f(x)=x2——5_x—+_6_;xo =1.

12.8 f(x)=sin*xx, =
12.10 f(x)=e€";x,=-1.
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12.11 f(x)=sinx;xo=%. 1212 f(x)=mx, =3.

12.13 f(x)=sin2x;xo=—§. 12.14 f(x)=cos’ x;x, ==
1
1215 f(x)=pmg g%l 1206 f(x)=xx =8,
12.17 f(x)=sin3x;xo=%:—. 12.18 f(x)=cos’x;x, ==
1 ]
12.19 f(x)=1—_;;x0=—1. 12.20 f(x)=m;xo=2.

13-masala. Quyidagi qatorning yig‘indisini toping.

I’ )
13.1 Z( — - x. 13.2 Zo(ZnH)x.
n=0 n=
© (3n+1)x LI
133 2 13.4 ;n.(ﬁl).
13-5 Zn4xn. 13_6 ZSH;I"I.X'.
n=l =1
137 3= 13.8 Z
=l 1 n—O
13.9 Y (n+1) 1300 D)7 (2n-1)
n=0 n=]
@ EY 4n-3
. 1 n—l. X ]
13.11 ;n (n+1)x 13.12 ;4,1_3
N l)n-l = 2n—1
13'13 2(2’2 l 3n-l' 13.14 ; 2n ‘
© x"n+l 0 x2n+l
. -1)". .
13.15 25— 13.16 2;( ) —
x x2n
13.17 ;(2;1)!' 1318 x_4x? 495 —16x* +..
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13.19 1-2x+2-3x*+3-4x" +....

13.20

14-masala. Berilgan gatorning yi

14.1 Z 1)"’(1+ ]

n=1

n+2

"+ 1 n+2
14.3 Z( '(n )x :

% 1+(_1)" 2n+l
14.5 Z; X

L
147 2 - TE)

A n

x
,,=,n-(n+1)'

o 2n+2

X
TRV D T Y

14.9

n+l

= _1 n-1 X .
14.13 2.(-1) i)

- X
1415 25 5,7y

e (1) ™
14.19 Z(—n(JTg(nTT)'
2

2n+l
X

14.21 £

14.2

14.4

14.6

14.8

14.10

14.12

14.14

" 14.16

14.18

14.20
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1

1

2

n=0

+ + +
1-2:3 2-3-4 3-4.5

g‘indisini toping.

>

n=0

Mﬂ

> 1+

(_1)"_1 x2n+1 .

2n+1

])” 2n42
16" - 2n+1)

(' [2

1
n

1
+_.__
n+l



15-masala. Quyidagi qatorning yig‘indisini toping.

15.1 i:(4n2 +9n + S)x"“.

n=0

x0

15.3 Z(n: +n+ l)x"”.

n=0

15.5 i(n2 +5n+ 3)x".

n=0

15.7 i(3n2 +8n+ S)x"”.

n=0

15.9 i(2n2 +Tn+ S)x"“.

n=0

15.11 2 n-(2n-1)p"2,
n=0
15.13 Z(an—n—l)x”.

15.15 i(n2 +7n+ 4)x".

A=l

o

DM

15.17 (27 +2n+ 1",

I
o

[M)s

15.19

3
I}
(=]

M

15.21

3
1]
o

(n +2n+ Z)r"”.

(n +5n+ 4)x"*2.

15.2 i(3n2 +7n+ 4)x".

n=0

15.4 i(an +4n+ 3)x’“’2.

n=0

15.6 Z(Zn +5n+ 3)x"“.

:

= ) )
15.8 20( n +8n+5)x

15.10 3 (3n2 +7n+5)x".

n=0

15.12 3 (n2 ——n+1)x".
n=0

15.14 i(:;nz +5n+ 4)xn+l.

n=0

15.16 2(2112 -n- 2)x"”.

15.18 i(n2 +2n - l)x"*'.

n=0

15.20 i(n2 +4n+ 3)x"”.

n=0

16-masala.
Integral ostidagi funksiyani qatorga yoyish yordamida berilgan

integralni hisoblang.

1
1
In——d.
16.1 Ofnl_x

I
16.2 Ilnx- In(1-x)dx.
0



2y *t xdx
16.3 Jﬁr_—ldx- 16.4 Je"+l'
s ),

0

Darajali qatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaring
berilgan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

16.6 y'-y=0, y(0)=1. 16.7 (1+x*)y' -1=0, y(0)=0.
16.8 ' +4%=0, y(0)=1, y'(0)=4. 16.9 y'-xy=0, y(0)=1, y'(0)=0.
16.10 (1-x*)y"—x'=0, »(0)=0, y'(0)=1.

16.11 (1-x")y"-5x'=4y=0, y(0)=1, y'(0)=0.

16.12 y"—xy=0, y(0)=0, y'(0)=1.
Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish usuli
yordamida berilgan integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

t. |
16.13 I%dx. 16.14 [{xcosxdx.
0 0
1 1
. dx
16.15 |sinx"dx. 16.16 :
5[ 6 6[ 1+ x*

% % e
16.17 Jeax 1618 [T
2 P

% 101n(1+ x>
16.19 & 16.20 .f—(——)dx
o Y1=x* 5 X

1

16.21 [e™dx.
0
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-D-
Namunaviy variant yechimi

2 x
1.21-masala. Ushbu /. (x)= l“[3 + n4n +ee2.t} funksional ketma-

ketlikning M =[0;+0) to‘plamdagi limit funksiyasini' toping.

Zex nZex
qf(x)—limf(x)-zl_{";ln(g"k T ) ln3+3mln[l+m}=

in 1+L
3(n4 +ez") nle*
=In3+ lim T -lim —— =n3+1-0=In3p.
n—x n-e n—-x 3(’1 +e )

3 (n4 + ez")

n+x

2.21-masala. /, (x) \/— funksional ketma-ketlikni a)

n+x+

0<x<+w b) 0<x<1 oraliglarda tekis yaginlashishga tekshiring.
< Ikkala oraligda ham f, (x) ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lib,

n+x 1+i
f(x)— lim f, (x) = lim = lim n_ -1,
I X+ hx ""”1+3c_+ b
n

n
bo‘ladi. Endi tekis yaqinlashishga tekshirish uchun j°-punktdagi
1-teoremadan foydalanamiz.
n+x | Jm

r{xi=(f(x)-f (x)i=il- =

P (3) =17 ()= 1. () n+x+nx| n+x+nx
deb belgilasak, 1-teoremaga ko‘ra {f, (x)} ketma-ketlik M to‘plamda
tekis yaginlashishi uchun ushbu

lim Supr (x)=0;

n—)ac
munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
a) 0<x<+owo bolsin.

r' x)= \/;'(n—x) = x}=r(n)=
"( ) 2\/;-(n+x+ nx) x‘es['gilr"( )_ "( )—
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N n 1 1
——— = — = — i S =— 1.
n+n+n-n 3nm 3:"1-{2,5[;1&)’ (%) 3¢0:>f,,(x):

b) 0<x<1 bo‘lsin. Bu oraligda r”'(x)zo bo‘lgani uchun

{r( (N = Supr,(x)=r, (1)=n+\l/f\/_ = limSupr,(x)= lunn+\l/_:\/—

123951 % gexst

= f,(x) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaqinlashmaydi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik <y <-+o0 to‘plamda
notekis, 0<x<] to‘plamda esa tekis yaqinlashar ekan.>

3.21-masala. Veyershtrass  alomatidan  foydalanib,

Zln{Hn In’ (n +1)} funksional qatorning (< x<2 oraligda tekis

n=l1

yaqinlashishini ko‘rsating.

X
q W (x)=ln[1+ 1-In? (n+1)} Berilgan 0<x<?2 oraligda qu-

yidagi tengsizliklar o‘rinli.
X
I“n (x)| = Inl:] + m] =

2
_n-lnz(n +1) deb belgilasak, Koshining integral alo-

Inf 1+ ’x < 1x < 2 .
n-n*(n+1) | n-In*(n=1)  n-In*(n+1)

Agar 4,

matiga ko‘ra "Z::‘a":;n-lnz(n+l) sonli gator yaginlashuvchi

bo‘ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko‘ra berilgan funksional qa-
tor 0<x<?2 oraligda tekis yaqinlashuvchi. p
4.21-masala. Berilgan ushbu

2

n
;(1+2x:)-(1+4x2)-...-(1+2nx2);
funksional qatorning |<x<+c oraligda tekis yoki notekis yagin-
lashuvchiligini aniqlang.
< Bu qatorning tekis yaqinlashishini tekshirish uchun 2°-punkt-
dagi 1-teoremadan, ya’ni (10)-tenglikdan foydalanamiz.
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n

O e (2)

1 1

__‘_{ }
2| (14257) (14 42 (14 2(n - 1)) (1+2x’)(1+4;3)'...-(1+2nx’)

va

=23,

1

4lx)=os (1_172?] Z”k { (‘+2*’°)'(1+4‘;)""'(‘=2”‘2)}>

. l
= Vxe[l,+0) uchun §(x)=lims5, (x)= Py - (%) =8(x) =S, (x)=

I

= = Sup |r{x)= =
(1+2x2)-(1+4x2)-...-(1+2nx:) xE[l,g)l () (1+2)(1+4)-...-(1+2n)
31&2)‘5&’5 )l (x){=0= Berilgan qator [l,+o) oraligda tekis ya-

ginlashadi. >

n

-(25x2 + 1)

) n2

5.21-masala. ;m

ginlashish sohasini toping.
« Yagqinlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

n 25x% +1
llm,"] " '111_r’1}§/; , +l 25\’ ) = <l;

bo‘lsa, yaginlashadi. = x? < 5-5- |x} < 5 >xe (_

funksional qatorning ya-

11
g —| da qator ya-

5
1 . ,
qinlashadi. Chegaraviy x= +§ nuqtada esa %, g bo‘hb,

1imu,,(ilj=1im f’ =1%0
n—w n n-rp +1
gator yagqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi = yaqginlashish

11
sohasi (—-5- ‘5‘] interval ekan.p
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6.21-masala. Ushbu

> 27"-x"-arcg
- 2n+3

funksional qatorning yaginlashish sohasini toping.
< Bu qatorning yaginlashish sohasini Calamber alomatidan foy-
dalanib, topamiz:

-

343 2X
27n+l . xarN: . (”'Cfg

lim u”“(x)|=lim Zin+5 _27]x llm[ 2 ] o |x| <1
"*“l u,(x | e 27X arcig 3x >zl 2p4 5 3 I+
2n+3
. 1 . 11 ,
bo‘lsa yaqinlashadi. :>|XI<§ yoki *€ "3‘ 3 da yaginlashadi.

Chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz.

| 1 :u(lj - arerg 1 0,( 1 i 1
X=— bo‘lsi .
) *¥=3 bo’lsin 3 m+3  \2m+3) Y@ &oni3

n=|

1
uzoglashuvchi —berilgan qator x=§ nuqtada uzoglashadi.

1 1 n+l 1
=—— ‘Isi = u,|—-—|=(-1) arct
2)  x=-3 bo'lsin (3) (-1)"ar 25

+3
_1 n+l
;( ) arctg2n+3

va

qator Lebnis alomatiga ko‘ra yagqinlashuvchi

1
= berilgan qator x=—§ nuqgtada yaginlashuvchi.

Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi

11
[ 3 3) yarim interval. >
7.21-masala. Berilgan
i(_l)" 3—n ln(H;,-).
n=1

qatorning yaginlashish sohasini toping.
< Koshi alomatiga ko‘ra

lim glu, (x)] = lim ) g ;

n-x
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bo‘lsa, ya’ni x>0 bo‘lganda berilgan gator yaqginlashadi. Chegaraviy

x=0 nuqtada (0):(—1)" bo‘lib, Zl(‘])" gator uzoqlashadi.

Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi (0,+oo) oraliqda
iborat ekan.p
> 1
8.21-masala. HZ;' (n+2)-In(n+2)-(x-3)
yaqinlashish sohasini toping.
< Qo‘yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye-
chamiz. Agar

]] un+l (X)
H—=>% ll (x)

2.+ funksional qatorning

(n+2)In(n+2)-(x~-3)" I .
"""(n+a)ln(n+a) (x- 9)‘"“ (x~3)2 ’

bo‘lsa, unda berilgan funksional qator yaginlashadi
=(x-3) >1=x-3>1=>xe(-22)U (4;+0) to‘plamda berilgan
qator yaqinlashadi. Chegaraviy x=2 va x=4 nuqtalarda

|

u"(x)z(n+2)ln(n+2)'

bo‘lib, >

"_ _“"_n +2)in n +2) sonli qator Koshining integral alomatiga

xo‘ra uzoqlashadi — Berilgan funksional qatorning yaginlashish
sohasi (-e0;2)U(4;+) to‘plamdan iborat. >
9.21-masala. Ta’rifdan foydalamb

Z( )7n 13°

n=l

funksional qatorning [0; 1] kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang
(7(£)-?). n ning qanday qiymatlrida qatorning qoldigi Vxe[0, 1]
uchun 0,1 dan katta bo‘lmaydi?

< Bu masalani yechish uchun Vvg>0 olinganda ham
3n,=n,(£)e N topishimiz kerakki, Va>n, va barcha xe[0,1]

Zuk )<e

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:

b (x)|=

Al

uchun |’., ()=

tengsizlik bajarilishi lozim. vg>0 son

;
kX
1

" .\'” xv»l e x,»:
R e -9

Tn-13 TG)-13 7 Tmea)-13 |

241



' 1 1 1 1 1
=‘(—l) - [7,1-13_[7(n+1)—|3_7(n+2)-13]"(7(n+3)—13"7(n+4)—13)"“]l<

< A <1 <g_—_>7,,_13>l=>7n>l+|3_—_>,,>l(l+13 =Ve>0;
Tn-13 n-13 £ £ T\¢ ’

"

11
olinganda ham n0(€)=|:77'(;+13J] deb olsak, Vn>n, va Vxe[0,1]
X
Zux (x)|<e tengsizlik bajariladi. Bu esa Z 7n 13
n=1 -

funksional qator [O,l] kesmada tekis yaqginlashishini anglatadi.
Masalaning ikkinchi gismini yechish uchun g=0,1 deyish ki-
1{ 1 23
foya = AGE 7 6‘1“3 i =3= barcha >3 lar uchun
I, (x)]<0,1 bo‘ladi. >

* (x—2)n
10.21-masala. ZW funksional qator uchun uni [L3]

n=l

lar uchun

kesmada majorirlovchi qatorni toping va ko‘rsatilgan oraligda tekis
yaginlashishini isbotlang,
.\ 2,» 1
a Vxe[L3] uchun | (¥)|= e SGngz bo'liv

1
a"=(2n——1)-2” desak, Z 2(211 1)-2" sonli gator berilgan

qator uchun uni majorirlovchi qator bo‘ladi. Zan gator yagin-

n=|
lashuvchi bo‘lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan

(x=2)' ) . . .
Z (2n-1)-2" gatorning [1, 3] kesmada tekis yaqinlashuvchi ekan-

11011‘11 hosﬂ gilamiz. »

11.21-masala. f(x)=In (x2 +3x+ 2). funksiyani Makloren qa-
toriga yoying.
< Bu masalani yechish uchun

f(x)=In(x’ +3x+2).=In[(x+1)(x+2)]=

=In(1+x)+In(2+x)= In(1+x)+In2 +ln(l+—;-);
deb olib, 5%-punktda keltirilgan
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In(1+x)=3(- 1)"*"‘ xe(-1,1];

tenglikdan foydalanamiz: n=l

In(x’ +3x+2).=1n2+|n(1+x)+1n(1+32‘-)=

=12+ (-1 Iy x Z( l)m ( )

n=1

n+l
ln2+z (1+—1—)x".l>

n=1 2"
z
12.21-masala. f(x)=cos*x funksiyani X, =77 mugta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu gatorning yaqinlashish sohasini toping.
4 Awvalo cos’x= 5(1 +¢0s2x) ekanini e’tiborga olib,
2 |
f{x)=cos*x= (cos‘ x)2 = Z(l +2c0s2x + cos® 2x) =

=i—(1+2c052x+1—+&4x—) 3.1

=+ ——c052x+icos4x
2 8§ 2 8

bo‘lishini topamiz. So‘ngra x=1+ 7 almashtirishni bajaramiz:
Yy 3 1 i .
f(x) =f(f +Z) =§+—2—cos(2t +%)+§cos(4t +77) =%—-;—sin21 ——;-cos4f.

Endi sinx hamda cosx larning 5° punktda keltirilgan yoyilma-
iaridan foydalanib, ushbu

( l) "”H 2n+l
sm2t-§ 2n+1)' ,
42n

cosdt = Z 2 )'
n

n=0
tengliklarga eza bo‘lamiz. Natijada

-

n=0
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e GRS R E

ne=l

qatorni hosil gilamiz. Bu qatorning yaginlashish sohasi (—co,+)
ekanligini ko‘rish giyin emas. >

13.21-masala. Quyidagi

qatorning yig‘indisini toping.
-1)" = i R
< Berilgan ;n (n+1) qator uchun ‘n(n+l)’=n(n+]) =0 ("77)::’
taqqoslash amlomatiga ko‘ra u absolut yaqinlshuvchi = Chekli
yigindiga ega. )"H

;n(nﬂ)

deb belgilaymiz.
Ushbu

» n+l

X
S(x)=) ——
(*) ;,n(n-}—l) (n
yordamchi gatorni Kiritamiz. Bu gqator [xlsl da absolut va tekis
yaqinlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (5° punktdagi 7-teore-
ma va uning natijasiga qarang)
S= lim S(x);
x~>~1+0

bo‘ladi. §(x) funksiyani topish uchun (1)-tenglikni 2 marta diffe-
rensiallaymiz.

o

x"

n=1 n

S"(x):flx"‘1 =l+x+x +x° +,,_:1 1 ,
-x

n=l

<l=

' 1
= S(x)=ln—+cl va §"(0)=
=¢=0=>S5(x)=(1-x )ln(l—\)+x+c2 va S(0)=0=c¢,=0;
Demak, S(x)=(1-x)-In(1-x)+x ekan =>S= lim §(x)=2In2-1.>

x 2n+l

X
14.21-masala. len_ (2n+1)’ qatorning yig‘indisini toping.

244



< Bu qatorning yaginlashish sohasi [-1; 1] kesmadan iborat
bo‘lib, bu kesmaning ichki nuqtalarida gatorni hadlab, differensial-
lash mumkin:

..n+l

S(x)= Z,) n +l) S'(x)= Z———::>S” (x)= Z\"” =x+x 420+ =

n=l <N n=l 2n

e(-11) S'(x)=

\,) _[S‘ a’x+c, =—— Iln 1 x” )dx-l-c2 ((bo‘laklab integral-

A

=—-1n(1—x2)+c1 va S(0)=0=>¢ =0=>

~X
=—=In{l-x")+ +—l +
lash usulidan foydalanamlz)) 211( Y) x 2n1+x ¢, va
S(O)=O:> c,=0.

kS x2n+l 1 1-x x \
— =y +—In——=In{l-x").
Demak, §2n'(2n+1) x+2ln1+x 2 n( x) ckan. Teng-

lik (-1 1) intervalda ofrinli.

15.21-masala. Z(”z +5n +4)x"+2- qatorning yig‘indisini toping.

n=0
<« Berilgan qator (-—1; 1) intervalda absolut va tekis yaqin-
lashadi va shu intervaldagi v oraligda bu gatorni hadlab integral-
lash mumkin:

S(x)= i(n2 +5n+4)x’”2 =‘Zr:(n+1)(n+-’!),\'"+2 ::~x-S(x)=i(n+1)(n+4)x”+3 =

n=0 n=0 =0

= x~S(,\')(/x=5:(11“))("“’4 +¢ =x*i(n+l).\'" +o=x" 8 (x)+¢
=0 da $(0)=5,(0)=0=>¢ =0
Demak,
J‘wc S(x)dx=x* -8,(x) va S (x)= Z ’7+1)"":>J.S )dx =

n=0
7

=;xn+l=x+x3+x3+...=1—f—x-+cz x=0 da Sx(0)=0:?>02=0.
JS (x)dx =_:>S(x) (’L) - 7. Bu tenglik va
I-x) (1-x)°



Ix-S(x)dx:x“ -8,(x) dan

::~x-S(x)=(x4 -8, (x)), =|:(l—\4x)4} =

4x*(1-x)" +2x* (1-x)

(1-x)°
3.y 2 (n_ .
=2x (2 3x)=:>S(x)=2x (2 3A)-
(l-—x) (l—x)
Shunday qilib,
o (2~
Z(n2+5n+4)x"”=zx—£——)fl, xe(-; .o

n=0 (1 - X)3

16.21-masala. Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish
1

usuli yordamida _[e_xzdx integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.
< Agar 5°-pur(;ktda ¢* uchun keltirilgan yoyilmadan foydalansak,
‘Z(
ekanligini, bu yerdan esa "

1 » ( l)" 0 w 1( l ( "n+l (_l)n
Je = ] ”_U ! } ZI _211'(2n+1 ,,Z_:‘,n!-(Z;H-l)'

n=0 g n=0

bo‘lishini topamiz. Bu hosil bo‘lgan qator Leybms qatori bo‘lib,
uning m-hadidan keyingi goldig‘i

R ST
" Lant(2n+1)°
uchun

1

nl= (m+1)+(2m+3)’

bo‘lishi bizga ma’lum.
likdan m >4 bo‘lishi kifoyaligini aniglaymiz. Demak,

1
: 1111
Faerl-ty oL ~0,747.0
(,Ie 375 42 216
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8-§. 7-MUSTAQIL ISH
Xosmas va parametrga bog‘liq integrallar

1-tur xosmas integrallar va ularning yagqinlashishi.

2-tur xosmas integrallar va ularning yagqinlashishi.

Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh gqiymati.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xos integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallar va ularning tekis
yaqinlashishi.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xosmas integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Eyler integrallari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

Biz 1-kursda ff (x)dx aniq integralni o‘rganish jarayonida unga

2 ta shart qo‘ydiﬁ:

1) a va b lar chekli sonlar,

2) [a,b] da berilgan f(x) funksiya shu kesmada chegaralangan.

Endi biz aniq integralni quyidagi umumiyroq hollarda
o‘rganamiz.

1-hol. Oralig cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,

2-hol. Oraliq chekli, lekin funksiya chegaralanmagan.

1-holda hosil bo‘lgan integralga I-tur xosmas integral, 2-holda
hosil bo‘lgan integralga esa II-tur xosmas integral deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala-
rini alohida-alohida va batafsilroq o‘rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar
(I-tur xosmas integrallar)

Integrallash oralig‘i cheksiz bo‘lgan holni ko‘raylik. Bunda 3 ta
vaziyat yuz berishi mumkin:
1) a < x <+0;
2) —0<x<b;
3) ~o<x<+m,
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Aniglik uchun 1I-vaziyatni to‘lig ko‘rib chiqaylik.
Faraz gilaylik, f (x) funksiya [a,+e0) nurda aniglangan bo‘lib,

VA>g soni uchun J-f (x)dx mavjud bo‘lsin.

F(4)= If (1)

deb belgilaymiz.
1-ta’rif. Agar ushbu

lim F(4)= lim j'f(x)dx

A—>+r A+

limit mavjud va chekli bo‘lsa, uni f(x ) Sunksiyaning [a,+x) ora-
ligdagi I-tur xosmas mtegralt deyiladi va u

J‘fxdx; 2)

kabi belgilanadi hamda ?2)—xosmas integral yaginlashuvchi, aks hol-
da esa uzoqlashuvchi deb ataladi.
Shunday qilib,

Tf ()= Jim ] £ (x)dx.

Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o‘xshash
ta’riflanadi:

bff (x)dx:= lim jf(x)dx

Tf dx = lim _[f(x)dx

B-—)+:c A

Agar If (x)dx va I f(x)dx xosmas integrallar yaqginlashsa, u

holda jf (x)dx xosmas integral ham yaginlashadi va

I S (x)ds I x)d+ J £ (x)as
bo‘ladi.
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T dx .
Misol. ij (a>0 va A - ¥ haqiqiy son) xosmas integralni
yaqinlashish§a tekshiring.
a4 V A>a olamiz

xl—zl AI-A_aI—/I
A dx = , A#1,
F(A):j;;= -4, 1-4
‘ Inxf'=InA-lng,A=1.

A>1 bolsa lim F (4)= 1 bo'lib, integral yaginlashadi. <1

bolsa lim F (d)= poib, integral uzoglashadi.
Shunday qilib,

“ dx |yaqinlashadi, agar 1>1 bo'lsa,
-[ x* uzoqlashadi, agar A <1 bo'lsa.
1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (2)-xosmas integralning yagqin-
lashuvchi bo lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: Ye>0 uchun 3B>a:VA4 >B va A,>B lar uchun

Ajf(x)dx

<g;

bo'ladi.
Ko‘p hollarda Koshi shartini tekshirish giyin bo‘ladi. Shuning
uchun tekshirish oson bo lgan alomatlarni keltiramiz.
4
Bundan buyon biz har doim VA4 >ga uchun jf (¥)d  mavjud

deb faraz qilamiz.
2-teorema. ( Umumty taqqoslash alomati). Faraz gilaylik, [a,+w)
nurda

(=) <g(x)
boTib, _[ g (x)dx xosmas integral yaginlashsin. Unda f f (x dx  xos-

mas zntegral ham yaginlashadi.
3-teorema. (Xususiy taqqoslash alomati). Faraz qilaylik

c
O<a<x<+wo hurda |f(x)|5;7, ¢, A—const ya g1 bolsin. U
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holda ff (x)dx xosmas integral yaginlashadi. Agar 3¢>0:
YOS

bolib, A<1 boilsa, If (x)ax  xosmas integral uzoqlashadi.

2-ta’rif. Agar ﬂf(x)|dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

J. S (x)dx xosmas integral absolut yaginlashuvchi deyiladi.

’ 2-teoremaga ko‘ra absolut yaqginlashuvchi integral oddiy ma’noda
ham yagqinlashuvchi bo‘ladi.

3-ta’rif. Agar J'f (x)dx yaginlashib _Hf (x)!dx uzoglashsa,

ff (x)a'x xosmas integral shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

° 4-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) oraligda anig-
langan bo'lib, f(x)z0 va g(x)=0 bosin.

Agar x—+o0 da
f(x)=0"(g(x);

bo‘lsa, If (x)dx va Jg (¥)dx xosmas integrallar yoki bir vaqtda

yaginlashadi yoki uzoglashadi.
5-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) oraligda anig-
langan bo'lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:

(Abel alomati) a) ff (¥)ax yaginlashuveni,

b) g(x) funksiya [a,+w) da monoton
va chegaralangan,
A
(Dirixle alomati) a) 3K VA>aq _[f(x)dxlSK,
b) g(x) funksiya [a,+) da monoton
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va lim g(x)

Xr4x

U holda _[f (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

Misollar. 1) Isinxzdx xosmas integral yaqinlashishga tek-
shirilsin. 1
Ismx dx= .[xsmx ——dx deb olib, f(x)=xsinx’, g(x)=
deb belgllaymlz va Dirixle alomatmmg shartlarini tekshiramiz:

1
1) f(x)=xsinx* e C[l,+0) va F(x)= --2-COSX' - chegaralangan;

1
x

2) g(x )-—¢ va lim g(x)=0;

= _(f (x)g(x)dx= Ismx dx - yaginlashuvchi.

sinx
j———dx xosmas integralning shartli yaginlashuvchi ekanli-

gi ko* rsatllsm
1
q Agar f (x)=sinx va g(x)=; desak, Dirixle alomatiga ko‘ra

yaginlashuvchi ekanligini hosil gilamiz.
Endi

sin x sinx
Heinal v,
x| ) x
xosmas integralning uzoqglashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz.
. .2 l-cos2x
|smxl_>_sm x=——2——.

Unda v4>] uchun
ﬂsmx{d‘ J-ix___l_ACOSZx
21

“cos2x T cos 2x

bo‘ladi. Ma’lumki,

I ddx  “tdx "
m |—= —_—— . im
) T s uzoglashuvchi va i
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Dirixle alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi. Shularga asosan oxirga teng-

sin x . .
—~ X xosmas integralning

sizlikda 4> 10 da limitga o'tib, |
1

uzoglashuvchiligini topamiz. = _fﬂn—’ldx integral shartli yaqin-
Jox

lashuvchi. l

Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda ham ma’lum shart-
lar bajarilganda aniq integrallarni hisoblashda qo‘llaniladigan
o‘zgaruvchilarni almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo‘laklab integral-
lash va shu kabi boshqa formulalar o‘rinli bo‘ladi. Ularning shart-
larida va ifodalanishida printsipial farq bo‘lmaganligi sababli biz

ularga to‘xtalmaymiz.

2%, Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
(II-tur xosmas integral)

Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,b) yarim segmentda berilgan
bo‘lsin. Agar Yo >0 soni uchun f(x) funksiya [a,b—a)c[a,b)
da chegaralangan bo b, [a,b) da chegaralanmagan bo‘Isa, u holda
b nugta f(x) funksiya uchun maxsus nugta deyiladi.

Aytaylik p nugta [a,b) oraliqda berilgan f (x) funksiya uchun
maxsus nuqta bolib, f(x) funksiya [a, b—a)] kesmada integral-
lanuvchi bo‘lsin.

Fla)= | /(x)ds;

deb belgilaymiz. Bu funksiya (O,bn—a] yarim segmentda aniglan-
gan,
Ta’rif. Agar ushbu

b-a
Jim Fl)= i, ] /()

limit mavjud va chekli bo‘lsa, uning qiymatiga f(x) funksiyaning
[a,b) dagi II tur xosmas integrali deyiladi va

[f(x)dx; 3)

kabi belgilanadi hamda (3)-xf;smas integral yaqginlashuvchi , aks holda
esa uzoqlashuvchi deb ataladi.
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Shunday qilib,

J.f(x I = llmb-ff(x

Xuddi yuqoridagidek, a nugta f (x) funksiyaning maxsus nuqtasi
bo‘lganda (a,b] oraliq bo‘yicha xosmas integral, ¢ va b nuqtalar funk-
siyaning maxsus nugqtalari bo‘landa (a,b) oraliq bo‘yicha ‘xosmas in-
tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniqlanadi'

jf(x dx = lim jf (x)dx .

a+a

Tt | 0
a Bos0ata

b

1
Misol. jmdx (A>0) xosmas integral i<| bo‘lganda

yaqginlashadi va 41>1 bo‘lganda uzoglashadi.

Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in-
tegrallarda o‘rinli bo‘lgan ularni hisoblash usullari va yaginlashish alo-
matlari o‘rinli. Ularning hammasiga to‘xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (3)-xosmas integralning yaqin-
lashuvchi bo lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir: ve>0 uchun 35>0: 0<a"<a' <8 tengsizlikni ganoatlantiru-
vehi v o' va " lar uchun

J' f(x)dx

u—a'

<&.
’

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. f(x) va g(x) funksivalar [a,b) da berilgan bolib,
b shu funksiyalarning maxsus nugqtasi bolsin. Agar VVe[a b) da

0<f(x)<g(x);
bo‘lsa, u holda Ig (x d* mtegralnmg yaginlashuvchiligidan ff (x)dx

ning yaginlashuvchiligi; _[f (x)dx integralning uzoqlashuvchiligidan

J' g(x)dx ning uzoqlashuvchiligi kelib chigadi.
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Natija. Agar If ()«T)ISC-(b—-x)"1 bo‘lib, 1<1 bo‘lsa (3)-xosmas

integral yaqginlashadi. Agar J(¥)2 ¢>0,bolib, 1>1

_°
(b-%)"
bo‘lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoglashadi .

3-teorema. Agar x—p-0 da f(x)=0 ( g (x)) bosa, unda

b b
,[f (x)dx yq _[g (x)dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoq-

lashadi.
4-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bolib,
ular quyidagi shartlarni bajarsin:

b
(Abel alomati) a) J' f(x)dx integral yaginlashuvchi,

b) g(x) funksiya [a,b) da monoton va chegaralangan;

b3
(Dirixle alomat}) a) vx vs>o || /(¥)# <K,
b) g(x) funksiya [a, b) da monoton va
xl—i>xl}20g(x)=0'

b
U holda _[f (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo ‘ladi.
3. Xosmas integralning bosh qiymati

1-tarif. Aytaylik, f(x) funksiya —o < x<+o0 to'g7i chizigda anig-

langan bo'lib, undagi v kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. Agar ushbu
A
tin J 7w

limit mavjud va chekli bo‘lsa, f(x) funksiya (-,+o) oraligda
Koshi ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning qiymatiga
esa f (\:) Sunksiya xosmas integralining Koshi ma’nosidagi bosh qi-
ymati deb ataladi va

V.p [ f(x)dx;
kabi belgilanadi. -
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Demak,
+% A
V.p If(x)dx = lim J.f(x)dx
- -A

Teorema. Agar f(x) funksiya toq bolsa, u holda u Koshi
ma’nosida integrallanuvchi va uning bosh giymati 0 ga teng bo ‘ladi.
Agar f(x) funksiya juft bo‘lsa, u Koshi ma’nosida integrallanuvchi
bo Tishi uchun

T (x)ax

0
xosmas integralning yaginlashuvchi bolishi zarur va yetarli.
2-ta’rif. Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,b] kesmaning s
a<c<b) nuqtasidan tashqari hamma nugtalarida aniglangan bo lib,
a,c) va (c,b) ga gism bo‘lgan v kesmada integralanuvchi bo ‘sin.
U holda, agar

cta

llm{ [ £(x)ax+ jf(x }

limit mavjud va chekli bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] kesmada Koshi
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limitning giymatiga inte-
gralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati deb ataladi hamda u

1
V.p J. f(x)ax .
kabi belgilanadi. ’

Misol. f (X)=—— funksiya [1; 5] kesmada xosmas ma’noda

integrallanuvchi emas, lekm Koshi ma’nosida integrallanuvchi ekanli-
gi ko rsatilsin.

« Xosmas ma’noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi
ma’nosida integrallanuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz.

V,p]‘;f\‘z 231{1}0{7 dxz +j; x{xz}—ll—»m [lnf)« 2] +ln|x—2|;a:'=

X —

= lim (lna+1n3- Ina)=In3.>

a-»+0
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4°, Parametrga bog‘liq xos integrallar va ularning funksional
xossalari

f(xy) funksiya R® fazodagi biror D={(x,y)e R*:a<x<b,
yeEc R} aniglangan va v fiksirlangan ye £ uchun f(x, )
funktsiva x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] oraligda inte-
grallanuvchi bo‘lsin.

Quyidagi

o(y)= bff (x,y)ex; @

integralga parametrga bog‘liq ini'egral, u o‘zgaruvchi esa parametr
deyiladi.

Parametrga bog‘liq integrallarda CI)( y) funksiyaning bir gator xos-
salari (limiti, uzluksizligi, differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi
va hokazo) o‘rganiladi. Bu xossalarni o‘rganishda f(x,y) funksiya-
ning u bo‘yicha limiti va unga intilish xarakteri muhim rol o‘naydi.

f(x,y) funksiya D to‘plamda berilgan, y, esa E to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar ve>0 olinganda ham (Vxe[a,b] uchun) shun-
day 5=05(g,x)>0 topilsaki, |y—y,|<& tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi Yye E uchun

|f(x,y)—qo(x)|<£, xe[a,b];
bolsa, u holda ¢(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y-y, dagi
limit funksiyasi deyiladi.

f(x,y) funksiva p toplamda berilgan bolib, o nugta Ye
fo ‘plamning limit nuqtasi bo ‘Isin.

2-ta’rif. Agar ve>0 olinganda ham (Vxe[a,b] uchun)
3A=A(g,x)>0 topilsaki, |y|>A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
VyekE uchun

[f (x.7)-o(x)| <&, xe[a,b];

bolsa, u holda ¢(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y— o dagi
limit funksiyasi deyiladi.

Limit funksiya ta’rifidagi 6§=35(e,x)>0 ning fagat ¢>0 gagi-
na bog‘liq qgilib tanlanishi mumkin bo‘lgan hol muhimdir.

3-ta’rif, D to‘plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y— y, dagi
limit funksiyasi ¢(x) bo'lsin. Agar Y&>0 uchun 35=6 (€)>0 topil-
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saki, |y—y,|<& tengsizlikni ganoatlantiruvchi VyeE Ba Vxe[a,b]
lar uchun

f (x, y) - ¢7(x)| <eg,
bolsa, f(x,y) funksiva oz limit funksiyasi ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaqinlashadi deyiladi.

4-ta’rif. D to‘plamda berilgan f (x, y) Sunksiyaning y >y, dagi
limit funksiyasi @(x) bo‘lsin. Agar 3g,>0, V&5>0 olinganda ham
3x,€[a,b] va |y-yo|< 8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi y, < E topil-
saki, ushbu

lf(xo,yl)-q)(xo)[ 2 g,,

tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u holda f(x,y) funksiya ¢(x) ga notekis
yaqinlashadi deyiladi.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f (x, y) Junksiya y— y, da lim-
it funksiya q)(x) ga ega bo'lib, unga tekis yagqinlashishi uchun quy-
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. <e>(0 uchun
5=5(g)>0 topiladiki, |y"-y|<8, |y'~y,|<6 tengsizliklarni
qanoatlantiruvchi Vy',y"€ E hamda Vxe[a,b] uchun

| (%) - f(x))|<s,

tengsizlik bajariladi.

Endi parametrga bog‘liq integrallarning funksional xossalarini
keltiramiz.

2-teorema. Agar

1) v fiksirlangan y<E uchun f(x,y)eCla,b],

2 y—>y, da f(xy) funksiya @(x) ga tekis yaginlashsa,

u holda

fim bj f(xy)x= zfqp(x)dx &)

y=>»
boladi.
3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
D ={(x,y) eR*:xelab], ye [c,d]}

to ‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u holda
b
o(y)= [f(xy)ds

funksiya [c,d] kesmada uzluksiz bo‘ladi.
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4-teorema. Aytaylik f(x,y) funksiya
D= {(x,y) €R*:xelab], ye [c,d]}
to ‘plamda aniglangan va
1) v fiksirlangan ye E uchun f (x, y) e c[a, b]

2) £)(xy)-3 va eC(D)
bo‘lsin. U holda [c,d] kesmada @'(y) mavjud va ushbu

o'(y)= [£;(xy)dx ©

tenglik o ‘rinli boladi.
5-teorema. Agar f(x,y) funksiya 3-teorema shartlarini ganoat-

lantirsa, unda J'CD(y)dy integral mavjud va

If (x,y)dx}& ff (x,y)fb'}dx M

munosabat o‘rmlzdtr

Endi umumiy ko‘rinishda berilgan parametrga bog‘liq integral-
larni keltiramiz.

Faraz qilaylik, x=¢(y),x=w(y) funksiyalar [c,d] da aniglan-
gan bolib, Vye[c,d] uchun

a<op(y)<w(y)sb; (8)

munosabat bajarilsin.

6-teorema. f(x,y) funksiya ushbu

D={(x,y)eR2 :xe[a,b], ye[c,d]}

to‘plamda aniglangan bo lib,

D f(x,y)eC(D);
2 ¢(y), w(y)eCle,d] bolsin. U holda

v(y)

®(y)= [ f(xy)ax ©)
()

funksiya ham [c,d] oraligda uzluksiz bo‘ladi.
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7-teorema. (Leybnis formulasi). Agar
D f(xy)eC(D),
2) £;(xy)eC(D),
3 ¢'(y) va v'(y)eCle.d]
bo'lsa, u holda ®(y) funksiya ham [c.d] oraligda hosilaga ega va

v(v)

' (y)= ([)f;(x,y)tbf+w'(y)-f [v(»).y]-2' () 7le(-¥]  (0)
munosabat :)"rinlidir.

6-teorema shartlari bajarilgan holda ®(y) funksiyaning [e,d]
oraligda integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi va (9)-funksiya uchun
ham (7)-tenglik kabi tenglik ofrinli bo‘ladi.

5% Parametrga bog‘liq xosmas integrallar va ularning
tekis yaqinlashishi
f(x,y) funksiya
D={(x,y)eR2 :x€[a,+o), yeEcR}
to‘plamda berilgan bo‘lib, Vv fiksirlangan ye€E uchun

Tf(x,y)dx (yeE)

mavjud va chekli boIsin. Bu integral u ning qiymatiga bog ligdir.

1(y)= [f(xy)ek (11)
(11)-integralga parametrga bog‘ﬁq I-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shu kabi
If(x,y)dx va J.f(x,y)dx

parametrga bog‘lig bo‘l_gan I-tur xosmas‘wintegxallaming ta’rifini berish
mumkin.

Endi f(x,y) funksiya
D, ={(x,y)eR2 :xefa,b), yeEcR}
to‘plamda berilgan bo‘lib, v fiksirlangan ye€E da x=p nuqta
259



f(»y) funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin va bu funksiya [a,b5]
oraligda integrallanuvchi, ya’ni

[rene (e

xosmas integral mavjud bo‘lsin. Unda
b

L(y)=[f(xy)dx 12)

integralga parametrga bog‘liq bo‘lgan II-tur xosmas integral deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshash x=g nuqta maxsus nuqta bo‘lgan para-
metrga bog‘lig bo‘lgan II-tur xosmas integralga ta’rif berish mumkin.

Umumiy holda, parametrga bog‘liq chegaralanmagan funksiya-
ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yuqori-
dagidek Kkiritiladi.

Biz asosan, (l11)-xosmas integralning xossalarini o‘rganish bilan
shug‘ullanamiz.

Aytaylik, f(x,y) funksiya D to‘plamda aniglangan bo‘lib, v
fiksirlangan ye€ £ uchun

_f f(xy)dx-3
bo‘lsin. = V[a,t]c[a,+w) daa
F(ty)=[f(xy)a (13)

integral mavjud va

I(y)= [f(xy)dx=limF(y). (14)
(14)-tenglikdan ko‘rindiki /(y) funksiya F(r,y) funksiyaning
t —> +oo dagi limit funksiyasi bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar ¢ —+0 da F(t,y) funksiya E to‘plamda 07 limit
funksiyasi 1(y) ga tekis yaginlashsa u holda (11)-integral E to plamda
tekis yagqinlashuvchi, notekis yaginlashganda esa notekis yaqinla-
shuvchi deyiladi.

Shunday qilib, _[f (x,J’)dx integralning Ye to‘plamda tekis ya-
ginlashuvchi bo‘lishi quyidagini anglatadi:
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1) VyeE uchun If (x,»)dx xosmas integral yaginlashuvchi;
2) Ve>0 uchun 35=6(¢)>0:Vt>5 va VyeE uchun

ljf (x,y)dx

<&-
’

tengsizlik bajariladi.
ff (x,y)dx integralning E to ‘plamda notekis yaginlashuvchi ekan-
ligi esa quyidagini anglatadi:

1) Vye E uchun _[ f(x.y)dx xosmas integral yaqginlashuvchi;

2)3g,>0, v6>0 olinganda ham dy,eE va 3t >4,
t, €[a,+x) topiladiki,

2E,-
3

IT f(xy,)dx
bo‘ladi. )

Misol. [ ()’)=+]:ye'”dx parametrga bog‘liq integral a)
E=(0,4+») va b) 2‘, =[2,40)c E oraliglarda tekis yaqinlashishga
tekshirilsin.

<a) F(ty)= Iye Yy = —I d(-xy)=1-¢"

(0<t<+oo)=>‘v’ye(0+°°) uchun 1(3)=limF(t,y)=lim(1-¢7)=

|=1=>1(y)= Iye‘*"dx = yaginlashuvchi.
0
Endi beriigan integralni tekis yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.

1 1
y€E=(0,+°0) bo‘lsin. Agar V& >0 uchun & = 7 4 >0 va yo-;—
0

deb olsak, u holda
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- a4 1
e =gl =m>—=¢,
e

T yoe dx]

bo‘ladi. = integral E=(0,+c) da notekis yaginlashadi.
b) Endi integralni E =[2,+oo)cE to‘plamda tekis yaginlashu-
vchanlikka tekshiramiz. vg >0 olamiz.

I
&

=((y>2,t>5))<;1§=e=>5=%lné

deb olsak, tekis yaqinlashish ta’rifidagi shartlar bajarilar ekan.

~1y

+0
t

=e

T ye ¥dx|= |—e"y
t

=1(y)= [ye™ds integral E=[2+) oraliqda tekis yaginlashadi.
0

2-ta’rif. Agar ve>0 uchun 36=6(g)>0: £'>6, t">38 ni
ganoatlantiruvchi V¢',t" va VyeE uchun

<¢g.
’

[£(x.y)ax
tengsizlik bajarilsa, unda (11)-xosmas integral Ye to‘plamda funda-
mental integral deyiladi.

1-teorema (Koshi). /{(»)= If (x,y)dx integralning Ye to‘plamda

tekis yaginlashuvchi bo lishi uc;um uning Ye to‘plamda fundamental
bolishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyaiga ega bolib, undan amaliyotda
foydalanish ancha qiyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 3¢p(x)20 (xe[a,+w)) funksi-
ya topilsaki

1) Vxe[a,+) va VyeE uchun lf(x,y)IS(D(x),

2) _[ o(x)dx yaginlashuvchi

bolsa, unda 1 (v)= If (x,y)dx integral Ye to‘plamda tekis yagqin-
lashuvchi bo‘ladi.
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3-teorema (Abel alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar

Dz{(x,y)eRz:xe[a, + ), yeE};
to plamda berilgan bolib,
v fiksirlangan y€E uchun g(x,y) funksiya [a,+) da x
o‘zgaruvchi bo yicha monoton va u D toplamda chegaralangan,

2) If (x,y)d" integral Ye da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
[£(%7) g(x.y)dx,

integral Ye to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

4-teorema (Dirixle alomati). f(x,y) va g(x,y) funksiyalar p
to ‘plamda berilgan bolib,

1) Vi>a va YyeE uchun

,J'f(x,y)dx' <c (c=const),

2) v fiksirlangan yeE uchun g(x,y) funksiya [a,+) da x
o‘zgaruvchi bo yicha monoton va x—+w da g(x,y) funksiya 0 ga
tekis yaginlashsa, u holda

[7(xy)-g(xy)ax;
integral E to‘plamda tekis ayaqinlashuvchi bo ladi.

6°. Parametrga bog‘lig xosmas integrallarning
funksional xossalari

f(x,y) funksiya D={(x,y)eR2:xe[a, +0), yeE} to‘plamda
berilgan bo‘lib, y, nugta Ye to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsin.

1-teorema. Agar

D) v fiksirlangan yeE uchun f(x,y)eCla,+w),

2) yoy, da Y [at] (a<t<+) kesmada f(x,y) funksiya
o(x) ga teki: yaginlashsa,

3 I»)= I f(%2)a integral Ye to‘plamda tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda y—y, da I(y) funksiya limitga ega va
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lim 10)= iy [/(xp)ar= [|tim 7 (e3) = To(x)a
bo ladi. ’ ’ ‘
2-teorema. Agar f(x,y) funksiya
D= {(x,y) €R’:xefa,+w), ye [c,d]}
to ‘plamda berilgan bo ib,

D f(xy)ec(D),
21(y)= I f(x.y)dx integral [c.d] da tekis yaginlashuvchi

bo'sa, u holda I(y)eClec,d] boladi.

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
D= {(x,y) eR’:xe[a,+x), ye [c,d]}
to plamda berilgan bo ib,
D f(xy)eC(D), f;(xy)eC(D),

2) v fiksirlangan y€lc,d] uchun I(y)= _[ S(x,y)dx yaginlashuvchi,

3) ]' £, (x,y)dx integral [c,d]| da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u
holda 1(y) funksiva [c,d] oraligda I'(y) hosilaga ega boladi va
()= [5(Ey)ds;

tenglik bajariladi.
4-teorema. Agar f(x,y) funksiya
D= {(x,y) €R*:xe[a,+x), ye [c,d]}

to plamda berilgan bo1ib,

D f(xy)eC(D),

2 I(y)= j f(x,y)dx integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi
bo‘lsa, u holda I(y) funksiya [c,d] da integrailanuvchi va

‘:jz(y)dy=jﬁf(x,y)wc ='j[]f(x,y)dy]dx;

bo‘ladi.
264



7°. Eyler integrallari
(Beta va Gamma funksiyalar)
a) Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari

1-ta’rif. Quyidagi

B(p.g)= [x"-(1-x)"" dx (15)

integralga Beta funksiya yoki oI-tur Eyler integrali deyiladi.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.

1) (15)-integral M={(p.9)eR*: pe(0, +), ge(0, +w)}
to‘plamda yaginlashuvchi, ( Do > 0,9, >0) to‘plamda esa tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi.

2) B(p,q)eC(M).

3) B(p.9)=B(4,p)-

+x tp—]

4) B(p.9) OI R

Natija. Agar g=1-p (0<p<1) bo‘lsa,

dt.

+ p-l ”
B(p,l—p)= ‘;“ﬁ—t—sinpzr' (16)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
(16) dan = B(l,—l-)= LA

22 sinz- ’
5) Vp>0 va g>1 uchun
qg-1
= B -
B(pa)=—" - B(pa-1) (17)
tenglik o‘rinli.
Natija. L
B(m'n)=(n 1) (m-1)!

(m+n-1)
b) Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
2-ta’rif. Quyidagi -
- p-l,-x
I“(p)-—!x e dx (18)
integralga Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi.
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.
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1) I(1)=r(2)=1

2) (18)-integral (0,+) oraliqda yaginlashuvchi, V[a,b]c (0,+)
(0<a<b<+wn) kesmada esa tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

3) I'(p)eC(0,4) va Vn=1,2,.. uchun

r(p)= :jex""'e"r (Inx)" dx e C(0,+0)

4) F(p+1)=p1‘(p) (19)

Natija. I'(n+1)=n!

Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi te-
orema ifodalaydi.

Teorema. Vp>0, q>0 uchun

B(p,q)=——> (20

tenglik o Tinli.
Natija. Vpe(0, 1) uchun

r(p)-r(-p)=—=
() T(-p)=— o 1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
1
Agar (21)-tenglikda P=‘2- desak
r(%}\/}' 22)

bo‘ladi.

Eyler integrallari yordamida ko‘pgina xosmas integrallarni hisob-
lash ancha osonlashadi.

Misollar.

D I= je"‘zdx—Eyler-Puasson integrali hisoblansin.
0

- A=tx=4 -1 o |
ql=fe a= 14 =L jﬁe-'dml jﬁ"-e"dt=lr[l)=£.>
0 CbC=5f 2dt 25 25 2 \2 2
*2 x’dx . .
2 I= I d — Xosmas integral hisoblansin.
g l+x
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1 (1 \7
x=40=>t=0dx=—=—r| -~1]| di
415\t

Lo i/
=lIt‘ ‘.(1_,)%‘d,=13 1311y l;l—l =1-L=L.>
4} 4 .7

4 \4°4 2 \4 4

Nazorat savollari

1-tur xosmas integral tushunchasi.

. 1-tur xosmas integralning yaqinlashishi.

Koshi kriteriyasi.

. Umumiy taqqgoslash alomati.

Xususiy taqqgoslash alomati.

. Absolut va shartli yaginlashuvchi l-tur xosmas integrallar.

I-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.

. 1-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.

2-tur xosmas integral tushunchasi.

. 2-tur xosmas integralning yaginlashishi.

. 2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.

. 2-tur xosmas integral tagqoslash alomatlari.

. 2-tur xosmas integral Abel alomati.

. 2-tur xosmas integral Dirixle alomati.

. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh giymati.

. Parametrga bog‘liq xos integrallar.

. Parametrga bog‘liq xos integrallarning tekis yaqinlashishi.
. Tekis yaqinlashishning inkori.

. Koshi kriteriyasi.

. Parametrga bog‘liq xos integralning uzluksijzligi.

. Parametrga bog‘lig xos integrallarni differensiallash.

. Parametrga bog‘liq xos integrallarni integrallash.

. Parametrga bog‘liq xosmas integrallar.

. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning tekis yaginlashishi.
. Koshi kriteriyasi.

. Veyershtrass alomati.

. Abel alomati.

. Dirixle alomati.

. Parametrga bog'‘liq xosmas integrallarning uzluksizligi.

. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarni differensiallash.
. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarni integrallash.

. Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
. Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.

Beta va Gamma funksiyalari orasidagi bog‘lanish.

. Eyler-Puasson integrali va uni hisoblash.
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-B-
Maustaqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.

1.1 I & 12 [—%_
oXNx ~-1 * Oex+\/e_x
i T+l
1.3 !xs_ . 14 il‘?'_—'_?dx
1.5 Jx +9\[——9 1.6 Je‘&dx.
vl s [
T Jrot
19 °(Jx +14 ) L0 J (4w s)Vor o1
12 +0
1.11 J-(:iz_i_l)de 1.12 Je-"-Sinszdx.
1.13 Tx"é"dx,neN. :I &

+0 o0 ¥
L15 J(2x Vo -1 1.16 J1+x2d"
T T xlnx
w e s [y
“tarctg(1- x) o
T & dx.
L1 61 Ix-1)° 120 ljxs- x -1
T dx
1.21 -m(x +x+l)
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2-masala. Quyidagi II-tur xosmas integrallar hisoblansin.

z,

j(lncosx)-cos2nxdx,neN. 2.2 J.x-(lnsinx)dx.
0

0

f y 1+x dx
In cos xdx.. a2 )
2.3 OI 2.4 Jl’ e
'ex arcsinx ZJ.( T ,,)
dx. — ——cos— |dx.
2.5 ] \/_;- 2.6 ] xsmx- xcosx_
o
17 \[li x’)arccosx 28 6[ Jegdx.
% % [x-a
2.9 j ctg xdx. 2.10 Ix- Z:dx,b>a.
. o
2.11 I 2bx,a>0,b20. 2.12 J 1+x) =
f—2 p—
2.13 _1(16_x2).\/1’_x2 2.14 -1(4—x)-\/:-_x_2'
%
2.15 I m 2.16 oflnsmxdx.
‘ dx
2.17 J[(x T 2.18 J___(z-x)- —
-0,25 1
PR GS— 3
2.19 Jsx_ N rowik 2.20 ijln xdx
b

I———‘—lx———— b>a
2.21 / ’(x—a)(b—x),

3-masala. Quyidagi II-tur xosmas integrallarni yaqinlashishga

tekshiring.
I W7, sin —.
3.1 Jﬁ-sin\[; 32 K cosx) x
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=

3.3
0 x

o dx
33 fr

”smx
37 [—=

]. (x=2)ax

3

3.9 {2 -3x7 +4°

. ’]-ln sin x
;s Ux

’]-l —cosx

dx.

dx.

3.13

a

o X

2 cosx

3.15 j Yel+ s

05 ma (l/x)
3.17 J—Zg—x_

1

3.19 |x*-Inf
0
A

dx.

HI#—-

3.21 _fsin“ x-cos” xdx.
0

4-masala. Quyidagi xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.

. Tlnidx‘
1

+C

43 |

[4

x-In“x

T arcig2x .

a

0 X

34ln

3.8

fii
3.6 ;[
I

Jx +arcrgx’

3.10 Ofmdx
L
312 |

o arccosx

’?eacosx _m

3.14
0 \/EOS X
In{1+2x

3.16 I—(—)——dx

dx.

1-cos® x

1

3.18 jx" . (1 —x)ﬁ - In xdx.

0
1
320 [x*-(1-x)"ax.

0

+0

42 |

x%-Inx

+xx eax dx

4.4 J(x-l)"-lnx

oy —2a
6 J.ln(1+x )dx.

a —-a

0o VX +Xx
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e “ln(l+x2)
4.1 5‘1+x -sin®x’ 4 J(x+a)

+ & =In(1+x+x" )
—(a>0). 4.10
!arctg (a> ) 5‘ =

o OIn * +e )dx(a>0). 4.12 ,wanﬂx
Mx"dx T od
4.13 Jx +1 4.14 Jx"+x” _
415 | 4.16 zj(cos%—l)dx.
0 .1
+T sm—; 5
In xdx — X
4.17 I : 418 J( 1)
x-xt—1 °(x cos —
21 x T xdx
4.19 J—\/';a"agmdx- 4.20 5[1+x2-sin .
1 J.x"‘ Inf x

2

5-masala. Quyidagi xosmas integrallar absolut
va shartli yaginlashishga tekshirilsin.

1
L cos\[_ -1 5.2 Ism( ) dx .
sinx

OX\/— «/_ sin® x
°Scos3(lnx) sipltx._dx )
;! xInx >4 -'n[ 1-x (l—xz)‘z
ll )a' % _ax 5.6 ]‘xa sinldx

5 0( =x)"sin—dx. 6 Joaysinsas
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1

x* L] esin x°
—dx.
5.7 ofx: —sin— 58 oj .
1 dx 1 sin—
5.9 cos(——-——l) . 5, —% —dx.
f Jx 10 J(J;—x)
0.5 x )a 1 l(l—x)a 1
—— | -cos—dh. . X7 sin—d.
5.11 J(l—x £ 5.12 6[ . smx
"rsinx Tx*-sinx
dx. dx.
5.13 lfxa 5.14 ]I ——
+°°(x+1)a -sinx 2 cosxdx
.
5.15 zf - 5.16 2'[x"’+1nx
*<sin lnx) , * os/x
dx.
5.17 I ‘sinx 518 [
5.19 J'1+S;nxdxﬂ>0 5.20 Ix"’-sinx"’dx
0 [}

521 ;sm ! j &
I-x
6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi
bosh qiymati topilsin.

+0 s dx
.1 V.p. |sinxdx. 2 V.p. >
6.1 Pi 6.2 J(x_3)
V. V.p. | .
6.3 V.p lenx 6.4 p-:[cosxdx
6.5 V.p. J'arctgxdx. 6.6 V.p.jxtgxdx.
= ;
% o
dx 1 =
.D. . V.p. 1gX + —— —— |d.
6.7 V.p 5[3—55inx 6.3 p-:[[arcg'w”xz 2)
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g ;

dx
69 V-r.| - 6.10 V.p. j—ﬁ-.
1 . 5
0 ——sinx io—x
2
T 13+x 2 dx
V.p. . V.p. | ——.
6.11 pilnxzdx 6.12 V.p. jx o
% %
6.13 V.p. I dx_ ) 6.14 V.p. j' 1
o 1-2sinx 0 -E-—cosx
dx
6.15 Vp IT. 6.16 V-P. J.?,
10
dx
V.p. .
6.18 V-p 5[7-x
1 7
dx dx
6.19 V~P-I—- 6.20 V.p.-_!'(x_l)3.
o Vo f i

7-masala. Quyidagi funksiyalarning berilgan to‘plamda limit
funksiyalarini toping va tekis yaqinlashishga tekshiring.
7.1 f(x¥)= \/;'Sin—x—;D ={(x,y)e R':xeR0<y< +oo}, Yy = +o0.
Wy

7.2 f(x,n)=x:n;D={(x,y)e R? :Osté,neN}, n, =,

7.3 f(xn)-———; = ={(x,n)eR2:ISx<+oo,neN}, ny = oo,

2.2 2

7.4 f(x,n)=l mx . .sinxT;D={(x,n)eR2:15x<+oo, neN}, 1, = 0.
+n°x n

7.5 f(x,n)=sin(ne'"’);D={(x,n)eR2:l_<_x<+oo,neN},no=oo,
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7.6 f(x,n)=l—:x—nzi;D={(x,n)eR2 :1$x<+oo,neN},no =0,

ix

n

7.7 f(x,n)=n%(1—005——];D={(x,n)eRz:0$x<+oo, neN}, 1, =0,

7.8 f(x,y)=—13—-cos£;D={(x,y)eR2 :0<x<1,0<y<+oo}, Yy =,
) y

7.9 f(xy)=(x-1)arcg";D= {( Y eR: 0<x<-+000<y<+00}, Yy =40,

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14
7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

7.20

7.21

f(x,y)= ¥ +%-;D={(x,y)€1{2:xeR,0<y<+oo}, Vo = 0.
Yy

f(x,y):p';D:{(x,y)eRz:0<xsl,0<ysl},yo=0_

COsvhnx

f(xn)= m;

f(xn)=X l+x”;D={(x,n)»;=R2 :OSxSZ,neN},nO—

D={(x,n)eR2:05x<+oo,neN},n0=+oo.

S (xn) =narcz‘g-—l:;D={(x,n)eR2 :0 Sx<+oo,neN},n0 =0

f(x,n)=r'x’e™; D={(x,n)eR2:OSx<+oo,neN},no=oo
X s
=+nsin—=;D={(x,n)e R°:0<x<+wo,ne N{,n, =0
f(xn) «/;smn\/; {(x,n)e x neN},n,

Cosnx

f(xn)= ln(1+ I

f(x ’y)_l+ 2y2,D={(x,y)GR2ZOSxSl,yER},J’o=°°

];D={(x,n)eR2 :0<x<+oo,neN},no =00,

f(x,y)=xsiny;D={(x,y)eR2 :Ost3,yeR},y0 ==
f(x,y)=sin£;D={(x,y)e R :xeR,0<y<+oo},y0 =400
y

f(x,y)=xzsiny;D={(x,y)eRZ:OSx$5,0<y<7r},J’o ==
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8-masala. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

8.1 F(a)=mTe"‘ﬁ:’7dx. 8.2 F(a)= jl“(”“")

sina

8.3 F(a)= I

at+a

8.5 Fla jdx Ism x‘+yz a‘)ay 8.6 F(a)= I(x+y)f(y)dy

sin ax

84 F(a)= jf(x+a,x-a)dx.

8.7 F(a)= T[(x+ y)f(y)dy, f (v)—differensiallanuvchi funksiya;
F'(x)-?
8.8 F(a)= If y)-|x=-yldy, a<b »a f(y)eCla,b]:F"(x)-?

8.9 F (a)=ff () (=) "y, FO(x)-2 810 F(a)= Ie"‘"dy-

siny

8.11 F(a)=[e™dy. .12 F()= | =" s,
1 cosy
; “In(1+

8.13 F(»)= [f(x+yx-y)dr.  g14 F(y)= j ( xy)
¥ sin v

8.15 F(y)= | ._;"de. 8.16 F(y)= [2dx.
14y »

8.17 F(y)=:j(x2siny+§]dx. 8.18 FO)= [/0)- (=) . F" (-2

0
2

8.19 F(y)= ff(y)-lx— yldy, f(¥)e c[1,2] F’(x)—-'."
%
820 F(y)= I (x+3)f(¥)dy,F"(x)-?, f(y)- differensiallanuvchi

funksiya;
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8.21 F(x»)= [(x-2) f(2)dz,F} (%y)-% F(2)- differensialla-

X
nuvchi funksiyay

9-masala. Quyidagi integrallarni ko‘rsatilgan oraligda tekis
yaqinlashishga tekshiring.

+x
9.1 je"”’ sinxdx; 1<a <+,
(]

”cosax
j dx; —0 <@ <+0,
e

9.3 1+ x?

+
sinx _
9.5 I e “dx; 0<a<+mo.
0

—dx; 0<a <+,

i cos X
ax
9.7 [e
1

9.9 Ie‘(""’)zdx; 2<a<3.

9.11 Ie—ﬁ(“f)sinx@, —0<x<+0. 9,12
0

0 . 2
sinx
9.13 [T s p20.

0

1
9.15 J.sinl-én; O<n<2.
A g X x

9.17 I\/Z-e"‘”‘zdx; 0<a<-+oo.

9.19 |e ' cosydy xeR.

—ax COSX

i;f
T

9.21

1

j <3.

hod
=N

«/Ze"’”‘ dx; 0<a <+,

4 oo
6 JoF 0
98T

9.10 Ie_(x'“) dx; —o0 <@ <+0,

+00

Ie‘“" cosxdx 0<a<+w.
x?

i

1 n

9.14 f 1x-x2

9.16 W

sinax

dx;, 0<n<+oo.

|<—.

dx; 0<a<l.

9.18

=

]
1

9.20 J“’" ‘In— dx p>0.
0

e ——dx; 0<a<+%,p>0-fiksirlangan.
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10-masala.

10.1 Agar f(x)eC(0,+x) va v4>0 uchun f Sc)

dx integral
mavjud bo‘lsa, unda ushbu

J‘dezf(o).mﬁ (a>0, b>0).

o b a
Frullani formulasini isbotlang.

102 1(@)= _[ e Md" (220) integraldan foydalanib, ushbu
1]

Ismﬂxdx——szgnﬂ
0 X 2
Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

10.3 Iﬂnmbfdx (a>0’b>0). 10.4 dex (a>0b>0).

o

o al -pe w —ax _ —fx
105 [—d (a>05>0). 10.6 [°

cosmxdx (@ >0,>0).

10.7 ;j!:—(l_l—‘f’%)dx (|a|s1). 108 I \}__"fz) (| <1)-
10.9 jl"’(g‘f;’:) de. 10.10 :farctgaxx-zarctgﬂx "
10.11 Tm(“azxz)x,}"(”ﬂz )i 102 Te{ %;de(a>0)

0 5
10.13 T " #(a>0,8>0). 10.14 |¢ cosbxdx(a>0)
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10.16 I(smax) .

0

1018 | g

0

10.20 Tsm xdx

0

dx.

11-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.

%
11.1 ln(azsinzx+b2coszx)dx.
0
1
arct dx
113 [ =
o X 1-x°
*sin® ax—sin® fBx
1.5 | Bx 4.
: x
*txsinax
dx.
117 OI =
sin’ x
1y [—

11.11 J‘sinx2 -cos 2axdx.

cos
11.13 Iaz 2 .

a-1

0
exr—x
1L.15 of —

11.2 ]1n(l ~2acosx + az)dx.
0

dx,a>0,6>0.

! 1)x?-x
ln_
11.4 0Icos( x) =

11.10 TSin(cnf2+bx+c)cbc(a¢0).
11.12 +Tcosxz-cosZambc.

Tt xsin
L4 [

0

T acosx . . dx
dx(a>0,6>0). 11.16 fe -sin(asinx)—.

0 X
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L1 Ie‘ cosbx—e’“-coslxdxdx (a,c>0).
0 X

11.18 Ie"’z-cosg—z—dx. 11.19 Ie"‘z
0 0

%
1120 [inirass & o))
0

1-acosx cosx

1 b __ @
11.21 Isin(lnl)-" X dv,a>0,b>0.
s x/ Inx

Ko‘rsatma. 10 va 11-masalalarni yechishda xosmas integrallarni
parametr bo‘yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani
va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi
integrallarni hisoblang.

+”xp—l.lnx 1y 1(1 x)ﬂ—l
d. dx 0’ .
R N 12.2 OI e (@>0,5>0)
]_[xa‘l'x-a de(0<a<l) ?
12.3 o 1-x . 124 0 l+x
1 xZa—l IJ
12.5 6“1+x2dx(0<a<1). 12.6 W
2 4x o
dx.
27 [y 1.8 J(1+x3)
o Jr ()
12.9 !sin®x-cos* xdx. 12.10 n>1).
j- in” x-cos” xdx o{/T’—’
i +e m—l
12.11 szne Y‘dx(n —butun son) 12.12 JI dx(n>0),
° 0
= x +0 m
12.13 'f(1+x)" dx. 12.14 I (a>0b>0 n>0).

0
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Y oax
12.15 jm—

12.17

%
12.19 j 1g"xdx.

r(x a)" (b~ x)

(m>0).

fsin"’ x-cos” xdx.
0

12.21

12.16 j e dx(n>0).

12.18 J‘x"'e"’ dx

0

1 1 P
12.20 I(ln-) dx.
0 X

~dx (0<a<b, c>0).

a ( + )m+n+"
-D-

Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Quyidagi
T
o (x2 +x+ 1)3
xosmas integral hisoblansin.

xby=t
+x +x dx +%
j w=| | amashtirish | |= [ —2—.
—«,x+x+l) -w( ) 3 bai . 4(1 3)
x+ = ajaramiz £+ —
2) 4 4

Bu integralni hisoblash uchun xosmas integralda bo‘laklab inte-
grallash usulidan foydalanib, quyidagi ishlarni bajaramiz.
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+x

" u= 2ﬂdll: _4"‘{’3 s o R
i%: I dts 7= ([24-‘4-) (124'%) = ! 3 +4 ! 3 3df:
| .2 2, 9 -
(3] Ut (3L (3
T dt T oar 167
=4 .
l(z 3)2 ,[( 3)’ 33
£+ F+=>
4
Shunday qilib, berilgan integral 1 ga nisbatan ushbu
47 167

tenglamaga keldik. Bu tenglamadan

+X dx 47[

r= ~3J3 ckanligini hosil qilamiz.

_ao(x2+x+l)3

2.21-masala. Quyidagi
b

dx
% _sa
I V—a)(6—)
II-tur xosmas integral hisoblansin.
4 x=a vax=p nuqtalar integral ostidagi funksiyaning maxsus
nuqtalari bo‘ladi. Agar integralda
x=acos’t+bsin’t;
almashtirish bajarsak, berilgan xosmas integral oddiy xos aniq inte-
gralga kelib qoladi. Darhaqiqat,

x=a=1t=0 {x_a_—_(b—a)sin:t

dx=2 b_ . d
b“"=(b—a)cos2t:> (6-a)sintcostdr

T rva
x=b=t=—
2

Bu ifodalarni berilgan integrallarga olib borib qo‘yib topamiz:
=2 |dt=nm.p.
“.,/ (x-a)(b~x) '[
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3.21-masala. Quyidagi
A
sin® x - cos”? xdx.
0
integralni yaginlashishga tekshiring.
«Integral ostidagi funksiya uchun ¢ <0 bo‘lganda x=0 nug-

ta, B<0 bo‘lganda esa x =% nuqgta maxsus nuqta bo‘ladi. Shu
sababli integrallash oralig‘ini ikkiga ajratamiz:
x A Y,

. in® x. A = 7
I= fsin"x-cos”xdx: Ism“x-cos"xdx+ fsm x-cos” xdx =1, +1,.
0

0 L3
4

x>0 da  sin®x-cos” x=0"(sin® x)=0'(x“), .x—->—72£ da

. S ’ % % dx
sin® x-cos” ¥ =0"(cos” x) =0 (E_XJ bolganligi va [x*dx= [—
X
0 0

%(ﬂ, )ﬂdx=% dx

P Rl
%(g_x) integral f>-1 da

integral g >-1 da 1

4
yaginlashishini e’tiborga olsak, tagqoslash alomatiga ko‘ra I, inte-
gral a>-1,4-V va I, integral f>-1, a-V bo‘lganda yaqgin-
lashishini hosil gilamiz => Berilgan integral a>-1, #>-1 da ya-
ginlashadi.

4.21-masala. Quyidagi

T dx
Jx* I’ x
integralni yaqinlashishga tekshiring.
<1) Faraz gilaylik a>1 bo‘lsin. =&=a-1 deb belgilasak,

>0 bo‘ladi. Unda
1 1 1 1

f(x)=x"-lnﬂx=x'”-ln”x=x%.1nﬂx.x’+%
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1
lim__l__=0:3A>2:Vx2A uchun 7—p<1 bo‘ladi
x’?.In” x

&,
e /2 nf x

=Vx>4 da f(x)< ,ls =gp(x) boladi
7

+a0

T dx
Jx“-l =5[x"’-ln”x+J‘x”'-lrl"x:Il-"I2

n? x
o dx
desak, 1= J-m integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali
2

bo‘lgani uchun yaqinlashuvchi.

+

I,= Jx_"p—x integral esa taqqoslash alomatiga ko‘ra yagqin-

+0

2 dx
lashuvchi, chunki I;p(x)dx: I_x,+y: yaqiniashuvchi.
157

Shunday gqilib, I integral ¢ >1 bo‘lganda VB uchun

o ln B
yaginlashuvchi.
2) Endi =1 bo‘lsin.
T dx *]“ *J’fd (Inx) _[yadinlashadi, £>1,
x*-In’x Jxlnx ; W’x |uzoglashadi, A<1

3) a<l1 bo‘lsin. Bunda ¢=1-«a deb belgilab, 1)-holda bajar-
gan ishlarni bajarsak, berilgan integralning uzoqlashuvchi ekanligi-
ga ishonch hosil gilamiz.

Demak, berilgan integral o >1 bo‘lganda V B va =1
bo‘lganda, B>1 lar uchun yaginlashadi. Qolgan barcha hollarda

esa uzoglashadi.
'I, ( 1 ) dx
sin| —— |r—.
; I-x) 1-x

5.21-masala. Quyidagi
integral absolut va shartli yaqinlashishga tekshirilsin.
« Berilgan integralning yaqinlashishini Dirixle alomatidan foy-
283



dalanib, ko‘rsatamiz.

fx )’( —x) (l_lx) va g(x)=1-x

deb belgilaymiz va Dirixle alomatlmng shartlarini tekshiramiz:
1) f(x)eC[0,]) va f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi

|
F(x)= ‘°°S( - ) -chegaralangan,;

2) g(x)=1~x funksiva [0,1) da | va 1lim g(x)=0

x—1-0
3) g'(x)=-1eC[0,1).
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =

1 1

1 dx
= . dx: 1 _ e . .
J.f (x)-2(x) Jsm(l—x) —x yaqinlashuvchi.

Berilgan integral absolut yaqinlashuvchi emas. Bu tasdiq
| 1 . o 1

-sin
Il—x - xl 1-x

‘I. 2( 1 ) dx

sin®| — |- —-

I U-x) 1-x°

integralning uzoglashishidan kelib chiqdi. Oxirgi integralning uzoglash-
ishini 1%-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko‘rsatish qiyin
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaginlashuvchi. o

6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh giy-
mati topilsin:

-sin

.
b

tengsizlikdan va

Todx
V.p(;“xz——3x+2‘
+0 dx + dx L5 a&.
Vp|———=Vp|—oAc—=Vp|l———————
< pjx2-3x+2 p(;f(x—l (x-2) p!(x—l)(x—2)+

dx I~a
Vol o= e
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+1+[(x (x- 2)] "**“[I (x- l)x 2) Jp(x 1)(x - 2}

+ 1|m

i i)

1

dx 1
Agar -[(x—l)(x—Z) - J{x_z—x_l]dx=ln|x—2|—ln|x—1| ekan-

ligidan foydalanib, yuqoridagi limitlarni hisoblasak,

2 dx
V.p | ——m—
pa[xz -3x+2

=-In2 tenglikni hosil qilamiz.

7.21-masala. D= {(x,y) eR*:0<x<5, O<y< n}, to‘plamda
berilgan £ (x,y)=x"siny funksiyaning ¥, =7 nuqtadagi limit funk-
siyasini toping va tekis yaqinlashishga tekshiring.

a o(x)= yli{gf(x,y) = iiﬁxz sin y =—\/2§x2 — limit funksiya.
F(xy) funksiya (x) ga tekis yaqinlashuvchi ekanligini 4°-punkt-

dagi 3-ta’rifdan foydalanib, ko‘rsatamiz. Vg >0 va quyidagi ayir-

mani olamiz.
|/ (x¥)- o(x)= 2sin 77 y+%!<

—X

2,2,ly_2%(

x? smy——‘{z—gx =x*

siny - sin 2|
3

<X 5<256=c>6=—

<X .
25

<6

T
Demak, Vg¢>0 olingarda ham ¢ =2£—5 deb olsak, ’y-?

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vye(0,7) va Vxe[0,5] lar uchun

| f(xy)-o(x)|<e tengsizlik bajariladi. Bu esa y—*% da f(x.y)

funksiya q)(x) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini anglatadi.
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8.21-masala. Agar

xy
F(3)= [(x=2)7 ()42 vosin, 7 (z)-differensialiamuvehi funk-

y

siya bo‘lsa, ny" (xy) ni toping.

< Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (10)-tenglikdan foy-
dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko‘rinib turib-
di. (10)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab gilingan
hosilani topamiz:

()= [1 @) y-(e=r-9)1(9) - 5212

y

= [f(2)az+(-97) 1 (w);

'<Ikv__,{i

()= Jordeex ()5 ) (2o (5-39%) 1)+
H(or=97) S (o) 7= x(2-397) 1)+ 1o sl1-7) 1 () »

9.21-masala. Quyidagi

., COSX
J’e—ax
P

dx;

1 X

integralni 0<a <+, p>0-fiksirlangan bo‘lganda tekis yaqinlash-
ishga tekshiring.

« Berilgan integralning tekis yaqinlashishini Abel alomatidan
(s°-punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko‘rsatamiz. f (x,a)=e"’" va

cosx . .. - .
g (x,a)=-;p—- deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1) f(x,a)=e™" funksiya har bir fiksirlangan & e[0,+e0) uchun
monoton va D={(3€,0l)ER2 2x€[1,+°0),ae[0,+oo)} , to‘plamda che-
garalangan |f(x.@)|<1.
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*Tcosx

integral Dirixle alomatiga ko‘ra 0<a <+

to plamda tekis yaginlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaril-
di. = berilgan intengral 0<a <+ to‘plamda tekis yaginlashadi.>
10.21-masala. Quyidagi

_[ arctgax

integral hisoblang.

arctgax .
I(a)= I dx. deb belgilab olib, bu integralni para-

metr bo‘yicha d1fferens1allash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun-
ing uchun avval xosmas integrallarda parametr bo‘yicha differen-
siallash mumkinligi haqidagi 6°-punktda Kkeltirilgan 3-teoremaning
shartlari bajarilishini ko‘rsatamiz.
arclgax

( a)=x—2.—\[%—2'—‘—_—1 va D={(x,@)e R :1<x<+0,~0 < <+

deb belgilaymiz.
|arctgax| . e

resel= J 27 el
£ a)l

<
1+a x* )\/xz—l xx2 -1’

+x 40 1
tengsizliklar va dx o
ng l..- 2x2 o 1'[ x \/;2—_1 integrallar yaqin

lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra If (x,a)dx va
1

""fa (x,@)dx jintegrallarning —o<a <+wo to‘plamda tekis yagin-

1
lashishini hosil gilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr o
bo‘yicha xosila olish mumkin:

2 dx

I'(a)= {[ " (1 N azxz)' J-1 Bu integralda x=chs almashtirish
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i

(4 ” . . » .
bajarib, | (a)=3(1- \/175:7] bo‘lishini topamiz. Bu tenglikdan

I(@) ni topamiz. g >0 bo‘lganda

)da+c=1(a—\/1+a’)+c,a20

2

o) 5{1- i
10)=0=c=2= I(@)=2(1+a-i+a®)az0.

Xuddi shu kabi @<0 bo‘lganda I(a)=—§(1—a—\/1+a2)

ekanligini  topamiz. Ikkala javobni  umumlashtirsak,
I(a)=§(1+|a|—\/1+a2)sgna, la| < tenglikni hosil gilamiz. >
11.21-masala. Quyidagi

1 b_ a
jsin(lnl)x X dx, a>0, b>0.
5 x/) Inx ’

integralni hisoblang.

a b

= |xX’dy tenglik va parametrga

X
<« Bu integralni ushbu nx 3

bog‘liq integrallarni parametr bo‘yicha integrallash haqidagi teore-
madan foydalanib, hisoblaymiz:

lJ.sin(lnl) a’ 'f{sm ln x dy}d = I -sin lu—)dy}dx—
5 x

e 1 x=e ' dx=—e"'dl
= jx-‘-sm In— ldx dy = -
alo X x=0>t=+0;x=1=>¢=0 :
b} +0
= J{je'(”"')'-sintdt y =
ai_ 0

=H1 = Ie_(“y)' “sintdt jntegralda ikki marta bo‘laklab integralla-

0
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sak, 1 ga nisbatan chizigli tenglama hosil gilamiz va

1 L. . e ady
I =———— ekanligini topamiz ||=
(y+1) +1 & P ]] bJ.l+(y+l)

b
>= arctg(y+l)|a=arctg(b+ 1)-

b-a
T+(a+1)-(6+1)

—arcig(a+1)=arcig

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi
b - m . _ n
I= f(x a) (b x) dx(0<a<b,c>0);

;] (x + c)m+n+2

integralni hisoblang.
< Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunday
almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada [a,b] kesma [0, 1] kes-

x—a b-a
maga o‘tsin. Buning uchun x—+c-=—— t almashtirish bajarish

b+c
kifoya.
Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,

S e
x+e b+c *\x+c a+c va
dx b—-a

(x+c) (b+C) (a+c)
bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishga keladi va oson hisoblanadi:

=a)(-x) (=™ L
.[ (x+ )m+n+2 (b+c)m+1 .(a+c),,+1 Jt (1 t) di
(b_a)m+n+l

= (b + C)m+l . (a + c)n+1

Natija. Agar berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar
bo‘lsa, unda

B(m+1,n+1).

(b - a)'"‘"')'l m'n!

T(Bre) (ate) (man+l)]

bo‘ladi.
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9-§. 8-MUSTAQIL ISH

Karrali va egri chiziqli integrallar. Sirt integrallari va
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye qatorlari

Ikki karrali integrallar va ularning asosiy xossalari.
Ikki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.

Ikki karrali integrallarning ba’zi tatbiqlari.

1-tur egri chiziqli integral va uni hisoblash.

2-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

Grin formulasi va uning tatbiqlari.

1-tur sirt integrali va uni hisoblash.

2-tur sirt integrali va uni hisoblash.

Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.

Furye qatorlari.

-A-
Asosiy tushunsha va teoremalar
1°. Ikki karrali integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi R" fazodagi Jordan
o‘lchoviga asoslangan. Jordan bo‘yicha o‘lchovli to‘plamlarning asosiy
xossalaridan biri, uning chegaralangan bo‘lishidir. To‘plam chegara-
sining Jordan o‘lchovi 0 ga teng bo‘lishi zarur va etarlidir. R? (R”)
fazoda Jordan bo‘yicha o‘lchovga ega bo‘lgan to‘plamga kvadrat-
Januvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n>3 bo‘lganda karrali inte-
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji-
hatdan farq qilmaganligi va ikki karrali integrallarni tasavvur qilish
osonroq bo‘lganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari-
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz
qaralayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz gilamiz.

Aytaylik Dc R* sohada f(x,y) funksiya aniglangan bo‘sin.
D sohani v egri chiziglar to‘ri yordamida » ta D,,D,,...,D, soha-
chalarga bo‘lamiz.

D, sohada V(&,,7,) nuqta olib, f(£.,7,) ni hisoblaymiz ham-
da quyidagi
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a=if(§k’”k)'sk 1)

k=1

f(xy) funksiyaning D soha uchun integral yig‘indisini tuzamiz.
Bu yerda S, - D, sohaning yuzasi.

Ta’rif. Agar (1)-integral yig'indining /1=1:1f1_xdiam D, 0 ga in-

tilgandagi limiti mavjud bo%ib, u chekli songa teng bo‘lsa hamda uning
qgiymati sohaning bolinish usuliga va (&,,n,) nugtalarning tanlanishiga
bogliq boimasa, u holda o'sha son f (x, y) Sunksiyaning D soha bo yicha
ikki karrali integrali (Riman ma’nosidagi integrali) deyiladi va u

I= J;If (x,y)ds yoki I= Hf (x,y)dxdy ;

kabi belgilanadi. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi deyi-
ladi. Aks holda f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi emas,
deyiladi.

Shunday qilib,

I= Hﬂmﬁm@ﬂme@mJS )

Izoh. Karrali mtegrallar uchun mtegral]anuvch1 funksiya chega-
ralangan bo‘lishi shart emas. Lekin, biz tasdiglarning sodda bo‘lishi
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ularning
chegaralangan bo‘lishini talab gilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o‘zgaruvchili funksiyaning aniq in-
tegralidagi kabi Darbu yig‘indilari yordamida ham aniglash mumkin.

Aytaylik, M, =Sup{f(xy): (x,y)eD} va m,,=inf{f(x y):(x y)eD}
bo‘'lib, @, =M, -m, — f(x,y) funksiyaning D, sohadagi tebranishi
bo‘Isin.

1-teorema. f (x, y) funksiya p sohada integrallanuvchi bo‘lishi
uchun

lmZ@S =0 3)

k=1
tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.

2-ta’rif. Agar Ve>0 uchun EcR® to plamm yuzalarining
yigindisi ¢ dan kichik bo‘lgan sanogli sondagi to'gri to ‘rtburchaklar
bilan qoplash mumkin bo‘lsa, u holda E to‘plamning Lebeg o ‘Ichovi 0
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ga teng deyiladi. Agar E toplamni yuzalarining yig'indisi etarlicha
kichik bo‘lgan chekli sondagi to‘g'ri to ‘rtburchaklar bilan goplash mum-
kin bolsa, unda E to‘plamning Jordan o‘lchovi 0 ga teng deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, Jordan o‘Ichovi 0 ga teng to‘plamning Lebeg
olchovi ham 0 ga teng bo‘ladi. Teskarisi o‘rinli emas lekin Lebeg
o‘lchovi 0 ga teng kompakt to‘plamning Jordan o‘ichovi ham 0 ga
teng bo‘ladi. Jordan o‘Ichovi 0 ga teng bo‘lgan to‘plamlarning chek-
li sondagi yig‘indisining Jordan o‘lchovi, Lebeg o‘lchovi 0 ga teng
bo‘lgan to‘plamlarning sanoqli sondagi yig‘indisining Lebeg o‘Ichovi
0 ga teng bo‘ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f(x,y) funksiya o‘chovga
ega bo‘lgan yopig D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg
o‘lchovi 0 ga teng bo‘lgan E sohada uzilishga ega boib, qolgan
barcha nugtalarda uzluksiz bo¥sa, u holda f (x, y) Sunksiva D so-
hada integrallanuvchi bo ‘ladi.

Natija. Agar f (x, y) funksiva o‘lchovga ega bo‘lgan chegara-
langan yopiq D sohada uzluksiz bo‘lsa, u holda f (x, y) funksiya
D sohada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ikki karrali integrallar ham oddiy bir o‘zgaruvchili funksiyaning
aniq integrali uchun o‘rinli bo‘lgan gator xossalarga ega. Biz ul-
arning barchasini takrorlamay, o‘rta giymat hagidagi teoremalarga
to‘xtalamiz, xolos.

f(x,y) funksiya D sohada aniglangan bo‘lib, shu sohada che-
garalangan bo‘lsin, ya’ni 3m va M sonlar: V(x, y)eD uchun

m< f(x,y)<M;
bo‘ladi.
3-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bosa, u
holda 3 o‘zgarmas u (m<pu<M) son mavjudki,

I= ”'f(x,y)dxdy=p'S;

bo‘ladi. Bu yerda § — D sohaning yuzasi.
Natija. Agar f(x,y)eC(D) bo‘lib, D yopiq bo‘lsa, unda
3(a,b)e D nuqta topiladiki
1= {[f(xy)dsdy = f(a,b)-S;
bo‘ladi. ?
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4-teorema. Agar g(x, y) SJunksiya D sohada integrallanuvchi
bolib, u shu sohada 0% ishorasini o‘zgartirmasa va f(x,y)eC(D)
bo‘lsa, u holda 3(a,b)e D nugta topiladiki,

_I[If(x,y)g(x,y)dxdy=f(a,b). Hg(x,y)dxajz;
boladi.

2%, Ikki karrali integrallarni hisoblash

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to‘g‘ri to‘rtburchakli va egri
chiziqli trapetsiya bo‘lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy
integralga keltirish haqidagi teoremalarni keltiramiz.

1-teorema. f(x,y) funksiya D={(x,y)ER2 :a<x<b, cSySd}
sohada berilgan va integrallanuvchi bo‘lsin. Agar har bir fiksirlangan
xe[a,b] da
d
I(x)= [f(xy)dy;

integral mavjud bo‘lsa, u holda uivhbu

bbuw@};

takroriy integral mavjud bo b,

Hf (3)dsy= | ‘}f (x,y)dy}dv; )

tenglik orinli bo Jadi.
2-teorema. f (x, y) funks1ya D sohada integrallanuvchi bo‘lib,
v fiksirlangan ye[c,d]da
b
1(x)= [f (59)dv

mavjud bo‘lsa, u holda

j[jf(x y)dx]dy

integral ham mavjud bo‘ladi va
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J17 Gey) ey = [ff (x,Y)dX}fY )

tenglik bajariladi.
Endi soha

={(x,y)eR2 :asx<bh, ¢ (x)SySqu(x)}
egri chizigli trapesiya ko‘rinishida berilgan bo‘lib, ¢,(x) va
@, (x)eC[a,b] bolsin.
3-teorema. f(x,y) funksiya D sohada berilgan va integralla-
nuvchi bolsin. Agar v fi ks:rlangan xe[a,b] uchun

I(x)= I f(xy)dy
a(x)
integral mavjud bo‘sa, u holda

bjﬁ)f(x,y)dy]dx

al g(x)
mavjud bo‘ladi va

5| &l ’
[[f (x. y)axay = J{ [ £ y)dy} 6)
D al| a(x)
tenglik bajariladi. i
Agar D soha

{(x’y)e Ry (y)<x<y,(y), cSySd}
ko‘rinishda bo‘lib, v, () va w,(v)€Cl[c,d] bo‘lsa, unda quyidagi

teorema o‘rinli bo‘ladi.
4-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lib,

v fiksirlangan ye[c,d] uchun

wi(y)

1(y)= [ f(xy)ax

w ()

4| v(»
J{ | f(x,y)dx}dy;
el wi(y)
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D e Lwl(»)

4| vy
ﬂ f(x,y)dxdy = I[ j f(x, y)dx}dy )
bo‘ladi.

3%, Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

Dc R® soha berilgan bo‘lib, f(x,y) funksiya D da integral-
lanuvchi bo‘lsin. = _U f(x,y)dxdy~3
D
I= gf(x,y)dxdy N

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab gilinsin. Ravshanki,
f (x, y) funksiya hamda D soha murakkab bo‘lsa, (7)-integralni
hisoblash qiyin bo‘ladi.

Ko‘p hollarda x va u o‘zgaruvchilarni boshqa o‘zgaruvchilarga
almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta xOu va uOv tekisliklar berilgan bo‘lsin. x0u tek-
isligida chegaralangan, chegarasi 0D sodda, bo‘lakli silliq chiz-
igdan iborat bo‘lgan D sohani qaraylik. Ikkinchi uov tekisligida
ham xuddi shunga o‘xshash A sohani olamiz.

@(u,v) va y(u,v) funksiyalar A da berilgan shunday funksiy-
alar bo‘lsinki, ular A sohadagi V(u,v) nugtani D sohadagi (x,y)
nuqtaga akslantirsin, ya’ni

r=p(w)
y= ‘//(u9v)
funksiyalar A sohani D sohaga akslantiradi.
Faraz gilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) (8)-akslantirish o‘zaro bir giymatli,
2) ¢(x,y),w(x y)eC(D) bolib, bu funksiyalarga teskari bo‘lgan
funksiyalar @, (#,v),y,(u,v)eC(A) va ularning barcha birinchi tar-
tibli xususiy hosilalari 3 bo‘lib, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo‘lsin,

3) (8)-sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan tuzilgan
determinant (yakeobian) uchun

®

295



26) |5 &
D(x,y ou v
1) = D ar) = » o |*° ©)
ou Ov

shart bajarilsin.

Teorema. Faraz gilaylik, (8)-sistema yordamida aniglangan funk-
siyalar A sohani D sohaga akslantirsin va yugoridagi 1)-3)-shartlar-
ni qanoatlantirsin. U holda

I= If)jf(x,y)dxdy= {jf[cv(u,v),w(u,v)]-ll(u,v)ldudv (10)

bo ladi.

(10)-formulaga ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almash-
tirish formulasi deyiladi.

Uch Karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish formula-
lari ham shu kabi bo‘ladi. Masalan,

x=p(u,v,w)
y=y(u,v,w)

z=y(u,v,w)
funksiyalar Ac R’ sohani Dc R® sohaga akslantirib, yuqoridagi
1)-3) shartlarni qanoatlantirsin. Agar D sohada integrallanuvchi
f(x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsa, u holda

[ﬂf(x,y,z)dxdydz = _[Aﬂ[(p(u,v,w),://(u,v,w),;((u,v,w)]-lI(u,v,w)l-dudvdw

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda

& & &
ou v ow
=22 |3 & |
uv,w) |ou o ow
& x 2
ou v ow

berilgan akslantirishning yakobiani.

IKki karrali integrallarni hisoblashda qutb koordinatalar siste-
masiga o‘tish (x=rcosp, y=rsing, I=r), uch karrali integral-
larni hisoblashda esa silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga
o‘tish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida VA e R® nuqta

kabi beriladi (10-chizma).

'
i
|
!
I
]

y

10-chizma.

M (qz),r,z)

A

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste-
masi bilan bog‘lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.

X=rcosg
y=rsing

z=z,

r=x*+y*

o =arctg
x

Z=2Z
(11)-sistema uchun yakobian

D(x,,z)
D(¢,r,z)
Sferik koordinatalar sistemasida VM e R®

i (p.r.z)=

(11)

0<p<27, 0<r<+w

(12)

nugta M (g, p,y) kabi



beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi-
natalar sistemasi bilan bog‘lovchi formulalar (13)-tenglikda keltirilgan.

X=pcos@-siny

y = psing-siny 0<p<27, 0<p<+wo, 0<y<rx (13)
zZ=pcosy
(13)-sistema uchun yakobian
D(x,y,z) ., .
Ne,p¥ )\ =7 ——5|=p siny
oo D(p.p.¥)

4°, IKkki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari

a) Jismning hajmi. R* fazoda yuqoridan z=f(x,y) sirt bilan,
yon tomonlaridan yasovchilari 0Z o‘giga parallel bo‘lgan silindrik
sirt hamda pastdan 0XY tekisligidagi D soha bilan chegaralangan
(7) jismning hajmi ¥ ushbu

V= [[f (ny)dsdy (14)

formula yordamida hisoblanadi.
Misol. Ushbu

2 2 2
x* y oz
—+y+5sh

ellipsoidning hajmi topilsin.
< Agar {z20} yarim fazodagi ellipsoid bo‘lagining hajmini ¥,

desak, unda
X2 y2 )
V=2 =2c1j)j,/1—;;—;)7dxdy,

x2 y‘.’
D={—+=<1
{az b

X¥=arcos®  lmashtirish bajaramiz, wunda D soha
y=brsing

bo‘ladi. Bu yerda
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A= {( r,@):0<r<1,0<p< 27t} to‘g‘ri to‘rtburchakka akslanadi va ya-
kobian

il
or O acos@,—arsing
I = = = -
(r.¢) &y bsing,br cos@ abr ;
or Op

bo‘ladi. Unda
1 2x ]
V=2 Hxll - r? .abrdrdp =2abc J{r\/ 1-r* Id(p}dr =4xabc Irx/l -ridr= %’iabc. >
A 0 0 [

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta’rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi

S= gdxdy 15)

formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha D= {(x,y) eR*:a<x<bh, 0<y< f(x)} egri chiz-
igli trapetsiya bo‘lsa, u holda

5= [Jasay= ']f‘f’aw}fn [

bizga ma’lum bo‘lgan formulaga kelamiz.
d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z= f(x,y)eC'(D) bo‘lib, bu funk-
siyaning grafigi R’ fazoda (S) sirtdan iborat bo‘lsin. U holda bu

sirt yuzasi
s= [\ £ ] L enfar ag

formula yordamida hisoblanadi.

e) Ikki karrali integrallar yordamida mexanikaga oid masala-
larni yechish.

Aytaylik, D — xOu tekisligida berilgan zichligi p(x,y) ga teng
bo‘lgan bir jinsli plastinka bo‘lsin. Unda quyidagi formulalar o‘rinli
bo‘ladi.

M= ﬂp(x,y)dXdy (17)

(17)-plastinkaning massasi.
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M, = [[y p(xy)drdy,
D

M, = ”x-p(x,y)dxdy (18)
)
(18)-plastinkaning 0X va IOY o‘qlariga nisbatan statik momentlari.
M.V
Xo = —57
M (19)
Yo = M

(19)-plastinka og‘irlik markazining koordinatalari.
1, = [[y*- p(x,y)dxdy;
D

I = .sz p(x,y)dxdy (20)

(20)-plastinkaning 0X va 0Y o‘glariga nisbatan inersiya mo-
mentlari.

L=I+1 = .U(xz +y2)-p(x,y)dxd)1 (21

D

(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti.

Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o‘zgaruvchili funksiya aniq
integralining qanday umumlashmasi bo‘lsa, uch karrali integral ham
ikki karrali integralning shunday umumlashmasi bo‘ladi va prinsipial
jihatdan undan farq qilmaydi. Shu munosabat bilan uch karrali in-
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ularning tatbiglarini o‘qib,
o‘rganib olishni o‘quvchining o‘ziga havola gilamiz.

5% Birinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash
Ushbu x=¢(f), y=yw(f) funksiyalar [o,8] kesmada aniglan-

gan va uzluksiz bo‘lib, ular ¢ ning turli giymatlariga R* da turli
nuqtalarni mos qo‘ysin. Bu holda [a,f] kesmaning

{x=¢(t)
y=y(t)
funksiyalar yordamida R? da hosil bo‘ladigan aksi 7 ga sodda
egri chiziq deyiladi:
r={(x.y)e R :x=p(s),y=vp (1)t e[, B]} .
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A= 7(a) ga egri chizigning boshlang‘ich nuqtasi B=y(8) nug-
taga esa egri chizigning oxirgi nuqtasi deb ataladi. Biz qaralayot-
gan egri chizig to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bolsin
deb faraz qilamiz.

Aytaylik, xOy tekisligida biror sodda AB egri chiziq yoyi va bu
yoyda f (x y) funksiya berilgan bo‘lsin. 4B egri chiziqni A dan V
gaqarab 4 ,=4, 4, 4, ..,4,=B nugtalar yordamida nta 4,4,

(k=0,n- 1) yoyga aJratamlz A4,4,,, yoyning uzunligini AS va
A= krrg,anxlASk deb belgilaymiz. Endi V(£,.7,)€ 44, (k=0,n-1)
nuqtalar olamiz va quyidagi

n-1

2 —Zf (‘fk»’h >
yig‘indini tuzamiz.

Ta’rif. Agar hma 3 bo'lib, u chekli I soniga teng bolsa va [
ning giymati 4j ntng bo linish usuliga hamda (¢,.n,) nugtalarning
tanlanishiga bogliq bo‘lmasa, u holda shu I soniga f(x,y) funksi-
yaning AB egri chizig bo‘icha birinchi tur egri chizigli integrali
deb ataladi va u

J‘ f(x,y)ds
kabi belgilanadi. ”
Shunday qilib,
. n-1
_jf(x,Y)dS =limo = limY" f(&,.7m,):AS, (22)
AB A0 s

ekan.
Birinchi tur egri chizigli integrallar quyidagi xossalarga ega.

1 ,[f(x,)’)ds= __[f(X,y)ds.

%) AB=ACUCE= [/(xy)ds= [f(xy)ds+ [7Gy)ds

()

4

3) jl.;cf(x,J’)dS =C-E_I[f(x,y)ds(c=const)_
4) zi[f(x,y)i'g(x,y)]ds =J_.f(x,y)dsi- J:g(x,y)ds
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5) Agar V(x,y)edB da f(x, »)=0 bo‘lsa, u holda
If(x,y)dszo.
iB

6)

jgf(x,y)ds < ;ﬁ[]f(x,y)‘ds.

7) 3(ese;)e 4B nuqta topiladiki, [/(xy)ds=5(coc)S
bo‘ladi. © N
Izoh. Yuqoridagi xossalarning hammasida f(x, y) eC (AB) deb
faraz gilinadi. '
Teorema. Agar AB= {(x,y) eR :x=p(f),y=y(t),t€ [a,ﬂ]}
sodda egri chiziq va f(x,y)eC (;lé) bo‘lsa,
8

£ Gxn)ds= [7Lo@w (O] [o 0T +[v' ()] e (23)

o
a

AB
bo‘ladi. .

Bu teoremadan cluyidagi muhim natijalar kelib chigadi.

I-natija. Agar AB={(x,y)eR2:y=y(x),c£xsb} (y(a)=,4,y(b)=3)
bo‘lib, y'(x)eC[a,] bolsa, u holda

Z.Ef(x,y)ds=:ff[x,y(x):lq11+|:y'(x)]2dx (24)
bo‘ladi.

2-natija. _Agar  AB={(r,p):r=r(¢).p <p<p)  bo'lid,
¥ '(¢’)€C [(/J,,wz] bo‘lsa, u holda

P
jf(x,y)ds = J'f(rcow,rsin ?)" frz +[r’((o)]2d¢ 25)
iB Pt
bo‘ladi.
Eslatma. Agar 1-tur egri chizigli integralda f(x,y)=1 desak,

n=1
~Ids = ﬂ%ZAS& = bo‘ladi, ya'ni
B k=0
¢= [ds (26)-4B yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
45
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6°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash

Tekislikda biror yopiq bo‘lmagan sodda 4B egri chiziq beril-
gan bolib, f(x,y) funksiya shu chiziqda aniglangan bo‘lsin. 43
egri chizigni 4, (k=0,n) nuqtalar yordamida n ta
AA, (k=0,n-1) bo‘lakka ajratamiz va V(£,,n,)e 44, nuqtalar
olib, quyidagi yig‘indini tuzamiz:

n-1

0'=Zf(§k”7k)'Axk'
k=0 _
Bu yerda Ax, =x,,-x, — A4, Yyoyning 0X o‘qidagi proek-
siyasi, 4= max AS,, AS, -4 4., ning uzunligi, deb belgilaymiz.

k=0, n-1
Ta’rif. Agar U0 =1 mavjud va chekli boib, I ning giymati
4R ning botinish usuliga va (&.,n,) nugtalarming tanlanishiga bog Yiq
bo‘lmasa, u holda I soniga f(x,y) funksivadan 45 egri chiziq boYyicha
olingan ikkinchi tur egri chizigli integral deb ataladi hamda u

I= J[f(x,y)dx.

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

1= [ 7 y)dx=£gg:}jf(:k,nk)mk @7

ekan.
Xuddi shunga o‘xshash f (f,,,nk) larni Ax, ga emas, Ay, larga
ko‘paytirib,

I'= [£G)d=lmd £ (Eun) b3 (28)

A0
ni hosil gilamiz.
2-tur egri chizigli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kelib chigadi.

) [FGn)de==]7(0d va [f(ny)dy==[7(n0) .

2) Agar 4p yoy 0X o‘qiga (0Y o‘qiga) perpendikular bo‘lgan
to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa, u holda

bo‘ladi.
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Endi faraz qilaylik, 4B egri chiziqda 2 ta P(x,y) va Q(x,y)
funksiyalar berilgan bo‘lib,

jP(x,y)dx va IQ(x,y)ajz;
AB AB
2-tur egri chizigli integrallar mavjud bo‘lsin. Ushbu
[P(x.y)axc+ [Q(xy)dy;
4B 4B

yig‘indi 2-tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata-
ladi va
[P(x.y)dx+0(xy)dy;

AB

kabi yoziladi. Demak,
[P(ry)ds+Q(xy)dy= [P(xy)de+ [O(xy)dy 29)

Aytaylik, 4B egri chiziq, sodda yopiq egri chiziq bo‘isin, ya’ni
A va V nuqtalar ustma-ust tushsin. Bu yopiq chizigni y deb belgi-
laymiz. Bu yopiq chiziqgda ikkita yo‘nalish bo‘ladi. Ularning birini
musbat (soat strelkasiga garama-garshi yo‘nalganini), ikkinchisini
manfly yo‘nalish deb gabul gilamiz.

Faraz qilaylik, 7 da f(xy) funksiya berilgan bolsin. Bu y
chizigda 2 ta w4 p nuqtalar olamiz. Natijada 7 yopiq chiziq 2
ta 4aB va pBp4 egri chiziglarga ajraladi (12-chizma).

Agar If(x,y)dx+ If(x,y)dx integral mavjud bo‘lsa, u
AaB BbA

f(x,y) funksiyaning » yopiq chiziq bo‘yicha 2-tur egri chizigli
integrali deb ataladi va [ﬁf (x,y)dx kabi belgilanadi.
4

2 B

A
12-chizma,
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[jP(x.y)dx+ [JO(x.)dv bo‘lgan umumiy hol ham xuddi shun-
1A N .
ga o‘xshash ta’riflanadi.
Agar Zzp egri chiziq fazoviy chiziq bo‘lib, f (x, y,z) funksiya
shu chizigda aniglangan bo‘lsa, u holda

Jf(x,y:z)dx9 Jf(x,y,z)dy, Jf(x,y,z)dz, lar va
J‘P(x,y,z)dx+ O(x,y,z)dy+ R(x,y,z)dz =

= _J.P(x,y,z)dx+ JQ(x,y,z)dy+ JR(x,y,z)dz

lar ham yuqgoridagidek aniglanadi.

Endi ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblashni
o‘rganamiz.

Faraz qilaylik, ZB={(x,y):x=(o(t),y=t//(t),te[a,/3]} bo‘lib,
o(t).w (t)eCla, fl.(p(a).w (@)= 4, (¢(B).w(B))=B  bo‘lsin,
hamda t parametr ¢ dan S ga qarab o‘zgarganda
(x,y)=(¢(t),t//(t)) nugta A dan V ga qarab o‘zgarsin.

1-teorema. Agar ¢'(t)eC[a,B] bofib, f(, y)eC(ZB) boIsa,
u holda '

B
[f(wy)as=[1lo@)p () o (0)a (30)
boladi. ’ ‘ g
2-teorema. Agar y'(t)eCla,pB] bo'lib, f (x, y)eC(AB) boIsa,
u holda 5
[ @y)dy=[1lo().w () () (31)
bo ‘ladi. “ :

1-natija. Agar ¢'(¢),p'(1)eCla,B] bo'lib,
P(x,y),0(x.y)eC(4B) bo'lsa, u holda

r«J; P(x,y)d+Q(x.y)dy = ?[P (e (D )+ Qo) w W' (D) (32)
bo‘ladi. ]
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2-natija. Agar AB={(x,y):y=y(x),asx<b}, y'(x)eC[a,b]
bo'lib, P(x,y),0(x,y)e C(;IB) bo‘lsa, u holda

;I P(x,y)dx+Q(x,y)dy ="I[P(x,y(x)) +Q(xy(x)- Y (). (33)

B
bo‘ladi.

Misol. Agar (O egri chiziq O(0,0) va A4(L1) nugqtalarni tut-
ashtiruvchi

a) to‘g‘ri chiziq kesmasi.

b) ORA siniq chizig, P=(1,0) nugqta;

d) OQA siniq chizig, Q=(0,1) nuqta bo‘sa,

I= (x—yz)dx+2xydy;

hisoblansin.

b) I= I(x—y’)dx+2xyajz=J(x—yz)dx+2xydy+ I(x-—yz)dx+2xydy=

OPa 2

OP:y=0,0sx<1=dy=0 ! 1 3
= = {xdx+ |2 =—,
([PA:x:l,OSySl:dx=0 oj ijdy 2

d) I= j(x—yZ)dx+2aydy=o£(x—y2)dx+2xydy+_j(x—yZ)dx+2xyay=

004 04

. 00:x=0,0<y<1=>dx=0 ! 1 I
= = |0dy+ |(x-Ddx=——.
[(QA:y:l,OSxSl:le.—_o oj"j’ Of(x Yy ===

1zoh. Bu misoldan ko‘rinib turibdiki, 2-tur egri chizigli inte-
gralning giymati umuman olganda, 4 va V nugqtalarni tutashtiruv-
chi integrallash yo‘liga bog'liq ekan.

Qanday shartlar bajarilganda uning qiymati integrallash yo‘liga
bog‘liq bo‘lmaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

78, Grin formulasi va uning ba’zi bir tatbiqlari

a) Grin formulasi.
I-teorema. (Grin). D c R> soha berilgan bolib, uning chegarasi
oD bo‘akli-sillig chizigdan iborat bo‘lsin. Agar P(x,y) va O(x.y)
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funksiyalar D da berilgan va P(x,y),0(x,y),

oP(x,y) 6Q(x,y)E
& Oy

gP(x,y)dx+Q(VJ’)dy H(aQ ap] xdy (34)

tenglik o‘rinli boladi.
(34)-formulaga Grin formulasi deyiladi.
Grin formulasidan D sohaning yuzasini hisoblash uchun ushbu

C(D) botsa, u holda

S= —[;g ydx, 35)
S= [jxdy, va (36)
&
1
S= —io[;lgxdy - ydx, (37

formulalar kelib chiqgadi.
2-teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar D sohada Grin
teoremasining shartlarini bajarsa, unda quyidagi 4 ta shart bir-biriga

ekvivalent bo‘ladi.

1) D da op a—Q— (38) tenglik bajariladi.
6y Ox

2) D sohadagi v yopiq kontur ¥ uchun [ﬁP dx +Qdy =0

Y
3) VA4,Be D nugtalar va bu nuqtalarni tutashtiruvchi jp yoy
uchun

Jde+Qajv;

integralning qiymati integrallash yo‘liga bog‘liq emas;
4) P(x,yVux+ Q(x,y)dy ifoda toliq differensial bo‘ladi, ya’ni
D sohada shunday u(x,y) finksiya topiladiki du=Pdx+Qdy teng-
lik bajariladi va unda
[ Pdx+Qdy=u(B)-u(4) botladi.
AB
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Agar du=Pdx+Qdy bo‘lsa, unda u(x,y) funksiya ushbu
u(x,y)= J.P(x, dx + IQ(xo,y)dy+c (39)

Yo
formula yordamida top11ad1 Bu yerda (xo,}’o)GD-lxtnyorly nuqta.
Misol. Agar y chiziq koordinata boshidan o‘tmaydigan va
yo‘nalishi musbat bo‘lgan v yopiq chiziq bo‘lsa,
= DiXdy ydx

x+y

;
14

integralni hisoblang.
« ¥ chiziq bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz.
I-hol. 0¢ D bo‘lsin.
y x ?£ aQ y-x -

P=- ,O= N
x2+y2Q ¥+ y? oy o (x'+y2)2

Grin formulasiga ko‘ra 7=0.
2-hol. 0eD bo‘lsin. Bu holda Grin formulasidan foydalana

olmaymiz, chunki, P(x,y) va O(x,y) funksiyalar 0(0,0) nuqtada
aniqglanmagan.

13-chizma.

D sohaning ichida yotuvchi V 7,={(x,y):x2+y2=r2} aylana
olamiz. Endi G soha sifatida‘y va y, chiziglari bilan chegaralangan

oP o
sohani olamiz. G da 5=6_§2 va 0¢G. Unda Grin formulasiga ko‘ra

[ﬂpdx+Qdy=o=>o=[ﬁde+Qdy+[ﬂpdx+Qdy=|:ﬁpdx+Qdy-[ﬁde+Qdy=>
4 " y re
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—~ = 1,0<t <27, dx =—rsintdt)) %
I=Eﬁxd): yiix= x rc?s <2r rsintdl _ Idt=27r.l>
s X +Yy y =rsint,dy =rcostdt o

8°. Birinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash

Birinchi tur egri chiziqli integrallar oddiy aniq integrallarning
ganday umumlashtirilishi bo‘lsa, birinchi fur sirt integrallari ham
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumiashtirilishidir.

Bizga bo‘lakli silliq kontur bilan chegaralangan ikki tomonli
silliq (yoki bo‘lakli silliq) (S)c R’ sirt berilgan bo‘lib, f(x,y,z)
funksiya shu sirtda aniglangan bo‘lsin. (S) sirtni v tarzda o‘tkazilgan
egri chiziglar to‘ri yordamida (S,),(S,)....,(S,) qismlarga ajratamiz.
(S,) ning yuzasini S, deb belgilaymiz (k=1, #). Har bir (5,) da
V(&.m.¢,) nugta olib

a=if(§k’nk’¢k)sk;

k=1
integral yig‘indini tuzamiz va /1=Ig:ﬁ_§diam(5k) deb belgilaymiz.
Ta’rif. Agar imo=I mavjud va chekli bo‘lib, I ning giymati
(S) sirtning bo‘linish usuli hamda (¢,,7,,¢,) nugtalarning tanlan-
ishiga bog‘liq bo‘lmasa, u holda I ga f (x, y,z) funksiyadan (S)
sirt bo‘yicha olingan 1-tur sirt integrali deyiladi va
_Uf(x,y,z)ds;
)]
kabi belgilanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu (S)={(x.y.z)e R :z=z(xy),(xy)e D}
ko ‘rinishda berilgan bo‘lib, z(x,y),z,(x,y).z,(x,y)eC(D) va
f(x.9.2)eCl(S)] bo'sa, u holda

(ﬂf (x,3,2)dS = {)ff [rz(ey)W+[z (52)] + [ (22) ey (a0
bo Jadi.
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90, Ikkinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash

Bizga ikki tomonli silliq (yoki bo‘lakli silliq) (S)CR’ sirt ber-
ilgan bo‘lib, f(x,y,z) funksiya shu sirtda aniglangan bo‘lsin. (S)
sirtni v tarzda o‘tkazilgan egri chiziglar to‘ri yordamida
(5,),(S,),...(S,) qismlarga ajratamiz. (S,) (k_l n) ning 0XY
tekislikdagi proeksiyasini D,, D, ning yuzasini esa S, deb belgi-
laymiz. Har bir (S;) da V (é‘“r)‘,{k) nugta olib quyidagi

a:k\;f(fk,nk,¢k) D

yig‘indini tuzamiz va A:maxdiam(S ) deb belgilaymiz

Ta'rif. Agar limo = I' mavjud va chekli bolib, I ning giymati (S)
sirtning bo linish usulzga hamda (f,,,n,,,g k) nuqtalarming tanlanishiga
bog lig bo‘Imasa, u holda I ga f(x,y,z) ﬁmkszyadan (S) sirtning tan-

langan tomoni boicha olingan ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va

J‘J‘ S (x,y,2)dxdy.
)]
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

' (Iq)ff %)y = l"“Zf (Eomod)Ss @)

Shuni aytib o‘tish kerakki, funk51yadan (S) sirtning bir tomoni
bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning
ikkinchi tomoni bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan faqat
ishorasi bilangina farq qiladi.

Ushbu ,Uf X, y,2)dydz yy (J‘,){f X,y,2)dzd% jKkinchi tur sirt in-
S

tegrallari ham yugoridagidek ta’riflanadi.

Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko‘rinishini keltiramiz.
Faraz qilaylik, (S) sirtda P(x,3,z), Q(x,,z) va R(x,y,z) funksi-
yalar berilgan bo‘lib,

Ushbu

ﬂP (%,92) dxdy HQ(x, ¥,z)dydz _UR (x,y,2) dzdx
(s) ) !
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integrallar mavjud bo‘lsa, u holda ularnipg yig‘indisi 2-tur sirt in-
tegralining umumiy ko‘rinishi deb ataladi va

H P(x,y,z)dxdy + Q(x, y,2)dydz + R(x,y,z)dzdx ;
) ,
kabi belgilanadi.

Endi R® fazoda biror (V) jism berilgan bo‘lsin. Bu jismni o‘rab
turgan yopiq sirt silliq sirt bo‘lib, uni (S) deylik. f (x,5,z) funksiya
(S) da berilgan bo‘lsin. 0XY tekislikka parallel bo‘lgan tekislik bilan
(V) ni 2 gismga ajratamiz: (V')=(¥;)w(¥;). Natijada, uni o‘rab tur-
gan (S) sirt (S,) va (S,) sirtlarga ajraladi. Ushbu

sy [1ndad
) (%)
integral (agar u mavjud bo‘lsa) f (x, y,z) funksiyaning yopiq sirt
bo‘yicha 2-tur sirt integrali deb ataladi va

[ f (%, 2)dxdy s

(s} A
kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral (S,)
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa (Sz) sirtning pastki
tomoni bo‘yicha olingan. Xuddi shunga o‘xshash

[ﬂf(x,y,z)dydz Eﬁjf(x,y,z)dzdx;
(8) M
hamda umumiy holda

[jIP(x’YaZ)dXdy +Q(x,y,z)dydz + R(x,y,z)dzdx :
)
integrallar aniglanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

()= {(x,y,z) eR:z=z(xy),(xy)e D}
ke ‘rinishda Yerilgan bo'lib, z(x%¥), zi(%.¥), z,(x,y)eC(D) va
f(xy.2)e C[(S)] bo‘sa, u holda
Hf(x,y,z)dxdy = ﬁf[x,y,z(x,y)]dxcbz 43)
bo Tadi. © i
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Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni qgaralsa, unda barcha S, lar
manfiy bo‘lib,
[[f (xop.z)axdy == [[ [ x,y,2(x,) | drdy ,
(S) D
bo‘ladi.
Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o‘giga parallel bo‘lgan
silindrik sirt bo‘lsa, unda

ﬂf(x,y,z)dxdy =0;
)
bo‘ladi.

Demak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral-
lariga keltirilib hisoblanar ekan.

Agar (S)-ikki tomonli silliq sirt bolib, P(x..z), Q(x.7.2)
R(x,y,z)eC [(S)] bo‘lsa va (S) sirt normalining yo‘naltiruvchi ko-
sinusilarini cosa, cosf, cosy desak, u holda 1 va 2-tur sirt inte-
grallari orasida quyidagi munosabat o‘rinli.

HP (x,y,2)dydz + Q(x, y,z)dzdx + R(x, y,z) dxdy =
)

= _U[P(x, y,z)cosa +Q(x,y,z)cos B+ R(x, y,:)cosy]ds (44)

N
Izi)l)l. Agar (S) sirt z=z(x,y) tenglama yordamida berilgan
bo‘lsa, sirtning (x,,¥p,2,) nuqtadagi normalining OX, 0Y, OZ
o‘glarining musbat yo‘nalishlari bilan tashkil qilgan burchaklarini
mos ravishda «, [, y orqali belgilasak,

’
-z
cosa = == R

i\/l+(zx')
-z
iJl +(z,’ )2 +(zy' )2
1
iz ) (5 )
bo‘la.di va ular normalning yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
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Iidiz oldida ma’lum bir ishorani tanlab olish bilan biz sirtning aniq
bir tomonini tanlab olgan bo‘lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora-
ni olsak, cosy >0, ya’ni normal OZ o‘qi bilan y o‘tkir burchak tashkil
etadi va bu holda (S) sirtning “yugori” tomonini tanlab olgan bo‘lamiz.

100, Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari

(S)={(xyz)e R :z=2(x,y).(x,y)€ D} bo'lib, d(S)-bo‘lakli sil-
liq egri chiziq va 8(S)-ning OXY tekisligiga proyeksiyasi 0D bo‘lsin.

Faraz qilaylik, (S) sirtda uzluksiz P(x,y,z), O(x,5,z) R(x,»,z)
funksiyalar aniglangan bo‘lib, bu funksiyalarning barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo‘lsin.

1-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa, u holda ushbu

jP(x y,2)dc+0(x,y,2)dy+ R(x,y,2)dz = H‘:GQ GP]
&(8)

OR 0Q oP OR
[Ey———g—}dd +[ ——a—~}ddx (46)

0z Ox

Stoks formulasi o'‘rinli boladi.

Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo‘yicha olingan 2-tur
sirt integrali bilan shu sirtning chegarasi bo‘yicha olingan egri chizigli
integralni bog‘lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R*> fazoda pastdan
z=¢,(x,») tenglama bilan aniglangan silliq (S,) sirt bilan, yu-
qoridan z=g,(x,y) tenglama yordamida amqlangan (8,) sirt bi-
lan, yon tomondan esa yasovchilari OZ o‘qiga parallel bo‘lgan sil-
indrik (S,) sirt bilan chegaralangan (V') jismni qaraylik. Bu jis-
mning OXY tekisligidagi proeksiyasini p deb belgilaymiz. Faraz
qilaylik, (V) da uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) funksiya-

aP 380 OR
lar berilgan bo‘lib, aQ P C[ V)] shartlar bajarilsin.

2-teorema. (Ostrogradskiy). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa,
u holda ushbu ,

aP 80 OR
J( Q ]dxdydz EMdedz +Qdzdx + Raxdy  (47)
(r) (%)
Gauss- Ostrogradskty Jormulasi o‘rinli bo‘ladi.
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11°, Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch oflchovli Yevklid fazosi g3 ni olib, undagi nuqtalarni
(x, ¥, z), koordinata o‘glari bo‘ylab yo‘nalgan birlik vektorlarni esa
e, ¢, e kabi belgilaymiz. Aytaylik, Dc R® sohadagi har bir
(x, », z) nugtaga A(x, y, z) vektor mos go‘yilgan bo‘lib, tanlan-
gan koordinatalar sistemasida u 4 (x, y, z), 4,(x, y, z),
4,(x, y, z) ko‘rinishga ega bolsin. U holda D sohada vektor funk-
siva aniqlangan yoki D da vektorlar maydoni berilgan deyiladi. Agar
har bir 4,(x, y, z), k=1, 2, 3, funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi
va hakozo bo‘lsa, unda 4 vektor maydon uzluksiz, differensialla-
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U (x, ¥, z) funksiya
aniglangan bo‘lsa, u holda D da { skalyar maydon berilgan deyiladi.
Tanlangan koordinatalar sistemasida qaralayotgan skalyar va vektorlar
maydoni kerakli darajada silliq bo‘lsin deb faraz gilamiz.

Ushbu
oU aU oU ou ou oU
—,—,— |=g—+e,—+e,—:U >4
&x oy Oz Ox Oy 0z
operatorni (gradiyent) aniqglaymiz. U bilan bir gatorda A vektorni
U skalyar maydonga akslantiruvchi

%+%+%—:A—+U
ox oy Oz

operatorni (divergensiya) qaraymiz. Vektor maydon vektor may-
donga quyidagi

gradU =

g 0 0
rotA= > o & :A->B
A A 4
formula yordamida aniglanadigan rotor operatori yordamida akslanadi.
* Agar simvolik nabla differensial operatorini (Gamilton operatori)

V= el-é;+62—a—;+e3-éa;-;
tenglik yordamida aniglasak, u holda
gradlU =VU,
rotA=VxA,
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divd=V-A4

bo‘ladi.

Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklarning o‘rinli
bo‘lishini ko‘rsatish giyin emas:

1) rotgradU =V xVU=0,

2) divrotA=V-(Vx 4)=0,

3) graddivd=V (V- 4),

4) rotrotA =V x(Vx 4),

5) divgradU =V -VU

(44)-formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin:

I P(x,y,z)dx+ O(x,y,z)dy + R(x,y,2) =
&3)
cosa cosf cosy

0 o ol

Ox oy Oz
P O R

Agar bu tenglikdagi P, @, R funksiyalar o‘rniga A4 vektor
maydonning komponentalarini olsak va dS =(dx,dy,dz) deb belgi-
lasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi funksiyani 4-dS
deb yozish mumkin. Agar n=(cose, cosf, cosy)-birlik normal
vektor bo‘lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi-
yani rotd.-n deb yozish mumkin bo‘lib, Stoks formulasining vektor
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

m A-dS= Hn-rotAdS
s) )
(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat-
siyasi rotA maydonning (S) sirt bo‘yicha olingan oqimiga teng.
(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor
ko‘rinishida quyidagicha yoziladi:

6[ jA-ndS: jyj IdivAdV, (49)

bu yerda dV =dxdydz hajm elementi.
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(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va divergensi-
ya operatorlarining invariant ekanligini ko‘rsatish imKkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar Uy may-
don topilib, gradU =A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon
potensial maydon deyiladi. [/ funksiva esa A maydonning skalyar
potensiali deb ataladi.

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday B vektor maydon topilib,
rotB= A tenglik bajarilsa, u holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch o‘lchovli fazoda qara-
layapti, deb faraz gilamiz.

1-teorema. A maydon potensial maydon bolishi uchun rotd =0
bolishi zarur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bo ‘lishi uchun divA=0 boishi
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdig kelib
chiqadi: Agar A potensial maydon bo‘lsa, u holda maydonning yopiq
egri chiziq bo‘yicha olingan sirkulyatsiyasi 0 ga teng bo‘ladi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdiq kelib
chigadi: agar A solenoidal maydon bo‘lsa, u holda maydonning biror
jismni o‘rovchi yopiq sirt bo‘yicha olingan ogimi 0 ga teng bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va
solenoidal maydonlarning yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin.

11% Furye qatorlari

1-ta’rif. f(x) funksiya [-z;7] kesmada absolut integrallanuvchi
bo ‘Isin. Koeffisientlari

1 V.3
=— 0,1 2,..
. _!: (x)cosnxdx, n=

b” ="‘ Jf x)sinnxdx, n= l’ 2’-"
ﬂ-—)r
formulalar yordamida aniglangan ushbu

f(x)~ —+Z( , cosnx + b, sinnx) (50

n=l

trigonometrik qator f (x) Junksiyaning Furye gatori, a,, b, sonlar
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.
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Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koeffisientlari n — o
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo‘lsa, Furye qatori faqat kosi-
nuslarni, toq bo‘lsa fagat sinuslarni o‘z ichida saglaydi.

1-teorema. (Rimanning lokallashtirish prinsipi). f(x) funksiya
Furye qatorining x, nuqtada yaginlashishi, ixtiyoriy Kichik §>0 soni
uchun f(x) funksiyaning [x,-&;x,+ 5] kesmadagi giymatiarigagina
boglig bo‘lib, bu kesmadan tashqaridagi giymatlariga bog‘liq emas.

2-teorema. Agar f(x) funksiya [-7;7] kesmada bo‘lakli-uzluk-
siz bo‘lib, har x nuqgtada chekli bir tomonli

£ (%)= fim f(x+Ax)A;f(x+0) ’

Ax=+0

= i L +&%) -/ (3-0)
(%)= Jim, = ;

hosilalarga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning Furye qatori har
f(x+0)-f(x-0)

ga teng bo‘ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtgda Furye
qatori funksiyaning shu nugqtadagi giymatiga yaginlashadi.
Yaqinlashuvchi Furye qatorining yig‘indisi davri 27 ga teng
bo‘lgan davriy funksiya bo‘ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya [-m;x] kesmada kvadrati bilan
integrallanuvchi ﬂmksiya bosa, u holda quyidagi Bessel tengsizligi o rinli:
—+Z(a +b2 J'fz (x)dx. (51)

n=1
Agar funksiya [—7r 7| da uzlukszz va f(-7)=f(#) bo'sa, unda
ushbu Parseval tengltgt o'rinli:

+Z(a +52)= J'f (52)

Agar f(x) funks:ya [a, b] kesmada berilgan bolib, ma’lum
shartlarni qanoatlantirsa, unda uni umumiyrog ko ‘rinishdagi ftri-
x—-a

bir x nuqtada yaqginlashadi va uning yig‘indisi

gonometrik qatorga yoyish mumkin. Buning uchun t=-7+2m —
akslantirish yordamida |a, b] kesmani [-x; 7| kesmaga akslanti-
ramiz. Natijada,
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F(x) 0(1)= f(a+-t§;:£(b—a)

bo‘lib, @(r) funksiya [-7; #] kesmada aniglangan. ¢(¢) funksiya
[-7; 7] kesmada Furye qatoriga yoyiladi va s o‘zgaruvchidan x
o‘zgaruvchiga gaytsak, f(x) funksiyaning [a, b] kesmadagi Furye
qatorini hosil gilamiz. Masalan, f(x) funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini ganoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda

f(x) =923+ Z(a,, cosmlr—x+b,, sinzzlif)
n=}
tenglik o‘rinli bo‘lib,
1
a, =% If(x)cos%dx, n=0,1, 2,..,
-1

.
3

bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya [0; 2/] oraligda berilgan holda ham yu-
goridagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi, fagat koeffitsientlarni hisoblashda
integrallarni [0; 21] oraliq bo‘yicha olish kerak.

Nazorat savollari

Ikki karrali integralning ta’rifi.

Darbuning yuqori va quyi yig‘indilari hamda ularning xossalari.
Lebeg teoremasi.

Ikki karrali integralning asosiy Xossalari.

O‘rta giymat hagidagi teoremalar.

Ikki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik koordinatalar sistemasi.

Sferik koordinatalar sistemasi.

10. Ikki karrali integral yordamida hajm hisoblash.

11. Tekis shaklning yuzasini hisoblash.

[2. Sitr yuzasini hisoblash.

13. Ikki karrali integrallarning mexanika masalalariga tatbiqlari.
14. 1-tur egri chizigli integral tushunchasi.

15. 1-tur egri chizigli integrallarning xossalari.

16. 1-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
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2-tur egri chizigli integral tushunchasi.
2-tur egri chizigli integrallarning xossalari.
2-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.

. Grin formulasi.

. Grin formulasining tatbiglari.

. 1-tur sirt integrali tushunchasi.

. 1-tur sirt integralini hisoblash.

. 2-tur sirt integrali tushunchasi.

. 2-tur sirt integralini hisoblash.

. Stoks formulasi.

. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.

. Maydonlar nazariyasi elementlari.
. Furye qatorining ta’rifl.

. Rimanning lokallashtirish prinsipi.
. Furye qatorining yaginlashishi.

. Bessel tengsizligi.

. Parseval tengligi.

-B-
Mustagil echish uchun misol va masalalar

1-masala. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan D soha

uchun ,LUf (xy)xdy ikki karrali integral takroriy integralga
keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

1.1 y=0, y=3, y=x, y=x—-6. 12y=l, 2y=x, 2y=8-x, y=0.
1.3 y=x,y=x+3,y=2xy=2x-3. 14 y=x’, x—y+2=0.

15 x*+y* 224, ¥ +y*<2ax. L6 y=2x-x*, y=-x.

I
1.7 y=x2—4x, y=X. 1.8 xy=4, yZExz, y<6.

1.9 y<9-x*, y=2x". 1.10 y=x, y=4x, xy>4, y<8.
1.11 y=x, y=4x, xy>4, y<6.
112 y=+2ax, x*+y* 22ax, x=0, x=2a, y=0.

1,
1.13 y=x*-4x, 2x-y=5. 1.14 y=—2-x', W3-x*, 0<x<1.
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1.15 xy=9, x+y=10, 1sy<3. 116 »*+8x=16, y*—24x=48.
1.17 y>x*+4x,y=x+4. L18 y*2x’-4x, y<x, x21.
1.19 y*-3x=4, y* +4x=11. 1.20 y*<6+3x, )’ <8-4x, |y|<V2.
1.21 y>x*+2x, y=x+2.

2-masala. Integrallash tartibini o zgartmng

21 | _ﬁLdeIdy Ifdx 2.2 fdyffd“lfdy [ fa.

S = J’j
y N
23 Ja s+ Jao [ 24 fb Ifdx+ [ j fi.
-1 0 o 0 /J‘ arcsin y 1 arccos y
25 [d | frs [l g [ | sir o [ e
I -1 x /‘/5
-1 R4y o e-iny -Iny
2.7 J'dy _ffdx+ _[dy _[fdx. 2.8 jaﬁ’ dex+ _[ dy _[fdx
1 Vaed 0 & _J j 0
9 Jax : de | fay+ |ax
2.9 J[ ojfdy+de5[fdy 210 & | +_J; Jb_a‘[_zfdy.

1 1 e 1 v ¥ 2 2~y
2 [# [Avefas [y an Jay [ s+ Jay | g

4 siny A cosy

2.13 Idyffdx+/fdyffdx 2.14 Idx IfdJ’+'[dx_ffdy.

-2 —{2+x)

2.15 Idy jfdx+ jdyjfdx 2.16 fdy j fix + jdy fi.

I Iy o ~Jy N

1y 2 2~y
2.17 Iﬂ'ﬂfdx+ Idy Ifdx- 218 [a [fie+ b [ i

2=y
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2.19 ?dxﬁl_zf®+;£dxj‘f@ 2.20 Idy I Jx+ Idy J[fd’“

-2 —{2+y)

N
2.21 jdxjfdy+ jdx jfdy

3-masala. Ko‘rsatilgan D soha uchun H I (x, y)dxdy integralda
D

qutb koordinatalariga (x=rcosgp,y=rsing) o‘tib, integrallash
chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.
31 D {(x,y):x2 +y szy}.
3.2 D={(x,y):a2 <x*+y sbz,a>0,b>0}.
3.3 D={(x,y)=(x2 +7) =a*(x - y?),x< 0}-
34 D soha x=0, y=0, y=1-x chiziglar bilan chegaralangan.

3.5 D soha x’=ay, y=a (a>0) chiziglar bilan chegaralangan.
3.6 D={(xy):0sx<1¥ <y<x}.

37 D {(xy :0<y<2, y<x<J_y}

38 D={(x):0sx<2,0<y <3},

3.9 D={(r,p):r22cosp,r <4cosgp).

3.10 D={(xy):x* +y’ <4x+y22}.

3.1 D= {(x,y):x +y'28,x*+y s4x}.

3.12 D= {(x,y):x2+y2218,x2+y256y}.

3.13 D= {x,,y):xz+y2+4x_>.0,x2+y2+8x50}.
3.14 D= {x,y):ny,x+ys6, yzo}.

3.15 D={(xy):% +y <4x]y <.

3.16 D={(r @):r22sing,r <5sin,0S p < 2}
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3.17 D={(xy): ¥ +y* <16,x* + 24x}.
3.18 D={(r,p):r<2cos3p,r21(I va [V chorakdagi qismi),}.

320 D={(xy):¥*+y*<4x,x’ +)’ zzy},

{
{

3.19 D= {(x y):x2+y22x,x2+y252x},
{
={(%y):0<x<1,2x<y<3x}.

321 D

4-masala. Hisoblang.
4.1 Iley +16xy° dxdy; D:x=1, y=x°, y==Jx.
4.2 ﬁ9 Y +48x°y’)dxdy; Dix=ly=\x, y=-x".
fU(36x ¥ 96xy )dxdy; D:x=], y=i/;,y=—x3.

&
W

(18x%* +32x°y* ) dedy; D:x=Ly=x,y=-x.

A
.k
=v

4.5 ff(”"zy +485°y ) dvdy; D:x=1,y=2,y=—Ux.
4.6 _Lf_[(ISxy +3289)dsdy; Dix=1, y=3, y=—+.
4.1 ff(l 325y )ddy; Dix=ly=4, y=—Vx.
48 ff(”xy +485°y")dvdy, Dix=1, y=ix, y=-%"

4.9 (4W+3x2y2)dx"y; D:x=1, y=x*, y=—Vx.
4.10 H(‘zxy*9"2y2)dxdy; D:x=Ly=\x, y=—%".
411 Hs*y+9xy dsdy; Dix=1,y=3x, y=-x".
4.12 Hz"‘xy“s"y ddy, D:ix=l, y=x, y=—3x.

4.13 Hley+27xy dxdy D:x=1, y= x y—-——\/—

Py
S Sy,
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4.14 stﬂsxzyz)dxli}’; D:x=1, y=3x, y=—x*.
4.15 ﬂ( 13'+—xy)dxdy; D:x=1 y=x°, y=—/x.
4.16 IJ( xy+9x2y’)¢bcdy; D:x=1, y=4Jx, y=-x.
4.17 ﬂ“xy 485’y )dsdy; D:x=1, y=x*, y=—/x.
4.18 I6xy+24x’y3 dxdy;, D:x=1, y=4x, y=-x
419 j4xy+16xy dxdy; D:x=1, y=3x, y=—x".
4.20 I4w+16fy’wfdy D:x=ly=x,y=-.

4.21 ﬂxy 47y’ )dxdy, D:x=1, y=x', y=—x.

o 5-masala. Hisoblang.

51 [[ye?dxdy, D:y=in2, y=h3, x=2, x=4.
D

52 Hyzsin%dxdy; D:x=0, y=+/x, y=%.
D

5.3 [[ycosxyddy, D:=y=%, y=m, x=1, x=2.
S »

54 Hyze 4(#031; D:x:o, y=2, y=x.
D

5.5 .l[IySianXdy; D:y=12r-, y=x, x=1, x=2.

5.6 J[12ysin2xydxdy; D;y=%, y=32'-, x=2, x=3.
D

57 [[y*cosZaudy, pix=q, y=JE, =X,
D 4 2 2

5.8 .I[Iyzcosxydx@; D:x=0, y=\/;, y=x

5.9 I“yezxyd"dy; D:y=In3, y=In4, x=%, x=1.
D
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5.10 ﬂye‘dxdy D:y=In2, y=In3, x=4, x=8,
5.11 g“y sinxydxdy; D:x=0, y= \/; y=x
5.12 ”“YZS‘“ZXY"""% D:x=0, y=\27, y=2x.
5.13 Hy""sz*?’d"dy’ D: y—? y=nr, x=%, x=1.

5.1 i[Pycostydxdy, D:x=z-, y=£2r—, x=1, x=2.

xy
) x
515 [[y-e tdsdy, Dix=0, y=2, y=3.
D  »
5.16 [[y7-e 2dxdy; D:x=0, y=2, y=x.
D
5.17 _U}’Siﬂxydxdy; D:y=gz, y=2n, x=:'1i_’ x=1.
D
2 . y 4 x
.Uy cos2xydxdy, D:x=0, y:J:’ y==.
D 2 2
5.19 H8ye4’°’dxdy; D:y=In3, y=In4, x=%, x=%.
D
4z 2

3y%sin2 dxdy; D:x=0, y=|—, y==x.
s.zogy Y dedy; Dix=0, y=\|5= Y=3*

5.21 ”ywsxyd"dy; D:y=m,y=3mx ""%,x =1.
D

F -

5.1

oo

6-masala. Hisoblang.

X Y. Z_..
Z['J;I( EE: (V)3[§+Z+8 b
4 8) x=0,y=0,z=0.

z=x+y,x+y=1;

gz [[islor+)adas (V):{x=0’y=0’z=0.

- . y=xy=0,x=1
o floxesaans o7 0N
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xy=0,x=1;
N Gt -

[ Cor
65 oy, x vy z}V (¥ 1683’
(1+E+3+3) x=0,y=0,z=0.
z=10y,x+ y=1,

6.6 Iﬂ3x +y )dxdydz, (7): {x 0.y =0,s=0.

15x +30z) dxdydz; zx+3yzO
6.7 m( ) ) {y =xy=0,x=1.

y=xy=0x=1;

63 [flas?)sas )220

y=36x,y=0,x=1;

oo [lvea)ave ()2~

6.10 m21xzdxdydz "): {y x,y=0,x=2;

z=xy,z=0.
dxdydz y. z ..
- oIy
6.11 (f,f)f( x y z) ): {10 §73°
— 44
10783 x=0,y=0,z=0.

60y +90z) dxdydz:; y=xy=0x=1;
6.12 Hj( 7 Z) > (V) {z x+y z=0.

6.13 fﬂ(—“ )dx@dz (7): {y \9/%): }00x v |

4x,y=0,x=1;
6.14 H (9 +18z) dxdydz; ¥): {y %y =0x

\/E,z=0.
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[ ) [t

6.15 J;)(H e 2). ¥): {2 4 6

246 x=0,y=0,z=0.

0,x=1;
8y +12z)dvdydz; (p y=xy= ’
6.16 J"U( ( ){z =3x? +2y%,2=0.

= =0,x=1;
x+yz)dudydz; (y);{? =5y =DX=0
6.17 !;J‘)J‘( ( ){z=30x2+60y2,z=0.

255wyl
5 ’

6.18 (»)( oy, z ) (V)46 4 i
_ 6 4 16 x=0,y=0,z=0.
2 z=10(3x+y),x+y=}

6.19 |||y dxdydz; (y

IH (){ =0,y=0,z=0.

y=xy=0x=1

Sx+22 |dxdydz; (V
6.20 (V)I( ) ( ){z=x2+15y2,z=0.

[,
6° 2

621 Wf,%,7% (V):48 35

(1+3+3+5) x=0,y=0,z=0.

7-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzasi hisoblansin.

3
71 y=—, y= 4e’, y=3, y=4. 12 x=,36-)7, x=6-136-".
73 X +y =72, 6y=—x (y<0)74 x=8-y% x=-2y.

3 vx 1
== =8ex’ =3’ =8. 7.6 =— =— x=16.
75 »y o y y y y 5 y >
2 . _s
7.7 x=5—y2, x=—4y. 7.8 y=;, y=5e s y=2, y=o.



79 x*+y*=12, —J6y=x* (»=<0). 7.10 P +y2 =36, 32y=x (»=0).

3 3
711 y=2%, y=—, x=9.  1.12 y=3r y=2, x=4.
2 2x x

25 5
7.13 ys=sinx, y=cosx, x=0 (x20). 7.14 y=—4——x‘, y=x—5.

2 x
7.15 y=20—x2, y:—sx_ 7.16 y=;’ y=7e s y=2’ y=7‘
717 y=32-x*, y=—4x. 7.18 x={712-3*, 6x=3", y=0 (y20).

7.19 y=sinx, y=cosx, x=0 (x<0). 7.20 y=8-x*, y=-2x.
7-21 y= 6—x2, y=\/g_‘\'6_x2.

8-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan
shaklning yuzasi topilsin.

8.1 V' -2y+x*=0; y*-4y+x’ =0 y=-r, y=3x.
NG
8.2 x*-2x+)"=0; x*~10x+y*=0; y=0, y=\/§x-
X’ —4x+y =0; X’ -8x+y*=0; y=0, =
8.3 Yy Yy y y \/3

84 y' -62y+x' =0, y’ ~10y+x*=0; y=x, x=0.
8.5 V' —6y+x’=0; y’ -8y+x* =0, y=%’ y=+3x.

8.6 X ~2x+y’ =0; X’ —4x+)*=0; y=y\/§, y=3x.

87 ¥ -2x+y*=0; x*-4x+)y*=0; y=0, y=x.
8.8 y2—2y+x2:.-0; y2—4y+x2=0; y=\[3_x, x=0.

89 ¥ -8y4s =0, Y -10y4x=0; y= y=ix
8.10 ¥ -2x+y’=0; " ~6x+y’=0; y=%/§, y=+x.
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8.11 x*-4x+y*=0; x> -8x+3*=0; y=0, y=x.
8.12 y*-4y+x1=0;, y’—6y+x°=0; y=+x, x=0.
8.13 Yy —4y+x*=0; y* —6y+x*=0; y=x, x=0.

8.14 x* ~2x+y*=0; x*-8x+)*=0; y=y\/§, y=4f3x.
8.15 ¥’ —2y+x*=0; y—6y+x* =0, y=/ﬁ, x=0.
8.16 ¥ -2x+y*=0; x*—6x+y*=0; y=0, y=%ﬁ,
8.17 X' =2x+y*=0; x*-4x+y*=0; y=0, y=y\/-3-.
8.18 V' —4y+x*=0; y* -10y+x*=0; y=yJ§, y=1/3x.

8.19 V' —2y+x"=0; y* -10y+x’=0; y=%/§a y=13x.

8.20 x*-2x+)*=0; x> —6x+)"=0; y=0, y=x.
8.21 y’-2y+x*=0; y’'—4y+x’=0; y=x, x=0.

9-masala. Zichligi p=p(x, y) bo‘lgan va quyidagi tengsizliklar
yordamida berilgan p plastinkaning massasi topilsin.
2

9.1 D:x2+yTSl; p=y.

2

9,2 D: —%+y’sl; x20; y20, p=6x*-y".
¥ ) 2
3 D:1s—+—%52; y20; y<—x; =)/.
9.3 9 2 y y 3x P="/s
2
9.4 D:1sX +)7<25 x20; y2I; p==.
4 2 y

2 2

9.5 D: 54_4.%31; y20; p=x-y.
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Tx
18

9,7 D: -J—;—+-;—5<1 y20;, p=—

2

9.8 D:%+yzsl; x20; y>0; p=5x".

. fl 2<4p20 2 2xp= V
99 D:1< 2 +y _4,y_0,y_2x.p 8 g3
9.10 D:-J-E-+y2s1; x20; p20; p=30x"y
9.11 D:x%+yZSI; x20; p=T0°.

Xy 2

e 2 <3 . L=’

9.12 D:1< 5 + a .<_3,y20,ys3x.p_—4.

9.13 D:"%+y2 <L p=4y~

9.14 D:x*+ %SIy>0p =Tx'y.
x2 y2
Dl +2-<4x20,y23x/2.p=% .
9.15 TR y3x/p/y
0.16 D:x*+ %51y>0p 3554y}
x2 y'.’
D+ L <4x20y2x/2
9.17 e xyx/p/y
Xy 2
D:—+=—<.p=x".
9.18 29 a=X

9.19 D:+2 <ix20,y20p=xy.

N
.
»&

920 D:l1<x +—i—)6-s9;y20;ys4x.p=

2 2

9.21 D:l<—4—+—i%<25 x20,y22x,p=

‘<|><
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10-masala.
2 2

X
10.1 ;7+‘;:—2=1, ¥20. chiziglar bilan chegaralangan plastinka-

ning og‘irlik markazi topilsin (p=1).

10.2 r*=g4’cos2p (o‘ng yaproq) egri chiziq bilan chegaralan-
gan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin. {p=1).

10.3 x*+3*=4%x20,y>0 tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinka uchun I,,I, inersiya momentlari topilsin (p=1).

104 y’=4x+4 va y*=-2x+4 chiziglar bilan chegaralangan
plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (p=1).

2 2

10.5 ;x;+;—2=l egri chiziq bilan chegaralangan plastinka uchun

I.,1, inersiya momentlari topilsin (p=1).

10.6 g—+§=1 , §+-§=l, y=0 chiziglar bilan chegaralangan
plastinka uchun 7,,/, lar topilsin(p=1).

10.7 x*+)*<16, x>2/3 tengsizliklar bilan aniglangan plas-
tinkaning og‘irlik markazi topilsin (p=1).

10.8 xy=1,xy=2,y=2x,x=2y chiziqlar bilan chegaralangan
plastinka uchun I,,/, inersiya momentlari topilsin (p=1).

10.9 Agar 1<x*+)* <4 doiraviy halqaning har bir nuqtasidagi
massa zichligi p=x’y* formula bilan aniqlansa, uning massasi
topilsin.

10.10 Agar y=x"-4x; y=x chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning har bir nuqtasidagi massa zichligi p=x+y formula bilan
aniglangan bo‘lsa, shu plastinka og‘irlik markazi topilsin.

1 1
10.11 xy=4, y=5x2, y=6 (J’ZEXZJ chiziglar bilan chegara-

langan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (p=5x+3).
10.12 * =3x+4 va y*+4x=11 (y20) chiziglar bilan chega-
ralangan plastinka massasi topilsin (p=»).
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10.13 Ikkita ¢=0 va ¢=r nurlar hamda r=ap (0<p<r)
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og‘irlik
markazi topilsin (p=1).

10.14 y=x’, x+y=2, x=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning og‘irlik markazi topilsin (p=1).

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini aniq-
lovshi chiziglar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi
topilsin (p=1).

10.15 x=a(t-sint), y=a(l-cost); 0<r<2z, y=0.

2 2
10.16 x*+y' =ad% i—z-+z—2=l; x=0, x>0; y>0.

10.17 r=a(l+sing).

10.18 r=asin2p, 0<p<

kY 4
<ps£—.
¢ 4

10.20 gy =2ax-x*, y=0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning 1., I, inersiya momentlari topilsin (p=1).

10.21 r=a(l+cos¢) kardioda bilan chegaralangan plastinka-
ning Ox va Ou o‘qlariga nisbatan I,, I, inersiya momentlari topilsin

(p=1).

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzalari topilsin.
111 y?+2z° =4 sitning x*-y* =4’ —silindr va y=+b- te-
kisliklar bilan ajratilgan qismi.
11.2 z? =4x sirtning y* =4x-silindr va x=1- tekisliklar bilan
ajratilgan qismi.

10.19 r=+2, r=2sing,

&N N[N

113 (x+ )% +z=1 sirtning z=0 tekislik bilan ajratilgan gismi.

114 »*+)* =+ax silindrlarning »*+3* +2* =4 shar ichidagi qismi.

115 (x+y) +22°=24" silindrik sirtning 1-oktandagi gismi
(x20, y20, 220, x*+y* +2° =0).
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11.6 (x+y)2z=x+y sitning 1<x®+)? <4,x>0,y>0 sohadagi gismi.

11.7 az=xy giperbolik paraboloid sirtning (x2 +)* )2 =2a’xy
silindr ichidagi qismi.

11.8 z*=2xy konus sirtning \/E+\/—Z—<l, x20, y20, z=0,

a

x*+y*#0 a>0,b>0 sohadagi gismi.

1.9 3z=2(xJx+y\/y) sirtning x=0,y=0,x+y=1 tekisliklar
orasidagi joylashgan qismi.

11.10 z=x>+)* konus sirtining x*+y*=2x silindr ichida
joylashgan qlsml

11.11 x*+)*=2qz paraboloid sirtining (x+ )’ =2a’xy(a>0)
silindrik sirt ichida joylashgan qismi.

11.12 az=xp giperbolik paraboloid sirtning x*+y* =a’(a>0)
silindr ichida joylashgan gismi.

2
11.13 ( +%) +7z=1 sirtning x=0,y=0,z=0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan qismi.
11.14 2z’ =2xp konus sirtning x+y=1,x=0,y=0 tekisliklar
orasida joylashgan gqismi.

1

11.15 =z =5(x2 “yz) giperbolik  paraboloid  sirtining
(x2 + yz)2 =x’-y* silindr ichida joylashgan qismi.

11.16 z =,/x2 +y*va x+2z=aq sirtlar bilan chegaralangan jism-
ning to‘la sirti (a>0)

11.17 + b +——l(a,b ¢>0) sirtning 1-oktantdagi qismi.

11.18 x*+y*+2° =R* sfera sirtining (x +y) —R'-( —yz)
silindr ichidagi gismi.

1119 x*+y* =6z sitning (x*+y*) =9-(x*-)?) silindr ichi-
dagi qismi.

11.20 z? =4x sirtning y* =4x,x=1 sirtlar bilan ajratilgan gismi.

11.21 j* +7*=x" sirtning x*=qy sirt bilan ajratilgan gismi.
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12-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

X +y =2y,
12.1 2‘7 2, 220

X +y =7x, x* +y* =10x, y=0 (y<0);

12.2 z= x+y,z 0.

x? +y =y, X +y =4y,
12.3

z-x+y,z 0.

12.

-

{x2 + y2 =8\/§y;

z=x’+y*-64, z=0 (z20).

X +y 2 =8J2x;
12.5

z=x+y'-64, z=0 (z20),

x*+y? =2y.
12.6 z=£—x2- z=0.

2.7 ¥+ +4x=0;

12.8

z-\/x +y?, z=0.

x+y =6x, X’ +y*=9x; y= 0(y<0)
12.9

{x +y =3y, x? +y =6y,

z=4x" +y z=0.
x*+y ? =62x;
12.10 z=x"+y*-36, z=0 (zzO).
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12.12 {z=x2+y 4, z=0 (z20)

2, 2

x+y =2y, x2+y2=4x,
1213 1,22, ;-0 1214 ), 5 0 o0

X+ =2y, ¥ +y* =5y,
12.15

z=\x*+y*, z=0.

xX*+y =8x, x> +y* =1lx, y=0 (y<0);
12.16

X +y° +2\/_y 0;
1217 9, _ ¢ +y* -4, z=0 (z220).

¥+ =42x,
12.18 z=x"+y*-16, z=0 (z20).

X +y* =4x, x*+y* =4y,
12.19 z=10-y, z=0. 12.20 z=4-x2, 720

X +y =4y, X +y' =17y,
12.21

z=x*+y*, z=0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmi hisoblansin.

z=2-12(x2+y2), z=24(x2+y2)+1,
13.1 z=24x+2. 132 z=48x+1.
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13.15

13.17

4

4

=4-14(x* +)%),
=-34-28x.

z=4-6[(x-1V+)*],
z=12x-8.

z=2—4(x2+y2)+3,

z=8x+2.
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z=2-18[(x-1) +»*],
z=-36x-34.

13.4 {
13.6 {

13.3 {

z=~16(x"+y*)-1,
z=-32x-1:

z=30[(x+l)2 +y2]+1,

z=26(x" +y*)-2,
13.10 s= 5032

z=2{(x-1) +3* |-],
13.12 { [( ) ]

z=4x-5

z=—2(x2 +y2)—1,
13.14 r=dy-1

z=26{(x-1)’ +y*|-2,
3.16 { [( ) ]

z=50-52x

z=30(x*+y")+1,
13.18 2=60y+1

{z=—16[(x+l)2+y2}—1,
13.20

z=-32x-33.



14-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini uch karrali integral yordamida hisoblang.

14.1 (x2+y2)3 +f=dxyz. 142 (P+¥ +zz)3=a°-(x2+ )

2 2\? L4
: YL Y L ELE
143 (#+7) 2= (co). 148 (5] + 5ot

14.5 {:: :j:jyi(j l:;:fg:;:)w’. 14.6 z=10(x2+y2)2;l-l','z’=1-20y.
oy, P 2

47 +s=2i =T 14.82=24(x" +) +1,z=48x+1.

149 x*+)y* =3z,x+y=6. 14.10 z=2—-20(x2+y2)2,z=2—40y.

14.11 z=6.x*+3?,z=16-x*+y*. 14.12 \/%+‘E+J§=Ll,x=0,y=0,2=0-

14.13 z =, /64 ~x*-y*,z=1,x*+y* =60 (silindr tashqarisida).

14.14 2z=2x" +y?-,4x2 +y?=1’z =0.

15 =
1415 2= x-+y2,z=127—-x2—y2.

14.16 y* +z*=a’,y* +2° =x",x=b(0<a<b).

14.17 z= —lgé—xz—yz,22=x2+y2.
£ yz 2 2 ¥ yz z
e — | = |,

14.18 (ag + b2 + 02] (02 sz c

14.19 z=4—14(x2 +y2)2,z=4—28x.
1420 x+y+z=a,x+y+z=2a,x+y=z,x+y=2z,y=x,y=3x.

2 b 1
1421 X*+Y +2° =2az,x° + y* =22, x* + y* =§-zz.
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15-masala. Egri chizigli integrallar hisoblansin.

15.1 Isin ydx +sinxdy, y:A4(0,x) va B(x,0) nuqtalarni tutash-

- . r
tiruvchi kesma.

52 0 22 40, 0), B0; 1), C(= 0), D(0; 1).

a1+ Y]

x+y)dx—{(x-
153[j y) ( y)dy }'x+y =a.

x*+y°
15.4 (2a-y)dx+xdy; y:x=a(t-sint), y=a(l-cost), 0sr<2x.
4
15.5 QO+y)dr+(x-y)dy, 7:5
Y

15.6 J(x+3*)ds+(x* - y*)dy, yiy=1-i-1], 0<x<2.
r

15.7 I(xz-2xy)dX+(y2~2xy)03’, yiy=x', —-l<x<l.
4

. 2 2
_xdx + ydy .x_%z_:l, x20, y>0.

15.8 rjm 7i 5

15.9 Iydx-Xdy, y:x=acos’t, y=asin’t (OStsg).

15.10 yx xib}, y:x=acos’'t, y=asin’t (03;3%}
)y
4

15.11 [:ﬁycosxdx+sinxdy,7:uchlari (1 0), (o 2), va (2 0)
r

nuqtalarda bo‘lgan uchburchak konturi.
15.12 [f2xds—(x+2y)dy,7: uchlari (-1; 0), (0; 2), va (2 0)
4

nuqtalarda bo‘lgan uchburchak konturi.
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15.13 [(*+7))dv+0dy, y:y=e* chiziqning (0; 1) va (5 €)

nugqtalari Jrasidagi yoyi.
[xdy, y:24Z=1 oy

15.14 Y VT to’g’ri chizigning (a; 0) va (0; b)

Y
nuqtalar orasidagi kesmasi.

2 2 kel 2
15.15 ﬂylds’ 7: (¥#+)) =a (x+y )—lemniskata yoyi.
15.16 I( /+y/)d v: x}/+y/ o - astroida.

15.17 yf("“y)ds’ 7:p'=a"coslyp lemniskata.

15.18 Ixzds, y:x*+y'=a, x20.
Yy

15.19 J.J’ds, yiyi=2x g parabolaning (0; 0) va (1;\/5)

nuqtalari o;asidagi yoy.
f——l—‘—

15.20 ; W +4
tiruvchi to‘g‘ri chizig kesmasi.

1521 [wds, 7:3]x+4]y=12, y=o.
4

ds, y:(0; 0)

16-masala. Hisoblang.

(2:3) (23)
f xdy + ydx 16.2 j(x+y)dx+(x—y)dy.
(-1:2) ()

dx — xdy
16.3 JX———-
(2

ydx = xdy )
16.4 (2_‘:)_————- -Oy o‘qini kesmaydigan chiziglar bo‘ylab.
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(1:3)
165 | (4y~152)dx+ (257 =55 +7)dy.
(0:2) ‘

© xdx + ydy L
16.6 _[ 5 koordinata boshini kesib o‘tmaydigan chiz-
(10 YX© +y

iglar bo‘ylab.

(1)

16.7 (l‘_fl)(x-y)'(dx—dy)-

(0;0)

[ (x*+4x)dx+(6x"5* ~5y* )dy.
(-2-1)
(3:~4)

16.9 f xdx + ydy.
(o)

16.8

19
xdy — ydx N
16.10 3~ Y=X tog'ri chizigni kesmaydigan chiziqlar
oy (x-)
boylab.

(a;h)
16.11 I f(x+y)-(dx+dy),f ()~ uzluksiz funksiya.

(0:0)
(@5)
16.12 fe" (cosydx—sinydy).
(0:0)
16.13-16.21 misollardagi ifodalarning biror F(x,y) funksiya-
ning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki bo‘lmasligini aniglang. Agar u
to‘liq differensial bo‘lsa, F(x,y) funksiyani toping.

16.13 (x* +2x-y?)dx+(x" ~2xy-y* ).

16.14 (12x2y + —%)dx + [4):3 —Z;]ay
Yy Yy
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X4 X xt+
16.15 TS 2, 2
yR ey P4y

dy.

(x2 +2xy+5yz)dx+(x2 —2xy+y2)dy
16.16 (x+ y)s .
ydx — xdy

1617 55 202377

16.18 ¢’ -|:e" (x—y+2)+y]dx+e" -|:e~” -(x—-y)+1]dy.
xdy — ydx

x*+4y*

2x(1 - e"') &
1620 1,y dhet

16.19

x y
+y |d+| —====+x|dx.
16.21 ( F1y ] { e x]

17-masala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.

2 2 2
17.1 H\/x2+y2d?, (5)-x +2 ;2)7=0, 0<z<b konusning yon sirti

St
® a 4

17.2 (g(x%,f)ds, (S)~ushbu [¥+,7 <z<1 jismni chega-

ralovchi sii‘t.

17.3 ﬂ'(xy+xz+yz)ds, (S)-z=yx*+»* konus sirtining
&)

x?+y* =ax sirt bilan ajratilgan gismi.

17.4 H(x2 +y2)zds, (S)-¥+y*+z=a*, z>0.
)
17.5 [[zds, (S)—birinchi oktantdagi x+y+z=1 tekislik bilan

(s) ] e e
ajratilgan tetraedrning to liq sirti.
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75 [[(# 3 (8) +y*+7 =
()
17.7 H(x+y+z)ds, (§)-ushbu 0<x<q,0<y<a,0<z<a
)
kubning to‘lig sirti.
17.8  [[(6x+4y+3z)ds, (S)-x+2y+3z=6 tekislikning I-
tH]
oktantdagi qismi.

17.9 ([zds, (5)-2z= J16-5* =y sirtning x20,y>0,x+y<4
(3)
sohadagi gismi.
1710 [[(x*+y* +2*)ds, (S)—>"+y" +4x=0, 2<z<4 silindr-
)
ning to‘liq sirti
17.11 [[zds, (S)—z=2xy sittning x> + y* =4 silindr ichidagi qismi.
Q)
17.12 ”yds, (S)=x=2y*+1(y>0) sirtning x=)*+2, x=2,x=3
)
sirtlar orasidagi qismi.

17.13 J._[\/yz ~x2ds, (S) -x*+3*=2" konus sirtining x2 + y* = a?
)
silindr bilan ajratilgan qismi

17.14 [ﬁj + ds, (S) - —+£+;=l (a>b>c>o)
() a b
17.15 L] (B (S) - xty+zsl, x20, y20, 220
' W Gryel)

tetraedrning chegarasi.

17.16 [j'f(zy+,vz+zx)ds, (S)-z=yx*+)*, ¥+ <20x.
©
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17.17 [ﬁj(x: +y2)ds, (S) - yx*+y* <z<1 jism chegarasi.
(8}

. s 1
17.18 lj_f(x' +y° +z-——2—)ds, (S) ~ 2z=2-x"-y*, z20 pa-
(C1]
raboloid gismi
17.19 [j[(3x" +5y* +32* -2)ds, (S)-y=Vx’+z° konusning
(s
y=0 va y =}; tekisliklar orasidagi qismi.
17.20 nyzds, (S) - z*=2xy, 220 konusning x*+y*=d’
)
silindr ichidagi qismi.
1721 [flzlds, (S)-z=x"+)", sirtning ;=1 tekislik bilan
ajratilgan q(isgmi.
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-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu y>x*+2x,y=x+2 ch1z1qlar bilan chegara-

langan D soha uchun Hf x,y)ddy ikki karrali integral takroriy in-

tegralga Kkeltirilsin va mtegrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

< Birinchi navbatda y>x®+2x=(x+ 1)2 -1 va y=x+2 chiz-

iglarning kesishish nuqtalari M, (-2;0), M,(1;3) larni topamiz va
sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).

v)

Y=X+2

y=xa2x 3l

2
D3y

0
e

’
N S

14-chizma.

14-chizmadan ko‘rinadiki, D sohani tengsizliklar yordamida qu-
yidagicha ifodalash mumkin:

D:{(x,y):—ZSxS], x2+2x5ys,\'+2}={(.\‘,y):—l~ y+15xs—l+,/y+l;—l$y$0}u
{(xy)'y 2<x<-1+y+1 '05y<3}

Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4- teorema]arga ko‘ra quyidagi
tengiklarni hosil gilamiz:

_Uf x,y)dxdx = :!.[ [ I~ v)aj/}i\ = Jl:tﬁf(x,y)dx}!v+ j{_]iiﬂf(x,y)dx}/tv >.

2.21-masala. Integrallash tartibini o‘zgartiring.
jdvjfdy+ Id\" j fdy.

0

<Masala shartiga ko ra
D={(x,y):0£x$l,OSnyZ}U{(x,y):Ist\/E, OSyS\IZ—x:}

D soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizma,

15-chizmada ko‘rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash

mumkKin:

D={(x,y):\/;5xs,/2_yl’ 05y_<_1} fdx!fdy-{- Idx Ifdv Idv‘/lfdx.b

¢ 0

3.21-masala. D={(x,»): 0<x<l, 2x<y<3x} soha uchun

,Uf (xy dxdy integralda qutb, koordinatalariga x=rcosgp,y=rsing

‘tlb integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.
« Integrallash chegarasini qo‘yish uchun avval D sohani chiz-

mada tasvirlab olamiz (16-chizma).

X

=4

16-chizma.
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish uchun bir-
inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

& &
I=D(x,y)= or 0p | |cosp -rsing|
D(r.9) | & & | [sing rcose |
or Ogp
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\

Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida ifoda-
laymiz, ya’ni D sohaning akslantirish natijasidagi obrazi A ni
topamiz va (10)-formuladan foydalanamiz.

< AOC =arctg2, < BOC =arctg3, OA=I*+22 =[5, 03:«/13.4.33 =J15; x=1=

:"COS(/’=1:f=COIS¢=>D={(f,¢):arctg2S¢Sarcrg3. OSr'scols(p}:
=D uD,= {(r,(p):arctg2s¢Sarctg3,0SrSJ§}u

u{(r,q)): arctgl <p<arcg3, J5<r< \/E}:

arctg3d \/z arcig3
Hf x,y)dxdy = Id(pj/f rcosg,rsing)dr = Ia’r Irf reosg,rsing)dp+
arcig2 arcig2
Jio arere3
+ _[dr J rf (reosg,rsing)de
Vs aragl

4.21-masala. Hisoblang.
1= [[(w-4x'y")dsdy; Dix=1, y=2, y=—x.
D

« D sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizma) va karrali
integralni takroriy integralga keltirib, uning qiymatini hisoblaymiz:

1
d 7
/K
S
w
17-chizma.

I= H\j ax'y? dvdy:((D:{(x.y):Osxsl \/.Sy<.(})) J-(h‘j.(x),_m,n},s)‘{y:

! 2 * Vot 2 8 TR B AL
=l xXaxyt | dr= LIS B P W I U S S 2 Y TN
a2 s a\2 2 16 16 6 6

\
o

x=i



5.21-masala. Hisoblang,
I= Hycosxydxdy; D:y=nx, y=3nx, x:—;—, x=1.
D

I
« Masala shartiga ko‘ra D={(x,y): Estl, ﬂSys37r}
soha to‘gri to‘rtburchakdan iborat. Unda

A x o 1
1= [[ycosxyasdy = fus | yeosapdy= | dv}ycosxydx;![ y--;-smy)l dy=
D 1 =z r 1 x 3

2 2

iz

3x
= _f(siny—sin%)dy = (—cosy+2cos§-) =0.>

z

6.21-masala. Hisoblang.

d
=22 [Ee2izo,
0 (122,2,.2) ()8 375

8 3 5 x:O’y=0,Z=0.

< Masala shartidan ko‘rinadiki () jism uchburchakli piram-
ida bo‘ladi va uning shakli 18-chizmada tasvirlangan. (V) jismni
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

7): {(x,y,z): 0<x<8, OSySS(I—%), OSZSS(I——E———;)—)}.

Zz

z

18-chizma.
Berilgan uch Karrali integralni takroriy integralga keltirish yo‘li
bilan hisoblaymiz:
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8 3 8 3
- 8
¥ 3 3 x 3 3 3 X2 2
o (a7 Gy Al a7 G e
0 4(1+—) (1 —’5)
8 0
3 3 2 33 2
=2 2 (8-4)-242=_2_2_ g, 0
8 32( ) 8 8§38 8 >

Izoh. Agar 6.21-misolda ofzgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni
x=8u, y=3v, z=5w almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an-

cha yengillashadi.

D(x,y,v)

8
Bunda yakobian Tpx, y,w)= 0
0

o W O

0
0 1=120 pbo4ip,
5

(V) jism ushbu (8)={(n, v, w): 0<us<l, Osvsl-y, 0swsl-u-v
jismga akslanadi va o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasiga ko‘ra
quyidagilarga ega bo‘lamiz.

_ 1 1-u ’l—n-v wa
1_1200jdu0jd» J—_—_—(l+u+v+w)°'

Bu integraimni hisoblab, j=1 ekanligini tekshirish giyin emas.

7.21-masala. Quyidagi

y=V6-x*, y=6-6-x*;
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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y=v6-x
< {y— NN sistemani echamiz va bu chiziqlarni kes-

ishish nuqtalarini topamiz.

\/6—'.’[2 =\/g—\)6—x2 = Xx =——§—; X =i,
N AN}
Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan p sohaning shaklini
chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-formula yor-
damida hisoblaymiz.

19-chizma.
Y5 e v A= J5
S=[Jasay= [ax [ ay=2-fax [ ay=2 [(2/6-+" ~V6)ar=
D __% Je-Joxt 0 oo 0

[( I Va* -x*dx = gxlaz -x*+ %—arcsin £ ¢, formuladan foydalanamizD =
a

= 2[)6\/6—):2 +6arcsin%6-\/6_x)

3
7 3 \/5 V3 ]
=2+ <= |= +6arcsin > -3 | =
3v3
=_—2~[27r——2£J=47f—3\/3 kv.birl. >

8.21-masala. Quyidagi
Y =2y+x°=0, y’ -dy+x*=0, y=x, x=0.
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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Y =2y+x*=0 = X +(y-1)' =1

4y —4y+xt=0 = X’ +(y—2)2 =4,
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziglar bilan chegara-
langan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

20-chizma.

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:

D={(x,y): J2y-y <x<y; 1Sy52}u{(x,y): 0<x<\Jdy~-y"; ZSyS4}.

Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

S=ﬂdxdy=jdyJde+Iafv [ &= [(y-v2r=0)ar+ [Jay-yiay=

2

oG s N Cm2rar={ S -2y -y

1

- . y-2 . .
+() 2 4—(y—2)2+2arcsmzz—]|§=(2-——;—arcsml)-%+2arcsinl=—;—+%arcsml=

3(2+
=_3_(1+£)= (2+7) kv. birlik. »

X
9.21-masala. Zichligi P=; bo‘lgan

x2 y2
=<(x,y): 1€—+==<5; x=20; y=>2x};
b {(xy) 4 16 =N x}
plastinkaning massasi topilsin.
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< Plastinkaning massasini (17)-formula, ya'ni M = [[p(x.y)dxdy
D

formu}adan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil-
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz:

2cosp —2rsing e

b

x=2rcosp 1= ﬁ%x,y; _
re

y=4rsing 4sing 4rcosg

V4
y=2x 4rsingp=4r cos¢) p=— .
= 4 = Bajarilgan almashtirishdan

x=0 2rcos @
=7
=72

so‘ng berilgan D plastinkaga ushbu A ={(r,¢):%5 p< ’V ; 15"55}

plastinka akslanadi = M = _Up( X, ) dxdy =

515
cosg |
sm¢ 7

-HSrp(”rCOS(p, 4rsing)drdp = 8]d¢J 2reosg

; rsmqod 4'[

do=

4

= 48Inlsing[% = 48(lnsin—72-r~— lnsin%) - 43(_1HLJ =48-Iny2 =24In2.>
4

V2

10.21-masala. r=a(1+cosp) kardioda bilan chegaralangan plas-
tinkaning 0x va Oy o‘qlariga nisbatan / va /, inersiya moment-
lari topilsin. (p=1)

« Berilgan plastinkaning 0x va Oy o‘qlariga nisbatan inersiya
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

1= ﬂp. yidxdy = gyzdxdy va I, = [[px’dsdy= [[x’dxdy teng-
[ D D

liklar yordamida topiladi.
Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishga
keladi:

1= ”r3 sin® pdrdg vy I = Hr3 cos’ pdrdg,
A A

bu yerda A={(r,¢): —-%Sq)ﬁﬂ; OSrSa(l+cos¢)} (21-chizma).
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21-chizma.

afl+cosg)

I = Hr3 sin® pdrdp = ].sin: ) j. rdr =324* ]sinz 2. cos® ﬂd(a =
N -r 0 0 2 2

. @ . 2dz
sint-=:-= p=2arcsinz=>dg =
2 V=22 . .
={|p=022=0 =64a*I:1-(1-—22)Ad:=
p=r=>z=1 0

[ I
= (zz =t=>dz=~t 2dtD=32a4 [ -(1_1)3 dt =32a* - If%" -(1-t)%" dt =
0 0

3 11

ri=\-r|—
=32a‘~3(3-“)=32a4. (2) (2)=21”a‘.
2 r(7) 32

a(l+cosg)

I, = Hf cos® pdrdg = .Ur’drdgo -1, = ”J.d(p j rdr-1I, =
A A -n a

T P r(%)r(%) 49za’
=8a° [cos* T -dp -1, =8a" —= )y 27ra
J 2 ' r(s) 32
21 49
D I =—xrna, I =—ra.>
emak, 1, 32 rT 32

11.21-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtning yuzasi topilsin.
(S): y*+z° =x’ sirtning x’=ay sirt bilan ajratilgan gismi.
<« Yuzasini topishimiz kerak bo‘lgan sirtning Oxy tekisligidagi
proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
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22-chizma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

D={(x»y)¢ 0<y<a, ysxs@} desak, unda S=4-Ij,/1+(z;)2+(;;)2dray
D

bo‘ladi, chunki, y®+z*=x konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan
simmetrik joylashgan >0 va z<( tengsizliklar bilan tasvirlanadi-
gan gismlari bor, ham D soha (S) sirtning Oxy tekislikdagi proyek-
siyasining yarim bo‘lagi.

T i s e o ()

-y : \/.\‘Z—y2 -y

S= 4fjdij_—4fij_—'[ dy = 4J"fJ—dy_

a
@ 2 y- 2 y-= 2
4\/§f i;——[y—-—) =42 | —2 )—y2+%arcsin 2| IL
0

ra’
Shunday qilib, S =fkv. birl.

12.21-masala. Quyidagi

X +yi=dy, ¥ +y =Ty, z=\x*+y*, 2=0;

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.
<« Jismning hajmini ikki karrali integral yordamida (14)-for-
muladan foydalanib, hisoblaymiz:

V= Hf(x,y)dxdy= H\/xz + y* dxdy,
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bu yerda D soha x*+)y*=4y va
x* +y* =7y aylanalar bilan chegaralan-
gan (23-chizma).
Hisoblashni yengillashtirish uchun
- qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz:
X=rcosp, y=rsing.
23-chizma. Unda D soha ushbu
A ={(r,¢): 0<@p<rm, 4sinp<r< 7sin¢}
sohaga akslanadi va hajm osongina

hisoblanadi.
x Tsing % Tsing :rZ ,,3 Tsing %
V= [[rdrdp= [dp [ rdr=2. [do [ rar=2[ dp=156 [sin® pdo =
s 0 dsing 0 dsing 0 2 lising 0

18

~
2>

3 3 v
=l86j(cosz(o—l)a’(COS(p)=186-[coS ¢—-cos¢) =186-§-=124.
0 0

Demak, ¥ =124 kub. birlik.

13.21-masala. Quyidagi Z=2—18(x2+y2) va z=2-36y sirt-
lar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

< Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob-
laymiz. Avval jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

):>2—18(x2-i-y2)=2—36y:;»xl+yz—2y-.=0::>x34.(_1;._1)2 =1=

D= {(x,y) :x* +(y—l)2 = 1}.
Demak,

e 'U[Z_ls(xz+y1)__(2_36y)}t\,‘b,= _lsj]'(xl +,V2 _Zy)dxajz=—18j.ﬂix2 +(y—1)3_1:|d\’6b'=
_((x=rcosp=p=r, A={(r.p):0sp<27, OSPS!}D=-18T¢1¢}*(’Z“l)dr:
y—l=rsing o0

2

2r r4 r ! 18
=18 | ———| dp=—"27 =971 . birli
uj( 7 2]0 0= kub. birlik. »
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14.21-masala. Quyidagi
x2 +y2 +z2 =2az, x* +y2 =zz, x° +y2 =-§-22

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali integral
yordamida hisoblang.

< Izlangan hajmni topish uchun avval (13)-formulalardan foy-
dalanib,

X=pcosg-siny,
y=psing-siny,
zZ=pcosy.

akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz.
Bunda yakobian

D(x,y,z)
D(p,0.v)
bo‘lib, (V) jism (A) jismga akslanadi. Izlangan hajmni hisoblash uchun

V= J_dedydz = I”pz -sinwdpdedy.
9] (8

= p* -siny.

formuladan foydalanamiz.
Bérilgan sirtlarning tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

{x2‘+y2 +2z° =2az} —{p=2acosy},

{x2 +y° =zz}—->{tg2y/=1}:>{l//=%},

1, 1 T
x2+ 2=—z‘}—>{t == = = —
{ Yy 3 24 3 '4 6 s

Demak, (¥) jism quyidagicha bo‘ladi.

(A):{(p,gﬂ,l//): 0<¢p<2nm, %S(//S%, OSpS2acosy/}

Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:

2acosy

V—- d % . d 2d _167[03’% 3 R 5 3
= ‘! (/7)!51111// 14 6[ pap= 3 Jcos (//'sxny/d://:l_z.;m (Kub.bitl) > .
B ¢
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15.21-masala. Egri chizigli integral hisoblansin.
Ixyds, }':3|x|+4[y|=12, y=20.

4
< 7 yoy Oxy tekislikda ABS siniq chizigni beradi. (24-chizma).

y
Cl»
B A
-4 0 § x
24-chizma.

3
AC:3x+4y=12,0<x<4; ACIy=—Zx+3,0$xS4.

=
3
BC:-3x+4y=12,-4<x<0; BC:y=Zx+3,—4sxs0-

Birinchi tur egri chizigli integralning qiymatini (24)-formula-
dan foydalanib, hisoblaymiz:

4 - a\3 0 2
nyds= J‘xyds+ Ixyds:_[x-(-—ix+3)' ’1+(—i) i+ '[x(é.,ﬁ.j,). 1.{2) ¢ =
ib ic i 4 4 3 \4 4

4 " 0 /a a2 3} 3 a2)
=IX(—3-X+3J ~dx+ IA(JA+3) dx:é[l’x__x_J +.5_.(..x__+')x J =
4 4 3 4\ 2 4) 44 2),

=%(24—16)+%(16—24)=01>

16.21-masala. Ushbu

X y
—— by A+ ==+ x |d).
[Jx +y? y] [‘/xz +y? x] Y
ifodaning biror F(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali bolishi yoki

bo‘lmasligini aniglang. Agar u to‘liq differensiali bo‘lsa, F (x, y)
funksiyani toping.

P(x,y +y va Q(x,y X,
a P( )J——— R o
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deb belgilasak, Pdx+ Qdy ifodaning to‘liq differensiali bo‘lishi uchun
(38)-tenglik, ya’ni
oP 90

— e,

oy Ox’

munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:

a_P—[_x__.+y] —___.xl)____+1_a_Q:> B il ifoda
- 3 2 - 3 - ertigan 1o
Oy Jx-+y ; (/x2+y2) Ox

biror F(x,y) funksiyaning to‘liq differensiali. F(x,y) funksiyani
topish uchun (39)-formuladan foydalanamiz. Soddalik uchun
x,=0, y,=1 deb olamiz.

¥ ¥ x x ¥
F(x.y)= |P{x,y)dx 0,y)dy= s e e e r v
(Yy) 5[ (\ y) +IJ‘Q( })dy J{\/szyz*')] +i[aj)+c X +y +x+c
Demak, F(x,y)=\/x2 +y' +xy+cp

17.21-masala. Quyidagi I-tur sirt integrali hisoblansin.

mxyzlds, (8)-z=x>+y, (8): z=x"+ sirtning z=1 tekis-

(8)
lik bilan ajratilgan gismi.

< z=x"+y* paraboloid aylanma sirtdir, unda z>0.
Demak, integral ostidagi funksiya
£(e.2.2)=boel = 2-Jm]

ko‘rinishda vozilishi mumkin. To‘rtta oktantda olingan
M, (x,v.z), M,(-x,y,z), M,(=x,-y,z), M,(x,-y,z) nuqtalarda bu
funksiyaning qiymati o‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni I-oktantda (unda f(x,y,z)=xyz)
olib boramiz va natijani 4 ga ko‘paytiramiz.

I=4.1=4. ﬂ.\yzds =4. nyz- I+ (le)z + (z: )dedy,
(8] D

bu yerda (S,) sirt (S) sirtning I-oktantdagi gismi, D esa (S;) ning
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizma).
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25-chizma.
x=rcosp = OSrsl]]

'=2x, z, =2y 3I=4J!xy(x2+y2),[1+4x2+4y2dxd =[[y=rsin¢ N OS(/)S% =

ZI

l % 1 z 1
=4J‘,~5 N+4rdr Isin¢-w3¢d¢=2~ J.rs N1+4r? ~sinz(p’2 dr=2.[l'5 N1+4ridr =
; 1 o 0 o

3 1
Ji+4r? =1, desak, r=0=1=1, r-=z(t2-1)
o115, =L
l ‘/g

2 1
=§—2—1t2-(t2—1) dr={1255 -1).>
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