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SO‘ZBOSHI
Respublikamizda kadrlar tayyorlash Milliy dasturining birinchi (1997- 

2001 yillar) va ikkinchi bosqichlari (2001 -2005-yilIar) yakunlandi. 0 ‘tgan 
vaqt mobaynida Respublika Oliy ta ’limi tizimida katta o ‘zgarishlar bo‘ldi, 
xususan, yangi Davlat ta ’lim standartlari ishlab chiqildi va tasdiqlandi. 11m- 
fan jadal taraqqiy etayotgan, zamonaviy axborot-kommunikatsiya tizimlari 
vositalari keng joriy etilgan jamiyatda turli fan sohalarida bilimlarning tez 
yangilanib borishi, ta ’lim oluvchilar oldiga ularni jadal egallash bilan bir 
qatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim olish vazifasini qo'ymoqda.

Qabul qilingan yangi Davlat ta ’lim standartlarida ilg‘or chet el oliy 
ta ’lim muassasalarida keng qo'llaniladigan va yaxshi samara beradigan mus­
taqil ta ’lim olish usuliga asosiy e ’tibor qaratildi. Talabalarda o ‘quv ada- 
biyotini mustaqil o 'rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil 
qilish, mantiqiy fikrlashni o ‘stirish va matematikaviy madaniyatning umu­
miy saviyasini ko‘tarish, tatbiqiy masalalarni matematikaviy tomondan tek­
shirish malakalarini hosil qilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo- 
dalashga o ‘rgatish maqsadida o ‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan 
mustaqil ishlar kiritildi va o ‘quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu qo‘llanma matematik analiz fani chuqur o'rganiladigan univer- 
sitetlarning talabalari tomonidan mustaqil ishlarni bajarishga mo‘ljallangan 
bo'lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tatbiqiy matematika va informati- 
ka» va «Mexanika» yo‘nalishlari Davlat ta 'lim  standartlariga mos keladi.

Qo‘llanma to'qqiz paragrafdan iborat bo‘lib, l-§ da matematik analiz fa­
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak boMadigan asosiy formula va 
qoidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi­
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ularning tatbiqlari», «Aniqmas va aniq 
integrallar, ulaming tatbiqlari», «Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalar», «Sonli qator­
lar», «Funksional ketma-ketliklar va qatorlar», «Xosmas va parametrga bog'liq 
integrallar» va «Karrali va egri chiziqli integrallar, Sirt integrallari va maydon­
lar nazariyasi elementlari, Furye qatorlari» mavzulari bo'yicha 8 ta mustaqil 
ish tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan awal shu mustaqil ishni 
muvaffaqiyatli bajarish uchun lozim boMadigan asosiy tushuncha va tasdiqlar 
keltirilgan (A bo‘lim). В bo‘limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim 
bo'lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya qilingan. D 
bo iim da esa talabaning mustaqil ishni bajarishini va undagi materialni 
o ‘zlashtirishini yengillashtirish maqsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha 
misol va masalalar to ‘liq yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va 
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, faqat zarur, lekin fanni 
malakali tushunish uchun yetarli m a’iumotlarni berishga,- Mirzo Ulug‘bek 
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika fakultetida 
matematik analiz fanining o ‘qitilishi jarayonida yig‘ilgan tajribalardan imkon 
darajasida to ‘liq foydalanishga harakat qilindi. Shu munosabat bilan muallif­
lar o ‘quv qoilanm a talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash 
malakalarining shakllanishiga xizmat qiladi, deb umid bildiradilar.



l - § .  ASO SIY FORM ULA УА QOIDALAR  
1°. Qisqa ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi

1. (a±Z>)" -  a1 ± 2 ab + b2 ■

2. ( a  ± b f  = a3 ± 3a2b + 3ab2 ± b3.

3. (a  ± b)4 = a 4 ± 4a3b + 6a2b~ ± Aab’ +£4 •

4. a 2 -  b2 = ( a -b ) (a  + b ) .

5. a3 ± b 3 = (a ± b ){a 2 +ab + b2) .

6. (0 + 6)" = X c , V - ' i ‘ = £ c ,V ( > ~ ‘ ;
*=0 it=0

1 /7 !
bu yerda C„ =777-----:т-, и! = 1-2-...-и  va 0! = 1.

л ! - ( и - л ) !

7 . о" - b "  =  ( a - b ) Y , a n- '-kb k =  ( а - Ь ) ^ а кЬп- '- к =
*=0 *=0

■={a-b)-[a"A + a"~2Z> + a"~362 + ...+ ай"'2 + 6"“') bu yerda n e N ,  n> 1.

8. a" + b" =(a + b){a"~1 - я "~26 + a"~3b2 - л"~46 ’ + ... + bn~') ,  bu yer­

da и - l  dan katta bo'lgan ixtiyoriy toq natural son.
2°. Daraja va ildizning xossalari. Logarifmlar

1 ‘ [-a, agar a <0 bo'lsa 
'yfcKyfb,  agar 0 < a < b  bo'lsa.

4. Ixtiyoriy .* uchun ax >01

ax -  ay о  x  = у  ■ 
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с х „ {х> у ,  agar а > \  b o ‘lsa,
Э- о  >  a J <=> <

[х < .у , agar 0 < а < 1  b o ‘lsa.

6. (д: > 0, а > 0, у > 0, &>0). 6 = ol0gu*’ logt x = l, logv 1 = 0 ’

log/, (*v) = log/, * + log* У, log, -  = log, x -  log hy ,  log , x" = ^  log, x ,

loga* =

У
log/,* , 1log„ b = -
log* a ’ log;, a

3°. Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari 
1, Trigonometrik funksiyalaming ishoralari

sin .v COS.Y tgJT ct.e x

n 710  <  .v <  —
9

+ + + +

Л
—  <  X  <  Л  2

+ - - -

Ъп
7t < X < -----

2

- - + +

Ъп
—  <  x < 2n - + - -

2. Trigonometrik funksiyalaming ba’zi bir burchaklardagi 
qiymatlari

Radianlar 0 n
1

n
7

n
7

ж
I

n Ък
~2

2 я

Graduslar 0° 30" 45" 60° 90° 180" 270" 360°

sin.v 0 1

2
A

2
A

2

1 0 -1 0

cos X 1 A
2

A
2

1
2

0 -1 0 1

tg-v 0 A
3

1 х/3 - 0 - 0

ctg.v - Vs 1 A
3

0 - 0 -



1 . s in2x + cos2x  = l .

cos x  ,  ч
3 .  C t g  X  =  ;------ , ( х Ф Ж П ) .

s m x

5.  l +  t g ‘ x  =
1 ж

2 . tg x  = -
s in x

co sx

f  ж л  
Х Ф  — I- ж п  

2\

4 . tg x -c tg x  = l,

1

ж п

~2~ У

6 1 + c t g x  =  . ,  Л х ф ж п ) ,  ( w e Z ) .
sirfx v ' 4 ’

4. Keltirish formulalari

У n  -L—  ±  X 
2

Ж ±  X
З л -
------±  X

2
2 ж  ± x

s i n j c o s x +  s i n x - c o s x ± s i n x

c o s  V T s i n x - c o s x ± s i n x c o s x

t g  V' + c t g  X ± t g x c t g x ± t g x

c t g > ' + t g x ± c t g x t g x ± c t g x

5. Burchak yig‘indisi va ayirmasi uchun formulalar

t g x ± t g j
1. s in (x ± 7 ) =  s in x -c o s j± c o s x -s in 7 . 3. l +  t g x - t g j  • 

ctgx-ctgyjfcl
2 .c o s ( x ± y )  = cosx-cosj>  + sin x -sin > ' 4. c tg (x ± y )=  ctg}r±ctgx

6. Ikkilangan va karrali burchak uchun formulalar

2 tg x
1 . s in 2x = 2 s in x -c o s x  =

1 + tg 2 X  '

] - t g 2X
2  c o s 2 x  =  c o s 2 x - s i n 2 x  =  2 c o s 2 x - 1 =  1 — 2  s i n "  x

1 + tg" x  ‘

2 tg x  2 c tg2x - l  c t g x - t g x
? tg 2x = ------- —  = ---------------  4 c tg 2x = — -------- = ------- -------- ,

1 - t g ' x  c t g x - t g x '  ‘ 2 c tg x  2

5. sin3x  = 3 s in x - 4 s in  x .  6. Co s3x = 4co s3 x - 3 c o s x -



7. 4 3 ^ x: ' f x . 8. C.g3,  = 5 ! i ^ i £
1 - j tg  X JCtg" X — 1

7. Yarim burchak uchun formulalar

1 sin — = + j ~ cosx 3 tg— = + ^ ~ cosx s‘n:c l-co sx
2 ■ V 2 2 V 1 + cosx 1 + cosx sinx

i  /1 + cosx x 1 + cosx sinx 1 + cosx2. cos~ - ± J — ----- . 4 . c tg-  = ±J-----------= ---------- = — ------ .
V I  I  VI-COSX 1-cosx sinx

Izoh: Tengliklardagi “ + ” yoki ishora ^  burchakning qay- 
si chorakda joylashganligiga qarab tanlanadi.

8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar
. 2 l -c o s 2 x  2 l + cos2x  

1. sm x = ------------ . 2. cos x
2

. з 3 s in x - s in 3 x  , 3 co sx  + cos3x3. sm  x - -------------------- . 4 . cos x = ----------------------
4 4

9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirmalari uchun
formulalar

■ Х+У X -y  . . x - v  x+ v1. sinx+smy=2sin— —‘Cos— 2. sm x-sm y= 2sin— --cos— -
2 2 2 2 '

_ x + v  x - v  , . x + y  . x —V
3. cosx+cosy=2cos------ cos— 4. c o sx -co sv = -2 sin— - - s in — -

2 2 '  2 2 '

5 . c o s x ± s in x  = %/2sin — ± x  = л/2 cos — +  x
И у

6. A-cosx_+ Bs'mx = \ lA2 + B 2 sin (x  + y ) ,

bu Yerda s in >' =  7 j = r '  C0S^ V 7 T F '
s in ( x ± y )  s in ( x ± y )

7. tg x  + tg y  = ----------------  g. c tg x ± c tg y  = ----- i------- L
c o s x -c o s y  s in x - s in y '

c o s ( x - y )  co s(x  + y )
9. tg  x  + ctg у  = --------- ;— . io . c t g x - t g y  = -----*----

c o s x -s in y  s in x -c o s y



10. Trigonometrik funksiyalaming ko‘paytmalari uchun formulalar

1. sin x • sin у  = ^ [c o s(x  -  y)  -  cos(x + >>)].

2. cosx • cos j; = ^ [c o s(x  -  y)  + cos(x + j ) ] .

3. sin x• cos /  = - -̂[sin (x -  j )  + sin (x + .y)] .

4. cosx • sin у  = i [ s in  (x + y )  -  sin (x -  >>)].

tgx + tzy  „ , _  ctgx + ctgy
5. tgx-tgy = — -----— . 6. ctgx-ctgy = - ----------- .

ctgx + Ctgy tgx + tgy

7. sin (x + y )  • sin (x -  y )  = cos2 у  -  cos2 x .

8. cos(x -  j )  • cos(x + y) = cos2 у  -  sin2 x .
Izoh: Yuqorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning 

har ikkala tom oni m a’noga ega bo‘lgan qiymatlarida o 'rinli bo'ladi.

4°. Teskari trigonometrik funksiyalar
1. у  = arc sinx.

О Д  = [-1; i], E(y)
n  _ л

" 2 ’J f  ( -*)  = - / (*)■

2. у  =  arc cosx.

D(y) = \ - 1; l], £(^) = [0;л-], arc cos ( - x ) = 7t -a r c  cosx.

3. y  = arc tgx.

D W = (- ° ° ;+oo)> Л - * ) = - / ( * ) •

4. у  =  arc ctgx.

£)(;>) = (-oo;+°o), £ (y )  = (0;;r), arc c tg (-x )= n -a r c  ctgx.

5°. Trigonometrik tenglamalar

1. sin X = Q ■
|a| > 1 => x e 0

|aj < 1 => x = ( - 1)* arcsin a  + лк,  

9



J *  • яbu yerda k e Z  v a - —< arcsin a < — .
2 2

f|a |> l= > xe0
2. cosx = <2=>  ̂ bu yerda 0 < arccosa < я.

(Ja| < 1 => x = ± arccos а + 2тгк,

( л  лЛ
3. tgx=a=>x=dxctga+xk, bu yerda arctgael j va a e R •

4. ctgx = a =>x = arcctga + як, bu yerda arcc tgae(0 ;;r) va a& R-

6°. Eng sodda trigonometrik tenglamalar yechimlari jadvali ( k  G Z )

a sinx = a cos x = a

0 x = як
х = — + як  

2

I я  „ , x = — I- 2 як  
2

x -  2як

-1
x = ----- v2nk

2 .
х = я  + 2 як

1
2

x = (-!)* — + як  
v ' 6

я  „ , х = +— \-2як-VJ

1
2

x = ( - l )  — + як  
V ’ 6

, 2л- _ , 
х = ± ----- t-2/rfcлэ

A
2

X = (-1)* -J + х = ± —+ 2 як  
6

- A
2 х = ( " 1 Г т ^ *

J
х = ± “~— -\-2як 

6

A
2

x = (-lY  — + як  
v 7 4

х = ± -  + 2як  
4

_V2
2

/ t \*+l Я , x = (—1) — vnk  
v ’ 4

, 3 ях = ± --- + 27ГЛ-
4



a tgx = a ctgx = a

0 NHH лx = — i-лк
2

1 n , X ----- 1-71 к х = — + лк
4 4

-1 71 3 л
x  = —  + 7tk х  = —  + лк

4 4

X = — + 7rk х = — + лк
3 6

->/3 X - ----- 1-7tk
5л

х = —  + л  к
J 6

X — — + 7tk п , х = — + лкл 6 3

S x = —— + 7tk
2 л

х  = —  + лк
3 6 3

7°. Giperbolik funksiyalar

ex - e~ x „ , ex +e~ 
1. s h x : = ---------- . 2. chx: = -

2 '  2

shx ex -e~x , chx ex +e~
3. thл:: = ——  = —------4. cthx:=

chx ex + e x shx ex ~ e  x
5. ch2x - s h 2x = l .  6. sh2x = 2shx -chx .

7. ch2x = ch2x + sh2x . 8. th дг • cth jc = 1.

8°. Arifmetik progressiya 

{an) \a ^ a 2,...a„,... ~  arifmetik progressiya о  \/n& N  uchun 
,} =an + d i d  -ay irm a).

1. «-I = a„+ d . 2 . an = a"+l (« > !)•

3. a„ — «, + ( n - l ) d .  4. an - a k + d -(n -k ) ( l< £ < n - l ) .

11



5. аи — - * 2 "+* , {\ <к <п — \ ) . 6 . а„ + ат = ак + ар, agar

п + т = к + р  bo‘Isa.
_ „ а, + ап 2а. + d ( n - 1)
7. S„ = а , + а2 +. . .  + а„ = - '■  ̂ " •» = — !----

9°. Geometrik progressiya
{*„}: bx,b2,...,bn,... (б ,*0 ) -  geometrik progressiya <=> \fn &N 

uchun bii+] - b n -q (^r-m axraj). „

L  b^ = K - q .  2. Ь„2 =ЬЯ. Г Ь ^ ,  n>  1 .

3. 6„ = V < 7"~'- 4. b„=bk - q - k { \ < k < n - \ ) .

5- b„=bn_k -qk, ( \< k < n - l ) -  6. bn+k=b„-qk .

7. b2 =bn_k -bn+k, (l < £  < « - ] ) .  8. Ьп-Ьт=Ьк-Ьр, agar л+м=Л:+р bo‘lsa.

9. Sn —bl +b2 +...b„ \ - q  q - 1

[6, • и, 9 =  1

10. s=Um5„=-^-, agar0<|q|<l bo‘lsa.

10°. Tenglamalar
1. Chiziqli tenglama ax = b:
a) agar a *  0 bo‘lsa, yagona x  = — yechimga ega;

a
b) agar д = 0, Ъф 0 bo‘lsa, yechimga ega emas;
d) agar a - b  = 0 bo'lsa, cheksiz ko'p yechimga ega. Bu holda 

ixtiyoriy x tenglamaning yechimi bo'ladi.
2. Chiziqli tenglamalar sistemasi

lalx  + b]y  = ci
[a2x + b2y  = c2

Aytaylik, & = a]b2 - a 2b{, Ax = b2c] - b lc2 va Ду = a,c2 -<7,c, bo'lsin.

ч , <, Дх Ду
a) agar д ^ о  bo Isa, yagona * = •y = X  yechimga ega;
b) agar Д = 0 bo'lib, Ax va Ду lardan birortasi 0 dan farqli 

bo'lsa, yechimga ega emas;



d) agar A = Ax = Ay = 0 bo'lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.
e) Geometrik talqini: ax + by = c tenglama tekislikda to‘g‘ri chi- 

ziqni aniqlaydi. A * 0  shart ikkita to ‘g‘ri chiziqning kesishishini va 
ulaming yagona umumiy nuqtaga ega bo‘lishini bildiradi. b) dagi 
shart ikkita to ‘g‘ri chiziqlarning parallel bo‘lib, ularning umumiy 
nuqtaga ega bo‘Imasligini anglatadi. Va nihoyat, A = Ax = Ay = 0 shart 
ikkita to‘g‘ri chiziqning ustma-ust tushishini va ularning cheksiz 
umumiy nuqtaga ega bo'lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax2 +bx + c = 0: D = b2 -4 a c  bo'lsin.
a) a = 0 bo‘lsa kvadrat tenglama yuqorida ko‘rilgan chiziqli teng- 

lamaga aylanadi; аФ 0 bo‘lib,
b

b) D = 0 bo‘lsa, yagona x = yechimga ega;

- Ь ± 4 Ъ
d) D > 0 bo‘lsa, ikkita x ,, = — ------- yechimga ega;

2 a
e) D<  0 bo'lsa, yechimga ega emas.
4. Viyet teoremasi:
a) agar x, va x2 lar x2+px+q = 0 tenglamaning yechimi bo'lsa, unda

jx j +x2 = - p  

[xiX2 - q
bo ladi;

b) agar x ,, x2 va x3 lar x3 + px2 +qx + r = 0 tenglamaning yechi­
mi bo'lsa, unda

X, + x2 + x3 = - p  

X, • X, + x, • X, + x2x, 

x, • X, • X, = - r
bo 'lad i.

5. ax = b , a > 0 tenglama
a) b> 0  bo'lganda x = JogirZ> yechimga ega;
b) b< 0 bo'lganda yechimga ega emas.
6. logax = b tenglama a > 0  bo‘lganda x  = a yechimga ega.
7. Trigonometrik tenglamalar:
n -ixtiyoriy butuil son bo'lsin.
a) sinx = a tenglam a |a |< l  bo 'lganda x = (-l)"a rcsina  + «^ 

yechimga ega, У >1 bo'lganda esa yechimga ega emas;



b) cos x = a teng lam a |a |< l  bo 'lganda  x = ±arccostf + 2wr 
yechimga ega, |я |>1 bo‘lganda esa yechimga ega emas;

d) Xgx = a tenglamaning yechimi x = arctga + wr bo'ladi.
e) ctgx = a tenglamaning yechimi * = arcctga + пж bo'ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklaming xossalari:
a) a >b  о  ixtiyoriy с uchun a + c >b  + c ;
b) a > b  va c > d  => a + c > b  + d ' ,

d) a > b va с > 0 => ac>bc\
e) a >b  va c<  0 => ac<bc-
2. Chiziqli tengsizlik ax >b -
a) a -  0 va b> 0 bo'lsa, yechimga ega emas;
b) a = 0 va b<  0 bo'lsa, x e (-o o ;+ co ) bo'ladi;

d) a>  0 b o 'lsa , 

bo'ladi.
3. ax <b tengsizlik (—1) ga ko'paytirilish yordamida - a x > - b  

tengsizlikka keltiriladi.
4. Kvadrat tengsizlik ax2 + bx + c>  0: D - b 2 -Aac  bo'lsin.
a) a = 0 bo'lsa kvadrat tengsizlik chiziqli tengsizlikka aylanadi;
b) a<  0 bo'lib, D < 0  bo'lsa yechimga ega emas;

Г-Ь + 4 Ъ  - b - y f D Л

(b } f  b )x e - ;+ o o va a<  0 bo 'lsa , x e -o o ; -
l  о l  a )

d) a<  0 bo'lib, D>  0 bo'lsa, x e

e) a> 0 bo'lib, D > 0 bo'lsa, 

- b - y f D
x e -oo:

2 a У \

2 a\

- b  + j D 
2 a

-;+oo

2 a

bo'ladi;

bo'ladi;

0  a>  0 va D >  0 bo'lsa, x e (-o o ;+ co ) bo'ladi.

5. ax1+bx + c < 0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko'paytirilish yor­
damida - a x 1 - b x - c >  0 tengsizlikka keltiriladi.

6. a) a > 1 bo'lganda a /(t) > tengsizlik / (x) > g(x) teng­
sizlikka teng kuchli;



b) 0 < а <1 bo'lganda af(x)>a*U) tengsizlik / (x ) < g (* )  teng-' 
sizlikka teng kuchli.

7 . a) b> 1 b o 'lg an d a  log6/ ( x ) > lo g Ag (x ) tengsizlik  
/ (x) > g (x )  > 0 tengsizlikka ekvivalent;

b) 0 < 6<1 b o 'lg an d a  loghf ( x ) > \ o g hg ( x )  tengsizlik  
0 < f ( x ) < g ( x )  tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi: 
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar 
o 'qini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr o 'z  
ishorasini o'zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida 
topiladi.

9. Trigonometrik tengsizliklar:
a) sin x> a tengsizlik:
1) a>  1 bo'lsa, yechimga ega emas;
2) a < - 1 bo'lsa, xe(-oo; +co) bo'ladi;
3) - 1< а <1 bo 'lganda, x  e  (arcsin a  + 2шг; n  -  arcsin a + 2птс) 

bo'ladi.
b) sin x < a tengsizlik:
1) a < - \  bo'lganda yechimga ega emas;
2) a>  1 bo'lsa, xe (-co ; +co) bo'ladi;
3) -1 < а < 1  b o 'lsa , x e ( - ; r - a r c s in a  + 2w7r; arcsina + 2wr) 

bo'ladi.
d) cosx > a  tengsizlik:
1) a>  1 bo'lganda yechimga ega emas;
2) a < - 1 bo'lsa, x e  (-<*>; + oo) bo'ladi;
3) - 1< а <1 bo 'lganda* x e (-a rc c o s a  + 277;r; arccosfl + 2wr) 

bo'ladi.
e) co sx < a  tengsizlik:
1) a < - 1 bo'lganda yechimga ega emas;
2) a>  1 bo'lsa, xe (-co ; + co) bo'ladi;
3) - 1< а <1 b o 'lsa , x e(arccosa  + 2w/r; 2n- arccosa + 2«;r) 

bo'ladi.

( K )f) tgx>a  tengsizlik x  6 arctga + nnr; -~ + n7T yechimga ega.

g) tgx<a  tengsizlik x e  —r  + wr; arctga+ nn  yechimga ega
V 2. J



h) ctgx > a tengsizlik х е ( п л ;  arctga + nn) yechimga ega.
i) ctgx < a tengsizlik x  e (arcctga + пл; л  + п л ) yechimga ega.

10. Modul qatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchun 
modul ostida qatnashgan funksiyalarning barcha nollari topiladi, 
ular yordamida sonlar o ‘qi oraliqlarga ajratiladi va har bir oraliqda 
moduldan qutulinadi.

12°. Ajoyib va muhim lim itlar

1. l i m = 0 . 2 . lim — = 0 .
»-**2

3. l i m ^ O  ( a > l ) .  4. lim ^- = 0 (V o > 0 ).Л-ЮС a" 4 „_>* Ц I V >

5. Wmnq" = 0, |g |< l .  6. limVa = l f a > 0).

7. l im log° П =0 ( o > l) .  8. l im V n = l .
f t  \  J n-*r.

1 (  1 у
9. 1 ™ ^ П  = 0 . 10. Hm 1 + -  = e « 2,71828 .

.. smx .. tgx shx thx , „„ smcnc , ч
11. bm----- = hm—  = lim—  = hm—  = 1 .1 2 . lim --------- - а  ( а г е Л ) .

x->0 x  *-*(> x  '-* 0 X  X  * -* 0  X

■ i Infl + Jt)13. lim(l + ;tV = e . 14. lim—--------  = \ ..Y—>0 '  ДГ—►О

15. lim -— - = 1. 16. lim -— - = lna ( a > 0 ) ,
.T-+0 дг-*0 % v f

17. lim ———----- = a  (a e R ).
.,->0 *   ̂ > .

18. Hm xa lnx= Hm x~a lnx = lim xae~x =0 (a > 0 ) .x-*+0 x-*+*c X-++X '  '

13°. DilTerensiallashning umumiy qoidalari

1. y  = c = const, _y' = 0 . 2 . y  = c-u  (c = const), y ' = c -u '.

3. y  = u ± v , y ' = u '± v '. 4. y  = u-v, y ' = u ’-v + u - v ' .



5. У=~  (v(x)^O), y ' = U 6. y = f{ u )  ( m = m ( x ) ) ,  y = / V « ', .

7. y  = f { x ) ,  х = Г ' { у) У' * " -  8- ^  = y ' = i‘y -v '-bu  + u '-'-v-u '.

14°. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari

1. (x")' = nxn- \  2. (■**)'= xx • (l + In x ) .

3. ( s in x ) ' =  c o sx . 

5. (tgx)' = — ^ — .
COS X

7. (lnx)' = .
X

9. И ’ = ег. 

ц  (arcsin x) ' =

1
13. (arctgx)’ ^

15. (shx)' = chx.

17. (thx)' = - 4 —.
ch~x

19 (arcshx)' = -p =

21. (arcthx)

л/х2 +1 

1

1 — X

4. (cosx)’= - s in x .

6. (ctgx)' = — :
sin X

1
8. (logflx)' — ■ ( a > 0, a *  l). 

xlna

10. [аху ~ а х In a (a>  0) .

1
j 2 . (arccos)' = ■

4 \

14. (arcctgx)' =  •

16. (ch x ) ' = sh x .

18. (cth x)' = —
4 sh~ x

20. (arcchx)' = - p = = .

22. (arccthx)’ = -
1

1 — x"

15°. Integrallashning umumiy qoidalari

1. d [ \ f { x ) d x ^ f ( x ) d x .  2 . ^ ( х )  = ^ (х )  + с .



3. jc / ( x ) d x  = c j f ( x ) d x  (с  = const Ф 0 ) .

4. J [ /(* )± g (* )]< fc  = \ f { x ) d x ±  Jg(x)c/x.

16°. Aniqmas integrallar jadvali

I . Jo -dx = n . 2. jt/x^x + c.

3. fxadx=—— +c ( a * - I ,  a e R ) .  4. f~7=' = 2yfx + c 
J cc+ 1 JyJX

[dx 1 „ rdx . I |
5. J— = —  + c.  6. J—  = ln|x| + c .

X X  x

7. =-^\n\ax + b\ + c (о-^О). 8 . je xdx = ex + с .

9. \axdx = ------ 1-c (a>  0, a *  l) .  Ю. fsinx<i)t = -co sx  + c
J In a J

I I . fcosxafr = sinx + c .  12. f = -ctgx  + с 
J Jsin'A'

Г dx r
13. ---- r— = tgx + c . 14. sh xdx = ch x  + с

J CDS x j

15. Ichxrfv'^shx + c . 16. I—v -  = -cth x  + c
J Jsh"x

17. \ - ^ - = th x  + c. \—̂ r  =thx+c. 18. f- — . =arctgx + c 
Jc h x  Jcfrx Jl + x

f dx 1 x , f dx
19. —---- T = -a rc tg -+ c  ( a * 0). 20. | - ? = v  =arcsmx + c

Ja ' + x  a a 4 ' 1 - - -V l-~

„ r ax . * / 4 f ctx 1
21. J7= r = ^  = arcsm - + c (o > 0 ). 22. h — r = ~  

Va - x  a x —or

r dx 1 . a + x
23. I—-----Г -  — ln ------Ja - x  2a a - x

x - a
x+a

+c

+ c (а Ф- 0) . lim z = a
n - * x



yjx2 + a
x + \Jx2 + a + c  ( a ^ 0)_

25. b % = W 7 I
\]cr ± x"

x2 + с

26. U a 2 - x 2dx = —yja2 - x 2 + — arcsin- + c ( a > 0). 
J 2 2 a

27. jVx2 ± a 2dx = ~ y jx2 ± a 2 ± —  ln x + J x 2 + a2

28. J - r ^  = ln
J sm x

10 f - ^ -  = ln|sinx| + c J u . J tg x  i i •

X г dx
— In

/ \  ' X n  }
t g - + c . 29. J tg ---1----

2 Jcosx K2  4 J
+ с

3 i J— = - i* |  J ctgx 1
c o sx + c

17°. Aniq integralning tatbiqlari
1. Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 

hisoblash.

Agar f ( x ) e C \ a ,b \ ,  / , ( х ) е С [ а ,й ]  bo ‘lib,
\a < x < b ,

D
bo‘lsa, u holda

5 =  j [ / 2 ( * ) - / ( * ) ] *
bo'ladi.

b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 
hisoblash.

Agar
\a<(p</3,

D = -
0 <r <r ( <p)

bo‘lib, r ( ( p ) e C \ a , 0 \  bo‘lsa,



b o iad i.
2. Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
AB'- { ( * > / ( * ) ) bo‘lib, f \ x ) s C [ a ,b ]  bo'lsa, unda 

ЛВ egri chiziq uzunligi / ushbu

l = yi + [ f ' ( x ) ] 2dx
a

form ula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko'rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzun­

ligini hisoblash.
J  x = q>(t),

A gar AB'. i =y/{t) a - l - P  b o 'lib , < p'(t)eC \a ,0 \ va 

i / / '( t ) e C \a ,0 \  bo'lsa,

bo'ladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining 

uzunligini hisoblash.
(a  <<p</3,

Agar A B : 1r = /-(p) bo'lib, r'(<p)&C[a,0\ bo'lsa, unda 

/=  j'J r 2(<p) + [r'{<p)jd<p
a

bo'ladi.
3. Aylanma sirtning yuzasi.
A B :{ { x ,f{ x ) ) -x & [ a ,b ^  b o 'l ib , f ( x ) >  0 va f '{ x )e C [ a ,b ]  

bo'lsin. д в  yoyni OX  o 'qi atrofida aylantirish natijasida hosil 
bo 'lgan  aylanma sirtning yuzasi ushbu

S  = 2 7 r ) f( x )J \  + [ f ' ( x ) ] 2dx
a

form ula yordamida hisoblanadi.



4. Aylanma jismning hajmi.

Г a < x < b,
Ushbu Z> = |o < y < / ( j c )  egri chizi4!i trapetsiyani OX  o ‘qi 

atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan aylanma jismning hajmi

V = x j [ f ( x ) J d x
a

formula yordamida hisoblanadi.
5. 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
OX  o ‘qida shu o‘q bo‘ylab biror j ism F  = F ( x ) kuch ta ’sirida 

harakat qilayotgan bo‘lsin. Agar F (x )e C \a ,b \  bo'lsa, F  = F ( x )  
kuch ta ’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga o ‘tkazishda bajarilgan 
ish ushbu

b

A = ^F (x)dx
a

formula yordamida hisoblanadi.
6. Statik moment. Og‘irIik markazi.
Egri chiziqning OX va OY o ‘qlariga nisbatan statik m om ent­

lari iW va M  lar
/ /

M x = ^ydl va M y = jxd l
0 0

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl = \[(dx)~ + (dy>)' ~

yoy differensiali, I esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu

formulalar yordamida hisoblanadi.
7. GeometriK figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

\a < x < b  

| 0 < > - < / ( х )  

egri chiziqli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda



bo‘ladi. Bu yerda — trapetsiyaning yuzi.
a

18°. M atematik belgilar
Formula, ta ’rif va tasdiqlarni yozishda quyidagi matematik belgi- 

lardan foydalanish qulay bo‘lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi: 
e  —tegishli, 
g —tegishli emas, 
c= -q ism ,
V —ixtiyoriy,
3 —mavjud,
3 !~mavjud va yagona,
=> —kelib chiqadi, “ ...bo'lsa, ...bo'ladi” ,
<=> —teng kuchli,
: = - ta ’rifga ko 'ra teng, 

shunday, 
л  —va, 
v  -y o k i,
< —isbotning boshlanishi,
> —isbotning oxiri.



2 -§ . 1-M U STA Q IL IS H  

Ketma-ketlik va funksiya limiti
Sonli ketma-ketlik va uning limiti.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar.
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti.
Fundamental ketma-ketliklar.
Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
Funksiyaning limiti.
Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nuqtalari.
Funksiyaning tekis uzluksizligi.

- A -
Asosiy tushuncha va teoremalar

1°. Sonli ketma-ketlik va uning limiti
1-ta’rif. Agar har bir n e N  natural songa biror qonun yoki qoi- 

daga k o ‘ra bitta xn haqiqiy son mos qo^ilgan bo'lsa, x,, x2, ..., x„ , ... 
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va и {*„} kabi belgilanadi.

xn (« = 1, 2, . . . )  miqdorlar {xn} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.

{x,,} va {>»„} ketma-ketliklar berilgan bo'lsa,

{х„+У„} = {х1 +У1 ’ x2 + y 2,...}, 

{х„-У п}= {х1-У1’ X2 -У 2'-}>
{х„-У„} = {*1 -Уi* x2 -y2,...},

ketma-ketliklarga mos ravishda {*„} va {yn} ketma-ketliklarning 

yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.
2-ta’rif. Agar 31 (3w) son mavjud bo'lsaki, V n e N  uchun 

xn < M  (x„ >vi) tengsizlik o'rinli bo'lsa, {x„} ketma-ketlik yuqori­

dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. A ks holda esa, y a ’n i 

VM (Vm) son oiinganda ham 3 n e N  son mavjud bo ‘Isaki, xn > M  

(xn <m)  bo'lsa, {*„} ketma-ketlik yuqoridan (quyidan) chegaralan- 

magan deyiladi.



3 -ta ’rif. Agar з м  > 0 son mavjud bo ‘Isaki, \/« e N  uchun 
\xn\< M  bo‘Isa, {a-,,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol­
da esa, y a ’ni V M > 0 son olinganda ham 3n s N  son topilsaki 
|л'„| > M  bo‘Isa, {*„} chegaralanmagan ketm a-ketlik deyiladi.

4 -ta’rif. Berilgan ketma-ketlik uchun shunday a son topilib, 
V f > 0  son olinganda ham 3 n0 - n 0( s , a ) e N  son mavjud bo‘Isaki, 
n > n(] tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun 
\xn- a \< s  tengsizlik oYinli bo ‘Isa, a son {xn} ketma-ketlikning limiti 
deyiladi va ко ‘rin ish da belgilanadi.

Agar 4 - ta ’rifdagi shartn i qanoatlantiruvchi a son mavjud 
bo'lm asa, ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifning inkori). Agar V«0 e N  son olinganda ham 
n s  > 0, 3?7>и0 son topilsaki, \xn - a \> e  bo‘lsa, a son {*„} ketma- 
ketlikning lim iti emas deyiladi va |™ A"»= a  ko'rinishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar {л-,,} ketm a-ketlik chekli limitga ega bo‘Isa, bu 
ketma-ketlik yaqinlashuvchi deyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzoq­
lashuvchi deyiladi.

2°. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-kctliklar

1-ta’rif. Agar {*„} ketma-ketlikning limiti nolga teng f  x„ = ®) 
b o ‘Isa, {*„} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. Agar \/M  > 0 son olinganda ham 3n0 e N  son mavjud 
bo ‘Isaki, V/? > n0 natural sonlar uchun |x„| > M  tengsizlik o'rinli bo‘Isa, 
{a-,,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

A gar {x„} cheksiz k a tta  k e tm a-k e tlik  b o 'lsa , ]™ л'» =с0 
ko'rinishda yoziladi. Agar {*„} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lib, 
biror nom erdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) bo'lsa, 
lim xn = +oo ( =  - ° ° ) ko'rinishda yoziladi.

H ar qanday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo'ladi, 
lekin bu tasdiqning teskarisi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi.

1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yig'indisi 
cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.

2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket- 
ma-ketlik ко ‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.



katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bo‘lsa, и holda cheksiz

kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bo‘ladi.

4-teorema. x» = a bo'lishi uchun {«„} -  {xn - a \  ketma-ketlik­

ning cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lishi zarur va yetarlidir.

3°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari
1-teorema. Agar {.\-„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lsa, uning 

limiti yagona bo‘ladi.
2-teorema. Agar {*„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘Isa, и che­

garalangan bo'ladi.
3-teorema. Agar {x„} va {y,,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi 

bo'lsa, и holda {xn±y„\ ,  {x„-y„} ketma-ketliklar ham yaqinlashu­
vchi bo'ladi va

formulalar o‘rinli bo'ladi.

4-teorema. Agar {*„} va {>'„} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi

formula o'rinli bo'ladi.
5-teorema. Agar lim x„= a bo lib, biror nomerdan boshlab x > c

°  oo

(x„ < с ) bo ‘Isa, и holda a > c  (a ^ c ) bo ‘ladi.

6-teorema. ( “Ikk i mirshab haqidagi teorema”) .  Agar lim xn = a ,' /I—►эс

lim y„=a bo'lib, biror nomerdan boshlab xn <zn < y n tengsizlik о ‘rinli 

bo ‘Isa, и holda zn =a bo ‘ladi.

bo ‘lib, V/i e N  uchun ketma-

ketlik ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va
lim x ,V nmAf

lim — = iL±^ -  
»-»* y n lim



Agar lim-т,, = 0 , Hm^ = 0  bo‘lsa, ^ 7 - ga ko‘rinishdagi
У n v

00
aniqmaslik deyiladi. — , O-oo, 00-00 va boshqa ko‘rinishdagi

00

aniqmasliklar ham shu kabi ta ’riflanadi.

4°. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1-ta’rif. Agar {хя} ketm a-ketlikning hadlari \fn  e N  uchun

xn - x„+1 (^ -* / ,+ 1) tengsizlikni qanoatlantirsa {*„} o'suvchi (kam a- 
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. O'suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket­
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorema. Agar {*„} ketma-ketlik o ‘suvchi bo ‘!ib, yuqoridan 
chegaralangan bo'lsa, и holda и yaqinlashuvchi bo'ladi.

2-teorema. Agar {xn} ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib, quyidan 
chegaralangan bo'lsa, и holda и yaqinlashuvchi bo'ladi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar V s>  0 son oiinganda ham 3/?0 = (г )  e N  son 

mavjud bo'lsaki, \ fn> n(l va p  & N  son lar uchun — дг„ | < £■ teng­
sizlik bajarilsa, {.x„} fundamental ketm a-ketlik deyiladi.

2 -ta ’rif. ( l - ta ’rifning inkori). Vn0 e N  son oiinganda ham shun­
day n > n 0, p e N ,  £>0  sonlar mavjud bo 'lib, \xn+p -  xn | > s  tengsiz­
lik o'rinli bo'lsa, {x;i} ketma-ketlik fundamental emas deyilali.

Teorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun 
uning fundamental bo 'lishi zarur va yetarlidir.

6°. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yuqori 
va quyi limitlari

{*„} k e tm a-k e tlik  berilgan  b o 'lib , kx,k2,...,k n,... (kn >n ) 
o'suvchi natural sonlar ketma-ketligi bolsin. {x,,} ketma-ketlikning 
kt,k2,...,k n,... nomerli hadlaridan xK,xh ,...,x K,... ketma-ketlikni 
tuzamiz. Hosil bo‘lgan j . \  |  sonli ketma-ketlik {x„} ketm a-ketli­
kning qismiy ketma-ketligi deb ataladi.



1-teorema. Agar f ^ x« ~ a  bo'lsa, и holda uning har qanday 
qismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {x„} ketma-ketlik che­
garalangan bo'lsa, и holda bu ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi bo'lgan 
qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. {jc„ } ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi limiti {x„} 
ketma-ketlikning qismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik qismiy 
limitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yuqori

(quyi) limiti deyiladi va Kmx„ ko'rinishda belgilanadi.

3-teorema. limx„ - a  bo'lishi uchun lim*n = lim*,, ~ a bo'lishi 

zarur va yetarli.

7°. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti
Bizga biror X  czR  to ‘plam berilgan bo'lib, x  o'zgaruvchi miq- 

dor X  to 'plam dan olingan bo'lsin. Agar har bir x e X  songa biror 
qonun yoki qoidaga ko'ra bitta у  son mos qo'yilsa, u holda X  
to 'plam da funksiya aniqlangan deyiladi va p / ( x )  kabi belgilana­
di, * o'zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen- 
ti), X  to 'plam  / ( x )  funksiyaning aniqlanish sohasi, x soniga 
mos keluvchi у  soniga esa funksiyaning x nuqtadagi xususiy qi­
ymati deb ataladi. / ( x )  funksiyaning barcha xususiy qiymatlar 
to'plam i Y  ga /  (x) funksiyaning qiymatlar to‘plami (yoki o‘zgarish 
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Y = { y e R :  y  = f ( x ) ,  x e X ) .

Agar a ( a e X  a £ X )  nuqtaning ixtiyoriy atrofida x  
to 'plam ning a dan farqli kamida bitta nuqtasi bo'lsa, u holda a 
nuqta X  to'plam ning limit nuqtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida X ~ f { x )  funksiyaning 
aniqlanish sohasi, a nuqta x  to'plam ning limit nuqtasi deb tus- 
huniladi.



1-ta’rif. (Koshi). Agar V s  >0 uchun 35  = S ( e , a ) >0  topilsaki, 
0 < \ x - a \ < S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi V x e X  uchun  
|/ ( x ) - f e |< £  tengsizlik bajarilsa, и holda b soni f ( x )  funksiyaning 
a nuqtadagi lim iti deyiladi va lim/ ( * )  = £ kabi belgilanadi.

2 -ta ’rif. (Geyne). Agar X  to'plamning nuqtalaridan tuzilgan, a 
ga intiluvchi V{x„} (xn *a ,  n = 1, 2, ...) ketma-ketlik uchun { /(*„)} 
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b soniga intilsa, shu b soni f ( x )  
funksiyaning a nuqtadagi lim iti deb ataladi.

Keltirilgan ta ’riflardan ko‘rinib turibdiki, funksiyaning a nuq­
tadagi limiti mavjud bo'lishi uchun funksiya a nuqtada aniqlangan 
bo'lishi, ya’ni a s X  bo'lishi, mutlaqo shart emas ( a nuqtaning 
X  to 'p lam  uchun limit nuqta bo'lishi yetarli, ya’ni, um uman 
olganda, a e X ) -

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta ’riflarni keltiramiz.
1 - ta ’rifn ing inkori. Agar 3 s  > 0  topilsaki, \ / S>  0 uchun  

Q <\ x - a \ < S tengsizlikni qanoatlantiruvchi З х е  X  mavjud bo'lib, 
\ f ( x ) - b \ > s  tengsizlik bajarilsa, b soni f (x) funksiyaning a nu­
qtadagi lim iti emas deyiladi

2 - ta ’rifn ing inkori. Agar a nuqtaga in tiluvchi 3{x„} 
(хп е Х ,  xn * a ,  и = 1,2, ...) k e tm a -ke tlik  topilsaki, unga mos 
{ /(*„)} ketma-ketlik b ga intilmasa, и holda b son / ( x )  funksi­
yaning a nuqtadagi lim iti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2 -ta ’riflari ekvivalentdir.
Biz 1-teorem adan quyidagi xulosani chiqaramiz: funksiyaning 

limitini hisoblayotganda qaysi ta ’rif bo'yicha hisoblash oson va qulay 
bo'lsa, shu ta ’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda /  (x) funksiyaning a nuqtadagi limiti mavjud 
bo'lmaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to- 
monli (o‘ng va chap) limitlari to'g'risida gap yuritiladi.

3 - ta ’r if  (K osh i). v  s > 0 uchun 35  = S ( a , s ) >0  topilsaki, 
a < x < a  + 8 ( a - S  < x < a )  tengsizlikni qanoatlantiruvchi \ f x e X



uchun j/'(jc) — £>j < £t tengsizlik bajarilsa, b son f ( x )  funksiyaning 
a nuqtadagi o‘ng (chap) lim iti deb ataladi va

Jis/w=/(*+°)=* (j™/(x)=/(° - °)=й)
kabi belgilanadi.

4-ta’rif (Geyne). a nuqtaga intiluvchi V{x,,}, x„ e X , x„> a

(xn <a)  ketma-ketlik olinganda ham unga mos { /(*„)} ketma-ket- 

lik b soniga intilsa, b soni f { x )  funksiyaning a nuqtadagi o‘ng 
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. l im /(x )  = 6 bo'lishi uchun / ( o  + 0) = f ( a - 0 ) - b

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
Endi funksiyaning x->+co dagi limiti ta ’rifini beramiz. / ( x )  

funksiya (c,+oo) cheksiz oraliqda aniqlangan bo‘lsin.
5-ta’rif. (Koshi). \Js> 0  uchun 3A>0  (A > c ) topilsaki, V x > A  

uchun | / ( x )  —£>| < s tengsizlik bajarilsa, b son f ( x )  funksiyaning 
x  —у +oo dagi lim iti deyiladi va J |m / ( * )  = й kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +00 ga intiluvchi V{x„} (xn >c) ketma-ketlik 

uchun unga mos { /(*„)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni / ( x )  

funksiyaning x —> +00 dagi lim iti deb ataladi.
3- va 4-ta’riflar hamda 5- va 6-ta ’riflar bir-biriga ekvivalent. 

lim f ( x )  = b ning ta’rifi ham yuqoridagiga o ‘xshash aniqlanadi. Agar
X—>-co '

lim f ( x ) =  lim f ( x )  = b bo‘lsa, u holda 'l im /(x )  = fc deb yoziladi.
.Y->+« V /  Х-¥-П  V 7 -X->CC

7-ta’rif. Agar Hm/ ( * )  = <» ( \ \ m f ( x )  = 0 )  bo'lsa, f ( x )  funksiya

a nuqtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.
Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham  cheksiz katta 

va cheksiz kichik ketm a-ketliklar uchun 2°-punktda keltirilgan 
xossalarga ega.

8°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari
1-ta’rif. Ushbu Us (a) = { x e  R:  0 < |x - a |< £ }  to'plam a nuqta­

ning o‘yilgan 8 atrofi deb ataladi.



1-teorema. / ( x )  va g (x )  funksiyalar a nuqtaning biror oYilgan 
atrofida aniqlangan bo'lib, J 'm / (*) = b va Hnig(x) = c bo'lsin. U holda

1) I™ [ / (a ) 1 S  (* )] = Jim/ (x) ± lim g (x) = b ± c,

2) [ /  ( a ) ' g (*)] = I'm / (* ) ' I™ g( x)  = b-c,

f { x )  l im /(x )  b
3) agar c^ O  bo'lsa, h m— - = ~  - = -  bo'ladi.

g ( x )  lim g(x) с
x -* a  V 7

2-teorema. («Ikki mirshab haqidagi teorema»). Agar f ( x ) ,  g(x)  

va h(x)  funksiyalar a nuqtaning biror o'yilgan atrofida aniqlangan 

bo'lib, shu atrofda f ( x ) < g ( x ) < h ( x )  tengsizlikni qanoatlantirsa va 
lim/ ( x )  = \ \mh(x)  = b tenglik bajarilsa, и holda (™.?(л‘) bo'ladi.

Funksiya limitini hisoblashda quyidagi ajoyib limitlar katta ahami- 
yatga ega.

Birinchi ajoyib limit:

Ikkinchi ajoyib limit:

sinx ,
lim -------= 1 ( i ).r->0 ~ v '

lim
Y T

- e (2)1 +  -

9°. Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi
/ ( x )  funksiya X  to 'p la m d a  berilgan b o 'lib , a nuqta X  

to 'plam ning limit nuqtasi bo'lsin.

T a’rif. Agar V e > 0  uchun 3S  >0 topilsaki, argument x ning 

0 < |x '- a |< £ ,  0 < jx "-д| < S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 

Vx', x" ( x ' e X ,  x " g X )  qiymatlarida j / ( x " ) - / ( x ' ) |< e tengsizlik 

o'rinli bo'lsa, f  (x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarila­

di deyiladi.

Ta’rifning inkori. Agar В г > 0  son topilsaki, v<5>0 son uchun,

0 < | x -  aj < 5, 0 < |x " -  a \ < 8  tengsizlikni qanoatlan tiruvchi
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V x ' , x ”e X  Jar mavjud bo‘lib, | / ( x " ) - / ( x ' ) |  > s  tengsizlik bajarilsa, 

/ ( x )  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.

Teorema. (Koshi). f ( x )  funksiya a nuqtada chekli limitga ega 
bo'lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini bajarishi 
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksiziigi va uzilishi

/ ( x )  funksiya a nuqtaning biror to'liq atrofida aniqlangan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar

Ига f ( x )  = f { a )  (3)

bo‘lsa, / ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.
Funksiya uzluksiziigi ta’rifini Koshi va Geyne ta ’riflari yordamida 

ham berish mumkin. Biz ularga to ‘xtalib o ‘tirmaymiz.
Endi / ( x )  funksiya a nuqtaning biror o ‘ng (chap) yarim 

atrofida, ya’ni [ a , a  + S)  (mos ravishda, ( a - S ,  a\)  yarim in­
tervalda aniqlangan bo'lsin.

2-ta’rif. Agar

“ S / M ' A " )  ( , ! ™ / M = / ( o ) )

bo'lsa, / ( x )  funksiya a nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de­

yiladi.
Teorema. / ( x )  funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun 

uning shu nuqtada o'ngdan va chapdan uzluksiz bo'lishi zarur va 
yetarlidir.

Faraz qilaylik, / ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsin. U 
holda \ j m f ( x )  = f ( a )  bo 'lad i. => ^ 0[ / ( * )  “ / ( * ) ]  = 0 • Agar 
Ax : ~ x - a  ~  argument orttirmasi va A_y:= A /(a) = / ( x ) - / ( a )  — 
funksiyaning a nuqtadagi o rttirm asi belgilashlarin i k iritsak, 
x = <a + Ax va A y - A f ( a ) - f ( a  + A x ) - f ( a )  bo'ladi. Natijada, biz 

д1 ' т [ / ( л') -  /  (« )] = + **)  -  / ( a ) ]  = lim Ay = 0
ekanligini hosil qilamiz. Shunday qilib,



lim Ay = 0
л*->о ' v 7

tenglik bajarilsa, / ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

3-ta’rif. f ( x )  funksiya  (c ,d ) intervalning har bir nuqtasida 
uzluksiz bo‘Isa, funksiya (c ,d ) intervalda uzluksiz deyiladi.

f ( x )  funksiya (c ,d ) da uzluksiz bo'lib, s nuqtada o'ngdan, d  
nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, unda u [c,c/] kesmada uzluksiz 
deyiladi.

X  to 'plam da uzluksiz funksiyalar sinfi C ( X )  kabi belgilanadi.
4 -ta ’rif. Agar

lim f ( x )  = b * f ( a )  (1—hoi)

(2—hoi)

!™ /(* )  = 0° (3—hoi)

bo ‘Isa, unda / ( * )  funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.
Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo'ladigan hollarini alo- 

hida-alohida ko'rib chiqaylik.

a) lim f ( x )  = b * f ( a )  bo‘lsin.
x-+ a  7 4 1

Bu ho lda l im / ( * )  = / ( a  + 0) va l im / ( x )  = / ( a - 0 )  larx->«+0 4 7 4 y .т->я-0 v ' v '
mavjud bo'lib, / ( o  + 0) = / ( a - 0 ) ^ / ( a )  bo'ladi. Bunday nuqta 
barta ra f qilish mumkin bo‘lgan uzilish nuqtasi deb ataladi. 

M isollar.

r , ч | x 2, agarx^O  bo'lsa,
1 / U ‘) H

[l, agar x = 0 bo'lsa

funksiya uchun x = 0 nuqta bartaraf qilish mumkin bo'lgan uzilish 
nuqtasi bo'ladi, chunki

lim f i x ) -  l im /( x )  = 0 va / ( 0) = 1.
ЛГ-+Я+0 4 '  . r -» -0  V

Agar / ( 0 )  = 0 deb qabul qilsak, funksiya uzluksiz bo'lib qoladi.



1 — jcsin —,agar л: *  0 bo'lsa,

2, agar x  = 0 bo'lsa 
funksiya uchun ham  x  = 0 nuqta bartaraf qilish m umkin bo'lgan 
uzilish nuqtasi bo 'ladi, chunki

lim f ( x ) =  lim / ( * )  = ! va / ( 0) = 2.
x —*u+0  V '  x - * - 0  У >

b) lim / (лг) — 3 bo‘lsin.
.v—>o+0 V ?

Bunda quyidagi uchta hoi bo'lishi mumkin.

1) J im / ( * )  = / ( e - 0) va ^ / ( л )  = / ( а  + 0) la r  3 va

/ ( a - 0 ) * / ( *  + 0 ) .

Funksiyaning bunday nuqtadagi uzilish i birinchi tu r uzilish va
| / ( а  + 0) - / ( я - 0)| ayirmaga funksiyaning a  nuqtadagi sakrashi

deyiladi.
Masalan,

1

/ ( * )  = 1 +  2 *

0, agar x = 0 bo'lsa

funksiya uchun x = 0 nuqta 1-tur uzilish nuqtasi bo 'ladi va funk­
siyaning bu nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:

I f ( a  + 0) -  f ( a  -  0)| = | / ( + 0) -  / ( - 0)| = |0 - l |  = l ;

2) x  a da / (x)  funksiyaning o'ng va chap limitlaridan hech 
bo'lmaganda biri 3 . Funksiyaning a nuqtadagi bunday uzilishi 
ikkinchi tur uzilish deyiladi.

M isollar.

/ ( * ) =
sin—, ag a rx > 0  bo'lsa, 

x
-x , agar x  < 0 bo'lsa 

funksiya x  = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki
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lim / ( * ) • =  lim (-.v ) = 0 = / ( 0), lekin lim f ( x )  = I i m s i n - - 3 .
. t - » - 0  '  -V—>-0 '  .v—»+0 '  '  :r-» 0  v

\_ 
x

\ f 0, agar д- -  irratsional bo‘Isa,
2. D[x)  = \

[l,agar x - ratsional bo’lsa

funksiya Va e R nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki x - > a  
da £>(.v) funksiyaning o ‘ng limiti ham, chap limiti ham  3 .

3). x - * a  da f ( x )  funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri
cheksiz yoki o 'ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya­
ning a nuqtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) 1™ / ( л') = °° bo‘lsa, f ( x )  funksiya x  = a  nuqtada ikkinchi 
tur uzilishga ega deyiladi.

11°. Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1-teorema. Agar f ( x )  va g ( x )  funksiyalar x < z R  to'plamda 

aniqlangan bo'lib, ularning har biri a e X  nuqtada uzluksiz bo'lsa, и holda

1) f ( x ) ± g ( x ) ,

2) / (x ) -g ( jc ) ,

/ ( * )
g ( x )  ^ V x e X  uchun 2 ( * ) * ° )

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo'ladi.
Izoh: 1-teorem aning aksi har doim ham o'rinli boiavermaydi.

M asalan, f { x )  = x  va

sin—, agar x * 0  bo'lsa,
Л"

0, agar jt = 0 bo'lsa

funksiyalar ko'paytmasi f ( x ) - g ( x )  = jc - sin —- funksiya R da uzluk­

siz, lekin g (x )  funksiya x =0 nuqtada uzilishga ega.

Aytaylik, y  = f ( x )  funksiya x  to 'plam da, z  = tp(y)  funksiya
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esa Y = {y = f ( x ) : x e  X }  to 'p la m d a  an iq la n g an  b o 'l ib , u la r  
yordam ida x  to 'p la m d a  an iq langan  z = (p\_f(x)~\ m urakkab  
funksiya tuzilgan bo'lsin.

2-teorema. Agar y  = f ( x )  funksiya a & X  nuqtada, z  = q>(y)

funksiya esa, unga mos y a = f ( a ) nuqtada u z lu ks iz  b o ‘lsa,

z  = cp[ f ( x ) \  murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.
Bu teorem a limit hisoblashda juda m uhim  rol o 'ynaydi va 

uning yordamida l - §  ning 9° —punktidagi m uhim  lim itlar keltirib 
chiqariladi.

3-teorema. Agar limf ( x )  = b (6 > 0 )  va lim g(x) = c bo'lsa,
x -* a  v x -* a

lim Г/  (*) Y W = с bo ‘ladi.
x - * a L  J

[ / ( x ) ] ^ t) ko'rinishdagi funksiyaga darajali-ko'rsatkichli funk­

siya deb ataladi.

12°. Funksiyaning tekis uzluksiziigi

Biror y - f  ( a*) funksiya X  to'plam da berilgan bo'lsin.

Ta’rif. Agar Ver > 0 son uchun 3 S  - S ( e )  > 0  son topilsaki, X  

to'plamning |jc"— jc’|< S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx' va x ”

(x ' , x”e X )  nuqtalarida | / ( . x " ) - / ( x ’)| < £• tengsizlik bajarilsa, f ( x )

funksiya x  to'plamda tekis uzluksiz deb ataladi.
Ta’rifning inkori. 3 г ’> 0  son topilsaki, VS > 0  son olinganda

ham |jc"— jc’| < <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday V x 'x " e X

nuqtalar mavjad bo'lib | / ( x " ) - / ( x ') |> £ :  tengsizlik bajarilsa, f ( x )  

funksiya x  to 'plam da tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoremasi. Agar f ( x )  funksiya \a,b\ kesmada aniqlangan 

va uzluksiz bo'lsa, и shu kesmada tekis uzluksiz bo'ladi.
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23. Bir tomonlama uzluksizlik.
24. Bartaraf qilish mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi.
25. Birinchi tur uzilish nuqtasi.
26. Ikkinchi tur uzilish nuqtasi.
27. Uzluksiz funksiyalaming xossalari.
28. Funksiyaning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.



- в -
M ustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-m asala. l imx„ = a ekanligi ta ’rif yordamida ko‘rsatilsinn-*x

(n0{ e ) - i ) .

3/7-2  3
1 1  f l= r

An2 +1 4
1 3  = “ “ з '

1- 2/72 1

1 5  °~~~2

n + 1 1
1Л a = ~ 2 '

4/7 — 1 -
1.2 * , = - -----r> a  = 2 -

1.4 л =

2/7 + 1 

9 - n 3 _1_
2'a = —^-\ + 2n

5n c
1.6 * „ = — — . « = “ 5.

/7 +  1

2/i + l 2
1,8 X" ~ 3 n - 5 ’ °  3 ‘

1 - 2 / 7 "

/7
, fl = - 2 .

1.19 * =

«2 +3

4 + 2/7 
"  1-3/7 ’

2
o = — . 

3

1 3 -и 2 
~ 1 + 2n2 ’

1
<3 = —  

2

3/7-1 
5/7 + 1’

3
o = —. 

5

1 + 3/7 
“  6 - n  ’

a = - 3 .

J /?2 + 2 3
= — ;---- > a = —.

4 и --1  4

2w5 
~ /73 -  2 ’

a - 2 .

3/72 + 2  3
1 1 0  x- = 7 ^ i '  a = 4 ■

5/7 + 15 c
1.12 xn = — ------ , <i = - 5 .

6-/7

2/7-1 2
114  t  = --------, a  = — .

n 2-3/7 3

5/7 + 1 1
1,16 *n _  1 0 /J-3 ’ 2 '

2/7 + 3 0
1.18 *„ = ----- a = 2 .

/7 + 5

2 - З и 2

ГО 
| </■>



2-masala. a  soni {xn} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif 
yordamida ko‘rsatilsin.

л i / 1  V; 1 л .  .  7ГП 12.1 x„ = ( - 1) + 1, a = 0 . 2.2 x  — cos— , a - - .
v ’ 3 2

. nn  1* 7ZYI2.3 x  = sin — a = - .  2.4 x  = cos----- , a = - l
6 2 100

1-5 a = 0- 2.6 . v ,= n { l + (- ! )" ] ,  <1 = 0 .

2.7 o = - l .  2.8 *„ = ( - ! ) “ , „ = 1 .
1

v 2 y

2 - C O S Я77
2.9 * „ = - ------------, fl = 3. 2.10 *„ =

2 + cos nn

2.11 a = l .  2.12 хп = Щ ^ ,  a - 2 .
n n
1 1x 1

2.13 xn = - ------ a = - .  2.14 x  = sin — , a = 1.
2n +1 2 .2

2.15 xn = - — —, a = - l .  2.16 *„= sin — , <7 = 0 .  
n 3

2,17 X" = 3 - 2n: ’ a = ~ 2 '  2,18 x" = ( -1 )""’ <3=:- 1-
!7 2 -  2 7  

И +  1
2.19 jc<f= n (- |)f, a  = 0 . 2.20 xn = ^ — ^ - ,  a = 1.

2.21 — л//72 +1 -  и, o = l.
3-masala.

Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi haqidagi teo- 
remadan foydalanib {xn} ketma-ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi 
ko“rsatilsin.

3.1 = « Hr 3.2 x „ = n 2sin—  3.3 xn =4ncos  —
4 2

3.4 xn =(-l )"lnn  3.5 * „ = (-l)" ln -  3.6*„ = -  + я(ч)”
n n

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka 
ko‘paytmasi haqidagi teoremadan foydalanib {*„} ketma-ketlikning 
yaqinlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.



COS7T77
3.10 *„= — — . 3.11 *„ =

sin
nn

3.12*,, =

n n
2 . 2 .

п- ln(w + l)

Qismiy ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foydalanib 
{xn} ketma-ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

л(-0'« 7 1 a ..
nn

3.13 *„ = (0,5)'

2 + (->rl
3.14 x„ = 2' 

3.16 A„=sin
2002 '

«Ikki mirshab haqidagi teorema» dan foydalanib {*„} ketma- 

ketlikning yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin.
'»  + 10v '

3.17 x„ =

3.19

\ n j
2"

x.. =
" - ( 2  „)!■

3.18 *„ = 

3.20 x„ =

2 n - \  j  
-1 + Vn + sinn

2 n + 1

4-masala. Koshi kriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha­
qidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar haqidagi teoremalardan 
foydalanib {*„} ketma-ketlik yaqinlashishga tekshirilsin.

.f-O" , sgn(/g«)
4.1 x = n K + -----------

n n
2 1

1 <N

4 .3 =
77" + П C O S7T /7^1 +
77 -  77'

. ( п п л 
n + sin —

4.5 ,  = --------Li

\

n

4.7 V
(, Afi 0 ( 01— • 1—
, 2) I 2 / , 2"J

4 2  n ln(/? + l)

4.4

n +  \

4*6 x" • (8 + sin 77)

4*8 ■r"=( l' l ^ ) { l" l ^ ) ’" '( l_ig(io+io



i  п --------. , .......... -  _ |sinl] |sin2 | |sin/7|
4.9 + —~i— + •••+——— . 4.10 x =------L + -—r-1-+ ... + ------ -

sin or sin 2 a  
2

sin na
22 2 "

1 2
4.11 л« 22 + з2 + "'+ („ + i)- • 

4.13 xn = ~ .

. ' , cos2 cosn
4.15 *„= cosl + — T-  + ... + — T - 

2 rr

4.17
n

4.19 x„ = 0,77...7 _

4.21 x  — 1 н----- f- ...4—
2! n!

2J

4.12 xn =1 + — + ... + — . 

4.14 xn = (  1 + 1  
 ̂ И;

, 1 1 4.16 хп =\  + - =  + ... + - Г ' 
v 2 v«

2"

4.18 x =
2^
и!
1 1 ( - 1)""'

4.20 x» = T r 7 7  + -  + V 4 r -  1-2 2-3 « («  + lj

5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin ( l im л- - ? ] .V//-+* /

5.1 *„=и л/ и ( « - 2 ) - л/и2 - 3  . 5.2 x „= (/7 -V «3-5 j« V « .

5.3 , , = ^  + 1) ( „ = - 4 ) - Л ^ .  5.4
V/7

5*5 jc„ = л/и' -З и  + 2 -  и • 5.6 Хп=п + \/4 -  / г  -

5.7 xn = ^ n ( n  + 2 ) - y j n 2 - 2 я  + 3 . 5.8 *„ =^/(»+2)(л+1)-^(,,-1)(/7+3).

5.9 ^ ( / 7 4 - l ) - V /7 5 - 8  . 5.10 х„= п2^ 5  + п3 -1 /з  + 7 у  

5*11 *д =л!п2 + 3/7 -2  - y j n 2 - 3  • 5.12 •*'„ = л/я(л//г + 2 —-Ju — З^ ш

5.14 xn= s[7 + $ (J7 + 2 - 7 ^ ) .5.13 хп = Tjn(n + 5) -  п .

5.15 х \P ,3 + l)(/?2+3)~> /4”4+2) 
2^



5.17  ̂

5.19 л 

5.21 л

6.1 *„ 
6.3 х„

6.5 **

6.7 *„ 

6.9 хя

6.11 ;

6.13 : 

6.15 :

6.17

■ =пъ ljn2(l76 + 4) -л/и8 -1  . 5.18 X„=' fn ifr? - j j n ( n - 1)

■)( = \/«  + 2^л//; + 3 - % / п - 4 | . 5.20 xn = n ^Jn 4 +3 - \ j n 4 - 2  j . 

;„=и(</5 + 8и3 - 2 и ) .

6-masala limxn- ?
M-*x

1 2 3 n - 1  : i  (2/7 + 1)!+(2/7+ 2)!

" W2 W + ' " + /Г • 6,2 " (2/7 + 3)!

1 + 3 + 5 + ... + ( 2 / i - l )  2/7 + 1 .. . 2H+I + 3"+‘
/1 + 1 2  *" 2 " + 3 "  ‘

1 + 2 + .. , +  w 1 + 3 + 5 + ... + (2/7 — l)

л/9«4 +1 ’ ^  X" 1 + 2 + 3 + ... + /?

1 + 3 +  5 + ... +  (2 /7 -1 )  y 1 + 4 + 7 +... + (3?7 — 2)
= --------------- -------------- " •  6.8 xn~ г—л--

/7 + 3 \ 5 n  + 77 +1

_ (и + 4 ) ! - (/? + 2)! _ _ (Зя -1 )!+ (Зи + _1)!

(и + 3)! ' X" 3n\-{n - 1)

, 1 1 1
1 + T + ^T + -  + ^7Jll _ Г»+1 _ J J______ J

6.12 ■ 1 + 1  + ^  + ,.. + 1

\A?3+5 -  Уз/И+2
C" _  1 + 3 + 5 + ... + (2/? - 1 ) '

/7 + 2 2

C" ~ 1 + 2 + 3 + ... + /? 3 '

2 -  5 +  4 -  7 + ... +  2» -  (2/; + 3)

11 "Vf—I J + 2" '

5 13 -WJ . 0" j  + 2
‘ —--- f- -----f- .... +
" 6 36 6"

/; +j

(2// + 1)!+(2/7+ 2)! 
6 1 8  A" _ (2// + 3 )!-(2 // + 2)!



/

6.19 *,

6.21 х, 

7.1 х„

7.3 х„

7.5

7.7 х„

7.9

7.11 х,

7.13 х,

7.15

7.17 X,

7.19 х,

7.21 х,

гг +л[п - \
2 + 7 + 12 + . .. + (5 /7-3)'

3----5 9 1 + 2" 
—--- 1 1-------ь ... ---------

4 16 64 4"

2+  4 + ... +2/7
6.20 х „ = ---------- --------- п.

/7  + 3

/ л  N
3/7” — 6/7 + 7
3/7" + 20/7 -1

/7 -1  

/7 + 3

ч п+2

7-masala. lim jr — ?

7.2 хя = 

7.4 хя =

2/J + 3
2« + 1 J

/72 - 3/7 +  6  ̂

/г2 + 5и + 1 ,
/■ ^  -7 \3 » + 26/7 -  7 1
V

-> , V " '  
77 + И  +  1

/7 + 7 7 - 1

Г и-

V// + 1',

^ / z  + l ^ 3

З и -1

/7 + 3 
/7 + 5

ч н + 4

V

10/7-3
10/7-1

\ 5"

2 п2 + 21// -  7 
2«2 +18/7 + 9

\2м+!

г 2пг +2''"
2/72 + 1

V - 0 " '

Г /7 + 1
7.6 хя = ------

V /7 — 1

7.8 =

7.10 х„ =

7.12 х .=

7.14 =

7.16 хя =

7.18 хя =

7.20 хя =

/7-10
Зл+1

/7 + 1

3/г2 + 4/7-1 
3/72 +2/7 + 7

2/?2 +5/7 + 7 
2/Г + 5« + 3

5и2 +3/7-1
5п2 +3и + 3

2/гЧ 7//-1 
2/72 +3/7-1

/  j  \ 2 » - л ’
/7 +  1

3/72 -  5/7 
3/j2 -5/7 + 7

/
\ л

/
ч - л 2

Ч «+1



( limx„ - ? ,  Jim
w->ao J

f  ЧЛ+1
я п  

c o s —  
v 2 ,

8.2 *  =
n

8 . 3  Xn  = ( - M) s'nT

1 . Я П
8 . 4  x „ = -  +  s i n  —  

n  3

8 . 5 x „  -

•2” +1

2 "  +3  

8 . 7  v  = 2

8.6 Xn=^ 4 ^ + 2 - 

8.8 v ( - f  f1 +
n  + 1

И И7Г
8.9 , . = 2 * - ^

И-1
8.11 X = ---------C O S H  я .

И +  1

« . -> ЯП
8 . 1 0  x n = -------- r s i t r  — .

n  + 1  4

8.12 x,
n 2 +  1 . „ Я П

Sln
"  n 2 - 1 2

З и - 2  . я п
8 . 1 3  * „  = ------------- s i n  —  ,

n 2
8 . 1 4  * „ =  1,5-cos

2 я п

J У

/7 S i n -------+  1

8 . 1 5  x  = __________2 _______

n + l

n(n+l) n 2 + 3 И _ ]

8 . 1 6  x „ = { - \ )  ^
-п-и

n 2 ~ n  +  \  2 я п

8Л7
8 . 1 8  V

4и2+Згс-2 .
2 -n + rr

- s i n
я- 2яи 
6 + ~

8 . 1 9  x „
'n  + P"
V и

я п  n  +  2  . я п
( - 1 )  + S 1 .1  — . 8 . 2 0  x „ = — s m y



9.1 y  = ln [ l- lg ( j:2 -5jr + 16}]. 9.2 v = log, log,, ---- 2*

9.5 У =
yJx + 5 

l g ( 9 - 5 j c ) '

Зл- — jc2
9.7 y  = lg .

jc — 1

9.9 y  = lg ( l6 - x 2  ̂+ ctgx.

9.11 у  = ^x2 -  |jc| -  2 .

9-13 у  = у 1 з -5 х - 2 х 2 ■ 

» • »

9.17 y  = arccos(0,5;c-l).

9.19 y  = arctg—

9.21 J  =

л/л:2 - 4
9.3 у  l o g , +1( . x 2 3 jc + 2 ) . 9.4 ^ log2 (x 2 + 2 x _ 2y

9.6 J = Jlog
2 j c - 3

x -1

9.8 У = .
x + 2

j lgcos jc '

9.10 y  = (8 - 2 x - x 2y * .

9.12 y  = ll

9.14 y  =

1- Ы  •

6 - x

' sin X  — COS*

9.18 у  = arccos;c- arcsin ( 3  — jc)  .

. JC2 — 1
9.20 у  = arcsin------- .

x  - 9  

arcsin ( 0 , 5 jc — l )  

yjx2 - 3 *  +1

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin 

( S ( s )  —topilsin).



Зх2+ 5 х - 2  _ 
10.3 lim--------------- = ~1 -х  + 2 

6х2 + х - \
10.5 I™ Г~

л_>~1 л +  -

= - 5 .

4х2 - 1 4 л + 6

10.6 lim

"->3 л - 3  

. 6х2 -  х  -1
I  _1_

2

= 5

9хг -1  
lim ——т- = -6  ,

Ю .7 ^ . 1  , .1
* 3 Х  +  -

Зл2 - 5 л - 2
10.8 lim ---------- ------ = 7 ,

*-** х - 2

Зх2 - 2 х - 1  .
10.9

з х  н—

,. 1 х 2 + 8х + 1 ,
10.10 lim --------- ------= - 6 .

х  +1

л2- 4 л  + 3
10.11 Ь т --------- -—  =  2 .*->з л '-З

2л:2 + Зл: — 2
10.12 1ш?-----------=------= 5*->

2

6л:2 -5 л  + 1

х —

1
10х2 + 9 л - 7  

10.14 |1га, ---------- 7----- = " 19
■м “? х  + -

2л2 + 13л:+ 21 
«••И  Ч  2х+7 10.16 lins

- 9 л  + 10 _ 
2л: -  5 2

6л2 + л - 1  ,  
lim --------- :—  =  ->

10.17 1х 2 X ----

6х2 — 75л: — 39 
lim ----------- j-------= -о  1

10.18 х- 4  X + L

2л2- 21л -11
10.19 lim ------------------ = 23.

10.21 lim

*-►» л - 11 

л-2 - 9
*->з х - З х

= 2 .

5л2 - 24л- 5
10.20 lim---------------------------- =  26.

*-*5 х  — 5



з Ё - I  3[ * - l
lim..3 , _  lim- 2

11.1 MI П /— ■ 11.2 J '  П •
V3+JC_ 2 J—+л -  л/2л

,:„>/9 + 2x - 5  .. V16JC- 4
1 1 3  ™ _ зГГ . • 11.4 lim- ------- — ; = •

f a r - 4  ~ 4>/4 + х -л /2 *

i i  с г >/*“ 6 + 2  t f h c - 311.5 lim ------------- . И .6 lim-
^ - 2 x  + 2 ' ‘ *-»yj3 + x - y j 2 x

1 1  -T l* Vx — l l / 4 x - 2l l . 7 lim—-----. I I .8 lim-

.. л/1 + x  — л/ l — x  \ f x
l l .9 hm „г-----— ,----- . I I . Ю H m - p = ------=

^ < / \  + x - i / l ^ x  Ml V T T jc -> /2 *  ‘

n  n  lim^ 21 + x ~ ^ 2l z ±  „  „  ,. л/8 + Зл + х 2 - 2
ilVo зГТ • H .12 hm----------------------x  + 2-<Jx x-*o x  + x ?

11 i -а г  V l - 2 x  + * 2 - ( l  + л ) r  л/9 + 2л-- 511.13 lim------------------- i------11,14 hm-------------- = -------
■ ^ °  л  ■ -м 8  л / л - - 2

.. i f x  -  2 H x - f t  + 0
11.15 im-7=— . Ц .16  lim — .

JMl6 л/X -  4 j - » -2  x 5 + 8

i i  г  Vx + 13 -2 л /х  + 1 .. л /* -111.17 lim--------- ;— ------- . Ц .18  lim-
AT—►З

*) л  • 1 1 . 1 0  , J  ^ .
л - - 9  M lf a r - 1

11.19 lim ^ ^ r 3 , И .20. l im - I * 2* 3
— 8 2 + V ^  « 4  л /х - 2  -

л/9 + 2л - 5
11.21 hm— -т=--------.

i f x - 2



x2 - l  « .. -Jx2 - x  + 1 -1
12.1 lim------- . 12.2 hm -----

*->i In jc х_и In л:

, ,  l - s in 2 x___ __ l + cos3x ^  л hm  -
12.3 lim . , . 12.4 X̂ u - 4 x ) 2 -X-*X Qin /V 4 4 y

sin2x - / g 2x
X-*X

S l l T  X

l  +  C O S t f X  l i m
12 5 lim----- -̂----- . 12.6 ,  tvx .x-»i ;g -;rx  *-+7

, ,  Л Ш  Л  l £  Л  , .
12.7 bm — ------ f K  12.8 hm

. 4x~ - x  + 1 -1
(x - n y  ■ ' /g tfx

, cos5x-cos3x  in .. s in 7 x -sin 3 x
12.9 lim-------- -------- • 12.10 J ™ — J —

In(5 -  2x) sjx 2 - 3 x  + 3 - l
1 2 1 1  » ^ Ю - З х - 2 - 1 2 Л 2  Й ' Sin #X

12.13 lim—7— ~ - 12.14sm x ignx

1п2х-1пя"
2 r - 16 1™ ----- с----------

12.15 lim —; . 12.16 t_>T s in — co sx  •
*-»4 s in ;rx  '  2

,im lnt8x  ln (9 -2 x 2)
1|ITJ---- 12.18 lim—---------------------------------------- -

cos v~>2 sin 2;rx4

12.19 x—*2
.. 1 - 2 4 v l - 2 c o s x
lim . ----  = r 1П hm

2 ^ J lx  - у / Зх 2 -5 x  + 2 j ' 12,20 x-.£ тг-Зх

(?* — с?л
12.21 lim-

*-»*sin5x-sin3x



13.3

13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

13.15

13.17

13.19

13.21

lim
.v-И

3.Y-
Л- + 1

lini
»-i

lim,r->8

lim
.г-И

2д- -  7

V x + 1 )

Гх-г

2 x - \ Г * -\

lim (co sx )
c^2 .v /sin 2 .v

lim
X~>3

6 - Л -

lim (3 -  2x)'g 2 .

lim
,v->3

6 - X i g - r

lim(2ex~' - l ) - > .

3 x - l

lim ( 2ex~' - l V - 1 .
.r-» l v /

, ,  /  . \1 8 sin .r /c /y x
lim (s in x l

7Г ^ '

13.2 lim Г fllL lV -"  
•t-*4 s in a

13.4 limv->2
COS X

У V. V J O  J

13.6 lim(fgr)
l /c o s (3 .r /4 ~ x )

Y*t“•n

13.8 lim 2 —
V a j

13.10 lim (co sx )
.v-»2.Tv ’

l /s in 2 2 x

13.12 lim (cosxV
v _ k 4 jrV '

: ig x /sm 4 x

13.14 lim (c o sx )
5//^5.v-sin2.r

13.16 limT(sinx)
6 lg x lg 3 x

, t g 2 ,13.18 I*1"
.r—>—■>

13 20 + C0s3x)secA
,r-> — 

2



14.3 Hm

7 2л _ 5 3,

lim----------------
*->° 2x -  arctgax

62x - T 2x

14.5 I'm

sin Зл' -  2x
i : j  r3.rj  — j

14.7 lim

•v->0 arctgx + x
л5 J-,5.x _  2 *

14.9 lim

i'->0 x -  sin 9x 

\2x -5~3
2arcs in x-x

->5xJ> —I
14.11 Hm- .

*-»o arcsin 2x -  x

14.13 I™ 

14.15 I™

4T -  2
*-»° t g 3 x - x

102x -  7~л 
j--»0 2tgx -  arctgx

пЪх 'ylx7 - 3 J 
14  17  lim---------r-

л-̂ ° tgx + x

2 2дг у  a-

14.19 Hmдг->0

14.21 I™

-v->o arcsin Зл" -  5x

9* -  23x 
arctg2x -  Ix

14.2 Hm
•'->0 2 arcsin x  -  sin x

14.4 lim
5-Г 3xe - e

x̂ °  sin 2x -  sin x
e2x- e 3x

14.6 lim-------------,r->o arctgx -  x~
4 x  -2.x £ — P.

14 8 Hm-------------- :—-*-*-0 2arctgx -  sin x

14.10 lim —
l x  - 2 xe - e

14.12 lim

-M ° s in x - 2 x  

e5x -  ex

14.14

.t->o arcsin x + x
x  - xe ~e

lim-
jr->°/g2x - s in x

14.16 lim
x~>° s in 3 x -s in 5 .r

14.18 I.™
4.x 2e - e

2tgx -  sin x

~ -5 .r

14.20 1™0 2 s in x - f g x

15-masala. v = /(-* ) funksiyaning л = дг0 nuqtadagi o‘ng va 

chap limitlari topilsin ( / ( л 0 + 0) -  ?, /  (л*0 -  0) -  ?).

15.1 / ( * )  = arctg------, x0 = l .  15.2
v '  1 -  x

/ ( • * ) "  \_ ’ x° ®.
\ + ex



15.5 / ( * )  = 2***, х0 =0.

15.4 f ( x )  = arccos(x-1 ) , x0 = 0 . 

‘ ' 3(1 - x 2)- | I-.v21 ’ 0 •

15.7 / ( x )  = sign(cosx),x0 = ~ . 15.8 / ( * )  = arctg(tgx),x0
 ̂ 2

15.9 / ( * ) = -
x + 33-*

,  X n J  . 15.10 f (x) : W
15.11 / ( х )  = х + Гх’ ] ,х 0 = 10 . 15.12 / ( x )  = lim

2 x " -3

_ x "

1 + x
1

15.13 / ( x b l i m - ^ - p  * o = l .  15.14 / ( х ) = е~2*)Хд=0

Л \ sin*
, ^ o= 0 .

x3- l

15.19 / ( x )  =
л/l -co s2 x

15.16 / ( * )  = 

15.18 A * )  =

3, x0 — 3

/(* )= ■

( x - 3 )

2
i > ло 

1 + 2^

cosx

xn =2

, x0 = 0 . 15.20 J * ° - 0 .
3 - 2 sin*

у / \ f-** Ь л* — 2,
15.21 ^ W _ |_ 2 ^  + l5 * > 2 ’A° = 2 ‘

16-masala. y  = f ( x )  funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz ekanligi 
ta ’rif yordamida isbotlansin ( ^ ( f )  -topilsin).

16.1 / ( x )  = 5x: -1 , x0 =6.  16.2 / (x) = 4x2 - 2 ,  x0 = 5 .
16.3 f ( x )  = 3x2 - 3 ,  x0 = 4 . 16.4 /  (x) = 2x2 -  4, x0 =3.
16.5 f ( x )  = -2x- - 5 ,  x0 = 2 . 16.6 f  (x) = -3 x 2 - 6, x0 = 1.
16.7 f ( x ) = -4 x 2 -  7, x0 - 1 .  16.8 f ( x )  = -5 x 2 -  8, x0 = 2.
16.9 f ( x )  = -5 x 2 - 9 ,  x0 = 3 . 16.10 / (x) = -4 x 2 + 9, x0 = 4 .



16.11 / ( * )  = -З д г + 8 , *0 = 5 .
16.13 f { x )  =  2x2 + 6, x0 = 7 .
16.15 /  (x)  = 4x2 + 4, = 9 .
16.17 f ( x )  = 5jc2 +1, x0 = 7 .
16.19 f ( x )  = 2x2 - 2 ,  x0 = 5 .

16.21 / (x ) = - 2 .y2 - 4 ,  x0 = 3 .

16.12 f ( x )  = - 2 x 2 +l ,  x0 = 6 ,
16.14 /( jc )  = 3.y2 + 5, лг0 = 8 .
16.16 / (.т) = 5лг + 3, x0 = 8 .
16.18 / (x) = 4x2 -1 , x0 =6 .
16.20 f ( x )  = 2x2 - 3 ,  x0 = 4 .

17-masala.
Quyidagi funksiyalar a ning qanday qiymatlarida +uzluksiz 

bo'lishi aniqlansin.

17.1 y  =

17.3 У :

xctg2x, x * 0 ,  \x\<^-, j a r + 1, x > 0,
2 l / . z  s  l д.< 0

a, x -  0 

fcos.v, x < 0,

17.5 У = '

17.7 У =

[a (x - l) , x >0

\2X, x > 0 , 
| я ( х - 1), x <0

[(arcsin x)ctgx, 

[o, JC = 0

, л;* 0

17.4 >' = ■
f x 2 + a, x>  0, 

} l - x \  л <0

17.6 y=

n n
( я + 2 х ) Щ х , - ж х < —. x * -  ^ ,

a. x = -

17.8 У-
c r - 1 0,

a, x = 0, c > 0,

17.9 v = ln(l + 2*) 
a, x -  0

17.10 У - '
e **, x  * 0, 
a, x = 0

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin va grafiklari chizilsin.

ln(l + ew) 

ln(l + e ')  *
x2" -1

17.11 / ( x )  = lim—  - v '  x -" + j 17.12 lim

1 + x2 я + 1
17.14 / ( * )  = * /g 4 c o s -4 .



17.15 -^(A) ~ J [ ™ C0S x - 17.16 / ( x )  =  [ x ] s in ;r x .

17.17 / ( x )  =  lim--------- 17.18 / ( x )  =  I im ^cos2,' x + s i n 2" x .

17.19 / ( x )  = l inW l +  x 2" . 17.20 / ( x )  = x 2 - [ x 2] .

17.21 / ( * )  = !™«-►* 1 + (2 s in x )2"

18-masala.
Quyidagi funksiyalar berilgan oraliqda tekis uzluksizlikka

tekshirilsin

18.1 f ( x )  = ^ _ 'x 2 ’ - l < x < b  18.2 f  (x) = Inx, 0 < x < 1.

18.3 / ( * )  = ^ ^ >  0 <х < ж.  18.4 У (х) — в*cos— f o < x < l .  
x  x

18.5 / ( x )  = arctgx, -oo< x< + oo . 18.6 / ( x )  = xsin x ,0< x< + oo.

, л f l-x 2, -1<х<0, fx + 1, x<0,
18,7 ^  {l+JC, 0<х<1, -1<x<1 18-8 ^ ~ { e - \ x > 0 ,  -оо<л-<+оо

y  = f ( x ) funksiya X to ‘plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

18.9 / ( x )  = c o s - , x = (0, 1). 18.10 / ( * )  = - ,  X  = (Q, l ) .
X  X

18.11 / ( x )  = sinx2, x = R• 18.12 / ( х )  = внД, X = (0, 1).

18.13 / ( x )  = x \  X  = R .  18.14 / ( * )  = - Ц ,  X  = ( 2 , 3 ) .
x - 2

y  — f  (x) funksiya X to ‘plamda tekis uzluksiz ekanligi ta ’rif 
yordamida ko‘rsatilsin ( 8  = S ( s )  topilsin).

18.15 / ( x )  = - x  + l, *= (-«*-ю о). 18.16 f ( x )  = $Ix, X  =  [0; 2].



18.17 / ( * )  = - ,  А-= [0,1; 1]. 18.18 / ( л-) = 2*2+5, Х  = [-1; 7].

18.19 /(* )= * > - 2 х - 1, Х=[ - 25] .  18.20 f ( x )  = x3 + l, Х  = [-2;3] .

18.21 f ( x )  = 2 s 'm x-co sx , X  -  R .

—D -
Namunaviy variant yechimi 

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi 
misol va masalalarning yechimlarini keltiramiz.

1.21-masala. lim xn -  a ekanligi ta ’rif yordamida ko‘rsatilsin
(n0(s)  - ? ) .

_ 2° 3 - o
X « ~  3 n  ’ an - 2

< (Й £ * “ = а ) 0  (v ^ > 0  Э/70 = и0( £ )б N:  Vn> n0 |х „ -о |< * ) .

\x„ - a \  = 2«3 „ 2n3 — 2 n3 + 6 • 6
n3 - 3 .  ~ rf -  3 У - з |

6
r  <  — = — <

6 6
< — <s=>n> — => n0 = 

n s

Demak, V s > 0  son olinganda ham »0 - max] 2’ deb ol-

sak, V/г > n0 vchun \xn - a \ < e  bo'ladi. >

2.21-masala. a soni {л„} ketma-ketlikning limiti emasligi ta ’rif 

yordamida ko‘rsatilsin.

xn = \ln2 +1 — n, a - 1 

53



< ( i52*«ф а ) ^  К &N ^ >0> ^ > 1  ■ к 4 Ц к Ч = (J * + i- " ) - 1

yjn2 + 1 ~(п + |) /г +1 -  (я + 1)2

>-

4 r f  И  +п + \
2  п

2пп2 + 1 - и 2 - 2 / i - l j  

% /я 2 +  1 +  п  +  1 у}  Г Г  + 1  + 7 7  + 1 

2 п 2 п 1
у/п2 +3 п2 +п + п 2п + 2п 4 п 2

Demak, £ -  — deb olsak, V n e N  uchun \xn - a \ > e  tengsizlik

bajarilar ekan. Bu esa ^ l xn * a ekanligini anglatadi. >

3.21-m asala. “Ikki mirshab haqidagi teorem a”dan foydalanib 

{л„} ketma-ketlikning yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

2n + 3
n

2n + 3 _ 2n + 3n 5n 5 1
2 ' = T ~  —- r ,  agar n > 10 bo‘lsa, n n n n 2

2n + 3 2 + 3 5 1
— —  > — r  = - r > —  agar n >10 bo Isa. 

тг n n2 20
1 1

Agar y„ = —  va z„ = —  deb belgilasak, unda v  n > \ 0 

uchun у <x  <z  qo‘sh tengsizlik bajariladi. limy = lim z = 0  Vas n n n w n-xx n-*00
“ikki mirshab haqidagi teorem a” ga ko‘ra bo'ladi. >

, 1 14.21-masala. xn -1  + — + ... + —- ketma-ketlik Koshi kriteriyasi,
2! m

monoton ketm a-ketlikning limiti haqidagi teorem a yoki limitlar 
ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib, yaqinlashishga 
tekshirilsin.

< M onoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foy­
dalanib, berilgan {л-,,} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ekanligini 
ko‘rsatamiz.

*̂их1 %



, 1 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 ^X  =  1 4-------- 1--------1------ -------------< 1 - 1 -------- 1-----r- -l-----r . . .  +  . <
2! 3! 4! /?! 2 22 T  2n~1
, 1 1 1  1 1  1 _ 0

< 1 H-----1— “ 4— г..» н------г н-------н... — — — 2
2 2- 2J 2 2" J _ I

2
Shunday qilib , {xn} t  va V n e N  uchun  

x„ <2 => lim x „-3  => {xn} -yaqinlashuvchi >

5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin

( H m *,-?)

xn = и |^ 5  + 8л3 - 2 « j

и|^5 + 8л3) - (2 п )3^
<i limx„ = lim«f^5 + 8«3 - 2 n ) = I, 3x2 3/ - - — 2~~ 

»-*» \ 1 Щ5 + 8/1 j +2п-л/5 + 8п , + 4n

- lim-
n-yx.

5 n

M +2W7 + 8+4
= lim- = 0. >

6.21-masala. lim *,,-?



2/72 + 21//-7
\  2w+l

lirnx,, = Iim
n -rr j П -У Х

2 , -7V',+1 2n + 21/7—7

v2 n + 18/7+9

2 n2 + 18/7 + 9 

= (l*)=  lim
'  • П—Ы

\2n+\
2/7+18/7 + 9 + 3/7-16

= lim
n—>00

Л 3/7-16 
1 +

V Т Ш ,Т ^2/7-+ 18/7 + 9 

dalanamiz.

Bizning holda a  -

■\2n-t-l / у

vv 

3/7-16

2/?2+18/7+9 

l + « ) a = e  teng likdan  foy-

(3 « -I6 )(2 /f+ l)

v y2/7" + 18/1 + 9

•‘H r M  

' № )  _ J

lim -
=  q »-** 2и"+18//+9 =

lim -

~ e  - - e  >

8 .21-masala. {*„} ketma-ketlikning yuqori va kuyi limitlari

topilsin lim xn -  ?, lim x„ -  ? .
V »->* „_>* у

xn =sin/7°
< Berilgan ketma-ketlikning qiymatlari to ‘plamida 

0, ± sin l°, ± sin20,..., ±sin89°, ±1 
sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki VweiV vaV peA r uchun 

k e ltirish  form ulasiga k o ‘ra sin/?0 =sin(360°/> + /7cl) va 
sin(l80° ±/7°) = +sin/7°. Demak, yuqoridagi sonlarning har biri ber­
ilgan ketma-ketlikning qismiy limiti bo'ladi. Shu bilan birgalikda 
{*„} ketma-ketlikning yuqorida ko‘rsatilgan 181 ta sondan boshqa
qismiy limiti yo‘q. =>limxn - l  Va l im x ,= - l  >

9.21-masala. y  = f ( x ) funksiyaning aniqlanish sohasi topilsin
M / M ) .

y-
arcsin(0,5x -1 )  

y jx2 -3 jc  + 1



f-1 < 0 ,5 х - 1 < 1 

< D ^  ' I x2 -  3x +1 > 0

0 < 0 ,5x< 2  

;-л/5
x - - X - - >0

0 < x  < 4

X  €
i-V 5 3 + V ?-,+co D(.f) = 0;: u

3 + >/5
;4 . >

10.21-masala. Quyidagi
x - 9  

lim—— — = 2
i- >3 x ' -  3x

tenglik ta’rif yordamida isbotlansin ( £ ( s )  topilsin).

<3 ^Нт/(х) = б) о  ( \/f> 0  3£ (f)> 0 : 0<|x-a|<<5 => | / ( x ) - i | < f).

f ( x )  funksiyani x - 3  nuqtaning biror atrofida, masalan (2; 4) 
intervalda, qaraymiz.

\ / s  > о son olamiz va | / ( x ) - 2 |  ayirmani х ф З da quyidagi

| / ( x ) - 2h

chunki x e (2 ;  4) edi.

Oxirgi tengsizlikdan ko'rinib turibdiki, agar 8 = 2s  deb olsak, 
0 < |x - 3 |< £  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vxe(2; 4) uchun

\ f (  \ ol \x ~ 3\ 8  2s  \ f  (x) -  2 = -------1 < — = —  = s\J \ ) I 2 2 2 

x2 -  9
bo'ladi. Bu yerdan ta ’rifga ko‘ra Hm—— — = 2 ekanligini hosil

v̂2- 9  „ x + 3 0 3 - x _ |x - 3 |
2 -> ^

X  - J X X X |x|

x2 -  3x
qilamiz >

>/9 + 2 x - 5
11.21-masala hm— , r  „—  hisoblansin.

*-»8 <jx -  2

л/ 9 + 2 x - 5  
. lim— -------

t l x - 2
■ lim

,Y-*S

(9 + 2 x ) - 5 2 < f7 + 2 -tlx  + 22 
x - 2 3 л/9 + 2x + 5



2 ( > - 8 ) ( V ?  + 2 - ^  + 4 ) V 7  + 2 - 5 G 7 4  „ „
= Iim------------  ; ____--------г—- = 2 - lim---- =====------- = 2,4. >

(* -8 )(V 9  + 2x + 5) *-** >/9 + 2x + 5

12.21-masala. lim
e* - e x

hisoblansin.

lim-
яг „.Ve ~ e

= lim

r-> -s in 5 x -s in 3 x

e * - e '+l

s in 5 x - s in 3 x

x — ж +1 almashtirish bajaramiz 

x - >  лг=> t - » 0vO;

N\

vv

= e” lim- l - e '
“ — j ----------------г------- ;— z--------------- г  =  с  l u l l -------------------------------
s in (5 ;r+ 5 /j“ Sin(3;r + 3/) l~*° -s in5 / + sin3/

e ' - l  ((  e'_ i  ^

= e* lim
j  sin5/ sin3/

5/ 3/

-  =  1lim-/-»0 I
.. sin O' , 
lim-------= 1a-»0 ф

= e

J  J

e ' - le lim---------------
‘-,0 sin 5 / - sin 3/

e"- = — . >
5 - 3  2

/ /
lOSlnjr

13.21-masala. ^^(sinx) <•'«* hisoblansin
.r—>—

18sinx

lim (sin x) ^  = (lx)
^ .Y—> —

/ / Пx = — + t
2

\ \

яx -» — => t -»  0 almashtirish bajaramiz
/ /

IScos/ i8cos/ /* /  1
= l i m ( c o s f ) =  lim[l + (co sf - l ) ]  = lim(l + a)* =e dan foydalanamiz

. - l i m 18c0sf(cosA-l)

'e ,gt = e‘

36cos /*sin
18COS / .  . 2 tlim — ;------ 2sin - lim-

f-*0
lim

2 s in— c o s -  
2 2 = e

!8cos / . i 
—----------s in—

= e = 1. >

14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.

9 V -  23v
lim-----------------
■'->0 arctg lx  -  I x

9х -1
Q X  _ гуЪх

lim ------------------ -
< ^ o arct g 2 x - 7 x

- 3 -
2"  - 1

—1 = lim — - ------------
<0J •v->0 „ a rc tg 2x

3x

2 - - 7



In 9 — 3 In 2 1, 9= --------------- — In - .  >
2 - 7  5 8

15.21-masala. y - f ( x )  funksiyaning x = x0 nuqtadagi o ‘ng va 
chap limitlari topilsin ( / ( x o + 0 ) - ? ,  / ( x o - 0 ) - ? )

16.21-masala. y  = f ( x )  funksiya x - x 0 nuqtada uzluksiz ekan- 
Iigi ta ’rif yordamida isbotlansin ( S ( e ) topilsin).

/  (x) = -2 x 2 - 4 ,  x0 = 3

< f ( x )  funksiyani x0 =3 nuqtaning biror atrofida, masalan, 
(2; 4) in tervalda qaraym iz. V £ > 0  son o lam iz va 
\ f  (x) -  / (x0)| = \ f  (x) -  / (3)| ayirmani baholaymiz:

|/ ( л - ) - / ( 3 ) |  = |-2 .г  - 4 - ( - 2 2 ) j  = |-2.v2 +18j = 2 |i 1 - 9 | =
= 2|x + 3 |- |x -3 |< 1 4 - |x -3 | .

£
Bu tenglikdan ko 'rin ib  turibdik i, agar $ = —  deb olsak,

| x - 3 |< £  tengsizlikni q an o a tlan tiru v ch i Vxe(2; 4) u ch u n  

| / ( x ) - / ( 3 ) |< 1 4 |x - 3 |< 1 4 £  = 14^j- = * bo'ladi. => / ( x )  = -2 x 2 - 4  

funksiya x0 =3 nuqtada uzluksiz. >

17.21-masala. f  ( *) = i + (2sm x)2" funksiya uzluksizlikka tek- 

shirilsin va grafigi chizilsin.

< / (*o + 0) = /  (2 + 0) = rH m /(x )  = J im ( -2 x  + 1) = -3

/  (*o - 0 )  = / (2 °) = 1M  = J™,('Y + 0  = 3 • >



f ( x )  =  lim
l + (2sin.v) '

x, | 2 s i n . r | < l ,  

i  |2 s in  =  1, =  

0,  |2sin'jc| >  1

Я  , 71 .
ЛГ,----+ я к < Х <  — +7lk,

6 6
X  , Я  ,
—, х = ± — + я к ,2 6

0. — + як  < x  < —  + як.  к s  Z. 
6 6

Bu ten g lik d an  k o 'r in ib  tu ribd ik i / ( x )  funksiya 

■— + лк-. — + лк
j

va
n

\

n  5л .
— + л к ; —  + л  к 
6 6 у

uzluksiz ham da х - ±  — + лк,  k e Z  nuqtalar funksiyaning 1-tur

uzilish nuqtalari bo'ladi. Yuqoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk­
siyaning grafigini chizish qiyin emas. >

18.21-masala. y - / ( x )  funksiya x  to ‘plamda tekis uzluksiz 
ekanligi ta ’rif yordamida ko‘rsatilsin ( 8  = S ( s ) topilsin).

/ ( x )  = 2 s in x -c o sx , x  = R 
< ( / ( * )  funksiya X  to 'p la m d a  tek is uzluksiz) о  
(Vs-> 0  3 J  = £(<■)>0, Vx’,x " e X :  |x " -x '|< tf  = '̂ | / ( x " ) - / ( x ' ) |< f )  

\ / e > 0  son olib | / ( x " ) - / ( x ' ) |  ni baholaymiz: 
| / ( x ”) - / ( x ' ) |  = |(2sinx"- cosx”) - (2 s in x '-  cosx')| =

=  |2 (sin  x s i n  x ") -  (co s  x cos x  ')| = sin or -  sin В =  2 s in —— — • cos а  +  @ 
2 2 .

cos a  -  cos P  = - 2  sin —— — • sin a  + @ formulalardan foydalanamiz

va

. . X — X x + x  „  . .
4sm ---------cos---------+ 2sin-

=  2 - sin-X  — X
2 cos

x'+x'
- +  sin -

2

x" + x

•sin-

< 2 - 2 - cos-

2 - 

x " + x ’
sin-

x + x

■ 2

< |x " -x '|- (2  + l) = 3 -|x"-x '|

Bu tenglikdan ko'rinib turibdiki ^  = у  deb olsak, |x " -x ’|< £  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi V x x"e R uchun | / ( x " ) -  /(.v ') | < s  
bo'ladi. => / ( x )  funksiya r  da tekis uzluksiz. >



3-§. 2-MUSTAQIL ISH
Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiqlari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’ riflari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’ nolari.
Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yuqori tartibli hosila va differensiallar.
Differensial hisobning asosiy teoremalari.
Lopital qoidasi.
0-simvolika.
Teylor formulasi.
Funksiyani to ‘ liq tekshirish.

- A -

Asosiy tushuncha va teoremalar

1°. Hosila va differensial ta’ riflari. Hosilaning geometrik va 
mexanik ma’nolari

y  =  f [ x )  funksiya (a,b) oraliqda aniqlangan b o ‘ lib, x e ( a , b )  
bo 'lsin . Bu x nuqtaga shunday д* orttirm a beraylikki, 
x + A x e (a ,6 ) bo'lsin.

, s Ay / ( j c  + A x ) - f i x )
1-ta’rif.----f ' ( x ) : =  lim —  = h m — ----------------—  (1) — funksiya-

 ̂ * дх-»о A y  A y

ning x nuqtadagi hosilasi.

Ay / ( x  + A x ) - / ( x )
2 -ta ’ rif. / ' ( x  + 0) :=  lim —  = hm — — ------—  -  o ‘ng

v /  дг-»+о A v  Дх->+о A y

/ Ду .. / ( x  + A x ) - / ( x )  
hosila. f i x - 0) :=  hm —  = h m -------------------------- - chap hosila.

'  '  д.т->-0 A y  a*->-o A y

1 va 2-ta’ riflardan quyidagilar chiqib keladi:
1)Agar y  = f  (x ) funksiya x nuqtada / ' ( x )  hosilaga ega bo'lsa, 

u holda / ' ( x  + 0) va / ' ( x - 0) lar mavjud va 
/ ' ( x  + 0 ) = / ' ( x - 0) = / ' ( x )  bo'ladi.

2)Agar / ' ( x  + 0) va / ' ( x - 0 )  lar mavjud b o 'lib , 
/ ' ( x  + 0) = / ' ( x - 0) b o 'lsa , unda / ' ( * )  ham mavjud va 
/ ' ( x ) q / ' ( x  + 0) = / ' ( x - 0) bo'ladi.



1-teorema. Agar x0 nuqtada f ' ( x 0) mavjud bo'lsa, и holda 
y  =  / ( x )  funksiya grafigining (x0, / ( x 0)) nuqtasiga urinma o ‘tkazish 
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti / '( .v 0) ga teng bo'ladi.

y  = f { xo) + f ( x 0) - { x - x 0) - {2)  - urinma tenglamasi.

У = / { хо)~  A°) -(3 ) - normal tenglamasi.

Agar S =  f { t ) moddiy nuqtaning sonlar o'qidagi t vaqtga mos 
keluvchi o'rnini bildirsa, unda A f =  f ( t  + A t ) - f ( t )  - nuqtaning

f ( t  + Д/) - / ( / )
At vaqt oralig‘ idagi ko‘chishi, ------------------------ - o'ltacha tezlik,

At
f ( t ) esa t momentdagi oniy tezlik boiadi.

3-ta ’rif. Agar Ay ni ushbu
Ду = f ( x  +  A x ) - f ( x )  = A (x )-Ax +  a( x ,  Ax) ■ Av , (4)

bu yerda Дд:->0 da a(x,Ax)  ->  0 ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, 
unda y  =  f [ x )  funksiya .v nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

A ( x ) -A x  ifoda funksiya orttirmasining chiziqli bosh qismi yoki 
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

аг(х,Дх) ifoda funksiya orttirmasining qoldiq hadi deb ataladi. 
Agar O-simvolikadan foydalansak, Дх -> 0 da Ay = A-Ax  + i (Дх) 
tenglikni xosil qilamiz.

2-teorema. у  = f  (x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi 
uchun shu nuqtada chekli / ' ( x )  mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo'ladi.
Agar 2-teorema shartlari bajarilsa d f (x) = f  (x) ■ Ax = f  [x) ■ dx 

bo'ladi. Differensiallashning asosiy qoidalari va elementar funksiyalar 
uchun hosilalar jadvali l-§  ning 130 va 140 punktlarida keltirilgan.

2°. Turli ko‘rinishda berilgan funksiyalarning hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi

Aytaylik, у  = / ( « )  va 11= j(x )  funksiyalar berilgan bo ‘ lib, ular 
yordamida y  =  f  U (x)] murakkab funksiya tuzilgan bo‘ lsin. Agar 
i/ = j(x )  funksiya x nuqtada va y  =  f ( u )  funksiya x nuqtaga mos 
keluvchi и nuqtada hosilaga ega bo'lsa, unda



tenglik o'rinli bo'ladi.
b) Teskari funksiyaning hosilasi
Agar y  =  f { x )  funksiya x nuqtada / ' ( * )  ф 0 hosilaga ega bo'lsa, 

bu funksiyaga teskari x =  f ~ l (y )  funksiya я: nuqtaga m os 
bo'lgan 6 nuqtada hosilaga ega va

,  1x„ = — (6 )
bo'ladi.

d) Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz qilaylik, y - y ( x )  funksiya parametrik ko'rinishda.

\x =  <p{t)

W w  a<,<p <7)
sistema yordamida aniqlangan bo'lsin. Agar <p{t) va y/ (t)  funksi­
yalar differensiallanuvchi bo'lib, 0 bo'lsa, unda (7)-sistema 
differensiallanuvchi y  =  v\(p~l ( * ) ]  funksiyani aniqlaydi va

<8)
tenglik o'rinli bo'ladi.

e) Oshkormas funksiyaning hosilasi
Agar biror oraliqda differensiallanuvchi bo'lgan y  =  y ( x ) fun­

ksiya F ( x , y )  =  0 tenglik yordamida aniqlansa, unda oshkormas 
ko'rinishda berilgan funksiyaning y ’ - y ’ (x)  hosilasini ushbu

i n * y ) - °  <*>

tenglikdan topish mumkin.
Masalan, ushbu y 5 + y ^  +  y - x -  0 tenglik yordamida oshkormas 

ko'rinishda berilgan y  =  y ( x )  funksiyaning y '  hosilasini topaylik.
< (9)-tenglikka ko'ra

( y 5+ y 3+ y - x  ) = 0 = > 5 У -y '  +  3y2• /  + y ' - \  = 0 = > y '— -— — -— .>
1 5y +  Зу +1



3°. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi
M a’lumki, y  =  f ( x ) funksiya *0 nuqtada differensiallanuvchi 

b o ‘ lsa, unda

A/‘ (*o) = # ( * o )  + o(A.v) 
tenglik o ‘ rinli bo'ladi. Agar d f ( x o) * 0  b o ‘lsa, bu tenglikdan yetar- 
licha kichik Ax lar uchun

Д /(* 0) ~ # ( х 0)
yoki

/  {x0 +  Ax) *  /  (x0) + f  (x0) • Дх (10)
taqribiy hisoblash formulasini hosil qilamiz.

4°. Yuqori tartibli hosila va differensiallar
a) y  =  f ( x ) funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensial- 

lari ushbu
/ W ( 1.) = { / ( " i>W }’ = 2,3,...);

d y  =  d ( c l - ' y )  ( „  = 2,3,...);

tengliklar yordamida aniqlanadi.
b) Asosiy formulalar
1) = arv -ln"a (a>0); * =

/ . \(«)
2) (sin*)w = sm

/  \ пя 
x + —

/  л я л
x-\------

V 2 J

/ \ (/?)
3) (cosxj = cos

4) (xa) (n) = a ( a - \ ) . . . ( a - n  + \)xa~", a&R

5) =

d) Leybnis formulasi
Agar z/ = z/(.x) va v = v (x ) funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega 

bo 'lsa , unda y  =  u(x)-v(x)  funksiya ham n-tartibli hosilaga 
ega bo ‘ ladi va

In) (  V - ' n k (A) (n -k )
y K ' = { u -  vJ = 2_, 4 , U V  '

k= 0
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к w!
tenglik o ‘ rinli bo'ladi. Bu yerda =u ,  v(0)= v  va c „ = -

(1 l)-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybnis fo r ­
mulasi deyiladi.

m (x)-v(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d " ( u - v ) uchun 
ham Leybnis formulasi o ‘rinli.

5°. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Aytaylik y -  f ( x )  funksiya [a,b] oraliqda aniqlangan bo'lsin.
1-teorema. (Ferma teoremasi). Agar
1) f ( x ) f = C [ a , b ] ,

2) Vx e (a ,b )  uchun chekli f ' ( x ) ~  3 ,
3) ichki c e ( a , b )  nuqtada f { x )  funksiya eng katta (yoki eng 

kichik) qiymatga erishsa, unda / ' ( c )  = 0 bo'ladi.
2-teorema. (Roll teoremasi). Agar

1) f ( x ) e C [ a , b ] ,

2)V x e (a ,£ )  uchun chekli f ' ( x ) -  3 ,
3 ) f { a )  =  f ( b )

b o ‘lsa, 3x0 e (a,b) nuqta topiladiki, / ' ( x 0) = 0 bo'ladi.

3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar

1) / ( i ) E C [ a , i ]

2)V xe(a,Z>) uchun chekli f ' ( x ) ~ 3 

bo'lsa 3x0 6 ( a,b) nuqta topiladiki
f { b ) - f ( a )  =  f ' ( x 0) - ( b - a )  

bo'ladi.
1-natija. Agar V x e (a ,b )  uchun f ' { x )  =  0 bo'lsa, unda (a,b)da  

f  (x ) - const bo ‘ladi.

2-natija. Agar f ( x )  funksiya ( a,b) intervalda chegaralangan f ' { x )  

hosilaga ega bo'lsa, и holda / ( x )  (a,b) da tekis uzluksiz bo'ladi.

Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklarni isbotlashda qo'llash 
mumkin. Masalan, (l + x )“ > 1 + a x  Bemulli tengsizligi Vx > - 1 va 
a >  l da o'rinli ekanligi isbotlansin.
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<31-hol. *>0 bo'lsin. Unda f ( u )  =  (l + u)a , we[0,;e] funksiya 
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra 3x0 e (0 ,x )  nuqta topiladiki 
/ ( * ) - / ( 0) = ( l + x ) " - l  = tt-(l+ x 0)“_1-x>a.x  bo'ladi => (\+x)a>\+ccx

2-hoI. - K x < 0  bo'lsin. Unda f ( u )  =  (\ + u)a , и е [х ,0 ] funksiya 
uchun Lagranj teorem asini qo 'llaym iz. =>3*0 g ( x ; 0 )

/ ( ° ) - / ( * )  =  ,-(1 +  л' Г  =«-(1 +  - ^ о Г  ' • ( 0- л )  =  ((1 +  дг0< 1) ) < - а л =>(1 +  « л ) " > 1+ , Сг д - .
3-hol x=0 bo'lsin. Unda (1 + * )“ =1 + ах  = 1 bo'ladi. Endi 3 ta 

holni umumlashtirsak, isbot qilishimiz kerak bo'lgan Bernulli teng- 
sizligini hosil qilamiz. >

4-teorema_(Koshi teoremasi). Agar

1) f { x ) , g { x ) & C [ a , b \,
2 ) V x e ( a , b )  uchun chekli f ' ( x ) v  a g '( x ) - 3  hamda g ' ( x ) *  0 

bo'lsa, unda Бхд е (а ,Ь ) nuqta topiladiki,

f { b ) - f { a ) _ f \ x q)

g ( b ) - g ( a )  g ' (x 0)
tenglik o'rinli bo'ladi.

6°. Aniqmasliklarni ochish. Lopital qoidalari
0 oo

2-§  da ko'rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz ,
0 oo

O-oo, oo-oo, Г ,  0° va shu kabi aniqmasliklarga duch keldik. Bu 
aniqmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.

Teorema. f ( x )  va g ( x )  funksiyalar uchun quyidagi shartlar 

o ‘rinli bo'lsin.

О f ( x ) va g { x ) funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniqian- 
gan va chekli hosilaga ega,

2) l i m / ( * )  =  lim g(x) =  0
'  x -* a  '  д;-*ct 4 7 5

3) a nuqtaning shu atrofida [ / ' ( * ) ]  + [ g ' ( * ) ] 2 *  0 ,

,• / ' ( * )
4) -chekli yoki cheksiz.

g  (x)



U holda

g (* )  ^ g ' ( x )  
tenglik o'rinli bo ‘ ladi.

Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqtaning chap (yoki

/ ( * )  .
o ‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema ning a nuqta­

dagi chap (yoki o ‘ ng) limitiga nisbatan o'rinli b o ‘ ladi.

Yuqoridagi -  ko‘ rinishidagi aniqmasliklar uchun keltirilgan
00

Lopital teoremasi — ko'rinishidagi aniqmasliklar uchun ham o'rinli
00 0 00 

b o 'la d i. Boshqa ko'rin ishdagi aniqm asliklar esa — va —
ko'rinishidagi aniqmasliklarga keltiriladi.

7°. O-simvolika
Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak- 

terini o'rganishda «о -kichik» va «О -katta» tushunchalari muhim 
ahamiyatga ega. Biz a nuqta deganda chekli son yoki oo ni tushu- 
namiz. a chekli bo'lgan holda nuqtaning atrofi deganda quyidagi 
to'plamlardan biri tushuniladi: (a - S ; a ) ,  (a;a +  S ) ,  ( a - S ; a  +  S ) , 
bu yerda S > 0 -  Agar a =  oo bo'lsa, u holda a nuqtaning atrofi 
deganda quyidagi to'plamlardan biri nazarda tutiladi: ( - о о ;-Д ) , 
(Д,+оо) yoki ( -o o ;—Д )kj (Д,+оо), bu yerda Д > 0 - Aytaylik, berilgan 
funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo'lsin.

1-ta’ rif. Agar shunday o'zgarmas к  son topilsaki, a nuqta­
ning biror atrofida

tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda <p(x) funksiya ^ ( * )  ga 
nisbatan О  -katta deyiladi va <p(x) = 0(<p(x))  kabi belgilanadi.

2 -ta ’ rif. Agar a nuqtaning biror atrofida ( p ( x ) - a { x ) - y / ( x ) 
tenglik o'rinli bo'lib, bo'lsa, unda x - > a  da (p(x) 
funksiya y / ( x ) ga nisbatan о -kichik deyiladi va (p(x) =  o { y { x )) 
kabi belgilanadi.



V р(х)
1-ta ’ rifdan ko‘rinadiki, agar ^ ( x ) * 0  b o ‘ lsa, unda = ®

bo'lganda <p(x) - o { y ( x ) )  bo'ladi.
Izoh. Quyidagi tengliklar o'rinli:

0  o ( / M )  + o ( / ( * ) )  = ° ( / ( * ) ) ’
2) K - o ( f ( x ) )  = o ( f ( x ) ) ,

3) o ( / ( x ) ) - o ( / ( x ) )  = o ( / ( x ) ) ,
4) o ( f ( x ) ) - 0 ( f ( x ) )  =  o ( f ( x ) ) ,

5) x - > 0  da x'n =  o ( x " )<=>///> n
6) x - » oo da x'" - o (x "^< ^> m < n.

3-ta ’ rif. Agar x - > a  da < p (x ) -y / (x )  =  o (y /(? fy  bo'lsa, unda 
х - > я  da <p(x) va y / (x)  funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda 
^ (x )~ y /(x )  kabi belgilanadi.

< p(x)
Bu ta’rifdan ko'rinadiki, agar y / ( x ) * 0  bo'lsa, unda = ^

bo'lganda ^ (x )~ y /(x )  bo'ladi.
1-teorema. Agar ushbu

v_ (p{x) + o((p(x)) 9 {x)

*-*ay / (x) +  o (y / (x ))  yoki ™ ^ /(x ) 

limitlardan birortasi mavjud bo'lsa, unda

x̂ a ij/[x) +  o \ y [ x ) j  x~*a у/ (x j 
tenglik o'rinli bo'ladi.

1-teoremadan foydalanish samaradorligi Teylor formulasi yor­
damida yanada oshadi.

2 -teorem a. Agar / ( x )  funksiya a nuqtada / ' ( « ) ,  
/ " ( a ) , . . . , / w (<7) hosilalarga ega bo'lsa, u holda a nuqtaning bi­
ror atrofida ushbu

/ ( * )  = /• («) + ■ -<■) + •••■- -  »)■ + » ( ( *  ■- a )-) .

Peano ko'rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi.
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Natija. x - » 0  da quyidagi tengliklar o ‘ rinli bo'ladi.

1 . (1 +  x) = 1 + mx +  — -------- !- x 2 + ... +  — i-------- ' -A -------------->-x" +  o(x")9 f *-» I ' J21 n\

2. ex = l + x + —  + ... + —  + o (x " )
2 ! ;?! '  >

3 . ln (l + x) = x — + .. .+ (—l)” 1 • —  + o (x ” )

X3 , , чи-I X2""1Л (  ,4 /7 -1  X  (  ->n\
A Sinx = x ------+ ... + ( -1 )  --------- —+ СЧХ' )

V ’  (2« - l ) !  v >J 1 
2

<5 cosx = 1 — —— и... + (—1)" • ?  + o(x2”+1) 
2 ! {2n)\ K ’

6 . tgx = x + -^x3 + o (x 4)

7 . arctgx = x - j x 3 + o (x 4)

r lncosx + x2
M isol. lm’  : - hisoblansin. x~>° sm x-tgx

.. lncosx + x2 
lim— ;-------------— lim

Ir/ 1 1
v

1- —x2 + o (x 2) j + x

X - > 0 sin x-tgx  (x  + o (x 2) ) (x  + o (x 2))

i x 2 + o (x 2) l  + o f - | x 2 + o (x 2) j  + X2

■M° x2 + o (x 2)

- - x 2 + o (x 2) + x2 - x 2 ,
= lim—2—-------— ------= iim 2 _  = _  ^

м 0  x '+ o ( x ’ ) x 2

Izoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 5, 4,
3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.



8°.Funksiyalarni tekshirish
a) Funksiyaning monotonligi
Faraz qilaylik , y  =  f ( x )  funksiya (a,b) oraliqda berilgan bo ‘ lsin.
1-ta’ rif. x2 > л", tengsizlikni qanoatlantiruvchi X/xt,x2 e  (a,b) uchun 

f ( x 2) > f ( x ]) ( f ( x 2) < f ( x l)) b o b a , f ( x )  funksiya (a,b) oraliq­

da o ‘suvchi t  (kamayuvchi 4 ) deyiladi.

Agar funksiya o ‘suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa, bunday funksi- 
yaga mono ton funksiya deyiladi.

1-teorema. f ( x )  funksiya ( a ,b ) intervalda chekli f ' { x )  hosilaga 

ega b o ‘lsin. Bu funksiya shu intervalda o ‘suvchi (kamayuvchi) b o ‘lishi 

uchun ( a ,b ) da f ' { x ) >  0 ( f r( x ) <  O) bo'lishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari
у  - / ( j c )  funksiya (a.b) intervalda berilgan bo'lib, x0 e (a ,b )  bo‘lsin.
2 -ta ’ rif. Agar x0nuqtaning 3 L L (A<>) atrofi  mavjud b o ‘Isaki, 

Vjc 6  и Д л'о) uchm

f ( x ) < f ( x 0) ( f ( x ) > f ( x 0))
tengsizlik o ‘ rinli b o ‘lsa, f ( x )  funksiya xa nuqtada maksimumga 
(minimumga) erishadi deyiladi. f  (xQ) qiymat f { x )  ning maksi- 
mum (minimum) qiymati deyiladi va

f ( x 0) = max { / ( * ) }

kabi belgilanadi.
Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning 

ekstremumi deyiladi.
2-teorema .(Ekstremumning zaruriy sharti). Agar f { x )  funksiya 

x0 nuqtada ( x0 e ( a , b ) ) chekli f ' ( x 0) hosilaga ega bo'lib, bu nuq­
tada f ( x )  funksiya ekstremumga erishsa, и holda f ' { x Q) =  0 bo'ladi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel- 
tiramiz.

Faraz qilaylik, y  =  f  (л-) funksiya x0 nuqtada uzliksiz bo'lib , 

( J <s(.Y0 ) g ‘ |д:0} da chekli f ' ( x )  hosilaga ega bo'lsin.



3-teorema. Agar f ' ( x  ) hosila х0 nuqtadan o ‘tishda o ‘z isho- 
rasirti musbatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) о ‘zgartirsa, unda 
f { x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga (minimumi) erishadi. Agar 
f ' ( x )  ishorasini о ‘zgartirmasa, и holda f(x )fu n k siya  x0nuqtada 
ekstremumga erishmaydi.

4-teorema. / (x) funksiya x0 nuqtada . . . / w  hosilalarga 
ega b o ‘lib,

f ' { x o) = f " ( x 0) =. . .  =  / (л' ,) (x0) = 0, f (n) (x0) *  0 
bo'lsin. Unda

1)agar n juft son b o ‘lib,

/ ■ > ( * ) « >  ( / • > Ы > ° )

bo ‘lsa, f ( x )  funksiya x0 nuqtada maksimumga (minimumga) erishadi.
2) agar n toq son bo'lsa, f ( x )  funksiya x0 nuqtada ekstrem- 

umga erishmaydi.
Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud 

b o ‘lmagan nuqtalariga uning kritik nuqtalari deyiladi.
Izoh: Funksiya hosilasi mavjud bo'lmagan nuqtalarda ham fun­

ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, / ( j c )  = |jc| funksiya 
uchun / ' ( 0) -  mavjud emas, lekin funksiya x = 0 nuqtada mini­
mumga erishadi.

[a,b] kesmada uzluksiz bo'lgan f ( x )  funksiya o'zining shu 
kesmadagi eng katta (eng kichik) qiymatiga kritik nuqtada yoki 
kesmaning chegaraviy nuqtasida erishadi.

d) Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari
3-ta ’ rif. Agar (a,b ) oraliqda berilgan y  =  f { x )  funksiya grafigi 

V [x,,x2] с (a,b) kesmaning chetki nuqtalarini tutashtiruvchi vatardan 

yuqorida (pastda) yotsa, unda y  =  f { x )  funksiya [a,b\ oraliqda 
qavariq (botiq) deb ataladi.

5-teorema. у  = f { x ) funksiya (a,b ) intervalda aniqlangan va 
bu intervalda chekli f ' ( x )  hosilaga ega bo bin. f  (x ) funksiyaning 

(a,b) da qavariq n (botiqkj)  bo'lishi uchun f ' [ x ) n i n g  (a,b)da  

kamayuvchi (o ‘suvchi) bo'lishi zarur va yetarli.
6 -teorema. y  =  f ( x )  funksiya (a,b) intervalda aniqlangan va



bu intervalda ikkinchi tartibli f ( x )  hosilaga ega bo'lsin. f ( x )  ning 
(a,b) intervalda n ( u )  bo'lishi uchun shu intervalda f ( x ) < 0  
( f " ( x ) > 0) tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta ’ rif. Agar x =  a nuqtadan o'tishda y  =  f (x ) funksiyaning 
grafigi qovariqligi yoki botiqligini o'zgartirsa, и holda x - a  nuqta 
funksiya grafigi ning egilish nuqtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari

5 -ta ’rif. Agar l im /(x )  = 00 bo'lsa, x =  a to'g'ri chiziq y =  f ( x )
x -*a  v  ̂ * V /

funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta ’ rif. Agar l im /(x )  = £ bo'lsa, y - b  to'g'ri chiziq y  =  f ( x )  

funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.

7-ta ’ rif. Agar lim [ /  (* ) -  {ox +  /5) ]  = 0 bo 'Isa, y ~ a x  + b to'g 'ri

chiziq y  =  f ( x )  funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deyiladi.

7-teorema. y - f { x )  funksiya grafigi x -> + o o da у  = ax + b og'ma 
asimptotaga ega bo'lishi uchun

lim /1 ^ 1  = a, lim Г /  (x ) -  ax] = b
*“*+*> X -V->+=C •- -I

b oiish i zarur va yetarlidir.
Bu teorema x -> -o o  da ham o ‘rinlidir.

9°. Funksiyalarni to ‘liq tekshirish va grafiklarini chizish
Funksiyani to ‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni aniq- 

lash yordamida amalga oshiriladi.
1) Funksiyani aniqlanish sohasini topish.
2) Aniqlanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniqlash.
3) Funksiyaning juft yoki toqligini va, agar imkon bo'lsa, boshqa 

markaz va simmetriya 0 ‘ qlarini aniqlash.
4) Davriylikka tekshirish.
5) Uzilish nuqtalarini topish va ularning turini aniqlash (2-punkt- 

ni to ‘ ldiradi).
6) Koordinata o ‘qlari bilan kesishish nuqtalarini topish.
7) Funksiyaning ishorasi o ‘zgarmaydigan oraliqlarni aniqlash.
8) M onotonlik va ekstremumga tekshirish.
9) Egilish nuqtalari, qavariqlik va botiqlik oraliqlarini topish.



10) Asiraptotalami aniqlash
11) Tekshirish natijalarini yo ‘ llari x, y , f ( x ) , f ' ( x ) , f ”(x)  larga 

mos bo'lgan jadval ko‘ rinishida ifodalash (oxirgi yo ‘ lda faqat isho- 
ra aniqlanadi).

12) Jadvaldagi nuqtalarni tekislikda ifodalash.
13) Asimptotalarni yasash.
14) Yuqoridagi tekshirish natijalarini hisobga olgan holda tekis- 

likdagi nuqtalarni chiziq yordamida tutashtirish.
Izoh: Agar funksiya parametrik ko'rinishda yoki qutb koordina­

talar sistemasida berilgan bo'lsa ham u yuqoridagi sxema yordam­
ida tekshiriladi.

Nazorat savollari
1. Funksiya hosilasining ta’ rifi.
2. Bir tom on li hosilalar.
3. H osilaning geom etrik m a’ nosi.
4. U rinm a tenglamasi.
5. N orm al tenglamasi.
6 . H osilaning m exanik m a’ nosi.
7. Funksiya differensialining ta ’rifi.
8 . D ifferensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog 'lan ish .
9. M urakkab funksiyaning hosilasi.
10. Teskari funksiyaning hosilasi.
11. Parametrik ko'rin ishda berilgan funksiyaning hosilasi.
12. O shkorm as ko'rin ishda berilgan funksiyaning hosilasi.
13. D ifferensial yordam ida taqribiy hisoblash.
14. Y uqori tartibli hosila va differensiallar.
15. Leybnis formulasi.
16. Ferm a teoremasi.
17. R oll teoremasi.
18. Lagranj teoremasi.
19. Lagranj teorem asining natijalari.
20. K oshi teoremasi.
21. Lopitalning birinchi qoidasi.
22. Lopitalning ikkinchi qoidasi.
23. О  -sim volika.
24. T ey lor  formulasi.
25. Funksiyaning m onotonlig i.
26. Birinchi tartibli hosila yordam ida funksiyaning ekstremumini topish.
27. Yuqori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
28. Funksiyaning qavariqligi va egilish nuqtalari.
29. Funksiya grafigining asimptotalari.
30. Funksiyani to 'la  tekshirish va grafigini yasash.



- в -

M ustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Hosila ta’ rifidan foydalanib / ' ( 0 )  topilsin (agar u 
mavjud bo ‘ lsa).

1.1 / ( * )  = tg

0, x = 0.
1.2 Л * )  =

sin . 3xsin— |, x #  0, 
x

1.3 / ( * )  =
arcsin 

0, x = 0

■ f  2 1 ) 2  nn x cos—  + —д
I 9x) 3

.Y,X*0,
1.4 / w =

0, x = 0 . 

0, x=0,

M + ln fl+ j^ sin -) - l , x * 0 ,

1.5 / ( * )  =

1
a r c t g x  cos— , * * 0,

v 5 x J 1.6 / ( * )  =
0, x = 0 .

sin

V x

f  2»n- ^
ex ' - 1

\
+ x ,x * 0,

0, x = 0.

1.7 / w =
in 1-sin x"sm 

v x
, x * 0 ,

0, x = 0.
1.8 Л * )  =

0, x = 0,

’  4 x2 x- -cos—  + — , x * 0 . 
3x 2

1 .9 f ( x )  =
arctg 

0, x = 0.

f  ъ-  1 "  3 9 - 1x - x 2sin—
\ 3x

x^O
l . i o  / W -

2 2 1 1  X -c o s  — ,x * 0 ,  
X

0, x = 0 .

1.11 / ( * ) =
sm x-cos—, x *  0, 

x
0, x = 0 .

1.12 f ( x) =
2x2 + x 2 cos—,x *  0, 

x
0, x = 0.

x+arcsin x 'sin— Lx^O, , ,  ч
V дс>/ 1.14 -A XJ~

In cosx



1.15

1.17

/ ( * )  =

/ W :

tg Г  -\  + x ,x&0,
1.16 / ( * ) =

0, * = 0.

6x + xsin —, x ^ 0
X

0,x  = 0

' x™ 5x- \ ,  Х-Ф 0,arctgx- s in —, x ^ 0 , i e
1.18 / ( * ) =  „  x = 0 

0, Jt = 0 . ^  x •

1.19

1
/ ( , )  = 2, ’  « 4 o s - ,  x « 0, i m  / { x )  

0, x = 0.

,x Ф 0 .

-1 + 2x, x Ф 0,

0, л- = 0 .

'0, x = 0,

1.21 / ( * )  = ■ex -co s .r
x

2-masaIa. Funksiya grafigming abssissasi x0 bo ‘lgan nuqtasiga 
o ‘ tkazilgan normal (2 .1-2.12 variantlarda) yoki urinma (2.13-2.21 
variantlarda) tenglamasi topilsin.

4x -  x
2.1 y  =  — -— ,x0 = 2 .  

4

2.3 y - x - x 3,x0 —— 1 • 

2.5 у  = x + yjx ,x0 — 1 •

1 + Vx
2.7 y  =  - -  x — 4- 5 Л0 П .

i -4~x

2.9 у  =  2x2 -  3x +1,x0 — 1 • 

2.11 у  =  л[х-3\1х,х0 = 6 4 .  

2.13 y  =  2x2 +3,x0 = -1  •

2.2 y -  2x2 + 3 x - l ,x 0 = - 2 .

2.4 у  = x 2 + 8%/x -  32,x0 = 4 ■

2.6 y  = %[x*~ 20,xo = - 8 -

2.8 y  =  ^ - 1 0 , x o = \ 6 .

x2 -  3x + 6 _ 
2.10  JV = --------;------ .J£o=3.

x 3 +3 „
2.12 ^ = - 5— ^0  = 2 .

x - 2

r 9 + 6



2.15 у  = 2х + — ,х0 = 1 . 
х

х +12.17 у  = - 7 —- >дс = 1 . 
х  +1

2 (л8 + 2 )

х ' 6 + 9
2.18 у  = — - ^ , * 0 = 1 .

1 -  5л"
12.19 у  = з(л[х - 2 у1х ) , х0 = 1 . 2.20 у  = — —̂ ,х0 = 2 .  

к ’  Зх + 2
2.21  у  = - — х0 = - 2 . 

х~ +1

3-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati hisob­
lansin.

3.1 y  = tlx,x = l ,16-

~ ~ х + л /5 - х 2
3 .3  y  = -------- --------- , *  =  0 ,98 .

3-5 y - < J x 2 +  2x + 5,x =  0,97 •

3.7 _у =  лп,х  =  1, 021 .

3 .9  y  = ^ , x = 1,03-

3 .11 у  = -JAx - \ , x — 2 ,5 6 ‘

1

3.2 y  = V x,x  = 27,54.

3.4 у  =  arcsin x,x  = 0,08.

3-6 y  =  yjx 2 + x + 3,x = l,97 •

3.8 y  = x21,x  = 0,998.

3.10 y  = x6,x  = 2,01.

3.12 у  — yfx2, x = 1, 03 •

У ^ 2 X2 + x  + \,X 3.14 у  = л/ l + x + sinx,x = 0,01.

13.15 y  = - r ,x =  4,16.
yJX

3.17 y  = x \ x -  2,002.

3.16 у  = л/ЗхТсо8х ,х  = 0, 01 .

I 7ГХ
3.18 y - ^ j 2 x -s in — ,x = l,02 .

3.19 у  - J  4 x -3 ,x  -1 ,78  • 3.20 ^ = 4 x 2 +  5 ,x = 1,97 •

3.21 y  =  ?Jx3 +  7x,x = l,012-



4.1 У 

4.3 у 

4.5 У

4.7 у

4.9 У

4.11

4.13

4.15

4.17

4.19

3 х + л/х 

\lx2 + 2

(х  + 3)л/2х-1 
2x + 7

x 2 + 2

2 \ l l - x 4 ’

X X + 1 

X2 + X + 1

x + 7 

б 4 ^ ~ + 2 х  + 7

x + 1 
( x - l f  *

л/х2 +JC + 1 
x + 1

У =

У

У =

(x  + 2) • л/x2 + 4x + 5 '

л /х -1 -(3x + 2)
' 4 ?  '

1 + x2

2 -Vl + 2x2 '

x6 + x3 -  2 

л/ l - x 3

-  1-л /х
4 2  " = 2 W I w r -

4.4 j/ =
( 2x + l)л/х2 - x

X

x - 1

^  (x 2 +5)л/х2 + 5 •

( 2 х 2 + з ) - л/ х 2 - Э

9x3

4.10  y = ( l - x 2W x 3+ - .

V 2x + 3 - ( x - 2 )

4.14

4.16

x

x6 + 8x3 -128

л / 8 - х 3

+ x

Зх3

(x2 -  2) • л/4 + х2

4.20

24x3 

4 + Зх3



5.3 >» = (sin л-)5е .
5.5 у  = (ln x )' .

5.7 y  =  (ctgSx)2" •

5.9 y  =  { t g x f .

5.11 у  = ( х * т х )Мхш*) •

5.13 j  = xsinA\
5x

5.15 У = (sinx) 2 #

In sin \fx
5.2 ;> = ls in v * l

5.4 у  =  (arcsin x ) 1 .
5.6 у  =  xarcsinr.

5.8 y  = x r .

. r 1 9 i5Л7 y  =  v r
5.19 У ~  (sin \ x  J .
5.21 y  =  x 2x-5x

5.10 j  = (cos5x)e •
5.12 y = ( r 4 4 f .

5.14 P ( /  + f .

5.16 y  =  (jr +  l)m .

5.18 у  = ,Y3r • 2 r .
5.20 у  =  з Г .

6 -masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 = x ( t 0) bo‘lgan nuq­
tasiga o ‘ tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

6.1
- л/з cos t

У = sin t,t0
Л 6.2

x = r (? co s^ -2 sin/) 

y  = /(/sin^ + 2 cos? ) ,/0 =
л

6.3
\x =  2 t - t 2 

\y =  3 t - t 3,t0 = l
6.4

6.5

.v = 2 sin t

j  = 2 cos3 t,t0
л

л: = 3 ( / — sin /)  

y  = 3 ( l - c o s / ) , / 0 = ^

6.6

Sat 

1 + t2 

3at2

y = u 7 ’ ,°

,v = 21n (ctg /) + l 

y  = tgf + ctg ; , /0
Л

x = at cost



6.9

6.111

n
y = cos t ,t0 =  — 

6

x =  arcsin

у  = arccos

л/ l T ?  
1

6.13
x -  -

1 + In/
t2

3 + 21n t ,y = — -— Л = 1

6.15

6.17

x =  -

t

1 + t

3 2
У ~ 2 12 * / 0 2 

x =  asin31

3 Л
y  =  a cos t,t0 - — 

6

6.10 i

6.12

y=-

t +_1 
t

t - 1
A = - ]

6.14

\x =  In (l + r )

|y = /-a rc tg  f, /0 =1

fx = / - ( l - s i n / )

\y =  f-cost, t0 = 0

6.16

6.18

x = 1± L  
r - 1 

t

y  =  ? - \ "  

x = 3cos t

tn =  2

Jt
у  = 4sin / , /0 = —

6.19

6.21

x = a(/sin f + cos/) 

у  = a { s m t - t c o s t ) , t 0 =

\x =  \ - t 2 

[y  =  t - t \ t 0 = 2

6.20
\x =  t - t

[ y  =  t2 ~ t \ t 0 =  1

7-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinchi 
tarlibli hosilasi hisoblansin.

|x = cos2f 

|y = 2 sec2? [y  = Inf 

79

x = vr



7.10

7.13

7.16

7.19

8.1 у 

8.3 У 

8.5 у

x^Z  + sin/ 
у  =  2 -  cost

fx  = sin/
[ у  = In (cos t)

fx = sin?
]y  = sec/

x = cos/ + /sm? 
j  = s in ? -?co s /

\x =  y[t

u = v n

7.8

7.11

7.14

7.17

7.20

\x =  e cost 

\y =  e' sin t

\x =  yJt-3  

[ j /  =  l n ( f - 2 )

X - y f t

1
У =

X -  COS' t

7,6  [ y  =  tg2t

Lv = cos/

[y  = ln (sin/1)

X =  y j t ~  1

y=i h
|̂  = 2 (? -s in /)  

[y  = 4(2 + cos?)

7.9

7.12

1
x =  -  

t

У =
1

7.15 L _ _ !

1+ t 2

x - t - s m t  

у - 2  - c o s t

X =  tgt

1
sin 21

7.18

7.21

j x - e  

[_y = arcsin t

^ x - t  + smt  

\ у  - 2  + cost

8 -masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

:sin2x + cos(jr + l ) .  8.2  y  =  ijelx-x .

8.4 у = lg(5x + 2 ) . 

x

_ 4x  + l  

~  2x + 3 "

= 23-T.

2x +  5
1 3 (3 *  + 1)*

8,6  У ~ 2 (3*+  2 ) ' 

8.8 y = 43l+5.



4.v +15 о ч/ч , /_
8 .1 1  у  = —------ 8 . 1 2  j> =  l g ( j x  +  l ) .

5х +1

8.13 y  =  8.14 >"= 9 (4л + 9) .

4 5л: +1
8.15 у  =  ~ .  8.16 У ~  13.(2д- + 3) *

8.17 y  = 52t+3. 8.18 у  = sin (3.Y + 1) + cos5.y,

_____  11 + 12*
8.19 y  =  J 7 ^ .  8.20 у -

8.21 y  = \g{2x + l ) .

6.V + 5

9-masala. Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.

9.1 ln(l + x ) > y ^ , * > 0 .  9.2 1п(1 + х)<л-,дс>0.

9.3 е*>1 + д: , x e R .  9.4 e* > e x , x > \ .

9.5 F - d ' > n ( b - a ) c r ,, 0 < a <hneN .  9.6 (a +  b)p < a "  + b p, 0 < p < \ .

2 ]
9.7 cosx > 1 ~ ~ T ’ X > 0 • 9.8 2л /х -> 3 9* > 1.

2 x

* 3 -v3
9.9 s i n x > * - — ,* > 0 -  9.10 a r c t g x > x - — , 0 < x < \ -

6 ->

Y2 x" -Y3
9.11 ex>l + x + —  + ...+ — ,x > 0 .n e N .  9.12 arctgx <  -Y — —,0 <  .y < 1 .

2! n\ 6

9.13 1ii(1 + .y) < x -  — + ^ - ,* > 0 .  9.14 e '> l  + .v + — ,x > 0 .
2 о 2 .

Я.

9.15 In7  < - — - , 0 < b < a  . 9.16 ел <1 + .y + ^ - , x > 0 .
О 0 2!



9.19

9.21

10.1

10.3

10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

10.21

larctg a -  arctg b\<\a-b\.  9.20  ln ^ >  — - , 0 < b < a .
1 b a

b" -<*" < n ( b - a ) b n~ \ 0 < a < b , n < E N .

10-masala. Limit hisoblansin.

c~x
“  • 10*2 l™Qln (l - x ) - c t g 7 i x ,

lim- .100

lim -
.t->+0

lim a1oo(0 .01)\

.. A2+sinAlim -------------- .
*-*+* e* + cosx

x 3 + ln Xlim
JCJ +  cosx

x 2 +  ex
lim

*->*°smx +  e'2x

X + cos X
lim*-»+* e ' + sjn л- 

Um(x-2 - c t g 2x ) .

lim
\ л /

lim (cosx)sinJt.

Ю.4 ! ^ ( 2 2дГ̂
2

^ lim \tgx -  (l -  sin a ) - '
X - * —  * -  - I *

10.8 lim Vx In2 xЛГ-++0

10.10 lim Asin* ,
X - > + 0

1 0 .1 2  Hm [ ( a  - 1)” ' -  ln -1 a J ,

10.14 -s in ' 2 a )  .

10.16 lim х '2даг .

10.18 Hm

10.20 lim (tgx)
tg lx



11-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.
11.1 Yig'indisi o'zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat 

sonning m va n darajalari (m >0 ,n>0) ko'paytmasining eng katta 
qiymati topilsin.

11.2 Ko'paytmasi o'zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat 
sonning m va n darajalari (m >0 ,n>0 ) yig'indisining eng kichik 
qiymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo'lgan barcha to 'g 'ri to'rtburchaklar 
ichidan perimetri eng kichik bo'lganini aniqlang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig'indisi o'zgarmas bo'lgan to'g 'ri 
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo'lganini aniqlang.

11.5 V hajmli yopiq silindrik bankaning o'lchamlari qanday 
bo'lganda u eng kichik to'la sirtga ega bo'ladi?

2  2 X у
11.6 —  + —  = 1 ellipsga tomonlari ellipsning o'qlariga parallel 

a' b~
bo'lgan shunday ichki to'g'ri to'rtburchak chizingki, uning yuzasi 
eng katta bo'lsin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo'lgan 
shunday ichki to'g'ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng 
katta bo'lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning 
hajmi eng katta bo'lsin.

11.9 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning 
to'la sirti eng katta bo'lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqi konus chizingki, uning 
hajmi eng kichik bo'lsin.

11.11 Yasovchisi / ga teng bo'lgan eng katta hajmli konusning 
hajmini toping.

11.12 M (p,p) nuqta va y 2 - 2 p x  parabola orasidagi eng qisqa 
masofani toping.

11.13 A(2,0) nuqta va x 2 +  y 2 =1 aylana orasidagi eng qisqa va 
eng uzun masc.falar topilsin.

2 2
11.14 ^ г + 7 7  = 1 (0 < 6 < a )  ellipsning B ( 0;-Z>) nuqtasidan 

a" b
o'tuvchi eng katta vatarini toping.



Х“ у~
11.15 +  ellipsda shunday M ( x , y ) nuqtani topingki,

shu nuqtadan ellipsga o ‘tkazilgan urinma va koordinata o'qlari yor­
damida hosil bo'lgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo'lsin.

11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to'g'ri to'rtburchak chiz­
ingki, uning perimetri eng katta bo'lsin.

11.17 A (  1;2) nuqtadan shunday to'g'ri chiziq o'tkazingki, shu
to 'g 'ri chiziq va musbat yarim o'qlar yordamida hosil bo'lgan uch­
burchakning yuzasi eng kichik bo'lsin.

11.18 a musbat sonni shunday 2ta musbat qo'shiluvchiga ajrat- 
ingki, ular kublarining yig'indisi eng kichik bo'lsin.

11.19 Uzunligi / ga teng bo'lgan setka bilan bir tomoni devor 
bilan to'silgan shunday to'g'ri to'rtburchak shaklidagi yer uchast- 
kasini o'rash kerakki, uning yuzasi eng katta bo'lsin.

11.20 Teng yoqli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka 
ajratuvchi eng kichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqori qismi yarim 
doiradan iborat bo'lgan to'g'ri to'rtburchak shaklga ega. Deraza­
ning o'lchamlari qanday bo'lganda undan eng ko'p yorug'lik o'tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib funksiyaning 
grafigini chizing.

y J __Q y “

12.1 y  =  x 2 ( x - 2 y .  12.2  y  = ------------ h 6 x - 9 ,

12.3 y  =  2 - 3 x 2 - x 3. 12.4 у  = (a- + 1)2 - (л - l ) 2.

12.5 у  -  2 x 3 - 3 x 2 - 4 .  12.6 y - 3 x 2 -  2 - x * .

12.7 y  = ( x - l ) 2 - ( x - 3 ) : . 12.8 У =  - +̂ Х ~ 5 .

12.9 у  = 6л '- 8л'3. 12.10 у  = 16л'2- (х -1 )2.

12.11  у  = 2л3 + Зх2 -  5. 12.12 у  = 2 - 12л:2 - 8л3 .

12.13 у  = ( 2л- + 1)2 - (2л --1)2. 12.14 у  =  2х3 + 9 х 2 +  12л.

12.15 у  =  12x2 - 8xJ- 2 . 12.16 у  = ( 2л - 1)2 • (2л '-3)“ .



2? (х 3 - х 2) x - ( l2 - x 2)
12.17 y  = — -̂--------- J- - x .  12.18 v = — -------- •

4 8

12.19 v = - f e L l i l .  12.20 y  =  \6x3 -1 2 x 2 - 4 .
J \ С

x 2 • (x  -  4)' 
U M  

ÎU

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang.

x3 - 2 * 2 - 3 x  + 2 v _  2-x_ 7- .̂
13.1  r - ? -------- . 13.2

t» _ l l  2x’ -3 .v ! -2 .v + l
« • 3  y ~ -  y -  - •

2x2 - l  21 - * 2

1 3 5  1 3 6  y ’ ^ -

х 3 + З х 2 - 2 х - 2  лг + 1 6

1 3 J  ^  2 - 3 ? ~ -  13-8 ^ V ^ '
3r2 - 7  x2 - 6* +  4

, 3 .9 13.10 y - ^ - .

2 - x 2 x 2 +  \

>3 1 1  , = ^ -  13-u
\ l - x 2 4x2 +9

y ’ - b i -  13Л4

13.15 13.16 I  / : ■
3x -  4 л/Зл - 2
4x3 + 3,v2 -  8x -  2 _____  2л-3 + 2x2 -  3.x - 1

> = — T 3 ? — • 1 3 1 8  —
2л-2 -  6 x3 -  5*

13.19 У =  13.20 7  = Т -Т -Г -x - 2  D-JX



x3 + 4
x~

14.3 y  =  —

14.5 y  =

14.7 y  =

x '  + 2 x  

x2 -  3x + 3

x : - 4 x  + l
x -1

2
14.9 y J j t A

X'

l + i
V

14.11 y  =
V *.

9 + 6x -  3x2
14.13

x  - 2 x  + 13

14.15 У =
x - 1
x + 7

4x

14.19 y  =  —

14.21 y  =

( x + l ) ‘  •

4
x ' + 2x -  3 
x2 -  x +1 

x -1

14.2 y  =

14.4 y  =

4x

3 + x2 ’ 
\2x 

9 + x2

14.6 y  =  — —  •
x~

1 ^ 0  2-X3 + 114.8 y  =  — —

14.10 У = ( x - l ) 2

12- 3 x 2
14.12 y  = - ,

x  +12

14.14 y  =  -
8x

x + 4 ' 

3x4+114.16 У = ----- :-----
xJ

_ 8 ( x - l )
14.18 У :

( * + o

14.20 y  = —
x + 2 x - 7
x - + 2 x - 3

-D -
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Hosila ta’ rifidan foydalanib, / ' ( 0 )  topilsin.

e - c o s x



£*'-ссбДт i , \ . .
, / ( Q ^ ) - / ( o )  Ш||— S — 0 - i )+ P -< " * ) ./ ( 0)>=lim -V ' iSt-iO Ду 4w0 Ду *4° Д»Г ‘fc-* Д>Г- =  lim-

e -\  I-cosA.y
= lim -------r~  + lin i---------;—ДГ ir->0 Лт"

-  . 2 Дх 2sin
= 1 + lim 2 , 1= 1 + —limЛу-*о Ду* 2

sm-Дх

Ax

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi ,y0 bo‘lgan nuqtasiga 
o ‘ tkazilgan urinma tenglamasi topilsin.

У A'2 +1 ’ X° ~  2 ’
<i M a’lumki, urinma tenglamasi

y  = / ( * o )  + / ' ( * o K * “ xo) 

-2  2
ko‘rinishga ega. / ( * „ )  = / ( - 2 ) = - — —  = - 7

( - 2 ) - + l  5

xJ+ l

x' • (.V + 1) -  x ■ (л" + 1) ^  x2 +1 -  2 .Y2 _

= 7 ^ ^ / Ы = / ' ( - 2 )  =
(л- + 1)

(дг+|)‘

1 -4  3
25 25

2 3
= > } ’ - -------------(х  + 2)=> Urinma tenglamasi: 3x + 25y + 16 = 0 >

5 25

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy qiymati 
hisoblansin.

у  -  л/х-’ +  7x » *  = 1,012

< Taqribiy qiymat
f ( x 0 +  A x ) * f ( x 0) +  f ' ( x 0) -A x  (1)

formula yordamida hisoblanadi.



Bizda

f ( x )  =  tfx3 + 7x , x0 = 1, Av=0,012=>/’ (x )= ^ x :i +7xj = (x3+7x)3 

= i . (,t > + 7, ) i  ■ ( , ’  + 7.,-)' = — 3f  +  1 = > /(a -0) = VT+7 = 2 ,

з -Щ л ’ + ъ У  

/ Ч т ) = - Я = l " - i
3 - 4  12 6 ‘

Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib qo'yamiz: 

Щ 0 1 2 ) 3 + 7 -1 ,0 1 2  * 2  +  ^ - 0 ,0 1 2  =  2 +  5 -0 ,0 0 2  =  2 , 0 1 >

4.21-masala. Hosila hisoblansin.

x6 + x3 -  2y=-
V i^ x 7

=
6 , 3 ЛЛ* 4* A' — 2

y j \ - x 2

(x 6 + X3 -  2) • л/ T v  -  (x 6 + X3 -  2) • (% /T ^2)

,зл -=).У П 7-(>-‘  ^  ■-2) . - ^  (fa,. +3r . )(|_ _ 2]

I—x

- >

( ! - х 2) -> /Г 7

x(5x6 -  6x4 + 2x3 -  3x + 2)

(x2 - l ) - V l - x :

5.21-masala. Hosila hisoblansin.

у  = x 2' • 5х •
/

< y '= ( x 2x -5х) =  <?"■' 5 * = е '^ л 5  ̂•[ln(.v2r -5r )J = х 2г -5Л' -[2 x ln x  +  x -ln 5 ] =  

=  x 2‘  -5 ‘  -[21nx +  2 +  ln 5 ] =  x 21 -5* - (2  + In 5x2) .>



6.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 = x (t0) bo'lgan 
nuqtasiga o'tkazilgan urinraa va normal tenglamalari topilsin.

fx = l - / 2,

[ y  =  t ~ t \ t 0 = 2 .

<  Biz y = / ( * 0) + / ' ( * o K * - - vo ) - (2) (urinraa tenglamasi), 

y  — f  (-*0) 777 г ‘ {x ~ xo) -(3 ) (normal tenglamasi),
J \xo)

f у
va У'х ~  ~7 - (4) (parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi) 

xi
formulalardan foydalanamiz:

x0 = 1 -  22 = -3 ; / ( x 0) = 2 - 2 3 = -6 ;

" 7 -
(l- r) ~2t "4 4

Topilgan qiymatlarni (2)va(3)-tengliklarga olib borib qo'yib urin- 
ma va normal tenglamalarni topamiz:

У ~   ̂+ 4 (л + f4 y  -1  Ix -  9 = 0 -  urinma

4 /  ч |4x +11 v + 78 = 0 -norm al >
y  = ~  6 ------U' + 3)

11V 1
7.21-masala. Param3trik ko'rinishda berilgan funksiyaning ik- 

kinchi tartibli hosilasi hisoblansin.
j x  =  t + sin /
[_y = 2 + cos/‘

< Bu masalani (4 )-formuladan ikki marta foydalanish yordam­
ida yechamiz. ,

, y ' _ ( 2  + cos/) _  - c o s t

Ух ~ хГ  (t + sint) 1 + cos'

- c o s  t
sin t„ ( У ) ,   ̂1 + cost J _ sm /-(l + c o s f ) - c o s /s in /_ _________

x,' 1 + cosf (l + cosr)3 (l + cosr)3
,t>



8.21-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

y  = ln(2* + 7).

<1 y  = lg(2x + 7) = -n 2̂*  + 7  ̂= ——  -1п(2л: + 7) 
V '  In 10 In 10 V '

1 / „  Л  2 1------------------- (2.x+ 7) =
In 10 2x +  l  v ' In 10 2дг + 7

' 9 
/ = ( / )  = In 10

1

(2л + 7)"

' 1 
(2 * + 7) = -  -

/
23 2 !

In 10 (2.x+ 7)"

y w = (y /') = -
V '  In 10 (2x + 7)3 

Bu jarayonni davom ettirish natijasida \/n<=N uchun

VW 2" (и - *)!
In 10 ( 2* + 7) ” ten§likni hosil qilamiz.>

9.21-masala. Quyidagi

b " - ef < n - ( b - a ) - b * A, 0 < a < b , n e N  
tengsizlik isbotlansin.

< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz. 
f [ x )  =  x" funktsiya uchun [a,Z>] kesmada Lagranj teoremasini 
qo ‘ llaymiz:

f { b ) - f ( a )  =  f ' ( x 0) - ( b - a ) ,  

x0 e  ( a,b) => Z>" -  a" =  n ■ A'0”"' • (b -  a) < n ■ {b -  a) • b"~‘ . >

10.21-masala. Limit hisoblansin.

<ilim(cos.x)sini = (]* ) = sinr = g ^  =  ((L opita l teorem asidan

(In(cos.v))’ -s in  д:

foydalanamiz )) = 1™, нт -Н£-
J  e  '  / _ g « O C O S J T  _ g . ^ C 0 S 3 .T - g °  - 1  £>

lim (co s .x )
,v-»0v '

ln(cos.r) (0



11.21-masala. Derazaning perimetri P ga 
teng, yuqori qismi yarim doiradan iborat bo‘ Igan 
to ‘g ‘ ri to ‘rtburchak shaklga ega. Derazaning 
o ‘Ichamlari qanday bo ‘lganda undan eng ko‘p 
yorug‘lik o ‘ tadi?

<1 Masala shartiga ko'ra deraza 1-chiz- 
mada k o ‘ rsatilgan shaklga ega. Chizmadan 
ko‘ rinadiki,

R -  — . Unda 
2

P = x + 2 y  + nR  = л' + 2 y  +
nx

_ P  x nx  

У ~ ~ 2 ~ 2 ~ ~ А '
Endi derazaning yuzasini topamiz:

n R 2 Px x 1 nx2 n x 2
S =  x - y  + ------ = ----------------------+ ------

J 2 2 2 4 8
Px x~ nx'

2 2 8 ^  
Derazadan eng ko‘p yorug‘lik o'tishi uchun derazaning yuzasi 

eng katta bo'lishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum 
qiymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

P

=  S ’ (x)  =  0--
V

n  1 l P 2— + 1 = — => X, = —
4 J 2 ° я

— stat-
+ 1

7t
sionar nuqta. Bu nuqtada ‘5,w(-v0) = ~ l 0 => max • Demak, de-

2 P
razadan yorug'lik eng ko‘p o ‘tishi uchun uning asosi x =  — —

7Г i •
bo'lishi kerak ekan. Balandligi esa

_ P  x  nx _ P  P nP _  P ( n  +  A - 2 - n )  _  P

У ~  2 2 4 _  2 л + А 2(л- + 4) 2(л- + 4) n + 4 
bo ‘ lar ekan. >

12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib

y=-
funksiyaning grafigini chizing.



Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadigan 
oraliqlarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

.V (-oo;0) 0 (0:2) 2 (2;4) 4 (4:+oo)

У ’ - 0 + 0 _ 0 +

У
4 min

I) / maxi \ min

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksiyaning grafi- 
gini chizamiz (2 -chizma). >

2-chizma

Ax — 3.x
13.21-raasala у  = funksiyaning asimptotalarini toping

va grafigini yasang.

y=-4 x - 3 x x-(4x2 -З )  

4 .r ^ T  _  (2 j*- +  1)(2jc-1 )

x + -л /з ¥  VJ'

x —  
2

a) Vertikal asimptota: *  = “  va x = ~  to ‘g ‘ri chiziqlar ver-

tikal asimptota bo 'lad i, chunki *‘m, / ( x) = 00 va Iinj / ( - v) = 0° ■
X~*~'Z .r->-2 2



Funksiyaning shu nuqtadagi o ‘ ng va chap limitlarini ham hisob- 
laymiz:

lim f ( x )  = -oo lim /(л -)  = +оо
1 . n .  -  .. I n> --- 0

lim f { x ) - - ^ >  lim / ( x )  = +oo

2

b) Gorizontal asimptota: | ™ /(-r) = j»1]  4*  ; _y 1 = o0=> gorizon- 

tal asimptota yo ‘ q.

f i x )  4x3 - 3 x  
d) Og‘ma asimptota: a = lim------- = lim / —-— — = 1,

c(4x2 - l )

4л -3 x
4л-2-1

= lim
4.Г1 -3 x -4 .r ' + x  -2a-

■MT- 4л- -1
=  lim - -=0=>y=x —й = П т [ / ( л - ) - т -  ) =  lim

og‘ ma asimptota.
Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizam iz 

(3-chizma). >

3-chiima.

14.21-masala. y  =  - 

gini chizing.

x 2 -  x  +1
JC-1

funksiyani to ‘ liq tekshiring va grafi-



< Funksiyani paragrafning A  bo'limi 9-punktida taklif qilingan 
sxema asosida to ‘ liq tekshiramiz.

Funksiyaning aniqlanish sohasi:
Funksiya juft ham, toq ham, davriy ham emas. 
x = l nuqta funksiyaning 2 -tur uzilish nuqtasi, chunki 

= _c0 va xl im /( -Y) = +co OY  o ‘qi bilan kesishish nuqtasi:
y = / ( o ) = - i .

OX o ‘qi bilan kesishish nuqtasi: y  = 0= > x2- x  + l = 0 = > x e 0 = >  
OX o ‘ qi bilan kesishishmaydi.

Funksiyaning ishorasi o ‘zgarmaydigan oraliqlar:

X ( - c o ; l ) ( i ;+ ° ° )

Y — +

V =
/  •> , ■r-.V+l

Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:

(2y-1)-(.y-1)-(jt -Л-+1)' I _ 2x2 -3.Y+ l-.r +.Y-1 _ .Y2 -2y -y-(-y-2)
(ДГ-1)2 = (Л-1)2 =И ! = Н  )2

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqlanadi- 
gan oraliqlarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

X
( —oo; 0 ) 0 (o ;i) 1 0 ; 2 ) 2 ( 2 ;+ c o )

/ + 0 - 3 - 0 +

у / max
-i

3 min
3 /

Qavariqlikka tekshirish uchun j / n i  hisoblaymiz:

2
/ ,\з=>х< 1̂ дп  va , v > i ^ u -
( .Y - i )

Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: x =  1 -vertikal asimptota.

3T-2x
( л - 1 2)

1 —
( л - 1)



^  _x +1
b) Gorizontal asimptota: l im /(x )  = lim---------—  = <»=>gorizon-

'  *  . T - > *  .V—> X  X  ___ I

tal asimptota yo ‘ q.

/ ( * ) _ , .  x2 - x  +  l _  
d) Og‘ma asimptota: a J™ x

' V - a + I ^ .. д г -д г + 1 -д г + д : .. 1= lim--------------------- = lim------= 0 = > v = x
x - 1

— A*
A—1 .r-WA-1

og‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’ lumotlardan foydalanib, funktsiya grafigini 

chizamiz (4-chizma). >



4 -§ . 3 -M U S T A Q IL  IS H  
Aniqmas va aniq integrallar, ularning tatbiqlari

Boshlang‘ ich funksiya.
Aniqmas integral.
Aniqmas integralni hisoblash usullari.
Ratsional funksiyalarni integrallash.
Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash. 
Binomial differensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash. 
Aniq integral va uning tatbiqlari.
Elliptik integrallar.

-A -
Asosiy tushuncha va teoremalar 

1°. Aniqmas integral va uni hisoblash usullari
f ( x )  funksiya biror (a,b)  intervalda .aniqlangan bo'lsin. Quy­

idagi masalani qaraymiz: d /7(x ) funksiyani topish kerakki Vx e (a,b) 
uchun F ' ( x ) ~  f { x )  boMsin.

1-ta’rif. Agar V x e (a,b) uchun F ' (x )  =  f ( x )  ЬоЪа и holda 
F ( x )  funksiya ( a,b ) intervalda f ( x )  funksiyaning bosh!anglich 

funktsiyasi deyiladi.
M a’lumki F ( x )  funksiya boshlang'ich funksiya bo ‘ lsa F ( x )  +  c 

ham boshlang'ich funksiya bo'ladi.
2 -ta ’ rif. (a,b)  intervalda berilgan / ( x )  funksiya boshlang‘ ich 

funksiyalarining umumiy ifodasi F (x )  + c shu / ( x )  funksiyaning 
aniqmas integrali deb ataladi va

\ f ( x ) d x

kabi belgilanadi.
Demak,

J / (x )^ r  = F (x )  + c ( 1)
Integrallashning umumiy qoidalari va aniqmas integrallar jadva- 

li l -§  ning 12° va 13° punktlarida keltirilgan. Biz ularga to ‘xtalmay 
aniqmas integralni hisoblash usullarini keltiramiz. 

^ -fcore /na .(0 ‘zgaruvchilarni almashtirish). Agar

\ f ( t ) d t  =  F (t )  +  c (2)
bo ‘lsa unda



\f[<p{x)\<p'{x)dx = F  [ ? ( * ) ]  + с

bo'ladi ((3)-tenglikda f{t ) , (p{x) ,(p' {x)  funksiyalar uzluksiz deb faraz 
qilinadi).

2-teorem a. Agar u =  u(x)  va v = v(.t) funksiyalar ( a,b) inter­
valda uzluksiz u'(x) va v'(.r) hosilalariga ega b o ‘ lsa unda shu 
intervalda ushbu

bo'laklab integrallash formulasi o ‘ rinIi bo'ladi.
Amaliyot shuni ko'rsatadiki bo'laklab integrallash usulini qo'llab 

hisoblanadigan integrallarni asosan, uch guruhga ajratish mumkin.
Birinchi guruhga ko'paytuvchining biri ma’ lum funktsiyaning 

hosilasi bo'lgan ikkinchisi esa ushbu
In ( x ) , arcs in x ,a rcc o s x ,arctg x ,( arctg x)', (a r c c o s x ) ' ln r /> (x ),... 
funksiyalardan biriga teng bo'lgan funksiyalarning integrallari kiriti- 
ladi. Bu holda и (л-) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J(a.r+ 6 ) cos(c.v)А ,  |(ох + й)и-sin (c*)c6r va 
J(<®c + b)" ea'dx ko 'rin ish idagi integrallar kiritiladi. Bu holda 
u(x) = (ax + b)" deb olinib bo'laklab integrallash formulasi n marta 
qo'llaniladi.

Uchinchi guruhga cosbxdx, Je"r sin bxdx, jsin (Inx)dx,

Jcos(lnx)c&f,... ko'rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni 
I deb belgilab bo'laklab integrallash formulasini ikki marta qo'llasak, 
I ga nisbatan chiziqli tenglamaga kelamiz.

Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallarni ham bo'laklab 
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. iMasalan

integral yuqoridagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham 
bo'laklab integrallash usuli bilan rekkurent formulaga keltirish yor­
damida hisoblash mumkin:

(4)



i  ' - ‘ S
х~ +а~ а а

1 х
= — arctg— + с Agar (5 )-ten g lik da  п =  1 desak

Izoh: M a’ lumki, elementar funksiyaning hosilasi yana elementar 
funksiya bo ‘ lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdiq o'rinli bo'lishi 
shart emas, ya’ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el­
ementar funksiya b o ‘ lmay qolishi mumkin. Masalan, ushbu

integrallarning har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan- 
maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko‘p uchraganligi sababli ular- 
ning qiymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular- 
ning grafiklari yasalgan. Shu yo ‘ l bilan elementar funksiyalarda in- 
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to ‘ la o ‘ rganilgan.

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash
3 -t a ’rif. Agar R(x)  funksiyani ikkita k o ‘phadning nisbati 

koYmishida yozish mumkin b o ‘Isa, и holda R(x)  ratsional funksiy­
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, y a ’ni

Pn (x ) -  n -tartibli, Q „(x )-w -ta rtib li ko'phad.

Agar n > m  b o ‘ lsa kasr noto‘ g ‘ ri kasr; n < m  bo ‘ lsa to ‘g ‘ri kasr 
deyiladi.

Ixtiyoriy noto‘g ‘ri kasr berilgan bo ‘ lsa, ko‘phadni ko‘phadga 
bo ‘ lish yordamida har doim uni ko‘phad va to ‘g ‘ri kasming yig‘ indisi 
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to ‘g ‘ ri kasrni quyidagi 4ta 
ko‘rinishdagi sodda kasrlarning yig'indisi kabi ifodalash mumkin.



А_

х - а  ( х - а )

ш. т г : : . J iv \л -гултч)

Р 2III va IV da x 2 + p x  +  q * 0 ,  ya’ ni q — T~> 0 -

, „  ^ ( ^ , 3 , 4 , . ) ;

^ - + N  ; , v  , , M t* -  у ( - Ц - )
x~ + px + q \x + p x  + qj

4
I va II ko‘ rinishidagi sodda kasrlar to ‘g ‘ ridan to ‘g ‘ ri integralla- 

nadi. Ill va IV ko ‘ rinishidagi sodda kasrlarni integrallash uchun

esa x + ^  = t almashtirish bajarish lozim.

3°. Ba’zi irratsional ko ‘ rinishidagi funksiyalarni integrallash. 
Eyler almashtirishlari.

R ( x , y )  deganda x va у  o'zgaruvchiga nisbatan ratsional bo'lgan
funksiyani tushunamiz.

f D( ax +  b j ,  lax +  b
a) J X \cx +  d  integralni hisoblashda t = ^ cx +  d a*m

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.

b) J a x 2 + bx + c jd x  integralni hisoblashda quyidagi 3ta hoi 

qaraladi.

1-hol. ax2 + b x  +  c kvadrad uchhad har xil x, va x2 haqiqiy 

ildizlarga ega bo ‘lsin. => ax2 + b x  + c = a (л- -  x ,) (л- -  x2). Bunda

yj a ( x ~ x i) ( x - x 2) = t ( x - x l) (7)

almashtirish bajaramiz.
2-hol. a >  о b o ‘ lsin. Unda

у/ах2 + b x  +  c =  t -  %/ax|yoki Vav2 + bx + с = t  +  J a x  j (8)

almashtirish bajaramiz.
3-hol. c > 0  b o ‘ lsin. U holda

л]ax2 + b x  +  c = tx  +  4 c  |yoki yjax2 + b x  + c = t x -  л/с j  (9)



almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo'lgan inte­
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.

(7 )-(9 ) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°. Binomial differcnsiallarni va trigonometrik funksiyalarni 
integrallash.

a) 4 -ta Y if Ushbu x"'{a + bx"^ dx koYmishidagi ifodaga binomi­
al differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.

I = \ x n'(a + bxn)P dx ( 10)

integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x =  tN almashtirish bajariladi. Bu yerda N 
soni m va n ratsional sonlar (ya’ ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik 
umumiy karralisi.

2-hoI .  butun son. Bu holda a +  bx" -  Z N, N  -  p  ratsional
n

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.

3 -hol.  +  P ~ butun son. Bunda —  +  b =  Z N, N - p  ning
n x

maxraji, almashtirish bajarish yetarli.

b) / =  (sinx,cosx)dx;

integral berilgan bo'lsin. Bu integralni ushbu

- n  < x <  я  \

universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in­
tegrallashga keltirish mumkin:

It 1 - r  , 2 dt 
smx = ------cosx = ------------Г dx =, о  J ,  » ,  >

1+ r  1 + r  1+ r
d) Aytaylik,

I  -  Jsin" x ■ cos” xdx, (и, m e Z )

integral berilgan bo'lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi 
hollar qaraladi.

1-hol. n-toq, m-juft =>cosx - t  almashtirish bajariladi.



2 -hol. n-juft, m -toq =>sin* = / almashtirish bajariladi
3-hol. n va m -toq. Bunda cos* = /, sin* = f yoki t g x - t  al- 

mashtirishlardan biri bajariladi.
4-hol. n va m-juft. Bu holda

sin2x = 2 s in * -cos* va cos2* = cos2* - s i n 2* 
formulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan 
biriga keltiriladi.

5°. Aniq integral va uning tatbiqlari.

Aniq integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur- 
sida qisman va ma’ruzalarda batafsil o ‘ tilishini hisobga olib, biz 
aniq integralni hisoblash usullariga qisman to ‘xtalamiz hamda asosiy 
e ’tiborimizni uning tatbiqlariga qaratamiz.

1. Nyuton-Leybnis formulsi. Agar / ( * )  funksiya [a,b] kesma­
da uzluksiz bo'lsa va F ' ( x ) - / ( * )  tenglik bajarilsa, u holda

j f ( x ) < h  = F ( b ) - F ( a )  = F ( X) l
a

formula o'rinli b o ‘ ladi.
Formulaning isbotida uzluksiz / ( * )  funksiya uchun ham ba- 

jariladigan ,  .

C J/(0T /W
tenglikdan foydalaniladi.

2. B o ‘ laklab integrallash formulasi. Agar / ( * )  va " ( * )  funk­
siyalar [a,b\ kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda

\ f { x ) g ' { x ) dx =  f { x ) - g ( x ) l  -  \ f ' ( x ) g ( x ) d x ;

bo'ladi.
3. 0 ‘zgaruvchini ahnashtirish. Agar <p{t) funksiya \cc,0\ kesma­

da uzluksiz differensiallanuvchi va cp{l) e \oc, 0\ F  a =  (p(a) F  b =  <p(j3) 

bo'lib F / ( * )  funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, unda

[ f ( x ) d x  = $f[<p(t)]<p'(t)dt;

bo'ladi.



\
nuqta

4. 0 ‘ rta qiymat haqidagi birinchi teorcma.
Agar / ( * )  va g (x )  funksiyalar [a,b\ kesmada chegaralangan va 

integrallanuvchi bo'lib, g (x )  funksiya (a,b) da ishorasini o'zgar-

tirmasa, shunday ^ = sup{/(x)}

topiladiki,
b ь
\ f { x ) g { x ) d x  =  fi- J g ( x ) d v ;
a a

tenglik bajariladi.
a) Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 

hisoblash.
f ( x ) & C \ a , b \  bo'lib Vxe[tf,Z>] uchun / (л - )> 0  tengsizlik ba- 

jarilsin va D  soha quyidagicha aniqlansin:

\ a < x < b

D = [ 0 < y < f ( x )  _egri chizi^ i  trapetsiya.

Unda

S = \ f { x ) d x  ( 1i)

tenglik o'rinli.

Agar f \ (x )e C [a , b \ ,  f 2(x )e C [a ,b \  bo'lib,

\ a < x < b

bo'lsa, u holda

J[ / 2 ( * ) - / ( * ) ]  ̂  ( 12)
bo'ladi.

2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini 
hisoblash.

Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida
\ a < (p <  f3

ko'rinishida berilgan bo'lib, г [ф )е С \ а ,0 \  bo'lsa,



s = \ \ r 2{(p)d<p (13)
a

formula o'rinli bo'ladi.
b) Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
f ( x )  funksiya [a,b] kesmada aniqlangan bo'lsin. Uning grafigi 

quyidagi

{ ( * , / ( * ) )  : x e [ a ,  b]}

nuqtalar to 'p lam idagi iborat. Shu grafikdagi A ( a , f ( a ) )  va 
B ( b , f ( b ) )  nuqtalar orasidagi Ув  egri chiziq yoyi uzunligi 1 ni 
topish talab qilinsin. Agar f ' [ x ) e C \ a , b \  bo'lsa, unda

/= JW 1+[̂ 'W] dx (14>
bo'ladi.

Agar (14) da b =  x desak, / (* )  = J^l + [/'(x )] 'f lE r  bo'lib,
a ______________

f = » r f / = V i + [ / ' W ] ! *  ■

Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.
2) Parametrik ko ‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligi 

hisoblash.
Agar

у  lx =  <p{t)
I (Л a < t < f 3 \

bo'lib, (p ' {t )eC\a,0\  va y / ' ( t)e .C\a,0\  bo'lsa,

/ = ^ ' ( 0 2 + [ ^ ( 0 Т л  (15)

bo'ladi.
3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining 

uzunligi hisoblash.
Agar



^  Г а < ( р < р ,  

А В \ г  =  г{ср)

bo'lib, г ’ [ ф ) е С \ а , р \  bo'lsa, unda

I = U r2( (p) +  \-r '((P ) l d(P (16)
а

formula o'rinli bo'ladi.
d) Aylanma sirtning yuzasi.
Aytaylik, / ( x ) e C [ a , 6] bo'lib, / ( x ) > 0  bo'lsin. ^ y o y n i  OX 

o 'q i atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil qilamiz. Agar 
f ' ( x ) e C \ a , b \  bo'lsa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

formula yordamida hisoblanadi.
e) Aniq integral yordamida hajm hisoblash.
Faraz qilaylik, bizga biror T  jism berilgan bo 'lib , uning O Y  

o'qiga parallel bo'lgan kesimlarining yuzasi m a’ lum bo'lsin. Bu 
yuza x  o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi, uni S =  S ( x ) deb belgi-
laylik. Agar bo'lsa, unda Г  jismning hajmi К ushbu

b
V = j S ( x ) d x  ( l8 )

a
formula yordamida hisoblanadi.

Natija. (Aylanma jismning hajmi). Ushbu

Г a <  x < b 

[ 0 < > > < /(x )
egri chiziqli trapetsiyani O X  o 'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan 
aylanma jismning hajmi

v  =  ^ j [  f ( x ) J d x (19)

formula yordamida hisoblanadi.
f) O'zgaruvchi kuchning bajargan ishi.
OX  o'qida shu o 'q  bo'ylab biror jism F  =  F ( x )  kuch ta’sirida har- 

akat qilayotgan bo'lsin. Agar F(x )& C [a ,b ]  bo'lsa, F  =  F ( x )  kuch



ta’sirida jismni a nuqtadan b nuqtaga o ‘tkazishda bajarilgan ish ushbu
Л

A =  \F(x)dx  (20)
a

formula yordamida hisoblanadi.
g) Statik moment. O g ‘ irlik markazi.
Aytaylik, m massaga ega bo'lgan M(x,y)-material nuqta berilgan 

bo ‘lsin. my va mx ko'paytmalarga mos ravishda berilgan nuqtaning 
O X  у a O Y  o ‘qlarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.

Egri chiziqning OX у a O Y  o'qlarga nisbatan statik momentlari
M x va M  lar ham shu kabi aniqlanadi hamda

y i i
M x = \ycll; M y = \xdl (21)

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl = yj(dx)~ + (dy)~ -yoy

differensiali, / esa berilgan egri chiziq uzunligi.
Berilgan egri chiziq og'irlik markazi ning koordinatalari esa ushbu

- M  - M t
*  =  - f ,  r  = - f  (22)

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

i a < x < b  

D = [ 0 < y < f ( x )  

egri chiziqli trapetsiyadan iborat bo'lsa, unda
1 A j ^

M x = -  j y 2dx, M y = -  \xydx (23)

va

, ( K  M x 
х,У\ = , s ’ s ,
b

bo'ladi. Bu yerda s =  J jM ^ -tra p etsiya n in g  yuzi.



6°. Elliptik integrallar.

5 -ta ’rif. Ushbu

H k’ P) =  )  П , f . , (25)
о V I  — k s ir r  x

v> __________
E(k,<p)= U l - k 2 s'm2 xdx (26)

о
ko‘rinishdagi integrallar I va II tipdagi elliptik integrallaming Lejandr 
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang‘ ich funk- 
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning 
uchun ham ularning qiymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar 
yaratilgan.

n
Agar (25) va (26)-integrallarda <P =  ~  ̂ bo'lsa, u holda bunday

integrallar to'liq elliptik integrallar deb ataladi va ular F ( k ) , E { k ) 
kabi belgilanadi.

Demak,

E (k)  =  j y l \ - k 2s\n2dx (28)
0

To'liq  elliptik integrallaming qiymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanadi.

") 2 л*“ у
M isol. Ushbu t  + 7t  = 1 ellips yoyining uzunligi hisoblansin.

a b~
"x = asin/ 

larametrik ko'rinishida j

dalab olamiz
Ellipsni parametrik ko'rinishida o < / < 2 ;r ^ °"



/ 2 _jyL
bu yerda s  = ---------------ellipsning ekssentrisiteti.

a

Nazorat savollari
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2.1

2.3

2.5

2.7 

2.9.

-В -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. Aniqmas integral topilsin.

\- v  2 • 1.2 fxsin2 x d x .J sin x J

8x)sin3xc/x. 1.4 J-
xdx

cos2 x

J"(4x + 3)sin5xcir. 1.6 | (7x-10)sin4x«'x .

j"(x + 5)sin3x(fr. 1.8 J(2-3x)sin2x<& .

J(2x-5)cos4x<iv. 1.10 J(8-3x)cos5xa!x.

J|x\/2-3)cos2xdx. 1.12  J(4x +7)cos3xtfr.

J(5x + 6 )co s2 x A . 1.14 |(3x -2 )cos5xc£c.

jarctg^J3x -  Xdx . 1.16 ja r c tg y j5 x - ld x .

JV3v( 2 - 9 x) d x .  1.18 je~2x( 4 x - 3 ) d x .

Jln(4x2+ l)flbc. 1.20 J(2-4x)sin2xc&r. 

J (4x -2 )cos2xrfv .

2-masala. Aniqmas integral hisoblansin.
г dx rl + lnx ,
ГТттт- 2-2 J— *•

XV x + 1  x

f dx „  . fX 2 + In x2 ,
f e -  2 - 4  i - r ^ -

r xt/x rfarccosxV’ -1
У I Y = T \  • 2.6  J— -7— 4-Vx + x  +1 J V I -x -

r \ f + 0|/gx-ln(cos.T)rfr. 2.8. I— Г7------7\d x .
J Jcos (x  + 1)
f— - — г dx r 1- c o s x
(x2 + l) ‘  • 2.10  7------- ; v2 ^x
V ' (x -s in x )

108

dx



2.11. I

2.13 J

sin x -  COS X 
(cosx + sinx) 3

-dx

■X3 + x

х Ч Т
xdx

d x .

rxcosx + sinx
2.12  / " { i - dx , (xstnx)

r xdx
2.14 J / 4..." ,  " .

Vx - x '  + 1

2.15.

. (x 2 + l)dx

2,17  (x 3 + 3x + 1)5 *

l + l n ( x - l )

f J
г - ' »  h

x3 dx

2.16 J

2-18 J

x2 +4

2.21 J: 2cosx + 3sinx 

(2 s in x -3 co sx )3
-dx

2.20 J

x — 1

Aarctgx -  x 
1 + x2

x + cosx 
x2 + 2 sinx

d x. 

dx. 

dx .

3-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

fX +1 ,
3.1 [—----- dx.

Jx - x

r3x3 +1

3.2 j;
x3 -  3x2 -1 2

3.3 J: 

3.5 J

x2 - l
-dx. 3-4 S K

-17
x‘ -  4x +  3

f 2x3 + 5 ,
3.7 J - ----------d x .

Jx - x - 2

f 2x3 -1  ,
3.9 J - ---------- - d x .

-dx 3.6 J -

( x - 4 ) ( x - 3 ) ( x - 2 )

x3 - 3 x 2 -1 2  
( x - 4 ) ( x - 3 ) x

4x3 + x2 + 2

dx

dx

dx
x ( x - l ) ( x - 2)

3.8 fЦ г -^ d x .
J Y — YX — x  

x3 - 3 x 2 -1 2
x2 + x -  6

-dx

r 3x3 + 25 ,
з л > Ь г л г - *x2 + 3x + 2 

x3 + 2x2 + 3

З Л 0  ^ ( x - 4 ) ( x - 2 ) x WA-

r*5 - r ’  + 1j3.12 — ;-------- dx.J Y" — YX~ - x

x5 + Зх3 -1



3.15

3.17
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3.21

4.1

4.3

4.5

4.7

4.9

4.11

4.13

4.15

h 3jc3 + 2x2 +1
dx

(x + 2) ( . t - 2) ( . t -  1) ' •

к
x  + 25xJ +1

r2x5 -  8x3 + 2 , 
------ ;— :-------dx,

J  v “x~ -  2x

3.16
J V ”

3x -1 2 x 3 - 7
x" + 2x

dx.

( x - l ) ( x + l)(x  + 2 )J x . 3.18 f / f
x - 5 x  + 5x + 23

3.20 j :

( x - l ) ( x + l ) ( x - 5 )

x5 + 9x3 + 4

dx

x" + ->X
-d x .

4-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

tx  + 4x + 3x + 2 

(x  + l)2 -(x 2 + l)
dx

г -3x3 +13x2 - 1 3x +1 ,
4.2 J?-------^ ---------- ^ dx( x - 2) ‘ -(x 2- x  + 1)

r 2xJ + 7x2 + 7x -1  . ----------t— ------------- -ax
(x  + 2 ) " - (x 2+ x  + l)

г 2x3 + 4x2 + 2x -1  ,
I - -----------zr~.----------------------ГЫХ
(x + l)~ -(x2 + 2x + 2j

r x + 6x ‘  + 9x + 6 ^ 

, ( jr+ l)2(x 2 + 2^ + 2 ) X -

r 2x3 +1 lx2 +16x + 10 ,
----------- ---------------------- rdx
(x  + 2 ) ” • (x 2 + 2x + З) •

r3xJ + 6x2 + 5x -1  ,

W ( ^ ) *

rx3 + 9x2 + 2 lx + 21 J 

J ( 1 + 3)= ( . r + 3) *• 4Л4

rxJ + 6x2 + 8x + 8
(x  + 2) 2 • (x 2 + 4) *• 4Л6

x + 2x + 1 Ox
4 -4 J(x  + l)2 -(x2 - x  + l ) 6&- 

r4x3 + 24x2 + 20x -  28C^x + z 1
4.6 J7— ^ dx

(x  + 3) 2 • (x 2 + 2x + 2) •

4.8 \ j 3
X +  X +  1

dx
(.v3 +Л‘ + l)(.T 2 + ] )

С 2x3 + 4x2 + 2x + 2 
4Л 0  (x2 + X + 1) (x 2 + X + 2)

r 4x2 + 3x + 4 
4Л 2  + l ) (x 2 + x  + l) *

j- 2x2 -  x +1

J(.V! - . t  + l)(.V! + l) ■

b X  +  Л* +  1
dx



■Л-3 +5 А'2 + 12л:+ 4 , г х3 + 2х 2+ х  + 1ГХ + 5х- +  1 2 Х  +  4  (• X -г -Г Л -Г L J

4 -17 (х  + 2): • (х2 + 4) • 4,18  ^(x2 + x  + l ) - (x 2 + l) •

2х3 - 4 х 2 -1 6 х -1 2  , г 2х3 + 2х2 + 2х +1f 2х — 4х - lb x - lZ  А t l x  
4.19 J _ I)2 . (х2 н-4л: + 5) * 4,20  ^(х2 + x  + l) (x 2 + l) ‘

р х3 + 4х2 + 4х + 2

4 -2 1  J ( x  +  l ) 2 - ( x 2 + x  +  l )  *■

5-masala. Aniqmas integral hisoblansin.

dx

5 1  f^ 1 , 5.2 +
J 4 / T  J .. SLJ

х-л/х

Х-Л/Х х-л/х

5.3 j — j p r * .  5.4 Ш ------- - L d x ,
x • v x ‘  J . f>/7x ' -л/х

с/х.

5 7  "Щ-d x . fi g f W  J
J x -^ /7  5-8 J—

rifl +  tfx2 ? (l + л/х3")
5-9 J аГГ ^ -  5.10 Ш _______l

X - V X  J V 2 . 4 / T
dx-

x '  - л/х

5.11 5 1 2  M *
J x - ^  5Л2 J

5.13 fW  , / ф .  Д 1 + ^
J x • л/х J— 51 -л/х

J i
5.15 Ш 5. 16 I . , r ~ d x .

J .. в Г Т  j  Y2 - V x

-dx •



tr t-j

6.1 J
1 + l n ( x - 1)

Л' — 1

‘j. (x 2 + l)rfx
6.2  J T r : "  , Л2 .dx

6.3 J-

-/T

6.5 J

'r4arctgx -  x

1 + x 2
dx

X  +  C O S  X

x 2 + 2 sinx
dx

g  ̂ 2r8x -  arctglx

S 1 + 4* 2
1

-Уз X +  —
6.9 h = ^ x .iVTTI
6.11 J

^  Л' -  ( « Г С / g A ' ) 4

Г+х5
dx

S"V (arcsin x ) ' +1

6ЛЗ > ~ Г Г ~
dx

0 (X + Зх + l)

2r х г dx
6.4 J—— 7.oJ.v-+4

,T

2 cosx + 3sinxr ZC'
6 6 J T ~ -(2 s in x -3 co s x )3

г xdx
6.8 J - r -

6.10  J

x  +1 • 

arctgx + .V
1 + x:

dx

6.12 Ь т 7 Л\0Jx  +1

3f 1-V x
6.14 J'л /х-(x  + l)



W  + \nxzf x

1 x3 -dxf x -ax
6.19 J 7 T - л1 -

6.21 J

о (x2 + 1) 

xdx

о л/х4 + x2 + 1
7-masala. Aniq

0
7.1 J(*2 + 5a' + 6)c o s 2x<£y e

0
7.3 J( x2 + 4x + 3)cosxdlx #

-1
0

7.5 Я  X1 + 7x + 12)cosx6tr#
-4
я

7.7 J(9-r2 + 9л- + 11) cos 3xdx t
0
2 я

7.9 } ( ^ 2 + 5)cos2;«Zt e
0

2 ,7

7.11 J(3 -7 .r2)cos2xrfx e
0
0

7.13 f t * 2 + 2.v + l)sin3.Wx e
-i
я

7.15 |(л‘2 ~ Зх +  2) sin xdx e
0
0

7.17 f t * 2 + 6x +  9}sin2xdxt 
—j
3

7 19 J (3x - x 2)sin2x£/x
"A

6.18 J tgx • ln (cos x ) d x .
0

2f 1- c o s x  ,
6.20  J7-------7— ^ d x .

»  (x -s in x )

integral hisoblansin.
0

7.2 f t * 2 -4)cos3:w /.r.
- 2

0
7.4 J(* + ̂ )” c° s 3 a'dx e

/7

7.6 J(^ *2 + 4x  + 7^cos2x(ir e
0
я

7.8 J(8x2+ 16x + 17)cos4xdx (
0

2/T

7.10 J(2.x2 -15)cos3;aft;e
0

2 »■

7.12 JO ~ 8jc2 ) cos *
0
3

7.14 K -̂2 -3x)sin2xfifr #
0
%

7.16 J (*J - 5x + 6)sin3xd[x.

к
7.18 J(l -5 jt2)sinx£&.

0

7.20  \x\n2x d x %
1
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' f  cosxdx 

о (l + cosx  + sinx)' *

0 

J cosxdx 

2z 1 -i-cosx-s in x  .

cosxdx

1 + cosx + s in x '

sinxc/x
1 + cosx + sinx *

cosxdx

*A

r cosxfl 
.■ll + s in x -

cos xdx

5 + 4cosx  ’ 

dx

о
2 arclg y ,

f
-arclg  ̂

r c o s x -s m x  ,
I---------------^ d x '

о (l + sinx)'
2arcfg2

dx

/  sin2x -(l + c o s x ) ,

г dx

sin2 x - ( l - c o s x )  ■

} sin xdx

2

2агс(ц

2 arclg-

8.2 J"
(l -  sin x) с/х

'  COSx(l +  COSx)

cosxdx 

8-4 (l + co s x -s in  x )2 •

и

I
2arclgl

8.6 f
cosxdx

(l + c o s x )( l-s in x )
2ardgY2

8.8 J
l + sinx

dx
о ( l - s in x ) '

V2 I
s . . »  J -

j (l + cosx)a!x 
I + cos x + sin x

8•12 Jiл A
1 - l -s in x

8.14

+ cosx + smx

dx/ 1

2aragy2 ( l  +  Sin X -  COS x )~  '

2 arctgl

U 6  J
dx

2aig2COSX\ ]- - C OSX) *

8.18
2 arctg

cosxdx

J l(l,-COSx)J 
: t g -  v '  >

/  J.

8.20 J
cosxdx

0 2 + cos x *



In f  • 6 *  - x  .r . 8 x i 0 2 s i n -  cos —ax
9.1 j sin8- с /х .  J 4 4

9.3

4v
vT л

J28sin8xc/x: 9 4  j 24sin4xcos4xc&.

7^4 . ’ * , /  9 6 [24sin4 — -cos4— dx
9.5 j 24 sin6- - c o s  ~z . y>0 J 2 2 '

2r . 4 4 , q s  |sin2xcos6xc£T
9 7 J sin x -cos xcft. J

9,9 2

p .. . 4 4 , f 28sin2x ■ cos6xdx 
12 sin x- cos xdx 9.10 i

.£ * ~2
2 X
2}  . , x 6 x , q -|2 I cos8—с/х

9.11 Jsm*— cos —с/х, J 4
0 4 4 °

Tf_4 » x  , 0 1 4  f 28sin6xcos2xc/x
9.13 J2 ' cos -zd x . {

2,
j 28sin8xcZv 9.16  Jsin6xcos2xc&.

9 * 1 5  у • о
*» Ж

9Л7 Jsin- Л .  9-18 P ™ 5 * « * • * * .

Q t0  ?  28 sin6 xcos2 xc/x 9.20  Jsin43xcos43xc/x.

n~
[28 -sin2x-cos6xcft

9.21 J
2

10-masala. Aniq integral hisoblansin.

\ { Z z ± H r  _ 6r V ^ 9rVx' — 4 J 0 / 2
10Л i ~ F ~  ■ 10.2 с/х



10.3

10.5

10.7

10.9

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

dx

Л1 + л'2)

2у/2

J x 4 dx

о ( l 6 — х2)-л /1 6 -х 2

4>/3

J
с/х

0 \f{6 4 ~ x2J  ’

5A 2 ,

J X
o V 2 5 - X -  ’

Г C&

o ( l 6 + x2)^  *

x4c/x
J-
o (2 - x 2)^  • 

^  4 , x dx

1- r )
, \ 3  .

г dx 

o(9  + x2)^  ‘

dx

IM .Ĵ 5 f  ■
3

10.6 Jx2 - y j 9 - x 2dX'

dx
Ji x  

5

10.10 jx 2 л/25- x 2 с/х.
0

4

10.12  |х2л /16 -х2</х>
0

2f  x 2 c /.v  

1 0 1 4  t o -

1 0 1 6

с/х

W x 2 -1
10.18 J----- — dx,

•f v

r dv

1 0 ' 2 0  о (25 + х2)л/25 + х2



11-masala. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 
yuzasi hisoblansin.

11.1 y  = ( x - 2) \ y - 4 x -8 . 11.2 у  =  хл19 -  x 2; у  = 0,(0 <  x < 3 )  •

11.3 д, = 4 - х 2;У = х2 -2 х . П 4  у  =  у[ ^ . у  =  0 .х =  0.х ^

11.5 у = г ^ г - , у = 0 г , { 0 < х < 2 ) .  1 Ы  y  =  j T r U y =  0. x =  ln 2 .

п л  у = Я Ш ; у = 0 ',х = 1 ;х= е3 ' 1 1 8  > = ( * + 1) V = * + i -
11.9 у  =  arccosх; >> = 0; х = 0. 11.10 д> = 2 х - х : +3;.у = х2 -4 х  + 3 •

11.11 у = х \ 1 з б - х г ; у - 0 ; ( 0 < х < б ) -  11Л2 * = arccos;y;* = 0;j> = 0 .

11.13 у  =  xctrctgx;у  — 0; х = \!з ■ 11.14 у=х~т]&—х' ;у=0;^0<х<2у[2 ) .

11.15 x - \ l e y - l ; x  =  0 ; j  = 1п2• 11.16 у  =  Ху ] 4 - х 2; у  =  0 ; ( 0 < х < 2 ) .

1 1 1 1  У = Т 7 ^ ’ У =  0;Х =  1- П . »  х ^ - 2 ) 3;х  = 4У - 8 .

1119 У = ~,— ^-тт.У = 0; х = 1 11.20 х = 4 - у 2;х  =  у 2 - 2 у .  
(x 2 + l ) '

11.21 _у = ( х - 1 ) ’ ;>'2 = х -1 .

12-masala. Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan 
chiziqlar bilan chegarlangan shaklning yuzasi hisoblansin.

12.1 r = 3sin$>;/• = 5sin#?. 12.2 r = 2sin#>; r = 4sinp .

12.3 r = 2cos6^ . 12.4 v — coscp — s i n .

12.5 r = cosp  + sinp. 12.6 r = 2sin4p .

12.7 r = sin6cp. 12<8 r = 2 a w  = 3 cosp .

12.9 r = ^ cosp ;r  = - c o s p .  12.10 r = 4cos4?>.
5 3

12.11 r = \ + ^2s\n(p.  12.12 r = - s in ^ ;r  = - s in ^ .
1



12.15 г  =  s\n(p,r = 2sin^j. 12.16 r = 6cos3p ;r =  3(r  > 3 ).

12.17 r =  ^  +  sm<p. 12.18 r = 6sin3^;r = 3 (r > 3 ) .

12.19 r -  cos3(3 . 12.20 . /- = 3sin3<p.

12.21 r = 4cos3^ ;r = 2 .(/*> 2 ).

13-masala. Parametrik ko‘ rinishda berilgan egri chiziq 
yoyining uzunligi hisoblansin.

13.1 x = 5 (/-s in /);_y  = 5 ( l - c o s / ) ;0 < /  < ж.

13.2 *  = 3 (2 c o s /-c o s 2 /) ;> ’ = 3 (2 s in /- s in 2 /) ;0 < /<2ж.

13.3 A = 4 (cos / + /s in /) ; j ' = 4 ( c o s /- /s in /) ;  0 < / < 2 •

13.4 x =  ( r  -  2)sin / + 2tcos t ;y  =  (2  - r ) c o s /  + 2/s in /;0  < /  < ж .

13.5 x = 10cos3/ ;y  = 10sin3/ ; 0 < /<  —.
2

13.6 x -  e' (cos/  + sin/ ) ; у  -  e l (cos / - sin/ ) ;0  < /  < ж.

13.7 x  = 3 (/ -  s in /);^  = 3(1 -  cos / ) ; ж < t <  2ж.
1 1 _ 1 . 1 . .  ж 2 ж

13.8 x  = —cos/ — cos2 / ; у  -  —sin /  — sm 2/ ;— < / < — .
2 4 2 4 2 3

Ж
13.9 x = 3 (cos/ + /sin /);j>  = 3 ( s in / - / c o s / ) ;0 < /<  — .

13.10 x =  ( r  - 2 )sin / + 2tcost ; y  -  ( 2 - r ) c o s /  + 2/sin /;0  < / < у .

13.11 x = 6 cos3/ ;y  = 6 sin3/ ; 0 < /<  — .
3

13.12 x = e '(c o s / + sin/);;y = e '( c o s / - s i n / ) ;y  < / < ; r .

13.13 x = 2 ,5 (/-s in /);_y  = 2,5(1 - c o s / ) ; y < / <  л- .

13.14 x = 3 ,5 (2 c o s /-c o s 2 /) ;> ’ = 3 ,5 (2 s in / - s in 2 / ) ;0 < /< y .

13.15 x = 6 (cos / + /s in /) ;y  = 6 ( s i n / - / s i n / ) ;0 < /< ^ .

13.16 a- = ( / 2 - 2)sin / + 2 /cos/;,y  = ( 2 - r  )co s / + 2 /s in /;0 < / < | .



13.17 x =  $cos3 t ;y  =  8sin* t ; 0 < t <  — .
6

13.18 x = e' [cost + sin t ) ; y  =  e' (cos/ - sin/ ) ;0  < t < 2 k  .

13.19 x = 4 ( / - s i n / ) ;y  = 4 ( l - c o s / ) ; ^ < / < - ^ .
2 j

13.20 x = 2 (2 c o s / - c o s 2/);> , = 2 ( 2 s in /-s in 2/ ) ; 0 < / < ^ .
3

7t
13.21 x  = 8 (cos/ + /sin t ) ;у  -  8 (sin/ - / c o s / ) ;0  < t < — .

14-masala.Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan 
jismning hajmi topilsin.

2
14.1 ~  + y 2 = ] ; z  =  y',z = Q . { y > t i ) z ~ x + 4 j> ;z  = 2 .

9  2 2 2

л:2 у2 ,  14.4 —  +  - —  —  =  - l ; z  =  12.
14.3 ~  +  ̂ - - z ~  = l ; z  =  0;z =  3 .  9 4 36

14.5 £ . + > l  + £ l  = l;= = l;Z = 0 . U 6  * ‘ + y ‘ =9-,z =  y , z ^ ( y > 0 ) .  
16 9 4

14.7 2 = , ^ 9 K 2 =3. 1 4 8  t ; ^ / - ; I ;z = 0 ;2 = 3'

14.9 £ + £ - £  = - l ; ,  = l 6 . 14Л°  §  + 1 Г + §  = ' ;г  = 2;г = 0 -9 16 64 2

14.11 г = 2. г + В г ; г  = 4 . 14Л2 sT + 25 “ Z" = l ;z  = 0;z = 2'

14.13 i l + i - i l  = - l ; i  = 12. W.14
4 9 36

14.15 z = x 2 +  5 y 2,z  = 5 . 14.16 —  + —— z2 = l;z = 0;z = 4 . 
- : 9 ?

14.17 — + ^ - - —  = - l ; z  = 20 . i a  i o * 2 . У *  . z* - i . - - d . r - n
9 25 100 R 1 8 |6 7  M  ’

14.19 z = 4x2 + 9 j 2,z  = 6 . 14>20 z =  2 x 2 +  I8 y2,z = 6.

2 2 2

14.21 ^  + ^ -  + ^  = 1; 
a '  6 c ’



15-masala. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklni
1-16 variantlarda O x  o ‘qi atrofida, 17-21 variantlarda esa OY 

o ‘ qi atrofida aylantirishdan hosil boMgan jismning hajmi topilsin.

15.1 7  = -a -2 + 5 a - -6 ;j  = 0. 15.2 2 x - x 2 - y  =  0;2x2 - 4 x  +  y  =  0.

15.3 y  = 3sinr,y = s in x ;0 < x < ;r . 15.4  J  = 5CosA;y = cosx;a- = 0;a->0.

15.5 j  = sin2A-,.v = y , j  = 0 . 15.6 x =  l j y - 2 , x  =  \,y =  \.

15.7 y  =  xex, y  =  0,x = l .  1 5 8  y  =  2 x - x 2-,y =  - x  +  2\x =  0 .

15.9 y  =  2 x - x 2; y - - x  + 2 . 15.10 y  =  e2 \ y  = 0,x = 0,a* = 1 .

15.11 y  =  x 2, y 2 - x  =  0 .  15.12 x 2 + ( y - 2)2 = 1 .

15.13 y - l - x 2,x =  y j y - 2 , x  =  l .  15.14 y  =  x 2, y  =  l ,x =  2 .

15.15 y - X2, y - - J x  • 15.16 y  =  s m ^ - , y - x 2 .

15.17 7  = x2,x  = 2,.y = 0. 15.18 ^ - ( x - l ) 2, j  = l .
15.19 y  =  lax,x =  2 , y  =  0 .

15.20 y - x  - 2 x  +  \,x =  2 , y - 0 .
15.21 у  = x 2 + \,y =  x ,x  =  0 , x - 1.

16-masala.
Quyidagi chiziqlami aylantirishdan hosil boigan  aylanma 

sirtlarning yuzalari hisoblansin.
2

16.1 y  =  - (0 < >- < 1,5) OY o ‘qi atrofida.

16.2 y 2 = 4 + x  ( * ^ 2 )  OX o ‘qi atrofida.

16.3 3x2 + 4 jt = 1 2  ellipisni OY o ‘qi atrofida.

16.4 x = ~^y2 ~  — \ny ( \ < y < e ) OX o ‘qi atrofida.

16.5 y 2 + 4x =  2 ln y  ( l < y < 2 ) OY o ‘qi atrofida.
16.6 y  =  x3 ( 0 < x < l )  OX o ‘qi atrofida.

16.7 x = e' sint ; y  =  e‘ cost ^  ° 'Ф  atrofida.



16.8 х = 2cost -  cos 2t,y = 2sin t -  sin 2t ni OX o ‘qi atrofida.
x2

16.9 ~  + ̂ r = 1 ellipsning OX o'qidan yuqorida joylashgan 
boMagigining koordinata o ‘qlariga nisbatan statik momentlari topilsin.

16.10 x + y = l,x = 0,y = 0 chiziqlar bilan chegaralangan uchbur- 
chakning OX va OY o'qlarga nisbatan statik momentlari topilsin.

16.11 y 2 = 2x,(>’ > 0 ,0 < x < 2 ) parabola yoyining OX va OY 
o'qlarga nisbatan statik momentlari topilsin.

f ж n
\~ 2 ~ x ~ 2  I yoyiniHg OX o ‘qiga nis-16.12 J -c o s x  

batan statik momenti topilsin.
X V

16.13 — + t  = 1 to‘g‘ ri chiziqning koordinata o'qlari orasida joy- 
a b

lashgan kesmasining koordinata o ‘qlariga nisbatan statik moment­
lari topilsin.

2
16.14 y = ------7 va v = x2 chiziqlari bilan chegaralangan shakl-

1 + x
ning OX o ‘qiga nisbatan statik momenti topilsin.

16.15 x2 + y 2 =a2,y > 0  -yarim aylananing og ‘ irlik markazi 
topilsin.

16.16 yfi + yti =a//\x>0 ,y>Q  ~  astroida yoyining og‘ irlik
markazi topilsin.

2 2

16.17 ■̂ - + ̂ г<1(л"£0,> '>0) ning og'irlik markazi topilsin. 
a'  b~

16.18 x = —y 2 - - I n ; '  (l< ;> < 2 ) chiziq yoyining og‘ irlik markazi
4 2

topilsin.

Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan tekis shaklning og‘ irlik 
markazi topilsin.

16.19 a x - у 2, ay =  x2 ( x ^ O ) .

16.20 У = —х, ^ = sinx (x > 0 ).

16.21 x2 + 4 ^ -1 6  = 0;^ = 0.



- D -
Namunaviy variant yechimi.

1.21-masala. J(4x-2)cos2x<& aniqmas integral hisoblansin.
о  Bu integralni bo'laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob­

laymiz:
du = 4dr '

|(4x -  2)cos2xclx =
и =  4.v -  2

1 4 л - 2
dv =  cos 2 xdx v =  — si n 2 x

2 j
= (2 x -l)s in 2 x  + cos2x + c>

sin 2x -  2 Jsin 2 xdx =

С 2cosx + 3sinx j
2.21-masala. ^ s in x -S co s  t) an*4mas integral hisoblansin.

<Bu integralni o ‘zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib, 
hisoblaymiz:

p 2cosx + 3sinx . (I . . ,
J ----------------------zdx = 2 sin x -  3 cos x = / deb belgilaymiz =>
(2sinx-3cosx| V\

=>(2sinx-3cosx) dx - t' ■ dt yoki (2cosx + 3sinx)c/x = = 

rdtCUT Г.1 , I 1
= — = / dt= —  + c = — -  + c = — J f  J -2  21 2 — + c>

2(2sinx-3cosx)" 

r2x5 -  8x3 + 2 ,
3.21-masala. J----- j— —— dx aniqmas integral hisoblansin.

<i Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidan 
foydalanib hisoblaymiz. Awal noto‘g‘ ri kasrni to‘g‘ ri kasrga kelti- 
ramiz, so‘ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

/?(*) =

4

2 x - 8 x ' + 2  
x 2 -  2x

2 r ’ +4.v: + -  '

=  2.r’ +  4 .v  +  -
ф - 2 )

= 2.v’ +  4 .v  +
i i л 2.v  -  8.r ’ +  3---------- => ----- r---------=

.т-2 .T J x - 2.v

.v - 2  .v
, .v4 4.v3 , - i , i |  -v4 4.v3 ,

dx =  —  н------- + In .v -  2 -  ln .v +  с  = — i--------- (- In
2 3 I I H  2 3

x-2
+  c >

4.21-masala .  I; xJ + 4x2 + 4x + 2
dx

’ (x + l )2 ( r +  x + l) aniqmas integral hisob­

lansin.
<i Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi­

yani sodda kasrlarga yoyamiz.



А В Сх + D
•Н---------- г + ‘

(x + l)2-(л-2+X + l) x+ l  (x + l) ' X '+.Y+l
Bu tenglikning o ‘ng tomonidagi noma’ lum А, В, С va D larni 

noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun 
tenglikning o ‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan 
kasr hamda hosil bo‘lgan kasrla-rning suratlarini bir-biriga tenglaymiz: 
A(x + 1) + .6 (л" + x + 1̂  + (Cy + D) • (x + l)~ = x3 + 4.v2 + 4л* + 2

{A+C)x' +(2A+B+2C+L^x- +(2A-)-B+£+2D)x+(A+B+D) =x +4x~ +4.V+2

u
A + C = 1
2 A + В + 2 С + D = 4
2A + B + C + 2D = 4 Bu sistemani yechib A = 0 va B = C = D = \ 

A + B + D = 2
/ \ 1 A + l

ekanligini topamiz. Demak, R[ x ) - -  — +
( a  +  1) x '  +  x  +  l 

jc + 1

ekan.

fo(xW x = f— ^ - r +  \- X— — dx = Ix + h  /*ч 
J V ’  J(x + 1) 3x2+x + \ 1 '  ( )

/  = f -̂ T—— lix f.
'  ■ '.V -+.V +  I

.x +  l

Н И
-dx =

x  + — = !
2

x = t ~ — ̂ >dx = dt

1/ + -

Idt
Г + - 

4

r + -  ?J
dt

2J > i=\ 
t2 +

d\ r + -
1 r V  4 ;  1 f

= ? p r - - r + l j -r  + - r  +

dt 1 .------- r = -ln
V P 2  2

Jr  +— 
4

1 2 21 
+ 2 S arctsS +°2

1 , , , 1 2.Г + 1= —ln(A' +  A' + 1) + —j= arctg----J=r- + с2.
2 V 3 л/ 3



/, va / ,  ning qiymatlarini (*) tenglikka olib borib qo‘yib, ush­
bu natijaga kelamiz.

f x' + 4лг + 4x + 2  ̂ 1 1 i / , л 1 2.T + 1
7------ ------------------rdx = ------- - + — In (л- + x + \ )  + —=rarctg— y=- + c

J(* + l) - (x -+ x  + l) x + l 2 K '  V3 V3

J ( i + V 7 ) 3
5.21-masala. J-i—- -jf- _  dx aniqraas integral hisoblansin.

x~ ■ \Jx2
о Integralni difFerensial binomni integrallashdan foydalanib hisob- 

laymiz:

m + l

у i . 12 4 3 ax = > a  = o =  l,m = ------ ,n = —,p  = ~ :
5 5 4

+ —  + 7  = — 7 + _r — — 1 => —77 +1 = — alm ashtirishn 4 4 4 44
5

bajarish lozim => x = (z4 - 1)"5/4 => dx = -5 r3 ■ (r 4 - 1)~4 dz Bularni /  

ga olib borib qo‘yib topamiz:

5z7 5 « » 1 +/  = -5  jz6dz = ~—  + c = -
x ■ yx2

- + c>

f xdx
6.21-masala. I /- , ■ =  aniq integral hisoblansin.

o\x +x~ +1
(r

г xdx _  V

УХ-* . ,.2 1 , ~ J
xdx

< If*x" +Л- + 1
.r + -  + -  2 ) 4

x' + — = t,x = 0 => t = — 
2 2

, 1 , 3xdx = —dt,x = ]=>;  = —

'/2 dt

’■JJ
(( l-§  ning l 6°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))

%
= -ln t + Jr + - In Ч 9- 15 «4 4

-ln|- + l 1, 3 + VT2 1, 3 + 2n/3= In-----------—In--------- .>



7.21-masala. J (x - l )3 -\n2(x-\)dx  aniq integral hisoblansin.
2

< Bu integralni bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob­
laymiz:

J(a- — l)J - In" (jc — l)<*c =
du = 2 1 ^ dxw = ln2( x - l )  X_Y

dv = { x - l f  dx v _  ( * ~ l)4
/ /

-X — ln'  ( x -  i)|j"  f(*  - 1)3 • ln(x -1  )dx = 
• "  •>

= 4 ln: 2 —  J(x - 1)3 • In2 (x -\)dx =
2

i 2 /■ * \ dii — d\ u = ln (x -1 ) x _ !

<iv = (x - 1)'’ dx t _  (x - 1)4
4 j j

=41n22—-
2

(x-1)4 , , A|3 l 3
Ц х -l)  f , - - J ( x - l ) Jdc =41n22 - -

2
41n2—-( x - l )4 

16V ’

= 41n22 -2 In 2  + —  (16-1) = 41n2 2-21n2 + — .> 
32 32

sinxc/x
8.21-masala. It; : ZT aniq integral hisoblansin.

0 (1 + sin X)

<Bu integralni hisoblash uchun fS~ = t universal almashtirish ba-

jaramiz. Unda x = 0=>/ = 0;x = ̂ = > f = l . Va dx = - ^ T;sint = -^ -T .
2 1 + r  1 + r

Almashtirishdan so‘ng berilgan integral quyidagi ko'rinishga keladi:



,т/
i sin.xdx _  V 2tdt _  9 W +1 -1  _ ,

о (l + sinx) о {t + l) “ » ( /  + !)
V dt 'г dt
i* + l о (/ + 1)"

= 2

9.21-masala.

1 111 1 |1 
i n k + i  + —

1

- 2 I n  2  +  —  - 1о+©

0 2
= 2  I n  2  — 1 >

[2s • sin2 x • cos6 xdx
* aniq integral hisoblansin.

< Integralni sin 2or = 2 sin or-cos a, cos2 a = 1 + cos2 a va

. 2 l -c o s 2 a
sm a - ----- ------  formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:

Я ,7 It

1 =  |285 т 2л‘ -с с « 6;гЛ  = 26 j"(2s iru --cos .x )‘  • cos4xdx =  24 Jsiir 2 ,x -(l + cos2.x)2o'x =
— — a
2  2  2

it - ,?
= 24 J[sm! 2.x + 2sin: 2.v ■ cos2.r + sin’ 2.v■ cos: 2x~ l̂x = 2 ’ • J (l-cos4 .v)dr + 24 Jsin2.W(sin2.v) +

+22 Jsin2 4xdx =  25 x  — sin Ax |* +
sin32.v it£ + 2 J( 1 -  cos 8x) dx =

1 .= 4;r + 2 x — sin8x
I 8
dx

= 5  7t.>
2

r______ *
10.21-masala. J(4 + v2)T T +r^  an*q inte§ral hisoblansin.

< Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Eyler almashti- 

rishini bajaramiz, ya’ni j x2 + A ~ t  + x  almashtirish bajaramiz.

dx j  4tdt _  ̂ j  rf(/*+4)^4 - / -  , Г  +  4  f
.Y = --------- => dx = ---------— dt => ■‘ /2 J,,(4  + .v: )V 4  + .vJ 2(71- 1) ( / 2 + 4 )"  2(Л- | ) ( / 2 + 4 ) ‘

2  ,2 1

* /2 + 4 l2(^-1) ' 4 ^ ' >



11.21-masala. Quyidagi у  = (jc - l)2 ,y 2 = x -1  chiziqlar bilan che­
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.

~  v . 1 1 ! , * ^ . » .  “ “ ‘ O  n v u i u ^ i u i i

talarini topamiz: Mt( I;0) va M2(2;1) Bu chiziqlar bilan chegara­
langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber­
ilgan chiziqlar bilan chegaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.

r=4cos3^; r = 2,(r>2)
< Birinchi navbatda bu funksiyaning aniqlanish sohasini topamiz 

va uning chizmasini chizamiz. ,

sistemani yechib, bu chiziqlarning kesishish nuq-

y

X

5-chizma.

5  =  ]  y [x -\  - ( x - \ ) 2~^dx-  ~ (X ^

6-chizma.
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„  7t
U

it 5n
U

l7t 3n
u

1 171
0 , - ~ 9 - — ,2 л -

6 . . 6  2  . 6
D(r) =

Yuzasini hisoblashimiz kerak boMgan soha 6-chizmada shtrixlab
f r = 4cos3$>

ko‘rsatilgan.Integrallash chegarasini topishimiz uchun 

sistemasidan cp ni topamiz
r = 2

\ ~ П 71
• COS J ©  = — => 3(p = — => (3 = —

2 3 9

1 V
S = 6S] = 6 • — j|(4cos3^)‘  - 2 : = '

%
16 J cos2 3 <pd<p -4^d(p

%
8- J (\ + cos6(p)d<p-4(p = j 9 - -  10

4л

= 3 87t 4 . In 4л 4л 2л /з"----- sm —
. 9 3  3 ~~9~

=  3
I T

+ ------Л
J

4л pr = — + 2V3.> 
3

13.21-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi- 
ning uzunligi hisoblansin.

71
<  A- = 8(cos/ + fsin/); j> = 8 (s in /-/co s /); .

=> И0)Ч/М)!x '(t)  =  8( - s in  t +  sin t + tcost =  8/ c o s f ) l  

v ' ( / )  =  8( c o s f - c o s f  + /s in / )  =  8/s in / j

1= 1 + 1У( 0 ] ' Л = f ш = 4(2
о 0

Л"~ V" z "
14.21-masala. Quyidagi —  + ~  + —  = 1 sirt bilan chegaralan-

СГ о c~
gan jismning hajmi topilsin.

<Hajimni (18)-formulaga ko‘ ra



■v,

formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun 5 (x ) ni topish lo-
zim.

0 ‘zgaruvchi x ni fiksirlasak, ellipsoid kesimida.
2 2 

У-  Z
y2 z2 , X2 v-7 T + —  = 1— 7 yoki 
Zr с cr

(  1 ' 2 1 t I 2 A

c \
a  J

V

= 1

ellips hosil

У’ zbo'ladi. Bizga ma’lumki, -  + - j  = l ellipsning yuzasi ктп ga teng
m~ n

edi. =>

S(x) = 7r-bM— - • c . l - 1Y = 7rbc-
и

■ V =  j s ( x ) d x  =

■> \
dx -- nbc

„ 3  л

3cr2
- —nahc. >

3

Natija. Agar a = b = c = R bo‘lsa ellipsoid sharga aylanadi va 
shar hajmini hisoblash ucun

V =  - x R } ;
J

formulani hosil qilamiz.
15.21-masala. Quyidagi

y  = x2 + 1, y - x ,  x = 0, x = 1 
chiziqlar bilan chegaralangan shaklni 
OY o ‘qi atrofida aylantirishdan hosil 
bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

<Awal OY o ‘ai atrofida aylanti- 
rish kerak bo'lgan D sohani chizib 
olamiz (7-chizma).



Д = Д и л = > К  = К+И,=яг-
1 2
j y2dy + J ( l - ( j ; - l ) ) j v

= ж -  f 3 lo
2 y - У

.0 I

/
=  7t

\
I + 3 - I
3 2

11 ж

16.21-masala. Quyidagi

x2 + 4 у -1 6  = 0,д> = 0 
chiziqlar bilan chegaralangan shakilning og ‘irlik markazi topilsin.

<Masala shartidan ko'rinadiki, berilgan chiziqlar bilan chega­
ralangan D sohani ushbu

D =
-4 < x  <4

0<  у < 4 -  —
4

ko'rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning og‘ irlik markazining 
koordinatalarini (23) va (24)-formuIalardan foydalanib, topamiz.

A f  Л
<* X

~4
dx =

f  з "\4 
4x

12
64

J-i.

Mx = -  f v2dx = -  f 4 - — dx = -  f 16 - 2x2 + —  
x 2 J. 2^ 1  4 2 J.l 16

d x  =  — 
2

2r' .v5 v
16-------- + --------

3 5 1 6
512 

15 ‘

M, = jxydx = J.v -1 4 - ^ -  dx = jj 4x
-4  -4  ^

Bu yerdan У

X
~4

dx = r x4V 2x2 : 0 .

\ (M y M  > f n  ^= X — o, -

/ I J ^ J I 5) ekanligini topamiz. >



5 -§ . 4 -M U ST A Q IL  ISH  
K o‘p o ‘zgaruvchili funksiyalar

R"' fazo

R'" fazoda ketma-ketlik va uning limiti.
Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari. 
Yo‘nalish bo‘yicha hosila.
Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.
0 ‘zgaruvchiIarni almashtirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

10. Rm fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Ushbu

Rm -  R x R x ... R -  |(x,,x2,...,xm ): xk =
m-to

to ‘plamga m o ‘lchovli Yevklid fazosi deyiladi.
Ixtiyoriy x = e /Г  va y = (y],...ym)e R m nuqtalarni

olaylik. Quyidagi

р(х’У) = у1(У1 ~-xi)2 + -  + (У», ~-x,„Y ~х*У 0 )

miqdor x va у nuqtalar orasidagi masofa deb ataladi.
U quyidagi xossalarga ega:
1 ) / ? ( x ,y ) > 0  va ( p ( y )  =  0 o i  =  j ) ;

2) p (x ,y ) = p (y ,x );
3) p (x ,z )<  p (x ,y ) + p (y ,z ); (uchburchak tengsizligi).

Natural sor.lar to‘plami N va R'" fazo berilgan bo'lib, f  har bir

n e N  ga R"' fazoning biror = ̂ xl{-n\...,xj"'>j e R"' nuqtasini mos 

qo‘yuvchi akslantirish bo'lsin:

f : N ^ R ' n yoki « - > x w ;
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f : N - > R m akslantirish obrazlaridan tuzilgan
х « х (2\...л-(л).... (2)

to'plam ketma-ketlik deb ataladi va u kabi belgilanadi.
Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari R'" fazo nuqtalaridan iborat. 

ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan 
lar sonli ketma-ketlik bo'lib, {*<")} ketma-ketlikni shu m ta ketma- 
ketlikning birgalikda qaralishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik Rm fazoda ketma-ketlik va a = (a,l ,...,am)e R m
nuqta berilgan bo ‘lsin.

1-ta’r if V e  > 0,3n„ ( c ) e  N : V n  > n0 => p e , unda a nu- 
qta {-v00} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va lim*00^  kabi 
belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.
2-ta’rif  Agar a nuqtaning = :p (x ,a )<e }  atrofi 

olinganda ham 3n0( s ) e  N :\/n>n0=> unda a nuqta
ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Teorema. R m fazoda jxw } = {(х]("),...,х1,1("))| ketma-ketlikning 
а = (а,,...,ат)& R"‘ nuqtaga yaqinlashishi uchun «-> oo  da bir yo‘ la 
x,(n) -><71,...,x£,) ->am bo'lishi zarur va yetarli.

Rm fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun 
o ‘ rinli bo'lgan xossalar o'rinli. Biz ularga to‘xtalmaymiz.

2°. Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

K o‘p o'zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniqlanish sohasi va 
qiymatlar to‘plami, ko‘p o'zgaruvchili murakkab funksiya ta’ riflari 
bir o'zgaruvchili funksiyadagi mos ta’riflar kabi kiritiladi.

MaR'"  to ‘plam berilgan bo‘lib, a nuqta M to‘plamning limit 
nuqtasi va y = f ( x )  = /(x ,,...,x „,) funksiya M to'plamda aniqlangan 
bo'lsin.

1-ta ’rif. Agar V e > 0  uchun 38 = S(s,a')>0 ushbu
0 < p(x,a) < 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi V xeM  uchun 
| /(x )-6 | < ^  tengsizlik bajarilsa, unda b soni f ( x ) funksiyaning a



nuqtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

lim /(x ) = 6 yoki l|m f { x )  = b ;

kabi belgilanadi.
Agar 0  = 00 yoki 6 = 00 bo ‘lsa , unda ham shu kabi ta’ riflarni 

berish mumkin. Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiyalar uchun boshqa for- 
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda 
awal bir o ‘zgaruvchi bo ‘yicha limitga o ‘tilib, qolgan m-\ ta 
o ‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Keyin, qolgan m~\ 
ta o ‘ zgaruvchining biri b o ‘ yicha limitga o ‘ tilib, m -2  ta 
o ‘zgaruvchini fiksirlangan deb faraz qilinadi. Bu jarayonni m marta 
qaytarish natijasida hosil qilingan limitga /(х ,,.. . ,х ш) funksiyaning 
takroriy limiti deyiladi. m o ‘zgaruvchili funksiyaning jami m! ta 
takroriy limitini qarash mumkin. Masalan, ikki o ‘ zgaruvchili
/ ( x , ,x , )  funksiya uchun 2 ta lim l im /(x , ,x ,)  va

takroriy limitni ko‘rish mumkin.
Misol. Ushbu

x + jsin  —, x * 0,
X

0,x = 0
funksiyaning (0 ,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

< lim lim f  (x, v) -  lim x = 0 -  3,
x - * 0 y - X ) J  '  J  x - iO

v lim sin —
.v->0 %

lekinlim lim / ’ fx ,v) = limj ->0 HO' v

l im /(x ,y ) -3  r- , .v-»o v > va = 0 • Darhaqiqat,

0 < | /(x ,.y ) -0| = x+  ysin —
X

< |x| +)_y|(x ^0)=> lim f  (x,y)  = 0 >
,v->0>•->0

Tabiiy savol tug‘ iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va 
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ ladi?

Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.



M  = {(x,y)<=R2 :|а--дг0|<я,, \ y-y0\<a2) 
to'plamda aniqlangan bo'lsin.

1-teorema. Agar
Н т /(л -,у ) = 6 -3 ,

У-*Уп

2) Har bir fiksirlangan x  da lim f { x , y )  = (p(x)-3  bo'lsa, u 

holda lim lim f { x , y )  takroriy limit 3 bo ‘ lib, lim lim f ( x ,  И = b
* “ ►•41 У~>Уо .г->дг0 y - * y 0

bo ‘ladi.
2-teorema. Agar

1)
v->y0

2) Har bir fiksirlangan у da = bo'lsa, unda

- 3  va b ga teng bo'ladi.
Natija. Agar bir vaqtning o'zida 1 va 2-teoremalarning shartlari 

bajarilsa, unda
Н т /(л -,у )=  lim lim f { x , y )  = lim lim/(*,>>) bo'ladi

* “ ►•*<) Х-*Хц V-*yv V->r0 X->An 4У-+У0
Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifini beramiz.
MczR"' to'plamda f ( x )  = f ( x l,...,xm) funksiya berilgan bo'lib, 

a = (al,...,am) e M  nuqta M to'plamning limit nuqtasi bo'lsin. Quy­
idagi belgilashlarni kiritamiz:

4 / '( « )  = / ( « i  +Ах,,...,о„, +6xm) - f { a x,...,am) funksiyaning a nuq- 
tadagi to ‘Iiq orttirmasi;

bxk f { a) = f { av - ^ - v ak + A * * , a ) -  funksi­
yaning a nuqtadagi xk 0 ‘zgaruvchi bo'yicha xususiy orttirmasi (k = l,m).

f

yoki lim Д /(я) = 0Ax'i —>0 
"Lxm ->0

2 -ta ’r if  Agar lim /(.v) = / ( a )  

unda f ( x )  funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

bo'lsa.



/ 3-ta ’rif. Agar lim Дд. /(c r )  = 0 bo'lsa, f ( x x,...,xm) funksiyaj Дт* ->0 * v
a = (al,...,am) nuqtada xk o ‘zgaruvchi bo‘yicha uzluksiz deb atala­
di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk­
sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar funksiya a e M nuqtada uzluksiz
bo‘ lsa, funksiya shu nuqtada har bir o ‘zgaruvchisi bo'yicha ham 
hususiy uzluksiz bo'ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi. 
Masalan,

funksiya (0,0) nuqtada har bir o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluk­
siz, lekin shu nuqtada bir yo'la uzluksiz emas, bu nuqtada hatto 
limitga ega emas.

4-ta’rif. Agar У°^ = 00, yoki ti™f(x) = b * f ( a )  
ЬоЪа, и holda f ( x )  funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.

5-ta ’rif. Agar V g->0  uchun 3c> = <5(£-)>0 M to'plamning 
p{x!,x”) < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi V.v' va x” nuqtalarida 
| /(x " ) - / ( x ')| < f  tengsizlik bajarilsa, f ( x )  funktsiya M  to'plamda 
tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.

4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar / ( . v) funksiya chegara­
langan yopiq M  с  R!” to ‘plamda uzluksiz bo ‘Isa, и holda funksiya 
shu to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

3°. Ko‘p o ‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.

1-ta’rif Ushbu

limitga f ( x )  = f(x ,,...,x m) funksiyaning x° nuqtadagi xk o'zgaruvchi

0,x2 + y 2 =0

bo'yicha xususiy hosilasi deyiladi va и kabi belgilanadi.



Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun M c R 2 
to'plamda aniqlangan z = f ( x , y )  funksiyani qaraymiz. Aytaylik

( W o ) eA f bo'lib, bu nuqtada —  °’ ^  va ^  ^  lar 3dx oy
bo'lsin. z = f ( x , y )  funksiya grafigi p* da biror sirtni aniqlaydi.=>

z = f ( x , y 0) ning grafigi sirt bilan y = yQ tekislikning kesishishida 
hosil bo'lgan Г, chiziq bo'ladi. z = /( .x 0,y)ning grafigi Г2 chiziq 
bo'ladi. Agar Г, va Г2 chiziqlarning (x0, ^ ./(^ o .J o ) )  nuqtasiga 
o'tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil qilgan burchak- 
larini mos ravishda a  va /3 deb belgilasak, unda

vadx dy
bo'ladi. Bundan z = /(x ,y )  sirtning (x0,yg,z0) nuqtasiga o'tkazilgan 
urinma tekislik tenglamasi ushbu

d / ( W o )  ( л , df(x0,y0)
0 = — ^ ------ (л - х 0) + — - ' - ( y - y 0) (3)

ko'rinishda bo'lishi hosil qilamiz.

1-teorema. Agar / ( x )  funksiya x° nuqtada chekli 

df(x° ) , — ,
— ----- , ^  = l,w j xususiy hosilaga ega bo‘lsa, unda f ( x )  funksiya

OXk

shu nuqtada mos xk o ‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy uzluksiz bo'ladi.
2-ta’rif Agar f ( x )  funksiya x° nuqtadagi A /(x °) orttirmasini

А / (x°) = 4  • Ax, +... + Am ■ Axm + a, • Ax, +... + am ■ Axm (4) 

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f ( x )  funksiya x° nuqtada diffe- 

rensiallanuvchi deyiladi. Bu A,,...,Am lar Ar,,...,Axm ga bog'liq bo'l-
lim ak = 0,(k = l,i7j) 

magan o'zgarmaslar va ЛГ|̂ 0 v tengliklar bajariladi.

(4)-tenglik ushbu
A /(x0) = Л, ■ Да-, +... + Am • Ax,„ + o(p)  (5)
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2-teorema. Agar f ( x )  funksiya _t° nuqtada differensiallanuvchi 
bo‘Isa, и holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.

3-teorema. Agar f ( x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lsa, unda bu funksiyaning shu nuqtadagi barcha hususiy hosilalari

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi, 
ya’ni barcha xususiy hosilalari 3 bo'lgan funksiya differensiallanuvchi 
bo'lishi shart emas.

funksiyaning (0,0) nuqtada hususiy hosilalari 3 , lekin u bu nuq­
tada differensiallanuvchi emas.

Demak, xususiy hosilalari 3 bo'lishi funksiyaning differensial­
lanuvchi bo'lishi uchun zaruriy shart ekan.

4-teorema. (Yetarli shart). Agar f  (x) funksiya x° nuqtaning 
biror atrofida barcha o ‘zgaruvchi!ari boyicha xususiy hosilalarga ega 
boTib, bu xususiy hosilalar _v° nuqtada uzluksiz bo‘Isa, unda / ( x )  
funksiya shu x° nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi.

ifodalarga mos ravishda f ( x )  funksiyaning л-° nuqtadagi differen- 
siali (to ‘Iiq differensiali) va xk o ‘zgaruvchi bo'yicha xususiy diffe- 
rensiali deyiladi.

Agar f ( x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, 
d f (x ° ^ 0  bo'lsa

Э /(х°) , df(x°) 
va —г— -  Am tengliklar o'rinli bo‘ladi.

= , ( x , y ) * (  0,0)

Ushbu



bf{x°) = df(x°) + o(p) va lim-—[*4  = I bo'ladi А /(jc°\&df(x°) 
yoki

/(jf® + Д*, + Ar,„) *  /(.г,0,...,** ) + AT, +... + ̂ 1 1 д х  (6)
1 A "

bo'ladi (6)-formulaga taqribiy hisoblash formulasi deyiladi.
Endi yo'nalish bo'yicha hosila tushunchasini kiritamiz.
Ikki o'zgaruvchili z = f { x , y )  funksiya ochiq MczR2 to'plamda 

berilgan bo'lsin. V 4 ,(*0,y0)e  А/ nuqta olib, bu nuqtadan biror I 
to'g'ri chiziq o'tkazaylik. Bu to'g'ri chiziqning OX va OY koordi­
nata o'qlari bilan hosil qilgan burchaklari a va p bo'lsin.

3-ta’rif. Agar A nuqta £ to‘g ‘ri chiziq bo‘ylab A0 nuqtaga inti I - 
ganda ushbu

A-M, p(Ao,A) ’ 
limit mavjud bo'lsa, uning qiymatiga f ( x , y ) - f [ A )  funksiyaning 
А = (*о>л) nuqtadagi £ yo'nalish bo'yicha hosilasi deyiladi va

5 /( Л )  , .  d / (W o ) ...........................
— ——  yoki ----- —-----  kabi belgilanadi.

dt dt
Demak,

,im M z m .
dt А̂л> p(A’a)

5-Teorema. Agar f ( x , y )  funksiya Д, = (x ,,y0) nuqtada differ- 
ensiallanuvchi bo'lsa, и holda shu funksiya A0 nuqtada \/i yo'nalish 
bo'yicha hosilaga ega va

ЙШ := cosa+ (8)
dt dx dy w

tenglik o'rinli.
Izoh: Funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo'lmasa ham u 

shu nuqtada biror yo'nalish bo'yicha hosilaga ega bo'lishi mumkin.
Agar differensiallanuvchi w = f (x ,y ,z )  va x = <p(n,v), 

y  = y/{u,v), z = z(u,v)  funksiyalar berilgan bo'lib, ular yorda-



mida w = f\_<p(u,v),>//(u,v),z{u,v\\ = F(u,v) murakkab funksiya 
aniqlangan bo‘ lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv­
chi bo'ladi va

' dw 
du 
dw 
dv

tengliklar o'rinli bo'ladi.
Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila­

lari quyidagi tenglik yordamida aniqlanadi:

5 / '

dw dx dw dy dw dz
dx du dy du dz du ’
dw dx dw dy dw dz
dx dv dy dv dz dv

(9)

\dxi
( 10)

d2f
Agar i = k bo'lsa, ^  

d2f

d2f  _
~̂ ~T ~ Jx\ kabi yoziladi. 

aralash hosila deb ataladi.Agar i * k bo'lsa ^

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniqlanadi.
M to'plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega 

bo'lgan funksiyalar sinfi C(k>(M;R) yoki Ok)(M) kabi belgilanadi.
4-ta’rif. Agar / (.v) funksiyaning x nuqtadagi barcha ikkinchi 

tartibli xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda funksiyaning ikkinchi 
tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniqlanadi:

v ’  dxtdxk 
Xuddi shunga o'xshash

\2

dx„,
-dxm f ( x)

Л"

vav,
-dx, +... + •

dx„
-dx.. f (ID

bo'ladi.
6-teorema. (Teylor formulasi). Agar x va x+h nuqtalarning o'zi 

va ularni tutashtiruvchi kesma M to'plamga tegishli bo'lib , 
f ( x ) e C (n](M)  bo'lsa, u holda ushbu Peano ko'rinishidagi qoldiq 
hadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi:



/ ( * i  +hl,...,xu + h „ , ) - f { x l,...,xm) =

f  Y
= У ]— hx-̂ — + ... + h -^ — f(x\ + o(hn\

£ lk '\ 'd x x dxm)  '   ̂ j

4°. Ko‘p o ‘zgaruvchiIi funksiyaning ekstremumlari

/ ( * )  = /(* i> -> *m) funksiya ochiq M c R 2 to'plamda berilgan 

bo'lib, Jf0 = (^ °9...,jc“ ) e M  bo'lsin.

5-ta’rif. Agar x° nuqtaning cz M  atrofi topilsaki,

Ул' б Ш х°) uchun f { x) ^ f ( x°) ( / ( л' ) - / ( х° ) )
bo'lsa, /(лг) funksiya x° nuqtada min (max) ga ega deyiladi. / ( * ° )
qiymat esa f ( x )  funksiyaning lokal (max) min qiymati deyiladi va

kabi belgilanadi.
Funksiyaning max va min qiymatlari uning ekstremumlari deb 

ataladi.

x° nuqtaning L U X°) atrofida

& = f ( x) - f { x°) (12)
ayirmani ko'raylik.

Agar bu ayirma jj^ -t^ d a  o 'z  ishorasini saqlasa ya’ni har doim

Д > 0(Д < 0)  bo'lsa, f ( x ) funksiya ,v° nuqtada min (max) ga 
erishadi. Agar д ayirma x° nuqtaning v  atrofida ham o 'z  isho­
rasini saqlamasa, unda f ( x )  funksiya Л-° nuqtada ekstremumga 
ega bo'la olmaydi.

1-teorema. (Zaruriy shart) / ( . v) funksiya x° nuqtada eks­
tremumga erishsa va shu nuqtada (x0),...,f^  (.v°J xususiy hosila­
lar 3 bo‘lsa, unda

bo'ladi.



1-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi. 
Masala, f { x , y )  = x -y  funksiya uchun f x'(0,0) = f y!(0,0) = 0 , lekin 
funksiya (0,0) nuqtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0) 
nuqtaning v  atrofida har hil ishorali qiymatlarni qabul qiladi.

2-izoh. Agar /(л -) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi 
bo'lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy 
shartini # ( x ° )  = 0 ko'rinishda yozish mumkin.

2-teorema. (Yetarli shart.) / ( x )  funksiya x° nuqtaning biror

kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan.
U holda f ( x )  funksiya д-° nuqtada min (max) ga erishadi. 

Agar kvadratik forma noaniq bo'lsa, unda f ( x )  funksiya x° nu­
qtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani m = 2 bo'lgan holda alohida ko'ramiz:

1 )Д>0,яп >0 bo'lsa, min;
2 )Д >0,дп <0 bo'lsa, max;
3) Д < 0 bo'lsa, ekstremum mavjud emas.
4) Д = 0 bo'lsa, shubhali hoi bo'ladi.
Biz shu vaqtgacha hech qanday shart berilmaganda 

y = / ( j t , , * , , f u n k s i y a  ekstremumini topish masalasi bilan 
shug'ullandik. Lekin matematikaning ko'p tatbiqlarida funksiyaning 
argumentlari ba’zi bir shartlarni qanoatlantirgandagi ekstremumlarini

!rf(.v°J atrofida berilgan boTib quyidagi shartlarni bajarsin:

I) f ( x) funksiya [J d.(.v°) da uzluksiz birinchi va ikkinchi tart-
ibli xususiy hosilalarga ega;

2) x° nuqta f  (x) funksiyaning statsionar nuqtasi;

3) koeffitsientlari ait -  f " 4 (x°), î,k = \,m) bo‘lgan.
m

(14).

w l 1U 12 2 

-  =ana22~a\2 bo'lsin. Unda



topish talab qilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hoi uchun 
keltiramiz.

Aytaylik,
u = f { x , y )  (15)

funksiyaning
F (x , j )  = 0 (16)

shartni qanoatlantiruvchi ekstremumini topish talab qilinsin. Bun- 
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.

Agar (16)-tenglamadan y = cp(x) funksiyani topish mumkin 
bo ‘ lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi

U = f\x,(p(x)] = Ф(х) (17)
funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har 
doim ham y = (p[x) funksiyani topish imkoni yo‘q. Shuning uchun 
(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni 
o'rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.

Ushbu
^{x ,y )  = f ( x , y )  + AF(x,y)  (18)

Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi Я hozircha noma’lum 
o'zgarmas ko‘paytuvchi.

Ф (х,^) funksiyaning oddiy ekstremumi f ( x , y )  funksiyaning 
^ (х,У ) = 0 tenglamani qanoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan 
ustma-ust tushadi. Ф(.т,>-) funksiyaning statsionar nuqtasi va 
noma’lum koeffitsient л quyidagi

dx
8Ф n
7 T  =  0 (19)dy

F(x,y)  = 0

shartlardan topiladi. Faraz qilaylik, M0(x0,y0) nuqta 0 (^,7 ) funk­

siyaning statsionar nuqtasi bo‘ lsin. Agar d20  j > 0 bo‘ lsa min va



O'zgaruvchilari soni ko'p bo'lgan funksiyalar qaralganda shartli 
ekstremum shu kabi aniqlanadi va Lagranj funksiyasi yordamida 
topiladi.

5°. 0 ‘zgaruvchilami almashtirish

a) Oddiy hosilani o ‘zida saqlovchi ifodalarda o ‘ zgaruvchilarni 
almashtirish

Aytaylik, y = y (x ) funksiya va

А = Ф(х,у,у'х,у'„,...) (20)
differensial ifoda berilgan bo'lib,

x = f(t ,u) ,  y = g{t,u) (21)
va u = u(t) bo'lsin. Differensial ifodada yangi t o ‘zgaruvchiga o'tish 
talab qilinsin. Unda (21) ga ko‘ra

, & З 4
i _ У/ _ dt du

Ух
*

dt du
ekanligini topamiz. Shunga o'xshash yuqori tartibli y'„,... hosilalar 
ham topiladi va (20) ga olib borib qo‘yib, yangi

A = Ф, (t, u, u',,u, 
differensial ifoda hosil qilinadi.

b) Xususiy hosilani o ‘zida saqlovchi ifodalarda o'zgaruvchilami 
almashtirish.

Faraz qilaylik, z = z(x ,y ) funksiya va
/

B = F
dz dz d2z d ẑ d2z

(22)4 ’ ’ dx’ dy ’ dx2 ’ dxdy ’ dy2 ’ 
differensial ifoda berilgan bo'lib,

x = f(u ,v)  y = g(u,v) (23)
bo'lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o'zgaruvchilar. Unda 
dz dz
Их’Иу’ hususiy hosilalar ushbu



dz _dz df + dz dg
du dx du dy du
dz _dz df dz dg
dv dx dv dy dv'

tengliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib qo‘yib, yangi

B = E dz dz d2z d2z d2z u , v , z , - , — ,-
V du dv du~ dud\’ dv'

differensial ifoda hosil qilinadi.
Umumiy holda (22) ifodada ushbu

x = f(u,v,w),  y  = g(u,v,M’,) , z = h(u,v,w) 
almashtirish bajarilgan bo‘ lib, u,v lar yangi erkli o ‘zgaruvchilar va

dz dz
yv-w{u,v) yangi funksiya bo'lsin. Unda xususiy hosila-
larni topish uchun

(24)

d z fd f  d f  <ЭмЛ d zf dg dg dw 

dx V du dw du J d v du dw du 
d z f d f  df  <ЗмЛ d z f

dx
df  ̂ df dw 
dv dw d\:

+ -
у dy

dg_ + dg _dw 
d\> dw dv

_ dh dh Sir
du dw du

_  dh dh &\v
dv dw dv ’

tenglamalar hosil qilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila­
lar topiladi va (22) ga olib borib qo'yib, yangi

B = F
dw dw d2w d2w d2wu ,v ,w ,- ,— ,-
du' dv ' du1 ’ dudv dv2 

differensial ifoda hosil qilinadi.

Nazorat savollari
1. Rm fazo.
2. Rm fazoda metrika.
3. Rm fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
4. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya (k. o‘ . f.) tushunchasi.
5. K.o'.f. ning karrali limiti tushunchasi.
6. K.o‘ .f. ning takroriy limiti tushunchasi.
7. Karrali va takroriy limitlar orasidagi bog'lanish.



8. Karrali va takroriy limitlarning tengligi haqidagi teorema.
9. K.o‘ .f. ning uzluksiziigi.
10. K.o'.f. ning tekis uzluksiziigi va Kantor teoremasi.
11. K.o‘ .f. ning xususiy hosilasi ta’rifi.
12. Urinma tekislik tenglamasi.
13. K.o‘ .f. ning differensiallanuvchiligi.
14. K.o'.f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi

15. Taqribiy hisoblash formulasi.
16. Yo'nalish bo'yicha hosila.
17. K.o‘ .f. uchun Teylor formulasi.
18. K.o‘ .f. ning ekstremumlari.
19. Shartli ekstremum, Lagranj usuli.
20. Oddiy hosilani o‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami almashtirish.
21. Xususiy hosilani o ‘zida saqlovchi ifodalarda o‘zgaruchilami almash-

bog‘lanish.

tirish.

-B -
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

1-masala.

R2 fazoda quyidagi ketma-ketliklarning limiti a (a e R 2) 
ekanligi ta’ rif yordamida isbotlansin.

f  4/i2 +1 4 - n 3 ) f  1 - 2  n-\a . 1 fi - — - г , -



1.14

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19

1.20 

1.21

(я)
1 2 n - 1 —  + —  + ... + —j- ;  

n n n
r In1 + 2 V' 

2/?2 +1

(») лг ' =
( 2 /7  +  1)!+ ( 2 /7  +  2 ) !  

(2и + 3)! ’

/ 1 - 1

^ /7 - lV'+2̂  
/7 +  3

1-Л

2 "  +  3 "

1 + 2 + .. . + /7 '
л/9/т* + 1

2/7 +  3 

2/7 + 1

\ n+l \

1 + 4 + 7 +... + (3/7- 2 )  _(n + l^" 
yj5n4 +/J + 1 n -1

(/7  +  4 ) ! - ( / 7  +  2 ) ! / ^  +  3 v '+4A

(/7  +  3 ) ! /7 +  5

^ 7 5 - 7 з7 7 2  Г/73+ 1 ^ "
,3 \

д»  =

> )  -

1 +  3  +  5  +  . . . +  ( 2 / 7 - 1 ) ’ v " 3 - 1 /

3  5  9  1 +  2 "  / 3/ r — г  л 
— +  —  H--------+  .. . + ------------ , /7 ( v 5  +  8/7 - 2 / 7
4  1 6  6 4  4 "  V

1 +  2"

■ H---------V ... H----------- -
1 - 2  2 - 3  / 7 ( /7  + 1)

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohalari 
topilsin va chizmada ko‘rsati!sin.



2.7. и = ,
х- + у  - х  

I 2х - х 2 -  у 2 ’
2 .8 . m = ̂ (^ 2 + 3/2 - 1)-(4 —лг2 — JH2) .

х2 + 2х + у 2,--------------,------------------------- Л  - г  Л.Л -Г  у

2.9. м = л /Г ^ 2 + л/ г - Ь  2-10- г<~ V х2 -2 х  + у 2 '

2. 11.

2.13.

u = arccos
+ Г

и =
_  -y/ix- У

2.15. " = ' ” ' « Т 7 ^ г

2.17. u = yjx-y[y  .

2.12. »  = ̂  + J l n ^ y + V - v 2+ j 2- 9 .

2.14. H = In
/ ' г  2 \ х дт
~9 4~_

2.16. u = l + ̂ - ( x - y ) 2 .

2.18. и = у}уs inx .

х~ + у
2.19. u = Jxcosy .  2.20. и = arccos

2#2 l. w = arcsin-^- + arcsin(l->>)i

3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.

Sin XV

HO yjx~ + У
.r2

3.3 lim Г1 + —
v -»3  4

.T+>-

y —

3.2 lim-
x + y

x2 -  ду + у 2 •

■з 4 lim
ДГ-ЖС . v-*+* ̂

/  \ 
*y 

.2 , . .2Л-+У

лг-»0;.-*0



3.7 1™ /1 + ' ] Л+>.
XS

In(x-t-e') 
I— -b— ------L

3.9 ,;£ 0 yjx + y

3.8 Д ^(л=+>'2)е
J’-++X

sin (V v2)
lim----- L _ ^ _ 21 in lim-----1——T*3* IU / 2 , 2 \ •
v-+О (A* +  у  J

.. e x+y 
3.11 lim—-----j-

хЛ°ох + y
3.12 +

y->0

ъ 11111*3.1*3 x-+0 
v-»0
lira(l + x2 + у 2)**/ 3 14 iimJ l Z  

' £ $ *  + /

lim(*2+ / ) s i n - ^  ЗЛ6 Imi(x2+ r ) ln
}->* * V->«

3.17 J j S ^ ) '
J'-»»

1 + sin—----- ,
A- +y-J'

A*2*/)
3.18 l i m 4 ± 4

+ H  •

3.19 S st*4 ^ .
y-*0

3.21 Й?
у - *  О

■>\M 
’ ) .

ln2(x + j )

1 - cos (лгу2) 
i-----------1_____ L

3.20 — Л2>-*> +y- )

yjx2 + y 2 -2 x  + l

va j ™  takror iy  lim itlar

h isoblansin.

_ .  , /  \ лг+лэ'+у2
4.1 / M = s i n — ^ = 0 0 ^ = 0 0 ^  4.2 / М - ^ _ ^ + ^ ; л ь = Л = 0 .

,./ \ sin(.Y+v)
4.3 / ( ^ , j ;) =  lpgr(x + > ’) ; ^  =l,jv0 = 0 .  4.4 f ( x,y>=~2x+3y ; х ° " У о" 0 -

4.5 Л * у) = ? ^ г ; * ,= * = * .  4 6  / м = * 1 ^ ;дь= л = 0 .



4 Sin3x-/g2_v , х х г + у 2
4.7 / М = ..6x+3" ^ =-V° =Q- 4.8 / ( х,У) = ̂ - * хо=Уо =X' + JT

4.9 / М ^ Д - к е д , ^ .  4Л0

4.11 / М  =

х + / ,(*.?) *(ао)

о,(л,v)=(o,o)..v0=jy0=о* 4.12 /(х,>’)=

/  1 Y+v
1+------ ,^+>>^0

V *+>У
U+y=Oj^=^0=oo

4.13 /(ду>) =

Л'- J + r  + у ;ХФ-у
х+у 

0,х=-у~\ =у0 -О

sinx+sin v 
4.14 /(x ,y )=  "Г-

1
л- sin—+ v 

4.15 f ( x , y ) = ---------гх+у

1п(*+ е‘ ) 
tx1+ у

— ,хо=уо=0.  4.16 f { x , y )  =U 4 7

х+у

Х2- у 2
> н * ы

H - W
°’И = М’ ;со=Уо=0

4.17 f (x ,y )  = j ^ y ' iX* 1Уи~°-  4.18 f ( x , y ) = 5 * * * - Л -0
ху

4.19 f{x,y) = ~ ~ 2̂ 'V2 *';-то = >’» =0 . 4.20 f (x,y)= ^У

. я (х  + у)
4.21 / ( x , j ) = sin 2х + 3у ;х° _>;о_00-

5-masala.

5.1 / М  -  jr| + |̂| funksiya 0 (0 ,0 ) nuqtada cheksiz kichik 

bo'lishi isbotlansin.
5.2 f ( x , y )  = si<i(* +j>)-ln(;r + y 2) funksiya 0 (0 ,0 ) nuqtada chek­
siz kichik bo'lishi isbotlansin.

х'У . . .
5.3 /  (x, y) = 4 ~~J funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is­

botlansin.



a) М (х ,у ) nuqta 0 (0 ,0 ) nuqtaga shu 0 (0 ,0 ) nuqtadan o'tuvchi
V to‘g‘ ri chiziq bo ‘y!ab intilganda ham funksiya limiti 0 ga teng.
b) <9 (0,0) nuqtada funksiya limiti mavjud emas. (x0,j>0) nuqtada 
f ( x , y )  funksiyaning karrali va takroriy limitlari mayjudmi?

x2- y 2
5.4 f ( x , y )  = —----- г ;л-0 =j>0 = 0 . 5.5 /(*,>>)

x  *+■ у

sinx+sin^y л*-у
5.6 f (x,y)  = Y - ~  Л=>>о=0. 5#7 f ( x,y) = -— ~',x0= y 0=Qtx+y  

хгу
5-8 /(х ,у )  = х2у1ц х_уу ,^=%=o. 5.9 f(x,y) =(x+j)sini--sin^;*,=v(1=0. 

2xy .
5.10 f { x , y )  = Y 7 7 ’xo=y° = 0 -

r,{x,y)*(0,Q)
5.11 f { x , y )  =

У

x3 + у"
4 2 ;x + y

5.12 f ( x , y )  =
1 +  -

1
,х + уф  0

х + У,
1,X + 7 = O.A-0 =^0 =00

Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqtalarda har bir o ‘zgaruvchi 
bo‘yicha xususiy va ikkala o ‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi- 
zlikka tekshiring.

5.13 f ( x , y )  = '
Г 1  >** + /  *°> x + y

0,x4+ y 4=0

- ~ - j , x 4 +y* *0, 
x + y

0(0,0) va A( 1;2).



x + y  ,x  + y  5*0,
* 0 (0,0) va Л ( -1; - 1) .
0,л- + y  =0

5.16 f ( x , y )  = '
*2 У~ , х 2+У2*  °>
X + y  

Jl , , .2+ 7 = 0
0 (0,0) va Л(0;1) .

5.17 f { x , y )  =

sinx + sinv , •> л --------------- , x - + y - *  0,
x + У 0 (0,0) va A

\,x + y  = Q
'J3 j J

cos x -  cos у

5.18 f { x , y )  = '

5.19 f ( x , y )  =

-,x - y  *0 ,
*  ~У 0 (0,0) va A

0 ,.v -y  = 0

r n л л 
v 4 ’ 4 y

x2 + у
0,(x,y) = (0,0).

0 ( 0,0) va Л(1;0) .

5.20 f { x , y )  = ’

5.21 f ( x , y )  = '

* У , ,x2+ y 2*0,  
X + y~
0 ,x2 + y 2 =0

,x2+ y - *  o,

0 (0,0) va Л(1;0) .

2ХУ „2
-> 2 * x' + у 0 (0,0) va Л(1; 1) .

0 ,х2 + у1 =0

6-masaIa.

f ( x , y )  funksiyani А / to‘plamda chegaralanganlikka tekshiring.

6.1 f { x , y ) = x 2- y 2, M = { (x ,y )eR2,x2+ y 2< 25}.
151



6.2 f ( x , y )  = x2 - у 2, M = { (x ,y )e  R2,x2 + y 2 > 25j .

2x2 + 3 y 2
6.3 f ( x , y ) = ~ x 2 -+~~T . Af = {(jr,y)eJ? ,x2 + y 2 * o } .

cos(x + y ) -  cos(x -  y) 
6.4 / ( x , y )  = — , М  = {(д-,у)еД 2,л у * о } .  

sin(x + y ) - s in ( x - y )
6.5 f ( x , y ) =  — , M  = {(x ,y ) e R2,xy *  0|.

In x -  In у  ,
6.6 f ( x , y ) =  x _ y  > M  = {(x,y)<ER2, x * y \ .

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan to'plamda chegaralangan- 
ligini isbotlang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu 
qiymatlarga erishish-erishmasligini aniqlang.

2 2

6.7 f ( x , y ) = ^ + y 2 > M = { (x ,y ) e R 2,x2+ y 2 *$ } .

x6 + y 6 
6.8 f ( x , y ) =  ~ 2  +  'y 2 ’ Л/ =  {(х ,у )е Л 2,0 < х 2 + у 2 < 9 }.

2 2

6.9 /(.Y ,y ) = v4 ^ 4 » Af = { (x ,y )e /? 2,* 4+ y 4 * o } .

6.10 f { x , y ) = x y e ' xy, M  = {(д-,у)еЛ 2,д->0, у > 0} . 

4(д-2 + y 2) + 2z:
6.11 f { x , y , z )  = —-j-+ + —  M=^(x,y,z)E.F^,x2+ y +гф о].

/ ( л , у) funksiyaning М  to‘ plamda tekis uzluksiz bo'lishi 
ta’rif yordamida isbotlansin(£ = S ( s ) - ? ) .

6.12 f ( x , y )  = 2x + 3y + S, M = R2'
6.13 f  (x,y) = x2+ y 2 M = [ (x ,y ) eR 2,x2+ y 2 < 4 }.

6.14 f ( x,y)  = ylx2+ y 2 M = R2 •
6.15 f ( x , y ) =  x - 2 y + 3  , M = R2-



Quyidagi funksiyalarni ko‘ rsatilgan to‘plamda tekis 
uzluksizlikka tekshiring.

6.16 f ( x , y )  =
I 4  4

6.17 f ( x , y )  = *2 M  = {(*,>>) e Д2,0 < л-2 < l } .

6.18 /(*,>>) = * ‘ sin~  М  = {(х ,у )е Я : , 0 < х < 1 ,0 < >><l}.

6.19 f ( x , y )  = *v sm -, М  = { (д , ; )е Л 2, 0<х<1 ,  O c y c l j .

6.20 /(*,J>) = ;vcos-^, M = { (x ,y )eR 2, 0 < jc< 1, 0<^<l|

6.21 f {x,y)  = x>- y s funksiyaning М=|(х,у)е^,1<л: <2 ,0< jS l} 
to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

7-masala. Quyidagi funksiya 0 (0 ,0 ) nuqtada xususiy 
hosilalarga cgami va bu nuqtada differensiallanuvchimi?

7.1 u(x,y) = yjx2 + y 2 •

7.3 и(х,у)=фсу.

7.2 u(x,y)='

x3 +У3

W + H  
o, H+H=o

7.5 u(x,y)=ijx* + y 4 •

7.7 i/(x,j>) = Vxsin j .

7.9 u(x,y)=*jx4 + y4 ■

7.4 u(x,y)=y[xy-sinx.

7.6 г/(.v, j )  -  ijx2у  • tgx •

7.8 u(x,y)= *jx3 + y 3 •

7.10 u(x,y)= J2x2 - 3 y 2 .

e *4+/У + / * о  

0,*4+ / = 0



7.13 и { х , у ) = ф г у .  7.14 и(х,у)= j x } + у4 .

дг4 + у4

7.15 и(х,у)= . 7.16 |/(;к,д>)= *
Ф 1 + М * 0и+н

о, И + Н = о

7.17 и (^ )  = е г+у х ' + у Ф 0 _ i 0  / ч j — ^
7.18 и ( х , у ) = ц х у  sin*.

0,х" + у  =0
7.19 u{x ,y )=l fy - tgx . 7.20 = /̂.т >> sin л: •

7.21 w (*,>>) = '

*4+ /  , , А—----- г,л: + у  *  0,

0,л:2 + j>2 =0

8 -masala.
Sirtga ko‘rsatilgan nuqtada o ‘ tkazilgan urinma 

tekislik tenglamasi topilsin.

8.1 z = xy; Л(1, 0, 0 ).

8.3 z = x + y 2\ A(0, 1, l ) .
8.5 z = x3+ y 3; A (  1,-1, 0).

’ 3 ’ 2
8.2 z = sin(x>1) A

8.4 Z = e*+V,A(\, ] ,1) .
8.6 z = x2+ y 2 A( 1 ,2 ,5 ) .

8.7 x2 + y 2 +z2 =169; A{3>, 4, 12) . 8.8 z = arctg^,A^ 1, 1, ^-J.

8.9 z = y + ln j ;A ( l , l , l ) .

z = 0 tekislik 0(0,0 ,0 ,) nuqtada quyidagi sirtga urinma tekislik
bo‘ladimi?

8.10 z = x2+ y 2;-aylanma paraboloid.

8.11 2 = ĵx2 + y~ -konus.

8.12 z = xy; -giperbolik paraboloid.
Quyidagi miqdorlarning taqribiy qiymatlarini hisoblang.

8.13. 1,002 • 2,003: • 3,0043 • 8.14 sin 29° -#46°.
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8.17 <Jl,023 +1,973 • 8.18 sinl,59-fg3,09.
8.19 z = x3- 3 x 2y + 3xy2 + 1 funksiya M(3; 1) nuqtada shu nu- 
qtadan (6; 5) nuqtaga qarab yo‘ nalgan yo'nalish bo'yicha hosilasi 
topilsin.
8.20 z = arctg(xy) funksiyaning M ( l ; l )  nuqtada birinchi chorakn- 
ing bissektrissasi yo‘nalishi bo‘yicha hosilasi hisoblansin.
8.21 2 = x2y2- x y 3- 3 y - \  funksiyaning M(2;l) nuqtada shu nu- 
qtadan koordinata boshiga qarab yo‘nalgan yo‘nalish bo‘yicha hosilasi 
hisoblansin.

9-masala.
Quyidagi murakkab funksiyalarning xususiy hosilalarini toping 

(f va g-differcnsiallanuvchi).

9.1 и -  f (J x 2 + y  ,4y2 + + x2). 9.2 u = f ( x - y 2, y - x 2,xy).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘Isa, u(x,y) funk' 
siya mos tenglamani qanoatlantirishini tekshiring.

/  Л



v' / ч 2 ди ди 2 п
9.11 »  = £ + / Ы ,  *  ъ - ХУЪ +У ■

9.12 «  = * " / '  У- _L 4
VX* V ,

ди ди п ди, х -----vay -----1- Bz—  = пи
дх ду dz

ХУ л А У z9.13 ы = — 1пх + х /
г X/

ди ди ди XVх —  + у --- + Z—  = и + —
дх ду dz z '

Funksiya differensialini ko‘rsatilgan nuqtalarda toping.
yz
X

f  Ж Ж Л

V 7 ,

9.14 м = ̂ - ,  M(x,y,z ) va (1,2,3).

9.15 M = cos(xy + xz), M (x ,y ,z ) va M

9.16 „  = *>, M(x,;y,) va M0(2,3).

9.17 ы = х!п(ху), M(x,y,)  va M0( - 1,-1). 
du d»
—  va ^  xususiy hosilalarni hisoblash va f  va g fuksiyalar-

ning hosilalarini (f  va g-differensiallanuvchi funksiyalar) yo‘qotish 
yo‘li bilan shunday tenglama tuzingki, u{x,y) funksiya uni qanoat­
lantirsin.

9.18 «  = /

9.20 t> = xf

Гх y '
У z

(  \ x

\У

9.19 u = f ( x - y , y - z ) .  

9.21 u = x + f ( x y ).

10-masala. Ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ- 
ensiallar hisoblansin.

10.1 11
^ Х + Уш dm+"u 

х - у ’ дхГду” ' 10.2 и = хГ/;
дт+пи 

дх'"ду" '

. у
10.3 и = е~ smy + e cos—;

дт+"и
2 ’ дх'"дуп ■ 
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10.5

10.7

10.9

10.11

10.13
10.15
10.17

10.19
10.21

11 

11.1 ;

I.3 и

II .5  i

11.7

11.9
11.11

11.13

11.15

i = sin дг • cos 2 y;
я 10. ,  о и

дх4ду6

Я10.,О II

д*и

=  ( х 2 + у )  д х д у

10.6 i< = x 4cos_y +  y  sinx; •

д3и Э3м
10.8 u = sinxy, va ^ 5

t = :2+ у 2 -еху; d2u 

и = х}~; d2u •

10.10 и =
/  v  х

10.12 u = f ( x  + y,x2+ y 2) ; (]2u .

u = f { x y ) -g {x z ) ;d 2u ■ Ю.14 и = f  (sinx + cosy); d2u ■
u = f ( x  + y,z2) ; d2u . 10-16 u = f ( x y , x 2+ y 2) ; d 2u-
ii = f ( 2 x - 3 y  + 4z ) ;dnu- Ю.18 u = f(2x ,3y ,2z);dnu>

dz Sz
z = z(x,y)  bo‘lsa, —  va Qy  lar topilsin.

F(xy,yz,zx) = 0 . 10.20 .Р(луг,х + д>) = 0.
F ( y - z x , x - z y , z - x y )  = 0 .

2 2 1 1 ч = х +xy + y  + —+ —.
x y

-  x3 + y3 -  3 axy.

-masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

11.2 u = - x 2- x y - y 2+x + y . 

11.4 и -  x4 + у4-3 6 x y . 

u=x4 +y4-2x2 +4xy-2y2. 11.6 u - x ~ - 2 x y 2 + y 4- y 5.

>i = e~'-(x + y 2+ 2 y ) . 11.8 г/ = 3х2у + х ’ -1 8 x -3 0 v .

11.10 и = (x2 + y 2)e ^ +'1 .̂
11.12 u-=x+2yF +z2-2x+4y-6z+l.

11.14 u=x' +xy+y -2 zk+2/ +3y—1. 

11.16 и = ( x - y  + 1)".

и = xy + yz + zx . 
u = 4 - ( x 2+ y 2f .  
u=2r + y  +2? -2xy+4z-x.

и = 1 -  л/'x2 + у 2



11.19 w = x4 + у 4- x 2- 2 x y - y 2. 11.20 и = x2 - ( .у - l ) "  •

11.21 и = x2 -  2лу  + 4у 2 + 6z2 + 6yz -  6 z .

12-masala.
Berilgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng 

kichik qiymatlari topilsin.

12.1 u = x y - x 2y - ^ ~ ,  0 < x < ) , 0 < y < 2 .

12.2 u = x2 + 3y2 - x  + 18y -4  0 < д -< 1 ,0 < у < 1 .

12.3 и = x* + 3y2 — 3xy, 0 < x < 2 , 0 < y < l .

12.4
z o o  j  4

12.5 u = x6 + y 6- 3 x 2 + 6 x y -3 y 2, 0 < y < x < 2 .

12.6 и = cosx- cosy • cos (л* + у),  0 < X < л, 0 < у  < л .

12.7 и = ( х - у 2у ^ ( 1 - х у ,  у 2 < х <  2.

12.8 u = x i + у г -  9ху + 27, 0 < л- < 6,0 < у < 6 .

12.9 и = х4+ у 4- 2 х 2+ 4 х у - 2 у - „  0<лг<2 ,0<у  < 2 .

12.10 u = xy + yz + zx, x2+ y 2+ z 2 < 9.

12.11 u - x  +  y  +  z ,  x2+ y 2< z <  1.

12.12 ?/ = 2sinx + 2sin>’ + sin(.r + >’), 0 < x < —, 0 < y <  — .

Oshkormas ko‘ rinishda berilgan у = _у(л) funksiyaning ekstrem-
umlari topilsin.

12.13 y 2 -2 )'-s in .T  = 0 ,0< A '< 2^ . 12.14 ( j - x ) 3+л- + 6 = 0.
12.15 (д>-лг) = х 5,х2 + у 2 Ф 0. 12.16 х2 + у 2 + ху = 27 .



Oshkormas ko‘ rinishda berilgan z = z(x,y)  funksiyaning 
ekstremumlari topilsin.

12.17 2x2 + 2y2 +z2 +&yz-z + S = 0 .

12.18 xA+ y 4+z* =2(x2+ y 2+ z2).

12.19 5x2 +5y2 +5z: -  2 x y -2 x z -2 y z -7 2  = 0.

12.20 z2 + xyz-xy2 - x 3 = 0 .

12.21 5z2 + 4zy + y 2 -2 y  + 3x2 -6 x  + 4 = 0.

13-masala.
13.1 a tomoni va uning qarshisidagi A burchagiga ko'ra ber­

ilgan uchburchakning eng katta yuzini toping.
13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak 

ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma 
bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) bo'lingki, natijada kesma uzun­
ligi eng kichik bo'lsin.

13.3 y - x 2 parabola va x - y - 2 - 0  to'g'ri chiziq orasidagi eng 
kichik masofani toping.

13.4 (x0,y0,r0) nuqta bilan Ax + By + Cz + D tekislik orasidagi 
eng kichik masofani toping.

2 2 2 X у  z
13.5 —5-+ - г  + - r  = 1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli 

a b~ с
to'g'ri burchakli paralepepipedning o'lchamlarini toping.

13.6 O'lchamlari qanday bo'lganda ko'ndalang kesimi yarim 
doira, sirtining yuzasi Зтгт2 bo'lgan ochiq silindrik vanna eng katta 
hajmga ega bo'ladi?

13.7 O'lchamlari qanday bo'lganda usti ochiq, hajmi 32 sm3 
bo'lgan to'g'ri burchakli banka eng kichik sirtga ega bo'ladi?

13.8 Hajmi 54n bo'lgan silindrik banka, asos diametri d va 
balandligi h ning qanday qiymatlarida eng kichik sirtga ega bo'ladi.

13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig'indisi 
ko'rinishida ifodalangki ularning ko'paytmasi eng katta bo'lsin.

13.10 Qirralari uzunliklarining yig'indisi a ga teng bo'lgan to'g'ri 
burchakli parallelepipedning o'lchamlari qanday bo'lganda uning 
hajmi eng katta bo'ladi?



13.11 Hajmi V ga teng bo‘lgan to‘g‘ ri burchakli parallelepipedn- 
ing o ‘lchamlari qanday bo'lganda uning to‘ la sirti eng kichik bo‘ladi?

Lagranj usulidan foydalanib u = u[x,y)  (yoki и = u[x,y,z))  
funksiyaning berilgan shartni qanoatlantiruvchi ekstremumlari

topilsin.
13.12 u = xyz, x2+ y 2+z2=3.

2 2 2

13.13 u -  —  + ~ j  + ~  > x2 + y 2 +z2 = \ ( a > b > c >  0).a" b~ c~ '  v ’

13.14 u = x - 2 y  + z x + y 2- z 2= 1.

13.15 u = xy2z3, x +2у  +3z =6 (x >0, у  >0, z > 0 ).

13.16 и = хъ+ у ъ- г 3 + 5, x + y - z  = 0.

13.17 и = x2 + у2 + 2z2 x - y  + z = l .

13.18 u = xy x2 + y2= 1.

1 1 1
13.19 u = x + y, ~  + ~ ~ ~ .x у a

13.20 u = x2 + y 2, ~  + ~ - ^ .J a b

13.21 u = x - 2 y  + 2z, x2 + y 2 + z2 =1.

14-masala. u va v larni yangi erkli o ‘zgaruvchi sifatida qabul 
qilib, quyidagi tenglamalarda o ‘zgaruvchilarni almashtiring.



d z d z  4 + v2
144 2j; & + ^ + 2 ' = 0 - 3' = v ' x ~ — -

dz dz j—  , ч 2
14-5 УЪ + d~x=yJxy' x = v> y = (“ - v )  •

14 6 (x + z )—  + (y  + z )—  = 0 u~x  v = y + Z . 14.0 V Jdx , u - x  x + z >

dz dz
14-7 x f * + y ^ z ’ » = *  ” - ? ■

dz 3z tj+v2
14-8 y & ~ % = y 'e ' ’ «  = *2 + Г ,  V=J;-

149 (x + y ^ - ( x ~ y ^  = 0 > u = \nyjx2 + y 2, v = arctgl-.

14.10
f dz'2 x —  
v dx J

dz _ 2 .+ У2 — - 2 z  ? M = lnx, v = ln y .
dy

dz dz n
14.11 y f r - x f y = ° ,  u = x v = x2+ y 2,

dz dz „ у
14.12 x fr  + y f y = z , u = 4 x - l y ,  v = 8- —.

14.13

dy

d2z d2z 
dx2 dy2

= 0, u - x - y ,  v = x + y .

d2z d2z \ d z _  r
14.14 ’ O '* 0)- u = x ’ v = 2^ -

M 1 5  2£ £ _ 2 - ^  + 5 ^ - ^  = <> » = V , ) ,  v = i ( 2 * + И.
14ЛЭ ac2 ctcdy 8y2 dx ’ 3 V '  3 V ;

dz dz_
14.16 X’fa + y ~fy~ > * = «cosv, y = Msinv.



- -  —  = r\14.17 У x Qy u , x  = wcosv, у  = «sinv.

14.18
' & Y 'a z 4
.a*J

=  0 , x = wcosv, y = usinv.

d2z d2z _
14.19 » x = ucosv, y  = wsinv.

d2z d2z
14.20 acr  + ̂ 7  + 4z = 0 > x = e4 -cosv, y  = e4-sinv.

, d2z 2 d2z л л:
1421 * a ? - -’' W  • “=J*  v=7 '

- D -
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. д* fazoda ushbu

(я)XK } = l l 
-+ — +...+-

1-2 2-3 n ■ (n + 1) ’ 

ketma-ketlikning limiti topilsin.

< ■У и -1-2 + 2 -3 + ' " + л-(и + 1) va zn=yf2-il2-^l2-...-2̂ 2 deb 
belgilasak.

limy,, = lim
/J—

(, i 1 1 1 1 1 = lim
/ 1 }l — + —- . + 1-

I 2 2 3 n n + IJ н-ю с n + \y
= 1 va

lim z = lim 2^ +"'+? = 2 l̂ = 2  bo‘lib’ 1™ ^ ’ ~ ( 1;2) ekanligini
W—►«> rt—>=c

hosil qilamiz. >

2 .21-masala. Quyidagi и = arcsin -^- + arcsin ( l - y )  funksiyaning 

aniqlanish sohasi topilsin va chizmada ko‘ rsatilsin.



< D(u) = <y  

Bu soha 8-chizmada tasvirlangan. >

=  {  У < x < y  = | ( x , j v ) g / ? ;! : 0 < y < 2 , - y 2 <:X<y2} 
|0 < 2

8-chizma.

3.21-masala. Ushbu

In2 (* + >>)
urn , ------  karrali limit hisoblansin.x->]y-*0yjx2 + y2 -2 x  + l

= = ((ln(x + ̂ ) = ln[l + ( x - l  + ̂ ) ] ~ j c - l  + j;)) =r_  In2(x + >>)

= ) + r  U U =rsu,«’ )>

r2 (cos 0  + sin#?)' , • \Г Л= lim— —̂ - ------- bL_ = (Cose? + sm#?)limr = 0 >
г - » 0  у  м 0

4.21-masala. J™ / { Х’ У) va takroriy limit-У~>Уо
lar hisoblansi:

. . л(х + у)
f ( x , y )  = sin—— —  ;*0 =Уо - 00 

v ’  2x + 3 у

л->лг0 y - * y 0

/ ч л (х  + у )  . Л -v/ з
. lim lim f i x , у )  -  lim lim sin------- -— = lim sin —= —  va

< « r .  ̂ v 2л: + 3у *_>a° 3 2



lim lim /(x ,y )  = lim lim sin -  ^  + ̂  = lim sin — = 1 .
,̂->-vo r“+-*(> у-+т> X-+TJ 2х + Ъу y-*x 2

5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nuqtalarda har bir 
o ‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy va ikkala o ‘zgaruvchi bo‘yicha birga- 
likda uzluksizlikka tekshiring.

2 xy , 2
----- n>x~+y * 0  , , 4

f {x>y)  = \ * + y  , 0 (0 ,0 ) va^ (l,l)
0,x2 + у 2 = 0

< M a’lumki, agar

1)] i“ / ( ^ o ) = / ( ^ , y 0).

2) ^ / ( w ^ / t w o ) ,
У~*Уа

3 ) f t / M  = / ( W o ) .

bo'lsa, unda f ( x , y )  funksiya (xQ,y0) nuqtada
1) x  o'zgaruvchi bo'yicha xususiy,
2) у o'zgaruvchi bo'yicha xususiy
3) x va у o'zgaruvchilar bo'yicha birgalikda uzluksiz bo'ladi. 
Shular asosida masalani yechamiz.
a) 0 (0 ,0 ) nuqtada tekshiramiz. Shartga ko'ra / (0 ,0 )  = 0 

/ ( x ,0 )  = / ( 0 ,y )  = 0 => lim /(x ,0 ) = lim /(0,.y) = / (0 ,0 )  щ а 

o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluksiz.

Jim/ ( х , у 0Ь т ^ 1 _  =
z i x' + r

birgalikda uzluksiz emas.
b) A ( l , l )  nuqtada tekshiramiz. Shartga ko'ra / ( 1, l) = 1 funk­

siya bu nuqtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini 
ko'rish qiyin emas. >

6.21-masala. f (x ,y )=x3- y 3 funksiya M=\[x,y)eR1: l<x<2,0<y <lj 
to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

< V f > 0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:

|/ ( W a ) - / ( W .)|=|*2 ~yl -(*! -J ’,3)|=|(  ̂- < ) - ( y 23 ->>,3)| <|x23 -x,3|+|̂  - =

x-rcos(p  
\\У =  г $т(Р ;  j

r2-sin2e> . .
= lim-------;— -  = sin 2<p -  3:

r-*0



Demak, Ve > 0 uchun £ = —  deb olsak , M to'plamning ushbu 

|x, -  x, | < £  va \y2-y \ < 3  tengsizliklami qanoatlantiruvchi V(x,, )  
va (x2,y2) nuqtalari uchun \f{x2,y2)-f {x^y^)\< E tengsizlik bajar­
iladi => / (x ,y )  funksiya M to'plamda tekis uzluksiz. >

7.21-masala. Quyidagi

u{x,y) =
X4 + y 4 2 2 л2 .-f j ,  д г + у 2 *  0
X + y

0, x2 + y 2 =0
funksiya 0 (0 ,0 ) nuqtada xususiy hosilalarga egami va bu nuqtada 
differensiallanuvchimi?

du( 0,0) u(Ax,0)-u(0,0) Лх4 + 0<  V---- ---------------------1----- i— -  = lim 7— ;-----r—  = 0,
дх Дт-»о Ax A*->0 + 0) Дх

9м(0,0) м(0,Ду)-м(0,0)
— -— := lim —------ ------ -— -  = lim Ду = 0, Demak, xususiy

Дуdx Ду->0 Ay—*0

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchilikka tekshiramiz. Diffe­
rensiallanuvchi bo'lishi uchun

М м ) _ » М . * + » ! М . * + 0 ( , )

yoki
dy

Ax4 + Ду4
J2 , A , .2 = Ax' +Ду2 j bo'lishi kerak.:

■ 0 = limДх-К
Av-*0

Дх + Ду 

Д»(0,0) Дх4 + Ду4---- ----- Lr- iif—• = lim
Дг->0 
Д>->0 \

/ V  А Л ЛAx = /-cos^ '

Аг̂ ° Р лПо (Ах2 + Ду2) • -у/лх2 + Ду2 Ду = г sin

= (cos4 (р + sin4 р) lim г = 0 => 

differensiallanuvchi. >



8.21-raasala. z = x2y 2- x y 3- 3 y - \  funksiyaning M (2 ;l) nuqta­
da shu nuqtadan koordinata boshiga qarab yo‘nalgan yo‘naIish 
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

< Yo'nalish bo'yicha hosilani

df(M) df{M) df{M) n
— £— -  = — *— -  • cosa + — -— - • cos В 

de dx dY
formula yordamida hisoblaymiz. M (2;l) nuqta va koordinata boshini
tutashtirib ( to ‘g ‘ri chiziqli hosil qilamiz (9-chizma).

_̂____  2
\OM\ = V22 + 1г = Vs 9-chizmadan cosa = co s( k  + <p) = -cos<p =

COS/? = COS| — + (P
7t

'matlarr 

df{M )

- - s i n (p = - - j=  ekanligini topamiz.

аШ = (2 - 3 V - 3 )  = - I-  v  ̂ ✓ , ,*-2-3; ox ' V=i dx
Topilgan qiymatlami yuqoridagi formulaga olib borib qo‘yamiz:

dx
= 3

du du
9.21-masala. —  va ^  xususiy hosilalami hisoblash va f  va

g funksiyalarning hosilalarini yo‘qotish yo‘li bilan shunday tengla- 
ma tuzingki, u(x,y) funksiya uni qanoatlantirsin.

u = x + f ( x y )



—  = 1 + у ■ f  (ху) 
дх V ди ди=>jc------у —  = х. >
—  = x f (x y )  &  *
^  ч dz dz

10.21-masala. z = z(x,y)  bo‘lsa —  va dy lar topilsin.

F ( y - z x ,x - z y ,z - x y )  = 0 
<i^ = y -z x ,  T] — x — zy, C = z - x y  deb belgilab, berilgan teng- 

lamani differensiallash yordamida topamiz:

Fi dy)

&Л
dx) '
\ r

FI-1 - z - x ^  1 + 7%;-| 1 - y ^  | + ̂ -| - - У  | = 0,r-> f &
dXj
dz 
dy)

+ f;- dz
dy

—x =  0

dz
dx
dz

_dy

{-xF? -yF ;+F;)=z-F; -F;+y-F;

• ( -x f; -  yF'+ f ;  ) = -  f ; + z • f ; + x • f ’ .

a z_-z -r t +F4- y F ( 
dx x -F ;+yF ; -F t; 
dz _ F^-z-Fq-x-F'^ 
dy x-F  ̂+ y-F^-F^

11.21-masala. u = x2-2xy  + 4y2 + 6z2 + 6yz-6z  funksiya eks- 
tremumga tekshirilsin.

du 
~dx 
du
dy

—  = 12z + 6 y - 6  
dz

- 2 x - 2  y,

= —2x + 8_y + 6z,

du
dx
du
dy

= 0 

= 0

dz
sistemani yechib, M0( - l , - l ,  l) nuqta statsionar nuqta ekanligini
topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblab, d и 
ning ishorasini aniqlaymiz.

ri2u d2u 8 и 0 d2u d2u
а  = — —  =  2  = a „ = — —  =  t f n = t f n  = --------- = -------------=  0 .11 дх2 дхду дудх > и и - - - ~dxdz дгдх



д2и
ду2

д2и дги
« 2 3  а 32 Q y Q z  Q z Q y

- 52“ _10
° ” - d z 2

«1 i — 2 > 0;
«Н«12 2,-2
«21 «22 -2,8

= 12 > 0;

«и «12 «.3 2 1 Ю о 1 -1 0
°2l «22 «23 = -2 8 6 = 24- -1 4 3
«з. «32 «33 0 6 12 0 1 2

= 48 > 0 =s> d2u Ц  >0=>Mmin = i/(-l;-l; l) = -3.>

12.21-masala. Oshkormas ko‘ rinishda berilgan z = z(x,y)  funkt- 
siyaning ekstremumlari topilsin.

5z2 + 4zy + y2 -  2y + 3x2 -  6x + 4 = 0.
< Birinchi navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila- 

larini va ular yordamida statsionar nuqtalarni topamiz:
3~3x

[I0z-z' +4yz'x + 6x -6  = 0 
[lOz-z' + 4z + 4z'y -y + 2 y -2  = 0

z, =-

sistema va berilgan tenglamani x, y, z o'zgaruvchilarga nisbatan 
yechib M, (1; 1; 0) va M2 (l; 9; -  4) statsionar nuqtalarini topamiz. 
Funksiyaning bu nuqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish 
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

-3  • (5z + 2y) -  5z' • (3 -  Зх)
5z + 2y 

= 00, =

/  X

f  3 -З х  л 
5z + 2y

{5z + 2y)2 

' (3 - 3x) { 5z'y + 2) 
у (5z + 2y f

= M  J l- y ~ 2z) (~l- 4 ) i 5z + 2 y ) - ( - l - y - 2 z ) - ( 5 z ;  +  2)
V  Vr ) ,  { 5z + 2 y ) y (5z + 2 y f

a) Mx (l; 1; 0) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.
1
2 ’ =>au —Z_2 I., — „ i ai2~ Z„, \u. ~ ® a22~Z,2 '  12 xp Im , 
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з
= - .  Demak a , ,<0 va A > 0 => max => zmax = z(l, l )  = 0

b) M2(l;9;—4) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.
3 i

a\i ~ L 2= ~ 2 ’ = Z*y U =0  ап ~ 2уг \m2= ~ 2 ,=>
3

=>Aaua22 -af2 = —. Demak an >0 va Д > 0 => min => zmin = z (l, 9) = -4

Shunday qilib zm = z (  1, 1) = 0 va zmin= z (  1, 9) = -4  >

13.21-masala. Lagranj usulidan foydalanib u = x - 2 y  + 2z funk- 
siyaning x2 + y 2 + z2 = 1 shartni qanoatlantiruvchi ekstremumlari 
topilsin.

< Ф(х,у,г) = х - 2 у  + 2г + A^x2 + y 2 +z2- l )
Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini 

qidiramiz:

—  = 1 + 2Ax, 
dx
8Ф—  = -2  + 2Ay, 
ду
дФ—  = 2 + 2Яг 
dz
х2 + у 2 + z2 -1  = О

1 + 2Лх -  О 
—2 + 2Лу — О
2 + 2 Az = О
х2 + у 2 + z2 -1  = О

1 1 1х = ------ ;y = —;z = —
2А А А

л , ,= 4

а) Л = — bo‘lsin

д2Ф
дх2

д2Ф

ч = - з ; я = ? * = -  J  

52Ф
= 2Я, ~QyT = ̂  = va aralash hosilalar nolga teng.

9z



1 2 2}< 0 max => ыт„  = и| —;— =3.>
“  ',3 3 з )

14.21-masala. u va v larni yangi erkli o ‘zgaruvchi sifatida qabul 
qilib, quyidagi tenglamalardan o ‘zgaruvchilaini almashtiring.

2 д-z 2 d2z . , *x • —  r  = 0, u = xy, v ~-

<z  = z(x,y)  —> z = z(u,v)

dx2 ' dy1 ' "  J

5м у dv’ ду du y2 dv
dz I dz dz dz x  dz 

- У -  — + — - X - -

d2z d f  dz 1 dz) f  d2z + 1 a 2z ll<6
ii у —  + ---------

du у  dvy ~ У У du2 у  dudv,

1+—(  d2z 

dudv

d z  1
■У + -ТТ— dv y j

2 d2z d2z 1 d2z= у  — r- + 2-------+ —  — -
du dudv у  dv

va
d2z d dz x dz f  d2z X

^1 ■
?

!

 ̂ du y 2 dv ^
— X

v du2 y 2 dudv,

(  d2z

4 dudv y 2 dv2
j c  d 2z 2x  dz _  

y 1 dv

= x 2 d2z 
2 ’du2 y 2 dudv у 4 dv2 y 3 dv

X1  9 4
2x dz 
~T

d2z d2z
Topilgan va ~Qyi ifodalaming qiymatlarini berilgan teng- 

lamaga olib borib qo‘yamiz.

i - i
dudv у  dv 2x

d2z dz d2z2xy •— -----— = 0=>2u- dz

dudv dv dudv dv

Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu
dzd2z

ko‘rinishga kelar ekan. >
dudv dv 
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6 -§ . 5-M U STA Q IL ISH  
Sonli qatorlar

Sonli qatorlar va ularning yaqinlashishi.
Musbat hadli qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari. 
Ishorasi o ‘zgaruvchi qatorlar va ularning yaqinlashish alomatlari. 
Cheksiz ko‘paytmalar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar 

1°. Yaqinlashuvchi qatorlar va ularning xossalari.

Ushbu

1̂ s ̂ 2 9 9"' 
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘ lsin.

l-ta ’rif. Quyidagi
a{ + a2 +... + an + ... (1)

oo

ifodaga qator (sonli qator) deyiladi va u kabi belgilanadi.
л=1

Shunday qilib,
со

£ a „ : = a , + o 2 +... + an + ... (2)
/7=1

ekan. {a,,} ketma-ketlikning al,a2,...,a„,... elementlari qatorning had- 
lari deyiladi, an esa qatorning umumiy hadi deb ataladi. Ushbu

;;
S n = '*EJak ,  n =  1,2,.... (3)

*=i
yig'indilar esa (2)-qatorning qismiy yig‘ indilari deyiladi.

l-ta ’rif. Agar {Sn) ketma-ketlik chekli limitga ega, ya’ni

bo'lsa, unda qator yaqinlashuvchi deyiladi va bu limitning qiymati
S (2) -qatorning yig‘ indisi deb ataladi hamda u

cc

S = al +a2+... + a„+... = '^ia„;
1

kabi yoziladi.



Agar {£„} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo ‘ lmasa, u holda uzoq­
lashuvchi deyiladi.

3-ta’rif. Ushbu
Q0

X  an = ar^+a„,+2+... (4)
W*OT+1

qator (2)-qatoming (m-hadidan keyingi) qoldig‘i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo'lsa, uning istalgan 

(4)-qoldig‘ i ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha, (4)-qoldiq- 
ning yaqinlashuvchi bo'lishidan berilgan (2)-qatoming yaqinlashuv­
chi bo‘lishi kelib chiqadi.

1-natija. Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo ‘ lsa, uning qoldig'i

Гт =  a m+1 +  ° , n + 2 +  -

о т -» oo da nolga intiladi.
2-teorema. Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig‘ indisi

oo

S bo'lsa, u holda X ca" qator ham yaqinlashuvchi bo‘lib, uningw=l
yig'indisi C-S bo'ladi, ya’ni

oO со

'Zca»=c-'Za*
«*1 n=l

tenglik bajariladi.
3-teorema. Agar va X X  qatorlar yaqinlashuvchi bo‘ lsa,

и n=1 n=1

unda qator ham yaqinlashuvchi bo ‘ lib,

n-\ Л*1
bo'ladi.

2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chiqadi.
x  oo

2-natija. Agar Y ja« va X X  qatorlar yaqinlashuvchi bo'lsa,
n—\ n=\

X-

'YJ(can+d0bri) (c,d-const)  qator ham yaqinlashuvchi bo'lib,
n=l 4 '

YJ{c-an+d-bn) = c-Y Jctn+ d -Y j bn
w=l /1=1

bo'ladi.



4-teorema. (Qator yaqinlashishining zaruriy sharti).
Agar (2)-qator yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda

lim a„=0 (5)»->oo v /
bo ‘ladi.

Izoh. 4-teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo‘lavermaydi.
v  1 ,• - 1Masalan, 2 -Г  uchun lima = lim —= 0, lekin bu qator yaqinlashu- n »-»* Я-»® n

vchi emas.
5-teorema. (Koshi kriteriyasi) (2)-qatorning yaqinlashuvchi bo ‘lishi 

uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: V s>  0 son 
uchun 3n0(f )eJV :V n>n0 va v  butun p > 0 son uchun

2 > .
Ы п

= \a„+o„+l+.: + a„+p\<s (6)
tengsizlik bajariladi.

2°. Musbat hadli qatorlar va ulaming yaqinlashishi

Aytaylik,
cc

+ a2+... + a„+... (7)
«=1

qator berilgan bo'lsin. Agar \/neN uchun an> 0 bo'lsa, unda (7)- 
qatoiga musbat hadli qator yoki qisqacha musbat qator deb ataladi.

Bu punktda biz musbat hadli qatorlar uchun yaqinlashish alo- 
matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-qator yaqinlashuvchi 
bo ‘lishi uchun uning qismiy yig'indilari ketma-ketligi {£„} yuqoridan 
chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

V  1 1 1 1/  --- — 1ч------- 1------ ------------ h...
t ( n a 2a 3a na W

umumlashgan garmonik qatorning a>\ da yaqinlashuvchi ekanligi 
isbotlansin.

Endi uning yuqoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz:



=>Sn< ^ z i— j- (w = 1,2,...) =>{£„} ketma-ketlik yuqoridan che-
00 J

garalangan. 1-teoremaga ko‘ra umumlashgan garmonik qa-
Я=1 w

tor a > 1 da yaqinlashadi. >
Faraz qilaylik, (7)-qator va ushbu

CO

'£lb„=b] +b2+... + b„+... (9)
л=1

qatorlar berilgan bo‘ lsin. Unda quyidagi taqqoslash teoremalari o'rinli 
bo'ladi.

2-teorema. (Birinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror 
n0 (n0 > l) qiymatidan boshlab barcha n > n0 lar uchun

tengsizlik o'rinli bo'lsa, unda (9)-qatorning yaqinlashuvchi bo'lishidan 
(7) qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi va (7)-qatoming uzoqlashu- 
vchi bo'lishidan (9)-qatorning uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.

3-teorema. Agar
, 1 = k (0 i t s » )

bo'lsa,
a) к <oo bo'lganda, (9)-qatorning yaqinlashuvchi bo'lishidan 

(7)-qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi;
b) к > 0 bo'lganda, (9)-qatorning uzoqlashuvchi bo'lishidan (7)- 

qatorning uzoqlashuvchi bo'lishi kelib chiqadi.
174



Natija. Agar и->оо da an = 0*(6„) bo'lsa (y'ni 0<k<<x> bo'lsa) 
unda (7)-qatorning yaqinlashishi (9)-qatorning yaqinlashishiga ek- 
vivalent bo'ladi.

4-teorema. (Ikkinchi taqqoslash alomati). Agar n ning biror 
n0 (w0 > 1) qiymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

<Vi ^ K\ 
a„ Кn n

tengsizlik bajarilsa, unda
1) (9)-qator yaqinlashuvchi bo‘Isa, (7)-qator yaqinlashuvchi;
2)(7)-qator uzoqlashuvchi bo'lsa, (9)-qator uzoqlashuvchi bo'ladi. 
Endi musbat hadli (7)-qator uchun yaqinlashish alomatlarini

keltiramiz.
5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)-qator uchun

lim^2±L = d.
/?—>00 f t

bo'lib,
1) d<  1 bo'lsa, qator yaqinlashuvchi;
2) d >1 bo'lsa, qator uzoqlashuvchi bo'ladi.
6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-qator uchun

1™ yfa  ̂= q
W-»90 *

bo'lib,
1) q<  1 bo 'Isa, qator yaqinlashuvchi;
3) q>\ bo 'Isa, qator uzoqlashuvchi bo 'ladi.
Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va q = 1 bo'lsa, qator uzoq-

°° 1
lashuvchi ham, yaqinlashuvchi ham bo'lishi mumkin. Masalan,

* j
garmonik qator uchun d - q - 1 va qator uzoqlashuvchi; ХтГГ
umumlashgan garmonik qator uchun ham d = q = 1, lekin qator 
yaqinlashuvchi.

7 -teorema. (Raabe alomati). Agar (7)-qator uchun

limn-
n—*cc

f  \ 
| an+\

bo 'lib,



1) р  > 1 bo ‘Isa, qator yaqinlashuvchi;
2) p<\ bo ‘Isa, qator uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

8 -teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-qator uchun

a„« n n '

9n\<c va s > о bo ‘lib
1) A>\ bo'lsa, qator yaqinlashuvchi;
2) A = 1 va /i> 1 bo ‘Isa, qator yaqinlashuvchi;
3) A = 1 va ju< 1 bo ‘Isa, qator uzoqlashuvchi;
4) A <1 bo ‘Isa, qator uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

9-teorema. (Koshining integral alomati). Faraz qilaylik, f ( x )  
funksiya [l;+co) oroliqda aniqlangan bo‘lib, f ( x ) >  0 va monoton 
kamayuvchi bo'lsin. U holda

t mЯ» 1
qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun

+oo

\f{x)dx
1

integralning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

3° Ixtiyoriy hadli qatorlar va ularning yaqinlashishi
Bizga biror

oc-

Yuan (13)
л» 1

qator berilgan bo'lsin. Agar bu qatorning hadlari v  ishorani qabul 
qilishi mumkin bo'lsa, bunday qatorga ixtiyoriy hadli qator (yoki 
ixtiyoriy qator) deyiladi.

l-ta ’rif. Agar
T>

Z h l  (И )«=1
qator yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda (13)-qator absolut yaqinlashuvchi 
qator deyiladi.



1-teorema. Agar (14)-qator yaqinlashuvchi bo'lsa, unda (13)- 
qator ham yaqinlashadi, y a ’ni absolut yaqinlashuvchi qator oddiy 
ma’noda ham yaqinlashuvchi bo'ladi.

2-ta’rif. Agar (13)-qator yaqinlashuvchi bo'lib, (14)-qator uzo- 
qlashsa, unda (13)-qator shartli yaqinlashuvchi qator deyiladi.

ер' Ж

Agar sonli qator 2 ( -1 ) a« yoki X ( -1 ) a« ko‘rinishda bo‘lib,Пш| П> 1
an > 0 bo'lsa, u holda bunday qatorga hadlarining ishoralari al- 
masbinib keluvchi qator deyiladi.

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar

Е И Г Ч  (i5)
n=l

qator berilgan bo'lib,
1) Уа’т  an>an+l > 0  (n = 1,2,...),
2) lim an=0

bo'lsa, u holda (15)-qator yaqinlashuvchi bo'ladi. 

v ( - 1)"+1 , 1 1 1
MiS0‘ - 5 + r ; + -

qator Leybnis alomatiga ko'ra yaqinlashuvchi bo'ladi va uning shartli 
yaqinlashuvchi ekanligini ko'rish qiyin emas.

3-teorema. (Dirixle alomati). Agar
oo

2 > A  (16)

qator berilgan bo'lib,
1){an) ketma-ketlik monoton bo'lib nolga intilsa;

n

2) В п=-£Ьк (n = l,2,3)K..., chegaralangan bo'lsa, и holda (16)- 
qator yaqinlashuvchi bo'ladi.

4-teorema. (Abel alomati). Agar (16)-qator berilgan bo'lib,

1) {an} ketma-ketlik monoton va chegaralangan,
n

2) Bn-'YjK qator yaqinlashuvchi
ы

bo'lsa, unda (16)-qator yaqinlashuvchi bo'ladi.



Bizga v  hadli (13)-qator berilgan bo'lsin. Bu qator hadlarini 
guruhlab quyidagi qatorni tuzamiz:

(4 + 0, +... + <*„,) + {a„M +anU2+... + an2) + ..., (17)
bu yerda « , < « , < ... va к - » oo da nk-> oo

5-teorema. Agar (13)-qator yaqinlashuvchi bo ‘lib, yig‘indisi S so- 
niga teng bo ‘lsa, unda (17)-qator ham yaqinlashuvchi va uning 
yigHndisi ham S soniga teng bo‘ladi.

Izoh. 5-teoremaning aksi har doim ham o ‘ rinli bo‘lavermaydi. 
Masalan,

n=I

qator uzoqlashuvchi, lekin bu qatorni guruhlash natijasida hosil 
bo'lgan

( l - l )  + ( l - l )  + ( l - l )  + ... = 0 + 0 + ... + 0 + ... 
qator yaqinlashuvchi.

Endi
® f

2 > „  =al + a'2+... + a'n+... (jg)
n=l

yordamida (13)-qator hadlarining o'rinlarini almashtirishdan hosil 
bo'lgan yangi qatorni belgilaymiz.

6-teorema. Agar (13)-qator absolut yaqinlashuvchi bo‘lib, yig'indisi
S soniga teng bo'lsa, и holda (18)-qator ham yaqinlashuvchi va uning 
yig‘indisi ham S soniga teng bo‘ladi.

Izoh. 6-teoremadagi (13)-qatorning absolut yaqinlashishi sharti 
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o ‘rinli bo'lishi shart emas. 

<з Masalan,

^ ( - 1)"+1 , 1 1 1  ( lV*. 1— -—  = 1— + -------+ . . . + ( - 1) • - + ...
tT n 2 3 4 v ’  n

qator shartli yaqinlashuvchi va s = ln 2- Darhaqiqat,

1п (1 + дг) = д : - у  + у - ^ -  + ... + ( - 1)'’+1~  + гй(х), x > - l  (19)

yoyilmada * = 1 desak,

l n2 = l - ~  + j "  + ... + ( - 1) ■~ + ,; ( 1) = ‘S,n+rn(1) va



Shunday qilib
k O ) l < - 4  bo'ladi. =>S = \imSn=\a2 
' ' n + l "->e

\л+1

£ t i L = ln 2 .
n

ekan. => Bu qatorning qismiy yig'indilari

= ____ \J\
2" ~ h \ 2 k -\  2kУ S^ ~ S'-” +

1
2/j + l

chekli S limitga ega:
lim S2n = lim S2n+. =S = \n2
» - »  2"  Я -> = 0  2n+]

Endi berilgan qatorda hadlarining o'rinlarini almashtirish yor­
damida quyidagi

, 1 1 1 1 1  1 1 11-----------1---------------i-...н------------------------------1-... (20)
2 4 3 6 8 2 n - l  4 /7-2 An V '

qatorni hosil qilamiz. (20) -qatorning yig'indisini hisoblaymiz.

i i o
S3n-L[^j~i~~Ak^2~'Ak)  qismiy yig‘ indini olamiz.

1 1 1 I f  1 1

2k - l  Ak-2 4k 2\2k-l  2k
•limS3'„ = l i m - £n_w и_w. T

l i
2j^\2k-\ 2k

= -lim  S2n =]-S=> lim Sjn+l = lim j S^ + — ?— j = Va lim S3*+-> = 
2»-*  2n 2 »-»* «-*4 2/j + l i  2 »-»*

= lim 1 1  ̂ 1 с
3n + 2w + i_ 4w + 2 j _ 2 (20 )-qatorning yig'indisi

S' = = ̂ -ln2 ekan. >

00
7-teoreir.a. (Riman teoremasi). /igar Qator shartli у agin-

lashuvchi bo Ъа, и holda уа (chekli yoki cheksiz) son olinganda 
ham berilgan qator hadlarining o'rinlarini shunday almashtirish mum- 
kinki, hosil bo'lgan qatorning yig'indisi xuddi shu A ga teng bo'ladi.



Л - А - - ' А * -  =  П а

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu
n

Pn = T { p k ( я  =  1 ,2 ,.. .)

ko'paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.
Ta’ rif. Agar Pn xususiy ko‘paytmalar и->оо da chekli yoki chek­

siz P limitga ega bo'lsa

kabi yoziladi. Agar p *  0 va chekli bo‘Isa, и holda ko ‘paytma ya­
qinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvchi deyiladi.

Bundan buyon cheksiz ko'paytmalarni tekshirayotganimizda
рпФ 0 deb faraz qilamiz.

Cheksiz ko'paytmalaming birinchi m ta hadini tashlab yuborib

qoldiq ko‘paytmani hosil qilamiz.
1-teorema. Agar (21)-ko ‘paytma yaqinlashsa, (22)-ko ‘paytma ya­

qinlashadi va aksincha, (22)-ko‘paytmaning yaqinlashidan (21)- 
ko ‘paytmaning yaqinlashishi kelib chiqadi.

2-teorema. Agar (21)-cheksiz ко‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, unda

bu limitni (21)-ko‘paytmaning qiymati deb ataladi va

' - П р .

"̂m J. j  P n  Pm+l ' P m +2 ‘ ••• (22)

bo ‘ladi.



3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaqinlashishining zaruriy sharti).
Agar (21)-ko‘paytma yaqinlashuvchi bo'lsa и holda

lim =1
И->=0

bo 'ladi.
Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmalar uchun 3-teoremaga ko‘ra 

lim = 1 => Biror nomerdan boshlab hamma p lar ->0 bo'ladi.
n->r> r  n

Demak, umumiylikka ziyon keltirmasdan, barcha pn lar uchun
pn>0 deb faraz qilishimiz mumkin.

4-teorema. (21)-cheksiz ко ‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun
со

(23)«=1
qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Agar bu shart 
bajarilsa va (23)-qatoming yig‘indisi S  bo'lsa, unda

P  = es
bo ‘ladi.

oo oo

Agar p„-\ + an bo'lsa, unda Y\.P« ~ П ( 1 + <3'’) bo'lib, 4-teore-л*1 n=\
maga ko'ra (21)-ko'paytmaning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun ush-

op
bu X *n(1 + a") qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli1
ekanligini hosil qilamiz.

5-teorema. Agar biror n0e N  nomerdan boshlab, barcha n>n0
lar uchun an>0 (yoki a„< 0) bo'lsa, (21)-cheksiz ko'paytmaning 
yaqinlashuvchi bo'lishi uchun

QQ
2 X  (24)we I

qatorning yaqinlashuvchi bo 'lishi zarur va yetarlidir.
Umumiy holda, ya’ni an lar ishorani saqlamagan va (24)-qator 

yaqinlashgan holda, (21 )-cheksiz ko'paytmaning yaqinlashuvchi 
bo'lishi uchun



X*.2п*=1

qatorning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.
Agar (23)-qator absolut yoki shartli yaqinlashsa, unda (21)-chek- 

siz ko'paytma absolut yoki shartli yaqinlashuvchi deyiladi. => (21)- 
ko‘paytmaning absolut yaqinlashuvchi bo'lishi uchun (24)-qatom- 
ing absolut yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

Nazorat savollari

1. Sonli qator tushunchasi.
2. Sonli qator yaqinlashishining ta’rifi.
3. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti.
4. Qator yaqinlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
5. Musbat qatorlar uchun Veyershtrass kriteriyasi.
6. Birinchi taqqoslash alomati.
7. Ikkinchi taqqoslash alomati.
8. Dalamber alomati.
9. Koshi alomati.
10. Raabe alomati.
11. Gauss alomati.
12. Koshining integral alomati.
13. Ixtiyoriy hadli qatorlar va ulaming yaqinlashishi.
14. Leybnis alomati.
15. Dirixle alomati.
16. Abel alomati.
17. Absolut yaqinlashuvchi qatorlaming xossalari.
18. Shartli yaqinlashuvchi qatorlar.
19. Riman teoremasi.
20. Cheksiz ko'paytmalar va ulaming yaqinlashishi.
21. Cheksiz ko'paytma yaqinlashishining zaruriy sharti.
22. Cheksiz ko'paytma yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartlari.



-в-
Mustaqil yechisb uchun misol va masalalar

1-masala. Qator yig‘indisini toping.
6 ^  24____

1,1 £?9/72 +12/7-5' 1,2 ~^9w2 -12w-5
6 ^  9_____

1,3 £ f9/r+ 6/7-~8 ' 1 4  “ J9« 2 +21/1 - 8

V  2 ^  14
1,5 tT4/j2 +8« + 3‘ 1,6  £?49и2-28л-45'

■ A 3  _____ I _____
1,7 9« 2 + 3«-2 ' £? 49л2 -7/7-12

14
1 9  Ъ п 2+гг-2 1,10  S 'fe«2 + «-2' 1,tw 49л2 - Ии-48

14
Зби2 — 24и — 5 * 1,1Z ^49л2-84л-13

7
1,11 i~(36n2 -24л-5 1,12  ^ 40"2

A  4 ^ ____
1,13 4w2 +4/J-3* 1,14 “ ?49«2+35и-6

9  8_____
1,15 ~^9и2 +Зи-20 1,16 16я2 -8/J-15

V 1  ̂ у -1 6
1*17 Z j aq„ i  _ o i„_ in ' I f  Л..г„=1 49л2 - 21/7 -1 0  ХАО tf4 « 2-9

7  12 ____
1,19 ^49и2 -35/1-6' 1-2°  ^36w2 + 12/7-35'

1,21 § 9 й 2 -3.ч-2'

2-masala. Qator yig‘indisini toping.
A  3/J + 8 y ___2-/7____

2 , 1  * £ и ( й  +  1 ) ( л  +  2 ) ’ 2 , 2  h  л ( и  +  1 ) ( и  +  2 )

183



yri____ 3 n____  77 — 1
2 ,3  h {n  + 3){n + \)n 24 t ln (n  + l)(n  + 2 )'

^ ______4_____  ^  n — 4
2 ,5  2 ,6  П « (и - 1)(и - 2 ) ‘

Зя +1 vp 5/7 + 9
2.7 2.8 2-1,

in

2.21

^ (n - l)n (7 i + l ) ‘ ,8 /г(« + 1)(тг + 3)
у- 4-77 ^  877-10

2.9 2.10 Z j 'j?xn(n + \)(n + 2 )' 1U “ J (/7 — 1)(t? + l)(w — 2) '
^  1 ^  371-1

2 . 1 1  2 - /  2_ , v  2 .1 2  2-:(« 2 - l) 2  ^ и - (я 2 - 1) ‘
1 — 77 Зт7 + 2

2.13 2^ZTITa 77I4\' 2.14 2 ,tn177( 7 1+ 1)(t7 + 3) ,14 t^ n (n  + i)(n  + 2)'

77 + 6 77 + 5
2-15 77(77 + l)(/i + 2 )' 2Лб S (t7  + 2)(tj2-1)'

у  »~2 77 + 2
2Л7 ^з(и-1 )я(я + l)‘ 2.18

■>.А- Зя + 4
2.19 2,17— л?77Ч\- 2.20 2-^ и ( / 7  + 1)(я + 2 )' ’ U j^ (n  + 2)(n + \)-n

•у. 5п-2 
я= 2  (я — 1 ) 7 7( 7? +2)

3-masala. Qatorning qismiy yig‘indisi 5̂  va yig‘indisi S ni
toping.

A  1 ^  1
3.1 2-,i

3.3  zRe 1
00

16n2-877-3' i.L t?25772+ 5я-6
1

3.4
oo

V 1
36/72 -2477-5 Г 4 9 я 2+ 7/7-12'

1
3.6

184

00

V 1
4т72 + 4я-3 £Л 6 я2-877-15’



36и2 + 12и-35

у _______" _______
3,9 ^(2/7-1)-(2/7 +1)2’

З.ц  У,(л/и + 2-2л/я + 1 + Уй]. 

2

v~< 2/7 +1 
3.8 2Li 2 ( i\2’я-l /7 (/7 + 1)

/7 — yjn2 — 1
3.10 1 , I ■, л -

n-l yjn- [n + 1)

1

/7 у

з.1з 5 > 1-

3.12 5 >  1— 2
и-2

3.14 I>
и3 - 1  

и3 + Г

v  . 1 3 
3.15 2> m^ rc0V 3.16

1

/1st
1

3.17 YsarctS-^J-
n=1 " *

-A 2/j-l
3.19

n=l Z
Л  . a  . 3a 

3.21 2 .sin^ r sm^T-

n*2

f> -  . . .  
и !-(/7 + 2)

я+1 1
I-4B* 13.18 S ( _1)'

3.20 S f
n=l

4-masala.
Koshi kriteriyasidan foydalanib umumiy hadi an ga teng

ao
boigan X a" qatorning yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

sinwa;
4.1 о =•

и*1
COS/7CT

4.3 и2-

4.2 =

4.4 a =

и-(и + 1) 

cos a "

4.5 a„ =
cosna-cos(/7 + l ) a 4.6 ая=йо+^+...+^+...(|^|<10).

sin na
~ T ~ '

sin na



1 . а  14.11 а„=— sin-. 4.12 ап=—2--
« и п2+п + 1

Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi д ga teng bo‘lganoo “
X a„ qatorning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.
«*1

. 1 n - 14.13 an=--- 4.14 an=-^— -.
2n +1 n +1

. n +1 arctgn
4 1 5  °- =774- 4 1 6  a- n -

4.17 a„= ln |l + - |. 4.18 a„= *
\ n yjn2 +1

1 1
4.19 «л=-г-- 4.20 e„=--- -■3n + 2

1a.. =■
4 2 1

5-masala. Qatorning yaqinlashishga tekshiring.

•Asin2«\/« * 2 + (- l)"
5.1 Z --- г - ’ 5.2 T V -  V 'n=i «v« n̂=l

«sm- 3 
n

2 ПП
« cos ~z~ -A In и

5.3 У —---- — — -. 5.4 Z^Tfy-
n=1 w(« + l)(«  + 2 ) »-i л/и

5-5 1 ^ .  5.6 f  f ^ Z J Z  
и In/? Z , « 3 + 2Л*1

. л-1

£  л/и3 -Зя ’



sin2 п 
и2 +Г

« arccos-— ----
5.11 V _______ « + 1

5.13 S

«2+ 2 

и1пл
t? »  -3

^  1 . 2 + (- 1)"
5-15 1 т г т 51п— Г -л=2 V«3

5.17
1 + sin лп

■ ЯП « 2 +sin—  ,
5 .1 9  • £ ------------_ J - . c g

t t  п- Гп

г2 +cos япЛ г
т г

тг-i In л/и2 + 3п 
5.Ю Z - v ,

»-2 sjn~ —П

Z

rl *
—
п • cos' п
и3+5

и" +3
5.14 из ^ s in  —

5.16 £
1пи

„=1 и3 + И + 1

2 Я77
« C0S „

5.18 Y _____L

5.20 Z

«=1 3” + 2 

In и
я=1 л / Й 5 + и

оо О I
5.21   2 J

V«7+ 5

6-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

tT5',-l +W- l 

А , и2 +5
б.з 2>-^-т-t ?  и +4

X 1 1
6.5 Z -- 7arctSlr= 7-Zfn-1 <Jn- 1

A 1 1 
6.2 Ъ - 'Ъ - г 't in  y/n

1 . 1
6.4 2 , ~ sin--

я = 1  vw n

6.6 £ ( „ Ч З )1

n +2
+ln n 

v~i 2 + cos и
6.8 Z ~ — — •3 +sinn



6.11  i j r a r c t g - ^ .  
„=,1 Цп 4 Vw
ae J  J

6.13 Z  3/— ,rS‘n 7- "л/п  + 5 л-1

6 .Ю Z i r ^ ^ T£Тл/Л + 1 л/Я 
1

6.12 Zn>] и2 - In и 

1

6.15 Z  г  о
t i  V «  +  3

6.17 Z ^ " arc^-T- t i  «
E 3 . 5Л #  - .

e/Vn- l .

бЛ4 5 з г ^ " ® -

6.16 Ё '" ^ г т т -£7 я +Я + 2

418 l ta^ T -
. л/я

6.20 Z sm‘у/ O llJ I
n=i \ /j5 + 2

6.21 Z  1-cos- 
».Л я у

и +1

7Л ^ 2"- (и - 1)!'
, 2 "+| • (и3 + ])

7-masala. Yaqinlashishga tekshiring.
(«О2

7.3 z

7.5 Z

n=i (я + 1)! 

(2и + 2)! 1

£1 Зя + 5 2"
5х arctg —

7.7 V _____«
' я!

7-9 Z
6” -(w2- l)

и.| я!
V  я!

7 ,11  ^ (я !)2’

7.2 Z > 2 •W«1 *
f i l 0"-2w!

1А h  (2л)! ‘

Д н  + 5 . 2
7 6 / --- sin— .
7,Ь t f  я! 3"

=0 „И

7 -8

7 Л 0  § (»+  2)!'
оо -у2«

я + 3 
л2 + 5



А 1-3-5-...-(2и-1) 
7ЛЗ £  3".(и + 1)!

,  у _ _ И 1 _
7 Л 5  £Г(3"+1)-(2и)Г 

7-17 I  К— /~-
л»1 п
ое

7 Л 9  § (и  + 2)!-4л'
^  и! 1 

7 -21 t;(2 n )\ 'tg 5п'

и!
7.14 2,-^Г-Л»1 «

7.16 I> s in | rл*1
» Cw^5"-</и2

7.18 •Та («  + 1)!
^3-5-7-...-(2и + 1) 

7>2°  £?2-5-8-...-(Зп-1)‘

8.1 ±( 1 + - Г  1

8-masala. Yaqinlashishga tekshiring

4"' 8.2 I
2rt + 2
Зи + 1

\n
(и+ 1)3

oo

8.3 £
/ 2»2 + l v  

и2 +1W=1 V
8.4 tA 5 n  + 4.

8.5 1> 4-
2w n

8-7 Ц

3n + 5y 

f  2n + l ^

8 .6  У  «arcsin 
t ?  4n

& {3 n - 2 .

8.9 £ ' « - 1 \n И
' i 7'

8.8 £
8.10

и + 2 

Зи-1

ns ■ 3"

7?\\ n J
ao *s n+l

8 .1 1  1 -г-
n=i n

Z 2 • n Яn sin — .
„=1 2и

£ Г(2 и + 1)" 

8 .12
Л*1

8.14
'  Зи-1 У" 
4n + 2 j



OO

8 1 7

8.19 t nKarctS"T-- „.I 3n

со fl

8 1 6  S ( 2„=+1̂ '

«  m n
^  4 . In ^

8.20  Z "  -arc^  "T '
/ixi 4/?

8.21 £ -l Г «
t t y  U +1

ОЦ

9.1 Z n i3^ « ln 2(3« + l) '

9.3 Z„=1 (2и + 3)1п2(2и + 1) ’
ос |

9 ,5  § (3 «  + 4)1п2 (5я + 2 )' 
» 1

9.7 S ;-------

9-masala. Yaqinlashishga tekshiring.
* 1 

92 § « ln 2 (2« + l ) ‘ 
00 1 

9.4 I  '1

n=! {tlyfi + l)ln2 ̂ Пу/З + 2)

9,9 “ f(2 rt- l)ln  (2« )'?.9 Z  

9.11 Iw=2
CO

9.13 Z

1

Щ Зи-1)1пи 
1

9.15 Z

л=2(2и -3)1п (3« + l)

_1_____
^ («  + 3)ln22«

1

Щ З и - 5 )1 п 2(4 и - 7 )‘
x> 1

V ________ i 
9 6 1ы (2n +1) In2 (ил/5 + 2 j

oo I

9.8 Z
n=5

9.10 Z

9.12 Z

“ ^ («- 2 )ln (л-3) 
1

^ (w  + l)ln  (2n)
1

“ 2 (2«- l)ln  (я + 0
ос J

9 Л 4  § («  + 2 ) ln V
oo j

9 1 6  ^ ( 2и + 3)In2 («+ !)'
1



у _______ 1
9 1 9  £ (я- 2 )- > (/7 - 3 )'

ао

9.20 £»=4 (Зи -1) • ̂ ln (w -l)
<30

9.21 Ёп*2

1

(я + 5)1п2 (л + 1)-

10-masala. Quyidagi tengliklarni isbotlang. Ko‘rsatma. Qator 
yaqinlashishining zaruriy shartidan foydalaning.

10.1 lim 4  =  0 . и"

in-i lim П = 0 
1U-J  —- (2л)! *

, (2n)!! n10.5 lim-— = 0.n-»x ft*

V  №  n10 7 l i m — Ц-  = 0 я-»»(2й - 1)!

in  q lim n- — 0 10*9 —«(и !)2

10.11 lim1 - f-  = 0 .Л-+00
2

10.13 lim^- = 0.л->ао W|

(« + !)'•10.15 lim-— —̂- = 0.Л-ЮО yC

in  17 lim7---- — = 0
AU,1/ ^*(2/7 + 1)! •

(Зи )"
10.19 hm7 T ^ T  = 0 .

. (2и - 1)М л
10.21 lim-— — = 0 .

v (3" ) ! л10.2 l,m ~ r- = 0 .л->»

in A lim П-■ = 0  Ю.4 .

.. (и + 2 )!
10.6 lim —̂ -J- = [

10.8 11ттг-..:x,=0(2и-1)! ’ 

in10.10 tort->0C

. (4и)!
10.12 lim1—/- = 0.

n-><3О <*}"

10.14 I™

= 0 .

[ ( „ + I)-]2=0-

10.16 lim ^ f f i - = 0
Л-» oo

1* W” /4in 1R lim----- — = 0
lu ,ia  »^(2и + 3)! •

(2и + 3)!!
10.20 lim-----

n"
= 0 .



11-masala. X й" qator a  ning qanday qiymatlarida yaqinlash-
ishini aniqlang.n-l

11.1
r . 1 

1-nsin —
n j

arctg —  ln 
n

u '-

11.2 an =na\̂ \n{n2 + l)- 21nwj..

11.4 д =■

(  i V  
e " -1 11.6 a., = 1 1 

-------- p - C O S —
nn ■ sm — 

v n /

11.7 «„ =

11.9 an =

( I I  i v*-COS- j
e” n- l—

n

C O S - p r - -  
л/« «

11.11  a„=n-sm —  arctg— 
\n П;

(  1

11.15 a„ = In Я + In '  . 1Л sin — 
v П;

n +1 2

11.8  a„ =

11.10 a„

11.12 a » =

ln arctg— -In 
n tg~. n j

1 — sin ЯП

2n +1

1- cos IV

11.14

n

l v ' e-\ 1 + -

\  1 1-cos—
nj

11.16 в,=

,n>2. 11.18 «„ = 

192

\a



. 1 1
11.19 a»=l " sin~ “ cos^73 J — ___ Jtn

11.21

12-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

12.2  £ (- 1)
/ i \ я+1 +1 

12,1 л (и  + 1)

12.3 Zтг=2

оо

12.5 £

(-O'
л+1

2 ln(n + l) 

(- 1)" -2п
и=2

12.7 £

и4 -и2+Г

(- I)'

12.9

^77-ln(/l + l) '

И

Л . Л" 
Sln^  

л/Зп + 1

12.15

00у
•1п(2я)

Xу (-1 Г
ЙО1 +1) • 22
00

I -
(-1Г

/ ̂
(Я + 1).

U .

1217 у  ( *) '(И+3)
12,17 ^  1п(« + 4)Л*1

\Л+1

2/J + U

у  (-О”
12,4 w-(In In и )-In и

12.6 £ (-1 ) '
(и + 1)-1пи

чл+!
1 2 8  у  (
12-8 h n - ^ Т з

12.10 £ ( 1-Г-со^

12.12

(- 1)”
И*!

12.14 л-i cos _?L_ .̂ /Зл + 1пп 
З-у/Й

чл 2л - 1
12.16 Е Н ) "  ЗиИ-1

f  (- 0 я
12,18 “ £(2w + l)-22"+2



12.21
Н '- * т 74-у/я

13-masala. Quyidagi qatorlarning absolut 
yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

,a ( w +  1 ) c o s 2 / i

i3 .i Z V v  , л«>i v«  + Зи + 4

(- 1)”13.3 Zt? ln 2(« + l) 

arctg (-и)"

, 1 1-COS-pr
vn

^2п6+Ъп + \

^ М Г -In 2 л 
13.7 Z ^ y ----•

л=1

И + 1
я3+ 2 '13.9 Z  cos3 п-arctg

rt«l

13Л 1

13.13 Z-  - I \  •
л-1 П \ П  + 1

13.2 Z ln
1 ) sm и 

l + T r  VarctS-

• ( Л ^sin 2« н—sin
13.4 *  V 4

i3.6 Z

n-lfn  + 2.

nn cos—

»=i (n + 2)^ln3(« + 3)

а (-1)" . Л- 13.8 ■ • arcsin
<Jn 4n

n=\

( -1  У-(2п)П
n=l ( n + 1)"

i—

13.10 Z " 3sinw‘e'"-n~\
oo

13.12 Z

13.14

\
1 1— --cos— 

1 nл-sin— 
4 n

cos nn.

У

13.16



Ozt n • In (w +1) • In2 (n + 2)

13.19 Z
/sin и

-sin
f  • 'Л Sinn

№  №

V ’H "  1 13.18 L r ? T - arctS — - 
t f  vn 2w

зо

13.20 X " 2' cos/I€
/у

13.21 Z ‘
Л-1

I n2+3 
i n3 + 4n

•In 1+(- 1)"

14-masala. Quyidagi qatorlarni yaqinlashishga tekshiring.
cc л-{л-1) 1

14.1 I ( - l ) — ■-r-
л=1 ЫП

A  sin/7
14.2 Z lr~ -

»=1 vn

14.3 Z
cos 2/7

n-1 %/Й 14.4 Z
COS 3/7

“ Я Г

14.5 Z
ii sin 2n

л=1 yjln

f я л
COS 77 +  —

14.6 ]T  }  ..-4-
Zi 1п2(и + 1)

я COS 2/7f \n wUo x
14.7 Z H ---г

n=l V«

00 л-(л-1) 1

14.9 I H ) —  У
н=1

. ■> n Sin* — 
2

/7 + 1

/ 9 Y  
1+-

\

14.8 У М )"- - ,
} Vi»+1  

( -1  )■

14.11 Z ^ r * ---•
0=1 V w

14.10 Z
я=I

ao

14.12 Z

„=1 >//7 + 1

(- l)"+I • In In (/7+ 2)
Л-1 In (/7 + l)

(-1

i (w + 2 ) • V« + l 14.14 Z cos| f  + ;r"л-1 44
. 1 sm—.

/7



п» 1

71

Тп..

V 4/■ ,\* и + 2 я-
14.17 Е ( -1) —n r= :arctg~r- 

»-1 \п + 4 VW
. sin и

14.18 Е : г  •
»=1 v«

■A sinn
14.19 Ь ~ г — :«1 yjn +S1

sm п 
sin и

00 J -

14.20 E sin * w + l)..
л-1 '  '

■«г-ч sin 2/7 1
14.21 L r ~ '---^ 'cos--^ 1п1п(и + 2 ) n

15-masala. Quyidagi qatorlar a  ning qanday qiymatlarida
a) absolut yaqinlashuvchi,
b) shartli yaqinlashuvchi bo‘lishini aniqlang.

15.1 £

15.3 £

(- l)" 'S in 2" a

sin 2 n • In2 n

.\n-i 2” • cos2"cc
15.2 E C "1) --- Г ---•n=l y/n

(-1)"

n

15.5 £ (- 1 )""
(2« - l)!!

(2n)\\

15.4

15.6

»=. -i-(—1)" J"

f  ( -0 "

”=2̂ yfn + (-1)” J

1 5 8  L 2 _  
1 5 ' 7  ^  „ !  '  1 5 8  - ' [ » l n „ + ( - l ) - ]n=l

.  tl sin—
15.9 У -----2— .

i^ n \n a (и + l)

n

15.10 £ (-1 )«-1 n • In" (n + l)

v- sin и 
15.12 2 ,—



п - а

у  И ”
1 5 1 5  Ь ~ :

f  (-О"
15.14 =  - > 1 )'и +-

15.17 2 >
Я=1

<50

I

1 + ( - Г
(W+1)“ J

(- I)'

15.16 Е

15.18 Б-1)"

(2«+2)!!

4tf+n- 1 -4it-n+1

i5-u  - [ 2и+(- о "]"

V-iCOS/J
15.21 2 ,“ ^Г*

15.20 £
(- I)’

[«2 ln/i + (—1)” J

16-masala. 
Tengliklar isbotlansin.

16.1 П
Г П 2”'

1+
,2 ) _

= 2 .

16.3 f tn=i
cos

2И+1 _Л

16.2 Пn-2

QO

16.4 П

n - 1 2 
t f n 3+ 1~3'

21-
n-(n + l)

-r~r X Sinx
16.5 П С05̂ Г = —

//=1

Я .2  2__ 2 3 n Зп )  2л 
16.7________ 2 V2 7 ^ / 2  ^2 + у12+Л 16’8  !Л з « - Г з «  + и _ Зл/3

16.6 П (1+^ )= Г 7 - (Н <1)-я*о 1 — л

ж
7 t  Т —Т

16.9 -  = П
Ап (Vallis

2 i;,f4«2- l  formulasi) 16.10 Пя*1
1 —

(2« +1)“
л
7 '



Quyidagi cheksiz ko‘paytmaIaming yaqinlashuvchiligini isbotlang 
va ularning qiymatlarini toping.

т2г и2-4 -i2t (2h + 1)(2/i + 7)
16.13 П  2 r* 16.14 l lT Z i -i£# i -1 (2я + 3)(2л + 5)

* НГ
16.16 П 2 " •16.15 П 1 +

я(и + 2)

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalami absolut va shartli 
yaqinlashishga tekshiring.

16.17 П

tt  Уй
16.19 11 Г- , .у' ■n=2 \П +(—lj

16.18 П
n=\

CO

16.20 П

(-1Г
l+ f=~ ■v/w

(- 1)"
1 + ̂ -  

ln n

16.21 П
(- 1)" 

1 + ̂ 4-

-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu

qator yig‘indisini toping.

3 3

у ---------
tl9 n 2-3n-2

< a" 9n2 -3/1-2
1 1

9 n + (Зя + 1)-(Зя-2) Зя-2  Зя + 1

p f  1 1 "I . 1 1 1 1 1 1 1 , 1>S = ) #, — 7 --------- — 1----1-*— — —I----- h...H---- ----- = 1 —---- .
" t r  ПЯЗ*~2 3k + l )  4 4 7 7 10 Зл-2 Зя + 1 Зп +1

Demak, S  := lim S„ = lim
Л—MO л—>x

2.21-masala. Ushbu

г 1
1-  

v Зя + 1
= 1.>

5я -2

qator yig‘indisini toping.



<3 Birinchi navbatda bu qatorning umumiy hadini noma’lum 
koeffitsientlar usulidan fcydalanib, sodda kasrlaiga yoyamiz:

5n — 2a„ = 1 1 2- +---
" (и-1)и(и + 2) л- l n n + 2 v«- l n ) \n' n + 2

” " " я  ̂ i i  ̂ i l

= b„+c„-

Ы2 *=2

1 1i _ 1 1
2 2 3+3

f l 1— +2
n) 12 3

8 1 8 2 ► S = limS„ = - = 2—. > 3 3

3 a
iW+1

3.21-masala. Quyidagi
v ’ . a  > sin—— • sin -
t ?  2 2" 

qatorning qismiy yigindisi Sn va yig‘indisi S ni toping.
< Bu masalani yechishda

sinx-siny = i[cos(x-_y)-cos(x + .y )]; 
formuladan foydalanamiz.

a . CC , 3 CC 1 v-» 
S„ = У S in  —r -7  • S il l  —r- г  =  — /n *}k+\ S\k+l sy LmUЫ\ *> Z Z *al

a cc
COS —r  — COS “ T~r 

2* 2

a  a  a  a  a  a  acos—  cosa + cos— - cos— + cos-r - cos-̂ -+...+cos— - cos—-T 
2 2 2 2 2 2" 2 " 1

acos---cos a
2”

 ̂ „  1 A \ • •> a5  = lim 5 = - (l- co s« ) = sirr —
я-» 2 2

4.21-masala. Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi

yjn(n +1)
00

bo‘lgan qatorning uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.
< Ma’lumki, 3e>0 son topilsaki , Vn0 e TV olinganda ham 

3n>«0 va butun /j SO sonlar mavjud bo‘lib,
199



tengsizlik bajarilsa, unda qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Agar f  = l va p = n deb olsak, unda V/i0 e N oiinganda ham 
3n>n0 topiladiki va

Jk-(k + l) yjn-(n +1) /̂(/7+ !)•(/»+2) yj(n + p)(n + p+l)

_________ p _________  p  p  p™ n  _  1 _  *

^(и+/?)(«+p+1) и+/»+1- 2и+р 2и+и 3 bo ladi qa­
tor uzoqlashuvchi. >

.  f ^ c o s f  U
5.21-masala. V i ---  z ' —  qatorni yaqinlashishga tek-

shiring.

I 2 +  COS I >//7 j oc oo -I

<,„. = 1 J U p E - l . b .  bo‘lib, E ‘. - 3 l 4
</775 </7 „я  n=i «/4

qator yaqinlashuvchi, chunki ^ > 1. Unda taqqoslash alomatiga ko‘ra 

berilgan qator ham yaqinlashuvchi. >

00 (  яЛ
< 6.21-masala. X  1-cos— qatorni yaqinlashishga tekshiring.

л = Л  n  J

an = 1 — cos— = 2• sin2 Agar bn= -j desak, xQ da an=0’ (b ) 
n 2n n 4 7

bo‘ladi. Darhaqiqat, M  (M czR )
00 CO J

&  = Z — -yaqinlashuvchi =>taqqoslash alomatiga ko‘ra
Л=1 n=l n

* °° (  7t N
= S  1_cos“  qator ham yaqinlashuvchi. >

и=1 Jl- l



и! 1
7.21-masala. qatorni yaqinlashishga tekshiring.
< Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.

n\ 1 

ап~ (2 п )\8 У ’

(и + l)! 1 _  w!-(w + l j _____  1

°"+1 “  {In  + 2)!tg 5n+1 “  (2и)!- {in  +1) • [In  + 2] 8 5"+' ’

1
1 ГЯ+1 1 1

zi- limfs+L- lim---------- 1 — =— lim---- = 0 < 1
J™  a "->5C 2-(2/j + 1) 1 10»-»» 2n + l*S jn

Berilgan qator yaqinlashuvchi. >
8.21-masala. (/ (*)- / „(*)(< £  qatorni yaqinlashishga tekshiring.
< Koshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

я = limWaT = -lim [ ——  ] = lim
n-кв' з и_>зс I n +1)  3 "~*лV

= -lim  1 + —
n j 3 n->*\ n

= -<l=> 
3

Berilgan qator yaqinlashuvchi. >
® 1

9.21-masala. £ ( „  + 5) ln2(n + 1) qatorni yaqinlashishga tek­
shiring.

<Bu qatorni yaqinlashishga taqqoslash va Koshining integral 
alomatlaridan foydalanib, tekshiramip ^

(/? + 5) In2 (n +1) (n + l)ln2(/j + l) n ■ In’ n

1  dx , ,j ^ 2-  = / (* ) bo'lgani uchun Koshining mtegral alomatiga

op

ko‘ra qator yaqinlashuvchi va taqqoslash alomatiga ko‘ra
n-2

berilgan qator ham yaqinlashuvchi. >
10.21-masala. Quyidagi

(2/j-I)!! A lim -----— = 0
n

201



tenglikni qator yaqinlashishining zaruriy shartidan foydalanib, is- 
botlang.

T T  * , .  (2 «- l)!!<Umumiy hadi an =--- -—  bo‘lgan /_,an qatorni yaqinlash-n »>1
ishga tekshiramiz. Bunda Dalamber alomatidan foydalanamiz:

d  =  lim  =  limn~** ct n~**>

~

(2 n  +  l)!!  1
=  lim

2/7 +  1 1

(и  + 1)"*1 ( 2 w - l ) ! ! Г  K J]
1 . V-1=-<1=i>2 4

yaqinlashuvchi => Qator yaqinlashishining zaruriy sharti, ya’ni 
(2« - l)!!

„Ш а" “ I™ — ~n—  = ® tenglik bajariladi. >
oo

11.21-masala. qator a ning qanday qiymatlarida yaqin-
n~\

lashishini aniqlang.

a = (л/и +1 - -JnV • In + *." V '  2n -1

I Г7 Г  и + 1-и 1 V« + l-Vw = -= = -- = = -===- , = 0*

т 2и + 1 1 In---- = ln
2w-l 1 + ——  

I  2« - l
= 0*

1 >

л/й, va

/ >
0* 1

i+-
2 j

1 * GtAgar bn=— - deb belgilasak, qator 1 + —>1, ya’ni a >0„.t 2
2

w«l
\я . 7t

ao
bo'lganda yaqinlashadi. =>'^ a„ qator ham n e N  da yaqinlashadi.>

____  qatorni yaqinlashishga tekshiring.
и=1 \15п - 1

< Bu qator ishorasi almashinuvchi qator bo'lib, uning yaqin­
lashishini Leybnis alomatidan foydalanib, ko'rsatish mumkin.
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12.21-masala. ______ 4л/и



tg
л

a., =- 4 Jn deb belgilasak
\j5n-l

1) V n eN  uchun a„> an+l> 0 , ya’ni 2 X ( x) va
7t

tg-4л/й 1 n2) lima,, = lim--------- j=— p = =  = 0;' n->=° «->=о я1 4\/и •л/5и-1
4 л/и

bo'ladi => Leybnis alomatiga ko‘ra berilgan qator yaqinlashuvchi. >

13.21-masala. Quyidagi

\и4 +4и
qatorning absolut yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang.

Н )"

w2 +3 In 1 +(- 1)"

w2+3
< " V „4 +4« ■In 14- deb belgilaymiz. Unda quyidagi

munosabatlar o'rinli bo‘ladi.
rr +3 
и4 +4«

•ln 1 + -"1 
V «

n +3n 1
n n

qator yaqinlashuvchi => taqqoslash alomatiga ko‘ra
n = I  n = I  Я  05

l s I  yaqinlashuvchi, ya’ni berilgan X я» qator absolut yaqinlashu-u _i/7 = ]

vchi. >
14.21-masala. Quyidagi

sin 2и 1> --- -------COS —
~^lnln(« + 2 ) n

qatorni yaqinlashishga tekshiring.
<Bu qatorning yaqinlashishini Abel alomati yordamida ani-

qlaymiz: an=cos~  va b" =Tnln(n + 2) deb belgilab, Abel teore- 
masining shartlari bajarilishini tekshiramiz:

203
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1) x0 ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaralan­
gan [o < c °s- < lj;

sin 2w
2) 2-< " - 2|'inln(w + 2) qator Dirixle alomatiga ko'ra yaqinlashu­

vchi bo'ladi. Darhaqiqat, agar
1a.

" In In (и + 2 ) va bn = sin 2n 
deb belgilasak,

a) к  U  va Vx0e M
u\ n sin (и + 1). sin и „  л.b) В„ = У,Ьк = >sm 2£ =-----------  chegaralangan bo ladi

x*-i м  sinl
J  \  oe

=> Dirixle alomatiga ko'ra 2 X (* )  qator yaqinlashuvchi.
ч S in  1J  n-i

Shunday qilib, berilgan qator uchun Abel teoremasining shart-
00 X n* О 1

lari bajarilar ekan => Y V i,, = Y -- n cos— qator yaqinla-
shuvchi. > -  ...ln In (n  + 2 ) n

Izoh. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan 
ma’lum bo'lgan ushbu

. (n + \)x . nx „ sin- -sin —
S (x) = У  sin foe ----------- —-2_, x&2 т я , m eZ

t=1 sin —
2

formuladan foydalanildi.
15.21-masala. Ushbu

cosя
na

qator a  ning qanday qiymatlarida
a) absolut yaqinlashuvchi,
b) shartli yaqinlashuvchi bo‘lishini aniqlang.

< Birinchi navbatda berilgan qator a  ning qanday qiymatlar­
ida yaqinlashuvchi boMishini aniqlaymiz. Bunda Dirixle alomatidan 
foydalanamiz. Agar

1
an — 7  va bn = cos n deb belgilasak

n 1
1) « > 0  bo'lganda \an) i  va lima = lim —  = 0,

 ̂ n j  л-»ао n-*<x>



и + 1 п „ COS—— cos- 1
2)Я „= 1 >*=--- — ~ va № Т Т  bo'ladi. ^  Dirixle

*■' sin — sm-
2 2

COS Yl
alomatiga ko'ra 2 j °A  = 2 j ~  qator a > 0  bo'Iganda yaqinlasha-

n=\ я-l n

di. a < 0 bo'lganda esa bu qator uzoqlashadi, chunki a <0 
bo'lganda qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

cos и
Endi qatorni absolut yaqinlashishga tekshiramiz. n*- va

A  1 .
2 j ~  umumlashgan garmonik qatorning a  > 1 da yaqinlashuvchi

n * icosлZ  V U JH
— qatorning yaqinlashishini hosil qil-

n=1 namiz.
Endi 0< a< l bo‘lganda berilgan qatorning absolut yaqinlashu- 

a |cos?i|
vchi emasligini, ya’ni — —  qatorning uzoqlashishini ko‘rsatamiz.

n=i n
|cos«| cos2 и _  l + cos2« _ 1 +cos2«

2na 2n° 2 na 

cos
tengsizlik hamda X  \ ~  qatorning Dirixle alomatiga ko‘ra yaqin-

н=1
lashuvchi bo'lishi va x0 qatorning uzoqlashuvchi ekanligidan (x )}: 
qatorning ham uzoqlashuvchi ekanligini, taqqoslash alomatiga ko‘ra 
S„ (x) = qatorning uzoqlashuvchiligini hosil qilamiz. 

cos и
Shunday qilib, 2L— ~  qatorя-l n
a) « > 1  da absolut yaqinlashuvchi,
b) 0 < a< l da shartli yaqinlashuvchi bo‘lar ekan.>



cheksiz ko‘paytmani absolut va shartli yaqinlashishga tekshiring.

P = 1 + л л - (-1) 4° punktga ko‘ra berilgan

cheksiz ko'paytma absolut yaqinlashuvchi bo'lishi uchun qa-n>l
tormng absolut yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

( - Г ^  1 fyaqinlashuvchi, p>  1, 
\uzoqlashuvchi, p<\.

Cheksiz ko'paytmani sharth yaqinlashishga tekshirishda 4° - 
punktdagi 5-teoremadan foydalanamiz.

Unga ko'ra cheksiz ko'paytma yaqinlashuvchi bo'lishi uchun
со oo

l L an qator yaqinlashuvchi bo'lgan holda X й»2 qatorning yaqin-
n*l n=1
lashuvchi bo'lishi zarur va yetarli edi.

V 1 (- 1)"2 ja»=2 j— J~  qator p>  0 bo'lganda Leybnis alomatiga ko'ra
/7=1

yaqinlashadi.

a >0 qator esa P>  — da yaqinlashadi, 2 "«(•*) da esa uzoq-
2 n=i

lashadi.
Shunday qilib, berilgan

Пn=[
1+(-0

cheksiz ko'paytma
a) p>  1 da absolut va

b) ~< P^1  da shartli yaqinlashadi.>



7-§. 6-M USTAQIL IS H  
Funksional ketma-ketliklar va qatorlar

Funksional ketma-ketlik tushunchasi.
Funksional ketma-ketliklarning yaqinlashishi va tekis 
yaqinlashishi.
Funksional qator tushunchasi.
Funksional qatoriarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi. 
Funksional qator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik 
limitining xossalari.
Darajali qatorlar.
Teylor qatori. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish. 
Darajali qatoriarning tatbiqlari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar 

1°. Funksional ketma-ketliklar, ularning yaqinlashishi 
va tekis yaqinlashishi.

X cz R  to‘plam berilgan bo‘lib, unda
/1 W . / 2  (*)»••.,/. (* ) ,-

funksiyalar aniqlangan bo‘lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket- 
ma-ketlikka X  to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi 
va u {/ „(* )} kabi belgilanadi:

{ f n  (* )}: f  (x ),f2 ( (*)»••• (1)
f„ (x ) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi. 

Ixtiyoriy x0e X  nuqta olib, ushbu
[ f n  (*o )}: fx (x0 ) , f 2 {x0),...,f„ (x0),... (2)

sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqin­
lashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, {/ „(* )} funksional ketma-ketlik 
x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa 
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deb 
ataladi.

{/ „(* )} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqta- 
laridan iborat M  (M  с  R ) to'plam {f n (x )J funksional ketma-ket­
likning yaqinlashish sohasi deyiladi. =>Vxe M  uchun ushbu



l™ /n (*)~ 3  bo‘ladi. Agar Vjc eM  uchun unga mos keluvchi 
mos qo‘ysak, ya’ni

/  :x->lim /„(x)
Л-НО

bo'lsa, unda M to'plamda aniqlangan / (x) funksiya hosil bo’ladi. 
Bu f (x )  funksiya {/„ (* )} ketma-ketlikning limit funksiyasi deyila­
di. Demak,

lim/B(* )= / (* ) (X e M ) (3)

Ta’rif. Agar Ve>0 son oiinganda ham 3n0=n0(e )eN :V n > n 0 
va VxeM  uchun

|/ (* )- / „(* )|<£ (4) 
tengsizlik bajarilsa, {/ ,(* )} funksional ketma-ketlik M  to‘plamda
f (x )  lim it funksiyaga tekis yaqinlashadi deyiladi va / „(* ) ^ f (x ) 
(x e M ) kabi belgilandi. Aks holda, ya’ni 3s0 >0 \/neN  oiingan­
da ham 3m >n va 3x0e M  lar mavjud bo'lsaki

| / ( * o )- / m(* o ) | ^ o

tengsizlik bajarilsa, {/ „(* )} funksional ketma-ketlik M  to‘plamda 
f {x ) lim it funksiyaga tekis yaqinlashmaydi yoki notekis yaqin­
lashadi deyiladi.

1-teorema. {/ ,(* )} funksional ketma-ketlikning M  toplamda 
f (x ) ga tekis yaqinlashishi uchun

lim &/p|/(x)-/,(x)| = 0 (5)
n_>cc xeU

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-teorema. (Koshi kriteriyasi). {/ „(* )} funksional ketma-ketlik­

ning M  to‘plamda f (x )  ga tekis yaqinlashishi uchun quyidagi 
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Ve > 0 uchun 
B»0 = n0 (e ) e N : Vh > n0 va v  butun p > 0 sonlari hamda barcha 
x e M  lar uchun

|/~ ,(*)- /» (*)|<fi (6)
tengsizlik bajariladi.



3-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar 3 {a„} sonlar ketma- 
ketligi mavjud bo'lib,

1) \/neN  uchun a > 0 va lim an = 0;« Л—

2) VxeM  va barcha w ejylar uchun

bo'lsa, unda M  to'plamda f , ^ / (* ) bo'ladi.

2°. Funksional qatorlarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi.
Biror X cz R  to'plamda {ы „(х)} funksional ketma-ketlik be­

rilgan bo'lsin. Quyidagi
г ф )  + ы2(х) + ... + ип(х) + ...

ifodaga funksional qator deyiladi va u Z M» (* ) kabi belgilanadi.
00

Z k M =  u , ( x )  + u 2 ( x )  + ... + u „ ( x )  + ... (7 )
n~l

щ (х),и2(х ),...,ип(х ),... laiga funksional qatorning hadlari, un(x) 
ga esa funksional qatorning umumiy hadi deyiladi.

Ixtiyoriy x0 e X  nuqta olib, ushbu
oo

Z  un (* ) = м, (*0) + u2 (x0) + ... + un (x0) +... (8)
n—\

sonli qatorni qaraymiz. Agar bu sonli qator yaqinlashuvchi (u/oq-
00

lashuvchi) bo'lsa, Z w» (x) funksional qator дг0 nuqtada yaqinla-n* 1
shuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa funksional qatorn­
ing yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deb ataladi.

oo

Z  u« (* ) funksional qatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan 
iborat M  (M a R ) to'plam bu funksional qatorning yaqinlashish

sohasi deyiladi. => Vx0 e M  nuqta olib, Z M«(*°) sonli qatorni
n—\

ko'rsak, u yaqinlashuvchi bo'ladi. Uning yig'indisini S(x Q) deb
209



belgilaymiz. Xuddi shunga o'xshash V x eM  olib, unga X  (x)
qatorning yig'indisini mos qo'ysak, u holda M  to‘plamda aniqlan­
gan S (x ) funksiya hosil bo'ladi. Bu S (x ) funksiya (7)-funksional 
qatorning yig‘indisi deyiladi:

S (x )=  =  w ,( x )  +  m2 ( x )  +  ... +  m „ (x ) +  ...

Ushbu
n

$ ,(*)=  £ “ *(*)» n = 1,2,...£=I
yig'indilarga (7 )-funksional qatorning qismiy yig‘indilar deyiladi. 

Shunday qilib, (7)-qatoiga mos keluvchi

{ S ^ x ) } : ^ ) , ^ ) , (9) 
funksional ketma-ketlikni hosil qildik va aksincha, (9)-qismiy 
yig'indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk- 
sional qatorning hadlariga teng bo'lgan quyidagi

Sx (x ) + [S 2{x ) - St (x )] +... + [X  (x) - (x )] + ...
funksional qatorni hosil qilish mumkin. => Agar (9)-ketma-ketlik 
x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, u holda (7)-qator 
ham x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'ladi va

S (x ) = \jmSK(x )
tenglik bajariladi.

Demak, funksional qator yoki funksional ketma-ketlikdan bir- 
ining xossalarini batafsil o'rganish yetarlidir.

Ta’rif. Agar (7 )-funksional qatorning qismiy yig'indilaridan tuz- 
ilgan {^ „(x )} funksional ketma-ketlik M to'plamda qatorning 
yig'indisi £ (х) ga tekis yaqinlashsa, unda (7)-funksional qator M 
to'plamda tekis yaqinlashadi deyiladi.

oo
r„ (x) = S (x )~ S n (x) = X  uk (x ) deb belgilaymiz.

k»n+1

1-teorema. (7)-funksional qatorning M  to'plamda tekis yaqin­
lashuvchi bo'lishi uchun



Н т% ?|/ ;(х )| = 0 (Ю )
"- * *  хеМ  '  7

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
2-teorema. (Koshi kriteriyasi). (7 )-funksional qatorning M  

to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun quyidagi shartning 
bajarilishi zarur va yetarli: V e >0 uchun 3w0 = n0(г )eN :\/n> n0 
va v  butun p >0 hamda barcha x eM  lar uchun

n+p

!> * (* ) <s (11)
bo ‘ladi.

Natija. (Funksional qator yaqinlashishining zaruriy sharti). Agar 
(7)-funksional qator M  to‘plamda tekis yaqinlashsa, u holda shu 
to'plamda h„(jc) ^ 0 bo‘ladi.

3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga X X ( x) funksional van=1
oo

2 > ", « „ ^ 0  (12) »=1
sonli qator berilgan bolsin. Agar VxeM  uchun

« = 1,2 ,...
oO

tengsizlik bajarilsa va (12)-sonli qator yaqinlashsa, mda Z X (* )
n=\

funksional qator M  to‘plamda absolut va tekis yaqinlashadi. 
Aytaylik, ushbu

oo

2 > » (* K (* ) (13)
Л=1

funksional qator berilgan bo'lsin.
4-teorema. (Dirixle alomati). Agar
1) har bir x eM  uchun {« „(* )} monoton va M  to'plamda a „(x )

0 ga tekis yaqinlashsa;
2) Д>(* )=/_A (* ) qismiy yig'indilar M  to'plamda birgalikda che­

garalangan ya ’ni 3K Vx e M  \в„ (x)| - К  bo'lsa, и holda (13)- 
qator M  to'plamda tekis yaqinlashadi.

5-teorema. (Abel alomati). Agar
1) har bir x eM  uchun {a „(x )} monoton va (a „(x )| ketma-



ketlik M  to'plamda chegaralangan;
до

2) funksional qator M  to'plamda tekis yaqinlashuvchiя* 1
bo'lsa, unda (13)-qator M  to'plamda tekis yaqinlashadi.

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik 
va qatoriarning xossalari

Funksional qatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimki, 
ularning har bir hadi uzluksiz bo'lgan taqdirda ham qatorning yig'indisi 
(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bo'lishi shart emas.

A  x2
Misol. ~% (i + x 2 )" funksional qator berilgan bo'lsin. Bu funk- 

x2
sional qatorda u„ (x) ~ 7 — тбС(-со,+о°) _ Berilgan qatorning

(1 + x )yig'indisi topamiz:

*+1 + *2+" '+(, + *>)" >5(x)=lim5„(x) = | ° " X °* ."-** ljcJ +l,X5tO(■*)=2 — ~—Г =

Bu tenglikdan ko'rinadiki + 0 = 1 va
5(0) = 0 =>S (x ) funksiya * = 0 nuqtada uzluksiz emas. Berilgan 
qator uchun ushbu

oo oo

n=0 n-0
munosabat o'rinli. >

Tabiiy savol tug'iladi: qanday shartlar bajarilganda funksional 
qatorlarda hadlab limitga o'tish, ularni hadlab differensiallash va 
integrallash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.
Bizga M  to'plamda yaqinlashuvchi (7)-funksional qator berilgan 

bo'lib, bu qatorning yig'indisi S'(x) bo'lsin.
1-teorema. Agar V n eN  uchun u „(x )e C (M ) bo'lib, (7)-qator 

M  to'plam da tekis yaqinlashsa, 5,(x )e C (M ) bo 'lad i, y a ’ni 
Vx0 e M  uchun

lim S (x ) = lim X  u„ (* ) = I  limM„ (x ) = | ]un(x0) = S (x 0)
0 ^  Л=1 W*1 ^  /1=1

tenglik bajariladi.



Agar M to'plamda yaqinlashuvchi (l)-fimksional ketma-ketlik 
berilgan bo'lib, / ( jc)  funksiya uning lim it funksiyasi bo'lsa, unda 
quyidagi teorema o'rinli bo'ladi.

2-teorema. Agar / „(x )e C (M ), « = 1,2 ,..bo'lib, M  to'plamda 
f n{x ) " f (x )  bo'lsa, f (x )e C (M ) bo'ladi.

3-teorema. Agar (7 )-funksional qator M  to'plamda tekis yaqin­
lashuvchi va x0 nuqta M  to'plamning limit nuqtasi bo'lib,

Н ти ,(*) = с,(л = 1,2,...)
bo'lsa, и holda

oo
YuCm=C,+C2+...+ C„+...
M-l

qator ham yaqinlashuvchi, uning yig'indisi С esa S(x) ning 
dagi limitiga teng bo'ladi:

lim S (x) = lim £  4, (x) = limu„ (x ) = £ c „ = С
x-*x0 4 '  X-*XQ “  v '  r0 x '  *— *u w n=\ я=1 0 n=\

Faraz qilaylik, \a,b\ kesmada yaqinlashuvchi (7)-funksional qator 
berilgan bo'lib, uning yig'indisi S(x) bo'lsin.

4-teorema. Agar (7)-qator [a,b\ kesmada tekis yaqinlashuvchi 
bo'lib, u„(x)eC[a,b\ (и = 1,2,..) bo'lsa, u holda quyidagi

А Ь b

J«, (x)dx+ |ы2 (x)afr + ...+ j un(x)dx
a a a

b

qator ham yaqinlashuvchi va uning yig'indisi (•*)<& ga teng 
bo'ladi:

Js(x )a fr= j f> „(x ) &  = | ] | ып(х ) й&с.
iL«-i

Izoh. 4-teoremadagi (7)-qatoming tekis yaqinlashuvchanligi sharti 
yetarli shart bo'lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yaqin- 
lashmaydigau qatorlami ham hadlab integrallash mumkin.

M isol. S

bo'lsin.

(  1 1 
X2«+l _ * 2(1-1

<W
(0 <x<l) funksional qator berilgan



$ ,(* )= !
(  i t \

ĵ 2«+l _д.2п-1

4 J
= -л: + х2 •5(x) = limS„(x) = \^’X =>v '  -v > |i_*,o< x< l

5 .W  M  da S(x) ga tekis yaqinlashmaydi, lekin 

jfs (x )* = J(l- x )A  = ± va f^\un(x)dx =
n=1 0

= z X2"+l -Л'2"-' fltc Т -7 П  -
= I V __ : _ _________ iiiM

2 »,|и(я + 1) 2 ^Ди n + l j  2 k + 1

2 »-**V n + l )  2

Demak, ^(лг)сйс = ̂  ûn(x)dx = - , lekin X X M  3ator lA 1]
0 "=I 0 n=l

kesmada tekis yaqinlashmaydi. >
5-teorema. Д?яг (7)-funksional qatorning har bir un (x) hadi 

\a,b\ kesmada uzluksiz un (x) hosilaga ega bo‘lib,
60 t f f f

I> «  W =M' (x) +u2 (*)+•••+«„ (*)+••• (И )n=\
funksional qator \a,b\ da tekis yaqinlashuvchi bo‘Isa, и holda berilgan 
(7 )-qatorning yig‘indisi S (x ) shu [a,b\ da У (х ) hosilaga ega va

I X  M w
«=1

tenglik o ‘rin li bo‘ladi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional qatorning tekis yaqin- 

lashuvchanlik sharti yetarli shart bo‘lib, zaruriy shart emas.

l- ta ’rif. Quyidagi
4°. Darajali qatorlar

ns 0
(15)

A:o ‘rinishdagi funksional qatorga darajali qator deyiladi. Bu yer- 
da a],a2,...,an,...,x0 lar o‘zgarmas haqiqiy sonlar.

Agar (15) da £ = x - x0 deb belgilash kiritsak,



2 > .r  (is )л*0
darajali qatorga kelamiz. Demak (16)-ko‘rinishdagi darajali qator- 
lami o'rganish kifoyadir.

1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar
op *

= 4> + a\ x + a2x2 + ... + anx" +... ( 1 7 )
n* 0

darajali qator х = х0фО nuqtada yaqinlqshsa, и holda qator x ning 
|x|<|*0| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida absolut ya­
qinlashuvchi bo ‘ladi.

Natija. Agar (17)-qator x = x0 nuqtada uzoqlashuvchi bo‘lsa, u

holda bu qator ||x|>|x0|} da ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
oo

2-ta’rif. Agar Х 6'»*" darajali qator {|*|< я} da yaqinlashib,
И* 0

{\x\>R} da uzoqlashsa, и holda shu R> 0 soniga darajali qatorning
yaqinlashish radiusi, (-R , R) oraliqqa esa yaqinlashish intervali
deyiladi.

2-teorema. Ixtiyoriy darajali qatorning yaqinlashish radiusi R 
mavjud bo'lib, bu qator j|x| < i?} da absolut va X/r <R uchun ||jc| 5 rj 
da tekis yaqinlashadi.

Izoh. Darajali qator yaqinlashish oralig‘ining chegaraviy x = ±R 
nuqtalarida yaqinlashishi ham, uzoqlashishi ham mumkin. Darajali 
qatorni bu nuqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali qatorning yaqinlashish radiusini quyidagi teoremalardan 
foydalanib, topish mumkin.

3-teorema. (Dalamber). Agar j™

R -  lim

mavjud bo‘Isa, и holda 

(18)I ]Un+1
bo‘ladi.

4-teorema. (Koshi). Agar mavjud bo'lsa, и holda



bo ‘ladi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R  soni (17)-darajali qatorning 

yaqinlashish radiusi bo‘lsa, и holda

•'mV H  (20)
formula (Koshi-Adamar formulasi) o'rinli bo'ladi.

Darajali qatorlar quyidagi xossalarga ega.
6-teorema. D araja li qatorning yig ‘indisi S (x ) yaqinlashish 

oralig'iga tegishli bo‘lgan v  nuqtada uzluksiz bo'ladi.
7-teorema. (Abelning ikkinchi teoremasi). Agar (17)-qator 

x = R (x = -R ) nuqtada yaqinlashsa, unda bu qator [0;Я] 
kesmada tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

Natija. Agar (17)-qator x = R (x = -R ) nuqtada yaqinlashsa, и

holda S (a-) yig'indi [0 ;i?] ([-/?;0]) kesmada uzluksiz bo'ladi.
00

Endi ko‘rinishidagi darajali qatorni ko'ramiz. Bu
/7=0

CC

qatorning yaqinlashish radiusi Z a"x qatorning yaqinlashish radi- 

usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, faqat bu yerda ya­

qinlashish oralig'i { |x -x 0|<  ~ ( x0- R ,x0 + R ) interval bo'ladi.

8-teorema. Agar R>Q soni quyidagi

/ (* ) = !> » (* - * о)" (21)
//«0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi bo'lsa, и holda
V  f  (x) funksiya (x0 -R , x0 + R) intervalda ixtiyoriy tartibli 

hosilalarga ega bo'ladi va и hosilalar (21)-darajali qatorni hadlab 
differensiallash yordamida topiladi;

2) bu qatorni V[a,Z>]cr (;t0 - R, x0+R) oraliqda hadlab integral- 
lash mumkin.



3) (21)-darajali qatorni hadlab differensiallash yoki integrallash- 
dan hosil bo'lgan yangi qatoriarning yaqinlashish radiuslari ham (21)- 
qatornning yaqinlashish radiusi R ga teng bo'ladi.

Izoh. Agar f (x )  funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib, 
r > о bo'lsa, u holda f (x )  funksiya x0 nuqtada (aniqrog‘i, x0 
nuqtaning atrofida) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali- 
tik funksiyaning cheksiz dififerensiallanuvchi ekanligi kelib chiqadi. 
Lekin, ixtiyoriy cheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo'lishi

olish mumkin.
9-teorema. Agar f (x ) funksiya x0 nuqtada analitik bo'lsa, ya ’ni

tenglik x0 nuqtaning biror atrofida o 'rinli bo'lsa, и holda

Ta’rif. Faraz qilaylik, f  (x) funksiya x0 nuqtaning biror atrofida 
aniqlangan va shu nuqtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bo'lsin. 
U holda quyidagi

qatorga f (x )  funksiyaning я:0 nuqtadagi Teylor qatori deyiladi.
Izoh. (22)-qatorning yig'indisi har doim ham f (x )  bilan ust- 

ma-ust tushavermaydi.

f 1 ^shart emas. Bunga misol tariqasida /(■*) = exp — j  funksiyani

/ М = Е аД *-*о)"

bo'ladi, ya ’ni

tenglik ham x0 nuqtaning o'sha atrofida o'rinli bo'ladi.

5°. Teylor qatori. Elementar funksiyalarni 
Teylor qatoriga yoyish

(22)

Masalan, funksiya uchun barcha hosilalar

/ w (0 ) = 0 va (22) qatorning yig'indisi 0 *  f (x )

111



Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o'matish 
mumkin.

Teorema. (Teylor). Faraz qilaylik (x0 -h,x0 + h) intervalda f (x ) 
funksiyaning o‘zi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara­
langan bo ‘Isin, ya ’ni 3M  > 0: Vx e (*0 - h,x0 + h) uchun

f (n){x)\<M, n = 0,1,2,3,... 
tengsizlik bajarilsin. U  holda (x0-h, x0 + h) oraliqda / (x ) funksi­
ya Teylor qatoriga yoyiladi, ya’ni

/ (* ) = £  ^ r i x - xo)n>\x-*o\<h, (23)и=0 П\
tenglik o'rinli bo'ladi.

Agar Teylor qatorida x0 = 0  bo'lsa, u holda hosil bo'lgan qa- 
torga Makloren qatori deyiladi.

* Endi asosiy elementar funksiyalaming Makloren qatoriga yoyil- 
malarini keltiramiz.

oo ft 2  3
x V 1 X  л X  X  . v

’• г =§ т г 1+* +1 ; + * +"-
со x2«+l J ?  д> +1

2- л = § (5 Г Л );=" +¥ +'1т+-''+р ^ )У +''' (-»<*<«> )•

. •Ax2” X 2 X 4 X 2"

1  cto==§ R i =1+l !  + « +'" +( i ^ +"- (-“ < *< - 4

*2n+1
р ^ " " 3 |  + « +-"+'( 2^ й )Г +"- ("»< *< + «)•  

*(- !)■ »”  , г  x' ( - i f f   ̂ ,

5- отх=§ 1 2 ^ Г * 1' й +« +'" +_(5 о Г  (-»< *< + »)' 

6. 1п(1 + х) = £ (-1 ),’+'^ -  = х -^ -+ у - . . .+ ( - 1 Г 1̂ - + ... ( - l< x < l ') .

11=1 “ *

3! n\
218



6°. Darajali qatorlarning tatbiqlari

a) Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
Aytaylik,

y" + p {x )y'-¥q (x )y = f { x )  (24)
differensial tenglamaning ushbu

Я хо) = 3;о, У'{х0) = у  (25)
boshlang'ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini topish talab qi- 
linsin.

Agar p (x ), q (x ), f (x ) funksiyalami x0 nuqtaning biror atrof- 
ida shu funksiyalarga yaqinlashuvchi

«=0
ko'rinishida ifodalash mumkin bo'lsa, unda yuqoridagi Koshi ma- 
salasi yagona yechimga ega bo'lib, uni

oo

= (26)и=0
ifodalash mumkin. (26)-qatordagi noma’lum an koeffitsientlarni 
topish uchun (24)-tenglamadagi y, y\ y", p, q, f  lar o'rniga ul­
arning yoyilmalari olib borib qo'yiladi va noma’lum koeffitsientlar 
usulidan foydaniladi.

Misol.
y"-xy = 0 (27)

tenglamaning ushbu
^ (0) = 1, У (0) = 0 (28)

boshlang‘ich shartlami qanoatlantiruvchi yechimini toping.
<i (27)-tenglamaning yechimini

oo

У = (29)n=0
ko‘rinishda qidiramiz. Unda

/  = Z  ”  _ 0  a"x"~2 = 2fl2 + z  (« + 2 ) (« +1) ая+2хп,

xŷ 'Ẑ "=Z a»x"*' = Z a"-'x"
n=0 n = 0  /7=1

bo'lib, (27)-tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:



2аг + X («  + l)(w  + 2)ап+2х" = £а„_,х".
И*1 М*1

Bu tenglikdagi х ning mos darajalari oldidagi mos koeffitsient- 
lami tenglash yordamida

a2 =0, (n +1)(« + 2)an+2 = an_x, n e N  (30)
rekkurent formulani hosil qilamiz. a2= 0 bo'lganligi sababli bu 
rekkurent formuladan a5= 0 , as = 0 va umuman

a3„_,= 0, n eN  
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana

an

(3 • 4) • (6  • 7) •• [3« • (Зл +1)] ’ 
tengliklar o‘rinli bo'lishi kelib chiqadi. (28)-shartlar va (29)-teng- 
likdan =>a0 = 1, <a, =0 .

Demak, (27)-tenglamanihg (28)-shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimi quyidagi ko'rinishga ega ekan:

y = \ + -2-з"(2-3)-(5-б) + " '+(2-3)-(5-б)-...-[(Зл-1)-Зи]
b) Darajali qatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara­

jali qatorga yoyish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

0 *
integral hisoblansin.

< Awalgi punktdagi ln (l + jc)ning Makloren qatoriga yoyilmasi- 
dan foydalanamiz:

Z (- 1>
n+1 X

n dx= j 

1

I ( - 0 ‘
Л+1 x

l-A 1 JT П* 71*00 lY*+ »
= y i — /— _ y ----:-------_ l_ = " —  —  = -— .>

t f  £ (2 „ - l )2 4 £ xrr 8 24 12



Izoh. Sonli qatorlaming yig‘indilarini hisoblashda ko‘p hollarda 
quyidagi tengliklar katta yordam beradi.

Yuqoridagi misolni yechishda (33) va (32)-tengliklardan foy-

1. Funksional ketma-ketlik tushunchasi.
2. Funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi tushunchasi.
3. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashishi ta’rifi.
4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
5. Funksional qator tushunchasi.
6. Funksional qatorning yaqinlashishi tushunchasi.
7. Funksional qator tekis yaqinlashishining ta’rifi.
8. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli sharti.
9. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy sharti.
10. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi haqidagi Veyershtrass alomati.
11. Dirixle alomati.
12. Abel alomati.
13. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi.
14. Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi.
15. Funksional qatorlarni hadlab integrallash.
16. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash.
17. Darajali qator tushunchasi.
18. Abelning birinchi teorsmasi.
19. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish oralig'i.
20. Darajali qator yaqinlashish radiusini topish uchun Dalamber formulasi.
21. Darajali qator yaqinlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
22. Koshi-Adamar formulasi.
23. Teylor qatori va Teylor teoremasi.
24. Elementar funksiyalami Teylor qatoriga yoyish.
25. Darajali qatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
26. Darajali qatorlar yordamida integrallami hisoblash.

ы (2« — l)2 8

(31)

(32)

(33)

2/1-1 4
(34)

dalanildi.
Nazorat savollari



limi

-B-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

-masala. {/ „(* )} funksional ketma-ketlikning M  to‘plamdagi 
funksiyasini toping.

.  1 f„ (x ) = x "-  3x"+2 + 2хп+3, M  = [0; l] .

•2 / „(* ) =
nx

x + 3n + 2
,M  = [0;+oo).

1
.3 = M  = R-

,4 f n(x ) = (x-\)arctgx",M  = (0;+oo].

.5 f n(x ) = m + ̂ , M  = [0;2].

.6 f n(x)= r ^ r , M  = R." v ' 1 + rrx

.7 f n{x)=  s\n"x,M =

In2 n + x2
21n2 n + x2 +x\nn 

ж

,M  = (0;+oo).

.9 f„(x )=  ^Jxsmx,M = 

.10 f,(x )=  VcosI,M  =

0;:

Л  Л

T ’Y

11 f n(x)=n3x2-e-"x,M  = [ 0;+oo)-

,Л/ = (0;+оо).•12 f m{x )= ”

(  1
.13 f„(x )= n  x” -1 ,A/ = [l;3].

V J
•14 /.(*) = narctgnx2, M  = ( 0; +oo).



(  i  _!_Л 
x” -x 2"

\ /
( x2 Y

1.16 /„(*)=  W1 + ̂ "+|̂ y J  ,M = [0;+oo). 

sinwVx Гл 4

1 1 7  / .М = ц й 7 1 )’м = [0 ’+оо)-

1.18 f , (x) = - j^ - ja r c tg ^ M  = [0;+oo).

1-19 /„(x) =

x + n 
f

In 1+ COS их
v 'Jn  + Xy 

= »У* . V.O-& A/f — Гп-1.20 f , { x ) = n A -x-e-^ ,M = [0;+°°).

1-21 / „(* ) = In
f 2 jc Nn e
3 + ~4-- 57

v « + e /
,M  = [0;+oo).

2-raasala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgan 
oraliqda tekis yaqinlashishga tekshiring.

1
2.2 /„(*)= X";0< xz-.

2.3 /„(*)=  И ^;-1< х< 1. 2.4 /„(*)=  хи-хи+1;0<х<1.

2.5 / ,(* )=  e'l(jr‘1);0<x<l. 2.6 / ,(* )  = x";0<x:Sl.

2-7 /„(*) = xarctgnx, 0 < x < +oo. 2.8 /п(х )= х” -х2п;0< хй  1.

2.9 / „ (x) = arctgnx;0  < x < +oo. 2.1 0  / „ (x) = ~ ; 0  < *  < +00-

2.11 /,(x)=sm ^;-oo<x<+oo. 2.12 /„(x) =
ДХ

1 + и + х
„ , 4 Sin/гх / ч л2.13 /,(*)=--- ;-<»<x<+co. 2.14 f„{x)=-— ;0<x<l-s,e>0.



2.17 / ,(* ) = Jx 2 + -^;-со < х < +00. 2.18 /и(дг) = 7~ Т ’^ - д:< +со-V и ' ' 1 + х

2.19 /и(* )= Y+ rhi*; i<х< +о°' 2.20  /„(*)=-r ^ h ;0 - x - L

2 .2 1  /Л х) = -

2пх
1 + п'х 

п + х
П +  Х  + л/Йх

,а)0<х<+со,Ь)0<х<1.

3-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan 
funksional qatorlami ko‘rsatilgan oraliqlarda tekis 

yaqinlashishini ko‘rsating.
00 2x

3.1 T jarctS~2-- r ^ l<+c0-
X z + r f  1

3.3 Emn»*l

..2 \
1 + -

n\n2n

Z COS ПХ I I— — ; p <+oo.
n-1 n

;W < 3 .

3.7 Z ^ ;W < 2' #/« 1 rt •

3.2 £ * 2g '“ ;0<x<+oo
n=l

■A sin их I I 
3.4 L — 7^’W <+0°-n='l «V«

3.6  £
sin их

И--1 у/п4 +X4
;|x|<+oo. 

13.8 £-?= :(л" +^ '’) ’Г^ ^ ^ 2  
л-Ww! 2

Z
/УД I r

* f—iV
З.И  X — Г7 ;-2<*<+«>.

ff=1 X + I

30 f-iVM
3.13 X  r^ ;Q^-^<+” -

n=1 X +

A  (-1 )" 1 X2”
3.15 2 ] ---- ;-l< x< l.

310 § i r f v ;0- * <+” '

* 1
3.12 £  T-— ;-00 < X < +co.

ff=s'l “Г W

* f - i r v
3.14 £  v-т— ;°^ x < i./~T п-i vw



* 1 00 
3.17 i>in-=arcte-ĵ r;-°o<*<+«>. 3.18 Z ln

n=l \n X +n~
1+- nx

2+rix
;-oo<x<+co.

^  (* - 0 " ,3 19 / / -- г — ;-1^jc< 3.
tr(3u  + l).3 "

■A « ln (l + rar)
3.20 X ---  *--- -,2<x<+oo.

3.21 Xln
n=]

1+
77 * In” (f? + l)

0<x<2.

4-masala. Berilgan funksional qatorning ko‘rsatilgan oraliqda 
tekis yoki notekis yaqinlashuvchiligini aniqlang.

4.1 S
nx

4.2 X
0~{ (l + x)(l + 2x)...(l + nx) 

nx
n=1 (l + x)(l + 2x)...(l + nx)’ 

1

:1 < jc < + co.

4,3 ^ ( x  + n)(x + w + l ) ’
0 < X  <  +00.

4.4 X
4.5 X

„=1 [(л - 1)х + 1](их + 1) 
/1+1 ^

;0<х<+оо.

x x
K n n +1 j

4.7 X~7;0<*<+co- 
-Asinnx 7i Ъл

4 9  S —

* 1
4.11 X2"-sin̂r_;0<JC<+o°-n=i «3 x

*> (- 1)"
4.13 Y - v !— ;0<х<2л."/7  + Sin.Y

4.6 X ll-^ .Y^O ^x^ l.
n=0

4.8 x 4 ;- ^ ^ i-

^  sin nx л
4.10 X--;0<л-<2я-.n

* Г—0 "
4.12 X - --- ;0<x<+oo.

* + «

cos-2/7 Л

4-u  l ~ n
n=l yin



ЭР

4.15 Z< -М8Х,0< х< ^.
-  ' 1 + wV

4Л7 4 Л 8  S ^ ;0- * <+” '

4.16 Z ln 2 1 + -
И=1 V 

Пу[х

О < х < +оо.

А. Пу[х
4.19

00 м

4.21 Z

1 + /73х3
оX"

i^ (i+ n x )4 

1<х<+оо.

ор

4.20 Z ; 0<х<+<».

(1 + 2х2 )(1 + 4х2 )...(1 + 2пх~)
5-masaIa. Berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasini

toping.

(-1)" .
5.1 Z ,  vИ-l (x + /7J

z — •5-3 j^ n  +1 (3x2 +4x + 2)"

5.9 Z

1-x"

X

1 + x2n'

1 f l  + x
t tn  + 3

00

Z

vl-x y

5.11 n=i + yjn +1 j

5.13 ± ^ = .
n-1 V  X  +  W

а («  + х )я
5.15 Z 1— Г 1-

2x+\ '

5.2 Z
(- l)" Г 1-ху '

1 + X

/7 + 3
5.6 £ 7 7 1

a.1

z
1

(27x: + 12x + 2) 

,/7-2" 1

rt

5.8 «=1 n +1 (Зх2 + 8x + б)

C1ft f ( ^ - fa + 12)" 
5Л0 £ f 4" • (/72 + l)

V  (-O '5.12--------L  7----o-n=l (X  + /7J

.£,(x! - 5x + ll)" 
5Л 4  t t  5" -(n1 +5) '

 ̂ l 
5 ,1 6  U/7(/7 + x)'



5-»’  t - T % -
„ = 1 (x + п)

77 + 1
519

5.21 ± Ъ - Г Г Ъ - Р * + 'У -

5.20
/1=1 77

^ 2 л - (т72 + 1)

6-masala. Berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasini
toping.

со л nCC Q r t6 1 У—x2n-sm(x + Kn). 
t i  »

6.3 Z — x4” -cos(x + xn). 
%Ti n 

6.5  Y?b=x*n -sin^x + nn).
a- 1 < / «

ОС J/*

6.7 Z ^ = x2"-cos(x + H -
и -1  л/372

6 9  У 2” -x3"-sin—.
и

6 .11  j ^ - j ’ -sin— .
и

6.13 Z 3"t t  n

6.15
«=1 377

6.17 £ l 6" -Л-3" -arcsin^.
n=l V«
X

6.19 Yu2"-x” -orctg-

6 .21  Ь г ^ - а т с щ - ^

2x 
77 + 1

3x
и=1

6.2 Z — д'4” * sin (2jc — ̂ rw).
»=i n 
^ (56-4 Z(jJ - ^ x 2n-coslx-Trn).

•x gw

6 .6  Z — x2" ' sin (5* “  Kn)-»=i n
x  n«

6 .8  Z — x2"-sm{3x-7tn). 
/1=1 2/7

6.10 Z32”-*"-sisin-
n=\ 277

6 .1 2  Z r - ^ - s in ^ .
n=l yjn

6.14 Z 8"-*3"-'ST7=- n=i 4v«

6 . i6 Z2"''Y3Varcsin̂'-
^  377

6.18 £ з 2 "-л;5''-arcsin^ 
n=l VW

6.20 Z 2n-x2n-arctg



n=1
7 Д ^ 2п2ых-2-е

2n" 
n

V o ’

7 .3  Ц 1  + -
( , +l)2

OC 3 •* J—, -И sin-
7.7 1 5

//=1

M l I  '*

-30

7.13 X

\rt л

11=1 V " / 
*2+i/Г sin-

n=l

7.15 £

Г ( 0In 1 + - + In In д:l  n )
«=1 yjx-e^

7.17 "-4n"hc + 1

7 , 9  f  Ы 1 ./•л.̂  / i nsmjf л=1 ^
«  — w2 in f i-»-— 1

In"
7.2

jc + —
V. n j

n=1 “\/x f?
30 (______ _

7.4 ]^w2vx-T-e
rt=l

•3

7-8 § in " (x - l ) ‘

* 1 
7Л0 S ln " ( x  + 2)'

7 Л 2  ^ fln "(x  + e) 

7.14 Е ( _1Г ‘ , в “

1

oo

7.16 Ё (- 1)
«+1

«=1

. _//1пи
7-18 5 sm i t *

7.20 E (- l)"-5
-n arctgnW



9-masaIa Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional qatorning [0;1 
kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang n0(s )- 7 . n ning qanday 
qiymatlarida qatorning qoldig‘i V.ve[0,l] uchun 0,1 dan katta

bo‘Imaydi?
СО Л 00 я

9.2 K - i r f r .n=i 5w-6
X  n

9 3 £ (  0" ■у л t r  4л-6

oo и

9.4 Е Н Г э т - .«=i л//? —5
00 „ Я

9.5 Е Н 'г Ч -4л-5

» Я

CO я

9.7 я-1 3w - 4

СО Л

' 9.8 K - O - ^ rf- » .и=1 vw -2
CO n

9.10 £ (  О ,г ^ -
и=1 <1п -7

911 | (4 ) 7,-10-

ОО »

9Л2 5< -,) 6п-8

913 £<-■) 9.14 «=1 2л-3
со и

9.16 Ё (  0 л 7-я-1 6л-7

917 t {- '] 5/1-8 9.18 £ (  0 •„=1 6л-10
CO /7

9 1 9  4»-7'

00 Я

,M  £ Н )  S.-7-

921 Z H V - . , -

230



h=i

и-1

+  (n - 2 )’ -(x + 3 f  у Ю ''^ - 3) ' .
t t  2и+3 ' ST («+!)• 5"

У  2/7 + 3.3 У - ---Г-. 8.4 2 ., 2n '~ ! n-9 ,,=i(n + l) x

- y v  j f  2) „ r  v ( *  5)_
•5  £ (_1) in  ■ M  h  3„ + 8

^  пъ +1 «, n\
Л tr3 "- (x - 2 )"‘ °  x"

^  (Л- + 5)2""’ у  ( х - 7 Г ‘
9 “ f 4" -(2»-l) 8 ,10  h {2 n 2-5«)-4"'

A  (X-2V ^ 3 n jx - 2 f"
11 U (3 «  + l)-2n‘ 8 '12 (5w-8)3

.13 1 (* + 5Г '4 -  8Л4 £ sin^ T T ^ -2)” -я=1  ̂ л=1 n “*■ 1

00 1 * ■> 2
•15 § л - 9 л(;с-1)2" '  8,16 § 3 ’*

^ ,(x  + 2')''2 V  "5 /"r i sVn+l
•n «•» 5 o rM )i< *+5> •

А (Зи-2 )-(х-ЗГ f  (x-5 )"
19 h  (л + l)2 -2 "+l ’ 8 ,20  £г(л + 4)-1п(л + 4)'

.21 Zn=i (n + 2) • In (и + 2) • (x - 3)"”
229



10-masala.Berilgan qator uchun uni majorirlovchi qatorni toping 
va ko‘rsatilgan oraliqda tekis yaqinlashishini isbotlang.

v p  y jx  +  l -COSTVC r - -110.1 Z 31 5 7~
n=l </71 + 1

10.3 ± * т .  [~2’2\
17=1 n

10.2 Z
3.3
2’ 2

10.4 £
' x '"
J ,

3 3 
2’2

10.5
/7=1

_1_ _1_
2’ 2 10.6 I 1— r -  [-1,6].

/,=] /1 * Э

(,- 3 )" ,(^ - 4I Г — I I  -  -1 X—' I — л  1 ■ COS ДХ г n

,Д,я!(х + 3)" r , 
10.10 Z ~  V , [-5,-1].

« • »  M  10 .1 2  Н .З].

10.13 Z 2""1 • х~"~г
t t  (4и-3)

j _  2

’V2’V2. 10.14 Ẑ n ■ 3" ■ In n ■ [-2.2].

\2w-2
10.15 т Щ г ~ .  [-7.-3]-

n=l И • 4

10.17 £
( - 1 ) " ~ ‘ - jc” I  1_ 

2’2

(x + 2)n r
10 .16  Z  л ’ И - 1}

10.18 £
(/7 + 1 ) 0  

2n + \
I  ]_ 
2’ 2

10.19 Z ( -1)
(x-2)~ 3 5 

2’2
^ (*  + 5)” r 1  

10.20 Z  .. 2 » H » -4]-

v 1 ( *  — 2 )  f, ->1
10.21 Z t —̂ TTr ’£Ц2т7-1)-2



11-masala. Berilgan funksiyani Makloren qatoriga yoying.
11.1 f { x)- i}  + x) 'e~x- 11.2 / (x ) = sin2x-cos2x.

,, ч x2-3x + l . . l — x
113 / W % ! -5*+6' “ -4 =

11.5 f {x ) = a rc tg ^ - . Ц .6 / (x ) = arcsin X11.0 J  J—
1—jc VI •' --l + x

11.7 /(■*) = arccos( l — 2л:2). Ц .8  / ( * )  - COS2 JC.

11.9 / (x) = sin3 x. 11.10 f (x )  = Xю

1
11.11 /W=(i-*f 1112 f { x ) ‘ T i

11.13 / ( jt )- ln ^ ii.  11.14 / (* ) =

1 - X
X

-2x
X

2 ‘I + x - 2x

1115 / W * ( 7 7 i r  1116 f ^ 9 T 7 -

11.17 11.18 / (* ) = e!' + 2e-.

« • »  / « - ( , . x )p r? ]-  и - »  / W - г ^ Й г -

11.21 /  (x) = ln(x2 + 3x + 2).

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoying va bu qatorning yaqinlashish sohasini toping.

12.1 / (x ) = Vx;x0 =4. 12.2 / (x ) = ex;x0 =-2.
71 112.3 / (x ) = cosx;x0 = —. 12.4 / (x ) = -;x0 =-2.

12.5 / (* ) = I , — , »*o=2. 12.6 / W  = ̂ — )-- 7^o=l-Vx" -4x + 8 x‘ -5x + 6
7t 7t12.7 / (x) = cos4x;x0 = . 12.8 / (x ) = sin4x;x0 =—.

12.9 / (* )  = -|-y;*0=3. 12.10 f (x )  = e2x;x0=-l.

232



12.13

12.15

12.17 

12.19 

12.21

13.1

13.3

13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

13.15

13.17

f ( x )  = sbx;x0= ^ . 12.12 / (х ) = л[х;х0=3.

f ( x )  = s\n2 x\x0= ~ .  12.14 / (* )  = cos2x\x0=^-.

/ (x ) = ̂ 5— 5x+--,*o = 12.16 f (x ) = yfx;x0=$.

f (x ) = sin3x;x0 =-j. 12.18 f {x ) - cos3 x;x0

12.20 f ( x )  = r - ^ --;x0=2.1-jc \-2x-x~

/ (  jc)  =  cos4 x ; x 0 =  ^ .

13-masala. Quyidagi qatorning yig‘indisini toping.

^ 4  ( —l )  -In" X •£-> / „  | \  „
1 4 т -  i3.2 E ( 2"+0> ■S 2 -til n=o
f  (Зи + 1 )^  V _ .S n\ ' »-i «•(» + !)

| > V . 13.6 t
n=i n=i

sin nx 
n\

УГ-1 Л' V  ___
Z  ‘ 13.8 Z-ttry \ )■

£(«+ 1)л-и. i3.io Е (-1Г'-(2л- 1К"~2-
n=0 n=1

cc oo . .4 /1 - 3

+ 13.12 E
„=i 4«-3

V  (_1)" ^ 2w-l
§ (2 и - 1 )- З л' 1‘ 13Л4 5  2я
oo _2 «+ l г» v 2w+l

§2^71 ' 13,16 ~2n + \
jc2"



13.19 1 ■ 2лг + 2 • Зх2 + 3 • 4л'3 +.... 13.20

1 1 1 1  
1-г 2 1 ------- +--------+ ■••1-2 2-3 3-4 4-5

1-2-3 2-3-4 3-4-5

14-masala. Berilgan qatorning yig‘indisini toping.
/ i \

14.1 I H ) ' l +i
V n j

.."-I

1 1
n n + 214.3 S ( - 0

л=1

M .5 2n + l

v H ) ^ ’ 
14.7 2^— f— 7T-

..n+2

14.11 Z
.2л+2

£S(2n + l)(2/i + 2)'
X v,,+̂

1413 5 (- i r ' ^ i ) '

14.17 Z

t?2 /i-(2/1-1) 

(-1Г'
1 + - ..«-1

v  (-0 V14.19 1 :  —t i  (n + !)(// + 2)
..2/7+1

14.2 Z£ (2 / i-3 )(2 / i-2 )'

^ (- lr '- x 2- 1
144 S 4"- (2 »-2 )‘

14.6 Z H "
11-

V njx"
n—i

^ l  + (- l) -»+i 
14-8 Z  }  '  ■*2/7 + 1

А  (- i)V "+2 
1410 § 1 6 "-(2/1 + 1)'

14.12 Z ( - 0 ' 
//=1

^  e~m 
14.14 Z ---

1 1- + -

14.16 Z

yn n + 1
X .

14.18 Z ("0 ‘
rt+1

n=1 /2-(« + l)*"+1
SO

14.20 Z
sin X

п-2 П-(п- 1)



/1=0

15.1 Z(4/?3+9h + 5)x"+i. 15.2 Z ( 3" 2 + 7n + 4)x\11=0 «=0

15.3 ]Г (л 2+л + 1)дгл+\ 15>4 £ (2 и 2+4и + 3)х''+2.
n = 0  /7=0

15.5 ]£ (и2+5и + 3)дс". 15.6 X (2 « 2+5w + 3)x"+1.
w=0 я=0

15.7 Х (З и2+8« + 5)х"+2. 15.8 £ (2 и 2+8» + 5)x".
n-0 л=0

15.9 (2w2 + 7« -h . 15.Ю X (3 w2+7/? + 5)x".
/ /= 0  /7=0

15.11 ^ п - (2 п - \ у +г. 15.12 X (« 2-« + l)x".
/1=0 и=0

15.13 J)(2 n 2- w - iy . 15.14 ^ (З и2+5/7 + 4)х''+1.

15.15 Е (и 2 + 7« + 4 у . 15.16 S (2 « 2-«-2 ) c"+1.
л=0 n=0

15.17 Х (2 й2+2и + 1)л:". 15.18 £ |(и2+2и -1)д:"+'.
11=О л=0

15.19 Х ( я2+2и + 2)хи+2. 15.20 Х (« 2 + 4и + 3)х"+1.
п=0 л=0
X

15.21 Х ( я2+5"  + 4У +2-
и=0

16-masaIa.
Integral ostidagi funksiyani qatorga yoyish yordamida berilgan 

integralni hisoblang.
i j i

16.1 Jin —  -dx. 16.2 Jlnx-ln(l-x)ctc.
о l ~ x о



i In
16.5 f— -------- '-dx.

о *
Darajali qatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaning 

berilgan bosh!ang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

16.6 y '- y  = 0, j>(0) = 1. 16.7 (l + x2)y - l = 0, j(0 ) = 0.

16.8 у' + Л2у = 0, y (o) = l, y'(0) = A. 16.9 y'-xy = 0, ĵ (O) = 1, y '{0) = 0.

16.10 (l- x 2>)y "- x y ' = 0, y(0 ) = 0, y (0 ) = l.

16.11 (l~ *2) У - $xy'-4y-0, y (0 ) = 1, j ' ( 0 ) = 0 .

16.12 y"-x y = 0, 7 (0) = 0, y ( 0) = l.
Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish usuli 
yordamida berilgan integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.

1 . 1

16.13
fSm* , --- dx.

0 x
16.14 jyfxcosxdx.

0

16.15
1
Jsin jc2c&;.
0

16.16
'(■ dx 
0 л/l + X4

16.17 je^dx.
2

16.18
% ,
\arCtgXdx. 

0 x

16.19
dx

h \ - x 2'
16.20

w.ln (l + x2) 
f—Ц — -dx. 

5 x'

16.21 [e^dx.



-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu f« (* ) - ln 3 + n2ex л 
n4 + e2x funksional ketma-

ketlikning M  = [0;+co) to‘plamdagi limit funksiyasini'toping.
(  2 * ^
13 + . - 
{  n +e2x)

= ln 3 + lim In 1 +
3 • (я 4 + e2x)

ln 1 +

= In 3 + lim -
H-*X

з (и 4 + e2x)
•lim

2 . .tn e

3 («4 + e2x)
"->x 3 (я 4 + e2x)

= In 3 + 1- 0 = in 3>.

2.21-masala. f , (* ) - '
n + x

r— funksional ketma-ketlikni a)n + x + \Inx
0<x<+°o b) 0<*< 1 oraliqlarda tekis yaqinlashishga tekshiring.

< Ikkala oraliqda ham f„(x ) ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,

/ (* ) = lim f„ (x )=  lim4 '  n~ * r, V '  rt->X

n  +  A*
i + *

= lim -
n + x + Ĵnx , x x

Vn V n

= 1

bo‘ladi. Endi tekis yaqinlashishga tekshirish uchun ]° -punktdagi
1 -teoremadan foydalanamiz.

4nxn + x
П +  Х  +  у/ПХn + x + yjnx

deb belgilasak, 1-teoremaga ko‘ra {/ ,(* )} ketma-ketlik M to‘plamda 
tekis yaqinlashishi uchun ushbu

limSMprn(x) = 0;
xeM

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.
a) 0 < x < +°° bo‘lsin.



b) 0<x<l bo'lsin. Bu oraliqda r„(jt)> 0  bo‘lgani uchun

{ГЛ * Ж  ^  5M̂ '»(-v) = ,'n(1) = — ~~ г  ^  limSi/pr (x)=l im— = 0 =>
0Sa<1 /7+1 + % /я м * п + 1  +  л/и

=> f„(x ) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaqinlashmaydi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik 0 <*<+<» to‘plamda 

notekis, 0 < jc < 1 to‘plamda esa tekis yaqinlashar ekan. >

3.21-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

I 1" 1 +  -w-ln2(« + l) 
yaqinlashishini ko‘rsating

funksional qatorning 0<x<2 oraliqda tekis

z/„(x) = In 1 +
n ■ In2 (/7 + l) Berilgan 0<x<2 oraliqda qu­

yidagi tengsizliklar o‘rinli.
XInM *)|=

Agar a„

1 +«•1п2(л + 1) 

2

= In 1+ -
W-ln2(/7 + l) /7 - In2 (/7 =  l) /7 In2 (/7 + 1)

w-ln2(« + l)
ao X

matiga ko‘ra

deb belgilasak, Koshining integral alo-

71 n •ln2(« + l) son  ̂ 4 ator yaqinlashuvchi
bo‘ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko‘ra berilgan funksional qa- 
tor 0<x<2 oraliqda tekis yaqinlashuvchi. >

4.21-masala. Berilgan ushbu

I ;n=i (l + 2x’ ^ l  + 4x2)- ...'(l + 2«x2) ’
funksional qatorning 1 < x < +ш oraliqda tekis yoki notekis yaqin- 
lashuvchiligini aniqlang.

< Bu qatorning tekis yaqinlashishini tekshirish uchun 2°-punkt- 
dagi 1-teoremadan, ya’ni (lO)-tenglikdan foydalanamiz.
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l
2x2 (l + 2.v2) • (l + 4.v2 )••••■ (l + 2(w - l).v: ) (l + 2.x2 )(l + 4.v: )•...• (l + 2 m r)

va

2x 1+2дГ Ту2M ^ (l+2r)-(l+4r)-...-(l=2/zr)

•Va-€[1,+oo) uchun S (* ) = lim S^*) = ̂ j  va гЛх) =5(л'Ь З Д  =

-TT=> Sup |Ф )| = -(1 + 2л-2)-(1 + 4л': )-...-(1 + 2/7х::) Ц1.«) " (l + 2)(l+4)-...-(l + 2«)

=> lim Sup \r„ (x)| = 0 => Beriigan qator [1,+да) oraliqda tekis ya- 

qinlashadi. >  ̂ „

5.21-masala. Z 2„ .^ 2  ~ [J'(25x’ + 1) funksional qatorning ya-
qinlashish sohasini toping.

< Yaqinlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

lim ' (25'Vl + < 1-

qinlashadi. Chegaraviy * - ±- nuqtada esa u„

\  J  J

'♦ Г
4 5,

da qator ya-

bo‘lib,n~ +1

limw,, '  1Л +— 
v И/

= lim ——  = 1*0
"-»*« +1

qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi => yaqinlashish

sohasi interval ekan. >



£27" -л3и ■ arctg- 3x
n=i 2n + 3

funksional qatorning yaqinlashish sohasini toping.
<1 Bu qatorning yaqinlashish sohasini Dalamber alomatidan foy­

dalanib, topamiz:

lim
n -* x

unAx)
11Л х)

= lim
27"+l ■ jr3"*3 • arctg J X

2n + 5

21" ■ xM ■ arctg
2л+ 3

= 27|дг|3 - lim
' 1 n -* x

ЗЫ 2w + 3
2n + 5 3-Ы

= 27-ЬгГ <1:

bo‘Isa yaqinlashadi. =>|*|<- yoki xe 

Chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz.

1) x ~~  bo‘lsin => un 2n+3

’з’з

-О*

da yaqinlashadi.

v 2n+3 j
cc 1

va X  9 7T t?2 «  + 3

uzoqlashuvchi => berilgan qator x = -  nuqtada uzoqlashadi.

2) * = bo‘lsin => “» [- jj = (- I) '+l arctS ^ ^  va
00 j

к - г  arcts qator Lebnis alomatiga ko‘ra yaqinlashuvchi
««I J .n  +  J

=> berilgan qator * = ~J  nuqtada yaqinlashuvchi.
Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi

з’з yarim interval. >
7.21-masala. Berilgan

£ (_ !)"  3 b J .
n-1

qatorning yaqinlashish sohasini toping.
< Koshi alomatiga ko‘ra

r.---- -7 -nln[l+-|
lim if\u (x) = lim 3  ̂ = 3~* < 1;
П-Юc VI 4 71 w->=c



bo‘lsa, ya’ni x > 0 bo'lganda berilgan qator yaqinlashadi. Chegaraviy
00

x = 0 nuqtada нл(о) = ( -1 ) '1 bo‘lib, £ ( - 0  qator uzoqlashadi.
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi (0,+oo) oraliqda 

iborat ekan. >

v*
8.21-masala. 2-Г, 7Г”П  ГГ7 funksional qatorningn=i (и + 2) • In [n + 2) ■ (x -  3)

yaqinlashish sohasini toping.
< Q o‘yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye- 

chamiz. Agar
t o n H m H  =  Iin,  ( " + 2 ) Ц д + 2 ) . ( , - з Г

"->x un (x) (и + 3)1п(и + 3 ) - (х -3 )  (x ~3)

b o ‘ lsa, unda berilgan funksional qator yaqinlashadi 
= > (x -3 ) ' >1=>|х-3|>1=>хб(-со;2)и(4;+оо) to ‘plamda berilgan 
qator yaqinlashadi. Chegaraviy x - 2  va x = 4 nuqtalarda

 ̂ (я + 2) In («  + 2) '
со 1

bo‘lib, 2 ] ( „  + 2)1п(и + 2) son^ qator Koshining integral alomatiga

ko‘ ra uzoqlashadi =̂> Berilgan funksional qatorning yaqinlashish 
sohasi (-oo;2)u(4;+oo) to‘plamdan iborat. >

9.21-masala. Ta’ rifdan foydalanib,

’  7/1-13
funksional qatorning [0; l] kesmada tekis yaqinlashishini isbotlang 
(»0( f ) - ? ) .  n ning qanday qiymatlrida qatorning qoldig‘ i Vxe [0, 1] 
uchun 0,1 dan katta bo‘lmaydi?

< Bu masalani yechish uchun Vs->0 olinganda ham 
3"o =n0( e ) e N  topishimiz kerakki, V /j> «0 va barcha x e [0 ,l]

uchun M*)j = tengsizlik bajarilishi lozim. V f>  0 son

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:



lar uchun
Ып

:e  tengsizlik bajariladi. Bu esa S ( ~ 0 7и-13
funksional qator [0, l] kesmada tekis yaqinlashishini anglatadi.

Masalaning i 

foya => ,7o (e ) ~

<kinchi qismini yechish uchun s  = 0,1 deyish ki-
_ 1_

ч0,1
+ 13

23
7 -3 = >  barcha « > 3  lar uchun

t-„(x ) < 0 ,1  boiadi. >

( . - 2 ) "E l А  ф* I

(2 n - 1) 2" funksional Qator uchun uni [l;3]
kesmada majorirlovchi qatomi toping va ko‘rsatilgan oraliqda tekis 
yaqinlashishini isbotlang.

, , Л| |s-2|"_________ 1
< V *e[l,3 ] uchun 2̂и —1)-2” ~ {2n —1)-2"

an -  ^ n _  1) 2" desak, ^  (2?г - 1) • 2" sonli Ча*ог berilgan

qator uchun uni majorirlovchi qator bo'ladi. X a« qator yaqin-w=l
lashuvchi bo'lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ ra berilgan 
“ (x -2 )"

E ( 2 „ - i ) , 2„ qatorning [l; 3] kesmada tekis yaqinlashuvchi ekan-

ligini hosil qilamiz. >
11.21-masala. / ( x )  = ln(x2 + 3 x  + 2 ). funksiyani Makloren qa- 

toriga yoying.
< Bu masalani yechish uchun

/  (л-) = ln(x2 +3x + 2). = ln[(x + l)(x + 2)] =

=  In (l +  x) + ln(2 + x) = ln(l + x) + In 2 + Inf 1 + — j ; 

deb olib , 5°-punktda keltirilgan



tenglikdan foydalanamiz: n=1

ln (*2 +  Зх + 2) . =  In 2 + In ( l  +  * )  +  ln . ♦ § 1-

n

И

л=! 
n+ I .

l +  -
2"

x .>

12.21-masala. /  (л:) = cos4 x funksiyani *0 = nuqta atrofida Teylor 
qatoriga yoying va bu qatorning yaqinlashish sohasini toping.

< Awalo cos2.r = — (l + cos2x) ekanini e’tiborga olib, 

f ( x )  = cos4 * = (cos2 x f  = -  (l + 2 cos 2x + cos2 2x) =

, _ _ l + cos4;c^ 3  1 1
1 + 2 cos2 x + -------------|= _  + _  cos2 jc + - c o s 4 ;c

8 2
я

bo‘lishini topamiz. So‘ngra x = t + ~  almashtirishni bajaramiz: 

f { x) = f [ t  + t !  = 77 + T cos + ~ )  + -cos(4f + л-) = — sin 2 /--cos4 /.
w  L 4 J  8 2 ^ 2 J 8 8 2 8

Endi sin .г hamda cos л: larning 5° punktda keltirilgan yoyilma- 
iaridan foydalanib, ushbu

92»+1
sin 2t = V  -— -—- — t2n+l, 

to  (2л + 1)!

tengliklarga <^a bo‘lamiz. Natijada 

{ J 8 2 to  (2/f + l)! I 4
1 ^ ( -1 ) " 4 2" 
8 S  (2//)!

я
x -----



4 )  t l  (2/i)!
qatorni hosil qilamiz. Bu qatorning yaqinlashish sohasi ( - o o ,+ o o )  
ekanligini ko‘ rish qiyin emas. >

13.21-masala. Quyidagi
J _____ 1_ + J _____ 1_
1-2 2 -3  + 3 -4  4 • 5 + 

qatorning yig‘ indisini toping.

H
< Berilgan qator uchun

( - ‘Г
i n + 1) n(n+l)

-=0
v«2/  
Cheklitaqqoslash amlomatiga ko‘ ra u absolut yaqinlshuvchi 

yig‘ indiga ega.  ̂ . y(+,
с -  у  v v 

£ « ( * + i ) ;
deb belgilaymiz.

Ushbu |1А.v«+l

s W - § ^ T i )  < »
yordamchi qatorni kiritamiz. Bu qator |x| < 1 da absolut va tekis 
yaqinlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (5° punktdagi 7-teore- 
ma va uning natijasiga qarang)

S = lim SYx) •
.T -+ -I+0

bo ‘ladi. S(x) funksiyani topish uchun (l)-tenglikni 2 marta diffe- 
rensiallaymiz.

QO „И

«=1 n
= =\ + x + x2+x3 + ,jx[<l=>

h=1 1— x
=> S '(* ) = ln — + c, va S '(0 ) = 0=>

=>c, = 0 => S' (jc) = (1 — jc) - In (1 — дг) + jc + c2 va S(0) = 0=>c, = 0 ; 

Demak, S(jc)=(l-x:)-ln(l-.x)+jt ekan =>5'=^Um)<S'(jc)=21n2-l.> 
x2"+l



<1 Bu qatorning yaqinlashish sohasi [-1; l] kesmadan iborat 
boiib , bu kesmaning ichki nuqtalarida qatorni hadlab, differensial- 
lash mumkin:

.r e ( - l ; l )  5,'(x )=  j p ^ -йбс+с, =~ 1п (1 -д :2) + с1 va У(0)=0=>с, =0=>

S(x) = js'{x)dx + c2 = - — J ln (l- :r )d x  + c2 = ((bo ‘ laklab integral-
 ̂ -r i (л 2\ 1 . 1 -л

lash usulidan foydalanamiz)) = " J+ * + 2 n ]"+"  ̂+ c2 va

S[0) = 0=> c, = 0.

x" 1 1 . 1  — x  x .  i 2 \

Demak’ § 2 « . ( 2 и  + 1 )_ДГ+2 l T I _ 2  ̂ X >' ekan' Теп§-

lik (-1; l) intervalda o ‘rinli. >
QO

15.21-masala. X ( ,r  + '̂7 + qatorning yig‘indisini toping.
ll=0

< Berilgan qator (-1; 1) intervalda absolut va tekis yaqin­
lashadi va shu intervaldagi v  oraliqda bu qatorni hadlab integral- 
lash mumkin:
S(x) = X ( w2 +5/7 + 4)jt"+2 = J ( ,  +  l) («  +  4 ) , -  ^ л --5 (д -)  =  ]Г (я +  1)(и + 4 )У ” 3 =>

11=0 f/ssll /1*0

=> J^-.S(A')rfx = ^ ( / ? + l ) y ,+4 + C, =.Y4^ ( /i + i ) .v "  + c, = x4 ■Sl(x) + c, 
ff*(l f|>0

„r = 0 da 5(0) = St (O) = 0 => c, =0 
Demak,
Г*-5(.т)А  = *4 •£,(*) va St(x) = '£i{n + l)x' => jsi(x)dx =

«*0
■V:

= ^].vn+1 =x  + x~ + x3+... = —— + c2 x = 0 da S',(0) = 0 =>c2 = 0.
n -0 1 X

t

|51(дс)Л = — =>5,(jf)= = ̂ ~ t e n g l i k  va



=>х-5(лг) = (х4 •£,(*)) = 4л;3 • (l -  л-) 2 + 2x4 • (l -  дг)

О -* )4
2 * 3 . ( 2 - s )  2x2- ( 2 - x)

( l - x f  ( l - x f  •
Shunday qilib,

Y J(n2 +5n + 4 )x n+2 = 2X X\  jf€(-l ;  1).>
w=0 ^1 — XJ

16.21-masala. Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish
1

usuli yordamida j e x dx integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.
0

< Agar 5°-punktda ex uchun keltirilgan yoyilmadan foydalansak, 

ekanligini, bu yerdan esa

or 1 /

/1=0 0 n\
( - 1)”-dx = У  -— ----- = Y _____ .tf, n\(2n + \) o ^n\-(2n + \)'

bo ‘ lishini topamiz. Bu hosil bo ‘lgan qator Leybnis qatori bo ‘lib, 
uning m-hadidan keyingi qoldig‘ i

r = f  — ----
"  „ e +1«!-(2» + l ) ’

uchun

\r <•
(m +  l)!-(2//? +  3) ’

bo ‘lishi bizga ma’lum. |rm|< 0,001 bajarilishi uchun oxirgi tengsiz- 
likdan m> 4 bo‘lishi kifoyaligini aniqlaymiz. Demak,

[ e^dx*  1 - I  + I -  — + -L * o ,7 4 7 .>
0J 3 5 42 216
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8-§. 7-M USTAQIL ISH 
Xosmas va parametrga bog‘liq integrallar

1-tur xosmas integrallar va ularning yaqinlashishi.
2-tur xosmas integrallar va ularning yaqinlashishi.
Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati. 
Parametrga bog‘liq bo‘lgan xos integrallar va ularning funk­

sional xossalari.
Parametrga bog‘liq bo‘ lgan xosmas integrallar va ularning tekis 

yaqinlashishi.
Parametrga bog‘liq bo‘ lgan xosmas integrallar va ularning funk­

sional xossalari.
Eyler integrallari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
&

Biz 1-kursda \f{x)dx  aniq integralni o ‘ rganish jarayonida unga
a

2 ta shart qo'ydik:
1) a va b lar chekli sonlar,
2) [я,й] da berilgan f ( x )  funksiya shu kesmada chegaralangan. 
Endi biz aniq integralni quyidagi umumiyroq hollarda

o ‘ rganamiz.
1-hol. Oraliq cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,
2-hol. Oraliq chekli, lekin funksiya chegaralanmagan.
1-holda hosil bo'lgan integralga I-tur xosmas integral, 2-holda 

hosil bo'lgan integralga esa II-tur xosmas integral deyiladi.
Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala- 

rini alohida-alohida va batafsilroq o ‘rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar 
(I-tur xosmas integrallar)

Integrallash oralig‘ i cheksiz bo'lgan holni ko‘ raylik. Bunda 3 ta 
vaziyat yuz berishi mumkin:

1) a<x<+cо;
2) - o o <x<b',
3) - co<x<  +oo.



Aniqlik uchun 1-vaziyatni to‘ liq ko'rib chiqaylik.
Faraz qilaylik, f ( x )  funksiya \a, +00) nurda aniqlangan bo'lib,

A

\/A>a soni uchun Jf { x)dx mavjud bo'lsin.
“  A

F ( A ) = \ f ( x)dx- (1)
a

deb belgilaymiz.
l-ta ’rif. Agar ushbu

a
limit mavjud va chekli bo‘Isa, uni f  (x) funksiyaning [я,+°o) ora- 
liqdagi I-tur xosmas integrali deyiladi va и

+oо

j f ( x ) d x ; (2) 
a

kabi belgitanadi hamda (2)-xosmas integral yaqinlashuvchi, aks hol­
da esa uzoqlashuvchi deb ataladi.

Shunday qilib,
+00 A

\f{x )dx:=Km\f(x )dx.
a a

Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o ‘xshash 
ta’riflanadi:

J 7  (*) dx := jitn j /  (* ) dx,
—»  A
+co В

J f (x )dx  := Jim j f (x )dx,
-x Й-м-х A

a + *

Agar \f {x )dx  va J f { x)dx xosmas integrallar yaqinlashsa, u
-ж a

•fee
holda \ f { x )dx xosmas integral ham yaqinlashadi va

—00

+00 0 + 0 0

J f ( x )d x =  | / ( * ) Л  + J f {x)dx^

bo'ladi.



[dx .
Misol. J—  ( a >0 va X -  V haqiqiy son) xosmas integralni

yaqinlashishga tekshiring.
< V A> a olamiz

1-Д
Л '-л -  a '-x

1 -Л
ln x £ = In A -  ln а, Л = 1.

,  Л * 1,

X>\ bo‘Isa lim F(A) = - — - bo‘lib, integral yaqinlashadi. A <\
Я -1.4-++*;

bo‘lsa Hm F(A) = go bo‘lib, integral uzoqlashadi.A->+x 4 '
Shunday qilib,

+}dx  f yaqinlashadi, agar X>\ bo'lsa,
'  хЛ [uzoqlashadi, agar X<\ bo'lsa.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (2)-xosmas integrating yaqin­
lashuvchi bo‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar- 
lidir: \fs > 0 uchun 3B>a: VAl >B va A1>B lar uchun

< s :

bo ‘ladi.
Ko‘p hollarda Koshi shartini tekshirish qiyin bo'ladi. Shuning 

uchun tekshirish oson bo lgan alomatlarni keltiramiz.
A

Bundan buyon biz har doim VA>a uchun Jf { x )d x  mavjud
a

deb faraz qilamiz.
2-teorema. (Umumiy taqqoslash alomati). Faraz qilaylik, [a, +co) 

nurda
\f(x)\<g(x)

boTib, \g{x)^x XOsmas integral yaqinlashsin. Unda J f {x )dx  xos-
a • amas integral ham yaqinlashadi.

3-teorem a. (Xususiy taqqoslash alomati). Faraz qilaylik

0 < a < x <  +oo nurda | /(x)|- ~ Г ’ c’ const va A>\ bo‘lsin. U



И Ф р г »
+cc

bo‘lib, A < 1 bo‘Isa, \ f { x)dx xosmas integral uzoqlashadi.
a

+co
2 -ta ’ rif. Agar J|/(x)|dx yaqinlashuvchi bo'lsa, и holda

a
+CC

\f (x )dx xosmas integral absolut yaqinlashuvchi deyiladi.
a

2-teoremaga ko‘ra absolut yaqinlashuvchi integral oddiy ma’noda 
ham yaqinlashuvchi bo‘ ladi.

+* +*>
3-ta ’ rif. Agar \f {x )dx yaqinlashib j | / (*)]<& uzoqlashsa, 

\/{x)dx xosmas integral shartli yaqinlashuvchi deyiladi.
4-teorema. f ( x )  va g(x)  funksiyalar [a ,+oo) oraliqda aniq­

langan bo'lib, / ( x ) > 0  va g (x )>  0 bo‘Isin.
Agar x-*+oo da

f ( x )  =  0 * ( g ( x ) ) ;

+•73 +CC

bo'lsa, \ f { x)dx va jg{x)dx  xosmas integrallar yoki bir vaqtda
a a

yaqinlashadi yoki uzoqlashadi.
5-teorema. /  (x) va g (x ) funksiyalar \a, +co) oraliqda aniq­

langan bo'lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:
+00

(Abel alomati) a) \ f { x)dx yaqinlashuvchi,
a

b) g (x ) funksiya [o,+oo) da monoton 
va chegaralangan;

A
\f(x)dx <K,
a

b) g{x)  funksiya [a,+oo) da monoton 
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U holda \f{x)dx  xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi.
a +x

Misollar. 1) Jsinx~<ix xosmas integral yaqinlashishga tek- 
shirilsin.

■ко + x  j  j

Jsinr4/x= Jxsinx2 -—c/x deb olib, / ( x )  = xsinx2, g (* )  = -  
1 1 * x

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:

1 )/ ( x )  = xsinx2 e C [ l ,+ o o )  va F(x) = - —cosx~ -  chegaralangan;

2) g(x) = -  J' va lim g(*) = 0;
'  X *-►+» 4 '

+00 +00

=> sin x2dx -  yaqinlashuvchi. i
I

+oo

f Slnx Л2) J xosmas integralning shartli yaqinlashuvchi ekanli-
i x 

gi ko‘rsatilsin.

< Agar f ( x )  = sinx va g (x ) = — desak, Dirixle alomatiga ko‘ ra
yaqinlashuvchi ekanligini hosil qilamiz.

Endi
+ O . +00 I _ Jsinxf  SinX , с sill л

------- ax -  -------- -a x ;
J v  '  V. -  1 * 

xosmas integralning uzoqlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz.
i . | , l-co s2 x
sinx > sin x = ------------ .
1 1 2 

Unda \/a > 1 uchun

Ijsinx , 1 1-dx 1 "fCos2x ,------ d x > - --------- -----------dx ;
* x P 2 ' x  2 '  x

bo‘ladi. Ma’lumki,

Atdx *rrdx rcos2x +°fcos2xtax tax rcoszx rcoszx
],m I— "  J uzoqlashuvchi va ]im J J “x -A->+x J x  J x  A~>^  j X  , X



sizlikda A -> + oo da limitga o ‘tib, J
1

sin л:
dx xosmas integralning

uzoqlashuvchiligini topamiz. => f—— dx integral shartli yaqin-
.■> x

lashuvchi. >
Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda ham ma’lum shart­

lar bajarilganda aniq integrallarni hisoblashda qo'llaniladigan 
o'zgaruvchilarni almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo ‘laklab integral- 
lash va shu kabi boshqa formulalar o ‘rinli bo ‘ladi. Ularning shart- 
larida va ifodalanishida printsipial farq bo‘lmaganligi sababli biz 
ularga to'xtalmaymiz.

2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali 
(II-tur xosmas integral)

Faraz qilaylik, / ( * )  funksiya \a,b) yarim segmentda berilgan 
bo'lsin. Agar V « > 0 soni uchun f ( x )  funksiya [a,b-a)cz[a,b)  
da chegaralangan bo'lib, [a,b) da chegaralanmagan bo‘Isa, и holda 
b nuqta f  (x) funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.

Aytaylik b nuqta [a,b) oraliqda berilgan / ( : x) funksiya uchun 
maxsus nuqta bo‘lib, f i x )  funksiya [a, b - a \  kesmada integral­
lanuvchi bo‘ lsin.

b-a

F ( « ) =  j /(* )< & ;
a

deb belgilaymiz. Bu funksiya (0,b-a\  yarim segmentda aniqlan­
gan.

Ta’rif. Agar ushbu
b-a

lim F(a)  = lim f f ( x ) d x ;
a ->+0 «->+0 J

a

limit mavjud va chekli bo‘Isa, uning qiymatiga f  (x) funksiyaning 
\a,b) dagi II  tur xosmas integrali deyiladi va

j f {x )d x ;  (3)
a

kabi belgilanadi hamda (3)-xosmas integral yaqinlashuvchi, aks holda 
esa uzoqlashuvchi deb ataladi.



b b-a

J/(*)<fe:=Urn \ f {x )d x -

Xuddi yuqoridagidek, a nuqta f ( x )  funksiyaning maxsus nuqtasi 
bo'lganda (a,b] oraliq bo‘yicha xosmas integral, a va b nuqtalar funk­
siyaning maxsus nuqtalari bo‘landa (a,b) oraliq bo‘yicha'xosmas in­
tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniqlanadi:

yaqinlashadi va A> 1 boiganda uzoqlashadi.
Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in- 

tegrallarda o'rinli bo'lgan ularni hisoblash usullari va yaqinlashish alo- 
matlari o'rinli. Ulaming hammasiga to‘xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi). (3)-xosmas integralning yaqin­
lashuvchi bo ‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar- 
lidir: \/s > 0  uchun 3 c) > 0 :  0 < a " < a '< S  tengsizlikni qanoatlantiru- 
vchi v  a! va a " lar uchun

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. f { x ) va g{x)  funksiyalar \a,b) da berilgan bo‘lib, 

b shu funksiyalaming maxsus nuqtasi bo'lsin. Agar \/хе[о,й) da

h b
f / ( x ) A := l im  \ f {x )d x .

J f {x )d xor->+0 J 
/ 7 - ^ + 0  « + «a

(Л > 0) xosmas integral A < 1 boiganda

J f (x )dx  < £ ;
и-a

0 ^ f ( x ) < g ( x ) ;
b b

bo‘Isa, и holda j s ( x)^x integralning yaqinlashuvchiligidan \ f { x)dx

ning yaqinlashuvchiligi; ]/(* )< &  integralning uzoqlashuvchiligidan
a

b

Jg (*)<** ning uzoqlashuvchiligi kelib chiqadi.
a



integral yaqinlashadi. Agar c> 0 , bo'lib, Л> 1
( b - x )

bo'lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoqlashadi .

3-teorema. Agar x - ^ b - 0 da / ( * )  = C>’ (g (x )) bo'lsa, unda
b h

\f{x)dx va jg(x)dx integrallar bir vaqtda yaqinlashadi yoki uzoq-
a a
lashadi.

4-teorema. / ( * )  va g (* )  funksiyalar \a,b) da berilgan bo'lib, 
ular quyidagi shartlami bajarsin:

b

(Abel alomati) a) j f ( x )d x  integral yaqinlashuvchi,
a

b) g(x )  funksiya [a,b) da monoton va chegaralangan;
h-S

J f(x)d> <K,(Dirixle alomati) a) VAT VS >0

b) g(x)  funksiya [a, b) da monoton va 
lim g (* )  = 0

x -> b -0  V У
b

U holda \f{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
a

3°. Xosmas integrating bosh qiymati
l-ta’rif. Aytaylik, f ( x )  funksiya -oo<x<+oo to'g'ri chiziqda aniq­

langan bo'lib, undagi v  kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar ushbu

Jim ) f (x)dx-
-A

limit mavjud va chekli ЬоЪа, f [ x )  funksiya ( - 00, + 00)  oraliqda 
Koshi ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu limitning qiymatiga 
esa / ( * )  funksiya xosmas integralining Koshi та ’nosidagi bosh qi­
ymati deb ataladi va

kabi belgilanadi.



Demak,

V .p ] f { x )d x  := Jim \f(x )dx  .
—x  —/4

Teorema. / ( * )  funksiya toq bo‘Isa, и holda и Koshi
та nosida integrallanuvchi va uning bosh qiymati 0 ga teng bo ‘ladi. 
Agar f ( x )  funksiya juft bo‘Isa, и Koshi та’nosida integrallanuvchi 
bo‘lishi uchun

J  f (x)dx-
0xosmas integralning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

2-ta ’ rif. Faraz qilaylik, f ( x )  funksiya \a,b\ kesmaning s 
(a< c< b )  nuqtasidan tashqari hamma nuqtalarida aniqlangan bo ‘lib, 
(a,с ) va (c,b) ga qism bo‘lgan v  kesmada integralanuvchi bo‘lsin. 
U holda, agar

limor-»+0 J/(x)flEt+ \f {x )dx

limit mavjud va chekli bo‘Isa, f ( x )  funksiya [a, ft] kesmada Koshi 
ma’nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limitning qiymatiga inte­
gralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati deb ataladi hamda и

b
V.pjf(x)dx  ;

a

funksiya [1; 5] kesmada xosmas ma’noda
x -2

kabi belgilanadi.

Misol. f  ( * ) :

integrallanuvchi emas, lekin Koshi ma’nosida integrallanuvchi ekanli- 
gi ko‘rsatilsin.

< Xosmas ma’noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi 
ma’nosida integrallanuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.

r,  r dx г ax г ш V.p ------ = lim ------- + —
j  v  — ? a~*+0 J V  -  ?  J Y  -

dx dx

l X 2 2+a X ’
--- lima-̂ +0 ln|A-2|;'“ + ln|.T-2|J+

= lim (Ina + ln3-lnar) = ln3.> ff->+0V '



4°. Parametrga bog‘liq xos integrallar va ularning funksional
xossalari

/ (л, у) funksiya R 2 fazodagi biror D = {(x,;y) s  R2: a < x < b, 
y e E a R }  aniqlangan va v  fiksirlangan y e E  uchun f ( x , y )  
funktsiya л- o ‘zgaruvchining funksiyasi sifatida \a,b\ oraliqda inte- 
grallanuvchi bo‘ lsin.

Quyidagi

® { y ) = \ f { x’ y ) dx’ ■ (4)
a

integralga parametrga bog‘liq integral, u o ‘zgaruvchi esa parametr 
deyiladi.

Parametrga bog‘liq integrallarda Ф (у) funksiyaning bir qator xos­
salari (limiti, uzluksizligi, differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi 
va hokazo) o'rganiladi. Bu xossalarni o'rganishda f ( x , y ) funksiya­
ning u bo‘yicha limiti va unga intilish xarakteri muhim rol o ‘naydi.

f ( x , y ) funksiya D to‘plamda berilgan, v0 esa E to‘plamning 
limit nuqtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar \/£ > 0 oiinganda ham (\/xe[a,b] uchun) shun­
day S = 8{s,x)>Q topilsaki, < <5 tengsizlikni qanoatlantiru- 
vchi \/y<=E uchun

\f{x,y)-(p(x)\<£, xe[a,b\', 
boЪа, и holda <p{x) funksiya f { x , y )  funksiyaning у -> y0 dagi 
limit funksiyasi deyiladi.

f { x , y )  funksiya £) to ‘plamda berilgan bo‘lib, oo nuqta Ye 
to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

2 -ta ’ rif. Agar \ / s >  0 oiinganda ham (Vxe[a,b\ uchun)
= &(e,x)>0 topilsaki, |_yj > A tengsizlikni qanoatlantiruvchi

V y e E  uchun

\f(x,y)-(p(x)\<£, x e [a ,6 ] ;

bo'lsa, и holda <p(.\) funksiya f { x , y )  funksiyaning y ->m dagi 
limit funksiyasi deyiladi.

Limit funksiya ta’rifidagi 5 = S(s ,x )>0  ning faqat £->0 gagi- 
na bog‘ liq qilib tanlanishi mumkin bo‘ lgan hoi muhimdir.

3-ta’ rif. D to‘plamda berilgan f { x , y )  funksiyaning у - »  y0 dagi 
limit funksiyasi <p(x) bo'lsin. Agar V f> 0  uchun = £(£•)> 0 topil-



saki, |j>-j>0|<£ tengsizlikni qanoatlantiruvchi V y e E  ва Vxe[a,Z>] 
lar uchun

bo ‘Isa, f { x , y ) funksiya o ‘z limit funksiyasi <p{x) ga [a,b\ da tekis 
yaqinlashadi deyiladi.

4-ta’rif. D to‘plamda berilgan f { x , y )  funksiyaning y - > y 0 dagi 
limit funksiyasi (p(x) bo‘lsin. Agar 3eo > 0 , \/S>0 olinganda ham 
3 Jt0e [a ,6] va | y - j0| < S tengsizlikni qanoatlantiruvchi y{ e E  topil- 
saki, ushbu

\f{x0,yx)-cp{x0)\>e0, 
tengsizlik o'rinli boЪа, и holda f { x , y )  funksiya <p(x) ga notekis 
yaqinlashadi deyiladi.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f ( x , y ) funksiya y -> y 0. da lim­
it funksiya <p(x) ga ega bo'lib, unga tekis yaqinlashishi uchun quy­
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: V c > 0  uchun 
S = S (s) > 0 topiladiki, \y' -y0\<S, \y'~y0\<S tengsizliklarni 
qanoatlantiruvchi Vy',y” e E  hamda V x e [a ,6] uchun

| f { x , y ’ ) - f {x ,y ' )\ < e ,
tengsizlik bajariladi.

Endi parametrga bog‘liq integrallaming funksional xossalarini 
keltiramiz.

2-teorema. Agar
1) v  fiksirlangan y e E  uchun f(x ,y)eC \ a ,b\ ,
2) У у  о da f ( x , y )  funksiya <p(x) ga tekis yaqinlashsa, 
и holda

b b 

Jim \f(x,yyx=\<p(x)dx  (5)

bo'ladi.
3-teorema. Agar f { x , y )  funksiya

Z) = {(x ,7 )e i ? 2 :x € [o ,6], y e [ c , d ]j 

to'plamda uzluksiz bo‘Isa, и holda

ф{у)= 1/(х’У)<*х
a

funksiya [c,d\ kesmada uzluksiz bo‘ladi.
257



4-teorema. Aytaylik f ( x , y ) funksiya
£> = {(*,;>)e/?2:xe[a,£], >>e[c,tf]} 

to ‘plamda aniqlangan va
1) v  fiksirlangan y e E  uchun f(x,y)&C[a,b\
2 ) f y { x , y ) - 3  va e C ( D )

bo'lsin. U holda \c,d\ kesmada Ф '(^) mavjud va ushbu

^ {y )= \ fy ( x , y )d x  (6)
a

tenglik o'rinli bo‘ladi.

5-teorema. Agar f ( x , y )  funksiya 3-teorema shartlarini qanoat-
d

lantirsa, unda 1Ф(У)^У integral mavjud va
С

d 
J
с

munosabat о ‘rinlidir.
Endi umumiy ko'rinishda berilgan parametrga bog'liq integral- 

lami keltiramiz.
Faraz qilaylik, x = cp(y),x = y/{y) funksiyalar \c,d\ da aniqlan­

gan bo ‘lib, Vye[c,<i] uchun
a<<p(y)<y/(y)<>b; (8)

munosabat bajarilsin.
6-teorema. f ( x , y )  funksiya ushbu

D = { {x ,y )eR 2 :л 6 [or,A], y e [ c , d ]} 
to ‘plamda aniqlangan bo‘lib,

1) f { x , y ) e C ( D ) ;

2) <p(y), i//(y)eC[c,d] bo'lsin. U holda
Н у)

Ф(>;)=  J f (x ,y )dx  (9)
<p(y)

funksiya ham \c,d\ oraliqda uzluksiz bo'ladi.

\f{x,y)dx dy=\ \f{x,y)dy dx (7 )



7-teorema. (Leybnis formulasi). Agar
1) f ( x , y ) e  С (D),
2 ) f ; . (x ,y )eC {D),

3)<p'{y) va y/'{y)<=C[c,d]
bo'lsa, и holda Ф(д') funksiya ham \c,d\ oraliqda hosilaga ega va

W.v)

® ‘ W =  J  fy{x,y)dx + 4,,{y)-f[y/(y),yy(p'(y).f[(p(y),y] ( 1 0 )
munosabat о ‘rinlidir.

6-teorema shartlari bajarilgan holda Ф (у) funksiyaning \c,d\ 
oraliqda integrallanuvchi ekanligi kelib chiqadi va (9)-funksiya uchun 
ham (7)-tenglik kabi tenglik o ‘ rinli bo‘ladi.

5°. Parametrga bog‘ liq xosmas integrallar va ularning
tekis yaqinlashishi

f { x , y )  funksiya

= :xe[a ,+co),

to'plamda berilgan bo ‘lib, V fiksirlangan y e E  uchun
+oe

J / (  x,y)dx (y e E) 
mavjud va chekli bo'lsin. Bu integral u ning qiymatiga bog‘liqdir.

+oo

^(>0= \f(x ,y )dx  ( 11)
a

(ll)-integralga parametrga bog‘liq I-tur xosmas integral deyiladi. 
Xuddi shu kabi

о  +oo ,

\f {x ,y )dx va \f{x ,y )dx
• -<c

parametrga bog'liq bo‘lgan I-tur xosmas integrallaming ta’rifini berish 
mumkin.

Endi f { x , y ) funksiya

Di = e Л2 '.xz[a,b), 
to'plamda berilgan bo‘lib, v  fiksirlangan y e E  da x = b nuqta



f ( x , y )  funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lsin va bu funksiya \a,b\ 
oraliqda integrallanuvchi, ya’ni

b

\f{x,y)dx
a

xosmas integral mavjud bo ‘ lsin. Unda
b

*M=\f{x,y)<b (12)
a

integralga parametrga bog‘liq bo‘lgan Il-tur xosmas integral deyiladi.
Xuddi shunga o'xshash x = a nuqta maxsus nuqta bo'lgan para- 

metiga bog'liq bo'lgan Il-tur xosmas integralga ta’rif berish mumkin.
Umumiy holda, parametrga bog'liq chegaralanmagan funksiya­

ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yuqori- 
dagidek kiritiladi.

Biz asosan, (ll)-xosm as integrating xossalarini o'iganish bilan 
shug‘ullanamiz.

Aytaylik, f ( x , y )  funksiya D to'plamda aniqlangan bo'lib, V 
fiksirlangan y e E  uchun

+CC

\ f { x , y ) d x - 3
a

bo'lsin. => V[a,/] с  [a,+ oo) da
t

F{t ,y )=\ f {x ,y )d x  ( 13)
a

integral mavjud va
+-x>

I(y)= \f(x’y)dx=}™ F(t>y)- (14)
a

(14)-tenglikdan ko‘rindiki /(j>) funksiya F(t,y)  funksiyaning 
/ _ > + o o  dagi limit funksiyasi bo'ladi.

1-ta’ rif. Agar / - » + c o  da F(t,y) funksiya E to‘plamda o ‘z limit 
funksiyasi l ( y )  ga tekis yaqinlashsa и holda (11)-integral E to ‘plamda 
tekis yaqinlashuvchi, notekis yaqinlashganda esa notekis yaqinla­
shuvchi deyiladi.

+00

Shunday qilib, \f {x ,y )dx  integrating Ye to‘plamda tekis ya-
a

qinlashuvchi bo ‘lishi quyidagini anglatadi:



1) Уу&Е uchun | / ( дг»>')й&г xosmas integral yaqinlashuvchi;
a

2) V e >0 uchun 3S = S (e )> 0 :V t> S  va Vy<=E uchun
+«
Jf {x ,y )dx  < e ; 
t

tengsizlik bajariladi.
+«
\ f { x^y)dx integralning E to ‘plamda notekis yaqinlashuvchi ekan-
a

ligi esa quyidagini anglatadi:
+oO

1) V y e £  uchun \ f { x>y)dx xosmas integral yaqinlashuvchi;
a

2) 3s0 >0, VS >0  olinganda ham 3y0 e E  va 3/0 > 5, 
t0 g [a,+oo) topiladiki,

MO

j f ( x , y 0)dx

bo‘ ladi.
+00

M isol. ^(у) = jye'^dx  parametrga b og ‘ liq integral a)
0

£  = (0,+oo) va b) Ex = [2 ,+ o o )c£  oraliqlarda tekis yaqinlasbishga 
tekshirilsin.

< a) ^ = jye^dx = -je '^ d (-x y )  = 1 - e *
° °

(0 < f < +oo) => Vy e (0,+oo) uchun =
+oo

\=\::> l{y )=  jye^d x- yaqinlashuvchi.
0

Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.
1 _  1

^ e £  = (0,+oo) bo'lsin. Agar \/S>0 uchun e0 - - , t 0 >S  va y° ~ t 
deb olsak, u holda



к»
f y 0e 'Vodx = е~ш  =е~1 = - > -  = г0 

е 3 0
bo'ladi. => integral Е = (0,-ко) da notekis yaqinlashadi.

b) Endi integralni El = [2 ,+ o o )c£  to‘plamda tekis yaqinlashu- 
vchanlikka tekshiramiz. V f >0 olamiz.

J y e v dx =| - e - ^  = 6 ^  = -^  = ( (y > 2 ,t> S ))< ~ y  = £ ^ S  = ̂ ln -
! & (2 S

deb olsak, tekis yaqinlashish ta’rifidagi shartlar bajarilar ekan.
+oo

z=>I(y)= Jye'^dx integral =[2,+oo) oraliqda tekis yaqinlashadi. >
0

2-ta ’ rif. Agar V o 0 uchun Э£ = £ ( г )> 0 :  t’ >S, t">S ni 
qanoatlantiruvchi \tt\t” va V y e E  uchun

t*
\f{x,y)dx < s ; 
t '

tengsizlik bajarilsa, unda (ll)-xosm as integral Ye to‘plamda funda­
mental integral deyiladi.

+co

1-teorema (Koshi). 1{у) = integralning Ye to‘plamda
a

tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning Ye to ‘plamda fundamental 
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyatga ega bo‘lib, undan amaliyotda 
foydalanish ancha qiyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 3<p(*)>0 (xe[a,+oo)) funksi­
ya topilsaki

1) Vxe[a,+oo) va \/yeE uchun \f(x,y)\<<p(x),

2) j <p(x)dx yaqinlashuvchi

bo‘lsa, unda 1{у)~  ]"/(*> .У)** integral Ye to ‘plamda tekis yaqin-
a

lashuvchi bo ‘ladi.



3-teorema (Abel alomati). /(x ,;y ) va g(x ,y )  funksiyalar
D = { ( x , y ) e R 2 :xe[a ,  + 00), y e E ) ;  

to'plamda berilgan bo'lib,
1) v  fiksirlangan y e E  uchun g(x ,y)  funksiya [я,-к») da x 

o'zgaruvchi boyicha monoton va и D toplamda chegaralangan,
+00

2) { / ( * « > 0 ^  integral Ye da tekis yaqinlashuvchi ЬоЪа, и holda 
° +00

j f ( x , y ) ' g ( x , y ) d x ;
a

integral Ye to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
4-teorema (Dirixle alomati). f ( x , y )  va g(x,jy) funksiyalar D 

to'plamda berilgan bo'lib,
1) Vt>a va MyeE uchun

1

Jf (x ,y )d x - c (c = const),

2) v  fiksirlangan y e E  uchun g{x ,y )  funksiya [а,-к») da x 
o'zgaruvchi boyicha monoton va x —»+oo da g(x ,y )  funksiya 0 ga 
tekis yaqinlashsa, и holda

+00

j f(x,y)-g{x,y)dx-t
a

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.

6°. Parametrga bog‘ liq xosmas integrallarning 
funksional xossalari

f ( x , y )  funksiya D = [ ( x , y ) e R 2 :xe [a ,  + 00), y e E )  to'plamda 
berilgan bo'lib, y0 nuqta Ye to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

1-teorema. Agar
1) v  fiksirlangan y e E  uchun f(x,y)eC\a,+<x>),
2) y - > y 0 da V [a,t] (a<t<+°o) kesmada f  (x,y ) funksiya 

(p{x) ga teki: yaqinlashsa,
+co

3) l { y ) ~  integral Ye to'plamda tekis yaqinlashuvchi
a

bo'lsa, и holda y - > y 0 da l ( y )  funksiya limitga ega va



5 * 7 w = i z  Ъ ( х ’ у № = 7[*i®  = 1  <р(х)<ь

bo'ladi.
2-teorema. Agar f { x , y )  funksiya

D = j(x ,y )e i? 2 ;jce[o,+oo), y e [c,rf]) 
to ‘plamda berilgan bo ‘lib,

V  f ( x , y ) e C ( D ) ,
+00

2) l ( y ) = integral \c,d\ da tekis yaqinlashuvchi
a

ЬоЪа, и holda l(y)&C\c,d] bo'ladi.
3-teorema. Agar f ( x , y )  funksiya

Z) = {(x ,7 ) e / ? 2 :xe[o,+oo), y e [ c , d §  
to ‘plamda berilgan bo‘lib,

1 ) f { x , y ) e C { D ) ,  f ; { x , y ) e C { D ) ,
+00

2) v  fiksirlangan ye[c,d\ uchun l (y )=  j f (x ,y )dx  yaqinlashuvchi,
a

+oo

3) j  fy(x,y)dx integral [c,d\ da tekis yaqinlashuvchi bo‘Isa, и 
holda i ( y )  funksiya [c,d\ oraliqda I ’ (y) hosilaga ega bo‘ladi va

/ '0 0 =
a

tenglik bajariladi.
4-teorema. Agar f { x , y )  funksiya

D = { ( x , j ) € /? 2 :xe[a,+oo), >>e[c,</J
to ‘plamda berilgan bo‘lib,

1) f { x , y ) e C { D ) ,
+oo

2) l ( y ) =  j f { x , y )d x  integral [c,d] da tekis yaqinlashuvchi 

bo'lsa, u holda l ( y )  funksiya [c,d

j l (y )dy=  J *\ f{x,y)dx
c cL a

bo'ladi.

da integrallanuvchi va
+oo d



7#. Eyler integrallari 
(Beta va Gamma funksiyalar)

a) Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari
1-ta’rif. Quyidagi

B{p,q)=\xp-l -(\-x)4~ldx (15)
0

integralga Beta funksiya yoki 1-tur Eyler integrali deyiladi.
Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.
1) (15)-integral M  = { (p ,q )eR2-. p e(0 , +oo), q e ( 0, +oo)} 

to'plamda yaqinlashuvchi, (p0 >0,qo >0)  to ‘plamda esa tekis yaqin­
lashuvchi bo'ladi.

2) B(p ,q )eC(M).
3) B(p,q) = B(q,p).

+ *  f p -1

Natija. Agar q = \ -p  (0<p<\)  bo'lsa,
f p-\

В{рЛ~р)=  | r~ :  = ------ • (16)v j l  + ( 81П/)Я 4 '
tenglik o'rinli bo'ladi.

(16) dan a e f i
v z z '  sin —

2
5) Vp > 0 va q > 1 uchun

= (17)
tenglik o ‘rinli.

NatUa- . . (и -1 ) ! - (« -1 ) !
B(m n)= y ’  v /

b) Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
2-ta’rif. Quyidagi ^

r ( p ) =  jx ^ 'e -d x  (18)

integralga Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi. 
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.
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1)Г (1 ) = Г (2 ) = 1
2) (18)-integral ( 0, +00) oraliqda yaqinlashuvchi, V [ a ,b ] c ( 0 ,+ c o )  

( 0 < a < 6 <  +00) kesmada esa tekis yaqinlashuvchi bo'ladi.
3) Г (/?)еС (0,+оо) va Vw = l,2,... uchun

rw

^ л)(р )=  (in х)" cite С (0,+oo)

(19)4) Г {р  + \) = рГ{р)
Natija. Г ( «  + 1) = л!
Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog'lanishni quyidagi te 

orema ifodalaydi.
Teorema. Vp> 0, q> 0 uchun

tenglik o ‘rinli.
Natija. V pe(0, l) uchun

r { p ) - r { \ - P) = -JL

tenglik o'rinli bo'ladi.
sm рте

(20)

(21)

Agar (21)-tenglikda p = — desak

= (22)
bo'ladi.

Eyler integrallari yordamida ko'pgina xosmas integrallami hisob­
lash ancha osonlashadi.

Misollar.
+00

1) I -  je~x dx -  Eyler-Puasson integrali hisoblansin.
0

2xl =t=>x = ̂ t
< 1= je-̂ cbc =

\\
dx-—t 2dl

2

П  -5 о  1+f 1 r /O= — / 2e dt = — |/2 •e dt =—r\ — =— .> 
7 J 7 J 7 7 7

+* x-(jx
2) I = f — V xosmas integral hisoblansin. 

J l + x4



Nazorat savollari

1. 1-tur xosmas integral tushunchasi.
2. 1-tur xosmas integralning yaqinlashishi.
3. Koshi kriteriyasi.
4. Umumiy taqqoslash alomati.
5. Xususiy taqqoslash alomati.
6. Absolut va shartli yaqinlashuvchi 1-tur xosmas integrallar.
7. 1-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.
8. 1-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.
9. 2-tur xosmas integral tushunchasi.
10. 2-tur xosmas integralning yaqinlashishi.
11. 2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.
12. 2-tur xosmas integral taqqoslash alomatlari.
13. 2-tur xosmas integral Abel alomati.
14. 2-tur xosmas integral Dirixle alomati.
15. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati.
16. Parametrga bog'liq xos integrallar.
17. Parametrga bog'liq xos integrallarning tekis yaqinlashishi.
18. Tekis yaqinlashishning inkori.
19. Koshi kriteriyasi.
20. Parametrga bog'liq xos integralning uzluksizligi.
21. Parametrga bog'liq xos integrallami differensiallash.
22. Parametrga bog'liq xos integrallami integrallash.
23. Parametrga bog‘ liq xosmas integrallar.
24. Parametrga bog'liq xosmas integrallarning tekis yaqinlashishi.
25. Koshi kriteriyasi.
26. Veyershtrass alomati.
27. Abel alomati.
28. Dirixle alomati.
29. Parametrga bog'liq xosmas integrallarning uzluksizligi.
30. Parametrga bog'liq xosmas integrallami differensiallash.
31. Parametrga bog'liq xosmas integrallami integrallash.
32. Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
33. Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
34. Beta va Gamma funksiyalari orasidagi bog'lanish.
35. Eyler-Puasson integrali va uni hisoblash.



1.1

1.3

1.5

1.7

1.9

1.11

1.13

1.15

1.17

1.19

-В -
Mustaqil yecbish uchun misol va masalalar

1-masala. Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.

dx 4  dx

+co 2r x +12 +0°
" (x2 + 1)2 ^  1,12 \е~Ш's[n2bxdx-

0
+cc

I x\/x2 -1   ̂ J + V ?
*  xdx 4 x 2 + lг *шг rx '  + l ,
J —з J" 14 Jt —T^-'  л: -1  f x +1

1 dx ™ r
n (x2 +9\Jr2 +Q 1-6 К ’ Л

dx______ ^

о ( x 2 + 9 )\ J x 2 +9 0

J — dx. j  8 7 *
Г 1  +  ДГ2 V V T k 7  1 8  J

3 (л/л-^+Т + * j 1,10 о (4л:2 +l)y/x2 + 1

0
+00 dx

f Л - * . ,  jr. 1.14

f_____ ^ _____  *? 1пл: ,
i (2 x -l ) jx 2 -1  1,16 j l  + л:2

+ОЭ T + X  1r dx г .unx

, (4х2- 1 ) Л 2- Г  1,18 o ( i + j r ) 2

^ a rctg ^ -y r)Wv -  2 _ *

J J ,  ~ V 4 1 .2 0  J 7  n —
0 л/(^ - ! )  1 x -\lx -1



*A *
2 . 1  J( ln cos x) • cos 2nxdx,neN. 2 . 2  J*-(lnsinx)abc.

X

2 . 3  Jin cos xdx..

'где3 arcsin x ,
2.5 J ■

> з , 1 + jc dx
2.4  7 =

_i 1 -x  V i -
2/  . 71 Л 71 '

2.6 I xsm— — COS—  
Д  дГ x x -)

*A
2.8

0

2.10 J*‘ Y f 5 f ^ > a -

\ll-x

‘i- dx

2Л arccosx

*A
2 . 9  J yfctgxdx.

cbc.

a

2.11 J
\la2 +b2 -2bx  

dx

a
,a>0,b>0. 2 . 1 2  J

x4dx

2-13 l { \ 6 - x 2)-yj\-x2

2.15 J-
dx

} х-\1зх2 - 2 x - l  
2r_____ dx______

2,17 Д х - Ц - у! ? ^ '
-0 ,2 5

2.19 J
-C 
b

-a (l + X^-yjl-X2

f dx_____

214  J ( 4 - * ) - V l - ^ '
*A

2.16 Jlnsinjd!*.
0
V dx

2.18 b

dx
_ot5 x * \j2x "H1

l{2 -x )-J \ ^ x
1

2.20 J*ln3;ak.

г______ax_____

2 ‘ 2 1  }y j(x -a )(b -x j
,b>a.

3-masala. Quyidagi II-tur xosmas integrallarni yaqinlashishga
tekshiring.



sin* 
x~

{x -2 )dx  
,J  x3 -  3 *2 +  4 ’  

*rlnsin* ,
3 .U

3.9 J

f l - C O S *  ,
3.13 j— y~ " dx.

0

3.15 J:
-L ~2 „co s*le +x~ - e

dx

3.17 J-ctc.
0 ■*
1 ,

3.19 dx.
* V

*/<
3.21 Jsin“ *-cos^*fiir.

5 -V* + arctgx

”t 1ПЛ- j  
3.10 J - r = ^ -  о Vsm*

3.12 f-«/ i

V dx
arccos*

5 L »“ * -V l  + 2cos*
3.14 j --------- f = --------dx.

cos5*
Vln (l + 2*) -  xe~x

з.1б H— dx-• 1 -  cos *

3.18 \xa -{\-x)p -\axdx.
0

3.20 J'xa -(\-x)pdx.

4-masaIa. Quyidagi xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.

dx*?ln xdx +00
j*

4.1 J ya1 л
4.2 J

+r dx + xr
4.3 '  *  • ln“ * 4.4 / l

4.5 1 M s 2x A. 4.6 J-
0  x J

0

*“ - In*

~  eaxdx
2 (* ~ l )a In* 

ln(l + * '2a)

o y x "  +  X
dx.



4.9

4.11

4.13

4.15

4.17

4.19

4.21

5.1

5.3

5.5

dx

1 + xa • sin2 x

^arc'g п h " т ( a > 0 )•

о
+oo

+е*) , лЧJ  . . . 7 ^ ф ( « > о ) .
yjx3 +XS

x°dx

0
+oc

j w i
+«: • 2 • sin jc

, /3 * 0 .

я
+»

I

dx.

In xdx

i x - y j x 2 - 1

1 1 * J ~f=arctg
о

+00

~r гsix 2 + y/X 

dx

dx.

h l n V

^  ln(l+X2)
4.8 J - 1------A * -o {x + a f

+00

4.10 f
ln(l + X + je“ )

0
+00

4.12 к
1

+Ж

•In"*'

4.14 b
dx

0
+00

4.16

xa + x r

2 ' cos— 1
X

. 1
+00 Sin — 

Г x

dx.

4.18 о f я' x -  cos —

xdx

rdx.

+0C

4.20 f 1 + jt2 - sin2*

5-masaIa. Quyidagi xosmas integrallar absolut 
va shartU yaqinlashishga tekshirilsin.

*Jx-l
JXJZC0S JZ0 XyJX v X

Va /  
5.2 Jsin

1
I sin*

dx

sme x

J
cos3(ln x) 

xlnx
dx.

f -  1 + 
5.4 Jsm77

. 1 + x dx

1 . . a

5-« t q ” ; dx.



5.7 НJ  >*-х' +1

5.9

0.5

5.11
0

■ко

l - x  

г simc _
5.13 J -Г < Ь -

5.15 J~-----г -• In*

^sinfli 
5.17 j - j p

+ «  C t «•f * -SI
5.19 J— ?

5.21 Jsin —

-dx. 5.8

■)£ 5.10

•COS-V^.
JC"

5.12

5.14

sin* , 
-------dx. 5.16

■ - sin xdx. 5.18

■dx,jB>0. 5.20

 ̂ dx

dx.

. 11 sin —
f--------Z— dx.
l ( T x - x ) a

) ( l ~ xT ■ и-------— sin—ax.

*? jc® • sin jc

/  JC3 + 1  

*? cosxdx

dx.

J C °+ ln J C  

COS yfx
*“ • lnjc

dx.

1 - x j 1 — JC

6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi 
bosh qiymati topilsin.

5

6.1 V.p. j  sin xdx.
-oo

7/ "f A6.3 У-Р-]

6.2 У-P-h
dx

2 1

+ac

0.5*
+co

xlnx

6.5 v.p.jarctgxdx.

™  v A t T ~ -i 3 -5sm *

( * - з  У
. с

6.4 V-P- J cosxdx.
-oo

n
6.6 V.p.jxtgxdx.



6.9 у . р . \ ~ — . 6.10
0 — -s in x  i 5 х

2
13 + х . „  "г dx

6 .И  6.12 г -р - J:_оо17 + дг • I х + х - 6  

"/г dx ............  Ч dx
6 ,3  M t t w  614 Ур к0 1 ^ м и л  0 ------ COSX

2
+оо * р Лу

6.15 V .p . j - ^ dx 6.16 V-p  } — -
'  х ‘  + х -  2 -осх

+оо , 10 *

6.17 v -P-\~,-----"• 6.18 v -P-\~--•0J l - x '  о 7 - х

'гdx гг _ г
6.19 • 6.20

+00

6.21
dx

0 x  -3 x  + 2

7-masala. Quyidagi funksiyalarning berilgan to ‘plamda limit 
funksiyalarini toping va tekis yaqinlashishga tekshiring.

7.1 f ( x , y ) = y [ y - s i n - ^ = ; D = { ( x , y ) e R 2: x e R , 0<y<+co\,  y0 = +co.
УЫУ

7.2 / (х,и) = xb';D = |(x,_y)e R2:0£ x< ^ ,n  e ivj-, n0 = °0.

7.3 / ( x ,n )  = - ^ - ' Y— ;Z )  =  { (x ,« )e i? - :l< x < + o o ,n G M , n0 =oo.
l-.-n'x 1

7.4 / ( x , n )  =  - ^ 4 - 7 - s i n 4 = ; - D  =  { ( x , « ) e / ? 2 : l < x < + o o ,  w e M ,  n0 =  со.
1 + vw

7.5 f {x ,n )  = sin(/7e‘ " ) ;D  = {(х ,я )е  Л2:1 < x < +oo,we 7V|,w0 = 00.



7.6 / ( * , " )  = ~ Г ;£> = К*’ ” ) е : 1 “ * < +о0’ и 6 ^ } ’ "о = °°-

у (  fix']7.7 f ( x ,n ) = n 2 1-cos—  ;£>={(*,^ е /г^ О ^ ж -ю о , w e# }, п0= оо.
V п )

7.8 / (* > jv) = “Т ‘C0S~ ’D = {(*> у ) е Л2:0 < л; < 1,0 < у < +°о}, у0=*>-
X .У

7.9 /(х,>')=(д:-1)агс/§г, ;Д=((х,>')е/г2:0<дг<+оо,0<^<+оо|, >>0=-w>.

7.10 f ( x , y )  = Jx2+-j= -;D  = {(x,y)<=R2: x e R , 0 < y  <+«>], у0=+°°.

7.11 / ( x ,^ )  = ̂ ; i ?  = {(^ ^ )e7 ?2 :0 < A :< l ,0 < j^ l } , j o =0.

7.12 /(дг,и) = - ^ ^ ^ ;£ >  = { (^ и )б /г 2 :0<дг<+оо,иеЛ^},й0 = +«з.
yjn + 2х

7.13 /(x ,n ) = >/l+ *'’ ;£  = {(*,«) 6 Л2:0< х < 2 ,и е # },л о =оо.

7.14 f ( x , n )  = narctg-^r;D =  { (x ,n)eR2:0<x<+co,neN},n0=co.

7.15 f (x ,n )  = n3x2e~,a;D = {(x,n)&R2:0<x<+co,n& N},n0 =oo.

7.16 /(x ,/i )  = V«sin-^=;Z) = {(A:,«)ei?2 :0<*<+со,ие #},«„ =oo.

7.17 /(* > и) = 1п 1 + C,°S— \;D = {(s,w) e R2 :0 < x < +оо,и e N) ,h0 = °o.
V \n+x)

7.18 f{*>y) = = ft*’ * ) e Rl ■0 ~ x ~ l y e  Л! ’ *>= °°-

7.19 / (x,y) = xsin.y;Z) = {(*,>>)&R2 :0<x<3,_ye/?},_y0 = у .

7.20 f ( x , y )  = sin^ ; D  = {(x, j>)e R2 :xeR,0<y<+<x>j,y0 = +<».

7.21 / siny;D  = {(*>>0 e R2:0 £ x < 5,0 < у  < ж),y0 = j .
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8.1 F(a )  = ™j e ^ d x .  8.2 F ( a ) =
sinor О X

s. b+rsinax af
8.3 F \a)= J -------- 8.4 F { a ) =  \f(x + a ,x -a )d x .

a+a X о
c? x+a x

8.5 F{a)= f a  js in ft+ f-c r )d y . 8.6 F ( a ) =  j(x + y ) f ( y )d y .
0 x-ix 0

X

8.7 F (a )=  J (*+ y )/(y )rfy ,/(> ')-d ifferen sia llan u vch i funksiya;
0

F'{:c ) - ?
b

8.8 F(a)=\f(y)-\x~y\dy, a<b  ва / ( j ) e C [ a , i ] : F ' ( j ) - ?
a

8.9 F { a ) = \ f { y ) - ( x - y ) n'xdy, F (n)( x ) - 4  8.10 F ( a ) = \ e ^ d y .
0  x  

x siny ----
8.11 F(a)=je-*dy- 8.12 F (>0 = j ^ d x .

I cosy
X

8.13 F ( y ) = ] f ( x  + y ,x -y )dx .  8>14 F (y )=
- v  /  X

2+y . y3

8.15 F (j/) = 8.16 F ( j ) = j 2 - ^ .
1+ J- ^  V2

8.17 F (y)= \{х2 siny + -  dx. 8.18 F(y) = j f ( y ) - { x -y f  {x ) - l
А  У )  о2

8.19 F(y)=  \ f (y )  \x-y\dy,fb)*C[\,2\ F ' {x ) -1
У*

x

8.20 F(y )  = j {x  + y ) f { y )d y ,F ”( x ) - <>, f ( y ) ~  differensiallanuvchi
—x

funksiya;



8 .2 1  F { ^ y ) = \ { x - y ^ ) f { 2 )dz,F^{x,yyi ,  f { z ) ~  differensialla-
x

nuvchi funksiya^

9-masaIa. Quyidagi integrallarni ko‘rsatilgan oraliqda tekis 
yaqinlashishga tekshiring.

4~T, + *

9#1 je~axsmxdx; l<or<+oo. 9,2 ^xae~xdx; 2 < a < 2 .
0 0

+cc +&rc o s a x  , г ax . r\̂ . „   ̂
о i  ---------- r - a t ;  - c o < a < + o o .  0 4  -------------— , u s a <

1  l + x2 0J ( * - « ) ' +1 

+?sinx _ai ,
9 5  ------e dx ;0<a<+co .  9 5  — ;=-<&; ()</>< 10.

0 X f  W x

+00 ■

+*
9.7 J g~gJf —  * dx; 0 < a <  +00. 9,8 f\/ae~ax dx; 0 <a<+oo.

1 x  0
** 1 +o° 2

9.9 je^ x~â dx; 2 < a  <3. 9.X0 J e~^_ar* A ; -<x><a < +qo.
—00 —X1

f  —jc2(i+>-2) . , f  - ax C O S X  , -
9.11 Iе srnxary, -оо<д:<+оо. 9 i2  Iе — — dx;0<,a<+co.

0 1 x 
+oc • 2 * v rt

9 13 f Sm'y dx; p> 0. 9 1 4  f . - - A ;  0 < и < +oo.
J i+jc" y  y14  0J7 T 7

1 1 л V xadx . I I 1
9.15 J™---; 0 < « < 2 . 9.16 L  , w , _ r f  ;H<2‘

0 * *•’ 1Шх-\) (х - 2)

+oo L sinax
9 17 f4cc-e~â dx; 0<a<+oo. 9 jg J 1, .....<dx; 0 < a s l .

2 ' 0 Vl^- '■a

9.19 j e * 1̂+V ^cosjt/v; xbR.  9 , 2 0  jxp x-]n—dx, p>0 .
о 0 x

+00
f  _a x COSX ,_ax C O S X

~xp



f / W .tj\x)
10.1 Agar /(x)eC(0,+oo) va VA> 0 uchun J—— 1dx integral

A X

mavjud bo ‘lsa, unda ushbu

( o > 0 , J>0) .
о x a

Frullani formulasini isbotlang.
^  sin 13x

10.2 1{a ) = } e °X---------(a - ° )  integraldan foydalanib, ushbu
0 *

’ j iS & .d x ^ itg n P .
o x 2

Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallami hisoblang.

1 (U  (e >ft»>0). ,0 .4  (d> 0,6 >0).
0 x

p ~ ° ^  __p ~ +« ff-a x  __ „-fix

10.5 J---------------dx ( a > 0 , / ? > 0 ). 10.6 J----- -------cosmxdx (a >0 ,/J >0).
о x

v l n ( l - a V )  ' l n ( l - a V )  .
10.7 j ) - г - f dx (|«|<1). Ю.8 J / 2~ dx (1Ф1)-

о X '-y jl -x  0 \ l -X

^  ln (a 2 + x2) +? arctgax • arctg fix

™  i r b f *  1010 I------?------л'

i o . l i  10Л2 7 ^ ) * ( e > 0 ) .
* о

+* — e~Px* r2 ( \
10.13 J£----- r — dx(a>Q,p>0). Ю.14 \е'а cosbxdx(a>0).



10.17

10.19

10.21

11.1

11.3
i

11.5

<
11.7

•I

11.9

11.11

11.13

MO
Jxe~ax* sinbxdx(a > 0).
0

j Y

+00/  • >
/ 2 ! 2 p
O'- x >

10.18 J
sin tic

dx.
о
+*>/
j0 v

+00

Sing*
*  J

arctgax 

} X2-yJx2- l

dx. ^ sin 4^
10.20 J------;— dx-J v*

S dx.

11-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.
%
J ln(o2sin2Ar + 62cos2A:)iic. 11.2 J ln (l-2 ocos*  + a2)rfjc.

Гarctgx dx

X y/l-X2 
г sin4 ax -  sin4 fix ̂
J V

П

xsmaxГ л£
П

dx.
+ x

11.4 fcos ln -
o  ̂ x)  
+■» rC<

11.6 JT
0 1

+00

11.8 J

X  -x
In*

dx,a>0,b>0.

cos ax 
+ ДГ

COSQTJC

dx.

dx.

« • 2 rsin дг ,
h — г л -M  j .  v "l + JC
TW

Jsinjc2 -cos2axdx.
-00
+00

/
cosxy

2 2 a - x
dx.

(\ + x2)

+»
11.10 J sin(ac2 + bx+c)dx(a Ф 0).

-oo

+00
11.12 J cos x2 • cos 2axdx.

—X

+oo •r*sm*y ,
11.14 J —— j-dx.ia  - x 20

+oc

J *  -  -  dx(a>0,b>0). ПЛ6  J eaa>sx • sin (o  sin л:)—
л 1 x  л X



( a c > 0 ) .

О *
-кг 2 "̂ j» 5

1118 {V*! -cos~rdx. 11.19 \e sin-rtfcf.
о *  о *

*A- l + acosx dx__ l + acosx ax л i
11.20 [In--------------------- (M <1)-* l -a c o s x  cos*

1 '  l '1121 fsinf In— ■—— — dx,a>Q,b>0.
0 I Xj  In*

Ko‘rsatma. 10 va 11-masalalami yechishda xosmas integrallarni 
parametr bo'yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani 
va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi 
integrallarni hisoblang.

-\ax \x“ ' ' ( l - x f  ^  о  a  ^  Q\
12.1 J— г - ----- dx. 12.2 J (х+аТ *   ̂ P ’ ’

• l  +  x  о \x  +  a )

1 „ «-1 dx
12.3 j X - dx(0<a<\).  12.4 J

1 — л: 0 ( I - 2)”
1 Jin1 y 2*4 f  *  "dx

125  / Т 7 7 л ( 0 < а < 1 ) ' 126

", tfc *r *
12.7 h — ? * •  12.8 j

! 1 & Г  128  .j o +*■)-
dx

12.9 fsin6 x • cos4 xdx. 12.10 Ь ===7 (rt>1)-
0 0 ’
+* +* «-1

12.11 son) 12.12 J77“ 7 ^ ( w>0)-
• Л I t" X



1215 \ ж ^ (т>0)-
г4

12.17 J sin" х • cos" xdx.
О

%
12.19 \tgnxdx.

12.16 \е~*(к(п>0).
О

12.18 +]x me~’rdx

О
ь  i

12.20 j f l n -
oV x )

dx.

r{x-a)m-{b -x )n .
12.21 J— 7------ yn+n+2 (0 < a < 6, c> 0 ).

i  (*+<?)
- D -

Naraunaviy variant yechimi 
1.21-masala. Quyidagi

J dx

xosmas integral hisoblansin.
(x2 + JC + 1)3

dx *7 dx

1V  3 
2) 4

f 1x + — = t

almashtirish
bajaramiz

" J
dt

H )
Bu integralni hisoblash uchun xosmas integralda bo'laklab inte­

grallash usulidan foydalanib, quyidagi ishlami bajaramiz.

J*

Л --»r  +'

Б.Н. (

2 21 
T r a sT i

2» 2jr *? a
f  1 . - 2  tdt u = -------- --  => au =

,‘ Л
H .

\ v  = dt,v = t

t> + 3-
*  4ж 3*r dt_______= 4л__3г

°'2+!  2~ ( r 4 f i 2 ^  2

<• dt An 
J / Э./l



Demak,

4ж  7  d t

-4 - J

4

dt

( (  1 , - 4 t d t  \

'  н Г  и
Б.И. f

н■
5м

I  4 )

+* #• 

+4J r 1

и

r<# =

-»| ,2 +
3-+] — ^ v  = ̂ r - 3 I .  

3 f  i ( ,=  + 3Y Зл/з
4 ;  v 4,

Shunday qilib, berilgan integral I ga nisbatan ushbu
4 л 16л- _ r
-----=  — т = - 3 / .
3 3V3

tenglamaga keldik. Bu tenglamadan 

dx _  4n
- l {x>+x + [f  3%/3 ekanligini hosil qilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi
dx

J- —,b>a.
a^ j {x -a ) {b -x )

II-tur xosmas integral hisoblansin.
< x = a va* = b nuqtalar integral ostidagi funksiyaning maxsus 

nuqtalari bo‘ ladi. Agar integralda

x = acos2t + bsin2t; 
almashtirish bajarsak, berilgan xosmas integral oddiy xos aniq inte­
gralga kelib qoladi. Darhaqiqat,

x = a=>t = 0
nx = b=$t = — 
2

va< >dx = 2 (b -  a)smtcostdt.
b - x  = (b -a )cos21 

Bu ifodalami berilgan integrallarga olib borib qo‘yib topamiz:

b dx ^



*A
|sin“ *-cos^ xdx.

integralni yaqinlashishga tekshiring.
< Integral ostidagi funksiya uchun a <0  bo'lganda * = 0 nuq­

ta, p <  0 bo'lganda esa * = y  nuqta maxsus nuqta bo'ladi. Shu 
sababli integrallash oralig'ini ikkiga ajratamiz:

*A "Л H
/ =  | sin“ x • cos^ xdtc = f sin“ .x • cos^ xrfx + Js*n x-cos^xdx = Il + i2-

0 0 -
4

* -> 0  da sin"jc-cos^;c = 0*(sine *) = 0*(;ee ), x ~*\

sin“ x ■ cos*3 x = 0* (cos^ x) = 0*Г'ж_х' *
\ "

% % dx
bo'lganligi va jx adx= j —

яА г „  \f %

integral a >-\ da A  2 )  £

dx
л -p

—  X integral / ? > - !  da

yaqinlashishini e’tiborga olsak, taqqoslash alomatiga ko'ra /, inte­
gral a > - l , / ? - V  va I2 integral / ? > - 1, a - V  bo'lganda yaqin- 
lashishini hosil qilamiz => Berilgan integral a  > -1 , f i>-\  da ya­
qinlashadi. >

4.21-masala. Quyidagi

Ы
dx
I n V

integralni yaqinlashishga tekshiring.
< 1) Faraz qilaylik a  > 1 bo'lsin. =>e = a - \  deb belgilasak, 

£■>0 bo'ladi. Unda
1 1  1 1

f ( x) = Z^Ха Лп0 X X 1+* - l l / x  x %. x  X*^2

282



i S l  . в ~ ° ^ >SA>2:^X- A uchun */ . <l bo'ladi--/2 . JnP x ХП . ln/< д.

>\/x>A da f { x ) ^ - ^ r  = <p{x) bo'ladi 
x +/2

dx Ar dx I  dx 
\ха Ллрх \x“ Лпрx \xa -\npx 1 2

Ar dx
desak, A = J xa j ^ ~  integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali

2
bo'lgani uchun yaqinlashuvchi. 

~  dxт г ax
2 ~ ~xa ln>* *ntegra* esa taQcloslash alomatiga ko‘ ra yaqin­

lashuvchi, chunki ^(p{x)dx- | )+̂  yaqinlashuvchi.
A A X

■КСг dx
Shunday qilib, J x«\nPx integral « > 1  bo'lganda V/? uchun

yaqinlashuvchi.
2) Endi a = 1 bo‘lsin.

*r dx dx ^ ( l n x )  [yaqinlashadi, fi>\,
\ха Лпрх I xki 'x  '  x [uzoqlashadi, (3<\

3) a <  1 bo‘lsin. Bunda s  = l - a  deb belgilab, l)-holda bajar- 
gan ishlarni bajarsak, berilgan integralning uzoqlashuvchi ekanligi- 
ga ishonch hosil qilamiz.

Demak, berilgan integral a >  1 bo ‘ lganda V /? va a  = 1 
bo‘lganda, /?>  1 lar uchun yaqinlashadi. Qolgan barcha hollarda 
esa uzoqlashadi. >

5.21-masala. Quyidagi

H £ } £ -
integral absolut va shartli yaqinlashishga tekshirilsin.

< Berilgan integralning yaqinlashishini Dirixle alomatidan foy-
283



/ М =
о

-sin
A — x. va g (x ) = l - x

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:
1 ) / ( * ) e C [ 0 , l )  va / ( * )  ning boshlang'ich funksiyasi

,F(;c) = -co s
l - x ) -chegaralangan;

2) g{x) = \~x funksiya [0,1) da I  va lim g(^ ) = 0-

3) g '(x ) = - le C [0 ,l ) .
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =>

=> \ f { x)'S{x)dx  = Jsin ̂ j' yaqinlashuvchi. 

Berilgan integral absolut yaqinlashuvchi emas. Bu tasdiq

tengsizlikdan va

1 . 1------- sin-------
l - x  l - x

1
l - x

• sm 1
l - x  ’

fsin2 [ ——
0 Ь - x )  l - x ’

integralning uzoqlashishidan kelib chiqdi. Oxiigi integralning uzoqlash- 
ishini l°-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko‘rsatish qiyin 
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaqinlashuvchi. >

6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’nosidagi bosh qiy- 
mati topilsin:

dx

dx



1,5

i r r .( x - l ) ( x - 2 )

A8ar 2| 'n|1 4 е к а П '

ligidan foydalanib, yuqoridagi limitlarni hisoblasak,

1  d* _ i oV-P ) xi _ 2X +"2 ~ tenglikni hosil qilamiz. >

7.21-masala. £  = {(x,j>;)e Д2 :0 < x < 5 , 0 < > -< я-}, to ‘ plamda
яberilgan /(x ,j> ) = x2sin у  funksiyaning У0= — nuqtadagi limit funk- 

siyasini toping va tekis yaqinlashishga tekshiring.
л/3< ф(х)= lim/(*,>>)= limx2sin;y = — x2 -  limit funksiya.

v->- 2

+ lim/)->+0

2-/?

\J7Z( * - ! ) ( * - 2) ' J , ( * - l ) ( * _ 2 )_
dx-lim f-—•'I v_3( x - l ) ( x - 2 ) ’ 

1 1

У~>Уо

f ( x , y )  funksiya (p{x) ga tekis yaqinlashuvchi ekanligini 4°-punkt-
dagi 3-ta’rifdan foydalanib, ko'rsatamiz. V e > 0  va quyidagi ayir- 
mani olamiz.

| f{ x,y) -<P{ x) \  =
2 . у/З 2 2 . n 2x • sin у --- --  x - X s in y -s m y - x  •

У - Я /  y  + %  
2 sin----- — -cos----- —

< AT • 2 •
! - Ж/\
-------- —  <  x2 ■ 8  <  258  =  e  =>  8  =  — .

2 25

С
Demak, V s > 0 olingarda ham deb olsak,

n
<8

tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vye(0,?r) va Vxe[0,5] lar uchun

7t
\f(x,y)-(p{x)\<e tengsizlik bajariladi. Bu esa y - > — da f ( x , y )  

funksiya <p(x) ga tekis yaqinlashuvchi ekanligini anglatadi. >



{̂.Х'У) ~ J(* yz) f { z)dz bo‘lib, /(z)-differensiallanuvchi funk-
У "

siya bo‘Isa, (xy) ni toping.
«  Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (lO)-tenglikdan foy- 

dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko'rinib turib- 
di. (lO)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab qilingan 
hosilani topamiz:

xy

F* (Х’У)= jf(z)dz + y ( x-yxy)f{xy)~- x
x - y  —

У.
f

= \ f { z)dz + (xy -xys) - f {xy ) ;

F*y {*>У)= ]®-dz + x - f { xy ) - [ - ^ \ f  -  + ( * - 3 xy2) f (x y )
\У )У

+ {ху~хуъ)- f ' (xy)  -x = x (2 -  3y2) f ( x y ) + ~ f \ ^ \ + x 2y{\ -  y2)f'{xy). >

9.21-masala. Quyidagi

/«
cosx

dx;

integralni 0< or <+<*>, p > 0 -fiksirlangan bo'lganda tekis yaqinlash­
ishga tekshiring.

< Berilgan integralning tekis yaqinlashishini Abel alomatidan 
( 5° -punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko‘rsatamiz. f ( x , a )  = e~a'< va

,  ч COS*
g{x ,a)  = —p -  deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1) f ( x , a )  = e~ax funksiya har bir fiksirlangan a:e[0,+°o) uchun 
monoton va D = [(л,a ) e R2: x e [l,+oo),ar e [0,+oo)j, to‘plamda che­
garalangan |/  (x, a)\ < 1.



cosx ,
2) j — ~ dx~integral Dirixle alomatiga ko'ra (K a < + °°

i x
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaril- 
di. => berilgan intengral 0 < a  < -*» to'plamda tekis yaqinlashadi. >

10.21-masala. Quyidagi
arctgax

i "2
integral hisoblang.

f x‘  • Vx2 -1
dx.

. , г arctgax ,
< I\a)=  I—— j  ̂ — ax. deb belgilab olib, bu integralni para-

i x W x '- l
metr bo'yicha differensiallash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun- 
ing uchun awal xosmas integrallarda parametr bo'yicha differen­
siallash mumkinligi haqidagi 6°-punktda keltirilgan 3-teoremaning 
shartlari bajarilishini ko‘rsatamiz.

ч arctgax . , j
f\x,a)  = —— v ■= — va £  = M x,ar)e.R':l<x<+oo,-oo<or<+oo| 

x W x '- l  
deb belgilaymiz.

\ / Л х >а )

x2 • Vx2 -1  2x2 ■ л/х2 -1
1 1

x(l + a 2x2)yjx2 -1  x\lx2 -1  ’

~  ^  1  1 Л................................
tengsizliklar va I , r~2— г , J / -5— r ax integrallar yaqin-

1 2 x 4 x -1  1 x\/x -1
+00

lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra \ f { x^ )dx  Va
1

•К» ,

J /„  (*  ,a)dx integrallarning - o o < a < + o o  to‘plamda tekis yaqin-

lashishini hosil qilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr a  
bo'yicha xosila olish mumkin:

>( \ 1  dx
7 Г x(l-ya2x2)-y[x^-l  Bu integralda x = cht almashtirish



1 -
\a\

bo'lishini topamiz. Bu tenglikdan

1(a) ni topamiz. a > 0  boiganda

1 -- a da + c = (a  -  y/l + a 2 j  +  c,ar > 0
у] 1 + a 2

/ ( 0 )  =  0 = > c  =  y = > / ( a )  =  +  ar -  л/l  +  a 2 >  0.

Xuddi shu kabi bo'lganda l(a ) = - ^ l - a - y j l  + a 2j

ekanligini topamiz. Ikkala javobni umumlashtirsak,

/ ( « )  = - j ( l + N  -  Vl + a 2 jsgna, |ar|<oo tenglikni hosil qilamiz.>

11.21-masala. Quyidagi

{sin ln -
0 V x )  In* 

integralni hisoblang.

-dx, a>  0, b > 0-

b a b
x ~ x _ f< Bu integralni ushbu —j - J x °У tenglik va parametrgain x a

bog'liq integrallarni parametr bo'yicha integrallash haqidagi teore- 
madan foydalanib, hisoblaymiz:

jsinf In—1 -— — dx = j  sin In— IJx'dy fife = j  jV  • sin
0 V x j  In* 

= j| Jx'.sm

0 _a
ln -

4 XJ
dy dx =

' h i '
V x  J

dx dy =
\\

x = e~' =>dx = -e~'dt 
x = 0 => t = +m;x = \ => t = 0 Ĵ

b +*>

= j  jV ^ +v)/• sin tdt d y  =

r r
I -  j e  ( y)‘ -sintdt integralda ikki marta bo'laklab integralla-

0



sak, I ga nisbatan chiziqli tenglama hosil qilamiz va

1 = -

(* + !)■+1
ekanligini topamiz

a I ^

= f— ^ — T2 = a r c t g ( y  + 1)1 = a r c tg (b  +  \)-

b -a
-° rc>S^h° rc,g  1 + (e -+T)T(j ; + 1 ).>

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi

/  = j fey a) 'ib+j ) -~dx(0 < a < b ,c>  0 ); 
a (x + c) 

integralni bisoblang.
< Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunday 

almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada \a,b\ kesma [0,1] kes-
x - a  b - a

maga o ‘tsin. Buning uchun ■t almashtirish bajarishx + c b + c 
kifoya.

Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,
/ \mx - a  ] b — a

Vb + c )
• Г ,

dx

b - x  
x + c

b - a

b - a
\a + c, 

dt

■ (1 -O ­ va

(x + c)2 (b + c)-(a + c) 
bo‘lib, u quyidagi ko'rinishga keladi va oson hisoblanadi:

( » - r  y dt=J /  , чш+п+2 “ ■* / ,  4m+l /  \w+1 J' V1 Ч  Ш 
a (*  + c) (^ + С) "(a + c) о

(ь. 4®( b -a )
\П+12?(/и + 1,и + 1).

(6 + c f . ( fl + c)*
Natija. Agar berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar 

boisa, unda

1 =
(L. \n( b -a ) ml-nl

(6 + c )m+l • (a + c)"+l (m + n + \)\ bo'ladi. >



9 -§ . 8 -M U STA Q IL  ISH

Karrali va egri chiziqli integrallar. Sirt integrallari va 
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye qatorlari

Ikki karrali integrallar va ularning asosiy xossalari.
Ikki karrali integrallarni hisoblash.
Ikki karrali integrallarda o ‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.
Ikki karrali integrallarning ba’zi tatbiqlari.
1-tur egri chiziqli integral va uni hisoblash.
2-tur egri chiziqli integral va uni hisoblash.
Grin formulasi va uning tatbiqlari.
1-tur sirt integrali va uni hisoblash.
2-tur sirt integrali va uni hisoblash.
Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.
Furye qatorlari.

-A -
Asosiy tushunsha va teoremalar

1°. Ikki karrali integralning ta’rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi R n fazodagi Jordan 
o'lchoviga asoslangan. Jordan bo'yicha o ‘lchovli to'plamlaming asosiy 
xossalaridan bin, uning chegaralangan bo‘lishidir. To'plam chegara- 
sining Jordan o'lchovi 0 ga teng bolishi zarur va etarlidir. R 2 (R3) 
fazoda Jordan bo'yicha o'lchovga ega bo'lgan to‘plamga kvadrat- 
lanuvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n> 3 bo'lganda karrali inte­
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji- 
hatdan farq qilmaganligi va ikki karrali integrallami tasawur qilish 
osonroq bo‘lganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari- 
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz 
qaralayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz qilamiz.

Aytaylik DczR2 sohada f ( x , y )  funksiya aniqlangan bo'lsin. 
D sohani v  egri chiziqlar to‘ ri yordamida n ta Di,D2,...,Dn soha- 
chalarga bo'lamiz.

DK sohada V(^K, ^ )  nuqta olib, f ( g K,iit ) ni hisoblaymiz ham- 
da quyidagi



<* = £/(&>%) Л  (1)
i-i

f { x , y )  funksiyaning D soha uchun integral yig‘indisini tuzamiz. 
Bu yerda Sk -  DK sohaning yuzasi.

Ta’rif. Agar (l)-integral yig'indining Д = maxJ/om DK 0 ga in-£•1, П
tilgandagi limiti mavjud bo‘lib, и chekli songa teng bo‘Isa hamda uning 
qiymati sohaning bo‘linish usuliga va (<̂K,rjk) nuqtalaming tanlanishiga 
bog'liq bo'lmasa, и holda o ‘sha son f  (x,y) funksiyaning D soha boyicha 
ikki karrali integrali (Riman ma’nosidagi integrali) deyiladi va и

ДО/(*оОл  yoki 1= j\ f{x ,y )d xd y;
D  D

kabi belgilanadi. f ( x , y )  funksiya D sohada integrallanuvchi deyi­
ladi. Aks holda f { x , y ) funksiya D sohada integrallanuvchi emas, 
deyiladi.

Shunday qilib,

I = \\f{x,y)dxdy := Н т Х /(& ,7 7 * )Л  (2)
D  * -1

Izoh. Karrali integrallar uchun integrallanuvchi funksiya chega­
ralangan bo'lishi shart emas. Lekin, biz tasdiqlaming sodda bo‘lishi 
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ulaming 
chegaralangan bo‘lishini talab qilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o ‘zgaruvchili funksiyaning aniq in- 
tegralidagi kabi Daibu yig'indilari yordamida ham aniqlash mumkin.

Aytaylik, Mk=Sip{f(x,y):(x,y)<=DK} va mk = in f{ /(x ,y ):(x ,^ )eDK] 
bo‘lib, cok ~M k -m k —f ( x , y )  funksiyaning DK sohadagi tebranishi 
bo'lsin.

1-teorema. f ( x , y )  funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lishi 
uchun

n

tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.
2-ta ’r if  Agar V s > 0  uchun EczR2 to ‘plamni yuzalarining 

yig‘indisi e  dan kichik bo'lgan sanoqli sondagi to'gii to ‘rtburchaklar 
bilan qoplash mumkin bo‘Isa, и holda E to‘plamning Lebeg о ‘Ichovi 0



ga teng deyiladi. Agar E to‘plamni yuzalarining yig'indisi etarticha 
kichik bo‘lgan chekli sondagi to'g'ri to‘rtburchaklar bilan qoplash mum­
kin bo‘Isa, unda E to ‘plamning Jordan о ‘Ichovi 0 ga teng deyiladi.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, Jordan o ‘ lchovi 0 ga teng to'plamning Lebeg 
o ‘ Ichovi ham 0 ga teng bo'ladi. Teskarisi o'rinli emas lekin Lebeg 
o'lchovi 0 ga teng kompakt to'plamning Jordan o'lchovi ham 0 ga 
teng bo'ladi. Jordan o'lchovi 0 ga teng bo'lgan to'plamlaming chek­
li sondagi yig‘ indisining Jordan o ‘lchovi, Lebeg o ‘ lchovi 0 ga teng 
bo ‘lgan to ‘plamlarning sanoqli sondagi yig'indisining Lebeg o'lchovi
0 ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f ( x , y )  funksiya о ‘Ichovga 
ega bo'lgan yopiq D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg 
о ‘Ichovi 0 ga teng bo‘lgan E sohada uzjlishga ega bo‘lib, qolgan 
barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘Isa, и holda f ( x , y ) funksiya D so­
hada integrallanuvchi bo‘ladi.

Natija. Agar f ( x , y ) funksiya o ‘ lchovga ega bo'lgan chegara­
langan yopiq D sohada uzluksiz bo'lsa, u holda f ( x , y )  funksiya 
D sohada integrallanuvchi bo ‘ ladi.

Ikki karrali integrallar ham oddiy bir o'zgaruvchili funksiyaning 
aniq integrali uchun o'rinli bo'lgan qator xossalarga ega. Biz ul­
arning barchasini takrorlamay, o'rta qiymat haqidagi teoremalarga 
to'xtalamiz, xolos.

f ( x , y )  funksiya D sohada aniqlangan bo ‘lib, shu sohada che­
garalangan bo'lsin, ya’ni 3m va M sonlar: V (x ,y ) e D  uchun

m < f ( x ,  y ) < M ;
bo'ladi.

3-teorema. f ( x , y )  funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘Isa, и 
holda 3 o'zgarmas ц  (m</.i<M) son mavjudki,

I = J ] / (x,y)dxdy =
D

bo'ladi. Bu yerda S — D sohaning yuzasi.
Natija. Agar / ( x j ) e C ( D )  bo'lib, D yopiq bo'lsa, unda 

Э(a ,b ) sD  nuqta topiladiki
1 = $f {x ,y )dxdy = f (a ,b ) -S ;

bo'ladi.



4-teorema. Agar g ( x , j )  funksiya D sohada integrallanuvchi 
bo‘lib, и shu sohada o ‘z ishorasini o ‘zgartirmasa va f ( x , y ) e C ( D )  
bo‘lsa, и holda 3{a,b)&D nuqta topiladiki,

\\f{x,y)g(x,y)dxdy = f(a,b)-\\g(x,y)dxdy-i
D D

bo'ladi.

2°. Ikki karrali integrallarni hisoblash

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish 
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to'g'ri to'rtburchakli va egri 
chiziqli trapetsiya bo‘lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy 
integralga keltirish haqidagi teoremalami keltiramiz.

1-teorema. f ( x , y ) funksiya D={(x ,y )eR2 :a<x<b, c < y < d }  
sohada berilgan va integrallanuvchi bo ‘Isin. Agar har bir fiksirlangan 
xe\a,b\ da

I { x )= \ f (x , y )d y .
С

integral mavjud bo'lsa, и holda ushbu

J \f {x ,y )dy^x.
a\_c

takroriy integral mavjud bo‘lib,

ff b d \\f(x,y)dxdy=  j  |f (x ,y )d y  dx-f (4)

tenglik о ‘rinli bo'ladi.
2-teorema. f ( x , y ) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,

V fiksirlangan y e [ c , d ] da

1{x )= \ f {x ,y )d y .
a

mavjud bo ‘ lsa, u holda
d  b

/  \f(x,y)dx
с L a

integral ham mavjud bo'ladi va



tenglik bajariladi. 
Endi soha

D = { ( x , y ) e R 2:a< x<b ,  q>x (* ) £ у  <, <рг (* )}

egri chiziqli trapesiya ko‘ rinishida berilgan b o ‘ lib, я (х )  va 
q>2{x)eC[a,b\ bo'lsin.

3-teorema. f ( x , y )  funksiya D sohada berilgan va integralla­
nuvchi bo bin. Agar v fiksirlangan xe\a,b] uchun

1{x )=  | f {x ,y )dy  
«М

integral mavjud bo‘Isa, и holda
ь ftW
J J f {x ,y )dy
“ _dW

dx

mavjud bo'ladi va

J] f {x,y)dxdy=  j
ftW 

J f {x ,y )dy  
«(*)

dx. (6)

tenglik bajariladi.
Agar D soha

D = { (x ,y )eB? '.1Гх(у )±х£у/г{у), c< y < d \

ko'rinishda bo'lib, i//{(y )  va if/2(y)eC[c,d\  bo'lsa, unda quyidagi
teorema o'rinli bo'ladi.

4-teorema. f { x , y )  funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,
V fiksirlangan y&[c,d\ uchun

Vi(y)

1{y)= J f ( x , y )d x ;

mavjud bo'lsa, unda

mavjud va

riW

Vi(y)
J f {x ,y )dx

¥\ (У)
dy;



j j f {x ,y )dxdy=  J
D с

bo'ladi.

Ыу)
J f (x ,y )dx

Му)

3°. Ikki karrali integrallarda o ‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

D<zR2 soha berilgan bo‘lib, f ( x , y )  funksiya D da integral­

lanuvchi bo‘ lsin. => j j f ( x , y ) d x d y - 3

1= \\f{x,y)dxdy (7)
D

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab qilinsin. Ravshanki, 
f ( x , y )  funksiya hamda D soha murakkab bo ‘lsa, (7)-integralni 
hisoblash qiyin bo ‘ladi.

K o‘p hollarda x  va и o'zgaruvchilami boshqa o ‘zgaruvchilarga 
almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki 
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta xOu va uOv tekisliklar berilgan bo ‘lsin. xOu tek- 
isligida chegaralangan, chegarasi dD sodda, bo ‘lakli silliq chiz- 
iqdan iborat bo'lgan D sohani qaraylik. Ikjdnchi uov tekisligida 
ham xuddi shunga o ‘xshash Д sohani olamiz.

<p(u,v) va y/(u,v) funksiyalar Д da berilgan shunday funksiy­
alar bo‘ lsinki, ular Д sohadagi V(w,v) nuqtani D sohadagi (x,jh) 
nuqtaga akslantirsin, ya’ni

\x = <p(u,v)

funksiyalar Д sohani D sohaga akslantiradi.
Faraz qilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlami qanoatlantirsin:
1) (8)-akslantirish o'zaro bir qiymatli,
2) (p(x,y),4/(x ,y )eC(D)  bo'lib, bu funksiyalaiga teskari bo‘lgan 

ftinksiyalar й (м ,у ) ,^ (и ,у )б С (Д ) va ularning barcha birinchi tar- 
tibli xususiy hosilalari 3 bo‘lib, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo‘lsin,

3) (8)-sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan tuzilgan 
determinant (yakobian) uchun



shart bajarilsin.
Teorema. Faraz qilaylik, (8)-sistema yordamida aniqlangan funk­

siyalar Д sohani D sohaga akslantirsin va yuqoridagi l)-3)-shartlar- 
ni qanoatlantirsin. U holda

I = j j /  {x>y)dxdy = §f\jp(u,v),y/(u,v)\-\l(u,v)\dudv (Ю)
D 4

bo ‘ladi.
(lO)-formulaga ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilami almash­

tirish formulasi deyiladi.
Uch karrali integrallarda o'zgaruvchilami almashtirish formula- 

lari ham shu kabi bo'ladi. Masalan,
x = <p(u,v,w)

• y  = y/(u,v,w)

[z =
funksiyalar Д е й 3 sohani DczR3 sohaga akslantirib, yuqoridagi
l)-3 ) shartlami qanoatlantirsin. Agar D sohada integrallanuvchi 
f ( x , y , z ) funksiya berilgan bo'lsa, u holda

Л И * *  z)dxdydz =  J J J jV  (w , v,w ),y/(u ,v,w ),x(u ,v,w )\-\l(u ,v,\v)\- dudvdw
D  Д

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda

berilgan akslantirishning yakobiani.
Ikki karrali integrallami hisoblashda qutb koordinatalar siste- 

masiga o'tish ( x  = rcos<p, y  = rsin<p, I  = r ), uch karrali integral­
lami hisoblashda esa silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga 
o'tish ko'p hollarda yaxshi natija beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida \/MeR3 nuqta M(<p,r,z) 
kabi beriladi (10-chizma).

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste- 
masi bilan bog‘lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.

Х =  Г C O S ?  Щ )

y^ r s 'm tp  

- z ,  0 <q><  0 < r < +oo

(p — arctg — 
x

Z =  2

(12)

(ll)-sistema uchun yakobian

I I(<p,r,z)\ =
D(x,y,z)

= r
D(q>,r,z)

Sferik koordinatalar sistemasida V M ei?3 nuqta M((p,p,y)  kabi



beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi- 
natalar sistemasi bilan bog'lovchi formulalar (13)-tenglikda keltirilgan.

x = yocos^-sin^

y  = P*b<P-*bV'0 ^ 2Яг 0 < p < -и», Q<y/<n 
z = pcosy/

(13)-sistema uchun yakobian

(13)

D(x,y,z) 
D(<p,p,y/)

= p  -smy/

4°. Odd karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlari

a) Jismning hajmi. R3 fazoda yuqoridan z = f ( x , y ) sirt bilan, 
yon tomonlaridan yasovchilari OZ o ‘qiga parallel bo‘lgan silindrik 
sirt hamda pastdan OXY tekisligidagi D soha bilan chegaralangan 
(V) jismning hajmi V ushbu

V=\[f{x,y)dxdy  (14)
D

formula yordamida hisoblanadi.
Misol. Ushbu

2 2 2
* У 2-----V ---- 1—  < l •12 2 “  5a' b с 

ellipsoidning hajmi topilsin.
< Agar {^ > 0} yarim fazodagi ellipsoid bo ‘lagining hajmini Vt 

desak, unda
_2 . .2

bo ‘ladi. Bu yerda

Ч И Н

x arcosp aimashtirish bajaramiz, unda D soha 
y - b r  sin q>



д  = j(r ,^ ) :0 < r  < 1,0 < 9?< 2ж] to'g'ri to'rtburchakka akslanadi va ya- 
kobian

I(r,q)) =

dx dx 

dr dq> 

dy dy 

dr dtp

acos<p,-arsm<p 

b sin <p,br cos (p
= abr ■

bo‘ladi. Unda
i Г _______2x  '  J _______  ^

V = 2c ffV l- r2 ■ abrdrdcp = 2abc| r j l - r 2 jd<p dr = Anabc j r j l - r 2dr = ~ a b c . >
{  oL о J о 3

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta’rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi

S=JJdxdy (15)
D

formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha D  =  \ ( x ,y ) e R 2 :a<x<b ,  0<>></(х)|  egri chiz- 

iqli trapetsiya bo‘lsa, u holda

P

S = ||dxdy = |
'/(*)

| dy 
0

о
d x =  | /(х )й Ь с ;

bizga ma’lum bo'lgan formulaga kelamiz.
d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z = f ( x , y ) e C x(D)  bo‘lib, bu funk- 

siyaning grafigi R3 fazoda (S) sirtdan iborat bo‘ lsin. U holda bu 
sirt yuzasi

S  =  + [ / y dxdy (16)

formula yordamida hisoblanadi.
e) Ikld karrali integrally yordamida mexanikaga oid masala- 

lami yechish.
Aytaylik, D -  xOu tekisligida berilgan zichligi p(x,y)  ga teng 

bo‘lgan bir jinsli plastinka bo'lsin. Unda quyidagi formulalar o'rinli 
bo‘ ladi.

(17)-plastinkaning massasi.



D

M y = \\x ■ p {x ,y )d x d y (IB)
v  X/

(18)-plastinkaning OX va OY o'qlariga nisbatan statik momentlari.
D

(19)

(19)-plastinka og'irlik markazining koordinatalari.

h  =  / ] У  • p{x,y)d xd y;
D<

Jy =  \\x2 p (x ,y)d x d y (20)
D

(20)-plastinkaning OX va OY o'qlariga nisbatan inersiya m o­
mentlari.

(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti.
Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o'zgaruvchili funksiya aniq 

integralining qanday umumlashmasi bo'lsa, uch karrali integral ham 
ikki karrali integralning shunday umumlashmasi bo'ladi va prinsipial 
jihatdan undan farq qilmaydi. Shu munosabat bilan uch karrali in­
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ulaming tatbiqlarini o ‘qib, 
o'rganib olishni o ‘quvchining o'ziga havola qilamiz.

5°. Birinchi tur egri chiziqli integrallar va ularni hisoblash

Ushbu x = (p{t), y = ̂ (r ) funksiyalar \a,0\ kesmada aniqlan- 
gan va uzluksiz bo'lib, ular t ning turli qiymatlariga R 2 da turli 
nuqtalami mos qo‘ysin. Bu holda \a,0\ kesmaning

funksiyalar yordamida R2 da hosil bo'ladigan aksi у ga sodda 
egri chiziq deyiladi:

h = I , + I y = \\(x2 + y2)-p(x,y)dxdy (21)
D

x = <p(t) 
y = y/{t)

Y = {(* ,y ) e  R2 : x = <p{t),y = y/(t),t e  [a ,/? ] } . 
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А = / ( a )  ga egri chiziqning boshlang'ich nuqtasi B = y {0 )  nuq- 
taga esa egri chiziqning oxirgi nuqtasi deb ataladi. Biz qaralayot- 
gan egri chiziq to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bo‘lsin 
deb faraz qilamiz.

Aytaylik, xOy tekisligida biror sodda AB egri chiziq yoyi va bu 
yoyda f { x ,y )  funksiya berilgan bo'lsin. AB egri chiziqni A dan V 
ga qarab A 0=A, Ai, A,, ... ,An =B  nuqtalar yordamida n ta AtA^,
( к = 0,« — 1) yoyga ajratamiz. AkAk+l yoyning uzunligini ASk va 
^ = k *w ASk deb belgilaymiz. Endi \/(^k,Tjk)e A kAk+l (£ = 0 ,« - l )  
nuqtalar olamiz va quyidagi

cr= Z / ( ^ ’% )-AS'*;*=0
yig‘indini tuzamiz.

Ta’rif. Agar lim cr-3 bo‘lib, и chekli I  soniga teng bo‘Isa va I  
ning qiymati j q  ning bo‘linish usuliga hamda (#*,%) nuqtalaming 
tanlanishiga bog‘liq bo‘Imasa, и holda shu I  soniga f (x ,y )  funksi- 
yaning AB egri chiziq bo ‘yicha birinchi tur egri chiziqli integrals 
deb ataladi va и

\ f(x ,y )d s
AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

J/ (x ^ )* r :h m o -=  l i m § / ( £ ,% )-M t (22)
AB k=0

ekan.
Birinchi tur egri chiziqli integrallar quyidagi xossalarga ega.

1) [ f { x>y)ds= \ f{x ,y )d s .
AB BA

2) AB = AC kjCB=> / / ( * » ? ) *  = \ f{x ,y )d s+  \ f(x ,y )d s .
AB AC CB

3) \cf(x,y)ds = c- ^ f(x ,y )d s {c  = const) .
AB AB

4) \[f(x'y)± &(x>y]\ds=[f(x ,y)ds±  J g (x ,>>)<&.
AB AB AB



5) Agar V (x ,y )eA B  da / (x ,.y)>0 bo‘lsa, u holda

f / ( x ,y ) d s > 0 .

6) \ f{x ,y )d s  < \\f(x,y)\ls.
AB

7) 3(с,,с2)е Л 5  nuqta topiladiki, I f i x ^ d s - f ^ c ^ - S
AB

bo'ladi.
Izoh. Yuqoridagi xossalaming hammasida f ( x ,y ) e C ( A B J  deb 

faraz qilinadi.
Teorema. Agar AB = \[x,y )eR 2 :x  = (p{t),y = if/(t),te\a,0§  

sodda egri chiziq va f(x ,y )& c (A B }  bo‘lsa,

\ f{x ,y )d s= [j\ j> {t),4 /{t)\ -§ jp '{i)  ] 2 + \ y (t)]2dt (23)
AB a

bo'ladi.
Bu teoremadan quyidagi muhim natijalar kelib chiqadi.
1-natija. Agar AB={(x,y)&J^ ■.y=y{x),c<x<^ [у(а)=А,у{Ь)=В) 

bo‘lib, y'(x)&C\a,0\ bo'lsa, u holda

| f{x ,y )d s  = • ̂ /l + [y '(x )]2dx (24)
AB a

bo'ladi.
2-natija. Agar AB = {{r,(p)\r = r{(p),(px <(p<(p2) bo‘lib, 

r'{(p)tC[(px,<p2] bo‘lsa, u holda
lb j-----------------------------—

j f (x ,y )d s =  ff(rcos<p,rsm<p)-y]r2 + [/(< ?)] d<p (25)
AB <Pi

bo‘ladi.
Eslatma. Agar 1-tur egri chiziqli integralda f ( x ,y ) s \  desak, 

= bo'ladi, ya’ni
AB * = °

£=  J<* (26)- AB yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
AB



Tekislikda biror yopiq bo'lmagan sodda AB egri chiziq beril- 
gan bo‘lib, f {x ,y )  funksiya shu chiziqda aniqlangan bo‘lsin. AB 
egri chiziqni Ak {k = 0,n) nuqtalar yordamida n ta 
AkA M {k = Q,n-\) bo‘lakka ajratamiz va V ( ^ ,^ ) e  AkAk+l nuqtalar 
olib, quyidagi yig‘indini tuzamiz:

w-1

k = °

Bu yerda Axk =xk+l- x k -  AkAM yoyning OX o‘qidagi proek-

siyasi, ^ ning uzunligi, deb belgilaymiz.
Ta’rif. Agar =  ̂ mavjud va chekli bo‘lib, I  ning qiymati 

ABning bo'linish usuliga va (£k,rjk) nuqtalaming tanlanishiga bogTiq 
bo‘lmasa, и holda Isoniga f ( x ,y ) junksiyadan AB eSTi chiziq boyicha 
olingan ikkinchi tur egri chiziqli integral deb ataladi hamda и

1=  [ f { x ,y ) d x .
AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

n 1
1=  } f (x ,y )d x  = \ m £ f { t k,i?t )Axt (27)

AB *= 0

ekan.
Xuddi shunga o‘xshash f ( ^ k,rjk) lami Ax^ga emas, Ayk larga 

ko‘paytirib,

I ' =  \ f { X ’y ) &  = b m £ f ( Z k,t]k)&yk (28)
AB *'=°

ni hosil qilamiz.
2-tur egri chiziqli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kelib chiqadi.

1) { f { x , y ) d x  = - \  f(x ,y )d x  va \ f{x ,y )d y  = -  \ f(x ,y )d y .
AB BA AB BA

2) Agar AB У°У ° ‘ФЕа (OY o'qiga) perpendikular bo'lgan 
to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa, и holda- / N

\ f(x ,y }d y  = Q
AB V AB ,



Endi faraz qilaylik, AB egri chiziqda 2 ta P (x,y) va Q{x,y) 
funksiyalar berilgan bo‘lib,

J P{x,y)dx  ya jQ(x,y)cfy;
AB AB

2-tur egri chiziqli integrallar mavjud bo‘lsin. Ushbu 

[p {x ,y )d x  +
AB AB

yig‘indi 2-tur egri chiziqli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata­
ladi va

\p(x,y)dx + Q(x,y)dy
AB

kabi yoziladi. Demak,

\P{x,y)dx + Q {x,y)dy= \P(x,y)dx+ jQ (x,y)dy ^
AB AB AB

Aytaylik, AB egri chiziq, soaaa yopiq egri chiziq bo‘isin, ya’ni 
A va V nuqtalar ustma-ust tushsin. Bu yopiq chiziqni / deb belgi- 
laymiz. Bu yopiq chiziqda ikkita yo‘nalish bo'ladi. Ulaming birini 
musbat (soat strelkasiga qarama-qarshi yo'nalganini), ikkinchisini 
manfiy yo'nalish deb qabul qilamiz.

Faraz qilaylik, у da f { x ,y )  funksiya berilgan bo'lsin. Bu у 
chiziqda 2 ta \/A*B  nuqtalar olamiz. Natijada у yopiq chiziq 2 
ta АаВ va BbA egri chiziqlarga ajraladi (12-chizma).

Agar J  f (x ,y )d x +  J  f[x ,y )d x  integral mavjud bo‘lsa, u
M B BbA

f ( x ,y ) funksiyaning у yopiq chiziq bo‘yicha 2-tur egri chiziqli 

integral! deb ataladi va [Jf(x ,y )d x  kabi belgilanadi.

12-chizma.
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ga o^xshash ta’riffanadi.
Agar 2 b  e§ri chiziq fazoviy chiziq bo‘lib, f (x ,y ,z )  funksiya 

shu chiziqda aniqlangan bo‘lsa, u holda

J  f(x ,y ,z )d x , \ f(x ,y ,z )d y , J f(x ,y ,z )d z , \ar va
AB AB AB

jP(x,y, z)dx + Q (x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
AB

= J P(x,y,z)dx + J Q {x,y,z)dy+  J R(x,y,z)dz
AB AB AB

lar ham yuqoridagidek aniqlanadi.
Endi ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblashni 

o'rganamiz.
Faraz qilaylik, AB = \{x,y)-.x = (p{t),y = if/{t),t& [a,0^  bo‘lib, 

<p(t),ij/{t)eC[a,p],(<p{a),y/{a)) = A, (<p(f}),i//(fi)) = В b o ‘lsin, 
hamda t parametr a  dan /3 ga qarab o ‘zgarganda 
(x,y)-{ip{t),ii/{t)) nuqta A dan V ga qarab o'zgarsin.

1-teorema. Agar q>'(t)&C[a,0\ boTib, f (x ,y )& c (A B ) bo ‘Isa, 
и holda

AB
bo ‘ladi.

J  f (x ,y )d x =  ^f[<p{t),if/{t)y(t)dt  (30)

2-teorema. Agar y/'(t)eC\a,0\ bo'lib, / ( x ,y )e C [A B ) bo ‘Isa, 
и holda

jf(x ,y )< fy = jf[< p (t ) ,V '(t )y (t)dt (31)

bo‘ladi. AB

1-natija. Agar (p'(t),y/'{t)eC\a,p\ bo'lib,

P(x,y),Q(x,y)eC^AB^j bo‘lsa, и holda

j  P(x,y)dx + Q(x,y)dy =  §J>((p(t),iy(t))(p\t)+Q{(p{t),y/(t))y\t))yt (3 2 )
AB

bo'ladi.



2-natija. Agar AB = {(x,y)\y = y ( x ) ,a < x < b ) , y'(x)zC[a,b\  
bo‘lib, P {x,y),Q (x,y )z .C (A B ) bo'lsa, u holda

j  P(x,y)cix + Q{x,y)dy =  j[p (x ,y (x ))  + Q (x,y(x)) • У  (x )]c /x . ( 33)

bo‘ladi.
Misol. Agar OA egfi chiziq 0 (0 ,0 ) va -4(1,1) nuqtalarni tut- 

ashtiruvchi
a) to‘g‘ri chiziq kesmasi.
b) ORA siniq chiziq, P = (l,0) nuqta;
d) OQA siniq chiziq, g  = (0,l) nuqta bo'lsa,

Izoh. Bu misoldan ko'rinib turibdiki, 2-tur egri chiziqli inte­
grating qiymati umuman olganda, A va V nuqtalarni tutashtiruv- 
chi integrallash yo‘liga bog‘liq ekan.

Qanday shartlar bajarilganda uning qiymati integrallash yo‘liga 
bog‘liq bo'lmaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

7®. Grin formulasi va uning ba’zi bir tatbiqlari 

a) Grin formulasi.
1-teorema. (Grin). DczR2 soha berilgan bo‘lib, uning chegarasi 

3D bo ‘lakli-silliq chiziqdan iborat bo ‘Isin. Agar P (x ,y ) va Q{x,y)
306

AB

OA
hisoblansin.

b) / =  J [ x - y 2)dx + 2xydy = j ( x - y 2)dx + 2xydy + $ (x - y 2)dx + 2xydy

d) 1 = \ { x - y 1) d x  + 2xydy= \ {x-y1)dx + 2xydy+ ^{x-y-)dx + 2xydy
ил



dP{x,y) dQ{x,y) ( 5 )
—dx ’ dy ' '  ’ 14

dxdy (34)
dD

tenglik o ‘rinli bo‘ladi.
(34)-formulaga Grin formulasi deyiladi.
Grin formulasidan D sohaning yuzasini hisoblash uchun ushbu

dD
(35)

S = \§xdy, va
cD

(36)

s  = \\\Х<*У ~ У*1*, (37)

formulalar kelib chiqadi.
2-teorema. Agar P (x,y ) va Q {x,y) funksiyalar D sohada Grin 

teoremasining shartlarini bajarsa, unda quyidagi 4 ta shart bir-biriga 
ekvivaleni bo'ladi.

1) D da = (38) tenglik bajariladi.
ay ox

2) D sohadagi v  У°РЩ kontur у uchun [JPdx + Qdy = Q,
Г

3) VA,B& D  nuqtalar va bu nuqtalami tutashtiruvchi j b  У°У 
uchun

j  Pdx + Qdy j
AB

integralning qiyimti integrallash yo'liga bog‘liq emas;
4) P(x,y^dx+ Q{x,y)dy ifoda to'liq differensial bo'ladi, ya’ni 

D sohada shunday u(x,y) fimksiya topiladiki du = Pdx + Qdy teng­
lik bajariladi va unda

J  Pdx + Qdy = и (В )- и  (A) bo‘ladi.
AH



Agar du = Pdx + Qdy bo'lsa, unda u(x,y) funksiya ushbu
X у

и {х>у) = \ P {x ,y )dx  + \Q(x0,y )d y  + c  ( 3 9 )
*o Л

formula yordamida topiladi. Bu yerda \хо̂ Уо) е >̂-ixtiyoriy nuqta.
Misol. Agar у chiziq koordinata boshidan o'tmaydigan va 

yo'nalishi musbat bo'lgan v  yopiq chiziq bo'lsa,
rxdy-ydx

7  x2+ y2 ’

integralni hisoblang.
< у chiziq bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz.
1-hol. OeD  bo'lsin.

у x dP _dQ  _ y2 - x 2

(x2+ y 2)2 ^

Grin formulasiga ko‘ra 1 = 0.
2-hol. Oe D bo'lsin. Bu holda Grin formulasidan foydalana 

olmaymiz, chunki, P (x,y) va Q(x,y) funksiyalar 0(0,0) nuqtada 
aniqlanmagan.

13-chizma.

D sohaning ichida yotuvchi V yr = {(x ,y ) :x 2 + y 2 = r 2} aylana 
olamiz. Endi G soha sifatida1 у va yr chiziq lari bilan chegaralangan

dP dQ
sohani olamiz. G da = va 0$G - Unda Grin formulasiga ко‘ra

[J Pdx + Qdy -  0 => 0 = [J Pdx + Qdy + [| Pdx + Qdy = [J Pdx + Qdy -  [J Pdx + Qdy =>
x  г гг г r,
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j  rxdy-ydx _ x = rw si,v ^ i Ъ47г,ах = -гы пш 1 j i_  f ^ _ 2 ;r с* 
j  x2+ y 2 = rs\nt,dy = rcostdt ) J  j

8°. Birinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash

Birinchi tur egri chiziqli integrallar oddiy aniq integrallaming 
qanday umumlashtirilishi bo‘lsa, birinchi tur sirt integrallari ham 
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumlashtirilishidir.

Bizga bo'lakli silliq kontur bilan chegaralangan ikki tomonli 
silliq (yoki bo'lakli silliq) ( S ) c R 3 sirt berilgan bo‘lib, f (x ,y ,z )  
funksiya shu sirtda aniqlangan bo‘lsin. (S) sirtni v  tarzda o‘tkazilgan 
egri chiziqlar to‘ri yordamida (5’1),(5'2),...,(5'n) qismlarga ajratamiz. 
(£*) ning yuzasini Sk deb belgilaymiz (^ = 1, н). Наг bir (S'*) da 

nu4ta olib

^  = t f ( ^ C k)Sk;
Ы\

integral yig‘indini tuzamiz va ^ = mmdiam(Sk) deb belgilaymiz.

Ta’rif. Agar mavjud va chekli bo‘lib, I ning qiymati
(S) sirtning bo‘linish usuli hamda nuqtalaming tanlan-
ishiga bog'liq bo‘lmasa, u holda I ga f (x ,y ,z )  funksiyadan (S) 
sirt bo‘yicha olingan 1-tur sirt integrali deyiladi va

\\f{x,y,z)ds\
(«)

kabi belgilanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu (S) = {(x,.y,z)etf3\z = z{x,y),(x,y)eD} 

ko'rinishda berilgan bo ‘lib, z(x,y),z'x(x,y),z'y(x ,y )e C (D ) va 

bo ‘Isa, и holda

f x = rcost,0<t<,2x,dx = -rsmtdt 2*

JJf{x,y,z)dS  = jJ/ [.Y ,j,z(x ,j;)]^ l + [ s \ + [ * ' , dxdy (40)
( 5 )  D



Bizga ikki tomonli silliq (yoki bo'lakli silliq) ( 5 ) с Л 3 sirt ber- 
ilgan bo'lib, f (x ,y ,z )  funksiya shu sirtda aniqlangan boisin. (S) 
sirtni v  tarzda o'tkazilgan egri chiziqlar to ‘ri yordamida 
(5 ,),(5'2),...,(5'„) qismlarga ajratamiz. (Sk) ^  = 1, nj ning OXY 
tekislikdagi proeksiyasini Dt, Dk ning yuzasim esa SD̂ deb belgi- 
laymiz. Har bir (St ) da V (gk,rjk,g k) nuqta olib quyidagi

*=l

yig‘indini tuzamiz va A = nm>diani(Sk) deb belgilaymiz

Ta’rif. Agar J , ™ ^  mavjud va chekli bo‘lib, I  ning qiymati (S) 
sirtning boTmish usuliga hamda (^k,f]k,^k) nuqtalaming tanlanishiga 
bog‘liq bo‘lmasa, и holda I  ga f (x ,y ,z ) funksiyadan (S) sirtning tan-
/ л м п л и  ^ / М « л и >  А/ч л / / и & Л И  r £ r £ r f M / * l » V  У »#*• C T S *#  т 'и ^ Л / Г К / l f l '  / J / Г ч П / T//l V / J
l u n x j u n  l u m u n i  U%J y i l s f l u  \ jiiH g u ii  i / u l i i n / i i i  1 и г  j * i t  ( ш с ^ г  u t i  и Щ а и ш  к и

(s)
kabi belgilanadi.

Shunday qilib,

/ = \\f{x,y,z)dxdy = П т £ / ( £ , % , ^ ) ^  (41)

Shuni aytib o‘tish kerakki, funksiyadan (S) sirtning bir tomoni 
bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning 
ikkinchi tomoni bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan faqat 
ishorasi bilangina farq qiladi.

Ushbu \\f{x’y 'z)dydz va \\f{x,y,z)dzdx ikkinchi tur sirt in­
fs) (*) 

tegrallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.
Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko'rinishini keltiramiz. 

Faraz qilaylik, (S) sirtda P (x,y ,z), Q(x,y,z) va R(x,y,z) funksi­
yalar berilgan bo‘lib,

Ushbu

\\p{x,y,z)dxdy jjg(x,y,z)dydz jjp (x ,y ,z)dzdx .
(s) ’ <s) ’ <s)



integrallar mavjud bo‘lsa, u holda ulaming yig‘indisi 2-tur sirt in- 
tegralining umumiy ko‘rinishi deb ataladi va

z )d x d y  + Q(x,y,z)dydz + R (x,y,z)dzdx;
(«)

kabi belgilanadi.
Endi i?3 fazoda biror (V) jism berilgan bo‘lsin. Bu jismni o‘rab 

tuigan yopiq sirt siliiq sirt bo‘lib, uni (S) deylik. f [ x ,y ,z ) funksiya 
(S) da berilgan bo‘lsin. OXY tekislikka parallel bo'lgan tekislik bilan 
(V) ni 2 qismga ajratamiz: (F ) = (F ,)u (F 2) .  Natijada, uni o‘rab tur- 
gan (S) sirt (S,) va (S2) sirtlaiga ajraladi. Ushbu

JJ  f(x,y ,z)dxdy + J]f(x ,y ,z )d xd y  
Ш (%)

integral (agar u mavjud bo'lsa) f (x ,y ,z )  funksiyaning yopiq sirt 
bo‘yicha 2 -tur sirt integrali deb ataladi va

\jjf(x,y,z)dxcfy;
(s)

kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral (5 ,) 
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa (&,) sirtning pastki 
tomoni bo‘yicha olingan. Xuddi shunga o‘xshash

f jf  f(x,y,z)dydz  [jjj f{x ,y ,z )d zd x ;
(s) ’ (s)

hamda umumiy holda

z) dxdy + Q(x,y,z) dydz + R(x,y, z)dzdx.

integrallar aniqlanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

(5 ) = {(x,y,z) eR* :z  = z (x ,y ),(x ,y )  e  D} 

kcYmishda berilgan bo‘lib, z(x ,y), z'x(x ,y ), z'v(x ,y )e C (D ) va 

/(jc,7 ,z )e C [ (S ) ]  bo‘lsa, и holda

\\f{x,y,z)dxdy= \\f[x,y,z{x,y)]dxdy  (43)
(S) D



Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni qaralsa, unda barcha SDk lar 
manfly bo‘lib,

\\f{x,y,z)dxdy = -\\f\x,y,z{x,yj\dxdy.>
(*) d

bo'ladi.
Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o'qiga parallel bo‘lgan 

silindrik sirt bo'lsa, unda

\\f{x,y,z)dxdy = 0 ;
(*)

bo‘ladi.
Demak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral- 

lariga keltirilib hisoblanar ekan.
Agar (S)-ikki tomonli silliq sirt bo‘lib, P {x,y ,z), Q(x,y,z) 

R{x,y,z) e  C [(S )]  bo‘lsa va (S) sirt normalining yo‘naltiruvchi ko- 
sinusilarini cos or, cos p, cosy desak, u holda 1 va 2 -tur sirt inte- 
grallari orasida quyidagi munosabat o'rinli.

Я ' ( * »  z) dydz + Q (x,y,z) dzdx + R{x,y,z) dxdy =
(s)

cos a  + Q (x,y,z) cos P + R(x,y,z) cos (44)
(S )

Izoh. Agar (S) sirt z = z(x,y) tenglama yordamida berilgan 
bo‘lsa, sirtning (x0,y0,z0) nuqtadagi normalining OX, OY, OZ 
o‘qlarining musbat yo'nalishlari bilan tashkil qilgan burchaklarini 
mos ravishda a, p , у orqali belgilasak,

bo'la.di va ular normalning yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
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Ildiz oldida ma’lum bir ishorani tanlab olish bilan biz sirtning aniq 
bir tomonini tanlab olgan bo'lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora­
ni olsak, co s^ > 0 , ya’ni normal O Zo‘qi bilan у o'tkir burchak tashkil 
etadi va bu holda (S) siitning “yuqori” tomonini tanlab olgan bo‘lamiz.

10°. Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari

(S) = { (x j,z )  e i!3 : z = z ( x j ) , ( x j ) e  fl) bo'lib, d(S) -bo'lakli sil­
liq egri chiziq va d (S ) -ning OXYtekisligiga proyeksiyasi dDbo'lsin.

Faraz qilaylik, (S) sirtda uzluksiz P (x,y ,z), Q (x,y,z) R(x,y,z) 
funksiyalar aniqlangan bo'lib, bu funksiyalaming barcha birinchi 
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo‘lsin.

1-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa, и holda ushbu

Stoks formulasi o'rinli bo‘ladi.
Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo‘yicha olingan 2-tur 

sirt integral! bUan shu sirtning chegarasi bo‘yicha olingan egri chiziqli 
integralni bog‘lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R3 fazoda pastdan 
z = <pl(x,y) tenglama bilin aniqlangan silliq (St) sirt bilan, yu- 
qoridan z = (p2(x,y) tenglama yordamida aniqlangan (&,) sirt bi­
lan, yon tomondan esa yasovchilari OZ o'qiga parallel bo‘lgan sil­
indrik (S3) sirt bilan chegaralangan (V) jismni qaraylik. Bu jis- 
mning OXY tekisligidagi proeksiyasini в  deb belgilaymiz. Faraz 
qilaylik, ( V) da uzluksiz P (x,y ,z), Q (x,y,z), R (x,y,z) funksiya-

dP_dQdR  r / 
lar berilgan bo‘lib, qx ' Qy ’ qz 6 C Lv JJ  shartlar bajarilsin.

2-teorema. (Ostrogradskiy). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa, 
и holda ushbu

(46)

dx dy dz
Gauss-Ostrogradskiy formulasi o'rinli bo‘ladi.
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11°. Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch o'lchovli Yevklid fazosi ni olib, undagi nuqtalarni 
(jc, y, z ) , koordinata o'qlari bo'ylab yo'nalgan birlik vektorlami esa 
e,, e2 , e3 kabi belgilaymiz. Aytaylik, D<zR3 sohadagi har bir 
(*, y, z) nuqtaga A(x, y, z) vektor mos qo'yilgan bo'lib, tanlan- 
gan koordinatalar sistemasida u Д (х , у, z ) , A^{x, y, z ) , 
A3 (x, y, z) ko‘rinishga ega bo'lsin. U holda D sohada vektor funk- 
siya aniqlangan yoki D da vektorlar maydoni berilgan deyiladi. Agar 
har bir Ak (л:, у, z ) , k = \, 2, 3, funksiya uzluksiz, differensiallanuvchi 
va hakozo bo‘lsa, unda A vektor maydon uzluksiz, differensialla­
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U(x, y, z) funksiya 
aniqlangan bo‘lsa, u holda D da и  skalyar maydon berilgan deyiladi. 
Tanlangan koordinatalar sistemasida qaralayotgan skalyar va vektorlar 
maydoni kerakli darajada silliq bo‘lsin deb faraz qilamiz.

operatorni (gradiyent) aniqlaymiz. U bilan bir qatorda A vektomi 
U skalyar maydonga akslantiruvchi

operatorni (divergensiya) qaraymiz. Vektor maydon vektor may­
donga quyidagi

A\ Ai
formula yordamida aniqlanadigan rotor operatori yordamida akslanadi. 

Agar simvolik nabla differensial operatorini (Gamilton operatori)

Ushbu

gradU := rdU 8U 
4 dx ’ dy ’ dz ,

— +
dx dy dz

tenglik yordamida aniqlasak, u holda
gradU = VU, 

rotA = VxA ,



bo'ladi.
Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklaming o'rinli 

bo'lishini ko‘rsatish qiyin emas:
1) rotgradU = У xV U  = 0 ,
2) divrotA = V ■ (V x Л) = 0,
3) graddivA = V (V • A),
4) rotrotA = y  x(V x A),
5) divgradU -  V • V U
(44).formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi 

ko'rinishda yozish mumkin:

Agar bu tenglikdagi P, Q, R funksiyalar o'rniga A vektor 
maydonning komponentalarini olsak va dS = (dx,dy,dz) deb belgi- 
lasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi funksiyani A-dS 
deb yozish mumkin. Agar » = (cos«, cos Д  cos 7 ) -birlik normal 
vektor bo'lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi­
yani rotA-n deb yozish mumkin bo‘lib, Stoks formulasining vektor 
ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:

(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A 
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat- 
siyasi rotA maydonning (5 ) sirt bo‘yicha olingan oqimiga teng.

(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor 
ko'rinishida quyidagicha yoziladi:

J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R (x,y,z)

cos a  cos/? cos у

P Q R

[J A ■ dS = JJ/7 • rotAdS
d(S) (S)

(48)

JJA-ndS= jjjdivAdV
V

bu yerda dV = dxdydz hajm elementi.
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(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va divergensi- 
ya operatorlarining invariant ekanligini ko'rsatish imkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar и  may­
don topilib, gradU = A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon 
potensial maydon deyiladi. и  funksiya esa A maydonning skalyar 
potensiali deb ataladi.

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday В vektor maydon topilib, 
rotB = A tenglik bajarilsa, и holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch o‘lchovli fazoda qara- 
layapti, deb faraz qilamiz.

1-teorema. A maydon potensial maydon bo'lishi uchun rotA = 0 
bo‘lishi zarur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bo ‘lishi uchun divA = 0 bo ‘lishi 
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdiq kelib 
chiqadi: Agar A potensial maydon bo‘lsa, u holda maydonning yopiq 
egri chiziq bo‘yicha olingan sirkulyatsiyasi 0 ga teng bo‘ladi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdiq kelib 
chiqadi: agar A solenoidal maydon bo‘lsa, u holda maydonning biror 
jismni o‘rovchi yopiq sirt bo‘yicha olingan oqimi 0 ga teng bo‘Iadi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va 
solenoidal maydonlarning yig‘indisi ko'rinishida ifodalash mumkin.

11°. Furye qatorlari

l- ta ’rif. f { x )  funksiya kesmada absolut integrallanuvchi
bo ‘Isin. Koeffisientlari

1 *
an = — J/ (x)cosnxdx, n = 0, 1, 2,...

^  —It
1 *

b„= — |f{x)smnxdx, и= 1, 2,... 

formulalar yordamida aniqlangan ushbu
Cl ^“4

/ W ~ v + ^ ^ ' ' cosra+z’'’sinra:) (5°)
trigonometrik qator f ( x )  funksiyaning Furye qatori, an, bn sonlar 
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.



Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koeffisientlari n~> oo 
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo'lsa, Furye qatori faqat kosi- 
nuslami, toq bo‘lsa faqat sinuslami o‘z ichida saqlaydi.

1-teorema. (Rimanning Iokallashtirish prinsipi). / (x ) funksiya 
Furye qatorining x0 nuqtada yaqinlashishi, ixtiyoriy kichik S>  0 soni 
uchun f ( x )  funksiyaning [x0 - S ;x 0 +5] kesmadagi qiymatlarigagina 
bog'liq bo'lib, bu kesmadan tashqaridagi qiymatlariga bog'liq emas.

2-teorema. Agar / (x ) funksiya \-л\л\ kesmada bo‘lakli-uzluk- 
siz bo'lib, har x nuqtada chekli bir tomonli

у/ \ /(дг+Д х)-/(х + 0) /+ (д:) = lim ^ --------L J A ------ L•/+V > Лг-40 Дх

f  (x) = lim ^ -------- l—iA ------ L ■
> Ai-_к_Л A . .  ’Ax

hosilalarga ega bo'lsa, u holda /  (x) funksiyaning Furye qatori har

bir x nuqtada yaqinlashadi va uning yig'indisi ■̂ (л: + ^) A * —
2

ga teng bo'ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtada Furye 
qatori funksiyaning shu nuqtadagi qiymatiga yaqinlashadi.

Yaqinlashuvchi Furye qatorining yig'indisi davri 2л  ga teng 
bo'lgan davriy funksiya bo'ladi.

3-teorema. Agar f  (x) funksiya [-# ;# ] kesmada kvadrati bilan 
integrallanuvchi funksiya bo‘Isa, и holda quyidagi Bessel tengsizligi o ‘rinli:

(51)
 ̂ я=1 Я

Agar funksiya [-я-; л] da uzluksiz va f  { - л )  = f  (л ) bo ‘Isa, unda 
ushbu Parseval tengligi о ‘rinli:

+ (52)
2 "=■ П —я

Agar f ( x )  funksiya [a, b] kesmada berilgan bo'lib, ma’lum 
shartlami qanoatlantirsa, unda uni umumiyroq ko‘rinishdagi tri-

x ~agonometrik qatorga yoyish mumkin. Buning uchun t = -n  + ln  — —

akslantirish yordamida [a, b\ kesmani \-л; л] kesmaga akslanti- 
ramiz. Natijada,



f (x )  I-» <p{t) = f { a  + —  (b -  a) j

bo'lib, <p(t) funksiya [-я-; n] kesmada aniqlangan. <p(t) funksiya 
[-я-; л\ kesmada Furye qatoriga yoyiladi va t o'zgaruvchidan x 
o'zgaruvchiga qaytsak, f ( x )  funksiyaning [a, b\ kesmadagi Furye 
qatorini hosil qilamiz. Masalan, f ( x ) funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini qanoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz 
bo‘lsa, u holda

^ rt- 1  v
tenglik o‘rinli bo‘lib,

Ш Х  , . п л х л 
a„ cos-------i-o„sin-----

a„=  7 \ f{x )c o s ^ - d x , n = 0, 1, 2 ,..., 
1 -i 1

h  = -  f f (  sin ППХ r h  n =  1 7- n I j-'  ̂ - J —>

bo‘ladi.
Agar f ( x )  funksiya [0; 21] oraliqda berilgan holda ham yu- 

qoridagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi, faqat koeffitsientlami hisoblashda 
integrallarni [0; 2/] oraliq bo‘yicha olish kerak.

Nazorat savollari

1. Ikki karrali integralning ta ’rifi.
2. Darbuning yuqori va quyi yig'indilari hamda ularning xossalari.
3. Lebeg teoremasi.
4. Ikki karrali integralning asosiy xossalari.
5. 0 ‘rta qiymat haqidagi teoremalar.
6 . Ikki karrali integrallarni hisoblash.
7. Ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish.
8 . Silindrik koordinatalar sistemasi.
9. Sferik koordinatalar sistemasi.
10. Ikki karrali integral yordamida hajm hisoblash.
11. Tekis shaklning yuzasini hisoblash.
12. Sitr yuzasini hisoblash.
13. Ikki karrali integrallaming mexanika masalalariga tatbiqlari.
14. 1-tur egri chiziqli integral tushunchasi.
15. 1-tur egri chiziqli integrallaming xossalari.
16. 1 -tur egri chiziqli integrallarni hisoblash.



17. 2 -tur egri chiziqli integral tushunchasi.
18. 2 -tur egri chiziqli integrallaming xossalari.
19. 2 -tur egri chiziqli integrallami hisoblash.
20. Grin formulasi.
21. Grin formulasining tatbiqlari.
2 2 . 1 -tur sirt integrali tushunchasi.
23. 1-tur sirt integralini hisoblash.
24. 2-tur sirt integrali tushunchasi.
25. 2-tur sirt integralini hisoblash.
26. Stoks formulasi.
27. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.
28. M aydonlar nazariyasi el'ementlari.
29. Furye qatorining ta ’rifi.
30. Rimanning lokallashtirish prinsipi.
31. Furye qatorining yaqinlashishi.
32. Bessel tengsizligi.
33. Parseval tengligi.

Mustaqil echish uchun misol va masalalar
1-masala. Berilgan egri chiziqlar bilan chegaralangan D soha

keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

1.1 y = 0, y = 3, y = x, y = x - 6 .  l .2 y = l, 2y=x, 2y = 8-x , y=0.

1.3 y = x,y = x+3,y = 2x,y = 2x-3 . 1.4 y = x2, x - y  + 2 = 0.

1.5 x2 + y 2 >2a2, x2+ y2 <2ax. 1.6 y = 2 x - x 2, y = -x.

1.11 y = x, y = Ax, xy>A, у <6.

1.12 у = \j2ax, x2 + у2 >2ax, x = 0, x = 2a, y = 0.

-B -

uchun karrali integral takroriy integralga
D

1.7 y = x2 -Ax, y = x.

1.9 y ^ 9 - x 2, y > 2 x 2.

1.8 xy = 4, У ^ - х 2, y ^ 6.

1.10 y= x, y = 4x, xy>4, j< 8 .



1.15 ху = 9, лг + = 10, \<у<3. 1.16 >>2 + 8 х  =  16, у2- 2 4 *  = 48.

1.17 у > х 2+4х,у = х + 4. 1.18 у2 2.x2 -4х , у<, х, х>1.

1.19 у2-Ъх = 4, у1 + 4дг = 11. 1.20 у1 <6+3х, у2 <8-4х, \у\<Л.
1.21 у > х 2 + 2 х ,у  = х + 2.

2-masala. IntegraUash tartibini o‘zgartiring.

2.1 №  l_/^+ \dy J №■ 2.2 l  № + f №■
-2 -\P+y -1 -J-y 0 -<!у 1 -4--У1

1 У -J2 yll-у2 1 -Jy 2 J^y
2.3  j/tfe+ Jt/y J  fdx. 2.4 J  fdx.

0 0 1 0 0 0
- 1  0̂  0 0 / ] 2  arcsin у  ] arccosy

2.5  \ dx \ \dxjfdy. 2.6 l dy j fdx+ j dy J fdx.
-1 * 0 0 X/2 0

-i Т2+Г o 7=̂  °r ~h>'
2.7 J  fdx+ jdy j  fdx. 2.8 J _ - ^ + J ^  J f dx-

-1 0
-i 4г~̂  o x 2 S o  o o

2.9  \dx | fdy+jdxjfdy.  2.10 j  № + f  f ib .
V2 0 -1 0 ~2 -J*-x2 -Л i/4-r1 -2

1 1 e  1 \ \[y 2 2 -y

2.11 j  fdy + J /Ф - 2.12 j / ^ +  Jo^ J  fdx.
0 1-j2 1 ta.t 0 0 1 0

4̂ siny cos.v - 1 0  0 0
2 .13  \dy j  fd x + jd y  j  fdx. 2 .14 J *  \ fd y+ jdxjfdy

0 0 0 -2 -(2+x) -I ^

sly e I > 0
2 .15  \dy f fdx + jdy J  fdx. 2.16 \dy \ ,fdx+jdy j f d x .

0 0  1 ln_y 0 -jy 1 -yl̂ y

V  °  Я  °  1 / 2  2- y

2 .17  \dy\fdx+\dy J fdx. 21S  jdy jfdx + jdy jfdx.



•Л О 2 0 - 1 0  0 о

2.19 j *  J  & + [ *  \ fiy  2.20 J  fd x + ld y lfd x -
0 74^-2 £  ’ -2 -<2+>’) -1 b

1 *> V5
2.21 + f<& J fify.

0 0 1 0

3-masala. Ko‘rsatilgan D soba uchun ^ f(x ,y )d xd y  integralda
D

qutb koordinatalariga (jc = rcos^,^ = rsin^) o‘tib, integrallash 
chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.

3.1 D = {(x,y)'.x2 + y 2 <2y}.

3.2 D = {(x,y)\a2 < x 2 + y 2 £ b 2,a > 0 ,b > 0 }.

3.3 D = {(*,>>):(x2 + y2f  = a2(x2 - y 2) ,x < o j.

3.4 D soha x = 0, y = 0, y = l - x  chiziqlar bilan chegaralangan.

3.5 D soha x2 = ay, y = a (a > 0) chiziqlar bilan chegaralangan.

3.6 £> = {(* ,jy ) :0 < *<  l ,* 2

3.7 D = \ [x ,y ) :0 < y < 2 ,y < x < S y \ .

3.8 D = {(x ,y ):0 < x < 2 ,0 < y ^ y j3 x }.

3.9 D = {(r,^ ):r> 2cos^ ,r^ 4cos^ )}.

3.10 D = {(x ,y ):x 2 + y 2 < 4 ,x  + y > 2 }.

3.11 D = {(x ,y ) :x 2 + y 2 >%,x2 + y 2 :<4*}.

3.12 D = {(x ,y ):x 2 + у2 > l$ ,x2 + у2 <,6y].

3.13 D = {(*, j ) : x2 + y2 + 4x > 0, x2 + y2 + 8jc < o].

3.14 D = {(a, j ) :^ > ^ , j  + j < 6, jy>0}.

3.15 £  = {(*,> 0 :х2+.у2 £4*,Ь>Идг|).

3.16 D = j (r’<P):r *  2sin9 ,r  й 5sin<z>,0 £ (p < y j .



3.17 D = {(x ,y ) :x 2 + y 2 <\6,x2+ y2 t  Ax}.

3.18 Z> = {(r,^):r£2cos3p,/ '> l(/  va I V  chorakdagi qismi),}.

3.19 D = {{x,y):x2+ y2 tx ,x 2 +y2 <2x}.

3.20 D = {(*, y) :x2+y2< Ax,x2 + y2 > 2y\.

3.21 D = {(*>7 ) :0< x< l,2x< j> <  3*}.

4-masala. Hisoblang.

4.1 \\{l2x2y2 + \6x'y')dxdy, D :x = \, y = x2, y = - J x .
D

4.2 J|(9ĵ y2 + A%x*y3}dxdy\ D :x = \,y = y[x, y = -x 2.

4 3 If(36* V  “ 96* У ) ^  D :x = l, y = lfx ,y  = -x\
D

4 4 JJ(18* V + 3 2 *V )A « to  D :x = l,y = x\y = -lfx.
D

4 5  \\fax2y2+№xsy')dxdy, D :x = l,y = x2,y  = -lJx.
D

4 6  Я (18* У + 32* У ) ^ ; D'-x = l, y = lfx, y = -x 2.
D

4 ? ||(18хУ + 32x3y3)dxdy; D :x = l,y = x\ y = -yfx.
D

4 8 \ Р 1х2у2+ 48* 3>;3) ̂ у; D :x = l’ у = '!*’ y = - * 3-
D

4 9 Я (4^ + 3 х У ) ^ ; D :x ~ l> У = х2» y = ~'fx-
D

4 10 f l(12*K + 9* V )A * fc  D'.x = \,y = Jx , y = -x 2.
D

4 11 f l(8 V  + 9 * Y )A « to  £>:* = 1, 7  = =

4 12 J J l24^ * 18* 2/ ) ^ ^  £>:jc = 1, ^ = л3, y = -ljx.
О

4 13 Л(12дгк + 27д:У)аЬс^; D :x = l, y = x2, y = -yfx-
D



4.14 Я (8лу + 1 ) dxdy\ D :x  = l, y = yfx, y  = - x 2.
D

4.15 D :x  = 1, y = x\ y = -yfc.

4.16 l i ^ x y  + ̂ y^ dxdy-, D :x  = 1, y = yfx, y = - x s.

4.17 jj(24xy-48x3y3)dxdy; D :x  = 1, y = x2, y  = —Jx.
D

4.18 Я (6лу + 2^y^)dxdy, D : *  = 1, у  = V * T У = -л 2.
D

4.19 JJftoy + iezVjfltofc'; D :x  = \, y = lfx, y = - x 2.
D

4.20 Я (4^  + 16*У )< & Ф ; D :x  = \,y = x3,y  = -lfx.
D

4.21 ДО*У“ 4* У ) А ф ; 1>:дс = 1, 7  = дс3, y = - 4 x .
D

5-masala. Hisoblang.
xy

5.1 J j^ e 2 cfcafy; D :^  = ln2, j> = ln3, x = 2, x = 4 .
D

5.2 \\y2sm^-dxdy, D :x  = 0, у = 4 л ,  y = ̂ .

5.3 [[y&*xydxdy> D :=y = ̂ ,  y = it, x = l , x = 2.
D 2

5.4 \\y2e 4dxdy; D :x  = 0, ^ = 2, ,y = * .

5.5 Я ysnxydxdy, D :y = Z-, y = x, x = \, x = 2.
D 2

5.6 Я Vyswlxydxdy, D :y  = У = 7 » x = 2, *  = 3.
d 4  2

5.7 Я Г С08? ^ ; D :x  = 0, у = Ж  y = ̂ -  
d  ^ V 2  2

5.8 Я -̂ 2cosxydxcfy\ D :x  = 0, y = j n ,  y = x.
D

5.9 W ^ d x d y ,  D :y  = In3, y = ln4, x = ̂ -, x - l .
D 2



5.10

5.11

5 .12

5 .13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

6.1

6.2

Qye*dxcty', D : y - ln2, y = ]n3, x = 4, x = 8
D
JJ4>»2sinxydxdy, D :x  = 0, j  = y = x.

| J4 / sinlxydxdy; D :x  = 0, у = у[2я, y = 2x.
D

jjycos2xydxdy; D :y  = —, у = я, X = T> •* = !• 
d 2  2

§2ycos2xydxdy\ D :x  = - ,  y = j ,  x = l, x = 2.
о 4 2

J j j ;2 • e 8 aJxdy; D :x  = 0, y = 2, .y = —.

°  ,  .2
ffy 2-e 2dxdy; £>:.x = 0, y = 'j2, y = x.

0 1 
^ysmxydxdy, D \ y - n , .y = 2;r, x = x = l.

J J / coslxydxdy; D :x  = 0, y = J f ’ y = J -

jjSye^dxdy; D :y  = ln3, ^ = ln4, x = j ,  *  =
D 1----------

ЦЗд»2sin — dxdy; D :x  = 0, ^ = J — , J  = j * -
D 2  j

JJ^cosAiyaba/v; D:_y = я-,у = 3;г,* = - , *  = 1.
z>

6-masala. Hisoblang.

rrr dxdydz

f lC , + f ! + Z + ^ V  (Г) :
1 3  4 8

- + ^ + 4 = i ;3 4 8 
x = 0,>' = 0,z = 0.

№ 5( f+ r ) < M y d r ,

§ ( 3 * + 4 , ) < * Ф * ;  ( K ) : { '=5̂  +° ’^ ‘ = 0 .

324



6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

JJJ(2 7 x + 5 4 /)d tt6 *fc ; (у):\У °’X~ V’ 
(П [z = yjxy,z = 0.

I ;
dxdydz

W| ! + * . + £ + £
16 8 3

2 9 (V):
x у z ,

---- 1-----1—  = 1 \
16 8 3
*  = 0,j> = 0,z = 0.

(к) (*-U ,;> -U ,z  = 0.

z = x2 +3y2,z = 0, 
y = x,y  = 0,x = l.

JjJ(l5jt + 30z)fi?w/yfik; ( F ) : j Z 
(>-') \у =

JJJ(4 + 8z3) dxdydz; (У ):\ У х ,у ~ 0>х~ 1, 
(У) \z = 4 w ,z  = 0.

К 1 +  2x3) dxdydz; ( к ) : j 7 ~ ^  “ 1 ’
(<•') [z = yjxy,z = 0.

JJJ2\xzdxdydz; fy\. 
(П

fy = x,y = 0,x = 2 ; 
[z = xy,z = 0.

I :
dxdydz

W [ 1 + iL + Z + £
1 10 8 3

(F):
*  7  г , .---- 1-----1—  = 1 >
10 8 3
x = Q,y = 0,z = 0.

jjj(60y + 90z)dxcfydz; Х,У
(I') \z = x2 + y2,z = 0.

ff/0° b  = 9x^  = 05Jf = l ;
( ^ { 2 = ^ 0 

| JJ(9t 18 .-)*< *.* ; ( F ) :| V = ‘,̂  = 0’J: = 1;
(«0 [z = ^xy,z = 0.



6.15

6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

dxdydz
. x у z 1 + - + —+ -  

2 4 6

\4■’ (F ) :

iy +  \2z) dxdydz-, (y y

x У z ~  + —H—  = 1»
2 4 6
x  = 0,_y = 0,z = 0.

\ y = x ,y = o ,x = i;

[z = 3x2 + 2y2,z = 0.

x + |> = x,.y = 0,.x = l;

[z = 30jc2 +60y2,z = 0.

dxdydz
\5, x у z1 + -  + —+ — 

6 4 16 )
’ ( Г ) :

X у z , 
- + - + — = 1;
6 4 16
•x = 0,j> = 0,z = 0.

/dxdydz; /П . { г = 10( ^  + ̂ )^  + ̂  = 1;
(x = 0,j> = 0,z = 0.

.  З Л5 дм-----
2 * 4 *

v ’ [z = x +\5y ,z = 0.

dxdydz

6.21 (0 [ 1 + £ + Z + £
8 3 5

_\6
’ n -

X у z , 
- + —+ -  = 1 
8 3 5
x = 0,y = 0,z = 0.

7-masala. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan shaklning 
yuzasi hisoblansin.

7.1 У - —, y - 4 e x, у - 3, у - 4 .  7.2 x = ^36- у2, x = 6 -y j36-y 2.

7.3 * 2 + / = 7 2 , 6^ = - jc2 (y < 0 ) .7 .4  x = 8 - / ,  x = -2y.

7.5 >> = - ,  J  = 8e\ j> = 3, j  = 8. 7.6 7=“ , ^ = x = 16- 
j : 2  2 x

7.8 y = ~ , y = 5e*, y = 2, y = 5.
JC



3 3 г“ 3
7.11 y = - J x ,  У = — . Jf = 9. 7.12 У = з4х , у = - ,  х = 4.

2 2х х
25 2

7.13 ,y = smx, у = cosx, х = 0 (х£0). 7.14 У ~ ~ ^ ~ х ’ У ~ х ~

7.15 у = 2 0 - х 2, у = -8х. 7.16 У = ~ , У  = 7е\ у = 2, у = 1.

7.17 у = 32-л:2, у = -4;с. 7.18 х=^72~/, 6х=у*. ^=0 (у>0).

7.19 y=sinx, y=cosx, х=0  (jc< 0 ) .  7.20 y = S - x 2, у  ~ - 2 х .

7.21 у  = л!б-х2, у  = л [б -л /б -х 2.

8-masala. Quyidagi chiziqlar bilan chegaralangan 
shaklning yuzasi topilsin.

8.1 y2 ~2y + x2 = 0; y2- 4 y  + x2 =0; У = ~^> У = ^ х .

8.2 x2- 2 x  + у 2 = 0; x2-10x  + y2 =0; y = 0, y = ->Jbx.

8.3 x2~4x + y2 =0; x2-8 x  + y2 =0; y = О, У = ~^-

8.4 у 2 - 62y + x2 = 0; у 2 -I0 y  + x2 =0; y = x, x = 0.

8.5 У2 ~ 6 у  + х2 =0; у 2 -8 j>  + * 2 = 0 ;  y = -?=, y = J3x.

8.6 x2 -  2x + y2 = 0 ; x2- 4 x  + y2 =0; y = ^ / д ,  y = -Ibx.

8.7 x2- 2 x  + y2 = 0 ;  x2 - 4x + y2 = 0 ; ^ = 0, y = x.

8.8 y2 ~2y + x2 - 0 ;  y2- 4 y  + x2 = 0 ;  y = *Jbx, x = 0.

8 .9  у 2 -  %y + x 2 = 0; у 2 -10 jy  + x2 = 0 ; У = ^ >  y  = yfex.

ю 
I t/

i



8.11 х2 - 4 х  + у2 =0; х2 - 8 х  + у2 =0; у = 0, у = х.

8.12 у2 - 4 у  + х2 =0; у2 - 6 у  + х2 = 0; у = у/Зх, х = 0.
8.13 у2 - 4 у  + х2 = 0; у2 - 6 у  + х2 =0; у = х, х = 0.

8.14 х2 - 2 х  + у 2 = 0; х2 -  8х + у2 = 0; у = y = J Зх.

8.15 у2 - 2 у  + х2 =0; у2 - 6 у  + х2 =0; У = y ( jу  *  = 0- 

х2 -  2х + у2 = 0; х2- 6 х  + у2 =0; у = 0, У = ^ у

8.17 х2- 2 х  + у2 =0; х2 - 4 х  + у2 =0; у = 0, У = у

8.18 У2 ~ 4У + х2 =0; у2 -\0у + х2 =0; У = / ( j у  У = Л х .

8.19 У2 ~2у + х2 =0; у2 -IQy + x2 =0; у = х / д ,  y = J Зх.

8.20 х2- 2 х  + у2 = 0; х2 - 6 х  + у2 =0; у = 0, у = х.

8.21 у2 - 2 у  + х2 =0; у2 - 4 у  + х2 =0\ у = х, х - 0 .

9-masaIa. Zichligi р  = р (х ,у )  bo‘lgan va quyidagi tengsizliklar 
yordamida berilgan d  plastinkaning massasi topilsin.

9.1 D :x2 + ^ - <  1; p  = y2.
4

x 2
9.2 D : — + y 2 < l; * > 0 ;  j > 0 ,  р = 6хг -у\

4

9.3 D : l< ^ - + ^ - < 2 ;  y > 0; y<\x\ P = y/ X-
9 4 3 /л
2

9.4 D :l< ^ -  + / < 2 5 ;  * £ 0 ;  y>^-\ p  = ̂ j .
4 2 у

x2 у2 19.5 D : — + ̂ -< 1 ; y £ 0 ; p  = x'-y .
4 25



9.9 D :l < ? j  + y2 ^ 4 ;у > 0 ;у > ^ х .р  = %У/^.

2
9.10 D :- — + у2 x > 0 ; j>>0; р  = 30хгу\

4

9.11 £ : * %  + / * ^0 ;  p  = lxy\

2 2 2  /
9.12 D :\ < ^  + ̂ < y ,y > 0 ;y < - x .p  = y/ x .

9.13 D : %  + y2 £ l ;p  = 4 / .

v2
9.14 D :x 2 + ^ < l ;y > O p  = lx 4y.

x2 v2 /
9.15 D:\< —  + —  < 4 ;x2Q ;y > 3x /2 .p = x /y .

2
9.16 D :x 2+ ^ - < l ;y > 0 ;p  = 35x4y3.

9.17 D :\ < ^  + ^ -< 4 ;x > Q ;y > x /2 .p =  x/y .

x 2 y2 ?
9.18 2): —  + ̂ -<\',.p = x .

4 9
jf2 y2 1

9.19 ^ : T + л - ^ " 0 ; j '^ 0 ./ ?  = x y.
4 9

, v2
9.20 D :l< x 2 + ^ < 9 - ,у > 0 ;у й 4 х .р  =

16
X2 у2 x

q 71 D : 1 <  —  + — < 2 5 ; x ^ 0 ; y > 2 x ; / ?  =  —.
4  16 7



x2 у 2
10.1 = .У-0- chiziqlar bilan chegaralangan plastinka-

ning og'irlik markazi topilsin (/? = l).
10.2 r 2 = a 2 cos 2̂ 3 (o‘ng yaproq) egri chiziq bilan chegaralan­

gan plastinkaning og'irlik markazi topilsin. (p  = l).
10.3 x2 + y2 = a2,x > 0 ,y > 0  tengsizliklar bilan aniqlangan plas- 

tinka uchun Ix,Iy inersiya momentlari topilsin (/? = l).
10.4 y 2 = 4x+ 4  va y 2 -  -2x  + 4 chiziqlar bilan chegaralangan 

plastinkaning og'irlik markazi topilsin (p  = l).

x2 v2
10.5 —  + - j  = 1 egri chiziq bilan chegaralangan plastinka uchun 

a b

h,Iy  inersiya momentlari topilsin (p  = l).
x у x у

10.6 —+ —= 1, —+ — = 1, 7  = 0 chiziqlar bilan chegaralangan

plastinka uchun Ix,Jy lar topilsin (/> = 1).

10.7 x2+ y 2 ^\6, x>2y[b tengsizliklar bilan aniqlangan plas­
tinkaning og'irlik markazi topilsin (p  = l).

10.8 xy = l,xy = 2,y = 2x,x = 2y chiziqlar bilan chegaralangan 
plastinka uchun Ix,Iy inersiya momentlari topilsin (p  = l).

10.9 Agar l < jc2 + y2 < 4 doiraviy halqaning har bir nuqtasidagi 
massa zichligi p  = x2y2 formula bilan aniqlansa, uning massasi 
topilsin.

10.10 Agar y = x2-  4x; y = x chiziqlar bilan chegaralangan plas­
tinkaning har bir nuqtasidagi massa zichligi p = x + у formula bilan 
aniqlangan bo‘lsa, shu plastinka og'irlik markazi topilsin.

1 ^10.11 xy = 4, У = - х  , у = 6 У ~ 2 *  j  c^ z^ ar bilan chegara­

langan plastinkaning og'irlik markazi topilsin (/? = 5x+ 3).

10.12 y2 =3x + 4 va y2 +4x = \\ (^ > 0) chiziqlar bilan chega­
ralangan plastinka massasi topilsin (p  = y ) .



10.13 Ikkita <p = 0 va (р - л  nurlar hamda r-acp  (0 <<p<n) 
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og'irlik 
markazi topilsin (/? = l)-

10.14 y = x\ x + y = 2, x = 0 chiziqlar bilan chegaralangan plas­
tinkaning og'irlik markazi topilsin (p  = l ) .

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini aniq- 
lovshi chiziqlar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi 
topilsin ( p - l ) .

10.15 *  = a ( f-s in f) , j> = a (l-cos/ ); 0 < t< 2 n ,  y = 0.

2 2

10.16 x2 + y2 = a2; ^T + T2 =U x = 0> x ^0; y > 0.
a~ b

10.17 r = a (l + sinp).

10.18 r = asm2(p, 0< < p < j.

10.19 r = y/2, r = 2sin<p, ?-<(р<Ц -.
4 4

10.20 ay = 2 a x -x 2, y = 0 chiziqlar bilan chegaralangan plas­
tinkaning Ix, Iy inersiya momentlari topilsin (p  = l ) .

10.21 r = a(l + cos<p) kardioda bilan chegaralangan plastinka­
ning Ox va Ou o‘qlariga nisbatan ly inersiya momentlari topilsin

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzalari topilsin.

11.1 y2 + z2 = x2 sirtning x2 - y 2 = a2 -  silindr va y = ± b -  te-
kisliklar bilan ajratilgan qismi.

11.2 z 2 = 4 x  sirtning y2 = 4x-silindr va x = l -  tekisliklar bilan 
ajratilgan qismi.

11.3 (x2+ y 2Y 2 +z = 1 sirtning z = 0 tekislik bilan ajratilgan qismi.

11.4 jc2 + У  =±ax silindrlarning д? + у + ^ = с ?  shar ichidagi qismi.

11.5 (jc + y)2 + 2z2 = 2a2 silindrik sirtning 1-oktandagi qismi 

(x> 0 , j>>0, z> 0, x2 + y2+ z2 * 0 ) .
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11.6 (x + y f z=x+y  sirtning 1йх2+у2£4,x>0,y> 0  sohadagi qismi.
11.7 az = xy giperbolik paraboloid sirtning (x2 + y2f  = 2a2xy 

silindr ichidagi qismi.

11.8 z2 =2xy konus sirtning + г = ®’

x2 + у1 *  о a > 0,b > 0 sohadagi qismi.

11.9 3z = 2 (W x + y j y }  sirtning x = 0,y = Q,x + y = l tekisliklar 
orasidagi joylashgan qismi.

11.10 z = yjx2 + y2 konus sirtining x2 + y 2 =2x  silindr ichida
joylashgan qismi.

11.11 x2 + y2 =2az paraboloid sirtining (x + y)2 = 2a2 xy (a >0) 
silindrik sirt ichida joylashgan qismi.

11.12 az = xy giperbolik paraboloid sirtning x2+ y 2 = a2(a > 0)  
silindr ichida joylashgan qismi.

( x vY 2z
11.13 I j  +— = 1 sirtning x = 0,y = 0,z = 0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan qismi.
11.14 z2 =2xy konus sirtning x + y  = l,x = 0,y = 0 tekisliklar 

orasida joylashgan qismi.

11.15 z = — (x2 - y 2) giperbolik paraboloid sirtining 

(x2+ y 2) = x 2- y 2 silindr ichida joylashgan qismi.

11.16 z = yJx2 + y2 va x + 2z = a sirtlar bilan chegaralangan jism- 
ning to ia  sirti (o > 0 )

X V z
11.17 — + — + — = \(a,b,c>0) sirtning 1-oktantdagi qismi.

11.18 x2 + y2 + z2 = R2 sfera sirtining (x2 + У )*  =R2 - (*2 - y 2) 
silindr ichidagi qismi.

11.19 x2+ y2 =6z  sirtning (x2 +>*2)" = 9 -(x2 - y 2) silindr ichi­
dagi qismi.

11.20 z2 =4x sirtning y2 = 4x,x = l sirtlar bilan ajratilgan qismi.

11.21 y2 +z2 = x 2 sirtning x2 = ay sirt bilan ajratilgan qismi.



x2+ y 2 = 2 y ;
12.1 z = y ^ - x 2, z = 0

12.2
x2+ y 2 =7x, x2+ y 2 =lOx, y = 0 (jv^O); 

z = \jx2 + y2, z = 0.

jx 2 + y2=y, x2 + y2 = 4y,

12,3 \z = ̂ x2+y2, z = 0.

{X2+y2=S-j2y-
\z = x2 +y2 -64, z = 0 (z £ 0 ).

\x2 +y2 = 8л/2х;
jz  = jt2 + y2 -6 4 , z = 0 (-z^O).

12.6

x2 + y2 = 2 y .

. л - * .
4

\x2 + y2 +4x = o;
12.7 y ,

(z = 8 - / ,  z = 0. 

\x2+ y 2 =3y, x2 + y 2 =6y,
12.8

12.9

z = yjx2 + y 2, z = 0.

x2 + y2=6x, x2 + y 2 =9x; y = 0 (y^O);

z-y jx2 + y 2,z = 0.

lx2 + y 2 =6yf2x;

|z = jc2 + y 2 -3 6 , z = 0 (z^O).
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12.12

12.13

12.15

12.16

12.17

12.18

\х + у ‘ = 6>/2у;

\х2 + у2 =2\/2у;

[z = x2+y2- 4, z - О (г^О).

х2 + у2 = 2у;

z = - - x 2, z = О.
4

12.14
\х2+ у 2 = 4х,
[z = ] 2 - y 2, z = 0.

[х2+ у 2 =2у, х2 + у2 = 5у,

Z = J x 2+y2, 2 = 0.

х2 + у2 = 8дг, х2 + у2 = 1 \х, у = 0 [у  < 0); 

z = yjx2+ y 2, z = 0.

х2 + у2 + 2\[2у = 0; 

z = x2+ y 2 - 4, z = 0 (z > 0 ).

дг2+ / = 4 л/2л, 

z = ; r  +_у2-16 , z = 0 (г^О).

12.19

12.21

\х2 + у 2 = 4х,
[z = 10-> |2, z = 0.

\х2+ у 2 =4у, х2+ у 2 =1у, 

[z = J x 2+ y 2, z = 0.

12.20
\х + у2 = 4у,

[z = 4 - jc2, z = 0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning 
hajmi hisoblansin.

\z = 2 - l2 [ x 2 + y2), 

\z = 24x + 2.

\z = 24(x2 + y 2) + l, 

U = 48* + l.



13.5

13.7

13.9

13.11

13.13

z = lo [ ( x - l ) 2 + / J  + 1,

z = 2 1 -2 0 x

|z = 8(at2+ / )  + 3,

[z = 16.x+ 3.

z = 2 - 2 o[ ( jc + 1 )2+ jr ] ,  

z = -4 0 * -3 8 .

iz = 4 - U ( x 2 + y 2),

[z = -3 4 -2 8 * .

|z = 28 -£ (x  +  l)  + >'J J + 3, 

[z  = 56x + 59.

fz = 32(дГ + у2 ) + 3,

\z = 3 — 64x

13.6

z = 2 - 1 8 [ ( x - l ) 4 / ] ,  

z = -3 6 jt-3 4 .

|z = -1 6 (x 2+ / ) - l ,

1 z = —32jc — 1:

13.8

13.10

z=3o[^(*+i)2 + y j+ i ,  

z -  -60л: -6 1 .

|z = 2б(х2 + y2} - 2 ,

I z = -5 2 *  -  2.

13.15

13.17

13.19

г = 4 - б [ (х - 1 ) 2 + / ] ,  

z =  12 jc- 8 .

I z  =  2 - 4 ( x 2 + / )  +  3, 

[ z =  8x' +  2 .

[z  = 2 2 - [ ( x - l ) 2 + / ] + 3 ,  

[z  = 4 7 - 4 4 x

[ z =  2 - 1 8 ( x 2 + y 2), 

z  =  2 -3 6 j > .

13.12

13.14

13.16

13.18

z = -2 ^ (x - l )2+ / ] - l ,  

z = 4 x -5 .

\z = -2 (x 2+ y 2) - l ,

[z = 4 j >-1.

z = 26[(x -1 )2+ / ] - 2 ,  

z = 5 0 -5 2 jc

[z = 30 (jr  +д>2) + 1,

[z = 60y + l

z = -1 6 [(x  + l)2+ / ] - l ,  

z = -32 jc-3 3 .



14-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning 
hajmini uch karrali integral yordamida hisoblang.

14.1 (x2 +y2f  +z6 =a*xyz. 14.2 (x2 +У + r )3 =а6-(дг 4-y2)4 .

14.3 (x2+y2>) +z4 =a5-(x-jv). 14.4
/ 2 >\2

«2 * 0

z z
+ V~~h'

14.5 \X] +yl +\ ~ l’*2 +y2 + zl - 16>. 14.6 z = 10(x> + y ) 2 + i,z = 1- 20* 
(z W + y ^ O ^ O .z ^ O ) .

2 2 2 2
14.7 ^j- + ̂ -  = z2,2z = ̂ -  + ^ - . 14.8z=24(x2+ / )2+l,z=48x+l.

14.9 X 2 + y 2 = 3z,x + y = 6. 14.10 z = 2-20(x2+y2f ,z  = 2-40y.

14.11 Z = 6-t/x2 + y2,z = 1 6 -  x2 +_y2. 14.12 ^ +^ +^  = ̂ X̂=^  = ®>Z = ®'

14.13 Z = -у/б4-х2 -  J 2,z = 1,X2 + /  = 60 (silindr tashqarisida).

2 i
14.14 2z = 2x2 + — ,4x2 + — = l,z = 0.

3 9

14.15 г = Ц-^х2 + y 2 ,z = ^ - - x 2- y 2.
+• Zt

14.16 /  + z2 -  a ',y 2 + z2 = x2,x  = b (0< a < b ).

14.17 z = 1J ^ - - x 2 - y 2,2z = x2 + y 2.

f ">
14.18

X ' V‘  Z"
~T + TT + ~  a b c

- \2 / 2  ̂  ̂X у  1
~7 + ТГ a b

14.19 z = 4 -1 4 (x 2+_v2)2,z = 4-28x.

14.20 x + у + z = a,x + у + z = 2a,x + у = z,x + у = 2z,y = x,y = 3x.

■2 „ 2  _  , 2  v 2 , , ,2  _  }_ 2



15.1 Jsinydx + sinxdy, y :A (0 ,n )  va5 (^ ,0 )  nuqtalami tutash-
Г

tiruvchi kesma.

15-2 [J Ш П '  A('• °)’ 'B(0; ')• C (- l ;  0), D (0; 1).
ABC DA F I  +  И

15.3
у У

15 4 f(2a~y)dx + x<fy'> y-x = a(t-s'mt), y = a(l-cost), 0< t< 2x .
Г

2 2

15.5 \&x + y)<b + {x-y)<ty> + ̂  =

15.6 \{x2 + y2)dx + (x2 - y 2)dy, y :y  = l-\l-x\, 0 < x < 2 .
T

15.7 \(x2 -2xy)dx + [y2 -2xy)dy, y :y  = x2, - l < x ^ l .

15.8 J f a s , ,  Л Л - 1, „ 0 ,  , i 0 .
, ф  + х + у- a  b

15.9 J ydx-xdy, y :x  = acos3t, y = asin3t

rydx-xdy , . з я-4
15.10 J— 2--------5 y-x = acos t, y = asin / 0 < t<  —

r x ■*" У

15.11 |J>’cosAc& + sinxrfy,7 :uchlari (l; 0), (0; 2), va (2; 0)
7

nuqtalarda bo‘lgan uchburchak konturi.

15.12 \pxdx- (x + 2y)dy,y: uchlari (-1; ° ) . (0; 2), va (2; 0)
Г

nuqtalarda bo'lgan uchburchak konturi.



15.13 1(х2 + У )dx + xydy, у : у - е * chiziqning (0; l) va (l; e) 
nuqtalari orasidagi yoyi.

15.14 \xdy’ + to‘g‘ri chiziqning (a; 0) va (0; b) 
nuqtalar orasidagi kesmasi.

15.15 j H ^ ’ Y ’ ( *  + ^ )  ~ a ix + У )-lemniskata yoyi.

15.16 y :x % + y % = c fi-  astroida.

15.17 K x + №  . , emniskata
Y

15 18 У-x2 +У2 = a 2, x>0.

15.19 \yds, У- У 2 x , у : parabolaning (0; 0) va (b '/z )
Г

nuqtalari orasidagi yoy.

*5-20 J ^  + y 2 + 4 ^ ^  va (1; 2) nuqtalami tutash- 

tiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.

15.21 J'хУ&, /:3|x| + 4|_v| = 12, >;>0. 
r

16-masala. Hisoblang.

(2 ;3 ) (2 ;3)

16.1 \ xdy + ydx 16.2 \ {x  + y)dx + (x-y )dy .
(-U 2) (0,1)

° ’r) >><&• -  xdy
16.3 J -----~2 •

(2:0 Л

( 1;2) f ydx-xdy
16.4 J 3  • -Oy o‘qini kesmaydigan chiziqlar bo‘ylab.

(2,1) X



16.5 J (4xy -l5x2y)dx + (2x2- 5 x 3 +7)dy.
(0:2)

^  xdx + ydy
16.6 J r ,  , ~ koordinata boshini kesib o'tmaydigan chiz- 

(1:0) y x~ +У
iqlar bo‘ylab.

(1:1)

16.7 f  {x -y )\ d x -d y ).
(i;-i)

(0;0)

16.8 J  (x* + bxy3)dx + (6x2y2 -5y*)dy.
(-2;-i)
( 3 ;- t )

16.9 J xdx + ydy.
(0.1)

(i;°) , , f xdy -  ydx
16.10 J — z r ~ y ~ x to‘g ‘ri chiziqni kesmaydigan chiziqlar

( O H )  ( x - y )

bo ‘ylab.
(a,b)

16.11 J  f { x  + y)-(dx + d y ) ,f (u )~uzluksiz funksiya.
(0;0)

(a\b)

16.12 J e* {cos ydx -  sin ydy)
(° :0)

16.13-16.21 misollardagi ifodalarning biror F (x ,y )  funksiya- 
ning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki bo'Imasligini aniqlang. Agar u 
to‘liq differensi^l bo‘Isa, F (x ,y )  funksiyani toping.

16.13 {x2 + 2x - y 2)dx + {x2 - 2 x y -y 2^dy.



2 I *» ~
Л- j  x + Jx -+ y -

dx----------r dy.16.15 I 1 2 2 I 2 , 2 у -yjx +у У -\Jx + у

(x2 +2xy + 5 у2) dx + (x2 -2xy + y2)dy
16.16 / \3 (*  + ?)

-  дгф
16.17 Зх2 -2ху  + 3у2'

16.18 ех -[еу( х - у  + 2) + у ^ х  + ех - [ V - (x - y )  + \\dy.

xdy -  ydx
16.19 х2 + 4 у2

Н { ~ еУL  еу ,л а п  — 1------J-dx + -------dy.
1б-20 (1 + х=)- 1 + *

16.21 г + у dx + dx.

17-masala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.
_________ -  xi yl £-

17.1 \\Jx2+y2ds, (s )— t +~ ~ i r =0> 0 ^z<b konusning yon sirti 
$  a a b

17.2 l f ( *  + y  ) * * ’ ushbu J x 2 + y2 < z <  1 jismni chega- 
(«)

ralovchi sirt.

17.3 jj(xy + xz + yz)ds, (S) -  z = yjx2 + y2 konus sirtining
(•v)

x2 + y2 -  ax sirt bilan ajratilgan qismi.

17.4 Ж *2 + y2)zds’ iS)~x' +y2 + z2 =df2’ z>0- 
(s)

17.5 J JZ<*> (“S')- birinchi oktantdagi x + y + z =  1 tekislik bilan
(s ) . «,• • • ajratilgan tetraedrnmg to liq sirti.



17.6 J f ( ^ +/)<*» {S )- x 2+ y 2 + z2 = a 2 
(»)

17.7 J J(*  + y + z)ds, (S ')-u shbu  0 < jc< o ,0 <  j ;< a ,0 :2 z ^ a

kubning to‘liq sirti.

17.8 fl(6.r + 4y + 3z)ds, ( 5 ) - *  + 2_y + 3z = 6 tekislikning I- 
(s)

oktantdagi qismi.

17.9 jjzds, (S) -  z = ф  6 -  x2 -  y2 sirtning x2:0,y>Q ,x + y < 4  
(«)

sohadagi qismi.

17.10 JJ(jc2 + y2 + z2}ds, (S )- x 2 + y 2 +4x = 0 , 2 < z < 4  silindr- 
(*)

ning to'liq sirti

17.11 Jjzds, (S )-z  = xy sirtning x2 + y 2 = 4  silindr ichidagi qismi.
(s)

17.12 j j yds, (S )-x  = 2y2 + \(y>0) sirtning x= y2+z2,x= 2,x= 3  
(S)

sirtlar orasidagi qismi.

17.13 j]"\jy2 - x 2ds, (S)-x~ + y 2 - z " konus sirtining x2 + y2 - a2 
(*)

silindr bilan ajratilgan qismi.

17.14 d JJ^T  + Tr + V 5» (S) ~ ^  + = ] ( a > b > c > 0 ) .
( S )  ’  ^  ^ Cl О С

17.15 CJj-— т, (S) -  x + y + zZ l, x> 0 , y >  0, z>  0
w {*  + y + 0

tetraedrning chegarasi.

17.16 |JJ(a7  + yz + zx)ds, ( S ) - z  = ^x2 + y 2, x2+ y 2 <2ax.
(■*)



17.18 [Ц*lx 2 + y 2 + z - -  ds, (S’) -  2z = 2 - x 2- y 2, z > 0 pa- 
(,v)V 2 )

raboloid qismi

17.19 [ J [ (3 jr + 5 / + 3 z 2 -2 )< * , (S )-y  = J x 2 + z2 konusaing 

y = 0 va y = \> tekisliklar orasidagi qismi.

17.20 jjxyzds, (5 ) -  z2 =2xy, z>  0 konusning x2+ y '= a 2

silindr ichidagi qismi.

17.21 (5 ')-z  = x2 + y 2, sirtning z = l tekislik bilan 

ajratilgan cfSmi.



-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu y>x2 +2x,y = x+2 chiziqlar bilan chegara­

langan D soha uchun \\/{х>у)^У ikki karrali integral takroriy in-
D

tegralga keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo^lsin.
< Birinchi navbatda у > x2 + 2x = (x + 1)2 -1  va y = x + 2 chiz- 

iqlarning kesishish nuqtalari A f,(-2;0), M2 (l;3) larni topamiz va 
sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).

14-chizmadan ko‘rinadiki, D sohani tengsizliklar yordamida qu- 
yidagicha ifodalash mumkin:
D = {(.v,;>): - 2  < x < 1, x2 + 2x < у  £  x + 2} = j(,r , v ) : -1  -  J y + 1 < x £  -1  + yjy + 1;—1 < у  £  o j о  

и{(х,у):у-2<х^-1 + у1у + 1;0<,у<зу
Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4-teoremalarga ko‘ra quyidagi 

tengiklarni hosil qilamiz:
i x+& «'

JJ/(^,.v)abfflbr= J  J  f (x ,y )d y  dx = J
-i+Vv+T

| f {x ,y )d x dy+ j j  f {x ,y )d x dv>.

2.21-masala. Integrallash tartibini o‘zgartiring.

\ dx\ fdy+  jd x  J  fdy .
0 U 1 0

<Masala shartiga ko‘ra

D = {(л%7 ) :  0 < л- < 1, 0 < у < лг2} и j(x ,,y ): 1 < j; < V2 , 0 < у < ^ 2 -x 2 j 

D soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizmada ko‘rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash 
mumkin:

. ___  . i x- л  i
D = Ux,y):yfv <x<yj2-y2, 0<y<lj=> jdx j/dy+ jdx j  fdy= jdy j  fdx.\>

0 0 1 0 0 Jj'

3.21-m asala . £> = {(x ,v ): 0< х< 1, 2л<^<3д:} soha uchun 
jj/(x ,y)dxdy integralda qutb, koordinatalariga x=rcostp,y=rsln<p

o‘tib, integrallash chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.
< Integrallash chegarasini qo‘yish uchun awal D sohani chiz- 

mada tasvirlab olamiz (16-chizma).

y j
3 В /v»lx

г i

0 с
J i  *
4 v.̂ 1

16-chima.
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchiIami almashtirish uchun bir­

inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

/ = D(x,y)
D(r,<p)

dx dx
dr dtp
dy dy
dr d<p

cos<p - r s i n ^  

sin̂ > r cos <p
= r



Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida ifoda- 
laymiz, ya’ni D sohaning akslantirish natijasidagi obrazi Д ni 
topamiz va (lO)-formuladan foydalanamiz.

< AOC = arctgl, < BOC  = arctgl. OA = 7 P  + 22 = 75 , OB = 7 l 2 + 3 : = 7u ); jc = 1=>

=> rcostp = 1 => r = —-—  =?• = i (r,<p) : arctgl <tp< arctg3. 0 < /• < — -—  i = 
COS0> [ cos^J

=  Д и Д  = { ( л 9>): < (p < arctg3,0 < r < 7 5  J u  

u | (r ,^ > ):a rc fg -< ^ < a /-c /g 3 , 7 5  < /-< 7 T o j= >

<7ГГ/£3
Я л *  ,y)dxdy=  J  d(p \rf(r  cos <p, r sin <p)dr= jd r  J  r f  ( r  cos <p,rsm<p)d(p +
I) arctgl 0 0  atvtgl

7T0 arcщЗ

+ Jc/r J  rf(rcos<p,rsin<p)d(p>
J5 IVJ arctg- 

r

4.21-masala. Hisoblang.

1=  ||(лу-4*У)сЬгф; £>:x = l, y = x3, y = - J x .
D

<з D sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizma) va karrali 
integralni takroriy integralga keltirib, uning qiymatini hisoblaymiz:



I  = jjy  cos xydxdy, D :y  = л, у = Ъл, jc = - ,  jc = 1.
о 2

< M asala shartiga ko‘ra £> = j  (*,;>): ^ < х < 1 , n < y < 3 n

soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. Unda

1_ 3/r 3/r 1

I  = jjy cos xydxdy = jdx j  у cos xydy = jdy fycos\ydx= j l y — sin.19'
£> i  * я l Л  ^

2

dy =

= J  siny-sin— dy = \ -cos^ + 2cos—
A  2 )  \ 2 )„

\ 3 *

= 0.t>

6 .21-masala. Hisoblang.

dxdydz
' - f f i

O Tfi+ £ + Z + i T ’ (r ) :
8 3 5

X у z 
- + —+ -  = 1,
8 3 5
x = 0,y  = 0,z = 0 .

< Masala shartidan ko‘rinadiki (F ) jism uchburchakli piram- 
ida bo‘ladi va uning shakli 18-chizraada tasvirlangan. (V) jismni 
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozish mumkin:

(V ): \{x,y,z): 0 < x < 8 , 0 < y < 3
/

1 -

VINVI
О

f i _ f . *1
V 8 j 1 8 3 )

Berilgan uch karrali integralni takroriy integralga keltirish yo'li 
bilan hisoblaymiz:



Izoh. Agar 6.21-misolda o‘zgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni 
x = 8м, у = 3v, z = 5vv almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an- 
cha yengillashadi.

D(x,y,v)
Bunda yakobian o(x,y,w) =  120 bo‘lib,

8 0 0 

0 3 0 

0 0 5

(V) j  ism ushbu (д) = {(м, v, w): 0 <г<<1, 0<v<l-w, 0 < w < 1 - m - v }  
jismga akslanadi va o'zgaruvchilarni almashtirish formulasiga ko‘ra 
quyidagilarga ega bo'lamiz.

I 1-» 1-H-V
/ =  120 jtfw J  dv  J

dw

0 0 0 ( l  +  M +  V +  w )

Bu integrami hisoblab, j  = \ ekanligini tekshirish qiyin emas. 

7.21-masala. Quyidagi

y = yje~x , y = л/б-л/б-х2; 
chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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у - - J 6 \1б- х2 s*s êman* echamiz va bu chiziqlarni kes- 

ishish nuqtalarini topamiz.

\ / б - Х 2 =  л/б -  у) 6 - Х 2 = >  д* =  — ^ г ;  Д- =
л/2 V 2

Berilgan chiziqlar bilan chegaralangan d  sohaning shaklini 
chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-formula yor- 
damida bisoblaymiz.

Xl2  \/б-дг2 slb-.r2 X f}  ________

S = j jd x d y =  J  d x  j  d y  = 2- j d x  J  d y  = 2 j  Ш б - x 2 - л / б ] Л г =
Т\ 1  /Г Г .  " '  л  /- I------- Т  '  '

___! _  у / б - ' / б - Х 2
Л s/в-\j6-х2

— ——  »— 2 
("л/а2 - x 2dx = ̂ -\la2 - х 2 + -^ -arcsin —+ с , formuladan foydalanamizJ / / п

ку]б-х2 +6arcsin -у=-у[бх
л/б

= 2  ̂ - .Д  + 6 arcsin— -3\/3
V 2 2

2 7 Г -
Зл/З

Л

= 4л--3\/з kv.birl. >

8.21-masala. Quyidagi

j 2 - 2 j /  +  ; r  = 0 ,  .у2 - 4 у  +  д г = 0 ,  7  =  * ,  д: =  0.  

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.



< у2-4 у  + х2 = 0 => х2 + ( у - 2)2 =4.
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziqlar bilan chegara­

langan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:

>/2У~У2 - Х-У> 0 < x < ^ 4 y - y 2; 2 < y < 4 ^ .

Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

2 у  4 <1*У-У2 2 ____________ 4 ___________

S = ^dxdy = \dy J dx+\dy J  dx= ^ y - f t y - y 1 }dy+ j^ 4 y -y 2dy =

)(у-ф-(у~1 )2 )dy + jV4 ~ (•’ ’ - 2)2 - 7 arcsin'v_1

+ f —- ^ 4 -(y -2 )2 + 2arcsin ——-  Jjt= Г2 — — arcsin 1 J —- + 2arcsin 1 = — + — arcsin 1 =

3(2 + я~)
' + 2 h

kv. birlik. >

9.21-masala. Zichligi P ~  bo‘lgan

D = \(x,y) : l< ^ -  + ̂ -< 5 ; x >0; y > 2 x l;



< Plastinkaning massasini (17)-formula, ya’ni м  = \\p(x,y)dxdy
t>

formuladan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil- 
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz:

x = 2rcos<p
y = 4rsm<p D{r,<p)

2 cos<p -2rs\nq> 
4sin^> 4rcos^>

=&■;

^ = 2дг1 f4rsin^> = 4rcos#> 

x = 0  J [2 /-cosp

Л
4> = —

4 => Bajarilgan almashtirishdan
* = nA

so‘ng berilgan D plastinkaga ushbu Д=j( r ,p ) : j< p £ ^ ;  

plastinka akslanadi ■=> M  = §p(x,y)dxdy =

-  \\&rp{2rcos(p, 4 rsin<p)drd<p = 8  \d<p \r- 2 r c o s ^ = 4  t
* '  J 4 r s in «  .Asin® 24rsm<p ,T/ S<n ^Л  1 T '  л ш у /  .

4  / 4

d(p =

= 4 8  In |sin q 0 -  = 4 8 1 In sin — -  In sin— )  = 48 f  -  In -^ r  = 48 • In V2 = 24  In 2. >
V ^ 4У V

10.21-masala. r = a{\ + c o s ^ )  kardioda bilan chegaralangan plas­
tinkaning Ox va Oy o‘qlariga nisbatan /т va Iy inersiya moment­
lari topilsin. (p  = l)

< Berilgan plastinkaning Ox va Oy o‘qlariga nisbatan inersiya 
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

h  = ffp-y~dxdy= JJy'dxdy va Iy = [[px2dxdy= \\x2dxdy teng-
D D D D

liklar yordamida topiladi.
Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko‘rinishga 

keladi:

Ix = j j r 3 sin2 cpdrdcp va A- = j j ^ 3 cos2 cpdrdcp,
Л 4

bu yerda Д = -^<<р<л; 0</-<a(l + cos^)| (21-chizma).



•т </(l+cos?) *  (П (О

Ix = J J r 3 sin2 cpdrdcp =  J  sin2 (pdcp J  S’d r =  32  a 4 Jsin 2 — • co s 10 — dcp =

Ф * . , 2t/r
sin — = г => tp = 2  arcsin z => dtp = ,------ -

2  V l - z 2

i .  \\

Vv
/'/' I _i ^

z2 - t= > d z  = —t 2dt 
2

= 64a * } ~2 - ( l - z 1f 2dz =

w

I * 1  9  * — 1 ^

=  3 2 a 4 J Г- • (1 -  t) i dt = 3 2 o 4 • \t2~ • ( l  - 1 ) T d t
J o  0

« 3 2 ,‘ .B\ 32„‘ . l l M - l L  l l £ » l
.2 2 ;  r ( 7 )  32

«(l+cosy>)

/ v = JjV3 cos2 cpdrdcp = JjVVraf^ - / y = jdcp J rld r - I  =

=  8 a 2 j c o s 8 £  - d c p - I r =  8 a 4 - Ц
r | i W ! i  w

Г ( 5 ) 32

21 49
Demak, ^  ^  ̂  •>

11.21-masala. Quyida ko‘rsatiIgan sirtning yuzasi topilsin.
( S ) : y2 + z2 = x 2 sirtning x1 -  ay sirt bilan ajratilgan qismi.
< Yuzasini topishimiz kerak bo‘lgan sirtning Oxy tekisligidagi 

proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
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22-chizma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

D = {(*,>-): 0 <Zy<a, y < x < Ja y }  desak, unda S=4- jj^l+(z'xf  +(z'yfckdy
D

bo‘ladi, chunki, y2 + z2 = x2 konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan 
simmetrik joylashgan 2 >0 va z <0  tengsizliklar bilan tasvirlanadi- 
gan qismlari bor, ham D soha (5 ) sirtning Oxy tekislikdagi proyek- 
siyasining yarim bo'lagi.

■ zy = — f T = ^  => >/1 + (--0 2 + ( < ) 2 = 7 = = 7  => yjx - y  -У

S = 4>/2 “jdy  j  j  Xf X г = 4л/2 |л/х2 -  у 2 dy = 4л/2 ay c r y - y 2dy =
о у yJX~ — у~ O.V у О

^•Ит-ИТ*-4̂
а
2 /-------~ а~ - 2-\ ja y -y  + — arcsin-------а

2 J

па'

" IT

па'
Shunday qilib, birl. >

12.21-masala. Quyidagi

x2+ y 2 =4y, x2 + y 2 =Ty, г = ф ? + у 2, z = 05
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

<1 Jismning hajmini ikki karrali integral yordamida (14)-for- 
muladan foydalanib, hisoblaymiz:



23-chizma.

bu yerda D soha x2+ y 2 =4y  va 
x2 + y2 = ly  aylanalar bilan chegaralan­
gan (23-chizma).

Hisoblashni yengillashtirish uchun 
x qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz: 

x = rcos(p, y = rs\n<p.
Unda D soha ushbu 

A = {(r,p ): 0 <(р<к, 4sin^ < r <7sin^| 
sohaga akslanadi va hajm osongina

hisoblanadi.
a 7snip *f 7sinf» */i 3 7sinp ’/

’ = j j r 2drd<p = jd(p j  rd r  = 2- jdcp J r2dr = 2 y — d<p = \%6 j sin3 <pdg> =
0 4siny> П Jcm/я П Э n0 4sin̂

= 186 J(cos2 < p -l)d (co s^ ) = 186-
cos <p

4siii0>

•cos q> = 186 —= 124. 
3

Demak, F = 124 kub. birlik. >

13.21-masala. Quyidagi z = 2 - l$ (x 2 + y 2) va z = 2 -3 6 y  sirt- 
lar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

< Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob- 
laymiz. Awal jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

L- = 2 -1 8 (^ + r) ;
[z = 2-36y

D = {(x,y)\x2 + ( y - 1)2 =1}- 

Demak,

V= |£2-18(л2 + / ) - (  2 -3 6 y ) ]* 4 ’= -18 +У -  2>j dxdy = -18 JjjV +(y-{)'-\^dxdy=

> 2 -1 8 (*2 \-у2) = 2-36у=>хг +y* -2y=0=>x2 + ( y - l f  =1 =

j: = /• cos^ =>|v| = Д = {(г,<р)'.0<<р<2м, 0 </-<lJ  

^ y - l  = rsin<»
= - 18  Jd(2> jr(r2 -l)< /r =

18
= —18 J  —— — d<p- — -2я-9л  kub. birlik. >

о V  4  Л



14.21-masala. Quyidagi
2 2 . 2 *-4 2 "> -> •> 2 ^ 2x +y  +z = 2az, x + y = z-, x '+ y  = - z

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali integral 
yordamida hisoblang.

< Izlangan hajmni topish uchun awal (13)-formulalardan foy- 
dalanib,

x = pcos^-sin^,
- у = psirup -sin^, 

z = pcost//.

akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz. 
Bunda yakobian

D {x,y,z) .
—f -------- r = p  -smi/f.
D(p,<p,y/)

bo'lib, (F ) jism (A) jismga akslanadi. Izlangan hajmni hisoblash uchun

V = jjjdxdydz = |JJp2 • sin y/dpd<pdy/.
(V) (A)

formuladan foydalanamiz.
Berilgan sirtlarning tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

{jc2+ j 2+ z 2 = 2azj -> [p  = 2acosy/],

{x2 + /  = z2} - » \tg2y/ = l} £

Demak, (V) jism quyidagicha bo'ladi.

(A) = |(p,<p,ty)- 0<ср<2тг, 0< p<2acos^|

Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:

:.T *A 2ncosy/ 167ГС13 ^  5
V= \d<p\siny/dy J  pldp = ——  J cos3 ц/ • siny/dy = —na3 (kub.birl) > .

n r  I)  ̂ r I*1



jxyds, :̂3|л'| + 4|̂ | = 12, j > 0 .
Y

< у yoy Oxy tekislikda ABS siniq chiziqni beradi. (24-chizma).

A C  :3x+ 4y = 12,0 <x <4; A C :y = - - x +  3 ,0 <x< 4 .

^  3
B C :-3x  + 4y = 12,-4 < x< 0 ;  ВС :y = - x  + 3 ,-4 < x < 0 .

Birinchi tur egri chiziqli integralning qiymatini (24)-formula- 
dan foydalanib, hisoblaymiz:

cbc =
AB AC

4

fxyds = \xyds+ Jxyds = J * ( “ * + 3) - J 1 + ( - j )  dx+ K ^ 3}  J 1 + ( f

= Я - 7 Х + 3 T & + J X I *  + 3
и л .
4 4

5_ Гx3 | Зх~ 
v 2 4 J0 + 4 \  4 + 2 ^

= ̂ -(24-16)4-^(16-24) = 0 >

16.21-masala. Ushbu

J x 1 + У1
dx +

+ У
dy.

ifodaning biror F(x,.y) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki 
bo‘Imasligini aniqlang. Agar u to‘liq differensiali bo‘lsa, F{x ,y )  
funksiyani toping.

< р {Х’У )=-т = = + у  va б М = - т г  2
y]x-+y- yjx +y

r +  X,



deb belgilasak, Pdx + Qdy ifodaning to‘liq differensiali bo‘lishi uchun 
(38)-tenglik, ya’ni

W _ d Q
dy dx ’

munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:

dP
dy

xy dQ
: + y = ------  —  , + ! =  —  =>r ; ------7 + У ~ , ,---------- чз + 1 ~ Berilgan ifoda

) ,  ( , / 7 + y )  *
biror i r (jc,^) funksiyaning to ‘liq differensiali. F { x , y ) funksiyani 
topish uchun (39)-form uladan  foydalanamiz. Soddalik uchun 
xn = 0 , vn = 1 deb olamiz.

( \X  у  X ^  V J______
F i x-y)= \p{x,y)dx+ Je (° ,y )4 ’= j  y r  , + y £fe+ \dy + c = Jx1 +y2 +X)> + C.

0 i о \у]х ~+У~  J  l

Demak, F (x ,y ) = *Jx2 + y 2 + xy + c.>

17.21-masala. Quyidagi I-tur sirt integrali hisoblansin.

||xyz|t/s, (S )-z  = x2 + y2, (S ) : z = x2+ y 2 sirtning z = l tekis- 
(«)

lik bilan ajratilgan qismi.

< z = x2 + y2 paraboloid aylanma sirtdir, unda z > 0. 
Demak, integral ostidagi funksiya

f (x ,y ,z )  = \xyz\ = z-\xy\ 
k o‘rinishda yozilishi m um kin. T o ‘ rtta  oktantda olingan  
Mh(x,v ,z), M2(-x ,y ,z ), M3 (-x ,-y ,z ) , MA(x,-y ,z) nuqtalarda bu 
funksiyaning qiymati o ‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni I-oktantda (unda / ( * ,y,z) = xyz) 
olib boramiz va natijani 4 ga ko'paytiramiz.

1 = 4  • /, = 4  • JjVzcfe = 4  • JJx)z J 1 + (zx | + (z' j" dxdy,
(.S’, )  о  V

bu yerda (£ ,)  sirt (S) sirtning I-oktantdagi qismi, D esa (5 ,)  ning 
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizm a).



■' = 2x, z'f  =2 у => 1 = 4jj.w(x2 + У1) ,/l + 4.\-: + 4yldxdy =
D

i ____  ’A 1 ,-------  i  i
= 4 j/*5 ■ vl + 4r2 dr Jsin̂ -cos(Z><fy> = 2- j/-5 • vl + 4r2 - sin2 <p2 dr = 2 ji

x = rcoŝ ? 

у = rsinp

\ll + 4r2 = t, desak, r = 0=>t = l, r2 = — (t2 - l)

/• = 1 => / = yf5, rdr = —tdt 
4\v

32

=> OSrSl V
> 0<,<p< —2 J)

■- ■ \/l + 4r2 dr = 

-1 ) ]  .t± ,d t  =
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