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«Matematik analiz» fanining o'quv dasturiga kirgan to'plam,
to'plamlar ustida amallar, hagiqgiy sonlar, yig'indi, matematik in-
duksiya usuli, funksiya tushunchasi, funksiyaning sinflari, sonlar ket-
ma ketligi va uning limiti, funksiyaning limiti, funksiya grafigining
asimptotalari, funksiyaning uzluksizligi va tekis uzluksizligi, funksi-
yaning hosilasi va differensiali, funksiyaning yuqori tartibli hosila-
si va differensiallari, differensial hisobning asosiy teoremalari, Lo-
pital qoidalari, Teylor formulas!, funksiyani hosila yordamida tek-
shirish bo'limlarini o'zlashtirishda talabalar ancha giyinchiliklarga
duch keladi, bu ularning yuqgoridagi bo'limlar bo'yicha misol va
masalalarni yechishida yaqqol ko'rinadi.

Mualliflar mazkur go'llanmani yozishda o'z oldilariga talaba-
larda ko'rsatilgan bo'limlarga oid misol va masalalarni samarali
yo'l bilan yechish ko'nikmalari hosil gilishni magsad qilib go'yishdi
va qo'llanma talabalar uchun doimiy raaslahatchi bo'lib golishiga
ishonadilar.

O'quv go'llanma uchta bobdan iborat bo'lib, uning birinchi
bobida dastlabki asosiy tushunchalar, ikkinchi bobida funksiya va
uning limiti hamda funksiyaning uzluksizligi garalgan. Qo'llanmaning
uchinchi bobida hosiladan foydalanib funksiyaning grafigini chizish
garalgan. O'z navbatida har bir bob tegishli paragraflarga bo'lingan
bo'lib, har bir paragraf mavzuga taallugli asosiy ta’riflar, tasdiglar,
teoremalarni 0'z ichiga oladi, shuningdek, ularning har biri an’anaviy
misollarni batafsil talilil yordamida yechish orgali namoyish qilin-
gan. Qo'llanmada jami 304 ta misol va masalalar yechilgan, 1703 ta
mustaqil yechish uchun misol va masalalar tavsiya gilingan hamda
ularning javoblari berilgan. Hozirgi vagtda amaliyotda bir necha yax-
shi rivojlangan matematik dasturlar (Mathcad, Maple, Mathematica,
Mathlab va h.k.) matematik masalalarni kompyuter imkoniyatlaridan
foydalanib yechishda samarali natijalar bermogda. Shu an’anadan
chetda golmaslik uchun, qo'llannrada ba’zi bo'limlar bo'yicha mi-



sol va masalalar ycchishda «Maple* tizimining qo'llanilishi va
uning qulayliklari namoyish etilgan.

Ushbu go'llanmani yozishga mualliflarni undagan sabab ularning
ko‘p yillar mobaynida Samargand Davlat universitetida matematik
analiz kursidan olib borgan ma’ruza va amaliy mashg'ulotlarida ort-
tirgan tajribalari natijasidir. 0 ‘ylaymizki, go'Uanma oz o'quvchilarini
topadi va boshga mavjud o‘quv adabiyotlari gatorida matematik
analiz kursining aytib o'tilgan bo'limlari bo*yicha ularga bilimlarini
oshirishga ko'mak beradi.

0 ‘quv go'llanma hagidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud kam-
chiliklar bo‘yicha takliflarni mualliflar mamnuniyat bilan gabul gi-
ladilar.

Mualliflar



| BOB. DASTLABKI ASOSIY TUSIIUNCHALAR

I-§. TOTLAM TUSHUNCHASI.
TOTLAMLAR USTIDA AMALLAR

1.1. To‘plam tushunchasi. To'plam tushunchasi matematikaning
ta’rifsiz gabul qilingan asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, ba’zi
belgiJariga asoslanib birgalikda garaladigan obyektlar yoki narsalar
(prcdmetlar) majmuaSidir. To'plamni tashkil giluvchi bar bir obyckt
yoki narsa uning elementi deyiladi. To'plam tushunchasi misollar
yordamida tushuntiriladi. Masalan, Toshkent shahridagi oliy o'quv
yurtlarida o'giydigan talabalar, barcha butun sonlar, kutubxonada-
gi kitoblar va hokazolar to'plamni tashkil ctadi.

To'plamlar lotin yoki yunon alfavitining bosh harflari bilan, uning
clementlari csa kichik harflar bilan bclgilanadi. Masalan, A, B, C,
D, .., X, Y, Z lar bilan to'plamlarni, a, b, ¢, d, ..., X, y, z lar bi-
lan csa to'plamning clemcntlari bclgilanadi.

Agar A to'plamning elementi a bo'lsa, bu aG.A kabi yoziladi
va «[] element A to'plamga tegishli* deb o'giladi. Aks holda, ya’ni
a clement A to'plamga tegislili bo'Imasa, unda a®A (yoki alllA) ka-
bi yoziladi va «a element A to'plamga tegislili emas» deb o'giladi.
Masalan, A={2, 4, 6, 8 bo'lsa, u holda 4EA, B"A.

Chckli sondagi clementlardan tashkil topgan to'plam chekti, chek-
siz sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam esa cheksiz to'plam
deb ataladi. Masalan, Samargand Davlat universiteti qoshidagi Jomiy
nomli ilmiy kutubxonadagi mavjud kitoblar to'plami chekli to'plamni,
natural sonlar to'plami esa cheksiz to'plamni taslikil etadi.

Bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bosh to'plam deyi-
ladi va O kabi belgilanadi. Bo'sh to'plamlarga quyidagilar misol bo'la
oladi: a) x*+4 =0 tenglamaning haqiqiy ildizlari to'plami; b) o'zaro
parallel ikkita turli to'g'ri chizigning umumiy nuqtalari to'plami;
d) |x-41<—=2 tengsizlikning yechimlari to'plami va h.k.

Ko'pincha to'plamlar, ularning elcmentlari chekli yoki .cheksiz
bo'lishidan qat’iy nazar, simvolik ravishda doirachalar bilan tasvir-



lanadi. Bu tasvirlash to'plamlar ustida ba-
jariladigan amallarni tasawur gilishda va
ular orasidagi munosabatlarni 0‘rganishda
ancha qulayliklar tug‘diradi.

1.1- ta’rif. Agar A to'plamning bar bir
dementi B to'plamning ham demen-
ti bo’lsa, A to'plam B to'plamning ?/jr-
mi yoki gismiy to'plami (to'plam osti) deb
ataladi vaA CB kabi belgUanadi (1.1-chiz-
ma). Bu quyidagicha o'giladi: «B to'plam
A to'plamni o'z ichiga oladi*.

1.1- eslatma. Bo'sh
day A to'plamning gism to'plami hisoblanadi: 0C A. Har ganday
A to'plam 0'z-0'zining gism to'plami hisoblanadi: ACA.

1.1-chiima.

1.2- eslatma. n ta elementdan iborat bo'lgan to'plamning gism
to'plamlar soni 2" ga teng.
1.3- eslatma. Agar >4 B, C,... to'plamlarning har biri / to'plamning

gism to'plamlari bo'lsa, / to'plamga universal to'plam dcyladi.

1.2-ta’rif. Agar A to'plam B to'plamning gismi, B to'plam A
to'plamning qismi bo'lsa, ya’ni ACB® BCA bo'lsa, u holda A va
B to'plamlar bir-biriga teng deyiladl \a. A =B kabi yoziladi.

1.1- misol. Ushbu A= [x:x EN, -5 <x” 7} to'plamning clement-
larini aniglang.

Yechilishi. Berilgan A to'plamrung elementlari natural sonlardan ibo-
rat bo'lib, -5 <xs7 tengsidikni ganoatlantirishi kerak. Bu tengsizlikni
ganoatlantiruvchi natural sonJar 1, 2, 3, 4, 5, 6 va 7 dan iborat.

Demak, i={l, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

1.2- misol. Sonlar o'qida \M\\OM\ =b) shartni ganoatlantiruvchi
M nugtalar to'plamini aniglang va elemcntlarini yozing.

Yechilishi. Izlanuvchi to'plamning elementlari son o'gida joy-
lashgan nuqgtalardan iborat bo'lib, ular sanoq boshi O dan uch bir-
lik uzoglikda masofada joylashgan bo'ladi.

Demak, uiar -3 va 3 dan iborat, ya’ni A={-2, 3}

1.3- mfsol. Ushbu A={-6, -4, -2, 0, 1, 3, 5, 7} va 5={1, 3,
51 to'plamlar berilgan, BcA ekatiligini ko'rsating.

Yechilishi. B to'plamning barcha elementlari A to'plamning ele-
menllari bo'lganligi uchun, I.I-ta’rifga asosan BcA bo'ladi.

1.4- misol. a, b, c elementlardan tashkil topgan A to'plam beril-
gan bo'lsin. A to'plamning gism to'plamlarinl aniglang.

Yechilishi. {a}, {b}, {c}, {a, b), {a, c), {b, c}, {a. b, c}, 0 to'plamlar
1.1-la'rifga asosan berilgan A to'plamning gism to'plamlari bo'ladi.



1.5- misol. Agar A ={x\xGR,
xN-5x +6=0} va 5= {2, 3} to'plam-
lar berilgan bo'lsa, A=B ekanligini
ko'rsating.

Yechilishi. Ma’lumki, x3- 5x+6=0
tenglama x, =2, Xj= 3 ildizlarga cga,
shutting uchun>4={2, 3} bo'ladi.

Demak, 1.2-ta’rifga asosan, A=B
bo'ladi.

1.6- misol. Ushbu (a, b, ¢}= {{a, b),
¢} munosabat o'rinii bo'ladimi?

Yechilishi. Bu munosabat o'rinii bo’lmaydi, chunki tenglikning
chap tomonidagi to'plam uchta a, b, c elementlarga ega, o'ng to-
mondagi to'plam esa ikkita: to'plam {a, b) va ¢ elementdan ibo-
rat. O'ng tomondagi to'plamning {a, b) elementi chap tomondagi
to'plamga tegishli emas.

1.2. To'plamlar ustida amallar

1.3- ta’rif. B ixtiyoriy to'plam bo'lib, A to'plam uning biror gis-
mi bo'lsin. B to'plamning A ga kirmagan barcha elemcntlaridan
tashkil topgan to'plam A ning B ga qadar to ‘ldiruvchisi deyiladi va
u Ca¥) kabi belgilanadi (1.2-chizma).

1.4- ta’rif. A va B ixtiyoriy to'plamlar bo'lsin. Agar C to'plam A
va B to'plamlarning barcha elcmentlaridan iborat bo'lib, boshga ele-
mcntlari bo'lmasa, u holda Cto'plam A\a Bto'plamlarning yig'indisi
(birlashmasi) deyiladi va /4U5 = C kabi belgilanadi (1.3-chizma).

J.J-chizma.

1,4-eslatma. Shunl gayd qillb o'tish kerakki, agar biror element
ham A to'plamga, ham B to'plamga qarashli bo'lsa, bu clement C
to'plamda bir marta hisoblanadi.

Yuqgoridagi 1.4-ta’rifdan to'plamlarning quyidagi xossalari kc-
lib chigadi:

* AMA =A. 2~ AUB=B\JA. 3* A\JO =A.

4* Agar Ac B bo'lsa, AU B=B bo'ladi.



1.5-ta’rif. va 5 to'plamlarning umumiy cicmcntlaridan
tashkil topgan C to'plam > va 5 to'planilarning umumiy qismi
yoki kopaytmasi (kcsishmasi) dcyiladi va C=AC\B kabi belgUan-
di (1.4-cliizma).

To'plamJarning quyidagi xossalari 1.5-ta’rifdan bcvosita kclib
chigadi:

b.AM\A =A. AMB=BI'[A. T. Ar\(z=0.

8* Agar y1C5 bo'lsa, u holda AI'\B =A bo'ladi.

1.6- eslatnia. Biz lo'plamlarning yig’indisi hamda ko'paytmasi
eta’riflarini ikkita to’plam uchun kcltirdik. Agar A", AM..... A,
to'plamlar berilgan bo'lsa, ularning yig'indisi AM\JAMJ...UA" hamda
ko'paytmasi A*M\AMM...MNA” ham yuqoridagi 1.4- va 1.5-ta’riflarga
0'.xshash beriladi.

1.6- ta’rif. A to'plamning B to'plamga icgishli bo'lmagan barcha
cicmcentlaridan tuzilgan C to'plam A \a B to'plamlarning aylrma5|
deyiladi va C=A\B kabi belgilanadi (1.5-chizma).

i To‘plamlarning quyidagi xossalari 1.6-ta’rifdan bcvosita kclib
chigadi:
9* A\Z="A. 10*. 0\A - 0.
11* A\A =2i.
1.7- ta’'rif. A to'plamning B
to'plamga tcgishli bo'Imagan cic-
mcntlaridan va B to'plamning A
to'plamga tcgishli bo'lmagan cic-
mcntlaridan tuzilgan Cto'plam A va
B to'plamlarning simmetrik ayirmasi
deb ataladi va C=/11[kabl bclgi-
lanadi, ya’ni K (5\v)
(1.6-chizma).
1.8- ta’rif. Birinchi element X

1.S-chizma. to'plamga va ikkinchi element Y



to'plamga kirgan barcha {x, y) juftlardan C=AsB
iborat bo'lgati nuqtalar to'plami X va Y

to'plamlarning dekart {io'g'n) kopaytmasi

deyiladi va u [X, Y] yoki AxY kabi belgila-

nadi, ya’ni C=Xx Y={(x, y):xGX, y&Y).

1.7- eslatma. A to'plamning o'z-o'ziga De-
kart ko'paytmasi quyidagicha belgilanadi.

AXA =A"={{x, y):XxGA, yGA). .

1.7- misol. Ugﬁbuyzﬁf: {x:x}éﬂ, 2("-2x"— J.6-chizma.
—x+2=0} va 5={-1, 2} to'plamlar be-
rilgan bo'lsa, Cg(A) ni toping.

Yechilishi. Ravshanki, x"-2x" —x + 2= 0 tcnglama —1, 1va 2 il-
dizlarga cga. Dcmak, = {-1, 1, 2}, A={-1, 2}. Unda 1.3-ta’rifga
asosan C,(¥) = {1}.

1.8- niisol. Ushbu A={-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2} va 5={1, 2,
3, 4, 5} to'plamlar berilgan bo'lsa, C-AUB ni toping.

Yechilishi. 1.4-ta’rifga asosan C=A\J B= {4, -3, —2, —1, 0,
1, 2, 3, 4, 5} bo'ladi.

1.9- misol. Ushbu A ={x\xGR, x>2) va B={x\xGR, x<3}
to'plamlar berilgan bo'lsa, C=A"B ni toping.

Yechilishi. Ravshanki, A to'plamga x> 2 tengsizlikni ganoatlantiradi-
gan, B to'plamga csa x<3 tengsizlikni ganoatlantiradigan hagigiy son-
lar kiradi. Shuning uchun, 1.3-cslatmaga ko'ra C=A\J B=R bo'ladi.

1.10- misol. Ushbu A ={1, 2, 3} va B={x:xGR, x*+2= 0}
to'plamlar bcrilgan bo'lsa, C=A\JB ni toping.

Yechilishi. Ravshanki, x*+ 2=0 tenglama haqiqiy iidizga ega
bo'Imagani uchun 5=0 bo'ladi. To'plamlar yig'indisining 3*-xos-
sasiga asosan C=A\JB =A\J0 =/1={1, 2, 3}

1.11- misol. Ushbu /4={1, 2, 3, 4, 5 6, 7} va 5={xX:xE7V",
-2<xs5} to'plamlar berilgan bo'lsa, C=A\:)B to'plamning cle-
mentlarini ko'rsaling.

Yechilishi. Berilgan 5 to'plamning elementlari -2 <xs5 tcng-
sizlikni ganoatlantiruvchi 1, 2, 3, 4, 5 natural sonlardan iborat,
ya’ni 5= {l, 2, 3, 4, 5}. Dcmak, BC.A bo'lganligi uchun to'plamlar
yig'indisining 4*-xossasiga asosan y4U5=y4={l, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

. 1.12-misol. Ushbu ~ = {2, +4, %6, +8, %10, +12, ..} va
5= {5, +10, £15, +20, £25, +30, ..} to'plamlar bcrilgan bo'lsa,
C=y4n 5 ni toping.

Yechilishi. Ava B to'plamlarning bcrilishini e’tiborga olgan hol-
da 1.5-ta’rifga ko'ra, izlanayotgan to'plam; C=/1MN5={+10, +20,
+30, ,.}.



1.13- misol. Ushbu >4={2, 4, 6, 8, ..} va S={1, 3, 5, 7, ..}
to'plamlar berilgan bo'lsa, C—APiB ni toping.

Yechilishi. A va B to'plamlarning bcrilishini c’tiborga olgan hol-
da 1.5-ta’rifga asosan, izlanayotgan to‘plam: C=AMNB=0.

1.14- misol. Ushbu *={+3, +6, +9, 12, 15, *15, *18, ..}
va B= {2, +4, +6, +8, 10, 12, ..} to'plamlar berilgan bo'lsa,
C=A\B ni toping.

Yechilishi. A va B to'plamlarning berilishini c’tiborga olgan hol-
da 1.6-ta’rifga asosan, C=A\B=[+Z, £9, %15, £21, ..} bo'ladi.
1.15- misol. Ushbu >4\(BU C)=A£\C ayniyatni isbotlang.
Jshoti. Agarxe ] (51 C) bo'lsa, xG Avax”*{B\J C), B, x"C
ckanligi kclib chigadi. xEA x”*B bo'lganligi uchun xS/4\B, x"C,

bundan xEA\ff\C bo'ladi. Dcmak, y4\(5U QCy4\J\C.

Endi x6 4 ~C bo'lsin deb faraz gilamiz, bundan xG/4\5 va
x"C. xEA\B bo'lganligidan xEA x” B ckanligi kclib chigadi. U
holda x§?(5UC), (chunki x"B, x~Q . XxEA bo'lganligi uchun
XGA(MUC) bo'ladi. Dcmak, AACC/1\(5U Q.

Shunday qilib, C) =/4\fI\C ayniyat isbhotlandi.

1.16- misol. A, B va C to'plamlar berilgan. To'plamlarning
yig'indisi, ayirmasi va ko'paytmasining ta’riflaridan foydalanib quyi-
dagi to'plamlarni yozing: clementlari; 1) uchala to'plamga ham tc-
gishll; 2) hceh bir to'plamga tegishli emas; 3) hceh bo'Imaganda bit-
ta to'plamga tegishli; 4) A to'plamga tegishli, B va C tegishli emas;
5) A va B to'plamlarga tegishli, C to'plamga tegishli emas; 6) hcch
bo'lmaganda berilgan to'plamlarning ikkitasiga tegishli.

Yechilishi. 1) To'plamlar ko'paytmasining ta’rifiga ko'ra, clc-
mentlari berilgan to'plamlarning uchalasiga ham tcgislili. Bunda izla-
nayotgan to'plam, AF\BMC dan iborat bo'ladi; 2) 1.3-cslatma-
ga asosan, ya’ni universal to'plam hamda to'plamlar yig'indisining
ta’rifiga asosan, clcmcentlar berilgan to'plamlarning hcch biriga tegish-
li emas. Bunda izlanuvchi to'plam (44) U (7\B) U (Y\C) to'plamdan
iborat; 3) element berilgan to'plamlarning hcch bo'lmaganda bit-
tasiga tegishli, to'plamlar yig'indisining ta’rifiga asosan, izlanayot-
gan to'plam, AUB\JC to'plamdan iborat; 4) to'plamlar ayirmasi-
ning ta’rifiga ko'ra,-x£(/1\5\C) bo'lsa, x£~, x"B, x*C bo'ladi.
Shuning uchun izlanayotgan to'plam, {A\B\C) to'plamdan Iborat;
5) to'plamlar ko'paytmasi va ayirmasining ta’rifiga ko'ra, clementlari A va
B to'plamlarga tegishli, Cto'plamga tegishli emas. Bunda izlanayotgan
to'plam (i405)\C to'plamdan iborat. Hagigatan ham, agar XE (4MB)\C
bo'lsa, XxE>l, xEB, x&C bo'ladi; 6) clementlari hcch bo'Imaganda
berilgan to'plamlaming ikkitasiga tegishli, to'plamlar ko'paytmasi va



yig'indisining ta’rifiga asosan, izlanayotgan to'plam ~4M/in.5M Cu™4MN C
to'plamdan iborat. Hagigatan ham, agarxG/in 5U 51 CUAD Cbo'Jsa,
XEAMB, xEBn C xeAn Cbo'ladi, bundan csaxE” x6 5yokixG5,
XG C, yoki x GA, xEC bo'ladi.

1.17- misol. Agar A ={x:x EB, x"-4x:s0} B= {x:xE Z,
x"N-x-670} bo'lsa, u holda AB to'plamni tuzing.

Yechilishi. Ravshanki, x*-4x”"0 tcngsizlikning natural yechim-
lari 1, 2, 3, 4 lardan iborat bo'lib, A={1, 2, 3, 4} to'plamni ho-
sil giladi.

X™-x-6s0 tengsizlikning butun ycchimlari -2, -1, 0, 1, 2, 3
lardan iborat bo'lib, ular 5= {-2, —4, 0, 1, 2, 3} to'plamni tashkil
ctadi. 1.7-ta’rifga ko'ra, AAB={-2, -1, 0, 4}dan iborat bo'ladi.

1.18- misol. Ushbu = {Fakultctdagi bitta guruh talabalari},
5= {Fakultctdagi a’lochi talabalar} to'plamlar berilgan bo'lsa, u
holda AAB to'plamni tuzing.

Yechilishi. Simmctrik ayirmtining ta’rifiga ko'ra, AAB =
= (i4\5)U(5V4)“ {berilgan guruhda a'lochi bo'lImagan talabalar va
fakultctdagi A to'plamga kirmaydigan a’lochi talabalar}.

1.19- misol. Ushbu A={a, b, c}, B={a, B) to'plamlarning dc-
kart ko'paytmasini toping.

Yechilishi. 1.8-ta’rifga ko'ra, A \a B to'plamlarning bcrilishini
c’tiborga olgan holda, ularning dekart ko'paytmasi

AxB ={(a, a), (a, 3), (6, a), {b, B), (c, a), (c, B)}
bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar va masalalar
Quyida berilgan A to'plamning clcmentlarini .aniglang:
11, AM={xGZ:(x-6)(x"-4) =0, xsO).
12, 4=&GR:x - 5+ 6x=0}

13. MN=jxGi?:x+Is2, x>o0].

14, N={xGA":x2-5x-650}. 15 HA=|x GZ:| s 3*<loj.
16. A={xER: cos*2x=1 0<x"2n}.
1.7. Ushbu {{L; 2, {2; 3}}= {1, 2; 3} tenglik o'rinlimi?
1.8. Ushbu " ={&GR:x*-7x*+16x-12=0} va B={2; 3}
to'plamlarning tcngligini ko'rsating.
1



19. {2 3}C{{1; 2; 3), {1; 3}, 1, 2} munosabat o'rinlimi?

1.10. {2 3}C{{1; 2; 3}, {1; 3}, 1, 2} munosabat o‘rinlimi?

1.11. Ushbu 0 = {0} tenglik o‘rinlimi?

1.12. 0 sondan tuzUgan to'plam bo'sh to'plam bo'ladimi?
Quyida bcrilgan to'plamlarning barcha gism to'plamlarini
toping:

113. 0. 114 {0} 115 {1, 2} 1.16.{a b, c d).

1.17. VAl, b, ¢, d clementlar uchun {{a}, {a, 6}}= {{c}, {c, d))
bo'lsa, a=c \a b=d ckanligini isbollang va aksincha.

1.18. Quyidagi berilgan A \a B to'plamlarga ko‘ra AKJ B, A(J1B,
A\B, B\i, Ab"B to'plamlarni toping.
1) 1= {x6/1:x2 +x2-20 =0}, 5={xEN:n-"-7x+ 12= 0}
2) A={x&K\-1<x"b) ={-2\ 3], N={xEN:1<x<4} =[1; 4];
3) A={xE.N::d-Ax<Q), 5= {XGZ:j&"—x - 6 <0}.

1.19. Agar A={xS N\2 <X<b), B={XxEN\ \<x< 4},
C={xG 7V:x’- 4=0} boMsa, 1) 5UC; 2) AC\BC\C\
3) y4UBUC; 4) (i4n5)U(5nQ to'plamlarni toping.
Quyidagi munosabatlarning o'rinli bo'lishini ko'rsating:

1.20. (/IUE)nC=UnQU (5nQ.

1.21. UnB)UC=(y4UC)n(flUQ.

1.22. (>IMf)UBVI) = MUTi)\(/InB).

1.23. >i\(5UQ = (y4\5)n(/I\C).

1.24. A\(BnC) = (A\B)\J{A\C).
IQuyida berilgan to'plamlarni koordinatalar tckisligida tasvir-
ang:

1.25. {(x, >)G"2:x+3;;-6 =0} 1.26. {(x,;")g 77" ;x2+ );"S4}.

1.27. {(x,y)e N2;(r2-1).(;;+2) =0}

1.28. ((x,>)G J?7 :y >yj2x+1, 2x+1s0}.

1.29. |(a,;)g ™" i> 1, XxNNiO,
1.30. {(x,y)en"r:>p>2x+ 1}.

Quyida berilgan Ava B to'plamlarning ~4x5 dckart ko'paytmasinl
toping;

1-31. 1={L 3}, B={2 4} 1.32. A=S" B=RK

1.33. A=[l- 2]. B=[l; 2]. 1.34. 4=[1; 3), 5= [2; 4].



Mustaqil yechish uchun berilgan misol va
masalalarning javoblarl

11 A={2, 6} 12 A={Q, 2, 3} 13. A ={1} 14 A={l, 2,
3,4, 5 6 15 2={-2, -1, 0, 1, 2}. 16. 4={y,a, ~,25}.
17. Yoq. 1.9. Yo'g. 1.10. Ha. 1.11. Yo'q. 1.12. Yo'g. 1.13. 0.

1.14. 0, {0}. 1.15. {1}, {2}, {1, 2), 0. 1.16. {a}, {b}, {c}, {d}, {a
b), {a, ¢), {a, di, {b, c}, {b, d\, {c, d], {a, b, c), {b, ¢, d], {a, b, d),
{f, c, d), {4 b, c, d}, 0. 1.18. 1) AUB={-5, 3, 4}, AlIB={A),
M5={-5}, BAA={b),A*B={-S, 3}, 2)A\IUB=[-2, 4],"N5={1;
b),A\B=[-2, 1), 5V4=(3; 4],.4A.S=[-2; 1)U(3; 4]. 3)"U.S={-2,
-1, 0, 1, 2, 3, 4}, A(IB={\, 2, 3}, AAB={A), B\i={-2, -1, 0},
ArB={-2\ -1, 0, 4} 1.19. 1) BUC={2, 3}, 2) Ar\BI'\C=0, 3)
AUfIUC={2, 3, 4, 5 6}, 4 (>1MN5)n((5N Q = {2; 3} 1.31. Ax
x5={(l; 2), (1; 4), (3; 2), (3; 4} 1.32. AxB=R"xB}" R*={{x,
j;): —e»<x<00, +00<j;<00}, 1.33. AxB={{x, >):xG[l; 2], j;G[1;
21} 1.34. AxB={{{x, y):x6[l; 3], ;"G[2; 4]}

2-§. HAQIQIY SONLAR

2.1 Sonli to‘plamlar. Sanog uchun ishlatiladigan sonlar natural
sonlar deb ataiadi. Natural sonlar to'plami

ar={L, 2, 3...n, .}

kabi belgilanadi.

Ishorasi natural sonlarning ishorasiga garama-qarshi bo'lgan
sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha maiifiy natural son-
lar, nol son! va barcha natural sonlardan iborat to'plam butun son-
lar to'plami deyiladi va u odatda

) ~3, -2, —1,012 3 n .}

kabi belgilanadi.

Ravshanki, natural sonlar to'plami butun sonlar to'plamining
gism to'plamidir; Nc¢ Z

Qisgarmaydigan pPEZ, gSN kasr ko'rinishda tasvirla-

nadigan har bir son rasional son deyiladi. Barcha ratsional son-
lar to'plami



Q=|x:x =", PrZ,

kabi bclgilanadi.

Ravshanki, ZC Q, dcraak, NC Q, chunki NC Z. Jumladan, agar
9=1 bo‘lsa, Z= 0 bo'ladi.

2.2. Hagigly sonlar. Ma’lumki, haqgiqgiy sonlar nazariyasi asosaii,
ikki xil — konstruktiv va aksiomatik usullar bilan quriladi.

Konstruktiv usul. Haqiqiy sonlar nazariyasini bu usul yordami-
da qurishda, odatda, ratsional sonlar nazariyasi ma'lum deb faraz
gilinadi va irratsional sonlarni qurish yo‘llari ko'rsatiladi.

Aksiomatik usul. Hagigiy sonlar nazariyasini bu usulda qurish
jarayoni natural sonlar nazariyasini aksiomatik qurishdan boshla-
nadi. Bu jarayonni sxematik quyidagicha izohlash mumkin; biror
bo'sh bo'Imagan N to'plam olinib, bu to‘plam clementlari orasidagi
munosabatlar, amallar, amallar bo'ysunadigan qonunlar, bu amal-
lar va munosabatlarning bog'lanishi gandaydir aksiomalar sistemasi
orgali beriladi va u natural sonlar to'plami, untng clementlari esa
natural sonlar deb aytiladi.

Hagqiqiy sonlar nazariyasini qurishda bir nechta konstruktiv na-
zariyalar mavjud bo'lib, ularga Kantor, Dcdckind, Veyershtrass, Ko-
shi tomonidan taklif gilingan nazariyalar kiradi.

Biz haqgiqiy sonlar nazariyasini qurishda gisqacha Dcdckind
nazariyasini bayon gilish bilan .chcgaralanamiz. Haqiqiy sonlar-
ni qurishda Dcdckind nazariyasi ratsional sonlar to'plami Q ning
tartiblanganlik xossasiga asoslangan bo‘lib, u quyidagicha quriladi:
Q bo'sh boMmagan va kesishmaydigan ikkita, quyidagi shartlarni
ganoatlantiradigan, A \a B sinflarga ajratiladi:

1) AUB=Q;
2) VIGA, \&" B =a<b,

Q ni bunday tartibda sinflarga ajratishda A \a B to'plamlar Q
da kesim bajaradi deyiladi va u (A, B) kabi bclgilanadi, bunda A —
kesirrming quyi sinfi, B esa uning yuqori sinfi deyiladi.

Misollar: Q — rasional sonlar to‘plami berilgan bo'lib, uni
quyidagicha sinflarga ajratamiz:

1) A-={a\aeQ, a<3}, B={b:bEQ, b"3);

2) A={a:aeQ, a<3), B={b:bSQ, b>3}
3) A={a:aEQ, a'-<3}, B={b:bEQ, b*>3}.



Osonlik bilan ko'rsatish mumkinki, Q ni yuqoridagi 1) —
3) koTinishlarda A \a B sinflarga ajratishda A va B to'plamlar ke-
sim bajaradi.

Hagigatan ham, 1) daAj0, B~0, Q=y4UA/1M J =0 bo'ladi.
ylaE A, y/b E B =a <b ckanligi kelib chigadi.

3E B bo'lib, u B to'plamda eng kichik son bo'ladi, Ickin A da
eng katta son yo'q. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni a son A to'plamda
eng katta son bo'lsin dcsak, a<3 bo'lgani uchun ratsional sonlar-
ning zichlik xossasiga asosan, a va 3 sonlar orasida birorta ratsional
fl, sonni ko'rsatish mumkin, ya’ni a<a”<3. Natijada, a®"EA ekan-
ligi kelib chigadi. Demak, a soni A sinfda eng katta son bo'lsin,
dcgan farazimiz noto'g'ri ekanligi kelib chigadi, Shunday qUib, A
da eng katta son mavjud emasligiga ishonch hosil gildik.

Xuddi shunday, Qto'plamni 2) shaklda sinflarga ajratganda ham,
A va B to'plamlar Q da kesim bajarishini hamda A sinfda eng katta
son mavjud va u 3 ga tengligi, B sinfda esa eng kichik son mav-
jud emasligi ko'rsatiladi.

3) A={a\aEQ, n"<3}, B={b!bEQ, b*>3} deylik.

Qto'plamni 3) shaklda sinflarga ajratishda va 5 to'plamlarning
Q to'plamda kesim bajarishiga ishonch hosil qilish giyin emas. Bu
holda quyi sinf A da eng katta va yuqori sinf B da esa, eng ki-
chik son yo'q ekanligini ko'rsatamiz. Shundan, birinchi tasdigning
to'g'riligini ko'rsatamiz.

Hagigatan ham, Y/aEA bo'lsa, a®<3 bo'ladi. Shunday natural
n son mavjud bo'lib, <3 tengsizlikni ganoatlantiruvchi a bilan

birga, ¥+1 son ham A ga tegislili, ya’ni (a+-) <3 bo'lishligini
ko'rsatamiz. Bu tengsizlikdan:

1 ANT 2 (2.1

~ A tengsizlik o'rinli bo'lgani uchun, agar — +
+“ <3 —0” tengsizlik o'rinli.bo'lsa, (2.1) tengsizlik albatta bajari-
ladi. Keyingi tengsizlikdan n > S bo'ladi.

Shunday qilib, aEA son A to'plamda eng katta son bo'lsin de-

sak, undan katta ~ — son topiladiki, u ham A ga tegishli bo'ladi.



Dcmak, A to'plamda eng katta son yo‘q ekan. Xuddi jmqoridagidek,
B to'plamda ham eng kichik son yo‘gligi ko'rsatiladi.

Bu misoUardan ko‘rinadiki, 1) da ™ sinfda eng katta son mavjud
cmas, B sinfda esa, eng kichik son mavjud. 2) da A sinfda eng kat-
ta son mavjud, B sinfda esa, eng kichik son mavjud cmas. 3) da
esa, A sinfda eng katta son, B sinfda eng kichik son mavjud emas.
Shunday qilib, Q da bajariladigan kcsimlar fagat uch xil bo'lishi
mumkin ekan:

1) quyi A sinfda eng katta son mavjud cmas, yuqori B sinfda
eng kichik son mavjud;

2) quyi A sinfda eng katta son mavjud, yuqgori B sinfda eng
kichik son mavjud cmas;

3) quyi A sinfda eng katta son, yuqori B sinfda eng kichik son
mavjud cmas.

1) va 2) hollarda {A, B) kesim biror chegaraviy ratsional rson
aniglaydi. 3) holda A yn B sinflarni chegaralovchi chegaraviy ratsional
son yo'q, ya'ni kesim hcch ganday ratsional sonni aniglamaydi.

1) va 2) hollarda kesim ratsional kesim, 3) holdagi kesim esa
irratsional kesim deyiladi. Irratsional kesim hosil giluvchi sonlar
to'plamini | orqgali belgilaymiz.

Barcha ratsional va irratsional sonlar to'plami birgalikda hagiqiy
sonlar tg'plami deyiladi va u /1 bilan belgilanadi, ya’ni R= Q\JI.

Osonlik bilan ko’rish mumkinki, R\Q =1, R\1=Q, RC\Q=0Q,
Qni=0, ICR,, Gc”bo’ladi.

2.1-misol. ¢ — butun sonning kvadratiga teng bo'lmagan musbat son
bo'lsin. Ushbuy4={a:aG 6, d"<c}, B={a:aGQ, <r>c} ko’rinishda quril-
gan A\a B to’plamlar Q ratsional sonlar to'plamida kesim bajaradi va bu
kesim biror hagigiy -Jc sormi aniglaydi. Quyi sinf A da eng katta son va
j'ugori sinf B da esa eng kichik son mavjud emasligini isbotlang.

Ishoti. asB bo’lsin, unda a“<c bo™ladi. |a—F >c tengsi-
zlikni ganoatlantiradigan shunday natural n sonning mavjudligi-
ni ko'rsatamiz.

atV 4.2, 1o (2.2)
nj norr

Agar " - ~> ¢ bo'lsa, u vaqtda (2.2) tengsizlik albatta bajarila-
di. Keying! tcngsizlikdan n > ac deb olish yetarli. (n= LI'O-,'\‘_’Q% +1
deb olish mumkin).



N

Demak, B sinfdan har ganday a son N
undan kichik son har doim ~°PilrMShAday qih” cqg
kichik sonning mavjud cmasligi isbotlandi. A smf g
mavjud emasligi ham xuddi shunday isbotlanadi.

2.2-misol. Ushbu 75 +J1 sonning irratsional son ekanllglnl is-
botlang. _

Isboti. Teskarisini faraz qUaylik, ya’ni 75 + 73 son ratsion
son bo'lsin. U holda

75 +73 = >91-73

bu son ham ratsional son bo'ladi, chunk! u ikkita ratsional sonning
nisbatidan iborat. Ikkinchi tomondan, ravshanki,

73 =4[(75 +73)- (75 - 73)]

tenglik 0‘rinli. Bundan, 73 ikkita ratsional sonning ayirmasi si-

fatida ko‘riladi, ya’ni ratsional son bo’ladi, lekin 73 son — irra-
tsional sondir. Bu garama-garshilik farazimizning noto’g’ri ckan-

(37) ligini ko’rsatadi. Demak, 75 + 73 irrasional son ekan.

cvi

AN

2.3. Son o‘gi. Biror /to‘g‘ri chizigda Lxtiyoriy O nuqtani belgi-
lab (O nugta sanoq boshi), so'ngra (0; 1] birlik kesmani tanlaymiz
va yo’nalishni belgilaymiz. Bunday holda koordinata to'g*i chizig'i,
ya’ni son o'qi berilgan deyiladi (2.1-chizma). Har bir natural yoki
kasr songa / to'g'ri chiziqda bitta nugta mos keladi. Masalan, 5 soni
berilgan bo’lsin. O nugtadan (sanoq boshidan) berilgan yo’nalishda
birlik kesmani 5 marta qo'yamiz. Natijada A nugtani hosil gilamiz,

bu nugta 5 soniga mos keladi. 3y sonini olaylik, O nuqgtadan bcril-
gan yo nalishda birlik kesmani 3 marta, so’ngra birlik kesmaning
A gismim go yamiz. Natijada B nuqtani hosil gilamiz. Bu nuqta

i)} songa mos keladi.

Agar / to'g'ri chizigning M nugtasi biror r songa mos kelsa, bu
son M nugtaning koordinatasi deyiladi va u M(r) kabi belgilana-
i. Masalan, A va B nugtalarning koordinatalari mos ravishda 5 va

31 sonlardan iborat bo'ladi, ya’ni >4(5), B~3yj. Sanoq boshi'<O
nugtaning' koordinatasi nol sonidan ihofnt-be4ftdt
»

a IS~i\O kIX v KimiBX



Endi birlik kesmani 0 nugtadan boshlab berilgan yo'nalishga
garama-qgarshi yo'nalishda 5 marta go'yamiz. Sanoq boshi O ga nis-
batan A nugtaga simmctrik A' nugtani hosil gilamiz. A" nugtaning
koordinatasi -5 son bo’ladi, ya’ni ~'(-5). Shunga o‘xshash B nug-

taga simmctrik B' nugtaning koordinatasi -3y soni topiladi, 5 va
-5, 3- va -3y sonlarga mos ravishda garama-qgarshi sonlar deb

ataladi. Koordinata to‘g‘ri chizig‘ida berilgan yo'nalishda joylashgan
nugtalarga mos keluvchi sonlar mushat sonlar deyiladi. Koordina-
ta to'g'ri chizig'ida berilgan yo'nalishga gqarama-garslii yo‘nalishda
joylashgan nugtalarga mos keluvchi sonlar manfiy sonlar deyiladi.

Eslatma. Koordinata boshi 0 nugtaga mos kelgan «s (nol) so-
ni musbat ham, manfiy ham hisoblanmaydi, u koordinata to‘g‘ri
chizig'idagi musbat koordinatali nuqgtalarni manfiy koordinatali
nuqtalardan ajratib turuvchi son bo’lib hisoblanadi.

2.J-chizma.

Koordinata to‘g‘ri chizig'idagi berilgan yo'nalishni (odatda u
0‘ng tomonga yo'nalgan) musbat, berilgan yo'nalishga garama-qarshi
yo'nalishni csa manfiy yo'nalish deyiladi.

2.4. Hagigiy sonning absolut giymati. Hagigiy son a ning
solut giymati deb, agar n>0 bo'lsa, bu sonning o'ziga, agar a<0
bo'lsa, unga garama-qgarshi son -a ga aytiladi. a sonning absolut
giymati |o| kabi belgilanadi. Shunday qilib,

a, a>0,
-a, a<0.

Geomctrik nuqgtayi nazardan, |a| ifoda koordinata to'g'ri chi-

zig'idagi a nugtadan O nugtagacha bo'lgan masofani bildiradi.
Hagigiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga cga:
1-xossa. VxE”uchun

kI"O, [xI=1-xI, x<|x|, -xs|x]|
munosabatlar o'rinlidir.

m2-xossa, a>0, \x\< ao -a<x<a, \x\sa -a”"x<a
munosabatlar o'rinlidir. e



3-xossa. VA; yE.R
[X +>-[:SIx| + [>-],  x-"'[>[[x]-]y[l,

[x-y [=U]->"1.

munosabatlar o'rinlidir.

2.5. Sonli to‘plamlarning chegaralari. a<b shartni ganoatlantira-
digan a va b sonlarni olamiz va ularni koordinata to'g'ri chizig'ida
nuqtalar bilan bclgilaymiz.

Amalda «interval», «kesma», «yarim interval», «nur» atamala-
ridan ko'pincha foydalanmasdan, ular bir nom bilan, «sonli ora-
lig» deb ishlatiladi.

I Tengsizlikl damid
Oraliglar turi Geometrik tasviri Belgilanishi engsiziikdar yordamica

yozilishi
Intei-val A X (n.b) a<x<b \
Kesma ‘; " . tl)_ " [«*1 arxrSh
Yarim interval 2 " '5 " .l a<xSb
Yariminterval 1;1 - % " Weh) aSx<b
Nur g 1 [a, +oe) x"a
Nur I- L (-00, i] x"b
Ochiq nur 2 1" (o, +oc) x>a
Oehig nur r B x<b
Son 0'gi 1 = 1. (-00. 00 —D< <O
Biror X to'plam (A'CT?) berilgan bo'lsin.
2.1- ta’rif. Agar shunday J1/son (ni son) mavjud bo'lib, VXEX

uchun x<M (x>m) tengsizlik bajarilsa, X to'plam yugondan (quyi-
dan) chegaralangan deyiladi. Masalan, X = «=123 ..
to'plam yuqgoridan y (quyidan 0) bilan chegaralangan.

2.2- ta’rif. Agar VAf son (Vm son) olinganda ham shunday
XgEX topilsaki, x*> M (Xg<m) tengsizlik bajarilsa, X to'plam yu-
goridan (quyidan) chegaralamnagan deyiladi.



Masalan, z={..., -1, ... -3, -2, —1, O 1, 2, 3,
to'plam ham yuqoridan ham quyidan chcgaralanmagan,

2.3-ta’rif. Agar X to'plam ham quyidan, ham yuqoridan chcga-
ralangan bo'lsa, X to'plam chegralangan deyiladi.

2.1- leorema. Har ganday yugoridan chegaralangan to'plam uchur
uni yugoridan chegaralovchi sonlar ichida eng kichigi mavjud.

2.4*ta’rif. Yugoridan chegaralangan X to'plam uchun yuqori-
dan chegaralovchi sonlarning ichida eng kichigi X to'plamning
aniq yuqori chegarasi deyiladi va supY kabi belgilanadi.

2.2- teorema. Har ganday quyidan chegaralangan to'plam uchur
uni quyidan chegaralovchi sonlar ichida eng kattasi mavjud.

2.5-ta’rlf. Quyidan chegaralangan Zto'plam uchun quyidan che-
garalovchi sonlarning ichida eng kattasi X to'plamning aniq quyi
chegarasi deyiladi va L X kabi belgilanadi.

To'plamning aniq yugori hamda anig quyi chegaralarini mos
ravishda quyidagicha ham ta’riflash mumkin, ya*ni

1) Vag Z, X £ a.

SUPX =35> o \es 0 3AaS X, A1> - e

: _ ) VaGZ x>bh,
fy=p ’
n °© HVe>0 IPG A<b+e

To'plamning aniq quyi va aniq yuqori chegaralari quyidagi xos-
salarga ega:

Irxossa. Agar XiXCii) to'plam yuqgoridan chegaralangan bo'lib,
ZiCY bha'lsa, supZ, ssupZ bho'ladi.

2- xossa. Agar X{XCR) to'plam quyidan chegaralangan bo'li
Y,CY bo'lsa, InfY, > InfY bo'ladi.

3- xossa. Agar X{Xcli) to'plam chegaralangan bo'lib, X~C
bo'lsa, iofYsiofY, <supY, ssupZbo'ladi.

4- xossa. Agar VaGY uchun x*a (x>b) tengsizlik bajarils
supYso {ir\{X>b) tengsizlik o'rinli bo'ldi.

Mustaqil yecliish uchun misol va masalalar

2.1. Ushbu 'JS+'JI sonning irratsional son ekanligini isbotlang.
22. 1) >/5 2) 2" sonni aniglovchi kesim tuzing.
2.3. Kesim yordamida

D >2+>8=>18 2) >3+VI2=
ekanligini ko'rsating.



2.4.

2.5.
2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

Kesim yordamida

1) «d3=>6, 2)>/3->/5=VI5

ekanligini ko'rsating.

Kesim yordamida -\/3+(—V3) = 0 bo'lishini ko rsating.
Ushbu

Hpn={i:a=2123 ..} 2) Y={n:9=12,3 ..}
) Z={z:4<z<T} 4) iv={w:-2 <w<4}

to'plamlarning aniq yuqori chegarasi hamda aniq quyi chega-
raiarini aniglang.

Ushbu {-) = (7 : meN, nGN, f< | to'plamning aniq
yuqori chegrasi supj—l=1, to'plamning aniq quyi chegarasi
infj—1=0 boiishini ishotlang.

A={v} va Y={y) hagiqiy sonlar to'plamlari berilgan bo'lib,
{x+y} to'plam esa {x+y.xEX, yGY) vyig'indilardan iborat
to'plam bo'lsin. U holda

1) sup{x+>}= sup{x} + sup{>},

2) inf{x+>}=inf{¢+inf{y)

bo'lishini isbotlang.

Z= {¢ va Y= Iy} manfiy bo'Imagan haqigiy sonlar to'plamlari
berilgan bo'lib, {x ey} to'plam esa [x’y'.XEX, ySY)
ko'paytmalardan iborat to'plam bo'lsin. U holda

1) sup{x-j'} = sup{x}-supM,

2) inf{x*3%}=inf {Geinf H&}

bo'lishini isbotlang.

Z={x} haqigiy sonlar to'plami berilgan bo'lib, {-x} to'plam
-X sonlardan (xG.V) iborat to'plam bo'lsin. U holda

D sup{-x} = -inf{x},

2) inf{-x} = - sup {¢}

bo'lishini isbotlang.

2.11. Tengsizlikni yeching:

1) |2x-51s7; 2) 13x-5[>10;



3 x-1 5, 4)[a21 +|x+2|<12;
x-1

5 1A-1|-1 x-21 +1x-3|-|n'-4| + 1x-51<3.

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va
masalalarning javoblari

2.6. 1) sup2T=Il; infA'=0; 2) infy=1; 3) supzZ=7;
infZ=4; 4) supH”"=4; W\Y=-2. 2.11. 1) -1<p:<6;

2) x<-], x>5; 3) (0; YU(L; 4); 4) [-6; 6]; 5) (0; 2)U(2; 4)U
U(4; 6).

3-8. MATEMATIK INDUKSn'A USULI

3.1. YigMndi. flj, soiilar berilgan bo'lsin. Ularning
fl+ + + + yig'indisini Jo* deb bclgilaymiz, ya'ni

Sa*=0,+Q+mz+ ...+ ™M

bunda k yig'indining indeksi dcyiladi. Yig'indining indeksi ganday
harf’bilan bclgilanishiga bog'lig cmas, ya’ni

H =5
Yig'indi chiziglilik xossasiga ega, ya'ni ixtiyoriy a wa  son-
lar uchun

i *  Afy¥) = i fi* 23
l_i(ao + \»*) ai!iﬂ +/]t1iA(°
tenglik 0‘rinli bo'ladi.

S,=2 m
kol
*yig“indini hisoblash masalasini garaymiz, bunda berilgan funk-
siya, odatda "'yig'indini hisoblashda uni k ning funksiyasi deb

garaladi. Masalan,'agar A1) = bo'lsa (bunda {x} berilgan
ketma-ketlik), u holda



s,=tfw =i Kii- «*)=™M2-«)+("2- ")+ -+ (3.1)
+(@,- a,.0)+(©,4-0,) =04 -
3.1-misol. Quyidagi yig'indini hisoblang:

1 "
1) §( 1}17(*_+2) 4 2) Y kOc+1)(k+2)

Yechilishi. 1) = formu-
laga asosan

Moany 2 T T TR T 2y e
ekanligini topamiz.
2 i =if-i
) ey | kdert—oerte)
ekanligini hisobga olib, (3.1) formulaga asosan:
D getliorny |2f\£_(n+117(7'|'-!-‘2)\//
3.2-misol. Ushbu yig'indini hisoblang:

= Y.sinkx.

»

Yechilishi. Ushbu ¥,(x)-2sin-j = ~ 2sinb'sin” tengUkni ga-
raymiz. A

2sin Axsinl = cos(a- y) x- cos (A -t-1j x
bo'lgani uchun (3.1) formulaga asosan:

e2siny = cosy - cosim+ij=2sin X esiny X,



. L N
sm---— jesm—X

bundan, agar siv™O bo'lsa, S,.{x) =----- n Z g ar siny=0
2
bo'lsa, unda 5'(x) = 0. Shunday qilib,
smP Zsin Dx

-- Y —-»agar siny?iO bo'lsa,

S,,(X) = sz—

0, agarsm” =0 bo'lsa.

3.3-misol. kctma-ketlik ushbu + 6 formula bilan beril-
q .
ganda: 1) XA, 2) 5, = _EI larni x,, a, b va n orgali ifodalang.
ikd

Isboti. 1) x*= oy* ,+A, x"=axi**+b bo'lgani uchun

~ WL N] D) ~ NIRRT AK-i) ~ e~ A2~ )
bo'ladi, ya’ni
Xe- x*, = fl*-4xj - X).
Bu formulaga ketma-kct k=2, 3, n giymatlarni qo'yib, so'ngra

hosil bo'lgan tcngliklarni qo'shish natijasida

X(*--Vi)= (- ME  yoki

V- X = (X - X)N =i(a- )x, +b)"

ga cga bo'lamiz. Bundan

X =0"X+b a\ \

formulani hosil gilamiz. a= 1 dcsak, u holda {xj kctma-kctlikning
ayirmasi b ga tcng bo'lgan arifmctik progressiya ekanligiga ishonch
hosil gilamiz, ya’ni x*=x,+ (1 - 1)6.

2) 5,=X+2 X=X+ai; x_, +(w-1)6.



S,, = Xi+a{S,,-x,,) +{n-1)b,

5,(1- a) = +("-L)*=X-a%-a b M +(«_i)*
bu ycrdan

s = (i 4 e
I-fl (0- DA A el

formulani hosil gilamiz.

3.4-misol. {a,} hadlari noldan fargli va ayirmasi bo'lgan
arifmetik progressiyani tashkil qilsa,

0,+J
tenglikning o'rinli ckaiiligini isbotlang.

Isboti. —A— = -— A— -[-1-—-i—] tenglik o'rinli bo'lgani uchun

hamda misolning shartini e’tiborga olgan holda

] ALY OM)

ga ega bo'lamiz. Bundan (3.1) formulani c’tiborga olsak, natijada
ishot gilinishi kerak bo'lgan tenglikni hosil gilamiz, ya’ni

*| M ml/
3.5-niisol. Ushbu yig'indilarni hisoblang:
D A{X) =1+2x + XN +... + W™
2) B {X) = X+ X+x"+...+x"-"
3 C,(x) = 1+3x"+5x* +... + (In- 1).v™"-";
4) -D,(X) = 1+ 4x + XN +... + "™,
5) 7/0x) = 1+ 2°X + 3 X* +... + n™X"~(
yechilishi. 1) x=1 bo'lganda/l,,(1)= I+2+3+ ... +«
Bundan arifmctik progressiya n ta hadiiiing yig hi isini i o
dalovchi

_ ata, 32
2 2



formulani c’tiborga olsak, /1,(1)= 1+2+3+ ..+ z- bo' ladi.
-Endi 1 bo'lsin.

AL(X) = 1+2X + 3N +... + X’ (33)

(3.3) tenglikning ikkala tomonini x ga ko'paytirib, hosil bo'lgan
tenglikni (3.3) tenglikdan ayiramiz:

(L XA, = 1+ X+ XA +... + X™ - nx",

bundan gcomctrik progressiyaniiig dastlabki /; ta hadining yig‘indisi
formulasini

S-b a 1
(3.4)
c’tiborga olib,
i-x " (tx)T 1
_ 1A At (1+n)n"
@-x» @nn

ni topamiz. Shunday qilib, quyidagi formulaga ega boMamiz:

1_, ax™-(1+a)x" ,
(|-X)T n"_\2 I X~ 1,
AM =

x =1

2)x==x| bo'lganda 4,1 =1+1+..+1=n,
xXB,(-N)=-1-1-1-...-1 =-w.
B,.{X) = X+ X + X+, +xM™"
tenglikning ikkala tomonini x ga ko'paytiramiz:

XBAIX) = X7+ X+ X 4L XM = M+ X O+ (X))

Bu tcnglikning o‘ng tonionidagi qavs ichidagi yig'indiga (3.4)
formulani go'llasak, natijada

xB,.{x) X -x - N



bundan

I-xn l-x»

ga ega bo'lamiz. Shunday qilib, quyidagi formula o'rinli bo‘ladi:

1-xn I-XA',agarA'?’\iI bo‘lsa,

*n, agarx = x| bo'ka.
3)x=%I bo'lganda, C,(l)=1+3+5+ ..+ (2n-1) =8 En-
di x~t +1 bo'lsin.
C,(X) = 1+ 3x M +5xM +... + (2n- Ix'- (3.5)

(3.5) tenglikning ikkala tomonini x* ko'paytirib, hosil bo'lgan
tenglikni (3.5) tenglikdan ayiramiz:

(1- xNC,(X) = 1+ 22X + 22X + 2X" +.. + 2XNN - (20 DN =
=1+ 201+ XM+ VLX) - (20 D
(3.5) tenglikning o'ng tomonidagi gavs ichidagi ifodaga (3.4)
formulani go'llab, @1—x"C,(xX) = 1+2x’ j- @n—hx"" ga

ega bo'lamiz. Bundan,

Shunday qilib,
f (21-1)xN M2 )X
C,.(x)= I-x- (2-xny
[tn, agar x = | bo'lsa.

4) D, {X) = 1+ 4x + 9x* +... + X" tcnglikning ikkala tomonini x
£a ko'paytirib, hosil bo'lgan tcnglikdan oldingi tcnglikni ayiramiz;

A()(x-1) = § (A1) w5,

=t (- DAY+ X - =



= X" - X (2k- x* =Xt - 2 X 2 =

2 AR (N4-1)X"HL A x7-1
-1 X-1

Bundan

n _oAnx"(x-1r-2ax"(x-1)+(x"-1)(x+1)

5) A,(X) = 1+ 2’x + 3 x .., + ’x"™* yig'indi topish uchun 4)
dagi singari ushbu

XIL(X)-I1,(x) = 0x"= 3 P AVt 3 e e
I_ *_ *_

ayirmani tuzamiz, Tcnglikning o‘ng tomonidagi yig‘indilarning o'rni-
ga 4) da olingan ifodalarni gqo'ysak, natijada

(X- 1)7/, (x) =mn’x" - 3 +
HX"**-(a+1)x"+1  x"-!
(x-1) x-1
Bundan
(x-1)*

Arifmctik va gcomctrik progressiyalar dastlabki /; ta hadlari
yig'indisini topish masalasi va ularga o'xshash ko'pgina masala-
larni quyidagi umumiy masalaning xususiy holi deb garash mum-
kin: Ax) — barcha xrO lar to'plamida aniglangan Lxtiyoriy funk-

siya bo'lsa,
/(0) +/(1) +..+/(n-1) (3.6)

yig'indini hisoblang. Oxirgi masala kabi masalalarni ycchishda quyi-
dagi teorcmadan foydalanisli magsadga muvofiq bo'ladi.

3.1-teorema. Agar berilgan ip{x) funksiya, xSaO tar to'plamida
aniglangan J[x) funksiya uchun ushbu

p(x +1) - p(x) = /(x) 3.7)

lenglamani ganoatlantirsa, n holda



tenglik 0 Ymli.
3.1-tcoremani qo'llab yechiladigan ba’zi misollarni garaymiz.

3.6- misol. Geometrik progrcssiyaning dastlabki n ta hadi yig‘in-
disini toping.
Yechilishi. <pf¥)=q" deb olamiz. Unda
ipix +1) - ipix) = - 09* = OuA~ 1))

bo'ladi. Demak, 4 a) funksiya sifatida

f{x) =aqg”ig-\) (3.9)

funksiyani hosil gilamiz. Endi (3.9) dan foydalanib, (3,6) yig'indini
topamiz:

/(0)+/ (1) +...+fin - 1)=aig- 1) +aqig- 1) +... + ag'™iq- 1).

Bundan (3.8) tenglikni c'tiborga olib,
1(0) +/(1) +...+/(1-1) =~(@)- (0)=acr"- o
ni hosil gilamiz. Bundan geometrik progressiya dastlabki n ta ha-
di yig'indisi uchun talab gilingan

a+aq+..+aq** ="2rlzl =£z£jrL
g-y y-q

formulani hosil gilamiz.

3.7- niisol. Arifmetik progressiyaning dastlabki n ta hadi yig'in-
disini toping.

Yechilishi. Bunda

yv,(x)= £xif££i"zM .v
deb olsak, (3.7) tenglama y>(x+1) - f{x) =a+dx = fix) ko'rinishda
bo'ladi. Bundan (3.6) yig'indini tuzamiz va (3.8)ni c’tiborga olib
/(0) +/(0 +...+fin-1)=0+(@+d)+...+[a+ (n- D)e(
flbg+<)+...+[a+@1- I)dl = y(n)- v2A0) = £ExIN+("-t)tfl ~

ni hosil gilamiz, bu esa talab gilingan formulani ifodalaydi.

29



3.8- misol. Ushbu (n+ 1)-- n- ayirma 1 dan n gacha bo‘lgan gan-
day soniarning yig'indisini ifodalashini ko'rsating.
Yechilishi. <p[x)=x* deb olib, (3.7) tcnglikni tuzamiz:

ip{x+1) - y>(X) = (x +1D)" - x* = 2x +1 = /(X).

So'ngra, (3,6) yig‘indini tuzsak, 1+ 3+ 5+ ... + (2n—1) ifodani,
ya’ni qaralayotgan ayirma 1 dan n gacha bo'lgan barcha toq son-
lar yig‘indisini ifodalashini olamiz. Qo‘shimcha ravishda (3.8) for-
muladan foydalanib,

1+3+5+ ..+ (2n- 1) =n*

bo'lishini olamiz.

3.9- misol. Ushbu — ifoda ganday n ta son yig'indisini ifo-
dalashini ko'rsating.
Yechilishi. tp{x) = deb olib, (3.7) tenglamani tuzamiz;
_ ox+l X 1
PED- PY= 003 kel xelyxey = (0.

Natijada izlanayotgaii yig'indi uchun (3.6) ifodadan foydalanib,

-L +-L +..+

!
13 35 @Zn-T)(Zn+7J)

ifodani hosil gilamiz. Endi (3.8) formulaga asosan,

B3l Tt oo 211

tenglikni olamiz.
3.10-misol. Ushbu = ifoda ganday n ta son ytg’indisim
beradi?

Yechilishi. y,(x)= on R deb olib, (3.7) tenglamani tuzamiz:
Ax+ D)= A(x) = 1(x) N yoki = I(A).

Demak, (3.8) formulaga asosan,
30



3+33+333+...+333.3=

—r— 27

tenglikni hosil gilamiz.

3.2. Matematik induksiya usuli. Har ganday matcmatik izla-
nishmng asosida dcduktiv va induktiv uslublar yotadi.

Uniumiy xulosadan xususiy xulosalarni keltirib chigarish usuli
deduktiv usul dcyiladi.

Xususiy tasdigdan umumiy tasdigni keltirib chigarish usuli in-
duktiv yoki induksiya usuli deyiladi.

Induksiya usuli to‘la va to‘la bo'Imasligi mumkin.

Agar tasdiq kuzatishga oxirigacha yetkazilmagan hollarga ham
tegishli bo'lsa, bunga to'la bo'lmagan (to'ligsiz) matematik induksiya
usuli deyiladi.

Agar mulohazalar ro‘y berishi mumkin bo'lgan barcha hollar-
ni 0‘z ichiga olsa va shu asosda xulosa qilinsa, bunday induksiya
to 1a matematik induksiya usuli deyiladi.

To‘la matematik induksiya usuliga quyidagi tamoyil asos qilib
olinadi: biror p{n) tasdiq berilganda:

1) n= 1 uchun p(n) tasdigning to'g'riligi tekshiriladi;

1) n=k{kGN) uchun p{k) tasdiq to'g'ri deb faraz gilingan-
da, undan n=k+1 uchun p(k+[) tasdigning to'g'riligi kelib chig-
sa, bu p(n) tasdiq har ganday natural n uchun o'rinli bo'ladi, deb
xulosa chigariladi. Bu tamoyilning 1) bandiga induksiya bazisi, I1)
bandiga esa induksiya gadami deyiladi.

Ba’zi hollarda p{n) tasdigni n ning fagat natural giymatlari
uchungina emas, balki lining Z to'plamga garashli barcha giymat-
lari uchun ham to'g'riligini isbotlash talab gilinadi. Bunday hol-
larda yuqoridagi to'la matematik induksiya usulidan foydalanish
magsadga muvofig bo'ladi.

3.11-misol. Matematik induksiya usulidan foydalanib, Lxtiyoriy
n(«6A™)1ar uchun ushbu

(3.10)

tenglikning to'g'riligini isbotlang.

Isboti. Bu yerda va bundan keyingi misollarda tasdiglarni p{n)
orgali belgUaymiz.

I. n=1 bo'lganda, 5, =1= = 1, demak, p”l) tasdiq

to'g'ri.



1. Ixtiyoriy k natural son uchun p{k) tasdig o'rinli, ya'ni

B*=142+3+ [z A0N

tenglik 0‘rinli bo'lsin. Bu tenglikning ikkala tomoniga k+I
go'shib,

5*+A+1l=i+2+3+...+ A+t A+l = 5 +A+1 =

ni hosil gilamiz.
Dcmak,

5%, = 1+2+3+... + M+ A+1 = ,
bu csa/>(A+l) tasdigning o'rinli ekanllgini isbotlaydi. Shunday qi-

lib, matcmatik induksiya usuliga ko‘ra (3.1) tenglik Yn{nEM)\aT
uchun to'g'ri ckan.

3.12-misol. Barcha '"*n(nEN) lar uchun ushbu

5, =M+ = (3.11)
tenglikning to'g'riligini isbotlang.
Jshoti. I. n=1 bo'lganda 5,=1=ilillH Il =i boMadi. De-
mak, /7(1) tasdiq to'g'ri. n

Il. Endi ixtiyoriy k natural son uchun p{k) tasdig, ya’ni
B*= 1" +2" + P+ + KN = (3.12)

tenglik o'rinli bo'lsin, deb faraz qilib, ushbu

S P+ 20+ + L+ M+ AN = (3.13)

tenglikning to‘g‘riligini isbotlaymiz. (3.12) tenglikning ikkala to-
moniga (A-t-1)* ni qo'shib,

5, +A+IN=1+20 43"+ + A+ (A+ I =
(3.14)

ni hosil gilamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonini quyidagicha shaki
almashliramiz:



k(k +1)(2k +I) ~ N L2 (Arthar+2Ar+3
( )6( ) (r)ra)( ) (3.15)

Shunday qilib, (3.14) va (3.15) dan (3.13) tcnglikka cga bo'lamiz,
ya’ni p(k+ 1) tasdigning o’rinli ckanligi isbot bo’ladi.

Dcmak, matcmatik induksiya usuliga ko’ra (3.11) tcnglik
V n{nGN)\ar uchun to’g’ri ckan.

3/13-misol. Barcha n{nEN) sonlar uchun ushbu

S, = II"*N + 127

sonning 133 ga karrali ekanligini isbotlang.

Isboti. I. n=1 bo’lganda $* =11** + 12 = |P + 12' = 133-23
bo’lib, 5, son 133 ga karrali. Dcmak, /(1) tasdiq to’g’ri.

Il. 7= Anatural son uchun 5" son 133 ga karrali bo’lsin, ya’ni
5* = 133+/n(/?i G jV) deb faraz qilib, n=A+1 bo’lganda son-
ning 133 ga karrali ekanligini, ya'ni = 1339 (" GN) bo’lishini
isbotlaymiz.

Hagigatan ham,

BRA = 1% 4 129% = 11-11%% 412" 104 % =
= 11-11%% +144-12%% = 11-(11%% H12%+%)[133-12% =
= 11-5% +133-12%%% =11-133-/5 + 133-12% =
= 133-(11-0T+ 12°%) = 133-9,

bunda = 11-0T+ 12"

Dcmak, matcmatik induksiya usuliga asosan, Vn(//GjV)lar
uchun  sonning 133 ga karrali ckanligi isbotlandi.

3.14-misol. Ushbu

" sin2
cosa-cos2a...cos2"a = .
2" *sina

ayniyatni isbotlang.

Isboti. 1 w= 0 bo’lganda, cosa = 25'25:’; bo'ladi. Demak, p(0)
tasdig to’g’ri. 1

Il. Endi ixtiyoriy A natural son uchun p{k) tasdiq, ya’ni

sin 2¥%*g

cosa -COSE&... cosﬂ"‘a = e _Sma



.» T Kn'kin deb faraz qilib, n=k+1 bo'lganda p{k+ n
‘b'nlilim isbotlaymte. Hagigatan ham.

sin2**‘a

c0s0-c0s2a...cos2 ci-cosd <m=V -sia’i

___siuz*+a
Shunday gilib, matematik induksiya usuliga asosan, a(n6Z.)lar
uchun berilgaa ayniyat o'rinli ckan.
3 15.iaisol, Barcha »> 1 (aeW) aonlar uchun ushbu
L+-L-+,.+f
T+l n+2 2n 24
lengsiilikning to‘g‘riligini ishotlang.

, »
Isboli. Tengsizlikning chap tomonini  bilan belguaymiz.

I. n=2 bo'lganda 3= /%4> %4 bo'b, bu esa p{2) tasdigning
o'rinli ckanligini isbollaydi.

Il. n=k natural son uchun 5*> -22 tengsizlik to'g'ri deb faraz
qgilib, n=k+\ bo'lganda

tengsizlikning to'g'riligini is-
botlaymiz. Ushbu
S = +
* ‘)t+'|"1k+Z ok V@
L + + + |+ 1
w2 Tc+3 Ik 2fcH  2fce2

ifodalarni taqqoslaymiz. Bulardan

21N 2+2 kH ok nyk+1)

'ik{kEN) uchun oxirgi tenglikning o'ng tomoni musbat bo'l-
ganligidan, >5* ho'ladi. O'z navbatida, A bo'lganligi
> — tengsizlik ham o'rinli bo'ladi. Bu esa p{k+ 1) tas-
digning o'rinli ckanligini isbotlaydi.

uchun,

{nafpéyvpar u(rJ]hL]h Bcnlgan tengsmpk orn¥fa Uﬁu“ga asosan, n> 1
3.16-misol. {x} kctma-ketlik ushbu
X=2, X,=3 %,=4X,..-3.X,_, (n>2)

ahanla, bilan berilgan bo'lsa, , ®(3« j, bohishIni Ubo.lang,



Isboli. X = 4x,_, —3x,_j rekurrent formuladan foydalanib,

X=4X-3x =6 x"=4xj- 3G =15 X =4 -3 =42
sonlarni topamiz. Topilgan sonlarni quyidagicha yozish mumkin:
X,=i(3-*+3) =6, X, =i(3"-“+3) =15 x, =\0"+2) =42,

Ushbu gonuniyatdan {}'} ketma-kctlikning umumiy hadi
uchun

X,=i(3"-*+3) (3.16)

formulani yozish mumkin.
Matematik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy zi(«GiV)lar
uchun (3.16) formulani isbotlaymiz.

I. 7= 1bo'lganda x, =2 = -3"*+3) = 2 bo'ladi. Demak, />(1)
tasdiq to'g'ri.

I1. n=k natural son uchun x. = (3** + 3) tenglik to'g'ri deb faraz
gilib, n=k+1 bo'lganda x*\ =(3* +3) tenglikning to'g'riligini

isbotlaymiz.

Rekurrent formula va yuqorida gilingan farazimizdan foyda-
lansak,

X5, = A - 3¢, = 235 +3)-1 (3N +3)=
=28 - | o3 +6- 1= (3+2)

Demak, matematik induksiya usuliga asosan, Vn(«GiV)lar
uchun berilgan (3.16) formula o'rinli ckan.

3.17-misol. Har ganday n burchakli ko'pburchakning ichki bur-
chaklari yig'indisi (n-2)’I1SO* ga tcngligini ishotlang.

Isboli. I. n=2 bo'lganda uchburchakning ichki burchaklari
yig'indisi 180" ga teng. Demak, p{2) tasdiq to'g'ri.
Il. p{n) tasdigni — ixtiyoriy k(*k <n) natural son uchun

(J1-2)-180’ formula to'g'ri deb faraz gilamiz.

Ma’lumki, har ganday n(n&4) burchakli ko'pburchakning hech
bo'Imaganda bitta diagonali butunlay uning ichida yotadi. Shutting
uchun, har ganday n burchakli ko'pburchakni uning ichida yo-



tuvchi bitta diagonal! orgali ikkita ko'pburchakka ajratish mum,
kin Agar bu ko-pburchaklardan bittasining tomonlan soni /c+i
@ teng bo’lsa, golgan ikkinchi ko‘pburchakning tomonlari so-
mn-k+\ga teng bo‘ladi, bunda ikkala ko'pburchakning tomon-
lar soni a dan kichik bo'ladi. Yuqgoridagi mulohazdarimizga ko'ra,
hosil bo'lgan ko'pburchaklarning ichki burchaklari yig'indisi, mos
ravishda, (;t-1)-180* va (a-/1-1)-180’ga tcng bo'ladi. n bur-
chakli ko‘pburchakning ichki burchaklari yig'iadisi hosil boMgan
ko’pburchaklar ichki burchaklari yig'indisiga tcng bo'ladi, ya’ni
(;7-1)-180" +(a-/1-1)-180* = (7-2)-180".

Demak, har ganday s burchakli ko'pburchakning ichki burchak-
lari yig'indisi uchun (s- 2)+180” formula o'rinli bo'lar ckan.

3.18-misol. Har ganday a va i sonlar hamda ixtiyoriy n(n E N) lar
uchun ushbu

{atby =a"+ +...+
+C:a™"p" +... + CT"ab"™ + b &.17)
formula o'rinli ckanligini isbotlang, bunda C” —a ta turli clcmcent-
dan m tadan takrorlashsiz gruppalashlar soni C" = --—- —-—-.

dlqIsb%tl f=1bo'lganda {a+by =a+b bo'ladi. Demak, p(l) tas-

Il. s=J1bo'lganda p(k) tasdiq o'rinli, ya’ni

(a+by = fi* +c[a”™"b + cW~"b" +... +

+ +.. +clrab™ + fy*
formula oTinli bo'lsm, deb faraz gilamiz. Eadi »= bo'l-
(@+/,)** = flt-i + ci,, 06 + cLi +...
+ CTHLEPe-""6" +... + ab”™ + 6xp+ (3.19)
oT b ko~ayeS'f' <3-1S)nins ikkala romonini
(a+b) =@+ i o N N N

dooo + CHI* "6" +... + C*-'06™- + M) ¢(a + 6) =
= + @+ Clo*6 + (c‘ + Cha™W +... +
L H(CIHCTIVIITE L+ 6V
3%



Bunda C*=1 «C* + CI™* = Cw ckanligini c’tiborga olsak, nati-
jada (3.19) ga cga bo'lamiz. Demak, matematik induksiya usuliga
asosan, Vw(nE7V)lar uchun bcrilgan (3.17) formula o'rinli ckan.

M ustaqil yeebish uchun misol va masalalar

3.1. Ushbu yig'indilarni hisoblang:

1
D Srieo@r: 2) Kia-3)@*+1)
1
9 3 ervearcnensy A fiars e e

3.2. {flj —hamma hadlari va ayirmasi d noldan fargli arifmetik
progressiya bo'lganda quyidagi tcngliklarni ishotlang:

1) y__ ! = Lfj i—Y
(R eigs/
Ay I =13 IV
| -
3.3.  Ushbu tengliklarni ishotlang:
sLu’V‘acos[ x+—a]
1) 2)cos(é+ ka) = ---—--——-— Ao, atink, kez;
Sla?
5Llf'—+1asuﬂ—afxl\
2) E s'm{x+ka) —---------- e , a™2nk, KE Z.
EI'Hz

3.4. Quyidagi yig'indilarni hisoblang:
1)1+/\+_.+/\; 2), i+l -0+ *b.f\_.',
3) 4) ik_fln(ch-I)x;
5) 2 cos™kx.
*a]
3.5.  Quyidagi ifodalarning ganday n ta sonlarning yig'indisini ifo-

dalashini ko'rsating:
1) a(a+ikeay ; 2) 3)n\n+\)\



3.6.
3.7.
3.8.

3.9.

3.10.

3.12.
3.13.

n(M-1)(3n+2) .
‘ (n-1)a(a+1).

0) 12
/) QE— 3
" 29+3
o 10"4-95-10.  10) 3 -
ONjLil- 9) a1 )
4;rJr 2a+2'
11 (x>
X*y. 1 3 N
12) XD+ y )
1 1 siu 2nx :
A I8 3(HLY(MHR)(n+3) 28U1X

s2VI£Msinlnx ~ 3cos-~"xsin”
n  sinwfcos(n+l)x .

2 -meeeee 27X 4sm X 4siuy
Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, Lxtiyoriy it(n G N)
lar uchun quyida berilgan tcngliklarning to'g'riligini isbot-
lang:
1+3+5+...+(2n-1) = o~
P+3*+5%+.. + (2a-1)* = -117 1A,

T+2743%..+UW = (1+2+3+...+)*
P*- 2% +3- 4 +5+. +(-1)-JF=(-1)" A(n+1)

T+3+5 +... +(2n-1)* = 2™ -1).

. b2+2-3+3-4+ ..+ (n-1)-8 = (”'1)2(’”1)

1-4+2-7+3-10+ ...+ a-(3n + 1) = a-(n + 1)

1-2-3+2-3-4+ 3-4-5+ .. +n-(n+1)e(«t 2)=
_ A(M-1)(mH2)(+-3)

n

chATsATine T
Ao+ !
3n (4n-3)-(4n+1)  4n+T

38



3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.
3.28.

3.29.

3.30.

3.31

3.33.

3.35.

3.37.

— +— + D+ o+ N =
1-4 47 -10 (37-2)-(3n+1)  3n+I
il — +—+ |
13 35 57 'm (2n-1)-(2n+1)  2-(2n+1) ¢
W2
2n+2
X+2x* 4-3x* -f..4-an- = n
1+ X+ 1*+... +1" = X711,
1-x
1 +2+3X*+... + , XN
(1-*

nm+

+ ..

s XX

1-n*

1+ 3 +5xN +... + (29- x> =

X % 1.
L+ 2
1+x  14x*

4

1+x*

/\+. N
1+ x-1 a2’y

Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy n(nE.N)
lar uchun quyida bcrilgan tcngsizliklarning to‘g‘riligini isbot-

lang:

2">2n+1, N>3

3.27. 2" >w\ n>10

(t+a)"sl +na a>-1.

2 46 2n

yfn <1+ +..+
w1 e 1L
n>ly| .

|Ej" <nl <

Jjin+l '

» > L
<Mfn, n>1

3.32.

3.34. n'>n*, n>2.

3.36. 2"enl<n", n>2

VX >0, /=1,...1

2s(l +i]" <3.



3.38.

3.39.

3.40.
341

3,42.

343.

3.44.

3.46.

3.48.
3.50.

3.52.
3.53.

e — N

n V"\].» see’ AT n \

O0< X < Xj<... < >me

Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, Lxtiyoriy n(n £ ;v)
lar uchun quyidagi bcrilgan tengliklarning to'g'rUigini isbot-
lang:

sinx +sin2x + ... +sinn.x = sin A 1M *sin-y-(siny)

€osX + Cc0S3X + Cc0sbX +... + cos(2n- )x = —
.2l .

- 4 C0SX + C0S2X +... + cosnx = sin (2sinf)

C0S- COS—€0S—..COS— =
2 4 8 2" 2-sin-"-
sin XH2sin2x Y-... Y J1sin JIX=
4sin*-
2
COSX +2C0S2X + ... + «COSNX = )
4S|n2—

X Th, mE Z

Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy n{n&N)
lar uchun quyidagi bcrilgan munosabatlarning to‘g‘riligini is-

botlang_(fl sonning m ga qoldigsiz bo-linishi a\m kabi bcl-
guanadi):

(67"-1)i35. 3.47. (4"+15n-1);9.
(3"-"+40n-67)164. 3.49. (0’ +11n);6.

(7"+3n-1)%. 351. (3"*J-3);8.

8% + 9¥)-73

g%?r??a ichki chizUgan 2- tomonl‘ muntazam ko'pburchakning

F—>2+-Jl+ +yj2
H) M]

)
i



3.55.

3.56.

3.57.

3.58.

3.59.

3.60.

3.61.

3.62.

formula bilan ifodalanishini isbotlang, bunda R -
radius! aylana

. P perimctrli muntazam 2" burchakka ichki va tashgi chi-

?<an aylanalarning r, va radiuslarini hisoblash qoidasi-
o'rsating.

Ixt|y0r|y n ta kvadrat bcrilgan. Ularni shunday gismlarga
bo'lish mumkinligini isbotlangki, hosil bo'lgan gismlardan
yangi kvadrat yasash mumkin bo'lsin.

Uchta qgirrasi perpendikulyar bo'lgan parallclcpipedlardan haj-
mi eng katta bo'lganini toping.

Bitta tckislUcda yotib, bir nugtadan 0‘tuvchi n ta to‘g‘ri chiziq
bu tekislikni In gismga bo'lishini ishotlang.

Har ganday gavarig n burchak uchun D, =y n(n-3) formu-

la o'rinli boiishini isbotlang, bunda  — ko‘pburchak dia-
gonallarining soni.
o, . . geometrik progrcssiyada b*=b*f~' bo'lishini

|sbotlang, bunda q — ayirma, nEN.
{xj ketma-ketlUc ushbu

N=2, X,=1, =yx_,-XJd (N>1

shartlar bUan berUgan bo'lsa, x, =2"+2 " bo lishini isbot-
lang.
{xj kctma-ketlik ushbu

Xj=2, X,=3, x"=3)\-2x71

shartlar bUan bcrilgan bo'lsa, {x} ketma-kctlikning n ta ha-
di uchun formula toping.
{xj kctma-ketlik ushbu

X.=2. X,=7, X,,.=3v,+|
. i L1 V - i fs.3"- 1 bo'lishini is-
sharllar bilan bcrilgan bo Isa, x, 2
botlang.
(%) kctma-ketlik ushbu
=1 X=1 X, =X+Xu

shartlar bUan berUgan bo'lsa, %, 1+ M+ X+ + X,

likni isbotlang.



3.64. (xj kctma-kellik ushbu
X=1 X=1 X —X+ X

sharllar bilan bcrilgan bo'lsa, X"y =X + x* + X +... + &
tenglikni ishotlang.

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va
masalalarning javoblari

31n_1I_- "3 — —°4)
Ma+l’ - 4n+r * 3@21+1)(2n+3) ’

34 1) w=-9a-10. 2)l.+i(-D)";

3) 15-K2n-1)2/-A"-(2n-U)2A"
4) smx 5) 32 25mx .35.1) +2x+...+ 2) o+ 3+
+..+(2n-1)*; 3) 1-2+42-5+..+n1(3n-1); 4) b2+2-3 +3-4 +

+o (M- DM5)  +2° +.. W 6) 1.2%+2 e3M3'4N .+ (3 —L)n

1 +0+M+.,+4™; 0) 0+~ + + 11, 1+2X +

+Ha+ ()Y 12) r-+2x~4. 4 (,-1):it>+ny; 13) V Yy
*1 (2it-1)(27-+1)

MY K(*H)(fer2)(fets)’' Scos(2/:- Dt 16) JAsin kx\ 17) Acos4cx.



Il BOB. FUNKSIYA VA UNING LIMITI.
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4-§. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

4.1. Funksiyaning la’rin. A va ¥ hagiqiy sonlar to'plamlari
berilgan bo'lib, ular R ning bo'sh bo'Imagan gism to'plamlari

n Y N 29), Xvaylar esa mos ravishda ularning clementlari
xS X, y GY) boisin.

4.1-ta’rif. Agar X to'plamdagi bar bir x songa biror goida yoki
gonunga ko’ra Y to‘plamdan bitta y son mos go'yilsa, A'to'plamda
y funksiya berilgan (aniglangan) deb ataladi va u simvolik ravishda
f :xwy yoki y=/(x) kabi belgilanadi.

Bunda X — argument yoki crkli o'zgaruvchi, y — funksiya yoki erksiz
o'zgaruvchi, / — xarakteristika (qonun yoki goida); X to'plam funksiya-
ning aniglanish sohasi, Y ={>y =/(x), x 6 X) to'plam esa, uning qiy-
matlari toplami (0'zgarish sohasi) deyiladi. Bundan kcyin biz funksiyaning
aniglanish sohasini 1Xf), giymatiar toplamini esa, E{f) bilan belgilaymiz.

4.2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umumiy holda ana-
litik, jadval, graftk va so z usullari bilan bcrilishi mumkin.

Analitik usul. Ko'pincha x vay o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir giy-
matiga mos keladigan y funksiyaning giymati, x ustida analitik amallar
— qo’sliish, ayirisli, ko'pajlirish, bo'lish, darajaga ko'tarish, ildizdan
chiqarish, logarifmlash va h. k. amallanti bajarish natijasida topiladi.
Odatda bunday usul funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi shakllarda berilishi mumkin.

1) y=[0x) yoki x =g{y) shakldagi formulalar bilan berilgan
funksiyalar oshkor shakida bcrilgan funksiyalar deyiladi. Masalan,
Yy =6x—2, y = x* + In X funksiyalar oshkor shakida berilgan. Anali-
tik usulda bcrilgan funksiya bir nechta formulalar vositasida yozi-
lishi ham mumkin, masalan:

cosX, —a ~ X0,
0< X<,

1 1< X<2



Bu funksiyaning aniglanish sohasi [-g*, 2] bo lib, u uclita for-

mul%yordamida berilgan. . .

Agar Xvay o'zgaruvchilar gandaydir Ax, y) =0 tenglama
lan bog'langan, ya’ni tenglama y ga nisbatan ycchUmagan bo'lsa,
u holda funksiya oshkormas shaklda berilgan dcyiladi. Masalan,

=0 tenglama oshkormas shaklda bcrilgan funksiyani
ifodalaydi, uni y ga nishatan yechish natijasida ikkita funksiyani
hosil gilamiz;

y:

Ba’zi bir oshkormas shakldagi funksiyalarni y="f(x) (oshkor)
shaklda ifodalash ham mumkin. Har ganday oshkor shakldagi y =/(x)
funksiyani oshkormas shaklda yozish ham mumkin: y - f{x) = 0.

3) parametrik shaklda, ya’ni m* ~

' . >=¥0
Y~J\4 funksiyada x ningy ga mos qo’yilishi parametr deb atala-
digan uchinchi bir t o’zgaruvchi yordamida ifodalanishi mumkin:

X =

a<,t<
Y=#).

bu yerda ip{t) va i™{/)lar ham analitik usulda berilgan funksiyalar
bo‘lib, D{f)CiD{xp)"<Z deb hisoblanadi. Funksiyalar berilishining
eng ko’p uchraydigan usuli analitik usuldir. Bu usul matematik
analizda juda ko’p ishlatiladi. A

Jadval usuli. Ba’zi hollarda x£ ~ va y EY ©'zgaruvchilar
orasidagi bog’lanish formulalar yordamida berilmasdan, jadval orqa-
li berilgan bo’lishi ham mumkin. Masalan, t — yanvar oyining bi-
rinchi dckadasi (10 kunligi) kunlari nomeri bo’lsa, T —shu nomerli
kuni scat 16“ da Samargand shalirida kuzatilgan havo haroratini
bildirsin, natijada quyidagi jadvalga kelamiz:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T -3° 5% 42¢ 45

+r 00 2% B 3% _qx

bunda t —argument, T — funksiya bo’ladi. Bog lanishning bun-
day berilishl, funksiyaning jadval usulida berilishi deb ataladi. Bu

usuldan, ko'pincha, migdorlar orasida tajribalar o’tkazish jarayoni-
da foydalanilad.

a<ts B shaklda berdishi.

bi-



Jadval usulining qulayligi shundan
iboratki, argumentning u yoki bu aniq
giymatlarida funksiyani hisoblamasdan,
uning giymatlarini aniglash mumkin.
Jadval usulining qulay bo’lmagan to-
moni shundan iboratki, argumentning
o'zgarishi bilan funksiyaning o'zgarish
xarakterini to’liq aniglab bo'Imaydi.

Grafik usuli. xOy koordinatalar hii
tekisligida x ning X to'plam {X= D(f)) 41-chiima.
dan olingan har bir giymati uchun M{x, y) nuqgta yasaladi, bun-
da nugtaning abssissasi x, ordinatasi y bo'lib y, y fonksiyaning x
ga mos kelgan giymatiga teng. Yasalgan nugtalarni birlashtirsak,
natijada biror chizig hosil bo’ladi, hosil bo’lgan bu chizig berilgan
funksiyaning grafigi deb garaladi (4.1-chizma).

4.2-ta’rif. Tekislikning (x,/(x)) kabi aniglangan nugtalaridan
iborat ushbu

{(-1(x))} = {(n-/(n-)): XG Y, y = fix) GY}

to’plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.

xOy tekisligida shunday L chizig berilgan bo’lsinki. Ox o’qda
joylashgan nugtalardan shu o’qga o’tkazilgan pcrpendikulyar bu L
chizigni fagat bitta nuqtada kesib o’tsin. Ox o’qdagi bunday nuqta-
lardan iborat to’plamni X orgali belgilaymiz. X to’plamdan ixtiyo-
riy X ni olib, bu nugtadan Ox o’qga perpendikulyar o'tkazamiz. Bu
perpendikulyarning L chiziq bilan kesishgan nugtasining ordinatasi-
ni y bilan belgilaymiz. Natijada X to’plamdan olingan har bir x ga
yugorida ko’rsatilgan goidaga ko’ra bitta y mos qo’yilib, funksiya
hosil bo’ladi. Bunda x va y o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish L
chiziq yordamida berilgan bo’ladi (4.2-cliizma). Odatda funksiya-
ning bunday berilishi uning grafik
usulda berilishi deb ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi
ilmiy tadgiqotlarda va hozirgi za-
mon ishlab chiqgarishi jarayonlarida
keng go’llaniladi. Masalan, tibbiyot-

Uchraydigan elektrokardiogramma
grafigi —yurak muskullaridagi tok im-
pulslarining vaqt bo’yicha o’zgarishini o
ko’rsatadi. Bu grafik analitik tarzda yo- 4.2-cliiinia.

Ly--—-n



u ifodalanadi. Masalan:

1) Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni
mos qo'yish natijasida ham funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya,
odatda, Dirixlc funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi;

j 1, agar Araisional son bo‘Lsa,
agar Airralsional son bo‘ksa.

2) | —har bir hagigiy x songa uning buiun gismi [X] ni mos
go'yuvchi qoida bo'lsin. Dcmak, /: a-*la) yoki >=lal funksiya-
ga cga boiamiz;

3) / —har bir hagigiy x songa uning kasr gismi {} ni mos

go’yadigan qoida bo'lsin, ya’ni / ; a-*(x}. Bu holda biz y —{x} funk-
siyaga cga bo'lamiz.

4.3. Funksiyaning anigianish sohasi

4.3-ta’rif, Argumcntning funksiya ma’nosini yo'qotmaydigan
(ya’ni cheksiz yoki mavhumlikka aylantirmaydigan) hamma giymat-
lari to'plami shu funksiyaning anigianish sohasi deyiladi.

Agar funksiya jadval shaklida bcrilsa, uning anigianish sohasi x
ning jadvalda ko’rsatilgan giymatlaridan iborat bo’ladi.

Agar funksiya grafik shaklda berilsa, uning anigianish sohasi
grafikdan ko'rinib turadi.

Funksiya analitik shaklda bcrilganda esa, x ning funksiyani
aniglaydigan formula ma’noga cga bo’ladigan qiymatlari to'plami
shu funksiyaning anigianish sohasi bo'ladi.

Funksiyaning anigianish sohasini topish vagtida funksiya ko'ri-
nishini boshga shaklga kcltirish tavsiya ctilmaydi.

4.1-misol. f(x) - funksiyaning anigianish sohasini toping.



N
YechUishi. x")EG.tIJrB maxraji noiga aylanadigan nug-
talarda funksiya ma noga ega bo'lmaydi. Maxrajni noiga aylantiradi-
gan nuqtalarni topish uchun - 6x+8= 0 tcnglamani yechamiz.
Bu tenglamaning ycchimi X =2, x*=4 lardan iborat.

Demak, bu funksiyaning anigianish sohasini topishda  -6x +
+8 Oyoki ¥"2, shartlarning bajarilishini talab qilish kcrak.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning anigianish sohasi uchta oralig-
lar birlashmasidan iborat, ya’ni

W ) =(-«;2)U(2;4)U(4; + ®.

Xulosa. Funksiyalar kasr shaklida berilgan bo’lsa, uning anigia-
nish sohasi argumcntning kasr maxrajini noldan fargli giladigan qiy-
matlari to'plamidan iborat bo’ladi.

4.2- misol. Ushbu /(x) =Vx-2 +V7—x funksiyaning anigia-
nish sohasini toping.

YechUishi. Berilgan funksiyaning anigianish sohasi x ning ikkala
go’shiluvehining ham hagqigiy giymatlarni gabul giladigan giymatlar
to’plamidan iborat. Bu giymatlar to’planiini topish uchun

x-2>0,
7-x>0

shartlarning bajarilishini talab qilish kerak. Bu tengsizliklar sistemasini
yeehish natijasida x * 2; x <7 bo’lishini topamiz.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning anigianish sohasi [2; 7]
segmentdan iborat bo’I%r ekan.

4.3-niisol, = funksiyaning anigianish sohasini toping.

YechUishi. Funksiyaning berilishiga ko’ra, birinchidan, .x>0
bo'lishi; ikkinchidan esa, xv~— shartning bajarilishi talab gilina®
di. Bu ikki shartlardan, funksiya ma'noga cga bo’lishi uchun x”3
shartning bajarilishi yetarli. Demak, berilgan funksiyaning anigia-
nish sohasi

A1) =0 +<)
bo’ladi.
4.4-misol. f{x) = funksiyaning anigianish sohasini toping.

YechUishi. Berilgan ildiz ostidagi ifodaning giymati manfiy bo’lsa
ham, funksiya ma’noga ega bo’ladi, chunk! ildiz o rsat ic i toq



n , « «a’nnoq eea bo‘lishi uchun x” 3 shart bajari-

rilgan Usivaning aniqtanish sohasi

'ladi.
4.5-misol. /(x) =V2sinx-T funksiyaning aniglanish sohasi-

nitg})mg... . o o L
echilishi. Bcrilgan funksiya juft darajali Udiz orgali berilgani

uchun 2sin X- 1> 0 shart bajarilganda, funksiya ma’noga ega bo‘ladi.
Bu tengsizlikni ycchamiz;

sinx>4, i+2an<xs™+2an, uEZ.

6 0

Dcmak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:
ON =["2an; N +2a«], neZ.

Xulosa. Yugorida ko'rsatilgan misollarning yechilishidan quyidagi
xulosani chigarish mumkin; funksiya f(x)-":~f(x) (nEN) shakl-

da berilganda, uning mavjud bo'lishi uchun ~(x) s 0 shart bajarili-
shi kerak.

4.6-misol. f{x) =Jig — funksiyaning aniglanish sohasini
toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya ma’noga cga bo’lishi uchun, bir-
inchidan, Ig s 0 shart bajarilishi kcrak. Ikkinchidan, bu shart
bajarilishi uchun ~ ~ > 1 yoki x*-5x +4s0 bo’lishi kcrak. Oxir-

gi tengsizlikning yechimi 1<x<4. Shunday qilib, bcrilgan funksi-
yaning aniglanish sohasi

Al =114 .

ckan.

4.7-misol. /(x) :/I\g(;f_E) funksiyaning aniglanish sohasini toping.
Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning ko’rinishini c’tiborga olgan-
bb- *'®navjud bo’lishi uchun, birinchidan, 4- x>0 yoki xs 4
1 kinchjdan, x-2>0 yoki x>2 uchinchidan, Ig(x-2)pt0o yoki



bo’ladi.

4.8- misol. /(x) = log"] (x* —6x +8) funksiyaning aniglanish so-
hasini toping.

Yechilishi. Berilganjunksiya mavjud bo’lishi uchun, birinchidan,
XN-6x+8>0 yoki (x-2)(x-4)>0 yoki -00<x<2, 4<x<a> .
bo’lishi; ikkinchidan, x>0, x’ 1yoki x>0, x* 1 bo’lishi kerak.

x ning bu shartlarni bir vagtda ganoatlantiradigan barcha giymat-
lari to’plami

A7) = 0; YU 2)U(4; «)

bo’ladi.
4.9- misol. /(x) =log™(6- x) funksiyaning aniglanish sohasi-
ni toping.
Yechilishi. Berilgan funksiya ma’noga cga bo’lislii uchun 6 -x> 0,
x™ 0, x~ ™ 1yoki x<se, x O shartlar bajarilishi kcrak. Bu shart-
lar bajarilganda, bcrilgan funksiyaning aniglanish sohasi:

(/) = (-C» -1)U(-1; 0)U(0; 1)U(L; 6).

Xulosa. Shunday qilib, yuqoridagi 4.8-, 4.9- misollarning ycchi-
lishini c’tiborga olgan holda quyidagi xulosani chigarish mumkin:
/(N funksiya ma’noga cga bo’lishi uchun /(x) >0, <) >0

va yj(x)* 1 shartlarning bajarilishini talab gilish yetarli.

4.10- misol. /(y) =

T 4-76x-6 funksiyaning aniglanish sohasi-

ni toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya ma’noga cga bo’lishi uchun, birin-
chidan, x-1>0 yoki x>1 bo’lishi; ikkinchidan, x+4>0 yo-
ki x > —4 bo’lishi; uchinchidan, -Jx+4 —j6x—6 0 yoki x"2
bo’lishi kcrak. Yuqoridagi shartlarni c’tiborga olgan holda, funksi-
yaning aniglanish sohasi

D(/) = [I; 2U(2; +«.)

ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
4.11-misol. /W =arccos~~:~ funksiyaning aniglanish so-

hasini toping.



nchilishi. Birmchidan, tunksiya ma-noga ega bo'lishi
uchun aning bclgUi ostidagi ifodaning absolm g.ymau 1 dan bl-

ta bolmasUgi, yani 41257 <1 bo'lishi kcrak. Vx uchun

4+2sinx>0 bo'lgani uchun, yuqoridagi shart 4+2smx“ " shartga

teng kuchli. Bundan 3~ 4+2sinx yoki sinx S- 2. Bu tcngsizlikm
ycchish natijasida

-16+ 2akAx<”r+2nk (k=0, £1, 2, ..)
0

ckanligini topamiz.
4.12-misol. /(x) =

funksiyaning aniglanish so-
hasini toping.

Yechilishi. Birinchidan, arcsin funksiya ma’noga ega bo‘lishi uchun
uning belgisi ostidagi ifodaning absolut giymati 1 dan katta bo'lmasligi,
ya*ni-Ix-2j< 1yoki I<x<3 bo'lishi; ikkinchidan, 9-x”~>0 yoki
-3<x<3 bo’lishi; uchinchidan csa, 5-2x>0 yoki logj(5—2x)90
vg x<2,5 yoki x "1 bo’lishi kerak. x ning yuqoridagi uchta shartni
bir vagtda ganoatlantiradigan barcha giymatlari to'plami

11;2)U(2;2,5)

dan iborat.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi

apn =1 2u (2 25).

Xulosa. /(x) =y¥a) +<\x) funksiyaning aniglanish sohasi ip{x) va
0(x) funksiyalar aniglanish sohalarining umumiy gismidan iborat.

4.13-niisol. /(x) =(4-x)'" funksiyaning aniglanish sohasi-
LLI toping.

K @ Midan, x>3, ikkinchidan, 4-x>0 yoki x"4

f *kcrak. Xning bu ikki shartni ganoatlantiradigan giymatlari
to plami [3; 4) scgmentdan iborat.

Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi

apg =[3 4
bo’ladi. [3: 4

barilganda uning
vagida

bir xil giymatlarida bir
(0* shakldagi anigmaslik).

50

rsatkichi argumentnin
ga aylanmashgi kcral



4.14-misol. |/|=9-x”" funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya shakliga ko'ra |/| —manfiy bo'Imagan
son bo'lgani uchun, 9-x7sO yoki |x|<3 bo'lishi kcrak.

Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:

nrn =I[-3,;3].

4.15-misol. |/| =1g(5-x) funksiyaning aniglanish sohasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi

Ig(5-x)>0,
5-x>0

sistemaning yeehimidan iborat. Sistemaning birinchi tengsizligidan
5—x>1 yoki x<4 bo'lishi; ikkinchisidan esa 5—x>0 yoki x<5
bo'lishi kelib chigadi.

Demak, x<4. Berilgan funksiyaning aniglanish sohasi:

A1/1)=(-*;4).

4.4, Funksiyaning o'zgarish sohasi. y=f{x) funksiya x EX
to'plamda berilgan bo'lsin. Funksiyaning o’zgarish sohasi diskret
nugtalardan, nugtadan, oralig, segment, bir necha oraliglardan va
h.k. iborat bo'lishi mumkin. Jadval yoki graflk usulda berilgan funk-
siyalarning o'zgarish sohalari o0'z-o*zidan ma’lum.'Analitik usul-
da, ya’ni y=f{x) shaklda bcrilganda funksiyaning o'zgarish soha-
sini topish uchun y ning f{x)=y tenglama haqgiqgiy yechimga ega
bo'ladigan barcha giymatlarini topish talab gilinadi.

Funksiyaning o'zgarish sohasini topishda quyidagi tasdiglarni
e’tiborga olish lozim:

I". Agar berilgan funksiya (bu yerda uzluksiz funksiya nazarda
tutiladi) garayotgan sohada eng kichik va eng katta giyniatga cr-
ishsa, /(x) funksiyaning o'zgarish sohasi uning eng Kkicliik va eng
katta giymati hamda ular orasidagi barcha sonlar to'plamidan ib-
orat bo'ladi.

4.16-misol. [0; yll] kesmada/(.x)=x” + 9 funksiyaning o'zgarish
sohasini toping.

Yechilishi. [0; -JI] kesmada berilgan funksiyaning eng kichik

giymati /(0) =9, eng katta giymati /(>”) =13 bo'lgani uchun,
uning o'zgarish sohasi

apg =19131
dan iborat.



r nur funksiya eng Mcblk (katla) giymatga ega bo'lsa-yu,
A i-Lte, fkichik) giymatga crishmasa (yam u chcksiz or-
™(k°m"ya) borsa), tunksiyaning o'zgarish sohasi fontaiyanmg eng
W chikZtU) giymati va shu giymatdan btta (kichUt) barcha son-
lar to'platnidan iborat bo'ladi.

4.17-misol. /(x) =ax’ +fox+c funksiyamng o zgarish sohasi-
ni toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani

Aac-b"
4a
shaklda ifodalaymiz.
Agar 0>0 (a<0) bo‘lsa, berilgan funksiya x =--” nuqtada eng
kichk =f(~i)= (ene katla =/ ("") = -

matiga crishadi, ammo eng katta (kichik) giymatiga ega bo'Imaydi.

Demak, 0>0 (a<0) bo’lganda berilgan funksiyaning o'zgarish
sohasi

(«)y=(-"3n 1)
dan iborat bo'ladi.

4.18>misol. /(x) =>/X -4x +9 funksiyaning o'zgarish sohasi-
ni toping.

Yechilishi. Kvadrat ildiz oslidagi x--4x + 9 ifodada a=1>0 va

fix) =>*-4x +9=yjix-If +5 ekaidigini c’liborga olsak, u holda
(4.17-misolga garang) funksiya x =2 nugtada eng kichik /,,i,,(2) =S
giymatiga crishadi, Ickin uning eng katta giymati yo'q.

Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi, 2* — tasdigga
asosan.

afn =145 0
dan iborat bo'ladi.

3. Agar y=f{x) funksiya berilgan bo'lib, uni x ga nisbatan
Totr o . L mumkin
f. b~ 7  funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun, x = dy)

n lyaning aniglanish sohasini topish yctarli. Demak, x=7(>%)



funksiyaning aniglanish sohasi y=f{x) funksiyaning o'zgarish so-
hasidan iborat bo'ladi: D{<p) = E{f).
4.19-misol. ;'=a"-8.v+ 7 funksiyaning o'zgarish sohasini toping.
Yechilishi. Ushbu x”-8x + 7y = 0 tcnglamani x ga nisbatan
yechamiz:

x_2=4+\V/9+7.

Berilgan funksiyaning mavjudlik sohasi 9+>20 va y>—9 dan
iborat.

Demak, 3*-tasdiqga binoan, berilgan funksiyaning o'zgarish so-
hasi £"(/) = (-9; +o0) bo'ladi.

4* Umumiy holda y=f{x) funksiyaning o'zgarish sohasi
ary<b (b>0), y =<K funksiyaning o'zgarish sohasi esa c*y< d
(d >0) bo'lgandaf{x) +<pf¥) funksiyaning o'zgarish sohasini a+c”
<,y"b +d kabi aniqglash,/(x) «~(x) funksiyaning o'zgarish sohasi-
ni esa ac”y <bd kabi aniglash mumkin emas.

Hagigatan ham, sinx va cosx funksiyalarning o'zgarish sohalari
—1<y <1 bo'lgani holda, sinx + cosx funksiyaning o'zgarish sohasi-
ni -l1-1<y”Il+| yoki -2<y<,2 kabi aniglab bo'Imaydi.

4.20-misol. /(x) =acosx+3sinx (a*+ 2> 0) funksiyaning o0'z-
garish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu

/ (X) = Va’ +b" cos(x- a)

shaklda yozish mumkin, bunda

cosa= I, sina=
\la+b*
|[cos(x-ct)|<I| bo'lgani uchun,/(x) funksiyaning eng katta qgiy-
mati +b" (cos(x-a) =1 bo'lganda), eng kichik giymati
yinin="Va’ + ~ (cos(x-a) =-1 bo'lganda) bo'ladi.

Demak, I' — tasdiqga asosan, berilgan funksiyaning o'zgarish
sohasi:

£(/) =[-Va’+67; Va' +2*).

4.21-misol. /(x) =sinx +cosx funksiyaning o'zgarish sohasi-
ni toping.



YechilishL BcrUgan funksiyam quyidagi shaklda yozish mumkin:

/(X) =SinX+cosx = sinx +sm (]-x) =

=2sin*cos™x-"] =>2 cos"x-

Ma’luraki, -1"cos(x-i]<I, bu ycrdan.
-N<>[2cos(x-N)<>/2 yoki -

boMgani uchun, funksiyaning o'zgarish sohasi
£(/)=1-Vv2;
bo'ladi.
4.22-misol. /(x) =|sinx-cosx funksiyaning o'zgarisli sohasU

ni toping.
YechilishL Bcrilgan funksiyani quyidagi shaklda yozish mumkin:

/(x)= sinx:cosx=1 sin2x.

Ma’lumki, -Issin2xsl. Bundan -is-|Sin2x<i.
Demak, bcrilgan funksiyaning o'zgarish sohasi

1]

5% Agar y=f{x) funksiyaning o'zgarisli sohasi a”y<b bo'lsa,
g(¥) = m/(x) funksiyaning o'zgarisli sohasi m>0 bo'lganda m asgs mb,
m<Q bo'lganda csa ma*g”mb bo'ladi.

[Mar y-f{x) funksiyaning o'zgarisli sohasi a”y”~b bo'lsa,

g(x) - n+f{x). funksiyaning o'zgarish sohasi n+as g(x) sn +b dan
moral bo'ladi.

bo'ladi.

4.23-mlsol. /(x)=-." (cos2x--75) funksiyaning o'zgarish so-
hasini toping.

yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi shaklga kcltiramiz; m



-Iscos2xsl bo’lgani uchun -*>--|=-Co0s2xs-4" va 3+— s
S s s s
N—NCc0os2x+3>3—
S

S
Dcmak, berilgan funksiyaning o’zgarish sohasi

4.24-misol. /(x) =3cosx+4sinx-6 funksiyaning o’zgarish so-
hasini toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyani quyidagicha tasvirlaymiz (4.20-
misolga garang): /(x) =5cos(x-a)-6, bunda cosa=j, sina=-j
In=5>0, /i=-6<0-I<cos(x—a)<I bo’lganiuchun —5s5cos(x—
-a)"5-6-5<5co0s(x-a)-6s5-6 yoki -ll<5cos(x-a)-6<-1.

Dcmak, berilgan funksiyaning o’zgarish sohasi £(/) = [-11; —]
bo’ladi.

6* Agar y=f{x) funksiyaning o’zgarish sohasi -a<y”a (—eo"
i " o)bo’lsa, uholda y\ =|/(x)| yoki 2=/ "(x) funksiyaning 0’zga-
rish sohasi 05y, <8 yoki 0s >2S ® bo’ladi. Masalan, y = cosx ning
0’zgarish sohasi -1 <y 1 bo’lgan holda, y\ =jcos x| yoki >2 = cos™ X
funksiyaning o’zgarish sohasi bir xil, ya'ni 0:Sy, ~ 1 bo’ladi. y= tgx ning
0’zgarish sohasi -«.<;/< « bo’lgan holda, yj =|tg x| yoki ¥2(x) = tg" x
funksiyaning o’zgarish sohasi bir xil, ya’ni 0sy<oo bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

xN-4
X+2 e

41 1) =, Jh . 42 H{x)= 43.

4.4 “s5- /IW=VI.v'-i. 46./w=<gF-



49. I(xX)=xfUH +V ~A 410. /(x)=-= /11 -—

yjx-4-yJb-x
\x\-Ix+ . o
AL W T et i ()=
413. /W = ) 4.14. /(x) =log"x"-2x).
e XN-X-
=~ 10gjX - 140 416 I(x)=
4.15. I(x)="ogjX -1446 A16. /(x) = log3lx-4l m

_ 1
417, 1(x) = 1B+ | o

419. /)=, los, 775-  420. /(x)=1g(3"-3-*).
“eZ'. 4.22. 1(x) =V-2cos™ x+3cosx-I.

4.23. /[(x) =Vsm”~x-sinx.  4.24. /(x) = Igsin(x- 3)- VI6- x~

I X A1 10x»
siux , Yx%-1bl +18'

426. /(x)=10g,iiiLM-SEZily.

4.27. I(x) = _ _ o
lf 4.28. /(x) /5\LIJ-'5( i £ '1'-)?/\,\
4.29. /(x)=lg(V8~"-V4™). 430. I(X)=— ~ )
) S’ X+C0s™X
431700 =g « 4.32. f{x) =yjsin(cosx).

4.33. /(x)=1/18(co52ax) . 4.34. /(x) = (2x)!.
4.35. /(x) = log™_"Msinx. 4.36. 1(x) =lg(I-tgx).
4.37. /(n:)=arcsin—i_ _ ..
2-X m 4.38. /(x)—arccosl;l)l(,-\l
4.39. / = .ylarcsLn(logj X).
(x) = ylarcsLn(logj x) 4.40. fix) =arcsin(l +tg™\x).



4.

41,

43,

45.

AT,

.48.

49,

.51.

.54,

.57.

.60.

.62.

.64.

.65.

.68.

.70.

/(x) =ctg”x+arccos2'. 4.42. /(x) =arcsin™lg-ij.
/(x) =arccosV x"-I. 4.44, [(X)=AANF I F 4 LN

1(x) = logj",(x"-1). 4.46. /(x) =1g(l-log,,j(x+5))

AX ,

; nya 1Flg
1(x) = 19 (4-x2)n T
fix) =logj logj n/4x-x"-2.

Ncchta butun son fix) =7 log,5(x-2) +2 funksiyaning aniq-
lanish sohasiga tcgishli?

. y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi [-1; 2]dan iborat

bo'lsa, y=/(x+1J) funksiyaning aniqglanish sohasini toping.

Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:

lyl=9-x7 4.52. |lyl=ig(3-x). 453, y=%.
= 4.55. ¥Y=y\x\-"3. 4.56. >=>/{x}-3.
y=—4— . 458, >=(x"-x+1)"2. 459. >=V2/rAr,
27*1-3*

Quyidagi funksiyalarning o'zgarish sohalarini toping:

I(x) =" . 4.66. = =

I(x)=~pA~. 469. [(x)=x"-4x+09.

fix) =y fAA . 471, /(x)=1gBx-4x +5).



472, J(x)=U--31+urs), A3 )=V LN F2yi8-x.

4.74. I(x)=5-4anx-sin’'x. 475 =

4.76. /(x)=3sinx+4cosx. 477, 1(x)=1g(l-2cosx).
4.78. =7:772. 479 =

4.80. f(x)=yf-x4x +2. 481, W =ir

4.82. /(x)=arcsm jO-x~. 4.83. [(x) =siii" X+ cos* X

4.84. I(x)=4cosx-4. 4.85. [(X)=(2x+iy *.

486, I(x)=x-1+In(3-x).  487. [(x)=1-jr4 v,
4.88. I(x)=x+In(\4l). 4.89.

4.90. /(x)=ax+".

/(X) =X + signx.

4.91. /(.x) = arcsin,

492, /() =-.x45x1-6. 4.93. I(") 7 4 gy
494, [(x)=2*""mw,

Mustaqil ycchish uchun berilgan misol va
masalalarning javoblari

4.1, (-»;-3)U(-3;3)U(+3;«). 4.2, (-c»;-2)U(-2;+»).

43, (-0 0)U(0; UL +«). 4.4, (- 2)U(2;+10).4.5. (-«;

+0. 4.6. (-5,5) 4.7.

(-0 -2)U (-2; 2)U(2; «)»
4.8. {0}UU;+«). 4.9,

(-00 - 8ul8 +0). 4.10. [4;5)U(5;6].
411 (-@ 2)u(2; @M. 4.12. (-»; 0)U(0; ce). 4.13. (-«; -1)U(-1; 2)U
u(z;

( 4.14. (-co0)u (2;00.4.15.12; 4)U (4; + (). 4.16. [0;3)U (3; 4).

4.17. (3 35)U(3,5; 4). 4.18. (4;5)U(5;+<»). 4.19. (1;

;o).



« 23_ljr(4fljj) » nE2In{(n(27 +1); 2n(In+1)], /9GZ}. 4.24. (3-2n;
3-n)n(3; 41 4.25. (-9;-3)n(-4/2; 0)U(0; r2)U(3; n). 4 .26. 0<
<1Ml<y; A<X|MNI5.L 4.27. U, 2)n(2; 3] 4.28.1-n/3;
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4.81. {-1; 11.4.82. [0, y]. 4.83.(0,5; 1]. 4.84. [-8; 0]. 4.85. [-e"=; 1].
4.86. [1n3-1;1]. 4.87. [" LW’ 4.88. (-3+In10; 0]..
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5-§. FUNKSIYALARNING SINFLARI

Odatda funksiyalar quyidagi sinflarga ajratiladi: juft va toq, davriy,
bir giymaUi va ko‘p giymaUi, chcgaralangan va chcgaralanmagan,
monoton, tcskari, murakkab va elcmcntar funksiyalar.

5.1. Juft va toq funksiyalar

5.1-ta’rif. Agar istalgan xG X(J1'CJ1) uchun -xG Z b o ‘Isa, u hol-
da X to’plam O nugtaga (koordinatalar boshiga) nisbatan simmetrik
lo'plam dcyiladi.

Bulun sonlar to'plami Z, [-a, a], {-a, &), (—> 00) kabi
to'plamlar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik to'plamlardir.

y=f{x) funksiya 0 nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan X to‘p-
lamda aniglangan bo‘lsin.

5.2-ta’rif. Agar istalgan XxG Zuchun/(-x)=/(x) bo'lsa, u hol-
da/(x) X to‘plamda juft funksiya dcyiladi.

y=x" y=cosx, y=Ixj, y=/(Ixl) funksiyalar koordinatalar boshi-
ga nishatan simmetrik bo'lgan to'plamlarda garalayotgan bo'lsa, ular
Juft funksiyalar bo'ladi. Ta’rifda X to'plamning koordinatalar boshi-
ga nisbatan simmctrikligi muhimdir. Masalan, ;'=x" xG[-1,2]
funksiya berilgan bo'lsa, u Juft funksiya bo‘lmaydi, chunk! [—1, 2]

to plam koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik cmas.

Juft funks%alarnlng grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan simmetrik
bo'ladi (5.1-chizma)

5 3-ta’rif Agar istalgan XE Xuchun/(-x)=-/W bo'lsa, u hoi-
uay(jc) X to plamda toqfunksiya dcyiladi.

y >-tgx, Y funksiyalar o'zlarining aniglanish sohalari-
da toq funksiyalar bo’ladi.

bo’iad? [5"2"chizma)*™"°* koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik



Agar istalgan xEX, -xE X lar uchun f(-x) * + f{x) shartlar
0‘rinli bo'lsa, u holda y=f{x) funksiya X to’plamda juft ham cmas,
tog ham enias dcyiladi.

Ushbu/(x) = - X, y»(X)=sinx-cosx funksiyalar o'zlarining
aniglanish sohasida juft ham cmas, toq ham cmas.

Juft funksiyaning grafigini chizishda argumcntning musbat qgiy-
matlari uchun grafikning o‘ng shoxini chizib, kcyin uni chap to-
monga y o'giga nishatan simmetrik ravishda ko'chirish yctarli.

Toq funksiyaning grafigini chizishda csa argumcntning musbat
giymatlari uchun grafikning o‘ng shoxini chizib, keyin uni koordi-
natalar boshiga nisbatan simmetrik ko'chirish yetarli.

5.1-misol. Quyidagi berilgan funksiyalami juft va toglikka tckshiring:

a) W :yr;zs b) /(X):XA'3|X|+2, x ER\

d) 1(x)=" , xG(-a-5)U(-5;5)U(5;d);

e) /(x)=Ix+l|+|x-I], xGi?; 0 /W =1 Idx, xG (-1,1);

g) fix) =4 -2x*+sin™x, xER .
Yechilishi. a)fix) +/(-x) = 0 ekanligiga ishonch hosil gilish giyin
emas. Hagigatan ham,

demak, /(x)+/(-x) —Q \fxER.
Shunday qilib, berilgan funksiya 5.3-ta’rifga asosan toq funk-

siya.
b) /(.v)=x"-3|x|+2,xGJ? bo'lganligidan, fi-x) =i-xy-

-3|-x|+2 =x"-3|x|+2 =/(x), ya'ni VXGJ? uchun/(x) =/(-x)
bo'ladi. Demak, berilgan funksiya juft funksiya ekan.

d) Berilgan funksiya /(") :T—)§3’\ bo'lganligi uchun, bun-

dan fi-x) = =~jcb . demak, VxG(-00;-5)U
U(-5;5)U(5;00)lar uchun /(-x)vi/(x) va fi-x)*-fix) bo'lgani
uchun, berilgan funksiya juft ham cmas, toq ham emas.

c) /(x)=Ix+Il+Ix-1| bo'lgani uchun, bundan /(-x) =1-x +

I+ x-1=-(x-DI+]-(x+DI = |x-11 +Ix+1I =/(x),VXGi?.
Demak, berilgan funksiya, 5.2-ta’rifga asosan juft funksiya bo'ladi.



lar uchun/(-x) =-/W tenglik o’rinli bo’lganligidan, 5.3-ta'rifga
asosan berilgan funksiya toq funksiyadir.
9 /(_x) =4-2(-x)* +(sin(-x))' =4-2x* +sm”" x . Bundaii Vx£ /I

=1 —) tenglikning o'rinli ckanligi kclib chigadi. Demak,
5.2-ta’rifga ko'ra bcrilgan funksiya juft funksiyadir.

Juft va toq funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

. Ikkita juft funksiyaning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi
va nisbati (maxraj noldan fargli bo‘lganda) yana juft funksiya
bo'ladi.

2'. Ikkita toq funksiyaning yig'indisi va ayirmasi yana toq funk-
siya bo'ladi.

3* Ikkita toq funksiyaning ko'paytmasi va nisbati (maxraj noldan
fargli bo'lganda) juft funksiya bo'ladi,

4'. Agary=/(x),x=y)(r) toq funksiya bo'lsa, u holda >*=/(" (0)
myrakkab funksiya (8-8. 7-b.- ga g.) ham toq funksiya bo'ladi.

5* Agary=/(x) juft funksiya, x = <ff) csa toq (juft) funksiya boisa,
u holda y=f{<p{t)) murakkab funksiya ham juft funksiya bo'ladi.

Simmctrik boimagan to'plamda aniglangan funksiyalarning juft
va togligi to'g'risida so'z yuritish ma’noga cga cmas.

Aniglanish sohasining koordinatalar boshiga nisbatan simmctrikJigi
funksiyaning juft va togligi uchun zaruriy shart bo'lib, yctarli shart
bo'la olmaydi. Masalan, y = x +3vay=3* funksiyalar £5(/) = (-<»; )
simmctrik to plamda aniglangan, lekin ular juft ham cmas, toq
ham cmeas.

Teorenia. koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo’llgan X

to'PIamda aniglangan bar ganday f{x) funksiya juft va toq funksi-
yalar yig'indisi ko'rinishda ifodalanadi'.

yadir®

funksiya, ikkinchi had csa toq funksi-
* Misol.

e* = e*te~ eN-e~

€ o
funksiyani garaymiz. Bu ycrda e' funksiya (—eo; »)da aniglangan
bo'lib, u juft ham cmas, toq ham cmas. (5.1) tcnglikning o'ng to-



5.2-niisol. Yugoridagi xossalar yordamida ushbu funksiyalarning
juft va togligini aniglang:

1) /(x) =x"-3x; 2) I(x)=x4|x];
3) /(x)=3+2x" 4) f(x)=",ix"0y,
5) /(x)=x"j~, a>l; 6) /(x) =2tgx+sin2x.

Yechilishi. 1) ma’lumki, x* va 3x funksiyalar toq funksiyalar
bo'lganligi uchun, bcrilgan /(x) = x*- 3x funksiya ikkita toq funk-
siyaning ayirmasidan iborat. Shuning uchun, 2-xossaga binoan /(x)
toq funksiya bo'ladi.

2) x* va |x| funksiyalar juft funksiyalar bo'lgani uchun, bcrilgan
/(x)=x" + |x] funksiya ikkita juft funksiyaning yig'indisi sifatida
juft funksiya bo'ladi.

3) ravshanki, 3 va 2x* funksiyalar juft funksiyalar bo'lgani
uchun, berilgan/(x) = 3+ 2¢* funksiya ikkita juft funksiyalar yig'indisi
sifatida juft bo'ladi.

4) sinx va x funksiyalar toq funksiyalar bo'lgani uchun, bcrilgan

= (x?sO) funksiya ikkita toq funksiyaning nisbati sifati-
da T -xossaga asosan juft bo'ladi.

.1 / d _ (<7 _ 1T .

5) i-e* n
Demak, = toq funksiya ckan. U holda bcrilgan /(x) =
=X— (n>]) funksiya 3'-xossaga asosan ikkita toq funksiyalar-

ning ko'paytmasi sifatida juft bo'ladi.

6) Ma’lumki, 2tgx va sin2x funksiyalar tog bo'lgani uchun,
berilgan funksiya, 2*-xossaga asosan, ikkita toq funksiyaning yig'indisi
sifatida toq bo'ladi.

5.3-misol. Quyidagi funksiyalarni juft va toq funksiyalar yig'indisi
shaklida tasvirlang:

D fix)=X+1)y; 2 (X)="~ ; 3) fix) =sin(x +1).

Yechilishi. 1) Berilgan/(x) = (x+ 1)’ funksiyaniitshbu ko'rinishda tas-
virlaymiz: / (X) = (X +1) = x* + 3 + 3x+1 = (X*+ 3x) + (3X* +1). Ma’-



'‘NMthundS” qilib, berUgan funksiya juft va togq funksiyalarning
yig'indisi sifatida tasvirlanadi.

2) =7 funksiyani ushbu ko'rinishda tasvirlaymiz:

y(x)=£~ =~ —  bunda » - toq, » - juft funksiyadir.

Shunday qilib, bcrUgan funksiya juft va toq funksiyalarning yig‘indisi
shaklida tasvirlanadi.

3) /(x) = sin(x+1) funksiyani quyidagicha tasvirlaymiz: f{x) =
=sin(x+ 1)= sinxcosl+cosxsinl, bunda cosl sin x — toq funk-
siya, cosx sin1 —juft funksiya.

5.4-misol. Quyidagi funksiyalarning juft ham, togq ham emas-
ligini ko'rsating;

1) /w=5" 2)m = M\

3) /(x) =sinx+cosx; 4) [(X) =xXN-2X"N+9 .

Yechilishi. 1) /(x) =5*% /(-x) =5"*=-"~?ix/(x). Shunday qi-
lib, berilgan funksiya juft ham, toq ham cmas.

= A-x)=r =-Ar~*x[x). Shunday quib,
bcrUgan funksiya juft ham, toq ham cmas.
3)/(x) =sin X+cos X, /(-x) =sin(-x) +cos(-x) = - sin X + cos X
Bu funksiya ham juft ham, toq ham cmas.
4 /(X)=x>-2x49, N -x)=(-xY -2(-x)"+9 =- x" -2x'+ 95"
*-/W " Demak, bcrUgan funksiya juft ham, tog ham cmas.

5.2. _Davriy funksiyalar. /(x) funksiya X{XC R) to*plamda aniq-
langan bo'lsin.

5.4-1a’rir. Agar shunday o'zgarmas T{T ~ 0) son mavjud boisaki,
>stalgan X x + F64Mar uchun

/U + F)=/(x) (5.2)

“ “higi (agar
Oisa) funksiyaning asosiy davri deb ataladi.



Agar y —fix) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda nT{nGZ)
ham funksiyaning davri bo'ladi.

Agar davriy funksiya  —asosiy davrga ega bo'lsa, qolgan davr-
larning hammasi ga karrali bo'ladi.

Funksiya eng kicliik musbat davrga ega bo'Imasligi ham mumkin.
Masalan, fix) =5 funksiya uchun ixtiyoriy hagigiy son davr bo'ladi,
lekin u asosiy davrga ega cmas. Hagigatan ham, fix) = const, a~O
ixtiyoriy haqgigiy son bo'lsin. fix+a) =fix) =const. Bu ycrdan kelib
chigadiki, a davr eng kichik mushat davr emas.

5.5-ta’rif. Agar

fix+cj) =-fix), (cos0)

bajarilsa, u holda fix) anti davriy funksiya” deyiladi.

fiavriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

. Ikkita T davrga ega bo'lgan funksiyaning yig'indisi, ko'paytmasi
yana davriy funksiya bo'ladi va uning davri T ga teng bo'ladi.

2'. Agar TiT 0)fix) vag(x) funksiyalarning eng kichik musbat
davri bo'lsa, bu son/(x) £g(x),/(x)'g(x) uchun eng kichik mus-
bat davr bo'Imasligi ham mumkin. Masalan, 1) /(x) =3sinx+2,
g(x) = 2- 3sinx funksiyalar eng kichik musbat T=2n davrga ega,
lekin ularning yig'indisi fix) +g(x) =4 esa eng kichik asosiy davr-
ga ega cmas. 2) /(x) =sinx+1, g(x)=I-sinx funksiyalarning eng
kichik musbat davri T=2n, lekin /(x)-g(x) = cos" x=j (| +cos2x)
ko'paytmaning eng kichik musbat davri T=n bo'ladi.

3. Agar fix) funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda /(ax),
fiax) +b funksiyalar T=-" davrga ega (bunda a*Q ixtiyoriy haqi-
giy son, x, axEiX) bo'ladi.

4'. Agar/(x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u'holda Afiax+Db)
~ = const, a>0) ham davriy funksiya bo'ladi va uning davri « =1
ga teng bo'ladi.

Agar istalgan x6/J1' va ba’zi bir T lar uchun /(x+I)=y "
(FvO) bo'lsa, u holda fix) funksiya 2I" davrga ega bo'ladi.

5% u=(pix) davriy funksiya bo'lsin. Agar/(x) funksiya gat’iy
monoton bo'lsa, u holda y =f\<pix)\ murakltab funksiya ham dav-
riy bo'ladi va ularning davrlari bir-biriga teng bo'ladi.



6* Arar funksiya gat'iy monoton bo Imasa, u holda

,-=11,,(x)l funksiyaning davti n=y>rn) funksiyaning davridan ki-
chik bo'lishi ham inunikin. j
55 misol Ushbu/(x) = sin2x funk5|yan|ng davny funkS|ya ckan-
ligini ko'rsating va eng kichik musbat davrim toping
Yechilishi. Faraz gilaylik, biror TAO uchuii sin2(x+ 7) = sm2x
tenglik o‘rinli bo'lsin, bundan sin2(.v+r)-sin2x=0 yoki
2sinrcos(2x+r) =0 tcnglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglik sinr=0
uchun ham o'rinli boMadi, bundan T =np, neZ . Demak, shun-
day T—nn, nSZ o'zgarmas son mavjud ekan. Berilgan funksiya-
ning eng kichik musbat davri 7U=n ga teng bo'ladi.
5,6-misol. Quyidagi funksiyalarni davriylikka tekshiring;
Df{x)=x"+x + [\ 2) [(x) =x+cosx;  3)/(x) =sin™x.
Yechilishi. 1) Faraz qUaylik, Ax) =x*+x +1 davriy funksiya
bo'lsin, u holda davriy funksiyaning ta’rifiga ko‘ra, shunday o‘zgarmas
son mavjudbo'lib, (x+7)M+(x+T) +1= x"+x + 1 tenglik o'rinli
bo'ladi. Oxirgi tenglikni T ga nisbatan echib, T ni topamiz:

XY2TX+TYUYX+T +1=X +X +1,

r+(2x+1)7 =0;7,=0;rj =- 2x-1.

I va ning shartga ko'ra topilgan giymatlari davriy funksi-

yaning ta’rifini ganoatlantirmaydi (T noldan fargli o'zgarmas son

bo'lishi, ya’ni x ga bog'liq bo'Imasligi kcrak edi). Demak, berilgan
funksiya davriy funksiya emas.

2) faraz qilaylik, berilgan funksiya T davrga ega bo'lgan davriy
funksiya bo'lsin. U holda,

X+ 7+cos(x+7)=cos X+ Xyokicos(x+7) - cosx=-7, - 2sinx+

+278lly 7, sinfx+-—W —

Bu tenglikning o‘ng tomoni
2siuy

?

miqdor, chap tomonl esa x ning funksiyasidir
dUn

. Bunday
“'S'ikni Vx lar uchun ganoatlantira-

¥unf<3|ya davny funksiyl emaanUd emas. Shuning uchun, berilgan

3) berilgan /{x) =sin* x funksiya davriy funksiya bo'lsin va davri

gaiengbo Isin.U holda sIn”(x+7) = sin* x yoki sin”(x+7)-sin® x=0
yoki l«»’ (x+r)+si,t,l.[smMx+T)-sin=x|=0 tenglik X ning ix-



tiyoriy giymatlarida o'rinli bo'ladi. Bunda sin”(x+7)+sin”™ x>0
bo'lib, u aynan nolga tcng emas, unda sin(x+7°)-sin” x=0

yoki ~ ~ €0S2X-C0S(2x+2r) =0, 2sin(2x+

+7)sin7 =0 bo'ladi. Bunda sin(2x+7°)?t0 bo'lgani uchun, sinr=0
bo'lishi kerak. Bu tenglikni ganoatlantiradigan eng kichik musbat
son J1 bo'ladi. Demak, berilgan funksiya davriy funksiya bo'ladi va
uning davri T=n.

5.7- niisol. Davriy funksiyalarning xossalaridan foydalanib, quyi-
dagi funksiyalarning eng kichik musbat davrini toping:

1) /(x) =-jtgx+jctgx; 2) /(x)=sinyX+5cos(|x+5)
3) /(x)=2+tg f.

Yechilishi. 1) tgx va ctgx laming eng kichik musbat davri n
bo'lganligi uchun, I*-xossaga asosan, berilgan funksiyaning ham
eng kichik musbat davri n ga tcng bo'ladi.

2) sinx va cosx funksiyalarning eng kichik musbat davri 1n dan
iborat bo'lgani uchun:

a) sin-|x funksiyaning davri, 3*-xossaga asosan, ¢=-|,7,=

21 21 81
e
4

b) 5coshyX+5j funksiyaning davri, 4*-xossaga asosan, =

r,=r=r =3q.

3 8
Demak, berilgan funksiyaning eng kichik musbat davri yn va

3n sonlarining eng kichik umumiy karralisidan iborat bo'ladi, ya’ni
T= 24n.

3) ma'lumki, tgx funksiyaning eng kichik musbat davri n. Demak,
berilgan funksiyaning eng kicliik musbat davri, 3’-xossaga asosan,

w= i lm =" =3,
a
5.8-misol./(x) funksiya to'plamda aniglangan bo'lib, shunday
r*iOsoni topilsaki, V.VGXIf lar uchun x+Tg X bo'lib, /(x+T) =

= ° shart bajarilsa, /(x) funksiyaning davriyligini isbot glling.



Ishoii. Ixtiyoriy x lar uchun f{x+T) o'rinli
boMgani uchun, x ni x+ I ga almashtirib,

W1+E.+a _
rven 0 DE(X)-\ _ I(x)(1+fl) _ /-4

— rrsi—
bf(x)-I

tenglikni olamiz. Dcrnak, berilgan funksiya davriy bo lib, uning dav-
ri 1T ga teng.

Eng kichik musbat davrga cga bo'lgan funksiyalar yig‘indisming
eng kichik mushat davri go'shiluvchi funksiyalar davrlarining eng
kichik umumiy karralisiga teng bo'ladi. Bunda, shakl almashtirish-

lar natijasida nolga aylanadigan qo'shiluvchi funksiyalarning dav-
ri hisobga olinmaydi.

Masalan, ushbu

/(x)=2sin4jc+ctg3x+3sinx+sin(x-")+2sin(x+-'r)

funksiyani shakl almashtirishlar natijasida quyidagi /(.x) =2 sin 4x+
+ctg3x ko‘rinishda ifodalash mumkin, bunda 3sin x+sin(x—a)+
+2sin(x+")=0. a) g(x)=2sin4x funksiyaning eng kichik musbat

davri, 3 xossaga asosan, TA"="=J, b) /j(x)=ctg3x funksiya-
ning eng kichik musbat davri A "ay sonlarning eng kichik
karralisi n, Shunday qilib, yuqoridagi tasdiqga asosan, bcrilgan/(x)
funksiyaning eng kichik musbat davri n ga teng bo'ladi.

53. Bir giymatli va ko‘p giyniatli funksiyalar. Agar X to’plamda
har bir Xsonga biror qoida yoki gonunga ko'ra ¥ to'plamdan bitta
y son mos qo yilsa, u holda v bir giymatli funksiya deyiladi, ya’ni
VX, Xe AX X=/(Xj) I(X]).

Agar .y to plamdagi har bir x songa biror goida yoki gonun-
ga”0ra Yto plamdan bittadan ortiq yoki cheksiz ko‘p m son luos

n y holda funksiya ko'p giymatli deyiladi. Masalan; 1) u=zyfx
4
)

*qiymatli funksiya; 2) >=arcsinx - ko‘p giymatli funksiya:
Yy J?(-);Z - bir qiymatI? funksiya. Py Y

. . chegaralanmagan funksiyalar, y=/(x) funk-
siya X to plamda aniglanganbo'lsiiv



5.6-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas M (o'zgarmas m) son to-
pilib, istalgan xE.X uchun f(x)*"M {f(x)>m) tengsizlik o'rinli
bo‘lsa,/(x) funksiya to‘plamda >mor/Yan (quyidan) chegaralangan
deyiladi, aks holda funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan
deyiladi (5.3-chizma).

y:M 0
XT
.I-I . f 0 *
I\
a) yugoridan chegaralangan funksiya b) quyidan chegaralangan funksiya
5.3-cliiznia.
5.7-ta’rif. Agar f(x) funksiya y=m 'y

X to'plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo'lsa,
ya’ni shunday o’zgarmas M va \
m sonlar mavjud bo’lib, istalgan )
x G X uchun \(Y)’ \ \
y=m
m<f{x)<M (5.3)
5.4-chizma.
tengsizlik o’rinli bo'lsa, u holda
f{x) funksiya X to’plamda chegaralangan deyiladi (5.4-chizma).

fn=inp/(x)} son fix) funksiyaning X to'plamdagi aniq quyi
chegarasi, A/ =sup{/(.v)} son esa,/ (a) funksiyaning X to’plamdagi
Xex

aniq yuqori chegarasi deyiladi. M-m ayirma /(x) funksiyaning X
to'plamdagi tebranishi deb ataladi.

Agar fix) funksiya chegaralangan bo’lib, m va M sonlar uning
anig quyi va aniq yuqori chegaralari bo’lsa, u holda

WIA ¢ (5.4)

tengsizlik o’rinli bo’ladi, bunda C=ma\{\M\, |4l}. (5.3) bilan (5.4)
tengsizliklar o’zaro teng kuchlidir (5.5-chizma). Demak, (5.4) teng-
sizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.



Chcgaralangan funksiyalarning
grafigi Ox o‘qqga parallel bo'lgan
y=Cwiy=- Cto‘g‘ri chiziglar
orasida bo‘ladi (5.5-chizma).

Quyidan chcgaralangan (/(-v)>

sm) funksiyaning grafigi O.vo'qga
parallel bo‘tgan y =m to‘g‘ri chi-
ziqdan "aiqorida joylashgan bo'ladi
(5.3-i chizma).

Yuqoridan chcgaralangan funk-
siyaning grafigi (/(x)<M) Ox o‘qqga parallel bo‘lgan y=M to‘gri
chizigdan pastda joylashadi (5.3-a chizma).

5.8-ta’rif. Agar istalgan musbat C> 0 son uchun shunday x GX
lopilib, 1/fx j1 > Ctengsizlik o'rinli bo'lsa, f{x) funksiya X to'plamda
chegaralanmagan deyiladi.

/(x) funksiya x* nugtaning biror atrofida chegaralanmagan bo'lsa,
u X nugtada chegaralanmagan deyiladi.

/(x) funksiyaning [a; b] kesmada chcgaralangan bo'lishi uchun, uning
[a; b] kesmaning har bir nugtasida chcgaralangan bo'lishi zarur va
yctarlidir.

Chegaralangan funksiya quyidagi xossalarga ega:

/(x) va g(x) funksiyalar X to'plamda aniglangan bo'lib, ular shu
10‘plamda chegaralangan bo’lsa, u holda a) /(x)£g(x); b) /(x)-g(x);

O tlj)y» ;d) /()1 1lg(x)1 funksiyalar ham X to'p-
lamda chcgaralangan bo'ladi.

5.9-misol. Quyidagi funksiyalarni 0‘z aniglanish sohalarida chega-
ralanganlikka tekshiring:

1 fix) =-x +4x- 3, 2) fix) = ;
) fix) ) fix)= o

3) /(x)=3"""*+5c082x; /W =tg.x.

Yechilishi. 1) Bcrilgan uchhadni to'lig kvadratga keltiramiz:
mfi?)~~x +4x-3=-(x-2)"+1. Funksiya x=2 nuqtada eng katta
giimaiga crishadi va u 1 ga teng. Bcrilgan funksiyaning giymatlar
sohasi £(/)=( a1 1)

orjdan chcgaralangan, quyidan chegaralan-
magan, ya nl -oo<y&q)sf. g gan. quy g
2) o rta arifmetik va o'rta geometrik giymatlar orasidagi munosa-

bailardan, ya'nio<  -3)" yoki 6x*s x«+9 dan, ushbu 0s 49 A |2
X



tengsizlik kelib chigadi. Demak, berilgan funksiya butun son o‘gi-
da chegaralangan (bunda A/=i, w=0) va uning grafigi =A

va >=/a=0 to‘g‘ri chiziglar orasida joylashadi.
3) ravshanki, bcrilgan funksiya butun son o'gida aniglangan va
quyidan 3™”*+5cos2.x>3-5=-2 bilan chearalangan, yugoridan

csa |3""**-(-5c082x|<|3**““*| +5|c0os2x|<3+5 =8 chcgaralangan. De-
mak, qaralayotgan funksiya chegaralangan (C =8, G = -2) va
uning grafigi j*= C=8vay=C,=-2 to‘g'i chiziglar orasida joy-
lashgan bo'ladi.

4) ravshanki, /(x):l—+x >0, bundan funksiyaning quyidan

0 hilan chcgaralanganligi kclib chigadi. (I-x*)"*sO tcngsizlikdan
i tengsizlik kelib chigadi. /(.x) = =—r+ < 1+1=1

chunki I+x*sl. Demak, son o'qidagi ixtiyoriy x larda 0</(x)<I
tengsizlik bajarilgani uchun, berilgan funksiya chcgaralangan.

5) ma’lumki,/(.v) =tgv funksiya x=i?\|.x:xGi?; x=(2A:+1)-|;
/:GZ| to'plamda aniglangan. Ravshanki, /(x) = tgx funksi-
ya davriy funksiya bo'lib, uning eng kichik musbhat davri n ga
teng. Bcrilgan funksiyani (" fif) intcrvalda garaganimizda, u

yj segmentda chegaralangan, ya’ni ltgx|<I.

Demak, tgx funksiya — shartni ganoatlantiruvchi ix-
tiyoriy [a; b] segmentda chcgaralangan, Ickin |-y ; o0j, jQ y]j
intcrvallarda csa chegaralanmagan.

5.10-misol. Ushbu funksiyaning 0:s.x<o00 dagi aniq

quyi, aniq yuqori chegaralarini va tebranishini toping.
Yechilishi. Pavshanki, 1) 0sx<oo oraligdagi ixtiyoriy xlar uchun

I"SO; 2) (0; 1) intervaldan ixtiyoriy e sonni olsak, u holda
Vg (o; .M)lar uchun /(x)=j" < e tcngsizlik bajariladi. Demak,

{/(x)}=0. 0~x<w dagi ixtiyoriy x lar uchun

0S4<



tengsizlik o‘rinli. U holda, yuqoridagi olingan e lar uchun

bo’lganda tengsizlik bajarUadi.

Bu tengsizlikdan
sup {/(x)}=1 ckanligi kclib chigadi

. Shunday qilib, bcrilgan
funksiyaning aniq quyi chegarasi m= 0, aniq yuqori chegarasi
A/= 1. Demak, funksiyaning [0;' +») dagi tebranishi w=M -m =1
bo'ladi.

5,5. Monoton funksiyalar. y=f{x) funksiya X =[ab] {XcR)
to'plamda berilgan bo'lsin.

5.9-ta’rif. Agar istalgan MX£E£A’ lar uchun, bo'lganda
1(x,)<I(xj)(/(x,)<[/(x2)) tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya

X to'plamda o'suvchi yoki kamaymovchi (qatiy o'suvchi) deb ata-
ladi (5.6-fl chizma, 5.6-b chizma).

Myw ar lar uchun x, <Xj bo'lganda
tengsizlik o'rinli bo'lsa,/(x) funksiya X
ladi i57

oW o smovchi (gat'iy kamayuvchi) deb ata-
ladi (5.7-fl chizma, 5. 7y chizma). (Gatly y )



IOclpvchl va kamayuvchi funksiyalar monccn/Tkuwblar J/1
atala

Funksiyani monotonlikka tekshirishda quyidagi umumiy tasdlqlar
inullim ahamiyatga ega:

1. Agar fix) funksiya [ to'plamda o'suvchi bo'lsa, u holda
fix) + C iC — ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiya ham X to'plamda
o'suvchi bo'ladi.

2. Agar/(x) funksiya X to'plamda o'suvclii bo'lsa, u holda c/(x)
(c>0) funksiya ham X to'plamda o'suvchi bo'ladi.

3. Ikkita o suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning yig'indisi yana
o'suvchi (kamayuvchi) funksiya bo'ladi.

4. 1kkita musbat o'suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko'payt-
masi yana o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

5. Agar/(x) funksiya X to'plamda o'suvchi, musbat nSN
bo'lsa, /" (x) funksiya ham X to'plamda o'suvchi bo'ladi.

6. Agar fix) funksiya o'suvchi bo'lsa, —/(x) funksiya kama-
yuvchi bo'ladi va aksincha.

7. Agar fix) funksiya o'suvchi bo'lib, istalgan xEiX uchun

/(x)?10 bo'lsa, funksiya kamayuvchi bo'ladi.

8. Agarfix) funksiya gat’iy o'suvchi bo'lsa, x=/"*(>) (8-8 ning
6-b. g.) funksiya ham bir giymatli va gat’iy o'suvchi bo'ladi.

9. Agar x=/(/), tEla, Mlda o'suvchi, y=f{x) funksiya csa
I4a), fifi)lda o'suvchi bo'lsa, y=Fifix)) funksiya ham [a, /?]da
o'suvchi bo'ladi.

10. Agar x=/(0, tE[a, ~]da kamayuvchi, y= Fix) funksiya
csa, 1/(a), /(/3)1da kamayuvchi bo'lsa, y=Fif{x)) funksiya [a, ~
da o'suvclti bo'ladi.

11. Agar x~fit), tE{a, p\da o'suvclii y=F{x) funksiya csa,
1/(a), /(/3)1da kamayuvchi bo'lsa, y =Fif[x)) funksiya [a M da

kama%/uvchl bo'ladi. i a \<
Agar ® ), x>ix) va/(x) funksiyalar o'suvclii ba'lib, <p[x)< txj s

=V;W tengsizlik oTmli bo'lsa, ,.Wk))s/(/(.t))fiVvW-")) «ngslzlik

0 rinli bo'ladi. iiee
S.II-misol. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka teksliinng.

1) /(X) = XM +X; 2) /(x) =sinx, 2 .l
4-x"
3) /(X) = (x +4x+6)-In(x'+4x+6); 4) /IW = X



, L= 14 /m(x)=™IC funksiya r da aniglangan. r dan ix-
,Jiyo* S X va X nugta olamix. Aniglik uchun, x, <x, bo-ki,,.
)-1(X]) ayirmani garaymiz;

10X,)) - BX,) = (X - X)=(5 + +A 4

ikkinchi ko'paytuvchi x, va x, ning bar ganday hagigly giymalida
musbat. Hagigatan ham,

XI+ X)X+ X2+ = (x,+7) + \x\+ |,

Shartgako'ra, Xj-Xi>0,uholda /(Xj)-/(Xi)>0.ya’ni /(X:)>/(x,»
Oxirgi tengsizlik /(x) funksiyaning R da gat’iy o'suvchi ckanligi-
ni bildiradi.

2) aniglik uchun, x, <Xj bo'lsin. ayirmani tuzamiz.

[(X])-1(x,) =sinx2-sinx, =2sin °C0S Yy—.

[” T’ t] kesmadan olingan 0< A lar uchun sin ->0

va -y <—y -<Y laruchun ¢ o s >0. Shunday qilib, sinx,>
>sinx.. Dcmak,/(x) =sinx funksiya T da qgal’iy o‘suv-
chidir. 'm

3) 2=X"+4x+6 =(x+2y+2 bo'lsin. U holda x<-2 uchun z
funksiya kamayuvchi, x> -2 uchun z funksiya o'suvchi boiadi. Bu
giymallar uchun z> 1 bo'ladi, Endi y=zInz funksiyani qarasak, y
x> -2 da o'suvchi, x< -2 da csa kamayuvchi bo'ladi, chunki, agar

n bo'lsa, r,> >1va dcmak, 5=ZInZd>2In"2=Yri
ya ni berilgan y= "Inz funksiya kamayuvchidir.

fix) = funksiyani /(x) = ~ -x ko'rinishda tasvirlaymiz.

Bu funksiya nolni 0'z ichida saglamaydigan har ganday intcrvalda

X3 -X kamayuvchi bo'lgan ikkita funksiyalar yig'indisidan
iboral. 3 -xossaga ko'ra, berilgan funksiya kamayuvchidir.

5.12-misol. /(x)=x" (n&N) funksiyaning [0; 00) da o'suvchi
CKanligini ko'rsating.



reclmshi LW 'blTn Osx,<x, dan VneN ,chun x'<.,;
tengsizlig. kehb chigadi. Dcmak, berilgan funksiya [0; L) da

5.13- misol. Ushbu /(x)=-~-A _ funksiyaning (0; »)da ka-
mayuvchi ckanligini ko'rsating.

Yechilishi. Ma’lumki, + 5x*+ 7 funksiya [0; <0}k manfiy cmas
va o'suvchi. U holda, 5) va 2) tasdiglarga binoan, va 5x" funksi-
yalar ham [0; oo) da o'suvchi. 1) va 3) tasdiglarga asosan X'+ 5+ 7
funksiya ham [0; «) da o'suvchi bo'ladi. Shunday qilib, 7) tasdigga

asosan berilgan = funksiya [0; oo) da kamayuvchi.
5.14- misol. Ushbu a) /(x)=sinx+cosx; b) /(x)=tg|x+jj

funksiyalarning monotonlik oraliglarini anigiang.
Yechilishi. a) Trigonometriyadagi ma'lum formuladan foyda-

lanib, berilgan funksiyani ushbu /(.v)=VIcos"x— ko'rinishga
keltiramiz. Ma’lumki, cosx funksiya (2nx; (2u+1).1) oraligda ka-

mayadi, 1Q2n—i)t; 2ns), (a=0; *1; £2, ..) oraligda csa o'sadi.
Shuning uchun, /(x) =sinx+cosx; funksiyaning kamayish oralig'i

[A+2/m; N +(2n+1)a], (n=0; *1; £2, ...), o'sishoralig'icsa, [j+

+@2n-1)a; j+ 2nxj, (U=0; £1; £2, ...)dan iborat bo'ladi.
b) ma’lumki, tgxfunksiya y +L*r; y+/.vrj, («=0; £1; £2, ..)

oraligda o'sadi, u holda berilgan funksiya ham +
(n=0; £1; +2, ..) oraligda o'sadi.
5.6. Teskarl funksiyalar. /(x) funksiya X to'plamda aniglangan

bo'lib, funksiyaning o'zgarish (giymatlari) sohasi Y bo'lsin.
'5.11-ta’rif. y/=/(x) funksiyaning har bir y G ¥giymatiga biror, g
munosabatga ko'ra. A'dan faqgat bitta x giymat mos kclsa, Yto'plamda
funksiya aniglangan bo'ladi va u y=/W ga nisbatan ieskari funk-
siya deyUadi va x=/- “(y)=4() ko’rinishda belgilanadi.
Odatdagidek, funksiyani y bilan, argumentm csa
iashlarga muvofiq, x=T4y) ko'rinishda yozishadi. / (~v)
11 .

¢ | T -

ega bo'lbhi uchun, o'z umgfanish sohuedag, urgum.enm,nd
75



har xil giymatiga funksiyaning ham
har xil giymati mos kelishi zarur va
yetarli, ya'ni ¥ XpXr6A4/Ji/ar uchun
"Xo m()-

5.2-teorema. Agary =/(x) funksiya X
da aniglangan gatiy monoton o Suvchi (ka-
mayuvchi) boba, Yda y=f{x) ga teskari
funksiya mavjud, bu funksiya ham qatiy

monoton o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

S.l-eslatma. Agar funksiya monoton bo'lib, Ickiii gat iy monoton

bo'lmasa, bu funksiyaning tcskarisi mavjud bo'Imaydi. Buni, masalan,
5.8-chizmada ko‘rsatilgan

-1, x<-I bo'lganda,
/W = X -l<x<1 bo‘lganda,
1, x>I bo'lganda

funksiya misolida ko‘rish mumkin.

5.2- eslatma. Juft funksiyaning tcskarisi mavjud cmas. Xususiy
holda, aniglanish sohasining funksiya gat’iy monoton bo’lgan gism-
larida teskari funksiya mavjud bo’ladi. Masalan, y =x* funksiya
uchun [0; +oo)da y=4x teskari funksiya bo'ladi.

5.3- eslatma. Davriy funksiyaning tcskarisi mavjud cmas. Xususiy
holda, aniglanish sohasining funksiya gat’iy o'suvchi (kamayuvchi)
bo'lgan gismlarida teskari funksiyalar mavjud bo’ladi. Masalan,

[,(X)=sinx(xE[-f;i]);/j(.x)=cosx(xe[o,n:l);/s(x)=tgx (xe(-f;

))» 1 4"~)=ctgx(xe(0,n)) funksiyalar uchun ko’rsatilgan oralig-

lardag,(y)=arcsin>- (yel-1,11), g*(y)=arccosy (yGI-1,11); g{y)=
=arctg> O£ (-C+@); (y) =arcctg> QvE (- ». +00)) teskari funk-
siyalar mavjud, chunki bu oraliglarda ular gat’iy monotondir.
5.4-eslatma. y=f(x) funksiya va bu funksiyaga teskari bo’lgan
fnksiyaning aniglanish sohasi va o’zgarish sohasi 0’z
ro armi almashtiradi’ ya’ni y=/(x) funksiyaning aniglanish soha-
cskari funksiyaning o’zgarish sohasi bo’ladi, y=/(x) funksiya-
siq sohasi esa teskari funksiyaning aniglanish soha-



y=1(x) funksiya biror ATto’plamda
aniglangan bo'lib, uning giymat-
lari to'plami Y bo'lsin. g>>) funk-
siya yto'plamda aniglangan bo'lib, X
to'plam csa uning giymatlari to'plami .
bo'lsin. 5.9-chiima.

h5.3-teorema. g(y) funksiya y=f{x) ga teskari funksiya bo'Ushi
uchun

gi/ix)) =X(XEX) ifig(y)) =y (ye Y)) (5.5)

shartning bajarilislii zarur va yctarlidir (5.9-chizma).

Misollar. 1) /W =1i,i(AT)=i (g**0) fimksiyalar (5.5) shartni
ganoatlantiradi. Hagigatan ham, /(*(x)) =-}=x- Demak, ular

bir-biriga teskari funksiyalar bo'ladi. N

2) f(x) ==, g(x) =-x, XG(-00,+(» funksiyalar (5.5) shartni
ganoatlantiradi, ya’ni /igix))=-(-x) =x . Demak, ular bir-biriga
teskari funksiyalar bo'ladi.

y=1/(x) to'g'ri funksiyadan x=/~"(y) teskari funksiyaga o'tish va
uning grafigini chizish uchun, quyidagi amallarni bajarish magsad-
ga muvofiq;

1. y=f{x) tenglama x o'zgaruvchiga nisbatan (agar tenglamani
X ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa) yechiladi:

x=f-4y) =g(y).
2. X ni y bilan, y ni x bilan almashtiriladi:
y= f~"{x) =g(x).

3. y="f(x) to'g'ri funksiyaning grafigi chiziladi.

4. Hosil gilingan y=f{x) funksiyaning grafigini 1 va Ill chorak
koordinatalar burchaklaridan o'tuvchi bissektrisaga nisbatan simmcirik
almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil gilinadi.

fix) funksiyaning grafigi {('""~.k):-"*~nuqtalar to pla-
midan, g(y) funksiyaning grafigi csa, {&»M))~((-»)>N} nugta-

lar to'plamidan tuziladi (5.10-chizma).
5.11-chizmadagi y =/(x) funksiya uchun teskari funksiya mavjud

cmas, chunki x,<.V2<Xj<X4 da yQ=f(Xi) =f(X2)- f(Xi)- f(x")
bo'ladi, bu esa teskari funksiya mavjud bo'lishi shartiga ziddir.



5.15-misol. y =Sx-¥I funksiyaga tcskari funksiyani toping.

YechilishL y=5x+ 7 funksiya butun son o‘gida aniglangan va
gat’iy 0‘suvchi. Shuning uchun bu funksiyaga teskari funksiya mav-
jud va u ham o'suvchi. y=5x +1 tcnglamani x ga nisbatan yechamiz:
X= (-«<y<oo)'§I

Endi Xniy gavay ni Xga almashtiramiz, natijada izlanayot-
gan teskari funksiyaga cga bo'lamiz; x="-",

5.16-misol. Ushbu /(x) = .x"-x+I,x>i va <QpX)=j +
funksiyalarning o‘zaro teskari ekanligini ko'rsating.

YechilishL y=/(x) =x"-x+l=(x-ij4 " funksiya isx<«>

da o'suvchi. x shu oraligda o'zgarganda, <""y<oo. Demak,

berilgan funksiyaga teskari funksiya mavjud va u x*—~x+(1—)=0
tenglamadan topiladi;

x=qQ) =i +y 11 =)

5.n-misol. Ushbu y =2 funksiyaga tcskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning aniglanish sohasi — butun
son 0'qi; o'zgarish sohasi csa (0; 00) dan iborat bo'lib, u (—€0; 00)
to'plamda gat’iy o'suvchi bo'ladi.

Demak, 5.2- tcoremaga ko'ra, berilgan funksiyaga teskari logjX
funksiya mavjud; /* “(/(x)) =iogi2*=xlogj2=x.



5.18-misol. Ushbu y=cosx funksiyaga teskari bo'Jgan funksi-
yani toping.

Yechilishi, Ma lumki, y = cosx funksiyaning aniglanish soha-
si i)(y)=7=(-«>;"), qiymatlari to'plami £(y)=1-I; ljdan ibo-
rat bo lib, u teskari funksiyaning mavjudlik shartini ganoatlantir-
maydi.

7?=(-00;00)niushbu n A -|< x 2 nn+y, (N=0; £1; +2; £3; ..)
oraliglarga ajratamiz. Agar n juft bo'lsa, u holda cosx funksiya
n-y<xb5nga+y, (n=0; +1; £2; +3; ..) oraliglarda o'suvchi,

Jltog bo'lganda esau na-A<x<nn+", (n=0; £1; £2; +3; ..)

oraliglarda kamayuvchi bo'lgani uchun, ko'rsatilgan oraliglarda
[-1; 1 da aniglangan teskari funksiya mavjud bo'ladi. Xususiy hol-

da, —§ <x<j oraligda cosx ga teskari x = arccosy funksiya mav-

jud bo'ladi. na-y<x<N.T+Y, (n=0; £1; +2; £3; ..) oraliqda

y = cosx funksiyaga teskari bo'lgan funksiyaning ko'rinishi quyidagi-
cha bo'ladi: x =z+arccos5>+2n/:, ksZ.

5.7. Murakkab funksiyalar. f va g funksiyalar, mos ravish-
da, X va X to'planilarda berilgan bo'lib, / funksiyaning giymat-
lari to'plami eCJ)= f funksiyaning giymatlari to'plami E{g) =Z
va YQYi {g funksiyaning giymatlari to'plami, g funksiyaning
aniglanish sohasida saglansin) shart bajarilganda X to'plamda
E =g{f{x)) =h{x) {F=g(y),y=f(x)) murakkab funksiya yoki g
va ffunksiyalarning kompozitsiyasi aniglangan deyiladi vau z=g°f
kabi belgilanadi (5.12, 5.13-chizmalar). Demak, ‘'ixe.X uchun/
funksiya yordamida bitta y G mos go'yiladi, so'ngra YyEY uc-
hun g funksiya yordaniida bitta ZGZ mos qo'yiladi. Shunday qi-
lib, z=g(,f{x)) funksiyaning aniglanish sohasi y=f{x) funksiya-

h h

5.12-chizma.



,LLl. aniglamsh sohasiga usima-ust tushad. yoki umng q,sm, bo'ladi.
C d a/ funkaiyaning giymatlari achaai g funk.yamng aniglaafeh

yolishi muhim, ate hoWa g va/ funk5|yalarmng kompo-
zitsivasi aniglaninaydi.

5.19-misol. Ushbu z=sin>"va y=
funksiya luzish mumkiiuni?

Yechilishi. BerUgan z=siny va y=  funksiyalarnmg, mos ra-
vishda, D{z), E{y) sohalarim topamiz. Ma’lumki, z=siny funksiya-
ning aniglanish sohasi butun son o’gidan, ya ni D{z) —R — )
dan iborat. y=x4 unksiyaning giymatlari to'plami: Ay) = [0; co).
Bundan, E(j) G LKz) ckanligi kclib chigadi, ya’ni yuqoridagi, murak-
kab funksiyani tuzish sharti bajarilayapti. Shuning uchun, bu funk-
siyalardan murakkab funksiya tuzish mumkin; z=sinx®. Bu funksi-
yaning ham aniglanish sohasi i?= (-co; oo) dan iborat.

5.20-misol. z=>/y+4 va y= 3* funksiyalardan murakkab funk-
siya tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Ma’lumki, y=3" funksiya D(y) = (-00; 00) da an-
iglangan bo’lib, uning o’zgarish sohasi £(y) = (0; co) dan iborat.
Z=>fy+4 funksiyaning aniglanish sohasi D{z) = [4; oc). Ravshan-
ki, £(y) 6 D{z) murakkab funksiya tuzish sharti bajarilganligi uchun

berilgan funksiyalardan [-4; oo)da aniglangan z=V3*'+4 murak-
kab funksiyani tuzish mumkin.

5.21-misol. z=arcsiny va y=5+x” funksiyalardan murakkab
funksiya tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Ma’lumki

funkmyalardan murakkab

, z=arcsiny funksiya 2)(z) = [, 1]
aniglangan, lekin y=5 +x* funksiyaning o’zgarish sohasi £(y) he-
tiyoriy X larda 2)(2) = [; 1] da yotmaydi.

Demak, murakkab funksiya tuzish sharti bajarilmaydi. Shu-
rlling uchun bcrilgan funksiyalardan murakab funksiya tuzish mum-
m"cmas.

/ . / /(- =x* va g(x) = 3" funksiyalar bcrilgan.
A AN ) ) L g(9(x)) funksiyalarni toping.
Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko’ra,

A1) =f{x)= figin) =MY)= @y =3*

slifarUashkn

[ . navbatida m rakkab funk-
yam tas kil ctadi, chunk! £(/) =10;c=)c!)(/) = ( »;C0).£
-(0.»)Cc AN~ ap =(0; oo)c Aa)=(-co; oc).



5.23- misol. Ushbu /(,x)=3"' va /-<U)=los,x funblyalarning

I(1 iN)>f (¥Y(")) kompozitsiyalarini toping.
Yechilishi. Tcskari funksiyaning ta'rifiga ko'ra,

[(/-"W ) =3~"*">=3""=;¢c,/-'(/(;t)) =Jog./(X) =log,3- = X.

5.24- mlsol. Ushbu g(x) =.3i-x, Z)(9)=(-«,3| va /(x) =x*-1,
N(/) = (" «) funksiyalardan fog, gof kompozitsiyalarni to-
ping.

Yechilishi. Ta’rifga ko'ra,
(/ »g)W =f{g{x)) = -1=3-x-1=2-x
va
E (f og) ={xe Dig):g(x) e D(/)) = Dig),
chunki Dif) barcha hagigiy sonlardan iborat. Demak, D {f “g) = (- «, 3]

ckan.
Endi (go/)(.v) ning ifodasini va aniglanish sohasini topamiz:

(gof)ix) =gif(x)) =V3-(-v'-I) =AW
va

Digof) = {xeDif):/(a)G(-«,31= fx: x*-1<3} = (-2,2).

Demak, D(go/) =1-2,2].
5.25- misol. Ushbu /(x) =] ; 9(x) =x"+1, h{x)=cosx funksi-
yalarning ifogoh)ix) kompozitsiyasini yozing.
Yechilishi. Ta’rifga ko'ra,
ifogo h)(x) =f(g(h(x))) = ~ i,()2+i “ cos"x+ m

5.26- misol. fog”™F kompozitsiyada £(.x)= (x+1¥Y bo'lsa,/va
g funksiyalarni toping.



" Yechilishi. F(x) funksiya x ga 1 ni qo'shib, kcyin bu ifodani 5-dara-
jaga ko'tarishdan iborat bo'lganligidan, g(x)=x+I va /(x) =x*
deb olish magsadga muvofiq bo'ladi. Hagigatan ham, yuqoridagi
belgilashlarda (/0g)(X) =/(g(x)) =Ig(x)f =(x + ) bo‘ladi.

Ne Iw (I»<)(x)
) ? Vx-5 VXA-5
2) 7 , X

3 X ! X

4 fx 7 X

vied/ilZIshil. 1) shartga ko‘ra, /(x)=Vx-5, {f°g)(x) =fig{x)) =

=1x"-5, bo'lganligi uchutt f{g) =y]g-5, yjg-5 =yIx"-5, bun-
dan g-5=x"-5, g(x)=x"

2) Shartga ko‘ra, /(x) =1+1i, (/og)(x)=x bo'lganligi uchun,
[(«) =1+ [+7 =x bo'ladi. Bundan g(x) =-i-r;

3) shartga ko'ra, g(x)=~, (/»g)(x)=x bo'lganligi uchun,
[(«)=1] (z)=x%, bu yerda i =/ deb olsak, u holda /(o =);

4) Shartga koTa, gfx)=", (/o")(x)=x bo'lganligi uchun,
X bu yerda yfx=t deb belgilasak, u holda

X="M

Matematikaning ko'p masalalarida
deyiJadi ufar” o iAynksiyalarga asosiy elementar funksiyalar

le y -i —o zgarmas funksiya &= const), bSR.
u funksiya, a — haqigiy son.
4 Y=log X rs’atklchll funksiya, bunda a>o, a”l
loganfmik funksiya a>0, a* I, x>0.
A B y=sinX ==cosX y=tge y=ctgx,y=7" =secXy=J_ =
co”secx- trigonometrik funksiyalar.

= -teskari



Asosi{ elementar funksiyalarning xossalari umumiy o'rta ta’lim
maktabi kursidan ma’lum.

Asosiy elementar fun”iyalarning ustida chekli sondagi qo'shish,
ayirisli, ko paytirish, bo lish amaUarini bajarish va murakkab funksiya
hosil gilish natijasida yuzaga keladigan (analitik- usulda berilgan)
funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi, Masalan, ushbu

y=3 ¢ y=arcsinx% y = logj(x"-4x+3)

funksiyalar elementar funksiyalardir.
Elementar bo'lmagan funksiyalarga misoUar keltiramiz:

1.y =sinx+3“*+arctg2x+...
2. Y = X+ 2XN+|XN .

3. Dirixle funksiyasi:
709 = 0, X irralsiooal son bo'lganda,
1, Xralsionai son bo'lganda.

1, 2-misollarda amallar chekli marta bajarilmagan, 3-misolda
esa elementar funksiyalar gatnashgani yo‘q.

Elementar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo'linadi:

1. Butun ratsional funksiya (ko'phad). Bunday funksiyaning umu-
miy ko'rinishi quyidagicha:

[(x) =flov'+ +...+3a,, "X+a,,

bunda A4y Op .... 4, - haqiqiy sonlar, [or,0 (ko'phadning
koeffitsiyentlari), n - manfiy bo'lmagan butun son (ko'phadning
darajasi), &\ 4,...... 4, sonlar va x ustida chekli sondagi go'shish
va ko'paytirish amallari bajarilgan. Butun ratsional funksiyaning
aniglanish sohasi R dan iborat. Xususiy holda, y =ax+b - chizig-
li funksiya, va y =ax*+bx+c - kvadrat uchhad butun ratsional

funksiyalardir.
2. Kasr-ratsional funksiya. Ikkita gisgarmas butun ratsional funk-

siyaning (ko'phadning) nisbatidan tuzilgan

PiY) _ aoCHilx
00 =g "

funksiya kasr-ratsional funksiya deb ataladi. Kasr-ratsional fbnksiya
83



X=R\{x:xeR,Q,, (X)=60V'+ +...+- 0}

to‘plamda, ya’ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan farq.
li bo‘lgan barcha haqigiy sonlardaii iborat to'plamda aniglangan.
Xususiy holda, = va y=-"z{ ~ Kkasr-ratsional funksi-
yalar bo‘ladi. X + X

Butun ratsional va kasr — ratsional funksiyalar birgalikda rat-
sional funksiyalar sinfini tashkil giladi.

3. Irratsional funksiya. Tarkibida irratsional ifodalar gatnashgan
algebraik ifodalarning moslik gonunini ratsional ifodalar yordami-

da ko'rsatlsh mumkin bo‘lmasa, bunday ifodalar irratsional funksi-
yalar dcyiladi. Masalan, ushbu

A+6x-4

funksiyalar irratsional funksiyalardir.

4. Algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksiyalar sinflar
birgalikda algebraik funksiyalar sinfini tashkil giladi. Ushbu

N(X)] +L,X)Y"= +...+ 17 (@>+11,(x) = 0

tcnglamani ganoatlantiradigan har ganday y =/(x) funksiya algebraik
funksiya dcyiladi. Bunda J1(x),J1(x), ...,J1(x) - bcrilgan butun

ratsional funksiyalar, O)(xX)T;0 va u — butun musbat son.

AMisollar. 1. y=\Ix +1 _ algebraik funksiyadir, chunk! u
y -x -1=0 tcnglamani ganoatlantiradi.

fnnv ~Nx -l1)y-4x =0 tcnglama bilan aniglangan
funksiya ikkita algebraik funksiyadan iborat bo'ladi, ya’ni

X

y - M-\ [(xM)44xn 2

X ~ X
sivawm™ *>'m*’ +4=0 tenglama bilan aniglangan funk-
*Va ham aigebraik funksiya bo’ladi,g lekin bu Nl m?am 'm3”or
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ko'rinishda yozish mumkin emas, chunk] uni radikalga nisbatan
echib bo Imaydi. Bu holda biz oshkormas algebraik funksiyaaa ega
bo'lamiz.

5. Transsendent funksiyalar. Barcha algebraik bo'Imagan funksiyalar
iranssendentfunksiyalar deb ataladi (ko'rsatkichdi, logarifmik, tri"ono-
metrik funksiyalar va teskari trigonometrik funksiyalar -transsendent
funksiyalardir). Masalan: >=sin3x, y =V "\ >=arctgbx funksiya-
lar transsendent funksiyalardir.

Shunday qilib, barcha elemcntar funksiyalar algebraik va trans-
sendent funksiyalar sinflariga bo finadi.

5.9. Funksiya grafigi ustida clementar shaki almashtirishlar

Biz quyida elementar funksiyalarning ba’zi sinflarini alohida
garaymiz va ularning asosiy elementar funksiyalarning ma’lum xo-
ssalariga tayangan holda kelib chigadigan asosiy (bosh) xossalarini
hamda funksiya ustida ma’lum bir amallar bajarish natijasida uning
grafigi shaklini almashtirish goidalarini keltiramiz.

Faraz gilaylik, X to'plamdan aniglangan y =f(x) funksiyan-
ing grafigi chizilgan bo'lsin. Quyidagi jadvalda f(x) funksiya yoki
uning argumentini ma’lum bir shaki almashtirish natijasida bu grafik
ganday o’zgarishi bayoni berilean.

Y=/(+'m) funksiya grafigi ustida xOy tekisiikda

Funksiya amaiga oshirisiii iozini boMgan (shaki) aiinash-
tirishlar
/(x) +A, ArQ y=f(x) flinksiya grafigini Oy o‘q bo'yiab: /1>0

bo'lgan A birlik yugoriga; XX O bo'lganda |/t|
biriik quyiga (pastga) siljitish (ko’chirish)

fix-a), aro y=f[x) funksiya grafigini Ox o‘q bo'yiab: a>Q
bo'lganda a birlik o'ngga; a<0 bo'lganda |a|
birlik chapga siljitish (ko'chirish)

k/(x), k>Q, k*I y=f(x) funksiya grafigini Oy o'q bo'yiab
Ox o'qga nisbatan: k> 1 bo'lganda k marta

cho'zish; 0<Jt<l bo'lganda ~ marta qislsh.
Akx), k>0, k~I y=f{x) funksiya grafigini Ox o'q bo'yiab Oy
' ' o0'gqga nisbatan: k> 1 bo'lganda k marta gisish;

0<jt<l bo'lganda | marta cho'zish.



-AX) y=Ax) funksiya grafigining Ox o'gga nisbatan
simmetrik akslantirish.

W 1 y-Ax) funksiya grafigining Ox o'gdan past-
da joylashgan gismi shu o'gga nisbatan
simmctrik akslantirilib, grafikning golgan gis-

1 mi o'zgarmasdan qoldiriladi.

A-x) y_=A><) _funksiya grafigini Oy o'gqga nisbatan
simmctrik akslantirish.
A\x\) y=f(x) funksiya grafigining Oy o'qdan chapda
joylashgan gismini o'chirib tashlash; grafikning
Oy o'qdan o'ngda va o'gning ustida joylashgan
gismini o'z holida qoldirish; funksiya grafigin-
ing 0 sohada yotgan gismini x < 0 sohaga Oy
1 0'gga nisbatan simmetrik akslantirish.

Umumiy holda, y=Cf{ax+b)+D funksiya grafigini chizish
y=f(x) funksiya grafigi ustida bir nccha shakl almashtirislilar (silji-
tish, qisish, akslantirish va hokazo) bajarlshga kcltiriladi.

Avvalo, uni quyidagi >=Cy”0o”x+"jj+2) ko'rinishda tas-
virlaymiz. Bundan, bu funksiya grafigini (yasash) chizish uchun

> funksiya grafigini chizish yctarli ckanligi ko'rinadi.

y, funksiya grafigini chizish uchun csa, *jj  funksi-
ya grafigini chizish yctarli. 0 ‘z navbatda, y* funksiyaning grafigini
chizish uchun y*"=f{ax) funksiya grafigini chizish yctarli. Dcmak,

berilgan = funksiya grafigini chizish uchun/(x)
funksi

ﬁa graflgl ustida quyidagi (shakl) almashtirishlarni bajarish
zarur

A le [(x) funksiya grafigini 0>0 bo'lganda Ox o‘q bo' ylab Oy
0 qga nisbatan qisish yokl cho'zish; a <0 boMganda Oy 0’qga nis-
atan simmctrik akslashtirish va Ox o0'q bo'ylab Oy 0‘qga nisbatan
qiSish yokl cho'zish.
A 2. f{ax) funksiyaning hosil bo'lgan grafigini Ox o‘q bo'ylab,

bo Iganda ~ birlikka chapga siljitish; ~<0 bo'lganda 1-1
birlikka o'ngga siljitish.



3. funksiyaning hosil bo'lgan grafigini, C>0

bo'lgancia Oy o'q bo'ylab Ox o'gqga nisbatan qgisish va cho'zish;
C<0 bo Ipnda Ox o qga nisbatan simmetrik akslantirish va Oy
0'q bo ylab Ox o gga nisbatan gisish yoki cho'zish.

4. funksiyaning hosil bo'lgan grafigini, D>0
bo'lganda D birlik yugoriga, D<0 bo'lganda csa, \D\ birlik past-
ga siljitish.

y =Cf(ax+b) +D funksiya grafigini chizishda amalga oshirilgan

shakl almashtirislilar ketma-kctligini quyidagi ko'rinishda ifodalash
mumkin bo'ladi:

f(x) uf N jj =f{ax +b)-*Chax+b)-*C[ax+b) +D.

Unda bcrilgan funksiya grafigini yasashda ganday funksiya gra-
figi asosiy rol o'ynashi ko'rinib turibdi.

5.22-misol. Ushbu y=log,(3x+l) +5 funksiya grafigi cskizini
chizing.

Yechilishi. y = logj(1+ 3x) + 5 funksiya grafigi cskizini chizishda
amalga oshiriladigan shakl almashtirislilar kctma-ketligini quyidagi
ko'rinishda ifodaiaymiz:

logj x-*logj 3x-+logj *3|x+j)j =log2(3x+1)+5.

Dcmak, bcrilgan funksiya grafigi cskizini chizish uchun avvalo:
1) L=log,x funksiya grafigi (5.14-e chiznia) chiziiadi; 2) so ngra
chizilgan g'rafik Ox o'q bo'ylab, Oy o'qga nisbatan 3 birlikka qisi-
bdi (5.14-Z> chizma); 3) log,3x funksiyaning hosil bo'lgan grafigi
chapga |~"| birlikka slljitiladi (5.14-r/chizma), 4)
funksiyaning hosil bo'lgan grafigi Oy o'q bo'ylab yuqoriga 5 birlik-
slljitiladi (5.14-e chizma). Natijada bcrilgan >=logi(l+3.Y)+5°
funksiya grafigi cskizi hosil bo'ladi.

5.23.mUol. Ushbu
cliizing.



S.l4-chiima.

Yechilishi. Awvalo, >=-2 cos"2x +funksiya grafigining cs

kizini chizishda amalga oshiriladigan shakl almashlirishlar kctma
ketligini luzamiz;

C0S X- COS2X -*COS2/ X + cos(2x+ -2 C0S"2Xx+

Shunday qgiUb, y =- 2 cos™2x +”] funksiya grafigi eskizini chizish
uchun awalo; 1) yj= cosx funksiya grafigi (5.15-0 chizma) chizi-
B



. a) b)

ning hosil bo‘lgan grafigi chapga ~ birlik sUjitiladi (5.15-(/ chizma);
4) >3=cos™2(x+")j funksiyaning hosil bo'lgan grafigi Ox o'gqga
nisbatan simmetrik akslantirilib, grafik Oy o‘q bo’ylab Ox o0 qga
nisbatan |- 2 | birlikka cho'ziladi (5.15-e chizma). Natijada bcrilgan
funksiya grafigining cskizi hosil bo'ladi.

5.24-misol. Ushbu y ="x"+3x+" funksiya grafigining eskizini

chizing. A
vechilishi. Berilgan funksiya grafigining eskizini chizish uchun
uwvalo, grafikni chizishda amalga oshiriladigan shakl almashtirish-

ketma-ketligini tuzib olamiz:

(EF 2N (X +3)*(x+3)"1 = JA-+3x 1,



Bundanko'rinadiki, y =\""b x n\ funksiya grafigining eskizini
chizish uchun awalo: 1) = funksiya grafigi chiziladi (5.16-a
chizma); 2) = funksiyaning chizilgan grafigi Ox o‘q bo'ylab,
chapga 1-3] birlik siljitUadi (5.15-b chizma); 3) >j= (x+ 3)- funk-
siyaning hosil bo'lgan grafigi Oy o‘q bo’ylab 2 birlikka gisiladi
(5.15-d chizma); 4) >j=~(x+3)" funksiyaning hosil bo’lgan gra-
figi Oy 0’q bo’ylab pastga j-1j birlikka siljitiladi {5A5-d chizma).
Natijada bcrilgan y =~x"+3x+”" funksiya grafigining eskizini hosil
gilamiz (5.15-e chizma).

5.25-misol. Ushbu y=2p('2 funksiya grafigini eskizini chizing.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya grafigini chizishda amalga oshiri-
ladigan shakl almashtirishlar kctma-ketligini tuzamiz:

0) b)

5.16-chizma.



y—=2’ funksiya grafigining eskizini chizish uchun awalo:

1) 'y, = 2*funksiya grafigi (5.17-a chizma) chiziladi; 2) so'ngra chi-

zilgan = 2* funksiya grafigi Ox o'q bo'ylab, Oy o'gqga nisbatan
1

3 birlikga cho'ziladi (5.17-6 chizma); 3) y =2™ funksiyaning hosil

bo'lgan grafigi Oy o'q‘bo'ylab, Ox o'qga nisbatan 4 birlikka gisi-

ladi {5.17-d chizma). Natijada berilgan y =2™" * funksiya grafigi-
ning eskizini {b.\I-d chizma) hosil gilamiz.



Mustaqil yechish uchun raisol va masalalar

Ouyidagi funksiyalarning qaysi biii juft, gaysi biri toq va qay.
silari Juft ham, yoki toq ham emasligini aniglang.

5.1. y=2x2-3% 5.2, y=3x2+ 4. 5.3., >=VX.

54, y=x2-x". 5.5. y=Jelxl 5.6. y=x2+ ctgx.
5.7. y=x21XL+ 3 5.8. I=V2+X+X"N-"2-X +xM .
59 Sz 9 5.10. y=X"-COSX.

_ 24X
5.11y=2sindx +3cosdx.  5.12. y=1Iny’

513. = +

5.14. >=n
X+4 , x-4

515 = 5.16. y =

_# X4
517 = 3X4X47 *
5.19.y=flx+b, a, b&R.  5.20. y= logj(2* + 2-").

_(xx"0 a1
521 y= X, Xx<0m 522. y= ax+1 o

— .OX_X3 — x4
5.23.y= 2 5.24. y=sinx+ |,

5.25.y =X+ COsX. 5.26. y=sinx'tgx.

5.27.y=(l -x<).cosx 5.28. y =sin7x +CosSX.

Lesi
5.29.y=arccos XL 5.30. y=arcsin+arccosx. 5.31. EISLBJ(X '
5.32.Quyidagi funksiyalarni juft va toq funksiyalar yig'indisi
ko'rinishida tasvirlang;
_ X
1-/(x) =5x2-x+8. 2. /(x)= ~X44X+i .

4 I(x)= XS

X2+6
X4 sm
5. /(X)=

Quyidagi “un\siyalarni davriylikka tckshiring. Agar davriy
bo'lsa, u holda uning eng kichik musbat davrini toping:

5.33./(x) =x’-3x + 4. 5.34. /(x) =sin2x - 2tg.
5.35./(xi =sin 1. 5.36. /(X) = COS2X-COSBX.
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A ratsional son boMganda,.
5.37. X irratsional son bo'lganda.

5.38./(x) = 6sin(0,25.Tx). 5.39. /(x) =cos(2x-18").

5.40. /(*) = sin (1 + ) +5tg(3x -

541 /(x) =gy +sn2"X. 5 43 /(x) = 13sin23x.

5.43. /(x) = cos Xec0SSX. 5.44, y =siny +tgy ,

5.45. >'= tgy+ 5w 2ax. 5.46. y=sini® +tg”".
5.47.y = SINTTX+ C0S2X. 5.48. y = tg2X + ctg3x + COS5X,
549. y =sin(Ix-17%). 5.50. y=6cosy-4sin(yX+y).

5.51.y= 15sin42x+12sin45x. 5.52. y=sinx+coSy+smy.

2sin6x-cos4x

553. Y=Vt O0SaX . 5.54. Y="3¢" Grhowsix »

5.55. Y=V co0s5,3x-coslIx+4, 5,55. y =coSyf\T\,

5.57. > = COS X + Sin(x>"). 5.58. y= cosx-'.
5.59. 3'= {y}+3{yl. 5.60.3"= {3} +8{5x}.
= 5.62. . =

563. y="{53x}-|lIx+j}+4. 564 F={>R}.

5.65. y={|+{a72}. 5.66, I={™ 567.y=x'-5x +6

S.68./(x) = [2x + 5| - 2x, bu yerda [0] — qaralayotgan sonning bu-
iun gismini biJdiradi.

5-69./(x) funksiya A'to’plamda anigiangan bo'lib, shunday TQson

topilsaki, har ganday x lar uchun x+ TEX, x- TEX bo lib,
quyidagi shartlardan bittasi bajarilsa, uning davriyiigini ishot-

iang:



DOAx+MN)=-/«;2)Ax+ M =1//«; 3)
4) N:<+N=17wm ;5)N"+3"=-"M -

5.70. Butun sonlar o'gidan bitta nuqta chiqarib tashlangan to'plamda
aniglangan funksiyaning davriy cmasligini isbotlang.
Quyidagi funksiyalarni o‘z aniglanish sohalarida chcgara-
langanlikka tckshiring;

5.71. 4£10;51. 5.72. y=x"-6x +0.
£ }’:'sif%(' 5.74. y=Ig(x"-6x + 8).
5.75. 5.76.

5.77.Y= oy

5.79.y=X'Cos’x. 5.80. >= ﬁ;ﬁ'
58Ly=-". 582. y=

5.83. y—arcsin M e 5.84. y="2-x-x" .
5.85. r =Vx"-4x+5 . 5.86.

5.87. m=-

588. fix)=arctg, xGR.

5.89./(a}=||" , xefl, 5.90. [x)=A AN,

5*51./(x) = -O.Ssirucosx. 5.92. Ushbu /(x) =-"cosi funksiyax=0

nugtaning atrofida chcgaralanmagan bo'lishi, x nolga intilgan-
da csa chcksiz katta bo'lmasligini isbotlang.

/(x) = Inxsin~5 funksiyani chcgaralanganlikka



5.94.

5.95.

5.96.

5.97.

5.98.

5.99.

5.100.

5.101.

/W +p72 funksiyaning (-«; +oo)da chcgaraJanganligini
ko*rsating,

fix) va gix) funksiyalar Z to'plamda aniglangan bo'lib
chcgaralangan bo'lsa, u holda

a) fix) + gix); b) fix) - gix); c) Ax) gix); d) [/(x) | funksi-
yalarning ham X to'plamda chcgaralanganligini ko'rsating.

e) ganday shart bajarUganda ~  funksiya ham to'plamda
chcgaralangan bo'ladi?

[x) funksiya .Yto plamda aniglangan va chcgaralangan bo’lsa,
ushbu funksiyalarning X da chcgaralanganligini ko'rsating;

1) yffw)} 2) 3) coy™**'; 4) sinfix); 5) arcsin/(x);
6) arccos/(x); 7) arctg/'(x); 8) arcctg/{(x).

Quyidagi funksiyalarning o'z aniglanish sohalarida chcgara-
lanmaganligini ko'rsating:

3 fix)=n" 4 [(x)=4"+3; 5 (X)=x+];
6) 7)/(x) =1x-3|+|4x- 1;

8) Ax) = Xcosx; 9) fix) = log(x* +4); 10)/(-st)=(|f
11) /(a) = 12)/(x)-1x-3] + 2

fix) va g(x) funksiyalar X to'plamda aniglangan va
chcgaralangan bo'lsin. A x) va g(x) funksiyalarning ayirma-
si X to'plamda chcgaralangan bo'lishi mumkinmi? Misollar
kcitiring.

fix) va g(x) funksiyalar X to'plamda aniglangan bo'lib, x)
funksiya X to'plamda chcgaralangan, g(x) chcgaralanmagan
bo'lsin. fix) va g(x) funksiyalar orasida arifmctik amal-
lar bajarilishi natijasida hosil bo'lgan funksiyalarning
chcgaralanganligi hagida nima dcyish mumkin? Misollar

kcitiring. . . . e
Ixtiyoriy funksiyaning kvadrati quyidan chcgaralanganiigini
isbotlang. . . . . . o

Quyidagi funksiyalarni o'z aniglanish sohalarida monoton-
likka tckshiring: 2

y=XxX+i-. 5.102. y=n"-6x+10. 5.103. ¥Y=-~" -



5.104.

5 107.

5N09.

5111

5.113.

5.115.

5.117.

5.119.

5.121.

5.123.

5.125.

5.128.

5.129.

5.131.

5.134.

5.135.

5.136.

)= 5.105. 3=x‘-24:=-3. 5.106. ,.=4l,
,=2-3'-"'-9-, 5108. y " x -~ 1 .
= 5.110. >= arctgx-X.
X X-2
N N+2-
1
I-1x-11 Ix-2l-1x+2l
Y=-TlW-+ 5114, >-J7M2n 7120«

y="x*-4 . 5116. »=VX-3+Vx+3 .

5.118.

J=p3~. A2, 5120. y=Ig(x2-6x+10).

s=A | 5122
>=logoM-i.. 5.124. y=Ix+x.
W=ptj.  5.12B. y=e*-i. 5127. y=A/(T A,

2X,X< -2 boMganda.
y= 4,-2 <x<2 boMganda.
2X, Xx>2 boMganda.

P=sindx + cosdx, XE[0; n]. 5.130. y=yJIx-2 +\/x+2 .

y= . 5132, y=2-3*-*-9-n 5133. j7= TW,

Ushbu/(x) = X- sinx funksiyani fO, *jda o'sish va kamay-
ishga tckshiring.

Ushbu /(x)=-~" funksiyani o'sish va kamayishga tck-
shiring.
Ushbu /(x) = ctgx + tgx funksiyani "0;

da o‘sish va kama-
yishga tckshiring.



5.137.

5.138.

5.139.

5.140.

5.141.

5.142.

5.146.

5.152.

5.154.

5.156.

5.157.

5.158.

8.140.

Ushbu/(x) = (x"-1)2 fuuksiya (-1, 0)da o'suvchi, (0, I)da
kamayuvchi boMishini isbotlang.

Ushbu /(x) =5""*" funksiyani o°‘sish va kamayishga
tckshiring.

Ushbu/(x) =sin"x + cos"x funksiyani |o; jjda o'sish va
kamayishga tckshiring.

Ushbu funksiyani [0; 21](1a o'sish va kama-
yishga tckshiring.

Ushbu /(x) = X—e*sinx, (0<c<l) funksiyani gat’iy
o'suvchiligini isbotlang.

Ushbu/(x) = x*+ x* funksiya: a) (0; +oo)da o'suvchi, b) [-1;
0]da esa, monoton cmasligini ishotlang.

Quyidagi funksiyalar uchun o‘z aniglanish sohasida (agar
teskari funksiya mavjud bo'lsa) teskari funksiyalarni toping:

6-X +x
64X * 5.143. =
2X-XN, X>1. 5.145. y=2x-x", x<I.
< IXE 5.147. >="-"-125 _
2X —
1_X,\,x<-l. 5.149. y= -l<xsl.
Sin* X — A X< 5 5.151. y=sin*x,
Ay=COSPX. 0<X<I. 5.153. y=arccos.r®, 0<x<lI.
2 v<9 fX,XE(— 0);
I(x) = g
y=cos2x; a) xe[o;[];b) rl-
= (x+D)™ xGI-1;+%).
>=|n|~, xe(0;+«). 5159. y=5x-2
y="x45, xER. shgh, y=\/1-A



5.164.

5.165.

5.166,

5.167.

5.168.

5.170.

5.172.

5.173.

5.174.

5.175.

5.176.
5.177.

>»= arctg3Xx.

tsO boMganda,

Tuzatilishiar.
x>0 bo'tomda.

. 98-betidagi misollar
quyidagicha o'gilsin
x, xto bu'lgaoa,
5.165. y=-
-V x>0 bo'lganda.

, JIN—» uu Hjpuun,

-X, sx s | bo'lganda,
1, x>1 bo'lganda. 1, x£-1 bo'lganda,

-X, SxS| bo'lganda,
-1, x>1 bo'lganda.

5.166. y=
« N1 AW

x’, Isxs4 boMganda,

X, x<1 bo'lganda.
2™, x>4 boMganda. *

5.167. y= xn Isx£4 bo'lganda,
2', x>4 bo'lganda.

y=2-1. 5.169. y= arccosx’.

Il:i-xx' xe(-00;-1)U (-l;+00). 5.171. J=Igf

/(X) =x* va g(x) = 2* funksiyalar bcrilgan boMsa, u holda

/C_/'W), 1(9(x)), g(f{x)), gigix)) murakkab funksiyalarni to-
ping.

Agar f("x)=-j*= boMsa,/j(x) =/(/(/(x))) funksiyani to-
ping. Jl+x0
I(x)= 2XH

funksiya uchun/(3x),/(x’), (/(x))" funksiyalar-
ni toping.

Agar /(x+ 1) =x’—3x+ 2 boMsa, /(x) funksiyani toping.
Quyidagi murakkab funksiyalarning kompozitsiyalarini
yozing;

f(x) =x\ g(x) =y/x.

f{x) =x*, g{x) =ifx.

5.178. /(x)=1- X g(x) =x*
5.179. [((-(09) =2 1 (x) 3¢



5.180.

5.181.
5.182.

5.183.

5.184.

5.186.

5.187.

5.188.

5.189.

5.190.

5.191.

5.192.

5.193.

5.194.

g(y) =y- va y=f{x) =lgx.
gy)=y™ \a y=/(x) =1-gi.
giy)=y” va y=sinx.

2y, bo'lganda,

A= va y=x"=l.
0, y>0 bo'lganda.

o) = 9>'va;; =x 5.185. g(y)=" * (>-"0), >=I+jc"

/(x) =5* va f*(X) =10gjx funksiyalar bcrilganda f(f~4x)),
f~'(f{x)) larni toping.

z=arccosy va = 3+x"-funksiyalar uchun murakkab funk-
siya mavjudmi?

z=\[y va y=9 —X funksiyalar uchun murakkab funksiya
mavjudmi?

Agar bi(x) =4x-5, v(x)=x- va /(x)=i bo'lsa, quyidagilar
uchun ifodalarni yozing.

a) w(v(/1x))); b) u(fi\{x)));

d)  v(u{f{x))y, ©) v(u(x));

0 /(«(v(x))); 9)/(v(u(x))).

Ushbu f°g=F{x) kompozitsiyada
SN £5'¢
9ix) T l+yi
Ushbu /°g=/Tx) kompozitsiyada g(x) = 3x, /(x) = 2sin3x
berilganda /(x) funksiyani toping.

J’(X)=| " berilganda /(x) funksiyani toping.

Ushbu fog=f(x) kompozitsiyada /(x) =x",

berilganda g(x) funksiyani toping.

Quyidagi /, g funksiyalar berilganda, mos ravishda, /»g, g-/
kompozitsiyalarni toping.

a) /(x)= 1-x7; g(x) =sinx. b) /(x)=x41; gXx)=V *.
Quyidagi /, g funksiyalarning/«g kompozitsiyasini tuzing va
uning aniglanish sohasmi toping:

a) /(x)=>Ix g(x)=x"+5;



by /W =i; r(c)="-.

d) /(x)=VT"; g(x)=cos2r,
Quyidagi funksiyalar grafigining cskizini chizing.
) y=I-2x=. 2)y=tg2".

5.195.

3)y=5Sin(2.r+2)+l.

5)y=33'T 6) y=log, px-I1I.
7) >*=llog4ax1.8) >-=llogjIxH.

9)y=(ir. 10)y=icos(3.x+2)-I.

11) y=larcsin2xl.

Mustagil yechlsh uchun berilgan raisol va
masalalarning javoblari

5.1. Juft ham, toq ham cmas. 5.2. Juft. 5.3. Tog. 5.4. Juft.
55. Tog. 5.6. Tog. 5.7. Juft, 5.8. Tog. 5.9. Juft. 5.10. Juft. 5.11. Juft
ham, tog ham cmas. 5.12. Tog. 5.13. Juft. 5.14. Tog. 5.15. Juft.
5.16. Juft. 517. Juft ham, tog ham cmas. 5.18. Juft, 5.19. a"O,
b*0, juft ham, tog ham cmas, a*O, b=0 toq, 0=0, b"O juft.
5.20. Juft. 5,21. Juft. 5.22. Tog. 5.23. Tog. 5.24. Juft ham, toq
ham cmas. 5.25. Juft ham, toq ham cmas. 5.26. Juft. 5.27. Juft.
5.28. Juft ham, tog ham cmas. 5.29, Juft. 5.30, Juft ham, toq
ham cmas, 5.31. Juft ham, tog ham cmas. 5.33. Davriy cmas.

5,34, Davriy, TA=2n. 5.35. Davriy cmas. 5.36. Davriy, Tg=j -

5.37. Davriy, eng kichik musbat davri yo‘q. 5.38. Davriy, 'g=8.
5.39, Davriy, 7g=4”. 5.40. Davriy, Tu=4n. 5.41. Davriy cmas.
5.42. Davriy,

T =", 5.43. Davriy cmas. 5.44. Davriy, T =42n.
5.45. Davri mavjud cmas, 5.46. Davriy, 7"=20. 5.47. Davri
mavjud cmas. 5.48. Davriy, T =25n. 5.49. Davriy,

5.50. Davriy, 7,= 12n. 5.51. Davriy, T™='~. 5.52. Davriy,

7;=30n. 5.53. Davriy, 7,=". 5.54. Davriy, 7,=n. 5.55. Dav-



riy; T;=20-I. 5.56. Davriy cmas. 5.57. Davriy cmas. 5.58. Dav-
riy cmas. 5.59. Davriy, 7,,=15. 5.60. Davriy, 7,=1. 5.61. Dav-
riy, 5*72. Davriy, I,,=1.5.63. Davriy, 7*= 10. 5.64. Dav-
riy cmas. 5.65. Davriy, cmas. 5.66. Davriy cmas. 5.67. Dav-
riy cmas. 5.68. Davriy, 7,,= 1.5.71. Chcgaralangan. 5.72. Quyidan
chcgaralangati, yuqgoridan chcgaralanmagan. 5.73. Chcgaralanmagan.
5.74. Chcgaralanmagan. 5.75. Chcgaralangan. 5.76. Chcgaralangan.
5.77. Chcgaralangan. 5.78. Quyidan chcgaralangan, yugoridan
chcgaralanmagan. 5.79. Chcgaralanmagan. 5.80. Chcgaralangan.
5.81. Chcgaralanmagan. 5.82. Chcgaralanmagan. 5.83. Chcgaralangan.
5.84. Yugoridan chcgaralangan, quyidan chcgaralanmagan. 5.85. Quyi-
dan chcgaralangan, yuqoridan chcgaralanmagan. 5.86. Quyidan
chcgaralangan, yuqoridan chcgaralanmagan. 5.87. Chcgaralangan.
5.88. Chcgaralangan. 5.89. Chcgaralangan. 5.90. Chcgaralangan.
5.91. Chcgaralangan. 5.93. Quyidan chcgaralanmagan, yuqori-
dan chcgaralangan. 5.98. f{x) va g(x) funksiyalar X to'plamda
chcgaralangan va chcgaralanmagan boTishi ham, bo'lmasligi ham

mumkin. Masalan: ~"=(0; 1) to'plamda 1) /W ="+j; =N

funksiyalarning ayirmasi chcgaralangan; 2) = =
funksiyalarning ayirmasi esa chcgaralanmagan. 5.99. Masalan: X= (0;
1) to'plamda: 1) f{x)=x\ =" funksiyalarning yig'indisi va
ayirmasi chcgaralanmagan; 2) =* funksiyalar-
ning ko'paytmasi va nisbati chcgaralangan; 3) /(x)=.x ;

funksiyalarning ko'paytmasi chcgaralanmagan. 5.101. (-<»:-1lUll;00)
da gat’iy o'suvchi, I-1;0)U(0;«)da kamajmvchi. 5.102. («; 3]
da gat’iy kamayuvchi, [3; oo)da gat’iy o’suvchi. 5.103. (<»; O]da
gat’iy kamayuvchi, [0; o) da gat’iy o’suvchi. 5.104. (-«; oo)da
o'suvchi. 5.105. (-00;-1lu(0;l) da kamayuvchi, (-1;0)U[l;00) da
0‘suvchi. 5.106. (-00;0)U(0;00) gat’iy kamayuvchi. 5.107. (-co; -1]
da o’suvchi, [-i; oo)da kamayuvchi. 5.108. («; -lI]da o’suvchi,
[1; oo)da kamayuvchi. 5.109. (“; -1]da qgat iy kamayuvchi, [- , J
da o'zgarmas, [2; oo)da gat’iy o’suvchi. 5.110. (-00; o0) da kamay-
uvchi. 5.111. (-e»;-)U(0; +oo)da kamayuvchi. 5.112. (-o00; O]da
0‘zgarmas, [0; oo)da o’suvchi. 5.113. (-«; i]da gat’iy o’suvchi, [I,



+x) da kama>aivchi. 5.114. (-00;-1]Ull;«))da gat’iy o'suvchi, [-i;
I]da gat’iy kamayuvchi. 5.115. (-oc; -2]da kamayuvchi, [2; +c0)
da 0‘suvchi. 5.116. [3; oc)da o'suvchi. 5.117. [5; oc)da o'suvchi.
5.118. (-ce;-3>/3)U(-3>/3; Olda o'suvchi,

[0;3/T)n(3>/3;c0) da
kamayuvchi. 5.119.

(-«; 2)U(2; +») da qgat’iy kamayuvchi.
5.120. (-oo; 3]da gal’iy kamayuvchi, [2; + o0) gat’iy o'suvchi.
5.121. (-o0;l)u(l; +«) qat’iy o'suvchi. 5.122. (-oo; +co) da gat’iy
o'suvchi. 5.123. (-o00;-1)u(0;+00) gat’iy kamayuvchi.-5.124. (-00;
+oo)da o'suvchi. 5.125. (-00;0)U(0;+00) qat’iy kamayuvchi.
5.126. (-00;2)U(2;+00) qat’iy kamayuvchi. 5.127. (-o00; 2] da
kamayuvchi, [2; +o00) da o'suvchi. 5.128. (-oc; +00) da o'suvchi.

5.129. [o0; j] va [i;~]da kamayuvchi, [*; y] va |*";sa]da

o'suvchi. 5.130. [5; -foo) da o'suvchi. 5.131. (-00; -2) va (-2; ->/3]

da o'suvchi, [>/3;2) va (2; -foo) da kamayuvchi. 5.132. (-00;
-1]da o'suvchi, [1; +00) da kamayuvchi. 5.133. (-00; 0] gat’iy

o'suvchi, [0; +oc) gat’iy kamayuvchi. 5.134. |o;yjda o'suvchi.

5.135. (-00;-1Ju[l;00) da kamayuvclii, [-1; I]da gat’iy o'suvchi.

5.136. (0;~]da kamayuvchi, [j; f) da o'suvchi. 5.138. (-o0; 0]
gat’iy kamayuvchi, [0; +00) da gat’iy o'suvchi. 5.139. [o; j] da

o'suvchi, [j;f]da kamayuvchi. 5.140. da ka-

mayuvchi, [y;”]iia o'suvchi. 5.142. rA(x)=2"", x"*-1.

5.143. FTUx)=2(W, , «-1. 5.144. ['(x)=1+71F:;, xr1l.

5.145. /-*X)=I-Vr:~,xsl . 5.146. r ‘(X)=x46,xs6 .

5.147. /-‘(X)=Vx4I2S . 5.148. [-*(x)=11:4

1-JI-X~ .1,
5.149. 1 ‘(= —— O<!x'si 6 150 Jdxde
Bx=8 : : B



=arcsin(C,-Is.xsl. 5.151. /-'W =x-arcsm «,-ls«]I.

5152. /m'W =arccos”,-15xs1.5.153./m‘(x)=n/", O sxs-.
X, xG(-00;0]
5.154. . 5.155. /W =
f,x6(0;00) -
5.156. a) I=iarccos(2x-I), Osxsl; b) >="-iarccos(2x-I),
d) >~i="+iarccos(2x-1), O sxsl. 5.157. g{y)="Jy+l.

5.158. 5.159. = 7.1607 giy)="[A.-

5.161. g{y)=Ili*, yGIOiU. 5.162. g(y)=yli*, yem i
5.163. Tcskari funksiya mavjud cmas. 5.164. ~0’) = jtg>'»

/ 4y [y, ysO bo'lganda,
5.165. bo'lganda.

y, ><! bo'lganda,

funksiya mavjud emas. 5.167. g(y)= Vy. 1°¥Y”~4 bo'lganda,
logjy, y >4 bo'lganda.

5.168. g\y)=log:(y+l), ye(-I;+0). 5.169. g(y)="cosy .
5.170. g(y)=1~, y~-1. 5171, g(y)=2-104 yG(-00;+ ).
5.172. a7 ) =x\ /(g(x) =44 g{m) =2~
s{g{x)) = 27\ 5.173. A {x)=-jd==. 5.174. N3N =~Ta3r-

/(x4 =" z/(x)V =7 xM 241i. 5.175.x"-5x+6.5.176.(/-.9)=X;

' Ty AT 4-AxHxN
m(?*1=|x|. 5.177. (/meg)(X)=X; (9-/)(X) = WF 5-178. (/egXX) = 1-x*%;
(«of1(x) = (1-x™)\ 5.179. /3(™) =T:|*r- 5.180. Ig'x. 5.181. Sind-x").

(2-(x~-1), xGI-1; W bo'lganda,
5.182. sin™x. 5.183. NY)-'qg ".£(_a -1)U[1;+*) bo'lganda.



5.184. 9* 5.185. >/['T7. 5.186. AT \x))=x, [-‘(/(n))=x
5.187. Murakkab funksiya mavjud cmas. 5.188. Murakkab funkslya
mavjudcmas.5.189.a) -*“5;b) ~-5;d) (--sj ;c)

o) 5.190. /W =i.5.191./W = 2sinx. 5.192. 5W =(1- 4 f.

5.193. a) cos™x; sin(l-x’); b) x; x. 5.194. a) VP"+5; (-00;»).
b) (-00; 0)U(0; 2)U(2;+»). d) Isin2xl, (-«>;00).



6-8. SONLAR KETMA-KETLIGI VA UNING LIMITI

(?tanlng atrofi. Bizga a&R hamda ixtiyoriy musbat e>(
va c sonlarl benlgan bo'lsin.
6.1-ta’rif. Quyidagi

[/(a) = {x: xER, a-e <x <a+e}
to plam [ nugtaning e atrofi dcyiladi, e son csa atrofning radiusi
deyiladi (6.1-chizma).
Ushbu
Uf{o) = {x: XER, a<x<a +E)
to'plam a nuqtaning 0ng atrofi,
r‘(o) = xER, a-e<x<a},

to'plam esa, a nugtaning shap atrofi dcyiladi (6.2-chizma).

n.-(a) Ul@)
ae T a T [IE ac T a ete
6.1-chizma. 6.2-chiima.

Ushbu 0 < |[x—al<e tengsizlik, -e<x<o0 +e , atcngsizliklarga
teng kuchli bo‘lib, ularning har ikkalasini a nuqtaning Ufa) atrofi
shaklida ifodalash mumkin:

Ufa) ={x\xER, a-E<x<a+E,x"a).

Ba’zi hollarda Ufa) atrof a nugtaning teshik atrofi deb ham

yuritiladi.
Hagqigiy sonlar to'plami Rtarkibiga - « va +« belgilarm "ixER

uchun -c»<xvax<+« xususiyatlar bUan qo'shib, R to'plamm
hosil gilamiz:

N = i?2U{-o0}U{+00}.



R da -00 va +00 «migtaxlarning atrofi tushunchalari qumd
cha kiritiladi (6.3-chiznme):

LW-®
W)
+-
-C 0 C
6.3-chizfno-

1/A+oc) = {x;xEA, cen, c¢< x <’+ oo},
- 00< X< ¢), (o) = (x:xE N,cER, |x|> c}

6.2. Natural argumentU funksiya va uning limiti. //va J1to'pla®ar
bcrilgaa bo‘Ub, / — har bir natural n{n E N) songa biror haqgigiy x,

(x, ER) sonni mos qo'yuvshi qoida yoki usul bo'lsin: Bu
holda N lo'plamda natural argumentU funksiya aniglangan dcyiladi
va u x=f{n) kabi bclgilanadi.

Agar x,,* An) funksiya berilgan bo'lsa, u holda uning argumcnti
yoki n indeksini X* o'zgaruvshi mos giymatining nomcri deb ga*
rash mumkin. Shunday qilib, x*=/(1) — funksiyaning birinchi qiy’
mati, Xj=/(2) — ikkinshi giymati, Xj=/(3) — ushinshi giymati va
h.k. Biz har doim giymatlar to'plami J?(x,,) = {X,,}ni natural 1, 2,

3, ..., n, .. ketma-ketlikka o'xshash nomerlarning ortishi bo'yisha
tarliblangan, ya’ni

J7A-00): {xxE", cEN,

> o)) o (6.1)
sonlar kctma-kclligi shaklida tasawur gilamiz. (6.1) ketma-ketlik
gisg™ a {xj kabi bclgilanadi. Ketma-ketlikning giymatlar to'plami

J cheksiz bo'lishi mumkin, Ickin shunday bo'lsada, ketma-
tI*ning clemenllarl har doim cheksiz ko'p bo'ladi.

funksivai?ilrT~-uchun, natural argumentli x,,=f(n)

funksiya 7 *iNtma-kcetlik deb garaymiz. Masalan, agar x*=/(«)

«-.=L 2),.=i; 3)x.=(-D)-; 4



5) X,=5lW«s; 6) X,=X,,.,*X «>3, x=1, X,= 1,
7) X, (n nomerli tub sonlar to'plami) formulalardan biror

tasi bUan bcerilgan bo’lsa, ularga mos kctma-kctliklar quyidagi shakl-
da bo'ladi:

D111, —

B 3L-1.L-1 . (-1)" . 40101,
5) s, 8w 2a, 8ln 3n,..., sinnﬂ, o

6) 1, 1, 2 3 5 8, 13, 21, 7 x=2,%x,=3, x=5x.=7va
hokazo.

Yuqorida kcltirilgan misollardan ko'rinadiki, ba’zi kctma-
ketliklarning umumiy hadlari aniq formulalar orgali ifodalanib,
ularning hamma hadlari shu formulaiar orgali topiisa, ba’zi kctma-
ketliknlng hadlarini ma’lum bir qoidalar yordamida topish mum-
kin, Ba’zi hollarda kctma-kctliklarning bcrilishi, uning hadlarining
nomini aytish bilan amalga oshiriladi.

Masalan, 1) - 5) misollarda ketma-ketlikning umumiy hadi aniq
formula orgali ifodalangan, 6) misolda ketma-ketlikning dastlab-
ki X va X hadlari berilgan holda, qolgan hadlarmi = +
NS 3 rekurrent formula orgali topiladi. 6) misolda ketma-ketlik
rckurrent formula orgali topilgan 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... sonlar
Fibonachchi sonlari dcyiladi. 7) misolda ketma-ketlikning umumiy
hadi so'zlar orqgali ifoda gilingan.

Ushbu

PGEX), B Xy %oy ey (6.2)
>N Mhe= 6.3)
ketma-ketliklar bcrilgan bo'lsin. (6.2) va (6.3) kctma-ketliklarning

yig'indisi (ayirmasi), ko'paytmasi, bo'linmasi (nisbati) deb, mos
ravishda

X+ 7, Xj+jlj, X3+ Y3, ... XX +YP e h~yi' wg Y3 e
........... M ox o
XA-Y 2o Xy Yory oy ji-. 37> eee» » -

ketma-kctliklarga aytiladi va ular, mos ravishda,



Kabl bclgUanadi. (6.2) va (6.3) kctma-kctliklar nisbatining ta’rifida
VneiVuchun deb faraz gilinadi. Agar kctma-ketlikning

chekli sondagi clcmentlari nolga teng bo'lsa, u holda ketma-

ketlikni,  ning nolga teng bo'lImagan hadlaridan boshlab aniglash
kerak bo'ladi.

Endi (x,), n=1, 2, ... ketma-ketlikning chcgaralanganligi tus-
hunchalari bilan tanishamiz.

6.2-ta’rif. Agar shunday o’zgarmas M son mavjud bo'lib, {Xj
ketma-ketlikning har bir hadi shu Afsondan katta bo'Imasa, ya’ni V
n S N uchun x"<iMtengsizlik o’rinli bo‘lsa, {} ketma-ketlikyiiqori-
dan chegaralangan deb ataladi. Masalan, (x,,|= » (M) {(2n-1)}
ketma-ketliklar yugoridan chegaralangan, chunki, birinchi ketma-
ketlikning har bir hadi 1 dan, ikkinshi ketma-ketlikning har bir ha-

di esa 0 dan katta emas, ya’ni 'i n&N uchun x,, N, n&N
uchun x,=-(2n-1)<o.

6.3-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas m son mavjud bo'lib, {x)
ketma-ketlikning har bir hadi shu m sondan kichik bo’lmasa, ya’ni
VneAf uchun m”x,, tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-kellik quyi-
dan chegaralangan deyiladi.

Masalan, K} ={n4l}, =

ketma-ketliklar quyidan
chegaralangan, chunki birinchi kctma-kctlikning har bir hadi 2 dan,
ikkinshi kctma-kctlikning har bir hadi esa 0 dan kichik emas.
6.4-ta rif. Agar {X%} ketma-ketlik ham quyidan, ham yugoridan
¢ egaralangan bo Isa, ya’ni shunday M\a m o’zgarmas sonlar mavjud
bo’lib, VnelJV uchun tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x}
kelma-ketlik chegaralangan deyiladi. Masalan, = =

kctma-kethklar chegaralangan ketma-ketliklardir.

7 ketma-ketlik chegaralangan bo'lishi uchun, shun-
A>0 son mavjud bodib, \fnENuchun

\X,\MA

(6.4)
>engsizlikning bajarilishi 751, va yetarlidir.
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Odatda (6.4) shart kctma-kctlikning chcgaralanganlik sharti deb
ham yuritiladi.

6.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy ~ >0 (istalgancha katta) son olingan-
da ham, {x%} kctma-kctlikning hesh bo'lmaganda bitta x,, element!
topilib, *

(6.5)

tengsizlik bajarilsa, [x"} ketma-ketlik chegaraJanmagan ketma-
ketlik deyiladi. Masalan, 1, 3, 1, 6, ..., 1 3n, .. ketma-ketlik
chcgaralanmagan bo'ladi, chunki ixtiyoriy musbat hagigiy A sonni
ganday qilib olmaylik, ketma-ketlikning juft nomerdagi clemcntlari
ichidan A dan katta bo'lgani, ya’ni (6.5) tengsizlikni ganoatlantiruv-
cliisi topiladi.

6.1-misol. Ushbu

X=a,x"=b, x,/2=x/+2x,, neN

shartlarni ganoatlantiruvchi kctma-kctlikning umumiy hadini to-
ping.
Yeshilishi. Berilgan shartlarni ganoatlantiruvshi kctma-kctlikni

{xJ={A} shaklda izlaymiz, X,,=X" ni =X, +2x, shart-
ga go'yish natijasida A”-A-2=0 xaraktcristik tcnglamani ho-
sil gilamiz. Xaraktcristik tcnglama A=2, A=-1 ildizlarga cga.

£} {(-1)'"} kctma-ketliklarning har biri x,/N = x,,A\,+2x,, shart-
ni ganoatlantiradi. Umumiy hadi x,=a2"+/3(-1)" bo'lgan (a va”
__ixtiyoriy o'zgarmas sonlar) ketma-ketlik ham berilgan shartlar-
ni ganoatlantiradi:

xA=2a-p =a,
X2=4a~p=h.

Bu sistemadan a— P-—3 <A, A, a\a fi laming giymat-
larini x,, = aA”+"AJ formulaga qo'yish natijasida, izlanayotgan ketma-
ketlikning umumiy hadi



ckanligini topamiz.

6.2>raisol. Kctma-kcllikning dastlabki bir neshta hadlarini biUu
gan holda uning umumiy hadining ko'rinishini yozing:

2 510 17 , 1 21 31 41

a) 3’8’13 18" 23’ 2° 3" 4’ 5.

Yechilishi. a) kctma-kcllikning berilgan hadlarining surali kctma-
ketlik hadi nomcrining kvadratiga birni go'shishdan hosil bo'ladi,
ya’ni  + 1, maxraji csa, birinchi hadi = 3, ayirmasi d=5 bo'lgan

3, 8,13,18,... arifmctik progrcssiyadan iborat. Arifmctik progressiya
umumiy hadini topish formulasiga asosan

x,=fl,+d(n-1)=3+5(n-1)=5n-2

ckanligini topamiz. .
Dcmak, izlanayotgan kctma-kctlik umumiy hadining ko’rinishi

:nql
5n-2

shaklida bo'ladi.

b) izlanayotgan kctma-kctlikning umumiy hadini quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin;

k, n=2k-l, keN,
X. =

n=2k, keN.

formulani bitta umumiy formula orgali ham yozish mum-

botlang ™ kctma-kcetliklarning chegaralanganligini is-
n X - "0*()"n

1

=" neN.

Aimigini c iiborga olgan holda



Dcmak, kctma-kctlik chcgaralangan, chunk! (6.4) shart baja-
riladi (W= 21).

2) ravshanJu, 'ineN uchun ~>0. BernuUi tcngsizligiga asosan

3'=(1+2)"s 2n. Bundan , Dcmak, MG jVuchun

Dcmak, berilgan kctma-ketlik chcgaralangan.
6.4-misol. Ushbu

\ V- , en'-i

W>*"-373a- *e=(-*)

d) ’\n=T2;rr'A1‘:°5nrn, nn2

kctma-kctliklarning qaysi biri chcgaralangan, qaysi biri
chcgaralanmagan?

11 3 3
Dcmak, x,=33" Kkctma-kctlik chcgaralangan.

YecAll«An a) ra\J/shanki, 0<§p —< NN =) 1 \fnEN,

b) X= \(-1)" opx43 COSN kctma-kctlik ham chcgaralangan, chun-

ki [xj=(-ir|*""cos« =1(~1)"f, gz'leosn|< -Jixm<3.
Dcmak, berilgan ketma-ketlik chegaralangan.
i _2 I_2r
d) kJ= |nH1| *COS JT1= i~ .COSAN, = FmT>2n .
Ixtiyoriy >O0sonuchun n>y debolsak, [1=[y]+1) | 1>2n>/1

tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegaralanmagan

ekan.
6.6-ta’rif. Agar Vy4>0(/1 — istalgancha katta son bo'lganda

ham) son uchun 3Mo{A) nomcr mavjud bo'lib, n>Ma{A) dan bosh-
lab {xj kctma-kctlikning barsha clcmentlari

> A 6.6

tengsizlikni ganoatlantirsa, {&} kctma-kctlik cheksiz katta ketma-
ketlik dcyiladi.



Ma'lumki, {xj kctma-kctlik chcksiz katta bo Isa, u chcga-
ralanmagan kctma-kctlik ham bo‘ladi, Ickin buning aksi har doim
o‘rinli bo'Imaydi, ya’ni chcgaralanmagan. kctma-kctlik chcksiz
katta kctma-kctlik bo'Imasligi ham mumkin. Masalan, 1, 3, I, 6,

. I, 3n, .. ketma-kctlik chcgaralanmagan kctma-kctlik bo'lsa®
da, u chcksiz katta kctma-kctlik bo'la olmaydi, chunki,4>I

uchun (6.6) tcngsizlik  ning'toq nomcrdagi clecmentlari uchun
bajarilmaydi.

6.7-ta’rif. Agar Ve>0 (e — istalgancha kichik son olinganda
ham) uchun 3/io(e) nomcr mavjud bo’lib, n>n”(e) dan boshlab

6.7)

tengsizlik bajarilsa, (¥ kctma-kctlik cheksiz kichik ketma-ketlik
dceyiladi.

6.6-misol. g, ", ..., g ... ketma-ketlikning 1?1>1 bo'lganda
cheksiz katta, Ul<1 bo‘lganda esa chcksiz kichik kctma-kctlik
ckanligini isbot giling.

Jshoti. 1) \g\>\ bo'lsin. U holda, 1*"1=1+6 (6>0) deb tas-

virlash mumkin. Bundan 19]"=(1+6)"ni hosil gilamiz. Bernulli
tengsizligidan foydalanib,

Igl"=(1+6)" >1+75>

E_j:n sizlikni hosil gilamiz. V>0 (istalgancha katta) son olingan-
a ham

6n>A (6.8)

tengsizlik nomerdan boslilab, ya’ni ¥n>IMo(A)

uchun bajariladi.

uchun shunday Mo=[7" = ’1+1 nomcr to-
Piladiki, Vn>«o uchun y Moo

\qY=>A



tengsizlik bajariladi. Bundan csa, |<§> ' boMganda, 6.6-ta’rifga
ko‘ra berilgan kctma-kctlikning chcksiz katta kctma-kctlik ekanli-

gi kclib shigadi.
2) ki<l (<?0) boMsin, bundan 1 >1, buni /1 =1+1 (g>LL,
[ =(+® , n&N deb garash mumkin. Bernulli tcngsizligidan

foydalanib, 17 tengsizlikni hosil gilamiz. Vr>0 sonni

olib, unga bog'lig Iy(c) nomerni n,,(e)= +1 deb olsak, u hol-
da, Vn>/?(,(£) uchun

_l—< =

I +nd ]:iﬂ.lﬁ

tengsizlik, ya’ni |9|"<e bajariladi. Bundan csa, |[<?|<1 bo'lganda,
berilgan kctma-kctlikning cheksiz kichik kctma-kctlik ckanligi kclib
shigadi, {x,,)={g") kctma-kctlik uchun ~=0 bo'lsa, Vw6 jV uchun
x*=0 bo'ladi. Bu csa, {x}={0 kctma-kctlikning cheksiz kichik
kctma-kcetlik ckanligini anglatadi.

6.7-misol. Ushbu 2) x,=-sin[(2n-1) jJ;

3) Xx,,=2'M ketma-kctliklarning qaysi biri n-*coda cheksiz kichik,
gaysi biri cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi?
Yechilishi. 1) VE>0 sonni olamiz.

A_('!)"°4 » /4 A hoa 4|

T STn+T 5n/n+}  avii 4vn Vi

n>" bo‘lganda,|xJ<£ tengsiziikbajariladi pu(™=[;i] +1)- =

deb olinganda, U J<]3 bo’lishi uchun yoki «> 100 ba'lishi
kerak. Shuning uchun /1,(£)=100 deb olish mumkin. Shunday qilib,
X = kctma-kctlik chcksiz kichik kctma-kctlik ckan.

2) VE>0 olamiz. |Xj—| SIn[(ZnanI)IyJ |<-. I«>; bo’lganda

[x,,|[<E£ tengsizlik bajariladi. WoE)=|"j+1 deb olish mumkin.



Demak, /i>no(£)=[;]+ldan bosMab Ix,I<e bajarUadi. Shun-

day qilib, 6.7-ta’rifga ko’ra, bcrilgan kctma-kcUik cheksiz kichik

kctma-kctlik ckan.
3) V/4>0 (istalgancha katta) son olamiz va 2'* >M tcngsizlikni

ycchamiz: -Jn>logj M, n=>(logj M )".
Agar JHy)=10082-~+1 deb olinsa, n>n”{A) dan boshlab [xj > Jf
bo'ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketUk

ckan.

6.3. Cheksiz kichik ketma-ketliklarning
asosiy xossalari

6.1-xossa. Ikkita (X"} va cheksiz kichik ketma-ketliklarning
yig‘indisi va ayirmasi yana cheksiz kichik ketma-ketlik
bo'ladi. Bu xossadan ushbu natija kclib shiqadi:
6.1- natija, Chckli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning
algcbraik yig‘indisi yana cheksiz kichik kctma-kctlik bo'ladi.
6.2- xossa. Cheksiz kichik ketma-ketlik bUan chcgaralangan ketma-
ketliklarning ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.
6.3- xossa. Har ganday cheksiz kichik kctma-kctlik chcgaralangan
ketma-ketlik bo'ladi.

6.2 va 6.3-xossalardan quyidagi natija kelib shigadi.
6,2-natija. Chckli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning

ko'paytmasi cheksiz kichik kctma-kctlik bo'ladi.
6.4-xossa. Agar {¥'} cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, u holda

biror 4 nomerdan boshlab kctma-kctlik aniglangan bo'ladi
va u cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. Agar {y| cheksiz kichik
kcima-kcllikning hamma hadlari noldan fargli bo'lsa, u holda

kctma-kctlik cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi.
4. Yaginlashuvchl ketma-ketliklar va ularning xossalari. {x}
ketma-ketlik bcrilgan bo'lsin.
6.8-ta rif. Agar shunday haqigiy a son mavjud bo'lib, {x,—n}
¢ ma-ketlik cheksiz kichik kctma-kctlik bo'lsa, {¢'} ketma-ketlik
yMinashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Bunda, a soniga {xj ketma-
¢ 1 ning limiti deyiladi va u lirnx,, =a kabi-yoziladi.



Cheksiz kichik kelma-ketlikning ta’rifidan foydalanib, yagqin-
lashuvchi kctma-ketlikning 6.8-ta'rifiga ekvivaient bo'lgan quyida-
gi ta’rifni berish mumkin:

6.9-ta’rif. Agar shunday hagigiy a son mavjud bo'lib, VoO
uchun shunday ne) nomer topilib, n”iy”*(e)lai uchun

\x,,-a\<e 69)

tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlik
deyiladi. Bunda a soniga {xj ketma-ketlikning limiti deyiladi. Bu
ta’rifni gisgasha quyidagisha ifodalash mumkin:

V0O 3 /b= Mp(E)ENVn>/jj =>[x,,-fl|<E.

(6.9) tengsizlik ushbu ~e<x,,-a<e yoki n-£<x,<a+f
tengsizlikka ekvivaient bo'ladi.

Agar (fl-£, a+e) oraliq (6.4-chizma) a nugtaning £-atrofi, ya’ni
(7(a) to'plamdan iborat ekanligini e’tiborga olsak, u holda {*%}
ketma-kfetllk limitining yuqoridagi 6.8 va 6.9-ta’riflarga ekvivaient
bo'lgan quyidagi geometrik ta’rifini berish mumkin.

6.10-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy LLa) atrofi olinganda
ham, {¢} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barsha hadlari shu
atrofga joylashsa, a son {<} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Demak, agar a nugta {xj ketma-ketlikning limiti bo'lsa, a nug-
taning ixtiyoriy (/(a) atroflning tashgarisida ketma-ketlikning bi-
rorta ham hadi bo'Imasligi, agar bo'lsa, chekli sondagi hadlari
bo'lishi mumkin.

A

uC

a+s



Bu ta’rifni gisgasha

(limx,, =fl)o(Ve>0, 3b=«o0(«) ":A"A"0H'"n-al<e)

kabi ifodalash ham mumkin.

6.11-ta’rif. Agar ixtiyoriy a son va ixtiyoriy

son olinganda
ham shunday  son va shunday n>

natural son topilib,

Ix-nl>en

bo‘lsa, {xj kctma-ketlik limitga ega emas deyiladi.
Bu ta’rifni gisgacha quyidagisha ifodalash mumkin:

‘in"eN, 3eo, SNEM :n>n"Mx,,-a\>Ef

6.12- ta’rif. Agar {xj kctma-ketlik limitga cga bo'lmasa, u uzog-
lashuvchi ketma-kctlik deyiladi.
Kctma-ketlik limitining ta’rifidan foydalanib, cheksiz kichik va

cheksiz katta kctma-kctliklarning ta’riflarini quyidagisha ifodalash
mumkin.

6.13- la’rif. Limiti nolga teng (lim.x,,=0) bo'lgan {x‘} ketma-
ketlik, cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

6.14- ta’rif, Limiti cheksiz (Umx,,=00) bo'lgan {xj kctma-ketlik,
cheksiz katta ketma-ketlik deb ataladi.

Cheksiz kichik ketma-kctlik 0'z navbatida yaginlashuvchi, cheksiz
katta kctma-ketlik esa uzoglashuvshi ketma-kctlik bo'ladi.

6.2-teorema. {x } ketma-ketlik a limitga ega bo'tishi uchun, uni

shaklda tasvirlanishi zarur va yetarli.
Bunda {aj — cheksiz kichik ketma-ketlik.
6.8-tnisol. Ushbu =

ketma-ketlikning limiti -j ga teng ekan-
ligini ta’rif bo'yisha isbot giling va quyidagi jadvalni to'ldiring:

€ 01 0,01 0,001
".(0

0,0001



Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olamiz. Bu songa ko‘ra shun-
day «,(e)nomerning mavjudligini ko'rsatish kcrakki, ular uchun (6 9)
tengsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun

2n-1 2
FA-3T 3a+1 3 3@3a+d)  3@n+l) <€

tengsizlikni n ga nisbatan ycchish kerak:
A<3n+1, N-1<3n, "~ < n,

ufle) natural son (izlanayotgan nomcr) sifatida

olinsa, u holda ¥Yn>/1(, uchun <e tengsizlik bajariladi.
Endi berilgan ¢ ga ko‘ra, nflg) ni topib, jadvalni to’ldiramiz:

E 0.1 0,01 0,001 0,0001
5 55 555 5555

"o

6.9-misol. Ushbu

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng ekanligini ta’rif bo'yicha isbot qi-
ling va quyidagi jadvalni to'ldiring:

E 01 0,01 0,001 0,0001

"o

Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olamiz va bu songa ko ra shun-
day n”{e)sN nomerning topilishini ko'rsatish kcrakki, \V/?>\b(E)
uchun

1™M1=b <«



tengsiilik bajarilsin. Buning uchua

1 1
o123t

tengsizlikni n ga nisbatan ycchish kcrak:

111
jnl

-<e
1-23 N 122 2 2"

Izlanayotgan nomcr u,,(€) natural son sifatida 1+~1g wlg*« 2/=

son olinsa, Vn>I+[lgj-lg"*2j uchun j-"j<e tcngsizlik bajariladi.
Endi bcrilgan e ga ko‘ra nj[e) ni topib, jadvalni to'ldiramiz:

f 0.r 0,01 0,001 0,0001
" 4 7 1 14
6.10-misol. Ushbu

x T

kctma-kcetlikning limit! n-*oo da @ ga teng ekanligini (ya’ni chcksiz

katta ekanligini) ta’rif bo'yicha isbot giling va quyidagi jadvalni
to'ldiring:

A 10 100 1000 10000
"a
Yechilishi. Ixtiyoriy A>0 sonni olaylik va bu songa ko'ra

shunday n™A)&N nomcr topilishini ko‘rsatish kcrakki, Yn>/lo
nomerdan boshlab bcrilgan kctma-kctlikning hamma hadlari

Ix,1=37">v4 tengsizlikni ganoatlantirsin. Buning uchun bA>A
tengsizlikni n ga nisbatan ycchish kcrak: izlanayotgan n{A) nomcr

sifatida «0(") son olinsa, Vn>(IgAY dan boshlab >A



tengsizlik bajarUadi. BerHgan ~>0 songa ko‘ra  ni topib, jadval-
ni to‘ldiramiz:

A 10 100 1000 10000
"o 9 73 244 572
Yaginlashuvchi ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:
6.5- xossa. Yaginlashuvchi kctma-kctlik yagona limitga ega
bo'ladi.
6.6- xossa. Har ganday yaginlashuvchi ketma-ketlik chcgaralangan

ketma-ketlik bo'ladi, aks holda ketma-ketlik chegaralanmagan
bo'ladi.

6.7- xossa. {xj va {a} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘-
lib, ular, mos ravishda, a va b limitlarga ega bo'lsa, u holda
{X, Y.}, 1~ 1 ketma-ketliklar ham yaginlashuvchi bo'ladi

va ushbu

lim(x,+>J=0t2); lim(x,-3J =fifc  lim A =|(62i0)

tnunosabatlar o'rinli bo'ladi.
6.5-xossa. {xj va {yj ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo'lib,

limx,=a, lim>m,=6bo'lsin. Agar Vn(nGN) uchun x,,<y,, (X, s >)
bo'lsa, u holda a”b (a”b) bo'ladi.
6,9-xossa. {¥} va {y'} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib,
[imx,, =lim>',=a bo'lsin. Agar Vn(nGAT) uchun
tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda {zj ketma-keUik ham yaginlashuvchi
bo'ladi.
l-eslatma. Agar yaginlashuvchi kctma-kctlikning hamma

clcmentlari x >b qat'iy tcngsizlikni ganoatlantirsa, u holda, bu
ketma-ketlikning limiti x uchun har doim ham x>b bo'Imaydi.

Masalan, x,=1i bo'lsin. Bundan \/n(neN) uchun x,>0 bo'ladi,
lekin limi=0 bo'lib, u x>0 tengsizlikni ganoatlantirmaydi.

6-10-xossa. Agar yaginlashuvchi {x} kctma-kctlikning hamma
hadlari [a; /] scgmentning ishida joylashsa, u holda uning x limi-
h ham [a; b] scgmentning isliida joylashadi.



6.2-eslatma: lkkita {x) va {yj ketma-ketliklarning yig‘indisi,
ayirmasi, ko’paytmasi va nisbatidan iborat bo'lgan ketma-ketlikning
yaginlashuvchi bo'lishidan bu {xj va ketma-keUiklarning har biri-
ning yaginlashuvchi bo'lishi har doim kelib shigavermaydi. Masalan:

1) {yl2n+i->Jn-{} Kctnia-kctlik yaginlashuvchi. Hagigatdan ham,
limv2/3+1“vn™l] lim —- —-=0, lekin {Vli+1}, {Vn-I}

ketma-Kctliklar uzoglashuvchi.
6.11-misol. Ushbu

X="n

kctma-ketlikning limit! 1 ga teng ekanligini isbot giling.
Keclilllsljl. Berilgan ketma-ketlikning >fn="\+a,, ko'rinishda tas-
virlanishini ko'rsatamiz. Bunda  — cheksiz kichik kctma-ketlik,

ya’ni = ~-l=a,, deb belgilaymiz,

AN =l+a«, n={l+a,,y=i+n-a,, +" M al+. . +a”.

Bu tenglikdan V/i>l uchun

1A

2
n>2 uchun n>"al,

tengsizlik 0‘rinli bo'ladi. Bundan H-T\I/F]:O bo'lgani uchun, oxirgi
tengsizlikdan 6.7-xossasiga ko‘ra Umc[,,=0 ekanligi, ya’ni  ning
cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligi kelib shigadi.

Demak, lim~ =1 ckan.

6.12-niisol. Ushbu x,=y[a kctma-kctlikning limiti 1 ga teng
ekanligini limit ta’rifidan foydalanib ko’rsating.

Yechilishi, a=1 bo'lganda bcrilgan kctma-kctlik limiti 1
ga teng ekanligi ravshan. Faraz qilaylik, o>1 bo'lsin. U hol-

da Bernulli tcngsizligini c’tiborga olgan hol-
da a=[l+(<;/”_Dy >n.(»/"_1) tcngsizlikka ega bo’lamiz. Bu



tengsizlikdan 0< ~ - 1<£, [2>[f]+] (e>0) uchun
tengsizlik bajariladi. Bundan a> 1 bo'Jganda ekanligi kelib
shigadi. Endi 0< <1 bo’lsin, u holda i>1 bo’ladi. Yuqgorida is-
bot gilinganga asosan: “>93%:|'
Demak, yaginlashuvchi kctma-ketliklarning 6.7-xossasiga binoan
limVa=1lim-~=1.

\e

6.13-misol. 0> 1 bo'lganda lim~=0 ekanligini ishotlang.
Yechilishi. Shartga ko‘ra a> 1 bo’lgani uchun, a- 1>0 bo'ladi.

~s(0-)™ chunki, Vn>2 uchun - (fI-1)' S~ (a- 2 tengsizlik
o'rinli. Bundan

N
0& = n(a-)n In« A(a- 1)'2 0.

Demak, yaginlashuvchi ketma-ketliklarning 6.9-xossasiga ko'ra,
berUgan ketma-ketlik limiti 0 bo'ladi.

6.14.misol. 0> 1 bo'lganda "tonliglni isbollang”
Yechilishi. VE>0 olaylik, b>1 bo'lganda " ¢ 'wMnr
(6.13-misolga garang). U holda istalgancha katta
uchun ~ <~ <1 tengsizlik o'rinli. i=o0'(a>i) deb olsak, u ho

N < i< | yoki Kn<n“ . Bu tengslzlikni logarifmlash n ~ to
tengsizlikni hosil gilamiz. Bundan esa, .

e ning istalgancha kichikligini e’tiborga olsak, yagmlashuvch

*'ema-kctliklarning 6.9»-xossasiga asosan, nm =0 bo'ladi.

Yuqoridagi 6.13 va 6.14-misollarni so oodaaol-
{log"}, a>1 ketma-ketliklarning birinchisi n -
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ganlariga nisbatan tczroq o'sishini, ushinshisi esa gqolganlariga nis-
batan sckinroqg o'sishini ko'rish giyin cmas.
6.15-misol. Ushbu

_ang 3l
7+1 F+1 7+1

kctma-kctlikning limiti ~ ga tcngligini ko‘rsating.

Yechilishi. Ravshanki, 1~ =T ~'N p T ;-

I-l fc+1 3-4-5..(n+1)“ n(n+l)’
7 +a+l 7-13-21... (7", +D) _ M+n+l
kN-k+1 3-7-13...(n*-h) 3

Bu munosabatlarni c’tiborga olsak,

_2 aMn+l

3* nYn
ekanligi kclib shigadi. Bundan yaginlashuvchi kctma-kctliklarning
6.7-xossasiga binoan, j— =] ckanligini topamiz.

| 6.16*misol. Quyidagi {|¢'} kctma-kctliklarning limitlarini hisob-
ang;

17+37 5041 2) =
3) X,=>/3N+5->/iiY ; 4) X, = (n—ylm+1);
5) X, ="A*-n4n.

Yechilishi. 1) kasrlarnl go‘shib,

X = 2713 +3
10w +2n%+150+3



ni hosil gilamiz. Bundan, yaginlashuvclii kctma-kctliklarning yqq-
salarini c’tiborga olib,

limx, =limm 2
i
Lo 157 deb belgilasak, u
27+3” 5n+1 !

-0 [o Jem— )J— j-» 5>
Ickin qo’shiluvshilarning har biri uzoglashuvchi (cheksiz katta)
ketma-kctliklar (6.2-eslatmaga garang).

Misolni MAPLE lizimidan foydalanib yechish;

> Limit((2*n"3-

13*n"2 + 3)/(10*n"3 + 2*n"2 + 15*n + 3), n = infinity)
= limit((2*n"3-

13*n"2 + 3)/(10*n"3 + 2*n"2 + 15*n + 3), n = infinity);

\.107+7?+15n+3y 5
2) yuqoridagi 6.10 va 6.11-misollarni c’tiborga olgan holda

limx_=1im?/10n=lim”yiO'lLm”=H=I

ekanligini topamiz.
3

Bunda 'kan-

bgini e’tiborga olsak, linix, =liinN/n-(AN-A[in)="A"

bgini topamiz. ™" '
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
>Limit(sgrt(3*n + 5)-sqrt(n-1), n=infinity) =
“mit(sqrt(3*n + S)-sqrt(n-1), n=infinity);

fee(NNNT=&



4) X,=r? 1), bundan ikkinshi ko' Paytuvcliini
bo'lsak, | !

=~n-

N4 w14y -
(1] 1
1 - N B
=.00 ckanligini topamiz.

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
>Limit(n"2*(n-sqrl(n"2 + 1)), n=infinity) =
limilCn"2*(n-sgrt(n"2 + 1)), n= infinity);

lim {m" +1)=- 00
I TR L T —— —p = — ckanligini ko'rish g-
yin cmas, bundan A=

I |
Um x, =lim e

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> Limit(sqrtCn"2 —

n*3.3) + n, n=infinity) = limit(sqrt(n"2—
n"3,3) +n, n=infinity);

lim(V +n)=".

6.17-mlsol. Ushbu

ketma-kctlikning limitini toping.
Yechilishi. Ravshanki, barcha n&N lar uchun

<-O=+-"y, . .1-1 =< =Z,
Vm+n #H N +2 a

tengsizUK bajariladi va {x,,}, kctma-kcetliklar



Mm-7===lim— = =1, | i m =lim-—! m=|

bir xil limitga cga. U holda 6.9-xossaga asosan {j-1 ketma-ketlik
ham limitga cga bo'lib,

bo'ladi.

6.18-misol. = {(-N"} ketma-kctlikni yaginlashishga tck-
shiring.

Yechilishi. Faraz gilaylik, oson {xj = {(-!)""} ketma-kctlikning limiti
bo'lsin, ya’ni Ve>0 son! olingandaham 3/;(,(e) {n"sN), >/n>n\{e)
lar uchun

(1)

bajarilsin. Agar £=2 ™ olsak, (1) tengsizlik n ning juft giymat-
larida

2
ko'rinishga, n ning toq giymatlarida csa
|-1-tf|<| yoki [I+if|<i ©)

ko'rinishga ega bo'ladi. (2) va (3) tengsizliklardan 2=|(I-fl)+(I+0)|<
s|l-o| +|I +fl|<l, ya’ni 2<1 bo'lishi mumkin cmas. Bu garama-
garshilik, farazimizning noto'g'ri ckanligini isbotlaydi. Dcmak,
{(-1)"} ketma-ketlik uzoglashuvchi.
6.5. Monoton ketma-ketlikning ta’riflari. {xj ketma-ketlik
berilgan bo'lsin.
6.15- ta’rif. Agar {xj ketma-ketlikning elcmentlari VnG uchun
(x,,<x,,.,) tengsizlikni ganoatlantirsa, {x} o'suvchi (gat'iy
o'suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
6.16- ta’rif. Agar {xj ketma-kctlikning elcmentlari V. GiVuchun
te'ngsizlikni ganoatlantirsa, {xj kamayuvchi

(qatiy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.



6 17-ta’rif O’suvchi va kamayuvchi ketma-kcdiklar umumiy
,offlbUao oo w kelma-killiklar deb ataladi.

Monoton ketma-kctlik bir tomonlama (yuqoridan yoki gnyi.
dan) chcgaralangan bo'ladi. Masalan, o suvchi kctma-ketlik quyi-
dan chcgaralangan (quyi chcgarasi sifatida uning birinchi hadi-
ni olish mumkin) bo’ladi, kamayuvchi kctma-kctlik csa yuqgoridan
chcgaralangan (yuqori chcgarasi sifatida ham uning birinchi hadini
olish mumkin) bo‘ladi. Bu mulohazalardan ko'rinadiki, yuqoridan
chcgaralangan o‘suvchi kctma-kctlik chcgaralangan bo'ladi, quyi-
dan chcgaralangan kamayuvchi kctma-kctlik ham chcgaralangan
bo'ladi.

Masalan: 1) 1, 1, 2, 2, n, n, ... ketma-kctlik o'suvchi kctma-
ketlik bo'lib, u quyidan 1 bilan chcgaralangan;

2) 3,35 Z\ .., 3" .. kctma-kctlik qat’iy o‘suvchi va u quyi-
dan 3 bilan chcgaralangan;

3) 2>|» = o> n’ mkctma-kctlik kamayuvchi kctma-
ketlik bo'lib, u yugoridan 1 bilan, quyidan nol bilan chcgaralangan,
ya’ni u chcgaralangan kctma-kctlik bo'ladi;

lb% §>-"» }'b " kctma-kcetlik gat’iy kamayuvchi kctma-
kctlik bo'lib, u chcgaralangan bo'ladi.

6.6. Monoton ketma-ketlikning yaqlnlashishi haqidagi teore
malar.

6.2- teorema. Agar {X'} ketma-ketlik o 'suvchi bo 'lib, yuqorid
chcgaralangan bo'lsa, n yaginlashuvchi (chekli limitga ega) bo'ladi;
agar {X'\} ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan bo 'Isa, n holda un
uzoglashuvchi (limiti -00] bo'ladi.

6.3- teorema. Agar {Xj ketma-ketlik kamayuvchi bo 'lib, quyic
chcgaralangan bo'lsa, n yaginlashuvchi (chekli limitga ega) bo'ladi;
agar {X'\} ketma-ketlik quyidan chegaralanmagan bo'lsa, n holda M
uzoglashuvchi (limiti -oa) bo'ladi.

Bu tcorcmalardan quyidagi natijalar kclib shigadi.

6.3- natija. O'suvchi kctma-kcUik yaginlashuvchi bo'lislii uchur

chcgaralangan bo'lishi zarur va yctarli.

6.4- Hal'ya. Kamayuvchi kctma-kctlik yaginlashuvchi bo'lishi

Quyidan chcgaralangan bo'lishi zarur va yctarli.

da gilishAmuni'nA""M* M pirlashtirib, uni quyidagisha ham ifO'

limitga eea)’hn4ru-oneL ketma-ketlik yaqinlashuvchi (chekli
yetzi. "M

chegaralangan bo'lishi zarur va



6.3- eslatma. Har ganday yaqginlashuvclii ketma-ketlik monoton

ketma-ketlik bo'lavermaydi. Masalan, i -*j, S PR T
kctma-kctlik monoton cmas.
6.4- eslatma. Yuqoridagi tcorcmalardan quyidagi xulosani shigarish

mumkin. Yugoridan chcgaraUngan o'suvchi {xj kctma-kcUikning
hamma hadlari uning limiti x dan katta (x,sx) bo'la olmaydi.
Xuddi shunday, quyidan chcgaralangan kamayuvchi {xj kctma-
kctlikning hamma hadlari uning limiti x dan kichik (xsx") bo'la
olmaydi.

6.5- teorema. lkkita {xj va {yj ketma-ketliklar berilgan bo'lsinl
Agar: 1) {xJ o'suvchi, {yJ kamayuvchi ketma-ketlik; 2) \/neN
uchun x*<y, \'3) lim(y,-X,)=0 bo'lsa, {xJ va {yJ ketma-ketliklar
yaginlashuvchi va lim>',, = limx,, tenglik o'rinli boladi.

Bu teorcmadan natija sifatida, quyidagi muhim, ichma-ich joy-
lashgan segmentlar hagidagi tcorcma kclib shigadi.

6.6- teoremz. Agar [a,; b"]D\a", bj]D...D[a,.; mu-
nosabatda bo'lgan [&Y] i>jl, [0 bY], [\ bA\...... K; bJ] .. segmentlar
ketma-ketligi uchun lim(Z>,-fl,)=0 shart o'rinli bo'lsa, u holda {&")
va {'} ketma-ketliklar bitta limitga ega bo'ladi hamda bu limit bar-
cha segmentlarga tegishli bo 'lgan yagona nugta bo ladi.

Ko'p hollarda, j” | ko'rinishdagi kctma-kctliklami yaginlashish-

ga tckshirishda quyidagi tcorcma muhim rol o'ynaydi.
6.7- teorema (Shtols). Agar {y,} — o'suvchi cheksiz katta ketma-
ketlik bo'lib,

ketma-ketlik yaginlashuvchi va uning limiti a bo Isa, u holda

fe}

Mitna-ketlik ham yaginlashuvchi bo'ladi va u ham a Un S
uo'ladi, ya'ni

nMy,, ms*ul L
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6.19-misol. Ushbu

= K — butun, musbat son,

kctma-kctlikning limiti ckanligini isbotlang.
Yechilishi. y,, = 1*+2*+... + JT*, = deb bclgilab,
1Z0~dn-1
kctma-kctlikning yaginlashuvchi ckanligini ko'rsatamiz:

2

Ravshanki, -
chckli. .

Shunday qilib, yaginlashuvchi kctma-kctlikning xossalarini
c'tiborga olgan holda

limmn>m _J_
w0 Zn-ZH - ML

ckanligini topamiz.
Dcmak, Shtols tcoremasiga asosan;

lim X, = lim I"+2%+..+/i*

mjfc+l

6.20-misol. Ushbu

AN =0 (a — ixtiyoriy haqigiy son) I
tenglikni isbotlang.



mYechilishi. Ravshanki, [o|s] bo'Jganda IJEEF:O tenelik
o'rinli. Faraz gilaylik, o>1 bo'lsin. x,,=~ deb belgilaylik, u holda
A~H+1 “n>Mg (" — istalgancha katta) uc-
hun ~ < 1 vyoki x,,"<x,,. Shunday qilib, {xj kctma-kctlik n>n,,
uchun kamayuvchi va 0<x,, ckan. Demak, 6.3-teoremaga ko‘ra, {xj
ketma-ketlik chckli limitga ega, ya’ni limx,,=y”>0, Ikkinshi to*-
mondan V= limx_., =lim x,,-" =y4-0=0.

Shunday qilib, (#) tcnglik a>0 uchun isbotlandi. a<0 bo‘lganda
in |g"
ham (*) tcnglik o'rinli bo'ladi, chunki
6.21-misol. Ikkita x?, x, x",..., MY Yy e (X,
>j'j>0) ketma-kctliklar bcrilgan bo'lib, ularning umumiy hadlari
ushbu X,=X""+’y"" . Y., =77l'>n1 formulalar orqali topiladi. Bu
ketma-kctliklarning limiti mavjudligini va bu limitlarning bir-biri-

ga tengligini isbotlang.
Yechilishi. Avvalo, x*>y" ckanligini ko'rsatamiz. Hagigatan

ham,

w-yu— N Y T - >0

X,-N- ,=—,:l]-_|_'_"_‘]_\_/_| — n )QH-]E./\[H A,

bundan demak, {&} ketma-ketlik kamayuvchi ckan.

>n-Yn-1=V-Vie>'n-7->p-1 =

bundan esay >y  ckanligi, ya’ni lyj —o'suvchi ketma-kethk ekan-
ligi kclib chigadL Monoton ketma-ketliklarning linuti hagidagi 6._-,

6.3-teoremalarga asosan [x,] va {y} ketma-ketliklar chekh hmitga
cga, ya'ni hmx,,=x, lLu}>n=>" {xj kctma-kctlikning aniglanishiga

ko’ra x,=.2=l2'2ri, Bundan = 2
ckanligi kelib chigadi.



6.23-misol. Ushbu ketma-kctlikning yaginlashuvchi ckan-
ligini isbotlang va uning limitini toping.
Yechilishi.

M+t n _ni”
%l + (D"

"

" (DA ()

chunki n"1-<1 Dcmak, {xr; kctma-kctlik monoton kamayuvchi

ikkinshi tomondan, ravshanki, «x,>0. Bundan {<} ketma-ketlikning
quyidan chcgaralanganligi kclib shigadi.

Shunday qgilib, monoton kctma-kctliklarning limiti hagidagi 6.3-
teorcmaga asosan berilgan kctma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni chekli
limitga cga. Uning limitini x bilan belgilaymiz, ya’ni 0<limx,, =x
Endi X ni topamiz. Ravshanki,
bundan N, XM <ix,, ckanligi kclib chigadi. Keying!
tengsizliklarda limitga o'tsak, x<\"x. Bu yerdan <70 ckanligini
c’tiborga olsak, x=0 degan xulosaga kclamiz.

6.24-misol. Ushbu x,="I+ij , »

= #=1 2, .)
kctma-ketliklarning mos ravishda, monoton o'suvchi va yuqoridan
chcgaralangan, monoton kamayuvchi va quyidan chcgaralanganligini
hamda lim~1+ij =Urn”l+ij =e ckanligini ishotlang.

Yechilishi. nisbatni garaymiz:

M-bHT  "na i+D=(AKE+]) r @+1)_
-m (4 Ceo (=S hmdn n
(Eﬂ)‘fl l V (+D

Bundan Bcrnulli tengsizligiga asosan.

I (n+2)



tengsizlikni hosil giiamiz, ya’ni {% ketma-kctlik monoton o'suvchi
ekanligi kclib chigadi. Xuddi shunday;

3l

n*+r-n-|
<1, v,,<Y,,-r

Dcmak, {yj\ kctma-kctlik monoton kamayuvchi ckan. Ravshan-
ki, {xj kctma-kctlikning berilishidan: x,,s2. Endi uning yugoridan
chcgaralanganligini ko'rsatamiz:

(Ui = uid.pg.mpy DN+ T

<I+1+2+ L +A<]+1+j+ -+ 7+ -=]+-3 =3
2

2:sx,,<3. Ravshanki, 0<x,,<>’.
Dcmak, monoton kctma-kctliklarning limiti haqidagi
6.2- va 6.3-teorcmalarga asosan, {¥'} va {y'} kctma-kctliklar

limitga cga: I(Amx =Ir%m\(l+,-,} =e deb belgilaymiz, bunda
e= 2,718281828459045...

0<y,-x, =(I+i)

lim—=0 ckanligini c’tiborga olsak, u holda lim(y,—x,)=0 yo-

ki limy =limx,=e ckanligi kclib chigadi.



6.25-raisol. Ushbu Ji=0, neN Kko'rinishda
berUgan {xj ketma-ketlikning yaginlashuvchi ckanligini isbotlang
va uning limitini toping.

Yechilishi. x, =0 bo'lganda X=V6"i"=V6. Faraz qilay-
lik, V«e7/uchun x,+>X, o'rinli bo'lsin. V n GJT uchun
X = 6+x,,+i, Mi=6+X,,, bu tengUKklarni ayirish natijasida

N2 sl YL M
ni hosil gilamiz. Bundan, xj+2>x,,"*,, X,"j>0 va >0 bo'lgani
uchun, tengsizlik o'rinli boiadi.

Dcmak, matcmatik induksiya usuliga asosan {xj ketma-
kctlik gat’iy o'suvchi. Endi {xj ketma-ketlikning o ‘suvchi,

yugoridan chegaralangan ekanligini ko'rsatamiz. Ravshanki,
X M0, Xj<xj+i=6 +X,, bundan x"-x,,-6<0, x,<3 ekanligi kelib
chigadi.

Shunday qilib, {x} ketma-ketlik o'suvchi va yuqoridan
chegaralangan ckan.

Demak, monoton ketma-kctliklarning limiti haqgidagi 6.2-

teoremaga asosan, {x } ketma-ketlik limitga ega, ya’ni 3 limx" =x
Ravshanki, x>0.

i = 6+X,,
tenglikda limitga o'tsak, x*=6+x ni hosil gilamiz. Bundan x=3
ckanligini topamiz.

Dcmak, {3 ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya'ni limx,, =3.
6.26-misol, Ushbu

ketma-ketlikning yaginlashuvchi ckanligini isbotlang.

Yechilishi. = Dcmak, {1 ketma-ketlik o'suvchi.
Endi berilgan ketma-ketlikning chcgaralanganligini ko'rsatamiz:



Inx, = In(1+1)-Hn(1+)+...+ta(I+2)<i+ +.., 7.

<5+jr+-+5+-=Yy"r=1

Bu tcngsizlikdan x*>e.
Dcmak, monoton kctma-kctliklarning limiti hagidagi 6.2-

tcorcmaga asosan u yaginlashuvchi bo'ladi.

6.7. Ixtiyoriy ketma-ketliklarning quyi va yuqori iimitlari. Ix-

tiyoriy {.}:Xj, X, ..., X,,,... ketma-ketlik bilan birga ixtiyoriy
o'suvchi Al ki, ..., ..._butun musbat sonlar ketma-ketligi berilgan
bo'lsin. {xj ketma-ketlikning elemcntlari ichidan k... K,y s
nomcrdagilarini ajratib olib, ularni ko'rsatilgan nomcrlarning o'sish
tartibida joylashtirib chigamiz. Natijada, X, N XN L ketma-
ketlik hosil bo'ladi. Hosil boigan bu ketma-ketlik berilgan {x}
ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deb ataladi va {*/} kabi
belgilanadi.

Xususiy holda, {x} ketma-ketlikning o'zini ham k,=n nomerli

gismiy ketma-ketlik deb garash mumkin. {¢%} ketma-ketlikdan umu-
miy holda cheksiz ko'p usul bilan gismiy kctma-Kketliklar ajratish
mumkin.

Masaian: 1) ushbu

2,4,6.8, ..., 2n, ..;
1,35 7 .., 29-1, .
14,916 .. ft, .,
18, 27. 64, .., n\ ..

2, 3.....M .. - ketma-ketlikning

ketliklar bo'ladi.

2) ushbu
bt
|
j %9 L /\l, ¢ 2%’

11 !
1D 5



kctma-kcUiklar
kclliklardir.

3

ketma-ketlikning gismiy kctnia.

1 -1, e (“ 1)™ - ketma-kctlikdan
11 1
-1, -1.-1....

kctma-ketliklarni ajratish mumkin.

Kcima-kcllik limiti bilan uning gismiy ketma-ketliklari limiti
orasidagi munosabat ushbu teorema orgali ifodalanadi:
6.8-teorema. Agar {xj ketma-ketlik a limitga ega boba,u hol-
da uning har ganday gismiy ketma-ketligi ham shu a limitga ega
bo 'ladi.
6.5-eslatma. {Y) kctma-kctUk gismiy kctma-ketliklarining li-
mitga ega boiishidan, bcrilgan {xJ ketma-ketlikning limitga ega

bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan. {(-1)"} ketma-
ketlikning ushbu

11 .1 .
-1, -1 ., -1,

gismiy ketma-ketliklari, mos ravishda, 1va —1 limitlarga ega boMsa-
da, berilgan {(-1)"} ketma-ketlik limitga ega emas.

Shunday qilib, ketma-ketlik limitga ega bo'lmasa ham, uning
gismiy ketma-ketliklari limitga ega bo'lishi mumkin ekan.

6.18- ta’rif. {xJ ketma-ketlik gismiy ketma-ketligining limiti
ketma-ketlikning gismiy limiti deyiladi.

6.9-teorema. Agar {xJ ketma-ketlikning hamma gismiy ketma-
ketliklari yaginlashuvchi bo'lib, ularning har biri bitta a limitga ega

boisa, u holda {xj ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib, u ham shu
a limitga ega bo'ladi.

6.19- ta’rif, Agar x (xG(—ea+»)) nuqtaning ixtiyoriy e atrofi
da (¥Y) ketma-ketlikning cheksiz ko'p clemcntlari joylashsa, x nug-
ta §X%} ketma-ketlikning limit nuqgtasi deyiladi.

6.10-teorema. Har ganday hagiqgiy sonlar (chegaralangan va
chegaralanmagan) ketma-ketligidan chekli songa, +00 yoki —mga
intiluvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.



6,11-teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har ganday chegaralangan
{xJ ketma-ketlikdan yaginlashuvchi {x,,J qismiy ketma-ketlik ajra-
fish mumkin.

6,20*ta rif. Agar {¢} kctma-kctlikdan x (x G(—egj+00) nugta-
ga yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, x
nugta {xJ ketma-ketlikning limit nugtasi deyiladi.

6.19-ta’rif bilan 6.20-ta’rif o'zaro ekvivalent bo'lishiga ishonsh
hosil gilish giyin emas.

6.21- ta’rif. {xJ ketma-ketlik limit nugtalarining eng kattasi bu
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va x =limx,, = limsup x* ka-
bi belgilanadi.

6.22- ta’rif, {xJ ketma-ketlik limit nugtalarining eng kichigi bu
ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi va x=Llhx,=liminfx* ka-
bi belgilanadi.

Agar {¥'} ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan bo'lsa,
limx,, = + @ bo'ladi.

Agar {X} ketma-ketlik quyidan chegaralanmagan bo'lsa,

lim Xg=—a bo'ladi.
""" Masalan: 1) K} ={(-H"} ketma-ketlikning yuqori limiti,

ya’ni limx,, =1, quyi limiti JwAs=~1 bo'ladi. 2) = ¥
=|l, 2, i, 4,1, ...| ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan, shuning

uchun limx,, =+m
Ravshanki, berilgan {vj ketma-ketlikning quyi va yugori limit-
lari lim X, <Umx, munosabatni ganoatlantiradi.

6.12-teorema. Har ganday {xJ ketma-ketlik yuqori (quyi) (chekli,
+00 yoki -00) limitga ega.

Natija. Agar {<'} ketma-ketlik chegaralangan bo Isa, uning quyi
va yuqori limitlari chekli bo'ladi.

Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari quyidagi xossalatga
ega: _
Ixtiyoriy {¢} ketma-ketlik uchun Umx,, =x bo Isin. U holda

Ve>0 son olinganda ham:
1* Shunday n”“eN son topiladiki, V«>Ho uchun x,,<x+e

bo'ladi.



2% >™"eN son uchunj va n* larga bog‘lig shunday naturali
son n'> topiladiki, x,,.>x-e bo'ladi. ~N
Agar X son ' va 2* shartlarni ganoatlantirsa, u holda b
=limsup(xj=limx,, bo‘ladi.
"Endi  kctma-ketlik uchun x = limx,, bo'lsin. U holda Ve>o
son olinganda ham:
. 3/tgEN son topiladiki, “n>n” uchun x,,>x-e bo'ladi.
2 son uchun e va n* larga bog'liq natural son n'>n*
topiladiki, x, <x+£ bo'ladi.
Agar x son I va 2* shartlarni qanoatlantirsa, u holda
x:Iim&an{x.}:"x- bo'ladi.
6.13- teorema. V{x,} ketma-ketlik a limitga ega bo'lishi uc
Umnx,=limx,=a tenglikning o'rinli bofishi zorur va yetarli.
6.14- teorema (Koshi kriteriysi). V(x,} ketma-ketlik yaginlashi
(chekli limitga ega) bo'lishi uchun, Ve>0 son olinganda ham, shun-
day n”"sN son mavjud bo'lib, Vn>Wo va >/m>n” lar uchun

X,-xJ<e *

tengsizlikning bajarilishi zanir va yetarli.
Agar (*) shart bajarilmasa, ya’ni

3eq>0: 'dksN, 3n>k, 3m>k: |x, - x,1>Eo

bo'lsa, ketma-ketlik uzoqglashuvshi bo'ladi.
6.27-mlsol. Ushbu #=1+]"cos” ketma-ketlikning inf{x,),
SP{x}, “x,, Umx, toping

Yechilishi. Ravshanki, X4, j <X, , <X, tengsizlik o'rinl
Bunda osonlik bilan ko'rsatish mumkinki, ketma-ketli
kamayuvchi, ketma-ketlik o'suvchi. Shuning uchur

= fim = (-2 =0.

sup{xJ=" (I+ -~) =2



6.28-misol. kctma-kctlikning inf{xj sup{xj
limx,,, limx~larini toping.
Yechilishi. Ravshanki, {x}=|1-1j ketma-ketlik monoton

o'suvchi va u yugoridan 1 bilan chegaraJangan. Shuning uchun u
yaginlashuvchi. Bcrilgan {xj ketma-ketlikning eng kichik dementi
x,=0=inf{x,,}. Bu kctma-kctlikning yuqori va quyi limitlari bir-biri-
ga tcng va u sup{xj ga teng.

Shuning uchun A 71X, =limx,, =sup(x,,}=1.

6.29- misol. x*=A“"* KEN kctma-kctlikning quyi va yuqori
limitlarini toping.
Yechilishi.
-linNinf =iim0O=0, k=Im-\, mEN,
i =i =lim(+ o=+ = X
lim Il}'_rgsup Ilmlsl_"oe) «, k=2m, mGN

6.30-misol. Ushbu ~,=1+7+-+" kctma-kctiikning yagin-

lashuvchiligini Koshi kriteriysi orgali ko'rsating.
Yechilishi. Ve>0 sonni olaylik. U holda

Yrip || A2 A «(nH) N*+1)(1+2)
* {|'|+P-1:IL.I.I'I+P)I \n n+1/Ma+l +—2'/_‘ﬂ‘r+17=|_ﬂ£6}:

L=—£
“an~ Y n(ntp) n n'

Jlo(c)=[A]+1 deb olinsa, Ix,4",-xj<e tengsizlik Vp GATuchun
bajariladi, . o
Shunday qilib, bcrilgan ketma-ketlik Koshi kritcriysiga ko ra

yaginlashuvchi bo'ladi.
6.31-misol. Ushbu

o= L+J-+.+-L
"“Tn2  In3 InJ1

kctma-ketlikning uzoglashuvchi ckanligini ko'rsating.



Yechilishi. V1 G 7" berilgan bo‘lsm. £0=4 deb olsak, u holda 1
V/IGT™uchun

“ ¥ loin(H) in(n+2)wwt 12/ lu2n 2n* 24@))

tengsizlik bajariladi. Demak, berilgan ketma-ketlik Koshi kritcriysmi
ganoallanlirmaydi. Shuning uchun kctma-kctlik uzoglashuvchi
bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

Quyidagi kctma-kelliklarning dastlabki bcshta hadini yozing:
6.1. Xx,=2+(-1)"-j;*. 6.2. x,=n(3-3(-1I").
6.3. X= 32 6.4. x,- (-1)" arcsine”+4/7.
6.5. Xx,=CO0SsYy. 6.6.

6.7. X, =sign(sin™] . 6.8. x,=[>/21], [0] — a sonining butun gis-
mi.

sm—
6.9. M=TT 6.10. X.:—nl-.

Quyidagi kctma-kctliklarning umumiy hadini yozing:
aL_j §, | 6.12. 0,4, 0,4, ...
6.13.1, 0, -3 0.5 0, -7, 0

4 5 8
6.14.2, 5. 0.5 ...

6.15.
6.6.0, 71 (42 . 2
b el 500 -l -

6.17. 3%5' 10. 17. 26.

8' 13¢ 18* o3+ 6.18. 1;i;2;i;3;";2;i..
Quyida bcerilgan {¢%} kctma-kctlikning x., x., hadlarini
yozing.

6.22. x =Ili 6.23. x,=(-10)"sinA  6.24. x,=1i

13



n .
6.26.x, =5 in ~E 6.27. X,=co5"ns.

Quyida {¢} ketnia-kctlik rekurrent formula bilan bcrilgan. Bu
kctma-kctlikning dastlabki to'rtta hadini yozing:
6.28. Xj=~2, Xpo+3. 6.29. X|=—3, xMj=x"+5.

630. =-3. =X,-2. 6.31. x,=-1, x/\=x, +4.
Quyidagi {¢'} kctma-kctlikning umumiy hadini yozing.

6.32. x(—3, X[OH—2-xA* AN

6.33. 2 3-x, ' AN

6.34. x,=0, x"=1, X,,+j=(3x,",-xJ/2 neTV;

6.35. ¥—Q x"—b, Xr2~ +2Xg, nG

6.36. X,=X2=1, x> =05 (x,"+xJ+1, neN

6.37. X=Xj =1, x2 =x,M+2x,+2, neN.
Quyida berilgan {xJ kctma-kctliklarni chcgaralanganlikka
tckshiring:

6.38. { "} . «39. {*"}. M«. {"}. «O> {"}.

6.42, {(-1r(n41)}. 6.43. {(-1M*N+(-11 a}. 6.44. GF}

6.45. {-(2n-1. 6.46. m 6.47. {tgn}.

6.48. {nlog./jn}. 6.49. {(-1)"«}» {(-1)'""} 6.50. {n-"}.

6.51. {3won+co3ona}, aeR. 6.52. {¥n1— 6.53. {2}
Quyidagi kctma-kcetliklarning chegaralanganligini isbotlang:

654. {"}. .55, (1 7). 555. {="}.

6.57,{ N } . L

6.60. L - A

6.63, Agar o, =1, =(«+D(fin+i> neN , bo'lsa,



kctma-ketlikning chcgaralanma-
ganligini isbollang.

6.64. {>/nY42-n"}. 6-65. {"IrF"-yfrF"}.

6.66. {Vn +l-iwA-1}.  6.67. {A9n-n" +79n +n"}.

6.68.

6.69. LI . 6.70. fej.
\ R J ' A
TAMANZ!\ fn+Inn\ 1b3"+5\
6.71.
6.74. {nIn~"}. 6.75. {1n~1n(n4n)}. 6.76. {"}.
6.77.

6.78. {n9"}. U1<1.

Quyida berilgan {¢%} ketma-ketliklarning chcgaralanmaganligini
ishollang:

6.79. {n+cosMn}. 6.80. (n'-**}. 6.81.

6.82. 6.83. {(TMT"} .

L
6.86. {6"-5"}.

6.85.
687. {#"}. 688 1°].

6.91. x,=X-=1, x,N=X,"i+6Xx,,.

6.92. X,=-4, X =3 X, =X, FiX,,.

6.93. x,=3, X,,i=i xj-I.
Quyida bcrilgan {¢%} kctma-kctlik yugoridan (quyidan) chc-
garalangan bo'lsa, uning eng katta (eng kichik) elementini to-
ping;

6.94. x.=6n-n“-3. 6.95. X

6.96. X,=" .
6.97. x.=n’-10n+5, 6.98. x .= -i.

6.99.



Quyida bcerilgan {xj kctma-kctliklarning chcksiz kichik kctma-
ketlik ckanligini ta’rif bo'yisha ko'rsating:

6.100. x =! 6.101 f-rx .

AR R 0L XL =0 6.102. x ,, = il"
1 A I

6.103. c 0 s 6.104. =

6.105. 6.106. 6.107. x,,=(-0,6)\

6.108. x,,=(0,99)". 6.109. 6.110. x,,=".

Quyida berilgan {xj kctma-kctliklarning chcksiz katta kctma-
kctlik ckanligini ta’rif bo'yisha ko'rsating:

6.111. x*=«. 6.112. x,=4-3*n.  6.113. x,= 2"
6.114. x*=Inn. 6.115. x*= 6/10-
6.116. x*=log™n(0< A< 1). 6.117. x*=(-«)".
6.118. x,,=b5yfn-n. 6.119. F+3°
- 2 3 -
6.120. x = 1. 6.121. x,,--". 6.122. x .= ™.
Kctma-kctlik limiti ta’rifidan foydalanib, quyidagi tengliklarni
isbotlang:
‘023, = 6124 AT O'l-
. 5044 5
6.125. lim-h 50 =1 BRgS Wgh7= 8

2. 5a+1 -5
6.127. ), i =l 6UES. Ry

limx,, =a ni toping va qaysi Wp(c) nomcrdan boshlab
Vn>/lo(e) uchun |x”-iir|<e tengsizlik o'rinli bo'lishini
aniglang.

6.129. m4,=0,33...3, E=0,001. 6.130. ¢=0,005.

nme —
6.131. x,=.isin”, e=0,001. 6.132. x,,=-", e=0,005.
6.133. X =/1. v z chcksiz kichik kctma-kctliklar

yig'indisining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ckanligini

ko'rsating.



6.134.

6.135.

6.136.

6.137.

6.138.

6.139.

6.140.

6.141.

- %, =", =

chcksiz kichikketma-ketliklar

yig'indisining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ekanligini
ko'rsating.

chcksiz kichik kctma-kctliklar
ko‘paytmasining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ekanli-
gini ko'rsating.
| -2 2-* N .

= Z,=-" chcksiz kichik kctma-kctliklar

ko'paytmasining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ckanligi-
ni ko'rsating.

chcksiz kichik ketma-kctliklar ayirma-
sining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ekanligini ko'rsa-
ting.
£% cheksiz kichik kctma-kctlik bilan {y*) chegaralangan

kctma-ketlik ko'paytmasi chcksiz kichik kctma-kcetlik ckan-
ligini isbotlang:

D y, =sinn; 2) X, =X, >-,(-ir+l;

3y = =" 4) >, =c0s-A;

5 = y,=sign(tgn);  6) =

{xj chcksiz kichik kctma-kctlik uchun |* | chcksiz katta
kctma-ketlik ekanligini isbotlang:

) X=0.99;;"; 2)X,=5li*";
3 = 2"+(-3)" . M+
) = 5 4) "n=—r-

chcksiz katta kctma-kctlik bo'lsa, kctma-ketlik
cheksiz kichik kctma-kctlik ekanligini isbotlang:
1 ) =

4) y,=2"; 5 vy, =(-D"1i; 6) y,=In(Inn) n~2.

Quyida bcrilgan {} kctma-kctliklarning yaginlashuvchi
ekanligini ishotlang:

A+ 1.
2 =— >



6.142.

6.143.

6.144.

6.145.

6.146.

6.147.

=n (0>0); 4)

_ 2n*+5n+1_ _jsnnsl
8n4sn+2’ 6) V2a'+2

(8 +1yeH(n+2) . _ ar+36" )

(n-1)rhsl 8) sasge (B>0, B>0);

2-3 m3-4 ... (n+1)(n+2)°
1%+ 2%3+. 4 n(n +1)

Quyida berilgan {¢% ketma-kctliklarning uzoglashuvchi ckan-
ligini isbotlang:

D x,=(-ir-27; 2 = 3
4) = 5) x,,=sinn®;6) x,,=;;jJjCos”;
7) "M=(3) 7S X, =/iNsin-A,

a soni {X'} kctma-ketliklarning limiti cmasligini ta’rif yor-
damida ko'rsating:

1) n;=(-1r-2+2, a=0; 2) =~ o=1I:

1
3) p fl=-i; 4) x,=cos—, «=i:
5) x,=2%%-. f=0; 6) x,=smZA  fi=0;
7) Xn'AnA +1‘ﬂ, 0=1 8) «:1;
9) x,=0~", 0=0; 10) x,=n [I+(-1)"l, 0=0.

Limitlarni toping:
(6-"Mn"+3n+r) m

Wit (i +r T4 +(3n-2)(13n+1))
(r5™*'51|"""“(4n-3)(4n+1))

(1T3T5+ J 377 whewm* (2n-1)(2n+1)(2n+3))"



6.148.

6.149.

6.151.

6.152.

6.153.

6.155.

6.156.

6.158.

c /M

6.,0r.

6.164.

6.166.

6.170.

A(i.2-3-492-3-4-5"""*n(n +1)(n+2) (W+3))

ALF3'AT 5'A-*(2n-1)(20+1))-

b(i(7I'b3l’\V3|’\/5./\'.../\V2/\|+V2,\).
&} ketma-ketlik arifmctik progressiya bo'lib, uning ayir- i

masi d*O va barsha xadlari a,,7*0 {nEN) bo'lsin. Limit-

larni toping;

A T
i - £t @M@ “

Um (M + —I— +,.+
( °n°n?n*ry

1

Hp«ml'g'g A2+:3:-2 te

K

i, (I"IA+ 3« +4)’\—(n’\+3«—4’\

1S1(7Ts..6)1-(,,U5,,-6)> m 6-161. 1/

\ oo )

Limilli”
n— I*n

n_a.'.b" (a>|,6>|).

+

\T W +2-\[n"-2).

Corge

6.159

+ - -
n(n+1)(n+2) /'

(nUpr-gn-1n
-1lg: (»i)dc-.r

SR A A )

/ 3 \

. "-UXTE -

6,63

6.165.
6.167.
6.169.

6.171.

H—mbian)
57
No=Ar73r.
(M57-1).
lim(>/4n" +3n-2n).

hm(dnA+bn+2-yp A1),



6.172.

6.174.

6.175.
6.176.

6.177.
6.178.

6.179.

6.180.

6.182.

6.184.

6.186.

6.188.

6.190.

6.191.

6.192.

lim (*n4nY1984-n). 6.173

nw 4
lim  (Va+l+7n-1-2>/n).

lim {yj(n+ai){n+a®")-n).

A {Wn+ad{n+a2){n+a){n+at){n+a)-n).
NT(\(n+11)(n+02)....(n+0")-n), peN.

a ning ganday giymatlarida {7nn"+6n+2-n} kctma-ketlik
limitga ega? Bu limit nimaga tcng?
=(n+1)“-n*“, nEN ketma-kctlik berilgan bo'lsin. Ush-

bu
1) 0<o<l uchun lim.r,=0 2)fl:>luchun limv, = ®
tengliklarni isbotlang:
Ay |- TnA-
lim X 220 6.181. limrImriA07
N+2% ¥ I H-n
. Vn- Yn¥l L yfr"Tn- yin
lim ,\n—+|_-,Jnr- m'83.
. N
lim 6.185. lifJ-=— Y
3n+3n+VA "W (7 +n+Vn)(n-1)
- N
(1>2). 6187 Um -p”
-ydn-lYn+i Jn-TJn"+ 2
fjm SN+t 6.189. limx AL 12T
Jon+DA-sl(n-1p yin+4jn"-2yjn
1+2+43+..4+N1

W=k

lim

1-3+3-9+5:27 + ..+ (2n-1)-3"



6.L11."

6.194.
6.195.
6 108
6.197.

6.18.

6.200.

* 6-201.

6.202.

6.203.

6.204.

6.205.

lim—
. 1-2-1-3-4+..+(2n-1)-2n
lim

M+

"‘*2"“5“, ______

n +n HI+1

WTb)=--

Agar {x'} va
dagi;

1) K+37}), 2){X,V¥.}; 3) 171 kctma-kctliklar yaqin-
lashuvchi bo'lishiga misoUar tuzing.
% ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib, ketma-ketlik

uzoglashuvchi bo'lsin. b0 uchun {ax,,+by,,} ketma-ketlik
uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

{y"Y) ketma-ketlik uzoglashuvchi bo‘lib, {xj esa yaginlashuv-
chi ketma-ketlik va limx,, =x, x?i0 bo'lsa, 'y ]j ketma-
ketlik yaginlashuvchf emasligini isbotlang.

{¢} yaqginlashuvchi, {yj esa uzoglashuvchi ketma-ketlik

bo’lsin. (x* y'} ketma-ketlik yaginlashuvchi va uzoglashuv-
chi bo’lishiga misol tuzing.

uzoqlashuvchi kctma-ketliklar bo'lsa, quyi-

V«£E//luchun x,«0 va limx,, =0 bo’lsa: 1) lim~~ li-
mit mavjudmi?

2) agar bu limit mavjud va g"ga teng bo'lsa, u holda
bo’lishini isbotlang.

3
mi?
Quyidagi limitlarni loping:

ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lishi raumkin-

\' P,AéM. 6.206.



6.207.

6.209.
6.211.

6.212.

6.213.

6.214.

. 6.208. /\I.)n

Uxn(1+7) , NEAT.  6.210. lifnnlii(1+ij,

Quyida berilgan {xj ketma-kctliidarni Koshi kriteriysidan
foydalanib, yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang:

COSa , COS2a  C0S30 cos na

) AE T T - eeet BBA or0f
2y -

3) x,=ag+aq"+..+a,,g", bunda. | <1, WnGA7 uchun
Ifi,I" C, C=const.

5 K1-1).H'4).KUY). 44

o! 1! 21 n-)!

Quyida berilgan kctma-ketliklarni o'suvchi ekanligini isbot-

lang:

1) x,=6n-11. 2) x,=n42n-3. 3) x,=5-2"-3.
4) X”:g'.’l_4lf:‘ 5) _3n+4 ag) 1= 2 24

7) M= A 8) x,=n (arh,a>0).

9) x,=n(1-a’") a>0). 0) x,= (147)".

Quyida berilgan kctma-ketliklarning kamayuvchi ekanligini
ishotlang:

47+
1) x,=810-301. 2) X, =-98"+105+25. 3) x,=A
] 2n+9 N+l
7+2 6) 7+21 +5-
7N x,=22 g x 9 X.=lg() .
im X
N+2n+2

Quyida berilgan {xj ketma-ketliklar gandaydir nomcrdan
boshlab monoton ekanligini isbotlang:*



6.215.

6.216.

6.217.

1) x,=3n”-n. 2) X,=n"-bn.

3) x,=n'-6n\
n+l ] _
4) ~n-2/1-T 5) 4,=7T5- 6) "‘_mgz'
426 _
il m 8) X,=Vn+3-V/H-2.
9) X,="w'-1-/1. 10) x,=4"-10n. N) x,=5"-3".
WL L 10
12) X,,- . 13) =
14) x,=In(n+1)-Inn. 15) x,, = 1nn-n.
16) X,=5. 17) %,=1n A . 18) x,=-".
19) X,=!". 20)

Quyida berilgan {x") ketma-kctliklarni o‘suvchi ham kama-
yuvchi ham cmasligini isbotlang:

2) %,=3n"-17Tn+L 3) =
4) x,=3+lIn-*n\ 5) x,=(-1)"-7-5.
6) x,=isin”. 7) X,,=sin/J.

9) X,=In-tA,

8) X,,=icoswm
10) x,,=sign(tgn).

Quyida berilgan {xj kctma-ketliklarni Koshi kriteriysining
inkoridpn foydalanib, uzoglashuvchiligini isbotlang:

D x,-ititi+.. . +i; 2) AQ=THT+-+AA

3 %= (-D"(13°3; "

ns 20-D)n 1
6 = N
s g
Quyida berilgan ketma-kctliklarning yaginlashuvchili-
gini isbotlang va ularning limitini toping:
) x,=4, xN="6+X,; 2) X,=3, xAj—JIl+x"i

. 0
3) N=2. X,,=2— 4) X2, xM= ;



6.218.

6.219.

5 x,=1, Xx,=l, =
6) x"=y|2, =AM,
Quyida ber”an {xJ kctma-ketiiklar uchun infx,,, siipx,
%qlTX,q va limx* larni toping:
P>

1) x.=2-i, 2) x .= ", 3 x,=(-ir'(4+1).

4) x,=(-1)"« 5 x,=
6) x,,— A(4+(-1)"]. 7) °f. 8) x,,=5" 7]
9) X,,=2«-"N-"-p, 10) X, = A25<->"45,

n) x,=(-n)“2. 12) x,=CcOSMT

Quyida berilgan {¢%} ketma-kctliklarning quyi va yuqori
ILmitlarini toping.

1) x,,=l+cos-". 2) x,,=3(l-i)+2-(-N)".

3? X,Z/(S'm”’s]"_ 4) X.="néos-23“'f*,
I-(-D")-4"+|

5 " ¥ xz O

D) %, =(+))"(-D"+sin”; 8) x,=co&ZR,

6.220. Agar {xJ kctma-ketlik Xi=0, Xj*="" X*\=I|+Xj*,

6.221.

keiV rckurrent formula bilan berilgan bo‘lsa, lirnx, va
limx, larni toping.
Quyidagi tengsizliklarni isbotlang: -
a) hrnx,,+]Jim>-, Alim(x,,+yJ"Umx,+liin>',,;
U2 (B o n2 k!

b) limx,+ Ipf,}nx,s Mx,, +20 s e X+ limy.;
c) limx eWn>' :5UT1(x,->;)ENTX,,-MTT>", (X,>0 va
— — —

h=n,3 ."2 .
d) lim x,-Urn3". 5 Um(x,,*>'"J" Um x,,-Umn



0 agar X,va Kkctraa-ketliklar; 1) jTiqoridan chegaralangai,
bo‘lsa, u holda,

+>e ) <ni +UAT >
AT(X,, +>=,) <nip X, + AT >;

2) quyidan chegaralangan bo'lsa, u holda
um(x,, +>-) s Mmx,,+ Umy,,.

TP~ Tb* T

g) agar x,,>0, n64 bo‘lsa, u holda

D

6.222. Quyida bcrilgan ("} kctma-ketliklarning gismiy limitlar
to‘plamin.i toping;

2) lim?/x7<1 i . .
Nl>» NI Fox a-" X

312 345 1- 2"+
274747424 4w 0wt 1A
- +i A+ 0 1+
RS SRS R
J +i L
2 n B A o
#|. 1231234 9 12 3 1
fp2'2'2'4"474"4» - "4 22 )

M ustaqil yechish uchun berilgan misol va
masalalarning javoblari

] 2 2.5, 62.6,0 18 0. 30, .. .63 7,
15 19 2
l41’ 7010 - 84 2 7§'8§' 1?- o 6.5. 0;-1;0; %
G . .66 ,»2 2.,. 67 110-1-1,.. 68 1
2,22, 3. ,..6.9. 2,,2,3 9 ______ 6.10. L O;-j;

= 6-12. x,=2(1+(-1)-). 6.13. x, —/»cos”(’/‘l)

6.16. x.=sm<I”?

mfel- <<S- ». AU -(-1)"1+ 7M1+ (-»" 1. 6.19. 2
SEEME L G Joo gl CD7F

.6 .21 3n+2*



6.22. ¢S Jo> 2(m+l) (-10)"™'cosy. 6.24. 4
o; (H1)<--"¢. 6.26. 0; |- 6.27. 1;-U -ir-.

6.28.-2; t 4,7, 9.6.29.-3; 2; 7;12,17.6.30.-3;-5;-7;-9;-11.

631 -1; 3 7; 11, i5.,6.32. x,=_,, 6.33. =---1,.634. x =
A\ AN AN AN "

—g.gmn g3 = (LR Lp-2ayM) 636, x, < 611-8(05)

6.37. X,,= j——- 1,6.38. Chegaralangan. 6.39. Chegaralangan.

6.40. Chegaralangan. 6.41. Chegaralangan. 6.42. Chegaralanmagan..
6.43. Yugoridan chegaralangan, quyidan chegaralanmagan. 6.44. Quyi-
dan chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan. 6.45. Yugqoridan
chegaralangan quyidan chegaralanmagan. 6.46. Chegaralangan.
6.47. Chegaralanmagan. 6.48. Chegaralanmagan. 6.49. Che-
garalanmagan. 6.50. Chegaralanmagan. 6.51. Chegaralangan.
6.52. Chegaralangan. 6.53. Quyidan chegaralangan, yugoridan
chegaralanmagan. 6.94. Eng kattasi X = 6. 6.95. Eng kattasi x,= e.

6.96. Eng Kattasi 6.97. Eng Kichigi x; - -20. 6.98. Eng
kichigi X j=-|. 6.99. Eng Kattasi Xj=I. 6.129. ~=  Jlo(")=3.
6.130. 0=2, /70fe)=1000 6.131. 0=0. JI(c)=999. 6.132. o=],
n,()=10. 6.144. 6.145. j. 6.146. 6.147. JJ- 6-148. L-

6.149. 0. 6.150. -j= 6.151. 6.152. 2rffl-02 m6-153. 3<-81-02-03'

6.154. 6.155.  6.156. 2. 6.157. 0. 6.158. 0. 6.159. 1 6.160. |-

6.161, - 1. 6.162. 19800. 6.163. 6.164. 1. 6.165. 0. 6.166. 1,
a>b bo'lganda, -1, a<b bo'lganda- 6.167. 1, |ol>] bo'lganda,

0=1 bo'lganda, O, |o|> 1 bo'lganda. 6.168.* 0. 6.169.
6.170. 0. 6.171. 2. 6.172. 6.173. 6.174. 6.175.

6.176. filE liyW . 6.178. n=1,"ix,, =f
6.180. 6. 6.181. 14. 6.182. - 0, 6.183. 0. 6.184. .J|. 6.185. 0. 6.186. 1

1 4 i 1
6.187.-1. 6.188. j- 6.189. -3. 6.190. j *6.191. 3+6.192. 3.6.193. 3-



6.194. y 6.195.-1.6.196.y 6.197. 6.198.y 6.199.0.6.200.M

sa\an: 1) x,=n+-",

3) x,=n4l, 3,=n43. 6.203. Masalan: 1) {x,}=|bl)1]
Ga}={(-1)"} bo‘lsa, {"s>%} kctma-ketlik yaqinlashuvchi; 2) {x)=

bo*lsa, {x,>,} ketma-kctlik uzoglashuvchi.

6.204. 1) Shart emas; 3) bo’lishi mumkin. 6.205. 6.206. e
6.207. €-\ 6.208. e-K 6.209. e. 6.210. 1. 6.217. 1) 3; 2) 4; 3) U 4) -2;
5 1,6) 2 6.218. 1) infx,=-I, supx,=2, Umx,=2, limx,=2;

2) infx,,=-6, supx, =6, Unix =0," Umx,=0; 3) Uifx,=
A ..

=-7,5, supx, =II, %TX”:_A" Umx. =r,4)infx,,=-«», supx,=

=+m Umx,=-00, limx,=+a 5) infx,=— supx, =15,
bx e

Wnx,, =0, limx,=1I; 6) infx,=-00, supx,=-3, Umx,=-w.

Sl N-*« T«

umx,=-00; 7) infx,=-" supx,=@ " X,=< Umx,=

8)

inf.x,=0, supx,=+am Umx,=0, *x, =o00; 9) infx, =0
supx,=+ay limx,, =0, I'Hj%x =+o00; 10) Lifx,=1, sup.x,=V">
Ax, =1 Mx,, =1 11)  infx,=—0 supx,, =1, Umx,, =~°°’
Umx,=1; 12) infx =-1, supx.=Il, Umx.=-1, Umx,=1I.

6.219. 1) Umx,=0, Unix =2; 2) wuntMa*k Umx,=5;

3) rl{'gpx,=-l, ﬁHix,;l; 4) U_mﬁ(=-églblx,,=n1; 5 Wnx,=
=S —
=0, limx,=1; 6) LWnx,=0, limx,=2; 7) Umx,=-e—f
] TV 15 JTw
KTX,, =e+1; 8) limx,=0, W nx=1,6.220. Umx,, =1, l'umx,,=2.
(g n» H—

6.222. (0 1; 2 % i;...; Q 3) 10+ va +~.



7-8. FUNKSIYANING LIMITI

7.1. Ixtiyoriy argumentli funkslyaning limitl./(x) funksiya
X{XCR) biror hagigiy sonlar to'plamida aniglangan bo'lsin. a
nugta biror son yoki -00, +00, « simvoUarning biri bo'lsin.

7.1- ta rif. Agar U™a)(e>0) atrofda X to'plamning a dan fargli
hcch bo Imaganda bitta nugtasi joylashsa, a nugta X to'plamning
limit nugtasi (quyuglanish nugtasi) deb ataladi.

Misollar:l)ushbu X =[0, 3={x: x Gi?, 0 < x:<3} to'plamning
bar bir nugtasi uning limit nuqtasi bo'ladi;

2) X =N ={l,2, 3, .., n, ..} to'plam limit nugtaga ega emas;

3) A =(0,2)={x:x Gi?, 0 < X<2} to'plamning bar bir nugtasi
sbu to'plamning limit nugtasi bo'ladi va yana 0 va 2 nugtalar bam
(0; 2) to'plamning limit nugtalari bo'ladi.

Demak, yuqoridagi misollardan ko'rinadiki, to'plamning limit
nuqtasi to'plamga qarashli bo'lishi bam, garashli bo'lmasligi bam
mumkin ekan.

Limit nugta quyidagi xossaiarga ega:

1® Agar a nugta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsa, a nugtaning
ixtiyoriy atrofida  to'plamning cheksiz ko'p nuqtalari (clcmentlari)
joylashgan bo'ladi.

2% Agar a nuqgta X to'plamning limit nugtasi bo'lsa, X to'plam
nuqtalaridan (clcmcntlaridan) bar doim a ga intiluvcbi {X]j

(%, GX, x,"a\n =1,2,...) ketma-ketlik tuzisb mumkin.

7.2- ta’rir (Geyne taVifi). Agar ~to'plamning elcmcntlaridan tuzil-
gan va a ga intiluvcbi bar ganday GX, x,"an=12 .)
kctma-ketlik olinganda ham, unga mos kelgan {/(x,)} kctma-ketlik
hamma vaqt yagona b (chckli yoki cheksiz) limitga intilsa, sbu b
songa/(x) funksiyaning a nugtadagi (yoki x-*a dagi) limiii deb ata-
ladi va u lim/(x) = b yoki x-* g da f{x)-*b kabi belgilanadi.

7.3- ta’rif (Koshl ta’rifi). Agar istalgan Ve>0 con uchun shunday
d(e)>0 son topilsaki, argument x ning 0<|x—#<<5, xGA'tcngsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida |/(x) - b\< e tengsizlik ba-
jarilsa, b son y(x) funksiyaning a nugtadagi (x-*a dagi) limiti deb
ataladi.
Ma’lumki, 7.2- va 7.3-ta’riflar o'zaro ckvivalcnt ta’riflardir.
f{x) funksiyaning x =a nuqgtadagi limiti b bo Iganda, uning Ko-
shi« [a’rifini quyidagi chizmadagi kabi yozish murbkin.



the

Tr Tr

TT Tr
Hrgadye0  ihdyS>0tn  0<Ix-0j<5 ]/(x) 6|<e
louchn lgroAo o Tedi

n&QooLHK. * o

7.1-chizma.

(+ w) limit, nugta bo’lgan

holda'bu
x>C (C>0) nurdan, (

limit nuqtaning atrofi
(D limit nugta boigan holda esa, bu li-
mit nugtaning atrdfi X< —C nurdan iborat bo’ladi. (m limit nuqg-
ta bo'lganda, uning atrofi; {x<

-C U {x>C 1} nurlar yig'indisidan
iborat bo'ladi.

Limit nugta & xosmas, ya'ni —w, +(Dmbo‘lgan hollarda funk
siya limitining Koshi ta’riflari

, mos ravishda, gisqacha quyidagi-
cha ifodalanadi;

Agar

Ve>0 3C =C(c)>0: Vx, x> C, X&X,\ f{x)~ b\<

Vx. x<-C, x e Z, l/(x) -"ii<e; = u

,Vx, Ixl>C ,

xe A" I/(x)-6|<e

va mos ravishda

lim /(x) = fc; *
yoziladi.

lim /(x) =2 lim /(x)=* kabi

7.4-ta’rif (x-*oo da funksiya limitining Geyne ta’rifi). Agar X
to plamning nugtalaridan (clcmcntlaridan) tuzilgan har ganday
cheksiz katta {<%} kctma-kctlik olinganda ham, unga mos kelgan

kctma-ketlik hamma vagqt yagona b songa intilsa, shu b son-

Ea/(jc) funksiyaning x-*oo dagi limifi dcyiladi va u I|m/(x) =
kabi” bclgUanadi.

7.5-ta’rif (x-*+00)(x-* loo) da funksiya limitining Geyne ta rifi).
Agar X to'plamning musbat (manfiy) clcmcntlaridan tuzilgan har



ganday cheksii katta {X} ketma-ketlik olinganda ham, unga mos
kelgan {/(x,,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b songa intilsa
shu Z> |a/(x) funksiyaning x-*+« dagi limiti deydadi va

uJm/(x) =2 Ne _/(x)=4) kabi belgilanadi.

7.6- ta’rlf (funksiyaning chekli nugtadagi cheksiz liraitlari).
Agar istalgan > 0 son uchun shunday 33 =6{E) >0 mavjud
bo'lib, ‘'ix E.UMa)r\ X uchun \f{x)\>E tengsizlik o'rinli, ya’ni
/(x) £ iljCoo) = {x:x £ N, |x|>£'} bo'Jsa,/(x) funksiya x-*a

{x=a)da @ limitga ega deydadi va lim/(x) = @ kabi yoziladi.
7.7- ta’rif. Agar 'E>0 son uchun shunday
33=6{E)>0: WX£ n Z uchun/(x) > E{f{x) <-E) tengsizlik

0°rinU, ya’ni /(x) £ tfA(+00) = (£; + ) n
bo’lsa,/(x) funksiya x-*fl (x=a) da +00(-00) Umitga ega deydadi

va lim/(x) = +00 (Um/(x) =- o) kabi yo'zdadi.

X(XCR) to’plam berdgan bo’lib, a nugta uning o'ng (chap)
limit nugtasi bo’lsin. Shu to'plamda /(x) funksiya aniglangan.
7.8- fa’rif (Geyne ta’rifi). Agar X to’plamning nugtalaridan
(clementlaridan) tuzdgan va har bir hadi a dan katta (kichik) bo’lib,
a ga intduvchi har ganday {x} ketma-ketlik olinganda ham, unga
mos kelgan (/(x,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b songa in-
tdsa, shu b songa/(x) funksiyaning a nuqgtadagi o'hg (chap) limi-

ti deb ataladi.
7.9- ta’rif (Koshi ta'rifi). Agar istalgan VoO son uchun shunday

3=23(e) > 0 son topdsaki, argument x ning Uj{a) (U*(a)) atrofdagi
barcha giymatlarida |/(x)-3|<e tengsizlik bajardsa, 3 son/(x)
funksiyaning a nugtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi va u, mos
ravishda, quyidagicha yoziladi:

lim/(x) =3 yoki /(fl +0) =3 (lim/(x)=3 vyoki
Jim/(x) yoki /( ) =3 (lim /(x) yoki

/(fl-0) =3). ' '. [
Ma’lumki, 7.8- va 7.9-ta’riflar o’zaro ekvivalent ta’riflardir.
7,1-eslatma, Funksiyaning biror nuqtada bir tomonli limitlari

mavjud bo'lishidan uning shu nugtada limitga ega bo lishi har doim

ham kelib chigavermaydi.



7.1-teorema. /(x) funksiyaning a
nugtada b limitga ega boTishi uchun
uning shu nuqtada o'ng va chap limit-
lari mavjud bo'lib,

OJa+0)=/(a-0)=b

tengliklarning o'rinli bo’lishi zarur va
eyctarli.

7.1-misol. lim(3x-1) = 2 bo'lishini
Koshi ta’rifi bo‘yicha ko'rsating (7.2-chiz-
raa) va e=0,03 uchun d ni toping.
Yechilishi. Ve>0 bcrilgan bo'lsin.
Biz awalo a) bcrilgan e ga ko'ra 3 ni topish bilan shug'ullanamiz.

Biz shunday 6 ni izlashimiz kcrakki, x ning 0<|x-1] < 6 tcngsizlikni
ganoatlantiradigan barcha giymatlarida

1(3x-1)-21<e

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun awalo
1(3x-1)-21 va |x-11 ifodalar orasidagi bog'lanishni o’rnatish

zarur, bu bog'lanishni topish uchun csa, bu ifodalardan birinchisi-
ning shaklinl o'zgartiramiz:

[(3x-1)-21=13x-31=31x-1I. (7.1)

1(3x~1)-21 ni berilgan e dan kichik gilish uchun, biz
tengsizlikka cga bo'lishimiz lozim. Bu tcngsizlikni

ko'rinishda yozamiz. Bundan, $=" deb olishimiz
zarurligl kelib chigadi.

I*

b) topilgan 3 ning eishlash»ini ko'rsatish. Agar 0<|x —|<ic
dan™v 31x-ll<e munosabatga cga bo'lamiz va (7.1)

I(3x-1)-2|<c



tengsizlik o'rinli bo'lishiga ishonch hosil giJamiz. Endi e -m0,03 desak,
A= 0<1.~-1|<0,01 bo'ganda, |(3x-1)-2 |< 0,03
tengsizlik bajariladi.

7.2-misol. limx”=4 bo'lishini Koshi ta’riJfi bo'yicha ko'r-
sating.

Yechilishi. a) 6 ni topish. Faraz qilaylik, ixtiyoriy e>0 berilgan
bo'lsin. Biz shunday d=d() >0 sonni izlaymizki, x ning
0<|x —=2)|<d tcngsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giyraat-
larida |x"—4l<e tengsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun awalo
I —41 va Ix-(-2) | ifodalar orasidagi bog'lanishni topish zarur.

Bu bog'lanishni topish uchun csa, ularning ikkalasini ham sodda-
lashtiramiz:

IXM-4 1=1x-2 lIx+21 va |x -(-2) |=|x+21L

|x—2| ko'paytuvchi sonlar o'gida chcgaralanmagan. Shuning uchun
ko'paytuvchini sodda holda baholash uchun -2 nuqtani o'z ichi-
da saglaydigan biror oraligni ajratamiz. Masalan, a=-2 nugtan-

ingd=1 atrofi (-3; -1)ni qaraylik. V.vE(-3;-I) uchun |x-2|<5
tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Shunday qilib,

IX*- 41<51x +21 (7.2)

tengsizlik o'rinli bo'ladi. a=-2 nuqtaning 6 atrofi bo'lgan
(-2 -5 -2 +6) oralig (-3; -1) atrofdan chigib ketmasligi kcrak,

buning uchun 6= min |I; j j deb olish yctarli.

b) topilgan dning «ishlash»ini ko'rsatamiz. Agar 0 <| x ——2)<
bo'lsa, bundan 5|x-(-2)|<e bo'lishi va (7.2) ga muvofiq,

I -4 |< e tengsizlik kelib chigadi.
Shunday qilib,

limx* =4,

157



7.3-misol. lim>/x = 3 bo'lishini Koshi ta’iifi bo‘yicha Ko' s
. A-9
ting

'Yechilishi. a) d ni iopish. e>0 son bcrilgan bo‘lsin. Biz shun-
day 6 = 6(c) > 0 sonni izlaymizki, x ning 0 <1 x - 9 1< 6 tengsizlikni
ganballantiruvchi barcha giymatlarida |V x-31<c tengsizlik ba-
jarilsin.

Dastlab, biz -Jx ifoda ma’noga cga bo'lishi uchun x >0 munosa-

batning bajarilishini talab gilamiz. Buni ta’minlash uchun biz 6 <9

fx>0 - .
. q tengsizlik yechimga
+9 <X

deb olishga majburmiz, aks holda
ega bo'lmasdan qoladi,

IVx-3l, Ix-9i ifodalar orasidagi bog‘lanishni to”sh uchun
ularning ikkinchisining shaklini o'zgartiramiz:

x-9=(>/x +3) (>/x-3),

(7.3)

Ix-91=1>/x+31 \y[x-b\.

Ravshanki, \y[x +b\>1. U holda (7.3) dan
I>/x-31<1x-91<6 (7-4)

tengsizlik kelib chigadi. Oxirgi (7.4) tcngsizlikda 6=e deb olish
yeiarli, lekin, biz yuqoridagi 6 s 9 shartni c’tiborga olsak, u holda
6= min{9 ; ¢} deb olishimiz yetarli.

b) 6 ning */s/i/fI5/?»wlJcorsatish. Agar 0<Ix—9l<e bo'lsa, (7.4)
tengsizlikka ko‘ra, J\fx —9 ]< ¢ tengsizlikning bajarilishi kelib chiqga-

(tj)i.'IDdemak, funksiyaning Koshi ta’rifiga ko'ra limiti lim>/x =3
o'ladi.

7.4-misol. Um p-i-£~” =0 ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. a) Cni topish. VoO son bcrilgan bo'lsin. C ni shun-

day izlaymizki, x ning x>C tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
giymatlarida



<e
X300 +500

tengsizlik bajarilishi kerak. Buning uchun, awalo,

X"\COSX x>C
-300x4500 I

ifodalar o'rtasidagi bog'lanishni topishimiz lozim. Birinchi ifoda-
ning shaklini quyidagicha o'zgartiramiz: +co nugtaning biror atrofi-
ni (x> C nurni) ajratamiz, masalan, x>600 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi barcha x lar uchun

x"-300x"N +500>x7-300x" = x"(x-300)>y

tengsizlik o'rinli.
X cos X
LA
x"-300x4500] = fr = 7
2

Shunday qilib, C=T1ax|600; |} deb olinsa, x>C uchun

Demak,

< £ tengsizlik bajariladi.
x"-300x4500

b) C ning «ishlasimni ko'rsatish. 1) 600 <| , 2) 600> | hollami

garaymiz. 2) 600 >| bo'lsin. U holda, C=600 deb olsak, x>600
tengsizlikni ganoatlantiruvchi x larni garaymiz. Bu tcngsizlikdan

x>600>-, e>- tengsizlikni hosil gilamiz. cosx<l ekanligini
t X
hamda x?i0 ligini e’tiborga olgan holda oxirgi tengsizlikdan
y

£ 2> 2.COSX-X _ X\COSX
X X



ga ega bo'lamiz. x>600 ni ganoatlantiruvchi barcha x hr uchun

< x’ - 300x" +500 tcngsizlik o'rinli ckanligini hisobga olgan hoi-
da, oxirgi tcngsizlikdan

<e
1x~-300x4500
tengsizlikni hosil gilamiz.

Dcmak, lim | 2 — =0 bo‘lar ckan. 1) hoi ham xuddi
X -+ -P-300x"+500

shunday ko‘rsatiladi.

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:

> limit(x"2*cos(x)/(x"3-300*x"2+500), x=infinity);
7.5-misol. Ushbu

/(x) =sin- (x 0)

fuiiksiyaning x-*0 da limitga ega emasligini ko'rsating.

vechilishi. Nol nugtaning atrofidan nolga intiluvchi va noldan
fargli ikkita har xil

kctma-kcetliklarni olaylik. U holda, ularga mos ketma-ketliklar:
[(x;) =sin™ =sinMN=0,

[(x*) =sin-" = sin— =sin"2nn+ =1

bo'lib, Um/(xj) =0, lim/(x")=1 bo'ladi. Bu csa /(x) = sin-i

funksiyaning x=0 nugtada limiti mavjud emasligini isbotlaydi.
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(sin(((1)/x)), x=0);
«1.1.

7.6-misol. lim (sin>x+ 1—sin Vx)= 0 ekanligini ishotlang.



Yechilishi. a) C> 0 ni topish. VoO son bcrilgan bo'lsin. Shun-
day C = C(s) sonni izlaymizki, x> C tcngsizlikni ganoatlantiruvchi
Xning barcha giymatlarida

[sin>/x+1 - sinrx|<e (7.5)

tengsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun dastlab
Isin Vx + 1-sin-v/x |, x>C

ifodalar orasidagi bog'lanishni topamiz. Yuqoridagi ifodalarning bi-
rinchisining shakiini almashtiramiz:

Isin Vx +1- sin /X 1= |r esin *C0S "

2% L Vxtl-vxi _
53 Lsm 2 WxHHWX  tTx

Bunda, C(e) =" deb olinsa, (7.5) tengsizlik Vx>C uchun
bajariladi. C(c) = — ni tanJaymiz.

b) C ning «isﬁaleash»ini ko'rsatamiz. x > 1 bo'lsin. Bundan
e>" . Ko'rsatilgan x ning barcha giymatlarida

L v = 1 T A IXHIX 1 XN -
ZVX<Vxn +Vx, sin? *—|<-——2— —_—

tengsizliklarni c’tiborga olgan holda, keyingi tengsizlikdan
>0 >_1_ .= 2 > 2 «sin cos =

=sin Vx+ 1- sin>/x
ni topamiz, ya’ni 1sin Vx+ 1- sin>/x|<c.

Shunday qilib, talab gilingan limitning 0 ga tcngligi isbot
bo'ldi.



7.7-misol. Koshi ta’rifi bo‘yicha
koTsating va ushbu

E 10 100 1000 10000

d

jadvalni to'ldiring.
Yechilishi. a) d ni topish. VE > 0 son berligan bo'lsin. Biz shun-
day 6 =d{E)>0 sonni izlashimiz kcrakki, a ning 0<la-Al<6

tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida — y > E tcngsizlik ba-
jarilsin. Awvalo, ------- r,

Py a- a ifodalar orasidagi bog'lanishni to-
pish kcrak. Bunina uchun ------ r > E ning shaklini o‘zgartiramiz:

-A>(fI-A)”, bundan la—al<-", bunda 5=-7

deb olish
yctarli.

b) 6 ning <fishlash>ini ko'rsatish. d=-" bo'lsin. Agar

yOkI E <
tengsizilk kelib chigadi. 7.7-ta’rifga ko‘ra, bu tengsizlikdan
Ll@ {axy = +m ckanligi kelib chigadi. Endi topilgan d ga ko'ra
jadvalni to'ldiramiz:

0<\a-x\<-~ bo'lsa, bundan yfE <

E 10

100 1000 10000
6 1/10 I/lo™io 1/100
7.8-misol. Ushbu
A+1 A<O
Av) =
AN A>0

funksiyaning a-*0 da limiiga ega cmasligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning o‘ng va chap limitlarini tO-
pamiz:



1, a) O'ng limit, g ni topish. VoO son berilgan bo'lsin. $ni
shunday iziaymizki, Vae U*(6) = (0,d) uchun a'<£ tcngsizlik ba-
jarilsin. Bundan a<” , bunda d=" deb olish yetarli.

b) &ning oishlash»iniko'rsatish. Agar a G UM(0) = (0,”) bo'lsa,
AG i/7(0) uchun A < Ve tengsizlik o'rinli, bundan esa a’ <£ bo'lishi

kelib chigadi. Bu tengsizlikdan 7.9-ta’rifga ko'ra lim a*= 0 ekan-
ligi kelib chigadi.

2. Chap limit, a) 6 ni topish. Ve>0 son berilgan bo'lsin.
Bu holda 6 ni shunday iziaymizki, va ¢ ZJ'(0) = (-5,0) uchun
I/ (a)y—(1 —0)|=|(a +1)-1 |< e tengsizlik o'rinli bo'lsin. Bunda
6 =e deb olish yetarli.

b) % ning «ishlash»ini ko'rsatish. Agar Va GZ770) uchun
la1<6 = £ bo'lsa, bundan |(a+ 1)-1|<£ tcngsizlik kelib chiga-
di. 7.9-ta’rifga ko'ra

Xl_i)g‘lo(a +1) = 1
Demak, berilgan funksiyaning . =0 dagi o'ng va chap limit-
lari bir-biriga tcng bo'lmaganligi uchun funksiya . --o da limit-

ga ega emas.
7.9-misol. Ushbu

1+ax, A<1
3A=1
4- 2&,a>1

funksiyaning lim~/(a) = 2 ekanligini ko rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning o'ng va chap limitlarini to-

pamiz:
1 O'ng limit, a) 6 ni topish. VoO berilgan bo'lsin. 5 ni shun-

day iziaymizki, va G Z/i(I) =@ 1+ < uUchun (s -2 .a)-2 1<«



tengsizlik bajarilsin. Buning uchun [(4-2x)-2], \x -\ \ ifodalar

orasidagi bog'lanishni topamiz. Bu ifodalardan birincliisining shak-
Uni 0‘zgartiramiz;

[(4-2x)-21=[2-2xi=2|x~ 1]

bundan ~=2 olish yctarli.

b) d ning *\shlash»ini ko‘rsatish. \ bo'lsin. Agar |

bo'lsa, bundan |2x-2 |=1(4-2x)-2 |< e tcngsizlik kclib chigadi.
Bu tcngsizlikdan

Hi(4-2x) =2

2. Chap limit, a) d ni topish. Ve>0 son bcrilgan bo'lsin. 6 |
shunday izlaymizki, Vx 6 = (- 5,1 uchun 11+ xY- 21<e
bo'lishi lozim.

Dastlab, jl-xj va 1(1+ a’)-21 orasidagi munosabat (bog'liglik)ni
topishimiz zarur. Barcha munosabatlarda x < 1 shartning bajarilishi-

ni talab gilamiz. Yugoridagi munosabatlarning ikkinchisida shakl
almashtiramiz;

11+xM)-21%1 -11=11- Xle1x' + X+ 11 *
Ix +x+1]| ifoda sonlar o'gida chcgaralanmaganligi uchun, kecyingi
tenglikning 0 ng tomonini qulay holda baholash uchun Uj (1) atrofni
0°z ichida saglaydigan biror atrofni olamiz, masalan," U;{1) atrofni

garaymjz. ~ ()c U' (1) Vx G U~(2) uchun |x-+x+ 11< 3 tengsizlik
0 rmh bo'ladi. 1 i e

SHunday qUib, (*) dan 1(1+ xY-2 1<3-11- x 1tcngsizlikka cga

Bundan d = - deb olish yctarli. | nugtaning (1-d; 1) atrofi

j* atrofdan chigib kctmasligi uchun esa, = min{l;e/3}
neb ohsh zarur. .

b) 6 ning *ishlash»ini ko'rsatish 6= min{l;c/3} ni tanlaymiz va

ds - bo'lsin, deb faraz gilamiz. Vx G = (0; 1) uchun
+ X+ 1< 3 bo'lganligi uchun;



g N MXEAbx-H) A [1-Griar-) - DAL latjr-zil
3 3

3 (X" +x+1) 3 ]

Bundan, 1(1+ x*—2) I< e bajariladi. Chap limitning ta’rifiga asosan,
lim 1+ x?) =2 bo‘lar ekan.

Shunday qilib, “limy(x) =2, Jim/(x) =2 bo'lgani uchun
l)i@/(ix) =2, lekin /(1)"2.

7.2. Funksiya limitga ega boMishining zaruriy va yetarli sharti
(Koshi kriteriysi)./(x) funksiya x (xcRr) to'plamda anigiangan, a
(chekli yoki chcksiz) nugta x to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

7.10-ta’rif. Agar VoO son uchun shunday d=d(f) >0 son
topilib, argument x ning

O<|x'-a|<d, O0<|x'-al<d (7.6)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x' va x' (x'E x\ X' Gx)
giymatlarida

11(x")-1(x")|<¢c

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti ba-
jariladi deyiladi.

fix) funksiya uchun a nuqtada Koshi shartining bajarilmasli-
gi quyidagicha ta'riflanadi: Vd>0 son olganimizda ham, shunday
00 va 0<|x'-fll<d, O<|x'-fll<d tcngsizliklarni ganoatlanti-
ruvchi 3x', x' (X' Gx, x' e x) giymatlar topiladiki,

11(x")-1(x")ISE

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
7.2- teorema (Koshi). /(x) funksiyaning a nuqtada chekli limitga

ega bo 'lishi uchun, uning uchun a nugtada Koshi shartining bajari-

lishi zarur va yetarli.

7.3- teorema (Monotoii funksiyaning limiti). Agar A x) funksiya
X to'plamda o'suvchi (kamayuvchi) bo'lib, yuqoridan (quyidan)
chegaralangan bo ‘Isa, f(x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega



bo'ladi va agar f{x) funksiya yugoridan (quyidan) chegaralann‘aPan
bo'lsa, uning limiti x(-00) bo'ladi.
a nuqtada o‘ng (chap) limitlar uchun hamda x-*» daj,

(x-*.-») dagi limitlar uchun Koshi shartining ta'rin
yuqgoridagi 7.10-ta’rif singari ifodalanadi, fagat (7.6) shart, nos
ravishda, ushbu

a<x'<a+d, a<x"<a+5 {a-d<x'<a

a-d <x’<a);
Ix’I>5, Ix'I>6, x'>d

, X">6 (x'<~6, x"<-d)

shartlarga almashtiriladi.
7.10-misol. Ushbu

/(x) = sinNl

funksiyaning a= 0 nuqtada Koshi shartini ganoatlantirishini
ko'rsating.

YechilishL a) d ni topish. VoO son bcrilgan bo'lsin. Biz shun-
day 6 ni izlaymizki, x ning 0<|x'|<6, O0<Ix’I<(5 tengsizlikni
ganoailantiruvchi giymatlarida

x lsih T]I X3 sm %1 <e (7.7)

tengsizlik bajarilishi kerak. Buning uchun biz dastlab jx'~sin-

—x' sin-*1 va 0<lx'1<6, 0<lx’1<6 ifodalar orasidagi bog'lanish-
ni lopishimiz kerak. Bu bog'lanishni topish magsadida, yuqoridagi
birinchi ifodaning shaklini almashtiramiz;

sin™ - X’sin  sjx"sin 4|x™"sin S X" |+ XN 1e

Bunda (7.7) tengsizlik bajarilishi uchun ="
yctarli.

NN

deb olish



b) 4 ning «ish]ash»ini ko'rsatish. 0<|x’|<”, 0<|x’|< "

bo'lsin. Unda bu tcngsizliklardan: lalsin-jjL Islsin-Jj-llafni
e’tiborga olgan holda | X | x|

i>Ix'fsin™, E£>Ix'f-|sm 7|

tengsizliklarga ega bo’lamiz. Bu tcngsizliklarni hadma-had go’shish
natijasida

e>|x’p-sin”™ +|x' sm- > xXAsin-4-- x" sin-

tengsizlikni hosil gilamiz.
Shunday qilib, bcrilgan funksiya a=0 nuqgtada Koshi shartini
ganoatlantirar ekan.

7.11-misol. i_igba* =0, a>1| ekanligini ishotlang.

Yechilishi. a) d ni topish. Ve > 0 berilgan bo'lsin. Bcrilgan e son-
ga ko'ra 6 ni shunday izlaymizki, x ning x<O tcngsizlikni ganoat-
lantiruvchi barcha giymatlarida

0% <E (7.8)

tengsizlik bajarilsin. L o
Agar £> 1 bo‘lsa, (7.8) tengsizlik barcha x <0 uchun bajarila-

di. Shuning uchun har bir es 1 uchun 6 sifatida ixtiyoriy musbat

sonni olish mumkin, masalan, 3=1.
B Agar £< 1bo‘lsa, (7.8) tcngsizlikning ikkala tomonini loganfm-

I"sh natijasida <~Infl<hif tcngsizlikka ega bo'lamiz. Bundan,
holda -d<x<0 tengsizlikni ganoatlantiruvdii ixti-

yohy X larda (7.8) tcngsizlikning bajarilishi uchun &=--~" deb
ohsh yctarli.



b) d ning «ishlash»ini ko‘rsatish.

lua
<lne, Ina*<lne,

bo'ladi.

- i I - = N i i 11
7.12-misol. )!_;Hbarctgx 3 ekanligini isbotlang.

Yecliilishi. a) d ni topish. Ve>0 berilgan bo'lsin, @ ni shunday
izlaymizki, barcha x>0 lar uchun

bo'lsin. Bund

a* <e kelib chigadi. Demak, lima*=n

larctgi-~ <E (7.9)

tengsizlik bajarilsin. Buning uchun jarctg®—yj, x>0 ifodalar

o'ltasidagi bog'lanishni lopamiz.
Agar e>j bo'lsa, (7.9) tengsizlik barcha x>0 uchun bajari-

ladi. Shutting uchun 5 sifatida ixtiyoriy musbat sonni olish mum-
kin, masalan 6=1.

Agar E <| bo'lsa, u holda (7.9) dan:

-e<arctgi-~<e, y-arctgi<e, arctgi>y-c,

7>tg(y-e), x<tgc.

Shunday qilib, bo'lganda x>0 uchun (7.9) tengsizlik

bajarilishi uchun 6=tge deb olish yctarli. Demak, Ve>0 uchun

0<x<6 ni ganoatlantiruvchi 35(e), jarctg"—y|< c bajariladi, bu
ekanligini anglatadi.

b) 6 ning «ishlash»ini ko'rsatish. 0<x<tge bo'lsin. Bundan

e<j bo'lsa, arctgh>arctg”tg”*y-e))

tengsizlik o'rinli. Bundan arctgi>”~ —e yoki y “nrctgi<e. Bu
tengsizlikdan * oA

-e <arctg”™ j <e y°ki y- arctgy <e



leclib chiqadi.
7.13-misol. /{x) =-p—-x funksiyaning da chekli limit-

ga cga ekanligini isbotlang.

Yecliilishi. Berilgan funksiya uchun x-*oo da Koshi shartining
bajarilishini ko'rsatamiz:

a) Cnitopish. VoO son berilgan bo'lsin. Bu berilgan songa ko'ra
C= C(e)ni shunday izlaymizki, argument x ning \x'\>C, \x’\>C
shartlarni ganoatlantiruvchi VX', x* (xX'G  x'e R) giymatlarida

X N e (7.10)
tengsizlik bajarilsin. Buning uchun awalo

L ey XPCIXTPC

munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz. Buning uchun esa yu-
goridagi munosabatlardan birinchisining shaklini almashtiramiz:

P+l 0 (x*AT U XM XN XL Ixal

" n noxl

Bundan, (7.10) tengsizlik bajarilishi uchun C -- deb olish

yctarli bo'ladi. A N
b) C ning «ishlash»ini ko'Tsatamiz. 1n-'|>7, ¥V 1>7 bo'lsin.

Bundan,
2N

Bu tcngsizliklarni hadma-had go'shamiz.



A U R VI M o+_M >1_

I X+ XM+10 1 XM+ \x"™+1

Dcmak, 1x’1>”, 1~"1>7 tengsizliklarni ganoatlantiruvchi

Vi, x' (x'6 N1, X' GR) lar uchun

1N — (/\_1 <e

tengsizUk, ya’ni berilgan funksiya uchun x-*m da Koshi sharti

bajarilar ckan. Bundan csa, berilgan funksiyaning x-*<» da chckli
limitga ega ckanligi kclib chigadi.

7.14-mlsol. Ushbu /(x) = mi*+1 —x funksiya uchun
da Koshi shartining bajarilishini ishotlang.

Yechilishi. x-*+oo0 da berilgan funksiya uchun Koshi shartin-

ing bajarilishini ko'rsatamiz. Xuddi shunday x-* —» da ham Ko-
shi shartining bajarilishi ko'rsatiladi.

a) C ni topish. Ve>0 son berilgan bo'lsin. Berilgan e ga ko'ra
C sonni shunday izlaymizki, x'>C, x">C tengsizliklarni gano-
atlantiruvchi Vx', x’ (X' GR, x” GR) lar uchun
XN +1 - X - (VXM +1- X9 <E (7.12)
tengsizUk 0°rinli bo'lishi lozim. Buning uchun biz awalo

+1-x"-(>/x*" +1-x")Il, x">C, x’>C

munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz. Qaralayotgan muno-
sa atning birinchisining shaklini o'zgartirib, ushbu



! 1 101 1

VXM+X A+ ]+X! TXNMIHX XN+
1
VXM xnsiex

tengsizlikka ega boMamiz. x'>C, x’>C tcngsiziikni ganoatlanti-
ruvclii v a, o (2'GT?, Xx'G”)larda (7.11) tengsizlikning bajariU-

shi uchun C—" deb olish lozim bo'ladi.

b) C ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. x'>~, x’>- tcngsizliklar
o'rinli bo'lsin. Bundan, tengsizliklarni hosil gila-
miz. Bu tengsizliklarni hadma-had qo’shish natijasida

X X 2x 2x (7-12)

bo’lishini topamiz. Ravshanki, Va’ +1 +x'>.. yjx’ +1+x"'>2x’
tengsizliklar o'rinli. Keyingi tengsizliklarni c’tiborga olgan holda
(7.12)dan

IX M XX WA +X X'MH+X"

= WXM +1- X' - (Va* + 1- A%

ckanligini olamiz.

Shunday qilib, /> | tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
Yx'x"(x'eK,x‘ed) uchun Wx"“+1- A- (+ 1 - X)|<E
tengsizlik bajarilar ekan. Bu tengsizlik berilgan funksiyaning x -*+»
da Koshi shartini ganoatlantirishini ifodalaydi.

7.15-misol. Ushbu

/(x) =sin™  (ANO
funksiya uchun x =0 nuqtada Koshi shartining bajarilmasligini
ko'rsating.



Isboti. Vd > Oson berilgan bo'lsin. Bu son bo'yicha  >g”
1.X'I<6 tengsizliklami gancatlantiruvchi

3x\ X' {x'eR\ {0}, x’eR \ {0}

nugtalami topish kerakii,

Isini-sinilat,

icngsizlik bajarilsin, @w= va = ~

gtalar uchun *>[2]*] deb olsak, u holda |x'|<<5, \x'\<d

icngsizliklar bajariladi,
jsin® - sin  =jsin2kn - sin(4fc + Dij = 1> =i.

. .Dcmak, berilgan funksiya uchun x = 0 nugtada Koshi sharti ba-
jarilmas ckan.
I liniitga ega boMgan funksiyalar ustida arifmetik amal-
ar. ( CR) to plam bcrilgan bo'lib, a uning limit nuqtasi,/Av~.
W Vag(xj lar * to'plamda aniglangan funksiyalar bo'lsin.
7.4-teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar a nugtada limit-
ga ega va ularntng limitlari nws ravishda b va ¢ boba, u holda

1(x) _g(x), 1(x)"g(x), kf{x), (c 0) funksiyalar ham shu a
nugtada chekli limitga ega bo'ladi"va ushbu

N(x) £9{x)) = Unf{x) £ Unig(x) =b=c, 0]
A(/(x) +g(0) = Um/(x) +lim g(x) =b G @)
bM(AIX)) =~ y() = (k —O0'zgarmas) (11
n-a *(n) Lin*x) ¢’ (V)

munosabatlar o'rinli bo‘ladi.



7.2-  eslatma. Yugoridagi (I) va (II) munosabatlar qo'shiluvchilar
va ko‘paytuvchilar soni ixtiyoriy chekli bo'lganda ham o'rinli

7.3- eslatma, (1), (1) va (IV) larda g{x) va g[x) funksiyalar-
ning yig'indisi, ko'paytmasi va nisbatidan iborat bo'lgan funksi-
yalarning limitga ega bo'lishidan, bu funksiyalar har birining li-
mitga ega bo'lishi har doim ham kelib chigavcrmaydi. Masalan,

fix) =X, ~(x) =sin”™ funksiyalar ko'paytmasl fix) «*(x) = xsinj
bo'lib, x-*0 da /(x)-"(X)—" —»0. Ammo x -*0 da g{x) = sin-
funksiya limitga ega cmas.

7.5-teorema. Agar a nuqtaning biror Utia) atrofidan olin-
gan X ning barcha giymatlarida g(x)</(x) </J1(x) tengsizHk o'rinli
bo'lib, X-*a da f(x) va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lib,
lintgix) = lim /j(x) =b bo'lsa, n holdaf(x) funksiya ham a nugtada

limitga ega va lim/(x) = % bo'ladi.
7.4. AnigmaT~Ifodalar. Yuqoridagi 7.4-teorcmada /(x) va g(x)
funksiyalardan quyidagi ikki shartni talab gilgan cdik: 1) /(x) va

g(x) funksiyalar a nugtada chekli limitga ega; 2) ' ning limiti-
ga doir mulohazalarda csa, limg(x)=c 0 bo'lsin deb faraz gilin-

gan edi. Agar x-* a da bu shartlarning birortasi bajarilmasa, ya’ni
X-*a daf(x) va g(x) funksiyalarning har birining limiti cheksiz

yoki ning limiti garalganda, hmg(x) =0 bo'lib golsa. u hol-

da 6-8 da batafsil o'rganilgan anigmasliklar kabi turli xil anigmas
ifodalarga kelamiz. Jumladan:

1) Um/(x) =0, limg(x) =0 bo'lsa, ularmng nisbati 8
ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi; 2) Hmfix) =cq Umg(x) = «
bo'lsa, ularning ~  nishati * ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi;
3) Umf(x) =0, Umg(x) = < bo'lsa, ularning f(x) *g(x) ko'paytmasi
O'oo ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. 4) Um/(x) = +oo (-00),
Umg(x) =-oo (+o0) bo'lsa, u holda /(-x)+g(x) ifoda co—

ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. Bu hoUarda x ma da fix)
va gix) funksiyalarning o'z limitlariga ganday intilishi xususiyat-

lariga garab [(x)-g(x),/(x)+ g(v) ifodalarning xarakterini
aniglash anigmaslikni ochish deb yuritiladi.



7.16-misol. Ushbu

m'f+2cos>f'l;
3 *1 V xA-3 +3s 2 0s Iy’ b) X-0 2X -X-1

. XM P A
d) lim- e) lim=%-"
Umillarni hisoblang.
ilichi i A AN tchi ~
Yechilishi. a) Illrp( -3 +3ska® 2+Zcos i £ Qo‘shiluv
chilarning bar birining n-»1 dagi limitini hisoblaymiz. Birinchi
go'shiluvchi kasr funksiya bo'lib, uning surat va maxraji ham ,v-*I

da chckli limilga cga bo'lgani uchuii, uning limitini 1—/ qoida-
lar bo'yicha hisoblaymiz, ya’ni

. X +X+ limx-limx + limx +limS
lim~ Uﬂ( &) X-1 XA I

- —_— X> X ——
X x"-3 I|m(x"-3) linix liiux- Uni 3

N —~

Ikkinchi va uchinchi go'shiluvchilarning x #% 1 dagi limitlari mav-

jud bo'igani uchun, ularning limitlarini Il va Il11 qoidalar bo yicha
hisoblaymiz;

i i A A= 21 inA yeli inAy =72
I)l(r_riw@sm'\zx/ 3I)![1|nsm2x ng_psmzx 3,

i A N =21i A yx|i A i Ay =
|)![p(ZCOS Zx} 2IX|_rpcoszx Ll_rlncos2 x* I)![rlwoszx 0.

Shunday qilib, 7.4- teorema va 7.2-cslalmaga ko'ra;

im|—, —+3sim -rx+ AN 1= —j—2 +
e g+ 35im x 2008 i Um— i

+lim3siM™M A" +1lim2cos’ Ax =—£2+3+0=-"

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limii(((x'2 + x+ 5)/(x"2-
3\) + 3*(sin(x*Pi/2))"2 + 2*(cos(x*Pi/2))"3, x= 1);

2



XA LLh(<-1)

X-0 Ix"-x-1  lini2x™-x-1) -1

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((x"2-1)/(2*x"2-x-1)), x=0);

X1 N .
limitni hisoblashda 7.4-teoremani qo'llash
mumkin emas, chunki lim(x’-1) =0, lim2x’-x-1) =0, ya’ni
7.4-teoremadagi limg(x)=c 0 shart bajarilmayapti. BerUgan if-
odaning x-*0 dagi limiti - anigmaslikni ifodalaydi. Bu anig-

maslikni ochish uchun =l ifodaning shaklini o'zgartiramiz:
2(A:-D(a:+i)"

im— ="l =i limit! = =7

I)l(rp x| 2’|_I[|T1 ilimit! =N 2.

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((x”2-1)/(2*x"2-x-1)), x=1);

2
3
. 2t T .
e) lim Bu limitni hisoblashda ham 7.4-tcorcmani
X— 2x -x-1
go'llab bo'Imaydi, chunki berilgan kasr ifodaning surati va maxraji
chekli limitga ega cmas, ya’ni lim(x’—)=*, I"(2x —y—) =00
Shunday gilib ifoda x-*<» da ” ko’rinishdagi anigmas-

X' -X -1
likni ifodalaydi. Bu limitni hisoblash, ya’ni anigmaslikni ochish
uchun kasr ifodaning surat va maxrajini x- ga bo lamiz:



%QXf‘-jxlfl\ - “mz_-i\T r-
X

Endi shakl o'zgartirish natijasida xosil bo‘lgan kasr ifodaning limitini
hisoblashda 7.4-tcorcmani go'‘llash mumkin. Shunday qilib,

i I N A 1-0 1
im—:--—- = lim —r=
2xhx-1 w2 -ITRT 2-0-0 2
* XI\

Misolnl MAPLE thimidan foydalanib yechish:
> limii(((x"2-1)/(2*x"2-x-1)), x = infinity);
1

¢

7.17-misol. Ushbu

a)/ (X)= t) fix) =  sini

hisoblan'g “\"ishda, x -»oo da va x “m0 dagi limitlarini

Yechihshi. a) Barcha xtO Jar uchun 0</”1 +7A<1 +7

tengsiziik bajariladi. = chunki, lim~=0."

Dcmak, 7.5-tcorcmaga ko‘ra =1 bo'ladi.

bo'lgan Xlar uchun -x» < xsin- ™ x" tengsizlik

o‘riniinvh |
I ~Q bo'lganligi uchunx 7.5-teoremaga

o nnli vgfo -n T
asosan limx4ini=o0 boMadi.

7.18-misol. Ushbu )
JN) hmsinX=sinn- N\ hmcosx = coso; D) limtgx=Igo

\ 2 7-0.il,i 2, E) limo'=fl*« (a>0);
F) 'blnx =Inx,

tasdiglarni isboilang.



Yechilishi. A) a) 6 ni topish. Ve>0 son berilgan bo‘lsin. 6 =6(€)
ni shunday izlashuruz kerakki, 0<|x—a|<d tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi barcha x lar uchun

[smx-sinfl|<£ (7.13)
tengsizlik bajarilishi lozim. Awalo,

|[sinx-sina|, |x-a]

munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz. Buning uchun yu-
qoridagi munosabatlaming birinchisida shakl almashtiramiz:

0 sinx-sm a'1=%sim ¥ PcosXA® < 2lgm X3t <2X0l My o I

Bunda d=t deb olinsa, 0<|x-a|<5 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi barcha x lar uchun (7.13) tengsizlik bajariladi, ya'ni
[sinx-sinal<e bo'ladi.

b) d ning «ishlash»ini ko'rsatish. |[x—a|<£ tengsizlikni
ganoatlantiruvchi x larni garaymiz. Keyingi tengsizlikdan

I>jcos™inj,  irMslsin”™] tengsizliklarni e’tiborga olsak,

£>IX-al=21lip " 2]sin s 2]sin |cos™ 1

=2lsini p cosip | =lIsin X- sinal

tengsizlik o'rinli ekanligini ko'ramiz.
Demak, limitning Koshi ta’rifiga ko‘ra limsinx =sina.
Xuddi shunday B) limcosx=cosa ekaiiligi ko'rsatiladi.

d) (IV) formulani e’tiborga olsak,

. Umsiux -
sinx _ = tga
cosx “ liin cosx  cosa
X-*a



E) fil> 1 bo'lgan holni garash yctarli. Ve> 0 son berilgan bo‘lsb

la*-a*«l, Ix-Xol ifodalar orasidagi bog'lanishni topish uchun
la*- 1 ifodaning shaklini almashtiramiz:

Ma’lumki, I}ﬂ]a": Irjrma =1. Bundan berilgan ¢ > 0 bo'yicha

shunday n, topiladiki, 1— —<a <a"® <I|+_f_ tcngsizlik o'rinli

bo'ladi. |x-Xol<— deb olinsa, tengsizlikni ganoatlantiruv-
AN

» 1
chi barcha x lar uchun ]~— <a '» <a"“<l+-4r
la*-a** tengsizlik bajariladi. Bundan esa,
Eﬂba*=a* bo'ladi

F) Ravshanki, n> 1bo'lganda

Ve>0 berilgan bo'lib, bo'lsin. U holda shunday fo
jud bo'lib,

- <In(l-i)<In(l+i) <e
tengsizlik bajariladi.

Agar deb olinsa, uholda In X—n”"0

ayirma uchun quyidagi baho o'rinli bo'ladi*.

<cC



tengsizlik bajariladi. Bundan esalim|Inx-InXo|=G, limInx =Inxj
ckanligi kclib chigadi.

7.5. Murakkab funksiyaning limiti. Limitlarni hisoblashda
ko'pincha quyidagi murakkab funksiyaning limiti hagidagi tcorcma
go'Uaniladi.

t=ip(x) funksiya X to'plamda aniglangan bo'lib, bu funksiya-
ning giymatlaridan tuzilgan Jto'plamda csa y=f(t) funksiya aniq-
langan, ular yordamida murakkab y=f(<p(x)) funksiya hosil gilin-
gan bo'lsin. Bu murakkab funksiya X to'plamda aniglangan, a nug-
ta X to'plamning limit nugtasi bo'lsin.

7.6-teorema. Agar: 1) limy>(x)=c o'rinli bo'lib, a nugta-
ning shunday #"{a) atro/i mavjud bo'lsinki, barcha xEU”{a) lar
uchun tp{x) bo'lsa; 2) ¢ nugta T 1o'plamning limit nugtasi bo ‘lib,
Jsmf{t) =b limit mavjud bo'lsa, n holda x-*a da y=f(<p{x)) mu-
rakkab funksiya ham limitga ega va

Mmf{ip{x)) = Vimf{t) (7.14)
bo 'ladi.
f(t) funksiya c nuqgtada uziuksiz bo'lgan holda (7.14) tenglikni
lim f{<p(x)) =/(lim y>(x)) . (7.15)

tenglik ko'rinishida yozish mumkin.

7.4- eslatma. Teoremadagi a nugtaning atrofida ip{x)"c,
bo'lsin, degan shartni/(/) funksiya t=c nuqtada aniglangan va
limf(t) =f(c) =b tengliklar o'rinli bo'lsin, degan shart bilan al-
mashtirish mumkin.

7.5- eslatma. Yuqoridagi a, c\ab laming biri chekli, ikkinchisi oo
yoki barchasi cheksiz bo'lganda ham 7.6-tcorema o rinli bo ladi.

7.19-misol. Ushbu

nTin@E+~/r i)

limitni hisoblang.



Yechilishi. Quyidagi kctma-ket almashtirishlar olamiz;
SA~N*13'3> >5= f>T»
S6=3+>5, >7=1nY6

Yugoridagi ifodalarga kctma-kct 7.6-tcoremani va 7.4-eslatma-
ni qo'llash natijasida

lini >TW = = =n; I">"2(>) = I"tg>", =0,
YA Yi»
lim Y3CM) = w._)ﬂyz = |3i,p'i0}2'yj_(0>4 =0; )ﬂ"»(}y\ (>3) = Iyijrp(;l +¥3)=1,

lpe-iCH=Ama~ =1 Ynyilys) = nE+>j)= 4,

In"3+ + Yid) =™ In =2In2

ckanligini olamiz.
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(In(3 + sqrt(l + (tan(x/2)"2))), x = 2*Pi);
21n(2).
7.20-misol. Ushbu

limitni hisoblang.
o L . o 2x"-8
Yechilishi. Quyidagi bclgilashlarni Kiritamiz: t=<p(x)=
y=fit) =ITi+i. y =/(v\X)) = + 3 funksiya (- @ 2)U (2; +«)
to'plamda aniglangan. 7.6-teorema shartlarini tckshiramiz:

"S DK 8 limAX)=lim PPN

lim/(/) = lim(V7+3)="



Demak, 7.6-teoremaga asosan

ckanligi kclib chigadi.
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:

>limit(surd((2*x"2-8)/(x-2), 3)+3, x=2);
+ 3.

Eslatma. Murakkab ftmksiyaning limiti mavjudligi hagidagi 7.6-
teorema yetarli shart bo'lib,- zaruriy shart emas. y=f(<p[x)) murakkab
funksiyaning limiti mavjud bo'lib, lekin/=y>(x), y=f{t) ftmksiyalardan
har binning limiti mavjud bo'Imasligi ham raumkin. Masalan,

_ I xENQ,
A= g )
bo'lsa, D{D{x)) =1 bo'ladi. liinI>(x) mavjud emas, lekin
Ijim D(D(x)) =1 mavijud.
7.6. Ajoyib limitlar. Funksiyaning limitini hisoblashda quyidagi
ajoyib limitlar muhim rol o'ynaydi:
W5 =M, g \7
i i =i N — A
I)l@ng)\ +|X\/( Iyl_r(?d +tyY'N=e (e"2,71828..) (V1)

7.6-eslatma. Agar biror U%ix") atrofda a(x)?tO va toa(x) =0
bo'lsa, u holda

lim(1+ A V®
bo'ladi.
7.7-eslatrna. Agar biror iW\(Xo) atrofda a(x)?tO, fi(x)"Q.
lim a(x) = lim /3¢ =0 va 31im||* = A bo'lsa, u holda



lim(l +a(x)y" ) - 91
X-X,

bo'ladi.
Xususiy holda,

lim(I+/%a(x)*  =e\ 1 =const. )

(VI) formuladan natija sifatida kclib. chigadigan ushbu

(V1N
%0 !
=y (1X)
lim =Ina, a>0, o]
(xususiy holda a=e bo'lganda)
X-a X (XI)
lim _e_’;:_'z 1 (X1

formulalar funksiya limitini hisoblashda ko‘p go'llaniladi.
7.21-misol. Ushbu

. > "3 A 2)
3 Iimxsin;‘, 4), Imlzf\élgl&T 2xtgx)/

"limitlarni hisoblang.

Yechilishi. 1) berilgan kasr funksiyaning shaklini almashti-
ramiz:



ax pSiafix p sin
N Px fix

n holda (I11), (IV) va (V) formulalarga asosan,

suietx Jiljj siaax
Sin™ ™ alin N a n
X-"0 Smpx  p x"o sinpx p sim3x  p -
Px X0 Px

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(sin(alpha*x)/sjn(bcta*x), x=0);

N sin® sin
2) igxﬁsinx sinx(l-cosx) _ N x2 xit
sm X cosxsm' X cosxsm'qr K cosx—g—i—)—t—s——)—(?(

2=Y deb olib, (II)—V) formulalarni hamda 7.18-misolning
B) bandini c’tiborga olsak, u holda

. tgx-sinx 1
lim-"".-
X»0  sm

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit((tan(x)-sin(x))/(sin(x))"3, x=0);
1

2
3) bunda i =y almashtirishni bajaramiz. x-oo da y-0.
xsin®=; r v a (Il), (V) formulalarni c’tiborga olsak,
limxsin - = liina*™* -



Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechisb:
> limit(x*sm(Pi/x), x = infinity);

n

4) |~ x =y almashtirishni bajaramiz;
_______ - A-2x5ux _ M _ Zycosy _ 2cosy
cOSX 2xtgx cosx In \ sinv. ~ sin>' e

B) tasdigni hamda (1V), (V) formulani c’tiborga olgan holda:

Ilm(ll’\— 2x 1g x) = I};r’B s =2

Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechiih:
> limit(Pi/cos(x)-2*x*tan(x), x=Pi/2); ’
2.

7.22-misol. Ushbu
)] . 2) ILm(cosx)
limitlarni hisoblang.

Yechilishi. 1) =-—" j . Bu kasrning surat va maxra-

jiga (VI") formulani go'llasak, natijada, (IV) formulaga asosan

lim =UrnLxL! =xUA"di_=4"=@e8



Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((x"'2+ 4)/(x""2-4))N(x"'2), x = infinity);

2) cosx=I-2sin”" ckanligini c’tiborga olib, (VI") formula-
ga asosani

Q_la(cosx) A :I)i([B(I-Zsin"'é‘/] N o=eh

bunda
5L — STTNCTE S
*lip—= ,
2 2
Shunday qilib, izlanayotgan limit  ga tcng bo’lar ckan, ya’ni
| 1
lim(cosx) ? = =-le

Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit((cos(x))*(-1/(x"2)), x=0);

e.

7.23-misol. Ushbu

1) Qﬂ%‘”}%lﬂ:“ (<,>0; 2) lim[sinin(x+1)-sinInx];
. chx-I.

3) Iiﬂm N 4) lerg1

5 R (fl>0); 6) LLh

son) limitlarni hisoblang.
Yechilishi. 1) bcrilgan funksiyaning shaklim quyldaglcha 0z-

fiartiramiz:

Iéi_ZEiEE- !(i - :ULI+(i°A')'IF .

-a X~a



B) tasdigni c'tiborga olgan holda, (VII) formulaga asosan
lmiEEJge=1im pLI+{j7yP =Ine" =
bo'lishi kclib chigadi.

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit((In(x)-bi(a))/(x-a), x=a);
1

2) =

N

+ -
= SM—y — cosl—nx(x h 2

tengsizlik o‘rinli, chunki cos $1
A) tasdigni, (VI) formulani c’tiborga olsak,

lu(l+-r

y'&sin-—2 :sin'b, 9&3(: 0
bo'lgani uchun izlanayotgan limit 0 ga tcng bo'ladi, ya’ni

lim[sinIn(I +x) - sinInx] = 0.

3) shx = ‘—'lﬁ_— formulani c’tiborga olgan holda, bcrilgan funk-
siyamng shaklini o'zgartiramiz:

x-0 X 2X X»0 2xe* X-»0 2x |/

Ravshanki, ~ ~ =1i. (XIl) formulaga asosan:



%0 2x 1-
Dcmak, (I1) formulaga asosan

Q—gn xA =1

ckanligiga ishonch hosil gilamiz.
4), 3) ga asosan:

5) bcrilgan funksiyaning shaklini quyidagicha o'zgartiramiz:

ckanligini hamda (JT) formulani c’tiborga ol-

gan holda, h'mﬂfim’;f:@f:a‘hra ckanligini topamiz.
6) limiti izlanayotgan funksiyaning shaklini quyidagicha

0’zgartiramiz:

Bunda, hm

1-COSAX _  (-1+COSAX)_  [1+(CO05X-1)r-1_
L X
_ U+ (cosx-l)r-1 1-COSX _ |U-(COxA-1)r-1 . 2
cosx-1 cosx-1

Bunda lim(cosx-1) =0 ckanligini hamda (V) va (IX) formu-
lalarni hiso6ga olgan holda, (1) formulaga binoan

(I-cgs™x) _



Ikkita/(x) va g(x) funksiyalar X{XdR) to'plamda bcrUgan
bo'lib, /(x) >0, XG A' hamda a nugta X to‘plamnLng limit nugta-

si bo'lsin. Bu holda daraja - ko'rsatkichli funksiyaning limiti D)
yz-E) tasdiglarni hisobga olgan holda

(X1

formula orqgali topiladi, ya’ni daraja-ko'rsatkichli funksiyaning li-
mitini topish masalasi lim[g(x)In/(x)] limitni topishga olib kclinar
ckan. Bu limitni hisobf~da quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

I. Agarlimg(x) =A, limIn/(x) =B bo'lsa, uholda Um/(x) = e®

liratg(x)lo/{i)l

. limg(x) -
va =e'"=(eM)"“=[lim/(x)F formula o'rinli bo*
ladi.

I1. Agar lim[g(x) In/(x)] = + @ bo'lsa, u holda g +«,
limlg(x)In/(x)] =-00 bo lganda csa, e~ =0 bo ladi.

Agar lim[g(x) In/(x)I = ® va biror'f/*a) atrofda g(x)In/(x)
ko'paytma funksiyaning ishorasi saglanmasa, u holda 1/(")]***"
= e**/(*) funksiya x -*a da limitga ega bo'lmaydi.

gW In/(x) ko'paytmaning x-*a da birining limiti nol,
ikkinchisining limiti esa cheksiz bo'lsa, bu holda quyidagi uch hoi
bo'lishi mumkin;

a) Umg(x)=0, ~/(x) =+o00 (007,

b)limg(x)=0, lim/(x)=0 (0%,

d) Umg(x)=@ lim/(x)=1 ().

Bu hollarda daraja-ko'rsatkichli funksiyaning limitini topishda
birdaniga 7.4-tcorcmani go'llab bo'Imaydi.

Bu hollarda o’ O, ' ko'rinishdagi anigmasliklar paydo
bo'ladi.



7.24-misol. Ushbu
l;a 4
limitni toping.

Yechilishi. "Um 7n+1r-‘-ln%,, AclE£nx = bo'lgani uchun
U
A
0<x<l bo‘lganda in-5—cl£nx>0, I<x<2 bo'lganda csa,

In-5—ctgnx <0.

Demak, In~*jActg”x funksiya UNil) atrofda bar xil ishorah
giymatlarni gabul qgiladi.
Shuning uchun |'t”) N funksiya x %1 da limit-

ga cga cmas, Ickin LU r{,ﬂ,g\] =+«. VTN

Misolni MAPLE lizimidan foydalauib yechish:
> limit(((x"2)/(x-2 + 1))"(I/(tan(Pi*x))), x=1, right);

0
> limit(((x"2)/(x"2 +1))"(/(tan(Pi*x))), x=1, left);

00

7.25-misol. Ushbu

n:(eT)

limitni toping.
YechiLi D), E) tasdiglar hamda (I) formulaga asosan



xMn-n

2x+1

X-*9\2x+1/ - I)I(r-.R €

i A= j=- i N=+ =-
I|mIn2.>f+I In£ In2, IA-’JJX 00, 00

In_ 2
X-» L 2.X+1J

bo'lgani uchun, Il holni c’tiborga olgan holda

\2x+I/

bo'ladi.
Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((x + 2)/(2*x+1))(x"2), x= infuiity);
0

7.8-eslatma. Agar lim/(x) =1, limg(x) = bo‘lsa, u holda 1¢
ko'rinishdagi anigmaslik (I) formulani e’tiborga olgan holda

1 1(/(x)-0<(X)

il = lim M1+ (/(x) - DK/ xI)

formula yordamida ochiladi.
7.26-mlsol. Ushbu

lim

limitni toping.
Yechilishi. Bu holda:

8{X):X\ |/(X)-|]g(x):[/\/\_|]x|: 3A

Shunday qilib, (XIV) formulaga binoan

(A 1
x"-5/



Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit((((x"4) +4)/(x4-5))-(x"4). x=infinity);

0.
7,27-niisol. Ushbu
le_now(cosx) N

limitni toping.
Yechilishi. Xuddi 7.26-misoldagidck,

/(x) =cosx, g(x)=- 3",

11 _ (I-cosx) _ 1

-1/(X) - 331 -mmmn? oomoemaen 2 x
V2)

(XrV) formulaga asosan;

) |
lim(cosx) =e

7.28-misol. Ushbu

. arctglx
W=
limitni hisoblang.
Yechil?shti. Bgunda y = arctg2x almashtirishni bajaramiz, bundan
27 =tg>', x =iiil, decmak,
afclg2x  ii_. 2y _ 2co”

'Sa bo'lamiz. 7.6-teorema bilan 7.4-cslatmani hamda lim ~ -1
ckanligini c’tiborga olsak, 7.4-teoremaga asosan,



ckanligi kclib chigadi.

Misohii MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
2> limit(arctan(2*x)/x, x=0);

7.7. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. X to'plam
berilgan bo'lib, a uning limit nuqtasi bo'lsin. X to‘plamda a(x) va
fi{x) funksiyalar berilgan bo‘Isin.

7.11-ta’rif. Agar lima(x) =0 boisa, a{x) funksiya

da
cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, a(x) = (a-x)"™ (m —ixtiyoriy butun musbat son) funk-
siya x-*a da cheksiz kichik bo'ladi, chunk! lim(a-x)" =0.

Agar X to'plamda aniglangan /(x) funksiya x *a da i limitga
egabo‘lsa, u holda a(x) = f{x)-b funksiya x a da cheksiz kichik
funksiya bo‘ladi, chunki limo(x) = lim(/(x) —b)=Ilim/(x) -6 =0.

Dcmak, b limitga ega boMgan har ganday /(x) funksiyani
fix) =b+a{x) )

ko rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda a(x) cheksiz Kichik funk-
siya.

7.12-la rif. Agar Um/S(x)= oo bo'lsa, /?(x) funksiya x -*a da
cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, ~(x)=—" , funksiya x -¢1 da cheksiz katta funk-
siya bo‘ladi.

kichik va cheksiz katta funksiyalar quyidagi xossalar-

Vur kichik funksiyalarning yig'indisi (ayirmasi) cheksiz
kichik funksiya bo'ladi.

2 . Cheksiz kichik funksiya bilan chcgaralangan funksiyalarning
Ko paytmasi cheksiz kichik bo'ladi.

chrL- («(xg?iO) cheksiz kichik funksiya bo'lsa,
cheksiz katta funksiya bo'ladi.



4*, Agar fix) cheksiz katta funksiya bJ'lsa, ~  cheksiz kichik
funksiya bo'ladi. PW

m S’ Agar X-¢a da/(x) cheksiz katta funksiya bo'lsa, g(x) esa
biror Cfj(@ da Ig(x)|>c (x"a, ¢ — biror mushat son) bo'lsa, u
holda/(x)g(x) cheksiz katta funksiya bo'ladi.

Eslatnta. Cheksiz katta funksiyalarning yig'indisi (ayirmasi) va
nisbati cheksiz katta funksiya bo'lmasligi ham mumkin. Masalan,

x-*0da —— va s{x) =—— funksiyalarning har biri cheksiz
katta funksiyalar bo'lsa ham, ularning yig'indisi x-*0 da cheksiz
katta funksiya bo'lmaydi, chunki lim(/(x) +g(x))=1im |i--1=0.

x-»0 da/(x)va g(x) funksiyalar cheksiz katta funksiyalar bo'lsa,
|>2<IB(/(X)ig(X)) ni hisoblashda | qoidani qo'llab bo'lmaydi. Bu
holda, bu limit co—o ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi. Xuddi
shunday, x -»ada ifodaning limit! ham £ ko'rinishdagi anig-

maslikni ifodalaydi.
Agar x -*a da/(x) vag(x) funksiyalar cheksiz kichik funksiyalar

bo'lsa, ularning nisbati ~ ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi.
7.29-misol. Quyidagi funksiyalarning gaysi biri cheksiz kichik
funksiya bo'ladi:

) Joy =" 2 () =V2Idr, o
3) /(x)= X-»;
4) [(x)=y"™; a) x-*+0° b) Xx-*-«.
_(x-i) 1
Yechihshi. 1) /(n) = — x{x-1)(x +1) o x+1°
Demak, berilgan /(x) funksiya ikkita “A V@ funksiyalar-
*iing ko'paytmasi shaklida tasvirlandi. Bulardan biri funksiya

Aid) atrofda chcgaralangan. Masalan, JfA(I) atrofda

kinchisi A x -*1 da cheksiz kichik funksiya bo ladi.



Shunday qilib, bcrilgan funksiya 2*-xossaga asosan, x-*\ da
cheksiz kichik funksiya bo*lar ckan.
2) berilgan funksiyaning shaklini quyidagicha o‘zgartiramiz:

+1-x =-

Bundan, lim- .= 0.

Dcmak, 7.11-ta’rifga ko'ra berilgan funksiya x-*» da chcksiz
kichik funksiya bo'ladi.

3) ushbu /(x) ~
In(x +
dagicha o'zgartiramiz:

+1) berilgan funksiyaning shaklini quyi-

f(x) = _ In(x"-x+I) _ 1
InO¢X* +X7+)  Tu(xXM-x+1)+In(x" +X+1) In(x"+xn'
A In(x”M-x+l1)

D) va E) tasdiglarni inobatga olgan holda quyidagiga cga
0‘lamiz:

X— In(x'-x+1)  x-am 1
In(x~-x+1)"

Shunday gilib, Iﬁr_g/(x) = 5@];\1—5()—( —;3(—;_[) = 421-
- In(*—x+1)
Dcmak, bcrilgan funksiya x -*@ da chcksiz kichik funksiya
bo‘lmas ckan.

4) @) Jim/(x) 5 lim-* =0, chunki, Um2*=+* .

Dcmak, bu holda bcrilgan funk5|ya X -0+®” da chcksiz kichik
funksiya bo'ladi. .

b) lim./(x) = I|m =1, chunki Q)r)nz* =0.



BU holda bcrilgan funksiya x — « da chcksiz.kichik funksi-
ya cnias.
7.30-misol. Ushbu

. JM8

Iw = X"-3x+6

V'
funksiyaning x-*3 da chcksiz katta funksiya ckanligini ko* r-
sating.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyani va
ko'rinishda tasvirlaymiz. Bunda /(x) =-Ll, funksiya x-*3 da
chcksiz katta funksiya, = funksiya csa x=2 nugtaning

biror atrofida, masalan, atrofda

KW =" | =I-M42.x+4[>y.

shartni ganoatlantiradi.
Shunday qilib, 5*-xossaga ko‘ra bcrilgan funksiya x-*3 da

cheksiz katta funksiya bo'lar ckan.
7.31-misol. Ushbu funksiyalarning qaysi birlari chcksiz katta

funksiya bo'ladi;
) /W =ar ;X3
XA5X+6  XN+x-12
2) 1(x)=
V(I-siux)”

3) /(x) =(I-x)***\ a) x-*+0, b) x-*-0. u
yechilishi. 1) bcrilgan funk5|yan|ng shaklini quyldaglcha
° zgartiramiz:

e A-BEX +6=(X-3)(X-2) va-‘-sch+x-12 = (X-3)(x+4)

~Manligini ¢’tiborga olgan holda berilgan funksiya uchun



ifodaga ega bo'lamiz. Bundan
L 1 . 6
W ) = i o 5 W (x-2) (x + Y

Dcmak, bcerilgan funksiya je-»3 da cheksiz katta funksiya
bo'ladi.
2) bcrilgan. funksiyani ushbu

{ _ IPsLax”l+sinx _ yjl+sinx
ko'rinishda tasvirlaymiz va uning dagi limitini hisob-
laymiz:
iim fix) = lim =
X-4 (I-siux)™"*
- berilgan funksiya Jc-*i da cheksiz katta funksiya
bo ladi. 2
3) (XIV) formulaga asosan, a) va b) hollarda bcrilgan funksi

yaning luTutini topamiz:

a) ligfl- J)* =e="i *?) =n

=C=Q@

Dcmak, a) holda bcrilgan funksiya cheksiz katta cmas, b) hol-
da esa cheksiz katta funksiya bo-ladi.

NiIxol«l MAPINE (izitniclan -foydalanib yec/iish:

a)

> Limit((1-x)"(I/x"2),x = O.riaht) = limit(( 1-

x)"(I/x-2).x = 0,right);

1™ (1-x)” =0.

> Limit{1.x)-(i/x"*2),x = O.lefi) = limit((l-
196



, X)"(1/x"2).x = 0,lcft);

i/\

=00.

7.8. Funksiyalarni solishtirish. 0{f) va o{f) belgilar. A'to'plamda
fix) va g{x) fuiiksiyalar aniglangan bo‘lsin. Biror a nugtaning U{a)
atrofida/(x) va g{x) funksiyalarni solishtiramiz.

7.13- ta’rif. Agar shunday <5>0 va C>0 o°‘zgarmas sonlar mav-

jud bofib, ‘ixE.Uf*ia) uchun

1/(x)I<Clg(x)] @

tengsizlik o'rinli bo‘lsa, u holda x -*o0 da/(x) funksiya g(x) funksi-
yaga nishaian chegaralangan deyiladi va /(x) = 0(g(x)) kabi yozila-
di.

Xuddi shunday x”o +Q X-*00, X-*-00 da ham
f{x) =0(g{x)) kabi yozuv saglanadi.

Xususiy holda,/(x) funksiya Ui(a) atrofda chegaralangan bo‘lsa,
u X-+a da /(x) =0(1) kabi yoziladi.

7.14- ta’rif. Agar x wa da/(x) va g(x) funksiyalar uchun
/(x)=0(g(x)) va g(x)=0(/(x)) munosabatlar 0‘rinli bo‘lsa, .u
holda X-*a da/(x) va g(x) funksiyalar bir xil lartibli funksiyalar
deb ataladi va /(x)>—<g(x), x-*a kabi belgilanadi.

7.7-tcorenia. Agar lim =k mavjud bo'lib, k"O balsa, n

holda fix) va g{x) funksiyalar x-a da bir xil lartibli funksiyalar
ladi.
7.32-misol. Quyidagi funksiyalar juftining gaysi birlari x-*0 da
"ir xil tartibli funksiyalar bo'ladi:
1) /(-x) =2cosx, g(x) = x"+4;

2) IW =], =

3) /W =x"(3+cosj), =
L 4) (X)) =3, A(X) = sinx.



Yechilishi. 1) =Nz bo‘lganiuchun, 7.4-teorcmag

asosan Xx-*Q da 2cosx>< +4,

2
. 2) IA(! «t&) = le_ng—" = 2',15,[8/\7,\: 21n2?”°0 bo'lgani ychun,
2% 2 1
7.4-tcoremaga asosan x-"0 da %
no(s+cos j 0t A% o
3) ||BB g(x) U{B___ = %B\3+ cos-x). Bu holda limit mav-

jud emas, Ickin berilgan funksiyalar bir xil tartibli bo'ladi.
Hagigatdan ham,

Bundan, |[/W I<4|~(x)].

Demak, (1) shart C=4 bo'lganda bajariladi. Shunday qilib,
/(x) =x "3+cos-j funksiya g(x)=x" funksiyaga nisbatan x-*0
da chcgaralangan bo'ladi. . .

Ikkinchi tomondan, ~ <ji vatn
3+C0%

Bundan, 1g(x)|<|/(x)I. Bu holda (1) shart C=1 bo'lganda
bajariladi.

Demak, 7.14-ta’rifga ko'ra x-*0 da x*”3+co0s-ij><x\

Bu misoldan ko'rinadiki, 7.7-tcorcma bcrilgan funksiyalarning
X-¢a da bir xil tartibli bo'lishi uchun yctarli shart bo'lib, zaruriy
shart bo‘la olmas ckan.

4) (X) formulaga asosan: lim . =In3 0.

X-0 sin X

Demak, 7.7-tcorcmaga binoan, x-*0 da 3“'*-1><sinx
bo’ladi.

7.15-ta’rif. Agar biror UJa) atrofda aniglangan /(x) va g{x)
cheksiz kichik funksiyalar uchun

fix) = <p(¥gfx)



WOliIK O'rinli bo'1LL) bunda UnK:t)=0 bp'b, uhdda rVvp
f(x) funksiya g(jf) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik
funksiya dcyUadi va u

1(x) = 0(9(x)

kabi bclgilanadi.

Xususiy holda, g{x) = 1 bo'lsa, x- a da /(x) =o(l) ifoda/(x)
funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligini angiatadi (x-* a
da/(x)-*0).

Xuddi yuqoridagidek, /(x) = o(g{x)) simvolik ifodaning mazmuni
x-*a-0, x-*a”0, x-»00, X-*+00, X-*-00 da ham saglanadi.

7.8-teorema. x -*a da/(x) funksiya g(x) cheksiz kichik funksi-
yaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya bo'lishi uchun,

'iXEU%ia) uchun g(x)?i0 bo'lib,

i (X)) =
I)I([E]) «(X)

tenglik o 'rinli bo 'lishi zarur va yetarli.

7,33-misol. Quyidagi tasdiglarning gaysi birlari to’g'ri, gaysi bir-
lari noto‘g‘ri ekanligini isbotlang:

1 I-cosx =0(x), Xx-*0; . 2) L+

3) x=0(sin"x), X-+0; 4) x"2)(X)=o(x2)(x)), x-*0. (D{x)—
Dirbde funksiyasi) A

X X
xsm X V. xSsmro

Yechilishi. 1) HB x 0 ii * 404 X
- ' j

bo'lgani uchun, 7.8-tcoremaga asosan I-cosx =o(x) tasdiq o'rmli
bo'ladi.

2) limiil® =Umx'(l +x") =0. Demak, tasdiq to'g'ri.

*0 x-0
XI\

3) Bu holda tasdiq noto'g'ri.

'f) bu holda g(x) =xJXx) funksiya .v-*0 da noiga teng.
»?,*m(*)= X funksiya m'avjudki, = onnh
A o] I)!_rrowy3(x):0 bo'ladi.



7.16-ta’rif. Agar biror 1/0a) atrofda aniglangan /(n) 4
: : 9
furdcsiyalar uchuti

1(x) = <p{x)gfx)

tenglik o'rinli bo'lib, ~“<p(x) =1 bo'lsa, x*a da/(x) va g(X
funksiyalar o'zaro ekvivaleni funksiyalar deb ataladi va x -*ada
f{x)~g{x) deb bclgilanadi.

7.6-teoreraa. X -*a da f(x) va g(x) funksiyalar UMa)da
(9(x)?i0, /(x)®0) o'zaro ekvivalent bo'lishi uchun

Q4 = Wi fxg =1

bo'lishi zarur va yetarli.
Odaida, ckvivalentlik tushunchasi/(x) va g{x) funksiyalar cheksiz
kichik va cheksiz katta bo'lgan hollarda ishlatiladi.

Funksiyalarning ekvivalentligi tushunchasi quyidagi sodda xossa-
larga ega:

* x-*fl da /(x)~/(x).

2*. Agar fix)~g{x) bo‘lsa, gW ~/(x) ham bo‘ladi.

3, x-*a da f{x)~g{x) va g{x)~h{x) bo'lsa, u holda
/(x)~/i(x) boiadi.

4* Agar fix)~g{x) bo'lsa, u holda /(x) =0(g(x)) bo'ladi.

5% Agar /(x)~g(x) va h{x)~S{x) bo'lsa, f(x)h{x)~ g(x)S{x)
bo'ladi.
6% Agar ]*/(x) =/;i0 bo'lsa, f{x)~k bo'ladi.

Bu xossalaran quyidagi munosabat kelib chigadi: agar fix) ~g(x)
bo'lsa, u holda

IW-g(>.") = 0(g(x)) yoki /(x) = g(x)+0(g(x))

o'rinli bo'ladi. Agar/(x) funksiya (*) ko'rinishda tasvirlangan bo'lsa
u holda g(x) funksiya x a da/(x) ning bosh gismi deb ataladi

Funksiyalarning limitini hisoblashda quyidagi x **0 da ckvivalen
funksiyalar ko'proq ishlatiladi.



,v~sLn x~tg.v~arcsin x~arctg x~In(l+ -1 (Xvir

7.34-misol. Quyidagi/(x) va g(x) funksiyalar juftining qaysi bir-
lari ekvivalent:

1) I(x)=\2x+7x+Vx; a) g(x)=x\ x-+0,

b) g{x) =yj2x, X -+ @

2) /(x) =1-cos(l-cos”™), g(x)="x*\ X*oo;

3) /(X) = XA-XA-X +1, g(X) = XA-X, a) X-1, b) X-+00;
)

X'*V2Xi+V AN

J_IX+yIX+y/X | I_ Iao-:::::::: y;_r """" 1

Yechilishi. 1) aﬁl I|m

Dcmak, X-»0+0 da "2x + VX+ S |
7 -

b) lim: _%)ff_)ﬂf_t_‘l)f = lim---1H_ A =i.

7.9-tcorcmaga asosan, X-*+“ da "2x +yjx +yfx ~>"Vx.
2) A) tasdigni hamda

I-cos” = 2sin® I-cos|2sin® ) =2sin |sin

formulalarni e’tiborga olgaiida,

I-cos(l-cosl fs -
o [(_-Z“ ) =lim — —=- 1] .
8 SU oy 2

"ga bo'lamiz.

Demak, bcrilgan funksiyalar x-* +» da ekvivalent bo lar

ckan.

3) a) ||r_n____9h|;ma__ nf A;zil-)lbl; n s w

QU



_XNxN-x+ , . .
Dcmak, lim™ -J—— =0 1 ba'lgani uchun, bcrUgan funksi-

yalar o‘zaro ckvivalent emas, ya’ni ekvivalcntlik shartini ganoat-
Iantirmaydi
b) [Imx" -XA-x+H_E x|

----- === lTm=- =1
[-»

Bu holda bcrilgan funksiyalar x-*oo da ckvivalent bo'lar
ckan.

Shunday qiiib, x-*1da va funksiyalar ckvivalent emas.
, X-¢1 da bir xil tartibli funk5|yalar bo'ladi.
2x+|)x _ _—
b) nr{ms{ ool nm3+6 3T 1

Bu holda ham bcrilgan funk5|yalar ekvivalcnt emas. 7.7-tcorcmaga
ko'ra ular x *w da bir xil tartibli funksiyalar bo'ladi.

Ikkita funksiya nisbatining limitini toplshda quyidagi teorema
muhim rol o'ynaydi. '

7.10-teorema. X-*a da /(x)~/i(x) va g(x)~gj(x) ba'lib,
quyidagi

Etifmd(,):)

limit mavjud bofisa, n holda IimSAV\//\ limit ham mavjud bo'ladi va

X-n «(X) XHO gl(X)

tenglik o'rinli bo'ladi.
7.34-misol. Ushbu limitni hisoblang:

sin’ 2x +arcsin® x +2arcig x*

™

lim



Yechilishi. X-"Q da sin2x~2x, arcsmx~X, arctgx"~x" bo'lgani
uchun (*) formulani c’tiborga olsak, u holda,

sin2x = 2x+a(2x), arcsinx=X+0(x), arctgx™ = x"+o(x").
Shunday qiiib,

sin"2x+arcsinx+2arc(gx”® _
x0 ! 7?

_ Iim4x4o(4x’\)+x'\+ (x")+2x40(x")

o(4x™) o(x") o(xN)

=lim ~ -7~ A -y

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((sin(2*x))"2+
5arcsin(x))"2 + 2*arctan(x"2))/(7*x"2), x=0);

7.9. Funksiyaning yugori va quyi limiti./(x) funksiya X (XcR)
to'plamda aniglangan bo'lib, a nugta X to'plamning limit nuqgta-
si bo'lsin.

7.17-ta’rif. Agar X to'plamning clcmentlaridan tuzilgan va
X,,-*a da shunday {x,} n=12,..) ketma-kctlik mavjud
bo'lib, lim/(xJ = A bo'lsa, b son/(x) funksiyaning x*a dagi
gismiy limiti deb ataladi.

Cheksiz va bir .tomonli gismiy limitlar ham xuddi shunday
ta’riflanadi.

Funksiyaning gismiy limitlari icliida har doim eng kattasi va eng
kichigi topiladi. Ular mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi li-
miti deb ataladi va MT1/(x), lim/(-Y) kabi belgilanadi.

bm/(x) = limy*(x) tcnglikning bajarilishi funksiyaning limitga
®ia bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo lib hisoblanadi.

~e35-misol. Ushbu

[(X) =sind+7""Z4



funksiyaning x-* 0 da yuqori ya quyi limiiini toping.
Yechilishi. x=x,,=-"

(n=12,,.) giymatda

|anF|n’\ =0, lim4} arctg’)\g’: inf{i arctg)l(-j‘l =-1

bo'lgani uchun

lﬂa/(x) = %LSirY\B(+_$| arctg—sz

=N fsinh A arctg(-«jT)j=-1.

Xuddi shunday, x=x, =- A1) (n=1,2,...) bo‘lganda

inN - = H - —_ N
sup ||sm X% 1, I)!_rg ﬂarctg = sup 1F|arctg XMJ

bo’lgani uchun:

Iﬂ;y x) = Li(_U%[_Sin" X -”arctg &

= lim [sin® +-arcigE<IMj=1+1=2

Mustagil yechish uchun niisol va masalalar

6 ning ganday giymatlarida 0<Ix —Xol<<5 ekanligidan
I/(x)-bl<E tecngsizlikning 0‘rinliligi kclib chigadi?

7.1. /(X):3X-2; X):l; Sy £=0,001.
7.2. /(X):X"; \,=2; b==4; C=o0,001.
7.3. /(X) =yfx; No=a, b=Vo;, €=0,01.
7.4.

/(X) =3x"-2; X=:; b=10; £=0,01.

_ XN-4X+3. ;=i £
7,5. /(X)_XA-ZX-S* X)__S‘ pb=1; £=0,01.
7.6 J(X):=signx; X =o; b=17, €= 15.
1.1.

fix) =sinx; Xq:Z , b=\, E=o0,01.



78.
7.9.

7.10.

7.11.
7.12.
7.13.

7.14.
7.15.

7.16.

7.18.

7.20.
7.23.

7.26.
7.28.
7.30:

7.32.

7.34.
7.36.

-2; 6= e=o,l

I(x)= 2(x+i)’ 0=3 A= e=001

I(x)=]1-3x|; Xo=2; b=5 £=0,01.
X-*X0 da/(x) funksiyaning chcksiz katta ekanligi ma’lum.

IIf{_x) |> E tengsizlik o rinli bo'lishi uchun x ganday bo'lishi
ozim:

/(x)=":,X 0 =0; ~=10"
I(x)=" ; X,=4; £ =1000.

N =0, £ =1000.
/(x) =" ; Xo=2;£=100.
/(x) =lgx; Xo=+00; £ =100.

Funksiya limitining Geyne ta'rifidan foydalanib, quyidagi
limitlarni toping:

. X+1 .
I|m-;r3 7.17. U{BXCOSX
limx* sin)z. 7.19. Iimxarcctg)—(.

Funksiya limitining Geync ta’rifidan foydalanib, quyidagi
limitlarning mavjud cmasligini isbotlang:

I)g_r?smzz L 121 wﬂcos.x 7.22. Umcos,.
umsinx. 7.24. limarcctgi.  7.25. Uimign (sini) .

Quyidagi munosabatlarni ta'rif yordamida-yozing va tegishli
misollar kcltiring.

Um/(x) = b. 7.27.
Umy/(x) = 6. 7-29. -
Jim/(x) = A 731 [('w)=
Nl(x) =@ 7.33. Um/(x) =-f*
lim /(,x) = +00. 7.35. AUMMY(X) = -»-
'&lab/(x):oo. 7.37, lim™(x) = t@

205



7.38.
7.40.
7.42.
7.44.

7.46.
7.48.
7.50.

7.51.

7.52.

7.54.

7.57.

7.60.

7.63.

7.66.

Xl_immw/(x) =m 7.39. Xlimol(x) = -00.

)!jmol(.x) =+« 7.41. lim/(x) =
lim/(x) = -o00. 7.43. lim/(x) = +oo0.
lim/(x) =@ 7.45. lim /(x) = —@
lim /(x) = -foo. 7.47. Im fix) =@
lim /W =-». 7.49. )!_im»/(x) = +00.

Ushbu lim/(x) =3, limg(x)=-2, WTNA(X)
berilganda quyidagi mavjud limitlarni hisoblang; agar li-

mit mavjud bo'Imasa, nima uchvm mavjud cmasligini izoh-
lang;

1) liml/(x)-g(x)l;  2) Um[/(x)I* 3)

4) I)i({r:ngIXI(); 5) Q_Jcrk;(‘); 6) lim[/(x)-/z(x)I;.
; w : 1
Dl A 8) il ixy-« (x)"

Ushbu lim/(x) =5, limg(x)=0, lim/i(x)=—5 limitlar

berilganda quyidagi limitlarni hisoblang; agar limit mavjud
bo'lImasa, nima uchun mavjud cmasligini izohlang;

1) BA/(X)-3N(x)1; 2 3)

Quyidagi limitlarni hisoblang;

lim2. 7.53. >I(i_r’r}(x"+2x—5).
lim5[x-21,  7.56. 7.56.
lim i i i 27
Lim, i 758. ligir(2--Y 7.59. ljg "
)ka 0 7.61. IXIT 4xi.-4i 7.62.
lim—f UT
Im—rt. im—
14, 7.64. lim—T.

767. lim (i+ 7).



7.68.

7.70.

7.71.

7.72.

7.73.

7.75.
7.76.

7.77.

7.78.
7.80.

7.81.

7.82.
7.83.
7.84.

7.86.

( )bI x~-3x funksiya bcrilganda quyidagi limitlarni
hisoblang;
) xa

1 2)
X-3 *1  X-1
. X% x<0,
Tim/W; /W =
1+x, x>0.

3, x-ratsional bo'lganda,
-3, x-irratsional bo'lganda.

lim/(); 1(x) =

. 3X, X<1 -1
lim/(x); /(x)= im-

im/(x); [/(x) x+2, XAl 7.74. lim -l
Misollarda nishatni tuzing va " limit

mavjud yoki mavjud cmasligini aniglab, agar mavjud bo'lsa,
(c, /(5)) nugtada /(x) funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma
tcnglamasini tuzing.

/(X)) =x c=2
[(x)=1-2x-bx2, ¢c=-1.
/(X) =Vx, ¢c=1.

Quyida bcrilgan funksiyalarning bir tomonli limitlarini to-
ping:

I(x)=2", x-1£0. 7.79. = x-2%0.
_x"l
IW = i 1+0.

[(x)=:/IEEH", x-0%0.
/(x)=xE pli, x-*0x0.
/(x) =cos— X+»0x0.

jw= ' x-0+0. 7.85 /W

1
E

3x+1 X517, X*1i 0

Iw = -2x-f3, x>1;



7.87.

7,88.

7.89.
7.90.

7.91.
7.92.
7.93.

7.94.

7.95.
7.96.
7.97.

7.98.
7.99.

7.100.

7.101.

7.103.

7.105.

7.107.

7.109.

:|4x"-3’ x-0%0

fx+1 0<x<1, R
/M :|3A/\2_

I(x)=127. x-0%0.
=sign(cosx), x " +0.

- I(x)=~", a X--1+0, b) x-*-1-0.

= a) x-*0+0, b) x-»0-0.
I(x) =x+[x, a) x-*10+0, b) x-»10-0.

[(x)=" y~, &) x-1+0, b) x-*1-0.

" a) x-*1+0, b) x->1-0.
/(X) =3x- /- 6x+8, a) x-»+@ b) x

[(X) = VXM +6X +3->/x" +3x+3  a) Xx-*+00,

b) x-*-“-
I G G
/(x) =x jllx’;(,\1L , X-*-00.
/(x) =ctgx, a) x-*0+0, b) x-*0-0.

Ax)=—" , @ x-2 +0, b) x-2-0.
X+4]-

Quyidagi limitlarni hisoblang:
. -16

Tx44x-3
X!QX +x-20
x1-2x-35 3XN+X
«—§ 2X N +1IX +5 7.104. *)0 4x"-5x +1
_ - 2x"-3x +1
*—«3X'+25x +8
-2xX"-3x-9
*7 xN-9x+14 7.108.
lim 2xM-17x+35 IN+x-2

X-i  Xx'-x-20 7.110. , 7, 3.xYx T-



7.111-

7.113.
7.115.
7.117.
7.119.
7.121.
7.123.
7.125.
7.127.
7.129.

7.131.

7.133.

-7.135,

7.137.
7.139.

7.141.

7.143.

7.145.

SaN-4x+3
XC AXN+2XN+x !
-XN I+
u>x< én‘l"'*'“:
rx*-2x~-1
3XY3x-b5 m
lim 3X + 14x0
[42X+7?"’
lim 3x4Y3x43
15-p2x-2Xx"“ m
TX"-b5X-b9

4x4Y7x-10
lim
X—  2x’-3xH-7

m 2XGb3xts
)J— 3x" 4x-U
3-Ix"+9

5x/

lim ¥° X2
*] 3/8-X-3

g

X—4  x"-b2x-8

*® Y+ -1
lim -- -n
lim
[2X +3-3
lim
A5x+5-5
I-cos5x
D w e *

lim sin 7x+sill 3x
X<0  XCO0S2X

li COS™X-C0S"N2X
X-

7.112.
7.114.
7.116. lim
7.118.
7.120.
7.122.
7.124.

7.126.
7.128.
7.130.
7.132.
7.134.
7.136. lim
7.138.
7.140.

7.142.

7.144.

7.146.

limZx"2A44x
X-« 2x"N-b9
i;n 5-4xN-3x1
X— XUY6x"-b3 =
18xM-|-7x
X—J4-3x-9x" m
lim -~V /x»
X— 6X-b4X -2X
L1607
kﬂ”ﬁ Tx -
3x*+2x+4
0, Bxbewns
5x“-2x43
1iS.2x'*5x-7
JN-3

* 1»3/x+6-4

- #2228

+
I|g1y| i-3 3
Xp-2
x-1 yjS+X-3°

YI7~X~yl7+x
pde) 3x

lim-7=2_
X-2 y[4x +1-3

COSX-CPSMX

l)!_ 3x L]



7.147. lim4

7.149. !_i(r)nsinchIgZx.
: 2 ArGSHISX
7151 Lip iR
7.153. Umr:i2ien
x-0 COSX-COS X
-4x
7.155. x—\x+10/
7.157.
7.159.
TA6L. s o\axH/
7.163.
7185 \2-10%/ =
7.167. >I(|_x«nyfn|)|(|+|3//*
\x+I
, bl LW
Birinclii ajoyib
7.170. Li([g’\il—;j"f
7.173. m .
Xx-0 SIDbx
7.176. Um™** *m* "
X-0 X—a
7.178. lim
*
7.180. "I+smx>-gll-
X0

7.148.

x-0 I-cos2x

7.150. jprdresin’gx

X0 2XSmbX

7.152. lim tg2x-siu 2x
X-0

N 3X

,
X-0 arclg'Sx

7.154.

\5x

1% Sfe)

7.158.

7.160. Isliri)”_

7.162.

7.164.

M -

7.168.

limitga doir misollarni yeching:

171, Ix!on%logx

7.174. lgBx

x-*0  3X

I-cosax
— -

2xA

sinx-sinfl

7.172. lim
X-0

7.175. lim
x—&  X—0

. l-cos”x
lim
X-0

7.179. Q[B
7.181. l*[’a

7.177.

3x
sinx
0



5x
7.182. 7.0, Iim ~, 7.184. W n~
7185, Ii /15//\ I\ 7186, li «'ioSx  sinx'*
185 Lmx(57-1)- - 7.186. W 1110y

7.187. Lign {8 . 7.188.

7.189. lim  (4*- 4%%).  7.190. lim(l +5x")* *.

7.191.  lim(siii X)™*"" o 7.192. Um(In(e +x))"*".
. = »ch2x.|
7.193. lim{zh™"M 7.194. m dem, .
.sI|3x_.shx .
7.195. limhN—~ — 7.196. lim(x~-Inchx”).
X-0 thx
.V ) \ ¢ '
7.197. lim~v~°;- (a>0). 7.198. lim f21t*r (a>0, b>0).
X-0 <Tr-X x-o\ 2 /
A 7.200. lim (I-sinx)A.
X-0
1
: i Fokbk o
7.201. !(l_gn,f)z&’jr%)/(\i\él ) 7.202. limx

7.203. lim(x +>/x +1)i*. 7.204.
7.205.  Um(tgx)*™\ 7.206. lim (tgx)™*.

X-y-0

7.207.  lim(cosx)"'»*. 7.208. Up D41

X--0
. q\"”
7.209. [jm~1-2x. 7.210. Bm‘dcs_fy
7.212. -
7.211. I”B\T/"'Asf‘(’\ us Et(s ( r) X)r
. U(COoseEX;
7213 G oy - 124 xo bl

21



7.215.

7.218.

7.219.

7.221.

7.222.

7.224.
7.225.

7.226.

7.228.

7.229.

7.230.

7.231.

7.232.

o+ &)

(x> 0)

7.216.

lim|E'£~££1j"(a>0,

&) Tim 195

lim(I-A:)log,2.

LR 1414

IsboUang;

a) lim™M=0 (g>1, n>0). b)

X-4» a

<-
Im>y>/ 2x +1
X-1 X*-2x +1"

+
x-1)

_é

b) lim
x-H-In(1+2")

7.223.

7227 iirq

|m(4d|£+|+ ~zl)
MYN-5x+4 3ir-9x 6]

lim~~ (n,mEN).

X-*a X —a

ir>0,00).

I Ml 777y (MneN).

=0 (a>I, e>0)

X-"»  x

x““-101x +100
XN-2x +1

Quyidagi funksiyalarning qaysi biri chcksiz kichik bo'ladi.

X-*3.



7.233. 0 m*+@ b) X
7.234. Y(") 4~Xj a)x"*+00j b) X*—¢

7.235. /(x) =smIn(x*+1)-sink(x"-1), x-*m.
_ I->/cos

7236, Hx) =y X-+0.

X-*0.

ez X0

Quyidagi funksiyalardan gaysi biri chcksiz katta bo'ladi?
f, 4 4axn~-8x+4

7.237. 1(X)=-

7.238.

7.239.

7.240. 1(X) =x(Vx* +1-x), a)x-*+00, h) X-*-eo.
7.241. -W*H9, b)X--00.

7.242. 1(x) =(1-x)* ,a) x-*+0, b) x-*-0.
Quyidagi tasdiglardan qaysilari x-* +@ da to'g'ri ckanligini

ko'rsating:
7.243. 20x"+xsinx=0(x").  7.244. x*=O(20x"+xsin X).
7.245. e*+x* =0(e*). 7.246.8*=0(e"+"b-

7.247. VXM +3x+1-|x | =o0(i).
7.248. i = 0(VX"3x +i-|x]).

nrctgx
7.249. T\ =0 7)- 7.250. =

7.251. 7.252. Inx =o(x*), £>0.

7.253. (X+D)? =o(x*), X-.+». 7.254. p =o0[-J. X-*+
7.255. shx=0(e*), x-*+«. 7.256. x"=0(e*), X-*+<

7.257. (xA-])"'=0(x), X-+oo.



7.258.
7.259.

7.260.
7.262.
7.254.

7.266.

7.267.
7.269.

7.271.

7.273.

7.274.

7.276.

7.278.
<l

7.279.
7.281.

7.282.

7.283.

7.284.

7.285.
7.286.

X+ 0(x") =0 (x) ckanligini isbotlang.

{00 =0(x*) = o(x™) ckanligini isbotlang.
0{f)0{") = Cfip\n)

0{f + 1= 0(\ip\ + \t).
on(h)) =o(/).

0(0(/)) =o(N1-

Xx-*0 + 0 da quyidagi tcngliklarni isbotlang:

6
4XN-XN =0(xN). 7.268. xsin”™ =0(xS).

1.261..0{<p)ofy.) = ofpp)
7.263. cos{0(x~“)}=0(). *
7.265. 0(0(/)) =0(/).

xsmi=0(Ix]). 7.270. Inx =0|™j, e>0.

cosxsh”™ x = o(x). 7.272. tg™xsin-~ = o(x).

>/xl|Ix-IKx-2p % ° LU -

/=Um/(x) va L=Ilim/(x) ni toping.
xO

[(x) =~ *n 7.275. /(x) =sin'i +Marctg-.

/(x) =(3-x")cosi. * 7.277. /(x) ="arcctgi.

/(x)'= ‘]Jx'\ +i 1X.

/=1lim/(x) va L=Ilim/(x) ni toping.

/(x) = cosx. 7.280. /(x) = (x"+2)cos“ x.

/(x) =" cosh X+ arctg X;

fix) = + X+1 - MNaxM - X+ 1)(1+ c0os2x);
»

f(x) = (Lu-sin® *

Quyidagi funksiyalarning gaysi biri chcksiz kichik?

X-rx 4 x
[(X) = V& +7 —2%," a) x-*+00, b) X-* —&

[(X)=*.«i" a™X'-v+00 b)x-*-«>.



7.287. (X)) =sinIn(x* +1)- 8inIn(x*-1) grm-oo0

30\ OF2AR g

7.288 In(X +X+1)

Quyidagi funksiyalarning qaysi birlari cheksiz katta?
1

7.289. /(x) = xN-Bx+9x  2:T7;3" ‘w3,

7.290. /(x) = x{yl4x"+7--2x); a) x-*+00, b) %>

7201 I(x)=  "E x.xq

ljl-coslx

7.292. /(x) = sh2x-ch2x; a) X-»+@®, b) x-*-o00.

7.293. /(x)=(g”™)'; aX-+@ b) X --@

7.294¢ [(x) = (I-x)""*"; a)x-*+0, b) x-*-0.

*t3
7.205. [(X)=4*2; a) x-*2+0, b) xV2-0.
7.206. /(x)=e  a) x-*+0, b) x-»-0.

a va ™ laming ganday qiymatlarida /(x) funksiya chcksiz
kichik bo'ladi?

7.297. =
7098 [(X)= VA& +X+1-CX-/3; @) X-*+», b) x-*-eo.

7.209. [(X) =xMarctgx® - ax*- 3 @) x-*+w, b) x-*-<

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va masalalarning

javoblari
7.1. = 7.2 <5 A4 -2 = 0,00025 7.3. <5 =
=min(fl;0,0177). 7.4. d= MNavjud cmas.
7.7 <5Sy-arcsinO ,92 = 0,14 . 7.8 d<2->1/3. 7.9. "13

710.isi.j.ii. (-eioMo;
7.13. (taS;0)u(0;InS). 7.14. (S;2)u(2;~). 715. (G



10-100)U(10100; 7 16"
2 9 3

7,17, 0. 7.18. 0. 7.19. 0. 7.50. I) s
4) 0. 5) mavjud cmas, chunki maxrajning limiti nol-

gateng. 6)0.7) -y 8) 7.51. 1) 25. 2) mavjud cmas, chunki

maxraj nolga aylanadi. 3) 25. 4) mavjud cmas, maxrajning limiu
nolga aylanadi. 5) 27. 7.52. 2. 7.53. -5. 7.54. 25. 7.55. Mav-jud

cmas. 7.56. 7.57. 0. 7.58. -3. 7.59. 27. 7.60. 0. 7.61.

7.62. Mavjud cmas. 7.63. - 1. 7.64. . 7.65. 5. 7.66. Mavjud

cmas. 7.67. 3. 7.68. - ¥*. 7.69. Mavjud cmas. 7.70. 1) 3, 2) Mavjud
cmas. 7.71. Mavjud cmas. 7.72. Mavjud cmas. 7.73. 4. 7.74.

7.75. 4; »=4x-4. 7.76. -4; 3=-4x. 7.77. = +
7.78./(1- 00=0,/(1+0)=+007.79./(0-0)=- O /(0 +0)=+«.
7.80/(1-0)=-2, /(1+0)=2.7.81./(0-0) =-V2, /(0 +0)=>2

7.82. /(1-0)=j ,/(1+0)=-~. 7.83. Mavjud cmas. 7.84. /(0-
-0)=1./(0+0)=0.7.85. /(-00) =0, /(+®)=1.7.86. /(1-0) =4,
/(1+0)=1. 7.87. /(0-0)=2, /(0+0)=-3. 7.88. /(l-0) =2,

/(1+0)=5. 7.89. /(0-0)=-1 /(0+0)=I. 7.90. /(y-0) =1
[(f+ 0)=-1. 7.91. a) 0 b) 1. 7.92. a) 0, b) 1 7.93. a) 1O,
b) 109. 7.94. a) 1, b) 0. 7.95. a) 2, b) 3. 7.96. a) 1, b) «e
797. & b)-i. 7.98. - 1.7.99. a)+@m b) - 00. 7.100. a)

b) 0, 7.101. 1.7.102. 10. 7.103. | .7.104. 0. 7.105. A .7.106. -0,5.
7.107. 5. 7.108.

7.113.

7.109. 3.7.110. 2,5. 7.111. 1,25. 7.112. 35

-y 7114, -3. 7.115. 1. 7.116. -2. 7.117. 2. 7.118. -0,
7.119. -2,5. 7.120. -2. 7.121. 0. 7.122. -«

. 7.123. 0. 7.124.
7.125. - @M 7.126. 3.7.127. ~ .7.128. - 3.7.129. +7.130. 3
7.132. 14. 7.133. 7.134. 7.135. -J"

7.136. 24. 7.137. ,7.138. ~ . 7.139. 2. 7.140. 18. 7.141. 3,125

K
7442, 3. 7.143. 10. 7.144. - 3. 7.145. 3. 7.146. } 7147, C



7.148. 16. 7.149. y 7.150. 0,9. 7.151. f. 7.152. 0. 7:i53. 3.

7.154. 7.155. 7.156. eY 7.157. J. 7.158. e 7.159,
7.160. eY 7.161. +“ . 7.162. +«. 7.163, 0. 7.164, 0. 7.16S. 0.

7.166. 0. 7.167. +“ .7.168. +“ .7.169. e~i. 7.170. 20. 7.171.
7.172.4.7.173. 3 .7.174. |. 7.175. cosa. 7.176. cosflsino = sm2fl.

7177. r 7.178. -6. 7.179. 7.180. |. 7.181. 7.182. f
7.183. 0. 7.184. 7.185. In5. 7.186. 2. 7.187. Inl25. 7.188. |.

1 i _
7189104, 7.190. 4 791 7102 e'. 7195 -« 7.194. -4.

7.195. Inl6. 7.196. In2. 7.197. avIna. 7.198. V. 7.199. 1
7.200. 0. 7.201. e 7.202. e. 7.203. Y 7.204. 1. 7.205. 7.206. 1

«

L
7.207. e-K 7.208. eK 7.209. e~\ 7.210. e~" . 7.211. 1. 7.212. e~\
7.213. (|)\ 7.214. 7.215.  7.216. 7.217.
7.218. Inx. 7.219. . 71.220. . 7.221. a) 0. b)

7.222. -In2. 7.223. | . 7.224. 3.7.226. j. 7.227. 5050. 7.228. 1

7.229. 7.230. 1. 7.231. j. 7.232. Ha. 7.233. a) ha; b) yo‘q.
7.234. a) ha; b) ha. 7.235. Ha. 7.236. Ha. 7.237. Yo‘q. 7.238. Ha.
7.239. Ha. 7.240. b) chcksiz katta. 7.241. b) cheksiz katta.
7.242. b) chcksiz katta. 7.274. /=7; "= 7.275. /=-1; L=2
7.276. /= -3; £=3.7.277. [=0; /| =+« 7278. [=3! L=+».
7.279. /= -1;i =i 7.280. "=0; [/ =+"« 7281 |=
7.282. /= -1; jr_| 7.283. /=2; | =e- 7.284. Chcksiz kichik.
7.285. a) chcksiz kichik; b) chcksiz kichik cmas. 7.286. a)
chcksiz kichik; b) cheksiz kichik cmas. 7.287. Chcksiz kichik
7.288. cheksiz kichik cmas. 7.289. Chcksiz katta. 7.290.
Chcksiz katta cmas; b) chcksiz katta. 7.291. Chcksiz kat-
emas. 7.292. a) cheksiz katta cmas; b) chcksiz katta. 7.293.



a) chcksiz katta emas; b) cheksiz katta.-7.294. a) cheksiz’kat,
ta cmas. b) chcksiz katta. 7.295. a) chcksiz katta; b) chcksiz kat'

ta cmas. 7.296. a) chcksiz katta; b) cheksiz katta cmas. 7.297.
a=h f3=-3. 7.298. a) a=2,

a) a= N=-1

b) a=-2, B=-i. 7,000
b) a=f. ~A=-1.



8-8. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

8.1. Uziuksiz funksiyaning ta’rinari./(*) funksiya X{XcR)
to'plamda aniglangan bo lib, a X to'plamning limit nuqtasi va oG
bo'lsin

8.1-ta rif. Agar x -*a daf(x) funksiyaning limiti mavjud va u
/(fl) ga teng, ya’ni

(8.1

bo‘lsa, f{x) funksiya a nuqtada uziuksiz dcyiladi.

fl=limx ekanligini c'tiborga olgan holda (8.1) tenglikni quyi-
dagicha ham yozish mumkin: limf{x) =/(limx).

Demak, funksiya a nugtada uziuksiz bo'lsa, «lim* bclgisi bilan
funksiyaning xarakteristikasi «/*ning o'rnini almashtirish mumkin.

8.2- ta’rlf (Geyne). Agar X to'plamning elementlaridan tuzilgan
va a ga intiluvchi har ganday {xj kctma-kctlik olinganda ham funk-
siyaning unga mos giymatlaridan tuzilgan {/(x")} kctma-kctlik ham-
ma vaqgt/(a) ga intilsa, /(x) funksiya a nuqgtada uziuksiz deyiladi.

8.3- ta’rif (Koshi). Agar istalgan e>0 son uchun shunday 6 =d(e,
a) >0 son topilsaki, funksiya argumenti x ning |x - o| < $tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya a nugtada uziuksiz dcyiladi.

8.4- ta’rif. Agar istalgan e>0 son uchun shunday 3>0 son
topilsaki, funksiya argumenti x ning barcha xG C\(s) giymatlarida
/(x) funksiyaning mos giymatlari/(x)GC((/(fly)) bo'lsa,/(x) funksiya

1 nugtada uziuksiz deyiladi (8.1-chizma).
Matcmatik bclgiiardan foydalanib, 8.2-, 8.3-, 8.4-ta riflarni, mos

ravishda, quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:
V. }limx,=a-eto /(xj =/(").

Ve>0 35>0: vxx-a|<d-*|/("")-I(") Ik
. VoO 33>0: ‘'ixeUi(a)-* f{x)eU,(,f{a)).



Bunda, x-a ayirmaga argument orttirmasi, f{x) ~f{a) ayi
csa, funksiyaning a nugtadagi orttirmasi deyiladi. Ular mo?
da Ox va Oy yoki AO/(6) kabi bclgilanadi:

Ax=x-a, Ay=Af{a) =f{x)-f{a).

Argument va funksiya orttirmasini quyidagi ko'rinishda ham
yozish mumkin:

x =a+Ax, Af{a)="f{a +Ax)-f{a). (8.2

Agar/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, (8.1) va (8.2)
munosabatlardan Um A1/ = 0 kclib chigadi. Bu csa funksiya uzluk-
sizligini quyidagicha ta’riflash ham mumkinligini ko'rsatadi.

8.5-ta’rif. Agar argumentning a nugtadagi orttirmasi [x nolga
intilganda f{x) funksiyaning unga mos orttirmasi [/ ham nolga
intilsa, ya’ni btA/" =0 bo'lsa, /(x) funksiya a nugtada uzluksiz
deyiladi (8.2-chizma).

y 0
f(arbxy rn
fla> :
/ Ffr @ J. i
1 r f(x) iAXi r
o) 0 i+ N
S J-chiima. 8.2-chiima.
8.1-eslatma. J1'to'plamda/(x) funksiya aniglangan
to'plamning limit nuqtasi bo'Imasa, ya’ni Hm f{x) A
bo'Imasa, /(x) funksiyaning a nuqgtada uziuksizligi hagida gap’
ning(ma’nosi Yo'q. . . v A&X &N
CR to’plamda /(x) funksiya aniglangan bo no, o

to'plamning o'ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin.
8.6.taTll. Agar x Z +10 0)d»/ «
(chap) limili mavjud va u /(o) ga teng, yau

o'ns
funb.yamng o ng



= + N« +0)=/(n)
= N«-0) =1/(n))

bo IsS) fix") funksiya a nugtada o ngdan (chapdan) uzluksiz
deyiladi.

8.7- ta rif (Geyne). Agar X to'plamning elementlari (nugtalari)
dan tuzilgan va har bir hadi x,,>a (X, <a) (n=12,..) bo'lib,

a ga intiluvchi har ganday {¢'} olinganda ham, unga mos kelgan
{fix)} ketma-ketlik harama vaqt/(a) giymatga intilsa, /(x) funk-
siya a nuqtada o'ng (chap)dan uzluksiz deyiladi.

8.8- ta’rif (Koshi). Agar Ve>0 son oiinganda ham, shunday
d>0 son topilib, argument x ning a<x<a+d (a-d<x<a)
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi giymatiarida |/(x)-/(0)|<£
tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya a nuqtada ofng (chap) dan
uzluksiz deyiladi,

Ma’iumki, funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflari o'zaro
ckvivalent bo'igani singari, funksiyaning nugtadagi uzluksizligining
Geyne va Koshi ta’riflari ham o'zaro ekvivalent bo'ladi.

8.9- ta’rif. Agarfix) funksiya XiXCR) to'plamning har bir nugta-
sida uzluksiz bo'lsa, fix) funksiya X toplamda uzluksiz deyiladi.

8.10- la’rif. Agar fix) funksiya (a; b) oraligda uzluksiz boiib,
X=a nugtada o'ngdan, x =i nugtada esa chapdan uzluksiz bo'lsa,
fix) funksiya [g;  kesmada uzluksiz deyiiadi.

8.1- teorema./(x) funksiyaning a nugtada uzluksiz bo'lishi uchun
/(g +0)=10n-0) tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

8.1- misol. Ushbu funksiyaning berilgan a nuqgtada uzluksiz ekan-
liginl isbotlang:

)N&) = (x'-5)\ a=2;. 2)IW =7> ~N=

X COS .J;, X O”a -0

Ifix) = x=a a>0; 4fix)= 0 X0

5) fix) =x\  x = a.

Yechilishi. 1) birinchidan, x-2 da /(x) = (X" - funksiya-
ning limiti, chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ustidagi arifmctik
amallarga asosan (I—I formulalarga g.), mavjud, yam



ikkinchidan, bu funksiyaning x = 2 nuqgtadagi giymati ham

tcng lg
Dcmak, bcrHgan/(x) = (x~-5)~ funksiya, S.lI-ta’rifpa nc.
fl= 2 nuqtada uzluksizdir: . N N°san

M /(x)y=M((x"-5)5=/(2)=-1.
1) X-*a (a?iO) da (Ill) formuladan foydalanib,
xox =4 =]

ckanligini topamiz, ya’ni 3~ ~ ~ | f("x) =~ funksiyaning x=0

dagi giymati ham, f(a) =-* bo'lgani uchun, 8.1-ta’rifga asosan
/(") =~ funksiya x=a da uzluksiz.
, funksiyaning x = a>0 nuqtada uzluksizligini Koshi
boMsin S-3-ta’rif bo'yicha ko'rsatamiz; Ve>0 son bcrilgan
a) bcrUgan o 0 son bo‘yicha <=s6(e)> 0 ni topamiz. Buning

KrbIl™ “ >fol. Ix - alifodalar orasidagi bog'lanishni topish
innc 1 ifoda shaklini quyidagicha o'zgartiramiz:

17878 = A

Vx+v.a
uchun iTx- 7a| < -"« I X1 tengsizliklar o'rinli bo*-

P~ak, iTx—7fl| ifoda bcrilgan ¢ dan kichik bo'lishi- uchun
0-Eyla deb olish yctarli.

b) Endi topUgan 6 ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. \x j- a\< edo

bo-Isin. Bundan e > bl . > q boMganda -f > 7=~
lifiini c'tiborga olsak.



ga cga bo*lanuz.
Dcmak, \x —a\< Naee tengsizlikni ganoatlantiruvchi bar-
cha X lar uchun' | 7x - 7a |< e tengsizlik o'rinli bo‘lar ckan.
Shunday qilib, 8.3-ta’rifga asosan, /(x) =7x ftmsiyax=a>0
nugtada uzluksiz ckan.

Endi, 7x funksiyaning a=0 nuqgtada o‘ngdan uzluksizligini
ko'rsatamiz.

|[7x —7o|<e tengsizlik Osx<c” tengsiziikka tcng kuch-
li. Bunda deb olsak, 0<x<(5 ni ganoatlantiruvchi barcha

X ning giymatlarida 7x <e tengsizlik bajariladi. Shunday qilib,
ANim~7x =0 bo'lgani uchun 7x funksiya a=0 nuqtada o'ngdan

uzluksiz ckan.

4) f{x) funksiya VxGi? uchun aniglangan. Vc>0 son berilgan
bo'lsin.

a) berilgan £>0 son bo'yicha d=6(e) >0 sonni shunday izlashi-
miz kerakki, natijada |x|<d tcngsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

Xlar uchun
I/(A-)-/(0)]=ljccos?|<c (8.3)

tengsizlik bajarilishi kerak. Buning uchun biz, awalo

Ixcosjl, [x|

ifodalar orasidagi bog'lanishni topamiz: |.vcos-| " 1x 1 chunki

X 0, VxGi? uchun lcos7I1” fe
Dcmak, |x|< d ni ganoatlantiruvchi barcha x lar uchun (8.3)

tengsizlikning bajarilishi uchun 6 =. deb olish yctarli bo ladi.
b) endi tanlangan d ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. |x|<e

botsim. Bundan Vxfei{xt2Q) uehuis f2 |[cos”|, /|0|=0 ckan-
ligini c’tiborga olganholda, e >1 x |«! s| x| +|cos-|, [XCOSyx- 0,<e



tengsizlik o'rjpli ekanligiga ishonch hosil gilaniiz. ’Shunda\g,qu‘h_l
f|x) =xcos- funksiya x=0 da uzluksiz.

5)fix) =x* funksiyaning VaSi~da uzluksizligini 8.5-ta’rifd
foydalanib isbotlaymiz. Va Gi? va VAx lar uchun;

Af={a+Aq)* -a* =4a’[x +6aN(X)" +4a(Ox)’ + ()"

(1-11) formulalarni c’tiborga olgan holda,
A/="(4a’Ox+6a’ (Ox)" +4a(lx)” + (Ox)") = O.

ckanlig” topamiz. Demak, 8.5-ta’rifga asosan, f(x) =x* funksiya
bar bir aGR nugtada uzluksiz.

8.2- misol. Ushbu/(x) = x* 2)(x) funksiyaning x = 0 nuqgtada uzlt
siz ckanligini ko'rsating. Bu yerda, D{x) — Dirixle funksiyasi.

Yechilishi. Ixtiyoriy nolga intiluvchi £} kctma-kctlik olamiz. U
holda unga mos {/(xj) ketma-ketlik ko'rinishga
cga bo'ladi.

Ma'lumki, Dirixle funksiyasi chegaralangan. {xj ketma-ketlik esa
cheksiz kichik bo'lgani uchun {/(x")} ketma-ketlik ham cheksiz ki-
chik bo'ladi. Demak, n-*oo da /(x,,) = x’i)(X,,)-*0 bo'ladi. Bu esa
garalayotgan funksiyaning, 8.2-ta’rifga asosan a=0 nuqtada uzluk-
siz ekanligini bildiradi.

8.3- misol. Ushbu/(x) = yJx+6 funksiyaning a = 3 nugtada uzl
siz ckanligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiya o= 3 nuqtada aniglangan. a) Ve>0

son olib, bu B songa ko‘ra, 1i> 0 sonni d= 3e bo’lsin deb qaralsa,
u holda, jx—3|<5 boMganda

/W -/(3)I=]7m-3|=-AL<IEr<A =¢

bo'ladi.
b) cndi lopilgan 6 ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. | x —3|< 6= 36
bo’lsin. Bundan r - Vhyt6- 3 fx16+3| 4, demak,

~AP b= 3e tengsizlikni ganoatlantiruvchi x ning giymatlarida
1  +6- 31< 3 tengsizlik bajariladi.
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Bu esa 8.3-ta rifga asosan, garalayotgan funksiyaning o= 3 nugta-
da uzluksiz ekanligini bildiradi.

8.4-misol. 1) fix) =sinx; 2)/(x) =a* {a>1 funksiyalar-
ning VfISA nuqtada uzluksiz bo'lishini ko'rsating.

Yechilishi. 1) VcG/? nuqtani olib, unga Ox=x-g orttirma
beramiz. Natijada/(x) = sinx funksiya ham ushbu b= sin(a + [x) -
-sina orttirmaga ega bo'ladi. |cos/|<I, |sint|s|/| tengsizliklarni
c'tiborga olgan xolda

103 =2/(fl + Ax) - f{a) 1=bsin” cos™i*Ml <2%! = |AX

munosabatga ega bo'lamiz. Bundan esa Ax-»0 da Oyr"O bo'lishi
kelib chigadi. Demak, /(x) =sinx funksiya, 8.5-talrifga asosan,
VaG nuqgtada uzluksizdir.

'2) ma’lumki, lim~ =1, umumiy holda toa*=1. Demak,
/(x) = a* funksiya x =0 da uzluksiz, chunki /(0) =a®=1. En-
di /(x) = a* funksiyaning VX|,Gi? nuqgtada uzluksiz ekanligi-
ni ko'rsatamiz. x* nuqtaga ixtiyoriy AX™O orttirma beramiz,
Xq+Ox G1l.

Ol = (ar -1).= & ' Axe

lbn -—= Ina ekanligini c’tiborga olgan holda, keying! tenglikdan
ﬂr{bﬂ,/ =0 bo'lishi kelib chigadi. Demak, /(x) =a" funksiya 7? da
uzluksiz.
8.5-misol. Ushbu
Ia. A-_ ralsional son bo'lganda,
I(-")=1_ _in-atsional son bo'lganda,

funksiyani ixtiyoriy x = a nuqtada uzluksizlikka tekslunng.

Yechilishi. Ma’lumki, /(x) funksiya a
musbat, ham nianfiy qumatlar gabul giladh gar
bo'ladi, ya’ni lim /(x)=/(p =0 Demak. 8.4-ta rtrga

asosan,/(x) funksiya x=0 riiiqtada uzluksiz o0 a i.



Agar i"Obo‘lsa, o)*0. x — ratsional son bo'lganda I)g_qél-(-”-:-o
X — irratsional son bo'lganda csa, =-0 bo‘ladi. Bu ycrdar’1

/(x) funksiyaning x=a nuqtada uzluksiz bo'Imasligi kclib chigadi
(8.3-chizma).

uy
7
8.3-chizma.
8.6-misol. Ushbu
— bo'lganda,
Iw = 1+ 8»

0, jc=0 bo'lganda

funksiyani x=0 nuqtada o'ngdan va chapdan uzluksizlikka tck-
shiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning x-+0 da o*ng va chap limit-
larini topamiz;

M.-N»)=%5;.;7=» =10+0) =/(0).

Dcmak, 8.6-ia’rifga ko'ra, bcrilgan funksiya jc= 0 nuqtada
o0 ngdan uzluksiz bo'lib, chapdan uzluksiz cmas.
8.7-inisol. Ushbu



UK -

T = -T« — e
1 X= 0; 2) IW =cos-;
Xxsm -, x?t0,

3)T = 4)/()(): y2\ X<O,
(0] x=0 2a+x, xsO;

B) /W = (xA+1)/(x +1)

funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. 1) 'ia&R (a?"0) olaylik. /W =-" funksiyaning
a nuqtada uzluksizligini 8.1-ta’rifga ko'ra ko'rsatamiz. 8.4-misolni
hisobga olgan holda, (IV) formulaga asosan,

Dcmak, berilgan funksiya VaGi? (0 0) da uzluksiz ckan. Endi
a=0bo'Jsin, Funksiyaning bcrilishiaa ko'ra, /(0) =1 lim =1
Shunday qilib, /(x) =" funksiya 0=0 nugtada ham uzluksiz
bo'lar ckan.

2) fix) = cos” funksiya R ning x =0 dan tashgari barcha nugta-
larida aniglangan va uzluksiz. x = 0 nuqgtada uzluksizlikka tckshirish
uchun

<=ik ("=n"2..)

kctma-kctliklarni olamiz. Ravshanki,
Iri.[nxu: limx' =0, lim/(x,,)=Ibncos2nn=1
il A IH»

A (x,,) = limcos(2+1) A =0

Aemak, f(x) =cosj funksiya x=0 nugtada o'ng limitga cga
O:)) funksiyaning jiiftligitii e’tiborga olganda, u x=0 nugtada
227



chap limitga ham cga bo‘Imaydi. Shuning uchun, berilgan funks}
ya x=0 nugtada uzluksiz bo'jmayd”.

3) limxsin- =0, chunki xsin- <Ix| Shartga ko‘ra, x=0
/(0) =0 bo'lgani uchun 8.1-ta’rifga asosan, /(x) = xsin(i] funk,
siya R da uzluksiz.

4) Um3-2*=3, /(0-0) =3 ligg2a+x)=2a, /(0 +0)=2a

Agar a=j bo'lsa, berilgan funksiya x=0 nuqtada uzluksiz
bo'ladi.

5) fAriksiyaning x=—1 nuqtadagi chap va o‘ng li-
mitlarini topamiz;

%i_rp_d.(x) = lim v ZXHII]O(X"- X+1) =3,

)= _J,im (x"N-x +1)=3.

Demak, berilgan funksiyaning x = — nuqtadagi chap va o'ng
limitlari mavjud va ular bir-biriga teng, lekin fiinksiya x= —1 nuqtada
aniglanmagan, shuning uchun u bu nugtada uzluksiz bo'Imaydi.

8.2. Funksiya uzilish nugtalarining turlari./(x) funksiya X(XCR)
to'plamda aniglangan bo'lib, a nuqgta X to‘plamning limit nuqgta-
si bo'lsin, aex.

8.9-ta’rif. Agar x-"a da /(x) funksiyaning;

D
8.4-chiima.
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8.5-chizma.

1) limiti mavjud va chekli bo'lib, lim f{x) =b7tf{a)\

=00 (lim/(.v) = to00);

3) limiti mavjud bo”fmasa, f{x) funksiya a nugtada uzilishga cga
deyiladi.

Funksiyaning berilgan nugtada uzilishga cga bo'lish hollarini
alohida qarab o'tamiz:

I~hot. Agar/(x) funksiyaning a nugtadagi o'ng /(a +0) =
~x"o [(A-0)=lin™ /(x) limitlari mavjud bo'lib,
Na+0)=/(o_0);in/(n) munosabat o'rinli bo'lsa,/(x) funksiya a
nugtada yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzilishga cga dcyiladi (8.4-a,
®chizmalar).

,  2-fiol. Agar x-*a da/(x) funksiyaning o'ng va chap limitlari mav-

A chekli bo'lib, ular bir-biriga teng bo'lraasa (/(s - 0) */(a +0)),

/W funksiya a nugtada birinchi tur uzilishga cga dcyiladi (8.5-a,
> ¢ chizmalar).

Ushbu |/(a +0)-/(a-0)| ayirmaga/(x) funksiyaning a nugta-

sakrashi dcyiladi va u 0)=|4/(s)| kabi bclgUanadi.



J-Nol. Agar x-*a da [ix) funksiyaning: ¢

1) limiti cheksiz (funksiyaning o‘ng va chap limitlari cheksiz)
bo‘lsa;

2) o‘ng va chap limitlaridan hcch bo'lxnaganda bittasi mavjud
bo'lmasa;

3) o‘ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o‘ng va chap U
mitlari turli ishorali cheksizdan iborat bo'lsa, /(x) funksiya a nugta-
da ikkinchi iur uzHishga ega deyiladi (8.6-c, b, d, e, / chizmalar).

Agar chap/(a - 0) yoki o‘ng/(a + 0) limitlardan hech bo'Imaganda

biri @ ga teng bo'lsa, x=a nuqta cheksiz uzHish nuqtasi deyiladi
(8.6-chizma).

8.6-chizma.

8.8-misol. Ushbu

X*, X9"0 boMganda,
2, x=0 bo'lganda

funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki, bcrilgan funksiyaning x=0 nuqtada-
gi chap limiti =0=/(0- 0) va o‘ng limiti AT "NX)=
A =0=/[0 +0) mavjud bo‘lib, Ickin /(0 - 0)=/(0 + 0)”*2=/(0)



teng cmas. Dcmak, bu funksiya x = 0 nugtada yo'qotilishi mumkin
bo'lgan uzilishga ega (8.7-chizma).

8.9-misol. /(x) = [X] funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. x=n(nGZ) nugtada bcrilgan funksiyaning xos giy-
matini va o‘ng hamda chap limitlarini topamiz:

/(«) =N =, !.Jirg/(n-) =n=/(n +0), !.JJ_I;I/(X) =n-1=/(n-0).

Demak, bcrilgan funksiya x=n nuqtada birinchi tur uzilishga
ega bo'ladi (8.8-chizma).
8.10*misol. Ushbu

y (2™ +5), - c0< X< 1 ho'lganda,

5- 4-v, 1< X< 3 bho'lganda,
X-5,3<X<® bho'lganda.

funksiyani uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya (-oo; o0) da anigiangan va (-oo; 1),
(1; 3), (3; oo) larda uzluksiz bo'lib, u fagat x= 1 va x=3 nuqta-
larda uzilishga ega bo'lishi mumkin. Bcrilgan funksiyaning x = 1|
nugtadagi bir toraonli limitlarini hisoblaymiz:

/(1-0)= 1 (+5)=1/(1+0)= Um (5-4x) = 1

Ma’lumki, x= 1 nugtada bcrilgan funksiyaning giymati birinchi
analitik ifoda bilan aniglanadi:



N1)="(2-P+5) = 1.

Dcmak,/(1-0)=/(1 +0) =/(!)= 1bo'lgani uchun, 8.1-teoremaga
asosan, berilgan funksiya x = 1 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Endi fix) funksiyaning x=3 nuqtada chap va o‘ng limitlarini
hisoblaymiz;

/(3-0)= lim (5-4x)=-7,/(3 +0)= lim (x-5) =-2.

Bu ycrdan /(3-0);t/(3 + 0) =/(3).
Dcmak, /(x) funksiya x=3 nuqtada I-tur uzilishga cga bo'lib,
uning x=3 nuqtadagi sakrash kattaligi

w=1/(3+0)-/(3-0)1=1-2 +71=5

bo'ladi,
8.11-raisol. Ushbu

fix) = arctg(tgx) " x e -~ + fca;y + nfc],fceZj

funksiyani x=y nuqtada uzluksizlikka tckshiring.

Yechilishi. fix) funksiyaning-x=

nugtada chap va ong A
mitlarini hisoblaymiz:

lim fix) = lim arctg(tgx) = arctg(+«) =7,
-f-o -f-o

lim /(x) = lim arctg(tgx) = arctg(-<») = - y ,

bu yerdan lim /(x) lim fix), demak limfix) mavjud cmas.
2 *x0 Lo X
Shunday qilib,,x=-y nuqta bcrilgan funksiya uchun birinchi tur
uzilish nugtasi bo'lar ckan.

8.12-mlsol. Ushbu /(x) =4"’ +2 funksiyani x,=3 va x*=4
nugtalarda uzluksizlikka tckshiring.



yechilishi. /(x) funksiyaning x, = 3 nuqtada chap va o'ng limit-
larini hisoblaymiz:

11, /00) = Jim @ +2) = @

Demak, funksiya nugtada uzilishga ega bo'lishining 3-holiga
asosan bcrilgan funksiya x, = 3 nuqtada 2-tur uzilishga ega bo'ladi.
Endi /(x) funksiyaning X =4 nuqgtada chap va o'ng limitlarini
hisoblaymiz:

XI_i*rﬂol (x)= A!iTo @ +2) =6,
1 I
lim,/(x)= HM@"™ +2)=6, [(4)=4"" +2=4+2=6.

Demak, 8.1-teorcmaga asosan;/(4-0) =/(4 +0)=/(4), ya'ni
berilgan /(x) funksiya Xj=4 nugtada uzluksiz bo'ladi.

8.13-misol. /(x) = cos”i funksiyani uzluksizlikka tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan/(x) funksiya x=0 nuqgtada aniglanmagan,
shuning uchun x=0 nugtaning atrofidan nolga inUluvchi ixtiyoriy

ikkita ketma-ketlik olamiz:

x*=-L (MEJIV). < = pai9p (NEN).

Bu kctma-kctliklarning har biri n*oo da x' -0, x'-*0. Funk-
siyaning bu ketma-ketliklarga mos kelgan giymatlari kctma-kctliklari
«*00 da har xil limitlarga intiladi, ya’ni

-y =
hmcos?3~ =1, IncoshA =0

Demak, 8.2-ta’rifga asosan, /(-v) =cos'y funksiyaning x-0 da
limiti mavjud emas. Shuning uchun, bcrilgpn funksiya x -0 nuqta-
da 2-tur uzilishga cga bo'ladi.



cos X X< 0 bo‘lganda,

IW =5 (x-I)*» x>0 bolganda.

funksiya Xog= 0 nugtada uzluksiz bo'ladi?

Yechilishi. Bcrilgan funksiya Xg= 0 nuqtada uzluksiz bo'lishi
uchun, quyidagi lim /(x)= lim /(x) =/(0) tcnglik bajarilishi

kcrak. Buni tckshirish uchun funksiyaning chap va o‘ng limitlar-
ni hisoblaymiz:

)!_l@o/(x): Xl_i%cosx =1,
)!ﬂbfix) :X'_‘)mﬂ(x-l)’\ =a /(0)=1

Demak, o= 1bo'lganda bcrilgan funksiya Xg=0 nuqtada uzluk-
siz bo'lar ckan, a”| giymatlarda funksiya uzilishga ega.

8.15-misol. a b ning ganday giymatlarida bcrilgan funksiya
uzluksiz bo'lishini MAPLE tizimidan foydalanib ko'rsating:

(x-1)"x<o;
m = flx+5 -x<0 va x<lI,
yfx, 1<x

Yechilishi.
>/, =x- >piccewisc (x< =0, (x- 1)"2, x>0and X< 1,
x> =1, sqrt(x));

| :=x->p;eceH'«e(x<0,(x-1)"0<x and x<I, ax+b, 1"x.Vx)
>sl: = limit(/(jr), x=0, Ieft)—limit(/(x) x=0, right);
=i=
>s2.-limil(/(x), x= 1, Ieft)—llmlt(/(x) x= 1, fight);

=a+ b=\
>solve({rl, s21, {a, b});

ploi(/(x), X— 1...2, thickness = 2, color = black);



8.16-misol. /(x) = #38j- funksiyaning Xj= 1 nuqtadagi giymati-
ni shunday tanlash kerakki, natijada bcrilgan funksiya uzluksiz
bo'lsin.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning 1+ 0 da limitlarini hisob-
laymiz:

lim /(x)= lim*-A= lim(x+1)-2
x-1tO X-1£0 x-1 i-.1£0

Agar 11) = 2 deb olsak, x=1 da funksiya uzluksiz bo'ladi,
ya'ni

~ . x 1bo'lganda,
Z(x)="
2, x =1 bo'lganda.



-y, x<0,
*

—I1™M31
DIW = (x+1)S 0<x<2,
1-x, 2<X;
)W =~ 4 IW =1
5) =

funksiyalarning uzilish nugtalari va ularning nirlarini aniglang, funk-
siyaning birinchi tur uzHish nuqtalaridagi sakrashini toping.

Yechilishi. 1) Berilgan funksiyaning x= 0, x = 2 nuqtalardagi chap
va o‘ng limitlarini topamiz;

lim/(x)= J.i.@OYH':'l* |(r)n+ [(x) = I|m (x+1)" L
XI_Ezr_r?)/(x) =xl_i2mo(x+1)"=9, lim /(x)= Um(I x)=-1.

x-2+0 240

Dcmak, berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari x=0 va x=2

bo'lib, ular birinchi tur uzilish nugtalari bo'lib hisoblanadi, uzilish
nuqtalaridagi sakraslilari;

0/(0)=11+1=2, A/(2)=|-1-9 E=1-101= 10.

Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:

>y: = piccewise (x<0, I/(x- 1), 0< =x and x< =2, (x+ 1)"2,
x> 2, 1-x);

_ <0
"+D1 Osx and xs2
1-x, 2<X

> Limit (y, x=0, left) =limit (y, x=0, left); Limit (y, x=0,
light) =

limit (y, x=0, right);



J-. X<0 -

n-r

lip (c+)r 0<x and  xs2 =-1
1-x, 2<Xx
1 x<0
x -1’

YB (x+ly> 0-n np =1
1-x, 2<X

> LimitCv, x =2, left) = limit (y, x=2, left); Limit 0. x=2,
right) =

x=2, right),
L, x<o
] X-1 —g
m x+n~ 0<x and x<2 ~
1-x, » 2<X
N
X x<0 .
im x+)r 0<x and x<2
1-x, 2<x
2) ma’lumki,
fx+3, x+3>0.
~=-3 miqta berilgan funksiya uchun uzilish nuqgtasi bo la
= funksiyaning x=-3 nu,.a<Ingi 0-ng va chap limn-
brini topamiz:

JAcmak, x=-3 nuqta berilgan
iiugta bo'lib, funksiyaning bu nuqgta
Misoini map e tizimidan
A readlib(singular): sin2ular(abs(x+ )/
{x="3}

A/('3) =2

3), X);



> Limit(abs(x + 3)/(x+3),x=-3, lcft) = limit(abs(x + 3)/(x+3)"
x=-3, left); i

im =]

> Limit(abs(x+3)/(jc+3), x=-3, right) =limit(abs(x+3)/
(x+3), x=-3, right);

X-"3+H\x+3/

3) /I(x)= =M2x+2) uchun x =2, x = - 2 nugta-
lar ikkinchi tur uzilish nugtalari bo'ladi, chunki

o/ W = B G2k 2) =

A= g sy ) =+

Misohti MAPLE tizimidan foydalanib yechish:

> readlib(singular):singular(l/(x"2-4), Xx);

{x=-2}, {x=2}

> Limit(l/(x"2 - 4), x=-2, left) =limit(l/(x"2 - 4), x=-2,
left);

i (5 =

> Limit(l/(x"2-4), x=-2, right) =limit(l/(x"2-4), x=-2,
right);

lim =(

Ift)> Limit(I/(x"2-4), x=2, left) = limit(1/(x"2-4), x=-2,
eft);

As(?2b)=-°

_ > Limit(l/(x"2-4), x=2, right) = limit(l/(x"2 - 4), x=2,
right);

H - I .
>!'-r9+\x'-4/ -

4)  ma’lumki,

1

x-1, x-1>0,
-(x-1), x-I<0.

X -1bl



IW =2r? nuqtaiaruzUishnugta-
laribo'ladi. = Dcmak,x=0nugqta ikkinchi tur yz.

lish nugtasi bo ladi. Endi x-1 nuqgtada funksiyaning o‘ng va chap
limitlarini hisoblaymiz:

Xl'i|%/(x)=xl—imox"—r’ xl.iﬂb'J"\ =-i

lim fix) = lim =Um . =1
x-1-0 x-1-0X*-gr  x-1-Ojr(I-x)

Shunday qilib, x= 1 nuqta bcrilgan funksiya uchun birinchi
tur uzilish nuqtasi bo'lib, funksiyaning bu nuqgtadagi sakrashi

AL =2 - N
Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> readlib(singular):singular(abs(x-1)/(x"2-x"3), x);

{x=1}, {x=0}
> Limit(abs(x —I)/(x"2 - x"3)-, x=0, left) =limit(abs(x-

-D/(x"'2-x"3), x=0, left);

W (xS @

> Limit(abs(x-1)/(x"2-x"3), x=0, right) =limit(abs(x-
- D/(x"2-x"3), x=0,right);

> Limit(abs(x-1)/(x"2-x"3), x= 1, Icft) = limit(abs(x-
-ml)/(x"2-;¢"3), x=1, left);

lim () =1

> Umit(abs(x-1)/(x"2-x"3), x= 1, Tight) = limit(abs(x-
mml)/(x"2-x"3), x=1, right);

limfM U -1

» 916G = funksiya uchun x= 0va x= 1uzilish nug-

“ATi bo'lib. bundl,"ravshanki, x= 1 nuqgta
yo-gotUishi mumkin bo'lgan uzUish nugtasi bo ladi.



. (X+)M x -1~
m= xx-1)

im oy xeo X(x-1)
=R (iR r<Egth=-4

ckanligini hisobga olsak, x=0 nuqgta hagigatdan ham yo'qotilishi
mumkin bo'lgan uzilish nugtasi bo'lib, undagi funksiyaning sakraslii
[/(0)=0 bo'ladi.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> rcadlib(singular):singular(((X+1)+2 - (X -1)"2)/(a "2 - x), x);
x=I
{> L}im it(((x+1)"2-(x-1)"2)/(x"2-x), x=1, left) =
=limit(((x+1)"2-(x-1)"2)/(x"2-x), x=1, left);

Iimf(x"l)?\-(x-i)%-c
X-I- -X !

> Limit(((x + 1)"2 - (x- 1)"2)/(x"2 - x), x=1, right) =
=limit(((x+1)"2-(x-1)"2)/(x"2-x), x=1, right);

o XMX )

> Limit(((x+1)"2 - (x-1)"2)/(x"2-x), x=0, left) =
=limit(((x+1)"2-(x-1)"2)/(x"2-x), x=0, left);

)|(l_JS}(£i|M§(—h I\/S = 4

> Limit(((x+1)"2-(x-1)"2)/(x"2-x), x=0, right) =
=limit(((x+1)"2-(x-1)'2)/(x"2-x), x=0, right);

AR M 503 ") -4

8.3. Uzluksiz funksiyalarning xo”salari. Nugtada uzluksiz bo‘Igan
funksiyaning lokal xossalari. /(x) funksiya X to'plamda aniglangan
bo'lsin. X to'plamdan biror aE X nugta olib, bu nuqgtaning shu X
to plamga tcgishli bo'lgan yetarli kichik U\a) atrofini garaylik.

1. Agar/(x) funksiya a nugtada uzluksiz bo’lsa, u holda a nuqta-
ning yetarli kichik atrofida funksiya chcgaralangan bo‘ladi, ya'ni

» 36>03C>0: WGr/gfl) - l/(x)I<C.



2* Agar/(x) funksiya o nugtada uzluksiz  f(awQ bo'ka

y(,) son bUan n nuqtanlng yetarli kichik atrofida/(x) funk5|yanf|
ishorasi bir xU bo'ladi, ya’m

36>0 : VxGC/Oa) -* sign/(x) =sign Oa).

Natija. Agar /(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lib, bu nugta-
ning yetarli kichik atrofidan olingan x nugtalarda ham musbat, ham
manfiy ishorali giymatlarni gabul gilaversa, funksiyaning a nugtada-
gi giyraati nolga teng bo'ladi.

3* Agar/(x) funksiya a nugtada uzluksiz bo'lsa, a nugtaning yetarlf.'
kichik atrofidan olingan x' va X" nugtalar uchun |/(x")-/(x")|<£
tengsizlik o'rinli bo'ladi, bunda Ve>0 son.

Funksiyaning nuqta atrofidagi xususiyatlariga uning lokal xu-
susiyatlari deyiladi.

8.4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksiyalar
uchun quyidagi tasdiglar o'rinli:

8.2-teorema. Agarf(x) va g(x) funksiyalar X ¢cR to'plamda aniqgr
langan bo'lib, ularning liar biri aE X nuqtada uzluksiz, ya ni

hm/(x) =f{a), Umg(X)=g(a)

boba,f(x)xg(x).f(x)-e(x), ~  ("xBXhr uchunsw «o)tunsi-
yalar ham shu nuqtada uzluksiz- va
1M"[H{x)xg{x)] =Ha)+g{a),
lim/ (X)+g(x) = /(")

~sngliklar o'rinli bo'ladi. . ,;mnsi ko'paytmasi va
~-2-eslatma. IkKita funksiya yig'indisi, ay * yMuk-
"ishati uzluksiz bo'lishidan, bu funksiya ar
bo'lishi har doim ham kclib »lubiz, I*in

Masalan: 1) /(x) = .xcos- funksiya x -

flInksiyani hosil giluvchi



/AN =X, [j(x>=cos-

funJcsiyalardan birinchisi x—0 nuqtada uzluksiz, ikkinchisi csa, bu
nugtad™ uzilishga cga.

2) /(x) = [ + £ =x. Berilgan funksiya R da uzluksiz, Ickin bu
funksiyani hosil .Niluvchi /,(x) = [x], /M%) = §¢ ([X] - X ning butun
gismi, {¢ - x ning kasr gismi) funksiyalarning har biri x=n (neZ)
nugtada uzilishga cga.

8.18-misol. Ushbu /(x) =5x”-sin”™ x + 3* funksiyaning VaeT?
nugtada uzluksizligini ko'rsating.

Yechilishi. = g(x)=sinx, AX)=3* funksiyalar R
da uzluksiz, /(x) funksiyani /(x)=5x-x+sinx-sinx-sinx + 3*
ko'rinishda yozamiz. U holda, uzluksiz funksiyalar ustidagi arifmctik
amallarga ko‘ra, Ax) funksiyaning R da uzluksizligi kelib chigadi,
ya’ra.'lim(5x”-sin’ x + 3*) = 5a”-sin” a + 3“.

8U9-misol. Ushbu /(x) = funksiyaning \fa&R da uzluk-
siMiglni ko'rsating.

%™ Yechilishi. VXG A lar uchun 4 + X*%0. 8.2-teoremaga asosan, berilgan
funksiya VVXG J1da uzluksizdir, chunk! limx =a, lim(4+x’)=4+a’,
ya’ni nishat hosil giluvchi funksiyalarning har biri ham uzluk-
sizdir.

. - X

Demak, lim/(x) = |I_[)%4+X.

8.20-misol. Ushbu

4+

n 3x*-10x +17 > ., ™ 5cos’ x+2sin x+3
-2)IW = - 6sinx-3—

funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. \) Berilgan funksiya ikkita uzluksiz funksiyalarning
nisbati shaklida tasvirlangan bo'lib, u fagat maxraj nolga aylanadi-

gan nugialaridagina uzulishga cga' bo'lishi mumkin, Ickin bu holda
maxraj

XN+HAX +10X” +12x+9= (X" +2x +3)".



Yxuchun x’ +2x + 3= (x+1)’ +2 > O. Demak, maxraj hech gan-
nugtada nolga aylanmaydi.

° AShunday qilib, beril ﬁn_f(x) funksiya ikkita uzluksiz funksiya
Jisbati sifatida 1? da uzluksiz. n >

2) fix) funksiya maxraj nolga teng bo'lgan, ya’ni 6sinx-3=0
yoidsinx =], Xx=x,=(-1)"|+sm (n=0, %1, £2,..) nugta-
larda uzUishga ega. " n

Demak, berilgan/(x) funksiya x,,=(-1)"-+a¢ =0, £1, £2,...)
nugtalardan tashqgari R da uzluksiz.

821-misol. Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va
grafigini chizing;

Yechilishi 1) agar x =0 bo’lsa, y= 1bo'ladi, 0<x<I bojlganda
esa limx" = 0. Demak, y= 1 Agarx>1bo'lsa, uholda » x =+».
Bu holda y =0 bo’ladi. Agar x= 1bo’lsa, >=j boladi.

Shunday qilib, berUgan funksiyaning analitik ko’rimshi quyi-
dagicha bo’ladi:

L, 0<x<]
y=i. -1,
0, x>I.

Bundan, x = 1 nuqta berilgan funksiya uchun birinc
*ish nuqtasi ekanligini ko’rish qgiyin emas. Bu funksiyaning

dO-chizmada tasvirlangan. R
’ZQ agar x=0 va x=1bo’lganda, y=In2 » .
sar0<;c<l bo4ganda,y=In2, )’<jc<2 bo Iganda csa,

nin2 +1lu (1+f]) u
+ __L-i2 =1In2.
y =hm—L-—mmm-- =um »
* . ' «7 hn’leanda csa, y-mx
, I"gar x=2 da, y=1In2 bo’ladi, agar x>2
°° Jadi.



1m2, 0<x<2,
Inx, x>2

shaklda bo‘ladi. x = 2 nugtada funksiyaning o‘ng va chap limitlarini
hisoblaymiz: xI-ern+oy =1In2, XI_i,%y =In2. Demak, >2—-0)=y((2+

+0)=Yy(2)=In2 tenglik o'rinli bo'lganligi uchun, berilgan funk-
siya garalayotgan sohada uzluksiz bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi
8.11-chizmada tasvirlangan.

8.10-chizma. . 8.11-chizma.

8.~ Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y=f(,x) funksiya X
to'plamda, z=<p(y) funksiya csa yto'plamda aniglangan va E((p) £ X
bo'lsin, u holda ular yordamida z =<p(f(x)) murakkab funksiya tu-
zish mumkin bo'ladi.

8.3-teorema. y=J{x) funksiya aG X nuqtada, z= <py) funk-
siya csa a nugtaga mos kclgan y*=J{d) nuqtada uzluksiz bo'lsa,

Z=V>(/W) murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.
8.22-misol. Ushbu

Dy=sinx" {tiENy, 2)y=sin(logdx); 3 y= sin X

funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring. ,

Yeclulishi. 1) u=x" deb, y=sin u funksiyaga ega bo'lamiz.
Ma’lumki, y=sin u funksiya, Wi/ uchun uzluksiz. u=x" funksiya
esa darajali funksiya sifatida VX E /1 da uzluksiz. Demak, y =sin X'
murakkab funksiya 3-tcoremaga asosan R da uzluksiz bo'ladi.

2) ma’lumki, «=logj4x funksiya (0;00)da uzluksiz, y=sin u
funksiya esa R da uzluksiz. Demak, murakkab funksiyalarning uzluk-



wiioi hagidagi 3-tcoremaga ko'ra y = sinnno

siya'(Oi oraligda xizluksizdir, funk-
3, ,=sm. deb, bnblyaT

A2 2 27 2 daamglangan

Muzluksiz*

u~sinx funksiya esa, R da uzluksiz.
Shunday qUib, y = murakkab funksiyaxning [sinx|<

tengsiziikni ganoatlantiradigan, ya nmuUn--sx<I +nr, «c 71
giymatlarida uzluksizdir. | 4

8.23-misol. Ushbu
x-1, x>0,

2) =b* un=
X+1 x<0;

No-but2’ x-2°
I-M" - tax

3 n=1

murakkab funksiyalarning uzilish nugtalarini toping va uzilish tur-

larini aniglang,

Yechilishi. 1) n=-" funksiya x=2. nuqgtada uzilisliga ega,

A UAiu2 »funksiya csa, —3i/+2 =0 tenglikni ganoatlantiradigan
uning giymatlarida, ya’ni m= 1 va w=2 nuqtalarda uzilishga ega.

u ning bu-giymatlariga mos kelgan x ning giymatlarini 1=712»

«, tengkmalarni ycchish natua3|da topamiz. Bulardan x-J
X J1

o

Shunday qilib, berilgan murakkab funksiya x~2,
“«qtalarda uzilishga ega. Endi uzilish nugtalarining turini aniglay-
mz

ASEAN

limy =lim-j A

~°lgani uchun x =2 yo’qotilishi mumkin bo’lgan uzilish n g
lar ekan.



bo'lgani uchun. =7 ~=§ nuqgtalar 2-tur uzilish nuqtlari bo*-
2) y =u” funksiya u ning har ganday giymatida uzluksiz.
XL, X 0, . . .
b= funksiya uchun x=0 nuqta uzilish nugtasi
[x+1 «x<o
bo'lishi mumkin.
u@0+0)=-1, u@©- 0=1 n0)=-1 boMganiuchun, x=0nugta-
da u{x) funksiya o'ngdan uzluksiz, chapdan uzilishga cga. x=0
nuqta atrofida:

Ry =im = dmy =iy =L 0=y =t

Dcmak, berilgan murakkab funksiya hamma joyda, ya’ni Vx G J?
uchun uzluksizdir.-

3) M=tgx furiksiya x=y +an (=0, £1, £2, ...) nuqtalarda
uzilishga cga.

Y =172 funksiya har ganday u larda uzluksiz: lhnwu= ILmtgx =
2 2

-2.
=+ @@«y-lim H\u' =- 1. Bu ycrda, Iir,r]y= Ii"},ﬁtg"xz'l'

Dcmak, x:§+ﬂﬂ (=0, £1, £2, ...) nugtalar bcrilgan mu-

rakkab funksiya uchun yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzilish nuqta-
lari bo'ladi.

8.6. MONOTON VA TESKARI
FUNKSIYALARNING UZLUKSIZLIGI <

8.4-teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda o'suvchi (kamayuv-
chi) bo 'lib, uzilishga ega bo ‘Isa, uning uzilishifaqgat bit-inchi tur uzi-
lish bo'ladi.

Agarf(x) funksiya X oraliqda o'suvchi (kamayuvchi) bo‘lib, uning
giymatlari Koraligni tutash to'ldirsa (ya'ni funksiya har bir y~ Yy

giymatni hech bo‘'Imaganda bir marta gabul qllsa) bu funk5|ya X da
uzluksiz bo'ladi. /> J



8.5-teorema. Uzluksiz u=f(x) funksiya (a; b) da teskari x=g(y)
funksiyaga ega bo'lishi uchun uning gat'iy monoton bo'lishi zarur va
yetarlidir.

8.24-raisol. Ushbu y =sinx funksiya uchun [~3>y] kesmada
teskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. BcrUgan funksiya [-j1 f] kesmada uzluksiz va gat’iy

o’suvchi. M= sinx funksiyaning giymatlari to’plami E(siax) =[-1;
1) kesmadan iborat. 5-tcoremaga asosan, [-1; 1] kesmada uriuk-
siz va o’suvchi teskari funksiya mavjud. Uning giymatlari to planu

[-y; y] kesmadan iborat. Berilgan funksiyaga teskari funksiya
*=arcsiny ko’rinishda belgilanadi. vl kesmalarda
mos ravishda to'g’ri va teskari funksiyalarning grafiklari (8.12 hi

V?.S ada uzluksiz bo’lgan

"ossalar). [a; fi] kesmada aniglangan va . UMA,. Mos ra-

yMarni garaymiz, bunda a va b nuqtalardagi u u

"ishda, o’ngdan va chapdan uzluksizlik deb funksiya [a; b]
U. Veyershtrassnirig birinchl shu kesmada

Mmada aniglangan va uzluksiz KT \f(x)\"C (8.13-

M8aralangan bo'ladi, ya'ni 3C>0 :*x¢;b]-

n o Adfir fix)y

, 2* Veyershtrassning ikkinchi teoremas. " Miu kesmada
W» uzMs/Z iobo./(™)



0'zining aniq yugori hamda aniq quyi chegaralariga erlshadl ya’e
fa; b] kesmada shunday x, va Xj nuqtalar lopiladiki,

f{x)=sup {(@n}, /(X))= {()}

tengbok 0'hnli bo'ladi (8.14-chizma).

3 . Bolsano-Koshining birinchi teoremasL Agar f(x) funksiya f:
bj kfsmada amglangan va uziuksiz boflib, kesmaning chetki migta-
landa har xti tshorali giymatlarga ega bo1isa, shunday x. (a<xAb)

aylanadi:f(Xg)=0 (8.15-

v ikkinchi teoremasi. Agarf(x) funksiya fa;

I uziuksiz bofib, kesmaning chetki nu~ta-

knd.f(c)=A,j(b) B gi,,a,lcr gabul gilsa hamda A* B boba,

orasida &'~ ""dsida har ganday C son otinganda ham, a bilan b
oros,da shunday ¢ nu,,a lopiladiki,/(c) = C bo'ladi (8.16-chizma).

kesmada uchta

dabcrilean Ravellnfunk5|yan|n9 |%( indisishakli-

5] kesmada uzluksizdir.

siz. U holda Beve"bt funl*iya ham (1; 5] kesmada uzluk-

funksiya [!s "5l yassning birinchi teoremasiga ko'ra berilgan
«*3-es'la;, Ity: A" 'b=Samla,p,,.

uchun har d ' “Arsssnjng birinchi teoremasi (a, b) oraliq

AN . I o ‘/\2' OlpN & NANN _7 f k'_
ya (05 hd*a Sk bu orallqua cﬂegarajanmaga%r.] Iu



, i0: 1) oraligning ichki har bir mmtnc: «

wgaralangan, lekin oraligga tcgishli boVaga"n nof )
nda chcgaralanmagan. "'*“qtaning

4-eslatma. UzUishga ega bo'lgan funksiya fa- /1 Uc
J,,bir nUQtasida anigiangan, lekin bu kesmada ehegamlama”a
jdasalao,

-, 0 < X< 1boMprh,
0, x=0 bolganda.

Shunday qUib, teorcmadagi /(x) funksiyaga qo'yilgan shartlar-
ning har ikkalasi ham muhimdir.
e 8.26-misol. Ushbu /(x) =x*- 3x fimksiyaning (-V3; 73| kesmada'
eg katta va eng kichik giymatlari mavjudmi? (8.17-chizma).
Yechilishi. Ravshanki, x* va 3x funksiyalarning har biri \S \ -/T]
kesmada uziuksiz. 8.2-teoremaga asosan berilgan /(x) funksiya

ham [#1; >31 kesmada uziuksiz. U holda Vcycrshtrassning ik-
kinchi teoremasiga ko'ra berilgan funksiya (-V3; /T kesmada aniq

yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi: — sup {/(X)}=/(-1)=2
xe[-S-,Ji\

8.5-eslatma, [n; A kesmada uziuksiz bo'lraagan funksiya uchun
“syershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli cmas. Masalan,

X +2, - 2 < x <0 bho'lganda.

fix) = 0, x = 0 boMganda,
X-2, 0<x<2 bolVganda (8.18-diizma)

1y

.. 8.16-cliil'»*
AIS-chiima o



* Yechilishi. Binlgan funksiya y] *kcsmada uzluksiz va
kcsraaning'chctlarida har xil ishorali giymatlar gabul giladi:

Shartga ko'ra, -1< j " holda, Bolsano-Koshining
ikkinchi tcorcmasining shartlari bajarilayapti. Dcmak, shunday &
nuqu topiladiki, /(x*) = y bo'ladi, bunda = ~[~f! f] (8-22-

chizma)
8.29-misol. Ushbu

X7, 0<x<2 boiganda,
/ =
W j, x=0, x=2 bo‘lganda.

funksiya [0; 2] scgmcntda o'zining anig yuqori va aniq quyi
chcgarasiga crishadimi?

Yechilishi. Ravshanki, bcrilgan Ax) funksiya [0; 2] scgmcntda
chcgaralangan. Bu oraligda funksiyaning aniq yuqori chcgarasi M= 4,
aniq quyi chcgarasi m=0, Lekin, funksiya [0; 2]da o'zining aniq
yuqori va aniq quyi chcgarasiga crishmaydi, chunki [0; 2] scgmcntda
funksiyaning giymati 4 ga yoki 0 ga tcng bo'ladigan nugta mavjud
cmas (8.23-chizma),

f{x) = 2, -2s X<0 bo'lganda,
-("+2), 0sx<2 bo'lganda



funesiy™ni nolga aylantiradigan nugta mavjudmi”

r«W/W». Funksiyantag (-2, 2] segmcntning chttki ,,,,q,ala.
fidagi giymatim hisoblaymiz: nugiaja

/(-2) =6, I(2) =-6.

Berilg™n funksiya scgraentning chetki nugtalarida har xil ishorali
giymatlarni qgabul qiladi, [~2, 2] scgmcntning hcch bir nug-
tasida nolga aylanmaydi. Hagigatdan ham, Vx£[-2,21 uchun
(x42)>0 va -(x"+2)<0 bo'ladi. Chunki, bcrilgan funksiya
[-2, 2] da uzluksiz emas, x=0 nugtada uzilishga ega.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar *

81 Ushbu 1) /(x) =3x-2, 2) f{x) =" funksiyalaruchun uzluk-
sizlikning «e-6» ta’rifiga ko‘ra a= 1 nugta uchun quyidagi
jadvalni to'ldiring:

-3
e e 2 05 001 0001 00001
6
2)
e 2 05 00L 0,001 00001
6
Koshi
~Ngini ko'rsating;
*2. [{x)=x\ 8.3. /(x) =>/x.
/(X) =X 3 5" /(x) = arctg.v.
8.6. x-ratsional son bo'lganda,
=X, X~ incadioogk son balganda
N =i . 8.8. /(x)=2x-L 8.9. f(x) ="x"Q.
2Y-1
/(x) = g~+2sinx  8.U. ?2+2'

8.13.  /(X) =4xN-3x+5.

253



8.14.

8.15.

8.16.

8.17.

8.18.

Agar /(x) funksiya  nuqtada uzluksiz bo‘lsa,”]/(x)! funlc-

siyaning shu nugtada uzluksiz bo'lishini isbotlang,

fix) funksiya x* nugtada uzluksizligining gepmctrik talgini-

ni ifodalang.

Agar/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, y>(x)=/(6nr+

+c){b”0) funksiya ~ nugtada uzluksiz bo'lishini isbot-

lang.

8.Zg4-chizmada/funksiyaning grafigi berilg™n. 1) gaysi nuqgta-

larda / funksiya uzilishga cga? 2) bar bir uzilish nugtasida
m/ funlttiya chapdan uzluksizmi, o'ngdanmi yoki bar ikkala

tomondan uzilisbga cgami, sbuni aniglang. 3) agar uzluk-

siz cga bo'lsa, / funksiya gaysi quqtalarda yo'qotisbi mum-

kin bo'lgan uzilishga cga, gaysi nugtalarda birincbi tur uzi-
lishiga cga?

S.24-chiima.

8.25--chizmada/funksiyaning grafigi berilgan. Funksiyaning
uzluksizlik intcrvallarini tofiing.



8.25-chizma.

Berilgan funksiya ko'rsatilgan nUqtada uzluksizmi, yo'gmi,
shuni aniglang. Agar uzluksiz bo'lmasa, uzilishining turini

aniglang:
819. /(x)=x"-3x+1, Xg=3. 8.20. /(x)=V?+4, Xp=2.
i\
go1 nixy= X TAX<Z L,
y, x>2,

X*+9, x<2,

82 [/(X)= 7, x=2 Xo=3.
XN, X>3,
-1, x<0,

823 Ox)=0, x=0, =1
1, X>0,

N4 f(X) = x+i’~A N Xo=-
-2, X=-1,

-xS x<0, (
1-Vx, x>0,

fix) =



g.06. !(x)=x"signx funksiyaning grafigini-chizing. Agar funksi.
ya grafigi uzUishga cga bo’lsa, uzilish.nuqtalarida uzilish-
ning turini aniglang.

8.27. = 8.28./(x) = Ix-Il.
X-1, X<1,
829. /W = 0, x=1,
X>1.
1, x<-l, 1 x<0,
0<x<l,
8.30. /W = X, -1<X<l1, 8.31. /Cwm)= l<x<2.
Lox>l. X>2.
2X+9, x<-2,
m = XM, -2<xM,
8.32. - 3x-1, I<x<3,
X+6, x>3.

8.33. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi /(x) funksiya grafigini
cliizing: 1) A/) =[-3:31;2)/(-3)=/(-1)=1,/(2)=1(3) =2

3) /W funksiya x = -1 nuqtada cheksiz uzilishga va x=2
nuqgtada csa sakrash uzilishiga ega;
4) /(x> funksiya x = -1 nugtada o'ngdan, x = 2 nuqtada ¢

dan uzluksizdir.

8.34-8.35 misollarda/(x) funksiya R ning x = | nugtadan tashqari
barcha nugtalarida aniglangan va uzluksiz. Agar munikin
bo'lsa, /(1) qiymatni shunday tanlangki.natijada /(x) funk-
siya butun R da uzluksiz bo’lsin:

834. /w =~ . 835 /W =ilr].

XA X<1 _ )
8.36. Agar /(x) funksiya x = | nuqtada uzluksiz
bo'lsa, u holda A ni toping.



Ax-B, Asi
8.37. « 3 l<a<2
BxM-A, 2<X

' natijada/(x) funksiya x= 1 nugtada uzluksiz, x=2 nuqtada
csa, uzilishga ega bo'lsin.
8.38—8.39 misollarda Ax) funksiyaning x =5 nugtadagi giymatini
; . shunday aniglangki, natijada funksiya uzluksiz bo'lsin:

8.38. 839 wunnn =

8.40- -8.41 misollarda, bcrilgan funksiyaning ganday nuqtalarda
uzluksiz ekanligini aniglang.
fl, X ralsional bo'lganda.

irratsional bo'lganda.

uchun A\a B larni shunday topingki,

8.40.

2x, X butun bo'lganda,

84l ru)= X*, X qolgan hollarda.

8.42. ~ [(n +c)=/(c) shart/(x) funksiyaning ¢ nugtada uzluksiz

bo'iishi uchun zaruriy va yetarli shart ekanligini isbotlang.

8.43. /(x) va g{x) funksiyalar s nugtada uzluksiz bo'lsin. Agar

/(c) >0 bo'lsa, u holda 3d>0 mavjud bo'lib,

N(c—d,c-b(5) uchun /(x)>0 bo'lishni, b) /(x)<g(c)

bo'lsa, u holda 35>0 mavjud bo'lib, V.xG(c-5,c-f5)
.uchun/(x) <g(c) bo'lisiiini isbotlang.

8.44. Agar: a) [/(x)| uzluksiz bo'lsa,/(x) ning uzluksiz bo'Imasligining
ham mumkinligini isbotlang; b) hcch qayerda uzluksiz
bo'Imagan funksiyaga misol quring.

8.45. Faraz gilaylik, 35>0 mavjud bo’lib, /(x) uchun
[/(.x)-I(c)|s 5|x-c|, (Vxe(c-5,c+5),5>0)
shart bajarilsin. U holda/(x) fuknsiyaning x=c¢ da uzluksiz
ekanligini isbotlang. ,

8.46. Faraz gilaylik, /(x) funksiya uchun
"Ifix) - fit) I<IX- /1 (Wx/G(fl, b))

.shart bajarilsin. U holda ix) funksiyaning (; b) interyalda
uzluksiz bo’lishini ishotlang.

8.47. Agar =4 mavjud bo’lsa, u holda/(x) funk-

[159)

siyaning x = ¢ nugtada uzluksiz bo’lishini isbotlang.



8.48.

8.49.

8.50.

8.51.

8.52.

8.53.

8.54.

8.55.

8.56.

8.57.

Agar Ox) funksiya —eg+ @ da uzluksiz bo'lsa, u holda uni
quyidagi ko'rinishda tasvirlash mumkinligini isbotlang;

1(ny=1(a)+/(x), bunda /- (-» , + o da toq funksiya.
Hcch bir nugtada uzluksiz bo‘lmagan fuksiyaga misol
kcltiring. , j

Faqgat; a) bitta X E/,; b) ikkita Xpx, G/1; d) nta Xj.Xj,...,
GR nugtalarda uzluksiz bo'lib, golgan nuqgtalarda uiuk-
siz bo'lmagan funksiyalarga misollar kcltiring.

Uzilishga cga bo'lgan funk3|yan|ng kvadrati ham uzilishga
ega bo'ladimi?

A x- ratsmnalsonbo lganda,
Ushbu /(x)—

X-irratsionalsonbo'lganda, >
funksiyaning x = 0 nugtada uzluksiz, golgan nuqgtalarda uzluk-
siz cmasligini ishotlang. o ! o'

Ixtiyoriy ko'phadning har bir nuqtada uzluksiz ckanligini
ishotlang.

Ushbu (bu yerda P(x), Q(x) —nol bo'lmagan
ko'phadlar isolib Q-Yo?*0) funksiyaning har bir XgER

Agar: a) x) funksiya biror )@nuqtada uzluksiz, g(x) funksiya
csa X nugtada uzilishga ega; b) x) va g(x) lar X nuqgtada
uzilishga cga bo'lsa, u holda /(x)£g(x), /(x)-g(x) funksi-
{algrning X nugtada uzluksizligi hagida nima deyish mum-
in? .

[0; 1 kesmaning har bir nuqgtasida uzilishga ega bo'lgan
funksiyaning kvadrati shu kcsmada uzluksiz bo'ladigan funk-
siyaga misol Kkcltiring. .. . :< -

Biror > nugtada J[x) va g(x) funksiyalar uzluksiz bo'lib,
'shati csa, X nuqtada. uzilishga ega bo'lgan funksiya-

ga misol kcltiring.

Quyldagl funk5|yalarn|ng u2|I|sh nuqtalarml toping, turlari-
ni aniglang, i-tur uzilish nugtalarida funksiyaning sakrashl*
ni hisoblang hantda grafigini chizing: ] .



8.58

8.60.

8.62.

8.64.

8.65.

8.66.

XM +5,"x<2,

)= P, xa:2

/(x) = (signx)®

(>r™+5, x<2,
8/59. /(x)=10,

| WSS

a=2 ,

X<2.

8.61. f(x) =E(x) (butun funksiya).
863 /W = X% X<0,
-Vx, x>0.
2x+9, x<-2,
XM+, -2 < XM
Ix) = 3x-1, I<x<3,
»(~x+6, Xs 3.
X+7, Xx<-3,
fix) = [x-2]|, -3<x<-I,
x) = XN-2x, -l<x<3,
2x-3, 3sX.

Quyidagi funksiyalarn

ing uzilish nugtalarini toping, ular-

ning turlarini aniglang va grafiklarini chizing:

8.68.

8.70.

8.72.

8.74.

8.76.

8.78.

/W =1+,
I(X) =x-[x].
I\ N
Ax):.x +2, x"0O,
Xx-1, x>0.
x<0,
I(X)y= X
5x-x"  xs0.

/(x) = arctg”.
f{x) =.

I-ei-

8.67. IM =T77-
XN-4
8.69. /w 715’1
. X x+l
871. /W= 1 1-
x-1 %
8.73. =
1
8.75. f{x) =e"K
8.77. =
8.79. /(mv)=s‘gn(cos.)). i



N -axxsO,
880. /W =—X 'm8.8l. fAx) = 0<XS2,
1 5- X 2<X<+Q@
X+4, x<-I,'»
8.82. fix) = X2, -l<x<l,

2X, xs:l.
-1, x <0,
8.83. /W = COsx, 0"x<n, .
1-x, x>/l
Berilgan funksiyalarni ko'rsatilgan nugtalarda uzluksizlikka
tekshiring:

8.84. /(x) =2*-s+l; x, =5, =6
8.85.

8.86. /(x)=6*-3; X=1 X=2.
8.87. = X,=3. x,=-3.
g§.88. fix) =" \ x*=b, x*=4.
889. JW =~ | XP=2,.:X,=-2.

8.90. = Xj=2.

89L. fi ) (5 >A1~5, Xj=—3

8.92.
8.93 /mn— -

[ ] ~FTx-b ' =
8.94.

= owserr XS Xt



uyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini
chizing:

/= 1im (1-x)"M A-s].

8.97- = 8.98. K= WnArr+x", x>0.
8,99. Y=I*((x-Darctgx"]. 8.100. y=U in#+7".
) 2
8.10b y=lim-r-- ,x>0. 8.102. >'= lim sin®" X
y+vb«
8103 y=1Jm— . 8.104. y =im (I+ \)thAx

Quyidagi funksiyalar a va b ning ganday giymatlarida uzluk-
siz bo‘ladi?

(x-2)\x<0,

8.105. f{x)= ax"+b, 0<x<I, @.l06. f{x):_ﬂ: +X1,<:)<>0.
4>/x, x>1. o .
2N,
8.107. /(x) = a x=-1, 8.108. f(x) = a x=0,
b x=1.
(I+y)"-I
8.109. /(x) = X
[fl, x=0
X
8.110. /(x) = W(1+3a)
[fl, x=0. 3
X .
X7t-1
chx, x<0, - 27+a’ ’
8- /(x) = oo | BM2IWe- L=,

[X*+nx+A |x|>1.
Quyidagi fop{x)] va y>1(m1 funksiyalarni uzluksizlikka
tekshiring;



8.114.
8.115.
8.116.
8.117.

8.118. /. =<
8.119. /(X) = (x-«)ctgx, V=7,
*'20.' A =0. 8.121. =
8122. /W =Sr> ~.=0:' " g3 COSX o= 2 g
8.124:A*" - ® N : M8 .1« 'fW =" "N=«-:
8.126. = = 8127 N™N)-bH3r1>
| : i-m =
8128" Y W = . N0=0 81291 /W =762 ¢ 70
8.130. /(X) =AVA>n0 =0 8.131. /(x) = arctg-J:;, X0=0.
8132. /(x)=£ [|;]. x.=o0
Quyidagi funksiyalarning bcrllgan kesmada chegaralanganligiiu
ko'rsating;. ome’ 'mi| 1,
8.133. /(x)-smxcos"x-Vx +6, xG|0;401. .9
8.134. ' I'Ix) arctg™ +2f*-xn xGll; 4] |m,.y w o,
I'm | A
8.135. /(x")= x(x 2y In(4-x), xGIO;3].

8.136. Nx)=|~ . "e(-4;4]. . j 3.y.:J .
® . Quyidagi funksiyalarning bcrilgan kesmada eng katta va eng
kichik giymatlari mavjud bo'ladimi? - ,

8.137. /W =sinx+3\xG (-1; 2).

/W =signy, pA)=4+.vv" n'

/(x) =sign(x-1),
/(A) = sigiuf,
[(a)=x(1-a"),

AX) =xN-X.
A(X) = signx.

Mx) =sign(x +1).

ol fiud;

Quyidagi funksiyalarning x, dagi giymatini shunday tanlash-
kcrakki, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'lsin;



8.138.
8.139.

8.140.

8.141.
8.142.

8.143.

8.144.
8.145.

8.147!
8.149.

8.150.

8.152.
8.153.

I(.y)= x*-2, X6]|-1; 2).
I(A-) =3, xGI[-4; 4].
-A-"+1,-1sa-<0 bo'lganda,
0, .v=0 bo'lganda,
~1 0<,¥Y<1 bo'lganda

funteiya bcrUpi, sohada eng katta va enj kichik giymat-
larni gabul giladimi?

*Quyidagi tenglamalarning ko'rsatilgan kesmada yechimga
ega ekanligini ko'rsating:

+2x+1=0, xGI-1; 0].
x™-Y*-x+2=0, xel|0,5; 2]. '
siiit x-5sinx +1=0, xG"O; Yyj.
sinx-x +1=0, xG[0; n].

2'=1, xG[-0,2;3]. . s.146. 2%=4X, xgl2 5\
.Quyidagi funksiyalarga teskari bo'lgan funksiyalar mavjud-
rni?

>=3x-6, xGi?. 8.148. >=3"" xGj".

j'=(x-2)S xG(-00;21.

>=cos2x, XG [-yi o]. 8.151. >=1gx, xg[0; i].
>=sinx, xG"yi yj.

>=1n(x-2), xG(2; +o0).

Mustaqil yechish uchun bcrilgan niisol
va masalalarning javoblari

1)
5 05 001 0,001 0,0001
1 1 1.
2 1 30000
3 6 300 3000



e 2 0,5 0,01 0,001

0,0001
2 1 -1 1" 1
6 7 14 700 7000 70000

8.17.1) X=-4, X=Q X=4, X=7wllbkbnugtalari;2)x=-4 ik-
ki tomnlama uzilish nugtasi, x = 0 da 0'ngdan uziuksiz, x = 4 da har ikki
tomondan uzilish, x = 7 har ikki tomondan uzilish; 3) x = 4 yo‘qotilishi
mumkin bo'lgan uzilish nugtasi, x=0 birinchi tur uzilish nugtasi.
8.18. (-6; -3), (-3; 3], (3 6), (6; 8]. 8.19. Uziuksiz. 8.20. Uz-
iuksiz. 8.21. Uziuksiz. 8.22. Yo‘qotilishi mumkin bo'lgan uzulish.
8.23. Birinchi tur uzilish. 8.24. Uziuksiz. 8.25. Birinchi tur uzi-
lish. 8.26. Uziuksiz. 8.27. x=3 da yo‘qotilishi mumkin bo'lgan
uzilish. 8.28. Uziuksiz. 8.29. Birinchi tur uzUish. 8.30. Uziuksiz.
8.31. x=0vax= =2 da birinchi tur uzilish. 8.32. x= -2 yo‘qotilishi
mumkin bo'lgan uzilish, x = 3 da birinchi tur uzilish. 8.33. 8.26-chiz-
mada tasvirlangan. 8.34. [11) = 2. 8.35. Mumkin emas. 8.36. A =4.
8.37. A-B =X =\ B"b. 838. /(5)=]|. %M. =

8.40. Hamma joyda uzilishga ega. 8.41. x= 0, x = 2 va butun bo'lmagan

hamma nugtalarda. 8.44. /(x) = [L X rat_smna_l bo'lganlda.
-1, X irratsional bo‘lganda.



149. D()IQ ~ Dirixle funksiyasi. 850 Moc.i X
.. 4,4

M a,alan:/w =.\" bo'lgadda,

A irratsional bo‘lganda.
flmk5|yalar uzUnshga cga bo'ladi. Masalan: 1)/(x) = zix\ =sienv
2 Iw,=;""" b) /wad<,) taLiylIL S

ham, uzilishga ega bo lishi ham mumkin. Masalan- 1) /(x) = sienx

g(x) =-signx; 2)fix) =signx, g{x)=2signx. 8.56. D{x) - Dirixli

funksiyasi. 8.57. Masalan: /(x) = x+X, g{x) =x"-x\. g.58.x=2
birinchi tur uzilish, A/(2) =—4. 8.59. x=2 birinchi tur uzilish,

[/(2) = 1. 8.60. x = 0 yo'qotilishi mumkin bo'lgan nugta. 8.61. x=n
birinchi tur uzilish, A/(n)=1. 8.62. x =0 ikkinchi tur uzUish.

8.63. x=0 birinchi tur uzUish, A/(0)=1. 8.64. x=3 birinchi tur
uzilish, A/(3)=1. 8.65. x=-3 birinchi tur uzUish, A/(-3) =1.

8.66. x= - 3 hirinchi tur uzUish nugtasi. 8.67. x=.: da yo'qotUishi
mumkin bo'lgan uzUish. 8.68. x=0 ikkinchi tur uzUish, x=1 bi-
rinchi tur uzilish. 8.69. x=2 da yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzi-
lish, x=3 ikkinchi tur uzUish. 8.70. x=0, %1, +2, ..., birinchi tur
uzUish nugtalari. 8.71. x = 0, x=: yo'qotUishi mumkin bo'lgan uzi-
lish, x =—1 ikkinchi tur uzilish. 8.72. x=0 birinchi tur uzUish.
8.73. x=0 da yo'qotUishi mumkin bo'lgan nugta, .x=I Uckinchi
tur uzUish. 8.74. x=0 ikkinchi tur uzUish. 8.75. x=0 ikkinchi tur
UzUish. 8.76. x= 0 birinchi tur uzUish. 8.77. x=3, x= -3 Uckinchi

tur uzUish. 8.78. x =0, x=. ikkinchi tur uzUish. 8.79. x,,= " +nn,

birinchi tur uzilish nugtalari. 8.80. x=1 birinchi tur uzUish.
881. x= 0, x= 2 birinchi tur uzUish. 8.82. x= . birinchi tur uzUish.
8-83. x=0, x=4 birinchi tur uzUish. 8.84. x*=5 ikkinchi tur uzi-
lish, Xj= 6 nuqgtada uziuksiz. 8.85. x, = : yo'qotUishi mumkm bo Igan
"ugta, Xj= 2 nuqtada uziuksiz. 8.86. x,= | ikkmchi tur uzilish,
N =2 nuqtada uziuksiz. 8.87. x.=3 yo'qotUishi jnumkm bo

Mgla, x,=--3 ikkinchi LI uzilish.

=4 nuqtada uziuksiz. 8.89. *,- 2 Y " tur uzilish,
"4qta, X j=-2 nuqtada uziuksiz. 8.90. v, - .. bO-ban
J =2 nuqtada uziuksiz. 8.91. “fjj*1~nclri tur uzUish,
»qta _3 » bl @ uziuksiz. 8.92. -1 -= LN "Slish, -1 2
2--4 nuqtada uziuksiz. ,mkin bo'lgan nuqta,
"«qtada uquuksiz. 8.94. . —%yoqohhsh mimkm to

I 1ikkinchi tur uzilish. 8.95. x- i-



kin bo'lgan uzilish nugtalari. Bu
funksiyaning grafigi 8.27-chiz- *
mada tasvirlangan. 8.96. x = -1,
x=1 da birinchi tur uzilish,
x =0 da esa, yo‘qotilishi mumkin
bo'lgan uzilish. Bu funksiyaning
grafigi 8.28-chizmada tasvirlan-
gan. 8.97. x =0 birinchi tur uzil-
.ish nugtasi. Bu funksiyaning gra-
figi 8.29-chizmada tasvirlangan.
8.98. Uzluksiz. Bcrilgan funksi-
v yaning grafigi 8.30-cluzmada tas-
virlangan. 8.99. Uzluksiz. Bcrilgan
\ funksiyaning grafigi 8.31-chizma-
da tasvirlangan. 8.100. Uzluksiz.
Bu funksiyaning grafigi 8.32-cliiz-
1 ( 1 ,x mada tasvirlangan.'8.101. x=2
yo‘gotilishi mumkin bo'lgan uzilish
. ) v nugtasi. Bu funksiyaning grafigi
.. . ,8.33-chizmada tasvirlangan.

8.102. x=y+mm, TieZ yo‘qo-

"tilishi mumkin bo'lgan uzilish. Bu
«funksiyaning grafigi 8.34-chizma-
“"da tasvirlangan: 8.103. Uzluksiz.
g . Bu funksiyaning grafigi 8.35-chiz-

1 . r. mada tasvirlangan. 8.104. x=0

b -l i M e X "birinchi tur uzilish. Bu funksi-
o yaning grafigi 8.36-chizmada tas-

o s virlangan. 8.105. n=12, A=8.

o 8.106. Shunday a son mavjud

cmas. 8.107. Shunday a \a b

\5-29-chiv»a. sonlar mavjud cmas. 8.108. = 1r2.

o 8.109. a=n, neN. 8.110.e=3.

> . S T | 8.111.,fl =1. 8.112. '0="-

8.113, a=2, A=Il. 8.114./("(x)) uzluk5|z <p(f{x)) funksiya x=0
nugtada uzluksiz. 8.115./(*(x)) funksiya x = -1 nuqgtada uzluk-
siz, yi(/(x)) funksiya x=1 nuqtada uzluksiz. 8.116./(y>(x)) funksi-
ya x=0, x =+l nugtalarda uzluksiz VC/fx)) uzluksiz. 8.117./(y?(x))
uzluksiz, y>(/(x)), funksiya x=0, x = +b nuqtalarda uzluksiz.

8.27-chivna.
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8.118. /(0)=4* 8.119
/(g)=1 8.120. /(0) = 2!
8.121./(0) = 4. 8.122./(0)=1.
8.123. = 8.124.

Mumkin cmas. 8.125. Ha,
/(0)=1. 8.126. Ha,/(-!) =

=1. 8.127. Ha, /(0) = 2.
8.128. Ha, /(0) =\ .
8.129. Mumkin cmas. 8.130. Ha,/(0) = - 3. 8.131. Mum-

kin cmas. 8,132. Ha, A0) = 1 8.137. Mavjud. 8.138. Mavjud.
8.139. Mavjud cmas. 8.140. Mavjud cmas. 8.146. Mavjud. 8.147. Mav-
jud. 8.148. Mavjud. 8.149. Mavjud. 8.150. Mavjud. 8.151. Mavjud
cmas. 8.152. Mavjud cmas.

9-§. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI

Funksiyani tckshirish jarayonida uning graflgi koordinatalar
boshidan chcksiz uzoglashganda, yoki boshgacha aytganda, uning
o'zgaruvchan nugtasi cheksizlikka intilganda graflkning ko'rinishini
bilib olish muhim.

9.1-ta’rif. Agar o'zgaruvchi M{x, y) nugta fimksiya grafigi bo'yicha
koordinatalar boshidan chcksiz uzoglashganda, y-f{x) funksiya grafigi-
dagi 0‘zgaruvchi M{x, y) nugtadan to'g'ri chiziqdagi //(x,, y,) nuqta-
gacha bo'lgan d=MN masofa nolga intilsa, bu to‘g‘ri chiziq y=f(x)
funksiya grgfigining asimptotasi deyiladi (9.1-chizma).

Oy va Ox o'glarga parallel hamda koordinata o'giariga parallel
bo'Imagan asimptotalarni
garaymiz.

I 9.1. Vertikal asimptotalar,
y—{x) funksiya a nugtaning
biror e >0 atrofida aniglangan,
ya’ni xGV~{a) bo'lsin.

9.2-ta*rif. Agal'

nl-i-g!o 1), xﬂorpo 1(x)



lardan biri yoki ularning ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x=a t6°g'ri
chizig fix) funksiya grafigining vertikal yoki Oy o’qga parallel
asiinpio™™ dcyiladi (9.2-a, b, d, e chizmalar).

Dcmak, y —fix) funksiya grafigining vertikal asimptotalarini izlash
uchuD funksiyaning qiymatini chcksizlikka aylantiradigan (cheksiz
uzilishga ega boMgan) x= a nugqtani topish kcrak ckan. Bunda x= a
"Qg*ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi,

9.1- eslalma. Umuman aytganda, y=f{x) funksiyaning grafigi bir
nechta vertikal asimptotalarga ega bo'lishi ham mumkin.

9.1- misol. Ushbu

) IW =2,xG[-2;3]

funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.



Yechilishi. Berilgan funksiyaning maxraji x = 2 nugtada nolga ay-,
lanadi. x-»2+0 da berilgan funksiyaning limitini hisoblaymi'z: , ,

lim fix) = lim -4 =- @ lim/(x) = Um'A =+00.

Demak; 9.2-ta’rifga ko‘ra, bcrilgan funksiyaning grafigi uchun
x=2 to‘g‘ri chiziq vcrtikal asimptota bo'ladi (9.3- chlzma) -
9.2-misol. Ushbu "

/(x) = ctgx -V

funksiya grafigining vcrtikal asimptotalarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya x =nn (WGZ) nugqtalarda 2-tur uzi-
lishga ega. x-*an+0 («6Z)da berilgan funksiyaning limiti +00 ga-
aylanadi. Shuning uchun, 9.2-ta’rifga asosan, funksiyaning grafi-
gi chcksiz ko‘p vertikal asimptotalarga ega (9.4-chizma): x=0, x=
= +n, X= 21,

9.2. Gorizontal asimptotalar
9.3-ta’rif. Agar

I(x) =2 (bER)
XL

bo Isa, y - i to‘g‘ri chizig x-*+00 (x-"-t0) day=/(x) funksiya gra-
figining gorizontalyoki Ox o ‘ggaparallel asimptotasi dcyiladi (9.5-fl),
o)t e) chizmalar).



A'9.3;iiisol.'Ushbu m =2 funksiya grafigining gorlzobtal
asimptotasini toping. > i

Yechilishi. BerUgan funksiya R da aniglangan. x-+oo da bcrilgan
funksiyaning limitini hisoblaymiz;

)!I+«/(X) }'m X2 }im_"-LVZ =1

Demak, 9.3-ta’rifga ko'ra berilgan funksiyaning grafigi uchun
y=1 to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo'ladi (9.6-chizma).

9.4-misol. Ushbu /W =i funksiyu B»M3bln, vertikal va
Sorizontal asimptotalarini toping.



Yechilishi. Ravshanki, ™ fu”‘siyaning grafigi uchun x=0va y=0

to‘g‘rt chiziglar, mos ravishda, vcrtikal va gorizontal asimptotalar
bo'ladi:

i = limij =+
N 00 Jgyg = e

iim fix) = lim i =0, (9.7-cliizma). .

9.3. Og‘ma asimptotalar
9.4-ta’rif. Shunday k \a b chekli sonlar mavjud bo'lib, x-»+«
(x-*-00) da/(x) funksiya quyidagi

J[¥) =ldc+b+a{x)

ko'rinishda ifodalansa (bunda 11ta(x) =0), Y=Kkx +bto'g'ri chiziq
y=F{x) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi. Xususiy holda
k=Qbo'lsa, Y=b to'g'ri chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.

9.1-teorema. y=J{x) funksiya grafigi x-* +00 da Y= kx+ b og'ma
asimptotaga ega bo'lishi uchun

= \hn[fix)-kx] =b 9.0)

munosabatlar o'rinli bo'lishi zarur va yctarli.
(9.1) limitlarni hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo'ladi:
1-hol. Argument x ning ishorasiga bog'liq bo'Imagan holda,
ushbu



lim AX = lim ZW =~
xe0 X
ANJI(x) - b) = 1/(x) -kx\ =b

ilckala limit ham mavjud va chekli. Bu holda Y=kx +b to‘g‘ri chiziq
funksiya grafigining ikki tomonlama og'ma asimptotasi bo'ladi (quyi-
da, 9.5-misolga garang).

2-hol. Argument x ham musbat, ham manfiy ishorali cheksizlikka
intilganda, ushbu

lim~=~, 1w 1~ =12 liml/(x)-foc]=i,, liml/(x)-b:]=

limitlar mavjud, lekin ular o'zaro har xil (hech bo'Imaganda it,A:,
yoki b"T"j). Bu holda Y*=k"x+b" va Y'=k"+b to'g'ri cliiziglar
funksiya grafigining mos ravishda ikkita bir tomonli (o'ng va chap)
og'ma asimptotalari bo'ladi (9.6-misolga garang).

3-hol. Fagat x-"+00 da

lim A~ =~ liml/(x)-bi=A

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to'g'ri chiziq funk’
siya grafigining fagat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (9.7-misolga
garang).

4-hol, Fagat x-* —e da

lim;AM=A lim[/(x)-kx}=b

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to'g'ri chiziq funksi-
yji grafigining fagat chap og'ma asimptotasi bo'ladi.

Agar yuqoridagi hollarning barchasida k=0 bo'lsa, Y=b to'g'ri
chiziq gorizontal asimptota bo'ladi. ) . o

Funksiya grafigining asimptotcilarga nishatan joylashishini anig-
lesh uchun x-"+00iX-*-») hollarning har birida/(x) - (kx+ b) ayirr
maning ishorasi tekshiriladi, . .

Agar ayirmaning ishorasi musbat (manfiy) bo Isa, funksiya gra-
figi asimtotadan yuqori (past)da joylashgan bo'ladi. Agar ayirma
'shorasini o'zgartirsa, u holda asimptota funksiya grafigini kesadi.



9.5-misol. Ushbu

funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini toping.
Yechilishi. Og‘ma asimptotalarni topamiz:
*e— - -
=Rpe=H =t
b= liml/(x)-foc]= liin  +1-x]= lim -
AN DX+ X

Dcmak, 9.1-teorcmagaasosan,
y =x to‘g‘ri chiziq berilgan funk-
siyaning ikki tomonlama og'ma

asimptotasi bo'ladi (9.8-chiz-
ma).

9.6-misol. Ushbu
y =yix+l

funksiya grafigining og‘ma asimp-
totalarini toping.
Yechilishi. Og'ma asirr>p-

totalarni topamiz:
9.8-chiima.

N =1lbnJ = lim =Umil+-" =1

=Un Un SHTY jT+4 =1
I =1 ~ X=lmW +1-x) = lim

bi - - krX) = lim (XM +1 + x) =

=imy —=Ilm—a ——= 0.



Dcmak, 9.1-tcoremaga asosan, Y~=x va Y~=-x to'g'ri chi-
ziglar, mos ravishda, berilgan fiinksiyaning bir tomonli (o va

chap) og'ma asimptotalari bo'ladi (9.9-chizma). Bcrngan ftmksi-
yani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

y
>[=-X>v y=x ®
Vv
2 -1 Ory, i .
-1
9.9-cniima.

9.7-misol. Ushbu >=e"+2 funksiya grafigining og'ma asimp-
totalarini toping.
Yechilishi. Og'ma asimptotalarni topamiz:

= lim” = lim =0, A=IlimJ=Ilim"-3* =,
J1=lim ¢m- kiX) - lim +2)=2.

Dcmak, 9.1-tcorcmaga ko'ra, y =2 to'g'ri chiziq bcrilgan funk-
syaning fagat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (9.10-chizma).
Y. M

\

9.10-chiima. 9.U-chnma.



9.2-eslatma. Berilgan y=f{x) funksiya uchun faqat AN
mavjud bo'lib, 1kn(/(x)-b] mavjud bo'Imasa (yoki chcksiz bo'ha)
berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bo'Imaydi, lekin asimptotik
yo'nalishga ega bo'ladi. Masalan, y=4x parabola Ox o'qqa parallel

boigan asimptotik yo'nalishga ega, lekin gorizontal asimptotaga ega
emas (9.11-chizma);

K=lim- = lim— =0, b= lim —kx) = lim Vx = +o00.
X-U** x X-H*» x X-M-» X-*+e0

,9.8-misol. Quyidagi fix) = -0 funksiya grafigi uchun y =x+3
to'g'ri chiziq og‘ma asimptota bo'lishini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko‘rinishini o'zgartirib,
/(x) =x+3--—--"ni hosil gilamiz. Bunda x-*t00 da a{x) =
-*0 uchun fix) funksiyani fix) =x+ 3+ a(x) ko'rinishda

ifodalash mumkin. Demak, 9.4-ta’rifga ko'ra, y —x+b to‘g‘ri chiziq
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo'ladi (9.12-chizma).

9.9-misol. Ushbu fix) =

funksiya grafigining asimptotalarini
toping.



Yechilishi. (12.1) formiiladan fpydalanib, k va b larni topamiz;

vt I A~ lmA = .
= Jim Mgl gy =t =l
X
|>:)!_|»(trl(/(x)-Ax)= >(I_l» A Xo1 3 lim~ =-1, b=-1.

Demak, 9.1-teoremaga ko'ra, y=x -1 to'g'ri chiziq berilgan
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo'ladi. k*Q bo'lganligi
uchun funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksiyaning vertikal asimptotasini topamiz. Funk-
siya x="l nuqtada 2-tur uzUishga ega. x-*1+0 da berilgan funksi-
yaning limitini hisoblaymiz:

lim /(x) = lim = e,

Demak, 9.2-ta’rifga ko'ra, berilgan..funksiyaning grafigi uchun
x=1to'g'ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi (9.13-chizma).



9.3%eslatma. Y=k'x +b asimptotalar bilan bir gatofda murakk h

ko'rinishdagi asimptotalar ham garaladi.” Agar /(x) funksiyani usL
bu

fix) =a,x"+fl,,.,x»"+...+0,x+0,+a(X)
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lib, unda a(x) =0 bo‘lsa, u holda
y=0"X"+a_X""+...+a,X+aj (122)

ko'phad bilan aniglangan n-tartibli parabola x-* +00 da y=f(x) funksiya
grafigining asiniptotasi deyiladi.

9.2-teorema.y =/fx" funksiyaning grafigi x-* m&eda (12.2) asimptotaga

ega bo fishi uchun n+1 ta limit giymatlarning mavjud bo ‘lishi zarur va
yetarli:

X-4- X X-+m X"

lim /(x)-(a,,x''+O;1,1>><<"~l-l...-1-a2X").E AL
“OX + +.. +fix)I=Q
9.10-misol. Ushbu

_ X*+2x-3
M = x-3
funksiya grafigining asimptotasini toping. 30
Yechilishi. Bcrilgan funksiyani ushbu /(x) =x-+3x+ 11 + 3
ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda lima(x) = =0,

Dcmak, Y=x-+3x+11 chiziq ta’rifga ko'ra bcrilgan funksi-
ya grafigining asimptotasi bo’ladi. Ravshanki, x=3 to'g'ri chiziq
berilgan funksiya grafigining vcrtikal asimptotasi bo'ladi.

9.11-mlsol. Ushbu

fix) =y



funksiyaning asimtotalarini toping Va funksiya grafigining asimtotalarga
nisbatan qandayjoylashganligini aniglang.

Yechilishi. Bcrilgan f(x) =3* funksiya R\ {0} to'plamda anig-
langan. Funbiyaning x-*+o00 va x-+0 dagi limitlarini topamiz:

i j. |
im3=1 lim3*=+o00 |im3*=0. ,
*«+0) X-»-0

Dcmak, x-*too day=1 to‘g‘ri chiziq funksiya grafigi uchun
gorizontal asimptota bo'ladi. 'X"*+0.da x=0 vcrtikal asimptota
bo'ladir- |

Ravshanki, x>0 da 3*-1>0, 3*>1, x<0 bo'lganda csa

1 1

3*-1<0, 3*<1 bo'lgani uchun, funksiya grafigi x>0 bo'lganda
y=1 asimtotadan yuqorida, x<0 bo'lganda csa pastda joylashadi
(9.14-chizma).



Mustagqil ishlash uchun misollar

Quyidagi funksiya grafiklarining asimptotalarini toping;

_ 1 X"-6x+4
y=x+1 92.y="_" 93.y=10+2,
94 X = %ﬁ . 95 o e* 9 6 y 21'X/\
o 7X+9 m
97. J=ANA+V 5N, gg sm= XM 99.y=_X
y[-2 T a0
— X7-2x"-3x+2
9.10. y = 1% 911 y = 6(3-)2 9.12. >=1x+2Ilc"™.
913 v=x\ _ X4i _ x416
y 0.y =70, 9l y= .
916, y = x-1 2 ) X£/192Xx
9.18. Y=
—GAAN -
919. y=5"4" . 9.20.y=tgx. 921. ¥= lef:l
922, y=4x+3/~. 923 = 24 3@ 2xH
428 e
_
924, y = -3

Mustagil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

9.1.X-0 —vcrtikalasimptota,y=x- —og‘maasimptota. 9.2. x =j —
vertikal asimptota, y =ix - y —.og‘ma asimptota. 9.3. y= 10 —
gorizontal asimptota, x=0 — vcrtikal asimptota. 9.4. x =-j —
vertikal asimptota, y =i x -| — og'ma asimptota. 9.5. y=1 —

gorizontal asimptota, x=0 — vcrtikal asimptota. 9.6. X =-j
Wil - . .19

X+ 2 —og'nia asimptota. 9.17* x —
—vecrtikal asimptota, y = + 1 —to'g'ri chizig og'ma asimptota.
9.12.y=-x-1 vay = x+ 1- og'ma asimptotalar. 9.13. Asimptota yo'g-
§18 x:1, x=—1 —vertikal asimpto®¥9.15. x —2j—, x —2{!



-vcrtikal asimptotalar, y=-|n:, = _0g'ma asimptotalar,
9.16. x=0,n-=3- vcrtikal asimptota. 9.17.x =2 ~ vertikal asimptota
;=X +4 - o0g'ma asimptota 9.18. x= 1- vcrtikal asimptota, y=x -1
- og'ma asimptota. 9.19. y=2 - og'ma asimptota. 9.20. y=" +

+4A7, wEZ vcrtikal asimptotalar. 9.21. y=2x - og'ma asimptota.
922. y= 4x — og 'ma asimptota, x=-3 — vcrtikal asimptota.

9.23. X - —j— — vertikal asimptotalar, y —-j%( + —

og'ma asimptota. 9.24. 7= +x+ 1 chiziq asimptotasi, x=3 —
vertikal asimptota.

10-8. FUNKSIYANING TEKIS UZLUKSIZUGI

10.1. Funksiyaning tekis va uzluksizligi uzluksizlik moduli, /(x)
funksiya X to'plamda aniglangan bo'lsin. X to'plamning bar bir
nugtasi uning limit nugtasi bo'lsin.

10.1- ta’rif. Ve>0 son uchun shunday 6=<3(c)>0 son topi-
lib, Z to'plamning |x'-.x'|<(5 tcngsizlikni ganoatlantiruvchi
VX, x> (X', x' G X) nugtalari uchun

[I(x")-1(x")|<E

tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya X to'plamda tekis uziuksiz
deyiladi.
Bu ta’rifiii gisgacha,

Ve>0, 35()>0 WX, x"EX, |X- X' Ik&=>Ifix")- fix’)\<e

ko'rinishda ifodalash ham mumkin.
10.1- eslatma.fix) funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifidagi 5> 0

son e>0 songa bog'liq bo'lib, garalayotgan x nugtalarga bog liq

em??k) funksiyaning X to-plairidagi tekis uzluksizligi inkorim,
gisgacha, quyidagicha ta’riflash mumkin:

3e>0,V5() >0, 3x,x’e X, Ix- X¥I<$ Ifix') ~fix) e



10.1- teorema (Kantor teoremasi).7lgar/(<x; funksiya [

Ssegmentda aniglangan va uzluksiz bo4sa, u sHu segmentda tekis uzlJ
siz boladi.

fix) funksiya X to'plamda aniglangan bo'lib, 6 ixtiyoriy mus-
bat son bo'lsin.

10.2- ta’rif. Ushbu

wif;d)= sup {I/(x")-/(x")I}

vx"i-ejf

ifodagafix) funksiyaning X to'plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi.
fix) funksiya X to'plamda aniglangan bo'lsin.

10.3-ta’rif. Agar BiT>0, a (0O<a <1 sonlar mavjud bo'lib,
VX, ,Xi e X lar uchun

\AXxA)-fix fAN< KA\xA-x"\° (10.3

shart bajarilsa, u holda fix) funksiya X to'plamda Gyolder shartU

ni ganoatlantiradi dcyladi (a=1 bo'lsa, u holda (10.1) shart Lip-
shis sharti deyiladi).

10.2-teorema. fix) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz bo'lishi
uchun Aim w(/;6) = 0 shartining bajarlishi zarur va yetarli.

Funksiyaning uzluksizlik moduli quyidagi xossalarga ega:

. <iiif,d) har doim <o(/;d)>0.

2". wif\S) 6>0 bo'yicha o'suvchi funksiya bo'ladi.

3*. Ixtiyoriy A — musbat son uchun w(/,Ad)s (I+™M"(/>
tengsizlik o'rinli.

4*. Ixtiyoriy musbat son dj, dj lar uchun

N(l«di + dj) s Mu(/.d,) + (iiif>"r)

tengsizlik o'rinli.
10.1-misol. Ushbu

fix) = X+sin X



Yechilishi. a) <6 topish. Ve>0 son bcrilgan bo'lsin. BerHgan
Ve>0ga ko ra shunday x ga bog'lig bo'imagan d=d(£)>0
ni topish kcrakkl, |x'—x*|<d tcngsizlikni ganoatlantinivchi
Vx', x" E R laruchun jfix") - fix") \<e tengsizlik bajarilsin. Bu-
ning uchun 1fix") —fix") 1, 1x'—xx 1 ifodalar o'rtasidagi bog'lanishni
topamiz:

Ifix") - fix") EIX'+sinx'-x"-sinx"|=
IX'- x'- (sinx’- sinX?)
X - X 1+2 sm—j—co0s-y- s

S2|x’-x*|<c

bo'lishi uchun d=7" deb olish yetarli.

b) 6 ning *ishlash»ini ko'rsatamiz.

Ix'- x'I<1 bo'lsin. Bundan, 2:[sin , 1s |cos
tengsizliklarni e’tiborga olgan holda,

1> 2| x - x| =1k - X +218A 1

ALX'-X'+2|SINANAN | [cosINNA -
=1Ix'- X*1+1lsinx' - sinX' M X' +sinx’- X*- sinx* 1=
=[/(x")-1(x")1

tengsizlikka ega bo'lamiz. Demak, berdgan e bo'yicha topUgan 6

tekis uzluksizlik ta’rifini ganoatlantiradi.
10.2-misol. Ushbu

/(x) =e'sin-
funksiyani IMr=(0; 1) da tekis uzluksizlikka tekshinng.

n : .
Yechilishi. x. = 2 . X, M,,+I)ﬂlnuqtalarn| olamiz.



v — = 2 2 _2 1 _ 1
1%~ I s @negs  atana ane

2

Jeyr= 2 sin@n-1) Y- e’
_ LLg»(4B-1) _ gn(an+D)j _ lgn(4»l-l)  ge(4n+l)] > 2 = f.

Dcmak, berilgan funksiya (0; 1) da tekis uzluksiz cmas.
10.3-misoL Ushbu

/(x) =sin

funksiyaning A= /1 da tekis uzlnksiz emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya R da chegaralangan va
nzluksiz, lekin nning R da tekis uzluksiz emasligini ko'rsatamiz;

V3> 0 berilgan bo'lsin, R dan W), = X, = M+~ nugta-
larni olamiz. Unda,

W,,- X, \= yfji - yjn™ +] «0.
y/iv+y MY

Dcmak, bu ayirma n ning o'sishi bilan V6> 0 sondan kichik
bo'lib boraveradi, lekin

VIO - f(x3)1=lsinMN- sin[rm+f)| =" ®

‘ Shunday qilib, /(x) =sinx* funksiya R da tekis uzluksiz cmas
ckan.

10.4-misol. Ushbu

H /(x)=2x-1, X =R\ 2) 1(x) =Vx, F=[0,2];
3) /(x) =cosi, X ={Q)y,

4 /(x)=x"a =@ 1. b)X=R.



5) = A= 1-1,1]
funksiyalarni ko'rsatilgan X to'plamda tekis uzluksizlikka tckshi-
nng.

Yechilishi. 1) Ve>0 son berilgan bo'lsin. Bu berilgan 0O songa
Ko rax ga bog lig bo Imagan shunday $=6te) son topishimiz kerakki,
|x'-x'|<d tengsizlikni ganoatlantiruvchi VX, x'G J? lar uchun
If(x*) - fix’)|<e tengsizlik bajarilsin. Unda

Ifix"') - fix’)1=12x"'-1 - 2x* +11= 2 IX'- X"|< £

bo‘lishi uchun d=" deb olish yetarli.

Demak, 10.1-ta’rifga asosan berilgan funksiya R da tekis uzluk-
siz bo'ladi.

2) Ravshanki, fix) =ifx funksiya [0; 2] segmentda uzluk-
siz. U vaqtda, Kantor teoremasiga asosan berilgan funksiya [0; 2]
segmentda tekis uzluksiz bo'ladi.

3) /(x) = coSj funksiya (0; l)da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz
emas. Hagigatdan ham, \%&>0 son berilgan bo'lsin.
Agar £e (0;2), x; = ’ém X*= deb olsak, unda, bu

. _ | 1
1% - X 1= o 2n+lyn) 2n(2n+0)n

ayirma, n ning o'sishi bilan istalgancha kichik n—i(e) >0 sondan
kichik bo'lib boraveradi.

1/(A-) _/(.x;) =¥l cos2nn-cos(@n+n1=2>£ (0<e<?2).

Demak, /(x) =cos™ funksiya (0; l)da tekis uzluksiz cmas

ckan.
4) a) Ve> 0 son berilgan bo'lsin. Unda berUgan £ ga ko'ra, shun-

day 6= 6(e) >0 sonni topishimiz kerakki, | x —x |< d tengsizlikni
ganoatlantiruvchi Vx',x" G (-1;1)I*f uchun
I1(x)-1(x") | =1(xf-(X")M <« (10.2)
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tengsizlik bajarilsin. Buning uchun awalo
Ixr - U x- %1
munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz:

Ifix’) - fix') E1X- X LX +x" 1<21x'- X' L

(10.2) tengsizlik bajarilishi uchun $6=| deb olish yctarli. Endi,
berilgan e ga ko‘ra d ning to‘g‘ri topilganligini tekshirib ko‘ramiz:

IX'-x*I<~ bo'lsin. Bundan, 2Ix'-x*I<e x'x*G(-1,1)
ckanligini inobatga olgan holda, kcyingi tengsizlikdan

e>lx'- x"Ux'+x"FI(xY - (x’"1

munosabatni hosil gilamiz.

Dcmak, $=" to‘g‘ri topilgan ckan, ya’ni bcrilgan funksiya
(-1; 1) da tckis uzluksiz.

b) fix) =x* funksiya R da tckis uzluksiz emas. Hagigatdan

ham, Wc< 2, =n+ X '=n deb olsak, unda \x',,~x,,\=

|/(XL|,)~/(X")|=f/j+ll— =lf|"+2+ —N,=2+-">2>e
\ n 1 n

. Demak, tckis uzluksizlikning inkoriga asosan, fix) =x* funk-
siya R da tckis uzluksiz emas.

5) Ravshanki, ~

siz. U holda Kantor teoremasiga asosan, [—; 1] segmentda tckis
uzluksiz bo‘ladi.

10.5-misol. Ushbu
D) /(x)=3x"+1+2. X =[0, 1,

funksiya [-1; 1] segmentda uzluk



2) I(x) =x* &) X =[~aa] (a>,0), b) JT=(-0000);
3) fix) =cosi, Z=(0Q ) 4) OAx)=", X=K2

funksiyalarning uzluksizlik modulini toping va ularni tckis uzluk-
sizlikka tekshiring,

Yechilishi. 1) V3>0 bcrilgan bo'lsin. A"=[0, 1] to'plamdan ix-
tiyoriy x', X" nugtalarni olamiz va aniglik uchun x'>x" deb, ya’ni '
X'=x'+x, 0<Ox<d garaymiz. U holda Vx' >0 uchun

ifix') - fix)I=1@X" + X +2)- 3x-' +X+2) I=
=13(X" + DN+ (X' + OX) + 2- (BXM+ xx+ 2 k
=l6x'Ox + 30N + Ox I< 6d + I3t + d = &5+ 3d

Bundan, w{f,S)= sup |/(x")-/(x") |< 7d+3d" Lckin, x'=

= x’+d nugtalar uchun Jx'- x'|=d va

/(X)- Bx') ELEXM+ X +2)- (XN + X+2) E
=1 3N + X - (3¢ + X) 1=7d + 3d'

bo’lishini c’tiborga olsak, unda bu tenglik va yuqoridagi tengsiz-
likdan

u;(/,d) = 7d+3d', d>0.

Bundan esa, kmw{f,d) = )=0
Dcmak, berilgan /(x) = 3x'+x +2 funksiya [0; I]da tckis uz-

luksiz. . '
2) a) Vd> 0 berUgan. |x'- x*  &tengsizlikni ganoatlantiruvchi

VX, x” e \-a,a\ nugtalarni olamiz.
/(X" - [(X*) 1= x" - X" 1L X+ Xe1e1X'- X'N 275,

'‘Bundan, w(/,d) = <y(x',d)s2ad bo'ladi. Ammo, x'=a, x'=
=fl-d (0<d<2fl) nugtalar uchun



IH{x") - fix") 121X - XM 1=fl' - (fl- &) =120d- d' 1=2a6- 6

bo'lganligi sababli, u{x",6) = 2a6-g” bo'ladi. Bundan, LUnw(x™) =
= Ii_rB(ZfIS-d") =0.

Dcmak, berilgan /(x) = Jr funksiya [~a; a] (a > 0) scgmentda
tekis uzluksiz.

b) X =(-c0,00) to'plamdan Vx'=n+~, Xx’=n nugtalarni
olaylik: ”

1IAX) - AX) E|(«+i)"  1=2+7

Bundan, V6>0 uchun w(xMNi) =3, Njn2wxN\G)=3 0
bo'lgani uchun /(x) = x* funksiya X = (-00 ) da tekis uzluk-
siz emas.

3) V6> 0 son berilgan bo‘lsin.

Ravshanki, VX, .x* G (0,00) nugtalar uchun:

1Ax") - f{x") I=|cosp - cos " 2.

Xususiy holda Ix'-x'l<6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
x' va x'lar uchun ham

cos-)’(‘- co$§| 52

tengsizlik bajariladi. Demak,
)(cosM,d)<2.
Ammo (0, @ to'plamdan X,,=" , xJ,= nugtalarolinsa,
Avshanki, n ni yctarlicha katta gilib olish natijasida X,, va x” nug-

ar uchun Ix - x'l< 6 tengsizlikka crishish mumkin. U holda

[cosp - cos =lcos2xn~ cos(0)jT|= 2,



Bundan, f>(cos” ,d) = 2,Ickin, # w(cos1,d)=2 0 bo'lganligi

uchun, berilgan /(x) =cosi funksiya (0; c da tekis uzluksiz
emas.

4) V5 > 0 sonni tanlab, VX, x' G[0, 2] nugtalarni olamiz. Anig-
lik uchun x'>x” deb, ya’ni x'=x"'+[x, 0<Ax<d<2 deb
olamiz. Unda, Vx'>0 uchun

(x')-I(x)i= - ~ 1 = A A
= Tre-—-—--- — m_<vd
SX "N +AX(X+6) +LLUX'+ 6
bo'ladi. Bu tengsizlikdan .Ammo, x'=x"'+d bo‘l-
ganda,
lim(¥Yx’+d— = yfd

bo'lgani uchun, (o{”,d) s ~ . Bundan va yuqoridagi tengsizlikdan
V5> 0 uchun AN ]Ma){yfx,d) = 0 bo'lganligi sababli,
berilgan /(x) =~  funksiya [0; 2]da tekis uzluksiz.

Mustagil yechish uchun misol va masalalar

10.1. Quyidagi berilgan/(x) funksiyaning 2fto‘plamda teks uzluk-
siz ekanligini isbotlang:
D /(x)=3x-I, X=R; 2) ICm=j:~> r=1-1;1];
3) /(x) =sinxS f=(-3;31;
4) I(.y)=£17, J =(0;x);5) /(x) =sinx, X =R;
6) /W =j. 2r=Ifl;+«). a>0;
7) 1(x) = arctgx, X =(-«;+“);
8) /(x) =M%, X =(0; +o00);
9 /x)= " x={1)
10) /(x) =sin™j, 2I- 10,01; + 00).
289



10.2. fix) funksiya tekis uzluksiz bo-ladigan orallqda berUsan

uchun (5=5(e)ni toping:

1) /(x) =4x+5, (-00<x<00);

2) /(x) =x"-3x-2, (-l<x<5);

3 /W =7 i0 \<x");

4) fix) =2sinx- cosx, (-wW<X<+0);

¢ 5) /(x) = xcos-", (x;t0) va /(x) =0, (Osx s t).

10.3.

Quyida berilgan fix) funksiyaning X to'plamda tekis uzluk-
siz cmasligini isbotlang:

1) /(x) =cos(i], X=(0;1);2) />m)=sinx" Z=

3) /(x)=er, X=R- 4) J(.v) = ctgx, A= (0;1);
5) /(x) =Inx, Jr=(0;l);

6) /(x) =e*cosi, A=(0; 1);

7) fix) =xsinx, X=(0; «);g) fix) =sin , X =(0; .
10.4. Quyidagi berilgan fix) funksiyani X to'plamda tekis uzluk-

sizlikka tekshiring;

1) fix) = e— X=1-1 1 2) fix) =~. X="R\

14-x, 0<xs 1]

4) /(x)=1i, JT=(0.1;11;

5) fix) =cosx, X =(0; 1);

6) fix) =x*: a)X =l-e,e]; b) X =R.
10.5.

Quyida berilgan f(x) funksiyaning X to'plamada uzluksizlik
modullarini toping va ularni uzluksizlik moduli yordamida
tekis uzluksizlikka tekshiring:

D /(x)=2x-lI, X =R;

2) = X =\a\+<), a>0;
3) fix) =x*+\, e>0, 1=(0; 1
4) /(x) =sini, ;sr=(0;-Mo);

5 /(x) =", J1=(0;1).



10.6.

10.7.

10.8.

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

10.15.

10.16.

10.17.

10.18.

10.19.

iAgar §<(55 bo'lsa, w(/;5,)s £u(/;6)) tengsizlikni isbot-
ang.

Agar X to'plam chcgaralangan, X to'plamda /(x) funksiya
chcgaralanmagan bo'lsa, u holda Vd> 0 uchun w(/;d) = +»
ekanligini ishotlang.

Agar X — oraliq (interval) bo'lsa, u holda Vd, >0, dj > Ouchun
;<9 +dj) N Eu(/; dj) +w(/; dj) ekanligini isbotlang.
Agar fix) va g(x) funksiyalar X to'plamda tekis uzluksiz
bo'lsa, u holda uchun A/(x) +g(x) funksiya ham

X to'plamda tekis uzluksiz bo'lishini ishotlang.
Agar /(x) va g(x) funksiyalar (u;+oo0)da chegaralangan va
tekis uzluksiz bo'lsa, u holda/(x)-g(x) funksiyaning  +
da tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.
[a; +*) oraligda har biri tekis uzluksiz, ko'pa’*tmasi esa tekis
uzluksiz bo'lmaydigan funksiyalarga misol keltiring.
Agarfix) vag(x) funksiyalar X chegaralangan to'plamda tekis
uzluksiz bo'lsa, u holda ularning ko'pajtmasini X to'plamda
tekis uzluksiz bo'lisliini isbotlang.
Ushbu a)Z = (0; 1); b)2l = [0;+00) to'plamlarda uzluk-
siz, Ickin tekis uzluksiz bo'lmagan funksiyalarga misollar
keltiring.

=[0; +00) to'plamda chegaralanmagan, lekin unda tekis
uzluksiz bo'lgan funksiyalarga misollar keltiring.
(0; 1) oraligda chegaralangan, uzluksiz bo'lgan. ammo
berilgan oraligda tekis uzluksiz bo'Imaydigan funksiyalarga
misol Keltiring.
Ko'rsatilgan oraliglarda -fx funksiya tekis uzluksiz bo'la-
dimi?
1) [ou] (f1=0);  2) (Ou). (a>0);
3) (4;+ o00); 4)10,+00); 5)(0;00).
Uzluksiz davriy funksiyaning tekis uzluksiz ekanligini isbot-
lang.
Ge?der shartini ganoatlantiruvchi funksiyalarmng tekis uzluk-
siz bo'lishini isbotlang.
(a; b) oraligda tekis uzluksiz bo'lgan flmksiyaning sliu oraliqda
uzluksiz ekanligini isbotlang.
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shaklda bo'ladi. Hosila quyidagi (Lagranj),. J

"
Dy, DJ (Koshi) belgilar yordamida ham yoziladi.

Il.I-nusol.  Ushbu f{x)=C funksiyaning hosilasini ta’rifdan
foydalanib toping, bunda c-biror o'zgarmas son (IJ1-chizma).
Yechilishi. Erlcli o'zgaruvchining ikkita turli x va x+[x giymatini
olsak, bu giymailarda funksiyaning giymatlari bir xil bo'ladi, ya’ni
/(x) =C, /(x +px)=c.

Shuning uchun /(x4 f1y)-/(x) =c - r =a demak, AT

Shunday qilib,

y\x) =£?rpe"‘£k= Iimmz 0,
ya’ni 0'zgarmas sonning hosilasi nolga teng.
11.2-nusol. Ushbu y=tgx funksiyaning hosilasini ta’rifdan foyda-
lanib loping.

Yvchilishi. Ma’lumki, ~"“tgx funksiya J1 ning x=—+kn(K

nugialardan tashgari nugtalarida aniglangan. VWeZJO) nugtani olib, u g
x+A€D(>) bo'ladigan [x (ax<Oyokl [Ax>0) oruirma beraylik. B
argumenining ax omirmasiga mos ravishda, berilgan funksiya ham
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Y- w0+ )- 6 #@ﬁ%ﬂm (11.3)

orttirma oladi. (11.3) ning ikkala tomonini Axga bo'lib,

1 SinAX
Ax cos(x+AX)mosx A

nisbatni hosil gilamiz va lining Ix->0 dagi limitini hisoblaymiz:

DG - THAJOORK A e’

Demak, y'={igx)'=—" X * - +kn,keZ.
y" ={igx) s X 5

11.3- nusol. Ushbu /(x)=(x-1)"(x+3) funksiyaning =l nuqtadagi
hosilasini ta’rifdan foydalanib, toping.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan: /(i)=0 va

M X1 ow X
bo'ladi. Demak, /'(i)=o.
11.4- misol. Ushbu i)* X =0va [I=o.o1; 2)>=aX=+sX+S, X, =0

va =000 3) 3=y A -1 va 02 funksiyalar uchun x, va
B +X-4
[Ix laming ko'rsatilgan giymatlarida ny va lami toping.

Yechilishi. gy va A

Ik
- _ — Ay 01
) Ay=Vxn~A~VA =Voirt=Ml [Ox“ 001

lami tuzib, hisoblaymiz:

AV 0003002
2) Ay=2 (0,001)=* 30001 +5- 520003002, - = =5.002

1 1 4!
a+op)'+ (+0.2)-N 2 14+12-4 2

1 L
1,36"2"2r At 2



Berilgan nugtada chekli hosilaga ega boMgan funksiya, shu nuoada
albatta uzluksiz bo'ladi, ya’ni funksiyaning nugtada chekli hosUaga e

bo'lishi uchun, uning shu nuqtada uzluksiz bo’lishi zaruriy shart bo'ladi
lekin yetarli shart bo‘la olmaydi, masalan,

fi

) [-;r, x<0
funksiya x=0 nuqgtada uzluksiz, lekin bu nuqgtada hosilaga ega emes.

11.2- ta’rif. Agar Ax->O+O(Ax-»0-O)daA;‘ ning chekli limiti

lim lim
OX-—+0+0 [ Ax-»0+0 w4

f lim lim

KAr-»0- 01 Ax->0-0 AX )
mavjud bo'lsa, bu limit /(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng (chap)
hosilasi deb ataladi va /'(».+0) (/'(*,-0)) kabi belgilanadi.

Odatda, funksiyaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli hosilalar
deb ham aytiladi.

11.5-misol. Ushbu ~ >=|x-2| funksiyaning x=2 nuqtadagi o‘rg
va chap hosilalarini toping.
Yechilishi. (11.4) formuladan:

Un 1L M . |ir8 A
povons IX 0w [x IHO0 X o0 fIx
ABanx AR AX WBonx Ao ax "

Demak, /(x)=|x-2I funksiyaning x=2 nuqtadagi o‘ng hosilasi
['(2+0)=i, chap hosilasi esa / (2-0)=-1 ekan.
11.1-eslatma. Agar /(x) funksiya X, nugtada hosilaga ega bo'lsa, r
shu nugtada bir tomonli /'{x, +0). /'(x,-0) hosilalarga ham ega bo'lib
['(i, +Q)=/"(x, - 0=/ (x) tengliklar o'rinli.
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11.2-eslatma. Agar f[x) funksiya x, nuqtaning biror t/(xj atrofida
uzluksiz, *0 nuqgtada bir tomonli /'(x,+® va /'(x,-0) hosilalarga ega
bo'lib, / (»,+0«/(~,-0 boMsa, /(x) funksiya shu nugtada /'(x,)
hosilaga ega bo'ladi va [/ ’'(X.)=/ (x,+0)=/"(X, -0) tengliklar o'rinli.

11.3-eslatraa. Agar [X-»0 da E( nisbat aniq ishorali cheksiz Umitea

ega, ya'ni

[K+A»)-/(*0)_ ... (11.5)

L g el

bo'lsa, u ham /(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deb yuritiladi.
Bunday hosila cheksiz hosila deb ataladi.

11.6-misol. Ushbu vy =ijx funksiyaning x=o0 nuqtadagi hosilasini
toping.

Yechilishi. Ta’rifga ko'ra:

(VA0 . N
wb— oo MO

bo'ladi. Demak, fYo;=+«.

|
| AP0On,

11.7-misol. Ushbu /(.r)=V("->F funksiyaning x=I| nuqgtadagi

hosilasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=t nuqtadagi orttirmasini

n

YORMA- - s

ar - ., . R -, 11.2-ta’rifga ko'ra:
Engi e nls%atm topamiz. s K :

topamiz;

.CH-WVL,.E'.* =+«, 4-'““{&(

bo'ladi. Demak, /' (Q=+», /"(Q=-= +
11.8-misol. Ushbu funksiyaning x. =1 nuqtada hosilaga ega

emasligini isbotlang.



Yechilishi. Berilgan funksiyaning r.=i nuqtadagi *oruirmasi N

topamiz:
&=£i/ =|In(l+¥)|- [ini] =lIn(i+ X1
N M, :\lf-lzugl(:?(p);(),ﬂ;rfo.
Bundan:
.
A In+ng, [Ix<0,

Aj%ﬁf d_i&')C‘Ln(Hﬂ'x)".: 1 .Q!lm v =- gl I+ ™ =-1.

Demak, berilgan funksiyaning x, =1 nuqgtadagi o‘ng va chap hosilalari
mavjud va ular bir-biriga teng emas. Shuning uchun, ;'=|Inx| fiinksiya
X =1 nugtada hosilaga ega emas.

11.9-misol. Ushbu

D/ W=@Q-eX»- (»-c)’;2)/(x)=X+(x- 2)arccos
funksiyalarning, mos ravishda, 1)/'{a). f'{b),/'{c), 2)f'(2) hosilalarini
toping.

Yechilishi. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra:

\)fia)= lim (?.<" + + (@a- o)\
o JIx

I'(b)= limi*+7-0)ib +-b)\h +dr-cf-0
[=540)

/m(f) = lira (c-*"-Q)(c + AX-/[>)" (c+Ax-c)™-j~_n.
O

| 2+[x
2+[x+xeregas.| —=- -2 7
2) I'(2)= lim agens sl +uccosd- =*+7 -
20 —T



IU . Hosilanins geomelrik »,a',,si. /(.) taksiya
aniglangan va uzluksiz bo'lsin. lining grafigi uziuksiz biror I chizigdan
iborat bo'lib, u 11.2- chizmada tasvirlanganidek bo'lsin deb faraz gilaylik.
I cliizigda nuqtani olib, bu nugtadan urinma o'tkazish
masalasini garaymiz. r chizigda nugtadan fargli
AXo+ 4 -~ /K + 0%) (AN7M0) nugtani olib, bu nuqtalar orgali /
kesuvchi' o'tkazamiz. Bu kesuvchi x ning o'sish tomoniga qarab
yo'nalgan bo'lsin deb faraz gilamlz. / kesuvchining Ox o'gning musbat
yo'nalishi bilan tashkil gilgan burchagini (p deb belgilaymiz. <p burchak
At ga bog'lig bo'ladi: (p=<p{&).

11.3-ta’rif. Agar | kesuvchining M(.To+ AT,/(X0 + AT) (A09‘0)
nugta [ chizig bo'ylab AY,(x,/(x,) nugtaga intilganda (Ar->0dagi) limit
holati mavjud bo'lsa, u holda kesuvchining bu limit holatiga I chiziqga
A/l,(xj,/(xJ) nugtada o'tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, 11.2- chizmadan:

L Ay
" MaN Ax At

Ma’lumki, M,,(x,,f{x,)) nugtadan o'tuvchi to‘gri chiziq W.(*0./k))
nugtaning  koordinatalari hamda bu to‘gri chizigning burchak

koeffitsiyenti orgali to'liq aniglanadi.
Agar Ac-"Osa, u holda Ay->0 va JV nugta I chiziq boylab

4(x,./(xJ) nuqtaga intiladi, ya'ni / kesuvchining holati T urinma

holatga o‘tadi, yani lim A urinmanmg
Ar->0

Ox 0°q bilan tashkil gilgan burchagi. Ikkinchi tomond

At

Shunday qilib, /’(x0)='S* -



Demak, agar f[x) funksiya x“eia-b) rrugtada f'rxj hosUaga e
bo‘lsa, u holda /(x) ftinksiyaning grafigiga A/.{x,,./(xJ) nuqtada o'tkazilgan
urinma inwjud bo'ladi (11.2-t7;/zma). Ma’lumki, ftinksiyaning  nugtadagi
I'(x,,) hosilasi, shu urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. m j
urinma chiziq tenglamasi

(11.4)
bo'lib, bunda /(x,)=tga, egri chizigning Wo(»0./(*0)) nugtasiga
o'tkazilgan MgS normalning tenglamasi esa

-I(Jfo) = [M—r (*-*0) (11.5)

ka'rinishda bo'ladi.

S3=/i(*) va M=/r(x) funksiyalar grafiklarining IMx.>) kesishish
nugiasida o'tkazilgan urinmalar orasidagi < burchak berilgan ikki egn
chiziq orasidagi burchak bo'ladi va
N(x.)-1(x,) (11.6)
1+/, (X)), (X)
formuladan lopiladi (11.3-c/iizma).



an

IL.IO-misol.  Ushbu ey=x"+3x ftmksiya grafigiga A,(;4) nuqgtada-
o'tkazilgan urinma va normal tenglamalarini toping.

Yechilishi. Urinma to'g'ri chizigning burchak  koeffitsiyentini lopish
uchun awalo berilgan ftinksiyaning hosilasini topamiz: / =3x'+3. Bu
hosilaning x=1 nuqtadagi giymati urinma to'g'ri chizigning burchak
koeffitsiyentini ifodalaydi, ya'ni /'()=31-kK3=6. Shunday qilib, (11.4) va
(11.5) formulalarga asosan urinma va normal chiziq tenglamalari, mos
ravishda, quyidagi ko'rinishlarda bo'ladi (WA-chizma):

3>-4=6(x-i) yokiy =6x-z; y-4=-"(x-i) yoki



MAPLE tkiimdan foydalaiiib misolni yech'ish:
> V:-difr(x"3+3*x-y(X)pc);

K.-=3x43-"aq%)|

> W:=solve(V==0,difr(y(x),x));

:-3xN +3

> subs(x=1l,y=4,W);

IL.1I-misol. Ushbu /(x)=x* va /(x)=Vx ftinksiyalar grafiklarining
M(i.i) kesishish nugtasida o'tkazilgan urinmalar orasidagi burchakni
loping.

Yechilishi. Berilgan funksiyalarning x=i nugtadagi hosUalarini

topamiz:

/m(x) =2x. I'0=2 na*)=~. m =/2-

1. Schizma.
M-y=x\ (2). y-VI

2-1 3
(11.6) formulaga ko‘ra tge=— bo'ladi. Bu yerdan <¢=arctg®
142 A
2

{W-S-chizma).



MAPLE tizimidan foydttlanib misolniyechislr
?_ golve(x*Z:sq rt(x),x);

> a:=difr(x"2,x);b:=dif T(sgrt(x),x);

AV

> arctan(subs(x=l,(a-b)/(I1+a*b)));
arctgi.

11.12-misol. Ushbu y=x"+3x+4 chizigqga o'tkazilgan urinma:

1) y=6xto'g'ri chiziqga parallel bo'ladigan; 2)y=--~ to‘gi
chizigga perpendikulyar bo'ladigan nugtalami toping.

Yechilishi. Ma’lumki, berilgan >=x*+3x+4 chizigga o'tkazilgan
urinmaning urinish nugtasidagi burchak koeffitsiyenti y =3x=+3 ga teng
bo'ladi.

1) paralellik shartiga ko'ra: 3X'+3=6, bundan X =i, x =i, Xj=-i.
1zlanayotgan nugtalar: Ar,(i;8)iA,(-i;0).

2) perpendikulyarlik shartiga ko'ra: 3xU3=12. bundan
X=-n3, X«-¥s. Izlanayotgan nugtalar. I, (-1 ;-6Y3+4),
IV, (¥Y3,6Y3+4)

11.13-misol. Tenglamasi x=2cos/-cos2/. y =2sinr-sin2r ko'rinishda
bo'llgan >=y(t) chizigga: 1)'= 2)/=x; 3)/=y  nugtalarda

o'tkazilgan urinma chiziglarning tenglamasini tuzing.

Yechilishi. /=- bo'lganda, x=1>=2 r=x bo'lganda, x=-3,y=0;
2

bo'lganda, x=L«<=-2 bo'ladi. Endi berUgan y={X) fiinksiyaning

YAX) hosilasini topamiz:



sin - -sin
Y. == *9
X cos= sm*
bundan, "[1]=-1; bo‘lganda esa, y\{X) ftinksiya

aniglanmagan.

Demak, 1) va 3) hollarda urinma to'g'ri chiziglar tenglamalari, mos
ravishda, j/-2 =-(x-1), >+2=pc-I ko'rinishda boMadi.

11.3. Hosilaning fizik ma’nosi. Moddiy nugtaning to‘g‘ri chizigl
harakati s=/(/) lenglama bilan ifodalangan bo'lsin, bunda / vadqt,
j shu vagt ichida o'tilgan yo‘l (masofa). *=/(/) funksiyaning
nugtadagi  hosilasi  s=f{i) qonun bilan harakat gilayotgan moddiy

nuqtaning /g momentdagi oniy tezligini bildiradi, ya’ni

Jie0 n/
Moddiy nugtaning berilgan /= momentdagi a tezlanishi esa v tezlikdan

I vagt bo'yicha olingan hosilaning /= dagi giymatiga tengdir, ya’ni

0=v(ig= fim "V OTA/WIM

11.14-misol. Moddiy nugta n()="Y*+"/--2/ gonun bo'yicha to'g'ri

chiziq bo’ylab harakat giladi. lining i=4 momentdagi tezligini toping.
Ycchilishi. Moddiy nugtaning istalgan / vaqtdagi harakat tezligini
topamiz:
vi=y{)=2/"+/-2.
Moddiy nugtaning /=4 momentdagi harakat tezligini hisoblaymiz:
»[<1,=2-4’ +4-2=34[";I7;.



11.4.  Hosilani liisoblashning sodda goidalari.

1 0°‘zgarmas sonning hosilasi nolga teng: (C)=o0 (bunda c-
0'zgarmas son).

2. 0 ‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashgariga chigarish mumkin:

(C()’'=Ce(/(x))' (bunda ¢ -0zgarmas son).

3. Agar/(x)va g(x) funksiyalarning har biri xe(0,6) nuqtada/'(x)
va i(*) hosilalarga ega bo‘lsa, /(i)xg(x) funksiya ham * nugtada hosilaga
egavau .

[/ +gIF=fV) xg(X) (117)
formula bo‘yicha topiladi.

4. Agar /(x) va ;A¥) funksiyalarning har biri xe{a,b) nuqtada /'(x)
va bYx hosilaga ega bo‘lsa, /(X) g(¥) funksiya ham x nugtada hosilaga
egavau

[/W-gW] =/'W-gW+/W-g'W (11-8)
formula bo‘yicha topiladi.

5. Agar fix) va (ir) funksiyalarning har biri xe(a.i) nugtada f\x)
va g\x)  hosilaga ega bo‘lib, g(X)*o bofsa, fix) funksiya ham x

nugtada hosilaga ega va u

"M FEX)g(.T)-1(x)-9'(J) (119
gW. g'wW
formula bo‘yicha topiladi.
6. Agar /(x) funksiya x,e((rb) nugtada hoslg g

bo‘lsa, bu funksiyaga teskari x=/-07) funfoiya x. nuqgtaga mos kelgan
>« (W=/(xg)) nuqtada hosilaga ega va

[ ['Bll»n =y %.tj

‘englik O*rinli.



7. Agar «=[{x) fiinksiya x,e{a.b) nuqtada / '(x) hosilag
bo'lib, y=F[u) funksiya esa X, nugtaga mos kelgan « («©0=/(»))

nugtada F'{u,) hosilaga ega bo'lsa, ®(X)=f(/(x)) murakkab funksiya
ham X nugtada hosilaga ega va

© Oeo)=[Fm(())]1.,..=""("0) I'(*0) (n.11)

formula o*rinli.

8. Oshkormas, F(x,>)=0 funksiya uchun /(x)=--~ formula o‘rinli.

F.
9. Parametrik tenglamasi bilan berilgan * = "
y=Vv{t)
funksiyaning hosilasi quyidagi
>X\q§((8 yokij-;gﬂﬂ0 (11.12)

formula bo'yicha topiladi.

11.5. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari jadvali
1 yrc. y=o.

2.y =x*. y=a.x“" aeR.
3y =M

4. y=e. y' =e\

5 y=o0*a>0,

y'=a'\na.

6. Si=Inx. i
y iy

= , 0>0. 097, =I12Mif =
7.y =log, X y Al YI_nE
8. >=lgx. /1. 1

9. yriinx. y' =COSX.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

. Y =COSX.

. > =tgx.

.y =ctgx.

>= Bresinx.

Yy =arccosx.

y =arctgx.

y = arcctgx.

y =secx.

j>=cosecx.

> =shx.

. y=chx.

. >=thx.

>=chx.

>i= Arshx.

jisArchx.

= Arthx.

> = Arcthx.

y=x"

y =-sinx.

Yy :EI/S‘\*X =9eCHr.

"= h—=- cosec’ X.
Y "= X

/_ si . 2

" cos"x

y/ ::---295?§Zcosx*c05ec

sin
y' =chx.
y' =shX

/ 1

y =x"(l +Injc).
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11.15-misol. Ushbu

)y=2x"- 57 +7n+6, 2)y:Hn+z\7X- 02r;

3n°-2n +3. n+rx.
= 4 =
3y n-n+1"’ )y x-2\fx’
sin<>+ cosip
5)y = 6)y =3e*-1nn; 7)y =c”(tg.x + ctgx);
)Y 1-COED )y )y =c™(tg gx)

8) y =aragx +x’ +arcctgx;  9)y =e'log,x; 10)y =shxchx
funksiyalarning hosilalarini toping.
Yechilishi. Hosilani hisoblashning sodda qoidalari va elementar
funksiyalarning hosilalari jadvaliga asosan topamiz:
1) yig'indi (ayirma)ning hosilasini ifodalaydigan (11.7) formula va
darajali funksiya hosilasi formulasidan foydalanamiz;
YA 5N +TR+6)N =(200) -(Bn +H(TN)N +(B) SLQT™-15 0N +T;
MAPLE lizimidan foydalanib misolni yechish:
> Difr((2*x"5)-(5*x"3)+7*x+6,X)=
dif T((2*x"5)-(5*x"3)+7*x+6,X);
LE(2j€-5x7+7i +6)- 10XA- 15077

2) Awalo (11.7) formuladan va so'ngra darajali funksiya hosilasini
topish formulasidan foydalanamiz:

AMIT+N -0 ,2X7) =MaN+a*h2-0,20°N =~ -~ t2-0,2-50" =

3172 2xyfx

MAPLE lizimidan foydalanib misolni yechish:
> Difr(x"(1/3)+l/sqrt(x)-0.2*x"5,x)-

difr(x"(1/3)+1/sqrt(x)-0.2*x"5,x);

—fil"4+-L_o2W0 =_! o
dx{ J 3= 2x™



3) ikki funksiyaning nisbati  (kasrning) hosilasini ifodalaydigan
(11.9) formula va yugorida foydalangan formulalami gqo'Uaymiz:

(XN
_(IXN-AX) (XM -xH)-(2x-1).(3x3-2r +3) 3i* -6x" HLIXMIOx+3
(iA-xH)N OO

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
Diff(((3*x"3)-(2*x"2)+3)/((x"2)-

X-4),X)-diff(((3*x"3)-(2*x"2)+3)/((X"2)-x+),X);
d 3i7-2xM+3 _9xN-4X  (3x’ -2 0 +3)(2x-1)
XN-x+1 XN-X+] (,Jd.x+N)n

4) ikki funksiya nisbati (kasrning) hosilasini ifodalaydigan (11.9)
formula, shuningdek, yig‘indi (ayirma) ning hosilasini topish (11.7)
formula hamda jadvaldagi ildizning hosilasi formulasidan foydalanamiz;

(Y -21)- (27 ()
Y -
(r-2"y

Y 20y

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

o > dif T(((X"2)+sqrt(x))/(x-2*x"(1/3)),x);

T-2xNM~ (X-2X">Y

5) Ikki funksiya nishati (kasrning) hosilasini ifodalaydigan (11.9)
formula. yig‘indi (ayirma) ning hosilasi uchun keltirUgan (11.7) formula
hamda jadvaldagi sinus va kosinus funksiyalarning hosilalari formula

laridan foydalanamiz:



_(sin cp+cos?>)'(|—cos?>)—(l—g)os V)(sin9+cosv)

{-QC8ipr
_ (cosy-siny)(I-cosy)-(siny+cosy)sin9 " cosy-siny-I
(1-cosy)» (1-cosy)®

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:

> di(r((sin(y)+cos(y))/(I-cos(y)),yx);
cos(y)-sin(y) (sin(y)+cos(y))sin(y)
I-cos(y) (I-cos(y7)2
6) Awalo (11.7) formuladan, so'ngra jadvaldagi ko'rsatkich
logarifmik furdcsiyalar hosilalari formulalaridan foydalanamiz:'

y=(3e*-Inx)'=3e k

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> diff((3*ex’(x)-In(X)),X);
3EN

7 Ko'paytmaning hosilasi to‘g‘risidagi (11.8) formula va jadval
ko'rsatkichli va trigonometrik fiinksiyalar hosilalari formulalaridan
foydalanamiz:

i2X -2c0s2x).
y= ((e*(tgx+ctgx)) =e*(tgx +ctgx) + A — - )
VCOSX  sin'*xy $in"2 X
MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> diff(ex’ (x)* (tan(x)+cot(x)),x);

c* (ian(i) + co»(x)) + e * (tan(x)* « cot(x)"

8) Yigindining hosilasini ifodalaydigan (11.7) formula, so'
Jadvaldagi teskari trigonometrik funksiyalar va darajali funksiya hosilalari
formulalaridan foydalanamiz:

=(wctgx+x"+arcctgx)'=---+2x---- "-r=2x;
y=(wctg gx) o T

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:

> Difr(arctan(x)+x*2+arccot(x),x)*

difr(arctan(x)+x*2+arccot(x),x);



N (arctan(x) +  + arccol(x))« 2x

i

9 Ko'paytmaning hosilasi to‘gisidagi (11.8) formula va jadvaldagi
ko'rsatkichU va  logarifmik  funksiya hosUalari  formulalaridan
foydalanamiz

y:(*".IogZx)':e*-IogZX+e*)m=e»(|g>%xJ;a_r_|12 A

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> diff(ex’ (x)*log[2](X),X);

cxIn(x)n e”

In(2) xIn(2)
10) Ko'paytmaning hosilasi formulasi (11.8) va jadvaldagi giperbolik
funksiyalar hosilalari formulalaridan foydalanamiz:

y'=(shxch x)'=ch*x+sh"* x.
MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> DifT(sinh(x)*cosh(x),x)-difr(sinh(x)*cosh(.\)p<);
A (sinli(x) cosh(x))" cosh(x)” + linh(x)"
11.16-misol. Murakkab funksiyaning hosilasini topish goidasiga
asosan, ushbu
l)yy =3“"-* 2)>>=VI+*": 3)y =Incos(x4l);
4)y=arccos>/r?; 5)Y=> < ' 6)>=0+*uUK)
funksiyalarning hosilalarini toping.
Yechilishi. 1) Murakkab funksiyaning hosilasini topish goidasmi,
ya’ni (11.11) formulani ikki marta go'llab, topamiz.
y' =(3*"*) =3""In3-(sin2x)" =3“" ™3 c052X'2 =21n33  €0s2X.
MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:

> dif T(3"sin(2*X),X);
23" "5 Id



2) berilgan funksiya z=i+x’ va y="z fijnksiyalar kompozitsiya.
sidan iborat bo'lib, z, =3x\ N ="- Unda murakkab funksiyaning

hosilasini topish formulas! (11.11) ga asosan, >-'=-L..3x'=2.-4L «
Nz 2 VT+T'

MAPLE tkimidan foydalanib misolni yechish:
> diff(sqrt(l+x*3),x);

ZIT+’
3) murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasini ikki marta
qo'llab, y'=— ij— (cos(X’ +D) = (>+)' = +1).2*

bo'lishini topamiz.
MAPLE tkimidan foydalanib misolni yechish:

> dif TOn(cos(x"2+1)),x);
ZiluC- Tx
¥+
4) Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasini uch marta
qoMab, y=--p A(Vi- x»)_-l ' |
P (lx) Hovr ) = s
bo'lishini topamiz.
MAPLE tkimidan foydalanib misolni yechish:
> diff(arccos(sqrt(l-x"2)),x);
5 bu holda berilgan funksiyani soddalashtirish magsadga muv

bo'ladi:
y=i(In2” -In(l +4in5i))="In2-"In(I +sinbx)

Endi berilgan funksiyadan hosila olish osonlashadi:



0.5*In(I+sin(5*x)),X);
IL (154 1N - 05l +5iGx.) - 15~ 2" 5?

I +sii5l
6) daraja-ko rsatkichli funksiyaning ta'ifiga asosan berilgan
funksiyani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: £),j berilgan

funksiyadan hosiJa olamiz:
I ALY @ W T i KAty i i _
=1M( )(XIn(3+sinx)) e* (3™ )fln(3+smx§ 4éhﬁx(&«,,,)Jv
xInt3+S|nmef3+Sin>(}S,_>_<99_S)_<’§|(3 +sini) Mﬂjﬁusm'x)%--?@%x"
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

> difr((3+sin(x))*x,X);

(B+sin(X)f[In(3+sin(x))+"].

11.17-misol. Ushbu

Dy=x+p\ y=0 y=1;

2) y=0lIx+e”*. v=I, 3Jy=2"-x\ x>l. y=0
funksiyalarga teskari bo'lgan fiinksiyalaming Ko rsalilgan nugtadagi
hosilasini toping.

Yechilishi. 1) berilgan funksiya Vxe/l, gat’iy o‘suvchi, y:=Il+x'
funksiya n ning hech bir nugtasida nolga teng emas. Shuning uchun,
bu funksiyaga teskari funksiya mavjud va uning hosilasi

¥in =% j=obolganda,  Bfhitpkjx=0  boladi  va
*(0)=i. _y=| bo'lganda esa, 6=Sx+x', x'+5-6=0. x-i va

bo'ladi.



2) y =Qx+e"™"  funksiya R da uzluksiz, gat’iy monoton
y/-0,1+0,le'-* , R dagi biror nugtada ham nolga aylanmaydi. Detrak,
berilgan ftinksiyaga teskari fimksiya mayjud va uning hosilasi

10
y,~ 01+01  “[+ev

y=I bo'lganda, 1=0,Ix+e"". x=0 va x\(\) =5 boMadi.
3) y=2x"-x* ftinksiya R da uzluksiz, *>1 bo'lganda y=4x(i-i>)<o
va nolga aylanmaydi, Berilgan funksiya x>1da gat’iy kamayuvchi.
Shunday qilib, x> da >»=2¢-i" funksiyaga teskari funksiya mavjud

va uning hosilasi x':l);l- :H(l-x-) ga teng. »=0 bo'lganda x=-J1 bo'ladi.

Demak, ¥(0).
4~V2(J-2)“~8 m

11.18-raisol. Ushbu 3>*+2"=x tenglamadan topiladigan bir giymeatli
y-y{x) funksiyaning mavjudligini ko'rsating va uning hosilasi y, ni
toping.

Yechilishi. Faraz qilaylik, berilgan tenglama ikkita haqigiy ;-(X) va
yj(*) yechimlarga ega bo'lsin, ya’ni 3y+2y, =x, 3y+2>j=x.Bundan,

yoki (3y+3" N +3Y +2XY-,<)m0, bunda, W uchun
> +3y+2>0 bo'lganligidan, >>->*0 y*=Yy,.

Shunday qilib, berilgan tenglama yagona hagigiy yechimga ega ekan.
Haqigiy yagona yechimning mavjudligini hosila. yordamida ham topish
mumkin. x, =9y’ +2>0 bo'lib, u hech bir nugtada nolga aylanmaydi,
yani xy) funksiya qat’ly o'suvchi funksiya. Shuning uchun x{)
funksiyaga teskari, yagona, monoton o'suvchi, differensiallanuvchi y=Ax)
funksiya mavjud bo'ladi va uning hosilasi (11.10) ga asosan,

X 249/



11.19-misol. Ushbu

1)/+y+y-X =0, 2) (2fl-x)/ =/.;,'<0;

3) 6xy+8/-12x-26y +1ll =0, 3'<2.X, =i|
oshkormas shaklda berilgan x=7*) lunksiyalaming hosilalari y\ ni, 3)-
daesa, /(xj ni toping.

Yechilishi. Agar biror oraligda differensiallanuvchi >*#») funksiya
F(x,y)=o tenglamani ganoatlantirsa, u holda uning hosilasi

AF(x,y)-0 *
tenglamadan topiladi. 1) holda (*) tenglamaning ko'rinishi
=+ +y-x) =0
shaklda bo'ladi. Bundan: 5/-,/+3/.yl+yl-1=0,

1
m/+3/+1 ¢

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> z:-dlir(y(x)"\5+y(x)"3+y(x)-xp{);

> Q:* solve(z* 0.diff(y(x).X));

2) holda (*) tenglamaning ko'rinishi  £({2a-x)/-x>) =0 shaklda

bo'ladi. Bu tenglamani differensiallash natyasida, ushbu
-1+ (2a-x)-2yA-34 =0

. N 1 chnrtda v's bo'lishini
tenglamani hosil gilamiz. Bun(Jjan,X#ZO > 2y{2a-x)

topamiz. munoaabaldan, shartsa ko'ra, bo'lganl uchun,
2e-X



o ) Ue-x),
ekanligini topamiz.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> z:-=dif T((2*a-X)*y(x)""2-x""3,X);

zZ= +2(2a- X)>'(XX">'W) ~
> Q:=solve(z“ 0,difr(y(x),x));
O Ao 2<Dx

3) holda (*) tenglama

— (6xy+ty"-\2x-26y +1\) =Q

shaklda boMedi. Bundan, 6y+6xy>16v-v'-12-26y‘=0, y>
ekanligini topamiz. Shartga ko'ra, y <2, x, = bo'lgani uchun, berilgan
tenglamadan 8y4Yyy-26y =0 yoki 3-./8y-y|=0 bo'ladi, bundan
n-0.

Demak, Y<2 X =Yy dagi hosila y /Yy j = ekan.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

> z:*difr(6*x*y(x)+8*y(x)"2-12*x-26*y(x)+Il,x);

" "oy ()Y (x)j-12 -

> Q:* solve(z*0,dif T(y(X),x));

Q:- X6

”3><*H}\><)43
11.20-misol. Parametrik shaklda berilgan ushbu
) X- bincl. y- cos*t, (X /<Y :2) Xx=e". y t\

3 X«a(r-sinr) , y=»0(L-co.s/). -eo </<»



y=y(x) funksiyalaming y. hosilalarini toping.
Yechihslu. 1) x(,"y(,) funksiyalar v, larda differensiyalanuvchi

hamda o</<| da x,'=2sin/co$/=sin2/#0. U holda, berilgan y=y[x)

funksiyaning hosilasi (u.12) formulaga asosan,
=W _-2cos/sin/_
X 2sm/ cos/ L 0<x<l,

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> s:=difr((cos(t))" ,t)/diir((sin(t))" ,b);
j;=-1
2)  x(hty() funksiyalar V/ uchun dilTerensiyalanuvchi va
-00o</<ooda x|/=-e";eO. Shunday qilib, berilgan y=)ix) funksiyaning
hosilasi:
y,=J"N =3k

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
s:=difr(t"3,t)/difT(ex’(-t),t);

3) x{Q.y[i) funksiyalar ham, ko'rsatilgan oraliqda differensiallanuvchi
va Xj =0(1 - cos /), y|=osinl. i*2kx, bo'lganda

/ osin/ _
¢"00-cos/)'r ®2

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

' 1-0080
11.21-misol. Tcnglamasi ushbu

Dr=ov, f«P<2n X.Zo;2)r =c*.-"<«><f-%="



ko'rinishda berilgan (bunda r Va 2 lar (xy) . nugtaning
koordinatalari) y~y[x) funksiyalaming >'(x,) hosilalarini toping.

Yechiibhi. 1) r=ag> funksiyaning ifodasini parametrik shakig
keltiramiz: x =r cosp = €2>cos?), >>=Isiny=opsinp . Bundan,

X' =e @BP- ad sin ®, > =flsin d+odcosdh, y, =

costh-tpsmdp
Shartga ko‘ra, "«p<2n, x,=0 bo'lgani uchun 0=0 400D,
bundan cp:—z. Demak, \/’(():-3?1 =3
2) Berilgan r=e* funksiyaning tenglamasini parametrik shakig

keltiramiz: x=rcosth =« costh, * =rsing =«*sincp. Bundan,
*¢ X T N =, 1 Y =5j 1E1
P=cossingy), ', =«(sindr+cosd), >YX) ggg%_lslﬁl -

Shartga ko‘ra, ~j <@&<e *o=¢ bo'lgani uchun i=e'coeth p=0bo'ladi.
Demak,  3-JIO-L
11.6. Funksiyaning dIfTerensiali. y=/{x) funksiya (a;i) oraliqda
berilgan bo'lsin. x, e(a,6) nugtani olib, unga  Ox(I>0 eun [Ox0)
orttirma beramiz (xg+axe(,6)). Natijada berilgan funksiya ham shu
nuqtada orttirma oladi va u Ay=/(x, +x)-/(xo) kabi ifodalanadi.

11.4-ta’rif. Agar y =f(x) funksiyaning Xge{a,b) nugtadagi "y orttirmasi
ushbu

Ay=Al(xp)= 4eAx+a *Ax (11.15)

(bunda ~-Ax ga bog'liq bo‘lmagan o'zgarmas son, a =a(Ax) bo "
AxfO da a(Ax)-tO)korinishda  ifodalansa, funksiya > nuq
dijferensiallanuvchi deyiladi.



(11.15) munosabatni quyidagicha
43 ="-Ax + o) (i
yozish ham mumkin. -

11.5- ta’rif. /(x) funksiya Ly orttirmasining [Ox ga nisbatan
chizigli bosh gismi "4k funksiyaning differensiali deyiladi va dy”*df{x")
kabi belgilanadi.

Demak, dy=dj{x,) =At", [Ox=n ekanligini e’tiborga olsak (erkli
o'zgaruvchi x ningAx orttirmasini uning differensiali  dx bilan
almashtirish mumkin), dy =Adx bo'ladi.

(11.15) formulani ushbu

Y0+ AX)= y(x,)+<"(x, ) +o (X)X
ko'rinishda ham yozish  mumkin. Agar  (fy{x)*o  bo'lsa,
funksiyaning x,+[1x nuqtadagi giymatini tagribiy
+ = (11.17)
formula bilan hisoblash mumkin
11.22-misol. Ushbu /(x)=x*-2x4Y3 funksiyaning x (¥x.6/1)

nugtada differensiallanuvchiligini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning xo nuqtadagi orttirmasini topamiz:
AF(X,)= /(X +OX)+/(X,,)=(X], + 0¥ -2(X,,+AX) +3-(xJ-2X;+3)=
=MX7 -4 x,)ax+ (3x,[x+ (Ox)'-2 [ Qax.

Agar A=3xl-4x, .a(dx)=3x,0x+(OxY-20x deyilsa, AI(x.)=.40x+a(x)Al
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan funksiyaning X, nugtada
differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

11.23- misol. Ushbu

1(x) =xsin>-(, /(0) =0

funksiya x=0 nuqtada differensiallanuvchi bo ladimi?



Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=0 nuqtadagi orttirmesi *
topamiz:
4T0)=/(o+4)- /(o) =A>sina.

Bu tenglikdan ko'rinadiki, berilgan funksiyaning x=o0 nuqtadagi
orttirmasini (11.15) ko'rinishda ifodalab boMmaydi. Demak, funksiya
x=0 nugtada differensiallanuvchi bo'Imaydi.

Il.I-teorema. /(x) funksiya x, nuqgtada differensiallanuvchi boTishi
uchun uning shu nugtada chekli f'(x) Iwsilaga ega boTtshi larur \a
yctarli.

Agar y=f{x) funksiya differensiallanuvchi bo'lsa,

dy =f'{xo0)dx (11.18)
ekanligini ko'rish giyin etnas. Ma’lumki, differensiallanuvchi funksiyalar
uchun dy bilan dx lar proportsional o‘zgarib, /'(*) proportsionallik
koeffitsiyenlini ifodalaydi.

Ixtiyoriy differensiallanuvchi « va v funksiyalar uchun ushbu
d{autpv*=adutpdv,a,peR-, d(ji-v)=vdii-+Hidv, A vO  (1129)

tengliklar o'rinli bo'ladi.
11.24-inisol.  »=2¢-x+l  funksiyaning  x=I nuctadagi
differensialini toping.
Yechilishi, 1-usul. Berilgan funksiyaning x=I nugtadagi orttirmasini
topamiz:
4N0=/0 ++(1) =20 +4Y - (1 +0X)+1- 2=30x+2([)"
Funksiyaning orttirmasi  (11.15) shaklda tasvirlandi, bu holda
~=3 a(dx)=2(0x)’.
Shunday qilib, =3dx



2-usul. y=2x'-x+| funksiyaning x=i nugtadagi hosilasini topamiz:
y(X)=4x-l. y(l)=3 (11.18) formulaga binoan, <A,,=3n.

11.25~misol.  Ushbu [)sin31"; 2 t/n  ifodalaming tagribiy
giymatlarini toping.

« Yechilishi. Berilgan ifodalaming tagribiy giymatlarini hisoblashda
(11.17) formuladan foydalananiiz.

)xo=-, O=— deb olib, y=sinx fiinksiyani va uning hosilasining
X,=" nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
fx) .a 1 (r a -k . m[a”
) ( ) iSOj 2+ 2 m)a0,501
2) X =16 [k=1deb olib, (11.17) formula bo'yicha
Vi7-Vie+(VAyU i=2 + ~= 210 .
Funksiya differensialining (11.18) ifodasidan foydalanib, elementar
funksiyalaming differensiallari jadvalini keltiramiz:
1 d(x*9=px*=dx  (x>0).
2. d(e*)= fl'Inedx (0>0, o™l).
3. d(log.x)=-log.e (x>0, 0>0, a*1).
X
4. d(sinx)=cosxdx.
5. d(cosx)=-sinxdx.
6. d(tgx)=-"dx, Xx;t|+7?r,k=0,%l,+2,. e
7. d(stg -~ d x, xKff, k=0, £, +2,. ¢
sin X
8 d(Inx):i;&.

9. d(e*)=e‘dx.



10.  d(arcsinx)= dx,  -Kx<lI.
VT7

M. d(arccosx)=- -1<x<l1,

X
nirn’

12 d(arctgx)|:+-)z‘.

13. d(arcctgx)=- l+x

11.26-misol. Ushbu
Dji=2Wi31nx-2); 2y=arccos»*;

ircsinx , M-X r*2*
=y M-x' VI+* ~x
funksiyalarning difTerensiyalarini toping.

Yechilishi. (11.19) foimulalardan foydalanib, berilgan funksiyalarning

dilTerensiallarini hisoblaymiz:

M=o %2=2

\)dy- Inl - 2))s 27fAdOInl - 2) +(3INX- 2)</(2Vx*")=
“2ixN e+ (3Ini-2)-.ir«/r=9Vx.|nxJ1 ;

2) <ly» cl(arccose’) = - Jer me'-dx.

r WI-x’ +xaf'csin|§l(, dx
1-x-) —-e(14x)” 0-X)VI-
1+x
Ix”r'l n»)->2 2x.2*+x"2"(1n2-1nx-1).,,

Bundan t/),,=@+IM)ifr, <6U.=0-
11.27-niisol. MAPLE tizimidan foydalanib, ushbu y=Vb"arcsini
funksiyaning birinchi tartibli differensialini toping.



Yechilishi:
> X:=subs(D(arcsin(x))=diff(arcsin(x),x)*D(x),D(sqrt( 1-
X"2)*arcsin(x)));

VI-x'
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

11.1. Hpsila ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalaring /'(*)
hosiJalarini toping.

)/(2f)=*"- 2x- 2)/(x) =2' cosx. 3) /(x) =cosSx.

4) /W =tgX+2x. 5)/(X)= . 6) /(X) =1 4X-1).

7) 1(x) = arccos2x. 8 /(x) = XZSFn>!<’ x*0, 9)/(x) =e-"+e".

0, x=0.

11.2. Hosila ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarming /'(x.)

hosilalarini toping:

D)IW =(*-4) (*+3). '(4)  2)I()=M=ir . ] (@)

3) /(x) =ctgx+2x, | [fj- DIX)=VAA | (@)
5 I(x)=VF, /' (0) 6) /W =

)W = V fc!

9 I(x)=: ", I'(2). 10)/(x) = 3Ix+|. /'(-2)

11.3. Hosila ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning

hosilalari mavjudligini tekshiring:
)/(x) =[In*|. *,=e I(x)H (--0(~-Dt.*o=">*- =2,
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Quyidagi funksiyalaming hosilalarini toping;

11.82. >'=Vjf+inx--L . 11.83. p=—f(Inx)’ , inx+il
) Vx P 4 L( ) 2 §j
11.84. J=ctgnx+ 11.85. == |/jch- 2 +2)

11.86. >="7In(y2-tgx + N+2ti{*x). 11.87. >=
a+x 0+X

= - = N\ - i -i
11.88. vy 205 X 2 N4 2) 11.89. y Intgzctgx In(l +sinx)-i

11.90. _\ﬁlg)llllb_unVJ;A?.

N *.
1191 =—p XXt g XYE
X*-xVz2 +t 2V2 1-X-

11.92. >=|arctg™iarctg| +]j j

11.93. >=-p~=arcsinx +In>/I-x’
VI-x’

11.94. y=\KX- M- Xearcsin\ix .
.95. y=—#-Vx-I-t--arci -l
1195. y i VX-1-t 4arC|ngI
11.96. 'y =arcsin (sin X cosx) + In/in X +cosx+Vsin2x).

11.97. ,=2.m gSE .,,bN IiH .
1-tgx 1~V2 tgx + tgx

11.98. y=Inj* t £-2arctg-""
J1+x"-X *,

11,99, y=x**, 11.100.  yw /me~sm@X-+a).
11101, y=-V(I-x)" (1+X" .

4

11102, y=-~ 11.103. ¢ 1 V*»-4f
VI +X5(x+ VI + X>) e f +itirj



11.106. y =sinlnlx|. 11.107. 'y =sin[sin(sinx)].
11.108. y~2 11.1009.
11.110. (). 11111, y=1,0,>01.3)),
11.112. y =—thx— Inj— . 11.113. y =sincos’ Xxcossin’ X.
11.114. y =cos"x-cos/ix. 11.115. y =sin(arcsini)
11.116. y =cos(2 arccosx) . 11.117. y =log, (log,(log, i)).
11.118. yMA\x M\
11.119. y=—I"— (0<o). 11.120. y=arcsinsinx].
20 X+a
1121, y=Elpili+iln— .11.122.y =(Sinx)“’
VTV 2 1+x
11.123. y=il” -|ncth-. 11.124. y—In"~/‘ °—n
sh-xn 2 VE2COSX
1Ayt gt 00
sina 1-X 1-XCco0sa
H.I%)((). N= thx+ﬁ’l !i_\/g_t_l]_)g.
1->/2 thx
11.127. y>X-InVI+ ™ +th-arcagt”
11.128. . o™ 11.129. y =X 11.130.
2
11.131. Y -/. 11.132. wv«S
11133, y=fAT .f- (0>0. 6 >0). 11.134. /-«
Uk xj UJ
11.135. y= (a>0.
2Vos  -Ja-x"b

> -/,

s H

+o



cosx . Il+cosx
11.136. [
y Zsi-'ﬁ X 'V smx

11137, y —Ir\i +flCosx+Vi*-a” sinx
o ' a +0cosx '

11.138. y=In[-+Inf-+In-'|]
[x \x xjj

11.139. 'y = x[sin(In x)- cos(In x)]

11.140. y = Xarcsin +arctgVx - Vx.
VI+x

| 11142, p=amgySinx+cosx”®
sinx-cosx/
HAB > T (OslAj<e)

11.144.>»=(sinr)"+(cosr)~*. 11.145. >=

X*

11.146. Quyidagi funksiyalaming ko'rsatilgan nugtalardagi o‘ng va
chap hosilalarini toping.

D(x)=|r+3.  N1-3+0, [/ (-3-0).

2) 3=/(r) =x=-5x+6|,x=2, x=3 3 /(x) =|2'- 2|, x=I.

/(*) =Vsin/X, x =k, kez . 5)/(x)=arccos’ij, x=-1, x=1.

11.147. Quyidagi funksiyalaming x=0 nuqtadagi o'ng va chap
hosilalarini toping:

. X XSO, fl+e™, x<0

i)/(X). ' '

W_’Inx, x>0; 209> JHjxx | xiO.

11.148. Funksiyalaming uzilish nugtalaridagi o'ng va chap

hosilalarini toping.

W) P = e X0
0, x=0;



11.149. /W -|4-4.|.,w fc,bi, A
toping, bunda ?>(x)-berilganr,, nugtada uzluksiz flinksiya.
11.150. y=ix'-Inx funksiya grafigiga abssissasi ,.=2 bo'lgan

nugtada o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.
11.151. y=x -3x+2 parabolaga abssissasi x,=2 bo'lgan nugtada
0O‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

11.152. y=4sin| funksiya grafigining A/(y,4) nugtasidan o'tkazilgan

urinma tenglamasini yozing.

11.153. y=x*+l egri chizigga O‘tkazilgan urinma y=2x+3 to‘g‘ri
chiziqqa parallel. Urinish nuqtasining ordinatasini toping.

11.154. y =x*-2x+1 egri chiziqdagi ganday nugtada unga 0‘tkazilgan

urinma y =-4(x+l) to‘g‘ri chizigqa parallel bo'ladi?
11.155. y =—— funksiya grafigiga abssissasi X, =3 bo'lgan nugtadan
1-X

O‘tkazilgan urinmaning OX o‘gi bilan taslikil etgan burchagi a bo Isa,
tg2a ni toping.

11.156. y=— funksiya grafigiga ganday nuqtalarda O‘tkazilgan
X-2

urinma, OXx o'gining musbat yo'nalishi bilan 135" li burchak tashkil
etadi?

11.157. y=  ftinksiyaning grafigi ganday nugtada abssissa o'qiga
30* li burchak ostida joylashgan bo'ladi?

11.158. y=x42x-1 funksiya grafigiga ganday nuqtada o'tkazilgan
Urinma, x+y =o t0'g'ri chizigga perpendikulyar bo'ladi?



11.159. y=x* va /= x ftmksiyalarning grafiklari gaysi nuqtaiarda
ganday burchak ostida kesishishlarini aniglang.

11.160. = inx chizig Ox o'gni ganday burchak ostida kesadi?

11.161. >-=sinx chizig (sLnusoida) a* o'qni ganday burchak ostida
kesadi?

11.162. a ning ganday giymatida y=a’ chiziq Oy o'gni &' L
burchak ostida kesadi?
11.163. Ushbu

\)y =s\nxS; 2)y=- X 3y = X
1+ X n+x

funksiyalar Oj o'gni ganday burchak ostida kesadi?

11.164. XSacosi, y:bmi ellipsga o'tkazilgan urinmaning X o'qg
bilan tashkil gilgan burchagini toping.

11.165. (2;) nugtada X=t“V+4 y=r-4i+A chiziqgga o'tkazilgan
urinmani toping.

11.166. X=2/"-9/" +i2/-1, j-S/” +Z+1 chiziqqa ganday nuqgtada
o'tkazilgan urinma @<o'qqa parallel bo’lali.

11.167. X= 2/-/°, = 3/ + [° chiziqqa; Dt-1; 3)t->12
nuqtaiarda o'tkazilgan urinma to'g'ri chiziglar tenglamasini yozing.

11.168. Quyidagi funksiyalarning grafiklari gaysi nuqtaiarda ganday

burchak ostida kesishishlarini aniqglang:
Dfie=4ax /j K = 5.
2) [iW =Visinx, [/,(.1)= VZcosx. . 3)/,(x) =-j. /j(X)=VX.
4)/.(x)-=Inx, /,(x):z—. ) (X)=x*-4x +4, [,(x)=-x"+6x-4.
e
6)/,(x)=x". [,(x)=-". 7)/,(x) =4x’ +2X-8. [,(x) =-x"-x +1O



1U69. Qanday nugtaiarda quyidagi L, bi,alar grafigiga
o'tkazilgan urinmalar berilgan to'g'ri chiziglarga parallel bo'ladi?

)y = X"~-7x+3, 5x+y-3=0. 2) 3’=|sin3x+ycos3x, S=-Xx
3y =xA-3x +5, y=-2X. 4)j/ = In(4x-1),j-=x .
S)y=x\y=2x+5. 6)y~(3-x*)e‘ x*0. 7) JA=|x-5-(x-3)*, x=0.

11.170. Qanday nuqtaiarda quyidagi 3'=>(x) funksiyalar grafigiga

o'tkazilgan urinmalar berilgan to'g'ri chiziglarga perpendikulyar bo'ladi?

1)>=1Itix, 2>+x+1=0. 2)y=x"-3x +5, y=* -

jr=—I2X, 4x-3y+2=0. 4)y=sinx, r-10=0

5) y=f", x+y=0. 6y =x" y=2x+S

11.171. y=f[x) fiinksiya grafigiga berilgan nuqtada o'tkazilgan
urimna tenglamasini yozing;

I);»=arctg2x.x =0. 2)y =e*x=I. 3)y=Ix-I\VxT2 . x=6

Ay=b -x\ x=I. by=4ct«x-". *=|.

6) X +j*-2x+67'=0, y>-3, x=0

7). x=0(/-sin0, 3=<0"COS/), |=1""*2iin, neZ.

Dx=le' y=le~', />-1,/ =10

IU72. r=2siudr gonuniyat bo'yteha to‘g‘ri chizigli tarakat
gilayotgan nuqtaning /=" paytdagi tezligini toping.

11.173. s=s\n"t qonuniyat bo'yicha to'gn chizigli harakat

gilayotgan nuqtaning i=" paytdagi tezligini toping.

11.174. go,uniy..bo'yigh.ha,aka.lannyo,ganmoddiy

nuqtaning /=o0 dagi tezligini toping.



N
11.175. 1kki moddiy nuqta, mos ravishda, j,=25» et Y

J,=0.5<¢+2/-3 qonuniyatlar bo'yicha harakatlanmoqda. Qaysi veqgtda

birinchi nugtaning tezligi ikkinchisinikidan 3 marta katta bo'ladi?
11.176. Moddiy nugta i =In/+”~/ gonumyat bo‘yicha to‘g‘ri chizidi
harakat qgilmogda. Harakat bosblangandan qancha vaqt o'tgach,

nugtaning tezligi ~ m/c bo'ladi?

11.177. Massasi m=i5 bo'lgan jism i(/) =/*+/+! gonuniyat bo'yicha
to'g'ri chizigli harakat gilmogda. Jismning harakati boshlangandan 5
sekund vaqt o'tgandagi kinetik energiyasini toping {m messa
kilogrammlarda, 5yo'l - metrlarda berilgan).

11.178. Abssissalar 0'gi bo'ylab ikkita nugta, mos ravishda, x=ioo+s/
va x=Y gonuniyatlar bo'yicha harakat gilmogda. Bu nugtalar uchrashish
paytida (momentida) bir-biridan ganday tezlikda uzoglashadi? (x metrlar

bilan o'Ichanadi, / —sekundlar bilan).

11.179. G'ildirak shunday aylanadiki, uning burilish burchag
vaqgtning kvadratiga proporsionaldir. Birinchi aylanish 8 sekund vaqt
davomida amalga oshirildi. Harakat boshlangandan 64 sekund vaqt
o'tgandagi burchak lezligini toping.

11.180. Ko'rsatilgan nugtalarda quyidagi funksiyalarga tesk
bo'lgan funksiyalaming hosilalarini toping;

\)y:2x-;‘,y"‘ﬂ2 2)>=2x" - 1%, 0<X<L N =-,

11.181. Parametrik  shaklda  berilgan  quyidagi »= WV
funksiyalaming hosilalarini toping:
0*=e* y=|", -co<i < 2x =flcos«. y =bsint, 0<l<n.

3) X=In(l+i'\ y=t-arctg/. A) x = afl- sin y =afi-coil).



A0S/ _ coos/

Dy YAy €)X =000s’ Ly =osir.
7) X=ech/, >=ssh/. 8 X=aresip__f 500 =—
1+/ V|+/

e ’11.182.  Oshkormas shaklda berilgan quiydagi  )>=F)
funksiyalaming A hosilalarini toping:

D) x+~fv+ynn- 2) e'-siny-e-40sx =0."' 3)A=2px,y>0.

9 X +y -6x+ I0y+2=0 y>-5 X=0
10) x2-4xy +4y2+4x-3y-7=0, x<2y-K

11.183-misol. Ushbu

Dr=fl(l+ cosv>), v>S(0;")
2)r =a’coslip, 0<y><”?, xi:a%6.

3) r = acos2y>, 0s »s 1«(0) =72, 1.(0) =7

4) r=a(l +cosy>). 5)r=tft"".
ko'rinishda berilgan yzzm funksiyalaming y' hosilalarini toping (bunda
rva dlar (r, y) nugtaning qutb koordinatalari).
Quyidagi funksiyalaming differensialini toping.
11.184. y=Inx+x’. 11.185. v 11.286.y=c0o5-x+3

11.187.y=ig4x+-. 11.188.y =log,x+n5»
X
11.189. Quyidagi funksiyalaming differensialini toping.

_ 4) y=J
y=Iin £ . )Y =008 o 9y=



1 1
5) >=arctg— , X, =-, X,-e.

6) A X =1, Xo=2. 7)>>=arcsm’ x+arctg’ X.

11.190. Funksiyaning orttirmasini uning differensiali  bilan
almashtirib, quyidagi y=/(x) funksiyalaming ko'rsatilgan nuqtadagi
tagribiy giymatlarini toping.

)y =Vx, 0)x=65  6)x=1251324.2) »=Vx, €) x=90; 6) x=158,

3> = fgx, X = 450" 4) v= .x=015.
\ 2+x

11.191. Funksiyaning orttirmasini uning differensiali bilan
almashtirib, quyidagi ifodalarning tagribiy giymatlarini toping.
2)sin29". 3) cosISI®. 4) 1gll.
11.192. Oshkormas yoki parametrik shaklda berilgan y=>1)
funksiyalarhing differensiallarini quyidagi berilgan nuqtalarda toping.

1)/-y =6x’, (1;2). 2)/+x*="-(Y0.n)- i)xy-1Ixy™+6 =0, (2 1.

4)AXy'+|nl|X+> =0, £0). 9 x=(/-)* (/-2), y={I-1)=(/-3), (40

11.193. Quyidagi >=/(x) fiinksiyalami berilgan nuqtalarda differen-
siallanuvchilikka tekshiring.

= x,=0.2) y=n/T", X,,=i. 3)>=3x" +4x” +5x-2, Vx,enr

Ap>=xc0s-, %=0. 5)>'= x-sin;'_l', X*0,

*0=0
0, x=0,
6)3* =xJiii(T+x", X =0.7) V=arc 51+an, X, =hx,--1; x,=0.
farcigx, liO.
&= Y, 61 9)y=3*. %0=-

ix’+x, X<o,



10) y = In(l +sin’ x)-2sinx arctgsin* xg 2

(x-2)arc|ig~2, X*2,

) y- x,=2. )y =l['i|AVjV.

0. x=2,

13)y= Vl-e"* , x,=0.

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va

masalalarning javoblari

11.1.1) 3x’-2x,2) 2*(In2cosx-sinx). 3)-5sin5x. 4)—A" + 2. 5)—W .
as X 3V

O AT g e

11.2.1)0, 2)0. 3)0. 4 5)0. 6)-2. 7)0. §0. 9)-4-. F0)-3.

11.3. Dmavjud emas. 2) mavjud emes. 3) mavjud emes.

4 x=~rNg, *e Z nugtada hosilaga ega emes. 5). Hammajoyda
hosilaga ega.6) /(0)=0.7) Mavjud enmes. 8Mavjud emes.
9 /(0)=0.10)/'(0)=0.

114, g(x+), 115. 3 4 ~fat7

11.7. GQ+2xT. 11.8. 16(%-116]7[7x -~)11 9.

110 py AL e oI

11 17 12-6x-6 x4 2x"+5x"-3/ .18.

(I-x/



11.19. x*osx. 11.20. cosx”3sin“x-2cosec”ocj.

11.21. 4sinx secbx. 11.22. £z Q@Asin2x

aosX

11.23. -sin*x.  11.24. sinxcosjcf6-5sin*jc\ 11.25. —i_cosi
N x/\ X‘

11.26. cos(sinx)cosx. 11.27. -6sin8xcos4x.

(T J— _11.30. *
Bsin'ViexAV(* + %)

2VI+tgx cos'x.
11.31. -3sin3xsin(2cos3x).
11.32. COSX +C0S2X 11.33, 1-SiNX+X-COSX
(I+cosx)' * (I-sinx/
11.34. - 0,64(2cos(8x+5) - 3sin0,8xX2sin(8x +5)+0,3cos 0,8X).

11.35. o(ecosx+6sinx)*/(-asinx+6c0osx).

11.36. -4cos8x, x* —+—k x"—+—& x*—k keZ.
8 4 4 2 2

11.37. 3x4og,x+m12. 11.38. Inx+1. 11.39. -4-= -.

2VInx X

11.40. — 1L, 41, 22
I-2>I<_’L 1141 (x"-4x)In2

11.42. sinsingctgx. 11.43.--2eeeecs |
arccos2x vi-4x*

1144, iig+Insing™clge,  11.45 TEX XX
x(1+x7)

11.46. | 11,47.
erctgVl +x (2+x )M +x' S"2x |

11.48. 11.49. 3*In3.  11.50. 2 --’*cos2x In2.

“Co$EX+2X*

1151 -4 S*“$indx IS, 11.52. Z(X”f; N2 1153, 4(cosxsinx)

1154, 4¢-2.5%nS. 1155 %

(-e'l”
11.56. 12x-S+(r’ -5x+6)In6]6". 11.57. 310" Inl0 11.58. -de— *

336

11.28. 4sin2x(l+sin>x]f

7i- 4X*

1V (e'+ON -

11.65. thx 11.66. 2sh2x.

11.60. eVnoHI™Y, 1161

L,64. ish2x

11.69. o x(I-thx) 11.70. &h*-' 7L
11.72. 5-3“’4n3sh5x. 11.73. arcsinx:r\-JL,.ll.74.
11.75. —Larctgx+-~", 11.76. —i"\signx.
2V g 1+x' VJ?-9 g
. 24arctex+2x arctRi-x' ,, x+VI-X’ aroocsi
117» A 11.80. 11.81.
2VIXN(1- xVI-Xj
11.82. £+327+i. 11.83. II-*1-
2 XVX
11.85. ie'. 11.86. , ' - e
3 VlI-sin X
0 1 In(l+sini)
11.87. (QA;}!)&Te)V'
11.90. 11.91. -Ur- ?2X -
(a+texy M+N
no, arcsinx _ JIE N 11.95.
(i-x*yr? 2M-X
4
11.96. ,/1~. 11.97. 2V w- VIiT7'

11.99.  X*“*NElIN+cosxsinx.

11.100. Ae~"(<ooo{rBX+a)HK sintmx+n))

2/i+T

11.67. 3th>x.”. 11.68. X(2shxxchx)

' 4x

«QOME,



IUOI. -—-r,-m-{n*m)x" A

(ii+m) -*O-x/O +X)’ >I(I+E
11103, o*Mo. 11.104. 9
VI+X)""
11105, | .. 11106

11.107. cobx cos(sinx) cos[sin(sinx)]. 11.108. ——’>\(2***—sec*rln2.
11.109. - 3tg™ X*sec™ Xmin(2 «tg’ X)- cos[cos™\(tg’ X)].

11.110. a'-x*""+ax* 'fl*Ina+a'-a"'-In*a. 11.111. ------- N XS(,><>e)r
11.112. Tsﬁ‘_x' 11.113. -sin2x-CoS(0S2X).

11.114.  -acos™"xsin(fi+1)x. 11.115. 1 |x|<l. 11.116. 4x [x|<I.

11117, J ===z —m- . x>5. 11.118. Ux-f- L+ Ind IV
5 8. efe A >35

11.119. N 11.120. sgn(cosx), \ K"g, Areﬁl.

11.121 xar«in™ 11,122, (sinx)™* *(ctg”x-In(sinx)),
V(I-x'y

{2kn <x<{2k +\)n ,kez). 11.123. —

11.124. , 25  Alsina H<M U?26.,"-
3-2c0s’ X 0-x A-
11.127. 11.128. (122" %(n-Ip).11.129, X** (+2InX).
9

11.130. tPex +Inxj. 11.131.

11132, M .-4 U-133- (@)

11134, -



0+6cosx’

I+ X+i +Ini

11.138. --

n.140. («0). 114
11.142. 1 (x*IL+kn, *ezl. 11.143fI*flE
n J i+flchr*
11.144. (sind™* (ctg"x-Insinx)-cosx" ““*(tg'x-Incosx), "0<e2*jt<|, *ezj.

11.145. [x-2In?x+xInx In(InX)] (x>1)

11.146. 1) /:(-3+0)=1:(-3-0) =-1.2).'()=.'(3)=, /IR)FH/B)=1-

3)'()=1"4, 1/(0=-1n4.4)/'(2%)=+X, ['(2*-1)=-«,*6Z.

M/x)=l f A, x=k,kez. 5L(-D=/;(1)=M /i(-1) val.(l)
mavjud emas.  11.147.1)/[1(0>=1. //(0)=0. 2)/(0)=o.

11.148.2)/.'(0)=-i n'(o)1. 2)/[Mo)=". [[lo)=o-
N0=/."(0 4 - 4)/o)=". [Jlo)=+-.

11.149./10x,)=y(x/1/:(xj=-p(xJ 11.150. k=3/2. 11151. k=1.
11152, y =A. 11153 = 2. 11.154. (-1; 4). 11.155.

11.156. (4;3), (0;-1). 11.157.

11.159. Pp=arctg— 11.160. 45*.
11.161. x=2;rn*da 45*. x=(2«-VK da-45*(»eZ).U.162. a=e

11.163. 1) 30 245%. 3)60%. 11.164. tge=--«gq'-

11.165.;; =2x-3. 11.166. (43)va(3/).



11.167. 1) va 3 hollarda, mos ravishda, >+2=0 va
,->/2 =|(i+>/2)(x-2V2 +2); 2)holda ;=i nuqtada flmksiya
aniglanmagan.

11.168. 1) (0,0), =arctg(2/3) 2+ (- eZ)"=
3) (; 1), p=arctg3. 4) (Ve;l/2), $=0.5) (L,1)va (4;4).” = arctg|.
6)(1;1). 9=". 7)(3;34). ®=0.

11.160.1)  (I:-3).

3) ALA-A5487M-f A24+:5+8%.. 4)L:1nd].  5)(LD). 6 (2.

11.170. 1)Q;-In2j.2)W (-2;3)tM ,(2;7).

4 (*eZ). 5)(A:r0). (*g2).6)
11.171. 1)2x-y=0. 2)ex-y=Q.

3 20x-12y-54=0.4) x+2y-5=0. 5)y=-3xTA- 6)x-3y =0,

Ty="ctgjjx+2a-<7/,ctg("/2). 8 a-fo)e~"Jr-(1+'.)eS +2/’=0.

q
11.172. b9 (m/s). 11.173. yM s). LN74. 6 (m/s). 11.175. 6 ().

11.176. 16 (s). 11.177. 90,75 Joul . 11.178. 11.179.
4nTacl/s.



1U80. 1uUs8...

)
jly's-tg/ 3)>>>7cth/ (1>1>0) 8)>ri=sign/ {0<14<4«)
, 2a-2x-v ,  e'tiny+<"sinx R
7 . eToyTetoskt Y=

*)y =-MAEA)Y ZAAASG B)>i(0)=-i. T)y' .=~
9).,(9="rno),:="5"
11.183.1)y>-ctg”™. 2)Y"oN=13>(0=L / (0)=x.
Qy =-ctgh ,» 0 HV= [ ]
11.184. ~i+2xjcke. 11.185. " +M jt& . 11.286. -sinZx-oXx.

11.187. (—~-—-+)dx. 11.188. f -/ +5c0s5xVX.
cos'4x X’ xIn3

11189, 1)-A. X>2. 2) [A-JIAN. 3)--= A * n*

xIng IAAX)n2 VT+XVIA
o aféamx;%arnlﬁx
(1 4210X)c&.5)  f~-. 0. 6) @+1n4)m; 0. 7)r-jn+

11.190. 1) e) 40208; i) 500177.2) 0)3(3; 4 1983 0RL. 4 05
N.191. 1) 1007. 2) 04840, 3 -0,8748.4) 108

U.192. )li*  2)-2i7iL *. ))-An. 4). «*m
M 5y;-2x,Y0 n

1-193. 1) difTerensiallanuvchi; 2) difTerensiallanuvchi,



3) difFerensiallanuvchi; 4).difTerensiallanuvchi emas;

5) differensiallanuvchi emas; 6) differensiallanuvchi;

7) X, =I,x. =-1 da differensiaUaniivchi, x, =0 da esa differensial-
lanuveM emas; 8) sonlar o'gining hamma joyida;

9) difTerensiallanuvchi; 10) differensiallanuvchi;

11) differensiallanuvchi emas; 12) differensiallanuvchi;

13) differensiallanuvchi emas.



1J-8. FUNKSIYANING YUQORITARTIBLIUOSIUSI
VADIFTEEEnsiAU

12.1.  Funkslyantag jragori tartibU boailasi. ,.y|.) A
oraliqda berilgan bo'lsin.

12.1-ta’rif. Agar /(x) funksiya (0*) oraligning har bir ie(0.i)
nugtasida f'(x) hosilaga cga bo‘lib, bu /'(x) funksiya ham xNab)
nugtada hosilaga cga bo'lsa, uni /(i) funksiyaning  nugtadagi ikkinchi

lartibli hosilasi deb ataladi va ¥ , o I"(x), <V kabi-

0 [1?
belgilardan biri orgali yoziladi.
/(x) funksiya (oA oraligning har bir xe(o,i) nugtasida (n-1) tartibli
['-"(x) hosilaga cga boVein. Bu /"m“(X).funksiyaning x, e{a4) nugtadagi
hasilasi (agar u mavjud bo'lsa) /(i) funksiyaning x, nugtadagi n-tartibli

hosilasi deb ataladi va u belgilardan biri orgali

yoziladi. Odatda /(x) funksiyaning / (x)/ ‘{4 mhosilalari uning yugori
tartibli hosilalari deyiladi.

Agar i=s(0 - to'g'ri chiziq bo'ylab harakat gilayotgan meterial
nugtaning harakat qonunini ifodalasa, u holda s (0 shunugta ¢
vaqgt ichidagi tczlanishini ifodalaydi. Demak. ikkinchi tartibli hasilaning
fizik ma’nosi - material nugtaning tczlani-shidan iborat ckan.

12.1-eslatma. /(x) funksiyaning biror xe(.A) nuqtadagr / (¥

hosilasi mavjudligidan uning shu nuqgtadagi yuqon tartibli hos g
hoTishi har doim ham kclib chigavermaydi. Masalan. /(x)- * n

da, jumladan, x=0 nuqgtada ham



hosilalarga ega, Ickin, bu ftinksiya x=0 nuqtada chckli uchinclii
hosilaga cga cmas.

/W va ¢f¥) funksiyalar* (a.i) oraliqgda aniglangan bo'lib, ular
x€(a,b) Nuqtada n- tartibli f\x), hosilalarga cga bo'lsin. (Buni
quyidagicha tushunish lozim: f{x) va ~(x) funksiyalar x nugtani o0z
ichiga olgan (a,p)<z(a,b) oraliqda hamda ¢',g"....
hosilalarga cga bo'lib, x niigtada esa, f \x), g¢"4ac) hosilalarga cga). U
holda

1) [C/Wr=C/"*W, C=const,

2) (MW" =/ (9t

3 crwgX)">= r\x)-g{x)-"c',r-"x)-g'{x) +c:/-='w- «'w
+..t

+cir*r'wg“>w+...+/wgw. 02.1)

bunda ¢ (12.1) formula Leybnilsformulasi iicyLLIn

Yuqori tartibli hosilalarni topishda quyidagi, asosiy elcmentar
funksiyalarning n- tartibli  hosilalarini topish formulalari muhim
ahamiyatga cga;

1. y=x" Y’ =n(mn-1)(In-2)...(T-n +1)x"""

Agar m butun son va n>m bo'lsa, ¥")=0 bo'ladi. Xususiy holda ,

M=-1 boll.sa, y=- funksiyaning «- tartibli hosilasi bo‘ladi.
2. y=Inx, y"):(_lf)'(l’"l)
3, j'=log.x, =(.i L
j'=log.x yn)=(.i) m)]_X

4. y=e'™,



5y=a\
6 yssinbx, Y™ =b'sin{bx+w").
7 j=csNf, Y7 =6os(x+n)

o;f+I>r, =((«*+b)"I =a"a(a-))...(a-,,+IX.x+6 .
lﬁl 1 f’nlsol Ushbu A 4 (a-1)..{

A3MX-3X+T); 2).3=3"
3).j>=""; 4)j'=x’smr, 5)ji=arctgx,yY" X0
funksiyalaming n- tartibli hosilalarini toping.
. 2x-b . i .
. Yechilishi. 1) y= XBRD Hisoblashlami sodcAlaghlirish udin
odrgi funksiyani quyidagicha shakl alreshtiraniz:
, 2x-3 Alo+d-]
X*-3x+2"" (1) (i-2)""*- I’¥X—~2 (*-1)-"+(X-2)-.
Buntbn 8) formulada a =-i, a=i. *=" dcbolib,

A _L'=EHD).- (Cn+H)(xl)
=X, (I H)x2)™
bo'lishini topamiz. Demak,
Yi=(InK - 3+ 2" =(-1)"(«- Jo 1. (GH2Y.
2 Y=3*I3§ / =3"'51r6/=3"5ut3

® ™33 ub 3'X.5-im3 debyozishmumkin
vahokazo , -3 5 ko'rsiariz
formulaning tog ‘riligini matematik induksiya us 1,01sin,

formula n=i da o‘rinli. Faraz gilayhk, n-k d ™ 2« 5»41"3.
yahi y>=3".5.in“3. U holda, (¥*¥=0



Demak, formula n=k+\ bo‘lganda ham o'rinli ekan Bud
Vnuchun o‘rinli  ekanligi kclib chigadi. Shu bilan biz, 5) lomwy *
ham to‘g‘riligini isbotladik.

3 Hisoblashni soddalashlirish magsadida berilgan fiinksiyani
shaklini quyidagicha o'zgartiramiz;

_ax+b _a, be-ad a, bc-ad
cx+d ¢ c{cx+d) c

Bundan 8) formulani e’tiborga olgan holda, (x=-i, a=¢, b=-d).

C (ocrd)- '
bo‘lishini topamiz.
4) u=sinx, v=x'dcb olib, Lcybnis (12.1) formulasidan foydalanib:
(X sinx)** =C°x’ (sinX)** +CI(x")" (SiNX)"™~ +
+c; (X" (@nx)-" +C(X’)* (Sinx)""”
topamiz. Qolgan hadlar nolga teng boMadi, chunki (X’)“’=0 i>3-
sinx funksiyaning  n,n-i,n-2.n-3 tartibli hosilalarini  topishda 6)

formuladan 6=i bo'lgan holda foydalanamiz:
(sinx)"” =sin(x+n~),  (sinX)*"” =sin(x + («-1)-") =-cos(x +" ),
(sinx V =sin(X+(h- 2)?)=- sin(X+—2 (sinx)"™*" =sin(x+(n- 3+ =
=cos(x+--2- ),
Shunday qilib,
Y7 =(X" -sinX)"” =x*-sin(x +— )-3Xx’weos(x+— ) +
_6_)_(__/)(n I2m()(+Yn)n-§. |r1_(_r1__|2__r1__2_)| Gcos(x +y ) =

=(X*- 3xn(n- N)sin(x+  +(rt(n- 1)(n- 2)- 3nx’)cos(x+—).



5y= 0+ Keying! tenglikning Mala
tomonidan i»-i  tartibli hosila olamiz. Chap tomonning hosilasini
topishda =Y. v=(i+x’) deb olib, Leybnis formulasini go‘Jlaymiz;

YU +x)+2(a- )xy->+(n~ Xn- 2)y-"> =0.

Bundan x=0 bo'lganda, ushbu  ¥*(0)={s-1X/»-2)¥-"(0) rcJcurrent
formulaga cga bo'lamiz. n juft (/=X) bo'lganda. y*“'(0)-0 n toq
(n=2k+1)  bo‘lganda esa  Y™**0) =-(2/I)(2A-1)YVNo) =...
~=(-1¥Y(2%)1(0) = (-1¥(2A:)!, chunki ¥(0)=1.

12.2-misol. Ushbu  ;>=x+x’, xe/f fimksiyaga teskari bolVban
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.

Yechilishi. Berilgan ftinksiya hamma joyda uzluksiz,
y=1+3x">0, y=1+3x";e0, \/xeR

boMgani uchun unga teskari funksiya mavjud va uning hosilasi

Bu tenglikning ikkala tomonidan > bo'yicha hosila olamiz.
/Ity , -&

12.3-misol. ;-=/(x) funksiya u.shbu

x=x(i), y=}i0. /efe;*)
paramctrik tcngJama bilan berilgan bo'lib. 1) va M
V,(n.a, uchun ikti marta diffcrenaiallanavelu va xW.o bo'Uin. U

fentsiyalar

holda y, ni toping.
¥ M bl ,-. Ma’lumki, berilgan funksiyaning birinehi lauibli hosilasi

y. 1T



formula orgali lopiladi. Bu tenglikning ikkala tomonidan x boYigj,
hosila olamiz:

(122)
(*9

12.4-misol. Quyidagi; 1). g=/’, ~=/" 2).x=a(/-sin/), I=0(i-cos()

paramctrik tcnglamalar bcerilgan WX) funksiyalaming hosilalarini

loping.
Yechilishi. Berilgan ftink.siyalaming yl hosilalari (12.2) formula
orgali lopiladi;

Dx=8hx=6t o on=2¥e= 2776 - =- B
2) A =fl(l-cos/), =asin/; ¥, =asin/, y* =acos/, y*=—2—~(/"2mi, neZz).
4osin™i
12.5-misol. Paramcirik shaklda bcrilgan ushbu
2/-r’ _
X = = V=-
/-1 /-1

yix) funksiyaning (@ 4) nugiadagi y~ hosilasini loping.

Yechilishi. Berilgan y{x) funksiyaning  hosilasini (12.2) formula
orgali lopamiz:
= =

Gwy A gy ()
Sharlga ko‘ra x=0, y=4 bo'lgani uchun
2[-1" =0, JI(2-1) =0,
4/-4-7’=0"14/-4-/"=0.
bunda 172 ycchim bo'ladi. Endi X', xI'"Y.Y" laming /=2 dagi giymatini
lopamiz;



1'(@)=-2. V(2)=2; jI(2)=0, 1,(2)=2.
Topidian giymatlarni (12.2) formulaga go'yib, ekanligini

topamiz.
12.6-misol. Oshkormas shaklda berilgan ushbu x' +Y =25

> funksiyaning (3;4) nuqtadagi hosilalarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning  hosilasi ushbu
d (x4y-25)=0
dx

tenglamadan lopiladi: 2x+2jji=0. Bu lenglamadan:

(123
(12.3) ning ikkala lomonida x bo'yicha hosila olamizz =
(12.3) ni e’liborga olgan holda,

124
munosabaini hosil gilamiz.
Sharlga ko'ra x=3,y=4 bo'lgani uchun (12.3), (12.4) lardan
"m---»-
12.7-misol. Ushbu funksiyaning x=0 nugtada ncchanchi

lartibgacha hosilaga cga ekanligini aniglang.
|21, .r>0 boliginda,
Yechilishi. x*O bol.sa, ¥Y“['_2x, x<0 bdlganda.

t=0 nuglada hosilaning ta’rifiga ko ra,
349



e [ ii4) [x
Demak, berilgan ftinksiya Vx uchun birinchi tartibli hosilaga egx
Y(x=214
Ma’lumki, piftinksiya r=o0 nuqtada difTerensiallanuvchi cmes
Shuning uchun y=Ixfftinksiya x=0 nuqtada fagat birinchi tartibli

hosilaga cga bo'lib, ikkinchi tartibli hosilaga ega cmas.

12.8-misol. Ikkita moddiy nuqta berilgan boMib, ulardan bin

gonun bo‘yicha, ikkinchisi esa .t,(r)=|/"+3/--5/

metrda, r-sekundda o'lchanadi) qonun bo'yicha harakatlanadi. Bu

moddiy nugtalarning tezliklari o‘zaro teng bo'lgan nuqtadagi tezlanishini
toping.
Yechilishi. Ma’lumki, harakatlanayotgan moddiy nugtalarning
tezliklari, mosravishda, v, (") =w(0=j1() formulalar bilan topiladi;
v,(N=5,()=3r'+/ +l, v,(H=i'(/)=2/* +6/-5.
Shartga ko’ra, 3/*+/+i=2/'+6/-5, bundan /’- s/+6 =0/, =2,/j =3.
1) r=2sckundda birinchi va ikkinchi

moddiy nugtalarning
tczlanishlari;

2) /=3 sekundda:

=(@+1L =197, a(](" = =(4+6X,=18".
12.2. Funksiyaning yuqori tartibli difTcrensiall. y=f{x) ftinksiya (a.4)
oraliqda berilgan bo’lsin. Agar /(x) ftinksiya xe.{a,b) nugtada chckli
/'(x) hosilaga ega bo’lsa, funksiyaning diffcrensiali ushbu dy=f'{X)dx

formula bilan hisoblanishini 11-§ ning 6-bandida ko’rdik, bunda Jx



niigdor f[x) funksiya argumenti X ning ixtiyoriy [Or orttirmasini
ifodalaydi.

Faraz qUaylik, f{x) funksiya xe(a,b) nugtada ikkinchi tartibli
hosilaga ega bo'lsin. U holda, belgilangan n lar uchun funksiyaning
diflcrensiaU dy fagat x ning funksiyasi bo'ladi va uning differcnsialini
hisoblash inumkin, bunda ham n=[x deb olinadi.

12.2-ta’rif. /(x) funksiya diffcrcnsiali dy ning xe[a,b) nugtadagi
differensialiga berilgan /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli dijjerensiali deb
ataladi  va u dyém dM{x) kabi bclgilanadi, ya’ni
d'y=d{dy) dM{x)=d{df{x)).

Diffcrensiallash qgoidasidan foydalanib,

dy=dfdy)=4 y"W)= d{}/)dx=y{dxy

bo'lishini topamiz

Shunday qilib, funksiyaning ikkinchi tartibli diffcrensiali uning
ikkinchi tartibli hosilasi orgali quyidagicha yoziladi;

dry=/dx\ (12.5)

bunda ox*=dx-dx={dx)\ Xuddi shunday, x - erkli ozganivchi
bo'lganda, funksiyaning n- tartibli diffcrcnsiali ta’rifini berish mumkin.

/(x) funksiya xefa.A) nugtada n-tartibli /*(x) hosilaga cga
bo'Lsin. Funksiyaning (n-I) tartibli diffcrensiali d'™'y dan  olingan,
differensial, berilgan /(x) funksiyaning xe{a,b) nuqtadagi n- tartibli
dijjerensiali deb ataladi va u c/'yékn d"f{x) kabi bclgilanadi, ya’ni

d-y=d{d-'y) exkn d-f{x)=d{d-'f{x)). d'y=)"-"dx\ (12.6)
Erkli 0‘zgaruvchi x ning « - tartibli diffcrensiali n>i da, ta’rif bo'yicha
d"x=0 deb olinadi. /(X)' va g(x) fiinksiyalar {ab) oraligda berilgan
bo’lib, ular X6 (0.4) nugtada diffcrensialga cga bo’lsin. U holda quyidagi

31



) dTCHx)\ =<d"f{x),C =consr,
2) d'Tf{x) £ g{¥)]=d"T{x) + d"g(4
3) WM =~"IUWI-gW +Cit/"-"[/;0]./[9Ge)l +...+

formulalar o'rinli bo‘ladi, bunda 1)”&]_/: +1)

u=f{x) funksiya [a,b) praligda, y=F{u) funksiya csa, (c.t/) oraliqda
berilgan bo‘lib, ular yordamida y=F(f{x)) murakkab funksiya tuzilgan
bo'lsin. H=/(x) funksiya xe{a,b) nugtada f'{x), F{u) funksiya csa, mos
ue{c,d) nugtada F'(u) hosilaga ega deb, y=F{/{x)) funksiyaning
difTcrensialini hisoblaymiz:

dy=F"{f{x))-f {dx =F'{/{x))- df{x).

12.2.-eslatraa. (12.5) va (12.6) formulalar »i>i bo'lganda fagat x -
crkli 0‘zagruvchi boMgan holda o'rinli.

X crksiz o‘zgaruvchi boMgan holda, ya’ni

funksiya uchun (12.5) formula u.shbu:

>=>(x(/)) murakkab

= = y,d(dx)="dx" +y',dx (12.7)
ko'rinishda boMadi.

Agar X erkli o‘zgaruvchi bo'l.sa, d"x=0 boMadi va (12.5) formula
(12.7) formulaga tcng bo'ladi.

12.9flisol. Xni crkli o'zgaruvthi deb, ushbu y=xe” funksiyaning
uchinchi tartibli difTcrensialini toping.

Yechilishi. J-usul. Ikkinchi tartibli diffcrensialning ta’rifiga ko‘ra:



=2d(xh™ ) dx+d(e* )=
nmn
XN d{ X VYHI(EN )= (12.9)

=4e*  mMHAE™M DX =

»(6<' X+lg* XNAN=2e' (X+2*NAN
Uchinchi tartibli differensialning ta'rifiga kor”
d{dry) = dre”” (3x+2x°) A= 241 (3x+2xV '] =

=2p"</(3x+2x7)+(3x+2x'Me")|&’ =
=2 (3+6x')+(3x+2x7)2xe"[fr’ = 2e't(3 +12¢* +4x") A\

2-wsmd. Bcrilgan funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini topamiz;
(12.8) ni e’tiborga olib,
Y'=(xe*’ T ="e"3x+2¢) =
=2[e")'(3x+2x’) +e" (3x+2x")]= 2N 3+ 12X +A).
(12.6) formulaga asosan (n=3), d*y=2e*{l+\2x'+ A)dx* bo'lishini
topamiz.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> Diff(x*exp(x"2),x$3)=dil T(x*exp(x"'2) x$3);

=0e"" + 24XV + V" _
dX ' )
12.10-niisol. Quyidagi: &) x biror erkli 0'zgaruvchining funksiyasi;

b) x crkli o‘zgaruvchi bolvban hollarda, y=e”* (unksiyaning

ikkinchi tartibli difTcrensialini toping.
Yechilishi. @) J-usul. Ikkinchi tartibli differensialning ta’rifiga ko‘ra:

dy=,



2-usul. Berilgan funksiyaning birinchi va ikkinchl tariibli hosilaiari®
topamiz:

y=ill

(12.7) formulaga asosan:

fc)Buholda </x=0,dcmak, unda bo'ladi.
12.11-raisol. Ushbu >=VI-x’ arcsinr funksiyaning ikkinchi tartibli
dilTercnsialini toping.
Yechiiishi.  Ikkinchi tartibli ~ differcnsialni
munosabatdan foydalanamiz:
y:hﬁ( _acsin X,

I-x

topish uchun (125)

J"}cij':l—" —I1 MnXPr’

y=—VN - 1 mracsinX
Vi-x” Vo-*7)

MAPLE tiximidan foydatanib misoini yechish: .
> X;=subs(D(arcsin(x))=diir(arcsin(x),x)*D(x),
D(sart(1-x*2)*arcsin(x)));

y .. D(r)xarcsi.yx) ™

> F:=subs(D(D(X))=0,D(arcsin(x))=
difr(arcsin(x),x)*D(x),D(X)):
N Dgraan(y acsin® D(i)"x
VixE o (1-ih) 1w
> simplify(F);
(xV1 -x" *arcsm(x)) D (xr

(I-xV*>



A2-misol. Ushbu >=sinbx.cos2x funksiyaning n- tartibli
difTcfensialini toping.

Yechiiishi.  Berilgan  funksiyani  y=j[sin7x+sin3X] ko'rinishda ¢
ifodalayrniz. Bu funksiyaning s-tartibli diffcrensialini topish uchun

y*’ = (sinb)*” = A'sin(ix +w—) va (12.6) formulalardan foydalanamiz:

d'y=y ACTESInNTX N +37sinM3x+ A o dX.
; 3x+2 —_— _
12.13-misol. Ushbu Y=oy 5 funksiyaning x=o0 nugtada®

ikkinchi tartibli diffcrensialini toping.
Yechiiishi. Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli diffcrensialini (12.6)
formula bo'yicha (r=2) topamiz:
-3x7-4x+19 |, 6x412x7-114x-t-56

K -2x+9*’ X -Zx + 9~
(12.6) brmulaga asosan:

Mustagil yechish uchun misol va masalalar
Quyidagi funksiyalaming ko‘tsatilgan tarlibdagi hosilalarini toping.

12,1 y=x(2x-1)’(x+3)". y”"=? 122 | =?
12.3. y=I+10x+7. Y=7 124. y=cos'x, y =7

12.5. y=(I +x")arctgx, y =? 126. y=arctg(x+Vx' +l), y=?
12.7. y=4l-x" awinX y="? 128, In(x+vx +1), Y=7

12.9. >=V7. | =? 12.10. y=xMnx. /=7

12.11. y=x"cos3x. y°'=7 12.12. y=x’sin2x, y*'=7

1213, y=q [ “=7 12.14. y=sinxsm2xsin3x, Y*'=?
13 y=q =

12.15. y=si'Xinx. y*'=? 1216. y=x'e= y==7



12.17. y=a"“. /" =? 12.18. . Y*)-

1-x ]
i>=qj =9 **k_
12.19. j>=sinar+oosex, Y* =7 12.20. (545 y**-,
=- = 12.22. =—5— . ¥>=1
1221 .yZ50, Y'=? Y= oD
12.23. >=bIXIBX Y'*=? 12.24. 3'=sinbxcos2x, Y=?
12.25. >=log, X Y"=? 12.26. >'=sin*x+cos*x, Y"=?

12.27. >=sin3Xcos'’X, ¥Y'"=7 =

Quyidagi  funlcsiyalarning  berilgan  nuqtalardagi  ko’rsatilgan
tanibdagi hosilalarini tob'mg.

12.28. yBX*4r'+4 Y'()=? 12.29. Y1(5)-
12.30. 1231, youeige. YO
12.32. ya, y'(@)-7 12.33. y=o& , | “(%=?
1234, Y—.

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan tcnglamalarni ganoatlan-
tirishini ishotlang.

12.35. >=»(Sinx, ¥Y'-2Y+2y=0;
12.36. M=«'sinx, Y +2Y+2>=(;

12.37. >=ccosx+CjSinx. / +y=0 (c, va G - ixtiyoriy o’zgarmas
sonlar);

12.38. y=cchx+cshx. /->=0
sonlar);

(f, va ¢, - ixtiyoriy o’zgarmas

12.39. >=<qrigh+<B)+Boos(( +a»,), ’L—t"+<‘dy=0 (.4,

0'zgarmas sonlar);

ixtiyoriy

12.40. >=tin(iiarcsinx), -Xy mhri'y-M



12.41. y=c.e"™'+c,e™>* y'rﬂ--"iﬂ)‘@’+,&i/.\i,>,on /(c

o ‘zgarmas sonlar, a,a- 0'zgarmas);

. C - ixtiyoriy

12.42. >=cos(minx), X’Y’* +(2n+1)XY*»+(n4T1’)Y'=0;

Berilgan ~ y={X)  funksiyalaming  quyidagi  tcnglamalamni
ganoatlantirishini aniglang;

12.43. y=v4cosax +flsinai, /+ 0’y=o.
12.44. y=Ae‘+Be”--. y"-y="Lzl,
X X’

12.45. y=l+cose'+sin«*," Y'-Y +ery=o.
. Quyidagi paramctrik shaklda bcrilgan fiiiiksiyalarning
ko'rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping:
12.46. x=at\ y=bi', x;=?
12.47. x=/*+3m-1, y=/"-3/+1
12.48. x=e“cos/?, y=e" smpf, y~=?

12.49. x=o(cos/-Incigh), >>=asin/

12.50. x=chl-shi, y=shl-chl, - -»

12.51. x=ocos’f, y=osin’/, yr=7

12.52. x=o(l +cos/)cos/, y=o(l-cosOsin<; /A=1
12.53. X=bl, y=/"-i; yr=7

12.54. x=2fcog+(|*-2)r.

w o

12.55. X=2

y=2-"" Y =2

Quyidagi paramctrik shaklda bcrilgan y=¥x) funksiyalarning
berilgan nugtada ko'rsatilgan tartibdagi hosilalanm toping:

12.56. x=In(l+sin(p), y=KI-cos2(p); (nd.K-)); ¥Y-=2

12.57. x=ch/sin/+shKos/. y=ch/cos/-sh/sm/; (01, ¥ -7



Parametrik shaklda bcrilgan y=y(x) ftinksiyalarning bcrilga
tenglamalami ganoatlantirishini isbotlang:

12.58. *=e'sin/, y=e'cos/; Y (/[+j)* =2(r¥Y* =).

12.59/x=sin/, y~ivakr, +it*v=o.
n y dx dx ‘

12.60. x=sin/, y=Ae" n"Be"N\ -x)/-ly=Q,
va W - betiyoriy 0‘zgarmas sonlar.

Quyidagi oshkorma!™ shaklda bcrilgan y=yix) funksiyalarning x
bo'yicha ko'rsalilgan tartibdagi hosilalarini toping:

12.61. y=2/»x, y~=7 12.62. e™ =x+y, yl=1
12.63. arctgy->r+x =o, 3~=7 12.64. e -e*=y-x, yr=7
12.65. X +bxy+Y-2x+>-6=0," (1)) nuqtadagi y"=

Quyidagi funksiyalarning x=0 nuqtada nechanchi tartibli hosilalarga
cga ckanligini aniglang va mavjud hosilalarning bu nuqtadagi giymatini
hisoblang:

12.66. 0 bo'lganda,

\In(l +x)-x, xSO bo'lganda.
sfix-x, x<0 bo'lganda,
X-sinX, X" 0 bho'lganda.
shx, x<0 bo'lganda,
smxc/jX, xSO ho'lganda.

12.67. y=

12.68.y =

X®, X- rasional son bo'lganda,
12.69. y=

-x'® X- inasional son bo'lganda.

12.70. y= € , x?t0 bo'lganda,
0, x =0 bo'lganda.
Xni crkli 0‘zgaruvchi deb, quyidagi y= M) funksiyalarning ko'r-
saiilgan tartibdagi diffcrensiaTlarini toping:



1271, y=(x+)Ux-1)>.c/"=?  12.72. y=(xY2xUx+3K".</>?

12.73.  y=sin=x, 12.74. y=e0s2x. d"-y=I
12.75. y=arctg™wgxj.rf’y=7 12.76. y=cobxdvc. d‘y=?

12.77. y=VIn4-4; <'y=1 12.78. y=r-"\ d*y/l

Agar dii,d-u,dv,dv® lar mavjud bo'lsa, quyidagi y=y(x) funksiyalar

uchun <Av ni toping.
12.79. y=iIMPH'; dhy=I 12.80. y=u';d-y=1

12.81. y=5— d'y=I 12.82. y=illnv, d'y="l

Quyidagi y=>=x) funksiyalarning bcrilgan nugtadagi ko'rsatilgan

tartibdagi diffcrensiallarini toping;

12.83. y=xe*;

12.84. y=cos"x; dy .=?

12.85. y=x"(x-5Y; d-y\,..3 =*f
12.86. y=—11-;

12.87. y=(V22+VxXM)F; /[“Yx-1=?
12.88. y=sinxsin2xsin3x; ""‘>% %:7

6.shkormas shaklda Bgzrriill%gﬂ y: ﬁ() funksiyalarning
nugtadagi ikkinchi tartibli difTerensialini toping.
12.89. x42xy+/-4JC +2y-2 =0. (1),

12.90. 3(>-x +D+cTAG™) ="

(xo03y.)



Mustaqil yechish uchun berilgan

niisol va masalalarning javoblari

12.1.0. 12.2. 12.3. 9702/x'».  12.4. -20082X. 125
)

————— -+2ATTIgX. i'Z.%.—x(Hx*)’. 12, A xVIx?
Vo-»"y*

12.8. -x(x4i)-"" 12.9. -j~x"i 12.10. x’(60inx+47).
12.11. 27(3x’ cos3x +8xsin3x-4C0s3X).

12.12.2*(-x’sin2x+ 50xc052x+"2"sin 2X).

12.13.A~— 10" +90"-7207+50407-30240" +151200"-604800" +

+18144007-3628800-"+3628800-". 12.14.
- 2'sin2x- 2*sin4x +2'3" sin 6x.

n « 144 160 96V , f60 180 120 'l

12.16. rreAerx MO X+ur6). 12.17. 270'*in*e. 12.18. 2(wi)(i-x) '*
12.19. «sin(ax+n”) +6*cos(6x+n").

12.20. (-1)" 'n'(a5-Py)y"-'(jx +5) "-".

12.21. (-)"-'nlaA” (@+ii) "'. 12.22. (-I)*nl[x—"-(x+1) *

12.23.  2-Yiin(2x +H]), 12.24. «1[7"57(7x+n|) +3"bIin(3x+n|)].

12.25. -1)-> 12.26. 4'-'cos(4x+;i-).
9 X Inj ( 2)

12.27. isin(x +nj) +7sin(3x +nY) +Sin(5x +»it).
12.28. 360. 12.29. 12.30. o. 12.31. -1.12.32. ¢
1024

- 1 _ N 2a
12.33. b2 S- »97(399%)  j2 34 (!1_)1>).. 1246 0,



,2.5».-....,,n.51.

~ ) bl bl
12534™ 1254, M+A)as 7 2« 1256, -12.
1257, -1.12.61. -a°/y.12.62. 4 +-)/(x+7,+i)>
12.63. 12.64. (e'- exXI-«*OfO+*)’e o

12.65. 12.66. Yo)=0, Y(0) mayjudemas.

12.67. M0)=0 Y0)=0 /(0) =i, ¥N0)=Q /"’c) mayjud cmes.

12.68. Y(0)=1 Y0)=0. /(o) mayjudemas. 1269. Mo)=0. Yo)
mayjud cmas.  12.70. ¥"(0)=0, /. 12.71. 4(x+iX5x--2i-i)*\

12.72. 2(2x’ -2x*-3x+6)e*J1\  12.73.-8cos2x<fr*,

12.74. 4096(6sin 2x+xcos2x) '\

12.75. . 12.76. 17050541 “.
(a* cos'x + Adin*x)

12.77. 4lnx-4-1n'x”, J2.78. 4In3-3 " x12x-1n3(2xVh3-1)]*".

x'V(In’ x-4)'
1770 6 - y-)bIM1-+tV) Hvdu-ichf
. o vy

12.80.

12.81. *;I(t/V *v- iivdhi - liidiidv+2mdii®)
«
12.82. \nvd*u +—diidv+—d'v \)’dv.
\ \%
12.83. i0erfxM2.84. 4rfxM2.85. -~dx\
1286. H~nM 2.87. "rdx'>

12.88. -2M02573nM 2.89. -J* - i*



13.1. Nugtada funksiyaning o‘sishi (karaajishi). Funksiyaning Ic
ekstremum giymatlari.;'=/(x) funksiya biror bclgUangan ¢ nuqtaning
atrofida aniglangan bo‘lsin.

13.1- ta’rif. Agar cnugtaning shunday C/Oc)((5>0) atrofi m
bo'lib, x<c bo'lganda /(x)</(c) tengsizlik, x>c bo'lganda ea
/(x)>/(c) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, y=/(x) funksiya ¢ nuqtada o'sadi
deyiladi.

13.2- ta’rif. Agar ¢ nugtaning shunday t/,(c) atrofi mavjud b
x<c boMganda, /(x)>/(c) tengsizlik, x>c bo'lganda esa /(X)</W
tengsizlik bajarilsa, y =f{x) funksiya ¢ nugtada kamayadi dey'didi-

13.3- ta’rif. Agar ¢ nugtaning shunday Uf{c) atrofi mavjud b
/(c) qiymat funksiyaning I/,(c) atrofdagi giymatlari ichida eng kattasi
(eng kicliigi) bo'lsa, y=f(x) funksiya ¢ nuqgtada lokal maksimum (lokal
minimum) ga ega deyiladi.

Odatda funksiyaning c
nugtadagi lokal maksimum va lokal
minimum qiymatlari birgalikda lokal
ckstremum giymati deb yuritiladi.

13.1-chizmada funksiyaning c,

nuqtada o'suvchi, ¢, nuqtada

kamayuvchi, ¢, nugtada lokal c2 cj c4
. 13.1-chizma

maksimumga, ¢ nuqtada esa lokal

minimumga ega ckanligi tasvirlangan (13.1- chizma).
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13.1-tcorcma  (Funksiyaning nugtada  O'suvchi, kamayuvchi
bo‘lishining yctarli sharti). Agar y:f(x) funksiya ¢ nugtada
jijferensiallanuvchi bo'lib, uning bu nugtadagi /(c) hosilasi musbat
(manfiy) bo'lsa, n holda bu funksiya ¢ nugtada o'suvchi (kamayuvchi)
bo'ladi.

13.1- eslatma. y=f{x) funksiyaning c
nugtada o ‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishi uchun

uning shu nuqgtadagi /'(c) hosilasining musbat '

(manfiy) bo'lishi zaniriy shart bo'la olmaydi. K
Masalan, y=x* funksiya x=0 nugtada 4 in/o];ii“”
o'suvchi, lekin uning x=0 nuqtadagi hosilasi 05 %
'(0) =0 (13.2-chizma). /
13.2%eslatma. Agar funksiya X, nugtada
13.2-chizma

o'suvchi bo'lsa, uning x, nugtaning biror atrofida

o'suvchi bo'lishi shart cmas. Masalan,
d X=0,
/(X): —x’sin-, x"O
2 X
funksiya berilgan bo'lsa, hosilaning ta’rifiga asosan.
--X sm-

2
Dcmak, m  funksiya .<=0 nugtada o'suvchi, lekin. bu funksiya

monoton cmas, chunki

funksiya nugtaning ixtiyoriy kichik atroMa musbat giymatni htun,

. Vo-i- ft=12..) bolib, K juft
nianfiy giymatni ham gabul qilaéf. AT ) bolb, i ju



13.1. Nugtada funksiyaning o‘sishi (kamayishi). Funksiyaning |

ekstremM plywavan.>/=/(x) funksiya biror bclgilangan ¢ nugianing
atrofida aniglangan bo'lsin.

13.1- ta’rif. Agar cnugtaning shunday t/~(c)(5>0) atrofi n

bo‘lib, x<c boMganda /(x)</(c) tengsizlik, x>c boMganda csa
f(x)>f{c) tengsizlik 0‘rinli bo‘lsa, y-f[x) funksiya ¢ nuqtada o'sadi
deyiladi.

13.2- ta’rif. Agar ¢ nugtaning shunday Ug(c) atrofi mavjud

[(*)>/(c) tengsizlik, x>c boMganda csa /(x)</(f)
tengsizlik bajarilsa, y =/(x) funksiya ¢ nuqtada to/vayall deyiladi.

x<c boiganda,

13.3- ta’rif. Agar ¢ nugtaning shunday atrofi mavjud

/(c) qiymat funksiyaning (/,(c) atrofdagi giymatlari ichida eng kattasi
(eng kichigi) bolvka, y =f{x) funksiya c¢ nugtada lokal maksimum (lokal
minimum) ga ega deyiladi.

Odatda funksiyaning c
nuqtadagi lokal maksimum va lokal
minimum giymatlari birgalikda lokal
ckstremum qiymati deb yuritiladi.

13.1-chizmada funksiyaning c,
nugtada  o'suvehi, @ nugtada
kamayuvchi, ¢, nugtada lokal a o a
maksimumga, nugtada csa lokal 13.]-chizma

minimumga ega ckanligi tasvirlangan (13.1- chizma).



W -tcorema  (F«ksla,,i,.g ,,.,qud,
bo'liskining  yetarli  sharli). ()
iigemsiaUmmchl bo'lib, uning bu mgioJogi /(c) HoHbl mosho,
(manfiy) bo'lsa, v holda bu funksiya ¢ nugtada oSuvchi (kamayuvchi)
ho'ladi.

13.1-eslatma. y=f(x) funksiyaning c

nugtada o'suvehi (kamayuvchi) bo'lishi uchun !

uning shu nuqtadagi /'(c) hosilasining musbat' of /}{ N

(manfiy) bo'lishi zamriy shart bo'la olmaydi.

Masalan, y=x" funksiya ar=0 nugtada i" bA
X

o'suvehi, lekin uning 4=0 nuqtadagi hosilasi

/'(0) =0 (13.2-chizma). /
13.2%eslatma. Agar funksiya X, nugtada

o'suvehi bo'lsa, uning X, nugtaning biror atrofida  13:2-chizma

o'suvehi bo'lishi shart cmas. Masalan,
0, X=o .

/(*)= ? x'sing, X*o .

X
funksiya berilgan bo'lsa, hosilaning ta’rifiga asosan.

--X sm-
2

Demak, M ftnksiya x=0 nuqgtada o'«cbl , lekin. bu funksiya

monoton emas, chunki
[+(X) =i - 2xsini +cosi
jy kichik atrofida musbat giymatni ham,

funksiya x=0 nugtaning ixtiyorw o ! et lymein!
. . L 1 ik=\X") bolib, k juft
manfiy giymatni ham qabul giladi. n
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bo‘lganda f \x) ning giymati - ga. .klog son bo'lganda csa - ~ ,, .
2 2 iog
bo'ladi.

13.2. Ferma, Roll, Lagranj va Koshi teoremalari
13.2-teorema  (Ferma). y=f{x) funksiya biror X oraliqgda
aniglangan bo'lib, bu oraligning ichki ¢ nugtasida o'zining eng katta (eng
kichik) giymatiga erishsin. Agar ¢ nugtada funksiya chekli f \x) hositaga
ega ho'lsa, v holda
fic) =0
bo'ladi.

Ferma teoremasi sodda geometrik
mdnoga ega. y =f{x) funksiya Ferma
teoremasining shartlarini
ganoatlantirganda, /(x) funksiyaning
grafjgidagi (c,/(c)) nuqtaga o'tkazilgan
urinma Ox o'qga parallel bo'ladi
(13.3-chizma).

Ferma teoremasining fizik Ta' nosi
quyidagicha: to'g'ri chizig bo'ylab harakat qilayotgan zarrachaning
gaytish momenti tezligi nolga teng
bo'ladi.

13.3-eslatraa. fic) =Q  shart
funksiyaning c nugtada lokal

c ckstremumga ega bo'lishi uchun yctarli
shart bo'la olmaydi.
Masalan, /(x) =x" funksiyaning
i3.4-chizma.

hosilasi x=0 nugtada /'(0) =0 bo'lsa-da, funksiya x=0 niigtada o'sadi.



,3.W.roma (Roll). 3.7,

» wf»b& 2) wall (0,i) ,, * bl

nan> Kng (fW-fib)) giymallami gabu! glisa, n bbla, bmida biT
shunday ¢ (a<c<b) nugta topiladiki, f'(c) =0 bo'ladi.

Roll teoremasining geometrik mdnosi quyidagicha: y=f(x) funksiya Roll
teoremasining hamma shartlarini ganoatlantirganda, bu funksiyaning
graflgida shunday (c;/(c)) nugta topiladiki, bu nugtada funksiya grafigiga
o'tkazilgan uriruna Ox o'qqa parallel bo'ladi (13.4-chizma).

13.4- eslatma. Roll tcoremasida y=f(x) funksiyadan uning [a,6]
segmentda  uzluksizligi, segmentning ichki nugtalarida esa, uning
diflerensiallanuvchiligi talab gilingan edi. Funksiya segmentning ichki
nuqgtalarida difTerensiallanuvchiligidan uning shu nuqtalarda uzluksizligi
kelib chigadi, shuning uchun Rolli teoremasidagi funksiyaga qo'yilgan 1)
shartning o'rniga, f(x) ning a nugtadan o'ngdan, b nugtada esa
chapdan uzluksiz bo'lishini talab qilish yctarli.

13.5- eslatnia. Roll teorema.sining barcha shartlari muhim. Agar
teoremadagi  y =f{x) funksiyaga qo'ilgan shartlaming birortasi
bajarilmasa, teoremaning tasdig'i o'rinli bo'lmasligi mumkin.

Masalan, /(x) =1-V ? funksiya [-i;i] segmentda uzluksiz bo'lib,
bu funksiya uchun /(-1) =/(0=0. Lekin, bu funksiyaning hosilasi (-1 i)
intcrvalning birorta nugtasida ham nolga aylanmaydi. Bunga sabab,
berilgan funksiya intervalning n=0 nugtadan tashgan golgan
bamma nugtalarida hosilaga ega. x=0 nuqta ichki nugta bolg g
«hun Roll teoremasining 3) .sharti bajarilmaydi. Shuning uehun en gan

funksiyaga Roll tcoremasini qo'llab bo Imaydi.



13.4-teorema (Lagranj). Agar f{x) funksiya: 1) [a,b]'i(esmj
aniglangan va uzluksiz; 2) agalli {a,b) oraligda chekli hosilaga ega bo'ls

1 holda shunday ¢ [a<c<b) nuqgta topiladiki, bu nugtada

boa =0 (13.0)
tenglik o'rinli bo'ladi.

Lagranj teoremasining geometrik
mdnosi  quyidagicha: faraz qilaylik,
f{x) funksiya Lagranj teoremasining
barcha shartlarini ganoatlantirsin. f{x)
funksiya grafigining A(a,f{a)), B{b,f{b)) nugtalarini to‘g‘ri chiziq bilan
tutashliramiz. =) ifoda AB kcsuvchining burchak
koeffitsiyenlini ifoda qoladi. /(c)- esa f{x) funksiya grafigining
C(c,/(c)) nugtasidan o‘tkazilgan urinmaning burchak kocffitsiycntidir,
ya’ni tga =/(c). Shunday ¢ (a<c<b) nuqgta topiladiki, f{x) funksiya
grafigiga C(c,/(c)) nugtada O‘tkazilgan urinma AB to‘g‘ri chizigga
parallel boiadi (13.4-chizma). (13.1) formulani boshgacha ham yozish
mumkm: Vxj6[a;b] nugtani olib, unga ixtiyoriy [Ox orttirma beramiz

(g +Axe[a;i]) [X.X,+0 segment uchun (13.1) Lagranj formulasini
yozamiz;

1(x, +Ax)-/(:c,) =Ox.I'{c), (13.2)
bunda Vce(x*x,, +X). c=x, +6x, 0O<0<1 deb bclgilasak,
/(xo + A1)-/(X,,)=Ax.I'(.r'B+e[x) (13.3)

Odaida, (13.2) yoki (13.3) formula chekli orttirmalar hagidagi
Lagranjformulas! deb yuritiladi.



| W"® {a<c<b)bo lib, Lagranj tcorcmasidan Roll teoremasining kelib
chigishini ko‘ramiz.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chigadi.

13.1- natija. Agar f{x) funksiya (a;6) oraliqda dilTerensiallanuvchi
va bu oraligda /'(c)=0bo‘lsa, u holda bu oraligda f{x) funksiya
0'zgarmas boiadi.

13.2- natija. f{x) va g(x) funksiyalar biror (ab) oraliqda uzluksiz,
bu oraliqda difierensiallanuvchi boiib, f'{x) =g’{X), xe{a,b) boisa, u
holda bu fimksiyalarning biri ikkinchisidan o'zgarmas songa farq giladi,
ya'ni /(x)=g(x)+c.

13.3- natija. f{x) funksiya biror nugtaning U {xfj atrofida
uzluksiz va (/«(x,) atrofda differcnsiallanuvchi boisin. Agar chekli
lim/'(x)=.4 mavjud boisa, u holda /(x) funksiya X, nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi va / (x,)=4 boiadi.

13.5-teorcma (Koshi). /(x) va g{X) funksiyalar.

1) [A.i] segmentda aniglangan va uzluksiz bo'lsin;

2) [ab\da cheklifix) va g(x) hosilalarga ega bo'lib, “xe{a,b)
uchun g'(x)*0 bo'lsin.

U holda shunday c{a<c<b) nugta topiladiki,

(13.4)

tenglik o'rinli bo'ladi. . . .
. formulasi (134) Koshi formulasidan
13.7-cslatma. (13.1) Lagranj

s (*)=x boiganda) kelib chigadi.



L -misol. Ushbu  /(»)=3*-i funksiya [i;2] scgmcntda Fcri®
tcoremasining hamma shartlarini ganoatlantiradimi? *

Yechilishi. Bcrilgan funksiya [i;2] scgmcntda monoton o‘sadi
Dcmak, u £=1 da eng kichik giymatini, x=2 da csa eng katta giymetini
gabul qgiladi, lekin bu nuqtalar [i;2] segmentning ichki nugtasl cmes
Shunday qilib f{x) =3x"-\ funksiya uchun Fcrma.tcoremasini qo'llab
bo'lmaydi, ya’ni
1’(0=/'(2=0 deb aytish noto'g'ri bo‘ladi, chunk! /'(i)=6, /(2)=i2.

13.2-misol. Quyidagi *funksiyalar uchun ko'rsatilgan oraliqda Roll
tcoremasining shartlarini tekshiring:

fl) f{x) =x" + Ax~-1x-\Q, xe[-\-2]\ b) f{x)=-

c) /W Hjinru. Jce[0;2]; c/) I(x)=x, xe[0;l],

YechilishL &) D [-12]  kesmada
/(x)=x"+4x’-7x-10 funksiya aniglangan va
uzluksiz; 2) (-1;2)  oraligda /(x)=x*+8x-7
chekli hosila mavjud;  3) oraligning chetki
nugtalarida funksiya o‘zaro teng /(-1)=/(2)
giymatlami gabul giladi (13.6-chizma).

}3,6-chizma.

Dcmak, berilgan /(x)=x"+4x’-7x-10 funksiya [-1;2] oraligdi

Roll tcoremasining hamma shartlarini ganoatlantiradi. U holda,

icnglamani  ganoatlantiradigan  x"=-"~J", Xj=-------——- nuqtala

mavjud (13.5-chizma).



b) Ravshanki, bcrilgan ]rcrl{l] sil‘;?% EE'YI teoremasidagi 2) va 3)

diartlami  ganoatlanUradi, Ickta 1) bajarUmaydi.  Fud<aiya
garalayotgan temada uzluksia emas, @ U Uailishga ega
chunki bl anmo De,,ek,

bo'ladigan x=c nugta mavjud cmas (13.7-chizma).
0 [0;2] kesmada /(x)Hx-I[funksiya Roll tcoremasining 1) va 3)

i -Lfuamu ij.o'uiumu
funksiya x=i nuqtada differensiallanuvchi cmas (13.8-chizma).

Dcmak, (0;2) oraligda /'(c)=0 tenglamani ganoatlantiradigan c
nugta mavjud emas.

d) [0;2)  kesmada /(x)=x funksiya Roll tcoremasining 1) va 2)
shartlarini  ganoatlantiradi, 3) shartim ganoatlantinnaydi, chunki
/(0)=0./(0=J} Dcmak, @) oraligda tcnglamani ganoatlantiradigan ¢
nugta mavjud cmas.

13.3-misol. [-2,0] kesmada /W=2.r’-7 funksiya bgranj
tcoremasining hamma  shartlarini  ganoatlantiradimi?  Agar
(/(i)-/IW=/'(c)(4-a)) ganoaUantirsa Lagranj formulasida gatnashadigan

¢ nugtani toping.

FecMiA/1/. Berilgao
vaw dachcUi /'W -4a hosilaga cga. U holda Izlanayolgao enugla



bundan c=-1.

13.4-misol. Ushbu

D In(l+jr<dt  (jr>0),

2) larg("™-argfgx,iSIx,-x,1, XX G(-«,»)
tengsizliklami isbotlang.

Yechilishi. 1) [ax] kcsmada berilgan /(x)=In(l +x) funksiya Lagianj
teoremasining hamma shartlarini ganoallantiradi, u holda teorcmaning
tasdig'iga ko‘ra shunday c(0<c<x) nugta topiladiki,

/W -/(0)= In(l +x)=-j-"x <X
bo'ladi, chunk! —2<1.
1+c

2) kcsmada berilgan  /(X)=arctgx  funksiya Lagranj

teoremasining hamma shartlarini ganoallantiradi, u holda Lagranj
formulasiga asosan:

larctgi, - arctgx, |= 1:£x,-x,) Xj-X, |,
chunki 0<—
1+c'
13.5-misol. Ushbu
[(x)=x"-2x +3,  g(x)=x"-7x'+20x-5
funksiyalar ~ [i;4  kcsmada Koshi  teoremasining  shartlann
ganoatlantiradimj? Agar- ganoatlantirsa, (13.4) Koshi formulasid
gainashgan ¢ nugiani toping.
Yeehilijhi. Berilgan /(x) va g(x) funksiyalar hamma joyda uzluksi

jumladan, [i,4] da ham uzluksiz. Berilgan funksiyalar mos ravi.shda (I. 4)
da chekli



/(i) =2*-2, g(r)=3x"-14x+20
hosilalarga cga bo'lib, xning hech bir hagigiy giymatida g (¥ funksiya
nolga aylanmaydi. U holda (13.4) formulaga asosan:

1(4)-/1(1)y [I'(c) 11-2 _  2c-2
g(4)-g(l) g {c) 27-9 3c'-14c+20 ~ ~

bu tenglamani cga nishbatan ycchib, ¢=2 va ¢ =4 lami topamiz.
Bulardan ¢ =2 nugta ichki nugta bo'ladi.

Mustagil yecchish uchun misol va masalalar

13.1. Ushbu /(.©)=2X - 1 funksiya uchun [i,2] kcsmada Fcrma
teoremasining shartlari bajariladixni?

13.2. Ushbu /(x)=5n/2x+1-x funksiya uchun [4do] kecsm
Fcrma teoremasining shartlari bajariladimi?

13.3. Ushbu /(x)=*Ins-xInx funksiya uchun [“Y2sj kcsmada

Fcrma teoremasining .shartlari bajariladimi.

n 5
13.4. Ushbu  /(x) =insinxfunksiya uchun ¢ kesmada Roll

teoremasining shartlari bajariladimi?

13.,5.  Ushbu
D /(x)=Vx'-3xN.  1F 2 1(X)=4-. [0:x]

funksiyalar ko'niafflgan  kesmada Roll  tcoccmasmiog — shartarim

ganoatlantirishini tekshiring.



136. Ushbu /(.t)=sinx ftinksiya uchun [1;2] kesmada Koy

teoremasining shartlari bajariladimi?
13.7. Quyidagi ) /w =x- xe[Ql];, 2f{x)=sin2x xe[02r]

fimksiyalar ~ ko'rsatilgan  oraligda Roll teoremasining  shartlarini
ganoatlantirishini ko'rsating va /'(c)=o ni ganoatlantiruvchi ¢ sonlami

toping.
13.8. Quyidagi
D /()=x*x6[l;2]; 2){x)=x, xe[l;3l; 3)/(x)=VT~*x6[0;I]

funksiyalar uchun ko'rsaUlgan oraligda o‘rta qiymat hagidagi
teorcmaning shartlarini tekshiring va teorema tasdig'ini ganoatlantiruvchi
barcha ¢ sonlami toping.

139. Ushbu  f{x) =bx"-5 funksiya [-2,(0] kesmada Lagranj
teoremasining  shartlarini  ganoatlantiradimi? ~Agar ganoatlantirsa,

formulasidagi ¢ nugtani toping.

13.10. /(X) =Inx funksiyaga [i;e] kesmada Lagranj formule
go'llang va unda gatnashadigan cning giymatini toping.
1311 /(x) =sin3xfunk.siya uchun [x,;Xj] kesmada Lagranj

«formulasini yozing.

13.12. I(x)=arcsin(2x) funLsiya uchun [r,;xo+Ax] kesmada La
formulasini yozing.

13.13, /(B)=x" funksiyaning fO;a] kesmada (n>0; cr>0) Lag

teoremasining shartlarini ganoatlantiri.shini ko‘rsating.



13,14.,=|x|fimksiya «Chun 10;n| kesmada Roll teoremesi oTinli
cmasligini ko'rsating.
13.15. Agar &% +HX'~+X'M4+aVX=0 tenglama X=X,

mushat ildizga ega bo‘lsa,  re}X<*+(,-i)ax-> =0 tenglama ham
musbat, X dan kichik ildizga ega bo'lishini isbotlang.

13.16. jt’ -3x +c=0tenglamaning (0;1) oraliqda ikkita har xil ildizg
ega boMmasligini isbotlang.

13.17. y=x chizigda shunday nugtani topingki, unga o'tkazilgan
urinma va B(s) nugtalarni birlashtiruvchi vatarga parallel

bo‘Isin.
Lagranj teoremasidan foydalanib, quyidagi tengsizliklami isbotlang;

13.18.e">ex, x>1.
13.19.

13.20. e'>l+x, xeR

13.21. Isinx-smyNx-yl-

13.22. ,,b-'{a-b)<a'-b’ <n a’'{a-b\ »>!. «>*

13.23. XP* 0<Chu<~-
cos-P p

J Y X -rjl__fL. funksiyalar uchun I-3;3]
13.24. Ushbu /W =e +

kesmada Ko.shi teoremasi o'rinlinu?



13.25. Ushbu  f[x)=x" va g(jr)=x" funksiyalar uchun

kesniada Koshi tcorcmasi o'rinlimi?

13.26. Funksiyaning o'zgarmaslik alomatidan foydalanib, elemcntar
matematikadan ma’lum bo‘lgan quyidagi formulalarni isbot giling:

1) arcsinx +arccosx=y; 2) sl x = !:9.9?.%2‘;
n n-ltgx, x>,
3 arcc&s'i ;r-'QZarCth, n 0<x<«; 4) arcsin—-y =< 2arglgx, JIAX"X,
1+ 14N

-K-2arctgx, xsl.

" Mustagqil ycchish uchun berilgan
misol va masalalarning javoblari

13.1. Bajarilmaydi. 13.2. Bajariladi. 13.3. Bajariladi.

13.4. Bajariladi. 13.6. Bajariladi. 13.7. = _ 2c=-;— .
3 4 4 4 4

138 Ne=i; 2e=i>~; =2 139. c=1. 13.10. c=e-\.

13.11.  sin(3x,)-sin(3x,) = 3(xj-x,)cos(3c).(x, <c<x”).

13 12. arcsin[2(x,- J1x)1-arcsin2x, = X,<c<Xx, +/JIx. 13.17.

JV(1,1). 13.24. 0 “rinli emas. 13.25. 0 ‘rinli emas.



Funksiyalaming limitini hisoblash jarayonida 00-»,

¢ >“ >~ vorinishidagi anigmasliklami ochish vaglida, ba’zan
giyinchiliklarga duch kelinadi. Agar bcrilgan funksiyalaming hosilalari
mavjud bo‘lsa, ulardan foydalanganda hcrilgan anigmasliklami ochish
yengillashadi.  Odatda, hosilalardan foydalanib anigmeasliklami  ochish
Lopital goidalari deb ataladi.

14.1.  Lopitalning birinchi  qoidasi . Agar x->ada
/(x)-»0, g(X)->0 bo'lsa, *  ningx-»odagi limiti ko'rinishdagi
anigmaslikni ifodalaydi. Ba’zi hollarda, x-*a da ”~  nisbaming
limitini topishga qaraganda ” . nisbatning limitini topish yengil bo'ladi.

14.1-teorema (Lopitalning birinchi qoidasi). /(*)  va y(i)
funksiyalar (a 6) da aniglangan, uzluksiz bo'lib. ular quyidagi shartlami

ganoatlantirsin:
1) lim/(x) =0,limAg(i) =0;

2)(@6) da chekli /Tva g(r) hosilalar mavjud va
Vxe(a,b\g'(x)"0;

3\34n, =/j (a-chekli yoki cheksiz) bo'bin.
g'ix)

Uholda, lim=" ham mavjud va
fix) /W_a (14.1)

a(x) iw
lenglik 0 ‘rinli.



14.1-eslatma. M.Heorcmaning 3) sharti. bajarilmaganda Hay

. .mavjud bo'lishi mumkin. Masalan, /W =x=sini,
—¥(i) X - -1

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun 14.1-tcorcmaning shartlarini tekshiramiz;

2 ]
1) lira /(x)= lim x”~-sin- =0; lira g(x)= lim (2”~-ibn-
X-»0 n X-»0 T->0

’

2)/'(x):2xsi%--éos-, g'(x)=§ -In2 bo‘Ub,x->0da

1 [
%) 2X sm? coi—
g 27n2

nishatning limiti mavjud cmas, chunk! Iirmos—& limit mavjud emas

Xsin} X sm!
Lckin, lim— =[ifil | — =limem. =,
21 21

X

14.2-eslatma. 14.1-lcorcmada /'(x) va “(x) hosilalaming x=a
nugtada uzluksizligi talab qilinsa, u holda g'(a)*o shartda (14.1)
fonnulani quyidagicha yozish mumkin:

Meg(x)  9'(a)
14.3-eslatma. 14.1- icorema e=+» yoki 0o=-x bo'lgan hoi uchun
ham o'rinli, ya’ni /(x) va ~X) funksiyalar c<x<* da aniglangan va shu
oraligda diflcren.siallanuvchi bo'lib, quyidagi shartlarni ganoallantirsin.

jim/(x)= limj(x) =o, g’(x)"o, Vxe(c;+x).
.I'I‘.% mavjud bo'lsa, limM ham mavjud bo'ladi va

liem ~ =llirm Ne

tenglik o'rinli bo'ladi.



14.4-cslaln.a. Agar /(.).a funkaiyalar - M.I-ttorcmanln*

barcha ahartlarini ganoatlantirsa. Lopi,a goidasini takroiiy go'llagh
mumkin, ya’ni

Wg00 =g =M K

14.2.  Lopitalning ikkinchi  qoidasi®-j. Agar i-»oda

I*)»® bo'lsa, ning x-*fl dagi limiti  j ko'rinishdagi
anigmaslikni ifodalaydi. Ba’zi hollarda, bunday anigmasliklami ochishda
ham /(x) va g(X) funksiyalaming hosilalaridan foydalanish magsadga
muvofig bo'ladi.

14.Z-teorema (Lopitalning ikkinchi qoidasi). /(x) va g(X) funksiya-
lar fa b) da quyidagi sharllami ganoatlantirsin:

1) lim/(x) =» , Ung(x)=®

2)@b) da chekli f{xva ¢ hosilalar mavjud va
'ix*[a,b\g“{x)*Q;

3) (A-chekli yoki cheksiz), 1 holda
-9'(x)
90 9
tenglik o'rinli.
14.5-esla.ma. Agar lim/Cx)-». bo'lsa, /W aWw W a

(a..) koTinishdagi aniq«slikni ifodalaydi. Bu  ko'rinishdagi
anigmaslikni ochishda, uni
fx)g(0 L1 K
709 1)



kabi yozish orgali yoki ko‘rinishdagi anigmasliklarga kcltirilib.

Lopital goidalari qoilaniladi.
14.6- eslatma. Agar iim/(x)=+oo, ijmg(r)=+oo bo‘lsa, /(x)-g(x) ifc

(»-00) ko'rinishdagi anigmaslikni ifoda giladi, uni ham quyidagi

m gw
kabi yozish bilan ko'rinishdagi anigmaslikka kcltiriladi va Lopital

qoidalari go'llaniladi.

14.7-eslatma.  Agar i-»ada /(x) funksiya i.0 va ooga, "X
funksiya csa mos ravishda, «.0 va O ga intilganda (/(}))**- daraja -
ko'rsatkichli ifoda (i”).(0°).(00”) ko'rinishdagi anigmasliklarni ifoda giladi.
Bu ko‘rinishdagi anigmasliklarni ochish uchun, awalo berilgan ifoda
logarifmlanadi:

Inje="(x) In/(x),

bu ifoda, x-»eda (O o0 ko'rinishdagi anigmaslikni ifodalaydi, ya’ni
yugorida o'rganilgan holga kcltiriladi.

Shunday qilib: 1) (o) yoki («-«) ko‘rinishdagi anigmasliklar

algcbraik almashtirishlar natijasida yoki ko'rini.shdagi

anigmasliklarga keltiriladi va ularga Lopital goidalari go'Uaniladi.
2) (kio")./®") ko'rinishdagi anigmasliklar logarifmlash yoki
CfX)"“'=*"M(«) shakl o'zgartirislilar orgali  (0-«). - ko'rinishdagi

anigmaslikka kcltiriladi, so'ngra uni yoki j ko'rinishdagi

anigmasliklarga keltirilib, Lopital qoidalari qo'Uaniladi.



‘taWhisobtag,

Nem™ («m-3),
....da /(.).b1(.--3)"0,

nugtalami 0z ichida saglameydigan iXUyoriy  kichik  atroCh
= + hosildlar mavjud va gi(x)=2x+s;t

-)m
x (-1
) mTA3 =i, X
t2«-(x) ™2x+3 -Ux=-3)(2n+3)"7 n"avjud.

Ocwsik, beriigsn limitni hisobl3shg3 Lopitsining birinchi Qoid’sini
goMash mumkin:

«=X*+3x-10 -:(x'-3)(2x+3) 7
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> ymit(In(x"2-3)/(x"2+3*x-10),x=2)=

limit(In(x"2-3)/(x""2+3*x-10),x=2);
id h(i‘-3) V£

14.2-misol. lim—  (0>0a>0)limitni hisoblang.

Yechilishi. Bu holda, /(x)=x".g(})=e" bo'lib, ular 14.2-teorcrraning
barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun. Lopitalning ikiinchi
qoidasiga ko‘ra,

aclf @
ohunki, x“H»da asosi birden katta ko'rsatkichli funksiya dargjeh
fbnksiyagagaragandatczroqo'sadi. Bu limitni  Lopital  cp.desiru
*{*=[a]+, a-*<o)marta qo'llab ham topish mumkin

I»fa-n..te-*+QcL-n .
lim  =lim =jim



14.3-raisol. limitni bisoblang.

Yechilishi. Bu holda. /(*)=x"-oc "*)=Inx-r+i bo‘lib, ular 141.
tcoremaning barcha sharilarini ganoatlantiradi. juxnladan, nuqtaning

brtiyoriy Kichik atrofida
1) =r'(Inx+1)-1, g ="-\
hosilalar mayjud bo‘lib, m'C  Lekin, /'(x) va dWw

funksiyalar ham 0‘z navbatida xt=i nuqgtaning kichik atrofida 14.1-
tcorcmaning barcha shartlarini ganoatlantiradi. Shuning uchun, berilgan
limitni hisoblashga Lopitalning birinchi qoidasini ikki marta go'Uaymiz:

MAPLE tizimidan foydalanib mbolni yechish
> Limit(((x)"x-x)/(In(x)-x+1),x=1)=
limit(((x)*x-x)/(In(x)-x+1),x=1);
lim —A=Xee -~ 2
*MIN(X)-X + |

14.4-misol. jijn (a>0, u>0) limitni hisoblang.

Yechilishi, inx=r,x=e' almashtirishni olib,

bo lishini topamiz (14.2-misolga garang).
14.5-misol. jin™X"in"*ij (0 >0, p>0) limitni hisoblang.
Yechilishi. Bu holda lim/(x) =limx'=0. Hng(x)= liminPF<e-

Demak, berilgan ifodaning x-»0+o0 dagi  limiti  (0-*) koTinishdag

anigmaslikni ifodalaydi. Bu anigmaslikni ochish uchun, uni



A ellaahda, saddalik uchun, eV shtlnahm bajarib, berilgan
ifodaning limiti

ol =
topamiz (14.2-misolga garang).
14.6-misol.  lim{In(i+sin’x) ag(in’ (i+x))] limitni hisoblang.
Yechilishi,  linj/(x) =limIn(i+sinf*x)=0, UjdyIn*i+xX)=00. Bcrilgan

ifodaning limiti (0-*) ko'rinishdagi anigmeslikni ifodalaydi. Bu
anigmaslikni ochish uchun bcrilgan ifodaning shaklini o'zgartirib, uni

ko‘rinishdagi anigmaslikka kcltirib, kcyin Lopitalning birinchi

qoidasini takroriy go'llaymiz:

lim[In(l + sinax)—c/gInJ(1+xS)]l@¥:b.m In( +5in X))

folm+%)
1.
sinZx H
lim 1+sim X gm_-_s_'.r].zf__ -t *ES;_Z.Z‘._*
A+g-n (1 +xX) InQ+x) — 2l e 1

14.7-misol.  limf-l— W limitni hisoblang.

YecMUM. BerUgan funksiya ..o nugtada («--)  koTmishdagi
anigmasUkui ifodalaydi. Bu anigmaalikni g) koTiniahdagi ani,ma.dikka
kcltirib, so'ngra Upitalning birinchi qgoidasini takroriy qo'llab.

\/L < lcosx (] sinX
fh I « - lim +1008X ]“—m'Zcosx-xsmx
-fc"xj XSir*

bo'lishini topamiz.



14.8-misol. Ushbu
n lim (I+x)°;  2) lim(ctgx)” * ; 3) lim[au-csin(in
limitlami hisoblang
Yechilishi. 1) >=(i+x)™ funksiya x=0 nuqtada (i*) ko'rinishdagi
anigmaslikni ifodalaydi. Bu anigmaslikni ochish uchun awalo, berilgan
funksiyani logarifmlab, (0 ») ko'rinishdagi anigmaslikka kekiramiz:

imlinY=1™_n *Inu + x).

Buni shakl almashtirish natijasida ko'rinishdagi  anigmaslikka

keltiramiz va Lopitalning birinchi goidc ini go'Uaymiz;

|+X)/§;\|J i‘*‘ X In2xt»*
; il X im

dggry= lim = gy el
Inx X In” X
= lim - = lim -----=----—=-2 lim xIn | éz‘ 2 lim Iﬁl\jz lim x” =0.
X

Dcmak, lini Ay = =i.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish
> Limit((I+x)"(In(x)),x=0,right)=
limit((1+x)"(In(x)),x=0,right);

S0

2) Berilgan y=(ctg9“' funksiya x=0 nugtada (x“) ko'rinishdagi
anigmaslikni ifodalaydi. y=(ctgi)“" =«"""“*" ayniyatdan foydalanib,
lim(clgx)-" = lime gl *)

bo lishini topamiz. So'ngra, (*) ning o'ng tomonidagi ko'rsatkichli
funksiyaning limitinihi.soblaymiz:

Sf-n .

lim sin xInctgx = lim— =i w= lim-
1 A<1 1 ctg Xecos X cos' X



lim{ctgx)— =e»=i
bo'ladi.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> Limit((ctan(x))*(sin(x)),x=0)=
limit((ctan(x))" (siii(x)),x=0);
lim(ctan(x)"™"=1.

3 Bu holda berilgan funksiya x=0 nugtada (0') ko'rinishdagi
anigmaslikni ifodalaydi. Endi
[arcsinx]™*'
ayniyatga asosan, lim (arcsinx)** = bo'ladi. Oxiigi tenglikning

o0'ng tomonidagi ko'rsatkichli funksiyaning limitini hisoblaymiz:

)%t@-ln(arcsioz)l?z lim jn(ar?imgw af?i"x_”'li
|g( tg*X 008’ X

Sin” XN*ALsin2x

Warcsie  T——

lim-===

Shunday qilib, I__Ig&_o(arcsinx)*"‘*=«°=1.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> Liinit((arcsin((x)))"lan(x),x=0,right)-

liiuit((arcsin((x)))*tan(x),x=0,right);
)!l*r& [arcsin(})]“* =1«

14.9-misol. Ushbu
Wiz O

limitlami hisoblashga Lopital goidalarim go'llash mumkinmi?



YeMlisM. 1) Bu holda, /« = “ 7. Msba”ng

x-»odagi limiti mavjud vau o ga tcng. Hagigatdan ham,

x Snl 1 " AN |
lim—-——-" " =lim—---- Jrsm' - . =lim-r—-—=-1lim;c'-sin- =1-0=0
sinx =l \Xj «RSME X

’\(\I\Fing x->0 dagi limiti mavjud emas:
g9

2drsin(l)-cos[lj to2xsin[i]-limcos(i]

0-liymcos
limcos X I-'[I]-F X

bunda I.i_rﬁco%i(mavjud emas. Dcmak, bu holda Lopital qoidasini qo'Uash

mumkin emas.
MAPLE tivmidan foydalanib misolni yechish:

> Limit((x*2)*sin(l/x)/sin(x),x=0)=

limit((x*2)*sm (I/x)/sin(x),x=0);

Xxsm-

E%E) sin(x)

2) Bu holda /(x)=tgx, g(x)=secx bo'lib, ’\_) nisbatning x->"‘.
gi
dagi limiti mavjud:

lim tgx® lin WEFHE= Lenin - Lopital  qoidasini
n secx X cosx g
X X X->

go'llash bilan magsadga crishib bo'lmaydi:
o X S5 X

m-— =Lm .
,,-secx J.,_secx-tgx 1.1 tgx 1 Secx



Lopital qoidalaridan foydalanib, quyidagi funksiyalaming limitini
hisoblang

M axasxT

14.3. lim
In(l+x) m

Insmx

14.9. |im°|r;;

14.11.

14.13. ggx-12tgx.

*»3sm4x-12sinx’

14.15. lim L-.

14.17. | e X
T X-Sinx

14.19. lim
XVI-X'

14.21. lim

I-cosx’.

AA "

(3¢

14.25. Ii81 "’)‘(""

14.2. Um4fI215_.
—X-tOx-B

14.4.
V2+X+X

146.1im ~ m

Insin X
14.8. "mlnCOSzx

IncosSx
14.10. lim

| X-smx

14.12. Iimsmox—sm &

«« shax-shAx

14.14. lim4 ~ .. P .
«oX'-

I
14.16. lim— ,a>0.

1-4sin
14.18. lim tf)
xH o -x*

5520, tim> "2 TCtGx

cosxIn(x-0)

arcsin2x - 2arcsinx

14.26. schign ¥ " -



I~ arcoixj

14.28. lig——F— 2.
1a.21. «» tg X <6';g> ﬂ]&ﬂ)
ithn— 14.30. lim-
1.4'29' litn Inx * «d smxcosr
14.31.  Wra(xr-e") 14.32. hi_.rp(l—x)tgé‘.

14.33.lim arcsm(x-a) ctg(x-a).

14.34.1in"x-sin|| 14.353im"“In"~ij a>0,/?>0.

14.36.lim@ -«)’)tgAj. 14.37.1ii%a'-1jx, (a>o) 14.38.jjmjx*-1)Inx.

14.39. lim x°a”~, a>0, a*l. 14.40. Iim)\lnf—"arctgx],
X-*00 — q
14.41. lim\ - -—-A-1. 14.42.  lim~ctgx-—f .14.43. lim~xte™-ijj .
inxj

14.44 im0 14,45, lim x-x"Infl-H-7I e
X X] Noxlj

14.46. limf-~-ctg’x| 14.47. limf-lj------1 .
VX / sin’xj

14.48. lim f-L-1] 14.49. limf-2-——---. 14.50. limf— — !-I.
eHsin* *w 1-x'j «'Unx X-U

.51. limfctgi--1 . 14.52. li —
14.51 ‘IlT ctglx) 14.52 millﬂ-_hl\_/l r In(l-"x)

14.53. lim(inx)™*. 14.54. II/IT><"". 14.55. limllnxj”. 14.56. limx" A"~
f ! K-n

»-»l «N1.0»

14.57. lini(tgx)-M 4.58. im " 1450, jimf— y .

cnx J

14.60. lim(e'-Hx).. 14.61. ¢ 14.62. Im(l +xf*



14.63. lim (99”1, 34, 88>I|m(.]x43x)| 14.65.

14.66. tim x" 14.67. limf-1 14.68. limf: il
. . = . . . limt—arccesi
At A

14.69. 14.70.;,t'-,). 1471 w . « «
w chx-Vchx

14.73.1a|(VX*+Xx4AX+i-VX4AxX+i)MIiN

14.74. limfi—2 ] 14.75.0ini[M‘7 ~ " -il

*AIAX arcsmx) X Xj
14.76 limf—J----- 1*'. 14.77.Um — -1
M2 +-j9+x ] A-THa2BRRCtg X * -X
14.78. lim -7 14.79. Wy[5:.8H_J _ ]
4-rtin(c/73x) *AY 2 T-xT
In(1+x)+--- sinx
14.80. Mt (x+ay'™-x . 14.81. lim-------—--- Prepmemm- .
( arctg X
14.82. 1im fommmeeoemn 14.83. lim
« -1/ ~fugx Zcost
14.84. Ilmé"+ 1 14.85. limf
x(e- e ) —1 a)

14.86. Lp(2>/x+x)™  14.87.limfctgAT. 14.88. [im(x+2'.
I Bux

14.89. Quyidagi limitlarnl Lopital goidasi bo'yicha hisoblash
mumkin cmasligini ko‘rsating va ularning limitini‘hisoblang;

' -0 sin'x --X-COSX

14.90. lim ~*2x-tsin2x  lijnni hisoblashga Lopital goidasini
-«e(2x+sin2x)e"*

40‘llash mumkinmi, agar limit mavjud bo‘lsa, uni hisoblang.



141. 1142, 143 3a 14.4. 1. 14. 5. |. 14.6. 1,14.7. 0.

14.8. % 14.9. ha-\. 14.10. 2. 14.11. :—31,14.12. i 14.13. -2, 14.14
14.15. o, 14.16. o 7.17. 2 14.18. 14.19. in®, 14.20. 2, 14.21.

In
-t.. 14.22. cose, 14.23. 1, 14.24. 1, 14.25. line 14.26. i-ino, 14.27.
Ini 2 6

d

) 14.28.-i, 14.29. 1, 14.30. 2, 14.31. o, 14.32. 14.33. i,
A n

14.34. e, 14.35. 0,14.36. — , 14.37. ine. 14.38. 0, 14.39. o, agar
n
o<fl<i,a-ixiiyoriy bo‘lganda,+x, agar a>i,a- ixtiyoriy boiganda .

14.40. 14.41.-1, 14.42. o, 14.43. 1. 14.44. i, 14.45. 14.46. -
L] 2 2 3

14.47. éi. 14.48. o, 14.49. 14.50. 1, 14.51. o, 14.52.
2

2 2

14.53. 1, 14.54. e- 14.55. 1,14.56. e, 14.57. 1, 14.58. e'l 14.59. e".
14.60.1 14.61. /*m. 14.62. 1, 14.63. 1 14.64. 3,14.65. ¢ 14.66. 1

14.67. 1,14.68. e'K 14.69. 1. 14.70. -1, 14.71. 4.72. 0,14.73.

Al
n-T

-1 14.74. o 14.75. 14.76. e"». 14.77. -i 14.78. - 14.79. o, 14.80.
(o] 2 2 9
a.n. 81. ZI2 14.82. i2 14.83. -1, 14.84. 6 14.85. e *. 14.86.

14.87, 1,14.88. 2, 14,90. Lopital goidasini qo‘llash mumkin cmas, limit
mavjud emas.



15,1. Teylor teoreraasi. Tabiatda ko'pgina masalalar funksiyaning
berilgan nuqtadagi giymatini topishga bog'liq bo'ladi. Funksiya murakkab
bo'lgan hoUarda funksiyaning berilgan nugtadagi giymatini hisoblash bar
doim ham yengil boMavermaydi. Bunday hollarda, nugtadagi-giymaUni
hisoblash noqulay bo Igan funksiyani, o'ziga garaganda sodda va
hisoblash uchun qulay bo'lgan funksiyaga yaginlashtirish-almashtirishga
to‘gri  kcladi. Berilgan f{x) funksiyani biror g(X) funksiyaga
yaginlashtirish-almashtirishda quyidagi ikki momentni etiborga obsh
muhimdir:

1) /(*) ga yaqginlashadigan g(x) funksiyaning tanlab olinishi va uning
tuzilishi (soddaligi, hisoblash uchun qulayligi);

2) £{x) ni g(x) ga yaginlashtirishdagi go'yilgan xatolikni aniglash va
uni hisoblash.

Odatda vyaginlashadigan funksiya sifatida butun ratsional P,,(x)
ko'phad olinadi.

1885-yilda buyuk nemis matematigi K.Veyershtrass [06] kesmada
uzluksiz boMgan f(x) funksiyani P”x) ko'phad bilan yaginlashtirish
mumkinligi  hagidagi teoremani isbot qiladi, Ickin bu teorema
R,.{x)=f{x)-P,,{x) ayimani baholashni va uning nolga intUish tartibini
aniglab bermaydi. Keyingi yillardagi ilmiy izlanishlar /1,(X) rung nolga
inUlish tarUbi yaginlashtiriladigan f{x) funksiyaning hosilalarga ega
bo'lishiga bog'lig ckanligini ko'rsatdi.

/W funksiya biror X, nugraning atrofida yugqori tartibli hosilalarga
oga bo-Isa, bu hosilalardan foydalanib. av«lo F.(x) kCphadni tuzfcih va
/W funksiyani bu ko'phad bilan yaqgin«insh «salasini garash



mumkin bo'ladi. Bu masalani yechishda Teylor formulas! muhim rol
0‘ynaydi.

15.1-teorema (Teylor). f{x) funksiya biror a nugtaning atrqfida
N+1 larlibgacha hosilalarga ega, x - funksiya argumenlining a nugtaning
alroficlagi ixtiyoriy qiymati, r- ixtiyoriy musbat son bo'lsin. Uholcla a vax
nugtalar orasida shunday * nugta topiladiki, bu nugtada

mo=m + KM pea o (A)HIM() (150)
formula o'rinli bo'ladi, bunda

iziT
o (152
(15.1) formulaga Teylor formulasi deyiladi, J1,+(X) ifoda esa, Teylor'

formulasining qoldiq hadi deyiladi. Odatda, (15.2) ko'rinishdagi qoldig
had umumiy yoki Shlyomilh-Rosh ko'rinishdagi qoldiq had deb ham
yuritiladi.
Teylor formulasidan kengrog foydalanish magsadida, uning goldiq
hadining umumiy ko'rinishi (15.2) dan xususiy holda kelib chigadigan
quyidagi turli xil ko'rinishlarini kcltiramiz:

{n+1)!

1 ()= w**>a+B(x - a)], 0<0<],

= (15.3)
Qoldig hadning bu ko'rinishlari, mos ravishda, qoldiq hadning Lagranj,
Koshi va Peano kao'rinishlari deyiladi.

15.1-eslatma. Peano ko‘rinishidagi goldig hadni keltirib chigarishda
15.1-tcoremadagi  f(x)  funksiyaga nisbatan  qo'yilgan  shartni

‘yengillashtirish* mumkin, ya’ni, /(x) funksiya a nugtaning atrofida



..... e wnt='B® '8a bolib, /-V,) h«la esa a nugtada
uzluksiz bo'lsin, degan shart yctarli.

Yechilayotgan masalaning xususiyatiga garab, u yoki bu
ko'rinishdagi qoldiq hadli Teylor formulasidan foydalaniladi. Masalan, a
nugta atrofidagi x{x*a) nuqtalarda f(x) fiinksiyaning giymatlarini
hisoblash kcrak bo Iganda, Kaoshi yoki Lagranj ko'rinishida”™ qoldiq hadli
Teylor formulasidan foydalanilgan ma’qul. Agar X->0 da qoldiq hadning
nolga intilish tartibini bilish lozim bo'lsa, u holda Peano ko'rinishidagi
qgoldiqg hadli Teylor formulasidan foydalanish qulay bo'ladi.

f(x) fiinksiyaning (15.1) Teylor formulasida deb olinsa, ushbu

*)
formula hosil bo'ladi. Odatda bu formula Maklorenformulasi deyiladi. Bu
holda goldig had f2,/(r) quyidagicha;

1) Lagranj ko'rinishidw. R,,A")=(n+1)(."'*‘>(0X)v(0<0<i):

2) Koshi ko-rimhido:

3) Peano ko'rinishida: )
kabi yozilishi mumkin.

Ko'p hollarda, (15.1) Teylor formulasi quyidagi ko'rinishda ham
yoziladi; (15.1) formulla n o "37A, ooldiq had - Lagran
ko'rinishida olinsa.

16+ BX-1(*) = AR+ LX)+ (154)

W+ 1) ) ) ) ) o
formula hosil Ho'ladi. &§ﬂ Teyjor ft?rrmla_5| chekll orttl_rmalar hagjidagi
lo.bnn™i bo'lib hisoblanadi (16-§8 ga q.;.

X z ::.:r "



Ixtiyoriy funksiya uchun Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli
Makloren formulasini garaymiz va uning qoldig hadini baholaymiz

Agar shunday 0‘zgarmas M son mayjud boiib, argument
xgFo nuqta atrofidagi barcha giymatlarida hamda \fneN uchun

N

ning

tengsiziik o‘rin]i bo'lsa, u holda

1
N

(n+1)! (n+1)!

tengsizlik o'rinli bo‘ladl.  x ning har bir belgilangan giymatida

lim (I}—<H)I: :
bo'lishini c’liborga olsak, u holda s ning y?tai(i katta qiymatlarida
R,.+](¥) ning yctarli kichik bo'lishiga ishonch hosil’ gilamiz. Bu holda xa
= 0 nugianing atrofida f(x) funksiyani

nNld 2 5l
ko'phad bilan tagribiy almashtirish mumkin bo'ladi:

il 2 sl
f(x) funksiya X5=0 nugtaning atrofida istalgan tartibdagi hosilaga
ega (cheksiz diflcrensiallanuvchi) boMganda:
a) agar/(x” - juft bo'lsa, u holda *neN uchun

ASAN (2['|)|
b) agar/i'x; - tog bo‘lsa, u holda “neN uchun

n A2k*)
Z

bo'ladi.



15.2. Elemcntar funksiyalar uchun Mekloren fomiulasi
/(x)=e*. [(x)=sinx, /(x)=cosx. f{x)=shx, /(x)=dat
fix) =0+x)”,  /(x)- In(l+x)

funksiyalar uchun Pcano ko'rinishidagi goldiq hadli Makloren formulasi
quyidagicha bolMadi:

X X X
(155)
o X6 ()'x2H !
sz—X---i+--§-| ------- @Zﬂjlu HOORAX (156)
3 5 _on+l ,
jhx= X+?l+51+ +Z2 ')|+0(x N, (15.7)
_ X" né" o
cosx=1- -2L+E +..4(-1) -(-2-5)-|+o(xx & (15.8)
2n
chx=Iﬁ+—+,...+7—+0(x"""\*), »
24 (29)!
I+ + 2 a (159
yoki
(I4X)"'= Z c*x*+0(x"), Cg=LC* , k=\X.
i=0
Xususiy holda,
. (15.10)
ALl (-D)V -).
AV +o(x-)
4 N *0
15.11
IN+)=JtA X * +ox) a1
(15.12)

bl *



Agar

JW =ilo.(x-x,)“ +o((x-x,n, gw= +0((X-X,)*)
bo'lsa,
INVAA(%) = X om0 (x-XI*), (15.13)
[We  =Jc. (% X)4 ofx- X)"). (15.14)
bunda C=
PO

15.1-misol. Ushbu f{x) =arcigx funksiyani o(x") hadgacha

Makloren formulasiga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki,

e.in[n«7«/ X X+)].

0, njull bolganda,
MOo= H

b ~ (*'1)1l " toQ bo'lganda.
Dcmak, Pcano ko'rinishidagi qoldiq hadli (*) Maklorcn formulasiga
asosan,

arctgx = x XX X 1)~ X oxy
5 7 n

3
(15.15)
IS.2-misol. Ushbu
I(X)=V1-2X+ XA -A1-3x+XA
funksiyani o(x’) hadgacha Maklorcn formulasiga yoying.
Yechilishi. / (r)=>/i-2x+x*. /, (x) =Vi-3x+x* deb bclgilab.
(15.9)*formulaga aso.san:



1) ;h=§ bo'lgan holda,

2) m=j bo'Jgan holda,

[, ®W=VI-3x+x>=[l-(3*-*>)]i=i-i(3x-xV*(3%-, Y- (3x-x»)40{X’)
ifodalarga cga bo'laniiz.

Shunday qilib, (18.3) formulaga asosan

1(*) =/, (¥)-12(") =i* " +X +0(X).

MAPLE lizintidan foydalanib misolni yechish:

> Order:=6;

order 6
> series(sqrt(I-2*x+x*3)-surd(l-3*x+x"2,3),x=0);

6 2 72

15.3-niisol.  Ushbu  A)=*="*" funksiyani o(x’) gacha Maklorcn
formulasiga yoying.
Yechilishi. (15.5) formulaga a.sosan:

2.0, (2X+3r)

« -edt nv 2 3 ' 3
ni hosil gilamiz.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> QOrder:=6;
Order ;=6

> series(ex’ (2*x+3*x"2),x 0);

3 6 B

15.4-niisol. Ushbu



i) =ig DIW =i@+30, 3)/(n=_3

funicsiyalami c»(/) hadgacha Maklorcn formulasiga yoying.

. M/M. 1) Berilgan 5" ftmksiyani

tasvirlab, (15.10) formulani e’liborga olgan holda,

yoyilmega cga bo'lamiz.
2) Ushbu in(2+3x)=Inz+In"Ni+|xj  tcnglikdan  hamda  (15.L)

formuladan
In2+39)=In2+~ t~ 0 j .x°+o(x*)
yoyilmega cga bo'lamiz.

3) Berilgan funksiyani -~ == (i +(-1)x) 3 kabi tasvirlab, (159

vI-x
formuladan, m=-1 bo'lganda -J = =i+Vc*. o +o(x*) yoyilmeni
3 A if
topamiz, bunda
[-0(-1/3-1)..(-1/3-("-1))
34
15.5-misol. Ushbu
1) IW =(x+2)>; 2)/(x)=«>*.In(l-X), «=4

Prisiyalami o(t") aniglikda pakloren formulasiga yoying.



Yechilishi. 1) Awalo, berilgan /(X)=(x+2)e»  funksiyani

[x)=xe"+2e’ ko‘rinishda yozib, so'ngra (15.5) va (15.13) formulalardan
foydalanib, hamda

I(x)=(x+2)e2_ T V2y  _to(x™ )24 +o(x7)= | N e +
*=0 *=0 J:0
-=2+ Z
*) *=1

ckanligini c’tiborga olib.

V-
N A Ak

yoyilmani hosil gilamiz.
2) (15.5), (15.12) va (15.14) yoyilmalami e’tiborga olib,

I(X)= . in(i- = +0(*)] » o )=

BTN AL L A RVIRE ) i
=-(xZx2.” 31754V, (4.
4 2 6 24 ]

yoyilmaga ega boMamiz.
15.6-misol. Ushbu

/(x) =cosx.sin’x



fiinksiyani o(g”;") hadgacha Makloren formulasiga yoying.
YechilishL Bcerilgan funksiyaning shaklini quyidagicha o'zgaitiramiz;
cosrsin”x=cosx(I-cos"x)=cosr-cos"x. So'ngra, €0s3x = 4c0s‘ X-3C0SX,
munosabatdan  co$’x="cos3x+~cosx  kabi yozish mumkin. Keying!

tenglikni e’tiborga olsak,

2

[ _ . 1 _]: _1'
€0S XM~ X=Cosjc 40033}13 4cosn—4 cosn 4—60531

boMedi. So‘ngra, (15.8) va (15.14) formulalarga binoan,

esxsto'x B -1)* L ) 3T oo =

yoyilmani hosil gilamiz.

15.7-misol. [0; 1] scgmentda aniglangan /(jt)= In(l +a) funlcsiyani x
ning darajalari bo'yicha, Makloren formulasiga yoying. Yoyilmaning
birinchi o*nta hadigacha yo‘l qo‘yilgah xatoni baholang.

YechilishL Ma’lumki, / = (x)=(In(l+x))">=(-1*"

Bundan, /(0)=0,/'®'(0)=(-i)"*(n-i).  Buni e’tiborga olib, In(l+x)

funksiyaning Makloren fomiulasini yozamiz:

Qoldig had 720 ni baholashda uning Lagranj ko’rinishidan
foydalanamiz:
11( )X __ 9 )
L +7) 10(1+0

osxsi, {>0 lami c’tiborga olgan holda, Rio(jc) ni ab.solyut giymati
bo'yicha baholaymiz:

~OW = (0<n <M



K= 1(Xl+5)*'<%'

15.8-misol. X ning ganday giymatida

. S .5
SINX«X~—+E£
3 g

tagribiy formulada yo*1qo'yilgan xato 0,0005 dan kichik bo'ladi.
YechilishL (sinxfl =-cosx bo'lgani uchun,

-COS&,,7
25X

Shartga ko‘ra, H’ <0.000s. Demak, liloge bo'lganda.

15.9-misol. Makloren ~ formulasidan ~ foydalanib,  mhbu
1) sin20“, 2) Lp migdorlami ofX’) hadgacha tagribiy hisoblang.
YechilishL 1) (15.15) formulaga asoslanib,

sinx =x- X+ X +0(x*)
munosabatni olamiz va undan quyidagi tagribiy formulaga cga bo'lamiz:
. X X’
SINX«X--+-,
bundan
Sin20«-Si. « * 213308.
9 9 6729 1209

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

> C:=taylor(sin(x), x* 'S/6,5); 4 45

> V:=subs(x="i/9.,C);convert(cvalf(V)," olynom);



L A L

R & AMTTRC-Y 1309568 J
0.3420213308
2) (15.9) formuladan
(+x)"=l+m+-5 A X N + -ooemmee A +0(X)

ni hosil gilamiz. Bundan esa,

tagribiy formulaga ega bolamiz. Bu formuladan foydalanib, (¥

miqdorni tagribiy hisoblaymiz:

=/i+J
\ 162 44-2181-81 45.6.81") \162 82781 i6.81"]

—f_
v54 8—981 |6 217. 8|2]

Shunday qilib, t"<e 3.018342.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> C:=taylor(3*surd(l+x,4), x=2/81,4);

2' 332 V 8i; 220448 Yy 81/

> V:=subs(x=2/81,C);convert(cvalf(V)," olynom);
K:-él783“’>8l< >

301844



15.3. Teylor formulasidan foydalanib limitlami hisoblash
Ushbu limitni  topish talab qilingan bo'lsin, bunda

/(0)=s(0)=®- /W g(x) lar Maklorcn formulasiga yoyiladigan
Junksiyalar bo'lsin.  Bu funksiyalaming Maklorcn  formulasidagi
yoyilmalarining noldan fargli birinchi hadi bilan chcgaralanamiz:

/(x) =ax'+o(x’), a*0,
g(x) =ix*+ofx“), b*0.
Agar m=n bo‘lsa,

*g(X) “-MNixT+o0ix ) b
bo'ladi.
Agar n>m bo'lsa.

" . oX+0 x) .
I,%%%%—hm—-;-dé( ) @

bo'ladi.

Agar n<m bo‘lsa,

f(,\x . ax +o(x "
|rtg(x) * +o(x )

©)
bo‘ladi.

15.10-misol. Ushbu

tex-sinx
limitni toping.
x>
YechilishL tgx=x+—
sinx=x-"+0(x")

yoyilmahrdan foydalanib, berilgan limilni topannz:



=liMi—  —oeeee- im +E(EI>'
f2EZ " =fpi— i HEES
15.11-misol. Ushbu

V1+2X;1
lun ,° —f=
AAVI+A-V]-X
limitni toping.

Yechilishi. x  Oda

Vitx =1+7X+0(.T),
VA =1-7i+o(.xl

yoyilmalardan foydalanib, berilgan kasr maxrajining *-»0 dagi Makloren
formulasiga yoyilmasini topamiz:

x->0da iA+x-JI-x =21x +0(X).

Bu yoyilmani c’liborga olib, berilgan kasrning suratini o(x) gacha
Makloren formula.siga yoyamiz;

Ur+2X -1 =1+i 2x+0(x)-1 = IX + 0 (X).

Shunday qilib,
it L
+X-- « 21X+0(X)
15.12-misol. Ushbu
VI-x" -xctgx

XSinx
limitni toping.



MWiibl. (15.6), (158) va (159) fo™ lalarda, foydalanib,
kasrning suralida x ning uchinchi darajasigacha bo'lgan hadlami goldirib,
berilgan limitni hisoblaymiz:

\JI-X” -xctgx .. 5

A xsinx wim- X B
S g o0y =
X - Axd x4 — +o(§< %‘
il 320y
Dcmak,
[\ X oXCosX 5

15.13-misol. Ushbu

gr**-Vn-x* -arcsini
sh(x-*")-Ini/l +2x

limitni toping.

YechltM. x-toix (15.7) va (15.11) yoyilmalardan foydalanib,

yoyilmaga oga bo'lannz. Shunga Kko'ra, berilgan ifodaning snmUni
da ir ning darajalari bo-yieba o (/1 hadgacha Makloren formulas,ga

yoyamiz. x->0 da ushbu
3ina=v -4 -(sh.

1



yoyilmalardan foydalanib, x-»0 da suratning yoyilmasini topamiz:

+ -arcsinx=—Y+o(jc").

-Y+o(*’
Shunday qilib, berilgan kasr da —f-------- shaklida tasvirlanadi.
—+o(r’)
3
Bundaq csa, izlanayotgan limitning -2 ga tengligi kclib chigadi.

Ko'p hollarda, iim/(x)** (/(x)>o, iim(x) =a) ko‘rinishdagi limitlami
hisoblashda ham Tcylor formulasi qo‘llaniladi. Faraz gilaylik, xususiy
holda X =0 da f{x) va g(x) funksiyalar

1(x)=1 +fx*+o(x*)i  g(x)=I/(fcx* + o(x*))
kabi tasvirlangan bo'lsin, bunda a*0, b*0, keN.

lim(l+0ox*+0(X*))"**®" *»=e.
im( <) 7 »-PAX*+O(X*) b

bo'lgani uchun

Q)ﬂ/(x)*« =lim(l +flx* + o(x*)) , (15.16)
,bo‘ladi
Agar x-»0 da

I(x).itE4IE(EN |

050, c¢*0, b*0, keN bo'lsa,

0-C
lim /()" =e A (15.17)

X-»0

bo‘ladi.



«opishd», a,,al, M va
x/(.) fenkaiyalarm Maldoren i ,,,,aa g Y,y.b,

topib, berilgan ifodaning limitini topish ham mumkin.
15.14-misol. Ushbu

Un (e™**+n(l-x))**
limitni toping.
FeM/W. x.,0oda bo'lgani  uchun.
/(a)=e«'+In(l-i) fiinksiyani of»") hadgacha Makloren formulasiga
yoyish kcrak bo'ladi.

tgx:x+§( +o(x3), IN(1-X) ==X ==~ eeree +0(x’\-)r.

/->0 da e'=l+[j+~+o(x")

yoyilmalami e’tiborga olgan holda,

yoyilmani topahiiz.
Shunday dqilib, (15.16) formulaga asosan.

. r A *
lim @ +In(-0)h=hm[-gn +o(n))
bo'ladi.
15.15-misol. Ushbu
f 3sinx
[ix +HighJ

limitni toping.



Yechilishi. x-+0 da ushbu
I-cosx:7+o(x4 sinx:x—76x4o(x’),
rgXx=x+ix’+0o(x’)

yoyilmaJardan foydalamb,

1 N
I-Ax*.+0(x") 0(x*)

jro(xny 10P)
u ( 3sinx yomsea SXTITO(X7)

172x+tgxj 3x+-x"+0(X’) I+ix*+0(x")
\Y 3 ;
ni hosil gilamiz. Bundan, .(15.17) formulaga asosan, izlanayotgan limit

«V2xOK bo-ladi.
IS.16*roisol. Ushbu

lim-f--ctgx 1
XX )

*o«

limitni toping.
Yechilishi. Berilgan ifodani

\(\ \ _sinx-xcosx
SN —otgX =— =i
X(x ) X -sinx

ko'rinishda tasvirlab, x-»0 da
. X’ ) XN . s
smx:x—0+o(x ), cosx=l — +0(x"), Xsinx=x"+0(x")
yoyilmalami c’tiborga olib,

iri -.-1- i mec)

*1* ) X*+0 (X7) X’ +0(X")
yoyilmaga cga bo'lamiz. Bundan izlanayotgan limitning j ga tcngligi

kelib chigadi.



Mustaqilyechishuchunmisol vz masalalar

Quyidagi to-phadlarm

bo‘yicha Teylor formulasiga yoying:
15.1. P(x)=1+3x+5x"-2x’, Xo=-l.
15.2. P(X)=X"-4x47x"-5x+3. =2
15.3. P(x)=x’ +3x42x-2, >=I."

Quyidagi funksiyalami x ning manfiy bo'lmagan darajalari bo'yicha
ko'rsatilgan tartibgacha Maklorcn formulasiga yoying:

154 /(x)=. N , o(x") hadgacha.

155. /(x)=e™ , oY) hadgacha

15.6. /(x) =xe*, o(x’) hadgacha.

15.7. , 0(X") hadgacha.

15.8. /(x) =M1 - 2x+x*- M - 3x+x", o(x") hadgacha.
15.9. /(x)=In(i+arcsinx), O(X") hadgacha.

15.10. /(x)s-"* ';\—*-, o(x")hadgacha.
X -X -
15.11. = 0(x*)hadgacha.

15.12. /(x)=vsin X, d'X") hadgacha.
15.13. /(x)=Incosx, o(x*) hadgacha.
15.14. /(x)=sin(siiix), o(X’) hadgacha.
15.15. /(x)=/"'x, o(t’) hadgacha.

15.16. /(x) =sinx sin3x,  olX"; hadgacha.
15.17. /(X)=sin*x-cos'X 0o(X’) hadgacha.



15.18. /(jt)=cos"j: +sin*x, o(/) hadgacha.

Quyidagi fiinksiyalarni Maklorcn formulasiga o (x1) hadgacha
yoying:

15.19. = ]

15.20. /(x) =5"*

15.21. /(x) =In(e' +3).

_ 1
1522 [09=,"
1523, 1()=12 X

15.24. /(x) =1n(x43x +2).

15.25. /(x)=-
6X+X

15.26. [{x) ="

2x-3° .
15.27. J(x) =3 *5%-5
X' +X-2

Quyidagi funksiyalarni Maklorcn formulasiga hadgacha

yoying:

15.28. /(x) =xch5x.

15.29. /(x) =chx-ch2x.

15.30. /(x)=sin”xcosx

Quyidagi funksiyalarni Maklorcn formulasiga o(x*“)hadgacha
yoying:

15.31. /(x) =shx sh5x.

15.32. /(x) =cos'x +sin”x.

15.33. /(x)=-



Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasiga Xg nugtaning atrofida
o(("-"0)") hadgacha yoying:

15.34. /(x)=(x>-1Y". X,=-i.

1535 /(x) = In(x*-7x +12), X =1.

15.36. /(x)="1In x . X, =1
X+7
15.37. = ,=-2.
537 10x) X(2x+7) "’ X
X' -4X +5
15.38. / = b =1,
) X'-5X +6 X

Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasiga Xq nugtaning atrofida

o((x-XoY™") hadgacha yoying:

15.39. /(x) = (x+ . X, =-3.
15,40, /(x) =*~A*AL x =40,
VH(2%)
_ x-1 _
15.41. /(X)_3£<'-6x+5 X =1.

Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasiga xq nugtaning atrofida

«((-X0y*""*) hadgacha yoying:
1542 (x)=x(x-2)28nr" Axux | xq=1,

1543, /(x) ="x+0sinx+cosi). X«=-j.
15.44. /(x)=log,~M ™. =L

ml1 5 .45 . X/
2

VX +VI-x
1546. Wshhu ftmksiyani Teylor formulasiga X0
erLgairgatrofich o((x-XoY") hadgacha yoying.



15.47. Ushbu ./ =-y===ji=— funksiyani  Tcybr
u (X)yg(-4)(x I—2x+4) unksiyani Y

formulasiga X)=2 nugtaning atrofida o((n-2Y"*") hadgacha yoying.
15.48.  Ushbu/{x)=sin(3x’ +6x+4) funksiyani Tcylor formulasiga

Xj=-1 nugtaning atrofida o((x+1Y") hadgacha yoying.

15.49.  Ushbu/(x)=cos™x’ -4x+sjfunksiyani Tcylor formulasiga

X nugta atrofida I hadgacha yoying.

15.50. Teylor formulasidan foydalanib, ushbu ifodaning tagribiy
giymatini toping.
1 VBo; 2) arctg0.8;  4) sin36“; 5) (1,2~
1551. Quyidagi miqdorlami Tcylor formulasidan foydalanib,
ko‘rsatilgan aniglikgacha tagribiy hisoblang:
1) csonini 10" aniglikgacha;  2) cosio™ sonini 10** aniglikgacha;
3) \a0 sonini 10" aniglikgacha; 4) igii sonini 10™ aniglikgacha;

Teylor formulasidan foydalanib, quyidagi limitlarni toping.

15.52. lim 15.53.Un
COSX-l +—
15.54. lim-------- 15.55. lim X' e *-11
*_e*1 .
1-cos v
15.56. lim 15.57. lim
) . -XN2
15.58. lim(/Jm)msin2 15.59. lim
/41 xvO
15,60. ,5.51.

o**|-gosx (m 1,m*0,11* 0).



15.62. lim . 15.63.
i EA i IBxtobdx-2  ag pg o VIHXEVIHX- 2V ¢

. arctgx- al’CSlnX - . arctgx-arcsinx
'lNg.GG. m 2819X-aresin 1537, I|m-----—g------_; -------- .
* »®  tgXx-sinx

15.68. lim ~X'-Xx " +-|je"*-i/x* +lj. 15.69. lim x-x’birl+4jj

Y ° *
llAlch& bm 3005x+arcsmx3 /'+X. 15 7rlt .- VI-x* -xctgx

x-»0 In(l- x2) o Kalox

. ~sin(sinx)-x\J\-x”
15.72. lim . 15.73. lim

*BRVX  SMX]
15.74. Ita “" vnomg 15.75. it ,

In(l+Inx)" »-{b
15.76. 15.77.
arctgx’ xtgxj

e™MiIn(l-x)n

15.78. i, 15.79. Iim
X->0 In” (I-x) 2 - 54 + x>
15.80. fim || T2 coax” 15.81. lim -"'"ArAA A,
tgx-x *¢ arcsmx-sinx

VI +3x-e““*+—£<*

15.82. lim .
»»0 arcsinx-tgx

@MV j+shT--

15.83. lim
»0  arccosx-arcctgx

VI+x"‘—xctgx——i|;<J
15.84. lim ) -
o XCOSX-SINnX

Infl +x--x* ]-shx +|x ’

15.85. [im -A et
i Sin2x-2XCcosX



15.86.
*o X +tgx-smlx

15.87. to
X-»0 e- - (l+2X)* -2

1588, lim I-t-2Xx-e*"+ 6x” + X

In(1+x)- arctgx +—

i
15.89. lim-—XJC/1%-€
tgx+V1-3x-2cosx +r

15.90. |im fcf.
(%

15.91. lim fjH _F.
—  arctgxj

f.M ,

15.92. lim ix"-_i_
sinxj

15.93. limr Abr-cosx  Xi
X-+072/14+2x-2"1+3X)

15.94. lim[tg[[]]+2-Vmj"™.

im frrN]

15.95. | A
4 2>/in J

15.96. Iim
*Aive*-In(l+x)J

ilp
15.97.  lim " -arctg)*
X" -sin —X
3

15.98. lim fiM flfinjO
xooUinktarcnx J



15.99. — fe-1
X In(e'-xe’)J

*ok

f 2x \
15.100. «J™ [~ +In(e+xe**)j

r *
15.101. +1 arctgx.

15.102. lim~|x’ +VI+3sinx + In(l-x)j"™* ™.
15.103. lim(VI- 2x+3x’ +x(I- shx”™ *,

15.104. limAl+//t(xe*)+iln(1-2x)j'.

15.105. lim™e“'-~-xcosx j™.

15.106. limAne*-*A-x3[bllj'a*-*,

M ustaqil yechish uchun

misol va masalalarning javoblari
15.1. 5-13(x+1)+1I(jc+ - 2{r+ 1)\
15.2. 5+7(x- 2)+7(x-2f+ 4{x-if+ {x-if.
15.3. 2-3(x-1)+(x-1)2 +15(X-)" +25(x-1Y +2(x-D)" + 7 (X -1+ (x-1)" »
15.4. 1+60x+i95x +0[x"). 15.5. e+ex+o{x").

15.6. x+fl-+fi+o(x>). 15.7. i+£1+1l1+0(x").
i 21 ! 21 41 "o

15.8. -ix’ X’ +0(X’). 15.9. x-'y +y ")



15,10. -H4x’+éx‘+o(x‘). 15.11. mi+x*shl+p(x*).

_ ro(x"). 15.13. 12" ¥.00s.
18 3240 2 12 45 " w
15.14. Xx--y+o0(x*). 15.15 x+Y +7~+0Cif’).

15.16. 3x"-5x"+0(x5). 15.17. x'--X *+—_+o0(x").
3 45

15.18. 1-3x>+4x‘ +0(X’) 15.19. Je~x*+o0(x").

15.20. g <-D)»31:AV +o0(x").

15.21.1A3+[] i1~ A ijx +0(x").

15.22. 0 ; (-i)°.],x “+o(x-). 15.23. In [+ |; (I~ x “+c(x>).
15.24. In2+™ Q1™ (1 +2-%)x*+0(x").

15.25. |1 3i*(-1)-'C*-!,-x*+0(x-).

15.27. 14j:((-i)*2-"*">-iy +0(x").

15.28. j]- ’(‘2>§c)'i*i+o(x’—). 15.20. ¥ %2H+¢1)|x “xbo(x™).



15.32.1+ L. (-1)*—
k=T (@Y

-1
15.33. EC2-2" ML+(-1)*)* +o(x™).

15.35.1n6-Y A—AA(x-1)*+0((*-i)).-

15.37.

15.38. 1+2]0- 2")(X-D*+o((x-1)").

15.39. ge-"~. A (x+3)=*40((x+3)=").
*p

15.40. (x-1)2Y 1V P*-7N)(x-irdo((x-i)™).

15.41. 2 (F0*A(X-1)“*+o((x-i)N-).

15.42. -i.+ X AGA-IN2) (X-1)A*+0((x-1)A""*'0.
; sitt ( )Y(x-1) ((x-1Am*C

15.43. X .

*», i)l 1 ij 1, 4 J

15.45. +0 X—
2



1546, £17M17 (x-1)" +o((*-D").

1547, JAAIITTT(X-2) *-+0((x-2) ).

/ )
v (1] 3»-cosl A g
il
1549 Y () Ul . g

1550. 1) “e3.0M; 2) *“4000%1,9961; 3) arcly 08*0,6747409422
4) lin36* «0,5877852524; 5) (1,2)"*1,222079251 15.51. 1) 2718281828;

2) 0.9848077530; 3) 3.107232506; 4) 1.041392685. 15.52,-]2.

1553. 1 15.54,- 15.55.-1 15.56.2(. 15.57.-1.
2 24 2

15.58. 0. 15.59. -]ié 15.60.2. 15.61.-1-1,

15.62.-1-a. 15.63.]3 15.64.]211, 15.6531,15.66. 0.
15.67. -1, 15.68. :els.. 15.69. 21. 15.70. é].. 15.71. 0o,

1572. o, 1573. 1, 1574. -a .  15.75. 15.76

3 2 "3
15.77. 31, 15.78. -21, 15.79. 2, 15.80. 3, 15.81. -1.
1582, -lo; 15.83. -1, 15.84. -i, 15.85. -i, 15.86.
15.87. 5. 15.88. 9. 15.89. 4 15.90. e’ 1591, r

1592, e>,1593. N, 1594.¢"',1595 ,
15.96. n . 15.97. , 1598.  ,15.99. , 15.100.
15101. . 15102. . 15.103. e, 15.104. e~*

15.105. . 15.106. e~*.



16-§. FUNKSIYANI HOSILA VORDAMIDA TEKSHIRISH

16.1. Funksiyaning monotonlik oraliglarini anigiash. Kamaymovch
(0*smovchi), o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalaming ta’riflarini yana bir
cslab o'tamiz.

® x*<x" shartni ganoatlantiradigan 'ix"x"e{a,b) uchun
I(x,)M(x], (/m(x,)s/(x,)) tengsiziik o‘rmli boMsa, f(x) fimksiya {a,b)
oralUgdc kamaymovchi (0'smovchi) deyiladi.

R shartni ganoatlantiradigan VX, Xj e(cr,ii) uchun
f{xi)<f{xj),{f{x")>f{xj)) tengsiziik o'rinli bo'lsa, /(x) flinksiya (<r;b)
oraligda osuvchi (kamayuvchi) deyiladi. Ba’zan, o'suvchi (kamayuvchi)
o‘miga gatiy o'suvchi (qafiy kamayuvchi) deb ham yuritiladi.

16.1-tcorema. f{x) funksiya {ab) oraligda chekli f'(x) hosilaga ega
bosin. Funksiyaning shu oraligda kamaymovchi (o'smovchi) bo'lishi uchun

[-(X)&0 (/'(x)"0). xe(o.i)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yctarli.

16.2- teorcma. /(x) funksiya (ab) oraligda chekli hosilaga ega bo'lib
I'(x)>0 (j'(x)<O)tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya {ab) oraliqda
gatiy osuvchi( gaf iy kamayuvchi) bo'ladi.

16.3- tcorcma. /(x) funksiya (ab) oraliqda chekli /'(x) hosilaga ega



bo'lsin. Bufunksiyaning{a,b) oraliqda o'z*armas bo lishi uchun
f'{x) =0, xe{a,b)
bo'lishi larur va yetarli.

Natija. Agar /(x) va g(x) funksiyalar (ab) oraligda aniglangan bo‘lib,
chekli /'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lib, vxe(a;b) da /'(x)=g'(x)
bo'lsa, (ab) da bu funksiyalarning  bin ikkinchisidan o0‘zgarmas songa
farq giladi, ya’ni/(x)=.g(x)+C,.Vxe(0;i).

Masalan, arctgx va arcsiru':’)‘(:\ fimksiyalar-oo<jt*+00 da aniglangan,
+

chekli hosilalarga ega boMib, ularning hosilalafi bir-biriga teng.

Hagigaldan ham:
o ) JI+x'
i 2 X ) _ = o
— arcsin -\;:LX'J = Loy T+x x (3rctgx) Tx
Yuqoridagi natijaga asosan, arctgx=arcsin~ — hC. Bunda o'zgarmas

1+x’
C sonni aniglash uchun tcnglikning ikkala tomoniga x=0 giymatni
qo'yib, c=0 ckanligini topamiz. Shunday qilib,

-00<x<o0da arctgx=arcsin§/]=’\= tenglikni hosil gilamiz.
+X’

16.2-teuremaning geometrik ma'nosi quyidagicha:

D/ (x>0 (tga>0) shart funksiya grafigining har bir nugtasiga
0‘tkazilgan urinma abssissalar o'qining musbai yo'nalishi bilan o'tkir
burchak tashkil gilishini (16.1-chizma);

2) I'(x)<o shart csa, o'tmas burchak tashkil gilishini (16.2-chizma)
anglaiadi.

16.1-eslatma. /(x) funksiya (0.s) oraligda chekli /(x) hosilaga ega
bo lib, bu funksiyaning (ab) oraligda gat’iy 0‘suvchi (gat’iy kamayuchi)
bo‘lishidan, / () ning Vx6(a,A)da mushat (manfiy) boMishi har doim

41S



ham kclib chigavermaydi. Masalan, ma’lumki, /(x)=x* funksiya R da

gat’iy 0‘suvchi, Ickin uning / =  hosilasi hamma joyda musbat cmas,
da esa nolga aylanadi.

Shunday qilib, funksiya hosilasining (04) oraligda musbat (manfiy)
bo'lishi funksiyaning gat’iy monoton bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘la
olmaydi.

Funksiyani monotonlikka .tekshirganda awalo uning hosilasini
topish (u mavjud bo‘lgan joyda) kerak, so'ngra, hbsila musbat (manfiy)
bo'ladigan oraliglarini aniglash kerak. Hosilasi mashat (manfiy) bo‘lgan
oraliglarda funksiya monoton 0‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

16.1-misol. Ushbu

D/(x)=x"+2x-5; 2)/(x)=:" ;.
(x) )1 (x) 14x

* 3)/(x) =cos— 4)/(x)=x +|sin2x

funksiyalarning monotonlik oraliglarini aniglang.
Yechilishi. 1) Bcrilgan funksiya Vxe/? uchun aniglangan bo‘lib u
difrcrensiallanuvchi; /'(x)=3x=+2>0,Y¥xe/1. Demak, bcrilgan funksiya R

da o*suvchi.
2) = funksiya ~ Vxeft da aniglangan va u
X
IRVZAY
difTcrensiyalanuvchi: I'(x) = 2"} Bundan (=)
(rvn".

oraliglarda /'(x)<0, (-I;I) oraligda csa /'(x)>0 boMishi kelib chigadi.
Demak, funksiya (-»,-i)va (i,+») oraliglarda gat’iy kamayuvchi, (-i;i)

oraligda gat’iy o‘suvchi.

3) /(x)=cos- funksiya R ning x=o0 nuqtadan tashqgari barcha

nugtalarida aniglangan va difierensiallaniivchi; /"(x)=;-sin;. Juft



fiinksiya bo'lganligi uchun holni garaymiz. /4jf)=-"*sin—>q
X X

ning ishorasi sin— ning ishorasi kabi bo'ladi. Bundan 0<—<;f yQ*

20 <A< {20 \)n, kGN dasin—>0" bu vyerdan x>I yoiy
| x<— , keN
2k +1

Shunday qilib, (1,+®) yoki oraliglarda funksiya
gat’iy 0‘suvchi.

Xuddi  shunday {Z—k,ﬁ"_—\j\keN oraliglarda f'(x)<0 bo‘ladi.

Shuning uchun berilgan funksiya gat’iy kamayuvchi.
Agar x<0 bo’lsa, u holda berilgan funksiyaning jufUigini c’tiborga

H - N J— H 1 LR 7, 1
olib r 20 ke oraliglarda funksiya gat’iy o’suvchi;

va AN oraliglarda csa, gat’iy kamayuvchi.

4) Berilgan funksiya n da anigiangan va diffcrensiallanuvchi.
Ravshanki,

X+SiN2X, kn<x< ?+ K, Ke2 :

x-sin2x, ANK+ N <x<n+kn,keZ

kn kn , .
Y, x=— ,keZ.

I+2c0s2x, kn <x<™ +kn, keZ

1

I-2c0s2x, —+kn <x<K +kn,keZ .



1 +2c0s2x>0; 1-2c0s2x>0;

Kﬂ<X<?+k”J ?+K)KX<$-| + KN

sisttmalarniyechib, kK> x<”~+ka ,*eZ va + j+ +

keZ lar uchun /'(*)>0 bo‘lishini topamiz. Yuqoridagi hosU boMgan

tengsizliklami birlashlirsak, ~<x<j+”,JteZ tecngsizlik hosil bo'ladi.
Shunday qilib, "W >°,
oraligda /'(*)<0 bo’ladi.
Dcmak,  funksiya oraligda  o’suvchi,

*eZ oraligda kamayuvchi bo’ladi.

V2 3 2 23
16.2-misol. Ushbu /(x) =x4nx  funksiyani monotonlikka
tckshiring.

vechilishi. Bcrilgan funksiya (o-H0) oraligda anigiangan. lining
hosilasi /'(x) =2xInx+x boiadi. Endi 16.1-tcoremaga ko’ra,
['(x)"0, ya’ni 2xInx +x"0
yoki
o/'(x)"0, ya’ni 2xbx +x”0
bo’ladigan nugtalar to’plamini topamiz:

a) X(21nx+)"0=> 2Inx+110=> xire * [6+®),

b) x@Inx+1)~200 2Inx+1"0=> x"e Qe



Bundan bcrilgan funksiya uchun [e "+®) da /'W ~0. ¢ O« > “"Wso

bo'lishini olamiz. Dcmak, berilgan funksiya M da kamayuvchi,

[e"M+x) da esa o'suvchi ckan.
16.3-misol. Ushbu flinksiyani monolonlikka tckshiring:

Yechilishi. Berilgan funksiya uchun z)(/)=(-*;0)u(G; +»). lining
hosilasi /I(X)ZBXMAA boiadi. Ravshanki, (-«iO) va (0;+00) oraliglarda

['(x)>0 bo'ladi.
Demak, 16.2-tcorcmaga ko*ra, berilgan funksiya (-«;0) va (0;+«)
oraliglarda gat’iy 0‘suvchidir.

16.2. Funksiyaning ekstremum giymatlari. /(*) funksiya (ab) oraligda
aniglangan bo‘lib, X, e(o,i)bo‘lsin. Funksiyaning ekstremum giymatlari
tushuncha.sini yana bir marta cslatib o'tamiz.

16.1- tarif. Agar x.,e(o.i) nugtaning shunday wu”{xo)c{a,b) atrofi
mavjud bo‘lib, VxeU,{x,) uchun

tengsizlik orinli bo'lsa, /(x) funLsiya x, nugtada lokal maksimumga
(lokal minimumga) ega deyiladi. /{xj giymat esa, /(x) funksiyaning
t/i(x,) atrofdagi lokal maksimumi (lokal minimumi) deyiladi.

16.2- farif. Agar x.e(a,4) nugtaning shunday Ug{xo)c.{a-,b) atrofi
mavjud bo'lib, Vx6t/.(xj uchun /(x)</(xj (/(x)>/(x]) tengsizlik oTinli

bo Isa, /(x) funksiya x, nugtada gat’iy maksimumga (gat’iy minimumga)



cga deyiladi. /(rj qiymat esa f{x) funksiyaning U,[x") atrofdagi gafiy
lokal maksimumi (gaf iy lokai minimumi) deyiladi.

Funksiyaning maksimumi va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

Yugorida kcltirilgan ta’riflardagi X, nuqta /(x) funksiyaning lokal
maksimum (lokal minimum), qatiy maksimum (qafiy minimum) nugtasi
deb yuritiladi. Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalari uning
ekstremum nuqtalari deyiladi.

Funksiyaning Lt,(xJ atrofdagi lokal maksimum (lokal minimum)

giymatlari /(X)) =mex{/(®}}  [/(X,,) =min\f(x)] 1 kabi bclgilanadi.
16.4-teorema (Funksiya ekstremumga ega bo'lishining zaruriy
sharti). Agar /(x) funksiya X, (x,,e(0,fc)) nugtada hosilaga ega bo'lib, un
shu nugtada ekstremumga ega bo'lsa, f'(.x*)=0 bo'ladi.
Bu shart funksiya ekstremumga cga bo'lishi uchun yctarli shart boia
olmaydi. Masalan, y=x" funksiyaning x=0 nuqtadagi hosilasi nolga teng,
ya’ni y'(0) =0, lekin funksiya bu nugtada ekstremumga ega emas.

Odatda funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan nuqtalar statsionar
(turg'un, kritik) nugtalar deb ataladi.
.T, nugtada funksiya hosilaga cga bo'lmasa ham ekstremumga cga

bo'lishi mumkin. Masalan, 1) /(jr)=H funksiyaning x=0 nuqtadagi



hosilasi mavjud cmas, lekin funksiya x=0 nugtada minimumga cga (16.3-

chizma). 2)f{x)=x§ funksiyaning x=0 nugtadagi hosilasi chcksiz, lekin
funksiya x=0 nugtada minimumga cga (16.4-chizma).

Demak, funksiyaning hosilasi chcksiz yoki hosilasi mavjud bo'lmagan
nuqtalarda ham ckstremum mavjud bo'lishi mumkin ckan.

Shunday qilib, f[x) fonksiyaga ckstremum giymat beruvehi nugtalami
funksiyaning statsionar nugtalaxi, funksiyaning hosilasi mavjud bo'lmagan
nugtalar, funksiyaning hosilasi chcksiz bo‘lgan nuqtalar orasidan izlash
kerak ckan. Odatda bunday nugtalar ckslrcmumga shubhali nugtalar deb
ataladi.

a) Ekstremum mavjud bo'lishining birinchi yetarli sharti.  x"e{a,b)
nugtaning U;{x,)={XeR: X,-S <x<x"-,S >0),

x <x<XdtS-8>0) chap va o‘ng atroflarini garaymiz.

Faraz qilaylik, y=f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lib, Ugixo)
c{a,b) da chekli f'{x) hosilaga cga bo'lsin (@, nugtada hosila mavjud
bo'lmasligi ham mumkin).

1 Agar vxet/;(xJ uchun, f{x)>0 , vxet/;(x,) uchun f{x)<0
bo’lsa,
ya’ni [/ (¥ hosila x, nugtadan o'tishda o0z ishorasini «+» dan «» ga
0 zgartirsa, /(x) funksiya x, nugtada lokal maksimumga cri.shadi (16.5-
chizma).



2. Agar vxet/;(xJ uchun /’(X)<0, wvxei/;(x,) uchun  f{x)>0

16.5-chizma. 16.6-chizma

ya'ni /'(x) hosila xg nugtadan o'tishda 0‘z ishorasini «-» dan «+» ga
0'zgartirsa jagnuqgtada minimumga crishadi (16.6-chizma)

Agar  vxef/;(xJ uchim /'(x)>0, Vxel/;(xJ uchun f'(x)>0
yoki vxeU;(xJ uchun /'(x)<0, Vxet/;(xJ uchun /'(x)<0
bo'lsa, /(x) funksiya X, nugtada ekstremumga crishmaydi.

>=/(x) funksiyaga ckstremum giymat beruvehi nugtalami birinchi
tartibii hosila yordamida topish goidasi:

1 /'(x) hosila topiladi.

2- y=fix) funksiyaning kritik nugtalari, ya'ni /'(x) hosila nolga
aylanadigan yoki uzilishga cga bo'lgan nugtalar topiladi.

3 Topilgan kritik nugtalar /(x) funksiyaning aniglanish sohasini
oraliglarga ajratadi, shu oraliglarda /'(x) hosilaning ishorasi tckshiriladi.

4. Funksiyaning ckstremum nugtalardagi giymatlari hisoblanadi.

16.4-misol. /(x) = -)gc-zx ’ +3|/|x'-6x+ 3 funksiyani' ekstremumga
~ekshiring.



Yechilishi. Bcrilgan  funksiya Vx€« uchun amglangan va
diffcrensiallanuvchi.

1 /m{x)=x"-64r"+LLl-6.

2. I'(X)=0 =>x" -6x"+1U -6 =0=>(x-1Xx-2Xx-3)=0,
bundan kritik nugtalar x, =1.x, =2 x, =3 ckanligini topamiz.

3. Oraliglar usuli yordamida quyidagi jadvalni tuzamiz;

X 02) (23 (00
+. + .
/ /
4. Ekstrcmum mavjud bo‘lishining birinchi yctarli shartiga asosan

[-.0)=J: [«(2) =i, /*(3)=i bo'lishini topamiz.

16.5-misol. /(X) =~ 2y funksiyani ckstremumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya x=i nugtadan tashgari VxeR da
anigiangan va difTcrensiallanuvehi
(X-DN-2(x-1)(x* t-2x")  x(x+1)(x-4)
(*-iy (x-1)’

Bundan, X=0,X=-i, X=4 kritik nugtalar ckanligini aniglaymiz.
3. Oraliglar usuli yordamida quyidagi jadvalni tuzamiz:
x (XD (hij0) @0 0;4)  (400)

+ - +

7/ 2 A



4. Ekstrcmum mavj'ud boMishining birinchi yctarli shartiga asosan,

=  J«(0)=0 N,4)="

bo'ladi.
16.6-misol. Tenglamasi paramctrik shaklida bcrilgan ushbu
1 _
1+1) = P8

funksiyani ckstrcmumga tckshiring.
Yechilishi. x{i) va >(/) funksiyalar : paramctrning />0 giymatlarida
diffcrensiallanuvchi:

241 r-i
1 Ma’lumki, bu holda bcrilgan funksiyaning y.=f(x) hosilasi
f'(X) « L\( formula bo‘yicha topiladi: /'(x):ﬂi)'(”'—i) , >0
2. f'(x) :"‘N;’;+1 - hosila/=1 nugtada nolga aylanadi.
Dcmak, berilgan funksiya bitta kritik nugtaga ega: /=i da *=j-
Agar X x:2— nugtaning chap tomonida bo‘lsa / parametr, /=i

nugtaning chap tomonida bo'ladi, / ning bu giymatlarida /'(x)<0, x=j

nuqtaning o‘ng atrofida hosila bo‘ladi.

Shuning uchun =-2 nugtada funksiya minimumga cga va u
' [r]~4 boMadi.

16.7-misol. Ushbu  [Ax) =5¢c*-x*  funksiyani ckstrcemumga

lekshiring.



Yechilishi. Berilgan funksiya R da aniglangan va uzluksiz.
Funksiyaning hosilasi  /+(*) = j ga teng. /'(xX)=0 tcnglamaning

ildizlarini topamiz; x=%i. Hosila x=0 nuqtada cheksizlikka aylanadi,
ya’ni bu nugtada chckli hosila mavjud emas.

Demak, funksiyaga ~ ckstremum beradigan nugtalami
X=-1.X=0, X=1 nuqtalar orasidan izlash kcrak.

Oraliglar usuU yordamida quyidagi jadvalni tuzamiz:

x  (00-) (Cis0) 0 (i) (1@
+ mavjud emas + —

/,(0)=0

Bu jadvaldan, f'{x) hosilaning x =-1 nugtadan o'tishda oz ishorasini
«t» dan «» ga, X=1 nuqgtadan o'tishda ham «+» dan «» @a
o‘zprtiradi degan xulosaga kclamiz. Ravshanki, berilgan funksiya x, =-i,
X=1 nugtalarda uzluksiz. Dcmak, berilgan funksiya x,=-i, x, =i
nugtalarda  maksimumga ega va uning maksimum  giymatlari:
[.«(-0=4. /,,(0 =4, nihoyat, x=0 nuqtada berilgan funksiyaning

minimumga ega boOishi yuqoridagidck ko'rsatiladi va uning x=o0
nugtadagi minimumi giymati /,, (0)=0 bo‘ladi.

16.8-misol. /(x) =t/x(x-5)funksiyani ckstrcmumga tekshiring.

Yechilishi. V. /'(x) =-~(x-5)+V 7 =- " |
0 3\1& ) 3 WX

2 x=0 (bu nugtada hosila uzilishga ega) va x=2 (bu nugtada
hosila nolga aylanadi) nugtalar kritik nugtalardir.



3. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (-00;0) 0 (©; 2 (2:«)
2
1 W + Mavjud 0 +
emas
fx)y 4 n«(0)=0 f min®)r 48

4./,,(9=0.,(2)=-3V4--4.8.

b) Ekstrcmum mavjud bo‘lishining ikkinchi yetarli sharti. x, nugta
/(x) funksiyaning statsionar nugtasi, yani /'(xj=0 bo’lsin. Agar
/(x) funksiyaning X, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo’lib,
/"(xj<0 O"("0)>0) bo’lsa, f (x) funksiya x, nugtada maksimumga
(minimumga) erishadi.

y=f{x) funksiyaga ekstrcmum giymat beruvchi nuqgtalami ikkinchi
tartibli hosila yordamida topish qoidasi:

1 /'(x) hosila topiladi.

2. Berilgan funksiyaning kritik nugtalari, ya’ni /'(x)=0 bo’ladigan

nugtalar topiladi.

3. Ikkinchi tartibli hosila /"(x) topiladi.

4. Ikkinchi tartibli hosilaning ishorasi har bir kritik nugtada
lekshiriladi. Bunda agar ikkinchi tartibli lio.sila manfiy bo’lsa, u holda
funksiya  tekshirilayotgan nuqtada maksimumga, masbat bo’Lsa,
minimumga ega bo’ladi. Agar ikkinchi tartibli hosila nolga tcng bo’lsa, u
holda funksiyaning ckstrcmumini birinchi yetarli shart bo’yicha tekshirish
yoki yuqori tartibli hosilalardan foydalanib tekshirishga to’” ri kcladi ( ¢
handga garang).

5. Funksiyaning ekstrcmum nugtalardagi giymatlari hisoblanadi.



16.9- misol. /(x)=x'-9x’+24*-i2 funksiyani ikkinchi tartibli hosi
yordamida ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan fimksiyaning birinchi va ikkinchi tanibli
hosilalarini topamiz:

f{x)=3x" -ISx +24=3(x*- GT+s) [/ " 6(x-3)

3(X -6x+B)=0 tcnglamadan x =2. x, =4 statsionar nuqtalami topamiz.
Topilgan ikkinchi tartibli hosilalaming har bir statsionar nugtalardagi
Lshoralarini aniglaymiz; / ”(2)=-6<0, ./"(4)=6>p.

Demak, x =2 nugtada funksiya maksimumga /,,(2) =8, x, =4

nugtada ftmksiya minimumga /,,(4)=4 cgaboMadi.

16.10- misol. f{x))grgk— funksiyani ikkinchi tartibli hosila

yordamida ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiya R ning x=i nuqtadan tashqgari barcha
nugtalarida aniglangan va dificrcnsiallanuvchi. Funksiyaning birinchi va
ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

_X(x"-3x-4) y) = 1x+4
- {x-iy ix-\)*"
XX - 3X-4)=0 tenglamadan X =-1, X, =0, X, =4 statsionar nugtalami
topamiz. Ikkinchi tartibli hosilaning har bir .stat.sionar nugtadagi
ishorasini aniglaymiz:
5
["(-1)=--<0 [*(0)=4>0. /-(4):’2‘1>0.
Shunday qilib, funksiya, ck.stremum mavjud bo'lishining ikkinchi

yctarli .shartiga ko‘ra, x =-i nugtada maksimumga: 0="1



nugtada minimumga: /,.(0)=0; X =4 nugtada esa, minimumga:
j ega bo‘lar ekan.

16.11- misol. /(x)=(x-2)*funksiyani ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini topamiz: / ’(x)=4(x-2)3 ,  ["(x)=12fx-2)2.

4(x-2)*=o tcnglamadan x-» statsionar nugta ckanligini topamiz.
Ikkinchi tartibli hosila x=2 nugtada nolga aylanadi, shuning uchun
clestremumning  birinchi ' yctarli  sharti  bo'yicha bcrilgan funksiyani
ckstremumga tckshiramiz.

Ravshanki,  Vxet/;(2), ya’ni x<2 wuchun /'(x)=4(x-2)" <0,
Vxet/;(2), ya’ni x>2 uchun /'(X)=4(x-2">0 => x>2 bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiya, ckstremumning birinchi yctarli shartiga
ko‘ra, x=2 nuqgtada minimumga crishadi: /,, (2)=/(2)=o0.

16.12- misol. /(x)=2sinx+cos2x funksiyani ikkinchi tartibli
yordamida ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya davriy funksiya bo‘lgani uchun uni
ckstrcmumga tekshirishni  [02] kesmada olib boramiz. Funksiyaning
birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

/' (X)=2cosX- 2sin2x = 2cosx(l - 2sinx);/* (x)=-2 sinX- 4cos2x.

2cosx(I-2sinx) =0 tcnglamadan funksiyaning [Q2x] kesmadagi
statsionar nugtalarini topamiz: \ =%, X

Ikkinchi tartibli  hosilaning har bir statsionar nuqtalardagi
ishoralarini topamiz:

/mm(f]-3<0, /m(f)=2>0, /m(f]=-3<0, r (f] =6>0.

hosilz



Shunday qilib, ftinksiya ckstrcmum mavjud bo'lishining ikkinchi

yctarU shartga ko‘ra, x =| nuqgtada maksimumga:

nugtada  minimumga; = minimumga;

x*y  nugtada esa, yana minimumga: = cga

bo‘lar ckan.

c) Ekstremmn mavjud bo'lLshiniiig uchinchi yetarli sharti, f(x)
funksiyaning x"e{a,b) nugtada f\x"),f\x"),...,p"\x”) hosilalari mavjud
bo'lib, biror n>2 son uchun fix j =f'{x")=.=
=/""m'40 =0. bo'lsin.

Agar, fl) n juft son bo'lib {n=2m, meN), / “(X0)=/"""4x0)<0
tengsizlik o‘rinli bo'lsa, f(x) funksiya X, nugtada maksimumga;
[ 00)=/ “*“(X0)>0 tengsizlik 0‘rinli bo‘lsa, f{x) funksiya X, nuqtada
minimumga cga bo'ladi.

b) n tog son bo‘lsa (n=2/u+7, meN), f (x) funksiya ckstrcmumga ega
bo'lmaydi.

16.13-misol. Ushbu /(x)=(x-c)" funksiyani ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi.  Ravshanki, /'(c)=/“40=-=/""W=o0. / “()=n>0
bo'ladi. Ekstrcmumning uchinchi yetarli shartiga ko'ra, n juft bo'lganda

funksiya x=c nugtada minimumga cga bo'ladi, n toq bo'lganda esa
ckstremumga cga bo'lmaydi.

16.14-misol. /(x)=cns)¢1+§ funksiyani ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya uchun /'{x)=-sinx +x bo'lib, /'(x)
hosila x=0 nugtada nolga aylanadi. x=0 statsionar nuqtada funksiyaning
ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi tartibli hosilalarini topamiz;



["{x)=-cosx +1; / ”(0)=0; /m"{x)=sinx; /-(0)=0;
[ “Nx)=cosx; ">(0)=I9t0.
Shunday qiJib, x=0 statsionar nugtada to'rtinchi tartibli, ya’ni juft
tartibli, hosila noldan fargli bo'lib, /*">(0)=i>0 bo'lganligi uchun funksiya
X=0 nuqtada minimumga ega, va /,,.(0)=0.

16.3. Funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlarini topish. /(X
funksiya [i] segmcntda aniglangan va uzluksiz  bo'lsin.
Vceyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra, funksiyaning [a; 6] da eng
katta hamda eng kichik giymatlari mavjud va funksiya bu giymatlarga
segmentning nugtalarida crishadi.

Funksiyaning eng katta giymati giiyiclagicha topiladi:

1) /(x) ftmksiyaning(o; i) oraliqgdagi maksimum giymatlari topiladi. ,
/(x) funksiyaning (<b) dagi hamma maksimum giymatlaridan iborat
to'plam {max/(x)} bo'lsin.

2) /(x) funksiyaning [0;i] segmentning chegarasidagi-, ya’ni x=a,x =b
nuqtalardagi f[a) va /(@ qiymatlari hisoblanadi. So'ngra (mex/(X)}
to'plamning barcha clementlari bilan f{a) va /(@ lar tagqoslanadi. Bu
giymatlar ichida chg katta.si /(x) funksiyaning [a; A dagi eng Katta giymati
bo'ladi. Xuddi shu usulda funksiyaning eng kichik giymati ham topiladi.

Biror oraligda uzluksiz bo'lgan funksiyaning eng katta va eng kichik
giymatlarini topish uchun:

1) bu oraligda funksiyaning tegishli .statsionar nugtalarini topish, bu
topilgan statsionar nugtalarni ckstrcmumga tekshirish va funksiyaning bu
nuqtalardagi giymatlarini hi.sobla.sh;

2) funk.siyaning oraligning chetki nuqgtalaridagi giymatlarini topish ;

3) topilgan giymatlarni funksiyaning oraligning ichidagi nugtalaridagi
ckstrcmum giymatlari bilan solishtirish kerak; bu giymatlarning eng



kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning garalayotgan oraliqdagi
eng kichik va eng katta giymatlari bo'ladi.

16.15- misol. Ushbu /(x) =X’ -4x+6 funksiyaning [-3;t0] oraliqd

eng katta va eng kichik giymatlarini toping.

Yechilishi. 1) /'W =2x-4; ['(x)=2x-4 =0; bunda x=2G[-3;10]
statsionar nugta boiadi. /'(x) hosila x=2 nuqtadan o'tishda 0‘z
ishorasini.«-» dan «+» ga o‘zgartiradi.

Demak, funksiya ckstrcmumi mavjud bo‘lishining biririchi yctarli
shartiga ko'ra, x=2 nugtada minimum giymatga cga bo'ladi: /,,(2) =2.

2) /(-3) =27./(i0)=66. A

3) Shunday qilib, funksiyaning [-3;l0] oraliqdagi eng kichik giymati
2 ga teng bo‘lib, funksiya unga oraligning ichki nugtasida erishadi, eng
Teatta giymati 66 ga teng bo‘lib, funksiya unga oraligning o‘ng chetida
erishadi: J1,*.«=/(2)=2. N,"=/(10)=66.

16.16- misol. Ushbu /(x)=Vs-4x funksiyaning oraligda eng
katta va eng kichik giymatlarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiya [-1;I] oraligda noldan fargli hosilaga

cga: /'(X):ivs-lzlx' Bundan, funksiya eng katta va eng kichik giymatiga

.oraligning chetki nugtalarida erishadi: /(-1)=3, /(I) =i.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning [-%i] oraliqgdagi eng katta
giymati 3 ga, eng kichik giymati esa i ga teng:.
olbo=Km0* midt~/0)="s

16.17-misol. /(x)=arccosx’ funksiyaning - oraliqdagi eng

katta va eng kichik giymatlarini toping.

,Yechilishi. Berilgan funksiya garalayotgan oraliqda/'(x) :--/ 2
F AN



hosilaga cga. —p i= =0 tenglamadan x=o0 statsionar nuqtani topamiz.

f{X) hosila x=0 nugtadan 0‘tishda 0‘z ishorasini «+» dan «» ga
0°zgartiradi.
Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada maksimum giymatga

crishadi:  /,,,(0)=". Funksiyaning oraligning chetki nuqtalaridagi
giymatlari /(£-9/2) =y.
Shunday gilib, funksiyaning Az_,éz' oraliqdagi eng katta giymati

/(0 =Y ga, eng kichik giymati esa f(+Si2)=" ga teng.

16.18-misol. Konserva bankasi radiusi r va balandligi h boMgan
silindrdan iborat. r va /1lar orasidagi munosabat ganday bo'lganda to‘la e
sirti 0°zgarmas bo'lgan konserva bankasi eng katta hajmga ega bo‘ladi?
Yechilishi. Konserva bankasining to'la sirtini S bilan belgilaymiz.
Ma’lumki,
S =2 +2TH1 h=const, 1)

bundan/i :-I:]‘r— r. Konserva bankasining hajmi v =nr*h :-2r-7cr\
Demak, masala r(r)="r-xr’ funksiyaning eng Kkatta giymatini

topishga kcltirildi.  Shuning uchun bu funksiyani maksimumga

tekshiramiz. K{r)= "~-3xr', r>o0 ekanligini e’tiborga olib.

16n
bo'lishini topamiz.



Funksiya ckstremumga ega bo‘lsa, u fagat f=" nugtada ega

bo‘lishi mumkin. bo'lganda K(r)=3ff|**-r’j>0 bo'ladi. ''>J"
bo'lganda csa, W'(r)<0 bo'ladi.

Demak, funksiya ckstremumga ega bo‘lishining birinchi yetarli
shartiga asosan, \VQJ funksiya = nugtada maksimumga crishadi.
Endi konscrva bankasi, eng katta hajmga ega bo‘lishi uchun r bilan h
orasida ganday bog'lanish borligini aniglaymiz.(I) bilan (2) dan - =2,

h=2r. Demak, eng Kkatta hajmga ega bo'lgan konscrva bankasini yasashda
uning balandligini diametrga teng gilib olish yetarli.

16.4. Funksiya grafigining qavarigligi va botigligi. Funksiya
grafigining cgilish (bukilish) nugtalarini topishda gavariq to'plam va
qavarig funksiya tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Shuning uchun biz
awalo gavariq to‘plam va gavariq funksiya tushunchalarini beramiz.

Bo‘sh bo'lmagan G {Gc.R") to'plam bcrilgan bo‘lsin.

0)

16.7-chivna.



16.3-ta’rif. Agar G to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasi bilan birga
ularni tutashtiruvclii kesma ham shu to‘plamga qarashli bo‘lsa, G -
gavariq to'plam dcyiladi. Boshgacha aytganda, agar '~x,yeG va barcha
Xe[0;1] uchun Xr+(1-X)y'6C bo‘lsa, G - gavariq to'plam deyiladi.
16.7-a)-chizmadagi to'g'ri to'rtburchak, doira, uchburchaklar
gavarig to'plamlarga misol bo‘la oladi, 16.7-i)-chizmadagi shakllar esa,
gavarig bo'lmagan to'plamlardir. Yagona clcmentli va bo'sh to'plamlami
ham gavariq to'plam deb garash mumkin.

16.4- ta’rif. Agar ixtiyoriy x,yeG, x®y nugtalar va barcha Xe(C
sonlax uchun X*+(1-X)j' - G to'plamning ichki nugtasi bo'lsa, G -
gatiy qavariq to'plam deyiladi. Masalan, doira gat’ly gavariq to'plam
bo'ladi, parallcpiped csa gat’iy gavarig to'plam emas.

f(x) funksiya G - gavariq to'plamda berilgan bo'lsin.

16.5- ta’rif. Agar Vx.y-eG va VXe[0;l] uchun

JXX+H(1-X)>>) A X /W +(1-X)/(>)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, gavariq G to'plamda aniglangan va chekli /(.x)
funksiya deyiladi (16.7-a)-chizma).

16.6- fa’rif. Agar 'x,yeG, x®y nugtalar va VXe(0;l) uchun

J(Xx+(1-X)>) < X/(x)+(1-X)/(y)
gatlly tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya G to'plamda qatiy gavariq
deyiladi.

16.7- ta’rif. Agar g(-x)=-/W funksiya gavariq Gc.10- to'plan
gavariq bo'lsa, /(x) funksiya G to'plamda botiq deyiladi (16.8-6)-
chizma).

Misollar. 1) /(x)=|.x|, xeR, funksiya gavariqdir, chunk! Vxj,
NAR, x\dx1 nugtalar va VAe[0;1] uchun
| A, -f (i - Ajc|+(1- AG& tengsizlik o'rinli bo'ladi.



2) /(.T)=e" funksiya rR da gafiy gavariq ftmksiyadir, chunki
WA, ~2 6J1 x~* X nugtalar va VAe (0,1) uchun

tengsizlik bajariladi.

3) /(n)=-e* funksiya R da botiq funksiya bo'ladi.

Amaliyotda, ko‘pincha, funksiya grafigi qavarigligi (botigligi)ni
tckshirishda yuqoridagi kchirilgan ta’riflarga ekvivalient bo‘lgan quyidagi
ta’riflardan foydalaniladi.

y =f{x) funksiya (a,b) oraligda bcrilgan bo‘lsin. Agar y =f(x)
funksiyaning grafigi (a,b) oraligning ixtiyoriy nugtasidan o'tkazilgan
urinmadan yugorida (pastda) yolsa, bu funksiyaning grafigi gavarig

deyiladi (16.7-a), 16.8-6) chiznialar).

Hosila yordamida funksiya grafigining qavarigligi va botigligini
tckshirish mumkin.

y =f{x) funksiya (qb) oraligda chckli f'{x) hosilaga cga bo'lsin.



16.5- teorenia. f{x) funksiyaning grafigi (ab) oraliqgda gavariq (ga
gavarig) bo'lishi uchun, uning f'{x) hosilasining shu oraliqda kamayuvchi
(gaf iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va yctarli.

16.6- leorcwa. f{x) funksiyaning (ab) oraligda botiq (gafiy bot
bo'lishi uchun, uning f'{x) hosilasining shu oraliqgda o'suvchi (qgafiy
o'suvchi) bo'lishi zorur va yctarli.

y =f{x) funksiya {ab) oraliqda ikkinchi tartibli hosilaga cga bo'lsin.

16.7- teorema. f{x) funksiyaning “afgi (ab) oraligda gave
(botiq) bo'lishi uchun /'(x)sO  (/'(x)"0) tengsizUkning o'rinli bo'lishi
zarur va yctarli.

16.19-uiisol.  Ushbu  f(x)=x"-2x"+6x-" funksiya grafigining

gavariglik va botiglik oraliglarini toping.

Yechilishi. f'{x)=4x"-6x"6, f {})=\2x"-\2x="\2{x"-x)=\2x(x-
1) larni topamiz. Ravshanki, (-00;0) va (1; oo) oraliglarda /'(jc)>0
tengsizlik o'rinli, ya’ni bu oraliglarda funksiyaning grafigi gavariq boiadi,
(01 oraligda esa /"(jg<0 tengsizlik o'rinli, ya’ni bu oraliqda
funksiyaning grafigi botiq bo'ladi.

16.5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. /(.t) funksiya x,
nugtaning biror (<(xj (>0) atrofida aniglangan bo'lsin.

16.8-ta’rif. Agar /(x) funksiya t;(\Vo) oraligda botiq (gavariq)
bo'lib, oraliqda csa gavariq (botiq) bo'lsa, ya’ni /(>® funksiya
nugtadan o'tishda o'z gavarigligining yo'nali.shini o'zgartirsa, u holda x*
nugta /(x) funksiyaning egilish nugtasi deyiladi, bu holda (x,, /(xj) nuqta
/(x) funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

Agar x,,e{a,b)- f(x) funksiya grafigi egilish nugtasining ab.ssis.sasi
bo'lsa, bu nuqtada ikkinchi tartibli hosila mavjud bo'lishi ham,
bo'Imasligi ham mumkin.



Funksiyaning iklcinchi tartibli hosilasi nolga aylanadigan yoki mavjud
bo'lmaydigan nuqtalar 11 tur kritik nugtalar deyiladi. Bu nugqtalarda
cgilish mavjud bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, x=o0

nugta y=x' va y=x' funksiyalar uchun cgilish nugtasi bo'lib, ~=

funksiyaning x=o0 nugtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud, =
funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi esa, mavjud emas.

16.8- teorema (cgilish nugtasi bo‘lishning zaruriy sharti).
M(x,j(x,]) nuqgta f{x) funksiya grafigming cgilish nuqtasi bo'lib, f{x)
funksiya Xqgnugtada ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lsa, u holda /'(x,)=0
bo'ladi.

Bu shart funksiya grafigi cgilish nugtasiga cga boMishi uchun yctarli
shart bo‘la olmaydi.

Masalan, f{x)=x* funksiyaning f"{x)=\Ix" hosilasi x=0 nugtada
nolga aylanadi, lekin funksiyaning grafigi 5/(0;0) nugtada cgilishga cga
cmas.

16.9- tcorema (cgilish nugtasi bo'lishning birinchi yctarli sharti).
funksiya x, nugtaning biror atrofida ikkinchi tartibli hosilaga ega va
['(>>"0)=0 bo'lsin. U holda, ko'rsatilgan atrofdaf"{xg) ikkinchi tartibli
hosila X nugtaning chap va o'ng atrofida har xil ishoraga ega bo'lsa, n

holda A/(xu,/(x,)) nugta f{x) funksiya grafgining egilish nugtasi bo'ladi.

16.10- tcoreiiia (cgilish nugtasi bo'lishning ‘ikkinchi yctarli shaili).

Agar f{x) funksiya x, nugtada chekli uchinchi tartibli hosilaga ega va bu
nugtada /"(>9=0, ["(w0)’*0 shartlarni ganoatlantirsa, u holda

nugta f{x) funksiya grafgining egilish nugtasi bo'ladi,

Agar

£{x)

16.11- tcorcma (cgilish nugtasi boiishning uchinchi yctarli sharti).

m |- birorJuf son bo'lsin. Agar f{x) funksiya x, nugtaning biror atrofda



' hosilaga, x, nugtaning o'zida esa h+i tartibli hosilaga ega bo'lib,
yoi(xJ=/"(x0)=-=/* "H 'fo )= o .shartlar bajarilsa, u holda
A(x./[(*0)) f{x) funksiya grajigining egilish nugtasi bo'ladi.

y 3/(x) funksiya grajigining egilish nugtalarini topish goidasi:

1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f *{x) topiladi;
2. y=/(x) funksiyaning Il tur kritik nugtalari, ya’ni f*(x) hosila
nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo'lgan nugtalar topiladi;

3. Topilgan kritik nugtalar f{x) funksiyaning aniglanish sohasini
oraliglarga ajratadi. Bu oraliglarda ikkinchi tartibli f[x) hosilaning
ishorasi tekshiriladi. Agar bunda x, kritik nugta gavariglik va botiglik
oraliglarini ajratib  tursa, x, nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi
abssissasidan iborat bo'ladi;

4. Funksiyaning egilish nugtalaridagi qgiymatlari hisoblanadi.

16.20-misol.  /(x)=6x"-x" funksiya grafigining cgilish nugtalarini
toping.

Yechilishi. 1 /'(x)=12x-3x\ /'(x)=12-6x.

2. ["(x)=0="i2-6x=0, ya’ni x=2 yagona kritik nugta.

3. (-00;2) oraligda /'(x)>0, (2;+i) oraligda esa, /'(x)<0 bo'lgani
uchun 16.9-tcorcmaga ko'ra, x=2 nuqta funksiya grafigi cgilish
nugtasining abssis.sasidir.

4. Bu nuqgtaning ordinatasini topamiz;/{2)= 16.

Shunday qilib, @;16) -funksiya grafigining cgilish nugtasi bo'lar
ckan.

16.21-inisol.  /Ix;=3x"-8xHox* +12 funksiya grafigining qavariglik,
botiglik oraliglarini va egilish nugtalarini toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini topamiz:



36x=-48x+i2 =0 tenglamadan x* =l va ®'=- ildizlami topib, funksiyaning

ikkincM tartibli hosilasining 1va 1/3 nuqtadagi giymatlarini hisoblaymiz:

A=l ray=o0, /i=o-
Quyidagi jadvalni luzamiz:
X soo<r<t Loxer K x <00
3 3
sign/** + - +
fix) u n u
qavariq botiq gavariq
Shunday qilib, () oraliglarda /'(x)>0, Q;ij oraligda esa
[*(X)<o bo'ladi.
Dcmak, 16.7-teoremaga asosan, |- *“;jjva(i;«) oraliglarda funksiya

grafigi gavarig, ~j;ij oraliqgda botig. g, =1,Xj=j nugtalardan o‘tishda
f'{x) hosila 0z ishorasini o'zgartiradi. U holda, 16.9-tcorcmaga asosan,

Qj~jnuqtalar berilgan flinksiyaning grafigi  uchun cgilish

nugtalari bo'hdi. . .
16.22-niisol. Ushbu /x; =x‘-6x'+6x-i funksiya grafigining gavariglik,
botiglik oraliglarini va cgilish nugtalarini toping.
Yechilishi. f[x) funksiyaning birinchi, ikkinchi va uchinchi tartibli
hosilalarini topamiz:

f(X) =AX2X-6. () =UXAU =120, F'(x) =2Ax



2(x»1)=otenglamadan x =-i va X, =i. Bu nuqgtalarda /"(xi)=0 va

y."(z1)*0. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X 00 <X<-1  -1<X<1 1<x <wnu
sign /" + - +
W) u n u

gavariq botig gavariq

Bu jadvaldan, 16.7-teoremaga asosan, berilgan funksiyaning grafigi
j(;+@oraliglarda gavarig, oraliqda esa, boligligiga ishonch
hosil gilamiz.

["(zi)=0 bo‘lganligi, hamda x=4 nugtalaming chap va o‘ng
tomonlarida f ’{X) hosila 0‘z ishorasini o'zgartirgani uchun x=4l
nugtalar funksiya grafigi egilish nugtalarining abssissalari bo'ladi, ya’ni
(309, ;- 12) nugtalar funksiya grafigining egilish nugtalari bo‘ladi.

(50 , (i;-12)  nugtalar funksiya grafigi uchun egilish nugtalari
ckanligini, boshga usul, ya’ni 16.11-tcorcma orgali ham ko'rsatish
mumkin.

Hagigatan ham, /"(xi)=o, ['w =24x, bo'lganligi
uchun, 16.10-teoremaga asosan, (-i;0) , (i;-i2) nuqtalar funksiya grafigi
uchun cgilLsh nugtalari bo‘lar ckan.

16.23-misol. /fx;.-=xsinrink; (x>Q funksiya grafigining gavarigligi,
botigliq oraliglarini va egilish nugtalarini toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
ho.silalarini topamiz:

f'(x) =sin/In x; +xcos/In X ¢ =sin(Inx) + cos/In x).

f*(x) =cos/In @— sin/In X)»—="cos”In



=r**(*=04,>,.) nugtalarda f.(x)=0 bo‘ladi.
-z+chjt<Ian+zkx (*=041%2..) oraligda / ’(x)>o,
i}-z*x<lnx<7+2*;r (*=0,4,#2,..) oraligda csa/'(x)< 0 bo'ladi

Shunday qilib,
~ih >R
e*  <x<e* , (*=0%1%2..)

oraliqda flinksiya grafigi gavarig,
<X<en =0H4#2,.)

oraligda bolig,

(k=0+1,%2....)
. rr

nugtalar csa, funksiya grafigining egilish nugtalari bo'ladi.
16.24-misol. Tenglamasi parametrik shaklda bcrilgan ushbu

x=/ e, y=te"i>0 *)
funksiya grafigining egilish nugtasini toping.
Yechilishi. Ma’lumki, (*) tcnglama bilan berilgan y=f{x)
flinksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari quyidagi formulalar
bilan topiladi;

>;=4. y,={y:y-\-,x o.

Bunda y, =e~'(I-0, x ='(I+/)  {y)\ (+> =

Shunday qilib, y» =-— A A jkkinchi tartibli hosila /=\2 da
@+0

nulga aylanadi va y /=> nugtadan o ‘iishdan 0‘z ishorasini o'zgartiradi.

Parametrning bu giyrnatida y =f(x) funksiyaning grafigi egilish nugtasiga



cp bo'ladi. Parametrning 1=  giymatiga funksiya grafigining
to‘g‘ri kcladi.

Demak, (VTe”; mf€™) nuqgta funksiyaning grafigi uchun egilish
nuqtasi bo‘ladi.

16.25-misol. a b, ¢ koeffitsiyentlarning ganday giymatlarida ushbu

I(x)= +fC+«' +/1 +e
funksiyaning grafigi egilish nugtasiga ega boiadi.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasirti topamiz:
f'{x) =12ax" +6bx +2c. Funksiyaning grafigi egilish nugtasiga ega bo'lishi
uchun 6ox'+3ix+c=0 tenglama ikkita har xil hagiqiy ildizga ega bo'lishi
zarur va yetarli, yoki 3* - 8oc>0 shart bajarilishi kcrak.

16.6. Qavariq funksiyalarning tengsizliklami yechishda qo‘llanilishi.
Qavariq to‘plamlar va qavariq funksiyalar tushunchasi klassik asosiy
tengsizliklami isbot qgilishda muhim rol o'ynaydi. Asosiy klassik
tengsizliklar ichida eng muhimi Yensen tcngsizligi hisoblanadi. Qolgan
klassik tcngsizliklar, xususiy holda, ya’ni natijasifatida, Yensen
tengsizligidan kelib cliigadi. Shuning uchun Yensen tcngsizligini gavariq
funksiya ta’rifidan foydalanib, batafsil isbot gilamiz.

Teorenia  (Yensen tengsizligi®__ f{x) funksiya biror
(a,b)intervalda gavariq funksiya bo'lsin.  x,.Xj...x, lar - {a,b) intervaldan
olingan ixtiyoriy nugtalar, laresa, ixtiyoriy musbat sonlar bo'lib,
ulaming yig'indisi 1ga teng bo'lsin. U holda

HAX, o F AX)E AX) + AL )+.+ ALL(X,) (1)
tengsizHk o'rinli. Odatda (1) tengsizlik - Yensen tengsizligi deyiladi.

Ishoti. Shartga ko'ra y =f{x) gavariq funksiya bo'lgani uchun uning
Srafigini 16.9-chizmada berilgan ko'rinishda tasvirlash mumkin. y =f{x)

funksiya grafigidan abssissalari ... X, bo'lgan Ai,A2,..A,, nugtalarni



olib, bu nugtalarga massalari boMgan yuklar joylashtirilgan,
deb faraz gilamiz. Unda fizikadan ma’lumki, bu nuqgtalardagi massalar
markazining koordinatalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi;

WIS

16.9-chizma.
O .4,..nugtalar qavariq funksiya grafigining yugorisidag*i gavariq
to'plamda yotganligi uchun ular massalarining markazi ham shu gavariq

to'plamda yotadi. Shuning uchun massalar markazi - M nugtaning

ordinatasi y =f{x) funksiya grafigidagi abstsissasi  --—-- bo‘lgan

nugtaning ordinatasi dan kichik bo'Imaydi, ya’ni

\ e R fiemw



tengsiziik 0*rinli bo'ladi. Bunda .m,=J1 deb olsak, (1) Yensen
tpngsizligi isbot boMadi. (1) va (2) tcngsizliklar o'zaro ckvivalent.
Hagigatdan ham, (1) tcngsiziikni isbot gilish davomida (2) tcngsiziikni
isbot qildik, agar (1) da g=~ N olsak, natijada (2)

tengsiziikni ham Yensen tengsizligi deb aytish mumkin.

Agar f{x) botiq funksiya bo'lsa, u holda (1) va (2) Yensen
tengsizliklaridagi tengsizlik ishorasi garama-garshisiga o'zgaradi. Bunga
ishoneh hosil gilish uehun - /(x) gavariq funksiyani gaiash yetarli:

16.25-misol. Ushbu

{abj +...+a"b™y ~(a,* +0j +...+ al) P*+bl+...+b")
Koslii - Bunyakovskiy tcngsizligini isbot giling. Bunda o, va b (=11)
lar ixtiyoriy musbat sonlar.
Ishoti. Ravshanki, y=x* qavariq fiinksiyadir. Shu sababga ko‘ra,

bu funksiya uchun Yensen tengsizligini go‘llash mumkin:

PG £ OXY. mxdtmxt. s LY 5

m, +Wjt..+ W) N\ + myj +...+m,

Bundan (mx, +...+ A + tengsizlik kclib
chigadi. Bu yerda m'=b", Xj=— deb oKsak, Ko.shi - Bunyakov.skiy
teng.sizligi isbot boMadi.

16.26-misol: 0 ‘rta arifmctil: va o‘rta geometrik migdorlar hagida
Koshi tengsizligini, ya’ni

e s-Svx,..jf, Ix >0,/=1,nj

tengsiziikni ishotlang.
Yechilishi. Bu tcngsizlikning ikkala tomonini logarifmlash
natijasida



Infi X +1gr +..+ IS-Ing+i Inn, +...+-In JT
\n "N n J n n n

tengsiziikni hosil gilamiz. Bu tengsizlik Ycnscn teng.sizligini c.slatadi,
lekin tengsizlik garama - garshi ishorali, chunki inx ftinksiya gavariq

cmas, lekin -inx funksiya gavarig bo'ladi. Shuning uchun A=-(/ =Tj)
n .
deb olib, -Inx funksiya uchun Yensen tcngsizligini go‘llasak, natijada

Koshi tengsizligini hosil gilamiz.
16.27-misol. Ushbu

o Wi J\i-i J P Y
tengsiziikni (Geldyor tengsizligini) isbotlang.
Yechilishi. Ravshanki, x>Q,p>\ boiganda y =x" funksiya

gavariq funksiya. Demak, bu funksiyaga (2) Yensen tcngsizligini qo‘llash
mumkin.

™,

g
i
Bu tengsiziikdan, 2Jmyx, ) " fSw.x/V Shartga ko‘ra, —+i_=I
i [ W J P 4
bo'lgani uchun, Buni e’tiborga olgan holda, keyingi
tengsiziikdan
ZmxX, S X»',

bo'lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikda m*=b,®, x.=aJ1,"" deb olinsa, u
holda ishot gilinishi kcrak boMgan Geldyor teng.sizligi kelib chigadi.



16.28-misol. Ushbu

+®,.A +/>)....(a. +b,) ia,,b,>0)
Minkovskiy tcngsizligini isbotlang.
Yechilishi. Tengsizlikning ikkala tomonini ”0,0,..n, ga bo'lamiz

natijada
1+

b,

tengsiziikni hosil gilamiz. Bunda x, :In-els'-, deb tengsiziikni

quyidagi 1+ eI" 5I'E1+ ij ka'rininshga kcltiramiz. Tengsizlikning
ikkala tomonini logarifmlash natijasida

In 1+e™m“I™-Inll +e')

ni hosil gilamiz. y=In(l +e") funksiya gavariq funksiya. Keyingi

tengsizlik y =In(l +e") uchun Yensen tengsizligini ifodalaydi.

. 16.7. Funksiyalarni to'liq tekshirish
va ularning grafiklarini chizish

Biz 11l bobning yuqoridagi paragraflarida funksiyalaming o'zgarish

xarakterini hosilalar yordamida o‘rgandik. Funksiyaning o°‘zgarish

xarakterini hosila  yordamida o‘rgani.sh funksiya grafigini anigroq

yasashda muhim rol o'ynaydi.

Funksiyalarni to'liq tekshirish va ularning grafiklarini yasashni quyidagi

sxema bo'yicha olib borish magsadga muvofiiq bo'ladi:
1 Funksiyaning aniglanish sohasini topish.
2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugtalarini topish.
3. Funksiyaning juft, togligi hamda davriyligini aniglash.



4. Funksiya grafigining o‘glar bilan kcsishish nugtalarini topish.

5. Funksiyaning ishorasi saglanadigan oraliglarni aniglash.

6. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

7. Funksiyaning monotonlik oraliglarmi topish va ekstremumga
tckshirish.

8. Funksiya grafigining gavarigligi hamda botigligini aniglash, cgilish
nugtalarini topish.

9. Funksiyaning grafigini chizish.

16.29-misol. /(x) =x~-3;t"+4 funksiyani to'liq tekshiring va
grafigini chizing. «

Yechilishi. Berilgan funksiya R da aniglangan, uzluksiz va

diffcrensiallanuvchi. Funksiyaning grafigi asimptotalarga cga cmas,

lim = lim /(x) =+«.

Berilgan funksiyani ushbu f(x)=(x+\)(x-2Y ko'rinishda tasvirlaymiz.
(x+iX)f-2y =o tenglamadan x,=-i, x, =2 nugtalar /(x)=0 tcnglamaning
ildizlari ckanligini topamiz.

Demak, funksiyaning grafigi (-i;0)t(2;0) nuqtalarda abssissa o‘qi

bilan, (0:4) nuqtada esa, ordinata o‘gi bilan kesishadi.

Funksiyani ekstremumga tekshiramiz:
I'(r) =3’ -6x=3x(x-2).Bundan  birinchi  tartibli hosila x =0, ¥=2°
nugtalarda nolga aylanishi kclib chigadi, ya’ni bu nugtalar-kritik nugtalar
bo'lladi.  x6(-»;0) bo'lganda  /'(x)>0, xe(0;2)  bo‘lganda
l'(x)<o, xe(2;+®)bo‘lganda esa, /'(*)>0 bo'ladi.

Shunday qilib, funksiyaning birinchi tartibli  /'(x)hosilasi
X|=onugtadan o'tishda 0z ishorasini «+» dan «» ga, X =2 nugtadan
0 tishda esa, «» dan «+» ga o'zgartiradi. Demak, ekstremum mavjud
bo lishining birinchi yctarli shartiga asosan, funksiya X =0 nugtada



maksimum ~/™()=4j ga, * =2 nuqgtada esa minimum *Y,,,(z)=0j ga

cga boiadi. Funksiya grafigini chizishda qulaylik uchun, funksiya
to‘g'risida yuqorida olingan ma’lumotlar yordamida quyidagi jadvalni

tuzamiz:

1-jadval.
X (®0) 0 (0:2) 2 (2+®)
signy * + 0 - 0 +
;1 =Il(x)funksiyaning / /,,(0)=4 ™ (2)=
o ‘zgarishi /

Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz:fix ) =6(x-1).
Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi x=i nuqtada nolga aylanadi, ya’ni
x=I nugta Il-tur kritik nugta bo’ladi. x€(-«;1) da /"(x)<0, x6(1+®)da
esa /"(x)>0. Demak, 16.7-teoremaga asosan, (-®i) oraliqda
funksiyaning grafigi botiq, (i;+®)oraligda gavariq, x=i nuqta funksiyaning
grafigi cgilish nugtasining abssissasi bo'lib, (i;2) nugta egilish nugtasi
bo'ladi.

2-jadval
X (") 1 (1,+®)
sign /" - 0 ot
>=/(x) funksiya grafigi gavarig- n (1:2) i

t u

ligining yo'nalishi.

Yuqoridagi mulohazalar va 1-,-2-jadvallar yordamida funksiyaning

grafigini (16.10-chizma) chizamiz.



16.10-chivna.
16.30-misol. /(r)=%—;}_\){ funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini
i

chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya R ning x=-l nuqtadan tashgari barcha
nuqtalarida aniglangan. Ravshanki, funksiya grafigi, mos ravishda, (i;0)
va(o,l) nugtalarda abssissa va ordinata o‘glarini kesadi,*<-i da funksiya
manfiy, x>-i da csa, musbat. Funksiya x=-l nugtada Il-tur uzilishga cga
va iiiny(x)=-00, iimy(x)=+0 bo'lgani uchun x=-i to‘g‘ri chiziq
funksiya grafigi uchun vertikal asimptota, y=oto‘g‘ri chiziq esa,
gorizontal asimptota.

Berilgan funksiya davriy ham emas, juft ham emas va tog ham
cmas.

Funksiyani ekstremumga tekshirish uchun uning birinchi tartibli
hosilasini topamiz:

-6x+5  (x-1)(x-
W= ey ((x)+(|/5)

Birinchi tartibli /'(x) hosila x =1 va Xj=5 nuqtalarda nolga
aylanadi, ya’ni bu nuqtalar kritik nuqtalar bo'ladi. xe(-<»; t)
/4»)<o. X6(i,5 da /’(x)>o0, xe(5+co)da csa /'(x)<o bo'ladi. Dcmak,



I'(*) liosila X =1 nuqtadan o‘tishda o0°‘z ishorasini «-» dan «+» ga
o‘zgartiradi, x, =5 nuqtadan o'tishda csa, «+» dan «-» ga o‘zgartiradi.
Shunday qilib, funksiyax, =i nugqtada minimum /,, (i) =o giymatga, x, =5

2
nugtada csa, maksimum =— giymatga cga bo‘ladi.
1-jadval
X (D 1 (@[5 5 @B® X<1 -1 X1
sign/' .- 0 + 0 - . W
y=fb)~ 0 / 2 Manfiy Musbat
mfunksiyaning 27
0 ‘zgarishi

Funksiyaning qavariglik, botiglik oraliglari va cgilish nugtalarini topamiz:

2(x=-10x +13
/oo(x):-(x X )
(x+1)’
Ikkinchi tartibli hosila x, =5+nA2, x, =5--/11 nuqtalarda nolga

aylanadi, ya’ni bu nuqtalar Il-tur kritik nuqta bo’ladi. x6(-00;5->12)
da/"(x)>0,x6"->/i2 ;5+Vi2)da /"{x)<o0.xe(5+-yi2;+«)da csa/"(x)>0.
Dcmak, oraligda funksiya grafigi gavariq
(5-Vi2;5+Vi2)oraligda botiq, (s+-/12,+x) oraligda gavariq.
Shunday qilib, x =5+2-/1,x, =5-2-¥3 nuqtalar funksiya grafigi
cgilish nugtalarining abssissalari bo’lib, (5+ 2v/3; 0,0659) va
(5-2-711; 0,0196) nugtalar cgilLsh nugtasi bo’ladi.

2-jadval
X (-»;5-2n/3) 5-25  (5-2>/3,5+2n/3) 5+2V3 (5+2-1,+«)
signf + 0 - 0 +
7U)funk.siya 0,0196 n 0,0659 I
o Kl
grafig
gavarigligining

yo'nalishi.



Yugoridagi midohazalar va 1-, 2- jadvallarga binoan bcrilgan
funksiyaning grafigini (16.11-chizma) chizamiz.

16.11-chima.
16.31-misol. Ushbu

Y =W = 94 cosx
funksiyani to'liq tekshiring va grafigini chizing.

Yechilishi. Berilgan funksiya R da aniglangan uzluksiz, toq va 2
davrga cga bo‘lgan davriy funksiya, koordinata boshi, simmctriya markazi
bo‘ladi. x=*g (*=o0,4,£2,..)da y=obo‘ladi. Ravshanki, uning ishorasi
sinx ning ishorasi kabi bo'ladi, ya’ni sign(y)=sign(sinx). Funksiya davriy
bo‘lgani uchun tekshirishni [0,2x] da olib borish yetarli.

Funksiya grafigi asimptotaga ega emas. Funksiyaning birinchi
tartibli hosilasini topamiz:

/W = I+ 2cosx
- (2 + cosx)™
Birinchi tartibli /'(x) hosila x, nugtalarda nolga aylanadi, ya’ni

bu nugtalar kritik nugtalar boMadi.



XGJo:yJ: X :271] larda /'(X) >0. X6 (y :yjlarda f\x) <0 bo‘ladi.

Shuning uchun 4 nugtada maksimumga, yani /,,,,|yj=:Y;
=M nugtada esa, minimum ga, ya’ni = cga bo'ladi.
1-jadval.
A
X 3 (t ) T (t H
sign/' + 0 - 0 +
unksiyaning w3 =3

o'zgarishi

Endi, funksiya grafigining qavariglik, botiglik oraliglari va cgilish
nugtalarini topamiz: buning uchun awalo, funksiyaning ikkinchi tanibli
hosilasini topamiz:

] 2sinx(cosx-1) .
Y (2+cosx)!

=>

X6(0;w)da /"(x)<0,xe(ff; 2n) da /"(x)>0 bo’ladi.
Demak, (~;0)oraligda funksiya grafigi botiq, (ff;2")oraliqda esa,

gavariq bo’lib, (o;n) nugta cgilish nugtasi bo‘ladi.2-jadval.

X (0.01) o (s,2)
siffiy” - 0 +
Funksiya grafigi 3 0 u

gavarigligining
yo'nalishi.

funksiyaning grafigi chiziladi ( 16.12- chizma).



16.8. M APLE tizimidan foydalanib funksiyalarni toiiq

tcksliirish va ularning grafiklarini yasash

16.32-misbl. MAPLE tizimidan foydalanib. ushbu 6(3-n)*

fiinksiyani to'liq tckshiring va lining grafigini chizing.
Yechilislu. 1 Funksiyaning aniglanish sohasi; D (/)= (-m;3)
u(3;00).
2. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani uzluksizlikka
tckshiramiz:
> readlib(singular):singular((x'*3)/(6*(3-x)*2),x);
x=3}, f1=-}. {x=+«}
>limit(x"3/(6*(3-x)"2),x=3,Icft)=limit(x"3/(6*(3-x)"2).x=3,Icft);
ke
X)*Z);I_lrsn;;[éx")B/(G*(S X)"2),x=3,right)=limit(x"3/(6*(3-

limf— — 1=+«
«»46(3 X)l-l



Demak, MAPLE tiziniidagi natijalariga ko'ra, ac=3 funksiyaning 2-
turuzilish nugtasi bo'ladi.

3. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani davriylikka,
juft va toglikka tckshiramiz:

> evalb(y(x)=y(-X));
> cvalb(y(x)=-y(-x)):

> solve(y(X)=y(x+T),T);
(2-A*27- Igjr- Y-274 12X)X  (2x" +27-18x+3V-27 + 12X)j
2(9-6X +x¥) 2(9-6x +xb

Demak, funksiya davriy ham emas, juft ham cmas; toq ham emas
ckan.

4. MAPLE tizimidan foydalanib, funksiyaning koordinatalar o‘glari
bilan kesishish nugtalarini topamiz:

> y:=x->X"3/(6*(3-x)"2);

60-x)"

> solve(y(x)=0,x); 000

Shunday qilib, funksiya grafigi fagat bitta 0(0,0) nuqgtada koordinatalar
o“glari bilan kesishadi.

5. MAPLE tizimida funksiyaning i.shorasi saglanadigan intcrvallami
aniglaymiz:
> solve(y(x)>0,x):
RealRange{Open{0), Open{3)), ReaIRange{Open(3) <<)

> solve(y(x)<0,x);
RealRange{-«>, Open{0))

Maple Uzimidagi natijalariga ko'ra, quyidagi jadvalni tuzamiz:
X (-«:0) 0 0;3) 3 (3; «)

signy 0 + I0)) +

* grafikning Ox o‘gi Ox Ox o‘qi



joylanishi ostida o'q ustida

tistida

6. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan ftinksiya grafigining
asimptotalarini topamiz:

> alpha[l):=limit(y(x)/x,x=+infijiity);
a..-.

> alpha [2]:=liinit(y(x)/x,x=-infinity);
a,:-.

> a:=alpha[l];

> peta[l]:=limit(y(x)-a*x,x=+ infinity);
bl el

> betal2]:= limit (y(x)-a*x,x=- infinity );
o2/ ]

Dcmak, y=~x+1 - to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining og‘ma
asimptotasi bo'ladi.

7. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning monotonlik
oraliglari va ckstrcmum giymatlarini topamiz:

> solve (diff (y(x),x)>0,x);
RealRange(-m, Ope?i{0)), RealRange{Open{0), Open(3)),
RcalRange{Open(9), PO)
> solve (diff (y(x),x)<0,x);
NealHang</)pen(S), Open(4))
> solve (diff (y(x),x)=0,X);

> cval(difr(y(}).x$2),x=0):
> cval(difr(y(x),x$2).x=9);



> eval(y(x).x=0);

> eval(y(x),x=9);

MAPLE tizimidagi natijalariga ko‘ra, quyidagi jadvaini tuzamiz;

X (-«;0) 0 (0,3) 3 (3,9) + (9, <«)
sign{y") + 0 + ® - 0 +
funksiyanin
S N A A
o ‘zgarishi 8

y"j,,:y(9):z. A9, -2)7-berilgan funksiya grafigining minimum
nugtasi bo'ladi.

8. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning gavariglik
botiglik oraliglarini topamiz:

> solve (diff (y(x),,x$2)>0,x);
RealRange{Open{0), Open{3)),RealRange{Open{2),«).
> solve (diff (y(x),x$2)<0,x);
RealRange(-«>, Open{0))
> solve (diff (y(x),x$2)=0,x);
0

MAPLE tizimidagi natijalariga ko‘ra, quyidagi Jadvaini tuzamiz:

X - 0 3

«;0) (0;3) (3;+00)
B ) 0 R o N
Punksiya grafigining n 0 1
gavariglik yo'nalishi t ®

n u



9. MAPLE tizimidan foydalatiib, bcrilgan funksiyaning grafigini

chizainlz:
>plot([y(x),I3 1 2 ]] ,x=-6..16,-
6..6,color=Ircd,black),thidcness=3,lincstylc=[ 1,3]);
Funksiyaning grafigi 16.13-chizmada tasvirlangan.

16.33-misol. MAPLE tizimidan foydalanib, ushbu

n =14k
fiinksiyani to'la tckshiring va grafigini chizing.
Yechilishi. | Funksiyaning aniglanish sohasi: D (/)= (-00;»)
2. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani uzluksizlikka
tckshiramiz:

> rcadlib(singular):singular((x"2)/(1+x"2),x);

Dcmak, berilgan funksiyaning uzilisli nugtasi yo‘q.

3. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyani davriylikka,
juft va toglikka tckshiramiz:



> cvalb(y(x)=y(-x));

> cvalb (y(x)=-y(-x)); .
foist

> solve(y(x)=y(x+T),T);

0-2x

Dcmak, Funksiya davriy ham emas, juft funksiya.

4. MAPLE tizimidan foydalanib, funksiyaning koordinatalar o'qglar
bilan kesishish nugtalarini topamiz:

> yi=x->x"2/(1+x"2);

>U“x®

> solve(y(x)=0,x);

00
Shunday qilib, funksiya grafigi fagat bitta O(0,0) nuqgtada
koordinatalar o'giari bilan kcsishadi.

5. MAPLE tizimida funksiyaning ishorasi saglanadigan intervallam
aniglaymiz;

> solve(y(x)>0,x);
RealRange{-co, Open{0)), RealRange{Open{0),«)

> solve(y(x)<0,x);
Yugaridagi xulosaga ko‘ra,quyidagi jadvaini tuzamiz:

X (-00;0) 0 (0; 00)
signy + 0 +
grafikning Ox o‘gi Ox o‘qi ustida
joylanishi astida
6. M APLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiya grafigining

Nimptotalarini topamiz:
> alpha)ll:=limit(y(x)/x,x=+infinity);

ai:0



> alphal2]:=liniit(y(x)/x,x=-infinity);
820

> a:=alpha[l];
0:-0

> peta[l]:=limit(y(x)-a*x,x=+ infinity);
b,:-l

1

> beta [z ]:=limit(y(x)-a*x,x=- infinity );
bj:-!
Demak, y=I - to'g'ri chiziq funksiya grafigimng gorizontal

asimptotaci bofiadi.
7. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyaning monotonlik

oraliglari va ckstremum giymatlarini topamiz:

> solve(dif T(y(x),x)>o ,X);
KealRange{Open{0), 00

> solve(diff(y(x),x)<o ,X);
RealRange{-00, Open(0))

> solve(diff(y(x),x)=o X);

Demak, MAPLE tizimidagi natijalariga ko'ra, quyidagi jadvalni
tuzamiz:
X (-00;0) 0 (o; 00)

signy: - 0 +

funksiyaning 0
o ‘zgarishi . A / .
A(0,0)-bcerilgan funksiya grafigining minimum nugtasi
bo'ladi.
S MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning gavariglik va
botiglik oraliglarini topamiz:

> solve(dif T(y(x),x$2)>0,x);



K.calRange( Open{~"/3),(Open{"J3))

> solve(difT(y(x),x$2)<0,x);

RealRange(-co, O pen{~")), RealRange{Open{"">/3),00))
> solve(difr(y(x),x$2)=0,x);

Demak, MAPLE tizimidagi natijalariga ko‘ra, quyidagi jadvalni

tuzamiz:

X (-00;-iV3) V5
(1T3;+00)

wry” 0 + 0

Funksiya n 0

grafiginig t

qavariglik &
yo'nalishi

9. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning grafigini
chizamiz:
>plot([y(x),[3,t,t=-4..12]],x=-4..4,-
2..2,color=(red.black) ,thickness=3, lincstyle=[ 1,3));
«Bcrilgan funksiyaning grafigi 16.14-chizmada tasvirlangan.



16.14-chlvna.

Mustagil ycchish uchun misol va masalalar
Quyidagi ftjnksiyalami monotonlikka tckshiring.

16.1. ><=37-7". 16.2. (a:~0),  16.3. vV =+ sinx.

X+100

1-X+X
16.4. y= -lux’. 16.5. y=""e". 16.6. - 16.7.
y y y 15X

y=2sinx+cosx,(0ix52"). 16.8. y =In[x+~+x~ ' 16.9.  Quyidagi

funk-siyalaming o'suvchi va kamayuvchi bo’lish oraliglarini toping:

Dy =- I+icosx{ 2) F=(T-2) (2x+iy

3 oo b ynr-20-

) )9

5 y=x-e". 6) ji'=x-2sinx (0sx"2x).

44



8) y=J L

x +50'

16<10. Ushbu 1) y—ﬂj-—lq"+(fl-l)x*+2x; 2) x = ax + 3sinx + 4cosx

funksiyalar a ning ganday giymatlarida.o'suvchi bo'ladi.
Quyidagi funksiyalarni ckstrcmumga tckshiring.

16.11.y =2+x-xV 16.12.y =(x-1)’ 16.13.Y ="x"+x’ +7.
/'I/b/’”‘
16.14. Y=x"e"". 16.15.y =2sinx+cos2x. 16.16.y =— j---------- .
xV+x+1

16.17.y =sinx+-sin2x. 16.18. y = (X’ - 2x)Injc-"x’ +4x

16.19.y = i"x”" - ijarcsm + -XN - 1

16.20. y =arctgx--In(l +x*) 16.21. y =|x-S](x-3)". *

16.22. y =(x+l)*e"*. 16.23.y =In(x’ +I)-2arctgx.

16.24.Y =ri-.tjcosx+sinx----16.25.y =0e+be

fl4g xsO, 14 xs(l
[, xQ
16.28. y=|x-11NT2, 16.29. y =sin(x +1)-(cos.x), XG (0.J}).

16.30. ,(0.,)

‘ZTcllesxlilviignx' ’
Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliglarda eng katta va eng
kiehik giymatlarini toping.
16.31.  y=2x"-3x*-12x+I, xg[-225]. 16.32.y =x+Vx, x6[0,4].

16.33.y =X -3x™1, xg[-1:4].



16.34. >=afctgr--Inx, le ~,-Y3| 16.35.. >=2sinx+sin2x. xe[" ;.\ T]|

2;(*+-)’<\, x6[-2;0)n(0; 2,
1 x=0.

16.36. M=x-21n2, xe[1;¢]. 16.37.;'='

16.38. >=-jx’-ix fiinksiyaning x6[-i;ilkesmadagi eng katta va

eng kichik giymatlari yig‘indisini hisoblang.
Quyidagi funksiyalar grafigining gavariglik va boliglik oraliglarini

toping.
16.39.;- =X +x’-18x'+24x-12. 16.40. ;-=X+X">
16.41.;" =x+sinx. 16.42.y =2-|x* - ]
16.43. y=3/-4x"+1. 19.44.;; =x".a>1.x>0.

16.45.y=xInx, .  16.46.>=4Nx-1)" +20](x- Iy (x2l).

1647 -=-yns. 16,48 5-=e-™. 16.49.y5 )
Quyidagi funksiyalar grafigining egilish nugtalarini toping.

16.50.y =x+36x" -2x” -xV 16.51. >=)+x'-—.

1652, N=3x*-8x>+6x-12.  16.53. ;-:ﬁ'l.
XX 4

1654.> =" m . 1655. = (r>0).
X -4x+4 X
16.56.- =<', X6 |- [:]] 1657, y =

16.58. a parametrning ganday giymatlarida /(x)=ax’+e* funksiya
egilish nugtasiga ega bo‘ladi.
Quyidagi funksiyalarni to'liq tekshiring va ularning grafigini
chizing.

16.59.>=-fl- 16.60.y =\j"-\jx" -4.
(1+x)°
16.61y=xNn(x+2), 16.62.y=xV". 16.63.;-=j7 (2 N +4™

16-64.y =— 16.65. v=M{Yn 7. 16 M .y = (x~-2)e-"-\



XN+2x-3
16.67. y = 16.68.V =", 16.69.;-=InM + -L
[x+I] x+I

16.70.y=sinX-sin’x 16.71. =sinxsin3

|6.72.y=smx+|5|n2x+|3§|n3x, 16.73. v=-|x-ar():(005|
16.74. = 16.75.;-="+1J. 16.76.> =x"-3xM3x'-5.

16.77. >=xV". 16.78.>=xV\ 16.79.V§<—I

16.80. >=cosx+-sin2x. 16.81.;-=Inx-x +l. 16.82. v= " *,
, 2 X--2T+1

Mustagil yechish uchim berilgau
misol va masalalarniiig javoblari

16.1. funksiya o‘suvchi, funksiya
kamayuvchi.
16.2. @100 da funksiya o'suvchi, (I00;00) da csa, funksiya

kamayuvchi. 16.3. n da funksiya o\suvchi.  16.4.(-00;-1)u(0;l) da
funksiya kamayuvchi, (-1;0)u(l;00) da esa, funksiya o ‘suvchi.
16.5.(-00;0)u(2;00) da ftmksiya kamayuvchi, (0;2) da funksiya

O‘suvchi. 16.6. (-flo;-)u(l;+«) da funksiya o'suvchi, da esa.

funksiya kamayuvchi. funksiya

0‘suvchi, f——+tuf— — 1 da esa funksiya kamajuvchi. 16.8.
u’'2j U 2j

0‘suvchi.  16.9. 1) ALn42KkTr,Ay27den keZ da  funksiya

0°suvchi, {~m¥1kn-,u-+2kn'~k~2 da csa funksiya kamayuvchi. 2)
o°‘suvchi; kamayuvchi, o‘suvchi. 3)
/*’;-jjda o‘suvchi; kamayuvchi, (a00) da o‘suvclu. 4)

(““i-Oda kamayuvchi; (-1,1) da o‘suvchi; (l;«)) da kamayuvchi. 5)



(-t0,0) da o ‘suvchi; (0,00) da kamayuvchi.  6) kamaiwchi;

da o ‘suvchi; da kamayuvchi. 7) (/1;00)
larda o ‘suvchi; (-V3;i-1]i (-11), (k¥3) larda kamayuvchi. 8)
(-00;-50)u(-50;25) da funksiya o ‘suvchi, (25;+00) da csa, funksiya
kamayuvchi. 16.10. 1) 053, oSl; 2) a~S.16.11. = 16.12.

Ekstrcmumga cga cmas.
16.13. ;-,(-2)=-9, V,.(3)=-40,S, y.(0)=7.

16.14. y, (£s)=4e-% Yy_(0)=0.
c(fFIn - (1]=.. -(f]=-3.

16,16. >,,(0) =4, y.(-2) =j. 16.17. Y, r2sa<:-yj=-"*6Z,

K~z 16.18.
16.19. >-,,(0)=0, 2" 16.20.  y, (1) =§--1 n2%0,439.
36.21. = 3-(5)=0 16-22. yN4)=5»-"-.

1623, jy,(0=In2-5,

30Y3-12;rnA+72-"46x
144
16,25. Agar eiso bo‘lsa, ckstrcmum yo‘q; agar oA>ova a>obho‘lsa,

16.24.

3'«,MinNj=2>/", agar fli>ova e<obo‘lsa, >>,,"in-j=-2>/"
16.26. ) y.(1) =l 16.27. y,(0)=l, y\ — \=e

16.28. = 16.29. - (|] =cosi.

16.30. y,Ayj=2-V3. 16.31.,,,7(-1) =8 >, . (2)=19.
16-32.y,,.(4) =6, V,,,*,,*/10)=0.
16-33. 3',,,bMN4) =17. >,,,b.bI(2)= V,,,b.,,.*(-I)=-3.



16 .35. =3-,.b.«(y] =-2.

16.36 A(1) = 1Y .« «(2) = 2(1-1n 2)

16.37. Eng kattasi yo‘q, >.,bc«(0)=i-
16.38. 0. 16.39. (-co;-2)u”|;00jda gqavariq; [-2;|jda botig.

16.40. (-00;0)da botig; (0;«) da gavarig. 16.41. (MA(A+1)r),/:62 da
botig; (@A+Dr,(2'r+2)r),"6Z da qavarig. 16.42. (-00;0 )wX;00) da

botig; (0;) da gavarigq. 16.43. (-«;0)u”y;+00j da gavarig;

botig. 16.44. Qavarig. 16.45. Qavarig.
16.46. Hamma joyda gavariq. 16.47.(c;i04!>/7) da botig, (l.eV"+x) da

csa qavarig. 16.48.(-x; 05 da qavarig. 16.49.70; *N botiq,
da csa gavarig. 16.50. (-3;294) .

W - . *6-53.

[-2-N1;7],(-2.421~].(bl ). 1654

16.55. ,e.56. Abssissasi
X= arcsin boMgan nugtada.
16.57. PGA+H(-1)*)"; i 16.58. fIG~-x;-"j, og(0;+x).
19.59. Funksiyaning aniglanish .sohasi: (-X;-i)«j(-i;+ X). x=-i- vcrtikal

a.simptota, y=>x-2 o0g'ma a.simptota.y,,,,(0)=0. >,,,,(-4a) = -".

va 2" j nugtalar cgilish nugtalari (16.15-chizma). 16.60. n da

aniglangan, juft funksiya. Grafik Oy o'giga nisbatan simmctrik, y =o -



gorizonial asimptota. y~ (0)=\14,)~z~12)=2u2.  (;V?) (-2; V?)- egilish
nugtalari (16.16-chizma). 16.61. Funksiya (--;ta) oraliqda aniglangan.
x=. wertiJeal asimptota. v”(0)=0 >,(-0,73)*0,.2. (-0,37;0,07S)-egilish
nugtasi (16.17-chizma).16.62. Funksiya R da aniglangan, x*+<x da

>=0- gorizontal asimptota.= . Egilish

nugtalari: Qo), 16.18-
qlari @) L y

chizma). 16.63. Funksiya ~*Oda aniglangan, ordinata o‘gi bilan csa

70, nugtada kesishadi; funlcsiya ga’tiy o ‘suvchi;

nugtasi (16.19-chizma). 16.64. Funksiya (xj"ida aniglangan; ordinata
o ‘giga nishatan simmetrik; ordinata o‘gi bilan kesishish nugtalari:
(i;0),(-i;0); -++® da >=| va *-+-xda >=-| asimptotalari; (-op;-i) da
kamaj'uvchi (i;+«)da o'suvchi (16.20-chizma). 16.65. Funksiya |j(|sida
aniglangan; ordinata o ‘giga nisbatan simmetrik; o'glar bilan kesishish

nugtalari: (-1,0);0.0),@i, 0); >',,(0)=0,>,,,,"+"j=i (16.21-ehizma). 16.66.

Funksiya R da aniglangan, koordinatalar o ‘glari bilan kesishish nuqtalari:
{-7;01{j2,0\{0;-2),x-*+«> da >=0 asimptota;

>,,(2)*004 funksiya egilish nugtalarining abssissalari:
x=i-%(i0/2*-0,6, X=i+VT0l »25. (16.22-chizma). 16.67. Funksiya *=0
dan tashgari R da aniglangan; abssissa o‘gi  bilan  kesishish
nugtalari:(-3;,0) va (i;0, x->0+ da >=x+3 va X=o asimptotalar;
>(-O):O,>'(-O):o;>,,(-!):;; funksiyaning egilish nugtalari abssissalari:

x=-5t>/22 (16.23-chizma). 16.68. Funksiyaning aniglanish sohasi: x>o;
abssissa 0‘qi bilan kesishi.sh nugtasi: (i;0); asimptotalari: x-»-H» da >=0
va X-»0+ da x*o, >,,(e)=-; egilish nugtasi: (16.24-ehizma).
16.69. Funksiyaning aniglanish sohasi:(-«;-i)u(-i; u(i;+*):

asimptotalari:  x=-i,x =i.>=q koordinatalar o ‘glari bilan kesishish
nugtalari: (»09, 0);(ai,2. 0),(0. 6) >"(2)=2 -Ins,cgilish nugtalari: (0,5;4-113);



(,t;s -in2) (16.25-chizma). 16.70. Funksiya R da aniglangan; 27 davrga

cga bo'lgan davriy funksiya; funk.siyaning nollari; =

-v«(f)=;j. 3'-(f)=i. 3-(f]=0. >,(f;r]=-2;  ftmksiyaning egilish
nugtalari abssissalari:

i+ Ik - 11331 1331
X=arcsm---——é---,X=T-arc5|n-------é----, X = » +arcsl 8—.X=i»-arc5|n _8

(16.26-chizma). 16.71." Funksiya R da aniglangan; s davrga ega
boMgan davriy funksiya: funksiyaning grafigi ordinata o‘giga simmetrik:

>@)=3"yj=>"-yj=0; >—(0)=0, = >,(xarccos(l/4)) = 9/16;
'funks'i'ya'nmg"cgmjsh nuqthfarAi Aiksissalari: x =+-arccos— —— ,
X:i§| ;r-arccosv w-t 27-ehizma). 16.72. Funksiya R da

aniglangan; 2s davrga ega boigan davriy funksiya: funksiyaning grafigi
koordinatalar  boshiga nisbatan  sinimetrik;  funksiyaning nollari:
>(0)=>(X)=; [ax] dagi maksimumlari

>, Mj=(3+4V2)/6,>, M=\ -t/2 minimumi: >« AN =V,

Funksiyaning  egilish nugtalarining abssLssalari: Xx=0,.r=;r,

xMarosin x=ff-arcsin™"—  (16.28-ehizma). 16.73.  Funksiyaning
aniglanish sohasi: (-oo; + 00); ©-1) simmctriya
markazi;x->+00da y= X asimptota;

; OS5 g _z;_aA 6%13) 1o (- on i)

da botig (16.29-ehizma). 16.74. Funksiyaning R da aniglangan,
asimptotalari: x-»-» da >=e’, x->+oc da y=e *; kamayuvehi funksiya;
egillsh nuqgtasi-j. (16.30-ehizma).  16.75.  Funk.siyaning

aniglanish sohasi: (-»;-i)u(0;+*) asimptotalari: x->t00 da v=«, v->+X



da r=-i; (-®;-0 da botig, (o;+«) da esa qavariq. (16.31-chizma). 16.76;
Aniglanish sohasi: R} juft funksiya; asimptotaga ega cmas; (-00;0) da
kamayadi, (;«) da ofsadi; >"(0)=-5; cgmsh  nugtalari:

J*;-4,51j,(-1;-4); J=;"ju(l;00)da

gavarig; botig; 16.32-chizma. 16.77. Aniglanish
sohasi; (-«;0)u(0;«); x=0 funksiyaning ikkinchi lur uzilish nugtasi;
asimplota; x=0; (-«;0)u(0;00) da qavarig; 16.33-chizma.
16.78.  Aniglanish sohasi: n1; koordinatalar o“glari bilan kcsishish nugtasi:
0(0;0); asimptota: da y=0; y*(0)=0, ;*,(2)=4e" «0,54; egilish
nugtalari; (n/3-1;0,3) (73+1,047) (73-1;V3 +1) da botig; (-00;73-I)
da gavarig; 16.34-chizma. 16.79. Aniglani.sh sohasi: (-««;lu(l;00); x=I
funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi; koordinatalar o'glari bilan
kesishish nugtasi: O(0;0); asimptota: x=I; ®Gdish nugtalari

0(0,0); (~o00;0)u(l,co) da qavariq; (0;l) da botig;  16.35-chizma. 16.80.
Aniglanish sohasi: r; davriy funksiya: T=2n\ koordinatalar o'qlari bilan

kesishish  nugtalari: ~ (O;1), asimptotaga cga cmas;

fz] 33 w IR 33
Voy 4 = —4)[I§ nugtalari:

(T4
chizma. 16.81. Aniglanish sohasi: (0;00); koordinatalar o'qlari bilan
kesishish nugtalari: (1;0); asimptota: jt=0; y.,..(1)=0; (G;00) da botig;
16.37-chizma.
16.82. Funksiya x=i dan tashqari butun r da aniglangan; koordinatalar

o‘glari  bilan  kesishish  nugtalari: -Vs-i

asimptotalari: y=\ va x=i to‘g‘ri chiziglar; = nugta egilish

nugtasi (0;-i) (16.38-chizma).
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