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«Matematik analiz» fanining o'quv dasturiga kirgan to'plam, 
to'plamlar ustida amallar, haqiqiy sonlar, yig'indi, matematik in
duksiya usuli, funksiya tushunchasi, funksiyaning sinflari, sonlar ket- 
ma ketligi va uning limiti, funksiyaning limiti, funksiya grafigining 
asimptotalari, funksiyaning uzluksizligi va tekis uzluksizligi, funksi
yaning hosilasi va differensiali, funksiyaning yuqori tartibli hosila
si va differensiallari, differensial hisobning asosiy teoremalari, Lo
pital qoidalari, Teylor formulas!, funksiyani hosila yordamida tek
shirish bo'limlarini o'zlashtirishda talabalar ancha qiyinchiliklarga 
duch keladi, bu ularning yuqoridagi bo'limlar bo'yicha misol va 
masalalarni yechishida yaqqol ko'rinadi.

Mualliflar mazkur qo'llanmani yozishda o'z oldilariga talaba- 
larda ko'rsatilgan bo'limlarga oid misol va masalalarni samarali 
yo'l bilan yechish ko'nikmalari hosil qilishni maqsad qilib qo'yishdi 
va qo'llanma talabalar uchun doimiy raaslahatchi bo'lib qolishiga 
ishonadilar.

O'quv qo'llanma uchta bobdan iborat bo'lib, uning birinchi 
bobida dastlabki asosiy tushunchalar, ikkinchi bobida funksiya va 
uning limiti hamda funksiyaning uzluksizligi qaralgan. Qo'llanmaning 
uchinchi bobida hosiladan foydalanib funksiyaning grafigini chizish 
qaralgan. O'z navbatida har bir bob tegishli paragraflarga bo'lingan 
bo'lib, har bir paragraf mavzuga taalluqli asosiy ta’riflar, tasdiqlar, 
teoremalarni o'z ichiga oladi, shuningdek, ularning har biri an’anaviy 
misollarni batafsil talilil yordamida yechish orqali namoyish qilin- 
gan. Qo'llanmada jami 304 ta misol va masalalar yechilgan, 1703 ta 
mustaqil yechish uchun misol va masalalar tavsiya qilingan hamda 
ularning javoblari berilgan. Hozirgi vaqtda amaliyotda bir necha yax- 
shi rivojlangan matematik dasturlar (Mathcad, Maple, Mathematica, 
Mathlab va h.k.) matematik masalalarni kompyuter imkoniyatlaridan 
foydalanib yechishda samarali natijalar bermoqda. Shu an’anadan 
chetda qolmaslik uchun, qo'llannrada ba’zi bo'limlar bo'yicha mi-



sol va masalalar ycchishda «Maple* tizimining qo'llanilishi va 
uning qulayliklari namoyish etilgan.

Ushbu qo'llanmani yozishga mualliflarni undagan sabab ularning 
ko‘p yillar mobaynida Samarqand Davlat universitetida matematik 
analiz kursidan olib borgan ma’ruza va amaliy mashg'ulotlarida ort- 
tirgan tajribalari natijasidir. 0 ‘ylaymizki, qo'Uanma o‘z o'quvchilarini 
topadi va boshqa mavjud o‘quv adabiyotlari qatorida matematik 
analiz kursining aytib o'tilgan bo'limlari bo*yicha ularga bilimlarini 
oshirishga ko'mak beradi.

0 ‘quv qo'llanma haqidagi fikr-mulohazalar, undagi mavjud kam- 
chiliklar bo‘yicha takliflarni mualliflar mamnuniyat bilan qabul qi- 
ladilar.

Mualliflar



I BOB. DASTLABKI ASOSIY TUSIIUNCHALAR

l-§. TOTLAM TUSHUNCHASI. 
TOTLAMLAR USTIDA AMALLAR

1.1. To‘plam tushunchasi. To'plam tushunchasi matematikaning 
ta’rifsiz qabul qilingan asosiy tushunchalaridan biri bo'lib, ba’zi 
belgiJariga asoslanib birgalikda qaraladigan obyektlar yoki narsalar 
(prcdmetlar) majmuaSidir. To'plamni tashkil qiluvchi bar bir obyckt 
yoki narsa uning elementi deyiladi. To'plam tushunchasi misollar 
yordamida tushuntiriladi. Masalan, Toshkent shahridagi oliy o'quv 
yurtlarida o'qiydigan talabalar, barcha butun sonlar, kutubxonada- 
gi kitoblar va hokazolar to'plamni tashkil ctadi.

To'plamlar lotin yoki yunon alfavitining bosh harflari bilan, uning 
clemcntlari csa kichik harflar bilan bclgilanadi. Masalan, A, B, C, 
D, ..., X, Y, Z  lar bilan to'plamlarni, a, b, c, d, ..., x, y, z lar bi
lan csa to'plamning clemcntlari bclgilanadi.

Agar A to'plamning elementi a bo'lsa, bu aG.A kabi yoziladi 
va «Д element A to'plamga tegishli* deb o'qiladi. Aks holda, ya’ni 
a clement A to'plamga tegislili bo'lmasa, unda a ^ A  (yoki аША) ka
bi yoziladi va «a element A to'plamga tegislili emas» deb o'qiladi. 
Masalan, A = {2, 4, 6, 8} bo'lsa, u holda 4E A , Ъ^А.

Chckli sondagi clementlardan tashkil topgan to'plam chekti, chek- 
siz sondagi elementlardan tashkil topgan to'plam esa cheksiz to'plam 
deb ataladi. Masalan, Samarqand Davlat universiteti qoshidagi Jomiy 
nomli ilmiy kutubxonadagi mavjud kitoblar to'plami chekli to'plamni, 
natural sonlar to'plami esa cheksiz to'plamni taslikil etadi.

Bitta ham elementga ega bo'lmagan to'plam bo‘sh to'plam deyi
ladi va 0  kabi belgilanadi. Bo'sh to'plamlarga quyidagilar misol bo'la 
oladi: a) x^+4 = 0 tenglamaning haqiqiy ildizlari to'plami; b) o'zaro 
parallel ikkita turli to'g'ri chiziqning umumiy nuqtalari to'plami; 
d) |x -4 l< —2 tengsizlikning yechimlari to'plami va h.k.

Ko'pincha to'plamlar, ularning elcmcntlari chekli yoki .cheksiz 
bo'lishidan qat’iy nazar, simvolik ravishda doirachalar bilan tasvir-



1.1-chiima.

lanadi. Bu tasvirlash to'plamlar ustida ba- 
jariladigan amallarni tasawur qilishda va 
ular orasidagi munosabatlarni 0‘rganishda 
ancha qulayliklar tug‘diradi.

1.1- ta’rif. Agar A to'plamning bar bir 
dem enti В to 'p lam ning ham  d e m e n 
ti bo’lsa, A to'plam  В to'plamning ?/jr- 
mi yoki qismiy to'plami (to'plam osti) deb 
ataladi v a A C B  kabi belgUanadi (1.1 -chiz- 
ma). Bu quyidagicha o'qiladi: «В to'plam 
A to'plamni o'z ichiga oladi*.

1.1- eslatma. Bo'sh to'plam  har qan- 
day A to'plamning qism to'plami hisoblanadi: 0 C A .  Har qanday 
A to'plam o'z-o'zining qism to'plami hisoblanadi: AC A.

1.2- eslatma. n ta elementdan iborat bo'lgan to'plamning qism 
to'plamlar soni 2" ga teng.

1.3- eslatma. Agar >4, B, C ,... to'plamlarning har biri /  to'plamning 
qism to'plamlari bo'lsa, /  to'plamga universal to'plam dcyladi.

1.2-ta’rif. Agar A to'plam В to'plamning qismi, В to'plam A 
to'plamning qismi bo'lsa, ya’ni ACB^ BCA  bo'lsa, u holda A va 
В to'plamlar bir-biriga teng deyiladl \a. A = В kabi yoziladi.

1.1- misol. Ushbu A = [x :x E N ,  - 5  < x ^  7} to'plamning clement- 
larini aniqlang.

Yechilishi. Berilgan A to'plamrung elementlari natural sonlardan ibo
rat bo'lib, -5  < x s 7  tengsidikni qanoatlantirishi kerak. Bu tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi natural sonJar 1, 2, 3, 4, 5, 6 va 7 dan iborat.

Demak, yl = {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
1.2- misol. Sonlar o'qida \М\\ОМ\ = Ъ) shartni qanoatlantiruvchi 

M nuqtalar to'plamini aniqlang va elemcntlarini yozing.
Yechilishi. Izlanuvchi to'plamning elementlari son o'qida joy- 

lashgan nuqtalardan iborat bo'lib, ular sanoq boshi О dan uch bir- 
lik uzoqlikda masofada joylashgan bo'ladi.

Demak, uiar - 3  va 3 dan iborat, ya’ni A = { -2 , 3}.
1.3- mfsol. Ushbu A = {-6 , -4 , -2 ,  0, 1, 3, 5, 7} va 5={1, 3, 

51 to'plamlar berilgan, B c A  ekatiligini ko'rsating.
Yechilishi. В to'plamning barcha elementlari A to'plamning ele- 

menllari bo'lganligi uchun, l . l- ta ’rifga asosan B c A  bo'ladi.
1.4- mlsoI. a, b, c elementlardan tashkil topgan A to'plam beril

gan bo'lsin. A to'plamning qism to'plamlarinl aniqlang.
Yechilishi. {a}, {b}, {c}, {a, b), {a, c), {b, c}, {a. b, c}, 0  to'plamlar

1.1-la'rifga asosan berilgan A to'plamning qism to'plamlari bo'ladi.



1 .5 - misoI. Agar A = { x \x G R ,  
x^-5x  + 6 = 0} va 5 =  {2, 3} to'plam
lar berilgan bo'lsa, A = B ekanligini 
ko'rsating.

Yechilishi. Ma’lumki, x3 -  5x‘+ 6 = 0 
tenglama x, = 2, Xj = 3 ildizlarga cga, 
shutting uchun>4={2, 3} bo'ladi.

Demak, 1.2-ta’rifga asosan, A = В 
bo'ladi.

1.6- misol. Ushbu (a, b, c} = {{a, b), 
c} munosabat o'rinii bo'ladimi?

Yechilishi. Bu munosabat o'rinii bo’lmaydi, chunki tenglikning 
chap tomonidagi to'plam uchta a, b, c elementlarga ega, o'ng to- 
mondagi to'plam esa ikkita: to'plam {a, b) va c elementdan ibo
rat. O'ng tomondagi to'plamning {a, b) elementi chap tomondagi 
to'plamga tegishli emas.

1.2. To'plamlar ustida amallar
1.3- ta’rif. В ixtiyoriy to'plam bo'lib, A to'plam uning biror qis

mi bo'lsin. В to'plamning A ga kirmagan barcha elemcntlaridan 
tashkil topgan to'plam A ning В ga qadar to ‘Idiruvchisi deyiladi va 
u Сд(у4) kabi belgilanadi (1.2-chizma).

1.4- ta’rif. A va В ixtiyoriy to'plamlar bo'lsin. Agar C to'plam A 
va В to'plamlarning barcha elcmentlaridan iborat bo'lib, boshqa ele- 
mcntlari bo'lmasa, u holda C to'plam A \a  В to'plamlarning yig'indisi 
(birlashmasi) deyiladi va /4U5 = C kabi belgilanadi (1.3-chizma).

J.J-chizma.

1,4-eslatma. Shunl qayd qillb o'tish kerakki, agar biror element 
ham A to'plamga, ham В to'plamga qarashli bo'lsa, bu clement C 
to'plamda bir marta hisoblanadi.

Yuqoridagi 1.4-ta’rifdan to'plamlarning quyidagi xossalari kc- 
lib chiqadi:

1*. A ^ A  = A. 2*. A \JB = B \JA . 3*. A \J 0  = A.
4*. Agar A c  В bo'lsa, AU B = В bo'ladi.



I.5 -ta’rif. va 5  to'plamlarning umumiy cicm cntlaridan 
tashkil topgan C to'plam >4 va 5  to'planilarning umumiy qismi 
yoki ко‘paytmasi (kcsishmasi) dcyiladi va C=AC\B  kabi belgUan- 
di (1.4-cliizma).

To'plamJarning quyidagi xossalari 1.5-ta’rifdan bcvosita kclib 
chiqadi:

Ь‘.АГ\А = А. АГ\В=ВГ[А. T . АГ\(д = 0 .
8*. Agar у1С5 bo'lsa, u holda АГ\В = А bo'ladi.
1.6- eslatnia. Biz lo'plamlarning yig’indisi hamda ko'paytmasi

• ta’riflarini ikkita to’plam uchun kcltirdik. Agar A^, A^.......  A„
to'plamlar bcrilgan bo'lsa, ularning yig'indisi A^\JA^\J...UA^ hamda 
ko'paytmasi А^Г\А^П...Г\А^ ham yuqoridagi 1.4- va 1.5-ta’riflarga 
o'.xshash beriladi.

1.6- ta’rif. A to'plamning В to'plamga icgishli bo'lmagan barcha
cicmcntlaridan tuzilgan C to'plam A \a В to'plamlarning ayirmasi 
dcyiladi va C=A\B kabi belgilanadi (1.5-chizma). '

To‘plamlarning quyidagi xossalari 1.6-ta’rifdan bcvosita kclib 
chiqadi:

9*. A \Z = ^A . 10*. 0 \A  -  0 .  
11*. A\A = 2i.

1 .7 - ta ’rif. A to 'p lam n in g  В
to'plamga tcgishli bo'lmagan cic
mcntlaridan va В to 'plam ning A 
to'plamga tcgishli bo'lmagan cic
mcntlaridan tuzilgan C to'plam A va 
В to'plamlarning simmetrik ayirmasi 
deb ataladi va С=/1ЛДкаЫ bclgi- 
lanadi, ya’ni kJ (5 \ у4)
(1.6-chizma).

1.8- ta’rif. Birinchi element X  
to'plamga va ikkinchi element Yl.S-chizma.



J.6-chizma.

to'plamga kirgan barcha {x, y) juftlardan C=A/sB
iborat bo'lgati nuqtalar to'plami X  va Y  
to'plamlarning dekart {io'g'n) ко ‘paytmasi 
dcyiladi va u [X, Y] yoki Ax Y  kabi belgila
nadi, ya’ni C= Xx Y={(x, y):xG X, y& Y).

1.7- eslatma. A to'plamning o'z-o'ziga De
kart ko'paytmasi quyidagicha belgilanadi.

AxA = A  ̂= {{x, y):xG A, yG A).
1.7- misol. Ushbu у4 = {х:х£Л, x^-2x^ —

— x + 2 = 0} va 5 = { - l ,  2} to'plamlar be- 
rilgan bo'lsa, Cg(A) ni toping.

Yechilishi. Ravshanki, x^-2x^ —x + 2 = 0 tcnglama — 1, 1 va 2 il- 
dizlarga cga. Dcmak, у4 = {-1, 1, 2}, Д = {-1 , 2}. Unda 1.3-ta’rifga 
asosan С,(у4) = {1}.

1.8- niisol. Ushbu A = {-4 , -3 , -2 , -1 , 0, 1, 2} va 5={1, 2, 
3, 4, 5} to'plamlar berilgan bo'lsa, C -A U B  ni toping.

Yechilishi. 1.4-ta’rifga asosan C=A\J B= {—4, -3 , —2, —1, 0, 
1, 2, 3, 4, 5} bo'ladi.

1.9- misoI. Ushbu A = {x\xG R, x> 2)  va B = {x\xG R , x<3} 
to'plamlar berilgan bo'lsa, C = A ^ B  ni toping.

Yechilishi. Ravshanki, A to'plamga x> 2 tengsizlikni qanoatlantiradi- 
gan, В to'plamga csa x<3 tengsizlikni qanoatlantiradigan haqiqiy son- 
lar kiradi. Shuning uchun, 1.3-cslatmaga ko'ra C=A\J B=R bo'ladi.

1.10- misoI. Ushbu A = {1, 2, 3} va B = {x:xG R , x̂  + 2 = 0} 
to'plamlar bcrilgan bo'lsa, C = A \JB  ni toping.

Yechilishi. Ravshanki, x* + 2 = 0 tenglama haqiqiy iidizga ega 
bo'lmagani uchun 5 = 0  bo'ladi. To'plamlar yig'indisining 3*-xos- 
sasiga asosan C = A\JB  = A \J 0  = /! = {!, 2, 3}.

1.11- misol. Ushbu /4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} va 5={x:x£7V^, 
- 2 < x s 5 }  to'plamlar berilgan bo'lsa, C=A\:)B to'plamning cle- 
mentlarini ko'rsaling.

Yechilishi. Berilgan 5  to'plamning elementlari - 2 < x s 5  tcng- 
sizlikni qanoatlantiruvchi 1, 2, 3, 4, 5 natural sonlardan iborat, 
ya’ni 5 =  {I, 2, 3, 4, 5}. Dcmak, BC.A bo'lganligi uchun to'plamlar 
yig'indisining 4*-xossasiga asosan y4U5 = y4= {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

. 1.12-misol. Ushbu ^  = {±2, ±4, ±6, ±8, ±10, ±12, ...} va 
5 =  {±5, ±10, ±15, ±20, ±25, ±30, ...} to'plamlar bcrilgan bo'lsa, 
C = y4n 5  ni toping.

Yechilishi. A va В to'plamlarning bcrilishini e’tiborga olgan hol
da 1.5-ta’rifga ko'ra, izlanayotgan to'plam; С =Л П 5={±10, ±20, 
±30, ,..}.



1.13- misol. Ushbu >4= {2, 4, 6, 8, ...} va S={1, 3, 5, 7, ...} 
to'plamlar berilgan bo'lsa, C — APiB ni toping.

Yechilishi. A va В to'plamlarning bcrilishini c’tiborga olgan hol- 
da 1.5-ta’rifga asosan, izlanayotgan to‘plam: С = А П В = 0 .

1.14- misol. Ushbu ^= {± 3 , ±6, ±9, ±12, ±15, ±15, ±18, ...} 
va B = {±2, ±4, ±6, ±8, ±10, ±12, ...} to'plamlar berilgan bo'lsa, 
C=A\B ni toping.

Yechilishi. A va В to'plamlarning bcrilishini c’tiborga olgan hol- 
da 1.6-ta’rifga asosan, C=A\B=[±Z, ±9, ±15, ±21, ...} bo'ladi.

1.15- misoI. Ushbu >4\(BU C )= A £ \C  ayniyatni isbotlang.
Jsboti. Agar х е Д ( 5 и  C) bo'lsa, x G A v a x ^ {B \J  C), B, x ^ C

ckanligi kclib chiqadi. x EA x ^ B  bo'lganligi uchun xS/4\B, x ^ C ,  
bundan xE A \ff\C  bo'ladi. Dcmak, y4\(5U Q C y4\J\C .

Endi х б Д ^ С  bo'lsin deb faraz qilamiz, bundan xG/4\5 va 
x^C . xEA\B  bo'lganligidan xE A  x ^  B ckanligi kclib chiqadi. U 
holda x§?(5UC), (chunki x ^ B ,  x ^ Q .  xE A  bo'lganligi uchun 
xG A (^U C) bo'ladi. Dcmak, A A C C /1 \(5U  Q .

Shunday qilib, C) =/4\fl\C ayniyat isbotlandi.
1.16- misol. A, В va C to'plamlar berilgan. To'plamlarning 

yig'indisi, ayirmasi va ko'paytmasining ta’riflaridan foydalanib quyi- 
dagi to'plamlarni yozing: clcmcntlari; 1) uchala to'plamga ham tc- 
gishll; 2) hcch bir to'plamga tegishli emas; 3) hcch bo'lmaganda bit- 
ta to'plamga tegishli; 4) A to'plamga tegishli, В va C tegishli emas;
5) A va В to'plamlarga tegishli, C to'plamga tegishli emas; 6) hcch 
bo'lmaganda berilgan to'plamlarning ikkitasiga tegishli.

Yechilishi. 1) To'plamlar ko'paytmasining ta’rifiga ko'ra, clc
mcntlari berilgan to'plamlarning uchalasiga ham tcgislili. Bunda izla
nayotgan to'plam, АГ\ВП С  dan iborat bo'ladi; 2) 1.3-cslatma- 
ga asosan, ya’ni universal to'plam hamda to'plamlar yig'indisining 
ta’rifiga asosan, clcmcntlar berilgan to'plamlarning hcch biriga tegish- 
li emas. Bunda izlanuvchi to'plam (Д4) U (7\B) U (У\С) to'plamdan 
iborat; 3) element berilgan to'plamlarning hcch bo'lmaganda bit- 
tasiga tegishli, to'plamlar yig'indisining ta’rifiga asosan, izlanayot- 
gan to'plam, AU B\JC  to'plamdan iborat; 4) to'plamlar ayirmasi- 
ning ta’rifiga ko'ra,-x£(/1\5\C) bo'lsa, x £ ^ , x ^ B , x ^ C  bo'ladi. 
Shuning uchun izlanayotgan to'plam, {A\B\C) to'plamdan Iborat;
5) to'plamlar ko'paytmasi va ayirmasining ta’rifiga ko'ra, clcmcntlari A va 
В to'plamlarga tegishli, C to'plamga tegishli emas. Bunda izlanayotgan 
to'plam (i405)\C to'plamdan iborat. Haqiqatan ham, agar xE (.4 ПВ)\С 
bo'lsa, xE>l, x EB, x§5 C bo'ladi; 6) clcmcntlari hcch bo'lmaganda 
berilgan to'plamlaming ikkitasiga tegishli, to'plamlar ko'paytmasi va



yig'indisining ta’rifiga asosan, izlanayotgan to'plam ̂ 4ПЛи.5П Си^4П C 
to'plamdan iborat. Haqiqatan ham, agarxG /in 5U 5П CUAD Cbo'Jsa, 
хЕАПВ, x E B n  C, x e A n  Cbo'ladi, bundan c sa x E ^  x 6  5yokixG 5, 
xG C, yoki x GA, x E C  bo'ladi.

1 .17- misol. Agar A = { x : x  E B, x ^ -4 x :s0 }  B =  { x : x E  Z, 
x ^ -x -6 ^ 0 }  bo'lsa, u holda A ^B  to'plamni tuzing.

Yechilishi. Ravshanki, x ^ -4 x ^ 0  tcngsizlikning natural yechim- 
lari 1, 2, 3, 4 lardan iborat bo'lib, A = {1, 2, 3, 4} to'plamni ho- 
sil qiladi.

x ^ - x - 6 s 0  tcngsizlikning butun ycchimlari -2 ,  -1 ,  0, 1, 2, 3 
lardan iborat bo'lib, ular 5 =  {-2, —1, 0, 1, 2, 3} to'plamni tashkil 
ctadi. 1.7-ta’rifga ko'ra, A A B = {-2, -1 , 0, 4}dan iborat bo'ladi.

1.18- misol. Ushbu = {Fakultctdagi bitta guruh talabalari}, 
5 =  {Fakultctdagi a’lochi talabalar} to'plamlar berilgan bo'lsa, u 
holda AAB to'plamni tuzing.

Yechilishi. Simmctrik ayirmtining ta ’rifiga k o 'ra , AAB = 
= (i4\5)U(5V4)“  {berilgan guruhda a'lochi bo'lmagan talabalar va 
fakultctdagi A to'plamga kirmaydigan a’lochi talabalar}.

1.19- misol. Ushbu A = {a, b, c}, B={a, B) to'plamlarning dc- 
kart ko'paytmasini toping.

Yechilishi. 1.8-ta’rifga ko'ra, A \a В to'plamlarning bcrilishini 
c’tiborga olgan holda, ularning dekart ko'paytmasi

A x B  = {(a, a), (a, /3), (6, a), {b, B), (c, a), (c, B)}

bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar va masalalar

Quyida berilgan A to'plamning clcmentlarini .aniqlang:
1.1. ^  = {xG Z :(x-6)(x^-4) = 0, xsO ).
1.2. .4 = {xG R :x ’ - 5x̂  + 6x = 0}.

1.3. /1 = jx G i? :x  + l s 2 ,  x > o | .

1.4. /l = {xG A ^:x2-5x-6s0}. 1.5. >1 = |x  G Z : |  s  3* < l o j .

1.6. A = {x E R :  cos* 2x = 1, 0 < x ^  2л}.
1.7. Ushbu {{1; 2, {2; 3}} = {1; 2; 3} tcnglik o'rinlimi?
1.8. Ushbu ^  = {x G R :x* - 7 x* + 1 6 x - 12 = 0} va B ={2; 3} 

to'plamlarning tcngligini ko'rsating.
11



1.9. {2; 3}С{{1; 2; 3), {1; 3}, 1, 2} munosabat o'rinlimi?
1.10. {2; 3}С{{1; 2; 3}, {1; 3}, 1, 2} munosabat o‘rinlimi?
1.11. Ushbu 0  = {0} tcnglik o‘rinlimi?
1.12. 0 sondan tuzUgan to'plam bo'sh to'plam bo'ladimi?

Quyida bcrilgan to'plamlarning barcha qism to'plamlarini 
toping:

1.13. 0 . 1.14. {0}. 1.15. {1, 2}. 1.16. {a, b, c, d).
1.17. Vfl, b, c, d clcmcntlar uchun {{a}, {a, 6}} = {{c}, {c, d)) 

bo'lsa, a=c \a b = d ckanligini isbollang va aksincha.
1.18. Quyidagi berilgan A \a В to'plamlarga ko‘ra AKJ B, А(ЛВ, 

A\B, B \i, Ab^B to'plamlarni toping.
1) у1 = {хбЛ:х2 + х2-20 = 0}, 5= {хЕ Л :л-^-7х+  12 = 0};
2) А = {х& К\-1<х^Ъ) = {-2\ 3], Л={хЕЛ:1<х<4} = [1; 4];
3) A = {xE.N::d-Ax<Q), 5 =  {xGZ:jĉ —х - 6 <0}.

1.19. Agar A = {x S  N  \2  < X < b), B = { x E N \  \ < x <  4}, 
C= {xG 7V:x’ - 4 = 0} boMsa, 1) 5 U C ; 2) AC \BC \C \
3) y4UBUC; 4) ( i4 n 5 )U (5 n Q  to'plamlarni toping. 
Quyidagi munosabatlarning o'rinli bo'lishini ko'rsating:

1.20. ( / lU £ ) n C = U n Q U ( 5 n Q .
1.21. UnB)UC=(y4UC)n(flUQ.
1.22. (>l\fl)U(5\/l) = M U fi)\(/lnB).
1.23. >i\(5UQ = (y4\5)n(/l\C).
1.24. A\(BnC) = (A\B)\J{A\C).

Quyida bcrilgan to'plamlarni koordinatalar tckisligida tasvir- 
lang:

1.25. {(x, >/)G^2:x + 3 ;;-6  = 0}. 1.26. {(x,;^)g 7?';x2 + );^:S4}.
1.27. {(х,у) е Л2;(л-2 - !) .( ; ;+ 2) = 0}.

1.28. ((x,>)G J?’ : у  >yj2x +1, 2x + l s 0 } .

1.29. |(a: , ; ) g ^ ' : i > i ,  x^iiO,

1.30. {(х,у)еЛ^:>Р>2х+ 1}.
Quyida berilgan Ava В to'plamlarning ^4x5 dckart ko'paytmasinl 
toping;

1-31. /1 = {1, 3}, B = {2, 4}. 1.32. A = Я̂  ̂ B = RK
1.33. A=[l- 2]. B = [l; 2]. 1.34. .4 = [1; 3), 5 =  [2; 4].



Mustaqil yechish uchun berilgan misol va 
masalalarning javoblarl

1.1. A = {2, 6}. 1.2. A={Q, 2, 3}. 1.3. ^  = {1}. 1.4. A = {1, 2,

3, 4, 5, 6}. 1.5. ^  = {-2, - 1 ,  0, 1, 2}. 1.6. .4 = { у ,я ,  ^ , 2 я } .

1.7. Yo'q. 1.9. Yo‘q. 1.10. Ha. 1.11. Yo‘q. 1.12. Yo‘q. 1.13. 0 .

1.14. 0 ,  {0}. 1.15. {1}, {2}, {1, 2), 0 .  1.16. {a}, {b}, {c}, {d}, {a,
b), {a, c), {a, di, {b, c}, {b, d\, {c, d], {a, b, c), {b, c, d], {a, b, d), 
{fl, c, d), {Я, b, c, d}, 0 . 1.18. 1) A \J B = { -5 ,  3, 4}, АП В={А), 
^ \5 = { -5 } , B\A = {Ъ ),A ^B = {-S , 3}, 2 )A \J B = [-2 ,  4 ] ,^ П 5 = { 1 ;
Ъ),А\В=[-2, 1), 5V4 = (3; 4 ],.4A.S= [-2 ; 1)U(3; 4]. 3 )^U .S = { -2 , 
-1 , 0, 1, 2, 3, 4}, А(ЛВ={\, 2, 3}, A\B={A), B \ i  = { -2 , - 1 ,  0}, 
A ^ B = { -2 \  -1 ,  0, 4}. 1.19. 1) BU C = {2, 3}, 2) А Г \В Г \С = 0 , 3) 
^U fiU C = {2 , 3, 4, 5, 6}, 4) (>1П5)и(5Л Q  = {2; 3}. 1.31. A x  
x5= {(l; 2), (1; 4), (3; 2), (3; 4)}. 1.32. A x B = R ^x B }^  R^ = {{x, 
j;): —c»<x<oo, +oo<j;<oo}, 1.33. AxB = {{x, >’) :x G [ l;  2], j;G[1;
2]}. 1.34. AxB={{{x, y ) :x 6 [ l ;  3], ;^G[2; 4]}.

2-§. HAQIQIY SONLAR

2.1. Sonli to‘pIamIar. Sanoq uchun ishlatiladigan sonlar natural 
sonlar deb ataiadi. Natural sonlar to'plami

ЛГ={1, 2, 3.......n, ...}

kabi belgilanadi.
Ishorasi natural sonlarning ishorasiga qarama-qarshi bo'lgan 

sonlar manfiy natural sonlar deyiladi. Barcha maiifiy natural son
lar, nol son! va barcha natural sonlardan iborat to'plam butun son
lar to'plami deyiladi va u odatda

•••) ~3, —2, —1, 0 1, 2, 3, n, ...}

kabi belgilanadi.
Ravshanki, natural sonlar to'plami butun sonlar to'plamining 

qism to'plamidir; N c  Z.

Qisqarmaydigan p E Z ,  g S N  kasr ko'rinishda tasvirla-

nadigan har bir son rasional son deyiladi. Barcha ratsional son
lar to'plami



Q = |x : x  = ^ ,  P ^ Z ,

kabi bclgilanadi.
Ravshanki, ZC Q, dcraak, NC Q, chunki N C  Z. Jumladan, agar 

9 = 1  bo‘lsa, Z= 0  bo'ladi.
2.2. Haqiqly sonlar. Ma’lumki, haqiqiy sonlar nazariyasi asosaii, 

ikki xil — konstruktiv va aksiomatik usullar bilan quriladi.
Konstruktiv usul. Haqiqiy sonlar nazariyasini bu usul yordami- 

da qurishda, odatda, ratsional sonlar nazariyasi ma'lum deb faraz 
qilinadi va irratsional sonlarni qurish yo‘llari ko'rsatiladi.

Aksiomatik usul. Haqiqiy sonlar nazariyasini bu usulda qurish 
jarayoni natural sonlar nazariyasini aksiomatik qurishdan boshla- 
nadi. Bu jarayonni sxematik quyidagicha izohlash mumkin; biror 
bo'sh bo'lmagan N  to'plam olinib, bu to‘plam clementlari orasidagi 
munosabatlar, amallar, amallar bo'ysunadigan qonunlar, bu amal- 
lar va munosabatlarning bog'lanishi qandaydir aksiomalar sistemasi 
orqali bcriladi va u natural sonlar to'plami, untng clementlari esa 
natural sonlar deb aytiladi.

Haqiqiy sonlar nazariyasini qurishda bir nechta konstruktiv na- 
zariyalar mavjud bo'lib, ularga Kantor, Dcdckind, Veyershtrass, Ko- 
shi tomonidan taklif qilingan nazariyalar kiradi.

Biz haqiqiy sonlar nazariyasini qurishda qisqacha Dcdckind 
nazariyasini bayon qilish bilan .chcgaralanamiz. Haqiqiy sonlar
ni qurishda Dcdckind nazariyasi ratsional sonlar to'plami Q ning 
tartiblanganlik xossasiga asoslangan bo‘lib, u quyidagicha quriladi: 
Q bo'sh boMmagan va kesishmaydigan ikkita, quyidagi shartlarni 
qanoatlantiradigan, A \a В sinflarga ajratiladi:

1) A\JB=Q;
2) Vfl G A, VZ> ^  В => a < b.

Q ni bunday tartibda sinflarga ajratishda A \a В to'plamlar Q 
da kesim bajaradi deyiladi va u (A, B) kabi bclgilanadi, bunda A — 
kesirrming quyi sinfi, В esa uning yuqori sinfi deyiladi.

Misollar: Q — rasional sonlar to ‘plami berilgan bo'lib, uni 
quyidagicha sinflarga ajratamiz:

1) A-={a\aeQ, a<3}, B = {b:bEQ , b ^3 );
2) A = {a :aeQ , a< 3 ), B = {b:bSQ , b>3}\
3) A = {a:aEQ, a'-<3}, B = {b:bEQ , b^>3}.



Osonlik bilan ko'rsatish mumkinki, Q ni yuqoridagi 1) —
3) koTinishlarda A \a  В sinflarga ajratishda A va В to'plamlar ke
sim bajaradi.

Haqiqatan ham, 1) da A ĵ 0 ,  B ^ 0 ,  Q = y4U Д /1П  J  = 0  bo'ladi. 
y/aE A, y/b E В => a < b ckanligi kelib chiqadi.

3 E B bo'lib, u В to'plamda eng kichik son bo'ladi, Ickin A da 
eng katta son yo'q. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni a son A to'plamda 
eng katta son bo'lsin dcsak, a<3  bo'lgani uchun ratsional sonlar- 
ning zichlik xossasiga asosan, a va 3 sonlar orasida birorta ratsional 
fl, sonni ko'rsatish mumkin, ya’ni a<a^<3. Natijada, a^EA  ekan- 
ligi kelib chiqadi. Demak, a soni A sinfda eng katta son bo'lsin, 
dcgan farazimiz noto'g'ri ekanligi kelib chiqadi, Shunday qUib, A 
da eng katta son mavjud emasligiga ishonch hosil qildik.

Xuddi shunday, Q to'plamni 2) shaklda sinflarga ajratganda ham, 
A va В to'plamlar Q da kesim bajarishini hamda A sinfda eng katta 
son mavjud va u 3 ga tcngligi, В sinfda esa eng kichik son mav
jud emasligi ko'rsatiladi.

3) A = {a\aEQ , n^<3}, B = {b’.bE Q , b^>3} deylik.
Q to'plamni 3) shaklda sinflarga ajratishda va 5 to'plamlarning 

Q to'plamda kesim bajarishiga ishonch hosil qilish qiyin emas. Bu 
holda quyi sinf A da eng katta va yuqori sinf В da esa, eng ki
chik son yo'q ekanligini ko'rsatamiz. Shundan, birinchi tasdiqning 
to'g'riligini ko'rsatamiz.

Haqiqatan ham, У/aEA  bo'lsa, a^<3 bo'ladi. Shunday natural 
n son mavjud bo'lib, < 3 tengsizlikni qanoatlantiruvchi a bilan

birga, <7 + 1  son ham A ga tegislili, ya’ni (a + - )̂ <3  bo'lishligini
ko'rsatamiz. Bu tengsizlikdan:

2д I  ̂ ^ T 2 ( 2 . 1 )

~  ^  tengsizlik o'rinli bo'lgani uchun, agar — +

+ “ <3 — 0  ̂ tengsizlik o'rinli.bo'lsa, (2.1) tengsizlik albatta bajari-

ladi. Keyingi tengsizlikdan л > bo'ladi.
3-fl*

Shunday qilib, aE A  son A to'plamda eng katta son bo'lsin de- 

sak, undan katta ^ — son topiladiki, u ham A ga tegishli bo'ladi.



Dcmak, A to'plamda eng katta son yo‘q ekan. Xuddi jmqoridagidek, 
В to'plamda ham eng kichik son yo‘qligi ko'rsatiladi.

Bu misoUardan ko‘rinadiki, 1) da 4̂ sinfda eng katta son mavjud 
cmas, В sinfda esa, eng kichik son mavjud. 2) da A sinfda eng kat
ta son mavjud, В sinfda esa, eng kichik son mavjud cmas. 3) da 
esa, A sinfda eng katta son, В sinfda eng kichik son mavjud emas. 
Shunday qilib, Q da bajariladigan kcsimlar faqat uch xil bo'lishi 
mumkin ekan:

1) quyi A sinfda eng katta son mavjud cmas, yuqori В sinfda 
eng kichik son mavjud;

2) quyi A sinfda eng katta son mavjud, yuqori В sinfda eng 
kichik son mavjud cmas;

3) quyi A sinfda eng katta son, yuqori В sinfda eng kichik son 
mavjud cmas.

1) va 2) hollarda {A, B) kesim biror chegaraviy ratsional rsonni 
aniqlaydi. 3) holda А ул В sinflarni chegaralovchi chegaraviy ratsional 
son yo'q, ya'ni kesim hcch qanday ratsional sonni aniqlamaydi.

1) va 2) hollarda kesim ratsional kesim, 3) holdagi kesim esa 
irratsional kesim deyiladi. Irratsional kesim hosil qiluvchi sonlar 
to'plamini I  orqali belgilaymiz.

Barcha ratsional va irratsional sonlar to'plami birgalikda haqiqiy 
sonlar tg'plami deyiladi va u Л bilan belgilanadi, ya’ni R = Q\JI.

Osonlik bilan ko’rish mumkinki, R\Q = I, R\1=Q, RC\Q=Q, 
Q n i= 0 , ICR,, G c ^ b o ’ladi.

2.1-misol. c — butun sonning kvadratiga teng bo'lmagan musbat son 
bo'lsin. Ushbuy4={a:aG 6, d^<c}, B={a:aGQ, <r>c} ko’rinishda quril- 
gan A \a  В to’plamlar Q ratsional sonlar to'plamida kesim bajaradi va bu 
kesim biror haqiqiy -Jc sormi aniqlaydi. Quyi sinf A da eng katta son va 
j'uqori sinf В da esa eng kichik son mavjud emasligini isbotlang.

Isboti. a s B  bo’lsin, unda a^<c bo^ladi. |a  —— j > c  tengsi-
zlikni qanoatlantiradigan shunday natural n sonning mavjudligi- 
ni ko'rsatamiz.

IV  j 2a 1a —  = a ‘‘ ------+ -r-> c .
n j  n rr

( 2. 2)

Agar â  -  ~ >  c bo'lsa, u vaqtda (2.2) tengsizlik albatta bajarila-
di. Keying! tcngsizlikdan n > deb olish yetarli. ( л = Г-^^1 +1

a -c  Lo^-cJ
deb olish mumkin).



Demak, В sinfdan har qanday a son ^
undan kichik son har doim ^°P i!^ ,^ \S h^day  q ih ^  cqg
kichik sonning mavjud cmasligi isbotlandi. A  smf g 
mavjud emasligi ham xuddi shunday isbotlanadi. . .

2.2-misoI. Ushbu 75 + Л  sonning irratsional son ekanligini is
botlang. _

Isboti. Teskarisini faraz qUaylik, ya’ni 75 + 73 son ratsion
son bo'lsin. U holda

75 + 73 = >Я-7з

bu son ham ratsional son bo'ladi, chunk! u ikkita ratsional sonning 
nisbatidan iborat. Ikkinchi tomondan, ravshanki,

73 = 4  [(75 + 73) -  (75 -  7 з)]

tenglik 0‘rinli. Bundan, 7з ikkita ratsional sonning ayirmasi si- 
fatida ko‘riladi, ya’ni ratsional son bo’ladi, lekin 73 son — irra- 

^  tsional sondir. Bu qarama-qarshilik farazimizning noto’g’ri ckan- 
(37) ligini ko’rsatadi. Demak, 75 + 73 irrasional son ekan. 
cvl 2.3. Son o‘qi. Biror / to‘g‘ri chiziqda Lxtiyoriy О nuqtani belgi- 

lab (O nuqta sanoq boshi), so'ngra (0; 1] birlik kesmani tanlaymiz 
^  va yo’nalishni belgilaymiz. Bunday holda koordinata to 'g’ri chizig'i, 

ya’ni son o'qi berilgan deyiladi (2.1-chizma). Har bir natural yoki 
kasr songa / to'g'ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Masalan, 5 soni 
berilgan bo’lsin. О nuqtadan (sanoq boshidan) berilgan yo’nalishda 
birlik kesmani 5 marta qo'yamiz. Natijada A nuqtani hosil qilamiz,
bu nuqta 5 soniga mos keladi. 3y sonini olaylik, О nuqtadan bcril- 
gan yo nalishda birlik kesmani 3 marta, so’ngra birlik kesmaning 

 ̂ qismim qo yamiz. Natijada В nuqtani hosil qilamiz. Bu nuqta
•j 13y songa mos keladi.

Agar / to'g'ri chiziqning M  nuqtasi biror r songa mos kelsa, bu 
son M  nuqtaning koordinatasi deyiladi va u M(r) kabi belgilana- 

i. Masalan, A va В nuqtalarning koordinatalari mos ravishda 5 va
3 i sonlardan iborat bo'ladi, ya’ni >4(5), B^3yj. Sanoq boshi'<О

nuqtaning' koordinatasi nol sonidan ibofnt- be4ftdt___  Г»
l S ^ i \ O k l X va K im iB X



Endi birlik kcsmani 0  nuqtadan boshlab berilgan yo'nalishga 
qarama-qarshi yo'nalishda 5 marta qo'yamiz. Sanoq boshi О ga nis- 
batan A nuqtaga simmctrik A' nuqtani hosil qilamiz. A' nuqtaning 
koordinatasi -5  son bo’ladi, ya’ni ^ '( -5 ) . Shunga o‘xshash В nuq

taga simmctrik B' nuqtaning koordinatasi - 3 y  soni topiladi, 5 va 

-5 , 3 -  va - 3 y  sonlarga mos ravishda qarama-qarshi sonlar deb
ataladi. Koordinata to‘g‘ri chizig‘ida berilgan yo'nalishda joylashgan 
nuqtalarga mos keluvchi sonlar musbat sonlar deyiladi. Koordina
ta to'g'ri chizig'ida berilgan yo'nalishga qarama-qarslii yo‘nalishda 
joylashgan nuqtalarga mos keluvchi sonlar manfiy sonlar deyiladi.

Eslatma. Koordinata boshi 0  nuqtaga mos kelgan «0»> (nol) so
ni musbat ham, manfiy ham hisoblanmaydi, u koordinata to‘g‘ri 
chizig'idagi musbat koordinatali nuqtalarni manfiy koordinatali 
nuqtalardan ajratib turuvchi son bo’lib hisoblanadi.

A' A I

-5  .-4 - 3  - 2  -1

2.J-chizma.

Koordinata to‘g‘ri chizig'idagi berilgan yo'nalishni (odatda u 
o‘ng tomonga yo'nalgan) musbat, berilgan yo'nalishga qarama-qarshi 
yo'nalishni csa manfiy yo'nalish deyiladi.

2.4. Haqiqiy sonning absolut qiymati. Haqiqiy son a ning ab- 
solut qiymati deb, agar n > 0  bo'lsa, bu sonning o'ziga, agar a<0 
bo'lsa, unga qarama-qarshi son - a  ga aytiladi. a sonning absolut 
qiymati |o | kabi belgilanadi. Shunday qilib,

a, a >0,
-a , a <0.

Geomctrik nuqtayi nazardan, |a| ifoda koordinata to'g'ri chi- 
zig'idagi a nuqtadan О nuqtagacha bo'Igan masofani bildiradi.

Haqiqiy sonning absolut qiymati quyidagi xossalarga cga:
1-xossa. V xE ^uchun

k l^ O , |xl = l-x l, x < |x |, - x s |x |  
munosabatlar o'rinlidir.

■ 2-xossa, a>0, \ x\<  a о  -a  < x < a , \ x\<  a -a  ^  x < a 
munosabatlar o'rinlidir. •



3-xossa. V A", yE.R

|x  + >-|:S|x| + |>-|,
|x -y  |= U |- |> 'I .

x - ^ ' |> | |x ] - |y | | ,

munosabatlar o'rinlidir.
2.5. Sonli to‘plamlarning chegaralari. a<b shartni qanoatlantira- 

digan a va b sonlarni olamiz va ularni koordinata to'g'ri chizig'ida 
nuqtalar bilan bclgilaymiz.

Amalda «interval», «kesma», «yarim interval», «nur» atamala- 
ridan ko'pincha foydalanmasdan, ular bir nom bilan, «sonli ora- 
liq» deb ishlatiladi.

Oraliqlar turi Geometrik tasviri Belgilanishi Tcngsizliklar yordamida 
yozilishi

Intei-val Д к (n. b) a<x<b \a b

Kesma J " ■ 'L ^ [«.*1 a^xrSba b

Yarim interval fj ■ L ^ (". bl a <xSba b

Yarim interval j  ■■ h ^ W>b) aSx< ba b
Nur 4 1 . [a, +oe) x ^ aa

Nur |-  L . (-00, i] x ^ bb
Ochiq nur rl 1 ^ (o, +oc) x>aa

Oehiq nur г  "Ъ x<bb
Son o'qi 1 ■ 1. . (-00. 00) — 00 < .Y < 00

Biror X  to'plam (A'CT?) berilgan bo'lsin.
2.1- ta’rif. Agar shunday Л /son (ni son) mavjud bo'lib, V x E X  

uchun x< M (x> m )  tengsizlik bajarilsa, X to'plam yuqondan (quyi-
dan) chegaralangan deyiladi. Masalan, X  = : « = 1, 2, 3, ...|

to'plam yuqoridan у (quyidan 0) bilan chegaralangan.

2.2- ta’rif. Agar V Af son (Vm son) olinganda ham shunday 
XgEX topilsaki, x^> M  (Xg<m) tengsizlik bajarilsa, X  to'plam yu
qoridan (quyidan) chegaralamnagan deyiladi.



" ,Masalan, Z={..., -я, .... - 3 ,  - 2 ,  —1, О, 1, 2, 3, 
to'plam ham yuqoridan ham quyidan chcgaralanmagan,

2.3-ta’rif. Agar X  to'plam ham quyidan, ham yuqoridan chcga- 
ralangan bo'lsa, X  to'plam chegralangan deyiladi.

2.1- leorema. Har qanday yuqoridan chegaralangan to'plam uchun 
uni yuqoridan chegaralovchi sonlar ichida eng kichigi mavjud.

2.4*ta’rif. Yuqoridan chegaralangan X  to'plam uchun yuqori
dan chegaralovchi sonlarning ichida eng kichigi X  to'plamning 
aniq yuqori chegarasi deyiladi va supYkabi belgilanadi.

2.2- teorema. Har qanday quyidan chegaralangan to'plam uchun 
uni quyidan chegaralovchi sonlar ichida eng kattasi mavjud.

2.5-ta’rlf. Quyidan chegaralangan Zto 'plam  uchun quyidan che
garalovchi sonlarning ichida eng kattasi X  to'plamning aniq quyi 
chegarasi deyiladi va Ш Х  kabi belgilanadi.

To'plamning aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralarini mos 
ravishda quyidagicha ham ta’riflash mumkin, ya*ni

sup X  = a <s>

inf Y = /> о

1) Va- g Z, X :£ a.
2) Ve > 0 ЗАд S  X , Ад >  fl -  e.

1) Va G Z ,
2) Ve > 0 ЭЛд G Ад

x > b ,  
< b + e.

To'plamning aniq quyi va aniq yuqori chegaralari quyidagi xos- 
salarga ega:

Irxossa. Agar XiXCii) to'plam yuqoridan chegaralangan bo'lib, 
ZiCY  bo'lsa, supZ, s s u p Z  bo'ladi.

2- xossa. Agar X{XCR) to'plam quyidan chegaralangan bo'lib, 
Y,CY bo'lsa, InfY, > InfY bo'ladi.

3- xossa. Agar X {X cIi)  to'plam chegaralangan bo'lib, X^CX  
bo'lsa, iofYsiofY , <supY, ssupZ bo 'lad i.

4- xossa. Agar Va GY  uchun x ^ a  (x>b)  tengsizlik bajarilsa, 
supY so {ir\{X>b) tengsizlik o'rinli bo'ldi.

Mustaqil yecliish uchun misol va masalalar

2.1. Ushbu 'JS+ 'Jl sonning irratsional son ekanligini isbotlang.
2.2. 1) >/5; 2) 2'^ sonni aniqlovchi kesim tuzing.
2.3. Kesim yordamida

1) >/2 + >/8 = >/Г8; 2) >/3 + VT2 =
ekanligini ko'rsating.



2.4. Kesim yordamida
1) • n/З = >/6; 2) >/3->/5 =Vl5
ekanligini ko'rsating.

2.5. Kesim yordamida -\/3+(—V3) = 0 bo'lishini ко rsating.
2.6. Ushbu

1) Л' = { i : я = 1, 2, 3, ...}; 2) У = {я : я = 1, 2, 3, ...};
3) Z = {z : 4 < z < 7}; 4) iv  = {w : - 2  < w < 4}
to'plamlarning aniq yuqori chegarasi hamda aniq quyi chega- 
raiarini aniqlang.

2.7. Ushbu { - )  = (7 : m e N ,  n G N ,  Я1 < я | to'plamning aniq 

yuqori chegrasi supj—1 = 1 , to'plamning aniq quyi chegarasi 

in fj—1 = 0 boiishini isbotlang.

2.8. A={.v} va Y={y) haqiqiy sonlar to'plamlari berilgan bo'lib, 
{x+y} to'plam esa {x + y .x E X , y G Y )  yig'indilardan iborat 
to'plam bo'lsin. U holda
1) sup{.x + >-} = sup{x} + sup{>’},
2) inf {x + >'} = inf {x} + inf {y) 
bo'lishini isbotlang.

2.9. Z= {x} va Y= ly} manfiy bo'lmagan haqiqiy sonlar to'plamlari 
berilgan bo 'lib , {x • y} to 'p lam  esa [ х ’ у ' . х Е Х ,  y S Y )  
ko'paytmalardan iborat to'plam bo'lsin. U holda
1) sup{x-j'} = sup{x}-supM,
2) inf {x • 3'} = inf {x} • inf {>-} 
bo'lishini isbotlang.

2.10. Z={x} haqiqiy sonlar to'plami berilgan bo'lib, {-x} to'plam 
-X  sonlardan (xG.V) iborat to'plam bo'lsin. U holda
1) sup{-x} = -inf{x},
2) inf {-x} = -  sup {x} 
bo'lishini isbotlang.

2.11. Tengsizlikni yeching:

1) |2 x - 5 1 s 7 ;  2) I3 x -5 |> 1 0 ;



3)
х - 1
х - 1

> 2 ; 4 ) | а- 2 1  + | х + 2 |< 1 2 ;

5) 1 А - 1 |- 1  х - 2 1  + 1 х - 3 | - | л ' - 4 |  + 1 х - 5 1 < 3 .

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va 
masalalarning javoblari

2.6. 1) s up2T=l ;  i n f A' =0 ;  2) i n f y = l ;  3) s u p Z = 7 ;  
i n f Z = 4 ;  4) s u p H ^ = 4 ;  Ш \ У = - 2 .  2 .11 . 1) - 1 < д : < 6 ;
2) х < - | ,  x > 5 ;  3) (0; 1)U(1; 4); 4) [-6 ; 6]; 5) (0; 2)U(2;  4)U 
U(4; 6).

3-§. MATEMATIK INDUKSn'A USULI

3.1. YigMndi. flj, soiilar berilgan bo'lsin. Ularning
fl,+ + + + yig'indisini До* deb bclgilaymiz, ya'ni

Sa* = o, + Oj + fl3 + ... + ^ ,̂

bunda к yig'indining indeksi dcyiladi. Yig'indining indeksi qanday 
harf’bilan bclgilanishiga bog'liq cmas, ya’ni

ifl*  = •*-i j.i ..j
Yig'indi chiziqlilik xossasiga ega, ya'ni ixtiyoriy a wa son- 

lar uchun

i  (ao* + /̂»*) = a i  fl* + / ? i  A**-i i.i jt-i

tcnglik 0‘rinli bo'ladi.

s„ = 2 m
k»l

*yig‘indini hisoblash masalasini qaraymiz, bunda berilgan funk- 
siya, odatda ^^'yig'indini hisoblashda uni к ning funksiyasi deb 
qaraladi. Masalan,'agar ДЛ) = bo'lsa (bunda {д̂ } berilgan
ketma-ketlik), u holda



s„ = t f w = i  K .i  -  «*)= ^̂ 2 -  «1) +(^2 -  ^̂2) + -  + (3.1)

+ (a„ -  a„_i) + (o„+i -o„) = o„+i -

3.1-misol. Quyidagi yig'indini hisoblang:

1
1) S t 7

" I
2) У -------------^  k0c+l)(k+2)t x  Л'(*-+2) ’

Yechilishi. 1) = formu-
laga asosan

у   ̂ = -  У (—___= ------------ -—  = ----^ik(.k+ l) 2 * " ,U  k+l) 2 2(л+1) 2 \  я+ 1 /

ekanligini topamiz.

2) ____ i____= i f - i _________1___ )
'' it(Jt+l)(it+2) 2\k{k+ l) (k+l)(k+2)}

ekanligini hisobga olib, (3.1) formulaga asosan:

i ____i____= i f i — 1___ V
k{k+l)(k+2) 2 \ 2  (л+1)(л+2)/

3.2-misol. Ushbu yig'indini hisoblang:

= У sin kx.
*»i

Yechilishi. Ushbu У„(х)-2 sin-j = ^  2 sin b 's in ^  tengUkni qa
raymiz. ^

2 sin Ax sin I  = cos (a- -  y )  x -  cos (A: -t-1 j x 

bo'lgani uchun (3.1) formulaga asosan:

• 2 sin у  = cos у  -  cos î n + i  j = 2 sin x • sin у  x ,



. n+1 . nsm----- jcsm —X •
bundan, agar sin^^^O bo'lsa, S„{x) = -----^ a g a r  s iny  = 0. X 5Ш— 

2
bo'lsa, unda 5'(x) = 0. Shunday qilib,

S„(x) =

. Л + 1 . n sm-------sm —X
- -  Y —- » agar s iny?iO bo'lsa,
sm—

2

0, ag a rsm ^  = 0 bo'lsa.

3.3-misol. kctma-ketlik ushbu + 6 formula bilan beril-
Я •

ganda: 1) x^, 2) 5, = 2  larni x,, a, b va n orqali ifodalang.
ik-l

Isboti. 1) x* = o.y*_,+A, x̂ _̂  = aXi^_  ̂ + b bo'lgani uchun

~ ■̂*-1 “  (̂-̂ *-1 — ■̂*-2) ~ ^̂ (■̂ "*-2 ”  ^k-i) ~ ••• ~ (̂-̂ *2 ~ ■̂ l)

bo'ladi, ya’ni

X* -  x*_, = fl*-4xj -  X,) .

Bu formulaga ketma-kct k = 2, 3, n qiymatlarni qo'yib, so'ngra 
hosil bo'lgan tcngliklarni qo'shish natijasida

X (^* -  -Vi) = ( ^  -  Л-,) Ё yoki*-2 *-2

-V, -  X, = (X, -  X.) ̂  = i(a -  l)x, + b) ̂

ga cga bo'lamiz. Bundan

X, = o""‘Xi + b
a-\ , \

formulani hosil qilamiz. a = 1 dcsak, u holda {xj kctma-kctlikning 
ayirmasi b ga tcng bo'lgan arifmctik progressiya ekanligiga ishonch 
hosil qilamiz, ya’ni x̂  = x, + ( л - 1)6.

2) 5 , = X, + 2  X* = X, + a i ;  x*_, + ( w - l ) 6 .



S„ = X i+a{S„-x„) + {n -l)b ,

5„(1 -  a) = + (" -1)* = X. -  a"x. -  a b ^  + (« _ i)*,

bu ycrdan

S  =  („n-i _  ,4 . e”- i
" l - f l  (0- 1) ^ '  ^  a -1

formulani hosil qilamiz.
3.4-misoI. {я,} hadlari noldan farqli va ayirmasi bo'lgan 

arifmetik progressiyani tashkil qilsa,

0 ,+J

tenglikning o'rinli ckaiiligini isbotlang.

Isboti. — —̂ = -— —̂ -[-!----- i—I tenglik o'rinli bo'lgani uchun

hamda misolning shartini e’tiborga olgan holda

*=1 “*“*+1 4 t.i ̂  0* 0*+, )

ga ega bo'lamiz. Bundan (3.1) formulani c’tiborga olsak, natijada 
isbot qilinishi kerak bo'lgan tenglikni hosil qilamiz, ya’ni

*-l ^ \ °л+1 /

3.5-niisol. Ushbu yig'indilarni hisoblang:
1) A„{x) = 1 + 2x + 3x  ̂+... + wx"-‘:
2) B„{x) = X + X* + x’ +... + x'"-';
3) C,(x) = 1 + 3x' + 5x  ̂+... + (In -  l).v'"-';
4) -D,(x) = 1 + 4x + 9x  ̂+... + л^х""‘;
5) 7/Дх) = 1 + 2’x + 3’x* +... + n^x"-(
yechilishi. 1) x = l  b o ' lg a n d a /1„(1)=  I + 2 + 3 + ... + «.
Bundan arifmctik progressiya n ta hadiiiing yig hi isini i о

dalovchi

_ ai+a„
2 2

(3.2)



formulani c’tiborga olsak, Л„(1) = 1+ 2 + 3 + ... + zz - bo' ladi.  
-Endi 1 bo'lsin.

A„(x) = 1 + 2x + 3x  ̂+... + nx”-̂ (3.3)

(3.3) tcnglikning ikkala tomonini x ga ko'paytirib, hosil bo'lgan 
tcnglikni (3.3) tcnglikdan ayiramiz:

(1 -  x)A„ = 1 + X + x  ̂+... + x""* -  nx",

bundan gcomctrik progressiyaniiig dastlabki /; ta hadining yig‘indisi 
formulasini

S  -  b a 1
(3.4)

c’tiborga olib,

" i-x  ’ " (t-x)’ 1-x
_  I ^  ях"*‘-(1+л)л" 

(1-X)̂  (1-.T)̂

ni topamiz. Shunday qilib, quyidagi formulaga ega boMamiz:

A M  = (l-x)
1 , л.х"*‘-(1+я)х" ,

T ' /I _\2 I X ^ 1 ,

x = l.

2 ) x = ± l  bo'lganda .Д„(1) = 1 +1+  ... +1 = л,
xB„(-l) = - l - l - l - . . . - l  = -w.
B„{x) = X + .x’ + X* +... + x^""‘ 

tcnglikning ikkala tomonini x ga ko'paytiramiz:

xB^ix) = x’ + X* + x‘ +... + x^" = x^(l + x’ + (x*)  ̂+... + (x^)"“‘)

Bu tcnglikning o‘ng tonionidagi qavs ichidagi yig'indiga (3.4) 
formulani qo'llasak, natijada

xB„{x) X - x - ^ ,



bundan

’ I-x^ l-x^

ga ega bo'lamiz. Shunday qilib, quyidagi formula o'rinli bo‘ladi:

- ,agarA'?^±l  bo‘lsa,1-x^ l-x^
±n, agarx = ± l  bo'ka.

3 ) x = ± l  bo'lganda, C„(±l) = 1+ 3 + 5+  ...+ (2л-1) = я^ En
di x^t ±1 bo'lsin.

C,(x) = 1 + 3x  ̂+ 5x  ̂+... + (2л -  l)x^"- (3.5)

(3.5) tcnglikning ikkala tomonini x  ̂ ko'paytirib, hosil bo'lgan 
tcnglikni (3.5) tcnglikdan ayiramiz:

(1 -  x^)C„(.x) = 1 + 2x^ + 2x  ̂+ 2x‘ +... + 2x '̂-^ -  (2л -  l)x^" =
= 1 + 2x^(1 + x̂  + .v' +... + x^”-") -  (2 л -  l)x^".

(3.5) tcnglikning o'ng tomonidagi qavs ichidagi ifodaga (3.4)

formulani qo'llab, (1 — x^)C„(x) = 1 + 2x’ j -  (2л — l)x^'’ ga

ega bo'lamiz. Bundan,

Shunday qilib,

f (2л-1)х "̂^ -̂(2л^1)х^»
C„(x)= l-x- (1-x^)'

[±л, agar x = ± l bo'lsa.

4) D„{x) = 1 + 4x + 9x* +... + л^х""‘ tcnglikning ikkala tomonini x 
£a ko'paytirib, hosil bo'lgan tcnglikdan oldingi tcnglikni ayiramiz;

Д (х )(х -1 ) = E (^--1)' --v*-* - S  =
k-2 *-l

= t  (Л: -  l)^x*-‘ + л^х" - i  =



=  л^х" -  X  (2к -  1)х* ‘ =л^х" -  2 X  2  =

_  _  2 ЯХ'’**-(П4-1)х"+1 ^  х”-1
(Х-1)^ Х-1

Bundan
п _  я^х"(х-1г-2лх"(х-1)+(х"-1)(х+1) 

---------------------------------------------------.

5) Я„(х) = 1 + 2’х + З’х^+ .., + л’х""‘ yig'indi topish uchun 4) 
dagi singari ushbu

x // ,(x ) - / /„ (x )  = л’х " - 3 i ^ 'V -‘ + 3 i ^■x*-‘ -  i  x*-‘
ik-l *-l *-l

ayirmani tuzamiz, Tcnglikning o‘ng tomonidagi yig‘indilarning o'rni- 
ga 4) da olingan ifodalarni qo'ysak, natijada

(X - 1)7/, (x) =■ л’х" -  3 +

нх"**-(я+1)х'’+1 x "-!
(x-1) x-1

Bundan

' (x-1)*

Arifmctik va gcomctrik progressiyalar dastlabki /; ta hadlari 
yig'indisini topish masalasi va ularga o'xshash ko'pgina masala- 
larni quyidagi umumiy masalaning xususiy holi deb qarash mum- 
kin: Дх) — barcha х гО  lar to'plamida aniqlangan Lxtiyoriy funk- 
siya bo'lsa,

/(0 ) + /(1) + ... + / ( л - 1 ) (3.6)

yig'indini hisoblang. Oxirgi masala kabi masalalarni ycchishda quyi
dagi teorcmadan foydalanisli maqsadga muvofiq bo'ladi.

3.1-teorema. Agar berilgan ip{x) funksiya, xSaO tar to'plamida 
aniqlangan J[x) funksiya uchun ushbu

p(x  +1) -  p(x) = /(x )  

lenglamani qanoatlantirsa, и holda

(3.7)



tenglik 0 Ymli.
3.1-tcoremani qo'llab yechiladigan ba’zi misollarni qaraymiz.
3.6- misoI. Geometrik progrcssiyaning dastlabki n ta hadi yig‘in- 

disini toping.
Yechilishi. <p{x) = q' deb olamiz. Unda

ipix +1) -  ipix) = -  09* = ОЯ’ЧЯ ~  1)

bo'ladi. Demak, Д а ) funksiya sifatida

f {x)  = a q ^ iq -\)  (3.9)

funksiyani hosil qilamiz. Endi (3.9) dan foydalanib, (3,6) yig'indini 
topamiz:

/ ( 0) + / ( 1) +.. . + f in  - 1) = aiq - 1) + aqiq - 1) +.. .  + aq'^^iq - 1).

Bundan (3.8) tenglikni c'tiborga olib,

/(0 ) + /(1) +... + /(Л -1 )  = ^ (л) -  (0) = acr-^ -  о

ni hosil qilamiz. Bundan geometrik progressiya dastlabki n ta ha
di yig'indisi uchun talab qilingan

a + aq + ... + aq’-^ = ^ 2 r lz l  = £z£jrL  
q-y y-q

formulani hosil qilamiz.
3.7- niisol. Arifmetik progressiyaning dastlabki n ta hadi yig'in- 

disini toping.
Yechilishi. Bunda

y,(.x) =  £ ± i £ ± i ^ z M .v

deb olsak, (3.7) tenglama y>(x +1) -  f {x)  = a + dx = f i x )  ko'rinishda 
bo'ladi. Bundan (3.6) yig'indini tuzamiz va (3.8)ni c’tiborga olib

/(0 )  + / ( 0  +... + f i n  -1 )  = 0 + (a + d) +... + [a + (л -  l)c(] 

fl -b (g + </) + ... + [a + (Л -  l)dl = у(л) -  v?(0) = £±l^+("-t)tfl ^

ni hosil qilamiz, bu esa talab qilingan formulani ifodalaydi.

29



3.8- misoI. Ushbu (л+ 1 )--  л- ayirma 1 dan n gacha bo‘lgan qan- 
day soniarning yig'indisini ifodalashini ko'rsating.

Yechilishi. <p[x)=x^ deb olib, (3.7) tcnglikni tuzamiz:

ip{x +1) -  y>(x) = (x +1)^ -  x  ̂ = 2x +1 = /(x ) .

So'ngra, (3,6) yig‘indini tuzsak, 1 + 3 + 5 + ... + (2л—1) ifodani, 
ya’ni qaralayotgan ayirma 1 dan n gacha bo'lgan barcha toq son- 
lar yig‘indisini ifodalashini olamiz. Qo‘shimcha ravishda (3.8) for- 
muladan foydalanib,

1 + 3 + 5 + ... + ( 2 л -  1) =n^

bo'lishini olamiz.
3.9- misol. Ushbu —̂  ifoda qanday n ta son yig'indisini ifo- 

dalashini ko'rsating.
Yechilishi. tp{x) = deb olib, (3.7) tenglamani tuzamiz; •

X  +  l X  1<p(x + 1) -  <p{x) = = /(-x).2x + 3 2x + l (2x + l)(2x + 3)

Natijada izlanayotgaii yig'indi uchun (3.6) ifodadan foydalanib,

-L  + - L  + ... + ____ !____
1-3 3-5 (2л-1)(2л + 1)

ifodani hosil qilamiz. Endi (3.8) formulaga asosan,

-L  + - L  + ... + ____ !____ =1-3 3-5 (2л-1)(2л + 1) 2л + 1

tcnglikni olamiz.
3.10-misol. Ushbu ■■ -  ifoda qanday n ta son ytg’indisim

bcradi?
Yechilishi. y,(x)= ‘°""-^ '’- ‘°27

^(x + 1) -  ^(x) = /(x )  ̂  yoki

Demak, (3.8) formulaga asosan,
30

deb olib, (3.7) tenglamani tuzamiz:

=  / (A ) .



3 + 33 + 333 +... + 333...3 =
'— г— ' 27

tcnglikni hosil qilamiz.
3.2. Matematik induksiya usuli. Har qanday matcmatik izla- 

nishmng asosida dcduktiv va induktiv uslublar yotadi.
Uniumiy xulosadan xususiy xulosalarni keltirib chiqarish usuli 

deduktiv usul dcyiladi.
Xususiy tasdiqdan umumiy tasdiqni keltirib chiqarish usuli in

duktiv yoki induksiya usuli deyiladi.
Induksiya usuli to‘la va to‘la bo'Imasligi mumkin.
Agar tasdiq kuzatishga oxirigacha yetkazilmagan hollarga ham 

tegishli bo'lsa, bunga to'la bo'lmagan (to'liqsiz) matematik induksiya 
usuli deyiladi.

Agar mulohazalar ro‘y berishi mumkin bo'lgan barcha hollar- 
ni o‘z ichiga olsa va shu asosda xulosa qilinsa, bunday induksiya 
to ‘la matematik induksiya usuli deyiladi.

To‘la matematik induksiya usuliga quyidagi tamoyil asos qilib 
olinadi: biror p{n) tasdiq berilganda:

I) л = 1 uchun p(n) tasdiqning to'g'riligi tekshiriladi;
II) n = k { k GN)  uchun p{k) tasdiq to'g'ri deb faraz qilingan- 

da, undan n = k + l  uchun p ( k +[) tasdiqning to'g'riligi kelib chiq- 
sa, bu p(n) tasdiq har qanday natural n uchun o'rinli bo'ladi, deb 
xulosa chiqariladi. Bu tamoyilning I) bandiga induksiya bazisi, II) 
bandiga esa induksiya qadami deyiladi.

Ba’zi hollarda p{n) tasdiqni n ning faqat natural qiymatlari 
uchungina emas, balki lining Z to'plamga qarashli barcha qiymat
lari uchun ham to'g'riligini isbotlash talab qilinadi. Bunday hol
larda yuqoridagi to'la matematik induksiya usulidan foydalanish 
maqsadga muvofiq bo'ladi.

3.11-misol. Matematik induksiya usulidan foydalanib, Lxtiyoriy 
л(«бА^)1аг uchun ushbu

(3.10)

tenglikning to'g'riligini isbotlang.
Isboti. Bu yerda va bundan keyingi misollarda tasdiqlarni p{n) 

orqali belgUaymiz.
I. л = 1  bo'lganda, 5, = 1 = =  1, demak, p^l) tasdiq 

to'g'ri.



II. Ixtiyoriy к natural son uchun p{k) tasdiq o'rinli, ya'ni

5* = 1 + 2 + 3 + .... + /: = - ^ ^ ^
2

tcnglik 0 ‘rinli bo'lsin. Bu tenglikning ikkala tomoniga k+ l 
qo'shib,

5* + A: +1 = i + 2 + 3 +... + A: + A: +1 = + A: + 1  =
2 2

ni hosil qilamiz.
Dcmak,

5*,, = 1 + 2 + 3 +... + ^-+ A- + 1  = ,

bu csa/>(A+l) tasdiqning o'rinli ekanllgini isbotlaydi. Shunday qi- 
lib, matcmatik induksiya usuliga ko‘ra (3.1) tcnglik Уп{пЕМ)\ат 
uchun to'g'ri ckan.

3.12-misol. Barcha '^n (n E N )  lar uchun ushbu

(3.11)5, = 1  ̂ + 2 '  + 3̂  +... + n^=  
tenglikning to'g'riligini isbotlang.

Jsboti. I. n = l  bo'lganda 5 , = 1 = i l i l lH l l l l  = i boMadi. De- 
mak, /7(1) tasdiq to'g'ri. ^

II. Endi ixtiyoriy к natural son uchun p{k) tasdiq, ya’ni

5"* = 1  ̂ + 2 '  + 3̂  +... + k^ = 

tcnglik o'rinli bo'lsin, deb faraz qilib, ushbu

= 1̂  + 2̂  + 3̂  +... + /7̂  + (A +1)^ =

(3.12)

(3.13)

tenglikning to‘g‘riligini isbotlaymiz. (3.12) tenglikning ikkala to
moniga (A-t-1)^ ni qo'shib,

5, + (A + 1)̂  = 1̂  + 2̂  -t- 3" +... + Â  + (A + 1)̂  =
(3.14)

ni hosil qilamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonini quyidagicha shaki 
almashliramiz:



k(k + l)(2k + l) ^  ^  „2 _  (Ar+l)«r + 2)(2Ar + 3)
6 6 (3.15)

Shunday qilib, (3.14) va (3.15) dan (3.13) tcnglikka cga bo'lamiz, 
ya’ni p(k+  1 ) tasdiqning o’rinli ckanligi isbot bo’ladi.

Dcmak, matcmatik induksiya usuliga ko’ra (3.11) tcnglik 
V n{nGN)\ar uchun to’g’ri ckan.

ЗЛЗ-misol. Barcha n{nEN) sonlar uchun ushbu

S, = ll"*  ̂+ 12 "̂**

sonning 133 ga karrali ekanligini isbotlang.
Isboti. I. n=  1 bo’lganda Ŝ  = 11**' + 12̂ *‘ = IP  + 12' = 133-23 

bo’lib, 5, son 133 ga karrali. Dcmak, /7( 1) tasdiq to’g’ri.
II. /7 = A natural son uchun 5  ̂ son 133 ga karrali bo’lsin, ya’ni 

5* = 133 •/n(/?i G jV) deb faraz qilib, л = А+1 bo’lganda son
ning 133 ga karrali ekanligini, ya'ni = 133 • 9 (^ G N ) bo’lishini 
isbotlaymiz.

Haqiqatan ham,

5* ,̂ = 11**' + 12“ *' = 11-11**' +12' -12“ *‘ =
= 11-11**' +144-12'**' = 11-(!!**' -b 12'***)-b 133-12'*** =

= 11-5* +133-12'*** =11-133-/я + 133-12'*** =
= 133-(11-от+ 12'***) = 133-9,

bunda <7 = 1 1 -от+ 12 '***.
Dcmak, matcmatik induksiya usuliga asosan, Vn(//GjV)lar 

uchun sonning 133 ga karrali ckanligi isbotlandi.
3.14-misol. Ushbu

cos a-cos 2 a... cos 2"a = sin 2'
2"**-sin a

ayniyatni isbotlang.
Isboti. 1. w = 0 bo’lganda, cosa = sin 2a 

2-sina
bo'ladi. Dcmak, p(0)

tasdiq to’g’ri. 1
II. Endi ixtiyoriy A natural son uchun p{k) tasdiq, ya’ni

T лк sin 2*** a
COS a - cos2a... cos2*a  = .—2**‘-sma



. • г Kn'kin deb faraz qilib, n = k + l  bo'lganda p{k+ n 
'b 'nlilim  isbotlaymte. Haqiqatan ham.

sin2**‘a __ siu2*+̂ a
c o s o - c o s 2a . . . c o s 2‘ c i - c o s 2 < ■ =  V - s i a ' i

Shunday qilib, matematik induksiya usuliga asosan, a(n6Z.)lar 
uchun berilgaa ayniyat o'rinli ckan.

3 15.iaisol, Barcha »> 1 (aeW ) aonlar uchun ushbu
_ L  + -L - + „. + f
n+1 n+2 2n 24

lengsiilikning to‘g‘riligini isbotlang. , »
Isboli. Tengsizlikning chap tomonini bilan belguaymiz.
I . л = 2 bo'lganda -?г = ^ > ё  Ьо'ИЬ, bu esa p{2) tasdiqningIZ Z4 Z4

o'rinli ckanligini isbollaydi.
II. n = k natural son uchun 5* > -^ tengsizlik to 'g 'ri deb faraz

24
qilib, n = k+ \ bo'lganda tengsizlikning to'g'riligini is-
botlaymiz. Ushbu

S =_1_ + _L_+ + ±
* )t + l ^ ik+2 2ik va

_ i_  + _ L  + ... + ±  + _ L _ +  1
k+2 fc+3 -Ik 2fc+l 2fc+2

ifodalarni taqqoslaymiz. Bulardan

2fc + 1 ^ 2fc + 2 k + l 2{k + l)(2k + l) '

'ik{kE N )  uchun oxirgi tenglikning o'ng tomoni musbat bo'l- 

ganligidan, > 5* bo'ladi. O'z navbatida, ^  bo'lganligi 

uchun, > — tengsizlik ham o'rinli bo'ladi. Bu esa p{k+ 1) tas
diqning o'rinli ckanligini isbotlaydi.
(aeM toucha„‘'’h in<l“kBiya usuliga asosan, n >  1tnfcyvjiar uchun bcnlgan tengsizlik o'rinli ckan.

3.16-misol. {x,} kctma-ketlik ushbu

X. =2, x, = 3. x„ = 4x„..-3.x,_, ( n > 2)

ahanla, bilan bcrilgan bo'lsa, ,  ■ ( з «  j ,  bohishlni Ubo.lang,



Isboli. X, = 4x„_, — 3x„_j rekurrent formuladan foydalanib,

Xj = 4Xj -  3xj = 6, x^=  4xj -  3Xj = 15, Xj = 4x  ̂-  3Xj = 42 

sonlarni topamiz. Topilgan sonlarni quyidagicha yozish mumkin:

x ,= i ( 3 ’-*+3) = 6, x, = i(3^-‘ +3) = 15, x, = \0 ^ ^ + 2 )  = 42.

Ushbu qonuniyatdan {x̂ } ketma-kctlikning umumiy hadi 
uchun

x „= i(3 " -‘ +3) (3.16)

formulani yozish mumkin.
Matematik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy zi(«GiV)lar 

uchun (3.16) formulani isbotlaymiz.
I. /7 = 1 bo'lganda x, = 2 = -^(З'”* + 3) = 2 bo'ladi. Demak, />(1) 

tasdiq to'g'ri.

II. n=k natural son uchun x. = ^  (3*”‘ + 3) tenglik to'g'ri deb faraz 

qilib, n = k + l  bo'lganda x*̂ , = ( 3 *  + 3) tenglikning to'g'riligini 

isbotlaymiz.
Rekurrent formula va yuqorida qilingan farazimizdan foyda- 

lansak,

X*,. = 4x* -  3x*_. = 2(3*-‘ + 3) - 1  (3*-̂  + 3) =

= 2 ■ 3*-‘ -  i  • 3*-‘ + 6 - 1 = i  (3* + 3).

Demak, matematik induksiya usuliga asosan, Vn(«GiV)lar 
uchun berilgan (3.16) formula o'rinli ckan.

3.17-misol. Наг qanday n burchakli ko'pburchakning ichki bur- 
chaklari yig'indisi (л - 2 ) ’ ISO* ga tcngligini isbotlang.

Isboli. I. n = 2 bo'lganda uchburchakning ichki burchaklari 
yig'indisi 180’ ga teng. Demak, p{2) tasdiq to'g'ri.

II. p{n) tasdiqni — ixtiyoriy k(^k < n) natural son uchun 
(Л-2)-180’ formula to'g'ri deb faraz qilamiz.

Ma’lumki, har qanday л(л&4) burchakli ko'pburchakning hech 
bo'lmaganda bitta diagonali butunlay uning ichida yotadi. Shutting 
uchun, har qanday n burchakli ko'pburchakni uning ichida yo-



tuvchi bitta diagonal! orqali ikkita ko'pburchakka ajratish mum, 
kin Agar bu ko-pburchaklardan bittasining tomonlan soni /c+i 
•ga tcng bo’lsa, qolgan ikkinchi ko‘pburchakning tomonlari so- 
m n -k + \g a  teng bo‘ladi, bunda ikkala ko'pburchakning tomon- 
lar soni я dan kichik bo'ladi. Yuqoridagi mulohazdarimizga ko'ra, 
hosil bo'lgan ko'pburchaklarning ichki burchaklari yig'indisi, mos 
ravishda, (;t-l)-180* va ( я - Л - l)-180’ga tcng bo'ladi. n bur- 
chakli ko‘pburchakning ichki burchaklari yig'iadisi hosil boMgan 
ko’pburchaklar ichki burchaklari yig'indisiga tcng bo'ladi, ya’ni
(;^-1)-180' + (я-Л-1)-180* = (я-2)-180‘.

Demak, har qanday я burchakli ko'pburchakning ichki burchak
lari yig'indisi uchun (я - 2) •180’ formula o'rinli bo'lar ckan.

3.18-misol. Har qanday a va i  sonlar hamda ixtiyoriy n(n E N ) lar 
uchun ushbu

(3.17)
{a + by = a" + +... +

+ C:a'^"'b"' +... + CT̂ ab'̂ -̂  + b”

formula o'rinli ckanligini isbotlang, bunda C” — я ta turli clcmcnt-
dan m tadan takrorlashsiz gruppalashlar soni C" = --------- .

Isboti я = 1 bo'lganda {a + by = a + b bo'ladi. Demak, p (l) tas- 
diq to g'ri. ^

II. я = Л bo'lganda p(k) tasdiq o'rinli, ya’ni

(a + by = fl* + c[a'^-^b + cW~^b^ +... +
+ +... + clr'ab'^-^ + /)*

formula oTinli bo'lsm, deb faraz qilamiz. Eadi » = bo'l-

(a +  /,)**• =  f lt - i  +  c i , ,  0*6 +  c L i  + . . .  -f. 

+  СГ+1 £/*♦‘-"'6'" +... + ab'̂  + 6*+* (3.19)

oT b  k o ^ a y e S ' f ' <3-lS)nlns ikkala romonini

(a + b) = (fl + .j. ^  ^ ^ ^

+••• + C*fl* "б" +... + с*-'о6*-‘ + М) • (a + 6) =
= + (1 + Cl)o*6 + (c ‘ + Cl)â -̂̂ b̂  +... +

. +(C: + C rV ""i" '* ‘ +... + 6*̂ «.
36



Bunda С* = 1, • С* + СГ*' = Сш  ckanligini c’tiborga olsak, nati- 
jada (3.19) ga cga bo'lamiz. Demak, matematik induksiya usuliga 
asosan, Vw(nE7V)lar uchun bcrilgan (3.17) formula o'rinli ckan.

M u s t a q i l  y e e b is h  u c h u n  m is o l  v a  m a s a la la r

3.1. Ushbu yig'indilarni hisoblang:

1) s*Ti(3*-2)(3*r + l) ’ 2) S
1

3) SД  (2Л-1)(2Аг + 1)(2Л + 3) ’ 4) E

*ti(4A:-3)(4* + l) ’ 

1
Й1*(Аг + 1)(Аг + 2)(Аг+3)

3.2. {flj — hamma hadlari va ayirmasi d noldan farqli arifmetik 
progressiya bo'lganda quyidagi tcngliklarni isbotlang:

1) y _ _ ! ___= _ L fj______i— Y
*-l ( fliOj вя+1£*я+2 /  ’

2) у___!___= _Lf_J_____ !__V
*-l Ok°k*\°k*l°k*i

3.3. Ushbu tcngliklarni isbotlang:

1) 2) cos(a-
sLu^^acos[.x+—a]

i + ka) = ----------- ^ ^ , a ^  Ink, k e Z ;
sia—

2

. Я+1 . Л -t \„ 5Ш--- asiul—a-f.xl
2) E s'm{x+ka) -------------^ ------, a ^  2nk, к E Z.

5Ш—
2

3.4. Quyidagi yig'indilarni hisoblang:

1) 1 + ^  + ... + ^ ;

3)

2 )  i - i  +  l - i +  + b ^ .
‘ 2 4 8 2"-‘ ’

4) ^ s in (2 fc-l)x ;
ik-l

5) 2  cos  ̂kx.
*•1

3.5. Quyidagi ifodalarning qanday n ta sonlarning yig'indisini ifo- 
dalashini ko'rsating:
1 ) я(я+1К2яч̂ ;  2) 3 ) n \n + \) \



‘ (л-1)я(я + 1).
4) -------3 ’

n(n^-l)(3n+2) .
о) 12

4;гЛ’

11)

12)

ON j L i l -
2я+ 2 ’

9)
10"Ч-9я-10. 10) 3 - 2я + 3

81

(1-х)*

х * у .  1 3 ) ^ ;
(X-D*

1 1
^^) 18 3(л+1)(п+2)(л+3) ’

и sinwfcos(n+l)x . 
2 -------2 ^ х

siu 2лх .
2SU1X ’

s2Vl±Msinlnx 3cos-^^xsin^
• 3.x 4sm— 4siuy

Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, Lxtiyoriy it(n G N) 
lar uchun quyida bcrilgan tcngliklarning to'g'riligini isbot- 
lang:

3.6. 1 + 3 + 5 + ... + (2л-1) = Л*.

3.7. Р+3*+5*+... + (2я -1)* = -!!^1 ^ .

3.8. 1’ +2’ +3*... + и’ = (1 + 2 + 3 + ... + л)*

3.9. I* -  2* + 3* -  4* + 5* +... + ( - 1)"-‘ Л* = ( - 1)"-‘ я(п+1)

(л-1)и(л+1) 
3

3.10. 1’ + 3’ + 5' +... + (2л-1)* = п*(2л* -1).

3.11. Ь 2  +  2 -3  +  3 -4  +  ... +  ( л - 1 ) - я  =

3.12. 1 - 4+  2 - 7 +  3-10 + ... + я- (Зл + 1) =  я - ( п  + 1)^

3.13. 1 -2 -3  +  2 - 3 - 4 +  3 - 4 - 5  +  ... + л - ( л +  ! ) • ( « +  2 ) =
_  л(п-1-1)(п+2)(ич-3)

3.14.
Л

3.15.
- h ^ T s ^ T i ^ " . + — 

(

3.16. - i-  + J -  + _ L  +
1-5^ 5 9 ^  9.13^ ...+ 1

(4п-3)-(4п+1) 4л+Г 
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3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.
3.28.

3.29.

3.30.

3.31. 

3.33. 

3.35. 

3.37.

—  + —  + —̂  + . . .+ — ^ :—  =  ” '
1-4 4-7 7-10 (Зя-2)-(Зл+1) Зл+Г

- i i  + — + — + I
1-3 3-5 5-7 "■ (2и-1)-(2л+1) 2-(2л+1) ‘

и-1-2
2п+2

X + 2.x* 4-3.x* -f...4-ял- = ^

1 + .Х + Л*+... + .г" = Х7^1.
1-х

1 + 2 л- + Зх* +... + , х ^ 1 .
(1-х)*

Л' +  +  ... +  Х**’ * =2*-1 _ Х-Х‘
1-л* Х?1 ± 1 .

1 + Зх* + 5х  ̂ +... + (2я -  1)х*"-* = .

X ?t ±1.

* +■_ L +  2 _ 4 _  ________^ ^
1+х 1+х* 1+х* ■" 1 +д-г" х-1 1_ д 2”Ч

Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy n(nE.N) 
lar uchun quyida bcrilgan tcngsizliklarning to‘g‘riligini isbot- 
lang:
2"> 2л + 1, Л > 3. 3.27. 2" > w\ л > 10.
(1 + а)" s l  + ла, а > - 1 .

‘ , „ > 1 .
2 4 6 2л Jjn+ l

yfn < 1 + + ... + < ^'fn, n > 1.

3.32. 2 s ( l  + i]"  <3. 

л ! > |у | . 3.34. л!>л*, л >2.

|£j" < л! < . 3.36. 2" • л! < л", л > 2.

^ -V*. X, > 0, / = 1,.... л.

- ^ < ^ 2  п>1.л+1 (л!)* ’



3.38.
------------ --  ^

^ V'^1» •••’ ^" "  л \  л ’

О <  X  <  Xj < . . .  <  >•■«•
Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, Lxtiyoriy n(n £  ;v) , 

lar uchun quyidagi bcrilgan tcngliklarning to'g'rUigini isbot- i 
lang: '

3.39. sinx + sin2x + ... + sinn.x = s in ^ ^ !^ * s in -y -(s in y )  .

3.40. cosX + cos3x + cos5x +... + cos(2л -  l)x = — - •

3.41. -  + cosx + cos2x +... + cosnx = sin 2Л+1 (2 s in f )

3,42. cos -  cos — cos —... cos — =
2 4 8 2" 2-sin-^-

3.43. sin X -H 2 sin 2x Ч-... Ч- Л sin Л.Х = .
4sin*-

2
3.44. cos X + 2 cos2x + ... + « cos nx = .

4sin—
2

3.45. A t g i .+  * tp
2 ® 2 IT ° 2̂  ......  2" “ 2" 2‘^ t g ^  + ... + ̂ t g : ^  = . l c t g ^ - c t g x ,
X тл, m £ Z.

Matcmatik induksiya usulidan foydalanib, ixtiyoriy n{n&N) 
lar uchun quyidagi bcrilgan munosabatlarning to‘g‘riligini is- 
botlang (fl sonning m ga qoldiqsiz bo-linishi a\m kabi bcl- 
guanadi):

3.46. (6^"-l)i35. 3.47. (4"+15л-1);9.
3.48. (3^-"'+40л-67)!б4. 3.49. (л’ +11л);б.
3.50. (7"+Зл-1)‘;9. 3.51. (3’"*J-3);8.
3.52. (8"*̂  + 9̂ "*‘)-73
3.53. Aylanaga ichki chizUgan 2- tomonli 

tomoni i muntazam ko'pburchakning

T- ~~ >/2 + -Jl + + yj2
(H-I) M ]



formula bilan ifodalanishini isbotlang, bunda R -
radius! aylana

3.54. P perimctrli muntazam 2" burchakka ichki va tashqi chi
zUgan aylanalarning r, va radiuslarini hisoblash qoidasi- 
ni ko'rsating.

3.55. Ixtiyoriy n ta kvadrat bcrilgan. Ularni shunday qismlarga 
bo'lish mumkinligini isbotlangki, hosil bo'lgan qismlardan 
yangi kvadrat yasash mumkin bo'lsin.

3.56. Uchta qirrasi perpendikulyar bo'lgan parallclcpipedlardan haj- 
mi eng katta bo'lganini toping.

3.57. Bitta tckislUcda yotib, bir nuqtadan 0‘tuvchi n ta to‘g‘ri chiziq 
bu tekislikni In qismga bo'lishini isbotlang.

3.58. Har qanday qavariq n burchak uchun D, = у л(л-З) formu
la o'rinli boiishini isbotlang, bunda — ko‘pburchak dia- 
gonallarining soni.

3.59. b ,̂ .... ... geometrik progrcssiyada b̂  = b^f~' bo'lishini
isbotlang, bunda q — ayirma, nEN.

3.60. {xj ketma-ketlUc ushbu

^0 = 2 ,  X, =  I , =  у  x _ ,  -  X..J (Л >  1)

shartlar bUan berUgan bo'lsa, x, = 2" +2 " bo lishini isbot
lang.

3.61. {xj kctma-ketlik ushbu

X j =  2 , X, =  3, x,^i =  3 .\; -  2x^1

shartlar bUan bcrilgan bo'lsa, {x,} ketma-kctlikning n ta ha- 
di uchun formula toping.

3.62. {xj kctma-ketlik ushbu

x . = 2 .  x , = 7 ,  x„ ,. =  3.v„ +  l

L .1 V -  i  fS . 3"-‘ - 1)  bo'lishini is- 
sharllar bilan bcrilgan bo Isa, x„ 2
botlang.
(x„) kctma-ketlik ushbu

=  1, X, = 1, x„ = X. + X„_,

shartlar bUan bcrUgan bo'lsa, Xj„̂ i 
likni isbotlang.

= 1 + .Vj + X* +... + Xi,



3.64. (xj kctma-kellik ushbu

Xj = 1, X| = 1, Хд̂ , — Хд + X̂ _j

sharllar bilan bcrilgan bo'lsa, x^x^ ĵ = Xj + x̂  + Xj + ... + д-i 
tcnglikni isbotlang.

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va 
masalalarning javoblari

3 1 n _ l_ -  " -3) — —  • 4) J ---------------*______ _
Мя + l ’ ’ 4n + r  ’ 3(2л + 1)(2л+3) ’ ' 18 3(л + 1)(л + 2)(л + 3)'

3.4 1) 10"*‘-9 я -1 0 . 2 ) l .  + i ( - l ) " ;  3) 15-К2л-1)2^-^"-(2л-И)2«-^" .

4) ; 5) 1  . 3.5.1) + 2* + ...  +  2) +  3̂  +smx 2 2smx

+ ... + (2n-l)*; 3) 1-2+2-5 + ... + л(Зл-1); 4) Ь 2 + 2 - 3  + 3-4 + 

+... + (п-  1)и; 5) +2’ +... + и’; 6) 1.2*+2 •3^+3'4^+... + (я —1)л^

1 + 11 + 111 + .., + Ц ^ ;  ,0) i  + ̂  + + 11, 1+2Х +

+!д:'+...+(„+1)У; 12) .r-+2x~4...+(„-l):t>+n.v; 13) V ____Ч
*-1 (2it-l)(2^-+l)

^*?i k(*+i)(fc+2)(fc+3)’ ' Scos(2/:- 1)л" 16) ]^sin^ кх\ 17) ^cos4cx.



II BOB. FUNKSIYA VA UNING LIMITI. 
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

4-§. FUNKSIYA TUSHUNCHASI

4.1. Funksiyaning la’rin. ^  va У haqiqiy sonlar to'plamlari 
bcrilgan bo'lib, ular R ning bo'sh bo'lmagan qism to'plamlari

^  Y  ^  2?), X va y lar esa mos ravishda ularning clementlari 
(x S  X, у  G Y) boisin.

4.1-ta’rif. Agar X  to'plamdagi bar bir x  songa biror qoida yoki 
qonunga ko’ra Y to‘plamdan bitta у son mos qo'yilsa, A'to'plamda 
у funksiya berilgan (aniqlangan) deb ataladi va u simvolik ravishda 
f  : X ■* у  yoki у = /(x )  kabi belgilanadi.

Bunda X — argument yoki crkli o'zgaruvchi, у — funksiya yoki erksiz 
o'zgaruvchi, /  — xarakteristika (qonun yoki qoida); X  to'plam funksiya
ning aniqlanish sohasi, Y  = {>•: у = /(x ), x 6 X) to'plam esa, uning qiy- 
matlari to‘plami (o'zgarish sohasi) deyiladi. Bundan kcyin biz funksiyaning 
aniqlanish sohasini IXf), qiymatiar to ‘plamini esa, E{f) bilan belgilaymiz.

4.2. Funksiyaning berilish usullari. Funksiya umumiy holda ana- 
litik, jadval, graftk va so ‘z usullari bilan bcrilishi mumkin.

Analitik usul. Ko'pincha x va у  o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish 
formulalar yordamida ifodalanadi. Bunda argument x ning har bir qiy- 
matiga mos keladigan у  funksiyaning qiymati, x ustida analitik amallar 
— qo'sliish, ayirisli, ko'pajlirish, bo'lish, darajaga ko'tarish, ildizdan 
chiqarish, logarifmlash va h. k. amallanti bajarish natijasida topiladi. 
Odatda bunday usul funksiyaning analitik usulda berilishi deyiladi.

Funksiya analitik usulda quyidagi shakllarda berilishi mumkin.
1 ) у= Д х)  yoki x = g{y) shakldagi formulalar bilan berilgan 

funksiyalar oshkor shakida bcrilgan funksiyalar deyiladi. Masalan, 
У = 6x — 2, у = x  ̂+ In X funksiyalar oshkor shakida berilgan. Anali
tik usulda bcrilgan funksiya bir nechta formulalar vositasida yozi- 
lishi ham mumkin, masalan:

cos X, — я  ^  X ^ 0,
0 < X < 1,

1 1 < X < 2.



Bu funksiyaning aniqlanish sohasi [-я*, 2] bo lib, u uclita for
mula yordamida bcrilgan.

2) Agar X va у o'zgaruvchilar qandaydir Дх, у) = 0 tenglama bi- 
lan bog'langan, ya’ni tenglama у  ga nisbatan ycchUmagan bo'lsa, 
u holda funksiya oshkormas shaklda berilgan dcyiladi. Masalan, 

= 0 tenglama oshkormas shaklda bcrilgan funksiyani 
ifodalaydi, uni у ga nisbatan yechish natijasida ikkita funksiyani 
hosil qilamiz;

у  = .
Ba’zi bir oshkormas shakldagi funksiyalarni y = f(x )  (oshkor) 

shaklda ifodalash ham mumkin. Har qanday oshkor shakldagi у = /(x) 
funksiyani oshkormas shaklda yozish ham mumkin: у  -  f{x)  = 0.

3) parametrik shaklda, ya’ni ■ ^ ~ a < t s  в  shaklda berdishi.
, . 1>' = У’(0

У ~ J \ 4  funksiyada x ning у  ga mos qo’yilishi parametr deb atala- 
digan uchinchi bir t o’zgaruvchi yordamida ifodalanishi mumkin:

X =

У = # ) .
a<,t<

bu yerda ip{t) va î »(/)lar ham analitik usulda berilgan funksiyalar 
bo‘lib, D{f)CiD{xp)^<Z deb hisoblanadi. Funksiyalar berilishining 
eng ko’p uchraydigan usuli analitik usuldir. Bu usul matematik 
analizda juda ko’p ishlatiladi. ^

Jadval usuli. Ba’zi hollarda x £ ^  va у E У ©'zgaruvchilar 
orasidagi bog’lanish formulalar yordamida berilmasdan, jadval orqa- 
li berilgan bo’lishi ham mumkin. Masalan, t — yanvar oyining bi- 
rinchi dckadasi (10 kunligi) kunlari nomeri bo’lsa, T — shu nomerli 
kuni scat 16“  da Samarqand shalirida kuzatilgan havo haroratini 
bildirsin, natijada quyidagi jadvalga kelamiz:

/ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T -3 ‘ -5* +2* +5- + r 0‘ -2* -5* -3* -1*

bunda t — argument, T — funksiya bo’ladi. Bog lanishning bun- 
day berilishl, funksiyaning jadval usulida berilishi deb ataladi. Bu 
usuldan, ko'pincha, miqdorlar orasida tajribalar o’tkazish jarayoni- 
da foydalaniladi.



4.1-chiima.

Jadval usulining qulayligi shundan 
iboratki, argumentning u yoki bu aniq 
qiymatlarida funksiyani hisoblamasdan, 
uning qiymatlarini aniqlash mumkin.
Jadval usulining qulay bo’Imagan to- 
moni shundan iboratki, argumentning 
o'zgarishi bilan funksiyaning o'zgarish 
xarakterini to’liq aniqlab bo'lmaydi.

Grafik usuli. xOy koordinatalar 
tekisligida x  ning X  to'plam {X= D(f)) 
dan olingan har bir qiymati uchun M{x, y) nuqta yasaladi, bun
da nuqtaning abssissasi x, ordinatasi у bo'lib y, у fonksiyaning x 
ga mos kelgan qiymatiga teng. Yasalgan nuqtalarni birlashtirsak, 
natijada biror chiziq hosil bo’ladi, hosil bo’lgan bu chiziq berilgan 
funksiyaning grafigi deb qaraladi (4.1-chizma).

4.2-ta’rif. Tekislikning (x,/(x)) kabi aniqlangan nuqtalaridan 
iborat ushbu

{(л-,/(.х))} = {(л-,/(л-)): .X G Y, у = f ix )  G У}

to’plam, funksiyaning grafigi deb ataladi.
xOy tekisligida shunday L chiziq berilgan bo’lsinki. Ox o’qda 

joylashgan nuqtalardan shu o’qqa o’tkazilgan pcrpendikulyar bu L 
chiziqni faqat bitta nuqtada kesib o’tsin. Ox o’qdagi bunday nuqta
lardan iborat to’plamni X  orqali belgilaymiz. X  to’plamdan ixtiyo- 
riy X ni olib, bu nuqtadan Ox o’qqa perpendikulyar o'tkazamiz. Bu 
perpendikulyarning L chiziq bilan kesishgan nuqtasining ordinatasi- 
ni у bilan belgilaymiz. Natijada X  to’plamdan olingan har bir x ga 
yuqorida ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta у mos qo’yilib, funksiya 
hosil bo’ladi. Bunda x va у o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish L 
chiziq yordamida berilgan bo’ladi (4.2-cliizma). Odatda funksiya
ning bunday berilishi uning grafik 
usulda berilishi deb ataladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi 
ilmiy tadqiqotlarda va hozirgi za- 
mon ishlab chiqarishi jarayonlarida 
keng qo’llaniladi. Masalan, tibbiyot- 

Uchraydigan elektrokardiogramma 
grafigi — yurak muskullaridagi tok im- 
pulslarining vaqt bo’yicha o’zgarishini 
ko’rsatadi. Bu grafik analitik tarzda yo-

L y ----^

ol .X X

4.2-cliiinia.



и ifodalanadi. Masalan:
1) Наг bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni 

mos qo'yish natijasida ham funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya, 
odatda, Dirixlc funksiyasi deyiladi va D(x) kabi belgilanadi;

j I, agar A' raisional son bo‘Lsa, 
agar A irralsional son bo‘ls<Isa.

2) /  — har bir haqiqiy x songa uning buiun qismi [x] ni mos 
qo'yuvchi qoida bo'lsin. Dcmak, / : a-*1a) yoki >’=Ia1 funksiya- 
ga cga boiamiz;

3) /  — har bir haqiqiy x songa uning kasr qismi {x} ni mos 
qo’yadigan qoida bo'lsin, ya’ni / ; a-*(x} . Bu holda biz y — {x} funk- 
siyaga cga bo'lamiz.

4.3. Funksiyaning aniqianish sohasi

4.3-ta’rif, Argumcntning funksiya ma’nosini yo'qotmaydigan 
(ya’ni chcksiz yoki mavhumlikka aylantirmaydigan) hamma qiymat- 
lari to'plami shu funksiyaning aniqianish sohasi deyiladi.

Agar funksiya jadval shaklida bcrilsa, uning aniqianish sohasi x 
ning jadvalda ko’rsatilgan qiymatlaridan iborat bo’ladi.

.Agar funksiya grafik shaklda bcrilsa, uning aniqianish sohasi 
grafikdan ko'rinib turadi.

Funksiya analitik shaklda bcrilganda esa, x ning funksiyani 
aniqlaydigan formula ma’noga cga bo’ladigan qiymatlari to'plami 
shu funksiyaning aniqianish sohasi bo'ladi.

Funksiyaning aniqianish sohasini topish vaqtida funksiya ko'ri- 
nishini boshqa shaklga kcltirish tavsiya ctilmaydi.

4.1-misol. f(x) -  funksiyaning aniqianish sohasini toping.



YechUishi. x^-l
x^-6.t+8 maxraji noiga aylanadigan nuq-

talarda funksiya ma noga ega bo'lmaydi. Maxrajni noiga aylantiradi- 
gan nuqtalarni topish uchun -  6x + 8 = 0 tcnglamani yechamiz. 
Bu tenglamaning ycchimi Xj = 2, x̂  = 4 lardan iborat.

Demak, bu funksiyaning aniqianish sohasini topishda - 6 x  + 
+ 8 Oyoki Xj ^ 2 ,  shartlarning bajarilishini talab qilish kcrak.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqianish sohasi uchta oraliq- 
lar birlashmasidan iborat, ya’ni

W )  = (-« ;2 )U (2 ;4 )U (4 ; + oo).

Xulosa. Funksiyalar kasr shaklida berilgan bo’lsa, uning aniqia
nish sohasi argumcntning kasr maxrajini noldan farqli qiladigan qiy- 
matlari to'plamidan iborat bo’ladi.

4.2- misoI. Ushbu /(x )  = V.x- 2  + V7 — x funksiyaning aniqia
nish sohasini toping.

YechUishi. Berilgan funksiyaning aniqianish sohasi x ning ikkala 
qo’shiluvehining ham haqiqiy qiymatlarni qabul qiladigan qiymatlar 
to’plamidan iborat. Bu qiymatlar to’planiini topish uchun

x -2 > 0 ,
7 - x > 0

shartlarning bajarilishini talab qilish kerak. Bu tengsizliklar sistemasini 
yeehish natijasida x ^  2; x < 7 bo’lishini topamiz.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqianish sohasi [2; 7]
segmentdan iborat bo’lar ekan.

rz
4.3- niisol, = funksiyaning aniqianish sohasini toping.
YechUishi. Funksiyaning berilishiga ko’ra, birinchidan, .x>0 

bo'lishi; ikkinchidan esa, xv^—I shartning bajarilishi talab qilina^ 
di. Bu ikki shartlardan, funksiya ma'noga cga bo’lishi uchun x ^ 3  
shartning bajarilishi yetarli. Demak, berilgan funksiyaning aniqia
nish sohasi

Д / )  = [0; +«)

bo’ladi.
4.4-misol. f {x )  = funksiyaning aniqianish sohasini toping.
YechUishi. Berilgan ildiz ostidagi ifodaning qiymati manfiy bo’lsa 

ham, funksiya ma’noga ega bo’ladi, chunk! ildiz о rsat ic i toq



л , • « a ’nnoq ееа bo‘lishi uchun х ^ З  shart bajari- 
rilg'an U s iv a n in g  aniqtanish sohasi

bo'ladi.
4.5-misol. /(x) = V2sinx-T funksiyaning aniqlanish sohasi-

ni topmg.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya juft darajali Udiz orqali berilgani 

uchun 2 sin X - 1 > 0 shart bajarilganda, funksiya ma’noga ega bo‘ladi. 
Bu tcngsizlikni ycchamiz;

s in x > |,  i+ 2 я л < x s ^ + 2 я л ,  u E Z .  
2 6 о

Dcmak, bcrilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:

Д Л  = [^+2ял; ^  + 2я«], n e Z .

Xulosa. Yuqorida ko'rsatilgan misollarning yechilishidan quyidagi 
xulosani chiqarish mumkin; funksiya f(x)-^:^f(x)  ( n E N )  shakl- 
da bcrilganda, uning mavjud bo'lishi uchun ^(x) s  0 shart bajarili- 
shi kcrak.

4.6-misol. f{x)  = Jig — funksiyaning aniqlanish sohasini 
toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya ma’noga cga bo’lishi uchun, bir- 
inchidan, Ig s  0 shart bajarilishi kcrak. Ikkinchidan, bu shart 
bajarilishi uchun ^ ^ > 1  yoki x^-5x + 4 s 0  bo’lishi kcrak. Oxir- 
gi tengsizlikning yechimi 1 < x < 4. Shunday qilib, bcrilgan funksi
yaning aniqlanish sohasi

ckan.
Д /)  = [1; 4] .

4.7-misol. /(x) = ̂  *lg(;f_2) funksiyaning aniqlanish sohasini toping. 
Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning ko’rinishini c’tiborga olgan- 

ьь- *1*”® n̂ avjud bo’lishi uchun, birinchidan, 4 -  x > 0 yoki x s  4 
1 kinchjdan, x - 2 > 0  yoki x > 2  uchinchidan, lg (x -2 )p t0 yoki



bo’ladi.
4.8- misol. /(x )  = log ]̂ (x  ̂— 6x + 8) funksiyaning aniqlanish so

hasini toping.
Yechilishi. Berilganjunksiya mavjud bo’lishi uchun, birinchidan, 

x ^ -6 x + 8 > 0  yoki ( x - 2 ) ( x - 4 ) > 0  yoki -o o < x < 2 , 4<x<a> . 
bo’lishi; ikkinchidan, x’ > 0, x’ 1 yoki x > 0, x ^ l  bo’lishi kerak. 
X ning bu shartlarni bir vaqtda qanoatlantiradigan barcha qiymat- 
lari to’plami

Д / )  = (0; 1)U(1; 2)U(4; «,)

bo’ladi.
4.9- misoI. /(x )  = log 4̂ (6 -  x) funksiyaning aniqlanish sohasi

ni toping.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya ma’noga cga bo’lislii uchun 6 - x >  0,

X ^  0, x^ ^  1 yoki X < 6, X 0 shartlar bajarilishi kcrak. Bu shart- 
lar bajarilganda, bcrilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:

/) ( /)  = (-С»; -1)U (-1; 0)U(0; 1)U(1; 6).

Xulosa. Shunday qilib, yuqoridagi 4.8-, 4.9- misollarning ycchi- 
lishini c’tiborga olgan holda quyidagi xulosani chiqarish mumkin: 

/ ( Л  funksiya ma’noga cga bo’lishi uchun /(x ) > 0, <p{x) > 0 
va yj(x) ^  1 shartlarning bajarilishini talab qilish yetarli.

4.10- misol. /(y )  = — funksiyaning aniqlanish sohasi-
7-T+4-^6x-6

ni toping.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya ma’noga cga bo’lishi uchun, birin

chidan, x - l > 0  yoki x > l  bo’lishi; ikkinchidan, x + 4 > 0  yo
ki x > —4 bo’lishi; uchinchidan, -Jx + 4 —>j6x — 6 0 yoki x ^ 2
bo’lishi kcrak. Yuqoridagi shartlarni c’tiborga olgan holda, funksi
yaning aniqlanish sohasi

D (/) = [l; 2)U(2; +«.)

ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
4.11-misol. / W  = a r c c o s ^ ^ :^  

hasini toping.

funksiyaning aniqlanish so-



nchilishi. Birmchidan, tunksiya ma-noga ega bo'lishi 
uchun aning bclgUi ostidagi ifodaning absolm q.ymau 1 dan Ы -

ta bo'lmasUgi, ya’ni 4:;r2siux— <1 bo'lishi kcrak. Vx uchun

4 + 2sinx> 0  bo'lgani uchun, yuqoridagi shart 4+2smx“  ̂ shartga

teng kuchli. Bundan 3 ̂  4 + 2 sin x yoki sin x S -  2 . Bu tcngsizlikm 
ycchish natijasida

- 1 + 2 л к ^ х < ^ + 2 л к  (k = 0, ±1, ±2, ...)
6 о

ckanligini topamiz. -----
4.12-misol. /(x) = funksiyaning aniqlanish so-

hasini toping.
Yechilishi. Birinchidan, arcsin funksiya ma’noga ega bo‘lishi uchun 

uning belgisi ostidagi ifodaning absolut qiymati 1 dan katta bo'lmasligi, 
ya*ni-lx-2j< 1 yoki l< x < 3  bo'lishi; ikkinchidan, 9 -x ^ > 0  yoki 
-3< x< 3  bo’lishi; uchinchidan csa, 5 -2 x > 0  yoki logj(5 —2x)9̂ 0 
vq x<2,5 yoki x ^ l  bo’lishi kerak. x ning yuqoridagi uchta shartni 
bir vaqtda qanoatlantiradigan barcha qiymatlari to'plami

ll;2)U(2;2,5)

dan iborat.
Shunday qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi 

а д  = 11; 2) и (2; 2,5).
Xulosa. /(x) = у>(а') ± <̂ (x) funksiyaning aniqlanish sohasi ip{x) va 

0(x) funksiyalar aniqlanish sohalarining umumiy qismidan iborat.
4.13-niisol. /(x) = ( 4 - x ) '^  funksiyaning aniqlanish sohasi- 

Ш toping.
к ®*” ^^^hidan, x>3, ikkinchidan, 4 - x > 0  yoki x ^ 4

f  * kcrak. X ning bu ikki shartni qanoatlantiradigan qiymatlari 
to plami [3; 4) scgmcntdan iborat.

Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi 
а д  = [3; 4]

bo’ladi.

barilganda uning
vaqida rsatkichi argumentning bir xil qiymatlarida bir

ga aylanmashgi kcrak (0‘ shakldagi aniqmaslik).
50



4.14-misol. | / |= 9 - x ^  funksiyaning aniqlanish sohasini toping. 
Yechilishi. Berilgan funksiya shakliga ko'ra | / |  — manfiy bo'lmagan 

son bo'lgani uchun, 9 -x ^ sO  yoki |x |< 3  bo'lishi kcrak.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:

Д / )  = [-3 ;3 ] .
4.15-misoI. | / |  = lg(5-x) funksiyaning aniqlanish sohasini toping. 
Yechilishi. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi

lg(5-x)>0,
5 - x > 0

sistemaning yeehimidan iborat. Sistemaning birinchi tengsizligidan 
5 —x > l  yoki x< 4  bo'lishi; ikkinchisidan esa 5 —x > 0  yoki x < 5  
bo'lishi kelib chiqadi.

Demak, x<4. Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi:

Д 1/1) = ( - “ ; 4).
4.4, Funksiyaning o'zgarish sohasi. y =f { x )  funksiya x E X  

to'plamda berilgan bo'lsin. Funksiyaning o’zgarish sohasi diskret 
nuqtalardan, nuqtadan, oraliq, segment, bir necha oraliqlardan va 
h.k. iborat bo'lishi mumkin. Jadval yoki graflk usulda berilgan funk- 
siyalarning o'zgarish sohalari o'z-o*zidan ma’lum .' Analitik usul
da, ya’ni y=f{x)  shaklda bcrilganda funksiyaning o'zgarish soha
sini topish uchun у ning f {x )=y  tenglama haqiqiy yechimga ega 
bo'ladigan barcha qiymatlarini topish talab qilinadi.

Funksiyaning o'zgarish sohasini topishda quyidagi tasdiqlarni 
e’tiborga olish lozim:

Г. Agar berilgan funksiya (bu yerda uzluksiz funksiya nazarda 
tutiladi) qarayotgan sohada eng kichik va eng katta qiyniatga cr- 
ishsa, /(x) funksiyaning o'zgarish sohasi uning eng kicliik va eng 
katta qiymati hamda ular orasidagi barcha sonlar to'plamidan ib
orat bo'ladi.

4.16-misol. [0; yll] kesmada/(.x)=x^ + 9 funksiyaning o'zgarish 
sohasini toping.

Yechilishi. [0; -Jl] kesmada berilgan funksiyaning eng kichik 
qiymati /(0 ) = 9, eng katta qiymati /(> ^ ) = 13 bo'lgani uchun, 
uning o'zgarish sohasi

а д  = 19;131
dan iborat.



г  л и г  funksiya eng ИсЫк (katla) qiymatga ega bo'lsa-yu, 
 ̂ i-Lte, fkichik) qiymatga crishmasa (yam  u chcksiz or- 

™(k°m"ya) borsa), tunksiyaning o'zgarish sohasi fontaiyanmg eng 
W chikZtU) qiymati va shu qiymatdan b t ta  (kichUt) barcha son- 
lar to'platnidan iborat bo'ladi.

4.17-misol. /(x) = ax’ + fcx + c funksiyamng о zgarish sohasi- 
ni toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani

Aac-b^
4a

shaklda ifodalaymiz.
Agar o>0 (a<0) bo‘lsa, berilgan funksiya x  = - - ^  nuqtada eng

kichik = f ( ~ i ) =  (ene katla = /  ("  ̂ )  = Я -̂
matiga crishadi, ammo eng katta (kichik) qiymatiga ega bo'lmaydi.

Demak, o>0 (a<0) bo’lganda berilgan funksiyaning o'zgarish 
sohasi

( « / )  = ( - ” ; ^ ] )

dan iborat bo'ladi.
4.18>misol. /(x) = >/x’ -4 x  + 9 funksiyaning o'zgarish sohasi- 

ni toping.

Yechilishi. Kvadrat ildiz oslidagi x --4 x  + 9 ifodada a = l> 0  va
f ix)  = >/x̂  -4 x  + 9 = y j i x - l f  +5 ekaidigini c’liborga olsak, u holda 
(4.17-misolga qarang) funksiya x = 2 nuqtada eng kichik /„i„(2) = S  
qiymatiga crishadi, Ickin uning eng katta qiymati yo'q.

Demak, berilgan funksiyaning o'zgarish sohasi, 2* — tasdiqqa
asosan.

а д  = 1ч/5; 00)

dan iborat bo'ladi.
3 . Agar y=f{x)  funksiya berilgan bo'lib, uni x  ga nisbatan

T o tr mumkin
f. Ъ • ^ 7  funksiyaning o'zgarish sohasini topish uchun, x = ф(у) 

n lyaning aniqlanish sohasini topish yctarli. Demak, x = (̂>*)



funksiyaning aniqlanish sohasi y=f{x)  funksiyaning o'zgarish so- 
hasidan iborat bo'ladi: D{<p) = E { f ) .

4.19-misol. ;' = a"^-8.v+ 7 funksiyaning o'zgarish sohasini toping. 
Yechilishi. Ushbu x ^-8 x  + 7y = 0 tcnglamani x  ga nisbatan 

yechamiz:

x,_2=4±V9+7.

Berilgan funksiyaning mavjudlik sohasi 9 + >’^ 0  va y > —9 dan 
iborat.

Demak, 3*-tasdiqqa binoan, berilgan funksiyaning o'zgarish so
hasi £"(/) = (-9; +oo) bo'ladi.

4*. Umumiy holda y=f{x)  funksiyaning o'zgarish sohasi 
a ^ y < b  (b>0),  y = <p(x) funksiyaning o'zgarish sohasi esa c ^ y <  cl 
(d > 0) bo'lganda f{x) + <p{x) funksiyaning o'zgarish sohasini a + c ^  
< ,y^b  + d kabi aniqlash,/(x) • ^(x) funksiyaning o'zgarish sohasi
ni esa a c ^ y  < bd kabi aniqlash mumkin emas.

Haqiqatan ham, sin x va cos x funksiyalarning o'zgarish sohalari 
— 1 < у < 1 bo'lgani holda, sinx + cosx funksiyaning o'zgarish sohasi
ni - l - l < y ^ l  + l yoki -2 < y< ,2  kabi aniqlab bo'lmaydi.

4.20-misol. /(x )  = a cos x + Z) sin x (a  ̂+ Z>-> 0) funksiyaning o'z
garish sohasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyani ushbu

/ (x) = Va’ +b^ cos(x -  a)

shaklda yozish mumkin, bunda

cosa =
\lâ +b‘

Г, sina =

|co s(x -c t) |< l bo'lgani uchun,/(x) funksiyaning eng katta qiy
mati +b^ (cos(x-a) = l bo'lganda), eng kichik qiymati
yinin=” Va’ + ^  (cos(x-a) = - l  bo'lganda) bo'ladi.

Demak, Г — tasdiqqa asosan, berilgan funksiyaning o'zgarish 
sohasi:

£ ( / )  = [-Va’ +6’ ; Va’ +Z>’ ).

4.21-misol. /(x )  = sinx +cosx funksiyaning o'zgarish sohasi
ni toping.



YechilishL BcrUgan funksiyam quyidagi shaklda yozish mumkin:

/(x) = sinx + cosx = sinx + s m ( | - x )  =

= 2 sin^cos^x-^] = >/2 cos^x-

Ma’luraki, - l ^ c o s ( x - i ] < l ,  bu ycrdan. 

-^< > /2cos(x -^ )< > /2  yoki -  

boMgani uchun, funksiyaning o'zgarish sohasi

£ ( /)  = l-V2;

bo'ladi.
4.22-misol. /(x) = |sinx-cosx  funksiyaning o'zgarisli sohasU 

ni toping.
YechilishL Bcrilgan funksiyani quyidagi shaklda yozish mumkin: 

/(x) = sin X‘ cos X = i  sin 2x.

Ma’lumki, - l s s in 2 x s l .  Bundan - i s - |S i n 2 x < i .
Demak, bcrilgan funksiyaning o'zgarish sohasi

I]
bo'ladi.

5*. Agar y=f{x) funksiyaning o'zgarisli sohasi a ^ y < b  bo'lsa, 
g(x) = m/(x) funksiyaning o'zgarisli sohasi m>0 bo'lganda m a s g s  mb', 
m<Q bo'lganda csa m a^g^m b  bo'ladi.

/^ar y - f {x )  funksiyaning o'zgarisli sohasi a ^ y ^ b  bo'lsa, 
g(x) -  n +f{x) funksiyaning o'zgarish sohasi n + a s  g(x) s n  + b dan 
moral bo'ladi.

4.23-m lso l. / ( x) =  - . ^ ( co s2 x - - 7 5 )  fu n ks iyan in g  o 'zg aris h  so - 
hasini toping.

yechilishi. Bcrilgan funksiyani quyidagi shaklga kcltiramiz; ■



- l s c o s 2 x s l  bo’lgani uchun -^ > -- |= -C o s2 x s-4 ^  va 3+ — s
s  s  s  s

^ — ^ c o s2 x + 3 > 3 —
s  s
Dcmak, bcrilgan funksiyaning o’zgarish sohasi

4.24-misol. /(x )  = 3cosx+4sinx-6  funksiyaning o’zgarish so- 
hasini toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyani quyidagicha tasvirlaymiz (4.20- 
misolga qarang): /(x )  = 5cos(x -a)-6 , bunda cosa = j ,  sina = -j 
/n = 5>0, /i = -6 < 0 - l< c o s (x —a )< l bo’lganiuchun — 5s5cos(x— 
- a ) ^ 5 - 6 - 5 < 5 c o s ( x - a ) - 6 s 5 - 6  yoki - l l< 5 c o s ( x - a ) - 6 < - l .

Dcmak, bcrilgan funksiyaning o’zgarish sohasi £ (/) = [-11; —1] 
bo’ladi.

6*. Agar y=f{x)  funksiyaning o’zgarish sohasi - a < y ^ a  (—oo^ 
i  ^  oo) bo’lsa, uholda y\ = | /(x ) | yoki >'2 = / ’ (x) funksiyaning o’zga
rish sohasi 0 5  y, < <3 yoki 0 s  >’2 S 00 bo’ladi. Masalan, у = cosx ning 
o’zgarish sohasi -1  < у 1 bo’lgan holda, y\ = j cos x | yoki >’2 = cos  ̂x 
funksiyaning o’zgarish sohasi bir xil, ya'ni 0 :S y, ^  1 bo’ladi. у = tgx ning 
o’zgarish sohasi -«.<;/< « bo’lgan holda, yj = | tg x | yoki У2 (x) = tg  ̂x 
funksiyaning o’zgarish sohasi bir xil, ya’ni 0sy<oo bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

Quyidagi funksiyalarning aniqlanish sohasini toping:

4.1. /(x )  = 3x
x ^ ’ 4.2. /{x) = x^-4 

x + 2 • 4, 3 .

4 .4 . ‘•-s- /W = V 9 .v '- i .  4 .6. / w = < g F -



4.9. /(x) = x f U H + V ^ ^ '

4.11. /W
_  \ x \- lx + n  

x ^ -2 x -T

4.13. /W  = x^-x-2

4.10. / (х )  = - = Л - — .
yjx-4-yJb-x

i . n .  / ( • ' ‘ ) = и -

4.14. / (x )  = log^x^-2x).

4.15. /(x) = ̂ / lo g jX - l+ ^x -̂16 4.16. /(x )  =
_  ^4x~;

log3lx-4l ■

4.17. /(х) = 10Вз(2'»*'-з«-5-1) + 1
log3(2x- 6) ‘

Л4.19. /(x) = I ^“ 1los.,.7f5- 4.20. /(x ) = lg(3"-3-*).

“•Z'- 4.22. /(x) = V-2cos^ x + 3 c o sx - l .

4.23. /(x) = Vsm^x-sinx. 4.24. /(x ) = Ig sin(x-  3) -  Vl6 -  x ^

I X  ̂ I 10-x^
siux , Ух‘»-1Ы  + 18'

4.26. /(x) = lo g ,i i iL M -S E Z iI-X.

4.27. / (x )  =
V |jf|

4.29. /(x )  = l g ( V 8 ^ ^ - V 4 ^ ) .

4.31. /(x )  = -J iH _
1-cosx *

4.33. / ( х) = /1 в(со5 2ях) .

4.35. /(x )  = log^_^^sinx.

4.37. /(л:) = arcsin —i_
2 - x  ■

4.39. /(x )  = .y/arcsLn(logj x).

4.28. /(x )  = ̂ + i £ i i p ^5Ш X 1-X^

4.30. /(x ) = —   ̂ .
sm’ x+cos^x

4.32. f {x)  = yj sin(cosx).

4.34. /(x ) = (2x)!.

4.36. /(x )  = lg(l-tgx).

4.38. /(x ) = arccos-ii-
1+x̂  '

4.40. f i x )  = arcsin(l + tg^лх).



4 .4 1 .

4 .4 3 .

4 .4 5 .

4 .4 7 .

4 .4 8 .

4 .4 9 . 

•4 .5 0 .

4 .5 1 .

4 .5 4 .

4 .5 7 .

4 .6 0 .

4 .6 2 .

4 .6 4 .

4 .6 5 . 

4 .6 8 . 

4 .7 0 .

/ ( x )  =  c t g ^ x + a r c c o s 2 '.  4 .4 2 .  / ( x )  =  a r c s i n ^ l g - i j .

/ ( x )  =  a r c c o s V x ^ - l .  4 .4 4 . / ( x )  =  ^ ^ ^ + 3 " ' ' “ * + - ^ .

/ ( x )  =  lo g j^ ,(x ’ - l ) .  

/ ( x )  =  l g ( 4 - x ^ ) ^

4 .4 6 .  / ( x )  =  l g ( l - l o g , , j ( x + 5 ) )

l+lg^x , 
1—Igx'

f i x )  = log j log j л / 4 х - х ^ - 2 .

N c c h ta  b u tu n  so n  f i x )  = ^  l o g ,5 ( x - 2 )  +  2 fu n k siy a n in g  a n iq -  
la n is h  so h a s ig a  tcg ish li?
y = f ( x )  fu n k s iy a n in g  a n iq la n is h  s o h a s i  [ - 1 ;  2 ]d a n  ib o ra t  
b o 'ls a ,  y = / ( x + J )  fu n k s iy a n in g  a n iq la n is h  so h a s in i to p in g .

Q u y id ag i fu n k s iy a la rn in g  a n iq la n is h  so h a s in i to p in g :

|y |  =  9 - x ^  4 .5 2 . | y l = i g ( 3 - x ) .  4 .5 3 . у  = ± .

=  4 .5 5 . У = у1 \х \ - '3 .  4 .5 6 . >' =  > /{ x } -3 .

y  = — 4 — . 4 .5 8 . >' =  ( x ^ - x + l ) ’ 2. 4 .5 9 . >’ =  V 2 ^ ^ ^ .  
27*^-3*

>- =  - ? = = •  4 .6 1 . J '=  ‘> /x -lx |  ̂ V l-v|-x

Q u y id a g i fu n k s iy a la rn in g  o 'z g a r is h  s o h a la r in i  to p in g : 

/ ( x )  =  ^ .  4 .6 6 . =  =

/ ( x )  =  ^ p ^ .  4 .6 9 .  / ( x )  =  x ^ - 4 x  +  9.

f i x )  = y f ^ ^ .  4 .7 1 . / ( x )  =  lg(3.x’ - 4 x  +  5).



4 .7 2 . / ( x ) = U - - 3 l + U " 5 l .

4 .7 4 . / ( x ) = 5 - 4 a n x - s i n ’ x .

4 .7 6 . / ( x ) = 3 s in x + 4 c o s x .

4 .7 8 . =  7 :7 7 2  •

4.80. f (x) = y f - x 4 x  + 2. 

4.82. /(x)=arcsm j9 -x ^ . 

4.84. /(x) = 4cosx-4.

4.86. /(x) = x - l  + ln(3-x).

4.88. /(.x) = x + ln(.\4l). 

4.90. /(x) = a.x + ̂ .

4.92. /(x) = -.x45xr-6. 

4.94. /(x)=2*'"”"-*'.

4.73. f {x)  = y [ ^  + 2yj3-x.

4 .7 5 . =

4.77. /(x )= lg ( l-2 c o sx ) .

4 .7 9 . =

4 .8 1 . / W  =  i^ -  

4 .8 3 . /(x ) = siii" .x + cos* X. 

4 .8 5 . /(x ) = (2x + i y * .

4 .8 7 . / ( x ) = l - j ^ 4 . v .

4 .8 9 . /(x ) = x + signx.

4 .9 1 . /(.x) =  arcsin,

4 .9 3 . / ( ^ )  =l + 9x"

Mustaqil ycchish uchun berilgan misol va 
masalalarning javoblari

4 . 1 .  ( - » ; - 3 ) U ( - 3 ; 3 ) U ( + 3 ; « ) .  4 . 2 .  ( - c » ; - 2 ) U ( - 2 ; + » ) .

4 .3 . ( - 00; 0 )U (0 ; 1)U(1; + « ) .  4 . 4 . ( - 00; 2 ) U ( 2 ; + ю ) . 4 . 5 .  ( - « ;

+ 00) .  4 . 6 . ( - 5 , 5 )  4 . 7 .  ( - 00; - 2 ) U ( - 2 ;  2 )U (2 ;  « ) •

4 .8 .  { 0 } U U ;+ « ) .  4 . 9 , ( - 00; - 8] u I8; + 00) .  4 . 1O. [4 ;5 )U (5 ;6 ] .

4.11 ( - 00; 2 )U (2 ; 00) .  4 .12 . ( - » ;  0 )U (0 ;  ce). 4 . 13. ( - « ;  - 1 ) U ( - 1 ;  2 )U  
U(2;

4.14. ( - со;0 )u  (2 ;CO). 4 .15 .12; 4 )U  (4 ; +  00) .  4 . I 6. [0; 3 ) U  (3; 4 ) .

4 .1 7 . (3; 3 .5 )U (3 ,5 ; 4 ). 4 .1 8 .  (4; 5 ) U ( 5 ; +<»). 4 . 19 . ( 1 ;  + « ) .



4 2 з_Ijr(4fljj)  ̂ лЕ 2}и{(л(2т + 1); 2л(/и + 1)], /яGZ}. 4.24. (3-2л; 

3 -л )и (3 ; 41. 4.25. (-я ;-3 )и (-ч /2 ; 0)U(0; n/2)U(3; л). 4 .2 6 . 0< 

<1^1<у; ^ < |x |^ ^ /5 .  4.27. U; 2)и(2; 3]. 4.28.1-л/З;

>/31\(0,±1, ±у}. 4.29. (100; +«). 4.30. (« ; +оо). 4.31. х ^ 2 л к ,  

k e Z .  4.32. - у  + 2лА:<х<у+2лА:, k&Z.  4 .ЗЗ. х = к, k e Z .

4.34 . л- = у ,  /н = 0, 1,2, ... . 4.35. 2лА:<а <^(4А: + 1), A:GZ.

4 .3 6 . - ^ + л к < х < ^ + л к ,  k e Z .  4 .3 7 . ( - 00; - 2 ]Ul6; +«).

4.38. (00; + 00), 4.39. [1; 2]. 4.40. х=Аг, А'6  Z. 4.41. Butun bo'lmagan 

barcha manfiy sonlar. 4.42. [1; 100]. 4.43. 1— -ljUll ;  J2], 4.44. 0 . 

4.45. (-3; -2)U (-2 ; -1)U(-1; +~). 4.46. (4,5; +«). 4.47. (1; 2). 

4.48. (1; 3). 4.49. 4 ta. 4.50. [-2 ; 1]. 4.51. [-3 ; 3]. 4.52. (« ; 2). 

4.53. ( - 00; 0)U(1; + 00). 4.54. { x i x e R  x ^ Z } .  4.55. (3; +»). 4.56.0.

4.57. ( -» ; 0 ) u ( 0 ; + o o j ,  4 .5 3 . ( 00; + 00). 4.59. (» ; 0]. 

4.60. 0 . 4.61. (00; 0). 4.62. 1-3; 1)U(1; 2). 4.63. 0 . 4.64. [1; 3)U 

U(3; + 00). 4.65. (-<»; 1)U(1; +«).4.66.(оо;+оо).4.67.(0;2].4.68.(0;1]. 

4.69. (5; +«). 4.70. [0; 0,5]. 4.71. [ i g y i +«)• 4.72. (2; + 00).

4 .7 3 . [y(2;M].  4.74. [0; 8]. 4.75. [3; 27]. 4.76. [ - 5 ;  5].

4.77. (-со; lg3]. 4.78. 4.79. {-1; 1}. 4.80. [O; 1 ].

4.81. {-1; 1]. 4.82. [O; у ] . 4.83. (0,5; 1]. 4.84. [-8 ; 0]. 4.85. [-e"=; 1]. 

4.86. [1пЗ-1;1]. 4.87. [ " Ш ’ 4. 88.  (-3 + ln 10; 0]..

4.89. ( - 00; -1)U{0}U(1; + 00). 4.90. ( - 00; + 00). 4.91. [O;

4.92. ( - « ;  0,25). 4.93. [ - | ;  o)u(0; \ ] .  4.94. [1; 2-'].
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5-§. FUNKSIYALARNING SINFLARI

Odatda funksiyalar quyidagi sinflarga ajratiladi: juft va toq, davriy, 
bir qiymaUi va ko‘p qiymaUi, chcgaralangan va chcgaralanmagan, 
monoton, tcskari, murakkab va elcmcntar funksiyalar.

5 .1 .  J u ft  v a  to q  fu n k s iy a la r
5.1-ta’rif. Agar istalgan xG Х(Л'СЛ) uchun -x G Z b o ‘lsa, u hol- 

da X to’plam О nuqtaga (koordinatalar boshiga) nisbatan simmetrik 
lo'plam dcyiladi.

Bulun sonlar to'plami Z, [ - a ,  a], { - a ,  a), ( —«>, oo) kabi 
to'plamlar koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik to'plamlardir.

y=f{x) funksiya 0 nuqtaga nisbatan simmetrik bo'lgan X to‘p- 
lamda aniqlangan bo‘lsin.

5.2-ta’rif. Agar istalgan x G Z u c h u n /(-x )= /(x )  bo'lsa, u hol- 
da /(x) X to‘plamda juft funksiya dcyiladi.

y = x̂ , у = cosx, y=lxj, y=/(lxl) funksiyalar koordinatalar boshi
ga nisbatan simmetrik bo'lgan to'plamlarda qaralayotgan bo'lsa, ular 
Juft funksiyalar bo'ladi. Ta’rifda X  to'plamning koordinatalar boshi
ga nisbatan simmctrikligi muhimdir. Masalan, ;' = x^ x G [ - l ,2 ]  
funksiya bcrilgan bo'lsa, u Juft funksiya bo‘lmaydi, chunk! [ — 1, 2] 
to plam koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik cmas.

Juft funksiyalarning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik 
bo'ladi (5.1-chizma).

5 3-ta’rif Agar istalgan x E X u c h u n /(-x )= -/W  bo'lsa, u hoi- 
uay(jc) X to plamda toq funksiya dcyiladi.

у >-tgx, У funksiyalar o'zlarining aniqlanish sohalari- 
da toq funksiyalar bo’ladi.

bo’iad? [5"2^chizma)^™^°* koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik



Agar istalgan x EX,  - x E X  lar uchun f ( - x )  ^  ± f{x)  shartlar ! 
0‘rinli bo'lsa, u holda y=f{x)  funksiya X to’plamda juft ham cmas, ! 
toq ham enias dcyiladi.

U shbu /(x ) = -  X, y»(x) = sin x -co sx  funksiyalar o'zlarining
aniqlanish sohasida juft ham cmas, toq ham cmas.

Juft funksiyaning grafigini chizishda argumcntning musbat qiy- 
matlari uchun grafikning o‘ng shoxini chizib, kcyin uni chap to- 
monga у  o'qiga nisbatan simmetrik ravishda ko'chirish yctarli.

Toq funksiyaning grafigini chizishda csa argumcntning musbat 
qiymatlari uchun grafikning o‘ng shoxini chizib, keyin uni koordi
natalar boshiga nisbatan simmetrik ko'chirish yetarli.

5.1-misol. Quyidagi bcrilgan funksiyalami juft va toqlikka tckshiring:

a) / W = y r ; 2 ’ b) /(x )  = x ^-3 |x I+ 2 , x ER\

d) / ( x ) = ̂ , x G (-co;-5)U(-5;5)U(5;co);
l-xe) /(x )  = lx + l| + |x - l | ,  xG i?; 0 / W  = I g , x G (- l ,l) ;  

g) f i x )  = 4 - 2x  ̂+ sin^x, x E R  .
Yechilishi. a) f ix)  + /( -x )  = 0 ekanligiga ishonch hosil qilish qiyin

emas. Haqiqatan ham,

demak, / ( x )+ /( -x )  —О, \ f x ER.
Shunday qilib, berilgan funksiya 5.3-ta’rifga asosan toq funk

siya.
b) / ( . v) = x^ -3 |x |+2 ,x GJ? bo'lganligidan, f i - x )  = i - x y -  

- 3 |- x |+ 2  = x ^ -3 |x |+ 2  = / ( x ) ,  ya’ni VxGJ? uchun/(x) = / ( - x )  
bo'ladi. Demak, berilgan funksiya juft funksiya ekan.

x-3
Гd) Berilgan funksiya / ( ' ')  = 7 г :^  bo'lganligi uchun, bun- 

dan f i - x )  = = ~ j c b  . dem ak, VxG(-oo;-5)U

U(-5;5)U(5;oo)lar uchun /( -x )v i/(x )  va f i - x ) ^ - f i x )  bo'lgani 
uchun, bcrilgan funksiya juft ham cmas, toq ham emas.

c) /(x )  = lx + ll + l x - l |  bo'lgani uchun, bundan / ( - x )  = l - x  +
+ l |  + |_ x - l |  = |- ( x - l ) l  + |- (x  + l)l = |x - l l  + lx + ll = /(x ),V xG i?. 
Demak, berilgan funksiya, 5.2-ta’rifga asosan juft funksiya bo'ladi.



lar uchun/(-x) = - /W  tcnglik o’rinli bo'lganligidan, 5.3-ta'rifga 
asosan bcrilgan funksiya toq funksiyadir.

g) /(_x) = 4-2(-x)* + (sin(-x))' = 4-2x* + sm^ x . Bundaii V x £  Л

= Д —x) tcnglikning o'rinli ckanligi kclib chiqadi. Demak,
5.2-ta’rifga ko'ra bcrilgan funksiya juft funksiyadir.

Juft va toq funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
Г. Ikkita juft funksiyaning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi 

va nisbati (maxraj noldan farqli bo‘lganda) yana juft funksiya 
bo'ladi.

2'. Ikkita toq funksiyaning yig'indisi va ayirmasi yana toq funk
siya bo'ladi.

3*. Ikkita toq funksiyaning ko'paytmasi va nisbati (maxraj noldan 
farqli bo'lganda) juft funksiya bo'ladi,

4'. Agary=/(x),x=y)(r) toq funksiya bo'lsa, u holda >^=/(^ (0) 
myrakkab funksiya (8-§. 7-b.- ga q.) ham toq funksiya bo'ladi.

5*. Agary=/(x) juft funksiya, x = <p{f) csa toq (juft) funksiya boisa, 
u holda y=f{<p{t)) murakkab funksiya ham juft funksiya bo'ladi.

Simmctrik boimagan to'plamda aniqlangan funksiyalarning juft 
va toqligi to'g'risida so'z yuritish ma’noga cga cmas.

Aniqlanish sohasining koordinatalar boshiga nisbatan simmctrikJigi 
funksiyaning juft va toqligi uchun zaruriy shart bo'lib, yctarli shart 
bo'la olmaydi. Masalan, y = x + 3vay=3* funksiyalar £>(/) = (-<»; oo) 
simmctrik to plamda aniqlangan, lekin ular juft ham cmas, toq 
ham cmas.

Teorenia. koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik bo’lgan X  
to'plamda aniqlangan bar qanday f{x) funksiya juft va toq funksi
yalar yig'indisi ko'rinishda ifodalanadi'.

Г(г\ = M  + ftrx) ^ f(x)-fi-x)
' 2 ^ 2------'

yadir  ̂ funksiya, ikkinchi had csa toq funksi-
• M isol.

e* = e*+e~ e^-e~
- Г "

funksiyani qaraymiz. Bu ycrda e' funksiya (—oo; »)da aniqlangan 
bo'lib, u juft ham cmas, toq ham cmas. (5.1) tcnglikning o'ng to-



5.2-niisoI. Yuqoridagi xossalar yordamida ushbu funksiyalarning 
juft va toqligini aniqlang:

1) /(x )  = x^-3x; 

3) /(x )  = 3 + 2x^

2) /(x )  = x 4 |x | ;

4) f ( x)  = ̂ , i x ^ 0 y ,

5) /(x )  = x ^ j ^ ,  a> l; 6) /(x ) = 2tgx+sin2x.

Yechilishi. 1) ma’lumki, x’ va 3x funksiyalar toq funksiyalar 
bo'lganligi uchun, bcrilgan /(x) = x̂  -  3x funksiya ikkita toq funk
siyaning ayirmasidan iborat. Shuning uchun, 2-xossaga binoan /(x) 
toq funksiya bo'ladi.

2) x̂  va |x| funksiyalar juft funksiyalar bo'lgani uchun, bcrilgan 
/(x )= x ^  + |x l funksiya ikkita juft funksiyaning yig'indisi sifatida 
juft funksiya bo'ladi.

3) ravshanki, 3 va 2x  ̂ funksiyalar juft funksiyalar bo'lgani 
uchun, bcrilgan/(x) = 3 + 2x̂  funksiya ikkita juft funksiyalar yig'indisi 
sifatida juft bo'ladi.

4) sinx va X funksiyalar toq funksiyalar bo'lgani uchun, bcrilgan
= (x?sO) funksiya ikkita toq funksiyaning nisbati sifati

da Г -xossaga asosan juft bo'ladi.
, , /?*+! / Ч _  (l+fl*)<7* _  l + iT* _  , .

5) i-e* '̂

Demak, = toq funksiya ckan. U holda bcrilgan /(x )  =

= X — (n>l )  funksiya 3'-xossaga asosan ikkita toq funksiyalar-
ning ko'paytmasi sifatida juft bo'ladi.

6) Ma’lumki, 2tgx va sin2x funksiyalar toq bo'lgani uchun, 
bcrilgan funksiya, 2*-xossaga asosan, ikkita toq funksiyaning yig'indisi 
sifatida toq bo'ladi.

5.3-misol. Quyidagi funksiyalarni juft va toq funksiyalar yig'indisi 
shaklida tasvirlang:

1) f ix)  = (X + 1)’; 2) /(.X) = ̂ ; 3) f i x)  = sin(x +1).

Yechilishi. I) Bcrilgan/(x) = (x + 1)’ funksiyaniitshbu ko'rinishda tas- 
virlaymiz: / (x) = (x +1)  ̂= x̂  + 3x  ̂+ 3x+1 = (.x̂  + 3x) + (3x  ̂+1). Ma’-



'^ 'thundS ^ qilib, bcrUgan funksiya juft va toq funksiyalarning 
yig'indisi sifatida tasvirlanadi.

2) = ̂  funksiyani ushbu ko'rinishda tasvirlaymiz:

у(х) = £ ^  = ̂ — bunda ^  -  toq, ^  -  juft funksiyadir.

Shunday qilib, bcrUgan funksiya juft va toq funksiyalarning yig‘indisi 
shaklida tasvirlanadi.

3) /(x) = sin(x+ 1 ) funksiyani quyidagicha tasvirlaymiz: f{x) =
= sin(x+ 1)=  sinxcosl+cosxsinl, bunda cosl sin x — toq funk
siya, cosx sin 1 — juft funksiya.

5.4-misol. Quyidagi funksiyalarning juft ham, toq ham emas- 
ligini ko'rsating;

1) / w = 5 ^  2) m = ^ \

3) /(x) = sinx +cosx; 4) /(x ) = x^-2 x ^+9 .

Yechilishi. 1)  /(x) = 5*, /( -x )  = 5“* = -^ ? i± /(x ) . Shunday qi
lib, berilgan funksiya juft ham, toq ham cmas.

= Я -х )  = ̂  = - ^ г ~ * ± Д х ) .  Shunday qUib,
bcrUgan funksiya juft ham, toq ham cmas.

3) /(x) = sin X+cos X, /( -x )  = sin(-x) + cos(-x) = -  sin x + cos x
Bu funksiya ham juft ham, toq ham cmas.

4) /(x) = x > -2 x 4 9 , Л - х) = ( -хУ - 2 ( - х)^ + 9  = - х^ - 2 х' + 95^
’‘- /W "  Demak, bcrUgan funksiya juft ham, toq ham cmas.

5.2. Davriy funksiyalar. /(x) funksiya X{XC R) to*plamda aniq- 
langan bo'lsin.

5.4-la’rir. Agar shunday o'zgarmas T{T ^  0) son mavjud boisaki,
>stalgan X, x + ГбДПаг uchun

/ U +  Г ) = / ( х ) (5.2)

u  “ ‘ h ig i  ( a g a r
J О isa) fu n k s iy a n in g  a s o s iy  d a v r i  d e b  a ta la d i .



Agar у —fix )  funksiya T  davrga ega bo'lsa, u holda nT{nGZ) 
ham funksiyaning davri bo'ladi.

Agar davriy funksiya — asosiy davrga ega bo'lsa, qolgan davr- 
larning hammasi ga karrali bo'ladi.

Funksiya eng kicliik musbat davrga ega bo'lmasligi ham mumkin. 
Masalan, f ix )  = 5 funksiya uchun ixtiyoriy haqiqiy son davr bo'ladi, 
lekin u asosiy davrga ega cmas. Haqiqatan ham, f ix )  = const, a ^O  
ixtiyoriy haqiqiy son bo'Isin. fix + a ) = f ix )  = const. Bu ycrdan kelib 
chiqadiki, a davr eng kichik musbat davr emas.

5.5-ta’rif. Agar

fix+ cj) = - f ix ) ,  (co9s0)

bajarilsa, u holda f ix )  anti davriy funksiya^ deyiladi. 
fiavriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
Г. Ikkita T davrga ega bo'lgan funksiyaning yig'indisi, ko'paytmasi 

yana davriy funksiya bo'ladi va uning davri T ga teng bo'ladi.
2'. Agar TiT  0) f ix )  va g(x) funksiyalarning eng kichik musbat 

davri bo'lsa, bu son/(x) ± g(x),/(x)'g(x) uchun eng kichik mus
bat davr bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, 1) /(x )  = 3sinx+2, 
g(x) = 2 -  3sinx funksiyalar eng kichik musbat T = 2л davrga ega, 
lekin ularning yig'indisi f ix )  +g(x) = 4 esa eng kichik asosiy davr
ga ega cmas. 2) /(x )  = sinx + l ,  g(x) = l- s in x  funksiyalarning eng

kichik musbat davri Т= 2л, lekin /(x)-g(x) = cos  ̂x = j ( l  + cos2x)
ko'paytmaning eng kichik musbat davri T= л  bo'ladi.

3‘. Agar f i x )  funksiya T davrga ega bo'lsa, u holda /(ax ),

fiax) + b funksiyalar т = -^ davrga ega (bunda a*Q ixtiyoriy haqi
qiy son, X, axEiX) bo'ladi.

4'. A gar/(x) funksiya T davrga ega bo'lsa, u'holda Afiax+ b)
T(^ = const, a> 0) ham davriy funksiya bo'ladi va uning davri t  = — 

ga teng bo'ladi.
Agar istalgan х б Л ' va ba’zi bir T lar uchun /(х + Г )  = у ^

(Fv^O) bo'lsa, u holda f ix )  funksiya 2 Г davrga ega bo'ladi.
5*. u = (pix) davriy funksiya bo'Isin. Agar/(x) funksiya qat’iy 

monoton bo'lsa, u holda y  = f\<pix)\ murakltab funksiya ham dav
riy bo'ladi va ularning davrlari bir-biriga teng bo'ladi.



6* Агаг funksiya qat'iy monoton bo Imasa, u holda
,.=/i,,(x)l funksiyaning davti п = у>(л) funksiyaning davridan ki-
chik bo'lishi ham inunikin. . . .  ■ j • i ■ i

5 5 misol Ushbu/(x) = sin2x funksiyaning davny funksiya ckan-
ligini ko'rsating va eng kichik musbat davrim toping

Yechilishi. Faraz qilaylik, biror T^O  uchuii sin2(x+ 7) = sm2x 
tenglik o‘rinli bo 'lsin , bundan sin2 ( .v + r ) - s in 2 x = 0 yoki 
2 sinrcos(2 x + r)  = 0 tcnglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglik s in r= 0  
uchun ham o'rinli boMadi, bundan T = np, n e Z  . Demak, shun- 
day Т — ПЛ, n S Z  o'zgarmas son mavjud ekan. Berilgan funksiya
ning eng kichik musbat davri 7’ц = л ga teng bo'ladi.

5,6-misol. Quyidagi funksiyalarni davriylikka tekshiring; 
[)f{x)=x^ + x + [\ 2) /(x) = x + cosx; 3) / ( x )  = sin^x.
Yechilishi. 1) Faraz qUaylik, Д х)  = x̂  + x +1 davriy funksiya 

bo'lsin, u holda davriy funksiyaning ta’rifiga ko‘ra, shunday o‘zgarmas 
son mavjudbo'lib, (x+7)^+(x+T) + l=  x^+x + l tenglik o'rinli 

bo'ladi. Oxirgi tenglikni T ga nisbatan echib, T ni topamiz:

х Ч 2Т х+Т Ч х+ Г  + 1 = х^+ х  + 1, 

r+ (2 x + l)7  = 0;7,=0;rj = - 2 x - l .

Г, va ning shartga ko'ra topilgan qiymatlari davriy funksi- 
yaning ta’rifini qanoatlantirmaydi (T  noldan farqli o'zgarmas son 
bo'lishi, ya’ni x ga bog'liq bo'lmasligi kcrak edi). Demak, berilgan 
funksiya davriy funksiya emas.

2) faraz qilaylik, berilgan funksiya T davrga ega bo'lgan davriy 
funksiya bo'lsin. U holda,

X+7+cos(x+ 7 )= cos X+X yoki cos(x+7) -  cos x = -‘7 , -  2 sin ^x+

+ 2^5Шу 7, sinfx + —W — Bu tenglikning o‘ng tomoni
'  2siuy

? miqdor, chap tomoni esa x ning funksiyasidir. Bunday
dUn ‘‘'"S'ikni Vx lar uchun qanoatlantira-
fiinic- sou mavjud emas. Shuning uchun, berilgan
funksiya davny funksiya emas.

3) berilgan /{x) = sin* x funksiya davriy funksiya bo'lsin va davri 7 
gaiengbo Isin.U holda sln^(x+7) = sin* x yoki sin^(x+7)-sin^ x = 0 
yoki l«»’(x+r)+si„t,l.|sm M x+T)-sin=x |= 0  tenglik x ning ix-



tiyoriy qiymatlarida o'rinli bo'ladi. Bunda sin^(x+7)+sin^ x>0 
bo 'lib , u aynan nolga tcng emas, unda sin^(x+7’)-sin^ x=0

yoki ^ ~ cos2x-cos(2x+ 2r )  = 0 , 2 sin(2x+

+ 7 )s in 7  = 0 bo'ladi. Bunda sin(2x+7’)?t0 bo'lgani uchun, sin r=  0 
bo'lishi kerak. Bu tenglikni qanoatlantiradigan eng kichik musbat 
son Л bo'ladi. Demak, berilgan funksiya davriy funksiya bo'ladi va 
uning davri Т=л.

5.7- niisol. Davriy funksiyalarning xossalaridan foydalanib, quyi
dagi funksiyalarning eng kichik musbat davrini toping:

1) /(x )  = -jtgx+jctgx; 2) /(x )  = sinyX +5cos(|x+5)

3) /(x )  = 2 + t g f .
Yechilishi. 1) tgx va ctgx laming eng kichik musbat davri л  

bo'lganligi uchun, l*-xossaga asosan, berilgan funksiyaning ham 
eng kichik musbat davri л  ga tcng bo'ladi.

2) sinx va cosx funksiyalarning eng kichik musbat davri 1л dan 
iborat bo'lgani uchun:

a) sin-|x  funksiyaning davri, 3*-xossaga asosan, c = - |,7 ,=

_ 2.1 _ 2.1 _ 8.1 
“ T " T “ T -

4
b) 5cos^yX+5j funksiyaning davri, 4*-xossaga asosan, = 

Г , = ^  = ̂  = 3я.
3 8

Demak, berilgan funksiyaning eng kichik musbat davri у л  va
Зл sonlarining eng kichik umumiy karralisidan iborat bo'ladi, ya’ni 
T= 24л.

3) ma'lumki, tgx funksiyaning eng kichik musbat davri л. Demak, 
berilgan funksiyaning eng kicliik musbat davri, 3’-xossaga asosan,

„ = ‘ ,7- = ̂  = 3».3 a
5.8- misol./(x) funksiya to'plamda aniqlangan bo'lib, shunday 

r^iOsoni topilsaki, V.vGxlf lar uchun x ± T g X  bo'lib, /(х + Г ) = 
= ° shart bajarilsa, /(x) funksiyaning davriyligini isbot qlling.



Isboii. Ixtiyoriy x lar uchun f{x+ T )  o'rinli

boMgani uchun, x ni x+ Г ga almashtirib,

Ш1±£.+а
rrv + n  + fl b f {x ) - \  _ / ( x ) ( l  + fli) _  /-/„4

— rrs i—
b f (x ) - l

tenglikni olamiz. Dcrnak, bcrilgan funksiya davriy bo lib, uning dav- 
ri IT  ga tcng.

Eng kichik musbat davrga cga bo'lgan funksiyalar yig‘indisming 
eng kichik musbat davri qo'shiluvchi funksiyalar davrlarining eng 
kichik umumiy karralisiga teng bo'ladi. Bunda, shakl almashtirish- 
lar natijasida nolga aylanadigan qo'shiluvchi funksiyalarning dav
ri hisobga olinmaydi.

Masalan, ushbu

/(x)=2sin4jc+ctg3x+3sinx+sin(x-^)+2sin(x+-'r)

funksiyani shakl almashtirishlar natijasida quyidagi /(.x) = 2 sin 4x+ 
+ctg3x ko‘rinishda ifodalash mumkin, bunda 3 sin x+sin(x—л)+ 
+2 sin(x+^)=0 . a) g(x) = 2sin4x funksiyaning eng kichik musbat

davri, 3“- xossaga asosan, T ^ = ^  = J ,  b) /j(x) = ctg3x funksiya

ning eng kichik musbat davri ^  ' 'a y  sonlarning eng kichik
karralisi л, Shunday qilib, yuqoridagi tasdiqqa asosan, bcrilgan/(x) 
funksiyaning eng kichik musbat davri л ga teng bo'ladi.

5.3. Bir qiymatli va ko‘p qiyniatli funksiyalar. Agar X to’plamdagi 
har bir X songa biror qoida yoki qonunga ko'ra У to'plamdan bitta 
у son mos qo yilsa, u holda и bir qiymatli funksiya deyiladi, ya’ni 
V X,, Xj e  A', X, Xj => /(Xj) /(Xj).

Agar .y to plamdagi har bir x songa biror qoida yoki qonun
ga ̂  0 ra У to plamdan bittadan ortiq yoki cheksiz ko‘p м son luos 
^  у holda funksiya ko'p qiymatli deyiladi. Masalan; 1) u = ±yfx 
,4 ' * qiymatli funksiya; 2) >* = arcsinx -  ko‘p qiymatli funksiya: 
) У Jx-rZ -  bir qiymatli funksiya.

chegaralanmagan funksiyalar, y=/(x) funk
siya X to plamda aniqlangan bo'lsiiv



5.6-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas M  (o'zgarmas m) son to- 
pilib, istalgan xE .X  uchun f ( x ) ^ M  {f(x)>m ) tengsizlik o'rinli 
bo‘lsa,/(x) funksiya to‘plamda >'м^ог/ /̂ал (quyidan) chegaralangan 
deyiladi, aks holda funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmagan 
deyiladi (5.3-chizma).

y= M  ‘O'

Л f
""XT

/ \ j
0 *

a) yuqoridan chegaralangan funksiya b) quyidan chegaralangan funksiya

5.3-cliiznia.

5.7-ta’rif. Agar f ( x )  funksiya 
X  to'plamda ham yuqoridan, ham 
quyidan chegaralangan bo'lsa, 
ya’ni shunday o’zgarmas M  va 
m sonlar mavjud bo’lib, istalgan 
x G X  uchun

m < f{x)< M  (5.3)

y  = M ‘У

\Г \ У \ -\J « \ У  \
y = m

5.4-chizma.
tengsizlik o’rinli bo'lsa, u holda 
f{x) funksiya X  to’plamda chegaralangan deyiladi (5.4-chizma).

/71= inp/(x)} son f ix )  funksiyaning X  to'plamdagi aniq quyi

chegarasi, A/ = sup{/(.v)} son esa,/ ( a )  funksiyaning X  to’plamdagi
xex

aniq yuqori chegarasi deyiladi. M -m  ayirma /(x) funksiyaning X  
to'plamdagi tebranishi deb ataladi.

Agar f ix )  funksiya chegaralangan bo’lib, m va M  sonlar uning 
aniq quyi va aniq yuqori chegaralari bo’lsa, u holda

I/W I^ c (5.4)

tengsizlik o’rinli bo’ladi, bunda C=ma\{\M\, |/?il}. (5.3) bilan (5.4) 
tengsizliklar o’zaro teng kuchlidir (5.5-chizma). Demak, (5.4) teng
sizlik funksiyaning chegaralanganlik shartini ifodalaydi.



Chcgaralangan funksiyalarning 
grafigi Ox o‘qqa parallel bo'lgan 
y = C vsi y = -  C to ‘g‘ri chiziqlar 
orasida bo‘ladi (5.5-chizma).

Quyidan chcgaralangan (/(-v)> 
sm ) funksiyaning grafigi O.vo'qqa 
parallel bo‘tgan y = m to‘g‘ri chi- 
ziqdan ^aiqorida joylashgan bo'ladi 
(5.3-i chizma).

Yuqoridan chcgaralangan funk
siyaning grafigi (/(x)<M ) Ox o‘qqa parallel bo‘lgan y = M  to‘g‘ri 
chiziqdan pastda joylashadi (5.3-a chizma).

5.8-ta’rif. Agar istalgan musbat C> 0 son uchun shunday -x, G X 
lopilib, l / f x j l  > C tcngsizlik o'rinli bo'lsa, f{x) funksiya X to'plamda 
chegaralanmagan deyiladi.

/(x) funksiya x̂  nuqtaning biror atrofida chegaralanmagan bo'lsa, 
u Хд nuqtada chegaralanmagan deyiladi.

/(x) funksiyaning [a; b] kesmada chcgaralangan bo'lishi uchun, uning 
[a; b] kesmaning har bir nuqtasida chcgaralangan bo'lishi zarur va 
yctarlidir.

Chegaralangan funksiya quyidagi xossalarga ega:
/(x) va g(x) funksiyalar X  to'plamda aniqlangan bo'lib, ular shu 

10‘plamda chegaralangan bo’lsa, u holda a) /(x)±g(x); b) /(x)-g(x);
О tIj)’» ; d) l/(x)l, lg(x)l funksiyalar ham X  to 'p
lamda chcgaralangan bo'ladi.

5.9-misoI. Quyidagi funksiyalarni o‘z aniqlanish sohalarida chega- 
ralanganlikka tekshiring:

1) fix )  = -x^ + 4x -  3; 2) f ix )  = ;
x̂  + 9

/W = tg .x .
Yechilishi. 1 ) Bcrilgan uchhadni to'liq kvadratga keltiramiz: 

■fi^)~~x + 4x-3= -(x-2)^+ 1 . Funksiya x = 2  nuqtada eng katta 
qiimaiga crishadi va u 1 ga teng. Bcrilgan funksiyaning qiymatlar 
sohasi £ ( /)  = (_ oo; 1).

yuqoridan chcgaralangan, quyidan chegaralanmagan, ya nl -o o < /(x )s l.
2) о rta arifmetik va o'rta geometrik qiymatlar orasidagi munosa-

bailardan, ya'ni 0 < -3)^ yoki 6x̂  s  x« +9 dan, ushbu 0 s  ^  i
x49 2

3) /(x)=3“"’*+5cos2x;



tcngsizlik kclib chiqadi. Demak, bcrilgan funksiya butun son o‘qi- 

da chegaralangan (bunda A/ = i ,  w = o) va uning grafigi = ̂

va >' = /я = 0 to‘g‘ri chiziqlar orasida joylashadi.
3) ravshanki, bcrilgan funksiya butun son o'qida aniqlangan va 

quyidan 3""’*+5 cos 2.x> 3-5  = - 2  bilan chearalangan, yuqoridan 
csa |3""**-(-5cos2x|<|3*“‘'* | + 5|cos2x|<3+5 = 8 chcgaralangan. De
mak, qaralayotgan funksiya chegaralangan ( C = 8, Cj = - 2 ) va 
uning grafigi j^= C = 8 va y = C, = - 2  to‘g‘ri chiziqlar orasida joy- 
lashgan bo'ladi.

l+x^4) ravshanki, /(x )  = — >0,  bundan funksiyaning quyidan 

0 bilan chcgaralanganligi kclib chiqadi. (l-x^)^sO tcngsizlikdan

i  tcngsizlik kclib chiqadi. /(.x) = = —Цг-+ < 1 + 1  = 1

chunki l + x * s l .  Demak, son o'qidagi ixtiyoriy x larda 0 < /(x )< l  
tcngsizlik bajarilgani uchun, bcrilgan funksiya chcgaralangan.

5) ma’lumki,/(.v) = tg.v funksiya x=i?\|.x:xG i?; х=(2А:+1)-|; 

/:G Z | to 'plam da aniqlangan. Ravshanki, /(x )  = tgx funksi
ya davriy funksiya bo'lib, uning eng kichik musbat davri л ga 
teng. Bcrilgan funksiyani (" f  i f )  intcrvalda qaraganimizda, u

y j  segmentda chegaralangan, ya’ni ltgx |< l. 

Demak, tgx funksiya — shartni  qanoatlantiruvchi ix

tiyoriy [a; b] segmentda chcgaralangan, Ickin | - y ;  oj, ĵ O; y j 
intcrvallarda csa chegaralanmagan.

5.10-misol. Ushbu funksiyaning 0 :s.x<oo dagi aniq

quyi, aniq yuqori chegaralarini va tebranishini toping.
Yechilishi. Pavshanki, 1) 0 sx<oo oraliqdagi ixtiyoriy xlar uchun

I ^ S O ;  2 ) (0 ; 1 ) intervaldan ixtiyoriy e sonni olsak, u holda 

Vx g (o; . ^ ) l a r  uchun /(x )  = j ^ < e  tcngsizlik bajariladi. Demak, 

{/(x)} = 0. 0 ^x < w  dagi ixtiyoriy x lar uchun
0S4<+



tengsizlik o‘rinli. U holda, yuqoridagi olingan e lar uchun 

bo’lganda tengsizlik bajarUadi. Bu tengsizlikdan

sup {/(x)}=l ckanligi kclib chiqadi. Shunday qilib, bcrilgan

funksiyaning aniq quyi chegarasi m = 0 , aniq yuqori chegarasi 
A/= 1. Demak, funksiyaning [0;' + » ) dagi tebranishi vv = M -m  = l 
bo'ladi.

5,5. Monoton funksiyalar. y= f{x) funksiya X  = [a,b] {X cR )  
to'plamda berilgan bo'lsin.

5.9-ta’rif. Agar istalgan .Vj,X2 £A ’ lar uchun, bo'lganda
/(x ,)< /(x j)(/(x ,)< /(x 2)) tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x ) funksiya 
X to'plamda o'suvchi yoki kamaymovchi (qat’iy o'suvchi) deb ata- 
ladi (5.6-fl chizma, 5.6-b chizma).

ГГу w  лГ lar uchun x, <Xj bo'lganda
tengsizlik o'rinli bo 'lsa,/(x) funksiya X  

ladi i5 7 yoW o’smovchi (qat'iy kamayuvchi) deb ata-
ladi (5.7-fl chizma, 5.7-i chizma).



O 'pvch i va kamayuvchi funksiyalar m onccn/ткщЫ аг ЛЛ
ataladi.

Funksiyani monotonlikka tekshirishda quyidagi umumiy tasdiqiar 
inullim ahamiyatga ega: ^

1 . Agar f i x )  funksiya ДГ to'plamda o'suvchi bo'lsa, u holda 
fix ) + C iC  — ixtiyoriy o'zgarmas son) funksiya ham X  to'plamda 
o'suvchi bo'ladi.

2. A gar/(x) funksiya X  to'plamda o'suvclii bo'lsa, u holda c/(x) 
(c>0) funksiya ham X  to'plamda o'suvchi bo'ladi.

3. Ikkita о suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning yig'indisi yana 
o'suvchi (kamayuvchi) funksiya bo'ladi.

4. Ikkita musbat o'suvchi (kamayuvchi) funksiyalarning ko'payt- 
masi yana o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

5. A gar/(x) funksiya X  to'plamda o'suvchi, musbat n S N  
bo'lsa, /"  (x) funksiya ham X  to'plamda o'suvchi bo'ladi.

6. Agar f ix )  funksiya o'suvchi bo'lsa, — /(x) funksiya kama
yuvchi bo'ladi va aksincha.

7. Agar f i x )  funksiya o'suvchi bo'lib, istalgan xEiX  uchun
/(x)?iO bo'lsa, funksiya kamayuvchi bo'ladi.

8. Agar f ix )  funksiya qat’iy o'suvchi bo'lsa, x = /" ‘(>’) (8-§ ning
6-b. q.) funksiya ham bir qiymatli va qat’iy o'suvchi bo'ladi.

9. Agar x = / ( / ) ,  tE la , /91 da o'suvchi, y = f{x) funksiya csa 
I Д а), fifi) ld a  o'suvchi bo'lsa, y= F ifix ))  funksiya ham [a, /?]da 
o'suvchi bo'ladi.

10. Agar x = / ( 0 ,  tE[a, ^]da kamayuvchi, y= Fix) funksiya 
csa, I/(a ), / ( /3)1 da kamayuvchi bo'lsa, y=Fif{x)) funksiya [a, ^1 
da o'suvclti bo'ladi.

11. Agar x ^ f i t ) ,  tE{a, p\da o'suvclii y=F{x) funksiya csa,
l/(a), /(/3)1 da kamayuvchi bo'lsa, y = Fif[x)) funksiya [a, /11 da 
kamayuvchi bo'ladi. i \ a  \<

12. Agar Ф ) ,  xi>ix) va/(x) funksiyalar o'suvclii bo'lib, <p{x) < ;  txj s
=V;W tengsizlik oTmli bo'lsa, ,.W k))s/(/(.t))fiV W -'')) «ngslzlik 
0 rinli bo'ladi. i i • •

S.ll-misol. Quyidagi funksiyalarni monotonlikka teksliinng.

1 ) / (x )  = x^+x; 2) /(x )  = sinx, 2 .j]*

3) /(x )  = (x^+4x+6)-ln(x'+4x+6); 4) /W  =
4-x’



, L- 14 /■(x)=x̂ +JC funksiya R  da aniqlangan. R  dan ix- 
,iyo* S  X. va X, nuqta olamix. Aniqlik uchun, x, < x, bo-ki„. 

)-/(Xj) ayirmani qaraymiz;

/(X,) -  д х ,)  = (X, -  X,) • (x5 + + ^  + ')  •

ikkinchi ko'paytuvchi X, va x, ning bar qanday haqiqly qiymalida 
musbat. Haqiqatan ham,

xJ+XjX,+X?+l = ( x ,+ ^ )  + \ x \ + l .

Shartgako'ra, Xj-Xi>0,uholda /(X j)-/(X i)> 0 .ya’ni /(X :)> /(x ,^  
Oxirgi tcngsizlik /(x) funksiyaning R da qat’iy o'suvchi ckanligi- 
ni bildiradi.

2) aniqlik uchun, x, <Xj bo'lsin. ayirmani tuzamiz.

/(X j)-/(x ,) = sinx2-sinx, = 2 sin • cos у —.

[” T ’ t ] kcsmadan olingan 0< ^  lar uchun sin - > 0

va - y < —y -<Y  lar uchun c o s >0.  Shunday qilib, sinx,>

>sinx.. Dcmak,/(x) = sinx funksiya T da qal’iy o‘suv-
chidir. '■

3) z = x^+4x+6 = (x+2y+2 bo'lsin. U holda x < - 2  uchun Z 
funksiya kamayuvchi, x> -2  uchun z funksiya o'suvchi boiadi. Bu 
qiymallar uchun z> 1 bo'ladi, Endi y=zlnz funksiyani qarasak, у 
x> - 2  da o'suvchi, x< - 2  da csa kamayuvchi bo'ladi, chunki, agar 

^ bo'Isa, г, > > 1 va dcmak, >-j = Zi In Zi > Z2 In 2̂ = Уг i 
у a ni berilgan y= ^Inz funksiya kamayuvchidir.

fix) = funksiyani /(x) = ~ - x  ko'rinishda tasvirlaymiz. 
Bu funksiya nolni o'z ichida saqlamaydigan har qanday intcrvalda

X ' ’3 -X kamayuvchi bo'lgan ikkita funksiyalar yig'indisidan 
iboral. 3 -xossaga ko'ra, berilgan funksiya kamayuvchidir.

5.12-misol. /(x) = x" (n&N) funksiyaning [0; 00) da o'suvchi 
CKanligini ko'rsating.



recl,mshi Ш 'Ы т и  O sx,<x, dan V n eN  „chun x '< .,;  
tcngsizlig. kehb chiqadi. Dcmak, berilgan funksiya [0; L) da

5.13- misoI. Ushbu /(x )  = - ^ - A _  funksiyaning (0; »)da ka
mayuvchi ckanligini ko'rsating.

Yechilishi. Ma’lumki, + 5x̂  + 7 funksiya [0; <=o)da manfiy cmas 
va o'suvchi. U holda, 5) va 2) tasdiqlarga binoan, va 5x̂  funksi
yalar ham [0; oo) da o'suvchi. 1) va 3) tasdiqlarga asosan x" + 5x̂  + 7 
funksiya ham [0; « ) da o'suvchi bo'ladi. Shunday qilib, 7) tasdiqqa
asosan berilgan = funksiya [0; oo) da kamayuvchi.

5.14- misol. Ushbu a) /(x)=sinx+cosx; b) /(x ) = tg |x + j j  
funksiyalarning monotonlik oraliqlarini aniqiang.

Yechilishi. a) Trigonometriyadagi ma'lum formuladan foyda-
lanib, berilgan funksiyani ushbu /(.v) = VI cos^x— ko'rinishga

keltiramiz. Ma’lumki, cosx funksiya (2nx; (2и + 1).т) oraliqda ka-
mayadi, 1(2 л—1).t ; 2 ля), (я = 0; ± 1; ± 2 , ...) oraliqda csa o'sadi. 
Shuning uchun, /(x )  = sinx+cosx; funksiyaning kamayish oralig'i

[ ^ + 2 /1я; ^  + (2л+ 1)я], (л = 0; ± 1; ± 2 , ...), o'sish oralig'i csa, [ j+

+ (2л - 1)я; j + 2 nxj, (и = 0; ± 1; ± 2 , ...)dan iborat bo'ladi.
b) ma’lumki, tgxfunksiya у +L*r; y+/.vrj, («=0; ± 1; ±2, ...)

oraliqda o'sadi, u holda berilgan funksiya ham +
(л = 0; ± 1; ± 2 , ...) oraliqda o'sadi.

5.6. Teskarl funksiyalar. /(x ) funksiya X  to'plamda aniqlangan 
bo'lib, funksiyaning o'zgarish (qiymatlari) sohasi У bo'lsin.

' 5.11-ta’rif. y/=/(x) funksiyaning har bir у G У qiymatiga biror, g 
munosabatga ko'ra. A'dan faqat bitta x qiymat mos kclsa, У to'plamda 
funksiya aniqlangan bo'ladi va u у = /W  ga nisbatan ieskari funk- 
siya deyUadi va x = / - ‘(у) = Я(>') ko’rinishda belgilanadi.

Odatdagidek, funksiyani у bilan, argumentm csa 
iashlarga muvofiq, х = Г Ч у )  ko'rinishda yozishadi. /  (-v)

«/) " I t - ;ega bo'lbhi uchun, o'z umqianish sohuedag, urgun,enm,ng 
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har xil qiymatiga funksiyan ing  ham 
har xil qiymati mos kelishi zarur va 
yetarli, ya'ni У Х р Х гб Д Л /аг  uchun

^ Xj о  ^  / ( ^ ) -
5.2 -teorema. Agar у  = /(x ) funksiya X 

da aniqlangan qat’iy monoton о ‘suvchi (ka- 
mayuvchi) boba, Yda y= f{x )  ga teskari 
funksiya mavjud, bu funksiya ham qat’iy 
monoton o'suvchi (kamayuvchi) bo'ladi.

S.l-eslatma. Agar funksiya monoton bo'lib, Ickiii qat iy monoton 
bo'lmasa, bu funksiyaning tcskarisi mavjud bo'lmaydi. Buni, masalan,
5.8-chizmada ko‘rsatilgan

/W  =

- 1, x < - l  bo'lganda, 
X, - l < x < l  bo‘lganda, 
1, x > l  bo'lganda

funksiya misolida ko‘rish mumkin.
5.2- eslatma. Juft funksiyaning tcskarisi mavjud cmas. Xususiy 

holda, aniqlanish sohasining funksiya qat’iy monoton bo’lgan qism- 
larida teskari funksiya mavjud bo’ladi. Masalan, y = x^ funksiya 
uchun [0; +oo)da y= 4x  teskari funksiya bo'ladi.

5.3- eslatma. Davriy funksiyaning tcskarisi mavjud cmas. Xususiy 
holda, aniqlanish sohasining funksiya qat’iy o'suvchi (kamayuvchi) 
bo'lgan qismlarida teskari funksiyalar mavjud bo’ladi. Masalan,
/,(x)=sinx(x£[-f;i]);/j(.x)=cosx(xe[0 ,n:l);/3(x )= tgx(xe(-f;

•j))» / 4(^)=ctgx(xe(0,л)) funksiyalar uchun ko’rsatilgan oraliq- 
lardag,(y)=arcsin>- ( y e l - 1, 11), g^(y)=arccosy (y G l-1, 11); g,{y)= 
=arctg>- Cv£ ( - CO,+ 00)); (y) = arcctg>- Cv £  (-  ». + oo)) teskari funk
siyalar mavjud, chunki bu oraliqlarda ular qat’iy monotondir.

5.4-eslatma. y= f(x) funksiya va bu funksiyaga teskari bo’lgan 
f'^nksiyaning aniqlanish sohasi va o’zgarish sohasi o’z 

ro armi almashtiradi’ ya’ni y = /(x ) funksiyaning aniqlanish soha- 
cskari funksiyaning o’zgarish sohasi bo’ladi, y = /(x ) funksiya- 

si q sohasi esa teskari funksiyaning aniqlanish soha-



y = f(x )  funksiya biror ATto’plamda 
aniqlangan bo 'lib , uning qiymat- 
lari to 'plam i Y  bo'lsin. g(>>) funk
siya yto'plam da aniqlangan bo'lib, X  
to'plam csa uning qiymatlari to'plami 
bo'lsin.

5 .3 -teorema. g(y) funksiya y= f{x) ga teskari funksiya bo'Ushi 
uchun

5.9-chiima.

g i/ix ))  = X(XEX)  ifig(y)) = у (y e  Y)) (5.5)

shartning bajarilislii zarur va yctarlidir (5.9-chizma).
Misollar. 1) / W  = i,i(A T )= i (д^*0) fimksiyalar (5.5) shartni 

qanoatlantiradi. Haqiqatan ham, /(^(x)) = -}- = x- Demak, ular

bir-biriga teskari funksiyalar bo'ladi. ^
2) f ( x )  = —x, g(x) = -x ,  xG(-oo, + (») funksiyalar (5.5) shartni 

qanoatlantiradi, ya’ni /ig ix )) = -( -x )  = x . Demak, ular bir-biriga 
teskari funksiyalar bo'ladi.

y = /(x )  to'g'ri funksiyadan x= /~ '(y)  teskari funksiyaga o'tish va 
uning grafigini chizish uchun, quyidagi amallarni bajarish maqsad- 
ga muvofiq;

1 . y = f{x )  tenglama x o'zgaruvchiga nisbatan (agar tenglamani 
X ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa) yechiladi:

x = f - 4 y )  = g(y).
2 . X ni у  bilan, у  ni x  bilan almashtiriladi:

y= f~'{x) = g(x).

3 . y = f(x )  to'g'ri funksiyaning grafigi chiziladi.
4. Hosil qilingan y= f{x)  funksiyaning grafigini I va III chorak 

koordinatalar burchaklaridan o'tuvchi bissektrisaga nisbatan simmcirik 
almashtirish natijasida teskari funksiya grafigi hosil qilinadi.

f ix )  funksiyaning grafigi { ( '" ^ . k ) : - ' '^ ^ n u q t a l a r  to pla- 
midan, g(y) funksiyaning grafigi csa, {(>’»^(>'))~(/(-^’)>'̂ )} nuqta
lar to'plamidan tuziladi (5.10-chizma).

5 .1 1 -chizmadagi у = /(x ) funksiya uchun teskari funksiya mavjud
cmas, chunki x,<.V2 <Xj<X4 da yQ=f(Xi) = f (X2) -  f ( Xi ) -  f(x^)  
bo'ladi, bu esa teskari funksiya mavjud bo'lishi shartiga ziddir.



5.15-misol. y = Sx-¥l  funksiyaga tcskari funksiyani toping. 
YechilishL y = 5x + 7 funksiya butun son o‘qida aniqlangan va 

qat’iy 0‘suvchi. Shuning uchun bu funksiyaga teskari funksiya mav- 
jud va u ham o'suvchi. y=5x + l  tcnglamani x  ga nisbatan yechamiz:

, Nx = ( - « < y < o o ) .

Endi X ni у ga va у ni X ga almashtiramiz, natijada izlanayot- 
gan tcskari funksiyaga cga bo'lamiz; x = ̂ - ^ .

5.16-misol. Ushbu /(x) = .x ^ -x + l,x > i va <p(x) = j  + 
funksiyalarning o‘zaro teskari ekanligini ko'rsating.

YechilishL y = /(x) = x ^ -x  + l = ( x - i j 4 ^  funksiya is x < « >

da o'suvchi. x shu oraliqda o'zgarganda, •^^y<oo. Demak,

bcrilgan funksiyaga teskari funksiya mavjud va u x^—x + (l —>') = 0 
tcnglamadan topiladi;

x = g(y) = j  + y f ^  = <p{̂ ').

5.n-misol. Ushbu у = 2” funksiyaga tcskari funksiya mavjudmi?
Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning aniqlanish sohasi — butun 

son o'qi; o'zgarish sohasi csa (0; oo) dan iborat bo'lib, u (—00; oo) 
to'plamda qat’iy o'suvchi bo'ladi.

Demak, 5.2- tcoremaga ko'ra, bcrilgan funksiyaga teskari logjX 
funksiya mavjud; /* ‘ (/(x)) = iogi 2* = x logj 2  = x .



5.18-misol. Ushbu y= cosx  funksiyaga teskari bo'Jgan funksi
yani toping.

Yechilishi, Ma lumki, y = cosx funksiyaning aniqlanish soha
si i)(y) = 7? = (-«>;“ ), qiymatlari to'plami £(y) = I-l; Ijdan ibo
rat bo lib, u teskari funksiyaning mavjudlik shartini qanoatlantir- 
maydi.

7?=(-oo;oo)niushbu л я - | < х 2 лл+у, (л = 0; ± 1; ± 2; ± 3; ...) 
oraliqlarga ajratamiz. Agar n juft bo'lsa, u holda cosx funksiya 
/1л - у < х 5 п я  + у ,  (л = 0; ±1; ±2; ±3; ...) oraliqlarda o'suvchi,

Л toq bo'lganda esa u п л -^ < х < п л + ^ , (n = 0; ± 1; ± 2; ± 3; ...) 
oraliqlarda kamayuvchi bo'lgani uchun, ko'rsatilgan oraliqlarda 
[-1 ; 1] da aniqlangan teskari funksiya mavjud bo'ladi. Xususiy hol
da, — j < x < j  oraliqda cosx ga teskari x = arccosy funksiya mav

jud bo'ladi. ля-у< х< Л .Т + У , (n = 0; ±1; ±2; ±3; ...) oraliqda
у = cosx funksiyaga teskari bo'lgan funksiyaning ko'rinishi quyidagi- 
cha bo'ladi: х = ±агссо5>’+ 2л/:, k s Z .

5.7. Murakkab funksiyalar. f  va g funksiyalar, mos ravish- 
da, X  va X, to'planilarda berilgan bo'lib, /  funksiyaning qiymat
lari to'plami eCJ)= f  funksiyaning qiymatlari to'plami E{g) = Z  
va Y Q Y i {g funksiyaning qiymatlari to'plami, g funksiyaning 
aniqlanish sohasida saqlansin) shart bajarilganda X  to'plamda 
E = g{f{x)) = h{x) {F = g(y),y = f (x))  murakkab funksiya yoki g 
va ffunksiyalarning kompozitsiyasi aniqlangan deyiladi va u Z = g ° f  
kabi belgilanadi (5.12, 5.13-chizmalar). Demak, 'ixe .X  u c h u n / 
funksiya yordamida bitta у G mos qo'yiladi, so'ngra УуЕУ uc
hun g funksiya yordaniida bitta Z G Z mos qo'yiladi. Shunday qi- 
lib, Z = g(,f{x)) funksiyaning aniqlanish sohasi y=f{x)  funksiya-

h h

5.12-chizma.



„Ш. aniqlamsh sohasiga usima-ust tushad. yoki umng q,sm, bo'ladi. 
C d a /  funkaiyaning qiymatlari aohaai g funk.yam ng aniqlaafeh 

yolishi muhim, ate hoWa g va /  funksiyalarmng kompo-
zitsivasi aniqlaninaydi. i r. . • i j  ,,

5.19-misol. Ushbu z = sin>’ va y = fiinksiyalardan murakkab
funksiya luzish mumkiiuni?

Yechilishi. BerUgan z = siny va y = funksiyalarnmg, mos ra- 
vishda, D{z), E{y) sohalarim topamiz. Ma’lumki, z=siny funksiya- 
ning aniqlanish sohasi butun son o’qidan, ya ni D{z) — R — «>)
dan iborat. у =x4 unksiyaning qiymatlari to'plami: Д у) = [0 ; со). i 
Bundan, E(j) G LKz) ckanligi kclib chiqadi, ya’ni yuqoridagi, murak
kab funksiyani tuzish sharti bajarilayapti. Shuning uchun, bu funk- 
siyalardan murakkab funksiya tuzish mumkin; z=sinx^. Bu funksi- 
yaning ham aniqlanish sohasi i? =  (-co ; oo) dan iborat.

5.20-misol. z = >/y+4 va y=  3* funksiyalardan murakkab funk
siya tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Ma’lumki, y=3^ funksiya D(y) = ( - 00; 00) da an- 
iqlangan bo’lib, uning o’zgarish sohasi £(y) = (0 ; со) dan iborat.
Z = >/y + 4 funksiyaning aniqlanish sohasi D{z) = [—4; oc). Ravshan- 
ki, £(y) 6  D{z) murakkab funksiya tuzish sharti bajarilganligi uchun,
bcrilgan funksiyalardan [-4 ; oo)da aniqlangan z = V3*"+4 murak
kab funksiyani tuzish mumkin.

5.21-misol. z = arcsiny va y=5+x^ funksiyalardan murakkab 
funksiya tuzish mumkinmi?

Yechilishi. Ma’lumki, z = arcsiny funksiya Z)(z) = [ —1; 1] 
aniqlangan, lekin y= 5  + x̂  funksiyaning o’zgarish sohasi £(y) he- 
tiyoriy X larda Z)(z) = [—1 ; 1] da yotmaydi.

Demak, murakkab funksiya tuzish sharti bajarilmaydi. Shu- 
ning uchun bcrilgan funksiyalardan murakab funksiya tuzish mum- 
km cmas.
/ • / /(-«) = x̂  va g(x) = 3" funksiyalar bcrilgan.
^ i ^ ^ ) ) , g(g(x)) funksiyalarni toping.

Yechilishi. Funksiyalarning berilishiga ko’ra,

Я т )  = f{x^) = f igix)) = П У ) = (3*)̂  = 3 *̂

sllfa^Uashkn navbatida murakkab funk-
yam tas kil ctadi, chunk! £ ( / )  = 10;c=)c !)(/) = ( - » ;со).£ ( .)  =

- (0 .» )С Д /)^  а д  = (0; oo)c Д я )  = (-со; ос).



5.23- misoI. Ushbu /(,x) = 3' va /-< U )= los,x  funblyalarning 
/ ( /  i^))> f  (У(^)) kompozitsiyalarini toping.

Yechilishi. Tcskari funksiyaning ta'rifiga ko'ra,

/ ( / - 'W )  = 3 ^ '“ >=3“« '= ;c , / - '( / ( ; t ) )  = Jog./(x) = log,3- = x.

5.24- mlsol. Ushbu g ( x )  = . J i - x ,  Z)(g)=(-«,3| va / ( x )  = x ‘ - l ,  

/) ( /)  = (—“ ,«) funksiyalardan f og,  g o f  kompozitsiyalarni to
ping.

Yechilishi. Ta’rifga ko'ra,

( /  »g) W  = f{g{x)) = - l  = 3 - x - l  = 2-.x

va

E (f og) = {xe  Dig):g(x) e  D(/)) = Dig),

chunki Dif) barcha haqiqiy sonlardan iborat. Demak, D {f “ g) = ( -  «, 3] 
ckan.

Endi (go/)(.v) ning ifodasini va aniqlanish sohasini topamiz:

(gof)ix)  = gif(x)) = V3-(-v'-l) = л/ W

va

Digof) = { x e D i f ) : / ( a-)G(-«,31 = {x : .x̂ -1<3} = (-2,2).

Demak, D (go/) = I-2,2].

5.25- misoI. Ushbu /(x ) = | ; g(x) = x ' +1, h{x) = cos x funksi
yalarning i fogoh)ix)  kompozitsiyasini yozing.

Yechilishi. Ta’rifga ko'ra,

i fogo  h)(x) = f(g(h(x))) = ~ i/,(x))2+i “  cos^x+l ■

5.26- mlsol. f o g ^ F  kompozitsiyada £(.х) = (х + 1У bo 'lsa ,/v a  
g funksiyalarni toping.



' Yechilishi. F(x) funksiya x ga 1 ni qo'shib, kcyin bu ifodani 5-dara-
jaga ko'tarishdan iborat bo'lganligidan, g(x) = x + l va /(х )  = х*‘
deb olish maqsadga muvofiq bo'ladi. Haqiqatan ham, yuqoridagi 
bclgilashlarda (/og)(x) = /(g(x)) = lg(x)f = (x  + l)  ̂ bo‘ladi.

№ / w (/»«)(x)

.) ? V x -5 Vx^-5

2) 7 X
X

3) X
7 X

4) fx  , 7 X

yiec/i/Z/s/i/. 1 ) shartga ko‘ra, /(x ) = V x-5, {f °g)(x)  = fig{x)) =
= ̂ 1x^-5, bo'lganligi uchutt f{g) = y]g-5, yjg-5 = ylx^-5  , bun- 
dan g-5  = x^-5, g(x) = x .̂

2) Shartga ko‘ra, /(x ) = l + i ,  (/og)(x) = x bo'lganligi uchun, 

/(«) = 1 + -̂ , l + 7  = x bo'ladi. Bundan g(x) = -i-r;

3) shartga ko'ra, g(x) = ~, (/»g)(x) = x bo'lganligi uchun, 

/(«) = / (7 ) = x, bu yerda i  = / deb olsak, u holda / ( 0  = ) ;

4) Shartga koTa, g{x) = ̂ ,  (/o^)(x) = x bo'lganligi uchun,
X, bu yerda yfx = t deb belgilasak, u holda

x = ^^ =

Matematikaning ko'p masalalarida 
deyiJadi ufar” ^̂ *̂ **̂ “̂* i^unksiyalarga asosiy elementar funksiyalar

!• y - i  — о zgarrnas funksiya (Z> = const), b S R .
■ funksiya, a — haqiqiy son.

rsatkichli funksiya, bunda a > 0 , a ^ l  4. У = log X ,
loganfmik funksiya a > 0, a*  I, x > 0.

^ 5. у = sin X. >. = cos X. у = tgx-. у = ctgx, у = 7^  = sec X. у = J _  = 
co^secx- trigonometrik funksiyalar.

= - t e s k a r i



Asosiy elementar funksiyalarning xossalari umumiy o'rta ta’lim 
maktabi kursidan ma’lum.

Asosiy elementar fun^iyalarning ustida chekli sondagi qo'shish, 
ayirisli, ко paytirish, bo lish amaUarini bajarish va murakkab funksiya 
hosil qilish natijasida yuzaga keladigan (analitik- usulda berilgan) 
funksiyalar elementar funksiyalar deyiladi, Masalan, ushbu

y = 3 •*, y = arcsinx% y = logj(x^-4x+3)

funksiyalar elementar funksiyalardir.
Elementar bo'lmagan funksiyalarga misoUar keltiramiz:
1 . y = sinx+3‘‘*+arctg2x^+...

2 . y = x + 2x ^+ |x ^+ „ .

3. Dirixle funksiyasi:
0, X irralsiooal son bo'lganda,
1, X ralsionai son bo'lganda.

1, 2-misollarda amallar chekli marta bajarilmagan, 3-misolda 
esa elementar funksiyalar qatnashgani yo‘q.

Elementar funksiyalar quyidagi asosiy sinflarga bo'linadi:
1. Butun ratsional funksiya (ko'phad). Bunday funksiyaning umu

miy ko'rinishi quyidagicha:

/(x ) = flo-v" + +... + a„_̂ x + a„,

bunda Дц, Др .... д„ -  haqiqiy sonlar, Дот;0  (ko'phadning 
koeffitsiyentlari), n -  manfiy bo'lmagan butun son (ko'phadning
darajasi), д̂ , д,......  д, sonlar va x ustida chekli sondagi qo'shish
va ko'paytirish amallari bajarilgan. Butun ratsional funksiyaning 
aniqlanish sohasi R dan iborat. Xususiy holda, y  = ax + b -  chiziq- 
li funksiya, va y  = ax^ +bx + c -  kvadrat uchhad butun ratsional 
funksiyalardir.

2. Kasr-ratsional funksiya. Ikkita qisqarmas butun ratsional funk
siyaning (ko'phadning) nisbatidan tuzilgan

7)(x) =

f ( x)  =
Pni.x) _ aox'’+fl|.x” 
Q„(x)

funksiya kasr-ratsional funksiya deb ataladi. Kasr-ratsional fbnksiya
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X = R \ { x : x e R , Q „  (x) = 6o-v" + + . . . + -  0}

to‘plamda, ya’ni maxrajni nolga aylantiruvchi nuqtalardan farq. 
li bo‘lgan barcha haqiqiy sonlardaii iborat to'plamda aniqlangan.

Xususiy holda, = va y = -^z{ ~  kasr-ratsional funksi- 
yalar bo‘ladi. x + x

Butun ratsional va kasr — ratsional funksiyalar birgalikda rat- 
sional funksiyalar sinfini tashkil qiladi.

3. Irratsional funksiya. Tarkibida irratsional ifodalar qatnashgan 
algebraik ifodalarning moslik qonunini ratsional ifodalar yordami- 
da ko'rsatlsh mumkin bo‘lmasa, bunday ifodalar irratsional funksi
yalar dcyiladi. Masalan, ushbu

^l+6x-4

funksiyalar irratsional funksiyalardir.
4. Algebraik funksiya. Ratsional va irratsional funksiyalar sinflari 

birgalikda algebraik funksiyalar sinfini tashkil qiladi. Ushbu

Л (х ) /  +/l,(x)y"-' +... + Л^,(а)>- + / 1„(х) = 0

tcnglamani qanoatlantiradigan har qanday у = /(x) funksiya algebraik 
funksiya dcyiladi. Bunda Л(х),Л(х), ...,Л(х) -  bcrilgan butun 
ratsional funksiyalar, Д)(х)т;0  va и — butun musbat son.

 ̂ Misollar. 1 . y = \lx + 1  _  algebraik funksiyadir, chunk! u 
у - X  -1  = 0 tcnglamani qanoatlantiradi.

fnnv • ~^(x - l)y -4 x  = 0 tcnglama bilan aniqlangan
funksiya ikkita algebraik funksiyadan iborat bo'ladi, ya’ni

X

y - ^ ^ -l- \ /(x M )4 4 x ^  _  2
X  ~  X

5ivaW m'"( *>’■*’ + 4 = 0 tenglama bilan aniqlangan funk-
*'Va ham algebraik funksiya bo’ladi, lekin bu Л п к а и а Г и з^ о г
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ko'rinishda yozish mumkin emas, chunk] uni radikalga nisbatan 
echib bo Imaydi. Bu holda biz oshkormas algebraik funksiyaaa ega 
bo'lamiz.

5. Transsendent funksiyalar. Barcha algebraik bo'lmagan funksiyalar 
iranssendent funksiyalar deb ataladi (ko'rsatkichJi, logarifmik, tri"ono- 
metrik funksiyalar va teskari trigonometrik funksiyalar -transsendent 
funksiyalardir). Masalan: >- = sin3x, y = V ^ \  >- = arctg5x funksiya
lar transsendent funksiyalardir.

Shunday qilib, barcha elemcntar funksiyalar algebraik va trans
sendent funksiyalar sinflariga bo ‘linadi.

5.9. Funksiya grafigi ustida clementar shaki almashtirishlar

Biz quyida elementar funksiyalarning ba’zi sinflarini alohida 
qaraymiz va ularning asosiy elementar funksiyalarning ma’lum xo- 
ssalariga tayangan holda kelib chiqadigan asosiy (bosh) xossalarini 
hamda funksiya ustida ma’lum bir amallar bajarish natijasida uning 
grafigi shaklini almashtirish qoidalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X  to'plamdan aniqlangan у = f (x)  funksiyan- 
ing grafigi chizilgan bo'lsin. Quyidagi jadvalda f (x)  funksiya yoki 
uning argumentini ma’lum bir shaki almashtirish natijasida bu grafik 
qanday o’zgarishi bayoni berilean.

Funksiya
У =/(•'■) funksiya grafigi ustida xOy tekisiikda 
amaiga oshirisiii iozini boMgan (shaki) aiinash- 
tirishlar

/(x ) + A, A ^Q y=f(x)  flinksiya grafigini Oy o‘q bo'yiab: /1>0 
bo'lgan A birlik yuqoriga; Ж О  bo'lganda |/t| 
biriik quyiga (pastga) siljitish (ko’chirish)

f i x - a ) ,  a ^O y=f[x)  funksiya grafigini Ox o‘q bo'yiab: a>Q 
bo'lganda a birlik o'ngga; a < 0  bo'lganda |a | 
birlik chapga siljitish (ko'chirish)

k/(x), k>Q, k * l y = f ( x )  funksiya grafigini Oy o 'q  bo'yiab 
Ox o'qqa nisbatan: k> 1 bo'lganda k marta

cho'zish; 0 < J t< I  bo'lganda ^  marta qislsh.

A kx) ,  k > 0 ,  k ^ l y=f{x)  funksiya grafigini Ox o'q bo'yiab Oy 
o'qqa nisbatan: k>  1 bo'lganda к marta qisish;

0< jt< l bo'lganda |  marta cho'zish.



-A x) y = A x)  funksiya grafigining Ox o 'qqa nisbatan 
simmetrik akslantirish.

l /W l

1

у - A x )  funksiya grafigining Ox o 'qdan past- 
da joylashgan qism i shu o 'q q a  n isba tan  
simmctrik akslantirilib, grafikning qolgan qis
mi o'zgarmasdan qoldiriladi.

A - x ) y = A x )  funksiya grafigini Oy o'qqa nisbatan 
simmctrik akslantirish.

A \x \) y=f(x)  funksiya grafigining Oy o 'qdan chapda 
joylashgan qismini o'chirib tashlash; grafikning 
Oy o'qdan o'ngda va o'qning ustida joylashgan 
qismini o'z holida qoldirish; funksiya grafigin
ing 0 sohada yotgan qismini x < 0 sohaga Oy 

1 o'qqa nisbatan simmetrik akslantirish.

Umumiy holda, y = Cf{ax+b) + D funksiya grafigini chizish 
y=f(x)  funksiya grafigi ustida bir nccha shakl almashtirislilar (silji- 
tish, qisish, akslantirish va hokazo) bajarlshga kcltiriladi.

Avvalo, uni quyidagi >' = Cy^o^x+^jj + Z) ko'rinishda tas- 
virlaymiz. Bundan, bu funksiya grafigini (yasash) chizish uchun

>’i funksiya grafigini chizish yctarli ckanligi ko'rinadi.

y, funksiya grafigini chizish uchun csa, *jj  funksi

ya grafigini chizish yctarli. 0 ‘z navbatda, y  ̂ funksiyaning grafigini 
chizish uchun y^=f{ax) funksiya grafigini chizish yctarli. Dcmak,

bcrilgan = funksiya grafigini chizish uchun/(x)
funksiya grafigi ustida quyidagi (shakl) almashtirishlarni bajarish 
zarur bo'ladi:

 ̂ !• /(x) funksiya grafigini о > 0 bo'lganda Ox o‘q bo'ylab Oy 
0 qqa nisbatan qisish yokl cho'zish; a < 0 boMganda Oy o’qqa nis- 

atan simmctrik akslashtirish va Ox o'q bo'ylab Oy o‘qqa nisbatan 
qiSish yokl cho'zish.

 ̂ 2. f{ax) funksiyaning hosil bo'lgan grafigini Ox o‘q bo'ylab,

bo Iganda ^ birlikka chapga siljitish; ^ < 0  bo'lganda 1 - 1  
birlikka o'ngga siljitish. “



3. funksiyaning hosil bo'lgan grafigini, C > 0

bo'lgancia Oy o 'q bo'ylab Ox o'qqa nisbatan qisish va cho'zish; 
C<0 bo Ip n d a  Ox о qqa nisbatan simmetrik akslantirish va Oy 
o'q bo ylab Ox о qqa nisbatan qisish yoki cho'zish.

4. funksiyaning hosil bo'lgan grafigini, D>0 
bo'lganda D birlik yuqoriga, D<0 bo'lganda csa, \D\ birlik past- 
ga siljitish.

y  = Cf(ax + b) + D funksiya grafigini chizishda amalga oshirilgan
shakl almashtirislilar ketma-kctligini quyidagi ko'rinishda ifodalash 
mumkin bo'ladi:

f (x)  -*■ f  ^ jj  = f{ax + b)-*СДах + b)-*СДах+b) + D.

Unda bcrilgan funksiya grafigini yasashda qanday funksiya gra
figi asosiy rol o'ynashi ko'rinib turibdi.

5.22-misoI. Ushbu _y = log,(3x+l) + 5 funksiya grafigi cskizini 
chizing.

Yechilishi. у  = logj( 1 + 3x) + 5 funksiya grafigi cskizini chizishda 
amalga oshiriladigan shakl almashtirislilar kctma-kctligini quyidagi 
ko'rinishda ifodaiaymiz:

logj x-*logj 3x-+logj ^ з |х + j) j  = log2(3x+ l)+ 5.

Dcmak, bcrilgan funksiya grafigi cskizini chizish uchun avvalo:
1) Д», = log,x funksiya grafigi (5.14-e chiznia) chiziiadi; 2) so ngra 
chizilgan g'rafik Ox o'q bo'ylab, Oy o'qqa nisbatan 3 birlikka qisi- 
bdi (5.14-Z> chizma); 3) log,3x funksiyaning hosil bo'lgan grafigi

chapga |~ ^ | birlikka slljitiladi (5.14-r/chizma), 4) 
funksiyaning hosil bo'lgan grafigi Oy o'q bo'ylab yuqoriga 5 birlik- 

slljitiladi (5.14-e chizma). Natijada bcrilgan >- = logi(l+3.Y)+5‘ 
funksiya grafigi cskizi hosil bo'ladi.

5.23.mUol. Ushbu 
cliizing.



а)

Ф

Ъ)

S.l4-chiima.

Yechilishi. Avvalo, >> = —2 cos^2 x + ̂ ^funksiya grafigining cs
kizini chizishda amalga oshiriladigan shakl almashlirishlar kctma 
ketligini luzamiz;

cos X -  cos2 x -* cos 1̂ 2 ̂ x + cos (̂2 x + - 2  cos ̂ 2 x + .

Shunday qiUb, y = - 2 cos^2 x + ̂ ] funksiya grafigi eskizini chizish 
uchun awalo; 1) yj = cosx funksiya grafigi (5.15-0 chizma) chizi-
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. а) b)

ning hosil bo‘]gan grafigi chapga ^  birlik sUjitiladi (5.15-(/ chizma);

4) >-3 =cos^2(x + ̂ ) j  funksiyaning hosil bo'lgan grafigi Ox o'qqa
nisbatan simmetrik akslantirilib, grafik Oy o‘q bo’ylab Ox о qqa 
nisbatan | - 2 |  birlikka cho'ziladi (5.l5-e chizma). Natijada bcrilgan 
funksiya grafigining cskizi hosil bo'ladi.

5.24-misoI. Ushbu у = ̂ х^+3х+^ funksiya grafigining eskizini 
chizing. ^

Y ech ilish i. Berilgan funksiya grafigining eskizini chizish uchun 
uvvalo, grafikni chizishda amalga oshiriladigan shakl almashtirish- 

ketma-ketligini tuzib olamiz:

(xc + 3)2 ^ ^ ( x  + 3 ) '-* j(x + 3 ) '- l  = jA--'+3x + ̂ .



Bundanko'rinadiki, у = \ ^ ^ Ъ х л \  funksiya grafigining eskizini 
chizish uchun awalo: 1 ) = funksiya grafigi chiziladi (5.16-a
chizma); 2) = funksiyaning chizilgan grafigi Ox o‘q bo'ylab,
chapga 1-3] birlik siljitUadi (5.15-b chizma); 3) >>j = (x+  3)- funk- 
siyaning hosil bo'lgan grafigi Oy o‘q bo’ylab 2 birlikka qisiladi
(5.15-d chizma); 4) >’j = ̂ (x+3)^ funksiyaning hosil bo’lgan gra
figi Oy o’q bo’ylab pastga j - l j  birlikka siljitiladi {5A5-d chizma).

Natijada bcrilgan y = ^x^+3x+^ funksiya grafigining eskizini hosil 
qilamiz (5.15-e chizma).

ix-25.25-misol. Ushbu у = 2  ̂ funksiya grafigini eskizini chizing. 
Yechilishi. Bcrilgan funksiya grafigini chizishda amalga oshiri- 

ladigan shakl almashtirishlar kctma-kctligini tuzamiz:

o) b)

d)
5.16-chizma.



у —2 ’ funksiya grafigining eskizini chizish uchun awalo:
1) y, = 2* funksiya grafigi (5.17-a chizma) chiziladi; 2) so'ngra chi
zilgan = 2“ funksiya grafigi Ox o'q bo'ylab, Oy o'qqa nisbatan

1
3 birlikga cho'ziladi (5.17-6 chizma); 3) y  = 2^  ̂ funksiyaning hosil 
bo'lgan grafigi Oy o 'q ‘bo'ylab, Ox o'qqa nisbatan 4 birlikka qisi

ladi {5.l7-d  chizma). Natijada berilgan y  = 2^  ̂  ̂ funksiya grafigi
ning eskizini {b .\l-d  chizma) hosil qilamiz.



Mustaqil yechish uchun raisol va masalalar

Ouyidagi funksiyalarning qaysi biii juft, qaysi biri toq va qay. 
silari Juft ham, yoki toq ham emasligini aniqlang.

5.2. у =3x2+ 4. 5.3., >- = Vx.
5.6. y = x2 + ctgx.

5.1 . y = 2x2-3x
5.4. y = x2-x".

5.7. y = x21x1 + 3.

5.9. >' = — 2— •
5.11.y=2sin4x + 3cos4x.

5.5. y = Jclxl 

5 .8. >’ = V2  + x + x ^ - ^ 2 - x  + x  ̂ .

5 .10 . y = x^-cosx .
2 + x 
2 -x

, 2 + x
5 . 1 2 . y = l n ^ .

5.13. = + 5.14. >’ = ̂

5.15. =

+1
5.17. =

5.19.y=flx+b, a, b&R. 
( X, X ^ 0

x + 4  , x - 4
5.16. y  =

x̂ +4
3x4x4? •

5.20. y = logj(2* + 2-").

5.21. y = 

5.23. y =

-X ,  X < 0 ■
.gx_x3

5.22. y =

cosx

5.25. у = x’ + cosx. 
5.27.y=(l -x<).cosx

5.24. y = sinx +

a^ -1
a* + l •

x 4 l
x^-l •

5.26. y = sinx'tgx.
5.28. y = sin7x +cosSx.

5.29.y=arccos 1x1. 5.30. y = arcsin+ arccosx. 5.31. siux '
5.32.Quyidagi funksiyalarni juft va toq funksiyalar yig'indisi 

ko'rinishida tasvirlang;

1 + s iu x

1 - / ( x )  =  5 x 2 - x + 8 .  2 . / ( x )  =  ~4
x2+i x2 + 6

4. /(x) = x̂  + S
x4x+i • x4 s ■

5. / ( X )  =
Quyidagi ^un\siyalarni davriylikka tckshiring. Agar davriy 
bo'lsa, u holda uning eng kichik musbat davrini toping:

5.33./(x) =x’ - 3 x + 4. 5.34. /(x ) = sin2 x - 2 tg.
5.35./(xi = sin Ixj. 5.36. /(x) = cos2x-cos6x. 
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^  ratsional son boMganda,.
5.37. X irratsional son bo'lganda.

5.38. /(x ) = 6sin(0,25.Tx). 5.39. /(x ) = cos(2x-18’).

5.40. / ( ^ )  = sin ( I  + ̂ )  + 5 tg (Зх -  .

5.41. / (x )  = tgy + sin2^x. 5.42./(x) = 13sin23x.

5.43. / (x )  = cos X • cos S x .  5.44. у = sin у + tg у ,

5.45. > '=  t g y +  5ш 2 я х . 

5.47. у = sixiTTx + cos2x.

5.49. y = s in (lx -1 7 “).

5.46. y = sini^ + t g ^ .

5.48. у = tg2x + ctg3x + cos5x, 

5.50. y = 6cosy-4sin(yX +y).

5.51.y= 15sin42x+12sin45x. 5.52. у = sinx+coSy+sm y.

_ n--------- j— 2sin6x-cos4x
5.53. У = V1 + COS4X . 5.54. У = 3ŝ 6x-hcos4x •

5.55. У = V cos5 ,3x -cosllx+ 4 , 5 ,55. y = coSyf\T\,

5 .5 7 .  >' =  cos X +  sin(x>^). 5.58. у =  cosx-'.

5.59. 3' = {y} + 3 {y1. 5.60.3’ = {3x} + 8{5x}.

= 5.62. .  =

5.63. y = ^{5 ,3x}-|llx+ j}  + 4 . 5.64. 3’ = {>R}.

5.65. у = {х|  + {д:72}. 5.66, 3’ = {-'̂ }̂ 5.67. у = x '-5 x  + 6

S.68. / ( x) = |2x + 5| - 2x, bu yerda [o] — qaralayotgan sonning bu- 
iun qismini biJdiradi.

5-69./(x) funksiya A'to’plamda aniqiangan bo'Iib, shunday T^^Qson 
topilsaki, har qanday x lar uchun x+ TEX,  x -  T E X  bo lib, 
quyidagi shartlardan bittasi bajarilsa, uning davriyiigini isbot-
iang:



1)Дх+Г) = - / « ; 2 ) Д х + П = 1 / /« ;  3)

4) Л:<+Л=1Г7м ;5 )Л ^+ 3 ^= -^М -

5.70. Butun sonlar o'qidan bitta nuqta chiqarib tashlangan to'plamda 
aniqlangan funksiyaning davriy cmasligini isbotlang.
Quyidagi funksiyalarni o‘z aniqlanish sohalarida chcgara- 
langanlikka tckshiring;

5.71. 4£l0;51. 5.72. y = x^-6x + 9.

2e Tt y = ----- .j . i j .  j sin3x 5.74. y = lg(x^-6x + 8).

5.75. 5.76.

5.77. y = x’+4

5.79.y=X'Cos’x. _ 1+x
5.80. >’ = 7T-T.1+x*

5.81. y = - ^ . 5.82. y = .

5.83. y — arcsin  ̂̂ • 5.84. y = ̂ 2 -x -x ^  .

5.85. r  = Vx^-4x+5 . 5.86.

5.87. >■ = - 5.88. f i x )  = a r c t g , x G  R .

5.89./(д} = | | ^ ,  хеЛ , 5.90. Д х) = ̂ ^ ^ .

5*51./(х) = -O.Ssirucosx. 5.92. Ushbu /(x ) = -^cosi funksiyax=0
nuqtaning atrofida chcgaralanmagan bo'lishi, x  nolga intilgan- 
da csa chcksiz katta bo'lmasligini isbotlang.

 ̂ /(x ) = lnxsin^ 5  funksiyani chcgaralanganlikka



5.94. / W  ,+д 2̂ funksiyaning ( - « ;  +oo)da chcgaraJanganligini 
ko*rsating,

5.95. f ix )  va g ix) funksiyalar Z  to'plamda aniqlangan bo'Iib 
chcgaralangan bo'lsa, u holda
а) f ix )  + gix); b) fix)  -  gix); c) Дх) gix); d) [/(x) | funksi- 
yalarning ham X  to'plamda chcgaralanganligini ko'rsating.
e) qanday shart bajarUganda ^  funksiya ham to'plamda 
chcgaralangan bo'ladi?

5.96. Дх)  funksiya .Yto plamda aniqlangan va chcgaralangan bo'lsa,
ushbu funksiyalarning X  da chcgaralanganligini ko'rsating;
1) yf fW)’} 2) 3) cos/'**'; 4) sinfix); 5) arcsin/(x);
б) arccos/(x); 7) arctg/'(x); 8) arcctg/‘(x).

5.97. Quyidagi funksiyalarning o'z aniqlanish sohalarida chcgara- 
lanmaganligini ko'rsating:
3) f ix )  = ̂ ' ;

6)
8) Д х ) = xcosx;

4) /(x ) = 4 ^+ 3 ; 5) /(x ) = x + l ;
7)/(x) = lx -3 |+ |4x- 1|;

9) fix) = log(x  ̂+ 4); 10) /(-•t) = ( | f

1 1 ) / ( a) = 1 2 ) / (x ) - lx - 3 | + 2.

5.98. f ix )  va g(x) funksiyalar X to'plam da aniqlangan va 
chcgaralangan bo'lsin. Дх) va g(x) funksiyalarning ayirma- 
si X to'plamda chcgaralangan bo'lishi mumkinmi? Misollar 
kcitiring.

5.99. fix )  va g(x) funksiyalar X to'plamda aniqlangan bo'Iib, Дх) 
funksiya X to'plamda chcgaralangan, g(x) chcgaralanmagan 
bo'lsin. f ix)  va g(x) funksiyalar orasida arifmctik amal- 
lar bajarilishi natijasida hosil bo'Igan funksiyalarning 
chcgaralanganligi haqida nima dcyish mumkin? Misollar
kcitiring. , . . . .

5.100. Ixtiyoriy funksiyaning kvadrati quyidan chcgaralanganligini
isbotlang. . , .,
Quyidagi funksiyalarni o'z aniqlanish sohalarida monoton-
likka tckshiring: 2

5.101. y = x + i-. 5.102. у = л ^ -6 х + 10. 5.103. У = - ^ -



5.104. )■=*>+»■■ 5.105. >' = х‘ -2д:=-3. . 5.106. , .= 4! ,

5 107. ,= 2 - 3 '- '- 9 - .  5.108. у ^ х - ^ 1 .
5Л09. = 5.110. >> = arctgx-x.

X х-2
5.111. ^ И+2-

1
l-lx-ll _lx-2l-lx+2l

5.113. У=-ТЩ- • 5.114. > -]7Г2н 7Т21 •

5.115. у=^х*-4 . 5.116. >» = Vx-3+Vx+3 .

5.117. 5.118.

5.119. >’ = р з ^ . ^ ’‘2. 5.120. y = lg (x2 -6x+ 10).

5.121. >' = ̂ .  5.122.

5.123. >. = logo^-i.. 5.124. у = 1х1 + х.

1 5.126. y = e*-i. 5.127. у = ̂ / ( Г ^ .5.125. ■>’ = p r j .  5.12b. у

2 x ,x < - 2  boMganda.
5.128. y= 4,-2 < x <2 boMganda.

2x, x>2 boMganda.

5.129. j> = sin4x + cos4x, x£[0; л]. 5.130. y = yJx-2 +\/x+2 . 
15.131. y = . 5.132. y= 2-3‘-* -9 -^  5.133. j7 = 7"W.

5.134. Ushbu/(x) = X -  sinx funksiyani fO; ^ jd a  o'sish va kamay- 
ishga tckshiring.

5.135. Ushbu /(x) = - ^ ^  funksiyani o'sish va kamayishga tck
shiring.

5.136. Ushbu /(x) = ctgx + tgx funksiyani 0̂; da o‘sish va kama
yishga tckshiring.



5.137. Ushbu/(х) = (х ^ - 1)2 fuuksiya ( - 1 , 0)da o'suvchi, (0, l)da 
kamayuvchi boMishini isbotlang.

5.138. Ushbu /(x )  = 5‘̂ ’”*̂ '̂ ‘ funksiyani o‘sish va kamayishga 
tckshiring.

5.139. U sh b u /(x ) = sin^x + cos^x funksiyani |o; j jd a  o'sish va 
kamayishga tckshiring.

5.140. Ushbu funksiyani [0; 2л](1а o'sish va kama
yishga tckshiring.

5.141. Ushbu / ( x )  = X — e*sinx, (0 < c < l)  funksiyani qat’iy 
o'suvchiligini isbotlang.

5.142. Ushbu/(x) = x̂  + x̂  funksiya: a) (0; +oo)da o'suvchi, b) [-1; 
0]da esa, monoton cmasligini isbotlang.
Quyidagi funksiyalar uchun o‘z aniqlanish sohasida (agar 
tcskari funksiya mavjud bo'lsa) tcskari funksiyalarni toping:

5.146. >"■

6-x 
6+x •

32 + x̂
5.143. =

2x-x^ , X>1. 5.145. y = 2x-x^, x<l.

■■yJx-6 _ 5.147. >’ = ^-^-125 _

2x
1-x^ ’

x < - l . 5.149. y = - l < x s l .

: sin* X, ——̂ x < —. 2 2
5.151. y = sin*x,

5.152. ^»=cos^x, 0<х<л. 

5.154. /(x )  =

5.153. y = arccos.r ,̂ 0<x<l.

2 v<9 fx ,x£(— 0);

; > 2 , ’

; a) x e [ o ; | ] ; b )  г]-5.156. y= co s2x

5.157. >’ = (x+ l)^  x G l- l ;  + “ ).

5.158. >- = l n | ^ ,  xe(0; + «>). 5.159. у = 5 x -2.

S u n  « 1 6 1  у =  \ / 1 - Д5.160. y=^xЧ5, xER. 5.161. У



5.164. >» = arctg3x.
tsO  boMganda,

5 .1 6 5 . x > 0  bo'tom da.

5.166,

,  ЛЛ—» uu Hjpuun,
-X, s x s l  bo'lganda, 
1, x > l  bo'lganda.

5.167.

«•«I Л A VW
x’ , l s x s 4  boMganda, 

2^, x > 4  boMganda. *

Tuzatilishiar.
. 98-betidagi misollar 

quyidagicha o'qilsin

5 .1 6 5 . y=- X ,  x £ 0  bu 'lgao 'Ja, 

-V*, x > 0  bo 'lg an d a .

5 .1 6 6 . y =
1, x £ - l  bo 'lganda, 
-X , S x S l  bo 'lganda, 
-1 , x > l  bo 'lganda.

X , x < l  bo 'lganda.
5 .1 6 7 . y  = x^, l s x £ 4  bo 'lganda, 

2 ' ,  x > 4  bo 'lganda.

5.169. y=  arccosx’.

5.170. x e ( - o o ; - l ) U ( - l ;+ o o ) .  5.171. >' = l g f

5.168. y = 2’ - l .
l-x  
l+x'

5.172. /(x) = x̂  va g(x) = 2* funksiyalar bcrilgan boMsa, u holda 
/C/'W), /(g(x)), g(f{x)), gigix)) murakkab funksiyalarni to
ping.

5.173. Agar f(^x) = - j ^ =  boMsa,/j(x) = /(/(/(x ))) funksiyani to
ping. Jl+x^

5x415.174. /(x )=  —  funksiya uchun/(3x),/(x’), (/(x))^ funksiyalar- 
ni toping.

5.175. Agar /(x+  l) = x’ —3x + 2 boMsa, /(x) funksiyani toping. 
Quyidagi murakkab funksiyalarning kompozitsiyalarini 
yozing;

5.176. f(x ) = x \  g(x) = y/x.

5.177. f{x) = x*, g{x) = ifx .

5.178. /(x) = 1 -  X*, g(x) = x̂ .

5.179. /(/(/-(x))) = ? / ( x ) = ‘ .l-x*



5.180. g(y) = y- va y= f{x) = lgx.
5.181. g(y)=y^ \a y= /(x) = l -g i .
5.182. giy)=y^ va y = sinx.

2y, bo'lganda,
5.183. Я(.И) =

0, y > 0  bo'lganda.
va y = x^=l.

5.184. g(;̂ ) = 9>'va;; = x 5.185. g(y) = ̂ ‘ (>-^0), >' = l+jc^.

5.186. /(x ) = 5* va f'*(x) = logjX  funksiyalar bcrilganda f(f~4x)), 
f~'(f{x)) larni toping.

5.187. z=arccosy va = 3 + x^-funksiyalar uchun murakkab funk- 
siya mavjudmi?

5.188. z= \[y va y = 9  —X- funksiyalar uchun murakkab funksiya 
mavjudmi?

5.189. Agar ы(х) = 4 х - 5 ,  v(x)=x- va /(x ‘) = i  bo'lsa, quyidagilar 
uchun ifodalarni yozing.
a) w(v(/’(x))); b) u(f[\{x)));
d) v(u{f{x))y, c) v(f{u(x)));
0 /(«(v(x))); g)/(v(u(x))).

5.190. Ushbu f°g=F{x) kompozitsiyada

gix) = l+x'
I+yi J ’(x) = | ^  bcrilganda /(x) funksiyani toping.

5.191.

5.192.

5.193.

5.194.

Ushbu /°g= /Tx) kompozitsiyada g(x) = 3x, /(x) = 2sin3x 
bcrilganda /(x) funksiyani toping.

Ushbu fog= f(x) kompozitsiyada /(x ) = x^, 
bcrilganda g(x) funksiyani toping.
Quyidagi / ,  g funksiyalar bcrilganda, mos ravishda, /»g, g - /  
kompozitsiyalarni toping.
a) /(x )=  1 -x^; g(x) = sin.x. b) / ( x ) = x 4 l ;  g(x) = V ^ .
Quyidagi / ,  g funksiyalarning/«g kompozitsiyasini tuzing va 
uning aniqlanish sohasmi toping:
a) /(x )  = >/x; g(x) = x^+5;



b) / W = i ;  г (’с ) = ^ - .

d) /(x ) = V T ^ ;  g(x) = cos2 r,
5.195. Quyidagi funksiyalar grafigining cskizini chizing.

1) y= l-2x=. 2) y = t g 2 ^ .  3)y=5Sin(2.r+2)+l.

5)у=33'П 6) y=log, px - ll .

7) >*=llog4 x l.8) >-=llogjlxH.

9 )y = ( ir .  10)y=icos(3.x+2)-l.

11) y= |arcsin2 xl.

Mustaqil yechlsh uchun berilgan raisol va 
masalalarning javoblari

5.1. Juft ham, toq ham cmas. 5.2. Juft. 5.3. Toq. 5.4. Juft.
5.5. Toq. 5.6. Toq. 5.7. Juft, 5.8. Toq. 5.9. Juft. 5.10. Juft. 5.11. Juft 
ham, toq ham cmas. 5.12. Toq. 5.13. Juft. 5.14. Toq. 5.15. Juft.
5.16. Juft. 5Л7. Juft ham, toq ham cmas. 5.18. Juft, 5.19. a^O , 
b*0, juft ham, toq ham cmas, a^O , b = 0 toq, о = 0, b^O  juft. 
5.20. Juft. 5,21. Juft. 5.22. Toq. 5.23. Toq. 5.24. Juft ham, toq 
ham cmas. 5.25. Juft ham, toq ham cmas. 5.26. Juft. 5.27. Juft.
5.28. Juft ham, toq ham cmas. 5.29, Juft. 5.30, Juft ham, toq 
ham cmas, 5.31. Juft ham, toq ham cmas. 5.33. Davriy cmas.
5,34, Davriy, Т^=2л. 5.35. Davriy cmas. 5.36. Davriy, Tq = j -
5.37. Davriy, eng kichik musbat davri yo‘q. 5.38. Davriy, Гд= 8.
5.39, Davriy, 7’q = -j ^. 5.40. Davriy, Тц = 4л. 5.41. Davriy cmas.

5.42. Davriy, T̂  = ̂ ,  5.43. Davriy cmas. 5.44. Davriy, Т̂  = 42л. 
5.45. Davri mavjud cmas, 5.46. Davriy, 7̂  = 20. 5.47. Davri 
mavjud cmas. 5.48. Davriy, Т  ̂= 2л. 5.49. Davriy, = ~ .

5.50. Davriy, 7 ,=  12л. 5.51. Davriy, T̂  = '^ . 5.52. Davriy, 
7;= 30л. 5.53. Davriy, 7, = ̂ .  5.54. Davriy, 7, = л. 5.55. Dav-



riy; т; = 20.-Г. 5.56. Davriy cmas. 5.57. Davriy cmas. 5.58. Dav
riy cmas. 5.59. Davriy, 7„=15. 5.60. Davriy, 7„=1. 5.61. Dav
riy, 5*^2. Davriy, Г„= 1 . 5.63. Davriy, 7^= 10. 5.64. Dav
riy cmas. 5.65. Davriy, cmas. 5.66. Davriy cmas. 5.67. Dav
riy cmas. 5.68. Davriy, 7„= 1 . 5.71. Chcgaralangan. 5.72. Quyidan 
chcgaralangati, yuqoridan chcgaralanmagan. 5.73. Chcgaralanmagan.
5.74. Chcgaralanmagan. 5.75. Chcgaralangan. 5.76. Chcgaralangan.
5.77. Chcgaralangan. 5.78. Quyidan chcgaralangan, yuqoridan 
chcgaralanmagan. 5.79. Chcgaralanmagan. 5.80. Chcgaralangan.
5.81. Chcgaralanmagan. 5.82. Chcgaralanmagan. 5.83. Chcgaralangan.
5.84. Yuqoridan chcgaralangan, quyidan chcgaralanmagan. 5.85. Quyi
dan chcgaralangan, yuqoridan chcgaralanmagan. 5.86. Quyidan 
chcgaralangan, yuqoridan chcgaralanmagan. 5.87. Chcgaralangan.
5.88. Chcgaralangan. 5.89. Chcgaralangan. 5.90. Chcgaralangan.
5.91. Chcgaralangan. 5.93. Quyidan chcgaralanmagan, yuqori
dan chcgaralangan. 5.98. f{x) va g(x) funksiyalar X  to'plamda 
chcgaralangan va chcgaralanmagan boTishi ham, bo'lmasligi ham
mumkin. Masalan: ^"=(0; 1) to'plamda 1) / W  = ̂ + j ;  = ̂

funksiyalarning ayirmasi chcgaralangan; 2) = =
funksiyalarning ayirmasi esa chcgaralanmagan. 5.99. Masalan: X= (0; 
1) to'plamda: 1) f{x ) = x\ = ̂  funksiyalarning yig'indisi va

ayirmasi chcgaralanmagan; 2) = “  funksiyalar

ning ko'paytmasi va nisbati chcgaralangan; 3) /(x)=.x ;

funksiyalarning ko'paytmasi chcgaralanmagan. 5.101. (-<»:-llUll;oo) 
da qat’iy o'suvchi, l-l;0)U (0;«)da kamajmvchi. 5.102. (« ; 3] 
da qat’iy kamayuvchi, [3; oo)da qat’iy o’suvchi. 5.103. (<»; 0]da 
qat’iy kamayuvchi, [0; с») da qat’iy o’suvchi. 5.104. ( - « ;  oo)da 
o'suvchi. 5.105. (-oo;-llu(0;l) da kamayuvchi, ( - l ; 0)U[l;oo) da 
0‘suvchi. 5.106. (-oo;0)U(0;oo) qat’iy kamayuvchi. 5.107. (-со ; -1] 
da o’suvchi, [ - i ;  oo)da kamayuvchi. 5.108. («; - l]d a  o’suvchi, 
[1; oo)da kamayuvchi. 5.109. (“ ; - l]d a  qat iy kamayuvchi, [ -  , J 
da o'zgarmas, [2 ; oo)da qat’iy o’suvchi. 5.1 1 0 . (-oo; oo) da kamay
uvchi. 5.111. (-e»;-l)U(0; + oo)da kamayuvchi. 5.112. (-oo; 0]da 
0‘zgarmas, [0; oo)da o’suvchi. 5.113. ( -« ;  i]da qat’iy o’suvchi, [I,



+х) da kama>aivchi. 5.114. (-oo;-l]Ull;«))da qat’iy o'suvchi, [ - i ;
l]da qat’iy kamayuvchi. 5.115. (-oc; -2 ]da  kamayuvchi, [2; +сзо) 
da 0‘suvchi. 5.116. [3; oc)da o'suvchi. 5.117. [5; oc)da o'suvchi.
5.118. (-ce;-3>/3)U(-3>/3; Olda o 'suvchi, [0;ЗЛ)и(3>/3;со) da 
kamayuvchi. 5.119. ( -« ; 2)U(2 ; +») da q a t’iy kam ayuvchi.
5.120. (-oo; 3]da qal’iy kamayuvchi, [2; + oo) qat’iy o'suvchi.
5.121. (-oo;l)u(l; + «) qat’iy o'suvchi. 5.122. (-oo; +co) da qat’iy 
o'suvchi. 5.123. (-oo ;-l)u (0;+oo) qat’iy kamayuvchi.-5.124. (-oo; 
+oo)da o'suvchi. 5.125. (-oo;0)U(0; + oo) qa t’iy kam ayuvchi.
5.126. (-oo;2)U(2; + oo) qat’iy kamayuvchi. 5.127. (-oo; 2] da 
kamayuvchi, [2; +oo) da o'suvchi. 5.128. (-oc; +oo) da o'suvchi.

5.129. [o; j ]  va [ i ; ^ ] d a  kamayuvchi, [^ ;  y ] va |^ ^ ;я ] d a

o'suvchi. 5.130. [5; -foo) da o'suvchi. 5.131. (-oo; -2 )  va (-2 ; ->/з]
da o'suvchi, [>/3; 2) va (2; -foo) da kamayuvchi. 5.132. (-oo; 
- l]d a  o'suvchi, [1 ; +oo) da kamayuvchi. 5.133. (-oo; 0] qat’iy
o'suvchi, [0; +oc) qat’iy kamayuvchi. 5.134. |o ;y jd a  o'suvchi.

5.135. (-oo;-l]u[l;oo) da kamayuvclii, [ - 1 ; l]da qat’iy o'suvchi.

5.136. (0;^]da kamayuvchi, [ j ;  f )  da o'suvchi. 5.138. (-oo; 0] 

qat’iy kamayuvchi, [0; +oo) da qat’iy o'suvchi. 5.139. [o; j ]  da

o'suvchi, [ j ; f ] d a  kamayuvchi. 5.140. da ka

mayuvchi, [ у ; ^ ] й а  o'suvchi. 5.142. r ^ ( x )  = 2 ^ ^ ,  x ^ - l . 

5.143. Г Ч х ) = 2 ( Щ , ,« - 1 .  5.144. Г '(х )= 1+ 71Г :;, х г 1 . 

5 .145 . / - ‘(x) = l - V r : ^ ,x s l  . 5 .1 4 6 . r ‘(x) = x 4 6 ,x s 6  .

5.147. / - ‘(x) = Vx4l2S . 5.148. /-*(x) = l l : ^ ,

1 - J l-X ^  Л I I ,---- -— ,0< X S i
n o • 5 . 1 5 0 .  /-4x1  =0,x = 0 '

5 .1 4 9 . r ‘(x) =



= a r c s in ( C ,- l s .x s l . 5 .1 5 1 . / - 'W = x - a r c s m « , - l s « I .

5.152. /■ 'W  = a r c c o s ^ , - l 5 x s l .5.153./■ ‘( х ) = л / ^ ,  O s x s - .

5 .1 5 4 . . 5 .155 . , /W =
X,xG(-oo;0] 
f,x6(0;oo) •

5 .156. a) 3/ = iarccos(2x-l), O sx s l; b) >- = ̂ -iarccos(2x-l), 

d) >^i=^+iarccos(2x-l), O s x s l .  5.157. g{y)=^Jy+l.

5.158. = 5.159. = 7 . I 60’. giy) = ̂ [ ^ . -

5.161. g { y ) = l l i ^ ,  yGlOiU. 5.162. g ( y ) = y l i^ ,  y e m i

5.163. Tcskari funksiya mavjud cmas. 5.164. ^0 ’) = jtg>'»

/ Ч [y, ysO bo'lganda,
5.165. bo'lganda.

y, >•<! bo'lganda,
funksiya mavjud emas. 5.167. g(y)= Vy. 1^У^4 bo'lganda,

logjy, у > 4 bo'lganda.

5 .1 6 8 . ĝ (y) = log2 (y+l), y e ( - l ;  + oo). 5 .169 . g(y)=^cosy .

5.170. g(y) = l ^ ,  y ^ - l .  5.171. g(y) = 2-104 yG(-oo; + oo). 

5 . 1 7 2 .  Я т )  =  х \  /(g(x)) = 44 g { m )  =  2^ .. 

S { g {x ) )  =  2 ^ \  5 .1 7 3 . f^ {x )  =  - j J = = .  5 .174 . ЛЗ^) = ̂ Г з Г ‘

/(x 4  = ̂  z/(x)V = ” xM 2 4 li. 5.175.x^-5x+6.5.176.(/-.g)=x; 
'  ’ у   ̂ "  4-4x+x^

■ (?*Л = |х|. 5.177. (/■•g)(x)=x; (g-/)(x) = W- 5-178. (/•gXx) = 1-x*’-; 

(«•Л(х) = (1 -х ^ )\ 5.179. /з(^) = т:|^г- 5.180. Ig'x. 5.181. Sind-x^).

(2-(x^-l), xG l-l; 11 bo'lganda,
5.182. sin^x. 5.183. Л У ) - 'q ^ .£ (_ oo; -1)U[1;+“ ) bo'lganda.



5.184. 9*. 5.185. >/ГТ7. 5.186. Я Г \ х ) )  = х, / - ‘(/(л)) = х. 
5.187. Murakkab funksiya mavjud cmas. 5.188. Murakkab funkslya 

mavjudcmas.5.189.a) -^“ 5;b) ^ - 5 ; d )  ( - - s j  ;c)

g) 5.190. /W = i.5 .1 9 1 ./W  = 2sinx. 5.192. 5 W  = ( l - 4 f .

5.193. a) cos^x; s in ( l -x ’); b) x; x. 5.194. a) VP"+5; (-oo;»). 

b) (-oo; 0)U(0; 2)U(2;+ » ) . d) lsin2xl, (-«>;oo).



6-§. SONLAR KETMA-KETLIGI VA UNING LIMITI

6.1. Nuqtaning atrofi. Bizga a&R hamda ixtiyoriy musbat e>0 
va c sonlari benlgan bo'lsin.

6. 1 -ta’rif. Quyidagi

[ / ( a )  = {x: x E R ,  a -e  < x < a  + e}

to plam Д nuqtaning e atrofi dcyiladi, e son csa atrofning radiusi 
dcyiladi (6.1 -chizma).

Ushbu

U f { o )  = {x: x E R ,  a < x < a  + E) 

to'plam a  nuqtaning о ‘n g  atrofi,

^r‘(o) = xER, a-e<x<a},

to'plam esa, a  nuqtaning shap  atrofi dcyiladi (6.2-chizma).

и.-(я) U/(a)

a -e T a  T Д+Е

6.1-chizma.

a-c T a e+e
6.2-chiima.

Ushbu 0 < |x —a|< e  tengsizlik, д -е < х < о  + е , atcngsizliklarga 
tcng kuchli bo‘lib, ularning har ikkalasini a nuqtaning Ufa) atrofi 
shaklida ifodalash mumkin:

U fa) = {x \xE R , a-E<x< a+E,x^a).

Ba’zi hollarda U fa) atrof a nuqtaning teshik atrofi deb ham
yuritiladi.

Haqiqiy sonlar to'plami Rtarkibiga - «  va +« belgilarm 'ixER 
uchun - c » < x v a x < + «  xususiyatlar bUan qo'shib, R to'plamm
hosil qilamiz:

^  =  i?U {-oo}U {+oo}.



R  da -00 va +00 «miqta»larning atrofi tushunchalari quvid • 
cha kiritiladi (6.3-chizma):

Щ-00)

W “ )

+--c  0 C
6.3-chizfno-

1 / Д + ос)  =  {х ;х Е Я ,  с е л , c < x < ’+ oo} ,  J7 ^ -oo)  =  {x ;x E ^ ,  с Е Л ,  

- 00< X< c), l̂ j(oo) = (x:x E Л,с E R, |x |> c}.
6.2. Natural argumentU funksiya va uning limiti. / /v a  Л to 'p la^ar 

bcrilgaa bo‘Ub, /  — har bir natural n{n E N) songa biror haqiqiy x, 
(x, E R) sonni mos qo'yuvshi qoida yoki usul bo'lsin: Bu
holda N lo'plamda natural argumentU funksiya aniqlangan dcyiladi 
va u x= f{n) kabi bclgilanadi.

Agar x„“  Ди) funksiya bcrilgan bo'lsa, u holda uning argumcnti 
yoki n indeksini x̂  ̂ o'zgaruvshi mos qiymatining nomcri deb qa* 
rash mumkin. Shunday qilib, x ^= /(l) — funksiyaning birinchi qiy' 
mati, Xj=/(2) — ikkinshi qiymati, X j=/(3) — ushinshi qiymati va 
h.k. Biz har doim qiymatlar to'plami J?(x„) = {x„}ni natural 1, 2, 
3, ..., n, ... ketma-ketlikka o'xshash nomerlarning ortishi bo'yisha 
tarliblangan, ya’ni

*j> •••» ••• (6 .1 )

sonlar kctma-kclligi shaklida tasawur qilamiz. (6. 1) ketma-ketlik 
qisq^ a {xj kabi bclgilanadi. Ketma-ketlikning qiymatlar to'plami 

J  cheksiz bo'lishi mumkin, Ickin shunday bo'lsada, ketma- 
tl^ning clcmcnllarl har doim cheksiz ko'p bo'ladi.

f u n k s i v a i ^ i l r T ^ - u c h u n ,  natural argumcntli x„=f(n) 
funksiya ” * i^'tma-kctlik deb qaraymiz. Masalan, agar x  ̂= /(« )

« - .  = 1; 2 ) , .= i ;  3 )x .= (- l ) - ;  4) =



5) Х„ = 5Ш«я; 6) х„ = х„.,+х «>3, Х = 1 ,  х,= 1;
7) х„ (л nomerli tub sonlar to'plami) formulalardan biror- 

tasi bUan bcrilgan bo’lsa, ularga mos kctma-kctliklar quyidagi shakl- 
da bo'ladi:

1) 1, 1, 1 , ..., 1, —>

■ 3) 1, -1. 1, -1, ..., ( - 1)", ... 4) 0, 1, 0, 1,...,
5) 8Ш Я , 8ш 2 я , 81п Зл , . . . ,  sin л я , ...;

6) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 7) x =2, x, = 3, x =5, x. = 7 va
hokazo.

Yuqorida kcltirilgan misollardan ko'rinadiki, ba’zi kctma- 
ketliklarning umumiy hadlari aniq formulalar orqali ifodalanib, 
ularning hamma hadlari shu formulaiar orqali topiisa, ba’zi kctma- 
ketliknlng hadlarini ma’lum bir qoidalar yordamida topish mum
kin, Ba’zi hollarda kctma-kctliklarning bcrilishi, uning hadlarining 
nomini aytish bilan amalga oshiriladi.

Masalan, 1) -  5) misollarda ketma-ketlikning umumiy hadi aniq 
formula orqali ifodalangan, 6) misolda ketma-ketlikning dastlab- 
ki Xj va Xj hadlari berilgan holda, qolgan hadlarmi = +
Л S: 3 rekurrent formula orqali topiladi. 6) misolda ketma-ketlik 
rckurrent formula orqali topilgan 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... sonlar 
Fibonachchi sonlari dcyiladi. 7) misolda ketma-ketlikning umumiy 
hadi so'zlar orqali ifoda qilingan.

Ushbu

{x„}:Xj, д ,̂ Xj,..., x„ , ...,

3'i> ^3’ Уп4 •••

( 6 .2)

(6.3)

ketma-ketliklar bcrilgan bo'lsin. (6.2) va (6.3) kctma-ketliklarning 
yig'indisi (ayirmasi), ko'paytmasi, bo'linmasi (nisbati) deb, mos 
ravishda

X ,+  ;^,, Xj +  j/j, Х3 +  У3, .... х^ + Уп> ••• ’h ~ y i '  ■̂ з“ .Уз' •••»
............ );. Xi Xi Xjĵ

Х ^-У 2 .........Х„‘У„, . . . ,  j ; - .  37> •••» » -

ketma-kctliklarga aytiladi va ular, mos ravishda,



каЫ bclgUanadi. (6.2) va (6.3) kctma-kctliklar nisbatining ta’rifida 
VneiVuchun deb faraz qilinadi. Agar kctma-kctlikning
chckli sondagi clcmcntlari nolga teng bo'lsa, u holda ketma- 
ketlikni, ning nolga teng bo'lmagan hadlaridan boshlab aniqlash 
kerak bo'ladi.

Endi (x,), n = I, 2, ... ketma-ketlikning chcgaralanganligi tus- 
hunchalari bilan tanishamiz.

6.2 -ta’rif. Agar shunday o’zgarmas M  son mavjud bo'lib, {xj 
ketma-ketlikning har bir hadi shu Af sondan katta bo'lmasa, ya’ni V 
n S N uchun x^<iMtengsizlik o’rinli bo‘lsa, {x̂ } ketma-ketlikyiiqori-

dan chegaralangan deb ataladi. Masalan, (x„| = » (^’я) “  {” (2л-1)}
ketma-ketliklar yuqoridan chegaralangan, chunki, birinchi ketma- 
ketlikning har bir hadi 1 dan, ikkinshi ketma-ketlikning har bir ha
di esa 0 dan katta emas, ya’ni 'i n & N  uchun x„ ^  1, n&N  
uchun x, = - ( 2 n - l)< 0.

6.3-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas m son mavjud bo'lib, {x) 
ketma-ketlikning har bir hadi shu m sondan kichik bo’lmasa, ya’ni 
VneAf uchun m^x„ tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-kellik quyi- 
dan chegaralangan deyiladi.

Masalan, K } = {n4l}, = ketma-ketliklar quyidan
chegaralangan, chunki birinchi kctma-kctlikning har bir hadi 2 dan, 
ikkinshi kctma-kctlikning har bir hadi esa 0 dan kichik emas.

6.4-ta rif. Agar {x̂ } ketma-ketlik ham quyidan, ham yuqoridan 
c egaralangan bo Isa, ya’ni shunday M \a m o’zgarmas sonlar mavjud 
bo’lib, VneJV uchun tengsizlik o’rinli bo’lsa, {x„}
kelma-ketlik chegaralangan deyiladi. Masalan, = =
kctma-kethklar chegaralangan ketma-ketliklardir.
Ипи ketma-ketlik chegaralangan bo'lishi uchun, shun-

A>0 son mavjud bo4ib, \fnE N uchun

>engsizlikning bajarilishi

\x ,\^ A

Zarur va yetarlidir. 
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Odatda (6.4) shart kctma-kctlikning chcgaralanganlik sharti deb 
ham yuritiladi.

6.5-ta’rif. Agar ixtiyoriy ^  > 0 (istalgancha katta) son olingan- 
da ham, {x̂ } kctma-kctlikning hesh bo'lmaganda bitta x„ element! 
topilib, *

(6.5)

tengsizlik bajarilsa, |x^} ketma-ketlik chegaraJanmagan ketma- 
ketlik deyiladi. Masalan, 1, 3, 1, 6, ..., 1, Зл, ... ketma-ketlik 
chcgaralanmagan bo'ladi, chunki ixtiyoriy musbat haqiqiy A sonni 
qanday qilib olmaylik, ketma-ketlikning juft nomerdagi clemcntlari 
ichidan A dan katta bo'lgani, ya’ni (6.5) tengsizlikni qanoatlantiruv- 
cliisi topiladi.

6.1-misol. Ushbu

Xj = a,x^ = b, x„̂ 2 = x„̂ , +2x„, n e N

shartlarni qanoatlantiruvchi kctma-kctlikning umumiy hadini to
ping.

Yeshilishi. Berilgan shartlarni qanoatlantiruvshi kctma-kctlikni 
{xJ = {A"} shaklda izlaymiz, x„=X" ni = x„^,+2x„ shart- 
ga qo'yish natijasida A^-A-2 = 0 xaraktcristik tcnglamani ho- 
sil qilamiz. Xaraktcristik tcnglama A, =2, A2 = - l  ildizlarga cga. 
{2"}, { (-1)"} kctma-ketliklarning har biri x„ ĵ = x„^,+2x„ shart- 
ni qanoatlantiradi. Umumiy hadi x„ = a2'’+/3(-l)" bo'lgan (a va ^ 
_ ixtiyoriy o'zgarmas sonlar) ketma-ketlik ham berilgan shartlar
ni qanoatlantiradi:

x^= 2a-p = a,
X2=4a~p=b.

Bu sistemadan a — P---- 3 • A,, A,, a \a fi laming qiymat-
larini x„ = aA,'’+^AJ formulaga qo'yish natijasida, izlanayotgan ketma- 
ketlikning umumiy hadi

x  =



ckanligini topamiz.
6.2>raisol. Kctma-kcllikning dastlabki bir neshta hadlarini biU 

gan holda uning umumiy hadining ko'rinishini yozing:
2 5 10 17 , 1 2 1 3 1 4  1

a) 3 ’ 8 ’ 13’ 18’ 23’ 2 ’ ’ 3 ’ ’ 4 ’ ’ 5 •
Yechilishi. a) kctma-kcllikning bcrilgan hadlarining surali kctma- 

kctlik hadi nomcrining kvadratiga birni qo'shishdan hosil bo'ladi, 
ya’ni + 1, maxraji csa, birinchi hadi = 3, ayirmasi d= 5  bo'lgan 
3, 8 ,13,18,... arifmctik progrcssiyadan iborat. Arifmctik progressiya 
umumiy hadini topish formulasiga asosan

x„ = fl,+ d(n-l)= 3+ 5(n-l) = 5 n -2  

ckanligini topamiz. .
Dcmak, izlanayotgan kctma-kctlik umumiy hadining ko’rinishi

x = лЧ 1
5л-2

shaklida bo'ladi.
b) izlanayotgan kctma-kctlikning umumiy hadini quyidagi 

ko'rinishda yozish mumkin;

X. =
k, n = 2 k-l, k e N ,  

n=2k, k e N .

formulani bitta umumiy formula orqali ham yozish mum-

botlang™*̂ **̂ ' kctma-kctliklarning chegaralanganligini is-

n X - 0̂-*-(-1)"-л ,, . „
= n e N .

^imigini c iiborga olgan holda



Dcmak, kctma-kctlik chcgaralangan, chunk! (6.4) shart baja- 
riladi (у4 = 2 1 ).

2) ravshanJu, ' i n e N uchun ^ > 0 .  BernuUi tcngsizligiga asosan

3" = (1+2)" s 2л . Bundan , Dcmak, Vw G jVuchun
Dcmak, bcrilgan kctma-kctlik chcgaralangan.

6.4-misol. Ushbu
\ V -  , 6n’-i

■“> * " - з т а -  *•=(-*) .
2л^d) ^л=т;г1‘=°5лгл, л ^ 2

kctma-kctliklarning qaysi biri chcgaralangan, qaysi biri 
chcgaralanmagan?

УесА//«Ал a) ravshanki, 0< —p-—<-^<-^ = 2 -r, \fn E N ,'  j Зл +11 Зл  ̂ 3 3
Dcmak, x„ = 3 3̂̂ kctma-kctlik chcgaralangan.

b) X, = ( - 1)" cosn kctma-kctlik ham chcgaralangan, chun- '  Л \ ! 2л-* + 3

ki |x j  = ( - i r | ^ ^ c o s « = 1(~ 1)" [• —‘Icos л |< - ^ —<3.’ ' 2лЧЗ ' ‘ 2л̂ +3
Dcmak, bcrilgan kctma-kctlik chcgaralangan.

d) k J  = iHl
Л-1 •cos ЛП 2" I I 2 л*= ----- r -  С 0 5 Я Л  = ----- т > 2 л  .Л-1 ' ' Л-1

Ixtiyoriy > 0 son uchun л > у  deb olsak, |л = [y]+ l) I 1 > 2л > /1

tcngsizlik bajariladi. Dcmak, bcrilgan kctma-kctlik chcgaralanmagan 
ekan.

6.6-ta’rif. Agar Vy4>0(/1 — istalgancha katta son bo'lganda 
ham) son uchun ЗПо{А) nomcr mavjud bo'lib, п>Па{А) dan bosh- 
lab {xj kctma-kctlikning barsha clcmentlari

\ \ \ > ^ ( 6 .6)

tcngsizlikni qanoatlantirsa, {x„} kctma-kctlik cheksiz katta ketma- 
ketlik dcyiladi.

Ill



Ma'lumki, {xj kctma-kctlik chcksiz katta bo Isa, u chcga- 
ralanmagan kctma-kctlik ham bo‘ladi, Ickin buning aksi har doim 
o‘rinli bo'lmaydi, ya’ni chcgaralanmagan. kctm a-kctlik  chcksiz 
katta kctma-kctlik bo'lmasligi ham mumkin. M asalan, 1, 3, l, 6, 
.... I, 3n, ... kctma-kctlik chcgaralanmagan kctm a-kctlik bo'lsa^ 
da, u chcksiz katta kctma-kctlik bo 'la  olm aydi, c h u n k i,4 > l 
uchun (6.6) tcngsizlik ning'toq nomcrdagi clcmcntlari uchun 
bajarilmaydi.

6.7-ta’rif. Agar Ve>0 (e — istalgancha kichik son olinganda 
ham) uchun 3/io(e) nomcr mavjud bo’lib, n>n^(e) dan boshlab

(6.7)

tcngsizlik bajarilsa, (x )̂ kctma-kctlik cheksiz kichik ketma-ketlik 
dcyiladi.

6.6-misol. q, q̂ , ..., q", ... ketma-ketlikning 1? 1 > 1  bo'lganda 
chcksiz katta, U 1 < 1  bo‘lganda esa chcksiz kichik kctma-kctlik 
ckanligini isbot qiling.

Jsboti. 1) \q \> \ bo'lsin. U holda, 1^1=1+ 6  (6 > 0) deb tas- 
virlash mumkin. Bundan l9 |"= (l+ 6)"ni hosil qilamiz. Bernulli 
tcngsizligidan foydalanib,

lgl"=(l+6)" >1+л5>

tcngsizlikni hosil qilamiz. V 4̂ > 0 (istalgancha katta) son olingan
da ham

6n>A  (6 .8)

tcngsizlik nomerdan boslilab, ya’ni Ул>По(А)

uchun bajariladi.

uchun shunday По=[7̂ ’1+ 1  nomcr to- 
Piladiki, Vn>«o uchun Llol-iJ

\qY>A



tcngsizlik bajariladi. Bundan csa, | <?| > Г boMganda, 6.6-ta’rifga 
ko‘ra berilgan kctma-kctlikning chcksiz katta kctma-kctlik ekanli- 
gi kclib shiqadi.

2) k l < l  (<?^0) boMsin, bundan ;1 > 1 , buni Л  = 1 +Л (д>Щ, 
| ^  = (l + (5) , n& N  deb qarash mumkin. Bernulli tcngsizligidan 

foydalanib, l^l tcngsizlikni hosil qilamiz. Vr>0 sonni

olib, unga bog'liq Пц(с) nomerni л„(е)= + 1  deb olsak, и hol
da, Vn >/?(,(£) uchun

—!— < —!— = 
l  +  n d  1+Лц<5

i 4 + 1  Л
i d )

tcngsizlik, ya’ni | 9 |"<e bajariladi. Bundan csa, |<?|<1 bo'lganda, 
berilgan kctma-kctlikning cheksiz kichik kctma-kctlik ckanligi kclib 
shiqadi, {x„) = {q'') kctma-kctlik uchun ^ = 0 bo'lsa, Vw6 jV uchun 
x̂  = 0 bo'ladi. Bu csa, {x„} = {0) kctma-kctlikning cheksiz kichik 
kctma-kctlik ckanligini anglatadi.

6 .7 -m iso l. U shbu 2) x, = -s in [(2 n -l) jJ ;
3) x„=2'^ ketma-kctliklarning qaysi biri n-*coda cheksiz kichik, 
qaysi biri cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi?

Yechilishi. 1) V£>0 sonni olamiz.

A- = (-!)"• 4
sTn+T

4 4 4» / --  ^ ^ ^ I I
5л/п+}  av/i 4vn v/i 

n > ^  bo‘lganda,|xJ<£ tengsiziikbajariladi |wu('̂ ) = [ ; i]  + l)- =

deb olinganda, U J < ] 3  bo’lishi uchun yoki « > 100 bo'lishi

kerak. Shuning uchun /!„(£) = 100 deb olish mumkin. Shunday qilib,

X, = kctma-kctlik chcksiz kichik kctma-kctlik ckan.
I l f  лП I I I2) V£>0 olamiz. |x j  = |- s in [ (2 n - i)y j  |< - .  « > ;  bo’lganda 

|x„|<£ tcngsizlik bajariladi. Wo(£) = |^ ĵ + l deb olish mumkin.



Demak, /i>no(£)= [;]+ ldan  bosMab lx „ l< e  bajarUadi. Shun- 

day qilib, 6 .7 -ta’rifga ko’ra, bcrilgan kctma-kcUik cheksiz kichik 
kctma-kctlik ckan.

3) V/4>0 (istalgancha katta) son olamiz va 2'^ > M  tcngsizlikni
ycchamiz: -Jn > logj M , n > (logj M )^ .

Agar Ло(у4)= 10082-^^^1 deb olinsa, n>n^{A) dan boshlab [xj > Jlf 
bo'ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketUk 
ckan.

6.3. Cheksiz kichik ketma-ketliklarning 
asosiy xossalari

6.1 -xossa. Ikkita (x̂ } va cheksiz kichik ketma-ketliklarning 
yig‘indisi va ayirmasi yana cheksiz kichik ketma-ketlik
bo'ladi. Bu xossadan ushbu natija kclib shiqadi:

6.1- n,atija, Chckli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning 
algcbraik yig‘indisi yana cheksiz kichik kctma-kctlik bo'ladi.

6.2- xossa. Cheksiz kichik ketma-ketlik bUan chcgaralangan ketma- 
ketliklarning ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.

6.3- xossa. Har qanday cheksiz kichik kctma-kctlik chcgaralangan 
ketma-ketlik bo'ladi.

6.2 va 6.3-xossalardan quyidagi natija kelib shiqadi.
6,2-natija. Chckli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning 

ko'paytmasi cheksiz kichik kctma-kctlik bo'ladi.
6.4-xossa. Agar {x̂ } cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa, u holda

biror Яд nomerdan boshlab kctma-kctlik aniqlangan bo'ladi
va u cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. Agar {y |  cheksiz kichik 

kcima-kcllikning hamma hadlari noldan farqli bo'lsa, u holda

kctma-kctlik cheksiz katta ketma-ketlik bo'ladi.
.4. Yaqlnlashuvchl ketma-ketliklar va ularning xossalari. {x} 

ketma-ketlik bcrilgan bo'lsin.
6.8-ta rif. Agar shunday haqiqiy a son mavjud bo'lib, {x„—n} 

c ma-ketlik cheksiz kichik kctma-kctlik bo'lsa, {x̂ } ketma-ketlik 
y^4inashuvchi ketma-ketlik deyiladi. Bunda, a soniga {xj ketma- 

c 1 ning limiti deyiladi va u lirnx„ = a kabi-yoziladi.



Cheksiz kichik kelma-ketlikning ta’rifidan foydalanib, yaqin- 
lashuvchi kctma-ketlikning 6.8-ta'rifiga ekvivaient bo'Igan quyida
gi ta’rifni berish mumkin:

6.9-ta’rif. Agar shunday haqiqiy a son mavjud bo'lib, VoO 
uchun shunday n^{e) nomer topilib, n^iy^(e)lai uchun

\x„-a\<e (6.9)

tengsizlik bajarilsa, {xj ketma-ketlik yaqinlashuvchi ketma-ketlik 
deyiladi. Bunda a soniga {xj ketma-ketlikning limiti deyiladi. Bu 
ta’rifni qisqasha quyidagisha ifodalash mumkin:

V oO  3 Ло = Лр(£)ЕЛ^:Vn>/jj =>|x„-fl|<£.

(6.9) tengsizlik ushbu ~e<x„-a<e yoki л-£<х„<а+£ 
tengsizlikka ekvivaient bo'ladi.

Agar (fl-£, a+e) oraliq (6.4-chizma) a nuqtaning £-atrofi, ya’ni 
(7(a) to'plamdan iborat ekanligini e’tiborga olsak, u holda {x̂ } 
ketma-kfetllk limitining yuqoridagi 6.8 va 6.9-ta’riflarga ekvivaient 
bo'lgan quyidagi geometrik ta’rifini berish mumkin.

6.10-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy Ща) atrofi olinganda 
ham, {x̂ } ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barsha hadlari shu 
atrofga joylashsa, a son {x̂ } ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Demak, agar a nuqta {xj ketma-ketlikning limiti bo'lsa, a nuq
taning ixtiyoriy (/(a) atroflning tashqarisida ketma-ketlikning bi- 
rorta ham hadi bo'lmasligi, agar bo'lsa, chekli sondagi hadlari 
bo'lishi mumkin.

■C
_A_

a+s



Bu ta’rifni qisqasha

(limx„ = fl)o(Ve>0, ЗПо = « о ( « ) ^ ^ :^ " ^ ”оН'^п-а1<е)

kabi ifodalash ham mumkin.
6.11-ta’rif. Agar ixtiyoriy a son va ixtiyoriy son olinganda 

ham shunday son va shunday л > natural son topilib,

l x - n l > e n

bo‘lsa, {xj kctma-ketlik limitga ega emas deyiladi.
Bu ta’rifni qisqacha quyidagisha ifodalash mumkin:

'in ^eN , 3 eo, ЗпЕМ :п>п^^\х„-а\>Ед

6.12- ta’rif. Agar {xj kctma-ketlik limitga cga bo'lmasa, u uzoq- 
lashuvchi ketma-kctlik deyiladi.

Kctma-ketlik limitining ta’rifidan foydalanib, cheksiz kichik va 
cheksiz katta kctma-kctliklarning ta’riflarini quyidagisha ifodalash 
mumkin.

6.13- la’rif. Limiti nolga teng (lim.x„ = 0) bo'lgan {x̂ } ketma-
kctlik, cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.

6.14- ta’rif, Limiti cheksiz (Umx„=oo) bo'lgan {xj kctma-ketlik,
cheksiz katta ketma-ketlik deb ataladi.

Cheksiz kichik ketma-kctlik o'z navbatida yaqinlashuvchi, cheksiz 
katta kctma-ketlik esa uzoqlashuvshi ketma-kctlik bo'ladi.

6.2-teorema. {x } ketma-ketlik a limitga ega bo'tishi uchun, uni 
shaklda tasvirlanishi zarur va yetarli.

Bunda {aj — cheksiz kichik ketma-ketlik.
6.8-tnisol. Ushbu = ketma-ketlikning limiti -j ga teng ekan- 

ligini ta’rif bo'yisha isbot qiling va quyidagi jadvalni to'ldiring:

e 0,1 0,01 0,001 0,0001

".(0



Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olamiz. Bu songa ko‘ra shun
day «,(e)nomerning mavjudligini ko'rsatish kcrakki, ular uchun (6 9) 
tcngsizlik o'rinli bo'Isin. Buning uchun

Г ^ - з Г
2 n - l  2[ 
Зя + 1 3 3(Зя+1)

tcngsizlikni n ga nisbatan ycchish kerak:

3(3n + l) <e

^< З л + 1 , ^ -1 < 3 л , ^ < л ,  .

иДе) natural son (izlanayotgan nomcr) sifatida

olinsa, u holda Уп>Л(, uchun 
Endi berilgan c ga ko‘ra, лДе) ni topib, jadvalni to’ldiramiz:

<e tcngsizlik bajariladi.

E 0.1 0,01 0,001 0,0001

" o 5 55 555 5555

6.9-misol. Ushbu

ketma-ketlikning limiti 0 ga teng ekanligini ta’rif bo'yicha isbot qi
ling va quyidagi jadvalni to'ldiring:

E 0.1 0,01 0,001 0,0001

"o

Yechilishi. Ixtiyoriy musbat e sonni olamiz va bu songa ко ra shun- 
day n^{e)sN  nomerning topilishini ko'rsatish kcrakki, V/?>Wo(£) 
uchun

1^я1 = Ь < «



tcngsiilik bajarilsin. Buning uchua 

111 1 1 < e ,

-<e

jn'.l л! 1'2‘3"Л

tcngsizlikni n ga nisbatan ycchish kcrak:

1-2-3 Л 1-2-2 -2 2""

Izlanayotgan nomcr и„(е) natural son sifatida 1+^lg  ■^•lg“ ‘ 2 ^ =  

son olinsa, V n > l+ [ lg j- lg " ‘ 2 j  uchun j-^j<e tcngsizlik bajariladi. 
Endi bcrilgan e ga ko‘ra nj[e) ni topib, jadvalni to'ldiramiz:

f 0.Г 0,01 0,001 0,0001

". 4 7 11 14

6.10-misol. Ushbu

-■iTnX =3

kctma-kctlikning limit! n-*oo da oo ga teng ekanligini (ya’ni chcksiz 
katta ekanligini) ta’rif bo'yicha isbot qiling va quyidagi jadvalni 
to'ldiring:

A 10 100 1000 10000

"a

Yechilishi. Ixtiyoriy A > 0  sonni olaylik va bu songa ko'ra 
shunday n^{A)&N nomcr topilishini ko‘rsatish kcrakki, Ул>Ло 
nomerdan boshlab bcrilgan kctma-kctlikning hamma hadlari 
lx,l=3^">v4 tcngsizlikni qanoatlantirsin. Buning uchun Ъ ^>А  
tcngsizlikni n ga nisbatan ycchish kcrak: izlanayotgan n^{A) nomcr
sifatida «o(^) son olinsa, Vn > (Ig АУ dan boshlab > A



tengsizlik bajarUadi. BerHgan ^ > 0  songa ko‘ra ni topib, jadval- 
ni to‘ldiramiz:

A 10 100 1000 10000
"o 9 73 244 572

Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar quyidagi xossalarga ega:
6.5- xossa. Yaqinlashuvchi kctma-kctlik yagona limitga ega 

bo'ladi.
6.6- xossa. Har qanday yaqinlashuvchi ketma-ketlik chcgaralangan 

ketma-ketlik bo'ladi, aks holda ketma-ketlik chegaralanmagan 
bo'ladi.

6.7- xossa. {xj va {д} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo‘- 
lib, ular, mos ravishda, a va b limitlarga ega bo'lsa, u holda

{x„±y„}, 1 ^ 1  ketma-ketliklar ham yaqinlashuvchi bo'ladi

va ushbu

lim(x„±>'J = o±Z); lim(x„-3'J  = fl-fc; l im ^  = |(6?i0) 

tnunosabatlar o'rinli bo'ladi.
6.S-xossa. {xj va {yj ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib, 

lim x„ = a, lim >■„ = 6 bo'lsin. Agar Vn (n G N)  uchun x„ <y„ (x„ s >-,)
bo'lsa, u holda a ^ b  (a^b) bo'ladi.

6,9-xossa. {x̂ } va {ŷ } ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo'lib, 
|imx„ = lim>'„ = a bo 'lsin . Agar Vn(nGAT) uchun 
tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda {zj ketma-keUik ham yaqinlashuvchi 

bo'ladi.
l-eslatma. Agar yaqinlashuvchi kctma-kctlikning hamma 

clcmentlari x > b qat'iy tcngsizlikni qanoatlantirsa, u holda, bu 
ketma-ketlikning limiti x uchun har doim ham x> b  bo'Imaydi.

Masalan, x , = i  bo'lsin. Bundan \ / n( neN)  uchun x, > 0  bo'ladi,

lekin lim i = 0 bo'lib, u x > 0  tcngsizlikni qanoatlantirmaydi.

. 6-10-xossa. Agar yaqinlashuvchi {x„} kctma-kctlikning hamma
hadlari [a; /,] scgmentning ishida joylashsa, u holda uning x limi- 
h ham [a; Ь] scgmentning isliida joylashadi.



6 .2 -es la tm a:  Ikkita {x) va {yj ketma-ketliklarning yig‘indisi, 
ayirmasi, ko’paytmasi va nisbatidan iborat bo'lgan ketma-ketlikning 
yaqinlashuvchi bo'lishidan bu {xj va ketma-keUiklarning har biri- 
ning yaqinlashuvchi bo'lishi har doim kelib shiqavermaydi. Masalan: 
1) { y l2 n + i - > J n - { }  kctnia-kctlik yaqinlashuvchi. Haqiqatdan ham,
limIV2/J+l““Vn"‘l] lim —— - .— -

ketma-kctliklar uzoqlashuvchi. 
6.1 1 -misol. Ushbu

= 0 , lekin {Vl/i + l} , {Vn-l}

x = ^ n

kctma-kctlikning limit! 1 ga teng ekanligini isbot qiling.
Kec/i///s/j/. Berilgan ketma-ketlikning >fn= l̂ + a„ ko'rinishda tas- 

virlanishini ko'rsatamiz. Bunda — cheksiz kichik kctma-ketlik, 
ya’ni = ^ - l = a „  deb belgilaymiz,

^  = l+a«, n = {l + a„y=i+n-a„+^^^^^-al+...+a”.

Bu tenglikdan V/i>l uchun

-2
1 ^

n>2 uchun n > ^ a l ,

tengsizlik 0‘rinli bo'ladi. Bundan lim ,|- = 0 bo'lgani uchun, oxirgi
Я-.» V n

tengsizlikdan 6.7-xossasiga ko‘ra Umc[„=0 ekanligi, ya’ni ning

cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligi kelib shiqadi.
Demak, l im ^  = l ckan.
6.1 2 -niisol. Ushbu x„ = y[a kctma-kctlikning limiti 1 ga teng 

ekanligini limit ta’rifidan foydalanib ko’rsating.
Yechilishi, a = l  bo'lganda bcrilgan kctma-kctlik limiti 1 

ga teng ekanligi ravshan. Faraz qilaylik, o > l  bo'lsin. U hol- 
da Bernulli tcngsizligini c’tiborga olgan hol-
da a=[l+(<;/^_l)y > n.(»;/^_l) tcngsizlikka ega bo’lamiz. Bu



tengsizlikdan 0 < ^ - 1 < £ , /2> [f ]+ l  (e>0) uchun

tengsizlik bajariladi. Bundan a> 1 bo'Jganda ekanligi kelib

shiqadi. Endi 0 < д < 1  bo’lsin, u holda i > l  bo’ladi. Yuqorida is
bot qilinganga asosan: l im " /-= l.n-»flo V a

Demak, yaqinlashuvchi kctma-ketliklarning 6.7-xossasiga binoan
lim Va = l im -^ = 1 . 

Ve

6.13-misol. o>  1 bo'lganda l im ^ = 0  ekanligini isbotlang. 
Yechilishi. Shartga ko‘ra a >  1 bo’lgani uchun, a -  1 >0 bo'ladi.

~ я(о-1)^* chunki, Vn>2 uchun -  (fl-1)' S ̂  ( a - 1)̂  tengsizlik 
o'rinli. Bundan

0 £ - ^ < — -— l i m— 2 = 0 . a" л(а-1)^ n-« я(а-1)^

Demak, yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning 6.9-xossasiga ko'ra, 
berUgan ketma-ketlik limiti 0 bo'ladi.

6.14.misol. o> 1 bo'lganda 'tonliglni isbollang.̂
Yechilishi. V£ > 0  olaylik, b > l  bo'lganda ^  c ’wMnr 

(6.13-misolga qarang). U holda istalgancha katta 
uchun ^ < ^ < 1  tengsizlik o'rinli. i= o '(a > i)  deb olsak, u ho 

^ < i < l  yoki K n < n “ . Bu tengslzlikni logarifmlash n ^ t o  
tcngsizlikni hosil qilamiz. Bundan esa, „

e ning istalgancha kichikligini e’tiborga olsak, yaqmlashuvch
. , = 0 bo'ladi.*'«ma-kctliklarning 6.9»-xossasiga asosan, nm

Yuqoridagi 6.13 va 6 .14-misollarni so oodaaol-
{log^}, a > l ketma-ketliklarning birinchisi л -  
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ganlariga nisbatan tczroq o'sishini, ushinshisi esa qolganlariga nis- 
batan sckinroq o'sishini ko'rish qiyin cmas.

6.15-misol. Ushbu

_  2^-1 3^-1
7+1 F + I 7+1

kctma-kctlikning limiti ^ ga tcngligini ko‘rsating. 

Yechilishi. Ravshanki, П ^ = П ^ ' П р Г k+i ’

П fc + 1 3-4-5...(л + 1)“  n(n + l) ’

П" 7  + Лг + 1_7-13-21...(л̂  + л  + 1) _  л  ̂+ л + 1 
k^-k+l 3-7-13...(л^-л+1) 3..(л*-л+1) 

Bu munosabatlarni c’tiborga olsak,

_ 2  л^+л+1 
" 3* л Ч л

ekanligi kclib shiqadi. Bundan yaqinlashuvchi kctma-kctliklarning 

6.7-xossasiga binoan, j—— ==-j ckanligini topamiz.
6.16*misol. Quyidagi {jĉ } kctma-kctliklarning limitlarini hisob- 

lang;

" 1 7 + 3 ^  5л + 1 ’

3) Х„ = >/ЗЙ+5->/йЧ ;

5) х, = ̂ й*-лЧп.
Yechilishi. 1) kasrlarnl qo‘shib,

2л -̂13л  ̂+ 3

2) =

4) x„ = n̂  (л—у/л^+ l) ;

X =" 10л’ +2л*+15л + 3



ni hosil qilamiz. Bundan, yaqinlashuvclii kctma-kctliklarning
salarini c’tiborga olib,

xos-

lim x„ = lim ■ 2

Г ” '

. 2л’ 1 -5 7
2 7 + 3 ’ 5л + 1 deb bclgilasak, u

---------- -------- ----------- J-O------------ о ------ ) J—  j-» 5 >
Ickin qo’shiluvshilarning har biri uzoqlashuvchi (cheksiz katta) 
ketma-kctliklar (6.2 -esIatmaga qarang).

Misolni MAPLE lizimidan foydalanib yechish;
> Limit((2*n^3-
13*n"2 + 3)/(10*n"3 + 2*n''2 + 15*n + 3), n = infinity)
= limit((2*n''3-
I3*n''2 + 3)/(10*n'’3 + 2*n"2 + 15*n + 3), n = infinity); 

\.107+7?+15л + 3 у 5
2) yuqoridagi 6.10 va 6.1 1 -misollarni c’tiborga olgan holda

limx_ = lim?/lOn=lim^yiO'lLm^=H=l

ekanligini topamiz.

3)

Bunda 'kan-

bgini e’tiborga olsak, linix„ = l i in N /n - ( ^ ^ - ^ / i^ ) = '^ "  
bgini topamiz. """ '

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> Limit(sqrt(3*n + 5)-sqrt(n-l), n = infinity) =
“mit(sqrt(3*n + S)-sqrt(n-l), n = infinity);
fee( /̂ -̂ /̂7=т)=«>.



4) х„ = г?  + l) , bundan ikkinshi ко'^+l),
bo'lsak,

1

Paytuvcliini

n + Jn^ + 1 ■ 1 + u - i
N

= ~ n -

H '
l !

= - 0 0  ckanligini topamiz. “B '

M iso ln i  M A P L E  t i z im id a n  f o y d a l a n i b  yech ish :  
>Limit(n''2*(n-sqrl(n''2 + 1)), n = infinity) = 
limilCn''2*(n-sqrt(n''2 + 1)), n = infinity); 
lim {n^ + l)  =  - 00.

5 )  x„ = ^ n ^ - n ^  + n  = -------------------— p = — :
yin cmas, bundan ^л^-я^+и

I I
Um X , = lim •

ckanligini ko'rish qi-

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish: 
> Limit(sqrtCn''2 —
п'^З.З) + n, n = infinity) = lim it(sqrt(n ''2 — 
n''3,3) + n, n = infinity);
lim (V + n) = ̂ .

6.17-mlsol. Ushbu

ketma-kctlikning limitini toping.
Yechilishi. Ravshanki, barcha n&N lar uchun

< - Д = + - ^ ч . . . . 1- Д = <
\/л̂  + п >/n̂  + l n̂̂  + 2 

tcngsizUk bajariladi va {x„}, kctma-kctliklar

= Z„



M m -7= =  =  lim — =  = 1, l i m = lim -—!_■= I

bir xil limitga cga. U holda 6.9-xossaga asosan {j-l ketma-ketlik 
ham limitga cga bo'lib,

bo'ladi.
6.18-misol. = {(-!)'’} kctma-kctlikni yaqinlashishga tck-

shiring.
Yechilishi. Faraz qilaylik, oson {xj = {(-!)"} ketma-kctlikning limiti 

bo'lsin, ya’ni Ve>0 son! olingandaham 3/;(,(e) {n^sN ), >/п>п^{е) 
lar uchun

(i)

bajarilsin. Agar £ = 2 ^̂ cb olsak, (1) tcngsizlik n ning juft qiymat- 
larida

ko'rinishga, n ning toq qiymatlarida csa

| - l - t f |< |  yoki |l+ if |< i

(2)

(3)

ko'rinishga ega bo'ladi. (2) va (3) tengsizliklardan 2= |(l-fl)+ (l+o)|<  
s | l - o |  + |l  + fl|<l, ya’ni 2<1 bo'lishi mumkin cmas. Bu qarama- 
qarshilik, farazimizning noto'g'ri ckanligini isbotlaydi. Dcmak, 
{ ( - 1 )"} ketma-ketlik uzoqlashuvchi.

6.5. Monoton ketma-ketlikning ta’riflari. {xj ketma-ketlik 
berilgan bo'lsin.

6.15- ta’rif. Agar {xj ketma-ketlikning elcmcntlari V л G uchun 
(x„<x„^.,) tengsizlikni qanoatlantirsa, {x„} o'suvchi (qat'iy

o'suvchi) ketma-ketlik deyiladi.
6.16- ta’rif. Agar {xj ketma-kctlikning elcmcntlari V л G iVuchun

te'ngsizlikni qanoatlantirsa, {xj kamayuvchi 
(qat’iy kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.



6 17-ta’rif O’suvchi va kamayuvchi ketm a-kcdiklar umumiy 
„offl'bUao т о ю ш  k e lm a - k i l l i k la r  deb ataladi.

Monoton ketma-kctlik bir tomonlama (yuqoridan yoki qnyi. 
dan) chcgaralangan bo'ladi. Masalan, о suvchi kctma-ketlik quyi- 
dan chcgaralangan (quyi chcgarasi sifatida uning birinchi hadi- 
ni olish mumkin) bo’ladi, kamayuvchi kctma-kctlik csa yuqoridan 
chcgaralangan (yuqori chcgarasi sifatida ham uning birinchi hadini 
olish mumkin) bo‘ladi. Bu mulohazalardan ko'rinadiki, yuqoridan 
chcgaralangan o‘suvchi kctma-kctlik chcgaralangan bo'ladi, quyi- 
dan chcgaralangan kamayuvchi kctma-kctlik ham chcgaralangan 
bo'ladi.

Masalan: 1) 1, 1, 2, 2, n, n, ... kctma-kctlik o'suvchi kctma- 
kctlik bo'lib, u quyidan 1 bilan chcgaralangan;

2) 3,. 3S Z\ ..., 3", ... kctma-kctlik qat’iy o‘suvchi va u quyi
dan 3 bilan chcgaralangan;

3) 2 > I» •••» я> n ’ ■■■ kctma-kctlik kamayuvchi kctma- 
kctlik bo'lib, u yuqoridan 1 bilan, quyidan nol bilan chcgaralangan, 
ya’ni u chcgaralangan kctma-kctlik bo'ladi;

ttv 1 1 1 14) *> .2 ' 3 > •”» Л» •" kctma-kctlik qat’iy kamayuvchi kctma- 
kctlik bo'lib, u chcgaralangan bo'ladi.

6.6. Monoton ketma-ketlikning yaqlnlashishi haqidagi teore- 
malar.

6.2- teorema. A g a r  {x̂ } k e tm a - k e t l ik  о  'su v c h i b o  'lib , y u q o r id a n  
chcgaralangan bo 'Isa , и y a q in la s h u v c h i  ( c h e k l i  l im itg a  e g a )  b o 'la d i;  
agar {x̂ } k e tm a -k e tlik  y u q o r id a n  c h e g a r a la n m a g a n  b o  'Isa, и  h o ld a  и 
uzoqlashuvch i ( lim iti -ooj b o 'la d i.

6.3- teorema. A g a r  {xj k e tm a - k e t l ik  k a m a y u v c h i  b o  'lib , q u y id o n  
chcgaralangan b o 'lsa , и y a q in la s h u v c h i ( c h e k l i  l im itg a  e g a )  b o 'la d i;  
agar {x̂ } k e tm a -k e tlik  q u y id a n  c h e g a r a la n m a g a n  b o ' ls a ,  и  h o ld a  м 
uzoqlashuvch i ( lim iti - o a )  b o 'la d i.

Bu tcorcmalardan quyidagi natijalar kclib shiqadi.
6 .3 -  n a tija . O'suvchi kctma-kcUik yaqinlashuvchi bo'lislii uchun

chcgaralangan bo'lishi zarur va yctarli.
6.4- наГуа. Kamayuvchi kctma-kctlik yaqinlashuvchi bo'lishi

Quyidan chcgaralangan bo'lishi zarur va yctarli. 
da qilish^mu^i'n^'”'^^^*^  ̂ birlashtirib, uni quyidagisha ham ifO'

limitga e e a ) ”h n 4 ^u-'°^°L k e tm a - k e t l ik  y a q in la s h u v c h i  ( c h e k l i  
y e t Z i .  "  ̂ c h e g a r a la n g a n  b o ' l i s h i  z a r u r  va



6.3 - eslatma. Наг qanday yaqinlashuvclii ketma-ketlik monoton
ketma-ketlik bo'lavermaydi. Masalan, i  - “ j ,  - j , .... 1, - i , ...
kctma-kctlik monoton cmas.

6.4- eslatma. Yuqoridagi tcorcmalardan quyidagi xulosani shiqarish 
mumkin. Yuqoridan chcgaraUngan o'suvchi {xj kctma-kcUikning 
hamma hadlari uning limiti x dan katta (x ,sx ) bo'la olmaydi. 
Xuddi shunday, quyidan chcgaralangan kamayuvchi {xj kctma- 
kctlikning hamma hadlari uning limiti x dan kichik (xsx^) bo'la 
olmaydi.

6.5-  teorema. Ikkita {x j va {y j ketma-ketliklar berilgan bo'lsinl 
Agar: 1) {xJ o'suvchi, {yJ kamayuvchi ketma-ketlik; 2) \ / n e N  
uchun x^<y„\'3) lim(y„-x„) = 0 bo'lsa, {xJ va {yJ ketma-ketliklar
yaqinlashuvchi va lim>'„ = limx„ tenglik o'rinli boladi.

Bu teorcmadan natija sifatida, quyidagi muhim, ichma-ich joy- 
lashgan segmentlar haqidagi tcorcma kclib shiqadi.

6.6- teoremz. Agar [a,; b^]D\a '̂, bj]D...D[a„; mu-
nosabatda bo'lgan [â ] i>jl, [o ;̂ b^], [â \ b^\......  K ; b„] ... segmentlar
ketma-ketligi uchun lim(Z>„-fl„) = 0 shart o'rinli bo'lsa, и holda {â ) 
va {b̂ } ketma-ketliklar bitta limitga ega bo 'ladi hamda bu limit bar- 
cha segmentlarga tegishli bo 'Igan yagona nuqta bo ladi.

Ko'p hollarda, j ^ |  ko'rinishdagi kctma-kctliklami yaqinlashish-

ga tckshirishda quyidagi tcorcma muhim rol o'ynaydi.
6.7- teorema (Shtols). Agar {y„} — o'suvchi cheksiz katta ketma- 

ketlik bo'lib,

ketma-ketlik yaqinlashuvchi va uning limiti a bo Isa, и holda

fe}
^^itna-ketlik ham yaqinlashuvchi bo'ladi va и ham a Urn S 
uo'ladi, ya'ni

n-M y„ n-»'* 1/1 1 //-*
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6.19-misol. Ushbu

= к — butun, musbat son,

kctma-kctlikning limiti ckanligini isbotlang.

Yechilishi. y„ = l*+2*+... + Л*, = deb bclgilab,
I Zn~ Jn-l J

kctma-kctlikning yaqinlashuvchi ckanligini ko'rsatamiz:

2!

Ravshanki, -
chckli. ■'■'•

Shunday qilib, yaqinlashuvchi kctma-kctlikning xossalarini 
c'tiborga olgan holda

lim ■■Ln->'n-i _ J _  
n-»«o Zn~Zn-l +̂1

ckanligini topamiz.
Dcmak, Shtols tcoremasiga asosan;

lim X, = lim l''+2*+...+/i*
„М ■ j f c + l

6.20-misol. Ushbu

^ ^  = 0 (a — ixtiyoriy haqiqiy son) 

tcnglikni isbotlang.
П



■ Yechilishi. Ravshanki, |o |s l  bo'Jganda lim —= 0 tcn°lik
 ̂ Ji-Oi nl

o'rinli. Faraz qilaylik, o > l bo'lsin. x„ = ~  deb belgilaylik, u holda 
^ ~ H + l  '^п>Пд (n  ̂ — istalgancha katta) uc-

hun ^ < 1  yoki x„^^<x„. Shunday qilib, {xj kctma-kctlik л>л„
uchun kamayuvchi va 0<x„ ckan. Demak, 6.3-teoremaga ko‘ra, {xj 
ketma-ketlik chckli limitga ega, ya’ni limx„=y^>0, Ikkinshi to"- 
mondan v4 = limx_., = l im x „ - ^  = y4-0=0.

Shunday qilib, (♦) tcnglik a>0 uchun isbotlandi. a<0 bo‘lganda
1 л| |д|"

ham (*) tcnglik o'rinli bo'ladi, chunki
6.21-misol. Ikkita x^, x^, x^ , ..., >■„ y^ ,..., y„ , ... (х„>

>j'j>0) ketma-kctliklar bcrilgan bo'lib, ularning umumiy hadlari
ushbu X =_x„.i+ y„.i____ „  ̂ , y„ = 7^’л-1 '>л-1 formulalar orqali topiladi. Bu
ketma-kctliklarning limiti mavjudligini va bu limitlarning bir-biri- 
ga tcngligini isbotlang.

Yechilishi. Avvalo, x^>y^ ckanligini ko'rsatamiz. Haqiqatan 
ham,

■Y _,, _ Я̂-|~*~2'л-| _ fZ- TTi =■̂Л }ц -------2 л/'̂ л-! Xn-l
Xj!rL_ >0.

х ,-л- , =_ л̂-I +JVl _ ^ Хл+1~-̂ Л-| ^ f)— ----------  2 *

bundan demak, {a*„} ketma-ketlik kamayuvchi ckan.

>'л -У л-1 =  V -V i •>'л-7->л-1 =  ^

bundan esay >y ckanligi, ya’ni ly j — o'suvchi ketma-kethk ekan- 
ligi kclib chiqadL Monoton ketma-ketliklarning linuti haqidagi 6._-, 
6.3-teoremalarga asosan [x„] va {y„} ketma-ketliklar chekh hmitga 
cga, ya’ni hm x„=x, 1,ш}>'л=>’ {xj kctma-kctlikning aniqlanishiga

ko’ra x„ = .^2=ll2!2ri, Bundan = ' 2
ckanligi kelib chiqadi.



6.23-misol. Ushbu ketma-kctlikning yaqinlashuvchi ckan-
ligini isbotlang va uning limitini toping.

Yechilishi.

(П+1)! n\ _ n ! ^  и" _  и"
%+1 + („ + 1)" „я („+1)Я („+1)

chunki " - <1. Dcmak, {х } kctma-kctlik monoton kamayuvchi,
(Л +  1)"  ’ ‘ л» '  >

ikkinshi tomondan, ravshanki, •х„>0. Bundan {х̂ } ketma-ketlikning 
quyidan chcgaralanganligi kclib shiqadi.

Shunday qilib, monoton kctma-kctliklarning limiti haqidagi 6.3- 
teorcmaga asosan berilgan kctma-ketlik yaqinlashuvchi, ya’ni chekli 
limitga cga. Uning limitini x bilan belgilaymiz, ya’ni 0<limx„ = x.

Endi X ni topamiz. Ravshanki,

bundan ^ , x„^.,<ix„ ckanligi kclib chiqadi. Keying!

tcngsizliklarda limitga o'tsak, x<\^x. Bu yerdan -‘<^0 ckanligini 
c’tiborga olsak, x = 0 degan xulosaga kclamiz.

6.24-misol. Ushbu x„ = ̂ l+ ij , ^  = (я = 1, 2, ...)
kctma-kctliklarning mos ravishda, monoton o'suvchi va yuqoridan 
chcgaralangan, monoton kamayuvchi va quyidan chcgaralanganligini
hamda lim ^l+ij =Urn^l+ij = e ckanligini isbotlang.

Yechilishi. nisbatni qaraymlz:

м -Ь н Г  
'■ ■ (4 Г ‘

i+-
Л+1

1+iЛ
( i+ l)= (^ K £ ± l)_ r\ n)  \(n + l)(rt + l)j

(я + 1)_ 
n

= f (£±l) = f 1_1 V
I (n + 1)̂  ) " V +

Bundan Bcrnulli tengsizligiga asosan.

("+D



tcngsizlikni hosil qiiamiz, ya’ni {x̂ } ketma-kctlik monoton o'suvchi 
ekanligi kclib chiqadi. Xuddi shunday;

( , 4 Г  ,
Уп _  I и/   ^

3'n-l
Я-1-1 ^ I Л +  1

1 + -л'-1
n^+r-n-l

<1, y„<y„-r

Dcmak, {yj\ kctma-kctlik monoton kamayuvchi ckan. Ravshan
ki, {xj kctma-kctlikning berilishidan: x„s2. Endi uning yuqoridan 
chcgaralanganligini ko'rsatamiz:

I  ̂ I I+ - 2 1 - ^ + - +
n(n-l)...(n-n + l) 1 _

( u i ) ’ = u i

< l + l + ^ + . . .+ ^ < l + l + j + . - + ^ + -  = l + - 3  = 3,
2

2:sx„<3. Ravshanki, 0<x„<>’„.
Dcm ak, m onoton kctm a-kctliklarning lim iti haqidagi 

6.2- va 6.3-teorcmalarga asosan, {x̂ } va {ŷ } kctma-kctliklar

lim itga cga: limx = lim (l+ -) =e deb belgilaymiz, bunda
Я— n— \ "/

e= 2,718281828459045...

0 < y ,-x , = ( l+ i)

lim —= 0 ckanligini c’tiborga olsak, u holda lim(y„—x„) = 0 yo- 

ki lim у  = lim x„ = e ckanligi kclib chiqadi.



6.25-raisol. Ushbu :Jfi = 0, n e N  ko'rinishda
berUgan {xj ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ckanligini isbotlang 
va uning limitini toping.

Yechilishi. x, = 0 bo 'lganda X2 = V 6^i^ = V6. Faraz qilay- 
lik, V « e 7 / u c h u n  x„+,>x„ o 'r in li b o 'ls in . V n G ЛГ uchun 
xJ ĵ = 6+x„+i, ^+i = 6+x„, bu tengUklarni ayirish natijasida

^+2 ■̂*•1 л̂+1 П

ni hosil qilamiz. Bundan, xj|+2 >x„^,, x„^j>0 va >0 bo'lgani 
uchun, tcngsizlik o'rinli boiadi.

Dcmak, matcmatik induksiya usuliga asosan {x j ketma- 
kctlik qat’iy o'suvchi. Endi {x j ketm a-ketlikning o ‘suvchi, 
yuqoridan chegaralangan ekanligini ko 'rsatam iz. Ravshanki, 
X, ^0, xj<xj+i=6 + x„, bundan x ^ -x „ -6 < 0 , x„<3 ekanligi kelib 
chiqadi.

Shunday qilib, {x„} ketm a-ketlik o 'suvchi va yuqoridan 
chegaralangan ckan.

Demak, monoton ketma-kctliklarning limiti haqidagi 6.2- 
teoremaga asosan, {x } ketma-ketlik limitga ega, ya’ni 3 limx^ = x. 
Ravshanki, x>0.

^«\i = 6+x„

tenglikda limitga o'tsak, x̂  = 6 + x ni hosil qilamiz. Bundan x=3 
ckanligini topamiz.

Dcmak, {x̂ } ketma-ketlik yaqinlashuvchi, ya'ni limx„ = 3.
6.26-misol, Ushbu

ketma-ketlikning yaqinlashuvchi ckanligini isbotlang.
Yechilishi. = Dcmak, {x̂ } ketma-ketlik o'suvchi.

Endi berilgan ketma-ketlikning chcgaralanganligini ko'rsatamiz:



lnx, = ln (l+ l)-H n (l+ ‘)+ ...+ ta ( l+ ^ )< i+ ‘ + ..,+^ .

< 5 + j r + - + 5 + - = Y ^ =  1.

Bu tcngsizlikdan x^>e.
Dcmak, monoton kctma-kctliklarning limiti haqidagi 6.2- 

tcorcmaga asosan u yaqinlashuvchi bo'ladi.
6.7. Ixtiyoriy ketma-ketliklarning quyi va yuqori iimitlari. Ix- 

tiyoriy {x„}:Xj, Xj, ..., x„ ,... ketma-ketlik bilan birga ixtiyoriy 
o'suvchi A'l, ki, ..., ... butun musbat sonlar ketma-ketligi berilgan
bo'lsin. {xj ketma-ketlikning elemcntlari ichidan k^..... k„ , ...
nomcrdagilarini ajratib olib, ularni ko'rsatilgan nomcrlarning o'sish
tartibida joylashtirib chiqamiz. Natijada, x,, .̂.... x*̂ , ... ketma-
ketlik hosil bo'ladi. Hosil boigan bu ketma-ketlik berilgan {x,} 
ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deb ataladi va {x*.̂ } kabi 
belgilanadi.

Xususiy holda, {x„} ketma-ketlikning o'zini ham k„ = n nomerli 
qismiy ketma-ketlik deb qarash mumkin. {x̂ } ketma-ketlikdan umu- 
miy holda cheksiz ko'p usul bilan qismiy kctma-ketliklar ajratish 
mumkin.

Masai an: 1) ushbu

kctliklar bo'ladi. 
2) ushbu

2, 4, 6. 8, .. ., 2 n, ...;
1, 3, 5, 7, ..., 2я - 1, ...;
1. 4, 9. 16, ..., ft , ...,
1, 8, 27. 64, ..., n \  ...

2, 3..... П, .. . ketma-ketlikning

1 1 1
’ 4 * 9 ’ ■■■’ T» —1 n

1 1 1 I
j 2 9 ^ , •••« 2>i ’

1 1 1
;i jT» 5Г»



kctma-kcUiklar -  ketma-ketlikning qismiy kctnia.
kclliklardir.

3) 1. -1. •••• (“ 1)"' -  ketma-kctlikdan

1, 1, 1,

-1 , - 1 . - 1 . . . .

kctma-kctliklarni ajratish mumkin.
Kcima-kcllik limiti bilan uning qismiy ketma-ketliklari limiti 

orasidagi munosabat ushbu teorema orqali ifodalanadi:
6.8-teorema. Agar {xj ketma-ketlik a limitga ega ЬоЪа,и hol- 

da uning har qanday qismiy ketma-ketligi ham shu a limitga ega 
bo 'ladi.

6.5-eslatma. {x̂ ) kctma-kctUk qismiy kctma-ketliklarining li
mitga ega boiishidan, bcrilgan {xJ ketma-ketlikning limitga ega 
bo'lishi har doim ham kelib chiqavermaydi. Masalan. {(-1)"} ketma- 
ketlikning ushbu

1, 1, .... 1. ...;
-1 , -1. ..., -1 , ...

qismiy ketma-ketliklari, mos ravishda, 1 va — 1 limitlarga ega boMsa- 
da, berilgan {(-1)"} ketma-ketlik limitga ega emas.

Shunday qilib, ketma-ketlik limitga ega bo'lmasa ham, uning 
qismiy ketma-ketliklari limitga ega bo'lishi mumkin ekan.

6.18- ta’rif. {xJ ketma-ketlik qismiy ketma-ketligining limiti 
ketma-ketlikning qismiy limiti deyiladi.

6.9-teorema. Agar {xJ ketma-ketlikning hamma qismiy ketma- 
ketliklari yaqinlashuvchi bo'lib, ularning har biri bitta a limitga ega 
boisa, u holda {x j  ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lib, u ham shu 
a limitga ega bo'ladi.

6.19- ta’rif, Agar x (x G (—oo; + »)) nuqtaning ixtiyoriy e atrofi- 
da (x̂ ) ketma-ketlikning cheksiz ko'p clemcntlari joylashsa, x nuq- 
ta {x̂ } ketma-ketlikning limit nuqtasi deyiladi.

6.10-teorema. Har qanday haqiqiy sonlar (chegaralangan va 
chegaralanmagan) ketma-ketligidan chekli songa, +oo yoki —m ga  
intiluvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.



6 ,11-teorema (Bolsano-Veyershtrass). Har qanday chegaralangan 
{xJ ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi {x„J qismiy ketma-ketlik ajra- 
fish mumkin.

6,20*ta rif. Agar {x̂ } kctma-kctlikdan x (x G (—ooj + oo)) nuqta- 
ga yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa, x 
nuqta {xJ ketma-ketlikning limit nuqtasi deyiladi.

6.19-ta’rif bilan 6.20-ta’rif o'zaro ekvivalent bo'lishiga ishonsh 
hosil qilish qiyin emas.

6.21- ta’rif. {xJ ketma-ketlik limit nuqtalarining eng kattasi bu 
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va x = limx„ = lim sup x* ka- 
bi belgilanadi.

6.22- ta’rif, {xJ ketma-ketlik limit nuqtalarining eng kichigi bu 
ketma-ketlikning quyi limiti deyiladi va x = Шп x„ = lim inf x* ka- 
bi belgilanadi.

Agar {x̂ } ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan bo'lsa, 
limx„ = + oo bo'ladi.

Agar {x̂ } ketma-ketlik quyidan chegaralanmagan bo'lsa, 

lim Хд = — 00 bo'ladi.
""“Masalan: 1) K } = {(-!)"} ketma-ketlikning yuqori limiti, 

ya’ni limx„ = l ,  quyi limiti 1[ш Ая = ~1 bo'ladi. 2) = ’ } =

= |l, 2, i ,  4, i ,  ...| ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan, shuning

uchun limx„ = + oo.
Ravshanki, berilgan {.vj ketma-ketlikning quyi va yuqori limit- 

lari lim X, < Um x, munosabatni qanoatlantiradi.

6.12-teorema. Har qanday {xJ ketma-ketlik yuqori (quyi) (chekli, 
+00 yoki -oo) limitga ega.

Natija. Agar {x̂ } ketma-ketlik chegaralangan bo Isa, uning quyi 
va yuqori limitlari chekli bo'ladi.

Ketma-ketlikning quyi va yuqori limitlari quyidagi xossalatga 
ega: __

Ixtiyoriy {x̂ } ketma-ketlik uchun Umx„ = x bo Isin. U holda 
Ve>0 son olinganda ham:

1*. Shunday n ^ e N  son topiladiki, V«>Ho uchun x„<x+e 
bo'ladi.



2*. >^n^eN son u c h u n j va n  ̂ larga bog‘liq shunday naturali 
so n  n '> topiladiki, x„ .> x-e  bo'ladi. ^ 1

Agar X son Г va 2* shartlarni qanoatlantirsa, u holda b  
= limsup(xj=limx„ bo‘ladi.

И - "  n > *  " • * “

Endi kctma-ketlik uchun x = limx„ bo'lsin. U holda Ve>o 
son olinganda ham:

Г. 3/tg£N  son topiladiki, '^n>n^ uchun x „ > x -e  bo'ladi.
2‘. son uchun e va n̂  larga bog'liq natural son n'>n^

topiladiki, x„. <x+£ bo'ladi.
Agar X son Г  va 2* shartlarn i qan o a tlan tirsa , u holda

x = lim in f{ x .} = ^x - bo'ladi.
k>n

6.13- teorema. V{x„} ketma-ketlik a limitga ega bo'lishi uchun, 
Urn x„ = lim x„ = a tenglikning o'rinli bo‘lishi zorur va yetarli.

6.14- teorema (Koshi kriteriysi). V(x„} ketma-ketlik yaqinlashtivchi 
(chekli limitga ega) bo'lishi uchun, Ve>0 son olinganda ham, shun
day n ^ sN  son mavjud bo'lib, Vn>Wo va >/m>n^ lar uchun

x „ - x J < e (*)

tengsizlikning bajarilishi zanir va yetarli. 
Agar (*) shart bajarilmasa, ya’ni

Зед>0: 'd k sN , 3n>k, 3m >k: | x„ - x„1>Eo

bo'lsa, ketma-ketlik uzoqlashuvshi bo'ladi.
6.27-mlsol. Ushbu -■̂». = l + ] ^ c o s ^  ketma-ketlikning inf{x„),

s'̂ P{x,}, ^ x „ ,  Umx„ toping

Yechilishi. Ravshanki, X4„_j < Xj„_, < X4„ tengsizlik o 'rin l 
Bunda osonlik bilan ko'rsatish mumkinki, ketma-ketli
kamayuvchi, ketm a-ketlik o 'suvchi. Shuning uchur

= lim x„ = lim ( l - l l 2 \  = 0.
П—Ш Я-** \ 4rt—1 /

sup{xJ = ^ ( l + - ^ )  = 2.



6 .2 8 - misol. kctma-kctlikning inf{xj sup{xj 
|imx„, limx^Iarini toping.

Yechilishi. Ravshanki, {x„} = | l - l j  ketma-ketlik monoton
o'suvchi va u yuqoridan 1 bilan chegaraJangan. Shuning uchun u 
yaqinlashuvchi. Bcrilgan {xj ketma-ketlikning eng kichik dementi 
x,=0=inf{x,,}. Bu kctma-kctlikning yuqori va quyi limitlari bir-biri- 
ga tcng va u sup{xj ga teng.

Shuning uchun Д т x, =limx„ =sup(x„} = l .

6.29- misol. x* = A:‘“‘̂ *, k E N  kctma-kctlikning quyi va yuqori 
limitlarini toping.

Yechilishi.
-li^^inf =iimO=0, k = lm -\,  m EN ,

lim = limsup = lim(+ схз) = + «, k = 2m, mGN.
" И-» И-"

6.30-misol. Ushbu -v„ = 1 + ^ + - + ^  kctma-kctiikning yaqin-
lashuvchiligini Koshi kriteriysi orqali ko'rsating.

Yechilishi. Ve>0 sonni olaylik. U holda

1̂ "л+р I |(л+1)̂  (̂й+2)  ̂^ «(n+t) (̂'*+1)(л+2)

1  ______________ ^-1=I \n  л +1 /^ \я+1  "+ 2 / \n+p-l n+p)

'n*p

+ {П+Р-1ЦП+Р)

__ L = —£—
“■ n n-̂ p n(n+p) n n '

c
Ло(с) = [А] + 1 deb olinsa, lx„4^ ,-x j< e  tengsizlik Vp GAT uchun 

bajariladi.
Shunday qilib, bcrilgan ketma-ketlik Koshi kritcriysiga ко ra 

yaqinlashuvchi bo'ladi.
6.31-misol. Ushbu

.  -_L + J-+ ...+ -L
" “  In 2 In 3 In Л

kctma-kctlikning uzoqlashuvchi ckanligini ko'rsating.



Yechilishi. V и G 7  ̂bcrilgan bo‘lsm. £0 = 4 deb olsak, u holda 1
V /IG TV uchun I

“  ■>‘'я  1 -  in(„+i) in ( n + 2 )  ■ '■"' I u 2 / i  l u 2 n  2 n “ 2 ^ ® ')

tcngsizlik bajariladi. Dcmak, bcrilgan ketma-ketlik Koshi kritcriysmi 
qanoallanlirmaydi. Shuning uchun kctm a-kctlik uzoqlashuvchi 
bo’ladi.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 

Quyidagi kctma-kelliklarning dastlabki bcshta hadini yozing:
6.1. x„=2+ (-l)"-j;^ . 6.2. х„ = л (3 -3 (-1 Г ).

6.3. X = 3n-2 6.4. x„ -  (-1)" arcsin •^ + я /7 .

6.5. x„ = c o s y .  6.6.

6.7. x, = sign(sin^^] . 6.8. x„ =[>/2Й], [о] — a sonining butun qis-
mi.

6.9. я̂ = тт
sm—

6.10. X = — 1-." n

Quyidagi kctma-kctliklarning umumiy hadini yozing:

6.12. 0, 4, 0, 4, ... .A 11  _ i  i  10 . 1 1 . j ,  j ,  j

6.13. 1, 0, - 3, 0. 5, 0, -7 , 0........

6.14. 2, 4 5 
3 ’ 6

8 
• 7 ...... 6.15.

6.16. 0, Л  
2 • 1. 4/2

2 ’ 0,- >/2 
2 ’ -1 - й  . 1, —

6 17 ^ . 5. 10. 17 . 26 .6.17. 3 * 8 ' 13* 18* 23* 6.18.6.18. l ; i ; 2 ; i ; 3 ; ^ ; 2 ; i . .

6.19. x,=
6.22. X =

Quyida bcrilgan {x̂ } kctma-kctlikning x., x., hadlarini 
yozing.

( - 2 )"

In
lUli

In

6.20. x„ = ̂ ^ ." 2n+l
6.23. x, = (-1 0 )"s in ^  

138

21 V - (-h"

6.24. x„ = ri



п . 2 ЛД6.26.x„ =  ̂ s i n ^ -

6.28.

б.ЗО.

6.32.

6.33.

6.34.

6.35.

6.36.

6.37.

6.38.

6.42,

6.45.

6.48.

6.51.

6.54.

6.57,

6.60.

6.63,

6.27. х„=со5"ля.
Quyida {х̂ } ketnia-kctlik rekurrent formula bilan bcrilgan. Bu 
kctma-kctlikning dastlabki to'rtta hadini yozing:
Xj=~2, Хд+3. 6.29. X|=—3, x^^j=x^+5.

= -3 . = x„-2 . 6.31. X, = - l ,  x„̂ , =x, +4.
Quyidagi {x̂ } kctma-kctlikning umumiy hadini yozing.

X( — з , X д+j— 2-x^ * ^ ̂

2 ’ 3-x„ ’ ^ ^
x,=0, x^=l, x„+j=(3x,^,-xJ/2 neTV; .

Xj —Q, x^— b, Хд̂ 2 ~ +2Хд, л G

X,=X2=1, x„ ^ 2  = 0,5 (x„^,+xJ+1, n e N  
.x,=Xj = l, x„ ^ 2  = x„^,+2x„+2, n e N .
Quyida bcrilgan {xJ kctma-kctliklarni chcgaralanganlikka 
tckshiring:

{ ^ } .  «.39. { ^ } .  M «. { ^ } .  «.9>. { ^ } .  

{(-1Г(лЧ1)}. 6.43. { (-1 Г ‘И +(-1Л  я}. 6.44. <5л=}.

{ - ( 2 л - т .  6.46. }■ 6.47. {tgn}.

{nlog./jn}. 6.49. {(-!)"«}• {(-I)'’"}- 6.50. {л'-”’}.

{зшол + созоя}, a e R . 6.52. {Ул—1— 6.53. {2"}. 
Quyidagi kctma-kctliklarning chegaralanganligini isbotlang:

{ ^ } .  ..55. ( 1 ^ ) .  5.55. { = ^ } .

{ ^ } .  Ш -  _

Ш - l l ^ l '
Agar o, =1, =(« + l)(fln + i)> n e N  , bo'lsa,



6.68.

6.71.

kctma-ketlikning chcgaralanma-

ganligini isbollang.

6.64. {>/лЧ2-и^}. 6-65. { 'I r F ^ - y f r F ^ } .

6.66. {Vn^+l-'iw^-l}. 6.67. {^9n-n^ +^9n + n^}.

6.69. Ш .  6.70. f e j .
\  rr+\ J '  ^
7^"^^3"\ fn+ lnn \ 1 ьЗ "+ 5 \

6.74. {nln^^}. 6.75. { 1 п ^1 п (л Ч л )} . 6.76. {^}.

6.77. 6.78. {л9"}. U1<1.

Quyida bcrilgan {x̂ } kctma-kctliklarning chcgaralanmaganligini 
isbollang:

6.79. {и + со5Ил}. 6.80. (л'-*’*}. 6.81.

ш
6.86. {6"-5"}.

6.82. 6.83. { (л М Г ^ }  .

6.85.

6.87. { # ^ } .  6.88. I ^ j .

6.91. x, = Xi = l, x„ î = x„^i+6x„.

6.92. x ,= -4 , .x, = 3. x„,j = x„,,+ ix„.

6.93. x, = 3, x„i = i  x j - l .

Quyida bcrilgan {x̂ } kctma-kctlik yuqoridan (quyidan) chc- 
garalangan bo'lsa, uning eng katta (eng kichik) elementini to
ping;

6.94. x .= 6n-n ‘ -3 .  6.95. X, . 6.96. x, = ̂ .

6.97. x. = n’-10n+5, 6.98. x . = - i .  6.99.



Quyida bcrilgan {x j kctma-kctliklarning chcksiz kichik kctma- 
kctlik ckanligini ta’rif bo'yisha ko'rsating:

’ f- л"'*'*6.101. x . = i - i ^6.100. x„= - 6.102. x „ = i l ^
1 ПЯ I

6.103. c o s 6.104. =

6.105. 6.106. 6.107. x„ = (-0 ,6 )\

6.108. x„=(0,99)". 6.109. 6.110. x„ = ^.

Quyida bcrilgan {xj kctma-kctliklarning chcksiz katta kctma- 
kctlik ckanligini ta’rif bo'yisha ko'rsating:

6.111. x̂  = «. 6.112. x, = 4-3*n. 6.113. x, = 2".
6.114. x̂  = lnn. 6.115. x̂  = бЛО-
6.116. x̂  = log^n(0< Д< 1). 6.117. x̂  = (-«)".

6.118. x„=5yfn-n. 
2

6.119.

6.120. x =
Я+3’ 
3"

1-Ч/Л • 6.121. x„ --^ . 6.122. x . = ^ .
Kctma-kctlik limiti ta’rifidan foydalanib, quyidagi tcngliklarni 
isbotlang:

‘ •'23. = 6.124. Й Г О ' ! -

6.125. lim -/ -^̂  =1.Я-*» я̂  + 2л + 1
5лЧ4 5

6 126 ШП „4 ;  =  до-Г'Ь'»- 8лЧ7 8
2 . -  . 5я + 1 -5

= 1. 6.128. hm6.127. l i m = 1 . b .izs.Л-» Л я-м* / “ 7Л У

l im x „  =  a  n i  t o p i n g  v a  q a y s i  Ир(с) n o m c r d a n  b o s h l a b

Vn>//o(e) uchun |х^-йг|<е tengsizlik o'rinli bo'lishini 
aniqlang.

6.129. дг, = 0,33...3, E = 0,001. 6.130. c = 0,005.
n me —

6.131. x „ = . i s in ^ ,  e = 0,001. 6.132. x „ = - ^ ,  e = 0,005.

6.133. Х, = Л .  V Z  c h c k s iz  k ic h ik  k c tm a - k c t l ik la r

y ig ' i n d i s i n i n g  y a n a  c h c k s iz  k ic h ik  k c tm a - k c t l ik  c k a n l ig in i  

k o 'r s a t i n g .



6.134. - х„ = -^ , = chcksiz kichikketma-ketliklar
yig'indisining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ekanligini 
ko'rsating.

6.135. = chcksiz kichik kctma-kctliklar 
ko‘paytmasining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ekanli
gini ko'rsating.

I -2 2"~*
6.136. = Z„ = - ^  chcksiz kichik kctma-kctliklar 

ko'paytmasining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ckanligi- 
ni ko'rsating.

6.137. chcksiz kichik ketma-kctliklar ayirma- 
sining yana chcksiz kichik kctma-kctlik ekanligini ko'rsa
ting.

6.138. {x̂ } chcksiz kichik kctma-kctlik bilan {y^) chegaralangan 
kctma-kctlik ko'paytmasi chcksiz kichik kctma-kctlik ckan- 
ligini isbotlang:
1) y, = sinn; 2) x„ = X , > -„ (- ir+ l;

3) = >v = - ^ 4) >'„ = c o s -^ ;

5) = y„ = sign(tgn); 6) =

6.139. {xj chcksiz kichik kctma-kctlik uchun | ^ |  chcksiz katta 
kctma-kctlik ekanligini isbotlang:
1) X, = 0 .99 ;;^; 2 )X „ = 5 li^ ^ ;

3) =_  2"+(-3)"
5"

.. Vn̂ "+4
4) ^n=— r -

6.140. chcksiz katta kctma-kctlik bo'lsa, kctma-kctlik
chcksiz kichik kctma-kctlik ekanligini isbotlang:

1) 2) =

4) y, = 2'^; 5) y, = (- l)" /i;  6) y„ = ln(lnn) n ^ 2 .
6.141. Quyida bcrilgan {x̂ } kctma-kctliklarning yaqinlashuvchi 

ekanligini isbotlang:
Я +  1 .

2) = — >



=  ^  ( o > 0 ) ; 4)

_  2 л * + 5 л  +  1 _ 

8 л Ч з л  +  2 ’ 6 )
_  js n ^ + I  

" V 2 « '+ 2
_ ( я  +  1)‘° + (л  +  2)’  .

8 )
_  а^+Зб"

(л -1 )*^ + 1  ’ 5а"+7Л"

2 -3  ■ 3 - 4 ......... (л + 1 )(л + 2 )  ’
, _1*2 +  2 *3+ ... +  л(л +1)

(д>0, Ь>0);

6.142.

6.143.

Quyida bcrilgan {х̂ } ketma-kctliklarning uzoqlashuvchi ckan- 
ligini isbotlang:

1) x„ = ( - i r - 2 '’; 2) = 3)

4) = 5) x„=sinn°;6) x „= ;;jJ jC o s^ ;

7) ^я = (з) ; S) x„=/i^sin-^.
a soni {x̂ } kctma-kctliklarning limiti cmasligini ta’rif yor- 
damida ko'rsating:

1) л; = (-1Г-2+2, a = 0; 2) = ̂  o = l;
1

3) f l= - i ;
Л

5) x„=2‘- ‘»‘'- .  fl = 0;

« = i ;
fl = 0 ;

6.144.

6.145.

6.146.

6.147.

7) x„-^n^  +1-Л, 0 = 1

9) x„ = o‘~'’' ,  0=0; 
Limitlarni toping:

( б - ^ П л ^ + З л + г )  ■
1+

4) x, = cos — ,
2 л л6) x, = s m - ^

8) «=1;
10) x, = n [l+ (-l) '’l, 0 = 0.

!й : ( й + г 7+-- ;)(З л -2 )(З л  +  1)) 

(г5'*'51|''''”‘''(4л-3)(4л+1)) • 

( 1 T3T5 + J 3 7 7  ■^•••■*’ (2 л - 1 ) ( 2 л  +  1 )(2 л  +  3 ) ) '



6.148. ^ ( i .2 -3 -4 ‘’'2-3-4-5'^'"'*'n(n + l)(n+2)(w+3))

6.149. ^ [ г з '^ Г 5 '^ - ‘*’(2п-1)(2л + 1))-

Ь(i(7гЬз■^Vзl^/5■^'••■^V2^l+V2^)'
{â } kctma-kctlik arifmctik progrcssiya bo'lib, uning ayir- i 
masi d^O va barsha xadlari a„?*0 { nEN)  bo'lsin. Limit- ' 
larni toping; !

1 . 1 . . 1 \ '
®л'®/|+1 / “ 16.151. l i m ( - ^ + - ^ + . . . +Л-И

6.152. U m ( ^ ^ + — I— + „ .+

1

>— V°п°пн°п*г ]

6.153. i— I®п<*я+1̂л+2®я+3 /

6.155. U m ( - p ^ + : ^ + . . . + - -я -« \ 1 '2 '3  2-3-4 п(л+1)(п+2) /'

6.156. .. (лЧ1)^-(Л^-1)^
‘ •'S ’ - Ig: ( » i ) 4 c - . r

6.158. lim(.^^----- l ^ y  6.159. l i m f - r i -------r ^ ) '"-*\n  ̂+ l n̂ +1/ Я-.-\ /Г+n̂ +l rr+n+ll
c 1/ГЛ i:.., (n̂  + 3« + 4)^-(n^+3«-4^ ,. / 3 \

1S!(7Ts..6)1-(„U5„-6)> ■ 6-I61. Й  " - Ц Х Т Е  •

6.,бг. 6 ,63 l i m J i ^ F -\ n’*-lOrt̂  + l )• •* Я— L»(n'*+ŵ  + l)
5"+7“”

6.165. ^5=ЯГ73Г.

(a > l ,6 > l) .  6.167. (^'5^-1).

+ . 6.169. lim(>/4n^ + 3 л-2 л ).

6.170. \т Ш + 2 - \[ п ^ -2 ) .  6.171. hm(dn^+Ъп+ 2 -уР ^ ^ ) .

6.164. l i m i l l i ^n— lu* n

6.166. n— a +b"



6.172.

6.174.

6.175.

6.176.

6.177.

6.178.

6.179.

6.180.

6.182.

6.184.

6.186.

6.188.

6.190.

6.191.

6.192.

lim (^л Ч л Ч 1 9 8 4 -л ). 6.173.
я-.» п-ш 4

lim (\/л+1 + 7л-1-2>/л).

lim {yj(n+ai){n+a^)-n).

^  {Щп+а^){п + а2){п+а^){п+а^){п+а^)-п).

Ит(^(л+Л1)(л+02)....(л+о^)-л), p e N .

а ning qanday qiymatlarida {7лл^+6л+2-л} kctma-ketlik 
limitga ega? Bu limit nimaga tcng?

= (л+1)“ - л “ , n E N  ketma-kctlik bcrilgan bo'lsin. Ush- 
bu
1) 0 < o < l  uchun lim.r. = 0: 2)fl:>Iuchun lim.v„ = oo

Я— "
tcngliklarni isbotlang:

Jn^+l-Jn^-7 6.181. lim !̂------- -̂----J4n  ̂+ 2-2n lim  ̂ .Л̂ + 2“ уЯ

Vn- Ул + 1 lim — -Jr-^n + l-^n

Jn̂  + l-n
yfr^Tn- yfn

‘ ■'83.

lim •У2Й 6.185. lim n^-yfnШП J-=--------V------
"■** (>/л’ + л + \/л)(л-1)^Зл + ̂ Зл + V^

(л>2). 6.187. U m - p ^

(Jn + l-yJn-lYn+'i.) 
lim  ̂ , — —, —.

,/(л + 1)^ -з /(л -1)̂

1 + 2 + 3+...+Лlim----1-----— .fl..> л^+л+2

lim

+1
Jn-TJn^+ 2\fn 

6.189. lim  ̂  ̂ — -----
yjn+4jn^-2yjn

.. 1-3 + 3-9 + 5-27 + ... + (2л-1)-3"
'.g ;----------- 5 > т и



6.Ш.' П

6.194. lim —

6.195. lim
1-2-1-3-4+...+(2л-1)-2п

^n^+1
£ me 1" l^+2^+...+n^6.196. Um—1— 5-------.n-^ n +n +П + 1

6.197.

6.И8.

Й Т Ь ) = - -
6.200. Agar {x̂ } va uzoqlashuvchi kctma-ketliklar bo'lsa, quyi- 

dagi;

1) К + З ’л}; 2){x„-y„}; 3) 1^1 kctma-kctliklar yaqin-
lashuvchi bo'lishiga misoUar tuzing.

• 6-201. {x̂ } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo'lib, ketma-ketlik 
uzoqlashuvchi bo'lsin. b^O  uchun {ax„+by„} ketma-ketlik 
uzoqlashuvchi ekanligini isbotlang.

6.202. {y )̂ ketma-ketlik uzoqlashuvchi bo‘lib, {xj esa yaqinlashuv
chi ketma-ketlik va limx„ = x, x?i0 bo'lsa, {x̂  y j  ketma- 
ketlik yaqinlashuvchf emasligini isbotlang.

6.203. {x̂ } yaqinlashuvchi, {yj esa uzoqlashuvchi ketma-ketlik 
bo’lsin. (x̂  ŷ } ketma-ketlik yaqinlashuvchi va uzoqlashuv
chi bo’lishiga misol tuzing.

6.204. V « £ //u c h u n  x„;«t0 va limx„ = 0 bo’lsa: 1) lim^^^ li
mit mavjudmi?
2) agar bu limit mavjud va q^ga teng bo'lsa, u holda 
bo’lishini isbotlang.

3) ketma-ketlik chegaralanmagan bo'lishi raumkin- 
mi?
Quyidagi limitlarni loping:

6.205. \  Р ,яёМ . 6.206.



т̂)"6.207. • 6.208.

6.209. Ц хп (1+ ^) , ЛЕЛГ. 6.210. lifnnlii(l+ ij,

6.211. Quyida berilgan {xj ketma-kctliidarni Koshi kriteriysidan 
foydalanib, yaqinlashuvchi ekanligini isbotlang:

_  cos a  , cos 2 a  cos 3o 
vT- + —П -

, cos na  _  n 
+•••+-25^. 0^2?.1) ^л= —

2) =

3) x„ = a^g+a2q^+...+a„g", bunda. | ^ | <1,  VnG7\7 uchun 
I fl„ I ̂  C , C = const.

5  К 1 - 1 ) . Н ' 4 ) . К Ч ) .  , 4 4
0 ! 1 ! 2 ! (л - 1)!

6.212. Quyida berilgan kctma-ketliklarni o'suvchi ekanligini isbot
lang:
1) х„=6л-11. 2) х„ = лЧ 2л-3 . 3) x,=5-2"-3.

,-и .1Я Зл+4 2л-4
4) х„=5"-4". 5) = ■ 6) - \=  — •

7 )  л-„ =  ^ .  8 )  х„ =  ^  ( а ^ \ , а > 0 ) .

9) х„ = л(1-а‘/") а>0). ю) x„ = (l+^)" .
6.213. Quyida berilgan kctma-ketliklarning kamayuvchi ekanligini 

isbotlang:
4'’+!

1) х„ = 810-30л. 2) х, = -9я^+10я+25. 3) x„ = ̂
.ч 2л + 9

.яч Я + 27) х„= — .

im X

7+2
8) X,

л+ 1

6 ) 7+2Л + 5-
9) X ,= lg(|) .

Л + 2л + 2
6.214. Quyida berilgan {xj ketma-ketliklar qandaydir nomcrdan 

boshlab monoton ekanligini isbotlang:^



1) x„ = 3n^-n. 2) х„ = п^-Ъп. . 3) х„ = л '-б л \
n + l

4) ^п-2/1-Г
„3

5) 4 ,= 7 Г 5 - 6) x , = _ ^ .  
" лЧ32

n̂ +26 
n+l ■ 8) x„ = Vn+3-V/H-2.

9) X„ =  ^w’ - 1 - /I . 10) х„=4'’-10л. И ) x„ = 5"-3".
уЛ+1_̂ Я+1 10"

12) x„- . 13) =

14) x, = ln(n+l)- In л. 15) х„ = 1пл-л.
5"16) X„ = - . 17) x„ = l n ^ . 18) x„ = -^ .

19) X„ = !^ . 20)
6.215. Quyida berilgan {x )̂ ketma-kctliklarni o‘suvchi ham kama- 

yuvchi ham cmasligini isbotlang:

= 2) x„ = 3n^-l7n + L 3) =

4) x„ = 3 + l l n - ^ n \  5) x„ = (-l)"-7 -5 .

6) x, = i s i n ^ .  7 ) x„=sin/J. 8) x„=icosw m

9) x„ = l n - t ^ ,  10) x„ = sign(tgn).
6.216. Quyida berilgan {xj kctma-ketliklarni Koshi kriteriysining 

inkoridpn foydalanib, uzoqlashuvchiligini isbotlang:

2) ^ « = 7 + 7 + - + ^ ; ; ^ ’1) x „ - i+ i+ i+ . . .+ i ;  

3) X„ = ( - l ) " ( l J ^ J ;

!)*■**•

4)

6)  =
. (2п-1)л , nsm̂ —— 1

3/1

6.217. Quyida berilgan ketma-kctliklarning yaqinlashuvchili-
gini isbotlang va ularning limitini toping: _____
1) X, = 4, x„ |̂ = ^6 + x„; 2) x„ = 3, x„̂ .j — -Jll+x^i

3) 1̂ = 2. x„„ = 2 —
_. _ _ о4) Xj — 2, x„̂ .| ~ ;



5) х,=1, x,=l,  =

6) x^=y|2, = ^ " + ^ .

6.218. Quyida ber^an  {xJ kctma-ketiiklar uchun infx„, siipx„ 
11тХд va limx^ larni toping:
Я-»»
1) x . = 2 - i ,  2) x . = ^ .  3) x, = ( - i r '( 4 + I ) .

4) x„ = (- ! ) '’«. 5) x„ =

6) x„— я(4+(-1)"]. 7) ’fi. 8) х„=5‘"‘̂ "Л

9) х„=2«-‘̂ "-'’-л. 10) х„ = ̂ 25<-‘>"+5.

И ) х„ = (-л)“° 2 . 12 ) х„ = cosптс.
6.219. Quyida berilgan {х̂ } ketma-kctliklarning quyi va yuqori 

ILmitlarini toping.
1 ) x„=l + cos-^. 2) x„=3(l-i)+ 2-(-l)".

.,4 / . ля)" n* 2л.я3) X„ = ( s m ^ j . 4) x, = ̂ c o s - 3 - .

(l-(-D")-4"+l 
Г - '^-= '

n . 2 y-v6) x,=-
я 2ля8) x„ = c o s"-^ .

5)

1) x„ = (l + i ) '’(-D '’+ s in ^ ;

6.220. Agar {xJ kctma-ketlik ,Xi=0, X j* = ^ ^ , Xj*̂ i = l+Xj*, 
ke iV  rckurrent formula bilan berilgan bo‘lsa, lirnx, va 
limx, larni toping.

6.221. Quyidagi tengsizliklarni isbotlang: __
a) hrnx„+]im>-„^lim(x„+yJ^Umx,+liin>'„;

Л-*0Р ff-** n—̂ ”**"
b) lim X. +  П т  >■„ s  П т(х„ +  >-J  :s Ш п X„ +  lim y „ ;” n-*m Л-*вв И-*"
c) limx •Шп>'„:5Ит(х,->;)£Итх„-Пт>'„ (.х„>0 va

я— я— я— я—
й = ^ ,  3, . .^ 2  ___  ___

d) lim х„ -Urnз'. 5 Um(x„•>'J^ Urn х„ -Urn



о  agar X, va kctraa-ketliklar; 1) jTiqoridan chegaralangai, 
bo‘lsa, u holda,
Пт(х„ +>•„) <nin x„ + й т  >>„;

л-*»
2) quyidan chegaralangan bo'lsa, u holda 
Um(x„ +>-,) s  Mm x„+ Um y„.
Л*  ̂ Л-»* л*̂ «

g) agar x„>0, л б Я  bo‘lsa, u holda 

1) 2) l im?/x7< l i m .
/I-»» /̂I. я*** я-^ Xfj

6.222. Quyida bcrilgan (x }̂ kctma-ketliklarning qismiy limitlar 
to‘plamin.i toping;

3 1 2  3 4 5 1 - 2"+l
2 ’ 4 ’ 4 ’ 4 ’. 4 . 4 .- ■' > 2” ’ *"' * ^Л ^

-i i  1+i2 ’ 3 ’ 3
i + i  i  1+i

’ 2 3 * 4 ’ ^ ^ 4 ’

2 n ’
J _ + i  _L

’ я- 1  л ’ П+Г"

34 | .  1 2 3 1 2 3 4 9 1 2  3" 1
f  p 2 ’ 2 ’ 2 ’ 4 ’ 4 ’ 4 ’ 4» -  ’ 4 ’ 2" ’ 2" ’ 2" ’ " J

M u s t a q i l  y e c h is h  u c h u n  b e r i lg a n  m i s o l  v a  
m a s a la la r n in g  ja v o b la r i

6 . 1 , 1 i’ ’ 3 '
3
2

12 5 
’ 5 ’ 3 ’ ' 6.2. 6, 0, 18, 0. 30, ... . 6.3. 7,

11 15 19 ,  . 2л 7л 8л 13л 14л 6.5. 0;4 ’ 7 • 10' , .  0 .4 . — , 3 ’ 3 ’ 3 ' -1 ;0 ; 1;
0; ... . 6.6. 1

2 » 2, 2,
1

' 2 ’ 6.7. 1. 1. 0, - 1, -1,... . 6.8. 1

2 , 2 . 2, 3. ,... . 6.9. 2;,2; 4 .  4 
3 ’ 9 ...... 6.10. 1; 0; - j ; ...

= 6-12. x ,= 2 (l+ (- l) - ) . 6.13. x„= /» co s^^я(л-1)

6 .1 6 . x .= s m < ! ^

''■“ f e l -  ‘ -'S- » .“ ^ U - ( - l ) " l + 7 ; ^ | l + ( - » " l .  6.19. 2
_ 1 6 . M ^  , , ( _ i r ‘ ' j . .  z i-  (-1)"̂ *5 '  2 ( n + l )  •  ^ « 2 0 .  1 ^ - ^ ,  , 6 . 2 1 .  14 . 3n+2 *



6.22. gS ]о> 2(л+1)' (-10)”̂ 'c o sy . 6.24. 4;

•; (.+1)<-'-"‘. 6.26. 0; I -  6.27. l ; - U - i r - .

6.28.-2; t  4; 7; 9.6.29.-3; 2; 7; 12; 1 7 .6 .3 0 .-3 ;-5 ;-7 ;-9 ;-1 1 .

6.33. X, = - - - _! , . 6.34. x  =6.31. -1; 3; 7; 11; i5.,6.32. x„ = n+l

= 2-2 '"". 6.35. =_ (^Щ2'^~^Цb-2a) -̂l)'^
. 6.36. X„ =

_  6л-1-8(-0,5)"

6.37. x„= j------ 1,6.38. Chegaralangan. 6.39. Chegaralangan.
6.40. Chegaralangan. 6.41. Chegaralangan. 6.42. Chegaralanmagan..
6.43. Yuqoridan chegaralangan, quyidan chegaralanmagan. 6.44. Quyi
dan chegaralangan, yuqoridan chegaralanmagan. 6.45. Yuqoridan 
chegaralangan quyidan chegaralanmagan. 6.46. Chegaralangan.
6.47. Chegaralanmagan. 6.48. Chegaralanmagan. 6.49. Che
garalanmagan. 6.50. Chegaralanmagan. 6.51. Chegaralangan. 
6.52. Chegaralangan. 6.53. Quyidan chegaralangan, yuqoridan 
chegaralanmagan. 6.94. Eng kattasi Xj = 6. 6.95. Eng kattasi x,= e.
6.96. Eng kattasi 6.97. Eng kichigi X j  =  -20. 6.98. Eng
kichigi X j = - | .  6.99. Eng kattasi Xj=l. 6.129. ^ = Ло(̂ ) = 3.
6.130. 0 = 2, /7о(е) = 1000 6.131. o=0. Ло(с) = 999. 6.132. o = l, 

л„(с) = 10. 6.144. 6.145. j .  6.146. 6.147. JJ- 6-148. Ц-

6.149. 00. 6.150. -j=- 6.151. 6.152. 2rf.fl,-02 ■ 6-153. з</-в1-02-оз'

6.154. 6.155. 6.156. 2. 6.157. 0. 6.158. 0. 6.159. 1. 6.160. | -

6.161, - 1 . 6.162. 19800. 6.163. 6.164. 1. 6.165. 0. 6.166. 1,
a>b bo'lganda, -1 , a<b bo'lganda- 6.167. 1 , |ol>l bo'lganda,

0 = 1 bo'lganda, 0, |o| > 1 bo'lganda. 6.168.* 0. 6.169.

6.170. 0. 6.171. 2. 6.172. 6.173. 6.174. 6.175.

6.176. f i l E l i y W .  6.178. n = l ,^ ix „  = f

6.180. 6. 6.181. 14. 6.182. - 00, 6.183. 0. 6.184. .J |. 6.185. 0. 6.186. 1.
1 4 i  1

6.187.-1. 6.188. j-  6.189. -3 . 6.190. j * 6.191. 3 • 6.192. 3. 6.193. 3 -



6.194. у  6.195.-1.6.196. у  6.197. 6.198. у  6.199.0.6.200.М;

sa\an: 1) х„ = п+-^,

3) х„ = пЧ1, >'„ = пЧ З. 6 .2 0 3 . M a s a la n :  1) {х„} = |Ы)1|

(>'я} = {(-1)"} bo‘lsa, {^я>’я} kctma-ketlik yaqinlashuvchi; 2) {х,)=

= = bo*lsa, {х„>'„} ketma-kctlik uzoqlashuvchi.

6.204. 1) Shart emas; 3) bo’lishi mumkin. 6.205. 6.206. e.
6.207. €-\ 6.208. e-K 6.209. e. 6.210. 1. 6.217. 1) 3; 2) 4; 3)_U 4) -2;
5) 1; 6) 2. 6.218. 1) inf x „ = - l ,  supx„=2, Umx„=2, limx„=2;

2) in fx„=-6 , supx„ = 6, Unix =0,' Umx„ = 0 ; 3 ) Uifx„ =
Я ...

=-7,5, supx„ = ll, Umx„ = -4 , Um.x. = r,4 )infx„=-«» , supx,=
Я.—

= + 00, Umx„ = -oo, limx„ = + oo; 5 ) in fx „= —1, supx„ = l,5,
n-»« «-•«

Щпх„ = 0, limx„ = l ;  6) infx„ = -oo, supx„= -3 , Umx„=-w.
Я-»ш Л-*« Л—«

Um x„ = -  00; 7) inf x„ = - ,̂ sup x„ = oo, ^  x„ = <», Um x„ =
8) inf.x, = 0, supx„= + oo, Umx„ = 0, ^ x „  = oo; 9) infx„ = 0, 

supx, = + oo, limx„ = 0, limx = + oo; 10) Lif.x =1, sup.x„ = V^>Л-*» "
^ x „  = l, ^ x „  = l; 11) infx„= —00, supx„ = l, Umx„ =~°°’ 

Umx„ = l ; 12) infx = - l ,  supx. = l, U m x.= -1 , Umx„ = l .  

6 . 2 1 9 .  1) Umx, = 0, Unix = 2 ;  2) и т ^ 'я ^ к  Umx„ = 5 ;

3) limx, = - l ,  E[J{x„ = l ;  4) U m x = - i  ПЫх„ = 1; 5) Шпх,=n̂ eo Л-*Ш " ——. л 2 > л ' —Л-*в» ^  —

= 0, limx, = l ;  6) Шпх„ = 0, Iim x„=2; 7) U m x„=-e—f
■ Л̂ « Л-*» Л̂ м  
ктх„ = е + 1; 8) limx, = 0, Ш п х = 1 , 6.2 2 0 . Umx„ = 1, lim x„=2.«.••• л..» п—“ "■*"
6.222. 1) (0; 1]; 2) 1; i ; . . .;  О; 3) 10; + оо) va + ~.



7-§. FUNKSIYANING LIMITI

7.1. Ixtiyoriy argumentli funkslyaning lim itl./(x) funksiya 
X{XCR) biror haqiqiy sonlar to'plamida aniqlangan bo'lsin. a 
nuqta biror son yoki -oo, +oo, « simvoUarning biri bo'lsin.

7.1- ta rif. Agar U^{a)(e>0) atrofda X  to'plamning a dan farqli 
hcch bo Imaganda bitta nuqtasi joylashsa, a nuqta X  to'plamning 
limit nuqtasi (quyuqlanish nuqtasi) deb ataladi.

M iso lla r:l)u sh b u  X  = [0-, 3J = {x: x G i?, 0 < x:<3} to'plamning 
bar bir nuqtasi uning limit nuqtasi bo'ladi;

2) X  = N  = { l,2 , 3, ..., n, ...} to'plam limit nuqtaga ega emas;
3) A' =(0,2) = {x:x G i?, 0 < X <2} to'plamning bar bir nuqtasi 

sbu to'plamning limit nuqtasi bo'ladi va yana 0 va 2 nuqtalar bam 
(0; 2) to'plamning limit nuqtalari bo'ladi.

Demak, yuqoridagi misollardan ko'rinadiki, to'plamning limit 
nuqtasi to'plamga qarashli bo'lisbi bam, qarashli bo'lmasligi bam 
mumkin ekan.

Limit nuqta quyidagi xossaiarga ega:
1®. Agar a nuqta X to'plamning limit nuqtasi bo'lsa, a nuqtaning 

ixtiyoriy atrofida to'plamning cheksiz ko'p nuqtalari (clcmcntlari) 
joylashgan bo'ladi.

2“. Agar a nuqta X  to'plamning limit nuqtasi bo'lsa, X  to'plam 
nuqtalaridan (clcmcntlaridan) bar doim a ga intiluvcbi {xj
(x„ G X, x„ ^ a \n  = 1,2,...) ketma-ketlik tuzisb mumkin.

7.2- ta’rir (Geyne taVifi). Agar ^to'plamning elcmcntlaridan tuzil-
gan va a ga intiluvcbi bar qanday G X, x„ ^  a\ л = 1,2, ...)
kctma-ketlik olinganda ham, unga mos kelgan {/(x„)} kctma-ketlik 
hamma vaqt yagona b (chckli yoki cheksiz) limitga intilsa, sbu b 
songa/(x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki x-*a dagi) limiii deb ata
ladi va u lim /(x ) = b yoki x-* д da f{x)-*b kabi belgilanadi.

7.3- ta’rif (KoshI ta’rifi). Agar istalgan Ve>0 con uchun shunday 
d(e)>0 son topilsaki, argument x ning 0<|x—д|<<5, xGA'tcngsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida | /(x ) -  b\< e tcngsizlik ba- 
jarilsa, b son y(x) funksiyaning a nuqtadagi (x-*a dagi) limiti deb 
ataladi.

Ma’lumki, 7.2- va 7 .3-ta’riflar o'zaro ckvivalcnt ta’riflardir. 
f{x) funksiyaning x = a nuqtadagi limiti b bo Iganda, uning Ko- 

* la’rifini quyidagi chizmadagi kabi yozish murbkin.shi



фе Ь 6 
*  *

тг  тг тт т г
H»rq«nd»ye>0 ihundayS >0 ton 0<lx-oj<5 ]/(х)-б|<е
lonuchun m&Qud bo'Udiki. * bo‘lgtndAo*nnUbo"ladi.

7 .1 -ch izm a .

(  +  w )  l i m i t ,  n u q t a  b o ’l g a n  h o l d a ' b u  l i m i t  n u q t a n i n g  a tr o fi  
x > C  ( C > 0 )  n u r d a n ,  ( - 00)  l i m i t  n u q t a  b o i g a n  h o l d a  e s a ,  b u  l i 
m i t  n u q t a n i n g  a t r d f i  x <  — C n u r d a n  i b o r a t  b o ’l a d i .  ( 00)  l i m i t  n u q 
ta  b o ' l g a n d a ,  u n i n g  a t r o f i ;  { x < - C } U { x > C }  n u r la r  y ig ' in d i s id a n  
ib o r a t  b o ' l a d i .

L im i t  n u q t a  a x o s m a s ,  y a ’n i  — w , + 00, 00 b o ‘l g a n  h o l l a r d a  fu n k -  

s iy a  l i m i t i n i n g  K o s h i  t a ’r if la r i ,  m o s  r a v i s h d a ,  q i s q a c h a  q u y id a g i -  
c h a  i f o d a la n a d i ;

A g a r

V e > 0  3 C  =  C ( c ) > 0 :  V x ,  x  >  C ,  x & X , \  f { x ) ~  b \ <
V x . x < - C ,  x e Z ,  l / ( x )  - ' i i < e ;  ' ■ ■ ’

, .V x ,  l x l > C ,  x e  A", I / ( x ) - 6 | < e  .

v a  m o s  r a v i s h d a  l i m / ( x )  =  fc; ' l i m / ( x )  =  Z>; l i m / ( x )  =  *  k a b i  
y o z i la d i .  ,

7.4-ta’rif (x-*oo da funksiya limitining Geyne ta’rifi). Agar X  
to plamning nuqtalaridan (clcmcntlaridan) tuzilgan har qanday 
cheksiz katta {x̂ } kctma-kctlik olinganda ham, unga mos kelgan 

kctma-kctlik hamma vaqt yagona b songa intilsa, shu b son-

Ea/(jc) funksiyaning x-*oo dagi limifi dcyiladi va u lim /(x ) = /> 
kabi bclgUanadi. ,

7.5-ta’rif (x-*+oo)(x-* loo) da funksiya limitining Geyne ta’rifi). 
Agar X to'plamning musbat (manfiy) clcmcntlaridan tuzilgan har



qanday cheksii katta {x̂ } ketma-ketlik olinganda ham, unga mos 
kelgan {/(x„)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b songa intilsa 
shu Z>,|a/(x) funksiyaning x-*+ «  dagi limiti deydadi va

u J m / ( x )  = Z> № _ / ( x) = 4) kabi belgilanadi.
7.6- ta ’rlf (funksiyaning chekli nuqtadagi cheksiz liraitlari). 

Agar istalgan > 0 son uchun shunday 33 = 6{E) > 0 mavjud 

bo'lib, 'ix  E.U^{a)r\ X  uchun \f{x)\>E  tengsizlik o'rinli, ya’ni 
/(x ) £  i/jCoo) = {x : X £ Л, |x |> £ '}  b o 'Jsa ,/(x ) funksiya x-*a

{x=a)da CO limitga ega deydadi va lim /(x) = oo kabi yoziladi.
7 . 7 -  t a ’ r i f .  A g a r  'iE  >0  s o n  u c h u n  s h u n d a y

33 = 6{E) > 0 : Vx £  n  Z  uchun/(x) > E{f{x) < -E) tengsizlik
0‘rinU, ya’ni /(x )  £  tf^(+oo) = (£; + oo) ^
bo’lsa ,/(x) funksiya x-*fl (x=a) da +oo(-oo) Umitga ega deydadi

va lim /(x )  = +00 (Um /(x ) = -  oo) kabi yo'zdadi.
X(XCR)  to’plam berdgan bo’lib, a nuqta uning o'ng (chap) 

limit nuqtasi bo’lsin. Shu to'plamda /(x) funksiya aniqlangan.
7.8- fa’rif (Geyne ta’rifi). Agar X  to’plamning nuqtalaridan 

(clcmcntlaridan) tuzdgan va har bir hadi a dan katta (kichik) bo’lib, 
a ga intduvchi har qanday {x„} ketma-ketlik olinganda ham, unga 
mos kelgan (/(x,)} ketma-ketlik hamma vaqt yagona b songa in- 
tdsa, shu b songa /(x) funksiyaning a nuqtadagi o ‘ng (chap) limi
ti deb ataladi.

7.9- ta’rif (Koshi ta'rifi). Agar istalgan VoO son uchun shunday 
3 = 3(e) > 0 son topdsaki, argument x ning Uj{a) (Û  (a)) atrofdagi
barcha qiymatlarida | / ( x ) - 3 |< e  tengsizlik bajardsa, 3 son/(x) 
funksiyaning a nuqtadagi o'ng (chap) limiti deb ataladi va u, mos 
ravishda, quyidagicha yoziladi:

l im /(x )  = 3 yoki  / ( f l  + 0) = 3 (lim /(x ) = 3 yok i
x-o+O , .

/(fl-0 ) = 3). ' ' . ■
Ma’lumki, 7.8- va 7.9-ta’riflar o’zaro ekvivalent ta’riflardir.
7,1-eslatma, Funksiyaning biror nuqtada bir tomonli limitlari 

mavjud bo'lishidan uning shu nuqtada limitga ega bo lishi har doim 
ham kelib chiqavermaydi.



7.1-teorem a. / (x )  funksiyaning a 
nuqtada b limitga ega boTishi uchun 
uning shu nuqtada о 'ng va chap limit- 
lari mavjud bo'lib,

Д а  + 0 ) = / ( а - 0 )  = Ь

tcngliklarning o'rinli bo’lishi zarur va 
•yctarli.

7.1-misol. lim(3x -1 )  =  2 bo'lishini 
Koshi ta’rifi bo‘yicha ko'rsating (7.2-chiz-
raa) va e=0,03 uchun d ni toping.

Yechilishi. Ve>0 bcrilgan bo'lsin. 
Biz awalo a) bcrilgan e ga ko'ra 3 ni topish bilan shug'ullanamiz.
Biz shunday 6 ni izlashimiz kcrakki, x ning 0 < |x-1] < 6 tcngsizlikni 
qanoatlantiradigan barcha qiymatlarida

1(3x - 1 ) - 2 1 < e

tcngsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun awalo
l(3 x - l) -2 l  va | x - l l  ifodalar orasidagi bog'lanishni o’rnatish 

zarur, bu bog'lanishni topish uchun csa, bu ifodalardan birinchisi- 
ning shaklinl o'zgartiramiz:

| ( 3 x - l ) - 2 l = l 3 x - 3 l = 3 l x - l l . (7.1)

.. l (3x~l ) -2 l  ni bcrilgan e dan kichik qilish uchun, biz
tcngsizlikka cga bo'lishimiz lozim. Bu tcngsizlikni

I* ko'rinishda yozamiz. Bundan, <5 = ^ deb olishimiz
zarurligl kelib chiqadi.

b) topilgan 3 ning •ish!ash»ini ko'rsatish. Agar 0 < | x  —l | < i c  
dan^^' 3 1 x - l l < e  munosabatga cga bo'lamiz va (7.1)

l ( 3 x - l ) - 2 |< c



tengsizlik o'rinli bo'lishiga ishonch hosil qiJamiz. Endi e =■ 0,03 desak, 

 ̂= 0 <1 .^-1 |<0,01 bo'Jganda, | ( 3 x - l ) - 2  |< 0,03
tengsizlik bajariladi.

7.2-misol. l i mx ^ =4  bo'lishini Koshi ta’riJfi bo'yicha ko'r- 
sating.

Yechilishi. a) 6 ni topish. Faraz qilaylik, ixtiyoriy e>0 berilgan 
bo'lsin. Biz shunday d = d(e) > 0 sonni izlaymizki, x ning 
0 < | x  —(—2 ) | <d  tcngsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiyraat- 
larida | x ^ —4 l < e  tengsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun awalo 
I — 4 I va I x - ( - 2 )  I ifodalar orasidagi bog'lanishni topish zarur. 
Bu bog'lanishni topish uchun csa, ularning ikkalasini ham sodda- 
lashtiramiz:

1 x^- 4  1 = 1 x - 2  II x + 2 I va | x - (-2) | = | x + 2 1.

|x—2| ko'paytuvchi sonlar o'qida chcgaralanmagan. Shuning uchun 
ko'paytuvchini sodda holda baholash uchun -2  nuqtani o'z ichi- 
da saqlaydigan biror oraliqni ajratamiz. Masalan, a=-2  nuqtan-
ingd = l atrofi (-3 ; - l ) n i  qaraylik. V .v£(-3 ;-l) uchun |x-2|<5 
tengsizlik o'rinli bo'ladi.

Shunday qilib,

I x̂  -  4 I < 5 I X  + 2 I (7.2)

tcngsizlik o 'rin li bo'ladi. a = -2  nuqtaning 6 atrofi bo'lgan 
(-2 -  5; -2  + 6) oraliq (-3 ; -1 ) atrofdan chiqib ketmasligi kcrak,

buning uchun 6 = min |l; j  j deb olish yctarli.

b) topilgan dning «ishlash»ini ko'rsatamiz. Agar 0 <| x — (—2)< 
bo'lsa, bundan 5 | x - ( - 2 ) | < e  bo'lishi va (7.2) ga muvofiq,

I - 4  |< e tengsizlik kelib chiqadi.
Shunday qilib,

lim x̂  = 4. 
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7.3-misol. lim>/x = 3 bo'lishini Koshi ta ’iifi bo‘yicha ко'
ting.

Д - 9
rsa-

Yechilishi. a) d ni iopish. e > 0 son bcrilgan bo‘lsin. Biz shun- 

day 6 = 6(c) > 0 sonni izlaymizki, x  ning 0 <1 x -  9 1< 6 tengsizlikni

qanballantiruvchi barcha qiymatlarida | V x - 3 1 < c  tengsizlik ba- 
jarilsin.

Dastlab, biz -Jx ifoda ma’noga cga bo'lishi uchun x > 0 munosa- 
batning bajarilishini talab qilamiz. Buni ta’minlash uchun biz 6 < 9

fx > 0
deb olishga majburmiz, aks holda , q tengsizlik yechimga 
ega bo'lmasdan qoladi, + 9 < x

l V x - 3 l ,  l x - 9 i  ifodalar orasidagi bog‘lanishni to ^sh  uchun 
ularning ikkinchisining shaklini o'zgartiramiz:

x - 9 = ( > / x  + 3) (> /x-3), 

l x - 9 l = l > / x + 3 l  \ у [ х - Ъ\ .  

Ravshanki, \у[х + Ъ\>1.  U holda (7.3) dan

(7.3)

l > / x - 3 l < l x - 9 l < 6  (7-4)

tengsizlik kelib chiqadi. Oxirgi (7.4) tcngsizlikda 6=e deb olish 
yeiarli, lekin, biz yuqoridagi 6 s  9 shartni c’tiborga olsak, u holda
6 = min{9 ; c} deb olishimiz yetarli.

b) 6 ning */s/i/fl5/?»w/Jco‘rsatish. Agar 0 < l x —9l <e  bo'Isa, (7.4)

tengsizlikka ko‘ra, ] \fx — 9 ]< c tengsizlikning bajarilishi kelib chiqa-

di. Demak, funksiyaning Koshi ta’rifiga ko'ra limiti lim>/x = 3 
bo'ladi.

7.4-misol. U m p - i - £ ^ ^  = o ekanligini ko‘rsating.

Yechilishi. a) C ni topish. V oO  son bcrilgan bo'lsin. C ni shun- 
day izlaymizki, x ning x> C  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
qiymatlarida



< е
х -̂ЗООдг^+500

tengsizlik bajarilishi kerak. Buning uchun, awalo,

x^cosx x> C  
-300x4500 Г

ifodalar o'rtasidagi bog'lanishni topishimiz lozim. Birinchi ifoda- 
ning shaklini quyidagicha o'zgartiramiz: +co nuqtaning biror atrofi- 
ni (x> C nurni) ajratamiz, masalan, x>600 tengsizlikni qanoat
lantiruvchi barcha x  lar uchun

x^-300x^ +500>x^-300x^ = x ^ (x -3 0 0 )> y

tengsizlik o'rinli.

Demak, X cos X
< ^  =  -  x^-300x4 5 0 0 | fr  ^

2

Shunday qilib, С = тах|б00; |}  deb olinsa, x > C  uchun 

< £ tengsizlik bajariladi.
x^-300x4500

b) C ning «ishlasimni ko'rsatish. 1) 600 < | , 2) 600 > |  hollami

qaraymiz. 2) 600 > |  bo'lsin. U holda, C=600 deb olsak, x>600 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi x larni qaraymiz. Bu tcngsizlikdan

x > 6 0 0 > - ,  e > -  tengsizlikni hosil qilamiz. cosx<l ekanligini
t  X

hamda x?i0 ligini e’tiborga olgan holda oxirgi tengsizlikdan
у

2 2 cosx-x^ _  x^cosx£ > - > -  -----------X x̂ x̂



ga ega bo'lamiz. x>600 ni qanoatlantiruvchi barcha x h r  uchun 
< x’ -  300x  ̂+ 500 tcngsizlik o'rinli ckanligini hisobga olgan hoi- 

da, oxirgi tcngsizlikdan

1x^-300x4500
< e

tcngsizlikni hosil qilamiz.

Dcmak, lim , ^ —
X -+ -P -300x^+500

shunday ko‘rsatiladi.

= 0 bo‘lar ckan. 1) hoi ham xuddi

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(x''2*cos(x)/(x''3-300*x''2+500), x=infinity);
7.5-misol. Ushbu

/(x )  = sin -  (x 0)

fuiiksiyaning x-*0 da limitga ega emasligini ko'rsating.
Y ech ilish i. Nol nuqtaning atrofidan nolga intiluvchi va noldan 

farqli ikkita har xil

kctma-kctliklarni olaylik. U holda, ularga mos ketma-ketliklar:

/(x ;) = sin ̂  = sin ПЛ = 0,

/(x*) = sin -^ = sin — = sin ^2пл + = 1.

bo'lib, Um/(xj,) = 0, lim /(x ')  = l bo'ladi. Bu csa /(x )  = sin-i
funksiyaning x= 0  nuqtada limiti mavjud emasligini isbotlaydi. 

M iso ln i M A P L E  tiz im id a n  f o y d a la n ib  y e c h is h :
> limit(sin(((l)/x)), x=0);
• 1 ..1 .
7.6-misol. lim (sin >/x + 1 — sin Vx) = 0 ekanligini isbotlang.



Yechilishi. a) C> 0 ni topish. V oO  son bcrilgan bo'lsin. Shun
day C = C(s) sonni izlaymizki, x> C tcngsizlikni qanoatlantiruvchi 
X ning barcha qiymatlarida

|sin >/x + l -  sin n/x| < e (7.5)

tcngsizlik o'rinli bo'lsin. Buning uchun dastlab

I sin Vx + 1-sin-v/x |, x > C

ifodalar orasidagi bog'lanishni topamiz. Yuqoridagi ifodalarning bi- 
rinchisining shakiini almashtiramiz:

I sin Vx + 1 -  sin л/х I = |г • sin • cos ^

^  T L- Vx+l-VxI « 5 2 • sin---- -----  = 2 Vx+I+Vx tTx

Bunda, C(e) = ^  deb olinsa, (7.5) tengsizlik Vx>C uchun
bajariladi. C(c) = —r ni tanJaymiz.

4£ . 1 .
b) C ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. x > bo'lsin. Bundan

e > ^ . Ko'rsatilgan x ning barcha qiymatlarida

_ I— / t— I . x/x+T—Vxl ^ fx+i—Jx I x/x + l —x/x| - I
2 V x < V x n  + Vx, sin  ̂ * — I < ---- 2---- ’ ---- 2----

tengsizliklarni c’tiborga olgan holda, keyingi tengsizlikdan

,  >  J _  >  _ J _ . =  2 >  2 • sin  co s =

= sin Vx + 1 -  sin >/x

ni topamiz, ya’ni 1 sin Vx + 1 -  sin >/x | < c .
Shunday qilib, talab qilingan limitning 0 ga tcngligi isbot 

bo'ldi.



7.7-misol. Koshi ta ’rifi bo

koTsating va ushbu
‘yicha

E 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

d

jadvalni to'ldiring.
Yechilishi. a) d ni topish. V£ > 0 son berligan bo'lsin. Biz shun- 

day 6 = d{E)>0  sonni izlashimiz kcrakki, a- ning 0 < la -A l< 6  
tcngsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida — у > E  tcngsizlik ba-
jarilsin. Avvalo, ------ -r, a - a ifodalar orasidagi bog'lanishni to-

{a-xy  1
pish kcrak. Bunina uchun ------ r > E  ning shaklini o‘zgartiramiz:

-^> (fl-A )^, bundan la  —a 1 < - ^ ,  bunda 5 = - ^  deb olish 
yctarli.

b) 6 ning <fishlash’>ini ko 'rsa tish . d = - ^  b o 'ls in . Agar 
0 < \ a - x \ < - ^  b o 'lsa , bundan y f E  <  yoki E <

tengsizilk kelib chiqadi. 7 .7-ta’rifga ko‘ra, bu tengsizlikdan
lim , = + 00 ckanligi kelib chiqadi. Endi topilgan d ga ko'ra *-o {а-хУ
jadvalni to'ldiramiz:

E 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

6 1 / 1 0 l/lo^/io 1 / 1 0 0 ...

7.8-misol. Ushbu

A-v) =
A +  1, A <  0
A^, A > 0

fu n k s iy a n in g  a- - * 0  d a  l im i i g a  e g a  c m a s l i g i n i  k o 'r s a t in g .
Yechilishi. B e r i lg a n  f u n k s iy a n in g  o ‘n g  v a  c h a p  l im i t la r in i  

niiz:pamiz:
to-



1, а) O'ng limit, д ni topish. V oO  son berilgan bo'lsin. <5 ni 

shunday iziaymizki, Va e  U*(6) = (0,d) uchun a'< £  tcngsizlik ba- 
jarilsin. Bundan a < ^ , bunda d = ^  deb olish yetarli.

b) <5 ning oishlash»iniko'rsatish. Agar a  G U^^(0) = (0 ,^ )  bo'lsa,

A G i/^(0) uchun A <  Ve tcngsizlik o'rinli, bundan esa a’<£ bo'lishi

kelib chiqadi. Bu tengsizlikdan 7.9-ta’rifga ko'ra lim a  ̂ = 0 ekan- 
ligi kelib chiqadi.

2. Chap limit, a) 6 ni topish. Ve>0 son berilgan bo'lsin. 
Bu holda 6 ni shunday iziaymizki, Va  G Z/J"(0) = (-5,0) uchun
I / ( a ) —/(1 —0) | = | ( a  + 1)-1 |< e tengsizlik o'rinli bo'lsin. Bunda 
6 = e deb olish yetarli.

b) <5 ning «ishlash»ini ko'rsatish. Agar Va GZ7^(0) uchun
| a 1 < 6  = £ bo'lsa, bundan | ( a  +  1 ) - 1 | < £  tcngsizlik kelib chiqa
di. 7.9-ta’rifga ko'ra

lim ( a  + 1 )  =  1 .x-»0-0

Demak, berilgan funksiyaning a  = 0 dagi o'ng va chap limit- 
lari bir-biriga tcng bo'lmaganligi uchun funksiya a - * 0  da limit- 
ga ega emas.

7.9-misol. Ushbu

1 + A*, A < 1 
3, A = 1 
4 -  2a, a  > 1

fu n k s iy a n in g  lim^ / ( a ) =  2 ek an lig in i ко  rsa tin g .

Yechilishi. Berilgan funksiyaning o'ng va chap limitlarini to- 
pamiz:

1. O'ng limit, a) 6 ni topish. VoO berilgan bo'lsin. 5 ni shun

day iziaymizki, Va  G Z/;(l) = ( 1 ;  1  +  <5) uchun | ( 4 - 2 a ) - 2 | < £



tcngsizlik bajarilsin. Buning uchun | ( 4 - 2 x ) - 2 | ,  \ x - \  \ ifodalar 
orasidagi bog'lanishni topamiz. Bu ifodalardan birincliisining shak- 
Uni 0‘zgartiramiz;

l ( 4 - 2 x ) - 2 l = |2 - 2 x i  = 2 | x ~ l |

bundan ^ = 2  olish yctarli.

b) d ning *\shlash»ini ko‘rsatish. \  bo'lsin. Agar I 
bo'lsa, bundan |2 x - 2  |= l ( 4 - 2 x ) - 2  |<  e tcngsizlik kclib chiqadi. 
Bu tcngsizlikdan

Um (4 -2 x )  = 2x-»l+0

2. Chap limit, a) d ni topish. Ve>0 son bcrilgan bo'lsin. 6 ni 
shunday izlaymizki, Vx 6  = (1 -  5; 1) uchun 1 (1 + x-̂ ) -  2 1< e
bo'lishi lozim.

Dastlab, jl-xj va 1(1+ a-’)-21 orasidagi munosabat (bog'liqlik)ni 
topishimiz zarur. Barcha munosabatlarda x < 1 shartning bajarilishi- 
ni talab qilamiz. Yuqoridagi munosabatlarning ikkinchisida shakl 
almashtiramiz;

1 (1 + x^) -  2 1 = 1 -11=11 -  .X1 • 1 x ' + X + 11 (*)

lx  +x + l |  ifoda sonlar o'qida chcgaralanmaganligi uchun, kcyingi 
tcnglikning 0 ng tomonini qulay holda baholash uchun Uj (1) atrofni 
o‘z ichida saqlaydigan biror atrofni olamiz, masalan,' U;{1) atrofni
qaraymjz. (1) c  Û  (1) Vx G U~(1) uchun |x- + x + 11 < 3 tcngsizlik 
о rmh bo'ladi. i i e

SHunday qUib, (*) dan 1 (1 + x-̂ ) - 2  1< 3 -11 -  x 1 tcngsizlikka cga
Bundan d = -  deb olish yctarli. I nuqtaning (1-d; 1) atrofi

j  *, atrofdan chiqib kctmasligi uchun esa, «5 = min{l;e/3}
neb ohsh zarur. •

b) 6 ning *ishlash»ini ko'rsatish <5 = min{l;c/3} ni tanlaymiz va
d s  -  bo'lsin, deb faraz qilamiz. Vx G = (0; 1) uchun

+ X + 1 < 3 bo'lganligi uchun;



g ^ M-xl(x̂ -bx-H) ^ |1-х|(;гЧдг-И) 1x̂ -1! la+jr'-zil
3 (х^+х+1) 3 3 3 ■

Bundan, I (1 + х  ̂— 2) I < е bajariladi. Chap limitning ta’rifiga asosan, 
lim (1 + x^) = 2 bo‘lar ekan.

Shunday qilib, ^limy(x) = 2, J im /(x ) = 2 bo'lgani uchun 
lim /(x) = 2, lekin / (1 )^ 2 .X-*l f

7.2. Funksiya limitga ega boMishining zaruriy va yetarli sharti 
(Koshi kriteriysi)./(x) funksiya X ( X C R )  to'plamda aniqiangan, a  
(chekli yoki chcksiz) nuqta X  to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

7.10-ta’rif. Agar V oO  son uchun shunday d = d(f) > 0 son 
topilib, argument x ning

0 < |x '- a |< d ,  0 < |x '- a |< d (7.6)

tcngsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x' va x' (x' E X \  x ' G X )  
qiymatlarida

|/ ( x ') - / ( x ') |< c

tcngsizlik bajarilsa, /(x) funksiya uchun a  nuqtada K o sh i s h a r ti  b a 
ja r i l a d i  deyiladi.

f i x )  funksiya uchun a  nuqtada Koshi shartining bajarilmasli- 
gi quyidagicha ta'riflanadi: Vd > 0 son olganimizda ham, shunday 
o O v a  0 < |x '- f l |< d , 0 < |x '- f l l< d  tcngsizliklarni qanoatlanti
ruvchi 3x', x ' (x' G X ,  x '  e  X )  qiymatlar topiladiki,

| / ( x ') - / ( x ') l s £

tc n g s iz lik  o 'r in l i  b o 'la d i .
7 .2 -  te o re m a  (K o sh i) . / ( x )  fu n k s iy a n in g  a  n u q ta d a  c h e k li  lim itg a  

eg a  bo 'lish i u ch u n , u n in g  uchun a n u q ta d a  K o sh i sh a r tin in g  b a ja r i-  

l ish i z a r u r  va  y e ta r l i .
7 .3 -  te o re m a  (M o n o to ii  funksiyaning lim iti) . A g a r  Д х )  f u n k s iy a  

X  to 'p la m d a  o 's u v c h i  ( k a m a y u v c h i)  b o ' l ib ,  y u q o r id a n  ( q u y id a n )  
c h e g a r a la n g a n  b o  ‘Isa , f ( x )  f u n k s iy a  a  n u q ta d a  c h e k l i  l im itg a  eg a



bo'ladi va agar f{x) funksiya yuqoridan (quyidan) chegaralanmaPan 
bo'Isa, uning limiti x (-oo) bo'ladi. ”

a nuqtada o‘ng (chap) lim itla r u c h u n  ham da x-*» daj, 
(x -*.-») dagi lim itlar uchun  K oshi shartining ta'rin 

yuqoridagi 7.10-ta’rif singari ifodalanadi, faqat (7.6) shart, mos 
ravishda, ushbu

a< x' <a + d, a < x"< a  + 5 { a - d < x ' <a, a - d  < x ’ <a); 
lx ’l>5, lx 'l> 6 , x '> d , x"> 6 (x '< ~ 6 , x "< -d )

shartlarga almashtiriladi.
7.10-misol. Ushbu

/( x )  = sin Л

funksiyaning a = 0 nuqtada Koshi shartini qanoatlantirishini 
ko'rsating.

YechilishL a) d ni topish. V oO  son bcrilgan bo'lsin. Biz shun- 
day 6 ni izlaymizki, x ning 0 < |x '|< 6 , 0 < lx ’ l<(5 tcngsizlikni 
qanoailantiruvchi qiymatlarida

.1 • 1 .3 . 1X ■’ sin —T -  X sm —5-1 < e-T  ̂ X '
(7.7)

tengsizlik bajarilishi kerak. Buning uchun biz dastlab jx '^ s in -^ "
— x' sin -^1 va 0 <1 x' 1< 6, 0 <1 x’ 1< 6 ifodalar orasidagi bog'lanish- 
ni lopishlmiz kerak. Bu bog'lanishni topish maqsadida, yuqoridagi 
birinchi ifodaning shaklini almashtiramiz;

sin ̂  -  X’’ sin s  jx'^ sin -4- |x’̂  sin s  j x '’ | + j x'  ̂ 1 •

Bunda (7.7) tengsizlik bajarilishi uchun й = ^  deb olish 
yctarli.  ̂̂



b) д ning «ish]ash»ini ko'rsatish. 0 < |x ’ |< ^ ,  0 < |x ’ | < ^

bo'lsin. U n d a  b u  tcn g siz lik la rd an : l a l s i n - j j L  I s ls in -J j- l la fn i 
e’tiborga o lg an  h o ld a  I x | I x* I

i > l x ' f ‘Is in ^ l, £ > l x 'f - |s m ^ |

tengsizliklarga ega bo’lamiz. Bu tcngsizliklarni hadma-had qo’shish 
natijasida

e > | x ’ p - s i n ^  + | x ' sm - > x'̂  sin-4-- x" sin-

tcngsizlikni h o sil q ilam iz .
Shunday qilib, bcrilgan funksiya a= 0  nuqtada Koshi shartini 

qanoatlantirar ekan.

7.11-misol. lim a* = 0, a > l  ekanligini isbotlang.Jt-O-O
Y ech ilish i. a )  d  n i to p ish . Ve > 0 bcrilgan bo'lsin. Bcrilgan e son- 

ga ko'ra 6 ni shunday izlaymizki, x ning x<0 tcngsizlikni qanoat- 
lantiruvchi barcha qiymatlarida

0* < E (7 .8 )

tengsizlik bajarilsin .
Agar £ > 1 bo‘lsa, (7.8) tengsizlik barcha x < 0 uchun bajarila- 

di. Shuning uchun har bir e s  1 uchun 6 sifatida ixtiyoriy musbat 
sonni olish mumkin, masalan, 3=1.
■' Agar £ < 1 bo‘lsa, (7.8) tcngsizlikning ikkala tomonini loganfm- 
l^sh natijasida •^lnfl<hi£ tcngsizlikka ega bo'lamiz. Bundan, 

holda - d < x < 0  tcngsizlikni qanoatlantiruvdii ixti- 
yohy X larda (7.8) tcngsizlikning bajarilishi uchun <5 = --^^  deb
ohsh yctarli.



lu<I

lua
b) d ning «ishlash»ini ko‘rsatish. bo'lsin. Bundan,
<lne, lna*<lne, a* <e kelib chiqadi. Demak, lima*=n 

bo'ladi.
7.12-misol. lim arctg- = ^  ekanligini isbotlang.x-»0+0 X L

Yecliilishi. a) d ni topish. Ve>0 berilgan bo'lsin, й ni shunday 
izlaymizki, barcha x > 0  lar uchun

la r c tg i- ^  <E (7.9)

tcngsizlik bajarilsin. Buning uchun jarctg^ —yj, x > 0  ifodalar 

o'ltasidagi bog'lanishni lopamiz.
Agar e > j  bo'lsa, (7.9) tengsizlik barcha x > 0  uchun bajari- 

ladi. Shutting uchun 5 sifatida ixtiyoriy musbat sonni olish mum- 
kin, masalan 6= 1.

Agar E < |  bo'lsa, u holda (7.9) dan:

- e < a r c tg i - ^ < e ,  y - a r c tg i< e ,  a r c tg i> y - c ,  

7 > tg ( y - e ) ,  x< tg c .

Shunday qilib, bo'lganda x > 0  uchun (7.9) tcngsizlik
bajarilishi uchun 6 = tge deb olish yctarli. Demak, Ve>0 uchun 
0< x< 6  ni qanoatlantiruvchi 35(e), jarctg^ —y| < c bajariladi, bu 

ekanligini anglatadi.
b) 6 n in g  « ish la s h » in i ko'rsatish. 0 < x < tg e  bo'lsin. Bundan

e < j  bo'lsa, arctg^>arctg^tg^y-e))

tcngsizlik o'rinli. Bundan a rc tg i> ^  —e yoki y “ n rc tg i< e . Bu 
tcngsizlikdan * ^

- e  <  arctg ^ j  < e y°ki у  -  arctg у < e



Icclib chiqadi.

7.13-misol. /{ x )  = -p—̂ - x  funksiyaning da chekli limit-
ga cga ekanligini isbotlang.

Yecliilishi. Berilgan funksiya uchun x-*oo da Koshi shartining 
bajarilishini ko'rsatamiz:

a) C ni topish. V oO  son berilgan bo'lsin. Bu berilgan songa ko'ra 
C= C(e)ni shunday izlaymizki, argument x  ning \x'\>C, \x ’ \>C 
shartlarni qanoatlantiruvchi V x', x* (x' G x ' e  R) qiymatlarida

X'" , / Л <e (7.10)

tengsizlik bajarilsin. Buning uchun awalo

r'̂ +1 \x*4l ) , |x '|> C , |x ’ |>C

munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz. Buning uchun esa yu- 
qoridagi munosabatlardan birinchisining shaklini almashtiramiz:

P + I  ' ( x * ^ l  ' Л |x'^+i X '4 l| Ix'^+ll lx*4 l|

"  и  И  |x’l

Bundan, (7.10) tengsizlik bajarilishi uchun C - -  deb olish 
yctarli bo'ladi.  ̂ ^

b) C ning «ishlash»ini ko'Tsatamiz. 1л-'|>7, l- ’̂ l>7 bo'lsin.
Bundan,

2 ^ '

Bu tcngsizliklarni hadma-had qo'shamiz.



^ 1 . 1 _ м  . м  + _ м  >1_

I Х'̂  + 1 Х'̂  + 1 1 |х'^ + 1 \х ’̂  + 1 j

Dcmak, 1х’1>^, 1^"1>^ tcngsizliklarni qanoatlantiruvchi
V л-', х' (х' 6  Л, х ' G R) 1аг uchun

1 ^ — ( ^ - 1 < е

tcngsizUk, ya’ni berilgan funksiya uchun x -* oo da Koshi sharti 
bajarilar ckan. Bundan csa, berilgan funksiyaning x-*<» da chckli 
limitga ega ckanligi kclib chiqadi.

7.14-mlsol. Ushbu /(x )  = ■v/x̂  +1 —x funksiya uchun 
da Koshi shartining bajarilishini isbotlang.

Yechilishi. x-*+oo da berilgan funksiya uchun Koshi shartin
ing bajarilishini ko'rsatamiz. Xuddi shunday x-* —<» da ham Ko
shi shartining bajarilishi ko'rsatiladi.

a) C ni topish. Ve> 0 son berilgan bo'lsin. Berilgan e ga ko'ra 
C sonni shunday izlaymizki, x' > C, x" > C tengsizliklarni qano
atlantiruvchi V x', x’ (x' G R, x’ G R) lar uchun

l^x'^ +1 -  x' -  (Vx’  ̂ + 1 -  x*)] < E (7.11)

tcngsizUk 0‘rinli bo'lishi lozim. Buning uchun biz awalo

+ l-x '- (> /x * ' + l - x ' ) l ,  x">C , x ’ >C

m u n o s a b a t la r  o ra s id a g i b o g ' la n is h n i  t o p a m iz .  Q a r a la y o t g a n  m u n o -  
sa a tn in g  b i r in c h is in in g  s h a k l in i  o 'z g a r t i r i b ,  u s h b u



1 1 1 1 1
Vx'^+l+x' Vx'^+l+x' 7x'^+I+x'| Vx*^+l+x'

1
Vx^+l+x' x '^ + l+ x

tcngsizlikka ega boMamiz. x '> C, x ’>C tcngsiziikni qanoatlanti- 
ruvclii V a-', a- ' (a'GT?, x 'G ^)Iarda (7.11) tengsizlikning bajariU- 
shi uchun C — ^  deb olish lozim bo'ladi.

b) C ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. x '> ~ , x ’> -  tcngsizliklar 
o'rinli bo'lsin. Bundan, tengsizliklarni hosil qila-
miz. Bu tengsizliklarni hadma-had qo’shish natijasida

X X 2x’ 2x ( 7 . 1 2 )

bo’lishini topamiz. Ravshanki, Va'’ +1 + x' > 2 a ’ ,  yj x’ +1 + x" > 2x’ 
tengsizliklar o'rinli. Keyingi tengsizliklarni c’tiborga olgan holda 
(7.12)dan

e >
7 x'^+l+x' 'Jx’̂ +l+x' Vx'̂  + l + x'

=  \\lx'^ + 1 -  x' -  (V a'*  ̂ +  1 -  A'*)

x'^+l+x"

ckanligini olamiz.
Shunday qilib, -v’ > |  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi

У х ' , х " ( х 'е К ,х ‘ е Я )  uchun \у1х '̂  +1 - A-'- ( + 1  - .x')|< E 
tengsizlik bajarilar ekan. Bu tengsizlik berilgan funksiyaning x -* + »  
da Koshi shartini qanoatlantirishini ifodalaydi.

7.15-misol. Ushbu

/(x ) = sin^ (A-̂ -iO)
funksiya uchun x = 0 nuqtada Koshi shartining bajarilmasligini 
ko'rsating.



Isboti. Vd > О son bcrilgan bo‘lsin. Bu son bo‘yicha > q ^
l.x'l<6 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi

3 x \ X' { x 'e R \  {0}, x ’ e R \  {0}) 

nuqtalarni topish kcrakki,

I s i n i - s i n i l a t ,

icngsizlik bajarilsin, «о = va = ~

qtalar uchun * > [ 2]^] deb olsak, u holda |x'|<<5, \x '\< d  

icngsizliklar bajariladi,

jsin ̂  -  sin = jsin 2кл -  sin(4fc + 1) i j  = 1 > = i .

Dcmak, bcrilgan funksiya uchun x = 0 nuqtada Koshi sharti ba- 
jarilmas ckan.
I liniitga ega boMgan funksiyalar ustida arifmetik amal-
ar. ( CR) to plam bcrilgan bo'lib, a uning limit nuqtasi,/^v^. 
W  Va g(xj lar ^  to'plamda aniqlangan funksiyalar bo'lsin. 

7.4-teorema. Agar f(x )  va g(x) funksiyalar a nuqtada limit- 
ga ega va ularntng limitlari nws ravishda b va c boba , и holda
/(x ) _g(x), /(x)"g(x), kf{x), (c 0) funksiyalar ham shu a 
nuqtada chekli limitga ega bo'ladi"va ushbu

^ ( / ( x )  ± g{x)) = Urn f{x )  ± Uni g(x) = b±c,

^ ( / ( x )  • g(x)) = Um /(x )  • lim g(x) = b ‘C, 

bm(A/(x)) = ^ ̂  у(х) = (к — 0‘zgarmas)

л-а * (л) Lin ̂ (х) с ’

munosabatlar o'rinli bo‘ladi.

(I)
(П)

(III)

(IV)



7.2 - esIatma. Yuqoridagi (I) va (II) munosabatlar qo'shiluvchilar 
va ko‘paytuvchilar soni ixtiyoriy chekli bo'Iganda ham o'rinli

7.3- eslatma, (I), (II) va (IV) larda g{x) va g[x) funksiyalar- 
ning yig'indisi, ko'paytmasi va nisbatidan iborat bo'lgan funksi- 
yalarning limitga ega bo'lishidan, bu funksiyalar har birining li
mitga ega bo'lishi har doim ham kelib chiqavcrmaydi. Masalan,
f ix )  = X, ^(x) = sin ̂  funksiyalar ko'paytmasl f ix )  • ̂ (x) = xsin j

;—► 0. Ammo x -* 0 da g{x) = sin -bo'lib, x-*0 da /(x )-^ (x )—  ̂
funksiya limitga ega cmas.

7.5-teorema. Agar a nuqtaning biror Utia) atrofidan olin- 
gan X ning barcha qiymatlarida g(x)< /(x ) < Л(х) tengsizHk o'rinli 
bo'lib, X -* a da f ( x )  va g(x) funksiyalar limitga ega bo'lib, 
lint gix) = lim /j(x) = b bo 'Isa, и holda f(x ) funksiya ham a nuqtada
limitga ega va lim /(x) = Z» bo'ladi.

7.4. AniqmaT^lfodalar. Yuqoridagi 7.4-teorcmada /(x) va g(x) 
funksiyalardan quyidagi ikki shartni talab qilgan cdik: 1) /(x) va

f ix )g(x) funksiyalar a nuqtada chekli limitga ega; 2) ning limiti- 
ga doir mulohazalarda csa, lim g(.x) = c 0 bo'lsin deb faraz qilin-
gan edi. Agar x-* a da bu shartlarning birortasi bajarilmasa, ya’ni 
.X -* a da f(x)  va g(x) funksiyalarning har birining limiti cheksiz
yoki ning limiti qaralganda, hm g(x) = 0 bo'lib qolsa. u hol
da 6-§ da batafsil o'rganilgan aniqmasliklar kabi turli xil aniqmas 
ifodalarga kelamiz. Jumladan:

. . . . .  0 
1) Um/(x) = 0, limg(.x) = 0 bo'lsa, ularmng nisbati g

ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi; 2) Hm f ix )  = oo, Um g(x) = «
bo'lsa, ularning ^  nisbati ^  ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi;

3) Um f(x )  = 0, Um g(x) = <» bo'lsa, ularning f(x )  • g(x) ko'paytmasi
O'oo ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi. 4) Um/(x) = +oo (-oo), 

Umg(x) = -oo (+oo) bo'lsa, u holda /(-x) + g(.x) ifoda oo —oo
ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi. Bu hoUarda x ■* a da fix )  
va gix) funksiyalarning o'z limitlariga qanday intilishi xususiyat-
lariga qarab /(x ) -g (x ) ,/(x )+  g(.v) ifodalarning xarakterini
aniqlash aniqmaslikni ochish deb yuritiladi.



7.16-misol. Ushbu

a) +x-1 V x^-3
3sm 'f+2cos>f'l; b)

2 I j  x- 0  2x -x -1

d) lim- x^-l

Umillarni hisoblang.

e) lim —T~ ^2x^-x-l

Yechilishi. a) limf + 3 sLâ  ^  + 2 cos^ ^ | . Q o‘shiluv-i-l \  x*-3 2 i  }
chilarning bar birining л: -► 1 dagi limitini hisoblaymiz. Birinchi 
qo'shiluvchi kasr funksiya bo'lib, uning surat va maxraji ham ,v-*l 
da chckli limilga cga bo'lgani uchuii, uning limitini 1—Г/ qoida- 
lar bo'yicha hisoblaymiz, ya’ni

Um(x̂  + x + 5) limx-limx + limx + limS 7lim  ̂ _ x-»i _  x-i x->i x-»i x-i _ _  1
x-j x^-3 lim(x^-3) lini x liiu x-  Uni 3 2

Ikkinchi va uchinchi qo'shiluvchilarning x -*• 1 dagi limitlari mav- 
jud bo'igani uchun, ularning limitlarini II va III qoidalar bo yicha 
hisoblaymiz;

lim (3 sin  ̂^  x  ̂= 3 lim sin ̂  x • lim sin ^  x = 3;x-i \  2 / x-i 2 X-I 2

lim(2 cos  ̂^  xl = 2 limcos^ x*limcos^ x* lim cos^ x = 0.
x-i \  2 / x-i 2 *-i 2 . x-i 2

Shunday qilib, 7.4- teorema va 7.2-cslalmaga ko'ra;

lim I— — + 3 sim -:r x + 2 cos  ̂^  л-1 = Um — j—̂  + 
x-i \  x*-3 2 2 /  x-i x‘‘- 3

+ lim3sin  ̂^ ^  + lim2 cos’ ^ x  = — ̂  + 3 + 0 = - ^ .

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limii(((x'2 + x + 5)/(x''2-
3)) + 3*(sin(x*Pi/2))^2 + 2*(cos(x*Pi/2))"3, x = 1); 
- \
2 '



lim x^-l Шп(х’-1)
x-o Ix^-x-l lini(2x^-x-l) -1

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish: 
> limit(((x"2-l)/(2*x"2-x-l)), x = 0);

X̂—1
limitni hisoblashda 7.4-teoremani qo'llash 

mumkin emas, chunki lim(x’ - l )  = 0, lim(2x’ - x - l )  = 0, ya’ni
7.4-teoremadagi lim g(x) = c 0 shart bajarilmayapti. BerUgan if-
odaning x-*0 dagi limiti -  aniqmaslikni ifodalaydi. Bu aniq- 

_ 2 _ |
maslikni ochish uchun —\------ ifodaning shaklini o'zgartiramiz:

2(A:-I)(a: + i ) '

= ' lim = i  lim i t !  = Л  = ?.lim— x-i 2.x’-x - l  2 ,-i

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((x’'2-l)/(2*x"2-x-l)), x = l);
2
3

2 t
e) lim , Bu limitni hisoblashda ham 7.4-tcorcmani

X— 2x - x - 1
qo'llab bo'Imaydi, chunki berilgan kasr ifodaning surati va maxraji 
chekli limitga ega cmas, ya’ni lim(x’ — 1) = “ , l^ (2 x  — ,y —l) = oo.

Shunday qilib ifoda x-*<» da ^  ko’rinishdagi aniqmas-
’ 2x’- x - l

likni ifodalaydi. Bu limitni hisoblash, ya’ni aniqmaslikni ochish 
uchun kasr ifodaning surat va maxrajini x- ga bo lamiz:



Urn ,  f  ~ Ц  = lim— ^
x-m2x‘- - x - \  2 - - -I— Г-

X

Endi shakl o'zgartirish natijasida xosil bo‘lgan kasr ifodaning limitini 
hisoblashda 7.4-tcorcmani qo'llash mumkin. Shunday qilib,

^ ^
lim —:------ = lim - —  =

1-0 1

2x^-x-l *■»* 2 - - —^1 Г  2 -0 -0  2
* x^

Misolnl MAPLE thimidan foydalanib yechish: 
> lim ii(((x"2-l)/(2*x"2-x-l)), x =  infinity);
1
2‘
7.17-misol. Ushbu

a) /  (X) =  t )  f i x )  =  sin i

hisoblan'g •’̂ ''ishda, x  -► oo da va x  -*■ 0 dagi limitlarini

Yechihshi. a) Barcha хт^О Jar uchun 0 < ^ 1  + ̂ < 1  + ̂  

tcngsiziik bajariladi. = chunki, l i m ^  = 0 . "

Dcmak, 7.5-tcorcmaga ko‘ra = l bo'ladi.

0‘rinii^v^ bo'lgan X lar uchun -x^ < x̂  sin -  ^ x̂  tengsizlik
о nnli va -  n г i „ xjf-o ~ 0 bo'lganligi uchun, 7.5-teoremaga

asosan lim x 4 in i = o boMadi.
7.18-misol. Ushbu
Л) hm sin X = sin n - n\ i-bmcosx = coso; D) lim tgx=lgo

\ 2 ” -0 .  i l ,  i 2 , E )  lim o'=fl*« (a>0);

F) ! b ln x  = lnx„

tasdiqlarni isboilang.



Yechilishi. A) a) 6 ni topish. Ve>0 son berilgan bo‘lsin. 6 = 6(e) 
ni shunday izlashuruz kerakki, 0 < |x —a |< d  tengsizlikni qanoat- 
lantiruvchi barcha x  lar uchun

|sm x -sin fl|< £

tengsizlik bajarilishi lozim. Awalo,

|s in x -s in a |, |x - a |

(7.13)

munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz. Buning uchun yu- 
qoridagi munosabatlaming birinchisida shakl almashtiramiz:

0 ^1 • • I U • x —a x + a\ ~ | . x-a\ _ lx-o| ■ ■<1 sm x -sm  a 1= 2 sm cos —̂  < 2 sm < 2 = | x - a  | .

Bunda d=t deb olinsa, 0 < |x - a |< 5  tengsizlikni qanoat- 
lantiruvchi barcha x lar uchun (7.13) tengsizlik bajariladi, ya'ni 
|s in x -s in a l< e  bo'ladi.

b) d ning «ishlash»ini ko'rsatish. |x —a |< £  tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi x larni qaraymiz. Keyingi tengsizlikdan
l> jcos^i^j, i ^ ^ s l s in ^ ^ l  tengsizliklarni e’tiborga olsak,

£ > IX -  a I = 2 l i p  ^  2 |sin s  2 |sin |cos ̂ 1  

= 2 Isin i p  cos i p |  = I sin X -  sin a I

tengsizlik o'rinli ekanligini ko'ramiz.
Demak, limitning Koshi ta’rifiga ko‘ra lim sin x = sin a . 
Xuddi shunday B) lim cos x = cos a ekaiiligi ko'rsatiladi.
d) (IV) formulani e’tiborga olsak,

Umsiux -sinx _
cosx “  liin cosx cos a 

x-*a
= tga.



E) fl > 1 bo'lgan holni qarash yctarli. Ve > 0 son berilgan bo‘lsb 
la*-a*«l, Ix-Xol  ifodalar orasidagi bog'lanishni topish uchun 
I a* -  1, ifodaning shaklini almashtiramiz:

Ma’lumki, lim a” = lim a " =1. Bundan berilgan c > 0 bo'yicha
Л-» n-*m ^

shunday n, topiladiki, 1— — <a  <a"® < l  + _f_ tcngsizlik o'rinli
bo'ladi. |x -X o l< — deb olinsa, tengsizlikni qanoatlantiruv- 

^  » 1 
chi barcha x lar uchun ].~ —  <a  "» < a"“ < l+ -4 r

|a*-a** tcngsizlik bajariladi. Bundan esa,
lim a* = a* bo'ladiД-Jtg

F) Ravshanki, л > 1 bo'lganda

Ve> 0 berilgan bo'lib,  ̂ bo'lsin. U holda shunday f̂ o 
jud bo'lib,

- . < l n ( l - i ) < l n ( l  + i ) < e

tcngsizlik bajariladi. . t
Agar deb olinsa, u h o ld a  In X—In ̂ 0

ayirma uchun quyidagi baho o'rinli bo'ladi*.

< c



tcngsizlik bajariladi. Bundan esalim |lnx-lnX o |=G , lim lnx = lnxj 
ckanligi kclib chiqadi.

7.5. Murakkab funksiyaning limiti. Limitlarni hisoblashda 
ko'pincha quyidagi murakkab funksiyaning limiti haqidagi tcorcma 
qo'Uaniladi.

t = ip(x) funksiya X  to'plamda aniqlangan bo'lib, bu funksiya
ning qiymatlaridan tuzilgan Jto'plam da csa y= f(t) funksiya aniq
langan, ular yordamida murakkab y=f(<p(x)) funksiya hosil qilin- 
gan bo'lsin. Bu murakkab funksiya X  to'plamda aniqlangan, a nuq- 
ta X  to'plamning limit nuqtasi bo'lsin.

7.6-teorema. Agar: 1) limy>(x) = c o'rinli bo'lib, a nuqta- 
ning shunday й^{а) atro/i mavjud bo'lsinki, barcha xEU^{a) lar 
uchun tp{x) bo 'Isa; 2) c nuqta T 1o 'plamning limit nuqtasi bo 'lib, 
]smf{t) = b limit mavjud bo'lsa, и holda x -* a  da y=f(<p{x)) mu
rakkab funksiya ham limitga ega va

Mmf{ip{x)) = Vimf{t) (7.14)

bo 'ladi.
f(t) funksiya c nuqtada uziuksiz bo'lgan holda (7.14) tenglikni

lim f{<p(x)) = /(lim  y>(x)) . (7.15)

tcnglik ko'rinishida yozish mumkin.
7.4- eslatma. Teoremadagi a nuqtaning atrofida ip{x)^c,

bo'lsin, degan shartni/(/) funksiya t= c  nuqtada aniqlangan va 
lim f ( t )  = f(c ) = b tengliklar o'rinli bo'lsin, degan shart bilan al-
mashtirish mumkin.

7.5- eslatma. Yuqoridagi a, c \a b  laming biri chekli, ikkinchisi oo 
yoki barchasi cheksiz bo'lganda ham 7.6-tcorema о rinli bo ladi.

7.19-misoI. Ushbu

ит1п(з + ̂ / Г й ^ )

limitni hisoblang.



Yechilishi. Quyidagi kctma-ket almashtirishlar olamiz;

>’4~^'*'3'з> >5= л/>7»

>’6 = 3 + >’s, >’7 = 1пУб

Yuqoridagi ifodalarga kctma-kct 7.6-tcoremani va 7.4-eslatma- 
ni qo'llash natijasida

lini_>’iW =  = = л; l ^ > '2(>-,) = l^ tg > ', = 0,
У1-Я У1-»

lim Уз CVi) = У2 = lini У2 • >4 = 0; y\ (>-3) = lim (1 + У3) = 1,yj-»0 yj-.0 yj-«0 yj-»0 yj-*0

lim>-j(>’4)=?lim J ^  = l; Umyj(ys) = lim(3 + >-j) = 4, .У4-»! У4-»! yS-»J У5-»!

In ̂ 3 + + У7 (>-4) = 1̂  In = 2 In 2

ckanligini olamiz.
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(ln(3 + sqrt(l + (tan(x/2)"2))), x = 2*Pi); 
21n(2).
7.20-misol. Ushbu

2x^-8
limitni hisoblang.

Yechilishi. Quyidagi bclgilashlarni kiritamiz: t = <p(x)=

У = f i t)  = lTi+i. у = /(v^(x)) = + 3 funksiya ( - 00; 2)U(2; + «)
to'plamda aniqlangan. 7.6-teorema shartlarini tckshiramiz:

^ S <p(x) 8, lim ^(x‘) = lim =  ̂~ *̂

lim /( /)  = lim (V7 + З) = ''



Demak, 7.6-teoremaga asosan

ckanligi kclib chiqadi.
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
>limit(surd((2*x''2-8)/(x-2), 3)+3, x=2);

. + 3.
Eslatma. Murakkab ftmksiyaning limiti mavjudligi haqidagi 7.6- 

teorema yetarli shart bo‘lib,- zaruriy shart emas. y=f(<p[x)) murakkab 
funksiyaning limiti mavjud bo'lib, lekin/=y>(x), y=f{t) ftmksiyalardan 
har binning limiti mavjud bo'lmasligi ham raumkin. Masalan,

Z)(x) = l,xE^Q,
0 ,xG /

bo 'lsa , D{D{x)) = I bo 'ladi. liinl>(x) mavjud emas, lekin 
Ijrn D(D(x)) = 1 mavjud.

7.6. Ajoyib limitlar. Funksiyaning limitini hisoblashda quyidagi 
ajoyib limitlar muhim rol o'ynaydi:

lim---- = lim —  = 1,x-O X x-o sin X (V)

lim + i Y  = lirnd + уУ'^ =e (e ^  2,71828...) (VI)
X-«o \ X/ y-0

7.6-eslatma. Agar biror U^ix^) atrofda a(x)?tO va to a ( x )  = 0 
bo'lsa, u holda

lim(l + «(Â ))l/«(x) _,

bo'ladi.
7.7-eslatrna. Agar biror й^(Хо) atrofda a(x)?tO, fi(x)^Q. 

lim a(x) = lim /3(x)x) = 0 va 3 1 im ||^  = A bo'lsa, u holda



lim(l + a(x))
x-x,

,l/^(x) _  g i

bo'ladi.
Xususiy holda,

lim(l + /^a(x))‘ = e '\ ц = const.
X-*Io

(V”')

(VI) formuladan natija sifatida kclib. chiqadigan ushbu

lim
x-»0

(VII)

^  = 1 ^ .  a > 0 . a ; . ! . (VIII)

---- -— = u, (IX)

lim = In a, a > 0, (X)

(xususiy holda a = e bo'lganda)

x - a  X

e*-l , lim-----= 1
x-^ X

(XI)

(XII)

formulalar funksiya limitini hisoblashda ko‘p qo'llaniladi.
7.21-misol. Ushbu

• •> “3 ^ .  2)

3) lim xsin^ , 4) limf-^I— 2xtgx)
X  '  я \ С О & Х  /

2

' limitlarni hisoblang.
Yechilishi. 1) berilgan kasr funksiyaning shaklini almashti- 

ramiz:



а х  p S ia f ix  р  sin '
 ̂ Р х  f i x

и  holda (III), (IV) va (V) formulalarga asosan,

suietx jjjjj siaax
S in ^  ^  a l i^  ^  a ^ £t

x-^0 sm px p x-̂ o sinpx p sin;3x p ‘ 
Px x^o Px

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish: 
> limit(sin(alpha*x)/sjn(bcta*x), x = 0);

^ sin  ̂sin-̂
igx -sin x  sinx(l-cosx) 2 _   ̂ x / 2  x / 12.) --- n ----------------m------------ TT— ----------------sm X cos xsm X cosxsm xTT 2 sm X sm X ■* cosx-----------X X

2 = У deb olib, (II)—(V) formulalarni hamda 7.18-misolning 
B) bandini c’tiborga olsak, u holda

tgx-sinx 1lim- .-Д “x-»o sm X 2'

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit((tan(x)-sin(x))/(sin(x))''3, x = 0);
1
2

3) bunda i  = y almashtirishni bajaramiz. x -oo da y - 0 .  

xsin^ = ; r v a  (II), (V) formulalarni c’tiborga olsak,

. smx>'_lim xsm -  = liin Я я
x-<* X  J—O



Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechisb: 
> limit(x*sm(Pi/x), x = infinity);
Л.
4) l ~ x  = y  almashtirishni bajaramiz;

-------2xtgx =cosx cosx
_  д - 2 х5шх _  ^  _  Zycosy _  2cosy

In \ sinv ~ sin>' •

B) tasdiqni hamda (IV), (V) formulani c’tiborga olgan holda:

lim(-i^— 2x tg x) = lim = 2.я Vcosx • ° I y-,0 5ЦЧ’

Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechiih:
> Iimit(Pi/cos(x)-2*x*tan(x), x = Pi/2); ’
2.  ̂ ■
7.22-misol. Ushbu

1) , 2) ILm(cosx) ^

limitlarni hisoblang.

Yechilishi. 1) =-— ^ j . Bu kasrning surat va maxra-

(‘v I
jiga (VI'") formulani qo'llasak, natijada, (IV) formulaga asosan

lim = U r n L x L ! _ = x U ^ d i_  = 4 ^  = e8

"



Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> lim it(((x''2+ 4)/(x''2-4))^(x''2), x = infinity);

2) c o s x = l-2 s in ^ ^  ckanligini c’tiborga olib, (VI") formula
ga asosani

lim(cosx) ^  = lim fl-2sin^ '^] ^  = e .̂x-O x-O \ 2 / ’

bunda

~ . X  . X-25Ш — I 5Ш— 5Ш— I
X = ]im----- ^  = = lДГ-*0 — 2  ̂ 2

2 2

Shunday qilib, izlanayotgan limit ga tcng bo’lar ckan, ya’ni

I 1
lim(cos x) ?  = = -Je.

Misohli MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit((cos(x))^(-l/(x’'2)), x=0);
Ге.
7.23-misol. Ushbu

2) lim[sinln(x + l)-sin lnx]; 
chx-l.

1) l im iH lJ l!  (<,>0;x-*fl X —Cf

3) l i m ^ ;
J t- *0  X  *

4) lim
x - O

5)
Л - 0  IP- (fl>0); 6) Шп

son) limitlarni hisoblang. .. . u
Yechilishi. 1) bcrilgan funksiyaning shaklim quyidagicha о z-

fiartiramiz:

■£izi££ -  l i  -  = U. [ l + ( i ^ ) F .
x - a  x - a  x~ a  L \ ° 'Л



Е) tasdiqni c’tiborga olgan holda, (VII) formulaga asosan 

limi££;]££ = l im b [ l+ i i^ P  =lne" = i
x - a  X — a  x - a  L ® J О

bo'lishi kclib chiqadi.
Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish: 
> limit((ln(x)-bi(a))/(x-a), x = a);
1

2) =

lnx(x+l) 2 -= _sm— y — COS— ^

tcngsizlik 0‘rinli, chunki cos $ 1.
A) tasdiqni, (VI) formulani c’tiborga olsak,

lu(l+-r
lim sin ■— = sin i  lim -  = 0X— 2 2 ’ X— X

bo'lgani uchun izlanayotgan limit 0 ga tcng bo'ladi, ya’ni

lim[sin ln(l + x) -  sin In x] = 0.

3) shx = ^—̂ — formulani c’tiborga olgan holda, bcrilgan funk-e‘-e
Г

siyamng shaklini o'zgartiramiz:

x-0 X 2x x»o 2xe* x-»o 2x /

R a v s h a n k i,  ^ ^  =  i. (XII) f o r m u la g a  a s o s a n :



ч ^ ~ = 1 .x-0 2х

Dcmak, (II) formulaga asosan

l i m ^  = l
X-O X

ckanligiga ishonch hosil qilamiz.
4), 3) ga asosan:

ch x -l ~= lim— .
x-O X'

lim  }—; — ШИ — .
X-O X  —«

( . x\^
=  ^ lim2 x-O X

. 2  ,
’2 ‘

5) bcrilgan funksiyaning shaklini quyidagicha o'zgartiramiz:

Bunda, hm ckanligini hamda (Л) formulani c’tiborga ol-
• ff*'*'*+a*“*—2fl*gan holda, hm ------- -p------- = a’‘ h r a  ckanligini topamiz.

6) lim iti izlanayotgan funksiyaning shaklini quyidagicha 
o’zgartiramiz:

1 -C O S ^X  _  ( - l  +  C O S ^ X )_  |1 + ( С 0 5 Х - 1 ) Г - 1 _

,  . j X
_ U + ( c o s x - l ) r - l  1-C O S X  _  |Ц - (С О х Д -1 )Г -1  . 2

cosx-1 cosx-1

Bunda lim (cosx-l) = 0 ckanligini hamda (V) va (IX) formu- 
lalarni hiso6ga olgan holda, (II) formulaga binoan

(l-cos '‘x) _  lim---- T-------2
x-O X *



Ikkita/(x) va g(x) funksiyalar X { X d R )  to'plam da bcrUgan 
bo'lib, /(x ) > 0, X G A" hamda a nuqta X  to ‘plamnLng limit nuqta- 
si bo'lsin. Bu holda daraja -  ko'rsatkichli funksiyaning limiti D) 
yz-E) tasdiqlarni hisobga olgan holda

(XIll)

formula orqali topiladi, ya’ni daraja-ko'rsatkichli funksiyaning li- 
mitini topish masalasi lim [g(x)ln/(x)] limitni topishga olib kclinar 
ckan. Bu limitni h iso b f^d a  quyidagi hollar bo'lishi mumkin:

I. Agar lim g(x) = A, lim In /(x )  = В bo'lsa, u holda Um /(x )  = e®

va
ladi.

l i r a t g ( x ) l o / { i ) l

= e '^ = (e^ ) '‘ = [lim /(x )F
lim g(x)

formula o'rinli bo‘-

l i n i l g ( x ) U i / ( x ) )

II. Agar lim[g(x) In /(x )] = + oo bo'lsa, u holda e”'"  -  + «,

limlg(x)ln/(x)] = -oo bo Iganda csa, e*~‘ = 0  bo ladi.

Agar lim[g(x) In /(x )l = 00 va b iro r'f/^a) atrofda g(x )ln /(x ) 

ko'paytma funksiyaning ishorasi saqlanmasa, u holda I/(^)]***'"  
= e*'*)*“/(*) funksiya x  -* a da limitga ega bo'lmaydi.

g W ln /(x )  ko'paytmaning x -* a  da birining limiti nol, 
ikkinchisining limiti esa cheksiz bo'lsa, bu holda quyidagi uch hoi 
bo'lishi mumkin;

a) Umg(x) = 0, ^ / ( x )  = +oo (oo”),

b )  limg(x) = 0, lim /(x) = 0 (0“),

d) Um g(x) = 00, lim /(x ) = l (Г).

Bu hollarda daraja-ko'rsatkichli funksiyaning limitini topishda 
birdaniga 7.4-tcorcmani qo'llab bo'lmaydi.

Bu hollarda oo”. O', Г  ko'rinishdagi aniqmasliklar paydo 
bo'ladi. ,



7.24-misol. Ushbu

lim 4X-.1

= ln i7 + 1 ' 2 ’
limi[ l n - ^ (xM \L 7+1

limitni toping.
. . . .  1Yechilishi. Urn I n = In - ,  ^ с1 £ л х  = оо bo'lgani uchun

я
0 < x < l  bo‘Iganda in - 5— с1£лх>0, l < x < 2  bo'lganda csa,

In- 5— ctgлx < 0 .

Demak, In^^j^ctg^x funksiya U^il) atrofda bar xil ishorah 
qiymatlarni qabul qiladi.

funksiya x -*• 1 da limit-Shuning uchun | 't ^ )  ~ ^
/ 2 V'*”  _ nga cga cmas, Ickin Ш п Д ^ ]  = + « . ~

Misolni MAPLE lizimidan foydalauib yechish:
>  limit(((x"2 )/(x ' ' 2  + l))"(l/(tan(Pi*x))), x = l ,  right);
0
> limit(((x"2 )/(x"2 +l))"(l/(tan(Pi*x))), x = l ,  left);
00

7.25-misoI. Ushbu

й : ( е т )

limitni toping.
Y ech iL i D), E) tasdiqlar hamda (I) formulaga asosan



= lim eх-*»\2х+1/ x-^
x^ln-^  

2 x + l

l im ln :f^  = l n i  = - ln 2 , limx^=+oo, l n ^ l  = -oo
2x+l 2 Д-»» Х-» L 2.X+1J

bo'lgani uchun, II holni c’tiborga olgan holda

\2x+l/

bo'ladi.
Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((x + 2)/(2*x+l))^(x''2), x = infuiity);
0
7.8-eslatma. Agar lim /(x )  = l, limg(x) = oo bo‘lsa, u holda 1“ 

ko'rinishdagi aniqmaslik (I) formulani e’tiborga olgan holda

I - 5 - 1 'liml/(x)l*'"> = lim 111 + ( /(x )  -  l)K<*>-‘ /
1 l(/(x)-0<(x)

(XIV)

formula yordamida ochiladi.
7.26-mlsol. Ushbu

lim

limitni toping.
Yechilishi. Bu holda:

8{x) = x \  l /(x )- l]g (x ) = [ ^ ^ - l ] x ' = 3 ^  

Shunday qilib, (XIV) formulaga binoan

( A 1’

х^-5/



Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
>  limit((((x"4) + 4)/(x4-5))-(x''4). x = infinity);
0.
7,27-niisol. Ushbu

lim(cosx) ^
X -.0

limitni toping.
Yechilishi. Xuddi 7.26-misoldagidck,

/(x )  = cosx, g(x) = - 3̂ ,

,1 1 _  (l-cosx) _ _ 1
-1 /(х )-И ззг ------? ---------2 X

V 2 )

(XrV) formulaga asosan;

■ .
lim(cosx) =e

7.28-misol. Ushbu

arctglx
lim— -—x-»0 X

limitni hisoblang.
Yechilishi. Bunda y = arctg2x almashtirishni bajaramiz, bundan 

2^ = tg>', x = iiil, dcmak,

,. afclg2x i:_. 2y _  2 c o ^

'Sa bo'lamiz. 7.6-teorema bilan 7 .4-cslatmani hamda I i m ^ - 1  
ckanligini c’tiborga olsak, 7 .4-teoremaga asosan,



,  l im c o s y  • 
a rc tgZ x  ~ J-.0  - Tlim — —̂  = 2-— r ;^  =  2x-o X

r-o у

ckanligi kclib chiqadi.
Misohii MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(arctan(2*x)/x, x = 0);
2
7.7. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. X  to'plam 

berilgan bo'lib, a uning limit nuqtasi bo'lsin. X  to ‘plamda a(x) va 
fi{x) funksiyalar berilgan bo‘lsin.

7.11-ta’rif. Agar lima(x) = 0 boisa, a{x) funksiya da
cheksiz kichik funksiya deyiladi.

Masalan, a(x) = (a-x)'" (m — ixtiyoriy butun musbat son) funk
siya x -*a  da cheksiz kichik bo'ladi, chunk! lim (a -x )"  = 0.

Agar X  to'plamda aniqlangan /(x) funksiya x -* a da i  limitga 
egabo‘lsa, u holda a(x) = f { x ) - b  funksiya x a da cheksiz kichik 
funksiya bo‘ladi, chunki lim o(x) = lim (/(x) — b) = lim /(x )  - 6  = 0.

Dcmak, b limitga ega boMgan har qanday /(x ) funksiyani

f i x )  = b + a{x) ( 1)

ко rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda a(x) cheksiz kichik funk
siya.

7.12-la rif. Agar Um/S(x) = oo bo'lsa, /?(x) funksiya x -* a da 
cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, ^(x) = — ̂  , funksiya x -♦ 1 da cheksiz katta funk
siya bo‘ladi.

kichik va cheksiz katta funksiyalar quyidagi xossalar-

V u i’ kichik funksiyalarning yig'indisi (ayirmasi) cheksiz
kichik funksiya bo'ladi.

2 . Cheksiz kichik funksiya bilan chcgaralangan funksiyalarning 
ко paytmasi cheksiz kichik bo'ladi.
chrL- («(x)?iO) cheksiz kichik funksiya bo'Isa,
cheksiz katta funksiya bo'ladi. ^  ^



4*. Agar f ix )  cheksiz katta funksiya bJ'lsa, ^  cheksiz kichik 
funksiya bo'ladi. PW
■ S’. Agar X -♦ a da /(x) cheksiz katta funksiya bo'Isa, g(x) esa 

biror Cfj(a) da lg (x )|> c  ( x ^ a ,  c — biror musbat son) bo'Isa, u 
holda/(x)g(x) cheksiz katta funksiya bo'ladi.

E s la tn ta .  Cheksiz katta funksiyalarning yig'indisi (ayirmasi) va 
nisbati cheksiz katta funksiya bo'lmasligi ham mumkin. Masalan,
x-*0da — — va s{x) = — — funksiyalarning har biri cheksiz 
katta funksiyalar bo'Isa ham, ularning yig'indisi x-*0 da cheksiz 
katta funksiya bo'lmaydi, chunki lim(/(x) + g(x)) = l i m | i - - l  = 0.
x-»0 da /(x)va g(x) funksiyalar cheksiz katta funksiyalar bo'Isa, 
lim (/(x)±g(x)) ni hisoblashda I qoidani qo'llab bo'lmaydi. Bux.«0
holda, bu limit oo —oo ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi. Xuddi 
shunday, x -► a da ifodaning limit! ham £  ko'rinishdagi aniq
maslikni ifodalaydi.

Agar X  -* a  da /(x) va g(x) funksiyalar cheksiz kichik funksiyalar 
bo'Isa, ularning nisbati ^ ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi.

7.29-misol. Quyidagi funksiyalarning qaysi biri cheksiz kichik 
funksiya bo'ladi:

f ,  . x ^ -2 x + l
1) /(x )  = 1; 2) /(x-) = V ? + I-J r , x » + » ;

3) /(x )=  Х -» ;

4) /(x )  = y ^ ;  a) x-*+o°, b) x -* -« .

Yechihshi. 1) /(л )  = — x{x -l)(x  + t)
_ ( x - i )  1

X  x + 1 '

x -1 va funksiyalar-Dcmak, berilgan /(x) funksiya ikkita ^

*iing ko'paytmasi shaklida tasvirlandi. Bulardan biri funksiya 

^ id ) atrofda chcgaralangan. Masalan, Jf^(l) atrofda 

kinchisi  ̂ x -* 1 da cheksiz kichik funksiya bo ladi.



Shunday qilib, bcrilgan funksiya 2*-xossaga asosan, x -* \ da 
chcksiz kichik funksiya bo*lar ckan.

2) bcrilgan funksiyaning shaklini quyidagicha o‘zgartiramiz:

+ l - x  = -

Bundan, lim- -  =  0 .

Dcmak, 7.11-ta’rifga ko'ra bcrilgan funksiya x -* »  da chcksiz 
kichik funksiya bo'ladi.

3) ushbu /(x ) ~ bcrilgan funksiyaning shaklini quyi-
In(x +x +1)

dagicha o'zgartiramiz:

f ( x )  =  _  ln(x^-x+l) _  1
ln(x* +X^+l) lu(x^-x+l)+ln(x^ +X+1) ln ( x ^ + x ^ '

 ̂ ln(x^-x+l)

D) va E) tasdiqlarni inobatga olgan holda quyidagiga cga 
' 0‘lamiz:

X— ln(x'-x+l) x-^^^ 1
ln(x^-x+l)^

Shunday qilib, lim /(x) = lim------- i----- r- = 4-Л-.» X— j^ln(x^ + x + l) z
- ln(x̂ —x+1)

Dcmak, bcrilgan funksiya x -* oo da chcksiz kichik funksiya 
bo‘lmas ckan.

4) a) lim /(x ) = lim- * = 0, chunki U m 2*=+“ .X-H-- X..» 1 + 2* X—
Dcmak, bu holda bcrilgan funksiya x -♦ +®° da chcksiz kichik 

funksiya bo'ladi. • ; . .
b) lim /(x) = lim — = 1, chunki lim 2* = 0.*"^" x.~»l + 2 X-»’’



BU holda bcrilgan funksiya x — « da chcksiz.kichik funksi- 
,ya cnias.

7.30-misol. Ushbu

/ W  =_ . JT̂ -8
х^-Зх+б

VI- '
funksiyaning x-*3 da chcksiz katta funksiya ckanligini ko‘r- 
sating. ^

Yechilishi. Bcrilgan funksiyani ;va
ko'rinishda tasvirlaymiz. Bunda /(х ) = - Ц  funksiya x-*3 da 

chcksiz katta funksiya, = funksiya csa x=2 nuqtaning 

biror atrofida, masalan, atrofda

k W l  = | ^ |  = l-^+2.x + 4 |> y .  

shartni qanoatlantiradi.
Shunday qilib, 5*-xossaga ko‘ra bcrilgan funksiya x-*3 da 

chcksiz katta funksiya bo'lar ckan.
7.31-misol. Ushbu funksiyalarning qaysi birlari chcksiz katta 

funksiya bo'ladi;

1) / W  = - rx^-5x + 6 x^+x-12

2) /(x )=

, x-*3;

V(l-siux)^

3) /(x ) = ( l - x ) ‘^*\ a) x-*+0, b) x-*-0. . . u
yechilishi. 1) bcrilgan funksiyaning shaklini quyidagicha

° zgartiramiz:

• ^ - 5 x  + 6 = (x -3 )(x -2 )  v a - ‘ -sc^+ x -12  = (x-3)(x+4)

•̂^anligini c’tiborga olgan holda bcrilgan funksiya uchun



ifodaga ega bo'lamiz. Bundan

1 6
lim  f i x )  = lim  -— r- • lim  . Тч^ 3  '  x-»3 (x-3) x^3 (x -2 )(x  + 4)

Dcmak, bcrilgan funksiya jc-»3 da cheksiz katta funksiya 
bo'ladi.

2) bcrilgan. funksiyani ushbu

{{ _ /P s L a x ^ l + sinx _  yjl + sinx

ko'rinishda tasvirlaymiz va uning dagi limitini hisob-
laymiz:

i im  f i x )  =  l im  = ,
Х-Д (l-siux)"'*

I- bcrilgan funksiya Jc-*i da cheksiz katta funksiya
bo ladi. 2

3) (XIV) formulaga asosan, a) va b) hollarda bcrilgan funksi- 
yaning luTutini topamiz:

a) lim (1 -  Л')*’ = e'-"" i  *?) = n *-0+0 '

= C- = 00.

Dcmak, a) holda bcrilgan funksiya cheksiz katta cmas, b) hol- 
da esa cheksiz katta funksiya bo-ladi.

Л//хо/«/ M4PI^£ (izitniclan -foydalanib yec/iish:
a)
> Limit(( 1 -x)"(l/x"2),x = O.riaht) = limit(( 1 -
x)"(l/x-2).x = 0,right);

]™ (l-x )^  =0.

> Limit({l.x)-(i/x''2),x = O.lefi) = lim it((l-
196



, x)"(l/x''2).x = 0,lcft);

_î
=00.

7.8. Funksiyalarni solishtirish. 0{f) va o{f) belgilar. A'to'plamda 
fix) va g{x) fuiiksiyalar aniqlangan bo‘lsin. Biror a nuqtaning U{a) 
atrofida/(x) va g{x) funksiyalarni solishtiramiz. '*

7.13- ta’rif. Agar shunday <5>0 va C>0 o‘zgarmas sonlar mav-
jud bo‘lib, 'ixE.Uf^ia) uchun

l/(x )l< C |g (x ) | (1)

tengsizlik o'rinli bo‘Isa, u holda x -* о da /(x) funksiya g(x) funksi- 
yaga nisbaian chegaralangan deyiladi va /(x) = 0(g(x)) kabi yozila- 
di.

Xuddi shunday x ^ o  + O, x-*oo, x-*-oo da ham
f{x) = 0(g{x)) kabi yozuv saqlanadi.

Xususiy holda,/(x) funksiya Ui(a) atrofda chegaralangan bo‘lsa, 
u X -+ a da /(x )  = 0(1) kabi yoziladi.

7.14- ta ’rif. Agar x  ■* a d a /(x )  va g(x) funksiyalar uchun
/(x) = 0(g(x)) va g(x) = 0 (/(x)) munosabatlar 0‘rinli bo‘lsa, .u 
holda X-* a da /(x) va g(x) funksiyalar bir xil lartibli funksiyalar 
deb ataladi va /(x)>—<g(x), x -* a kabi belgilanadi.

7.7-tcorenia. Agar lim = к mavjud bo'lib, k^O  balsa, и
holda fix) va g{x) funksiyalar ,x -*• a da bir xil lartibli funksiyalar 
bo 'ladi.

7.32-misoI. Quyidagi funksiyalar juftining qaysi birlari x-*0 da 
'’ir xil tartibli funksiyalar bo'ladi:

1) /(-x) = 2cosx, g(x) = x^+4;

2 )  / W  = | ,  =

3) / W = x ’ (3 + cosj), =
. 4) /(.x) = 3""*-l, ^(x) = sinx.



Yechilishi. 1) = ̂  = bo‘lganiuchun, 7.4-teorcmag

asosan x-*Q da 2 cos x >—< +4.
2

. 2) l i m = lim —̂ . =  2 lim^—  ̂= 21п2?^0 bo'lgani
Д -0 «(X) x - ^ Д-0 X uchun,

2*-l 2 17.4-tcoremaga asosan x-^0 da 2*-i
f( x 'i  ^  (з  + cos j t .V

3) lim = lim — —̂j—^  = lim 3 + cos -  ). Bu holda limit mav- Д-0 g(x) X-.0 X x-»0 \ X/
jud emas, Ickin bcrilgan funksiyalar bir xil tartibli bo'ladi.

Haqiqatdan ham,

Bundan, | /W l< 4 |^ ( x ) |.
Demak, (1) shart C =4 bo'lganda bajariladi. Shunday qilib, 

/(x ) = x 3̂ + cos-j funksiya g(x)=x^ funksiyaga nisbatan x-*0 
da chcgaralangan bo'ladi. . •

Ikkinchi tomondan, ~  ̂ < i v at n
3 + COS-

Bundan, 1 g (x ) |< |/(x )I . Bu holda (1) shart C=1 bo'lganda 
bajariladi.

Demak, 7.14-ta’rifga ko'ra x-*0 da x  ̂ 3̂ + cos-ij>—<x \
Bu misoldan ko'rinadiki, 7.7-tcorcma bcrilgan funksiyalarning 

X-♦ a da bir xil tartibli bo'lishi uchun yctarli shart bo'lib, zaruriy 
shart bo‘la olmas ckan.

4) (X) formulaga asosan: lim = In 3 0.
x-o sin X

Demak, 7.7-tcorcmaga binoan, x-*0 da 3“"*-!> “-<sinx 
bo’ladi.

7.15-ta’rif. Agar biror UJa) atrofda aniqlangan /(x) va g{x) 
cheksiz kichik funksiyalar uchun

f ix )  = <p(x)g{x)



„„glik 0‘rinli Ьо'1Ш, bunda UmK;t) = 0 bp'b, u holda ,r Vp
f(x) funksiya g(jf) funksiyaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik 
funksiya dcyUadi va u

/(x )  = o(g(x))

kabi bclgilanadi.

Xususiy holda, g{x) = 1 bo'lsa, x -  a da /(x) = o(l) ifoda /(x) 
funksiyaning cheksiz kichik funksiya ekanligini angiatadi (x-* a
d a /(x )-* 0 ).

Xuddi yuqoridagidek, /(x )  = o(g{x)) simvolik ifodaning mazmuni 
x-*a-0 , x -* a ^ 0 ,  x-»oo, x-*+oo, x-*-oo da ham saqlanadi.

7.8-teorema. x  -* a da /(x) funksiya g(x) cheksiz kichik funksi
yaga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik funksiya bo'lishi uchun, 
'ixEU^ia) uchun g(x)?iO bo'lib,

lim / ( x ) _
x-o «(x) = a

tenglik о 'rinli bo 'lishi zarur va yetarli.
7,33-misol. Quyidagi tasdiqlarning qaysi birlari to’g'ri, qaysi bir- 

lari noto‘g‘ri ekanligini isbotlang:
1) l- c o s x  = o(x), x-*0; . 2) 1 + -*̂ ”
3) x = o(sin^x), X-+0; 4) x^2)(x) = o(x2)(x)), x-*0. (D{x)— 

Dirbde funksiyasi) ^
/ . x'' sm-r

Y e c h ilish i. 1) lim X
2 j

=  0
. iX

. xsm X V . X
T..0 X x-0 i . i  * 4Г-0 4

bo'lgani uchun, 7.8-tcoremaga asosan l-co sx  = o(x) tasdiq o'rmli
bo'ladi.

2) l i m i i l ^  = Umx'(l + x ') = 0. Demak, tasdiq to'g'ri.
*-*0 x-O

X̂
3) Bu holda tasdiq noto'g'ri.
'f) bu holda g(x) = xJXx) funksiya .v-*0 da noiga teng. 

»?„*■(*) = X funksiya m'avjudki, = о nnh
^ *b, limy3(x) = 0 bo'ladi.

X-.0



7.16-ta’rif. Agar biror l/Да) atrofda aniqlangan /(л) 
furdcsiyalar uchuti

va g(x)

/(x )  = <p{x)g{x)

tcnglik o'rinli bo'lib, ^< p(x) = l bo'lsa, x ^ a  d a /(x )  va g(x)
funksiyalar o'zaro ekvivaleni funksiyalar deb ataladi va x -* a da 
f{x)~g{x) deb bclgilanadi.

7 . 6 - t e o r e r a a .  x -* a da f(x )  va g(x) funksiya lar U^{a)da 
(g(x)?iO, / ( x ) 7t 0) o'zaro ekvivalent bo'lishi uchun

Ш пД 4 = шп 4 ^4 = 1x-fl «(X) x-fl /(X)

bo'lishi zarur va yetarli.
Odaida, ckvivalentlik tushunchasi/(x) va g{x) funksiyalar cheksiz 

kichik va cheksiz katta bo'lgan hollarda ishlatiladi.
Funksiyalarning ekvivalentligi tushunchasi quyidagi sodda xossa- 

larga ega:
1*. x-*fl da /(x )~ /(x ) .
2*. Agar fix )~ g{x)  bo‘lsa, g W ~ /(x )  ham bo‘ladi.
3*„ x -* a  da f{x)~g{x) va g{x)~h{x) b o 'lsa , u holda 

/(x)~/i(x) boiadi.
4*. Agar fix )~ g{x)  bo'lsa, u holda /(x )  = 0(g(x)) bo'ladi.
5*. Agar /(x )~ g (x ) va h{x)~S{x) bo'lsa, f(x)h{x)~  g(x)S{x) 

bo'ladi.
6*. Agar ] ^ / ( х )  = :̂;йО bo'lsa, f{ x )~ k  bo'ladi.
Bu xossalar^an quyidagi munosabat kelib chiqadi: agar f i x )  ~ g(x) 

bo'lsa, u holda

/W -g(>.') = o(g(x)) yoki /(x ) = g(x) + o(g(x))

o'rinli bo'ladi. Agar/(x) funksiya (*) ko'rinishda tasvirlangan bo'lsa 
u holda g(x) funksiya x a  da /(x) ning bosh qismi deb ataladi 

Funksiyalarning limitini hisoblashda quyidagi x ** 0 da ckvivalen 
funksiyalar ko'proq ishlatiladi.



,v~sLn x~tg.v~arcsin x~arctg x~ln(l+ — 1. (XVII^

7.34-misol. Quyidagi/(x) va g(x) funksiyalar juftining qaysi bir-
lari ekvivalent:

1) / ( x) = \/2x + 7 x + Vx ; a) g(x) = x \  x -+ 0 , 
b) g{x) = yj2x, X - + 00;

2) /(x ) = l - c o s ( l - c o s ^ ) ,  g(x) = ^x‘\  X-*oo;

3) /(X) = X ^-X ^-X  + 1, g(x) = X^-X, a) X-1, b) X-+oo;

4 )  =

,, 4 Jlx+ylx+y/x x'/*V2xi+Vv^^ ,Yechilishi. 1) a) l im ------ —---- = lim -------------------- 1.
'  x -0+0 -------- vir- 0+0 yl/*

Dcmak, x-»0 + 0 da ^2x + Vx + >/x~x**̂  .
1 I

U _ A  = i.
r ~ ~ 7 =  2+ -

J  2x + yjx +  -Jx \  \  Xb) lim -------------= lim ------ p
>/2xi

7.9-tcorcmaga asosan, x -* + “  da ^2x + yjx + yfx ~>^Vx. 
2) A) tasdiqni hamda

l- c o s ^  = 2sin^ l - c o s |2 sin  ̂^ )  = 2sin |sin

formulalarni e’tiborga olgaiida,

_ l-cos(l-cosl) . f s ]lim---- r----- ii = lim ---- —■— 1x-»« 1 -4
8

siu 2x \ 2x

= 1

^ga bo'lamiz. 
D

ckan.
Demak, bcrilgan funksiyalar x-* + » da ekvivalent bo lar

■П.

(x-i)(^-l) ^ n
x ^ -x ^ -x + 1  x ^ ( x - l ) - u  Л  s; l im -  ‘i*)' ,7 ~^'
----- ’------- = — x(?-i) *■**  ̂ '3) a) lim ГЛ11 = lim»-l ?^Tx x-1 x(x‘ - l )



Dcmak, lim
x^-x^-x+l- j ——  = 0 1 ba'lgani uchun, bcrUgan funksi-

yalar o‘zaro ckvivalent emas, ya’ni ekvivalcntlik shartini qanoat- 
lantirmaydi.
* r  x^-x^-x + l 1- x - l _ ,b) lim----- ;-------= lim —-  = 1.

Д-» ^

Bu holda bcrilgan funksiyalar x-*oo da ckvivalent bo'lar 
ckan.

Shunday qiiib, x -* 1 da va funksiyalar ckvivalent emas.

, X -♦ 1 da bir xil tartibli funksiyalar bo'ladi.
- 1

. .  (2x + l)x 2 _ ,b) lim i = lim — ^  = т 1- 
3{x^+2) 3 +6  3

x^
Bu holda ham bcrilgan funksiyalar ekvivalcnt emas. 7.7-tcorcmaga 

ko'ra ular x -* w da bir xil tartibli funksiyalar bo'ladi.
Ikkita funksiya nisbatining limitini topishda quyidagi teorema 

muhim rol o'ynaydi. ' ^
, 7.10-teorema. X-* a da /(x )~ /i(x ) va g(x)~gj(x) bo'lib, 

quyidagi

l i m ^  
jt-fl «l(x)

limit mavjud bo‘Isa, и holda l im ^ ^  limit ham mavjud bo'ladi vasw

x -n  «(X ) XH.0 g l(X )

tenglik o'rinli bo'ladi.
7.34-misol. Ushbu limitni hisoblang:

lim sin  ̂2x + arcsin^ x + 2 arcig x^
7x̂



Y e c h ilis h i. x-^Q da sin2x~2x, arcsmx~x, arctg,x̂ ~.x̂  bo'lgani 
uchun (*) formulani c’tiborga olsak, u holda,

sin2x = 2x+a(2x), arcsinx = x+o(x), arctgx  ̂= x^+o(x^).

Shunday qiiib,

sin^2x+arcsin^x+2arc(gx^ _  
x-0 ! 7?

4x4o(4x^) + x^+o(x^)+2x4o(x^)= lim-----------------zr^---------------- =7x̂
o(4x^) o(x^) o(x^)

= lim ^  .~7~ ^ = 1 .

Misolni MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> limit(((sin(2*x))''2+
(arcsin(x))''2 + 2*arctan(x''2))/(7*x''2), x = 0);
1
7.9. Funksiyaning yuqori va quyi limiti./(x) funksiya X (X c R )  

to'plamda aniqlangan bo'lib, a nuqta X  to'plamning limit nuqta- 
si bo'lsin.

7.17-ta’rif. Agar X  to'plamning clcmcntlaridan tuzilgan va 
x„-*a da shunday {x„} л = 1,2,...) ketma-kctlik mavjud
bo'lib, l im /(x J  = A bo'Isa, b son/(x) funksiyaning x ^ a  dagi
qismiy limiti deb ataladi.

Cheksiz va bir .tomonli qismiy limitlar ham xuddi shunday 
ta’riflanadi.

Funksiyaning qismiy limitlari icliida har doim eng kattasi va eng 
kichigi topiladi. Ular mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi li
miti deb ataladi va П т/(х), lim/(-Y) kabi belgilanadi.

bm/(x) = lim y*(x) tcnglikning bajarilishi funksiyaning limitga 
®ia bo'lishi uchun zaruriy va yetarli shart bo lib hisoblanadi.

^•35-misol. Ushbu

/(x )  = s in 4 + 7 "^ ‘=‘4



funksiyaning x-* 0 da yuqori ya quyi lim iiini toping. 
Yechilishi. x = x „ = - ^  (n = l,2 ,„ .) qiymatda

inf jsin  ̂ = 0, lim ̂  arctg ̂  =  inf { i  arctgi-1  = - 1I ^ X„ ° x j

bo'lgani uchun

Um / (x )  = Um sin̂  -  + -  arctg -  ] = I-O X-O L X я ° X J

= ^  ̂ sin^ ^  arctg(-«jT)j =  -1 .

Xuddi shunday, x = x, = - я(1+2 п) (л = 1,2,...) bo‘lganda

sup Isin^ -1 = 1, lim -  arctg — = sup arctg M   ̂l xj x-0  Я x„ 1Я x j

bo’lgani uchun:

lim/ (x) = lim [sin^ -  arctg -̂ 1 =д**я x-*a L X Л XJ
£ < l ^ j = l  + l = 2.= lim [sin  ̂ + -  arctg

Mustaqil yechish uchun niisol va masalalar

6 ning qanday qiymatlarida 0 < lx  —Xol<<5 ekanligidan 
l/(x ) -b l< E  tcngsizlikning 0‘rinliligi kclib chiqadi?

7.1. /(x ) = 3x-2; Xo = 1 ; >̂ = 1 ; £ = 0 , 0 0 1 .
7.2. /(x) = x^; .\„= 2 ; b == 4; c = 0 , 0 0 1 .
7.3. /(x) == yfx; .\'о = а; b = Vo; e = 0 , 0 1 .
7.4. /(x) == 3x^-2; .Xo= 2 ; b = 1 0 ; £ = 0 , 0 1 .

7,5. /(x) =_ x^-4x + 3 . 
x^-2x-3* ■Xo == 3; b = i ;  £ = 0 , 0 1 .

7.6. /(X):= signx; .Xj = 0 ; b = l ] , e = l,5.
7.7. f i x ) = sin x; Xq =

2 ’ b =  \ ; £ = 0 , 0 1 .



7.8.

7.9.
7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

7.14.

7.15.

7.16. 

7.18.

7.20.

7.23.

7.26.

7.28.
7.30:

7.32.

7.34.
7.36.

-2 ;  6 = e = o,l.

/ ( x )=  2(x+i)' 0̂ = 3; A = e = 0,01.
/ ( x ) = |l - 3 x |;  Xo=2; b = 5\ £ = 0,01.
X -* Xo da /(x) funksiyaning chcksiz katta ekanligi ma’lum. 
I f{x )  |> E  tengsizlik о rinli bo'lishi uchun x qanday bo'lishi 
lozim:
/(x )  = ^ : , X o  = 0; ^: = 10^

/(x )  = ^ ;  X„=4; £  = 1000.

0̂ = 0; £  = 1000.

/(x )  = 3^ ;  X o = 2 ;£  = 100.

/(x )  = lgx; Xo = +oo; £  = 100.

Funksiya limitining Geyne ta'rifidan foydalanib, quyidagi 
limitlarni toping:

2x+l 7.17. limXcos-.X..0 Xlim-j—5x + 3

limx^ s in - . 7.19. limxarcctg-.
x - * 0  X х - * й  X

Funksiya limitining Geync ta’rifidan foydalanib, quyidagi 
limitlarning mavjud cmasligini isbotlang:
lim sin— 7.21. lim cos .x. 7.22. Urn cos-.x-2 X-2 * Х-И. »-o X

Umsinx. 7.24. limarcctgi. 7 .25 . Uimign (sin i ) .
Quyidagi munosabatlarni ta'rif yordamida-yozing va tegishli 
misollar kcltiring.
Um /(x )  = b.

Um /(x )  = 6.
x - » o +0
J im /(x )  = A.

^  /(x )  = oo. 

lim /(,x) = +oo.

Um /(x)=-oo.А-Я-0

7.27.

7-29. =
7.31. /(''■) =

7.33. Um/(x) = - f “- 
7 .3 5 . ^Um^/(x) = -» -  

7 .3 7 , lim^/(x) = -t-oo- 
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7.38. lim /(x ) = oo.
x-»o+0

7.39. lim / ( x )  = -oo.x—o+O
7.40. lim /(.x) = +«.x—e+O

7.41. lim /(x )  = 00.

7.42. lim /(x) = -oo. 7.43. lim /(x ) = +oo.

7.44. lim /(x )  = 00. 7.45. lim /(x )  = — oo.

7.46. lim /(x ) = -foo. 7.47. Im  f i x )  = 00.

7.48. lim / W  = - » . 7.49. lim /(x )  = +oo.
x-*+»

7.50. Ushbu lim /(x ) = 3, limg(x) = -2 , ИтЛ(х)
bcrilganda quyidagi mavjud limitlarni hisoblang; agar li
mit mavjud bo'lmasa, nima uchvm mavjud cmasligini izoh- 
lang;
1) lim l/(x)-g(x)l; 2) Um[/(x)l^ 3)

5) I b n ^ ;  6) lim[/(x)-/z(x)l;.4) l im M ;
’ X-C g(x)

7) lim-
X-.C Kx)

«W .  0 4  18) lim-x-c /(x)-A (x) ’ x - e / ( x ) - « ( x ) '

7.51. Ushbu lim /(x) = 5, limg(x) = 0, lim/i(x) = —5 lim itlar

bcrilganda quyidagi limitlarni hisoblang; agar limit mavjud 
bo'lmasa, nima uchun mavjud cmasligini izohlang;
1) В Д /(х)-ЗЛ (х)1; 2) 3)

Quyidagi limitlarni hisoblang;
7.52. lim 2.

7.54. I im 5 |x -2 I,
X— J '

7.57. l i m i .
x-o x^ + 5

7.60. limx-̂ 2 X■̂2
1-i

7.63. lim—f.
l 4/

7.53. lim (x^+2x—5).
X-—2

7.55.

7.58. lim r(2 --V/-0 \ II

7.56.

7.59. lim
x^-27

7.61. lim 4 i - i
x-4 X -4

t +  —
7.64. lim— Г. /-0

x-3 x -3

7.62.

7.66. 7.67. l i m ( i + ^ ) .



7.68.

7.70.

7.71.

7.72.

7.73.

7.75.
7.76.
7.77.

7.78.

7.80.

7.81.

7.82.

7.83.

7.84.

7.86.

/(x )  = x ^ -3 x  funksiya bcrilganda quyidagi limitlarni 
hisoblang;
1)  2)

'  X..3 X-3 ’  *..1 x -1  •

T im /W ; / W  =

lim /(x ); /(x )  =x-»0

lim /(x ); /(x )  =

x% x<0,
1 + x, x>0.
3, x-ratsional bo'lganda, 
-3 , x-irratsional bo'lganda. 
3x, X < 1, 
x + 2, x ^ l . 7.74. lim- И -Л

x - l

Misollarda nisbatni tuzing va ^  limit
mavjud yoki mavjud cmasligini aniqlab, agar mavjud bo'lsa, 
(c, / ( 5)) nuqtada /(x) funksiya grafigiga o'tkazilgan urinma 
tcnglamasini tuzing.
/(x) = x ,̂ c = 2.
/(x )= l-2 x -b x 2 , c = - l .
/(x )  = Vx, c = l.
Quyida bcrilgan funksiyalarning bir tomonli limitlarini to
ping:

/(x )  = 2 ^ ,  x - l ± 0 .  7.79. = x - 2 ± 0 .

/ W  = x^-1
lx - l |* 1±0.

/ ( x) = :/IE £ H ^ , x - 0 ± 0 .

/(x )  = x E p I i ,  x-*0±0. 

/(x )  = cos —, X -»• 0 ± 0.

/ w = 1 x - 0 ± 0 .  7.85. / W  = —T “ ’

/ w = 3x + 1, X 5 1, X -* 1 i  0- 
-2x-f3 , x > l ;



7.87. = х - 0 ± 0
|4х^ -  3’

fx + 1, 0 < х < 1 , , „
7,88. / М  = |з^^2_

/ ( х )  =  ! 2 ^ .  х - 0 ± 0 .7.89.
7.90. = sign(cos х), X ^  ± 0.

7.91. - /(х )  = ^ ^ ,  а) Х - - 1  + 0, Ь) х - * - 1 - 0 .

7.92. = а) х-*0 + 0, Ь) х -» 0 -0 .

7.93. /(х ) = х + [х^1, а) х-*10 + 0, Ь) х -» 1 0 -0 .

7.94. / ( x) = ^ y| ^ ,  а) х - 1  + 0, Ь) х -* 1 -0 .

7.95. ’ а) х-*1 + 0, Ь) х -> 1 -0 .

7.96. /(х )  = З х - л/9х̂  -  6х + 8, а) х-» + оо, Ь) х

7.97. /(х )  = Vx  ̂+6х + 3->/х^ +3х + 3 а) х-*+оо, Ь) х - * - “-

7.98. /(x )  = x - j i1х* + 2х* 
х̂ +1 ’

Х-* -00.

7.99. /(x ) = ctgx, а) х-*0 + 0, Ь) х -* 0 -0 .
7.100. Я х) = — ^ ,  а) х - 2  + 0, Ь) х - 2 - 0 .

7.101. lim -j

X+4J-'
Quyidagi limitlarni hisoblang: 

ax'-16
x->4 x^+x-20 

..1

7 x 4 4 x -3

7.103. x '-2 x -3 5
«—s 2x^+llx + 5

7.105.
*—« 3x'+25x + 8

7.107.
*-7 x^-9x + 14 

2x^-17x + 35

7.104.
3x^+x

7.109. lim
x-i x '-x -2 0

*.► 0 4x^-5x + l 
_ I- 2x^-3x + l

-2x^-3x-9
7.108.

3x  ̂+ x -2
7.110. , ^ , з.хЧДх-; т-



7.111-'

7.113.

7.115.

7.117.

7.119.

7.121.

7.123.

7.125.

7.127.

7.129.

7.131.

7.133.

-7.135,

7.137.

7.139.

7.141.

7.143.

7.145.

5а-^-4х̂  + 3
Х-.С. 4х^+2х  ̂+ х '

-х^ + Ъх + 1
liin-r-j------г -х-»« Зл'^+х + 5

гх*-2х^-1 
ЗхЧЗх-ь5 ■

lim

lim

3x + 14x^
I+2X + 7?’’
ЗхЧЗхЧз 
15-ь2х-2х“ ■
7х^-ь5х-ь9

lim 4 х Ч 7 х -1 0
X—  2х’ -Зхн-7

2х^-ьЗхЧзlim —ч-------- .
X—  Зх^-4х-И

lim
х-О

3-Jx^+9
5х^

J 5  +  X - 2  lim 7 — .
*•̂ 1 з/8-х-З

X—4 х^-ь2х-8

*-® yjx̂  + l -1 
l i m - - - ■

lim
/2Х + 3-3 

lim
^5 х + 5 -5

lim
х-О

I-cos5x 
■ 4х̂  *
sin 7х+sill Зхlim х-«о X cos 2х

lim
х-О

cos^x-cos^2x

7.112.

7.114.

7.116.

7.118.

7.120.

7.122.

7.124.

7.126.

7.128.

7.130.

7.132.

7.134.

7.136.

7.138.

7.140.

7.142.

7.144.

7.146.

limZx^2A44x 
х-« 2х^-ь9

i ;^  5-4х^-Зх^
X— хЧбх^-ьЗ ■

lim 18х^-|-7х
X— J4-3x-9x^ ■
l i m - ^ t V / x »
X— 6х-ь4х -2х

14х̂ -1-7 
lim i-T T - X— 3-7х

Зх*+2х+4шп —т—---- .X—» 8х®-5х-ьЗ
5х“-2 х Ч з

iiS.2x'*5x-7
. J ^ - 3

*’ 1» з/х + 6 -4
х^-Зх-10  1ш1-7==—= = .

ylU+i-3 lim- Т- — . 
х-2 Х®-ь8

2x^-2lim ^— .
х-1 yjS +  X - 3

yl7~x~yl7+x 
Х-О Зх

г *-8lim -7==— .
х-2 у[4х +  1 - 3  

cosx-cos^xlim----—J----- .
д-0 Зх^

sin4x-siu2x  
Зх ■

1-s iu x

lim
х-О

lim
, * /л

M l - ’



7.147. Iim4

7.149. Iimsin3xclg2x.
i -O

•Ч л е - г  r _  arcsinSx7.151. lim—r-T— .X..0 sm Sx

7.153. Umr:i2i£^
x - 0  COS X -C O S X 

-4 x
7.155. x— \x+10/

7.157.

7.159.

7.161., x...-»\4x+l/

7.163.

7 . 1 6 5 .
X-.', \2 -1 0 x / ■

7.167. lixnfiiiiV*  X—« y n x + g /
\x+l

7.148.

7.150.

7.152.

7.154.

7.156.

7.158.

7.160.

7.162.

7.164.

7.166.

7.168.

X-.0 l-c o s2 x

,• arcsin^3x шПт;— г—. x-»o 2xsm5x
tg2x-siu  2xlim

x -o

sin^ 3xlim -----<— ,
x -o  a r c Ig 'S x

\5 x

S lfe )  

Isliri)” -

1 Т . Ш Г -

, ы ш  ■
Birinclii ajoyib limitga doir misollarni yeching:

7.170. lim^iHi^f
X-O X

7.173. U m ^ .
x-o  SIDbx

7.171.

7.174.

l i m ^
x-o SIOOX 

Ig8x

_  l - c o s 4 x7.172. lim ——I----
x -o  2x^

s in x - s in f l

7.176. Um *“ *■*“ "
X-O X—a 7.177. lim

X-O

7.178. l im
7.179. lim* x-o

7.180. ^l+smx-j/l-sinx
x-o X 7.181. limx-o

7.175. limx-*0 3X x—e X —о

l - c o s ^ x

3x

2x̂



5х
7.182. 7 .Ш . l i m ^ .  7.184. Ш п ^

. / 1 /  \  «‘ioSx sinx'*
7.185. l im x (5 ^ -l)-  7.186. lim

х-<» x-ox-o In(l-2x)

7.187. l i m ^ ^ .  7.188.x-o siu X ‘

7.189. lim (4* -  4*+*).

7.191. lim(siii x)'*’' •

7.193. lim f-^^V ^F . ^ \хл + 1/
.sli3x_.shx

7.195. lim^— ^ —x-o thx

7.190. lim(l + 5x^)“  *. 

7.192. Um(ln(e + x))''*'.

-  . 1- ch2x-l7.194. lim ..„ ■ ■ , .x-o COSX-1

7.196. lim(x^-lnchx^).

<7* V  \ ‘ '
7.197. lim ^v~°;,- (a > 0 ). 7.198. l im f ^ l t^ r  (a>0, b>0).

x-o < r -x  x-o \ 2 /

 ̂ / 2 \*̂ 7.200. lim (l-sinx )^ .
X-O

7.201. Iim f4^1^^1  .
X -a  X̂ +3x + 5)

7.202.
1

lim x'**"* •

7.203. lim(x + >/x^+l)i^. 7.204.

7.205. Um(tgx)'*^\ 7.206. lim (tgx)'“ * .
x - y - 0

1
7.207. lim(cosx)'"'»*. 7.208. Цд, Y3U.X4-1 .

X --0
/ q\"’

7.209. l im ^ l-2 x .x-o 7.210. lim I ctos -  .0— \ Л /

7.211. l im f /^ '« M ^ -  
x-0\l + S‘“^/

7.212. u s [ t s ( r - x ) r

7.213. lim‘‘k ^ ^  .x-o lu(x‘'’ + x + l)
7.214.

.. lu(cosex) 
x-o bi(cosAx)
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7.215. limCx + e’')''x-»0 7.216.
x -*a  x  — a

7.218. "*>Ух) (x > 0) •

7.219. lim |£!±^±£!j"(a> 0, ir>0, o O ) .

7.221. a) l i m l 5 ^ .  b) lim
ln(l+2*) x-H-ln(l + 2 ')

7.222. lim (l-A :)log,2. 7.223.

7.224. l i m J 5 l 4 i 4 .  x-.v-ln(x +e )
7.225. IsboUang;

a) lim^^ = 0 ( д > 1, л > 0). b) = 0 ( a > l ,  e > 0)-
Х-.+» a  x -^»  X

x<-2x + l _____  1- x““ -l01x  + 1007.226. lim-y
x-i x*-2x + l ' 7.227. lim1 x^-2x + l

7.228. +
XM x - l )

7.229. l i m ( ^ — (m ,n e N ) .X-l Vl-X*̂  7 1-x"/ ’ '

7.230. Iim (4d i£± i + _ _ ^ z l_ )  
x-i ^^x^-5x+4 3 ir-9x  + 6j

7.231. l im ^ ~  (n ,m E N ).

Quyidagi funksiyalarning qaysi biri chcksiz kichik bo'ladi.

7.232. = x-*3. '



7.233.

7.234.

7.235.

7.236.

7.237.

7.238.

7.239.

7.240.

7.241.

7.242.

7.243. 
7.245.

7.247.

7.248.

7.249. 

7.251. 

7.253. 

7.255.

7.257.

Ю ^■*+00; b) X

У(^) 4 ~ x j  a)x"*+oOj b) X"* — c

/(x )  = sm ln (x^+ l)-sink (x^-l), x - * m.

. l->/cosx .f{x )  = --------pr, X -+0.1-cos\/x  ’

/ (x )= - ■, X -* 0.
^Г+7- i

Quyidagi funksiyalardan qaysi biri chcksiz katta bo'ladi? 
f ,  4 4x^-8x + 4 ,

/(x )  = x(Vx^ + l - x ) ,  a)x-*+oo, b) X-*-eo.

-■«-*+'9. b)X --oo.

/(x )  = ( l - x ) ‘̂  , a) x-*+0, b) x-*-0.
Quyidagi tasdiqlardan qaysilari x-* + oo da to'g'ri ckanligini 
ko'rsating:
20x^+xsinx = 0(x^). 7.244. x̂  = O(20x^+xsin x).
e*+x* =0(e*). 7.246.в*=0(е''+^Ъ-

Vx  ̂+3x + l - | x |  = o ( i ) .

i  = 0 (V x ^3 x  + i - |x |) .  

nrctgx
Tk?" = 0 (7 )- 7.250. =

7.252. lnx = o(x‘), £>0.

(x+l)^ =o(x*), Х -.+». 7.254. p  = o[-J. x-* +

shx=0(e*), x-*+«. 

( x ^ - | ) ‘''= 0 ( x ) ,  X-'+oo.

7.256. x^=0(e*), x-*+<



7.258. х + о(х') = 0 (х) ckanligini isbotlang.
7.259. {0(x)}̂  =0(x .̂) = o(x̂ ) ckanligini isbotlang.
7.260. 0{f)0{^) = 0{ip\p) 1.26l..O{<p)o{y,) = o{,p\p)
7.262. 0 { f  + rl>) = 0(\ip\ + \ t̂>\). 7 .263. cos{0(x~‘)} = 0 (1). •

7 .25 4 . 0 ^ ( / ) )  = o ( /) .  7.265. 0 ( 0 ( / ) )  = 0 ( /) .

7.266. о (0 (/) )  = о(Л-
x -*0 + 0 da quyidagi tcngliklarni isbotlang: 6

7.267. 4x^-x^ =0(x^). 7 .268. x s i n ^  = 0(xS).

7.269. x s m i  = 0 ( lx |) . 7.270. ln x  = o |^ j ,  e>0.

7.271. cosxsh^ x = o(x). . 7.272. tg^xsin-^ = o(x).

7.273. з = ° Ш ->/xl|lx-lKx-2)^ •

/ = Um/(x) va L = lim /(x ) ni toping.
x-O

7.275. / (x )  = s i n ' i  + ̂ arctg-.7.274. /(x )  = ‘̂” *^

7.276. /(x ) = (3 -x ^ )c o s i. • 7.277. / (x )  = ^ a rc c tg i.

7.278. /(x)'=  J j^  + i - 1 .
• J- \  x ' X X

/ = lim /(x) va L = lim /(x ) ni toping.

7.279. /(x ) = cosx. 7.280. /(x )  = (x^+2)cos“ x.

7.281. /(x )  = ^  cos^ X + arctg x;

7.282. f ix )  = + X +1 - ^/4x^ -  X + 1)(1 + cos2x);
»

7.283. f(x )  = (1ч-sin  ̂ *,

Quyidagi funksiyalarning qaysi biri chcksiz kichik?
7.284. =

х-’- г х Ч х  ’

7.285. /(x ) = •\/4x̂  +7 — 2x,' a) x-*+oo, b) x-* —®°'

7.286. /(x )= * .« i^  a^x'-v+oo b )x -*-«>.



7 . 2 8 7 .

7 . 2 8 8 .

/ ( Х )  =  s in  ln (x ^  + 1 )  -  §in ln (x ^  - 1 )  ДГ ■- 00.

f / ^ \ -  ln(x^-x + l)J \x )  -  f -----X-*+00.
ln(x +X + 1)

Quyidagi funksiyalarning qaysi birlari cheksiz katta?

7.289. / ( x )  = 1
x^-6x + 9x ? :Т 7 ;з "  ' ‘ ■*3.

7.290. / ( x )  = x{yl4x^+7-- 2x); a) x-*+oo, b) x->-
7.291. / ( x )  = sin ДГ x -* 0.

I j l- c o s lx
7.292. / ( x )  = sh2x - c h 2x; a) Х -»+ 0O, b) x -* -o o .

7.293. /(x )  = ( g ^ ) ' ;  a) X - + 00, b) X - - 00.

/ (x )  = (l-x)'^*^; a)x-*+0, b) x-*-0.
x+3

/(x )  = 4*-2; a) x-*2 + 0, b) x V 2 -0 .

/(x )  = e a) x-*+0, b) x-»-0.
a  va ^  laming qanday qiymatlarida /(x) funksiya chcksiz 
kichik bo'ladi?

7 .2 9 7 . =

/(x )  =  V4x  ̂+ X  +  1 - C X - /3 ;  a) x-*+», b) x-*-eo.

7 .2 9 4 ‘.

7 .2 9 5 .

7 .2 9 6 .

7 .2 9 8 .

7 .2 9 9 . /(x )  = x  ̂arctgx^ - ax^ - /3; a) x-* + w, b) x-*-<

Mustaqil yechish uchun berilgan misol va masalalarning 
, javoblari

7 . 1 .  =  7 . 2 .  <5̂ ^ / 4 : Ш - 2  =  0 , 0 0 0 2 5 .  7 . 3 .  <5 =

= min(fl;0,0l7^). 7.4. d = ^avjud cmas.

7 . ' 7 .  <5 S y - a r c s i n O , 9 2  =  0 , 1 4  .  7 . 8 .  d < 2 - > / 3 .  7 . 9 .  ^ - 13 .

7.10. i s i . j . i i .  ( -e io M o ;
7.13. ( t a S ; 0 ) u ( 0 ; l n S ) .  7.14. ( S ; 2 ) u ( 2 ; ^ ) .  7Л5. (0;



10-100)U(10100; 7 16̂  7,17, 0. 7.18. 0. 7.19. 0. 7.50. l) s

2) 9. 3) 4) 0. 5) mavjud cmas, chunki maxrajning limiti nol-

ga tcng. 6) 0. 7) - y  8) 7.51. 1) 25. 2) mavjud cmas, chunki
maxraj nolga aylanadi. 3) 25. 4) mavjud cmas, maxrajning limiu 
nolga aylanadi. 5) 27. 7.52. 2 . 7.53. - 5 .  7.54. 25. 7.55. Mav-jud

cmas. 7.56. 7.57. 0. 7.58. - 3 .  7.59. 27. 7.60. 0. 7.61.

7.62. Mavjud cmas. 7.63. - 1 . 7.64. . 7.65. 5 . 7.66. Mavjud

cmas. 7.67. 3. 7.68. - 1̂ .  7.69. Mavjud cmas. 7.70. 1) 3, 2) Mavjud 

cmas. 7.71. Mavjud cmas. 7.72. Mavjud cmas. 7.73. 4. 7.74.

7.75. 4; >» = 4 x - 4 .  7.76. -4 ; >' = - 4 x .  7 .77. = +
7.78. /(1 -  0) =  0 , /(1 +  0) =  +  00. 7 .79. /( 0  -  0) =  -  00, / ( 0  +  0) =  +  « . 

7.80./(1 -0 ) = - 2 , / ( l  + 0) = 2 .7 .8 1 ./(0 -0 )  = -V 2 , /( 0  + 0) = >/2.
7.82. /(1 -0 ) = j  , /(1 + 0) = - ^ .  7.83. Mavjud cmas. 7.84. / ( 0 -  
-0 ) = 1 . /(0  + 0) = 0.7.85. /(-oo) = 0, / ( + 00) = 1.7.86. / ( l - 0 )  = 4, 
/(1 + 0) = 1. 7.87. / ( 0 - 0 )  = 2, / (0  + 0) = - 3 .  7.88. / ( l - 0 )  = 2, 
/ ( l  + 0) = 5. 7.89. / ( 0 - 0 )  = - l  / (0  + 0) = l .  7.90. / ( у - 0 )  = 1> 
/ ( f +  o) = - l .  7.91. a) 00, b) 1. 7.92. a) 0, b) 1. 7.93. a) 1Ю, 
b) 109. 7.94. a) I, b) 0. 7.95. a) 2, b) 3. 7.96. a) 1, b) «•
7.97. a) b ) - i .  7.98. - 1 . 7 .99. a ) + 00, b) - 00. 7.100. a) 1, 
b) 0, 7.101. 1 .7.102. 10. 7.103. | . 7.104. 0. 7.105. ^  . 7.106. -0,5.

7.107. 5. 7.108. 7.109. 3 . 7.110. 2,5. 7.111. 1,25. 7.112. 3,5

7.113. - y  7.114. -3 . 7.115. 1. 7.116. -2 . 7.117. 2. 7.118. -0,5

7.119. -2 ,5 . 7.120. - 2 .  7.121. 0. 7.122. - « .  7.123. 0. 7.124. » 

7.125. - 00. 7.126. 3 .7 .127. ^  . 7.128. - 3 .7 .129. • 7.130. 3
7.132. 14. 7.133. 7.134. 7.135. -J"

7.136. 24. 7.137. , 7.138. ^  . 7.139. 2. 7.140. 18. 7.141. 3,125
_ , „  l 1 ____ «
7.142. 3 . 7.143. 10. 7.144. - 3 . 7.145. 3. 7.146. 3 - 7.147. 0



7.148. 16. 7.149. у  7.150. 0,9. 7.151. f .  7.152. 0. 7:i53. 3.

7.154. 7.155. 7.156. еЧ  7.157. J .  7.158. e**". 7.159.
7.160. еЧ  7.161. + “ . 7.162. + « . 7 . 163 , 0. 7.164, о. 7.16S. 0.

7.166. 0. 7.167. + “ .7.168. + “ . 7.169. e~i. 7.170. 20. 7.171. 
7.172. 4. 7.173. 3 .7.174. | .  7.175. cosa. 7.176. cosflsino = sm2fl.

7.177. r  7.178. -6 . 7.179. 7.180. | .  7.181. 7.182. f
7.183. 0. 7.184. 7.185. In5. 7.186. 2. 7.187. Inl25. 7.188. | .

1 i - e
7.189. In4. 7.190. Ч  7.191. 7.192. e '. 7.193. - •  7.194. -4.

yje
7.195. Inl6. 7.196. In2. 7.197. a^’ lna . 7.198. V ^ . 7.199. 1. 
7.200. 0. 7.201. ê . 7.202. e. 7.203. Ч  7.204. 1. 7.205. 7.206. 1.

L «i
7.207. e-K 7.208. eK 7.209. e~\ 7.210. e~  ̂ . 7.211. 1. 7.212. e~\ 

7.213. ( | ) \  7.214. 7.215. 7.216. 7.217.

7.218. Inx. 7.219. . 7.220. . 7.221. a) 0. b)

7.222. -In2. 7.223. | . 7.224. 3 . 7 .226 . j .  7.227. 5050. 7.228. 1. 

7.229. 7.230. 1. 7.231. j .  7.232. Ha. 7.233. a) ha; b) yo‘q.
7.234. a) ha; b) ha. 7.235. Ha. 7.236. Ha. 7.237. Yo‘q. 7.238. Ha. 
7.239. Ha. 7.240. b) chcksiz katta. 7.241. b) cheksiz katta. 
7.242. b) chcksiz katta. 7.274. / = 7 ; ^  = 7.275. /= -1 ;  L = 2.
7.276. / = - 3 ; £ = 3 . 7.277. / = 0; /  = +“ • 7.278. / = 3 ! L = +». 
7.279. / = - 1 ; i  = i 7.280.  ̂= 0; /  = +“ • 7.281. l =
7 .2 8 2 . / = - 1 ; j r _ |  7 .2 8 3 . / = 2 ;  I  =  e- 7 .2 8 4 . C h c k siz  k ic h ik .

7 .2 8 5 .  a )  c h c k s iz  k ic h ik ;  b )  c h c k s iz  k ic h ik  c m a s . 7 .2 8 6 .  a )  

c h c k s iz  k ic h ik ;  b )  c h e k s iz  k ic h ik  cm as. 7 .2 8 7 . C h c k s iz  k ic h ik  

7 .2 8 8 . c h e k s iz  k ic h ik  c m as . 7 .2 8 9 . C hck siz  k a tta . 7 .2 9 0 . 

C h ck siz  k a t t a  c m a s ;  b )  c h c k s iz  k a t ta .  7 .2 9 1 . C h c k s iz  k a t-  

em as. 7 .2 9 2 . a )  c h e k s iz  k a tta  cm as; b) ch ck s iz  k a tta . 7 .2 9 3 .



а) chcksiz katta emas; b) cheksiz katta.-7 .294. a) cheksiz’kat, 

ta cmas. b) chcksiz katta. 7.295. a) chcksiz katta; b) chcksiz kat-' 
ta cmas. 7.296. a) chcksiz katta; b) cheksiz katta cmas. 7.297. 
a = h  /3 = -3 . 7.298. a) a  = 2, b) a  =  - 2 ,  /3 = - i .  7 ,299^

a) a = ^ = - 1  b) a = f . ^ =  - 1 .



8-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

8.1. Uziuksiz funksiyaning ta’rin ari./(*) funksiya X{XcR) 
to'plamda aniqlangan bo lib, a X to'plamning limit nuqtasi va oG 
bo'lsin

8.1-ta rif. Agar x  -* a da f(x) funksiyaning limiti mavjud va u 
/(fl) ga teng, ya’ni

(8.1)

bo‘lsa, f{x)  funksiya a nuqtada uziuksiz dcyiladi.
fl = lim x ekanligini c'tiborga olgan holda (8.1) tenglikni quyi-

dagicha ham yozish mumkin: lim f{x) = /(limx).
Demak, funksiya a nuqtada uziuksiz bo'lsa, «lim* bclgisi bilan 

funksiyaning xarakteristikasi «/*ning o'rnini almashtirish mumkin.
8.2- ta’rlf (Geyne). Agar X  to'plamning elemcntlaridan tuzilgan 

va a ga intiluvchi har qanday {xj kctma-kctlik olinganda ham funk
siyaning unga mos qiymatlaridan tuzilgan {/(x )̂} kctma-kctlik ham- 
ma vaqt /(a )  ga intilsa, /(x) funksiya a nuqtada uziuksiz deyiladi.

8.3- ta’rif (Koshi). Agar istalgan e>0 son uchun shunday 6 = d(e, 
a) >0 son topilsaki, funksiya argumenti x ning |x -  o| < <5 tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida

tcngsizlik bajarilsa, /(x) funksiya a nuqtada uziuksiz dcyiladi.
8.4- ta’rif. Agar istalgan e > 0 son uchun shunday 3 > 0 son 

topilsaki, funksiya argumenti x ning barcha xG С̂ (я) qiymatlarida 
/(x) funksiyaning mos qiymatlari/(x)GC((/(fly)) bo'lsa,/(x) funksiya 
и nuqtada uziuksiz deyiladi (8.1-chizma).

Matcmatik bclgiiardan foydalanib, 8.2-, 8.3-, 8.4-ta riflarni, mos 
ravishda, quyidagi ko'rinishda yozish mumkin:

V{x„}: lim x„ = я -♦ t o  / ( x j  = /(^).
V e>0 3 5 > 0 : Vx :| x - a  |< d -* |/(^ ') - /(^ )  l< «>

. V o O  3 3 > 0 : ' i x e U i ( a ) - *  f{x)eU ,(,f{a)).



Bunda, x - a  ayirmaga argument orttirmasi, f{x ) ~ f{a) ayi
csa, funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi deyiladi. Ular mo?

- .....................................................da Дх va Ду yoki Д/(о) kabi bclgilanadi:

Ax = x - a ,  Ay = Af{a) = f { x ) - f { a ) .

Argument va funksiya orttirmasini quyidagi ko'rinishda ham 
yozish mumkin:

x = a + Ax, Af{a) = f{ a  + A x ) - f { a ) . ( 8.2)

Agar/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, (8.1) va (8.2) 
munosabatlardan Um Д/ = 0 kclib chiqadi. Bu csa funksiya uzluk-
sizligini quyidagicha ta’riflash ham mumkinligini ko'rsatadi.

8.5-ta’rif. Agar argumentning a nuqtadagi orttirmasi Дх nolga 
intilganda f{x) funksiyaning unga mos orttirmasi Д / ham nolga 
intilsa, ya’ni ЬтД/" = 0 bo'lsa, /(x ) funksiya a nuqtada uzluksiz
deyiladi (8.2-chizma).

У

pfT/ 1»<e . 0

,  У‘f(a ^b x)
f(a> .............. : / T ^

J. i
Г f(x) iAxi r

0 „ fl + Д* N

S, J-chiima. 8.2-chiima.

8.1-eslatma. Л'to'plam da/(x) funksiya aniqlangan
to'plamning limit nuqtasi bo'lmasa, ya’ni Hm f{x)  ̂
bo'lmasa, /(x) funksiyaning a nuqtada uziuksizligi haqida gap’ 
ning ma’nosi yo'q. .... a& X cs& ^

XCR  to’plamda /(x ) funksiya aniqlangan bo no, о 
to'plamning o'ng (chap) limit nuqtasi bo'lsin. o'ns

8.6.taTlI. Agar x Z  + й 0) d» / «  funb.yamng о ng
(chap) limili mavjud va u /(o ) ga teng, уа u



= + Л «  + о )= /(п )

= Л « - 0 )  = /(п))

bo IsS) fix ')  funksiya a nuqtada о ngdan (chapdan) uzluksiz 
deyiladi.

8.7- ta rif (Geyne). Agar X  to'plamning elementlari (nuqtalari) 
dan tuzilgan va har bir hadi x„>a (x„ <a) (л = 1,2,...) bo'lib, 
a ga intiluvchi har qanday {x,̂ } olinganda ham, unga mos kelgan 
{fix)} ketma-ketlik harama vaqt /(a) qiymatga intilsa, /(x) funk
siya a nuqtada o'ng (chap)dan uzluksiz deyiladi.

8.8- ta’rif (Koshi). Agar Ve>0 son oiinganda ham, shunday 
d > 0  son topilib, argument x ning a < x < a  + d (a -d< x< a)  
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi qiymatiarida |/ (x ) - /(o ) |< £  
tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya a nuqtada о ‘ng (chap) dan 
uzluksiz deyiladi,

Ma’iumki, funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflari o'zaro 
ckvivalcnt bo'igani singari, funksiyaning nuqtadagi uzluksizligining 
Geyne va Koshi ta’riflari ham o'zaro ekvivalent bo'ladi.

8.9- ta’rif. Agar fix )  funksiya XiXCR) to'plamning har bir nuqta- 
sida uzluksiz bo'lsa, fix )  funksiya X  to ‘plamda uzluksiz deyiladi.

8.10- la’rif. Agar fix )  funksiya (a; b) oraliqda uzluksiz boiib, 
x= a  nuqtada o'ngdan, x = i  nuqtada esa chapdan uzluksiz bo'lsa, 
fix )  funksiya [д; kesmada uzluksiz deyiiadi.

8.1- teorema./(x) funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun 
/(д  + 0 )= Д л —0) tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

8.1- misol. Ushbu funksiyaning berilgan a nuqtada uzluksiz ekan- 
liginl isbotlang:

1 ) Л а') =  (х ' - 5 ) \  д  =  2 ; .  2 ) / W  =  7 >  ^' =  >̂

X  cos .j;, X 0,
3) f ix )  = x = a, a > 0; 4) f ix )  = ’a = 0

0, X = 0,

5) f i x )  = x \ X  =  a.

Yechilishi. 1) birinchidan, x - 2  da /(x ) = (x  ̂- funksiya
ning limiti, chekli limitga ega bo'lgan funksiyalar ustidagi arifmctik 
amallarga asosan (I—II formulalarga q.), mavjud, ya m



ikkinchidan, bu funksiyaning x  =  2 nuqtadagi qiymati ham 
tcng 1 ga

D cm ak , b c r H g a n / ( x )  =  ( x ^ - 5 ) ^  f u n k s iy a ,  S . l - t a ’rifpa лс. 
fl =  2 n u q tad a  uz luksizd ir: . ^ ^°san

M  / ( X )  = M (x^ -5)5 = / (2 )  = -1 .

1) X -*  a  (a? iO ) d a  ( I I I )  fo rm u la d a n  fo y d a la n ib ,

= i  Ш пЛ = Лx-*o X a  x -*a  : r  ?

ckanligini topamiz, ya’ni 3 ̂  ̂  ^ , f(^x) = ^  funksiyaning x=о

dagi qiymati ham, f(a ) = -^  bo'lgani uchun, 8.1-ta’rifga asosan 
/(^ )  = ^  funksiya x = a da uzluksiz.

, funksiyaning x = a > 0  nuqtada uzluksizligini Koshi
boMsin S-3-ta’rif bo'yicha ko'rsatamiz; Ve>0 son bcrilgan

a) bcrUgan о  0 son bo‘yicha <5 =  6 ( e )  >  0 n i  topamiz. Buning
кгыГ “  >/ol. I X -  a I ifodalar orasidagi bog'lanishni topish

innc 1 ifoda shaklini quyidagicha o'zgartiramiz:

1 7 ^ -7 ^  = ^ .
Vx + va

uchun iTx -  7a| < -^« I X —fl I tengsizliklar o'rinli bo‘-

P ^ a k ,  iTx —7fl| ifoda bcrilgan c dan kichik bo'lishi- uchun
o-Eyla deb olish yctarli.

b) E n d i topU gan 6  n in g  « is h la s h » in i  k o 'r s a ta m iz .  \ x  j -  a \ <  e 4 o 

b o -Is in . B u n d a n  е > Ы .  >  q b o M g a n d a  - f  >  7 = ^  

lifiini c 't ib o rg a  o lsak .



ga cga bo*lanuz.
Dcmak, \ x  —a\< [̂a • e tcngsizlikni qanoatlantiruvchi bar-

cha X lar uchun' | 7 x -  7a |< e tengsizlik o'rinli bo‘lar ckan.
Shunday qilib, 8.3-ta’rifga asosan, /(x ) = 7x ftm siyax=a>0 

nuqtada uzluksiz ckan.
Endi, 7x funksiyaning a = 0 nuqtada o‘ngdan uzluksizligini 

ko'rsatamiz.
|7x —7o |< e  tengsizlik O sx<c^ tengsiziikka tcng kuch- 

li. Bunda deb olsak, 0<x<(5 ni qanoatlantiruvchi barcha 
X ning qiymatlarida 7x < e tengsizlik bajariladi. Shunday qilib, 
^lim^7x = 0 bo'lgani uchun 7x funksiya a = 0 nuqtada o'ngdan 
uzluksiz ckan.

4) f{x) funksiya Vx G i? uchun aniqlangan. Vc > 0 son berilgan 
bo'lsin.

a) bcrilgan £>0 son bo'yicha d = 6(e) > 0 sonni shunday izlashi- 
miz kerakki, natijada |x |< d  tcngsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
X lar uchun

I/(A -)-/(0 )|= |jccos^ |< c  (8.3)

tengsizlik bajarilishi kerak. Buning uchun biz, awalo

|xcosj|, |x |

ifodalar orasidagi bog'lanishni topamiz: |'.vcos-| ^ 1 x 1, chunki

X 0, Vx G i? uchun Icos 7I ^  f •
Dcmak, | x |<  d ni qanoatlantiruvchi barcha x lar uchun (8.3) 

tcngsizlikning bajarilishi uchun 6 = e  deb olish yctarli bo ladi.
b) endi tanlangan d ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. |x |< e

bo'lsin. Bundan \/x GR{x ^0)  uchun l 2 |cos^|, / | 0 | = 0  ckan-“v'*0111. Dunaan vxfcrtt,xt=u^ uwnwi» ^
ligini c’tiborga olganholda, e >1 x | •! s |  x | •|cos-|, |:xcos- -  0 < eX I .



tengsizlik o'rinli ekanJigiga ishonch hosil qilaniiz. ’ Shundav m l.  ̂ - У чПш,
fix )  = xcos- funksiya x = 0  da uzluksiz.

5 )fix ) = x* funksiyaning V aS i^d a  uzluksizligini 8.5-ta’rifd 
foydalanib isbotlaymiz. Va G i? va VAx lar uchun;

Af = {a + Ax)* -a* = 4a’Дх + 6a^(Дх)^ + 4a(Дх)’ + (Дх)^

(I—III) formulalarni c’tiborga olgan holda,

Д/ = ^ ( 4 a ’Дх + 6a’ (Дх)’ + 4а(Дх)’ + (Дх)^) = О.

ckanlig^ topamiz. Demak, 8.5-ta’rifga asosan, f(x )  = x* funksiya 
bar bir aGR  nuqtada uzluksiz.

8.2- misol. Ushbu/(x) = x̂ - Z)(x) funksiyaning x = 0 nuqtada uzluk
siz ckanligini ko'rsating. Bu yerda, D{x) — Dirixle funksiyasi.

Yechilishi. Ixtiyoriy nolga intiluvchi {x̂ } kctma-kctlik olamiz. U
holda unga mos { /(x j) ketma-ketlik ko'rinishga
cga bo'ladi.

Ma'lumki, Dirixle funksiyasi chegaralangan. {xj ketma-ketlik esa 
cheksiz kichik bo'lgani uchun {/(x^)} ketma-ketlik ham cheksiz ki- 
chik bo'ladi. Demak, л-*оо da /(x„) = x’i)(x„)-* 0 bo'ladi. Bu esa 
qaralayotgan funksiyaning, 8.2 -ta’rifga asosan a = 0 nuqtada uzluk
siz ekanligini bildiradi.

8.3- misol. Ushbu/(x) = yJx + 6 funksiyaning a = 3 nuqtada uzluk
siz ckanligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiya о = 3 nuqtada aniqlangan. a) Ve > 0 
son olib, bu Б songa ko‘ra, й> 0 sonni d = 3e bo’lsin deb qaralsa, 
u holda, jx—3|< 5 boMganda

l / W - / ( 3 ) l = | 7 m - 3 |  = - ^ L < l £ ^ < ^  = e

bo'ladi.
b) cndi lopilgan 6 ning «ishlash»ini ko'rsatamiz. | x — 3 |< <5 = Зб 

bo’lsin. Bundan r -  1̂ /-у+6- з| >/х-1-6+з| 4. demak,

 ̂^ ~  ̂1*̂  b = 3e tengsizlikni qanoatlantiruvchi x ning qiymatlarida 
1 + 6 -  3 1 < 3 tengsizlik bajariladi.

224



Bu esa 8.3-ta rifga asosan, qaralayotgan funksiyaning o = 3 nuqta- 
da uzluksiz ekanligini bildiradi.

8 .4 -m iso l. 1) f i x )  =  sin x; 2) /(x ) = a* {a> 1) funksiyalar- 
ning VflSA n u q ta d a  uzluksiz bo 'lish in i ko'rsating.

Yechilishi. 1) VcG/? nuqtani olib, unga Дх = х - д  orttirma 
beramiz. Natijada /(x) = sinx funksiya ham ushbu Ды = sin(a + Дх) -  
-sina  orttirmaga ega bo'ladi. |co s/|< l, |sint|s|/| tcngsizliklarni 
c'tiborga olgan xolda

1 ДЗ' 1 = 1 /(fl + Ax) -  f{a) 1= b s in ^  c o s ^ i^ ^ l < 2%! = |Axl

munosabatga ega bo'lamiz. Bundan esa Дх-»0 da Дуг^О bo'lishi 
kelib chiqadi. Demak, /(x) = sinx funksiya, 8.5-ta!rifga asosan, 
Va G nuqtada uzluksizdir.

'2) ma’lumki, l i m ^  = l, umumiy holda to a * = l .  Demak,
/(x) = a* funksiya x = 0 da uzluksiz, chunki /(0) = a® = l. En- 
di /(x )  = a* funksiyaning VX|,Gi? nuqtada uzluksiz ekanligi
ni ko'rsatamiz. x  ̂ nuqtaga ixtiyoriy Ax^^O orttirma beramiz, 
Xq + Дх G Л .

Д/ = (a^  -1).= a*" ’ Ax-

lixn -——!• = In a ekanligini c’tiborga olgan holda, keying! tenglikdan 

lim Д/ = 0 bo'lishi kelib chiqadi. Demak, /(x) = a" funksiya 7? daДХ-.0
uzluksiz.

8.5-misoI. Ushbu

Г д. д - _  ralsional son bo'lganda,

/(-^) =  I _  _  in-atsional son bo'lganda,

funksiyani ixtiyoriy x = a nuqtada uzluksizlikka tekslunng.
Yechilishi. Ma’lumki, /(x) funksiya a 

musbat, ham nianfiy qiymatlar qabul qiladh gar *■ ’
bo'ladi, ya’ni lim /(x )= /(p  = 0- Demak. 8.4-ta rtfga 

asosan,/(x) funksiya x = 0  riiiqtada uzluksiz о a i.



Agar fl̂ O bo‘lsa, До)^0. x — ratsional son bo'Iganda lim/(и ~x-*a'' ' '~'0,
X — irratsional son bo'lganda csa, = - o  bo‘ladi. Bu ycrdan
/(x) funksiyaning x= a  nuqtada uzluksiz bo'lmasligi kclib chiqadi 
(8.3-chizma).

uy

7

8.6-misol. Ushbu

/ w =

8 .3 -c h iz m a .

— bo' lganda, 
1+ 8»

.0, jc = 0 bo'lganda

funksiyani x = 0 nuqtada o'ngdan va chapdan uzluksizlikka tck- 
shiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning x -+ 0  da o*ng va chap limit- 
larini topamiz;

Й . - Л » ) = “5 ; . ; ^ = »  = Л 0+ 0) = /(0).

Dcmak, 8.6-ia’rifga ko'ra, bcrilgan funksiya jc = 0 nuqtada 
о ngdan uzluksiz bo'lib, chapdan uzluksiz cmas.

8.7-inisol. Ushbu



1) т =

3) т =

5ШХ -
- Г «
1, X =  0;

x s m - ,  x ? t0 ,

2) / W  = cos-;

[О, х = 0;
5) / W  = (x^+ l)/(x  + l)

4 ) / ( х )  = У 2 \  х<0, 
2а + х, xsO;

funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.

Yechilishi. 1) 'ia& R  (a?^0) olaylik. /W  = - ^  funksiyaning 
a nuqtada uzluksizligini 8.1-ta’rifga ko'ra ko'rsatamiz. 8.4-misolni 
hisobga olgan holda, (IV) formulaga asosan,

s ia x  s in alim---- = ---- = — .
x-*a X lim  X a

Dcmak, bcrilgan funksiya Va G i? (o 0) da uzluksiz ckan. Endi 
a = 0 bo'Jsin, Funksiyaning bcrilishiaa ko'ra, /(0) = 1; lim = 1.
Shunday qilib, /(x )  = ^ ^  funksiya o = 0 nuqtada ham uzluksiz 
bo'lar ckan.

2) f i x )  = cos ̂  funksiya R ning x = 0 dan tashqari barcha nuqta- 
larida aniqlangan va uzluksiz. x = 0 nuqtada uzluksizlikka tckshirish 
uchun

= <  = i k  ("=^’2....)

k c tm a-k c tlik larn i o lam iz. Ravshanki,

lim x_ = lim x' = 0, lim /(x„) = Ibn cos 2лп = 1,П-я " п-»я и-»»
^  /(х'„) = lim cos(2/J +1) ̂  = 0-

^cmak, f( x )  = c o S j  funksiya x = 0 nuqtada o'ng limitga cga 

Д;,) funksiyaning jiiftligitii e’tiborga olganda, u x= 0  nuqtada 
227



chap limitga ham cga bo‘lmaydi. Shuning uchun, berilgan funks} 
ya x = 0 nuqtada uzluksiz bo'jmayd^.

3) lim xsin- = 0, chunki x s in -  < lx | Shartga ko‘ra, x = o
/(0) = 0 bo'lgani uchun 8.1-ta’rifga asosan, / ( x )  = x s in ( i]  funk, 
siya R da uzluksiz.

4) Um3-2*=3, / ( 0 - 0 )  = 3; lim (2a + x) = 2a, / ( 0  + 0) = 2a
x O - O  x - « 0+0 ,  -  X /  U .

Agar a = j  bo'lsa, berilgan funksiya x = 0  nuqtada uzluksiz 
bo'ladi.

5) f^riksiyaning x= —1 nuqtadagi chap va o‘ng li- 
mitlarini topamiz;

lim /(x ) = lim = lim (x^ -  x +1) = 3,X—i-O'' X+l X—1-0
f(x )=  lim (x ^ -x  + l) = 3.

x - ^ i + o - -  x - ^ l + O

Demak, berilgan funksiyaning x = — I nuqtadagi chap va o'ng 
limitlari mavjud va ular bir-biriga teng, lekin fiinksiya x= — 1 nuqtada 
aniqlanmagan, shuning uchun u bu nuqtada uzluksiz bo'lmaydi.

8.2. Funksiya uzilish nuqtalarining turlari./(x) funksiya X(XCR) 
to'plamda aniqlangan bo'lib, a nuqta X  to‘plamning limit nuqta- 
si bo'lsin, a e x .

8.9-ta’rif. Agar x-^a da /(x) funksiyaning;

y| f(a)

i

и a  ̂X a *

b)
8.4-chiima.



У1
у 1

* 0— 1 _______ _
X

а)

Ум у 1
ffia)

0

8.5 -ch izm a.

1) limiti mavjud va chekJi bo'lib, lim f{x) = b7tf{a)\
= 0 0  ( l i m / ( . v )  =  ± o o );

3) limiti mavjud bo'^fmasa, f{x) funksiya a nuqtada uzilishga cga 
dcyiladi.

Funksiyaning berilgan nuqtada uzilishga cga bo'lish hollarini 
alohida qarab o'tamiz:

l~hot. A g ar/(x ) funksiyaning a nuqtadagi o'ng / ( a  + 0) = 
~ x ^ o  / ( я - 0 ) =  lim̂  /(x) limitlari mavjud bo'lib,

Л а  + 0 )= /(о_0);й /(д) munosabat o'rinli bo'Isa,/(x) funksiya a 
nuqtada yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzilishga cga dcyiladi (8.4-a, 
® chizmalar).
, 2-/iol. Agar x-*a da/(x) funksiyaning o'ng va chap limitlari mav-
A chekli bo'lib, ular bir-biriga teng bo'lraasa (/(я -  0) ^ /(a  + 0)), 
•/W funksiya a nuqtada birinchi tur uzilishga cga dcyiladi (8.5-a,

> c chizmalar).
Ushbu |/ (a  + o ) - / ( a - 0 ) | ayirmaga/(x) funksiyaning a nuqta- 

sakrashi dcyiladi va u o) = |Д/(я)| kabi bclgUanadi.



J -Ло/. Agar x-*a da Дх) funksiyaning: •
1) limiti cheksiz (funksiyaning o‘ng va chap limitlari cheksiz) 

bo‘lsa;
2) o‘ng va chap limitlaridan hcch bo'lxnaganda bittasi mavjud 

bo'lmasa;
3) o‘ng va chap limitlaridan biri cheksiz yoki o‘ng va chap U- 

mitlari turli ishorali cheksizdan iborat bo'lsa, /(x ) funksiya a nuqta- 
da ikkinchi iur uzHishga ega deyiladi (8.6-c, b, d, e, /  chizmalar).

Agar chap /(a  -  0) yoki o‘ng /(a  + 0) limitlardan hech bo'lmaganda 
biri 00 ga teng bo'lsa, x= a  nuqta cheksiz uzHish nuqtasi deyiladi 
(8.6-chizma).

L
6 a  ^

X

8.8-misol. Ushbu

8.6-chizma.

X*, Х9^0 boMganda,
2, x = 0 bo'lganda

funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Ravshanki, bcrilgan funksiyaning x = 0  nuqtada- 

gi chap limiti = о = /(0  -  0) va o‘ng limiti Дт^Лх)=
^  = 0=Д 0 + 0) mavjud bo‘lib, Ickin / ( 0  -  0) = /( 0  + 0)?  ̂2 = /(0)



tcng cmas. Dcmak, bu funksiya x = 0 nuqtada yo'qotilishi 
bo'lgan uzilishga ega (8.7-chizma). mumkin

8.9-misol. /(x) = [x] funksiyani uzluksizlikka tekshiring. 
Yechilishi. x= n(nGZ) nuqtada bcrilgan funksiyaning xos qiy- 

matini va o‘ng hamda chap limitlarini topamiz:

/(« )  = N  = «, Шп/(л-) = л = /(л  + 0), Шп/(х) = л -1 = /(л -0 ) .
x - * n + 0  д - * л - 0

Demak, bcrilgan funksiya x=n  nuqtada birinchi tur uzilishga 
ega bo'ladi (8.8-chizma).

8.10*misol. Ushbu

у (2л  ̂+ 5), -  00 < X < 1 bo'lganda, 

5 -  4-v, 1 < X < 3 bo'lganda,
X - 5, 3 < X < 00 bo'lganda.

funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya (-o o ; oo) da aniqiangan va ( -o o ; 1), 

(1; 3), (3; oo) larda uzluksiz bo'lib, u faqat x= 1 va x=3 nuqta- 
larda uzilishga ega bo'lishi mumkin. Bcrilgan funksiyaning x = l  
nuqtadagi bir toraonli limitlarini hisoblaymiz:

/(1 -0 ) = I  (2x̂  + 5) = 1, / ( 1 + 0) = Um (5-4x) = 1.

Ma’lumki, x=  1 nuqtada bcrilgan funksiyaning qiymati birinchi 
analitik ifoda bilan aniqlanadi:



Д 1 ) = ^ ( 2 - Р + 5 )  = 1.

D cm ak,/(l-0)=/(l +0) = /( ! )=  1 bo'lgani uchun, 8.1-teoremaga 
asosan, bcrilgan funksiya x = 1 nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Endi fix )  funksiyaning x = 3  nuqtada chap va o‘ng limitlarini 
hisoblaymiz;

/(3 -0 )=  lim (5-4x) = - 7 , /(3  + 0 )=  lim (x -5 ) = -2 .
x-*3+0' ,

Bu ycrdan /(3 -0 ) ;t/(3  + 0) = /(3 ).
Dcmak, /(x) funksiya x = 3  nuqtada l-tu r uzilishga cga bo'lib, 

uning x=3 nuqtadagi sakrash kattaligi

ш =1/(3 + 0 ) - / (3 -0 )1 = 1 -2  + 71=5

bo'ladi,
8.11-raisol. Ushbu

f ix )  = arctg(tgx) ̂ x e ^ - ^  + fcя;y + л fc ],fceZ j

funksiyani x=  у  nuqtada uzluksizlikka tckshiring.
Yechilishi. f ix )  funksiyaning-x= nuqtada chap va о ng И 

mitlarini hisoblaymiz:

lim f i x )  = lim arctg(tgx) = arctg(+ «) = 7 ,
- f - o  - f - o
lim /(x )  = lim arctg(tgx) = arctg(-<») = -  у ,

bu ycrdan lim /(x )  lim f i x ) ,  demak lim f i x )  mavjud cmas.
x-5+0 . x-i2 2 . . 2

Shunday qilib,,x=- у nuqta bcrilgan funksiya uchun birinchi tur 
uzilish nuqtasi bo'lar ckan.

I
8.12-mlsol. Ushbu /(x )  = 4 " ’ + 2  funksiyani x, = 3 va x̂  = 4 

nuqtalarda uzluksizlikka tckshiring.



yechilishi. /(x ) funksiyaning x, = 3 nuqtada chap va o‘ng limit
larini hisoblaymiz:

Ibn /(x )  = lim (4^"’ + 2) = 00.
x-*3+0 X..3+0

Demak, funksiya nuqtada uzilishga ega bo'lishining 3-hoIiga 
asosan bcrilgan funksiya x, = 3 nuqtada 2-tur uzilishga ega bo'ladi. 
Endi /(x ) funksiyaning Xj = 4 nuqtada chap va o'ng limitlarini 
hisoblaymiz:

lim /(x )=  lim (4*"’ +2) = 6,
x-*4-0 ^-*4-0

I I
lim „/(x)=  Hm^(4""' +'2) = 6, /(4) = 4"’'  +2 = 4+2 = 6.

Demak, 8.1-teorcmaga asosan;/(4 -0 )  = /(4  + 0) =/(4), ya’ni 
bcrilgan /(x) funksiya Xj = 4 nuqtada uzluksiz bo'ladi.

8.13-misol. /(x )  = cos^i funksiyani uzluksizlikka tckshiring.
Yechilishi. Bcrilgan/(x) funksiya x = 0  nuqtada aniqlanmagan, 

shuning uchun x = 0  nuqtaning atrofidan nolga inUluvchi ixtiyoriy 
ikkita ketma-ketlik olamiz:

X ' =  -L  (n E  J V ) . <  = л(1+2л)
(nEN).

Bu kctma-kctliklarning har biri n-*oo da x' -* 0, x ' -* 0. Funk
siyaning bu ketma-ketliklarga mos kelgan qiymatlari kctma-kctliklari 
«-*00 da har xil limitlarga intiladi, ya’ni

hmcos^3^ = l, l^cos^A-;-!r = 0

Demak, 8.2-ta’rifga asosan, /(-v) = cos'y funksiyaning x -0  da 
limiti mavjud emas. Shuning uchun, bcrilgpn funksiya x - 0  nuqta
da 2-tur uzilishga cga bo'ladi.



/W  =
cos X, X < 0 bo‘lganda, 
o (x -l)^  x > 0  bo'lganda.

funksiya Xq= 0 nuqtada uzluksiz bo'ladi?
Yechilishi. Bcrilgan funksiya Xq= 0 nuqtada uzluksiz bo'lishi 

uchun, quyidagi lim /(x )=  lim /(x )  = /(0 ) tcnglik bajarilishi
kcrak. Buni tckshirish uchun funksiyaning chap va o‘ng limitlar- 
ni hisoblaymiz:

lim /(x )=  lim cosx = l,x-*0-0 x-»0-0
lim f ix )  = ^  fl(x -1)^ = a, /(0 ) = 1.x-O+O x-»0+0

Demak, o = 1 bo'lganda bcrilgan funksiya Хд=0 nuqtada uzluk
siz bo'lar ckan, a ^ l  qiymatlarda funksiya uzilishga ega.

8.15-misol. a b ning qanday qiymatlarida bcrilgan funksiya 
uzluksiz bo'lishini MAPLE tizimidan foydalanib ko'rsating:

m =
( x - l ) ^ x < o ;
flx + />, - x < 0  va x < l,
yfx, 1 < X.

Yechilishi.

>/. = X -  > picccwisc (x < = 0, (x-  1 )''2, X > 0 and X< 1, 
x> = 1, sqrt(x));
/ :=х->р;есен'«е(х<0,(х-1)^0< x  and x < l, ax + b, l^x.V x) 

>sl: = limit(/(jr), x=0, left) = limit(/(x), x= 0 , right); 
sJ: = i = b

>s2.-limil(/(x), x= 1, left) = limit(/(x), x=  1, fight);
s2: = a+ b= \

>solvc({rl, s2 ] , {a , b});

ploi(/(x), X — 1...2, thickness = 2, color = black);



8.16-misol. /(x )  = -̂ 3̂ j- funksiyaning Xj= 1 nuqtadagi qiymati- 
ni shunday tanlash kerakki, natijada bcrilgan funksiya uzluksiz 
bo'lsin.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning 1 ± 0 da limitlarini hisob
laymiz:

lim /(x )=  lim *-^^=  lim(x + l) -2
x-ltO x-l±0 x - l  i-.l±0

Agar Д1) = 2 deb olsak, x = l  da funksiya uzluksiz bo'ladi,
ya’ni

Z(x) = '
^ , X 1 bo'lganda, 

2, X = 1 bo'lganda.



1) /W  =
-iy , x<0,
* — 1̂ +31.
(x + l)S 0 < x < 2 ,
1 -x , 2<x;

3 ) /W  = ^ ;

5) =

4) / W  = ̂ ;

funksiyalarning uzilish nuqtalari va ularning nirlarini aniqlang, funk- 
siyaning birinchi tur uzHish nuqtalaridagi sakrashini toping.

Yechilishi. 1) Berilgan funksiyaning x= 0, x = 2 nuqtalardagi chap 
va o‘ng limitlarini topamiz;

lim /(x )=  lim —Ц- = -1, lim /(x ) = lim (x + 1)̂  = 1;
'  X..0- 0X- 1  ’ X-.O+O'^' '  x -o+ o '

lim /(x ) = lim (x +1)  ̂= 9, lim /(x )=  Um ( l- x )  = - l .
x-r2-0 x-2-0  x-2+0 X-.2+0

Dcmak, berilgan funksiyaning uzilish nuqtalari x = 0  va x=2 
bo'lib, ular birinchi tur uzilish nuqtalari bo'lib hisoblanadi, uzilish 
nuqtalaridagi sakraslilari;

Д/(0)=11 + 1| = 2, Д/(2) = | - 1 - 9 1 = 1-101= 10.

Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
>y: = picccwise (x<0, l / ( x -  1), 0< =x and x<  = 2, (x+ 1)''2, 

x> 2, 1 -x );

_ ^< 0
(^ + 1)̂ 1 O sx  and x s 2
1-x , 2 < X

> Limit (y, x=0, left) = limit (y, x = 0, left); Limit (y, x = 0, 
/ight) =

limit (y, x = 0, right);



lim,-0-

J - ;  x < 0  •
Л-Г
(;c + l)^  0 < x  and x s 2
1 -x , 2 < x

1

= - l

limX-»0+
=  1

x < 0
x - l ’

(x + l)̂ > 0 -^  ^-2
1 -x , 2 < x

> LimitCv, x = 2, left) = limit (y, x=2, left); Limit
right) =  _

x = 2 , right),
_ L ,  x < o
x - l
(x + l)^  0 < x  and x< 2
1 -x , • 2 < x

 ̂ X < 0

O’. x =  2,

lim
x - 2 -

= 9

lim
x-»2+

X -l’
(x + l)^  0 < x  and x< 2
1 -x , 2 < x

2) ma’lumki,

= - l

fx + 3, x + 3>0.

^=-3 miqta berilgan funksiya uchun uzilish nuqtasi bo la 
= funksiyaning x = -3  n u ,.a < ln g i o-ng va chap limn-

brini topamiz:

J^cmak, x = -3  nuqta berilgan A/('3) = 2.
iiuqta bo'lib, funksiyaning bu nuqta 

Misoini m a p l e  tizimidan 3), x);
^ readlib(singular): sin2ular(abs(x+ )/
{x=^3}



> Limit(abs(x + 3 )/(x + 3 ),x = -3 , lcft) = limit(abs(x + 3)/(x+3)^
x=-3, left); i

lim M )  = - l\ x+3 /
> Limit(abs(x+3)/(jc+3), x = - 3 ,  right) = lim it(abs(x+3)/ 

(x + 3), x = -3 , right);

х-^3+\х+3/

3) /(x ) = = ^̂ _2)\x+2) uchun X  = 2, X  = -  2 nuqta-
lar ikkinchi tur uzilish nuqtalari bo'ladi, chunki

litn  / W =  lin t 7---- 7̂7— =x-2±0 x-.2±o(x-2 )(x + 2)

lim /(x )=  lim r—  x-*-2±0'̂  '  x-^2±0 (Х-2)(Л + 2) = +<».

Misohti MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> readlib(singular):singular(l/(x''2-4), x);
{x=-2}, {x=2}
> Limit(l/(x''2 -  4), x = - 2 ,  left) = limit(l/(x^2 -  4), x = - 2 ,  

left);
lim (-J—] = -(  2-U^-4)

> Limit(l/(x^2-4), x = -2 ,  right) = lim it(l/(x ''2-4 ) ,  x = -2 ,  
right);

lim = (

> L im it(l/(x"2-4), x = 2, left) = lim it(l/(x ''2 - 4 ) ,  x = - 2 ,  
left);

, ! s ( ? b ) = - ‘
> L im it(l/(x"2-4), x= 2 , right) = lim it(l/(x"2 -  4), x = 2, 

right);

lim = ’ ‘» - .2 + \x '- 4 /

4) ma’lumki,

Х - 1 Ы
x-1 , x - l> 0 ,
- (x -1 ) , x - l< 0 .



/W  = ? r ?  nuqtaiaruzUishnuqta-
laribo'ladi. = Dcmak,x=Onuqta ikkinchi tur UZl-

lish nuqtasi bo ladi. Endi x - 1  nuqtada funksiyaning o‘ng va chap 
limitlarini hisoblaymiz:

lim /(x )=  lim lim -J -  ̂ = - i
x-l+O x - l+ o x ^ -r ’ x-1+0

lim f i x )  = lim = Um = 1.
x-l-O х-1-ОХ^-дГ x -l-O jr(l-x )

Shunday qilib, x =  l nuqta bcrilgan funksiya uchun birinchi 
tur uzilish nuqtasi bo'lib, funksiyaning bu nuqtadagi sakrashi 
Д/(1) = 2.

Misoini MAPLE tizimidan foydalanib yechish:
> readlib(singular):singular(abs(x-l)/(x''2-x''3), x);
{x=l}, {x=0}
> Limit(abs(x — l)/(x ''2  -  x''3)-, x = 0, left) = limit(abs(x-

- l) /(x ''2 -x " 3 ), x = 0, left); 
lim ( =  00,x-*0- \  X̂ -X̂  j

> L im it(a b s (x - l) /(x ''2 -x ''3 ) , x = 0, right) = limit(abs(x- 
-  l)/(x ''2 -x ''3 ), x=0,right);

> L im it(a b s (x - l) /(x "2 -x " 3 ) , x=  1, lcft) = limit(abs(x-
-■l)/(x"2-;c''3), x = l ,  left); 

l i m ( ^ )  = l

> U m it(a b s (x - l) /(x "2 -x ''3 ) , x=  1, Tight) = limit(abs(x-  
■■l)/(x"2-x''3), x = l ,  right);

l i m f M U - l

, 5) /(;,) = funksiya uchun x= 0 va x= 1 uzilish nuq-

‘̂ Ti bo'lib. bundl,"ravshanki, x=  1 nuqta
yo-qotUishi mumkin bo'lgan uzUish nuqtasi bo ladi.



lim
X-*i

(X + l ) M x - l ^ _
x(x-l)

lim X(X-l) x-0 X(x-l)

= 1ш,-Ц [ ( i ± ^ ^  + < £ Z ^ l  = - 4X-.OX-1L X -X J

ckanligini hisobga olsak, x = 0 nuqta haqiqatdan ham yo'qotilishi 
mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi bo'lib, undagi funksiyaning sakraslii 
Д/(0) = 0 bo'ladi.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> rcadlib(singular):singular(((x+1 ) ' ‘2 - ( x - 1 ) ' ' 2 ) / ( a- ' ' 2 - x ) ,  x ) ;

. {x=l}
> L i m i t ( ( ( x + l ) " 2 - ( x - l ) " 2 ) / ( x " 2 - x ) ,  x = l ,  left) = 

= lim it(((x + l)"2 -(x -l)"2 )/(x "2 -x ), x = l ,  left);
limf(x ^ l) \- (x - i)% -c
X-l-^ X -X  /

> Limit(((x + 1)''2 -  (x -  l) ''2 ) /(x ''2  -  x), x = l ,  right) = 
= lim it(((x + l) ''2 -(x -l)"2 )/(x "2 -x ), x = l ,  right);

x-»l+̂  X̂ -X )
> L im it(((x+ 1)"2  -  ( x - l ) " 2 ) / ( x " 2 - x ) ,  x = 0, left) = 

= lim it(((x + l)"2 -(x -l)"2 )/(x "2 -x ), x = 0, left);
lunf(£±l)M ^-hM  = _4
x-O-̂  X̂ -X )
> L im i t ( ( ( x + l ) ' '2 - ( x - l ) ' '2 ) / ( x " 2 - x ) ,  x = 0, right) = 

= lim it(((x + l)"2 -(x -l) '2 )/(x "2 -x ), x= 0 , right);

l i m M r ( ^ - ^ ) % - 4x-^t^ X'-X )

8.3. Uzluksiz funksiyalarning xo^salari. Nuqtada uzluksiz bo‘Igan 
funksiyaning lokal xossalari. /(x) funksiya X  to'plamda aniqlangan 
bo'lsin. X  to'plamdan biror a E X  nuqta olib, bu nuqtaning shu X  
to plamga tcgishli bo'Igan yetarli kichik U (̂a) atrofini qaraylik.

1 . Agar/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda a nuqta
ning yetarli kichik atrofida funksiya chcgaralangan bo‘ladi, ya'ni

:• 36 > 0 3 C > 0: VxG г/дfl) -  l/(x)l < C.



2*. Agar/(x) funksiya о nuqtada uzluksiz f ( a W Q  Ьо'кя 
у(,) son bUan n nuqtaning yetarli kichik atrofida/(x) funksiyanfi 
ishorasi bir xU bo'ladi, ya’m ^

36>0 : VxGC/Да) -* sign/(x) = sign Да).

Natija. Agar /(x) funksiya a  nuqtada uzluksiz bo'lib, bu nuqta
ning yetarli kichik atrofidan olingan x nuqtalarda ham musbat, ham 
manfiy ishorali qiymatlarni qabul qilaversa, funksiyaning a nuqtada- 
gi qiyraati nolga teng bo'ladi.

3*. Agar/(x) funksiya a  nuqtada uzluksiz bo'lsa, a  nuqtaning yetarlf.' 
kichik atrofidan olingan x' va x" nuqtalar uchun |/(x ')- /(x ') |< £  
tcngsizlik o'rinli bo'ladi, bunda Ve>0 son.

Funksiyaning nuqta atrofidagi xususiyatlariga uning lokal xu- 
susiyatlari deyiladi.

8.4. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Uzluksiz funksiyalar 
uchun quyidagi tasdiqlar o'rinli:

8.2-teorema. A g a r f ( x )  v a  g ( x )  fu n k s iy a la r  X c R  to'plam da aniqr 
langan b o ' l ib ,  u la r n in g  l ia r  b ir i a E X  n u q tada  uzluksiz, ya  ni

hm /(x )  = f { a ) ,  Um g(.x) = g (a )

boba,f(x)±g(x).f(x)-e(x), ^  (^xBXhr uchun s M * 0 ) t u n k s i -

yalar ham shu nuqtada uzluksiz- va

]^[f{x)± g{x)] = f{a)±g{a),

lim /  (.x) • g(x) = /(^») •

^sngliklar o'rinli bo'ladi. . ,;mnsi ko'paytmasi va
^ -2 -e s la tm a . Ikkita funksiya yig'indisi, ay  ̂ y^luk-

"isbati uzluksiz bo'lishidan, bu funksiya ar ^
bo'lishi har doim ham kclib „lubiz, l*in
Masalan: 1) / (x )  = .xcos- funksiya x -  

f'lnksiyani hosil qiluvchi



/А^) = Х, /j(x>= cos-

funJcsiyalardan birinchisi x — 0 nuqtada uzluksiz, ikkinchisi csa, bu 
nuqtad^ uzilishga cga.

2) /(x) = [x] + {x} = x. Berilgan funksiya R da uzluksiz, Ickin bu 
funksiyani hosil .^iluvchi /,(x) = [x], /^(x) = {x} ([x] -  x ning butun 
qismi, {x} -  x ning kasr qismi) funksiyalarning har biri x= n  (neZ) 
nuqtada uzilishga cga.

8.18-misol. Ushbu /(x ) = 5x^-sin^ x + 3* funksiyaning VaeT? 
nuqtada uzluksizligini ko'rsating.

Yechilishi. = g(.x) = sinx, A(x) = 3* funksiyalar R
da uzluksiz, /(x ) funksiyani /(x ) = 5x-x + sinx-sinx-sinx + 3* 
ko'rinishda yozamiz. U holda, uzluksiz funksiyalar ustidagi arifmctik 
amallarga ko‘ra, Дх) funksiyaning R da uzluksizligi kelib chiqadi, 
ya’ra.'lim(5x^-sin’ x + 3*) = 5a^-sin’ a + 3“ .

8U9-misol. Ushbu /(x ) = funksiyaning \fa& R  da uzluk- 
si^liglni ko'rsating.
’»  ̂ Yechilishi. VxG Яlar uchun 4 + x̂ ?sO. 8.2-teoremaga asosan, berilgan 
funksiya VxG Л da uzluksizdir, chunk! lim x = a, lim(4 + x’) = 4 + a’ ,
ya’ni nisbat hosil qiluvchi funksiyalarning har biri ham uzluk
sizdir.

XDemak, lim /(x) = lim
8.20-misoI. Ushbu

-*e 4 + x' 4+fl'

n  3x*-10x + 17 > j.,  ̂ 5cos’ x+2sin^ x + 3
- 2 ) / W  = ------ 6 s in x -3 —

funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. \) Berilgan funksiya ikkita uzluksiz funksiyalarning 

nisbati shaklida tasvirlangan bo'lib, u faqat maxraj nolga aylanadi- 
gan nuqialaridagina uzulishga cga' bo'lishi mumkin, Ickin bu holda 
maxraj

x̂  + 4x’ + lOx’ + 12x + 9 = (x’ + 2x + 3)’ .



Ух uchun х’ + 2х + 3 = (х +1)’ + 2 > О. Demak, maxraj hech qan- 
nuqtada nolga aylanmaydi.

° ^Shunday qilib, berilgan f(x )  funksiya ikkita uzluksiz funksiya
,isbati sifatida i? da uzluksiz.  ̂ ►

2) fix )  funksiya maxraj nolga teng bo'lgan, ya’ni 6sinx-3 = 0 
yoidsinx = | ,  х = х„ = ( - 1 ) " |  + яи (л = 0, ±1, ±2,...) nuqta- 
larda uzUishga ega. " ^

Demak, berilgan/(x) funksiya x„ = (-1)" - + я ф  = 0, ±1, ±2,...) 
nuqtalardan tashqari R  da uzluksiz.

8 21-misol. Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va 
grafigini chizing;

Yechilishi 1) agar x = 0 bo’lsa, y=  1 bo'ladi, 0 < x < l bojlganda 
esa lim x" = 0 . Demak, у = 1. Agar x > 1 bo'lsa, u holda ^  x = + » . 
Bu holda y = 0 bo’ladi. Agar x=  1 bo’lsa, >’= j  boladi.

Shunday qilib, berUgan funksiyaning analitik ko’rimshi quyi- 
dagicha bo’ladi:

y  =

1, 0 < X < 1,

i .  Л-1,
0, x > l.

Bundan, x = 1 nuqta berilgan funksiya uchun birinc .
*ish nuqtasi ekanligini ko’rish qiyin emas. Bu funksiyaning 
dO-chizmada tasvirlangan. ... ,.

2) agar x = 0  va x = 1 bo’lganda, y = ln2 ^  .
A sa r0 < ;c< l bo4ganda,y= ln 2 , ) <jc< 2  bo Iganda csa,

nln2 + lu ( l+ f |)  ■
+ __ L -iii2  = ln2.

у = hm —̂-------- = um „
* ' «.7 hn’leanda csa, y-m x

, /^gar x = 2  da, y = ln2 bo’ladi, agar x>2
°° ladi.



1д2, 0 < x < 2 , 
In X, X > 2

shaklda bo‘ladi. x = 2 nuqtada funksiyaning o‘ng va chap limitlarini 
hisoblaymiz: lim y = ln2, lim y = ln2 . Demak, >'(2 — 0) = y(2 +

x-*2+0 x-*2-0
+ 0) = y(2) = ln2 tenglik o'rinli bo'lganligi uchun, berilgan funk- 
siya qaralayotgan sohada uzluksiz bo'ladi. Bu funksiyaning grafigi 
8.11-chizmada tasvirlangan.

У ‘
;i

— >
■ 1

2
< ------------------------ ►

0 1 
8.10-chizma. .. 8.11-chizma.

8.^. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. y=f(,x) funksiya X  
to'plamda, z=<p(y) funksiya csa yto'plamda aniqlangan va E((p) £  X  
bo'lsin, u holda ular yordamida z = <p(f(x)) murakkab funksiya tu- 
zish mumkin bo'ladi.

8.3-teorema. y=J{x) funksiya a G X  nuqtada, z= <p(y) funk
siya csa a nuqtaga mos kclgan y^=J{d) nuqtada uzluksiz bo'lsa, 
Z = V>(/W) murakkab funksiya a nuqtada uzluksiz bo'ladi.

8.22-misol. Ushbu

1) у = sin x" {tiENy, 2) у = sin(log4x); 3) у = sin^ x

funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring. ,
Yeclulishi. 1) u = x” deb, y = sin и funksiyaga ega bo'lamiz. 

Ma’lumki, y = sin и funksiya, Vi/ uchun uzluksiz. u = x" funksiya 
esa darajali funksiya sifatida Vx E Л da uzluksiz. Demak, у  = sin x" 
murakkab funksiya 3-tcoremaga asosan R da uzluksiz bo'ladi.

2) ma’lumki, « = logj 4x funksiya (0;oo)da uzluksiz, y = sin и 
funksiya esa R da uzluksiz. Demak, murakkab funksiyalarning uzluk-



wiioi haqidagi 3-tcoremaga ko'ra y = sinnno 
siya'(0i oraliqda xizluksizdir, funk-

3 , „ = s m .  deb, ЬпЫ уат

^̂  2 2 2 ’ 2 daamqlangan
УЗ uzluksiz*

u ^sin x  funksiya esa, R da uzluksiz.

Shunday qUib, у  = murakkab funksiyaxning |sinx|<

tengsiziikni qanoatlantiradigan, ya’ni U n - - s x < l  + nr, « c 7 l 
qiymatlarida uzluksizdir. . I 4 ’

8.23-misol. Ushbu

 ̂ и^-Ъи+2 ’ x -2 ‘ 2) >’ = ы  ̂ и =
l-M''

x-1, x>0, 
x + 1, x<0;

и = tgx3)

irakkab funk 
ini aniqlang,
Yechilishi. 1) и = - ^  funksiya x = 2. nuqtada uzilisliga ega,

murakkab funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping va uzilish tur- 
larini aniqlang.

^ u^-iu+2 » funksiya csa, — 3i/ + 2 = 0 tenglikni qanoatlantiradigan 
и ning qiymatlarida, ya’ni м = 1 va w = 2 nuqtalarda uzilishga ega. 
и ning bu-qiymatlariga mos kelgan x ning qiymatlarini 1 = 7 1 2 »

1 ' --j.tcngkmalarni ycchish natijasida topamiz. Bulardan x -  ,x ~ 2

х Л
2'
Shunday qilib, berilgan murakkab funksiya x~2, ^  ^

“«qtalarda uzilishga ega. Endi uzilish nuqtalarining turini aniqlay- 
miz.

lim у  = lim -j  ^

°̂ lgani uchun x = 2 yo’qotilishi mumkin bo’lgan uzilish n q 
lar ekan.



bo'lgani uchun. = ^ ^ = § nuqtalar 2-tur uzilish nuqtlari bo‘-
’"*1.

2) у =u^ funksiya и ning har qanday qiymatida uzluksiz.
*X 1 X 0’ ’ funksiya uchun x = 0 nuqta uzilish nuqtasiы = [x + 1, x < 0  

bo'lishi mumkin.
u(0 + 0) = -1, u(0 -  0) = 1, m(0) = -1  boMgani uchun, x = 0 nuqta- 

da u {x ) funksiya o'ngdan uzluksiz, chapdan uzilishga cga. x = 0 
nuqta atrofida:

lim у = lim = 1, lim у = lim = 1, y(0) = у (-1) = 1.
X-»O-0 I/-*! x-»0+0 u—l
Dcmak, bcrilgan murakkab funksiya hamma joyda, ya’ni Vx G J? 

uchun uzluksizdir.-
3) M=,tgx furiksiya х = у  + ял (и = 0, ±1, ±2, ...) nuqtalarda 

uzilishga cga.

funksiya har qanday и larda uzluksiz: Ihn и = ILm tgx =y = IT ?
2 2 

-2.
= ± 00, lim y - l im  j ^  = - l . Bu ycrda, limу = lim  ̂ = -1 .U-.±« i+u'  ̂ ' „•' „ l+tg^x

яDcmak, х = у + яя (я = 0, ±1, ±2, ...) nuqtalar bcrilgan mu
rakkab funksiya uchun yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzilish nuqta- 
lari bo'ladi.

8.6. MONOTON VA TESKARI •• 
FUNKSIYALARNING UZLUKSIZLIGI <

8.4-teorema. A g a r f ( x )  fu n k s iy a  X  o r a l iq d a  o 's u v c h i  ( k a m a y u v -  
ch i) bo 'lib, u zilishga  ega bo ‘Isa, u n ing  u z ilis h i f a q a t  b it-in ch i tu r  u z i 
lish bo 'lad i.

A g a r f ( x )  fu n k s iy a  X  o ra liq d a  o 'su v c h i ( k a m a y u v c h i)  b o ‘lib , u n in g  
q iym a tla r i К o ra liq n i tu ta sh  to 'ld ir s a  ( y a 'n i  f u n k s iy a  h a r  b ir  у ^ У  
q iym a tn i hech b o 'lm a g a n d a  b ir  m a r ta  q a b u l q ils a ) , bu  f u n k s iy a  X  d a  
u zlu k s iz  b o 'la d i. ч /> J x



8.5-teorema. Uzluksiz u= f(x) funksiya (a; b) da teskari x=g(y) 
funksiyaga ega bo'lishi uchun uning qat'iy monoton bo'lishi zarur va 
yetarlidir.

8.24-raisol. Ushbu y = sinx funksiya uchun [~з>у] kesmada 
teskari funksiya mavjudmi?

Yechilishi. BcrUgan funksiya [ - j l  f ]  kesmada uzluksiz va qat’iy
o’suvchi. M = sinx funksiyaning qiymatlari to’plami E(siax) = [-1;
1) kesmadan iborat. 5-tcoremaga asosan, [-1; 1] kesmada uriuk- 
siz va o’suvchi teskari funksiya mavjud. Uning qiymatlari to planu
[-y ; y] kesmadan iborat. Berilgan funksiyaga teskari funksiya 

*=arcsiny ko’rinishda belgilanadi. y] kesmalarda
mos ravishda to 'g’ri va teskari funksiyalarning grafiklari (8.12 hi

V?. S a d a  uzluksiz bo’lgan
^ossalar). [a; fi] kesmada aniqlangan va . цмд,. mos ra-
y^arni qaraymiz, bunda a va b nuqtalardagi u u 
'’ishda, o’ngdan va chapdan uzluksizlik deb funksiya [a; b]

U. Veyershtrassnirig birinchl shu kesmada
^^mada aniqlangan va uzluksiz Кт ^  \ f(x)\^C (8.13-

^\^8aralangan bo'ladi, ya'ni 3 C > 0  : ^ х ф ; Ь ] -
 ̂ Aofir fix), 2*. Veyershtrassning ikkinchi teoremas. ^  Îiu kesmada

V» uzMs/Z io bo./(^)



o'zining aniq yugori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, уа’ •
f a ;  b ]  kesmada shunday x, va Xj n u q ta la r  l o p i la d ik i ,  ' ’

f{x )̂ = sup {/(дг)}, /(X ,) = ,{/(x)}

l e n g b k  o 'h n l i  b o 'Ia d i (8 .1 4 -c h iz m a ) .

3 . Bolsano-Koshining birinchi teoremasL Agar f(x) funksiya fa; 
bj kfsmada amqlangan va uziuksiz bo‘lib, kesmaning chetki migta- 
landa har xti tshorali giymatlarga ega bo‘Isa, shunday x . (a<xAb)

a y l a n a d i : f ( X g ) = 0  ( 8 .1 5 -

V ' ikkinchi teoremasi. Agar f(x )  funksiya fa;
Г uziuksiz bo‘lib, kesmaning chetki nu^ta-

k n d .f ( c )  = A ,j(b) в  gi,„a,lcr qabul gilsa hamda A *  В ЬоЬа, 
orasida ta” ^  ’̂̂ dsida har qanday C son otinganda ham, a bilan b 
oros,da shunday c nu„a lopiladiki,/(c) = C bo'Iadi (8.16-chizma).

kesm ada u ch ta

dabcrilean R a v e l i n f u n k s i y a n i n g y i g ' i n d i s i s h a k l i -
(l; 5] kesmada uzluksizdir.

siz. U holda Beve^bt funl^iya ham (1; 5] kesmada uzluk-
funksiya [!• '51 yassning birinchi teoremasiga ko'ra berilgan 

« •3 -e s 'la ;„ lty :^ “ 'b=Samla„p„. 
uchun har d ' “^rsssnjng birinchi teoremasi ( a ,  b )  oraliq

ya ^^(0; l)d °a '^ 2 lS b ° 'r^ ‘ ^^^salan, / W  = 7  funksi-
’ bu oraliqda chegarajanmagan. Bu



, iO: 1) oraliqning ichki har bir mmtnc: • ..
wgaralangan, lekin oraliqqa tcgishli boVaga"n nof

nda chcgaralanmagan. "“qtaning
4-eslatma. UzUishga ega bo'lgan funksiya fa- /,1 Uc 

J„bir nUQtasida aniqiangan, lekin bu kesmada ehegamlama^a
jdasalao,

- ,  0 < X < 1 boMganda,
0, x = 0 bo'lganda.

Shunday qUib, teorcmadagi /(x) funksiyaga qo'yilgan shartlar- 
ning har ikkalasi ham muhimdir.
• 8.26-misol. Ushbu /(x ) = x̂  -  3x fimksiyaning (-V3; 7з| kesmada' 
eng katta va eng kichik qiymatlari mavjudmi? (8.17-chizma).

Yechilishi. Ravshanki, x̂  va 3x funksiyalarning har biri \ S \  -Л] 
kesmada uziuksiz. 8.2-teoremaga asosan berilgan /(x) funksiya 
ham [-■Л ; >/31 kesmada uziuksiz. U holda Vcycrshtrassning ik
kinchi teoremasiga ko'ra berilgan funksiya (-V3; •Л] kesmada aniq 
yuqori va aniq quyi chegaralariga erishadi: sup {/(x)} = / ( - 1) = 2,

x e[-S -,J i\

8.5-eslatma, [n; />] kesmada uziuksiz bo'lraagan funksiya uchun 
^syershtrassning ikkinchi teoremasi o'rinli cmas. Masalan,

X +2, -  2 < X < 0 bo'lganda. 
f ix )  = 0, X = 0 boMganda,

x - 2 ,  0 < X < 2 boMganda (8.18-diizma)
1У

^IS-chiima 8 .l6 -c lii l '» “



• Yec,hilishi. Binlgan funksiya y ] • kcsmada uzluksiz va 
k c s r a a n in g 'chctlarida har xil ishorali qiymatlar qabul qiladi:

Shartga ko'ra, -1 <  j ^  holda, Bolsano-Koshining 
ikkinchi tcorcmasining shartlari bajarilayapti. Dcmak, shunday a-̂ 

nuqu topiladiki, /(x^) = у bo'ladi, bunda = ^  [ ~ f ! f ] (8-22-
chizma)

8.29-misol. Ushbu

/ w =
x ,̂ 0 < x < 2  boiganda, 

j ,  x = 0, x = 2 bo‘lganda.

funksiya [0; 2] scgmcntda o'zining aniq yuqori va aniq quyi 
chcgarasiga crishadimi?

Yechilishi. Ravshanki, bcrilgan Дх) funksiya [0; 2] scgmcntda 
chcgaralangan. Bu oraliqda funksiyaning aniq yuqori chcgarasi M= 4, 
aniq quyi chcgarasi m = 0, Lekin, funksiya [0; 2]da o'zining aniq 
yuqori va aniq quyi chcgarasiga crishmaydi, chunki [0; 2] scgmcntda 
funksiyaning qiymati 4 ga yoki 0 ga tcng bo'ladigan nuqta mavjud 
cmas (8.23-chizma),

f{x) = -^2, -2  s  X < 0 bo'lganda,
-(^^+2), 0 s x < 2  bo'lganda



funJcsiŷ ni nolga aylantiradigan nuqta mavjudmi’’
r«W/W». Funksiyantag (-2 , 2] segmcntning chttki „„q,a|a. 

fidagi qiymatim hisoblaymiz: nuqiaja

/ ( - 2 )  = 6, /(2) = -6.

Berilg^n funksiya scgraentning chetki nuqtalarida har xil ishorali 
qiymatlarni qabul qiladi, [~2, 2] scgmcntning hcch bir nuq- 
tasida nolga aylanmaydi. Haqiqatdan ham, Vx£[-2,21 uchun 
(x 4 2 )> 0  va - (x ^ + 2 )< 0  bo'ladi. Chunki, bcrilgan funksiya 
[-2, 2] da uzluksiz emas, x = 0  nuqtada uzilishga ega.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar '

8.1. Ushbu 1) /(x )  = 3 x -2 , 2) f{x) = ̂  funksiyalaruchun uzluk- 
sizlikning «е-6 »  ta’rifiga ko‘ra a= 1 nuqta uchun quyidagi 
jadvalni to'ldiring:
•1)

e • 2 0,5 0,01 0,001 0,0001
6

2)
e 2 0,5 0,01 0,001 0,0001

6

Koshi
'̂gini ko'rsating;

*•2. /{ x )= x \  8.3. /(x )  = >/x.
/(x) = |x|. 3 5  ̂ / (x )  = arctg.v.

8.6. x-ratsional son bo'lganda,
-x^, X -  irralsional son bo'lganda

/ И  = й .

/(х ) = д^+2sin x  8.И.

~ iriUlMUJUUii ov/iji V.W

8.8. / ( x )  = 2 x - L  8.9. f(x ) = ̂ ,x ^ Q .
2 .Y -1 
?+2'

8.13. /(x) = 4x^-3x+5. 
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8.14. Agar /(x) funksiya nuqtada uzluksiz bo‘Isa,’ ] /(x )l funlc- 
siyaning shu nuqtada uzluksiz bo'lishini isbotlang,

8.15. fix )  funksiya x̂  nuqtada uzluksizligining gepmctrik talqini- 
ni ifodalang.

8.16. Agar/(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsa, у>(х) = /(6лг +
+ c){b^0) funksiya ^  nuqtada uzluksiz bo'lishini isb’ot- 
lang.

8.17. 8.24-chizmada/funksiyaning grafigi bcrilg^n. 1) qaysi nuqta- 
• larda /  funksiya uzilishga cga? 2) bar bir uzilish nuqtasida

■ /  funlttiya chapdan uzluksizmi, o'ngdanmi yoki bar ikkala 
tomondan uzilisbga cgami, sbuni aniqlang. 3) agar uzluk
siz cga bo'lsa, / funksiya qaysi quqtalarda yo'qotisbi mum- 
kin bo'lgan uzilisbga cga, qaysi nuqtalarda birincbi tur uzi- 
lisbiga cga?

S.24-chiima.

8.18. 8.25--chizmada/funksiyaning grafigi berilgan. Funksiyaning 
uzluksizlik intcrvallarini tofiing.



8.21. Л х) = 

8-22. /(х )  =

8-23. Д х) =

•̂24. f(x )  = 

f ix )  =

л» = 2.

8 .2 5 -ch izm a .

Berilgan funksiya ko'rsatilgan nUqtada uzluksizmi, yo'qmi, 
shuni aniqlang. Agar uzluksiz bo'lmasa, uzilishining turini 
aniqlang:

8.19. /(x ) = x ^ -3 x  + l , Xq = 3. 8.20. /(x) = V ?+4, Xp=2. 

x  ̂+ 4 ,x < 2 ,
y ,  x > 2 ,

x*+9, x < 2 ,
7, x = 2, Xo=3.
x^, x> 3 ,

-1 , x < 0 ,
0, x = 0, Хд = 1.
1, X > 0,

x + i’ ^ ’^” ’̂ Xo=-
- 2 ,  x =  - l ,

-x S  x < 0 , (
1 -V x , x > 0 ,



8.26.

8.27.

/(x) = x^signx funksiyaning grafigini-chizing. Agar funksi. 
ya grafigi uzUishga cga bo’lsa, uzilish.nuqtalarida uzilish- 
ning turini aniqlang.

= 8.28./(x) = lx-ll.

X-1, X<1,
8.29. /W  = 0, x = l,

X>1.

8.30. /W  = 8.31. /(>■■) =

1, x< 0 ,
0 < x < l, 
l < x < 2 ,  
x > 2 .

8.32.

8.33.

m =

8.34-

8.34.

8.36.

-1, x < - l ,  
x’ , -1 < X < 1 ,
1, x > l.

2x + 9, x < -2 ,
x^+1, - 2 < x ^ l ,
3 x -l, l< x < 3 ,
x + 6, x>3.

Quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi /(x) funksiya grafigini 
cliizing: 1) Д /) = [ -3 :3 ] ;2 ) /( -3 )= /( -1 )= 1 ,/(2 )= /(3 )  = 2;
3) /W  funksiya x = - l  nuqtada cheksiz uzilishga va x=2 
nuqtada csa sakrash uzilishiga ega;
4) /(x> funksiya x = -1  nuqtada o'ngdan, x = 2 nuqtada chap- 
dan uzluksizdir.

8.35 misollarda/(x) funksiya R ning x = I nuqtadan tashqari 
barcha nuqtalarida aniqlangan va uzluksiz. Agar munikin 
bo'lsa, /(1) qiymatni shunday tanlangki.natijada /(x) funk
siya butun R da uzluksiz bo’lsin:

/ W  = ^ .  8.35. / W  = iJrJ].
x ^  X < 1

Agar /(x ) funksiya x = l  nuqtada uzluksiz

bo'lsa, u holda A ni toping.



8.37. “
А х -В ,  А-s i  
За*, 1 < а- < 2 
В х^-А , 2< х

uchun А \а  В larni shunday topingki,

' natijada/(x) funksiya x= 1 nuqtada uzluksiz, x=2 nuqtada 
csa, uzilishga ega bo'lsin.

8.38—8.39 misollarda Дх) funksiyaning x = 5 nuqtadagi qiymatini 
; .. shunday aniqlangki, natijada funksiya uzluksiz bo'lsin:

8.38.
8.40-

8.40.

8.41.

8.42.

8.43.

8.44.

8.45.

8.46.

8.47.

8.39. =..............

-8.41 misollarda, bcrilgan funksiyaning qanday nuqtalarda 
uzluksiz ekanligini aniqlang.

fl, X ralsional bo'lganda.

r u )  =

irratsional bo'lganda. 

2x, X butun bo'lganda, 
X*, X qolgan holla rda.

^  / ( л  + c) = /(c )  shart/(x) funksiyaning c nuqtada uzluksiz
bo'iishi uchun zaruriy va yetarli shart ekanligini isbotlang. 
/(x )  va g{x) funksiyalar s nuqtada uzluksiz bo'lsin. Agar 

/ ( c )  > 0 b o 'lsa , u holda 3d>0 mavjud bo 'lib , 
^ ( c —d,c-b(5) uchun /(x )> 0  bo'lishni, b) /(x )<g(c) 

bo'lsa, u holda 35>0 mavjud bo'lib, V.xG(c-5,c-f5)
. uchun/(x) <g(c) bo'lisiiini isbotlang.

Agar: a) [/(x)| uzluksiz bo'lsa,/(x) ning uzluksiz bo'lmasligining 
ham mumkinligini isbotlang; b) hcch qayerda uzluksiz 
bo'lmagan funksiyaga misol quring.
Faraz qilaylik, 35 > 0 mavjud bo’lib, /(x) uchun 
| / ( . x ) - / ( c ) |s  5 |x - c | ,  (V xe(c-5 ,c + 5), 5>0)
shart bajarilsin. U holda /(x) fuknsiyaning x= c  da uzluksiz 
ekanligini isbotlang. ,
Faraz qilaylik, /(x ) funksiya uchun 

' I f i x )  -  f i t )  I < IX -  / 1 (Vx,/ G (fl, b))
.shart bajarilsin. U holda Дх) funksiyaning (я; b) interyalda 
uzluksiz bo’lishini isbotlang.
Agar = 4 mavjud bo’lsa, u holda/(x) funk-

= c nuqtada uzluksiz bo’lishini isbotlang.n-»0
siyaning x =



8.55.

8.56.

8.57.

Agar Дх) funksiya — oo; + oo da uzluksiz bo'lsa, u holda uni 
quyidagi ko'rinishda tasvirlash mumkinligini isbotlang;
/ ( л-) = / ( а') + / ( х), bunda / - ( - » ,  + oo) da toq funksiya.

Hcch bir nuqtada uzluksiz bo‘lmagan fuksiyaga misol 
kcltiring. , • j
Faqat; a) bitta Xp ЕД; b) ikkita Xp.x, G Л; d) n ta Xj.Xj,..., 

G R nuqtalarda uzluksiz bo'lib, qolgan nuqtalarda uiuk- 
siz bo'lmagan funksiyalarga misollar kcltiring.
Uzilishga cga bo'lgan funksiyaning kvadrati ham uzilishga 
ega bo'ladimi? ’ •’

A', x-ratsionalsonbo'lganda,
0, X-irratsionalsonbo'lganda, > 

funksiyaning x = 0 nuqtada uzluksiz, qolgan nuqtalarda uzluk
siz cmasligini isbotlang. • .. ! • '
Ixtiyoriy ko'phadning har bir nuqtada uzluksiz ckanligini 
isbotlang.

Ushbu (bu ycrda P(x), Q(x) — nol bo'lmagan
ko'phadlar iso'lib, Q(-Yo)?*0) funksiyaning har bir XqER  

' nuqtada uzluksizligini isbotlang.
Agar: a) Дх) funksiya biror Xp nuqtada uzluksiz, g(x) funksiya 
csa Xp nuqtada uzilishga ega; b) Дх) va g(x) lar Xp nuqtada 
uzilishga cga bo'lsa, u holda /(x)±g(x), /(x)-g(x) funksi- 
yalarning Xp nuqtada uzluksizligi haqida nima deyish mum- 
kin? , ,

[0; 1] kesmaning har bir nuqtasida uzilishga ega bo'lgan 
funksiyaning kvadrati shu kcsmada uzluksiz bo'ladigan funk- 
siyaga misol kcltiring. . . . : < -
Biror Xp nuqtada J[x) va g(.x) funksiyalar uzluksiz bo'lib,
/(x) . , . '
g{x) ” ‘sbati csa, Xp nuqtada. uzilishga ega bo'lgan funksiya-

ga misol kcltiring. , ; . .
Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping, turlari- 
ni aniqlang, i-tur uzilish nuqtalarida funksiyaning sakrashi* 
ni hisoblang hantda grafigini chizing: ■’ • '

8.48.

8.49.

8.50.

8.51.

8.52. Ushbu /(x) =

8.53.

8.54.



8.58.:

8.60.

8.62.

8.64.

Р ,  х а :2.
,/(х) =

/(х )  = (signx)^

х  ̂+5,’ х<2, (>г^+5, х<2,
8.'59. /(х )= 1 0 , а = 2, „

■^+1. х<2.
8.61. f(x ) = E(x) (butun funksiya).

8.63. /W  = -X %  x<0, 
l-V x, x>0.

/(x )  =

. ( .

2x + 9, x < - 2 ,  
x  ̂+1, -2  < X ̂  1, 
3 x - l ,  l< x < 3 ,
X + 6, X s  3.

x + 7, x < -3 ,
|x -2 |,  - 3 < x < - l ,  
x^-2x , - l< x < 3 ,
2 x -3 , 3 sx .

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping, ular- 
ning turlarini aniqlang va grafiklarini chizing:

/ W  = ! ^ .  8.67. / М  = Г77-

8.65. f i x )  =

8.66.

8.68.
x^-4

8.69. / w  7 1 5 ^  
1 1

8.70. /(X) = x-[x ].
. X x + 1

8.71. /W =  1 1-
x-l X

8.72. A x )  = . x  ̂+2, x^O, 
x -1 , x> 0 .

8.73. =

8.74. /(X) =
x < 0 , :

X

1
8.75. f{x) = e^K

5 x -x ^  xsO .

8.76.

8.78.

/(x )  = arctg^. 

f{ x )  = .
l-ei-

8.77. =

8.79. /(■v) = s‘gn(cos.\). i



8.80. /W  = — X  • ' ■ 8.81. Я х) =
1+3^-

^ , - « x x s O ,
0< X S 2 , 

5 -  X, 2 < X < + 00.

8.82. f ix )  =

8.83. / W  =

x + 4, x < - l , '   ̂ ‘ .
x^+2, - l < x < l ,
2x, xs:l.

-1 , X  < 0,
cosx, 0 ^ х < л , •
1 -x , x>  Л.

Berilgan funksiyalarni ko'rsatilgan nuqtalarda uzluksizlikka 
tekshiring:

8.84. /(x ) = 2*-s+l; x, =5, Xj = 6

8.85.

8 .86 .

8.87.

8 .8 8 .

8.89.

8.90.

8.91.

8.92.

8.93.

8.94.

/(x) = 6*-‘ -3 ; X, = 1, Xj = 2 .

= x,=3. x ,= -3 .

f ix )  = ̂ \  x^=Ъ, x̂  = 4 .

/W  = ^ .  X^=2,.:X,=-2.

= Xj=2.

f i  ) ;(_5 > ^1~5, Xj=—3.

/■/>л — -
■ ~ Г Тх-Ь ' =

= X - 5  X -  1Ot-5)7^TT ’ X j- -1 .



Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring va grafigini 
chizing:chizing:

;/ = lim (l-x )^M A -|sl.

8 .9 8 .  к  =  Ш п ^ Г + х " , x > 0 .

8.100. y = U i n # + 7 ^ .

8 .1 0 2 .  >’ =  l im  sin^" X

8 .1 0 4 .  у  =  l im ( l  +  x )th A x
Я-И»

Quyidagi funksiyalar a va b ning qanday qiymatlarida uzluk- 
siz bo‘ladi?

( x - 2 ) \ x < 0 ,

8.105. f{x )=  ax^ +b, 0 < x < l ,  g.l06. f{x) = -
4>/x, x > l.

8.97- =

8,99. У = l^((x-l)arctgx"].
я̂+2

8.10b y = lim-r - -  , x>0.

y+vb«
8.103. y = l Jm— .

flx^ + 1 , X > 0, 
-X , X < 0.

8.107. /(x )  =

8.109. /(x )  =

8.110. /(x )  = 

8-И1. /(x )  =

a, x = - l ,
b, x = l. 
(l+y)"-l

8.108. f(x ) =
2 ^ ,
a, x = 0.

X
[fl, x = 0. 

9x
I.

1u(1+3a)
[fl, x = 0.

chx, x<0,
x> 0

'8.112. / W -
3+x 

27+a’
a, x = -3.

, X7t-i,

[x^+nx + A, |x |> l .
Quyidagi fbp{x)] va у>1/(л')1 funksiyalarni uzluksizlikka 
tekshiring;



8.114. / W  = sign.v, p̂(A•) = 4 + .v ‘̂'’ ■' '
8.115. /(x )  = sign(x-l), ^(x) = sign(x + l).
8.116. /(A) = sigiuf, ^(x) = x ^ -x .  ‘ ! •
8.117. / ( a) = x(1 -a^), ^(x) = signx.

: f i Ч .;

Quyidagi funksiyalarning x, dagi qiymatini shunday tanlash- 
kcrakki, funksiya shu nuqtada uzluksiz bo'lsin;

8.118. / .  = <>■
8.119. /(x ) = (x-«)ctgx, V = ^ .

*•'20.' ^  = 0 . 8.121. = 

8.122. / W  = S r >  ^ . = 0 : '  " cos3x , ' _  2Г
8.123. ^ 0 “  2 ■

8.124:^*"’ - ® ^ :  . ■ 8 . 1 « . ' / W = ^ . '^ = « - :  :

8.126. = = 8.127. Л^)-ЬНЗГ1>
I. ,___ ; i - .■ ■;

8.128  ̂У W  = . -̂ 0 = 0- 8.129.1 / W  = 6̂ 2^  •' ^0 '

8.130. /(x ) = ^V^.>^o = 0- 8.131. /(x )  = arctg-J:, Xo = 0.

8.132. /(x ) = £ | ; l .  x. = o.

Quyidagi funksiyalarning bcrilgan kesmada chegaralanganligiiu 
. . ko'rsating;. ' ' '>■•’ '.■• i | 1 ,

8.133. /(x ) = sinxcos^ x-V x + 6, xG |0 ;401 . , •)
. i!

8.134. ' Л x) = a r c t g ^  + 2 f * - x ^  xG ll; 4]. ‘ | ■ , . , y  щ  ,
! *■ . ; 'l i . i

8.135. /(x ')= x (x -2 y  ln(4-x), xGlO;3].

8.136. Лх) = | ^ .  ^ е (-4 ;4 ]. . j .3 .. у .  : J  •

■; : Quyidagi funksiyalarning bcrilgan kesmada eng katta va eng
kichik qiymatlari mavjud bo'ladimi? , . ,

8.137. /W  = sin x + 3 \x G ( - l ;  2).



8.138.
8.139.

8.140.

8.141.
8.142. ’

8.143.

8.144.
8.145.

8.147.'
8.149.

8.150.

8.152.

8.153.

/( .y) = .x̂ -2 ,  X 6 |-1 ; 2).
/(A-) = 3, .xG[-4; 4].

-A -^+ l,-1 sa-< 0 bo'lganda,
0, .v = 0 bo'lganda,

~ 1, 0 < ,Y < I bo'lganda
funteiya bcrUpi, sohada eng katta va enj kichik qiymat- 
larni qabul qiladimi?

• Quyidagi tenglamalarning ko'rsatilgan kesmada yechimga 
ega ekanligini ko'rsating:

+2x + l = 0, xG l-1; 0]. ' . '
x^-.Y *-x + 2 = 0, xe |0 ,5 ; 2]. '

siii  ̂x -5 s in x  + l = 0, xG^O; y j. 

s in x - x  + l = 0, xG[0; л].
2 '= 1 , xG [-0,2;3]. . 8 .1 4 6 . 2*=4x, x g 12; 5\.

.Quyidagi funksiyalarga teskari bo'lgan funksiyalar mavjud- 
rni?
>’ = 3 x -6 , xGi?.
j '  =  ( x - 2 ) S  x G (-o o ;2 1 . .

>> = cos2x, x G [ - y i  о].

>’ = sinx, xG ^yi y j .

>' =  l n ( x - 2 ) ,  x G (2 ;  +oo).

8.148. >- = 3*"‘, xGj^. 

8.151. >- = tgx, x g [0; i ] .

Mustaqil yechish uchun bcrilgan niisol 
va masalalarning javoblari

0-1. 1)
€ 2 0,5 0,01 0,001 0,0001

1
6

1 1 1 •
d 2

3 300 3000 30000'



e 2 0,5 0,01 0,001 0,0001

2 1 - 1 1 ' 1
6 7 14 700 7000 .70000

8.17.1) X = -4 , X = О, X = 4, X = 7 итШзЬ nuqtalari; 2)х= -4  ik- 
ki tomnlama uzilish nuqtasi, x = 0 da o'ngdan uziuksiz, x = 4 da har ikki 
tomondan uzilish, x = 7 har ikki tomondan uzilish; 3) x = 4 yo‘qotilishi 
mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi, x = 0  birinchi tur uzilish nuqtasi.
8.18. (-6; -3), (-3; 3], (3; 6), (6; 8]. 8.19. Uziuksiz. 8.20. Uz
iuksiz. 8.21. Uziuksiz. 8.22. Yo‘qotilishi mumkin bo'lgan uzulish. 
8.23. Birinchi tur uzilish. 8.24. Uziuksiz. 8.25. Birinchi tur uzi
lish. 8.26. Uziuksiz. 8.27. x = 3  da yo‘qotilishi mumkin bo'lgan 
uzilish. 8.28. Uziuksiz. 8.29. Birinchi tur uzUish. 8.30. Uziuksiz.
8.31. x = 0 va x= =2 da birinchi tur uzilish. 8.32. x=  - 2  yo‘qotilishi 
mumkin bo'lgan uzilish, x = 3 da birinchi tur uzilish. 8.33. 8.26-chiz- 
mada tasvirlangan. 8.34. Д1) = 2. 8.35. Mumkin emas. 8.36. A = 4.
8.37. A - B  = X = \  В ^Ъ . 8.38. /(5) = | .  %.Ъ9. =
8.40. Hamma joyda uzilishga ega. 8.41. x = 0, x = 2 va butun bo'lmagan

[1, X ratsional bo'lganlda.hamma nuqtalarda. 8.44. /(x ) =
-1 ,  X irratsional bo‘lganda.



я 49. D(x) ~~ Dirixle funksiyasi. 8 50 Moc.i x 
^ . . 4 , 4 ,

M a ,a l a n : /W = . \ "  bo'lgadda, '
^ . . .  ^ irratsional bo‘lganda.
fimksiyalar uzUishga cga bo'ladi. Masalan: 1) /(x) = zix\ = sienv
2) / w , = ; " " '  b) / w 4 < , )  t a L i y l L S
ham, uzilishga ega bo lishi ham mumkin. Masalan- 1) /(x) = sienx 
g(x) = -signx; 2) f i x )  = signx, g{x) = 2signx. 8.56. D{x) -  Dirixl’i 
funksiyasi. 8.57. Masalan: /(x ) = x + Xo, g{x) = x ^ -x \. g.58.x = 2 
birinchi tur uzilish, Д/'(2) = —1. 8.59. x = 2 birinchi tur uzilish, 
Д/(2) = 1. 8.60. x = 0 yo'qotilishi mumkin bo'lgan nuqta. 8.61. x = n 
birinchi tur uzilish, Д/(л) = 1. 8.62. x = 0 ikkinchi tur uzUish.
8.63. x = 0  birinchi tur uzUish, Д/(0) = 1. 8.64. x=3 birinchi tur 
uzilish, Д/(3) = 1. 8.65. x = - 3  birinchi tur uzUish, Д/(-3) = 1. 
8.66. x=  -  3 birinchi tur uzUish nuqtasi. 8.67. x = - 1  da yo'qotUishi 
mumkin bo'lgan uzUish. 8.68. x=0 ikkinchi tur uzUish, x = l bi
rinchi tur uzilish. 8.69. x= 2  da yo'qotilishi mumkin bo'lgan uzi
lish, x = 3  ikkinchi tur uzUish. 8.70. x = 0, ±1, ±2, ..., birinchi tur 
uzUish nuqtalari. 8.71. x = 0, x=  1  yo'qotUishi mumkin bo'lgan uzi
lish, x = —1 ikkinchi tur uzilish. 8.72. x=0 birinchi tur uzUish.
8.73. x = 0  da yo'qotUishi mumkin bo'lgan nuqta, .x=l Uckinchi 
tur uzUish. 8.74. x = 0  ikkinchi tur uzUish. 8.75. x=0 ikkinchi tur 
UzUish. 8.76. x =  0 birinchi tur uzUish. 8.77. x=3, x= -3  Uckinchi
tur uzUish. 8.78. x = 0, x = 1  ikkinchi tur uzUish. 8.79. x„= ^ +лл,

birinchi tur uzilish nuqtalari. 8.80. x = l birinchi tur uzUish.
8.81. x=  0, x =  2 birinchi tur uzUish. 8.82. x= 1  birinchi tur uzUish. 
8-83. x = 0, х = я  birinchi tur uzUish. 8.84. x̂  = 5 ikkinchi tur uzi
lish, Xj = 6 nuqtada uziuksiz. 8.85. x, = 1  yo'qotUishi mumkm bo Igan 
"uqta, Xj = 2 nuqtada uziuksiz. 8.86. x,= l ikkmchi tur uzilish, 
1̂ = 2 nuqtada uziuksiz. 8.87. x. = 3 yo'qotUishi jnumkm bo 

Mqla, x ,= --3  ikkinchi ШГ uzilish.
= 4 nuqtada uziuksiz. 8.89. *, -  2 У " tu r  uzilish,

"4qta, X j = - 2  n u q ta d a  u z iu k siz . 8 .9 0 . .v, - _ _ . .  ь о -ь а п

J  =  2 n u q ta d a  u z iu k s iz . 8 .9 1 . ‘ f jj^ l^n c lri tu r  uzUish,
» q t a  _ 3  „ „ , ы а  u z iu k s iz . 8 .9 2 . - . 7 - = ‘''„ ^ ," S l is h ,  . . - 1 2  
2- - 4  n u q ta d a  u z iu k s iz . 8 .9 3 . .« „m k in  bo 'lgan  nuqta,

"«q tad a  u z iu k s iz .  8 .9 4 . . ,  = 5 yo'qohhsh, .m um km  to
I 1 ikkinchi tur uzilish. 8.95. x -  i -



8.27-chivna.

kin bo'lgan uzilish nuqtalari. Bu 
funksiyaning grafigi 8.27-chiz- ‘ 
mada tasvirlangan. 8.96. x = - i ,  
x = l  da birinchi tu r uzilish, 
x = 0 da esa, yo‘qotilishi mumkin 
bo'lgan uzilish. Bu funksiyaning 
grafigi 8.28-chizmada tasvirlan
gan. 8.97. x = 0 birinchi tur uzil- 

. ish nuqtasi. Bu funksiyaning gra
figi 8.29-chizmada tasvirlangan.
8.98. Uzluksiz. Bcrilgan funksi
yaning grafigi 8.30-cluzmada tas
virlangan. 8.99. Uzluksiz. Bcrilgan 
funksiyaning grafigi 8.31-chizma- 
da tasvirlangan. 8.100. Uzluksiz. 
Bu funksiyaning grafigi 8.32-cliiz- 
mada tasvirlangan.'8.101. x = 2  
yo‘qotilishi mumkin bo'lgan uzilish 
nuqtasi. Bu funksiyaning grafigi 

, 8.33-chizm ada tasvirlangan.
8.102. х = у  + ли, T ie Z  yo‘qo-

’ tilishi mumkin bo'lgan uzilish. Bu 
' • funksiyaning grafigi 8.34-chizma- 
‘"'da tasvirlangan: 8.103. Uzluksiz.
. Bu funksiyaning grafigi 8.35-chiz- 

mada tasvirlangan. 8.104. x = 0 
, ' birinchi tur uzilish. Bu funksi

yaning grafigi 8.36-chizmada tas
virlangan. 8.105. n = 1 2 , A = 8.
8.106. Shunday a son mavjud 
cmas. 8.107. Shunday a \a  b 
sonlar mavjud cmas. 8.108. я = 1п2. 
8.109. a = n, n e N .  8. 110 . e = 3.

.* . ; , [ • :  ■ 8.111.,fl  = l .  8.112. '0  = ^ -
8.113., a = 2, A =l. 8.114./(^(x)) uzluksiz, <p(f{x)) funksiya x = 0  
nuqtada uzluksiz. 8.115./(^(x)) funksiya x = - l  nuqtada uzluk- 
siz, yi(/(x)) funksiya x = l  nuqtada uzluksiz. 8.116./(y>(x)) funksi
ya x = 0, x = ±l nuqtalarda uzluksiz v’C/fx)) uzluksiz. 8.117./(у?(х)) 
uzluksiz, y>(/(x)), funksiya x = 0 , x = ±Ь nuqtalarda uzluksiz.

'У -
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( 1

-1 ' ( 1 , X
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8.28-chiima.
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8 .1 1 8 . /(0 )= 4 *  8 .119
/ (д )  = 1. 8.120. / ( 0 )  = 2!
8.121./(0) = 4. 8.122./(0)=1.
8.123. = 8.124.
Mumkin cmas. 8.125. На, 
/(0 )= 1 . 8.126. Н а ,/ ( - ! )  =
=1. 8.127. Н а, / ( 0 )  = 2.
8 .1 2 8 . Н а , / ( 0 )  = \  .

8.129. Mumkin cmas. 8.130. Н а , / (0 )  = -  3 . 8.131. Mum-
kin cmas. 8,132. На, Д0) = 1. 8.137. Mavjud. 8.138. Mavjud. 
8.139. Mavjud cmas. 8.140. Mavjud cmas. 8.146. Mavjud. 8.147. Mav
jud. 8.148. Mavjud. 8.149. Mavjud. 8.150. Mavjud. 8.151. Mavjud 
cmas. 8.152. Mavjud cmas.

9-§. FUNKSIYA GRAFIGINING ASIMPTOTALARI

Funksiyani tckshirish jarayonida uning graflgi koordinatalar 
boshidan chcksiz uzoqlashganda, yoki boshqacha aytganda, uning 
o'zgaruvchan nuqtasi chcksizlikka intilganda graflkning ko'rinishini 
bilib olish muhim.

9.1-ta’rif. Agar o'zgaruvchi M{x, y) nuqta fimksiya grafigi bo'yicha 
koordinatalar boshidan chcksiz uzoqlashganda, y-f{x)  funksiya grafigi- 
dagi 0‘zgaruvchi M{x, y) nuqtadan to'g'ri chiziqdagi //(x,, y,) nuqta- 
gacha bo'lgan d=MN masofa nolga intilsa, bu to‘g‘ri chiziq y=f(x) 
funksiya grqfigining asimptotasi deyiladi (9.1-chizma).

Oy va Ox o'qlarga parallel hamda koordinata o'qiariga parallel
bo'lm agan asim pto talarn i 
qaraymiz.

I 9 . 1 .  V e r t ik a l  a s im p t o t a la r ,
y —f{x) funksiya a nuqtaning 
biror e > 0 atrofida aniqlangan, 
ya’ni xGV^{a) bo'lsin.

9.2-ta*rif. Agai'

lim /(x ), lim /(x )
Л--О-0 X—o+O



lardan biri yoki ularning ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x= a t6‘g‘ri 
chiziq f ix )  funksiya grafigining vertikal yoki Oy o’qqa parallel 
asiinpio °̂^  ̂ dcyiladi (9.2-a, b, d, e chizmalar).

Dcmak, у  —fix )  funksiya grafigining vertikal asimptotalarini izlash 
uchuD funksiyaning qiymatini chcksizlikka aylantiradigan (cheksiz 
uzilishga ega boMgan) x= a nuqtani topish kcrak ckan. Bunda x= a 
Q̂‘g*ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi,

9.1 - eslalma. Umuman aytganda, y=f{x) funksiyaning grafigi bir 
nechta vertikal asimptotalarga ega bo'lishi ham mumkin.

9.1 - misol. Ushbu

/ W  = ^ ,x G [ - 2 ;3 ]
. r . * ^

funksiya grafigining vertikal asimptotasini toping.



Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning maxraji x = 2 nuqtada nolga ay-, 
lanadi. x-»2±0 da berilgan funksiyaning limitini hisoblaymi'z: , ,

lim f ix )  = lim' - Ц  = -  CO, lim /(x )  = Um' ̂  = + 00. •

Demak; 9.2-ta’rifga ko‘ra, bcrilgan funksiyaning grafigi uchun 
x=2 to‘g‘ri chiziq vcrtikal asimptota bo'ladi (9.3-chizma); -

9.2-misol. Ushbu ’ ’ ' ' ’ .

/(x) = ctgx - .V

funksiya grafigining vcrtikal asimptotalarini toping.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya х = лл (wGZ) nuqtalarda 2-tur uzi- 

lishga ega. х-*ял±0 («6Z)da berilgan funksiyaning limiti ±00 ga- 
aylanadi. Shuning uchun, 9.2-ta’rifga asosan, funksiyaning grafi
gi chcksiz ko‘p vcrtikal asimptotalarga ega (9.4-chizma): x = 0 , x = 
= ±лп, x= ±2л, ...

9.2. Gorizontal asimptotalar
9.3-ta’rif. Agar

/(x ) = Z) (bER)
(xVL)

bo Isa, y - i  to‘g‘ri chiziq x -* +00 (х-^-ю ) d ay= /(x ) funksiya gra
figining gorizontalyoki Ox o ‘gqaparallel asimptotasi dcyiladi (9.5-fl), 
o)t e) chizmalar).



 ̂ '9.3;iiisol.'Ushbu m  = ^  funksiya grafigining gorlzobtal
asimptotasini toping. > i

Yechilishi. BerUgan funksiya R da aniqlangan. x-+oo da bcrilgan 
funksiyaning limitini hisoblaymiz;

lim /(x )  = lim -4— = lim - V  = 1.x-±« x-±..x'‘+2 x-±-|, 2

Demak, 9.3-ta’rifga ko'ra berilgan funksiyaning grafigi uchun 
y = l to‘g‘ri chiziq gorizontal asimptota bo'ladi (9.6-chizma).

9.4-misol. Ushbu / W  = i  funksiyu В»ПзЫп, vertikal va
Sorizontal asimptotalarini toping.



Yechilishi. Ravshanki, ̂ ^ fu^siyaning grafigi uchun x = 0 va y=o 
to‘g‘rt chiziqlar, mos ravishda, vcrtikal va gorizontal asimptotalar 
bo'ladi:

lim /(x )=  lim i  = ±«,
x-»0±0 ̂  *-»0±0 X

iim f ix )  = lim i  = 0, (9.7-cliizma). .

9.3. Og‘ma asimptotalar
9.4-ta’rif. Shunday к \a b chekli sonlar mavjud bo'lib, x -»+« 

(x-*-oo) da/(x) funksiya quyidagi

J[x) = ldc + b + а{х)

ko'rinishda ifodalansa (bunda 11та(х) = 0), Y=kx + b to'g'ri chiziq 
y=f{x) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi. Xususiy holda 
k = Q bo'Isa, Y=b to'g'ri chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.

9.1-teorema. y=J{x) funksiya grafigi x-* ±oo da Y= kx+ b og'ma 
asimptotaga ega bo'lishi uchun

= \hn [fix )-kx]  = b (9.1)

munosabatlar o'rinli bo'lishi zarur va yctarli.
(9.1) limitlarni hisoblashda quyidagi xususiy hollar bo'ladi: 
1-hol. Argument x  ning ishorasiga bog'liq bo'lmagan holda, 

ushbu



lim ^  = lim. ZW = ^X x-̂ eo X
^l^J/(x ) -  b )  = I/(x) -kx \ = b

ilckala limit ham mavjud va chekli. Bu holda Y=kx + b to‘g‘ri chiziq 
funksiya grafigining ikki tomonlama og'ma asimptotasi bo'ladi (quyi- 
da, 9.5-misolga qarang).

2-hol. Argument x  ham musbat, ham manfiy ishorali cheksizlikka 
intilganda, ushbu

l i m ^ = ^ „  1 ш 1 ^  =  Л2, lim l/(x)-foc] = i„ lim l/(x )-b :]  =

limitlar mavjud, lekin ular o'zaro har xil (hech bo'lmaganda it,A :, 
yoki b^T^bj). Bu holda Ŷ  = k^x+b^ va Ŷ  = k^+ b  to'g'ri cliiziqlar 
funksiya grafigining mos ravishda ikkita bir tomonli (o'ng va chap) 
og'ma asimptotalari bo'ladi (9.6-misolga qarang).

3-hol. Faqat x-^+oo da

l i m ^  = -̂, l im l/(x )-b i = A

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx + b to'g'ri chiziq funk' 
siya grafigining faqat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (9.7-misolga 
qarang).

4-hol, Faqat x-* —oo da

lim .;^^ = A:, lim[/(x)-kx} = b

ikkala limit ham mavjud. Bu holda Y=kx+b to'g'ri chiziq funksi- 
yji grafigining faqat chap og'ma asimptotasi bo'ladi.

Agar yuqoridagi hollarning barchasida k = 0 bo'Isa, Y=b to'g'ri
chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.

Funksiya grafigining asimptotcilarga nisbatan joylashishini anig- 
lash uchun x-^+oOiX-*-») hollarning har birida/(x) -  (kx + b) ayirr 
maning ishorasi tekshiriladi.

Agar ayirmaning ishorasi musbat (manfiy) bo Isa, funksiya gra- 
figi asimtotadan yuqori (past)da joylashgan bo'ladi. Agar ayirma 
'shorasini o'zgartirsa, u holda asimptota funksiya grafigini kesadi.



9.5-misol. Ushbu

funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini toping. 
Yechilishi. Og‘ma asimptotalarni topamiz:

*:=ШпЛг> = Ц т ^ = 1 ,
Х-»±» X  x -*±

b= lim l/(x)-foc]=  liin + l - x ] =  lim -l-x '-
(̂x  ̂+ l)^+x^x* + l + x̂

= 0

Dcmak, 9.1-teorcmagaasosan, 
y = x  to‘g‘ri chiziq bcrilgan funk- 
siyaning ikki tomonlama og'ma 
asimptotasi bo'ladi (9.8-chiz- 
ma).

9.6-misol. Ushbu

9 .8 -c h iim a .

y  = yjx^+l

funksiya grafigining og‘ma asimp
totalarini toping.

Yechilishi. O g'm a asirr>p- 
totalarni topamiz:

1̂ = Ibn J  = lim = UmJl + -^ = 1,

= Urn Urn = Н тУ  jT + 4  ==-1.

I, = 1 ^ X) = lim Ш + 1 - х )  = lim . ------------------------= 0,

bi -  -  кгХ) = lim (>/x̂  +1 + x) =

im -y —  = lim —— ■ -—-= lim =  0.



Dcmak, 9.1-tcoremaga asosan, Y^=x va Y^= -x  to'g'ri chi- 
ziqlar, mos ravishda, berilgan fiinksiyaning bir tomonli (o‘n<» va 
chap) og'ma asimptotalari bo'ladi (9.9-chizma). BcriJgan ftmksi- 
yani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: i.

У

>/=-X>v
V

y = x  ®

-2 -1 0ГЧ, i 2

-1 Ч
9.9-cniima.

9.7-misol. Ushbu >’ = e~̂ ’‘ +2 funksiya grafigining og'ma asimp
totalarini toping.

Yechilishi. Og'ma asimptotalarni topamiz:
= lim ^  = lim = 0, Atj = lim J  = lim ^- 3̂  = «,

Л. = lim (>■ -  kiX) -  lim + 2) = 2 .

Dcmak, 9.1-tcorcmaga ko'ra, у = 2 to'g'ri chiziq bcrilgan funk- 
syaning faqat o'ng og'ma asimptotasi bo'ladi (9.10-chizma).

.VnУ:

\
1

■

-1  0 i 2 * * X 
/

9. lO-chiima. 9.U-chnma.



9.2-eslatma. Berilgan y=f{x) funksiya uchun faqat ^ ^
mavjud bo'lib, lk n ( /(x ) -b ]  mavjud bo'lmasa (yoki chcksiz bo'ha) 
berilgan funksiya grafigi asimptotaga ega bo'lmaydi, lekin asimptotik 
yo'nalishga ega bo'ladi. Masalan, y= 4 x  parabola Ox o'qqa parallel 
boigan asimptotik yo'nalishga ega, lekin gorizontal asimptotaga ega 
emas (9.11-chizma);

к = lim -  = lim —  = 0, b=  lim — kx) = lim Vx = + oo.
Х -И ** X  X -H *» X  Х -М -»  X-*+eo

_10
,9.8-misol. Quyidagi f i x )  = funksiya grafigi uchun y = x + 3

to'g'ri chiziq og‘ma asimptota bo'lishini ko'rsating.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning ko‘rinishini o'zgartirib,

/(x) = x + 3----^  ni hosil qilamiz. Bunda x-*±oo da a{x) =
= -  -* 0 uchun f ix )  funksiyani f ix )  = x + 3 + a(x) ko'rinishda
ifodalash mumkin. Demak, 9.4-ta’rifga ko'ra, у — х+Ъ  to‘g‘ri chiziq 
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo'ladi (9.12-chizma).

9.9-misol. Ushbu f i x )  = funksiya grafigining asimptotalarini
toping.



Yechilishi. (12.1) formiiladan fpydalanib, к va b larni topamiz; 

• it=  lim lim 4 ^ =  lim ^  = 1 it = lx ^ -  X  x-±-X(jC-l) x ^ - 7 H  ’ ’
X

i>= lim (/(x )-A x )=  lim lim ^  = - 1, b = - l .x-»±« x-»±e»̂  X-1 J

Demak, 9.1-teoremaga ko'ra, y = x - l  to'g'ri chiziq berilgan 
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi bo'ladi. k^Q  bo'lganligi 
uchun funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega emas.

Endi berilgan funksiyaning vertikal asimptotasini topamiz. Funk
siya x= ‘l nuqtada 2-tur uzUishga ega. x-*l±0 da berilgan funksi
yaning limitini hisoblaymiz:

lim /(x ) = lim = ±«>.

Demak, 9.2-ta’rifga ko'ra, berilgan ..funksiyaning grafigi uchun 
x= 1 to'g'ri chiziq vertikal asimptota bo'ladi (9.13-chizma).



9.3‘eslatma. Y=k'x + b asimptotalar bilan bir qatofda murakk h 
ko'rinishdagi asimptotalar ham qaraladi.’ Agar /(x ) funksiyani usL 
bu

fix) =a„x"+fl„.,x»'+...+o,x+o,+a(x) 

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lib, unda a(x) = 0 bo‘lsa, u holda

y=o^x"+a^_,x""'+.. .+a,x+aj ( 12.2)

ko'phad bilan aniqlangan и-tartibli parabola x-* +oo da y= f(x)  funksiya 
grafigining asiniptotasi deyiladi.

9.2-teorema.y =/fx^ funksiyaning grafigi x-* ■¥«> da (12.2) asimptotaga 
ega bo ‘lishi uchun n + 1 ta limit qiymatlarning mavjud bo 'lishi zarur va 
yetarli:

X -.+  -  x "  "  X - + m  x "  ‘

/(х)-(а„х"+Оя,1х"~Ч...-1-а2Х )̂ _lim
X • = ^i.

“  (OnX” + +... + fl,x)l = Оц.

9.10-misol. Ushbu

/ M  = x*+2x-3
x -3

30
funksiya grafigining asimptotasini toping.

Yechilishi. Bcrilgan funksiyani ushbu /(x) = x- + 3x + 11 + 3̂  
ko'rinishda tasvirlaymiz, bunda lim a(x) = = 0,

Dcmak, У=х- + Зх+11 chiziq ta’rifga ko'ra bcrilgan funksi
ya grafigining asimptotasi bo’ladi. Ravshanki, x = 3  to'g'ri chiziq 
bcrilgan funksiya grafigining vcrtikal asimptotasi bo'ladi.

9.1I-mlsol. Ushbu

f ix )  = y



funksiyaning asimtotalarini toping Va funksiya grafigining asimtotalarga 
nisbatan qanday joylashganligini aniqlang.

I
Yechilishi. Bcrilgan f(x )  = 3* funksiya R \  {0} to'plamda aniq

langan. Funbiyaning x-*±oo va x - ± 0  dagi limitlarini topamiz:

i  j .  I

lim 3* = 1, lim3*=+oo lim3*=0. ,
*-*±» *.«+0 x -» -0

Dcmak, x-*±oo d a y = l  to‘g‘ri chiziq funksiya grafigi uchun 
gorizontal asimptota bo'ladi. 'X^*+0.da x= 0  vcrtikal asimptota 
bo'ladir-

I
Ravshanki, x > 0  da 3 * -l> 0 , 3*>1, x < 0  bo'Iganda csa 

1 1
3 * - l< 0 , 3* <1 bo'lgani uchun, funksiya grafigi x>0 bo'Iganda
y = l  asimtotadan yuqorida, x<0 bo'Iganda csa pastda joylashadi 
(9.14-chizma).



Mustaqil ishlash uchun misollar

Quyidagi funksiya grafiklarining asimptotalarini toping; 
1 _  x^-6x+4y = X  +  - ,
X

3x^-79.4. y  = ——i. •
^  2x+l

9.7. J/ = ^/^ + V 5 ^ .  

x’-2x^-3x+2

9.2. у  = 3x-2

9.5. >• = e*

9.8. >• = 2x^-1

y[x^-2
9.10. y  = 

9.13. y=x\ 

9.16. y =

1-x 9.11. у  =

x-1

9.19. у = 5 ^ 4 ^  
3 x 4 8  •

6(3-x)2 
x 4 i  
x^-l • 
.2

9.22. y = 4x + 3 ^ .  9.23. =

9.14. у  =

9.20. y=tgx.

2х4 злс2_2х+1

3
X ‘

21-x^
7x+9 ■ 
x̂

2(x+l)^ • 

9.12. >’ =1 x + 2 I c'*. 

x 4 l 6

9.3. у = 10 + . 

9.6. У 

9.9. у =

9.15. у =
. х /9х^  ̂

4 2 х9.18. У = ^  х-1

9.21. У =_  2х’-2х+1
1+х̂

9.24. у = х428
х-3

1-Зх^

Mustaqil yechish uchun berilgan misollarning javoblari

9.1.X-0 —vcrtikalasimptota,y=x- —og‘maasimptota. 9.2. x  = j  —
vcrtikal asimptota, у = i x  -  у  — .og‘ma asimptota. 9.3. y=  10 — 
gorizontal asimptota, x = 0  — vcrtikal asimptota. 9.4. x  = - j  — 
vcrtikal asimptota, y = i x - |  — og'ma asimptota. 9.5. y = l  — 
gorizontal asimptota, x = 0  — vcrtikal asimptota. 9.6. x  = - j
V̂ rtil̂ nl - . . 1 9

----- x + 2 — og'nia asimptota. 9.1Z* x —-̂
— vcrtikal asimptota, y = + 1 — to'g'ri chiziq og'ma asimptota.
9.12. y= -x -1  vay = .x + 1 -  og'ma asimptotalar. 9.13. Asimptota yo'q-
Й 1.4 . ■ .V 2 ^  2Л9.14. x -1 ,  x = —l — vcrtikal asimptota. 9.15. x ---- j—, x ----j -



-vcrtikal asimptotalar, ,у = - |л : ,  = _  og'ma asimptotalar,
9.16. x= 0, л-= 3 -  vcrtikal asimptota. 9.17.x = 2 ~  vcrtikal asimptota 
;,=x + 4 -  og'ma asimptota 9.18. x= 1 -  vcrtikal asimptota, y = x - l
-  og'ma asimptota. 9.19. y = 2 -  og'ma asimptota. 9.20. y = ^  + 
+ ЯЯ, w £Z  vcrtikal asimptotalar. 9.21. y=2x -  og'ma asimptota.
9.22. y = 4x — og'ma asimptota, x = - 3  — vcrtikal asimptota.

1 1  29.23. x - —-j=, — vcrtikal asimptotalar, y = - jX  + l —

og'ma asimptota. 9.24. 7= + x + 1 chiziq asimptotasi, x = 3 —
vcrtikal asimptota.

10-§. FUNKSIYANING TEKIS UZLUKSIZUGI •

10.1. Funksiyaning tekis va uzluksizligi uzluksizlik moduli, /(x) 
funksiya X  to'plamda aniqlangan bo'lsin. X  to'plamning bar bir 
nuqtasi uning limit nuqtasi bo'lsin.

10.1- ta’rif. Ve>0 son uchun shunday 6 = <3(c)>0 son topi- 
lib, Z  to'plamning |x '- .x '|< (5  tcngsizlikni qanoatlantiruvchi 
Vx', x’ (x', x ' G X) nuqtalari uchun

|/ ( x ') - / ( x ') |< £

tcngsizlik bajarilsa, /(x )  funksiya X  to'plamda tekis uziuksiz 
dcyiladi.

Bu ta’rifiii qisqacha,

Ve > 0, 35(e) > 0, Vx', x’ E X, | x' -  x' 1 < <5 => I fix ')  -  f i x ’) \ < e

ko'rinishda ifodalash ham mumkin.
10.1- eslatma.fix) funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rlfidagi 5 > 0 

son e > 0 songa bog'liq bo'lib, qaralayotgan x nuqtalarga bog liq
emas. , ' . .

/(x ) funksiyaning X  to-plairidagi tekis uzluksizligi inkorim,
qisqacha, quyidagicha ta’riflash mumkin:

3e > 0, V5(t) > 0, 3x’, x’ e X, I -x' -  X* 1 < <5 I fix ')  ~ f  ix ’) I ̂  e.



1 0 . 1 - teorema (Kantor teo rem asi).‘/Igar/(<x; funksiya [a- i, 
‘segmentda aniqlangan va uzluksiz bo4sa, и sHu segmentda tekis uzlJ  
siz bo’ladi.

fix )  funksiya X  to'plamda aniqlangan bo'lib, 6 ixtiyoriy mus- 
bat son bo'lsin.

10.2- ta’rif. Ushbu

w if;d )=  sup { l / ( x ') - / ( x ') l}
v x ”. i - e j f

ifodaga fix )  funksiyaning X  to'plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi. 
fix )  funksiya X  to'plamda aniqlangan bo'lsin.

10.3-ta’rif. Agar BiiT > 0, a  (0 < a  < 1) sonlar mavjud bo'lib, 
Vx, ,Xi 'e X  lar uchun

\ Я x ^ ) - f i x f ^ \ < K \ x ^ - x ^ \ ° ( 10.1)

shart bajarilsa, u holda f ix )  funksiya X  to'plamda Gyolder shartU 
ni qanoatlantiradi dcyladi ( a = l  bo'lsa, u holda (10.1) shart Lip- 
shis sharti deyiladi).

10.2-teorema. fix )  funksiya X  to'plamda tekis uzluksiz bo'lishi 
uchun l̂im ш(/;б) = 0 shartining bajarlishi zarur va yetarli.

Funksiyaning uzluksizlik moduli quyidagi xossalarga ega:
Г. <iiif’,d) har doim <o(/;d)>0.
2". wif\S) 6 > 0  bo'yicha o'suvchi funksiya bo'ladi.
3*. Ixtiyoriy A — musbat son uchun ш (/,Ad) s  (l + ̂ )^(/> 

tcngsizlik o'rinli.
4*. Ixtiyoriy musbat son dj, dj lar uchun

‘^(/«di + d j) s  ^u(/.d,) + (iii f >^г)

tcngsizlik o'rinli.
10.1-misol. Ushbu

f i x )  = X + sin X

funksiyaning R da tekis uzluksizligini isbotlang



Yechilishi. a) <̂ 6*ni topish. Ve > 0 son bcrilgan bo'lsin. BerHgan 
Ve>0ga ко ra shunday x  ga bog'liq bo'imagan d = d(£)>0 
ni topish kcrakkl, |x ' —x*|<d tcngsizlikni qanoatlantinivchi 
Vx’, x" E R lar uchun j f ix ')  -  f ix ')  \ < e tcngsizlik bajarilsin. Bu- 
ning uchun I f ix ')  — f ix ')  I, I x' — X* I ifodalar o'rtasidagi bog'lanishni 
topamiz:

I f ix ')  -  f ix ')  1 = 1 x' + s in x '-x '- s in x ''|=
I x' -  x ' -  (sin x’ -  sin x")

X -  X I +2 sm—j— c o s -y -  s  

s 2 |x ’-x * |< c

bo'lishi uchun d = ^ deb olish yetarli. 
b) 6 ning *ishlash»ini ko'rsatamiz.
I x' -  x ' I < I  bo'lsin. Bundan, 2: |sin , 1 s  |cos 

tcngsizliklarni e’tiborga olgan holda,

: > 2 | x' - x' | = 1 x' - x' + 2 ! ^ ^ - 1

^1 x '-x '|+ 2 |s in ^ ^ ^ ^ ||c o s !^ ^ ^ |-  

= 1 x' -  x* 1 +1 sin x' -  sin x" 1̂ 1 x' + sin x’ -  x* -  sin x* 1=
= |/ ( x ') - / ( x ') I

tcngsizlikka ega bo'lamiz. Demak, berdgan e bo'yicha topUgan <5 
tekis uzluksizlik ta’rifini qanoatlantiradi.

10.2-misol. Ushbu

/(x ) = e 's in -

funksiyani ЛГ=(0; 1) da tekis uzluksizlikka tekshinng.
, 2  ̂ ■Yechilishi. x„ = • x„ 4̂„+l)я nuqtalarni olamiz.



I y' — I = I •*’л I
2 2 _  2 |  1 _  1

(4л-1)я (4л+1)я я14л-1 4л+1

/ « ) ! =
2

g » (4 n - l) sin(4^ -1 )  Y -  e’

_  |_ g » (4 B - l)  _  g n (4 n + l) j  _  |g » (4 » l- l)  g » ( 4 n + l) | >  2  =  f .

Dcmak, berilgan funksiya (0; 1) da tekis uzluksiz cmas.
10.3-misoL Ushbu

/(x )  = sin

funksiyaning A!’= Л da tekis uzlnksiz emasligini ko'rsating.
Yechilishi. Ravshanki, berilgan funksiya R da chegaralangan va 

nzluksiz, lekin nning R da tekis uzluksiz emasligini ko'rsatamiz;

V3 > 0 berilgan bo'lsin, R  dan Vx), = x"„ = .̂ пл: + ̂  nuqta-
larni olamiz. Unda,

\x'„ -  x'„\ = yfnji -  yjn^ + j
у/м+у ПЯ+Y

«0.

Dcmak, bu ayirma n ning o'sishi bilan V6 > 0 sondan kichik 
bo'lib boraveradi, lekin

1 / Ю  -  f ( x ’„) 1= |sin ПЛ -  sin [rm + f ) |  =  ̂ ®

Shunday qilib, /(x )  = sin x  ̂ funksiya R da tekis uzluksiz cmas 
ckan.

10.4-misol. Ushbu
1) /(x ) = 2 x - l ,  X  = R\ 2) /(x )  = Vx, >5Г = [0,2];

3) /(x ) = c o s i, X  = {Q,\y,
4) /(x ) = x^ a) = (1; 1). b) X  = R'.



5 ) =  ^  =  1 -1 ,1 ]

funksiyalarni ko'rsatilgan X  to'plamda tekis uzluksizlikka tckshi-
nng.

Yechilishi. 1) Ve > 0 son berilgan bo'lsin. Bu berilgan o O  songa 
ко ra X  ga bog liq bo Imagan shunday <5 = 6 { e )  son topishimiz kerakki, 
|x ' - x ' |< d  tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vx', x 'G  J? lar uchun 
I f ( x ' )  -  f i x ’) |< e  tengsizlik bajarilsin. Unda

I f i x ' )  -  f i x ’) 1=12 x ' - 1  -  2x* + 1 1 =  2 I X '-  X ' |<  £

bo‘lishi uchun d = ^ deb olish yetarli.
Demak, 10.1-ta’rifga asosan berilgan funksiya R da tekis uzluk

siz bo'ladi.
2) Ravshanki, f i x )  = ifx funksiya [0; 2] segmentda uzluk

siz. U vaqtda, Kantor teoremasiga asosan berilgan funksiya [0; 2] 
segmentda tekis uzluksiz bo'ladi.

3) /(x )  = coSj funksiya (0; l)da uzluksiz, lekin tekis uzluksiz 
emas. Haqiqatdan ham, V<5 > 0 son berilgan bo'lsin.

Agar £ e  (0;2), x; = ^ ,  x„* = deb olsak, unda, bu2лл

I x' -  X* 1= ----'  я я I l - n
I 1

2лл (2л+1)л| 2л(2л+1)л

ayirma, n ning o'sishi bilan istalgancha kichik й — й(е) > 0 sondan 
kichik bo'lib boraveradi.

I /(Д-) _ /(.x;) 1=1 cos2лл- cos(2n + 1)л 1= 2 > £ (0 < e < 2).

Demak, /(x ) = cos^ funksiya (0; l)da tekis uzluksiz cmas 
ckan.

4) a) Ve > 0 son berilgan bo'lsin. Unda berUgan £ ga ko'ra, shun
day (5 = 6(e) > 0 sonni topishimiz kerakki, | x — x |< d tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi Vx',x' G (-l;l)l^ f uchun

•| / ( x ') - / ( x ') |  = l(x f - (x ')M < «  
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tcngsizlik bajarilsin. Buning uchun awalo

1 ( x f  -  (x')̂  U x' -  X* I

munosabatlar orasidagi bog'lanishni topamiz:

I f ix ')  -  f i x ')  1 = 1 X' -  X* 11 X' + x' 1< 2 1 x' -  X' 1.

(10.2) tcngsizlik bajarilishi uchun <5 = |  deb olish yctarli. Endi, 
bcrilgan e ga ko‘ra d ning to‘g‘ri topilganligini tekshirib ko‘ramiz:

l x ' - x * l < ^  bo'lsin. Bundan, 2 l x ' - x * l < e  x ',x * G (-l,l)  
ckanligini inobatga olgan holda, kcyingi tengsizlikdan

e >1 x' -  x ' 11 x' + x ' 1 = 1 (хУ -  (x’)̂  1 

munosabatni hosil qilamiz.
Dcmak, <5 = ^ to‘g‘ri topilgan ckan, ya’ni bcrilgan funksiya 

(-1 ; 1) da tckis uzluksiz.
b) f ix )  = x  ̂ funksiya R da tckis uzluksiz emas. Haqiqatdan 

ham, Vc < 2, = n + x ' = n deb olsak, unda \x'„~x„\ =

|/(Хц) ~ /(x^)l = f/j + 1 ] — = |л  ̂ + 2 + — л |̂ = 2 + -^ > 2 > e.
\ nf  \ I n

. Dcmak, tckis uzluksizlikning inkoriga asosan, f i x )  = x  ̂ funk
siya R da tckis uzluksiz emas.

5) Ravshanki, ~ funksiya [-1 ; 1] segmentda uzluk
siz. U holda Kantor teoremasiga asosan, [ — I; 1] segmentda tckis 
uzluksiz bo‘ladi.

10.5-misol. Ushbu
1) /(x) = 3x̂  +Л- + 2. X  = [0, 1);



2) /(x )  = x^ а) Х  = [~а,а] (а>,0), Ь) Л' = (-оо,оо);
3) f ix )  = cos i , Z  = (О, со); 4) Д х)  = ^ ,  Х  = Ю, 2J;

funksiyalarning uzluksizlik modulini toping va ularni tckis uzluk- 
sizlikka tekshiring,

Yechilishi. 1) V3>0 bcrilgan bo'lsin. A"=[0, 1] to'plamdan ix- 
tiyoriy x', x" nuqtalarni olamiz va aniqlik uchun x' > x ' deb, ya’ni ' 
x' = x ' + Дх, 0 < Дх < d qaraymiz. U holda Vx' > 0 uchun

1 f ix ')  -  f i x ’) I = I (3x'" + X' + 2) -  (3x-' + X* + 2) I =
=  1 3(x" +  Дх)  ̂+  (x' +  Дх) +  2 -  (3x'  ̂+  X* +  2) 1 =
= I бх'Дх + ЗДх̂  + Дх I < 6d + 3(3̂  + d = 7<5 + Зd^

Bundan, w{f,S)=  sup | / ( x ') - / ( x ')  |< 7d + 3d̂ . Lckin, x' =

= x’ + d nuqtalar uchun ] x' -  x ' |= d va

I /(X ’) -  Д х ')  1=1 (3x’̂  + X' + 2) -  (3x'  ̂+ X* + 2) 1 =
=1 3x'  ̂+ X' -  (3x*̂  + X') 1= 7d + 3d'

bo’lishini c’tiborga olsak, unda bu tenglik va yuqoridagi tengsiz- 
likdan

u;(/,d) = 7d + 3d', d>0.

Bundan esa, km w{f, d) = ) = 0-
Dcmak, bcrilgan /(x ) = 3x '+ x  + 2 funksiya [0; l]da tckis uz

luksiz. . '
2) a) Vd > 0 berUgan. | x' -  x" <5 tcngsizlikni qanoatlantiruvchi 

Vx', x’ e  \-a,a\ nuqtalarni olamiz.

I /(X ') -  /(X*) 1=1 x" -  X"' 1=1 X' + X* 1 • 1 X '- X' N  2^5.

'Bundan, w(/,d) = <y(x',d)s2ad bo'ladi. Ammo, x '= a, x '= 
= fl -  d (0 < d < 2fl) nuqtalar uchun



I f{x ') -  f i x ')  1=1 X-' -  x'^ 1= fl' -  (fl -  «5)' =1 2od -  d ' 1= 2a6 -  6̂

bo'lganligi sababli, ш{х ,̂6) = 2аб-д^  bo'ladi. Bundan, Шпш(х^^й) =
= lim(2fl5-d^) = 0.*-.0

Dcmak, bcrilgan /(x )  = Jr funksiya [~a; a] (a > 0) scgmentda 
tekis uzluksiz.

b) X  = (-co,oo) to 'plam dan Vx' = n + ~ , x ’ = n nuqtalarni 
olaylik: ”

1 Ax') -  A x ’) 1 = |(« + i ) '  I = 2 + ^

Bundan,  V5 > 0 uchun ш(х^,й) = 3, lJj:n2w(x^,(5) = 3 0
bo'lgani uchun /(x )  = x  ̂ funksiya X = ( - 00, 00) da tekis uzluk
siz emas.

3) V6 > 0 son berilgan bo‘lsin.
Ravshanki, Vx', . x* G (0,oo) nuqtalar uchun:

1 Ax') -  f{x") 1 = |cos p  -  cos ^  2 .

Xususiy holda l x ' - x ' l < 6  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
x' va x ' lar uchun ham

cos-^ -  со$Л 5 2X X

tcngsizlik bajariladi. Dcmak,

) ( cos^ ,d )< 2 .

Ammo (0, 00) to'plamdan x'„ = ^ ,  x ’„ = nuqtalarolinsa,
^vshanki, n ni yctarlicha katta qilib olish natijasida x'„ va x’ nuq- 

ar uchun lx  -  x ' l<  6 tengsizlikka crishish mumkin. U holda

|cos p  -  cos = I cos 2xn~  cos(0)jT | = 2 ,



Bundan, ft> (cos ̂ , d) = 2 , Ickin, ^  ш (cos 1 , d) = 2 0 bo'lganligi

uchun, berilgan /(x ) = cosi funksiya (0; oo) da tekis uzluksiz 
emas.

4) V5 > 0 sonni tanlab, Vx’, x ' G [0, 2] nuqtalarni olamiz. Aniq- 
lik uchun x ' > x ” deb, ya’ni х' = х ' + Дх, 0 < A x < d < 2  deb 
olamiz. Unda, Vx' > 0 uchun

l/(x ') -  / (x' ) i = -  ^ 1 = ^  ^ ^ =

= Tr=-------- — ■ <Vd
sx ’̂  + ̂ x ’(x+6) + Щх'+ 6)̂

bo'ladi. Bu tengsizlikdan . Ammo, x' = x ' + d bo‘1-
ganda,

lim (Ух’ + d — = yfd

bo'lgani uchun, (o{^ ,d )  s  ^ . Bundan va yuqoridagi tengsizlikdan 
V5 > 0 uchun ^ . ]^a){yfx,d) = 0 bo'lganligi sababli,
berilgan /(x )  = ^  funksiya [0; 2]da tekis uzluksiz.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

10.1. Quyidagi berilgan /(x) funksiyaning 2fto‘plamda teks uzluk
siz ekanligini isbotlang:
1) /(x ) = 3 x -l, X  = R; 2) /(>•■) = j :^ >  ;r = l - l ; l ] ;
3) /(x ) = sinxS .̂ f = (-3;31;
4) /( .y) = £1^, J  = (0;x) ; 5) /(x) = sinx, X  = R;

6) / W  = j .  2r = lfl; + «). a>0;
7) /(x )  = arctgx, X = (-«>; + “ );
8) /(x )  = ^/x, X = (0; + oo);

9) /(x ) = x‘ - l X  = { -1 ,1);
10) /(x ) = sin^^j, 2Г-  10,01; + oo).
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10.2. fix )  funksiya tekis uzluksiz bo-ladigan oraliqda berUsan
uchun (5=5(e)ni toping: "
1) /(x ) = 4x + 5, (-oo< x< oo);
2) /(x )  = x ^ - 3 x - 2 ,  ( - l < x < 5 ) ;

3) / W  = 7  iO ,\< x ^ l ) ;
4) f ix)  = 2 sin X -  cos X, ( -  w < x < + oo) ;

• 5) /(x )  = xcos-^, (x ;t0 )  va /(x )  = 0, (Os x s .t).

10.3. Quyida berilgan fix )  funksiyaning X  to'plamda tekis uzluk
siz cmasligini isbotlang:
1) /(x )  = co s(i] , X = (0; 1); 2 ) /(>■') = sin x^ Z  =

3) /(x )  = e^, X  = R - 4) /(.v) = ctgx, A: = (0;1);
5 )  /(x )  = lnx, Ĵ r = (0 ;l) ;
6) /(x )  = e * c o s i, Â = (0; 1);

7) f i x )  = xsinx , X== (0; « ) ; g) f i x )  = sin , X  = (0; 1).
10.4. Quyidagi berilgan f ix )  funksiyani X  to'plamda tekis uzluk- 

sizlikka tekshiring;
1) f ix)  = e— X = I - 1; 11; 2) f i x )  = ^ .  X=^R\

1 4- X, 0 < X S  1,

4) /(x )  = i ,  ЛГ = (0.1;11;
5) f i x )  = cosx, X  = (0; 1);
6) f i x )  = x  ̂ : a) X  = l-e, e]; b) X  = R.

10.5. Quyida berilgan f(x )  funksiyaning X  to'plamada uzluksizlik 
modullarini toping va ularni uzluksizlik moduli yordamida 
tekis uzluksizlikka tekshiring:
1) /(x ) = 2 x - l ,  X  = R ;
2) = X  = \a\ + <x), a > 0 ;  ,
3) f ix )  = x‘ +\, e > 0 ,  Л' = (0; 1|;
4) /(x ) = s in i ,  ;sr = (0;-Mo);
5) /(x ) = ^ ,  Л' = (0;1).



10.6. Agar <5, <(5j bo'lsa, ш(/;5,) s  £u(/;6j) tcngsizlikni isbot
lang.

10.7. Agar X  to'plam chcgaralangan, X  to'plamda /(x) funksiya 
chcgaralanmagan bo'lsa, u holda Vd > 0 uchun w(/;d) = +» 
ekanligini isbotlang.

10.8. Agar X — oraliq (interval) bo'lsa, u holda Vd, >0, dj > 0 uchun
; <5, + dj) ^  £u(/; dj) + ш(/; dj) ekanligini isbotlang.

10.9. Agar fix) va g(x) funksiyalar X  to'plamda tekis uzluksiz
bo'lsa, u holda uchun A/(x) + ^g(x) funksiya ham
X  to'plamda tekis uzluksiz bo'lishini isbotlang.

10.10. Agar /(x) va g(x) funksiyalar (u; + oo)da chegaralangan va 
tekis uzluksiz bo'lsa, u holda /(x)-g(x) funksiyaning + 
da tekis uzluksiz ekanligini isbotlang.

10.11. [a; + “ ) oraliqda har biri tekis uzluksiz, ko'pa^tmasi esa tekis 
uzluksiz bo'lmaydigan funksiyalarga misol keltiring.

10.12. Agar fix )  va g(x) funksiyalar X  chegaralangan to'plamda tekis 
uzluksiz bo'lsa, u holda ularning ko'pajtmasini X  to'plamda 
tekis uzluksiz bo'lisliini isbotlang.

10.13. Ushbu a ) Z  = (0; 1); Ь)2Г = [0;+оо) to'plamlarda uzluk
siz, Ickin tekis uzluksiz bo'lmagan funksiyalarga misollar 
keltiring.

10.14. = [0; +oo) to'plamda chegaralanmagan, lekin unda tekis 
uzluksiz bo'lgan funksiyalarga misollar keltiring.

10.15. (0; 1) oraliqda chegaralangan, uzluksiz bo'lgan. ammo 
berilgan oraliqda tekis uzluksiz bo'lmaydigan funksiyalarga 
misol keltiring.

10.16. Ko'rsatilgan oraliqlarda -fx funksiya tekis uzluksiz bo'la- 
dimi?
1) [0;u] (fl>0); 2) (0;u). (a>0);
3 )  ( 4 ;  +  o o ) ;  4 ) 1 0 , + o o ) ;  5 ) ( 0 ; o o ) .

10.17. Uzluksiz davriy funksiyaning tekis uzluksiz ekanligini isbot
lang.

10.18. Gelder shartini qanoatlantiruvchi funksiyalarmng tekis uzluk
siz bo'lishini isbotlang.

10.19. (a; b) oraliqda tekis uzluksiz bo'lgan flmksiyaning sliu oraliqda 
uzluksiz ekanligini isbotlang.
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shaklda bo'ladi. Hosila quyidagi (Lagranj),. J

Dy, DJ (Koshi) belgilar yordamida ham yoziladi.
‘̂ s). :

V

1
i

- ! X
0  ̂ ■* x+At

11. l-chizma.

ll.l-nusol. Ushbu f{x)=C funksiyaning hosilasini ta’rifdan 
foydalanib toping, bunda c-biror o'zgarmas son (П Л-chizma).

Yechilishi. Erlcli o'zgaruvchining ikkita turli x va х + Дх qiymatini 
olsak, bu qiymailarda funksiyaning qiymatlari bir xil bo'ladi, ya’ni 

/(x) = C, /(х + дх) = с .

Shuning uchun 

Shunday qilib,

Ду = /(х+Ду)-/(х) = с - г  = о. demak, ^  = A  = o.
Дх Дг

y \x )  = lim ^  = lim —  = 0,A»-*e Дх Дх
ya’ni o'zgarmas sonning hosilasi nolga teng.

11.2-nusol. Ushbu y = tgx funksiyaning hosilasini ta’rifdan foyda
lanib loping.

Yvchilisbi. Ma’lumki, ^''“tgx funksiya Л ning х = — + кл(к

nuqialardan tashqari nuqtalarida aniqlangan. VxeZJO’) nuqtani olib, u g 
x + Ai €D(>) bo'ladigan Дх (дх<0уок1 Дх>0) oruirma beraylik. В 
argumenining дх omirmasiga mos ravishda, berilgan funksiya ham
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(11.3)Ду =  t g ( x +.Дг) -  tg  X =---—(^1___
COS(x +Дг)С05Х

orttirma oladi. (11.3) ning ikkala tomonini Axga bo'lib,
______ 1_____  sinAx

Ax cos(x + Ax) ■ cosx Ax
nisbatni hosil qilamiz va lining Дх -> о dagi limitini hisoblaymiz:

-------- !--------- =
Дх-ЮДх X»-*Ocos(x +Ax).COSX Ax cos x̂

Demak, y ' = {igx)' = —^  x * -  + k n ,k e Z .
cos X 2

11.3- nusoI. Ushbu /(x)=(x-l)’(x+3) funksiyaning Xo = l nuqtadagi 

hosilasini ta’rifdan foydalanib, toping.
Yechilishi. (11.2) formulaga asosan: /(i)=o va

M l  X-1 M l  X-l
bo'ladi. Demak, /'(i) = о.

11.4- misol. Ushbu i) ̂  x, = ova Дг = 0 .01; 2)>- = 2x=+3x+s, x, = o

 ̂ “ - 1  va Дх=о,2 funksiyalar uchun x„ vava Дх = 0,001; 3) >' = - jx' + X - 4

Дх laming ko'rsatilgan qiymatlarida лу va lami toping.

Yechilishi. ду va ^  lami tuzib, hisoblaymiz:Дх
______  _  .—  Ay 0,1

1) Ay = V x n ^ ~ V ^  = Voi^ = M l Д х “ 0.01

2) Ay = 2 .(0,001)
Av 0,003002 ,

= + 3.0,001 + 5 -  5 = 0.003002; -  = = 3.002.

1. __________ _
(1 + 0 ,2)'+ (1 + 0.2)-  ̂ 2 1,44 + 1,2-4 2

Дх" i  21 
5

1 1+ -  =

1
1,Зб^2""2Г



Berilgan nuqtada chekli hosilaga ega boMgan funksiya, shu nuqtada 

albatta uzluksiz bo'ladi, ya’ni funksiyaning nuqtada chekli hosUaga ega 

bo'lishi uchun, uning shu nuqtada uzluksiz bo'lishi zaruriy shart bo'ladi 
lekin yetarli shart bo‘la olmaydi, masalan,

f i x ) ' [-;r, x<0

funksiya x = о nuqtada uzluksiz, lekin bu nuqtada hosilaga ega emas.

11.2- ta’rif. Agar Ax->0 + 0(A x-»0-0)da ^  ning chekli limiti
Ax

lim lim
ДХ-+0+0 Д* Ax-»0+0 ’

f lim lim
кДг-»0- 0 Д* Ax->0 -0

(11.4)

Ax )

mavjud bo'lsa, bu limit /(x) funksiyaning x„ nuqtadagi o‘ng (chap) 

hosilasi deb ataladi va /'(».+o) (/'(*,-o)) kabi belgilanadi.

Odatda, funksiyaning o‘ng va chap hosilalari bir tomonli hosilalar 
deb ham aytiladi.

11.5-misol. Ushbu > = |x - 2 |  funksiyaning x = 2 nuqtadagi o‘ng 

va chap hosilalarini toping.
Yechilishi. (11.4) formuladan:

Urn 1.Ш M .  lim ^ - 1 ,
Д»-чО +и Дх Д*-»О чО  Дх Дт-Ю+0 Дх Л х-+0+ и  Дх

lim lim lim lim =
■Vr-»0-0 Дх Лг-*0-0 ДхЛг-*0-Л Дх Ai-*0-n Ах

Demak, /(x) = |x-2l funksiyaning x = 2 nuqtadagi o‘ng hosilasi 

/'(2+o)=i, chap hosilasi esa / ’(2-o)=-l ekan.
11.1-eslatma. Agar /(x) funksiya x„ nuqtada hosilaga ega bo'lsa, r 

shu nuqtada bir tomonli /'{x, + 0). /'(x,-o) hosilalarga ham ega bo'lib 

/'(i, + 0) = /'(x, - 0) = / ‘(x.) tengliklar o'rinli.
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1 1 .2 -esla tm a . A gar f [ x )  funksiya x„ nuqtaning biror t/(x j atrofida 

uzluksiz, *0 n u q tad a  b ir tom onli / '( x ,+ 0) va / '(x ,-o )  hosilalarga ega 

bo'lib, / ’(» ,+ 0) “ / ' ( ^ , - 0) boMsa, /(x) funksiya shu nuqtada /'(x ,) 

hosilaga ega b o 'la d i va  / ’(x.) = / ’(x,+0) = /'(x, -O) tengliklar o'rinli.

11.3-esIatraa. A gar Дх-»о da —  nisbat aniq ishorali cheksiz Umitea Дх

ega, ya’ni

.. /K+A»)-/(*o)_ ...lim —~ lira------ :---------.Vr~»0 Лдг Лг-fO Лх (11.5)

bo'lsa, u  h am  /(x ) funksiyaning x,, nuqtadagi hosilasi deb yuritiladi. 

Bunday hosila cheksiz hosila deb ataladi.

11.6-m isol. U shbu y  = i j x  funksiyaning x=o nuqtadagi hosilasini 

toping.

Yechilishi. T a ’rifga ko 'ra:

гurn — - .... .Al-»040 Дт.*0+0
/(IWAl)-/(0) . ^  , I

Д1-*0+0*Д»

bo 'lad i. D em ak, fYo; = +«.

11.7-m isol. U shbu /(.r)=V (^->F funksiyaning x = l nuqtadagi 

hosilasini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning x = t nuqtadagi orttirmasini 

topam iz; ^

Y(i)=V(i + Af - -  (/(> - * •

c  Д. Д/ - 1.  • .  -  * - 1 1 .2- ta ’rifga ko'ra:Endi nisbatm  topam iz. —  -  —r—  -  : • *A* Дх Ax

lin, ^  = +«,д1!и..д* 4.-«-«Дх

bo 'lad i. D em ak, /. '(0) = +», / ' ( 0) = -“  •

11.8-misol. U shbu funksiyaning x. = l nuqtada hosilaga ega

emasligini isbotlang.



Yechilishi. Berilgan funksiyaning r. = i nuqtadagi ’ oruirmasi „j

topamiz:
&y = £i/ = |ln(l + Дх)| -  [in i] = lln(i+Дх)1,

N , fln(l + Ax), ДхйО
+ M  = I . ̂ \-1п(1 + Дх), Дх<0.

Bundan:

Д1

ln(I -f Дх)
Дг 

ln(l + Дх)
. д»>о,

> Дх<0,

lim — = lift! 1п(1+Дх)^.= 1, lim —  = -  lim 1п(1 + Дх)“  = -l.A* *«*0 Ду Дг-»0*С Дж-ЙН) Ду &ж<«0-0

Demak, berilgan funksiyaning х, = 1 nuqtadagi o‘ng va chap hosilalari 

mavjud va ular bir-biriga teng emas. Shuning uchun, ;'=|lnx| fiinksiya 

X, = 1 nuqtada hosilaga ega emas.

11.9-misol. Ushbu

1) / W = (Jt -  eX» -  (» -  c)’; 2) /(x) = X + (x -  2) arccos

funksiyalarning, mos ravishda, l)/'{a). f'{b),/'{c), 2)f'(2) hosilalarini 

toping.

Yechilishi. Hosilaning ta’rifiga ko‘ra:

\)fia)=  lim (?.-«: ^  + + (a -  c)\
д»-*о Лх

/'(Ь )=  lim i^ + ^ - o ) i b  + ^ - b ) \ h  + d ^ - c f - 0
fa-*0 Ду

/■(f) = lira ( c -^ ^ -Q )(c  + Ax-/>)^ (c + A x - c ) ^ - j^ _n.
Дх

2+Дх+Дхвгссоа
2) /'(2)= lim ----

Дх-»0

I 2+Дхccos.l — - -2  /7 -
___ s l  + uccosJ- = * + 7 -

Лг “*



l U .  H osilan ins geom elrik »,a'„„si. / ( . )  ta k s iy a  

aniqlangan va  uzluksiz  bo 'lsin . lin in g  grafigi uziuksiz biror Г chiziqdan 

iborat b o 'lib , u  1 1 .2 - ch izm ada tasvirlanganidek bo'lsin deb faraz qilaylik. 

Г cliiziqda nuq tan i olib, bu nuqtadan urinma o'tkazish

masalasini qaraym iz. Г chiziqda nuqtadan farqli

А/(Хо + Д - ^ . /К  + Д*)) (A^’̂ O) nuqtani olib, bu nuqtalar orqali / 

kesuvchi' o 'tk aza m iz . Bu kesuvchi x  ning o'sish tomoniga qarab 

yo'nalgan b o 'ls in  deb  faraz qilamlz. / kesuvchining Ox o'qning musbat 

yo'nalishi b ilan  tashkil qilgan burchagini (p deb belgilaymiz. <p burchak 

At ga bog 'liq  b o 'lad i: (p = <p{&x).

11 .3 -ta ’rif. A gar / kesuvchining М(.То + Ат,/(Хо + А.т)) (Ac 9*0) 

nuqta Г ch iziq  bo 'y lab  АУ„(х„,/(х,)) nuqtaga intilganda (A r->0dagi) limit 

holati m avjud b o 'lsa , u  holda kesuvchining bu limit holatiga Г chiziqqa 

A /,(xj,/(xJ) n u q ta d a  o 'tka zilg a n  urinm a  deyiladi.

Ravshanki, 11.2- chizmadan:
Ш  Ay

’  M qN  Ax At

Ma’lumki, M„(x„f{x,)) nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq W.(^o./k)) 

nuqtaning koordinatalari hamda bu to‘g ri chiziqning burchak

koeffitsiyenti orqali to'liq aniqlanadi.
Agar Ac-^Osa, u holda Ay->0 va Л/ nuqta Г chiziq boylab

4(x,./(xJ) nuqtaga intiladi, ya’ni / kesuvchining holati T urinma

holatga o‘tadi, ya’ni lim ^ urinmanmg
Ar->0

Ox o‘q bilan tashkil qilgan burchagi. Ikkinchi tomond .

S hunday qilib , / ’(xo)=‘S“ -

At



Demak, agar f[x) funksiya x^eia-b) rruqtada f 'rx j hosUaga ega 

bo‘lsa, u holda /(x) ftinksiyaning grafigiga A/.{x„./(xJ) nuqtada o'tkazilgan 

urinma irwyjud bo'ladi (11.2-t7;/zma). Ma’lumki, ftinksiyaning nuqtadagi 

/'(x„) hosilasi, shu urinmaning burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. m j  

urinma chiziq tenglamasi

(11.4)

bo'lib, bunda /'(x,) = tga, egri chiziqning Wo(»o./(*o)) nuqtasiga 

o'tkazilgan MgS normalning tenglamasi esa

y-/(Jfo ) = —г г —r (* -*o )/ М
(11.5)

ko'rinishda bo'ladi.

>i = /i(*) va Уг = /г(х) funksiyalar grafiklarining ЛУ(х,.>,) kesishish 
nuqiasida o'tkazilgan urinmalar orasidagi <p burchak berilgan ikki egn 
chiziq orasidagi burchak bo'ladi va

Л (х .) - /. '(х ,)  (11.6)
1 + / ,  (X ,)/, (X.)

formuladan lopiladi (11.3-c/iizma).



ад

ll.lO-misol. Ushbu •у = х’ +3х ftmksiya grafigiga A/„(l;4) nuqtada- 

o'tkazilgan urinma va normal tenglamalarini toping.
Yechilishi. Urinma to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyentini lopish 

uchun awalo berilgan ftinksiyaning hosilasini topamiz: /  = 3х'+з. Bu 
hosilaning x = l nuqtadagi qiymati urinma to'g'ri chiziqning burchak 
koeffitsiyentini ifodalaydi, ya’ni /'(1) = 31-к3 = б. Shunday qilib, (11.4) va
(11.5) formulalarga asosan urinma va normal chiziq tenglamalari, mos 
ravishda, quyidagi ko'rinishlarda bo'ladi (WA-chizma):

3>-4 = 6(x-i) yokiy = 6x -z ; y-4=-^(x-i)  yoki



MAPLE tkiimdan foydalaiiib misolni yech'ish:
> V:-difr(x"3+3*x-y(x)pc);

К.-=ЗхЧЗ-^^Я*)|
> W:=solve(V==0,difr(y(x),x)); 
й':-3х^ + 3

>  s u b s ( x = l ,y = 4 ,W ) ;

ll.ll-misol. Ushbu /(x) = x* va /(x ) = Vx ftinksiyalar grafiklarining 

M(i.i) kesishish nuqtasida o'tkazilgan urinmalar orasidagi burchakni 

loping.
Yechilishi. Berilgan funksiyalarning x = i nuqtadagi hosUalarini 

topamiz:

/■(x) = 2x. / '( 0  = 2. л * ) = ^ .  m  = / 2 -

] I. S-chizma. 
(I)-y=x\ (2). y-V I

2-1 3
(11.6) formulaga ko‘ra tg«>=— bo'ladi. Bu yerdan <p = arctĝ

1+2' ^
2

{W -S-chizm a).



M A P L E  tizimidan foydttlanib misolni yechislr
> solve(x*2=sqrt(x),x);
1.0
> a:=difr(x"2,x);b:=difT(sqrt(x),x);

2 V*
> arctan(subs(x=l,(a-b)/(l+a*b)));
arctgi.

11.12-misol. Ushbu у = х’+Зх+4 chiziqqa o'tkazilgan urinma:

1) у = 6x to'g'ri chiziqqa parallel bo'ladigan; 2 ) y = - ~  to‘g‘ri

chiziqqa perpendikulyar bo'ladigan nuqtalami toping.
Yechilishi. Ma’lumki, berilgan > = x*+3x+4 chiziqqa o'tkazilgan 

urinmaning urinish nuqtasidagi burchak koeffitsiyenti у  =3х=+з ga teng 
bo'ladi.

1) paralellik shartiga ko'ra: Зх’+З = б, bundan x’ = i, x, = i, Xj=-i. 

Izlanayotgan nuqtalar: Ar,(i;8)iA/,(-i;o).

2) perpendikulyarlik shartiga ko'ra: ЗхЧз = 12. bundan

X, = -л/з , X,« -Уз. Izlanayotgan nuqtalar. Л/, (-Л ; -бУз + 4), 

Л/, (УЗ;бУз + 4)

11.13-misol. Tenglamasi x = 2cos/-cos2/. y = 2sinr-sin2r ko'rinishda

bo'lgan >=y(t) chiziqqa: 1)' = 2)/ = x; 3)/ = у  nuqtalarda
o'tkazilgan urinma chiziqlarning tenglamasini tuzing.

Yechilishi. / = -  bo'lganda, х = 1.> = 2; r = x bo'lganda, x=-3,y=0;
2

bo'lganda, x = l..«' = -2 bo'ladi. Endi berUgan y=y{x) fiinksiyaning 

У Ax) hosilasini topamiz:



У .=^ =
X.

. V . tsin -  -sin- , ,  .
^ 3/ . / * 2cos— sm - 

2 2

bundan, ^[1]=-!; bo‘lganda esa, y {̂x) ftinksiya

aniqlanmagan.

Demak, 1) va 3) hollarda urinma to'g'ri chiziqlar tenglamalari, mos 
ravishda, j/-2  = -(x-l), > + 2 = дс-Г ko'rinishda boMadi.

11.3. Hosilaning fizik ma’nosi. Moddiy nuqtaning to‘g‘ri chiziqli 
harakati s = /(/) lenglama bilan ifodalangan bo'lsin, bunda / vaqt, 

j shu vaqt ichida o'tilgan yo‘l (masofa). * = /(/) funksiyaning 

nuqtadagi hosilasi s = f{i) qonun bilan harakat qilayotgan moddiy 

nuqtaning /д momentdagi oniy tezligini bildiradi, ya’ni

Лх-»0 Д/

Moddiy nuqtaning berilgan / = momentdagi a tezlanishi esa v tezlikdan 

I vaqt bo'yicha olingan hosilaning / = dagi qiymatiga tengdir, ya’ni

/ 'V o + A /W lM0 = v'(/q)=  lim

11.14-misoI. Moddiy nuqta л(/) = ̂ /* + ̂ /--2/ qonun bo'yicha to'g'ri

chiziq bo’ylab harakat qiladi. lining i = 4 momentdagi tezligini toping.
Ycchilishi. Moddiy nuqtaning istalgan / vaqtdagi harakat tezligini 

topamiz:
v(/) = y{/) = 2 /'+ /-2 .

Moddiy nuqtaning / = 4 momentdagi harakat tezligini hisoblaymiz: 

»'Г<1,=2-4’+4-2=34Г';!^;.



1 1 .4. H osilan i liisoblashning sodda qoidalari.

1. 0 ‘zgarmas sonning hosilasi nolga teng: (C)'=o (bunda c- 
o'zgarmas son).

2. 0 ‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumkin: 
(C/(x))’ = C • (/(x))' (bunda c -0‘zgarmas son).
3. Agar/(x)va g(x) funksiyalarning har biri xe(o,6) nuqtada/'(x)

va i(*) hosilalarga ega bo‘lsa, /(i)±g(x) funksiya ham * nuqtada hosilaga 
ega va u •

[ /  ± g(Ĵ )f = fV )  ± g'(x) (11.7)
formula bo‘yicha topiladi.

4. Agar /(x) va ;?(x) funksiyalarning har biri xe{a,b) nuqtada /'(x) 
va bYx; hosilaga ega bo‘lsa, /(x) g(x) funksiya ham x nuqtada hosilaga 
ega va u

[/W -gW ] =/'W -gW +/W -g'W  (11-8)
formula bo‘yicha topiladi.

5. Agar fix) va (̂.r) funksiyalarning har biri xe(a.i) nuqtada f\x )
fix)va g\x) hosilaga ega bo‘lib, g(x)*o bo‘lsa, funksiya ham x 

nuqtada hosilaga ega va u

/•’fx )g(.T )-/(x )-g '(j)

g'W
(11.9)' M

.gW.
formula bo‘yicha topiladi.

6. Agar /(x) funksiya x„e((r.b) nuqtada hos.l g g
bo‘lsa, bu funksiyaga teskari х = / - 0 ’) funfoiya x. nuqtaga mos kelgan 

>'« (vo = /(xg)) nuqtada hosilaga ega va

r . 1
[ / 'Ы1»л = у (.tj

‘englik 0‘rinli.



7. Agar « = /{х) fiinksiya x,e{a.b) nuqtada / ’(x.) hosilaga ega 

bo'lib, y=F[u) funksiya esa x, nuqtaga mos kelgan «« («о =/(»,)) 

nuqtada F'{u,) hosilaga ega bo'lsa, ®(x)=f(/(x)) murakkab funksiya 

ham X( nuqtada hosilaga ega va

• Ф'(»о)= [/=■(/('))] |„ .,= ^ '(“o) /'(*o) (И .11)

formula o‘rinli.

8. Oshkormas, F(x,>')=o funksiya uchun /(x)=--^ formula o‘rinli.
F'.

9. Parametrik tenglamasi bilan berilgan

funksiyaning hosilasi quyidagi

-V''(0

X =  (p{t)

y=v{t)

> X = ^  y o k i j - ;= ^ф(0 *до
formula bo'yicha topiladi.

11.5. Asosiy elementar funksiyalaming hosilalari jadvali
1. y ^ C . y = o .

2. y  = x'‘ . y = a . x “"*, a e R .

3. y  = ̂ fx.

4. у = e‘ . y '  =  e \

5. y = o * a> 0 , y ' = a ' \ n a .

6. >i = lnx. y . i .X

7. y  = log, X, o > 0 . 09^1. y=l2M i£ = _L _ 
X xlne

8. >> = lgx. / 1 .  1

9. y ^ i i n x . у' = cosx.
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1 0 . у = cosx. у = -s in x .

1 1 . > = tgx. У = —^  = 8ес*дг.
COS‘*X

1 2 . y  = ctgx. ' 1 , у  = — г ^ —= - cosec X. sm X

13. >> = Brcsinx. y =  '
'  ч / Г ^ ’

14. y = arccosx.
1 ^ -

15. y  = arctgx.
■

16. y  = arcctgx.

17. y  = se cx . / sinx . 2у  = ----X.
cos“x

18. j> = cosecx. / cosxу  =:----- ^s-COSX*COSeC
sin X

19. > = shx. y' =chx.

2 0 . _y = chx. y ' = sh X.

2 1 . > = thx.

2 2 . > = c1hx .

23. >i = Arshx.

24. jisA rchx .

25. = Arthx.

26. > = Arcthx. / - 1

27. y  = x ' . у  =x^(l + lnjc).
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11.15-misol. Ushbu

1) у = 2x’ -  5л’ + 7л + 6, 2) у = ’л/л + 4= - 0,2л’;VX

3)7' = 

5)у =

3л’ -2 л ’ + 3 . 
л’ - л  + 1 ’

sin</> + cosip

4)у  = л +Г х .
x - 2 \ f x ’

6)у  = 3е*-1пл; 7)у = c^(tg.x + ctgx);1-С05Ф I
8) у = aragx + x’ +arcctgx; 9)y = e 'lo g ,x ;  10)y = shxchx i

funksiyalarning hosilalarini toping.
Ycchilishi. Hosilani hisoblashning sodda qoidalari va elementar 

funksiyalarning hosilalari jadvaliga asosan topamiz:
1) yig'indi (ayirma)ning hosilasini ifodalaydigan (11.7) formula va 

darajali funksiya hosilasi formulasidan foydalanamiz;

y^ =(2л^ -5л^ +7л+6)^ =(2л^ )' -(5л^ +(7л)^ +(6)^ =1 Ол̂ * -15 л^ +7;

MAPLE lizimidan foydalanib misolni yechish:
> Difr((2*x"5)-(5*x"3)+7*x+6,x)=

difT((2*x"5)-(5*x"3)+7*x+6,x);

. £ ( 2 jt’ - 5 x ’ + 7 i  + 6 ) -  lO x^- 1 5 л ^ 7

2) Awalo (11.7) formuladan va so'ngra darajali funksiya hosilasini 
topish formulasidan foydalanamiz:

^(/7 + ̂ - 0 , 2x’j  =^л^+л*'^2-0,2л’^ = ^ л '’ - ^ л ‘2-0,2-5л" =

= _ i____
3 l /?  2xyfx

MAPLE lizimidan foydalanib misolni yechish:
> Difr(x"(l/3)+l/sqrt(x)-0.2*x"5,x)-

difr(x"(l/3)+l/sqrt(x)-0.2*x"5,x);

—f il"4 +-L _ o2v0  = _ ! _____ !____l.OxV
d x {  J 3ii= >1 2x'*



3) ikki funksiyaning nisbati (kasrning) hosilasini ifodalaydigan 
(11.9) formula va yuqorida foydalangan formulalami qo'Uaymiz:

(x̂ -x+1)̂  '
_(9x^-4x)(x^ -x+l)-(2x-l).(3x3-2r^ +3) 3i* -6x  ̂+1 lx̂ -IOx+3

(i -̂x+l)^ (x̂ -x+1)̂
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish: 
Diff(((3*x"3)-(2*x"2)+3)/((x"2)-

x-4),x)-diff(((3*x"3)-(2*x"2)+3)/((x"2)-x+l),x);

d  3 i ’ -2x^ + 3 _9x^-4x (3x’ - 2 t  ̂+ 3)(2x-1) 

x^-x+1 x^-x+l (,J.x+l)^

4) ikki funksiya nisbati (kasrning) hosilasini ifodalaydigan (11.9) 
formula, shuningdek, yig‘indi (ayirma) ning hosilasini topish (11.7) 
formula hamda jadvaldagi ildizning hosilasi formulasidan foydalanamiz;

(х̂ 4л/хУ •^-2^)-(х-2^У-(г̂ *л/х)
(r-2^y

У - •

х-2:^У (r-2l(̂ y

M A P L E  tizim idan  foydalan ib  m isolni yechish:

• > difT(((x"2)+sqrt(x))/(x-2*x"(l/3)),x);

T-2x^'^^~ (x-2x"^>y
5) Ikki funksiya nisbati (kasrning) hosilasini ifodalaydigan (11.9)

formula. yig‘indi (ayirma) ning hosilasi uchun keltirUgan (11.7) formula
hamda jadvaldagi sinus va kosinus funksiyalarning hosilalari formula 

laridan foydalanamiz:



(sin cp+cos?>)'(l-cos?>)-(l-cos V)‘(sin 9+cos v)
y=------------------------ 2------ :--------- =

{\-QOSipr
_ (cosy-siny)(l-cosy)-(siny+cosy)sin9 ^ cosy-siny-l 

(1-cosy)^ (1-cosy)^

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> di(r((sin(y)+cos(y))/(l-cos(y)),yx); 
cos(y)-sin(y) (sin(y)+cos(y))sin(y)

l-cos(y) (l-cos(y7)2

6) Awalo (11.7) formuladan, so'ngra jadvaldagi ko'rsatkichli va 
logarifmik furdcsiyalar hosilalari formulalaridan foydalanamiz:'

, y = (3 e * - ln x ) '= 3 e * - i ;
X

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> diff((3*ex’(x)-ln(x)),x);
3£^i

7) Ko'paytmaning hosilasi to‘g‘risidagi (11.8) formula va jadvaldagi 
ko'rsatkichli va trigonometrik fiinksiyalar hosilalari formulalaridan 

foydalanamiz:
i 2x -2cos2x).

y= ((e*(tgx+ctgx))' = e*(tgx + ctgx) + A  — -------
vcos'^x sin'^xy *isin^2 x

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> diff(ex’(x)*(tan(x)+cot(x)),x);

c  *  ( i a n ( i )  +  c o » (x ))  +  e  *  ( ta n (x )*  •  c o t ( x ) ^

8) Yig‘indining hosilasini ifodalaydigan (11.7) formula, so'ngra 
Jadvaldagi teskari trigonometrik funksiyalar va darajali funksiya hosilalari 
formulalaridan foydalanamiz:

y=(wctgx+x^+arcctgx)'=---+2x----!̂ -:r=2x;
1+x̂  1+x̂

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> Difr(arctan(x)+x*2+arccot(x),x)“

difr(arctan(x)+x*2+arccot(x),x);



^  (arctan(x) + + arccol(x))« 2 х
’ i4f

9) Ko'paytmaning hosilasi to‘g‘risidagi (11.8) formula va jadvaldagi 
ko'rsatkichU va logarifmik funksiya hosUalari formulalaridan 
foydalanamiz

y=(**.log2x)'=e*-log2X+e*-—=e»(iog,x+_i_v 
xln2 “2 xin2 ’̂

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> diff(ex’(x)*log[2](x),x);

c * l n ( x ) ^  e "  

ln (2 )  x l n ( 2 )

10) Ko'paytmaning hosilasi formulasi (11.8) va jadvaldagi giperbolik 
funksiyalar hosilalari formulalaridan foydalanamiz:

y'=(shxch x)'=ch^x+sh  ̂x.

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:
> DifT(sinh(x)*cosh(x),x)-difr(sinh(x)*cosh(.\)p<);

^  (sinli(x) cosh(x))"  cosh(x)  ̂+ linh(x)^

11.16-misol. Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasiga 

asosan, ushbu

l ) y  = 3“ ’-*; 2)>> =  V l+ * ’ : 3) y  =  ln c o s ( x 4 l ) ;

4)y = arccos>/r?; 5)У = > < ' 6)> = 0+*шх)

funksiyalarning hosilalarini toping.
Yechilishi. 1) Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasmi,

ya’ni (11.11) formulani ikki marta qo'llab, topamiz.
y' =(3“”*)' =3“"’'ln3-(sin2x)' =3“"" '"З со52Х'2 = 21пЗ 3 eos2x.

MAPLE tizimidan foydalanib misoini yechish:

> difT(3^sin(2*x),x);
2 3"‘’'»co$(2x)ln(3)



2) berilgan funksiya z = i + x’ va y=^z fijnksiyalar kompozitsiya.

sidan iborat bo'lib, z, = 3x\ Л = ^ -  Unda murakkab funksiyaning

hosilasini topish formulas! (11.11) ga asosan, >-'=-L .3x '=2.-4L«
2Vz 2 VT+7'

MAPLE tkimidan foydalanib misolni yechish:

>  diff(sqrt(l+x*3),x);

Z'/T+r’

3) murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasini ikki marta

qo'llab, y' = — ij—  (cos (x’ +1)) = . (,> +1)' = +1). 2*

bo'lishini topamiz.
MAPLE tkimidan foydalanib misolni yechish:
> difT0n(cos(x^2+l)),x);
ZiiiUx̂-i- l)x 
CO$(Î  + 1)

4) Murakkab funksiyaning hosilasini topish qoidasini uch marta

qoMlab, y= --p  ' .(V i-x»)'=-l.. '
/i-(l-x ') '■ ' H 2VT

bo'lishini topamiz.
MAPLE tkimidan foydalanib misolni yechish: 
> diff(arccos(sqrt(l-x''2)),x);

(l-x’)' = |xl>/l-x’

5) bu holda berilgan funksiyani soddalashtirish maqsadga muvofiq 
bo'ladi:

y = i(ln2’' -ln(l + $in 5i))= ̂ In2-^ln(l + sin5x)

Endi berilgan funksiyadan hosila olish osonlashadi:



0.5*ln(l+sin(5*x)),x);
JL (1.5 X ln(2) - 0.5 ln(l + »in(5 X » ) - 1.5 ln{2) - ?^^” t5x)
*  I + siiH51)

6) daraja-ko rsatkichli funksiyaning ta’rifiga asosan berilgan 
funksiyani quyidagi ko'rinishda yozib olamiz: £j, ĵ berilgan
funksiyadan hosiJa olamiz:

;= / '" (^ ^ “"*)(xln(3+sinx))^e*‘"(3̂ “"")fln(3+sinx>-iL_(3+«„,)-V
Ч 3+sinx . J

xlnt3+sinxV, . X xcosx'N . х̂Л /, • \ xcosx^= e lnf3+sinx)+------- =(3+sini) ln(3+smx)+---------
к 3+sinxj M , '  -^З+мпх;

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> difr((3+sin(x))*x,x);

(3+sin(x)f[ln(3+sin(x))+^^].

11.17-misoI. Ushbu
1 . 61) y = x+ jx \ y = 0, y=-j;

2)  y = 0,lx+e'’'*. ,v = l; 3)y = 2x’ -x \  x>l. y = 0

funksiyalarga teskari bo'lgan fiinksiyalaming ко rsalilgan nuqtadagi 

hosilasini toping.
Yechilishi. 1) berilgan funksiya VxeЛ, qat’iy o‘suvchi, y: = l+x' 

funksiya n ning hech bir nuqtasida nolga teng emas. Shuning uchun, 
bu funksiyaga teskari funksiya mavjud va uning hosilasi

/ 1  1 , n - / i  + ix''l x = o bo'ladi vax; = ̂  = . j ^ .  j, = o bo'lganda, o=x|̂ i + jXj.*

*,(0)=i. _y=| bo'lganda esa, 6=Sx+x', x '+ 5x - 6=o. x - i  va

bo'ladi.



2) y = QЛx+ê ^̂  ̂ funksiya R da uzluksiz, qat’iy monoton va 

y/-0,l+0,le'-‘'  , R dagi biror nuqtada ham nolga aylanmaydi. Detnak, 

berilgan ftinksiyaga teskari fimksiya mayjud va uning hosilasi
10

y,~  0.1 +0.1 “ l + e“-"'

y = l bo'lganda, l=0,lx+e'’''. x = 0 va x\(\) = 5 boMadi.

3) y=2x^-x* ftinksiya R da uzluksiz, *>1 bo'lganda y=4x(i-i>)<o

va nolga aylanmaydi, Berilgan funksiya x> 1 da qat’iy kamayuvchi.
Shunday qilib, x>l da >»=2x’- i '  funksiyaga teskari funksiya mavjud

va uning hosilasi x '=Л- = — ga teng. >» = 0 bo'lganda х=-Л bo'ladi. 
y, 4x(l-x-)

Demak, У(о).
4~V2(J-2)“ ~ 8 ■

11.18-raisol. Ushbu 3>*+2  ̂= x tenglamadan topiladigan bir qiymatli 

y-y{x) funksiyaning mavjudligini ko'rsating va uning hosilasi y, ni 
toping.

Yechilishi. Faraz qilaylik, berilgan tenglama ikkita haqiqiy ;-,(x) va 

yj(*) yechimlarga ega bo'lsin, ya’ni зу+2у, =x, 3y+2>-j = x.Bundan,
yoki (зу+з^,^,+3У+2ХУ,-;<,)■ 0, bunda, Vx uchun 

>̂1 +зу+2 >o bo'lganligidan, >>,->,*0. y^=̂ y,.
Shunday qilib, berilgan tenglama yagona haqiqiy yechimga ega ekan. 

Haqiqiy yagona yechimning mavjudligini hosila. yordamida ham topish 
mumkin. x, = 9y’ +2>o bo'lib, u hech bir nuqtada nolga aylanmaydi, 

ya ni x(y) funksiya qat’iy o'suvchi funksiya. Shuning uchun x(y) 

funksiyaga teskari, yagona, monoton o'suvchi, differensiallanuvchi y=Ax) 
funksiya mavjud bo'ladi va uning hosilasi (11.10) ga asosan,

X, 2 + 9 /



11.19-misoI. Ushbu

l ) / + y + y - X  = 0; 2) (2 fl-x )/ = /.;, '< 0 ;

3) 6xy +  8 / - 1 2 x - 2 6 y  + ll = o, 3'<2.x, = i |

oshkormas shaklda berilgan х=Я*) lunksiyalaming hosilalari y \  ni, 3)- 
da esa, / ( x j  ni toping.

Yechilishi. Agar biror oraliqda differensiallanuvchi >*Я») funksiya 
F ( x ,y ) = o  tenglamani qanoatlantirsa, u holda uning hosilasi

^ F (x ,y ) -0

tenglamadan topiladi. 1) holda (*) tenglamaning ko'rinishi

(*)

—Cv* + /  + y-x)  = 0 ax
shaklda bo'ladi. Bundan: 5 / - , / + 3 / . y / + y / - l  = 0 ,

1
■5/ + З / + 1  •
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> z:-dlir(y(x)^5+y(x)"3+y(x)-xp{);

> Q:“ solve(z“ 0,diff(y(x),x));
Q -____ !-------

5j(*)̂  + 3XD̂ +l

2) holda (*) tenglamaning ko'rinishi £ ({ 2a -x )/-x > )  = 0 shaklda

bo'ladi. Bu tenglamani differensiallash natyasida, ushbu
- /+ ( 2 а - х ) - 2 у Я - З Я  = 0

^ j  Л chnrtda v 's  b o 'lish in i
te n g la m an i hosil q ilam iz . B u n d an , x# 20 > 2 y { 2 a - x )

topamiz. munoaabaldan, shartsa ko'ra, bo'lganl uchun,
2e-x



ekanligini topamiz.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish: 

> z:-=difT((2*a-x)*y(x)"2-x"3,x); 
z ;= + 2(2a -  x)>'(xX^>'W) ~

Ue-x),

> Q:=solve(z“ 0,difr(y(x),x));
O : - - .4.Ит)о-2><1)х

3) holda (*) tenglama

— ( 6 x y + t y ^ - \ 2 x - 2 6 y  + l \ )  = Q

shaklda boMadi. Bundan, 6y + 6xy>l6v-v' -I2-26y‘ =0 , y>  

ekanligini topamiz. Shartga ko'ra, у < 2, x, = bo'lgani uchun, berilgan 

tenglamadan 8 у Ч у у - 2 6 у  = 0 yoki з - . |8 у - у |  = 0 bo'ladi, bundan

Л-0.

Demak, у < 2. X, = у  dagi hosila y ^ ^ y j= ekan.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> z:*difr(6*x*y(x)+8*y(x)''2-12*x-26*y(x)+ll,x);

 ̂  ̂6y(x)^^y(x)j -12 -

> Q:“ solve(z*0,difT(y(x),x));
Q:-., 3y{.x)-6

3 x * H } \ x ) - l 3

11.20-misoI. Parametrik shaklda berilgan ushbu 

1) X -  bin* I. у -  cos* t, (X  / < Y : 2) X = e". y ^ t \  

3) X« a(r -sinr) , у •» 0 (1 -CO.S/). -eo < / < »



у=у(х) funksiyalaming у. hosilalarini toping.

Yechihslu. 1) x(,^y(,) funksiyalar v, larda differensiyalanuvchi 

hamda o < / < |  da x,'=2sin/co$/ = sin2/#o. U holda, berilgan y=y[x)

funksiyaning hosilasi (Ц.12) formulaga asosan,
. y! -2cos/-sin/у = ^  = - —----------= - l ,  0<x<l,X, 2sm / cos/

M APLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

> s:=difr((cos(t))^2 ,t)/diir((sin(t))^2 ,t);
j ; = - l

2) x(/)t y(/) funksiyalar V/ uchun dilTerensiyalanuvchi va 

-oo</<ooda x| = -e'';eO. Shunday qilib, berilgan y=)ix) funksiyaning 

hosilasi:

y ,= J ^  = -3de>.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish: 
s:=difr(t"3,t)/difT(ex’(-t),t);

3(*

3 )  x{(),y[i) funksiyalar ham, ko'rsatilgan oraliqda differensiallanuvchi

va xj = 0(1 -  cos /), y | = osin I. i* 2 k x ,  bo 'lganda

/ osin/ _  /
•’''"oO -cos/) '^  ®2'

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

‘ ' 1 - cos(0

11.21-misol. T cn g lam asi ushbu

l)r  = ov, f « P < 2n. x.=0 ; 2) r  = c*.-^<«><f-*» = '



ko'rinishda berilgan (bunda r  Va ?> lar (x; y) . nuqtaning 

koordinatalari) y^y[x) funksiyalaming >'(x,) hosilalarini toping.

Yechiibhi. 1) r=aq> funksiyaning ifodasini parametrik shaklg 

keltiramiz: x = r cosp = e?> cos?), >>=г sin ф = o<p sin p . Bundan,

x' = e С05Ф -  аф sin Ф, >>' = flsin Ф+оф cosф, y , =
cosф-фsmф

Shartga ko‘ra, ^ « р < 2л, х, = о bo'lgani uchun o=o

bundan ф = — . Demak, v’(0) = - ^  = - — .2 ’ ' Зл зл

фСОЗф ,

2) Berilgan r=e* funksiyaning tenglamasini parametrik shaklga 

keltiramiz: x=rcosф = «’ cosф, '̂ = rsinф = «*sinф. Bundan,

*Ф=*̂ (cosф-sinф), '̂_=« (̂sinф+cosф), >'̂ (x) = 5ill5.1iEi5..
 ̂ cosф-sinф

Shartga ko‘ra, ~ j  < «> <•̂ . *o = • bo'lgani uchun i = e' совф, ф = о bo'ladi. 

Demak, з-ЛО-!.

11.6. Funksiyaning dlfTerensiali. y = /{x) funksiya (a;i) oraliqda 

berilgan bo'lsin. x, e(a,6) nuqtani olib, unga Дх(Дх>0 еки Дх<0) 

orttirma beramiz (хд + дхе(в,б)). Natijada berilgan funksiya ham shu 

nuqtada orttirma oladi va u Ay = /(x, + Дх)-/(хо) kabi ifodalanadi.

11.4-ta’rif. Agar y = f(x) funksiyaning Xge{a,b) nuqtadagi ^y orttirmasi 
ushbu

Ay = А/(хд)= .4 • Ax+a • Ax (11.15)

(bunda ^-Ax ga bog'liq bo‘lmagan o'zgarmas son, a  = a(Ax) bo Г 
Ax-fO da a(Ax)-+0)ko‘rinishda ifodalansa, funksiya Xo nuq 
dijferensiallanuvchi deyiladi.



(11.15) munosabatni quyidagicha
ДЗ' = ^-Дх + о(Ддг) ( j j

yozish ham  mumkin. •

11.5- ta ’rif. /(x) funksiya Ly orttirmasining Дх ga nisbatan 

chiziqli bosh qismi 4̂Дх funksiyaning differensiali deyiladi va dy^df{x^) 

kabi belgilanadi.

Dem ak, dy = dj{x,) = At^, Дх = л  ekanligini e’tiborga olsak (erkli 

o'zgaruvchi x ningAx orttirmasini uning differensiali dx bilan 

almashtirish mumkin), dy = Adx bo'ladi.

(11.15) formulani ushbu

y(x« + Ax)= у(х,)+<^(х,)+о(Дх)Дх

ko'rinishda ham yozish mumkin. Agar (fy{x,)*o bo'lsa,

funksiyaning х,+Дх nuqtadagi qiymatini taqribiy

+ = (11.17)

formula bilan hisoblash mumkin

11.22- misoI. Ushbu /(х)=х*-2х Ч з  funksiyaning x, (Ух.бЛ) 

nuqtada differensiallanuvchiligini ko'rsating.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning xo nuqtadagi orttirmasini topamiz:

4f(x,)= /(х,+Дх)+/(х„)=(Х|, + Дх)’ -2(х„+Дх) +3-(xJ-2x;+з)=
=  ^x’ - 4 х, ) ах +  (зх„Дх +  (Дх) ' - 2 Д х)ах.

Agar A = 3xl-4x, .а(Дх) = Зх,Дх+(ДхУ-2Дх deyilsa, ДГ(х.) = .4Дх + а(Дх)Д1 

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan funksiyaning x, nuqtada 

differensiallanuvchi ekanligini bildiradi.

11.23- misoI. Ushbu

/(x) = xsin-, /(o) = o
X

funksiya x=o nuqtada differensiallanuvchi bo ladimi?



Yechilishi. Berilgan funksiyaning x=o nuqtadagi orttirmasi • 
topamiz:

4T(o) = /(o + Дг) -  /(о) = Axsin — .
Дх

Bu tenglikdan ko'rinadiki, berilgan funksiyaning x=o nuqtadagi щ  

orttirmasini (11.15) ko'rinishda ifodalab boMmaydi. Demak, funksiya 
x=0 nuqtada differensiallanuvchi bo'lmaydi.

ll.l-teorema. /(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi boTishi 

uchun uning shu nuqtada chekli f '( x )  Iwsilaga ega boTtshi larur va 
yctarli.

Agar y=f{x) funksiya differensiallanuvchi bo'lsa,

dy = f'{xo)dx (11.18)

ekanligini ko'rish qiyin etnas. Ma’lumki, differensiallanuvchi funksiyalar 
uchun dy bilan dx lar proportsional o‘zgarib, / '(* )  proportsionallik 

koeffitsiyenlini ifodalaydi.
Ixtiyoriy differensiallanuvchi « va v funksiyalar uchun ushbu 

d{au±pv^=adu±pdv,a,peR-, d(ji-v)=vdii+iidv, ^— , v̂ O (11.19)

tengliklar o'rinli bo'ladi.
11.24-inisol. ;> = 2x’ -x+l funksiyaning x=l nuqtadagi

differensialini toping.
Yechilishi, 1-usul. Berilgan funksiyaning x = l nuqtadagi orttirmasini 

topamiz:

4/̂ (0 = /0  + Дх)+ /(l) = 2(l + ДгУ - (l + Дх)+1 - 2 = ЗДх + 2(Дх)'.
Funksiyaning orttirmasi (11.15) shaklda tasvirlandi, bu holda
•̂  = 3. а(Дх)=2(Дх)’ .

Shunday qilib, = 3dx



2-usul. y = 2x'-x+l funksiyaning x=i nuqtadagi hosilasini topamiz: 
y(x)=4x-l. y(l) = 3 (11.18) formulaga binoan, < |̂„,=зл.

11.25~misol. Ushbu l) sin 31"; 2) t/n ifodalaming taqribiy 
qiymatlarini toping.

• Yechilishi. Berilgan ifodalaming taqribiy qiymatlarini hisoblashda 
(1 1 .17) formuladan foydalananiiz.

l)xo=-, Дг=— deb olib, y = sinx fiinksiyani va uning hosilasining

x,=^ nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

+ — a0,501isoj 2 2 180
fx) . я 1 ,(ir) я -Js . ■ [я ̂

2) X, = 16, Дх = 1 deb olib, (11.17) formula bo'yicha 

Vi7-Vi6+(V^yU i = 2 + ^ = 2 i  .

Funksiya differensialining (11.18) ifodasidan foydalanib, elementar 
funksiyalaming differensiallari jadvalini keltiramiz:

1. d(x*‘)=px*‘-‘dx  (x> 0).

2. d(e*)= fl’lnedx (o>0, o t̂l).

3. d(log.x)=-log.e (x>0, o>0, a * l).
X

4. d(sinx)=cosxdx.
5. d(cosx)=-sinxdx.

6. d(tgx)=-^dx , x ; t | + ̂ ?r,k=0,±l,±2,. ••

7. d(stgx) -̂--- ^ d x ,  x^kff, k=0, ±1, ±2,. • •
sin X

8. d(lnx)=it&.
X

9. d(e‘ ) = e‘dx.



10. d(arcsinx)=

И. d(arccosx)=-

V T 7  ’
dx

dx, - K x < l .

л /Г ^ ’
- 1 < х < 1 .

12. d (arctgx)=-^.l + x

13. d(arcctgx)=- I + x

11.26-misol. Ushbu

l)ji = 2Vî (31nx-2); 2) у = arccos »*;

■i)y ircsin x  , П - Х r*2*
, = *!='• *’2 = 2 /1 -x ' VI + * X*

funksiyalarning difTerensiyalarini toping.
Yechilishi. (11.19) foimulalardan foydalanib, berilgan funksiyalarning 

dilTerensiallarini hisoblaymiz:
\ ) d y -  In I  -  2)) •  2^f^dOIn I  -  2) + (3In X-  2)</(2Vx*’)=

“ 2i/x^ •—Л +  (3 ln i -2 ) - . i r« /r  = 9Vx . |п х Л  ;

2) </y » c/(arccose') = -
Jl-e^

■e'-dx.

Wl-x’ +xarcsin x) , dxг X--------- —----- IJx---------------
( l-x -)’' - - • ( l  + x)’ 0

l + x
- x ’)Vl-J

„  . / x ’ r ' l  л » ) - >2 2х.2*+х^2"(1п2-1пх-1 ).,,---------- — ----------

Bundan t/)-|„, = (2 + ln4)i/r, <6'U: = 0- 

11.27-niisoI. MAPLE tizimidan foydalanib, ushbu y = Vb^arcsini 

funksiyaning birinchi tartibli differensialini toping.



Yechilishi:

> X:=subs(D(arcsin(x))=diff(arcsin(x),x)*D(x),D(sqrt( 1-•
x''2)*arcsin(x)));

Vl-x'

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 
11.1. Hpsila ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning /'(*) 

hosiJalarini toping.
l)/(2f) = *’ -  2x- 2) /(x ) = 2' cosx. 3) /(x) = cosSx.

4 ) / W  =  tg  X+ 2 x . 5) / (X )  = . • 6) /(X )  = Ц 4 Х - 1).

7 ) / ( x )  =  a rc c o s2 x . 8) / ( x )  = 9)/(x) = e - '+ e '.
’ • Ix'sm-, x*0,

X
0, x = 0.

11.2. Hosila ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning /'(x.) 

hosilalarini toping:

i ) / W  = (*-4)’(*+3). /'(4) 2)/(x)=^^~i||^ .  /  (2).

3) /(x) = ctgx + 2x, /  [ f j -  4)/(x) = V^^. /  (4)

5) / ( x )  = V F ,  / '  (O). 6) / W  =

7)/W = V f c '

9) / ( x )  = : ^ ,  / ' ( 2 ) .  10) / ( x )  = 3lx+l|. / ' ( - 2 )

11.3. Hosila ta’rifidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning 

hosilalari mavjudligini tekshiring:
l ) /(x )  = |ln*|. *„=• 2) /(x )H (--0 (^ -2)t.*o='>*- = 2.
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Quyidagi funksiyalaming hosilalarini toping;

11.82. >'=Vjf+lnx--L . 11.83. j» = —f(lnx)’ inx+il 
Vx 4 L 2 8j

11.84. >’ = ctgnx+ 11.85. >> = |/jc^- 2>/x̂  + 2 )

11.86. > = '^ l n ( y 2 - t g x  + .̂ l + 2ti{* x ) . 11.87. > =
a+x o+x

11.88. y = - 11. 89.  y = lntg^-ctgx-ln(l + sinx)-i
2cos X 2 Л4 2) 2

11.90. _y = illlll_ iinV J;A 7 .
a + bx b

1 1  0 1   ̂ I x*+xV2 + l 1 xV211 .91 . ; ' = —P  In—-----= —  + —=arctg----- r .
Ш  x*-xV 2  + t 2 V2  1 - x -

11.92. > = |arctg^i arctg| + j j

11.93. > = -p^=arcsinx + ln>/l-x’
VI-x’

11.94. у = Vx -  Vl -  X • arcsin Vx .

11.95. у = —■̂:-Vx-l-t--arcigVx-l .
4x 4

11.96. у = arcsin (sin X-  cosx) + In ̂ in x+cosx+Vsin2x).

1 1 .9 7 .  , = 2 . m g S E . , „ b № l i H .
1 - tg x  l~V 2 tgx + tgx

11.98. y = lnj^ t £ - 2arctg-^^
Л + х '-х  *.

11.99. y = x'“*. 11.100. уш Л■e~̂‘'̂ sm(a)X + a).

11.101. y = -V(l-x)’ (l + x)" .
■ +  4

11.102. y = -^  ... 11.103. •>' I V*»-4f
Vl + X>(x + Vl + X>) ' • f  + i ' i r j



11.106. y  = sinlnlx|. 11.107. y = sin[5in(sinx)].

11.108. y ~ 2  11.109.

1 1 . 1 1 0 . (.>0 ). 1 1 . 1 1 1 . y = l„(|„>(l„3,)),

11.112. у = —thx— In-j— . 11.113. y = sincos’ xcossin’ x.

11.114. y  = cos"x-cos/ix. 11.115. y = sin(arcsini)

11.116. y  = cos(2 arccosx) . 11.117. у = log, (log,(log, i)).

11.118. y^^‘\ x ^ \

11.119. y = — In̂ ^— ( o< 0 ) .
2 o x+a

1 1 . 1 2 1 . y = l p i i i  + i l n — . 1 1 . 1 2 2 .y  = (sinx)‘“ ' .
V T V  2  1 + x

11.123. y  = i ! ^ - i n c t h - .  11.124. y = In^ ~ ^ ' ° — ■
sh-x^ 2 V3+V2COSX

1 1  1 -Kf 1 . 1 + x , 1 + xcosa ■11.125. y = ------In--------ctgot ln------------ .
sina 1 - x  1 -xcosa

I t  n x  .. -h ,  I + V2  thxl i . lZ o .  v = thx+— In---- 7S-----•
^ 4 l->/2 thx

11.127. у =»X-/nVl + «^* + t^-arcagt^

11.129. у

1 1 . 1 2 0 . у = arcsin (sin х].

= x' 11.130. > - / .

2

11.128. , . 2 "*

11.131. У - / .  11.132. v«S

(o> 0 . 6 > 0 ). 11.134. / - « ’
1 I x j  U J

11.133. y = f ^ T . f -
UJ u .

11.135. у = (a>0.
2 Vo6  -Ja-x^b

+ 1 +•



11.136. cosx . Il + cosx
y  = ----+ .2sin X V smx

11.137. , i  + flCosx + V i* -a^  sinx 
y = In-------------- ;---------------- .

a + ocosx

11.138. y = ln [-+ ln f -+ ln - '|]
[x  \ x  x j j

11.139. у = x[sin(ln x )- cos(ln x)]

11.140. у = X arcsin + arctg Vx -  Vx. 
Vl + x

, 11.142. ;» = arctĝ -sinx + cosx̂  
sinx-cosx/

11.143. >> = + (05|Aj<e)
b • a

11.144.>» = (sinr)"'+(cosr)~*. 11.145. > =
x‘“*

11.146. Quyidagi funksiyalaming ko'rsatilgan nuqtalardagi o‘ng va 
chap hosilalarini toping.

1) /(x) = |r+3|. Л-3 + 0), / ’(-3-0).

2) 3' = /(г) = |х=-5х + б|,х = 2, x = 3, 3) /(x) = |2' - 2|, x = l.

/(*) = VsinЛХ , x = k , k e Z  . 5)/(x) = arccos^ij, x = -l, x = l.

11.147. Quyidagi funksiyalaming x = o nuqtadagi o'ng va chap 
hosilalarini toping:

fl + e '" , x<0,

•J\ + \jx* , xiO.

11.148. Funksiyalaming uzilish nuqtalaridagi o'ng va chap 
hosilalarini toping.

i)/(x). X, XSO,
}ГГ, . 2)/(x)>yx Inx, x>0;

J)/(x) pfx*
l ~ r ~ ’ 2)/(x) = l + e

0,

x^O,
x = 0;



11.149. /W -|4 -4 .|.,w  fc„b i„  ^

toping, bunda ?>(x)-berilganr„ nuqtada uzluksiz flinksiya.

11.150. y = ix '-lnx  funksiya grafigiga abssissasi ,. = 2 bo'lgan

nuqtada o'tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.
11.151. y = x -3x+2 parabolaga abssissasi x,, = 2 bo'lgan nuqtada 

0‘tkazilgan urinmaning burchak koeffitsiyentini toping.

11.152. y = 4 sin | funksiya grafigining A/(y,4) nuqtasidan o'tkazilgan 

urinma tenglamasini yozing.
11.153. y = x ’- + l egri ch iz iq q a  0 ‘tkazilgan urinm a y=2x+3 to ‘g‘ri 

ch iz iqqa  p a ra lle l.  U r in is h  n u q ta s in in g  ord inatasin i toping.

11.154. y  = x*-2x+l egri ch iz iqdag i qanday nuqtada unga 0 ‘tkazilgan 

u rinm a  y  = -4(x+l) t o ‘g ‘ri ch iz iq q a  para lle l bo 'lad i?

11.155. y  = —— funksiya  grafigiga abssissasi x, = 3 bo 'lgan nuqtadan
1 -x

0 ‘tk az ilg an  u r in m a n in g  Ox o ‘qi b ilan  taslikil etgan burchagi a bo Isa, 

tg2a n i to p in g .

11.156. y = —  funksiya grafigiga qanday nuqtalarda 0‘tkazilgan
x -2

u rin m a, O x o 'q in in g  m u sb a t y o 'n a lish i b ilan  135" li burchak tashkil 

e tadi?

11.157. y = ftinksiyaning grafigi qanday nuqtada abssissa o'qiga

30* li b u rc h a k  o s tid a  jo y la sh g an  b o 'lad i?

11.158. y = x 4 2 x - l  funksiya grafigiga qanday nuqtada o'tkazilgan
Urinma, x+ y  = o to'g'ri chiziqqa perpendikulyar bo'ladi?



11.159. у = х *  va / = х  ftmksiyalarning grafiklari qaysi nuqtaiarda 

qanday burchak ostida kesishishlarini aniqlang.

11.160. = inx chiziq Ox o'qni qanday burchak ostida kesadi?

1 1 .1 6 1 . >-=sinx chiziq (sLnusoida) a* o'qni qanday burchak ostida
kesadi?

11.162. a ning qanday qiymatida y = a’ chiziq Oy o'qni 4s" ц 

burchak ostida kesadi?
11.163. Ushbu

X X
\ ) y  = s \ n x S ‘, 2 ) y  = - 3)y =

1 + X л/ 1  + Х*

fu n k siya lar  Oy o 'q n i  q a n d a y  b u r c h a k  o s t id a  k esa d i?

1 1 .1 6 4 . xsacosi, y = bmi e l l ip s g a  o 'tk a z i lg a n  u r in m a n in g  Ox o 'q  

b ilan  ta sh k il q ilg a n  b u r c h a g in i to p in g .

1 1 .1 6 5 . (2 ;l) n u q ta d a  x = t̂ -V + 4. y = r-4i+A c h iz iq q a  o 'tk azilgan  

u rin m a n i to p in g .

1 1 .1 6 6 . x = 2 /’-9 /’ + i2/-l, j - s / ’ +z + l c h iz iq q a  q a n d a y  nu qtada  

o 'tk a z ilg a n  u r in m a  0)< o 'q q a  p a r a lle l b o 'la li .

1 1 .1 6 7 . X =  2 / - / ’ , =  3/ +  / ’ c h iz iq q a ; 2) t - l ;  3 ) t -> /2

nu qta iard a  o 'tk a z ilg a n  u r in m a  to 'g 'r i  c h iz iq la r  te n g la m a s in i y o z in g .

1 1 .1 6 8 . Q u y id a g i fu n k s iy a la r n in g  g ra fik lari q a y si n u q ta ia r d a  q an d ay  

b u rch ak  o stid a  k e s ish ish la r in i a n iq la n g :

1) fi (x) = ДГ-Х*. / j  (x) =  5jc .

2) / iW  = VIsinx, /,(.т)= VZcosx. . 3)/,(x) = -j. /j(x)=Vx.

4)/.(x)-=lnx, / ,(x )= — . 5)/,(.x) = x * -4 x  + 4, /,(x )  = - x ’ + 6 x -4 .
2e

6)/,(x) = x’ . /,(x ) = - ^ .  7 ) /,(x ) = 4x’ +2X -8. /,(x )  = -.x’ - х  + Ю-



1 U 6 9 .  Q anday  nuqtaiarda quyidagi Ш „ы,а1аг grafigiga

o'tkazilgan u rin m a la r  berilgan to 'g 'ri chiziqlarga parallel bo'ladi?

l ) y  =  X ^ -7 x  +  3, 5x +  y - 3  = 0. 2) 3’ = |sin3x + y c o s 3x, >i = - x

3) y  =  x ^ - 3 x  +  5, y = -2x. 4 )j/ = In (4 x - l) ,j-  = x .

S)  y  =  x \  y  =  2 x  + 5 .  6 ) y ~ ( 3 - x ^ ) e ‘  x ^ O .  7) j^=.|x-5|-(x-3)*, x=0.

11.170. Q anday  nuqtaiarda quyidagi з'=>(х) funksiyalar grafigiga 

o 'tkazilgan u rin m a la r  berilgan to 'g 'ri chiziqlarga perpendikulyar bo'ladi?

l ) > = l t i x ,  2> + x + l = 0. 2 ) y = x ^ - 3 x  +  5 ,  y=“ -.

3)jr = —J2x’ , 4x-3y+2 = 0 . 4)y = sinx, r-10 = 0.

5) y = f^ , x+y=0. 6) у = x^, у =2x+S
11.171. y = f[x) fiinksiya grafigiga berilgan nuqtada o'tkazilgan 

urim na teng lam asin i yozing;

l);»=arctg2x.x = 0. 2)y  = e*,x = l. 3)y = lx-l|\/xT2 . x = 6.

A)y = b - x \  x = l. 5)y = 4 c t « x - ^ .  * = | .

6) x’ +j'*-2x+6^' = 0, y>-3, x = 0.

7 )  x = o(/-sin0, 3' = <*0"COS/), l = l *̂2iin, neZ. 

i)x = le' ,y=le~' , / > - l , /  = to

I U 7 2 .  r  = 2siu 3r qonuniyat bo'yteha to‘g‘ri chiziqli tarakat 

qilayotgan nuq tan ing  / = ^  paytdagi tezligini toping.

11.173. s  = s \n ^ t  qonuniyat bo'yicha to 'g n  chiziqli harakat 

qilayotgan n u q tan ing  i = ^  paytdagi tezligini toping.

11.174. q o „u n iy ..b o 'y iq h .h a ,ak a .la n n y o ,g an m o d d iy

nuqtaning / = о dagi tezligini toping.



'V'
11.175. Ikki moddiy nuqta, mos ravishda, j, = 2  5;»_л,..w +1 Yj

j,=o.5<’+2 / -3  qonuniyatlar bo'yicha harakatlanmoqda. Qaysi vaqtda 

birinchi nuqtaning tezligi ikkinchisinikidan 3 marta katta bo'ladi?

11.176. Moddiy nuqta i = ln/+^/ qonumyat bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli 

harakat qilmoqda. Harakat bosЫangandan qancha vaqt o'tgach,

nuqtaning tezligi  ̂ м / с  bo'ladi?

11.177. Massasi m = i,5 bo'lgan jism i(/) = /*+/+! qonuniyat bo'yicha 

to'g'ri chiziqli harakat qilmoqda. Jismning harakati boshlangandan 5 

sekund vaqt o'tgandagi kinetik energiyasini toping {m massa 

kilogrammlarda, 5 yo'l -  metrlarda berilgan).

11.178. Abssissalar o'qi bo'ylab ikkita nuqta, mos ravishda, x = ioo+s/

va x=Y qonuniyatlar bo'yicha harakat qilmoqda. Bu nuqtalar uchrashish

paytida (momentida) bir-biridan qanday tezlikda uzoqlashadi? (x metrlar 

bilan o'lchanadi, / — sekundlar bilan).
11.179. G'ildirak shunday aylanadiki, uning burilish burchagi 

vaqtning kvadratiga proporsionaldir. Birinchi aylanish 8 sekund vaqt 
davomida amalga oshirildi. Harakat boshlangandan 64 sekund vaqt 

o'tgandagi burchak lezligini toping.
11.180. Ko'rsatilgan nuqtalarda quyidagi funksiyalarga teskari 

bo'lgan funksiyalaming hosilalarini toping;

\)у = 2 х - ^ , у ^ Л  
2 '  2 '

2) > = 2x’ -  r*, 0 < X < 1, ^  = - .

11.181. Parametrik shaklda berilgan quyidagi ;» = .vW

funksiyalaming hosilalarini toping:

0 * = e’*, y = l’, -co<i <+co. 
3) X = ln(l + i'\ у = t-arctg/.

2)x  = flcos«. y  = b s i n t ,  0 < l < n .

A) X  =  a{l -  sin у  = a { i - c o i l ) .



о sin/ с cos/51 х = ̂-------- . У =--------' 1 + &COS/ 1 + Acos/

7 ) x = ech/, > = 6 sh/.

6)x = ocos’/.y = osin>/.

8) X = arcsinr==f. > = arccos-==—,
1 +/ Vl+/'

• ’ 11.182. Oshkormas shaklda berilgan quiydagi )>=Яг)
funksiyalaming Я hosilalarini toping:

1) x + ^ f v  + y ^ ^ -  2) e '-s in y -e -4 o sx  = 0 . ' 3 )Я =2рх,у>0.

9) X* + у’ - 6x + lOy + 2 = 0, у > -5, X, = 0.

10) х 2 - 4 х у  + 4 у 2 + 4 х -З у -7  = 0, х < 2 у -К

11.183-misol. Ushbu

1) г = fl(l+ cosv>), v>S(0;^)

ч/б2) r = a^coslip, 0 <y><^, xi = a ^ .

3) r  = a^cos2y>, 0 s  v> s  /«(0) = ?, /.(0) = ?;

4 )  r  = a(l + cosy>). 5 )r = tft’" ' .
= y(x) funksiyalaming y' hosilalarini toping (bundako'rinishda berilgan y=y(x) 

r va ф1аг (r, y) nuqtaning qutb koordinatalari).

Quyidagi funksiyalaming differensialini toping.

11.184. y = lnx+x’. 11.185.,v=ê +̂>/*- 11.286.y=co5-x+3

11.187.y=ig4x+-. 11.188.y = log,x+«n5»
X

И.189. Quyidagi funksiyalaming differensialini toping.

l)y  = lnln £  . 2 )y = cos
3) y = ‘ 4) y = J

log.x



1пл 1
5) >- = arctg— , х, = -, х , - е .

6) ^ Xj = l, Хо=2. 7)>> = arcsm’ x + arctg’ x.
X

11.190. Funksiyaning orttirmasini uning differensiali bilan 
almashtirib, quyidagi y = / ( x )  funksiyalaming ko'rsatilgan nuqtadagi 

taqribiy qiymatlarini toping.

l)y  = Vx, o)x = 65; 6)x = 125,1324.2) >» = Vx, e) x = 90; 6 ) x = 15,8.

3) >  =  fgx, X =  44’50'. 4) V = . X =  0,15 .
\  2 + x

11.191. Funksiyaning orttirmasini uning differensiali bilan 
almashtirib, quyidagi ifodalarning taqribiy qiymatlarini toping.

2)sin29". 3) coslSl®. 4) Igll.

11.192. Oshkormas yoki parametrik shaklda berilgan y=>’(x) 

funksiyalarhing differensiallarini quyidagi berilgan nuqtalarda toping.

l ) / - y  = 6x’, (l;2). 2 ) /+ х * = ^ - .(У о .л )-  i)xy-lJxy^+6 = 0, (2; 1).

4) Axy' + In = 0, (1; 0). 5) x = (/-1)* (/-2), у  = { I -1)’ • (/-3), (4; 0).
1|x+>

11.193. Quyidagi > = /(x) fiinksiyalami berilgan nuqtalarda differen- 

siallanuvchilikka tekshiring.

= x, = 0.2) у = л/Г^, x „= i. 3)>=3x’ +4x’ + 5 x -2 , V x „e^

4)>> = xcos-, Xo = 0. 5)>' = x-sin-T, x*0 ,
X -  *0 = O.

0, 'x = 0,

6)3* = xJiii(T+x^, X, = 0. 7) V = a r c s i n x „  = l ;x ,- - 1 ;  x„=0.
1 + x'

farcigx, l iO .
®)3' = i , Ух„бЛ.

ix ' + x , X < 0 ,
9)y = 3 * . *0 = -



10) y  = In(l + s in ’ x ) - 2 s in x  arctgsin* x0 2 '

11) y-
( x - 2 ) a r c l g ~ ,  x * 2 ,  / .  w

* -2  x ,= 2. 12) y  = [ i l ^ j .
0 .  x = 2, 

13)y =  V l-e" '*  , x, =  0.

M ustaq il yechish uchun berilgan misol va 

masalalarning javoblari

11.1.1) 3x’ - 2 x ,2 )  2 * (ln2cosx -s inx ). 3 ) -5sin5x. 4)— ^ + 2 .  5)—W .
COS X 3 V*

6 ) j^ - 7 )  - - 7 = = -  8) 
'» * - !  V l - 4 x ’

, • 1 12xsm-+cos-, x^O, , . ,
X X  9) - e  +e .

lO, x = 0.

. 11.2.1)0, 2)0. 3)0. 4)00. 5)0. 6)-2. 7)0. 8) 0. 9)-4-. Ю)-3.

11.3. 1) mavjud emas. 2) mavjud emas. 3) mavjud emas.

4) х = ̂ ^^я , *e Z nuqtada hosilaga ega emas. 5). Hammajoyda

hosilaga ega.6) /(0 ) = 0.7) Mavjud emas. 8) Mavjud emas.

9) / ( 0) = 0.10)/'(0) = 0.

11.4. 6(x+i) 11.5. - 1 4 -  - 7 - ^ -'  ̂ Vx * (i+*7

11.7. бО(1 + 2хГ. 11.8. 1б(7х-’-Л б ]’[7х - ^ ) 1 1 .9.

11.10. 11.11.VT-7 2(i-x)’ (1-/Г

1 1  1 7  1 2 - 6 x - 6 x ^ 4  2 x^ + 5 x ^ - 3 /  Ц . 1 8 .

(l-x/



11.19. x^osx. 11.20. cosx^3sin^x-2cosec^ocj. •

1 1 .2 1 . 4sinx sec5x. 1 1 .2 2 . £ z Q>,̂ sin2x
COŜ X

11.23. -sin*x . 11.24. sinxcosjcf6-5sin^jc\ 11.25. —i_ c o s i
 ̂ x^ x '

11.26. cos(sinx)cosx. 11.27. -6sin8xcos4x. 11.28. 4sin2x(l+sin>x]f 

11.29. --------________ _ 11.30. * __ L_
5sin'Vi+x^V(* + *’)‘ 2Vl + tgx cos'x

11.31. -3sin3xsin(2cos3x).

11.32. cosx + cos2x 11.33. 1 -sinx+x-cosx
(l + cosx)' * (l-sinx /

11.34. -  0,64(2 cos(8x+5) -  3 sin 0,8xX2 sin(8x+5)+0,3 cos 0,8x).

11.35. o(ecosx+6sinx)*^(-asinx+6cosx).

11.36. -4cos8x, x *  —+—k, x ^ —+—Jt, x * —k , k e Z .
8 4 4 2 2

11.37. 3x4og,x +— . 11.38. lnx + 1. 11.39. -4 -=  -.
2ln2 2Vlnx X

11.40. — 1Ц-,
l-2x*

11.41. 2(x - 2) 

(x'-4x)ln2 
2 I11.42. 5ln'*(sinx)ctgx. 11.43.-----------;

arccos2x vi-4x*

11.44. ii(l + lnsinx)""'c/gx. 11.45 

11.46.

l-t-x^-2 x̂  Inx 
x(l + x’)

I 11,47.
erctgVl + x’ (2 + x’)Vl + x' S'"2x I

11.48. — 11.49. 3*ln3. 11.50. 2 - - ’* cos2x ln2.co$5x+2x*

11.51. -4 S“ '‘'.$in4x lnS. 11.52.

11.54. 4x’-2.5’-lnS. 11.55.

2(x-x  ̂In 2) 
4*

2e‘
(l-е 'Г

11.53. <f’(cosx-sin x)

11.56. l2x-S + (r’ -5x+6)ln6]6'. 11.57. 310’‘" lnl0 11.58. -4e—. ‘ 
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7 i- 4x'*  11.60. ê x̂ lno+fl'̂ x̂ ', 11.61_ 1
2i/i+T'

11*̂ *̂ (e'+O^ - Ц.64. ish2x.

11.65. thx. 11.66. 2sh2x. 11.67. 3th>x.^. 11.68. x(2shx+xchx)

11.69. ch’x(l-thx) 11.70. — 11.71.
9ch*- ' sb’4x

11.72. 5-3“ ’4n3sh5x. 11.73. arcsinx+-JL,. 11.74.
^  1 ^ '

11.75. —̂ arctgx + -^^ . 11.76. —ji^signx.
2Vx I + x' V?-9

, ,  2xarct«x + 2x’arctRi-x' , ,  x+Vl-x’arccosi

I I 7»  ̂ 11.80. 11.81. «ССМ*.
2Vl-x (̂l -  xVl-x’j

11.82. £±32^±i. 11.83. ll-*^-
2 xvx

11.85. ie'^. 1 1 .86. , ' - •
3 VI-sin X

0 I ln ( l+ s in i)

11.87. n - V t — V-(x^+e')(x + e)

11.90. 11.91. -Ц г- ? Ж -
(a + 6x̂ y 1̂ + ̂

n o ,  arcsinx _  j l £ ^ .  11.95.
( i - x ^ y r ?  2V1-X

4
11.96. , / 1 ^ .  11.97. 2 V w -  ViT7'

11.99. x“ *^£ll  ̂+ cosxsinxj.

11.100. Ae~‘'’(<ocoi{rBX+a)-k sintmx+n))



lU O l. ---- r,-m-{n^m)x^  ̂ 1___
(ii+m) -^О-х/О + х)’ >/(l + x’)'

11.103. o,*^o. 11.104. -3*
V(l + x’)’ '

11.105. 11.106.ln2 2x+3 X

11.107. co5x cos(sinx) cos[sin(sinx)]. 11.108. --^2***-sec*—•ln2.
X X

11.109. -  3tg  ̂X *seĉ  X ■ sin(2 • tg’ x)- cos[cos (̂tg’ x)].

11.110. a'-x*"''+ax* 'fl'* Ina + a '-a" '-ln * a . 11.111. ------- 1̂ \(x>e).. xlnxln^'x)' '

11.112. — 5——. 11.113. -sin2x-cos(cos2x).1-sh‘ x '' '

11.114. -acos’"'x-sin(/i + l)x. 11.115. 1, |x|<l. 11.116. 4x, |x|<l. 

11.117. J -------- i------  . x>5. 11.118. e{e''+x-'f-!- + lnx'lV
In2 xinxinlog, X V* ))

11.119. —- . 11.120. sgn(cosx), ĝ, Arezl.
X - a '  \  к j

11.121  xar«in  ̂ 11,122. (sinx)'*“ '(ctg^x-ln(sinx)),
V(l-x’y

{2кл <x<{2k + \)n,keZ). 11.123. —

2 sin a H < M U 2 6 . , ^ -11.124. „  ,25. ^
3-2cos’x 0-x A'-

11.127. 11.128. (1п2)2"‘-х'(н-1пх).11.129. x'*‘’(l + 2lnx).
e ‘

11.130. tf' • X*" + In X j . 11.131.

11,132. M .-4  Ч-133- («>»)•

11.134. .-



o+6cosx'

11.138. --
l + X + i  + Ini

n.140. («0). 11.141.

11.142. 1. (x*!L+kn, *ezl. 11.143.fl*f!l£ '
'  ̂ J i+flchi*

11.144. (sinx)'*““ (ctg'x-lnsinx)-cosx' ““(tg'x-lncosx), 0̂<x-2*jt<|, *ezj.

11.145. [x-2ln^x+xlnx ln(lnx)] (x>l)

11.146. 1) /:(-3 + 0) = 1,/:(-3-0) = - 1 .2)/.'(2)=/.'(з)=-1, /Л2)=/ЛЗ)=1-
3)/»'(l)=l"4, /.'(0=-1п4.4)/'(2*)=+х, /'(2*-l)=-«,*6Z.

*)/(x) = l f ^ , x = k ,k eZ .  5)/.'(-l)= /;(l) = -Mo, //(-l) va /.'(l) 

mavjud emas. 11.147.1)/Л(о>=1. //(o)=o. 2)/(o)=o.

11.148.1)/.'(o)=-i л'(о)Л. 2)/Ло)= .̂ /Ло)=о-

)̂/Л0=/.'(0 4 - 4)/Ло)=- .̂ /Ло)=+-.
11.149./Лх,)=у(хЛ/:(xj=-p(xJ 11.150. к=3/2. 11.151. к=1. 

11.152. у = А . 11.153. з> = 2 . 11.154. (-1; 4). 11.155.

11.156. (4;3), (0;-1). 11.157.

11.159. <p = arctg—. 11.160. 45*. •
11.161. x = 2;rn*da 45*. х = (2«-ИК da-45* (»eZ).U.162. а = е. 

11.163. 1) 30*. 2)45*. 3)60*. 11.164. tg« = - -« g '-

11.165.;; = 2х - 3 .  11.166. (4;3) va (ЗЛ).



11.167. 1) va 3) hollarda, m os ravishda, >-+2 = о va

,-> /2 =|(i+>/2 )(x -2V2 + 2) ;  2)holda ; = i nuqtada flmksiya

aniqlanmagan.

11.168. 1) (0;0), <p = arctg(2/3) 2) + (-1)‘ e Z).^ =

3) (l; l), (p = arctg3. 4) (Ve;l/2), <p = 0 .5 )  (1;1) va (4;4).^ = arctg|.

6)(1;1). 9 = ^ .  7)(3;34). Ф = 0.

11.169.1) (l;-3).

3 ) A /,^ -^ ;5 + 8 ^ - j .  A /2 ^ ± ;5 + 8 ^ j . .  4)(1;1п4]. 5 )(l;l). 6) (l; 2*).

11.170. l)Q ;-ln2j.2)W ,(-2;3)tM ,(2;7).

4) (*eZ). 5)(A:;r;0). (* gZ),6)

11.171. l)2x-y=0. 2)ex-y=Q.

3>r3) 29x-12y-54 = 0 . 4) x + 2 y -5  = 0. 5)у  = - 3 х + ^ -  6 )x -3 y  = 0.

7)y = ̂ ctg^ ĵjx+2a-<7/„ctg( ,̂/2). 8) a-fo)e~'“ Jr-(l + '.)eS + 2/,’ = 0.

Я
11.172. ъ Я  (m/s). 11.173. y M s ) .  ЦЛ74. 6 (m/s). 11.175. 6 (s).

11.176. 16 (s). 11.177. 90,75 Joul . 11.178. 11.179.

4лтас1/5. - ; •



1U80. 1U8...

>(aTcoŝ )'
j ) y ' s - t g /  3 ) > > > ^ c th /  (1>1>о) 8 )> ri= sig n / {0 < 1 4 < 4 « )

_ , 2 a - 2 x -v  , e'tiny+<''sinx , p
11.182. — :r- —~— — • 3)y.=^.

/  У Ж x  +  2 > - 2 a  e c o s y + e 'c o s x

*)y'.=-'^'\A<°-^)y'.=^AA>«- 6)>:(o)=-i. T)y'.=-~.

9),;(о) = ^ ло) , : = ^ 5 ^

11.183.l)y > -c tg ^ . 2)У^о^| = 1.3)>'((0)=1, /  (0)=-x.

4) y' = -ctg ̂ , 4» 0. 5) ,v' = ■

11.184. ^ i + 2.xjc£c. 11.185. 3̂e’' + ̂ j t& . 11.286. -sinZx-dx.

11.187. (— -̂---- ±)dx. 11.188. f - ^  + 5cos5xVx.
cos'4x x’ ^xln3 j

11.189. 1 ) - ^ .  X>2. 2) г ^ - Л ^ л .  3 ) - - = ^ * ’̂ *
xln£ I ^ ^ x ) n 2  VT+XVI^

2arcsin X 3 arcigx Л.,  , , _ aresin X , j  “'-Д  -
*'*'‘(l + 21nx)c&.5) f ~ - .  0. 6) (2 + 1п4)Л; 0. 7 ) | ^ - j ^ +  J

И.190. 1) e) 4,0208; i) 5,00177. 2) o) 3,083 ; 4) 1,9938.3) 0,9942 . 4) 0,925

И.191. 1) 1,007. 2) 0,4849. 3) -0,8748.4) 1,043.

Ч.192. , ) ! i*  2) - 2i ^ i L * .  ) ) -Я л . 4)0. «!*■
M l 5у;-2х,Уо ^

И-193. 1) difTerensiallanuvchi; 2) difTerensiallanuvchi,



3) difFerensiallanuvchi; 4).difTerensiallanuvchi emas;

5) differensiallanuvchi emas; 6) differensiallanuvchi;

7) x, = l,x. = -l da differensiaUaniivchi, х, = о da esa differensial- 
lanuvcM emas; 8) sonlar o'qining hamma joyida;

9) difTerensiallanuvchi; 10) differensiallanuvchi;
11) differensiallanuvchi emas; 12) differensiallanuvchi;
13) differensiallanuvchi emas.



lJ-§. FUNKSIYANING YUQORITARTIBLIUOSIUSI 
VA DIFTEEEnsiAU

12.1. Funkslyantag jraqori tartibU boailasi. ,.y |.)  ^
oraliqda bcrilgan bo'lsin.

12.1-ta’rif. Agar /(x) funksiya (o,*) oraliqning har bir ie(o.i) 
nuqtasida f'(x) hosilaga cga bo‘lib, bu /'(x) funksiya ham x,̂ {a,b) 

nuqtada hosilaga cga bo'lsa, uni /(i) funksiyaning nuqtadagi ikkinchi

lartibli hosilasi deb ataladi va У] , /"(x,), f</V
0 [1?

kabi-

bclgilardan biri orqali yoziladi.
/(x) funksiya (o.A) oraliqning har bir xe(o,i) nuqtasida (л-1) tartibli 

/'-"(x) hosilaga cga boMsin. Bu /''■‘’(x).funksiyaning x, e{a.4) nuqtadagi 

hosilasi (agar u mavjud bo'lsa) /(i) funksiyaning x, nuqtadagi n-tartibli

hosilasi deb ataladi va u bclgilardan biri orqali

yoziladi. Odatda /(x) funksiyaning /  (x) / ‘{4 ■ hosilalari uning yugori 

tartibli hosilalari deyiladi.
Agar i = s(0 - to'g'ri chiziq bo'ylab harakat qilayotgan material 

nuqtaning harakat qonunini ifodalasa, u holda s (0 shu nuqta g 
vaqt ichidagi tczlanishini ifodalaydi. Demak. ikkinchi tartibli hasilaning 
fizik ma’nosi -  material nuqtaning tczlani-shidan iborat ckan.

12 .1 -eslatma. /(x) funksiyaning biror xe(.A) nuqtadagr /  (x) 

hosilasi mavjudligidan uning shu nuqtadagi yuqon tartibli hos rg 

hoTishi har doim ham kclib chiqavcrmaydi. Masalan. /(x)- * ^

da, jumladan, x = o nuqtada ham



hosilalarga ega, Ickin, bu ftinksiya x = o nuqtada chckli uchinclii 
hosilaga cga cmas.

/W va g{x) funksiyalar* (a.i) oraliqda aniqlangan bo'lib, ular 

x € ( a , b )  nuqtada n- tartibli f \ x ) ,  hosilalarga cga bo'lsin. (Buni 

quyidagicha tushunish lozim: f{x) va (̂x) funksiyalar x nuqtani o'z

ichiga olgan ( a , p ) < z ( a , b )  oraliqda hamda g ' , g " ....

hosilalarga cga bo'lib, x  niiqtada esa, f ’\x), g'"4ac) hosilalarga cga). U 

holda

1) [C/W r=C/'"*W , C = const-,

2)  (/W±gW)'"' = / ‘”(JC) ±

3) crw.g(x))'">= r\x )-g {x )-^c ',r’-'\x)-g'{x) + c : / ‘-='w- «"w

+...t

+ c : r * 'w g “> w + ...+ /w g '”w . 0 2 .1)

bunda c ‘ (12.1) formula Leybnils formulasi йсуШи

Yuqori tartibli hosilalarni topishda quyidagi, asosiy elcmcntar 
funksiyalarning n- tartibli hosilalarini topish formulalari muhim 
ahamiyatga cga;

1. y=x" У"’ =;п(/и-1)(/и-2)...(т-и + 1)х"‘".

Agar m butun son va n>m bo'lsa, У")=0 bo'ladi. Xususiy holda ,

/11 = -1  bo'l.sa, y=- funksiyaning «- tartibli hosilasi bo‘ladi.

2 . y=lnx, У")= ( - 1)'и (и - 1)

3, j '= lo g .x , y n )= ( . i )  J)]_L
In a X

4. y=e'“,



5. у = а \

6. y=sinbx, У"' = b'sin{bx+ŵ ).

7. j. = coŝ Jf, У” = 6'cos(l>x + n )̂

8. y=(o;f+l>r, У"’ =((«^ + Ь)"Г = а"а(а-1)...(а-„+ 1Х.х+6Г .
12.1-misol. Ushbu
^.З'^Их'-Зх + г); 2).3.= 3’";

3).j>=^^; 4).j'=x’smr, 5),ji=arctgx,У’*{0) 

funksiyalarning n- tartibli hosilalarini toping.
2х-Ъ

. Yechilishi. 1) y= -------- . Hisoblashlami soddalashlirish uchunх -̂Ъх+2
oxirgi funksiyani quyidagicha shakl almashtiramiz:

, 2x-3 ^ - 2+J-l 1 1
+----= (*-!)-'+(x-2)-.x*-3x + 2"(.t-l)(i-2)"*-l'^x-2

Bundan 8) formulada a = -i, a = i. *="*• dcbolib,

^_L | ' =(-1){-2).. (-l-n+l)(x-l) ' ’.

* = (-1X-2)...(-l-n + I)(x-2)'''‘.
bo'lishini topamiz. Dcmak,

1 . - i -У ’ = (In(x' -  3.t + 2))'"’ = (-1)"' (« -  !)'• (X+2)’.

2) У =3’*-ln3 S, /  =(3’"-5 1пЗ)'=3’'-5Мп*3,
(з) 5x 3 3 ub 3'x.s-.in̂ 3 debyozishmumkin.

vahokazo ,  -3 5 ko‘rsaiamiz:
formulaning to‘g‘riligini matematik induksiya us l,o‘lsin,
formula n = i da o‘rinli. Faraz qilayhk, n-k d  ̂ 2«,.5»-чп*’'3.

ya’ni y*> = 3’'.5‘ .in‘3. U holda, (У‘̂ У = 0



Demak, formula n=k+\ bo‘lganda ham o'rinli ekan Bund

Vnuchun o‘rinli ekanligi kclib chiqadi. Shu bilan biz, 5) Гогшщ • ' 

ham to‘g‘riligini isbotladik.

3) Hisoblashni soddalashlirish maqsadida berilgan fiinksiyaning 

shaklini quyidagicha o'zgartiramiz;

ax + b a be-ad a b c -a d . y=— — = -  + + --------- {c x -d ) \
cx + d c c{cx + d) c c 

Bundan 8) formulani e’tiborga olgan holda, (x = -i, a = c, b=-d).

'  (cx + d)-' ' '

bo‘lishini topamiz.

4) u = sinx, v = x’dcb olib, Lcybnis (12.1) formulasldan foydalanib:

(x’ sin x)‘"’ = C°x’(sin x)‘"’ +Cl(x’)' (sin x)'*̂ ’ +
+C ;  (X*)" (sin x)-’ + C’ (x’ )* (sin x)"’

topamiz. Qolgan hadlar nolga teng boMadi, chunki (x’)“’ = о i>3- 

sinx funksiyaning n,n-i,n-2.n-3 tartibli hosilalarini topishda 6) 

formuladan 6 = i bo'lgan holda foydalanamiz:

(sinx)'"’ =sin(x + n ~ ) ,  (sinx)'*’’’ =sin(x + (« - l) -^ )  = -cos(x + ̂ ) ,

(sin x V = sin( X+(h -  2)—) = -  sin( X+— (sin x)'""*’ = sin( x+ (n -  3) • —) = 
2 2 ■ ^

= cos(x+--- ),
2

Shunday qilib,

У” =(x’ -sin x)'"’ =x*-sin(x + — )-3 x ’wcos(x + — ) +

6x-/)(n-l) . nn. n(n-l)(n-2)+----- — ism(x + Y )  + - i------ ------- i.6cos(x + y )  =

= (x* -  3xn(n -  l))sin(x + + (rt(n -  l)(n -  2) -  3nx’) cos(x + — ).



' 5) у  = 0 + Keying! tcnglikning Mala

tomonidan i»-i tartibli hosila olamiz. Chap tomonning hosilasini 
topishda и = У. v = (i+x’) deb olib, Leybnis formulasini qo‘JIaymiz;

У"’(1 + x‘) + 2(я -  I)xy-'> + (n~ 1Хл -  2)у-'> = 0.

Bundan x=o bo'lganda, ushbu У*’(0)=-{я-1Х/»-2)У'-'’(0) rcJcurrent 
formulaga cga bo'lamiz. л juft (//=2Jt) bo'Iganda. y “'(0)-0 л toq

(n=2k + l) bo‘lganda esa У̂ *'*'*\о) = -(2)̂ )(2А:-1)У̂ “̂ \̂о) = ...

... = (-1У(2*)!/(0) = (-1У(2А:)!, chunki У(0)=1.

12.2-misol. Ushbu ;>=x+x’, xe/f ftmksiyaga teskari boMgan 

funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini toping.
Yechilishi. Berilgan ftinksiya hamma joyda uzluksiz,

y = I  + 3x’ >0, y= l+ 3x’ ;e0, \/xeR

boMgani uchun unga teskari funksiya mavjud va uning hosilasi

X = - r  =
I I

l+3x'

Bu tcnglikning ikkala tomonidan > bo'yicha hosila olamiz.
/ 1 Y , - 6r

12.3-misol. ;-=/(x) funksiya u.shbu

x =  x(i), y = } iO .  /e fe ;* )
paramctrik tcngJama bilan berilgan bo'lib. Л') va M  fcntsiyalar 
v„(n.a, uchun ikti marta diffcrcnaiallanavclu va x W.o bo'Uin. U

holda y, ni toping.
У ,М Ы ,- . Ma’lumki, berilgan funksiyaning birinehi lauibli hosilasi

y. “ TT



formula orqali lopiladi. Bu tenglikning ikkala tomonidan x bo'yicj, 
hosila olamiz:

( 12.2)
(*’J

12.4-misol. Quyidagi; 1). дг = /’, ^'=/^ 2). x = a(/-sin/), 3/=o(i-cos() 

paramctrik tcnglamalar bcrilgan y{x) funksiyalaming hosilalarini 

loping.
Yechilishi. Berilgan ftink.siyalaming yl hosilalari (12.2) formula 

orqali lopiladi;

1) x',=3l\ x“=6f. y, =2,}C = ‘ ~‘f -  = -Л -/ I  . , - M . Л . X» 27./• 9<*

2) x'l =fl(l-cos/), =asin/; У, =asin/, y" =acos/, y^= -- —̂~(/^2mi, neZ).
4osin^i

12.5-misol. Paramcirik shaklda bcrilgan ushbu
2/ - r ’

x = ------- , v=-
/ - 1  / - 1

y {x )  funksiyaning (o; 4) nuqiadagi y ^  hosilasini loping.

Yechilishi. Berilgan y{x) funksiyaning hosila.sini (12.2) formula 

orqali lopamiz:

' = и _  2  ,  _  r  - I t  „

{ I - \ Y  ’ *""(,-1)’ * ^
/’ - 2/

■»)’ ’ ’ (r-i)’ ’ (/-!)’ ’ (/-!)’•
Sharlga ko‘ra x = o, y=4 bo'lgani uchun

2/ - / ’ = 0, J/(2 - /)  = 0,
4 / - 4 - j ’ = 0 ^ l 4 / - 4 - / ’ = 0.

bunda 1^2 ycchim bo'ladi. Endi x',,xl'.У.У' laming / = 2 dagi qiymatini 
lopamiz;



j,'(2)= - 2. V (2)= 2; j/(2)= 0, /,(2)=2.

TopiJian qiymatlarni (12.2) formulaga qo'yib, ekanligini

topamiz.

12 .6-misol. Oshkormas shaklda berilgan ushbu х' + У =25 

>{x) funksiyaning (3; 4) nuqtadagi hosilalarini toping.

Yechilishi. Berilgan funksiyaning hosilasi ushbu 

d
dx

(хЧУ-25) = 0

tenglamadan lopiladi: 2x+2jji=o. Bu lenglamadan:

(12.3)

(12.3) ning ikkala lomonida x bo'yicha hosila olamiz: =

(12.3) ni e’liborga olgan holda,

Уж, ~ yl У "
(12.4)

munosabaini hosil qilamiz.
Sharlga ko'ra x = 3, y=4 bo'lgani uchun (12.3), (12.4) lardan

’'■ I---» -

12.7-misol. Ushbu funksiyaning x = 0 nuqtada ncchanchi

lartibgacha hosilaga cga ekanligini aniqlang.
0‘lgi

ganda.
| 2.r, .r>0 bo'lganda,

Yechilishi. x^O bo'l.sa, У“ |’_2х, x<0 bo'lga

t = 0 nuqlada hosilaning ta’rifiga ко ra,
349



i»->e Дх ii-И) Дх

Demak, berilgan ftinksiya Vx uchun birinchi tartibli hosilaga ega-

У(х)=214

Ma’lumki, jxj ftinksiya r = o nuqtada difTerensiallanuvchi cmas 

Shuning uchun у=lxf ftinksiya x=o nuqtada faqat birinchi tartibli 

hosilaga cga bo'lib, ikkinchi tartibli hosilaga ega cmas.

12.8-misol. Ikkita m oddiy nuqta berilgan boMib, ulardan bin

qonun bo‘yicha, ikkinchisi esa .т,(г)= |/’ +з/--5/

metrda, r-sekundda o'lchanadi) qonun bo'yicha harakatlanadi. Bu 
moddiy nuqtalarning tezliklari o‘zaro teng bo'lgan nuqtadagi tezlanishini 
toping.

Yechilishi. Ma’lumki, harakatlanayotgan moddiy nuqtalarning 
tezliklari, mosravishda, v , ( ^ ) = v,(0 =j1(') formulalar bilan topiladi;

v,(/)=5,'(/) = 3r'+/ + l, v,(/)=i'(/)=2/* +6/-5.

Shartga ko’ra, 3/*+/+i = 2 / '+ 6 /-5 , bundan / ’ - 5 / + 6  = o,/, = 2 , / j  = 3.

1) r = 2sckundda birinchi va ikkinchi moddiy nuqtalarning 
tczlanishlari;

2) / = 3 sekundda:

= (6/ + 1Ц  = 1 9 ^ .  a,(/](^, = = (4/ + 6X., = 1 8 ^ .

12.2. Funksiyaning yuqori tartibli difTcrcnsiall. y=f{x)  ftinksiya (a.4) 

oraliqda berilgan bo’lsin. Agar /(x) ftinksiya xe.{a,b) nuqtada chckli 

/'(x) hosilaga ega bo’lsa, funksiyaning diffcrcnsiali ushbu dy= f '{x)dx 

formula bilan hisoblanishini ll-§ ning 6-bandida ko’rdik, bunda Jx



niiqdor f[x) funksiya argumenti x ning ixtiyoriy Дг orttirmasini 
ifodalaydi.

Faraz qUaylik, f{x) funksiya xe(a,b) nuqtada ikkinchi tartibli 

hosilaga ega bo'lsin. U holda, belgilangan л  lar uchun funksiyaning 
diflcrensiaU dy faqat x ning funksiyasi bo'ladi va uning differcnsialini 
hisoblash inumkin, bunda ham л=Дх deb olinadi.

12 .2-ta’rif. /(x) funksiya diffcrcnsiali dy ning xe[a,b) nuqtadagi 

differensialiga berilgan /(x) funksiyaning ikkinchi tartibli dijjerensiali deb 

ataladi va u d^y ёки d^f{x) kabi bclgilanadi, ya’ni 

d'y=d{dy) d^f{x)=d{df{x)).

Diffcrensiallash qoidasidan foydalanib,

d^y= d{dy)= 4 y^W)= d{)/)dx= y'{dxy

bo'lishini topamiz
Shunday qilib, funksiyaning ikkinchi tartibli diffcrcnsiali uning 

ikkinchi tartibli hosilasi orqali quyidagicha yoziladi;
d ^ y = / d x \  (12.5)

bunda dx̂  = dx-dx = {dx)\ Xuddi shunday, x -  erkli o'zganivchi 
bo'lganda, funksiyaning n- tartibli diffcrcnsiali ta’rifini berish mumkin.

/(x) funksiya xefa.A) nuqtada n-tartibli /'"'(x) hosilaga cga 

bo'Lsin. Funksiyaning (n-l) tartibli diffcrcnsiali d'^'y dan olingan, 

differensial, berilgan /(x) funksiyaning xe{a,b) nuqtadagi n- tartibli 

dijjerensiali deb ataladi va u с/'уёки d"f{x) kabi bclgilanadi, ya’ni

d - y = d { d - ' y )  еки d -f { x ) = d { d - 'f { x ) ) .  d 'y = ) ^ - 'd x \  (12.6)

Erkli 0‘zgaruvchi x ning « - tartibli diffcrcnsiali n>i da, ta’rif bo’yicha 

d"x=o deb olinadi. /(X)' va g(x) fiinksiyalar {a,b) oraliqda berilgan 

bo’lib, ular X 6 (0.4) nuqtada diffcrcnsialga cga bo’lsin. U holda quyidagi
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1) d”[Cf{x)\ = <^d''f{x),C = consr, .

2) d”[f{x) ± g{x)]= d”f{x) ± d"g( 4

3) c/”[/W g(^)] = ^"l/W l-gW +Cit/"-’[/(;r)]../[g(;c)l + ....+

formulalar o'rinli bo‘ladi, bunda 1)..(h- / :  + 1)
k\

u = f{x) funksiya [a,b) praliqda, y=F{u) funksiya csa, (c.t/) oraliqda 

bcrilgan bo‘lib, ular yordamida y=F(f{x)) murakkab funksiya tuzilgan 

bo'lsin. H = /(x) funksiya xe{a,b) nuqtada f'{x), F{u) funksiya csa, mos 

ue{c,d) nuqtada F'(u) hosilaga ega deb, y=F{/{x)) funksiyaning 

difTcrensialini hisoblaymiz:

dy=F' {f{x))-f {x)dx = F'{/{x))- df{x).

12.2.-eslatraa. (12.5) va (12.6) formulalar »i>i bo'lganda faqat x - 
crkli 0‘zagruvchi boMgan holda o'rinli.

X crksiz o‘zgaruvchi boMgan holda, ya’ni >=>(x(/)) murakkab 

funksiya uchun (12.5) formula u.shbu:
= = y,d(dx)= ^dx' + y',d^x (12.7)

ko'rinishda boMadi.
Agar X erkli o‘zgaruvchi bo'l.sa, d^x=0 boMadi va (12.5) formula 

(12.7) formulaga tcng bo'ladi.

12.9-fflisoI. X ni crkli o'zgaruvthi deb, ushbu y=xe'^ funksiyaning 

uchinchi tartibli difTcrensialini toping.
Yechilishi. J-usul. Ikkinchi tartibli diffcrcnsialning ta’rifiga ko‘ra:



=2d(xh  ̂ ) dx+d(ê  ).dx=
Л ■, Л

)x^ d{,x'^̂ x+d(e*̂  )dx= (12.8)

=4e* ■x̂ dx̂ +Axe’̂  ̂dx̂ +2xê  ̂dx̂ =

»(6«' x + 4e* -x^)A^=.2e ' (3x + 2*^lA^

Uchinchi tartibli differensialning ta’rifiga ko‘r^ 

d{d^y) = d^e’’ (3x+2x’)A'J= 2^^''(3x+2x V '] =

= 2 p''</(3x+2x’)+(3x+2x'Me'’)|&’ =
= 2 (3 + 6x')+(3x+2x’)2xe'''|fr’ = 2e't(3 + 12x̂  +4x")A\

2-usm/. Bcrilgan funksiyaning uchinchi tartibli hosilasini topamiz;
(12.8) ni e’tiborga olib,

У''=(хе*’Г=^е''зх+2х>) =
= 2[e'’)'(3x + 2x’) + e'' (3x + 2x’)']= 2ê  (3 + 12x’ + Ax*).

(12.6) formulaga asosan (л = 3), d*y=2e‘'{l + \2x'+ Ax*)dx* bo'lishini

topamiz.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> Diff(x*exp(x''2),x$3)=dilT(x*exp(x"2),x$3);

= бе'""’ + 24xV""' + SaV'"» _
dx ' '
12.10-niisol. Quyidagi: a) x biror erkli o'zgaruvchining funksiyasi; 

b) x crkli o‘zgaruvchi boMgan hollarda, y=e^‘ (unksiyaning

ikkinchi tartibli difTcrensialini toping.
Yechilishi. a) J-usul. Ikkinchi tartibli differensialning ta’rifiga ko‘ra:

d̂ y=,



2-usul. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchl tariibli hosilaiarî - 

topamiz:

y = i l l

(12.7) formulaga asosan:

fc)Buholda </'x = o,dcmak, unda bo'ladi.

12.11-raisoI. Ushbu >=Vl-x’ arcsinr funksiyaning ikkinchi tartibli 

dilTercnsialini toping.
Yechiiishi. Ikkinchi tartibli differcnsialni topish uchun (12.5) 

munosabatdan foydalanamiz:
, -X . ,у =-7— arcsin X +1, 

л/ l - x '

J^y= y jx ' = --- ^ —I *■' arcsin X Ur’I Г
,, X I .У = —V I - I ■ »arcsin X,

V i-x’ V o -* ’)

MAPLE tiximidan foydatanib misoini yechish: .
> X;=subs(D(arcsin(x))=diir(arcsin(x),x)*D(x), 
D(sqrt( 1 -x  ̂2)*arcsin(x)));
y , , D(r)xarcsi.yx) p̂̂ ^̂

> F:=subs(D(D(X))=0,D(arcsin(x))= 
difr(arcsin(x),x)*D(x),D(X)):

^ D(x)* atcam(x) arcsin(x) D(i)"x
Г. 2 j I .VI -x‘ • (I - i’) I ■*

> .simplify(F);
(xV l -x ’ * arcsm(x)) D (xr 

(I-xV‘"->



^2-m iso l. Ushbu > = sin5x.cos2x funksiyaning n- tartibli 
difTcfcnsialini toping.

Yechiiishi. Bcrilgan funksiyani y= j[sin7x + sin3x] ko'rinishda •

ifodalayrniz. Bu funksiyaning я -tartibli diffcrensialini topish uchun 

y*’ = (sinbx)*"’ = A"sin(ix + w—) va (12.6) formulalardan foydalanamiz:

d ' у = У ^  7 ‘ sin^7x + ̂ j +3’ sin^3x + ̂ j dx'.

12.13-misoI. Ushbu y = -
3x + 2 funksiyaning x=o nuqtada^

x '-2x  + 5

ikkinchi tartibli diffcrensialini toping.
Yechiiishi. Bcrilgan funksiyaning ikkinchi tartibli diffcrensialini (12.6) 

formula bo'yicha (m = 2) topamiz:
, -3x’ -4x + 19 , 6 x 4 l2 x ’ -114x-t-56

(x’ -2x + s)* ’ (x’ -Zx + s)*

(12.6) brmulaga asosan:

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar 
Quyidagi funksiyalaming ko‘tsatilgan tarlibdagi hosilalarini toping.

12.1. y=x(2x-l)’(x+3)’. y” =? 12.2. /  = ?

12.3. y=l+10x + ^ . У =7

12.5. y=(l + x’)arctgx, у =? 

12.7. y= л/l-x’ arcsinX, y=? 

12.9. >=V7. /  = ?
12.11. y = x ’ cos3x. y‘'=7

12.13. y = - . / ‘'=7ДГ
12.15. y=sin’xlnx. y ‘' = ?

12.4. у = cos’ X, у  = 7

12.6. y=arctg(x + Vx’ +l), y = ?  

12.8. ln(x + Vx’ +1), У = 7 

12.10. y=xMnx. / = 7  

12.12. y=x’ sin2x, y*'=7

12.14. y=sinxsm2xsin3x, У’“'=? 

12.16. y=x’e=*. y“’ =7



12.17. у=а'‘. / "  = ?

12.19. j>=sinar + cos6x, У*’=?

12 .2 1 . .у = - ^ .  У ’=?а + ох

12.18. у*)-,
1 - х ’ ■

12.20. у**-,
г*+5 '

12.22. у = — 5— . У"> = 1 
х(х + 1)

12.24. 3'=sin5xcos2x, У’̂ =? 

12.26. >'=sin*x + cos*x, У"’=?

12.23. >̂=ЫПХС05Х, У'*=?

12.25. >=log, X, У"=?

12.27. >=sin3xcos'x, У"’ =7 •

Quyidagi funlcsiyalarning bcrilgan nuqtalardagi ko’rsatilgan 
tanibdagi hosilalarini tob'mg.

12.28. увх*-4г’ + 4, У’(1) = ?

12.30.

12.32. y««̂ , y"(4)-7

12.34. У-— .

12.29. У”(5)-’

12.31. y » i r e t g x .  y”0)**̂

12.33. y = - & ,  / “'(*) = ?
VI-x

Quyidagi funksiyalarning ko'rsatilgan tcnglamalarni qanoatlan- 
tirishini isbotlang.

12.35. > = »('sinx, У '-2У+2у=0;

12.36. ^^=«'sinx, У' + 2У+2>=0;
12.37. >=c,cosx+CjSinx. /  + y=o (c, va C, - ixtiyoriy o’zgarmas 

sonlar);
12.38. y=c,chx+c,shx. / - > = 0  (f, va c, - ixtiyoriy o’zgarmas 

sonlar);

12.39. >>= .<sm(a)» + <B,) + Bcos((»/ + a»,), ^-^ + <a’y=0 (.4, ixtiyoriy
ut

o'zgarmas sonlar);
12.40. >= tin(iiarcsinx), -xy ■^ri'y-^\



12.41. y=c.e'*'+c,e‘>*. y - r j .  + i w i 7 i n /” t-'i+^)y+A |A , > - 0  (c,, c, - ixtiyoriy
0 ‘zgarm as sonlar, a, ,a, -  o'zgarmas);

12.42. >=cos(mInx), х’У’*” +(2л + 1)хУ*»+(пЧт’)У '= 0 ;

Bcrilgan y=){x) funksiyalarning quyidagi tcnglamalarni
qanoatlantirishini aniqlang;

12.43. y=v4cosax + fJsinai, / + o ’y = 0 .

12.44. y=Ae‘ +Be’’- - .  y " -y = ^ L z l,
X x’

12.45. y= l + cose'+sin«*,' У '-У + е ^ у = 0 .

. Quyidagi paramctrik shaklda bcrilgan fiiiiksiyalarning
ko'rsatilgan tartibdagi hosilalarini toping:

12.46. x = a t\ y=bi', x ;  = ?

12.47. x = /*+3m -1, у= /’ -3/ + 1;

12.48.  x =  e“ cos/?/, y  = e “ s m p f ,  y^=?

12.49. x = o(cos/-lncig^), >>=asin/;

12.50. x = lchl-shi, y = lshl-chl, y ’ = ?

12.51. x = ocos’ f, y = osin’ /, y ^ = 7

12.52. x = o(l + cos/)cos/, y=o(l-cosOsin<; /^=1

1 2 .5 3 . х = Ы , y = /’ - i ;  y^=7

12.54. x = 2/cos/+(l‘-2)«in'.

1 2 .5 5 . x = 2 “ ' ' .  у = 2 - ' ’; У  = 2

Quyidagi paramctrik shaklda bcrilgan у=Ух) funksiyalarning 

bcrilgan nuqtada ko'rsatilgan tartibdagi hosilalanm toping:

12.56. x = ln(l + sin(p), y = K l-c o s 2 (p); (1п ф .К -)) ;  У- = ‘?

12.57. x=ch/sin/+shKos/. y=ch/cos/-sh/sm/; (0.1), У -7



Parametrik shaklda bcrilgan y=y(x)  ftinksiyalarning bcrilga 
tcnglamalami qanoatlantirishini isbotlang:

12.58. * = e'sin/, y=e 'cos/; У ( /+ j)* = 2 (гУ*- 31).

1 2 .5 9 /x = sin/, y^ivakr, + it* v = 0 .
^  dx dx

12.60. x = sin/, y= Ae'^ л^Ве''^\ - x ) / - ly= Q ,  .
2 2 ’

va Й - bctiyoriy 0‘zgarmas sonlar.

Quyidagi oshkorma!  ̂ shaklda bcrilgan y= yix) funksiyalarning x 

bo'yicha ko'rsalilgan tartibdagi hosilalarini toping:
12.61. y=2/»x, y^=7 12 .6 2 . e’̂>' = x+y, y l= 1

12.63. arctgy->r+x = 0 , 3 ^ = 7  12 .64 . e‘ - e ‘' = y -x ,  y ^ = 7

12.65. х’ + 5ху+У-2х + >-б = о,' (1,1) nuqtadagi y^=7 

Quyidagi funksiyalarning x = 0 nuqtada nechanchi tartibli hosilalarga 
cga ckanligini aniqlang va mavjud hosilalarning bu nuqtadagi qiymatini 
hisoblang:

12 .66.
\ln(l + x ) -x ,

12.67. y =

12.68. у =

12.69. y =

12.70. y =

0 bo'lganda, 
xSO  bo'lganda.

sfix-x, x<0 bo'lganda,
X -  sin X, X ^ 0 bo' Iganda.

shx, x < 0  bo'lganda, 
smxc/jx, xSO  bo'lganda.

x'®, X -  rasional son bo'lganda, 

- x ’®, X -  inasional son bo'lganda.

e , x?t 0 bo'lganda,
0, x = 0 bo'lganda.

X ni crkli 0‘zgaruvchi deb, quyidagi y= M*) funksiyalarning ko'r- 

saiilgan tartibdagi diffcrensiaTlarini toping:



12.71. у=(х+1)Чх-1)>.с/^=? 12.72. у=(хЧ2хЧх+зк".</>?
12.73. y=sin=x, 12.74. _y=,eos2x. d"-y=l

12.75. y=arctg^wgxj.rf’y=7 12.76. y=cobxdvc. d‘y=?

12.77. y=Vln4-4; </'y=7 12.78. у=г-^\ d^y^l

Agar dii,d-u,dv,dv^ lar mavjud bo'lsa, quyidagi y= y(x) funksiyalar 
uchun </\v ni toping.

‘12.79. y=i/M*+v'; d^y=l 12.80. y=u';d-y=1

12.81. y=——; d'y=l 12.82. y=i/lnv, d'y='l. и
Quyidagi y=><x) funksiyalarning bcrilgan nuqtadagi ko'rsatilgan 

tartibdagi diffcrcnsiallarini toping;

12.83. y = xe*’;

12.84. y=cos^x; d^y , =?

12.85. у= х^(х -5 У ; d-y\,..3 = 'f

12.86. y = —Ц-;

12.87. y= (V ?^ + V xM )f; //“ Ух-1=?

12. 88. y=sinxsin2xsin3x; '̂“>1 » = ?
\ 6

^  birilpnn v= )<x) funksiyalarning (xo;y.)O.shkormas shaklda bcrilgan у y w

nuqtadagi ikkinchi tartibli difTcrcnsialini toping.

12.89. x42xy+ /-4JC  + 2y-2 = 0. (1;1).

12.90. 3(>-х + 1) + с"‘с'Я(>̂ *) = °'



Mustaqil yechish uchun berilgan 
niisol va masalalarning javoblari

12.1.0. 12.2. 12.3. 9702/x'» . 12.4. -2COS2X. 12.5
(* +1)

2x  _______  1 ,  £  n  a rcsinx  + x V J - x ’------+ 2 a rc ig x . 1 2 .6 .-x (l + x * )’ . 12 .7 . ----- , ---- .
1+*' Vo-»’)*

12.8. - x ( x 4 i ) - ’ ". 12 .9 . - j ^ x ' ' i  12 .1 0 . x’(60inx+47).

12.11. 27(3x’ cos3x + 8xsin3x-4cos3x).

1 2 .1 2 .2“ (-x’ sin 2x + 50xcos2x+^^sin 2x).2

12 .13 .^— 1 0 ^  + 9 0 ^ -7 2 0 ^ + 5 0 4 0 ^ -3 0 2 4 0 ^  + 151200^-604800^ +

+ 1814400^-3628800-^+3628800-^. 12 .14 .

-  2' sin 2x - 2'* sin 4x + 2'3'" sin 6x.

n  • Г144 160 96V  ,  f6 0  180 120 'I

12 .16 . г^ е ’̂ сгх^Ю х+игб). 12 .17 . 27o’*in*e. 12 .18 . 2(wi)(i-x) ' ‘

12.19. «f’ sin(ax + n ^ )  + 6*cos(6x + n^).

12.20. (-l)" 'n!(a5-Py)y"-'(jx + 5) '-'.

12.21. (-l)"-'nlaA” (a + i i )  " '.  12 .22 . (-l)*nl[x—' -(x+1) *

12.23. 2-'iin(2x + H |), 12.24. •1[7"5т(7х + п | )  + 3"ып(3х+п|)].

12.25. (-!)-> 12 .26. 4'-'cos(4x + ; i- ) .
X In j  2

12.27. isin(x + n j )  + ̂ sin(3x + nY) + ̂ Sin(5x + »i^).

12.28. 360. 12.29. 12 .30 . o . 12 .31 . - 1 .1 2 .3 2 .  e’'“ .
1024 2

12.33. b2 S- - »97(399-x) j2 34 -1 1 ^ . 12.46
(!-»)•

2a

’obV



12.53.4̂  ̂ 12.54.

. 2 . « . . - 5 ^ .

, 2 .5 » . - . . . . , , n .5 1 .

, Ы Ы
^^+A)cos’7- 2*“''". 12.56. -12.

12.57. -1.12.61. -я ’/у.12.62. 4(i +;-)/(x+7,+i)>.

12.63. 12.64. (e'- e»XI-«“O/O+*'’)’• •

12.65. 12.66. У(0 )=о, У(о) mayjudemas.

12.67. У(0) = 0, У(0) = 0, /(0) = i, У'̂ (0) = 0, / ' ’(0) mayjud cmas.
12.68. У(0) = 1, У(0) = 0. / ( 0) mayjudemas. 12.69. У(0)=о. У(0)

mayjud cmas. 12.70. У"’(0)=0, леЛГ. 12.71. 4(x+iX5x--2i-i)*\
12.72. 2(2х’ -2х*-Зх+б)е‘̂ Л \  12.73.-8cos2x<fr*.
12.74. 4096(6sin 2х + хcos2х)Д'\

12.75. 12.76. 17с05хсАхЛ ‘.
(а* cos'x + A4in*x)

12.77. 41пх- 4 - 1 п’ х ^ ,  J2.78. 41пЗ-3 "’ х12х-1пЗ(2хМпЗ-1)]*’. 
x'V(ln’ x -4 )'

17*70 6/* - у- )Ы̂11 + vd̂ v) + (vdu- iid\f 
■ ' (и’ -v ’)*'’

12.80.
12.81. - l( t/V ’v -  iivdhi -  liidiidv+2mdii^)

«*'
12.82. \nvd^u + —diidv +—d'v jdv .

V V V

12.83. i0erfxM2.84. 4rfxM2.85. -^d x \

12.86. Н ^ л М 2 . 8 7 .  ^ ^ d x ' >

12.88. -2М 0257з л М 2.89. - J * ’- i *  '



13.1. Nuqtada funksiyaning o‘sishi (karaajishi). Funksiyaning lokal 
ekstremum qiymatlari.;'=/(x) funksiya biror bclgUangan c nuqtaning 

atrofida aniqlangan bo‘lsin.

13.1- ta’rif. Agar c nuqtaning shunday С/Дс)((5>о) atrofi mavjud 

bo'lib, x<c bo'lganda /(x)< /(c) tengsizlik, x>c bo'lganda esa 

/(x)>/(c) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, y= /(x) funksiya c nuqtada o'sadi 

deyiladi.
13.2- ta’rif. Agar c nuqtaning shunday t/,(c) atrofi mavjud bo‘lib, 

x<c boMganda, /(x)>/(c) tengsizlik, x>c bo'lganda esa /(x)</W 

tengsizlik bajarilsa, y = f{x) funksiya c nuqtada kamayadi dey'didi-

13.3- ta’rif. Agar c nuqtaning shunday Uf{c) atrofi mavjud bo'lib, 

/(c) qiymat funksiyaning l/,(c) atrofdagi qiymatlari ichida eng kattasi 

(eng kicliigi) bo'lsa, y = f(x) funksiya c nuqtada lokal maksimum (lokal 

minimum) ga ega deyiladi.
Odatda funksiyaning c 

nuqtadagi lokal maksimum va lokal 
minimum qiymatlari birgalikda lokal 
ckstremum qiymati deb yuritiladi.

13.1-chizmada funksiyaning c, 

nuqtada o'suvchi, c, nuqtada 

kamayuvchi, c, nuqtada lokal 

maksimumga, c  ̂ nuqtada esa lokal 

minimumga ega ckanligi tasvirlangan (13.1- chizma).
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13.1- tcorcm a (Funksiyaning nuqtada o'suvchi, kamayuvchi 
bo‘Iishining yctarli sharti). Agar y = f(x) funksiya c nuqtada 

jijferensiallanuvchi bo'lib, uning bu nuqtadagi / ( c )  hosilasi musbat 

(manfiy) bo'lsa, и holda bu funksiya c nuqtada o'suvchi (kamayuvchi) 
bo'ladi.

13.1- eslatma. y = f{x) funksiyaning c 

nuqtada 0 ‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lishi uchun 

uning shu nuqtadagi / '( c )  hosilasining musbat '

(manfiy) bo'lishi zaniriy shart bo'la olmaydi.
05

Masalan, y = x  ̂ funksiya x=0 nuqtada -i

o'suvchi, lekin uning x = 0 nuqtadagi hosilasi 

/'(0) = 0 (13.2-chizma). /

13.2^eslatma. Agar funksiya x, nuqtada 

o'suvchi bo'lsa, uning x„ nuqtaning biror atrofida 

o'suvchi bo'lishi shart cmas. Masalan,

-05

A
in /fi i II I I

05
X

13.2-chizma

/(x) =
d, X = 0 ,

—- x ’sin-, x^O 
2 X

funksiya berilgan bo'lsa, hosilaning ta’rifiga asosan.

- - X  s m -

2

Dcmak, m  funksiya .<=0 nuqtada o'suvchi, lekin. bu funksiya 

monoton cmas, chunki

funksiya nuqtaning ixtiyoriy kichik atroMa musbat qiymatni htun,

A-. V -- i-  ft = 12...) bo'lib, к juft 
nianfiy qiymatni ham qabul qiladi. *" ^



13.1. Nuqtada funksiyaning o‘sishi (kamayishi). Funksiyaning lokal 
ekstremM д1ушаиап.>/ = /(х) funksiya biror bclgilangan c nuqianing 

atrofida aniqlangan bo'lsin.

13.1- ta’rif. Agar cnuqtaning shunday t/^(c)(5>o) atrofi mavjud 

bo‘lib, x<c boMganda /(x)</(c) tengsizlik, x>c boMganda csa 

f(x)>f{c) tengsizlik 0‘rinli bo‘lsa, y - f [ x )  funksiya c nuqtada o'sadi 

deyiladi.
13.2- ta’rif. Agar c nuqtaning shunday Ug(c) atrofi mavjud bo'lib, 

x<c boiganda, /(*)>/(c) tengsizlik, x>c boMganda csa /(x)</(f) 

tengsizlik bajarilsa, y = /(x) funksiya c nuqtada to /иауаЛ deyiladi.

13.3- ta’rif. Agar c nuqtaning shunday atrofi mavjud boMib, 

/(c) qiymat funksiyaning (/,(c) atrofdagi qiymatlari ichida eng kattasi 

(eng kichigi) boMsa, y = f{x) funksiya c nuqtada lokal maksimum (lokal 

minimum) ga ega deyiladi.
Odatda funksiyaning c 

nuqtadagi lokal maksimum va lokal 
minimum qiymatlari birgalikda lokal 
ckstremum qiymati deb yuritiladi.

13.1-chizmada funksiyaning c, 

nuqtada o'suvehi, Cj nuqtada 

kamayuvchi, c, nuqtada lokal 

maksimumga, nuqtada csa lokal

сг cj C4 
]3.]-chizma

minimumga ega ckanligi tasvirlangan (13.1- chizma).



Ш -tcorema (F«,ksl,a„i„g „„qud, 
bo'liskining yetarli sharli). , . / ( , )

iigemsiaUmmchl bo'lib, uning bu mgioJogi /(c) НоНЫ mosbo, 

(manfiy) bo'lsa, и holda bu funksiya c nuqtada o‘suvchi (kamayuvchi) 
bo'ladi.

13.1-eslatma. y = f(x) funksiyaning c 

nuqtada o'suvehi (kamayuvchi) bo'lishi uchun 
uning shu nuqtadagi /'(c) hosilasining musbat'

(manfiy) bo'lishi zamriy shart bo'la olmaydi.

Masalan, y=x^ funksiya дг=0 nuqtada 

o'suvehi, lekin uning д: = 0 nuqtadagi hosilasi 

/'(0) = 0 (13.2-chizma).

13.2^eslatma. Agar funksiya x, nuqtada 

o'suvehi bo'lsa, uning х„ nuqtaning biror atrofida 

o'suvehi bo'lishi shart cmas. Masalan,

1;

Of /
/ У - .

i'' b ^ '” i
X

/ -1

13.2-chizma

/(*) =
0 , x = 0 .

—  x 's in -, x * 0 . 
2 X

funksiya berilgan bo'lsa, hosilaning ta’rifiga asosan.

- - X  sm-
2

D e m a k , m  f tn k s iy a  x = 0  nu q tad a  о ' « с Ы ,  le k in . b u  funksiya  

monoton e m a s , chunki

/•(x) = i - 2xsini + cosi

funksiya x=0 nuqtaning ixtiyoriy 

manfiy qiymatni ham qabul qiladi. ^

363

iy kichik atrofida musbat qiymatni ham, 

1 ik = \X")  bo'lib, к juft



bo‘lganda f  \x) ning qiymati -  ga. .kloq son bo'lganda csa -   ̂ „
2 2 icng

bo'ladi.
13.2. Ferma, Roll, Lagranj va Koshi teoremalari

13.2-teorema (Ferma). y=f{x) funksiya biror X oraliqda 

aniqlangan bo'lib, bu oraliqning ichki c nuqtasida o'zining eng katta (eng 

kichik) qiymatiga erishsin. Agar c nuqtada funksiya chekli f  \x) hositaga 

ega bo'lsa, и holda

f \c )  = 0

bo'ladi.

Ferma teoremasi sodda geometrik 
mdnoga ega. y = f{x) funksiya Ferma 

teoremasining shartlarini
qanoatlantirganda, /(x) funksiyaning 

grafjgidagi (c,/(c)) nuqtaga o'tkazilgan 

urinma Ox o'qqa parallel bo'ladi 
(13.3-chizma).

Ferma teoremasining fizik та' nosi 
quyidagicha: to'g'ri chiziq bo'ylab harakat qilayotgan zarrachaning

qaytish momenti tezligi nolga teng 
bo'ladi.

13.3-eslatraa. f \ c )  = Q shart 

funksiyaning c nuqtada lokal 
ckstrcmumga ega bo'lishi uchun yctarli 
shart bo'la olmaydi.

Masalan, /(x) = x’ funksiyaning

i3.4-chizma.

hosilasi x = o nuqtada /'(0) = 0 bo'lsa-da, funksiya x = 0 niiqtada o'sadi.

C



,3.W..roma (Roll). 3, . ^ , ,

„  „ г /» Ь &  2) щ а Ш  (o ,i)  „ „  * ы

лап> Kng ( f W - f i b ) )  giymallami qabu! qllsa, и ЬЫ̂ а, bmida Ыт 

shunday c (a<c<b) nuqta topiladiki, f'(c) = 0 bo'ladi.

Roll teoremasining geometrik mdnosi quyidagicha: y=f(x) funksiya Roll 

teoremasining hamma shartlarini qanoatlantirganda, bu funksiyaning 
graflgida shunday (c;/(c)) nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiya grafigiga 

o'tkazilgan uriruna Ox o'qqa parallel bo'ladi (13.4-chizma).
13.4- eslatma. Roll tcoremasida y=f(x) funksiyadan uning [a,6] 

segmentda uzluksizligi, segmentning ichki nuqtalarida esa, uning 
diflerensiallanuvchiligi talab qilingan edi. Funksiya segmentning ichki 
nuqtalarida difTerensiallanuvchiligidan uning shu nuqtalarda uzluksizligi 
kelib chiqadi, shuning uchun Rolli teoremasidagi funksiyaga qo'yilgan 1) 
shartning o'rniga, f(x) ning a nuqtadan o'ngdan, b nuqtada esa 

chapdan uzluksiz bo'lishini talab qilish yctarli.
13.5- eslatnia. Roll teorema.sining barcha shartlari muhim. Agar 

teoremadagi y = f{x) funksiyaga qo'yilgan shartlaming birortasi

bajarilmasa, teoremaning tasdig'i o'rinli bo'lmasligi mumkin.

Masalan, /(x) = l - V ?  funksiya [-i;i] segmentda uzluksiz bo'lib, 

bu funksiya uchun /(-1) = /(0=0. Lekin, bu funksiyaning hosilasi (-ц i) 

intcrvalning birorta nuqtasida ham nolga aylanmaydi. Bunga sabab, 
berilgan funksiya intervalning л = 0 nuqtadan tashqan qolgan

bamma nuqtalarida hosilaga ega. x=0 nuqta ichki nuqta bolg g 
«hun Roll teoremasining 3) .sharti bajarilmaydi. Shuning uehun en gan 

funksiyaga Roll tcoremasini qo'llab bo Imaydi.



13.4-teorema (Lagranj). Agar f{x) funksiya: 1) [a,b]'i(esmj 

aniqlangan va uzluksiz; 2) aqalli {a,b) oraliqda chekli hosilaga ega bo'ls 

и holda shunday c [a<c<b) nuqta topiladiki, bu nuqtada

m-m
= / ( c ) (13.1)b -a

tenglik o'rinli bo'ladi.

Lagranj teoremasining geometrik 
mdnosi quyidagicha: faraz qilaylik, 

f{x) funksiya Lagranj teoremasining 

barcha shartlarini qanoatlantirsin. f{x) 

funksiya grafigining A(a,f{a)), B{b,f{b)) nuqtalarini to‘g‘ri chiziq bilan 

tutashliramiz. = Ж  ifoda AB kcsuvchining burchak

koeffitsiyenlini ifoda qoladi. /(c)- esa f{x) funksiya grafigining 

C(c,/(c)) nuqtasidan o‘tkazilgan urinmaning burchak kocffitsiycntidir, 

ya’ni tga = / ( c ) .  Shunday c (a<c<b) nuqta topiladiki, f{x) funksiya 

grafigiga C(c,/(c)) nuqtada 0‘tkazilgan urinma AB to‘g‘ri chiziqqa 

parallel boiadi (13.4-chizma). (13.1) formulani boshqacha ham yozish 
mumkm: Vxj6[a;b] nuqtani olib, unga ixtiyoriy Дх orttirma beramiz 

(xj + Axe[a;i]) [х„,Х|, + Д] segment uchun (13.1) Lagranj formulasini 
yozamiz;

/(х, + Ах)-/(:с,) = Дх./'{с), (13.2)

bunda Vce(x ,̂x„ + Дх). с = х,, + бДх, О<0<1 deb bclgilasak,

/(хо + Дт)-/(х„)=Ах./'(.Гв+еДх) (13.3)

Odaida, (13.2) yoki (13.3) formula chekli orttirmalar haqidagi 
Lagranj formulas! deb yuritiladi.



/  W"® {a<c<b)bo lib, Lagranj tcorcmasidan Roll teoremasining kelib 
chiqishini ko‘ramiz.

Lagranj teoremasidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
13.1- natija. Agar f{x) funksiya (a; 6) oraliqda dilTerensiallanuvchi 

va bu oraliqda /'(c)=0bo‘lsa, u holda bu oraliqda f{x) funksiya 
o'zgarmas boiadi.

13.2- natija. f{x) va g(x) funksiyalar biror (a; b) oraliqda uzluksiz, 

bu oraliqda difierensiallanuvchi boiib, f'{x) = g’{x), xe{a,b) boisa, u 

holda bu fimksiyalarning biri ikkinchisidan o'zgarmas songa farq qiladi, 
ya’ni /(x)=g(x)+c.

13.3- natija. f{x) funksiya biror nuqtaning U,{xfj atrofida

uzluksiz va (/«(x,) atrofda differcnsiallanuvchi boisin. Agar chekli 

lim/'(x)=.4 mavjud boisa, u holda /(x) funksiya x„ nuqtada

differensiallanuvchi deyiladi va /  (x„)=y4 boiadi.

13.5-teorcma (Koshi). /(x) va g{x) funksiyalar.

1) [A.i] segmentda aniqlangan va uzluksiz bo'lsin;
2) [a,b\da chekli fix) va g(x) hosilalarga ega bo'lib, ^xe{a,b)

uchun g'(x)*0 bo'lsin.
U holda shunday c{a<c<b) nuqta topiladiki,

(13.4)
tenglik o'rinli bo'ladi.

13.7-cslatma. (13.1) Lagranj 
s (*) = x boiganda) kelib chiqadi.

formulasi (13.4) Koshi formulasidan



Ш -misol. Ushbu /(») = 3*’ - i  funksiya [i;2] scgmcntda Fcri^
tcoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradimi? ‘

Yechilishi. Bcrilgan funksiya [i;2] scgmcntda monoton o‘sadi 

Dcmak, u дс = 1 da eng kichik qiymatini, x = 2 da csa eng katta qiymatini 
qabul qiladi, lekin bu nuqtalar [i;2] segmentning ichki nuqtasl cmas 

Shunday qilib f{x) = 3x^-\ funksiya uchun Fcrma. tcoremasini qo'llab 

bo'lmaydi, ya’ni

/ ’(0=/'(2)=o deb aytish noto'g'ri bo‘ladi, chunk! /'(i)=6, / ( 2) = i2 .

13.2-misol. Quyidagi • funksiyalar uchun ko'rsatilgan oraliqda Roll 
tcoremasining shartlarini tekshiring:

fl) f { x )  = x' +  A x ^ - l x - \ Q ,  x e [ - \ - 2 ] \  b) f { x ) = -

c) / W H j -̂ Ч .  Jce[0;2]; c/) / ( x ) = x ,  xe[0;l],

YechilishL a) 1) [-l;2] kesmada

/(x)=x’ +4x’ -7x-10  funksiya aniqlangan va 

uzluksiz; 2) (-l;2) oraliqda /(x) = x*+8x-7 

chckli hosila mavjud; 3) oraliqning chetki 
nuqtalarida funksiya o‘zaro teng /(-l)= /(2) 

qiymatlami qabul qiladi (13.6-chizma).

}3,6-chizma.

Dcmak, bcrilgan /(x)=x’ + 4x’ -7x-10 funksiya [-l;2] oraliqdi 

Roll tcoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradi. U holda,

icnglamani qanoatlantiradigan x ^ = -^ ~ J ^ , Xj=------ ----- nuqtala

mavjud (I3.5-chizma).



b) Ravshanki, bcrilgan funksiva Пг.м .в mtiKsiya Roll teoremasidagi 2) va 3)

diartlami qanoatlanUradi, Ickta 1) bajarUmaydi. Fud<aiya
qaralayotgan temada uzluksia emas, „ „ ,^ a  u uailishga ega 
chunki Ы ammo De„,ek,

bo'ladigan x = c nuqta mavjud cmas (13.7-chizma).

c) [0; 2] kesmada /(x)Hx-l|funksiya Roll tcoremasining 1) va 3)

j j . /  -Lfuzmu. i j. ô uiumu
funksiya x = i nuqtada differensiallanuvchi cmas (13.8-chizma).

Dcmak, (0;2) oraliqda /'(c)=0 tcnglamani qanoatlantiradigan c 

nuqta mavjud emas.
d) |0;1J kesmada /(x)=x funksiya Roll tcoremasining 1) va 2) 

shartlarini qanoatlantiradi, 3) shartim qanoatlantinnaydi, chunki 
/(o)=0./(0 = J- Dcmak, (O; l) oraliqda tcnglamani qanoatlantiradigan c

nuqta mavjud cmas.
13.3-misoI. [-2;0] kesmada /W=2.r’ -7  funksiya bgranj

tcoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradimi? Agar 
(/(i)-/W=/'(c)(4-a)) qanoaUantirsa Lag ran j formulasida qatnashadigan

c nuqtani toping.
ГесМйЛ/. Berilgao

va w  da chcUi /'W -4a hosilaga cga. U holda Izlanayolgao enuqla



0 - ( - 2)  "  2

bundan с = -1.
13.4-misol. Ushbu

1) ln(l+jr)<Jt (jr>0),
2) larg( ,̂-argfgx,iSlx,-x,l, x,.Xj G ( - «,»)

tcngsizliklami isbotlang.

Yechilishi. 1) [0;x] kcsmada berilgan /(x)=ln(l + x) funksiya Lagianj 

teoremasining hamma shartlarini qanoallantiradi, u holda teorcmaning 
tasdig'iga ko‘ra shunday c(0 < c < x) nuqta topiladiki,

/W -/(0 )=  ln(l + x)=-j-^x < X

bo'ladi, chunk! —̂ < 1 .
1 + c

2) kcsmada berilgan /(x)=arctgx funksiya Lagranj

teoremasining hamma shartlarini qanoallantiradi, u holda Lagranj 
formulasiga asosan:

1 arctgi, -  arctgx, |= -^ (x ,-x ,)  ^Xj-X, I, 
1 + c

chunki 0<—
1 + c'

13.5-misol. Ushbu
/ (x )= x '-2 x  + 3, g(x)=x’ -7x '+ 2 0 x -5

funksiyalar [i; 4] kcsmada Koshi teoremasining shartlann

qanoatlantiradimj? Agar- qanoatlantirsa, (13.4) Koshi formulasid 
qainashgan c nuqiani toping.

Yeehilijhi. Berilgan /(x) va g(x) funksiyalar hamma joyda uzluksi 

jumladan, [i, 4] da ham uzluksiz. Berilgan funksiyalar mos ravi.shda (l. 4) 
da chckli



/ ( i )  = 2*-2, g(r)= 3x’ -14x + 20

hosilalarga cga bo'lib, xning hcch bir haqiqiy qiymatida g (x) funksiya 
nolga aylanmaydi. U holda (13.4) formulaga asosan:

/ ( 4 ) - / ( l )  / '( c )  11-2 _ 2 c -2
g(4 )-g (l) g {c)' 2 7 -9  3c '-14c + 20 ^ ^

bu tenglamani c ga nisbatan ycchib, c, = 2 va c, = 4 lami topamiz. 
Bulardan c, = 2 nuqta ichki nuqta bo'ladi.

Mustaqil ycchish uchun misol va masalalar

13.1. Ushbu /(.t) = 2x' - 1 funksiya uchun [i, 2] kcsmada Fcrma 

teoremasining shartlari bajariladixni?

13.2. Ushbu /(х)=5л/2х + 1-х funksiya uchun [4;4o] kcsmada 

Fcrma teoremasining shartlari bajariladimi?

13.3. Ushbu /(x)=*ln 5 -xlnx funksiya uchun |̂ Y;2.sj kcsmada 

Fcrma teoremasining .shartlari bajariladimi.̂

n 5k
6’T

kcsmada Roll13.4. Ushbu /(X) = In sin X funksiya uchun

teoremasining shartlari bajariladimi?

13.5. Ushbu
1) /(x) = Vx'-3x^. 11.2]; 2) /(x) = 4 -.

funksiyalar ko'niafflgan kcsmada Roll tcoccmasmiog shartarim 

qanoatlantirishini tekshiring.

[0 ;x ]



13.6. Ushbu /(.t)=sinx ftinksiya uchun [1;2] kesmada Коц 

teoremasining shartlari bajariladimi?

13.7. Quyidagi l) /W  = x’ -  x e [O; l]; 2) f{x) = sin 2x, x e [0; 2;r]

flmksiyalar ko'rsatilgan oraliqda Roll teoremasining shartlarini 
qanoatlantirishini ko'rsating va /'(c) = о ni qanoatlantiruvchi c sonlami 

toping.

13.8. Quyidagi

1) /(r)=x*x6[l;2]; 2)/{x) = x’, xe[l;3I; 3)/(x)=VT^x6[0;l]

funksiyalar uchun ko'rsaUlgan oraliqda o‘rta qiymat haqidagi 
teorcmaning shartlarini tekshiring va teorema tasdig'ini qanoatlantiruvchi 
barcha c sonlami toping.

13.9. Ushbu f{x) = Ъx^-5 funksiya [-2; 0] kesmada Lagranj 

teoremasining shartlarini qanoatlantiradimi? Agar qanoatlantirsa,

formulasidagi c nuqtani toping.

13.10. /(x) = lnx funksiyaga [i;e] kesmada Lagranj formulasini 

qo'llang va unda qatnashadigan cning qiymatini toping.

13.11. /(x) = sin3xfunk.siya uchun [x,;Xj] kesmada Lagranj

•formulasini yozing.

13.12. /(x)=arcsin(2x) funLsiya uchun [г,,;хо+Дх] kesmada Lagrani 

formulasini yozing.

13.13, /(д)=х" funksiyaning f0;a] kesmada (n>0; cr>0) Lagranj 

teoremasining shartlarini qanoatlantiri.shini ko‘rsating.



I3,14.,=|x|fimksiya «Chun 10;n| kesmada Roll teoremasi oTinli 

cmasligini ko'rsating.

13.15. Agar a^x +â x"~'+а̂ х"~̂ + ...+a^^x=0 tcnglama x = x, 
musbat ildizga ega bo‘lsa, na,x*-* +(„-i)a,x-> =o tenglama ham 
musbat, X, dan kichik ildizga ega bo'lishini isbotlang.

13.16. jt’ -3x + c = 0tenglamaning (0;1) oraliqda ikkita har xil ildizga 
ega boMmasligini isbotlang.

13.17. у = x’ chiziqda shunday nuqtani topingki, unga o'tkazilgan
urinma va B(2;s) nuqtalarni birlashtiruvchi vatarga parallel

bo‘lsin.

Lagranj teoremasidan foydalanib, quyidagi tcngsizliklami isbotlang;

13.18 .e '> ex , x > l.

13.19.

13.20. e'>l+x, xeR.

13.21. Isinx-smyNx-yl-

13.22. „b-'{a-b)<a'-b’ <n a’ '{a-b\ »>!. «>*

13.23.
cos- P “

./ Ч X -rjl__fL. funksiyalar uchun l-3;3]
13.24. Ushbu /W =e , +

kesmada Ko.shi teoremasi o'rinlinu?

<X-P̂  0<C5«<~-



13.25. Ushbu f[x)=x^ va g(jr)=x' funksiyalar uchun 

kcsniada Koshi tcorcmasi o'rinlimi?

13.26. Funksiyaning o'zgarmaslik alomatidan foydalanib, elemcntar 

matematikadan ma’lum bo‘lgan quyidagi formulalarni isbot qiling:

1) arcsinx + arccosx = y ; . 2 l-cos2x 2) sm x = --------- ;

1-x^ Л . n3) arccos— ;r- = 2arctgx, 0<x<«; 4) arcsin--y = <
1+x  ̂ 1+x'̂

n-ltgx, x>l, 
2arg/gx, Лйх^х, 
-K-2arctgx, xsl.

' Mustaqil ycchish uchun bcrilgan 

misol va masalalarning javoblari

13.1. Bajarilmaydi. 13.2. Bajariladi. 13.3. Bajariladi.

13.4. Bajariladi. 13.6. Bajariladi. 13.7. = 2)c = - ; — .
3 4 4 4 4

13.8. I)c = i;  2)c = i> ^ ; 3)c = -!-V2. 13.9. c = l. 13.10. c = e-\.
2 4 4

13.11. sin(3x,)-sin(3x,) = 3(xj-x,)cos(3c).(x, <c<x^) .

13 12. arcsin[2(x,- Лх)1-arcsin2x, = х ,< с< х , + Лх. 13.17.

Л/(1,1). 13.24. 0 ‘rinli emas. 13.25. 0 ‘rinli emas.



Funksiyalaming limitini hisoblash jarayonida oo-»,

0° > “ >  ̂ 1̂ 0 rinishidagi aniqmasliklami ochish vaqlida, ba’zan
qiyinchiliklarga duch kelinadi. Agar bcrilgan funksiyalarning hosilalari 
mavjud bo‘lsa, ulardan foydalanganda bcrilgan aniqmasliklami ochish 
ycngillashadi. Odatda, hosilalardan foydalanib aniqmasliklami ochish 
Lopital qoidalari deb ataladi.

14.1. Lopitalning birinchi qoidasi . Agar x->ada

/(x)-»o, g(x)->0 bo'lsa, ^  ningx-»odagi limiti ko'rinishdagi

aniqmaslikni ifodalaydi. Ba’zi hollarda, x-*a da ^  nisbaming

limitini topishga qaraganda ^  nisbatning limitini topish yengil bo'ladi. 
*'(*)

14.1-teorema (Lopitalning birinchi qoidasi). /(*) va y(i) 
funksiyalar (a. 6) da aniqlangan, uzluksiz bo'lib. ular quyidagi shartlami

qanoatlantirsin:
1) Iim /(x )  = 0,lim^g(i) = 0;

2) (a. 6) da chekli / ’(-T)va g'(.r) hosilalar mavjud va

Vxe(a,b\g'(x)^0;

3\ 3 1jn, = /j (y4 -chekli yoki cheksiz) bo 'Ып.
g'ix)

Uholda, lim = ^  h am  mavjud va

lenglik 0 ‘rinli.

f i x )  / ’W _ a
g(x) i  W

(14.1)



14.1-eslatma. M.Heorcmaning 3) sharti. bajarilmaganda Нащ 

.mavjud bo'lishi mumkin. Masalan, /W  = x=sini,
— y(i) X - -1
bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun 14.1-tcorcmaning shartlarini tekshiramiz;

2 J
1) lira / (x )=  lim x ^ -s in -  = 0; lira g ( x ) =  lim (2 ^ - ib n -

x-»0 ^ x-»0 ,T->0
1 1  X

2)/'(x) = 2 x s in --c o s - , g'(x) = 2 -In2 bo‘Ub,x->oda

„ . 1 1 ■,,, . 2x sm— cos-
/ ( x )  ,x X
g'(x) 2-’̂ -In 2

nisbatning limiti mavjud cmas, chunk! limcos-J- limit mavjud emas
• X

Lckin, lim = lim

1 lX sin - x sm -
= lim-------- = 0 .lim —  = ШП — -  = iim ■ ■2* - 1 2' -1

X

14.2-esIatma. 14.I-lcorcmada /'(x) va '̂(x) hosilalaming x=a 

nuqtada uzluksizligi talab qilinsa, u holda g'(a)*o shartda (14.1) 

fonnulani quyidagicha yozish mumkin:

’-^•g(x) g’(a)

14.3-eslatma. 14.1- icorema e = +» yoki o = -x  bo'lgan hoi uchun 
ham o‘rinli, ya’ni /(x) va (̂x) funksiyalar c<x<* da aniqlangan va shu 

oraliqda diflcrcn.siallanuvchi bo'lib, quyidagi shartlarni qanoallantirsin.

tenglik o'rinli bo'ladi.

jim /(x)=  lim j(x) = o , g’(x )^ 0 , V x e(c ;+ x ).

Ж
‘«'(X)

lim = lim

.I'I'.t S  mavjud bo'lsa, lim M  ham mavjud bo'ladi vaiMX)

l im ^ = l im №



14.4-cslaln.a. Agar /( .) .a  funkaiyalar M.l-ttorcmanln* 
barcha ahartlarini qanoatlantirsa. Lopi,a| qoidasini takroiiy qo'llaah 
mumkin, ya’ni

lim ̂  = lim ̂  = lim/ Ж .*-*« g(x) »-». g-(x)

14.2. Lopitalning ikkinchi qoidasi^-j. Agar i-»oda

/(*)-» ®, bo'lsa, ning x-*fl dagi limiti j ko'rinishdagi

aniqmaslikni ifodalaydi. Ba’zi hollarda, bunday aniqmasliklami ochishda 
ham /(x) va g(x) funksiyalaming hosilalaridan foydalanish maqsadga 

muvofiq bo'ladi.
14.Z-teorema (Lopitalning ikkinchi qoidasi). /(x) va g(x) funksiya

lar {a. b) da quyidagi sharllami ganoatlantirsin:
1) lim /(x ) = »  , Um g(x)= ®;

2) (a,b) da chekli f'{x)va g'(x) hosilalar mavjud va 

'ix^[a,b\g‘{x)*Q;

3) (A-chekli yoki cheksiz), и holda 
'-g '(x)

g(x) g (x)

tenglik o'rinli.
14.5-esla.ma. Agar lim/Cx)-». bo'lsa, /W aW W a

(a ..)  koTinishdagi aniq«slikni ifodalaydi. Bu ko'rinishdagi 

aniqmaslikni ochishda, uni
, , ,  / ( * ) .Жf(x)g(x)=-j--

7(x) /(*)



kabi yozish orqali yoki ko‘rinishdagi aniqmasliklarga kcltirilib. 

Lopital qoidalari qoilaniladi.
14.6- eslatma. Agar iim/(x)=+oo, ijmg(r)=+oo bo‘lsa, /(x )-g (x )  ifojja 

(»-oo) ko'rinishdagi aniqmaslikni ifoda qiladi, uni ham quyidagi

m  g w

kabi yozish bilan ko'rinishdagi aniqmaslikka kcltiriladi va Lopital 

qoidalari qo'llaniladi.
14.7- eslatma. Agar i-»ada /(x) funksiya i.o va ooga, (̂x) 

funksiya csa mos ravishda, «.o va 0 ga intilganda (/(x))*'‘* -  daraja -  

ko'rsatkichli ifoda (i’).(0'’).(oo'’) ko'rinishdagi aniqmasliklarni ifoda qiladi. 

Bu ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochish uchun, awalo bcrilgan ifoda 
logarifmlanadi:

lnj« = ̂ (x) ln/(x),

bu ifoda, x-»eda (O oo) ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi, ya’ni 
yuqorida o'rganilgan holga kcltiriladi.

Shunday qilib: I) (o qc) yoki ( « -« )  ko‘rinishdagi aniqmasliklar

algcbraik almashtirishlar natijasida yoki ko'rini.shdagi

aniqmasliklarga kcltiriladi va ularga Lopital qoidalari qo'Uaniladi.
2) (I’kio').!®") ko'rinishdagi aniqmasliklar logarifmlash yoki 

Cf(x))"‘'=,*'''M/(«)) shakl o'zgartirislilar orqali (o-«). - ko'rinishdagi 

aniqmaslikka kcltiriladi, so'ngra uni yoki j  ko'rinishdagi 

aniqmasliklarga kcltirilib, Lopital qoidalari qo'Uaniladi.



‘taWhisobtag,

^«■'"(«■-з),
. . . .d a  /(.).ы(.--з)^о,

nuqtalami o‘z ichida saqlamaydigan ixUyoriy kichik atroCda

= + hosilalar mavjud va g'(x) = 2x+3;t0

2x
( - ! ) ■

2x,: /'(x) .■ ,T ^ -3 _ = i:„ ,_____________
t?«-(x) ™2x+3 -Чх=-3)(2л + 3)"7 n^avjud.

Осшяк, bcriigsn limitni hisobl3shg3 Lopitslning birinchi Qoid̂ sini 
qoMlash mumkin:

«-:x*+3x-10 -:(x '-3)(2x + 3) 7

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> ymit(ln(x"2-3)/(x^2+3*x-10),x=2)=

limit(ln(x"2-3)/(x"2+3*x-10),x=2);
i J  h ( i ‘ - 3 )  V £

14.2-misoI. lim — (o >0,a >0) limitni hisoblang.

Yechilishi. Bu holda, /(x)=x‘.g(x)=e“ bo'lib, ular 14.2-teorcmaning 
barcha shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun. Lopitalning ikkinchi 

qoidasiga ko‘ra,

д~и« If QC

ohunki, x-̂ -H»da asosi birdan katta ko'rsatkichli funksiya darajah 
fbnksiyagaqaragandatczroqo'sadi. Bu limitni Lopital qo.dasiru 

*{*=[a]+i, a-*< 0)marta qo'llab ham topish mumkin.

lim = lim = jl™
/»fa-n...te-* + Qx L-n .



14.3-raisol. limitni bisoblang.

Yechilishi. Bu holda. /(*)=x'-дс, ^*)=lnx-r+i bo‘lib, ular 141. 

tcoremaning barcha sharilarini qanoatlantiradi. juxnladan, nuqtaning 

brtiyoriy kichik atrofida

/ ’(x) = r '(lnx  + l ) - l ,  g'{x) = ̂ - \

hosilalar mayjud bo‘lib, (■«’‘O- Lekin, /'(x) va g'\x)

funksiyalar ham o‘z navbatida xt=i nuqtaning kichik atrofida 14.1- 
tcorcmaning barcha shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun, bcrilgan 
limitni hisoblashga Lopitalning birinchi qoidasini ikki marta qo'Uaymiz:

lim x '- x • = lim -
ln x - i + 1

MAPLE tizimidan foydalanib mbolni yechish 
> Limit(((x)''x-x)/(ln(x)-x+l),x=l)=

limit(((x)*x-x)/(In(x)-x+l),x=l);
X - Xlim —7-Г-------

*-»^ l̂n(x)-x + l
=  - 2 .

14.4-misol. jijn (a>0, и>0) limitni hisoblang. 

Yechilishi, inx = r, x=e' almashtirishni olib,

bo lishini topamiz (14.2-misolga qarang).

14.5-misoI. jim̂ x"in'’̂ ij (o >0, p>o) limitni hisoblang.

Yechilishi. Bu holda lim/(x) = lim x" = 0. Hm g(x)= limin'’W  

Dcmak, bcrilgan ifodaning x-»o+o dagi limiti (o-*) koTinishdag 

aniqmaslikni ifodalaydi. Bu aniqmaslikni ochish uchun, uni

pfil=+<e-



^„•llaahda, saddalik uchun, „„^^shtlnahm bajarib, bcrilgan

ifodaning limiti

-|=  lim—=UJ '-^e“
topamiz (14.2-misolga qarang).

14.6-misol. lim[ln(i+sin’x) crg(in’(i+x))] limitni hisoblang.

Yechilishi, linj/(x) = lim ln(i+sin*x)=o, Unj c/y ln*(i+x)=oo. Bcrilgan

ifodaning limiti (o-*) ko'rinishdagi aniqmaslikni ifodalaydi. Bu 
aniqmaslikni ochish uchun bcrilgan ifodaning shaklini o'zgartirib, uni

ko‘rinishdagi aniqmaslikka kcltirib, kcyin Lopitalning birinchi 

qoidasini takroriy qo'llaymiz:

Iim[ln(l a J a,'®”’ .■ In(l + 5in’ x)(‘)+ sin’ x)-c/gln (1 + x)] = =bm . -  =

1

: lim 1 + sin  ̂X
sinZx

fgln̂ l + x)

sinZx cosZx
lim----------- -- bm —:-----*•

, , *-->2 ln(l + x) '•* _1_2Il + /g-|n'(l + x)l ln(I + x) —

14.7-misol. limf-!— !■] limitni hisoblang.

YecMUM. BcrUgan funksiya . . o  nuqtada («--) koTmishdagi 

aniqmasUkui ifodalaydi. Bu aniqmaalikni g )  koTiniahdagi ani,ma.dikka 

kcltirib, so'ngra Upitalning birinchi qoidasini takroriy qo'llab.

l-cosx
r  , IV— lim

- f c " x j  “ x-sin*

(•] sin X
I lim-+ ICOSX — 2cosx-xsmx

bo'lishini topamiz.



14.8-misol. Ushbu
n lim (l + x)'°‘ ; 2 ) lim(ctgx)” ‘ ; 3) lim [au-csin(ln

limitlami hisoblang
Yechilishi. 1) >- = (i+x) '̂ funksiya x = o nuqtada (i*) ko'rinishdagi 

aniqmaslikni ifodalaydi. Bu aniqmaslikni ochish uchun awalo, berilgan 
funksiyani logarifmlab, (0 ») ko'rinishdagi aniqmaslikka kekiramiz: 

lim II In У = l™„'n * In ( 1  + x).

Buni shakl almashtirish natijasida ko'rinishdagi aniqmaslikka

keltiramiz va Lopitalning birinchi qoidc^ini qo'Uaymiz;
f»l J .l + x)̂ »J 1 +lim lny= lim ---- ;--------- ..... ^----- ,«>•0*0 1 <>«0*0 1 1

x ln ’-xt»*’' 1 , 1. ---------= = lim --------xln x =
I + X 1 + X

Inx X In’ X
1

(»*■) lnx̂ *j
= lim ----- = lim ----------— = -2 lim xln I  = -  2 lim —— = 2 lim x’ = 0.

X

D cm ak, lini  ̂ у  = = i .

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish 
> Limit((l+x)''(ln(x)),x=0,right)= 
limit((l+x)'‘(ln(x)),x=0,right);
lim (I + x )‘"<^)=l. 
x-rt+

2) Berilgan y = (ctgx)“'  funksiya x = 0 nuqtada (x“) ko'rinishdagi 
aniqmaslikni ifodalaydi. _y = (ctgi)“ ' = «"''"‘“*‘’ ayniyatdan foydalanib,

lim (clgx)-' = lim e gl" (*)

bo lishini topamiz. So'ngra, (*) ning o'ng tomonidagi ko'rsatkichli 
funksiyaning limitini hi.soblaymiz:

lim sin xlnctgx = lim — = iĵ ,
1 Д-.<1

- f - ^ 1 1
1

■ = lim -
ctg X • cos X cos' X



ljm{ctgx)— =e»=i

bo'ladi.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
>  Limit((ctan(x))*(sin(x)),x=0)=
Iimit((ctan(x))''(siii(x)),x=0);
lim(ctan(x)”"‘''̂ . = l.

3) Bu holda berilgan funksiya x=o nuqtada (o") ko'rinishdagi 
aniqmaslikni ifodalaydi. Endi

[arcsinx]'*'

ayniyatga asosan, lim (arcsinx)** = bo'ladi. Oxiigi tenglikning

o'ng tomonidagi ko'rsatkichli funksiyaning limitini hisoblaymiz:

'**• ln(arcsinx)̂lim tex-In(arcsioz) = = lim •»«.o ® 1
•U*J arcsinx ^ \-x '

lim -===• lim

Igx
sin’ x^*^,. sin2x

J ___ 1_
tg*x cos’ x

!ij,—j—'■"••arcsinx

Shunday qilib, lim (arcsinx)*'"*=«°=1.
I-+0+0

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:
> Liinit((arcsin((x)))''lan(x),x=0,right)- 

Iiiuit((arcsin((x)))*tan(x),x=0,right);
lim [arcsin(x)]‘“ '*’ =1 •
x-*0+

14.9-misol. Ushbu

1) lim— :----« Л sin X
2)limiii,.,I secx

limitlami hisoblashga Lopital qoidalarim qo'llash mumkinmi?



YeMlisM. 1) Bu holda, / «  = “ 7 . Msba^ng

x-»odagi limiti mavjud va u о ga tcng. Haqiqatdan ham,

X Sin I I ^   ̂1  ̂ 1 I
lim------ ^  = lim------ Jrsin! -  = lim-r----- lim;c'-sin- = 1-0 = 0

sinx *-**5тлг \ x j  «^sm£ x

^^ning x->o dagi limiti mavjud emas:
g'M

2drsin(l)-cos[lj to 2 x sin [i]-lim co s(i]

lim cos X
0-lim  cos—1-Л X

bunda lim cosi mavjud emas. Dcmak, bu holda Lopital qoidasini qo'Uash•-Л X
mumkin emas.

MAPLE tivmidan foydalanib misolni yechish:
> L i m i t ( ( x * 2 ) * s i n ( l / x ) / s i n ( x ) ,x = 0 ) =

l im i t ( ( x * 2 ) * s m ( l / x ) / s i n ( x ) , x = 0 ) ;

limд-tO

x s m -

sin(x)

2) Bu holda /(x ) = tgx, g(x)=secx bo'lib, ^  nisbatning x-> ^
gix) '■

dagi limiti mavjud:

lim tgx  ̂ lin, !!1L££E££= Le^in Lopital qoidasini
n secx X cosx я 

X -.- X . -  x->£

qo'llash bilan maqsadga crishib bo'lmaydi:

IZm Г X SeeX tffXlim-— =Lm ----------- =Um — = l i m - ^  = .
,,-secx j.,_secx-tgx 1.Д tgx ,.,1  secx



Lopital qoidalaridan foydalanib, quyidagi funksiyalaming limitini 
hisoblang

14.1 . 4x4 3x-7 

ln(l + x) ■
14 .3 . lim

e Insm2x14 .5 . lim----------.Insmx

14.2. Um4fl2l5_.
— Зх’-Юх-в

14.4.
V2+X+X

14.6. l i m ^ ■
In sin X

1 4 .7 . lim 

14 .9 . lim

1̂/**

arctgx -Я 

o“' - x
Inx

14 .11 .

14.8. lim lncos2 x
In cosSx

14.10. lim
•-I x-sm x

14.12. lim sin ox-sin &x
«-« shax-shAx

.. 3tg4x-12tgx14 .13 . Iim — 2-— — — .*-*»3sm4x-12sinx
14.14. lim 4 ^ .  P 5̂ 0 . «•x '-l

14 .1 5 . lim L-.

1 4 .1 7 . lim
e* — e“* “  2x

M-*o x-sinx

1 4 .1 9 . lim xVl-x'

1 4 .2 1 . lim

AA .. l-co sx '
14 .2 3 . lim -, . - jж~*0 X 'Sin X

14 .2 5 . l i m ^ ^ ^ ^«-«0 X

14.16. lim — ,a>0.

1-4 sin
14.18. lim t f )

X-+1 l-x‘
t < .. >r-2 arctgx14.20. Iim- -----

cosxln(x-o)

arcsin2x - 2 arcsinx
14.24. lim---------- p

14.26. l i m V ^ -*-*#x -O



14.27.
«-» tg X

14.29. litn— .
. In X

In -̂  ̂arcoixj
14.28. lim— —T— ^— .«-*» 1п(1 + дг)

14.30. lim-
«•<' sm xcosr

14.32. Iim (l-x )tg ^ .1-.I 214.31. Ига(хГ-е'')

14 .3 3 .lim arcsm(x-a) ctg(x-a).

1 4 .3 4 .I in ^ x -s in || 14 .3 5 .Jim^x“ ln'’^ i j  a > 0 ,/? > 0 .

14 .3 6 .lim| (̂a’ -«)’) t g ^ j .  1 4 .3 7 .l i i ^ a '- l j x ,  ( a > 0 ) 14 .38 . jjm jx ‘-l)lnx.

14.40. lim xlnf-^arctgx],«— \я J

14.42. lim^ctgx-—j  .1 4 .4 3 . lim^x^e'- i j j  .

14.39. lim x ° a ^ ,  a>0, a*l.
X-*oo

14.41. lim \ - -----^-1
inxj

1 4 .4 4 .lim[*”^* ,̂^  ̂ —1 .  14.45. lim x-x^lnfl-H-^ll •
x‘ x j ^ x j j

14.46. lim f -^ -c tg ’ x l  14.47. Iimf-!j------1 .
'-«‘ Vx /  sin’ x j

14.48. l i m f - L - 1 ]  14.49. lim f-2------- . 14 .50 . limf— — !-l .
•H s in *  *■/ 1 - x ' j  «-'Unx X -U

14.51. l im fc tg i- - l  . 14.52. lim[—у— L.i—
‘Ч  X) HinU-hVH^ Iln(l-̂ x)

14.53. lim (sin x)'*'. 14.54. Итх^^. 14.55. lim llnxj’' .  14 .56 . limx^^^^.
»-»l , «-л.о» ' Ж -Л

14.57. lini(tgx)’-M 4 .5 8 .  lim (i+x);
. 14 .59 . limf— y .

c n x  J

14.60. Iim(e'-Hx).'. 14.61. • 14 .62 . lm(l + x f*



14 .6 3 . lim (tgx)“ f. 14 64 2 , \!• •“••0‘».lim(Jx43x)i. 14.65.

1 4 .6 6 . lim x'" '.
14.67. lim f-1 . 14.68. limf—arccesil.-rt.l̂ xj _ •' /

1 4 .6 9 . 1 4 . 7 0 . ; „ t ' - , ) .  14.71 ш . « «
■* ^chx-Vchx

14.73.ta|(Vx*+x4x+i-Vx4x+i)^^li^

1 4 .7 4 . l im fi---—̂ ]  14.75. iini[M‘7 ^ " - i l
*-^l^x a rc sm x j x ‘ x j

1 4 .7 6 . limf-J-----1“ ' .  14.77.Um —
•-^\2 + -j9+x J 4-л-о2агс

-1
•2arctgx*-x'

1 4 .7 8 . l i m - ^ .  14.79. Иш[5 :.8Н _ J _ ]
4-rtln(c/73x) *-^U 2 1 -x /

1 4 .8 0 . П т^(х+ аУ '*-х  . 14.81.
ln(l+x)+---- sinx

lim------------?-------- .arctg X

1 4 .8 2 . l i m f ------------- 14.83. lim ------ 2L-1
« - 1 /  .-fU g x  2cosxJ

1 4 .8 4 . I i m [ ^ + — — ]  14.85. limf
—>L 2x’ x(e-**-l)J — 1. a )

1 4 .8 6 . Iim(2>/x+x)“*. 14.87. lim fctg-^T . 14.88. lim(x+2'^.*-*0' * \'¥x) M-vm' '

1 4 .8 9 . Quyidagi limitlarnl Lopital qoidasi bo'yicha hisoblash 
mumkin cmasligini ko‘rsating va ularning limitini'hisoblang;

'  - 0  sin'x - -x - c o s x

1 4 .9 0 . lim -̂*-2x-t-sin2x lij^nni hisoblashga Lopital qoidasini
'-«•(2x+sin2x)e"‘

4o‘llash mumkinmi, agar limit mavjud bo‘lsa, uni hisoblang.



14.1. 1. 14.2. 14.3. 3a. 14.4. 1 . 14. 5 . l. 14 .6 . 1 ,14 .7 . 0.

14.8. -  14.9. h a - \ .  14.10. 2. 14 .11 . -1 ,1 4 .1 2 .  i 14 .13 . - 2 , 14.14
25 3

14.15. 0 , 14.16. 0  7 .17 . 2  14.18. 14 .19 . in^, 14 .20 . 2 , 14.21.

In
- t . .  14.22. cose, 14.23. 1 , 14.24. 1 , 14 .25 . l i n e  14 .2 6 . i - in o , 14.27. 
In i  2  6

d
1 4 .2 8 .- i ,  14.29. l, 14.30. 2 , 14 .31 . 0 , 14 .32 . 14 .33 . i,

2 я n

14.34. e, 14.35. 0,14.36. — , 14.37. ine. 14 .38 . 0, 14 .39 . 0 , agar
n

o<fl<i,a-ixiiyoriy bo‘Iganda,+x, agar a>i,a- ixtiyoriy boiganda .

14.40. 14.41.-1, 14.42. 0 , 14.43. 1 . 14 .44 . i ,  14 .45 . 14.46. - ,
я 2 2 3

14.47. - i .  14.48. 0 , 14.49. 14.50. 1 , 14 .51 . 0 , 14 .52 .
3 2 2  2

14.53. 1 , 14.54. e -. 14.55. 1,14.56. e, 14.57. 1 , 14 .58 . e ' l  14 .59 . e '.

1 4 .6 0 .Л  14.61. /*■. 14.62. 1 , 14.63. 1 14 .64 . 3 ,14 .6 5 . e, 14 .66 . 1.

14.67. 1,14.68. e'K  14.69. 1 . 14.70. - 1 , 14 .71 . - ^ , 1 4 . 7 2 .  0,14.73.
и -т

- i  14.74. 0  14.75. 14.76. e "» . 14.77. - i  14 .78 . -  14 .79 . 0 , 14..80.
о 2 2 9

a . n .  81. 1  14.82. i ,  14.83. - 1 , 14.84. 14 .85 . e * . 14 .86 .
2 2 6

14.87, 1,14.88. 2, 14,90. Lopital qoidasini qo‘lla.sh mumkin cmas, limit 
mavjud emas.



15,1. Teylor teoreraasi. Tabiatda ko'pgina masalalar funksiyaning 
berilgan nuqtadagi qiymatini topishga bog'liq bo'ladi. Funksiya murakkab 
bo'lgan hoUarda funksiyaning berilgan nuqtadagi qiymatini hisoblash bar 
doim ham yengil boMavermaydi. Bunday hollarda, nuqtadagi-qiymaUni 
hisoblash noqulay bo Igan funksiyani, o'ziga qaraganda sodda va 
hisoblash uchun qulay bo'lgan funksiyaga yaqinlashtirish-almashtirishga 
to‘g‘ri kcladi. Berilgan f{x)  funksiyani biror g(x) funksiyaga 
yaqinlashtirish-almashtirishda quyidagi ikki momentni e’tiborga obsh 
muhimdir:

1) /(*) ga yaqinlashadigan g(x) funksiyaning tanlab olinishi va uning 
tuzilishi (soddaligi, hisoblash uchun qulayligi);

2) f { x )  ni g(x) ga yaqinlashtirishdagi qo'yilgan xatolikni aniqlash va

uni hisoblash.
Odatda yaqinlashadigan funksiya sifatida butun ratsional P„(x) 

ko'phad olinadi.
1885-yilda buyuk nemis matematigi K.Veyershtrass [o.6] kesmada 

uzluksiz boMgan f ( x )  funksiyani P^x) ko'phad bilan yaqinlashtirish 

mumkinligi haqidagi teoremani isbot qiladi, Ickin bu teorema 
R „ { x )= f{x ) -P „ { x )  ayimani baholashni va uning nolga intUish tartibini

aniqlab bermaydi. Keyingi yillardagi ilmiy izlanishlar Л„(.х) rung nolga
inUlish tarUbi yaqinlashtiriladigan f{x)  funksiyaning hosilalarga ega

bo'lishiga bog'liq ckanligini ko'rsatdi.
/W  funksiya biror X, nuqraning atrofida yuqori tartibli hosilalarga

oga bo-lsa, bu hosilalardan foydalanib. av«lo F.(x) kCphadni tuzfcih va 

/W  funksiyani bu ko'phad bilan yaqin«insh «salasini qarash



mumkin bo'ladi. Bu masalani yechishda Teylor formulas! muhim rol 
0‘ynaydi.

15.1-teorema (Teylor). f{x) funksiya biror a nuqtaning atrqfida 

Л + 1 larlibgacha hosilalarga ega, x - funksiya argumenlining a nuqtaning 
alroficlagi ixtiyoriy qiymati, r -  ixtiyoriy musbat son bo'lsin. Uholcla a va x 
nuqtalar orasida shunday  ̂ nuqta topiladiki, bu nuqtada

m  = m  + (X - fl) + ̂  (X - a)̂  +... + (х-А)” +Л^^,(,) (15.1)

.( iz iT
n\p (1.5.2)

formula o'rinli bo'ladi, bunda

(15.1) formulaga Teylor formulasi deyiladi, Л„+,(х) ifoda esa, Teylor' 

formulasining qoldiq hadi deyiladi. Odatda, (15.2) ko'rinishdagi qoldiq 
had umumiy yoki Shlyomilh-Rosh ko'rinishdagi qoldiq had deb ham 
yuritiladi.

Teylor formulasidan kengroq foydalanish maqsadida, uning qoldiq 
hadining umumiy ko'rinishi (15.2) dan xususiy holda kelib chiqadigan 

quyidagi turli xil ko'rinishlarini kcltiramiz:

{n +1)!

^«.1 (Jf) = ■f̂ "*'>[a + в(х -  a)], 0 < 0 < 1,

= (15.3)

Qoldiq hadning bu ko'rinishlari, mos ravishda, qoldiq hadning Lagranj, 
Koshi va Peano ko'rinishlari deyiladi.

15.1-eslatma. Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadni keltirib chiqarishda
15.1-tcoremadagi f(x) funksiyaga nisbatan qo'yilgan shartni 

‘yengillashtirish* mumkin, ya’ni, /(x) funksiya a nuqtaning atrofida



..... '’“ “^‘='5“ '8 а  bolib , / - V ,)  h « l a  esa a  nuqtada
uzluksiz bo'lsin, degan shart yctarli.

Yechilayotgan masalaning xususiyatiga qarab, u yoki bu 
ko'rinishdagi qoldiq hadli Teylor formulasidan foydalaniladi. Masalan, a 
nuqta atrofidagi x{x*a) nuqtalarda f(x) fiinksiyaning qiymatlarini 
hisoblash kcrak bo Iganda, Koshi yoki Lagranj ko'rinishida  ̂qoldiq hadli 
Teylor formulasidan foydalanilgan ma’qul. Agar x->o da qoldiq hadning 
nolga intilish tartibini bilish lozim bo'lsa, u holda Peano ko'rinishidagi 
qoldiq hadli Teylor formulasidan foydalanish qulay bo'ladi.

f(x) fiinksiyaning (15.1) Teylor formulasida deb olinsa, ushbu

(*)

formula hosil bo'ladi. Odatda bu formula Makloren formulasi deyiladi. Bu 
holda qoldiq had f?„̂ ,(.r) quyidagicha;

1) Lagranj ко'rinishidw. R„A^) = (n + 1)!'
/'"*‘>(0x),(O <0<i);

2) K osh i ko-rim h ido : ;

3) Peano ko'rinishida: )

kabi yozilishi mumkin.
Ko'p hollarda, (15.1) Teylor formulasi quyidagi ko'rinishda ham

. /• i j«  r -a  = Av qoldiq had Lagranjyoziladi; (15.1) formulada n -о» ’

ko'rinishida olinsa.

/(X, + Д.Х)- /(*,) =
да(Дх)Ч...+^{Дх)- +

(15.4)

(й + l)! . . .
.  . u и Я' n S 41 Teylor formulasi chekli orttirmalar haqidagiformula ho.sil bo ladi. (15.4) У

lo.bnn^i bo'lib hisoblanadi (16-§ ga q.;.

x z : : r "



ning

Ixtiyoriy funksiya uchun Lagranj ko'rinishidagi qoldiq hadli 
Makloren formulasini qaraymiz va uning qoldiq hadini baholaymiz 

Agar shunday 0‘zgarmas M son mayjud boiib, argument 
xq=o nuqta atrofidagi barcha qiymatlarida hamda \fneN uchun

l/-»(x)|sA/

tcngsiziik o‘rin]i bo'lsa, u holda

(Л+1)!

1И+1
йМ-N

(Л+1)!

tengsizlik o'rinli bo‘Iadl. x ning har bir belgilangan qiymatida

Кlim (H + l)l-  =  0

bo'lishini c’liborga olsak, u holda я ning yctaiii katta qiymatlaridaI \
R„+](x) ning yctarli kichik bo'lishiga ishonch hosil’qilamiz. Bu holda xa 
= 0 nuqianing atrofida f(x) funksiyani

^ 1 !  2! я!
ko'phad bilan taqribiy almashtirish mumkin bo'ladi:

1! 2! я!
f(x) funksiya Хд = 0 nuqtaning atrofida istalgan tartibdagi hosilaga 

ega (cheksiz diflcrcnsiallanuvchi) boMganda:
a) agar/('x  ̂-  juft bo'lsa, u holda '^neN uchun

 ̂ ^  (2Л)!

b) agar/i'x; -  toq bo‘lsa, u holda ^neN  uchun
n A2k*\)
Z i-------

*-0 (2*+l)l
bo'ladi.



15.2. Elemcntar funksiyalar uchun Makloren fomiulasi 
/(x)=e*. /(x)=sinx, /(x) = cosx. f{x)=shx, /(x) = ctot, 
f i x )  = 0 + x)”, /(x) -  ln(l + x)

funksiyalar uchun Pcano ko'rinishidagi qoldiq hadli Makloren formulasi 
quyidagicha boMadi:

X . X x" , „

+0(x̂ '*'̂ X
x̂  x5 (-l)"x2'’+lsin X=X-----+----- i----------------31 51 (2x+l)l
_3 _5 _2n+l _ ,

jhx=x+— +— +....+7;;—;-+o(x^”''’̂ ),
31 51 (2n+l)l

-2n, x^ x^ , ,.n x"' , 2fl+l,cosx=l-----+— +....+(-1) ----- +o(x"^ ']
, 21 4! (2л)!

x2 x-* _2л
chx=I+^+— +,...+i— +o(x "̂'^*), »

2! 41 (2я)!

(l + x)"* + 21 я!

(15.5)

(15.6)

(15.7)

(15.8)

(15.9)

yoki

(l+x)'"= Z c*x*+0(x"), Cg =1,C* , k=\X.
i=0

Xususiy holda, 

r ^ - l ; ( - l ) V + o ( x - ) .
1 T Л

4 Л *,0

ln(l + x) = J t ^ X *  + o(x*)
*

Ы *

(15.10)

(15.11)

(15.12)



Agar

/W = j ]o .(x -x ,) ‘ + o ((x -x ,n , gW= +o((x-x,)*)

bo'lsa,

/W+^(*) = X^“* ■̂*‘ *̂* +o((x-xJ*),

/  W • = J c .  (X - X, ) 4  o((x - X.)").

(15.13)

(15.14)

bunda C* =
P’0

15.1-misol. Ushbu f{x) = arcigx funksiyani o(x") hadgacha 

Maklorcn formulasiga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki,

•.in[n«7«/X X+^)].

./")(0)=
0, njull bo'lganda,

Я-1
(“ b  ^  ( '* " 1 ) 11 "  toQ  b o ' l g a n d a .

Dcmak, Pcano ko'rinishidagi qoldiq hadli (*) Maklorcn formulasiga 
a.so.san,

x’ x‘ x’ — x"
arctgx = x ----- + ---------- + ...+ (-1 )^  —  + o(x")

3 5 7 n
(15.15)

lS.2-misoI. Ushbu

/(x)=\/l-2x+x^ -^l-3x+x^

funksiyani o(x’) hadgacha Maklorcn formulasiga yoying.

Yechilishi. /  (r)=>/i-2x+x*. /, (x) = V i-3x+ x’ deb bclgilab.
(15.9)*formulaga aso.san:



1) ;h = -j  bo'lgan holda,

2) m = j  bo'Jgan holda,

/, (x) = Vl-3x+x>=[l-(3*-*>)]i=i-i(3x-xV^(3x-,Y-^(3x-x»)4o{x’) 
ifodalarga cga bo'laniiz.

Shunday qilib, (18.3) formulaga asosan 

/(*) = /, (*)-/2(^) = i*’+x’+o(x’).

MAPLE lizintidan foydalanib misolni yechish:
> Order:=6;

O rder 6

> series(sqrt(l-2*x+x*3)-surd(l-3*x+x''2,3),x=0);

6 72 72

15.3-niisol. Ushbu /{x)=*="*̂  funksiyani o(x’) gacha Maklorcn

formulasiga yoying.
Yechilishi. (15.5) formulaga a.sosan:

2..,^ , , (2Х+ЗГ)
« - • +  II V  21 3! ' 3

ni hosil qilamiz.
MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

> Order:=6;
Order := 6

> series(ex' (2*x+3*x^2),x 0);

3 6 13

15.4-niisol. Ushbu



n/(x) = ——̂; 2 ) /W  = ln(2 + 3x), 3 ) / ( r )  = _ J ^Uyi ) 3^+4

funicsiyalarni c»(/) hadgacha Maklorcn formulasiga yoying.

. M / M .  1) Berilgan 5^  ftmksiyani

T v ]

tasvirlab, (15.10) formulani e’liborga olgan holda, 

yoyilmaga cga bo'lamiz.

2) Ushbu in(2+3x)=lnz+ln^i+|xj tcnglikdan hamda (15.Ц) 

formuladan

ln(2 + 3x) = ln2 + ̂ t ^ 0 j  .x‘ +o(x*)

yoyilmaga cga bo'lamiz.

3) Bcrilgan funksiyani - ^ = = ( i  + (-l)x) з kabi tasvirlab, (15.9)
v l - x

formuladan, m = -i bo'Iganda - J =  = i + V c* . •x‘ +o(x*) yoyilmani
3 ^  i f

topamiz, bunda

c*̂ I

15.5-misol. Ushbu

[ - 0 ( - l / 3 - l ) . . ( - l / 3 - ( ^ - l ) )

3‘ -*!

1) /W  = (x+2)>; 2)/(x)=«>*.In(l-x), « = 4 

f̂ nksiyalarni o(.t") aniqlikdaI Maklorcn formulasiga yoying.



Yechilishi. 1) Awalo, bcrilgan /(x) = (x+2)e»' funksiyani 

Дх)=хе^+2е’ ko‘rinishda yozib, so'ngra (15.5) va (15.13) formulalardan
foydalanib, hamda

.2 _  -r V2y J. -----+ o(x” )= I  ^ --------- +/(x) = (x + 2)e-
*=0

-+o(x”" ‘)+2 I  
*=0 Jb:0

*=0
- = 2+ Z 

*=1

ckanligini c’tiborga olib.

/ w - z t ^
" 'V -  , . f i

^  х*+о(х') = 2+ У -Ц ^—(* + l)x*+0(x*) =
{*-!)! *! tr* *•

yoyilmani hosil qilamiz.
2) (15.5), (15.12) va (15.14) yoyilmalami e’tiborga olib,

/ ( X) = .  in(i -  X) = +o( *^) ]  • °

= - x - f i . 3 \ x 2 - r i 4 4 V - f ‘ + - + - - + - V 'V2 )  \3\  2 2 j  \4\  21 2121 2 j

= -(x.Z x2 .” ,3,175^4V„(,4j.
4 2 6 24 J

yoyilmaga ega boMamiz.

15.6-misol. Ushbu

) =

/(x ) = cosx.sin’ x



fiinksiyani о(д^;') hadgacha Makloren formulasiga yoying.

YechilishL Bcrilgan funksiyaning shaklini quyidagicha o'zgaitiramiz;

cosrsin^x=cosx(l-cos^x)=cosr-cos^x. So'ngra, cos3x = 4cos‘ x-3cosx, 

munosabatdan co$’ x=^cos3x+^cosx kabi yozish mumkin. Keying!

tcnglikni e’tiborga olsak,
• 2 1 , 3  1 1 •cos X sm X = cos jc— cos Зл— cos л = -  cos л - —cos Зл:

4 4 4 4
boMadi. So‘ngra, (15.8) va (15.14) formulalarga binoan,

1 л" 1 A , 3"-x“csxsto’ x . - B - l ) * — - j i H ) + o(;c""*') =

yoyilmani hosil qilamiz.
15.7-misol. [0; 1] scgmcntda aniqlangan /(jt)= ln(l + a) funlcsiyani x 

ning darajalari bo'yicha, Makloren formulasiga yoying. Yoyilmaning 
birinchi o‘nta hadigacha yo‘l qo‘yilgah xatoni baholang.

YechilishL Ma’lumki, / ‘*’(x) = (ln(l+x))'’> = (-1)* '

Bundan, /(o)=o,/'■'(o)=(-i)"'*(n-i). Buni e’tiborga olib, ln(l + x) 

funksiyaning Makloren fomiulasini yozamiz:

Qoldiq had 7?,o(x) ni baholashda uning Lagranj ko’rinishidan

foydalanamiz:

_ / ' l “>(̂ )
1̂0 W  =

ш
X = — 9!

Ш(1 + ̂ )" 10(1 + 0
(0<^ <^)

osxsi, {>0 larni c’tiborga olgan holda, Rio(jc) ni ab.solyut qiymati 
bo'yicha baholaymiz:



К,(Х)| =
10(1+5)*

1■ <—. 
10

15.8-misoI. X ning qanday qiymatida
„3 5

sinx«x~—+£_ 
3! 5!

taqribiy formulada yo‘1 qo'yilgan xato 0,0005 dan kichik bo'ladi. 

YechilishL (sinxfl = -cosx bo'Igani uchun,

-COS& 7 ---- X

H’Shartga ko‘ra, < o.ooos. Dcmak, lil<o,82i bo'lganda.

15.9-misoI. Makloren formulasidan foydalanib, mhbu 
1) sin20“ , 2) Щъ miqdorlami o(x’) hadgacha taqribiy hisoblang. 

YechilishL 1) (15.15) formulaga asoslanib, 

x ’ x '
sinx  = x -  — + — + o (x ‘ )

munosabatni olamiz va undan quyidagi taqribiy formulaga cga bo'lamiz:

x’ x’
s i n x « x - - + - ,

bundan

Sin20«-Si. « “ 213308.
9 9 6 729 120-9̂

M A PL E  tizimidan foydalanib misolni yechish:

> C:=taylor(sin(x), x* 'S/6,5); 4 ,  ч5

> V:=subs(x='i/9.,C);convert(cvalf(V),' olynom);



• ' я» —!—ir^+—̂--л/3я̂ +--- ---- Я^+of---5
•"2̂ 36"' i i i  699М 5038848 Л 1889568 J

0.3420213308

2) (15.9) formuladan

(l + x)"=l + mx + - 5 ^ x ^ + --------^ +o(x)

ni hosil qilamiz. Bundan esa,

taqribiy formulaga ega bo'lamiz. Bu formuladan foydalanib, (/Й 

miqdorni taqribiy hisoblaymiz:

= / i+ J ____
\  162 4-4-2I81-81 45.6.81^J \162 8-27-81 i6.81^J

= f— ---- 1 » 3,018349479.
v 54 8-9 81 i6.27.8l2j

Shunday qilib, t^<e 3.018342.

MAPLE tizimidan foydalanib misolni yechish:

> C:=taylor(3*surd(l+x,4), x=2/81,4);

2 ' 332 V 8 i; 220448 Ч 81/

> V:=subs(x=2/81,C);convert(cvalf(V),' olynom);
К:-183“ >̂81<’'*>

27

3.01834<>479



15.3. Teylor formulasidan foydalanib limitlami hisoblash 

Ushbu limitni topish talab qilingan bo'lsin, bunda

/(0)=s(0)=®- /W g(x) lar Maklorcn formulasiga yoyiladigan 
Junksiyalar bo'lsin. Bu funksiyalaming Maklorcn formulasidagi 
yoyilmalarining noldan farqli birinchi hadi bilan chcgaralanamiz:

/(x) = ax' + o(x’) ,  a*0, 
g(x) = ix*+ofx“) , b*0.

Agar m=n bo‘lsa,

•-*«g(x) ‘-^ix’ +oix ) b

bo'ladi.
Agar n>m bo'lsa.

.. f(x) .. ox’ +o(x')_„lim44-4 = hm— ----t t : °
*-♦0 g(x) +o(x )

bo'ladi.

(2)

Agar n<m bo‘lsa,
f(x) .. ax’ +o(x’)_ ^

1цп  ̂4. =  hm—  ------r v T ”
i-rt g(x) *-*®bx +o(x )

(3)

bo‘ladi.
15.10-misol. Ushbu

tcx-sinx 
lim----- j----J-*0 X

limitni toping.
x> ,

YechilishL tgx = x+—

sinx = x-^+o(x‘)

yoyilm ahrdan foydalanib, berilgan limilni topannz:



2 £ Z ^  = |imi— ,-------lim._ft 1-Й) *“*0
!+£(£!>' 
2 X*

15.11-misol. Ushbu

limitni toping.
Yechilishi. x 0 da

V1 + 2 X -1lun , — f =
^-^Vl+^-Vl-x

Vi+x = l+7X+o(.T),

V r^  = l-7i+o(.xl

yoyilmalardan foydalanib, berilgan kasr maxrajining *-»o dagi Makloren 

formulasiga yoyilmasini topamiz:

x->0da iJ\ + x - J l - x  = - x  + o (x).
4

Bu yoyilmani c’liborga olib, berilgan kasrning suratini o(x) gacha 
Makloren formula.siga yoyamiz;

Shunday qilib,

1/Г+2Х -1  = 1 + i  2x+ o(x) -1  = IX  + о (x).

Vl + 2x-l + 8lim - = = — = =  = lim f   —
'-®Vl + x - - A ^  « “ 3 . ,  ̂ 15-x  + o(x) 

4
15.12-mlsol. Ushbu

Vl-x^ -xctgx 
xsinx

limitni toping.



МИйЫ. (15.6), (15,8) va (15.9) fo™„lalarda„ foydalanib, 
kasrning suralida x ning uchinchi darajasigacha bo'lgan hadlami qoldirib, 
berilgan limitni hisoblaymiz:

\]l-X^ -xctgx .. 5
Д-М1 xsinx

= lim f x - 4  + o(x’) Y l -д-*0LI 3! }{

■ lim- - 3

X

x-’ =

1 J / 3xX - — X ------- x + — + o(x )
.• 7 3' 2' av= im------------—;—  ---------- 0

Dcmak,

,, \J\-x^  -xcosx  -lim----------------- 0.
xsinx

15.13-misoI. Ushbu
g***-Vn-x* -arcsini 
sh(x-*')-lni/l + 2x

limitni toping.

YechltM. x - to ix  (15.7) va (15.11) yoyilmalardan foydalanib,

yoyilmaga oga bo'lannz. Shunga ko'ra, berilgan ifodaning snmUni 
da ir ning darajalari bo-yieba о(Л  hadgaoha Makloren formulas,ga

yoyamiz. x -> 0 da ushbu 

. 3ina = v - 4 - ( s h .

1



yoyilmalardan foydalanib, x -»о da suratning yoyilmasini topamiz:

+ - a r c s i n x = —Y + o ( j c ^ ) .

-Y+o(*’)
Shunday qilib, bcrilgan kasr da —f-------- shaklida tasvirlanadi.

—+o(r’)
3!

Bundaq csa, izlanayotgan limitning -2 ga tengligi kclib chiqadi.

Ko‘p hollarda, iim/(x)*‘*’ (/(x)>o, iim̂ (x) = oo) ko‘rinishdagi limitlami

hisoblashda ham Tcylor formulasi qo‘llaniladi. Faraz qilaylik, xususiy 
holda Xfl = 0 da f{x) va g(x) funksiyalar

/(x)=l + flx*+o(x*)i g(x)=l/(fcx* + o(x*)) 

kabi tasvirlangan bo'Isin, bunda a*0, b*0, k eN.

lim(l + ox*+o(x*))'"**®‘"*»=e. 

bo'lgani uchun
I

(15.16)

»-^Ax*+o(x*) b

Iim/(x)*« =lim(l + flx* + o(x*)) ,x-»U
,bo‘ladi

Agar x-»o da

/ ( x ) . i± £ 4 i£ ( £ ^  I

05̂ 0, c*0, b*0, k e N  bo'lsa,

o-c
lim /(x)̂ ^*  ̂= e  ̂

x-»0
bo‘ladi.

(15.17)



•opishd», a„al„ М  va
ж /(.) fcnkaiyalarm МаИогел й ,„ ,а а д  у„у,ь,

topib, bcrilgan ifodaning limitini topish ham mumkin.
15.14-misol. Ushbu

Urn (e'**+|n(l-x))“**’

limitni toping.

ГеМ/Ш. x .,oda bo'lgani uchun.

/(a)=e« '+ ln(l-i) fiinksiyani of»") hadgacha Makloren formulasiga 
yoyish kcrak bo'ladi.

x” 3 Ttgx = x + y + o (x  ) ,  l n ( l - x )  = - x - - ^ ------_  + o(x^).

/->0 da e '=l  + |j + ̂ +o(x^)

yoyilmalami e’tiborga olgan holda,

yoyilmani topahiiz.
Shunday qilib, (15.16) formulaga asosan.

lim (e'*'
.3  Г  ̂ p *+ ln(l-x))^‘‘̂ =hm[-g^ +o(^)J

bo'ladi.
15.15-misoI. Ushbu

f  3sinx
[ix + ig^J

limitni toping.



Yechilishi. x-+o da ushbu

l-cosx=— + o(x4 sinx = x - 7 x 4 o ( x ’), 
2 6

rgx = x + ix ’ + o(x’) 

yoyilmaJardan foydalamb,

■ (  3sinx Y~**** ^ 
1^2x+tgxj

3 x - j + o ( x ’) io (P ) ( 1 ^ 
l-^x* .+ o(x ’)

3x + -x ’ +o(x’) 
V 3 ;

l + ix * + o (x ’)

o (x * )

ni hosil qilamiz. Bundan, .(15.17) formulaga asosan, izlanayotgan limit 

bo-ladi.
«--\̂ 2x+rgx;

lS.16*roisol. Ushbu

l im -f - -c tg x  1 
*-«x^x )

limitni toping.
Yechilishi. Bcrilgan ifodani

\ ( \  \  sinx-xcosx- — ctgx = — J - :------
x (x  )  X -sinx

ko'rinishda tasvirlab, x-»o da

x’ x̂sinx=x——+ o(x’), cosx = l ---- + o(x^), x^sinx = x^+ o(x’)
0 2!

yoyilmalami c’tiborga olib,

i r i  -..-1- i - ‘■»<’« ')
*1'* )  x*+ 0 (x’) x’ +o(x’)

yoyilmaga cga bo'lamiz. Bundan izlanayotgan limitning j  ga tcngligi 

kclib chiqadi.



Mustaqilyechishuchunmisol va masalalar

Quyidagi to-phadlarm 

bo‘yicha Teylor formulasiga yoying:

15.1. P(x)=l + 3x + 5x^-2x’, Xo=-l.

15.2. P(x)=x'-4x47x^-5x+3. Xo = 2.

15.3. P(x)=x’ + 3 x 4 2 x -2 , Xo = l . '

Quyidagi funksiyalami x ning manfiy bo'lmagan darajalari bo'yicha 
ko'rsatilgan tartibgacha Maklorcn formulasiga yoying:

15.4. /(x) = . (1 + Х)" , o(x )̂ hadgacha.

15.5. /(x) = e’̂ ,  o(x̂ ) hadgacha
15.6. /(x) = xe*, o(x’) hadgacha.

15.7. , o(x‘) hadgacha.

15.8. /(x) = Vl -  2x + x̂  -  Vl - 3x + x ,̂ o(x )̂ hadgacha.

15.9. /(x)=ln(i+arcsinx), o(x̂ ) hadgacha.

15.10. /(x)s-^*- '̂ --*-, o(.x‘)hadgacha.
x‘ - x  -2

15.11. = о(x*) hadgacha.

15.12. /(x) = Vsin x*. оГх”) hadgacha.

15.13. /(x)=lncosx, o(x*) hadgacha.

15.14. /(x)=sin(siiix), o(x’) hadgacha.

15.15. /(x)=/^'x, o(.t’) hadgacha.

15.16. /(x) =sinx sin3x, оГх̂ ; hadgacha.

15.17. /(X) = sin*x-cos'X, o(x’) hadgacha.



15.18. /(jt)=cos‘ j: + sin*x, o (/) hadgacha.

Quyidagi fiinksiyalarni Maklorcn formulasiga о (x1) hadgacha 

yoying:

15.19. = ■

15.20. /(x) = 5’-*.

15.21. /(x) = In(e' + 3).

1
2x + 5 

2-3x

15.22. /(x) =

15.23. /( .)= !» ,,

15.24. /(х) = 1п(хЧЗх + 2).

15.25. /(x)=-

15.26. /{x) =

15.27. /(x) =

6x+x

X* Ч-1 
2x-3‘ •

3x’ +5x-5
x ’ + X - 2

Quyidagi funksiyalarni Maklorcn formulasiga hadgacha
yoying:

15.28. /(x) = xch5x.

15.29. /(x ) = chx-ch2x.

15.30. /(x)=sin^xcosx

Quyidagi funksiyalarni Maklorcn formulasiga o(x̂ "*‘)hadgacha 
yoying:

15.31. /(x ) = shx sh5x.

15.32. /(x ) = cos'x +sin^x.

15.33. /(x)= -



Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasiga Xq nuqtaning atrofida 

o((^-^o)") hadgacha yoying:

15.34. / (х )= (х > -1 У '.  x , = - i .

15.35. /(x ) = ln(x*-7x + 12), X, =1.

15.36 . /(x )  = ^ l n x .

15 .37 . /(x )  =

15.38 . /(x )  =

x+7
x(2x + 7) ’ 

x’ -4x  + 5

x „ = l. 

x„ =-2. 

x„ =1.
x '-5 x  + 6

Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasiga Xq nuqtaning atrofida 

о((х-ХоУ") hadgacha yoying:

15.39. /(x) = (X+ .  X, = -3.

15.40. /(x ) = *!~^*- î. x .= + i.

15 .41 . /(x )  = - j

V*(2-x) ’
x -1 X. =1.

3 x ' - 6 x  +  5

Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasiga xq nuqtaning atrofida 

«((x-Xo)̂ """*) hadgacha yoying:

15.42. / ( x ) = x ( x - 2 ) 2 ^ ^ “ ^ * " * ,  Xq =1.

15.43. /(x ) = ̂ x + 0 s in x + c o s i) .  x « = - j .

15.44. /(x)=log,^|^. .,=1.

■ 1 5 . 4 5 . Х.Л.
Vx +  V l - x  2

15.46. Ushbu ftmksiyani Teylor formulasiga ,Xo=l
•nuqtaning atrofida о((х-ХоУ") hadgacha yoying.



X, nuqta atrofida I hadgacha yoying.

15.47. Ushbu . / ( x ) = - y = = = i = —  funksiyani Tcybr
У(х-4)(х -2x + 4)

formulasiga X()=2 nuqtaning atrofida о((л-2У"*') hadgacha yoying.

15.48. Ushbu/{x)=sin(3x’ +6x+4) funksiyani Tcylor formulasiga 

Xj=-1 nuqtaning atrofida о((х+1У") hadgacha yoying.

15.49. Ushbu/(x)=cos^^x’-4x+яjfunksiyani Tcylor formulasiga

15.50. Tcylor formulasidan foydalanib, ushbu ifodaning taqribiy 
qiymatini toping.

1) VBo; 2) arctgO.8; 4) sin36“ ; 5) (1,2)’-'.

15.51. Quyidagi miqdorlami Tcylor formulasidan foydalanib, 
ko‘rsatilgan aniqlikgacha taqribiy hisoblang:

1) csonini 10"’ aniqlikgacha; 2) cosio“ sonini 10"* aniqlikgacha;

3) V30 sonini 10"̂  aniqlikgacha; 4) igii sonini 10"* aniqlikgacha; 

Tcylor formulasidan foydalanib, quyidagi limitlarni toping.

15.52. lim 15.53.Um .

COSX-I + —
15.54. lim--------

15.56. lim

V*1-cos

15.55. lim X' e ** - l l  
*-•*1 ;

15.57. lim

15.58. lim (/-)■ 1)■ sin —̂
/ 4 l ‘ 15.59. lim

x-vO

- x ^ /2

15,60. ,5.51.
•**l-eosx (m II, m *0,11* 0).



1 5 .6 2 . lim . 1 5 .6 3 . .

.1- !■ A .. сЛЗх + со53х- 2  Ag  r g  ,. Vl + X + Vl + X -  2Vl -  * 1 5 .6 4 . l im ------------.--------- . 1 5 .0 5 . lim ------------------------------- .

Am .. a rc tgx -a rcsinx  g -  ,. arctgx-arcsinx
1 5 .6 6 . b m ----- -— 5--------- . 1 5 .0 / .  lim ------------;--------.

*-»e X »-*® tg x -s in x

1 5 .6 8 . lim ^x’ - x ’ + - | j e ' '* - i / x ‘ + l j .  1 5 .6 9 . lim x - x ’ bi^l + ̂ j j

AP m,n .. 3cosx+arcsinx-3 ^/i+x n t  .• V l-x* -x c tgx1 5 .7 0 . bm ------------------ r----------- . 1 5 .7 1 . h m ----------- :------ —
x-»0 ln(l-x2) -------

1 5 .7 2 . lim 1 5 .7 3 . lim
*-»®V.x sm xj

*-*® xsinx

sin (sin x ) -x \J \-x ^

1 5 .7 4 . Ita “ " ‘" " ’" 'J 1 5 .7 5 . ita»-0 x’ln ( l+ ln x ) '

1 5 .7 6 . 1 5 .7 7 .
arctgx' x tg x j

1 5 .7 8 . Ii„ 1 5 .7 9 . lin,
x->0 ln’’ (l-x )

,_ e ‘̂ 4 ln ( l - x ) ^
2 - л/4 + х*

1 5 .8 0 . lim
/l  + 2x’ -coax'*

t g x - x
1 5 .8 1 . l i m - " ' " ^ " ^ ^ - ^ .

•-*« arcsm x -sin x

1 5 .8 2 . lim
Vl + 3 x -e ““* +-X * 

2
»-»o a rc s in x -tg x

1 5 .8 3 . lim
e'̂ '̂ ’̂-Vi+shT--

»-»o arccosx-arcctgx

1 j
1 5 .8 4 . lim

Vl + x* - x c t g x - - x  I'-
'-*» x c o sx -s in x

ln fl + x - - x *  ] - s h x  + | x ’
1 5 .8 5 . lim - A ---------^

*-«> s in 2 x -2 x co sx



15.86.
*-«» x + tgx-smlx

1 5 .8 7 . t o
x-»0 e -^^ -(l+ 2 x)*^^-x 2  

l-t-2x -e* ''+  6x’ + x’

In (1 + x) -  arctgx + — 

х + сЛх-е""*

15 .88 . lim

15 .89 . limum -------- j ___ _________
tgx + V l-3x-2cosx + r

15.90 . l i m f c f .
"•«̂ ĉhSxJ

15 .91 . l i m f j H _ F .
— arctgx j

f .M  ,
15.92 . lim i x ^ - _ i _

sin x j

15.93 . lim r ^br-cosx X i
x-+0^2/l+2x-2^1+3x )

15.94. !im [tg[|]+2-V m j"’'.

15 .95 . l i m f ^ ^ ^ l
*-**1 2>/in J

15 .96 . lim
*-^i^e*-ln(l+x)J

15 .97 . lim^̂ -̂(arctgx)*
x’ -sin —X'

3 ;

i/p

15.98 . lim f iM f lf in jO
x-»oUinx+arclnx J



1 5 .9 9 . — -£-------1
X ln ( e '- x e ’)J

f  2x V'**
1 5 .1 0 0 . • J ™ [ ^  + ln(e + xe*“ ) j  .

r *
1 5 .1 0 1 . + ̂  a r c t g x .

1 5 .1 0 2 . l im ^ |x ’ +Vl + 3sinx + ln ( l-x ) j '* ’*.

1 5 .1 0 3 . lim (Vl -  2x+ 3x’ + x ( l - s h x ^  *.

1 5 .1 0 4 . lim^l + / / t (x e * )+ i ln ( l -2 x ) j '^ .

1 5 .1 0 5 . lim^e“ ' - ^ - x c o s x j ^ .

________l _ ,

1 5 .1 0 6 . l im ^ ^ e * - * ^ - x 3 |b I I j '« * - * .

M u s t a q i l  y e c h i s h  u c h u n  

m i s o l  v a  m a s a la la r n in g  ja v o b la r i

15.1. 5 -1 3(x +1) +1 l(jc + 1)̂  -  2{.r + 1)\

15.2. 5 + 7(x- 2)+7(x- 2 f +  4 { x - i f +  { x - i f .

15.3. 2 - 3 ( x-1 )+ ( x-1 )2  +15(x-l)^ +25(x-lY  + ^(x -l)^  + 7 ( x - l+ ( x - l ) ^  •

15.4. l+60x+i95x^+o[x^). 15.5. e + ex + o{x^).

15.6. x+f!-+fi+o(x>). 15.7. i+£l+ll+o(x^).
1! 21 '   ̂ 21 41 " "

15.8. -ix’ +x’ +o(x’). 15.9. x- 'y +'y '̂ '̂ *̂)-



- H x ’ + - x ‘ + 0 (x‘). 
4 8

1 5 .1 1 . ■i + x*sh l+ p(x*).

v2 v4 v6
. — + o (x "). 
18 3240

1 5 .1 3 . - l_ _ iL _ _ £ _ + o ( ,6 .
2 12 45 '' ■'

15,10.

15.14. х --у + о (х * ) . 15 .15  x + Y + ^ + o C i f ’) .

15.16. Зх^-5х^+о(х5). 15 .1 7 . х '- - Х * + — + о (х ‘) .
3 45

15.18. 1-Зх>+4х‘ +о(х’) 15 .19 . J e ~ x * + o ( x " ) .

15.20. g  <-!)».3 1 : ^ V + o ( x " ) .

1 5 .2 1 .1 п З + |]  i l ^ ^ i j x ‘ +0(x").

15.22. J ;  (-i)‘ . | , x ‘ +o(x-). 15 .23 . l n | + | ;  ( l ^ x ‘ +c(x>).

15.24. I n 2 + ^  i l ^ ( l  + 2-*)x*+o(x").

15.25. | ]  3 i'* (-l)‘-'C‘-!,-x*+o(x-).

15.27. l+j;((-i)*2-'‘*'>-iy +o(x").

15.28. j ] -  ^ x " * i + o ( x ’-). 15 .29 . У  i ^ l j ± x “ * '+ o (x '").
(2*)l ^  2(2Л + 1)|



15 .32 .1+  L  (-1)*—
k=\ (2*)'

-f*-1
15.33. E C 2 -2 ^  ^̂ (1 + (-1)*)*“ +o(x̂ *“).

1 5 .3 5 .1 п б - У ^ —^ ^ ( х - 1 ) * + o ((* - i) ') .-

15 .37 .

15 .38 . 1 + 2 ]  0  -  2'*) (X -1)* + о ((x -1 )”).

15 .39 . g e - ^ . ^ ( x + 3 ) = ‘*4o((x+3)=").
*=o

15.40 . (x -1 )^Y l : :*.-.V P * - ^ ) ( x - i r 4 o ( ( x - i ) ^ ’) .

15 .41 . 2  ( - 0 * ^ ( X - 1 ) “ *' + o ((x - i)^ -) .

15 .42 . - i .+  X  ̂ (;^-ln2)(x-l)^*+o((x-l)^” '* '0 .
4 4it! '  '

15 .43 . X ■
*», (2i-l)l I i j  1, 4 ' J

15.45. + 0 X---
2



15.46. £ 1 ^ ! ^ ( x-1)“ +o((*-D” ).

15.47. j^ti^l|Ji!ii(x-2)’*-'+o((x-2)’**').

/ \4**J
, . , ( . - i ]  3»-,cosl

15.49
 ̂ £у  (_!)“*'f l l

 ̂ U j  • (2* + «)!
15.50. 1) ^ • З .о п ;  2) '^^4000*1,9961; 3) arctg о,8 * 0,6747409422
4) lin 36* «0,5877852524; 5) (1,2)''*1,222079251 15.51. 1) 2,718281828;

2) 0.9848077530; 3) 3.107232506; 4) 1.041392685. 15.52,-1
2

15.53. 1
2

15.58. 0.

1 5 .5 4 .-  15.55.-1 15.56.1.24 4
15.59. -1-.

12

15.57.-1.
2

15.60.2. 15.61.-1-1,

15.62.-1 -a . 15.63.1 15.64.11, 15.65.1,15.66. o.2 3 4 3
15.67. -1, 15.68. 1. 15.69. 1. 15.70. 1. 15.71. o,

6 2 6

15.72. o„ 15.73. 1, 15.74. -я  . 15.75. 15.76.3 2 3
15.77. 1, 15.78. -1 , 15.79. 2,3 2 15.80. 3, 15.81. -1.

15.82, -lo; 15.83. -1, 15.84. -i, 15.85. -i, 15.86.

15.87. 5. 15.88. 9. 15.89. 15.90. e ’4 15.91. r4

15.92. e >, 15.93. И , 15.94. e' ' , 15.95. ,

15.96. Л .  15.97. , 15.98. , 15.99. , 15.100.

15.101. . 15.102. . 15.103. e, 15.104. e~*.

15.105. . 15.106. e~*.



16-§. FUNKSIYANI HOSILA VORDAMIDA TEKSHIRISH

16.1. Funksiyaning monotonlik oraliqlarini aniqiash. Kamaymovchi 
(0‘smovchi), o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalaming ta’riflarini yana bir 
cslab o'tamiz.

1®. x^<x^ shartni qanoatlantiradigan 'ix^,x^e{a,b) uchun

/(x ,)^ /(x j, (/■(x,)s/(x,)) tcngsiziik o‘rmli boMsa, f(x) fimksiya {a,b) 

oraUqdc kamaymovchi (o'smovchi) deyiladi.
2®. shartni qanoatlantiradigan Vx,,Xj е(сг,й) uchun

f{xi)<f{xj),{f{x^)>f{xj)) tcngsiziik o'rinli bo'lsa, /(x) flinksiya (<г;Ь) 
oraliqda o’suvchi (kamayuvchi) deyiladi. Ba’zan, o'suvchi (kamayuvchi) 
o‘miga qatiy o'suvchi (qafiy kamayuvchi) deb ham yuritiladi.

16.1-tcorema. f{x) funksiya {a,b) oraliqda chekli f'(x) hosilaga ega 

bo’lsin. Funksiyaning shu oraliqda kamaymovchi (o'smovchi) bo'lishi uchun 
/-(x)&0 (/'(x)^0). xe(o.i) 

tcngsizlikning bajarilishi zarur va yctarli.
16.2- teorcma. /(x) funksiya (a,b) oraliqda chekli hosilaga ega bo'lib, 

/'(x)>0 (j'(x)<0)tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya {a,b) oraliqda 

qat iy o‘suvchi( qaf iy kamayuvchi) bo'ladi.
16.3- tcorcma. /(x) funksiya (a.b) oraliqda chekli /'(x ) hosilaga ega



bo'lsin. Ви funksiyaning{a,b) oraliqda o'z^armas bo lishi uchun 
f'{x) = 0, xe{a,b)

bo'lishi larur va yetarli.
Natija. Agar /(x) va g(x) funksiyalar (a,b) oraliqda aniqlangan bo‘lib, 

chekli /'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo'lib, Vxe(a;b) da /'(x)=g'(x) 

bo'lsa, (a.b) da bu funksiyalarning bin ikkinchisidan o‘zgarmas songa
farq qiladi, ya’ni/(x)=.g(x)+C,.Vxe(o;i). .

Masalan, arctgx va arcsin-j=^= fimksiyalar-oo<jt^+oo da aniqlangan,
Vl + x̂

chekli hosilalarga ega boMib, ularning hosilalafi bir-biriga teng.
Haqiqaldan ham:

d f  . X )— arcsin -7=  = -
Vl + x 'J

Jl + x'

1 + x'
— (3rctgx) = ------1 + x ax 1 + x

Yuqoridagi natijaga asosan, arctgx= arcsin ~ — h-C . Bunda o'zgarmas
1 + x’

C sonni aniqlash uchun tcnglikning ikkala tomoniga x = o qiymatni 
qo'yib, c = o ckanligini topamiz. Shunday qilib, 

-oo<x<ooda arctgx = arcsin-=^=  tenglikni hosil qilamiz.
Vl + x’

16.2-teuremaning geometrik ma'nosi quyidagicha:
1) /  (x)>o (tga>o) shart funksiya grafigining har bir nuqtasiga 

0‘tkazilgan urinma abssissalar o'qining musbai yo'nalishi bilan o'tkir 
burchak tashkil qilishini (16.1-chizma);

2) /'(x)<o shart csa, o'tmas burchak tashkil qilishini (16.2-chizma) 
anglaiadi.

16.1-eslatma. /(x) funksiya (0 .4) oraliqda chekli / '(x )  hosilaga ega 
bo lib, bu funksiyaning (a,b) oraliqda qat’iy 0‘suvchi (qat’iy kamayuchi) 

bo‘lishidan, /  (r) ning Vx6(a,A)da musbat (manfiy) boMishi har doim

41S



ham kclib chiqavcrmaydi. Masalan, ma’lumki, /(x)=x* funksiya R da 

qat’iy 0‘suvchi, Ickin uning /  = hosilasi hamma joyda musbat cmas,

da esa nolga aylanadi.
Shunday qilib, funksiya hosilasining (o,4) oraliqda musbat (manfiy) 

bo'lishi funksiyaning qat’iy monoton bo‘lishi uchun zaruriy shart bo‘la 
olmaydi.

Funksiyani monotonlikka .tekshirganda awalo uning hosilasini 
topish (u mavjud bo‘lgan joyda) kerak, so'ngra, hbsila musbat (manfiy) 
bo'ladigan oraliqlarini aniqlash kerak. Hosilasi masbat (manfiy) bo‘lgan 
oraliqlarda funksiya monoton 0‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

16.1-misoI. Ushbu

D / ( x ) = x ’ + 2 x - 5 ;  2 ) / ( x )  =  : ^ ; .
1 + x

•* 3)/(x) = cos—; 4)/(x)=x + |sin2x|

funksiyalarning monotonlik oraliqlarini aniqlang.
Yechilishi. 1) Bcrilgan funksiya Vxe/? uchun aniqlangan bo‘lib u 

difrcrcnsiallanuvchi; /'(x)=3x=+2 >o,УхеЛ. Demak, bcrilgan funksiya R 

da o‘suvchi.

2) = funksiya Vxe/t da aniqlangan va u
1 + x

difTcrcnsiyalanuvchi: /'(x) = 2(1-x^)2-. Bundan (!,+<»)
( I V ') ' .

oraliqlarda /'(x)<0 , (-l;l) oraliqda csa /'(x)>0 boMishi kelib chiqadi. 

Demak, funksiya (-»,-i)va (i,+<») oraliqlarda qat’iy kamayuvchi, (-i;i) 

oraliqda qat’iy o‘suvchi.

3) /(x) = cos- funksiya R ning x = o nuqtadan tashqari barcha

nuqtalarida aniqlangan va difierensiallaniivchi; /^(x) = — -sin—. Juft
' X X



fiinksiya bo'lganligi uchun holni qaraymiz. /4jf)=-^*sin —>q
X  X

ning ishorasi sin— ning ishorasi kabi bo'ladi. Bundan 0< —<;f yQĵ

2к я < ^ < { 2к + \ ) л ,  k G N  da sin—>0^ bu yerdan x>l yoiy

■------- < x < — , k e N .
2k + l  2k

Shunday qilib, (1;+®) yoki oraliqlarda funksiya

qat’iy 0‘suvchi.

Xuddi shunday f —, — —̂ \ k e N oraliqlarda f '(x )<0 bo‘ladi. 
\2k 2k-\ j

Shuning uchun bcrilgan funksiya qat’iy kamayuvchi.
Agar x<0 bo’lsa, u holda bcrilgan funksiyaning jufUigini c’tiborga

olib f - - ^ , — oraliqlarda funksiya qat’iy o’suvchi;
\  2k  2k  + \ )

 ̂̂  ̂  oraliqlarda csa, qat’iy kamayuvchi.

4) Bcrilgan funksiya л da aniqiangan va diffcrcnsiallanuvchi.
Ravshanki,

va

x + sin2x, к л < х <  — + к я , к е 2  :
2

x-sin2x, я^к  +  ^ < х < л + k n , k e Z

kn kn , .  y ,  x  = — , k e Z .

m =
l + 2cos2x, k n  < х < ^  + к л ,  k e Z  ; 

l-2cos2x, —  + k n  < x < K  + k n , k e Z  .



l + 2cos 2x>0;

кя < x  <  — +  kn;  
2

l-2cos2x>0;

—+ к ж х < я  +  кл  
2

sistcmalarniyechib, кж х< ^+ кя  ,*eZ va + j  + +

keZ lar uchun /'(*)>0 bo‘lishini topamiz. Yuqoridagi hosU boMgan 

tengsizliklami birlashlirsak, ^ < x < j+ ^ ,J te Z  tcngsizlik hosil bo'ladi.

Shunday qilib, / 'W > °.

oraliqda /'(*)<0 bo’ladi.

Dcmak, funksiya oraliqda o’suvchi,

*eZ oraliqda kamayuvchi bo’ladi.
V 2 3 2 2 J

16.2-misol. Ushbu /(x) = x4nx funksiyani monotonlikka 

tckshiring.
Yech ilish i. Bcrilgan funksiya (о,-ню) oraliqda aniqiangan. lining 

hosilasi /'(x) = 2xlnx+x boiadi. Endi 16.1-tcoremaga ko’ra,

/'(x )^0 , ya’ni 2xlnx + x^0 

yoki
• /'(x )^0 , ya’ni 2xbx + x^0 

bo’ladigan nuqtalar to’plamini topamiz:
- L  -1

a) x(21nx+l)^0=> 21nx + 1^0=> xi^e *, [ e +®) ,

b) x(2lnx + l ) ^ 0 o  2Inx+1^0=> x^e 0; e



Bundan bcrilgan funksiya uchun [e ^+®) da / 'W ^ o .  • 0;« > ‘/'W so

bo'lishini olamiz. Dcmak, berilgan funksiya И da kamayuvchi,

[e'^;+x) da esa o'suvchi ckan.

16.3-misol. Ushbu flinksiyani monolonlikka tckshiring:

Yechilishi. Berilgan funksiya uchun Z)(/) = (-*;0)u(0; +»). lining

hosilasi /'(x) = 3x^+-^ boiadi. Ravshanki, (-«iO) va (0;+oo) oraliqlarda 
д:

/'(x)>0 bo'ladi.

Demak, 16.2-tcorcmaga ko*ra, berilgan funksiya (-«;0) va (0;+«) 

oraliqlarda qat’iy 0‘suvchidir.
16.2. Funksiyaning ekstremum qiymatlari. /(*) funksiya (a,b) oraliqda 

aniqlangan bo‘lib, x, e(o,i)bo‘lsin. Funksiyaning ekstremum qiymatlari 

tushuncha.sini yana bir marta cslatib o'tamiz.

16.1- ta’rif. Agar x,e(o.i) nuqtaning shunday и^{хо)с{а,Ь) atrofi 

mavjud bo‘lib, VxeU,{x,) uchun

tengsizlik o‘rinIi bo'lsa, /(x) funLsiya x, nuqtada lokal maksimumga 

(lokal minimumga) ega deyiladi. /{xj qiymat esa, /(x) funksiyaning 

t/i(x,) atrofdagi lokal maksimumi (lokal minimumi) deyiladi.

16.2- fa’rif. Agar x,e(a,4) nuqtaning shunday Ug{xo)c.{a-,b) atrofi 

mavjud bo'lib, Vx6t/.(xj uchun /(x)</(xj (/(x)> /(xj) tengsizlik oTinli 

bo Isa, /(x) funksiya x, nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy minimumga)



cga deyiladi. / ( r j  qiymat esa f{x) funksiyaning U,[x )̂ atrofdagi qaf iy 

lokal maksimumi (qaf iy lokai minimumi) deyiladi.
Funksiyaning maksimumi va minimumi umumiy nom bilan uning 

ekstremumi deyiladi.
Yuqorida kcltirilgan ta’riflardagi x, nuqta /(x) funksiyaning lokal 

maksimum (lokal minimum), qatiy maksimum (qafiy minimum) nuqtasi 
deb yuritiladi. Funksiyaning maksimum va minimum nuqtalari uning 
ekstremum nuqtalari deyiladi.

Funksiyaning Lt,(xJ atrofdagi lokal maksimum (lokal minimum) 

qiymatlari /(Xj) = max{/(x)} [/(x„) = min\f(x)] 1 kabi bclgilanadi.

16.4-teorema (Funksiya ekstremumga ega bo'lishining zaruriy 
sharti). Agar /(x) funksiya x, (x„e(o,fc)) nuqtada hosilaga ega bo'lib, и 
shu nuqtada ekstremumga ega bo'Isa, f'(.x^) = 0 bo'ladi.

Bu shart funksiya ekstremumga cga bo'lishi uchun yctarli shart boia 
olmaydi. Masalan, y = x’ funksiyaning x = 0 nuqtadagi hosilasi nolga teng, 
ya’ni y'(0) = 0, lekin funksiya bu nuqtada ekstremumga ega emas.

Odatda funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan nuqtalar statsionar 
(turg'un, kritik) nuqtalar deb ataladi.

.T, nuqtada funksiya hosilaga cga bo'lmasa ham ekstremumga cga 
bo'lishi mumkin. Masalan, 1) /(jr)=H funksiyaning x = o nuqtadagi



hosilasi mavjud cmas, lekin funksiya x = o nuqtada minimumga cga (16.3-
3

chizma). 2)f{x)=x' funksiyaning x = o nuqtadagi hosilasi chcksiz, lekin 
funksiya x=0 nuqtada minimumga cga (16.4-chizma).

Demak, funksiyaning hosilasi chcksiz yoki hosilasi mavjud bo'lmagan 
nuqtalarda ham ckstremum mavjud bo'lishi mumkin ckan.

Shunday qilib, f[x) fonksiyaga ckstremum qiymat beruvehi nuqtalami 

funksiyaning statsionar nuqtalaxi, funksiyaning hosilasi mavjud bo'lmagan 
nuqtalar, funksiyaning hosilasi chcksiz bo‘lgan nuqtalar orasidan izlash 
kcrak ckan. Odatda bunday nuqtalar ckslrcmumga shubhali nuqtalar deb 
ataladi.

a) Ekstremum mavjud bo'lishining birinchi yetarli sharti. x^e{a,b) 

nuqtaning U;{x,)={xeR: x,-S <x<x -̂,S >0),

x,<x<Xd+S-,8 >0) chap va o‘ng atroflarini qaraymiz.

Faraz qilaylik, y=f{x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo'lib, Ugixo) 

c{a,b) da chckli f'{x) hosilaga cga bo'lsin (дг, nuqtada hosila mavjud 
bo'lmasligi ham mumkin).

1. Agar V x€t/;(x J uchun, f'{x)>0 , V x et/;(x ,)  uchun f'{x)<0 
bo’lsa,

ya’ni /  (x) hosila x, nuqtadan o'tishda o‘z ishorasini «+» dan «-» ga 

0 zgartirsa, /(x) funksiya х„ nuqtada lokal maksimumga cri.shadi (16.5- 
chizma).



2. Agar V x e t/ ;(x J  uchun / ’(x)<0, V x ei/;(x ,)  uchun f'{x)>0

16.5-chizma. 16.6-chizma

ya'ni /'(x) hosila xq nuqtadan o'tishda o‘z ishorasini «-» dan «+» ga 
o'zgartirsa jcq nuqtada minimumga crishadi (16.6-chizma)

Agar V x ef/;(x J  uchim /'(x)>0, V x e l/; (x J  uchun f'(x)>0 

yoki Vxe U; ( xJ  uchun /'(x)<0, V x et/;(x J  uchun /'(x)<0

bo'lsa, /(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga crishmaydi.

> = /(x) funksiyaga ckstremum qiymat beruvehi nuqtalami birinchi 

tartibii hosila yordamida topish qoidasi:
1. /'(x) hosila topiladi.

2- y= fix )  funksiyaning kritik nuqtalari, ya'ni /'(x) hosila nolga 

aylanadigan yoki uzilishga cga bo'lgan nuqtalar topiladi.
3. Topilgan kritik nuqtalar /(x) funksiyaning aniqlanish sohasini 

oraliqlarga ajratadi, shu oraliqlarda /'(x) hosilaning ishorasi tckshiriladi.

4. Funksiyaning ckstremum nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi.
X* I I16.4-misol. /(x ) = - ^ - 2 x ’ + y x '- 6 x + 3  funksiyani' ekstremumga

êkshiring.



Yechilishi. Bcrilgan funksiya Vx€« uchun amqlangan va 
diffcrcnsiallanuvchi.

1. /■{х)=х’ -6дг^+Ш-6.

2. /'(x)=0 =>x’ -6x^+lU-6 = 0=>(x-lXx-2Xx-3)=0, 

bundan kritik nuqtalar x, = 1. x, = 2. x, = 3 ckanligini topamiz.

3. Oraliqlar usuli yordamida quyidagi jadvalni tuzamiz;

X 0;2) (2;3) (3;+oo)

- +. + •

/ /

4. Ekstrcmum mavjud bo‘lishining birinchi yctarli shartiga asosan 

/-.0)=J: /«(2) = i, /^(3)= i bo'lishini topamiz.

+ 2x*16.5-misol. /(x) = -̂ —̂  funksiyani ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya x = i nuqtadan tashqari VxeR da 
aniqiangan va difTcrcnsiallanuvchi

, (x-l)^-2(x-l)(x*  -t-Zx )̂ x(x + l)(x -4 )
( * - iy  ( x - l ) ’

Bundan, X, =0, X, =-i, X, =4 kritik nuqtalar ckanligini aniqlaymiz.

3. Oraliqlar usuli yordamida quyidagi jadvalni tuzamiz:
X (-x;-l) (-i;o) (o; 0 0 ; 4) (4;co)

+ - + - +

7ЕГ / 7 ^



4. Ekstrcmum mavj'ud boMishining birinchi yctarli shartiga asosan, 

= /«(0) = o. Л„(4) = ̂

bo'ladi.
16.6-misol. Tenglamasi paramctrik shaklida bcrilgan ushbu 

1
/(/+1)

. n;—, />0

funksiyani ckstrcmumga tckshiring.
Yechilishi. x{i) va >(/) funksiyalar : paramctrning />o qiymatlarida 

diffcrcnsiallanuvchi:

2/  +  1 r - i

1. Ma’lumki, bu holda bcrilgan funksiyaning y.= f(x) hosilasi

v' 2. , (/+i)’ ( ' '- i )f  '(x) « Ч- formula bo‘yicha topiladi: / '(x )  = — — , / > o.

2. f'(x) = ‘̂ ^̂  ̂ - hosila/=1 nuqtada nolga aylanadi.
2/ + 1

Dcmak, bcrilgan funksiya bitta kritik nuqtaga ega: / = i da * = j -

Agar X, x = — nuqtaning chap tomonida bo‘lsa / parametr, / = i 
2

nuqtaning chap tomonida bo'ladi, / ning bu qiymatlarida /'(x )< 0 , x = j  

nuqtaning o‘ng atrofida hosila bo‘ladi.

Shuning uchun x = -  nuqtada funksiya minimumga cga va u 
2

■̂“"[r]~4 boMadi.

16.7-misol. Ushbu Дх) = 5фс*-х* funksiyani ckstrcmumga 

lekshiring.



Yechilishi. Berilgan funksiya R da aniqlangan va uzluksiz. 

Funksiyaning hosilasi /•(*) = j ga tcng. /'(x)=o tcnglamaning

ildizlarini topamiz; x=±i. Hosila x = o nuqtada cheksizlikka aylanadi, 
ya’ni bu nuqtada chckli hosila mavjud emas.

Dcmak, funksiyaga ckstremum beradigan nuqtalami 
X, =-1. X, = 0, X, =1 nuqtalar orasidan izlash kcrak.

Oraliqlar usuU yordamida quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (-oo;-l) ( - i ; o ) 0 (o ;i) (1;®)

+ mavjud emas + —

i w /
/ „ ( 0 )  = 0

/

Bu jadvaldan, f'{x) hosilaning x, =-l nuqtadan o'tishda o‘z ishorasini 

«+» dan «-» ga, X, = 1 nuqtadan o'tishda ham «+» dan «-» ga 

o‘zprtiradi degan xulosaga kclamiz. Ravshanki, berilgan funksiya x, =-i, 

X, =1 nuqtalarda uzluksiz. Dcmak, berilgan funksiya x, =-i, x, =i 

nuqtalarda maksimumga ega va uning maksimum qiymatlari: 
/.«(-0 = 4. /„ (0  = 4; nihoyat, x = o nuqtada berilgan funksiyaning

minimumga ega boOishi yuqoridagidck ko'rsatiladi va uning x = o 
nuqtadagi minimumi qiymati / „ ( 0) = о bo‘ladi.

16.8-misoI. /(x) = t/x^(x-5)funksiyani ckstrcmumga tekshiring.

Yechilishi. V. /'(x) = - ^ (x -5 )+ V 7  = - ^ .
3VJC 3 Mx

2. x = o (bu nuqtada hosila uzilishga ega) va x = 2 (bu nuqtada 
hosila nolga aylanadi) nuqtalar kritik nuqtalardir.



3. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (-oo;0) 0 (0;

2)

2 (2 ;« )

1 W + Mavjud
emas

0 +

f  (x) / /n« ,(o)= o \ f  min^)^ “4,8

4. / „ ( o)=0./„(2)=-3V4--4.8.

b) Ekstrcmum mavjud bo‘lishining ikkinchi yetarli sharti. x, nuqta 

/(x) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni / '(x j= 0  bo’lsin. Agar 

/(x) funksiyaning x, nuqtadagi ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo’lib, 

/"(xj<0 C/‘"(^o)>0) bo’lsa, f  (x) funksiya x, nuqtada maksimumga 

(minimumga) erishadi.
y=f{x) funksiyaga ekstrcmum qiymat beruvchi nuqtalami ikkinchi 

tartibli hosila yordamida topish qoidasi:
1. /'(x) hosila topiladi.

2. Berilgan funksiyaning kritik nuqtalari, ya’ni /'(x)=0 bo’ladigan 

nuqtalar topiladi.
3. Ikkinchi tartibli hosila /"(x) topiladi.

4. Ikkinchi tartibli hosilaning ishorasi har bir kritik nuqtada 
lekshiriladi. Bunda agar ikkinchi tartibli lio.sila manfiy bo’lsa, u holda 
funksiya tekshirilayotgan nuqtada maksimumga, masbat bo’Lsa, 
minimumga ega bo’ladi. Agar ikkinchi tartibli hosila nolga tcng bo’lsa, u 
holda funksiyaning ckstrcmumini birinchi yetarli shart bo’yicha tekshirish 
yoki yuqori tartibli hosilalardan foydalanib tekshirishga to’ ̂  ri kcladi ( c) 

handga qarang).
5. Funksiyaning ekstrcmum nuqtalardagi qiymatlari hisoblanadi.



16.9- misol. /(x)=x'-9x’+24*-i2 funksiyani ikkinchi tartibli hosila 

yordamida ckstrcmumga tckshiring.
Yechilishi. Bcrilgan fimksiyaning birinchi va ikkinchi tanibli 

hosilalarini topamiz:

f{x)=3x^ -lSx +24 = з(х* - блг + s) / " 6(x- 3)  

з(х’ -бх+в)=о tcnglamadan x, =2. x, =4 statsionar nuqtalami topamiz. 

Topilgan ikkinchi tartibli hosilalaming har bir statsionar nuqtalardagi 
Lshoralarini aniqlaymiz; / ’’(2)=-6<0, ./"(4)=6>p.

Demak, x, = 2 nuqtada funksiya maksimumga /„(2) = 8, x, = 4

nuqtada ftmksiya minimumga /„(4)=4 cgaboMadi.

X* + 2x*16.10- misoI. f{x) = - ——  funksiyani ikkinchi tartibli hosila

yordamida ckstrcmumga tckshiring.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya R ning x = i nuqtadan tashqari barcha 

nuqtalarida aniqlangan va dificrcnsiallanuvchi. Funksiyaning birinchi va 
ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:

/ 'W  =
x(x^-3x-4)

{x -iy
. П х )  =14x + 4 

ix-\)* '

x{x’ -  3x - 4 ) = 0 tcnglamadan x, = - 1, x, = 0 , x, = 4  statsionar nuqtalami 

topamiz. Ikkinchi tartibli ho.silaning har bir .stat.sionar nuqtadagi 
ishorasini aniqlaymiz:

5
/"(-I) = - -  < 0 /'*(0) = 4 > 0. /-(4) = ^  > 0.

О 21

Shunday qilib, funksiya, ck.strcmum mavjud bo'lishining ikkinchi 

yctarli .shartiga ko‘ra, x, =-i nuqtada maksimumga: 0=^1



nuqtada minimumga: /„.(o)=o; x, = 4 nuqtada esa, minimumga: 

j  ega bo‘lar ekan.

16.11- misol. /(x )= (x -2 )‘* funksiyani ckstrcmumga tckshiring. 

Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli
hosilalarini topamiz: / ’(x)=4(x-2)3 , /"(x)=12fx-2)2.

4 (x- 2)*=o tcnglamadan x= 2  statsionar nuqta ckanligini topamiz. 

Ikkinchi tartibli hosila x = 2 nuqtada nolga aylanadi, shuning uchun 
clcstrcmumning birinchi ' yctarli sharti bo'yicha bcrilgan funksiyani 
ckstrcmumga tckshiramiz.

Ravshanki, Vxet/;(2), ya’ni x<2 uchun /'(x)=4(x-2)^ <0, 

Vxet/;(2), ya’ni x>2 uchun /'(x)=4(x-2^>0 => x>2 bo‘ladi.

Demak, bcrilgan funksiya, ckstremumning birinchi yctarli shartiga 
ko‘ra, x=2 nuqtada minimumga crishadi: /„ ( 2)=/(2)=o.

16.12- misol. /(x)=2sinx+cos2x funksiyani ikkinchi tartibli hosila 

yordamida ckstrcmumga tckshiring.
Yechilishi. Bcrilgan funksiya davriy funksiya bo‘lgani uchun uni 

ckstrcmumga tekshirishni [0,2я] kesmada olib boramiz. Funksiyaning 

birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini topamiz:
/ ' (x) = 2 cos X -  2 sin 2x = 2 cos x(l -  2 sin x);/*  (x) = -2  sin X -  4 cos 2x . 

2cosx(l-2sinx) = 0 tcnglamadan funksiyaning [O; 2x] kesmadagi

statsionar nuqtalarini topamiz: \  = ^ , Xj

Ikkinchi tartibli hosilaning har bir statsionar nuqtalardagi 
ishoralarini topamiz:

/■ ■ (f ]-3 < 0 , / ■ ( f )  = 2>0, / ■ ( f ]  = -3<0 , r ( f ]  = 6>0.



Shunday qilib, ftinksiya ckstrcmum mavjud bo'lishining ikkinchi 

yctarU shartga ko‘ra, x. = |  nuqtada maksimumga:

nuqtada minimumga; = minimumga;

x4*y  nuqtada esa, yana minimumga: = cga

bo‘lar ckan.
c) Ekstremmn mavjud bo'lLshiniiig uchinchi yetarli sharti, f ( x )  

funksiyaning x^e{a,b) nuqtada f\x^),f\x^),...,p ’\x^) hosilalari mavjud 

bo'lib, biror и>2 son uchun f \ x j  = f'{x^) = ..= 

= / ' ’■'40 = 0. bo'lsin.
Agar, fl) n juft son bo'lib {n=2m, meN), / ‘” (Xo) = / ' ’"4xo)<0 

tcngsizlik 0‘rinli bo'lsa, f ( x )  funksiya x, nuqtada maksimumga; 

/ ' ”(Xo) = / ‘'“‘(Xo)>0 tengsizlik 0‘rinli bo‘lsa, f{x) funksiya x, nuqtada 

minimumga cga bo'ladi.
b) n toq son bo‘lsa (л=2/и+7, meN), f  (x)  funksiya ckstrcmumga ega 

bo'lmaydi.

16.13-misol. Ushbu /(x)=(x-c)" funksiyani ckstrcmumga tckshiring. 

Yechilishi. Ravshanki, /'(c) = / ‘’40 = - = / ‘’’”W = o. / ‘”(с) = л!>0 
bo'ladi. Ekstrcmumning uchinchi yetarli shartiga ko'ra, n juft bo'lganda 
funksiya x = c nuqtada minimumga cga bo'ladi, n toq bo'lganda esa 
ckstrcmumga cga bo'lmaydi.

x’16.14 -misol. /(x) = cos X -1+Y  funksiyani ckstrcmumga tckshiring.

Yechilishi. Bcrilgan funksiya uchun /'{x)=-sinx + x bo'lib, /'(x) 

hosila x = o nuqtada nolga aylanadi. x = o statsionar nuqtada funksiyaning 
ikkinchi, uchinchi va to'rtinchi tartibli hosilalarini topamiz;



/"{x)=-cosx + I; / ”(0)=0; /■"{x) = sinx; /-(0)=0;
/ ‘‘'^(x)=cosx; /^^>(0)=l9t0.

Shunday qiJib, x=o statsionar nuqtada to'rtinchi tartibli, ya’ni juft 
tartibli, hosila noldan farqli bo'lib, /*'>(o)=i>o bo'lganligi uchun funksiya 

x=o nuqtada minimumga ega, va /„.(0)=0.

16.3. Funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topish. /(x) 

funksiya [a; i] segmcntda aniqlangan va uzluksiz bo'lsin. 

Vcyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko'ra, funksiyaning [a; 6] da eng 

katta hamda eng kichik qiymatlari mavjud va funksiya bu qiymatlarga 
segmentning nuqtalarida crishadi.

Funksiyaning eng katta qiymati qiiyiclagicha topiladi:
1) /(x) ftmksiyaning(o; i) oraliqdagi maksimum qiymatlari topiladi. , 

/(x) funksiyaning (<r,b) dagi hamma maksimum qiymatlaridan iborat 

to'plam {max/(x)} bo'lsin.

2) /(x) funksiyaning [o;i] segmentning chegarasidagi-, ya’ni x = a,x = b 

nuqtalardagi f[a) va /(a) qiymatlari hisoblanadi. So'ngra (max/(x)} 

to'plamning barcha clcmcntlari bilan f{a) va /(a) lar taqqoslanadi. Bu 

qiymatlar ichida chg katta.si /(x) funksiyaning [a; A] dagi eng katta qiymati 

bo'ladi. Xuddi shu usulda funksiyaning eng kichik qiymati ham topiladi.
Biror oraliqda uzluksiz bo'lgan funksiyaning eng katta va eng kichik 

qiymatlarini topish uchun:
1) bu oraliqda funksiyaning tegishli .statsionar nuqtalarini topish, bu 

topilgan statsionar nuqtalarni ckstrcmumga tekshirish va funksiyaning bu 
nuqtalardagi qiymatlarini hi.sobla.sh;

2) funk.siyaning oraliqning chetki nuqtalaridagi qiymatlarini topish ;
3) topilgan qiymatlarni funksiyaning oraliqning ichidagi nuqtalaridagi 

ckstrcmum qiymatlari bilan solishtirish kerak; bu qiymatlarning eng



kichigi va eng kattasi, mos ravishda, funksiyaning qaralayotgan oraliqdagi 
eng kichik va eng katta qiymatlari bo'ladi.

16.15- misol. Ushbu /(x) = x’ -4x+6 funksiyaning [-3;ю] oraliqda 

eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.
Yechilishi. 1) /'W  = 2x-4; /'(x) = 2x-4 = 0; bunda x = 2G[-3;10] 

statsionar nuqta boiadi. /'(x) hosila x = 2 nuqtadan o'tishda o‘z 

ishorasini.«-» dan «+» ga o‘zgartiradi.
Demak, funksiya ckstrcmumi mavjud bo‘lishining biririchi yctarli 

shartiga ko'ra, x = 2 nuqtada minimum qiymatga cga bo'ladi: /„(2) = 2.

2) /( -3 )  = 27./(io)=66. ^

3) Shunday qilib, funksiyaning [-3;lo] oraliqdagi eng kichik qiymati 

2 ga teng bo‘lib, funksiya unga oraliqning ichki nuqtasida erishadi, eng
Tcatta qiymati 66 ga teng bo‘lib, funksiya unga oraliqning o‘ng chetida 
erishadi: Л,*.«=/(2)=2. Л,^=/(ю)=бб.

16.16- misol. Ushbu /(x) = Vs-4x funksiyaning oraliqda eng

katta va eng kichik qiymatlarini toping.
Yechilishi. Berilgan funksiya [-l;l] oraliqda noldan farqli hosilaga

cga: /'(x)=- ,  ̂ . Bundan, funksiya eng katta va eng kichik qiymatiga
Iv5-4x . ,

'.oraliqning chetki nuqtalarida erishadi: /(-l)=3, /(l) = i.

Shunday qilib, berilgan funksiyaning [-1; i] oraliqdagi eng katta 

qiymati з ga, eng kichik qiymati esa i ga teng:.

/f»l Ьк» = /{■ 0 “ /••ifacMt ~ /0 ) = ̂  •

16.17-misol. /(x)=arccosx’ funksiyaning 

katta va eng kichik qiymatlarini toping.

2 ’  2
oraliqdagi eng

, Yechilishi. Berilgan funksiya qaralayotgan oraliqda/'(x) = -- 2x

/ F ^



hosilaga cga. —p i =  = o tenglamadan x = o statsionar nuqtani topamiz.

f'{x) hosila x = o nuqtadan 0‘tishda o‘z ishorasini «+» dan «-» ga

0‘zgartiradi.
Demak, berilgan funksiya x = o nuqtada maksimum qiymatga 

cri.shadi: /„„(0) = ̂ .  Funksiyaning oraliqning chetki nuqtalaridagi

qiymatlari /(±-Я/2) = у .

Shunday qilib, funksiyaning А - ё .  
2 ’ 2

oraliqdagi eng katta qiymati

/(0) = Y ga, eng kichik qiymati esa f ( ± S i 2)=^  ga teng.

16.18-misol. Konserva bankasi radiu.si r  va balandligi h boMgan 
silindrdan iborat. r va Л lar orasidagi munosabat qanday bo'lganda to‘la • 
sirti o‘zgarmas bo'lgan konserva bankasi eng katta hajmga ega bo‘ladi?

Yechilishi. Konserva bankasining to'la sirtini S  bilan belgilaymiz. 
Ma’lumki,

S = 2лг’ +2ЛТ-Л, h = const, (1)

bundan/i = -^— r. Konserva bankasining hajmi v = nr^h = -r-7 cr \
In r 2

Demak, masala r(r) = ̂ r - x r ’ funksiyaning eng katta qiymatini 

topishga kcltirildi. Shuning uchun bu funksiyani maksimumga 

tekshiramiz. K’(r)= ^-Зхг', r>o ekanligini e’tiborga olib.

16n

bo'lishini topamiz.



Funksiya ckstremumga ega bo‘lsa, u faqat f = ̂  nuqtada ega

bo‘lishi mumkin. bo'lganda K'(r) = 3ff|^^-r’j>o bo'ladi. ' ' > J ^

bo'lganda csa, И'(г)<0 bo'ladi.

Demak, funksiya ckstremumga ega bo‘lishining birinchi yetarli 

shartiga asosan, VCrJ funksiya = nuqtada maksimumga crishadi. 

Endi konscrva bankasi, eng katta hajmga ega bo‘lishi uchun г bilan h 

orasida qanday bog'lanish borligini aniqlaymiz.(l) bilan (2) dan -  = 2 ,

h=2r. Demak, eng katta hajmga ega bo'lgan konscrva bankasini yasashda 
uning balandligini diametrga teng qilib olish yetarli.

16.4. Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi. Funksiya 
grafigining cgilish (bukilish) nuqtalarini topishda qavariq to'plam va 
qavariq funksiya tushunchasi muhim ahamiyatga ega. Shuning uchun biz 
awalo qavariq to‘plam va qavariq funksiya tushunchalarini beramiz.

Bo‘sh bo'lmagan G {Gc.R^) to'plam bcrilgan bo‘l.sin.

У

о)

16.7-chivna.



16.3-ta’rif. Agar G to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi bilan birga 
ularni tutashtiruvclii kcsma ham shu to‘plamga qarashli bo‘lsa, G -  
qavariq to'plam dcyiladi. Boshqacha aytganda, agar ' ^x,yeG  va barcha 

Xe[0;l] uchun Хг+(1-Х)у'бС bo‘lsa, G -  qavariq to'plam deyiladi.
16.7-a)-chizmadagi to'g'ri to'rtburchak, doira, uchburchaklar 

qavariq to'plamlarga misol bo‘la oladi, 16.7-i)-chizmadagi shakllar esa, 

qavarig bo'lmagan to'plamlardir. Yagona clcmcntli va bo'sh to'plamlami 
ham qavariq to'plam deb qarash mumkin.

16.4- ta’rif. Agar ixtiyoriy x ,yeG,  хФу nuqtalar va barcha Xe(0,l) 

sonlax uchun X*+(1-X)j' -  G to'plamning ichki nuqtasi bo'lsa, G -  

qatiy qavariq to'plam deyiladi. Masalan, doira qat’iy qavariq to'plam 
bo'ladi, parallcpiped csa qat’iy qavariq to'plam emas.

f(x) funksiya G -  qavariq to'plamda berilgan bo'lsin.

16.5- ta’rif. Agar Vx.y-eG va VXe[0;l] uchun

/(Xx+(1-X)>>) ^ X /W +(l-X )/(> )

tengsizlik o'rinli bo'lsa, qavariq G to'plamda aniqlangan va chekli /(.x) 

funksiya deyiladi (16.7-a)-chizma).

16.6- fa’rif. Agar ' ^x ,yeG,  хФу nuqtalar va VXe(0;l) uchun

/(Xx+(1-X)>) < X /(x)+(l-X )/(y)

qat’iy tengsizlik bajarilsa, /(x) funksiya G to'plamda qatiy qavariq 

deyiladi.

16.7- ta’rif. Agar g(-x)=-/W funksiya qavariq Gc.10- to'plamda 

qavariq bo'lsa, /(x) funksiya G to'plamda botiq deyiladi (16.8-6)- 

chizma).

Misollar. 1) /(x)=|.x|, xeR,  funksiya qavariqdir, chunk! Vxj, 

^i^R, х\Фх1 nuqtalar va VAe[0;l] uchun

|Ax, -f (i -  A|jc,| + (l -  A)(x21 tengsizlik o'rinli bo'ladi.



2) ./(.т)=е' funksiya R da qafiy qavariq ftmksiyadir, chunki 

V̂ „ ̂ 2 6 Л. x^* Xj nuqtalar va VA e (0,l) uchun

tcngsizlik bajariladi.
3) /(д)=-е* funksiya R da botiq funksiya bo'ladi.

Amaliyotda, ko‘pincha, funksiya grafigi qavariqligi (botiqligi)ni 
tckshirishda yuqoridagi kchirilgan ta’riflarga ekvivalient bo‘lgan quyidagi 
ta’riflardan foydalaniladi.

y = f{x) funksiya (a,b) oraliqda bcrilgan bo‘lsin. Agar y = f(x) 

funksiyaning grafigi (a,b) oraliqning ixtiyoriy nuqtasidan o'tkazilgan 
urinmadan yuqorida (pastda) yoLsa, bu funksiyaning grafigi qavariq 

dcyiladi (16.7-a), 16.8-6) chiznialar).

Hosila yordamida funksiya grafigining qavariqligi va botiqligini 
tckshirish mumkin.

y = f{x) funksiya (q.b) oraliqda chckli f'{x) hosilaga cga bo'lsin.



16.5- teorenia. f{x) funksiyaning grafigi (a,b) oraliqda qavariq (qaf iy 

qavariq) bo'lishi uchun, uning f'{x) hosilasining shu oraliqda kamayuvchi 

(qaf iy kamayuvchi) bo'lishi zarur va yctarli.
16.6- 1еогсша. f{x) funksiyaning (a,b) oraliqda botiq (qafiy botiq) 

bo'lishi uchun, uning f'{x) hosilasining shu oraliqda o'suvchi (qafiy 

o'suvchi) bo'lishi zorur va yctarli.
y = f{x) funksiya {a.b) oraliqda ikkinchi tartibli hosilaga cga bo'lsin.

16.7- teorema. f{x) funksiyaning ^a fg i (a,b) oraliqda qavariq 

(botiq) bo'lishi uchun /'(x)sO (/'(x)^0) tengsizUkning o'rinli bo'lishi 

zarur va yctarli.
16.19-uiisoI. Ushbu f(x)=x^-2x^+6x-^ funksiya grafigining 

qavariqlik va botiqlik oraliqlarini toping.
Yechilishi. f'{x)=4x^-6x^+6, f ’{x)= \2x^-\2x=^\2{x^-x)=\2x(x- 

1) larni topamiz. Ravshanki, (-oo;0) va (1; oo) oraliqlarda /'(jc)>0 

tcngsizlik o'rinli, ya’ni bu oraliqlarda funksiyaning grafigi qavariq boiadi, 
(0, 1) oraliqda esa /"(jc)<0 tcngsizlik o'rinli, ya’ni bu oraliqda 

funksiyaning grafigi botiq bo'ladi.
16.5. Funksiya grafigining egilish nuqtalari. /(.t) funksiya x„ 

nuqtaning biror (/< (xj (5 > o) atrofida aniqlangan bo'lsin.

16.8-ta’rif. Agar / ( x )  funksiya t/;(.Vo) oraliqda botiq (qavariq) 

bo'lib, oraliqda csa qavariq (botiq) bo'lsa, ya’ni /(.>■) funksiya

nuqtadan o'tishda o'z qavariqligining yo'nali.shini o'zgartirsa, u holda x̂  

nuqta /(x ) funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi, bu holda (x,,, / ( x j )  nuqta 

/(x) funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

Agar x„e{a,b)- f(x)  funksiya grafigi egilish nuqtasining ab.ssis.sasi 

bo'lsa, bu nuqtada ikkinchi tartibli hosila mavjud bo'lishi ham, 
bo'lmasligi ham mumkin.



Funksiyaning iklcinchi tartibli hosilasi nolga aylanadigan yoki mavjud 
bo'lmaydigan nuqtalar II tur kritik nuqtalar deyiladi. Bu nuqtalarda 
cgilish mavjud bo'lishi ham, bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, x = o

nuqta y = x' va y = x' funksiyalar uchun cgilish nuqtasi bo'lib, ^ =

funksiyaning x = o nuqtada ikkinchi tartibli hosilasi mavjud, = 

funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi esa, mavjud emas.
16.8- teorema (cgilish nuqtasi bo‘lishning zaruriy sharti). Agar 

M(x,j(x,]) nuqta f{x) funksiya grafigming cgilish nuqtasi bo'lib, f{x) 

funksiya Xq nuqtada ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'Isa, и holda /'(x,)=o 

bo'ladi.
Bu shart funksiya grafigi cgilish nuqtasiga cga boMishi uchun yctarli 

shart bo‘la olmaydi.

Masalan, f{x)=x* funksiyaning f"{x)=\lx^ hosilasi x = o nuqtada 

nolga aylanadi, lekin funksiyaning grafigi л/(о;о) nuqtada cgilishga cga 
cmas.

16.9- tcorema (cgilish nuqtasi bo'lishning birinchi yctarli sharti). f{x) 

funksiya x„ nuqtaning biror atrofida ikkinchi tartibli hosilaga ega va 

/"(•>̂ o)=0 bo'lsin. U holda, ko'rsatilgan atrofdaf"{xg) ikkinchi tartibli 

hosila X, nuqtaning chap va o'ng atrofida har xil ishoraga ega bo'lsa, и 

holda А/(хц,/(х,)) nuqta f{x) funksiya grafgining egilish nuqtasi bo'ladi.

16.10- tcoreiiia (cgilish nuqtasi bo'lishning 'ikkinchi yctarli shaili).
Agar f{x) funksiya x„ nuqtada chekli uchinchi tartibli hosilaga ega va bu 

nuqtada /"(xq) = 0, /'"(■*o)’‘0 shartlarni qanoatlantirsa, и holda

nuqta f{x) funksiya grafgining egilish nuqtasi bo'ladi,

16.11- tcorcma (cgilish nuqtasi boiishning uchinchi yctarli sharti). 
m l -  birorJuf son bo'lsin. Agar f{x) funksiya x„ nuqtaning biror atrof da



„ hosilaga, x, nuqtaning o'zida esa h + i tartibli hosilaga ega bo'lib,

yoi(xJ=/‘'’(xo)=- = / * " H ' f o ) = o . shartlar bajarilsa, и holda 

A/(x,./(*o)) f{x) funksiya grajigining egilish nuqtasi bo'ladi. 
у 3 /(x) funksiya grajigining egilish nuqtalarini topish qoidasi:

1. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f ’{x) topiladi;

2. у = /(x) funksiyaning II tur kritik nuqtalari, ya’ni f"(x) hosila 

nolga aylanadigan yoki uzilishga ega bo'lgan nuqtalar topiladi;
3. Topilgan kritik nuqtalar f{x) funksiyaning aniqlanish sohasini 

oraliqlarga ajratadi. Bu oraliqlarda ikkinchi tartibli f [ x )  hosilaning 

ishorasi tekshiriladi. Agar bunda x„ kritik nuqta qavariqlik va botiqlik 

oraliqlarini ajratib tursa, x„ nuqta funksiya grafigining egilish nuqtasi 

abssissasidan iborat bo'ladi;
4. Funksiyaning egilish nuqtalaridagi qiymatlari hisoblanadi.
16.20- misoI. /(x)=6x’-x’ funksiya grafigining cgilish nuqtalarini 

toping.
Yechilishi. 1. /'(x)=l2x-3x\ /'(x)=l2-6x.

2. /"(x)=0=^ i2-6x=o, ya’ni x = 2 yagona kritik nuqta.

3. (-oo;2) oraliqda /'(x)>0, (2;+i) oraliqda esa, /'(x)<0 bo'lgani 

uchun 16.9-tcorcmaga ko'ra, x = 2 nuqta funksiya grafigi cgilish 

nuqtasining abssis.sasidir.
4. Bu nuqtaning ordinatasini topamiz;/{2)= 16.

Shunday qilib, (2;1б) -funksiya grafigining cgilish nuqtasi bo'lar

ckan.

16.21- inisoI. /Гх;=Зх"-8хЧбх* +12 funksiya grafigining qavariqlik, 

botiqlik oraliqlarini va egilish nuqtalarini toping.
Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 

hosilalarini topamiz:



36x=-48x+i2 = o tenglamadan x̂  = I va дс̂ = -  ildizlami topib, funksiyaning

ikkincM tartibli hosilasining 1 va 1/3 nuqtadagi qiymatlarini hisoblaymiz:

./1^,=1. /"(1) = 0, /" k l= 0 -

Quyidagi jadvalni luzamiz:
X 1-oo< r < -  

3
1 , — <X<1
3

K x <00

sign/“ + - +

fix) u

qavariq
n

botiq
u

qavariq

esaShunday qilib, (•'.“) oraliqlarda /'(x)>0 , Q ;ij oraliqda

/*(x)<o bo'ladi.

Dcmak, 16.7-teoremaga asosan, | - “;jjva(i;«) oraliqlarda funksiya

grafigi qavariq, ^j;ij oraliqda botiq. д:, = l,X j= j nuqtalardan o‘tishda

f'{x) hosila o‘z ishorasini o'zgartiradi. U holda, 16.9-tcorcmaga asosan,

Q j^jnuqtalar bcrilgan flinksiyaning grafigi uchun cgilish

nuqtalari bo'hdi. . . .  . -

16.22-niisoI. Ushbu /x; = х‘-бх'+ 6x-i funksiya grafigining qavariqlik, 

botiqlik oraliqlarini va cgilish nuqtalarini toping.
Yechilishi. f[x) funksiyaning birinchi, ikkinchi va uchinchi tartibli 

hosilalarini topamiz:

f(x) = Ax .̂\2x-6. f'(x) = Ux^.U = l2(x^-\). f"'(x) = 2Ax



12(х»-1) = о tenglamadan х, =-i va x, = i. Bu nuqtalarda /"(±i) = o va 

y."(±l)^0. Quyidagi jadvalni tuzamiz:

X - 0 0  <X<-1 -1<X<1 1 <x  < и

sign /" + - +

W ) u

qavariq
n

botiq
u

qavariq

Bu jadvaldan, 16.7-teoremaga asosan, berilgan funksiyaning grafigi 
j(l;+00)oraliqlarda qavariq, oraliqda esa, boliqligiga ishonch 

hosil qilamiz.
/"'(±i) = o bo‘lganligi, hamda x = ±i nuqtalaming chap va o‘ng 

tomonlarida f ’{x) hosila o‘z ishorasini o'zgartirgani uchun x = ±l 

nuqtalar funksiya grafigi egilish nuqtalarining abssissalari bo'ladi, ya’ni 
(-1; o) , (i; - 12) nuqtalar funksiya grafigining egilish nuqtalari bo‘ladi.

(_1;0) , (i;-l2) nuqtalar funksiya grafigi uchun egilish nuqtalari 

ckanligini, boshqa usul, ya’ni 16.11-tcorcma orqali ham ko'rsatish 
mumkin.

Haqiqatan ham, /"(±i) = o, / 'w  = 24x, bo'lganligi

uchun, 16.10-teoremaga asosan, (-i;o) , (i;-i2) nuqtalar funksiya grafigi 

uchun cgilLsh nuqtalari bo‘lar ckan.
16.23-misol. /f'x;.-=xsinrinx; (x>Q) funksiya grafigining qavariqligi, 

botiqliq oraliqlarini va egilish nuqtalarini toping.
Yechilishi. Bcrilgan funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli 

ho.silalarini topamiz:

f'(x) = sin /In x; + xcos/ln .xj • ̂  = sin (In x) + cos/ln x). 

f"(x) = cos/ln дс/ • — -  sin /In Xy) • — = ̂ cos^ln



=г*’*’(* = о,±1,±2,...) nuqtalarda f.(x) = o bo‘ladi.

- — +2Jcjt<lnx<-+2 kx (* = 0,±1,±2,...) oraliqda / ’(x)>o,
4 .4

i+ 2 * x < ln x < — +2*;r (* = 0,±I,±2,...) oraliqda csa / '(x )<  0 bo'ladi
4 4

Shunday qilib,
~̂ 2кй ’ 2̂Jш

e * <x<e* , (* = 0,±1,±2....)

oraliqda flinksiya grafigi qavariq,

< X < e ̂  = 0,±1.±2,...)

oraliqda boliq,

• Г г
(к = 0+1,±2....)

nuqtalar csa, funksiya grafigining egilish nuqtalari bo'ladi.
16.24-misol. Tenglamasi parametrik shaklda bcrilgan ushbu

x = / e', y=t e'',i > 0 (*)

funksiya grafigining egilish nuqtasini toping.
Yechilishi. Ma’lumki, (*) tcnglama bilan berilgan y = f{x) 

flinksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari quyidagi formulalar 
bilan topiladi;

> ; = 4 .  у’„={у: у - \ - , х, фо.

Bunda y, =e~'(l-0, X, =e'(l+/) {y')\
(! + /)> ■

Shunday qilib, y’̂  = - — ^   ̂ ikkinchi tartibli hosila / = V2 da
(1 + 0

nulga aylanadi va у / = >/2 nuqtadan 0 ‘iishdan o‘z ishorasini o'zgartiradi. 
Parametrning bu qiyrnatida у  = f(x) funksiyaning grafigi egilish nuqtasiga



cga bo'ladi. Parametrning 1 = Г  qiymatiga funksiya grafigining 
to‘g‘ri kcladi.

Demak, (VTe'^; ■Уг-е"’") nuqta funksiyaning grafigi uchun egilish 

nuqtasi bo‘Iadi.
16.25-misol. a, b, c koeffitsiyentlarning qanday qiymatlarida ushbu 

/(x )  = + ftx’ + « '  + Л  + e

funksiyaning grafigi egilish nuqtasiga ega boiadi.
Yechilishi. Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasirti topamiz: 

f'{x) = l2ax  ̂+6bx + 2c. Funksiyaning grafigi egilish nuqtasiga ega bo'lishi 

uchun бох'+зйх+с = о tenglama ikkita har xil haqiqiy ildizga ega bo'lishi 
zarur va yetarli, yoki 3*’ - 8oc>о shart bajarilishi kcrak.

16.6. Qavariq funksiyalarning tengsizliklami yechishda qo‘llanilishi. 
Qavariq to‘plamlar va qavariq funksiyalar tushunchasi klassik asosiy 
tengsizliklami isbot qilishda muhim rol o'ynaydi. Asosiy klassik
tcngsizliklar ichida eng muhimi Yensen tcngsizligi hisoblanadi. Qolgan 
klassik tcngsizliklar, xususiy holda, ya’ni natija sifatida, Yensen
tcngsizligidan kclib cliiqadi. Shuning uchun Yensen tcngsizligini qavariq 
funksiya ta’rifidan foydalanib, batafsil isbot qilamiz.

Teorenia (Yensen tengsizligi .̂___ f{x) funksiya biror

(a,b)intervalda qavariq funksiya bo'lsin. x,,Xj....x, lar - {a,b) intervaldan

olingan ixtiyoriy nuqtalar, laresa, ixtiyoriy musbat sonlar bo'lib,

ulaming yig'indisi 1 ga teng bo'lsin. U holda
/(A,x, +.... + A,x.) £  A|/(x,) + A ,/(x,)+... + A./(x,) (1)

tengsizHk o'rinli. Odatda (1) tengsizlik - Yensen tengsizligi deyiladi.
Isboti. Shartga ko'ra у = f{x) qavariq funksiya bo'lgani uchun uning 

Srafigini 16.9-chizmada berilgan ko'rinishda tasvirlash mumkin. y = f{x) 

funksiya grafigidan abssissalari .....x, bo'lgan Ai,A2,...,A„ nuqtalarni



olib, bu nuqtalarga massalari boMgan yuklar joylashtirilgan,
deb faraz qilamiz. Unda fizikadan ma’lumki, bu nuqtalardagi massalar 
markazining koordinatalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi;

I ' ”, Z/".\  1.1 1.1

16.9-chizma.

Д Д ,....nuqtalar qavariq funksiya grafigining yuqorisidag*i qavariq

to'plamda yotganligi uchun ular massalarining markazi ham shu qavariq 
to'plamda yotadi. Shuning uchun massalar markazi -  M nuqtaning

ordinatasi y = f{x) funksiya grafigidagi abstsissasi -----  bo‘lgan

I "'

nuqtaning ordinatasi dan kichik bo'lmaydi, ya’ni

\ m,+irij + , , + wi, j ff\+m,+... + w.



tcngsiziik 0‘rinli bo'Iadi. Bunda ..m, = Л, deb olsak, (1) Yensen

tpngsizligi isbot boMadi. (1) va (2) tcngsizliklar o'zaro ckvivalcnt. 
Haqiqatdan ham, (1) tcngsiziikni isbot qilish davomida (2) tcngsiziikni

isbot qildik, agar (1) da Я, = ^  ̂ olsak, natijada (2)

tcngsiziikni ham Yensen tcngsizligi deb aytish mumkin.
Agar f{x) botiq funksiya bo'lsa, u holda (1) va (2) Yensen 

tcngsizliklaridagi tengsizlik ishorasi qarama-qarshisiga o'zgaradi. Bunga 
ishoneh hosil qilish uehun - /(x) qavariq funksiyani qaiash yetarli:

16.25-misoI. Ushbu

{a,bj +....+a^b^y ^ (a ,* + O j + ...+  a l) [b̂ ' +  bl + . . . + b ' )

Koslii -  Bunyakovskiy tcngsizligini isbot qiling. Bunda o, va b, (; = 1,и) 

lar ixtiyoriy musbat sonlar.
Isboti. Ravshanki, y = x̂  qavariq fiinksiyadir. Shu sababga ko‘ra, 

bu funksiya uchun Yensen tengsizligini qo‘lIash mumkin:

/"ffj.x,+/П.Х,+... + OT X Y m.x/+ m ,x/+....+ Ш X ’ , .ч_!_!-----^ _!_i------------------------ L-:---------- :-JL_ > 0)
m, +  Wj + .. .  +  Ш. )  n\ +  n»j + .. .  +  m,

Bundan (m,x, + .... + ^ + tengsizlik kclib

chiqadi. Bu yerda m^=b,^, Xj=— deb oKsak, Ko.shi -  Bunyakov.skiy 

tcng.sizligi isbot boMadi.
16.26-misoI: 0 ‘rta arifmctil: va o‘rta geometrik miqdorlar haqida 

Koshi tcngsizligini, ya’ni

—---- ----------s-Svx,..jf, lx, >0,/ = l,nj
n

tcngsiziikni isbotlang.
Yechilishi. Bu tcngsizlikning ikkala tomonini logarifmlash

natijasida



Inf i  Jt + 1дг + ... + IS -In  дг, + i  In л, +... + -In  JT.
\ n  ' Л n  J  n  n  n

tcngsiziikni hosil qilamiz. Bu tengsizlik Ycnscn tcng.sizligini c.slatadi, 
lekin tengsizlik qarama -  qarshi ishorali, chunki inx ftinksiya qavariq

cmas, lekin -inx funksiya qavariq bo'ladi. Shuning uchun A, = -(/ = Гй)
n ’ •

deb olib, -Inx funksiya uchun Yensen tcngsizligini qo‘llasak, natijada 
Koshi tcngsizligini hosil qilamiz.

16.27-misol. Ushbu

•-I \»i J \i-i J P Ч

tcngsiziikni (Gcldyor tcngsizligini) isbotlang.
Yechilishi. Ravshanki, x>Q,p>\ boiganda y = x'  funksiya 

qavariq funksiya. Demak, bu funksiyaga (2) Yensen tcngsizligini qo‘llash 
mumkin.

. S ' ”' I™.

i
Bu tcngsiziikdan, 2]m,x, ' fSw .x/V  Shartga ko‘ra, —+ i  = l

\<»-i /  \**i J P Я

bo'Igani uchun, Buni e’tiborga olgan holda, keyingi

'Zm,x, S X»',

tcngsiziikdan

bo'lishi kelib chiqadi. Bu tcngsizlikda m^=b,^, x,. =а,Л,'"’ deb olinsa, u 

holda isbot qilinishi kcrak boMgan Geldyor tcng.sizligi kelib chiqadi.



16.28-misol. Ushbu

+ ф ,.А  +/>,)....(a. + b,) ia„b,>0)

Minkovskiy tcngsizligini isbotlang.

Yechilishi. Tengsizlikning ikkala tomonini ^о,о,..л, ga bo'lamiz 

natijada

1 +

6, b,tcngsiziikni hosil qilamiz. Bunda x, =ln-i-, deb tcngsiziikni

t ■/ V
quyidagi 1 + e"' 5ГД1+ c''j” ko'rininshga kcltiramiz. Tengsizlikning 
ikkala tomonini logarifmlash natijasida

^■“l^ I - ln l l  + e ')In 1 + e'

ni hosil qilamiz. y = In(l + e') funksiya qavariq funksiya. Keyingi 

tengsizlik y = ln(l + e') uchun Yensen tengsizligini ifodalaydi.

. 16.7. Funksiyalarni to'Iiq tekshirish 
va ularning grafiklarini chizish

Biz III bobning yuqoridagi paragraflarida funksiyalaming o'zgarish 
xarakterini hosilalar yordamida o‘rgandik. Funksiyaning o‘zgarish 
xarakterini hosila yordamida o‘rgani.sh funksiya grafigini aniqroq 
yasashda muhim rol o'ynaydi.

Funksiyalarni to'liq tekshirish va ularning grafiklarini yasashni quyidagi 
sxema bo'yicha olib borish maqsadga muvofiiq bo'ladi:

1. Funksiyaning aniqlanish sohasini topish.
2. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini topish.
3. Funksiyaning juft, toqligi hamda davriyligini aniqlash.



4. Funksiya grafigining o‘qlar bilan kcsishish nuqtalarini topish.
5. Funksiyaning ishorasi saqlanadigan oraliqlarni aniqlash.
6. Funksiya grafigining asimptotalarini topish.

7. Funksiyaning monotonlik oraliqlarmi topish va ekstremumga 
tckshirish.

8. Funksiya grafigining qavariqligi hamda botiqligini aniqlash, cgilish 
nuqtalarini topish.

9. Funksiyaning grafigini chizish.

16.29-misol. /(x) = x^-3;t^+4 funksiyani to'liq tekshiring va 

grafigini chizing. •
Yechilishi. Berilgan funksiya R da aniqlangan, uzluksiz va 

diffcrcnsiallanuvchi. Funksiyaning grafigi asimptotalarga cga cmas,
lim = lim /(x ) = + « .

Berilgan funksiyani ushbu f(x)=(x+\)(x-2Y ko'rinishda tasvirlaymiz. 

(x+iX)f-2y = o tcnglamadan x,=-i, x, = 2 nuqtalar /(x)=o tcnglamaning 

ildizlari ckanligini topamiz.
Demak, funksiyaning grafigi (-i;o)t(2;o) nuqtalarda abssissa o‘qi 

bilan, (0;4) nuqtada esa, ordinata o‘qi bilan kesishadi.

Funksiyani ekstremumga tekshiramiz:
/'(r) = 3x’-6x=3x(x-2).Bundan birinchi tartibli ho.sila x, =o, Xj = 2 ‘ 

nuqtalarda nolga aylanishi kclib chiqadi, ya’ni bu nuqtalar-kritik nuqtalar 
bo'ladi. x6(-»;0) bo'lganda /'(x)>o, xe(0;2) bo‘lganda

/'(x)<o, xe(2;+®)bo‘lganda esa, /'(*)>о bo'ladi.

Shunday qilib, funksiyaning birinchi tartibli /'(x)hosilasi 

X|=onuqtadan o'tishda o‘z ishorasini «+» dan «-» ga, x, = 2 nuqtadan 

0 tishda esa, «-» dan «+» ga o'zgartiradi. Demak, ekstremum mavjud 
bo lishining birinchi yctarli shartiga a.sosan, funksiya x, = о nuqtada



gamaksimum ^/™(0 ) = 4j ga, *, = 2 nuqtada esa minimum ^/„„(2) = oj

cga boiadi. Funksiya grafigini chizishda qulaylik uchun, funksiya 
to‘g‘risida yuqorida olingan ma’lumotlar yordamida quyidagi jadvalni 

tuzamiz:

1-jadval.
X (-®;0) 0 ( 0 ;2 ) 2 (2;+®)

sign y ‘ + 0 - 0 +

;/ = /(x)funksiyaning 

0 ‘zgarishi
/ /„(0) = 4 /™ „ (2 )=

/

Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz: f \ x )  = 6(x -1). 

Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi x = i nuqtada nolga aylanadi, ya’ni 
x = l nuqta Il-tur kritik nuqta bo’ladi. x € ( -« ; l )  da / " ( x )< 0 ,  x 6(1;+®)da 

esa / " ( x ) > 0 .  Demak, 16.7-teoremaga asosan, (-®;i) oraliqda 

funksiyaning grafigi botiq, (i;+®) oraliqda qavariq, x = i nuqta funksiyaning 

grafigi cgilish nuqtasining abssissasi bo'lib, (i;2 ) nuqta egilish nuqtasi 

bo'ladi.
2-jadval

X ( ^ ; i ) 1 (1;+®)

sign / " - 0 • +

>  = / ( x )  funksiya grafigi qavariq- 

ligining yo'nalishi.

n
t ( 1 :2 ) i

u

Yuqoridagi m ulohazalar va 1-,-2-jadvallar yordam ida funksiyaning 

grafigini (16.10-chizm a) chizam iz.



h'
ч
I
I

i  r ‘

1 6 .1 0 -ch ivn a .

(x-lV16.30-misol. /(r) =----- r funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini
(*+i)

chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiya R ning x = -l nuqtadan tashqari barcha 

nuqtalarida aniqlangan. Ravshanki, funksiya grafigi, mos ravishda, (i;0 ) 

va(o,l) nuqtalarda abssissa va ordinata o‘qlarini kesadi,*<-i da funksiya 

manfiy, x>-i da csa, musbat. Funksiya x = -l nuqtada Il-tur uzilishga cga 
va iiiny(x) = -oo, iimy(x) = +<io bo'lgani uchun x = -i to‘g‘ri chiziq

funksiya grafigi uchun vertikal asimptota, y = o to‘g‘ri chiziq esa, 

gorizontal asimptota.
Berilgan funksiya davriy ham emas, juft ham emas va toq ham

cmas.

Funksiyani ekstremumga tekshirish uchun uning birinchi tartibli 
ho.silasini topamiz:

-6x + 5
/ 'W  = -

(x-l)(x-5)
(x + l /  (x + l /

Birinchi tartibli / '(x )  ho.sila x, =l va Xj=5 nuqtalarda nolga 
aylanadi, ya’ni bu nuqtalar kritik nuqtalar bo 'lad i. xe(-<»; t) 
/4 » )< o . X6(i, 5) da / ’(x)>o, xe(5,+co)da csa / '(x ) < 0  bo 'lad i. Dcm ak,



/'(*) liosila X, =1 nuqtadan o ‘tishda o ‘z ishorasini «-» dan «+» ga 
o‘zgartiradi, x, = 5 nuqtadan o 'tishda csa, «+» dan «-» ga o ‘zgartiradi. 
Shunday qilib, funksiya x, =i nuqtada m inim um  / „ ( i )  = o qiymatga, x, = 5

2
nuqtada csa, m aksimum = —  qiymatga cga bo‘ladi.

1-jadval

X (-x;l) 1 (i;5) 5 (3;®) X<-1 -1 X>-1
sign/' . - 0 + 0 - - W

y = f b ) ~
■ funksiyaning 

0 ‘zgarishi

0 / 2
27

Manfiy M usbat

Funksiyaning qavariqlik, botiqlik oraliqlari va cgilish nuqtalarini topamiz:
2(x=-I0x + 13)

/••(x) = -
(x + l)’

Ikkinchi tartibli hosila x, =5+лЯ2, x, =5--Л 1 nuqtalarda nolga

aylanadi, ya’ni bu nuqtalar I l- tu r  kritik nuqta bo’ladi. хб(-оо;5->Я2) 

da/"(x)> o ,x6^-> /i2  ;5+Vi2)da /"{x)<o.xe(5+-yi2;+«)da csa/"(x)>o.

Dcm ak, oraliqda funksiya grafigi qavariq

(5-Vi2;5+Vi2)oraliqda botiq, (5 + -Л2 ,+х) oraliqda qavariq.
Shunday qilib, x, =5 + 2-Л ,x, =5-2-Уз nuqtalar funksiya grafigi 

cgilish nuqtalarining abssissalari bo’lib, (5 + 2л/3; 0,0659) va 

(5-2-Л; 0,0196) nuqtalar cgilLsh nuqtasi bo’ladi.

2-jadval

X (-» ;5 -2л /з) 5- 2S (5-2>/з,5 + 2л/з) 5+ 2V3 (5 + 2-Л ,+«)

sign f + 0 - 0 +

7U)funk.siya
grafigi
qavariqligining
yo'nalishi.

KJ 0,0196 n 0,0659 i



Yuqoridagi midohazalar va 1-, 2- jadvallarga binoan bcrilgan 
funksiyaning grafigini (16.11-chizma) chizamiz.

16.31-misoI. Ushbu
1 6 .1 1 -c h im a .

y  = / W  = 2 + cosx

funksiyani to'liq tekshiring va grafigini chizing.
Yechilishi. Berilgan funksiya R da aniqlangan uzluksiz, toq va 2я 

davrga cga bo‘lgan davriy funksiya, koordinata boshi, simmctriya markazi 
bo‘ladi. х=*д (* = o,±i, ±2,...)da y = obo‘Iadi. Ravshanki, uning ishorasi 

sinx ning ishorasi kabi bo'Iadi, ya’ni sign(y)=sign(sinx). Funksiya davriy 

bo‘lgani uchun tekshirishni [o,2x] da olib borish yetarli.

Funksiya grafigi asimptotaga ega emas. Funksiyaning birinchi 
tartibli hosilasini topamiz:

l + 2cosx
/ 'W  =

(2 + cosx)^

Birinchi tartibli / '(x )  hosila x, nuqtalarda nolga aylanadi, ya’ni

bu nuqtalar kritik nuqtalar boMadi.



XG Jo:yJ: X :2л] larda /'(X) > 0. X 6 ( y  :yjlarda f \x )  < 0 bo‘ladi. 

Shuning uchun -̂ i nuqtada maksimumga, ya’ni /„ „ |y j = ;y; 

= ̂  nuqtada esa, minimum ga, ya’ni = cga bo'ladi.

1-jadval.

X 3 ( t t̂ )
Ak

T ( t H

sign/' + 0 - 0 +

y = m -

funksiyaning
o'zgarishi

1
л/3

\ 1
■>/3

Endi, funksiya grafigining qavariqlik, botiqlik oraliqlari va cgilish 
nuqtalarini topamiz: buning uchun awalo, funksiyaning ikkinchi tanibli 
hosilasini topamiz:

■■ 2sinx(cosx-l)
У \i ' ^(2 + cosx) r

X6(0;w)da /"(x)<0,xe(ff; 2л) da /"(x)>0 bo’ladi.

Demak, (^;0)oraliqda funksiya grafigi botiq, (ff;2^)oraliqda esa,

qavariq bo’lib, (0 ;л) nuqta cgilish nuqtasi bo‘ladi.2-jadval.

X (0.Л) я (я;2л)

siffiy" - 0 +

Funksiya grafigi nT 0 u
qavariqligining
yo'nalishi.

funksiyaning grafigi chiziladi ( 16 .1 2 - chizma).



1 6 .8 .  M A P L E  tiz im id a n  fo y d a la n ib  fu n k s iy a la r n i t o i i q  

tc k s liir ish  v a  u la rn in g  g r a fik la r in i y a s a s h

16.32-misbl. MAPLE tizimidan foydalanib. ushbu 
; 6(3-л ) ‘

fiinksiyani to'liq tckshiring va lining grafigini chizing.

Yechilislu. 1 Funksiyaning aniqlanish sohasi; D ( /)=  (-m ;3)
u(3;oo).

2. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani uzluksizlikka 
tckshiramiz:

> readlib(singuIar):singular((x'‘3)/(6*(3-x)*2),x);
{x = 3}, {л = -«}. {x = +«}

>limit(x"3/(6*(3-x)''2),x=3,lcft)=limit(x"3/(6*(3-x)^2).x=3,lcft);

liinf— iL - l= o o  
*-*5 4 6 ( 3 -x)^J
>limit(x"3/(6*(3-x)"2),x=3,right)=limit(x^3/(6*(3- 

x)*2),x=3,right);

l imf— — 1 = +«
«»4б(3-х)Ч



Demak, MAPLE tiziniidagi natijalariga ko'ra, дс=3 funksiyaning 2- 
turuzilish nuqtasi bo'ladi.

3. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani davriylikka, 
juft va toqlikka tckshiramiz:

> evalb(y(x)=y(-x));

> cvalb(y(x)=-y(-x)):

> solvc(y(x)=y(x+T),T);
(2--^-*27- Igjr-’ У-27Ч 12x)x (2x^ + 27-18x + 3 V-27 + I2x)j

2(9-6x + x*) 2(9-6x + xb

Demak, funksiya davriy ham emas, juft ham cmas; toq ham emas 
ckan.

4. MAPLE tizimidan foydalanib, funksiyaning koordinatalar o‘qlari 
bilan kesishish nuqtalarini topamiz:

> y:=x->x"3/(6*(3-x)''2);

бО-х)"
> solvc(y(x)=0,x);

0.0.0
Shunday qilib, funksiya grafigi faqat bitta 0(o,o) nuqtada koordinatalar 
o‘qlari bilan kesishadi.

5. MAPLE tizimida funksiyaning i.shora.si saqlanadigan intcrvallami 
aniqlaymiz:

> solve(y(x)>0,x):
R ealR ange{O pen{0), O pen{3)),R ealR ange{O pen(3) ,«)

> solvc(y(x)<0,x);
R ealR an ge{-«> , O pen{0))

Ma pl e  Uzimidagi natijalariga ko'ra, quyidagi jadvalni tuzamiz:

X (-«:0) 0 (0;3) 3 (3; « )

signy
- 0 + 00 +

’ grafikning Ox o‘qi Ox Ox o‘qi ,



joylanishi ostida o‘qi ustida

tistida

6. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan ftinksiya grafigining 
asimptotalarini topamiz:

> alpha[l):=limit(y(x)/x,x=+infijiity);
a . : - .

> alpha [2]:=liinit(y(x)/x,x=-infinity);

> a:=alpha[l];

a , : - .

> bcta[l]:=limit(y(x)-a*x,x=+ infinity);
b| :• I

> betal2]:= limit (y(x)-a*x,x=- infinity );
b2?=l

Dcmak, y = ^ x + l  -  to‘g‘ri chiziq funksiya grafigining og‘ma 

asimptotasi bo'ladi.

7. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning monotonlik 
oraliqlari va ckstrcmum qiymatlarini topamiz:

> solve (diff (y(x),x)>0,x);
R ealR ange(-m , Ope?i{0)), R ealR ange{O pen{0), O pen(3)),

Rc alRange{Open(9), ю)

> solve (diff (y(x),x)<0,x);
NealHang<l/)pen(S), Open(4))

> solve (diff (y(x),x)=0,x);
9.0.0

> cval(difr(y(x).x$2),x=0):
0

> cval(difr(y(x),x$2).x=9);

16



> eval(y(x).x=0);

> eval(y(x),x=9);

MAPLE tizimidagi natijalariga ko‘ra, quyidagi jadvaini tuzamiz;

X (-«;0) 0 (0;3) 3 (3;9) + (9; <«)

s ig n { y ') + 0 + 00 - 0 +  •

funksiyaning
0 ‘zgarishi / 0 / 00 \ 27

8 /
27 27y„j„=y(9)=— . A(9, -)-berilgan funksiya grafigining minimum

nuqtasi bo'ladi.

8. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning qavariqlik va 
botiqlik oraliqlarini topamiz:

> solve (diff (y(x)„x$2)>0,x);
R eaIR ange{O pen{0), O pen{3)),R eaIR ange{O pen{2),«).
> solve (diff (y(x),x$2)<0,x);
R ealR ange(-«> , O pen{0))

>  solve (diff (y(x),x$2)=0,x);
0

MAPLE tizimidagi natijalariga ko‘ra, quyidagi Jadvaini tuzamiz:

X (-

« ; 0 )

0

(0;3)

3
(3 ;+ o o )

T igny-------------------------- - 0 + 00 +

Punksiya grafigining 
qavariqlik yo'nalishi

n

t
0

и 00 1
u



9. MAPLE tizimidan foydalatiib, bcrilgan funksiyaning grafigini 

chizainlz:
> plot([y(x),l3 1 2 ] ] ,x=-6.. 16,-
6..6,color=lrcd,black),thidcness=3,lincstylc=[ 1,3]);
Funksiyaning grafigi I6.I3-chizmada tasvlrlangan.

16.33-misol. MAPLE tizimidan foydalanib, ushbu

и = Лl + x
fiinksiyani to'la tckshiring va grafigini chizing.

Yechilishi. I Funksiyaning aniqlanish sohasi: D (/)=  (-oo;»)

2. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani uzluksizlikka 
tckshiramiz:

> rcadlib(singular):singular((x^2)/(l+x''2),x);
f a t s t

Dcmak, bcrilgan funksiyaning uzilisli nuqtasi yo‘q.

3. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyani davriylikka, 
juft va toqlikka tckshiramiz:



>  c v a lb ( y ( x ) = y ( - x ) ) ;

>  c v a l b ( y ( x ) = - y ( - x ) ) ;

>  s o l v e ( y ( x ) = y ( x + T ) ,T ) ;

foist

0.-2x
Dcmak, Funksiya davriy ham emas, juft funksiya.

4. MAPLE tizimidan foydalanib, funksiyaning koordinatalar o'qlari 
bilan kcsishish nuqtalarini topamiz:

>  y : = x - > x ' ' 2 / ( l + x ' ' 2 ) ;

>:“x®

>  s o l v c ( y ( x ) = 0 ,x ) ;
0.0

Shunday qilib, funksiya grafigi faqat bitta O(o,o) nuqtada 
koordinatalar o'qiari bilan kcsishadi.

5. MAPLE tizimida funksiyaning ishorasi saqlanadigan intervallami 
aniqlaymiz;

>  s o l v e ( y ( x ) > 0 ,x ) ;
R ea lR a n g e{-co , O pen {0)), R ealR ange{O pen{0) ,«)
>  s o l v c ( y ( x ) < 0 ,x ) ;
Y u q a r id a g i  x u lo s a g a  k o ‘r a ,q u y id a g i ja d v a in i  tu z a m iz :

X (-00 ;0) 0 (0; 00)

signy + 0 +

grafikning

joylanishi

Ox o‘qi 
astida

Ox o‘qi ustida

6 . M A P L E  t iz im id a n  f o y d a la n ib ,  b c r ilg a n  fu n k s iy a  g r a f ig in in g  

^ im p t o t a la r in i  t o p a m iz :

>  a lp h a )  1 l : = l i m i t ( y ( x ) / x , x = + i n f i n i t y ) ;

«0a i:



> alphaI2]:=liniit(y(x)/x,x=-infinity);
8 2 :* о

> a:=alpha[l];
o :-0

> beta[l]:=limit(y(x)-a*x,x=+ infinity);
b,:-l

> beta [2 ]:=limit(y(x)-a*x,x=- infinity );
bj:-!

Demak, y= l - to'g'ri chiziq funksiya grafigimng gorizontal 

asimptotaci bofiadi.

7. MAPLE tizimidan foydalanib, bcrilgan funksiyaning monotonlik 
oraliqlari va ckstremum qiymatlarini topamiz:

> solvc(difT(y(x),x)>0 ,x);
KeaIRange{Open{0), 00)

> solvc(diff(y(x),x)<0 ,x);
RealR ange{-oo, O pen(0))

>  solvc(diff(y(x),x)=0 ,x);
0

Demak, MAPLE tizimidagi natijalariga ko'ra, quyidagi jadvalni 
tuzamiz:

X (-00 ;0 ) 0 (0 ; 00)

s ig n y ' - 0 +

funksiyaning 
0 ‘zgarishi . A 0 /  .

A(0,0)-bcrilgan funksiya grafigining minimum nuqtasi
bo'Iadi.

S. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning qavariqlik va 
botiqlik oraliqlarini topamiz:

> solvc(difT(y(x),x$2)>0,x);



K.calRange( Open{~^/3),(Open{^^JЗ))

> solvc(difT(y(x),x$2)<0,x);
RealRange(-co, O pen{~ ^)), RealRange{Open{ '̂>/3),oo))

> solve(difr(y(x),x$2)=0,x);
0

Demak, MAPLE tizimidagi natijalariga ko‘ra, quyidagi jadvalni 
tuzamiz:

X ( -o o ;- iV 3 ) iV5
(1Т з;+ оо)

щ т у” 0 + 0 “

Funksiya
grafiginig
qavariqlik
yo'nalishi

n
t

t

0

u 1u

9. MAPLE tizimidan foydalanib, berilgan funksiyaning grafigini 
chizamiz:

>plot([y(x),[3,t,t=-4..12]],x=-4..4,-
2. .2,color= (red .black) ,thickness=3 ,lincstyle=[ 1,3));

• Bcrilgan funksiyaning grafigi 16.14-chizmada tasvirlangan.



16.14-chlvna.

Mustaqil ycchish uchun misol va masalalar 
Quyidagi ftjnksiyalami monotonlikka tckshiring.

16.1. > < = 3 ^ -^ '.  16.2. = (д :^0). 16 .3 . v = ac + s in x .
Jt + 100 '  ^

16.4. y  = - l u x ’ . 16.5. y  = ^ ’e‘' .  16.6. y- 1-x + x 
1 + x+x'

16.7.

y = 2sinx + cosx,(0ix52^). 16.8. y  = ln[x+^\ + x^ \ ' 16.9. Quyidagi 

funk-siyalaming o'suvchi va kamayuvchi bo’li.sh oraliglarini toping:

l ) y  = -
l+|cosx{ 2) >̂ = (.T-2)’(2x + iy .

3) . 4) y ^ - 2 ! - .
1 + 2x

5) y = x -e ‘. 6) ji' = x -2 sin x  (0 s x ^ 2 x ) .  
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8) у= J L
х  + 50'

fl'-l
16<10. Ushbu 1) у - —j— дг̂ + (fl- l)x * +2х; 2) x = ax + 3sinx + 4cosx

funksiyalar a  ning qanday qiymatlarida.o'suvchi bo'ladi.
Quyidagi funksiyalarni ckstrcmumga tckshiring.

I6 .1 1 .y  = 2 + x-xV  1 6 .1 2 .y  = ( x - l ) ’ 16.13.У  = ̂ x ^ + x ’ +7.

Л, /Ly ̂  ̂
16.14. У = x'‘e"'’. 1 6 .1 5 .y  = 2sinx + cos2x. 16 .16 . y = — ;----------.

xV+x+1

1 6 .1 7 .y  = sinx + -sin2x. 16 .18 . у = (x’ - 2x)lnjc-^x’ +4x

16.19. y  = i^ x ^  - i j a r c s m  + - x ^  -
12

16.20. у  = arctgx--ln(l + x‘) 16 .21 . у = |x-S](x-3)’. •

16.22. y = (x+l)*e"‘ . 1 6 .2 3 .y  = ln(x’ +l)-2arctgx.

16.24.У = ̂ i - . t jc o s x + s in x ----16.25.y = oe^^+ Ье

fl+д; xsO, 1+x; xs(l 

/ ,  x>Q

16.29 . y = sin(x + l)-(cos.x), XG (0.Л-).16 .28 . ,у=|х-11’Л Т 2 ,

1 6 . 3 0 .  ____И Ы — . „ ( 0 . , )
2 + cosx + v3sinx

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliqlarda eng katta va eng 

kiehik qiymatlarini toping.
1 6 .3 1 . y  = 2x’ -3 x “ -12x + l, x g [-2,2,5]. 1 6 .3 2 .y  = x + Vx, хб[0,4]. 

1 6 .3 3 .у  = х’ -Зх^+1, x g [-1;4].



16.34.;> = afctgr--lnx, le ^,-Уз| 16.35.. > = 2sinx + sin2x. хе| 0̂ ;.^,т| 

16.36. ^ = х-21п2, хе[1;е]. 16.37.;' = '
2х* +-^, хб[-2;0)и(0; 2],X
1, х = 0.

16.38. > = - jx ’- ix  fiinksiyaning x6[-i;i]kesmadagi eng katta va

eng kichik qiymatlari yig‘indisini hisoblang.
Quyidagi funksiyalar grafigining qavariqlik va boliqlik oraliqlarini 

toping.
16.39.;- = x‘ +x’-18x'+24x-12. 16.40 . ;- = x+x’'>.
1 6 .4 1 .;' = x + sinx. 1 6 .4 2 .y  = 2 - |x *  - 1|

16.43. y  = 3 / - 4 x ’ + I .  19.44.;; = x“.a > l .x > 0 .

16.45.y=xlnx, . 16.46.> = 4 (̂x-1)’ +20J(x- 1)’ (x2l).

16.47.;- = - I n - .  1 6 .4 8 .;-=e-”" . 1 6 . 4 9 . y = ^ .X X  x + 1
Quyidagi funksiyalar grafigining egilish nuqtalarini toping.

16.50.y = x+36x’ -2 x ’ -xV 16.51. > = ) + x’ - —.

x+l16.52. ^ = 3x*-8x>+6x'-12. 16.53. ;- = 4 ^ .'  x 4 l
2x* —X—416.54. > = , ■ .
X -4x+ 4

16.55. = (r>0).
X

16.56.;- = «“ ', х б |^ - |; | |  16.57. y  =

16.58. a parametrning qanday qiymatlarida /(x)=ax’ +e‘ funksiya 
egilish nuqtasiga ega bo‘Iadi.

Quyidagi funksiyalarni to'liq tekshiring va ularning grafigini 
chizing.

16.59.>=-fl-
(l+x)’

16.60.y  = \ j ^ - \ j x ^  - 4 .

16.61.y = x l̂n(x + 2), 16.62.y = xV '. 16.63. ;- = j 7 ( 2 j ^  + 4V̂ - 

16-64.y = — 16.65. v = |x|̂ /n 7 . 1 6 M . y  = (x^ -2 )e-'-\



16.67. у  =
х ^ + 2 х - 3

16.68..V = ^ ,  16 .69 .;- = l n M + - L
|x+l| x + l

16.70.у = sin X-sin’x. 16.71. = sin xsin 3x.

I6.72.y = sinx + isin2x + isin3x, 16.73. v = -x-arccosi
2 3 l x

16.74. = 16.75.;- = ̂ 1 + 1J . 16.76.> = x' - 3 x̂ +3x'-5 .

16.77. > = xV". 16.78.> = x V \  16.79. v = — .X-I

16.80. > = cosx + -sin2x. 16.81.;- = lnx-x + l. 16.82. v= *̂ * .
, 2 X--2T + 1

Mustaqil yechish uchim berilgau 
misol va masalalarniiig javoblari

16.1. funksiya o‘suvchi, funksiya

kamayuvchi.
16.2. (O; lOO) da funksiya o'suvchi, (l00;oo) da csa, funksiya 

kamayuvchi. 16.3. л da funksiya o\suvchi. 16.4.(-oo;-l)u(0;l) da 
funksiya kamayuvchi, (-l;0)u(l;oo) da esa, funksiya 0 ‘suvchi.

16.5.(-oo;0)u(2;oo) da ftmksiya kamayuvchi, (0;2) da funksiya 
0‘suvchi. 16.6. (-flo;-l)u(l;+«) da funksiya o'suvchi, da esa.

funksiya kamayuvchi. funksiya

0‘suvchi, f — —l u f —  — 1 da esa, funksiya kamajuvchi. 16 .8 .
U ’2 j U  2 j

0 ‘suvchi. 16 .9 . 1) ^ - - ^ + 2 k 7 r ,^ y 2 7 d c ^ ,k e Z  da funksiya

0‘suvchi, {^■¥1кп-,Ц-+2кп'^,к^ 2  da csa funksiya kamayuvchi. 2)

o‘suvchi; kamayuvchi, o‘suvchi. 3)

■̂"“’;- jjd a  o‘suvchi; kamayuvchi, (a;oo) da o‘suvclu. 4)

(“ “ i-Oda kamayuvchi; (-1,1) da o‘suvchi; (l;«)) da kamayuvchi. 5)



(-ю,0 ) da 0 ‘suvchi; (0,оо) da kamayuvchi. 6) kamaiwchi;

da 0 ‘suvchi; da kamayuvchi. 7) (Л;оо)

larda 0 ‘suvchi; (-V3;-l]i (-1,1), (к-Уз) larda kamayuvchi. 8) 
(-oo;-50)u(-50;25) da funksiya 0 ‘suvchi, (25;+oo) da csa, funksiya

kamayuvchi. 16.10. 1) o53, oSl; 2) a^S .16.11. = 16.12.

Ekstrcmumga cga cmas.
16.13. ;-„(-2)=-9, y„.(3)=-40,S, y„(0)=7.

16.14. y „ ( ± S ) = 4 e - %  y_(0)=0.

, - ( f ] n  . - ( ! ] = . .  . - ( f ] = - 3 .

16,16. >„(0) = 4, y „ (-2 ) = j .  16.17. У „^2я<:-уj  = -^^ ,* 6 Z ,

k^ Z . 16.18.

16.19. >-,„(0) = 0, = 16 .20 . у„ (1 )  = £ - - 1 п2*0,439.\2)  48 4 2

J6.21. = 3'-(5) = 0- 16-22. y^(4) = 5»-^-.

16.23. jy„(0 = ln2-£. “  2

16.24. ЗбУз-12;глЯ+72-^Чбж
144

16,25. Agar eiso bo‘lsa, ckstrcmum yo‘q; agar oA>ova a>obo‘lsa, 

3'«,^^in^j= 2 >/ ,̂ agar fli>ova e<obo‘Isa, >>„^^in-j = -2 >/ .̂

16.26. - y „(I)  = l. 16 .27 . y „ (0 )  = l, y \  —  \ = e

16.28. = 16 .29. 3 - ^ ( | ]  = cosi.

16.30. y„^yj = 2-V3. 16.31.,„,^(-1) = 8. >-„,,,„(2)=19. 

16-32.y„,^,.(4) = 6, у„,*„*Ло)=0.

16-33. З'„,ь^(4) = 17. >„,ь.ы(2)= v„,b.„.*(-l) = -3.



1 6 . 3 5 .  = з-„.ь.«(у] = -2.

1 6 . 3 6 .  ^ „ ( 1 )  =  1. у „ ,« , « ( 2 )  =  2 ( 1  - 1 л  2 ) .

16.37. Eng kattasi yo‘q, >.,ьс«(о) = i-

16.38. 0. 16.39. (-co;-2)u^|;oojda qavariq; [ - 2 ; |jd a  botiq.

16.40. (-oo;0)da botiq; (0;«) da qavariq. 16.41. (2 л'А,(2 А + 1)г),/:б2 da 
botiq; ((2A: + l)r,(2i!r + 2)r),^6Z da qavariq. 16.42. (-oo;0 )<w>(l;oo) da

botiq; (0;l) da qavariq. 16.43. (-«;0)u^y;+ooj da qavariq;

botiq. 16.44. Qavariq. 16.45. Qavariq.
16.46. Hamma joyda qavariq. 16.47.(o;i04!>/7) da botiq, (l0 eV̂ ,+x) da

csa qavariq. 16.48. (-x; o,5) da qavariq. 16.49.^0; *1̂  botiq,

da csa qavariq. 16.50. (-3;294) .

Ш - • •6-53.

[ - 2 - Л ; ^ ] , ( - 2 . Д 2 ! ^ ] . ( Ы ) .  16.54.

,e .5 6 . Abssissasi

16.58. f l G ^ - x ; - ^ j ,  o g (0;+x ).

16.55.

X = arcsin boMgan nuqtada.

16.57. [̂ '(6A + ( - l ) * ) ^ ; i :^

19.59. Funksiyaning aniqlanish .sohasi: (-x;-i)«j(-i;+ x). x = -i- vcrtikal 

a.simptota, y =>x - 2  og'ma a.simptota.y„„(o)=o. >„„(-4 ) = - ^ .

va 2̂; ^ j  nuqtalar cgilish nuqtalari (16.15-chizma). 16.60. л da

aniqlangan, juft funksiya. Grafik Oy o'qiga nisbatan simmctrik, y  = o -



gorizonial asimptota. y ^ ( 0) = \I4 ,)'^ (± ^ |2 ) = 2\!2. (2 ; V?) (-2; V?)- egilish 
nuqtalari (I6.16-chizma). 16.61. Funksiya (-2 ;+oo) oraliqda aniqlangan. 
x = - 2  vertiJcal asimptota. v^(0 ) = o, >„(-0,73)'* 0 ,1 2 . (-o,37;0,07S)-egilish 
nuqtasi (16.17-chizma).16.62. Funksiya R da aniqlangan, x-*+<x> da

gorizontal a s i m p t o t a . =  . Egilish>=o-

nuqtalari: (O; 0 ),
A \  A )

\  ^ '  J у  J
(16.18-

chizma). 16.63. Funksiya ^^Oda aniqlangan, ordinata o‘qi bilan csa 

0̂; nuqtada kesishadi; funlcsiya qa’tiy 0 ‘suvchi;

nuqtasi (16.19-chizma). 16.64. Funksiya (xj^ida aniqlangan; ordinata 
0 ‘qiga nisbatan simmetrik; ordinata o‘qi bilan kesishish nuqtalari: 
(i;o),(-i;o); Г-++® da > = |  va *-+-xda > = - |  asimptotalari; (-op;-i) da

kamaj'uvchi (i;+«)da o'suvchi (16.20-chizma). 16.65. Funksiya |j(|sida 
aniqlangan; ordinata 0 ‘qiga nisbatan simmetrik; o'qlar bilan kesishish

nuqtalari: (-1, 0 );(0 .o),(i, o); >'„(o)=o,>„„^±^j=i (16.21-ehizma). 16.66.

Funksiya R da aniqlangan, koordinatalar 0 ‘qlari bilan kesishish nuqtalari: 
{ -^ ; o ] { j2 ,o \ { 0 ; - 2 ) ,x -* + « >  da > = o asimptota;

>„(2) *0,04; funksiya egilish nuqtalarining abssissalari: 
x = i-%(io/2*-o,6, x=i+VTo/2 » 2 ,6 . (16.22-chizma). 16.67. Funksiya * = o 
dan tashqari R da aniqlangan; abssissa o‘qi bilan kesishish
nuqtalari:(-3;0) va (i;o), x->0+ da > = x+3 va x = 0  asimptotalar;

>(-o)=o,>'(-o)=0 ; >„(-!)=-; funksiyaning egilish nuqtalari abssissalari:
e

x = -5±>/22 (16.23-chizma). 16.68. Funksiyaning aniqlanish sohasi: x> 0 ; 
abssissa o‘qi bilan kesishi.sh nuqtasi: (i;0); asimptotalari: х-»-н» da > = o

va x-»o+ da x*o, >„(e)=-; egilish nuqtasi: (16.24-ehizma).

16.69. Funksiyaning aniqlanish sohasi:(-«;-i)u(-i; i)u(i;+*): 
a.simptotaIari: x = -i,x = i.> = o, koordinatalar 0 ‘qlari bilan ke.sishish
nuqtalari: (»o,9, o);(ai,2. o),(o. 6) >^(2 )=2 -ln3 ,cgilish nuqtalari: (о,5;4-1пЗ);



(3 ,t;5 -in2 ): (16.25-chizma). 16.70. Funksiya R da aniqlangan; 2я davrga 

cga bo'lgan davriy funksiya; funk.siyaning nollari; =

-v«(f)=;j. 3 '- ( f )= i. 3'-(f]= o . >„(f;r]=-2 ; ftmksiyaning egilish

nuqtalari abssissalari:
i + л/тз 1 + л/зз л/зз- 1  _ • л/зз- 1x = arcsin--------- , x = T -a rc s in ------------, x = »r + arcsin—-— . x = Z » -a rc s in  -

8 8 8 8

(16.26-chizma). 16.71.' Funksiya R da aniqlangan; я  davrga ega
boMgan davriy funksiya: funksiyaning grafigi ordinata o‘qiga simmetrik:

= 3 ^ y j = > ^ - y j  = 0; >—(0) = 0, = >„(±arccos(l/4)) = 9/16;

' ............................i - Л ^  + 1funksiyanmg cguish nuqtalari abssissalari: x = ±-arccos— —— ,

> ( 0 )

V iw -ix = ±-| ;r -arccos 
2

27-ehizma). 16.72. Funksiya R da

aniqlangan; 2 я davrga ega boigan davriy funksiya: funksiyaning grafigi 
koordinatalar boshiga nisbatan sinimetrik; funksiyaning nollari: 
>(o)=>(x)=0 ; [o; x] dagi maksimumlari

>„^^j=(3+4V2)/6,>„^^j = V2 - t / 2 , minimumi: > « ^ ^ j  = V3/4;

Funksiyaning egilish nuqtalarining abssLssalari: .x = 0, .r = ;r,

x^^arosin—— x = ff-arcsin-^^—̂ (16.28-ehizma). 16.73. Funksiyaning

aniqlanish soha.si:

markazi;x->+ooda

6^fз + 5я  

3

(-oo; + oo);

3 .x - я
y = -

'-4,4; y „ J — —2 J З ^

3

(0; - | )

6 ^f З - )

simmctriya

asimptota;

a  1,2; ( -  oo; — i)

da botiq (16.29-ehizma). 16.74. Funksiyaning R da aniqlangan, 

asimptotalari: x - » - »  da > = e’ , x->+oc da y  = e ’ ; kamayuvehi funksiya; 

egilLsh n u q t a s i - j .  (16.30-ehizma). 16.75. Funk.siyaning

aniqlanish sohasi: (-»;-i)u(0;+*) asimptotalari: x->±oo da v = «, v->+x



da r=-i; (-®;-0 da botiq, (0 ;+«) da esa qavariq. (16.31-chizma). 16.76; 
Aniqlanish sohasi: R]  juft funksiya; asimptotaga ega cmas; (-oo;0) da 
kamayadi, (0 ;«) da o‘sadi; >'^(o)=-5; cgmsh nuqtalari:

J* ;-4 ,5 lj,(-l;-4 ); J= ;^ ju (l;oo )da

qavariq; botiq; 16.32-chizma. 16.77. Aniqlanish

sohasi; (-«;0)u(0;«); x=0 funksiyaning ikkinchi lur uzilish nuqtasi; 

asimplota; x=0; (-«;0)u(0;oo) da qavariq; 16.33-chizma.

16.78. Aniqlanish sohasi: л; koordinatalar o‘qlari bilan kcsishish nuqtasi: 
O(0;0); asimptota: da y=0; y^(o)=0, ;*„(2)=4е‘’ «0,54; egilish
nuqtalari; (л/3-1;0,з) (73 + 1,0,47) (73-l;V3 + l) da botiq; (-oo;73-l)
da qavariq; 16.34-chizma. 16.79. Aniqlani.sh sohasi: (-««;l)u(l;oo); x = l 
funksiyaning ikkinchi tur uzilish nuqtasi; koordinatalar o'qlari bilan

kcsishish nuqtasi: O(0;0); asimptota: x= l; ®Sdish nuqtalari

O(0,0); (~oo;0)u(l,co) da qavariq; (0;l) da botiq; 16.35-chizma. 16.80. 
Aniqlanish soha.si: R ; davriy funksiya: Т = 2 л \  koordinatalar o'qlari bilan

kcsishish nuqtalari: (0;l), asimptotaga cga cmas;

f z ]  Зу/З ■ Г5ж) Зу[з . . . .  . . .
— г — Г'* nuqtalari:Voy 4 )  4

(т4
chizma. 16.81. Aniqlanish sohasi: (0;oo); koordinatalar o'qlari bilan 
ke.sishish nuqtalari: (l;0); a.simptota: jt = 0; y.,..(l)=0; (0;oo) da botiq; 
16.37-chizma.
16.82. Funksiya x = i dan tashqari butun R da aniqlangan; koordinatalar

0 ‘qlari bilan kcsishish nuqtalari: - V s - i

asimptotalari: y = \  va x = i to‘g‘ri chiziqlar; = nuqta egilish

nuqtasi (o;-i) (16.38-chizma).



16.60.

J6.16-chizm a.

16.61. 16.62.

16.18-chizm a.



16 .l9 -ch i2 in a . 1 6 .2 0 -ch izm a .

16.65. 16.66.

1 6 .2 I-c h tzm a . J6 .22~ ch izm a .



16.24-chizma.

16.69.

16.25-chiznia 16.26-chizma

16.72.

i \ t \

♦ « \  a ■. \  j ' ► ^
\  ^ ■ \  ,

«

16.28-chizma



'У'1 ;■

16.29-chizm a 16.30-chizm a.

16.75. 16.76.

I J

; r

16.3!-chizm a I6 .3 2 -ch izw a

16.77. 16.78.

16.33-chizma. 16.34-chizm a.



16.35-ch izm a  

16.81. •

16 .36-ch izm a.

16.82.

16.37-chizm a. 16 .38 -ch izm a
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