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SO‘ZBOSHI

Ushbu o‘quv qo‘llanma «Matematik analizdan ma’ruzalar> (1- qism)
kitobining davomi bo‘lib, dastur materiallari 6 bob, 39 ta ma’ruzaga
ajratib bayon gilingan. Bu ikkinchi gism ko‘p o‘zgaruvchili funksiya,
uning limiti, uzluksizligi, differensial va integral hisobi, funksional
ketma-ketlik, funksional gatorlar mavzularini 0‘z ichiga oladi.
Qo‘llanmani yozishdagi asosiy tamoyillar 1- qismda yozilgan
so‘zboshida keltirilgan bo‘lib, 2- gismni tayyorlashda ham shu
tamoyillarga amal qilindi.

Mazkur o‘quv go‘llanma matematika va mexanika bakalavr yo‘na-
lishlarida ta’lim olayotgan talabalarga mo‘ljallangan bo‘lsa-da, undan
matematika kengroq o‘qitiladigan oliy ta’lim muassasalari talabalari
ham foydalanishlari mumkin.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar Mirzo Ulug‘bek nomidagi
O¢zbekiston Milliy universiteti mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o‘qitilish jarayonida yig‘ilgan tajribalaridan
imkon darajasida foydalanishga harakat gildilar.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘gib chigib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o‘z hissalarini qo‘shganliklari uchun
professor R.R. Ashurov, R.N. G‘anixo‘jayevlarga mualliflar minnat-
dorchilik bildiradilar.

Qo‘llanmaning sifatini yaxshilashga qaratilgan fikr-mulohazalarini
bildirgan hamkasblarga ham avvaldan o‘z minnatdorchiligimizni
bildiramiz.

Mualliflar.



11-BO B
SONLI QATORLAR (davomi)

53- ma’ruza
Ixtiyoriy hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari

1°. Leybnits alomati. Ushbu

N Do, =0 e oy —cp e (<D ()
n=1
gatorni garaymiz, bunda ¢, >0, (#=1,2,3,...).
Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan o zgarib
keladigan qator deyiladi.
Ravshanki, (1) qator ixtiyoriy hadli gatorning bitta holidir.
Masalan, ushbu

- et 1 11 1] RER
Z(—l) -;_l 3+3 Z+...+( 1) RS

n=1

qator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan gator
bo‘ladi.

1- teorema. (Leybnits alomati.) Agar hadlarining ishoralari navbat
bilan o‘zgarib keladigan (1) gatorda:

D) ¢ <6 (1=1,2,3,.);
2) lim¢, =0 bo‘lsa, u holda (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi.
n—yoo

4 (1) gatorning dastlabki 2m ta (m e N) hadidan iborat gismiy
yig‘indisi ‘
Szm =Cl _C2 +C3“C4 +...+sz_] _ch

ni olaylik. Unda S3(,41) uchun

SZ(m+l) = S2m + (c2m+] - c2m+2)
bo‘lib, ¢, < €3, bO‘lganligi sababli (bunda ¢, ~¢ypey >0
bo‘ladi)

S2(m+l) > S2m9 (m= 1’2333"')

bo‘ladi. Demak, {S,,,} ketma-ketlik o‘suvchi.
4



Endi §,,, yig‘indini quyidagicha yozamiz:
Som = (6 =)~ (¢4 = 5) = .. = (s = Copmy) — Com -

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada qatnashgan gavs ichidagi
ayirmalarning, shuningdek, c,,, ning musbat bo‘lishini e’tiborga olib,
S,m <
bo'lishini topamiz. Demak, {5, } ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.

Monoton ketma-ketlikning limiti haqgidagi teoremaga ko‘ra
lim S, =S8, (85— chekli son) )
m—ryoe

mavjud.

Endi (1) qatorning dastlabki 2m — 1 ta (me N) sondagi hadidan
iborat ushbu

Szm_l = Cl —C2 + C3 - C4 + ..o+ sz‘l
qismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
Sim-1 = Sam + Oy

Teoremaning n — « da ¢, — 0 bo‘lishi sharti hamda (2) muno-

sabatdan foydalanib topamiz:

lim SZm—l = llm(SZ," +C2m) =5,

Shunday qilib, berilgan (1) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat
ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko‘rsatildi. Demak, (1) qator
yaqinlashuvchi. p»

n-1
I _rprn (1) 3
Masalan, 1 sHgo gttt (3)

qator hadlari keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlan-

tiradi. Teoremaga ko‘ra (3) qator yaginlashuvchi bo‘ladi ((3) gatorning

yaqginlashuvchanligi va yig‘indisi In2 ga teng bo‘lishi ko‘rsatilgan edi).
2°. Dirixle—Abel alomati. Faraz gilaylik,

G, Gy, Ay, ey Gyy ooy

by by, by o by

ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketliklari bo‘lib,
S,=a, +a +...+a,
bo‘lsin. U holda Vre N, Yme N uchun



n+m n+m-1

2 a.by, = z Si b - b 1)+ Spem  Byem — Su-1b, 4
k=n k=n

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Odatda, (4) munosabat Abel ayniyati deyiladi.

<«Ravshanki, g, = S - S, bo'ladi. Uholda Y a,b, vig‘indi ushbu
k=n

n+m n+m n+m

Z a.by = 2 Skby - 2 Si-1by )
k=n k=n k=n

ko‘rinishga keladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi qo‘shiluv-
chini quyidagicha:
n+m n+m-|
2 Skbk = z Skbk + Sn+mbn+m
k=n
shaklda, ikkinchi qo sh11uvch1n1 esa quyidagicha

n+m nem-1 n+m-1
sz 1by = Z Sib k1= Spaly + Z Sib
k=n-1 k=n

shaklda y021b olamiz. Natijada (5) tenglik quyidagicha:

n+m n+m-1 nim-1
2 Skbk = z Skbk + Sn+mbn+m - Z Skbk+l_Sn—lbn =
k=n k=n k=n
n+m-1
Z Sk (bk -b k+1) n+m n+m - Sn—l bn
k=n
bo‘ladi. »
2- teorema. (Dirixe—Abel alomati.) Aytaylik,
Zakbk =ayby +ayb, + .+ a b + . (6)
k=1

gator berilgan bo‘lsin. Agar:
1) {b,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik migdor,

2) Z % qatorning qismiy yig‘indilari ketma-ketligi chegaralangan
k=1

bo‘lsa, (6) qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
6



« Agar Z a, qatorning gismiy yig‘indisini
k=1
S, =a +a,+...+a,

desak, unda teoremaning shartiga ko‘ra, shunday M > 0 son topiladiki,
barcha ne N uchun
|S,,1 <M )
bo‘ladi.
Shartga ko‘ra {,} ketma-ketlik kamayuvchi va u cheksiz kichik
migdor. Unda Ve > 0 ga ko‘ra shunday ny € N topiladiki, Vr > n, da

0<bh, <— oI M )
n+m
bo‘ladi. Endi z a. b, yig‘indiga Abel ayniyatini qo‘llaymiz:
k=n

n+m n+m-1

zakbk = Z Sk (bk —bk+l)+ e s m *Sn—lbn.

Nat 1Jada

|a+m n+m-1
zakbk 2 |Sk(bk —‘bk+l)l+| n+m n+m‘+| n-1 l_
k=n
n+m-1
= Z !Ski (bk - bk+l) + ‘Smmlbmm + ]Sn-—l L ' bn
k=n

bo‘ladi.
(7) tengsizlikdan foydalanib topamiz:

intm

| n+m-

akbkl<M[2 (bk bk+l)+ n+m]+M'bn‘

‘ k=n

Agar

nim-1
z (bk k+l ) +b nrm = (bn - bm»l ) + (bm-l n+2 )+ +( nem-1 " n+m) +6 nem = bn
k=n
bo‘lishini ¢’tiborga olsak, unda

n+m

Z a;by

| ik=n

<2M b,




bo‘lib, (8) munosabatga ko‘ra

inem

Z a; by
k=n

<€

n+m

Z a.b,

k=n

bo‘ladi. Bundan Koshi teoremasiga ko‘ra < & qatorning

yaqinlashuvchanligi kelib chigadi. W

Misol. Ushbu z Co;kx = C—olsf + %‘E +o.+ colikx— +... qator
a=1

yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda x — tayinlangan hagiqiy son.
« Agar x =2n bo‘lsa, berilgan

zcoskx - zcosan _2 1

k=1
qator garmonik gator bo‘lib, u uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, x # 2n bo‘lsin. Berilgan gatorda

1
k

a, =coskx, b, =

belgilashlarni bajaramiz.
Ravshanki, {5, } = {%} ketma-ketlik kamayuvchi va cheksiz kichik

miqdor bo‘ladi (k — e da 1 - 0).

Endi 2 ay = Z cos kx gatorning gismiy yig‘indisi S, ni topamiz:
k=1 k=1

S, = Zcoskx = ‘-ZZSin;éoskx =
2sm—2~kl

1 n 1 1 sin(n+l)x—sir{’E
= ————Z[sin(k+i)x—sin(k—j)x] = ———2——*%.

Zsin5 k=1 ?.sin—;E



Keyingi munosabatdan, 2n ga karrali bo‘lmagan x lar uchun
1

1S <

X
sin =
2

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, {S,} ketma-ketlik chegaralangan. Unda
berilgan gator 2- teoremaga ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Mashglar
1. Quyidagi munosabatda 2» xatolik topilsin:

1 1 1 1 1 1 1 1

=(1+1+1+1+...)—(1+1+1+1+...)=0.

2 3 4 2 3 4
nm
S 5 (1,7 inlashuvchanlikka tek
2. Ushbu ;m( +;) gator yaginlashuvchanlikka tek-

shirilsin.

54- ma’ruza
Cheksiz ko‘paytmalar

1°. Cheksiz ko‘paytma tushunchasi. Faraz qilaylik, biror
{ch}: €1,62,C350003Cysene
haqiqgiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
€ Cy Cyu-Cpune )]
ifodani tuzamiz.
(1) ifoda cheksiz ko paytma deyiladi vau [ ] ¢, kabi belgilanadi:

n=]
HCn =0 -G "0yt Gyt ,
n=]

bunda ¢,c,,...,c,... sonlar cheksiz ko‘paytmaning hadlari, ¢, esa
ko‘paytmaning umumiy yoki »n- hadi deyiladi.

9



Quyidagi Po=c-¢.c, (n=12,3,.)

ko‘paytma (1) cheksiz ko* paytmamng n- qismiy ko‘paytmasi deyiladi.
Demak, (1) cheksiz ko‘paytma berilganda har doim uning qismiy
ko‘paytmalaridan iborat ushbu {£,}:

B,PLA,..,P,,...
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

(1-2_2) (1 - )(1-%2) (n=2,3,.)

cheksiz ko‘paytmaning n- qismiy ko‘paytmasi

P, =(1_2L).(1 -3%)..‘(1_:_2}

_1324 n_ln+1 1 n+l

L

bo‘lib, ulardan tuzilgan {P,} ketma-ketlik
3253 1 ml
43’8’5 2 p”’

bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar n — « da {P,} ketma-Kketlik noldan fargli chekli

P songa intilsa (yaqinlashsa), (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi
deyiladi, P esa uning giymati deyiladi:

limP, =P, P= HP

n—roe

Agar {P, } ketma-ketlik limitga ega bo Imasa (yoki uning limiti 0
bo‘lsa), (1) cheksiz ko‘paytma uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan H (l - ) cheksiz ko‘paytma uchun

n=2
i
lim P, —hm~ LML
2 -doo n_,»2 n 2

bo‘ladi. Demak, H(l - )w) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi va

n=2 n
uning qiymatl = ga teng.
10



2°. Yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmaning xossalari. Aytaylik, biror

Hc,,:cl-crc}-...-c,,u.. (1)
n=1
cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘lsin.
Ushbu
H Cp = Cmyl "Cppyd "o . (2)
n=m+l|

cheksiz ko‘paytma (bunda m — tayinlangan natural son) (1) cheksiz
ko‘paytmaning qoldig‘i deyiladi.
1) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqginlashuvchi bo‘lsa, (2) cheksiz
ko‘paytma ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha.
<« (1) cheksiz ko‘paytmaning qgismiy ko‘paytmasi
P, =¢q c.c,
(2) cheksiz ko‘paytmaning qismiy ko‘paytmasi

(m) _
k= Cmel " Cmy2 o Cmik

lar uchun B, =P, O™,

(bunda n=m+k) bo‘ladi. Bu munosabatdan, n — « da P, ning
chekli limitga ega bo‘lishidan & — « da sz) ning ham chekli limitga
ega bo‘lishi; shuningdek, k — ~ da Q,i"') ning chekli limitga ega
bo‘lishidan, n — o da P, ning ham chekli limitga ega bo‘lishi kelib
chiqadi. P

2) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
lim(c,y  Cpsz * oo Copage o) = 1

bo‘ladi,
« Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
giymati P bo‘lsin. Unda °*

Pm “Crnil " Cma2 " Cmak o = P
bo‘lib, undan m — ~ da
P P
Corl "Cms2 "o Ok = —P_m- - F =1

bo‘lishi kelib chigadi. P
11



3) Agar (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
lime, =1

bo‘ladi.
<« Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘lib, uning
giymati P bo‘lsin:
hm})n = ]lm(Cl 'CZ '...'Cn) = P.
n—yoeo N0
U holda 7, = £,y ¢, ya'ni ¢, = 5" bo'lib,
n-1

lime, = lim - =

n—=yoo Horeo n-1 P

1

bo‘ladi. »

Yugorida keltirilgan xossalardan quyidagi xulosalarni chigarish
mumkin.

Cheksiz ko‘paytmalarning yaqinlashishida, ularning dastlabki chekli
sondagi hadlarining ta’siri bo‘imaydi.

Agar cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lsa, unda #» — « da
¢, — 1 bo‘lganligi sababli, uning biror hadidan boshlab keyingi had-
larini musbat deb olish mumkin bo‘ladi.

Bu xossalar yaqinlashuvchi cheksiz ko‘paytmalarda ularning
hadlarini musbat deb olish imkonini beradi.

3°. Cheksiz ko‘paytmalar bilan gatorlar orasidagi bog‘lanish. Faraz
qilaylik,

Hc,, =00 Cany (6,>0, n=1,2,..)

n=1
cheksiz ko‘paytma berilgan bo‘Isin. Bu cheksiz ko‘paytma hadlarining
logarifmlaridan ushbu

ZInc,,=1nc,+1ncz+...+1nc,,+... 3
n=1
gatorni hosil gilamiz.
1- teorema. (1) cheksiz ko‘paytmaning yaginlashuvchi bo‘lishi
uchun (3) gatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. Aytaylik, (1) cheksiz ko‘paytma yaginlashuvchi bo‘Isin:
lim P, =lim(¢; - ¢ +...-¢,) = P, (P — chekli son).

N—3o00

12



U holda (3) qatorning gismiy yig‘indisi uchun
S, = ZInck =ln¢g +Inc; +...+1n¢c, =In(¢ - ¢y -...- ¢,)
k=1
bo‘lib,
limS, =limn(¢; -¢;-...-¢,)=InP

n—oo

bo‘ladi. Demak, (3) qator yaginiashuvchi.
Yetarliligi. Aytaylik, (3) qator yaginlashuvchi bo‘lsin:

n

lim S, =1lim Y Inc, =limIn(¢ ‘¢, -...-¢,) =S .
n—yeo n~yoo P n—seo

U holda (1) cheksiz ko‘paytmaning qismiy ko‘paytmasi uchun

_ _ pin(g-e-...cp)
P,=¢ -¢-.. ¢ =eraa

bO‘Iib, hml)n - '111_,12 eln(q.Q~,..(‘,,) - e

N1—ye0

bo‘ladi. Demak, (1) cheksiz ko‘paytma yaqinlashuvchi.

Ko‘pincha, H €, cheksiz ko‘paytmani o‘rganishda, uning umu-
n=1
miy hadi ¢, ni quyidagicha
¢, =l+a,

ifodalash qulay bo‘ladi. U holda (1) cheksiz ko‘paytma

fl(l +a,)
n=1

ko‘rinishga, cheksiz gator esa

Y in(1+a,)
n=l1

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Faraz qilaylik, n ning (ne N) yetarlicha katta giymatlarida
a, >0 (yoki a, <0)
bo‘lsin.

13-



2- teorema. Ushbu n (1+a,)
n=]

cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

qatorning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

o0

<« Ravshanki, H (1 +a,) cheksiz ko‘paytma va Z @, qatorning

n=1 n=1
yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun avvalo
lima, =0
oo

bo‘lishi kerak. Shu munosabat bajarilsin.
Keltirilgan teoremaning isboti

lim M) g

n—poo a,

munosabat hamda 1- teoremaning qo‘llanishidan kelib chigadi. »
Masalan, bu teoremadan foydalanib, ushbu

lj(1+nia)=(l+1).(l +21u).(1 +§l.(;)(1 +;10;)...

cheksiz ko‘paytmaning o >1 bo‘lganda yaginlashuvchi bo‘lishini
e 1 . .
(chunki Z —, (a> 1) — yaginlashuvchi),
n=| n

[1(1+)=aen- (e 1)+ )1+ 2)-

n=1

cheksiz ko‘paytmaning esa uzoqlashuvchi bo‘lishini (chunki z; -
n=]

uzoglashuvchi) topamiz.
14



Mashglar

1. Ushbu H(l+x2"), (xl<1)
n=1

cheksiz ko‘paytmaning yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilsin va qiymati
topilsin.

2. Ushbu 1‘”—[_@_ =¢°

tenglik isbotlansin, bunda

c=lim[271(-—lnn)

(Eyler o‘zgarmasi).

15



12-BO B

KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR,
ULARNING LIMITI, UZLUKSIZLIGI

55- ma’ruza
R" fazo. R" fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar

1°. R™ fazo tushunchasi. Haqiqiy sonlar to‘plami R yordamida
ushbu

RxRx -+ xR={(x,%,.,%X,): X €R, x,€eR,.., x,eR}(1)
b-—-———w—‘————/
m ta

to‘plamni (R ning dekart ko‘paytmalaridan tuzilgan to‘plamni) hosil
gilaylik. Ravshanki, (1) to‘plamning har bir elementi m ta x,, x,, ..., X,,
haqiqiy sonlardan tashkil topgan tartiblangan m lik
(xl’ X35 e xm)
dan iborat bo‘ladi. Uni (1) to‘plamning nugqtasi deyilib, bitta harf
bilan belgilanadi:
X = (X, Xpy ery Xipp)-

Bunda x;, x,, ..., x,, sonlar x nuqtaning mos ravishda birinchi,
ikkinchi, ..., m- koordinatalari deyiladi.

Agar x = (X}, X3, .0y X)), ¥ = (Vs ¥y -5 V,,) hugtalar uchun
X\ =V X = Y55 ey Xy=Y,, DO‘lsa, x=y deyiladi.

Faraz qilaylik,

X=Xy Xy ooy %)y ¥ = (Vs Vas oo Vo)

lar (1) to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasi bo‘lsin. Ushbu

sz':(J’k -xk)z

migdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va p(x,y) kabi belgilanadi:

p(x,y)=,fg(yk-xk)2 : Q)

Endi masofaning xossalarini keltiramiz:
16



1) Har doim p(x,y) 20 va p(x,y) =0 x =y boladi.
<« (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(x,y) >0 bo‘ladi. Agar
p(x,y) =0 bo‘lsa, u holda

2 2 2
D -x) +n-x) +.+(y, -x,) =0

bo‘lib, natijada x, = y,, x,= ¥, ..., X,,= J,,, ya’ni x = y bo‘lishi kelib
chigadi. Aksincha, agar x,=y,, x,=y,, ..., X, = ,, bo‘lsa, unda (2)
munosabatdan foydalanib p(x,y) =0 bo‘lishini topamiz. »

2) p(x,y) masofa x va y ularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:
p(x,y) =p(y,x).

4 Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chigadi:

p(x,») = > (e - %) =\]Z(Xk -n) =p(r.x). »
k=1 k=1

3) (1) to‘plamning ixtiyoriy
X =0, X505 %) s Y= (VY25 Vm) s 2= (R0 %002m)
nugtalari uchun
p(x,2) S p(x,y) +p(y,2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
<« Ma’lumki, ixtiyoriy q,,a,, ..., g, va b,b, ..., b, haqiqiy sonlar
uchun

Z(ak + bk \/ ak \[Z b/f 3)
k=1

bo‘ladi (qaralsin, [1], 12- bob, 1-§; odatda, bu tengsizlikni Koshi—
Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda

G =V - %, b=z - v, (k=1,2,....m)
deb topamiz:

\/g(zk—xk)zs\/é(yk -x) +\/§71
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Bu esa

p(x,2) < p(x,y)+p(¥,2)
bo‘lishini bildiriladi. P
Shunday qilib, (1) to‘plamda (to‘plam elementlari orasida) masofa
tushunchasining kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo‘lishini
ko‘rdik.
Odatda, (1) to‘plam R” fazo deyiladi. Demak,

Rm = {(xl,xZ,...,xm) . Xl (S R, XZ € R,.-.,xm € R}.
Endi R” fazodagi ba’zi bir to‘plamlarni keltiramiz.
Aytaylik, biror a = (a,,a;,...,a, )€ R™ nuqta va r > 0 son berilgan
bo‘lsin.
Ushbu
B, (a)= {(xl,xz,...,xm) e R™: \/(xl -q Y+ + (x,, —a,,,)2 < r}
yoki gisqacha,

B, (a)={xe R" :p(x,a)<r}
to‘plam markazi @ nuqgta, radiusi r bo‘lgan shar (m olchovli shar)
deyiladi.
Quyidagi
B.(a)={xe R" :p(x,a) < r}
to‘plam R™ fazoda yopiq shar,
B (a)={xe R" : p(x,a) =}
to‘plam esa R™ fazoda sfera (m o‘Ichovli sfera) deyiladi.
Ravshanki,

B,(a) = B.(a) UB!(a)
bo‘ladi.
Ushbu

[T @361, 8y b ) =
={(x1,x2,.__,xm)€ R":a,<x <b, ay<x,<by,...;a, <x, <bm}

to‘plam R™ fazoda parallelepiped deyiladi, bunda q,,aq,,...,a,:;
b,b,....,b, — haqiqiy sonlar.
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2°. R™fazoda nuqtaning atrofi. Biror x° = (x!,x?,...,x%)e R™
nuqgta hamda ¢ > 0 son berilgan bo‘lsin.
I1- ta’rif. Markazi x° nuqtada, radiusi € bo‘lgan R" fazodagi shar
e R™ nuqtaning sferik atrofi deyiladi va U.(x®) kabi beigilanadi:
Ue(xo) ={xe R™ : p(x,x°) < s}.
2- ta’rif. Ushbu

H(a‘ ,62 ...,5,,,) = {(xl ,x2 ,...,xm) € Rm ;

X8 <X < +8), X =8y <Xy <Xy + gy Xy =By < Xy < Xy +8,)
paralleleplped x® nuqtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va
USJ By (x ) kabi belgilanadi, bunda §; > 0,8, >0,..,3, >0.

R" fazodagl nugtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi
lemma ifodalaydi.

Lemma. x° € R™ nugqtaning har ganday U,(x®) sferik atrofi olin-
ganda ham har doim x° nugtaning shunday (751 5210 (x") paralle-
lepipedial atrofi topiladiki, bunda

Us 550 (x°) c U, (x")
bo‘ladi.
Shuningdek, X0 nugtaning har qanday Uy 5, 5, (x°) parallele-

pepidial atrofi olinganda ham har doim x° nuqtaning shunday U,(x°)
sferik atrofi topiladiki, bunda

Ue(x°) < Uss, 5, (x°)
bo‘ladi.
« x" ¢ R™ nugqtaning sferik atrofi
U, (x*y={xe R" : p(x,x") < &}

berilgan bo‘lsin. Demak, ¢ > 0 son berilgan. Unga ko‘ra & < \[i_
m

tengsizlikni qanoatlantiruvchi 8 sonni olib, x* nugtaning ushbu
U (x°) = Uy (x°) ={(x1, %3,y X) € R™:
X -8<x <x) +8,x3 —8<x <X HD, ey X =B < X,y < X0+ 8}
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parallelepipedial atrofini tuzamiz. Natijada x° nuqtaning
U0 va Uy (x°)
atroflariga ega bo‘lamiz.
Aytaylik, Vx e U;(x°) bo‘lsin. U holda
}xk —xﬂ <3, (k=12,.,m)
bo‘lib,

\/i(xk -x7)? <\/i’82 =8 -Jm
k=1 k=1

£

bo‘ladi. Yuqoridagi & < T

tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

m

Z(xk —x,?)2 <g.

k=1
Demak, p(x,xp) <€ bo‘lib, xe U, (x") bo‘ladi. Bundan
Us(x°) c U, (x")
bo‘lishi kelib chigadi.
x" € R™ nuqtaning parallelepipedial atrofi
[751525,,, (xo) = {(xl ) 9""xm) € R":
) =8 <x <X 48,0 -8<x, < +8,,..,x% =35, <x, <x° +8,}
berilgan bo‘lsin. Berilgan §,,3,,...,5,, musbat sonlar yordamida
e =min{3;,3,,..,5,}
sonini topib, x* nuqgtaning ushbu
U (x")={xe R" : p(x,x") < &}
sferik atrofini tuzamiz. Natijada x* nugtaning
U,(x°) va (75152 B (xo)
atroflariga ega bo‘lamiz.
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Aytaylik, Vx e U, (x") bo‘lsin. U holda

p(x,x) = /Z(xk ~xY <e<dy, (k=12,.,m)
k=1

e = x| < 8, (k=1,2,..,m)

bo‘lib,

bo‘ladi. Bundanesa x e (75152 .5, (x°) bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,

U, (x) < Ualaz.__a,,, x").»

Bu lemma R™ fazo nuqtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga
o‘tish imkonini beradi.

3°. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar. Aytaylik, R” fazoda
biror G to‘plam (G c R™) beriigan bo‘lib, X’ € G bo‘Isin.

Agar x* nuqta G to‘plamga tegishli bo‘lgan U.(x") atrofga ega
bo‘lsa, (U(x") < G) x, nuqta G to‘plamning ichki nugtasi deyiladi.

3- ta’rif. G to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nuqtasi bo‘lsa,
u ochiq to‘plam deyiladi.

1- misol. R™ fazodagi ushbu

B.(a) ={xe R" : p(x,a) < r}

sharning ochiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.

4 vx’ e B (a) nugtani olamiz. Unda

r-p(x°,a)
miqdor musbat bo‘ladi. Uni 3§ deylik:
8 =r-p(x°,a) (22-chizma).
Endi x® nugtaning ushbu
Us(x*) ={xe R" : p(x,x°) < 8}

atrofini qaraymiz.

Bunda U;(x°) « B,(a) bo‘ladi. Hagqi-
gatan ham,

vxe Us(x) = p(x,x%) < 8

22- chizma.
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bo‘lib, masofaning 3- xossasiga ko‘ra

p(x,a) < p(x,x° ) +p(x°,a) <8 +p(x°,a)=r
bo‘ladi. Demak,

Vxe Us(x°) = xe B, (x").

Bundan U;(x°) c B, (x°) bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, B,(a) to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nugtasi
bo‘ladi. Binobarin, B,(a) — ochiq to‘plam. »

Aytaylik, F ¢ R™ to‘plam hamda x” € R™ nugqta berilgan bo‘l-
sin. Agar x° nugtaning ixtiyoriy U,(x®) atrofida (Ve > 0) Fto‘plamning
X dan fargli kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, x° nugta F to‘plamning
limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

B .(a) = {x e R™ : p(x,a) < r}
to‘plamning har bir nugtasi uning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni paytda,
B® ={xe R" : p(x,a) = r}
to‘plamning barcha nuqtalari ham shu B, (a) to‘plamning limit nuqtasi
bo‘ladi. Birog, bu limit nugtalar B, (@) to‘plamga tegishli bo‘lmaydi.
4-ta’rif. Agar F < R™ to‘plamning barcha limit nugqtalari shu
to‘plamga tegishli bo‘lsa, F yopiq to plam deyiladi.

Masalan,

Br(a)={xe R" : p(x,a) < r}
to‘plam (R” fazodagi yopiq shar) yopiq to‘plam bo‘ladi

Biror M c R” to‘plam hamda x” € R™ nuqtani qaraylik.

Agar x? nuqtaning ixtiyoriy U.(x?) atrofida ham M to‘plamning,
ham R™M to‘plamning nugqtalari bo‘lsa, x* nuqta M to‘plamning
chegaraviy nugtasi deyiladi. M to‘plamning barcha chegaraviy nuqtalari

uning chegarasini tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi (M) kabi
belgilanadi. Masalan,

B(a)={xe R" : p(x,a) = r}
to‘plam

B, (a)= {x e R™ :p(x,a) < r}
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to‘plamning chegarasi bo‘ladi:
3(B,(a))= B (a).
Agar F < R™ to‘plamning chegarasi (M) shu to‘plamga tegishli
bo‘lsa, F yopiq to‘plam bo‘ladi. Masalan,
B.(a) ={xe R™ : p(x,a) < r}
yopiq to‘plam bo‘ladi, chunki
(B, (a)) = B} (a) < B,(a).
4°. R ™fazoda to‘g‘ri chiziq va kesma. Faraz qilaylik, R" fazoda
a=(a,a,.,a,), b=(b,b,....b,)
nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugqtalar koordinatalari yordamida quyidagi
X, =yt + by, (1-1),
............................ @
X, = a,t+b, (1-1)
ni tuzib, (bunda fe R) ¢ o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lgan R™ fazoning
x=(X), X500 Xpy)
nuqtalarini hosil gilamiz. Bunday nuqtalar to‘plami
{x = (X, Xy 50 Xy )€ R™ 1y =it + 5 (1-1),
X, =at+b(0-1),..,x, =a,t+b,(1-1),te R}
R™ fazoda a=(a;,a,...,a,) va b=(b,by,..,b,) nuqtalar orqgali
o‘tuvchi fo‘gri chizig deyiladi.
Endi yuqoridagi a va b nuqtalarning koordinatalari yordamida
tuzilgan (4) munosabatda 0< ¢ <1 bo‘lsin. R” fazoning bunday nug-

talari to‘plami
{x:(xl,xz,.‘.,x,,,)e R" :xy=at+b(0-1), x; =ayt +b,(1-1),
oy Xy =@t + b, 1=1), 0<t<1}

R™ fazoda a va b nuqtalarni birlashtiruvchi 20gri chiziq kesmasi
deyiladi.
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R™fazoda chekli sondagi nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nuqtalarni
birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishdan tashkil topgan
chiziq sinig chizig deyiladi.

Agar M < R™ to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqgtasini birlashitruvchi
shunday siniq chiziq topilsaki, u ushbu M to‘plamga tegishli bo‘lsa,
M boglamli to plam deyiladi.

5-ta’rif. Agar M < R™ to‘plam ochig hamda bog‘lamli to‘plam
bo‘lsa, u soha deyiladi. Masalan,

B.(a) = {x e R" : p(x,a) < r}
to‘plam soha bo‘ladi.
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R™ = R bo‘lib, u barcha
haqiqiy sonlardan iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning har bir
elementi to‘g‘ri chiziq nuqtasini, to‘plamning o°zi esa to‘g‘ri chizigni
ifodalaydi.
Ikki x € R, y € R nuqtalar orasidagi masofa

p(x,y) =|x -y,
X, € Rnuqtaning atrofi
U (xg) ={xe R:p(x,x) <e}=(xy —&, X3 +¢)
bo‘ladi.
m = 2 bo‘lganda R™ = R? bo‘lib, u barcha tekislik nuqgtalaridan

iborat to‘plam bo‘ladi. Bu to‘plamning ikki x = (x;, x,), ¥y = (3}, ¥»)
nugtalari orasidagi masofa

pr. ) =0y =1 + (- %)
x® = (x,,y,) nugtaning sferik atrofi
U, (x") ={(x,») e B :p((x,¥), (X9, 30)) < €} =
ey)e R J-x Y + (v -3) <e}

bo‘ladi.
R? fazoda ushbu

{x,y)e R : p((x,), (x5, 3)) <}
to‘plam ochiq, quyidagi
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Ya Y

23- chizma.

{(x,y)e R : x20, y>0, x+y<l}
to‘plam esa yopiq to‘plam bo‘ladi. Ular 23- chizmada tavsirlangan,

Mashgqlar

1. Agar G, ¢ R", G, ¢ R™ ochiq to‘plamlar bo‘lsa,
G UR”, Go,nR"
to‘plamlarning ochiq to‘plam bo°‘lishi ko‘rsatilsin.
2. Agar F; < R", F, < R™ yopiq to‘plamlar bo‘lsa,
FUR", ENR"
to‘plamlarning yopiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.

56- ma’ruza
R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti
I°. R" fazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari. Aytaylik,
biror qoidaga ko‘ra har bir natural son » ga R™ fazoning bitta
x = (x, x{M LX), (n=1,2,..)

nuqtasi mos go‘yilgan bo‘Isin. Bu moslik natijasida R” fazo nuqtala-
ridan tashkil topgan ushbu

1 ) L@
(fV,xxD) s (P, X XD XL xmy L
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yoki gisqacha,

a0 x® X

to‘plam hosil bo‘ladi. Uni R" fazoda ketma-ketlik deyilib, {x{?} kabi
belgilanadi. Demak, {x"} ketma-ketlikning hadlari R” fazo nuqtalari-
dan iborat bo‘lib, bu nugtalarming koordinatalari m ta

{x"1, {xg")}, oo XY (n=1,2,.)
sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.
Faraz qilaylik, R" fazoda {x"}:
XD @ X (1)
ketma-ketlik hamda

a=(a,a,.,a,)€ R"
nugta berilgan bo‘Isin.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday #,e N son topilsaki,
barcha » > n; uchun
p(x,a)<e,

ya'ni

Ve>0, 3y e N, Vn>n: p(x™,a)<e
bo‘lsa, a nuqgta {x} ketma-ketlikning limiti deyiladi va

imx™ =g yoki n—eo da x*" - a

n—ooo

kabi belgilanadi.
Vn> nyda

p(x", a)<e
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning r, dan katta nomerli
hadlari @ nuqgtaning U,(a) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hol
(1) ketma-ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2- ta’rif. Agar ae R” nuqtaning ixtiyoriy U{a) atrofi olinganda
ham, {x("} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo‘lsa, a nuqta {x"} ketma-ketlikning limiti deyiladi.
1- misol. R” fazoda ushbu {x"} = {%, %, vy %} ketma-ketlik-
ning limiti @ = (0, 0, ..., 0) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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Jm

4 Ve > 0 sonini olib, unga ko‘ra ny = [-E—]+l ni topamiz.

U holda Vn > ny uchun

™ gy=ofl, 1 1) _m Am_ m
p(x sa)"p(ns ns sesey n I (0707"-90))_‘ n < ’b "[—\/‘—”—']+l <&
€

bo‘ladi. Demak, lim x" =q4. P

n—yoo
2°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, R™ fazoda
{x("} ketma-ketlik va a € R™ nugqta berilgan bo‘lsin.
1- teorema. Agar R" fazoda

xm = (xl("),xg”),...,x,‘,,")), (n=12,..)
ketma-ketlik

a=(a,a,...,a,)
limitga ega bo‘lsa: limx™ =q,
H—yeo
u holda
lim x{" = aj,
n—yoo
limx{” = a
2 2
n—eo
lim x{" =a,
n—oeo
bo‘ladi.
« Aytaylik lim x™ = g bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan ¥z > nye N
n—o0 .
uchun

x"Me U, (a)={xe R" : p(x,a) <€}, (Ve>0)
bo‘ladi. Ravshanki,
U.(a) U, (a),
bunda
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a —e<X <a +¢&, @G —€<X; <G +¢,

U, (a) ={(x, %y, X ) € R™

Keyingi munosabatlardan, V» > n, uchun

ya’ni

g -e<x” <a +e,

@ —e<x\” <a +e,

{xz —a)<e,
‘x,‘,,") a,,,|<t—:

bo‘lishini topamiz. Bundan esa

bo‘lishi kelib chiqadi. »

lim x{" = g,

N-—yoo

; (n) _

2- teorema. Agar R" fazodagi

b= {(xm, «§7,

vy Gy —E < X < @y +E}

vy XM}, (n=1,2.)

ketma-ketlik va a = (g, 4, , ..., a,) nuqta uchun

28
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bo‘lsa, u holda {x("} ketma-ketlik limitga ega bo‘lib,
limx'™ =ga
N—yoo
bo‘ladi.
<« Teoremaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:

limx(” =g = Ve>0, 3In" € N, vn> :1x1("’—a1{<%’
n—yeo m

}’T}oxg")=a2 =Ve>0, P e N, vn>n? : ')é”)—azk—\/%,

limx{? =a, =Ve>0, 3™ e N, Yn> ™ : ‘xf,,”)—aml<%
m

bo‘ladi.
Agar

ny = max{m", n{?, ..., i{™}
deyilsa, u holda Va > n, da bir yo‘la
\x,g” —ak} <2, (k=1,2,....,m)
m
tengsizliklar bajariladi. U holda

m m 2
(Be-ar < Bl -«

k=1

va'ni

p(x\™,a) <e
bo‘ladi. Demak,

limx" za. »

N—deo

Bu teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chigadi.
R" fazoda  {x)}= {(xl("), AN x,‘,,"))} ketma-ketlik
a=(q,a,.., a,) limit:
lim x" = 4

n-so0
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ga ega bo‘lishi uchun bir yo‘la
limx" = a,

n—yoo

7 (n) _
lim ;" = a,,

n—yeo
lim x{" = a,
N—oo

bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu muhim tasdiq bo‘lib, u R™ fazodagi ketma-ketliklar limitlarini
o‘rganishni sonlar ketma-ketliklar limitlarini o‘rganishga olib keladi.
Sonlar ketma-ketliklarining limiti esa 6—8- ma’ruzalarda batafsil bayon
etilgan.

Agar (1) ketma-Kketlik limitga ega bo‘lsa, u yaqinlashuvchi ketma-
ketlik deyiladi.

Yugorida keltirilgan tasdigdan foydalanib, isbotlanadigan muhim
teoremani keltiramiz. Avvalo R™ fazoda ketma-ketlikning fundamen-
talligini ta’riflaymiz.

3- ta’rif R"™ fazoda {x'"} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar Ve > 0
olinganda ham shunday n,e N topilsaki, Vn > ny, VP> n, lar uchun
p(x™, x)<e

tengsizlik bajarilsa, {xX"} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi) {x} ketma-ketlikning yaqginlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teorema 9- ma’ruzada keltirilgan 3- teorema kabi isbotlanadi.

3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi. R” fazoda mar-
kazlari

a™ = (al("),ag"),...,a,(n")), (n=12,.)
nugqtalarda, radiuslari 7, > 0 (n = 1,2,...) bo‘lgan ushbu

B = E,l (@) = {x e R": p(x, aV) < r;},

=B (a")= {xe R™: p(x,d")<r,},

=
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yopiq sharlar ketma-ketligini qaraylik. Agar bu yopiq sharlar ketma-
ketligining hadlari uchun quyidagi
B>B>..oB,>..

munosabat o‘rinli bo‘lsa, {B,} ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-ketligi deyiladi.

Aytaylik, {B,} R" fazoda ichma-ich joylashgan yopiq sharlar
ketma-Kketligi bo‘lsin.

4- teorema. Agar n — o< da shar radiuslari 7, nolga intilsa, ya’ni

limr, =0

n—yeo
bo‘lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo‘lgan a nugta (a € R™)
mavjud va u yagona bo‘ladi.
« Shar markazlaridan tuzilgan

{a™}, (@™ e R", n=1,2,.)

ketma-ketlikni garaylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo‘lishini
ko‘rsatamiz.

Shartga ko‘ra limr, = 0. U holda

Moo
ve>0, Imye N, n>nm: r,<e
bo‘ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ich joylashganligidan ixtiyoriy
| P>n>n

uchun B (a(P) > B, (a(")))

)

bo‘lib, p(a™, o)< r,<e  bofladi.

Demak, {a™} — fundamental ketma-ketlik. U holda Koshi teo-
remasiga ko‘ra u yaqginlashuvchi bo‘ladi:

lima™ =a, (ae R™).

Bu a nugta B, (a™) to‘plamning limit nugtasi va B, (a'”) yopiq
bo‘lganligi uchun ae B, (a™), (n=1,2,...) bo‘ladi. Demak, a — bar-
cha sharlarga tegishli bo‘lgan nuqta. Faraz gilaylik, a nugtadan fargli
barcha sharlarga tegishli bo‘lgan b nugta (be R™) mavjud bo‘lsin:

be B, (a™), b+ a. Masofaning 3-xossasidan foydalanib topamiz:
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p(a, b) < p(a, a™) +p(a™, b) <2r,.

Agar n — « da r, - 0 bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi muno-
sabatdan p(a,b) = 0, ya’ni a = b bo‘lishi kelib chiqadi. P

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi
deyiladi. .

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
R™ fazoda {x("}:

x ) x@oxm
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu ketma-ketlik

xmoxtm) )

P aesy

bunda m<m<.<nm<.; peN, k=12,.,

berilgan {x{"} ketma-Kketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi va u
{x(%)} kabi belgilanadi. Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.
Agar {x”} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,
lim x" = ¢

bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har qanday qismiy ketma-ketligi {x+)}
ham yagqginlashuvchi bo‘lib,
,lim x("k) =c
bo‘ladi. Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita
kelib chigadi.
Avtaylik, R” fazoda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin: Mc R".
Agar R" fazoda markazi (0,0,...,0) € R, radiusi r > 0 bo‘lgan shar

U() ={(xl,x2,...,x,,,)€ R™ - p((xhxl’ ceey xm), (0, 0,..., 0))<r}

topilsaki, bunda
McU°

bo‘lsa, M chegaralangan to plarm deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5- teorema. (Bolsano-Veyershtrass teoremasi.) R™ fazoda har
ganday chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.
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5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R™ = R bo‘lib, undagi
ketma-ketlik sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-
ketligi va uning limiti 6—8- ma’ruzalarda batafsil o‘rganilgan.

m = 2 bo‘lganda R™ = R? bo'lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nugtalaridan iborat

(-x] 3y] )a (xz ,yz)’ cers (xn, y,,), A (xn € R, y,, € R, n= 1, 2’)
ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x,} va {y,} sonlar
ketma-ketliklarining limitlari orgali o‘rganiladi.

Masalan, ushbu

{(_ln), (_l)n}: (_17 - 1)7 (19 1)5 (_13—1)3 ceey ((_l)n: (—l)n)s

ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki
Xy = (_1)n, Yn = (_!)n, (n = 1:2’)
ketma-ketliklar limitga cga emas.

Mashglar

1. Agar x° € R™ nugta M c R™ to‘plamning limit nugtasi bo‘lsa,
M to‘plam elementlaridan tashkil topgan va x? nuqtaga yaginlasha-
digar.
xXm, (x" e dr, X" 2x,, n=12,.)
kctma-ketlikning mavjudligi ko‘rsatilsin.

2. Agar

lim x\" =a, (xMeR™ aeR", n=12,.)

N—¥o

bo‘lsa, {x"} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

57- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Faraz qilaylik, R"
fazoda F to‘plam berilgan bo‘lsin: £ c R".

1-ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir x =(x,x,,...x,,) nuqtaga
biror fqoidaga ko‘ra bitta haqgigiy v son mos qo‘yilgan bo‘lsa, £ to‘p-
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lamda ko‘p o‘zgaruvchili (m ta o‘zgaruvchili) funksiya berilgan (aniq-
langan) deyiladi. Uni

fix=(x,%,.\x,) 2 u YOKi u= f(x)=f(x,%,...,%,)

(x=(x,%,...,X,,)e R™", ue R)

kabi belgilanadi. Bunda £ — funksiyaning berilish (aniqlanish) to‘p-
lami, x;, X,, ..., x,, (erkli o‘zgaruchilar) — funksiya argumentlari,
u esa xj, x,, ..., x,, larning funksiyasi deyiladi.

Masalan, f— har bir

X = (xl,xZ,...xm)E M,

M={xe R": p(x,0)<1}
nugtaga ushbu

2

m

27 2
()cl,xz,...,x,,,)—>\/l—x1 -Xy —.— X

goida bilan bitta haqiqiy u sonini mos qo‘ysin. Bu holda M < R™
to‘plamda aniglangan

u=\/1—x]2 —x} - -x2
funksiva hosil bo‘ladi.

Aytaylik, u = f(x;,x,,...,X,,) funksiya (ko‘p hollarda bu funk-
sivani 4 = f(x) kabi yozamiz) Ec R" to‘plamda berilgan bo‘lsin.
x® = (x), x7, ..., x0)e E nuqtaga mos keluvchi u, son u = f(x)
funksiyaning xX* nugtadagi xususiy qiymati deyiladi: .

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu

{u=f(x):xe E} (1)
sonlar to‘plami u = f(x) funksiya giymatlari to ‘plami deyiladi. Agar

(1) to‘plam chegaralangan bo‘lsa, u = f(x) = f(x,%,...,X,,) funk-

siva E to‘plamda chegaralangan deyiladi.
R™! fazodagi ushbu

{(x, f(x)) 1 x = (x,%,..x,,) € R™, f(x)e R}
to‘plam ko‘p o‘zgaruvchili u = f(x;,%,,..., X, ) funksiyaning grafigi
deyiladi.
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Faraz gilaylik, yuqorida garalayotgan f(x,x,,...,x,,) funksiyada

xl = (pl (t) = (Pl(tl’t25""tk)?
x2 = (PZ (t) = (DZ (tlatz a"'atk)a

xm = (‘pm(t) = (*pm (tl 3 t2 PR tk )
bo‘lsin, bunda ¢;(z) funksiya (i=1,2,..,m) T c R* to‘plamda

aniqlangan bo‘lib, ¢ =(t,5,...5;)e T bo‘lganda unga mos
X =(X,%,...X, ) € E bo‘lsin. Natijada

FO) = fQ@, (B 5 eis ), @3 (5 ees B )y ooy @ (5, 1)) = F (8,8, .0 1,)
funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiya deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (xe R™) E < R™ to‘plamda berilgan,
x% e R™ nugta E ning limit nuqgtasi bo‘lsin. U holda R™ fazoda
shunday {x"}:

XD Xx@ X

ketma-ketlik topiladiki, bunda

1) Vne N da x" e E, x™ =x%;
) n—oda x™ - x°
bo‘ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).
2- ta’rif. (Geyne ta’riif.) Agar
1) Vne N da xe E, x" = x°;

) noeda x™ - x°

shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x"} ketma-ketlik uchun

n— oo da f(x“”)—)A

bo‘lsa, Ason f(x)= f(x,%,,..., X, ) funksiyaning x = (xlo, xg, vy x,‘,’,)
nugtadagi limiti (karrali limiti) deyiladi. Uni ]jm0 f(x)=A yoki

XX
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Im f(x, %, %) = A
.Xl —)X{)
X, = X3

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar

X} (x™ e E, X" 2 X, n=12,..),

L™}, e E, y™ 2x°, n=12,.)
ketma-ketliklar uchun » — ~ da

x5 X0, yim 5 x0
bo‘lib,
f&x"y 5 A, f(™Y-> B, A= B
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqgtada limitga ega bo‘lmaydi.
3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

8 = 8(e) > 0 topilsaki, 0 < p(x,x%) < ¢ tengsizlikni qanoatlantiruv-
chi Vxe E (E< R™) da

If(x)-A|<e
tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x° nugtadagi limiti (karrali
limiti) deyiladi.
Bu ta’rifni gisqgacha qilib quyidagicha ham aytsa bo‘ladi. Agar
Ve>0, 38>0, Vxe EaU; )\ {x"D: [f(x)-Al<e

bo‘lsa, 4 son f(x) funksiyaning x° nuqtadagi limiti deyiladi.

3°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x;,%3,.....,%,) funksiya E e R™ to‘plamda berilgan bo‘lib,
x =, %3, ..., x2) nuqgta E to‘plamning limit nugqtasi bo‘lsin.

1- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiya x° nugtada limitga
ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilib,
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Vx'e En(Us(x)\{x"}), Vx"e En(Us(x°)\ {x°})
nugqtalarda
f(x") = f(x)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik, f(x) funksiya xX° nuqtada A limitga ega bo‘Isin:
lim0 flx)=4.

X=X
Limit ta’rifiga ko‘ra,

<€

Ve>0, 38>0, Vxe En(Us(x)\ {x°}):
f(x)-4l< ;
bo‘ladi. Jumladan,

x'e En(Us(x")\{x"}), x"e EnU; ")\ {x*}):
nuqgtalar uchun

) =A<5, f(D)-A4<5
bo‘ladi.
Keyingi tengsizliklardan
SO - FXD)] S| -A |+ f(x) - A <e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Ve > 0 son olinganda ham shunday 8> 0 son
topiladiki, bunda

Vx'e En(Us (x)\{x"}), Vx"e EnUs(x")\{x°})
nuqtalar uchun
S (X)) = f(X)f<e
tengsizlik bajariladi.
x° nuqtaga intiluvchi ikkita {x"}, {y} ketma-ketliklarni ola-
miz; n — o da
x5 xY (W e E, XM #x® n=1,2,.),
y® 5 xY M e E, vy 2x®, n=12,.).
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Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu

XU O @ ey
ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni {z"} ketma-ketlik deylik. Ravshanki,
bu ketma-ketlikning ham limiti x® bo‘ladi: # - - da

™ 5 xY @MeE, 2 ex® n=12,.),
Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 8 > 0 songa ko‘ra shunday nye N
topiladiki, Va > n’, Vm > nda

" e En(Up(x)\ {x°}),
2™ e En(Us(x")\ {x°})

bo‘ladi.
Teoremaning shartidan

FGE) - £z < e
tengsizlikning bajarilishi kelib chiqadi. Demak, {f(z)} sonlar ketma-
ketligi fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaginlashuvchi:
n— o da f{Z" = A
U holda n — - da

f&x"y =>4, ) - 4
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra
lim0 f(x)y=A4

X—oX

bo‘ladi. »

4°, Takroriy limitlar. Faraz gilaylik, f(x) = f(x;,%,....,X,,) funk-
siya Ee R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, x° = (x{,x?, ..., x3) € R"
shu E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

mta x,, X,, ..., X,, 0‘zgaruvchilarga bog‘lig bo‘lgan f(x;,..., x,,)
funksiyada x,, x5, ..., X,, 0‘zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta
x, o‘zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya
x, — x da limitga ega bo‘lsin:

Hm f(X, 2,005 %0) = 01 (%, X,y ) -

x| —>x1
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Endi ¢,(x,,x3,...,x,,) funksiyada x;, x,, ..., X,, o‘zgaruvchilar

tayinlanib, so‘ngra x, — x5 limitga o‘tilsa,

M Q1 (X, %3 %) = 9 (35, X4s0s %)

Xy —)X2

bo‘lib, berilgan funksiyaning

limn limn F(x,% .., %,)

x —)X2 x) —)Xl

limiti hosil bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x;,x,,...,x,,) funksiyaning

Xii s Xiy 5 wees X

bR ik

o‘zgaruvchilari mos ravishda x,? , xg y ey x,?( larga intilgandagi limiti

lim ... lim_ f(x,%,... X,)
X DX Xy —>x2
ni ham garash mumkin.
Odatda, bu limitlar f(x;, x;,,...,x,,) funksiyaning takroriy limitlari

deyiladi. f(x;,x,,...,x,) funksiya argumentlari x,, x,, ..., X, lar

mos ravishda x{) , xg R x,?, sonlarga turli tartibda intilganda funk-

siyaning turli takroriy limitlari hosil bo‘ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
takroriy limitlari turlicha munosabatda bo‘ladi. Ular hagida xususiy
holda, keyingi bandda bayon etamiz.

5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda bitta o‘zgaruvchiga bog‘lig
bo‘lgan R fazodagi biror to‘plamda aniglangan u = f(x) funksiyaga
ega bo‘lamiz. Bu funksiya va uning limiti 11- va 12- ma’ruzalarda
o‘rganilgan va to‘lig ma’lumotlar keltirilgan.

m = 2bo‘lganda R? fazodagi (tekislikdagi) biror to‘plamda aniq-
langan ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan u = f(x,y) funksiyaga
ega bo‘lamiz. Masalan,

u= In(x2+y2-1)
[t _x2y?
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24- chizma. 25- chizma.

Bu funksiyaning aniqglanish to‘plami tekislikning ushbu

xt+y? 150,
4-x2-y? >0
sistemani ganoatlantiradigan nuqtalar to‘plami 24- chizmada tasvir-
langan halgani ifodalaydi:
Ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan u = f(x, y) funksiyaning grafigi

umuman R? fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi. Masa-
lan, ushbu

u=x>+y>
funksiyaning grafigi R3? fazoda 25- chizmada tasvirlangan aylanma
paraboloid bo‘ladi.
Aytaylik, f(x, y) funksiya F c R? to‘plamda berilgan bo‘lib,
(xy,¥) € R? nuqta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu ikki o‘zgaruvchili
funksiya limiti ta’riflari quyidagicha bo‘ladi:

Agar: 1)Vne Nda (x,,y,)e E, (x,,,)# (X0,¥)>
2) n —)ooda ('xn’yn) - (x09 yO)
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {(x,,y,)} nuqtalar ketma-ketligi uchun
n—eda f(x,,y,) > A4
bo‘lsa, A son funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi limiti (karrali limiti)
deyiladi va
f(x,y)=A yoki lim f(x,y)=4
XXy

Y=

im
(x,y)=>(x0 Y0 )
kabi belgilanadi.
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Agar Ve>0 olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,

0 < p((x,¥),(x9,¥)) < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi v(x,y)e E da
S, y)-Al<e

tengsizlik bajarilsa, 4 son f(x, y) funksiyaning (x,,y,) nugtadagi limiti

(karrali limiti) deyiladi.
Berilgan funksiyaning ikkita takroriy limitlari:

lim lim f(x,y), lim lim f(x,y)
xX-3X) YN Yoy X-%)
bo‘lishi mumkin.
1- misol. Ushbu
Xy
fOxy) =N+’
0 , agar x*+y? =0 bo'lsa

, agar x> +yp® #0 bo‘lsa,

funksivaning (x, y) = (0, 0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
<« Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz:
Ve >0 son uchun 8 = 2¢ deyilsa,

0<p((x,»),(0, 0))<8

tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x,y)e R? da

1 > 1 1
) =0 = =2 < o yx?+y? = 2p((x,9),(0,0)) < =8=¢
‘ | } /'—x2+y2! 2 2 2
bo‘ladi. Demak, ling f(x,y)=0.p
y—0

2- misol. Ushbu

2yl

x,y)= "t

S x2y? +(x-y)?

funksiyaning (0, 0) nugtada limiti mavjud emasligi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki, bu funksiya

R\ {(0,0)}
to‘plamda aniglangan va (0, 0) nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi.
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(0, 0) nugtaga intiluvchi {(%%)} {(1—%)} ketma-ketliklarni

olaylik:
I 1 1 1
(;,;) (0,0), (;{1";)—_)(050).

(w f) hamda (— —%) nuqgtalarda (n=1, 2, 3) berilgan funksiya-

n n
ning giymatlari
1 1 1 ]
A R i R e NG
o 11 11
bO llb, f(;a;)_')ls f(;a'—;)_)o

bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funk-
sivaning (x, y) — (0, 0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3- misol. Ushbu

X
flx,y) = x?+?

0 ,agar x’ +y2 =0 bo‘lsa

agar x> +y? #0 bo'lsa,

funksiyaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.
4 Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz:

hm flx,y)= hm = 0, lirr(l) lin?) f(x,y)=0,
y—oU x—

X"ty

hm f(x,y) = hm =0, limlim f(x,y) =

/x2 +y2 x—0 y—0
Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtadagi takroriy limitlari bir-
biriga teng bo‘lib, ular 0 ga teng. »

2x-y
4- misol. Ushbu f(x,y) = Jx+3y
0 ,agar x+3y =0 bo'lsa

, agar x+3y #0 bo‘lsa,

funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
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<« Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha bo‘ladi:

m2*Y L imiim2¥2 =},
x—0 x+3y 3 y—0 x>0 x+3y 3
T -y
lim =2, hm =2
y-0 X+3y x—»O y—0 x+3y

Ayni paytda, berilgan funksiya (x,y) — (0,0) da limitga (karrali li-
mitga) ega bo‘lmaydi, chunki

1 1 5 4
(;,;)4(0,0), (; —)-»(0 0)
ketma-ketliklar uchun

Sot)-od s )5

n n
bo‘lib, ular bir-biriga teng emas. »
5~ misol. Ushbu

.1
x+ysin—, agar x #0 bo‘lsa,
flx,y) = Yoy, o
0 , agar x=10 bo‘lsa
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
<« Bu funksiya uchun
lim f(x,y) =x, limlim f(x,y)=0
yo0 x50 y—0
bo‘lib,
11m lim f(x,y)
y—0 x-0
esa mavjud bo‘lmaydi.
Ayni paytda, (x,y) — (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (kar-
rali limiti) mavjud bo‘ladi, chunki

|f(x,»)-0]= x+ysm1 x| +]y], (x#0)
bo‘lib,
lim f(x,y) =0
Y0
bo‘ladi. P
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Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
E ={(x,y)e R*: Ix - x| < a, [y—y0\<b}
to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar

1 (x,y) = (x5,,) da f(x,y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va

lim f(x,y) =4,
Yo

2) har bir tayinlangan x da
yliglﬂ F(x,y) =o(x) 2
mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(x,y)

XXy Y=Y

takroriy limit mavjud va
im lim f(x,y)=4

X=Xy Y—2Yo
bo‘ladi.
4 Aytaylik, lim f(x,y)=4
X=X
Y-y

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan, Ve >0 olinganda ham shunday & >0
topiladiki, ushbu

{0 e R: x-x,|<8, ly-n|<8lcE
to‘plamning barcha (x, y) nugqtalari uchun

f(x,y)-A|<e

tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y — y, da limitga o'tib topamiz:
o(x) - A|<e.

Demak, )}Lrlx](, o(x)=A4. (3)

(2) va (3) munosabatlardan

lim lim f(x,y)=A4
X=Xy YW

bo‘lishi kelib chigadi. W
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Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

3- teorema. Agar:

1) (x,¥) - (xy,¥%,) da f(x, y) funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud va

lim f(x,y) = 4;
X=Xy
y=2n

2) har bir tayinlangan y da

}Lny}, S(x,y)=0(y)
mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(x,y)
XXy Y)Yy
takroriy limit mavjud va
lim lim f(x,y)=A4

X=Xy Y Yo
bo‘ladi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya uchun bir vaqtda yuqoridagi 2- va
3- teoremalarning shartlari bajarilsa, u holda
lim f(x,y) = lim lim f(x,y)= lim lim f(x, )
;:;g X=Xy Y-2)Yo Y=yy X=X

bo‘ladi.
Mashgqlar

1. Funksiya limiti Geyne va Koshi ta’riflarining ekvivalentligi
ko‘rsatilsin.

2. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin.

3. Ushbu

Iim f(x,y)= A
X~—ro0
yoreo
limit ta’riflansin.
4. Ushbu
lim (x2 , y2 )e—(X'U’)
X~>+o0

Yoo

limit hisoblansin.
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58- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi

1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Faraz qi-
laylik, f(x)= f(x, x;, ..., x,,) funksiya R™ fazodagi E to‘plamda
berilgan bo‘lib, x* € E nuqta F to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar
lim f(x) = f(x°) (1)
X=X
bo‘lsa, f(x) funksiya x® nuqtada uzluksiz deyiladi.
2- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar:
1) Vhe Ndax"e E
2) n > da XM - X0
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x} ketma-ketlik uchun
n—ooe da f(x") - f(x0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
3- ta’rif. (Koshi ta’rifi.). Agar

ve>0, 38>0, Vxe ENU(x°), }f(x)—f(x")[ <e
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
Umuman, u = f(x) funksiyaning x° € F nuqtadagi uzluksizligi
quyidagini anglatadi:
ve>0, 36>0, Vxe ENU(x*), f(x)e U (f(x%)).
QOdatda, ushbu
Au = f(x) _f(xﬂ), (x = (xls x29 cery xm)’ x() = (x]O9 evey X2 ))

ayirma u = f(x) funksiyaning x° nugtadagi orttirmasi (to‘liq orttirmasi)
deyiladi.

Agar
0 0 _ 0
Axl =x1 '—xl ) AX2 =x2 —x2, veey Axm —xm —Xm
deyilsa, u holda
0 0 0 0 0 0
Au= f(x] +Ax, X) +Axy, oy Xy +AX,) = f(X], X5, .y Xp)

bo‘ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni
ayta olamiz:
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f(x) funksiya xX° nugtada uzluksiz bo‘lishi uchun

lim Au=0, ya’ni lim Au=0
XX Axy -0

bo‘lishi zarur va yetarli.

Yuqoridagi ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi.

Agar (1) munosabat bajarilmasa, f(x) funksiya x° nugtada uzilishga
ega deyiladi.

4- ta’rif. Agar f(x) funksiya £ to‘plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu F to‘plamda uzluksiz deyiladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning nuqtadagi to‘liq
orttirmasi tushunchasi bilan bir qatorda uning xususiy orttirmalari
tushunchalari ham Kiritiladi.

Ushbu

Agu=f(x) +8%,%, %, %) = f(X,%,.., %),
Ayt=f00,% +8%,%,..,%) - f(X,%,..., %),

Ax,,,u:f(xloaxgs'“axgl—laxgt +A'xm)—f()é)5'%)!'"? '&1)

ayirmalar mos ravishda f (x) funksiyaning x° nuqtadagi x,, x,, ..., X,,
o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi. Ravshanki,

[lim A, u=0
Axy -0 A ’
lim A, u=0,
lim Au =0 = {520
x‘_)xo -------------
lim A, u=0
|Ax,, -0 77

bo‘ladi. Biroq, A, —0 da A, u—>0 (k=12,.,m) bo‘lishidan

lim Au=0
XX

bo‘lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).
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2°. Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari. Faraz qilaylik. f(x)
va g(x) funksiyalar £Ec R" to‘plamda berilgan bo‘lib, X’ € E nuqtada
uzluksiz bo‘lsin. U holda

e S, f)2g0x), [() g0, L (g(x) #0)
funksiyalar ham x° nkqtada uzluksiz bo‘ladi, bunda ¢ = const.
Bu tasdigning isboti 15- ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
Lytaylik,
Xp =@t l) =@ (F),
X, = @yt h s By ) = 9y (1),
........................ @
Xm = (pm(ti,tz,..‘,tk) = (Pm(t)
funksiyalarning har biri M < R* to‘plamda aniglangan bo‘Isin. Bu (2)
munosabat natijasida M to‘plamning har bir # = (4,,4,....) nug-
tasiga mos keluvchi R™ fazoning x = (x,x,,..., X,, ) nuqtasi hosil bo‘-

ladi. Bunday nugtalar to‘plamini £ deylilz. Ravshanki, £< R" bo‘ladi.
Faraz qilaylik, F to‘plamda

u= f(x) = f(x19x25'"9xm)

funksiya aniqlangan bo‘lsin. Natijada
te M 5 xe £ - ue R,
ya'ni (4,5, 4)e M -5 (x,%,..,x,)€ E > ue R bo'lib,
u= f(x(2))= (0t 1)@y (B sty )y s @ (B 5 s 1)) =

=D(t) =Dy, 1y,..,1;)

murakkab funksiya hosil bo‘ladi.
1- teorema. Agar

X =0 (), X3 =05(t); s X, = 0, (1), (£ = (500058, ))
funksiyalar = (tf’,...,t,?) e M < R* nuqtada uzluksiz, u = f(x)
funksiva x° =(x),.x},..,x3)e Ec R" nuqtada (x) = ¢, (1°),
X =@, (1°),..., x5 = ¢, (t*)) uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x(r))=
= (9,50, ,---,P,,) Murakkab funksiya 7° nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
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<« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x* nuqtada uzluksiz. U holda ta’-
rifga binoan

ve>0, 38>0, Vxe EnUy(x"): f(x)-f(x")<e (3
bo‘ladi. Ravshanki.

Vxe EnUs(x®) = x; -x0| <8, (i=1,2,..,m) @)
bo‘ladi. Shartga ko‘ra ¢,(¢) (i =1,2,...,m) funksiyalar #° nugtada
uzivksiz. Ta’rifga binoan & > 0 uchun shunday §,; > 0 topiladiki, bunda

Vie M AUy (1) o) -, (1) <3
bo‘ladi, i=1,2,...,m.
Endi min{3,,3,,...,8,} = & deb olamiz. U holda Vt € M nUs(")
va barcha i =1,2,...,m lar uchun

1

I‘Pi(f) - (P,-(fo)i <8, ya’'ni

X -x)| <38
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan Vte M n Uy (t°) uchun

Sx(0)) = f(x(hp) <

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, murakkab f(x(f)) funksiya #° nuqtada
uzluksiz. »

3°. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Endi
to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz.

2- tecrema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq £ c R”
to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya £ da chegaralangan bo‘ladi.

« Aytaylik, funksiya shu F to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsin.
U holda

Vne N, 3x" e E: | f(x)2n, (n=1,2,..)

bo‘ladi. Ravshanki, {x(""} ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano—Veyer-
shtrass teoremasiga ko‘ra yaqginlashuvchi

{x('lk)}, (X(nk) eE, k= 1’2,___)
gismiy ketma-ketlik mavjud:

k— o da x™) 5 x"va x"c E.
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Ayni paytda, f(x) funksiyaning £ da uzluksizligidan
k —> o da f(x") 5 f(x%)
bo‘lishi kelib chiqgadi. Bu esa
k — o da if(x(""))\tz M — +oo

deyilishiga zid. Ziddiyat f(x) funksiyaning £ da chegaralanmagan de-
yilishidan kelib chiqdi. Demak, f(x) funksiya £ da chegaralangan. »

3- teorema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq £c R" to‘p-
lamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda o‘zining aniq yuqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi, ya’'ni

IxO e E, sup{f(x)}=f(x),
xeE
W e E, ing{f(x)}= S

bo‘ladi.
<« Yugoridagi teoremaga ko‘ra f(x) funksiya £ to‘plamda chega-
ralangan bo‘ladi. U holda bu funksiya aniq chegaralarga ega:

sup{f(0}=a,  inf{/(0}=b.
Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra
Vne N, x™ e E:a- ."; < f(x™)y<a (n=1,2,.)

bo‘ladi. Ravshanki, {x”} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lib, undan
{x")} gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,
koo da x" 5 xO vaxOekE ©)
bo‘ladi. Berilgan funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
koo da f(x%)) > F(x0).

Ayni paytda,
Vne N da a—i<f(x""‘))Sa
my
" bo‘lib, undan k — e da
F(x"™)y >aq (6)

bo‘lishi kelib chigadi. (5) va (6) munosabatlardan
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[y =a=sup{f(x)}, (x"€E)
bo‘lishini topamiz.
Xuddi shunga o‘xshash

F)=b=inf{f(x)}, (x" e E)
bo'lishi isbotlanadi.
4- teorema. Faraz qilaylik, f(x) = f(x,,x,,...,x,,) funksiya bog‘-
lamli £c R” to'plamda berilgan bo‘lsin.

Agar:

1) f(x) funksiya E da uzluksiz,

) a=(a,ay,...,a,)e E, b=(b,by,..,0,)e E
nugqtalarda turli ishorali gqiymatlarga ega:

(f(a) >0, f(b)<0 yoki f(a)<0, f(b)>0)
bo‘lsa, u holda shunday ¢ = (¢,c,,...,c, ) € £ nuqta topiladiki,

fc)=0
bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x) funksiya bog‘lamli Fc R™ to‘plamda uzluksiz
bo‘lib,

f(a)<0, f(b)>0
bo‘lsin.

E — bog'lamli to‘plam. Binobarin, a va b nuqtalarni birlashtiruvchi
va shu to‘plamga tegishli sinig chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq
uchlarini ifodalovchi nuqtalarning birida f(x) funksiya nolga aylansa,
teorema isbotlanadi.

Agar siniq chiziq uchlarida f(x) funksiya nolga aylanmasa, u
holda siniq chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi
a’ =(af,a;,...,a,) da f(a’)<0, ikkinchi uchi &" = (4/,b;,...,b)
da f(b) >0 bo‘ladi.

Endi f(x) = f(x,%y,..., X,,) ni shu kesma
k ={(x1, Xyy ey Xy )€ R™ 1 X = af + (b - a),
X, =a; +1(b) —a3), ..., X, = ay, + (b, —a,)}
(0 <t <1) da qaraymiz. U holda
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fla) +t(b —a)), a; +1(b; —a}), ..., aj, +t(b, —al,)) = F(t)
bo‘lib, bitta z o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya
[0, 1] segmentda uzluksiz va

FO)=f(a)<0, FO=fB)Y>0
bo‘ladi. U holda 16- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra shunday
1, € (0,1) nuqgta topiladiki, bunda

F(t,) =0,
ya’ni
flag + (b6 —a)), a3 +t,(bs - a3), ..., a, +1,(b, —a,))=0
bo‘ladi. Agar
c=a+thy(l-a), ¢ =a; +1,(by -a3), ..., ¢, =a, +t,(b, —a.,)
deyilsa, u holda ¢ =(¢,¢5,...,¢,,) € £ nuqtada
fe)=0
bo‘ladi. »

5- teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya bog‘lamli £ < R™
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Agar:

1) f(x) funksiya F da uzluksiz,

2) ace E, be E nugtalarda f(a)=A4, f(b)=58
giymatlarga ega va 4 # B bo‘lsa, u holda A4 bilan B orasida har
ganday C son olinsa ham, shunday c € £ nuqta topiladiki, bunda

fle)=C

bo‘ladi.

<« Bu teorema yuqoridagi 4- teorema kabi isbotlanadi. »

4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi. Aytaylik,
f(x) funksiya Fc R™ to‘plamda berilgan bo‘Isin.

5-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = §(¢) > 0
son topilsaki,

p(x’,x")< 8
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x" e £, x"e E uchun
|f(x7) - f(x)]<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to ‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.
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Agar f(x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

« Hagigatan ham, yuqoridagi ta’rifda x” nuqgta sifatida x° e £
olinsa, funksiyaning x° nugtada uzluksizligi, binobarin, E to‘plamda
uzluksizligi kelib chigadi. »

f(x) funksiyaning £c R" to‘plamda tekis uzluksiz emasligi quyi-
dagicha:

3, >0, ¥8>0, Ix'e E, e E, p(x',x") <8:[f(x") - f(x)
ko‘rinishda bo‘ladi.

6- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) funksiya chegaralangan
yopiq £ c R™ to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda
tekis uzluksiz bo‘ladi.

o Faraz qilaylik, f(x) funksiya chegaralangan yopiq £Ec R"
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lmasin.
U holda biror g, > 0 son va Vn € N uchun £ to‘plamda

2 €,

PO,y <L, (n=1,2,3,...)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday

xMeE y"MeE
nugtalar topiladiki, bunda

Sy - F)

2 &g
bo‘ladi. Ravshanki,
{x"}, (x"eE, n=1,23,.)

ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaginlashuvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin:

k — o da x%) 5 x% va x' e E.
Masofa xossasidan foydalanib topamiz:

p(Y™),x) < p(y™), X)) 4 p(x), x%) < L+ p(x), x0).
k
Keyingi munosabatdan, k — - da limitga o‘tish bilan
y("k) - x°
bo‘lishini topamiz. f(x) funksiya F to‘plamda, jumladan, x% E
nuqtada uzluksiz. U holda & — «~ da
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FG) = f(x0), fO™) - f(x%)

bo‘lib, undan

S - f(y) -0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

S = M) 2 e
deb qilingan farazga ziddir. Demak, f(x) funksiya E to‘plamda tekis
uzluksiz. »

Aytaylik, R™ fazoda biror E to‘plam berilgan bo‘lsin: Ec R
Ushbu

a= sup p(x,x")
xeEx"eE
miqgdor E to ‘plamning diametri deyiladi.
6- ta’rif. f (x) funksiya Ec R” to‘plamda aniglangan bo‘lsin. U holda
of, )= _sup {f(x)~f(x"]}
son f(x) funksiyaning E to ‘plamdagi tebranishi deyiladi.

Natija. f(x) funksiya chegaralangan yopiq £ c R™ to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u holda Ve > 0 son uchun shunday & > 0 son topiladiki,
bunda E to‘plamni diametri & dan kichik bo‘lgan £, to‘plamlarga
ajratish mumkin:

va har bir £, da
o f;E,) <S¢
bo‘ladi.

<« Natijaning shartidan f(x) funksiyaning F to‘plamda tekis uz-
luksizligi kelib chigadi. U holda ta’rifga binoan Ve > § uchun shunday

8 > 0 topiladiki, bunda p(x’,x") < tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy x’e E,x"e E nugtalarda

If(x) = f(x)

<€
bo‘ladi.
Ravshanki, Vx"e E,, Vx"e E, nugtalar uchun
p(x’,x") <8
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tengsizlik bajariladi. Demak,

() - f(X) <k,
Keyingi tengsizlikdan
sup  {If(x)- f(x")}<e,
x'eE; x’e £
ya’ni
o(f;E ) <e

bo‘lishi kelib chigadi. »
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda R™ = R va bundagi to‘plamda
berilgan funksiyaning uzluksizligi bir o‘zgaruvchili ¥ = f(x) funksiya-
ning (x € R, u < R) uzluksizligi bo‘lib, uning xossalari 15—17-ma’-
ruzalarda o‘rganilgan. m = 2 bo‘lganda R™ = R? va undan M to‘p-
lamda berilgan funksiyaning uzluksizligi, ikki o‘zgaruvchili u = f(x,y)
funksiyaning ((x,y)e E c R®,ue R) uzluksizligi bo‘lib, uning
(xo,¥0) € E nuqtadagi uzluksizligi quyidagicha bo‘ladi. Agar:
lim f(x,y) = f(X, %)
X=X
Y-
bolsa yoki Ve>0, 33>0, V(x,y)e EnUs((xy, 1) :
f(x,9) = f(%,0)| <€
bo‘lsa, yoki Vne N da (x,,y,)e £ bo‘lgan va n— o da
(X, 5¥,) = (X4, ) bo‘ladigan ixtiyoriy {(x,,y,)} ketma-ketlik uchun
S (x,,¥,) = f(Xy,¥) bolsa, yoki
lim f(x,y) = lim [ £ +Ax, 3 +AY) = f(%, %)]=0
Ay-0 Ay—0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,, y,) nugtada uzluksiz bo‘ladi.
1- misol. Ushbu

fx,y)=x+y
funksiyaning R? da uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4 Ve > 0 sonini olamiz. Unga ko‘ra & > 0 soni & = % deyilsa, u
holda

p((xyy)7(x03y0))= (x—x0)2 +(y—y0)2 <d
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x,y)e R* nuqtalarda

f(x,¥) = f(x0,¥0)| =[x +y = (X + )| <
<= xo|+1y - yol S 24(x—xp)? <28 =¢

bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra berilgan funksiyaning V(x,, y,) € R?
nugtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
Aytaylik, f(x,y) funksiva E < R? to‘plamda berilgan bo‘lib,
(x9,¥0) € E bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaning to‘liq orttirmasi
Af (Xg5¥o) = fxg + AX, yo + AY) = f (x5, ¥0)
xususiy orttirmalari
Axf(x()’yO) = f(xO +Ax’ yO) _f(x()’ y())’
Ayf(xO:yO) = f(Xg, Y0 +Ay) ~ f(X0, %)

bo‘ladi (% +AX, ¥y +AV) € E, (x9+Ax, w)€ E, (X, ¥ +4ay)e E).

Agarlim A fG0, ) =0, [ lima, /(o 0)=0)

Ax—
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,, y,) nugtada x o‘zgaruvchi bo‘yicha (y o‘z-
garuvchi bo‘yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya (x,, y,)
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘ladi.

Biroq, f(x,y) funksiyaning (x,, »,) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘lishidan uning shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi
har doim ham kelib chigavermaydi.

2- misol. Ushbu

fxy) x—fgﬁ, agar x> +y? #0 bo‘lsa,
x,y) =
0 , agar x> +y* =0 bo‘lsa

funksiya (0, 0) nugtada uzluksizlikka tekshirilsin.
<« Berilgan funksiyaning (0, 0) nugtadagi xususiy orttirmalari
A f(0,0) = f(0+Ax,0)~ f(0,0) =0,

R Ayf(O,O)=f(OaO+Ay)—f(O9O)=O
bo‘lib,
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lim A, £(0,0) =0, LHEOAyf(O,O) =0

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya (0, 0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to‘liq orttirmasi

AF(0,0) = £(0 + Ax, 0+ Ay) - £(0,0) = 2858

Ax2 +Ay?
bo‘ladi. Ushbu
lim Af(0,0)
Ax—0
Ay—0
limit mavjud bo‘lmaydi, chunki
Ax:%-)O 212 4 4
2 da M(070)=1n4n=§")§’
Ay=;—')0 }17+n—2
Ax:l——>0 z.l.l
;’ daAf(0,0):l"—l—"=l—>1.
Ay=—’;—-)0 n—2+n—2~

Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi. »
3- misol. Ushbu

1
2
nx+sin® ny

f(x,y)=—

sin
funksiyaning uzilish nuqgtalari topilsin.
« Bu funksiya R? to‘plamning
sinmx = 0,
sinwy =0

sistemasini ganoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega. Ravshan-
ki, sistemaning yechimi

{(x,y)e R*; x=ne Z, y=me Z}
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to‘plam nuqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nug-
talari cheksiz ko‘p bo‘lib, ular

{(n,m)ye R*; ne Z, me 2z}
to‘plamni tashkil etadi.
Mashglar

1. Agar biror E< R™ to‘plam va xc R™ uchun
p(x, £) = infp(x,y)
yeE

bo‘lsa, ushbu

f(x) =p(x,E)
funksiyaning R” da uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
2xty

Fluy) =i, 28 x?+y* >0 bo'lsa,

0, agar x=y =0 bo‘lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
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13-BO B

KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYANING HOSILA
VA DIFFERENSIALLARI

59- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning differensiallanuvchanligi

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Faraz qilaylik,
() = f(x,%,...,X,,) funksiy Ec R™to‘plamda berilgan bo‘lib,
= (0,5, x0) € By (f + A%, 30, ., x0) € B, (A, 20)

bo‘lsin. Bu funksiyaning x° nuqtadagi x, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
orttirmasi

Axlf(xo) =f(X? +Ax1:'xg3-“sx31)—f()é)7'£s--'s ')&1)
Ax, ga bog'liq bo‘ladi.

) . Axlf(xo)
I-ta’rif. Ushbu Alxlln_}0 A
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) = f(x;,%;,..., X, ) funksiyaning
x¥=(x, %}, ..., x%) nugtadagi x, o‘zgaruvchisi bo ‘yicha xususiy
hosilasi deyiladi. Uni
reh o,
5y Yok fy (")
kabi belgilanadi:
o (x%) . Axlf(xo) . f(x?+Ax1,§, s xﬂ,)—/(af, )g,..., )Q,)
= x = hm ———— = ]_]_m .
ax; T ag-0  Ax Ax; -0 Ax

Beriigan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha
: o flx, 0,...,x,9,—f 0 O,...,x,(,),
£ ()= tim L0 I e )
x—x) X=X
deb ta’riflasa ham bo‘ladi.
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f(x,%,.-,x,) funksiyaning boshga x,,x;,..., X,, o‘zgaruvchilari
bo‘yicha xususiy hosilalari ham xuddi shunga o‘xshash ta’riflanadi:

¥ _ fim szf(xo) im (00,8 +a%,28,..,8)-A(2, 4, ,,3,)

axy An-0 Ax Axy —0 Axy

...............................................................

af(x°)= lim Axmf(xo)__ fim f(xl X2, ,m],x,,,+Axm) f(xl xg’,)ﬁl)

- 3

Xy, Ax,—0  AX, Ax,, =0 Ax,,

(A%20, k=2,3,...,m).

Yugorida keltirilgan ta’riflardan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning
xususiy hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi
ko‘rinadi. Demak, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini
topishda ma’lum jadval va goidalardan foydalanish mumkin. Jum-
ladan, agar

f(x) = f(xl ax2 5'“9xm)9 g(x) = g(xl 9x2 9-'-’xm )
funksiyalar Ec R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, xe E nuqtada xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda:

HS (X)) _ I ().

) vee R: S =
A(f (x)+g(x)) af(x) ag(x) .

) axk = axk axk ’

) a(f(;zkg(x)) af(x) (x)+f(x)ag(x),

f(x)

) L—Jg(:’ @[ F g~ -/ %)

(g(x)#0), k=1,2,...,.m
bo‘ladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchanligi.
Zaruriy shart. Aytaylik, f(x)= f(x,%,,...,x,) funksiya Ec R"
to‘plamda berilgan bo‘lib,
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X0 =P, %), x0)e E, (X + A%, x) + Ay, ..., Xy +AX, ) e E
bo‘lsin. Ma’lumki, berilgan funksiyaning x° nuqtadagi to‘la orttirmasj
A (X®) = F(X° + A%, x5+ Axy, e X0+ AX, ) = £, XS ey X))

bo‘lib, u Ax;, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘liq bo‘ladi.

2- ta’rif. Agar Ax,, Ax,, ..., Ax,, orttirmalarga bog‘liq bo‘lmagan
shunday 4, 4, ..., 4,, sonlar topilib, funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq
orttirmasi ushbu

A (x°) = A\ Axy + AAxy +... + A, Ax,, +
+ 0y A + 0 AX + .+ O, AX, )}
ko‘rinishda ifodalansa, f(x) funksiya X* nuqtada differensiallanuvchi

deyiladi, bunda o, a5, ..., @, lar Ax;, Ax,, ..., Ax,, larga bog‘lig va
Ax, = 0,Ax, — 0, ..., Ax,, — 0 da cheksiz kichik miqdorlar.

0 0 0 0 0
Agar (x},x3,..., x)) hamda (x{ + Ax,, x} + Ax,, ..., X, + AX,,)
nugtalar orasidagi masofa

p=JAx? +AX} 4.+ AX2
uchun Ax; - 0, Ax, -0, ..., Ax,, - 0 da
0 AX, + 0y AXy + ...+ o, AX, = 0(p)
bo‘lishini e’tiborga olsak, (1) munosabat ushbu
A (x%) = AjAxp + AyAxy + ... + A, Ax,, +0(p) ()
ko‘rinishga keladi.
Odatda, (1) va (2) munosabatlar f(x) funksiyaning x* nuqtada

differensiallanuvchanlik sharti deyiladi.
1- misol. Ushbu

2

2 2
F(X)=f(x,%,.%,) =X +X; +...+ X,

funksiyaning V(x{, x7, ..., x2)e R™ nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi ko‘rsatilsin.

<« Berilgan funksiyaning x° = (x?, x7, ..., x}) nugtadagi to‘liq
orttirmasini topamiz:
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A (x) = (x + Ax)) + (X + A%, )2+ + (X0 + Ax,, ) -
—(x{’2 +x® o+ )= 2x0AX +2x) Axy + ...+
+2X0AX,, + AX] + AX2 + ...+ AXE,.
Agar

0 _ 0 0
Al :2x1 3 A2 —2X2,..., Am =2xm,
.5 O, =

0t1=Axl, 0L2=AX2,.. Ax

m

deyilsa, u holda

AF(x) = AAx + AyAxy +... + A, A, + 0gAX) + 0, AX) + .. + 0, AX,,
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya vx® € R™ nuqtada differensial-
lanuvchi. P

Agar f(x) funksiya £c R™ to‘plamning har bir nuqtasida diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, funksiya F to‘plamda differensiallanuvchi de-
yiladi.

1- teorema. Agar f(x) funksiya x’e Ec R" nuqgtada differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x° nuqgtada differensiallanuvchi.
Demak, funksiyvaning shu nuqtadagi to‘liq orttirmasi

bo‘ladi. Bu tenglikdan

. 0y _
A;lc}r—r}o H(x7)=0

bo‘lishini topamiz. Demak, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz. »
2- teorema. Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqgtada barcha xususiy hosilalarga ega va

fr(Y =4, £,(") =4, .. fo (x°) =4,
bo‘ladi.
« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi.
Binobarin, (1) shart bajariladi. U holda

Axl;‘-‘O, AX2 =AX3=...=Axm=0
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deb olinsa, quyidagi
Ax,f(xo) = A A% +oyAx
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz:

Y IO B
AltllrEOT N AlxlerO(A, ton)=4.
Demak, fx', (x%)= 4.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiyaning x° nugtada fx’2 (x°),
£ (x%), ..., fe (x*) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda

fo () =4y, [ ()= 4y, ., f1 ()= 4,
bo‘lishi ko‘rsatiladi. »
Bu teoremadan x° nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiyaning
orttirmasi uchun

A (x°) = £ ()Ax + £ (XD)Ag +..+ £ (xX")Ax, +0(p)
bo‘lishi kelib chigadi.

Eslatma. f(x) funksiyaning biror X’ nugtada barcha xususiy
hosilalari

G, £ (), [ (X0, s fL(X7)
ning mavjud bo‘lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘-
lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi bandda
keltiriladi).

Yugorida keltirilgan teorema va eslatmadan f(x) funksiyaning x°
nuqtada barcha xususiy hostlalarga ega bo‘lishi funksiyaning shu nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya differensiallanuvchanligining yetarli sharti. Faraz
qilaylik, f(x) funksiya £ R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, Uy(x") < £
bo‘lsin (8 > 0).

3- teorema. Agar f'(x) funksiya U;(x%) da barcha xususiy hosilalarga
ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar x° nugtada uzluksiz bo‘lsa, f(x) funk-
siva x? nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

<« Ushbu

(x) + Axy, x) +Axy, .y X0+ AX,) € Us (X°)
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nugtani olib, berilgan funksiyaning x° = (x?, x7, ..., x%) nugtadagi
to‘liq orttirmasini qaraymiz:

M) = F(xP + 8%, X + 8%, ., XS+ AX,) - £, %), .., x2) .
Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz:
Af(xo) = [f(xlo +AX], xé) +Ax2> e x?n +Axm)_'

(P, +ax,, ., 1 +Axm)]+

+[f(xf’,x§+Ax2,...,x3,+Ax,,,)— ?3)
- (x, X3, x) + Axy, .., xf’,,+Ax,,,)]+
+...+[f(x1°, X2,y X0, xS Ax, ) - f(, K, x?,,)].

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
F+ax, 8 +a%,.., 8 +ax%,) - F(, £ +8%,.., L +Ax,)=
= fy (x*+6,-Aa%, X +Ax, ..., X +AXx, ) AX,

FO, 8+ 8%, ., X+ 8x,) - (R, 8, 4 +8%,.., % +4x,)=
=fi (6,0 +6, A%, ¥ +Ax, .., X +AX,)- A%

................................

FOR, 5, 0y, X+ 8x,) - (R, %, )= (4)

= fi (X0, 205 s Xy Xy +8,8%, ) AX,,,
(0<0, <1, k=1,2,..., m)
Shartga ko‘ra fy , fy, , -, fy, Xususiy hosilalar xO =, x0)
nugtada uzluksiz. U holda
fi (X +6,8%, 4 + A%, ..., X5 +A%, )= £ () +ay,
£ (0, +0,8%, 3 + A%, .., X +4A%,) = £, () +ay,



bo‘ladi. Bunda
Ax; -0, Ax;, - 0,..,Ax, >0 da o, -0, o, »0,...,0, - 0.
Yugoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan

A (x°) = £ (x")Ax, + 1 (")Ax +..+ £ (x")ax, +
+ 0 AX + 0HAX .+ O, AX,,

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x) funksiya x® nuqgtada differensial-
lanuvchi. »

Bu teorema f(x) funksiyaning x* nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishining yetarli shartini ifodalaydi.

4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi. Murakkab
funksiyaning hosilasi. Aytaylik, ushbu

=) =0 (4,4, .., 1),
xl :(pZ(t) =(P2 (tla t25 seey tk)’

xm = (pm(t) = (pm (tl H t2 3 ovey tk)
funksiyalarning har bir M < R¥ to‘plamda,
U= f(x;, X3, s Xp)
funksiya esa
E = {(xl, Xyy s X )€ R™; X0 = @(2), Xy =9, (), .0y X,y = O, (t)}
to‘plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida

S0 (0), 03(0), s 0 (D) = F (11, 1y, s 1)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘lsin.
4- teorema. Agar x; =9, (4,4, ..., ;) funksiyalarning har biri
(i=1,2,.,m), (##,8,..,t0)e M nuqgtada differensiallanuvchi

bo'lib, f(x;, %y, ..., X,, } funksiya mos (x?, x?, ..., x%) nuqtada

(0 = (2,12, e 1), 50 =y (10, s 1) s X = 0 (£, ooy )

differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda murakkab _
Fou(ts s 1)y @ (B o B ) ooes O (Brs oons 1)

funksiya (¢, £, ..., f ) nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.
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<« (,8,..,1)e M nuqtaning koordinatalariga mos ravishda
At Aty, ..., At, orttirmalar beraylikki, bunda

(1 + A1, 8) + Ay, ., 1] + AL )e M
bo‘lsin. U holda harbir x; = ¢; (4, 1, ..., #; ) funksiya (i = 1,2,...,m)

ham Ax; (i =1,2,...,m) orttirmalarga va nihoyat f(x) funksiya Af
orttirmaga ega bo‘ladi.

Shartga ko‘ra x; =¢; (4, %, ..., ;) funksiyalarning har biri
(0,48, ...,£)) nuqtada differensiallanuvchi. Demak,

_ox axy 0x)
Ax| = 3 Aty + 30 Aty 4.+ 3, At +0(p),
aX2 ax2 aX2
=—_= + = et —=
Ax, 3 At 30, Aty +...+ i, At +0(p),
....................................... ©6)
ox ox ox
Ax, = At + AL 4+ =2 A +0
m atl 1 812 2 atk k (p)

bo‘ladi, bunda

B i=1,2em; j=1,2,.k)
atj P

xususiy hosilalarning (t,o s tg 5 eery t,?) nugtadagi qiymatlari olingan va

p=AR +AE +..+ AL .

Shartga ko‘ra f (X, X, ..., X, ) funksiya (x), x?, ..., x? ) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,

of of of
=5;1» Ax +EAX2 +N+EM"' + 0y A% +0,AX% +...+0,,Ax, (7)

bo‘ladi, bunda gi, (i =1,2,...,m) xususiy hosilalarning (x{, xJ, ..., x2)
X;

nuqgtadagi giymatlari olingan va

Ax; -0, Ax; -5 0,..,Ax, >0 da oy -0, ay »0,...,a,, > 0.

m

(6), (7) munosabatlardan topamiz:
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o [ax
t
& = P [ Af + =

l —_—
3 3, Aty +. + a Atk + O(p)]

L [ax2 At +8x2 Aty +.. +a 2 Atk +O(p)]+ A+
ax2 atl

+£‘C~fm [a;t;” A +a At;_ +.. +—ﬂAtk +0(p)]
+ oy AX| + 0, AX, +... + a, AX,, =(a§){‘, ?;;1 +aa){2.. %’;2 ot
aif a;’l” )Atl +(%-%§—2’+%{; %);—22 aa){ aa);;" )At2 +..+
+(% 22 +£{—2 g’:z +o+ a‘if aa);:' )Atk +
(ij; aaxfz .+aa’;) 0(p) + oy A%y + 0y A%y + ... + O, AX,

Bu tenglikdan (aai + aai o+ ——A) 0(p) = 0(p) -
X, o

Aty > 0,At - 0,..,At, -5 0, ya’ni p— 0 da

Ax; — 0,Ax, »0,...,Ax, >0va a; »0,00 5 0,...,0, — 0
bo‘lgani sababli
U.]Axl + OLZAXZ + ...+ OLmAxm = 0(p)
bo‘lishi hamda quyidagi
¥ ¥ o,
A TR P TR T @)
(j=1,2,..., k) belgilashlar natijasida

bo‘ladi. Demak, murakkab funksiya ¢ nuqgtada differensiallanuvchi. »
Aytaylik, f(x(#)) murakkab funksiya yuqoridagi teoremaning shart-
larini qanoatiantirsin. U holda
_J of 'l
Af (1) = gAtl + ét—zAt2 +...+ a, At, +0(p)
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bo‘ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab
funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha

F _F o S x A

aﬁ axl all aXZ at, ax,,, atl ?
Y, Y, L
atz ax, 612 aXZ atz ax,,, atz

9 af dx daf ox of ox,
a‘,f;’a"f;gi*ai ar,f T +axf ot
bo‘lishini topamiz.
5°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘lganda bir o‘zgaruvchili « = f(x)
(xe R, ue R) funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. Bular ha-
gidagi ma’lumotlar 19—21- ma’ruzalarda bayon etilgan.
= 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y)

((x,y)e E c R*, ue R) funksiyaning xususiy hosilalari

af xf (x+Ax,y)—f(x,y)

= lim = lim ,
ox  axo0 AX Ax—0 AX

. A . YAy )- s
b _pim 2 2 i L89S (%)
Yy Ay—0 Ay Ay—0 Ay

hamda quyidagi

A =F(x+Ax, y+A4y)—f(x,y)=AAx + BAy + o, Ax + 0, Ay
differensiallanuvchanlik shartiga ega bo‘lamiz.

2-misol. Ushbu  f(x,y)=1In tg%

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
<« Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:

2x
tg= cos*= ysin==
y
Y g2 cos?= y y2sin==
y
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3- misol. Ushbu

2xy
flx,p) =350’
O , agar (x,y)=1(0,0) bo‘lsa
funksivaning xususiy hosilalari topilsin.
« Aytaylik, (x, y) # (0,0) bo‘Isin. U holda
o _ ( xy )_ 2y(x2+y2)—2xy~2x _ 2y(y2—x2)
T ox -

agar (x,y)# (0,0) bo‘lsa,

ax x2+y? (x2+yz)2 (x2+y2)2 ’
of o 2xy \_ 2x(x2+y2)—2xy‘2y _ 2x(x2—y2)
L Fr) R e
X“+y X“+y
bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo‘lsin. Bu holda ta’rifdan foydalanib topamiz:
A0 _ ypy FO0+86,0)-f0,0) _ . 2800
ox Ax—s0 Ax T a0 AXS ’
I (00) _ o S0.0+4y)-f(0.0) _ 2870 _ ),
ay Ay—0 Ay ay=0 A3 .

4- misol. Ushbu f(x,y)= Jx? + y2 funksiyaning xususiy hosi-
lalari topilsin.
« Aytaylik, (x, y) # (0, 0) bo‘lsin. Bu holda

¥ [ Fo
ox ox 2\/x2+y2 \/;2+y2 ’

_ y
dy oy 2\/)(2 1y \/;2+y2
bo‘ladi.
Aytaylik, (x, y) = (0, 0) bo‘Isin. Ta’rifga ko‘ra

PO, _ o S0+8x,0)-1(0,0) _ 1 [ay

ox Ax—0 Ax Ax—0 Ax’
YO0 _ o FO0+89)-F00) _ o W
ay Ay—>0 Ay Ay—0 Ay

bo‘lib, bu limitlar mavjud bo‘Imaganligi sababli berilgan funksiya
(0,0) nuqgtada xususiy hosilalarga ega bo‘lmaydi. »
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£- miscl. Ushbu
f(x,p) - xf;yj , agar (x,y)#(0,0) bo‘lsa,

funksiyanirg (0, 0) nuqtadagi xususiv hosilalar: topilsin.
« Ta’rifea ko‘ra

af (0,0) - lim f(0+Ax,0)—f(0,0) -0
X Ax—0 Ax -
of (0,0) _ im f(0,0+ay)- f(0,0) _ 0

oy Ay—0 Ay

bo‘ladi. Biroq berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi.
chunki

(%’%)_;(0,0) da f(%s;l?)

6- misol. Ushbu

]

Nl —
NI

7(0,0). p»

Xy
fx,y) = {Vxt+y?
0 , agar (x,y)=1(0,0) bo‘lsa

, agar (x,v)#(0,0) bo'ls.,

funksiyaning (0, 0) nugtada xususiy hosilalarining mavjudligi. amn:o
$hu nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko‘rsatilsin.
« Ravshanki,

P00 _ i S(8%,0)-/(0,0)

=0,

ax Ax—0 Ax
af(O)O) — 1 m f(07Ay)—f(0)0) — 0
ay Ay—0 Ay )

Demak, berilgan funksiyaning (0, 0) nuqgtada xususiy hosilalari mavjud
va ular 0 ga teng.

Bu funksiya (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi vo‘Imaydi. Shuni
isbotlaymiz. Teskarisini faraz gilaylik, garalayotgan funksiya (0,0)
nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsin:
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A 0, O)_a_f(oo AHaf()o)

=0Ax + 0,4y, (Ax -0, Ay —>0 da oy -0, o, »0).
Ayni paytda,

8f (0,0)= £ (0+Ax, 0+ 8y) - 1 (0,0) = f (ax, ay) = - &
Ax” +Ay

Ay + 0 AX + 0 Ay =

AXAy
Ax +Ay

Bu tenglikdan, Ax = Ay >0 bo‘lganda

bo‘ladi. Demalk, = 0 AX + 0, Ay

2

1
0L1+0!.2 = —

V2
bo‘lishi kelib chigadi. Buesa Ax =Ay >0 da o, - 0, o, - 0 bo‘-

- lishiga zid. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada differensialla-
nuvchi emas. P

7- misol. Agar f(x,y) funksiya R? da differensiallanuvchi bo‘lib,
af a’

X =rcosg, y=rsing bo‘lsa, 3 lar topilsin.
<4 Ravshanki,

f(x,y)=f(rccso, rsing).
Murakkab funksiyaning xususiy Losilalarini topish qoidasiga ko‘ra

a _J ax 8f ay af af _ [ af af
= - i NQP=— = —— | X = +y— |,
o T Ty ar DGOy Tsines o e oy
i_ﬁf,.ax S Y __ C if _ ?L xY

% ax % > 30 lsm(p o TTe0se oL =y ay. >

Mashglar

1. Ushbu

f(x,y)=( ) f(x, ))—lr)sm)f/iy-l

funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
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2. Agar
f(X,y) "'-X:SiIl Sil’l x, X = -, =U-0

bo‘lsa, i, S lar topilsin.
du’ dv

3. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar Ué(xo) < R™ da aniglangan
bo‘lib,

1) f(x) funksiya x° nuqtada differensiyallanuvchi va f(x,) = 0,

2) g(x) funksiya x? nuqgtada uzluksiz bo‘lsa, f(x) - g(x) funksiyaning
x° nugtada differensiallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu f(x,y)= \/W

funksiyaning (0,0) nuqgtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

60- ma’ruza
O‘rta giymat haqida teorema. Yo‘nalish bo‘yicha hosila

1°. O‘rta qiymat haqgida teorema. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x;,X5,--s X, ) funksiya Ec R" to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu
FE to‘plamda shunday
a=(a,a,,...,a,), b=(b,b,...,h,)
nuqgtalarni qaraymizki, bu nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq

kesmasi E to‘plamga tegishli bo‘Isin.
Ravshanki, bu kesma ushbu

K={(xl,x2,...,x,,,)e R™ : xy =a +t(h —q),
Xy =ay +1(b) = @))yers Xy = G, +1(b, —a,), O <r<D}

nuqgtalar to‘plami bilan ifodalanadi: Kc E.

1- teorema. Agar f(x) funksiya K kesmaning a va b nugtalarida
uzluksiz bo‘lib, kesmaning golgan barcha nugqtalarida differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda K kesmada shunday ¢ = (¢, ¢,, ..., ¢, ) nugta
topiladiki, bunda

FB) - f(a)= fr () —a)+ 1, ()b —a)+..+ £ ()b, —a,) (1)
bo‘ladi.
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« f(x) funksiya K< £ kesmada quyidagi
f(x) = f(x,%,...%,) =
=f(a +t(h -a),a +t(by -a), ..., a,, +1(b, -a,)), 0<r<])
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu 7 o‘zgaruvchining funksiyasini F(#) bilan belgi-
laylik:
F()=fla+t(b~a),a,+1(by—a)), .., a, +1(b, - ay,)).
Ravshanki, F(¢) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lib, (0, 1) da
F'(ty=foh—a)+f, (b —a)+..+ f (by —ay)
hosilaga ega bo‘ladi. Bunda f; , f,,, ..., fx, Xususiy hosilalarning
(g +t(b-a),ay+t(b ~1), -, a, +1(b, -a,))

nuqtadagi giymatlari olingan.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

F()- F(0) = F'(t), (0<f<1). @

Agar
F(0) = f(a), F()=f(b) (3)

hamda
F(t)=1, (al + (b —a), @ +4 (b-a),- a,+5 (b, _am))x
x(by—~a )+ £ (@ +1 (br=a), & +1 (B =G ), s G+ (By =G )< (4)
X(by =@ )+t S (& 1 (51~ ) oor By g (B =) (b =)
bo‘lishini e’tiborga olsak, so‘ngra ushbu

a +ty (b -a)=q,

a +1y(by —ay) = ¢y,

belgilashlarni bajarsak, u holda
c=(¢, 6y s Cp )€K

bo‘lib, (2), (3) va (4) munosabatlardan
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S - f(a) = fi ()b ~a) + £, ()b — @) +...+ £, ()b, —a,,)

bo‘lishi kelib chigadi. »

Odatda, (1) formula Lagranjning chekli orttirmalar formulasi
deyiladi.

2°. Xususiy hollar. Yo‘nalish bo‘yicha hosila. m = 1 bo‘lganda
yuqoridagi teoremada keltirilgan formula

fb)y-fla)=f(c)-(b-a)

(ae R,be R, a<c<b) ko‘rinishga keladi. Bu Lagranj teoremasini
ifodalovchi formula bo‘lib, 21- ma’ruzada o‘rganilgan.
m = 2bo‘lganda (1) formula

f(b) - f(a) = fi(c)(b —a))+ £ ()b, ~ay),
(b=(h,b)e R, a=(a,a)e R, c=(¢, )¢ R?)

ko‘rinishda bo‘ladi.

Ma’lumki, u = f(x), (xe R, ue R) funksiyaning hosilasi f’(x)
shu funksiyaning o‘zgarishini (o‘zgarish tezligini) ifodalar edi.
u= f(x), ((x,y)e R ue R) ikki o‘zgaruvchili funksivaning
£ (x,y), f) (x,y) xususiy hosilalari funksiyaning mos ravishda OX
hamda OY ofqlar bo‘yicha o‘zgarish tezligini bildiradi. Boshqacha
aytganda, f(x,¥) funksivaning xususiy hosilalari koordinata o‘glari
yo‘nalishi bo‘yicha hosilalar bo‘ladi.

Endi f(x,y) funksiyaning tekislikdagi ixtiyoriy tayin yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya F < R? to‘plamda berilgan be‘l-
sin. Bu funksiyani Dekart koordinatalar sistemasida tasvirlangan
4 =(xg, ¥y) nuqtaning Uy (4)) < E, (8>0) atrofida garaymiz.
Ushbu A4 =(x,y) c Us (4 ) nuqtani olib, 4, va A nuqtalar orqali
to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz. Undagi ikki yo‘nalishdan birini musbat
yo‘nalish (26- chizmada ko‘rsatilgandek), ikkinchisini esa manfiy
yo‘nalish deb qabul gilamiz. Bu yo‘nalgan to‘g‘ri chizigni / bilan
belgilaymiz. A, va A nuqtalar orasidagi masofa

p=p(Ao,A)=\/(x—xo)2 +(y-y)
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26- chizma.

bo‘lib, bu masofa m vektorning yo‘nalishi / ning yo‘nalishi bilan

bir xil bo‘lsa, musbat ishora bilan, aks holda, manfiy ishora bilan
olinadi.

Agar | ning musbat yo‘nalishi bilan OX va OY koordinata
o‘glarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchakni mos ravishda
o va B deyilsa (26- chizma), u holda

XX~ cos o, Y=h _ cos P
P p

bo‘lishi topiladi.

I- ta’rif. Agar m A=/ (4)

li

A—-A p

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x,y) funksiyaning 4, = (x;,¥,) nug-
tadagi / yo‘nalish bo‘yicha hosilasi deyiladi. Uni

o (4) . (x0.%)
Tor Yok =
9 . A)-
kabi belgilanadi. Demak, ~%/;0) = All_)fgo A, pf(AO) .

1- misol. Ushbu Flx,y)=3x*y
funksiyaning (0, 0) nuqtada barcha yo‘nalishlar bo‘icha hosilalarining
mavjudligi ko‘rsatilsin.
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o Aytaylik, o # ig bo‘lsin. Bu holda
y=tgo-x

f(x,p)=3Yx" tga = xifiga,
p((%,),(0,00) = yx* + x2 tg o = IxJ1 + tg?
bo‘ladi. U holda berilgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi o # i-;f bo‘lgan
ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha hosilasi, ta’rifga binoan,
00 _ o S9)-£(00) _ . Ygox

m-—_-—-——
ol p—0 p p-0 ,1+tg2 o xl

bo‘lib,

bo‘ladi.
Agar -g <a< g bo‘lsa, u holda x > 0, Ix/=x bo‘lib,

A (0,0) ga
ol \/l+tg2 o

bo‘ladi.
Agar g <a< 325 bo‘lsa, u holda x <0, |x/=-x bolib,

a7 (0,0) a e o
ol \/l+tg2 o

bo‘ladi.
Aytaylik, o # ig bo‘lsin. Bu holda x =0, f(0,y)=0 bo'lib,
bu yo‘nalishlar bo‘yicha hosila

¥0,0) _,
al

bo‘ladi. »

1- teorema. Agar f(x,y) funksiva 4, =(xy,¥,) nuqtada diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada har ganday
yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ega va

of (A4y) _ of (x0.¥0) _ of (x0.¥0)
of — al ox
bo‘ladi.
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« Aytaylik, f(x,y) funksiya A4, = (X, y,) nuqtada differensialla-
nuvchi bo‘lsin. U holda

S =1 (4)=1(xy)-T(%,¥)

orttirma uchun

F- £ (40) = T () + L) (5 ) 0(p)

bo‘ladi, bunda p= \/(7x— Xp )2 +(y -y, )2 )
Keyingi tenglikning har ikki tomonini p ga bo‘lamiz:

SA-f(4) _ () x-x  F(4) y-yo , O()
P ox P oy p P

. X —X -
Ma’lumki, 5 % = cosa, X_F)}’_o = Ccosf.

Shuni e’tiborga olib, p — 0 da limitga o‘tib topamiz:

fim 742~/ (40) _ af(A")cosow ?—f&{?—)cosﬁ.
p—30 p ox ay

Demak, Idb) _ Mcosa+m cosp . P
ol 0x oy

2- misol. Ushbu f (x,y) =x + y2

funksiyaning (1,1) nuqtada 7 =7 + 2 vektor yo‘nalish bo‘yicha hosi-
lasi topilsin.
<« Ravshanki, bu holda

cosa =

1 cosP = 2
Vs’ J5’
Foy) _ AP +y?) 5 (D)

ox x =4k T T 2,
o (x,y) _ alx?+y?) I
P ¥ 2 (T L

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
af(1,1) 1 2 6
—_— = 2 [— —_— =
ol G EEEP
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Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya ochiq Ec R” to‘plamda differensial-
lanuvchi bo‘lsin. Binobarin, funksiya E to‘plamning har bir (x,y) e £
nugqtasida

of (x,y) If(x,y)
x dy

xususiy hosilalarga ega bo‘ladi. Koordinatalari shu xususiy hosilalardan

iborat bo‘lgan vektorni tuzamiz:

af(xay) T af(x’y) 7
w Lt - ©

bunda i va j — koordinata o‘glari bo‘yicha yo‘nalgan birlik vektorlar.
(6) vektor f(x,y) funksiyaning gradiyenti deyiladi va grad f kabi bel-
gilanadi:
_o(xy) 7 o (xy) =
gradf = Feami s 5 J-

Demak, grad /' E to‘plamning har bir (x,y) nuqtasiga bitta vektorni
mos go‘yuvchi qoida, boshqgacha aytganda, ikki o‘zgaruvchili vektor
funksiya bo‘ladi.

f(x,y) funksiyaning & = (cosa,cosf) vektor yo‘nalishi bo‘yicha

W hosilasini uning gradiyenti orgali ifodalash mumkin. Hagqi-
gatan ham, grad fva ¢ vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
~ _ f (x.) af (x.y)
e~gradf-cosocT+cosB——5y— (7)

of (x, )
bo‘lib, u (5) formulaga ko‘ra f(a_xly) ga teng bo‘ladi:

egradf = ——af(a);’y) .

Ayni paytda, € va grad f vektorlarning skalyar ko‘paytmasi shu
vektor uzunliklari ko‘paytmasining ular orasidagi burchak kosinusiga
ko‘paytirilganiga teng bo‘ladi:

égradf=]gradf}-lét-cos(é'?gradf). ®)

Ravshanki, 1| =1. (7) va (8) munosabatlardan
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_af%y_) = \gradf (x,y)|-cos(¢, gradf (x,y))

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikdan ko‘rinadiki, ¢ hamda grad f(x,y) vektorlar

f (x,y)
al

lgradf (x, ) = {2 (x, )+ £ (x,)

ga teng bo‘ladi.

Shunday qilib, f(x,y) funksiyaning gradiyenti grad f funksiyaning
(x,y) nuqtadagi eng tez o‘sadigan tomonga yo‘nalgan bo‘lib, uning
uzunligi shu yo‘nalish bo‘yicha o‘sish tezligiga teng ekan.

3-misol. Ushbu £ (x,y)=x? +2)?

funksiyaning (1, 1) nugtada eng tez o‘sadigan yo‘nalishi aniglansin
va shu yo‘nalish bo‘yicha ofsish tezligi topilsin.
<4 Ravshanki,

parallel bo‘lganda ning giymati eng katta va u

2 2
Y(xy) _3e2y?) YA .
ox ox ox
I (xy) _a (x*+2y?) _ FAL)
I Al e
bo‘lib, gradf (1,1) =27 +4],

\gradf(l,l)} =2t +4* =25
bo‘ladi. P

Mashglar

1. Aytaylik, /(x) funksiya bog‘lamli £€ R™ to‘plamda differen-
siallanuvchi bo‘lsin. Agar Eto‘plamning har bir x € E < R™ nugtasida
f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo‘lsa, funksiya
E to‘plamda o‘zgarmas bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar f(x,y) funksiya (0,0) nuqgtada barcha yo‘nalishlar bo‘yicha
hosilaga ega bo‘lsa, f(x,y) funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘ladimi?
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61- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) =
= f(x;,X3,....,%,) funksiya Ec R" da berilgan bo‘lib, x’=
=(x), xy,.., x3)e E nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U
holda ta’rifga ko‘ra funksxyamng x% nuqtadagi to‘liq orttirmasi

0
Ax, a_fa(__) AY, + af( )

Af (x°) =
1

bo‘ladi. Bu munosabatda

Ax,, +0(p) (1)

p=AX2 +AXE + ...+ AX]

bo‘lib, A, - 0,Ax, - 0,...,Ax,, - 0dap—-0.

1- ta’rif. f(x) funksiyaning Af (x°) orttirmasidagi

af (x°) o (x°) ¥ (x°)

ax1 axz AX2 +...+ axm

ifoda f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to‘liq differensiali)
deyiladi va

Ax) +

Axm

df (x*) yoki df(x‘f L xg,)
kabi belgilanadi: '

af(x ) af(xo ) af(xo )

0
df (x°) = Ax; + 3% e

Demak, f(x) funkswamng x° nuqtadagi differensiali Ax,, Ax,, ..., Ax,,
larga bog‘liq va ularning chiziqli funksiyasi bo‘ladi.
Agar
Axy = dx;, Axy =dx,, ..., AX,, = dx,
deyilsa, f(x) funksiyaning x° nugtadagi differensiali ushbu

df (x °)_af( Do, + af(x‘zo)dx2+...+aj;ix0)dxm @

m

ko‘rinishga keladi. Demak,
80



A (x) = df (x°) + 0(p)-
Keyingi tenglikdan p —» 0 da
A (x°) = df (x°)
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu taqribiy formulaning mohiyati shundaki,
funksiyaning orttirmasi Ax;, Ax,, ..., Ax,, larning, umuman aytgan-
da, murakkab funksiyasi bo‘lgan holda funksiyaning differensiali
Ax;, AX,, ..., Ax,, larning chizigli funksiyasi bo‘lishidadir.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning
invariantligi. Aytaylik,
= =0 (f, 6, 1),
X2 = (pz(t) = (‘pl (tl’ tz, ceey tk)’

xm = (pm(t) = (p] (tl ’ t2, seey tk)
funksiyalarning har biri M e R" to‘plamda berilgan bo‘lib,

E=‘{(xlsxz»- Xy )ERT ixp =) =@ (1, s s 1)

X =0, (1) = (4,5 oy tk), e Xy =0 (D) =0 (, 1y, 0 1)}
to‘plamda esa f(x,,x;,..., x,, ) funksiya aniglangan bo‘lsin. Bular yor-
damida

Sx(@) = f(x (1), x(8), oo, %, (1)) = F (41, 1, oos 1)
murakkab funksiya hosil qgilingan bo‘lsin.

Ma’lumki, x; = @; (£, ., ) (=1,2,...,m) funksiyalar ¢° = (¢, ..., £{ )
nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, f(x) = f (x;, x5, ..., X,,, ) funk-
siya mos x° =(x}, x7,..,x2) nuqtada (¥ =¢ (), =¢ ("),
cns ,?,—(p,,,(t )) differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab funksiya

=(#, ..., #}) nuqtada differensialanuvchi bo‘ladi.
Modomiki, f(x(#) funksiya #,t,, ..., , o‘zgaruvchilarga bog‘liq
ekan, u holda
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ar =Y dt, + Lty v aﬁtf_dt,,, 3)
2 m
bo‘ladi.
Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalari-
dan foydalanib topamiz:

o _ af Bxl of ox + of ox,

ot ox; of az] TR S e
S ¥ ;o o o
atz aXl 8t2 8x2 atz a ax,,, afz ’
Yo o 9 o O
atk Bxl atk ax;_ atk ax,,, atk

Bu xususiy hosilalarni (3) ifodadagi %{W gfi aaf larning o‘rniga
2 U
go‘yamiz. Natijada
df = [af W . ax'ijlaftl +

axl 81‘1 8x2 atl ' ax afl
+1.ai+i.a_xi+”_+-a~f_.axm d[2+
axl atz axz afz axm atz

o o A ox of Xy
g A4, v L dt, =
+[ax1 o T axy 3 ax, o |

af axl Bxl axl
t + L+, + dt
BXI [ Btl d l d 2 &
E)f a)Q ax;_ 2
+ocdy +.+ 2 dy [+t
T, [atl i oty 2 o, K
of | ox,, d 0X, 0X,,
- o+ =dt v+ =
T, [atl 1%, 72 o K
bo‘ladi.
Ravshanki,
axl

axl
—dt, + —at +~ t, =
atld1+atz 5+ dt, =dx,,
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%ty + 22 ity +. +aﬁdtk_dx2,
2

P gp 4 i’i'ﬂ dty + ..+ ﬁ)im_ dt, = dx, .

Demak, murakkab funkswamng differensiali

df = - dx1+af R f dx,, “

bo‘ladi.

Biz yuqorida f(x) hamda f(x(¢)) murakkab funksiyaning differen-
siallari uchun (2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalarni solishtirib,
ularning shakli (ko‘rinishi) bir xil, ya’ni (2} va (4) formulalarda funk-
siyaning differensiali xususiy hosilalarning mos differensiallarga ko‘payt-
malaridan tuzilgan yig‘indiga teng ekanligini paygaymiz. Bu xossa
differensial shaklining invariantligi deyiladi.

Eslatma. f(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi
dx; ,dx, ,...,dx,, lar mosravishda Ax;,Ax,,...,Ax,, lar bo‘lsa, f(x (#)
funksiya differensialidagi dx;,dx;,...,dx,, lar t,,t,,...,t; o‘zgaruvchi-
larning funksiyalari bo‘ladi. Demak, (2) va (4) formulalarning ko‘ri-
nishlarigina bir xil bo‘ladi.

3°. Sodda qoidalar. Aytaylik,

U=U(X)5 X950y X )y U= 0(X], X500, X )
funksiyalar Ee R™ to‘plamda berilgan bo‘lib, x° = (x,0 ,xg,...,x?,,)e E
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda:
1) dw+v)=du+dv,
2) d(u-v) = vdu + udv,

du—-ud
3) d(%):iiv;’ v, (=0

bo‘ladi.
Bu munosabatlardan birining, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.

<« Aytaylik, =%
bo‘lsin. Bu holda F funksiya «# va v larga hamda « va v lar o'z
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navbatida x,, x, , ..., x,, o‘zgaruvchilarga bogliq bo‘lib, murakkab funk-
siyaga ega bo‘lamiz. Differensial shaklining invariantlik xossasiga ko‘ra

_oF dF
dF = ™ du + " dv
bo‘ladi. Ravshanki,

du v dv 0
Demak dF:ldu_ﬂ, dv = gdi—udv,
) > vZ UZ
i du—-udv
: o)z
ya'ni . vz

bo‘ladi. »

4°. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
Aytaylik, m = 1 bo‘lsin. Buholda u = f(x), (xe R, ue R) funksiya
va uning differensiali

du =df = f'(x)dx

ga ega bo‘lamiz.

Ma’lumki, u = f(x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvir-
langan egri chizigga (x,, f (x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma ordina-
tasining orttirmasini ifodalaydi (27- chizma).

Ya
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= 2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y),
((x,y)e R*,ue R) funksiyaga ega bo‘lib, uning (xp, ¥p) nugtadagi

differensiali

du = df(xO,yo) = a‘f%,;ygjdx*‘*

bo‘ladi, bunda dx = Ax, dy = Ay.
Ax va Ay lar yetarlicha kichik bo‘lganda

AN (xp, ) = df(x(),J’o) )
af(x()’yO)

yani f(xy + Ax,py +Ay) = f(Xp,50) + Tom

taqribiy formula hosil bo‘ladi.

1- misol. Ushbu u=x
funksiyaning ditterensiali topilsin.
<« Ravshanki, du yx¥t H_ x¥ In x.
ax ay

U holda (5) formulaga ko‘ra

du = yx*dx + x* In xdy
bo‘ladi. »

o (xo.%)
ay

dy

+ 3f(xo,J’0)A

oy

2- misol. Tomonlari x =6 m va x = 8 m bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak
berilgan. Agar bu to‘g‘ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm ga oshi-
rilsa, y tomonini 10 sm ga kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali

gqanchaga o‘zgaradi?

« Agar berilgan to‘g‘ri to‘rtburchakning dioganalini « desak, unda

u=+xt+y?
bo‘ladi. Endi
Au(xg,¥0) =
\/)CO +y0 \/ 0 +y0
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:
Au(xgs yo) = ;0 = A+ ;0 = Ay = xo-Ax;yosz
\/XO +y0 \/XO +y0 \/XO +y0
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Bu munosabatda
Xo=6m,Ax=0,05m, y, =8m, Ay=-0,10m

deyilsa, u holda
_ 6:0,06+8(=0,10)

Au
J36+64

m=-0,05m

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5 sm ga
kamayar ekan. p

Endi f(x, y) funksiya differensialining geometrik ma’nosini kel-
tiramiz.

Aytaylik, 7= f(x,y)
funksiya ochiq Ee R’ to‘plamda differensiallnuvchi bo‘lsin. Bu funksiya
grafigi R3 fazoda biror T(f) sirtni ifodalasin. T(f) ={(x,y,z)e R*:
(x,¥)e E, z= f(x,y)} sirtda (xy,%,% )€ I(f), (2 = [ (%, 1))
nugtani va shu nugtadan o‘tuvchi, qaralayotgan sirtga tegishli bo‘lgan
sillig

F={x=x(t),y =y@t),z=2(t) ;a1 < B}

egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, u holda

z(t) = £ (x(2),»(1)),
((x(fo),J’(to),Z(to)) =(Xg,Y0:2 )5 fp € (OL,B))
bo‘ladi. Ravshanki,
2(1) = £ (x(1), y(1))

murakkab funksiya bo‘lib, uning £, nuqtadagi differensiali, differensial
shaklining invariantlik xossasiga binoan, ushbu

df (Xo,¥0) = dz = af(xaoaJ’O)dx + af(xovar)r dy )
X oy
ko‘rinishga ega.
Koordinatalari dx, dy, dz bo‘lgan vektor I egri chiziqqa (X, Yy, 2 )
nuqtada o‘tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.
Endi koordinatalari

_ U (x.0) 9 (x0.¥0)
ax y

1
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bo‘lgan # vektorni garaylik. Yuqoridagi (6) munosabat 7 vektor
urinma vektorga (Xy,y,Z) nuqgtada ortogonal bo‘lishini bildiradi.
Shuning uchun 7 vektor egri chiziqqa (Xy,¥y,%) nugtada ortogonal
deyiladi.

Ma’lumki, T egri chiziq (X, ,2;) nugtadan o‘tuvchi va I'(f)
sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chiziq edi. Binobarin, # vektor shu
(X4, Yy» 2 ) nugtadan o‘tuvchi va I'(f) sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri
chizigga ortogonal bo‘ladi. Shuning uchun # vektor I'(f) sirtning
(xy, ¥, % ) nuqgtasidagi normal vektori deyiladi.

Sirtning (Xp,¥y, % ) nugtasidan o‘tuvchi va sirtning normal vek-
toriga ortogonal bo‘lgan tekislik, I'(f) sirtga (Xy,¥y,%) nugtada
o‘tkazilgan urinma tekislik deyiladi. Uning tenglamasi

7 3f(xo,J'0) (X - x,)+ af_%%?l’?)(y - )

bo‘ladi, bunda (X,Y,Z) urinma tekislikdagi o‘zgaruvchi nuqgta. Bu
tenglikdan foydalanib,

of (xp,y Xg,y
20 = YW () TEON)(,
ifodani olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan
df (x0,%0) = Z ~ 2
bo‘lishi kelib chigadi.

Zy
< df (x5, Yo)
(x5 yO)
) Y
X 28- chizma.
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Shunday qilib, z = f(x,y) funksiyaning (x,. 3;,) nuqtadagi diffe-

rensiali df (x,, y,) bu funksiya grafigiga (x,, v,/ (x,, ¥,)) nuqtadagi
urinma tekislik applikatasining orttirmasini ifodalar ekan (28- chizma).

Mashglar

1. Ushbu f(x2 +y2,arctg§), (x* +y2 >0)
funksiyaning differensiali topilsin.

2. Ushbu o = (1,02 )3’OI migdorning taqribiy giymati topilsin.

62- ma’ruza

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va
differensiallari. Teylor formulasi

1°. Yugqori tartibli xususiy hosilalar. Faraz qilaylik, f(x)=
= f(x,x5,...,X,) funksiya ochiq Ec R™ to‘plamning har bir
x =(X;, X3, ..., X, J€ E nuqtasida

I x) _ fo, (i=1,2,..,m)

ox;
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu xususiy hosilalar x,, x,, ..., x,,
o‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega
bo‘lishi mumkin:
d af(x) ’ ¢ .
2= = X ) =1 wee .
axk( axi ] (fx,-( ))xk’ (’ak a27 9m)
Bu xususiy hosilalar berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli

xususiy hosilalari deyiladi va

3’ f(x) . Cp
ook yoki f. (), (Lbk=12,..,m)

kabi belgilanadi:

S _ g (x)_i(ﬂfl)

axkax,- T Xixk B ax/( ax,-
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3 f(x)

ana.x,'

ikkinchi tartibli xususiy hosila aralash hosila deyiladi.
Agar i = k bo‘lsa, ikkinchi tartibli

3’ f(x) ”
g P (%)

xususiy hosilalar quyidagicha yoziladi:

Agar i # k bo‘lsa,

d
Rt

/(x) tunksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi xususiy
hosilalari xuddi yuqoridagiga o‘xshash ta’riflanadi. Umuman,
f(x) = f(x,%,..., X, ) funksiyaning X;,X; ,...,X; ,,% o‘zgaruvchi-

'1

lar bo‘yicha n- tartibli xususiy hosilasi benlgan funksiyaning (n — 1)-
tartibli xususiy hosilasi

i)
ox; ..0x

i

e s (b +h +..+i, =n-1)

'n-—l in-2 "

ning x; o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi sifatida ta’riflanadi:

3" f(x) _ 9 (_amlf
ax; :

..0x iy ox i

ox; 0x; | ...0X;0X;  Ox; o

Bu holda ham i, i,, ..., i, lar bir-biriga teng bo‘lmaganda
" f i
ax,” ...Bxiz ax,-l
aralash hosila deyiladi.

Agar =i, =...=1i, = k bo'lsa, n-tartibli xususiy hosilalar qu-
yidagicha yoziladi: :

IS x)
axZ
o f s .
Ushbu “a;ksx— ax p /; (l b k)

aralash hosilalar funksiyaning turli o‘zgaruvchilari bo‘yicha differen-
siallash tartibi bilan farq giladi:
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f
axkax,
da f(%,X,,...,x,) funksiyaning avval x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ng-
ra x;, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo‘lsa,
a*f

ax,-axk

ifodada esa avval x, o‘zgaruvchi bo‘yicha, so‘ngra x; o‘zgaruvchi
bo‘yicha xususiy hosila hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo‘lishi
mumkin, teng bo‘lmasdan gqolishi ham mumkin (misollar keyingi
bandda keltiriladi).

Aralash hisilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,x,..,x,) funksiya x?=
=(x),x3,..,x2)e E ¢ R™ nuqtada n marta differensiallanuvchi bo‘l-
sin. U holda x° nugtada f (x;,x,,..., X, ) funksiya ixtiyoriy n- tartibli
aralash hosilalarining giymati x,, x,, ..., x,, o‘zgaruvchilar bo‘yicha
ganday tartibda differensiallanishiga bog‘liq bo‘lmaydi.

<« Buteoremaning isboti, keyingi bandda ikki o‘zgaruvchili funk-
siya uchun keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi. »

2°. Yuqori tartibli differensiallar. Faraz qilaylik, f(x) =

= f(x,xy,..., %, ) funksiya ochiq Ec R™ to‘plamda berilgan, xe E
nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘Isin.

1- ta’rif f(x) funksiya differensiali df (x) ning differensiali berilgan
Sfunksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d *f (x)
kabi belgilanadi:

d* f(x) = d (df (x)).
Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hosilalari
orqali ifodalanishini ko‘rsatamiz.
Ravshanki,

a ) a
df (x) = La)(f—)a(xl + g)(c:) dx, + ...+ ja")f:) dx,,

bolib, u x =(x,x;,..., X, ) ga hamda dx,dx,,...,dx, larga boglig
bo‘ladi. Bu tenglikda dx,, dx,, ..., dx,, larni tayinlangan deb hisoblab,
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df (x) ni x;, x,, ..., Xx,, o‘zgaruvchilarning funksiyasi sifatida garab,
uning differensialini topamiz;

d(df)= d( - dx; + afa')62+ +_L ).__

of 3 (o o (o
= dx; [5);(8)( ) dx, +ax2( ) dx, + —;(&T)dxm}

2 2 2
Q,? dx} + a—é dx3 +..+ ~an dxl +2 [3—!\ dxydxy +
x; x5 Xy, 0x10X;
82f f d azf dx+d azf
+ Sy dxydxy + ...+ S X dx,, + — 0,0 XXy + == er9%s dxydxy +
S dxydx,, f -y yd,

2
(ax,dxl proy —dxy +.. s dx )f.

Bunda simvolik yozuvdan foydalaniladi. U quyldagicha tushuniladi:
qavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng fga «ko‘paytiriladi».
Keyin daraja ko‘rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi.
Demak,

2
d d d
dzf(x) = (5§,dx’ + 5}; dxy +...+ F dx,, ) f. (1)

f(x) funksiyaning x nugtadagi uchinchi, to‘rtinchi va h.k. tartibdagi
differensiallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.
Umuman, f(x) funksiyaning x nuqtadagi (n—1)- tartibli differensiali
d "™ 'f(x) ning differensiali f(x) ning »- tartibli differensiali deyiladi
va d"f(x) kabi belgilanadi:
d"f(x)=d(d" f(x)).
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Agar f(x) funksiya x nuqtada » marta differensialanuvchi bo‘lsa,

u holda
n
d" f(x) = (h dx, + 55 dxy + .+ %) ! Q)

bo‘ladi.

3°. Murakkab funksiyaning yugori tartibli differensiallari. Biz
yugorida funksiyaning yugqori tartibli differensallarini bayon etdik.
Unda funksiya argumenti x,, x,, ..., x,, lar erkli o‘zgaruvchilar edi.

Aytaylik, f(x) = f(x;, x,, ..., x,,) funksiyada x;, x;, ..., x,, 0‘zga-
ruvchilarning har biri #,, #,, ..., t, 0‘zgaruvchilarning funksiyalari bo‘l-
sin (x; =0, (1, 4;,.-, 1))

Qaralayotgan f(x) va x; = ¢;(¢), (i=1,2,..,m) funksiyalar
n marta differensiallanuvchanlik shartlarini bajargan deb. murakkab
f(x(9) funksiyaning yuqgori tartibli differensiallarini hisoblaymiz.

Ma’lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga binoan.
murakkab funksiyaning differensiali

f .
df = — dxl teo dx2 .+ . dx,,

bo‘ladi. Differen31allash q01dalar1dan foydalanib funksiyaning ikkinchi
tartibli differensialini topamiz:

a’zf=af(aff)=af[i9){»dx1 fdx2+ +5£ ):

xﬂl

_d(af dx1)+d[ fdx2)+ +d[ S iy, )
(aaf]dx1 afa'(dxl)Jra'(afJa’x2+ d (dxy) +.. 4

(af ) dty + L A —d(dx,) -
ax”l

_d(i’i).dlerd(af )dx2+ +d(af ]a’x,,,+
al Xy ax,,,
af afzx1 g d2x2+ H o of d2

a1 a X

) a 0 d d
=(§ldx,+§gdx2+...+ax )f+ T d’x, + fd2x2+ S+ j:ndzxm
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Demak,

P 3)
Xy + .. +_E)L d°x

2
d2f=( - dx, + = dx2+ +—dx )f+

;fl d*x + af—v d? -

Shu yo‘l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi
differensiallari topiladi.

l-eslatma. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli
differensialarda differensial shaklning invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini ko‘ramiz.

2-eslatma. Agar f(x,x%,..,X,) funksiya argumentlari
Xy, Xy, ..., X,, larning har biri £, 4, ..., f, o‘zgaruvchilarning chiziqli
funksiyasi bo‘lsa, u holda f (x) funksiyaning ikkinchi tartibli (umuman,
n- tartibli) differensiali differensial shaklning invariantlik xossasiga

ega bo‘ladi.
« Aytaylik,
xp=b+aty+agy +o+at, (i=12,.,k)
bo‘lsin. U holda, ravshanki,
bo‘lib,

d*x; =a,d’t +a,d*t, + ..+ q, &’ =0

bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

2
d2 d
d’f = (del azdx2+...+a—x—Jf.

Bu esa 4%/ ning (1) formula ko‘rinishiga ega ekanligini bildiradi. P

4°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,
f(x)=f(x, Xy, .., X, ) funksiya ochlq Ec R™ to‘plamda berilgan
bo‘lib, Us(x®) < £ bo'lsin, bunda x° = (x?, x}, ..., x2) va 8 > 0.
Ravshanki,

Vx = (X, Xy, X ) € Us (x°), x% = (o, X7, ey x2)

nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi
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A={x) +10q =x0), x) +106g =xP), oy X0 +1(x,, - x0); 0<t<1}
shu Uy (x%) ga tegishli bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f (x;,%;,...,x,,) funksiya Us(x") to‘plamda (n+1)
marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyani 4 to‘plamda qarasak,
[0, 1] segmentda aniglangan ushbu

F@t) = f(x) +20q =xP), %3 #1606 = x3), oy X8 +1(x,, - x%))
funksiyaga ega bo‘lamiz. F{(r) funksiya [0, 1] da hosilaga ega bo‘lib,
a )
FO =L (- L) n Loy xt) =

1 ax X,

d
=(5§-<xl ~xl) g () e G - )

bo‘ladi, bunda f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(x, +r(x =x0), X3+t (x =57 ), oy X0 +2(x,, ——xg,)) @
nugtada hisoblangan.
Umuman, hosil gilingan F(?) funksiya k- tartibli (k =1,2,...,n+1)
hosilalarga ega va u

k
FOO =[5 (=) b =) Bl =x0) | 1
X1 X2 Xm

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nugtada hisoblangan.
Bu munosabatning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi.

Shunday qilib, A¢) funksiya F'(t), F"(¢), ..., F “+) (£) hosilalarga
ega bo‘ladi. Teylor formulasiga ko‘ra (qaralsin, 24- ma’ruza) #, nugtada
(0<g <)

F(t) = F(t)+ F/(t)(t =)+ 5 F ()t - ) +

1 n n 1 1 n+
+mF( )(t())(t_tﬂ) +(n+l)!F(n+)(C)-(t—t0) 1

©)

bo‘ladi, bunda ¢ =1, + (¢ —1,), 0 <6 <1. Butenglikda #, = 0,7 =1
deyilsa, u holda
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F()=F(0)+ F(0)+~—F(O)+ v F®(0) 4 1) F* ()
bo‘lishi kelib chlqadl.

Ayni paytda,
FO)=f(x,x3,...,x2),
F)=f(x,x%,....x,),
Oy = 9 (-0 a O (. _ 10 9
F (0)—(5;1‘ (xl xl)+ax2 (xz x2)+ +a X —Xm )f (6)
(bunda f funksiyaning barcha xususiy hosilalari (xl ,x2 s ens m) nug-

tada hisoblangan) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda (5) va (6) tenglik-
lardan ushbu

n
1
F XX, X )= £, X2, ., x’(')')+2)(7x
k=1 """

m

1 0 d p) n+l
+ﬂﬂ(§;l‘(x1—x{))+a¥xz (x2 —xg)+...+a7,,(xm _x&)) %

m

k
d
Lo Gomat g G ) 2 (x| 8 )

xf(x)+8(x —x), o +0(x; = x), s X3 +8(x,, —x5,))
(0 <8< 1) tenglikka kelamiz. Bu ifoda ko‘p o‘zgaruvchili f (X, X, , .., X, )
funksiyaning Lagranj ko ‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
5°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi haqida teorema.
m =1 bo‘lsin. Bu holda v = f(x) (xe R, ue R) funksiyaning yuqgori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23- ma’ruzada batafsil
bayon etilgan.
m=2bo‘lganda u = f(x, ), ((x,») € R?, ue R) ikki o‘zgaruvchili
funksiya bo‘lib, uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta
bo‘ladi) quyidagicha bo‘ladi:

Pf(xy) _ (af(x,y)) Pf(xy) _ ( Bf(x,y))
ax ’ oy ’

ox? ox dyox ox
3’ f(x,y) _ 9 (S (xy) zf(x,y) 9 (f(x,p)
axdy x| oy ) »? ay v )
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1- misol. Ushbu £ (x,y) = arctgg, (y #0)

funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.
<« Ravshanki,

bo‘ladi.
Endi ta’rifdan foydalanib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli

xususiy hosilalarini topamiz;

Pr_3( vy \.__ 2

ax? x| x24y? (xz +? )2 ’
a2f B i y B _x2_ y2
ayax | x24y? (x2 +y2)2

22 o f _ 9 ( X )_ xt-y

2 2 1T 2
axay a’C X“+y (xz +y2)
?f_3(_ x Y. 2
y: oy

2- misol. Ushbu

x2-y? agar x> +y? >0 bo'lsa,

fx,y)= Yy ey’
0 , agar x?+p? =0 bo'lsa,

funksiyaning (0, 0) nuqtadagi aralash hosilalari topilsin.
Aytaylik, (x,y)# (0,0) bo‘lsin. Bu holda

%—y _y 4x2y2 g‘-zx xz_yi _ 4x2y2
- b 2 b
x? )2 ay X4y (3242 )2

ox +y (x2 +y2
32f (af) A1+ 8x2y?
yox  ay\ax) 2 +y? (x2+y? )2 ’
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2’/ af oyt (L 80y
axdy ax x2 +y2 (x2 +y? )2
bo‘ladi.

Aytaylik, (x,¥)=(0,0) bo‘lsin. Bu holda funksiyaning hosilalarini
ta’rifgga ko‘ra hisoblaymiz:
Y00 _ iy S(Ax0-£0.0) _
ox Ax—0 Ax

ay Ay—>0 Ay ’

Y 0.8y)_(00)

2 - )
9°S00) | iy __Ax AX _ _ lim | ‘A} =1,
0yox Ay -0 Ay av-0 Ay
d9f (8x,0) 9f(0,0)
3f(0,0) . Ay Ay N
AR NN = = 1 el L = .
oxay g;lrrjlo Ax A}rr_l}o AxS L.»

Yugqorida keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, f(x,y) funksiyaning
3 3
dxdy ’ dyox
aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin, teng bo‘Imasdan
golishi ham mumkin ekan.
2- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya (x,, )€ R® nuqtaning
Us ((x0,¥0)) atrofida
Pfxy) Ffxy) (.
*‘aay s "'_é;é‘x‘_’ (()‘a )’)E U8 ((x()ay() )))
aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar (x,,y,) nugtada uzluksiz
bo‘lsin. U holda f(x,y) funksiyaning aralash hosilalari (x,,y,) nugtada
teng bo‘ladi:

3 f (%, J’o)_a f(xo, )’0).

<« Aytaylik, (X, + Ax, yg +Ay), (X +Ax, ¥p), (X, ¥y +Ay) nug-
talar (x,,y,) nugtaning atrofiga tegishli bo‘lsin:
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(X0 +ax, yy + ay)e Us ((x050)) (%o +ax,3y) € Us (%0, )
(X950 + V) € Us (x5, ¥))-
Ushbu
D (Ax,Ay) = f(xg + AX, yy + Ay) = [ (xg + Ax, ¥y ) -
~f (X0 Y0 +AV)+ f (X030 )
o(x) = f(x’yt) +Ay)—f(x,y0)

funksiyalarni qaraylik.
Ravshanki,

@ (Ax,Ay) = @(xp + &%) - (X )
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teoremasini tkki marta
go‘llab topamiz:
Q(xg +Ax) - @(xp) =@ (xg +6, - Ax) - Ax =

_ [af(x0+e, Ax,yy+AY) I (X +6y .Ax.yo_)]Ax _

ox ax
32 f (xo+6,Ax .,y +0,Ay )
:w~~»~—gyé;—v—-—'Ax-Ay, (0<9,,0, <1).

Shartga ko‘ra aralash hosila (x,,y,) nuqtada uzluksiz. Demak,
Ax — 0,Ay - 0 da

3 f (xo+6Ax, yo+6,47) _ 3 (x0.3)
3 AxAy = - 3yox ZAxAy + 0(1)
bo‘lib,
_ 3% f(x0.30)
®(Ax,Ay) = WAxAy +0(1) )
bo‘ladi.

Endi & (Ax, Ay) funksiya bilan birga quyidagi
w(y) = f (% +Ax,y) = f(x0, )
funksiyani qaraymiz. Ravshanki,
@ (Ax,Ay) =y (Yo +Ay) -y (W)
bo‘ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teore-
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masini ikki marta go‘llab. so‘ng aralash hosilaning (x,,y,) nuqtada
uzluksizligidan foydalanib topamiz:

of (xp+Ax, yp+6]Ay of (xg,yo +67Ay
\V(yo + Ay) -y (yo) = _( 07e ,a, R ,). - = (A_OA;VL,,)] Ay —
. y y
9L f (x+03Ax,y0 +0]AY) _ 3 f(xom)
== AxAy = iy AxAy + 0(1),
(0<o;, 6 <1, Ax -0, Ay - 0).
3% f(xp,
Demak, @ (Ax,Ay)= ~~!%);yg»)- AxAy +0(1). )]
(7) va (8) munosabatlardan
£ (x0-30) _ 3 (x0.30)
oxay oyox
bo‘lishi kelib chigadi. »
Mashglar

1. Ushbu u = f(x,y), x=1" +s*, y=t-s funksiyaning ikkin-
chi tartibli differensiali topilsin.
2. Ushbu u=y- (p(x2 - y) funksiya quyidagi
You, Tdu_u
xdx ydy 2

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

63- ma’ruza
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart. Faraz qi-
laylik, f(x)= f(x, X3, ..., X,,) funksiya Ec R™ to‘plamda berilgan
bolib, x* =(x{, x7, ..., x )e E bolsin.
I- ta’rif. Agar shunday § > 0 son topilsaki,
Us (x*) c E bo'lib, Vxe Us(x®) da f(x)< f(x")
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bo‘lsa, f(x) funksiva x° nuqtada lokal maksimumga; f(x) 2 f(x°)
bo‘lsa, f(x) funksiva x° nuqtada lokal minimumga erishadi deyiladi.

2-ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, U;(x®) < E bo‘lib,
Vx e Ug(x")\ {x°} da f(x) < f(x°) bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqta-
da qat’iy lokal maksimumga; f(x) > f(x*) bo'lsa, f(x) funksiya x°
nuqtada qat’iy lokal minimumga erishadi deyiladi.

Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi umumiy nom
bilan funksiyaning /lokal ekstremumi deyiladi. Bunda x° nugta f(x)
funksiyaning lokal ekstremum nuqtasi, f(x°) ga esa funksiyaning lokal
ekstremum qiymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum (minimum) giymati quyidagicha belgi-
lanadi:

f(x*) = max f(x), [f(X") = max f(X))-
era(xn) ers(xO)
Ma’lumki, A (x%) = f(x) - f(x°)
ayirma funksiyaning x° nugtadagi to‘liq orttirmasi deyilar edi.
f(x) funksiya x* nuqtada lokal maksimumga erishsa, u holda
Vx e Uy (x") da

A (x")<0
bo‘ladi va aksincha. Shuningdek, f(x) funksiya x* nugtada lokal
minimumga erishsa, u holda Vx e U;(x®) da

A (x") 20
bo‘ladi va aksincha.

1- teorema. Agar f(x) = f(x, X, ..., X,,) funksiya x*= (x/,
X3, ..., X3 ) nuqtada lokal estremumga erishsa va shu nuqtada barcha
F .

E’ (i=12,..,m)
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda
0
Qf(x ) - O, (i = 1’2’.”’”’)

ox;

bo‘ladi.
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« Aytaylik, f(x)= (%, %, ..., X, ) funksiya x* = (>, xJ, ..., x%)
nugtada lokal minimumga erishsin. U holda

VX = (X)X 50 X ) € Us (x°) da F 4% 0 X,) 2 F(o, 65,0, x0)

tengsizlik bajariladi. Jumladan,

f(xl,xg,xg,...,xg,)z f(x{),xg,...,x,?,)

bo‘ladi. Agar
o(x)=f (%23, x5, %m)

deyilsa, vx, € (x{ -3, x) +8) da

o(x)zo(x)
bo‘lib, bir o‘zgaruvchili ¢(x;) funksiya x nuqtada lokal minimumga
erishadi. U holda 25- ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra

0
() =0, yoni L) =0

Bxl
bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
¥ _g A0 _
_éi‘z— —_ 0, reey W — 0
bo‘lishi isbotlanadi. »
1-eslatma. Agar f(x) funksiya biror x° nuqgtada lokal ekstre-
mumga erishsa va shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
df (x*)=0
bo‘ladi.
2-eslatma. f(x)= f(x, %, .., X, ) funksiyaning biror x° nug-
tada barcha xususiy hosilalarga ega va
0
I o =12am)
ax;
bo‘lishidan, berilgan funksiyaning shu nuqtada lokal estremumga eri-
shishi har doim kelib chigavermaydi (misollar keyingi bandda kelti-
riladi).
Demak, 1- teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
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J(x) funksiyva xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nugqtalar
uning statsionar nuqtalari deyiladi.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti. Aytaylik,
f(x)=f(x,x,, ..., x,) funksiya x R" nuqtaning biror Uy(x) atro-
fida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega va

0
af(x ) — 0, (1 = 1,2,---9m)

ox;
bo‘lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi (62- ma’ruzada keltirilgan
Teylor formulasida » = 2 bo‘lgan hol)

0
Y _ o, (i=1,2,...,m)

axi

shartni hisobga olgan holda quyidagicha

mo )
F =1+ Y T axax, 1)

fym] oxox,
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
(x* +0-A%, x) +6-Ax,, .., x% +6-Ax,,)
(0 < 8 < 1) nugtada hisoblangan va bunda
Axp =X X0, Ay =X, = X3, .., Ax, =x, -x°.
Berilgan £ (x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarining x° statsio-
nar nuqtadagi giymatlarini
_3*f (x°)

A, =
a0

. (Lk=12,..,m)

bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

S

axiaxk

larning x° = (x?, x7, ..., x ) nugtada uzluksizligidan

Ay = Qy
hamda
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azf(x? +6AX;, xg+9-Ax2, oy x2,+9-Ax,,,) _ 32 f(x%) B
ax, 0%, = axox Oy = iy + Oy
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
Ax; -0, (i=12,..,m) da oy —0.

Natijada (1) tenglik ushbu

A (X% = fx)- £ (x%) =% i Ay AX; Ay, + icx,-kAx,.Axk

7.k=l ik
ko‘rinishga keladi. Agar
p=JAx +Ax} 4.+ A,
Ax; =p- G, (1=1,2,...,m)
deyilsa, so‘ngra Ax; -0 (i =1,2,..,m) da, ya’ni p — 0 da

Z Oy A AX; = p Z“:kg L =0° -0 (p)

ik=1

(bunda, p —» 0 da a(p) — 0) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

W () - [za,kgck +a<p>] o

i,k=1
bo‘lishini topamlz.

Ma’lumki, Af(x°)= f(x)- f(x%) ayirma Uy(x?) da ishora
saglasa, ya’ni Vx e Uj (x°) da

Af(xo)z

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada lokal minimumga;

A (x%) <0
bo‘lsa, f(x) funksiya x? nuqgtada lokal maksimumga erishadi.
Yugoridagi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, Af (x°) ning ishorasi koeffitsi-
yentlari
_ 22 f (x°)

a, =
ik ax,-xk

, (i,k = 1,2,..., m)
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bo*lgan 2 alile 6)
ik=1
kvadratik shaklga bog‘liq bo‘ladi.

2- teorema. Agar (3) kvadratik shakl musbat aniglangan bo‘lsa,
f(x) funksiya x° nuqtada lokal minimumga; manfiy aniglangan bo‘Isa,
lokal maksimumga erishadi.

Agar (3) kvadratik shakl noaniq bo‘lsa, f(x) funksiya x* nuqtada
lokal estremumga erishmaydi.

< Bu teorema, keyingi bandda, xususiy holda, ya’ni ikki o‘zga-
ruvchili funksiyalar uchun isbotlanadi. » (Qaralsin, {1], 13- bob).

3°. Xususiy hollar. m = 1 bo‘Isin. Bu holda u= f(x), (xe R ue R)
funksiyaning lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli
shartlari kabi tushuncha va tasdiglarga kelamiz. Ular 25- ma’ruzada
bayon etilgan.

m = 2 bo‘lsin. Bu holda u = f(x,y), ((x,y)e R, ue R) ikki
o‘zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib,
bu hol uchun ularning ta’riflari quyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, u = f(x,y) funksiya £c R™ to‘plamda berilgan bo‘lib,
(%p:,) € E bo‘lsin.

Agar 8 >0 shunday son topilsaki, Uy((x%,)%)) c E bo‘lib,

V(x,y)e Us ((x0,¥5)) uchun
fxy)z f(x,0) (f(x,¥)< f(x0,¥))

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada lokal minimumga (lokal mak-
simumga) erishadi deyiladi. (x,y,) nuqta f(x,y) funksiyaning lokal
minimum (maksimum) nugtasi, f(x;,y,) migdor esa funksiyaning
minimum (maksimum) giymati deyiladi.

Agar shunday 3> 0 son topilsaki, Us((x%°)) c E bo‘lib,

V(x,y)e Us (X0, %)) \ {(%05¥0)} uchun

F(,¥)> F(%.30)s (f(x¥)< f(x0, %))
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,y,) nugtada qat’iy lokal minimumga (qat’iy
lokal maksimumga) erishadi deyiladi.
1- misol. Ushbu f (x,y) = 1-x> ~»* funksiyaning (0,0) nug-
tada gat’iy maksimumga erishishi ko‘rsatilsin.
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45> 0, (0 <3< 1) sonni olib, (0,0) nuqgtaning Uy((0,0)) atrofini
hosil qilamiz. U holda v (x,y)e U; ((0,0))\ {(0,0)} uchun

f(x,y)= Vl_xz _y2 < f(O’O):I
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada maksimumga eri-
shadi. P
Agar f(x,y) funksiya (x,y,) € E < RS> 0" nuqtada lokal

ekstremumga erishsa va shu nuqtada

g

ax’ oy
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

of (%0,%0) _ 0 o (x0.70) _ 0
ox ’ oy
bo‘ladi.
. L . of of .
Biroq, f (x,y) funksiyaning biror (x*,y*) nuqtada > ¥ Xususiy
hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nuqtada noiga teng bo‘lsa, qara-
layotgan funksiya (x*,y*) nuqgtada ekstremumga erishmasdan golishi
mumkin. Masalan,

Sy =xy

) )
funksiya 5% =Y, 5§ =
xususiy hosilalarga ega bo‘lib, ular (0,0) nugtada nolga teng:

a(0,0) _ 0, 9 (0,0) _ 0
ax ay
bo‘lsa ham, bu funksiya (0,0) nugtada ekstremumga erishmaydi (funk-
siya grafigi — giperbolik paraboloidni tasavvur giling).
Aytaylik, f(x,y) funksiya (xy,y) € R? nuqtaning biror Us((x,¥,))
atrofida (8 > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiyaUs((x),yy)) da uzluksiz va uzluksiz f;, f,, /),

fo /2 xususiy hosilalarga ega,
2) (x, ¥p) statsionar nugta:

fi (X0,¥0) =0, fv’(xt)sJ’o)= 0.
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Bu f(x) funksiya uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni go‘llab
Af (X0, 30) = F(x,¥)= f (X0, 3) =

1 2
= E(a”Ax +2a,,AxAy + azszZ + oc”sz + 20y, AXAY + azszz) ™

bo‘lishini topamiz, bunda
ay =3 (X0, 0), @y = f (%.30) = fx (%, %), @ = j;”z (% %)
bo‘lib,
Ax -0, Ay -0 da o -0, o, 50, 00y =0
bo‘ladi.
3- teorema. Agar
a1 A + 24, AXAY + a5y AY? )
kvadratik shakl musbat aniglangan, ya’ni

a, Oy

_ 2
all > 0, - 0“022 '_alz > 0

4y dp
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,y,) nuqtada lokal minimumga erishadi,
agar (4) kvadratik shakl manfiy aniglangan, ya’ni

ay @,

_ 2
ay <0, , =a,ay, —a; >0

ty  dp
bo‘lsa, f(x,y) funkusiya (x,,y,) nuqtada lokal maksimumga erishadi.

4 Ma’lumki, f(x,y) funksiyaning (x,,),) nugtada ekstremumga
erishishi Us((x,,),)) da ushbu

M(XOLVO) = f(x,y)_f(x{)syO)
ayirmaning ishora saglashi bilan bog‘liq:
V(x,y)e Us ((xo,J’o )) da Af(xo,}’o) >0 bo‘lsa,

(x5,¥,) nuqtada lokal minimum; Af (x5,¥5) <0 bo‘lsa, (x,0)
nuqtada lokal maksimum sodir bo‘ladi.
Af (xg4,yq) ayirmaning ishorasini aniglash qulay bo‘lishi magsadida
(4) da
Ax=p-cosq , Ay =p-sing
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almashtirish bajaramiz, bunda
p= Ax? + Ay2 .
Natijada (*) munosabat ushbu

p? 2 : L2
A (x0,¥0) = 5 [(a11 cos? ¢+ 2a;, COS @Sin @ + ay, sin® ¢) +

+{oy; cos? ¢ + 204, COS ¢ Sin @ + iy, Sin (p)] 5)

ko‘rinishga keladi. Aytaylik,
oy >0, a0, —ajy >0
bo‘lsin. Ravshanki,
a;; €08 @+ 24, COS ¢Sin @ + a5, sin’ ¢ =
1 . 2 .
= [(a11 cos ¢ + 4y, sin @) + (a4, — ah ) - sin? (p}.

Ayni paytda, bu funksiya ¢ ning funksiyasi sifatida [0,2rn] da
uzluksiz bo‘lib, o‘zining eng kichik giymati (uni m bilan belgilaylik)
m ga ega bo'ladi:

g,y cos? @+ 2a;, cos ¢sin @ + ay, sin? o[ 2 m > 0.
Ikkinchi tomondan, Ax - 0, Ay — 0,ya’ni p - 0 da o;; — 0,
o, — 0, 05, — 0 bo‘lganligi sababli, p ning yetarli kichik giymat-
larida
loy; €0s? @ + 20y, COS @SIN @ + 01y, SIN% @] < oty |+ 2oy, |+ fotyy | < m
bo‘loladi.

Demak, g, >0, a4y, —a} >0 bo‘lganda (5) tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda musbat bo‘ladi. Binobarin,

Af (x4,¥0) >0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (xy,y,) nugtada lokal minimumga erishadi.
Aytaylik, a, <0, aay —ah >0

bo‘lsin. Bu holda (5) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo‘ladi.
Binobarin,

Af (X9,%0) <0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (x,,5,) nugtada lokal maksimumga erishadi. P
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3-eslatma. Agar a,ay5 —ah <0 bo‘lsa, £(x,y) funksiya (x0:)0)
nuqtada ekstremumga erishmaydi.

4-eslatma. Agar a,,a5,, —a% =0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya (xy, )
nugtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasligi ham
mumbkin (qaralsin, {1], 13- bob).

2- misol. Ushbu

fxy)=x +xp+y* -2x -3y
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
4 Avvalo berilgan funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz:

P

fix,y)=2x+y-2, 2x+y-2=0, x =

>

3
fy'(X,y)=x+2y—3, x+2y-3=0, =%

14

Demak, ( 303

) — statsionar nuqta. Ravshanki,

f50)=2 fo(xy)=1 fi(xy)=2.
Demak, a; =2, a;=1, ap=2. Bunda 4, =2>0 va

a4, —ab =3 >0 bolganligi uchun berilgan funksiya (%, %)
nuqtada lokal minimumga erishadi va
. 1 4 7
min f (x, ) =f(§, —3—) =-3
bo‘ladi. P
3- misol. Ushbu

fix,y)=x*+y*,

f2 (xsy) = —(x4 +y4)a

Lxy)=x +y’
funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

<« Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nuqta bo‘ladi. Bu
funksiyalar uchun

2 _
ay,ay, —aj; =0
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bo‘ladi. Ravshanki, (0,0) nuqgtada f,(x,y) funksiya minimumga, £,(x,y)
funksiya esa maksimumga erishadi. f;(x,y) funksiya (0,0) nuqtada
ekstremumga ega bo‘lmaydi. »

Mashglar

1. 3- teoremada keltirilgan f(x,y) funksiya uchun (x,,y,) statsionar
nugtada

fh (XO»J’O)'fy’z (XO’yO)'—[fx; (XOsJ’o)]z <0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,y,) nuqtada ekstremumga erishmasligi
isbotlansin.

2. Ushbu f(x,y)=(y- x)2 +(y+ 2)3 funksiya ekstremumga tek-
shirilsin.

64- ma’ruza
Oshkormas funksiyalar

1°. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma’lumki, xc R, Yc R
to‘plamlar va biror f qoida berilgan holda har bir xe X songa f qoidaga
ko‘ra bitta y € Y son mos qo‘yilsa, X to‘plamda y = f(x) funksiya
aniglangan deyilar edi.

x va y o‘zgaruvchilarni bog‘lovchi qoida turlicha, jumladan,
analitik ifodalar yordamida, jadval yordamida, egri chiziqg yordamida
bo‘lishi mumkin.

Endi x va y o‘zgaruvchilar tenglama yordamida bog‘langan holda
funksiya yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.

Avtaylik, x va y o‘zgaruvchilarning F(x, y) funksiyasi

E={(x,y)e R®:a<x<b, c<y<d}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu
F(x,y)=0 H
teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x = x; da (1) tenglama y ga

nisbatan tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona y, yechimga ega
bo‘lsin. Demak, .

F(x9,9)=0.
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Bunday xususiyatga ega bo‘lgan x, nuqtalar bir qancha bo‘lishi
mumkin. Ulardan tashkil topgan to‘plamni X deylik. Ravshanki, bunda
Xc (a, b)bo‘ladi.

Endi X to‘plamdan olingan har bir x ga (xe X) (1) tenglamaning
yagona yechimi y ni mos qo‘yaylik. Natijada X da aniglangan funksiya
hosil bo‘ladi. Uni @(x) deylik. Demak,

¢:x—>y va F(x,p(x))=0.
Bu ¢(x) oshkormas (oshkormas ko‘rinishda berilgan) funksiya
deyiladi.
1- misol. Ushbu
F(x,y)=yJx* -1-2=0 )

tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniglanishi ko‘rsatilsin.

<« Ravshanki, (2) tenglama har bir x e (~o0,~1) U(1, +e0) da yagona

2
y=0(x)= e
x° -1
yechimga ega va
F(x,9(x))=0.

Demak, (2) tenglama oshkormas funksiyani aniglaydi. »
2- misol. Ushbu

F(x,y):x—y+%siny=0

tenglama yordamida oshkormas funksiya aniglanishi ko‘rsatilsin.
< Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

X=y —%siny =a(y), (ye (o0, +)).

Bu a(y) funksiya R da uzuluksiz va o'(y) =1 —%cos y >0 bo‘ladi.
U holda oy) funksiya (e, +o0) da teskari y = o' (x) funksiyaga ega va
F(x,oc"1 (x)) =0

bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
¢:x - o (x)

oshkormas funksiyani aniglaydi. »
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3- misol. Ushbu

Flx,y)=x>+y"-Iny =0, (y>0)
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlaydimi?

<« Aniglamaydi, chunki har bir x e (—w, +e0) da y* —Iny > 0 bo‘l-
ganligi sababli, yechimga ega emas. P

Oshkormas funksiyalarni o‘rganishda quyidagi masalalar muhimdir;

1) Ax,y) funksiya biror £c R? to‘plamda berilgan holda ¥y = ¢(x)
oshkormas funksiya mavjud bo‘ladimi va bu funksiyaning aniglanish
to‘plami ganday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan y = ¢(x) oshkormas funksiya
ganday xossalarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiya xossalari bilan
ganday bog‘langan?

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

1- teorema. Faraz qgilaylik, F(x,y) funksiya (x,,y,) nuqtaning biror
atrofi

Une ((xo,)’o)):{(X,J’)E R ixg—h<x<x+h y—k<y<y +k}
da (h >0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Fx,y) funksiya Uy ((x0.¥p)) da uzluksiz;

2) Har bir tayin x e (xy — h, x, + ) da y o‘zgaruvchining funk-
siyasi sifatida o‘suvchi;

3) F(x9,¥5)=0.

U holda (x;,y,) nuqgtaning shunday atrofi
Us ((xo,yo))z{(x,y)e R Xy —8<X<Xy+8, yp—E<y <y, +&}
topiladiki (0 <8< 4, 0<e < k), bunda:

a) Vxe (xy-8,x) +8) da

F(x,y)=0

tenglama yagona y(y € (Vo -8y + s)) yechimga ega, ya’ni
F(x,y)=0 tenglama yordamida y = ¢(x) oshkormas funksiya
aniglanadi;

b) (%)= bo'ladi;

d) y = ¢(x) funksiya (x; ~ 8, x, +8) da uzluksiz bo‘ladi.
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<« Uy ((x4.5,)) atrofga tegishli bo‘lgan
(%9, Yo —€), (%9, yp +€), (O<e<k)
nuqtalarni olib, [y, —¢, y, +¢] segmentda
y(y)=#(x.,y)
funksiyani qaraymiz. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra y(y) o‘suvchi,
3- shartiga ko‘ra w(y,) = F (xy,¥9) = 0 bo‘ladi. Bunda esa

Y(yy —€)=F(xy,y —€) <0,
Y (¥ +&) = F(xp,y +8)>0
bo‘lishi kelib chigadi.

Teoremaning 1- shartiga ko‘ra F(x,y) funksiya U, ((xo » Yo )) da uzluk-
siz. U holda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra, x, nugtaning shunday
(xy ~ 8, xu +38) atrofi (0 <8< h) topiladiki, Vx e (x; -8, x, + ) da

F(x,y, -€)<0,
Fx,y, +€)>0 3)
bo‘ladi. Endi (x,,y,) nugtaning

Us ((x9,¥9)) ={(x,¥)e R :xg =83 <X <Xy +8, ¥ €<y < Yy +£}
atrofida
F(x,y)=0
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlashini ko‘r-
satamiz.
Ixtiyoriy x" € (xy -8, X, +3) nugqtani olib, [y, —¢, ¥, +¢] da
ushbu
g(y)=F(x',y)

funksiyani garaymiz. Ravshanki, bu funksiya [y, —¢, y, +¢] segment-
da uzluksiz va ayni paytda (3) munosabatga binoan

gy —¢)= F(x*’)’o ‘3) <0,

g(yo+&)=F(x,y+€)>0
bo‘ladi. U holda Bolsano—Koshi teoremasiga ko‘ra shunday
y' €[y —¢, ¥ + €] nuqta topiladiki, bunda
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gy =F(x',y")=0
bo‘ladi.

Ayni paytda, g(y) funksiya [y, —¢, yo +€] da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lganligi sababli, y shu oraligda bittadan ortiq nuqtada
nolga aylanmaydi.

Shunday qilib, ixtiyoriy xe (xy -8, x5 +8) uchun yagona
ye (¥, ~¢, ¥, +¢€) topiladiki, bunda

F(x,y)=0
bo‘ladi. Bu esa Ug, ((xg,¥,)) da F(x,y)=0 tenglama y ni x ning
oshkormas funksiyasi sifatida aniglashini bildiradi:

y=o(x): F(x,g(x))=0.
Aytaylik, x = x, bo‘lsin. U holda teoremaning 3- shartiga ko‘ra
F(xy,y0)=0
bo‘ladi. Binobarin, aniqlangan oshkormas funksiyaning x, nuqtadagi
giymati @(xy) =y, bo‘ladi.
Modomiki, Vx € (x5 — 8, x; +8) uchun ¢(x) ga ko‘ra unga mos
keladigan y € (yy —¢, y, + &) bo‘lar ekan, u holda

x-x < 8=y -yl =lo(x) -o(xg) < e
bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiya x, nugtada uzluksiz.

Oshkormas funksiyaning ¥x" e (x, - 8, x, + 8) nuqtada uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatish bu funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishini
ko‘rsatish kabidir. Demak, mavjudligi ko‘rsatilgan oshkormas funksiya
(xp = 8, %y +8) da uzluksiz bo‘ladi. P

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari. Oshkormas funksiyaning
hosilasini aniglaydigan teoremani keltiramiz.

2- teorema. Faraz qilaylik, Fx, y) funksiya (x,,y,) nuqtaning
biror atrofi Uy, ((Xp,¥y)) da (4 > 0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi
shartlarni bajarsin:

D Uy ((x0, 30 )) da uzluksiz;

2) Upi (X0, ¥5)) dauzluksiz F/(x,y), F, (x,y) xususiy hosilalarga
ega va F)(xp,¥) #0;

3) F(xy,50)=0.
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U holda (x,, y,) nugtaning shunday U ({x,¥,)) atrofi
(0<8<h,0<e<k) topiladiki, F(x,y)=0 tenglama y ni x ning
y = ¢(x) oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydi va bu y = ¢(x)
funksiya (x; — 8, Xy +38) da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,
ooy - (xe(x)
¢'(x) =~ Fi(x000)
bo‘ladi.

<« Teoremaning shartiga ko‘ra F,(x,y) funksiya U ((x05 Yo )) da
uzluksiz va F; (xg,¥p) # 0. Aytaylik, F, (x,,¥y) > 0 bo‘lsin. Uzluk-
siz funksiya xossasiga ko‘ra (x,,,) nuqtaning shunday Uy, ((x,, ¥, ))
atrofi (0<38<h,0<e<k) topiladiki, V(x,y)e Ug ((x0.3)) da
F;(x,y) >0 bo‘ladi. Bundan esa har bir tayin x € (% - 8, x; +3) da
F(x,y) funksiya y o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida o‘suvchi bo‘lishi
kelib chigadi. U holda 1-teoremaga ko‘ra F(x,y)=0 tenglama
(xo — 8, Xy +8) da y ni x ning y = @(x) oshkormas funksiyasi sifatida
aniglaydi va y = ¢(x) oshkormas funksiya x e (x, -8, x, +9) da
uzluksiz bo‘lib, ¢(x;) = y, bo‘ladi.

Aytaylik, xe (x5 -8, x5 +8), x+Axe (X5 -8, x5 +8) bolsin.
Ravshanki,

F(x,y)=0, F(x+Ax,y+Ay)=0
bo‘lib, bundan quyidagi ifodani hosil gilamiz:
AF (x,y)=F(x+Ax,y+Ay)- F(x,y)=0. )

Teoremaning shartidan F (x,y) funksiyaning (x,y) nuqtada differen-
sialanuvchi bo‘lishi kelib chigadi. Binobarin,

AF (x,y)= F/(x,y)Ax+ E/(x, y)Ay+o-Ax+B-Ay  (5)
bolib, Ax - 0,Ay -0 da o - 0, B — 0 bo‘ladi.

(4) va (5) munosabatlardan topamiz:

IS Fi(x,y)+a
Ax F(xy)p’

Keyingi tenglikda Ax — 0 da limitga o‘tsak, u holda
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) = v = - Ex (%))
(P(x)_y - F)j(x,y)

hosil bo‘ladi. Ug, ((xy,¥p)) da F/(x,y), F,(x,y) xususiy hosilalar
uzluksiz va F; (x,y) = 0 bo‘lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

() = - Fx(x.9)

¢'(x) THER)

ning (x, ~ 8, Xy +8) da uzluksiz bo‘lishi kelib chiqadi. »
4- misol. Ushbu

F(x,y)=¢€" +ysinx-x+7=0

tenglama (2, 0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
sifatida aniglashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

« Ravshanki,
F(x,y)=¢" +ysinx-x’ +7
funksiva R? da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2, 0) nugtaning

atrofida uzluksiz, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha
bo‘ladi:

aF(x,y)y 9 ( s 3 _ _ 3y
axA_a-x(e +ysinx—-x*+7)=ycosx -3x2,
aFg;lJi)zg);( Y4ysinx-x*+7)=¢” +sinx.

Demak, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari R? da, jumladan,
(2, 0) nugtaning atrofida uzluksiz.
So‘ngra
aF(2,0 . .
T(y_) = (e +8inXx),y,0 =1+sin2 =0
Va nihoyat,
F(2,0)=(e’ +ysinx—x> +7),5,4 =0
bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra
F(x,y)=¢" +ysinx-x*+7=0
tenglama (2, 0) nuqtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi
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sifatida aniqlaydi va bu oshkormas ¢(x) funksiyaning hosilasi quyida-
gicha bo‘ladi:
Fe(x,y) _ _ycos x-3x?
Fy(x,y) e¥ +sin x

1-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo‘ladi:

¢'(x) = -

F(x,y)=0
ni (yo‘zgaruvchi x ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
topamiz:

F(x,y)+ F/(x,y)- y=0.
Keyingi tenglikdan esa quyidagi ifoda kelib chiqadi:

_EKxy)
F(x,»)"

Aytaylik, F (x,y) funksiya U, ((x,,,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fy(x,y), B (x9), Fi(x)
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Ma’lumki,

y'=

 __F(xy)
Fy(x,p)’

Buni differensiallab topamiz:

(Fien)), B (ey)~(B(x0). E(x)
(£ ()’

L4

Agar (Fx'(x,y)); = F5 (x,0)+ By (x,¥) ¥, ©6)

’

(F/(x,9)), = Fp (x,9)+ 3 (x,)- ¥
ekanini hisobga olsak. U holda
(Feey) B (2.9 V) B (6 )-( B2 (5 0+ By (x 9 ) B(x )
(£ (x.y))

”
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F,;(X,y)ﬁi(x,)’)—f?(x,y)-fy'()cm[ E(xy) E(x)-B(x) f(x ))'] y
(Fxy)
bo‘ladi. Bu ifodadagi y’ ning o‘rniga
_E(xp)
Fy(x,y)
ni qo‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun
quyidagi formulaga kelamiz:

”

e 2F-Fy Ffy-F Fh —FP-Fp

£}

2-eslatma. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini
quyidagicha ham hisoblasa bo‘ladi. Yuqorida
F(x,y)=0

ni dfferensiallab,

F/(x,y)+ F/(x,y)-y' =0
bo‘lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:

[Fix, )+ F(x,9)-¥] =

=(F ), +Y - (E(x ), + E(x)- ¥ =0.
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu
Fo (e, p)+2F5(x,9) ¥ + F5 (x,9) ¥ + F(x,9) - y" =0
tenglikka keladi. Undan esa

. ErGep)+2F (xy) v+ B (x,y) 2
Fy(x,y)

bo‘lishi kelib chiqadi.
5- misol. Ushbu

F(x,y)=x¢" +y& -2=0

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksivaning ikkinchi tartibli
hosilasi topilsin.
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« Differensiallab topamiz:

(F(x,)). = (xe" + ye* ~2), =0,

e¥ +ye* +(xe’ +e)-y' =0, : (7
s eV +ye*
T axe ®)

Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz:

e -y +yet +yet 1oy +xe’y -y +xe’ y 4y +yet =0.
Keyingi tenglikdan

2eVy's2e* y +xe’ -y +ye

y'=
xe¥ +e*

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikda y ’ ning o‘rniga (8) da ifodalangan
qiymatini qo‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topiladi. »

Mashgqlar
1. Ushbu Y +y-x=0
tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu x =y*, (x;e y)

tenglama bilan aniglanadigan y = @(x) oshkormas funksiyaning y’
va y” hosilalari topilsin.
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14-BO B
FUNKSIONAL KETMA-KETLIK VA QATORLAR

65- ma’ruza

Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis
yaqinlashuvchanligi

1°. Funksional ketma-ketlik va limit funksiya tushunchalari. Aytaylik,
har bir natural » songa E c R to‘plamda aniglangan bitta f(x)
funksivani mos qo‘yuvchi qoida berilgan bo‘lsin. Bu qoidaga ko‘ra

fi(x), [1(x); -0 [ (), (1

to‘plam hosil bo‘ladi. Uni funksional ketma-ketlik deyiladi. Eto‘plam
(1) funksional ketma-ketlikning aniglanish to ‘plami deyiladi.

Odatda, (1) funksional ketma-ketlik, uning »- hadi yordamida
{f,(x)} yoki f,(x) kabi belgilanadi. Masalan,

ntdl 2 3 n+l

f()—~'v lx? 2422777 pax?’
\/— Jx Jx . Jx

f,,(x):sin-vh—: qm--— sin S e SN =

lar funksional ketma-ketliklar bo‘ladi va ularning aniqglanish to‘plami
mos ravishda

E =R, E =[0,+)
bo‘ladi. Ravshanki, x o‘zgaruvchining biror tayinlangan x = x, € E
giymatida ushbu

[ (%)} i (x0)s o (X0)s wvos S (X0 )5 -
sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

I1- ta’rif. Agar {f,(x;)} sonli ketma-ketlik yaginlashuvchi (uzoqla-
shuvchi) bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik x = x; nugtada yaqin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi. x, nugta esa bu funksional ketma-
ketlikning yaginlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. {f,(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish
nugtalaridan iborat £ < E'to‘plam {f,(x)} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish to ‘plami deyiladi.

119



Masalan, ushbu
. 2 3
[, (xX)=x" 1 x,x°,%7,..,x", ...

funksional ketma-ketlik aniglanish to‘plami £ = Rbo‘lib, u vx e (-1,1]
nuqtada yaginlashuvchi, xe R\ (-1,1] da uzoglashuvchi bo‘ladi.
Demak, ketma-ketlikning yaginlashish to‘plami £, = (—1, 1] bo‘ladi.

Faraz qilaylik, {f,(x;)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish
to‘plami E; (£, e R) bo‘lsin. Ravshanki, bu holda har bir xe £, da

fi (X), f‘z(X), veey f;,(X),

ketma-ketlik yaginlashuvchi, ya’ni
lim f, (x)

mavjud bo‘ladi. Endi har bir xe Ega lim f, (x) ni mos go‘ysak, ushbu

f 1 x - lim £, (x)
funksiya hosil bo‘ladi. Bu f(x) funksiya {f(x,)} funksional ketma-
ketlikning limit funksiyasi deyiladi:
im £,(0) = f(x), (xe E)-
Bu munosabat quyidagini anglatadi: ixtiyoriy € > 0 son va har bir

x e Eyuchun shunday natural n, = n, (g,x) son topiladiki, ixtiyoriy
n > n, da

£ () - f(x)| <€,
ya’'ni
Ve>0, dny=n(e,x)e N, Va>n: |f,(x)- f(x)|<e
bo‘ladi.
i

1-misol. Ushbu £, (x) = nsin 7"
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.

« Berilgan funksional ketma-ketlik £ = [0,+) da aniglangan.
Uning limit funksiyasi

. X
sin—
f(x)=limf,,(x)=limnsin£=lim n_ Jx =Jx
N—yoo N—yoo n n—oo i;—
n
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bo‘ladi. Demak, funksional ketma-ketlik E = [0, +e) da yaginlashuv-
chi va

limnsin£=\/;.>

n—eo n

2- misol. Ushbu S (x)=x"
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.
<« Bu funksional ketma-ketlik £ = R da aniglangan. Ravshanki,

Vx e (1,+) da }'ii‘rif,,(X) = li_l)‘llx" = oo,
vxe (-1,1) da ’lli_rgf,,(x) = }'i—r)llx" =0,
x=1da li_r)rgj,,(x):li_rgl:l,
Vx € (—,~1) da },i_?}.,f" (x) mavjud emas.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £, = (1,1} da yaginlashuv-

chi bo‘lib, uning limit funksiyasi

0, agar —1<x<1 bo‘lsa,
1, agar x=1 bo‘lsa

f(x):liq_lnx" ={

bo‘ladi. P
3- misol. Ushbu

£ (x)=n (x -x), (x>0)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin.

<« Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi quyida-
gicha topiladi:

1 1
f(x)= }li_r)ll(fn(x)) = lim n* (&x - "¥Yx) = lim #? (x; —xﬁ)=

n—yoo

1 {1 1 -
. vl e . o xren—l
= lim n?xn+ (x" nil 1) = lim xml. 2 —lnx. P
o0 n—ee Y41 1
n2+n
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2°, Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchanligi. Faraz
qilaylik, {£,(x)}:
LX), /LX), .0, (%), ...
funksional ketma-ketlik £, to‘plamda yaqginlashuvchi (ya’ni yaginla-
shish to‘plami E;) bo‘lib, uning limit funksiyasi f(x) bo‘lsin:

lim £,(x) = f(x).

Ma’lumki, bu munosabat
Ve>0, Iy =ny(e,x)e N, Vn>n: |f(x)- f(x)|<e
bo‘lishini anglatadi. Shuni ta’kidlash lozimki, yuqoridagi natural #,
sofi ixtiyoriy olingan € > 0 son bilan birga qaralayotgan xe £, nuqtaga
ham bog‘liq bo‘ladi (chunki, x € E, ning turli giymatlarida ularga
mos ketma-ketlik, umuman aytganda, turlicha bo‘ladi). -

3- ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shu € > 0 gagina bog‘liq
bo‘lgan natural #y, = #,y(€) son topilsaki, Vn > ny va ixtiyoriy xe £, da
(X)) = f(x)i<e

tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ve>0, Iny =my(e)e N, Va>ny, VYxe Ey: |f,(x)- f(x)|<e

bo‘lsa, {f,(x,)} funksional ketma-ketlik E, to‘plamda f(x) ga tekis
yaginlashadi (funksional ketma-ketlik E; to‘plamda fekis yaqinla-
shuvchi) deyiladi.

Shunday qilib, {£,(x,)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda f(x)
limit funksiyaga ega bo‘lsa, uning shu limit funksiyasiga yaqinalishish
ikki xil bo‘lar ekan:

1) Ve>0, 3m =n(e,x)e N, Yn>n: |f(x)- f(X)<e

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £y da f(x) ga yaqinlashadi
(oddiy yaginlashadi). Bu holda

fi(x) = f(x), (xe Ey)
kabi belgilanadi.

2) Ve >0, 3ny =m(e)e N, Va>nm,Vxe B |f,(x)- f(X)|<e
bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, da f(x) ga tekis yaqinlashadi.
Bu holda

f,(x)3f(x), (xe Ey)
kabi belgilanadi.
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S(0)+e

f()
S %)

A,

¥

0 0.4

fx)—e

29- chizma.

Ravshanki, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £, to‘plamda f(x)
funksiyaga tekis yaqinlashsa, u ushbu to‘plamda f(x) ga yaqinlashadi:

ST ()= f(x) > (%), (xe B).

Aytaylik, (X)) 3 f(x), (xe Ey)
bo‘lsin. Bu holda Vn> n, va Vxe E; da

1 (x) = f(x) <&, ya'ni f(x)-e< f,(x)< f(x)+e

bo‘ladi. Bu esa {f(x)} funksional ketama-ketlikning biror hadidan
boshlab, keyingi barcha hadlari f(x) funksiyaning «e-oralig‘i»da
butunlay joylashishini bildiradi (29- chizma)

4- misol. Ushbu

sin nx
Sulxy =52

funksional ketma-ketlikning R da tekis yaqginlashuvchanligi ko‘rsatilsin.
<4 Ravshanki,

lim £, (x) = lim %”i -0,
Demak, limit funksiya f(x) = 0.
Agar Ve > 0 son olinganda n, = E] deyilsa, u holda Vn> n, va

Vxe Ruchun
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sin nx

S0 - f0)] = PR ol=

bo‘lishini topamiz. Demak, ta’rifga binoan

smnx‘S

sin nx -0

n
bo‘ladi. P
Faraz qgilaylik, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E, to‘plamda f(x)
limit funksiyaga ega bo‘lsin.
1- teorema. {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda f(x) funk-
siyaga tekis yaqgilashishi uchun

lim sup |/, ()= f(x)|=

= xe Ey
bo‘lishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik,
[ (x)3f(x), (xe Ey)
bo‘lsin. Ta’rifga binoan
Ve >0, 3y =ny(e)e N, Vn>ny,Vxe Ey 1 |f,(x)- f(x)i<e
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan

sup S (X) = f(x)|se

XEO

bo‘lib, undan

lim sup (%)= f(x)] =

o * xe £ 0
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik

lim sup | £, (x) = f(x)| =

n=e xe By

bo‘lsin. Limit ta’rifga ko‘ra
Ve>0, 3n,e N, Va>n : suplf(x) f(¥)]<e
bé‘ladi. Ravshanki =
£ (X) = f(x)] < sup | (%) = f(X)].

U holda Vxe E; uchun
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()= f(x) <e

bo‘ladi. Bundan

LX) 3f(x), (xe Ey)
bo‘lishi kelib chigadi. »

RS
2

5- misol. Ushbu L) = x* +
funksional ketama-ketlikning £;,= R da tekis yaginlashuvchiligi ko‘r-
satilsin.

<« Berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

F(x) =lim f,(x) = lim x> + 5 = x|, (xe R)
n—oo N—yo0 n
bo‘ladi. Endi sup | f, (x) - f(x)|

ni topamiz:

1
S n 1 1 1
sup . [x* + 5 —ix| =sup|—L———=sup— = =
xeR | n | xeR 2 1 xeR N 5 1 n
X +—2+[x| x +—2+]x|
n n
. L .1
Demak, lim sup | [x* +L2—ix) =lim=-=0
noe xR n n—oe N

I -
bo'lib, x*+ 3okl (e B

ifodaga ega bo‘lamiz. »
Eslatma. Agar {f(x)} funksional ketma-ketlik uchun £c R
to‘plamda

limsup|f, (x) - f(x)[ =0
n—e xe £

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik E da tekis yaniglashishi shart
emas.

Endi funksional ketma-ketlikning limit funksiyaga ega bo‘lishi va
unga tekis yag‘inlashishini ifodalovchi teoremani keltiramiz.
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2- teorema. (Koshi teoremasi.) {f,(x)} funksional ketma-ketlik
E to‘plamda limit funksiyaga ega bo‘lishi va unga tekis yaginlashishi
uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday n, = #y,, € N topilib,
Vn>n,Vpe N vavVxe Eda

[fn+p(x) - fn(x)' <Eg 5
ya’ni Ve>0, 3ny =m(e)e N, Vn>ny,, Vpe N va Vxe £ da
g (X) = [ ()| <& @)
bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. Aytaylik, Eto‘plamda {f (x)} funksional ketma-ketlik
limit funksiya f(x) ga ega bo‘lib, unga tekis yaginlashsin:

LX) 3fx), (xe Ey).
Tekis yaqginlashish ta’rifiga ko‘ra

Ve>0, Iny =ny(e)e N, Vk>ny, Vxe E:|fi(x)- f(x)<

N m

bo‘ladi. Xususan, k=n, n>n, va k=n+p, pe N da

L) = f <3, f, () - F0<3

tengsizliklar bajarilib, ulardan
ey () = £, (0] = [y () = £(0) = (5, (x) = f(3))] <

< ap X) = S|+, () = f () < S+ 5 =¢

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, (2) shart o‘rinli.
Yetarliligi. {f,(x)} funksional ketma-ketlik uchun (2) shart bajarilsin.
Uni quyidagicha yozamiz:

ve>0, 3Iny =m(e)e N, Vn>ny, Vpe N, Vxe E da

[foap () = £ ()] < 5 3)

bo‘ladi.

Ravshanki, tayin x, e E da {f,(x)} sonlar ketma-ketligi uchun (3)
shartning bajarilishidan uning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib
chigadi. Koshi teoremasiga ko‘ra {f,(x;)} yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bino-
barin, chekli
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tim f, (x,) @

limit mavjud.
Modomiki, har bir x € F da (4) limit mavjud bo‘lar ekan, u
holda avval aytganimizdek, F£ to‘plamda aniglangan

X = li_lzlf,,(x), (xe E)

funksiya hosil bo‘ladi. Uni f(x) bilan belgilaymiz. Bu funksiya {f,(x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi bo‘iadi:

So(X) = f(x), (xe E).
Endi (3) tengsizlikda » va x larni tayinlab (n > ny, xe E) p = e da
limitga o‘tamiz. Natijada

S(x) - S, (%) <
hosil bo‘ladi. Bu quyidagicha bo‘lishini bildiradi:
5,0 2 f(), (xe Ep). >
6- misol. Ushbu
In nx
fn (X) - T—n;

funksional ketma-Kketlik £ = (0,1) to‘plamda tekis yaqinlashuvchan-
likka tekshirilsin.
<« Agar ixtiyoriy k€ N uchun

n=k, p=k=n, x =

x| o
X |-

deyilsa,

g = £ = () 1 (3] =
bo‘ladi. Demak,

lnﬁ2_1 l‘ In2 _ .

3£0~¥VkeN Inz2k, 3pe N,

EP =;e 0,1): [fony (X ) = S (x")| 2 5.

Bu esa yuqoridagi teorema shartining bajarilmasligini ko‘rsatadi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik £=(0,1) da tekis yaqginia-
shuvchi emas. »
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Aytaylik, {f (x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda yaqginlashuv-
chi bo‘lib, f(x) funksiya uning limit funksiyasi bo‘Isin:
Ja(x) > [(x), (xe E).
Agar
ey >0, Vke N, In>k, Ix € E- 2 €

bo‘lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik £ to‘plamda f(x) funksiyaga
notekis yaginlashadi deyiladi.

7- misol. Ushbu S, (x) =nsin ;11;

funksional ketma-ketlik £= (0, 1) da tekis yaginlashuvchanlikka tek-
shirilsin.

!
sin - |
« Ravshanki, Yim f (x)=lim#asin — = lim - "™ = |
n—yoo n—oo nx Nn—ro0 X
—- X
hnx

Demak, berilgan funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi f(x) = )IC
bo‘ladi.

Aytaylik, x" =% bo‘lsin. U holda

=lnsinl-nl21-sinl =g,

munosabat ixtiyoriy ne N da o‘rinli bo‘ladi.

Demak, f,(x) =nsin% funksional ketma-ketlik limit funksiya

f(x)= % ga F= (0, 1) da tekis yaginlashmaydi. »

3°. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlikning xossalari.
Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketliklar qator xossalarga ega.
Bu xossalarni keltiramiz.
Aytaylik, {£,(x)}:
LX)y /() ey Fr(X),s s
funksional ketma-ketlik £c R to‘plamda yaginlashuvchi bo‘lib, f(x)
uning limit funksiyasi bo‘lsin:
(X)) > f(x), (xe E).
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1- xossa. Agar {f (x)} funksional ketma-ketlikning har bir f(x),
(n=1,2,3,...) hadi E to‘plamda uzluksiz bo‘lib,
fo(x) 2F(x), (xe E)

bo‘lsa, limit funksiya f(x) shu E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. Demak,
bu holda

lim (lim . (t)) = }’II‘E (%1_r)n Jn (t))

t—X \N—0o0

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
2- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x),
(n=1,2,3,...) hadi E=[a,b] da uzluksiz bo‘lib,
5(X) 3 f(x), (xela,b])

bo‘lsa,
1} o
tim | £, (x)dx = [ £(x)dx

bo'ladi. Demak, bu holda
b ]
lim [ £, (x)dx = | (lim f,,(x)) dx

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
3- xossa. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir £,(x),

(n=1,2,3,...) hadi E=[a,b] da uzluksiz f,(x), (n=1,2,3,...) hosi-
lalarga ega bo‘lib,

£(x) 3 ox), (xe[a,b])

bo‘lsa,
o(x) = f'(x)

ga ega bo‘lamiz.

Shu kabi xossalarga keyinrog o‘rganiladigan tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlar ham ega bo‘ladi. Ayni paytda, ular bir mulohaza
asosida isbotlanadi. Mazkur xossalarning isbotini funksional qatorlarga
nisbatan keltiramiz.
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Mashgqlar

1.Ushbu £, (x) = n(, [x + % - \/3?) funksional ketma-ketlik

E =(0, +e0) da tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
2. Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da uzluksiz f’(x) hosilaga ega
bo‘lib,
1
5o =n{ 1 (x45) -7

bo‘lsin. Bu funksional ketma-ketlikning [a;,8 ] = (a,b) da f'(x) ga
tekis yaginlashishi isbotlansin.

66- ma’ruza

Funksional gatorlar va ularning tekis
yaginlashuvchanligi

1°. Funksional gator va uning yig‘indisi. Faraz qgilaylik, Fc R
to‘plamda aniglangan
u (x), Uy (X), ..o, u, (X)), ...
funksional ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik hadlari
yordamida tuzilgan quyidagi

W (x)+u(X)+ ...+ u, (x) +...

ifoda funksional qator deyiladi va Z u,(x) kabi belgilanadi:

n=1
iu,,(x)=ul(x)+uz(x)+...+u,,(x)+... 1))
n=1

Bunda £ — funksional gatorning aniglanish to‘plami deyiladi. Masalan,

D Y X =Tex+x® +o+x" 4+,

n=1

2) Zne"" =e* +2e* +3F +...+ne™ +...
n=1
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funksional qatorlar bo‘lib, ularning aniglanish to‘plami £ = (—oo, o)
bo‘ladi. (1) funksional qator hadlaridan ushbu

Sy (x) = 1 (x),
S, (x) = 1 (x) + hy (x),

...................... Q)

yig‘indilarni tuzamiz. Ular (1) funksional gatorning qismiy yig ‘indilari
deyiladi. Demak, (1) funksional qator berilgan holda har doim bu
gatorning (2) gismiy yig‘indilaridan iborat {S,(x)}:
S, (x), §5(x), ..y S, (x), ...
funksional ketma-Ketlik hosil bo‘ladi. Ravshanki, x = x, € E nuqtada
{S,(xp)} sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. }
I-ta’rif. Agar {S,(xy)} vaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa,

Z u,(x) funksional gator x = x, nuqtada yaginlashuvchi (uzogla-

n=1
shuvchi) deyiladi, x, nuqta funksional gatorning yaqginlashish (uzog-
lashish) nuqtasi deyiladi.

2- ta’rif. 2 u, (x) funksional qatorning barcha yaqinlashish nug-
n=1 o0
talaridan iborat E c K, to‘plam, Zu,,(x) funksional gatorning

n=1

yagqinlashish to ‘plami deyiladi. Bu holda Zu,,(x) funksional qator
n=1
£, to‘plamda yaginlashuvchi deb ham yuritiladi.
Agar E, to‘plamda ushbu

oo

2 , (X)) = 1y ()] + [ty (X} + s [ (X)] + -

n=|

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, Z u, (x) funksional qator F, da absolut
n=1

yaginlashuvchi deyiladi.
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3- ta’rif, Zu,,(x) funksional qatorning qismiy yig‘indilaridan

n=1

iborat {S,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):
S, (x) > S(x), (xe £),

z u, (x) funksional gator yig ‘indisi deyiladi va quyidagicha yoziladi:

n=1

iun(x) =S8(x), (xe E).
n=1

1- misol. Ushbu z "=l xex? 4o+ x" 4
n=1
funksional qatorning yaqginlashish to‘plami va yig‘indisi topilsin.
« Berilgan funksional gatorning aniglanish to‘plami £= Rbo‘ladi.
Qatorning qgismiy yig‘indisini topamiz:

1-x"
S (x)=1+x+x2 4. +xm = x> 28 x#1

n , agar x=1.

Ravshanki, n — o da S,(x) ning limiti x ga bog‘liq bo‘ladi:

. T 1 _ x" _]ﬁ.
B xe(-L1) da l‘i?osn(x)‘iﬂ(r_; m)— =
b) xe[l, +) da rlli_r)nS,,(x)=oo;
d) xe (—,-1]da lim S, (x) mavjud emas.
Demak, berilgan funksional qatorning yaginlashish to‘plami
E,=(—1, 1) bo‘lib, yig‘indisi
S(x) = =
I-x

ga teng bo‘ladi. »

oo

2- misol. Ushbu z %,7 funksional qatorning yaginlashish to‘p-

1+
- =1
lami topilsin. "
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<« Sonli gatorlar nazariyasidagi Dalamber alomatidan foydalanib
topamiz:

im et )] _ | X X x(iex?))
nseo| Uy (x) | mosee|14x2™2 T 14 x20| T noe| Lx2nt2 |
- x(14x27)
a) XE("‘I,I) da l{{l:’lc-—]—;;m =| I

Bu holda berilgan funksional qator (—1,1) da yaginlashuvchi
bo‘ladi.

b) x e (—oo,~1)u(l,+) da

_+7
2n 2n+l
- x(1+x27) . lx x 1
hm1 53 lim =.—=
novee | 14 n+ N30 1_ X
x2n+2

bo‘lib, funksional gator x e (-e,-1)u(l,+) da yaginlashuvchi
bo‘ladi.
d) x = +1 da berilgan funksional qator mos ravishda ushbu

z %, ; (—;)

n=1

sonli gatorga aylanadi va ular uzoglashuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, qaralayotan funksional qatorning yaqinlashish
to‘plami
Ey = R\ {-1,1} = (=0, 1) U (=1,1) U (1, +e)
bo‘ladi. »
2°. Funksional qatorning tekis yagqinlashuvchanligi. Aytaylik,

iu,,(x) =u (X)) + 1y (X)+ .o+ U, () + ...
n=1

funksional gator E; to‘plamda yaqginlashuvchi (ya’'ni qatorning yagin-
lashish to‘plami Ey) bo‘lib, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:

S, (x) - Sx), (xe &), 3
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bunda S, (x) = 4, (x) + u, (x) +... + 4, (x) . (3) munosabat

ve>0, Vxe E,, Iny =ny(e,x)e N, Vn>n: |S,(x)- S(x)<e
po‘lishini anglatadi.
4- ta’rif. Agar E, to‘plamda
S,(x) 3 8S(x), (xe Ey)
ya’'ni
Ve>0, 3ny=my(e)e N, Vn>ny, Vxe Ey: |S,(x)-S(x) <¢

bo‘lsa, Z u,(x) funksional qator £ to‘plamda tekis yaginlashuvchi

n=1
deyiladi. Agar
r(x) = S(x) - $,(x)
deyilsa, funksional qatorning £, to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini
quyidagicha
r,(x)30, (xe k),
va’ni

ve>0, Iny =nfcie N, Vn>ny, Vxe Ey |r,(x)<e
ko‘rinishda ia nitash mumkin bo‘ladi. Shunday qilib,

i U, (X) = (x) + tp (X) + ...+ 1, (x) + ...
n=1

funksional gator, uning gismiy yig‘indisi
S, (x) = (x)+uy (x)+ ...+ u,(x)
va yig‘indisi S(x) uchun
S,(x) > S(x), (xe E)
bo‘lsa, funksional qator £, da yaqinlashuvchi;
S, (x) 2 S(x), (xe Ey)
bo‘lsa, funksional qator E, da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
1- teorema. iun(x) funksional gator £; da qator yig‘indisi

n=1

S(x) funksiyaga tekis yaginlashishi uchun
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lim sup |S,(x) - S(x)| =

n—re xe By
ya’ni
lim sup |r,, (x)| =0
n—e xe By

bo‘lishi zarur va yetarli.
« Bu teoremaning isboti ravshan (qaralsin, 65- ma’ruza, 1-teo-
rema.) P

3- misol. Ushbu Z(x+n (x+ n+1)

funksional gatorning [0, +e) da tekis yaginlashuvchi bo‘lishi isbot-
lansiin.

<« Berilgan funksional gatorning gismiy yig‘indisini hisoblab, so‘ng-
ra yig‘indisini topamiz:

RN JEL S S

Oe+D(x+2)  (x+2)(x+3) Ocrn)(x+n+l) )
_(‘,1 _,L)+(_L~J~,)+ (‘1__*1 )=J- 1
T x4l x+2 X+2  x+3 x+n  x+ntl)  x+l xentl’

th(x)—hm( : ! ):x{,_

n—e \ X+1 T x+n+l +1

Demak, S(x)= —1

X+

Uholda S,(x)-S()=——-1 1 1 o

x+l  x+n+l  x+l x+n+l

sup |S,(x)~ S(x)}_~

xef0 +o0)
ga ega bo‘lamiz. Keyingi tenglikdan
lim sup |S,(x)-S(x)|=

n=—>e0 XE[O, +°<=)

bo‘lishi kelib chigadi. 1- teoremaga ko‘ra berilgan funksional qator
[0, +e) da tekis yaginlashuvchi. P
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Eslatma. Agar lim sup [S5,(x)-S(x)#0

=0 xe[0, +o0)
bo‘lsa, Z u, (x) funksional qator £ da tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi
n=l

shart emas. Masalan,

Zx"" =l4+x+x? 4+ +x" 4.
n=1

funksional qatorning (—1,1) da yaqinlashuvchi, yig‘indisi
S(x)=-"-

1 -X
bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu funksional gator uchun

lim sup |S,(x) - S(x)| = lim sup x LI—+oo

R _jex<] N _Jexcl | “

bo‘ladi. Demak, funksional gator (—1,1) da tekis yaqginlashuvchi emas.
Faraz qilaylik,

iun(x) = (X)) + U (X)+ .+ u, (X)) + .

n=1
funksional qgator to‘plamda berilgan bo‘lsin.

2- teorema. (Koshi teoremasi.) Z u, (x) funksional qator Eto‘p-

n=1
lamda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi uchun
ve>0, 3ny =ny(e)e N, VYn>ny,, Vpe N, Vxe E da

l n+p(x) - Sn(x)! = ?un+1 (x) + un+2 (X) +..+ ll,,.,,p(X){ <Eg

bo‘lishi zarur va yetarli.
Bu tenglamaning isboti 65- ma’ruzadagi 2- teoremadan kelib chigadi.
3°. Funksional qatorlarning tekis yaqinlashuvchanlik alomatlari.
a) Veyershtrass alomati. Aytaylik, £ to‘plamda

iu,,(x) =u(X)+uy (x)+ ... +u,(x) +... (€]
n=1

funksional qator berilgan bo‘lib,
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) Vne N, vxe E da |u,(x)|<C,,

2) ZC,, =C, +C, +...+C, + ... sonli qator yaginlashuvchi bo‘l-

n=1

sin. U holda (4) funksional gator E to‘plamda tekis yaqginlashuvchi
bo‘ladi.

<« 1- shartga ko‘ra Vn > n,, Vpe N va Vxe E uchun

o0

Uy (X) + Uy (X) + o+ 1y, (X)

SCn+Chytt+Cyy

< g QO+ [ty ()] o+ [ty ()] <

bo‘lib, 2- shartdan, ya’ni ZC,, qatorning yaqinlashuvchanligidan

n=|
Koshi teoremasiga binoan
Ve>0, Iny =ny(e)e N, YVun>ny, Vpe N da

Ciy+Chy+..+C,,, <t

n+p

bo‘ladi. Demak,

i (X) + Uy (X) + o+ 11, (X)] < 6.

Yugqoridagi 2- teoremaga ko‘ra Z u,(x) funksional gator Eto‘plamda

n=1

tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. P

4-misol. Ushbu Z __xsinx funksional gator tekis yaginla-

n=1 1+n? (Lenx?)
shuvchanlikka tekshirilsin.
<« Berilgan qatorning aniglanish to‘plami E = (—oe,+e0) bo‘lib,
uning umumiy hadi

L (x) = SN o003,
) Jie2 (14 nx?) (n )

bo‘ladi. Ravshanki,

}u,,(x)# _ | xsin x } < |Xl

Vi (and)] V12 Qaene?)”
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Endi Vx e (-0, +e0) uchun

L

1+nx? 2Jn

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

x| PR PN
\/l+n2 (14nx?) 2\/n(1+n2) 22
Demak, berilgan funksional gatorning hadlari uchun

lu, (x)| <

oo

bo‘ladi. Ma’lumki, Z 71/7 gator yaqinlashuvchi. Binobarin, Veyer-
n

n=}1

shtrass alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator (—e,+e) da tekis
yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Funksional gatorlarning tekis yaginlashishini ifodalovchi keyingi
alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

b) Dirixle alomati. Aytaylik, £c R to‘plamda aniglangan u,(x)
va v,(x), (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe FEda{u,(x)} ketma-ketlik monoton,

2) {u,(x)} funksional ketma-ketlik £ da 0 ga tekis yaqinlashuvchi:

u,(x) 30, (xe E);
3) shunday Ce R mavjudki, Vne N, Vxe Eda

oy (x) + 02 (X) + ... + 0, (X)) = ivk (x)<C.
k=1

U holda > 1, (x) - v, (x)
n=1

funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

sin x-sin nx

5- misol. Ushbu z

funksional gator £ = [0, +oo) da tekis yaqinlashuvchiligi isbotlansin.
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< Aytaylik,

1 . .
U, (x) =\/—n+_—_v_;’ v, (x) = sin x - sin nx

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Dirixle alomatidagi uchta shart baja-
riladi. Hagiqatan ham,

1) Vxe £ da u,(x)=

|
uchun
VhH+X

1 ) _Nn+lex—vn+x _ 1
Jnix  Antlex o Anexdnilex o (rex)(nelex) (VarTrxeJnex

bo‘lganligidan, uning kamayuvchiligi kelib chigadi;

)>0

2) Ravshanki, u,(x)=- ! S—l— n— o da L-—>0.

vha+Xx \/; ’ \/r_z
Demak, u,(x) 2 0, (xe E).
3) Bu holda
\ n n | ,
isz v, (x)‘| = ; sin x sin kx‘ =2 }cos gl lsin % -sin i"zﬂ xi <2

bo‘ladi.

Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator £ = [0,+e) da
tekis yaqinlashuvchi. »

d) Abel alomati. Aytaylik, £c R to‘plamda aniqglangan u,(x) va
v,(x), (n=1,2,3,...) funksiyalar quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vxe Eda {u,(x)} ketma-ketlik monoton;

2) shunday Ce R topiladiki, Vre N, Vxe E da

U, (x)| < C;
3) 2 v,(x) funksional gator E to‘plamda tekis yaginlashuvchi.
n=1
U holda

Y b, (%) -1, (%)
n=1

funksional gator to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

139



. hod (_1)n+l .
6- misol. Ushbu > —x

n
n=l1

funksional qatorning £=[0, 1] da tekis yaqinlashuvchi ekanligi isbotlansin.

n+l
<« Aytaylik, u,(x)=x", v,,(x)=(_1’)2 -, (xel0,1])

bo‘lsin. Bu funksiyalar uchun Abel alomatidagi uchta shart bajariladi
(bu ravshan). U holda Abel alomatiga ko‘ra berilgan funksional gator
[0, 1] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Mashglar

1.Agar Zun(x), (x € E) funksional qator E to‘plamda tekis

n=1
yaqinlashuvchi bo‘lsa, {u,(x)} funksional ketma-ketlikning E to‘plamda
0 ga tekis yaginlashishi isbotlansin.
(_l)n+l

—arctg nx, (xe R) funksional gator R da tekis
n+x

2.Ushbu '

n=1

yaginlashuvchi ekanligi isbotlansin.

67- ma’ruza
Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari

1°. Funksional qator yig‘indisining uzluksizligi. Faraz qilaylik,
Ec Rto‘plamda

iun(x) =u (xX)+uy (x)+...+u,(x)+ .. )
n=l1

funksional qator berilgan bo‘lib, uning yig‘indisi $(x) bo‘lsin.

1- teorema. Aytaylik, (1) gator ushbu shartlarni bajarsin:

1) gatorning har bir u,(x), (n=1,2,3,..) hadi E to‘plamda
uzluksiz;

2) 2 u, (x) qator E da tekis yaginlashuvchi. U holda funksional

n=1
gatorning yig‘indisi S(x) funksiya E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
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4 Aytaylik, x, € E,
S, (x) =y (X)+uy (x) + ... + 1, (x)
bo‘lsin. Teoremaning 2- shartiga ko‘ra

S, (x) 3 S(x), (xe E)
bo‘ladi. Ta’rifga binoan

Ve >0, 3ny =ny(e)e N, Vn>n, va Vxe E da
[, () = S| < 3, )

jumladan, [Sn (x9) = S(x)] < 5 3

tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, (2) va (3) tengsizliklar » ning n, dan katta biror
muayyan », giymatida ham o‘rinli bo‘ladi:

[ (1) = S(0)| <3, 2)

1S (x5) = S(x5)] < § (3)

Teoremaning 1- shartidan va chekli sondagi uzluksiz funksiyalar
yig‘indisi yana uzluksiz bo‘lishidan

Sy (X) = (X) + 1y (X) + ...+ U, (X)
funksiyaning E to‘plamda uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Demak, S,, (x)
funksiya x = x, da uzluksiz. U holda, ta’rifga binoan Ve >0, 33 = 8(¢) > 0,
Ix ~ x| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha xe £ da

(S (X) =8, ()] <5 @
bo‘ladi. Yuqoridagi (2°), (3") va (4) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

S0 =S (%)) = (S =8, () + (8, (0=, (%)) +(S, (%)~ S(x)) <

S[S(X) =Sy (X)) +]8, (0) =S, (%)) +[Sy (%) =S (%)) <§+§+§ =¢.

Bu esa S(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
Modomiki, x, nugta E to‘plamning ixtiyoriy nugtasi ekan, S(x)
funksiva E to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. P
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Yuqorida keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning
tasdig‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

lim S N[ i .
xin%;un(X) nz:l,(xg%u,,(X))

2°. Funksional gatorlarni hadlab integrallash. Faraz gilaylik, [a, 5]
segmentda

1, (%) = 1 () + y (%) + oo 10, (X) + .. (5)
n=1
funksional qator berilgan bo‘Isin.
2- teorema. Aytaylik, (5) qator quyidagi shartlarni bajarsin:

1) gatorning har bir u,(x), (n=1,2,3,...) hadi [a, b] segmentda
uzluksiz;

2) z u,(x) qator [a, b] segmentda tekis yaginlashuvchi;

n=1

3) iu,,(x) = 85(x).
n=1

U holda iju,,(t)dt - Tul (1)dt + juz (1)dt + ..
n=1 4 a a

gator [a, b] da yaginlashuvchi va

i )jun(t)dt = TS(t)dt, (xe [a,b])
n=l g

bo‘ladi.
« Berilgan funksional gatorning qismiy yig‘indisi

S, (xX)=u (x)+uy (x)+ ...+ u,(x)
ni olamiz. U holda teoremaning 2- va 3- shartlariga ko‘ra
$,(x) 3 S(x), (xea,b])
bo‘ladi. Tekis yaqginlashish ta’rifiga binoan Ve > 0, 3nm, = ny(e)e N,
Vn>n, va Vte [a,b] da
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15,(0) - S < ;5
tengsizlik bajariladi.

Teoremaning 1- shartidan hamda yuqorida isbot etilgan 1- teorema-
dan foydalanib

ju,,(t)dt, (n=1,2,3,..); ]iS(t)dt

a

integrallarning mavjudligini topamiz. Ushbu

Zju ()dt = Jul(t)dt+Ju2(t)dt+ +ju(t)dz+

n=l 4 a a

funksional gatorni qaraymiz. Bu qgatorning gismiy yig‘indisi

c,(x) = zn: Juk ()dt, (xela,b))

k=1
bo‘lsin. Ravshanki,

k=17 2 k=1
Demak, o, (x) = jsn (r)dt.
o X ‘
Endi Y, [ (0)ar
n=1 4

funksional qatorning [a, ] da tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsa-
tamiz. Quyidagi

G, (x) - jS(r)dt

ayirma uchun

c,(x) - ]C.S(t)dt =

jS,,(t)dt - IS(t)dt: <

<18, -S@)dr < ;= =" (x-a)<e

al—.x
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bo‘ladi. Demak,

o, (x) [ S(nydr, (xe(a,0)).

Bu esa i_[u,,(t)dt

n=l 4
funksional gatorning [a,b] da tekis yaginlashuvchi va

3 Juar = [ stera

n=l g a
bo‘lishini bildiradi. »
Keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda teoremaning tasdi-
g‘ini quyidagicha ifodalash mumkin:

i juk (t)dt = j[i u (1) )dt.

k=1 2 k=1

3°. Funksional qatorlarni hadlab differensiallash. Faraz qilaylik,
[a, b] segmentda

iun(x) =u (X)+ Uy (X)+.o+ U, (X) + ... 6)
n=1

funksional gator berilgan bo‘lsin.
3- teorema. Aytaylik, (6) funksional gator quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Qatorning har bir u,(x), (r=1,2,3,...) hadi[a, b] segmentda
uzluksiz #/(x), (n=1,2,3,...) hosilaga ega;
2) Ushbu

iu,’,(x) = u(x)+ Uy (x)+ ..+ Uy (X) + ..
n=1

funksional qator [a, b] da tekis yaqinlashuvchi;
3) x, € [a, b] nugta mavjudki, bunda

iu,,(x) =u (%) +ip (X)) +..+u,(X) +...
n=l
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gator yaginlashuvchi. U holda

a) 2 u,(x) funksional gator |a, b da tekis yaginlashuvchi;

n=1

b) bu qatorning yig‘indisi

S(x)=iun(X)

n=1

[a, b} da uzluksiz S’(x) hosilaga ega;

d) S'(x) = iu,’,(x) bo‘ladi.

n=1
<4 Ushbu Zu,’,(x)
n=1
gatorning yig‘indisini o(x) bilan belgilaylik:
o(x) = Y uy(x). )
n=1
Bu qator tekis yaginlashuvchi va har bir hadi [a, b] da uzluksiz.

Yuqorida keltirilgan 2-teoremaga ko‘ra (7) ni hadlab integrailash
mumkin:

]ﬁ o(x)dx = i ]i u, (x)dx,

Xy n=| Xy

bunda x; € [a,b], x € [a,b]. Ayni paytda,

n=l]

[

u,(x) funksional qator [a, b] da tekis yaginlashuvchi.

Ead

Xy
Ravshanki, j u, (x)dx = u, (x) - u, (%) .
Xy

Demak, z (u,(x) —u,(xy)) qator |a, b] da tekis yaginlashuvchi.

n=l1
Shartga ko‘ra
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i u, (x0 )
n=l

qator yaginlashuvchi (uni [a, b] da tekis yaqinlashuvchi deb qarash
mumkin). Shunday qilib

i(“n(x) - u,(Xy)), iun (xp)

n=1 n=l
qatorlar [a, b} da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan esa bu gator-
larning yig‘indisi bo‘lgan
> u,(x)
n=1

funksional gatorning [a, b] da tekis yaginlashuvchi ekanligi kelib chi-
gadi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

[ o= (1,0 -1, (%)) = 3 4,()~ 3 1,05) = S0 - ).
n=l n=1

Xy n=)

o(x) funksiya har bir hadi uzluksiz, o‘zi tekis yaginlashuvchi

D tn(x)

n=l1
gatorning yig‘indisi bo‘lgani uchun 1-teoremaga ko‘ra, [a,b] da
uzluksiz bo‘ladi. U holda keyingi tenglikdan

5(x) = (S(x) - S(x)) = §"(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

3 4, (x)
n=l

gator yig‘indisi uzluksiz hosilaga ega va
S'(x) =Y uy(x)
n=|

bo‘ladi. »
Bu keltirilgan teoremaning shartlari bajarilganda uning tasdig‘ini
quyidagicha yozish mumkin:
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i[gun(m) i( u(X))

n=1
) < o (n+1){n+x)
1- misol. Ushbu 2 In=—-222""2" (0 < x < +4o0)
- n(n+1+x)
funksional gatorning yig‘indisi topilsin.
« Ma’lumki, % ‘(7);1":}7)'(7;%;1; x')
funksional qator [0, +e-) da tekis yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
S(x)=
1+x

ga teng (qgaralsin, 66- ma’ruza):

Ravshanki, bu qatorning har bir hadi [0, +e) da uzluksiz. Demak,
uni 2- teoremaga ko‘ra hadlab integrallash mumkin:

1+t ZJ n+t n+1+t

n=1 0
Aniq integrallarni hlsoblaymlz.

j o =i+ 1) =In(l +x),
0

Oty %

i 1 1
Gy 4= ! (;;; el )d’ =

X x 1
=In(n+0)f; -In(n+1+1)]; = (erni%?))

Demak, 21 "ﬂ)_(?x); In(l+x). »
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Mashglar

1. Ushbu an", (-1 < x <1) funksional gatorning yig‘indisi
n=1
topilsin.

o0

2. Ushbu S(x) = Z ,

n=|

hadlab differensiallash bilan topilsin.

1

ys (xeR) funksiya funksional qatorni
X

68- ma’ruza

Darajali qatorlar, ularning yaginlashish radiusi va
yaqinlashish intervallari

1°. Darajali qator tushunchasi. Abel teoremasi. Har bir hadi

u,(=a,(t-1)", (tye R, n=0,1,2..)
funksiyadan iborat bo‘lgan ushbu

Na,(t-4) =g +a(t-n)+a(t-1,) +.. )
n=0

funksional qator darajali gator deyiladi, bunda
Ays Qs vees Gy oo
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiventlari deyiladi.
(1) da ¢ - ¢, = x deyilsa, u quyidagi

Za,,x" =g+t x+axt +..+a,x" +.., (xeR) 2

n=0
ko‘rinishga keladi va biz shu ko‘rinishdagi darajali qatorlarni o‘rga-
namiz.

Ravshanki, (2) qatorning gismiy yig‘indisi
S, (x)=ay +ax +ax* +..+a,x"

ko‘phaddan iborat. Ayni paytda, x =0 da §,(0) = g, bo‘ladi. Demak,
har ganday (2) ko‘rinishdagi darajali gator x = () nuqtada yaginlashuv-
chi bo‘ladi.
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1- teorema. (Abel teoremasi). Agar

D ax" =a +ax+ax’ . rax" + .
n=0

darajali qator x = x, # 0 nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsa, ushbu
X < ‘sin

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda darajali gator yaginla-
shuvchi (absolut yaqinlashuvchi) bo‘ladi.
4 Aytaylik, x =x, #0 da

D a4

n=0
qator yaqginlashuvchi bo‘lsin. Qator yaginlashishining zaruriy shartiga
ko‘ra

4 n
hm anxO - 0

o

bo‘ladi. Demak, {a,,x{)'} ketma-ketlik chegaralangan:

AM >0, Vae N da |a,x{|< M.

n n

. . dxd x|
Ravshanki, a,x" = ia,,xé"‘}—-{ <M '%m! 3)
‘ 1Xg | 1X0 |
oo . }n oo
L ; . - X _ n
va Ixi<ixyg da X =g<1 bo‘ladi. Demak, 2 = =24
[ 0 q ;
Xp bl AR —

geometrik gator yaginlashuvchi. U holda ushbu
oo | n
M |
n=0 X0
gator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. (3) munosabatni e’tiborga olib,
so‘ngra solishtirish teoremasidan foydalanib,

S
n=0

darajali gatorning yaqinlashishini (absolut yaginlashishini) topamiz.
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Natija. Agar Z a,x" =ay + aGx+axt+..+a,x" +..
n=0
darajali gator x = x, nuqtada uzoglashuvchi ( ushbu

Zanx," =ay +ax; + X+ +a,x + ..
n=0
sonli qator uzoqlashuvchi) bo‘lsa, quyidagi
X1 X

tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x larda z a,x" qator uzogla-
=0
shuvchi bo‘ladi. "

« Teskarisini faraz gilaylik, z a,x" qator ix|>:x;' tengsizlikni
n=0

ganoatlantiruvchi biror x = x* nuqtada (?x*? > X ) yaqginlashuvchi
bo‘lsin. U holda Abel teoremasiga ko‘ra x! < |x" tengsizlikni gano-
atlantiruvchi barcha x larda yaqginlashuvchi, jumladan, x, nuqtada
ham yagqginlashuvchi bo‘lib qoladi. Bu esa shartga ziddir. »

Abel teoremasi va uning natijasi darajali qatorlarning yaginlashish
(uzoglashish) to‘plamining strukturasini (tuzilishini) aniglab beradi.

2°. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervali.
Faraz qgilaylik,

D ax" =ay +ax+ax’ . +a,x" +..
n=0
darajali qator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning yaqinlashish yoki
uzoglashish nugqtalari hagida quyidagi uch hol bo‘lishi mumkin:
1) barcha musbat sonlar qatorning yaqinlashish nuqtalari bo‘ladi;
2) barcha musbat sonlar qatorning uzoglashish nuqgtalari bo‘ladi;
3) shunday musbat sonlar borki, ular qatorning yaqginlashish nuqg-
talari bo‘ladi, shunday musbat sonlar borki, ular qatorning uzogla-
shish nuqtalari bo‘ladi.
Birinchi holda, Abel teoremasiga ko‘ra darajali qator barcha
x € R da yaqginlashuvchi bo‘lib, darajali qatorning yaqginlashish to‘p-
lami £ = (—o0,+e0) bo‘ladi. Bunday gatorga ushbu
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z Ly ctax+ e v by
n! 2! n!
n=0
darajali gqator misol bo‘ladi.
Ikkinchi holda, Abel teoremasining natijasiga ko‘ra darajali qator
barcha x € R\{0} da uzoglashuvchi bo‘lib, uning yaqinlashish to‘plami
E = {0} bo‘ladi. Bunday qatorga ushbu

Zn!x" =x+2'x0 +3 3 el X"+
n=1
darajali gqator misol bo‘loladi.
Endi uchinchi holni garaymiz. Bu holga ushbu

n

Zx" =l x+x2 4o+ X"+
n=0

darajali qator misol bo‘ladi. Bu darajali qator barcha x e (0,1) da
vaginlashuvchi va demak, Abel teoremasiga ko‘ra qator (—1,1) da
yaqinlashadi, barcha x e |1,+) da qator uzoqlashuvchi va demak,
Abel teoremasining natijasiga ko‘ra qator (~eo,—1] U1, +e) da uzog-
lashadi. Demak, darajali gatorning yaqinlashish to‘plami £ = (—1,1)
bo‘ladi.

Aytaylik, Y a,x" =ay+ qx+ax’ + .. +a,x" +..
n=0
darajali qator r, nuqtada (r, > 0) yaqginlashuvchi, R, nugtada (R, > 0)
nugtada esa uzoglashuvchi bo‘lsin. Ravshanki,

n > R

bo‘ladi. Agar Y a,x" darajali gator

n=0
n+fy
2
nugtada yaginlashuvchi bo‘isa,
r = i’;ﬁ, R =R

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,
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n+R
R, :J).‘

deb r, va R, nuqtalarni olamiz. Ravshanki,

h=h,

Ry-n

5
bo‘ladi. Bu munosabatdagi r, va R, sonlarga ko‘ra r, va R, sonlarni
yugoridagiga o‘xshash aniglaymiz.

’i Srz,Rl 2R2 va Rz"'r2=

Agar z a,x" darajali gator
n=0

n+hy
. 2
nuqtada yaqginlashuvchi bo‘lsa,
5] ZZZZRZ’ Ry =R,

deb; uzoglashuvchi bo‘lsa,

deb r, va R; nuqtalarni olamiz. Bunda quyidagicha bo‘ladi.:
Ry-r
n<h, RR>2R va R-n =,J2.?,1

Bu jarayonni davom ettirib borilsa, Za,,x" darajali qatorning
n=0
yaqinlashish nuqtalaridan iborat {r,}, uzoglashish nuqtalaridan iborat
{R,} ketma-ketliklar hosil bo‘ladi. Bunda

h<n<.<r<., R2R>.2R 2.,

va n— o da R, —r, = ™ 0

bo‘ladi. U holda [1], 3-bob, 8- § da keltirilgan teoremaga ko‘ra
lim r, va lim R, limitlar mavjud va

n—oo n—so0

limr, = lim R,

n—yeo N—yoo

bo‘ladi. Uni r bilan belgilaymiz:
152



limr, =limR, =r.

H—oo n-—>o0
Endi x o‘zgaruvchining ix} < r tengsizlikni ganoatlantiruvchi
ixtiyoriy qiymatini olaylik. U holda
limr, =r

bo‘lishidan, shunday n, e N topiladiki, bunda

X <r, <r

bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali gator 5, nuqtada, demak, qara-
layotgan x nuqtada yaqinlashuvchi bo‘ladi.

x o‘zgaruvchining x|/ > r tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy
giymatini olaylik. Bunda

IimR, =r

Nn—roc
bo‘lishidan, shunday n, € N topiladiki,

x| >R, >r
bo‘ladi. Binobarin, berilgan darajali qator R, nuqtada, demak, gara-
layotgan x nugtada uzoglashuvchi bo‘ladi.

Demak, 3- holda Z a,x" darajali qator uchun shunday musbat

n=0
r soni mavjud bo‘ladiki, x' < r, ya’ni Vx e (~r,r) da gator yagin-
lashuvchi; x >r, ya'ni Vx e (~eo,~r)u(r,+~) da gator uzogla-

shuvchi bo‘ladi. x = xr nugtalarda Z a,x" darajali gator yaqinla-
n=0
shuvchi ham bo‘lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

1-ta’rif. Yuqorida keltirilgan r son Z a,x" darajali gatorning
n=0
yaginlashish radiusi, (—r,r) interval esa darajali qatorning yaginlashish
intervali deyiladi.
Eslatma. I- holda darajali gatoring yaginlashish radiusi r = +
deb, 2- holda darajali qatorning yaqginlashish radiusi » = 0 deb olinadi.
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3°. Darajali qatorning yaginlashish radiusini topish. Biror

z a,x" =ay +ax+ azx2 +oota,x" + ...

n=0
darajali gatorni garaylik. Bu qator koeffitsiyentlaridan tuzilgan {a,},
(n=0,1,2,...) ketma-ketlik uchun

1) Vn20 da g, 0,

n

2) lim ﬁv; mavjud bo‘lsin. U holda Za x" darajali qatorning

n—eo |Gy ! =0
yaqinlashish radiusi quyidagicha bo‘ladi:

. a, |
r=lim 9!

n—ree Ay,

<« Aytaylik, darajali gator uchun

|
Iim

h—oo

@ | _ (a, 20, n=0,1,2,3,...)

(L

bo‘lsin. Qaralayotgan Z a,x” darajali qatorda x ni parametr hisob-
n=0

lab, Dalamber alomatiga ko‘ra uni yaqinlashishga tekshiramiz:

a, xx+1
lim | +1__! lim ‘<. x| = =]
n-e| g x" oo a, j n-—;ool a, !
Kan+l i
[ s
Demak, 7 <1,yani x| <L

bo‘lganda gator yaqginlashuvchi bo‘ladi;

x|

Z>1,yani x|>L
7 > 1, yami [x]
bo‘lganda darajali qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Bundan Z a,x” darajali gatorning yaqinlashish radiusi

n=0
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r=L=lim | @)

bo‘lishi kelib chiqadi. p
1- misol. Ushbu

darajah gatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
4 Bu gator uchun
(n+_1)n+l
n = s Gpey = g
e"n! e (n+1)!

bo‘ladi. Ravshanki,

] .
. a . n" e (ns) e
lim - =lim e lg = lim o =1,
oo iy 1t n-e.e.p! (n+1)"+1 [ 1Y
‘ ‘ (1+)
n

Demak, berilgan darajali gatorning yaqinlashish radiusi » = 1 bo‘ladi. »
Ixtiyoriy darajali gatorning yaqinlashish radiusini aniglab beradigan
teoremani isbotsiz keltiramiz.
2- teorema. (Koshi—Adamar teoremasi.) Ushbu
Z a,x" = ay + a,x + ax*
n={)
darajali gatorning yaginlashish radiusi

1
r=

+ota,x" + ...

bo‘ladi. [1]

Eslatma. Agar Hﬁ"lani =+ bo‘lsa, Zanx” darajali qa-
N—o0 V' =0

torning yaqinlashish radiusi » = 0 deb; li_rﬁ,"llani =0 bo‘lsa, Z a,x”
n—roo n=0
darajali gatorning yaginlashish radiusi » = +o deb olinadi.
155



2- misol, Ushbu z 2" x°" darajali qatorning yaginlashish radiusi
n=0

topilsin.

4 Awalo 2x° =t deb olamiz. Natijada berilgan qator quyidagi

Et" =l4t+P2 4+t +
n=0

ko‘rinishga keladi. Bu qatorning yaginlashish radiusi (5) formulaga ko‘ra
1 1

— = =1
i gl Jim

n—

ry =

bo‘ladi. Demak, |t|{ <1 da qator yaqinlashuvchi, #/>1 da gator
uzoglashuvchi. U holda

2x5 ; <1, yani ix| da berilgan gator yaginlashuvchi;

\/_
\2x5| >1, ya’ni |x| J— da qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Berilgan darajali qatorning yaqginlashish radiusi r = . bo‘ladi. »

é/i

(jl) x" darajali gatorning yaginlashish

3- misol. Ushbu Y,
to‘plami topilsin.

e

3"—1\/;; » Tht 3" \/m :

Berilgan darajali gatorning yaginlashish radiusini (4) formulaga ko‘ra
topamiz:

<« Ravshanki, g, =

(D" 3"J7:Tl

= lim
3n- IJ‘ (- 1)n+1 | ,,__m

n—oo

r=lim |2 m 3 =3.

n—e |y,

Darajali gator x = —3 nugqtada ushbu Z —= sonli qatorga ayla-

nadi va bu sonli gator uzoglashuvchi bo ladi. x=3 nuqtada esa
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n
Z 3(—TD~— sonli gator hosil bo‘ladi va bu gator Leybnits teoremasiga

ko‘ra yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak, berilgan darajali gatorning
yaqinlashish to‘plami £ = (—3, 3] dan iborat. »

Mashgqlar

1. Agar Zanx” darajali qatorning yaginlashish radiusi » > 0

n-0
bo‘lsa, ushbu

oo

. 2 n I n
2(” +1Da,x", Zhﬁa,,x

n=0 n=0

darajali gatorlarning yaqginlashish radiuslari ham r ga teng bo‘lishi
isbotlansin.

bod 1
2. Ushbu Zénn;, x" darajali qatorning vaginlashish intervali
n=0 ’

topilsin.
69- ma’ruza
Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Darajali qatorning
xossalari

1°. Darajali qatorning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, ushbu

Zanx” =ay+aqx+axt o+ ax" + . (h
n=0
darajali qatorning yaqinlashish radiusi » > 0 bo‘lsin.
1- teorema. (1) darajali gator |o,pl = (~r,r) da tekis yaqginla-
shuvchi bo‘ladi, bunda ae R, Be R.
« Ravshanki, (1) darajali gator (-, #) da absolut yaqginlashuvchi
bo‘ladi.
Aytaylik, o€ (0,7) bo‘lsin. U holda Vn >0 va Vxe [-o,0] da

. n n
a,x" <.a,0
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bo‘lganligi uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra, (1) gator [-o,a] da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »

Demak, Z a,x" darajali gatorning yaginlashish radiusi » > 0 bo‘l-
n=0
sa, yugorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu qator {—c,c] c (=r,r) da
tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Bunda ¢ sonni r songa har gancha yagin
qilib olish mumkin bo‘lsa-da, qgator (-r, r) da tekis yaginlashmasdan
golishi mumkin. Masalan, ushbu

Zx” =l+x+x2 +o+x"+ ..
n=0
darajali qatorning yagqinlashish radiusi r = 1, biroq gator (—1,1) da
tekis yaginlashuvchi emas.
2°. Darajali qatorning xossalari. Ma’lumki, darajali qatorlar funk-
sional gatorlarning xususiy holi. Binobarin, ular tekis yaginlashuvchi
funksional gatorlarning xossalari kabi xossalarga ega.
2- teorema. Agar

Za,,x” =ay +aqx+ax ..+ a,x" +..
n=0
darajali gatorning yaqinlashish radiusi r > 0 bo‘lib, yig‘indisi

S(x)= ia,,x"
n=0

bo‘lsa, S(x) funksiya (-, r) da uzluksiz bo‘ladi.
<« Ravshanki, garalayotgan darajali qator (-7, r) da yaginlashuvchi
bo‘ladi. Aytaylik, x, € (-r, ) bo‘lsin. Ushbu
x| <c<r

tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. U holda darajali qator
[—c, ] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Tekis yaqinlashuvchi funksional

qatorning xossasiga ko‘ra Z a,x" darajali gatorning yig‘indisi S(x)
n=0
funksiya [—-c, c] da uzluksiz, jumladan, x, nuqtada uzluksiz. »
3- teorema. Aytaylik, darajali gatorning yaginlashish radiusi » > 0
bo‘lib, vig‘indisi S(x) bo‘lsin:
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S(x) = i a,x".
n=0

Bu gatorni (-r, r) ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy {a, b] bo‘yicha
(la,b] < (-r,r)) hadlab integrallash mumkin:

}S(x)dx - i[janxndx}

n=0\ 4

Xususan, Vx e (-r, r) uchun quyidagicha bo‘ladi:

Gy n+
jS(z ydt = %n:lx b Q)
<« Ravshanki, darajali qator [a,b] da ([a,b] c (-r,r)) tekis yagin-
lashuvchi bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional qatorning xossasiga
ko‘ra uni hadlab integrallash mumkin. Ayni paytda, (2) gatorning
yaqginlashish radiusi r ga teng bo‘ladi. Haqigatan ham, Koshi—Adamar
teoremasiga ko‘ra

n
i Yl
limz }m’ll” = lim ——= = 'l’m",ll | =r

ifodaga ega bo‘lamiz. P

Natija. Aytaylik, Z a,x" darajali qator berilgan bo‘lib, uning yagin-
n=0
lashish radiusi > 0 bo‘lsin. Bu qatorni [0, x] bo‘yicha (Vx,e (-7, 1))
ixtiyoriy marta hadlab integrallash mumkin. Integrallash natijasida
hosil bo‘lgan darajali qatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng
bo‘ladi.
4- teorema. Faraz qilaylik,

Za,,x” gy +ax+ax> +..+ax +..

n=0
darajali qatorning yaginlashish radiusi r > 0, yig‘indisi S(x) bo‘Isin:

Y 4% = S(x).
n=0
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U holda funksiya (-r, ry da §’(x) uzluksiz hosilaga ega va

S'(x) = i“na,,)c"'l (3)
n=0

bo‘ladi, bunda (3) gatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng.

<« Berilgan darqjali qator |-¢, ¢] da (0 < ¢ < #) tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi. Tekis yaginlashuvchi funksional gatorning xossasiga ko‘ra darajali
gatorni hadlab differensiallash mumkin. Demak, Vx; e (-r, r) da

S'(x) = Z (g,x") = Z na,x"" .
n=0 n=1
Bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo‘lishi
guyidagi munosabatdan kelib chigadi:

lim#/ina,| = lim (('/; - ,"/}ani) =lim#a,|. »
n—oc N—oo N—yoo

Natija. Aytaylik, Za,,x" darajali qator berilgan bo‘lib, uning
n=0
yaginlashish radiusi » > 0 bo‘lsin. Bu qatomni (-r, 1) da ixtiyoriy marta
hadlab differensiallash mumkin. Differensiallash natijasida hosil
bo‘lgan darajali gatorning yaginlashish radiusi ham r ga teng bo‘ladi.
5- teorema. Aytaylik,

D a,x" =gy +ax+ax +..+a,x" +...
n=0

darajali gatorning yaqinlashish radiusi » > 0, yig‘indisi S(x) bo‘lsin:

2 a,x" = 8(x). (4)
n=0
U holda V>0 da
S (0)
T
bo‘ladi.
<« (4) munosabatda x = 0 deb topamiz;
a, = S(0).

(4) gatorni hadlab differensiallaymiz:
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S(x)—Z(ax)—Znax

n=0
Bu tenglikda x = 0 deyilsa

a, = S'(0)
bo‘lishi kelib chiqadi. Shu jarayonni davom ettirib
()
p =, (n=2,3,0)

bo'lishini topamiz. »

1- misol. Ushbu an" =x+2x2 +3xX° + e nx" + ..
n=|

darajali qator yig‘indisi topilsin.

<€ Ma’lumki, Zx" darajali gator (—1, 1) da yaginlashuvchi va

n=1

, e . X
uning vig‘indisi I & teng:

i _ X
1-x -
n=1
Bu gatorni hadlab differensiallab topamiz:

S als) Bl

Keyingi tenglikning har ikki tomonini x ga ko* paytlrsak,
Dot =~
n=l1 (l _x)

bo'lishi kelib chiqadi. P

2- misol. Ushbu il x™!' =In(1 +x)
n=0

tenglikning to‘g‘riligi isbotlansin.

<« Ravshanki, Z x" darajali qator (—1,1) da yaqinlashuvchi bo‘-

n=0
. . TP |
lib, uning yig‘indisi T 8@ teng:
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- 1

Bu tenglikda x ni —x ga almashtirsak, natijada
Sexr= L
v T+x
tenglik hosil bo‘ladi. Uni [0,x] bo‘yicha (0 < x < 1) integrallab topamiz:
IS
on

3 1y jt"dt—ln(1+r)'

n=0

Z( ) e -ln(l+x)
)

gM*

D' dr = | 25
1+t
0

. F”l)n x2n+l

3- misol. Ushbu
s 2n+1

darajali qgator yig‘indisi topilsin va undan foydalanib
< (-1

bo‘lishi ko‘rsatilsin.

ki ST
< Malumki, Y x"=—, (l<x<D.

n=0

I+x

Bu tenglikda x ni —x? ga almashtiramiz. Natijada Z(—l)" = 71—5
n=0

hosil bo‘ladi. Uni [0, x] bo‘yicha (0 < x < 1) integrallab topamiz:

j[z( D" Z"sz— el

o\ n=0

oo X
D (—1)”Jt2"dt =arctg 1]} |
n=0 0
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hnid x2n+l
Z (-1)" S - =arctg x .
~ 2n+l

Keyingi tenglikda x = 1 deylik U holda tenglikning chap tomoni
o (-1

pr 2n+l

sonli gatorga aylanib, u Leybnits teoremasiga ko‘ra, yaginlashuvchi
bo‘ladi. Demak,
z L_ - = arctgl

Mashglar

N

~lklr-l

1. Hadlab differensiallash bilan ushbu

Xt

I+ >+ 2+,
a1 T

darajali gatorning yig‘indisi topilsin.
2. Hadlab integrallash bilan ushbu

x—4x? +9x° —16x* + ...
darajali qatorning yig‘indisi topilsin.

70- ma’ruza
Teylor qatori

1°. Funksiyaning Teylor qatori. Aytaylik, f(x) funksiya x,e R
nugqtaning biror
Us(xg)={xe R: xy -8<x<xy,+8 >0}
atrofida istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lsin. Bu hol f(x) funk-
siyaning Teylor formulasini yozish imkonini beradi:

f(x) =f(xo)+rf;gif—(ﬂ(x—x0)+«ffg);—()~)—()(—xo)2 +o
1" (x)

bunda r,(x) — qoldiq had.
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Modomiki, f(x) funksiya Us(x,) da istalgan tartibdagi hosilaga
ega ekan, u holda

£ 0a)+ 00 () ¢ L)

n!

: (XO)(X—XO i

darajali gatorni qarash mumkin bo‘ladi.
(1) darajali gatorning koeffitsiyentlari sonlar bo‘lib, ular £ (x) funk-
siya va uning hosilalarining x, nuqtadagi qiymatlari orqgali ifodalangan.
(1) darajali qator f(x) funksiyaning Teylor qatori deyiladi.
Xususan, x; = 0 bo‘lganda (1) darajali gator ushbu

(x—x)" +.. (D)

(0) 7O o o), S0

2! n' ; n! X
ko‘rinishga keladi. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya biror (-, ) da (r > 0)
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘lib, uning x, = 0 nuqtadagi Teylor
qatori

” (n)
fO+ L0 L0y (SO 2)
bo‘lsin. Bu qatorning qoldiq hadini r,(x) deylik:
M (o
f(0)+££9—) +f2(’0) 24+ fi-~(~)x +1,(x).

1- teorema. (2) darajali qator (-r, r) da f (x) ga yaqinlashishi uchun
ushbu
TAQI N f( (0> n

f(x)= f(0)+—-—x+ S X et -x"+r,(x)

Teylor formulasida Vx e (-r, r) uchun

limr,(x)=0

bo‘lishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik, (2) darajali qator (-r, r) da yaginlashuvchi,
yig‘indisi f(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan
lim S, (x) = f(x), (xe(-r, r))
bo‘ladi, bunda
£ £, N )

S,(x) = f(0)+4-x+~2'~-x ot Ty
n:
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Ravshanki, Vx e (-r,r) da lim S,(x) = f(x) bo‘lishidan

lim[f(x) - S, (x)] = limr,(x) =
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Vx e (-r,r) da lim r, (x) = 0 bo‘lsin. U holda

Hm[f(x) - S, ()] = lim 7, (x) =
bo‘lib, undan
lim 5, (x) = f(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

F(x) = f (0)

bo‘ladi. »

Odatda, bu munosabat o°rinli bo‘lsa, f(x) funksiya Teylor gatoriga
yoyilgan deyiladi.

2°. Funksiyani Teylor gatoriga yoyish. Faraz gilaylik, f/(x) funksiva
biror (-r, ) da istalgan tartibdagi hosilalarga ega bo‘lsin.

2- teorema. Agar AM >0, Vxe (-r,r), VYn=0 da

SOl M
bo‘lsa, f(x) funksiya (-, r) da Teylor qatoriga yoyiladi:
(0) f(O) fO 2 PO .
f(x) = %f— —_ =f(0)+ 2272 [T X e e X 3)

4 Ma’lumki, /(x) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi goldiq hadli
Teylor formulasi quyidagicha bo‘ladi:
(n)
f(x)= f(0)+-f~~@ +[§(-,0—)x2+ f ( )x +r,(x),

(n
bunda r(x) = f—%?x”“, 0<o<l).

Teoremaning shartidan foydalanib topamiz:

(n)
L0, 70,
2! n!

) 8 et | n+l
Ir, (x)] = ,._..g_’.‘lx li <M- (;;l)', (x e (-r,r)).
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rn+1

Ravshanki, lim

n—eo (n+1)'

Demak, Vx, e (-r, ) da
limr, (x)=0

=0.

bo‘lib, undan garalayotgan f(x) funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishi
kelib chigadi. »

3°. Elementar funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish.

a) Ko‘rsatkichli va giperbolik funksiyalarning Teylor qatorlarini
topamiz. Aytaylik,

f(x)=¢€*

bo‘lsin. Ravshanki, f@=1,f"0)=1(eN) bo‘lib,
Vxe (-o,a) da (o> 0)

0< fix)<e*, 0< fIM(x)<e*

bo‘ladi. Binobarin, 2- teoremaga ko‘ra f(x) = ¢* funksiya (-o,00) da
Teylor qatoriga yoyiladi va (3) formulada foydalanib topamiz:

D I B (I PR )

o > 0 ixtiyoriy musbat son. Demak, (4) darajali qatorning yaqin-
lashish radiusi r = + bo‘ladi.
(4) munosabatda x ni —x ga almashtirib topamiz:
R N P no x"
Ma’lumki, giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funksiyalari
quyidagicha ta’riflanar edi:

X - X X —X

hx=%2¢ chx=%27%¢

3 7 2

Yugoridagi
x x?
e =1+_'+T+ gt
2

x 1 x X

e* =1 T wt+ (=D 5t
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formulalardan foydalanib topamiz:

3 2n+1 kod 2n+l

X X
shx=p+5r++ G Z(2n+1)"
x2 x4 xZn haid x2n
Chx_1+7{+'4~!+"'+_—(2n)!+"._;(Qﬁﬁ'

Bu shx, chx funksiyalarining Teylor qatorlari bo‘lib, ular ifoda-
langan darajali qatorlarning yaqginlashish radiuslari » = +e bo‘ladi.

b) Trigonometrik funksiyalarning Teylor qatorlarini topamiz.
Avtaylik, f(x) =sinx bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R, Vne N da

fi<l, P <1
bo'lib, £(0), £7(0) =1, fC7 () =0, fE*N©0)=(-D", (ne N)
bo‘ladi. Demak, 2-teoremaga ko‘ra f(x) =sinx funksiya Teylor

gatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan

. ('l)n 2n+l 1 1
= DA Xyl X
Y= Lgmm TETRT s X ©)

bo‘ladi. Aytaylik,
f(x)=cosx
bo‘lsin. Bu funksiya uchun Vxe R, Vne N da
V16 ESRRVALNEIIES!
bo‘lib,
f=1, £@=0 20 =", f"N0)=0, (ne N)

bo‘ladi. U holda 2- teoremaga ko‘ra f(x) =cosx funksiya Teylor
qatoriga yoyiladi va (3) formulaga binoan '

1 1
=1-5 x? AT A (6)

bo‘ladi.
(5) va (6) darajali qatorlarning yaginlashish radiusi r = +e bo‘ladi.
d) Logarifmik funksiyaning Teylor qatorini topamiz. Aytaylik,
f(x)=In(1+x)
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bo‘lsin. Ma’lumki,

D" n=1)1
= (n

"M (x) = e N)
S 1+x)"
o 0 !
bo‘lib, T,
bo‘ladi. Bu funksivaning Teylor formulasi
x X Xt n-1 x"
1n(l+x)—x——2—+?—7+..‘+(—l) —n—+r,,(x) (7

ko‘rinishga ega.

f(x) =1n(+ x) funksiyani Teylor qatoriga yoyishda 1- teorema-
dan foydalanamiz. Buning uchun (7) formulada r,(x) ning 0 ga intili-
shini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

Aytaylik, xe [0,1] bo‘lsin. Bu holda Lagranj ko‘rinishida yozilgan

(-1)" x"*1

r,(x) = ——, (0<o<D)
(n+DA+02)™
. | 1
goldig had uchun (X)) < 1
bo‘ladi va ’lll_r)ll r,(x)=0

tenglik bajariladi. Aytaylik, x € [-o,0] bolsin (0 < o < 1). Bu holda

Koshi ko‘rinishida vozilgan

(-8 X
(1+6,x)™"!

r,(x) , (0<8, <1)

qoldiq had uchun

0(”+1

I (X)) <

bo‘lib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

l-o

limr,(x)=0.
Demak, vxe (-1,1]

limr,(x)=0.
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U holda 1- teoremaga ko‘ra

2 3

n-1
1n(l+x)—2~(—2jx =x-2_ 4

X nlx
5t U G § A ®

bo‘ladi.

(8) darajali qatorning yaqginlashish radiusi » = 1 ga teng. Agar
yuqgoridagi In(l + x) ning yoyilmasida x ni —x ga almashtirilsa, u
holda

Inl-x)= Zv~— - %——...—fn——...

n=l1
formula kelib chiqgadi.
e) Darajali funksiyaning Teylor qatorini topamiz.
Aytaylik,
fx)=U+x)*, (e R
bo‘lsin. Ma’lumki,

FfP(xy=ola-Do=-2)..(a-n+DA+x)*"
bo‘lib,
70 =ala-D(a-2)...(a—n+1)
bo‘ladi. Bu funksiyaning Teylor formulasi ushbu

1+x)" =1+ 1~ X + L(;:l—) Xt a(a_l)—m—';sa_nﬂ) x" +r,(x)

ko‘rinishga ega.

Endi n — « da r,(x) — 0 bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Ma’lumki, Teylor formulasidagi goldiq hadning Koshi ko‘rinishi
quyidagicha

r(x) = (e-1)(a-2). n['(oc—l) —(n-1)] ox (L + 6™ (1[69) ’

(0 <8 <1) bo‘lar edi. Aytaylik, x e (-1,1) bo‘lsin. Bu holda:

1) lim %(a “Da-2)..[(a=1)=(n-D]x" =0 bo‘ladi,
n—oo N:
chunki limit ishorasi ostidagi ifoda yaginlashuvchi ushbu
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1+ i ola-1)...(a-n+1) "

n!
n=l1

gatorning umumiy hadi;

2) joe- x|(1- ix])m”1 <a-x(1+0x)* <o x(1+ ]x{)a_l :

3) ll -6 " <|1=® <1 bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib,
i1+6x 1+6x|
Vxe(~1,1) da

limr,(x)=0

bo‘lishini topamiz. 1- teoremaga ko‘ra

(I+x) = 1+F +9—(;~'1—)x2 LG ”n('o‘. ) 9
bo‘ladi. Bu darajali qatorning yaginlashish radiusi oo # 0, a ¢ N bo‘l-
ganda 1 ga teng: r= 1.

(9) munosabatda « = -1 deb olinsa, u holda ushbu
1 _ N 1Y e Y 2 3 4 1Y 47
E—Z( x"=lox+x=-x"+x" -+ x" +...

formula hosil bo‘ladi. Bu formulada x ni —x ga almashtirib topamiz:

oo

I no_n _ 2 n
ﬁ‘"z(-l) X" =lax+xt 4+ +x" 4

n=0

1- misol. Ushbu f(x) = ln ,,j funksiya Teylor gatoriga yoyilsin.

4 Ma’lumki, ln T =In(0+x)-In(l1-x) bo‘ladi.
Biz yuqorida

2 3
md+x)=x-5 X o™y
2 3 n
¥ X3 x"
ln(l—X) - —7—’3“" _‘—n—_

bo‘lishini ko‘rgan edik. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:
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) 3 n
ln(1+x)~ln(1—x):x—%+x——...+(—])"'I E{z“+“'

3
2 3 n 5 2n-1
x x x 2% 2x 2x
X e, e E 2P e +...
3 ) 3 5 2n-1
1+x 3 xS x#n-l
In. -~ =2 x+Z-+2_+.. S+
Demak, T [ gttt 5 | (10)

(10) darajali gatorning yaginlashish radiusi r = 1 bo‘lib, yagin-
lashish to‘plami (—1, 1) bo‘ladi. »

2- misol. Ushbu f(x) = JSE " dr funksiya Teylor qgatoriga yoyilsin.
0
, ) 3 5 el ¢ 2n-1
4 Ma’lumki, sintz=1- Titsm v+ (1) Gt
sin o nlt"2 s
U holda = 1- sits +(=1) it bo‘ladi.

Bu darajali qatorni hadlab integrallab topamiz:

X

sint 14 n-1 1272

=x—-’i+154— +(—1)"“1—~£—-+
515 7 Qnr-1!-Q2n-1)

w

Keyingi darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = + bo‘ladi. »
3- misol. Ushbu f(x )— e funk51ya Teylor qatoriga yoyilsin
2 px-

va bu qatorning yaqmlashlsh rad1u31 topilsin.
< Avvalo f(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

2x-1 I 1 1
fx) = = Ty
)

l+%x] 3(1—
Ly

1
x2+x-6  x+2 ___3_2(

N L Ny o
Ma’lumki, TI&E-Z( D" x 2
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Bu formulalardan foydalanib topamiz:

ARV B R

1+§x n=0

n=0 n=0

1 =11 Y ~ 1
:{ i j‘zi(ix) =2 ¥ (r=3).
Demak, quyidagi Teylor gatorini olamiz:

2x-1 < (- 1) = D" 1 n
X2 4x— 6 oard 2n+l Z3n+l _Z( 2n+1 ?117 X

n=0

Bu darajali gatorning yaginlashish radiusi » = 2 bo‘ladi. »

Mashglar

1. Ushbu f(x)=sin®x, f(x)=In(1-x?), f(x)_-——r—,

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin.

hnd 3In
2. Ushbu X _ (xeR) gatorning yig‘indisi topilsin.
< Gn)!
n=|

71- ma’ruza

Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yagqinlashtirish.
Veyershtrass teoremasi

1°. Bernshteyn ko‘phadi. Aytaylik, f(x) funksiya [0,1] segmentda
berilgan bo‘lsin. Ushbu

z k\ n-k n 1\ n-1
;f(;)c,’,‘x"(l—x) = £(0)-(1-x) +f(l—1)C,,x(l—x) fot fDX"

ko‘phad f(x) funksiyaning Bernshteyn ko ‘phadi deyiladi va B, (f;x)
kabi belgilanadi:

8, (/%)= Y £ (E)cknt a-x
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n(n-1)X(n-2) --- (n-k+1)

k
Bunda C, = 7

Demak, Bernshteyn ko‘phadi n- darajali ko‘phad bo‘lib, uning

koeffitsiyentlari f(x) funksiyaning
k
— (k=0,1,2,...,n)

nugtalardagi giymatlari orqali ifodalanadi. Masalan,

B (f;x)=fO)+[f Q) - fO)]x,

B, (f;x):f(0)+[2f(%)—2f(0)]x+[f(0)+2f(%)+f(1)]x2

bo‘ladi.
2°. Muhim lemma. Ushbu

Y CEx*(1-x)"* =1,

k=0

n
k=0

ayniyatlar o‘rinli.
<« Nyuton binomi formulasi

> Ciakb™ =(a+b)
k=0
daa =x, b=1—x deyilsa, u holda

Yot -0 =1
k=0

bo‘lishi kelib chiqadi.
(2) ayniyatni isbotlash uchun quyidagi

n 2 _
Z(E - x) Chxk (1-x)™* = fg_nj_’ (0<x

(1

n nop2
> Ketta-xrt, Yot a0t
k=0

k=0
yig‘indilarni hisoblaymiz.

Bu yig‘indini hisoblashda yuqorida keltirilgan C* ning ifodasi va

Nyuton binomi formulasidan foydalanamiz:
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3 ko (- =S “ckxk (- = Z xk (1 -x)"™ =
n

=x- Z Clt (1 - )™ —x[x+ (1 0l = x

Demak, 2 : Cixk 1-x)"" =x. (3)
k=0
no2
Endi k—C,’,‘x" a-x)*
k=0 "

yig‘indini hisoblaymiz:

n 2
zﬁckx" A-x)"*= fC"]’x" 1-x)"" =
= o "
el kL cket ke ey +Z Cllxk 1 —x)"™* =

n  n-1
=]

n-1_3 k-2 n—2-—(k—2) Z k-1 k-1 n-1-(k-1)

=
X

=2
_n-1 n-2 1 nt 5 x(l-x)
== x [x+(1=-x)]" +-x[x+0-0]" =x"+ .
o2
Demak, z I%C,’,‘x" A-x)"=x+ X(IH_X). @)

k=0
Yugoridagi (1), (3) va (4) munosabatlardan foydalanib topamiz:

i(——x) Cox* (1-x)"™ _i "‘; Chxk (1-x)" -

k0
—2xz % Ck(1-x)"™" +x Z Chxk (1-x)"™* =
par

+x_(1,i) Ix-x + x2 =f(1:x_)_ [ 3
n n
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Natija. ¥xe [0,1], Vne N uchun

n

k 2 k_k n-k 1
Z‘)(;—x) Cyx* (1-x) S s %)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

<« Ravshanki, Vx e [0,1] uchun
1
I-x)<=~
x(1-x)s 4

bo‘ladi. Bu tengsizlik va (2) munosabatdan (5) tengsizlikning o‘rinli
bo‘lishi kelib chiqadi. »

3°. Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaqinlashtirish.

1- teorema. (Bernshteyn teoremasi.) Agar f(x) funksiya [0, 1}
segmentda uzluksiz bo‘lsa, u holda

lim max |f(x) - B, (f,x) =0

n—es 0<x<]

bo‘ladi, bunda

B, (f;x)=if(§)c:xk (1-x"*, ©)
k=0

« (1) va (6) munosabatlardan foydalanib topamiz:

B, (/%)= () = Y| £ (E)- o] et -
k=0 n
Kantor teoremasiga ko‘ra qaralayotgan f(x) funksiya [0, 1] da
tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda ta’rifga binoan

ve>0, 38>0, vx, x"e[0,1] uchun |x'-x"<3

bo‘lganda F(X) - (X)) < %
tengsizlik bajariladi. Ma’lumki,
B, (f;x)-f(x)

ayirmani ifodalovchi yig‘indida »+1 ta had bo‘lib, ular £ ning
0,1,2,...,n giymatlarida yuzaga keladi. Bu & ning ushbu

f—z—x\<8, (xe[0,1})
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tengsizlikni qanoatlantiradigan giymatlari to‘plamini £,(k) bilan;
!’; —xl >8, (xel0,1])

tengsizlikni ganoatlantiradigan qiymatlari to‘piamini F,(k) bilan bel-
gilaylik. Ravshanki,

E,(k)u F,(k)={0,1,2,...,n}
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, yuqoridagi yig‘indini ikki gismga ajratamiz:

n

Z[f (5)-r (x)]C,’,‘x" 1-xy*=Y [f (%)- f(x)] Chxk (1= x)"™* 4

P Enk)
+ Z [f(%) —f(x)]C,’,‘xk 1-x)"*
Fn (k)

Endi bu yig‘indilarni baholaymiz. f(x) funksiyaning [0, 1] da tekis
uzluksxzhglddn hamda lemmadan foydalanib topamiz:

12[ ( ) f(X):]Ck)H‘(l x)n—k'< 21f( ) f(x)‘q‘xk(l—x)"'kz

E, (k)

Ch - <2 2 Cixt (1-x"" <

€ < k _ n—k_i
siéCnx"(l X7 =3

Ravshanki, f(x) funksiya [0, 1] da chegaralangan. U holda
(r)na)ﬂ f(x)i= M e R bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:
<x<] ¢ '

2[ (£)- (x)]C"x"(l—x)
< 3 rG)-

k:llc——x 28
n

i
!

C"xk (1-x)™*

<aM Y CExF -0
k
k:

——x
n

28
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k ko
x> x_ >
Agar \n X _6=>(n x) = 21

bo‘lishini hisobga olsak, u holda lemmaga ko‘ra

> C,’,‘x"(l—x)"kéglz— > (é-x)zc,’:)df(l—x)"k_
>3 k:

—-x[28
n

n 2
3_12_ (.k_—x) Ckxk (1-xr*< 12
b o\ 4nd

bo‘ladi. Shunday qilib,
1

iBn(f;X)—f(x)ESEZ[ (n) f(X)]C"X"(l—x)"kl

En(k)

1

+2[ () f(X)]C"xk(l—x)"ki<2+,,M_

2
|y () 2nd

bo‘ladi. Agar n > —MT deyilsa, u holda
28%¢

M1

28%n 2
bo‘lib, natijada quyidagiga ega bo‘lamiz:

B, (fix)-f(x) <e
Bu munosabatdan esa
lim maXxB (f3x)= f(x) =0

n—roo 0sx<l
bo‘lishi kelib chiqadi. »
Bu teoremadan n — « da
B,(f;x) 2 f(x), (0<sx<1)
bo‘lishini topamiz. Demak, [0, 1] da uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya
B, (f;x) ko‘phad bilan yaqinlashtirildi:

f(x)~2f( )C"xk(l , (0<x<).
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Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda uzluksiz bo‘lsin. Ma’-
lumki, ushbu

b—a”*  boa

chizigli almashtirish [a,b] segmentni [0,1] segmentga almashtiradi.
Bu almashtirishdan foydalanib ushbu

o(t)y= fla+(b-a)t), (O<t<D (7

funksiyani hosil gilamiz. Ravshanki, ¢(#) funksiya [0, 1] da uzluksiz
bo‘ladi. Yugoridagi teoremadan foydalanib topamiz:

lim max B, (9:1) - (1)| = (8)

n—e Ozr<t

bunda
B, (¢;t) = Z(p( )C"t (1-n"*.
(7) va (8) munosabatlardan

lim max\B (f Z)—f(x)i:-

Hoeo a<xsh|

bo‘lishi kelib chigadi, bunda

« (x—a) (b-x)""‘
a+22 k) (x-a) (0-x) °
2 f( " (b-a)"

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
2- teorema (Veyershtrass teoremasi.) Agar f(x) funksiya [a, b]
segmentda uzluksiz bo‘lsa,

lim max

n—eo a<xs<h

B, (£:32)- 100 =0

bo‘ladi.
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Mashglar
1. Agar f (x) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lsa, Vx e [0; 1] da
tim Y 0 £ ($) ekt (-2 =0
k=0

n-—yoe n

bo‘lishi isbotlansin.
2.Agar f(x) funksiya [0, 1] segmentda uzluksiz bo‘lsa,

3 1
sup B (f; x)— <L =
OSxEr n (/3 %) f(x)\ 2(0(\/")
bo‘lishi isbotlansin, bunda w(3) — funksiya f(x) ning uzluksiz moduli.

72- ma’ruza
Furye qatori tushunchasi

1°. Davriy funksiyalar hagida ba’zi ma’lumotlar. f(x) funksiya
R = (=0, +e0) to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, shunday
T e R\ {0} son topilsaki, Vxe R da

f(x+T)=f(x)
tenglik bajarilsa, f(x) — davriy funksiya, 7#0 son esa uning davri
deyilar edi.
Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, 7 0 son uning davri bo‘lsa, kT
sonlar (k = +1,+2,...) ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) davriy funksiyalar bo‘lib, T# 0 ularning davri bo‘lsa,

f(x) 800, f(x)-g(x), LD (g0 #0)

funksiyalar ham davriy bo‘lib, ularning davri 7 ga teng bo‘ladi. .

Aytaylik, f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7 bo‘lsin. Agar
bu funksiya grafigining tasviri |a, a+7 | oraligda (ae R) ma’lum bo‘lsa,
uni birin-ketin

x=a+kT, (k=+1,42,...)

vertikal to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik ko‘chirish natijasida
f(x) ning (—es, +o0) dagi grafigi hosil bo‘ladi (30- chizma).

Bu jarayonni {a, a+T | da berilgan funksiyani (—os, +e0) da davriy
davom ettirish deb ham yuritiladi.

179



VA VAN

- -
a a+T

30- chizma.

Shuni ta’kidlash lozimki, T davrli f(x) funksiya [a, a+T] da
uzluksiz bo‘lsa, uni (—, +o0) ga davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan
funksiya (uni ham f(x) deymiz) (-, +) da uzluksiz yoki bo‘lakli
uzluksiz (ya’ni x = a + kT nuqtalarda (k = +1,+2,...) uzilishga ega
bo‘lib, boshga barcha nugtalarda uzluksiz) bo‘lishi mumkin.

Masalan, [0, 1] da berilgan

f(x)=2JxQ-x)

funksiyani (—ee, +o0) da davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan funksiya
(oo, +o0) da uzluksiz bo‘ladi (31- chizma).

31- chizma.

[~1, 2] da berilgan
fx)=x
funksiyani (—oo, +o) da davriy davom ettirishdan hosil bo‘lgan funksiya
(—o0, +00) da bo‘lakli uzluksiz bo‘ladi (32- chizma):
Lemma. Agar f(x) — davriy funksiya, uning davri T bo‘lib,
la, a+T] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
a+T b+T

[ rax= [ foax, e R
a b

bo‘ladi.
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-3-2-10| 1 2 3 X
32- chizma.

« Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

a+l a+T
j Fx)dx = j f(x)dx + j S+ [ foode. D)
b+T
a+T
Bu tenglikdagi j f(x)dx
b+T

integralda x = r + T almashtirish bajaramiz. Natijada

a+l

j/(x)dx jf(t+T)dz Jf(t)dt— jf(x)dx Q)

bo‘ladi. (l) va (2) munosabatlardan
a+T b+T

[ roodc= | rxax

a b
bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Garmonikalar. Ushbu

f(x) = Asin (ax +B) 3
funksiyani qaraylik, bunda 4, o, p — haqiqiy sonlar. Bu davriy
funksiya bo‘lib, uning davri

T==, (a#0)

ga teng bo‘ladi.
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<« Haqiqatan ham,
2n . 2n .
f(x+»a):Asm((x(x+g)+[3)=Asm(oax+B+2n)=

= Asin(ox +B) = f(x). »
Odatda, (3) funksiya garmonika deyiladi. Garmonikaning grafigi
y = sinx funksiya grafigini OX va OY o‘glar bo‘yicha sigish (cho‘zish)
hamda OX o‘q bo‘yicha surish natijasida hosil bo‘ladi.
Garmonikani quyidagicha yozish ham mumkin:
S(x) = Asin (ox +B) = A(cosoxsin B + sin ax cosp) =
= Asinf - cosax + AcosP - sin ax = a cos ox + bsin owx,
bunda
a=AsinP, b= Acosp.
Aksincha,
f(x)=acosox + bsinox
funksiya garmonikani ifodalaydi:

f(x) = acosox + bsin ox = Va® + b (

a b .
—==e COS X + —==SIN X |=
Va2 +b? \/a2 +b? J

= A(sin B cosowx + cos B sin ox) = A sin (ax +B),

bunda o +4? =4, -2 —sinp, 0
a? +b? a? +b?

= Cos f3.

3°. Furye qatorining ta’rifi. Har bir hadi
u,(x)=a, cosnx+b,sinnx, (n=0,1,2,...)

garmonikadan iborat ushbu

ay + Y (a, cos nx + b, sin nx) @)

n=\1
funksional qator trigonometrik qator deyiladi. Bunda
QG,a,b,a8,bh,.,a,,b,, ..
sonlar trigonometrik qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
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Odatda, (4) trigonometrik gatorning qismiy yig‘indisi
n
T,(x)=a, + Y (a, coskx + b, sin kx)
k=1

trigonometrik ko phad deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya [-r, ] da berilgan bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin.

Ravshanki,

f(x)cosnx, f(x)sinnx, (n=12,3,.)

funksiyalar ham integrallanuvchi bo‘ladi. Yugorida keltirilgan funk-
sivalarning integrallarini quyidagicha belgilaymiz:

@ = j f(x)dx,
a, = % j f(x)cosmxdx, (n=1,2,...) ©)
b, = % I‘ f(x)sinnxdx, (n=1,2,..)

So‘ng ushbu %0 + Z (a, cosnx + b, sin nx) ©)
n=l
trigonometrik gatorni tuzamiz.
Ravshanki, (6) trigonometrik gator (5) munosabatlardan topiladigan

ay, aj, b, ay,by,...,a,,b,, ...
sonlar bilan to‘la aniglanadi.

1- ta’rif. Koeffitsiyentlari (5) munosabatlar bilan aniglangan (6)
trigonometrik gator f(x) funksiyaning Furye gatori deyiladi. Bunda
ay, a, b,a,,by,...,a,,b,, ..

sonlar f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari deyiladi.

Demak, f(x) funksivaning Furye qatori shunday trigonometrik
qatorki, uning koeffitsiyentlari (5) formulalar yordamida aniqglanadi.
Shuni e’tiborga olib, funksiyaning Furye qatori quyidagicha yoziladi:

f(x) ~ 51-20—+ Z(a,, cos nx + b, sin nx).
n=1
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1- misol. Ushbu

f(x)=e", (-mn<x<moa=0)
funksiyaning Furye gatori topilsin.

<« (5) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koef-
fitsiyentlarini hisoblaymiz:

%‘Te‘”‘dx ("‘"—e

—-T

Yy = 2 sh o,
o

s . T
1 1 ocosnx+nsin nx !
a, —Je”cosnxdx—— —— s B
T o +n x
-7
1
= (-1 2 2shout, (n=1,2,.),
T a’+n
_ 1 asinnx-ncos nx g !
b, J e™ sin nxdx = - —#—e‘”‘ =
n o° +n ‘-n
~T
n-1 1
=(-1) ~shan, (n=1,2,..).
T ol +n?
Demak, f(x)=e*

funksivaning Furye gatori

f(x)=¢e" ~329+Z(a,, Cos nx + b, sin nx) =

n=1

_2shon| 1 ~& (1) -
=== Td+2 - (cos nx — nsin nx)

n=1 o~ +n
bo‘ladi.
Aytaylik, ushbu shartlar bajarilsin:
1) Quyidagi
ay - .
S5+ ,,2{ (a, cos nx + b, sin nx) W)

trigonometrik qator [-=, ] da yaginlashuvchi va uning yig‘indisi
f(x) ga teng:
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£ =%+ (a, cosnx + b, sin nx) ®)

n=l1

2) (8) ifoda hamda uni coskx va sinkx larga (k=0,1,2,...) ko‘pay-
tirishdan hosil bo‘lgan

f(x)coskx = (%0 cos kx + 2 (@, cos nx cos kx + b, sin nx cos kx),
< n=1

f(x)sin kx = %Osinkx + Z(a,, cos nx sin kx + b, sin nxsin kx),
n=l1

gatorlar [-n, n] da hadlab integrallansin. U holda
Qy, Qs by, 0, by 0,, by,
sonlar f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari bo‘ladi, (7) trigono-

metrik qator esa f (x) funksiyaning Furye gatori bo‘ladi. Bu tasdigning
isboti quyidagi

-Tf(x)dx, Tf(x)coskxdx, ]Ef(x)sinkxdx

integrallarni hisoblashdan kelib chiqadi.

4°, Juft va toq funksiyalarning Furye gatori. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [-m, n] da berilgan juft funksiya bo‘lib, u shu oraligda
integrallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsiventlarini
topamiz:

T 0 T
= % .[ f(x) cos nxdx = %[J S (x)cos nxdx +Jf(x) cos ”de} =
r et 0
= %jf(x) cosmxdx, (n=0,1,2,..),
0

.1 0 n
b=~ [ f(x)sinmxax = l{ [ fxysin myasx + j f(x)sin nxdx:| -
Tt_ T -

%[ Jf(x)smnxdx+jf(x)smnxdx} 0, (n=12,..).
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Demak, juft f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari

a, =

E R

If(x) cosnxdx, (n=0,1,2,...)
0
b, =0, (n=1,2,.)

bo‘lib, Furye qatori

o &
f(x)~ 7+nz=;‘a,, COS nx
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya [~=, nt] da berilgan toq funksiya bo‘lib, u
shu oraligda integarallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning Furye koef-
fitsiventlarini topamiz:

n 0 1
a, = % J' f(x)cos nxdx = %[J‘ f(x)cos nxdx + Jf(x)cos nxdx] =
r Zx 0
= ;I{—]Ef(x) cos nxdx — f(x)cos nxdx} =0, (n=0,1,2,...),
0
n [t} e
b, = % J f(x)sin nxdx = %|:J f(x)sin nxdx + jf(x)sin nxdx:} =
e n 0

n
- %Uf(x) sin nxdx}, (n=1,2,..).
0
Demak, f(x) toq funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a, =0, (n=0,1,2,..),
2 .
b, = ;If(x)51n nxdx, (n=1,2,...)
0
bo‘lib, Furye qatori quyidagidan iborat:
f(x) = b, sinnx.

n=]
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2- misol. Ushbu f(x)=x% (-n<x<n)

juft funksiyaning Furye qatori topilsin.
<« Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

II
Al

Wl

2 5 sinnx|"
x“cosnxdx=Zx -
T n 0

ERES]

T
4 .
~— | xsinnxdx =
nr

veslre
=il

nn n

=_4_[x°05”xn —ljcos nxdx]=(—1)" -iz, (n=12,.).
0o ny n

Demak, f(x) = x? funksiyaning Furye qatori

f(x)=x* ~—+4Z( 1)"C—OS-"-)-C

n

bo‘ladi. »
3-misol. Ushbu f(x) = x, (-n < x < n) toq funksiyaning Furye

qatori topilsin.
<« Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

n n n n

A n-1
b =2 _[x sin nx dx = Z[— xcosnx” +1 Jcos nx dx] _ 200
0 " o "3 .

Demak, f(x) = x funksiyaning Furye qatori
. n-12 .
f(x)~ ;(_1) ~sin nx

bo‘ladi. »

5°. [-, I] oraligda berilgan funksiyaning Furye gqatori. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya [/, /] oraligda (/ > 0) berilgan bo‘lib, u shu
oraligda integrallanuvchi bo‘lsin.

Ravshanki, ushbu ¢ = §x almashtirish natijasida [/, /] oraliq
[-m, n] oraligga o‘tadi. Agar
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£ =f(Le)=00)

. deyilsa, ¢(#) funksiya [-n, n] oraligda berilgan va shu oraliqda integral-
lanuvchi funksiya bo‘ladi. Uning Furye qatori

o(t) ~ 5'23 + Z(a,, cos nt + b, sin nt)
n=|

bo‘lib, a, = % [ oycosmdr, (n=0,1,2,..)
b =lj(p(t)sinntdt (n=12,..)
n n L b b b I

bo‘ladi. Endi ¢ = gx bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

YA T
( ) > Z(a cosn x+b smnlx)

n=|

I

1 b1 s _

a, _7J¢(7x)cosn7xdx, (n=0,1,2,...),

L
- T slsinn® =

b, = ; I(p(l x)smn ; xdx, (n=12,..).

Natijada berilgan f(x) funksiyaning Furye qatori quyidagicha

f(x)~-= N Z(a cosﬁ- +b, sin 'mx)
bo‘lib, bunda:

!
a, =}Jf(x)cosz;—de, (n=0,1,2,..)
-1

!
b, = % J f(x)sin EIT—Echx, (n=1,2,..).
e}
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4- misol. Ushbu fx)=¢€, (-1<x<1)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
<« Yugoridagi formulalardan foydalanib, f(x) = ¢* funksiyaning
Furye koeffitsiventilarini topamiz:
1
a, = | e*dx =e—e™,
=]
1

a, = je" oS nmxdx =
i

. 1
AR SIN ATX—-COS MTX 5

1+nn?

-1

e-e
= 2 (e cosnm—e” cos nm) = (1) 25 >
1+n +n2
1 . i
_ x _ S URX—ATCOS MR X«
b, = Je cos nmxdx = 5
° l+n°n

(n=1,2, ..),

-1

1 -1 m(-1)" ¢
= ———=|EeAMTCOS Nt + NTTe€  COS U} = ——————(e - e) =

-1
= (1™ le“; - (n=1,2,.).

Demak,
f(x)=¢€", (-1<x<)
funksiyaning Furye qatori quyidagicha

1

e—e” -n"
e*~ +(e-et) { COS MT +
2 Z linin? 1+

(- n+l

AT sin mr.x]

ko‘rinishda bo‘ladi. »

Mashglar

1. Ushbu f(x) = 2sin (2x + 2) garmonikaning grafigi topilsin.

2. Ushbu f(x)=|x|, (~n<x<n) funksiyaning Furye qatori
topilsin.
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73- ma’ruza
Furye qatorining yaginlashuvchanligi

1°. Lemmalar. Furye qatorining yaqinlashishini isbotlashda muhim
bo‘lgan lemmalarni keltiramiz.

1- lemma. Agar ¢(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa,
b b
lim J(p(x) sin pxdx =0,  lim jq>(x) cos pxdx =0
pye proe

bo‘ladi.
<« Ravshanki, lemmaning shartidan

o(x)sin px, o¢(x)cos px
funksiyalar |a,b] da integrallanuvchi bo‘ladi. [a,b] segmentda

X'y Xyseees Xp_ys Xps (@=X) <X} <Xy <.e< X,y <X, =)
nugtalarni olib,

b
J. o(x)sin px dx

ni quyidagicha yozib olamiz:

b el Xkt
Iw(x) sin px dx = 2 J ¢(x)sin px dx =
2 k=0 x,
n-1 Xk +1 n-}1 X +1
[o(x) — my ]sin px dx + 2 m, J sin px dx, )
k=0 x, k=0 X

bunda m, = inf  o(x), (k=0,1,2,...,n-1).

xe[xe Xt

Bu (1) tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni baholaymiz:

ln— Xk+) n-l Xkl n-1
‘l j (p(x)—mk]sinpxdxsz j mka’x=2c5kAxk,
i =0 Xk ] k=0 Xy k=0

bunda @, — funksiya @(x)ning [x,, x,.,] dagi tebranishi, Ax, = x,,; — X,
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Modomiki, ¢(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi ekan, u holda
n-1
Z O, Ax, < % )]
k=0
qilib olinishi mumkin.
Endi (1) tenglikning o‘ng tomonidagi ikkinchi integralni baho-
laymiz:

Lo S |cos px; —cos pxg |
my J sin px dx SZ‘mky P =508 PHint | <

k=0 Xi | k=0 | P
n-1 n-1
2 2
< Zlmk"; =;Zlmk!-
k=0 k=0
Ravshanki, p ni yetarlicha katta qilib olish hisobiga
2 £
2N Im|< =
p 2l <3 3)
ga erishish mumkin. Natijada (1) , (2) va (3) munosabatlardan

<&

1‘? o(x)sin px dx

bo‘lishi va undan

b
lim '[(p(x) sin pxdx =0
P

ifoda kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash

b
lim J(p(x) cos pxdx =0
po=

isbotlanadi. »
Agar |a, b} oraligni shunday

[aO’ al]’ [al’ aZ]’ s [an—l’ an]’ (a() =4a,a, = b)
bo‘laklarga ajratish mumkin bo‘lsaki, har bir (a;, ay,,) da
(k=0,1,2,...,n—1) f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib, x = g, nuqtalar-
da chekli o'ng
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f(a +0), (k=0,1,2,...,n-1),
va chap

f(a,-0), (k=0,1,2,....,n)
limitlarga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] da bo ‘lakli uzluksiz deyiladi.
Yuqoridagi lemma ¢(x) funksiya [a,b] da bo‘lakli uzluksiz funksiya
bo‘lgan holda ham o‘rinli bo‘ladi.
1- lemmadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar f(x) funksiya [-=, 1] oraligda bo‘lakli uzluksiz bo‘lsa,
uning Furye koeffitsiventlari # — «~ da nolga intiladi:

hma —hm J.f(x)cosnxdx 0,

lim b, —11m jf(x)smnxdx 0.

Ry

sin(2n+1)E

n
2- lemma. Ushbu % + Z cos ku = ——u—z tenglik o‘rinli.
= 2sin—
2
<« Ravshanki,
1 + icos ku = ! {sm + Z2sm cos ku]
2 2 2
k=l 2 sm—
bo‘ladi. Agar
- u < 1 1 1
Z{Z sin 3 cosku= ;[sin(k+ E)u— sin(k— 5) u] =sin(n+ 5) u— sin;
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda yuqoridagi tenglikdan
7 in(2n+l
1 +Zcosku = sin(2n+)
p) .U
k=1 2 smE

tenglikni keltirib chigaramiz. »

2°. Furye qatorining qismiy yig‘indisi. Dirixle integrali. Funksional
gatorlar nazariyasidan ma’lumki, gatorning yaginlashishini aniglashda
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avvalo uning gismiy yig‘indisi topilib, so‘ngra bu gismiy yig‘indining
limiti o‘rganilar edi.

Funksiya Furye qatorining yaqinlashishini aniglashda ham avvalo
uning gismiy yig‘indisi topiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya [-=n, n] oraliqda integrallanuvchi bo‘lsin.
Bu funksiyvaning Furye koeffitsiyentlarini topib, uning Furye gatorini
tuzamiz:

=1 [ rycoskear, (k=0,1,2,..),
m -n
b=+ j f()sinkedt, (k=1,2,...),
flx)~2 Z a;, cos kx + by sin kx).
k=1

Ravshanki, bu gatorning gismiy yig‘indisi

F,(f;x)= J’— Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1
bo‘ladi. Bu tenglikdagi a, va b, larning o‘rniga ularning yuqorida
keltirilgan ifodalarini qo‘yib topamiz:

F,,(f;x)=2—17EJ‘f(t)dt J‘f(t)[cosktcos/cx«f-smktsm kx]dt =
et kl

= j 1) [% ¥ icos (t - x):’dt.
x k=1

Ma’lumki, 2- lemmaga ko‘ra

| & sm(2n+l)£;—x
3 Z cosk(t-x)= =
k=1 2 sm~2—-

bo‘ladi. U holda F, (f; x) yig‘indi quyidagi ko‘rinishga keladi:
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n sm 2n+1)
F, (f;x) il_j 2 dt . @

Zn—
si 5

Odatda, (4) tenglikning o‘ng tomonidagi integral f(x) funksiyaning
Dirixle integrali deyiladi.

F, (f; x) yig‘indining bu ifodasini yanada o‘zgartirib, n — - da
F, (f; x) ning limitini topishga qulaylik keltiradigan ko*rinishga olib
kelamiz.

Avvalo (4) integralda t — x = u almashtirishni bajaramiz. Bunda
integral ostidagi funksiya 2n davrli bo‘lganligi sababli integrallash
chegarasining o‘zgarmay qolishini ¢’tiborga olib topamiz:

sin(2n+DX

F(fx=—If(x+u) 2.
2sin¥
2
Bu tenglikni ikki qismga ajratib:
sm(2n+1) sm(2n+1)—
F,,(f;x)— jf(x+u) du+jf(x+u) - 2 du|,

2 n¥ 2sin—
si 5 sin

o‘ng tomondagi birinchi integralda u ni —« ga almashtirib topamiz:

sin(2 n+1)—
._____l du.
2sin%

F(f;x) = [[fx+w)+ f(x-w)]
0

Xususan, f(x)=1 bo‘lganda

1
sinj n+
F,(1;x)=- Jv-[——?;l‘du

u
2sin—
0 2

bo‘lib, u 1 ga teng bo‘ladi.
Hagigatan ham, 2- lemmadan foydalansak, u holda
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BYNIE- 2NN _
Fn(l’x)_;J2[§+ZC°Sk”]d”—1+; jcoskudu_
0 k=1 k:l()

=1

u=0

2 % sin ku
n; k

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,

1
n sin| n+
T e Y
©

0 Zsm-Li

3°. Lokallashtirish prinsipi. f(x) funksiya Furye qatorining gismiy
yig‘indisi

1
mn+—
F (f; x)——j[f(x+u)+f<x u)]l {ldu ©

2 Z
SlIl2

ning bitta muhim xossasini keltiramiz.
Ixtiyoriy & sonni (0 < & < &) olib, (6) integralni ikkita integralga
ajratamiz:

nf el
F,(f; x)=%J‘[f(x+u)+f(x—u)]J_2}idu+

.U
2sm5

. 1 Y
+H[f(x+u)+f(x—”)]-l—ikd” =41 (1,8)+J; (m,8).

2sin_
s Sln2

1- teorema. n — - da J, (n,8) ning limiti nolga teng bo‘ladi:
limJ, (n,8)=0.
« f(x) funksiya [-r, n] da integrallanuvchi bo‘lganligi sababli

o(u) = ! u[f(x+u)+f(x—u)]

2sin—
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funksiya ham [, n] da integrallanuvchi bo‘ladi. U holda 1- lemmaga
ko‘ra

1 n sinl n+% k ’
lim J, (n,6)=lim;J[f(x+u)+f(x—u)] du =
n—oo n—yee 3

2sin—

_—hmjcp sm(n+ )udu 0

TC n—eo

bo‘ladi.»>
(7) munosabat va keltirilgan teoremadan muhim natija kelib chi-
gadi. Ushbu

1
Jy (n,8) == J[f(x+u +f(x- u)]l—zkdu

2sin¥
2
integralning n —  dagi limiti mavjud bo‘lgandagina F, (f; x) ning
limiti mavjud va
lim £, (f, x) = lim J; (n, 3)
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Ma’lumki, J; (n, ) integralda f funksiyaning [x - 8, x + §] ora-

ligdagi giymatlarigina gatnashadi.
Demak, f(x) funksiya Furye gatorining x nuqtada yaqinlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchanligi bu funksiyaning shu nuqgta atrofi

(x -8, x +8) dagi giymatlarigagina bog‘liq bo‘ladi. Buni lokallash-
tirish prinsipi deb yuritiladi.

4°, Furye qatorining yaginlashuvchanligi. Endi funksiya Furye
qatorining yaqginlashishi haqgidagi teoremani keltiramiz.

Agar har bir (a, a;,;) da (k=0,1,2,...,n-1) f(x) funksiya dif-
ferensiallanuvchi bo‘lib, x = g, nuqtalarda chekli o‘ng

f'(a,+0), (=0,1,2,...,n-1)

va chap
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f(a -0), (k=0,1,2,...,n)
hosilalarga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] da bolakli differensial-
lanuvchi deyiladi.
2- teorema. 2n davrli f(x) funksiya [-n, ] oraligda bo‘lakli diffe-
rensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori

F) =2+ (@ coskx + b sin kx)
k=1

[~n, n] da yaqginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi

fx+0)+f(x—0)
2
ga teng bo‘ladi.
« (5) tenglikning har ikki tomonini

LS (@ +0)+ £ (x-0)]
ga ko‘paytirib, ushbu
Fy(f3x) =3[ £ (x+0)+ f (x-0)]

ayirmani quyidagicha

F,(f; x)——[ (x+0)+ f(x-0)]=

1
(x+u)+ f(x-u)- f(x+0)—f(x—0)]-»l—2ldu

2 sinE
2

:1|>—
o'——.n

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni

ikkita
. 1
[f(x+u)—f(x+0)]i—2kdu

2sin2
Sln2

1
Jl—'T—t 3

O e

1
sin nty

“f(x u)- f(x- 0)]—~ . du
2

2sin—
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integralga ajratamiz. Natijada

1
F, (f;x)~5[f(x+0)+f(x—0)]=Jl +J;
bo‘ladi.
Endi J; va J, integrallarni baholaymiz. J, integralni baholash
uchun avvalo ixtiyoriy & (0<38 < m) sonni olib, J; ni ikki gismga
ajratib yozamiz:

8 Sin| VH-l
J,=-71;J‘[f(x+u) x+0)]u

2sin¥
sm2

1 ®)
S| n+4-—
J[f(x+u) f(x+0 ]J——z—}

2sin¥
Lokallashtirish prinsipiga asosan

1
lim — J[f(x+u f(x+0]—[——zk

2 smE
2

Demak, Ve >0, 3ny =n(e,8)e N, Va>ny da

1
sin| 2+—
1J[f(x+u) fx+0]—l——2ldu <— )

2 sm

bo‘ladi. Shartga ko‘ra, f(x) funksiya [-=, n] da bo‘lakli differen-
siallanuvchi. U holda Vx e [-n, =] da

S(x+u)-f(x+0)

fim D < 1 )
mavjud bo‘lib, 33, >0, O<u <3, da
‘[(X_—Hl)_—_M < M‘, (Ml =const)
u
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tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Shuningdek, 33, >0, 0 <u <3, da

<M,, (M, =const)

2.
5 o=
IES

tengsizlik bajariladi.

Endi min{51,52,m%}=8 deb olamiz. Natijada, Vne N

bo‘lganda (8) tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integral uchun
ushbu

=

lj- f(x+u)—f(x+0) . 2 sin (n+l)udu <
n 5 u sin% 2 )

(10)

5 4
< ljﬁf(““)_f(xw)‘]- 2_gu<lmMMe<t
Si . 2

no U [ 'n%

bahoga ega bo‘lamiz. (8), (9) va (10) munosabatlardan

in( n+ L
AR %J[f(x+u)-—f(x+0)]-£—2jidu <e

2sin—

bo‘lishi kelib chigadi.
J, integral ham xuddi shunga o‘xshash baholanadi va

. 1
Vs = %j[f(x'—u)—f(x—O)]in(-’fidu <e

. u
2 =
sin 7

bo‘lishi topiladi. Demak,

E, (f; x)—%[f(x+0)+f(x——0)]{<2e

bo‘lib, undan
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lim £, (f; x)= 3[f (x+0)+ £ (x-0)]

bo'lishi kelib chiqgadi. Bu esa f(x) funksiya Furye gatorining yaqinla-
shuvchi va

%°+i(ak cos kx + by sinlcx):%[f(x+0)+f(x—0)]
k=1

bo‘lishini bildiradi. »
Natija. Agar ffunksiya yugoridagi teoremaning shartlarini bajarib,
x nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

% +Z(ak cos kx + by sin kx) =f(x) .
=

Misol. Ushbu
f(x)=cosax, (-n<x<m, azne Z)

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaqinlashishga tekshirilsin.

<« Bu funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan
funksiya juft bo‘lgani uchun ,

b, =0, (n=1,2,3,..))

bo‘lib,
Icosax cos nxdx = j[cos(a - n)x+cos(a+ n)x] dx =
0 0

_sinan(_l)n[ L1 ]
=— =

a+n a-n

a, =

AN

bo‘ladi. Demak,

f(x)~ Sinnan [% + i -1" (—1— + _L) cos nx}

a+n a-n
n=1

Agar f(x) = cos ax funksiya teoremaning hamda natijaning shart-
larini bajarishini e’tiborga olsak, u holda

cosax = Smar| 1, z D" (L + L)cos nx
T a el a+n a-n
bo‘lishini topamiz. »
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Keyingi tenglikda x = 0 deyilsa,

|
sman _ a 21 (a+n a- n) 11)
bo‘lishi kelib chiqadi.

Mashglar

-x, agar —t<x <0 bo‘lsa,
0, agar O<x<mn bolsa

19+

funksiyaning Furye qatori topilsin va uni yaqinlashishga tekshirilsin.
2. Ushbu

f(x)=-In ‘sm

(x #2kn, ke Z)

funksiyaning Furye gatori topilsin va uni yaginlashishga tekshirilsin.
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15-BOB
PARAMETRGA BOG‘LIQ INTEGRALLAR

74- ma’ruza
Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaqinlashishi

1°. Limit funksiya. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
M={(x,y)e R*:a<x<h, ye EcR}
to‘plamda berilgan va y;, € Rnuqta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Ravshanki, har bir tayin x e [a,b] da f(x,y) funksiya y o‘zga-
ruvchining funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x e [a, ] da
lim f (x,y)
Y-
limitga ega bo‘lsin.
Har bir x e [a, b] ga f(x,y) funksiyaning y — y, dagi limitini mos
qo‘yish natijasida
¢: x - lim f(x,y)
R ud (]
funksiya hosil bo‘ladi.

Odatda, bu funksiya f(x,y) funksiyaning y — y, dagi limit funksiyasi
deyiladi: '

Jim f(x,y)=0(x), (xela,b]). (D
=¥
(1) munosabat quyidagicha tushuniladi: Ve > 0 son olinganda
ham shunday § = §(g,x) > 0 son topiladiki, bunda 0 <|y - yy| < 8
tengsizlikni qanoatlantiruvchi Yy € £ uchun
If (x,9)-o(x)| <&, (xela,b])

bo‘ladi.
Endi f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R*; xela,b], ye E c R}
to‘plamda berilgan va « «nuqta» E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
202



Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday §=38(g,x)>0 son
topilsaki, |y| > 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi Yy e E uchun

f (x,9)~o(x)| <€

tengsizlik bajarilsa, @(x) funksiya f (x,y) ning y — - dagi limit funksiyasi
deyiladi.

1- misol. Ushbu f(x,y) = xy funksiyani

M ={(x,y)e R :0<x<l, ye [0,1]}

to‘plamda qaraylik. Bu funksiyaning y — y, =1 dagi limit funk-
siyasi @(x) = x bo‘lishi ko‘rsatilsin.

<« Ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra, har bir x e [0,1] uchun § =¢ deb
olinsa, u holda |y —y,|=[y-1/<38 tengsizlikni qanoatlantiruvchi
ye[0,1} uchun

fOp) =) =y —x|=|x||ly -1 <[y -1 <3=¢
bo‘ladi. Demak,
limxy =x. P
y—l
2- misol. Ushbu £ (x,y)=x*, (0° =0) funksiyani
M={(x,y)e R: 0sx<1, ye[0,1]}

to‘plamda garaymiz. Bu funksiyaning y — y, =0 dagi limit funk-
siyasi topilsin.

<« Aytaylik, x = 0 bo‘lsin. Bu holda vy e [0,1] uchun

f (0, y) =0

bolib, y » 0 da f(0,y) » 0 bo‘ladi.

Aytaylik, x # 0 bo‘lsin. Bu holda y — 0 da

f(x,p)=x" -5 x* =1
bo‘ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra & = log, (1 -¢)
deyilsa (x > 0), uholda |y - yo| =]y - 0] = [¥] < 8 tengsizlikni ganoat-
lantiruvchi y e [0, 1} uchun
f(x3) - o) = @ = = 1= < 1= x50 =1 -(-e) =e
bo‘ladi. Demak, y — 0 da f (x,y)=x* funksiyaning limit funksiyasi
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1, agar xe (0,1] bo‘lsa,
o(x)= ‘
0,agar x=0 Dbo‘lsa

bo‘ladi. »
2°. Limit funksiyaga tekis yaqinlashish. Faraz qilaylik, f(x,y)
funksiya
M={(x,y)e R*:a<x<b, ye EcR}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y, € R nugta E to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan x € [a,b] da y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida y — y, da limit funksiyaga ega bo‘lsin:

lim f(x,y) = o(x).
Y=o
f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga intilish xarakteri olingan x ga bog‘liq,

chunki x ning turli giymatlarida f(x,y) funksiya, umuman aytganda,
y o‘zgaruvchining turlicha funksiyalari bo‘ladi. Bu vaziyat

lim f(x,y)=¢(x), (xela,b])
P (]

tushunchasidagi ixtiyoriy € > 0 songa ko‘ra topiladigan & > 0 sonning
garalayotgan x ga bog‘lig yoki bog‘liq emasligida namoyon bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan misollarning birinchisida 8 =¢ bo‘lib, u fagat
€ > 0 gagina bog'lig, ikkinchisida esa & = log, (1 —€) bo‘lib, u olingan
£ > 0 bilan birga garalayotgan x ga ham bog‘liq ekanini ko‘ramiz.

I1- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = 8(¢) > 0
son topilsaki, |y -y, <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ye E,
Vx e [a,b] uchun

f(x,y)-olx)<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve > 0, 35=38()>0, |y -¥|<3, ye E,
Vx e [a,6]: |f(x,y)-o(x)| <€

bo‘lsa, f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis yaqinlashadi deyiladi.

3-misol. Ushbu f(x,y) = xsiny funksiyani

M ={(x,y)e R?: 0<x<l, ye [0,x]}
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to‘plamda garaylik. Bu funksiyaning y — y, = g da limit funksiyasi

topilib, unga [0, 1] da tekis yaginlashishi ko‘rsatilsin.
<« Ravshanki,

V3

limxsiny =~ x.
y- 2
3
Demak, o(x) = ‘—/2_9- X.

Agar Ve > 0 ga ko‘ra 8 = deyilsa, u holda ’y - gl <J tengsiz-

likni ganoatlantiruvchi y e [0,n] va vx e [0,1] uchun

xsmy——xl |x| smy—~—~

[f(x,y)-0(x)| =
. .. I
= |x|’smy—sm§‘ < ‘y——j} <d=¢
bo‘ladi. Ta’rifga binoan, y — = da f(x,y)=xsiny funksiya

3
o(x) = ?x limit funksiyaga [0,1] da tekis yaqinlashadi. »

Eslatma. Aytaylik, yhn; F(x,y) = ¢(x) bo'lsin.
i (]

Agar V8> 0 son olinganda shunday g, >0, x,¢€[a,b] va
|y - ¥o| < 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi y, € E topilsaki, bunda

If(xo,}’l)—‘P(xo)} 2 g

bo‘lsa, f(x,y) funksiya y - y, da limit funksiya ¢(x) ga tekis yagin-
lashmaydi deyiladi. Masalan,

fle,y)=x, (0°=0)
funksiya y — 0 da limit funksiya
o(x) = 1, agar xe (0,1] bo‘lsa,
0, agar x =0 bo‘lsa
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ga tekis yaginlashmaydi. Haqigatan ham, V& >0 son olinganda,
]

g = %, 0 <y, <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi y; va x, =2 n

deb olinsa, u holda

1 1
Lf(x07yl)_q%1h)]=l'_x# =l-—5::§;>go

bo‘ladi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
M ={(x,y)e R* :a<x<bh, ye Ec R}

to‘plamda berilgan va y,e R nuqta Eto‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Agar E to‘plam y, ga intiluvchi {y,} ketma-ketlikdan iborat bo‘lsa,
f(x,y) funksiyani [a, b] da aniglangan
fu(X) = f(x,5,)
funksional ketma-ketlik sifatida garash mumkin. Masalan,
2
floy) =52

Xz +y

funksiyani M, ={(x,y)e R: xel0l], yeE ={1%§-}} t0'p-

lamda qarasak, u quyidagi

2xn

A

funksional ketma-ketlikka aylanadi.

1- teorema. Agar y — y, da f(x,y) funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaginlashsa, u holda E to‘plamdagi y, ga intiluvchi har bir {y,} ketma-
ketlikda (y, c £)

[ ()= f(x,9,)

funksional ketma-ketlik ham [a,b] da ¢(x) ga tekis yaginlashadi.

« Aytaylik, f(x,y) funksiya y — y, da ¢(x) funksiyaga {a,b] da
tekis yaqinlashsin. U holda ta’rifga binoan Ve > 0, 33 = 8(¢) > 0,
0 <|y -y, <8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ye E,
vx e [a,b]: |f(x,p) - @(x)| <& bo'ladi.
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Modomiki, {y,} ketma-ketlik y, ga intilar ekan,
v8>0, 3mye N, Vn>ny |y, - y|< 8
tengsizlik bajariladi. Demak,
ve>0,38>0, |y, - ¥o| <3,y,€ E Vxe [a,b]: [f(x,,) - ¢(x)| <k,
ya’ni,
() -o(x)| < e
bo‘ladi. Bu esa f,(x) funksional ketma-ketlikning [a,5] da @(x) funk-
siyaga tekis yaginlashishini bildiradi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo‘lish va unga
tekis yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

2- teorema. f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya @(x) ga ega
bo‘lishi va unga tekis yaqginlashishi uchun Ve > 0 olinganda ham x ga
bog‘liq bo‘lmagan shunday 35 =3(c) >0 topilib, |y -yy[<3,
ly' - y0| < d tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy y, y'e E
hamda Vxe [a,b] da

If (x,9)-F(x,y") <e )
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya y — y, da limit funksiya
¢(x) ga [a,b] da tekis yaginiashsin. U holda ta’rifga binoan

Ve>0, 38>0, [y-yl<8, VyeE,
vxe[a,b]: |[f(x,) -0 <2, ©)

jumladan, |y’ - yy| <8, y’e E uchun ham

fxy) o)< 3 @
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan
f(xy)-f(x,p ) <e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yerarliligi. Aytaylik, (2) shart bajarilsin. Modomiki, har bir tayin-
langan Vxe [a,b] va |y -yl <8, [y’ -yy|<8,ye E y' e E da
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If (x,y) - f(x,y)| <k
tengsizlik bajarilar ekan, u holda Koshi teoremasiga ko‘ra y — y, ca
f(x,y) funksiya limitga ega bo‘ladi. Uni ¢(x) bilan belgilaylik:

lim f(x,y)=¢(x).
hamdli

Endi y o‘zgaruvchining ]y'— y0| <3 tengsizlikni ganoatlantira-

digan giymatida (2) tengsizlikda y’ — y, da limitga o‘tib topamiz:
|f (x,y)-o(x)|<e.

Bu esa y —» y, da f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaqinlashishini bildiradi. »

3- teorema. f(x,y) funksiya uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) har bir tayin y e E da f(x,y) funksiya {a,b] da x o‘zgaruv-
chining funksiyasi sifatida uzluksiz;

2) y — y, da f(x,y) funksiya [a,b] da o(x) ga tekis yaqinlashsin.

U-holda ¢(x) funksiya [a,b] da vzluksiz bo‘ladi. _

« E to‘plamda y, ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma- ketlik olib
(y.€ E,n=12,..,y, > ) [a,b] segmentda aniqlangan ushbu

Ju (x) = f(x,,)

funksional ketma-ketlikni hosil gilamiz. Teoremaning shartlariga ko‘ra:
1) £,(x) funksional ketma-ketlikning har bir hadi [a,b] da uzluksiz
bo‘ladi;
2) mazkur ma’ruzadagi 2- teoremaga binoan y — y, da f,(x)
funksional ketma-ketlik @(x) funksiyaga [a,] da tekis yaqginlashad.
U holda ¢(x) funksiya [a,5] segmentda uzluksiz bo‘ladi (qgaralsin,
65- ma’ruza). P

Mashglar

1. Ushbu f(x,y)zn( x+%—\/;)

funksiyani M ={(x,n)e R?: xe (0,=), ne N} to‘plamda garab,
uning # — = dagi limit funksiyasi topilsin.
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(l—x;_')x%

funksiyani M = {(x,y)e R : xe [%,1], ye (0,1]} to‘plamda qa-

2. Ushbu f(xy)=

< |-

rang. Bu funksiya uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘lishi isbotlansin:
}I_glof(x,y) =0.
3. Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R*: xe[a,b), ye Ec R}

to‘plamda berilgan va y, € R esa E ning limit nuqtasi bo‘lsin. y — y, da
f(x,y) funksiyaning ¢(x) ga {a,5] da tekis yaginlashishi uchun £ to‘p-
lamdagi ), ga intiluvchi ixtiyoriy {y,} ketma-ketlikda

Jalx) = f(x,9,)
funksional ketma-ketlikning {a,b] da @(x) ga tekis yaginlashishi zarur
va yetarli ekani isbotlansin.
75- ma’ruza
Parametrga bog‘liq integrallar

1¢. Parametrga bog‘liq integral tushunchasi. Aytaylik, f(x,y)

funksiya
M:{(x,y)e R*:a<x<bh, ye Ec R}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayinlangan ye £ da
x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi, ya’ni

jf(x,y)dx

mavjud deylik. Qaralayotgan 1ntegraln1ng giymati tayinlangan y ga
bog‘liq bo‘ladi:

b
JO) = [ (x,y)dx. )
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Masalan, y # 0 bo‘lganda
1

Je)’xdx = E.yx._l = e’
5 Yo y
y = 0 bo‘lganda
1
JeOde =1
0
bo‘ladi. Demak,
e’ -1

! <
j(y)='[eyde= — v asar y#0 boflsa,
0

1, agar y=0 bo'lsa.

Odatda, (1) integral parametrga bog‘liq integral, y esa parametr
deyiladi.

Ravshanki, J(y) funksiya (parametrga bog‘liq integral) berilgan
f{(x,y) funksiya orqali aniglanib, unga bog‘liq bo‘ladi.

Parametrga bog‘liq integral mavzusida f(x,y) funksiyaning funk-
sional xossalariga ko‘ra J(y) funksiyaning funksional xossalari (limiti,
uzluksizligi, differensiallanuvchanligi, integrallanuvchanligi) o‘rganiladi.

2°. J(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R®*:as<x<bh, yecEcR}

to‘plamda berilgan bo‘lib, y,e R esa £ to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin. Bu funksiya uchun har bir tayin ye £ da

b
J) = [ f(x,y)dx

mavjud bo‘lsin.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,b] da uzluksiz;

2) y > yp da f(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga [a,b] da tekis
yaginlashsin.
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U holda y — y, da J(y) funksiya limitga ega bo‘lib,
b
lim J(y) = d
Jlim ) '[(P(x) x Q)

bo‘ladi.

« Keltirilgan teorema shartlarining bajarilishidan, 74- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra, limit funksiya @(x) ning |a,b} da uzluksiz bo‘lishi
kelib chigadi. Demak,

b
Jotxax

integral mavjud.
Ayni paytda, y — y, da f(x,y) funksiyaning {a,b] da @(x) funksiyaga
tekis yaqinlashuvchi bo‘lishidan, ta’rifga binoan,

Ve>0,38>0,|y-wl<8 Vye E,vxe [a,b]: |f (x,y) - o(x)| < 21{—0_

bo'lishini topamiz. Ushbu

J(y) - jcp(x)dx!

ayirmani garaylik.
Ravshanki, |y - y,/<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
ye £ uchun

b b |
Jf(x,y)dx - .[cp(x)dxi <
a !

| b
!J(y)-jcp(x)dx
| a

b b
< [If Goy)-o)fdx < ;= fax =e
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
b
lim J(y) = Jq)(x)dx
Y0 "

bo‘lishi kelib chiqadi. P
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(2) munosabatni quyidagicha
b )
lim [ £ (x,y)dx =j[1im f(x.y)]dx
¥ d s Ly

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu integral belgisi ostida limitga
o‘tish qoidasini ifodalaydi.

3°. J(y) funksiyaning uzluksizligi. J(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

2- teorema. Agar f(x,y) funksiya

M, ={(x,y)e R*:a<x<h, csysd}

to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, J(y) funksiya [c,d} da uzluksiz bo‘ladi.

« Ixtiyoriy y, € [c,d] va y, + Ay € [c,d] nugtalarni olib, J(3)
funksiyaning orttirmasini topamiz;

A (v0) = (o + &%) =d () = [[f (x. 30 + &¥) - f (x.30) ]

f(x,p) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz. Unda Ve > 0 uchun
shunday & > 0 topiladiki, |Ay| <8 bo‘lganda, Vx e [a,b] uchun

If (x, % +4y) - f (X, ;)| < &
bo‘ladi. Demak, |Ay|< 8 bo‘lganda

b

187 (o)) = | (.30 + &%) - £ (%, 0) ] | < e(b - @)

a

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa J(y) funksiyaning ixtiyoriy y, nuqtada,
binobarin, [c,d] da uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »

4°. J(y) funksiyani differensiallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya M,
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiva quyidagi shartlarni
bajarsin:
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1) har bir tayin y e [¢,d] da f(x,y) funksiya [a,b] da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida uziuksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda f; (x,y) xususiy hosilaga ega va
£, (x,y) funksiya M, da uzluksiz.

U holda J(y) funksiya [c, d] da hosilaga ega va

b
T = [y (x,y)dx 3)

bo‘ladi.
4 ycc.d], y+Aye[c,d] nugtalarni olib, topamiz:

b
J(v+ay)-J(y) _ Jf (xoy+ar)-f(xy) .

Ay Ay ’
Lagranj teoremasiga ko‘ra

f(x.y+ay)-f(x,y)
Ay

=f)(x,y+04y), (O<6<1)
bo‘lib,
b
J_({iAAyT_)"’@,-_Jf'(x,y+8Ay)dx, 0<0<1) 4

bo‘ladi.

£, (x,y) funksiya M, to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lganligi sababli
Ve > 0,38 >0, Ay| < 8, Vx e [a,b]: | f) (x,y +04y) - f; (x,¥)| <
tengsizlik bajariladi. (4) munosobatdan foydalanib

Jp+an)-1) _} f |
_},'__Aiy._y_]f;(x,y)dx sjfy'(x,y-rGAy)—j;'(x,)’)ldX<€

a

bo‘lishini topamiz. Demak,

b
lim L0 [ e

Ay—0

b
Buesa J'(y) = J’ f;(x,y)dx ekanini bildiradi. »
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(3) munosabatni quyidagicha
b b
d d
Ejf(x’y)dx - JE;f(xs} )dx

ko‘rinishda ham yozish mumkin. Bu differensiallash amalini integral
belgisi ostiga o‘tkazish qoidasini ifodalaydi.

5°. J(y) funksiyani integrallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya
M, to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda 2- teoremaga ko‘ra

h
J(y)=[f(xy)ax

funksiya [c,d] da uzluksiz bo‘ladi. Binobarin, bu funksiya [c,d] da
integrallanuvchi, ya’ni

d
4y

mavjud bo‘ladi.
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
holda quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

d dlb b[d
[Ty = j[jf(x,y) dXI dy = j[] f(x) dy] dx.
<« V¢ e {c,d] nugtani olib, ushbu

F(t) = j[jf(x, y)dx] dy, @)= }[jf(x,y) dy}dx

cla

funksiyalarni garaymiz. Ravshanki,

’

1| b b
F’(t)=[j{ f(x,y)dX]dy] =jf(x,t)dx,

alc ape r a

@'(r) =[j“f(x,y)dy}d)<} = jlt f(x,y)dy] dx = jf(x, t)dx.
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b
Demak, F'(1)=®'(t) = j f(x,1)dx

bo‘lib, undan

F()=®()+C, (C =const)
bo‘lishi kelib chiqadi. Agar ¢ = ¢ deyilsa,

Fo)=®(c)=0
bo‘ladi va keyingi tenglikdan C = 0 bo‘lishini topamiz. Demak,
F(t)=®@).

Xususan, # = d bo‘lganda F(d) = &(d) bo‘lib,

iﬁf(x,y)fbf} dy = EU f(xy) dy} dx
bo‘ladi. P

Mashglar

1\ 1
1. Ushbu f(x,y)= %(1 - x"’)x"

1
funksiyani {(x,y)e R :xe [5,1],y € (0,1]}

to‘plamda qaraylik. Bu funksiya uchun

7Gx,y [ tim 7Gx, 9)

2

lim
y—>+0

E T s

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar f(x) funksiya {0,1] segmentda uzluksiz hosilaga ega bo‘lsa,

1
J () = [ f(x)signsin (xp)dx, (v >0)
0

funksiyaning hosilasi topilsin.
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n

3. Agar Jﬂy):i-jcos(ycosx)dx, (ye R)
)

bo‘lsa, u quyidagi yJg5(¥)+Jg(¥) + yJ,(¥) = 0 tenglamani ganoat-
lantirishi ko‘rsatilsin.

76- ma’ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi parametrga bog‘liq integrallar

Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya
My ={(x,y)e R®:a<x<bh, c<y<d}
to‘plamda berilgan va har bir tayin ye [¢,d] da f(x,y) funksiya

x o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsin.
o(y) va B(y) funksiyalarning har biri [c,d] da berilgan va Vy e [c,d] uchun

a<o(y)<B(y)<b ()
tengsizliklar bajarilsin. Ushbu

B(Y)
f f(x,y)dx
aly)
integral, ravshanki, y o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘ladi:
B(x¥)
)= [ f(xy)dx. o)
afy)

2) integral chegaralari ham parametrga bog ‘liq integral deyiladi.

1°. J;(y) funksiyaning uzluksizligi. J,(y) funksiyaning uzluksizligini
quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz
bo‘lib, a(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda uzluksiz bo‘lsin.
U holda

B(y)
L= | Flxy)ax
oy}

funksiya [¢,d] da uzluksiz bo‘ladi.
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« Ixtiyoriy y, € [¢,d] nuqgtani olaylik. Integralning ma’lum xossa-
laridan foydalanib topamiz:
B(») ofn) B(xo)
L) = | fxyac= | fxy)des [ flxy)dees
oly) of y) aln)
By} Bw) ()
+ [ Jxy)de= jfx»a+jfxw¢ [ fxna O
B(ro) of ) B(3) o(30)

B(»)
Ravshanki, j f(x,y) dx

a{yg)
integral chegarasi o‘zgarmas bo‘lgan parametrga bog‘liq integral. Bu
funksiya 75- ma’ruzada keltirilgan 2- teoremaga muvofiq y o‘zgaruv-
chining uzluksiz funksiyasi bo‘ladi. Demak,

Blyo) B(»0)
yowda [ fxydo [ fxn)de=4() @
o(»0) o{y0)

bo‘ladi.
f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lganligi sababli y shu
to‘plamda chegaralangan bo‘ladi:

if (x,»)|<C, (C =const).

Shartga ko‘ra a(y) va B(y) funksiyalar [¢,d] segmentda uzluksiz.
Demak:

y >y da a(y) > ay),
y -y da B(y) > B(¥)-

B(») i

Endi J f(x,y)dx

B(yo)

a(y)

j f(x,y)dx
(o)

<CB)-B(),

< Cla(y) - a(y)
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munosabatlardan

B(y) o B(»)
yowda | fEyd=0, yoyda | flxy)do0
B(») a(x)
bo‘lishini topamiz.
(3) tenglikda, y — y, da limitga o‘tish va unda (4) va (5) muno-
sabatlarni hisobga olish natijasida

y-oy dadi(y)>Jd (%)

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, J,(y) funksiya [c,d] da uzluksiz. P

2°. J,(») funksiyani differensiallash. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya

My ={(x,y)e R*:a<x<bh, c<y<d}
to‘plamda, o(y) va B(y) funksiyalar esa [c,d] segmentda berilgan bo‘-
lib, a(y), B(y) funksiyalar (1) shartni bajarsin, ya’ni vy e {¢,d] uchun
a<o(y)<p(y)<b

bo‘lsin.

2- teorema. Aytaylik, f(x,y), a(y) va p(y) funksiyalar quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz;

2) f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz f; (x,y) xususiy hosi-
laga ega;

3) a(y) va B(y) funksiyalar {c,d] da o’(y) va p’(y) hosilalarga ega.
U holda

B(y)
L= [ F(uy)ax

ofy)
funksiya [c,d] segmentda J{'(y) hosilaga ega bo‘lib,

B(y)
K0 = [ £ x)de+B(3) f(B0),5)-0'() F(a(»), )

a(y)
bo‘ladi.
4 y € [c,d], y, + Ay € [¢,d] nugtalami olib, topamiz:
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B(ya+ay) Blxe)

11(Yo+AA}2—Jx()b)=Zl; I f(x,y0 + Ay)dx - j S (x,3)dx|.
ayy +4ay) (%)

Agar

B(yo+ay) 8(»)
S (x5, +Ay)dx = J f(x,y, +Ay)dx +
a(yo +Ay) ()
B{o+ay) a(y+ay)
+ I f(x,y, +Ay)dx - j (x5 +Ay)dx
B(¥o) ofyo)

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

h(+ay)-hn) _ B(f') [/ Cororan)-rGon)] 4

Ay Ay
a(y)
: B(yo +4Y) | oy +Ay)
+ j F(x,y, +Ay)dx - — J S, +Ay)dx  (6)
Yy Ay
B(») oy }

bo‘lishi kelib chigadi. 75- ma’ruzadagi 1- teoremaga ko‘ra

. B(x) [f (e, y0 +a9)-F (x5 )] dx =
Ay—0 Ay B
o) ™
00 ean)fo)] )
lim L= Sldx= [y (x,p)dx
Ay—0 Ay
(%) ()

bo‘ladi. O° rta giymat hagidagi teoremadan foydalanib, topamiz:
Byo +ay)
S (%, 30 +Ay)dx = £ (x5 +AY)[B(h +8Y) - B(3)],
B{y0}
a(yg +4y)
f(x,pp +8y)dx = £(x", 3 +Ay)[a (3 +8Y)-a(n)].
ofy)
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Bunda x’ nuqta B(y,), B(yy +Ay) nuqtalar orasida, x” esa
a(¥y), ©(y, +Ay) nuqgtalar orasida joylashgan. y — y, da limitga
o‘tishi bilan quyidagi tengliklarga kelamiz:

B(yo +ay)

. 1
Imay [ G
- 1m0 + ) PO 153,50 )0)
i oy +ay)
lim, & Jo) £ (x,p0 + by) = ®)
= lim f(x",5 + &) [o.(y0+AAyJ?-0t(yo 1.y (e (3),30)0(3)

Yugoridagi (6) munosabatda Ay — 0 da limitga o‘tib, (7) va (8)
tengliklarni e’tiborga olib, ushbu

Blx)
. i(yo+ay)-Ji(n) _ ,
fim = "a({o)fy (x,30)dx +

+f(ﬁ()’o)aJ’o)B'(J’o)— fla(3%), %) (%)

tenglikka kelamiz. Demak,

Bw)
Fn)y= [ £ (ex0)de F(B) )8 0h) = (), %) (). >
()

1
Misol. Ushbu J; (¥) = Je" ly — x|dx funksiyaning hosilasi topilsin.
0

« Aytaylik, y € (—,0) bo‘lsin. Bu holda

1 1
Ji ()’)=—YJexdx+jxexdx=y(l—-e)+[e—(e—])]=(1_e)y+1
0 0

bo‘lib, Ji(y)=1-e ga ega bo‘lamiz.
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Aytaylik, y e (0,1) bo‘lsin. Bu holda
y 1 y
Hh()=[(y-x)edx-[(y-x) e dx= [ ye dx-
0 y 0

y 1 i
—Jxe"dx~jye"dx+jxe"dx: 2¢ —(e+1) y-1
0 y y
bo‘lib, J (y)=2€" —e-1 bo‘ladi.

Aytaylik, y e [1,+e) bo‘lsin. Bu holda

1

1
J(y)=yfesdx - [xetdx=yle-D-[e-(e-D]=(e-1y-
0

0
va J{(y)=e-1 bo'ladi. Demak,

1-e, agar —oo <y <0,
Jl'(y)=o 2¢” —e-1, agar O<y<],
e-1, agar 1€y <+
bo‘ladi. »
Mashglar
1. Agar J,(y)=j;’_"i,(05xsl)
r Y=z

bo‘lsa, u holda 0 < y < 1 uchun

y
1 e*dx
JI(y)=—+
‘=515
bo‘lishi isbotlansin.

13y
2. Agar J, ()= I ‘;x 5 bolsa, lin(l)J] (¥) topilsin.
y y=>

1+x°+

1
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77- ma’ruza
Parametrga bog‘liq xosmas integrallar

1°. Parametrga bog‘liq xosmas integral tushunchasi. Faraz qilaylik,
f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* : xe [a,+x), ye E c R}

to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu funksiya har bir tayin ye £ da x o‘z-
garuvchining funksiyasi sifatida [a,+e] da integrallanuvchi, ya’ni

+ff(x,y)a’x

xosmas integral yaginlashuvchi. Ravshanki, integralning qiymati y 0z-
garuvchiga bog‘liq bo‘ladi:

F()= [ f(xy)ax. ()
Masalan, y > 1 bo‘lganda

d—x_hm LI TN ) L

bo‘ladi. Demak, bu holda
l
F(y)=—:
)=

ifoda kelib chigadi.

(1) integral parametrga bog‘liq chegarasi cheksiz xosmas integral,
y esa parametr deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshash

FO)= [ flen)de, BO)= [ £y

parametrga bog‘liq xosmas integrallar tushunchalari kiritiladi.
Aytaylik, f(x,y) funksiya
M ={(x,y)e R’ :xea,b), ye E c R}
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to‘plamda berilgan bo‘Isin. Bu funksiya har bir tayin ye £ da x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun b maxsus nuqta
bo‘lib, u [a4,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

if(x,y)dx

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda ham
integralning giymati y o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi:

b
®(y)= [ f(xy)dx. 2

Masalan, 0 < y < 1 bo‘lganda

f
& _ _ i ¥ dx=1lim L{a-pnr-1]= L
e = ’E?}OJQ x) 7 dx = ’hrzr-lo = [(2 t) l] =1

bo‘ladi. Demak, bu holda

®(y)=r_l;

bo‘ladi.

(2) integral parametrga bog‘lig, chegaralanmagan funksiyaning
xosmas integrali, y esa parametr deyiladi.

Umumiy holda, parametrga bog‘liq, chegaralanmagan funksiyaning
chegarasi cheksiz integrali tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning funksional xossalari
(limiti, vzluksizligi, differensiallanishi, integrallanishi)ni

F(y)= [ f(xy)dx
integral uchun keltirish bilan kifoyalanamiz.
2°. Integralning tekis yaqinlashishi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* : xe [a,+=), ye E c R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, har bir tayin ye E da

FO)= | fxp)de
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xosmas integral yaginlashuvchi bo‘Isin. Ta’rifga binoan

400 t
F(y)= | f(x,y)dx = lim [ £ (x,y)dx, (a<i<e)
I—+aa
bo‘ladi. Natijjada berilgan f(x,y) funksiya yordamida

!
G(y,1)= [ f(x)dx, (a<t<e)

F(y)= [ f(x,y)ax
funksiyalar yuzaga keladi va
lim G(y,7)=F(y), (yeE)

munosabat bajariladi.

Demak, G(y,) funksiya { — +e da limit funksiya F(y) ga ega
bo‘ladi.

1-ta’rif. Agar t — 4+ da G(y,f) funksiya limit funksiya Hy) ga
E to‘plamda tekis yaqinlashsa,

F(y)= | f(xy)dx
integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

Integralning £ to‘plamda tekis yaginlashuvchanligini quyidagicha
anglash lozim:

1) har bir tayin ye E da J f(x,y)dx xosmas integral yaqin-

lashuvchi;
2) Ve > 0 olinganda ham shunday & = 3(¢) > 0 topiladiki, bunda
V¢t > § va Vy € Euchun

<Eg

enr

tengsizlik bajariladi.
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+o0
1- misol. Ushbu J e * cosxydx
0
xosmas integralning (—oe, +o0) da tekis yaginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin,
<« Har bir tayin y € (—oo, +o0) da qaralayotgan xosmas integralning
yaginlashuvchi ekanligi ravshan.
Ve>0gako'ra §=In> deyilsa, uholda 1> 8 Va vy & (e, 4oo)
uchun
<+°= X dx ~1 & 50 _Ing €
< I e =e'<e’=e =5<¢
| {
bo‘ladi. Demak, berilgan integral (—=, +0) da tekis yaginlashuvchi. p
2-ta’rif. Agar t — +oo da G(y,/) funksiya limit funksiya Fy) ga
F to‘plamda tekis yaginlashmasa,

T e™* cos xy dx

!

F(y)= [ f(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashmaydi deyiladi.
Integral E to‘plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to‘plamda
tekis yaginlashmaydi degani quyidagini anglatadi:

1) har bir tayin ye E da I S (x,y)dx xosmas integral yaginla-

shuvchi;
2) V& > 0 olinganda ham shunday ¢, >0, y,e E va f; > &
bo‘lgan ¢ e [a,+=) topiladiki, bunda quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

2 €.

T £ (e

2- misol. Ushbu
J ye ¥ dx
0

xosmas integralning (0, +=) da tekis yaginlashmasligi ko‘rsatilsin.
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<« Ravshanki,
oo t
Jye“”dx= lim jye-*ydx= lim(1-e”)=1.
° 1—)+oo0 1 oo
Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi. Aytaylik,
ye E =(0,+=) bo‘lsin. Ixtiyoriy musbat & sonni olaylik. Agar

g = %, %, >3 va y, =% deb olsak, u holda

—egn =gl > %:eo

e
J yoe dx

i

bo‘ladi. Bu esa T ye ?dx integral E =(0,+-) da tekis yaqginlash-
masligini bildiredi, >

Yugqoridagi F(y)= Tf (x,y)dx
parametrga bog‘liq xosmas integaralning parametr y bo‘yicha £ to‘p-

lamda tekis yaginlashishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar

lim sup
I4e0 ye £

Tf(x,y)dxl=o

F(y)- [/ (x,y)dx

= lim sup
1+ yeE
(a <t < 4o°) bo‘lsa,
F(y)= [ f(xy)dx
a
xosmas integral to‘plamda tekis yaginlashuvchi deyiladi.

400
3- misol. Ushbu F(y) = jd—’; xosmas integralninig E = [2,+)
X
1

to‘plamda tekis yaqginlashuvchi ekani ko‘rsatilsin.
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<« Ravshanki, 1<t <+ uchun

iy 1
0< sup || &= s
yel )| X7 pelae) (p-1PT 1
T d
bo'lib, lim sup el
e yef2 )| ] XY

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral E = [2,4+e) to‘plamda tekis
yaginlashuvchi. »

Endi integralning tekis yaqginlashishini ifodalovchi teoremani
keltiramiz.

1- teorema. Ushbu £ (y)= J‘ fx,y)dx
a
integralning £ to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham y ga bog‘liq bo‘imagan shunday & = 8(¢) > 0 topilib,

t’> 8, t">38 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi V¢', ¢” va Vye E da

<€

Tf(x,y)dx
t |

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti ravshan.

3°. Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning parametr bo‘yicha
tekis yaqinlashish alomatlari.

2- teorema. (Veyershtrass alomati.) Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R* :xela,+=), ye Ec R}

to‘plamda berilgan va har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya {a,+) da
integrallanuvchi bo‘lsin.
Agar [a,+) da aniglangan shunday ¢(x) funksiya topilsaki,

1) Vxe [a,4), Vy € E uchun f (x,7)[< ¢(x) bo'lsa,

4oo
2) ushbu I @(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
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F) = [ f(xp)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
4 Modomiki, _[ ¢(x)dx yaqginlashuvchi ekan, u holda Ve > 0 olin-

ganda ham shunday & = 3(¢) > 0 topiladiki, ¢ > 8, " > 8 bo‘lganda

-
[ £ Geyyax<e
t

i
|

tengsizlik bajariladi. Ayni paytda,

t t"
< J[f (x,y)|dx < J(p(x)dx, (t'<r")
e

t

t’

J Sf(x,y)dx
it
bo‘lganligi sababli

<E

-
jf (x,y)dx
’

bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 1- teoremaga muvofiq

F(y)= [ f(x.p)dx

integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

+oo
cos xy

4-misol. Ushbu [ =T dx, (ye E = (-0, +))

o t+x

integralning tekis yaqinlashuvchi ekani ko‘rsatiisin.
<« Ravshanki, ¥x e [0,+e) Va Vy e (~oo,+) uchun

COS Xy
14x?

< L
l+x?

() =

bo‘ladi. Ayni paytda,
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[
0 [+x
xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘lganligi sababli Veyershtrass
alomatiga ko‘ra berilgan integral E = (-0, +ec) da tekis yaginlashuv-
chi bo‘ladi.
Integrallarning tekis yaginlashishini aniglashda ko‘p foydala-

niladigan Abel hamda Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.
3- teorema. (Abel alomati.) f(x,y) va g(x,y) funksiyalar

M ={(x,y)e R :xc[a,+=), ye Ec R}
to‘plamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:
1) har bir tayin y € E da g(x,y) funksiya [a,+) da monoton bo‘lsin;
2) V(x,y)e M uchun |g(x,y)/<c, (c=const) bo'lsin;

3) ushbu J f(x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi
a
bo‘lsin. U holda

T fenety)ds

integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.

4- teorema. (Dirixle alomati.) f(x,y) va g(x,y) funksiyalar M to‘p-
lamda berilgan bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Vt2a hamda Vie E da

<c, (c=const)

jf(x,y)dx

tengsizlik bajarilsin;
2) har bir tayin y € E da g(x,y) funksiya limit funksiya ¢(x)=0 ga
tekis yaginlashsin. U holda

Tf(x,y)g(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
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5- misol. Ushbu

[ B gy, (ye E=[1,2])

==
integral tekis yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
<« Berilgan integralda

f(x’y)=5inxy9 g(xs}’)-——i
deyilsa, u holda
1) vt>0, vye|[l,2] uchun
t t 1 .
}Jf(x,y)dx = Jsinxydx =‘:%’§2fg 2,
0 0 I

2) x - 40 da g(x,y)=§ funksiya E=(1,2] da nolga tekis

yaginlashuvchi.
Dirixle alomatiga ko‘ra berilgan integral £= [1, 2] da tekis yaqin-
lashuvchi bo‘ladi. »

Mashglar

w 2
1 Ushbu [ 222902
0

i 5 integralning £= {2, 10] to‘plamda tekis
yaqginlashishi isbotlansin.
4oo
2. Ushbu I I—dXT, {y > 1) integral tekis yaginlashishga tekshirilsin.
o +X

3. Aytaylik, f(x) funksiya R da uzluksiz bo‘lib, Vxe Rdaf(x) >0
bo‘lsin. Ushbu

Tf(y—x)dx, _o[f(y—x)dx
0 —on

integrallarning y parametr bo‘yicha ixtiyoriy chekli [a,b] < R seg-
mentda tekis yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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78- ma’ruza

Parametrga bog‘liq xosmas integrallarning
funksional xossalari

Ushbu ma’ruzada parametrga bog‘liq xosmas integral

F)= [ f£(x,)dx

ning limiti, uzluksizligi, differensiallanishi hamda integrallanishi
masalalarini bayon etamiz.
1°. F(y) funksiyaning limiti. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M ={(x,y)e R’ : xe[a,+=), ye E c R}

to‘plamda berilgan, y, € R esa E to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) har bir tayin ye E da f(x,y) funksiya x o‘zgaruvchining funk-
siyasi sifatida [a,+e) da uziuksiz;

2) y = y,da f(x,y) funksiya ixtiyoriy [a, f] da (a < < ) limit
funksiya @(x) ga tekis yaqginlashsin;

3) ushbu F(y) = J f(x,y)dx integral Eto‘plamda tekis yaqginla-
shuvchi bo‘lsin. U holda y — y, da F(y) funksiya limitga ega va
lim F(y) = I o(x)dx
Y= u
bo‘ladi.
o Teoremaning 1- va 2- shartlarining bajarilishidan ¢(x) funk-

siyaning [a,+e) da uzluksiz bo‘lishini topamiz. Binobarin, ¢(x)
ixtiyoriy [a,?] da (@ < t < ) integrallanuvchi bo‘ladi. Modomiki,

F(y) = jf(x,y)dx

integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi ekan, u holda 77- ma’ruza-
dagi 1- teoremaga ko‘ra
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Ve>0, 3=8(e)>0, '>8, t">8, VI',t", Vye E:

<E

i[f(x,y)dx
"

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda, y — y, da limitga o‘tsak, u holda

<Ee

"
[o(x)dx
:

tengsizlik hosil bo‘ladi. Bundan ¢(x) funksiyaning [a,+e) da integ-
rallanuvchanligi kelib chiqadi. Ushbu

Tf(x,y) dx —T(p(x)dx

ayirmani garaymiz. Uning uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

<

Tf(x,y)dx —T(p(x)dx

< [IF (e, 9) - o(x)|de + - , (a<t<=). (D)

T reeya

Ttp(X)dx

Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi qo‘shiluvchilarni baholaymiz.

J Sf{(x,y)dx integral E to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘lganligi
a

sababli,
ve>0, 33, =3,(e)>0, VvVr>8§, Vye E:
ljf(x,y)dx <3 @
!
bo‘ladi. -
[ ox)ax

integral yaqginlashuvchi bo‘lganligi sababli
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Ve > 0,35, =3,(e)>0, Vi>3,:

+f(p(x)a!x

<3 0

ifodaga ega bo‘lamiz.

Ravshanki, V¢ > § : (8, = max(3,8,)) da (2) va (3) tensizliklar bir
yo'la bajariladi. Funksiya f(x,y) y - y, da [a,7] segmentda (¢t > §,)
limit funksiya ¢(x) ga tekis yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli

Ve > 0,38 =8(e) >0, [y-wn|<¥, Vye E, Vxela,t], (a<t<eo)

L (x,y) - o(x)] < 3(, 3 @
bo‘ladi. (1), (2), (3) va (4) munosabatlardan

<E&

Tf(X,}’)dx —T(p(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. Demak
oo +oo
lim F(y)= lim [ f(xy)dx=] o(x)dx. »
R 4nd 0] Y= / A
Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

Jim If(x,y)dx :I[ Jim 7 (x,3)] .

sin x

1- misol. Ushbu lim J’ - s‘“"dx j_dx tenglik isbot-
y-+0 A b4

a

lansin.
4 Agar ¢(x) = sme funksiyaning x =0 nuqtadagi qiymatini
©(0)=1 deb olinsa, u holda

flxy)=e™ 5’2—’5

funksiya {(x,y)e R*: x e [0,4w),y e [0,+=)} to‘plamda uzluksiz
bo‘ladi.
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Ravshanki, har bir tayin y e [0,+e) da f(x,y) funksiya x o‘zga-
ruvchining funksiyasi sifatida [0,+e) da uzluksiz bo‘lib, y — + da

bu funksiya ixtiyoriy {0, #] da (0 < £ < o) @(x) = E‘_’;i funksiyaga
tekis yaginlashadi. Endi

oo .
J'e_xy simn x
0
xosmas integraini parametr y bo‘yicha {0,+) da tekis yaqinlashuvchi
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
Agar 77- ma’ruzada keltirilgan Abel alomatida f(x,y) funksiya
sifatida 511;—)‘; g(x,y) funksiya sifatida e™ funksiyalar olinsa, ular

uchun Abel alomati barcha shartlarining o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish
giyin emas. Demak, alomatga ko‘ra

+oo .
I oo SnX
0 P4
integral tekis yaqinlashuvchi.
Yugqorida keltirilgan I- teoremaga binoan

. - Sln X - Sln X
lim [ e S0 g j (hm e )dx
y+0 2 y->+0

sin x

bo‘lib, undan hm e” Sn;xdx I—dx bo‘lishi kelib

chigadi. P
2°. Ky) funksiyaning uzluksizligi. Aytaylik, f(x,y) funksiya

Mo ={(x,y)e RZ ‘Xe [aa"'°°), ye [C,d]}

to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz bo‘lib,

F)= | £(xp)ds

integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Ay) funksiya
{c,d] da uzluksiz bo‘ladi.
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<« Ixtiyoriy y, € [¢,d], y, + Ay € [¢,d] nuqgtalarni olib, F(y)
funksiyaning orttirmasini topamiz:

AF(y0) = F(yo + 89) = F(30) = [ [£(x, 30 + &) - £ (x,30)]dx.

a

4oo
Shartga ko‘ra _[ f (x,y)dx integral [c, d] da tekis yaqinlashuvchi.
U holda ¢

|+eo
[ fxy)ax

L]

ve > 0,35 =3() >0, Vi, > 8, Vye|c,d]: <§ (5)

bo‘ladi. Ravshanki, f(x,y) funksiya

M, ={(x,y)e R :xelat)], ye [c,d]}, (a <ty <+)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
ve>0, 35, =3,(¢)>0, Ay <81(e):

Oy +8Y) = f(x,3)] < a) (6)

ga ega bo‘lamiz. Agar §, = max {3, } deyllsa, uning uchun (5) va
(6) tengsizliklar bir yo‘la bajariladi. (5) va (6) munosabatlarni e’tiborga

olib topamiz:

|AF (¥ )' =

+&y) = f(x,3)]dx <

o

< [l Gy +a9) = fx,p0)axf +

a

j F(x, 3y + By)dx|+

L}

Demak, lim AF(y,)=0.
Ay—0

<E.

Jf(x Yo)

)

Bu esa Hy) funksiyaning [c, d] oraligda uzluksizligini bildiradi. »

oo
2- misol. Ushbu F (y) = j A gy integral y parametrning uz-
0
luksiz funksiyasi bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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o Berilgan integralda x — y = ¢ almashtirish bajaramiz. U holda

+oo 0 +oo y +o0
F(y)= J e dt = I e dt + J e dt = Je“’2 dt + J e dt
-y -y 0 0 0
bo‘lib, bu yig‘indining har bir qo‘shiluvchisi y ning uzluksiz funksiyasi
bo‘lgani uchun berilgan integral y parametrning uzluksiz funksiyasi
bo‘ladi. »

3°. K(y) funksiyani differensiallash. Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya
M, to‘plamda berilgan bo‘lsin.

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) £ (x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz,

2) fy (x,y) xususiy hosila mavjud va u M, to‘plamda uzluksiz,

3) Har bir tayin y € [c,d] da

F(y)= Tf(x,y)dx
integral yaginlashuvchi; ‘
4) Ushbu T fy' (x, y)dx integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi.
U holda F(;) funksiya [c, d} da F(y) hosilaga ega va
F(y)= Tfy' (x,y)dx

bo‘ladi. :
4 y, € [c,d], yy + Ay € [¢,d] nuqtalarni olib, topamiz:

F(yo+ay)-F () _ T Sxyo+8y)-f (X3 4
Ay . Ay ’
Lagranj teoremasiga ko‘ra

f(x,yo+Ay)~f(x, %) ,
RTEPLRR = f(x e +08y), (0<0 <),

+oo

F(yo+ay)-F(%) _ If;(x,yo +0Ay)dx

Ay
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bo‘ladi. Demak,

lim £ Qo+an-F(x) _
Ay—0 Ay

lim [ fGeyy+0a0)de. ()

Shartga ko‘ra fy' (x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz. Kantor

teoremasiga binoan u
M, ={(x,y)e R* :xela,t], yelc,dl}, (a<t<=)
to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda
ve > 0,38 = 8(e) > 0, |Ay| < 8(e), Vx e [a,1],
/5 (x, 30 +04Y) = £, (x, 3)] < €

bo‘ladi. Demak, Ay — 0 da f;(x,y, +6Ay) funksiya f;(x,y,) ga
tekis yaginlashadi. Shartga ko‘ra

T £ ey0ran

integral tekis yaginlashuvchi. U holda
ve>0, 35=58(e)>0, ' >8, 1">8,V¢,1", Vyelc,d]:

<E,

If; (x,y)dx

jumladan,

<Eg

-
[ 15,30 + 08y x
4

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikning bajarilishidan esa
+oo
[ £Ge,p +0Ay)dx

integralning tekis yaginlashuvchanligi kelib chiqadi. Ushbu ma’ruzada
keltirilgan 1- teoremani (7) tenglikning o‘ng tomoniga qo‘llab, to-
pamiz:
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lim, j £y e o + 08y)dx = [ [ lim £7(x, 3y +68y)] dx =
= ®
= [ 5xp0)dx.

(7) va (8) munosabatlardan
F'(y) = | £;(x.30)dx ©)

bo‘lishi kelib chigadi.
(9) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

a’f Ty
@ J.f(x,?’)dx —I 5 dx .

Bu differensiallash amalini integral ostiga o‘tkazish qoidasini ifo-
dalaydi.
4°. Ky) funksiyani integrallash. Aytaylik, f(x,y) funksiya

M, z{(x,y)e R? :xela,+ee), ye [c,d]}

to‘plamda berilgan bo‘lsin.
4- teorema. Agar f(x,y) funksiya M, to‘plamda uzluksiz va

F(y) = J' f(x,y)x integral {c, d] da tekis yaginishuvchi bo‘lsa, u
a

holda F(y) funksiya [c, d] da integrallanuvchi va

TF(y)dy =T[T f(x,y)dx]dy =T[jf(x, y) dy]dx

bo‘ladi.
« Ravshanki, (y) funksiya {¢, d] da uzluksiz bo‘ladi. Binobarin,
u [¢, d] da integrallanuvchi. Shartga ko‘ra

F(y)= jf(x,y)dx

integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi. U holda
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Ve >0,38=58(e)>0, vt>8, Vyelc,d]: <g

Tf(x,y)dx

bo‘ladi. Shu tengsizlik bajariladigan ¢ ni olib topamiz:

Tf(x,y)dx= j.f(x,y)dX+Tf(x,y)dx'

Natijada

= i d [ 4oe
T[Jf(x,y)dx]dy=J[ f(x,y)dx]dy+J[J f(x ) dx] dy =

4

i Jﬁ fy) dy}dx +dj[T 1 y)dx] &

c a

bo‘ladi. Agar

d

f

4

TF(y)dy—}[Tf(x,y)dy]dx

a

f fx, y)d-r‘ dy <e(d-¢)

< H

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
d 1 d ol d
[ F)ay = lim j[j f(x,y)dy} dx = j[ [ rex, y)dy} dx
c apre alc¢

bo‘lib,

cL @

d | +oo oo | d
| [ | f(x,y)dx] dy = J[ [ rx y)dy} d
ekanligi kelib chigadi. P

Mashgqlar
1. Agar f(x) funksiya (0, «) da integrallanuvchi bo‘lib,

F(y) = j e f(x)dx
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bolsa, lim F(p) = lim je-yx F(x)dx = j f(x)dx
y->+0 y—+0 0 d
bo‘lishi isbotlansin.
T2
2. Ushbu F(y) = _fe_y Yydx, (— <y < +) funksiya uzluksiz-
0
likka tekshirilsin.

79- ma’ruza
Ba’zi xosmas integrallarni hisoblash

Parametrga bog'liq integrallar va ularning funksional xossalaridan
foydalanib, ba’zi xosmas integrallarni hisoblaymiz.

+oo |
1°. I §%ﬁdx integraini hisoblash. Bu integralning yaqinlashuv-
0

chiligi 77- ma’ruzada keltirilgan.
Ma’lumki, [ e sin xax = 1+Iyz . (1)
0

Bu tenglikdagi

Hoo
F(y)= j e sin xdx
0
parametrga bog‘liq integral y parametr bo‘yicha ixtiyoriy [7, 4] da
(¢ > 0) tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi. Bu tasdiq

oo

xy _ _ 1

le"ysmxke", J-e’ydxz;
0

bo‘lishi hamda Veyershtrass alomatini go‘llashdan kelib chiqadi. (1)
tenglikni integrallab topamiz:

Al 4o A 1

J[J e sinxdx]dy = | —5dy=arctg A-arctg 7.
1+y

tL O t
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Bu tenglikning chap tomonidagi integral uchun

(i i, - Ax
I[J. e sin xdx} dy = f[J e sin xdy] dx = Ie—;—e-—sin xdx
1 0

0 t 0

va Vx>0 da [sinx|<x bo‘lib,

oo
< Je""‘dx:
0

1
A

bo‘ladi. Natijada 4 — +~ da

+w 3
n _p SinX
E—arctgt= !e”‘—x—dx )
bo‘lishi kelib chiqadi. Endi

400

. sm X sm X
lim SINX gy = j SINX i
140 0

tenglikning o‘rinli ekanini (garalsin, 78- ma’ruza) e’tiborga olib (2) da
t — +0 da limitga o‘tib topamiz:

E
&
1}

b
Nl A

2°. j s“;yx dx integralni hisoblash. Bu integralning (—s, +0) da
0
yaginlashuvchi bo‘lishi ravshan. Aytaylik, y > 0 bo‘lsin. Bu holda
integralda yx = ¢ almashtirish bajarib topamiz:

f""_ "“.
Jsmyxdx=J‘smtdt=£

X t 2
0 0

Aytaylik, y < 0 bo‘lsin. Bu holda qaralayotgan integralda yx = —¢
almashtirish bajarib topamiz:

+e Hoo
Jmnyxdx__jsmtdt:_f
X ¢

0 0
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Aytaylik, y = 0 bo‘Isin. Bu holda

4o
J‘smOx dx =0
0

X

bo‘ladi. Demak,

+oo . ’
jsmyxdx= 0, agar y=0,
0 * T
~3 agar y <0,
+wsi
. nyx , _m._. o
ya’'ni ! L @x = 5 signy bo‘ladi.

e _a-1
3. _[ :_)_x dx integralni hisoblash. Avvalo bu parametrga bog‘-
2 :

lig xosmas integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz. Buning uchun
berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

e el b a1 = a1
X _ X X

l+x : @)
Aytaylik, 0 < x <1 bo‘lsin. Bu holda

a-1 -l

l+x

bo‘lib, a > 0 da ushbu

1
J x*Ldx
0

integralning yaqinlashuvchi bo‘lganligidan, a > 0 da

! x4
d.
6[ x

l+x

integralning ham yaqginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
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Aytaylik, x 2 1 bo‘lsin. Bu holda

ﬂ < xa-2
1+x

bo‘lib, @ < 1 da ushbu
J' xa—Z dx
1
integralning yaqginlashuvchi bo‘lganligidan, a < 1 da

> a1
J X dx
d T4x

integralning ham yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, garalayotgan

= xa—-l
F@)= [ {5 &
0

integral 0 < g < 1 da yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Endi F(a) integralni hisoblaymiz. Ma’lumki, 0 < x< 1 da

2(-1)" x*

R
1+x ]

Bu tenglikdan

x?! _ N Kk _a+k-1
e —Za(-l) X
bo‘lishini topamiz. Tenglikning o‘ng tomonidagi gator [a,, b,] da

(0 < ay < x < & < 1) tekis yaqinlashuvchi bo‘lib, uning gismiy yig'indisi

n-l a—l( (_ 'l)
_ k _aek-1 _ x97\1-(=x)
S”(X)—%(—I) X B T
bo‘ladi. Agar Vne N, Vxe (0,1) uchun

x* 1 (1-(-x)")
l+x

< x%!
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1

tengsizlikni hamda Jx"“dx, (0 < a <1) integralning yaginlashuvchi
ekanligini e’tiborga olsak, u holda Veyershtrass alomatiga ko‘ra

1

j S, (x) dx

0
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,

1 1

fm [ 5,00 = ] (i 8, ()

ya’'ni

n- 1 n- L .
lim [i( D xek- '}ix = j(g_rgzl(—l)" xerkt )dx = ’l‘Hi dx
0

N—yes k=0

bo‘ladi. Demak,

1

j de= ][2( 1) xekd ]dx:
0 0

k=0

;
L

k
> [((=1)* xo%1) g = Z‘ -V @

a+k’

© Gy s

x
i

0
2 a-1
Endi I ﬁ—x dx integralda x = ; almashtirish bajarsak, u holda

a— -a t(l-a)—l
I l+x 1+r r= 1+¢
1 0

dt

bo‘lib, yuqoridagi (4) munosabatga ko‘ra

S (1)

1 1+x x= —- a-k (5)

bo‘ladi. (3), (4) va (5) munosabatlardan
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bo‘lishi kelib chigadi. Ma’lumki,

+Z( 0y [Zz+—k+_7] sin—nai’ 0<a<l)

(garalsin, 76-ma’ruza). Demak, quyidagi ifoda kelib chiqadi:

xa-1 T
l‘mdx=sinan’ (0O<a<D.

b
4. J S lax)- f (bx) gy integralni hisoblash. Bunda f(x) funksiya

oo
[0,+¢c0) da uzluksiz, istalgan A > 0 da _[Lii)dx integral yaginla-
A

shuvchivaa > 0. 5 > 0.
Berilgan integralni quyidagi ikkita integralning limiti deb qaraymiz:

f (afj—‘f—(é’x’ dx = hm

[ R ae- [ 120

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi integralda ax = ¢, ikkinchi
integralda bx = ¢ almashtirishlarni bajarib topamiz:

If(ax) S8 g i ,f 10 g1 J SO g J‘f(t) @

5—)0

Ravshanki, f(#) — uzluksiz funksiya, ; funksiya esa ishora saglaydi
(chunkia > 0, b > 0, xe (0, + )). Demak,

integralda o‘rta giymat haqidagi teoremani go‘llash mumkin:
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h&f(t) I)Bdt
J;Tdt =f(§);[§—,‘

b6 bS

" . fay . 1, b
Natijada  lim LT dr = lim f (&) L Zdi = lim f (&) In 2 0
bo‘ladi. Modomiki, £ nuqta a8 bilan 55 orasida ekan, § >0 da & — 0 va

él_rg f(€)=1(0) ®
bo‘ladi. (6), (7) va (8) munosabatlardan

J L@ LD g~ p o)
0

bo‘lishi kelib chigadi.
5°. Ba’zi xosmas integrallarning qiymatlari. Quyida ba’zi xosmas
integrallarning giymatlarini keltiramiz:

i

+o0 ) \/., +oo —
1 I dx = YT 2. jsinxzdx::—z.
2 0
. \ﬁ " y
20, - V2 cosxydx=£e_y
3, jcosx dx 5 4 J o 3 .
0 0
¥ xsinx n T 2
5. J X dx = 7 signye V!, 6. fsmx dx ==
1+x 2 x 4
0 0
to . o4 .4
sin® gx-sin® bx 3, a
7. .[ X dx 8 b
0
Te® et b a
8. J smnxdx:arctg;—arctg;, (@a>0,6>0,n20),
0
*e _ax  -bx
9. J'e cosnxdx=11nb2+"2‘
5 2 glin?
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Mashglar

400

N 2
L Ushbu [0k Sl 14 2L (v >0, & > 0) tenglik
0 k
isbotlansin.
't tn(1+a2x?) . . .
2. Ushbu _[ -b2—+—2—dx, (a>0, b>0) integral hisoblansin.
X
0
3. Ushb de ="~ (a > 0) tenglikdan f ib
. Ushbu ) 2ia 342’ (a > 0) tenglikdan foydalanib,

’
+a)"+]

dx
e N
l‘ o (ne N)

integral hisoblansin.

80- ma’ruza
Eyler integrallari

Biz 48- ma’ruzada ushbu

1
jx“-l (1 - x)> " dx
0

xosmas integralning @ > 0, b > 0 bo‘lganda yaginlashuvchi ekanligini,
J. x e dx
0

xosmas integralning esa a > 0 bo‘lganda yaginlashuvchiligini isbot-
lagan edik.

Ravshanki, bu xosmas integrallar g va b larga bog‘liq, ya’ni para-
metrga bog‘liq xosmas integrallar bo‘ladi.

1°. Beta funksiya va uning tekis yaginlashuvchanligi. Ushbu
1
Jx"" (1-x)""dx
0
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parametrga bog‘liq xosmas integral beta funksiya (I- tur Eyler integrali)
deyiladi va B(a,b) kabi belgilanadi:

1
B(a,b) =[x (1-x)""dx, (a50,6>0).
0

Demak, beta funksiya

{(a,b)e R* :ae (0,+), be (0,+x))
to‘plamda aniglangan funksiya.
1- teorema. Ushbu

1
B(a,b) = j x5 (1 = x) dx
0

integral M, ={(a,b) e R :ae [ag,+e0), b€ [by,+e0),ay >0, b, >0}
to‘plamda tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi.
<« B(a, b)funksiyani ifodalovchi integralni ikki gismga

x (1= x) e+ [ x 11 - x) dx

© Sy N | e

1
j x (1 - x)dx =
0

YRy S

ko‘rinishda ajratib, har bir integralni tekis yaginlashishga tekshiramiz.
Parametr a > q;, (g, >0), Vb>0, Vxe (0, %] da
x(1-x)F < x®T(1 -x)?! <ox%

va a > 0 bo‘lganda

xdx

=Y SR

integralning yaqginlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

1
2
Jx"" (1-x)""ax
0
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integralning a 2 a,, (g, > 0) da tekis yaginlashuvchanligini topa-
miz. Shuningdek, parametr & 2 4, (& >0), Va >0, Vxe (%, 1] da

X1 -x) < x 11 -x)h ! <20 - x)?!

1
va b > 0 bo‘lganda J(l -x)lax
1
2

integralning yaqinlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra

X1 -x)"dx

YR S

integralning & > &, (4 > 0) da tekis yaginlashuvchi bo‘lishini topa-
miz. Demak,

i
B(a,b) = J'x“-‘ (- x)* " dx
0

integral M, ={(a,b)e R? : ae [ay,+=), be [by,+=), gy > 0, b, > 0}
to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. »
Natija. B(a, b) funksiya
M ={(a,b)e R* :ae (0,+),be (0,+=)}
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.

1
<« Bu tasdig j X1 (1 = x)* " dx
1]

integralning tekis yaginlashuvchanligi hamda integral ostidagi funksiya-
ning M to‘plamda uzluksiz bo‘lishidan kelib chiqadi. »
2°. B(a, b) funksiyaning xossalari. Endi
1
B(a,b) = J’xﬂ-‘ (- x)""dx

0

funksiyaning xossalarini keltiramiz.
249



1) B(a, b) funksiya a va b argumentlariga nisbatan simmetrik
funksiya, ya’ni:

B(a,b) = B(b,a), (a>0,b>0).

« B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = 1 — ¢ almashtirish bajarib
topamiz:

1 0
B(a,b) = jx“" (-x)""dx = _j (-1 dt =
0 1

1
= [ a-ntdt = Bb,a). »
0

2) B(a, b) funksiyani quyidagicha ifodalash ham mumkin:

iy ta—l
B{a,b) = J Wdt $))
0

<4 B(a, b) ni ifodalovchi integralda x = ﬁ almashtirish bajarib

topamiz:

Ay ta—l

1 ‘oo a-1
B(a,b) = _(';x""(l—X)de = ,([(1“:?,) (1 - 1ir) (1+1)2 ! (l+r)‘”"

Agar (1) da b=1-4a, (0<a<1) deyilsa, u holda
= ta—l

Ba,1-a)= | —dt = =~

1+t sin na

bo‘ladi. Xususan: B(%,%) = .
3) B(a, b) funksiya uchun ushbu
B(a+1,b) = a;:bB(a,b), (@>0,b>0)
formula o‘rinli bo‘ladi.
1
« Ravshanki, B(a+1,b) = jx“ (1 -x)""dx
0
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Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz:
i

1
Ba+1,5)= [ x"(1- )" dx = -%jxad«l _x)) =

0 0
i

_ 1 4 b’ a\l agy _\b g,

==X (1-x) lo+5£x (1-x)°dx =

1 1 1
=2 fx1-x) = %[j X (1 - x)* dx —_(‘;x“(l ~x)"Vdx | =

0 0

%B(a b)——B(a+1 b).

Natijada
B(a+1,b)=%B(a,b)—%B(a+1,b) Q)
bo‘lib, undan
a
B(a+1,b) = ETbB(a’b)

bo‘lishi kelib chigadi. P
B(a, b) funksiya simmetrik bo‘lganligidan

B(a,b+1) = B(a b) 3)

ifodani yozish mumkin.
Natija. B(m, n) funksivaga (me N,ne N) (2) va (3) formula-
larni takror qo‘llash natijasida

(m=-1)(n-1)!
(m+n-1)!

B(m,n)=

bo‘lishi kelib chigadi.
3% Gamma funksiya va uning yaqinlashuvchanligi. Ushbu
400
J x* e *dx
0
parametrga bog‘liq xosmas integral gamma funksiya (2- tur Eyler
integrali) deyiladi va I'(a) kabi belgilanadi:
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I'(a) = j x* e *dx .
0

Demak, gamma funksiya (0, +e=) da aniglangan funksiya.

+oo

2- teorema. Ushbu I'(a) = Ix”“e"‘dx
0

integral [a4,5 ] da (0 < g, < & < +e) tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
4 I'(a) funksiyani ifodalovchi integralni ikki integral yig‘indisi
sifatida yozib olamiz:

1 oo
I'(a) = Ixa—le-xdx + j xa—le«xdx'
0 1
So‘ngra ikkala integralning ixtiyorly [ag,,% ] segmentda

(0 < ay < By < +=) tekis yaqginlashuvchi bo‘lishini ko‘rsatamiz. Para-
metr a > a, (a, >0), Vxe (0,1] da

xa—l e-x < xao -1
1
vaa,>0da Jx“""dx
0
integralning yaginlashuvchi bo‘lishidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
3
I x* e dx
0

integralning a > a, da tekis yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.
Shuningdek, parametr a < b,, Vx € [1,+) da

o0
xle* < xb g™ va j xtb e g
]

integralning yaqginlashuvchi bo‘lishidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra

+00
j x@ e~ dx
1
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integralning a < 4, da tekis yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz. Demak,
I'(a) = _[ x* e *dx
0

xosmas integral [a,, b,] da tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. P
Natija. I'(a) funksiya (0, +e0) da uzluksiz bo‘ladi.
« Bu tasdig
oo
_[ x* e *dx
0
integralning tekis yaginlashuvchiligi hamda integral ostidagi funk-
sivaning M = {(x,a) e R? : x € (0,+),a e (0,+=)} dauzluksiz bo'i-
shidan kelib chigadi. »
4°. I'(a) funksiyaning xossalari. 1) Gamma funksiya (0, +e) da
barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega va

400
r™ (@)= [ x*e*(nx)"dx, (n=1,2,3...)
0
bo‘ladi.

« Ravshanki, . TI'(a)= J' x* e *ax
0

integral ostidagi f(x,a) = x*'e™* funksiya
M ={(x,a)e R* : x € (0,+),ae (0,+)}
to‘plamda uzluksiz bo‘lib, uzluksiz
fl(x,a)=x""e*Inx

hosilaga ega bo‘ladi. Yuqorida aytganimizdek,
1 +oo0
M(a) = [ x*te*de+ [ x*te=ax
0 1

tenglikning o‘ng tomonidagi integrallar ixtiyoriy [a,, b;] da
(0 < ay < B < +oo) tekis yaginlashuvchi.
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L +oo
Ushbu Jx"“ Inx-e*dx, I x*!Inx-e*dx integrallarni qaray-
0 1

lik. Bu integrallardan birinchisi, a > g, >0 da

1
xInx-e*|<x*inx va jx""" lIn x| dx

integral yaqginlashuvchi bo‘lganligidan Veyershtrass alomatiga ko‘ra
tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Shuningdek, ikkinchi integral ham

a< by <+ da
oo

|x"" lnx-e”‘ls)c"’“l Inx-e*=xb.¢% va jx"’" Inx- e *dx
t

integral yaginlashuvchi bo‘lganligidan yana Veyershtrass alomatiga
ko‘ra tekis yaginlashuvchi bo‘ladi. Parametrga bog‘liq xosmas integral-
ning parametr bo‘yicha differensiallash haqidagi teoremadan foyda-
lanib topamiz:

%l’(a)=;ﬁ—z i "‘a’x+jx"‘l "‘dx] jd (1e*)dx+

4o
Jdi ae=¥) dx = Jx"' In x-e*dx.
1

Demak, I'a) = _[ x*1.nx-e*dx.
0
I" (@) funksiyaning [a,, b,] da uzluksiz bo‘lishi ravshan.
Xuddi shu yo‘l bilan funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda

I (g) = j x*le~*(In x)" dx
0

bo‘lishi ko‘rsatiladi. P
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2) I'(a) funksiya uchun ushbu
I'(a+1)=al(a) G
formula o‘rinli bo‘ladi.

400

<« Ravshanki, I'(a) = J x* e *dx .
0
Bu integralni bo‘laklab integrallaymiz. Natijada

I'(a+1) =T#’e"‘dx=~TA/’d(e”‘) =-)5'e",:° + an"‘e“"dx: a(a)
0 0 0

bo‘ladi. P

Ma’lumki, a e (0,1] bo‘lsa, a +1¢ (1,2] bo‘ladi. I'(a) funksiya-
ning bu xossasini ifodalovchi (4) munosabat I'(a) funksiyaning (0,1)
dagi giymatlariga ko‘ra uning (1,2] oraligdagi giymatiarini, umuman,
ixtiyoriy (n,n+1] dagi qiymatlarini topish imkonini beradi.

Natija. ['(n) funksiyaga (ne N) (4) formulani takror qo‘llash nati-
jasida (['(1)=1)

(n) = (n-1)!

bo‘lishi kelib chiqadi.

3) I'(a) funksiyaning o‘zgarish xarakteri. Ravshanki,

Yoo
r()= [e>de=1.
0
Yuqoridagi (4) formulaga ko‘ra
r)=1-r)=1
bo‘ladi. Roll teoremasiga muvofig, shunday a, (1< g, <2) nugta
topiladiki,
I(a)) =0
bo‘ladi. Ayni paytda, Vae (0,+e) da
I(a) = J. x*1e™* In? xdx >0
0
bo‘lganligi uchun T “(a) funksiya (0,+) da gat’iy o‘suvchi bo‘ladi.
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Binobarin, I" "(a) funksiya @, nugtadan boshqa nugqtalarda nolga aylan-
maydi. Demak,

oo
I'(a) = I x e In xdx =0
0

tenglama (0,+) oraliqgda yagona yechimga ega. U holda
0<a<aydaT'(a)<0,
Gy <a<+wo daT'(a)>0
bo'lib, I'(a) funksiya a, nugtada minimumega ega bo‘ladi. (g, = 1,4616...,
I'(ay) = minI'(a) = 0,8856... bo‘lishi topilgan).
I'(a) funksiya a > a, da o‘suvchi bo‘lganligi sababli a > n+1
bo‘lganda I'(a@) > I'(n+1) = n! bo‘lib, undan
lim I'(a) = +oo

bo‘lishi kelib chigadi. Agar 2 — +0 da I'(a+1) - I'(1) =1 hamda
' _ I(a+})
I'(a) = —

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
JimF(@) = 4=
ekanligini topamiz.

5°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanish. Beta va gamma
funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi teorema ifodalaydi.

3- teorema. V(a,b) e {(a,b)e R* 1 ae (0,+),be (0,+o)} uchun

_ TI'(a)F(b)
B(a,b) = iz ©)
formula o‘rinli bo‘ladi.
400
<« Ushbu r(s) = J- x e *dx

0
integralda x =(1+u)t, (f > 0) almashtirish bajarib, s ni a+b ga
almashtiramiz. Natijada

r(a+ b) — J(l + u)a+b-l ta+b—le-(l+u),(l + u) dt
[t}
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bo‘lib,

F(a+b)b - Ttwb—]e—(lw)rdt
(+u)*
bo‘ladi.
Endi bu tenglikning har ikki tomonini 47! ga ko‘paytirib, so‘ngra
(0,+0)oraliq bo‘yicha integrallab topamiz:

T(a+ b)J )a+b j [J e PR df]lf— du,

ya’ni T(a+b) Bla,b)= J {J- Fh e_“*")'dt]u‘"] du.
olo

[1]. 17-bob, 8- §da keltirilgan teoremadan foydalanib, keyingi
tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning o‘rinlarini almashtiramiz.
Natijada

+oo | oo
[(a+b) B(a,b) = | [j Al du]f*”“ dt
0LD

bo‘ladi. Integralda ut = y almashtirish bajarib topamiz:

[(a+b) Bla,b) = j[[ ylgteler dy] dt =
0

0

= jt”“e"dt~ fy“"e‘ydy =T(b)-T(a).
0 0

_ [(a)T(b)
Demak, B(a,b) = Tatb)
Natija. Vae (0,1) uchun
[‘(a)I‘(l ~a)= prge 6)

bo‘ladi.
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<€ (5) tenglikda b=1-a (0 <a<1) deb olinsa, unda

B(a,1-a) = T2

bo‘ladi. Ma’lumki,

B(a,l—a)=;in"7, ray=1.

Demak,

, (0<a<D.p
Agar (6) formulada a = f deyilsa,
()
bo‘lishi kelib chigadi.

2
1- misol. Ushbu | ¢™ dx integral hisoblansin.

ot—t

<« Bu integralda x* = ¢ almashtirish bajaramiz. U holda

1__

dx Tdt—vtzdt
bo‘lib,
s =1 v 1
[oacnt Tocu T e tr(y) - &
bo‘ladi. P

dx
2- misol. Ushbu _[ 1+, integral hisoblansin.
0
o Bu integralda 1+ x* =yl almashtirish bajaramiz. U holda

: 2
(2% g MY [
() e ()
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=
W

oo 0 1 - 11 2
a 1 3{1- d) 17,73 3 K
I_x_az_gjys(_z) By dy

0 1 y 0

bo‘ladi. P

Mashglar

. n.n! o
1. Yae R\ {0,-1,...,-n,...} da I'(a) = Lﬂm bo‘li-

shi isbotlansin.

oo m

X
2. Ushbu _([ m , (@>0,b>0,n>0) integral beta funksiya
orqali ifodalansin.

3. Quyidagi (1"’(a))2 < T'(a)-T"(a) tengsizlik isbotlansin.
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16-B O B
KARRALI INTEGRALLAR

81- ma’ruza

Tekis shakining yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi hagida ba’zi ma’lumotlar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda
jismning hajmi hagida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar
karrali integrallar nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to‘g‘ri-
sidagi ta’rif va tasdiglarni talab darajasida bayon etishni lozim topdik.

1°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalari sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu tekislikda sodda yopiq
chiziq bilan chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan O shaklni
(tekislik nuqtalari to‘plamini) qaraylik. Q shaklning chegarasini (sodda
yopiq chizigni) 9Q bilan, Q UJQ niesa @ bilan belgilaymiz:

0=Qua0.
Masalan, koordinatalari ushbu
x>0, y>0, x+y<l
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (x,y) nuqtalardan tashkil topgan
A={(x,y):x>0,y>0,x+y <1}
to‘plam 33- chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.
OX o‘qdagi birlik kesma
(0 < x £1) OY o‘qdagi birlik kes-
A ma (0<y<l1) hamda (1,0) va
(0,1) nuqtalarni birlashtiruvchi
to‘g‘ri chiziq kesmalari birgalikda
uchburchak shaklining chegarasi
JA ni tashkil etadi.
Tekislikda uchburchaklar, yopiq
A siniq chiziq bilan chegaralangan te-
kislik gismidan tashkil topgan
0o (1,0) X Xko‘pburchaklar yuzaga ega va ular-
ni topish o‘quvchiga maktab mate-
matika kursidan ma’lum.

©,1

\

33- chizma.
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Tekislikda Q shakl bilan birga A va B ko‘pburchaklarni olaylik.
Agar A ko‘pburchakning har bir nuqtasi @ ga tegishli bo‘lsa, A ko‘p-
burchak Q shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda Ac Q bo‘ladi).
Agar Q ning har bir nuqtasi B ko‘pburchakka tegishli bo‘lsa, B ko‘p-
burchak Q shakini o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda Q < B bo‘ladi).

Agar pA va pB lar mos ravishda A va B ko‘pburchaklarning yuza-
lari bo‘lsa, u holda

A suB (1)
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, Q shaklning ichiga chizilgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam — {4}, Q shaklni oz ichiga olgan ko‘pburchaklardan iborat
to‘plam {B} bo‘lib, ularning yuzalaridan iborat to‘plam esa mos
ravishda {uA} va {uB} bo‘lsin.

Ravshanki, {pA4} va {uB} lar sonlar to‘plami bo‘lib, {pA}
yuqoridan, {uB} esa quyidan chegaralangan to‘plamlar bo‘ladi. U
holda to‘plamning aniq chegaralari hagidagi teoremaga ko‘ra

sup{ud} = n.Q, inf{uB}=p"Q
lar mavjud. Odatda, u.Q son shaklning quyi yuzasi, w*Q son esa Q
shakining yuqori yuzasi deyiladi.
Tasdiq. p.Q va p*Q miqdorlar uchun

nQ<u'Q )
tengsizlik bajariladi.
Aytaylik, p.Q >.n"Q bo‘lsin. Bu holda, ravshanki, p.Q — p°Q
ayirma musbat bo‘ladi. Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra Ve > 0, jumladan,
1 .
e=3Q-1Q)>0
uchun shunday 4,c @, O c B, ko‘pburchaklar topiladiki,
pAy > uxQ-€, pB y<pQ+¢
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
PBy —pdy <p'Q+e-(RQ-€)=pQ-p.Q+2=
=p0-p0+(wQ-wQ)=0.
Keyingi tengsizlikdan {u4, > pB, bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa
(1) munosabatga zid. Demak, (2) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. »
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1-ta’rif. Agar 1.Q ='Q tenglik o‘rinli bo‘lsa, Q shakl yuzaga
ega deyiladi. Ushbu p.Q = n’Q migdor Q shakining yuzi deyiladi.
Uni pQ kabi belgilanadi:
MO =p.Q=p"Q.
1- teorema. Tekislikdagi shakl yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve > 0

soni olinganda ham Q shaklni ichiga joylashgan shunday A ko‘pbur-
chak, Q shaklni ichiga olgan shunday B ko‘pburchak topilib, ular uchun

pA-pB<e A
tengsizlikning bajarilishi zarur va vetarli.
d Zarurligi. Aytaylik, tekislikdagi QO shakl yuzaga ega bo‘lsin:
O =p.Q0=pQ.
Aniq chegara ta’riflariga ko‘ra, Ve > 0 uchun shunday
Ac Q, QcB
ko‘pburchak topiladiki, bunda

},LA>M‘Q—%, uB<u‘Q+§,

ya’ni MA>pQ-=, pB<pQ+:
bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
uB-pud <e
bo‘lishi kelib chiqadi. ~
Yetarliligi. Aytaylik, Ac 0, O c B ko‘pburchaklar uchun
uB-ud<e
tengsizlik bajarilsin. Ravshanki,
pA <p.Q, uB2p'Q.

Yugqoridagi (2) munosabatdan foydalanib topamiz:
pA < pQ <p'Q<uB.

Bu va (3) tengsizlikka ko‘ra
WO-mQ<puB-pd<e

bo‘ladi. Demak, u.Q =’ Q. »
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Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yopiq bo‘lmasligi
mumkin) berilgan bo‘lsin.

2- tarif. Agar shunday A, ko'pburchak topilsaki,

) lc4,

2) Ve > 0 uchun p4, <e bo‘lsa, / nol yuzali chizig deyiladi.

Masalan, / chizig y = f(x) e C|a,b] funksiyaning grafigidan
iborat bo‘lsa, u nol yuzali chiziq bo‘ladi.

4 Ve > 0 sonni olib [a,b] segmentni shunday [x;,x,,,]
(k=0,1,2.,n~1;x, =a,x, =b) bo‘laklarga ajratamizki, har bir
[xe, %11 da f(x) funksiyaning tebranishi

bo‘lsin. U holda / chizigni oz ichiga olgan A, ko‘pburchakning yuzi

n-i
uA, =Z(Mk =M ) (Xgr — X )
k=0

bo‘ladi, bunda
M, =sup f(x), xelx,xq), (k=0,1,.,n-1),
my, = inff(X), X e [xk’xk+l]’ (k = 0,1,...,"—1).

n-1 n-1
Ravshanki, p4, = Z(okAxk < E—SEZAxk =E.
k=0 k=0

Demak, / — nol yuzali chiziq.

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha
ifodalasa bo‘ladi.

2- teorema. Tekislikdagi Q shak! yuzaga ega bo‘lishi uchun uning
chegarasi 9Q nol yuzali chiziq bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar tekislikdagi Q shakining chegarasi dQ , har biri

y = f(x)e Cla,b] yoki x=g(y)e Cla,b]
funksiyalar tasvirlangan bir necha egri chiziglardan tashkil topgan
bo‘lsa, u holda Q shakl yuzaga ega bo‘ladi.

Odatda, uzunlikka ega bo‘lgan egri chiziq to g ‘rilanuvchi chiziq
deyiladi. Quyida Q tekis shaklning yuzaga ega bo‘lishining yetarli
shartini ifodalovchi teoremani isbotsiz keltiramiz.
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3- teorema. Agar Q tekis shaklning chegarasi dQ to‘g‘rilanuvchi
egri chiziq bo‘lsa, u O yuzaga ega bo‘ladi.

2°. Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

1) Agar tekislikdagi Q, va Q, shakllar yuzaga ega bo‘lib, @, c O,
bo‘lsa, u holda

RO <no
bo‘ladi.

2) Agar Q, va Q, tekis shakllar yuzaga ega bo‘lsa, u holda ouvo
ham yuzaga ega va
w@Q v@,)<uQ +uQ,
bo‘ladi. Agar bu O, va Q, shakllar chegaralaridan boshqa umumiy
nugtaga ega bo‘lmasa, ya'ni Q nQ, =@ bo‘lsa, u holda

p(Q uQ)=pQ +nQ, bo‘ladi. Bu yuzaning additiviik xossasi
deyiladi.

3°. Tekis shaklni bo‘laklash. Tekislikda biror yuzaga ega bo‘lgan
QO shakl berilgan bo‘lib,

Q] Q2 "‘Qn
shakllar uning yuzaga ega bo‘lgan gismiy shakllari, yani
Qe @, (k=12,...n)
bo‘lsin. Agar Q,0,...Q, lar uchun

l) Ql UQ2 U....UQ,, = Q,

2) ixtiyoriy @ va Q; lar (k=1,2,...,n;i =1,2,..,n) umumiy
nuqtaga (chegaralaridagi nuqtalardan boshqa) ega bo‘lmasa, u holda
0,9, ...Q, lar Q da bo‘laklash bajaradi yoki Q shakl Q,0,...0, shakl-
larga bo‘laklangan deyiladi.

O shaklni Q,Q, ...Q, larga bo‘laklashni P bilan belgilanadi:

P= {Qlean}-
Ushbu d(Qy) =supp((x’,y'),(x",y"),
(x,¥)e O, (x",¥)e O, (k=12,..,n)

miqdorlarning eng kattasi P bo ‘laklashning diametri deyiladi va A,
kabi belgilanadi:

s = A0
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Masalan, ushbu
Qu =X, ») e R? 1 x, SX<X,4,Y SV S Vits)
(k=0,1,...,n-Li=01,...m-Lxg=a,x,=byy=¢,¥, =d)
to‘g‘ri to‘rtburchaklar

Q={(x,9)e R* :a<x<bc<sysd)
tekis shaklning P bo‘laklashini hosil giladi. Bunda

A, = max JAx,? + Ayt

1<ksn-t
0<ism-1

bo‘ladi.

4°. R® fazoda jismning hajmi. R’ fazoda Dekart koordinatalar
sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan
(yoki bunday sirtlarning bir nechtasi bilan) o‘ralgan Vjismni (R*fazo
gismini) qaraylik. V jismni o‘rab turuvchi sirtni — ¥, jismning che-
garasini o bilan, ¥ UdV ni V bilan belgilaymiz:

V=VuaV.
Masalan, koordinatalari ushbu
eyt <l
tengsizlikni ganoatlantiruvchi (x,y,z)) nuqtalardan tashkil topgan
S={(x,y,2)e B> :x* +y* + 7% <1}

to‘plam, markazi (0,0,0), radiusi 1 ga teng bo‘lgan sharni — jismni
ifodalaydi. Uning chegarasi esa

S ={(x,y,0)e R :x* +y* + 2% =1}
sfera bo‘ladi. Bunday jism — shar hajmga ega va quyidagiga teng:

4
]J,V—vgn.

Umuman, fazoda ko‘pyoqliklarning hajmga ega bo‘lishi va uni
topish qoidalari o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursidan ma’lum.
Endi R’ fazoda Vjism bilan birga Fva G ko‘pyoqliklarni garaylik.
Agar F ko‘pyoqlikning har bir nuqtasi ¥ ga tegishli bo‘lsa,
F ko‘pyoqlik V jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda Fc V
bo‘ladi). Agar ¥ ning har bir nuqtasi G ko‘pyoqlikka tegishli bo‘lsa,
G ko‘pyoqlik V jismni o‘z ichiga oladi deyiladi (bunda ¥V < G).
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Agar pF va pG lar mos ravishda Fva G ko‘pyoqliklarning hajm-
lari bo‘lsa, u holda

uF <uG
tengsizlik bajariladi.

Aytaylik, V jismda joylashgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan iborat
{uF} to‘plam, V jismni o‘z ichiga olgan ko‘pyoqliklar hajmlaridan
iborat {uG} to‘plam bo‘lsin. U holda

sup{pE} = p.V, influG}=p'V
lar mavjud.
3-ta’rif. Agar
HtV = ’J‘V
tenglik o‘rinli bo‘lsa, jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
i.l#V = p‘V
migdor V jismning hajmi deyiladi. Uni pV kabi belgilanadi:
wV =pVv=nv.

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida
bir-biriga o‘xshashlik borligini inobatga olib, jism hajmining mav-
judliligi haqidagi teoremani keltirish bilan kifoyalanamiz.

4- teorema. Fazodagi V jism hajmga ega bo‘lishi uchun ve > 0
son olinganda ham Vjismning ichida joylashgan shunday Fko‘pyoqlik,
V jismni o‘z ichiga olgan shunday G ko‘pyoqlik topilib, ular uchun

nG - uF < ¢ tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Mashgqlar

1. Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo‘lib, Vx e [a,b] da f(x) 2 0 bol-
sin. Bu funksiya grafigi — x = a, x = b chiziglar hamda [a, b] kesma

bilan chegaralangan shakl yuzaga ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Tekislikda Q shakl berilgan bo‘lib, {4,} va {B,} ko‘pburchaklar
ketma-ketligi uchun 4, c Q, B, cQ (n=1,2,...) bo‘lsin. U holda

O shakl yuzaga ega bo‘lishi }lim A, = }gn B, tenglikning bajarilishi

orqali ifodalanishi mumkinmi?
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82- ma’'ruza

Ikki karrali integral tushunchasi va
uning mavjudligi

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Faraz qilaylik,
tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl (to‘plam) berilgan bo‘lsin. Bu
to‘plamda f(x, y) funksiya aniglangan va chegaralangan:

IM = const, Im =const, V(x,y)e D, m< f(x,y)< M.
D ning biror

P={D,D,,..,D,}
bo‘laklanishi va har bir D, da ixtiyoriy (§,,n, )e D, nuqtani (k= 1,
2,...,n) olib quyidagi

z S (€s )by
k=1
yig‘indini tuzamiz.
I1- ta’rif. Ushbu o= Zf (&> i JuDy
k=1

yigindi f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi (Riman yig‘indisi)
deyiladi.
Keltirilgan ta’rifdan ko‘rinadiki, integral yig‘indi f (x,y) funksiyaga,
D to‘plam va uni bo‘laklash usuliga hamda har bir (§,,n,)e D,
nugqtalarga bog‘liq bo‘ladi:
c= Gp (fy‘iksnk)'
Modomiki, f(x,y) funksiya D da chegaralangan ekan, u har bir
D, da (k= 1, 2,...,n) ham chegaralangan bo‘ladi. Demak,
my = inf{f(x,y) : (x,y) € D},
My =sup{f(x,y):(x,y)e Di}

mavjud. Ayni paytda, V(x, y)e D, uchun

m < f(x,y) S M, (1
tengsizliklar bajariladi.

267



2- ta’rif. Ushbu

s—kauDk, S = ZMkuDk
k=1

yig‘indilar mos rav1shda Darbuning quyi hamda yugqori yig ‘indilari
deyiladi.
Funksiyaning Darbu yig‘indilari f(x,y) funksiyaga, D to‘plam va
uning bo‘laklashiga bog‘lig:
s =5,f), $=S,f)
bo‘lib, har doim s < § tengsizlik bajariladi. (1) tengsizlikdan foydalanib
topamiz:

zmkHDk < Zf(ék’nk Jub, < 2 MuD, .
k=1
Demak, s<o6<S.
2°. Ikki karrali integral ta’riflari. Aytaylik, f(x,y) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan D to‘plamda aniglangan va chegaralangan bo‘Isin. D ning
P={D,D,,..D}
bo‘laklashini olib, berilgan funksiyaning integral yig‘indisini tuzamiz:

c=§f(§k,m)uvk -

3-ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, D ning diametri A, < 8 bo‘lgan har ganday P bo‘laklash
hamda har bir D, da olingan ixtiyoriy (§,,n,) lar uchun
lo-J|<e
tengsizlik bajarilsa, / son o yig‘indining xp - 0 dagi limiti deyiladi va

limo=J
kp-—)ﬁ

kabi belgilanadi.

4- ta’rif. Agar A,— 0 da f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi
limiti mavjud va chekli J ga teng bo‘lsa, f(x,y) funksiya D da integ-
rallanuvchi deyiladi. J soniga esa f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha ikki
karrali integrali deyiladi. Uni quyidagicha

[] £ e, yydxdy
D
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kabi belgilanadi. Demak,
]Jf(x,y)dxdy = Jim o = lim 3 /G nOnD -

Masalan, f(x,y) = C = const bo‘lsin. Bu funksiyaning integral
yig‘indisi
n
c= Z CuD, = CuD
k=1
bo‘lib, uning ikki karrali integrali

j j Cdxdy = lim CuD = CuD
D P

bo‘ladi. Xususan, C = 1 bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz:
Hldxdy =uD.
D

Funksiyaning ikki karrali integrali yuqori hamda quyi integrallar
yordamida ham ta’riflanishi mumkin.

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D ning turli bo‘laklashlaridan tashkil
topgan to‘plamni {P} deylik: P ={D,,D,,..,D,}.

Har bir P € {P} bo‘laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning Darbu
yig‘indilarini tuzib, ushbu {sp(f )}, {S,(f)} to'plamlarni hosil
gilamiz. Bu to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.

5-ta’rif. {S,,( f )} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y) funk-
siyaning quyi ikki karrali integrali deyiladi va

= Hf(x,y)dxdy
D

kabi belgilanadi. Demak,

I= jjf(x y)dsdy = sup (5, (/) = sup(z muD).

Pe{p} ¥=1

6- ta’rif. {S,(f)} to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funk-
siyaning yugqori ikki karrali integrali deyiladi va
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7 = [[ rex.pyaxdy
D

kabi belgilanadi. Demak,
T = jnjf(x,y)dxdy = Inf (5,(/)) = ,g}g% MuDy).

Demak, chegaralangan f(x,y) funksiyaning har doim quyi hamda
yugqori integrali mavjud bo‘ladi.
7- ta’rif. Agar J=J

bo‘lsa, f(x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvchi, ularning umumiy
giymati J =J =J esa f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha ikki karrali
integrali deyiladi. Demak,

[l yyasdy =T =1
D

Eslatma. Agar J = J bo‘lsa, f(x,y) funksiva D da integrallan-
maydi. ,

3°. Darbu yig‘indilarining xossalari. Aytaylik, f(x,y) funksiya yuzaga
ega bo‘lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin. D to‘p-
lamning bo‘laklashlari to‘plami P =(P) dagi P ={D,,D,,...,D,}
bo‘laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning integral hamda Darbu
vig‘indilarini Kiritamiz.

6, (fi8) = kz_‘l,f(gks"hc D, ,

s,(f)=Y, muD,, S,(f)=Y MuD,,
k=1 k=1

bunda my =inf {f(x,y): (x,y)e D},
My =sup{f(x,y):(x,y)e D}
bo‘lib, V(x,y)e D, uchun quyidagi ifoda o‘rinli:
m < f(x,y)SM,.
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Ma’lumki, 33- ma’ruzada f(x) funksiya Darbu yig‘indilarining
xossalari keltirilib, ular batafsil isbotlangan edi.

Xuddi shunday xossalar f(x,y) funksiya Darbu yig‘indilari uchun
ham o‘rinli bo‘ladi. Ular avvalgidek mulohaza asosida isbotlanishini
¢’tiborga olib, mos xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Ve > 0 olinganda ham (§,,n,)e D, nuqtalarni (k=1,2,...,n)
shunday tanlab olish mumkinki,
0 < Sp(f)_o-p(f;gk)nk) <€:
shuningdek, (€, ,n,) € D, nuqtalarni yana shunday tanlab olish mum-
kinki,
0<o,(f3&, ) -s,(f)<e
bo‘ladi. Bu xossa Darbu yig‘indilari integral yig‘indi uchun aniq
yuqori va anig quyi chegara bo‘lishini bildiradi.
2) Aytayhk, 1)1 = {'Dl s D)_, ooy Dk—l R Dk N ‘Dk+] yaresy Dn},
P2 = {Dl ’ DZ 20y Dk—l ’ DI: s DI: > Dk+I 3oeey Dn}
lar D to‘plamning bo‘laklashlari bo‘lib,
D,=D,uD/, DpnD"=0
bo‘lsin. U holda
Sy $8, (), S (/) <8, (f)
bo‘ladi. Bu xossa D ning bo‘laklashdagi bo‘laklar soni orta borganda
ularga mos Darbuning quyi yig‘indisining kamaymasligi, yuqori yig‘in-
disining esa oshmasligini bildiradi.
3) Agar P, va P, lar D ning ikki bo‘laklashi bo‘lib, s, (f), S, (f)
va s, (f), 8, (f) lar f(x,y) funksiyaning shu bo‘laklashlarga nisbatan
Darbu yig‘indilari bo‘isa, u holda

Sp £S5, spz(f)SSm(f)
bo‘ladi.

Bu xossa, D ning bo‘laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig‘in-
dilar to‘plami {s,(f)} ning har bir elementi (yuqori yig‘indilar to‘p-
lami {S,(f )} ning har bir elementi) yuqori yig‘indilari to‘plami
{8,(f)} ning istalgan elementidan (quyi yig‘indilar to‘plami
{s,, f )} ning istalgan elementidan) katta (kichik) emasligini bildiradi.
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4) Ushbu
sup{s,(f)} < inf{S, ()}

munosobat o‘rinli. Bu xossa f(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali
integrali, uning yuqori ikki karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
J<J.

5) Ve > 0 olinganda ham shunday 3 > 0 topiladiki, D ning diametri

A, < & bo‘lgan barcha bo‘laklashlari uchun

0<S5,(f)-J<e, 0 -5,(f) <e
bo‘ladi. Bu xossa f(x,y) funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari
A, > 0 da mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig‘indilari-
ning limiti ekanligini bildiradi.

4°. IKkki karrali integralning mavjudligi. f(x,y) funksiyaning Darbu
yig‘indilari va ularning xossalaridan foydalanib, ikki karrali integralning
mavjudligi haqgidagi teoremani keltiramiz.

Aytaylik, yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda f(x,y) funksiya beril-
gan va chegaralangan bo‘lsin.

1- teorema. f(x,y) funksiya to‘plamda integrallanuvchi bo‘lishi
uchun, Ve > 0 son olinganda ham, shunday & > 0 soni topilib, D ning
diametri A, > & bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga nisbatan Darbu
yig‘indilari ushbu

S,(f)-s,(f)<e 2
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

<« Zarurligi. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra J =J =J bo‘ladi, bunda

J = sup(s, (/) = sx;p(Z muD, ),

k=gq
T =inf(S, (/) = inf (Y, MenD,)
P P k=g

Ayni paytda, Darbu yig‘indilarining 5- Xossasiga ko‘ra
ve>0, 38>0, A, <8, Vpe (P):

S,(N)=T <3, L=s5,()<2
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va J =J =J bo‘lgani uchun

€ £
Sp(f)“’ <§y J*sp(f)< 'i'
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan
S,(f)-s5,(f)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik, Ve >0, 35>0, A, <3, Vpe (P):
S,(f)-s,(f)<e
bo‘lsin, f(x,y) funksiya D da chegaralanganligi uchun
sup{s,(N)} =2, inf{S,(N)}=J
mavjud bo‘lib, Darbu yig‘indilarining 4- xossasiga ko‘ra J < J bo‘ladi.
Demak,
s,(N)SL<T<S,(f).
Bu tengsizliklar va (2) shartdan foydalanib topamiz:
0T -J<S,(f)-s5,(f)<e.
Demak, J < J . f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. b
Aytaylik, D ning P ={D,,D,...,D,} bo‘laklashning D, bo‘la-
gida (k = 1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning tebranishi
@ =sup{f(x,»): (x,y) e D }-inf {f(x,y): (x,y) e D }
bo‘lsin. Unda f(x,y) funksiyaning D da integrallanuvchi bo‘lish sharti

Y b, <e, 3)
k=1
ya’ni
lim ' wuD, =0 @)
Ap—0 ]
ko‘rinishlarga keladi.

Demak, f(x,y) funksiyaning D to‘plamda integrallanuvchi bo‘li-
shini isbotlash uchun (2), (3), (4) shartlardan birining bajarilishini
ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.
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Mashglar

1. Ushbu D ={(x,y)e R? : 0 < x <1,0 < y < 1} to‘plam (tekislik-
dagi kvadrat)

X=X = ';, i=1,23,.,n, y=y = %,k =1,2,3,..,n
chiziglar yordamida D, larga bo‘laklangan. Shu bo‘laklashning diametri
topilsin.

2. Yuqoridagi D to‘plam va uning P ={Dy;i,k =1,2,...,n} bo‘-
laklashga nisbatan f(x,y) = x> + y? funksiyaning
a) Darbu yig‘indilari,

b) har bir D da & =1, M, =< deb, integral yigindisi topilsin.

3. Aytaylik, D — tekislikdagi yuzaga ega bo‘lgan to‘plam bo‘Isin.
Ushbu
1, agar (x,y)e D,xe Q,ye Q bo'lsa,
2xyy < b 280 (5.) 0.yeQ
0, agar (x,y)e D,xvay

larning kamida bittasi irratsional bo‘lsa, funksiyaning D da integralla-
nuvchi bo‘lmasligi isbotlansin.

4. f(x,y) funksiya yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda chegaralangan
bo‘lib, J/ va J lar mos ravishda funksiyaning yuqori va quyi ikki
karrali integrallari bo‘lsa, J < J bo‘lishi isbotlansin.

5. f(x,y) funksiyaning Darbu yig‘indilari uchun

x1:13>1()S,,(f) =J, }:glos,(f) =J

bo‘lishi isbotlansin.

83- ma’ruza

Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Integralning asosiy
xossalari

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi. Uzluksiz
funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishini quyidagi teorema ifodalaydi.

1- teorema. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D to‘plamda
uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.
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< Ixtiyoriy € > 0 sonni olaylik. f(x,y) funksiya chegaralangan
yopiq D da uzluksiz. Binobarin, funksiya D da tekis uzluksiz. U holda
€
D >0
songa ko‘ra, shunday & > 0 son topiladiki, D ning diametri 1, > 8
bo‘lgan

P = {Dl s DZ 3oy Dn}
bo‘laklashning har bir D, bo‘lagida (k = 1,2,...,n) f(x,y) funksiyaning
tebranishi w, uchun
W, < —
““ub
tengsizlik bajariladi.
Shunday P bo‘laklashlarga nisbatan

()=, (f) = Y ouuDy < 5 > ub =¢
k=1 k=1

bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi.

2°. Uzilishga ega bo‘lgan funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishi.
Ba’zi bir uzilishga ega bo‘lgan funksiyalarning integrallanuvchi bo‘lishi
hagidagi teoremani keltirishdan avval bitta sodda tasdigni bayon etamiz.

Aytaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D to‘plam berilgan bo‘lib,
! esa shu to‘plamga tegishli nol yuzali chiziq bo‘lsin.

Tasdiq. Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 topiladiki, D
ning diametri A, > & bo‘lgan VPe P bo‘laklash olinganda, bu
bo‘laklashning / chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari
yuzalarining yig‘indisi £ dan kichik bo‘ladi.

« / chiziq nol yuzali bo‘lganligi uchun shunday A ko‘pburchak
topiladiki,

)Ic A,

2) Ve > 0 uchun p4 < ¢ bo‘ladi. Aytaylik, /no4 =@ bo‘lsin.
! chiziq nuqtalari bilan 04 nuqtalari orasidagi masofaning eng kichigini
8 (6> 0) deylik. U holda A, >3 bo‘lgan VYPe P bolaklashning
! chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan burchaklari A ko‘pburchak-
ka tegishli bo‘ladi. Binobarin, bunday bo‘lakchalar yuzalarining yig‘in-
disi € dan kichik bo‘ladi. p»

275



2- teorema. Agar f (x,y) chegaralangan yopiq D da berilgan bo‘lib,
bu to‘plamga tegishli chekli sondagi nol yuzali chiziglarda uzilishga
ega, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y) funksiva D da
integrallanuvchi bo‘ladi.

<« Soddalik uchun f(x,y) funksiya D dagi bitta nol yuzali / chi-
ziqda uzilishga ega, golgan barcha nugqtalarda uzluksiz deylik.

Ixtiyoriy € > 0 sonni olamiz. U holda / ¢ A4, u4 < ¢ bo‘lgan
A ko‘pburchak (A< D) D ni Ava D\A gismlarga ajratadi.

Ravshanki, f(x,y) funksiya D\A da tekis uzluksiz. U holda
Ve >0 ga ko‘ra shunday §, > 0 topiladiki, D ning diametri A, > 8
bo‘lgan P bo‘laklashining har bir bo‘lakchasida f(x,y) funkstyamng
tebranishi quyidagicha bo‘ladi:

W, <€.

Yugqoridagi tasdigqa binoan va Ve >0 ga ko‘ra shunday 3§, > 0
topiladiki, D ning diametri A, > 8, bo‘lgan P bo‘laklashining 4 ko‘p-
burchak bilan umumiy nuqtaga ega bo‘lgan bo‘lakchalari yuzalari
yig‘indisi € dan kichik bo‘lishini topamiz.

Endl 8 = min {5[ ) 82}
deb, diametri A, > 3 bo‘lgan D ning

P ={D1,Dz,..‘,Dn}
bo‘laklashini olib, unga nisbatan tuzilgan Darbu yig‘indilari ayirmasi

5,0 =5,(f) =Y oub, 1)
k=1

ni qaraymiz.
(1) tenglikning o‘ng tomonidagi vig‘indi » ta haddan iborat. Uni
ikki qismga ajratamiz:

i“’k“pk = Z’wk!J'Dk + Z,a)kl-le >
k=l

bunda 3 ‘w,uD, ifoda~ P bo‘laklash bo‘lakchasi D laming A ko‘p-
burchakdan tashgarisida joylashganlariga mos (1) ning hadlaridan
iborat yig‘indi, Y, oD, esa (1) ning qolgan barcha hadlaridan
tashkil topgan yig‘indi.
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Yugorida aytilganlarni e’tiborga olib topamiz:

S,(f)=5,() <Y D+ D, <eYub, +Q-2e =e(uD +20).
k=1

Bunda Q — funksiya f (x,y)ning D dagi tebranishi. Keyingi tengsizlikdan

lim Z(Dklle = 0
lp—)() el

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi. »

3. Ikki karrali integralning xossalari. 1kki karrali integral ham
[1], 35- ma’ruzada batafsil bayon etilgan aniq integralning xossalari
singari qator xossalarga ega. Shuni ham aytish kerakki, ularni isbotlash
jarayonlaridagi mulohazalar bir-biriga o‘xshash bo‘ladi. Shularni
¢’tiborga olib, quyida keltiriladigan xossalarning ba’zilarini isbotlash
yo‘l-yo‘riglarini, ba’zilarini esa isbotsiz keltirish bilan kifoyalanamiz.

1) Faraz qgilaylik, f(x,y) funksiya D to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lsin. Agar D nol yuzali / chiziq bilan umumiy ichki nuqtaga ega
bo‘lmagan bog‘lamli D, va D, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f(x,y)
funksiya har bir D, va D, larda integrallanuvchi va

[[ryday = [[ foe,nyaxdy + [ fxyaxdy @
D D D

bo‘ladi.
<« Aytaylik,
B = {00,000, 0"}, B ={D0,0,... D)

lar mos ravishda D, va D, larning bo‘laklashlari bo‘lsin. Bu bo‘lak-
lashlar D to‘plamning

| P= {D](l) ’Dz(l)’Dx(Z)sDzu) . Dl(n), D2(m)}
bo‘laklashlarini hosil qiladi. Agar

lar f(x,y) funksiyaning P,, P,, P bo‘laklashlariga nisbatan Darbu
yig‘indilari bo‘lsa, u holda

Dl CD=>SR (f)_spx(f)ssp(f)_sp(f),
D2 CD:sz (f)_spz (f)SSp(f)_sp(f)
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bo‘lib, quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz:

S, ()-s,(f)<e=S5,(f)-5,(f) <&, S, (f)=s, (f)<e.
Demak, f(x,y) funksiya D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi. Ushbu
Sp(f)=S8p (N)+S8,(f), $,(f)=5, () +5,(f)

tengliklarni e’tiborga olib,
[[ £, vydxdy = [[ £(x,9)dxdy + [ £(x, pydxay
D D Dy

bo‘lishini topamiz. »

Yuqoridagi xossaning aksi ham o‘rinli, ya’ni f(x,y) funksiya har
bir D, va D, to‘plamlarda integrallanuvchi bo‘lsa, u D da integralla-
nuvchi bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, ¢f (x,y) funk-
siya (¢ = const) ham D da integrallanuvchi va

H ¢of (x,y)dxdy =0H Sf(x,y)dxdy
D D
bo‘ladi. Bu xossaning isboti ushbu
lim ch(E_,k sN)RD, = ¢ lim Zf(ik,nk D,
Ap—0 & hp 204

tenglikdan kelib chiqadi.
3) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integrallanuvchi bo‘lsa,
f(x,y) £ g(x,y) funksiva ham D da integrallanuvchi va

[JLr e vy £ 80x, v)dxdy = [[ £ (x, y)dsdy + [[ g(x, y)dxdy
D D D

bo‘ladi.
4) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lib, V(x,y)e D da
f(x,y)20 bo'lsa,

[[ £x.yraxdy 20
D
ga ega bo‘lamiz. Bu xossaning isboti
lim Y £, n)ub, 20
xp_>0 P .

bo‘lishidan kelib chigadi.
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5) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da integralanuvchi bo‘lib,
V(x,y)e D uchun f(x,y)< g(x,y) bo‘lsa, u holda

[[ £ (x,9rdxdy < [[ g(x,y)dxdy
D D
bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti g(x,y) — f(x,y) funksiyaga 5- xossani tatbiq
etish va 3- xossadan foydalanish natijasida kelib chigadi. »

6) Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

1 f(x, y)l funksiya ham D da integrallanuvchi va quyidagi ifoda o‘rinli
bo‘ladi:

|
Hf(x,y)dxdy! < [[I e, y)|dedy
D D
4°. O‘rta qiymat haqidagi teoremalar. Aytaylik, f(x,y) funksiya
yuzaga ega bo‘lgan D to‘plamda berilgan va chegaralangan bo‘lsin:
M =const, dm=const, V(x,y)e D: m< f(x,y)s M.
3- teorema. Agar f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda, shunday o son (m < o < M) topiladiki, bunda

[[ 7 (x, y)dxdy = oD
D

bo‘ladi.
« Yugorida keltirilgan ikki karrali integralning xossalaridan
foydalanib topamiz:

m<f(x,y)<M ﬁijjf(x,y)dxdy =a= [ f(x,y)dsdy = auD,
D D

(m<sasM). »
Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya bog‘lamli yopiq D to‘plamda uzluk-
siz bo‘lsa, u holda shunday (£,n)e D nugta topiladiki,

[[ £x,yyaxdy = £ & muD
D

bo‘ladi.
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4- teorema. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D to‘plamda integ-
rallanuvchi bo'lib, V(x, y)e D uchun g(x,y) 20 (yoki g(x,y)<0)
bo‘lsa, u holda shunday o son (m < o < M) topiladiki, bunda

[[ £x,)8(x, yydxdy = o [[ g(x, y)dxdy
D D
bo‘ladi.
Mashglar

1. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq D c R?> to‘plamda
chegaralanmagan bo‘lsa, uning D da integrallanuvchi bo‘Imasligi isbot-
lansin.

2. Agar f(x,) funksiya D < R? da integrallanuvchi bo‘lsa, |f(x, )|
funksivaning ham D da integrallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.
3. Ma’lumki, ushbu

M(f]= —ij(x y)dxdy

miqdor f(x,y) funksiyaning D dagl o‘rta giymati deyiladi.
Quyidagi
f(x,y) =sin? xsin® y
funksiyaning D = {(x,y) eR :0<x<n0<y< r:} dagi o‘rta qiy-
mati topilsin.

4. Ushbu —g- < H(xz - y?)dxdy < 4n tengsizliklar isbotlansin,
D
bunda D ={(x,y)e R* : x* +y* -2x < 0}.

84- ma’ruza
Ikki karrali integralni hisoblash

1°. To‘g‘ri to‘rtburchak to‘plam bo‘yicha ikki karrali integrallarni
hisoblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi D = {(x, y)e R a<x< b,
c <y <d} to‘plamda berilgan bo‘lsin. Bu f(x,y) funksiyaning D
bo‘yicha ikki karrali integralini hisoblash masalasini qaraymiz.
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1- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;
2) Har bir tayin x € [a,b] da

b
J) = [ £x, )y

integral mavjud.
U holda J(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, ya’'ni

a

b bld
jJ(x)dx = j{j f(x, y)dy] dx

mavjud va ” f(x,y)dxdy = ]{ﬁ f(x, y)dy} dx
D apce

bo‘ladi.
« [a,b] segmentning
a=Xy <X <X <..<X,=b,
[c,d] segmentning
C=Yy <N <Y << Yp=d
nugtalari yordamida D uchun ushbu
P={D}={(x.y)e B : X €X<X00, % <V <Yiu}s
(i=0,1,2,...,n-1; k=0,1,2,....,m-1)
bo‘laklashni hosil gilamiz. Uning diametri

A, = max JAx? + Ay}

(A% =Xy =%, AV = Vin — Vi3 i =0,1,2,.,n-1; k=0,1,2,..,m-1)
bo‘ladi. Aytaylik,
my =inf{f (x,y): (x,y)e Dy},
M -Sup{f(x y):(x,y)e Dy},
(i=0,1,2,,n-1; k=0,1,2,..,m~1)

bo‘lsin. Ravshanki, V(x, y)e .. uchun

1
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my < f(x,y)S M,

Yi+1 Ykl Yi+l

bo'lib, [ mays [ fxp)dvs | Mydy,
Yk k Yk
Yi+l
ya’ni my Ay, < J S (x,y)My < My Ay,

1/
bo‘ladi.
Keyingi tengsizlikni £ ning k =0,1,2,...,m -1 qiymatlari uchun
yozish, so‘ngra ularni hadlab qo‘shish natijasida

m-1 d m-1
zmikAyk < If(X,J’)dy SZ My Ay, )
k=0 rd k=0
d
hosil bo‘ladi. Ushbu j F(x,y)dy
d
integral x ning F(x)= Jf(x,y)dy

funksiyasi bo‘lib, bu funksiya [a,b] da, jumladan, [x;,x;,;] da che-
garalangan bo‘ladi. Agar

m; = lnf{F(X), xXe [xi9xi+l ]}’

Mi = SUp{F(X),x € [xi’xi+l ]} ’ (’ = 0’19293’-"9” - 1)
deyilsa, (2) munosabatga ko‘ra

m-1
zmikAyk sm <M <) MyAy,
k=0

3

td
]
<

bo‘lib, undan
m-1
O0<M;-m < Z(Mik — My ) Ay
k=0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tengsizlikni Ax, ga ko‘paytirib, so‘ngra
282



hosil bo‘lgan tengsizlikni i/ ning i =0,1,...,n—1 giymatlarida yozib,
ularni hadlab qo‘shib topamiz:

n-1 n=1 m-1
0< Y (M; -m)ax, < ZZ(MM: =muD, = 5,(f)-5,(f).
i=0 i=0 k=0

Modomiki, f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi ekan, u holda
A, »0 da (m'axAxk —>0) da
n-1

Y (M; - m)ax, -0
i=0

d
bo‘ladi. Bu esa F(x)= Jf(x,y)dy

funskiyaning [a,b] da integrallanuvchi ekanini bildiradi.

Demak, ji F(x,y)dx = .b[[]{f(x,y)dy] dx

integral mavjud.
(2) tengsizlikni [x;, x;,; ] oralig bo‘yicha hadlab integrallab topamiz:

Xi4] -] Xi41 Xitl =]

szikAykdxs J[‘fif(x,y)dy}dxﬁ f > MyAy, dx=
x; Le k=0

x k=0 Xi

3

n—

n-1 m-1

bl d
my A% AY; < J[ [ £ix, y)dyJ de<y > MyAxAy,

=0 2 i=0 k=0

il
(=]
=~

J [

bl d
ya'ni s(Ns| [ | f(x,y)dy}dxs A )

apLce

munosabatga kelamiz. Ravshanki,

5, () < [ fx, y)axdy < 5,(/) @
D

va S,,(f)—sp(f)<e.
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U holda (3) va (4) munosabatlardan

[ £x, y)dxay = f[f f(w)dy] dx
D alc

bo‘lishi kelib chigadi. »
2- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,p) funksiya D da integrallanuvchi,
2) har bir tayin y e [¢,d] da

b
JO) = [ f(x,y)dx

integral mavjud.
U holda J(y) funksiya [c,d] da integrallanuvchi, ya'ni

d dj b
[T(rydy = j[j f(x,y)dx] dy

mavjud va H f(x,y)dxdy = j-[j{ f(x, y)dx} dy bo‘ladi.
D clLa

« Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. »
1- natija. f(x,y) quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

d
2) har bir tayin x e [a,b] da Jf(x,y)dy integral mavjud;

4

b
3) har bir tayin y e [c,d] da j f(x,y)dx integral mavjud. U

a

holda
bld dl b
j[}f(x,y)dy}dx, j[jf(x,y)dx]dy

integrallar mavjud va
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[[fxprax= jrjf(x, y)dy} dx = Tﬁ fx, y)dx] dy
D ale

cpa

bo‘ladi.
2- natija. Agar f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa, u holda

([ £ e,y }[dff(x,y)dy]dx, jﬁ £, y)dx]dy
D aLe cla

integrallar mavjud va ular bir-biriga teng bo‘ladi. Demak, integrallash
to‘plami

D={(x,y)e R :a<x<bc<y<d}

bo‘lgan holda f(x,y) funksiyaning D bo‘yicha integrali avval birinchi
argumenti (ikkinchi argumentini o‘zgarmas deb hisoblab), so‘ngra
ikkinchi argumenti bo‘yicha integrallab topiladi.

1- misol. Ushbu ” x*ydxdy integral hisoblansin, bunda

D
D={(x,y)e R? :2<x<5, 1<y<3}.

« Integrallanayotgan f(x,y) = x*y funksiya 1- va 2- teorema-
lar shartlarini bajaradi. Ulardan foydalanib topamiz:

gxzydxdy = J?B xzydx]J dy =j’(? )x:S dy =

1 =2

Wi

3 3 3
- lj(lzsy-s;y)dy - #[Y_) =156,
1

Shuningdek,

bo‘ladi. P
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2°. Egri chiziqli trapesiya bo‘yicha ikki karrali integrallarni hi-
soblash. f(x,y) funksiya tekislikdagi
D ={(x,y)e R*:a<x<b ¢ (x)<y<0,(x)}
to‘plamda berilgan bo‘lsin, bunda ¢, (x), ¢,(x) funksiyalar [a,b] da
uzluksiz va Vx e (a,b) da ¢,(x) < ¢,(x).

3- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D da integrallanuvchi;

2) har bir tayin x € [a,b] da
¢ (x)

[ ey
9 (x)

integral mavjud. U holda

b1 ¢2(x)
| [ | f(x,y)dy]dx

al ¢ (x)
mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

b (x)
Hf (x, y)dxdy =_[ l%j f(x,¥) dy] dx .
b,

@ (x)

o« Aytaylik, D = {(x,y) e R :a<x<bc<ys d} to‘g‘ri to'rt-

burchak D, ni o‘z ichiga joylashtirsin: D, ¢ D (34- chizma).
Ushbu

f(x,y), agar (x,y)e D, bo‘lsa,
F (x,y) — ( ) ( ) 1 ‘

0, agar (x,y)e D\ D, bo'lsa
funksiya uchun, ravshanki,

Hf (x,y)dxdy = || F(x,y)dxdy (5)
D, D

tenglik bajariladi.

Agar F(x,y) funksiya har bir tayin x e [a,b] da y o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida garalsa, u holda teoremaning 2- sharti hamda Fx,y)
funksiyaning tuzilishidan
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d
JF(x,y)dy

(Pl(x)

integralning mavjudligini topamiz. /D\/-\

Unda 1- teoremaga ko‘ra \l/\A
9(x)

”F (x,y)dxdy = ¢
' ® >
0 2 b X
=;[ ‘!F(x’y)dyJ dx 34- chizma.

bo‘ladi. Ayni paytda, har bir tayin x e [a,b] da

d 9 (x) 9 (0) d
[Fepdy= [ Fopdy+ | Fxpdy+ [ F(xy)dy=
¢ ¢ @ (x) o (x)
% (x) % (x) (7
= [ Fxndy= | f(xy)ay

¢ (%) @ (x)
bo‘ladi. (5), (6) va (7) munosabatlardan

bl @(x)
”F(x, y)dxdy = J[ J f(x,y) dy:l dx
D alo(x)
bo‘lishi kelib chigadi. » -
Aytaylik, f(x,y) funksiya tekislikdagi
Dy ={(x,y)e B : wy(»)sx<w, (), c<y<d}
to‘plamda berilgan bo‘lsin, bunda v, (y) va v, (y) funksiyalar [c,d] da
uzluksiz va Yy e (c,d) da ¢, (y) <@, (¥).
4- teorema. f(x,y) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya D, da integrallanuvchi;
2) har bir tayin y e [c,d] da
v (»)
[ 1(xy)ax

v (¥)
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integral mavjud. U holda

d| v (y)
j[ | f(x,y)dx}dy

clwi(y)

mavjud va quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi:

v (¥)
jjf<x,y)dxdy:f[ j( f(x,y)dx]dy.

b, clwi(y)

« Bu teoremaning isboti 3-teoremaning isboti kabidir. »

Agar f(x,y) funksiya D* da kerakli shartlarni bajarib, integrallash
to‘plami D* esa nol yuzali chiziglar yordamida o‘zaro bir-biri bilan
ichki umumiy nugtaga ega bo‘lmasa hamda yuqoridagi teoremalardagi
kabi

D'=D uD u..uUD,
bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik kelib chiqadi:

Hf(x,y)dxdy = ”f(x,y)dxdy + ”f(x,y)dxdy + ...
T o ’

+Hf (x,y)dxdy.

D;
2-misol. Ushbu  J = jjﬂ/x + ydxdy
D

integrallar hisoblansin, bunda D — quyidagi
x=0, y=0,x+ty=1
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.

<« Bu chiziqglar bilan chegaralangan to‘plam 35- chizmada tasvir-
langan. ’

f(x,y)=x+y funksiya va D to‘plam 3- teoremaning shartla-
rini bajaradi. Endi
D={(x,y)e R*: 0<x<1, 0<y<l-x}
ekanini e’tiborga olib topamiz:
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3-misol. Ushbu J = ﬂ(x2 +y?)dxdy
D

integral hisoblansin, bunda D quyidagi
y=x,y=x+ta,y=a,y=3a, (a>0)
chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
« Bu chiziglar bilan chegaralangan to‘plam 36- chizmada tasvir-

langan.
Berilgan integralni hisoblashda 4- teoremadan foydalanamiz:

J= J{j x? +y? dxj]dy J(Z (y- a) +y (y- a))dy_

al|y-a

81a* 16a* 2748 & o 4
=22 = 2 = =144".
TRV R i TRl WL

4- misol. Ushbu J = H dxdy integral hisoblansin, bunda D —
D

quyidagi chiziqglar;
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37- chizma.

y* = 2x parabola va uning (2; —2) va (8; 4) nuqtalarini birlashti-
ruvchi vatar bilan chegaralangan to‘plam.

« 3 = 2x parabolaning (2; —2) va (8; 4) nuqtalarini birlashtiruv-
chi vatar tenglamasi

y=x-4

ko‘rinishda bo‘ladi. 2 = 2x va y = x —4 chiziglar bilan chegaralan-
gan D to‘plam 37- chizmada tasvirlangan.

x = 2to‘g’ri chiziq yordamida D to‘plamni ikkita D, va D, larga
ajratamiz. Bunda:

D ={(x,y)e R*: 0sx<2, —2x <y <2x},
D, ={(x,y)e R*: 2<x<8, x-4<y<2x}.

1kki karrali integralning xossalaridan foydalanib topamiz:
[[ dxdy = [[ dxdy + [[ dxdy .
D D D

Bu integrallarni hisoblaymiz:

dedy ”dxdy+”dxdy j[j dy]dx+j[mdy}

-J2x x4
=_2[2J2_xdx+j(\/§;—x+4)dx=18. >
0 2
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Mashglar

x2 +y2+

2_
1. Ushbu ”sin s +11 dxdy integral baholansin, bunda
D

D={(x,y)e R* : x* +y* <9}.
2. Ushbu ” f(x,y)dxdy integral takroriy integralga keltirilsin,
D

bunda D to‘plam x? + y2 =4 va x*-2x+ y2 =0 aylanalar bilan
chegaralangan.

3. Ushbu J——d—)@]—;‘ integral  hisoblansin, bunda

D (14+x?+y?)2

D={(x,y)e R*:0<x<1,0sy<l-x}.

85- ma’ruza

Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Ikki karrali integrallarni hisoblashda ancha qiyinchiliklarga duch
kelinadi. Bu giyinchiliklar;

1) integrallanuvchi funksiyalarning murakkabligi;

2) integrallash to‘plamining murakkabligi hisobiga sodir bo‘ladi.

Ba’zan o‘zgaruvchilarni almashtirish natijasida integrallanuvchi
funksiya ham, integrallash to‘plami ham soddaroq ko‘rinishga (integral-
lash uchun qulay ko‘rinishga) keladi va integralni hisoblash osonlashadi.

1°. Tekislikda to‘plamlarni akslantirish haqida. Faraz qilaylik,
tekislikda XOY dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan chegara-
langan D to‘plam, uOv dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan esa
chegaralangan A to‘plam berilgan bo‘lib, ularning chegaralari 9D va
dA lar bo‘lakli-sillig yopiq chiziglardan iborat bo‘lsin (38- chizma).

Aytaylik,

x = ¢(u,v),
{ - (I
y =vy(u,v)
sistema A ni D ga akslantirsin. Bu akslantirish quyidagi shartlarni bajarsin:
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Lh<

v

0 >x 0 u
38- chizma.

1) bu o‘zaro bir qiymatli akslantirish;

2) ¢(u,v) va y(u,v) funksiyalar A to‘plamda uzluksiz va uzluksiz
barcha xususiy hosilalarga ega;

3) xususiy hosilalardan tuzilgan

ox ox

J(u,v)=g: o
u

funksional determinant A da ishora saglasin va V(u,v)e A da
J(u,v) # 0 bo'lsin.

Odatda, J(u,v) determinant (1) sistemaning yakobiani deyiladi.
Ravshanki, bunday holda (1) akslantirishga teskari

{u = ¢(x,y),
v=y(x,y)
akslantirish mavjud va u D ni A ga bir giymatli akslantiradi.
Tasdiq. D to‘plamning yuzi
uD = _U{J(u,v)\ dudv
A

bo‘ladi (qaralsin, [1], 19- bob, 3- §).
2°. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
f(x,» funksiya D to‘plamda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Ushbu
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{x = @(u,v),
Yy =vy(u,v)

@

sistema A ni D ga akslantirib, u 1° da keltirilgan 1—3- shartlarni bajarsin.

D ning biror
PA = (AI’A29""AH)

bo‘laklanishi olaylik. Bu bo‘laklash (1) akslantirish yordamida D to‘p-

lamning
PD = (Dl ,Dz,...,Dn)

bo‘laklashlarini hosil giladi.
Ikki karrali integral ta’rifiga ko‘ra

G = Zf(&.k yT]k)HDk’ ((E.;ksnk)e Dk)
k=1
bo‘lib,

lim 6= lim &, M uD, = x,y)dxd
a0 "pu""kgff ks T ILL J;Jf( y 'y

bo‘ladi.
1° da keltirilgan tasdigdan foydalanib topamiz:

uD, = [[ M (u,0)| dudv.
A
O‘rta giymat haqgidagi teoremaga binoan, shunday
(uI: ’ U/: ) € Ak
nuqgta topiladiki, bunda

j \ (u,v)] dudv = [T (uy ,v;)
D

uD,

tenglik bajariladi.
Natijada f(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi quyidagi

6= 3 /(G [ 0,0 e
k=1

ko‘rinishga keladi. (§;,7n;) € D, nuqtaning ixtiyoriyligidan

©)
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Ee = (up,vp)s M =g, vp)
deb olish mumkin. U holda

o= f(ou,vr), Wil )
k=1

J (v )

HA,

bo‘ladi. f(¢(u,v),y(#,v))|J (u,v)| funksiya A da uzluksiz, bino-
barin, integrallanuvchi. Demak,

Jim o= lim D' (oG, v ), W, vi) [ G4, 0| nay =
PA pa o (4)
= [] £ (0lu,0). w00 (u, ) o

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan
[[reeny =[] flotw,v), w0 [V (w,0)dude — (5)
D A

bo‘lishi kelib chigadi.
(5) ifoda ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasidir.

1- misol. Ushbu H y dxdy
b

2

integral hisoblansin. D quyidagi y = x*, y=2x%, xy=1, xy=2

chiziglar bilan chegaralangan.

Y, <« Berilgan chiziqglar bilan che-
. garalangan D to‘plam 39- chiz-
y=ex mada tasvirlangan.
Ushbu
y=x L :
2’ (x>0) (6)
Xy = 2 L= xy9

xy =1 akslantirishda D ning aksi:

0 X A={wv)eR: 1su<21sv<2}.
39- chizma.
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Ravshanki, (5) akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘lib,
unga teskari akslantirish quyidagicha:

bl
x=u 3v3,
12 )
y =udvl.
(6) sistemaning yakobianini topamiz:
41 22
x x|\ 133 1733 1 1
_lou odv| _| 3 3 __ 1 _
J(u,v)— a_y a_y = 1 —g l _l = 30’ ‘J(u,v)‘—m.
% §u3v 3 §u3v 3

Endi y3 =w? ekanini e’tiborga olib, berilgan integralda (6)
almashtirish bajarsak, u holda (5) formulaga ko‘ra

_U y dxdy = H w?* |7 (u,v)| dudv
D D

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:
2

J;Juvz V (u,v)|dudv = %.gvzdudv = %:[[J- vzdv}a’u :%(% - %) = ;

1

Demak, _U yidxdy = ; 4
D

3°. Ikki karrali integralning qutb koordinatalarida ifodalanishi.
Yuqgoridagi (1) sistema sifatida ushbu

X =rcoso,
y=rsing @
akslantirishni olaylik. Bu tekislikdagi qutb koordinatalari sistemasi
bo‘yicha (r,¢) nuqtani dekart koordinatalari sistemasi bo‘yicha (x,y)
nuqtaga akslantirishni ifodalaydi.
(7) sistemaning yakobiani

J(uv) = CosQ —rsing

—rsingQ rcoso
bo‘ladi. XOY tekisligidagi yuzaga ega D to‘plamni olaylik.
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Bu D ning (7) akslantirish yordamida asli (proobrazi)
Ac{(r,9)e R2 :r>0,0<¢<2n} boladi.

Agar O nuqgta (koordinata boshi) D ga tegishli bo‘lmasa, u holda
A ni D ga akslantirish o‘zaro bir giymatli bo‘lib, sistemaning yakobiani
0 dan fargli bo‘ladi.

Agar O nuqta D ga tegishli bo‘lsa, u holda (7) akslantirishning
o‘zaro bir giymatliligi hamda J(r,¢) # 0 shart nol yuzali chiziglar-
dagina bajarilmaydi.

Demak, f(x,y) funksiya DU dD da uzluksiz bo‘lsa u holda

” f(x,y)= ”f(cos ©,r sin )rdrdo 8)

D D
formula o‘rinli bo‘ladi.

1

dxd
(x2+y%) g

2-misol. Ushbu J = j j
D

integral hisoblansin, bunda D — quyidagi x =0,y =0, x + y = q,
x+y = b (0 < a < b) chiziglar bilan chegaralangan to‘plam.
« Berilgan integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha

X=rcosq, y=rsing

ko‘rinsihda almashtiramiz. Unda x% + y> = r? bo‘lib, (8) formulaga
ko‘ra

J = -Ur%rdrd(p = J.J;fdrdm
D A

bo‘ladi. Endi A ni topamiz. D ning
s tekislikdagi tasviri 40- chizmada
ko‘rsatilgan.

Ravshanki, qutb burchagi ¢ ning

o‘zgarishi 0 bilan g orasida bo‘-

ladi: 0<o@< ; (r,9) nuqta D da

bo‘lishi uchun r qutb radiusi chiz-

mada ko‘rsatilgan A nugta bilan
B nuqta orasida bo‘lishi kerak.




A nugtada x + y = a bo‘lgani uchun rcos@+ rsing =a, ya’ni

a

rA = ..
cos@+sin g’

B nuqtada x + y = b bo‘lgani uchun rcose+rsing=>5, ya’ni

b
'p = cOS @+sin @
bo‘lib,

ry<r<rg
bo‘ladi. Demak, A= {(r @) e R :r <r<ry, 0<(p$g}.

1 3w

Natijada ” - drd(p=J = dr |d¢
D r 0 4 r

2
)d(p é~3_"(cos<p+sm 0)dg = b—ba. >
0

S e | A

(cos Q+sin@  cos g+sin @
a b

3- misol. Ushbu J = ”(x + y)dxdy integral hisoblansin, bunda

D
Dto‘plam x> +y? =1, x* +y* =4,y =0 (D da y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan (41- chizma).
(8) formuladan foydalanib topamiz:

J = ”(x + y)dxdy =_U (rcoso+rsing)drde.
D D

Ravshanki,
A={(r,(P)e R? IlSr.<_2,0_<_(p§n},
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41- chizma.
Natijada J = _U r?(cos @ +sin ¢)drde =
D

nf2 x
= J’(Jﬂ (cos o + sin ¢) dr)d(p = %J'(coscp +sin @)dg = ?
oyl 3

ga ega bo‘lamiz. »

Mashgqlar

1. Ushbuxy=1,xy =2, x—y—1=0 (x>0, y > 0) chiziglar
bilan chegaralangan to‘plamni tomonlari koordinatalar o‘qiga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakka o‘tkazuvchi akslantirish topilsin.

dxd
2. Ushbu ”(?%7 integral hisoblansin, bunda D quyidagi
D

x? +y? =4x, x?+y?=8x, y=x, y=2x
chiziglar bilan chegaralangan.

86- ma’ruza
Ikki karrali integralning ba’zi bir tatbiqlari

1°. Tekis shaklning yuzi. Tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D shakl
berilgan bo‘lsin. Bu shaklning yuzi

uD:dedy (D
D
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bo‘ladi. Bu tenglikning isboti ikki karrali ¥
integral ta’rifidan kelib chigadi.
Misol. Tekislikning birinchi chora-

gida ushbu
x? +y? =2ax, y* =2ax, I
x=2a (a>0) / |

chiziqglar bilan chegaralangan shaklning
yuzi topilsin.
<« Bu shakl 42-chizmada tasvirlan-
gan. 0 a 2 X
(1) formulaga ko‘ra garalayotgan
shaklning yuzi

42- chizma.

uD = dedy
D
bo‘lib, bunda
D={(x,y)e R*:0<x<2a,V2ax-x? <y s\/2ax}-

Integralni hisoblab, topamiz:

2a V2ax 2a
pD=J de dx=I(J—20_x—v2ax—x2)dx=
0| o 0

L e

2", Jismning hajmi. 81- ma’ruzada fazodagi jismning hajmi
tushunchasi va uning mavjudligi sharti bayon etilgan edi.

Endi jism hajmining ikki karrali integral orqali ifodalanishini
ko‘rsatamiz.

R fazoda Dekart koordinatalar sistemasi va unga msbatan joy-
lashgan V jismni garaylik. Bu jism yuqoridan z = f(x,y) ifodalagan
sirt, yon tomondan yasovchilari OZ o‘giga parallel silindrik sirt hamda
pastdan XOY tekisligidagi chegaralangan yopiq D to‘plam bilan chegara-
langan jism bo‘lsin. Bunda f(x,y) funksiyani D da uzluksiz deb qaraymiz.

D to‘plamning

P = {DI’DZ""’DH}
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bo‘laklashlarini olaylik. U holda
my =inf {f(x,y): (x,¥) € D},

M, =sup{f(x,y): (x,y)e D;}
mavjud bo‘ladi. Ushbu

pAa = kalka , uB= szHDk
k=1

k=1

yig‘indilar mos ravishda V jismning ichiga joylashgan A ko‘pyoqlik-

ning hajmi va Vjismni o‘z ichiga olgan B ko‘pyoqlikning hajmi bo‘lib,
pA < uB

bo‘ladi.

D to‘plamni turli bo‘laklashlar natijasida hosil bo‘lgan {u4} va
{nB} to‘plamlarning chegaralanganligidan sup{u4}, inf{uB} larning
mavjud bo‘lishi kelib chigadi.

f(x,y) funksiya yopiq D to‘plamda uzluksiz. Demak, u D da tekis
uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki,
D to‘plamning A, <8 bo‘lgan ixtiyoriy

P = {Dl s D2 ,..Dn}
bo‘laklash uchun har bir D, da (k=1,2,...,n) funksiyaning tebranishi

€

tengsizlikni ganoatlantiradi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

inf {uB} —sup{ud} < uB —pd = Y’ Myub; - Y muD; =
k=1 k=1

M=

(M —m )b, <piDD" =piDHD =&

Fd
1}

1

Demak, 0 < inf {uB} -sup{pd}<e.
Keyingi munosabatdan

inf {uB} = sup {ud}
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa V jism hajmga ega bo‘lishi va uning
hajmi pV ning
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WV = inf {uB} = sup {ud} @)
ekanligini bildiradi. Ayni paytda,

sup{uB} = ”f(x,y)dxdy , inf{ud}= J.]’f(x,y)dxdy
D D

va (2) tenglikka ko‘ra

ﬂﬂxwﬂ@=ﬂﬂnwﬂ@=ﬂﬂxwﬂw 3)
D D D

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan
WV = [ £Gxy)dedy @
D

bo‘lishi kelib chiqadi.
2- misol. Fazodagi Z

x?+y?+2-4=0

sirt (paraboloid) hamda tekislik bilan
chegaralangan jismning hajmi topilsin.

<« Bu jism 43- chizmada tasvirlan-
gan bo‘lib, D to‘plam XOY tekislik-
dagi x* + y* <4 doiradan iborat.

Sirtning tenglamasini z=4—-x* —y*
ko‘rinishda yozib, (4) formuladan
foydalanib topamiz:

43- chizma.
uv = H(4- X2 —y ydxdy, (5)
D
bunda D={(x,y)e R* : x* +y* <4},
(5) integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha
X =rcosq,
y=rsin@

ko‘rinishda almashtirib hisoblaymiz:

4-xt -y =4-r%, J(r,9)=r, 0<r<2, 0<¢<2nm,

301



°‘——-':‘.’

_U(4—x2 ~ y?)dxdy =T[j(4—r2)rer ¢=
D oo

(2r - —-l do=8m.

Demak, jismning hajmi p¥ = 8n ga teng.

3°. Sirtning yuzi. Faraz qilaylik, tekislikda yuzaga ega bo‘lgan D
to‘plamda z = f(x,y) funksiya berilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz
fi(x,y), fy' (x,y) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi
R3 fazoda S sirtni ifodalasin (44- chizma).

Bunday sirtning yuzasi ikki karrali integral orqgali quyidagicha
ifodalanadi:

uS = [[ T A7 o)+ 57 () dcy. ©
)

3- misol. Asosining radiusi 7, balandligi # ga teng doiraviy konus-
ning yon sirti topilsin.

4 Ma’lumki, konus sirt z = g\/xz +y* tenglama bilan ifodala-

nadi. (6) formulaga ko‘ra konusning yon sirti

uS = [[ 1+ @ @) + @ (x,9)) dudy

D
bo‘ladi, bunda D = {(x,y)e R® : x* +y* <r’}
’ h P ’ h y
Agar Z = - ’ z == ’
o[ +2 LN ) )2

Zy V4@ G + @ Gone))’ =

1+h2 a3 +h2 x? \/1+h2
RIS R P

bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

uS =H,/1 +i—§dxdy -
D
y = 1/1 +§dedy =qrJr? +
D

44- chizma. ekanini topamiz. »

D
D —



4°, Ikki karrali integralning mexanikaga tatbiqlari. Aytaylik,
tekislikda massaga ega bo‘lgan moddiy D shaklning har bir (x,y)e D

nuqtasidagi zichligi p(x,y) bo‘lib, u D da uzluksiz bo‘lsin. D shakl-
ning massasini topish talab etilsin.

Ravshanki, p(x,y) = C — const bo‘lsa, u holda D shakining massasi
m=CpD
ga teng bo‘ladi. Agar p(x,y) ixtiyoriy (k=1,2,...,n) uzluksiz funksiya
bo‘lsa, D shaklning massasini topish uchun D ning
P={D,D,,..D,}

bo‘laklashini va har bir D, da (k=1,2,...,n) ixtiyoriy (§,,¢,) nugtani
olamiz: (§,,¢,)e D,. Har bir D, da p(x,y) ni o‘zgarmas va uni
p(E,,my) ga teng deyilsa, u holda D, ning massasi taxminan

P&y M D,
ga teng bo‘lib, D shaklning massasi esa taxminan

S p(En D, @

k=1
ga teng bo‘ladi.

Pbo‘laklashning diametri 2, — 0 da (7) yig‘indining limiti izla-
nayotgan shaklning massasini ifodalaydi.

Ayni paytda, (7) yig‘indi funksiyaning integral yig‘indisi va p(x, y)
funksiya D da uzluksiz bo‘lganligi sababli bu yig‘indining limiti

ﬂp(x,y)dxdy
D
bo‘ladi. Demak, D shaklning massasi

m = [[p(x, y)dxdy 8)
D

tenglik bilan aniqlanar ekan.
4- misol. Tekislikda a radiusii doiraviy plastinka berilgan bo‘lib,
uning har bir A(x,y) nuqtadagi zichligi shu nuqtadan koordinatalar

boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional. Doiraviy plastinkaning
massasi topilsin.
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« Dekart koordinatalar sistemasining koordinatalar boshiga doi-
raviy plastinkaning markazini joylashtiramiz. U holda plastinkaning
A(x,y) nuqtasidan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa

d = {x* +y?
bo‘lib, plastinka zichligi

p(x,y) = kyx? +y?

bo‘ladi, bunda k — proporsionallik koeffitsiyenti.
(8) formulaga ko‘ra plastinka massasi

m= || kyx* + y*dxd
[[efx + y? dxay
D

bo‘ladi, bunda D ={(x,y)e R*: x* +y? <r?}.
Ikki karrali integralda

X =rcose,
x=rsing
almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

2nf a 2n 3 ¥
m=Hk\/x2 +y2dxdy = j jk-r-rdr d<p=kj(’_l do="2kna* . p
D olo o\ 3 3
Ikki karrali integrallar yordamida statistik momentlar:
M, = ”yp (x,y)dxdy, (OX o‘qiga nisbatan),
D
M, = ”xp(x,y)dxdy, (OY o‘qgiga nisbatan),
D
og‘irlik markazining koordinatalari:

__ 1 !
% = gy | X0 0 = gy [[ vy,
D D D D
inersiya momentlari:

J, = ”yzp(X,)’)dXdy’ (OX o‘qiga nisbatan),
D
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Iy = _U x*p(x,y)dxdy, (OY o‘qiga nisbatan).
D

Jy = J‘J‘(x2 +3?) p(x,y)dxdy (koordinatalar boshiga nisbatan)
D

topiladi.

Mashgqlar

1. Tekislikda ushbu

2,2 2,12
_ Yy ta _yob <g<
o, x=t2, (0<a<h)

parabolalar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
2. Fazoda quyidagi

X

x2+y?=4x, 7=x, 7=12x
sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi topilsin.

87- ma’ruza
Uch Kkarrali integrallar

Matematik analiz kursi davomida f(x) funksiyaning [a,b] < R
segment bo‘yicha aniq integrali, f(x,y) funksiyaning D c R? to‘plam
bo‘yicha ikki karrali integrali tushunchalari kiritilib, ular batafsil o‘rga-
nildi.

Xuddi shunga o‘xshash bu tushuncha uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiya uchun ham Kkiritiladi. Unda, avvalgi hollarda keltirilgan
ma’lumotlar va ularni isbotlashda yuritilgan mulohozalar gaytariladi.

Shuni e’tiborga olib, uch karrali integral hagida tushuncha va
tasdiglarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1°. Uch Kkarrali integral tushunchasi. Faraz gilaylik, R® fazoda
chegaralangan hamda hajmga ega bo‘lgan Vjism (to‘plam) da f(x,y,2)
funksiya aniglangan va chegaralangan bo‘lsin.

m< f(X,y,Z) < M: ((x,y,z)e V)
V to‘plamning biror
P={V19V29'"5Vn}
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bo‘laklashini va har bir ¥V, da ixtiyoriy (&;,n,,5c)€ ¥, nuqtani
(k=1,2,...,n) olib, ushbu

6= zf(‘:ksnkagk)qu
k=1

yig‘indini tuzamiz. U f(x,y,z) funksiyaning integral yig‘indisi deyiladi.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, Vto‘plamning diametri A,> 3 bo‘lgan har qanday P bo‘lak-
lash hamda har bir ¥, da olingan ixtiyoriy (&, ,n,,¢c;) lar uchun
lo-J|<e
tengsizlik bajarilsa, J son o yig‘indining A,> 8 dagi limiti deyiladi va
quyidagicha belgilanadi:

limo=J.
Ap—0

2-ta’rif. Agar ), > & da f(x,y,2) funksiyaning integral yig‘indisi
chekli limitga ega bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya V to‘plamda integralla-
nuvchi, J songa esa f(x,y,z) funksiyaning V to‘plam bo ‘yicha uch
karrali integrali deyiladi va quyidagicha

m f(x,y,z)dxdydz
14

ko‘rinishda belgilanadi. Demak,

([ 7x..dxdydz = Jim " fCesmi coombs
1% P k=1

f(x,y,7) funksiya V¥ da chegaralanganligi uchun
m, = inf{f(x,y,2) 1 (x,y,2) € V;, },
M, =sup{f(x,y,2): (x,y,2) eV} }

n n
mavjud. Ushbu s = Y muV,, 8= MV,
k=1 k=1
yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari
deyiladi.

Ravshanki, s=s5,(f), S=8,(1)
bo‘lib, {s =s5,(f)}, {S =5,(f)} to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi.
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3-ta’rif. {s,(f)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,z)
funksiyaning quyi uch karrali integrali deyiladi va

= [[] .y, ) axaydz
v

kabi belgilanadi.
4-ta’rif. {S,(f) to‘plamning aniq quyi chegarasi f(x,y,2) funk-
siyaning yuqori uch karrali integrali deyiladi va

J= m f(x,y,z)dxdydz
Vv

kabi belgilanadi.
5-ta’rif. Agar J =J bo‘lsa, f(x,y,7) funksiya V to‘plamda in-
tegrallanuvchi, ularning umumiy giymati
J=J=J
f(x,,7) funksiyaning V'to‘plam bo‘yicha uch karrali integrali deyiladi.
2°. Uch Kkarrali integralning mavjudligi. Quyidagi teorema uch
karrali integralning mavjudligini ifodalaydi.

1- teorema. f(x,y,7) funksiyaning V to‘plamda integrallanuvchi
bo‘lishi uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son topilib,
V to‘plamning diametri A, > & bo‘lgan har ganday P bo‘laklashiga
nisbatan Darbu yig mdllarl ushbu

S,(f)-s5,(f)<e D
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.
Agar f(x,y,7) funksiyaning V, dagi tebranishini w, desak, u holda

S,(f)-s,(f) = Z(Mk -m )uV = Z(DkHVk
k=1

k=1
bo‘lib, (1) shart ushbu

z b <e
=1
ko‘rinishni oladi. Bu holda
lim ) aul, =0
kp -0 p

deyish mumkKin.
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3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch o‘zgaruvchili f(x,y,2)
funksiyalar ma’lum shartlarni qganoatlantirganda ularning integ-
rallanuvchi bo‘lishini ifodalaydigan teoremalarni keltiramiz.

2- teorema. Agar f(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq Vto‘plam-
da uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda integrallanuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, R? fazoda S sirt berilgan bo‘lsin.

6- ta’rif. Agar R? da shunday ¥, ko‘pyoqlik topilsaki,

Sc ¥,

2) Ve> 0 uchun p¥; < ¢ bo'lsa, S nol hajmli sirt deyiladi.

3- teorema. Agar f(x,y,z) funksiya chegaralangan yopiq V'to‘plam-
dagi chekli sonda nol hajmli sirtlarda uzilishga ega, golgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya ¥ to‘plamda integralla-
nuvchi bo‘ladi.

4°. Uch Kkarrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar
ham ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1) f(x,y,2) funksiya V' da (V< R?) integrallanuvchi bo‘lsin. Agar
Vto‘plam nol hajmli S sirt bilan umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan
bog‘lamli V| va V, to‘plamlarga ajralgan bo‘lsa, f(x,y,z) funksiya har
bir ¥, va ¥, to‘plamlarda integrallanuvchi va quyidagicha bo‘ladi:

ij(x,y,z)dxdydz = Jﬂ f(x,y,2)dxdydz + _” f(x,y,2)dxdydz .
v " "

2) Agar f(x,y,2) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa,
c- f(x,y,z) funksiya (¢ = const) ham V'to‘plamda integrallanuvchi va

[[[ o .y, 2yddydz = ¢[[[ £ (x, v, 2)dxdydz
v v

bo‘ladi.
3) Agar f(x,y,7) va g(x,y,2) funksiyalar V da integrallanuvchi bo‘lsa,

fx,y,2)£g(x,y,2), f(x,y,2)-g(x,y,z) funksiyalar integralla-
nuvchi va

[[Jlr(x,,2) % g(x, v, )1 dxdydz =
14
= Hj f(x,y,2)dxdydz + m f(x,y,z)dxdydz
v 14

bo‘ladi.
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4) Agar f(x,y,27) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lib,
Y(x,y,z)e V da f(x,y,z) 20 bo‘lsa,

”Jf(x’y’l)dXdydz >0
bo‘ladi. g

5) Agar f(x,y,z) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda |f(x,y,z)| funksiya ham V da integrallanuvchi va

.jjjf(x,y,zwxdydz
14

< M}f(x,y,z)| dxdydz
4

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y,z) funksiya V to‘plamda integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda shunday o son (m < o £ M) topiladiki, bunda

[[] 7.y, )dxdryde = onV (V(x,y,2)e Vims f(x,,2) S M)
14

bo‘ladi (o‘rta qiymat hagidagi teorema).
5°, Uch karrali integrallarni hisoblash. Uch karrali integrallarni
hisoblash formulalari integrallash to‘plamining ko‘rinishiga garab
turlicha bo‘ladi.
a) Aytaylik, f(x,y,2) funksiya R? fazodagi to‘plam
={(x,y,2)e R :a<sx<bc<y<d psz<q}
da (parallelepipedda) uzluksiz bo‘lsin. U holda quyidagicha bo‘ladi:

[ o= |

alc

q
[( [rixy, z)dz)]dy} . ()
)

b) Aytaylik, R* fazodagi V to‘plam pastdan z = y,(x,y), yugo-
ridan z =, (x,y) sirt (bunda Dc R? to‘plam V jismning XOY
tekislikdagi proyeksiyasi) bilan chegaralangan bo‘lsin. Agar bu V da
f(x,y,2) uzluksiz, y;(x,y) va wy,(x,y) funksiyalar D da uzluksiz
bo‘lsa, u holda quyidagicha bo‘ladi.:

jj £ (x,, 2)dxdydz = jj[ j fx y,z)dz]dxdy )
v (x.y)
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d) Aytaylik, b) holdagi D to‘plam quyidagicha

D={(x,y)e R :a<x<bh, ¢(x)<y<q(x)}
bo‘lib, ¢, va @, funksiyalar [a,b] da uzluksiz bo‘lsin. U holda

.U f(x,y,2)dxdydz = jﬁx}[w Ty) f(x,y, ) d2) ]dy} dx
4

al o ()| vi(xy)

bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J = jjj(x +y + z)dxdydz integral hisoblansin,
14
bunda V ={(x,y,2)e R* :0<x<1,0<y<3,0<z<2}.

<« Yugoridagi (2) formuladan foydalanib berilgan integralni hi-
soblaymiz:

Hi@(x v+ z)dz]dy]dx=lﬁ(xz+ yor g); dy} =

1[3 1 5 =3 1
=j{jz(x+y+1)dy]dx=jz(xy+%+yL) cb<=j(6x+15)dx=18. >
0L0 0 B 0

2- misol. Ushbu ”j Z2dxdydz integral hisoblansin, bunda V —
)

konus (2 = \/ x? + y? ) va z = h tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
« V ning XOY tekislikdagi proyeksiyasi

={(x,y)e R*: x* +y? <h)
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

J = H j 22dz |dxdy = ”[ x2+y2)]dxdy.

b x1+y

Keyingi integralda

X = rcosq,
y =rsing
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almashtirish bajarib, uni hisoblaymiz:

2n| A
_ Bl 1
J = }[L’;(T -3r )rdrjldq) = gnhS >
6°. Uch Kkarrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.

Aytaylik, f(x,y,z) funksiva V< R3 to‘plamda berilgan va uzluksiz
bo‘lsin. Ushbu

x=o¢(u,v,w),
y=y(u,v,w),
4 =X(U,U,W)

sistema A < R® to‘plamni Vto‘plamga akslantirish bo‘lib, bu akslan-
tirish 85- ma’ruzada keltirilgan 1— 3- shartlarni bajarsin. U holda

”J-f(x,y, 2)dzdydz =
) Jjjf(¢(u,v,w), v (u,v,w), % (u,v,w))|J| dudvdw

bo‘ladi, bunda

de dx dx
du dv dw
dy dy ady
du dv dw
dz dz dz

du dv dw

bo‘ladi.

Ko‘p hollarda dekart koordinatalaridan silindrik hamda sferik koor-
dinatalarga o‘tish bilan uch karrali integrallar hisoblanadi.

a) Dekart koordinatalari x, y, z dan silindrik koordinatalar p, ¢, zga
o‘tish

X =pcosy, y=psing, z=2
(0 p<4oo, 0S@Q<2R, —o0 < Z < +oo) formulalar yordamida amal-
ga oshiriladi (45- chizma).
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\ ]
Q

45- chizma. 46- chizma.

Bu almashtirishning yakobiani J = p bo‘lib,
m S (x,y,2)dxdydz = m f(pcosg, psing,z)pdpdedz
4 A

ga ega bo‘lamiz.
b) Dekart koordinatalari x, y, z dan sferik koordinatalar p, ¢, 6 ga
o‘tish
x=psin@-cos¢p, y=psin0-sing, z=pcoso
(0< p<+, 0<@<2n, 0<6<n) formulalar yordamida amalga
oshiriladi (46- chizma).
Almashtirish yakobiani J = p%sin8 bo‘lib,

J.[Jf (x’y9 Z)dxa’ydz —
v
= ][ f (psin6cosg, psinesing, peose)p’ sin bdpdqde
v

bo‘ladi.
3- misol. Ushbu m' dzdydz
|4

integral hisoblansin. Bunda quyidagi

2 2 2
T =X, (h>0)
h

P

konusning yuqori gismi va z = & tekislik bilan chegaralangan to‘plam.
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<« Berilzan integralda o‘zgaruvchini quyidagicha
X=pcosg, y=psing, 7=z
ko‘rinishda almashtirib topamiz:
2,2 2 2

Natijada

r

J.szxdydz =j Zf "f pzdz |do \dp
% 0| ofn

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

r|2n 2 Z=h r|2n h2 h2
f j[p%) do dp=f“(7—27~pz)l)d¢]dp=
0 0

Z=—p 0

| >

_ P

P2

_ pz r_Tl', r2
(rz—pz)pdp—nhz(jl_ g

O —— ~

2
4

4- misol. Ushbu  j = Jjj(xz + ¥ + 2% ) dxdydz
V
integral hisoblansinki, bunda V to‘plam

Demak, J = N

X+t + <r?
shardan iborat.
<« Bu intervalda

x=psin6-cosqg, y=psin0-sing, z= pcosd
almashtirish bajaramiz. U holda
iyt =pt, J = p*sin®
bo‘lib,
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0<ps<r, 0<@<2n, 0<6<m
bo‘ladi. Natijada berilgan integral

rin{2n
I =[[J( +y? +2) dxdydz = f[f[] P p’ sined‘P]dG]dP
v 010V 0
ko‘rinishga keladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:
rinf2n v x . ) 5
JD[J P sinedm)dejla'p = [j(p4 sin®- 2n)d6}dp _ 47tjp4dp _ %
olol o 1% )

4nrd

Demak, J = >

7°. Uch karrali integrallarning ba’zi tatbiglari. Uch karrali integral
yordamida R3 fazodagi jismlarning hajmini, massali jismning massasini,
og‘irlik markazini, inersiya momentlarini topish mumkin.

Mashgqlar
1. Ushbu

Hfﬁxz + vy’ dxdydz
%

integral hisoblansin, bunda V — fazoda quyidagi
X +yr=22,z=1
sirtlar bilan chegaralangan jism (to‘plam).
2. Sferik koordinatalarga o‘tib, ushbu

J” VX2 + ¥ + 2 dxdydz
4
integral hisoblansin, bunda V — fazoda

Xtiyt= =2
sirt bilan chegaralangan jism (to‘plam).

314



17-BO B
EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

88- ma’ruza
Egri chiziglar va ularning uzunliklari haqida

1°. Egri chiziq tushunchasi. Oliy matematikaning dastlabki gismini
o‘rganish mobaynida o‘quvchi egri chiziq va uning tenglamalari,
egri chizigning uzunligi kabi ma’lumotlar, shuningdek, ba’zi egri
chizigning tasvirlari bilan tanishgan. Egri chizigli integrallar naza-
riyasida (shuningdek, keyinchalik o‘rganiladigan kompleks analiz kursida)
egri chiziglarning muhimligini e’tiborga olib, ular hagida ba’zi ma’lu-
motlarni Keltirish lozim topildi. Hozirgi zamon matematikasida egri
chiziq turlicha ta’riflangan bo‘lib, ular orasida Jordan tomonidan
keltirilgan ta’rif birmuncha tabiiyroq hisoblanadi. U egri chizigni
nuqtaning uzluksiz harakati natijasida qoldirgan izi sifatida qaragan.

x(?), ¥(¢) funksiyalar [o,B] segmentda aniglangan va uzluksiz bo‘l-
sin. Bu funksiyalardan tuzilgan ushbu

{x = x(1),

y=yiny @D W

sistemani qaraylik. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olib,
x va y larni shu tekislikdagi biror M nuqtaning koordinatalari sifatida
qaraymiz: M = M(x,y). Ravshanki, M nuqta [o,] dan olingan ¢ ga
bog‘lig. Ayni paytda, M nuqta argument ¢ ning (1) akslantirishdagi
aksi (obrazi), # ning o°zi bu akslantirishdagi M nuqtaning asli (proob-
razi) bo‘ladi. Shunday qilib, (1) akslantirish yordamida [o,B] seg-
mentning aksi tekislikda ushbu

F={(x,y):x=x(),y =y(t), t € [o,B]}

to‘plamni hosil giladi. Bu I' to‘plamga tekislikdagi egri chiziq deyiladi.
Demak, egri chiziq [o,B] da uzluksiz bo‘lgan 2 ta x(#), y(¢) funksiyalar
yordamida ta’riflanar ekan. Odatda, egri chizigning bunday berilishi
uning parametrik ko‘rinishda berilishi deyiladi. Bunda ¢ — parametr.
Masalan:
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-

{x,_rc_OSt’ (0<t<2m,r>0) )
y =rsint
sistema tekislikda markazi koordinatalar boshida, radiusi r ga teng
bo‘lgan aylanani ifodalaydi. Demak, (2) — aylananing parametrik
tenglamasi.

Ba’zi hollarda egri chizigning ta’rifini ifodalaydigan I' to‘plam
murakkab bo‘lib, hatto u biz tasavvur etadigan egri chizigqa butunlay
o‘xshamay qolishi mumkin. Masalan, Peano tomonidan {0,1] seg-
mentda uzluksiz bo‘lgan shunday x(#), y(f) funksiyalar tuzilgan:
I' to‘plam uchlari (0,0), (1,0), (1,1), (0,1), nugtalarda bo‘lgan kvad-
ratdan iborat bo‘ladi. Boshgacha qilib aytganda, «Egri chizig» kvadrat-
ning har bir nuqtasidan o‘tadi. Bu «Egri chizig» shu bilan xarakter-
lanadiki, bunda parametrning cheksiz ko‘p turli qiymatlarida x(f) va
() funksiyalar bir xil qiymatni qabul qiladi.

'{x = x(1),
y=y()
tenglamalar sitemasi biror egri chizigni aniqlasin, bunda x(¢), ¥(9)
funksiyalar [o,B] da uzluksiz. Agar 1,1, € [a,B] da £, # ¢, bo‘lganda
x(t1)=x(t2), y(t1)=J’(tz)
bo‘lsa, u holda egri chizigning (x(#), y(¢)) va (x(,), y(,)) nuqta-
lari uning karrali nuqtalari deyiladi (bu nuqtada egri chizig o°zini o‘zi
kesib o‘tadi). Karrali nugqtalarga ega bo‘lmagan egri chiziq sodda Jordan
egri chizigi deyiladi. Bu holda ¢ parametrning turli 4,1, (4 #4)
giymatlariga mos keluvchi egri chizigning (x(¢), y(#,)), (x(t,), y(8,))
nuqtalari turlicha bo‘ladi. Masalan, [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lgan
y = f(x) funksiya grafigi sodda Jordan egri chizig‘i bo‘ladi. Haqgigatan
ham,

Aytaylik, (w<t<P) 3)

X =1,
Ay=r, (y=f(x), a<x<bh)

deyilsa, u holda tutli 7,5, (4 #4) uchun x; #x, (x =t,,% = 4)
bo‘lishi ravshan. Agar (3) sistema bilan aniqlanadigan egri chizigda
t parametrning turli #,,4, (f #¢) diymatlariga mos keluvchi egri
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chizigning (x(#,),y())), (x(#,), y(t,)) nugtalari ham turlicha bo‘lib,

x(a) =x(PB), y(a)=y(P)
bo‘lsa, egri chiziq sodda yopiq egri chiziq deyiladi. Masalan, ushbu

{":“COS” (0<t<2x, a>0, b>0)

y = bsint
sictema bilan aniglangan egri chiziq (ellips) sodda yopiq egri chiziq
bo‘ladi.

Biror sodda egri chiziq ushbu

{x =x(0), (e <t<P)

y =y
tenglamalar sitemasi bilan aniqlanadigan bo‘lsin. (x(a),y(o)) = A4,
(x(B),y(B)) = B nuqtalar bu egri chizigning mos ravishda boshi va
oxirgi nugqtalari deyiladi. Bu holda egri chizigni AB yoy deb ham
yuritiladi.

Parametr 7€ [o,B] ning 4,t, (4 #t,) qiymatlari tichtm #-< £,
bo‘lganda egri chizigning (x(¢,),y(¢,)) nuqtasi (x(#),y(%))
nuqtadan keyin kelishi bilan AB yoyda yo‘nalish o‘rnatiladi. Bunday
yo‘nalish 4 dan Bga garab bo‘ladi. Agar (3) sistemadagi

x=x(t), y=y()
funksiyalar [o,B] da uzluksiz x’(¢), y’(f) hosilalarga ega bo‘lib,
x2 (1) +y? () > 0 bo‘lsa, (3) sistema aniglagan egri chiziq silliq egri
chizig deyiladi. Agar A\B egri chiziq chekli sondagi silliq egri chizig-
lardan tashkil topgan bo‘lsa, uni bo fakli silliq egri chiziq deyiladi.
Silliq egri chiziq har bir nuqtasi urinmaga (chetki nugqtalarda bir
tomonli urinmalarga) ega bo‘ladi. Bo‘lakli silliq egri chiziglar esa

chekli sondagi nugtalarda bir tomonli urinmalarga ega bo‘lishi mum-
kin. Masalan

{x:acost, (0<1<2m)

y=bsint

ellips — sillig egri chiziq, siniq chiziq esa bo‘lakli silliq egri chiziq
bo‘ladi.
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v2°. Egri chizigning mavjudligi va uning uzunligi. Faraz qilaylik,
AB egri chiziq

y=y() (@st<f)

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lsin, bunda A4 = (x(o), y(a)),
B =(x(B),y(B)), [a,B] segmentning ixtiyoriy bo‘laklanishi

P={ty,t, ty,t,}, (ty =a,t, =P)
ni olamiz. P bo‘laklashning bo‘luvchi ¢, (k = 0,1,2,...,n) nuqtalari
AB egri chizigda
Ak = (x(tk)9y(tk )): (k = 0s132r3i~--9 n, AO = A9 A” = B)
nugtalarni hosil qiladi. Bu nugqtalarni bir-biri bilan. to‘g'ri .chiziq

kesmalari yordamida birlashtirib, A\f} egri chiziqga chizilgan siniq
chizigni topamiz. Ravshanki, sinig chizig uzunlikka ega (odatda,
siniq chiziq uzunligi uning periametri deyiladi). Uni L bilan belgilaylik.
Siniq chiziq perimetri L [o,B] ning bo‘laklanishi P ga bog'liq bo‘ladi:
L= L(P). [0,B] segmentning barcha bo‘laklashlari to‘plami P={F}
ning har bir bo‘laklashiga nisbatan egri chizigqa siniq chiziq chiziladi.
Bunday siniq chiziglarning perimetriari {L(P)} to‘plamni Eosil giladi.

1- ta’rif. Agar {L(P)} to‘plam chegaralangan bo‘lsa, AB egri chi-
zZig uzun&kka ega deyiladi. Agar {L(P)} to‘plam chegaralanmagan
bo‘lsa, AB egri chiziq uzunlikka ega emas deyiladi.

Endi egri chizigning uzunlikka ega bo‘lishini ifodalaydigan teore-
malarni isbotsiz | keltiramiz.

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu

{x = x(t),

{x =x(1),

y=y(t)
tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lsin. [o,§] segmentning ixtiyoriy
P={ty,ty,..t,,tn}, (G =t =P)
bo‘laklashini olib, quyidagi

n=1 n-1
Sy = Z|x(tk+l)_x(tk)|’ S, =Z|J’(tk+1)‘J’(tk)|
k=0 k=0
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yig‘indilarni tuzamiz. Ravshanki, bu yig‘indilar P bo‘laklashga bog*-
lig bo‘ladi:
Sy =5,(P), S, =S5,(P).
1- teorema. AB egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun [a,p]
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan {S,(P), S,(P)}

to‘plamlarning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
Xususan, egri chiziq

y=f(x), (a<x<bh) 4
tenglama bilan aniglangan bo‘lib, f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz bo‘lsin. [a,b] segmentning ixtiyoriy

P ={xy,X|,s %015 %}, (Xg =a,x,=0)
bo‘laklashini olib, unga nisbatan ushbu

n-1
S(P) = D | (Xr) = £ (x0)
k=0

yig‘indini hosil qilamiz.
2- teorema. (4) egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi uchun |a,b]
segmentning barcha turli bo‘laklashlari bo‘yicha tuzilgan

n-1
S(P)= Zif(xk+1)—f(xk)|
k=0

to‘plamning chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarti.
1- misol. 1. Ushbu

n
xcos=, agar O<x <1,
f(x)= x

0, agar x=0

tenglamalar bilan aniglangan egri chiziq uzunlikka ega emasligi isbot-
lansin.
<« Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. segmentining

P ={xg,X; 50y X1 Xp }
bo‘laklashini olaylik, bunda
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bo‘lsin. Ravshanki,
k=0 da f(x)=/(0)=0,

T 1
k#0 da f(x,)=x, cosg—mcos(n—kﬂ)n:

(_l)n—k+l
n—k+l1

bo‘lib,

’f(xk+l)_f(xk)l=n_ix+n—;k+l

bo‘ladi. Natijada
S(P) =2V(xk+l)_f(xk ) =IO+ ) = £ () + o+ | (x,) = [ (0] =

+——1~—~+1+ +l+1
n-t n 2

X |-

bo'lib, bundan S(P)>1+2+5+...+ bo'lishligi kelib chigadi.
Keyingi tengsizlikdan esa S(P) ning chegaralanmaganligini topamiz. P

2- misol. Ushbu

T
x?cosZ, agar 0<x <1,
X

f(x)=
0, agar x=10

tenglama bilan aniglangan egri chiziq uzunlikka ega bo‘lishi isbot-
lansin.
<« Bu funksiya [0,1] segmentda uzluksiz bo‘ladi. [0,1] segment-
ning ixtiyoriy
P = {XO,xl,...,xn_l,xn}
bo‘laklashini olib,

n-1

S(P) =Y |f (X)) ~ £ ()

k=0
yig‘indini qaraymiz. Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

n-1

S(PY =Y 1F &) (Kiewt = %) -

k=0

Agar
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bo‘lishini ¢’tiborga olsak, keyingi munosabatdan

n-1
S(PY<6Y (X4 =X, ) =6
k=0

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, qaralayotgan egri chiziq uzunlikka
ega. b

Eslatma. Egri chizigning uzunlikka ega bo‘lishi va uning uzun-
ligini limit orqali ta’riflash mumkin.

Aytaylik, ushbu

{x = x(1),
y=y(1)
tenglamalar sistemasi Jordan chizig‘ining ifodasi bo‘lsin, bunda x(¢),

y(#) funksiyalar [o,8] da uzluksiz.
[o,B] segmentning

(st <P)

P = {tO’tl""’tn—l’tn}
bo‘laklashini olib, so‘ngra egri chizigning
(x(tO ), J’(to )), (x(tl )s y(tl ))’ ey (X(t” )5 )’(tn ))

nugqtalarini to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, egri chi-
ziqqa chizilgan siniq chizigni hosil gilamiz. Uning perimetri

n-1
L= Jx(tn) = x()F +[(te) - y(4)P
k=0

bo‘ladi.

2- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday 8 >0 son topilsaki,
diametri A, > 8 bo‘lgan [o,B] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashi uchun
L(P)-ll<e

tengsizlik bajarilsa, ya’ni
fim, £(P) =1

bo‘lsa, egri chiziq uzunlikka ega deyilib, / esa uning uzunligi deyiladi.

3°. Egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari. 40- ma’ruzada
egri chiziq uzunligini hisoblash formulalari bayon etilgan. Egri chizigli
integrallarda egri chizigning uzunligi muhimligini e’tiborga olib, tegishli
formulalarni keltiramiz.
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1) A\l/i’ egri chiziq y = f(x), (a < x < b) tenglama bilan berilgan
bo‘lib, f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz va uzluksiz f’(x) hosilaga ega
bo‘lsin. U holda AB egri chizigning uzunligi quyidagiga teng bo‘ladi:

b
1=j 1+ £ (x)dx.

2) AB egri chizig
{x = x(1),
y =y(t)

tenglamalar sitemasi bilan aniqlansin. Bunda x(#), y(#) funksiyalar
[, B] segmentda uzluksiz va uzluksiz x '(#), y ’(¢) hosilalarga ega bo‘lib,

A=(x(a),y(a)), B=(x(B),y(B))

bo‘lsin. U holda egri chizigning uzunligi

(a<t<P)

]
[= j x2(t) + y2 (£)dt

bo‘ladi. _
3) AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida
p=p(0), (a<8<P)
tenglama bilan aniglansin, bunda p(6) funksj_ya [0,B] segmentda uzluk-

siz va uzluksiz p’(8) hosilaga ega. U holda AB egri chizigning uzunligi
quyidagiga teng bo‘ladi:

p
/= j 02(8) + p2(8)de.
Mashglar

kL
i 0 < ‘
1. Ushbu f(x) = Vxcos, agar O<x<1 bo'lsa,

0 , agar x=0 bo'lsa

tenglamalar bilan aniglangan egri chizigning uzunlikka ega emasligi
isbotlansin.
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2. Agar A73 yoy [ uzunlikka ega bo‘lib,
bo‘lsa, u holda

~—

Ad, Ady, .., A B
yoylar ham /j, ..., [,_, uzunliklarga ega va

I=h+hL+.+1]
bo‘lishi isbotlansin (additivlik xossasi).

89- ma’ruza
Birinchi tur egri chizigli integrallar

Ma’lumki, integral matematik analizning muhim tushunchalaridan
hisoblanadi. Uning umumlashtirishlaridan biri — ma’ruzalarda bayon
etilgan ikki o‘zgaruvchili funksiyaning tekislikdagi to‘plam bo‘yicha
ikki karrali integralidir. Ayni paytda, ikki o‘zgaruvchili funksiya
integralini boshqacha umumlashtirish (bu konkret amaliy masalalarni
hal qilishda zarur ekanligidan kelib chiggan) ham mumkin. Quyida
keltiriladigan egri chizigli integral shular jumlasidandir.

1°. Birinchi tur egri c\lliziqli integral tushunchasi. Tekislikda sodda

uzunlikka ega bo‘lgan AR egri chizigni qaraylik (47- chizma).

Bu egri chizigda A dan B ga garab yo‘nalishni musbat yo‘nalish
deb, uning

AO’AI""’An—l’An (AO = A’An = B)
nugtalar yordamida hosil gilingan y
A
P - {AO’AI""’AII—I’AH}

bo‘laklashini olamiz. Natijada AB
egri chiziq

AkAk+1 (k = 0,1,2,...,!1— 1)
bo‘lakchalarga ajraladi. Uning uzun-
ligini AS; (k=0,1,2,..,n-1) de-
yilsa, P bo‘laklashning diametri 0 Ax, Y

»

Ay = mfx{ASk} bo‘ladi. 47- chizma.



Aytaylik, bu AE ezri chizigda f'(x,y) funksiya aniglangan bo‘lsin
((x,»)e A\é). Har bir A,:;i,m da ixtiyoriy (€, ,n, ) nuqtani oiib, so‘ngra

bu nuqtadagi f(x,y) funksiyaning qiymati f((§,,n,)) ni AS, ga
ko‘pavtirib ushbu

n-1
o= f(&,T;)AS,
k=0
yig‘indini hosii qilamiz.

_ Ta’rif. Azar Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topilsaki,
AB egri chizigning diametri A, > 0 bo‘lgan har qanday P bo‘laklash

uchun tuzilgan o yig‘indi ixtiyoriy (§,,m,)€ A,:4k+1 nugqtalarda
lo-J|<e

tengsizlikni bajarsa, f(x,y) funksiya A\E egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvchi deyilib, J sorn esa f (x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo yicha

birinchi tur egri chizigli integrali deyiladi. U

J.f(x,y)ak
AB

kabi belgilanadi. Demak,

n-1

[ fGey)ds=lim 3 £ (Eem)aSs .
AB P k=0

Keltirilgan ta’rifdall ko‘rinadiki, f(x,)y) funksiyaning birinchi tur
egri chiziqgli integrali AB egri chiziqning yo‘nalishiga bog‘liq bo‘lmaydi;

[ reemds= [ £xds.
AB B4

2°. Birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Birinchi tur egri jhiziqli integral ta’rifidan ko‘rinadiki, u berilgan
f(x,y) funksiya va AB egri chizigga bog‘liq bo‘ladi.

Faraz qilaylik, AB sodda silliq egri chiziq ushbu

{x = x(1),

y=y(1) (osr=h)
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tenglamalar sitemasi bilan aniglangan va

A=(x(a),y(B)), B=(x(B),y(B))
bo‘lsin. Shu egri chizigda £ (x,y) funksiya berilgan.

Teorema. Agar f(x,y) funksiya 4B da uzluksiz bo‘lsa, u holda
birinchi tur egri chizigli integral

[ feeyyds
AB

mavjud bo‘lib, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

J £ pds = jf(x(t) YIOWX (1) + y? (1)t
AB
4 [o,B] segmentning
vP {ty,tysstyystyd (G =0, 1, =P)
bo‘laklashi AB egri chizigda
A = (x(), y(1,)), (k=0,1,2,...,n)
nugtalarni hosil gilib, u o‘z navbatida egri chizigning
13={A0,A1’- A, A}, (4 =A,4, = B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo‘laklashga nisbatan quyidagi

n-1
6= Zf(ék i JAS, (1)

yig‘indini tuzamiz. Bunda (§,,n,)e AkAk+l , ASk esa AkAk+l egri
chiziq uzunligi. Ma’lumki,
k4
aS, = [ x2(@0)+y? (0)dr
143

bo‘ladi. O‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz: |

AS, =X (8,)+ 37 (8,)A
(e <Ok <y, Afy =ty —1;).
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Endi & = x(8;), Mg =y(6)
deb garaymiz. Ravshanki, (£, ,m; )€ A Akyy - Modomiki, f(x,y) funk-
siva AB egri chiziqda berilgan ekan, u holda f(x,y)= f(x(?), y(¢))
bo‘ladi. Natijada (1) yig‘indi ushbu

n-1
o= 3, f(x(8,), ¥ (O ))x2(8,) + ¥ (8, )z %)
k=0

ko‘rinishga keladi.
x(#), y(1) funksiyalar [o,B] da uzluksiz bo‘lganligi sababli

mlgx{Atk} —»0dai,= m,flx{ASk} -0
bo‘ladi. Yana

Fx@), yOWX(6)+y? (1)

funksiya [o,B] da uzluksiz bo‘lganligi uchun u [o,B] da integralla-
nuvchi bo‘ladi.
(2) tenglikda limitga o‘tib topamiz:

hm c= Zf x(8), y(6:)) \/X'Z (8,)+y7 (8, )Ar, =

»—0 max{At }—>0

= ff(x(t), J’(t))\/x'z (6, )+ ¥ (8, )dt.

Demak, [ f(x, y)ds—jf(x(t) YIOWE? (1) +y? (Dt (3)
AB

Bu teorema birinchi tur egri chizigli integralning mavjudligini
ifodalash bilan birga uni hisoblash imkonini ham beradi.

1- natija. Aytaylik, A\E egri chiziq y = y(x) (a < x <b) teng-
lama bilan aniglangan bo‘lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz hamda
uzluksiz y’(x) hosilaga ega bo‘lsin (y(a) = 4, y(b)= B).

Agar f(x,y) funksiya esa shu A\Z? egri chizigda uzluksiz bo‘lsa,

J f(x,y)ds birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib,
AB
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b
[ reyyds = [ £ y0epL+ 2 () )
AB a
bo‘ladi. -

2- natija. Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalari sistema-
sida

p=p(8), (a<6<pP)

tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, bunda p = p(0) funksiya [o,B]
segmentda uzluksiz va uzluksiz p’ hosilaga ega. Bu egri chizigda

f(x,y) funksiya aniglangan va uzluksiz. U holda
[ £Gx,pyds
AB

birinchi tur egri chizigli integral mavjud bo‘lib,

)
[ fx,v)ds = [ f(pcos,psin6)p? +p?do )
AB “«
bo‘ladi.
1- misol. Ushbu J= j %ds
AB

integral hisoblansin, bunda A\f? egri chizig — »* = 2x parabolaning
(1,2), (2,2) nuqtalari orasidagi gismi.
< (4) formuladan foydalanib topamiz:

J=Jj'—\/%\/l+(\/§),2dx,
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2- misol. Ushbu J = J.El)_ cos 0ds
C
interal hisoblansin, bunda C — markazi (e,0) nuqtada, radiusi ¢ ga
teng bo‘lgan aylana.
4 Ma’lumki, bu aylananing tenglamasi qutb koordinatalar siste-
masida

n ;4
p(8) = 2acosH, (_ES 0< 5)

ko‘rinishda bo‘ladi (5) formuladan foydalanib topamiz:

T[

J = J'COSG 02 (8) + 02 (8)d6 = jde T >

2

3°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning ba’zi tatbiglari. Birinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida egri chizigning uzunligini, jism-
ning massasini, og‘irlik markazini, inersiva momentlarini topish kabi
masalalar hal etiladi. -

1. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chizigning uzunligi ushbu

S=ads 6)
AB
integral yordamida topiladi.
2. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AB egri chiziq bo‘yicha

massa tarqatilgan bo‘lib, uning zichligi p = p(x,y) bo‘lsin. Bu egri
chizigning massasi ushbu

= j p(x,y)ds )
AB
integral yordamida, og‘irlik markazining koordinatalari esa
| 1
Xo = [ xp(x,)ds, v, = o fyp(x,y)ds ®)
AB AB

integrallar yordamida topiladi.
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3. Tekislikda uzunlikka ega bo‘lgan AT? egri chizigning OX va
OY koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlari ushbu

= Jyds, S, = des ©)

AB AB
formula bilan, shu o‘glarga nisbatan inersiya momentlari esa quyidagi

J, = Jyzds, J, = Jx2ds (10)

AB AB

inegrallar yordamida topiladi.
3- misol. Ushbu

{x(t) = qcos’ 1,

3 (0<t<2n)
y(t) = asin’ ¢

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan AB egri chiziq (astroida)
ning uzunligi topilsin.

4 Astroida koordinatalari o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lishini
e’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib topamiz:

S = j ds =4[ {x2 (1) + Y2 (H)dt =

AB
» >
,f sin? 2¢dt 6aJ.sm 2tdt =6a . P
0

4- misol. Chizig‘ining zichligi p(x,y)=|y| bo‘lgan AB massali

J(=3acos? tsin ) +(3asin?  cos£)? df =

R
SNl a

=4

O ey O | A

egri chiziq — y? =2 DX, (O <x< g) parabolaning massasi hamda

og‘irlik markazi topilsin.
4 (7) formulaga ko‘ra parabolaning massasi

m= J}y[ds
AB
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bo‘ladi. Endi birinchi tur egri chiziqgli integralni (4) formulaga ko‘ra
aniq integralga keltirib hisoblaymiz:

» 5 P P
m= flyl,fl+;—2dy=2%fy P yidy = [+ + ) =
-p 0 0

3
=%((p2 +y°)? %I =270z -1).

Qaralayotgan massali parabola og‘irlik markazining koordinata-
larini (8) formuladan foydalanib topamiz:

p
= [ xblds = [y i + )y,
AB 0

y2=u, du=2ydy
fy VPt +ytdy = =
yp? +yidy = dv, v=—(p +y)2
5P

p P
=17 (P ) %ij(p“y)zdy—& LA PP =
0 0 0

w

_2p°(1+2)
- 15 )

1205(2+1) 3 1 2p5(J241) _ p3(34Z+9)

Demak, xy = —
m

5 "2,20p0) 15 T3
Xuddi shunga o‘xshash
yo =L [ yplds =222 37 410t + 12))

AB
bo‘lishi topiladi.

5- misol. Ushbu C aylana (x2 +y?=a’ ) ning uning diametriga
nisbatan inersiya momenti topilsin.

<« Berilgan aylananing parametrik tenglamasi

X = acost,
{ . (0<t<2m)
y =asint
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bo‘ladi. Aylana diametrini OX o‘qqa joylashtirib, so‘ngra (10) for-
muladan foydalanib topamiz:

2n
Jy = J.J’zds = J' @ sin® t +\[(acost)? + (asin )2 df =
c

(=]

2

]

3

=a |sin tdt =na®. »

o,

Eslatma. Aytaylik, A73 egri chiziq fazoviy egri chizig bo‘lib,
bu chiziqda f (x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yuqoridagidek, f(x,y,z)

funksiyaning AB egri chiziq bo‘yicha birinchi tur egri chiziqli integral
tushunchasi kiritiladi va o‘rganiladi.

Mashgqlar

1. Ushbu y =1-Incosx, (0 <x< %) tenglama bilan berilgan

egri chizigning uzunligi topilsin.

X X

1 x  _x
2. Zichligi p(x,y) = 7 bo‘lgan ushbu y = g(ea te a) zanjir

chizigning massasi topilsin.

90- ma’ruza
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar

1°. Ikkinchi tur egri chizigli integral tushunchasi. Tekislikda

(sodda) uzunlikka ega bo‘lgan Aj? egri chizigni qaraylik (48- chizma).
Bu egri chizigning biror

P={A4,A,4,,..,4,}, (4 =4, 4, =B)
bo‘laklashini olamiz. Natijada AB egri chizig

AAL,, (k=0,1,2,.,n-1)
bo‘lakchalarga ajraladi. ,«1,:-;4,(+1 ning OXva OY koordinatalar o‘qlari-
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YA
B
A/\ Al(+l
Vit / i
Vi
\/’ ‘
A
Ax,
o Xe X X
48- chizma.

dagi proyeksiyalari mos ravishda Ax, va Ay, bo‘lsin:
prox AkAk+1 =Axk, p’by AkAk+l =Ayk’ (k=0,1,2,...,n—1).

Aytaylik, AB egri chiziqda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. Har
bir A,:;ikﬂ da ixtiyoriy (&, ,7m,) nuqtalarni olib, so‘ngra bu nuqtadagi

funksiyaning f(§, ,m,) qiymatini Ax, va Ay, larga ko‘paytirib, quyi-
dagi

r-1 : n-1
Oy =Zf(§kank)Axk, 03 =Zf(§k,ﬂk)AJ’k
k=0 k=0

yig‘indilarni hosil gilamiz. Bu yig‘indilar f(x,y) funksiyaga bog‘liq
bo‘lishi bilan birga AB egri chizigni bo‘laklashga hamda har bir

A,:;4k+l da olingan (§,,m,) nugtalarga bog‘liq bo‘ladi.
1- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday &> 0 son topilsaki,

AB egri chizigning diametri A, <8 bo‘lgan har qanday P bo‘laklash
uchun tuzilgan o,(0,) yig‘indi ixtiyoriy (§;,m;)e A,:;Ik .1 huqtalarda
loy - Ji|<e, (joy—Ja] <€)

tengsizlik bajarilsa, f (x,y) funksiya A\é egri chiziq bo‘yicha integral-

lanuvchi, J, son (J, son) esa f(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri
chizigli integrali deyiladi. Uni
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fGyydx, (] f(x,y)dy)
I ]

AB AB
kabi belgilanadi. Demak,

n-1
J fGx)de = tim 3, f(&me)ax,

-0
AiB P k=0

n-1
(] 1Cey)dy = fim 3/ G A9s).

=
iB P k=0

Keltirilgan ta’rifdan quyidagi xulosalar kelib chigadi:
1) f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri
chiziqli integrali ikkita bo‘ladi:

[rexmdc, | fexnady.
AB 4B

Aytaylik, AB egri chizigda P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan

bo‘lib, j P(x,y)dx, I O(x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur
AB AB
egri chiziqli integrallari bo‘lsin. Ushbu

[ Peyyax+ [ 0(x,y)dy
AB AB

yig‘indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy Ko‘rinishi
deyiladi va

[ PCx,y)dx+ Q(x, y)dy
AB
kabi belgilanadi:

f P(x,y)dx +Q(x,y)dy = f P(x,y)dx + f Q(x, y)dy .
AB AB AB
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2) f(x,y) funksiyaning ikkinchi tur egri chizigli integrallari AB
egri chizigning yo‘nalishiga bog‘liq bo‘lib,
[ feyyax==] feende, [ fOondy == fx,p)dy
BA AB Y AB
bo‘ladi. =
3) Agar AB egri chizig OX koordinata o‘giga (OYkordinata o‘qi-
ga) perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa,

[reewmay=0, ([ fxpay=0
BA AB

BA

bo‘ladi.

Aytaylik, K= AB sodda yopiq egri chiziq bo‘Isin. Bu holda Ava
B nugtalar ustma-ust tushadi (49- chizma).

Yopiq egri chiziq K da chizmada ko‘rsatilganidek ikki yo‘nalish
bo‘lib, ulardan biri musbat, ikkinchisi esa manfiy bo‘ladi.

Agar kuzatuvchi K chiziq bo‘yicha harakatlanganda K bilan che-
garalangan to‘plam har doim chap tomonda qolsa, bunday yo‘nalish
musbat bo‘ladi, aks holda esa manfiy bo‘ladi.

Shu K egri chiziqgda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. K chizigda
ixtiyoriy ikki 4 va_B nuqtalarni olaylik. Bu nuqtalar K egri chizigni
ikkita AnB va BmA egri chiziglarga ajratadi.

Faraz qilaylik, quyidagi

[ rena, | feeyd
AnB BmA
integrallar mavjud bo‘lsin. Ushbu

[ rGaydx+ | £(x,p)ax

AnB BmA

yig‘indi f (x,y) funksivaning X yopiq

egri chiziq bo‘yicha ikkinchi tur

egri chiziqli integrali deyiladi. Uni

. > [7Gepax yoki § £(x,y)ax
K K

49- chizma.




kabi belgilanadi. Bu holda K yopiq chizigning musbat yo‘nalishi
olinadi. Demak,

[reepax= [ fandes | fxp)dx.
K

AnB BmA

Xuddi shunga o‘xshash
[ 7Gx pyax
K
hamda umumiy holda

[ PCx,y)dx + 0(x, y)dy
K
integrallar ta’riflanadi.

Aytaylik, AB fazodagi sodda uzunlikka ega bo‘lgan egri chiziq
bo‘lib, bu egri chiziqda f (x,y,z) funksiya berilgan bo‘lsin. Yugoridagi-
dek, f(x,y,7) funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallari ta’rif-
lanadi va ular quyidagicha belgilanadi:

[ rxvdx, | feoyady, | fxy,0d,
¥ AB Y.

AB AB
J P(x,y,2)dx +Q(x,y,2)dy + R(x,y,2)dz.
AB
2°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning mavjudligi va uni hisob-
lash. Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu
{x =x(t) ,
y=y(t)

tenglamalar sistemasi bilan aniglangan bo‘lib, x = x(f) funksiya [c,§] da
uzluksiz, x (f) hosilaga ega, y(#) funksiya esa [o,f] da uzluksiz hamda

A= (x(a),y(0)), B=(x(B),y(B))

bo‘lsin. 7 parametr o dan B ga qarab o‘zgarganda AB egri chizigning

(@<r<P) (1)

(x,y) = (x(¢),y(t)) nuqtasi A dan B ga qarab A75’ ni chizib borsin.
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1- teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral

j f(x,y)dx

AB

mavjud bo‘lib, u quyidagiga teng:

B
[ FGepyae = [ £x0), ye)x (03t 2
AB @
« [0,B] segmentning
P={ty,t;,...t,1 1.}, (=0, =P)
bo‘laklashi AB egri chiziqda
A, =(x(t), y(8)), (k=0,1,2,3,...,n)
nugqtalarni hosil qilib, ular o‘z navbatida A\f? egri chizigning

P* {AO’AI""’AH—I’A”}’ (AO =A, An =B)
bo‘laklashini yuzaga keltiradi. Bu bo‘laklashga nisbatan quyidagi

n-1
oy = >, f(E M)A, 3)
k=0

yig‘indini tuzamiz. Bunda Ax, migdor A,:;I,‘.+l ning OX o‘qidagi
proyeksiyasi bo‘lib,

Axy = x(tyy) = x(8)
bo‘ladi. Ayni paytda,

FEm) = Fx(n), y (1)) (€ [t D)
tenglikka ega bo‘lamiz. Endi

78]
ax, = [ x(tydt
12

bo‘lishini e’tiborga olib, (3) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:
336



k4t n—1 tk+l

o = Zf(x(rk) y(rk))J X(dt=Y, [ fx(5), y( )x (1)t .

k=0 7,

Ravshanki, ushbu

B
gy =[£Gy, y(o)x(r)e

integral mavjud, uni quyidagicha

n—l tk+1
5= [ Fx), y)x @yt
k=0 g,
deb yozib, so‘ngra
n—1 e+l
=Y [ UG, 5(0)) - 7 (0, p0)] ¥ ()
k=0 5,

ayirmani qaraymiz.
S(x(0), y(r)) funksiya [o,B] da uzluksiz. U holda Ve > 0 olinganda
ham shunday & > 0 topiladiki, bunda barcha A#, =1¢,,, -, lar § dan

kichik bo‘lganda f(x(?), y(9)) funksiyaning tebranishi € dan kichik
bo‘ladi. x’(#) funksiya esa [o,B] da uzluksiz, demak, chegaralangan:

Shunday qilib,
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan

limo; = J 1
kp——>0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglik integralning mavjudligi va (2) teng-
likning o‘rinli bo‘lishini isbotlaydi. »
Aytaylik, (1) sistemadagi x(f), y(#) funksiyalar [a,B] da uzluksiz
bo‘lib, y(# funksiya esa uzluksiz y’(f) hosilaga ega bo‘lsin.
2- teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo‘lsa, u holda
ikkinchi tur egri chizigli integral
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[ £xyyax
AB

mavjud bo‘lib, gjuyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

B
[ rpdy =[x, v @)y @
AB @
Aytaylik, (1) sistemadagi x(#), y(f) funksiyalar [o,p] da uzluksiz
x’(f), y'(9 hosilalarga ega bo‘lsin.
3- teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar A73 da uzluksiz
bo‘lsa, u holda egri chizigli integral
J P(x, y)dx + Q(x,y)dy
AB
mavjud bo‘lib,
[ PGy)dx+Q(x,p)dy =

AB
B
= [1P(x(0), ¥ ()X (1) + Q(x(1), y (1) (D) ¥t )

bo‘ladi.

Bu teoremalar yuqoridagi 1- teorema kabi isbotlanadi. Keltirilgan
teoremalar ikkinchi tur egri chiziqgli integralning mavjudligini isbotlash
bilan birga ularning aniq integrallarga (Riman integrallariga) kelishini
ifodalaydi. Binobarin, egri chiziqli integrallarni hisoblash imkonini
beradi. Egri chiziqli integrallar (2),(4) va (5) formulalar yordamida
hisoblanadi.

Agar A73 egri chiziq ushbu
y=y(x), (asx<bh); x=x(y), (c<y<d)
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u holda egri chizigli integrallar
birmuncha sodda ko‘rinishga ega bo‘ladi. Aytaylik, A\I} egri chiziq
y=y(x), (asx<bh)
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tenglama bilan berilgan bo‘lib, y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz y’(x)
hosilaga ega bo‘lsin. U holda (2) va (5) formulalar quyidagi

b
[ rxopax =] £x,y(xax, ©)

AB

b
| Pxy)dx+Q(x,y)dy = [[PGx,y(x) + Q(x, y () ()ldx (7)

AB
ko‘rinishga keladi. Aytaylik, AB egri chiziq

x=x(y), (csysd)

tenglama bilan berilgan bo‘lib, x = x(y) funksiya [c¢,d] da uzluksiz
x’(y) hosilaga ega bo‘lsin. U holda (4) va (5) formulalar quyidagi

d
[ fGepydy = [ £(x0),9)dy ®)

AB

d
[ PG, y)ax+ 0(x, )dy = [[P(x(2), )X () + Q(x(»), 1)y (9)
AB ¢
ko‘rinishga keladi.
1- misol. Ushbu

L= [ G2 =yhdx, Jy= [ (2 =y)dy
AB : AB

integrallar hisoblansin. Bunda Aj? egri chiziq y = x* parabolaning
absissalari x =0, x =2 bo‘lgan nuqtalari orqasidagi gismi.
< 4B egri chiziq y = x? tenglama bilan aniglanishini e’tiborga
olib, J; integralni hisoblashda (6) formuladan foydalanamiz:
22 t 2 4 56
Ji= [ -y )dx=£<x -xY)dx=-3%.
AB

J, integralda integrallash egri chizig‘i x> = y bo‘lib, (8) formula-
ga ko‘ra quyidagi natijani olamiz:
339



L= [ -ydy = j(y ydy ==

AB

2- misol. Ushbu j yidx + x dy

AB

integral hisoblansin, bunda AB egri chizig X %2- =1 ellipsning
a

yuqori yarim tekislikdagi gismi.
<« Bu ellipsning parametrik tenglamasi

X =acost,
y=bsint

bo‘ladi. A= (a,0) nuqtaga parametrning ¢ = 0 qiymati, B= (-a,0)
nuqgtaga esa f = m giymati mos kelib, # parametr 0 dan = gacha
o‘zgarganda (x,y) nuqta 4 dan B ga garab ellipsning yuqgori yarim
tekislikdagi gismini chizadi. Ravshanki,

P(x,y)=y", Q(x,y)=x
funksiyalar AB da uzluksiz. Berilgan integralni (5) formuladan foy-
dalanib hisoblaymiz:

Iyzdx+x dy = j[bz sin® t(~asint) + a* cos® thcost)dt =
AB

= ab_'.(acos3 t - bsin’ 1)dt =—§iab2, >
0

3- misol. Ushbu gS 2xydx - x*dy

integral hisoblansin, bunda K — yopiq chizigning 0(0,0) va A(2,1)
nuqtalarini birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi hamda y2 = %x

parabola yoyidan tashkil topgan yopiq egri chiziq (50- chizma).
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Ya y=Lly
b |
/ ; yz - % x
=¥ §
0 é #X
50- chizma.
Ravshanki,
cf>2xydx —x¥dy = J 2xydx + xdy + J 2 xydx + x*dy.
k 04 40

OA kesmada x = 2y bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra

|
J 2xydx + x*dy = J[2 2y? -2 -4y dy = %
04 0
natijaga ega bo‘lamiz.
04 yoyda x = 2y? bo‘lib, yana (9) formulaga ko‘ra

1
[ 2xydx+?dy=[[220% y 4y -4y*ldy =7
A0 0
Aot 2, 4 12 16
bo‘ladi. Demak, ?2xydx+x a’y—§ 5T

3°. Ikkinchi tur egri chizigli integralning ba’zi tatbiglari. Ikkinchi
tur egri chizigli integrallar yordamida tekis shaklning yuzi, kuch
ta’sirida bo‘lgan maydonda bajarilgan ish topiladi hamda boshga turli
fizik va mexanik masalalar hal etiladi. Tekislikda biror yuzaga ega
bo‘lgan D shakl berilgan bo‘lib, uning chegarasi to‘g‘rilanuvchi yopiq
oD chizigdan iborat bo‘lsin. Bu shaklning yuzi ushbu

pD = f xdy, uD= —f ydx, nD= % j xdy - ydx  (10)
oD aD aD
formulalar yordamida topiladi.
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Aytaylik, uzunlikka ega bo‘lgan A\E egri chiziq berilgan bo‘lib,
uning har bir (x,y) nuqtasi ushbu
F(x,y) = P(x,y)i +Q(x,»)]
kuch ta’sirida bo‘lsin. U holda A nuqtani B nuqtaga o‘tkazishda
bajarilgan ish quyidagicha hisoblanadi:
W= | P(x,y)dx+Q(x,)dy. (1
AB

[x = acost,

4- misol. Ushbu { i (0<t<2m)
y = bsint

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
<« Bu shaklning yuzi (10) formulaga ko‘ra

1
“D=5 (JS xdy - ydx
(D)

bo‘ladi. Egri chiziqli integralni hisoblaymiz:

2n
uD = % -[(acost‘bcost+bsint~asinz)dt =
0

1

2n
abj (cos’t +sin’t) dt = nab . pr
0

N}

5- misol. A75’ egri chiziq y = x3 chizigning (0,0) va (1,1) nuqtalari
orasidagi gismi bo‘lib, uning har bir nuqtasi

. F(x,p)=4x7 + xy]
kuch ta’sirida bo‘lsin. Bu kuch ta’sirida bajarilgan ish topilsin.
« Izlanayotganishni(11) formuladan foydalanib topamiz. Buholda

P(x,y)=4x%, O(x,y)=xy
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda bajarilgan ish

1
W = J 4x%dx + xy dy = J‘(4x6 +x* *3x)dx =1
AB 0
bo‘ladi. »
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Mashglar

1. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ham aniq integral xossalari
kabi xossalarga ega. Bu xossalar keltirilsin va ular isbotlansin.
2. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ushbu

[ ryde = | fx.prcosads, [ f(x,»)dy = [ f(x,)cospds,

AR AB AB AB

J P(x,y)dx +Q(x,y)dy = J [P(x,y)cosa+Q(x,y)cosBlds

AB AB
bog‘lanishda bo‘lishi isbotlansin, bunda o va § — mos ravishda OX
va OY o‘qglar bilan urinmaning yoy o‘sishi tomoniga garab yo‘nalishlari
orasidagi burchaklar.

3. Ushbu [ @a-y)dx+xdy
AB

integral hisoblansin, bunda A73 yopiq chizig quyidagi

x = a(t —sint),
0<r<g?2
{y =a(l —-cost) ( ™
sikloidadan iborat.
1
4. Ushbu ———(dx +dy)
?E D]

integral hisoblansin, bunda K yopiq chiziq uchlari
A = (130)3 B = (Osl)’ C = (_130), D = (0’—1)
nugqtalarda bo‘lgan kvadratdan iborat.

91- ma’ruza
Grin formulasi va uning tatbiglari

1°. Grin formulasi. Tekislikda ushbu

y=nx),y=nx), (asx<b, yx)<y(x)
hamda
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Y,
A A
~ ——
NGf l
e ]
: « GZT ’l »
=) y
o« b x 0 X
51- chizma. 52- chizma:

x=a, x=5b
chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda y,(x) va
¥,(x) funksiyalar [a,b] da uzluksiz (51- chizma).
Ravshanki, D ning chegarasi (konturi) a0, quyidagi I, II, 111,
IV chiziglarga ajraladi (bunda Il va IV chiziglar nugtalarga aylanishi
mumkin).
Aytaylik, D =D, vaD, da P(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib, u

xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu

J P(x,y)dx

D,

. 9P(x,y)
uzluksiz 3

egri chizigli integralni qaraymiz. Uni quyidagicha
J P(x,y)dx =JP(x,y)dx+ J P(x,y)dx+ J P(x,y)dx + j P(x,y)dx
an 1 /4 i v

ko‘rinishda yozib olamiz. Il va IV chiziglar OX o‘qqa perpendikular
bo‘lganligi sababli

[Pxy)ax= [ P(x,y)dx =0
b4 v
bo‘lib,

j P(x,y)dx = JP(x,y)dx-r J. P(x,y)dx
D, 7 in

bo‘ladi. Endi
344



JP(.X y)dx + J P(x,y)dx = JP(x y,(x))dx+jP(x Yy (x))dx

i

It
8 t—— >

WuJJ—Hnnuw=—jmnnﬁﬁw=

AT 0

al y=y
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda

aP(x,
[ Peeyyax - [[ 2550 gy 1)
y
a D
tenglikka ega bo‘lamiz.

[Faraz qilaylik, tekislikdagi G to‘pam shunday bo‘lsinki, uni vertikal
chiziglar yordamida yuqoridagi D, kabi G, (k = 1,2,3,...) larga ajratish
mumkin bo‘lsin (52- chizma).

Bunday to‘pam uchun ham (1) formula o‘rinli bo‘ladi:

J P(x,y)dx:i j P(x,y)dx =

3G k=1 3G,
Y ar(x,y) aP(x,y)
= Z( H dxdy ] _J’J‘ﬂﬁ}—% dxdy.
k=1 G
Endi tekislikda ushbu
x=x(y), x=x(y), (c<y<d)
hamda y=c, y=d

chiziglar bilan chegaralangan D, to‘pamni olaylik, bunda x,(»), x,(»)
funksiyalar [c,d] da uzluksiz (53- chizma).

Ravshanki, D, ning chegarasi (konturi) 9D, quyidagi I, 11, III,
1V chiziglarga ajraladi (bunda 1I va IV chiziglar nuqtalarga aylanishi
mumkin).

Faraz qilaylik, D, = D, udD, da Q(x,y) funksiya uzluksiz bo‘lib,

30(x, . . o
u uzluksiz —Qg—;y—) xususiy hosilaga ega bo‘lsin. Ushbu
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o

2

0 >y

53- chizma.

[ otx,»)ay
26,
egri chiziqli integralni garaymiz. Uni quyidagicha
fQ x,y)dy = fQ(xy dy+fQ x,y)dy + jQ X,y dy+IQ(xy
i1
ko rinishda yozib olamiz. II va IV chiziglar OY o‘qqa perpendikular
bo‘lganligi sababli

jQ(x,y)dy = f 0(x,y)dy =0

botlib, | Q(x,y)dy = jQ(x V)dy+ [ Q(x,y)dy

3G, i
ga ega bo‘lamiz. Endi

jQ(x ydy+ [ 0(xy)dy = jQ % (y),y)dy +

mr

+ (e ().y)dy = [[0(x1,9) -0 (%, )] dy =

c

- Jotizze = [P - 22
D)

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
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-

[ 0, )dy = Y

3G (2)
([

Dy

Aytaylik, tekislikdagi Fto‘p-
lam shunday bo‘lsaki, uni go-
rizontal chiziglar yordamida
yuqoridagi D, kabi F, (k=1,
2,3,..)larga ajratish mumkin
bo‘lsin (54- chizma).

Bunday to‘plam uchun ham
(2) formula o‘rinli bo‘ladi:

90(x,y) _ ([ 90Q(x,y)
[otenar- S § 0y = (ﬂ dxdy)—jjT-My.
k=13F, G
Faraz gilaylik, tekiclikdagi D to‘plam yuqoridagi D, va D, lar
Xususiyatiga ega bo‘lib, unda P(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz va

oP(x, 0 , . . .
uzluksiz gx y) ) Qgi Y) xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uchun bir yo‘la (1) va (2) formulalar
o‘rinli bo‘ladi. Ularni hadlab qgo‘shib topamiz:

jP(x Y)dx +Q(x,y)dy = H(SQ(”’ aPé;’y))dxdy. 3)

>¥

54- chizma.

Bu Grzn Sormulasi deyiladi. Demak, Grin formulasi to‘plam
bo‘yicha olingan ikki karrali integral bilan shu to‘plam chegarasi
bo‘yicha olingan egri chiziqli integralning bog‘lanishini ifodalaydi.

2°. Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari. Aytaylik, yugorida
keltirilgan bir bog‘lamli D to‘plamda P(x,y), Q(x,y) funksiyalar uzluksiz
va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda Grin formulasi
(3) o'rinli bo‘ladi.

Grin formulasidan foydalanib, tekis shakl yuzining egri chizigli
integral yordamida ifodalanishini ko‘rsatish mumkin.

Aytaylik, P*(x,y), Q"(x,y) funksiyalar D to‘plamda yuqorida kelti-
rilgan shartlarni qanoatlantirishi bilan birga ushbu

90" (x.y) _ 3P (xy) _
ox ay
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shartni ham qanoatlantirsin. U holda

U(aQ (x,y) 9P ;x ‘))dm’, uD
bo‘lib, Grin fom-xulas1ga ko‘ra

uD= J P’ (x,yydx+ Q" (x,y)dy
ab

bo‘ladi. Xususan, P (x,y)=-¥, Q(x,y)=0 yoki

* . . 1
P (x,y)=0, 0(x,y)=0, yoki P (x,y)=-3y, Q(x,)) =%x

bo‘lsz,

20" (xy) 3" (xy) _,

ax ar
bo‘lib, ld‘plamning yuzi quyidagiga.teng bo‘ladi:
1
uD——(j)ydx—(]Sxdyzqu_xdy—ydx. 4
D 3D aD
Mashglar

1. Grin formuiasidar foydalanib. ushbu
j\/;z +y2dx+y[xy + ln(x+\/x2 +y? )]a’y
7

czri chiziqli integral hisoblansin.
2. Ushbu

3 (0<t<2m)

X =acos’t,
y =asin’ ¢,

astroida bilan chegaralangan to‘plamning yuzi top.isin.
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MUNDARIJA

SO ZDBOSHL oo

11- bob. Sonli qatorlar (davomi)

53- ma’ruza. Ixtiyoriy hadli gatorfarda yaqinlashish alomatlari
54- ma’ruza. Cheksiz ko‘paytmalar ...........coccccvvvevevreeeeeireennn,

12- bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar, ularning limiti,
uzluksizligi

55- ma’ruza. R" fazo. R" fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar
ruza. R" fazoda ketma-ketlik va uning limiti................
57- ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti .........

56- ma

b
b
b
3

58- ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.

Tekis uzluksizlik. Kantor teoremasi .....................

13- bob. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari

59- ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy

hosilalari. Funksiyaning differensiallanuvchanligi
60- ma’ruza. OF° rta giymat hagida teorema. Yo‘nalish bo‘yicha
hOSHA ..o

61- ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali

62- ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila

va differensiallari. Teylor formulasi......................
63- ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari
64- ma’ruza. Oshkormas funksiyalar .........cccoovvvvivvveerereneenn,

14- bob. Funksional ketma-ketlik va qatorlar

65- ma’ruza. Funksional ketma-ketliklar va ularning tekis

yaqginlashuvchanligi .........cccoceeveiiienninvcnnenninne.

66- ma’ruza. Funksional qatorlar va ularning tekis

yaginlashuvchanligi ...........cccoooveviiininiiinne,

67- ma’ruza. Tekis yaginlashuvchi funksional qatorlarning

XOSSAIATT ..ovveviiiiiieeene e
68- ma’ruza. Darajali qatorlar, ularning yaqinlashish radiusi
va yaqinlashish intervallari ..........cccccoeeeeeiin i,



69- ma’ruza.

70- ma’ruza.
71- ma’ruza.

72- ma’ruza.
73- ma’ruza.

Darajali gatorning tekis yaqinlashishi.

Darajali qatorning x0ssalari...........ccoovveeveeernicinneennns
Teylor QatOrL ..oooiiivieiiee e
Uzluksiz funksiyani ko‘phad bilan yaginlashtirish.
Veyershtrass tEOTEMAST vvvueernreeeeeeveeeeeeeeeeeeeerieeeirneineens
Furye qatori tushunchasi ............cceveeivviennennnecn e
Furye qgatorining yaginlashuvchanligi........c.c.ceoeeeenn.

15- bob. Parametrga bog‘liq integrallar

74- ma’ruza.

75- ma’ruza.
76- ma’ruza.

77- ma’ruza.
78- ma’ruza.

79- ma’ruza.
80- ma’ruza.

1kki o‘zgaruvchili funksiyaning bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha yaginlashishi ..........cccoeeieiiiiniiicrecc e,
Parametrga bog‘liq integrallar ............ccocooveeniieeiennnnn.
Chegaralari o‘zgaruvchi parametrga bog‘liq

INEEETAIAT ... et eee ettt
Parametrga bog‘lig xosmas integrallar ........................
Parametrga bog‘lig xosmas integrallarning

funksional X0Ssalam ..........ccceeeveieeierricccineeee e
Ba’zi xosmas integrallarni hisoblash
Eyler integrallari

16- bob. Karrali integrallar

81- ma’ruza.

82- ma’ruza.
83- ma’ruza.

84- ma’ruza.
85- ma’ruza.
86- ma’ruza.
87- ma’ruza.

Tekis shaklning yuzi hamda fazodagi jismning

hajmi haqgida ba’zi ma’lumotlar ..........ccccoveerineeeeen,
Ikki karrali integral tushunchasi va uning mavjudligi
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi.

Integralning asosiy X0SSalari .........ccocceeevvereireeenceennnnn
[kki karrali integralni hisoblash .........cccccevrivvennnninnn.
Ikki karrali integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish ...
[kki karrali integralning ba’zi bir tatbiglari.................
Uch karrali integrallar

17- bob. Egri chizigli integrallar

88- ma’ruza.
89- ma’ruza.
90- ma’ruza.
91- ma’ruza.

Adabiyotlar ..

Egri chiziglar va ularning uzunliklari haqida..............
Birinchi tur egri chiziqgli integrallar
Ikkinchi tur egri chizigli integrallar
Grin formulasi va uning tatbiglari
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