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SO‘ZBOSHI]

Respublikamizda «Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning qabul gili-
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliy dasturi» zamon talablariga javob
beradigan mutaxassislami tayyorlovchi oliy o‘quv yurtlariga, aynigsa,
universitetiarga katta mas’uliyat yukladi. Davlat ta’lim standartlari,
o‘quv dasturlari asosida darsliklar, o‘quv qo‘llanmalarni yaratish masa-
lasi yuzaga keldi.

Daviat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumladan, matematik
analiz bo‘yicha mavjud darslik va go‘llanmalarga yangicha nuqtayi
nazardan qarashni taqozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning tundamentaj bo‘limiaridan
bo‘lib, matematikaning poydevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko‘pgina tushuncha
va tasdiglar, shuningdek. ularning tatbiglar keltiriladi.

Ko‘p oliy o‘quv yurtlari talabalarining o‘gish davomida duch
keladigan jiddiy fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshqa matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirishdangina iborat bo‘lmasdan, balki talabalarmi mantiqiy fikrlashga,
matematik usullami amaliy masalalami yechishga qo‘llashni o rgatishni
ham o‘z ichiga olad.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, mualliftarning ko‘p yillik tajribalan aso-
sida yozilgan bo‘lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu-
larning ma’ruzalar bo‘yicha bayon etilishi talabalarni mavzu mazmuni
va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi deb o‘ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik qgat’iy,
0‘z navbatida, talaba tomonidan tushunarli bo‘lishiga harakat qildilar.

O‘quv go‘llanma ikki gismdan iborat. Mazkur birinchi qism
11 bobdan tashkil topgan bo‘lib, 52 ta ma’ruzaga ajratilgan. Unda
hagiqiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va vzluksizligi; funksiyaning
differensial va integral hisobj hamda sonli qatorlar mavzulari bayon
etilgan.



Ma’ruzalarning mantigiy ketma-ketlikda. bir-biriga uzviy bog'‘lig
bo'lishiga. shuningdek. tushunchalarning ravon bayon qilinishiga.
tasdiglar isbotlarining aniq, ilmiylikka asoslangan bo‘lishiga e tibor
garatilgan. Har bir ma'ruza so'ngida nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo‘lgan mashqlar keltirilgan. O*ylaymizki, bunday mashqlar tala-
balarni mustaqgil ishlashga, mantiqiy fikrlashga o‘rgatadi.

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika
yo‘nalishlari bo‘yicha bakalavrlar tayyorlash o‘quv rejasiga moslashtirib
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o‘qgitiladigan oliy o‘quv
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitob mualliflari, shu soha mutaxassislari O‘zbekiston Milliy
universitetida ko‘p yillar mobaynida mazkur kurs bo‘yicha o‘gigan
ma’ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir gatorda
tasdiglar isbotining boshlanganligini «d» belgi, tugaganligi esa «<»»
belgi orgali ifodalangan.

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘gib chigib, uning ilmiy va
metodik jihatdan yaxshilanishiga o’z hissalarini go‘shganlari uchun
professorlar R.Ashurov, R.G‘anixo‘jayeviarga muallifiar o‘z minnat-
dorchiligini bildiradilar.



1-BOB
DASTLABKI MA’LUMOTLAR

1- ma’ruza
To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar

1°. To‘plam tushunchasi. To'plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli
narsalarning (predmetlarning) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi Kitoblar to‘plami,
bir nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to‘plami, x-5x+6=0
tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, A, B, C — to‘plamlar,
a, b, ¢ — to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamiar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2, 4, 6, 8, 10, 12},
N={1,2 3 ., n .},
Z<{, -2, -1.0. 1.2, .. }.

Agar a biror 4 to‘plamning elementi bo‘lsa, ae A kabi yoziladi va
«a element A to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar @ shu to‘plamga
tegishli bo‘lmasa, uni a¢ A kabi yoziladi va «a element A to‘plamga
tegishli emas» deb o‘qiladi. Masalan, yuqoridagi A4 to‘plamda 10e 4,
15¢ A.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u
chekli to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan,
A={2, 4,6, 8, 10, 12} chekli to‘plam, bir nugtadan o‘tuvchi barcha
to‘g‘ri chiziglar to‘plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

I-ta’rif. Ava Bto‘plamliari berilgan bo‘lib, 4 to'plamning barcha
elementlari B to‘plamga tegishii bo‘lsa, A to plam B ning qismi (gismiy
to ‘plam) deyiladi va

A c B(yoki B> A)

kabi yoziladi.



A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni
P bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha
{xe AP}
deb belgilanadi. Ravshanki,
{xe AP}c A

bo‘ladi.
Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar
bo‘lmasa, u holda

{xe A P}
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo sk to ‘plam

deyiladi. Bo‘sh to‘plam @ kabi belgilanadi. Masalan, x* +x+1=0
tenglamaning haqiqiy ildizlaridan iborat 4 bo'sh to'plam bo‘ladi:

@={xe Alx* +x+1=0}.
Har ganday A to‘plam uchun
AcA O cA
deb garaladi.

Odatda, A4 to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat to‘p-
lam F(A) kabi belgilanadi. Masalan, 4 = {a, b, ¢} to‘plam uchun

F(A)= {{a}, {6}, {c}, {a, b}, {a.c}, {b.c}. {a. b, c}, @}
bo‘ladi.
2-ta’rif. A va B to‘plamiari berilgan bo‘lib,
Ac B, BcA

bo‘lsa, 4 va B bir biriga teng to plamiar deyiladi va
A=28

kabi yoziladi.

Demak, A = B tenglik 4 va B to‘plamlarning bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°, To‘plamlar ustida amallar. Ikki Ava B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

3-ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil
topgan E to‘plam A va B 1o ‘plamlar yig ‘indisi (birlashmasi) deyiladi
va AU B kabi belgilanadi: £ = AU B.
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Demak. bu holda ae AU B dan ac A yoki ae B, yoki bir vaqgtda
ae A, ae B bo'lishi kelib chigadi.

4- ta’rif. A va B to‘plamlarning barcha umumiy elementlaridan
tashkil topgan F to‘plam A va B ro‘plamlar ko ‘paytmasi (kesishmasi)
deyiladi va A B kabi belgilanadi:

F=ANB.

Demak, bu holda ae AN B dan bir vaqtda as A, ae B bo'lishi
kelib chiqadi.
5-ta’rif. A to'plamning B to‘plamga tegishli bo‘imagan barcha
elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A to ‘plamdan B to ‘plamning
ayirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi:
G =A\B.

Demak, age A\B dan ac A, a¢ B bo‘lishi kelib chigadi.

6- ta’rif- A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha element-
laridan va B to‘plamning A4 ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deyiladi
va A A B kabi belgilanadi:

AA B =(ABU(BW).

Demak, ae A A B bo‘lishidan ae A, a¢ B yoki ae B, ag A bolishi
kelib chigadi.

7- ta’rif. Aytaylik, ae A, ae B bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a, b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B to plamlarning
dekart ko ‘paytmasi deyiladi va AxB kabi belgilanadi. Demak,

AxB={(a,b)laec A, be B}

Xususan, 4 = B bo‘lganda 4 X 4 = A% deb qaraladi.
8- ta’rif. Aytaylik, S va A to‘plamiar berilgan bo‘lib, A < § bo‘lsin.
Ushbu
S\

to‘plam A to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki
C A kabi belgilanadi:

CA=SU.
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini

keltiramiz.
A, B va D to‘plamiari berilgan bo‘lsin.



1) Ac B. Bc D bo‘lsa. Ac D bo‘ladi:
2) AUA = A4, ANA = Abo'ladi;
3) Ac Bbo'lsa, AUB = B, AN B = A bo‘ladi:
4) AUB= BUA, AN B= BN A bo'ladi;
5) (AUBYUD=AU(BUD)Y. (ANBYND=AN(BN D) boladi;
6) A cSbo'lsa, ANCA = @:
7) C(AUB)=CANCB,bunda A c S, BcS:
8) C(ANB)=CAUCB,bunda A cS. BcS.
Bu xossalarning isboti ynqorida keltirilgan ta’riflardan kelib
chigadi.
1- misol. Ushbu
(AN BYU(B\ A =(AUB)\ (AN B) (M
tenglik isbotlansin.
€ ac (A\ BYU(B\ 4) bo'lsin. U holda
ac(A\ B): aec A, ae B
yoki
ac (B\ A): ae B, ae A
bo‘ladi. Bundan esa
acs{AUB), ae (AN B)
bo‘lib,
ae (AUB)\ (AN B)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(A\BYU(B\NA) c(AUB\ (4N B). )
Aytaylik, ae (AU B)\ (AN B) bo'lsin.
U holda
ae(AUB). ae A yoki ae B

ag(ANB): ae A, aeg B yoki ac A,a¢ B, yoki aeg A,ae B

bo‘ladi. Bundan esa
ae A\ B yoki ae B\ 4

bo‘lib, ae (A\ BYU(B\ 4)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUBNUANB)Yc (A\ BYU(B\ 4). 2

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bolishi topiladi.
8



To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plam-
larning ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor qilinmadi.

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi
to‘plamning gismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
patural sonlar to‘plamiari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal
to‘plam sifatida barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z
va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
{arini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=>» belgi orqali
yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «e»» belgi orqali yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«V¥» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlar o‘rniga «3» mavjudlik belgisi
ishiatiladi.

Mashglar

1. Ushbu (AUB\D=(A\D)U(B\ D)
tenglik isbotlansin.

2. Agar A va B chekli to‘plamlar ba‘lib, ularning elementlari soni
mos ravishda n(A4), n(B) bo‘lsa,

n(AU B) = n(A)+n(B) -n(AN B)

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘ptam bo‘lib, uning elementlarining soni n ga
teng bo‘lsa, bu to‘plamning barcha gismiy to‘plamlari to‘plami f(4)
ning elementliari soni 27 ga teng ekani isbotlansin.

2- ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°. Akslantirish tushunchasi. £ va £ to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
I- ta’rif. Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f
goida yoki qonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi (ye £) mos
qo‘yilgan bo‘lsa, E 1o ‘plamni F to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va
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. S
J:E—SF yoki x>y, (xe £. ye F)

kabi belgilanadi. Bunda £'to*plam fakslantirishning aniglanish to ‘plami
deyiladi.

1- misol. Ushbu N = {1,2.3,..} va N ={1 ; ; } to*plamlar

berilgan bo‘lsin.

1) har bir natural #n (ne N) songa ;ll (;: eN ) sonni mos qo‘ysak,
unda
, S
NN, n— -

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n) = % kabi ham yoziladi.

2) har bir natural » (#e Ny songa -»-15 (’:, e N ) sonni mos
" 2
go‘ysak, unda
, 1
o:N - N, n—-—
n

. ) 1
akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢{n) = —

3) har bir natural n (ne N) songa 1 (le N') sonini mos go‘yish
natijasida

gN > N, n—g>1
akslantirish hosil bo‘ladi: g(n) = 1.
Aytaylik,
[ ESF
akslantirish berilgan bo‘Isin. xe E elementga mos qo‘yilgan ye Felement
X ning aksi (obrazi) deyiladi va y = f(x) kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. £ to‘plamning shunday x elementlarini
qaraymizki, f(x) = y bo‘lsin. Bunday xe E elementlar ye E ning asli
(proobrazi) deyiladi va f~'(y) kabi belgilanadi:

[ro)={xe E| f(x)=y}.
10



Agar A c E bo'lsa, ushbu
{f(x)|xe A}
to'plam A to‘plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi:
f={fx) xe A}.
Agar B c Fbo‘lsa, ushbu
{xe £} f(x)e B}
to*plam B to ‘plamning E dagi asli deyiladi va f~'(B) kabi belgilanadi:
PR ={xe E| fix)e B}.

2- misol. Faraz qilaylik, ¥ ={1,2,3,...,n,...} va M{—1, +1}

to‘plamlar berilgan bo‘lib, ushbu

f N> M

akslantirish quyidagi
f(n)y=(-1)"
ko‘rinishda bo‘lIsin. )

Ravshanki, 5¢ N ning aksi f(5) = —1; le M ning asli esa
£ (1) =1{2, 4, 6, ...} bo‘ladi. Shuningdek, A = {3, 4} c N to‘plam-
ning aksi f(A)=1{-1, 1} =M; B={-1} < M to‘plamning asli esa

B ={l, 3,5, ..}

bo‘ladi.

Faraz qilaylik, A va B to‘plamlar F to‘plamning gismiy to‘plam-
lari bo‘lsin: A c F, B< F. Unda

FrANB) = AN (B (1)
bo‘ladi.

« Aytaylik, xe f'(ANB) bo'lsin. Unda f(x)e ANB
bo‘lib, f(x)e A va f(x)e B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
xe f1(A4),xe f'(B) bolishi kelib chigadi  Demak,
xe f'(A)N f7 (B). Bundan esa

SMANB < fHANS(B) @

bo‘lishini topamiz.



Aytaylik, xe f (AN f(B) bo'lsin. Unda xe fYA) va
xe f7(B) bo'lib, f(x)e A. f(x)e B bo‘'ladi. Natijasi

f(x)e AN B bo'lib. undan xe /7' (4N B) bo'lishini topamiz. Bu
esa
FHANL(BYS (AN B) 3)
bo‘lishini bildiradi.
(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. »
Yugoridagidek.
fAaUB) = U rNB),

J(AU B)= f(A)U f(B)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.
2°. Akslantirishning turlari. Aytaylik,
S E-SF 4)
akslantirish berilgan bo‘lib, f(E) esa E to‘plamning aksi bo'lsin:
SE)={f(x)| xe E}.
2- ta’rif. Agar (4) akslantirishda

fE)ycF
bo‘lsa, (4) akslantirish £ to plamni F to‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,
4 1 }
N={1,2,3 .}, N _{1, 3s 5

to‘plamlar uchun ushbu.

/1
: N’ il
f:N> ,n—>3n

akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.
J- ta’rif. Agar (4) akslantirishda
f(E) =F

‘bo‘lsa, (4) akslantirish £ to plamni F to‘plamning ustiga akslantirish
(syuryektiv akslantirish) deyiladi.
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Masalan. N=1{.2 3 .}.M={-1, 1}

/
to‘plamiar uchun n—{(-N)"

akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.
4-1a’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib. bu akslantirish
£ to‘plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantirish deyiladi.
5- ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u inyektiv akslantirsh
ham bo‘lsa, (4) o zaro bir giymatli akslantirish (moslik) deyiladi.
Masalan,

—

sy 1
N={1,2,3 .}, N _{1, L }
to‘plamlar uchun ushbu

, 1
Ff NN, no ;
akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘ladi.

6- ta’rif. f . E — F akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish
bo‘lsin. F to‘plamning har bir y, (ve F) elementiga £ to‘plamning
bitta x elementini (xe F) mos qo‘yadigan va

gy =g(f(x))=x
munosabat bilan aniglanadigan
g: F- £
akslantirish f: £ — F ga nisbatan feskari akslantirish deyiladi va
f1 kabi belgilanadi:

[P ESF.
Demak, f: E — F gateskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:

a) fustiga akslantirish,
b) F to‘plamdan olingan har bir y elementning E to‘plamdagi asli

=) =x

yagona bo‘lishi kerak.

3°, Ekvivalent to‘plamiar. Sanogli to‘plamlar. Ko‘p holda to‘p-
lamlarni ularning tashki) etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro
solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir
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to‘plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam. yoki ulamning
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko'p bo'lgan to‘plamni «quvvari» ko ‘proq deyish
mumkin.
Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharoq bo‘ladi.
Cheksiz to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.
7- ta’rif. Agar [ : E — F o‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
bo‘lsa, £'va Fekvivalent to ‘plamlar deyiladi va E ~ F kabi belgilanadi.
Demak, £ va F to‘plamlarning ekvivalentligi (£~ F) ularning
elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,

N={1,2 3 4, ..}, N ={2 4,6,8, ..}
to‘plamlar uchun

n—/-)2n, (ne N, 2ne N))
akslantirish o‘zaro bir giymatli. Binobarin,
N~ N,

bo‘ladi. (Bu holda #n < 2r kabi yoziladi).

Aytaylik, 4, B, D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda

1) A~ A,

2 A~ B= B~ A,

3A-B, B~D=A-~D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chigadi.

Ikki A va B to‘plam o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli
to‘plamlar deb qgaraladi.

Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteris-
tikasi sifatida tushunish mumkin.

Chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ulami tashkil etgan
elementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, 4 va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi
uchun ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va yetarli:

A~ B e n(A)=n(B)
bunda n((G) — G to‘plamning elementlari soni.

8- ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har
qanday to‘plam sanoqli 10 ‘plam deyiladi.
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Masalan, ushbu
N o={2. 4,6, 8, ..., 2n ..},

N, =1{1.8,27,64,..,n, ..},
11 1

N,y =11, 3030 }i"“}
to‘plamlar sanoqgli to‘plamiar bo‘ladi. chunki
ne2n, N~ Ny

nen'. N~ Ny

ne ', N-N,.
n .

Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamiar
sanogli to‘plamiar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati
bir xil bo‘ladi.

Ravshanki,

N,cN, NycN, NycN
bo‘ladi. Ayni paytda, yugorida ko‘rdikki,
N~N, N~N,, N~N,.

Bunday vaziyat (to‘plamning gismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi)
faqat cheksiz to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.

Matematik analiz kursida tayin E va F to‘plamlar uchun akslan-
tirishlar f: £ — F va ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastavval yuqoridagi to‘plamiar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini
olamiz va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashglar

1. Agar A={a, b}, B={a,Pp, v} bo'lsa, 4 to'plamning B to‘p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x € 4 bo‘lsin. U holda

AU {x} ~ A boflishi isbotlansin.

15



3-ma’ruza
Hagqiqiy sonlar

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamiar sanash
tagozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qo‘llaganiar.
So‘ngra manfly son, ratsional son va nihoyat, hagiqiy son tushunchasi
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarning matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonlar. ular ustida bajariladigan
amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ularning to‘g‘ri chiziqda
(sonlar o'qida) geometrik ifodalanishi ma’lum deb hisoblaymiz.

Hagiqiy sonlaming matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga
olib, ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1°. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Faraz gilaylik,

;—’ biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan foydalanib
p butun sonni ¢ ga bo‘lamiz. Agar p ni ¢ ga bo'lish jarayonida biror
gadamdan keyin goldig nolga teng bo'isa, u holda bo‘lish jarayoni

to‘xtab, g kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr

59

chekli o‘nli kasr deyiladi. Masalan, -- kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni

1.475 bo‘lishini topamiz:

' 4
3 1,475

40

Agar p ni g ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum
gadamdan keyin yuqorida aytilgan qoldigiardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.

Qdatda, bunday kasr cheksiz davriy o'nli kasr deyiladi. Takror-
lanadigan raqamlar (raqamlar birlashmasi) o‘nli kasming davri bo‘ladi.

Masalan, ::’— kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz:

=0,333...

Ushbu
0,333...,1,4777..., 2,131313...

16



kasrlar cheksiz davriy o'nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7. 13 bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0,(3), 1.4(7),2(13)
yoziladi;
0.(3) = 0.333...
1.4(7) = 1,4777...
2,(13) = 2,131313...
Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib yoziladi. Masalan,
0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,71999... = 2,71(9) = 2,72.

Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin. Masalan,

1.4 =1,4000... = 1,4(0),
0,75 = 0,75000... = 0,75(0).

Demak, har ganday g ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr
ko‘rinishida ifodalanadi. Aksincha, har ganday cheksiz davriy o‘nii
kasrni L ko‘rinishida yozish mumkin.

Masalan, ushbu

0.(3) =0,333..., 7,31(06) = 7,31060606...
cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ulami

3 3 3
0’(3)'0+f6+1'o7+1—03—+'”’
1 6 6

3
7,3106) =7+ 5+ 3 + 10 + 1o

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya
yig‘indisi formulasidan foydalanib topamiz:

0,(3)=0,333...=40 = - .- -~
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l
4
7,31(06) =7,31060606... = 1, 107 _ T3 1 06

100", 1 007100 99"
10?
o 2\ _ 965
‘100(73“%)"@'

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orgali
ifodalanadi.

2°. Hagiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo‘imagan o‘nli
kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalami o°lchash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror / kesma hamda o‘lchov birligi, masalan,
metr berilgan bo‘lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.

Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
J, gismi ortib qolsin. Ravshanki J; ning uzunligi 1 metrdan kam
bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin:

J vzunligi = 5 m.

Agar bu aniqglik yetarli bo‘imasa, o‘ichov birligining % gismini,

ya’ni 1 dm ni olib, uni J; kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm J,
kesmada 7 marta butunlay joylashib, J, kesmaning J/, qismi ortib
golsin. Bunda J, ning uzunligi 1 dm dan kichik bo‘ladi. Bu holda
J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin;

J uzunligi = 5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz;
1) biror gadamdan keyin, masalan, n+1 qadamdan keyin o‘lchov
1 .. . .
birligining g7 dismi J, kesmaga o, marta butunlay joylashadi. Bu
holda ofIchov jarayoni to‘xtatilib,
Juzunligi =5.7 ... «,
_Vh/
n ta ragam
bo‘lishi topiladi.
2) oflchash jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda J kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
18



5.7...a

n

cheksiz o'nli kasr olinadi:
Juzunligi = 5,7..., «,,, ...

Avtaylik, to‘g'ri chiziqda biror O nugta (koordinata boshi) hamda
o‘lchov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqgtadan o'ngda
joylashgan har bir P nugtaga. OP kesmani o‘lchash natijasida hosil
bo‘lgan ushbu o, o,...¢r,... cheksiz o‘nli kasrni mos go‘yish
mumkin. Bunda

a,e NUOL o, {0, 1,2,3,4,5,6,7,8 9, n2l

Bu moslik o‘zaro bir giymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yugo-
ridagi cheksiz o*nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo'lib,
ular manfly bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. golgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo‘lmaydi.

I- ta’rif. Ushbu Oy 00y oLy .
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo Imagan haqiqiy son deyiladi,
bunda o, € NU{0}, 0, €0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8, 9}, nzl

Agar 3n20; a, > 0 bo‘lsa, u musbar haqiqiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha hagigiy sonlardan iborat to‘plam R bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami C,

haqiqiy sonlar to‘plami R uchun ¥ < Q c R bo‘ladi.
2-ta’rif. Ushbu R\Q

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli
kasrni chekli o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning ogibatida

. . . . 1 .
bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, 3 soni
i

= 0,5000... 3= 0,4999...

S pra—y

ko‘rinishlarga ega bo‘lib goladi.
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Umuman, a,. oy, 0,. ... «, (o, # 0) ratsional son ushbu
D oy 0. 0. ., (0, —1)999...,

2) o, a;, Ay, ..., 0, 000..., kabi ko‘rinishlarda yozilishi mumkin.
Hagqigiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1~ ko‘rinishidan foy-
dalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan

a= a".a]az ...(Xn... ’

b =By BBy B, -

haqiqty sonlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. Agar Yn>0 da «, =B,, ya'ni

aO =B03 al =B]* az =BZ! sery an =Bn"~'

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoziladi.
4-ta’rif. Agar

ay =Py, o4 =By, a4 =By, s @, =B, -

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi
bajarilmagan tenglik n = k da sodir bo‘lsa, u holda:

o, > P, bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi
belgilanadi.

o, <P, bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a < b kabi
belgilanadi.

Aytaylik, to‘g'ri chiziq, unda tayin olingan O nuqta (koordinata
boshi) va o‘Ichov birligi berilgan bo‘lsin.

Hagqiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ni chiziq nuqtalari orasida
bir giymatli mostik o‘rnatish mumkin;

O nugtadan o‘ngda joylashgan Pnuqtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo‘yiladi (x son P nugtaning koordinatasi deyiladi);

O nugtadan charda joylashgan @ nuqtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng x sonining minus ishorasi bilan olingan ~x soni mos go‘yiladi;

O nugtaga nol soni mos go‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli haqiqiy a soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.
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<« Aytaylik,
a=0,,0,0,.0,.>0
bo‘lsin. m = oy + 1, me N deb olinsa, unda 3- ta’rifga binoan a < m

bo‘ladi. »

Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan hagqiqgiy sonlar to‘plam-
larini keltiramiz.

Aytaylik, ae R, be R. a < b bo'lsin:

[a.b]={xe R|a<x<b} — segment deyiladi,

(a.b)={xe R|a<x<b} — interval deyiladi,

{a,b) ={xe R|a < x <b} — yarim interval deyiladi,
(a,b]={xe R|a <x<b} — yarim interval deyiladi.

Bunda « va b sonlar [a,b), (a,b), [a.b), (a,b] larning chega-

ralari deyiladi.
Shuningdek,

[a,4)={xe R| x 2 a},,
(—W,a)={XER|X<a},,

(—o0,0) = R
deb qaraymiz.
Faraz gilaylik, @ va b ixtiyoriy hagiqiy sonlar bo‘lib, @ < b bolsin.
U holda
(a,b)2 @
bo‘ladi.
<4 Hagigatan ham,

a=0,00;..0,...20

b =Bo>BiBy B

3

bo‘lib, m 2 0 uchun

0y = PBp.0y =Ppre Oy =Ppy VA O, < Bm

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi
(o, < 9) bo‘lsa, unda
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r =0 0G0 0, Oy - (0 + 1)

ratsionat son uchun a < r < b bo‘ladi. Demak, (a.6) 2 3. P
Mashgqlar

1. Ushbu x* = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar re Q.o R\ Q bo'lsa, w+re R\ Q bolishi ko*rsatilsin.

3. Vae R,Vbe R,¥ce R sonlari uchun

a>bb>c=a>c
bo‘lishi isbotlansin.

4- ma’ruza
Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari

Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.
1°. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror £c R to‘plam
berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x; elementi (x,e E)
topilsaki, to‘plamning ixtiyority elementlari uchun
X <X
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
Ix, e E, Vxe E: x<x,
bo‘lsa, x; soni £ to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
Xy = maxE
kabi belgilanadi.
2- ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € E) topil-
saki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun
X 2 Xy
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ix,e E, vxe E: x2x,
bo‘lsa, x, soni to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
22



X, =mink
kabi belgilanadi. Masalan,

{1 I
max{], 30 30 5 ...}-i,
min{l,2,3,..,n,.}=1

bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar shunday M soni (M € R) topilsaki, E to‘plamning
ixtiyoriy elementlari uchun
x<M
tengsizlik bajarilsa, ya'ni .,
IMeR, Vxe EE x<s M

bo'lsa, £ to‘plam yugoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘p-
lamning yugqori chegarasi deyiladi.

4- 1a’rif. Agar shunday m soni topilsaki (m € R), £ to‘plamning
ixtiyoriy x elementlari uchun

xzm
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
dme R, Vxe E: x2m
bo‘lsa, £to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yugon
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5- ta’rif. Agar E < Rto‘plam ham quyidan, ham yuqoridan chega-
ralangan bo‘lsa, E chegaralangan to ‘plam deyiladi.

6- ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M e R) olinganda ham shunday
Xg elementi (x; ¢ E) topilsaki,

x>M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
VMeR, 3x,e E: x3>M
bo‘lsa, to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

7- ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (me R) olinganda ham shunday
x, elementi (x, € E) topilsaki,

Xy < m
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tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Vme R, 3x,e E: x, <m
bo‘lsa. to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan.
I) £ ={..,-2,-1,0} to‘plam yuqgoridan chegaralangan;
2) E, =11, 2,3, ..} to'plam quyidan chegaralangan;

3) £ ={1, %5 ; , } to‘plam chegaralangan;

4) E, = {x €eR x> 0} to‘plam yuqoridan chegaralanmagan;

5y Eg = {x € Rix< 0} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Aytaylik, £c R to'plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

8- ta’rif. Agar

1) a soni £ to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a< M
tengsizlik bajarilsa, a soni E to‘plamning anig yugori chegarasi deyi-
ladi va supF kabi belgilanadi:

a = supE.

Demak, £ to‘plamning aniq yugori chegarasi, uning yugori chega-
ralari orasida eng kichigi bo‘ladi.

9- ta’rif. Faraz qilaylik, £ R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. Agar

1) b son £ to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun 4 > m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va infE
kabi belgilanadi:

b = InfF.

Demak, £to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

«sup» va «infslar lotincha «supremum» va «infimum» so‘zlaridan
olingan bo‘lib, ular mos ravishda eng yugori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi. '
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1- teorema. Faraz gilaylik. £c R to‘plam va a e R soni berilgan
bo‘lsin. a soni £ to‘plamning aniq yugori chegarasi bo'lishi uchun

i) a soni £ to‘plamning yuqori chegarast,

2) a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy a (a < @) uchun £to‘plamda
x > « tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

<€ Zarurligi. Aytaylik,

a = supk
bo‘lsin. 8- ta’rifga binoan:

1y Vxe £ uchun x<a, ya’'ni a soni E to‘plamning yuqori
chegarasi;

2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan
kichik o soni uchun x > o bo‘lgan x € £ soni topiladi.

Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, rav-
shanki, o < g shartni qanoatlantiruvchi har qanday o soni £'to‘plam-
ning yugori chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, a ~ to‘plamning yuqori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra

a = supf
bo‘ladi. W

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qilaylik, £ < R to‘plam va be R soni berilgan
bo‘lsin. b soni £ to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun:

1) & soni £ to‘plamning quyi chegarasi,

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy § (B > ) uchun £ to‘plamda
x < P tengsizlikni qanoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va
yetarli.

Eslatma. Agar Ec R to'plam yugoridan chegaralanmagan
bo'lsa, u holda

supE = oo,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
 infE= o

deb olinadi.
2°. Anigq chegaralarning mavjudligi. Aytaylik,
o= Oy, 0y 0y ... Oy ...
musbat haqiqiy son bo‘lsin, bunda
o, NU{0}, a,e Ny ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, n21.
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Ushbu

e LS
102 10"

1
b, =0ty 0 0. (0, +1) =0 + L4 %2 4 4%t

o
a, =0, 00 .0, =0y +—lb1— +

3

ratsional sonlar uchun
a, Sa<b,
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy haqiqgiy son olinganda shunday ikkita ratsional
son topiladiki, ulardan biri shu haqgiqiy sondan kichik voki teng,
ikkinchisi esa katta bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi hagidagi
teoremalamni keltiramiz.

3- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yuqoridan chegara-
Jangan bo‘lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ecl|0,+w), ExO

to‘plam uchun isbotlaymiz.
« £ to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘lsin:

dMe R, VYxe E. x< M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M e N deyish mumkin.
Endi E to‘plam

o =0y,00,..., (ae E)

elementlarining butun gismlaridan, ya’ni oy laridan iborat to‘plamni
F, deylik:

B ={o, e NU{O},o = 0tg, 01,... € E}.

Bu to‘plam ham yuqgoridan M soni bilan chegaralangan va Fj = @.
Ravshanki, £, ¢ N U{0}. Bundan £ to‘plamning chekli ekanligini topa-
miz. Demak, £ to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:

max fy =¢. (D

E to‘plamning €o> 00y ..
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E; deb olamiz;
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E, ={g.xqa,...€ E}
Ravshanki, E, c £, E, # ©. Endi £ to'plam
Cos Oyl ..
elementlarining «, laridan iborat to‘plamni olib, uni £ deylik:
F ={0,€{0,1,2,..,9}] ¢, a1, ... € Epl.
Bu chekli to‘plam bo‘lib, £ # @ bo‘ladi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
max £ =¢,. (2)
E, to‘plamning Cp>Cy 0500 ..
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £; deb olamiz:
£, ={cy,60,05...€ £}
Ravshanki, £, ¢ £, E, #©.
Endi £ to'plam Cg, €003 e
elementlarining o, laridan iborat to‘plamni olib, uni £, deylik:
F={0;€10,1,2,..,9% | ¢, ¢, 5. € E}}.

Bu to‘plam ham chekliva £, # & bo‘lib, uning eng katta elementi

mavjud:
max F, = ¢,. 3

£, to‘plamning Co, 00,0 ...

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
E, ={¢,060;.. € E}.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
Q= €y, 6y Cpone

hagiqgiy son hosil bo‘ladi.

Endi £ to‘plam va bu a son uchun 1- teorema ikkala shartining
bajarilishini ko‘rsatamiz:

1) Yuqgoridagi (1) munosabatga ko‘ra Vo, 0,0,0;...€ E uchun
oy < ¢, bo‘ladi.
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Agar a, < ¢, bo'lsa, u holda «,, o0, ... < a bo‘ladi.

Agar o, = ¢, bo'lsa, u holda ¢,,0,...€ E, bo‘lib, (2) munosa-
batga ko‘ra o, < ¢, bo‘ladi.

Agar o, < ¢; bo‘lsa, u holda «,,o,u,... < a bo‘ladi.

Agar o, = ¢ bo‘lsa, u holda ¢;,0,...€ E, bo‘lib, (3) muno-
sabatga ko‘ra a, < ¢, bo‘ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday » > 0 topiladiki,

Qo =6 O =€ Oy =6y Q <&,

bo‘lib, o4.040,... <a bo‘ladi.

b) ixtiyoriy n 2 0 da a, = ¢, bo‘lib, o;,0,...=a bo'ladi.
Demak, har doim o, o,a,... < @ munosabat o‘rinli bo‘ladi;

2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B=Bo.Bibs.- B,
hagqiqgiy sonni olaylik:
BosBiBy-- B <€y, 06 .00, ...
U holda shunday » 2 0 topiladiki,
Bo =cos Bi=c;y - By =€ys B, <g,

bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, Vxe E, ¢ E uchun
x> B, BiBs5.-B, -

bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan E to‘plam va a soni uchun
1- teorema ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1- teoremaga
muvofiq to‘plamning aniq yuqgori chegarasi mavjud va

a = supk

bo‘lishi kelib chigadi. M

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan
bo‘lsa, uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham
mumkin.
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Mashglar

1. Agar Ava B to'plamiar (4 c R, B < R) chegaralangan bo'lib,
A c B bo‘lsa,
supA<sup B, infA4=inf B
bo‘lishi isbotlansin.
2.AgarVxe A (A< R)uchun x £a (e R) bolsa, supA s«
bo‘lishi isbotlansin.

5- ma’ruza
Hagqiqiy sonlar ustida amallar

1°. IKki hagiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekli o‘nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ulaming xossalari ma’lum deb
hisoblaymiz.

Aytaylik, ikkita musbat

a =0y, 00...00 ...

b=PBo.B,B,-- B,
hagigiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda » 2 0 bo‘lganda ushbu

’_ _ 4 G a,
a" —'ao,alaz...an —ao +—1-0_+l—02_+.-~+—16;,

» [4] a, +1
a, =ay,a,a,..(a, +1) =a, + 10 1022 T
ratsional sonlar uchun
a, sasal, §Y)
shuningdek,
;o Bl BZ B
b ‘BO’BIBZ"‘Bn =[30 10+ 102 +... 10':, 3
v By Bntl
bl =By, BB (B, +D = B0+1—6+102+ .+ET
ratsional sonlar uchun
b,<b<b oy

bo‘ladi.
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Endi (1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning
yig‘indisi a, + b, lardan iborat {a, + b,} to‘plamni qaraymiz. Rav-
shanki, bu to'plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra { a, + &, } to'plamning aniq yuqori chegarasi mav-
jud bo‘ladi.

I- ta’rif. { a, + b;} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a va b hagigiy
sonlar yigindisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi:

a+b=supla, +8,}.

n20

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko‘paytmasi a, - b, lardan iborat {a, -5} to‘plamni garaymiz. Bu
to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq
yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

2-ta’rif. {a, - b, } to‘plamning aniq yugori chegarasi a va b hagigiy
sonilar ko ‘paytmasi deyiladi va a - b kabi belgilanadi:

a-b=supla, -b}.

n20
(1) va (2) tengsiziiklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
Z

e
0
by

nisbatidan iborat {%} to‘plam yuqgoridan chegaralangan bo‘ladi.

3-ta’rif. {;l',_} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b
n
soniga nisbati deyiladi va % kabi belgilanadi:

9— = sup {a—’:’;}
b azl) bn
Aytaylik a va b musbat haqiqiy sonlar bo‘lib, a > b bo‘lsin.
4-ta’rif. {a, — b,} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a — b kabi belgilanadi:
a-b=supla, -b,}.

n20
Eslatma. 1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish,
ko‘paytirish, ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi
chegarasi orgali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, a va b hagiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:
a+b =ng{a;+b:}.
Hagqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab mate-
matika kursida o‘rganilgan amallarning barcha xossalariga ega.
2°. Hagqiqiy sonning darajasi. Avval haqiqiy sonning 0- hamda
n- darajalari (ne N) quyidagicha

a" =1,
a" =a-a-....a, (ne N)
el
n Ta

aniglanishini ta’kidlaymiz.
Teorema (isbotsiz). Faraz qilaylik, a > 0 va ne N bo‘lsin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,

xX'=a
bo‘ladi.
5- ta’rif. Musbat haqigiy a sonining » darajali ildizi deb, ushbu
X"=a

tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
1
x=%Ya=a"
kabi belgilanadi.
Avytaylik, @ musbat haqiqgiy son, 7 esa musbat ratsional son bo‘lsin:

m
a>0, r=—, mneN.
n

Bu holda 4 sonining 7- darajasi quyidagicha
1
a = ( a” ),,
kabi aniqglanadi.

6- ta’rif. Faraz qilaylik, @ > 1, & > 0 haqiqiy sonlar berilgan
bo‘lsin, a sonining b- darajasi deb ushbu {a%} to‘plamning aniq
yuqori chegarasiga aytiladi:

a* =sup{a®), bunda B, =Py,By, By By 6=, B, By s By

n=0

3°. Hagqiqiy sonning absolut giymati. Aytaylik, xe R son berilgan
bo‘Isin. Ushbu
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i _Jx, agar x>0 bo'lsa,
e -x, agar x <0 bo'lsa

miqdor x sonining absolut giymati deyiladi.
Hagqiqiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) x € R son uchun

x| 20, |x|=|-x|, x<x|, —x<ix
nunosabatiar o‘rinli.
) Xl<ae -a<x<a,
X|Sae -a<x<a, (a>0).
3) xe R, y € Rsonlar uchun

e+ y| < x| +y

3

-yl z -y,
be -y = x| Iyl

x| _ A

;“M» (y#O)

bo‘ladi.
Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut gqiymati ta’rifidan

kelib chiqadi. Ulardan birini, masalan, |x +y|<|x|+y, bo‘lishini
isbotlaymiz.

« Aytaylik, x + y > 0 bo‘lsin. Unda [x+y|=x+y bo‘ladi.
x <|x|, y <|y| bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

e+ yl=x+y<ix+y].

Endi x + y < 0 bo‘lsin.

U holda |x + y| = —(x + y) = (-x) + (=) bo'ladi. —x <|x, -y <]y
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

x +y| = (=x) +(=p) < x| +|y]. P
1- misol. Ushbu
Bx -1 <2x -1} +|x| (3

tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?
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<« Sonning absolut giymati xossasidan foydalanib topamiz:
3x-U=]Qx~D+xl<2x - 1]+ x].
Demak, (3) tengsiziik ixtiyoriy x e R uchun o‘rinli bo‘ladi. &
Barcha manfly bo‘Imagan haqigiy sonlar to‘plamini R, bilan
belgilaylik. Ravshanki, R, < R.
Har bir x € R haqgigiy songa uning absolut giymati | x| ni mos
qo‘yish bilan ushbu
fix-ix (f:R>R)
akslantirishga ega bo‘lamiz.
Demak, hagiqiy sonning absolut giymati R to‘plamni R, to‘plam-
ga akslantirish deb qaralishi mumkin.
Ixtiyoriy xe R, y e R sonlami olaylik. Ushbu
fx =yl
miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x, y) kabi
belgilanadi:
d(x,y)={x - y|.
Masofa quyidagi xossalarga ega:
D dix.y)20 va d(x,y)=0 x=y;

2) d(x,y)=d(y,x);

3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), (z€ R).
4°, Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Ixtiyoriy x 2 —~1
(x € R) hamda ixtiyoriy » € N uchun ushbu
(+x)"21+nx @
tengsizlik o‘rinli.
<« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n = 1 da (4) tengsizlik (tasdig) o‘rinli bo‘ladi:
i+x=1+x -
Endi n e N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni » + 1 uchun ham
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
1+x ga ko‘paytirib topamiz:

AQex) >(+nx) (1+x)=l+(n+Dx+nm 21+ (n+1)x

Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy ne N
uchun o‘rinli bo‘ladi. »
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(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, ae€ R, be Rda

(a+bY =a* +2ab+ H,
(@+b) =’ +3a%h+3ab? + b

bo‘ladi. Umuman, ixtiyoriy n € N da

(@+by" =C-a"+Cla™ b+ . +Ck g b 4+

+Clab" + Gt = Y Char kbt (5)
k=0
bo‘ladi, bunda
C? =1
v n(n=-1)..(n-(k-1))
C, = k'=1.2.3..k, k=12,..,n.

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

<« Ravshanki, n=1da C?-a+C!-b=a+b. Demak, bu holda
(5) tenglik ofrinli. Endi (5) tenglik » uchun o‘rinli bo‘isin deb, uni
n+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har
ikki tomonini a+b ga ko‘paytirib topamiz:

(a+ b)nﬂ = aml + Z(C: + C,":ﬁl)' am—l—lc . bk + bn+l )
k=1

Ravshanki,
_ ~..(n—(k-2))
Cr+Cpt < MDD (k1) 4 1y <
(D D)1 (D)~ A1) _ Ck
- k! — “n+l-
Demak,

n n+l
(a+ b)n+l = g™l +ZC:+I Lk L pk 4 e =z C:“ g™k bk

=] k=0

bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik »+1 bo‘lganda ham bajarilishini ko‘rsatadi.P
Odatda, (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi.
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5°, Ichma-ich joylashgan segmentiar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
[xe R: asx<b}=]a.b]

to‘plam segment deb ataladi. |,

Aytaylik, [a,, b,] va [a,, b,] segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar

1al.sb}lc lastQ]

bo‘lsa, [a,, b,| segment |a,, b,| segmentning ichiga joylashgan deyiladi.
Bu holda g, < a, < b, < b bo‘ladi.

7- ta’rif. Agar

la, bl la,b1, .. la,b,], . (6)
segmentlar ketma-ketligi quyidagi
[al,b1]D [aquz ] D...D [a,,.b,,] ...
munosabatda, ya’ni Vhe N da
[an ’bn ] - [an+l ’bn+1 ]

bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.

Teorema. Aytaylik,

[al 3b| ]9 [02 9b2 ]a cnes Ian7bn]7 o

segmentlar ketma-Kketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

1) Vrne N: lan ,b"] > [an+l ’bn+l ] s

2) Ve>0, 3nye N, n>ng b, -a, <e bolsin.
U holda shunday ¢ € R mavjud bo‘ladiki, c € {a,.5,], (# =1,2,3,...)
bo‘lib, bunday ¢ yagona bo‘ladi.

« Teoremada qaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich

joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda
ushbu

@ <ay<ay<..5a,<b,<h 1 £...<h 2 h

munosabat bajariladi.

Endi 4, a,, ..., a, sonlaridan tashkil topgan

E={a,a, .\ ay)

to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

Agar n < mbo‘lsa, {a,,, b, < |a,, b,] bo‘lib, a, <a, <b, <5,
ya'ni a, < b,, bo‘ladi.

35



Agar n> mbo'lsa, la,.b,1<|a,.b,] bo'lib. a, <a, <b, <b,.
ya'ni a, < b, bo'ladi.
Aniq vuqori chegara hagidagi teoremaga ko'ra
supf£=c¢ (ce R
mavjud bo‘ladi.
To'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan
Vn< Ndaa,<c vaVm< Ndac<b, boladi.
Demak,
vn<Ndace [a, b).
Agar shu nugtadan farqli va barcha segmentlarga tegishli
¢’ (c’ela,, b,], Yne N) maviud deb qaraladigan bo‘lsa, unda
b, —a, 2lc-ci>0
bo‘lib, bu teoremaning 2- shartiga zid bo‘ladi. Demak, ¢ =c¢". »
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri
deyilib, u haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liqlik) xossasini
ifodataydi.

Mashgqlar

1. Ixtiyoriy x,, X, ..., x,, hagiqiy sonlar uchun
by + X+ 4+ X, < I+ ]+ 4+ x|

bo‘lishi isbotlansin.
2. 1kki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib, ushbu

a+b=b+a, a+a=2a
tengliklar ishotlansin.
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2-BOB

SONLAR KETMA-KETLIG] UCHUN
LIMITLAR NAZARIYASI

6- ma’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

1°. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy
F to‘plamni F to‘plamga akslantirish:
f E-F

tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural # songa biror haqigiy x,

sonini mos qo‘yuvchi
finox,, (n=1,2,3.) )

akslantirishni garaymiz.
1- ta’rif. (1)- akslantirishning akslaridan iborat ushbu

Xps X3y X3y ey Xppyoor )

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} yoki x, kabi belgilanadi.
x, (n=1, 2, 3, ...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
Masalan,
, 11
1) xn - - 13 59 57
2y x, =(-1)": -1, 1, -1, .., (-1)", ..
N x,=n:1, V2, 3, .., Un, ..
Hhx,=1:1,1, 1, .., 1,

5) 0,3; 0,33; 0,333; ..; 0,333..3; ..
——

nta

PRERTET)

!
7

ery

N -

lar sonlar ketma-ketliklaridir.

Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘Isin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x, (n =1, 2, 3,...) uchun x, < M tengsizlik bajarilsa (ya’ni
IM,vne N: x, <M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-

ralangan deyiladi.
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3- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x, (n =1, 2, 3,...) uchun x, 2 m tengsizlik bajarilsa (ya’ni
dm,Vne N: x, 2m bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan chegara-
langan deyiladi.

4- ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya'ni 3m. M, VYne N: m<x, <M bo'lsa),
{x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

n
X, = PR (n=1,2,3,.)
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
<« Ravshanki, V» < N uchun
x, = " 5> 0
4+n
bo‘ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralangan.
Ma’lumki,

0s(n=-2Y2=n*-4n+4

bo‘lib, undan 4 < 4 + 4?, ya’ni
noo 1
4+’ " 4
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning yugoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. B
5-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun

VMeR, In,eN: x, > M
bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.
2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, 2 € R son hamda

ixtiyoriy musbat € son berilgan bo‘lsin.
6- ta’rif. Ushbu

Uga)={xe Rla-e<x<a+e}=(a~¢,a+e)

to‘plam a nugtaning - atrofi deyiladi.
Faraz qilaylik {x,} ketma-ketlik va a€ R soni berilgan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar ixtiyoriy e > 0 son olinganda ham shunday n, natural
soni mavjud bo‘lsaki, » > n, tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun
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Ix, —ai<e 3)
tengsizlik bajarilsa, (ya'ni
ve>0, 3nmpe N, Va>ny:|x,—al<e
bo'lsa), a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
a=limx, yoki n >~ dax, »a

n—eo

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yuqoridagi (3) tengsizlik uchun
[x, ~alcese a-e<x,<a+e,
ya'ni x, € U (a), (n>ny) bo'ladi. Shuni e’tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8- ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy U.(a) atrofi olinganda ham
{x,} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, € ixtiyoriy musbat
son bo‘lib, natural », soni esa € ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
bog‘liqg ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

x,=¢, (ce R, n=12,3,..)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.

<« Hagiqatan ham, bu holda Ve > 0 ga ko‘ra n, = 1 deyilsa, unda
Vn > nyuchun [x, —¢| =0 < & bo‘ladi. Demak, 'ltl_{n x, =limc=c.p

oo

3-misol. Ushbu  x, = ,', L (n=1,2,3,..)
ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

« Ravshanki,

bo'lib, % <& (e > 0) tengsizlik barcha n > é bo‘lganda orinli. Bu holda

)
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deyilsa, ([a] — a sonidan katta bo‘lmagan uning butun qismi). unda
Vn > ny uchun

1<
n

bo‘ladi. Ta’rifga binoan
lim! =0, p
n—w 1

4- misol. Aytaylik, ae R, |a'> 1 bo‘lsin. U holda

lim -} =0

oo g"
bo‘lishi isbotlansin.
<« la| = 1+38 deylik. Unda § = 'a. -1 > 0 va Bernulli tengsizligiga
ko‘ra
(1+8)" 21+nd>nd

1
bo‘lib, Vi e N da <

bo‘ladi. Demak, ;1; - 0| = ;l; <g, (¢>0)

1

tengsizlik barcha ">
bo‘lganda o‘rinli. Agar Hy = [:—5] +1
deyilsa, ravshanki, Vz > n; uchun H; -0i<e
bo‘ladi. Demak, lim ai =0.»

5- misol. Ushbu x, = n_':l (n=1,2,3,..) ketma-ketlikning limiti

1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
<« Ixtiyoriy € > 0 son olamiz. So‘ng ushbu

Ix, = 1lj<e
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tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,

-— - l - L - n
X - li=y, n+) 15 n+l”
Unda yuqgoridagi tengsizlik

n
— <€
n+l

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

n> I |
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,s limit ta’rifidagi nmye N sifatida
n = [é - l] +1 olinsa (¢ > 0 ga ko‘ra nze N topilib), ¥ > n; uchun

x, — ;<€ bo‘ladi. Bu esa
im " =1
n-—yoe n+l
bo‘lishini bildiradi. »
6- misol. Faraz qilaylik, ac R, [a| > 1 va ae R bo'lsin. U holda
imZ. =0
bo‘lishi isbotlansin.

« Shunday natural k sonni olamizki, k 2a+1 bo'lsin. Endi
1

1 1 1
laJc > 1 bo‘lishini e’tiborga olib, jajk =1+3, ya'ni 8= jak -1 >0
deymiz. Unda Bernulli tengsizligiga ko‘ra

\al!f =(1+8)" 21+ nd>nd

el 1
bo‘lib, Vn e N da Va < 3
o ‘ e
deyilsa, ¥n > ny uchun ﬁ;,' - 0{ = W < Ini”

bo‘ladi. Demak, lim "> =0. »

n—oe g
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7- misol. Ushbu

lim lgn =0

noe N

tenglik isbotlansin.
<« Ravshanki, Ve € 0 va V# € N uchun

n

— <
(10°)"
bo‘ladi. Agar 10¢ > 1 bo‘lishini e’tiborga olsak, 6- misolga ko‘ra

0<]g"<s<:»lgn<n£c>n<10"£

n—eda 2 _ 50
(1ocy"

ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

A e N, Ya>n: - <l
Hy € ey S

bo‘ladi. Shunday qilib, V# > n, uchun lﬁnﬁ < ¢ bo'ladi. Demak,
lim 2% -0, »
n—oe N

8- misol. Ushbu x, =(-1)", (n=1,2,3,..) ketma-ketlikning
limiti mavjud emasligi isbotlansin.

<« Teskarisini faraz qgilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘Isin.
Unda ta’rifga binoan,

Ve>0, Imye N, Va>n:|(-1)"-al<e
bo‘ladi.

Ravshanki, » — juft bo‘lganda |l -4/ <¢; n — tog bo‘lganda
[(-1)-a|<e, ya'ni |1+a|<e boladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz:

2=|(l-a)+(U+a)|sll-a|+|1~-al<2e.

Bu tengsizlik € > 1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat ¢ > 0

sonining ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega

emas. »
Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yagona

bo‘ladi,
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« Teskarisini faraz gilaylik. {x,} ketma-ketlik ikkita @ va b (a = b)
limitlarga ega bo'lsin:

limx, =a, limx, =5, (a=b)
n—roo H-—yeo
Limitning ta’rifiga ko‘ra
ve>0, Inge N, Va>n: | x, —ale,
ve>0, 3nfe N, Va>n: |x, —al<e
bo‘ladi.
Agar n, va n sonlarining Kattasini 7 desak, unda Vr > n da
Ix, -d/<e, |x,-b<¢
bo‘lib,
Ix, —a'+x, — bl < 2¢
bo‘ladi.
Ravshanki, {a - bl = a-x, +x, - b/ < x, —al+x, — b].
Demak, Ve > 0 da |a - b} < 2¢ bo‘lib, undan a = b bo‘lishi kelib
chigadi. »

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu

x,=vn+2-Jn+l
ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limx, =a, limy, =a bo‘lsa, u holda ushbu
h—yoo

n—oe
X1y Y1s Xzs Yas oo Xps Vus o
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar lim x, = a bo‘lsa, u holda

n—yoe

lim Attt

bo'lishi isbotlansin.
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7- ma’ruza
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

{x,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1°. Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-
liklarda limitga o‘tish.

1- teorema. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lsa, u chega-
ralangan bo‘ladi.

4 Aytaylik,

limx, =a, (ae R)

bo‘lsin. Limit ta’rifiga ko‘ra
Ve>0, Impe N, Vn>n; |x,-ale
bo‘ladi. Demak, n > n, uchun
a-€<Xx,<a+g
bo‘ladi. Agar
max{\a-e), la+el, |xl, xl, . ‘x,,o ]}: M
deyilsa, u holda V» € N uchun
bl s M
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini

bildiradi. »
2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi va

limx, =a

bo‘lib, @ > p (a < ¢) bo'lsa, u holda shunday n, € N topiladiki,
Vn > n, bo‘lganda
Xp > P (xn < Q)

bo‘ladi.

4 Aytaylik, limx, =a, a>p, (pe R)

n—poo

bo‘Isin. £ > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, ¢ « 4 — p deb qaraymiz.

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, Ve >0 uchun, jumladan,
0 <& < g~ p uchun shunday n, e N topiladiki, ¥n > n, bo‘lganda
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|x, -al<ee-e<x,-a<e
bo‘ladi. Ravshanki,
O<e<a-p=>p<a-g,
~E< X, —A<EDA—E<X,.
Bu tengsizliklardan Va > n; bo‘lganda
xn>p
bo‘lishi kelib chiqadi. »

{(a < g hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

1) limx, =a, limy, =b;

praved
2) Yne N uchun x, <y,. (x, 2 y,)
bo‘lsa, u holda a < b, (a = b) bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx, =, Iy =b.
Ketma-Kketlik limiti ta’rifiga binoan:
ve>0, Ime N, Vn>n: |x,-d<eg,
ve>0, 3mye N, Vn>n: |y, -b<e
bo‘ladi. v
Agar n, = max{n;,ny} deyilsa, unda ¥ > ny uchun bir yo'la
Ix, ~ai<e, ly,-bj<e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, Ix, —al<e=a-e<x,<a+eg,
v, —bl<eeb-e<y, <b+e
Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib
topamiz:
a-g<Xx,<y,<b+e.
Keyingi tengsizliklardan
a-e<b+g, a-b<2e
va Ve > 0 bo‘lgani uchun a — b <0, ya’ni a < b bo‘lishi kelib chigadi.
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Xuddi shunga o'xshash. limx, =a, limy, =b hamda Vae N

uchun x, 2 y, bo‘lishidan a > b tengsizlik kelib chigishi korsatiladi. »
4- teorema. Agar {x,} va {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

) limx, =a, limz, =a;
n—yeo

n—eo

2) ¥vne Nuchun x, <y, <z,
bo‘lsa, u holda {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va

limy, =a

n—eo
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx, =a, limgz, =a.
H—3oo n—yoo
Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, Inge N, Va>n: |x, —a<e,
ve>0, 3nge N, Vn>n: |z, —d<e
bo‘ladi. Agar ) = max{n;, ny} deyilsa, unda Vn > n, uchun
a-€<Xx,, Z,<a+g¢
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz;
a-e€<x,<y,<z,<a+e¢.
Keyingi tengsizliklardan
a-e<y,<a+e, yani jy,-aj<e
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
limy, =a.

H—3e0

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »
1- misol. Ushbu lim ¥

N—roo

limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha » > 2 bo‘lganda
28 > 1

bo‘ladi. Aytaylik, %n=1+a,
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bo'lsin. Unda Yn=(l+a,) (1)
va Jn = (1+a, )2 bo‘ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
Jn=(+o,Y 21+no,>n a,. 2)
(1) va (2) munosabatlardan

a, <

n

§-

b
., 1

va 1< \/; < (l + \[;]

tengsizliklar kelib chigadi. Agar

.
Iim[l+ ~ | =1
i1+ )
ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra
lim%n =1

ndoo

bo‘lishini topamiz. P

2- misol. Ushbu lim 21 + % + 1 + .+ 1

n—yco 3 n
limit topilsin.
<4 Ravshanki,
l+1+1+...+1>--l-+-1+l+...+1=n-}=],
2 3 n n n n n n
 JFULSPIL PR 1P S (S R
23 n
[ 1 T,
Demak, l<nl+5+§+...+;<ﬁ.

4- teoremadan foydalanib topamiz:

imglelele clarp
n—yoo 2 3 n

2°. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar. Faraz qilaylik,
{x,} hamda {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘Isin:
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{X,,}Z Xia X5 X35 005 Xy oo
{yn}: yl:y2,y35'“9yn9"-
Quyidagi
Xp+ Vs Xp Yy, X3 HY3, oo Xp Ve, oo
X _yl’ X3 "yZ’ X3 _y3, ey Xy "'yny ...
X -0, X2V X3-V35 s Xy Vo
X ) X3 Xn
ot ) Ty s T ey ¢0,n= 1, 2, 3, )
7 » »3 Vn n ‘
ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning yig ‘indisi,
ayirmasi, ko ‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular
{xn+yn}s {xn_yn}’ {xn'yn}.v {::_n}
n

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,

limx, =a, limy, =06, (e R, be R)
1=y

bolsin. U holda n > da (c-x,)—c-a;

X, +V, > a+b;, x,-y, —>ab; %ﬁa%, (b =0); ya’ni
n

a) Vce R da lim(c-x,)=c limx,;
n—w n—eo
b) lim(x, +y,) =limx, + limy,;
n—roo n—eco N —yoo
d) lim(x, -y,) =limx, -limy,;
N o —yoo n—oo

x lim x,,
e) lim=r="22=__ (b#0) boladi
n-yro0 yn 1i "
n—yeo
Teoremaning tasdiglaridan birining, masalan, d) ning isbotini

keltiramiz.
« Teoremaning shartiga ko‘ra,

limx, =a, limy, =5,
n—pes H—o0
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Ravshanki,
Xy Yy —abl =1, yy =@ yy +a-y, ~bis 3
pS %X" —a|‘yn1+laliyn “b}

{y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1- teoremaga
ko‘ra chegaralangan bo‘ladi:

IM >0, Yne N: |y,|s M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

ve > () berilgan hamda 2;4 ga ko‘ra shunday #, € N topiladiki,
¥n > ny uchun

l &
X, a|<2M

bo‘ladi. Shuningdek, ga ko‘ra shunday n; € N topiladiki,

Vn > ny uchun

(H)

Vo< S
bo‘ladi.
Agar n, = max{ng, ny} deyilsa, unda Va > n, uchun bir yo‘la

€

g
b, —al < 557 |y,,—b|<m @
bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan
(X, - Y ~ ab'<—- M+lal ——=<e¢

l+|a|)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
limx, -y, =ab
n—yso
bo‘lishini bildiradi. »
3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar. Faraz gilaylik,
{o,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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2-ta’rif. Agar {0} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya’ni

lime, =0
n—ow
bo‘lsa, {o,} — cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,

1 n
@, = va a,=¢", (}q|<l)
ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik yaqinlachuvchi bo‘lib, uning limiti
a ga teng bo‘lsin:
lim x, =a.

Nn—oo

U holda a, = x, —a cheksiz kichik migdor bo‘ladi. Keyingi
tenglikdan topamiz: x, = a + ¢,,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa
kelib chigadi:

{x,} ketma-ketlikning @ (ae R) limitga ega bo‘lishi uchun
o, = x, —a ning cheksiz kichik miqdor bo‘lishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
femmani isbotlash qiyin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik miqdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2-lemma. Chegaralangan miqdor bilan cheksiz kichik migdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar har qanday M soni olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha » > n; uchun

%, > M
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va
lim x,, =0

kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo‘lsa, {x,} cheksiz katta
miqdor deyiladi. Masalan,

X, =(-1)"-n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdorlar orasidagi bog‘la-
nishni ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:
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1) Agar {x,} cheksiz kichik migdor {x, # 0} bo‘lsa, u holda {;‘—}

cheksiz katta miqdor bo‘ladi.

2) Agar {x,} cheksiz katta migdor bo‘lsa, u holda {x

} cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

Mashglar
1. Agar limx, =a, a>0 bo‘lsa, u holda
n—yoo

Inge N, Vn>ny: x,>0
bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu fimit hisoblansin: Hm -—— 2n - COS —— n+l
n—e 2n -1 2n-1"

3. Ushbu hm—..O (n'=1-2-3-...-n)

limit munosabat lsbotlansm.
4. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lib,
1) limx, =a, limy, =b;
H—poo n-~—yoo

2) Vn e N uchun x, < y,bo‘lsa, u holda a < b bo‘ladimi?
Misollar keltiring.

8- ma’ruza
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1°. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, {x,}:
Xy, Xy oy Xy oo 0
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Ve N uchun x, < x,,; teng-
sizlik bajarilsa, {x,} — o ‘suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-
ketlikda Vae N uchun x, < x,,; tengsizlik bajarilsa, {x,} — gar’y

o ‘suvchi ketma-ketlik deyiladi.
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2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vane N uchun x, >x,,
tengsizlik bajarilsa, {x,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
(1) ketma-ketlikda vne Nuchun x, > x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} —
gat’iy kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1- misol. Ushbu
ntl 2 3 4
NN
ketma-ketlik gat’iy kamayuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.

<« Hagqgiqatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

_ h+l _ n+2
xn - T n+l T

n n+l
bo‘lib, Vn € N uchun

n =

X —-X, = f.+_2 — ﬂ.]. = __i <
n+} " n+l n n(ntl)
bo‘ladi. Unda x,,; < x, bo‘lishi kelib chiqgadi. »

Yugoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1) agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralan-
gan bo‘ladi;

2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yugoridan che-
garalangan bo‘ladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton ketma-ketliklar deyiladi.

2- misol. Ushbu

x, = %2—, (n=1,2,3,..)
n°+1

ketma-ketlikning gat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.

<« Bu ketma-ketlikning #- hamda (n+1)- hadlari uchun

2

x =" .
" 4l 41’
GV 1 1
el = (n+1)2 +1 B (n+1)?+1
bo‘ladi. Ravshanki,
RN
(n+l):
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Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz:

! l-n-L—=x.

Xror =1 el R

Demak, Yne N uchun x, < X,,,. Bu esa garalayotgan ketma-
ketlikning gat’iy o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. »

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti hagidagi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o'suvchi,

2) yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.

< Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to‘plamni £ bilan bel-
gilaymiz:

E={x), X3, ey X5 .o}

Ravshanki, £ yuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, £ = &.
Unda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga
muvofiq, supE mavjud bo‘ladi. Uni a bilan belgilaylik:

supE = a.

Ixtiyoriy £ > 0 sonini olaylik. To‘plamning aniq yuqori chegarasi
ta’rifiga binoan;

1) Vne N uchun x,<a,

2) 3x, e E, x,, >a-¢
bo‘ladi. Ayni paytda Vn>n, uchun x, 2x, tengsizlik bajarilib,
x, > a-¢ boladi.

Natijada V¥n>nm, uchun g-g<x, <a+¢e, ya'ni ja-x,/<e
bo‘lishini topamiz.

Demak, {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

limx, =a=supE. p
H—eo

2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) kamayuvchi,

2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.
Bu teorema yugqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.

n!

3- misol. Ushbu X, =~
h

ketma-Kketlikning limiti topilsin.
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<« Ravshanki, Vz 2 1 uchun x, > 0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning
X,+; Va x, hadlarining nisbatini qaraymiz:
Xop) _ (D) mt el ,,_(_ﬁ_)"<

Xo  (aely™ T a T (aelyT T T \nad

Demak, x,,, < x,. Bundan esa berilgan ketma-ketlikning ka-
mayuvchi ekanligi kelib chigadi.
Ayni paytda Vrn>1 da
0<x, <x
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegara-
langan. 1- teoremaga ko‘ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz:

lim % = a, (a20).
n

n—ea

Endi ushbu x, - x,,,; ayirmani garaymiz. Bu ayirma uchun

LGV (0 ViET N
(n+1)" B

T (nel)

2n"-n" nt
) n Xn n
(n+l) (n+l)

Xp = Xpyy = Xy — Xy

2 X

i

bo‘lib, undan
Xy 2 2-xn+l
bo‘lishi kelib chiqadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:

limx, 22limx,,;, a22a.
n—reo n—re

Ravshanki, bu holda @ = 0 bo‘ladi.

Demak, lim -'% =0.»
n—eo py
3°. e soni. Ushbu
X, =(1+%) L (n=1,23,.) 0

ketma-ketlikni qaraymiz.

Tasdiq. (1) ketma-Kketlik o‘suvchi bo‘ladi.

<« Berilgan ketma-ketlikning x,,, hamda x, hadlarining nisbatini
topamiz:
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Xnst (1 N _1_)"*‘ , (1 N 1)" _ (i

n n+l n (n+1)™ (n+1)" -

2 +1 21+
I B T8 R U N B2
(n+1)? n (n+1)? n’

Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

n+l
1 n+l n
1-—— >1-"7 ="
[ (n+l)2] (ne))?2 ntl

yo‘ladi. Natijada Ve N uchun

Xn+1 > . _'ﬂ =1
X, nel n
ya'ni x,., > X, bo‘lishi kelib chigadi. P
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
« Ravshanki, £ > 1 uchun

k'=1.2.3 .. (k=1)-k22.2.2.....2 =21

bo‘ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

x,,=(1+1) =1+C!. ~+C2 4. +Cy ’;(+...+C,7~-nl;=

y | ! ootk
2+2n_kc'l: =2+Z_]E-i.___nk—__=

k=2
_ L l. _1 _2 -1 LI a 1
_2+é__! (r-3)0 H)"‘(T)Q*;zk—-ﬁ3 L

Demak, VYrne N uchun 0 < x, < 3 bo‘ladi.
Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

1 n
ketma-ketlik chekli limitga ega. »
3- ta’rif. (1) ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:

1im(1+%)n =e.

n—yea



Bu e soni irratsional son bo‘lib,
e =2,718281828459045...

bo‘ladi.
Mashglar
] n+i
1. Ushbu x, = (1 + ;)
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
2
2. Ushbu lim 2.
n—eo QN

limit hisoblansin.

3.Ushbu 2, 2442, 242442, ..

ketma-ketlikning yaqinlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9-ma’ruza
Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi

1°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano—Veyershtrass teoremasi.
Aytaylik,

{x, b x5 %, X35 w0 X5 e 0]
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu (1) ketma-ketlikning biror », nomerl
X, hadini olamiz. So‘ngra nomeri n, dan katta bo‘lgan », nomerli
X hadini olamiz. Shu usul bilan x,,, x,, va h.k. hadlarni tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

m<hH<n<.<H <.

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu

Xy 5 X ey Ko e 2

memo

ketma-ketlikni hosil giladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi

va { X, } kabi belgilanadi.
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Masalan, 2

1, 3

1, 4, 9, 16, ..

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ..., n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketliklari,

-1, -1, .., -1, ..

ketma-ketliklar 1, =1, 1, -1, ..., (-1)™', ... ketma-ketlikning
qismiy ketma-Kketliklari bo‘ladi.

Keltirilgan tushuncha va misoliardan bitta ketma-ketlikning turli
qismiy ketma-ketliklari bo‘lishi mumkinligi ko‘rinadi.

1- teorema. Agar {x } ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, uning har
qanday qismiy ketma-Kketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.

4 Bu teoremaning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan kelib
chigadi. »

Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mav-

jud bo‘lishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har
doim ham kelib chiqavermaydi.

Masalan, 1, -1, 1, =1, .., (-1)™!, ... ketma-ketlikning qismiy
ketma-ketliklari

larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud
emas.

2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har ganday che-
garalangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

4 {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, u chegaralangan bo‘lsin. Bu
holda {x,} ketma-ketlikning barcha hadlari [a, b] da joylashgan deb

garash mumkin: x, € [a, 8], n=1, 2,3, ...

[@, b} segmentni
a+b a+b
= 5] %5 4]
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segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

joylashganini [a,, b,] deymiz. Ravshanki, [a,, #,] ning uzunhgl -—— ga
teng bo‘ladi. Yuqgoridagiga o‘xshash {a,, b,] segmentni

o252 [752 ]

segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko'p sondagi

hadlari bolganini [a,, b,] deymiz. Bunda [ay, b,) ning uzunligi 32125 ga
teng bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

lal > bl .I’ [az ’ bz]s crry [a[; ’ b[c ]9
segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun
la,51o0a, b1 ...ola, 51> .. bolib, k - da

by, ak-%_;—)O

bo‘ladi.
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko‘ra
hmak—hmbk—c (CE R)

k=00
bo‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b,] dagi birorta X,, hadini, {a,, ,]

dagi birorta X,, hadini va hk. {a,, 6,] dagi birorta X, hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

Xpps Xy s ooy Xy vy (B <My <<y <L)
gismiy ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
@ <Xxp Sb, (k=12,.)

bo'lib, undan k —  da x, — C, ya'ni lim Xp, = C bo‘lishi kelib
Kk —oo

chiqadi. p

2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin.
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I- ta’rif. Agar har ganday ¢ > 0 olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha n > n, va m > ny uchun

Ixn = Xm ' <E
tengsizlik bajarilsa (ya'ni Ve >0,3m e N, Vn>ny, Vm>ny: | x,-x, | <e

bo‘lsa), {x,} — fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

n
Xy = (n=12,..)
fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.
<« Hagiqatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n m

nel  m+l

nam 1 1
C—— = — 4 e

lx"_x”'Iz nm n m

bo‘lib, ve>0 ga ko‘ra m, =[%]+} deyilsa, Yn>ny,, VYm>n,

bo‘lganda | x, —x,, < LR P bo‘ladi. P
L)

3- teorema. (Koshi teoremasi.) Ketma-ketlikning yaginlashuvchi
bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, lim x, = a
n—oa
bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, 3npe N, Vn>ny: |x,,—a|<§.

Shuningdek, Ym > ny : | x,, - al < % bo‘ladi. Natijada Vn > n,,
Vm > n, uchun
|x, -x, |=|x,—a+a-x,|s|x,-al+|x, -al<e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin:

ve>0, 3nye N, Va>ny, Vm>n 1 [x, -x, <=
Agar m > n, shartni ganoatlantiruvchi m tayinlansa, unda
| X, =X |[<E© X, €< X, <X, +E
bo‘lib, {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi qismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin:

Em Xp, =d.

n—yee

Demak,
ve>0, JkeN, Vk>k: |x,-a
bo‘ladi.
Agar m = n; deyilsa, unda
| x, = x,|<€
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan
Ix, —al=lx,—x, +xp —al<|x, —xp|+lx, —a|<2e

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limx, =a. »

3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari. {x } ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligining
limiti {x,} ning qismiy limiti deyiladi.
2- ta’rif. {x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kattasi berilgan
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va
lim x,
kabi belgilanadi.
{x,} ketma-ketlik qismiy limitlarining eng kichigi berilgan kerma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va
lim x,
n—ro0

kabi belgilanadi.
Masalan, ushbu {x,}: 1, 2, 3, I, 2, 3, 1, 2, 3, .. ketma-
ketlikning yugori limiti

m x" = 3 s
H—ooo

quyi limiti esa
lim x, =1

n—ee

bo‘ladi. Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari
quyidagicha ham Kkiritilishi mumkin.
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Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, 4 bu ketma-ketlikning
gismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
quyi limitini

lim x, = liminf x, =

N0 fpea
—o0; {x,} quyidan chegaralanmagan bo‘lsa,

=inf A; {x,} quyidan chegaralangan va A # {+e} bolsa,
4o0; A ={40} bo‘lsa

deb olish mumkin.
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

limx, = limsup x, =

N—yoo n—yoo

+o0; {x,} yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa,
={sup4; {x,} yuqoridan chegaralangan va A # {-} bo‘lsa,
—o0; A ={-} bo'lsa
deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yuqori limitlarning xossalarini keltiramiz.

Biror {x,} ketma-ketlik uchun lim x, = a bo‘lsin. U holda Ve > 0
olinganda ham: .
1) shunday n,e N topiladiki, Vrn>n,da x, <a+eg;
2) Vn, e Nuchun ¢ va n, larga bog‘liq shunday #’ > n topiladiki,
X, > a—-¢ bo‘ladi.
Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: Ve >0 tayin bo‘lganda, birinchi
xossa {x,} ketma-ketlikning faqat chekli sondagi hadlarigina
X, <a+¢
tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning
X, >a-¢

tengsiziikni qanoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini
ifodalaydi.
« Agar {x,} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari g + € dan katta bolsa,

u holda a + € sonidan kichik bo‘lmagan & (b = a + €) ga intiluvchi {x,}

ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim x, = a ga zid.
n—ea
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Demak, @ + ¢ dan o‘ngda ketma-ketlikning ko‘pi bilan chekli
sondagi hadlari yotadi.

Modomiki, limx, =a
ekan, unda {x,} ning qismiy limitlaridan biri @ ga teng;

limx, =a.
Kk —oo ik

Limit ta’rifiga ko‘ra bu { x,, } ketma-ketlikning, demak, {x,} ning
ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari a — ¢ dan katta bo‘ladi. »
Eslatma. Biror g soni yuqoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {x,} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘ladi.
Faraz qilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun
limx, =b

bo‘lsin. U holda Ve > 0 olinganda ham:

1) shunday n, e N topiladiki, Vn > nyda x, > b -¢;

2) ¥n, > Nuchun £ va », larga bog'liq shunday »’ > n, topiladiki,
X, < b+¢ bo‘ladi.

Quyi limitning bu xossasi yugoridagidek isbotlanadi.

Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-
lanib, quyidagi teoremani isbotlash giyin emas.

4- teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bo‘lishi uchun

lim x, = limx, =C

N—rco N-—oe

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Mashglar

1. Har ganday monoton ketma-ketlik fagat bitta gismiy limitga
ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu

X, =a +a +..+a,
ketma-ketlikning (4 € R, |g|<¢*; 0<g<l; k=1, 2, .) Ii-
mitga ega bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu lim(x, +y,) < lim x, + lim y, tengsizlik isbotlansin.
n—reo oo N —eo
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3-BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

1°. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Biz 2- ma’ruzada £to‘plamni
F to‘plamga akslantirish
fi ESF
ni o‘rgangan edik.
Endi £ = F, F = R deb olamiz. Unda har bir haqgiqiy x songa
biror haqigiy y sonni mos qo‘yuvchi

f
fi E-5R(x>Yy)

akslantirishga kelamiz. Bu esa funksiya tushunchasiga olib keladi.

Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiya haqidagi dastlabki ma’lu-
motlarni qisqaroq bayon etishni lozim topdik.

Avytaylik, Xc R, Yc R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.

I-ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga
ko‘ra Y to‘plamdan bitta y son mos qo‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda
funksiya berilgan (aniglangan) deyiladi va

f: x>y yoki y=f(x)

kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniglanish to ‘plami (sohasi),
Y — funksiyaning o‘zgarish to ‘plami (sohasi); x — erkli o 2garuvchi
yoki funksiya argumenti, y esa erksiz o ‘zgaruvchi yoki funksiya deyiladi.

Misollar. 1. X =(—s,+), ¥ =(0, + ) bo‘lib, fqoida

fixoy=xt+1
bo‘Isin. Bu holda har bir x € X ga bitta x2 + 1 € Y mos go‘yilib,
y= xZ +1

funksiyaga ega bo‘lamiz.

2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa ( ni mos
go‘yish natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu Dirixle funksiyasi

deyilib, u D(x) kabi belgilanadi:
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1, agar x ratsional son bo‘lsa,
0, agar x irratsional son bo‘lsa.

-]

Shunday qilib, y = f(x) funksiya uchta: X to‘plam, Y to‘plam va
har bir x € X ga bitta y € Y ni mos qo‘yuvchi f qoidaning berilishi
bilan aniqlanar ekan.

Faraz qgilaylik, y = f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
X, € X nuqtaga mos keluvchi y, miqdor y = f(x) funksiyaning x = x,
nuqtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x;) = y, kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
(x, f(x))nugtalardan iborat ushbu

{x FCN}={(x. F(X))xe X, f(x)e Y}
to‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y=x*-1 (xe X =[-2, 2))
funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi f qoida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko‘pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyi-
ladi. Masalan,

y =v1-x?
funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniglanish to‘plami
X ={xe R|-1 sxs]}:[—l, 1]
bo‘ladi.

Y;} Y,

1- chizma. 2- chizma.
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x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish quyidagi formulalar
yordamida berilgan bo‘lsin:

y=f(x)={

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X = R\ {0} bo‘lib, giymatiar
to‘plami esa ¥ = {—1, 1} bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = signx kabi
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda x € X, y € Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
jadval orgali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
kuzatganimizda, ¢, vaqtda havo harorati 7,, ¢, vaqtda havo harorati
T, va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosxl bo‘ladi.

1, agar x>0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo‘lsa.

t— Vaqt tl !2 t3 ves !

n

T — harorat T, T, T, T,

Bu jadval ¢ vaqt bilan havo harorati 7 orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi, bunda 7 — argument, 7 esa 7 ning funksiyasi bo‘ladi.

d) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri
chiziq orqali ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘Isin.
Bunda [a, b} segmentdagi har bir nuqtadan o‘tkazilgan perpendikular
L chizigni fagat bitta nuqtada kessin. Vx € [a, b} nugtadan perpen-
dikular chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nugtasini topamlz
Olingan x nugtaga kesishish nugtasining ordinatasi y ni mos go‘yamiz.
Natijada har bir x € [a, b] ga bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi.
Bunda x bilan y orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, f(x) funksiya X; < Rto‘plamda, f,(x) funksiya esa X, < R
to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

Agar: 1) X, = X,; 2) Vxe 4| da fi(x) = f,(x)
bo‘lsa, f,(x) hamda f,(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va f;(x)=/(x)
kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganligi. f(x) funksiya X c R to‘plamda
berilgan bo'lsin.

2- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, Vx e Xuchun
f(x) < M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to‘plamda yugoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
Vx e X uchun f(x) 2 m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to ‘plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.
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3~ ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x) funksiva X to‘plamda chegara-
langan deyiladi.

2
1- misol. Ushbu f(x) = :::—x‘,— funksiyani garaylik. Bu funksiya
X

R da chegaralangan bo‘ladi.

2
« Ravshanki, Vxe Rda f(x) = ;*_"4. 0.
+Xx

Demak, berilgan funksiya R da quyidan chegaralangan.
Ayni paytda, f(x) funksiya uchun

Foy=to X<y
+x*  1ex?

bo‘ladi. Endi

0<(x?-1)F =x* -2x2 +1 = 2x? 5x4+1=>:—g
x'+1

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x) <1 +% = ;

N~

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. »

4- ta’rif. Agar har qanday M > 0 son olinganda ham shunday
X,€ X nuqta topilsaki,

fx>M
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to'plamda yugoridan chegara-
lanmagan deyiladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. /(x) funksiya X R
to‘plamda berilgan bo‘Isin.

5- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas 7 (7 = 0) son mavjud bo‘lsaki,
Vxe X uchun

Dx—TeX x+TekX Dfx+T1)=f(x)
bo‘lsa, f(x) davriy funksiva deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning
davri deyiladi.

Masalan, f(x) = sinx, f(x) = cosx funksiyalar davriy funksiyalar
bo‘lib, ularning davri 2 ga, f(x) = tgx, f(x) = ctgx funksiyalarning
davri esa 1t ga teng.

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7 (T # 0) bo‘lsa,

1 holda
T,=nT, (n=%1,%2)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar T, va T, sonlar f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u hoida
T,+T,+0 hamda T,— T, (T, # T,) sonlar ham f(x) funksiyaning davri
vo‘ladi.

d) Agar f(x) hamda g(x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularning
har birining davri T (T # 0) bo‘lsa, u holda

f@)+8(). F(x)-gx), f(x)e k), T2, (6(x)=0)

funksiyalar ham davriy funksiyalar bo‘lib, 7 son ularning ham davri
ho‘ladi.
2- misol. Ixtiyoriy T (T # 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

D(x) = 1, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo'lsa

ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.

d Aytaylik, T (T # 0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R
irratsional son uchun x+7 — irratsional son, Vxe R ratsional son
uchun x+7 ratsional son bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsionol son bo‘lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa.

D(x+T)={

Shunday qilib, Vx e R, 7 — ratsional son bo‘lganda

D(x+T)= D(x)
bo‘ladi. »

Ma’lumki, ¥xe X (X< R) uchun -xe X bo‘lsa, X to‘plam
O nuqtaga nisbatan simmetrik to plam deyiladi.

Aytaylik, O nugtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
f(x) funksiya berilgan bo‘Isin.

6- ta’rif. Agar Yx e X uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
juft funksiya deyiladi. Agar Vxe X uchun f(—x) = —f(x) tenglik
bajarilsa, f(x} foq funksiya deyiladi.

Masalan, f(x) = x*+1 — juft funksiya, f(x) = x*+x esa toq funksiya
bo‘ladi. Ushbu f(x) = x?—x funksiya juft ham emas, toq ham emas.
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Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda
f(x)+g(x), F()-5(x). S(x)g(x). L2 (e(x)%0)

funksiyalar ham juft bo‘iadi.
Agar f(x) va g(x) toq funksiyalar bo‘lsa, u holda

f(x)+g(x), f(x)-g(x)
funksiyalar toq bo‘ladi,

f(x)-g(x): L2, (g(x)=0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksiyaning grafigi ordinatalar o‘qiga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan
bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiva Xe R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

7- ta’rif. Agar Vx;, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x;)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya X to plamda o ‘suvchi deyiladi. Agar
Vxy, X; € Xuchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,) tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya X to‘plamda gat’iy o‘suvchi deyiladi.

8- ta’rif. Agar Vx,, x, € X uchun x, < x; bo‘lganda f(x,) > f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to‘plamda kamayuvchi deyiladi.
Agar Vx,, x, € X uchun x; < x, bo‘lganda f(x) > f(x,) tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiya X 1o plamda qgat’iy kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksiyalar deyiladi.

3- misol. Ushbu f(x) = —1:7 funksiyaning X =[1, +=) to‘p-

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
« [1, +=) da ixtiyoriy x, va x, nuqtalarni olib, x,< x, bo‘lsin
deylik. Unda
X _atxan-x-x
SO0 =1 G) = 2 - _m’i
= XXt Xz(xz -x1) _ (q=-x)(1-x-x,)
(1+x} )(1+x2) (1+x] )(1+x2 )
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bo‘ladi. Keyingi tenglikda
X -%<0, l-x-x,<0
bo'lishini e’tiborga olib,

f(x)-f(x)>0,
ya'ni f(x)> f(x,) ekanini topamiz. Demak,

X <x = f(x)>f(x).»

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X< R to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘lib, C = const bo‘lsin. U holda

a) f(x) + C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi,

b) C > 0 bo‘iganda C- f(x) o‘suvchi, C < 0 bo‘lganda C- f(x)
kamayuvchi bo‘ladi.

d) f(x) + g (x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

5°, Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = f(x) funksiya
X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyaning giymatlaridan iborat
to‘plam

Y, ={f(x)| xe X}
bo‘lsin.
Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra };to‘plamdan olingan har bir
y ga X to‘plamdagi bitta x mos qo yﬂgan bo‘lsin. Bunday moslik
natijasida funksiya hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiya y = f(x) ga
nisbatan teskart funksiya deyiladi va x = f~(y} kabi belgilanadi.

Masalan, y = %x +1 funksiyaga nisbatan teskari funksiya x= 2y — 1

bo‘ladi.

Yugorida aytilganlardan y = f(x) da x — argument, y esa x ning
funksiyasi, teskari x = f~!(y) funksiyada y — argument, x esa y ning
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y = g(x).

y = f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiya
grafigini I va Ill choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish
natijasida hosil bo‘ladi.

Aytaylik, Y to‘plamda u = F(y) funksiya berilgan bo‘lsin. Natijada
X to‘plamdan ohngan har bir x ga Y, to ‘plamda bitta y:

fix->y (y=f(x)
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va Y to‘plamdagi bunday songa bitta u:

F: you, (u=F@))
son mos go‘viladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta 4 son mos qo‘yilib, yangi funksiya hosil bo‘ladi: ¥ = Ff(x)).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiya deyiladi.

Mashglar

1. f(x) funksiyaning X ¢ R to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rift keltirilsin.

2. O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X < R to‘plamda berilgan
har qanday f(x) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu f(x) = funksiyaning X = [0, +e=] to'plamda
X"+

kamayuvchi ekani isbotlansin.

4. Agar f(x) = ﬁ bo‘lsa, f{f(f({x))) topilsin.

11- ma’ruza
Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar hagidagi asosiy ma’lu-
motlarni bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y=ay+ax+ax’ +..+a,_x" +a,x"
ko‘rinishdagi funksiya butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
ay,a;,...,a, — 0‘zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = (—~, +w) da
aniqglangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ax+b, (a#0)
ko‘rinishga ega, bunda a, b — o‘zgarmas sonlar.

Chizigli funksiya (—=, +e) da aniglangan a > 0 bo‘lganda o‘suv-
chi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi: grafigi tekislikdagi to‘g‘ri chizigdan
iborat.
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a>0, a <0,
D>0 D>0
7] Tx o 1 T x
3- chizma.

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y=ax? +bx +c, (a#0)
ko‘rinishga ega, bunda a, b, ¢ — o‘zgarmas sonlar.
Kvadrat funksiya R da aniqlangan bo‘lib, uning grafigi parabolani
ifodalaydi.
Ravshanki,

b )2 b -4ac
2a )

y = ax? +bx+c-——a(x+—

Parabolaning tekislikda joylashishi a hamda D = b - 4ac larning
ishorasiga bog‘liq bo‘ladi. Masalan, a > 0, D> 0vaa <0, D>0
bo‘lganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko‘ri-
nishida bo‘ladi.

2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu
_ Gy +a X +ay X% F.. 40y x"

by +bx+by X% 4. by x™
ko‘rinishdagi funksiya kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda a,, a,,
vury @, VA by, by, ..., b, — O‘zgarmas sonlar, ne N, me N. Bu funksiya

X = (o0, +o}\{x|l+hx+..+5,x" =0}
to'plamda aniglangan.

Kasr ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bog‘lanish. U

y

y=§, {(x 20, a=const)

ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X =(—0,0) U(0,+) = R\ {0}
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' Y:r
a>0 a<i
0 >y 0 —>y
4- chizma.

to‘plamda aniqlangan, toq funksiya, @ ning ishorasiga garab funksiya
(—o°, O)va (0, +oo) oraliglarning har birida kamayuvchi yoki o‘suvchi
bo‘ladi (4- chizma).

b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu

= 9x+b
T ex+d
ko‘rinishga ega. Bu funksiya
X = R\{-g}, (c#0)

to‘plamda aniglangan.

_ax+b _ bc-ad ) 1 a

Ravshanki, y id -2 " 7 + -
c
a __ bc-ad _d _4a
Demak, y—}TB""Y, (0.—- (,‘2 s B—C, 'Y_C).

Uning grafigini y = % funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu
y=x° (x20)

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiya deyiladi.

Bu funksiyaning aniglanish to‘plami a ga bog‘liq. Darajali funksiya
(0, +e) da a > 0 bo‘lganda o‘suvchi, a < 0 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi. y = x* funksiya grafigi tekislikning (0, 0) va (1, 1) nugqtalaridan
o‘tadi.
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4°. Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu
y=a'

ko‘rinishdagi funksiva ko ‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda ae R,
a>0, a= 1. Ko‘rsatkichli funksiya (~ee, +o0) da aniglangan, Vxe R da
@ > 0; a > 1 bo‘lganda o‘suvchi; 0 < g < 1 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi.

Xususan, ¢ = e bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y = ¢ funksiya hosil bo‘ladi.

Ko‘rsatkichli funksiyaning grafigi OX o‘qdan yuqorida joylashgan
va tekistikning (0, 1) nuqgtasidan o‘tadi.

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu

y = log,x

ko‘rinishdagi funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bunda a > 0, a # 1.

Logarifmik funksiya (0, +e) da aniglangan, y = &* funksiyaga
nisbatan teskari; @ > 1 boflganda o‘suvchi, 0 < g < 1 bo‘lganda
kamayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksiyaning grafigi OY o‘gning o‘ng tomonida joy-
lashgan va tekislikning (0, 1) nugtasidan o‘tadi.

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=cigx,
y =SecX, ¥ =COSecx

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyiladi.

y=sinx, y=cosx funksiyalar R = (e, +ec) da aniglangan,
2n davrli funksiyalar ¥x € Rda

-1<sinx <1, ~1<cosx<l
bo‘ladi. Ushbu y = tgx funksiya
X=R\{xe Rix=(2k+DE; k=0,il,t2,..,}

to‘plamda aniglangan = davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funksiyalar
sinx, cosx, tgx lar orqali quyidagicha ifodalanadi:

1 1
ctgx = —, secx=-l~, cosecx = —-—.
tg x cos x sin x

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y = e* funksiya yordamida
tuzilgan ushbu
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e¥—e*  e*+e™¥  e¥_e*  e¥te™*
2 27 e*pet Xt
funksiyalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular
quyidagicha
X o™X X _,—X X =X
e’ ~e , , thx - e’ ~e . thx = e +e
2 2 e* +e* e*-e*

shx =

kabi belgilanadi.
8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y = sinx funksiya
R da aniglangan va uning qiymatlari to‘plami

Y, =11, 1]
bo‘ladi.
T o= ¢ _l_=
Agarxe[—i, E}boisa,uholda)(_[ i3

to‘plamlarning elementlari o‘zaro bir qiymatli moslikda bo‘ladi.
y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya

ey, =1

y = arcsin x

kabi belgilanadi.

Shunga o‘xshash y =cosx, y =tgx, y = ctgx funksiyalarga nis-
batan teskari funksiyalar mos ravishda

y =arccosx, y =arctgx, y =arcctgx

kabi belgilanadi.

Ushbu y=arcsinx, y=arccosx, y=arcigx, y=arcctgx,
funksiyalar teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi.

Mashglar

1. y = x* funksiya grafigiga ko‘ra y = ax? + bx + ¢ funksiyaning
grafigi chizilsin.

2. y= % funksiya grafigiga ko‘ra y = % funksiyaning grafigi
chizilsin.
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12- ma’ruza
Funksiya limiti

1°. To‘plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X < R to‘plam va
X, € R nugta berilgan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar x, nugtaning ixtiyoriy
U (xg) =(xy —€, x5 +£), (Ve>0)
atrofida X to‘plamning x; nugtadan fargli kamida bitta nuqtasi, ya’ni
ve>0, Ixe X, x#xy: [x—x|<e

bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Misollar. 1. X= {0, 1] to‘plamning har bir nuqtasi shu to‘p-
lamning limit nugqtasi bo‘ladi.

2. X= (0, 1) to‘plamning har bir nuqtasi va x, = 0, x = | nuqtalar
shu to‘plamning limit nuqtalari bo‘ladi.

1 1 1

3' X"{la 53 3’ ‘4"
4. X = N=1{1, 2, 3, ...} to'plam limit nuqtaga ega emas.
2- ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

U (%) =(xg, X +8) (U (x)=(x-¢ x)), (Ve>0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nuqtasi
bo‘lsa, x, nuqta X to‘plamning o ‘ng (chap) limit nugtasi deyiladi.

3- ta’rif. Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U.(+4)={xe R|x>c}
to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqgtasi bo‘lsa, «+ee» X to‘p-
lamning limit «nugta»si deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U, (~»)={xe R|{x<c}
to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, «—eco»
X to‘plamning limit «nuqta»si deyiladi.

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘lmasligi ham mumkin ekan.

1- teorema. Agar x, € R nuqta Xc R to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsa, u holda x; nuqtaning har ganday

U xy) =(xg —€, x5 +¢), (Ve>0)
atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘ladi.

} to‘plamning limit nuqtasi x, = 0 bo‘ladi.
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« Apytaylik, x, nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz qilaylik: x, nuqtaning biror Us, (x9)

atrofida X to‘plamning chekli sondagi x;, x,, .., X, nuqtalarigina
bo‘lsin. U holda
min{l xo —x; |, [x0 =% |, wos [ %=, ], 8} =8

deb olinsa, x, nugtaning Ug, (x,) atrofida X to‘plamning x, dan
fargli bitta ham nugtasi bo‘lmaydi. Bu esa x; nuqta X to‘plamning
limit nuqtasi bo‘lishiga ziddir. »

2- teorema. Agar x, nuqta X < R to‘plamning limit nugtasi bo‘lsa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) Vhe Ndax,e X, x, #x;
2) n > e dax, > x;, boladi.

4 Aytaylik, x, € R nugta X c R to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
Unda 1- ta’rifga binoan

Ve>0, 3Ix,eX, x,=xp0 |x,-x5|<e¢
bo‘ladi. Jumladan,

e=1luchun 3x, e X, x; #x5: |x—-x <1,
1

€= uchun 3Ix, € X, x;, # x; ¢ ]xz—x0]<%,
1 1

€=z uchun 3x;€ X, x; # x; [x3—x0|<§,

......................................

......................................

bo‘ladi.

Natijada garalayotgan teoremaning 1- shartini ganoatlantiruvchi
{x,} ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun Vne Nda |x, — x4|<1/n
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Keyingi munosabatdan esa n — « da x, — x,
kelib chigadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini qanoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar ko‘plab topiladi.
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2°. Funksiya limiti ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R
to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin.
X, nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy {x,}:

Xis Xy wos Xy o (X, € X, X, # Xp)
ketma-ketlikni olib, funksiya giymatlaridan iborat {f(x,)}:
f(x[)a f(xz )9 evey f(xn)’ .
ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4- ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar n -« da x, > x; (x, € X, x, # x;)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun n—e da f(x,) - b
bo‘lsa, b ga f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti deyiladi va
x — X da f(x) > b yoki

lim f(x)=5
X Xxg
kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar n - - da

X, 2 X (x,€X, x,#x)va y,ox5 (y,eX, y, #xp)
bo‘ladigan turli {x,}, {y,} ketma-ketliklar uchun n — o da f(x,) - b,

f(y,) > b, bo'lib, b b, bo'lsa, f(x) funksiya x— x, da limitga
ega emas deyiladi.

1- misol. Ushbu Flx) = 216
x?-4x
funksiyaning x, = 4 nuqtadagi limiti topilsin.
« Quyidagi {x,}:

limx, =4, (x,#4, n=1,2,..)
ketma-ketlikni olaylik. Unda
f(xn) = x£_4x" x,
bo‘lib, n > e da f(x,) — 2 bo‘ladi. Demak,

lim x*-16
e x2 -4x

x2-16 _ x,+4

=2.p

2- misol. Ushbu f(x)= sin% funksivaning x — 0 dagi limiti

mavjud bo‘Ilmasligi ko‘rsatilsin.
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<« Ravshanki, n - « da
4 -— 2 .' —_ 2
X = Gnr % % = Gnn
bo‘ladi.
Bu ketma-ketliklar uchun

f(x )_4n1

bo‘lib, » = « da

4n+l

f( n)_ =I

flx) » -1 f(x) -1
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas. P
5- ta’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

3 =38(¢) > 0 topilsaki, Vxe X N(Us(x5) \ {xy}) uchun
| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksivaning x, nugtadagi limiti deyiladi:
}Lngo f(x)=b.
Bu ta’rifni gisgacha quyidagicha ham aytish mumkin:
ve>0, 33 =8(g) >0, Vxe X N(Us(x)\{x}), | f(x)-bl|<e

bo‘lsa, lil}l f(x)=>0.
X—Xxg
3-misol. f(x)=C =const (C e R) bo‘lsin. Bu funksiva uchun
lim f(x}=C
x—=xy
bo‘ladi.
4- misol. Ushbu f(x)= 1 funksiyaning x, = 1 nuqtadagi li-

miti 2 ga teng ekant ko rsatllsm.
4 Ve > 0 soniga ko‘rad=e deb olsak, uholda | x - 1| <8 (x= 1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x da

=]x+1-2]|=|x-1|<d=¢

xX-

o s . oxtal
bo‘ladi. Demak, lim =—=2. »

x—xy X~
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5- misol. Faraz qilaylik, X = R\ {0} da f(x)= S_“;" bo‘lsin. Bu
funksiva uchun

lim % = |
x—
bo‘ladi.

<4 Ma’lumki, x € (0, g) uchun

1sinx<ix<lt X
2 X3

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan, funksiyalarning juftligini hisobga olib,
0< x| < g- da

sinx
cosx < — <1
X

bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

sinx X

—_—— —— —3 i 2 i . — -
0«1 . <1-cosx =2sin 2<2 2 5
bo‘lishi kelib chigadi.

Endi Ve > 0 ni olib, 6 = min{e; 1} deyilsa, unda Vx, |x! <3,

x#0 uchun

sin x
0<]l-2"Z"«<¢
X

bo‘ladi. Demak,

6- misol. Ushbu
f(x)=a", a>0, xe R, x =0
funksiya uchun

lima* =1
x—=0

bo‘lishi isbotlansin.
4 g > 1 bo‘lgan holni garaylik. Bu holda f(x) funksiya qat’iy
o‘suvchi bo‘ladi:

Vx, € R, x<x = f(%)< f(x): d' <a?.
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Ve > (0 sonni olaylik. Ma’'lumki, n — « da
ai -1, a_5 -1
bo‘lib, ketma-Kketlik limiti ta’rifiga binoan
In e N, Vn>n a% <1l+e,
Ime N, Va>n . a_% <l-¢

bo‘ladi. Endi ny, = max{n,, n,}, & =% deyilsa, unda

vx, Ix—0|<8=>——l<x<i
n gy

bo‘lganda
1 1
a® <a* <a" l-e<a <l+ee|a¥-1|<e

bo‘ladi. Demak, lima* =1,
x—0

0 < a < 1 bo‘lganda ]jr% a* =1 bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga
havola etiladi. »

6- ta’rif. Agar V¢ > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son
topilsaki, Vx e X N(Us(xy) \ {xo}) uchun f(x) > e tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti +e deb ataladi va

Hm f(x) =+
X=X

kabi belgilanadi. Masalan,
f)=5, (x#0)

. .1
funksiya uchun lim — = 4o
x—=0 x

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x,=+e
nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
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7- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 topilsaki,
/x € X, x>0 uchun
[ f(x)-bl<e
engsizlik bajarilsa, b soni f(x) funksiyaning x, =+ dagi limiti deyiladi
a
lim f(x)=b
X —+oo
abi belgilanadi.
7- misol. Aytaylik, X = (0, +400), x5 =40, f(x)= ;lc bo‘lsin. U
10lda
lim L =0
X—40a X
o‘ladi.
d Hagiqatan ham, Ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, Vx > 0
1chun

l—0’=1<8@x>1.
X X €
Demak, &= % deyilsa, unda ¥x > § uchun
1
=<5
o‘ladi. P
8- misol. Faraz qilaylik,
xm
f(x)==, a>1, meN, X=R
[

0‘lsin. Unda lim X" =0

X400 g%
»o‘lishini isbotlaymiz.
4 ¢ > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, n — < da
(n+)™
aﬂ

-0

(n+I)’”

yoladi. U holda Ve >0, 3n;, Vn>n <& bo‘ladi.
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Agar C = n, deyilsa, unda Vx > C uchun
m 1 m
X" ([x]+1) <

|Z‘Z-0 =

{ a* s al*]

bo‘ladi ([x]2 n, = C). Demak, lim X 0. »

X0 g*

9- misol. Ushbu im (1 + l)x e
X

X=3+eo

munosabat isbotlansin.
« Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, 7 — « da

(1+1) —e,
n

(1+L)n _(1+_1_)m il
n+l) ~ n+l n+2 :

Limit ta’rifiga binoan,
ve>0, 3Inmye N, Vn>un:

1 n 1n-ﬁ-l
e—-e<(l+m), (1+;) <e+¢g

bo‘ladi.
Endi C = n, desak, u holda Vx > C uchun

NEY 1\ | Y
e—a<(l+mj <(1+;) <[I+f}-]) <e+g

bo‘lib, (1 + 1)" _el<e
b
bo‘ladi. Demak, lm (I + %) =e. P
X—

3°. Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.

3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari
ekvivalent ta’riflardir.

« Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
limiti bo‘lsin:
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lim f(x)=b,
x—xg

U holda
ve>0, 38>0, Vxe X, |x-x|<8, x#x
o‘lganda
| f)-bl<e (1)
»o‘ladi. x, nugta — X to‘plamning limit nuqtasi. Unda 2- teoremaga
o‘ra {x,} ketma-ketlik topiladiki, n — e da x, = x; (x, %X, n=1,
), ...) bo‘ladi. Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan

8>0, Ay e N, Va>ny: |x, -xy| <3 2
yo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan n > n; uchun
f(x,)-bl<e

yolishi Kelib chigadi. Bu esa 4 sonining Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x)
unksiyaning x, nugtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi 4 soni Geyne ta’rifi bo‘yicha f(x) funksiyaning x, nuqtadagi
imiti bo‘lsin. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni f(x) funksiyaning x,
wqtadagi limiti Geyne ta’rifi bo‘yicha b ga teng bo‘lsa ham, Koshi
a’rifi bo‘yicha limiti bo‘lmasin. Unda biror g, > 0 uchun ixtiyoriy
5 > 0 son olinganda ham 0 < | x — x, | < & ni qanoatlantiruvchi biror
' da

[f(x) - b2 g
yo‘ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {5,} ni olaylik:

n—oe dad, 50 (5,>0, n=1,2,..).

U holda
0<|x, % |<8, =] f(x,) b2 ©)
bo‘ladi. Ammo 8§, — 0 da x, - x,, demak, Geyne ta’rifiga asosan
fOx) b

»o‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, b soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham
“(x) funksiyaning x, nugtadagi limiti bo‘ladi. p

4°. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari. Aytaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan, x, nuqta X ning chap limit nuqtasi va

(-7 x)cX, (vy> 0)
olsin.
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8- ta’rif. Agar
Ve>0, 38>0, Vxe(x;-8, x): | f(x)-ble
bo‘lsa, b son f(x) funksivaning x, nuqgtadagi chap limiti deyiladi va
b= lm f(x)=/(x~0)

kabi belgilanadi.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan, x, nugta
X ning o‘ng limit nuqtasi va

(X, +v)c X, (v>0)

bo‘lsin.

9- ta’rif. Agar

ve>0, 38>0, Vxel(xy, x+8): | f(x)-ble

bo‘lsa, & son f(x) funksiyaning x, nugtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= lm f(x)=/f(x+0)
X=X+

kabi belgilanadi.
Masalan,

1, agar x>0 bo'lsa,
Sf(x)={0, agar x=0 bo‘lsa,
-1, agar x <0 bo‘lsa
funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 bo‘ladi.
Mashgqlar
1. Ushbu
lm f(x) =4, lim f(x) =+,
X—4o= X——o
im f(x) =—e0, lim f(x)=-
X—34ea X0
limitlarning ta’riflari keltirilsin.
2. Ushbu f(x) = sin;c’E funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.
3. Limit ta’rifidan foydalanib, E_rf‘ll ;l_—l = o bo‘lishi isbotlansin.
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4. f(x) funksiya ¢ nugtada b limitga ega bo‘lishi uchun uning shu
nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo‘iib,
f(a+0)=f(a-0)=b

tengliklar o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lishi isbotlansin.

13- ma’ruza

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga
ega bo‘lgan funksiyalar ham yaginlashuvchi ketma-ketlik singari gator
xossalarga ega.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
x, € Rnuqta X ning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- xossa. Agar x — x;, da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.

4 Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chiqadi. »»

2- xo0ssa. Agar

lim f(x) =5, (b— chekli son)
X~xq

bo‘lsa, u holda x, nuqgtaning shunday Us(x,), (8 >0) atrofi topi-
ladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.

« Aytaylik, xlim f(x)=b

—Xp
bo‘Isin. Funksiya limiti ta’rifiga binoan
Ve>0, 38>0, vxe X N(Us(x)\{xo}) da | f(x)-b|<e,

ya'ni b - & < f(x) < b+ ¢ bo‘ladi. Keyingi tengsizliklardan f(x) funk-
siyaning x, nuqtaning Us(x,) atrofida chegaralanganligi kelib chi-
qadi. »

3- xossa. Agar

lim f(x)=b

X-3Xg

bo‘lib, b < p bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday Us(x,) atrofi
topiladiki, bu atrofda
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S <p
bo‘ladi.
<4 Shartga ko‘ra

lim f(x)=b.

Xx—Xp
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra ¢ = p — 5 > 0 uchun shunday

8 > 0 son topiladiki, Vxe X, |x~xp| <8, x # x5 uchun

|f(x)-b|<e:f(x)<b+e=p

bo‘ladi. Bu esa Vx e Us(xy) da f(x) < p bo‘lishini bildiradi. »
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
4- xossa. Agar
lim f(x) =4, lim g(x)=5
XX X—rXp
bo‘lib, Vx € X da f(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda 4, < b,,
ya’ni
lim f(x) < lim g(x)
X->Xg X X9

bo‘ladi.
<« Aytaylik, }i_.“x’o f(x)=4, }L'l}, g(x) =5
bo‘lsin.

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra x, ga intiluvchi ixtiyoriy
X, > Xy, (x,€ X, x, #x)
ketma-ketlik uchun

n—oe da f(x,) - b, gx,)->b (D
bo‘ladi.
Ravshanki, Vne Nda

f(x,) < g(x,). @
Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va
(2) munosabatlardan lim f(x,) < Iin}o &(x,), ya’ni b; < b, bo‘lishini
X—Xg x—
topamiz. »
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5- xossa. Faraz qilaylik,
Jim f(x) =4, lim g(x)=b,, (b, b€ R)
limitlar mavjud bo‘Isin. U holda
a)Vce R da }%(c-f(x)):c-}i_)rrxzf(x);
b) )}i_)ngo(f(x) +8(x)) = }Ln;o S(x)+ 3590 8(x);
d) Jim (f(x) g(0) = lim £(x)- lim g(x);
lim f(x)

¢) agar b, # 0 bo'lsa, lim g (‘;‘)’ - 'Z‘:,}: o bolladi

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik
amallar bajarilishi hagidagi ma’lumotlardan kelib chiqadi.

24X —n

x-1

X+X

1- misol. Ushbu lin}
x—

limit hisoblansin.
<« Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

fim x4+ X —n _ fip (D 2D+ 2=+ +( £-1) _
X1 x-1 xol x-1
— lim _(x_j)[l+(x+1)+(x2+x+1)+...+( P I 3| _

x-l x-1

=l+2+3+...+n=f(i2+2A >

lim 1-cosx

2- misol. Ushbu 5

x>0 x
limit hisoblansin.

« Ma’lumki, 1 - cos x = 2sin? ; Shuni hisobga olib topamiz:

{—cos x ) Zsin2£ i sin—
lim = lim =lim - -

o0 x? x50 x? x—0 2 X
2
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sinx sin>
Do lim -2 gim— 2=}
70| im 5= lim =S =5
2 2
2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, /(x) funksiya
Xc R to'plamda berilgan bo'lib, (x; ~y, x)) < X bo‘lsin (y > 0).

Ravshanki, x; € R nuqgta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nugtada
lim f(x)

x—x5-0

>

limitga ega bo‘ladi.
« f(x) funksiya giymatlaridan iborat bo‘lgan ushbu

F={f(x)ixe X n{x<x}}
to‘plamni garaymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning aniq chegarasining
mavjudligi haqidagi teoremaga ko‘ra £to‘plam aniq yuqori chegaraga
ega. Uni b bilan belgilaymiz:
supF = b.
Endi, IixT . S (x) = b bo‘lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara
X xq -

ta’rifiga ko'ra:

1) Vvxe X n{x<x}uchun f(x)<b;

2) W eXn{x<x}, x"<xy: f(X)>b-¢, (¥e>0) boladi.

Agar § = x) — x" >0 deyilsa, unda Vxe (% -3, x%)n(x -7, %)
uchun

b-e<f(x")<f(x)<b<b+e
bo‘lib,
If(x)-b<e

tengsizlik bajariladi. Bu esa
lim f(x)=b
x—xy -0
ekanini bildiradi. »
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Xuddi shunga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.

Aytaylik, f(x) funksiva Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(%, X% +7) < X bo'lsin (y > 0). Ravshanki, x;e R nuqta X to‘p-
lamning limit nuqtasi bo‘ladi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib,
u quyidan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada

lim f(x)
x—xp+0

limitga ega bo‘ladi.

Endi funksiya limitining mavjudligi hagidagi umumiy teoremani
keltiramiz.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
X, € R nugta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

I- ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday § > 0 son topilsaki,

vxe X n(Us (%)\ {x%}), Yye X n(Us(x)\{x})
lar uchun

f(x)-fy)<e (1
tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x; nuqtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

3- misol. Ushbu f(x) = xsin ;1( funksiya uchun x, = 0 nuqtada
Koshi sharti bajariladi.

<« Hagigatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra 8 = £ deyilsa, u holda

2
Vxe XU, O\ {0). Yye X N(U, (0)\{0})
2 2

lar uchun (ya’ni |x| <8, |y| <8 uchun)

.1 1 1 1
_ - L i< 2 ll<
BECIRNL62] lxsmx ysmyl_lxsmx|+lysmyl_.

8_-

£
< £
_|x|+|y]<2+2

€

bo‘ladi.

3- teorema. (Koshi teoremasi.) f(x) funksiya x;, nuqtada chekli
limitga ega bo‘lishi uchun bu funksiya x; nugtada Koshi shartini
bajarishi zarur va yetarli.
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4 Zarurligi. f(x) funksiya x, nuqtada chekli limitga ega bo‘lsin:
lim f(x)=b.
X—Xp
Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, 38>0, Vxe Xn(U;(x)\{x}) uchun

| £ -b) <3 Q
bo‘ladi. Shuningdek, Vye XN (Us(xp)\{x,}) uchun ham
| f»)-b) <3 3)

bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan

f(x)=fO)s|f(x)-b]+]b-f () <e
bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik, f(x) funksiya uchun (1) shart bajarilsin. x,
nuqtaga intiluvchi ikkita

X, 2% (x,#2x, n=12,..), x,eX,
Ve o X (Yp#Xx, n=12,.), y,eX
ketma-Ketliklarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu

Xis Vis Xas YVas ooy Xgs Yaus oo

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Ravshanki, z,
ketma-ketlik uchun

X (22X, n=12,..), z,e X
bo‘ladi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra 8 > 0 sonni
olamiz. Modomiki, # — e da z, — x; ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra:

>0, Imye N, Va>ny: |z, - x| <e

bo‘ladi. Binobarin, ¥Ym > n,, Vn > n, uchun

|f(zm)_f(zn)l <E

tengsizlik bajariladi. Bundan f(z,) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chigadi. Demak, f(z,) ketma-ketlik yaginlashyvchi:

n-—eda f(z,)- b
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U holda f(x,) - b, f(y,)— b bo‘lib, funksiya limitining Geyne
ta’rifiga binoan

lim f(x)=b5
XX
bo‘ladi. »
3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar. Aytaylik, o(x)
hamda B(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € R nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
2- ta’rif. Agar lim a(x) =0
XX

bo‘lsa, a{x) funksiya x — X, da cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, x — 0 da a(x) = sinx funksiya cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar lim B(x) = o
I—PXO
bo‘lsa, P(x) funksiya x — x, da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, x —» 0 da B(x) =£ funksiva cheksiz katta funksiya
bo‘ladi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksiyalar cheksiz kichik
hamda cheksiz katta migdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig‘indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi.

2) Chegaralangan funksiyaning cheksiz kichik funksiya bilan
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.

l
3) Agar a(x) {a(x) # 0) cheksiz kichik funksiya bolsa, ()
cheksiz katta funksiva bo‘ladi.

4) Agar B(x) cheksiz katta funksiya bo‘lsa cheksiz kichik

1
> B(x)

funksiya bo‘ladi.
Mashglar
. ox"
1. Ushbu lim
n—ee 14 x"
limit bilan aniglanadigan funksiya topilsin.
2. Ushbu lim sin(nvn® +1) limit hisoblansin.

noe=
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14- ma’ruza
Funksiyalarni tagqoslash
1°. «O» va «o» belgilar, ularning xossalari. Faraz qilaylik, f(x)
va g(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X to‘p-

lamning limit nugtasi bo‘lsin.
1- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas C > 0 soni va shunday § > 0

son topilsaki, vxe X N(Us(x) \ {x}) uchun
|f ()] < C lg(x)|
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
3CeR,, 35>0, Vxe X N(Us(xx)\ {xo}) : |f(x)] < C |g(x)]

bo‘lsa, x — x; da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chegara-
langan deyiladi va f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

3Ce R, 3de R, Vx, |x|>d: | f(x)|sC|gx)|

bo‘lsa, x — x,=« da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chega-
ralangan deyiladi va yugoridagidek f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.

Masalan, x —» 0 da x> = O(x) bo‘ladi, chunki xe(—1, 1) da
lx2| < Ixl.

Agar f(x) funksiya x, nuqta atrofida chegaralangan bo‘lsa,
x = x; da f(x) = 0O(1) kabi yoziladi.

«0» ning xossalari:

m>—==

) Agar A )

bo‘lsa, x — x; da f(x)=0(g(x)) bo‘ladi.

2) Agar x - x; da f(x) = 0(g(x)) va g(x) = O(h(x)) bo‘lsa, u
holda x - x, da f(x)=0(h(x)) bo‘ladi. Demak, x — x, da
O(O(h(x))) = O(h(x)).

3) Agar x — x, d_a f(x)=0(g(x)) va h(x) = O(g(x)) bo‘lsa, u
holda x - x, da f(x) + h(x) = O(g(x)) bo‘ladi.

4) Agar x — x, da fi(x) = 0(g,(x)) va f,(x) = 0(g,(x)) bo‘l-
sa, u holda x — x, da fi(x): £, (x) = 0(g (x)-g, (x)) bo‘ladi.
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2- ta’rif. Agar har ganday £ > 0 son olinganda ham shunday & > 0

son topilsaki,
Vxe X N(Us(x) \ {xe})
uchun
[f(x)<elglx)]
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
ve>0, 33>0, Vxe X N(Ws(x) \{xo}): | f(x)|[se|g(x)]

bo‘lsa, x — x, da f(x) funksiya g(x) finksiyaga nisbatan yuqori rartibli
cheksiz kichik funksiya deyiladi va f(x)=o(g(x)) yoki f =o(g)

kabi belgilanadi.
«o» ning xossalari:

I) Agar x — x; da f = o(g) bo‘lsa, uholda x — x; da f = 0(g)
bo‘ladi.

2) Agar x — x5 da f =o(g), g = o(h) bolsa, u holda x - x, da
f = o(h) bo‘ladi. Demak, o(o(h)) = o(h).

3) Agar x - xy da f; =0(g), f, =0(g) bo‘lsa, uholda x — x, da
fi + 5 =o(g) bo'ladi.

4 Agar x — xyda f; =0(g,), f, = 0(g,) bo'lsa, uholda x — x,da
f -5 =o(g - g) bo'ladi. Demak, o(g;)-0(g;) =0(g; - &).

2°. Funksiyalarning ekvivalentligi. Autaylik, f(x) va g(x) funksiyalari
X c Rto‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi
bo‘lsin.

3-ta’rif. x - x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x = x, da g(x) #0)
uchun

lim £ =1
x~x £(X)
bolsa, x - x; da f(x) va g(x) ekvivalent funksiyalar deyiladi va
F(x) ~ g(x} (x - x,) kabi belgilanadi.
Masalan, x — 0 da f(x) = sinx va g(x) = x funksiyalar ekvivalent
funksiyalar bo‘ladi: sinx ~ x (x — 0).
1- teorema. x — x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x#x, da g(x) = 0)
ekvivalent bo‘lishi uchun
g(x) - f(x) = 0(g(x))
tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
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< Zarurligi. x — x; da f(x) ~ g(x) bo‘lsin. Ta’rifga binoan
. f(x)
Im =——=2 =1
S 8(x)
bo‘lib, undan

hm [l _ f(x)]___ lim g(x)-f(x) =0
X=X g(x) xox  g(x)

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, g(x) - f(x) = o(g(x)).
Yetarliligi. x — x, da g(x) - f(x) = 0(g(x)) bolsin. U holda
x - xp da

1= ) _ 8-S _ olg(x)
g(x) g(x) g(x)

bo‘lib, undan
lim [1 - M] = lim §X-/) _

X—X) g(x)] x-x  g(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
lim f(x) - I,
x-x 8(x)

ya’ni f(x) ~ g (x) ekanini bildiradi. >

«~» ning xossalari:

1) Har ganday funksiya uchun x — x; da f(x) ~ f(x) bo‘ladi.

2) Agar x = x; da f(x) ~ g(x), g(x) ~ h(x) bo‘lsa, x — x, da
f(x) ~ h(x) bo‘ladi.

3) Agar x - x, da f,(x) ~ g(x), fo(x) ~ &(x) bolsa, x - x; da
F1(x) - f(x) ~ g(x) - g,(x) bo‘ladi.

3°. Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

lim EACI . ¢, =const #0

x-x & (x)
bo‘lsin. Unda x — x; da f(x) ~ ¢g,(x) bo‘lib,

f(x)=cg (x)+o(g (x))
bo‘ladi. Bu holda ¢,g,(x) funksiya x — x, da f(x) funksiyaning bosh
gismi deyiladi.
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Faraz qilaylik, x > x; da c,g(x) (¢, = const # 0) funksiva
f(x) ~ ¢,g(x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x — x, da

S (x)-ag (x) - a8 (x)

f(x)=ag (x)+cg (x)+ 0(32 (x))

bo‘lib,

bo‘ladi.
Bu jarayonni marta takrorlab, x — x;, da f(x) funksiyani
guyidagicha yozish mumkin:

f(x) =g (X)+ 8, (x) +... + ¢,8, (x) + 0(g, (x}) (1)
bunda ¢; # 0 va

g (x)=0(g (x)), (i=12,..,n)

Odatda, (1) formula x — x, da f(x) funksiyaning asimptotik
yoyilmasi deyiladi.
4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksiyalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksiyalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.
2- teorema. Agar x — X, da f; (x) ~ £, (x), g (x)~ & (x) bo*-
lib, ushbu
. fi(x)
|
<% 8 (%)
limit mavjud bo‘lsa, u holda

lim 22¢%)
x—x5 8y(x)

limit ham mavjud va

lim 20 _ jjm A
x=x 5(x)  xox £(X)

bo‘ladi.
< Aytaylik, x » x, da f;(x) ~ f; (x), & (x)~g;(x) bo'lsin.
Unda ravshanki, x — x; da
fH(x)= fi(x)+o(fi (x)),
& (x)= & (x)+o(g (x))
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bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

£ _ i G _ o fi(x)
I lim LA _ o A(x)
I ) A ol () - A ey

Misol. Ushbu lim S90S X608 2x

limit hisoblansin.

x—0 XZ

. 3x . x
2sin=—.sin=

« Ravshanki, lim “%#%*7%% 2% _ fim 2
x5! xz x50 x2
3
Endi sin Tx = 37 +0(x) va sin ¥ 3= 5 + 0(x) bo‘lishini e’tiborga
olib, topamiz;
3
231n3—x~sinf (§x+o(x)I%x+o(x)] Exz +o(x?) 3
lim 2 _2lim =2lim4% -2
x~+0 x2 x—0 x—0 x2 2
. -sin2x 3
hm COS X—SIn X _ 2
Demak, me—a =7 >
Mashglar

1. Aytaylik, ne N: aq;,a,,..., a, € R bolsin. Uholda x — 4+ da

"4 +a x+a, =0(x")

x" +ax" + ayx
bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar x 5> xpda f(x)-g(x)=0(f(x))

bo'lsa, x - x, da f(x)-g(x)=0(g (x))
bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar x - xp da fi(x)~ £ (x), & (%)~ & (x)
bo‘lsa, x - x, da
[ (X)+f(x)~ & (x)+ & (%),
LX) -f(*¥)~&a ()-8 (x)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?
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4-BOB

FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15-ma’ruza
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi
1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X nuqta X to‘plamning limit

nugtasi bo‘Isin.
I-ta’rif. Agar

lim £(x) = /() )

vo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Demak, f(x) funksiyaning x; nuqtada uzluksizligi ushbu

1) lim f(x) = b ning mavjudligi,
X—Xp

2) b= f(x,) bo‘lishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. Ushbu

fx)=x*+x? +1
funksiya Vx; € R nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki
lim f(x)=lim(x* +x* +1) = x5 + & +1= f(%).
x9Xxy Xy
2. Ushbu
f(x) = (signx)? ={

I, agar x#0 bo'lsa,
0, agar x=0 bo‘lsa

funksiyani garaylik. Ravshanki, Vx; € R nugtada xli_glo f(x)=1

bo‘ladi. Demak, garalayotgan funksiya Vx, € R, x # 0 nuqtada uzluk-
iz bo‘ladi. Ammo f(0) = 0 bo‘iganligi sababli

lim f(x) # £(0)

oladi. Demak, f(x) funksiya x, = 0 nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi.
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan x, funk-
siyaning nuqtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.

2- ta’rif. Agar

n—-e da x, 9 x, (x,e X, n=12,..)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
n—oe da f(x,)- f(x;)

bo‘lsa, funksiya x, nuqtada uziuksiz deyiladi.

3- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & = §(¢) > 0
son topilsaki,

Vx e X n U5 (XO)

uthun | f(x)-f(x) | <e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi.

Odatda, x — x, ayirma argument orttirmasi, f(x) — f(x,) esa
Sunksiya orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va Af kabi belgilanadi:

Ax =x—Xxg, Af = f(x)= fxg) = fxy+Ax) - f(xp).
Unda funksiya uzluksizligining 1- ta’rifidagi (1) munosabat ushbu
lim Af =0 )

Ax—0

ko‘rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nugtada
uzluksizligi ta’rifi sifatida qarash mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, e X
nuqta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lsin.

4- ta’rif. Agar

Jm () =/0x%), (Hm f(x)=f(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada o ‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, f(x) funksiya x; nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
bo‘lganda funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning x; nugtadagi qiymatiga
teng bo‘ladi:

flxg+0) = fx), (fx~0)=f(x))

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x, nuqtada ham o‘ngdan,
ham chapdan bir vagtda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nugtada uzluksiz
bo‘lishini topamiz.
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Umuman, f(x) funksiyaning x, nugtada uzluksiz bo‘lishi, ve > 0
erilganda ham unga ko‘ra shunday § = 8(¢) > 0 topilib,

Vxe Us(xg)c X = f(x)e U, (f(x))
yo‘lishini bildiradi.
5- ta’rif. Agar f(x) funksiya X < R to‘plamning har bir nuqtasida
1zIluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda uzluksiz deyiladi.
6- ta’rif. X< R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalardan iborat
o‘plam uzluksiz funksiyalar to ‘plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)e Cla, b} bo‘lishi, f(x) funksiyaning [a, b] seg-
mentning har bir nuqgtasida vzluksiz, ya’ni f(x) funksiya (a, b) inter-
salning har bir nuqtasida uzluksiz, @ nuqtada o‘ngdan, b nuqtada
>sa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk-
iyalarning yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiya
ho‘lishi haqidagi tasdiglarni keltiramiz.

1- teorema. f(x) va g(x) funksiyalar X< R to‘plamda berilgan
>o‘lib, X, < X nugtada uzluksiz bo‘lsin. U holda:

a) Vc > Rda ¢ - f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi;

b) f(x) + g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

d) f(x) - g(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi;

e) % , (g(x)# 0) funksiya x; nugtada uzluksiz bo‘ladi.

4 Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
vo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar haqgidagi teoremadan
kelib chigadi. Masalan, teoremaning d) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi:

xﬁ_)r?o f(x) = f(x), ggr;}) g(x)=g(x)=
= xh;rgo(f(x)-g(x)) = 3&‘0 f(x)-xl‘i_,rgg0 &(x)= f(x) &%) »

I-misol. f(x)=c, ce Rbolsin. Unda f(x)e C(R) bo‘ladi.
4 Hagiqatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra § =€ deyilsa, u holda
Vx, |x-x |<8:|f(x)-f(x)|=]c-c|=0<e
bo‘ladi. P
2-misol. f(x)=x, xe Rbo'lsa, u holda f(x)e C(R) bo'ladi.
« Haqgiqatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra 6 =¢ deyilsa, u holda
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Vx, {x=x|<8: [f(xX)=f(x)|=|x-x|<8=¢
bo‘ladi. »
3- misol.
f(x)=aqx" +ax™ +..+a, ,x+a,; me N, a, a, .., a,€R
bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.

<« Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1- teoremadan
kelib chigadi. p»
Shunga o‘xshash ushbu

fx) = ax™ +aix™ 4. +a,,_x+a,
box" +b,x" V4 b, x+b,
funksiyaning (bunda m,ne N; a4, q,...,a,,by, b, ..., b, € R)
{xe R\ jyx" +bx" " +...+ b1x + b, = 0}
to‘plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.
4- misol. f(x) = sinx bolsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.
4 x,e R nuqtani olib, Ve > 0 ga ko‘ra 8 =¢ deymiz.
Xy
Unda Vx, |x-x<38:

X+ Xy

|sin x —sin x4] = 2 | cos

bo‘ladi. P

Xuddi shunga o‘xshash f(x) = cosx funksiya R da, f(x) = tgx va
S (x) = ctgx funksiyalarning esa 0‘z aniglanish to‘plamlarida uzluksiz
bo‘lishi ko‘rsatiladi.

5-misol. f(x)=a", a>0 bo‘lsin. U holda f(x)e C(R)
bo‘ladi.

-sinf_z—x‘l|slx—xol<8=s

<« Ravshanki, -hxonl (@™ -1=0.
Unda
0= lim (a”° —l):» hm a"°(a -a")=0
_XO_;

< a® lim (a* -a"°)=0=> lim ¢* = a™®
X=X x—Xp

bo‘ladi. >
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6- misol. Aytaylik,
-1, agar x <0 bo'lsa,
S(x)=10, agar x=0 bo'lsa,
I, agar x>0 bo‘lsa

bo‘Isin. Bu funksiya uchun
f(+#0) =1, f(-0)=-1
va berilgan funksiya X = R\ {0} to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b)da
(= < a < b < +0) berilgan bo‘lib, Xy € (@, b) bo'lsin.
Ma’lumki, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng va chap limitlari

flxp +0), f(xy-0) 3)
mavjud bo‘lib,

flxy -0)= f(x9) = fxy +0) @
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘lar
edi.

Agar f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘lmasa, unda x, nugta
f(x) funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi.

7- ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning
birortasi o‘rinli bo‘lmasa, X, nuqta f(x) funksiyaning birinchi tur
uzilish nugtasi deyiladi.

Bunda

fx+0), flx,-0)
ayirma funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.
Masalan, f(x) = {x] funksiya x = p (pe Z) nuqgtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki
fp+0)=p, f(pp-0)=p-1
bo‘lib,
f(p+0) = f(p, -0)
bo‘ladi.
Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa
yoki cheksiz bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
nugtasi deyiladi.
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Masalan, ushbu

Flx) = sin )lc, agar x# 0 bo‘lsa,

0, agar x =0 bo‘lsa
funksiya x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiva X < R to‘plamda, v = F(y) funksiya esa Y, to‘plamda aniq-
langan bo‘lib, ular yordamida u = F(f(x)) murakkab funksiya tuzil-
gan bo‘lsin.

2- teorema. Agar y = f(x) funksiya x,e X nuqtada, u = F))
funksiya esa ype ¥, nugtada (y, = f(x;)) uzluksiz bo‘lsa, F{f(x)) funksiya
X, nuqtada uzluk51z bo‘ladi.

< u = Fy) funksiya y,e ¥, nuqtada (y, = f (x,)) uzluksiz bo‘lgani
uchun

ve>0, 36>0, ¥y, |y-yl<o: | F(y)~-F(y)]<e, (5

va’'ni | F(f(x)) - F(f(x) | <& bo'ladi.
Shartga ko‘ra y = f(x) funksiya x,e X nugtada uzluksiz. U holda
yuqgoridagi ¢ > 0 ga ko‘ra
38>0, vx, |x-x[<8: |f(x)-f(x)]<a,

ya'ni ly-y»l<o ©)
bo‘ladi.
(5) va (6) munosabatlardan
ve>0, 38>0, Vx, |x-xy [<8: |F(f(x)-F(f(x))|<e

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, F(f(x)) funksiya x, nuqtada uzluksiz. p
5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.
3- teorema. [a, ] — R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu
[a, b] ning istalgan nuqtasida yoki uzluksiz bo* ladx, yoki birinchi tur

vzilishga ega bo‘ladi.
4 f(x) funksiya [a, b] da o‘suvchi bo‘lsin. Aytaylik,

X € la,bl, (% -8,% +8) cla,b]l, (6>0)
bo‘lsin. Monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra

lim f(x) = f(x = 0) < f(x),
x—x5-0

102



limof(x)=f(xo+0)2f(xo),

X—3xg +

bo‘ladi. Agar  Sf(xy = 0) = f(x5) = f(x +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz, agar

fx =0) < fxy +0)
bo‘lsa, f(x) funksiya x; nugtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiya [a, b] da kamayuvchi bo‘lganda
ham tasdiq isbotlanadi. »

Mashglar
1. Ushbu
£(x)= sin x, agar Xx - ratsional son bo‘lsa,
| 0, agar x - irratsional son bo‘lsa

funksiyaning x; = kn (k € Z) nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu
D(x)= 1, agar x - ratsional son bo‘lsa,
“ 10, agar x - irmratsional son bo‘lsa

Dirixle funksiyasi R ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligi
isbotlansin.

3. Ushbu f(x)={x]-sinmx, (x& R)
funksiya uchun f(x) e C(R) bo‘lishi ko‘rsatilsin.

16- ma’ruza
Uzluksiz funksiyalarning xossalari

1°. Nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalari). Misollar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda
berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.

1. Agar f(x) funksiya x, € X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

shunday 8 > 0 va M > 0 sonlar topiladiki, Vxe X NU;(x;) da

| £(x)] < M bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya x, nugtaning Uj (x, ) atrofida
chegaralangan bo‘ladi.
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2. Agar f(x) funksiva x) € X nuqtada uzluksiz bo'lib, f(x;) # 0
bo‘lsa, u holda shunday 3 > 0 son topiladiki, Vxe X NUg(x,) da
signf (x) = signf(x,) bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiyaning Us(x,) dagi
ishorast f(x,)ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksiyaning xossa-
laridan kelib chiqadi.

3. Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nuqtada

}LTO f(x)=b, (beR) oY)

ga ega bo'lib, g(y) funksiya Yto‘plamda berilgan {f(x)| xe X}U{b}cY
va y = b nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

lim g(f(x)) = g(b).
XXy

ya’'ni }5% g(f{x) = g(}i_)ngo F(x)) (2
bo‘ladi.
dn-o>wdax,»>x (x,e X, x, #x,, n=1,2,...) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra
n—edaf(x)—b
bo‘ladi. Shartga ko‘ra g(f(x)) funksiya b nuqtada uzluksiz. Demak,
n— e da g(f(x,) - g(b)
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2) tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib
chiqadi. »
1- misol. Ushbu
lim log, (1+x)
x— 0 X

munosabat isbotlansin.
<4 (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

=log,e, (>0, a=#l) 3

1 1
tim 18" _ Jim log, (1+ x)* = log, [lim 1+ x)* ] =log, e.
b4 x—-0 x— 0

x-0
Xususan, a = ¢ bo‘lganda li_r’r% Eﬁl;—x—) =1 bo‘ladi. P
2- misol. Ushbu  lim %=L =1In a, (@a>0)

x=0 X

munosabat isbotlansin.
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« Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun ¢* —1=1¢ deb olamiz.
Unda x — 0 da ¢t - 0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni e’tiborga
olib topamiz:

* 1 t 1

. a BT _ B
}tj-% x 1(1_1'1;)1 log,(1+1) ~ log,e Ina. »
3- misol. Ushbu
lim (I+x)" -1 ~a. (aeR)
x-+0 x
munosabat isbotlansin
<« Ravshanki, (1+ x)* = ¢2Intl+x)

vax — 0 daIn(l + x) — 0 bo‘ladi. Unda

(1+x)*-1 _ (2 01y In(l+x)a

x  oln(+x) x
bo‘lib, undan
(Lex) -1 ety
hm(__xl__lr_l e____...,_l ,.hilix)a:
x— 0 x -0 oln(l+x) x-0 x

bo‘lishi kelib chigadi.

2°. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global
xossalar). Aytaylik, f(x) funksiya {a, ] segmentda berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, f(x) funksiya (a, ) da uzluksiz, a nugtada o‘ngdan,
b nugtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b] segmentda
uzluksiz bo‘ladi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orqali ifodalanadi.

1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.) Agar f(x)
funksiya [a, b] segmentda uzluksiz, ya’ni f(x)e Cla, b} bo‘lsa,
f(x) funksiya [a, ] da chegaralangan bo‘ladi.

<4 Ma’lumki, f(x) funksiyaning [a, 5] da chegaralanganligi
quyidagi

IM e (0,+), Vxela, bl:|f(x)|<sM
ni anglatadi.

Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f(x) € C[a, 5] bo‘lsa ham funk-
siya [a, b} da chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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Vne N, Ix,ela, b]: | f(x,)|>n (n=12,.) 4
bo‘ladi. Ayni paytda, hosil bo‘ladigan {x,} ketma-ketlik uchun
x, € {a, b], (n=1, 2, ..) bo‘lganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy {x,} ketma-ketlik ajratish mumkin:

k - e da x, = X, (% €]a,b)).
Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, 6] da uzluksiz. Binobarin,
k—eoda f(x,)- f(x) (5)
bo‘ladi. Bu (5) munosabat yugorida gilingan farazga ziddir (chunki
faraz bo‘yicha

bo‘lishi lozim edi). Demak, f(x) funksiya [a, ] da chegaralangan
bo‘ladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

Ta’rif. Agar X to‘plamda shunday x, € X nuqta topilsaki, Vxe X
uchun

Sx) < flxp)y, (f(x)2 fx))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqtada eng katta (eng kichik)
giymatga erishadi deyiladi va
f(%)=max f(x), (f(x)=minf(x))
kabi belgilanadi.

2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar
f(x)e Cla, b] bo‘lsa, bu funksiya [a, b] segmentda eng katta hamda
eng kichik giymatlarga erishadi, ya’ni

Jq ela, bl, Vxe[a, b]: f(x)< flq),
3¢, e la, b, Vxela, b): f(x)z flc,)
bo‘ladi.

o Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsin. Veyershtrassning 1-teore-
masiga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu
{f(x) | x e [a, b}
to‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning aniq chegarasi
haqidagi teoremaga ko‘ra
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sup f(x)=M, (Me R)

xe|yd, b]
mavjud bo'ladi.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvofig:

Vxela, b]: f(x)s M,
Ve>0, Ax(e)e la, b}: f(x(e))>M -¢
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda

deb olinadigan bo‘lsa,

[l
X, = x(n)e {a, b]
ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun

fO)> M-
tengsizlik bajariladi. Demak, Yne N da

‘ M- % <f(x)<M
bo‘ladi. Bu munosabatdan

lim f(x,) = M ©)
bo‘lishi kelib chigadi.

Yuqorida hosil gilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x, }
deylik:

k>edax, —¢, (qela,b]).
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
k- da f(x,) > f(&).

Ravshanki, {f(x,, )} ketma-ketlik {f(x,)} ketma-ketlikning gismiy

ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko‘ra

k—>wda f(x,)->M
bo‘lib, f(c,)=M bo‘lishi kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshash, f(x)
funksivaning eng kichik qiymatga erishishi ko‘rsatiladi. »
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?a- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya {«, b] segmentda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b];

2) segmentning chetki nuqtalari @ va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, ya’'ni

f(@)<Q< f(b) yoki f(a)>0> f(b)
bo‘lsin.

U holda (a, b) da shunday x, nuqta (¢ < x, < b) topiladiki,
f(xp) = 0 bo‘ladi.

A Aytaylik, f(x)e Cla, b]bo'lib, f(a) <0 < f(b)bo‘lsin. [a, b]
segmentning f (x) funksiyaga manfiy giymatlar beradigan nuqtalaridan
iborat to‘plamini E deylik:

E ={xela,b]| f(x) <0}
Ravshanki, a€ £, E c|a, b]. Demak, E to‘plam chegaralangan va
E+0,
To‘plamning aniq yuqori chegarasi hagidagi teoremaga ko‘ra
sup E = x,, (x, € (a, b))
mavjud bo‘ladi.
Aniq yuqori chegara ta’rifiga binoan,

Vne N, 3x,e E: )co—%<x,,<x0
bo‘ladi. Demak,
f(x,)<0, (n=1,2,3,..).

f(x) funksiyaning [a, &} da uzluksiz bo‘lganligini e’tiborga olib

topamiz:
n—oeda x, o x; bo'lib, f(x,) > f(xy)-
Bir tomondan
lim f(x,) <0,
ikkinchi tomondan
lim /(%) = £ (%)
bo‘lishidan
f(xg) <0 0]

bo‘lishi kelib chigadi.
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Ravshanki, x > x; da x ¢ E. Binobarin, f(x) 2 0. Shuning uchun
lim f(x)20
x—x5+0
bo‘lib,
flx)= _1)i§rt}+o f(x)=0 ®

bo‘ladi. (7) va (8) munosabatlardan f(x,) = 0 bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash, f(x)e Cla, b]va f(a)> 0> f(b)bo‘lgan
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, u holda chegaralari f (a)
va f(b) bo‘lgan segmentga tegishli ixtiyoriy / soni olinganda [a, b] da
shunday x, nugta topiladiki, f(x,) = / bo‘ladi.

< f(a) < f(b) deb, f(a) <! < f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a) =/
yoki f(b) = I bo‘lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a) < I <f(b) bo'lsin. Ushbu

gx)=f(x)-1, (xela, b])
funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:
1) g{x)e C |[a, b];

2) g(a) <0< g(b)
bo‘ladi. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday x,e (a4, b) topiladiki,
8x) =0,

fx) =1
bo‘ladi. >

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksiyaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyaning mavjudligi). Agar f(x) funksiya
X c R oraligda uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
u holda ¥; ={f(x)| x e X} oraligda teskari f~!(y) funksiya mavjud
bo‘lib, u uzluksiz qgat’iy o‘suvchi {gat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

ya’'ni

Mashglar

1. Ushbu x-e&=1
tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta ildizga ega ekanligi
isbotlansin.
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2. Ushbu

-x* +1, agar ~1<x<0 bo'lsa,
f(x)= 0, agar x=0 bo‘lsa,
x2 -1, agar 0<x<1 bo‘lsa
funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu
f(x)=x*-x, (xe B)
funksiya qiymatlari to‘plami R bo‘lishi isbotlansin.
4. Aytaylik, f(x) funksiya tekislikdagi biror aylanada berilgan va

uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral garama-qarshi joylashgan
a va b nuqtalar topilib, f(a) = f(b) bo‘lishi isbotlansin.

17- ma’ruza
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis wzluksizligi tushunchasi. Faraz gilaylik,
f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar ixtiyoriy £ € 0 son olinganda ham shunday §>0
son topilsaki,

[x"-x"]<d
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x, x“e X uchun
[ f(X)=f(x")]<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 38>0, Vx',x"e X, |x'—x"|<8: | f(x)-f(x")]<e

bo‘lsa, f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

Keltirilgan ta’rifdan:

1) 6> 0 sonning faqat £ >0 ga bog‘liqligi;

2) f(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu X to‘plamda
uzluksiz bo‘lishi kelib chiqadi.

1- misol. f(x) =Xx, x e Rbo‘lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
bo‘ladi.

<€ Agar Ve>0 ga ko‘ra § =& deb olinsa, unda ¥x’, x"e X,
|x'-x"] <6 da
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| f(X)-f(xXD ] =]x"-x"|<8=¢
bo‘ladi. P
2-misol. f{(x)=sinx, xe R bo‘lsin. Bu funksiva R da tekis
nzluksiz bo‘ladi.
« Agar Ve > 0 ga ko‘ra, § = ¢ deyilsa, unda Vx', x"€ R,

|x"~x"|{ <6 da

X -x"<8=¢

M e XX X=X
|sin x smx;-2=cos 3| fin— is
bo‘ladi. P
3- misol. f(x)=;lc~, x e X = (0, 1] bo'lsin. Bu funksiya X= (0, 1] da

tekis uzluksiz bo‘lmaydi.

<4 Ve > 0 sonni, masalan, ¢ =% deb olib, ¥ va x’ nugtalar
sifatida

’

X =

»

va x (ne N)

=L
TSN
deb olinsa, u holda | x" - x"| ayirma quyidagicha

byt

n nell n(n+l)

bo‘ladi. Bundan (| x"-x"] < &) & ni har gancha kichik qilib olish
mumkin bo‘lsa ham

|76 =10 =[5~

X[ -

X' -x"| =

=ln-(n+D)] =1>3=¢

po‘ladi. Demak, f(x) = % funksiya X=(0, 1] da tekis uzluksiz emas. P

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa,
u holda f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x)e Cla, b]bo‘lsa ham funksiya |a, b] da tekis
uzluksiz bo‘lmasin. Unda biror € > 0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, 5] da
shunday x’ va x” nuqtalar topiladiki,

[x"=x"|<8= | f(X)-f(x")]|2¢
ho'ladi. n — +eo da 8, > 0, (5, >0, n=1, 2, ...) bo‘ladigan ixtiyoriy
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{8,} ketma-ketlikni olamiz. Unda
P —xi] <8 = |f(x))-F(x)| 2,

Ix; —x31 <8 = 1f(x;) - f(x7)] 2 &,

.................................

bo‘ladi.

Ravshanki, {x,}uchun x, € [a, ], (n=1, 2, 3,...) bo‘lib, undan

k = 4o da X, - Xy, (xo€la,d])
bo‘ladigan qlsrmy ketma-ketlik ajratlsh mumkin. Shuningdek, x, ketma-
kethkdan x gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Aym paytda,
x uchun ham
k >+ da xp > X

bo‘ladi. f(x)e Cla, b] bo‘lishidan k — 4+ da f(x’ ) = f(xy),
f(x,,k)~—>f(x0) bo‘lib, ulardan k — +e da f(x] ) f(x,,k )—0
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa Vn > N uchun

| f(xn)=fxp )2
deb olingan farazga zid. Demak, f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz. »
2- ta’rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu
sup f(x) - inf f(x)
xeX xe X
ayirma f(X) funksivaning X to‘plamdagi tebranishi deyiladi va u
orqali belgilanadi:
o=0(f; X)=sup f(x)-inf f(x)
xeX xe X
funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
®= sup {1f(x Y= f(x7)}

X X eX
kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, uholda Ve > 0 uchun shunday
8> 0 topiladiki, {a, b) segment uzunliklari § dan kichik bo‘laklarga
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ratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi ¢ dan kichik
o‘ladi.

<« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Demak, Kantor teoremasiga
o‘ra u [a, b} da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan
>0, 38>0, Vx', x"ea,b], | x'—x"|<8: | f(X)-f(x")|<e
o‘ladi.

Endi [a, b} segmentni uzunligi 8 dan kichik bo‘lgan

[xes Xxm ], (X9 <X, <x3<..<x,, X3 =a, X, =b)
o‘laklarga ajaratamiz. Unda
V', x"e [, Xea ks [ X =x"1 <8 [ f(x) - f(x)|<e

o‘ladi. Demak,

o= sup  {f(X)-S(x)|}<e

X' X% [Xg, Xke1)

o‘ladi. »

3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli. f(x) funksiya X c R to‘plamda
erilgan bo‘lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi

v8>0, Vx', x"e X, |x'~x"|<3d
chun
L f(x) - F(x| (D

yirmani qaraymiz.

3-ta’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi

sup{| f(x") - f(x") |}

(x) funksiyaning X c R to ‘plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
(8) kabi belgilanadi:

o®) = sip {7G)- 10N}

Demak, f(x) funksiyaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli 8 ning
1anfiy bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.

Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:

1. Funksiyaning uzluksizlik moduli 8 ning o‘suvchi funksiyasi
o‘ladi. .

« Aytaylik, §, >0, 8, >0va §, > §, bo‘lsin. U holda

{x,x’e X: |x'-x"<§}, {x,x"e X: x'-x"<8,}
y‘plamlar uchun
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{x,x"e X: x'-x" <8 c{x.x"e X: x'-x"<§}
bo‘lib, undan
o(3,) < o(§))
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, &, > 8, = w(3,) = w(5,). P

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz.
2. Funksiyaning uzluksizlik moduli uchun ushbu

(M) < (1+4)-w(d)
munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda A — musbat son.
4- misol. Ushbu f(x) = ax + b, (a.b € R) funksiyaning X = [, B]

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
« Ta’rifga binoan,

o(8) = sup [(ax’+b)-(ax"+b)|= su1‘|) la(x"-x")|=|d8

|x"-x"<8
bo‘ladi. Demak, ®(3)=la|-3.»
2- teorema. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi uchun
8lim0 o(8) =0
—+

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
d Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:

ve>0, 35, >0, Vx, x"e X, | X' ~-x"}<8: | f(x)-f(x)]| < ;
U holda 0 < § < §, tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy & uchun
sup {f(x)-f(xN}s sup {f(x)- f(XN}<5<e
|x'-x"]55{| I} jx"-x"|<d¢ {I |} 2
bo‘lib, unda w(d) < €, ya’ni
Jm o(9) =0

bo‘lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Ushbu a}in‘}0 o(3) =0
munosabat o‘rinli bo‘Isin. Demak, 8 —» +0 da

o(3) = | 'sugl)ss £ = f(xM)} - 0.
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U holda
vx', x"e X, | X -x"| <8< [f(xX)- (X)) <e

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiva X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. »

Funksiyaning uzluksizlik moduli funksiyalarni sinflarga ajratish
imkonini beradi. Masalan, uziuksizlik moduli ushbu

od)s M- &

(bunda M = const, 0 < o < 1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiya-
lar to‘plami o tartibli Lipshits sinfi deyiladi va Lip, a kabi belgilanadi.

Mashglar

1. Agar f(x) va g(x) funksiyalarning har biri [a, ] c R da tekis
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x) - g(x) funksiya ham |a, 5] = R da tekis
uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) = x funksiyaning [0, +) da tekis uziuksiz emasligi ko‘r-
satilsin.

3. Ushbu

fx)=x+1
funksiyaning X = {0, 1} segmentdagi uzluksizlik moduli topilsin.
4. Agar f(x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu
lim f(x)
x—+0
limit mavjud bo‘ladimi?

18- ma’ruza
Kompakt to‘plam. Kompakt to‘plamda uzluksiz funksiyalar

1°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Avvalo ochiq va yopiq to‘p-
lamlar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz gilaylik, X< R to‘plam berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.

1- ta’rif. Agar x, nugtaning shunday

Us(xg)={xe R: xp-3<x<x;+8}, (8>0)
atrofi mavjud bo‘lsaki, uning uchun Us(x,) < X bo‘lsa, x, nugta

X to ‘plamning ichki nuqtasi deyiladi.
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Masalan, X = % nuqgta X= [0, 1] to‘plamning ichki nuqtasi

I 1 1 .
+—) atroft uchun

. . . 1
bo‘ladi. Chunki, bu nugtaning (5—2,5 7]

(; i 3+ 4)C [0, 1] bo‘ladi. x = 0, x = ] nugqtalar shu to‘plamning

ichki nuqtalari bo‘lmaydi, chunki, masalan, x = 0 nugtaning hech
qaysi (-9, 8) atrofi X=1[0, 1] segmentga tegishli bo‘lmaydi. (Bu
atrofning (-8, 0) qismi [0, 1] segmentning tashqarisida joylashganj.

2- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir nugtasi uning ichki nuqtasi
bo‘lsa, X ochig 1o ‘plam deyiladi.

Masalan, X=(0, 1), X= (0, 1) U (2, 4) to‘plamlar ochiq to‘plam-
lar bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar Xto‘plamning barcha limit nuqtalari shu to‘plamga
tegishli bo‘Isa, X yopiq to‘plam deyiladi.

Masalan, X= [0, 1] segment yopiq to‘plamdir.

Eslatma. Limit nugtaga ega bo‘lmagan to‘plam ta’rifga ko‘ra
yopiq to‘plam deb hisoblanadi. Masalan, E = {1, 2, 3, 4, 5} to‘plam
yopiq to‘plam bo‘ladi.

4-ta’rif. Agar X to‘plamning nuqtalaridan tuzilgan har ganday
{x,} ketma-ketlikdan shu to‘plamning nuqtasiga yaqinlashuvchi {xp, }

gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X kompakt to ‘plam deyi-
ladi.

Misollar. 1. X=[qa, b] segmentning kompakt to‘plam bo‘lishi
Bolsano—Veyershtrass teoremasidan kelib chigadi.

X =la, H1Ula, b]U...Ula,, b,] to‘plam kompakt to‘plam

bo‘ladi.
3. X= (0, 1) interval kompakt to‘plam bo‘lmaydi, chunki

X, =anle(0,1) bolib, n - da x, - 0¢ X.

Teorema. X' kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq to‘plam bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. X — kompakt to‘plam bo‘lsin. Uning chegaralanganli-
gini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni X — kompakt to‘plam
bo‘lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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Ix,, x,e X, n=12.3,..: |x,|>n

bo‘ladi. Ravshanki, bu {x,} ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratib bo‘lmaydi. Bu esa X ning kompakt to‘plamligiga
7id. Demak, X — chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik
X, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. U holda

3x,, x,€e X, n=1,2,3,.... n-+eo da x, > x,
bo‘ladi. Bu {x,} ketma-ketlikning har qanday {x,, } gismiy ketma-
ketligi uchun

Am X =X
bo‘ladi. X' kompakt to‘plam bo‘lganligi sababli x, € Xbo‘ladi. Demak,
X — yopiq to‘plam.

Yetarliligi. X — chegaralangan va yopiq to‘plam bo‘lsin. Bolsano~
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra har ganday {x,} ketma-ketlikdan x; ga
yaqinlashuvchi {x,, }gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: & —+e da
X, = X, v

“Ravshanki, x, nugta X to‘plamning limit nugqtasi bo‘ladi. Ayni
paytda, X yopiq to‘plam bo‘lgani uchun x, € X'bo‘ladi. Demak, X' ~
kompakt to‘plam. »

Endi kompakt to‘plamning muhim xossalarini keltiramiz.

Faraz gilaylik, X to‘plam va har bir elementi intervaldan iborat
S={c} intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar X to‘plamning har bir x nuqtasi uchun § sistemada
shu nugtani o‘z ichiga oluvchi ¢ interval topilsa, u holda S={c}
sistema X to ‘plamni goplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1) bo‘lsin. Quyidagi

(L2 (3 o (502
2’2’ 434 3 2”’2,’ 3 "

ntervallar sitemasini olaylik.
Ravshanki, X = (0, 1) to‘plamning har bir nuqtasi bu intervallar
sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo‘ladi. Demak,

={(L, i), n=12, }
2" 2"

sistema X = (0, 1) to‘plamni qoplaydi.
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Endi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Geyne—Borel lemmasi. Agar chegaralangan yopiq X to‘plam
cheksiz intervallar sistemasi {c} bilan qoplangan bo‘lsa, u holda {c}
sistemadan X to‘plamni qoplovchi chekli {5, o,, ..., 5, } sistemani
ajratish mumkin.

2°. Kompakt to‘plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.
Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X kompakt to‘plamda (X c R) berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u qator xossalarga
ega bo‘ladi.

I. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, u
chegaralangan bo‘ladi.

2.Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya
shu to‘plamda o‘zining aniq chegaralariga erishadi. Ya'ni shunday

x; € X, x, e X nuqtalar topiladiki,
f(x))=sup f(x), f(x)=inf f(x)
xe X xeX

bo‘ladi.

3. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya
X da tekis uzluksiz bo‘ladi.

4. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, shu
X to‘plamning aksi {f(x)} kompakt to‘plam bo‘ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1- xossaning isbotini keltiramiz.

« Aytaylik, X< R kompakt to‘plam bo‘lib, bu to‘plamda f(x)
funksiya uzluksiz bo‘lsin. Unda Vxe X nuqgtaning shunday kichik
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Bunday nugqta atroflari {(x) intervallardan § sistemani hosil gilamiz:

S={U(x): xe X}.
Ravshanki, S sistema X to‘plamni qoplaydi. X kompakt to‘plam

bo‘lganligi sababli, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X
to‘plamni qoplovchi chekli

S ={v,,U,,...U0,}
sistemani ajratish mumkin.

Harbir U, (k =1, 2, ..., n) atrofda f(x) funksiya chegaralangan,
va’ni shunday m,, M, (m, = const, M, =const, k =1, 2, ..., n)son-
lar topiladiki, vx € U, da
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m < f(xy<M,, (k=1,2,3,...n)
o‘ladi.

Agar my, m,, ..., m, sonlarning eng kichigini m; M,, M,, ... M,
onlarning eng kattasini M desak, u holda Vxe Xda m< f(x)<M
o‘ladi.

Demak, f(x) funksiya X to‘plamda chegaralangan.

Mashglar
1. Chekli sondagi ochiq to‘plamlar yig‘indisi ochiq to‘plam bo‘lishi

botlansin.

2. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa,
(x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
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5-BOB

FUNKSIYANING HOSILA VA
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza
Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hosilasining ta’rifi. Misollar. Faraz qgilaylik, f(x)
funksiya (a, b) = R da berilgan bo‘lib, X, € (a, b), Xy + Ax e (a, b)
bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

Af (xo) = f(x0 +x) = f(x,)
ayirma f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
I-ta’rif. Agar ushbu
m S (x+ax)-f(x)
Ax—0 Ax
limit mavjud va chekli bo‘lsa, u f(x) funksiyaning x, nugtadagi hosilasi

d
V%) yoki £(xy), yoki (f (x)), Kabi belgilanadi. Demak,

deyiladi va

’ I f(x()"'Ax)_f()q])
(%)= AI;TO—F“' (H)
Agar x, + Ax = x deyilsa, unda Ax = x - xyva Ax = 0da x = X,
bo‘lib, (1) munosabat quyidagi

’ . S(x)-f(x)
= lim 271
(%) Jim =

()

ko‘rinishga keladi.
1- misol. f(x) = x, x, € R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
fO)-f() _ x-% _

X-Xg X-Xy

bo‘lib, lim P—f(x;:i(x“) =1

bo‘ladi. Demak, f'(x)=(x) =1
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2-misol. f(x)=I|xi, xe R bo'lsin.

Agar x > 0 bo‘lsa, u holda f(x) = x bo‘lib, f(x) = 1 bo‘ladi.

Agar x < 0 bo‘lsa, u holda f(x) = —x bo‘lib, f’(x) = —1I bo‘ladi.

Agar x, = 0 bo'lsa, u holda 70 = X bostip, x5 0 da bu
nisbatlarning limiti mavjud bo‘Imaydi. Demak, berilgan funksiya x,= 0
nugtada hosilaga ega bo‘Imaydi.

3-misol. f(x)=xxi, xe R, x, € R bo'lsin.

a)x, > 0, x>0, x#x uchun

fO)-f(x) _ xlxl- xolxgl _ ¥ - %

=X+ Xp
X—Xg X—Xq X=Xy
J(x)- f(Xo) _
va Jim == =2Xy =2 Ix
bo‘ladi.
b) x, <0, x <0, x# x; uchun
I I
R S .X.O
A—Xg X—Xg

va f(x: f(xo) 2x _2lx0|

x—)xo -

bo‘ladi.
d) x, =0, x # x, uchun
S)-f(x) _ x|x| _
B

v o LA
x—>x0 Tox-0

bo‘ladi. Demak, Vxe R da f'(x)=(x x|y’ =2 |x].
4- misol. Aytaylik,

Fx) = x-sin-)l;, agar x # 0 bolsa,
0, agar x =0 bo'lsa
bo‘lib, x, = 0 bo‘lsin. Unda
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1
FOO-Fx ) _ xsm——() — in 1
X—Xq —0 X
bo'lib, uning x — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksiya
x, = 0 nuqgtada hosilaga ega emas.
2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, (x, -8, x;) c X, (8 >0)
bo‘lsin.
2-ta’rif. Agar ushbu

m S(x)-f(x)
x-rx9 -0 X—Xg
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksivaning x, nuqtadagi chap
hosilasi deyiladi va f’(x, - 0) kabi belgilanadi:

_ F(xX)-f(x)
[ (g -0)= lxm_0 oy

Aytaylik, f(x) funksiva X< R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(xp, X +8)c X, (3> 0) bolsin.
3- ta’rif. Agar ushbu
lim S(x)-f(x)
x—xp+0 X ~Xg
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng
hosilasi deyiladi va f’(x, +0) kabi belgilanadi:

f(x, +0) = llxr(!)lw———f(x; i(x").

Masalan, f(x) = |x| funksiyaning x, = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
f(+0) =1, chap hosilasi f'(-0) = -1 bo‘ladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1. Agar f(x) funksiya x; nugtada f’(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda
bu funksiya x, nugtada o‘ng f*(x,+0) hamda chap f’(x;—0) hosila-
largaegava f'(x, —0) = f'(x) = f'(x, + 0) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Agar f (x) funksiya x, nuqtada o‘ng f”(x,+0) hamda chap f’(x,~0)
hosilalarga ega bo‘lib, f'(x; —0) = f'(x, +0) bo‘lsa, u holda £ (x) funk-
siya x, nuqtada f”(xo) hosilaga egava f'(xy - 0) = f'(x) = (x5 + 0)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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5- chizma.

3°. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz gilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x,e (a, b) nuqgtada f"(x,)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu f(x) funksivaning grafigi 5- chizmada
tasvirlangan I" egri chizigni ifodalasin.

Bu T chizigda My(x,, y,), M(x, y) nuqgtalari olib, ular orqali
o‘tuvchi / kesuvchini garaymiz.

Mo (xo, f(x))e T, M(x, f(x))eT, M - M, dalkesuvchi
limit holati I' chizigga M, nuqtada o tkazilgan urinma deyiladi.

Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog'liq: ¢ = ¢(Ax) . f(x) funksiyaning
grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun

lim ¢(Ax) = o
ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda o — urinmaning OX o‘gining

musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi.
M, MP uchburchakdan:

g o(ax) = ME. _ TG0 +a0-1 (%)

MyP ~ Ax
fxg+ax)-f(x)
Ax

bo‘lib, undan ¢(Ax) = arctg
bo‘lishi kelib chiqadi. Funksiya uzluksizligidan foydalanib topamiz:

. T fx+Ax)-f(xg) _
dm (Ax) = lim arctg ——-———-=
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=arctz,[11m f(x°+A:; f(x")} arctg f(xy ).

Demak, Ax — 0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va

o = arctg f'(x,) .
Keyingi tenglikdan

f(xp)=1ga
bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, funksiyaning x; nuqtadagi f'(x,) hosilasi urinmaning
burchak koeflitsiyentini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

Y =f(x)+ f(x)(x - xp)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytaylik, P nuqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab s = s(f) qonun bilan
harakat qilsin, bunda ¢ — vaqt, s — o'tilgan yo‘l. Agar vaqtning ¢, va
t, (; < 1) giymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(¢,), s(+,) bo‘lsa, unda ushbu
nisbat

5(5)-s(n)
h-4
[#,, ] vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezlikni ifodalaydi.
Quyidagi
m s(#)-s(1)
7 on+0 fz-fl
limit harakatdagi nuqtaning #, vagtdagi oniy tezligini bildiradi.

Demak, harakatdagi P nuqtaning 7 vaqtdagi v(#) oniy tezligi, s(?)

o‘tilgan yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:

v(1) =s5'(8).
4°, Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz gilaylik,
f(x) funksiya (a, b) = R da berilgan bo'lsin.
Teorema. Agar f(x) funksiya x, e (a, b) nugtada chekli f’(x,)
hosilaga ega bo‘lsa, u holda f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.
o Aytaylik, f(x) funksiya x, € (a, b) nugtada chekli f"(x;) hosilaga
ega bo‘lsin. Ta’rifga binoan

Ax—>0 Ax ’
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/a’ni Ax 50 da é—f% - f(xy)

o‘ladi. Endi o= ﬁf%l - f(x)
ieb belgilaymiz. Ravshanki,
Ax—>0dao— 0.
Keyingi tengliklardan topamiz:
Af (%) = f'(xp) - Ax + aAx.
Ddatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deyiladi. Undan
lim Af(x,) =0

o'lishi kelib chigadi. Bu f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz ekanini
ildiradi. P

Eslatma. Funksiyaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan uning
hu nuqtada chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kelib chiga-
rermaydi. Masalan, f(x) =|x| funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz, ammo
1 shu nuqgtada hosilaga ega emas.

Mashgqlar
1. Funksiya hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
F(x)=xJx, f(x)=%Fsinx

unksiyalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

2 : ¢
x°, agar x -ratsional son bo‘lsa,
f(x) ={ ) ©

~x, agar Xx - irratsional son bo‘lsa,

unksiyaning x = 0 nugtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

20- ma’ruza
Hosilani hisoblash qoidalari

1°. Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatining

osilasi. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, ) c R da berilgan

o‘lib, x; € (a, b) nuqtada f"(x,) va g(x,) hosilalarga ega bo‘lsin.

Josila ta’rifiga ko‘ra .
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: f(x)"‘f(xo) Y o4
Bm e T S0x%), 1)

. 8(x)-g(x) _ -,
Jim == o 8 (xp) Q)
bo‘ladi.
1) f(x)+g(x) funksiya x, nuqgtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(x)£g(xX));, = [(%)+8(%)
bo‘ladi.
4 F(x)= f(x)+g(x) deb topamiz:

F(x)-F(xp) _ f(x)-f(xg) , 8(x)-8(X)
X—Xy X-x  x=X
Bu tenglikda x — x, da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2)
munosabatlarni e¢’tiborga olsak, unda

lim FO=FR) _ o SO+ (%) o

X—Xp X—Xg x-3Xxg X=Xy

i n _g”_(_x)-g('xﬁ) - ’ i ’
Bim = F(x) 28 (x)

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
F'(x) = (f(X) £ g(x)), = (%) £8(X%). »
2) f(x)-g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(x)-8(x))yy = F (%) 8(%)+ f(X) (%)
bo‘ladi.
<€ (x) = f(x)- g(x) deb

@ (x)-P(xp)
X—Xg
nisbatni quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:

X—Xp X—Xg
So‘ng x — X, da limitga o‘tib topamiz:
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. D(x)-® . f)-flxg) -g(>
Jim S = g0) - Jim 5= lim S5 () =

= f1(%) 8(x) + f(x) - &(%).

Demak,
®'(x) = (/(2)- 80 = ['(%)- 8(x) + F(%) &(x)- P
3) % funksiya (g(x,) # 0) x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,

£V L) 8(0)-S (g )8 (%)
g(x) g% (xp)

bo‘ladi.
<€ Modomiki, g(x;)# 0 ekan, unda x; nugtaning biror atrofidagi
x larda g(x) = 0 bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

fx) flx)
8(x) g(xo) _ f(x)-g(x)-S(x0)-8(x0)+f(x0)8(x0)-f(%)8(x) _
xX—Xp g(x)-g(xp)(x-xp)
_ 1 Fx)-f(x) _ 8(x)-g(x)
_g(x)~g(xo)[ xS 0) = ]

Bu tenglikda x — x; da limitga o‘tib, ushbu

(f(X)j _ S0 ) 80)-f (xg )€ ()
8(x) ), 8% (xp)

tenglikka kelamiz. »
1- natija. Agar f(x) funksiya x, nuqtada f"(x,) hosilaga ega bo‘lsa,
¢ f(x) funksiya (¢ = const) x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,

(c- f(x)),, =¢ (%)
bo‘ladi, ya’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqariga chigarish
mumkin.
2- natija. Agar f(x), f,(x), ..., f,(x) funksiyalar x, nugtada
hosilalarga ega bo‘lib, ¢, ¢;, ..., ¢, 0‘Zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda
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(ahX+ofh(x)+..+c,f, (x))'xf, =6/ (%) + 6L (%) +...+6,/(%)
bo‘ladi.
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz qilaylik, y = f(x)
funksiya Xc R to‘plamda, g(y) funksiya {f(x)|xe X} to‘plamda
berilgan bo‘lib, x, € X nuqtada f*(x,) hosilaga, y, e {f(x)|xe X}
nuqtada (y, = f(x,)) & (¥ ) hosilaga ega bo‘lsin. U holda g(f(x))
murakkab funksiya x, nuqta,da hosilaga ega bo‘lib,
(8(F (X)), =& (f (%)) f'(x)
bo‘ladi.
<« g(y) funksiyaning y, nuqtada hosilaga ega bo‘lganligidan
g -8We) =8"(3)- (¥ ~yo) +o-(y - y)
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
y=f(x), yo=f(x;) vay - y,daa—0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — x; ga bo‘lib topamiz:
g§(f(x)-g(f(x%)) _ - S (x)-f(x) f(x)-f(x)
T = g (f () FE R o LR
Bundan x — x, da limitga o‘tib,

(BUFCN),, = &S ) (%)
tenglikka kelamiz. W
3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, y = f(x) funksiya
(a, b) da berilgan, vzluksiz va qat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi)
bo‘lib, x, € (a, b) nuqtada f7(x,), (f'(x) #0) hosilaga ega bo‘lsin. U
holda x=f"'(y) funksiya y,, (y, = f(x;)) nuqtada hosilaga ega va

-1 ’ _ 1
[f (y)]m T (%)
bo‘ladi.
<« Ravshanki,
F(x) = fxg) = [0 (x = %) +olx - x5)
bo‘lib, x —» x, da a@ — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan

y=20 =)/ D= 00 ][ 0= )] =

=[O -7 0] [f (%) + 0
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fodaga kelamiz. Bundan esa
f - -1 () _ 1

Y=o fx)+a
o‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikda y — y, da limitga o‘tib topamiz:

0], = s »

7_()‘0)
4. Misollar. 1- misol. (x* )’= ax®! bo‘ladi, x e R, x > 0.

« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f{(x) = x* funksiya uchun

oot L_‘;‘L

0°lib, Ax — 0 da (x“) = ax®! bo‘ladi. P

2- misol. (a* )' =a*Ina bo‘ladi, a > 0, x € R.

< f(x) =a" funksiya uchun

ax+Ax -a* . a
— =g - ——
. M Ax
0°lib, Ax —» 0 da {a*) =" Ina bo‘ladi. »

3-misol. (sinx)’ =cosx, (cosx) =-sinx bo‘ladi, x € R.

4 f(x) =sinx funksiya uchun

G|

. Ax
w—2.i~sinﬁcos(x+§)—sm?cos(x+§)
AX - Ax 2 2] éf_ 2

2
0°lib, Ax —» 0 da (sinx) = cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash
cosx) =-sinx bo‘lishi topiladi. »

4- misol. (log, x)’ = ﬁ}; boladi, a > 0, a# 1, x > 0.
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4 f(x)=Ilog, x funksiya uchun

X

log, (x+Ax)-log,(x) 1 ( Ax)_ 1 Ax \ax
v _Xx-loga l+—}— —;loga(l-f—;)

bo‘lib, Ax — 0 da

1
xlna

,_ 1 _
(log, x) = < log, e =
bo‘ladi. Xususan, (Inx)’ :% bo‘ladi. »

5- misol. (arctgx)’ = —— bo‘ladi.
l+x

4 Teskari funksiya hosilasini hisoblash formulasiga asosan
(y =arctgx, x=1tgy)

1 2 1 1
y’ = (arctg x -——=cos =_ ' =
(arctg x)’ = (tgyy ¥ l+tg2y  lax?

bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,

. 1
(arcsin x)’ =
VI-x2
(arccos x)’ = JI_IT , (xe (-1, 1)),
-X

3 (x € (_l’ 1))s

(arcctgx) = -——1-2~
l+x

bo‘ladi. »
6- misol. Faraz qilaylik,

y =[0I, Wx)>0
bo'lib, ¥’(x) va v’(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

(WP ®) = Wl ™ - [v(on ux) + 23 '(x)]

bo‘ladi.
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4 Ushbu y = [u(x)]"(x) ni logarifmlab,

Iny =v(x)Inu(x)
ga ega bo‘lamiz, so‘ngra murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash
goidasidan foydalanib topamiz:

%y' =v'(x)  Inu(x)+v(x)- u—(lx—) ~u'(x),
y'= y[v'(x) “Inu(x) +v(x)- (’Q u'(x )]

= [u(x)]" . [u (x)In u(x) + vg U (x)]

Bu @Y =u' Inu-v+v-u U &)
tenglikdan, y = u* funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi
kelib chigadi: y = «* funksiyaning hosilasi ikki go‘shiluvchidan iborat
bo‘lib, birinchi go‘shiluvchi #* ning ko‘rsatkichli funksiya deb olingan
hosilasiga (bunda asos u(x) o‘zgarmas deb garaladi), ikkinchi qo‘shi-
luvchi esa #* ning darajali funksiya deb olingan hosilasiga (bunda
daraja ko‘rsatkich v(x) o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo‘ladi.

7- misol. Ushbu f(x)=x", g(x)=x"
funksiyalarning hosilalari topilsin.
4 (3) formuladan foydalanib topamiz:

f(x) () =x x+x = x*(Inx +1),
g = () = () = D dnx . fx) 4+ flx) X/ O =
=x" Inx-(Fnx+D))+x* x 1=
= x* (X" In x(In x + 1) + 1).

5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalarning hosilalarini
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:
1. (CY =0, C =const.
2. (x*Y =o-x*', ae R, x>0.
(x"Y =nx"", ne N, xe R
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3. (@) =d*Ina, a>0, a1, xe R.
(e*)Y =e*, xe R.

4. (log,,x)'lelm, a>0, azl, x>0.

(]ogalxl)'= ,a>0, azl, x=0.

xlna

(nx) ==, x>0.

1
x
1
x

(In Ixi)' ==, x=0.

wn

. (sinx) =cosx, xe R.

(=¥

. (cosx) =—-sinx, xe R.

7. (tgx)':——lz—, x#Z+nm, neZ.
cos” x 2

8. (ctgx) =— 12 , X#nx, ne Z.
sm” x
. ’ 1
9. (arcsinx)’ = , |xl<1.
V1-x2
10. (arccosx)’ = - ! , |x]<1.

1-x?

11. (arctgx) = —if, xe R.
1+x

12. (arcctg x)’ = —1—1—2 , xe R
+X

13. (shx)' =chx, xe R.
14. (chx) =shx, xe R.

’ 1
15. (thx) =T xe R.

S
16. (cthx) = e x 0.



Mashgqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiya (—a, a) c R da berilgan va f’(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa, f’(x) ham juft funksiya
bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) funksiya R da berilgan bo‘lib, f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
ganday nuqtalarda | f(x)| funksiva hosilaga ega bo‘ladi?

3. Ushbu d(g())
murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21- ma’ruza
Asosiy teoremalar

1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar hagidagi teoremalar. Bu
teoremalar funksiyalarni tekshirishda muhim rol o‘unaydi.

1- teorema. (Ferma teoremasi.) f(x) funksiva X < R to‘plamda
berilgan. x, X nuqgtaning atrofi uchun Us(x) = (x -8, % +8) c X,
(8 > 0) bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Vxe Us(xy) da f(x) < fx), (f(x)2f(x)),

2) f'(x,) mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda f’(x,) = 0 bo‘ladi.

4 Aytaylik, Vxe U;(x;) da f(x) < f(xy) bo‘lsin. Ravshanki,

bu holda
f) = flxg) <0
bo‘ladi.

Shartga ko‘ra, f(x) funksiya x, nugtada chekli f"(x,) hosilaga
ega. Shuning uchun

X=X X—Xq x—x +0 X—Xg x—oxy -0 X=X
bo‘ladi. Ayni paytda, x > x, bo‘lganda

TeT0) <9y gim TOTR0) - priy <o,

X=X x-~3xg+0 X0
x < x, bo‘lganda

X~ Xq x—x3-0 X=Xy
bo‘lishidan f"(x;) = 0 ekani kelib chigadi. »
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2- teorema. (Roll teoremasi.) Faraz qilaylik, f(x) funksiva [a, ] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e Cla, b].

2) Vx e (a, b) da f’(x) mavjud va chekli,

3) f(a)= f(b) bolsin.

U holda shunday x; € (a, b) nugta topiladiki, bunda f*(x,) = 0
bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]). Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko‘ra f(x) funksiya [a, 5] da o‘zining eng katta va
eng kichik qiymatlariga erishadi, ya’ni shunday c¢,, ¢, nuqgtalar
(¢, ¢; € la, b)) topiladiki,

f(¢) =max{f(x)|xe[a, b]},
() = min{f(x)} x < [a, b])
bo‘ladi.

Agar f(c) = f(¢y) bo'lsa, unda [a, b] da f(x) = const bo‘lib,
Vx, € (a, b) da f'(x;) = 0 bo‘ladi.

Agar f(¢) > f(c,) bo‘lsa, u holda f(a)= f(b) bo‘lganligi sa-
babli f(x) funksiya f(c,) hamda f{c,) giymatlarning kamida bittasiga
[a, b] segmentning ichki x, (@ < x; < b) nuqtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan f‘(x;) =0 bo‘ladi. »

3- teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz qilaylik, f(x) funksiya
la, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: :

1) f(x)e Cla, b],

2) Vxe (a, b) da f’(x) hosila mavjud va chekli bo‘lsin.

U holda shunday ¢ € (a, b) nugqta topiladiki,

f(b)-f(a)=f'(c)b-a)
bo‘ladi.

<4 Ushbu

F(x) = f(x) - f(@) - LOT@ (x _g) M

funksiyani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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F'(x)= f'(x)- f(b;:af(Q

bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (¢ € (a, b)) nuqgta topila-
diki, bunda

F'(c)=0 (9
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan

f'(C) _ S(b)-f(a) =0 ,
b-a

ya'ni fB)-f(a)=f(cHb-a)

bo‘lishi kelib chigadi. P

1- natija. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da f’(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vxe (a, ) da f’(x) = 0 bolsin. U holda Vxe (a, b) da
f(x) = const bo‘ladi.

4 x, xy € (a, b) ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda
f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini qo‘llab f(x) = f(x,) = const
bo‘lishini topamiz. »

2- natija. f(x) va g(x) funksiyalar (g, b) da f'(x), g(x) hosilalarga ega
bo‘lib, Vx € (a, b) da f'(x) = g’(x) bo‘lsin. U holda Vx e (a, &) da
f(x) = g(x)+const bo‘ladi.

« Bu natjjaning isboti f(x) — g(x) funksiyaga nisbatan 1-natijani
qo‘llash bilan kelib chigadi. &

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Ayta_ylik, f(x) va g(x) funksiyalar
guyidagi shartlarni bajarsin.

1) f(x)e Cla, b], g(x)e Cla, b];

2) Vxe (a, b) da f'(x) va g’'(x) hosilalar mavjud va chekli;

3) Vxe (a, b) da g'(x) # 0 bo'lsin.

U holda shunday c € (a, ) nuqta topiladiki,

f(b)-f(a) _ f(c)
g(b)-gla) g'(e)

bo‘ladi.

4 Avvalo g(b) # g(a) bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz, chunki
g(b) = g(a) bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
¢ € (a, b) nuqta topilar ediki, g’(c) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.
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Quyidagi
D(x) = _ _S()-f(a) -

(x) = f(x)- f(a) 2(b)—z(a) 8X) —&@)], (x&[a, b))
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
qanoatlantiradi. Unda Roll teoremasiga binoan shunday c¢ e (a, b)
nuqta topiladiki,

P'(c)=0 3
bo‘ladi. Ravshanki,
reon_ oprpon  JB)-fa) .,
') = 0 - LT g, @

(3) va (4) munosabatlardan

’ f)-f(a) .
c)y- L2277 =0
>t Sb)-f(a) _ f(c)
yam #(by-2(a)  £40)
bo‘lishi kelib chiqadi. P
1- misol. Vx’, x“e R uchun |sinx’-sinx*| < | x - x"] teng-
sizlik isbotlansin.

« Aytaylik, x" < x” bo‘lsin. f(x) =sin x ga [ x’, x"] da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ e (x’, x”) nuqta topiladiki,
| sinx’—sinx”| = [cosc|- (x"—x")
bo‘ladi. Agar Ve Rda |cost| <1 ekanini €’tiborga olsak, u holda

yugoridagi munosabatdan
[sin x’-sinx”| <|x"-x"{|, (vx,x"e R)

bo‘lishi kelib chigadi. »

2- misol. Ushbu

e 21+x

tengsizlik isbotlansin.

« Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(f) = ¢’ funksiyaga [0, x] da
Lagranj teoremasini qo‘llab topamiz:

e* —eo =e°(x—0), Ce (O’ X).
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Agar ¢ > 0 da e > | bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
munosabatdan e* 2 I + x bo‘lishi kelib chiqadi.
Agar x < 0 bo‘lsa, unda f(f) = e’ funksiyaga [x, 0] da Lagranj
teoremasini qo‘llab,
e e’ =ef(0-x)

ni va —x > 0, e < 1 bo‘lishini e’tiborga olib, e* 2 1 + x ekanligini
topamiz.
Ravshanki, x = 0 da ¢ = 1. Demak, Vxe Rdae*21 + x. b
3- misol. Ushbu
a-b a _a-b
— <ln5 < O<b<a)
tengsizlik isbotlansin.

 [b, a} segmentda f(x) = In(x) funksiyani qaraymiz. Bu funksiya
shu segmentda uzluksiz va (b, @) da f ’(x)=;]C— hosilaga ega.

Binobarin, Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b < ¢ < @) nuqta
topiladiki,

Ing-Inb _ 1
T a-b ¢ )
bo‘ladi. Ravshanki,
1 1 1
b<c<a= _<_ <. (©6)
(5) va (6) munosabatlardan
a:b_ <In a < ﬂ
a b b

bo‘lishi kelib chiqadi. P

2°. Funksiya hosilasinig uzilishi haqida. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya (a, ) ning x; nuqtasidan boshga barcha nuqgtalarida f’(x)
hosilaga ega bo‘lib, funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

Agar xli’r‘z}_0 f’(x) = b limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
X, nugtada chap hosila f*(x, — 0) ga ega bo‘lib, f'(x; — 0) = b bo'ladi.
Agar xli}r{nﬂ) f'(x) = d limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
—>Xp
x, nugtada o‘ng hosila f’(x, + 0) ga ega bo'lib, f'(x, + 0) = 4
bo‘ladi.
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4 Aytaylik, Ax # 0 va x, + Ax e (a, b) bo‘lsin. Lagranj teore-
masidan foydalanib topamiz:

[028/0) - fo(xy +6-4x), (0<0<1).

Endi Hm f(x)=15
x—-x9-0

mavjud bo‘lsin deylik. Unda
lim f'(x)= lim f'(x)=lim f'(x, +Ax)=5
x-xg—=-0 Ax—-0

x—-x9-0

bo‘lib, Ax - —0da f'(x) +6-Ax) > b,

ya’ni — b

At o5 —0 da £ G0+AD-7(x)
Ax

bo‘ladi. Demak, f’(xy ~0)=54. Shunga o‘xshash, f'(x,+0)=d
bo‘lishi ko‘rsatiladi. P

Aytaylik, f(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda,
ravshanki,

S =0) = f'(x +0) = f'(x)
bo‘ladi. Ayni paytda,

lim f(x), lim f'(x)
x—x5-0 x—xy+0

limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan

lim f'(x)= lim f'(x)=f"(x)

x—xg -0 x—x3+0

bo‘lishi kelib chigadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chiqadi: agar f(x) funksiya (a, b) da
J/’(x) hosilaga ega bo‘lsa, u holda bu f"(x) hosila birinchi tur uzilishga
ega bo‘lolmaydi.

Boshqacha aytganda, har bir x;e(a, b) nugtada f’(x) funksiya
yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

4- misol. Ushbu

o1
xzsm;, agar x#0 bo‘lsa,

f(x)={

0, agar x=0 bo‘lsa

funksiyani garaylik.
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4 x = 0 bo‘lgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

f'(x)=2xsinl—cosl.
X X

x = 0 bo‘lgan holda hosila ta’rifiga ko‘ra

*sind
f0)= ﬁ"&- X =0

bo‘ladi. Demak, f’(x) funksiya R da aniglangan va x # 0 da uzluksiz
bo‘ladi. f"(x) hosila x = 0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi,
chunki x — 0 da

f’(x)=2xsin 1 cos 1
X X
funksiya limitga ega emas. p

Mashgqlar

1. Agar f(x) funksiya (a, b) da chekli f’(x) hosilaga ega bo‘lsa,
uning shu (a, b) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x > x, da chekli hosilalar: f*(x),
g '(x) ga ega bo‘lib,

() =g(x), x>x da f'(x)>g'(x)

bo‘lsa, u holda x > x, da f(x) > g(x) bo‘lishi isbotlansin.
3. ¥x> =1 uchun

X
<
Tox SIn(l+x)<x
tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

22- ma’ruza
Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funk-
siya (a, b) da berilgan bo‘lib, x, € (a,b), x, + Ax € (a,b) bo‘lsin.

Ma’lumki, Af(xy) = f(x, + Ax) - f(x,) ayirma f(x) funksiya-
ning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
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I-ta’rif. Agar Af(x;) ni ushbu
Af(xy) = A - Ax + aAX

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda 4 = const, Ax —» 0 da a — 0.

Teorema. f(x) funksiya x € (a, b) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nuqtada chekli f°(x) hosilaga ega bo‘lishi
zarur va yetarli.

o Zarurligi. f(x) funksiya x € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘Isin. Ta’rifga binoan,

A (x)=A-Ax + 0Ax

bo‘ladi, bunda 4 = const, Ax - 0 da a - 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

sz.;.a,
Ax
lim Af( vy _ lim(A+a)=A4
Ax—0 Ax—>0

Demak, f’(x) mavjud va f x) = A
Yetarliligi. f(x) funksiya x € (a, b) da chekli /(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra

= lim &Y™ Af(x)

N (x+AX) f(x)
fx) _AIJICTO Ax—0 AX

bo‘ladi. Agar

Af(x) f() o

deyilsa, undan
Af (x) = f'(x) - Ax + aAx
bo‘lishi kelib chigadi, bunda Ax — 0 da o — 0. Demak, f(x) funksiya
differensiallanuvchi. »
2- ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f’(x) - Ax ifoda f(x) funksiya-
ning x, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (x;) kabi belgilanadi:
df (xe) = f'(xp) - Ax.
Aytaylik, x e (a, b) nuqtada differensiallanuvchi £(x) funksiyaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:
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6- chizma.

Keltirilgan chizmadan ko'rinadiki,

ac = B¢

bo‘lib, DC =tga- AC = f'(x)-Ax bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiyaning x nugtadagi differensiali funksiya gra-
figiga (x, f(x)) nugtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar
ekan.

Faraz qilaylik, f(x) = x, xe R bo‘lsin. Bu funksiya differen-
siallanuvchi bo‘lib, df(x) = (x)’-Ax = Ax, ya’ni dx = Ax bo‘ladi.
Demak, (a, b) da differensiallanuvchi f(x) funksiyaning differensialini

df(x) = f'(x)-dx
ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Endi sodda funksiyalarning differensiallarini keltiramiz:

L d(x*) = ax*tdx, (x> 0).
2. d(@*)=a" -Ina-dx, (a>0, a=l).
3. d(log, x) = éloga edx, (x>0, a>0, a=l).

4, d(sin x) = cos xdx.
5. d(cos x) = —sin xdx.

6. d(tgx) = — —dx, (x# 5 +kn, k=0,£1,..).
cos” x 2
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7. d(cig x) = — — l

Slt‘l2 X

dx, (x #kn, k=0,%1,...).

8. d(arcsin x) = —m—dx, (-1<x<1).

Ji-x2
1

\/l-xz

10. d(arctg x) = -}-de.
l+x

9. d(arccosx) = - dx, (-l<x<]l).

11. d(arcctg x) = ——]—zdx.
I+x

12. d(sh x) = ch xdx.
13. d(ch x) = sh xdx.

1
14. d(th x) = ——dx.
(th x) ch? x

15. d(cthx) = - ——dx, (x=0).
sn” x

2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik, f(x)
va g (x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib, x € (@, b) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x € (q, b) da

1) d(c- f(x)) =cdf (x), ¢ =const;

2) d(f(x)+g(x)) = df (x) + dg(x);

3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x);
£ Y_ gl)df (x)-f(x)dg(x)

4 d[g o )_ G LOED, (52 0)

bo‘ladi. Bu tasdiglardan birini, masalan 3- sini isbotlaymiz.
<4 Ma’lumki,

d(f(x)g(x)) = (f(x)g(x))dx.
Agar
(f(x)g(x)) = f(x)g(x) + f(x)g'(x)
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
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d(f(x)g(x) = (f'(x)g(x) + f(x)g"(x))dx =

= g(x) f'(x)dx + f(x)g'(x)dx = g(x)df (x) + f(x)dg(x). »

Faraz qilaylik, y = f(x) funksiva X c R to‘plamda, g(y) funksiya
Y 5 {f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, f'(y) va g’(y) hosila-
larga ega bo‘lsin. U holda

d(g(f(x)) =g (f(x))-df (x)

bo‘ladi.

<4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib topamiz:

d(g(f(x)) = [g(f(N] dx = g'(f (X)) f'(x)dx = g'(f(x))-df (x). B

1- misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x) = x — 3x? funksiyaning
x, = 2 nuqtadagi differensiali topilsin.
<« Bu funksiyaning x, = 2 nuqtadagi orttirmasini topamiz:
MQ)=fQR+Mx)~f(2)=2+Ax-3Q2+Ax)? -2+12 =
=-11-Ax - 3Ax? = -11- Ax +(-3Ax) - Ax.

Demak, df(2) =-11-dx. »

3°. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya differen-
siali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiya {(a, b) da berilgan bo‘lib, x; e (a, b)
nuqtada chekli f"(x;) hosilaga (f'(x,) # 0) ega bo‘lsin. U holda
Ax—( da

Af (xy) = f'(xy) - Ax + 0(Ax)
bo‘ladi.

Ayni paytda, f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
uning differensiali
df(xo) = f'(x) - Ax
bo‘ladi. Ravshanki, ’

Af (xy) — df (xy) = 0(Ax)
bo‘lib, Ax —» 0 da
Af (xp)~df (xg) 50
Ax
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ga ega bo‘lamiz. Natijada
Af (xg) = df (xg)

ya’ni

Sxg +Ax) = f(xg) + f(x5) Ax )
tagribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x, € (a, ) nuqtada diffe-
rensiallanuvchi f(x) funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi Af(x,) ni
uning shu nuqtadagi differensiali df (x;) bilan aimashtirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohiyati funksiya orttirmasi
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksiyasi

bo‘lgan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chizigli
funksiyasi bo‘lishidadir.

(1) formulada Ax = x - x; deyilsa, unda

F) = flx)+ fi(x)x—x5) @)
bo‘ladi.
2- misol. Ushbu sin 29° migdor tagribiy hisoblansin.
€ Agar f(x)=sinx, x, =30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

sin 29° = sin 30° + cos 30° - (29° ~30°) - 2% 20,5 - Y3 . 2% _( 4848

360° T2 360°
bo‘ladi. »

Ma’lumki, x; € (a, b) nuqtada differensiallanuvchi f(x) funksiya
grafigiga (x,, f(x,) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyi-
dagi ko‘rinishda yoziladi:

Y= (x) + f (%) x = xp) -
Demak, (2) tagribiy formula geometrik nuqtayi nazardan, f(x) funksiya
ifodalagan egri chizigni x, nuqtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (x,, f(x,)) nuqtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirish
mumkinligini bildiradi.

(2) formulada x, = 0 deyilsa, u ushbu

f(x) = f(0)+ f'(0)x 3
ko‘rinishga keladi.

f(x) funksiya sifatida (1 + x)”, V+x, &, In(1+x), sinx, tgx
funksiyalarni olib, ularga (3) formulani qo‘llash natijasida quyidagi
tagribiy formulalar hosil bo‘ladi:
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J+x)* =1+ax, In(l +x)=x

sjl+le+%-x, sinx = Xx,
ele+x, tgxzx’
Mashgqlar

1. Aytaylik, # va v lar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lib,
larning differensiallari du va dv bo‘lsin. U holda ushbu

y =arctg 2 + In Vi +v?
v

inksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

| )
xarctg—, agar x #0 bo'lsa,
fx)= Bx %8

0, agar x =0 bo‘lsa
inksiya x, = 0 nugtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Ushbu J1,2, J1,02, 1,002

iqdorlarning taqribiy giymati topilsin.

23- ma’ruza
Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari

1°. Funksiyaning yuqori tartibli hesilalari. Faraz qilaylik, f(x)
nksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vxe (a, b) da f’(x) hosilaga ega
)‘Isin. Bu f*(x) funksiyani g(x) orqali belgilaymiz:

g(x) = f'(x), (xe(a,b)).

1-ta’rif. Agar x, e (a, b) nuqtada g(x) funksiya g(x,) hosilaga

a bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nugtadagi ikkinchi tartibli

2f(xo)

silasi deyiladi va f”(xy) yoki kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, f (x) ning 3- tartibli f”(x), 4- tartibli
Y(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman, f(x) funksiyaning »- tartibli hosilasi bo‘lgan f™(x) ning
hosilasi £ (x) funksiyaning (n+1)- tartibli hosilasi deyiladi:

= (") -

Odatda, f(x) funksiyaning /“(x), f"'(x), ... hosilalari uning yuqori
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, f (x) funksiyaning
x € (a, b) da n- tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu
nuqta atrofida 1-, 2-, ..., (n—1)- tartibli hosilalari mavjudligini tagoza
etadi. Ammo bu hosilalarning mavjudligidan n- tartibli hosila mavjud-
ligi, umuman aytganda, kelib chigavermaydi. Masalan,

flxy=H

funksiyaning hosilasi f’(x) = | x| bo‘lib, bu funksiya x = 0 nuqtada

hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hosilasi esa mavjud emas.

1- misol. f(x) =a* bo‘lsin, a > 0, x € R Bu funksiya uchun

(@)Y =a"Ina,
(@) =(a* Ina) =a*(na)?,
umuman
(@)™ =a*(Ina)" (1)

bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2- misol. f(x) = sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun
(sin x)" = cos x = sin (x + g),

(sin x)” = (cos x)" = —sin x = sin (x +2 g-)

Umuman, (sinx)"™ =sin (x +n g)

bo‘ladi. Shunga o‘xshash,

(cosx)™ = cos (x + n;)

bo‘ladi.
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3- misol. f(x)=x® bo‘lsin, x > 0, o.e R. Bu funksiya uchun
() =ax*,
() = (x*") = afe - )x*2,
Imuman,
()" = oo — 1) (o -2)..(—n+1)x*"

o‘ladi.

Xususan, f(x)= %, (x > 0) funksiya uchun
(1) oy

x xn+l

yo‘lib, undan

(ln x)(") = (_"l_)"_l(_ﬁil‘

xl!

yo‘lishini topamiz.
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
/x e (a, b) da f™(x) va g™(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

1) (c- fON™ =c- f1(x), ¢ =const;

2) (f(x)£g(xN™ = f(x) £ g (x);

3 (f(x) g™ = 3 CE P (x)- g7 (). @
k=0

(ck = HrAIED) O () < £ ()

yo‘ladi.

<« Bu tasdiglardan 3- sining isbotini keltiramiz, Ravshanki, =1 da
2) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat n — 1 da
‘rinli bo‘lsin;

()20 = 5 ek, 7 () g0 ).
k=0

Ceyingi tenglikni hamda
Ca+C =G
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bolishini e’tiborga olib, topamiz:

’

, n-1
(S g(x)N™ = ((f(x)- gV =| Y Ck D (x) 'g"’"*"’(x)] =
k=0

=l
=Y Gy (FED )" x) + £ (x)g" 0 (x)) = €L F(x) g™ (x) +
k=0

n-l
£3(CE +CENSP (00 () + Gl F ™ (x)g(x) =

k=0
=Y G /P8 (x). >
k=0

Odatda, (2) Leybnits formulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y = x? cos 2x
funksiyaning z-tartibli hosilasi topilsin.
<« Leybnits formulasida f(x) = cos2x, g(x)=x? deb olamiz.

Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x) = x? funksiya uchun
k > 2 bo‘lganda

gR ()= (x)*® =0, (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
(x? cos 2x)™ = Cpx(cos 2x)™ + Ch(x?)" - (cos 2x)"V +
+C? (x?)"(cos 2x)\" ),
Ravshanki,
(cos2x)™ =2" cos (Zx +n- g),

(cos2x)™ 1 = 2" cos (2x +(n-1) g) =2"sin (Zx + ng),

(cos2x)"D =22 cos (2x +(n-2) %) =-2"1 cos (2:( +n %)

Demak,

(O cos2x)™ =2" (x2

n(n-1) n n . .
-3 )cos(2x+n§)+2 nxsm(2x+n§). »
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2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Faraz gilaylik,
"(x) funksiya (a, b) da berilgan bo'lib, xe (a, ) nuqtada f”(x)
1osilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f(x) funksiyaning differensiali

df (x) = f'(x)dx 3)
yo‘lib, bunda dx = Ax — funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.
2- ta’rif. f(x) funksiyaning xe (2, b) nuqtadagi differensiali
If (x) ning differensiali f(x) funksiyaning x e (a, b) nuqtadagi tkkinchi
artibli differensiali deyiladi va d % (x) kabi belgilanadi:
d* f(x) = d(df (x)).

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d3f(x),
o‘rtinchi 4 4 (x) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning n- tartibli differensiali d"f(x) ning
fifferensiali £(x) funksiyaning (n+1)- tartibli differensiali deyiladi:

d"™ f(x)=d(@" f(x)).
5- misol. Ushbu

f(x)=xe™
unksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.
<« Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga
Ko‘ra topamiz:
d*f(x) = d(df (x)) = d(d(xe™*)) = d(xde™ + e dx) =
=d(-xe*dx+ e *dx) = -d(xe *)dx +(de " )dx =
= —~(xde * + e *dx)dx - ¢ * (dx)* =
=x-e* (dx)} ~ X (dx)? — e * (dx)t = (x-2) e (dn)*. P
Differensiallash goidasidan foydalanib topamiz:
42 f(x) =d(df (x)) = d(f'(x)dx) = dx-d(f(X)) =
=dx- f"(x)dx = f"(x)(dx)?,
@ f(x) = d(d* f(x)) = f7(x)(dx), 4

................................

d" f(x) = f™ (x)(dx)".
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Masalan, yuqorida keltirilgan misol uchun
d*(xe™) = (xe ) (dx)? = (¢7* - xe *)(dx)} =
=(e* —e™ —xe ) (dx)? = (x-2)e > (dx)?

bo‘ladi.

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx, € (a, b) nuqtada n- tartibli differensiallarga ega bo‘Isin. U holda:

D)d"(c- f(x))=c-d"f(x), c¢=const

2) d"(f(x)+ g(x)) =d"f(x) £ d"g(x);

3) d"(f(x)- g(x)) = d" f(x)- g(x)+Cod"” f(x)- dg(x)+

to + CEd"* f(x) - d* g(x) +...+ f(x)-d"g(x)

bo‘ladi.

Bu munosabatlarning 1- va 2- larining isboti ravshan. 3- muno-
sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.

3°. Differensial shaklining invariantligi. Aytaylik, y = f(x) funksiya

(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o‘z navbatida
biror ¢ o‘zgaruvchining [o, B] da differensialtanuvchi funksiyasi bo‘lsin:

x=09() (telo,Bl, x=0¢()ela, b]).
Natijada
y=f(x)= f(e())

bo‘ladi. Bu funksiyaning differensiali
dy = (f(e(t))dt = f'(9(t)) - ¢'(t)dt = f'(0(£)) - do(t) = f'(x)dx

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, y = f(x)
funksiyada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ¢ o‘z-
garuvchiga bog‘liq bo‘lgan holda ham y = f(x) funksiya differen-
sialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda, bu xususiyat differensial
shaklining invariantligi deyiladi.

¥ = f(9(#) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
bo‘ladi:

d*y = d(df) = d(f'(x)dx) = df (x)- dx + f'(x) - d(dx) =
= f7(x)-(dx)* + f(x)d*x.
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Bu munosabatni (4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
ifferensiallarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas-
igini topamiz.

Mashgqlar

1. Ushbu f(x) =|xP
unksiya x = 0 nugtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu f(x) = (x-1)? sin xsin(x - 1)
unksiyaning z- tartibli hosilasi topilsin (n > 2).
3. Agar y = f(x) funksiya n- tartibli hosilaga ega bo‘lsa,
d" f(ax + b) = a" f™ (ax + b) - (dx)"
o‘lishi isbotlansin.

24- ma’ruza
Teylor formulasi

1°. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ushbu

P(x)=by +B(x-x)+ by (x-x) +..+ b, (x-x)" (D
unksiyani (n- darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda x;e€ R va
o> By 5 ... b, — haqiqiy sonlar. Bu &y, &, ..., b, lar quyidagicha ham
iniglanishi mumkin.

(1) tenglikda x = x; deyilsa,
by = P(x)
0‘ladi. P(x) funksiyani differensiailab,
P(x)=1-8+2-b - (x=X) +..+1-b(x = x)""
a bu tenglikda x = x;, deb
P'(xy)
b= =%
0‘lishini topamiz.
P(x) funksiyani ikki marta differensiallab
P(x)=2-1b +..+n(n-1)-b{(x— x)"?>

a bu tenglikda x = x, deb topamiz:
151



- Px),

2!
Bu jarayonni davom ettira borib, Vk > 0 da
_ PPx)
i T

bo‘lishini topamiz.
Natijada Ax) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:

P (xo)

P(x) = P(xg) + 7000 (x ) + EL0 (x 2 44

(n)
+P n('XO) (x-x)". 2

Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqta-
sidagi giymati bilan to‘liq aniglanar ekan. (2) formula P(x) ko ‘phad
uchun Teylor formulasi deyiladi.

2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bolib, x, € (a, b)
bo‘lsin. Bu funksiya x, nugtaning

Us(xg) =(x9 =8, xg +8) = (a,b), §>0

atrofida f'(x), f(x), ..., f™(x), £V (x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

Bf3 0 = 00) + L00 —xg) + T0 (2 s
PEARIE))
n!

(x-x)"

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n- darajali ko‘phad bo‘lsa, ravshanki,

Fx) =B (f:x)
bo‘ladi.

Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lmasa,
f(x)# P, (f;x)
bo‘lib, ular orasidagi farq yuzaga keladi. Uni R,(x) orqali belgilaymiz:
R,(x)=f(x)-P,(f;x).
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Natijada ushbu
f(x) = Pn(f;x)+ Rn(x) s

ya’ni

£ = £+ L9 (- .+ L280) (x x4 R () 3)

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f (x) funksiyaning Teylor formulasi
deyiladi. (3) formuladagi R,(x) esa Teylor formulasining qoldiq hadi
deyiladi.

Endi qoldiq had R,(x) ni aniglaymiz. x, nuqgtaning Us(x,) atro-
fidagi x ni tayinlab, ushbu

FO = 1) = f 0 -LQ -0y - L0 iy 4 o LD e gy
funksiyani [xy,x] < Us(xy) (voki [x,xy] < Us(%)) da qaraymiz.

Bu funksiya [x,, x} segmentda uzluksiz bo‘lib, (x,, x) da hosilaga
ega bo‘ladi:

F@)=—f)- [f O (x-1)- f(r)] [’”‘”(x—r)’Jl’—’(x-r)]—...—

_[/"’;‘!’(t)(x_,) /(‘]()r')(x ,)H] SO0 gy

n+l)
Demak, F(t) = —f(_n,(_'_) (x-1)".

Endi [x,, x] da uzluksiz, (x,, x) da chekli (nolga teng bo‘lmagan)
hosilaga ega ®(x) funksiyani olib, F(x) va ®(x) funksiyalarga {x, x;]
da Koshi teoremasini go‘llaymiz. Natijada quyidagi

F(x)-F(x) _ F(c)
B(x)-0(x9) _ ¥(c) “)

tenglikka kelamiz, bunda ¢ = x5 +8(x - xp), (0<8<1) .
Ravshanki,

F(x)=0, F(x)=R,(x), F(c)= ‘”(x o).
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Unda (4) tenglikdan

O(x)-@(x) f"N(eo)
R,(x) = =505 o (x—e)” ©)

bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(t) =x-¢ bo‘lsin. Unda
D(x)=0, &(xy) =x-x5, ®'(c)=-1
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

(n+1) (x_
R,,(x):f "'(C). (x-x) ”(x—c)”
: —(n+1){x-c)

(n+1)
L o m) - (x-x) =

(n+1) n+ n
=L O (k- x ) (1-0)

ko‘rinishga keladi. Bu holda

£ = £0) + L8 (x —xp) + L0 (x —xy2 44
f‘"’(xo)

(n+1)
(x_ )+f n!(c)(x—xo)n+l(l—9)n

formula hosil bo‘hb, uni f(x) funksiyaning Koshi ko ‘rinishidagi qoldiq
hadli Teylor formulasi deyiladi.
b) Lagranj ko‘rinishidagi goldiq hadli Teylor formulasi.

Avtaylik, ®(¢) = (x - )" bo‘lsin. Unda
D(x) =0, @(x)= (x~x)",
@'(c) =~(n+1)(x-¢)", (c=x+08(x~xp))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi

“*”(c) —(x-xp)™ /‘ o)
R, (x) = —(n+1)(x«-c)" x-e)" = n+l)!

ko‘rinishga keladi. Bu holda
154

(x )n+l



£ = )+ L8 (x - xy) + T00 (- ) 4.

(n) (n+l)
+£ n(IXO?_(x_xo)n +f (C)(x xo)n+l (6)

(c=x,+0 (x—xo), 0<o<1)

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksiyaning Lagranj ko ‘rinishidagi
qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Yugoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

F@) = fxg)+ 00 (- xo>+ T00) (x — x)? +

L) w1 S (c)
(n- 1)'0 (x=x)"™" + n!
(e=x +6(x-x5), 0<B<]).

(x_xo)n’

f"(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Demak, x - x, da ¢ — x,
bo‘lib,
S ) - [7(x)-
Shuni e’tiborga olib, x — x, da

(n)
L2 (5 - xyy = L2000 (x4 (- %))

bo‘lishini tobamiz. Natijada ushbu

)= f )+ 25 () + L (e x4

(n)
+ 200 sy wolx -0, (x - %)
formula hosil bo‘ladi. Bu formula f(x) funksiyaning Peano ko 'ri-
nishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.
3°. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini olamiz:

£y = fag) + 250 I %)
+f"”(xo)
n!

(x - x0)2+ +

(x-x))+

(x=xp)" +o((x =x)"), (x = xp).
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Bu tenglikda x, = 0 deb, ushbu
"’ » ")
f(x)=f(0)+fl(!o))ﬁirz(To)x2 +...+£(~’}f—()lx" +o(x"), (x=0) (7)
formulaga kelamiz. (7) formula f(x) funksiyaning Makloren formulasi
deyiladi.
1) f(x)=¢€* bo'lsin. Bu funksiya uchun £(0)=1, f™(0)=1
bo‘lib,

2
e* =1+x+%+§+..+%+o(x"), x>0

bo‘ladi.
2) f{x)=(1+x)*, ae R bolsin. Bu funksiya uchun

O =1, fP0)=a(a-1)..(ax-n+1)

bo‘lib,
n
(4 =y obotakel) e pem), x50
prd k!
bo‘ladi. Xususan,
1 n
T x* +o(x"), x -0
X i
1 = k _k n
— =) (-1)*x* +o(x"), x >0
1+x kgo

bo‘ladi.
3) f(x)=In(l+ x} bo‘lsin. Bu funksiya uchun

f0) =0, fP0) =(-D*"(k-1!

Ll k &
bolib,  In(l+x)=y EXF 4o(x"), x50
k=1

bo‘ladi.

n ok
Shuningdek, In(1-x) = —Z x? +o(x"), x =0
k=1
bo‘ladi.
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4) f(x)=sinx bo'lsin. Bu funksiya uchun f(0)=0,
FEEN0) = (-1)* bo'lib,

n 2k
sin x = -1 k __{____ 2n+2
X I;( ) (2k+l)!+0(x ), x>0

bo‘ladi.
S) f(x) = cosx bo‘lsin. Bu funksiya uchun f(0)=1, £ (0) = (-1)*
bo‘lib,

cosx = 2( 1)"%+o(x2"*') x50

bo‘ladi.
Misol. Ushbu f(x)= m

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
4 Bu funksiyani quyidagicha

l 1
Y- -
Tt Ix+2 2 l+§x
2
yozib, so‘ng i_" = Z( Dfx* +o(x"), x>0
bo‘lishidan foydalanib topamlz.

23 2( Dt 2mx +o(x"), x>0, p

Mashglar
1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu

T € 2 —cosx
Iim—
x>0 x’sinx
limit hisoblansin.
2. Ushbu f(x) = ex2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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6-BOB

FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR
TATBIQLARI

25- ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
(a, b) da (—~ < a < b < +) berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, Vx;, x, € (a,b) uchun x <x, = f(x) < f(x;)
(f(x) < f(x,)) bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (gat’iy osuv-
chi), Vx;, %, € (@, b) uchun x; <x, = f(x) 2 f(x;), (f(x) > f(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da kamayuvchi (qat’ty kamayuvchi) de-
yiladi.

1- teorema. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, b) da o‘suvchi bo‘lishi uchun Vx € (a, b) da

. fl(x)z0
bo‘lishi zarur va yetarli.

o Zarurligi. f (x) funksiya (a, ) da o‘suvchi bo‘lsin. Unda Ax > 0
bo‘lganda

fx+a0)-f(x)20
bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:

sy g J(x+AX)-f(X)
f(x)=f(x+0) = lim ———F——== >0.

Yetarliligi. Aytaylik, Vx e (a, b) da f’(x) mavjud bo‘lib, f'(x) 2 0
bo‘lsin. [x,, x,] da (x;, x; € (a, b), x; < x,) f(x) funksiyaga Lagran;
teoremasini qo‘llab topamiz:

f(x) - fxq)=fc)(x-x)20.

Demak, x, <x, = f(x) < f(x;), f(x) — o'suvchi. P

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya (g, b) da beriigan bo‘lib,
Vx e (a, b) da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiya (e, b) da
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kamayuvchi bo‘lishi uchun Vx e (a, b) da
f)<0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Shuningdek, quyidagi teoremalarni isbotlash qiyin emas.

3- teorema. f(x) funksiya (e, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b) da
f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy o‘suvchi
bo‘lishi uchun

1) Vxe (a, b) daf(x) 20

2) Vxe (o, B) da f'(x) = 0 tenglik bajariladigan («,B) < (a,b)
intervaining mavjud bo‘imaslik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

4- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, Vx e (a, b)
da f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da qat’iy
kamayuvchi bo‘lishi uchun

1) Vxe (a, b) da f'(x) <0

2) Vxe (o, B) da f’(x) = 0 tenglik bajariladigan (o,B) < (a,b)
intervalning mavjud bo‘lmaslik shart{arining bajarilishi zarur va yetarli.

Demak, (a, b) da

f(x)20= f(x) osuvchi = f'(x)20,

f'(x)<0= f(x) kamayuvchi = f'(x) <0,

f'(x)>0= f(x) gat’iy o‘suvchi = f'(x) >0,

f(x) <0 = f(x) qat’iy kamayuvchi = f’(x) <0
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

2
fx=2%
funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchi bo‘lish oraliglari topilsin.
4 Ravshanki,

f(x)=x-2%(2~-xIn2)
bo‘ladi. Ushbu f'(x)>0, x-27*(2-xIn2)>0 tengsizlik

xe (0, li) da o‘rinli bo‘ladi. Demak, £(x) funksiya X € (0, i) da
n2 In2
o‘suvchi, (—, 0)U (i%’ +°°) da kamayuvchi bo‘ladi. P
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2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo'lib, x, € X bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar shunday & > G son topilsaki, Vxe Us(x,) =
= (x5 — 8, Xy +8) c X nuqtalarda

f(x) < flxg) (f(x)2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nuqrada maksimumga (mini-
mumga) erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f(x) funksiyaning maksimum
(minimum) nuqtasi deyiladi.
2-ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, Vx e Uz(x,)\ {xp}
{Us(xp) = X) nugtalarda

f(x) < f(x0) (f(x)> f(x))

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x, nugtada qat iy maksimumga (qat’iy
minimumga) erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumiari, maksimum hamda minimum nugqtalari esa uning
ekstremum nuqtalari deyiladi.

5- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiva X c Rto‘plamda berilgan
bo‘lib, x, € X nuqgtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada f”(x;) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

S(x) =0
bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x) funksiya x; nugtada maksimumga erishib, shu
nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda

38>0: VxeUzg(xg)c X da f(x) < f(xy)
bo‘ladi.

(xy — 8, xy + ) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini
qo‘llab topamiz:

f(x)=0.p»

3- ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugta uning
stansionar (kritik) nugtasi deyiladi.

Eslatma. Agarf(x) funksiya biror nuqtada ekstremumga erishsa,
u shu nuqtada hosilaga ega bo‘lishi shart emas.

Masalan, f(x) = |x| funksiya x;, = 0 nuqtada minimumga erishadi,
birog u shu nugtada hosilaga ega emas.
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Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nugqtalari uning statsionar
hamda hosilasi mavjud bo‘imagan nuqtalari bo‘lishi mumkin.
4- ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilsaki,
Vxe (x-93,x,) da g{x)>0 yoki
Vxe (x-6,x) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x; nugtaning chap tomonida ishora saglaydi
deyiladi.
Agar shunday 3 > 0 son topilsaki,
Vxe (x5, %, +3) da g(x)>0 yoki
Vxe (xy, Xy +8) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saglaydi
deyiladi.
6- teorema. Aytaylik, f(x) funksiva X< R to‘plamda berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 3>0, Vxe Us(xy) c X da f’(x) hosila mavjud;
2) f(x) =03
3) f’(x,) hosila x; nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora
saqlasin.
Agar f’(x) hosila x; nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi.
Agar f’(x,) hosila x, nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
f (x) funksiya x, nugtada ekstremumga erishmaydi.
<« Aytaylik,
Uxe (x5 —8,x)) da f'(x)>0,
Vxe (X, X +8) da f'(x)<0
bo‘lsin. U holda Vx € (x; -3, x5), f'(x)>0= f(x) o‘suvchi, ya’ni
f(X)< f(xy), Vxe (x5, % +8), f(x)<0= f(x) kamayuvchi,

ya’ni f(x)< f(xy), bo'lib, Vxe (x5 -8, x +8) da f(x)< f(x)
bo‘ladi. Demak, bu holda f(x) funksiya x, nuqgtada maksimumga
erishadi.
Aytaylik,
Uxe(xy-8,x) da f'(x)<0,
Vx e (xy, X9 +8) da f'(x)>0
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bo‘lsin. U holda Vxe (x; -8, %), f'(x)<0= f(x) kamayuvchi, ya'ni
f(x) > f(xy), Vxe(xg, %9 +8), f/(x)>0= f(x) o‘suvchi, ya'ni

f(x)> f(x) bo'lib, Vx € (x5 =8, X +3) da f(x) > f(x,) boladi.
Demak, bu holda f(x) funksiya x, nuqtada minimumga erishadi.

Agar Vxe(x-8,x)da f(x)>0, Vxe(x,x,+8)da f(x)>0
yoki Vx e (x5 —8,xp) da f'(x) <0, Vxe (x5, xo +8) da f'(x) <0
bo‘lsa, unda f(x) funksiya (x; -8, x, +8) da o‘suvchi yoki

(x5 — 9, x5 +8) da kamayuvchi bo‘lib, f(x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga erishmaydi. »

7- teorema. f(x) funksiya Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e C(X);

2)38>0, Vxe Us(xy)\ {x;} da f’(x) hosila mavjud va chekli;

3) f'(») hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saglasin.

Agar f’(x) hosila x;, nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x, nugtada ekstremumga erishadi.

Agar f’(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o zgartlrmasa
f(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema yuqoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R to‘plamda berilgan
vame N, m>2, x,e X bo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 36>0, Vxe Us(x,) c X da f™V(x) hosila mavjud;

2) £ (x,) hosila mavjud;

3) fl(%) = f7(x) = = S D (%) =0, [ (xp) %0
U holda m =2k, ke Nbo‘lganda f(x) funksiya x, nuqtada ekstre-

mumga erishib, £ (x,) < 0 bo‘lganda x, nugtada maksimumga,
£ (x,) > 0 da minimumga erishadi.

Agar m=2k+1, ke N bo‘lsa, f(x) funksiya x; nugtada ekstre-
mumga erishmaydi.
« f(x) funksiyaning x; nugtadagi Teylor formulasi

flx) = zf 0) (x -y )t +0((x-%0)"), x> %
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ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

f(x>-f<xo>+—i‘°—’<x )" +0((x=x)™), x - x

ko‘rinishga keladi. Bundan esa x # x; da

) _ m
FO) - f ) =(x - x)”'l - ’+°{(‘;‘_x’;°)f,,) R

bo‘lishi kelib chigadi.
«o» ning ta’rifiga ko‘ra "% £ (x,)] >0 son uchun 38> 0,
Vx e Ug(xy)\ {xy} nuqtalarda

olx-x)")| .

(x-x)™ %If(m (X )l

bo‘ladi. Demak, x € Us(x3) \ {x3} uchun
S x)  ol-x)") S (x)

m! (x-x0)" m!

miqgdorlar hir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x € Ug(x;) \ {x} da

(m)
f——(x"—) (x=x)"
ning ishorasi f(x) - f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi
kelib chiqadi.
Agar m=2k, ke N bo‘lib, f™(x)>0 bo‘lsa, unda

f(x)-f(x) >0, ya’ni f(x)> f(x,) bo‘ladi. f(x) funksiya x,
nugtada minimumga erishadi.
Agar m=2k,ke N bo‘lib, f™(x,)<0 bo‘lsa, unda

f(x)=f(x)<0, ya’ni f(x)< f(x) boladi. f(x) funksiya x,
nugtada maksimumga erishadi.
Agar m =2k +1, ke N bo'lsa, f(x) - f(x,) ayirma ishora sag-
lamaydi. Bu holda funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.
Xususan, agar x, nuqta f(x) funksiyaning statsionar nugqtasi bo‘-
ib, f(x) funksiya x; nugtada chekli f*(x,) # 0 hosilaga ega bo‘lsa,
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shu nuqtada f(x) funksiya f"(x,) <0 bo‘lganda maksimumga,
f(x3) >0 da minimumga ega bo‘ladi.
2- misol. Ushbu

f(x)=2%/)?—53/;2_+1
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
« Bu funksiya R = (—; +) da aniglangan bo‘lib, u shu to‘p-
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz:
1

2
v S 5 e 2 73 10(x-1)
.f(x)-z"3"'-x3 _S'E'xs- 32/; . (i)

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x, = 1 nuqtada nolga aylanadi:
f(1) = 0; x, =0 nuqgtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 1 nuqtaning chap tomonidagi
nuqtalarda f’(x) < 0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda f’(x) > 0 bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiya x=1 nuqtada minimumga erishadi va
min f(x) = f(1) = -2 bo‘ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 0 nuqtaning chap
tomonidagi nugqtalarda f’(x) >0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda
f(x) < 0 bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya x = 0 nuqtada maksimumga erishadi va
max f(x) = f(0)=1 bo‘ladi. P

Mashglar

1. f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
2. Ushbu

s
f(x)={e < , agar x#0 bo‘lsa,
0, agar x=0 bo‘lsa
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

3. Aytaylik, f(x)e C|[a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning [a, 4] dagi
eng katta va eng kichik qiymatlari qanday topiladi?
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26- ma’ruza
Funksiyaning qavarigligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning qavarigligi va botigligi. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x;, x, € (a, b) uchun x, < x, bo‘lsin,
f(x) funksiya grafigining (x;, f(x,)), (x5, f(x,)) nuqtalaridan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y = /(x) desak, u quyidagicha
3 f(xy)

X2 =X]

I(x)=

X))+ =
bo‘ladi.

1- t2’rif. Agar har qanday oraliq (x;, x,) < (a, b) da joylashgan
Vx € (x;, X,) uchun

S <l(x) (f(x)<l(x))

bo‘lsa, f(x) funksiva (a, b) da botiq (qat’iy botiq) funksiya deyiladi.,

2- ta’rif. Agar har gqanday oraliq (x;, x;) c (a, b) da joylashgan
Vx € (X, X,) uchun

F(x)zH(x) (f(x)>1(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (gat’iy gavarig) funksiya deyiladi.
Botiq hamda qavariq funksiyalarning grafiklari 7- chizmada tas-
virlangan,

Aytaylik, o, 20, a, 20, o +o; =1 bo‘lib, Vx;, x; € (a, b)
bo‘lsin. Funksiyaning botigligi hamda qavarigligini quyidagicha
ta’riflash ham mumkin.

Yy ry

Kx)
SO

2
»

0 X 0

7- chizma.
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3- ta’rif. Agar
Sloyx +0,x) <o fi(x)+0,f(x),
(flapx +ayx) < oy f(x) + 0, £(x,))
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da botig (qat’iy botig) deyiladi.
4- ta’rif. Agar
floy X +05%) 20 fi(x) +0,f(x;),
(f(oyx +ayxy) > 0y () + 0y f(x; )
bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavarig (qat’iy qavariq) deyiladi.
1- misol. Ushbu

f(x) =x?
funksiya R da qat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
« 3- ta’rifdan foydalanib topamiz:

Flay X +0%) = (0yX +0X)% = (042)? + 200,00 +(03X,)7 <
<odxt + o0, (0 + X)) +odx? = oyxf(oy +0p) + 0y (0 +ay) =
= a}xlz + 0‘2"22 =a, f(x)+0,/(x). P

1- teorema. Faraz gilaylik, f (x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib,
unda f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, b) da botiq
(gat’iy botiq) bo‘lishi uchun f’(x) ning (a, b) da o‘suvchi (qat’iy
o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

o4 Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da botiq bo‘lsin. U holda

Vx,, X € (a,b), x; <Xx,, Vxe (x,Xx;) uchun
F0) S 27E fq) + 221 £(xy)
2 =X 2 X}

Xy =X X
Ffx)-f(x) o f(x)-f(x)

X=X X=X
bo‘lishi kelib chiqadi ((x, - %) = (x, - %)+ (x —x;) deyildi). Ke-
yingi tengsizlikda x — x,, so‘ng x — x, da limitga o‘tib,

, S(xq)=f{x)
S(x)< —W»

bo‘lib, undan

f’(xz) > f(xl)_f(xl)

X2—X
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bo'lishini topamiz. Undan f'(x) < f'(x,) bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, f’(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi.
f(x) funksiya (a, b) da qat’iy botig bo‘lsin. U holda
S(x)-f(x) < F(x)-f(x)
X=X X)—X
bo‘ladi. Lagranj teoremasiga muvofig
S(x)-f(x)
X~ Xt

S(x)-f(x)

X3 -X

=f(q), x<¢ <x;
=f(), X< <X,

bo‘lib, undan f'(x;) < f'(x;) bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. f'(x) funksiya (a, b) da osuvchi (gat’iy o‘suvchi)

bo‘lsin: Vx;, x, € (@, b), x; <x; da
f )< () ()< f(x).

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

_fQ::_;(EQ =f(q) x<q<x;
fla)-/(x) _ f(e), x<e<x
X3 —X

Ravshanki, X < <x<¢ <X =¢ <¢. Demak, f'(q) < f'(c;)
(f'(¢)) < f'(c;)) bo'lib, yugoridagi munosabatlardan

FX)-fx) . fr)-fx) [f(X)-f(xl) <fx )—f(x))

x~x x-x x—Xx Xp—X

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy
botiq) ekanini bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2- teorema. f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, unda f'(x)
hosilaga ega bo‘lsin.

f(x) funksiyaning (a, b) da qavariq (qat’iy gavariq) bo‘lishi uchun
£f'(x) ning (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va
yetarli.
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Aytaylik, f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda
f”(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari, (a, b) intervalning har
qangiay (o, B) ((ar, B) < (a, b)) qismida f”(x) aynan nolga teng bo‘l-
masin.

3- teorema. f(x) funksiya (a, b) intervalda botiq (qavariq) bo‘lishi
uchun (a, b) da

ff(x)20 (f(x)<0)
bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi hamda funksiyaning monotonligi
haqidagi teoremalardan kelib chiqadi.

2- misol. Ushbu f(x)=Inx (x>0)
funksiya qavariq bo‘ladi.

<« Bu funksiya uchun

fx)= -5 <0
X

bo‘ladi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan f(x) = In x funksiya (0, +) da
qat’iy qavariq bo‘ladi. »

2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x5 € X, (xg -8, % +3)c X, §>0
bo‘lsin.

5-ta’rif. Agar f(x) funksiya (x; -8, x;) da botiq (qavariq),
(xp, xo +8) da gavarig (botiq) bo‘lsa, x, nugta f(x) funksiyaning
egilish nugtasi deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (xy —8, x, +8) da f”(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxe (xy -8, x) da f(x)20 (f"(x)<0);

‘ Vxe (x5, % +8) da f'(x)<0 (f"(x)20)

bo‘lsa, f’(x) funksiya x; nuqtada ekstremumga erishadi va f"(x) = 0
bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya egilish nuqtasida f”(x)=0 bo‘ladi.

3- misol. Ushbu f(x)=x°
funksiya x, = 0 nuqtada egiladi.

<« Bu funksiya uchun

fT(x)="6x

bo‘lib,
168



Vxe (-8, 0) da f"(x)<0

vxe (0,8) da f"(x)>0, (§>0)

o‘ladi. P

3°. Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz gilaylik, f (x) funksiya
X c Rto‘plamda berilgan bo‘lib, x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi
)0‘1sin.

6- ta’rif. Agar ushbu
lim f(x) Iim f(x)

x->x9-0

X—-xy+

imitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bolsa, x = x, t0 ‘g 7i chizig
f(x) funksiya graﬁgining vertikal asimptotasi deyiladi.

Masalan, f(x)= -~ funk31ya grafigi uchun to‘g‘ri chiziq vertikal

asimptota bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya (x,, +=) da aniglangan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar shunday & va b sonlari topilsaki,

f(x)=kx+b+a(x) (x >+ da oa(x) > 0)

bo‘lsa, y=kx+b to‘gri chiziq f(x) funksiya grafigining og'‘ma
asimptotasi deyiladi.
4- teorema. f(x) funksiya grafigi y = kx + b og‘ma asimptotaga
ega bo‘lishi uchun
lim ﬂi)_k Jim (f(x) - hx) =

X—+4oo

bo‘lishi zarur va yetarh.
o« Zarurligi. y = kx + b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘lsin. Unda
f(x)=kx+b+o(x)
bo‘lib, X -+~ da o(x) — 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tiborga olib
topamiz:

lim —= = lim
X->+o0 X X—rtoo

Jim (f(x) - kx) = lim (b+0(x)) = b.

F(x)y 4. ketbrox -k
x 3
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Yetarliligi. Ushbu
lim L'iil =k, tim(f(x)-kx)=b

X—3+o0

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin. Bu munosabatlardan

(f(x)~kx)-b=0a(x) 5 0= f(x)=kc+b+ax)
bo‘lishi kelib chiqadi. »

4- misol, f(x)= %
- MISOol. X)= (x..l)z

<« Bu funksiya uchun

k= tim 79 _ g _F__y,
Xt X x—+ee (x—])
3
bWMM)MﬂmLHx}z
X

bo‘ladi. Demak, y =x + 2 to‘g‘ri chiziq berilgan funksiya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘ladi.>

Mashgqlar
1. Ushbu
fon =21

funksiyaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.
2. Ushbu

2x%4x-2
fle) =222
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin.
3. Ushbu
a) f(X) = x2 V_ »

b) f(x)=x+2arcctg x ,
d) f(x)=le* -1 funksiyalarni hosilalar yordamida to‘liq tekshi-
rilsin, grafiklari chizilsin.
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27- ma’ruza
Lopital goidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash goidalari o‘rganilgan
edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’ni

x—x da f(x) -0, gx)-0: ?%) ning limiti (g)’

S s [
X —>Xxy da f(x) o 4o, g(X) > 4oo: 200 ning limiti (—),

X —>Xy da f(x) -4, g(x) >4e0: f(x)-g(x) ning limiti (co, — oo},
x-x da f(x)>0, g(x)->0: (S x))2*) ning limiti (00),
x-xda f(x) 51, g(x) o +4o: (f(2))¥*) ning limiti (1)

x>x, da f(x) >, g(x)—>0: f(x) g(x) ning limiti = ni
topishda funksiyaning hosilalariga asoslangan qoidaga ko‘ra hisoblash
qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lepital
qoidalari deyiladi.

1. 3 va 7 ko'rinishidagi hollar.

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (g, 5) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim f(x)=0, lim g(x)=0;
2) Vxe (a,b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe(a, b) da g'(x)#0;

4)ushbu fim_ Sy (le R) mavjud. U holda lim S S _

g'(x) gx)
bo‘ladi.

4 f(b)=0, g(b) =0 debolamiz. Bunda f(x) va g(x) funksiyalar
(b-8, b] da (8> 0) uzluksiz bo‘lib goladi. Teoremaning 4- shartiga
ko‘ra:
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Ve>0, 38>0, Vxe(b-95,b): ]'f((")) _1

<E

bo‘ladi.
Endi (b -8, b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:

f(x)_,’= f(b)—f(x)_,(‘ © _ _
(x) 5 (5)-g(x) oo | <& (cexb)c(b-5b).
Demak, lim ﬂ—x) =1/.
x—b-0 g(x)

Shuni isbotlash talab gilingan edi. P

{In x)“:‘ d I
1- misol. Ushbu lim =B

xX—e xX—e e
munosabat isbotlansin.

< f(x)=(nx)* - ( ) g(x) = x —e funksiyalar uchun (I, ¢) da

1- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

1) lim £(x) = lim [[(ln x)" —(f]ﬂ H =0, ;

limg(x) = lim(x-¢e) =0,

B-1
2) £ =alnx) =B g =1

3) g'(x)=1=0;

o(ln x)“'l >l_E.[_x.I-l
4)hmf()—hm x ele a-

x-e g'(X)  x-e 1 e

]
Demak, tim £ = lim e)] _ob p

x—-e 8(X)  x-e xX-e e
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2- teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +) da berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim f(x)=0, lim g(x)=0;
2) Vxe (a, +) da f(x), g’(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a, +) dag'(x)=0;

4) Ushbu lim £ — 4
X oo g (x)
mavjud (/c R). U holda
f(x)
} EAlat e
xl—rg g(x)

bo‘ladi.
<a>0deb, 1= deymiz. Unda re (0, %) bo'lib, x —» +es da
t —+0. Endi A(#¥) va G(?) funksiyalarni quyidagicha aniqlaymiz:
_ | — ofl
Fo=7(), 6o =g(l).

U holda
t->+H da F(r) -0, G(#) > 0;

r«>=f'(;>-[-,é), co-efl (-3}

Fa!
(f) =1, (t>+0)

bo‘lib, 1- teoremaga ko‘ra, ¢t — +0 .da
F (t)
G(r)
ga ega bo‘lamiz. Keyingi munosabatdan esa
lim =2 A

X—+oo g(x)
bo‘lishi kelib chigadi »
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1

2
2- misol. Ushbu lim .51
X—+= 2 arctg x2-n

limitni hisoblang.
1
o Agar f(x) = ex -1, g(x) = 2arctg x> ~ 1t deyilsa, ular uchun
2- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,
1

Fo=-Zet, gm=2

1+x*
1
Sf'(x) ) _3ex2 1+x* 1
bo‘lib lim =l X =— 1 =1
’ X—+oo g'(X) leIIL 4x xll)rpo- 2x4 2
1+x?
bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra
1

lim £ &) _ = tim 7% = lim ~—-———ex L
Xotee 8(X)  xortee 8(X)  xote 2arctg x%—n 2

bo‘ladi. »

Quyidagi teoremalar ham yuqorida keltirilgan teoremalarga
o‘xshash isbotlanadi.

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (e, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

) lim f(x)=c, lm g(x)=c;
2) Vxe(a,b) da f'(x), g'(x) hosilalar mavjud,;

3) Vxe (a,b) dag’(x) #0;
4) Ushbu_ lim_ I_(i"_)’ I, (I« R) mavjud. U holda
x—2b-0

S(x) _

x—>b—0 g(x)

bo‘ladi.
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4- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, +-) da
erilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) lim f(x)=e, lim g(x) =,
2) Vx € (a, ++) da f’(x), g’(x) hosilalar mavjud;
3) Vxe (a,+«) dag’(x) #0:;

4) Ushbu lim ; ((;‘)) =1, (/e R) mavjud. U holda

lim 7 =y

x40 £(X)
0 ladi.

2°. 0-c0, o—oo, 1°, 0° ko‘rinishidagi hollar. Bu ko‘rinish-

0 o
lagi anigmasliklar R hollarga keltirilib, so‘ng yuqoridagi
coremalar qo‘llaniladi.

1) x> x; da f(x) > 0, g(x) > = bo‘lganda f(x) - g(x) funk-
iyaning limitini topish uchun uni

£ gy = L2 - 5%
gx  fx
eb, so‘ng 1- yoki 2- teorema qo‘llaniladi.
2) x> x, da f(x) > +o, g(x) > += bo‘lganda f(x)— g(x)
inksiyaning limitini topish uchun uni

1 1

£ -g(x) = 8D
f(x) g(x)
eb, so‘ng 1- teorema qo‘llaniladi.

) x—>xda f(x) >0, g(x) >0 hamda x - x; da f(x) - 1,
(x) = 4o bo‘lganda (f (x))gm funksiyaning limitini topish
chun avvalo
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y =(f(x))¥™
funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi teoremalar go‘llaniladi.

1
3- misol. Ushbu li m(s“”‘) ™
x>0 X .

limit hisoblansin.

i
4 Awalo y = 11m (s"; ) deb olamiz. Ravshanki, x — 0 da

sin x

fx)====1, g(X)———>+°°

Sodda hisoblashlar yordamida topamlz.

S X [l sin x ] X XCOsXx-sinx
n . —Sin x
) . . x sin x 2
limlny = lim —%— = lim = lim

x>0 x—0 2

X -
X x=0 (xz) x—0 2x
1 xcosx-sinx l (x cos x-sin x_)' 1 xsinx 1
- 2 x-—>0 x3 2 x—0 (x3 )’ - 2 x50 3x2 6

Lo
Demak, hm(smx)xz e 6. p

X

Mashglar

1. Ixtiyoriy oo e R da ushbu

4 (12
—arctgx | -1
lim \* - 20

x—1 In x —Tt_-
tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
lim x (E — arctg x)
X—>teo 2
limit hisoblansin.
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7-BOB
ANIQMAS INTEGRAL

28- ma’ruza
Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral tushunchalari

1°. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) va
{x) funksiyalar (a, ) < R intervalda (bu interval chekli yoki cheksiz
o‘lishi mumkin) berilgan bo‘lib, Ax) funksiya shu (a, b)) c R da
ifferensiallanuvchi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'(x) = f(x), (xe(a, b))
o‘lsa, (a, b) da Hx) funksiya f(x) ning boshlang ‘ich funksiyasi de-
iladi.

Masalan, f(x) = i funksiyaning (0, +) da boshlang‘ich funksiyasi

"(x) =Inx bo‘ladi, chunki (0, +=) da F'(x)=(Inx)'= | =f(x).

Aytaylik, f(x) va F(x) funksiyalar [a, b] segmentda berilgan bo‘lib,
{x) funksiya shu [a, ] da differensialanuvchi bo‘Isin.

2-ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'(x) = f(x), (x€ (a, b))
o‘lib, a va b nuqtalarda esa

F'(a+0)= f(a), F'(b-0)=f(b)
ngliklar o‘rinli bo‘lsa, {a, 4] segmentda Rx) funksiva f(x) ning
oshlang ‘ich funksiyasi deyiladi.

1- teorema. Agar (a, b) intervalda F(x) va ®(x) funksiyalaming
ar birt f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda
(x) va ®(x) funksiyalar (a, b) da bir-biridan o‘zgarmas songa farq
ladi:

®(x) - F(x)=C, (C =const).
<« Shartga ko‘ra (g, b) da ®'(x) = f(x), F'(x) = f(x).

Demak, (a, b) da ®'(x)= F'(x). U holda 21- ma’ruzada
eltiriligan 2- natijaga ko‘ra
®(x) = F(x)+C, (C =const)
>‘ladi. P
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. Agar (a, b) da Rx) funksiya f(x) ning biror boshlang‘ich
funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x) funksiyaning (a, b) dagi ixtiyoriy
boshlang‘ich funksiyasi uchun

®(x) = F(x)+C, (C =const)

bo‘ladi. .

1-eslatma. (g, b) da berilgan har qanday funksiya ham bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lavermaydi.

1- misol. (—1, 1) intervalda ushbu

-1, agar —1<x<0 bolsa,
f(x)=4 0, agar x=0 bo'lsa,
I, agar 0 <x <1 bo'lsa

funksiyani qaraylik.

Bu funksiyaning (—1, 1) intervalda boshlang‘ich funksiyaga ega
bo‘lmasligi isbotlansin.

<« Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni berilgan funksiya (—1, 1) da
boshlang‘ich funksiya A{x) ga ega bo‘lsin: F'(x) = f(x), (xe (-1.1)).

Ravshanki,

F'(0)=f0)=0 (N
bo‘ladi. Bu F(x) funksiyaga [0, x] segmentda (0 < x < 1) Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

F(x)-FW0)=F'(¢)-x=f(c)-x=x, (ce(0,x)).
Keyingi tenglikdan

F(x)-F(0) =1. lim F(x)-F(0) =1
b4 7 xo40 X

bo‘lib, F’(+0) =1 bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa (1) munosabatga
ziddir.

Demak, qaralayotgan f(x) funksiya (—1, 1)da boshlang‘ich funk-
siyaga ega bo‘lmaydi. »

2- teorema. Agar f(x)e C(a,b) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
(a, b) da boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada keltiriladi.
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2°. Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari.
ytaylik, (a, b) da f(x) funksiya berilgan bo‘lib, £ (x) funksiya uning
iror boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

F'(x)=f(x), (xe(a. b).
J holda berilgan f{x) funksiyaning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
F(x)+C, (C =const)

o‘rinishda ifodalanadi.
3-ta’rif. Ushbu

F(x)+C, (xe(a, b))
oda f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va

[ rxax

abi belgilanadi. Bunda J — integral belgisi, f(x) — integral ostidagi

inksiya, f(x)dx — integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,

j f(x)dx = F(x)+C, (C =const).

hunday qilib, (g, b) intervalda f(x) funksiyaning anigmas integrali
2, b) da hosilasi shu f(x) ga teng bo‘lgan funksiyaning umumiy
o‘rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu J’x3dx

1tegral topilsin.
<« Anigmas integral ta’rifiga ko‘ra, shunday A(x) funksiya topilishi
erakki, F’(x)=x> bolsin. Agar

=14
F(x) = 7*
eyilsa, ravshanki, F'(x)=x’ bo‘ladi. Demak,

Ix3dx = %x“ +C, (C=const), p
xdx
3- misol. Ushbu —_—
J Vi+x?
nigmas integral topilsin.
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<« Ravshanki,

F(x) 241+ x2
F(x)=WT+x2) =22 X

2\/1+x2 - \/l+Jc2

funksiya uchun

bo‘ladi. Demak,

xdx 3
jm- I+x* +C.p

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon
anigmas integral hagida gap borganda uni qaralayotgan oraliqda mav-
jud deb, ya’ni integral ostidagi funksiya garalayotgan oraliqda boshlan-
g‘ich funksiyaga ega deb garaymiz va oraligni ko‘rsatib o‘tirmaymiz.

1) Ushbu

d([ f(x)dx) = f(x)dx

munosabat o‘rinli.
« Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

F'(x)= f(x)-
U holda,

If(x)dx = F{x)+C, (C =const)
bo‘ladi. Bu tenglikka differensial amalini go‘llab topamiz.
d(If(x)dx) =d(F(x)+C)=dF(x)= F'(x)dx = f(x)dx. »

Bu xossa avval differensial belgist d, so‘ngra integral belgisi J

kelib, ular yonma-yon turganda o‘zaro bir-birini yo‘qotishini ifo-
dalaydi.
2) Ushbu

de(x) = F(x)+C, (C = const)

munosabat o‘rinli.
« Aytaylik, A(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
F'(x)=f(x)-
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U holda,
If(x)dx = F(x)+C, (C =const)
0‘ladi. Ayni paytda,
[ rxrax = [ Fxax = [dF o)
0‘lib, bu tengliklardan
jdp(x) = F(x)+C
0°lishi kelib chigadi. »

Bu xossa avval integral belgisi J , so‘ngra differensial belgisi ¢

elib, ular yonma-yon turganda o‘zaro bir-birini yo‘qotishini anglatadi
a F(x) ga o‘zgarmas C ni qo‘shib qo‘yish kerakligini ko‘rsatadi.
3) Ushbu

[ +8(0)dx = [ f(x)dx + [ g(x)ax @
englik o‘rinli bo‘ladi.
« Aytaylik, Fx) va ®(x) funksiyalar mos ravishda f(x) va g(x) larning
oshlang‘ich funksiyalari bo‘lsin:

Fi(x) = f(x), ®'(x)=g(x)-

U holda
[rax=Fx)+ G, [gxdx =) +¢,
o'lib,
[r(xydx+ [gx)dx = F(x)+ @(x) + € + € 3)
o‘ladi.
Ayni paytda,

[F(x)+@(x)] = f(x)+g(x)
0‘lganligi sababli
[ )+ g(0]dx = F(x)+ @(x) + G @

o‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan, ulardagi C,, C, va C, larning
Ktivoriy o‘zgarmas ekanligini e’tiborga olib topamiz:

I[f(x) +g(x)]dx = Jf(X)dx+jg(x)dx. >
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Bu xossa anigmas integralning additiviik xossasi deyiladi.
4) Ushbu Jrrax = k[ 7y )

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bunda & — o‘zgarmas son va k = 0.

Bu xossa yuqoridagi 3- xossa kabi isbotlanadi.

2-eslatma. (2) va (5) tengliklarni o‘ng va chap tomonlaridagi
ifodalar orasidagi ayirma o‘zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi
(o‘zgarmas son aniqligidagi) tengliklar deb garaladi.

4- misol. Ushbu J = J(— —3sin x)dx

integral topilsin.
4 Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalansak, unda

J(i._:;sinx)dx SI-——dx 31sin xdx

1+x2 1+x2

bo‘lishi kelib chigadi. Endi
(-cosx) =sinx, (arctgx)’ = —
I+x
bo‘lishint e’tiborga olib topamiz:

SJ.————dx 3Isinxdx =Sarctgx +3cosx +C .

1+x2

Demak, J =5arctgx+3cosx+C. P

3°. Asosiy aniqmas integrallar jadvali.

Elementar funksiyalarning hosilalari jadvali hamda anigmas integral
ta’rifidan foydalanib, sodda funksiyalarning anigmas integrallari
topiladi. Ularni jamlab, jadval ko‘rinishiga keltiramiz:

1 [0-dx=C, C=const.
2) [1-dx=x+C.
a+l
O = X _
3)J'x de=%—+C, (az-D).

4 .[‘1_"=1n|x1+c, (x # 0).
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5) Ia"dx=—1-fl—a+C, (a>0, a=l).
Ie"dx:e" +C.
6) Jsinxdx:—cosx+C.

7 _[cosxdx=sinx+C.

8).[ =tgx +C, (x¢-15+n:n, neZ).
cos? x 2

9)J d; =-ctgx+C, (x#nmn, ne ”2).
X

i C
10) J» dx_={ arcsin x +C, (L1<x<l).
—~arccosx +C,

dx arctg x +C,
1) | ——= =
) J {~arcctgx+C.

12) Jshxdx:chx+ C.
13) Jchxdx:shx+C.

14) -m=~chx+C {(x = 0).
sh? x

ch” x

4°. Differensiallash va integrallash amallari haqida. Aytaylik, f(x)
unksiya (a, b) c R da berilgan bo‘lsin.

Odatda, f(x) funksiyaning hosilasini topish uni differensiallash
f(x) funksiyaga differensiallash amalini qo‘llash) deyiladi. f(x) funk-
iyaning (a, b) dagi boshiang‘ich funksiyasini topish, ya’ni f(x) ning
winigmas integralini topish uni integrallash (f(x) funksiyaga integral
imalini qo‘llash) deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning
atbiglarida muhim rol o‘unaydi.
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Matematik analizning differensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalarni, jumladan, harakat qonuniga ko‘ra nugta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chiziq ma’lum bo‘lgan holda unga urinma
o‘tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko‘p hollarda harakatdagi nuqtaning har bir vaqgt momentidagi
tezligi ma’lum bo‘lganda harakat qonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko‘ra o‘zini aniglash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksiyaning hosilasiga ko‘ra o°zini topish lozim bo‘ladi. Bu yugorida
eslab o‘tilgan masalalarga teskari bo‘lib, ular funksiyalarni integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksiyalarni differensiallash va integrallash amallari o‘zaro
teskari amallar bo‘ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalarning (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar; trigonometrik va tes-
kari trigonometrik funksiyalar, ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi, nisbati ham chekli marta superpozitsiyalardan tuzilgan funk-
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar bo‘ladi.

Ammo hamma elementar funksiyalarning integrallari elementar
funksiyalar bo‘lavermaydi.

Masalan, ushbu

fx)=sinx?, f(x)=cosx’, f(x)=e", (xe R);
£0 =% (x>0)

funksiyalarning anigmas integrallari mavjud bo‘lsa ham ular elementar
funksiyalar bo‘lmaydi.

Mashgqlar

1. f(x) =]x| funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi topilsin.

2. Aytaylik, f(x) funksiya (—o, +e0) da berilgan toq funksiya bo‘lib,
F(x) funksiya esa uning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin. F(x) juft
funksiya bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu

dx
J=|-—"
j Vx=/x-1
integral hisoblansin.
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29- ma’ruza
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash

1°. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli. Faraz qilaylik,
f(x) funksiyaning anigmas integrali

[7(x)ax (1)

berilgan bo‘lib,uni hisoblash talab etilsin.

Ko‘pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko‘ra boshga o‘zga-
ruvchiga almashtirish natijasida berilgan integral sodda integralga
keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvchi yangi o‘zgaruvchi bilan ushbu

1=¢(x)
munosabatda bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin:

1) @(x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsin;
2) g(?) funksiya boshlang‘ich funksiya G(?) ga ega, ya’ni:

G'(1)=g(), [gdt=G(n)+C; @
3) f(x) funksiya quyidagicha ifodalansin:
J(x) = g(o(x)) - ¢((x). 3

U holda

[ f(x)ax = [ g (0(x))9'(x)dx = Glo(x) +C
bo‘ladi.
4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda-
lanib, (2) va (3) munosabatlarni e’tiborga olib topamiz:

[G(o(x) +CT = G'(9(x))- ¢'(x) = g(0(x)) - ¢'(x) = f(x)-
Bundan
[7(0)dx = Gloxp +C

bo‘lishi kelib chiqadi. P

Shu yo‘] bilan (1) integralni hisoblash o ‘zgaruvchini almashtirib
integrallash usuli deyiladi.

Bu usulda, o‘zgaruvchini juda ko‘p munosabat bilan almashtirish
imkoniyati bo‘lgan holda ular orasidan qaralayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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1- misol. Ushbu jsin 5xdx

integral hisoblansin.
<« Bu integralni o‘zgaruvchisini almashtirib hisoblaymiz:

. _ Sx-tF_ _ 1 1
Ismedx-'de a1 5_[smtdt— gcost+C-—§cos5x+C
2- misol. Ushbu J= j

e +e
integral hisoblansin.
<« Avwvalo berilgan integralni quyidagicha
dx [ e*dx
e +e ¥ —J
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish
usulidan foydalanib hisoblaymiz:

2 +1

__J‘ xdx e =t | d'2 =arctgs +C = arctge® +C . P
e dx = dt I+
2- misol. Ushbu J= J
COS X

integral hisoblansin.

. 1 cos X cos X
<« Ravshanki, ==
€osx cos“x l-sin“x

xdx sinx =¢ dr
Unda =[5 = =l—
J cosx Ji-sinx |cosxdx =df| 1-#2
o ' e 1
bo‘lib, 1-2  (1=n{+) 2 [(l+r) * (H)]

bo‘lganligi sababli

A d [ d \_1([d+n) _[da-n)_1
/= [ awn (14))‘2( (1+1) (1—:)) 21

bo‘ladi. Agar

if—’+C
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bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

ekanini topamiz. »

4-misol. Ushbu  J = j‘f‘— (@%0,ae R)
X +4a

integral hisoblansin.
4 Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha aimashtiramiz:

x+Vxt+a=t.

Unda
[2
dt=d(x+\lx2+a)= 1+ X | =Y +“+)fdx=_ t
\]x2+a \/xz +a sz +a
; dx dt
bo‘lib, undan - =4
Vxl+a !
bo‘lishi kelib chigadi.
Natijada

J =in}=]n}t§+C=1n[x+~]x2 ral+C
bo‘lishini topamiz. P

dx

)

2°. Bo‘laklab integrallash usuli. Faraz qilaylik, u(x) va v(x)

funksiyalar uzluksiz #/(x), v'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Ravshanki,

(u(x)-v(x)) = u'(x)y-v(x)+u(x) v'(x)
bo‘ladi. Demak, F(x) =u(x) -v(x)
funksiya F(x)=u'(x) v{x)+ u(x) v'(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Bundan
j[u’(x) o(x) +u(x)-v'(x))dx = u(x) v(x) +C
bo‘lishi kelib chigadi.
Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib
ju(x) ' (x)dx =u(x) - v(x) — ju'(x) -u(x)dx
bo‘lishini topamiz.

®
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(5) formulani quyidagicha
ju(x) ~dv(x) = u(x) - v(x) - Iu(x)du(x) (5)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Bu (5") formula bo Jakiab integrallash formulasi deyiladi. Uning
yordamida

ju(x) ' (x)dx

integralni hisoblash

J'a'(x) -v(x)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.
5-misol. j X COS x dx

integral hisoblansin.
<« Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:

u=x, du=dx

] =xsinx-jsinxdx=
cos xdx = dv, v =sinx

Jx €os xdx =

=xsinx+cosx+C. P

6- misol. Ushbu J= j Jx? + adx

integral hisoblansin.
<« Qaralayotgan integralda

=vx’ +a, dv=dx

deyilsa, unda du=_—2_dx, v=x
y \}Xz +a

bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
2
J=xyx +a- |- X —dx =xVx*+a - x? +‘I_aabc--
J‘\’.x2 +a J \Jx +a
=xVx? +a —J\/xz +adx +aJ.

\}x2+a -
=xJx*+a-J +a & .
J‘\}XZ'HZ
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Demak, J=xIxlva-J +aj &
\}x2+a

J =—§-[xe2 +a+a_[

Ma’lumki, (1° dagi 4- misol)

I % _nlx+JxZ+al+C.

X2 +a

Natijada

J=J\/x2 +aafx=%\/x2 +a+%1n|x+\/x2 +al+C

bo‘lishi kelib chigadi. »
7- misol. Ushbu

dx

J, = e (ne N,ae R,a#0)
(x*+a°)
integral topilsin.
<« Bu integralda
1
= i;i:a_z?, dv =dx
deb olsak, unda
2nxdx
du=— m sy V=X

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:
2

_ x X
In = (2 +a?) +2"Jl(x2+a2)n+l

X dx 2 dx
= — 2 e — ————————eeee |
GTedly + n[ (xz vdl )n j (xz +a )n+l J

Natijada J,=—> 420, -2nd - J,,,
(x2+a?)

bo‘ladi. Bu tenglikdan
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1 . x 2n—1.L. 6
Jm-l = Ina’ (x2+az)” + 2 J" ( )
bo‘lishi kelib chigadi.
Odatda, (6) munosabat rekkurent formula deyiladi.
Ravshanki, » = 1 bo‘lganda

Jy = =—-J [ ] arctg +C
x?+a? [ ]
bo‘ladi.

n 22 bo‘lganda mos J, integrallar (6) rekkurent formula yordamida
topiladi. Masalan,

dx | x 1 l X
= = . . C
h=lgmr e At T st AT
bo‘ladi. »
3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu
A . (x #a); Bx+C__
(x-a)™” (2 + px+q)™

ko‘rinishdagi funksiyalar sodda kasrlar deyiladi, bunda me N; A, B,
C, a, p, ¢ — haqgiqiy sonlar bo‘lib, x* + px+g¢ kvadrat uchhad
2
hagqiqiy ildizga ega emas, ya’ni g - % >0.
m = 1 bo‘lganda sodda kasrlarning integrallari

i Bx+C dx
x-a x? +px+q

lar quyidagicha hisoblanadi:
A gy = 4[4

x-a xX—a
Bx+C dx =J Bx+C dx =

S

=Aln|x-d/+C;

x*+px+q
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9- 7 =4a
gl c_B\[_4__
LR G Pl

-—ln(t +a )+( 7" larctg +C*=
4

X+5
=3 In(x? + px +q) + S22

> arctg 22 +C*.
D) \/ P J v
4 4

Aytaylik, me N, m > 1

bo‘lsin. Bu holda sodda kasrlarning
integrallari
A Bx+C
LT dx =
(x-a)" -l.(x2 +px+q)"

lar quyidagicha hisoblanadi:

A
m d —- e
oo e A0 = s

(x +px+q)'" 2 -

BJ‘(IE'%@_" ( _éﬂ B)J‘__*_,ﬂ" .=

+a )m

N by

1 ( P
+|C
(m_])(t2+az )m—] 2

Keyingi munosabatdagi

I dt

(2 +a® )"

integral (6 ) rekurrent formula yordamida topiladi.
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Mashgiar

1. Ushbu j dx

Ve~ +1

integral hisoblansin.
2. Ushbu Ie‘”‘ cos bxdx

integral hisoblansin.

3. Quyidagi J% integralni bo‘laklab integrallash natijasida:

dx x 1 1 dx
Z= =x-—-|x|-= ldx=1+]%
X "=z, dv=-i * X ..- ( xZ) Jx

bo‘lishi kelib chigadi. Xatolik topilsin.

30- ma’ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalarni integrallash

1°. Algebraning ba’zi ma’lumetlari va tasdiglari.

Biz quyida algebra kursida o‘rganiladigan ba’zi tushunchalarni
hamda tasdiglarni (isbotsiz) keltiramiz. Ulardan ratsional funksiyalarni
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

P (x)=ay +ax+ax" +..+a,x" (D

ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda a, € R, k=0,1,2,..,n ne N
esa ko‘phadning darajasi.

Agar ooe R uchun 2,(a) =0 bo‘lsa, o son P,(x) ko phadning

ildizi deyiladi. Bu holda P,(x) ko‘phad x — a ga bo‘linib, u quyi-
dagicha
B, (x) = (x —a)Q(x)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda Q(x) — (n — 1)- darajali ko‘phad.
Agar P,(x) ko‘phad (x-a)*, (ke N) ga bo‘linsa, o son
P,(x) ning k karrali ildizi bo‘ladi. Bu holda P,(x) ushbu
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P, (x) = (x - a)* R(x)
o‘rinishda ifodalanadi,bunda R(x) — (n — k)- darajali ko‘phad.
Agar z=0a+iB kompleks son P (x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa,
=0 —iB ham P, (x) ning ildizi bo‘ladi. Shuningdek, z =+ i} son
»(X) ning k Karrali ildizi bo‘lsa, 7 =&~/ son ham shu P,(x)
o‘phadning k karrali ildizi bo‘ladi. U holda P,(x) ko‘phadning
odasida quyidagi
(x-2)(x-7) =[x - (a+iB)][x - (x-iB)] =
=x+px+q, (p=-20, g=0a?+p?)
vadrat uchhad ko‘paytuvchi bo‘lib gqatnashadi.
Faraz qilaylik,
0,(x)=a; +ax+ayx* +..+a,x" )
o‘phad berilgan bo‘lib, «;, a;, ..., a; haqiqiy sonlar Q,(x) ning
10s ravishda A, A,, ..., A, karrali ildizlani, z;, 2, ..., Z, kompleks

onlar esa @,(x) ning mos ravishda v,, v, , ..., ¥, karrali ildizlari bo‘lsin.
1- teorema. Har qanday n- darajali

0,(x)=ay +ax +ax* +...+a,x"
o‘phad (g,e€ R, m=0,1,2,..., n,a, # 0) ushbu
0,(x)=(x-a & (x-o Y2 (- oy )Mk (x4 px+g M x
X(X2 + pyx + gy )% .. (X2 + px + g, )" (3)
o‘rinishda ifodalanadi, bunda
MtAy+o+d 4201, +y, +t Y ) =n
o'lib, x? + pix+gq;, (i=1,2,..,s) kvadrat uchhad hagqiqiy ildizga
7a €mas.
Ma’lumki,
P(x)=ay+ax+ax’ +..+a,x", (ne N),
Q.(x)=b +b,x+ble +..+bx’, (se N)

»‘phadlar (a; € R, bj eR, i=0,1,2,..,m j=0, l? 2, ..., §) nis-
ati
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P (x) ao+a]x+a2x2+.4.+a,,x”

Oi(X) "~ my+hxtbyx® +.. +bx'

kasr ratsional funksiya deyilib, n < s bo‘lganda u t0‘g i kasr deyilar
edi.

2- teorema. Agar —é'ii—) to‘g‘ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko‘phad ushbu

Q,(x) =(x-0a)"Q(x), (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, Q(x) ko‘phad x — o ga bo‘linmasa, u holda
P (x) Ap At A P(x)
=_ + +o+ e+
O(x)  (x-o)"  (x-a)™! x—o O(x)
bo‘ladi, bunda A4 € R, i=1,2,...,m; P(x) - ko‘phad.

F(x )
0, (x)
0,(x) =(x* + px +q)"Q(x), (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, (x? + px + ¢ kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega

emas), Q(x) ko‘phad x? + px +¢q ga bo‘linmasa, u holda
F(x) _ B,x+C,, + B, _1x+C, v+ Bix+C, + P(x)
0,(X)  (xFepx+q)™  (+px+@)™' T xlipx+q  Q(X)
bo‘ladi, bunda B; e R, C;e R, i=1,2,..,m; P(x) — ko‘phad.

Yugqorida keltirilgan 2- 3- teoremalar ixtiyoriy to‘g‘ri kasr har bir
hadi ushbu

3- teorema. Agar = to‘g‘ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko‘phad ushbu

W, (ae R, AG R, me N);
_24C __ (BeR, CeR, peR, qeR, p'-49<0, meN)
(x*+px+q)"
ko‘rinishdagi kasrlardan, ya’ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi
orgali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda to‘g i kasr sodda
kasrlarga yoyiladi deyiladi.
Avytaylik,
%, (ne N, se N, n<y)
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fo‘g'ri kasr berilgan bo‘lsin. Amaliyotda bu kasr sodda kasrlarga quyi-
dagicha yoyiladi:

1) Kasrning maxraji Q(x) ko‘phad (3) ko‘rinishda yoziladi;

2) 2—3- teoremalardan foydalanib,

ni sodda kasrlarga yoyiladi;

3) bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig'indisi
umumiy maxrajga keltiriladi;

4) natijada hosil bo‘lgan

F(x) _ R(x)
O (x) 0Oi(x)’
ya’ni P,(x) =R,(x)

tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, noma’lum koeffitsiventlarni topish
uchun tenglamalar sistemasi hosil qilinadi.

)
1- misol. Ushbu .73_"%&,_
x°+4x° +4x
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
<« Bu kasmning maxraji
P +4x? +4x = x(x* +4x +4) = x(x + 2)?
bo‘lgani uchun 2- teoremaga ko‘ra

33248 A B c
_3ﬁi_...._ = — b e —— __z.
+4xt4dx x X420 (x42)

bo‘ladi. Uni

3x2+8 _A(x+2)2+x(x+2)B+Cx
P +4x? 14x x(x+2)2

ko‘rinishda yozib, ushbu
3x2 +8= A(x+2)* + Bx(x+2)+Cx =
=(A+B)x* +(44+2B+C)x+44

englikka kelamiz. [kki ko‘phadning tengligidan foydalanib, ushbu
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A+ B =3,
44A+2B+C =0,
44 =8
sistemani hosil gilamiz va uni yechib
A=2 B=1 C=-10
bo‘lishini topamiz. Demak,
3x%+8

1 -10
—_—_— +
x> +4x% +4x

2
=
x  x+2  (x+2)

3 2
2- misol. Ushbu X +Ax72x+l
x4 +X

to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.
<« Ravshanki, xtex=x(x+D(x? -x+1).
x3+4x2-2x+] - ,ﬂ + _f_ + Cx+D_
x(x+D(x?-x+1) X x+l  x2_x4]
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

Unda

B rdx? “2x+1=A( + D)+ Bx(x? =x+1) +(Cx + D)(x® +x) =
=(A+B+O)X} +(C+D-B)x* +(B+D)x+ A

bo‘lishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib, 4, B, C, D larni
topish uchun quyidagi

A+B+C =1,
C+D-B=4,
B+D=-2
A=1

sistemani hosil gilamiz. Uni echib topamiz:
A=1, B=-2, C=2, D=0

3 2_ i)
Demak, X ax —exr +4’2 el 1, 22, 22x . >
XX x  x+l x°—x+1
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2°. Ratsional funksiyalarni integrallash. Faraz qilaylik, f(x)
atsional funksiya bo‘lib, uning integralini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) butun ratsional funksiya
f(xX)=ag +ax+ax® +..+a,x
0‘Isin. Unda
jf(x)dx = J(ao tax +axt . +a,x")dx =

2 I
=X+ 5+

n

X
+a,-~+C
n

»o'ladi.
Aytaylik, f(x) kasr ratsional funksiya

2
_ Gp+@X+a)X” +. Aapx”  Py(x) N N
Sy = By +byx+byx? 4. 4 by x™ T 0,(x) (ne N, me N)
o‘lsin. Agar n>m bo‘lsa, unda P,(x) ko‘phadni Q,(x) ko‘phadga

152 ning butun gismini ajratib, butun ratsional

0‘li
Q (x)
unksiya hamda to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida ifodalab olinadi
_ 5 (x) Pk(x}

Ravshanki, Jf(x)dx = JR(x)a’x + J;"((?) dx.

_ B, (x)
Demak, f(x) 0.0’ (n>m)
-atsional funksiyani integrallash to‘g‘ri kasrni integrallashga keladi
To‘g‘ri kasrlarni integrallash uchun avvalo uni 1° da keltirilgan usul
rilan sodda kasrlarga yoyiladi. Sodda kasrlarni integrallash esa 29-

ma’ruzada batafsil bayon etilgan.
3x2+8
I ?'_'—7'__ dx

3- misol. Ushbu
ntegral hisoblansin.
<« Integral ostidagi ratsional funksiyani sodda kasrlarga yoyamiz:

38 2 1 10
Braxtidx  x x+2  (x42)?
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Demak,

j‘ 3x +8 8 = 2J‘dx ﬁ-x——lO dx  _

S +4x? +ax x+2 (x+2)F

-21n,xl+ln'x+2\+—+C »

6,942

. 3 _

4- misol. Ushbu Jx—J'—iz-)ixz——l
x(x*+1)

integral hisoblansin.
« Integral ostidagi funks;ya ratsional funksiya bo‘lib, u noto‘g‘ri

kasrdir. Bu kasrning surati x® +2x* +2x? -1 ko‘phadni maxraji
x(x? +1)* ko‘phadga bo‘lib, uning butun gismini ajratamiz:

xS a2t 2 -1 x4 2x 4 x

X2t +xr D x
x? -1
6 4 2 2
x°+2x*+2x° -1 x<-1
Demak, = .
x(x2+l)2 x(x2+l)2
Endi X -1
x(x 4»1)2

to‘g‘ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
X -l :4 Bx+C  Dx+E_
x(x2+1)2 4l (Pt

X2 —1=AG2 +1)? +(Bx +C)x(x? + 1) + (Dx +E)x =

—(A+B)x* +C +QA+B +D)x* +(C +E)x +A.
Keyingi tenglikdan

A=-1, B=1, C=0, D=2, E=0

bo‘lishini topamiz.

2 -
xwl__l+x+2x

Demak, YA X xal e
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Natijada,

xe2xtad 1 x L 2x
X(X2+l)2 x x%41 (x2+l)2
bo‘lib,
x0+2x442x2 11 dx
J R TR = [ xax - J 4] e
2x x? d(x +1) [ d(x2+1)
ff 2 ax=% - =
(x*+1)? 2 |x| x2+] (x2 +1)?
2
=%”4mq sln(x® +1) - .~~+c
bo‘ladi. »

3°. Ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi haqida. Ikki v va v

o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lib, bu o‘zgaruvchilar yordamida ushbu
v, (n=0,1,2,..; m=0,1,2,..)
ko‘paytmani tuzamiz. Quyidagi
P(u,v) = ay + Qolt + Gy v + GygU® + U + agyv? + ...
+ AU + gy W+ w0+ a0

funksiya u va v o ‘zgaruvchilarning ko ‘phadi deyiladi, bunda
Qg » Ay, Gy 5 ..., Gy, — haqiqiy sonlar.

Aytaylik, P(u, v) hamda Q(u, v) lar 4 va v o‘zgaruvchilarning
ko‘phadlari bo‘lsin. Ushbu

Pup)
oy (@) = 0)

nisbat u va v o zgaruvchilarming ratsional funksiyasi deyiladi va R(u, v)
kabi belgilanadi:

P(u,v)
0G0’ (Q(u,v) #0).

Faraz qilaylik, # va v o‘zgaruvchilarning har biri 0°z navbatida
x o‘zgaruvchining

R(u,v) =

u=@(x),
v = y(x)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R(u, v) funksiya ¢(x) va y(x) funksiya-
larning ratsional funksiyasi bo‘ladi. Masalan,

—2Yx?-141

f(x) =X — 4

Jx 12 -1

funksiya u:\/;c, v=3Uxt -1
larning ratsional funksiyasi bo‘ladi, chunki
u? -2v+1

R(u,v) = "_;l-H) .

Xususan, ¢(x) va y(x) larning har biri x o‘zgaruvchining ratsional
funksiyalari bo‘lsa, u holda

R(u,v) = R(p(x), y(x))
funksiya shu x o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘ladi.
Endi R(u, v) ratsional funksiyaning sodda xossalarini keltiramiz:

1) Agar R(~u,v) = R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u,v) = R (& ,v)
ko‘rinishga keladi, bunda R, ham ratsional funksiya.
2) Agar R{-u,v) = -R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu
R(u’ U) = RZ (uZ s U)
ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.
1) Agar R(-u, ~v) = R(u,v)
bo‘Isa, u holda bu ratsional funksiya ushbu

R(u,v) =R, (%, vz)

ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.

4°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aytaylik, R(u, v} ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lIsin.
Ushbu

I R(sin x, cos x)dx @
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integralni gqaraymiz. Bu integralda

r=1g

[T

almashtirishni bajaramiz. Unda

2tg£ ]_tgz f
. 2 2t
SNX =-— —=— = —, COSX = — —~& = e

1+tg2 %X 14
£

x = 2arctgt, dx = E%
1+t

2
bo‘lib, IR(Sinx, cosx)dx:QJR{}_f_ 1-¢ ) 1

14227 1422|1412
bo‘ladi. Ravshanki,

42
R _2_’2,_1_’7 1_2
1417 144 14t

ifoda f ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash

t=1g g

almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.
5- misol. Ushbu x
1+sin x

integral hisoblansin.
<« Bu integralda t= 1g12‘

almashtirish bajarib topamiz:

24t
2
j dx =.[ L+ =2J' @ —_2_._ 2 4cp
1+sin x 1+ 1+ 1+1 l+tg£
1+£

Ayrim hollarda 7 =cosx, #=sinx, ¢=tgx almashtirishlar qulay
bo‘ladi.
Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiva uchun
R(-u,v) = -R(u,v)
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bo‘lsin. Bu holda

J R(sin x, cos x)dx = J R, (sinx, cos x)sin x dx =

I=C0sx

dt = —sin xdx

=-jR2(1—zZ,r)dz

bo‘ladi. Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(u’_v) = _R(u,v U)
bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz:

J R(sin x, cos x)dx = J R, (sin x, cos® x) cos xdx =

t=sinx
dt = cos xdx

= [R@1-)ar.

Aytaylik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R(~u,—v) = —R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda

JR(sin X, cosx)dx = IRz (tg x, cos® x)dx =
1 i
= ) at
IR; [t’ 1412 )l+t2 d

t=tgx

dic = — di
1+¢

bo‘ladi.
6- misol. Ushbu

Jsin3 x cos® xdx
integral hisoblansin.
< Integral ostidagi funksiya uchun R(-u,v) = -R(u,v) bo‘ladi.
Shuning uchun cosx = ¢ deyilsa, unda —sin xdx = df bo‘lib,

7
Isin3 xcos* x dx = J(tz —Di*dt = -'.7~555-+C = %cos’x—%cos5x+c

bo‘ladi. »
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Mashglar

4
1. Ushbu 5

+x"-x’—x
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga ajratilsin.

1
32

B

-3
2. Ushbu _[ """"

integral hisoblansin.

31- ma’ruza
Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

1. _[R[x, ;'/3-“—1’ )dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.
ex+d

Faraz qilaylik, R(«, v} ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lib,
a, b, ¢, d — haqiqiy sonlar, ne N bo‘lsin.

Ushbu
IR(x, ;"a”b ]dx, ad -bc # 0
cx+d

ko‘rinishidagi integrallarni garaymiz. Bu integral o‘zgaruvchini almash-
tirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

' [ax+b b-1"d
), _Need 0 T ala
[R]x, g2+ o =, ol
xd 7 e b
| (a—ct")2
dt" —b (ad-be)nt™!
- j R ! dt
a—ct" (a—ctn)2

1- misol. Ushbu

1+x 1
Nﬁ;‘r_‘;d"

integral hisoblansin.
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<« Bu integralda f = |1FX

1-x
almashtirishni bajaramiz. Unda
2l 4t
1241’ (12 +1)2

bo'lib, j f“’x - ‘_d'
—x l-x x t +1
bo‘ladi. Ravshanki,

2
JT =t-arctgt+C.
t

Demak,

f1+x U gy = Jlx Lx
J l—_—xi_—xdx—z 1—x 2arCtg 1—x+C. »

2 J R(x,vax? + bx + ¢ )dx ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.
Bu integralda a, b, ¢ —hagqigiy sonlar bo‘lib, ax* + bx + ¢ kvadrat
uchhad teng ildizlarga ega emas.

Qaralayotgan
j R(x, Jax® + bx + ¢)dx )

integral quyidagi uchta almashtirish yordamida ratsional funksiya
integraliga keladi.
a) a > 0 bo‘lsin. (1) integralda ushbu

t=Jax +Jax? +bx+c (yoki t =—Jax+Jax® +bx+c)

almashtirishni bajaramiz. U holda

axt + bx +c =12 - 24axt +ax?,

_ P-c _ 2(Jar +bt+ca) 2
2Jat+b (2Jar+b)?
[ T hxtc = Jatl vbt+eNa
T areb

bo‘ladi. Natijada
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_[R(x, Jax? +bx + ¢)dx =

__[R ¢ JEtz+bt+f_J_Z 'Z(ﬁt2+bt+c\/5)
- 2Jar +6°  2Jat+b (2Var+b)?

bo‘ladi.

dx
2- misol. Ushbu Jx_: m integral hisoblansin.
4 Bu integralda

f=x+Vxt+x+1

almashtirishni bajaramiz. Natijada

2_ 2
=I_l’ =2t.+r+12dt
1421 (1+2¢)
b ocli [ pf el
oD, x+¥x?+x+l (1421)21
bo‘ladi. Agar
2++) 2 3 3
t(1+20)2 1 121 (1420)2

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

3
e dr =
Jx+\/,\: +x+1 ‘[[ 1421 (1+2f)2)

=2h1|t[-§ln§1+2t| s 2:)+C—

= 2In|x +Vx2 +x+l|—%»in‘l+2x+2«1x2 +x+ll+

3
+ +C
2(142x+2¥xP +x+1)

bo‘lishi kelib chiqadi. P
b) ¢ > 0 bo‘lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

t=—lx-(\/ax2 +bx+c~e)
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yoki t=£(\/ax2+bx+c+\/z)
almashtirishni bajaramiz. Unda

_ 2Jet-b gy < Jer'=br+ea

— = dr,
a2’ (a+t)2 i
Vax? +bx + ¢ = et? _b’;’wc
a-t

bo‘lib, (1) integral ratsional funksiyaning integraliga keladi:

jR(x, Jax? + bx +¢)dx =
_J (ZJ_t -b et vbr+a\/-)(\/‘r —bt+\/_aJ

2 a-t? (a+1)2
d) ax? + bx + ¢ kvadrat uchhad turli x, va x, haqiqiy ildizga ega
bo‘lsin:
ax? +bx+c=a(x-x) (x-x)-
Bu holda (1) integralda ushbu

t= 1 Jax? +bx +¢

X—X}
almashtirishni bajaramiz. Natijada

_ 2

2 -a 12 (2 a)2
bo‘lib,
jR(x, Vax? + bx + ¢)dx =
2
= [ Rl =% +xpt ’ a(x —xz)t 2a(xq-x)t dt
J- [ -a £ -a (12 —a)2
bo‘ladi.

3- misol. Ushbu

I= J’x-— X +3x+
+Vx?+3x42
integral hisoblansin.
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<« Ravshanki,

X +3x+2=(x+1)-(x+2).
Shuni e’tiborga olib berilgan integralda

t=1 i 3x+2

x+1
almashtirishni bajaramiz. U holda

2- t 2udt
A ey

bo‘lib,

J‘x-\/x2+3x+2 dx :J‘ —212—it__

x VX +3x42 (1-2)(t-1)-(r+1)?

bo‘ladi. Endi

20 -4 23i % 11078 1?3 %

=2 = +- +

(== (41} 71 =227 T () (1))
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

J‘ 224 3pdt 16 dt

It = _.,..._‘ - -
(1=2)(1-1)(1+1)> 4J:-] )
17 ¢de  5¢ a1 drt

i08 m““ﬁ PRI GO il -1
R Y LU YT O SR SO €
37 108 18 1 6 (,+1)2

3°. Binomial differensialni integrallash. Ushbu
x™(a+bx" ) dx

foda binomial differensial deyiladi, bunda a € R, be R, m, n, p —
atsional sonlar.

Binomial differensialning integrali

Jx”’ (a+ bx")? dx Q)
i garaymiz. Bu integral quyidagi hollarda ratsional funksiyaning
ntegraliga keladi:
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1) p — butun son. Bu holda m va » ratsional sonlar maxrajlarining
eng kichik umumiy Karralisini § orqali belgilab, (2) integralda
x =1
almashtirish bajarilsa, (2) integral ratsional funksiyaning integraliga
keladi.

4-misol. Ushbu [ = J(n 7oy &

integral hisoblansin.
<« Bu integralni quyidagicha yozib:
1 1
Jx 3 3322
j(1+J_2dx Jx (1+x3)“dx,
bunda p = —2 bo‘lishini aniglaymiz.
Integralda x =/ almashtirish bajarib,

8
t
I = 6I )? dt

bo‘lishini topamiz. Ravshanki,

AN PP A S S S
(1+1%)? 241 (P4
Demak,
I £ 28 t 1
det =55 +3t——4arctgt+ 3 AL +5arctgt +C
bo‘lib,

6
7= _adx +18Y% --21arctg§/;+-3-'—‘[i +C
5 x+1
bo‘ladi. »

2) — m+l butun son. Bu holda (2) integralda

1
x=1"

almashtirishni bajarib
jx"‘(a +bx"Y dx = %J'(a-t- b)? - dt
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0°lishini topamiz, bunda

m+l
g=-—=- 1.
0‘ng p ning maxrajini s deb
1
z=(a+br)*

Imashtirishni bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksiyaning
ntegraliga keladi.

xdx
5- misol. Ushbu f——‘/&-— integral hisoblansin.
1~|-%‘/x_2

<« Bu integralda

21
AL = [x(14x7) 2 a,
l+%/x—2
m=1 n—2 =]
=h =3 PEy
o‘lib, .'"7*1 -3
o‘ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
21
t=(1+x3)2

'mashtirishni bajaramiz. U holda
2 3 3 !
l+x3 =12, x=(*-1)2, dx= 5(t2 —~1)2 - 21t
0“lib,
21 7 S
x(1+x3)2dx =3[ (2 - 1) dr =3 5 =6+ +C, r=\l+x

yladi. » 1
3) p + ¢ — butun son. Ma’lumki, (2) integral x = #* almashtirish
lan ushbu

m+]
1 P gy ] pogags _ 1 (a+b’)p p+q
;I(a+bt) 1 dt--’;J.(a+bt) ~tdt_;J'T PGy
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda
1

7= (a+bt)}
t

almashtirish bajarilsa (s soni p ning maxraji), u ratsional funksiyaning
integraliga keladi.

. dx . . .
6- misol. Ushbu j————z W integral hisoblansin.
X +3X

1
. dx -2 2 -=
<« Ravshanki, | x2(2+3x%) 2dx.
"-)c2\12+3x2 I
Demak, m=-2, n=2, p:—%’ _"_t:_l.;.p:_l

bo‘lib, p + ¢ — butun son bo‘ladi. Berilgan integralda
1

2+3x2 B 2
t= = =+3
[ X2 ]Z x2

almashtirish bajarib,

2 Vedt
X = N dx = — ,
N (12-3)°

1
=jx‘2(2+3x2) 24x =

J’ dx
x?N2+3x2

7
ST A

bo‘lishini topamiz. P

Mashgqlar
1. Ushbu I 3 dx integral hisoblansin.
(2x+1)2 Vax2 +4x+5
2. Ushbu 9 ___ integral hisoblansin.

2sin x—Cos X
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8-BOB
ANIQ INTEGRAL

32- ma’ruza
Aniq integral tushunchasi

1°. Segmentni bo‘laklash. Biror [a, ] c R segment berilgan

o‘lsin. Bu segmentning quyidagi
A=Xy <X <Xy <..Xp <X,=b
wunosabatda bo‘lgan
Xgs Xps Xgs vy X5 Xy
uqtalari to‘plamini olaylik.
Ravshanki, (1) to‘plam [a, b] segmentni
Bl =[x0, xl], BZ =‘xl, le, ceey B” =Ixn—]’xnl

o‘laklarga ajratadi.
I-ta’rif. Ushbu

=Xy <X <Xy <..< X, <X,=b
wnosabatda bo‘lgan
Xos Xps Xps ooy Xpgs Xy
uqtalar to‘plami [a, b] segmentni bo ‘laklash deyiladi va

P ={xy, X}, X35 e Xpys X}

(M

abi belgilanadi. Bunda har bir x, (k=0,1,2, ..., n) nugta [a, b]

gmentning bo‘luvchi nuqtasi, [x,, x,,] (k=0,1,2
gment esa P bo laklashning oralig§ deyiladi.
Quyidagi
hp =max{Ax,}, Ax, =X - X
iqdor P bo laklashning diamerri deyiladi.
Masalan, [a, &] = [0, 1] bo‘lganda quyidagi

'10°10°10°10° 10~

sy =1)
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nugtalar sistemasi [0, 1] segmentning

2468}

ﬁ ={0,-1_6’E’I—O’IT)’

1 4 5 6
B={5i5i60100 1)
bo‘laklashlarini hosil giladi. Ularning diametrlari mos ravishda

1 2
)Lpl=§, }L = =

n 5
bo‘ladi.

Yugqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, {a, b]
segmentning turli usullar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish
mumkin. Bu bo‘laklashlardan iborat to‘plamni % bilan belgilaymiz:
@

S ={P}.
2°. Darbu hamda integral yig‘indilar. f(x) funksiya [a, 4] da
aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. Unda
dme R, 3M e R, Vxela,bl: m<f(x)s M
bo‘ladi. Aytaylik,
P ={xg, X, X5 ooy Xpys X}
[a, b) segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. U holda bu bo‘lak-

lashning har bir [x,, x,,,] (k=0,1,2, ..., n-1) oralig'ida

m, = lnf{f(X)}, X € {xk s Xkyl ]:
M, =sup{f(x)}, xelx, x4}, (k=0,1,2,..,n-1)
mavjud bo‘lib
xiﬁt:b]{f(x)} Sm s M < x::]apb]{f(x)} Q)

bo‘ladi.

n-1
2-1a’rif, Ushbu =) m -Ax,
k=0
yig‘indi f(x) funksiyaning [a, b} segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning quyi yig indisi deyiladi.
Ravshanki, bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda {a, 5] ning P bo‘-
laklashiga bog‘lig bo‘ladi:
s=s5(f;P).
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3- ta’rif. Ushbu

yig‘indi f(x) funksiyaning |a, b] segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning yuqori yig ‘indisi deyiladi.
Bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda [a, 5] ning P bo‘laklashiga
hog‘liq bo‘ladi:
S =8(f;P).

Endi k€ {0,1,2,..., n—1} ning har bir qiymatida [x,, x,,,] seg-
mentda ixtiyoriy &, nuqtani tayinlaymiz: §.e[x,, x,,,}, (k=0, 1, 2,
.., n—1). Natijada [a, b] ning P bo‘laklashiga nisbatan

{§0a él > &2’ “v &n-l}
nuqtalar to‘plami hosil bo‘ladi. Bu nuqtalardagi f(x) funksiyaning
f(gk)! (k = 0, 19 23 cvey n- 1)
Jiymatlari yordamida ushbu
-1

FE&) - Ax,

0

3

b
il

vig‘indini tuzamiz.
4- ta’rif. Quyidagi

n-1
o= f&) Ax,
k=0
ig'indi f(x) funksiyaning |a, b] segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
ntegral yig ‘indisi deyiladi.
Integral yig‘indi, f(x) funksiyaga, P bo‘laklashga hamda har bir
X, X+1) da olingan &, nugtalarga bog'‘liq bo‘ladi:
6 =o(f;P;8).
Ravshanki, &€ [x,, x,,] uchun
m; < f(gk) < Mk
yo‘lib, ayni paytda
S(fiP)<o(f; P& ) < S(f5 P) G)
engsizliklar bajariladi.
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1- misol. Ushbu
f(x) =]x|
funksiyaning [—1, 1] segmentda quyidagi
IR 3 ._1 _ l 1 1 3
P‘{ L 4’ 2 4’0’2’ 2’ Z’l}
bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari hamda
gk =xk, (k = 0, 1, 2, ceny 7)

deb, integral yig‘indi topilsin.

« Berilgan f(x) = x| funksiya uchun {—1, 1] segmentning

{3 L 1,113
P“{ la 4) 2: 4’054929431}
bo‘laklashida
3 1 1
mO:Z! ml=§’ mZ:Z’ my =0,
t i 3
my =0, ms =73 mszi, m7=:1,
3 1 1
Mozl, M1=2, M2=_’ M3=Z,
I l 3
M4=z, M5=5, M6=Z, M7=1
hamda

3 1 1
§0=‘1, él =—g, §2 =-§, 53 :_Z’

§4=0, §5=%, §6=%s & =

fE)=1 fE)=1, fG) =5, f&) =1,

fE)=0, fE)=1, fE&) =3, fE&)=3

b

— B

bo‘ladi.

Endi Ax, =% (k=0,1,2,..,7) bo'lishini e’tiborga olib to-
pamiz:
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|
3
1 ) I
2 4
o(f;P;E,k)=(l+3+%+%~+0+Z+%+3-)~£=1. >

3°. Aniq integral ta’rifi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, 5] da
erilgan va chegaralangan bo‘Isin. Unda {a, ] oraligning har qanday

P bo‘laklashi hamda har qanday & (€. [x,, %, k=0,1,2,..,n-1)
arda yuqoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo‘lib,

(b-a)- ii‘f}&f’{f(X)} <s(fiP)so(fi P&y ) <
<S(f P)S(b—a)'ls‘?g{f(x)} @

s(f;P)= (+ + - +0+0+i+l %)

3
e
s,

+ +

1
4 2
SUsP = (14545 4

i
+
4 *3

1
4

0 ladi.

Endi [a, b] segmentning bo‘laklashlar to‘plami $ = {P} ning har
ir Pe § bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari
(f, P) va S(f, P) ni tuzib, ushbu

{s(/; P}, {S(f;P)}

o‘plamlarni garaymiz. Bu to‘plamlar (4) munosabatga ko‘ra chegara-
angan bo‘ladi.

5-ra’rif. {s(f, P)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x) funk-
iyaning [a, b} oraligdagi quyi integrali deyiladi va

Sf(x)dx

£ ) Sy

abi belgilanadi. Demak,
b
j f(x)dx = sup{s(f; P)}.

6~ ta’rif. {S(f, P)} to ‘plamning aniq quyi chegarasi f(x) funksiyaning
a, b] oraligdagi yugori mregmlt deyiladi va

jf(x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,

b
Jfeodx = inf {S(f; P}

7- ta’rif. Agar f(x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bir-biriga teng

b
jf(x)dx = [ r(0ax

bo‘lsa, f(x) funksiya |a, b] oralig bo yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.

Bunda quyi hamda yugori integrallarning umumiy giymati f(x)
funksiyaning [a, 4] oralig bo‘yicha aniq integrali (Riman integrali)
deyiladi va

b
[ £xyax

kabi belgilanadi. Demak,

jf (x)dx = jf (x)dx = j f(x)dx.

a son integralning quyi chegarasi, » son esa integralning yuqori
chegarasi, {a, b] segment integrallash oralig‘i deyiladi.

Eslatma. Yuqgorida keltirilgan f(x) funksiyaning integrali ta’-
rifiga binoan integral

_b[f(X)dx

o‘zgarmas sonni ifodalaydi. Binobarin, integral ostida o‘zgaruvchining
ganday yozilishiga bog‘liq bo‘Imaydi:

b b
[reoac= [ rwar.
2-misol. f(x)=C, Ce R, x€[a,b] bo'lsin.

Bu funksiyaning integrallanuvchanligi aniglansin.
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d {q, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg, X1, X3, cc X .y, X, }
bo‘laklashini olib, unga nisbatan Darbu yig‘indilarini topamiz:

n-l
s(C;P)=>C-Ax=C-(b-a),
k=0
n-1
S(C;P)=) C-ax, =C-(b-a).
k=0

Bundan sup{s(C; P)}=C-(b-a),
P
ir}’f{S(C;P)} =C-(b-a)

b 4
bo'lib, [C-dx=[C-dx boishi kelib chigadi.
Demak, f(x) = C funksiya [a, b] da integrallanuvchi va
b
[cax=C-6-a.
Xususan, f(x) = 1 bo‘lganda
b
[dx=b-a
bo‘ladi. P
3-misol. f(x) = D(x), xe[0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini
[0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin.
« [0, 1] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan Dirixle
funksiyasining Darbu yig‘indilari
n-1
s(D; Py =Y m - Ax, =0,
k=0

n-1

S(D;PY=Y M, Ax, =b-a
k=0

bo‘lib, sup{s(D; P)} = 0, inf{S(D;P)}=b-a
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bo‘ladi. Demak,

jD(x)dx =1, .!{D(x)dx =bh-aq,
0 0

jD(x)dx # .I[ D(x)dx.
h 0

Dirixle funksiyasi integrallanuvchi emas. b

4°. Integral yig‘indining limiti. Faraz qilaylik, f(x) funksiya {a, 5]
segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda chegaralangan bo‘lsin.
{a, b} segmentning biror

P ={x01 Xps X500 X gy s xn}

bo‘laklashini olamiz.

Ma’lumki, f(x) funksiyaning bu bo‘laklashga nisbatan integral
yig‘indisi

n-i
o(fi Pk =Y, fE) A,
k=0

bo‘ladi.
8- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, {a, 4] segmentning diametri A, < 8 bo‘lgan har ganday
P bo‘laklashi uchun tuzilgan o( f; P;&, ) yig'indi ixtiyoriy §, nuqtalarda
lc(f;P;ék)"Jl':

<€

n-1
> fE)-ax -
k=0

tengsizlikni bajarsa, J son o(f; P;&, ) yig'indining A, — 0 dagi limiti
deyiladi va
lim o(f; P;&) =J
rp—0
kabi belgilanadi.
Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar
ve>0, 35>0, YVPep, Ap <3, Vg,
uchun lo(f; Pi&x) ~J| <&
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bo‘lsa, v holda
lim o(f; P;&)=J
Ap—0
deyiladi.
9-ta’rif. Agar A, — 0 da f(x) funksiyaning integral yig‘indisi
o(f; P;&,) chekli Jlimitga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a, b} segmentda

integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, J soniga
esa f(x) funksiyaning [a, b] segment bo icha aniq integrali deyiladi. Uni

Jreoar

kabi belgilanadi. Demak,

n-1

j f(x)dx = hmz S (&) Ax,.

4- misol. f(x) = x, x e [a,b] bolsin. Bu funksiyaning aniq integ-
rali topilsin.
<« [a, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg, %), X3y s X g s X, }

bo‘laklashini olib, unga nisbatan f(x) = x funkswamng integral yi-
g‘indisini tuzamiz:

n-1
o(f3 P& ) = 3 &y A%,

k=0
bllnda Axk =xk+] —xk, xk S&k Sxk+1, (k =0, 1,2,...,’1—1).
Endi X S &k < Xpa

tengsizliklarni Ax, >0 ga ko‘paytirib, hosil bo‘lgan

X Ax <& - Ax S Xy - A
tengsizliklarni £ ning 0, 1, 2, ..., n—1 qiymatlari bo‘yicha hadlab
go‘shib:

n-1 n-1 n-1
Exk - Axy Szik - Axy Szxku S Ay
k=0 k=0 k=0

ya’'ni
219



n-1 n-l
D X Ax, So(f3PiE) S me - Axy 3
k=0 k=0

bo‘lishini topamiz. Bu tengsizliklardagi

n=1 n-1
Zxk “Axy, me - Ax
k=0 k=0
yig‘indilarni quyidagicha yozib olamiz:
n-1

n-1 n-1 n-1
I 2 2, 1 2
zxk Ay = Zxk (X = X) = 3 Z(Xm -x;") =3 2(’%1 %) =
k=0 k=0 k=0 k=0

1,12 02 1 & , b-a? 1 2
=§(xn‘xo)—§zAxk=T—52Axk,
k=0 k=0

n—1 n

-1 n-1 n-1
2
S i =3+ ) =S+ -
k=0 k=0 %=0 o
bZ —02 l n-1 5
=545 8.
k=0

Natijada (3) tengsizliklar ushbu

b2 n-1

-a? 1 ! 2 P p2-a? 1 2
g-e __ < - p < il
3 2éoAxk <o(f;P;E,) < 3 +2,;=0A3q,E

ko‘rinishga keladi. Bu munosabatdan

b _aq? ot
(/1 P& ) = 25— < 5 2, A%
k=0
bo‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki,
n=1 n-1
1 2 i b-a
- Axk SKP— Axk=—)\-P.
25 25 2

Demak, ve > 0 songa ko‘ra &= 32_—85 deyilsa, u holda A, <$
bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘laklash va ixtiyoriy §, larda
220



[n=1 2

|
o(x; P&, ) - zgk  Ax, - bT“_

bo‘ladi. Bu esa

lim o(x; 3% il —hm"f,g Ax, < 2
Ap-0 k "—7"_1,,0 k k= B
bo‘lishini bildiradi. Demak,
b
b -a?

dex = S

Shunday qilib, £ (x) funksiyaning aniq integrali ikki xil ta’riflanadi.
Bu ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi (garalsin {1], 9- bob).

Odatda, [a, b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
to‘plami R([a, b]) kabi belgilanadi:

f(x)e R(la,b]) & f(x) funksiya {a, b] da integrallanuvchi.

Mashgqlar

1. f(x) funksiyaning [a, b] da chegaralanganligi uning {q, 4] da
integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekani isbotlansin.

2. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da berilgan va
chegaralangan bo‘lib, P esa [a, b] ning ixtiyoriy bo‘laklashi bo‘lsin.

Agar Vxe [a,b] da f(x) < g(x) bo‘lsa,

s(f,p)<s(g,p)

S(f,p)<S(g,p)
bo‘lishi isbotlansin.

33- ma’ruza
Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi)

1°. Darbu yig‘indilarining xossalari. f(x) funksiya [a, b] segmentda
berilgan va chegaralangan bo‘lib,
P ={Xg:X, X, e Xp_15 %, }
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[a, b] ning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda f(x)
funksivaning Darbu yig‘indilari

n-|
s(f,P) =) m - Ax,,

k=0
n-1
S(f;PY=2 My - A%
k=0
mavjud bo‘ladi, bunda

m, =inf{f(x)}, xelx., Xl
M, =sup{f(x)}, xe[x, Xl
Ay =X —X%, k=0,1,2,..,n-1.
1) [a, b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan tuzilgan
f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari uchun
(b- a)';ifbfl{f(x)} <s(f,P)<S(f;P)<(b-a)- .s,,“,?,‘f("”

bo‘ladi.
<4 Bu munosabat 32- ma’ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib
chigadi. »
Aytaylik, P ={Xg, %, Xy5000s X 15 X }
[a, b] segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Bu bo‘laklashning bo‘-
luvchi nugtalari x, (kK = 0, 1, 2, ..., n) qatoriga yangi bo‘luvchi
nuqtalarni qo‘shib, [a, ] segmentning boshqa P’ bo‘laklashini hosil
gilamiz. Uni P c P’ kabi belgilaymiz.
2) [a, b] segmentining ixtiyoriy P va P’ bo‘laklashlari uchun
s(f; Py s s(fi P),
S(f;P)2S(f3P)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
4 [a, b] segmentning ixtiyoriy

P = {XD,xl,x2 ,...,x,,_l,x"}

bo‘laklashini olaylik. Soddalik uchun P’ bo‘laklash P ning barcha
bo‘luvchi nugqtalari hamda qo‘shimcha bitta x” nuqtadan yuzaga
kelgan bo‘lsin. Bu x” nugta x, hamda x,,, nuqtalar orasida joylashsin:
Xp <X < Xpy.
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Demak,

P = {X0, X1, X35 cves Xp 3 X s Xpyqs ooy Xpops X}
Bu bo‘laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig‘indilarini yozamiz:

s(f; P) = myAxy + mAX; +...+ mAX, + ...+ m, 18X, ),
s(f; P) = myAxg +mbxy + ...
+[m,“ (= x )y m (g, - X! )]+...+m,,_, AX,_),

bunda

my = inf{f(x)}, xe[x;,x],

my! = inflf (X)), xe (X, X ]

Endi my 2 m,, mi! > m, bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
SUGPY = s(f3P) = mp(x' = %) + m! (X = X)) -
~mAx, 2 m (X' =X )+ m(xg, —x)-max, =0.
Keyingi munosabatdan
s(fP)<s(f; P)
bo‘lishi kelib chigadi. Xuddi shunga o‘xshash,
SU5PY2S(f3P)
bo‘lishi isbotlanadi. »
3) la, 4] ning ixtiyoriy P, va P, (P, c i pc fS") bo‘laklashlarga
nisbatan Darbu yig‘indilari uchun
s(fR)SS(fR)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
« P, va P, bo‘laklashlarning barcha bo‘luvchi nuqtalari yordamida
[a, b] ning P bo‘laklashini hosil gilamiz. Ravshanki,

RBcP, PcPF

bo‘ladi.
Yugqorida keltirilgan 1- va 2-xossalardan foydalanib topamiz:

(RS s(fP)SS(F PSS R).
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Natija. [a, b] segmentda chegaralangan ixtiyoriy funksiya uchun

b
jf(x)dx < [ fix)ax

bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra f(x) funksiya {a, 5] da chegaralangan. Demak,

f(x)dx = Sl;p{S(f; P)},

f(x)dx = inf{S(f; P)}

D Gy D R Sy

integrallar mavjud.
Yugoridagi 3- xossa hamda aniq chegara ta’riflaridan

If()ddx < jf(X)dx

bo‘lishi kelib chiqadi. »

2°. Integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Endi [a, 5] segmentda
berilgan va chegaralangan f(x) funksiya aniq integralining mavjudligi
masalasini garaymiz.

1- teorema. f(x) funksiya {4, b} da integrallanuvchi bo‘lishi uchun
Ve > 0 son olinganda ham [a, ] segmentning shunday P bo‘laklashi
topilib, unga nisbatan

S(f;P)-s(f;P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarti.
Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

f(x)e R([a,b]) & Ve >0, AP {P}: S(f;P)-s(f;P)<e-
« Zarurligi. Aytaylik, f(x)e R([a,b]) bo'lsin. Ta’rifga binoan

b
f(x)dx = [ f(x)dx = ff(x)dx

B Sy

bo‘ladi.
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Ixtiyoriy musbat € sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integral-
rning ta’riflariga ko‘ra

b
R elPt: [f(0dx-s(f;R) <5

b
3P, e {P}: S(f;g)-jf(x)dx<f2.

o‘ladi.
Endi [a, b] segmentning P, va P, bo‘laklashlarning barcha
o‘luvchi nuqtalaridan {a, 4} ning P bo‘laklashini hosil gilamiz.
Ravshanki, P, c P,, P, < P bo‘ladi. Darbu yig‘indilarining 1- va
- xossalaridan foydalanib P bo‘laklash uchun

b
fX)dx =5 <s(f;RYS S PY S SUSPY S SU3 By) <[ fxyae+ 5

o‘lishini topamiz.
Keyingi munosabatlardan

S(fiP)-s(fiP)<e
o‘lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik,
ve>0, FPel{P}: S(f;P)-s(f,;P)<e
o‘Isin. Unda yuqorida keltirilgan natijaga ko‘ra

If(x)dx Si f(x)dx

b b
»lib, s(f:P) < j f(x)dx < j f(x)dx < S(f;P)
y‘ladi. Bu tengsizlikla:dan ’
b b
05 [ fG)dx = [ f(x)dx < S(f;P) = 5(f; P)

»‘lishi kelib chigadi. Demak,
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b b
Ve>0: 0< ]f(x)dx—ff(x)a’x<e.
a a
Keyingi tengsizlikdan topamiz:

b
Seydx = [ f(xyax.

8 Sy, T

Demak, f(x)e R([a,b]).

(Aniq integraining mavjudligi haqidagi teoremani quyidagicha
ifodalasa ham bo‘ladi:

f(x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham shunday & > 0 son topilib, [a, b] segmentni diametri
Ap < 8 bo‘lgan har ganday P bo‘laklashga nisbatan

S(f;P)-s(f;P)<ce
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.)

Avvalgidek, f(x) funksiyaning [x,,x.,;), (k=0,1,2,...,n-1)
oraligdagi tebranishini w, orqali belgilaymiz. U holda

n-1 n-1
S(f;P)=s(fsP)y =D (M ~m)-Ax, = Y @ Ax,
k=0 k=0

bo‘lib, 1-teorema quyidagicha ifodalanadi:

f(x) funksiya {a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun Ve > 0 son
olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topilib,
unga nisbatan

n-1

z ﬁ)k . Axk < £

k=0
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Demak,

n-1

f(x)e R(la,b}) < Vee 0, 3Pe {P}: 0, -Ax, <.
k=0
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Mashglar

1. [a, b} segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi uchun

s(af (x) +B; P) = as(f; P) + B(b - a),
S(of (x)+B; P) =aS(f; P)+B(b-a)

o‘lishi isbotlansin, bunda o«,Be R.

2. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda [a, b] ning ixtiyoriy bo*-
1klashi uchun Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari f(x) funksiyaning
ntegral yig‘indilari bo‘lishi isbotlansin.

34- ma’ruza
Integrallanuvchi funksiyalar sinfi

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. Aytaylik, f(x)
unksiya [a, b] oraligda aniglangan bo‘lsin.

1- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz bo‘lsa, u shu
a, b] da integrallanuvchi, ya’ni

Cla,b] c R(la,b])
0°ladi.
4 Modomiki, f(x)e Cla,b] ekan, u Kantor teoremasiga ko‘ra
a, b] oraliqda tekis uzluksiz bo‘ladi. Kantor teoremasining natijasiga
o‘ra, Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 son topiladiki, |a, 5]
raligni uzunliklari 8 dan kichik bo‘lgan bo‘laklarga ajratilganda har
ir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi
0, < ——
X b-a
o‘ladi. Unda [a, b] oraligni diametri A, < & bo‘lgan har ganday P
0°laklashda

n-1 g "l
S(f’P)_S(faP):kzﬂkaxk <?,-_—a-k§0Axk =€

o‘ladi. Demak, f(x)e R([a,b]). »
2°. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi.
2- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan
a monoton bo‘lsa, u shu segmentda integrallanuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, f(x) funksiya [a, b] segmentda o‘suvchi bo‘lib,
f(a) < f(b) bo‘lsin.
Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra & > 0 ni

8= %
f(b)-f(a)
deymiz. U holda {a, ] segmentning diametri A, < 8 bo‘lgan ixtiyoriy
P bo‘laklash uchun

n-1 n-1
Scf;P)—s(f;P)=k§(Mk )&% =,§[f(xk+,>—f(xk)]-Axk <
n-1
$hp 2L/ O) = S G0) = [0~ F(@)] < g5 1) f(@] =

bo‘ladi. Demak, f(x)e R([a.b]). P>

3°. Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi.

3- teorema. Agar f(x) funksiva [a, b] segmentda chegaralangan
va shu segmentning chekli sondagi nuqgtalarida uzilishga ega bo‘lib,
golgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, funksiya [a, ] da integ-
rallanuvchi bo‘ladi.

« f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘lsin. Demak,

3Ce R, Vxe[a,b}: f(x)|<C, (C>0)
bo‘ladi.

Soddalik uchun, f(x) funksiya {a, b] segmentning faqgat bitta
x* (x’e [a, b]) nuqtasida vzilishga ega bo‘lib, qolgan barcha nuqta-
larda vzluksiz bo‘lsin. Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra 8 > 0 sonni

£
%= 5¢
deymiz.

x* nuqtaning § atrofi (x* —§,x" +8) ni olib, ushbu

[a,B]\ (x" —8,x" +9)
to‘plamni garaymiz. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib,

Kantor teoremasiga binoan u tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda shunday
v > 0 son topiladiki,

vx',x"e[a,x" -8], (Vx',x"e [x*+8,6])
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ar uchun |x’ - x”| < y bo‘lishidan

(XY= f(x7) <
bo'‘lishi kelib chiqadi.
Endi [a, b] segmentni diametri A, < min(§,y) bo‘lgan ixtiyoriy
P bo‘laklashini olib, unga nisbatan

n-1

k§0 Wy - Ax, )

2(b a)

yig‘indini tuzamiz. Bu yig‘indining har bir hadida [x;,x,,,],

(k=0,1,2,..., n-1) oraliglarning Ax, uzunliklari qatnashadi.
(1) yig‘indining ushbu

[Xe, X IN(X" =8,x" +8) =
munosabat bajariladigan [x,, x,,, ] ga mos hadlaridan tuzilgan yig‘indini

; o - A
bilan, golgan barcha hadlardan (bunday hadlar uchun
(%, X N (X" = 8,x" +8) 2@

yoki X, % q1N{x" -8} 2D,
yoki (X s X INXT +8} 2 D
bo‘ladi) tashkil topgan yig‘indini
Z oy - Ay
k

bilan belgilaymiz. Natijada

n-1

’ ”
za)k‘Axk =z OJk'Axk+2 (l)k‘Axk
k=0 k k

bo‘lib, tenglikning o‘ng tomondagi qo‘shiluvchilar uchun

Z“’k A"k‘z(ba) Z "'2(ba) (- )_5’
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” r” 8 £
Ek W, - AX, szc-zk: Ax, £2.C-45=8C %=~
bo‘ladi. Demak,

W -AX, < -+ =¢.
Pl kt272

Bu esa f(x) funksiyaning {a, ] da integrallanuvchi ekanini
bildiradi. »

Mashgqlar
1. Aytaylik,

1
sin—, agar 0 <x <1 bo‘lsa,
fay={"x %
0, agar x=0 bo‘lsa
bo‘lsin. f(x)e R(]0,1]) bo‘lishi isbotlansin.
2. y = f(x) funksiya [a, b} da integrallanuvchi bo‘lib, uning

giymatlari [¢, d] ga tegishli bo‘lsin. Agar @(y) funksiya [c, d] da
uzluksiz bo‘lsa, u holda murakkab funksiya ¢(f(x))ning [a, b} da
integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

35-ma’ruza
Aniq integralning xossalari

1°. Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
1- xossa. Agar f(x)e R([a.b]) va CeR bo‘lsa, u holda
(C- f(x))e R([a,b]) bo'lib,

jc - f(x)dx = cj f(x)dx

bo‘ladi.
4 f(x)e R([a,b]) va Ce R bo‘lsin. Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

b
lim o(f,P.&) = [ £(x)dx
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yo‘ladi. Ravshanki,
o(C- f(x; P;E)) = Co(f; P& ),
Jim o(C - f(x; Pi&)) =C - lim o(f, P.&y).
Demak,
(C- f(x) e R(la,b])

va ‘TC-f(x)dx=Cj‘f(x)dx.

2- xossa. Agar

f(x)e R([a,b]), g(x)e R({a,b])
bo‘lsa, u holda

(f(x)+g(x))e R({a,b])
bo‘lib,

b b b
[+ g0endx =[ (x)dx + [ g ()

bo‘ladi (additivlik xossasi).
4 Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

b
Jim o(f,P.&) = [ f(x)ax,

b
Jim, o(g, P,8,) = j g(x)dx

bo‘ladi. Ravshanki,
o(f+8 PE)=0(f,P.&)+0(g,P,&)-
Limitga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremadan foydalanib,

(f(x)+g(x))e R([a,b]) va

j(f (x) + glx))dx =_’if (x)dx + jg(x)dx

bo‘lishini topamiz. »
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3- xossa.Agar

f(X)G R([a,(,']), f(x)e R([C~bl)’

bo‘lsa, u holda

f(x)e R(la,b])
bo‘lib,

jf(X)dx =j f(x)dx + j'g(x)dx

ifodaga ega bo‘lamiz.

« Aytaylik, a <c <bbo‘lib, f(x)e R(la,c]) va f(x)e R([c,b])
bo‘lsin. U holda Ve > 0 son olinganda ham [a, c] oraliqning 15 <§,
bo‘lgan P, bo‘laklashi topiladiki,

S(f;ﬂ)-S(f;ﬂ)<§- (1)
bo‘ladi. Shuningdek, {c, b] oraligning A, <&, bo‘lgan bo‘laklashi
topiladiki,

SU5B)-s(fiP) <5
bo‘ladi.

Endi [a, b] oraligning diametri Ap <& = min(§,,3,) bo‘lgan
ixtiyoriy P, bo‘laklashini olamiz. Bu P; bo‘laklashning bo‘luvchi nug-
talari gatoriga ¢ nugtani qo‘shib, [e, 5] ning yangi P bo‘laklashini
hosil gilamiz. Unga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari

S(f;P), s(f;P)
bo‘lsin.

P bo‘laklashning {a, ¢] va [c, b] dagi bo‘luvchi nuqtalari mos
ravishda ularning B hamda PZ' bo‘laklashlarini yuzaga keltiradi.
Ravshanki, bu Pl' hamda Pz' bo‘laklashlarga nisbatan quyidagi teng-
sizliklar o‘rinli bo‘ladi:

S(f3 R -3 B) <5,

SUSB) - B) <3
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Ayni paytda,
SU5PY =SB )+ SR,
(/3 PY=s(fs R)+s(f; )
bo‘ladi. Bu munosabatlardan
S/ PY=s(f3P)=(S(f; B))=s(f[3 R )+
HSUB) s/ B) <5+ 5=¢
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, f(x)e R([a,b]).

f(») funksiyaning [a,b], [a,c], |c,b] oraliglar bo‘yicha P bo‘-
laklashga nisbatan integral yig‘indilari

Y fE) Axe, X f(E) - Axg, 2 f(E)-Ax,
[¢.b) [a,c] [e.8]
bo‘lib,
th]f(ak ) Ax, = [Z]f(ékMxk ¥ [ch]f@k ) Ax,

bo‘ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:
b c b
| 7xyax =j F(x)dx + j f(x)dx.
a a c

Shunga o‘xshash ¢ < @ < b, a < b < ¢ bo‘lgan hollarda ham xossaning
o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi. P
4- xossa. Agar f(x)e R(la,b]), g(x)e R([a,b]) bolsa, u holda

f(x)-g(x)e R([a.b]) bo‘ladi.
<« Modomiki, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da integrallanuvchi
ekan, unda

S(f;P)—S(f;P)<—2%, (M’ =sup f(x), xela,bl])

S(g;P)-5(8;P) <557+ (M =supg(x), x&la,b])

bo‘ladi.
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Aytaylik, Vxe[a,b] da f(x)20, ¢(x)20 bo‘lsin. U holda
Vx e [xg; X, ] uchun
0<m < f(x)sM,, m =inf f(x), M| =sup f(x);
0<m <g(x)sM,, m =infg(x), M, =supg(x)
bo‘lib, ulardan
0<m -m < f(x)-gx)s M, -M;
bo‘lishi kelib chigadi. Ayni paytda,
mp =inf{f(x)-g(x)}, M] =sup{f(x)- g(x)}
lar uchun
m,m, <mp < M) <M, M,
bo‘lib,
M} —m < My - Mg —my -m = My(M, —my)+m (M -m})
bo‘ladi.
Endi M =2 M,, M’ > M, ekanini etiborga olib, topamiz;

S(f & P)-s(f- g,P)- ( E
n-1
<M’ Z(Mk —m) A + M- 2 (Mi- mi)=
=M (S(f,P)—S(f P+ M’ (S(g P)-s(g;P)) <

r €
<M2M,+M 53 <&

Demak, bu holda f(x)-g(x)e R([a,b]).
Avtaylik, f(x) va g{x) funksiyalar {a, ] da ixtiyoriy integrallanuvchi
funksiyalar bo‘lsin.

Ravshanki, Vx e [@,b] da
f(x)—inf f(x)= f(x)-m=20,

g(x)-infg(x)=g(x)-m 20
bo‘ladi.
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Endi f(x)-g(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
F(x)-g(x) = (f(x) - m)(g(x)~m") + mg(x) + mf(x) - mm'.
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi har bir go‘shiluvchi [a, 5] da

ntegrallanuvchi bo‘lganligi sababli f(x)-g(x) ham [a, b] da
ntegrallanuvchi bo‘ladi. »

Natija. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lsa, uholda | f(x)]" € R(la,b])
yo‘ladi, bunda n € N.
2°, Integralning tengsizliklar bilan bog‘langan xossalari.

1- xossa. Agar f(x)e R([a,b]) bo'lib, Vxe [a,b] da f(x)>0
y0‘lsa, u holda

b
j f(x)dx 20

yo‘ladi.
<« Integralning ta’rifiga ko‘ra

n-1

b
Ap -0 da éf(g,,).,;xk > [ feoax

»o‘ladi. U holda, Vxe [a,b] da f(x) >0 bo‘lishidan
n-1

SE&) bx, 20
k=0

b
0°lib, undan jf (x)dx 20

0°lishi kelib chigadi.
1- natija. Agar f(x)e R({a,b]), g(x)e R(la,b]) bo‘lib,
vx e [a,b] da f(x) < g(x) bo‘lsa, u holda

Jroos < f et

o‘ladi.
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« Ravshanki,

f(x)e R(la,b]), g(x)e R([a,b}) = (g(x) - f(x))e R(la,b])
bo‘lib,

b
g0 - f(x)20= [(g(x) - ()20

= jg(x)dx - f[f(x)dx >0= _b[f(x)dx < jg(x)dx

bo‘ladi. »
2- natija. Agar f(x)e R([a,b]), g(x) e R([a,b}) bolsa, uholda

b b
< \/ [ 72 (o :\/jgz (x)dx @
bo‘ladi.

« Ixtiyoriy a € R uchun

b
[ F(xgxax

b
J(fr-a-gx)) dx 20
bo‘lib, ’

b b b
azjgz (x)dx - 2aj Flo)g(x)dx + j F2(x)dx 20

bo‘ladi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘Imaganligi sababli

b 2 b b
[ J f(x)g(x)dx] - [ xyax- [g? (x)ax <0,

< \ﬁf ? (x)dr\ﬁ g’ (xydx

ya’'ni

b
[ 7))

bo‘ladi. »
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(2) tengsizlik Koshi- Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.
2- xossa. Agar f(x)e R(la,b]) bo‘lsa, f(x)le R([a,b]) bolib,

[ rexsas

b
< [lreo]ax

bo‘ladi.
4 f(x)e R([a,b]) bolsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra,

Ve > 0 olinganda ham [a, b} segmentning shunday P bo‘laklashi
topiladiki, unga nisbatan

n-1 e

S(fiP)-s(f;P)= Y w,bx, <€

k=0

bo‘ladi, bunda o, — f(x) funksiyaning [x,,x,,, ] dagi tebranishi.

Ravshanki, ¥x’,x" e [a,b] uchun

If = 1F ) < [f (x) - F(x7)
bo‘lib, undan
sup |f (x")] = | f(x")f < sup |/ (x") = f(x")
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
W, <

bo‘ladi, bunda w, — |f(x)| funksiyaning [x,,x,,,] dagi tebranishi.
Shularni e’tiborga olib,

n-1 n-1
SR -s(fliP) =Y o bx, S 3 0, - Ax, <
k=0 k=0

bo‘lishini topamiz. Demak, |f (x)Je R([a,b]).
f(x) va |f(x)| funksiyalarning integral yig‘indilari uchun

n-1 n-1
D f(E)AY| < Z[f(ék)! - BAx
k=0 k=0

0°lib, A, — 0 da limitga o‘tish natijasida
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|4
[ rxoax

b
< f|F(x)jax

bo‘lishi kelib chigadi. »
3°. O‘rta gqiymat haqidagi teoremalar. Aytaylik, f(x) funksiya
la, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m = inf{ f(x)},
M =sup{f(x)}, (xe|a,b]) mavjud va Vx e [a,b] uchun
m< fx)ys M
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lsa, u holda shunday
o‘zgarmas p (m < u < M) son mavjudki,

b
Jfeodx=p-b-a)

bo‘ladi.
<« Ravshanki,

msf(x)sM:jmdxsjf(x)dxstdxz

b
= m(b-a)< [ f(x)dx < M(b-a).
Keyingi tengsizliklardan

[ res

<? <M
" b-a

bo‘lishi kelib chiqadi. Agar
b
[ £(xyax

W=

deyilsa, undan
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b
[rdx=p--a)

bo‘lishini topamiz. »

3- natija. Agar f(x)e Cla,b| bo‘lsa, u holda shunday 6 € |a, b]
topiladiki,

b
[rxdx=r© -0

bo‘ladi.
4 Bu tasdig yugoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning
xossasidan kelib chigadi. »

2- teorema. Agar f(x)e R(la,b]). g(x)e R(la,b]) bo‘lib,
[a, b] da g(x) funksiya oz ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
o‘zgarmas y son (m <p < M) mavjudki,

b b
[ Fx)g0dx = u [ g(x)ax 3
bo‘ladi.
« Aytaylik, Vxe [a,b] da g(x) >0 bo‘lsin. Unda ravshanki,

ms< f(x)< M = mg(x)< f(x) g(x)< Mg(x)
bo‘ladi.
Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib
topamiz:

b b b
mJg(x)dx < Jf(x)g(x)d.x < Mjg(x)dx.
b
a) j g(x)dx =0 bolsin. U holda

b
[ 7x)g)dx =0

bo‘lib, ixtiyoriy p (m <p < M) da (3) o‘rinli bo‘ladi.
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b
b) j g(x)dx > 0 bo'lsin. U holda

b
[ rngcoe
mso <M

b

jg(x)dx
bo'lib,
b
[remgax
n=
Jacoax

b b
deyilsa, undan J f(x)g(x)dx = ujg(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. P

4- natija. Agar f(x)e Cl[a.b] bo'lib, g(x)e R([a,b]) va g(x)
funksiya {a, b] da o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
6 € [a, b] topiladiki,

b b
[ r0g(dx = f@f g(x)dx

bo‘ladi.
Mashgqlar
n_} -
1. Ushbu 7 < I 1+ cos® xdx < = tengsizlik isbotlansin.
i

b
2. Ushbu j@dx = |b|~|a| tenglik isbotlansin.
a
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3. f(x)€ C((—ss, 4<0)) bo‘lib,u T (T # 0) davrli funksiya bo‘l-

in. U holda Vae R uchun
a+T T

| fodx = [ fxyax
a 0
0°lishi isbotlansin.

36- ma’ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integrallar

1°. Ba’zi ma’lumotlar. Quyidagilarni ta’rif hamda kelishuv sifatida
araymiz:
1) Ixtiyoriy f(x) funksiya uchun

J’ F(x)dx =0,
2) f(x)e R([a.b]) va a < b bo‘lganda

j[f(x)dx = -jf(x)dx
b a

o‘ladi.

1- teorema. Agar f(x)e R(|a,b]) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
o, ] c [a,b] uchun f(x)e R([a,B]) bo‘ladi.

4 f(x) e R({a,b]) bo'lib, [a,B] c [a,bh] bolsin. Integrallanuv-
hanlik mezoniga ko‘ra, Ve > 0 son olinganda ham |a, 4] oraligning
wnday P bo‘laklashi topiladiki, unga nisbatan

S(fsP)y-s(f;P)<e
o‘ladi.

Pbo‘laklashning bo‘luvchi nuqtatari x,,x,x,, ..., X,_;, X, qatori-
1 o va B nuqtalarni go‘shib, [a, b} oraligning yangi P’ bo‘laklashini
osil gilamiz. Ravshanki, P c P’ bo‘ladi.

Darbu yig‘indilarining xossasiga ko‘ra

s(f;P)ss(f5P),
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S(f5P)Y2 S(f3P)
bo‘lib,
SUGPY-s(fiP)<e
bo‘ladi.

P’ bo‘laklashning {a, B] dagi bo‘luvchi nugtalarini shu oraligning
bo‘luvchi nuqtalari sifatida garab, {a, B] oraligning P, bo‘laklashini
hosil gilamiz. Bu bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu
yig‘indilarini tuzamiz:

S(f:R), s(f5R).
Natijada

S(fp)-s(f307) =Y, (My —m) A,

o)
S(fim)-s(fim) =2, (M -m)ax,
(o]
bo‘lib, ulardan

S(fR)-s(fiR)SS(fP)-s(f5P)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

S R)-s(fiR)<e
bo‘ladi. Bu esa f(x)e R([«,B]) ekanini bildiradi.
2°. Chegaralari o‘zgaruvchi aniq integrallar. Aytaylik, f(x) e R([a,5])
bo‘lsin. U holda yugorida keltirilgan teoremaga ko‘ra f(x)e R([a,x]),

a < x < b bo‘lib, funksiyaning [a, x] oralig bo‘yicha aniq integrali
x ga bog‘liq bo‘ladi:

F(x)zj;f(t)dr, (xela,bl, F(a)=0).

2- teorema. Agar f(x)e R([a.b]) bo‘lsa, F(x)e Cla,b] bo‘ladi.

4 f(x)e R(Ja,b)) bo'lsin. [a, b] oraligdan ixtiyoriy x’, x”
nugtalarni olib,
F(x)-F(x")
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ayirmani qaraymiz. Ravshanki,
F(x')-F(x") = Tf(t)dr - j f(t)dt = J f(ydt.

Bu tenglikdan topamiz:
(1)dt

F(x') - F(x7)| = < [Irmjdr<

dt = sup|f(1)]-|x" - x"|.
| lab

Demak, Ve>0 ga ko‘ra, 8= _f(_y deyilsa, u holda
P

la b1
Ix" - x"I < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx’, x"e[a, 5] uchun

F(x') - F(x")| = sup O blif(f)§~5 =
- Sup f( )| Suplf(t)l
[a.b}

bo‘ladi. Bu esa F(x) funksiyaning {a, 6] da uzluksiz bo‘lishini bildiradi.
Demak, F(x)e Cla,b]. W

3- teorema. Agar f(x)e C[a,b] bo‘lsa, u holda F(x) funksiya
[a, b] da hosilaga ega bolib,

F'(x) = f(x)

bo‘ladi.

« Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo'lib, xe[a,b], x+Ax e |a,b]
bo‘lsin. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

X+Ax

Flxran)-F(x) _ 1 [J' f(t)dr—jf t)dtJ—— [ rwar.

Ax
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O‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushbu

iﬁ%ﬁﬁﬁ=f(x+e-m), (0<e<l)

tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda, Ax - 0 da limitga o‘tib

F'(x) = f(x)

bo‘lishini topamiz.

Natija. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda f(x) funksiya bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi.

<« Bu tasdiq yuqoridagi 3- teoremadan kelib chiqadi. Bunda f(x)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F(x) = If(t}dt

bo‘ladi. »

Faraz qilaylik, f(x)e R({a,b]) bo‘lsin. U holda f(x)e R([x,b}).
a < x <b bo‘lib, funksiyaning [x, b] oraliq bo‘yicha aniq integrali
x ga bog‘lig bo‘ladi:

b
q)(x):]'f(t)m, (xe[a,b], D) =0).

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

b x b
[reydx = [ foyde+ [ fyde = Fxy+ ®(x), (xela,b).
l;u tenglikdan
b
O(x) = [ f(x)dx - F(x)

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglik, ®(x) funksiyaning xossalarini f(x) hamda F(x)
funksiyalarning xossalari orqali o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi.
Jumladan, f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda
D(x) =-f(x)
bo‘ladi.
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<4 Haqgiqatan ham,

’

b Y b
D'(x) =[jf(t)dt] =[jf(t)dt—F(x)] ==-F'(x)==f(x).D»

Mashglar

1. Agar F(x) = [sinxdx, xe|-11]
-
bo‘lsa, u holda F(x) funksiyaning x = 0 nugtada hosilasi mavjud
emasligi isbotlansin.

X
2. Ushbu lim L ’—al—‘fgd: limit hisoblansin.
0

X4 X

(Ko ‘rsatma. Lopital qoidasidan foydalaning.)

37- ma’ruza
Aniq integralni hisoblash

1°. Aniq integraini ta’rifiga ko‘ra hisoblash. Aytaylik, f(x) e
€ R(|a, b]) bo‘lsin. Unda integral ta’rifiga ko‘ra

n-1 b
3’3025 fE Ay, = !f(X)dx

bo‘ladi.
b
1~ misol. Ushbu j sin x dx integral hisoblansin.

a

<« Ravshanki, f(x) =sinx e Cla,b]. Demak, f(x)e R(ja,b]).
[a, b] oraligni ushbu
aa+o,,a+20,,..,a+ka,,..,a+no, =b

nugtalar yordamida (bunda «, = %3) n ta teng bo‘lakka bo‘lib,
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har bir
la+ka,,a+(k+Da,], (k=0,1,2,..,n-1)
bo‘lakda &, nugtani quyidagicha tanlaymiz:
g =a+(k+a,, (k=0,1,2,..,n-1).
U holda f(x) =sin x funksiyaning integra! yig‘indisi quyidagicha

n-1 n-1
o= sin(a+(k+Da,) o, =a, Y sin(a+(k+1a,)
k=0 k=0

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Ma’lumki,
sin(a + (k +1)et,) = — — 2sin % sin(a +(k +1)o,) =
2sin—-2*
2
1 1 3
= [cos(a+(k+—)a,,)—cos(a+(k +—)a,, )]
2sin% 2 2
2

bo‘ladi. Natijada integral yig‘indi uchun ushbu

o= fi[cos(a #(k+ 5)eu )—cos(a+ (k+3)ou )] _

2sin—" k=0
2

&y

-2 Lo )- !
=~ gl(cos(cwza,,) cos(b+§an))

S

2

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda A, = Ax, = «, — 0 da limitga o‘tib topamiz:
5 ‘
Jsinxdx =cosa-cosh. p

a

2°. Nyuton—Leybnits formulasi. Aytaylik, f(x) funksiya [a, b]
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz bo‘lsin. U holda f(x)
boshlang‘ich funksiya
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F(x)= j f(rydt
33 ega bo‘ladi.

Ravshanki, ®(x) funksiya f(x) ning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
0‘Isa, u holda

O(x)= F(x)+C, (C = const)
yo‘ladi.
Bu tenglikda avval x = a deb,

®a)=C,
o‘ngra x = b deb,

®(b) = j‘f(x)dx +C
fodani topamiz. Demak, ’
if(x)dx = ®(b) - P(a). Y
(1) formula Nyutc:n—-Leybnits Jormulasi deyiladi.

b
Odatda, ®©(b) - ®(a) ayirma qn(x);! kabi yoziladi. Demak,
Ia

b |
[ rxrax = cb(x)i: - D(b) - D(a).
Masalan,

b
J%dx:lnx

b
:lnb~—lna=ln§, @>0,b>0),
a

3°. O‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi. Faraz qilaylik,
f(x) € Cla,b] bo‘lsin. Ravshanki, bu holda

b
| f(x)x

ntegral mavjud bo‘ladi.
2417



Ayni paytda, bu funksiya [a, 4] da boshlang‘ich ®(x) funksiyaga
ega bo‘lib,

b
[ F(x0)dx = ©(5) - D(a)

bo‘ladi.
Aytaylik, aniq integralda x o‘zgaruvchi ushbu

x = ¢(1)

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda ¢(¢) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:

1) ¢(t)e Clo,B] bo'lib, @(r) funksiyaning barcha giymatlari
[a, b] ga tegishli;

2) o(0)=a. o(B)=b;

3) o(¢) funksiya [a,B] da uzluksiz ¢’(¢) hosilaga ega bo‘lsin. U
holda

b B
[rxdx = [ flou)- o'()dr )

bo‘ladi.
<« Ravshanki, ®(¢(#)) murakkab funksiya [o,B] segmentda uz-
luksiz bo‘lib,
(P(9(1))) = D'(0(t)) - 9'(1)
bo‘ladi.
Agar ®’(x) = f(x) ekanini e’tiborga olsak, unda
(P(0(1))) = f(o(1) - 9'(¥)
bo‘lishini topamiz. Bu esa ®(¢(¢)) funksiya [o,B] da f(@(t))- ¢’(¢)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton—
Leybnits formulasiga ko‘ra

B
If (9(0) - ¢'(1)dt = D(e(P)) - Po(x)) = P(d) -DP(a) ()

bo‘ladi.
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(2) va (3) munosabatlardan

b B
[ 7x)dx = [ flo0))- o (1)dr @
bo‘lishi kelib chiqadi. b
(4) formula aniq integralda o ‘zgaruvchini almashtirish formulasi
deyiladi.
1
2- misol. Ushbu J\/l - x?dx integral hisoblansin.
0

<« Berilgan integralda x =sinz almashtirishni bajaramiz. Unda

cos? 1dt =

© ey N | A

| 3
j I-x%dx = Ix]l —sin® f cos tdt =
0 0

NI

n
4

[=]

(2 Leosar)an = (3e+ Jsn2n)f -
0

bo‘ladi. »

4°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Aytaylik, u(x) va v(x)
funksiyalarning har biri [a, b} segmentda uzluksiz #/(x) va v'(x)
hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

5 by
Jutndo(x) = @) -v()| - [vedutx) (5)

bo‘ladi.
<« Hosilani hisoblash qoidasiga ko‘ra
(u(x)-v(x)) = u'(x) - v(x) + ulx)-v'(x)
bo‘ladi. Demak, u(x)-v(x) funksiya [a, b] oraligda u'(x)-v(x)+
+u(x) - v'(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Nyuton—
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz:

b b
Jw G -vix) + u(x) - v'(0)ydx = (u(x) - v(x)
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Keyingi tenglikdan
b
- I v(x)du(x)

a

b b
[ux)dv(x) = (u(x) - v(x))

bo‘lishi kelib chigadi. p
(5) formula aniq integrallarda bo‘laklab integrallash formulasi

deyiladi.

2
3- misol. Ushbu j xInxdx integral hisoblansin.

4 Bu integralda u(x)=Inx, dv(x)=x deb du(x)=-
2
v(x) = 52— bo‘lishini topamiz. Unda (5) formulaga ko‘ra:
jxln xdx =[f~lnx)
2 1

t

bo‘ladi. P
4- misol. Ushbu

2 5
x 1 _ 3
_‘1[7 }dx 2ln2——!xdx—21n2~z

x
2

=—.Isin” xdx, (n=0,1,2,.)
)

integral hisoblansin.
« Ravshanki,

J

n

x
2

Jo=|dx=%, J, = |sinxdx=(-cosx)| =1.

(= I L ]
© Cmmn b | A

A

n > 2 bo‘lganda berilgan integralni

J sin” xdx = | sin” xd(-cos x)

n

c'—.un..
o‘—.NI:I

ko‘rinishda yozib, unga bo‘laklab integrallash formulasini go‘Haymiz.
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Natijada

. 3
J, =(- sin"! x - cos x)’g +(n- l)js'ln”‘2 xcos? xdx =
0
.4 ® - ®
3 3 3
_ (n~ 1)jsin"‘2 x(1 - sin? x)dx =(n - l)jsin"*z xdx—(n—l)jsin" xdx =
0 0 0

=(n-1J, -(n-1)J,
o°‘lib, undan ushbu
_ n-1
jn = —n— J"_2

ekurrent formula kelib chigadi.
Bu formula yordamida berilgan integralni # = 1, 2, 3, ... bo‘lganda
cetma-ket hisoblash mumkin.
Aytaylik, » = 2m — juft son bo‘lsin. U holda
Z2mel 2m3 5 31, _Qm-DY x
T Om 2m-2 6 4 27T Tamn 2
0‘ladi.
Aytaylik, n=2m+1 — toq son bo‘lsin. U holda
_2m 2m-2 6 42 _ @m
2 = Tl Tl
o‘ladi. (mm!! simvol m dan Kkatta bo‘imagan va u bilan bir xil juftlikka
ga bo‘lgan natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) »

5°. Vallis formulasi. Ma’lumki, 0 < x < ’5’ bo‘lganda

s 20+l

sin®**! x < sin?

"x<sin? ' x, (n=1,2,3,..)

n

engsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarni [0, 5

] oraliq bo‘yicha
ntegrallab,

" n

2 ) 3

j sin?™! xdx < Isinz" xdx < _[sinz”" xdx,
0 0 0
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so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz:
2n < 2n-NH" T (2n—2)!_!
Qe T 2wt 2 Q@a-D
Bu tengsizliklardan

amt ¥ 1 _x_(@ouY o
2n-" 2n+l 2 2n-D! 2n
bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tengsizliklardan topamiz:

2
n_ 1 [ @mn
2 =hms [(Zn—l)!!] : ©)

(6) formula Vallis formulasi deyiladi.
Mashglar

1 !
1. Agar f(x)e R([0,1]) bo‘lsa, li_ﬂjf(x)dx:jf(x)dx
1 0

n

tenglik isbotlansin.

100x
2. Ushbu j v1—cos2xdx integral hisoblansin.

[=]

1

3. Ushbu | &

1

p dx

= I 5, (t>0) tenglik isbotlansin.
1

38- ma’ruza
Aniq integralni taqribiy hisoblash

Odatda, aniq integrallar Nyuton—Leybnits formulasi yordamida
hisoblanadi. Bu formula boshlang‘ich funksiyaga asoslanadi. Ammo
boshlang‘ich funksiyani topish masalasi doim osongina hal bo‘la-
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli
aniq integralni taqribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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1°. To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Demak, f(x)e R([a.b]).

]
Masala j f(x)dx integralni tagribiy hisoblashdan iborat.

la, b] oraligni a = xy,%;,%; 5. %,_;, %, = b nuqtalar (x, < x <
< X; <..<X,) yordamida n ta teng bo‘lakka bo‘lib, har bir
XpsXenm)s (K=0,1,2,...,n-1) bo‘yicha integralni quyidagicha

k4l

o‘rinishda taqribiy hisoblaymiz, bunda

_ XXy 1, b-a

b-a

k+%
xk*‘l _xk = b_;g, (k =0!1325---,n—1).

Anigq integral xossasidan foydalanib topamiz:

Xkl

j.f(X)dX=Tf(x)dX+Tf(x)dx+...+ I f()dx+ ...
a X x X

ot T f(x)dx:b%’ (xl)+é%ff(xl+%)+$f(xz+%)+...

Xp-] 2

b-a
wt— X
n f( k+

+...+b—_€f(x 1}:
n "_5

1
2
b-a
=[Tf(xl)+f(xl ‘)+"'+f(xk ,)+...+f(x I)J
2 "2 "2 "3
b
Natijada jf (x)dx integralni tagribiy hisoblash uchun quyidagi
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b n-1
Jreae =23 rx ) (1)
a =T

formulaga kelamiz.

(1) formula fo g %i to ‘rtburchaklar formulasi deyiladi.

Endi (1) tagribiy formulaning xatoligini aniglaymiz. Uning xato-
ligini

b n-1
Ro=[rac-22Y fx ) ®
” n %=0 k*i

deylik.
Aytaylik, f(x) funk51ya [a, b] segmentda vzluksiz f”(x) hosilaga
ega bo‘lsin. Avvalo R, ni quyidagicha yozib olamiz:

Xk n=1 Xksl

n-l .
= f(x)dx—b_z x I f(x)dx -
k=0 x k=0 +_ k=0
n—1 Xk+1
-y s l)dx—Zj[f(x) 5, 1
P

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

PO =10, 0= S D05 D) CORCEENY,

(bunda &, son — x va X, sonlar orasida). Natijada
k k+5

n-1 %k+l
R, = 2 I (f(x 1) (x- X l)+ f"(ék) (x— X ,)2)dx—
k=0 %,
Xk +1 xk+|
—Z(f(x 1) I (x-x l)arx+—j fE) - (x~x ,)2)dx
k=0
bo‘ladi.

Ravshanki, j (x=x ;)dx=0.
b 3
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Demak, nz’ .f S ) (x— X, l)abc
k=0

Xk
O‘rta qiymat hagidagi teoremaga binoan

Nl

Xk 4] Xp el
| [@) (e, ) e = 1) Jx-x )ax=
Xk X
- 2 " bh— *
= Gt oy < OO o), (6ie L% )
o‘ladi.
Shunday qilib, R, uchun ushbu
1 (b-a (b a) ,
R"=5,§a T Zf(&k
fodaga kelamiz.
Ravshanki,

1 ey S EDHED [ Eny)
2 S E) = .

nigdor (&, € {a,b), k=0,1,2,..,n—-1) f"(x) ning [a, b} oralig-
lagi eng kichik m” hamda eng katta M” giymatlari orasida:

n-1
<1 ey s M
g
o‘ladi.

Shartga ko‘ra f”(x) funksiya [a, b} da uzluksiz. Uzluksiz funk-
iyaning xossasiga muvofiq (a, ) da shunday { nuqta topiladiki,

n-1
Q=1 &)
k=0

0‘ladi.
Natijada R, uchun quyidagi
_ (b= a) ’”
n 24n 2 f (C.:)
englikka kelamiz.
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Demak,

(b-a)’
24n?

b 2-1
[reax=22% rx )+ 0 )
a = ,“3

bo‘ladi.

Shunday qilib, [a, 4] oraligda ikkinchi tartibli uzluksiz hosilaga
ega bo‘lgan f(x) funksiyaning

jf(x)dx

integralini (1) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida taqribiy
hisoblansa, bu taqgribiy hisoblash xatoligi quyidagi

_(b-a)® L,
Ro==77 (©), (Ce(a,b)

formula bilan ifodalanadi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. f(x) funksiyaning

ff(x)dx

integralini taqribiy hisoblash uchun, avvalo, [a, b} segmentni

a= xO,xl ,xz,-..,xn_] ,x,, = b
nuqtalar yordamida » ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har bir
[xgs X1, (K =0,1,2,...,n-1) bo‘yicha integral quyidagicha

Xica]
[ roae = TR C) (5 — ), (k=0,1,2,..,m-1)

Xk

tagribiy hisoblanadi. Natijada ushbu

j.f(x)dx=Tf(x)dx+Tf(x)dx+...+ T f(x)dx=
a X X

Xp{

f(x;);f(ﬂrz)(x2 S X))+

=L(,XL);_f_('_xl_)(xl _x0)+
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f(xn|)+f(x,,)(x_ ) = __—_a[f(xo)+f(xn)
"= 2

+f(xl)+f(x2)+"'+f(xn—l)l

formulaga kelamiz. Demak,

jf(x)d L[ Lo 4 £5) + £ 1) 4ot S i) | )

(3) Jormula trapesiyalar formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R,, f(x) funksiya [a, b] da
uzluksiz f”(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida ,

3
R, =9 (1), (Le(ab)

1212
bo‘ladi. Demak,

b
Jf(x)dx = ?;.? [fgxﬂ_)%_f:ﬁ‘z + f(x )+

+ (%) +.. +f(X_1)](b a) - f7().

3°, Simpson formulasi. Bu holda f(x) funksiyaning

f[f (x)dx

integralini taqribiy hisoblash uchun [a4, b] segmentni g = xy, X,
oy Xk s Xakals Xoka2 s+oos X2n_2 > Xapo1 s Xan = b NUQtalar yordamida 2n ta
teng bo‘takka bo‘lib, har bir [x,;, 54,1, (K =0,1,2,...,n-1) bo*-
yicha integral quyidagicha

X2k+2

[ Sodx = IR £00,) + 4 S (i) + f(i)] =

X2k

b—
= XS (i) + 4f Cpiet) + [ ()], (k=0,1,.0,n=1)
ko‘rinishda taqribiy hisoblanadi. Natijada
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jf(x)dx=Tf(X)dx+Tf(x)dx+...+ XT f(x)dx=
a X X

X2n-2
= D010 () + 41 () + F) + (%) +4 f(x) +
N+ (f(X,2) +4S(,0) + [(5,))] =
= 220 (S (o) + S () + A () + f05) + ..
ot SO ) 2 S (0 + F(5) + ot (g D)
hosil bo‘ladi. Demak,

b
[ reodx =221 100) + £, + 4 0) + £ () + .
et f(Xna D +H2( () + F(Xg) +.o+ f(x,5 D] 4)

(4) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R, f(x) funksiya [a, b] da
uzluksiz £"(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,
n__(b-a) v
R’ = R a,b
== S, (e (ab)
bo‘ladi. Demak,

b
[ 7Gx =221 () + £(300) + 40 (1) + )+ f(30)) +

+2(f () + f(x) +.o + f(X3,2))] - ;2;3)4 SN0,

1
2
Misol. Ushbu Je"‘ dx
0

integral to‘g‘ri to‘rtburchaklar, trapesiyalar va Simpson formulalan
yordamida tagribiy hisoblansin.

« [0, 1] segmentni 5 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda bo‘linish
nuqtalari

X =0, x =0,2, x, =0,4, x3 =0,6, x, =0,8, X5 =1,0
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2
bo‘lib, bu nugtalarda f(x) =€ * funksiyaning qiymatlari quyida-
gicha bo‘ladi:

S (xy) = 1,00000,
S(x)=0,96079,
f(x)=0,85214,
S(x;) =0,69768,
f(x4)=0,52729,
Sf(x5)=0,36788.
Har bir bo‘lakning o‘rtasini ifodalovchi nugtalar
x =01, x3 =0,3, x; =0,5 x, =0,7, x4 =0,9
2 2 2 2 2
bo‘lib, bu nuqtalardagi funksiyaning giymatlari quyidagicha bo‘tadi:

£ (xy) =0,99005,
f(x:) = 0,91393,
f(x; ) = 0,77680,
f(x; ) =0,61263,
f(x; ) = 0,44486.

5

a) To‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha
1
J e dx = 1.(0,99005 +0,91393 +0,77680 +
0

10,61263 +0,44486) = % :3,74027 = 0,74805

. 1 1 .
¢ K e ¢
bo‘lib, IR, | < 1535 = 300 0,003 bo‘ladi.
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b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha

1
e ax = 5‘_(.*’_9999%3_6_@ +0,96079 +0,85214 +

0
+0,69768 + 0,52729) = -;-(0, 68394 +3,03790) =

- é -3,72184 = 0,74437

=1 20,006 boladi.

. 1pr) l
¢ H I <&
bo‘lib, iRy < =35 = 150

d) Simpson formulasi bo‘yicha

1
j e dx = 3% [(1,00000 +0,36788) +4(0,99005 +
(1]

+0,91393 + 0,77680 + 0,61263 +0,44486) +2(0,96079 +
+0,85214 +0,69768 + 0,52729)} = 3—10(1,36788 +4-3,74027) +

+2-3,03790) = 3%(1,36788 +6,07580 +14,96108) = 0,74682

’ 12 -
bo‘lib, RS oerm =0.7-107  boladi.
Mashglar
. . . b_ ¥ ” . .
1. Trapesiyalar formulasining xatoligi R, = — (12:2) 7 (&) boflishi
isbotlansin.
(b-a)’

2. Simpson formulasining xatoligi R, = — (&) bolishi

. 2880
isbotlansin.

1
3. Ushbu & , (n = 10) integral tagribiy hisoblansin.
1+x?
0
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9-BOB
ANIQ INTEGRALNING BA’Z]I TATBIQLARI

39- ma’ruza
Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash

1°. Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma'lumki, (x, y) juftlik
(x e R, y e R) tekislikda nuqtani ifodalaydi.

Koordinatalari ushbu

as<x<bh, c<y<d, (ae R,be R,ce R,de R)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi tekislik nuqtalaridan hosil bo‘lgan
D, to‘plam:

Dy ={(x,y);x € [a,b},y € [c,d}} Yp
10'gri to ‘rtburchak deyiladi (8-chizma). d

Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomon- /
lari (chegaralari) mos ravishda koordina-
talar o‘qiga parallel bo‘ladi. ///

Dy to’g’ri to‘rthurchakning yuzi deb -~
(uning chegarasining, ya’ni Ol a b X

[»Y

X=a, X=b, (ngSd), 8- chizma.
y=¢, y=d, (asx<bh)
to‘g’ri chiziq kesmalarining D, ga tegishli bo‘lishi yoki tegishli bo‘Imas-
ligidan gat’iy nazar) ushbu
u(Dy)y=(b-a)(d-c)
miqdorga aytiladi.
Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat biror Q to‘plam berilgan bo‘lsin.
Agar shunday D, to‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,
Q c D()
bo‘lsa, Q chegaralangan to ‘plam deyiladi.

Har ganday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam
tekis shakl deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to‘g‘ri to‘rtburchak-
larning birlashmasi sifatida ifodalansa, uni fo ‘g ri ko ‘pburchak deymiz
(9- chizma).
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Ya Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakning
yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
to‘rtburchaklar yuzalari yig‘indisiga
aytiladi.
To‘gri ko‘pburchak yuzi quyidagi
xossalarga ega:
1) to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi manfiy
0 "x bo‘lmaydi: p(D) = 0;
9- chizma. 2) kesishmaydigan ikki D, va D,
to‘g‘ri ko‘pburchaklardan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi D, va D, larning yuzalari yig‘indisiga
teng:

w(Dy v D)) =p(D)+nu(h),
3) agar D, va D, to‘g‘ri ko‘pburchaklar uchun

D c D,
bo‘lsa, u holda
u(D;) < u(h,)
bo‘ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl-
ning ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (A c @), so‘ngra @ shaklni o‘z
ichiga olgan B to‘g‘ri ko‘pburchak (Q < B) lar chizamiz. Ularning
yuzlari mos ravishda u(A4) va u(B) bo‘lsin.

Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo‘lib, ularning

yuzalaridan iborat {p(A4)} va {u(B)} to‘plamliar hosil bo‘ladi.
Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi. Binobarin,
ularning aniq chegaralari
sup{u(4)}, inf{p(B)}

mavjud.
1-1a’rif. Agar

sup{p(4)} = infip(B)}
bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ulaming umumiy qiymati Q
shaklning yuzi deyiladi va p(Q) kabi belgilanadi:
r(Q) = sup{u(A)} = inf{u(B).
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1- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun ve >0 son
olinganda ham shunday 4 (Ac Q) va B (Q c B) to'g'ni ko'p-
burchaklar topilib, ular uchun

u(B)y-p(d)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

d Zarurligi. Aytaylik, O shakl yuzaga ega bo‘Isin. Unda ta’rifga
binoan

sup{u(A)} = infip(B)} = n(Q)
bo‘ladi. Modomiki,
sup{n(A4)} = n(Q),
inf{p(B)} = n(Q)
ekan, unda Ve > 0 olinganda ham shunday to‘g‘ri ko'pburchak
A (A c Q) hamda shunday to‘g‘ri ko‘pburchak B (@ < B) topiladiki,

Q) - w(4) < 3,
€

n(B)-w(0) <
bo‘ladi. Bu tengsizliklardan
nw(B)-p(d)<e
bo‘lishi kelib chiqadi.
Yetarlitigi. Aytaylik, A (A< Q) va B (Q c B) to‘g‘ri ko‘pbur-

chaklar uchun p(B) ~p(A) < ¢ tengsizlik bajarilsin.
Ravshanki,

1(A) < sup{n(A)},
n(B) 2 inf{u(B)}.
Bu munosabatlardan
inf{u(B)} - sup{u(A)} < p(B) —pu(4) <«
bo‘lishini topamiz. € — ixtiyoriy musbat son bo‘lganligidan,
sup{u(A4)} = inf{n(B8)}

bo‘lishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. P
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun Ve > 0 son

olinganda ham shunday yuzaga ega Pva S (P c Q. Q c S) tekis
shakllar topilib, ular uchun
p(S)-n(Pr<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2°. Egri chiziqli trapesiyaning yuzini hisoblash. Faraz gilaylik,
f(x)e Cla,b] bo'lib, Vxe [a,b] da f(x) =0 bo‘lsin.

Yugqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x =a, x =5
vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa 0‘qi bilan chegaralangan Q
shaklni garaylik (10~ chizma).

Ya
B
A
Q
7/ //\. R
0 ax x X, X, b X

10- chizma.

Odatda, bu shakl egri chizigli trapesiya deyiladi. [a, b] segmentni
ixtiyoriy
P={x5,%,%,.%,}, (@=X3<X <X, <..<X, =b)
bo‘laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [x,, x,,,] oralig‘ida

inf{ f(x)} =m, sup{f(x)}=M,, (k=0,1,2,..,n-1)
mavjud bo‘ladi.

Endi asosi Ax, = x;,, - x;, balandligi m, bo‘lgan (k=0,1,2,3,...,
n—1) to‘g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to‘g‘ri
ko‘pburchakni 4 deylik.

Shuningdek, asosi Ax, =x,,; -x;, balandligi M, bo‘lgan
(£k=0,1,2,3,..., n—1) to‘g'ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchakni B deylik. Ravshanki,

Ac @, QcB
bo‘lib, ularning yuzalari
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n-1 n-1
n(4) = ka A, u(B)= ZM;( A
k=0 k=0
bo‘ladi.

Bu yig‘indilarni f(x) funksiyaning [a, b} segmentning P bo‘laklashi-
ga nisbatan Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari ekanini paygash
qiyin emas:

w(Ay=s(f;P)., n(B)=S(/,P).

f(x)e Cla,b] bo‘lgani uchun f(x) funksiva [a, b] da integralla-
nuvchi bo‘ladi. Unda integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra, ve >
olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(f;P)-s(f;P)<e
bo‘ladi. Binobarin, ushbu

w(B)-pn(d)<e

tengsizlik bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri
chizigli trapetsiyaning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga
ko‘ra

sup{u(A4)} = inf{u( B)}
bo‘ladi. Ayni paytda,

b
supfu(A) = [ f(x)dx,

b
infin(B)} = [ f(x)dx
a
bo‘lganligi sababli Q egri chiziqli trapetsiyaning yuzi

b
R(©Q) = [/ (x)dx (M

ga teng bo‘ladi.
1- misol. Tekislikda ushbu

2 2
St
a b

ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
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ﬂ .
o) i
O/

-
-
%

|
1 »
0O a b X

11- chizma. 12- chizma.

« Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OXva OY koordi-
nata o‘glari hamda

2
f(x):b.,/l—"—z, 0<x<a
a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapesiya yuzining 4 tasiga

teng bo‘ladi (11- chizma ).
U holda (1) formuladan foydalanib topamiz:

u(Q)=4f[b 1—_dx__jJ X dx =

x =asint,

= 0<z<

!
NI:I

n
_47 jcos" tdt =4ab- g = abn. W
0

dx = acos tdt,

Avtaylik, f (x)e Cla,bl, f,(x)e Cla,b] bo'lib, Vxe [a,b] da
0< fi(x) s /(x)

bo‘lsin. Tekislikdagi Q shakl quyidagi

y=hH(X), y=£(x), x=a, x=b
chiziglar bilan chegaralangan shaklni ifodalasin (12~ chizma).
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Bu shaklning yuzi
b b b
MO) = [ L(dx - [ fixax = [[L)- ik @
bo‘ladi.
2- misol. Tekislikda ushbu
y=4-x* y=x'-2x

chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan @ shaklning yuzi topilsin.
<« Parabolalarning tenglamalari

y=4-x%,
y=x*-2x
ni birgalikda yechib, ularning kesishish nuqtalarini topamiz (13-chizma):
4-x2 =x*-2x,
x=-1, x,=2; y,=3, y,=0: A(-1,3), B(2;0).
Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

w(Q) = .2|‘[(4—x2)—(x2 —2x)]dx = _2[(4+2x-2x2)dx =
b}

'

2
=(dx+x’ —-§~x3)l =9. b
i

Eslatma. Agar f(x)e Cla,b)
funksiya {a, 4] da ishora saqlamasa,
(1) integral egri chizigli trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisidan iborat bo*-
ladi. Bunda OX o‘qining yuqorisidagi
yuza musbat ishora bilan, OX o‘gi-
ning pastidagi yuza manfly ishora
bilan olinadi.

Masalan, OX o‘qi hamda

f(x)=sinx, 0<x<2n funksiya
grafigi bilan chegaralangan shaklning
yuzi
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n 2n n 2x
w(Q) = Jsinx+(-Jsin xdx) = (~cosx)| —~(-cosx)| =4
0 n 0 n

bo‘ladi.
3°. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash. Aytaylik, AB egri
chizig qutb koordinatalar sistemasida ushbu
p=p(6), a<6<P, (xe R, BeR)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda

p(8)e Clo.Bl, VOe[a,p] da p(8)20.

Tekislikda 4B egri chizig hamda OA va OB radius-vektorlar
bilan chegaralangan Q shaklni qaraymiz (14- chizma).

14- chizma.

[0, B] segmentning ixtiyoriy
P={90,91,...,9"}, (a'—'eo <91 <...<9n=B)

bo‘laklashini olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 8, ga mos
OA, radius-vektor o‘tkazamiz. Natijada OA4B — egri chizigli sektor

OA Ay, (k=0,1,2,..,n-1; 4 =4, A, = B)
egri chiziqli sektorchalarga ajraladi.
Ravshanki, p =p(8)e C[a,B] bo‘lganligi uchun [6,,6,,,] da
(k=0,1,2,..,n-1)
m;. = inf{p(8)}, M, =sup{p(6)}
lar mavjud.
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Endi har bir [6,,8,,;] segment uchun radius-vektorlari mos
avishda m, hamda M, bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz.
Bunday doiraviy sektorlar yuzaga ega bo‘lib, ularning yuzi mos ravishda

%m/% : Aeka % MI% 'Aelu (Aek = ek+l -ek)
yo‘ladi.

Radius-vektorlari m, (k = 0,1,2,....n—1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini Q, desak, unda Q, c Q

»o‘lib, uning yuzi

n-1
WQ) =3y, mi A0, 3)

k=0
ro‘ladi.

Shuningdek, radius-vektorlari M, (k=0,1,2,..,n-1) bo‘lgan
varcha doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q,
jesak, unda Q < @, bo‘lib, uning yuzi

n-1
1
W@, =5 > My - 48, @
k=0
Ho‘ladi.

(3) va (4) yig‘indilar %pz (8) funksiyaning Darbu yig‘indilari
bo‘ladi. Ayni paytda, %02(9) funksiya [o, B} da uzluksiz bo‘lgani
ichun u integrallanuvchidir. Demak, Ve > 0 olinganda ham [o, B]
segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(3p2(0); P) =55 0 (0); P) <

bo‘ladi. Binobarin, ushbu

n(@,) -n(@Q)<e

engsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri
“hizigli sektorning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

sup {p(Q))} = inf {u(Q,)}
bo‘ladi. Ayni paytda,
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B
sup {u(Q))} = Ipz (8)do,

B
inf {1(Q,)} = [o* (6)d0

bo‘lgani sababli egri chizigli sektorning yuzi

]
1
wQ) = 5!"2 (8)do

ga teng bo‘ladi.
3- misol. Ushbu

p=p(B8)=a(l-cos8), (ae R, 0<08<2x)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
<« Bu funksiya grafigi kardioidani ifoda-
laydi. Ma’lumki, kardioida radiusi r ga teng
bo‘lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z-
g‘almas aylana bo‘ylab harakati (sirpanmasdan
dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy
nuqgtasining chizgan chizig‘idir (15- chizma).
Kardioida qutb o‘giga nisbatan simmetrik
] bo‘lganligi sababli yugori yarim tekisiikdagi
15- chizma. shaklning yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga ko‘-
paytirsak, izlanayotgan yuza kelib chiqadi.
0 o‘zgaruvchi [0, nr] da o‘zgarganda p radius-vektor kardioidaning
yuqori yarim tekislikdagi qismini chizadi. Shuning uchun

u(Q) =2- %Jpz (8)de =£ (1 - cos8)* d6 =

azj[— —2¢0s6+~ cosZO]d
0

Ld

% na®

=a2(-;—9—2sine+ smze) =

Nl'-'
NI—-

)
bo‘ladi.
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Mashglar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chiziq x =¢(1), y=y(1)

o < < B) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin, bunda

= ¢(t) funksiya [o,B] da uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega, ¢"(x)>0

a ¢o(a)=a, ¢(B)=b, y=y(#) funksiya [a, b] da uzluksiz va

y(¢)20. U holda yugoridan 4B egri chiziq, yon tomonlaridagi

X =a, x=b vertikal chiziglar, pastdan [a, 5] kesma bilan chegara-
angan shaklning yuzi

B
§={w(t)g'(r)dr

0‘lishi isbotlansin.
2 2
2. Ushbu (g)’ ( b)’ =1 chiziq bilan chegaralangan shaklning

uzi topilsin.

40- ma’ruza
Yoy uvzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Ma’lumki, tekislikdagi ikki A(x;, y,)
a B(x,,y,) nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi /, uzun-
kka ega va uning uzunligi

nh) = \/(xz -x ) +(r, -n)
a teng bo‘ladi.

Aytaylik, tekislikdagi / chiziq 4y (xg,¥),s 4 (x5 ¥y )s -ves A, (x s V)
ugtalarni (n € N) birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashti-
shdan hosil bo‘lgan bo‘lsin. Odatda, bunday chiziq sinig chizig deyiladi.

Siniq chiziq uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
hiziq kesmalari uzunliklarining yig‘indisiga aytiladi:

n-~1
) = 3 G = X! + G = 9 -
k=0
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Faraz qilaylik, tekislikdagi AB egri chizig (uni AB yoy deb ham
ataymiz) ushbu
y=/(x), (asx<bh)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda f(x)e C[a,b].
[a, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg,X),se0sXp}s (@a=X%3<x <..<x,=b

bo‘laklashini olib, bo‘luvchi x, (k =0,1,2,...,n) nugtalar orgali OY
o‘giga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning
AB yoy bilan kesishgan nugqtalari
Al((xk’f(xk ))a (k = 0,1,2,,..,'1; Ao = A: A,, = B)

bo‘ladi.

AB yoydagi bu A, (x;, f(x,)) nuqtalamni bir-biri bilan to‘g‘ri
chiziq kesmalari yordamida birlashtirib, /siniq chizigni hosil gilamiz
(16- chizma).

?\

i
P
P
AC |
: . I |
] | ]
] L ] !
L i 1. ! o »
o a X X, X b X
16- chizma

QOdatda, ! siniq chiziq AB yoyga chizilgan siniq chiziq deyiladi.
U uzunlikka ega bo‘lib, uzunligini (perimetrini) u(?) deylik.
Agar P, va P, lar [a, b] segmentning ikkita bo‘laklashi bo‘lib,

Pl c P, bo‘lsa, u holda bu bo‘laklashlarga mos AB yoyga chizilgan
siniq chiziq /,, /, laming perimetrlari uchun

u(h) sulhy)
bo‘ladi.
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(g, b] segmentning P, bo‘laklashi quyidagi

1)] = {x(,,x] seers Xg ,xkd,...,xn}

(@a=xy <x) <...<X <X, <...< X, =b)
o‘rinishda bolib, P, bo‘laklash esa P, bo‘laklashning barcha bo‘luvchi
luqtalari hamda qo‘shimcha bitta x* e [a, b} nugtani qo‘shish nati-
asida hosil bo‘lgan bo‘laklash bo‘lsin. Bu x* nuqta x, hamda Xpel
luqtalar orasida joylashsin: x, < x* < x;,,. Demak,

Pyo= g, X ey X s X X gy ey X b
(@=X <X <..<X <X <X, <..<X, =b).

Ravshanki, A c P, bo‘ladi.

AB yoyga chizilgan P, bo‘laklashga mos siniq chiziq /,, shu yoyga
hizilgan P, bo‘laklashga mos siniq chiziq /, dan fagatgina bitta
0‘lagi bilangina farq qgiladi: /; da 4, 4;,, bo‘lak bo‘lgan holda /, da
kkita 4, A" hamda A’ A4,,, bo‘laklar bo‘ladi.

Ammo A A, to‘g'ni chiziq kesmasining uzunligi p( 4, 4., ).
A, A" hamda A'4,, kesmalar uzunliklari p(A4,A4"), p(A'A4,,,)
ig‘indisidan har doim katta bo‘lmaganligi, ya’ni

W(A A ) S p(AAT) + (A Ayy)
an

u() s ulhy)
o‘ladi. P>
Demak, P bo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari sonini orttira borilsa,
4B yoyga chizilgan ularga mos siniq chiziqlar perimetrlari ham ortib
oradi.
I-ta’rif. Agar A, — 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
etri

n-I
u{l) = Z \/(xk+l ~x F + [f (X)) = [ (% )]2
k=0

hekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
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Ushbu lim p(/) = u(4AB)
Ap—0

limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar
fX)=kx+C, (a<sx<b)
bo‘lsa, unda AB ning uzunligi

- n-1
n(48) = ;}}Togo\/(xm =% Y I (X - %) =

n-1
=Alim02\/1 k2 (X —X) =1+ K> -(b-a)
P k=0

bo‘ladi.

Aytaylik, AB egri chiziq ushbu
x=q(1),
y=vy(),

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin.

(Bu holda egri chiziq parametrik ko‘rinishda berilgan deyiladi).
Bunda:

1) o) e Clo,Bl, w(f)e Clo,Bl;

2) V4, 4 e la,B), 4 # 1, uchun )]
A (x1,0n) = Ao(h), y(1)),
4, (xy, 1) = A (9(1), (1))

(<t <P)

nuqtalar turlicha ;

3) t=a ga A nugta, t+ =B ga B nugta mos kelsin.

[o, B] segmentning ixtiyoriy

P={ty,h,. .1}, (@=f<h<..<t, =P)

bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning bo‘luvchi ¢, (k =0,1,2,...,n)
nugtalariga mos kelgan AB yoydagi A, = A, (x;,¥,) (xp = 08 ),
Y =y(t); k=0,...,n) nuqtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
malari yordamida birlashtirib, AB vyoyga chizilgan siniq chizig / ni
hosil gilamiz (17- chizma).
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Alo(t),w(1))

0 o(a) olt) oB) X
17- chizma.

Bu siniq chiziq perimetri

n-1
u(l) = 2 \/[‘P(fk+1 )= 9t + [y (t) - wit )P
k=0

yo‘ladi.
2-1a’rif. Agar A, — 0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
netri p(/) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

Ushbu lim p(l) = w(AB)
).p =0

imit AB yoyning uzunligi deyiladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining (agar u mavjud
0°lsa) musbat bo‘lishi kelib chigadi.

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz:

1) Agar AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nugtalar
ordamida # ta A,:'}lk+l yoylarga (k =0,1,2,...,n, 4y = A, B=A4,,;)
jralgan bo‘lsa, u holda har bir A:Ak 41 Yoy uzunlikka ega va

RUAB) = Y n(4Ae)
k=0

0°ladi.
2) Agar AB yoy n ta A, A, voylarga ajralgan bo‘lib, har bir
4, A, yoy uzunlikka ega bo‘lsa, u holda AB yoy ham uzunlikka

ga bo‘ladi.
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2°. y = f(x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
Faraz qilaylik, 4B egri chiziq ushbu
y=f(x), a<sx<bh
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda f(x) funksiya [a, ] segmentda

uzluksiz va uzluksiz f'(x) hosilaga ega.
[a, b] segmentning ixtiyoriy

P={xy,%,.,%,}, (@a=x5<x<..<x, =b)
bo‘laklashini olib, unga mos AB yoyga chizilgan / siniq chizigni
hosil gilamiz. Bu siniq chizigning perimetri

n-1
W) = 3 O =% + 1 () = £ ()P
k=0

bo‘ladi.
Har bir [x, ,x,,, ] segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
go‘llab topamiz:

n-1i
u(l) = Z \/(xk+1 - X )’ + [f7(te ) (xpy _xk)]z =
-1

Z\/l + () (X ~X) = Z i+ 72 (5 )ax,
k-

bunda T, € [x,x;,, ).

Bu tenglikdagi yig‘indining 1+ f(x) funksiyaning integral
yig‘indisidan farqi shundaki, integral yig‘indida &, e [x,,x,,, ] nuqta
ixtiyoriy bo‘lgan holda yugoridagi yig‘indida esa t, nuqta Lagranj
teoremasiga muvofiq olingan tayin nuqta bo‘ladi. Ammo +/1+ £ (x)

funksiya integrallanuvchi bo‘lganligi sababli &, =1, deb olinishi
mumkin. Natijada

n-1
u(y = 3 1+ () - ax,
k=0

bo‘lib, undan
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n-1 b
: 1 2 i _ 2
A1;:3011(1)—LI;IL‘Q’LZ:G, L+ f2(8,) - Axg _£ 1+ f2(x)dx

o‘lishi kelib chigadi.
Demak, 48 yoyning uzunligi

b
u(AB) = I\}l + 2 (x)dx @

vo‘ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1- misol. Ushbu

X X

f(x):%(e;-re_;), (a>0, —a<x<a)

englama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniqlanadigan chiziq zanjir chizigi deyiladi.
4 Ravshanki,

Sx)=3(em - 9),

1+ (x) = %(e; +e a),

1+ /700 = %(eis veo)

0‘ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig‘ining uzunligini topamiz:
u(AT?) = j l(e; +e_;)dx = g(e; —e-;) =ale - l). >
’ 2 2 —a (4

3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.

Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu

x = o(1),
ast<P
{y = ‘F(t )a ( )

englamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlarning bajarilishi
ilan birga ¢(¢), w(¢) funksiyalari [o, B] da uzluksiz ¢’(¢) hamda
v'(t) hosilalarga ega bo‘lsin.
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[, B] segmentning ixtiyoriy
P={tg,t,. 1.}, (a=ty <t <..<t, =P)

bo‘laklashini olib, ularga mos AB yoyning A, = A, (x;,y,)
(x, =9(t), ¥y =o(t,)) nuqtalarini bir-biri bilan to‘g’ri chiziq kes-
masi yordamida birlashtirishdan hosil bo‘lgan / siniq chiziq perimetri

n-1

() = Y Vlolt) - 00 )F +1wte) - w(t)F
k=0

ni garaymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

n-1

p(l) = Z\/&z (1) (s =1+ (0) (G — 1 ) =
k=0

n-1
= ZJ;P'Z (1) + 2 (8) - Aty (Bl =t =),
k=0

bunda 1, € [t ,teals Ocelty tinl
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

n-1
n(l) = 3 Jo? (&) + w2 (E) AL +
k=0

n-1
£ o (1) + W (8) —VoT E) + ¥ E)]-Ar,
k=0

bunda &, € [#, 4. ]-

Modomiki,
o () +vy?* (1) e Cla,Bl
VO () + ¥ (1) € Rlo,B)

ekan, u holda

bolib,

n-1 B
lim > o €) + v &) - 81 = [Jo (1) + v (e
270 k=0 o
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vo‘ladi. Ixtiyonly a, b, ¢, d haqiqiy sonlar uchun ushbu
!\/a2 + 5 —c? +d2ls la—c|+|b-d|
engsizlik o°rinli bo‘ladi.
<4 Hagigatan ham,

b\/a2 +6? —e? +d21 (@ <)+ dz)'
Na +b2+\/c +d2|
|a+¢f l I |b+d])

<la—cl o lbed] M <la—c|+lp-d|. B
o=t i P T Sl el bl

Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

'n-1

2N () 1y @) Vo (6) + ¥ (&)1AL | <
k=0
n—l

9'(t) - q>(&k),Atk+Z|w<ek) () ALy <

k=0
< z o, (9") - Ar + ka (v) - Ar.
k=0 k=0
¢'(1) e Rio, Bl, v'(1) e Rla,p]
bo‘Iganligi sababli

lim Z[qurk)w'z(ek) ~Jo? &)+ €D 1an =0 @)

Ap0 &t

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlamni e’tiborga olib, A, — 0 da (*) tenglikda
imitga o‘tsak, u holda AB yoyning uzunligi uchun

- B
w(4B) = [o () +v* (1)di ©)
bo“lishi kelib chigadi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
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2- misol. Ushbu
x =a(t -sint),
y=a(l-cost}, (0<st<nm)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chizigning (sikloidaning)
uzunligi topilsin.
« Ravshanki,
x’(t) = a(l-cost), y'(¢)=asint,
x2(1) +y? (1) =a* (1 - cost) +a’sin? t = a*2(1 - cos 1),

\/x’z (1) + (1) = af2(1 - cos 1)

bo‘ladi. (5) formulaga ko‘ra izlanayotgan egri chizigning uzunligi

2n X

2
a+J2(1~cost)dt = Zaj sin%dt =-4a-(cos %) =8a
o

0

w(AB) =

oy

bo‘ladi. »
4°. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizigning uzun-

ligini hisoblash. Faraz gilaylik, 4B egri chiziq qutb koordinatalar
sistemasida quyidagi
r=p(8), (6<8<p)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda p(8) € C[«,B] bo‘lib, u uzluk-
siz p’(6) hosilaga ega bo‘lsin.
Qutb koordinatalari (p, 8) dan Dekart koordinatalari (x, y) ga
o‘tish formulasiga binoan

x =p(6)-cosH,
y=p(0)-sin6, (a<0<P)
bo‘ladi. Natijada AB parametrik ko‘rinishda
9(8) = p(8) - cos 6,
y(0) =p(0)-sinh, (a<B<LP)
berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda ¢(8), y(8) funksiya-
lar 3° da keltirilgan shartlarmi bajaladigan funksiyalar bo‘ladi.
(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunligini to-
pamiz:
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_ B B
W(AB) = j\/(?(e) -c0s0)? + (p(8) - sin 82 d0 = j p2(8) + p* (8)d0.

Bu formula yordamida egri chizigning uzunligi hisoblanadi.
3- misol. Ushbu p=a-sin’ g

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.

« 6 o‘zgaruvchi 0 dan 3r gacha o‘zgarganidan (p, 8) nugta 18-
chizmada tasvirlangan / egri chizigni chizib chigadi.

(2) formuladan foydalanib chizigning uzunligini topamiz:

In
_ . 302 .3 8,72 _
u(l) = IJ(asm 3) + (asin 3) de =

3r

JJ cos g+a sin® —d(-) ajsm de_éia | 4
0
5°. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi AB egri chizig ushbu
= (7
=y(1),

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, bunda ¢(f) hamda w(¢)

funksiyalar [a, B] da uziuksiz ¢’(+) hamda y'(f) hosilalarga ega
bo‘lsin (19- chizma).

Ma’lumki, + o‘zgaruvchining ¢ = o giymatiga AB egri chizigda
nugta mos keladi.

Endi ixtiyoriy e [o, ] ni olib, unga mos AB egri chizigdagi

nugtani C bilan belgilaylik: C(g(#), (1)), a<t<B.

) c 8

18- chizma. 19- chizma.
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Ravshanki, AC yoyning uzunligi C nuqgtaning AB egri chiziqdagi
holatiga qgrab o‘zgaradi va ayni paytda ¢ ning har bir tayin qixmatida
yagona AC yoyning uzunligiga ega bo‘lamiz. Binobarin, AC yoy-
ning uzunligi p(Af‘) t o‘zgaruvchining funksivasi bo‘ladi:

1, (AC), (<t <p).

(5) formuladan foydalanib topamiz:

1 (AC) = [Vo? () + v ().

Modomiki, /¢ (#) +y? () e C[a,B] ekan, unda u, (AC) funk-

siva hosilaga ega bo‘lib,
(1, (AC)Y = o2 (1) +w™ (1)
bo‘ladi.

Keyingi tenglikning kvadratini df, ga ko‘paytirib, ushbu
(, (ACH? - di* = 2 (1)d* +y™ (1)dr?,

ya'ni d(, (AT)? = dx? + dy?

munosabatga kelamiz. Bu munosabat yoy differensialining kvadratini
ifodalaydi. Demak, yoy differensiali dp,(Af‘) yugoridagi x = ¢(t),
y = y(¢) funksiyalarning differensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda-
lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan x(#), (#)

funksiyalar yordamida egri chiziq yoyini turli usullarda parametrlash-
tirishda o‘z ko‘rinishini saglaydi.

Mashglar
1. Ushbu

x_‘[coszd J'smz ( <t$g)

tenglamalar bilan berllgan egri chlzxqrung uzunligi topilsin.
2. Ushbu x* +y* =2, y= \/m chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.
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41- ma’ruza
Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri
chiziq kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular ma’lum
formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, f(x)e Cla,b) bo'lib, Vxe [a,b) da f(x) 2 0 bolsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

Y

S
_-"b’

- - ——
v
e

-] -,

b-———'—’
&

S
g~

&
™~
-

———

20- chizma.

AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma

sirt deyiladi. Uni IT deylik. {a, 5] segmentni ixtiyoriy
P={xy, %, X,}, (@=Xxg <X <...<X, =b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
x(k=0,1,2,...n)
bo‘luvchi nuqtalari orqali OY o‘qqa parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib,
ularning AB yoy bilan kesishish nugtalarini 4, = 4, (x,, f(x; )) bilan
belgilaylik (4, = A4, 4, = B; k =0,1,2,...,n). Bu nuqtalami o‘zaro
to‘g‘ri chiziqg kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq
chizamiz.
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AB yoyini OX 0°q atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizigni
ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining
birlashmasidan tashkil topgan KX sirt hosil bo‘ladi. Bu X sirt yuzaga
gga va uning yuzi

2

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).

Ravshanki, Ksirt, binobarin, uning yuzi u(K) [a, b] segmentning
bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.

I-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, [a, b] segmentning diametri A, < & bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘-
laklashi uchun

n-1
n(K) =2my, LS Cre) . i, ) [ ) - £ T
k=0

W(K)-S}<e, (SeR)
tengsizlik bajarilsa, S son u(K) ning 2, — 0 dagi limiti deyiladi:
Sm (k)=
2-ta’rif. Agar A, - 0 da p(X) yig‘indi chekli S limitga ega

bo‘lsa, I1 aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.
Bunda S son I1 aylanma sirtning yuzi deyiladi:

S =p(I).
Demak,

n-1
R(IT) = Jim 2y, L) o e V£ () = FOOF.
P k=0

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz qilaylik, f(x)e Cla,b]
bo‘lib, u [a, b] segmentda uzluksiz f’(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Bu funksiya grafigi AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan

hosil bo‘lgan Il aylanma sirtning yuzini topamiz.
« [a, b] segmentning ixtiyoriy Pbo‘laklashini olib, yuqoridagidek

n-1
n(K) = Zﬂzm{(ﬁz . \/(xk+l ~x Y +1f (X)) - S (x, )Y
k=0
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yig‘indini tuzamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra
T ) = F(x) = & ) (X — X ) = (&) - Ax,

bo‘ladi, bunda &, € [x,,x;,,]. Natijada

n-1
u(K) = 2my LT O iy 2 ax,
k=0

bo‘ladi. Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

n-1 n-1
H(K) = 27‘2 FENL+ 2 (E)Ax, + “{ZI(f(xk )-
k=0 k=0

— SN+ () - FEINT+ £ 7 ) an, ). M
f'(x)e Cla, b} bo‘lgantigi sababli
ST+ £7(x) € Ria,b]
bo‘ladi. Demak, A, — 0 da
3 WA EVEICAT™ —>2njf(x) i+ f2(0dx. ()
Ravshanki, "

JI+ £2(x) € Cla, b).

Demak, bu funksiya [a, b] da o‘zining maksimum qiymatiga ega
po‘ladi. Uni M deylik:

M =max 1+ f?(x).

asx<h

f(x) funksiya [a, b] segmentda tekis uzluksiz. Unda ve > 0 olin-

£ ¢ . g
yanda ham, IS ga ko‘ra shunday § > 0 son topiladiki, A, <3
)0‘lganda
€ €
fx) - FE) < sy M) = FE < O

yo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:
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n-i
{E[U(Xk)—f(f;k)) +(f ) = FEN N+ F2(E) -Axk} <

-l
[lf(xk) FEN+f(xen) - f(&k)l]\}l + (8 - Ax <
k=0

C

€
< M[zM(b—a) + 2M(b—a)j|'k§0Ax" <E.

Bundan X,, — 0 da

n-1
El(f(xk)-f(ﬁk))+(f(xk+l)—f(§k))]~\/1+f'2(€k)Axk -0 (3)
k=0

bo‘lishi kelib chigadi.
A, »0da(l) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-
batlarm ¢’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun

n(I) = 2ujf(x) 1+ £ (x)dx @

bo‘lishini topamiz. »
1- misol. Ushbu
X -X
f(x)=%(e" +e9), a>0, 0sx<a
zanjir chizig‘ini OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtning yuzi topilsin.
x -X

« Ravshanki,  f'(x)= %(ez —ea).

(4) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

a X X x

w(IT) = 2n£§(e; veapfl+ (er e o) dx=

aa x x aa 2x 2x
R PP S LN Py e V=
_Zi[(e +e ) dx 2l(e- +2+e @ )dx
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na{a 2 a 2 Ea nd 2
IS Bl _Zeoa | 1Y% o2
=73|3¢ +2x 5€ 3 4(e e’ +4). p
lo
Aytaylik, AB egri chiziq yugori yarim tekislikda joylashgan bo‘lib,
u ushbu

(ast<P)

{x = ¢(1),
y=wy(8),

rarametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda
o(), w(¢) funksiyalar [o, B] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(#), y'(f) hosi-

lalarga ega. Bu egri chizigni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B
B(TT) = 22 [w(eWo? (1) + w7 (1) )

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu
Xt +(y-2) =1

aylanani OX o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
(torning) yuzi topilsin.
4 Aylananing tenglamasini quyidagicha

x = @(t) = cost,
y =y(t) =2 +sint, (0<r<2m)

parametrik ko‘rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra

2n
w(In = ZNI (2 +sin£)yJ(cost)? + (2 +sin )2 dt =
0

2x
=2 [ (2 +sint)dr = 8
1}
ho'ladi. P
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Mashgqlar

1. Aytaylik, AB egrichizig x = ¢(¢), y =y(f), (a <1 <p) teng-
lamalar bilan berilgan bo‘lib, ¢(¢) va y(f) funksiyalar [o, B] da
uzluksiz ¢’ (1) va y’(¢) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri chizigni OX
o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B
P =2x[w(O)o? () +v? (), (w(r)20)

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

2ay = xt —a?, (0<x<2V2a)

parabolani OY o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt-
ning yuzi topilsin.

42- ma’ruza
Aniq integralning mexanika va fizikaga tatbiqlari

1°. Inersiya momenti. Mexanikada moddiy nuqta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o‘lchami yetarli darajada kichik va massaga ega bo‘lgan
jism moddiy nuqra deb qaraladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A4 moddiy nugta
berilgan bo‘lib, bu nuqtadan biror / o‘qqacha (yoki O nuqtagacha)
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J =mr?

miqdor A moddiy nuqtaning / o‘qqa (O nuqtaga) nisbatan inersiya
momenti deyiladi.

Masalan, 4 = A(x,y) moddiy nuqtaning koordinata o‘glariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

Jo=my?, J, =mx, J, = my2 + 17
bo‘ladi.
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Tekislikda, har biri mos ravishda

mo, ml, mz, raayg mﬂ—l
assaga ega bo‘lgan moddiy nugqtalar sistemasi

{4, 4,4, ..., A, }

ing biror / 0‘qqa (O nuqtaga) nisbatan inersiva momenti ushbu

n=1
Jp= zmk’kz
k=0
g'indi bilan ta’riflanadi, bunda r, — nuqta 4, dan / o‘qqacha
) nuqtagacha) bo‘lgan masofa (k=0, 1, 2, .., n-1).
Faraz qilaylik, y = f(x) egri chiziq yoyi AB bo‘yicha zichligi
=1 ga teng massa tarqatilgan bo‘lib, bunda f(x) funksiya [a, 5]

gmentda uzluksiz hamda uzluksiz f(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng bo‘ladi:

P
m:J 1+ f2(x)dx

la, b] segmentning ixtiyoriy
P={xg, X, X, }, (@a=xy <X <...<x, =b)

»laklashini olamiz. Bu bo‘laklash AB yoyni
Ak = Ak(xkaf(xk))’ (k = 0’ 1, 2; ey B — l)

iqtalar bilan n ta 4, A4,,,, (4 = A, 4,, = B) bo‘lakka ajratadi.
inda A:Ak +1 bo‘lakning massasi

Xk +1

m, = j N+ f2(x)dx, (k=0,1,2,..., n—1)
X

‘ladi. O‘rta qiymat haqgidagi teoremadan foydalanib topamiz:

me =1+ 7 (&) - A%,

nda & € [x,, %, Ax =X —x;.
Ma’lumki,

ks fE)), (k=0,1,2,...,n-1)
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moddiy nuqtaning koordinata o‘glariga hamda kordinata boshiga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

e, =my SEE) = SRE) T+ FRE) A,
Sy =m 8 =8 1+ 7@ axg,
T =m @&+ &) = &+ FEN -1+ [P - b,
bo‘ladi. Unda ushbu
{Zos [y (Brs &), woms Bt s fEp M)

moddiy nuqtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda
J = gfz (&)-V1+ F2E) - ax,,
7 = gii L+ S8 - X,
I = g(ﬁi + LAEN 1+ F2(5) - Ax,

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borsa, unda har

bir A;:«t,u,l yoyning uzunligi ham nolga intila borib, yuqoridagi
J:(cn) , j;")’ Jlgn)
yig‘indilarning limitini massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning mos
“ravishda koordinata boshi hamda koordinata o‘qlariea nisbatan inersiya
momentlarini ifodalaydi deb qarash mumkin. Ayni paytda,

b
lim J¢" = [ 72 W+ 17 (0 ax,
[ 2 p
b
Jim J = [+ /7 (x) dx,
[ p

b
lim J{M = J(x’ + AL+ f2(x) dx
} lp-)O .

bo‘ladi.
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Demak, massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning koordinata o‘q-
ariga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq
1itegrallar yordamida topiladi:

b
J, = j X)W1+ £ (x)dx,
J, j 1+ f2(x)dx,

Jy = J(xz + 20N+ f2(x)dx.

a

2°. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q
o‘ylab, shu o‘q yo‘nalishida bo‘lgan F = F(x) kuch ta’siri ostida
nuqtadan b nuqtaga (a < b) o‘tkazish uchun bajarilgan ishni topish
»zim bo‘lsin.
Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’ni

F(x)=C = const

0‘lsa, unda jismni @ nuqtadan b nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan
h

A=C-(b-a)

1 teng bo‘ladi.

Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch xga (x € [a, b]) bog‘lig bo‘lib,
[a, b] da uzluksiz bo‘lsin:

F=F(x)e Cla,b].
[a, b] segmentning ixtyoriy
P={xy, X, s}, (@=Xy <X <..<x,=b)
>‘laklashini olib, bu bo‘laklashning har bir
[Xes X ) (k=0,1,2,...,n-1)

y‘lakchasida ixtyoriy &, , &, € [x;, X}, (k=0,1,2...,n~1) nuqta
amiz.

Agar har bir [x,,x,,,] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o‘zgarmas
v u F(E,) ga teng deyilsa, u holda [x,,x,,, ] oraligda bajarilgan
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ish (kuch ta’sirida jismni x, nuqtadan x,,, nuqtaga o‘tkazish uchun
bajarilgan ish) taxminan

FE) (g —x)
formula bilan, [a, b] oraliqda bajarilgan ish esa taxminan

n-1 n-1
A=2F(§k)‘(xk+|‘xk)=ZF(§k)'Axk O
k=0 k=0

formula bilan ifodalanadi.

P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borganda yuqoridagi
yig‘indining qiymati izlanayotgan ish miqdorini tobora anigroq
ifodalaydi. Bu hol A, — 0 da (1) yig‘indining chekli limitini bajarilgan
ish deyish mumkinligini ko‘rsatadi. Demak,

n-1
A= lim Y F(&)-Ax,.
Ap—>0k=0
Modomiki, F(x)e Cla,b] ekan,

n-1 b
lm 3 F(Ee)-ax, = [ Fxax
P70 k20 2

bo‘ladi. Shunday qilib, o‘zgaruvchi KHx) kuchning [a, b] dagi bajargan
ishi

b
A= jF(x)dx )

formula bilan ifodalanadi.

Misel. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina qisilgan (21- chizma).

Agar prujinaning qisilishi unga
ta’sir etayotgan F(x) kuchga propor-
sional bo‘lsa, prujinani a birlikka
qgisish uchun M(x) kuchning bajargan
ishi topilsin.

« Agar Fx) kuch ta’sirida pru-
jinaning gisilish migdorini x orgali
belgilasak, u holda

F(x)=kx
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bo‘ladi, bunda & — proporsionallik koeffitsiyenti (qisilish koeffitsiyenti).
(2) formulaga ko‘ra bajarilgan ish

4 2
A= kadx - ’“2'
0

bo‘ladi. »

Mashglar

1. Uchburchak asosiga nisbatan inersiya momenti topilsin.
2. Asosining radiusi R, balandligi A bo‘lgan paraboloid shaklidagi
gozondan, undagi suvni chigarishga sarflangan ish hisoblansin.
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10-BOB
XOSMAS INTEGRALLAR

43- ma’ruza
Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini
kiritishda integrallash oralig‘ining chekli bo‘lishi talab etilgan edi.
Endi cheksiz oraligda ([a,+e); (—eo,a]; (—ce,+e0) oraliglarda)

berilgan funksiyaning shu oralig bo‘yicha integral tushunchasini
keltiramiz va o‘rganamiz.,
1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f{x) funksiya

[a,+e0) oraligda (a € R) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy {a, f] da (a < ¢ < +o0)
integrallanuvchi bo‘lsin: f(x) € R([a,1]).

3
Ushbu F(t) = J S(x)dx belgilashni kiritamiz.
1-ta’rif. Agar t — +e da () funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,

bu limit f(x) funksivaning |a, + «) cheksiz oralig bo‘vicha xosmas
integrali deyiladi va

[ 7(xyax
kabi belgilanadi:
j f(®)dx = tim F(1) = im [ renax. )

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral»
deyish o‘rniga «integral» deymiz.

2-ta’rif. Agar t — 4+ da K¢ funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t — 4+ da K/ funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) integral uzoqlashuvchi deyiladi.
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1- misol. Ushbu j e*dx integralni qaraylik. Bu holda
0
?
Ft) = je-*dx =—e 41
0
o'lib, lim F(¢) =1 bo‘ladi.
{400

400
Demak, berilgan integral yaqinlashuvchi va J- e *dx =1.
0

2- misol. Ushbu I %, (a >0, o > 0) integral uchun
X
a

' Int-Ina, agar a=1 bo'lsa,
F([) 3 Jﬂ = t-q,+] —o+l
2 x® ol T a1’ agar a#1 bo'lsa
- -

F(t) 5 40, (a<l)

o‘ladi. Demak,

ntegral o > 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, o. € 1 bo‘lganda uzoqla-
huvchi bo‘ladi.
3- misol. Ushbu

+oo
J cos xdx
0
ntegral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki ¢/ — +~ da
?
F() = Icos xdx = sin ¢
0

unksiyaning limiti mavjud emas.
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Yuqoridagidek,

j[ S (x)dx, Tf(x)dx

xosmas integrallar va ularning yaginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi
ta’riflanadi:

I f(x)dx = lim Tf(x)dx,

j f(x)dx = lim j f(x)ax.

u—)—oo v

2°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas
integralning turli xossalarini f(x) funkswanmg [a, +e) oraliq bo‘yicha
olingan

Tf(x)dx

integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarni

[ rooax, | reoax

integraliar uchun keltirishni o‘quvchiga havola etamiz.

1- xossa. Agar J f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

400
[ f0dx, (a<b)
b
integral ham yagqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda
+eo b +oa
[ reode= [ feods+ [ fod @
a a b

tenglik bajariladi.
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<« Ravshanki,

t b !
j f(x)dx = j F(x)dx + j f(x)dx, (a<b< ).
a a b
Aytaylik, Jf (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Demak,

1
'lim f(x)dx

mavjud va chekli bo‘ladi:
t 4oo
1mjﬂnm=jﬂna.
t 4o . ’
(2) tenglikdan foydalanib, t — +~ da

! +oo b
nmjﬂnm=jfumpjﬂna
t—Honb " A
bo‘lishini topamiz. Demak, J S (x)dx integral yaqinlashuvchi va
b

+oa +oo b

[ Feoax= [ fax-{ foodx

b a a

bo‘ladi.
Aytaylik, J f{(x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lsin. Demak,
’ t +oa

1mjﬂma=jﬂnm
f—H-wb b

chekli bo‘ladi.
(2) tenglikdan, f — 4+ da

t&lp@j'f(x)dx = jf(X)dx +Tf(x)dx
a a b
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bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, j S{(x)dx integral yaginlashuvchi va

Tf(x)dx = ff(x)dx +T f(x)dx
a a b
bo‘ladi. »

2- xossa. Agar J Sf(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

J C - f(x)dx ham (C=const) yaqinlashuvchi bo‘lib,

TC-f(x)dx = CTf(x)dx
bo‘ladi.
3- xossa. Agar Tf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib,
Vx € [a,+e) da f(x)az 0 bo‘lsa, u holda
Tf(x)dx 20
bo‘ladi. ’

4- xossa. Agar j f(x)dx va Jg(x)dx integrallar yaginla-

shuvchi bo‘lsa, u holda J( f(x) £ g(x))dx integral ham yagqinla-

shuvchi bo‘lib,
JUrteemds= | fixdrs [ gxd

bo‘ladi.
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5- xossa. Agar Vxe [a,+) da f(x)< g(x) bolib, Jf(x)dx

va .[ g(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

Jf(x)dx j g(x)dx

bo‘ladi.
2- va 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaginlashuv-
chanligi ta’riflaridan bevosita kelib chigadi.

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a, +-) da berilgan bo‘lib,

f () funksiya chegaralangan (m < f(x) < M, xe [a,+)), g(x) funk-
siya esa o‘z ishorasini o‘zgartirmasin (Vx e [a,+) da har doim
g(x) 20 yoki g(x)<0).

+oo +oo
6- xossa. Agar j S(x) g(x)dx va jg(x)dx integrallar yaqin-
a a
lashuvchi bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas p(m < p < M) topiladiki,

[ £00-g(x)dx =u [ gxyax 3

bo‘ladi.
<« Aytaylik, Vx e [a,+) da g(x) =20 bo‘lsin. U holda
m-g(x) < f(x)g(x) < Mg(x)
bo‘lib,
1 ! !
m[g(x)dx < [ f(x)g(x)dx < M [ g(xax

ifodaga ega bo‘lamiz. Bu tengsizliklardan, f — 4+ da limitga o‘tsak,
unda

MTg(x)dx < Tf(X)g(x)dr < MTg(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi.
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Ravshanki, J g(x)dx =0

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.

Aytaylik, [ g(x)ax >0
T r0gds
bo‘lsin. Bu holda mse — < M
j g(x)dx
T fog(x)dx
bo‘ladi. Agar =4
§ g(x)dx

deb olinsa, unda m < pu < M bo'lib,

Tf(x) -g(xX)dx =p- T g(x)dx

bo‘ladi.

Vx € [a,+=) da g(x) <0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yugoridagidek isbotlanadi. b

Odatda, bu xossa o‘rta qiymat hagidagi tcorema deyiladi.

3°. Xosmas integralning yaqinlashuvchanligi. Aytaylik, f(x) funk-
siya [a, +e) oraliqda berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, [ rxyax
xosmas integralning yaginlashuvchanligi ushbu
t
F(ty=[ fxdx, (t>a)

funksiyaning ¢ — +eo da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
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13- ma’ruzada funksiyaning chekli limitga ega bo‘lishi hagidagi
Koshi teoremasi, ya’ni F(#) funksiyaning ¢ — +oo da chekli limitga
ega bo‘lishi uchun

Ve>0, 3 >a, YI'>1, V1">t4: |[F@)-F(t)

<&

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi. Bu
tushuncha va tasdigdan

[ rexax @

xosmas integralning yaqinlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.

Teorema. (Koshi teoremasi.) (4) integral yaqinlashuvchi bo‘lishi
uchun Ve >0 son olinganda ham shunday ¢, € R (1, > a) topilib,

ixtiyoriy ¢’ > t;, t” >, bo‘lganda

<Eg

r-[f (x)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mezshglar

4oa
1.Ushbu J xsin xdx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladimi?
0

2.Ushbu | 225

|
5 dx = -2 tenglik isbotlansin.
° (1+x2)

44- ma’ruza

Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolut yaqinlashuvchanligi

1°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqginlashuv-
chanligi. Aytaylik, f(x) funksiya {4,+) oraligda berilgan bo‘lib,
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Vx € [a,40) da f(x) 2 0 bo‘Isin. Bu funksiyani [a, f] da (g <1 < +e)
integrallanuvchi deylik: f(x)e R(|a,t]). Bu holda

F() = [ f(x)dx

funksiya (a,+o) oraligda o‘suvchi bo‘ladi.
<« Haqigatan ham, a <, <#, <+ da

H H] 5] n
F(ty) = [ f(nydx = [ fyax+ [ f0dx = F(y) +] f(x)dx
a a 4 L}

)]
bo'lib, j f(x)dx >0
Ul

bo‘lganligi sababli F() 2 F(y)
bo‘ladi. Demak, v1,,t, € (a,+) uchun

h <t = F()sF@) P
1- teorema. Manfiy bo‘lmagan f(x) funksiya xosmas integrali

Jf(x)dx, (f(x)20, x>a) (1)

ning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun A#) funksiyaning yuqoridan chega-
ralangan, ya’ni
dCe R, Vt>a: Fu)<C
bo‘lishi zarur va yetarli.
o Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga
binoan
lim F(¢)

Fep4oo

mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, 3C e R, V¢ > a da F(¢) < C bo‘ladi.

Yetarliligi. Aytaylik, F(#) funksiya (a,+e) da yuqoridan chegara-
langan bo‘lsin. Ayni paytda, F#) o‘suvchi funksiya. Demak, f — +oo da
A funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralning yaginlashuvchi
bo‘lishini bildiradi. P
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar F(¥) funksiya (f e (a,+=)) yugoridan chegaralan-
magan bo‘lsa, u holda

T reax

ntegral uzoglashuvchi bo‘ladi.

2°. Taqqoslash teoremalari. [kkita funksiya ma’lum munosabatda
ho‘Iganda birining xosmas integralining yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)
ho‘lishidan ikkinchisining ham yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘-
ishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz. Odatda, ular ragqoslash
taoremalari deyiladi.

2- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar {a,+)
oraligda berilgan bo‘lib, Vx e [a,+e) da

0 < f(x) < g(x) Y
ho‘Isin.

Agar T g(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda T f(x)dx ham
yaqinlashuavchi bo‘ladi. ’

Agar T f(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, u holda Tg(x)dx ham
uzoqlashu:chi bo‘ladi. ’

4oo

<« Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, J g(x)dx yaginlashuvchi

»o‘lsin. Unda I-teoremaga ko‘ra ’
G(t) = jg(x)dx <C

yo‘ladi. Ayni paytda, ’

F(1) = [ f(x)dx < G(1)
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400
bo‘lganligi sababli, ya’ni |- teoremaga binoan Jf (x)dx yaqinla-
shuvchi bo‘ladi.
4oo
Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, I S (x)dx uzoglashuvchi
a

bo‘lsin. Unda yuqorida keltirilgan natija va
F@)<G@)
tengsizlikdan I g{x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. »
a

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+e) da

f(x)20, g(x)=0 bo'lib,
S(x)
x]i«n £(x) =k (0sk <)

bo‘lsin.

Agar k < 4o 'bo‘lib, Jg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
- a
_[ f(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar k > 0 bo‘lib, Jg(x)dx uzoqglashuvchi bo‘lsa, u holda

J f(x)dx ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.

a

4 Aytaylik,

tim £ = k < 4eo
X—+4o0 g(X)
4oo
bo‘lib, I g(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

ve>0, 3, >a, Vi>ty da
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f(x) <k +£)g(x) 3

0‘ladi. Yaqginlashuvchi integraining xossasiga ko‘ra
+oo
[ G +org(x)dx

raqinlashuvchi bo‘ladi.

(3) munosabat va 2- teoremadan foydalanib, If (x)dx integ-

alning yaqmiashuvchl bo‘lishini topamiz.

X—oo g(x)

Aytaylik,

0‘lib, I g(x)dx uzoqlashuvchi bolsin. Bu holda &, son (k > & > 0)

a
ichun shunday f; > a topiladiki, Vx >, da

S(x)
g(x)

@i g(x) < £ f(%) @
1
0'ladi.
(4) munosabat va 2- teoremadan foydalanib J f{x)dx integral-

1ing uzoqlashuvchi bo‘lishini topamiz.

Natija. Agar lim ﬂ"_)) —k

400 oo
0‘lib, 0<k <+ bo‘lsa, u holda _[f(x)dx va Jg(x)dx

ntegrallar bir vaqtda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchanligini
oki uzoglashuvchanligini aniqlashda avvaldan yaqinlashuvchanligi
oki uzoqlashuvchanligi ma’lum bo‘lgan integral bilan tagqoslab

305



(yuqorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) qaralayotgan integral-
ning yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo‘lishi topiladi.

Masalan, j f(x)dx

integralni I ‘—ix&- (@a>0,a>0)
aq

integral bilan tagqoslab, quyidagi natijaga kelamiz.
Natija. Aytaylik, biror C (0 < C < +e) va o >0 sonlar uchun
X — +o da

fo -5,
ya’'ni lim x* - f(x)=C
X—oa
+oo
bo‘lsin. U holda [ fodx

integral o >1 bo‘lganda yaginlashuvchi, ¢ <1 bo‘lganda uzoqla-
shuvchi bo‘ladi.

T cos? x
3°. 1- misol. Ushbu Ic;f dx integral yaqinlashuvchanlikka
tekshirilsin. 0
< Agar F0= % =1
l+x
deyilsa, u holda Vxe [0,+oo), 0< f(x) < g(x) boladi.

+oa
dx
2
o I+x

Ravshanki,

integral yaqinlashuvchi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral
yaqginlashuvchi bo‘ladi. »

2- misol. Ushbu j ¢~* dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

1
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dvx21 da
fxy=eT, gx)=e

mksiyalar uchun 0< f(x)<g(x)
o‘ladi. Ushbu [ e*ax

1
tegralning yaginiashuvchiligi ravshan. Demak,
I e”"z dx
1
1tegral yaginlashuvchi bo‘ladi. P

3- misol. Ushbu J e ™ In xdx integral yaginlashuvchanlikka tek-
1

hirilsin.
4 Vx2] da Inx<x

olib, f(x)=e*Inx, g(x)=xe* funksiyalar uchun

0< f(x)<g(x)
o‘ladi. Endi

Tg(x)dx = Txe"‘dx
1 1

itegralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda-
inib, berilgan

400

_[ e * In xdx

1
itegralning yaginlashuvchiligini topamiz. »

4oo
4- misol. Ushbu J'—gf‘b;— integral yaqginlashuvchanitikka tek-

1 XVx©+1
irilsin.
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« Integral ostidagi

funksiya uchun

s 5
lim x3 f(x) = lim x3 - —
X400 X—3+oo .

bo‘ladi. Ravshanki,

o &

T .
1 x§
integral yaginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaginlashuvchi
bo‘ladi. P
4°. Xosmas integralning absolut yaqinlashuvchanligi. Aytaylik,

S (x) funksiya [a,+e) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda Vx e [a, +c)
uchun f(x)20 bo‘lishi shart emas.

Ta’rif. Agar J Lf(x)|dx

integral yaginlashuvchi bo‘isa, J S(x)dx integral absolut yaginia-
shuvchi deyiladi.

+oo ' . +o0
Agar J f(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lib, _[f f(x)|dx uzoqlashuvchi

bo‘lsa, u holda J Sf(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.
a

4- teorema. Agar integral absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u yaqin-
lashuvchi bo‘ladi.
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< Aytaylik, [Ireolax

a

ntegral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va |f(x); funksiyalar
yordamida ushbu

0(x) = 5 (/) + £ (),
W(x) =3 (£ (%) +|£ ()

unksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, vx e [a,+e) da

1) o(x) 20, w(x)20;
2) o(x) <[f(¥)], w(x)<|f(x);
3) o(x) - w(x) = f(x)

yo'ladi. Yuqorida keltirilgan 2- teoremadan foydalanib, quyidagi
+o0 +oo
[owrdr, [
ntegral yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. U holda
+eo
[ (00x) ~y(x)dx

ntegral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,

Tf(x)dx

raginlashuvchi bo‘ladi. P

Mashglar

400
1. Ushbu I( '% -% )dx integral yaqginlashuvchanlikka tek-
o\€ " -
hirilsin.
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2. k ning ganday giymatlarida

e

Jx" x+sin x dx, (k<1)

x-sin x

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

45- ma’ruza

Integralning yaqinlashuvchanlik alomatlari. Integralning
bosh qiymati

1°. Dirixle alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar |a, +e)
oraligda berilgan bo‘lsin.

1- teorema. (Dirixle alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x), (F’(x) = f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya {a,+e) da uzluksiz g’(x) hosilaga ega;

3) g(x) funksiya [a,+e) da kamayuvchi;

4) lim g(x)=0.

U holda [ F(x8(x)dx

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
« Ravshanki,

f(x)e C([a,+=)), g(x)e C([a,+=)) = f(x)g(x) e C([a,+»))
bo‘ladi. Binobarin, f(x)-g(x) funksiya [a,7], (@ <t < +e) oraligda

integrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan hamda
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydalanib topamiz:

[ 7x)g0dx = [g(x)dF(x) =) F(x)| ~[ f(x)g'(x)ax. (1)

Endi
g F (1) < Mg(t), (M =sup|F(t)] < +e)
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0‘lishini e’tiborga olsak, undan ¢ — 4+ da
gWF(1) -0
0‘lishi kelib chigadi.

Berilishiga ko‘ra, g(x) funksiya {a,+e) oraligda uzluksiz diffe-
ensiallanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. Demak,
/x € [a,+) da

g'(x)<0
0‘ladi. Shunt e’tiborga olib topamiz:

= -Mjg'(x)dx =

I R —=

M(g(a) - g(1)) < Mg(a), (g(?)20).

Unda 44- ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib

j F(x)g'(x)dx

osmas integralning yaqinlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda ¢ — +- da limitga o‘tib, ushbu

lim [ £(x)g(x)dx

4o
imitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz. Bu esa I F(x)g(x)dx

a

ntegralning yaqinlashuvchi bo‘lishini bildiradi. »
Misol. Ushbu J = _[ gljdx, (o > 0) integral yaginlashuvchan-

kka tekshirilsin.
« Berilgan integralni quyidagicha
400
. 1
J = Jsmx—adx, (o> 0)
1 X
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ko‘rinishda yozib, f(x)=sinx, g(x)= La deymiz. Bu funksiyalar
X

yuqorida Keltirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi.
1) f(x) =sin x funksiya [1,+e0) oraligda uzluksiz va uning bosh-

lang‘ich funksiyasi F(x) = —cos x funksiya [1,+e) da chegaralangan;

2) g(x) = ;%, (o > 0) funksiya [1,+) da

’ o
g(xX)=-—7
xou»l
hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x) =—, (a>0) funksiya [1,+«) da kamayuvchi;

4) lim g(x) = lim = =0, (&> 0).
X—34oo X0 X

Unda Dirixle alomatiga ko‘ra
J ﬁl’l_’f dx, (a>0)

integral yaqinlashuvchi bo ladi. p

2°. Abel alomati. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+c)
oraligda berilgan bo‘Isin.

2- teorema. (Abel alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz bo‘lib, j f(x)dx integral

yaginlashuvchi;
2) g(x) funksiya [a,+e) da uzluksiz g(x) hosilaga ega va bu

hosila {g,+e) da 0‘z ishorasini saqlasin,
3) g(x) funksiya [a,+) da chegaralangan.

U holda [ f(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
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+o00
<« Ravshanki, J S (x)dx integralning yaginlashuvchi bo*lishidan

f (x) funksiyaning [a,+e) oraliqda chegaralangan F(x) boshiang‘ich
funksiyaga ega bo‘lishi kelib chiqadi.

Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funksiyaning
limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

lim g(x)

limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz:

lim g(x)=5.

X—¥+o0
Unda

& (x)=g(x)-b

funksiya x — +e= da monoton ravishda nolga intiladi:

lim g (x)=0.

Shunday qilib, f(x) va g(x) funksiyalar Dirixle alomatida keltirilgan

barcha shartlarni qanoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

[ rg (0ax

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda,

f(xX)g(x) = f(X)b+ f(x)g (x)
bo‘lganligi sababli,

[ f@exax
integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. »
3°. Xosmas integralning bosh giymati. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
(=oo,+00) da berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan [¢',¢],
(=0 < t’ <t < +) gismida integrallanuvchi bo‘lsin:

F(t'1) = j f(x)dx.
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Ma’lumki, ushbu

llxm F@,t)= lxm f(x)dx
1o +oo I—H—oo I

limit f(x) funksiyaning (—ee,+e) oraliq bo‘yicha xosmas integrali
deyilib, u chekli bo‘lsa,

lim j F(x)dx = j f(x)dx

I—H«» t

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi.
Bunda ¢’ va f o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda

' — oo, t — 400
ga intilishi ko‘zda tutiladi.

4o
Xususan, If (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

—o0

'lirp”jf(X)dx = T f(x)dx

t
bo‘ladi. Birog F(t't) = j S (x)dx
)

funksiya, ¢’ = —f bo‘lib, # — 4+ da chekli limitga ega bo‘lishidan
+oo
J f(x)dx xosmas integralning yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiqaver-

maydi. Masalan, ushbu

?
F{i,n= Jsin xdx
l
integral uchun ¢’ = - bo‘lsa,
t
[sinxdx=0, (vr>0)
~t

314



t
»0‘lib, lim |sinxdx =0

I+
-~

+co
xa ega bo‘lamiz. Birogq I sin x dx

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
Ta’rif Agar t’=1tbo‘lib, t - 4o da

FWﬁ:Jﬂnﬂ

4o
unksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, J f{x)dx xosmas integral

bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,
!
lim J F(x)dx
T —+o0 %

imit esa J S(x)dx xosmas integralning bosh giymati deb ataladi.

—o0

oo
Ddatda, J f(x)dx xosmas integralning bosh giymati

v.p.J f(x)dx
abi belgilanadi. Demak,
+o0 1
v.p.If(x)dx:}_i)n;Jf(x)dx.
~—ca -1

Bunda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» — «bosh giymat»
o‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, J‘ S (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

| bosh giymat m;;nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biroq.
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I S (x)dx xosmas integralning bosh qiymat ma’nosida yaqinlashuvchi

bo‘lishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

Mashglar

1. Dirixle alomatidan foydalanib

+o0 2
j ) g, (o> 0)

0 X

integralning yaqiniashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu

J Eﬁ arctg xdx, (o> 0)

integral yaqinlashuvchanhkka tekshirilsin.

46- ma’ruza
Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—Leybnits formulasi. Ushbu

T roo

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) funksiya [a, +e) oraligda boshlang‘ich F(x) funk-
siyaga ega va x — +e da F(x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘Isin:

lim F(x) = F(+)
U holda
[ reodx = lim [ 7xyx =

a
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+oo0

= lim (F(1) ~ F(a)) = F(+2) - F(a) = F(0)|; (1)
bo‘ladi.

Bu formula Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

1- misol. Ushbu Lz sin ;lc dx integral hisoblansin.
X

E RS

4 Ravshanki, F(x):cos% funksiya [12_:’+°°) oraligda

I .1
f(x) = 28N funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
(1) formuladan foydalanib topamiz:

4o

=1 p

|-
AN

T

J';sin—»a{x=cos
x x

2

T

2°. Bo‘laklab integrallash. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
{a, +o0) oraligda uzluksiz va uzluksiz f”(x) va g(x) hosilalarga ega bo'lsin.

Agar
1) J f(x)-g'(x)dx (J f'(x)g(x)dx) integral yaqinlashuvchi;

2) ushbu lim (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

+o0

[ r0-gtadx, ([ F0g'(x0d)

ntegral yaqinlashuvchi bo‘lib,

[ 10 gxdx = lim (F(08(0 - f@)- 8@ - [ 2 (0

[jf(x)g'(x)dx= lim (f()8(9) - A g~ | f'(x)g(x)dx] @

o‘ladi.
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<« Ravshanki,

[ rrgode =[ gxdr () = (g, - [ f(x)dgx) =

= F(N&(0) - fa)g(a)- [ ()& (x)dx.
Keyingi tenglikda, f — + da limitga o‘tib topamiz:

[ rxgxdx = lim (g0 - S(@g(@) - [ f()g (x)dx. »
(2) formula bo laklab integrallash formulasi deyiladi.

2- misol. Ushbu j xe *dx integral hisoblansin.
)]

« Agar g(x)=x, f'(x) = €™ deb olsak, unda

g(x)=1, f(x)=-e~
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (@ = 0)

Raad

J xe “dx = lim(-te”") -0+ I e Tdx=1
0

1400
0

bo‘ladi. P
3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash. Ushbu

T rooa

xosmas integralni garaymiz. Bu integralda x = ¢(z) almashtirishni ba-
jaramiz. Bunda x = ¢(z) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1) ¢(z) funksiya [o,+e<) oraliqda uzluksiz va uzluksiz ¢’(z) hosi-
laga ega;
2) ¢(2) funksiya {a,+e-) da qat’iy o‘suvchi;
3) 9(a) = a, @4e0) = lim @(z) = +eo.
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Agar [ £eo2n-o(2)de

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

T e

ntegral ham yaginlashuvchi bo‘lib,

[ reoac= [ rlo2)- ¢ (2)de

o‘ladi.

<« Ixtiyoriy z(o < z < +e0) ni olib, unga mos ¢(z) =+ nugtani
opamiz.

Ravshanki, yuqoridagi shartlarda [a,r) da 37- ma’ruzadagi (2)
ormulaga ko‘ra

! Z
[rxax =] re() o'(2)dz
0‘ladi.

Keyingi tenglikda ¢ — + da (bunda z = ¢ (f) - +e) limitga
»tib topamiz:

[ rax= | flo(2) o)z

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »

1+

400
3- misol. Ushbu J = I dx ;- integral hisoblansin.
0 X

« Bu integralda x =; almashtirishni bajaramiz. Natijada

1 1 T d
+°°l+l_4‘ t 01+!

-y

319



Ay 2
bO‘lib, J = 1 J‘I+x dx
0

bo‘lishi kelib chiqadi.

Keyingi integralda x - % =z deb, topamiz:

Frey
1 dz 1 2 4o n
J=z = __.arctg — T
2£2+z2 242 g\/ilm 22
T ¢
k _m
Demak, '[l+x4 NG >

4°. Xosmas integrallarni tagribiy hisoblash. Aytaylik, f(x) funk-
siya [a,+ee) oraligda uzluksiz bo‘lib, ushbu

ey
| fexyax
a
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
400 !
j f(x)dx = lim J-f(x)dx,
4o
a a

ya’ni
Ve>0, 3ty >a, Vi> 4!

<€

oo t
[ reodc- [ rxax
bo‘ladi. Ravshanki,

T reax-[ 0 - T reoas

Demak, <g.

T reoa
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Natijada ushbu
+o0 H
J rax = [ fxyax )
qribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

<E

T s

>‘ladi.
+oo

4-misol. Ushbu Ie"‘l dx xosmas integral tagribiy hisoblansin.
0

<« (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni tagribiy hisoblash uchun
shbu

+o0 2 a 2
J'e dxzje dx, (a>0)
0 0
rmulani hosil gilamiz. Uning xatoligi
j e dx
-teng bo‘ladi. Bu xatolikni yugoridan baholaymiz:
R B S U S S NS PR SO I
e deEJ.xe dx—z—‘;.[e d(x )-.2—0( e =5.¢""
a a
Aytaylik, a = 1 bo‘lsin. Bu holda
A b 1 2
_[e"‘ dx = j e dx
a 0

‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
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[ e dx<0,1839
1
bo‘ladi.
Aytaylik, 2 = 2 bo‘lsin. Bu holda

40 2
I e dx = Ie"‘zdx
a 0
bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun

“4oo
f e dx < 0,00458
2
bo‘ladi.
Aytaylik, @ = 3 bo‘lsin. Bu holda
< 2 2 2
J e dx = Ie"‘ dx
a 0
bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
| e dx < 0,00002
3

bo‘ladi. P
Mashglar
1. Ushbu
i In
[
0 +Xx

integral hisoblansin.
2. Ushbu

T dx - arcsina (a S 0)
s (x? -a? Wx2-1 avl-a* ’

tenglik isbotlansin.
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47- ma’ruza
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

1°. Maxsus nugta. Aytaylik, f(x) funksiya X ¢ Rto‘plamda berilgan
0‘Isin. x, € R nuqtaning ushbu

Us(xp) ={xe R, xg-8<x<xy+8x#x)}
rofida garaymiz, bunda 8 — ixtiyoriy musbat son.
I-ta’rif. Agar f(x) funksiya
XN Uﬁ (xXp) #»
‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, x, nuqta f (x) funksiyaning maxsus
ugtasi deyiladi.
Masalan, [a, b) da berilgan f(x) = b—1; funksiya uchun x;=b —

iaxsus nuqta; R\ {-1; 0; 1} to‘plamda berilgan f(x)= -(;—-1)
X(xX*—

inksiya uchun x, =-1, x; =0, x, =1 nuqtalar maxsus nuqgtalar
o‘ladi.

2°.Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.
araz qgilaylik, f(x) funksiya [ag, b) da berilgan bo‘lib, 5 nuqta shu
imksiyaning maxsus nugtasi bo‘lsin. Bu funksiya ixtiyoriy [a, #] da
a <t < b) integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral ¢ ga
0g‘liq bo‘ladi:

F(t) = J’f(x)dx, (a<t<b).

2- ta’rif. Agar t > b -0 da F(9 funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
1 limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a, b) bo yicha xosmas
tegrali deyiladi va

b
[ Fxyax
bi belgilanadi:

b ¢
JrGade= i Foo = i [ra .
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3-ta’rif. Agar t — b-0 da F() funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t — b -0 da F(#) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

S () funksiya (a, b} da berilgan bo‘lib, x,= @ nuqta uning maxsus
nuqtasi; f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x,= a, x, = b nuqtalar
uning maxsus nuqtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning (a, 4] hamda
{(a, b) bo'yicha xosmas integrallari, ularning yaginlashuvchanligi hamda
uzoglashuvchanligi yuqoridagidek ta’riflanadi:

b b
J 0= fim, Py = lim, [ )

J’ f(xdx = lim F(¢,1)= lim j Fx)dx.

r—>b—0 r—>b-0 t

Avytaytik, f(x) funksiya (a,b) \ {c} to‘plamda (a < ¢ < b) berilgan
bo‘lib, X, = a, x; = b, X, = ¢ nuqtalar uning maxsus nuqtalari bo‘lsin.
Bu funksivaning quyidagi

jf(x)dx =o¢(,1), (a<t' <t<c),

jf(x)dx =y, u), (c<u' <u<b)

integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta’rif. Agar ' >a+0, t 5c-0 hamda ¥ —c+0,

u->b-0 da o(t',t) + y(u',u) funksiyaning limiti

Jm [o(r', 1)+ w(u',w)] = lim ij(X)dX+Jf(X)dxl

t—)c-O r—;c—O t
u'—c+0 ' —c+0
u—b-0 u—5-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a, b)
bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va
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if(x)dx

abi belgilanadi. Demak,

Jf(x)dx = lim [j f(x)dx + j f(x)dx]. @

t—rc—O t
u' e+l
u—b-0

5-ta’rif. Agar t'—>a+0, t>c-0 hamda ¥ —c+0,

¢ — b-0 da o(t', 1) + w(&',u) funksiyaning limiti mavjud va chekli
o‘lsa, (2) integral yaginlashuvchi deyiladi.

1
1- misol. Ushbu I% integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
0

<« Ravshanki, x;=0 nuqta f(x) = %‘ funksiyaning maxsus nuqtasi.

Demak, qaralayotgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas
ntegrali bo‘ladi.
Ta’rifga binoan

-am % =m0 -0 =2

o'ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va u 2 ga
eng. b

1
2- misol. Ushbu j‘i—x xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki

fim [ 5 = im0 = =

integral yaginlashuvchanlikka tek-

3- misol. Ushbu j

hirilsin.

dx
Jx(1-x)
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o Integral ostidagi
1

f(x)= _—_m—)

funksiya uchun x,=0, x,=1 nuqtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi. Xosmas
integral ta’rifidan foydalanib topamiz:

= llm [arcsm(2x -Df =

& Sy =

,/x( -x) r_—:l+l|))j,[x(l x)

= lim [arcsin(2/ - 1) - arcsin(2¢' - 1)} = g +
[
t—1-0

ST
]
A

Demak, integral yaginlashuvchi va

=]

4- misol. Ushbu

b b
_ dx _ dx
he e el @0
integrallar yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
« Ta’rifdan foydalanib topamiz:

T a T (x-a)™* ’
¥ _ = lim .."_=1im[” ]:
()c--a)u t—a+0 (x_a)"‘ t-sa+0 l-a A

= ’hmoi—[(b a)® —(t-a)'™], (o=l).

Bu limit « ga bog'liq bo‘lib, a < 1 bo‘lganda chekli, demak, J,
xosmas integral yaginlashuvchi, o > 1 bo‘lganda esa cheksiz bo‘lib,
J, xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

o =1 bo‘lganda

o

J-_ﬂ_. lim -di— lim (ln(x G))

x—-a t-—)a+0 x—-a t—a+0

1~

bo‘lib, J, integral — uzoqlashuvchx.
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b
dx
Demak, Jy=|—— (>0
, {(H)a (@ >0)
ntegral o < 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, a2 1 bo‘lganda uzoglashuvchi
»0°ladi.
Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkin,

b
_ dx
J, _IW’ (o >0)

ntegral o< 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a2 1 bo‘lganda uzoglashuvchi
yoladi. P

Yugorida keltirilgan ta’rif va misollardan chegaralanmagan funk-
iyaning xosmas integrali ham 43—46- ma’ruzalarda batafsil o‘rganil-
yan chegaralari cheksiz (cheksiz oralig bo‘yicha) xosmas integral kabi
-kanligini ko‘ramiz.

Shuni e’tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xosmas integ-
rallari hagidagi tushuncha va tasdiglarni keltirish bilangina kifoya-
anamiz. Bunda [a, b) da berilgan va x =5 uning maxsus nugqtasi

b
ho'lgan f(x) funksiyaning Xxosmas integrali j f(x)dx ni garaymiz.
3°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

b
1) Agar I f{x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

b
Jf(x)dx, (a<c<b)

ntegral ham yaqginlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda

b ¢ b
[reodx = [ foaode+ [ fxdx
fenglik o‘rinli bo‘ladi.

b
2) Agar Jf(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

b
JCf (x)dx ham (c = const) yaginlashuvchi bo‘lib,

a
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b b
jc f(x)dx = ¢ ‘J‘f(x)dx, (¢ = const)

bo‘ladi. ,
3) Agar J f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, Vx e [a,b) da

f(x) =0 bo‘lsa, u holda

b
j F(x)dx 20
bo‘ladi.
b b
4) Agar J f(x)dx va Jg(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa,
a a

b
u holda J(f (x) £ g(x))dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

b b 5
[(reo £ gGendx = [ foodx £ [g(x)ax
bo‘ladi.
b b
5) Agar J f(x)dx va Ig(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lib,
Vxe[a,b) da f(x) < g(x) bo'lsa, u holda

ff(x)dx < Tg(x)dx

bo‘ladi.

4°. Xosmas integralning yaqinlashuvchanligi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyaning maxsus
nugtasi bo‘lsin.

1- teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

b
[rax
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integralning yaginlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0 son olinganda ham

shunday & >0 son topilib, p -8 <’ < b, b-8<1” < b tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy ¢” va ¢” lar uchun

<E

If(x)dx

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
5°. Manfiy bo‘Imagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik,
f(x) funksiya [a, b)da berilgan (b nuqta shu funksiyaning maxsus

nuqtasi) bo‘lib, Vx € [a,b) da f(x) =0 bolsin.
2- teorema. Ushbu

_b[f(x)dx

xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lishi uchun vt e (a,b) da

F(f) = j f(x)dx < C, (C = const)

tengsizlikning bajarilishi, ya’ni F(#) funksiyaning yuqoridan chegara-
langan bo‘lishi zarur va yetarli.

!
Natija. Agar F(7) = _[f (x)dx, (Vt e (a,b)) yuqoridan chegara-

lanmagan bo‘lsa, u holda Jf (x)dx xosmas integral uzoglashuvchi

bo‘ladi.

6°. Taqqoslash teoremalari. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
[a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyalarning maxsus nuqtalari
bo‘lsin.

a

3- teorema. Agar Vx & [a,b) da 0 < f(x) < g(x) bo'lib, jg(x)dx
yaqinlashuvchi bo‘lsa, J f{(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi,

j S (x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, J g(x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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4- teorema. Aytaylik, f(x) 20, (g(x) 20), x e |a,b) funksiyalar
uchun

() _
x—=b6-0 g(x)
bo‘lsin.
b b
Agar k < 400 bo‘lib, I g(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx
ham yaginlashuvchi bo‘ladi,

b b
Agar k > 0 bo‘lib, Jg(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, I f(x)dx

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Yuqoridagi 4- teoremaning shartida 0 <k < +ee bo‘lsa, u

b b
holda I f(x)dx va J g(x)dx integrallar bir vaqtda yoki yaqinla-

shuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar x o‘zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin giymatlarida

f(x)= () (a>0)

(b-x)*’
bo‘lsa, u holda:
1) @(x) € C < +o va o <1 bo‘lganda j'f(x)dx integral — yaqin-
lashuvchi,
2) ¢(x)2C >0 va 21 bolganda j f(x)dx integral uzogla-
a

shuvchi bo‘ladi.

5- misol. Ushbu J.cjs— dx integral yaginlashuvchanlikka tekshi-

rilsin.
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<« Integral ostidagi funksiya

2 2
flx) = ios x _ cos )f
Yi-x (1-x)?

bo‘lib, Vxe[0,1) uchun o(x)=cos’x<l, o= % <1 bo‘ladi.
Yuqoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaqinlashuvchi

bo‘lishini topamiz. »
l dx
Xi
6~ misol. Ushbu | —= integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
1

< Ravshanki, quyidagi J—Jl—_—; xosmas integral yaqginlashuvchidir.
Endi ushbu 0

X
lim -—l.i
x—1-0 I
1-x
X
limitni hisoblaymiz: lim I-x? lim x- 12X = L
Tao0 10T Ve V2
J—x

U holda yuqoridagi natijaga ko‘ra berilgan xosmas integralning
yaqginlashuvchi ekanini topamiz. »

7°. Xosmas integralning absolut yaqinlashuvchanligi. Aytaylik,
f(x) funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, 5 nuqta shu funksiyaning
maxsus nuqtasi bo‘lsin. (Bunda Vxe [a,b) da f(x)>0 bo‘lishi
shart emas).

b
Ravshanki, ushbu j |f(x)idx integral manfiy bo‘lmagan funksiya-

ning xosmas integrali bo‘ladi.
b

5- teorema. Agar Jlf (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u

a

b
holda I f(x)dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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b b
6- ta’rif. Agar ji f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, jf (x)dx
7] aq
absolut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
Agar _[|f (x)x integral uzoglashuvchi bo‘lib, Jf (x)dx yaqgin-
aQ a

b
lashuvchi bo‘lsa, J S(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.
Q

8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) funksiya
[a, b)da uzluksiz bo‘lib, uning F(x) boshlang‘ich funksiyasi x — 6-0
da chekli limitga ega bo‘lsin:
Jlim F(x) = F(b).

U holda

b t b
[feax= tim [foodc= lim [F()- F(a)] = F(6) - F(a) = F()

bo‘ladi. Bu Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

Aytaylik, u(x) va v(x) funksiyalar [a, ) da berilgan va shu oraliqda
uzluksiz #’(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lib, b nugta v(x)-u'(x)
hamda u(x)-v’(x) funksiyalarning maxsus nugqtalari bo‘lsin.

Agar:
b
D Iv(x)du(x) integral yaqginlashuvchi;

2) Ushbu lirglou(t) -v(t)
b
limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda Ju(x)dv(x) integral yaqin-

a
lashuvchi va

b b b
ju(x)du(x) = u(x)v(x)| - j v(x)du(x) 3)

bo‘ladi, bunda u(b)-v(b) = xliIBO u(r) - v(1).
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integral hisoblansin.

i
7- misol. Ushbu j"‘*"d"

o 3’(x_1 )2

< Buintegralda u(x)=x+1, dv(x)= ;
(x-1y

dx deb olinsa,

unda du(x) = dx, v(x)=3(x~-1)? va

in 1

u(x) - v(x)| =(x+1)-3(x-1)*| =
0 0

1 4
jv(x)du(x) js(x l)3dx w(x 1)5

0

1

1

A

bo‘lib, (3) formulaga ko‘ra

0 9 3 (x_])Z 4
1
bo‘ladi. Demak, [ D& - 3} >
0 V(x-1)
b
Quyidagi J’ f(x)dx

xosmas integralda (b — maxsus nuqta) x = ¢(z) almashtirish bajaramiz,
bunda ¢(z) funksiya {c, B) oraligda uzluksiz ¢’(z) > 0 hosilaga ega hamda

ola) =a, ¢(B)= zl_i,gl_o o(z)=b

B
Agar jf (¢(2)9'(2)dz

integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda J f(x)dx integral ham yaqin-
lashuvchi bo‘lib,
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b B
[ rydx = [ £o(2pe’(2)dz

bo‘ladi.
8- mlsol Ushbu I Gds integral hisoblansin.

« Bu integralda x = ¢(z) = z* almashtirish bajaramiz. Ravshanki,
x=2" bu funksiya (0, 1] oraligda x"=2z >0 hosilaga ega va u
uzluksiz bo‘lib, ¢(0) =0, ¢(1) =1 bo‘ladi.

dx 2dz !

0(1+x)J§ ° 1+22

9°. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, ]\ {c} da berilgan bo‘lib, ¢ nugta
(a < ¢ < b) shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

Unda =2arctgz| =27

0

‘.
c+x

c—a b
lim [ j f(x)dx + j f(x)dx]
poaic A
limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, u
chekli bo‘lsa,

hm[ j F(x)dx + j f(x)dx‘ j f(x)dx

a'=0 c+a’

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi. Bunda o va o o‘zgaruv-
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb qaraladi.

Xususan, Jf (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,
a

hm{j Fx)dx + j f(x)dx] j f(x)dx,

c+0
biroq
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FWa)-Iﬂnﬂ+quMx

c+o’

funksiya a=o’ bo‘lib, o - 0 da chekli limitga ega bo‘lishidan
b
[ 7(dx xosmas integralning yaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiga-

a
vermaydi. Masalan,

F(a,oc')- J dx, (a<c< b)

c+a’

uchun o =o' bo‘lsa,

bo‘ladi. Birog

c-a b
F(a,a’):J—a'f—+ ﬁ=ln£’——c+ln9—,
X-c x—c c-a a
a c+o

bo‘lib, « —» 0, o’ — 0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni
b

dx
P (a<c<b)

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
7- ta’rif. Agar a =o” bo‘lib, « > 0 da

Fma)—jﬂma+jﬂna

c+a’

b
funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda J S (x)dx xosmas

a
integral bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,

lim j f(x)dx + j F(x)dx
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b
limit esa Jf (x)dx xosmas integralning bosh giymati deyiladi. Uni

v.p.jf(x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

V-p._b[f(x)dX= lim Tf(x)dH j f(x)dx].

c+a

Mashgqlar
1
l.Ushbuj dx integral hisoblansin.
e Vi-x?

T

2
2. Ushbu J- In sin xdx integralning yaqinlashuvchanligi isbotlan-
0

sin, qiymati topilsin.

3. Ushbu integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

1
J’ dx
0 Jx +arctg x

48- ma’ruza
Xosmas integrallarning umumiy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, +eo) oraliqda
berilgan bo‘lib, @ nugta uning maxsus nugqtasi bo‘lsin.

Ayni paytda, bu funksiya istalgan chekli [f, 1] (a <7 < 1< +)
oraligda integrallanuvchi, ya’'ni

Jreodx=F,0

integral mavjud bo‘lsin.
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Ma’lumki, + — a+ 0 da F(¢,1) funkiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
ini chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali deyilib,

jf (x)dx

abi belgilanar edi:
[ £(x)ydx = lim F(1,7) = ,glgojﬂx)dx. (1)

\ytaylik, f(x) funksiyaning (a, t] oraliq bo‘yicha xosmas integrali
T
[ f(x)dx mavjud bo‘Isin. Ravshanki, bu integral © ga bog‘liq bo‘ladi.

T
Agar 1 — + da j. f(x)dx ning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit
"(x) funksiyaning (a, + =) oraliq bo‘yicha xosmas integrali deyilib,

T
ini Jf (x)dx kabi belgilanar edi:
a

[ Fxyax = tim [ 7 (odx. )
(1) va (2) munosabatlardan topamiz:
J 1o = him tim, [ 7). ®

Bu (3) munosabat chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq
yo‘yicha xosmas integralini ifodalaydi.
+oo
2°. _[ x*1e~dx integral va uning yaqinlashuvehanligi. Ravshanki,
0
yu integral a ga bog‘lig. a < 1 bo‘lganda x = 0 nuqta integral ostidagi
unksivaning maxsus nugtasi bo‘ladi. Demak,
J x e *dx
0
337



integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali.
Qaralayotgan integralni quyidagicha

+oa -1 40
J x* e *dx = Jx"" e *dx + I x* e * dx
0 0 1

ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har
birini alohida-alohida yaqinlashuvchanlikka tekshiramiz.

1
Ushbu _[x“"e"‘dx integralda, integral ostidagi funksiya uchun

11

a-1,-x
exl-asx e <— (0<x<])

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumkl,
1

J dx
1-
0 X’
integral 1 —a <1, ya’ni a > 0 bo‘lganda — yaqinlashuvchi, 1 —g>1,

ya’ni a £ 0 bo‘lganda — uzoqlashuvchi. Demak,

1 1
Ix“‘le"‘dx va J %
X
0
1

. a-t ,—x
integrallarda xTeT s P

1
bolib, @ > 0 bo‘lganda [ 7% integral ~ yaginlashuvchi. Unda
0

taqqoslash haqgidagi teoremaga ko‘ra @ > 0 bo‘lganda
1
Jx“‘le'xdx
0

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

4on
Endi J- x“ e dx
1

integralni yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.
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oo +o0
Ushbu _[ x* e *dx va J- L
1 1

ntegrallarni garaylik. Ravshanki, Iizdx integral yaqinlashuvchi.
1

xa—le-x . xa+l

\yni paytda, lim T = lim = = 0 bo‘Iganligi sababli, 44- ma’-
Xt e

2

X

+4oo
uzada keltirilgan tasdiqqa ko‘ra I x“'e *dx integral a ning ixtiyoriy
0 .

jiymatlarida yaqinlashuvchi bo‘ladi.

+oa
Demak, berilgan j x*e *dx integral a > 0 bo‘lganda yagqin-

ashuvchi bo‘ladi.
1
3. Jx“"(l - x)*!dx integral va uning yaqinlashuvchanligi.
0

Bu integraldagi integral ostidagi funksiya uchun:
a) a<l1, b21 bo‘lganda x = 0 maxsus nuqta;
b) a>1, <1 bo‘lganda x = 1 maxsus nugta;
d) a<1, b<1 bo‘lganda x = 0, x = 1 nuqtalar maxsus nugqtalar
o‘ladi.
Berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:
1

1 2 1
[t a-ntta =[x 1 - 0" drs [ - 00 dx.
0 0 1
2
o x®(expt . x 1 (1-x)bt
Ravshanki, Ll_l‘)l‘(l) =R L, L‘g} W -

Unda 47- ma’ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra
1

3
j x*1(1-x)*"dx bilan [ x*gx,
0

© e D |
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I i
Jx"" (1-x)*"dx bilan J(l - x)"dx
1 !

3 2
integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki uzoglashadi.

Ma’lumki, @ > 0 bo‘lganda | x“'dx integral yaqinlashuvchi,

L= L e

b> 0 bo‘lganda

1
j (1 -x)""dx
1

2

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak, a > 0 bo‘lganda
1

2
Jxa—l (l _ x)b—l dx
0
integral yaginlashuvchi bo‘ladi, b > 0 bo‘lganda

1
J-xa—l (1 _ x)b—l dx
1

2
integral yaginlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan

1
Ixa—l (l _ x)b-l dx
0

xosmas integral a > 0 va b > 0 bo‘lganda yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Mashglar

a-1
’1‘” dx integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

1. Ushbu T
0

2. Ushbu J i]%;xfdx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
0
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11-BOB
SONLI QATORLAR

49- ma’ruza

Sonli qatorlar va ularning yaqinlashuvchanligi.
Yagqinlashuvchi qatorning xessalari. Koshi teoremasi

1°. Sonli qator tushunchasi. Faraz qilaylik,
{a,}: q,,0y,04,...,a,,..
aqigily sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular yordamida ushbu
G +0; +a +...+a, +... 1)
odani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli qator, qisqacha gator deyiladi va

Y a, xabi belgilanadi:

n=1

Za,, =g +atay+..+a,+..
n=1
Bunda 4,,q,,a,,...,a,,... sonlar qatorning hadlari, a, esa qator-
ing umumiy hadi (yoki n- hadi) deyiladi.
Quyidagi
S,=a,+ay+..+a,, (n=1,23,..)
g‘indi (1) qatorning n- gismiy yig ‘indisi deyiladi.
Demak, (1) qator berilganda har doim bu gatorning gismiy yig‘in-
laridan iborat ushbu {S,}:
81585, 85,00 S, e
>tma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,
1 1 1

—t et ——— ..
12 723 7 T atee)
itorning qismiy yig‘indisi
11 1
S “13ta3 gt n(n+l)
1

1 1 1 1 1 1 1 n
“(“5)*(5‘3)*(3‘1 +-~'+(z“m)“"m-m
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bo‘lib, ulardan tuzilgan {S,} ketma-ketlik

23 n
>374° 77 al? T

N[ =

bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar n - da {S,} ketma-ketlik § ga (Se R)
yaqinlashsa, (1) gator yaginlashuvchi deyiladi, S uning yig ‘indisi deyiladi:

lims, =S, S=3a,.
n—yee -

Agar {S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lmasa (limit mavjud
bo‘lmasa yoki cheksiz bo‘lsa), (1) gator uzoglashuvchi deyiladi.

. > 1 _ 11 1
1- misol. Ushbu zn(n—l)"ﬁ+§3+"'+m+“' qator

n=t

uchun S, =1--1 bo'lib,
l+n

limS"=Iim(l——~]—)=I

n—yoe N0 n+l

bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi

SR
1 ga teng: zn(—njl—)=1-
n=1

2- misol. Quyidagi Y n=1+2+3+...+ n+... qator uzoglashuv-
n=1
n(n+l)
2

chi bo‘ladi, chunki S, =1+2+3+...+n= uchun Ll_r}n S, = too.

3- misol. Ushbu Z(—l)"*l =1-1+1-1+..+(-D)™ +... qator
m=1

uchun
0, agar n- juft son,

L B _ n+l=
S,=1-1+1-1+...+(-1) {1, agar n— tog son

bo‘libu # — « da limitga ega emas. Demak, berilgan qator uzoqglashuvchi.
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4- misol. Ushbu
> ag =a+ag+ag’ +..+a¢"" +..., (ae R, qeR)
n=|

jator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
4 Odatda, bu geometrik qator deb yuritiladi. Berilgan gator uchun

”
S,=a+aq+aq’ +..+aqg"" = a;qu—, g=1)

0‘lib,

g| <1 bo‘lganda 1gn S, = q% bo‘ladi.
Demak, bu holda geometrik gator yaqinlashuvchi va uning yi-

. .. a
2 indisi g ga teng.

Agar g > 1 bo‘lsa, lim S, = o,
n—poo
g = 1bolsa, lim S, = limna =«
n—roo n—yoo

y0‘lib, bu hollarda berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

g < —1 bo‘lganda esa {S,} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak,
u holda ham qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik gator [qi <1 bo‘lganda yaqinlashuvchi,
g! >1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi.

2°. Yaqinlashuvchi gatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

Za,,:al+az +..+a, +... )
n={

jator berilgan bo‘lsin.

oo

Ushbu 2 Ay =Qpyy T Opyiy + .o )
n=m+1
jator (bunda m — tayinlangan natural son) (1) gqatorning qoldig‘i
leyiladi.

1- xossa. Agar (1) qator yaginlashuvchi bo‘lsa, (2) gator ham
raqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha; (2) qatorning yaginlashuvchi bo‘li-
hidan (1) gatorning yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

< (1) qatorning gismiy yig‘indisi

S,=a +a,+...+4a,
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(2) qatorning gismiy yig‘indisi
M™ =Gy + Gy + oo+ Gy

lar uchun Span = S + MM 3)
bo‘ladi.
Aytaylik, (1) qator yaqginlashuvchi bo‘lsin. Unda & — - da §,

chekli limitga ega bo‘lib, (3) munosabatga ko‘ra £k — « da M,E""
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (2) gator yaqinlashuvchi.
Aytaylik, (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda k — « da M{™
chekli limitga ega bo‘ladi. Yana (3) munosabatga ko‘ra k — ~ da §,,,,
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »

2- xossa. Agar Za,, =@ +aG+...+a, ..
n=1

qator yaqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng bo‘lsa, u holda

ZC-a,, =c g +C- G +..+C-a +...
n=1
gator ham yaginlashuvchi va uning vig‘indisi ¢-.S ga teng bo‘ladi,
bunda ¢ # 0 — o‘zgarmas son.
3- xossa. Agar

Na=a+a+.ta+., Db =b+b+.+b+.
n=1

n=1
qatorlar yaginlashuvchi bo‘lib, ularning yig‘indisi mos ravishda S, va
S, ga teng bo‘lsa, u holda

N (@, +b,)=(a + ) +(@ +B) +...+(a, +b,) +..
n=1
qator ham yaqginlashuvchi va uning yig‘indisi S, + S, ga teng bo‘ladi.
2- va 3- xossalarning isboti sonli qatorlar va ularning yaqinlashuv-
chanligi ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

4-xossa. Agar Y g, =aq+ay+..ta, +..
n=1

gator yaginlashuvchi bo‘lsa, n — « da g, nolga intiladi:
lima, =0.

n—seo
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<« Aytaylik, Za,, qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
n=|
S ga teng bo‘lsin: Ta’rifga binoan

lim §, ..hm(a|+a2+ +a,)=39.

n—yee

Ravshanki, a, = §, - 5, bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lima, = hm(S -85,,)=5-5=0.»

n—oeo

Eslatma. Qatorning umumiy hadi a, ning n — «~ da nolga
intilishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim kelib chiqaver-
maydi. Masalan, ushbu

+

ii=1+—L+L+... A

e R N N N
qatorning umumiy hadi a, = % bo‘lib, u #n — « da nolga intiladi.
Ammo bu qator uzoqlashuvchi, chunki

S, -1+J_ JI_ +‘/l.2nin=~/;

ketma-ketlik n — « da +e ga intiladi: lim .S, =
n—yee

Yuqorida keltirilgan 4- xossa gator yaginlashuvchi bo‘lishining
zaruriy shartini ifodalaydi.
5- xossa. Aytaylik,

Za,,:al+az+...+a,,+... (1)
n=1

gator berilgan bo‘lsin. Bu qatorning hadlarini guruhlab quyidagi
(g + g ““---+aq)+(an,+1 +a, 4 +...+a,q)+... 4)

gatorni hosil qilamiz, bunda » < n, <... bo‘lib, {#,} — natural sonlar
ketma-ketligi {#} ning gismiy ketma-ketligi.
Agar (1) qator yaqginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S ga teng
bo‘lsa, u holda (4) qator ham yagqinlashuvchi va yig‘indisi .S bo‘ladi.
<« (1) qgator yaginlashuvchi bo‘lib, yigindisi S ga teng bo‘lsin. U
holda
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n—sewdaS,=aq+a+.+a >S5
bo‘ladi.

Aytaylik, (4) gatorning gismiy yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik
{8, } bolsin (k=1, 2, 3, ...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {S,} ketma-
ketlikning qismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lum teoremaga ko‘ra

k—>edas, »S

bo‘ladi. Demak, (4) qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S ga teng. P
3°. Qatorning yaqinlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz qilaylik,

Za,, =al +az +...+a” +...
n=1
gator berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, bu qatorning yaginlashuvchanligi
ushbu
S, =a+ay +..+a,, (n=123,.)
ketma-ketlikning n — o da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.

9- ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo‘lishi
haqgida Koshi teoremasi, ya’ni {S,} ketma-ketlikning #» — o da chekli
limitga ega bo‘lishi uchun

ve>0, dmye N, Vn>n,, Yme N da |S,.,, - S,/<¢€
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

Bu tushuncha va tasdigdan Zan gator yaginlashuvchiligini

n=1

ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chigadi.

Teorema. (Koshi teoremast.) Z a, qator yaginlashuvchi bo‘lishi
n=1

uchun Ve > 0 son olinganda ham shunday n, € N topilib, ¥n > n,
vam=1, 2,3, ..bo‘lganda
Spem = S| = Bpat + Bpez +oore + G| <8 5
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Eslatma. Agar 2 a, qator uchun (5) shart bajarilmasa, ya’ni
n=1

Jgg >0, Vke N, 3n2k, Ime N
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Gy + Gpy ¥+ G| 2 89 (6)

bo‘lsa, u holda Ea,, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=}

5- misol. Ushbu

sinn _ sinl + sin 2 4+ 4 Sinn
o b 2 22 "
qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

<« Bu qator uchun Koshi teoremasidagi (5) shartning bajarilishini
tekshiramiz;

sm(rz':-rl) + Sm(::l;,z) oot smz(n’i:t’")! < 2:+l nl+2 ot 2n1+m - 2"+] Ln *
2 2 2 172

Agar Ve >0 songa ko‘ra n, =[-log, €]+ 1 deb olinsa, u holda
Vr>m vam=1, 2,3, ... lar uchun

. . . J
|s1n(n+1) + sin(n+2) - sin(n+ m)|

| om+l 5 n+2 yn+m i

bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi. »
6- misol. Ushbu

<&

111 1
2; 45t sto b=t %)

n=1

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
4= % va ixtiyorty ke N uchun n =k, m = k bo‘lganda

1 _l_ 1
wl w2 T e
bo‘ladi. A
(6) shartga ko‘ra (7) gator uzoqlashuvchi bo‘ladi. »

Odatda, (7) qator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik
qator uzoqlashuvchi gator ekan.

11 S

R R T R TRy =%

N} =
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Mashgqlar

o0 n~{
1. Ushbu Z x S (x # 1) qatorning yaqinlashuvchanligi is-
n=1 1-x
botlansin, yig‘indisi topilsin.

2. Agar Za,,, a, 20,n=1,2,3,..) qator yaqinlashuvchi bo‘l-

n=1

sa, u holda 2 03 qatorning ham yaginlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.

n=1

50- ma’ruza
Musbat hadli qatorlar

1°. Musbat hadli qatorlar va ularning yaginlashuvchanligi. Faraz
qilaylik,

Za,,=al+az +...+a, +.. (1)
n=1

qator berilgan bo‘lsin.

Agar bu qatorda a, > 0, (Vae N) bo‘lsa, (1) musbat hadli qator
deyiladi.

Musbat hadli gatorlarda, ularning gismiy yig‘indilaridan iborat
{S,} ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo‘ladi. Hagiqatan ham,

S =@+ttt =S+, 28,
1- teorema. Musbat hadli

Za,, = a] +az +...+a" + ...
n=1
qatorning yaqginlashuvchi bo‘lishi uchun
1S,}={a +a +..+a,}, (n=1,2,3,.)
ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
« Zarurligi. (1) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda n —  da
{S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi. Yaginlashuvchi ketma-

ketlikning xossasiga ko‘ra {S,} chegaralangan, jumladan, yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi.
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Yetarliligi. {S,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘lsin.
Jnda monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
S,} ketma-ketlik n — « da chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1)
ator — yaginlashuvchi. P

Eslatma. Agar ¥ a, =a +a, +...+a, +... musbat hadli ga-
n=1
orda, uning qismiy yig‘indilaridan iborat {S,} ketma-ketlik yugoridan
hegaralanmagan bo‘lsa, u holda gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
2°. Musbat hadli qatorlarda taqqoslash teoremalari. Ikkita

Na,=a+ay+.ta,+.. Db =b+b+.+h+.
n=1

n=1

nusbat hadli gatorlar berilgan bo‘lsin.

2- teorema. Faraz qilaylik, Za,, va zb,, gatorlar uchun

n=i n=l
/ne N da
a, <b, )
engsizlik bajarilsin.
U holda:

1) Eb,, qator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za,, gator ham yagin-
n=1 n=1

ashuvchi bo‘ladi;

2) i a, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, i b, gator ham uzoqla-
huvch1 bo ladi. "

< Za va Zb qatorlarning gismiy yig‘indilari mos ravishda

n=1 n=l
S,=q+ay,+..+a,, S,=b+b+..+b,
0‘lsin. U holda (2) munosabatga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
S, <8S,. 3)

Aytaylik, Zb qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda 1- teore-

naga binoan {S } ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.
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Ayni paytda, (3) munosabatni e’tiborga olib, {S,} ketma-ketlikning
ham yuqoridan chegaralangan bo‘lishini topamiz. Yana 1- teoremaga

ko‘ra Za,, qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

n=1
Aytaylik, Za,, qator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda (3) muno-
n=1 =
sabat va eslatmadan foydalanib, Zb,, qatorning uzoglashuvchi
bo‘lishini topamiz. P n=l

. SRR’ . X

1- misol. Ushbu nz:; sin o= sin 5
qator yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.

<« Ravshanki, bu qator hadlari uchun

PO 4 o N
+8IN o +... +5iN — + ...
2 2"

0<sin2£" <21", (n=1,2,3,..)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Natijada berilgan gatorning har bir hadi yaginlashuvchi 2L"
n=l|

gatorning (geometrik gatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga
muvofiq berilgan qator yaginlashuvchi bo‘ladi. b

3- teorema. Faraz gilaylik, musbat hadli Ea,, va 2 b, qator-
n=1 n=1

larning umumiy hadlari uchun

im? =K, (b,>0, n=12,.)

n—yeo b"

bo‘lsin. U holda:
1) K <+o bo'lib, Zb,, gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, Za,,
n=1 n=1

gator ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.

2) K> 0 bo‘lib, an qator uzoqlashuvchi bo‘lsa, Za,, qator

n=1 n=1

ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
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«q Aytaylik, K <+ bo'‘lib, Zb,, qator yaginlashuvchi bo‘lsin.
n=1

Ravshanki, lima—”:K:Ve>O, Inye N, Vn>ny:

nses by

)

<e=(K-¢e)b, <a, <(K+e)b,.

n

undan esa 2 (K +¢€)b, qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun 2- teo-

n=1

>maga ko‘ra Za,, qatorning yaqinlashuvchiligi kelib chiqishini
-1
pamiz. !

Aytaylik, K > 0 bo‘lib, ¥’ b, qator uzoglashuvchi bo‘lsin.

n=}

Ravshanki, lim 7% = K va 0 < K, < K bo‘lishidan Vn > ny, e N

H—yoo bn

N K,,ya’ni b, < 1 a, bo‘lishi kelib chigadi. 2-teoremadan

c
hun 5, K,

ydalanib, Za,, qatorning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P

n=1

Natija. Musbat hadli ). 4, va Y b, qatorlar uchun

n=l n=l

limZ-”:I(, (0 < K < +o0)

n—eo Dy

0‘lsa, u holda Za,, va Zb,, qatorlar bir vaqtda yoki yaginla-

n=1 n=l1
wvchi bo‘ladi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

o

2- misol. Ushbu Z 111 qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

e
n=ln n

<« Berilgan qator bilan birga uzoglashuvchiligi ma’lum bo‘lgan

= | . . . . : .
:f - garmonik gatorni qaraymiz. Bu qatorlarnig umumiy hadlari uchun
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1

l+1
lim 2.2 = lim — = lim - l
n—reo _l_ n—eo |+ n—y= \/_
n nr

=1

bo‘ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan. »

4- teorema. Aytaylik, musbat hadli 2 a, va i b, qatorlar uchun

n=] n=1
Bnst ¢ B
an - bn
bolsin (a, >0, b, >0, n=1,2,3,..)..
U holda:
1) Zb qator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za qator ham yagqin-
n=1 n=1

lashuvchi bo‘ladi;

2) Za qator uzoglashuvchi bo‘lsa, Zb gator ham uzog-
n=1 n=1
lashuvchi bo‘ladi.

< Farez qilayiik, ' a,, Y b, qatorlar (g, >0,5, >0, n=1,2,3,..)

n=1 n=l
uchun
ny1 < | (n=1,2,3,....)
a, b, ’
tengsizliklar bajarilsin. Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chiqadi:

Q. B <h 5 by
4 &4 4yt 11 bZ bn-l '
Keyingi tengsizlikdan topamiz:
< %llb,,, (n=1,2,3,..).

Aytaylik, Zb gator yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, Z B
n=l n=1

gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi. 2- teoremadan foydalanib,
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Za,, qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz. Xuddi shunga

1=]

“xshash Za,, gatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan Zb gatorning
n=l n=t

zoglashuvchi bo‘lishi kelib chigishi ko‘rsatiladi. »

Yuqorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat
adli gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda,
adlari bu gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘igan (taqqos-
angan) ikkinchi musbat hadli gatorning yaginlashuvchi yoki uzoqgla-
huvchiligini aniglash mumkin bo‘lar ekan.

I zoh. Yuqorida keltirilgan teoremalar » ning biror », giymatidan
oshlab bajarilganda ham o‘rinli bo‘ladi.

Mashglar

1. Ushbu 2, ="

n=2

—5— qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu z mm qatorning yaginlashuvchi ekani isbotlansin.

n-3

3.Garmonik gator Z ning qismiy yig‘indisi S, uchun ushbu

n-l

0<S,-In(r+D<1, (n=2)
engsizlik o‘rinli ekani ko‘rsatilsin.

51- ma’ruza
Musbat hadli qatorlarda yaqginlashish alomatlari

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teore-
1alaridan foydalanib, yaqinlashish alomatlarini keltlramlz
1°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

Za,,=al+az +...t+a, +.. (])
n=1
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qatorda barcha n =1 uchun

Q/a_'{/a_,, <g<l 2
bo‘lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

ya, 21 3)

bo‘lsa, (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
d Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

{'fa_$q<1

bo‘lsin. Ravshanki, bu tengsizlikdan

a, 2 q"
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, berilgan gatorning har bir hadi yaqinlashuvchi geometrik
qatorning mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’ruzadagi 2- teo-
remaga ko‘ra (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

{/a_zl,ya’ni a, 21
bo‘Isin. Bu munosabat berilgan gatorning har bir hadini uzoglashuvchi
l=1+l+.+1+..
n=1
gatorning mos hadidan kichik emasligini ko‘rsatadi. Bu holda yana
o‘sha 2- teoremaga ko‘ra (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi. P
Ko*‘pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan limit ko*rinishidagi
tasdig‘idan foydalaniladi.
Faraz gilaylik, musbat hadli (1) qatorda
lim %fa, =k
n—00
mavjud bo‘lsin. U holda :
1) k < 1 bo‘lganda (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) k > 1 bo‘lganda (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

o [ n+l n . ..
1- misol. Ushbu Z(E) qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
n=1

"2
« Bu gatorning umumiy hadi a, = (:T*;) bo‘lib, uning uchun

354



o‘ladi. Ravshanki,  lim " =%.

Demak, &k = % <1, berilgan qator yaqginlashuvchi ekan. p

1- eslatma. Koshi alomatidagi (2) va (3) tengsizliklar # ning
iror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

2- eslatma. Koshi alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
c =1 bo‘lsa, u holda (1) qator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
1am bo‘lishi mumkin.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

Za,,=a,+a2+...+a,,+... 1

n=]
atorda barcha # > 1 uchun
Eausqd, (a,>0,n=12..) (4)

n

0°lsa, (1) qator yaginlashuvchi bo‘ladi,

% >1, (a,>0,n=12.) (3

n

o‘lsa, (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
<« Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

a"_+l<q<1
a,

o‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha
n+1
g8 (g<])
a, q"
o‘rinishda yozish mumkin.
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Ravshanki,
Y. (0<g<l)

n=1
qator (geometrik qator) yaginlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3-
teoremadan foydalanib, berilgan gatorning yaginlashuvchi bo‘lishini

topamiz.

(1) qator hadlari uchun %'i'— >1 bo‘lganda (1) qatorning uzog-

lashuvchi bo‘lishini aniglash giyin emas. »
Dalamber alomatining quyidagi limit ko‘rinishidagi tasdig‘idan
foydalaniladi.
[ZP9]

Faraz qilaylik, musbat hadli (1) gatorda llf,n 4L = d limit mavjud

an
bo‘lsin. U holda:
1) d < 1 bo‘lganda (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) d > 1 bo‘lganda (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

3

2- misol. Ushbu z "—': qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
n=l

<« Berilgan gator uchun
n! _ (mD)!

a, = 0 Gl _W
o Gpyy _ (n+)tn" 1
bo'lib, 4  (ne)™Lm ()
(3]
n

bo‘ladi. Ravshanki, ~lim = L

o0 n e’
" (=)
n

Demak, d = LS} , berilgan qator yaginlashuvchi ekan. »
e

3- eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsiziiklar »n ning
biror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

4- eslatma. Dalamber alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
d=1 bo‘lsa, u holda (1) gator yaginlashuvchi ham, uzoqlashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.
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3°. Integral alomat. Faraz gilaylik, musbat hadli

za,, =aq +a+..+a, +..
n=1
jator berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [I,+e) oraligda berilgan f(x)
unksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) f(x) funksiya [I,+e) da uzluksiz,
2) f(x) funksiya [l,+w) da kamayuvchi,
3) Vxe|l,+=) da f(x)20,
4) f(n)y=a,, (n=1,2,3,..).

Bunda berilgan gator ushbu 2 a, =z f(n) ko‘rinishga keladi.

n=] n=1

Yuqoridagi shartlardan foydalanib, n < x < n+ 1, (ne N) bo‘lganda

f(mz f(x)z f(n+1), ya'ni a, 2 f(x) 2 a,,
»o‘lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [n, n + 1] oraliq bo‘yicha
ntegrallash natijasida

n+l

Gy < [ f(x)dx < a, ©)

n

o lishi kelib chiqadi.

Endi berilgan Za,, =Z f(n) gator bilan birga ushbu

n=1 n=1
w N+l
Y [ fxax ()
n=l p
jatorni garaymiz. Bu gatorning qismiy yig‘indisi

n k+l n+l

Y | fodx= [ fxax

=1 % 1

yo‘ladi.
Aytaylik, F(x) funksiya [1,+e) oraligda f(x) funksiyaning boshlan-
‘ich funksiyasi bo‘lsin: F'(x) = f(x).
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Uni quyidagicha

F(x) = j f(ndt, F1)=0
1

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada
n k+l
Y [ feodx=Fn+1y
k=1 %
bo‘ladi.
Agar n — o da F(n+1) chekli songa intilsa, (bu holda (7) qator-
ning gismiy yig‘indisi chekli limitga ega bo‘ladi) unda (7) gator —
yaginlashuvchi.

Binobarin, j f(x)dx, (n=1,2,3,...) ketma-ketlik yugoridan
i

chegaralangan bo‘ladi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan gatorning gismiy
yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘lib,
musbat hadli gatorlarning yaginlashuvchanligi hagidagi teoremaga

muvofiq berilgan Z 4, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

n=|
Agar n —» o~ da F(n+1) - « bo'lsa, berilgan qator uzogla-

shuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.

Integral alomat. Agar lim F(x)=b
X—>+oo

bo‘lib, 4 chekli son bo‘lsa, Z a, qator yaqinlashuvchi bo‘ladi, b = e
n=l

bo‘lsa, Y a, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
n=1

3- misol. Ushbu

S 1 1
Z}n_u.—_ +—+3_°‘+'“+F+"" (o> 0)
n=

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
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4 Agar f(x)= -lu (o > 0) deyilsa, unda bu funksiya [, +co)
X
raligda integral alomatda keltirilgan barcha shartlarni ganoatlantiradi.
3u funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F(x)= [ f()dt = %:L(%—l), (@*1)
1 lt P

I-o

0‘ladi. Ravshanki,

] ‘
i Pt 1) [ s
X400 X=e0 1-0L | x oo, agar o <1 bo‘lsa

0‘lib, a =1 bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz:

tat
lim F(x)=1im | = =oo.
P X0 d I

o |
Demak, integral alomatga ko‘ra ZF qator o >1 bo‘lganda

n=|
aqinlashuvchi, o <1 bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. »

1
Odatda, E iy qator umumlashgan garmonik qator deyiladi.

n=1
4°. Raabe alomati. Agar musbat hadli
Ya,=a+a+.+a,+.. (1)

n=l1

atorda ne N ning biror n, (n, > 1) giymatidan boshlab, n > n, uchun

n(l—ﬁ)2r>l

ay

o‘lsa, (1) gator yaqginlashuvchi bo‘ladi,

n(l—ﬂ)si
an

o‘lsa, (1) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, (1) qator hadlari uchun

n[l—‘ﬁ)zr>l
a"

bo‘lsin. Bu tengsizlikdan
Gy <11

a, n ®)
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi r >« > 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi « sonini olib, uni
1-l -1
a=lim

nNeyoo i

n

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday »; € N topiladiki,
barcha » > ng lar uchun

03
-1 4
n
_l <r,
n
o
ya’ni (1—%) >1-1 ©)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

(8) va (9) munosabatlardan barcha n > 7y, (% = max {ny,n;}) lar
uchun

""_HS(]_.%)(I ="

an
bo‘lishi kelib chigadi.

Bu tengsizlikni va « > 1 bo‘lganda Z Lu qatorning yaginlashuy-
n

n=1

chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-

dalanib, berilgan 2 a, qatorning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.

n=1
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Endi (1) gato.ning hadlari uchun » > n; bo‘lganda

1
ey > no
a 1

ko‘rinishda yozish mumkin.

Ushbu tengsizlikni va 2% qatorning uzoglashuvchiligini e’tiborga
n=1

olib, yana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan Z a,

n=l

gatorning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P
Ko‘p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan
foydalaniladi.
Faraz qilaylik, musbat hadli (1) gator hadlari uchun

im _ G =
I]ll—)oo n [I a,, ) p
mavjud bo‘lsin. U holda:

1) p > 1 bo‘lganida (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) p < 1 bo‘lganida (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

= - +1+,.. _E .
4- misol. Ushbu Za ( +""), (a > 0) qator yaqinlashuv-
n=2
chanlikka tekshirilsin.
<« Bu qator uchun

bo‘lib, lim n(l - a"—"‘) —lim® " —na bo‘ladi.
n—ec a,, n—yoe _1

n
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Agar Ina > 1, ya’ni a > e bo‘lsa, berilgan qator yaginlashuvchi
bo‘ladi.

Agar Ina < 1, ya’ni a < e bo‘lsa, berilgan qator uzoglashuvchi
bo‘ladi

Agar a = e bo‘lsa, Raabe alomati berilgan gatorning yaginlashuv-
chanligi yoki uzoglashuvchiligi hagida xulosa qgilolmaydi. »

Mashglar
1. Ushbu

o 7
pd
— ], (x>0
NEIRCL
qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a,} ketma-ketlikning
har bir hadi musbat bo‘lib, lima, = a, (ae R).

2. Ushbu

had n
> ()
n=1

gator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

52- ma’ruza
Absolut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar

1°. Absolut va shartli yaqinlashuvchi qatorlar tushunchasi. Faraz
qgilaylik,

Sa,=aq+aq+.+a,+. 1)
n=1

qator berilgan bo‘lsin. Bu gatorning har bir hadi ixtiyoriy ishorali .haqi-
qiy sonlardan iborat. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli gator deyiladi.)
(1) gator hadlarining absolut giymatlaridan ushbu

ZMI:ial|+|a,,|+...+|a,,|+... Q)

n=1
qatorni tuzamiz.
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1- teorema. Agar (2) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (1)
qator ham yaqginiashuvchi bo‘ladi.

« Aytaylik, (2) qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Unda gator yaginla-
shuvchanligi haqidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

ve>0, Inge N, vn>n, m=1,23... da
(G| + |Gz | o+ |G| < €
bo‘ladi. Ravshanki,

Gt + By + oo+ Q| S|+ 1Bpaa | + o+ By |-

Keyingi ikki munosabatdan
ve>0, Imye N, vn>n, m=12,3,.. da
ey + Gy + oot G| <E

bo‘lishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) gator yaqginla-
shuvchi bo‘ladi. »

I- ta’rif. Agar Zla,,[ gator yaginlashuvchi bo‘lsa, Za,, qator
n=1 v n=
absolut yaginlashuvchi gator deyiladi. Masalan, ushbu

Yilepmtar- ol Ly DT,
&t po 2 3 4 n

qator o > ! bo‘lganda absolut yaginlashuvchi qator bo‘ladi, chunki

DIECe

ﬂ=n

ORI B SRS T

20. 30. 40. n(l

umumlashgan garmonik gator a.> 1 bo‘lganda yaginlashuvchi,

2- ta’rif. Agar Za,, qator yaqinlashuvchi bo‘lib, Z}a,,\ qator

n=1 n=1

uzoglashuvchi bo‘lsa, Za,, qator shartli yaqinlashuvchi qator
n=1
deyiladi.
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- -4
Misol. U LIPS} L TN M U AR Gl
isol. Ushbu ”Zzl,”( D [oghg—ghot—— ..

qator shartli yaginlashuvchi qator bo‘ladi.
<« Ravshanki, berilgan gatorning gismiy yig‘indisi
=1-1,1_1 -H™!
S, =1 2+3 4+...+ . 3)
bo‘ladi. Ma’lumki, In(l + x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra

yoyilmasi

2 3 4 _1yr-1 o
1n(1+x)=x—£2—+%—%-+...+£1)nix+Rn+,(x)

bo‘lib, 0 < x <1 bo‘lganda
1
JRnH (x)l < el

bo‘lar edi (garalsin [1], 6- bob, 7- §).
Xususan, x = 1 bo‘lganda

1,11 (-p™!
In2=1 Ft3=gtet—,

1
|
R (D) < el @)

+ R, (1)

bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan
n2=3S,+R,,; (1)
1

va undan S, —In2|< —
n+l

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, n — « da S, — In2. Bu esa garala-
yotgan qatorning yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan qator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan

>

n=1

gator garmonik gator bo‘lib, uning uzoqlashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan qator shartli yaginlashuvchi gator. p»
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Endi Dlay=la|+ @]+ ...+ g, + .

n=]

qatorning musbat hadli gator ekanini e’tiborga olib, z a, gatorning
n=l|
absolut yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.

Ularning isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chiqadi.
Dalamber alomati. Faraz qilaylik,

Yo, =a+a+..+a,+., (a,#0, n=12,.)
=

qator hadlari uchun

hmI | =d

n—eo |a,,|

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) d < 1 bo‘lganda, Y, a, qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi,

n=}

2) d > 1 bo‘lganda, Za,, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=|
Koshi alomati. Faraz gilaylik,
Za,, =g+ +..+a, +..
n=1
gator hadlari uchun
lim ffla,| = K

n—yeo

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) X< 1 bo‘lganda, Za,, qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
n=1

2) K> 1 bo‘lganda, Za,, qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=l
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2°. Absolut yaginlashuvchi qatorlarning xossalari.

Absolut yaginlashuvchi gatorlarning xossalarini keltiramiz.

1) Agar gator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

<« Bu xossaning isboti 1- teoremadan kelib chiqadi.

2) Agar
Za,,=a,+az+...+a,,+... 4))

n=1

qator absolut yaqginlashuvchi bo‘lib, {b,} sonlar ketma-ketligi chega-
ralangan bo‘lsa, u holda

Za,,b,, =ab +ab +..+a,b, +.. 5)
n=1

gator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra, {b,} sonlar ketma-Kketligi chegaralangan. Demak,
iM >0, Vne N da |b|< M (6)
bo‘ladi.
(1) gator absolut yaqinlashuvchi Unda Koshi teoremasiga ko‘ra
Ve > 0 son olinganda ham TR ko‘ra shunday n, € N topiladiki,

Vr>ny va m=1,2,3,... bo Iganda

ian+l|+| n+2‘+ +l +mJ<_ (7)

bo‘ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

|an+lbn+l‘ +Ian+2 +2|+ +t n+m n+m| < M(lan+l|+|an+2|+ +| N+ |)

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, Z a,b, qatorning absolut
n=1

yaginlashuvchi ekanini topamiz. »
3) Faraz qilaylik,

Za,,:a,+02+...+a,,+... (1)

n=1
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qator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu

Za}:a{+a§+...+a}+... (8)
Jj=)
gator hosil gilingan bo‘lsin.

Ravshanki, (8) qatorning har bir @; hadi (j =1,2,...) (1) qator-
ning tayin bir a, hadining aynan o‘zidir, ya’'ni Vje N,3k; e N,
@, =4 bo‘ladi.

Agar (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
S ga teng bo‘lsa, u holda bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (8) qator absolut yaginlashuvchi
va uning yig‘indisi ham S ga teng bo‘ladi.

4 Aytaylik, (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘in-
disi S ga teng bo‘Isin.

gatorning qismiy yig‘indisini o, bilan belgilaylik: !

(@) =a,;).
j=l

Agar n’ = maxk deyilsa, unda #n 2 n va Vne N bo‘lganda

1<jsn
p
o, < Z|“k|
k=1

bo‘ladi.

(1) qator absolut yaqginlashuvchi bo‘lgani sababli uning gismiy
yig‘indilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangandir. Binobarin, o,
yig‘indi ham yuqoridan chegaralangan bo‘ladi. Unda musbat hadli

qator

j=1

va ayni paytda Za gator ham yaginlashuvchi bo° lad1 Demak,
j=1

2 a} qator absolut yaqinlashuvchi. Uning yig‘indisini S’ deymiz.

j=1
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Endi berilgan Z a, qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda
n=1
almashtirishdan hosil bo‘lgan

Za,; =gl +a+..ta +..
n=1

qator yig‘indisini $ ga teng ekanini isbotlaymiz. Buning uchun Ve > 0
ga ko‘ra shunday 7€ N topilib, Vn > n da

n
Sai -
k=1

bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

<€ (9)

Ixtiyoriy musbat € sonni tayinlab olamiz. Modomiki, Z a, qator
k=1
absolut yaqginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan

€ > 0 songa ko‘ra shunday n, nomer topiladiki,

ny+m

> |ak|<§, (m=1,2,3,...), (10)
k=ng+1

shuningdek, gatorning yaginlashish ta’rifiga ko‘ra

<3 (1)

bo‘ladi.

Yuqoridagi natural son # ni shunday katta qilib olamizki, 2 a;
k=1

qatorning # dan katta bo‘lgan » nomerli ixtiyoriy gqismiy yig‘indisi

n 00
S, = Za,: da Z a,
k=1 k=1
qatorning barcha dastlabki #, ta hadi qatnashsin.
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Ravshanki,

n n ) iy
za,'( -S=[Za,: —Zak ]+[Zak —S]_
k=1 k=1 k=1 k=1

Keyingi munosabatdan va (11) tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

n n 1) 0] n 1]
Sa-si<Sa-FaSa-s<3ad-Ya
k=] k=] k=1 k=1 k=1

k=1

1

< + < +§. (12)

Ma’lumki, » > 7 bo‘lganda Za,’( gatorda 2 a, qatorning bar-
k:l k=l

cha dastlabki n, ta hadi gatnashadi. Binobarin,
n ny
PN
k=] k=1

ayirma Zak qator har bir hadining nomeri n, dan katta bo‘lgan
k=1
n —n, ta hadining yig‘indisidan iborat.
Endi natural m sonni shunday katta qilib olamizki, bunda ny+m
son yugorida aytilgan barcha n — n, ta hadlarning nomerlaridan katta
bo‘lsin.

U holda
n ny ng+m
Za,: Zak < 2 |a | (13)
k=1 k=1 k=np+1
bo‘ladi.

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik,
ya’ni

tengsizlikning bajarilishini topamiz. »
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Mashgqlar

Aytaylik, Y a, *)
ixtiyoriy hadli gator bo‘lib,
I LT =20, b = -a,, a, <0,
" 10, a,<0, " |0, 4,20
bo‘lsin.

1. Agar (*) qgator absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda E u,, E,Un
=1 n=i
qatorlar yaginlashuvchi va "

Zan =Zu" -Zv,,, Z\a,,| =Zu,, +Zv,,
n=1 n=1 n=l| n=}

n=1 n=1
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar (*) qator shartli yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Z u,, Z Uy
n=1

n=1

qatorlarning uzoglashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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