T. Azlarov, H. Mansurov

Matematik analiz asoslari
2—qism
Bakalavrlar uchun darslik

Ixchamlashtirilgan va takomillashtirilgan
3 —nashri

Toshkent
“Universitet””
2007



Ushbu kitob universitetlar hamda pedagogika institutlan. shuningdek, oliy
texnika o’quv wurtlarining oliy matematika predmeti chuqur dastur asosida
o'qgitiladigan fakultetlari talabalari uchun muljaliangan. Uni yozishda mualliflar bit
necha yillar davomida 0’qigan ma’ruzalaridan foydalanganiar.

Kitob analiz kursining 2-gismi bo’lib, unda kop o'zgaruvchili
funksiyalarning differentsial va integral hisobi, funksional gatorlar nazariyasi va
Fur'e gatortari batafsil bayon etilgan.

T. Azlarov, H. Mansurov
Matematik analiz asoslari
2—qism
Bakalavrlar uchun darslik

Muharrir: Z. Axmedjanova
Musahxixa: M. Djuraeva

Bosishga ruxsat etildi 14.03.2007 yil.
Bichimi 60x84 y, Nashriyot hisob tabogi 23,9
Shartli bosma tabogi 36,1
Adadi 500 nusxa. Buyurtma Ne 3 78

Bahosi shartnoma asosida

Universitet nashriyoti Toshkent-100174,
Talabalar shaharchasi, Mirzo Ulugbek nomidagi
Ozbekiston Milliy universiteti
Ma’muriy bino 2-qavat, 7-xona

O’zMU bosmaxonasida bosildi



12-BOB

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning
limiti, uzluksizligi

«Matematik analiz asoslari» kursining I-qismida bir o’zgaruvchili
funksiyalar batafsil o’rganildi.

Matematika, fizika, texnika va fanning boshqa tarmoqlarida shunday funksi-
yalar uchraydiki, ular ko’p o’zgaruvchilarga bog’liq bo’ladi. Masalan, doiraviy
silindrning hajmi

V=nr'h (12.1)
ikki o’zgaruvchi: r—radius hamda A-balandlikka bog’lig.
Tok kuchi
JE s
J= A (12.2)

ham ikki o’zgaruvchi: E—elektr yurituvchi kuch va R-qarshilikning funksiyasi
bo’ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordamida bir-biriga bog’liq
bo’lmagan r va A o’zgaruvchilarning qiymatlariga ko’ra, tok kuchi (12.2) formula
yordamida bir-biriga bog’liq bo’lmagan £ va R o’zgaruvchilarning qiymatlariga
ko’ra topiladi. Shunga o’xshash misollami juda ko’plab keltirish mumkin.
Binobarin, ko’p o'zgaruvchili funksiyalami yuqoridagidek chuqurroq o’rganish
vazifasi tug ildi.

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham bir o’zgaruvchili funksi-
valar nazariyasidagidek, funksiva va uning limiti. funksiyaning uzluksizligi va
xakazo kabi tushunchalar o'rganiladi. Bunda bir o’zgaruvchili funksiyalar
haqgidagi ma’lumotlardan muttasil foydalana boriladi.

Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarni o’rganishni ularning aniqlanish
to’plamlarini (sohalarini) o’rganishdan boshlagan edik. Ko’p o’zgaruvchili
funksiyalarni o’rganishni ham ularing aniglanish to plamlarini (sohalarini) bayon
etishdan boshlaymiz.

1-§. R™ fazo va uning muhim to’plamlari
1’. R” fazo. mta A;, A, A, (m 21, butun son) to’plamlarning Dekart ko’-
paytmasi ikkita A4 va ¥V to’plamlarning Dekart ko’paytmasiga o’xshash
ta'riflanadi. Agar 4, = 4,= = A, =R bo’lsa, u holda
AxAx. .xA =RxRx.xR={x.x,..x,). x, e Rx,eR..x, eR}
bo’ladi. Ushbu
{(x,.x,...x,): x, e R.x, € R,...x, € R}
to’plam R™ to’plam deb ataladi. R" to’plamning elementi (x,.x,,...x, ) shu to’p-
lam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: x=(x,.x,....x, ).
Bunda x,.x,,...,x, sonlar x nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, m-
koordinatalari deyiladi.
Agar x=(x,x,.x,)JeR" y=(y,.y,..y,)€R" nuqalar uchun
X, =¥v,X,=V¥,,..x, =y, bo’lsa, uholda x = y deb ataladi.
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R" to’plamda ixtiyoriy x=(x,x,,....x,), y=(y,y,..¥,) nuqtalami
olaylik.
I-ta’rif. Ushbu

plx.y)= \[(y, J+0,-xf+ +(,-x, \/Z(y ~x) (12.3)

miqdor x va y nuqtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Bunday
aniqlangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda Vx, y,ze R"™)

1) p(x.y)20 va plx,y)=0=x =y,

2) p(x.y)=p(y.x),

3) plx.2)< p(x.y)+ p(y.2).

Bu xossalami isbotlaylik. (12.3) munosabatdan p(x, y) miqdoming har
doim manfily emasligini ko’ramiz. Agar p(x,y): 0 bo’lsa, unda y, -x =0,

y»=-x,=0.y, -x, =0bo’lib, x, =y, x,=y,..x,=y, ya'ni x=y bo’ladi.
Aksincha x=y, ya’ni x, =y, x,=y,,...x, =y, bo’lsa, u holda (12.3) dan
p(x,¥)=0 bo’lishi kelib chigadi. Bu esa 1)-xossani isbotlaydi.

(12.3) munosabatdan

Pl )=l -x) + 0, -xf+ +0.-x)
_\f —y S+l -y + +(x, -y ) =p(x)
bo’ladi.

Masofaning 3)-xossasi ushbu
i(a, +b) < \/ iaﬁ + \,f ibf (12.4)
o=} 1=l =)
tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda a,.a,.....a,. b.b,,...b, ixtiyoriy haqiqiy

sonlar. Avvalo shu tengsizlikning to’g’riligini ko’rsataylik. Ravshanki, ¥x e R
uchun

i(a,x +6) 20.
Bundan, x ga nisbatan kvadrat’:chxadning manfiy emasligi
(iaf ]x: + (2&4[},)}: + ibf 20
kelib chiqadi. Demak, buwlkvadrat uc;xad ikkit’z;I turli hagiqiy ildizga ega
bo’lmaydi. Binobarin, uning diskriminanti

_SaSe +[ia.bl]‘ <0
w [w wt
Za,b, S\IZaf \/be
a=] 1=] i=l

bo’lishi kerak. Bundan esa

bo’lib,



m " " I " 2 ' m - m ’ m
Sal+Ybp+2Yapb S{VlZa,zjl +[\/Zb,2J +2 ‘J’Zaf \/Zb,z
=1 1=1 1=l izl i=] ?

bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

’zl(a +b) sVEI:;-r i{;

=)

bo’lishi kelib chiqadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik
deb ataladi.

Ixtiyorly x=(x.x....x, )JeR", y=(y.y...y.JeR', =z=(z.z,.:)eR"

P (P YRt

nuqtalarni olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan fcydatanib topamiz:

plx.y)= fZI(yl -x)

p(r.) =26 - ) (12.3)

px.2)=4>( ~x)
r=l
Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da
a=y-x, b=:-y (i=12....m)
deb olsak, unda

a+bh=z-x (i=12...m)
bo’lib.

6 -x) =[S0 -x) + 36 -5
bo’ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlarni e’tiborga olib, topamiz:
p(x.2)< plx.y)+ p(y.2).
Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.
R™ to'plam R" fazo (m o’Ichovli Evklid fazosi) deb ataladi. Endi
R" fazoning ba’zi bir muhim to’plamlarini keltiramiz.
Biror a = (a,.a,....a, ) € R" nuqta va r> 0 sonni olaylik. Quyidagi
{x:(xl,x_, ..... x,)eR" (x,—a) +(x,-a,) +(x_,,—am)lSr2}, 12.6)
{x =(x.x,..x )eR" (x,~a)+(x,~a,)+ +(x,-a,)< r"}. (12.7)
ya'ni
ke R" p(x.a)<r),
xe R p(x.a)<r}
to’plamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nuqta shar
markazi, r esa shar radiusi deyiladi.
Ushbu
{x: (x.x,..x,)eR" (x,-a)+(x,~a)+.+(x,~a) =r2}
va’'ni
{x eR" p(x.a)= r}
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to’plam sfera deb ataladi. Bu sfera (12.6) va (12.7) to’plamlaming chegarasi
bo’ladi.
Ushbu

{x =(x,.x,..x,)eR" a <x<b,a,<x,<b,.a,<x, < bm.},

{x ={x,,x,,...x,)eR" a,<x <b, a,<x,<b,..a,<x,< b}
to’plamlar (bunda aq,.a,...a,. b.b,...b  haqiqiy sonlar) mos ravishda
parallelepiped hamda ochiq parallelepiped deb ataladi.

Ushbu
{x =(,x, x)eR" %20 x,20,.x >0, x+x,+ +x < h}
to’plam (m o’Ichovli) simpleks deb ataladi, bunda 4- musbat son.
Yuqgorida keltirilgan to’plamlar tez-tez ishlatilib turiladi. Ular yordamida
muhim tushunchalar, jumladan atrof tushunchasi ta’riflanadi.
2" R fazoda ochiq va yopiq to’plamlar. Biror x° =(",x!,... x! )€ R" nuqta
hamda ¢ > 0 sonni olaylik.
2-ta’rif. Markazi x’ nuqtada, radiusi ¢ > 0ga teng bo’lgan ochiq shar x”
nugtaning sferik atrofi (¢ atrofi) deyiladi va U, (xoﬁ kabi belgilanadi:
Uc(xo)= {x eR" p(x,x°)< e}.
Nugtaning boshqacha atrofi tushunchasini ham kiritishimiz mumkin.
3-ta’rif. Ushbu
o: (Jf],x-_, ,,,,, x,,,)oe R" x{ —05, <x <x +6(,). ‘ (12.8)
Xy =0y <Xy <Xy +0,, ., x,"—5m<xm<xm+0,,,}
ochiq parallelepiped x" nuqtaning parallelepipedial atrofi deb ataladi va
Use,..s, (x°) kabi belgilanadi.
Xususan 8, =8,= =6,=07 bo’lsa, (12.8) ochiq parallelepiped kubga
aylanadi va uni Us{x°) kabi belgilanadi.
I1-lemma. x° € R™ nuqtaning har qanday U, (xo) sferik atrofi olinganda ham

har doim x" nuqtaning shunday Uss,.s, (xo) parallelepipedial atrofi mavjudki,
bunda

(7‘;,,;2 B (xo)c U, (xo)
bo’ladi.

Shuningdek, x* nuqtaning har qanday Uss, ..o, (xo) parallelepipedial atrofi
olinganda ham har doim shu nuqtaning shunday Ut(xo) sferik atrofi mavjudki,
bunda

Uc (XG)C U5|'5:~-5m (XO)
bo’ladi.

< x" € R” nuqtaning sferik atrofi
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Ur(x ) {xe R" p(x x )< 5}

berilgan bo’lsin. Bundagi £ > 0 songa ko’ra ¢ <-£ tengsizlikni ganoatlantiruv-

Jm

chi & > 0 sonni olamiz. So’ng x’ nugtaning ushbu

’ 0 -
Ug(x )=,’.\'=(x,,x2 ..... X, )E€R" x)-8<x <x+3,

—E<x, <X +8,..x0-8<x, <x)+5}
parallelepipedial atrofni tuzamiz.

Aytaylik, x € UL-(xo) bo’lsin. Unda lx, -x" <& (i=12,.,m) bo'lib,
!i(x, —x,o)z < \/ic?l =6Jm

bo’ladi. Yugoridagi 6 < — \/_ tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:
m

pler')= (S —F <e
=1

Demak, p(x,.x°)< £.Buesa xe Ug(xo) ekanini bildiradi. Shunday qilib,
Vx eU,s(xo) = x GUE(xo)

Uale)e Uee)

ya'ni

bo’ladi.
x" € R™ nuqtaning
{/5@:» b (x°)= {x=(x.2,...x,)eR" x, =6 <x <x +4,
x2—52<x2<x2+52 """ ‘x1n~5m<‘xm<xi?l+5m}
paralielepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda
£=min{6,.6,,..9,}
ni olib x" nuqtaning sferik atrofi
Us(x°)= {xe R" p(x,x°)< 6‘}

ni tuzamiz.

Aytaylik xe U[(xo) bo’lsin. U holda

m

p(x,xo)z ;(x -x’f <e<56, (F=12....m)

ba’ladi. Demak,
x, - x| < {;(x_x)‘ (i=12....m).
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Bundan esa x € Usa, s, (x°) bo’lishi kelib chigadi. Shunday gilib,
VxelU, (Xo) =>xe ()5,,52_ 5 (xo)
ya'ni
U, (xo)c (}s,o‘zmo‘m (xo)
bo’ladi. »
Aytaylik, R” fazova G to’plam berilgan bo’lsin: G < R”
4-ta’rif. Agar x° € G nuqtaning shunday Uo-(xo) atrofi (& > 0) topilsaki,
UJ(xo)c G
bo’lsa, x° nuqta G to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.
5-ta’rif. To’plamning har bir nuqtasi uning ichki nugtasi bo’lsa, u ochiq
to’plam deb ataladi.
12.1-misol. R™ fazodagi ochiq shar ochiq to’plam bo’lishi isbotlansin.
<Aytaylik,
A={xeR" p(x,x°)< r}
R™ fazodagi biror ochiq shar bo’lsin. Ravshanki, e 4= p(_-,x”)< r
Ushbu , = — p(z. x°) sonni olib, quyidagi
B={xeR" p(x,x°)< 5t
shami qaraymiz. Yy € B uchun,
ply.x*)< p(y.2)+ plz.x) < 1 + ple.x°)

munosabatga ko’ra
Bc A
bo’ladi. »
R” fazoda biror F to’plam va biror x° nuqta berilgan bo’lsin.
6-ta’rif. Agar

Vr>0 IreFx#zx’ xefxe R'":p(x,xo)< r}
bo’lsa, x° nuqta F to’piamning limit nuqtasi deyiladi.
Masalan, ushbu
A={xeR" p(x,xo)S r}
sharning barcha nuqtalari uning limit nuqtalari bo’ladi.
7-ta’rif. F c R™ to’plamning barcha limit nuqtalari shu to’plamga tegishli
bo’lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.
Masalan,
E={xeR" p(x,xO)Sr}
yopiq to’plam bo’ladi.
Shuni ta’kidlash lozimki, ochiq va yopiq to’plamlar ta’riflarini qanoatlantir-
maydigan to’plamlar ham ko’pdir.



Biror A/ < R™ to’plamni garaylik. Ravshanki, R” ' M ayirma A to’plamni
R™ 10"plamga to’ldiruvchi to’plam bo’ladi. (garalsin I-qism, I-bob, I-§).
8-ta'rif. Agar x° (x° € R’") nuqtaning istalgan U, (xo) atrofida ham M to’p-
lamning. ham R™ M to’plamning nuqtalari bo’lsa, x° nugta M to*plamning
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M to’plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan
iborat to’plam M to'plamning chegarasi deyiladi va uni odatda &(Af) kabi
belgilanadi.
Bu tushuncha yordamida yopiq to’plamni quyidagicha ham ta’riflash
mumkin.
9-fa’rif. Agar F(Fc R’") to’plamning chegarasi shu to’plamga tegishli,
va'ni 8(F)c F bo’lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.
Yopiq to’plamning yuqorida keltirilgan 12.7- va 12.9- ta’riflari ekvivalent
ta"riflardir.
Biror M < R to’plam berilgan bo’lsin.
10-ta’rif. Agar R™ fazoda shunday shar
U°={xeR" p(x.0)<r] (0=(0,0...0)
topilsaki, M < U'° bo’lsa, M chegaralangan to’plam deb ataladi.
Faraz qilaylik, x,(r),x,(¢).....x, () funksiyalarning har biri {a.b] segmentda
uzluksiz bo’lsin.
Ushbu
{x,(l),xz(l),...,xm(l)} (a<t<b) (12.9)
sistema yoki nugtalar to’plami R fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,
Xy=ot+ B xa =y + ... x, =a,l+p,
(—x<i<+x, a, a,...a, f. 05, B, haqiqgy sonlar va ¢,.a,....q,, lar-
ning xech bo’lmaganda bittasi nolga teng emas) bo’lganda (12.9) sistema R"
fazoda to’g’ri chiziq deyiladi.
R™ fazoda ixtiyoriy ikkita x'=(x,x;....X,) va x"=(x]x;....x, ) nuqtani
olaylik. Bu nuqtalar orqali o’tuvchi to’g’ri chiziq quyidagi
{0+ - x). x4+ 105 - 2), oxy +1(x, = x,))} (o<t <o) (12.10)
sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda 1=0 va /=1 bo’lganda R™ fazoning mos
ravishda x' va x" nugqtalari hosil bo’lib, 0 <7 <1 bo’lganda (12.10) sistema R"
fazoda x" va x" nugtalamni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi bo’ladi.
R™ fazoda chekli sondagi to’g’ri chiziq kesmalarni birin-ketin
birlashtirishdan tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi.
M < R"™ to’plam berilgan bo’lsin.
I1-ta’rif. Agar M to’plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi
shunday siniq chiziq topilsaki. u M to’plamga tegishli bo’lsa, M bog’lamli
to’plam deb ataladi.

]12-ta’rif. Agar M < R” to’plam ochiq hamda bog’lamli to’plam bo’lsa, u
soha deb ataladi.



R™ fazoda ochiq parallelepiped, ochiq shar, ochiq simplekslar fazodagi
sohalar bo’ladi.

2-§. R fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Natural sonlar to’plami N va R™ fazo berilgan bo’lib, f har bir n(n e )
ga R™ fazoning biror muayyan x™ =@{" x{" _x")eR" nuqtasini mos

qo’yuvchi akslantirish bo’lsin:
S NoR"yokin—x"= (x]("),xg"" ..... x;,'").
Bu akslantirishni quyidagicha tasvirlash mumkin:

NV (U ()
T=x" =" x5",...x," )

m

2 X =M XY XP),

4
n—x" =" x5 X,

/N — R" akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan
XX xM
to'plam Ketma-ketlik deb ataladi va u {x"”’} kabi beligilanadi. Har bir
x™ e R" (n=12,.) ni ketma-ketlikning hadi deyiladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, {x'"’ } ketma-ketlikning mos koordinatalardan
tuzilgan {x™} "'} b} tar sonli ketma-ketliklar bo'lib, {x"”’} ketma-
ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma’lum tartibdagi) birgalikda qaralishi deb
hisoblash mumkin.

1°. Ketma-ketlikning limiti.

R™ fazoda biror

xfV x2 x (12.11)
ketma-ketlik hamda a = (a,.a,.....a, ) € R™ nuqta berilgan bo’lsin.

13-ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham, shunday n, € N topilsaki, barcha
n> n, uchun

p(x",a)<e
tengsizlik bajarilsa, a nugqta {r("’} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va

limx" = a yoki n — < da x" — a kabi belgilanadi.

1-§da keltirilgan a nugtaning ¢ -atrofi ta’rifini e’tiborga olib, {x("'} ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ham ta’riflasa bo’ladi.

14-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy {/,(a) atrofi olinganda ham. {x'"’}
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga

tegishli bo’lsa, a nugta {x""’} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.
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Agar (12.11) ketma-ketlik limitga ega bo'lsa, u yaqinlashtiruvchi ketma-
ketlik deb ataladi.

Limit ta’rifidagi shartni ganoatlantiruvchi a mavjud bo’Imasa, {x(’” } ketma-
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning 0’zi esa uzoqlashtiruvchi
deb ataladi.

Shunga e’tibor berish kerakki, ketma-ketlikning limiti ta’rifidagi £ ixtiyoriy
musbat son bo’lib, no(noeN) esa £ ga (va, tabiiyki, qaralayotgan ketma-
ketlikka) bog’liq ravishda topiladi.

a=(00.,...,0) bo’lishi ko’rsatilsin.
<4 Ve >0 sonni olaylik. Shu £ gako'ra ny =

barcha n > n, uchun

bo’ladi. Demak, ta’rifga ko’ra,
lim x") = llm(] ] ,,,,, ljz(O,O....,O):a

n—x. n=r\non n
bo’ladi. »

R" fazoda {™}={™ X" "} ketma-ketlik berilgan bo'lib, u
a=(a,a,....a,) limitga ega bo’lsin. U holda limit ta’rifiga ko’ra, V&>0
berilganda ham, { ' } ketma-ketlikning biror n, hadidan boshlab keyingi hadlari
a nuqtaning

U, (a)= {x eR" plx a)< e}
sferik atrofiga tegishli bo’ladi. Bu sferik atrof ushbu bobning 1-§dagi !-lemmaga
muvofiq shu a nuqtaning l}g (a) parallelepipedial atrofining qismi bo’ladi:

Ue(a)cU.(a)
Demak, {x""’} ketma-ketlikning o’sha n, hadidan boshlab, keyingi barcha
hadlari a nugtaning U.(a) atrofida yotadi, ya’ni barcha n > n, uchun
X eu @) ={(x,x;,....,x,, )eR" a -£<x <a, +¢,

Ay -E<X, <Ay +E,.., A, —E<X, <a,+E)
bo’ladi. Bundan esa, barcha » > n, uchun

11



a-e<x|"<a +¢,

a,-e<xt" <a,+¢,

a,-e<x<a,+¢
bo’lishi kelib chigadi. Demak, V& > 0 olinganda ham, shunday » > n, topiladiki,

barcha n > n, uchun

!x,("’ X" ~al<e, L |x" ~a ‘<£

al<e,

bo’ladi. Bu esa
T
limx" = a,

n—0

lim x(")

n—ox

ltm x(") =a,

ekanligini bildiradi.
Shunday qilib, R" fazoda {x/"’ }:{x{"",xg"),. xi } ketma-ketlikning limiti
a={(a,a,,..a,) bo’lsa, u holda bu ketma-ketliknmg koordinatalaridan tashkil

topgan sonlar ketma-ketliklari {x,(") }{xg”) },, fn) } ham limitga ega bo’lib, ular
mos ravishda a nuqtaning a,,a,,...,a,, koordinatalariga teng bo’ladi.

Demak,
limx{" =a,
n—.
m limx{" = a,

Ime B E e (12.12)

n—x
limx(" =a,
n=>r

Endi R” fazoda ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan
fermd ) {em} sonlar ketma-ketliklari limitga ega bo’lib, ulaming limitlari

mos ravishda a =(a,.a,,...a, )€ R” nuqta koordinatalari a,,a,,....a, larga teng

bo’lsin:

limx(™ =a,
n—s

lim x{" = a,
n—x -

(ny, _

limx, =a,,
n—oxr
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Limit ta’rifiga asosan, Ve¢>0 olinganda ham ﬁga ko’ra shunday

' e N topiladiki, barcha n>n{" uchun
K -aj<

shunday #{* € N topiladiki, barcha » > n{’ uchun

( nj

va xokazo, shunday )"’ € N topiladiki, barcha » > n§™ uchun
X g |<-te
m \ &

bo’ladi. Agar ny = max{ Vg
bir yo’la

i

i€
—al<— i=1,2 m
U \/E ( )
tengsizliklar bajariladi. U holda
(n) m e Y
X. - < —_— =
' E(Jm]

p(x(’”,a)< £

bo’lib, undan

bo’lishi kelib chigadi. Bu esa

limx™ =a
ekanini bildiradi.
Demak, {x’ ")}= "o, X ")} ketma-ketlik koordinatalaridan tashkil

ketlikning hmm yuqoridagi ta’rif ma’ n051da shu a nuqta bo’ladi:

lzm ("' =q )

limx{™ =

m’é % limd™ —a. (12.13)
lzm vc("} =a,

Yuqoridagi (12.12) va (12. 13) munosabatlardan
13



n—xr
; {n) _
i llm‘x2 =a,
limx'" =a o>
Hh—c
; (ny) _
limx,"” =a,
n kA

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kelamiz:

I-teorema. R”  fazoda {x""’}={x,("’.xg"’ ..... x,(,:”} ketma-ketlikning
a=(a,.a,...a,)e R" gaintilishi

x" 5 a (n>» da)
uchun » — o biryo’la
x{" > a,.

x> a,,

x(n)

m 4

m

bo’lishi zarur va yetarli.

Bu teorema R™ fazoda ketma-ketlikning limitini o’rganishni sonli ketma-
ketliklaming limitini o’rganishga keltirilishini ifodalaydi. Ma’lumki, «Matematik
analiz asoslari» kursining 1-qism, 3-bobida ketma-ketligi va uning limiti batafsil
o’rganilgan.

2". Ketma-ketlik limitiga doir ba’z tasdiglar

Sonlar ketma-ketligi limiti haqidagi ma’lumotlar (tushuncha va tasdiglar)

R™ fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o’rinli bo’ladi. Quyida biz
ularni  keltirish bilangina kifoyalanamiz (keltirilgan tasdiqlarni isbotlashni
o’quvchiga havola etamiz).

1) R" fazoda {x("’ }:{(x,("’ xy X )} ketma-ketlikning chegaralangan
bo’lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan iborat {x,( " } {xg"' },...,{x,(,,") } sonlar
ketma-ketliklarining har birining chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

2) R™ fazoda {x’"’ } ketma-ketlik uchun Ve >0 olinganda ham shunday
ny € N topilsaki, barcha n>n,, p>n, da

p(x(’”,x””)< £
tengsizlik bajarilsa, {x“" } fundamental ketma-ketlik deyiladi.

R" fazoda {x(”) }:{(x,("’ x" ...,x,’,,"))} ketma-ketlik fundamental bo’lishi
uchun bu ketma-ketlik koordinatalaridan iborat {x{" } {,rg") },{x,(,:” } ketma-
ketliklarining har birining fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

R"™ fazoda {x(")} ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo’lishi uchun u
fundamental bo’lishi zarur va yetarli (Koshi teoremasi).
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3) Markazlari o™ = (a,(").az(") ..... an,("))e R™ nuqalarda, radiuslari
r, (r,>0. n=1,2 ..) bo'lgan

S, = S,,(a("),r,,)= {x €RrR” p(x.a("))s r,,} (n=1.2.3.)
sharlar berilgan bo'lsin. Agar
§>o8,> 55,2
munosabat o’rinli bo’lsa, {S,} ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi
deyiladi.
Agar R" fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi {S, } uchun
limr,=0

bo’lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’lgan a (aeR"’) nuqta mavjud va
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) R™ fazoda {r’”"}:

xXMox o x™ (x("} e R" n=1, 2, )
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning
Ay, <ny< << mpeNk=12)
nomerli hadlardan tashkil topgan ushbu
xM o x (x("“ € R'")
ketma-ketlik {x"’} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va {x™'} kabi
belgilanadi.

Agar (¥} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib, uning limiti a(a e &™)
bo’lsa, bu ketma-ketlikning har qanday gismiy {x""'} ketma-ketligi ham
yaginlashuvchi bo’lib, uning limiti ham a ga teng bo’ladi.

Har ganday chegaralangan {x(’"} ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi qismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershtrass teoremasi).

3-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti

1". Funksiya. Biror M(M < R™) to’plam berilgan bo’lsin.

I5-ta’rif. Agar M to'plamdagi har bir x ={(x, x,, ..., x,) nugtaga biror
qoida yoki qonunga ko’ra bitta haqiqiy son y (v € R) mos qo’yilgan bo’lsa, M
to’plamda ko’p o'zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan)
deb ataladi va uni

f (xp.x,) >y yoki y = f(x,.x,5,....x,) (12.14)
kabi belgilanadi. Bunda A/ -funksiyaning berilishi (aniglanish) to’plami,
X,.X,,...X,, erkli o’zgaruvchilar - funksiya argumentlari, y erksiz o’zgaruvchi -
X).X,.....X, 0’ zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi.

(x,.x;,....x,,) nuqta bitta x bilan belgilanishini e’tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaqt (x,,x,.....x,) o’riga x ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi
(12.14) belgilashlar quyidagicha yoziladi:
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S x>y yoki y= f{x) (xeR’",yeR).
Funksiyaning berilish to’plamidan olingan x° € M nuqtaga mos keluvchi
ypson y=f (x) funksiyaning x = x° nuqtadagi xususiy qiymati deb ataladi.
Masalan, f — R™ fazodagi har bir x nuqtaga shu nugta koordinatalari
kvadratlarining yig’indisini mos qo’yuvchi qoida, ushbu
fxoxt+xl++xl y=xt+ali+e +x2
funksiyani hosil giladi. Bu funksiya M = R” to"plamda berilgan.
f(x) funksiya M c R" to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu {f(x). x e M}
to’plam funksiya giymatlari to’plami (funksiyaning o’zgarish sohasi) deb ataladi.
R fazoning (x,y) (x eR".y=f(x)e R) nuqtalardan iborat
ushbu
(/N ={x. /(). xe 7. 1) € R}
to’plam y = f(x) funksiya grafigi deb ataladi.
Masalan, m = 2 bo’lganda (R* fazoda)
y=x,3, y=xia y=y1-x -3
funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda R' fazoda giperbolik paraboloid
(a), aylanma paraboloid (b) hamda yuqori yarim sferalar (s) dan iboratdir.
¥ z=x x

s)

47-chizma
16



M c R" to'plamda y= f(x)= f(x.x,....x,) funksiya berilgan bo’lib,
X,.X,,..,X, laming har bin TcR* (ke N) to’plamda berilgan funksiyalar
bo’lsin:

X ‘_'(DI([):(ol(tl'tZ""'tk)'
X = ‘/’2(’)‘_“?2("":'---"/()4

Xm =(pm(t)=(pm(t|-t7_ ,,,,, ’k)
Bunda 1= (4,6;.....4,) o'zgaruvchi T < R* to’plamda o’zgarganda ularga

mos x =(x,,x,,...x,,) nugta M c R” to'plamga tegishli bo’lsin. Natijada y
o'zgaruvchi  x=(x,x,,...x,) o’zgaruvchi  orqali t=(t.t,.t,)
o’ zgaruvchilarming funksiyasi bo’ladi:
o5 x-oy,
((’1-’2-'-fk)“)(x|-x2 ''''' X,) = V)
)"=f(x(’)):f((/71(’lv’2 ----- ’k)'(pz(ll'IZ ----- tk) ----- (Pm(tl’t2 ----- ’k))-

Bu murakkab funksiya yoki f(x) hamda ¢,(t) (i=1.2,..,m) funksiyalar
superpozitsiyasi deb ataladi.

Elementar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish, ko’paytirish va bo’lish
amallari hamda funksiyalar superpozitsiyasi yordamida ko’p o’zgaruvchili
funksiyalar hosil qilinadi. Ushbu

y=e"" y=Inyx +x,+ +x,,
y= sin(x,x3)+ sin(x,x,)+  + sin(x,,,_lxm)
funksiyalar shular jumlasidandir.
f(x)=f(x,.x;....,x,) funksiya M c R™ to’plam berilgan bo’lsin. Agar bu
funksiya giymatlari to’plami
Y = {(xuxa iy 3 x50 0x, ) € M
yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo’lsa, ya’'ni shunday o’zgarmas C
(0’zgarmas P) son topilsaki, V(x,,x,,...,x,, )€ M uchun
Slxy.0x,)<C (f(xp, x %, )2 P)
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x)= f(x,,x,,....x,,) funksiya M to’plamda yuqoridan
(quyidan) chegaralangan deb ataladi, aks holda, ya’ni har qanday katta musbat S
son olinganda ham M to’plamda shunday (xlo,xg ..... x,(:,) nuqta topilsaki,
00 x0)ss (0l a0 )<-S)
tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x)= f(x,,xz,...,x,,,) funksiya M to’plamda yuqoridan
{quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.
Agar f(x)= f(x,,x,,.x,) funksiya M to’plamda ham yugoridan, ham
quyidan chegaralangan bo’lsa, funksiya shu to’plamda chegaralangan deyiladi.
12.3-misol. Ushbu
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2 2 2
J]_xl _XZ_ _xm

y =
In\x? +x}+ +x2 —%)
funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin.
< Qaralayotgan munosabat ma’noga ega bo’lishi uchun
I-x-x - -x220,

x?+xi+ +x,f,—%>0
bo’lishi kerak. Ravshanki,
l-xl-x}— —x220 = x}+x2+ +x2 <1 bo’lib,u R” fazoda

{x eR” p(x.0)< 1}
sharni (0 = (0,0, ...,0));

, , 1 : ,
xt4x; + +x;,—z>0 = X +x3+ +xf,>%bo’llb,uR’" fazoda
{x eR” p(x.0)> %}

to’plamni (markazi 0= (0,0,....0) nuqtada, radiusi % bo’lgan shar tashqarini)

ifodalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to’plami
{x eR™ p(x,0)< l}r\{x eR” p(x,0)> %}
bo’ladi. »

2. Funksiyaning limiti. R" fazoda biror M to’plam olaylik. a nuqta
(a=(a,a,....a,)) shuto’plamning limit nuqtasi bo’lsin. U holda M to’plamning
nuqtalaridan @ ga intiluvchi turli {,r(") } (x"” eMx™zan=12, ) ketma-
ketliklar tuzish mumkin:

limx™" =a.

n—=e

Endi shu M to’plamda biror y = f(x) funksiya berilgan bo’Isin.

16.~ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan a ga
intiluvchi har qanday x| \x” #a, n=1, 2,
ketma-ketlik olinganda ham mos {f (x("’ )} ketma-ketlik hamma vaqt yagona ¢
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, ¢ f(x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki
x — adagi) limiti deb ataladi va u

lim f(x)=¢ yoki x—a da f(x)—>¢

kabi belgilanadi.

Funksiya limitini boshgqacha ham ta’riflash mumkin.

17-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar V& >0 son uchun shundan & > 0 topilsaki,
ushbu 0 < p(x, @) < J tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € M nugqtalarda
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flx)-h<e
tengsizlik bajarilsa, ¢ son f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x — a dagi) limiti
deb ataladi.
18-ta’rif. (Koshi ta'rifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday & >0 topilsaki,
ushbu 0 < p(x, a) < § tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e M nugqtalarda
TW>e (> fl)<o)
bo’lsa, f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x — a dagi) limiti co(+ c0;—cc) deyiladi.
Yuqoridagi lim f(x)=6 yoki x—>a da f(x)—e belgilashlarni,
x=(x, %, ... %), a=(a.a,,.. a,) hamda
X, > a,
X, > a,
xX—oao

X, —>a

m m
ekanligi e'tiborga olib quyidagicha
lim f(x,.%;,..x,)=6
e
¥y
yoki
x, —a,
2T g, Slx. %, x, )6

X, >4

m m

yozsa ham bo’ladi.
R™ fazoda biror M to’plam berilgan bo’lib, « esa shu to’plamning limit
nuqtasi bo’Isin. Bu M to’plamda y = f(x) funksiya berilgan.
19-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan har
ganday {,i'(")} ketma-ketlik uchun x* = oo da mos {f(x("))} ketma-ketlik hamma
vaqt yagona ¢ ga intilsa, 6 f(x) funksiyaning x — 2 dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)=6
kabi belgilanadi.
20-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar V& >0 son uchun shunday & >0 topilsaki,
ushbu p(x, 0)> 3§ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € M nuqtalarda
|/(x)-d<e
tengsizlik bajarilsa, ¢ ni f(x) funksiyaning x — co dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)=6
kabi belgilanadi.

Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya limiti tushunchasi kiritilishida limiti
qaralayotgan nuqtada funksiyaning berilishi (aniqlanishi) shart emas.
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l-eslatma. Yuqoridagi funksiya limitiga berilgan Geyne ta'rifining
mohiyati, har qanday {x }( ™ 2a n=12  x™ - a) ketma-ketlik uchun
mos {/(x(’”)} ketma-ketlikning limiti olingan {x"”} ketma-ketlikka bog’liq

bo’lmasligidadir.
12.4-misol. Ushbu

XX, 2 .
F0)= )= ﬁ[\—t,*’—xf agarx] 1 >0 bo'lsa,
[ 0 .agarx] +x; =0 bo'lsa
funksiyaning x =(x,,x,)— (0.0) (ya’'ni x, >0, x, — 0) dagi limiti nol ekanligi
ko’rsatilsin.
«Bu funksiya R’ to’plamda berilgan bo’lib, (0,0) nuqta shu to’plamming
limit nuqtasi.
a) Geyne ta’rifi bo’yicha: (0 0) nuqtaga intiluvchi  ixtiyoriy
x" = (x,("),xg"))—) (0,0) (yani x{ -0, xi >0, x™ %(0, 0)) ketma-ketlik

olamiz. Unga mos {/(x("’)} ketma-ketlik uchun quyidagicha

)Y~ plem e A f XX RN
/(X )“f(xl X 2) \/( ("J) ( (n))2 _\’A\/(ix'(")l)l*_( ,,))— X" s

_J__ / m)x{n)

bo’lib, x™ -0, x{" -0 da

f(x’"))=0

lim
(x). x2)-(0.0)
bo’ladi. Demak,

xxz

lim  f(x)= lim
(x). x,)-(0.0) ;;:% H'xl +A;

b) Koshi ta’rifi bo’yicha: V& >0 songa ko’ra 6 =2¢ deb olinsa, u holda
0 < p(x, 0)<J tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x nugtalarda

|
|f(x)—0|=‘ )ilxz WL l’ﬁ} !XZ\, 1 [ 422 =lp(x. 0)<l¢5=g

‘\/’W“‘xil \/x,‘+x2‘ 2 2 2
tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bu esa

=0.

X%y

lim f(x)= lim 0
x-(0,0) f( ) x; =0 xlz +x23

x50
ekanligini bildiradi. »
12.5-misol. Quyidagi

2 2

f(X)=f(x,,xz)= . le - X5

X X, + (xl - J‘z)2
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funksiyaning x = (x,.x,) = (0.0) ya'ni x, -0, x, >0 dagi limitining mavjud
emasligi ko’rsatilsin.

<«Bu funksiya R?1{0,0) to’plamda berilgan bo'lib, (0,0) shu to’plamning
limit nuqtasi.

(0.0) nugtaga intiluvchi ikkita

= (% _ %) - (0.0),
Lz (_l l] —(0.0)

n n
ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda

1
. il
Ll ERONE R
1
"
A
("(")) "4 ]
x )= =-- -0
/ 1.4 1
n'  n?

bo’ladi. Bu esa x — (0,0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini
bildiradi. »

3" Limitga ega bo’lgan funksiyalarning xossalari. Chekli limitga ega
bo’lgan ko'p o’zgaruvchili funksiyalar ham chekli limitga ega bo’lgan bir
o’zgaruvchili funksiyalarning xossalariga (qaralsin 1-qism, 4-bob, 4-§) o’xshash
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o’zgaruvchili funksiyalar xossalarining
isboti kabidir.

Biror M c R™ to’plamda f(x) funksiya berilgan bo’lib, a(a € R'") nuqta
shu M to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

1) Agar

lim f(x)=¢
mavjud bo’lib. é> p(¢<g) bo’lsa, a nuqtaning yetarli kichik atrofidagi
xeM (x=a) nugtalarda f(x)> p (f(x)<g) bo’ladi. Xususan, ¢ =0 bo'lsa, u
holda a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida f(x)= 0 bo’ladi.

2) Agar

lim f(x)=6
mavjud bo’lsa, @ nuqtaning yetarlicha kichik U,(a) atrofida (x € M (x # a)
nuqtalarda) f(x) funksiya chegaralangan bo’ladi.

Endi M c R" da ikkita f,(x) va f,(x) funksiyalar berilgan bo’Isin.

3) Agar

linzlf‘(x)= 6y {"_'L',fz(x) =63

21



bo’lib, @ nuqtaning (/;(a) atrofidagi barcha x nugtalarda (xe M NU,(a)),
£(x)< 1,(x)bo’lsa, u holda ¢, < &, bo’ladi.
4) Agar « nuqtaning U,(a) atrofidagi x € M N Uz(a) nuqtalarda
£(0)s fx)< f(x)
bo’lib, x - a da f,(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega hamda
lin )= lim £2)= o
bo’lsa, u holda f(x) funksiya ham limitga ega va
){in'zlf(x)= 8
bo’ladi.
5) Agar x—a da f(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa,
£i(x)% f,(x) funksiyalar limitga ega bo’ladi va
lim{£,(x)£ f5(x))= lim £(x)* lim f,(x).
6) Agar x—oa da f(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa,
£(x)- £>(x) funksiya ham limitga ega bo’ladi va
lim[£,(x)- £ ()= tim f,(x)- lim £,(x).
7) Agar x—a da f(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo’lib, !ii;zfz(.r)¢ 0

A
fz(x)

bo’lsa, funksiya ham limitga ega bo’ladi va

£(x) lim f,(x)

limf—L =x=2a

=0 f,(x)  lim f,(x)
2-eslatma. Bir o’zgaruvchili funksiyalardagidek x —a da f,(x) va f,(x)
funksiyalar yig'indisi, ko’paytmasi va nisbatan iborat bo’lgan funksiyalaming
limitga ega bo’lishidan bu funksiyalarning har birining limitga ega bo’lishi kelib

chigavermaydi.

3-eslatma. Agar x > a da 1) f,(x) va f,(x) funksiyalarning har birining

limiti nol (yoki cheksiz) bo’lsa, Al) ifoda: 2) f,(x)> 0. f,(x) > © bo’lganda

fz(x)
£,(x)- f-(x) ifoda va nixoyat 3) f,(x) va f,(x) turli ishorali cheksiz limitga ega

bo’lganda f,(x)+ £,(x) yig’indi mos ravishda g, (3} 0-o0, -0 ko'rinishdagi
o0
anigmasliklarni ifodalaydi.

Agar x —»a da 1) fi(x)=0, £,(x)>0 bo'lsa, 2) £(x)>1 fo(x)> <
bollsa, 3) f,(x)>® fi(x)>0 bo’lsa, u holda [£;(x)}**) mos ravishda
0° 1* «° ko’rinishdagi aniqmasliklami ifodalaydi. Bunday anigmasliklar bir
o’zgaruvchili funksiyalarda qaralganidek, f,(x) va f,(x) funksiyaning o’z limit-
lariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.
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4". Takroriy limitlar. Biz yuqorida f(x)= f(x,.x,
a=(a,.a,....a,) nuqtadagi limiti

..... x,,) funksiyaning

Lo

bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlari x,.x,,...x
larning bir yo’la, mos ravishda a,,a,,....a,, sonlarga intilgandagi limitidan iborat-
dir.

Ko’p o'zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos bo’lgan) boshqa for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin.

f(x,.x,.....x,,) funksiya M c R" to’plamda berilgan bo’lib, a=(a,a,....a,)
nuqgta M to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning x, —»a, dagi
(boshqa barcha o’ zgaruvchilarni tayinlab) limiti

lim f(x,,x,,...x,)

X))
ni qaraylik. Ravshanki, bu limit, birinchidan bir o’zgaruvchili funksiya limitining
o’zginasi, ikkinchidan u x,,x;,...,x,, o’zgaruvchilarga bog’lig:

lim f(xn'xz ----- xn,):¢1(xz-x3 ----- xm)‘

|'| —rdy
So’ng ¢,(x, . x,.....x, ) funksiyaning x, — a, dagi (boshqa barcha o’zgaruv-
chilarini tayiniab) limiti

lim @ (x,%;,.,%,) = 05(x5,%,,..0,%,,)
J‘Z —iy
ni qaraylik.
Yuqoridagidek birin-ketin x; > a;, x, = a,....,x,, = a,, da limitga o’tib
lim  lim lim f(x,. %5, %)
X Py Xy Py N2

ni hosil gilamiz. Bu limit f(x,,x,,....x,,) funksiyaning takroriy limiti deb ataladi.
Demak, funksiyaning takroriy limiti, uning argumentlari x,,x,,...,x,, larning
har birining birin-ketin mos ravishda q,.a,....,a, sonlarga intilgandagi limitidan
iborat.
Shuni ham aytish kerakki, f(x,,x,....,x,,) funksiya argumentlari x,.x,.....x,,

lar mos ravishda g,,a,.....a,, sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaning turli

takroriy limitlari hosil bo’ladi.
12.6-misol. Ushbu

[———)?icz—,agarx,2 +x; >0 bo'lsa
Tx,x)=yx; +x3
1 0 ,agarx’ +x;=0 bo'lsa
funksiyaning takroriy limitlari topilsin.
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<4 Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular ham 0 ga teng. Haqiqat-
dan ham,

XXy L B
I:m f(x, x,)= xl,’To\/_ g =0, x[;To!,lﬁ%f(x"xz)_o'

Shuningdek,

¥y o0 x—>0x, 50

llm f(xl X,)= ltm—x7‘~xz—_,—=0, lim lim f(x,,x,)=0.
NEES

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular bir-biriga
teng. »
Bu funksiyaning (karrali) limiti O ga teng bo’lishini ko’rgan edi.
12.7-misol. Ushbu
2x, —
Fl.x,)=1 x, +3x,
0 ,agarx +3x,=0 bo'lsa

Z agarx, +3x, #0 bo'lsa

funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.
4 Bu funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha:

. 2x,—-x | L, 2x—x 1
lim "2 == Jim lim =L — =~
x 20X, +3.X2 3 ¥ 20x =0 X, +3x2 3

2x, —x 2x, — x
lim —":2, lim lim 25722 o
Xy »Ox]+3_x2 x,—»OxZ—;Oxl+3x2

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud bo’lib, ulaming biri
- %ga, ikkinchisi esa 2 ga teng.
Biroq x=(x,,x,)— (0.0) da f(x,.x,) funksiyaning (karrali) limiti mavjud

emas. Chunki (0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita x("):(—l,—[j-—)(0,0),
n'n

4 . . .
x =(5, J—)O ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda 4—1 JJ:
nn nn

11
-,
4 4
54y 6 6
= 1—7——>1—7 bo’ladi. Bu esa (x,,x,)—>(0,0) da berilgan funksiyaning
nn
(karrali) limiti mavjud emasligini bildiradi. »
12.8-misol. Ushbu
1
x, + x, sin— ,agar x, # 0 bo'lsa
f(xpxz): )T X x, gar x,
0 ,agarx, =0 bo'lsa
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.
<4 Bu funksiya uchun
lim f(x,,x,)=x,, lim lim f(xl x,)=0

Xy =0 4 —0x; 0
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bo’lib, lim lim f (x,. x,) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning bitta tak-
roriy limiti mavjud bo’lib, ikkinchi takroriy limiti esa mavjud emas. Ammo

;f(xl,xz)—0|=ix, +xzsinl <lx ] +1x, (x, #0)
! X
munosabatdan (x,.x,)— (0.0) da f(x,.x,) funksiyaning (karrali) limiti mavjud
va
Iim0 Slx.x,)=0
¥, —0
bo'lishi kelib chiqadi.»
2-teorema. Agar 1) (x,, x, )——)(x, ) da f(x,.x,) funksiyaning (karrali)
limiti mavjud;
lim f(x.x)=5s,

X x
0
X3 X,

2) har bir tayinlangan x, da quyidagi
lim f(x.x;)=o(x),
lZ ~)l’2
limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim f(x, x;)

X o 1 ox
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
llm llm f(x, \~) 6

bo’ladi.
< f(x,,x,) funksiya (x,, x,) > (x,o x¢) da Karrali
lim f(x.x,)=¢

x, ->xf

Xy ﬁx(

limitga ega bo’lsin. Limitning ta’rifiga ko’ra, V¢ > 0 son olinganda ham, shunday
6 >0 topiladiki, ushbu

{()c,,xz)eR2 ."x,—xf' xz—x§§<5}cM

to’plamning barcha (x,,x,) nuqtalari uchun
[f(x.x,)-d <& (12.15)

bo’ladi. Endi teoremaning 2) shartini e’tiborga olib x, o’zgaruvchining
‘x, - x,°| <& tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatini tayinlab, x, -»x; da
(12.15) tengsizlikda limitga o’tib

lp(x,)-d <
ni topamiz. Demak. Ve >0 son olinganda ham, shunday & >0 topiladiki,
lx, - x:" <& bo’lganda |p(x,)- 6| < £ bo’ladi. Bu esa

lim olx)=6

X
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bo’lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan
lim lim f(xI x,)=6

X)X ox
bo’lishi kelib chiqadi. ™
Qo’yidagi teorema xuddi shunga o’xshash isbotlanadi.
3-teorema. Agar 1) (x, xz)—>(x?, xg) da f(x,x,) funksiyaning karrali
limiti mavjud:

lim flx,x)=¢

Yl—-)\'l
\,—u,

2) har bir tayinlangan x, da quyidagi
lim f(xl'xz) (o(xz)

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim  lim f(xl, x,)

Xy —)Xz Xy —))‘
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
lim lim flx,x,)=6

bo’ladi.
I-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teoremalarning shartlari
bajarilsa, u holda
lim f(x, x,)= lim lim f(x,.x;,_)— lim  lim Sf(x,x,)

x, -»xf ¥ o] xy —x) x> o
ryxl

bo’ladi.

5". Koshi teoremasi (yaginlashish prinsipi). Endi ko'p o’zgaruvchili
funksiya limitining mavjudligi haqida umumiy teorema keltiramiz.

R" fazoda M to'plam berilgan bo’lib, a(ae R") uning fimit nugasi
bo’lsin. Buto’plamda f(x) funksiya berilgan.

19+a’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday &>0 son topilsaki, ushbu
0< pG a)< 5, 0< p(x,a)<J tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va x
(x eMxe M) nugtalarda

i f (})— f (x] <&

tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

4-teorema (Koshi teoremasi). f(x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega
bo’lishi uchun a nuqtada Koshi shartining bajarilishi zarur va yetarli.

«Zarurligi. x —a da f(x) funksiya chekli limit

lim f(x) =
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ga ega bo’lsin. Ta’rifga binoan V¢ >0 son olinganda ham g ga ko’ra shunday

8 >0 topiladiki, ushbu 0< p(x,a)<& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha
x (x € M) nugtalarda

£
[f(x) - 6] < 5
jumladan 0 < plx.a)< & = |f{x)-4 < % bo’ladi. Bu tengsizliklardan

)= 1)</ G)-of +1/0) - ol <
bo’lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilsin, ya’ni
VYe>0 son olinganda ham, shunday &6>0 topiladiki, ushbu
0< p(x.a)<é. 0<p(}.a)<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va
X (x.x € M) nuqtalarda

‘f(;c)— f(x} <e
bo’lsin. Bu holda f(x) funksiya x —>a da chekli limitga ega bo’lishini
ko’rsatamiz.

a nuqta A to’plamning limit nuqtasi. Shuning uchun A/ to’plamning
nuqtalaridan {\'("'} (x" #a n=1, 2, ) ketma-ketlik tuzish mumkinki, bunda

lin x" =a
bo'ladi. Limitning ta’rifiga binoan, yuqorida keltirilgan § >0 ga ko’ra, shunday
ny € N topiladiki, barcha n> n,, p> n, uchun 0<p(x’”),a)< 3 0<p(x”",a)<c5
bo’ladi. Bu tengsizliklarning bajarilishidan esa, shartga ko’ra:
) 16 <
bo’ladi. Demak, {f (x("’ )} fundamental ketma-ketlik. Binobarin, {/'(x’") )} ketma-

ketlik yaginlashuvchi.

Bu ketma-ketlikning limitini ¢ bilan belgilaylik:

lin f(x("))z 8.
Endi M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
(n) .
ketma-ketlik
" a (}W #a, n=1 2, )

olinganda ham mos {f(;("")} ketma-ketlik (u yuqorida ko’rsatganimizga binoan
yaqinlashuvchi bo’ladi) ham o’sha e ga intilishini ko'rsatamiz.

Farazgilaylik "' —>a |x" #a n=1, 2, ..)bo’lganda

S/ " )=¢'

bo’Isin. {x’"’ } {;W } ketma-ketlik hadlaridan ushbu
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() (V) (2)

s
-2 -
TV g 0 kI i

X
ketma-ketlik tuzaylik. Ravshanki. bu ketma-ketlik a(a € R") ga intiladi. U holda

FE LN ) ™)) ). (12.16)
ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni ¢* orqali belgilaylik. Agar {f(x"')} va

}’"’)} ketma-ketliklarning har biri (12.16) ketma-ketlikning qismiy ketma-
ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda
f(x””)—) 6* ftx""))——) 6*
bo’lishini topamiz. Demak,
¢*=6=¢

Shunday qilib, f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi shartining
bajarilishidan M to’plam nugqtalaridan tuzilgan va a ga intiluvchi har qanday
(x"”) (x”');ta, n=1, 2) ketma-ketlik olinganda mos ketma-ketlik bitta
songa intilishini topdik. Bu esa funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko’'ra f(x)
funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo’lishini bildiradi. »

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x — c da ham yuqoridagiga
o’xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-§. Ko'p o’zgaruvchifi funksiyaning uzluksizligi
1". Funksiya uzluksizligi ta'rifi. M c R” 10’plamda f(x)= f(x,.x,.....x,,
funksiya berilgan bo’lib, ae M (a =(a,.a,....a,)) nuqta esa M to’plamning
limit nuqtasi bo’lsin.
19-ta’rif. Agar x = a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,

lim £()= (@)

Ii”’ f(xl' x?. '''' 'Xm): f(al' aZ""' am) (1217)
xlzﬁﬂlz
bo'lsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

20-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar M < R" to’plamning nuqtalaridan tuzilgan,

a (ae M) ga intiluvchi har ganday {xrn)}

{/(x“”)} ketma-ketlik hamma vaqt f(a) ga intilsa. f(x) funksiya a nuqtada
uzluksiz deb ataladi.
21-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar V& >0 son uchun shunday § > 0 topilsaki,
ushbu p(x,a)< & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € M nuqtalarda
lf(x)-fla)<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

Atrof tushunchasi yordamida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham
ta‘riflash mumkin.

ketma-ketlik olinganda ham. mos
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22+ta’rif. Agar V&>0 son uchun shunday &>0 topilsaki, barcha
xeU;(a)N'M nugtalarda f(x) funksiyaning qiymatlari f(x)e U,(f(a)), ya'ni
xeUs(a)NM = f(x)eU,(f(a))
bolsa, f(x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
f(x)= f(x.x,,....x,,) funksiyaning a = (a,,a,.....a, ) nugtada uzluksizligini
funksiya orttirmasi yordamida ham ta'riflash mumkin.
Funksiya argumentlarining orttirmalari
Ay =x-a, Ax,=x,-a,, . A, =x, ~-a,
ga mos ushbu
f(x)—f(a): f(xl,x:,..uxm)— f(a,,a2 ..... a,)=
= fa, +Ax,, a, + Ax,,...,a, + Ax, )- fla,.a,....a,
ayirma f(x) funksiyaning a nuqtadagi to'lig orttirmasi deb ataladi va Af yoki
Af(a) kabi belgilanadi:
Af(a)= fla, +Ax,, a» + Ax,,....a, +Ax, )~ fla,.a,....a,).
Quyidagi
f(aI +Axy, a,... ,am)—f(a,,az,...,am),
fla, a,+ 4%, a5, a,)- fla,.a,,....a,),

flay a, 4, a,+4x,)- flaa,..a,)
avirmalar f(x) funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular
mos ravishda A, f, szf» LA, f kabi belgilanadi.
Yuqoridagi (12.17) limit munosabatdan topamiz:
lim f(x)=fla) = lim{f(x)-f(a)}=0.
Natijada (12.17) tenglik quyidagi
lim Af(a)=0 ya'ni lim Af(a)=0
x—a Ax; -0
Arx,, >0

ko’rinishga keladi. Demak, f(x} funksiyaning a nuqtadagi vzluksizligi

lim Af(a)=0 A:{{TO Af(a)=0

Ax, =0 )
kabi ham ta’riflanishi mumkin ekan.
23-ta’rif. Agar f(x) funksiya M(M c R”') to’plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M to’plamda uzluksiz deb ataladi.
12.9-misol. Ushbu
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Flee,)= —:ﬁ agar x; +x; 20
0 agar x} +x; =0
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
<Ravshanki, bu funksiya R’ da aniglangan. Aytaylik (xl xz) (0.0)
bo’lsin. Limit xossalaridan foydalanib topamiz:

lim (x, x,)
XX N x° x5
X
lim f(x, x,)= Ilm L X2 o now = L 2 f(x,o.xg).
x,—u, o) fx? 4 x2 lzm x2 +A7
1t X I X0+
Xl—‘).xl IZ X
X, —>xz

(x,o.xg)= (0.0) bo’lgan holda
lim fx.x,)=0=£(0,0)
x) -

x; 0

bo’ladi (qaralsin, 12.4-misol).

Demak, berilgan funksiya R* da uzluksiz.

24-ta’rif. Agar x - a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo’Imasa, yoki

lim f(x)=
yoki funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib,
tim f(x)= 0 # /(a)

bo’lsa, funksiya a nuqtada uzilishga ega deb ataladi.

12.10-misol. Ushbu

x + x2, agar (x,,x,) #(0,0) bo'ls
S, x.) 2{ I 1 : aggar ((x,l,x;)): ((0. 0)) bo‘ls:,
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
«Bu funksiya R? to’plamda berilgan bo’lib, uning (0, 0) nuqgtadagi limit:
lim Sl x)=021(0.0)=1
X3 -0
bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzilishga ega, qolgan barcha
nugqtalarda uzluksiz. »
12.11-misol. Quyidagi

Flox) =115 l,agarx|2+x22¢l bo'lsa,
2] 1 2

0 .agarx;+x; =1 bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
<Bu funksiya {(xl X, )eR? xt+x;= l} to’plamning har bir nuqtasida uzi-
lishga ega bo’ladi, chunki (x,.x,)— (x,oxg) (xf’2 +x3 = l) da f(x.x,) funksiya-
ning chekli limiti mavjud emas. »
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2". Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab funksivaning
uzluksizligi.

S-teorema. Agar f,(x) va f,(x) funksiyalarning har biri M cR”
to’plamda berilgan bo’lib, ular a € M nuqtada uzluksiz bo’lsa,

x)t X x)- folx amaf’(x) X)#
HGE £, A0 i(e) hamda 255 (£()20)

funksiyalar ham shu nuqtada uziuksiz bo’ladi.

< Bu teoremaning isboti, limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida arifmetik
amallar haqidagi ma’lumotlardan (ushbu bobning 3-§ dagi S, 6 va 7- xossalar)
bevosita kelib chigadi. »

Faraz qilaylik, M cR" to’plamda y= f(x)= f(x..x,.....x,) funksiya
berilgan bo'lib, x,,x,....,x, larning har bir T < R* (k e N') to’plamda berilgan
funksiyalar bo’lsin:

x=o)=0.6..0)
X =0 (0)=0,( 120 1,),

xm = (/)m (’) = (pm (’! "2 """ ’k)
Biz r=(t,1,....1,)e T bo’lganda unga mos x=(x,.x,....x,)e M deb
qaraymiz. Bu funksiyalar yordamida

y=floh 1o ) 0,0t )0, (00 )= 005 )= ()
murakkab funksiyani tuzamiz.

6-teorema. Agar ¢ ()= (t.1.....1,) (i=1, 2. ..m) funksiyalaming har
bir * = (tf’t" l,‘j,) nuqtada uzluksiz bo’lib, f(x)= f(x,.x,....x,) funksiya esa
= (110,13 ..... t,?) nugtaga mos

0 00 0 0 0,0 0 0 0,0 0 o 0 0 0
X =(x[ ,x:.,..,xm) (x, -——(p,(t, 1Y PP Ik) X3 =(/)3(lI N SO I‘,)...,xm =(pm(r1 ,12,....1‘_))

nugtada uziuksiz bo’lsa, y=®d(t)=d(r,.1,,...7,) murakkab funksiya
= (t,o,rg ..... tf) nugtada uzluksiz bo’ladi.

< =90)=0.4...1,) (=12 ~m) funksiya (°= (t,o,tg ..... t,‘(’)
nuqtada uzluksiz bo’lsin.

T < R* to’plamda ¢° = (tlo,tg,...,t,?) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy

= ) =12,

ketma-ketlikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geyne ta’rifiga ko'ra

(n 0 0,0 0 0
L x" =¢|El,‘"),tg"’ /A —)(p,(yI a5 1,():_,(I
(n) 0 (n) _ (n) n) n) o 0 0)_ .0
LU L R =0 n 4 ""Pz(’l-fz ----- ’k)‘xzv

(n} _ (n) [(n) (n) 0 0 oy_ .0
l;"l _,)[I? xm —(0,"([1 "2 """ ’A‘ )__)¢m(’l "2"""/()_ xm
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bo’ladi.
y= f(x,.%,....x, ) funksiya (x?,xg....,x,?,) nuqtada uzluksiz. U holda yana
Geyne ta’rifiga ko’ra

x> x{
(n)
- .X
2 m) () (n) ]
= f(xl 'AZ """ m )_)f( """ 'xln)
In) N x[
bo’ladi. Demak, " - ), ") = 10,...t{" > ¢ da

2 ok k

f(q)l(/") (n) ...,1{."))47 (l"/ t(") 1(:!/) .0, (f")' (n) m‘,;")))_)
- f((”l (’1 rfz ----- ’/?)(P:(’l "2"""k)""’¢m(ll .fz.---, k))

5-§. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
Biz quyida ko’p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalarini
keltiramiz. Bunda bir o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalarning xossalari to’g risida
ma’lumotlardan to’la foydalana boramiz.
Ko'p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir o’zgaruvchili uzluksiz
funksiyalarning xossalari kabi xossalarga ega.
1°. Nugtada uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalari (lokal xossalari).

f(x) funksiya M(M c R”') to’plamda berilgan bo'lib, x° € M nuqtada uzluksiz
bo’lsin. Bunday f(x) funksiyaning x° nuqtaning yetarli kichik atrofi
Ud(xo)c M dagi xossalarini (lokal xossalarini) o’rganimiz.

1) Agar f(x) funksiya x°e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda x°
nuqtaning yetarli Kichik atrofida funksiya chegaralangan bo’ladi.

< Funksiya uzluksizligi ta’rifiga ko’ra

lim, f(x)= f(xo)
bo’lib, undan f(x) funksiyani x° nuqtada chekli limitga ega ekanligi kelib
chiqadi. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalaridan esa, f(x) funk-
siyani x° nuqtaning yetarli kichik atrofida chegaralanganligini topamiz. »

2) Agar f(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz bo’lib, f(x°§> 0 (f(x°)<0)
bo’lsa, x° nuqtaning yetarli kichik atrofidagi x nugqtalarda f(x)>0 (f(x)<0)
bo’ladi.

«Funksiya x° nuqtada uzluksizligi ta’rifiga ko’ra, V& >0 olinganda ham
shunday & >0 topiladiki, barcha x € bd(xo)ﬂ M nuqtalar uchun

f(xc)— e< flx)< f(xo)+ £
bo’ladi.
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Bu erda ¢ =_/'(x°)>0 (agar f(.\-°)<0 bo’lsa, ¢ = ~f(x°)) deb olsak,
fikrimizning tasdig’iga ega bo’lamiz. »

Demak. f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz va f(xo);tO bo’lsa, x° nuqta-
ning yetarli kichik atrofidagi x nuqtalarda funksiya qiymatlarining ishorasi f (xo)
ning ishorasi bilan bir xil bo’lar ekan:

signf(x) = sigrgf(xo).
3) Agar f(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz bo’lsa, x° nugqtaning yetarli
kichik atrofidagi x'€ M, x" € M nugqtalar uchun
)~ s <e
tengsizlik o’rinli bo'ladi.
< f(x) funksiyaning x° nuqtada uzluksizligiga asosan, V& >0 olinganda

ham ; ga ko’ra shunday & > 0 topiladiki, barcha x e U, (xo) nuqtalar uchun

o) &
‘f(x)— f(X ]<i
boladi. Jumladan, x' e U,,-(xo), x"eU; (xo) nuqtalar uchun ham
&) -6) <5 ) -s6) <2
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Keyingi tengsizliklardan esa f(x')— fxY<e
bo’lishi kelib chigadi. »

2. To ‘plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalarning xossalari (global xossala-
ri). Endi M c R" to’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalaming xossalarini (global
xossalari), anigrog’i f(x) funksiya qiymatlaridan iborat { f (x) xeM }
to’plamning xossalarini 0’rganamiz.

1 7-teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi).

S (&)= f(x,.x,....x,,) funksiya bog'lamli M cR” to’plamda uzluksiz
bo’lsin. Agar bu funksiya to’plamning ikkita a = (a,.a,.....a, ) va 6 = (s, 6,....,6,,)

nuqtasida har xil ishorali qiymatlarga ega bo’lsa, u holda shunday
c= (cl ,Ca..C, )€ M nuqta topiladiki, bu nugtada funksiya nolga aylanadi:

<Aniglik uchun  f(a)= f(a,.a,,...a,)<0, f(6)=1(6,.6,.....6,,) >0
bo’lsin. M < R™ bog’lamli to’plam bo’lgani uchun bu a va ¢ nuqtalami
birlashtiruvchi va M to’plamda yotuvchi siniq chiziq topiladi. Bu siniq chiziq
uchlari bo'lgan nuqtalarda f (x) funksiyaning giymatlarini hisoblab boramiz.
Bunda ikki xol yuz beradi:

1) Siniq chiziq uchlarining birida f(x) funksiya nolga aylanadi. Bu holda
siniq chizigning shu uchini teoremadagi ¢ nuqta deb olinsa, f(c):O bo’lib,
teorema isbotlanadi.
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2) Siniq chiziq uchlarida f(x) funksiya nolga aylanmaydi. Bu holda siniq
chiziqning shunday kesmasi topiladiki, uning uchlarida f(x) funksiyaning
qiymatlari har xil ishorali bo’ladi. Siniq chizigning xuddi shu uchlarining birini
a' =(a}.a}....a,,) bilan, ikkinchi uchini esa 6 =(s].6.....6,) bilan belgilasak.
unda

fla)=fla.d,....a,)<0,
/&)= (6.6} .6, )> 0
bo’ladi. Siniq chiziqning bu kesmasining tenglamasi ushbu
x, = a] +1(e] —a)),

x, = a, +1(s) —aj),

x,, = a, +1(s,, - a,)
(0<1<1) ko’rinishda yoziladi.

Agar o'zgaruvchi x = (x,.x,...x,)e M nuqtani siniq chizigning shu kes-
masi bo’yichagina 0’zgaradi deb olinadigan bo’lsa, u holda f(x)= f(x,.x,.....x,)
ko’p o’zgaruvchili funksiya quyidagicha

F(t)= f(a +1(s —a)). a; +He, —a})....a, +(a, —a.))
bita ¢ o’zgaruvchining murakkab funksiyasi bo’lib qoladi. Murakkab
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra F(r) funksiya [0.1]
segmentda uzluksizdir. lkkinchi tomondan r=0 va r=1 da bu funksiya turli
ishorali qiymatlarga ega:
F0)= f(a|.aj.....a,)<0,
F()= f(s1.6}....6,,)> 0.

Shunday qilib, F(r) funksiya [0,1]segmentda uzluksiz va shu segmentning
chetki nuqtalarida har xil ishorali giymatlarga ega. U holda 1-qism, 5-bob, 6-§
dagi 5-teoremaga ko’ra, (0, 1) intervalda shunday ¢, nuqta topiladiki,

F1,)=0
bo’ladi. Demak,
Flto)= fla) +1,(6] - a)). @, +14(6; - })..... @, +1(6,, - a,)) = 0.

Agar

¢ =a;+ (6 -a))
2 =d + 16, - ),
Cw =a, +1,(6, ~ a,)
deb olsak, ravshanki, ¢ =(c,.c,....c,.)e M va f(c)= f(c,.c,....c,,) = 0 bo’ladi. »
Quyidagi teorema ham shunga o’xshash isbotlanadi.
18-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)= f(x.x,....x,)
funksiya bog’lamli M < R” to’plamda uzluksiz bo’lib, M to’plamning ikkita
a=(a,.a,,..a,) va ¢=(6.6,...6,) nugtasida f(a)=4, f(e)=B, (A =B)
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qivmatlarga ega bo’lsin. 4 va V orasida har qanday C son olinsa ham A
10" plamda shunday ¢ =(c,.c,....c, ) nuqta topiladiki.
f(C)= f(cl-cl """ C",)Z C

bo’ladi.

19-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
chegaralangan yopiq M c R™ to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M
to’plamda chegaralangan bo’ladi.

< Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f(x) funksiya chegaralangan yopiq M
to'plamda uzluksiz bo’lsa ham, u shu to’plamda chegaralanmagan bo’lsin. U
holda ¥ e N uchun shunday x*’ € M nuqta topiladiki,

L) > m (12.18)

bo’ladi. Bunday nugqtalardan {\'("'} (x’") eM, n= l,2,...) ketma-ketlik tuzamiz.
Modomiki, M to’plam chegaralangan ekan, unda {x(’"} ketma-ketlik ham
chegaralangandir. Boltsano-Veyershtrass teoremasiga (ushbu bobning 2-§ iga)

("ﬁ ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi bo’igan {,r""" gismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin: {r“’"}—) x® (k> w). M yopiq to’plam bo’lgani uchun
x® e M bo'ladi. f(x) funksiyaning M to’plamda uzluksiz ekanligidan esa

76 7x°)

bo’lishi kelib chiqadi. Natijada bir tomondan (12.18) munosabatga ko’ra
{f(x’“”] >n,

ya'ni _/'(x“’“’)—)oo (k — ) bo’lsa. ikkinchi tomondan f(x""’)—>f(x°) bo’lib
qoldi. Bunday ziddiyat f(x) funksiyani M to’plamda chegaralanmagan deb
olinishi ogibatida kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiya M to’plamda
chegaralangan. »

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar  f(x) funksiya

ko’ra {x

chegaralangan yopiq M < R™ to’plamda uzluksiz bo’lsa, u shu to’plamda o’zi-
ning aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi.

Bu teoremaning isboti 1-gism, 5-bob, 6-§ dagi 8-teoremaning isboti kabidir.
Uni isbotlashni 0’quvchiga havola etamiz.

6-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi
f(x) funksiya M c R™ to’plamda berilgan bo’lsin.
24-ta’rif. Agar Ve>0 son uchun §>0 topilsaki, M to’plamning
p(x',x")< & tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x' va x" (x"e M, x" e M)
nuqtalarida
[fx)-f(=Y<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya M to’plamda tekis uzluksiz funksiya deb
ataladi.
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Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifidagi & >0 son &> 0 gagina bog’liq
bo’ladi. Ravshanki, agar f(x) funksiya M — R™ to’plamda tekis uzluksiz bo’isa,

u shu to’plamda uzluksiz bo’ladi.
12.12-misol. Ushbu

Sxx;)=x0 +x;
funksiyaning D = {(xl,xz)e R* xl+xi< l} to’plamda tekis uzluksiz bo’lishi
ko’rsatilsin.

4 V¢ > 0 sonni olib, unga ko’ra topiladigan 6 >0 sonni & <§ deb olsak, u

holda

e x")= p((x. %) (6, 53 ) = (o = X))+ (o - x3) < 6

tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x{,x})e D, ¥(x!'x;)e D nuqtalar uchun
Gt x)= £ e} =+ (s - (0 + (37 =
= 0xg — XX+ xp)+ (g ~ )Moy + ) < 24 = x4 (o~ x5 ) +
2 - XY + (- x}f =45 <&

bo’ladi.

Demak, berilgan funksiva D c R* to’plamda tekis uzluksiz. »

11-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq
M(M c R”’) to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz
bo’ladi.

4 Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni f(x) funksiya chegaralangan yopiq M
to’plamda uzluksiz bo’lsinu, ammo tekis uzluksizlik ta’rifidagi shart bajarilmasin.
Bu holda biror £>0 son va ixtiyoriy &>0 son uchun M to’plamda
p(x'.x")< & tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday x' va x" (x'e M, x" e M)
nugqtalari topiladiki,

)1 2
bo’ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi &,.6,.....d,,.... ni olaylik:
8,—0 (6,>0. n=12..) (12.19)
Farazimizga ko’ra, yuqoridagi £ >0 son va ixtiyorty &,>0.(n=10,2....)
uchun M to’plamda shunday a'"’ va /"’ (n=1,2,... ) nuqtalar topiladiki,
p(a(”.e(”)< 3, va ;f(a(“)—f(e(”] 2¢
p(a”),e(“)< 3, va Jf(a(z))— f(e(z)) ¢

p(a("),er"’)< 8, va ‘f(a’"’)— f(a("’) 2¢

bo’ladi.



Modomiki, M - chegaralangan to’plam va a"eM (n =12,... ) ekan, unda
Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra {a(")} ketma-ketlikdan yaginlashuvchi
qismiy {a’"‘ ’} ketma-ketlik ajratish mumkin:

lima™’ =q° (12.20)

ket

M yopiq to’plam bo’lganligi sababli a° € M bo’ladi. Yugqoridagi {e("’}
ketma-ketlikdan ajratilgan {a"") } qismiy ketma-ketlikning limiti ham a° ga teng
bo’ladi. Haqigatdan ham, ushbu

p(e("”,ao)sp(e(""),a("")+p(a'/"*),a°)<5nk +p(a("“,a°)
tengsizlikdagi 6, va p(a("“ ,a°) lar uchun (12.19) va (12.20) munosabatlarga
ko’ra k — o0 da
s, —0, p(a"”",a°)—> 0

bo’lishini e’tiborga olib, k — o da p(sl"",ao)—)O ekanini topamiz.
Shunday qilib,
a5 d® ™ g0
Qaralayotgan f(x) funksiyaning, shartga ko’ra M to’plamda uzluksiz
ekanligidan

7™ rla) 1l6™) rle°)

f(e(n,))_ f(arn,l ))_)0
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa ¥n, lar uchun
|f(6(’u /)_f(a("/(}) >¢
deb qilingan farazga ziddir. Bunday ziddiyatning kelib chigishiga sabab f(x)
funksiyaning M to’plamda tekis uziuksizlik shartini ganoatlantirmaydi deb
olinishidir. Demak, funksiya M to’plamda tekis uzluksiz. »
Biror M — R™ to’plam berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ixtiyoriy ikkita x' va
x" nuqtalami olib, ular orasidagi p(x',x") masofani topamiz. Agar x' va x" nug-
talami M to’plamda o'zgartira borsak, unda {p(x,x")} to’plam hosil bo’ladi.
Odatda, bu to’plamning aniq yuqgori chegarasi sup{p(x',x")} (x'e M, x" e M)
to’plamning diametri deb ataladi va u d(M ) kabi belgilanadi:
d(M)=sup{p(x'x")} (x'eM, x"eM).
25-ta’rif. Ushbu

bo’lib, ulardan esa

sup{f(x’)— f(x']} (xeM, x"eM)
miqdor f(x) funksiyaning M to'plamdagi tebranishi deb ataladi va u {f,M)
kabi belgilanadi:
o f; M)= supﬁf(x"')—f(x')} (xeM. x"eM)
Yugorida keltirilgan Kantor teoremasidan muhim natija kelib chigadi.
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2-natija. f(x) funksiya chegaralangan yopiq to’plamda uzluksiz bo’lsin. U
holda V¢ > 0 son olinganda ham A/ to’plamni chekli sondagi A/, to’plamlarga
shuhday ajratish mumkinki,
UM, =M.
MNM =¢ (k=i)
w(f .M, )<e

bo’ladi.

<« f(x) funksiya chegaralangan yopiq M to’plamda uzluksiz bo’lsin.
Kantor teoremasiga ko’ra tekis uzluksiz bo’ladi. Binobarin, V&> 0 son uchun
shunday & > 0 topiladiki, p(x',x")< § bo’lgan ¥x',x" € M uchun
)= fx)<e
bo’ladi.
M to’plammni diamettlari shu & bo’lgan M, to’plamlarga ajratamiz. Rav-
shanki, bu holda
plx' x")<8 (¥.x"eM,)
bo’ladi va demak,
) - S <e
tengsizlik bajariladi. Bundan
sup{f(x")~ f(xY}s e
ya’'ni o(f, M,) < & bo’lishi kelib chiqadi.»

Mashqlar
12.13. R*va R’ to’plamlarda ikki nuqta orasidagi masofa yozilsin va masofaning
3 ta xossasi isbotlansin.
12.14. R*va R’ farzolarda ochiq shar va sharlaming geometrik tasvirlari
keltirilsin.
12.15. R" fazodagi {.r("" } ketma-ketlik yaqinlashuchi bo’lsa, uning chegaralan-
ganligi isbotlansin.
12.16. 1kki va uch o’zgaruvchili funksiyalarning ta’riflari keltirilsin.
12.17. Ushbu
f(x,,x,)=arcsin(x, + x,)
funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin.
12.18. Ushbu
Fxx,)= X, +Xx, Sinxl, ,agar x, # 0 bo'lsa,
0 ,agarx, =0 bo'lsa
funksiya uchun
limof(x,,xz)zo
x;—
x90

bo’lishi isbotlansin.
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12.19. Ushbu

(x, + xz)sinL sin—-, agar (x,, x,) #(0,0) bo'lsa,

S (xl'x2)= X, X,

0 .agar (x,, x,) = (0,0) bo'lsa
funksiyaning (0, 0) nuqtada takroriy limitlarining mavjud emasligi
isbotlansin.

12.20. Ushbu

1 .5 .
—— 5 ——-agarsin” m + sin® mx, #0 bo'lsa,
Sx,.x,)=1 sin X, + Sin” 1,
0 , agar sin” mx, + sin® m, =0 bo'lsa

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.



13-BOB

Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosila
va differensiallari

Ushbu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funksiyalar differensial hisobi bilan
shug’ullanamiz. Kiritiladigan va o’rganiladigan hosilalar va differensiallar
tushunchalari  bir o’zgaruvchining funksiyalari uchun kiritilgan mos
tushunchalaming tegishlicha umumlashtirilishidan iborat bo’ladi. Ayni paytda, biz
ko’ramizki, ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun xos bo’lgan bir qancha yangi
tushunchalar ham (yo'nalish bo’yicha hosila, to’la differensial va xokazo)
o’rganiladi.

1-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning hosilalari

1. Funksiya xususiy hosilasining ta’rifi  f(x)= f(x x,...x,) funksnya
0
[

nr

ochiq M(M c R”') to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda x° = (x X3

m

nuqta olib, uning birinchi koordinatasi x’ ga shunday Ax, (Ax,Z 0) orttinna
beraylikki, (x,°+Ax,,x§’ ,,,,, xf,’,)eM bo’lsin. Natijada f(x,,x,.....x,) funksiya ham

(xf’.xg,...,x,?,) nuqtada x, o’zgaruvchisi bo’yicha

Xususiy orttirmaga ega bo ladi.
I-ta’rif. Agar Ax, — 0 da ushbu limit
lim Axf _ lim f(x, +AX,, X5, X !_fxlo,xg ..... x,(:,)
Ax; =0 Axl Av; -0 Axl
mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f(x,,x;....,x,) funksiyaning (x?,xg,...,x,(,’,)
nuqtada x, o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deb ataladi va
oflul.x3,...x2) of 040 ,
= » 4 X, 'xm k) X
anl oo L) g
belgilarning biri bilan belgilanadi. Demak,
~t o) _ é:f!x ) If
So\x )= lim
ox, Axy -0 Ax‘

xususiy hosilasini quyidagi

7160)= tim L (0,9, x5 )= /P, x5, x2)

x; "XI xl _xlO

ham ta’riflashi mumkin.
Xuddi shunga o’xshash f(x,.x,.....x,,) funksiyaning boshqa 0’zgaruvchilari
buyicha xususiy hosilalari ta’riflanadi:



..................................................................................

0 0 0 0 ! 0 0 0
_i = /Im Axmf - [Im f(xl 'x2 """ xm-l'xm + Axm _f('xl 'xZ """ ‘an)
Ox, brp-0 Ax Ax,, -0 Ax,

m m m

Demak, ko’p o’zgaruvchili f(x.x,., x,) funksiyaning biror

(x0.x3..... xg,) nuqgtada x, (k =1,2,....m) o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasini
ta'riflashda bu funksiyaning x, (k=12,.,m) o’zgaruvchidan boshqa barcha
o’zgaruvchilari 0’zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qilib, f(x,.x,....x,,)
funksiyaning xususiy hosilalari f%,. fX,.... fk, 1-gism, 6-bob, 1-§ da o’rganilgan
hosila - bir 0’zgaruvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini ko’ramiz. Demak, ko’p
o’zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalarini hisoblashda bir o’zgaruvchili
funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum bo’lgan qoida va jadvallardan to’liq
foydalanish mumkin.
13.1-misol. Ushbu

_5txy
2

(xl xz) \/—

funksiyaning (x,.x,)e R* (x, > 0) nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin.

_ntx

- A _-‘l‘xz\
DA 0 T el PN
ox, Ox sz 2\/};
o _of ) EH__ L L N
ox, Ox, f 2\/;2; 2\/}:

13.2-misol. Ushbu

(xl xz)—

iz agar(x, x,)# (0,0) bo'lsa,

0 agar (x,x,)=(0.0) bo'lsa
funksiyaning xususiy hositalari topilsin.
<« Aytaylik, (x,x,)# (0,0) bo’lsin. U holda
o4 _i( 2x,x, j_ 2x2(x,2 +x22)— 2X,%, 2% _ 2x2(x§ -xlz)
o axi\x+x) (e+xf )
o ___8__( 2x,x, ]_ 2.vc,(x,2 +x§)~ 2x,x,2%, _ 2)(1(,\:,2 —xzz)
O, AR B (x,2 +x§)z (x,z +x§)z

4

bo’ladi.



Endi (x,,x2) = (0.0) bo’lsin. U holda ta’rifga binoan
ff(o.0)_ T /(4x,.0)-/(0.0) Q

X, BX\ >0 X,
Y (0.0) m1im /(0,Ax2)-/(0,0) O
ox2 20 Ax2
bo’ladi.
Demak. berilgan /(x,,x2) funksiya da xususiy hosilalarga
ega>

2°. Xususiy hosilaning geometrik Ta’nosi. Soddalik uchun ikki
0°’zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma’nosini keltiramiz.

f(xWi) funksiya ochig m(mc:R2) to’plamda berilgan bo’lib,
(x,°x2)e M bo’lsin. Bu funksiya (x,°,*2) nuqtada /~(xpjcj), /3c2(x,°.x2)
xususiy hosilalarga ega deylik. Ta’rifga ko’ra /”~(x,0,*?) va P-") xususiy
hosilalar mos ravishda ushbu yX=/(x, ,XE) va y2=/(x[).x2) bir o’zgaruvchili
funksiyalaming x° va jc2 dagi hosilalaridan iborat.

Faraz gilaylik, ¥ =/(x, ,x2) funksiyaning grafigi 48-chizmada ko’rsatilgan
sirtni tasvirlasin.

48-chizma

Unda Y}=/(x, .J2) va Y2=/(x,°,x2) funksiyalaming grafiklari mos
ravishda y =/(X, ,x2) sirt bilan x2=x2 tekislikning hamda shu sirt bilan = 1°
tekislikning kesishidan hosil bo’lgan I', va [ 2 chiziglardan iborat.

Ma’lumki. bir o'zgaruvchili u =cp(x) funksiyaning biror joO(jc0g/?)
nugtadagi hosilasining geometrik ma'nosi (1-gism, 6-bob, [-8) bu funksiya
tasvirlangan egri chizigga (x0,*(x0)) nugtada o ’tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsientidan iborat edi. .A,(x[\x2) va .A2(x,°Xx2) xususiy hosilalar mos
ravishda I, va ['2 egri chiziglarga (x.°jcz) nuqtada o’tkazilgan urinmalaming
ax, va ox2 o’glari bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiradi. Demak,
/jt,(X[\;t2) va / x2(x,°,x2) xususiy hosilalar y =/(x,,X2) sirtning mos ravishda
ax, va ox2o’glar yo’nalishi bo’yicha o’zgarish darajasini ko’rsatadi.



2-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiyalarning
differensiallanuvchiligi
1. Funksiyaning differensiallanuvchiligi tushunchasi. Differensiallanuy-
chilikning zaruriy sharti. f (x): f (x,, Xy, ,x,,,) funksiya ochiq M(M c R )
to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda x° = (x?,x;’ ..... xff,) nuqta bilan birga
(xlo +Ax,, X3 +Ax,,,..., Xy +Ax,,,) nuqtani olib, berilgan funksiyaning to’la orttir-
masi
Af(xo)z f(x? +Ax,, x5 +Ax,,., X0 +Ax,,,)—f(x?,x(2’ ..... X9 )
ni qaraymiz.
Ravshanki, funksiyaning Af(x,) orttirmasi argumentlar orttirmalari
Ax). Ax,,..., Ax,, larga bog’liq.
2-ta’rif: Agar f(x) funksiyaning x° nuqtadagi Af(x,) orttirmasini
A ()= AAx, + A4Ax, +. + A, Ax, +AY, + @AY, +.+a,Ax,  (13.])
ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f(x) funksiya x° nugtada differensialla-
nuvchi deb ataladi, bunda A4, 4.....,4, lar Ax Ax,.. Ax, larga bog’liq
bo'lmagan o’zgarmaslar, «a,,a,,....@, lari esa Ax,Ax,,.. Ax, larga bog’'liq va
Ax, > 0.Ax, =2 0,.,Ax, —»0 da , »0,a, »0,...q, >0 (A, =Ax, =..,Ax, =0
bo’lganda o, =, =...= a1, = 0 deb olinadi.)
Agar f(x) funksiya M to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi
bo'lsa, f(x) funksiya M to’plamda differensiallanuvchi deb ataladi.
13.3-misol. Ushbu f(x, ,xz)z)c,2 +x; funksiyani V(x,",x?)e R* nugtada
differensiallanuvchi bo’ lishi ko’rsatilsin.
<4 Hagiqatdan ham, (x,",xgJ ) nuqtada funksiyaning orttirmasi
Af = f(x0+ Ax, 22+ Axy )= (60 x8)= (60 + ax, J o+ (59 + Ax, F -
- (xf’)z -~ (x;))2 =2xAx, + 2)\‘3Ax2 + (Ax1 )z + (sz )2
bo’lib, unda 4, =2x), 4, =2x3, a, = Ax,, a, = Ax, deyilsa, natijada
Af = AAx + A,Ax, + o Ax, + a,Ax,
bo’ladi. Bu esa berilgan funksiyaning \'/(x| ,xz)e R? nuqtada differensiallanuvchi
ekanligini bildiradi. »
f(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchilik sharti (13.1) ni
quyidagi
A(x°)= A Ax, + A4Ax, +...+ 4, Ax, +0{p) (13.2)
ko’rinishda ham yozish mumkin, bunda
p= (6 + (@5 (5,
Endi differensiallanuvchi funksiyalar haqida ikkita teorema keltiramiz.
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I-teorema. Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u

holda bu funksiya shu nugtada uzluksiz bo’ladi.
< f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda ta'rifga
ko’ra funksiya orttirmasi uchun
A(x%)= Adx, + Aphxy + + A, A%, + aAY, + @Ak, + + iy Ax,,
bo’ladi, bunda A4 .4,....4, o’zgarmas, Ax; —»0Ax, —»0...Ax, >0 da a, >0,
., =0, a, —0.

”

Yugqoridagi tenglikdan

m

. 0
AJ{,ITO Af(x )= 0
Axy >0
Ar, 50
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya x° nuqtada uzluksizligini bildiradi.»
2-teorema. Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda bu funksiyaning shu nuqtada barcha  xususiy hosilalari

/s (xo),_f:\_'z (xO)....ffm (xo) mavjud va ular mos ravishda (13.]1) munosabatdagi

4.4,.... 4, largateng bo’ladi:
760)=a. £ (0)= st 17 ()= 4,
« f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsin.
U holda ta’rifga ko’ra
A (%)= 4Ax + 4Ax, +  + A Ax, + A%, + apAY, + +apAx,,
bo’ladi. Bu tenglikda
Ax, %0, Ax,=Ax;= =Ax, =0
deb olsak, unda (13.1) ushbu
Ax,f(x°)= 44x, +a,Ax,

ko’rinishni oladi. Bu tenglikdan quyidagini topamiz:

lim M= lim (4 +a,)= 4.
Ax,

At =0 Ax; 0
Demak,
fx’, (xo) =4,.

Xuddi shunga o’xshash f(x) funksiya x° nuqtada f;, (xo)fx" (.\-O) ..... 1 (xo)

xususiy hosilalarining mavjudligi hamda
£ 60)= . £,60)= A 12 (60)= 4,

ekanligi ko’rsatiladi. »

I-natija. Agar f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u

holda
Af(x,)= 1, (—"O)A’fl + (xo)A"'z + o+ f (XO)A"'m +o(p)
bo’ladi.
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I-eslatma. f(x) funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy hosilalari
1 (.xo),fx'z (x") ..... fx'm(xo) ning mavjud bo’lishidan funksiyaning shu nuqtada diffe-

rensiallanuvchi bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi.
13.4-misol. Ushbu

x,x,
. agar (x,x,) # (0, 0)
Sfxixg)=9x2 + £
0 .agar(x.x,)=(0. 0)
funksiyaning (0.0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko’rsatilsin.
< Bu funksiya (0,0) nugtada xususiy hosilalarga ega:

7(0.0)= im L80.0-70.0)_¢

Ax,
' o f(O,Ax,)—f(0,0)_
£:,(0.0)= Jim =m0

Berilgan funksiyaning (0, 0) nuqtada ornirma-si
Ax Ax,
A7(0.0)= f(Ax,. bx,)- £(0.0)= —=——

AX} +AX3

bo’lib, uni (13.1) yoki (13.2) ko'rinishida ifodalab bo’lmaydi. Buni isbotlash
maqsadida, teskarisini. ya'ni f(x,x,) funksiya (0.0) nuqtada differensialia-
nuvchi bo’lsin deb faraz gilaylik. Unda

Af(0,0)= /7 (0.0)Ax, + /7 (0,0)Ax, + &, Ax, + @,Ax, = oy Ax, +a,Ax,,
bo’lib, bu munosabatda Ax, - 0,Ax, -0 da a, - 0,a, =0 bo’lishi lozim.
Demak,

A0 8% g Ax + yhx,. (13.3)

\/ZVT + Ax?
Ma’lumki, Ax, va Ax, lar ixtiyoriy orttirmalar. Jumladan, Ax, = Ax, bo’l-
ganda (13.3) tenglik ushbu

Ax
TZl =Ax (o +ay)
ko’rinishga kelib, undan esa
V2
o+, =—
2

bo’lishi kelib chiqadi. Natijada Ax, —-+0,Ax, >0 da a, va a, miqdorlaring
nolga intilmasligini topamiz. Bu esa f(x,x,) funksiyaning (0,0) nugqtada
differensiallanuvchi bo’lsin deb gilingan tarazga zid. »

Shunday qilib, funksiyaning biror nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega
bo’lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishining zaruriy
shartidan iborat ekan.

2". Funksiyaning differensiallanuvchiligining yetarli sharti. Endi ko’p
o’ zgaruvchili funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini keltiramiz.
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f(x)= f(x,,x;.....x,,) funksiya ochiq M(M c R'") to’plamda berilgan

3-teorema. Agar [ (x) funksiya x° nuqtaning biror atrofida barcha o’zga-
ruvchilari bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar shu x°
nuqtada uzluksiz bo’lsa, f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi bo’ladi.
<x®eM nugtani olib, koordinatalariga mos ravishda shunday
Ax, Ax,,...,Ax,, orttirmalar beraylikki, (x? + A%, x) +Ax,,. X +Ax,,,) nugta x°
nugqtaning aytilgan atrofiga tegishli bo’lsin. So’ng funksiya to’la orttirmasi
A (0)= (0 + Axy, x2 + Axy, x4 A, )- £(x0 5, x0)
ni quyidagicha yozib olamiz:
Afﬁto)sz(x,o +Ax,, X+ Ax,,..., X0 + Ax,,,)— f(xf),xg + Ay, X0 + Axm)]+
+ [f(x,“,x? +Axy, XY+ Axy, 0 +Ax,,,)—f(x,°,x§’,x§’ +Axy,.., X0 + Ax,,,)]+

0o .0 0 0 0 0 0
+.._+[f(xl VX3 s X 12 Xy +Axm)—f(x, ,xz,...,x,,,)]

Bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir ayirma tegishli bitta argumentning
funksiyasi orttirmasi sifatida qaralishi mumkin. Uning uchun Lagranj teoremasini
tatbiq gila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgan shartlar Lagranj teoremasi
shartlarining bajarilishini ta’minlaydi:

(13.4)

s X

+f., (xf)xg X X0 +0,,,Ax,,,)-Axm,
bunda
0<6, <t  (i=12 ., m).
Odatda (13.4) funksiya orttirmasining formulasi deb ataladi. Shartga ko’ra
x° nugtada Si o foy e Iy, Xususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko’ra
f;i (x,o +6,Ax,, x3 +Ax,,.., x] +Ax,,,)= fx', (xo)+al,

fx': (x,o,xg +92sz,x,° +Ax,, ..., xo +Axm)= f\'z (x°)+a3, (13.5)

£ 0200 4 6,05, )= £ (),
bo’lib, unda Ax, — 0,Ax, —0,..,Ax,, =0 da a, - 0,a, = 0,...,a, — 0 bo’ladi.
(13.4) va (13.5) munosabatlardan
a7l )= 71 6w+ 11, (e e 1 (e, +

+aAx, +a,Ax, +  +a,Ax,
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bo’lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi
ekanligini bildiradi. »

Bir va ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning
differensiallanuvchiligi tushunchasi kiritildi. (garalsin, 1-qism, 6-bob, 4-§ hamda
ushbu bobning 2-§.). Ularni solishtirib quyidagi xulosalarga kelamiz.

1) Bir o'zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda
ham funksiyaning biror nuqgtada differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu
nuqtada uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. Demak, bir va ko’p o’zgaruvchili
furkstyalarda funksiyaning differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning uzluksiz
bo’lishi orasidagi munosabat bir xil.

2) Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada
differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nugtada chekli hosilaga ega bo’lishi
kelib chiqadi va aksincha, funksiyaning biror nuqtada chekli hosilaga ega
bo’lishidan uning shu nugtada differensiallanuvchi bo’lishi kelib chigadi.

Ko’p o’zgaruvchili  funksiyalarda  funksiyaning  biror  nuqtada
differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada barcha chekli xususiy
hosilalarga ega bo’lishi kelib chiqgadi. Biroq funksiyaning biror nugtada barcha
chekli xususiy hosilalarga ega bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi
bo’lishi har doim kelib chigavermaydi.

Demak, bir va ko'p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning
differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning hosilaga (xususiy hosilaga) ega bo’lishi
orasidagi munosabat bir xi} emas ekan.

3-§. Yo’nalish bo’yicha hosila
Ma’lumki, bir 0’zgaruvchili y = f(x) funksiyaning (x € R, v € R) d‘;{ hosi-

lasi bu funksiyaning o’zgarish tezligini bildirar edi. Ko’p o’zgaruvchili
y=f (x,,xz....,xm) funksiyaning xususiy hosilalari ham bir o’zgaruvchili funk-
siyaning hosilasi kabi ekanligini e’tiborga olib, bu ——,—— ..., —— xususiy hosi-

I Ox
lalar ham y = f(x,,x,,..,x,) funksiyaning mos ravishda ox,,ox,,..,ox, o’qlar
bo’yicha o’zgarish tezligini ifodalaydi deb aytish mumkin.

Endi funksiyaning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha o'zgarish tezligini
ifodalovchi tushuncha bilan tanishaylik. Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili
funksiyani garaymiz.

y=f(x.x,)=f(4) funksiya ochiq M to’plamda (M CRZ) berilgan
bo’lsin. Bo® to’plamda ixtiyoriy A, =(x:’,x§ ) nuqtani olib, u orqali biror to’g’ri
chiziq o’tkazaylik va undagi ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish,
ikkinchisini manfiy yo’nalish deb gabul gilaylik. Bu yo’nalgan to’g’n chizignt /
deylik.

m
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ava f deb I yo'nalgan to’g’ri chiziq musbat yo'nalishi bilan mos ravishda
ox; va ox, koordinata o’qlarining musbat yo'nalishi orasidagi burchaklamni
olaylik (49-chizma).
X T

X2

b

49-chizma

! to’g’ri chiziqda A4, nugtadan farqli va M to’plamga tegishli bo’lgan A
nuqtani (A :(x1 , X, )) olaylikki, 4,4 kesma M to’plamga tegishli bo’lsin. Agarda
A nuqta A4, ga nisbatan / to’g’ri chizigning musbat yo’nalishi tomonidan bo’lsa
(shakldagidek), u holda 4,4 kesma uzunligi p(A4,.4) ni musbat ishora bilan
olishga kelishaylik.

AA,AB dan

0
B ]

P
bo’lishi kelib chigadi. Odatda cosa va cos 8 lar [ to’g’ri chizigning yo’naltiruv-
chi kosinuslari deyiladi.

3-ta’rif. A nuqta / yo’nalgan to’g’ri chiziq bo’ylab 4, nuqtaga intilganda
(4 > 4,) ushbu nisbat

S~ 1(4) _ flxyx)- ()
p(AO,A) p((xlo-xg(xl'xz))
ning limiti mavjud bo’lsa, bu limit f(x,x,)= f(4) funksiyaning 4, :(xlo,x?)
nuqtadagi / yo’nalish bo’yicha hosilasi deb ataladi va
d(4) . dl.x)
dl al

) 0
H—X%

=cosa, =cos B (13.6)

yoki

kabi belgilanadi. Demak,
o )14

dl a4 p(4,A)
Endi f(x,x,) funksiyaning / yo’nalish bo'yicha hosilasining mavjudligi

hamda uni topish masalasi bilan shug’ullanamiz.
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4-teorema. f(x,,x,) funksiya ochig M to’plamda (Mch) berilgan

bo'lib, 4, = (x”.x2) nugtada ((x?,x2)e M) differensiallanuvehi bo’lsa, funksiya

shu nuqtada har qanday yo'nalish bo’yicha hosilaga ega va

#l.)_ o) o arlexd)
Ox x

coso +
di 1 2

cos B (13.7)
bo’ladi.
<Shartga ko'ra f(x,,x,) funksiya A(,:(xf’.xg) nuqtada differensialla-
nuvchi. Demak, funksiya orttirmasi
SA)= £(4)= 1x,5,) - 10 )

uchun
)= ()= Qf%ﬁ)( % -x?)+ﬂ;¥)(xz -)+ol) (138
bo’ladi. bunda )

p= ol )= 5 -3 +(r, - f
(13.8) tenglikning har ikki tomonini p = p(4,,4) ga bo’lib, so’ng (13.6) ni
e’tiborga olib topamiz.
fA)-1l)_ i) o, L) o)
p(A(, ) x ax, P

Bu tenglikda 4 — 4, da (ya ni p —>oda) limitga o’tsak, unda

i A1) _ 1 f(AO 14& 5 ous f!, 2 eos 5

tto p(dy,A)  po

bo’ladi. Demak,
df(x?:X;)) _ af(x?,xg)cosa +ﬂxj’i§)casﬂ. >
dl ) o,

13.5-misol. Ushbu

f("l')“z):a"agﬁ
X
funksiyaning / yo’nalish bo’yicha hosilasi topilsin, bunda / birinchi kvadrantning
(1, 1) nugtadan o’tuvchi va (0, 0) nuqtadan (1, 1) nugtaga qarab yo’nalgan
bissektrisasidan iborat.
«Berilgan funksiyaning 4, =(l, 1) nuqtadagi / yo’nalish bo’yicha
hosilasini (13.7) formulaga ko’ra topamiz. Ravshanki,

f(x,,x )= arctg%

2

funksiya 4, =(1, 1) nugtada differensiallanuvchi. Unda (13.7) formulaga ko’ra
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#1Y_o0y) 7,

dl o,
I O . Q =0
x =l 2
=l

E ]
s
ey

2 2 2 2
X 4x; X +X;
bo’ladi. »

4-§ Ko’p o’zgaruvchili mamrakkab fimksiyalarning
differensiallanuvchiligi. Mirakkab fimhsiyaning hosilasi
fl4%.x,) finksiya M (McR") toplamda berilgan bolib,
X, %y, X, OZzgaruvchilaming har bii 0z navbatida 4,4,
o'zgaruvchilaming T (T < R*) to"plamda berilgan funksiya bo’ sin:
xlz("l(tl”z ----- 6

5 =@t ty),

(13.9)
xnl=¢m(rl'l2 ----- %)
Bunda (f,,£,.....¢, )€ T bo’lganda unga mos (x,,x,,...,x,) € M bo’lsin.
Natijada ushbu
Aottt )@ty ) (015,00 )) = L1y, 0,
murakkab fimksiyaga ega bo’lamiz.

1. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi.
S-teorema. Agar (13.9) funksiyalaming har biri (t2.¢9,...¢¢)e T nuqtada

nugtada (x?z(pi(t?,rzo,...,r,?), xgztpz(t,o,tg ..... t,?),...,x,?,=¢,,,(t,°,lg,...,t,?» differen-
siallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab finksiya Fl,.6,,...4,) ham (£.63...0)
nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

«08...0)eT nugani olib, wning koordinatalariga mos ravishda
shunday (A, An,.,A) orttiruvchilar beraylikki,
(€ + A0, + Ay, £2 + A, )€ T bolsin. U holda (13,9) dagi har bir funksiya ham
(Ax,,Ax,,..., Ax,) orttirmalarga va nihoyat f(x,,x,,....x,,) finksiya Af orttirmaga
ega bo’ladi.

Shartga ko'ra (139) dagi funksiyalaming har biri (,¢0,...¢0) nugtada
differensiallanuvchi. Demak,
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axl } &l
My +— AL+ +— A+
a, L a, o)
&x, 22
AN A=A A2 N+ ,
A, = a o, a - Ae) (13.10)
Ax, %o pr + Ty +. A=A +olp)
atl 2 k

J
nuqtadagi giymatlari olingan, va
p=AA AL 4.+ A2

Shartga asosan, f{x,,x,,...,x,,) funksiya (x?.xg ..... xf',,) nuqtada differensial-
lanuvchi. Demak.

M=%Ax,+a—axf—mz+ +gAxm+a,Ax,+aQsz+...+amAxm (13.11H)
1

2 m

bo’ladi, bunda 5 (i=12....m) hususiy hosilalaring (xl X, xg,) nuqtadagi

giymatlari olingan va Ax; —0,Ax, —0,...,Ax, -0 dagy; > 0,, >0,...,a, >0
bo’ladi.
(13,10) va (13,11) munosabatlardan topamiz:

Af = Z'[Z‘At +%At2+ +—Atk+o(p)j|

I, % o,
+ = =AM +—=AL+ A+ , [+
ag| @ Mgttt M olp)

o | o ax, ox
- AL AL A=A o),
ol a A, a, o +olp) |+

+oAx + A, +. +a,Ax, =

|ore, ooy, +.@f_éx_]N
o ooy | &, o |

+[E%+1F"_‘2+._. @’a"]m
&, o, o, d, ok, o
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+ 15&—'+1ﬁ+ +iox,,, Al +
ox, ot 0Ox, o, ox,, o,
(13.12)
[af q., F :la(p)—f—
ox, oOx,

+ o Ax, + a,Ax, + +a,Ax,,.

Bu tenglikdagi [1 +—‘z+.,.+ @f} yig'indi o’zgarmas (o ga bog’lig

ox, Ox, ox,,
emas) bo’lgantigi sababli
o of
e R +——~ 13.13
{ax or, }o(p) o(p) (13.13)
bo’ladi.

Modomiki, x; = ¢,(1,.4,....4,) (i=1. 2....m) funksiyalar (t,“.tg..,.,tf) nuqta-
da differensiallanuvchi ekan, ular shu nuqtada uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiziik
ta'rifiga ko'ra A1, - 0,At, »0,.,A1, >0 da, yani p—>0 da
Ax; > 0,Ax, = 0,...,Ax,, » 0 bo’ladi. Yana ham anigroq aytsak, (13.10)
formuladan p—0 da Ax, =o(p) Ax, = o(p),..,Ax, = o(p) ekanligi kelib
chiqadi. Ax; > 0,Ax, »0....,Ax,, >0 daesaq; »0,a, > 0,...q, >0.

Demak,

p—0 =>barcha Ax, >0 = barcha o, >0 = aAx,.a,AY,,...a,Ax, =dp) (13.14)

Agar

B A SR A N
dx, ot y ox, Ot , ox,, 5!,-
(j = L2.3... k) deyilsa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) munosabatlardan
Af = ADL + AL+ + 4,481 +o{p)
kelib chiqadi. »
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Endi
Font )t 1)ty ) = F. )
murakkab funksiyaning ¢,.1,.....t, o’zgaruvchilar bo’yicha xususiy hosilalarini
topamiz. Aytaylik, f(x.x,..x,) va x,=¢(.0...4) x=@(.b. L) .
x, = @n{t1,,....1;) funksiyalar yuqoridagi S- teoremaning shartlarini bajarsin. U
holda 5-teoremaga ko’ra murakkab funksiya (t,° £ t,?) nugtada differensial-
lanuvchi bo’ladi.

Demak, bir tormondan

Af = AAL+ AN+ + A +0o(p) (13.15)
bo’lib, bunda
Y F Y,

=12,k 13.16
ox, 0t; ox, 01 Ox,, Ot k) ( )
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(garalsin 5-teorema) ikkinchi tamondan 1- natijaga asosan

Af=iiml+gmz+.,.+imk +o(p) (13.17)
c, oty an,
bo’ladi. (13.15),(13.16) va (13.17) va munosabatlardan

Y I T x, B,

o, ox oy 6x o, o, o

o Fo T, o,

a, ox o ax at2 o, o

o _F x

- 1 24 +_5_‘[ W,
a, oy azk o, ax,
bo’lishini topamiz.

5-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali
1’. Funksiya differensialining ta’rifi. f(x,.x,..., x, ) funksiya ochiq

M (M c R"') to’plamda berilgan bo’lib, bu to’plamning x° =(x?,x2,...,xg,) nug-

tasida differensiallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga ko’ra f(x) funksiyaning x° nugtada-
gi orttirmasi

)
ﬂ)f—)Ax +ﬂx—) ...+%£)Axm+ale,+a2sz +..+a,Ax,
Oxrn

bo’ladi.
4-ta’rif. f(x,.x,....x,) funksiya orttirmasi Af' (xo) ning Ax,, Ax,,..Ax,
larga nisbatan chizigli bosh qismi
afx Ax+ofx Ax, +. +6faxx Ax,,
f(x) funksiyaning x° nuqtadag1 dlﬁ”erenSIah (to’liq differensiali) deb ataladi va
af(x0,x2,....x3) kabi belgilanadi. Demak,

"f()afxlxz —i—)Ax+J—)Ax+ +§dx_)

Agar Xx.x,,.,x, erkli o zgaruvchllammg lxtlyony orttumalan Ax,,
Ax,,..., Ax,, lar mos ravishda bu o’zgaruvchilaming differensiallari d,,dx,,...,dx,,
ga teng ekanligini e’tiborga olsak, unda f (x) funksiyaning differensiali quyidagi

0 0 0
aff(;:"):ﬂx—)dxI +ﬂ"—)dx2 A vy (13.18)
ox, Ox, O

m

ko’rinishga keladi.
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Odatda idx,, ia’xz... fidxm lar f(x,.x,.....x,) funksiya xususiy
Ox, Ox, Ox

differensiallari deb ataladi va ular mos ravishda d, f.d, f...d, f kabi belgila-
nadi:
df=Lac. d r-Lac. a r-La,.
T o oox, YG) §
Demak, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali, uning shu nuqtadagi
xususiy differensiallari yig'indisidan iborat. Masalan, ushbu
f(X1 ,xz) = e.t, sinx,

funksiyaning ¥(x,x,)e R nuqtadagi differensiali

m

df = gdh + gidxz = sinx,e™ " 2 dx; + x, cos x,e" " dx, =
ox x
1 2

= &5 "2 (sin x,dx, + x, cos x,dx, )
bo’ladi.

Endi funksiya differensialining geometrik ma’nosini ikki o’zgaruvchili
funksiya uchun keltiramiz.

Aytaylik, y = f(x,.x,) funksiya ochiq M to’plamda (MC Rz) berilgan
bo’lib, (x,o,xg)e M nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. Bu funksiyaning grafigi
50-chizmada tasvirlangan (S) sirtni ifodalasin.

vt

) L l
™ (x,°+Ax,,xg+Ax:\)
50-chizma.

(S) sirtga (x,o,xg,yo) nugtasida (yo = f(x,o,xg)) o’tkazilgan urinma tekislik

ushbu
reyy= bl ) Al )
ox, ox,
ko’rinishda bo’lib, undan
Y-y, = df(x?,xg)
4



ekanligi kelib chiqadi. Demak, y= f{(x,.x,) funksiyaning (x,”x‘z’) nuqtadagi
differensiali bu funksiya grafigiga (xf),x?,f(xf’,xg)) nuqtasida o’tkazilgan urinma
tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan.
2. Murakkab funksiyaning differensiali. y= f(x, x,,..x,) funksiya

M (M c R"') to’plamda berilgan bo’lib. x, x,,...,x,, 0’zgaruvchilarming har biri
0'z navbatida 1,,1,,...,t, o’zgaruvchilaming T (T c R") to’plamda beriigan funk-
siyasi bo’lsin:

x5 =00t

5 =0,(60,0,)

xm = ¢m (’]"Z """ lk )
Bunda (1, f,.....t, )€ T bo’lganda unga mos (x,.x,,..., )e M bo’lib, ushbu

y=f(¢l(’l’t2 """ !k)w’(t t" """ ’I(): me( tk))
murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik x, =¢,(4.4,...t,) (i=1,2,..m) funksiyalarning har biri
(1,0,12 ..... t,?\)e T nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, y = f(x,,x,,...,x, ) funksiya
esa mos (x,o\gxf,’,)e M nuqtada differensiallanuvchi bo’Isin. U holda 5-teore-
maga ko'ra murakkab funksiya (t,”,t AAAAA tk) nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.
Unda murakkab funksiyaning shu nugtadagi differensiali

df—gfdr+a/dt o+ fd:
ot

i 2

bo’ladi.
Ma’lumki,
oF _ofx o x: Of Gl
o, ox, o 0Ox, O 61l
S Yx A Of Gt
ot, oOx, or, ox, ot, ax at2
F _Fo o > o Oy
ot, Ox, 01, Ox, ot ox,, Ot
Natijada
gr=| Lo T O, Y Oy,
Ox, 6:1 ax2 61, ox,, o
+ 1@'—+iéxl+ iox_ dr, +
Ox, 01, 0Ox, Ofy ax oty

55



+ +

+ iﬁ_{,l%.}. +l.aﬁ dt
Ox, o1,  Ox, 01, ox,, Ot

-9 %dl +%d12+ + -‘drA
ox, \ o1 o1, o1,

v =

of (ox Ox Ox
+—f —Ldy+—2dt,+ +2dy |+
Ox, \ o a, o,

+ g [ax'" dt, +%dt2 +...+?—xﬂdtk]

ot t, o,
bo’ladi.
Agar
o dr + 'd/ o+ —t & d, =
o, or, or,
Qﬁdrl + %dt, +.+ &dlk =dx,,
or, o, o,

Fo g+ Zogy s By — i,
o, o, ° ot,

ekanligini e’tiborga olsak, u holda murakkab funksiya differensiali uchun

=L+ L+ +La (13.19)
Ox, ox, Ox,

bo’lishi kelib chigadi.

Murakkab funksiya differensiali ifodalovchi (13.19) formulani avval qarab
o’tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir xil formaga ega bo’lishini (ya’ni
differensial formasi saglanishni) ko’ramiz. Odatda bu xossani differensial formasi-
ning (shaklining) invariantligi deyiladi.

Demak, ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda ham bir o’zgaruvchili funksiyalar-
dagidek, differensial shaklning invaritligi xossasi o’rinli ekan.

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (13.19) ifoda dx,.dx,,...dx, lar

X;.Xy,....%,, laming ixtiyoriy orttirmalari Ax,,Ax,,...Ax, lar bo’lmasdan. ular
4,t,.....1, o’zgaruvchilarning funksiyalari bo’ladi.

3". Funksiya differensiali hisoblashning sodda qoidalari. u= f(x) va
v = g(x) funksiyalar ochiq M (M c R"') to’plamda berilgan bo’lib, x’ € M nug-

tada ular differensiallanuvchi bo’lsin. U holda u+v, wv, =, (v # 0) funksiyalar
v

ham shu x° nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi va ularning differensiallari uchun
quyidagi
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) duzv)=dutdv,
2) d(uv)= udv +vdu,
3) d(ﬁj _Ydumudy (4 0)
v v
formula o’rinli bo’ladi.

Bu munosabatlardan birining, masalan, 2) ning isbotini keltirish bilan
chegaralanamiz.

u=f(x) va v=g(x) funksiyalar ko’paytmasini F funksiya deb qaraylik:
F=u-v.Natijada F funksiya u va v lar orqali x,,x,,...,x,, 0'zgaruvchilarning
(x=(x,.x,.....x,, ) murakkab funksiya bo'ladi. Murakkab funksiyaning differen-
sialini topish formulasi (13.19) ga ko'ra

dF = idu + idv
cu av
bo’ladi.
Agar

of | OF

ou v
ekanligini e'tiborga olsak, unda

dF = vdu + udv

bo’lishini topamiz. Demak,
d(uv)= vdu + udv .

6-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallari
1". Funksiyaning yuqori tartibli xususiy hosilalari. f(x,.x,,...x,)
funksiya ochiq M(MCR'") to’'plamda berilgan bo’lib, uning har bir
(x..x,,...x,) nugqtasida Jeo Joynn Sy, Xususiy hosilalarga  ¢ga  bo’lsin.
Ravshanki, bu xususity hosilalar o'z navbatida x,,x,,..,x, o’zgaruvchilarga
bog’lig bo’lib, ularning funksiyalari bo’lib golishi mumkin. Berilgan funksiya
xususiy hosilalari f , f; ... f;, laming ham xususiy hosilalarini qarash mumkin.
S-ta’rif. f(x,x,,..x,) funksiya xususiy hosilalari Jer Iy Sy, laming
x, (k=1,2,...,m) o’zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilalari berilgan funksiyaning
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va
S fiy (k=12 m)
yoki
af &f o*f
ox,0x, ox,0x,
kabi belgilanadi. Demak,




O f _ 1 4
oxox, M 6x, o, )

21 7)
Oxydx, T Bxk ox,

2 ,
O g 22 12 m)
Ox,,0x, o ox, \ ox,

m

Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalami umumiy holda

2
of _ ((=12...m k=12, ., m)
Ox; 6x‘ *
ko’rinishda yozish mumkin, bunda & =/ bo’lganda
°f
axkaxk XXy
deb yozish o’miga
62
ax{ 1
deb yoziladi.

Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o'zgaruvchilar
bo’yicha olingan bo’lsa, unda bu
T (ik)
&I&k XXy
2-tartibli xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi.

Xuddi shunga o’xshash, f(x,,x,,...x,,) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va
xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta’riflanadi. Umuman, f(x,.x,,..,x,) funk-
siya (17—1)-tartibli xususiy hosilalaming xususiy hosilasi berilgan funksiyaning
n -tartibli xususiy hosilasi deb ataladi.

13.6-misol. Ushbu

f(x,.x,)=arcig i (xz #0)
X2
funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilasi topilsin.
<Ravshanki, g = sz 5 g __ le 5
Lo Xy Ox X +Xx;
2x,X,

2

Ff_ (¥ o X |._
a  an\ox) on\x+x; (x,z+xzz)2‘
Of o[\ o % ) x-x
anay, o \on) o\xi+x) (Fexlf
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Ff _o(F o _x | x-x
ox,0x, Ox\dx,) o\ x}+x; (x12+x§)2'

Ff_ oo\ o _x ) 2xm
a2 O, \dx, ) Ox,\ xI+x? (x‘2+x§)z.

13.7-misol. Ushbu

2

xf ~x2
x,=—=2, agar x} +x} #0 bo'lsa.
S(xxz)= :
x} +x?
2
0 agar x! +x;=0 bo'lsa

funksiyaning aralash hosilalari topilsin.
< Aytaylik (x,.x,)#(0,0) bo’Isin. U holda

2 2 \
of x} - x} 4x2xl of xP-x}  4xixl
PR R Iy A vl | a_'_'xl 2.2 (5 LHp/
ox, Xy +x; (x;+x2)z X, Xyt x; (x, +)cz)2
o*f a(of) xt-x2 8xlx2
poreniaiewn S-wll Inker s s '
Ox,0x, Ox,\0x, ] x;+x3 ("| +x7)z
*f _o( )\ _xw-xl,, 8xx
Ax,0x, O \Ox,) xt+xl (xf i
bo'ladi.
Berilgan f(x,.x,) funksiyaning (0,0) nuqtadagi xususiy hosilalarini

ta’rifga ko’ra topamiz:

F09)_ 4, S0x0-700)_,

ax, Ax; 50 Axl
¥0.0)_ . [0 ) 0.9 _,
axz Ax~, —bO
. sz) o (. 0)
2 A3
9 f(0'0)= lim %, & lim AJ;Z =-1,
Ox,0x, b0 Ax, A -0 Axg
¥ (&x0) _ 3(0,0)
2 3
2100, P i 5y
Ox,0x,  85—0 Ax, 4x, 0 Ax;

2 a2
Bu keltirilgan misollar ko’rinadiki, funksiyaning of va -2 J aralash
axlaxZ ax2axl
hosilalari bir-biriga teng bo'lishi ham, teng bo’lmasligi ham mumkin ekan.
6-teorema. f(x,,x,) funksiya ochiq M (MCRZ) to’plamda f;, f}
hamda f,,’l’, fx,x, aralash hosilalarga ega bo’lsin. Agar aralash hosilalar
(x, x7)e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nuqtada
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Fute bel.x3)= 1 e 3)
bo’ladi.
< (x,° x5 ) nuqta koordinatalariga mos ravishda shunday Ax, >0, Ax, >0
orttirmalar beraylikki,

D= {(xl,xz)e R x)<x, <x)+dx, xJ<x,<x3 +sz}c M
bo'lsin. Bu to'g’ri to’rtburchak uchlarini ifodalovehi (x%,x?), (7 +ax,.x2),
(xf,xg+Ax2), (x,o +Ax,, X} +Ax2) nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topib
ulardan ushbu

P=f(x,° +Ax,, x0 +Ax2)—f(x? +Axl,xg)—f(x?,xg +Ax2)+f(x?,xg)
ifodani hosil gilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki
P=[rler+ o, x:wJ f(x:’wl U xswz) )
P= [f(x, + Ax, Jc2 +Ax, x, X5 +Ax2] [/x, +Ax, x, (x,,xg)}
ko’rinishda yozish mumkin.
Endi berilgan f(x,.x,) funksiya yordamida x, o’zgaruvchiga bog’lig
bo’lgan
(o(x,): f(xl'xg + A"z)_ f(xl'xg)’
x, 0’ zgaruvchiga bog’liq bo’lgan
'/’("'z)zf("'lo +Ax1'12)“ 7 (x?'xz)
funksiyalami tuzaylik. Ravshanki, ¢(x,), w(x,) funksiyalar
#(x)= 1, (.58 + &) £, 2),
V/'(xz)"“ fx'2 (‘xlo + Ax,,xz)— f:lz (xlo-xz)
hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan
9'(x)= 1, Lo (xvxs + 02Ax2)- Ax,,
w'(x,)= .fxz,x, (x,o +6Ax), xz)' Ax,
bo’ladi, bunda 0< 6,, 6, <1.
Yugorida keltirilgan P ifodani ¢(x,), y(x,) funksiyalar orqali ushbu
P= ga(x? + Ax,)—(a(xlo),
P=yld +ax)-p(sl)
ko’rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasini qo’llab quyidagilami topamiz:
P=g(x0+0Ax) Ay, P=y(x+6ax) Ax,
(0<g. 6 <1).
Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan
P=fin X +6/Ax;, x; +62Ax2)~ Ax,Ax,
P= 17, (6® +6,8x,.x3 + G3Ax, )- Ax,Ax,

(13.20)

(13.21)

bo’lib, ulardan esa
($1]



f.:lxz (xlo + HI'AXI'X(Z) + 02Ax2)= f;.m (x? +‘9|Ax1'x§ + gész) (13.22)
bolishi kelib chiqadi.

Shartga ko'ra f; . ~va f; . aralash hosilalar (xf’xg) nuqtada uzluksiz.
Shuning uchun (13.22) da Ay, =0, Ax, — 0 limitga o’tsak,

Fr e a8)= 12, (0.3
bo’ladi. »

2". Funksiyaning yugori tartibli differensiallari. Ko'p o’zgaruvchili funksi-
yaning yuqori tartibli differensiali tushunchasi keitirishdan avval, funksiyaning
n(n> 1) marta differensiallanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz.

£(x) funksiya ochiq M (M c R") toplamda berilgan bo'lib, x° e M
bo’Isin. Ma lumki, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi ushbu

A(x°)= 4%, + A, + +4,8x, +0(p)
ko'rinishda ifodalansa, funksiya x° nugqtada differensiailanuvchi deb atalar edi,
bunda 4,4, ..., 4,- o’zgarmas sonlar, p = \/Ax,2 +Ax; + +Ax’ . Buholda ko'r-

gan edikki,
0
A =§€£i) (i=1,2.. m

C"xl

Aytaylik, f(x) funksiya M to’plamda fi £y /s, Xususiy hosilalarga
ega bo’lsin. Agar bu xususiy hosilalar x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa,
£(x) shu nuqtada ikki marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

Umuman, f(x) funksiya M to’plamda barcha (n-1)- tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilaiar x’ € M nuqtada differensiallanuvchi
bo’lsa, f(x) funksiya x° nugtada » marta differensiallanuvchi deyiladi.

7-teorema. f(x) funksiya M to’plamda barcha - tartibli xususiy hosila-
larga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar x° € M nugtada uzluksiz bo’lsa, f (x)

funksiya x° nugtada n marta differensiallanuvchi bo’ladi.

Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini ifoda-
lovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi isbotlanadi.

f(x) funksiya x € M nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin.

6-ta’rif. f(x) funksiyaning x nugtadagi differensiali df(x) ning
differensiali berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi
vau d’f kabi belgilanadi:

d’f =d(df).

Differensiallash goidalaridan foydalanib topamiz:
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2 r_g@)=dl Lae + L S g, |-
df-d(df)_d(axldx,+ax R dx,,,]

caed L v ad Ls. +dxd—f—
Ox, ox, ox,,
=afdx afdx . afdx,,,dx,+
axt ox,0x, axax
2
+ afdx+ fdx+ + afdx,,,dx2+
Ox,0x, o2 Ox,0x,,
+ +
2 2
+ afdx+ afdx+ S+ afdx,,,dx,,,:
0Ox,,0x, ox,,0x, ox,,0x,
2 2
a{afxl+ fdx2 zf-dx;,+
ox, ot 6x,,,

2 ~2
20 dx,dx, + aafdx,dx,+...+z O 4 ds, +

Ox,0x, x,0x x,0x,,

_\ 2

29 a2 geae s 22 g s
0%, Ox,0x, X,0x,,

2 s dx, _dx,.
x

m=-1""m
f(x;.x,.....x, ) funksiyaning (x,.x,.....x, ) nuqtadagi uchinchi, tortinchi va
xokazo tartibli differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning x nuqtadagi (n-1)- tartibli differensiali
d®" £(x) ning differensial berilgan f(x) funksiyaning shu nuqtadagi n tartibli
differensiali deb ataladi va d” f/* kabi belgilanadi. Demak,

d"f=d{d@"'f).

Biz yugorida f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy
hosilalari orqali ifodalanishini ko’rdik.

f(x) funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy
xosilalari orqali ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori

tartibli differensiallarni, simvolik ravishda, soddaroq formada ifodalash muhim.
f(x) funksiya differensiali

df=zdx,+afdx + +afdx

ox, Ox, ox

ni simvolik ravishda (f ni formal ravishda qavs tashqarisiga chiqarib)
quyidagicha
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df = [adx+adx+ +—a—dxmjf
Ox, ox, Ox
yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini
2
d’f = (a dx, +— 0 dx, + +idxm) f (13.23)
0x, ox, Ox

deb garash mumkin. Bunda qavs ichidagi yig'indi kvadratga ko’tarilib, so’'ng f
ga «ko’paytiriladi». Keyin daraja ko’rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb
hisoblanadi.

Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash  f(x) funksiyaning - tartibli
differensialini

m

n a 0
d"f= (&dx+6x_dx++ mdx]f
kabi yozish imkonini beradi.

3". Murakkab funksiyaning yugqori tartibli differensiallari. Ushbu punktda
Sx X%, ), (=00t x, = 05 (0100,) X = Pl 4))
murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini topamiz.

Ma'lumki, x,=@.(t,8,,....t,) (=1 2,.,m) funksiyaning har bir

(1\0,12 ..... lf)e T nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, f(x, x,...,x,) funksiya esa

ning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali

df—afdx+—dx + +afdx
0x, 0Ox, Ox,

m

bo’ladi.

Faraz qilaylik. x, =¢,(t,,6,....(,) (=1, 2,...m) funksiyalaming har biri
(1,0 Aty )e T nuqtada ikki marta differensiallanuvchi, f(x,,x,,....x,) funksiya
esa mos (x?,x‘z’,....xf,)eM nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. U

holda murakkab funksiya ham (t," 4 1,?) nuqtada ikki marta differensiallanuvchi
bo’ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

d’f=d(df)= [f 1dx2+...+3f—dxm]=d(§xf;]dx,+§x—fd(dx,)+

) axz axm |
+d(gzjdx2 +;%d(dx2)+ ...+d[%)dxm +gmd(dxm)= d(%)dx, +
+d[1]dx2+...+d[i) . afdx,+ fdx2+ S+ afa'2
o, ox,, ox, or, ox,,
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2
= —6—dx,+—a—dx2+...+idxm [+
ox, ox, Ox,,

fdz

(13.24)
+Qr-af2xl +1af2x2 + o+
axz m

Shu yo’l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differen-
siallari topiladi.

(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli differensiallarda
differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli emasligini ko’ramiz.

2-eslatma. Agar

X = ol +anh ot al + p,

X, = Qyly + Aply + .+ Ayl + B, (13.25)

Al + oty + ..+ At + B,
bo’lsa (a;, B, (i= l,2,...,k, j=1,2,..,m)-0’zgarmas sonlar), u holda bunday
S(x,.x,,....x,,) murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial

shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi.
Hagqiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalami differensiallasak, unda

de, = apdty +adl, + tagdl =a) AL apAL 4L a AL,
di, = a,dly + ayudt, + ..+ @y dl, = a, AL+ apAL 4+ ay Al

dx,, =, dl, +a,.d, +..+a,d, =a,, A +a,,At +. +a,, Al
bo’lib dx,.dx,,...,dx,, laming har biri ¢,1,,....t, o’zgaruvchilarga bog’liq emasligi-
ni ko’ramiz. Ravshanki, bundan d’x, = d,x, =..=d’x,, =0.

Binobarin,

o of af
d*f =d(df)= d(ax'dx +;x—dx +. +ax,, m]
=dx|d[1)+dx2d[1]+ +dxmd[——af ]=
Ox, Ox, Ox,,

=[idx‘ +,—a-dx2 +..A+—a—dx,,,] S/
Ox, ox, ox,,

Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi
xossasiga ega ekan.

Shunga o’xshash, bu holda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi
differensiallarida differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli bo’lishi
ko’rsatiladi.
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7-§. O’rta qiymat haqida teorema
F(x)= f(x,.x,,....x,,) funksiya M c R" to’plamda berilgan. Bu to’plamda
shunday a=(g,.a,...a,) va 6= (s,.6,...6, ) nuqtalami olaylikki, bu nugtalarni
birlashtiruvchi to’g ri chiziq kesmasi
A={(x,.x,....x,)eR" x,=a +1(e,-a)) x,=a,+1(s,—a,),
X, =a, +1(g, —a,) 0<(<1}
shu A to’plamga tegishli bo’lsin: Ac M
8-teorema. Agar f(x) funksiya 4 kesmaning a va ¢ nuqtalarida uzluksiz

bo’lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda 4 kesmada shunday ¢ nugta (c = (¢1.¢5,-..c,,)) topiladiki,

f(e)’ f(a)= v (CX“I - “|)+ /s, (CXGZ -a,))+ +f;,,, (C)(em - a,,,)

bo’ladi.

< f(x) funksiyani A to’plamda qaraylik. Unda

f(x)=f(x,xy..x,)= fla, +1(e, - a,), a, + L6, ~a,).... a,+1(s,~a,))

(0<r<1)
bo’lib. f(x,,x,,....x,,) ¢ 0'zgaruvchining [0,1] segmentda berilgan funksiyasiga
aylanadi:
F()= f(a, +1(s -a) a,+1le; -a,)..... a, +1(s, -a,))
Bu funksiya (0, 1) intervalda ushbu
F'(’)zf;,'("l“al)v fxlz'(ez_az) ''''' fx',,,‘(em_am)

hosilaga ega bo’ladi.

Demak, F(¢) funksiva [0,1] segmentda uzluksiz, (0, 1) intervalda esa F'(t)
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qism, 6-bob, 6-§) ko'ra (0, 1) interval-
da shunday /, nuqta topiladiki,

F()-F()=F'(,) (0<t,<1) (13.26)

F(0)= f(a) F(1)= f(6).

F'(t)= M (a,+ 1506, ~ ), @, +15(6; = a,)..... 4 +15(6—3,))- (6, - a)+

+fx'z (al +’0(3| _al)’ a, +’0("‘2 _az) ~~~~~ a, +IO(6m —a,,,))~(32 —a2)+
+

bo’ladi. Ravshanki,

(13.27)

Agar
a + ’o(“l _a|)=cl

a, +1,(6, - a;)= ¢,
am + 10(6," —am)= Cm
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deb belgilasak, unda ¢ =(c,.c,.....c, )€ 4 bo’lib, yuqoridagi (13.26) va (13.27)
tengliklardan

f6)-1(a)= 1, (cXei —a)+ £ (cXe, ~ar)+ +f; (cNen —an)
kelib chiqadi. »

Bu o’rta giymat haqidagi teorema deb ataladi.

2-natija. f(x) funksiya bog’lamli A < R” to’plamda berilgan bo’lib.
uning har bir nuqtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Agar M to’plamning har bir
nuqtasida f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo’lsa, funksiya
M to’plamda o’zgarmas bo’ladi.

< M to’plamda a=(g,.a;.....a, ) hamda ixtiyoriy x =(x,,x,.....x,,) nuqta-
lami olaylik. Bu nuqtalami birlashtiruvchi kesma shu M to’plamga tegishli
bo’isin. U holda shu kesma nugqtalarida 8-teoremaga ko’ra

fl@)= 1)+ £ (cXay ~x)+ 1, (Ka, ~x. )+ + f; (cXa, - x,)
bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng ekanidan
fx)=/(a)
bo’lishi kelib chiqadi.

a va x nuqtalami birlashtiruvchi kesma M to’plamga tegishli bo’lmasa,
unda M to’plamning bog’lamli ekanligidan a va x nuqtalarni birlashtiruvchi va
to’plamga tegishli bo’lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq chiziq kesmalariga
yuqoridagi 8-teoremani qo’llay borib,

fx)=fla)

bo’lishini topamiz. P
8-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi

Ma’lumki, F(¢) funksiya f=¢, nuqtaning atrofida berilgan bo’lib, unda
F'(1), F*(t)..... F”"'(¢) hosilalarga ega bo’lsa, u holda

F(t)= F(r)+ F’(to)(t—to)+lF"(to)(t -,y +

+ —F(”)(to)(l —4,) + ?( ])()c)( N (13.28)
(c=1,+0(-1,) 0<6<1)
bo’ladi (Teylor formulasi).
f(x)= f(x,.x;...,x,) funksiya ochiq M (M c R”') to’plamda berilgan. Bu
to’plamda (x;’,x;’ ,,,,, x,?,) nugtani olib, uning (/5((x, XY X, ))CM atrofini
qaraylik. Ravshanki, V(x],xj....x,)e U(,«x, (Xgoons xf,’,)) nuqta bilan (xl X rf,)
nuqtani birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi
A={(x.x;...x,)ER" x,=x] +I(x,' —x?) X, = X3 +t(x'2 —xg)
Xy = X t(x,’" - xg,)‘ 0<r<l)
shu U;((x?,xg,...,xg,)) atrofga tegishli bo’ladi.
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f(x,.x,...x,,) funksiya (/d((xf’,xg ..... x?,,)) da n+1 marta differensiallanuv-
chi bo’lsin deb uni 4 to’plamga qaraylik. Unda
f(x,.x500x,)= f(x,o +t(x( —x|°), X3 +I(Jc'2 —xg).., x0 +t(x,’,, —x:))
bo’lib, f(x,.x,.....x, ) funksiya 1 o’zgaruvchining [0, 1] da berilgan funk-
siyasiga aylanib qoladi:
F(t)= f(x? + l(x; - xf) X3+ l(x'2 - xg) X0+ t(x;,, —x:» (0<r<1) (1329
Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

FO=Zli-x)r Lo -+ + Ll -20)-

m

=[%(x;—x?)+§(x; ) 2]

2 m

PO-8L-xf + Sl xf + 4 T4l -2

2 m
m

2 5
+ 2826{:2 (xi - xnoxxé —x3)+ + zaxf_lrf%r,, (x;,,_, - x,‘j,_lxx;" - x:)=

. 2
=(axi.("‘ - )l —x3)+-.-+5f—(x; —x:)] /

2 m
Umuman £ -tartibli hosila ushbu

k
FY [5?;( st ol sthes e -s2)] 1

m

(13.30)
(k=12,..,n+1)

ko’rinishida bo’ladi. (Uning to’g’riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi).

Yuqoridagi ~ F'(t), F*(t).., F"*'(t) hosilalarning ifodalariga kirgan
f(x,.x,,....x,) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(x,o + t(xl' —xlo) x3 +l(x; —xg)...,x,?, +t(x,’,, —x,?,))
nugta hisoblangan.
(13.28) formulada ¢ =0 va =1 deb olinsa, ushbu
Fﬂ)F@M‘F@h—F@%-+ FW©+

(0<o<1)

F)(0)
(n+ )
hosil bo’ladi.
(13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilarni topamiz:
FO)= /a2 52)

F1)= £ X3 %)
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(o) [_Q_(xl. )+ 2 -x§)+...+ai(x,'n - x:)]kf

o, Ox, n
(k=12..n+1)
Keyingi tenglikdagi f(x,,x,.....x, ) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
(x,o x2.....x° ) nuqtada hisoblangan.
Demak, (13.28) formulaga ko'ra
Flxg0x, )= f(x,o,xg,.,..x:)+ (Bi—(x; - x?)+

g L Rl 2 -xz)]f+

2 m
+l i(x’ —x°)+—a—(x' —x°)+ +—a—(x' —xo) 2f+
2/ Bx‘ l i axz 2 2 axm m m
+ +
e Fon ) L R R Sl

n+l
\ a ¢ 0 a f; [} a ' 0
+—] = - = - )+ —\x,, -
{n+ 1)/(ax, (i -+7) ox, 6 - ) ax,, o) s
bo’ladi, bunda f(x,.x,,....x,) funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo

4]
m

) nuqtada, shu funksiyaning barcha
(n+1)- tartibli xususiy hosilalari esa
(x? +0(x,’—xf’) xg+0(x; —xg) L x +0(x:,, —x,(,’,) ) (0<6<1)
nugqtada hisoblangan.
Bu formula ko’p o’zgaruvchili f(x,,x,,. ,x, ) funksiyaning Teylor formu-
lasi deb ataladi.
Xususan, ikki o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha

bo’ladi:
Fln)= o) L) ), TR,
l 2
%[a’f;f}*? R 2%&—)( Y- )+
+c;%f:({‘f7”z?)(x, -1, -x;’)+...+i"%§"‘i)(xz _xg)f]+
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i [anvlf(x[ﬂ + 9(—"1 _ x:’lx‘; + G(XZ _x;l»(xl - x:’)’”l +.+

+
i
N 6,.»,If(xlﬂ + 0(x| E;xf\’:‘il))\g + G(XZ - xg (XZ - xg)"‘:l.

9-§. Ko'’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari.
Ekstremumning zaruriy sharti
1°. Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari. Ko’p o’zgaruvchili
funksiyaning ekstremum qiymatlari ta’riflari xuddi bir o’zgaruvchili funksiyaniki
singari kiritiladi.
f(x)= f(x,.x,....x, ) funksiya ochiq M < R™ to'plamda berilgan bo’lib,
x°= (x?,xg,...,x,?,)e M bo’lsin.

7-ta’rif. Agar x" nugtaning shunday Ud(x"):{x = (xl,xz,...,x,,,)e R
(

plx.x")= \/(;_x;‘y N <.5} c M atrofi mavjud bo’lsaki, vxe U, (x")

uchun

/@) (02 s6)
bo'lsa. f(x) funksiya x° nuqtada maksimumga (minimumga) ega deyiladi, f(xo)
qiymat esa f(x) funksiyaning maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi
(minimumi) deyiladi.

8-ta'rif. Agar x° nugtaning shunday U‘,(xo) atrofi mavjud bo’lsaki,
Vxe(/d(x")i{xo} uchun f(x)<f(x°) (f(x)> f(x°)) bo'lsa, f(x) funksiya x°
nuqtada gat’iy maksimumga (qat’iy minimumga) ega deyiladi. f(x°) giymat esa
f(x) funksiyaning qat’iy maksimum (qat’iy minimum) qiymati yoki qat’iy
maksimumi (qat’iy minimumi) deyiladi.

Yugoridagi ta'riflardagi x° nuqta f(x) funksiyaga maksimum (minimum)
(8-ta’rifda), qat’iy maksimum (qat’iy minimum) (9-ta’rifda) giymat beradigan
nuqta deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremu-
mi deb ataladi.

13.8-misol. Ushbu

O (& +x3 <1)
funksiyaning (0,0) nuqtada qat’iy maksimumga erishish ko’rsatilsin.
<Hagiqatdan ham, (0,0) nuqtaning ushbu
U0.0)={x,5,)e R x2+xi<r?}  (0<r<i)
atrofi olinsa. unda V(x,,x,)e U, ((0,0))1{(0,0)} uchun

Sxux,)=1-xi - x2 < £(0. 0)=1

9

bo’ladi. »



8 va 9- ta'riflardan ko’rinadiki, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi qiymati
f (x°) ni uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi giymatlari bilangina solishtirilar
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksimumi, minimumi) lokal
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi.

2. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti. f(x,x,...x,) funksiya
ochiq McR" to'plamda berilgan. Aytaylik, f(x,x,,..x,) funksiya
x°= (x,° Xo, x,‘,’,) nuqtada maksimumga-(minimumga) ega bo’lsin. Ta’rifga ko'ra
X’ = (xlox;’x,?,) nuqtaning shunday U,(x,)c M atrofi mavjudki, Vx e Ud(x(’)

Xxususan

Xa.e, 0
(f(x,,xg ..... xm)
bo’ladi. Natijada bir 0’zgaruvchiga x, ga bog’liq bo’lgan f (x,,xg ..... x,‘,’,) funksi-
yaning U‘,(xo) da eng katta (eng kichik) giymati f(x:’,xg,_,.,xf,’,) ga erishishini
ko’ramiz. Agarda x” nuqtada f; (x,) xususiy hosila mavjud bo’lsa, unda Ferma
teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 6-§)ga ko’ra
£ b= £ 7)=0
bo’ladi.
Xuddi shuningdek, f; ( ), S ( )xususny hosilalar mavjud bo’lsa,
’)=0

£, 6)-0, 7.s 7., )=0
bo’lishini topamiz.

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
9-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqgtada ekstremumga erishsa va shu
nuqtada barcha £, , f; ... f;_ xXususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda

£6)=0. £,6)=0 s (0)=0
bo’ladi.
Biroq f(x) funksiyaning biror x'e R™ nugqtada barcha xususiy hosilalarga
egava
L 6)=0 £, (x)=0 1 (x)=0
bo’lishidan uning shu x nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.
Masalan, R? to’plamda berilgan
f (x, X,)= XX,
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funksivani qaraylik. Bu funksiya f; (x.x,)=x,. f; (x.%,)=x xususiy
hosilalarga ega bo'lib, ular (0,0) nugtada ekstremumga ega emas (bu
funksiyaning grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, garalsin 12-bob, 3-§).

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

/(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nugtalar uning
statsionar nuqgtalari deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining yetarli sharti
Biz yuqorida f(x) funksiyaning x° nuqtada ekstremumga erishishining
zaruriy shartini ko'rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining yetarli
shartini o’rganamiz.

7 (x) funksiya x° € R™ nugtaning biror
U5(x°)= {x eR™: p(x.x°)< (5} (0>0)

atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu

A= £(x)- 7(x°) (13.31)
ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma U{x°) da o'z ishorasini saqlasa, ya’ni
har doim A20 (A<0) bo'lsa, f(x) funksiya x° nuqtada minimumga (maksi-
mumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har qanday U, (xo) atrofda ham o’z ishora-
sini saqlamasa, u holda f(x) funksiva x° nugtada ekstremumga ega bo’lmaydi.
Demak, masala (13.31) ayirma o’z ishorasini saqlaydigan Uﬁ(xo) atrof mavjudmi
yoki yo’qmi, shuni aniglashdan iborat. Bu masalani biz, xususiy holda ya’ni f(x)

funksiya ma’lum shartlarni bajargan holda echamiz.
£ (x) funksiya quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x) funksiya biror Uy (x°) da uzluksiz, barcha o’ zgaruvchilari bo’yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;
2) x° nuqta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni
k=0 7.60)=0 1 (°)=o.
Ushbu bobning 8-§ ida keltirilgan Teylor formulasidan foydalanib, x° nug-
taning statsionar nuqta ekanligini e’tiborga olib, quyidagini topamiz:
1 " ” 2 "
f(x)= f(x°)+5[[xlex,2 oA+ + fxiAx,f, +
v 2fr, AxAx, + f1, Ax A, 4o+ fL L Ax, A, )l
12,
= f(xo)+ '2— fo,x,, Axlek'

ik=1
Bu munosabatda f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
£y, (k=12,..m) lar ushbu

(x2 + 6Ax,, x3 + OAx,... xS + 6%, ) (0<6<1)
7



nuqtadan hisoblangan va
Ax, = x, —x?. Ax, =x, -xg,..‘,Ax,,, =x, —x:.
Demak,
Zf, B A%
rl( |
Berilgan f(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nuqtadagi
giymatlarini quyidagicha belgilaylik:
4 =11, 0°) Gk=12. . m)
Unda f7,, (x) ning x° nugtada uzluksizligidan
Jex _f”k(x, +04x,,x2 +84x,,...x° +O4x ) ay +ay
(ik=1,2,3...., m) bo’lishi kelib chigadi. Bu munosabatda Ax, ~ 0. Ax, — 0,
..Ax, — 0 da barcha a, — 0 va 6-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan
a,=a, (ik=1,223..,m)
bo’ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu
= %[ 2, Ax,Ax, + Za:kAxiAxk]
ik=) 1h=1
ko’rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin:
{ S ﬁ.ﬁ}

2. a:k + ),

rk=1 P ik=1 P
Agar
&= .Ai (i =12 m)
P
deb belgilasak, unda
2 m m
A=%[Zam§,'5k+ zaiké'fk:l (13.32)
1 k=1 ik=\
bo’ladi.
Ushbu

P(fl-‘fz ----- Cfm)= i“ikf. &

ik=1

ifoda  ¢£,.¢,.....¢, o’zgaruvchilarning kvadratik formasi deb ataladi,
6, (k=12 3.., m) lar esa kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi.
Ravshanki, har ganday kvadratik forma o’z koeffitsientlari orqali to’la aniqlanadi.
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o’rganiladi. Quyida biz kvadratik
formaga doir ba’zi (kelgusida qo’llaniladigan) tushunchalarni eslatib o’tamiz.

Ravshanki, £, =&, = =¢&, =0 bo’lsa, har qanday kvadratik forma uchun

P(0,0....0)=0

bo’ladi.

Endi boshga nuqtalamni qaraylik. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin:
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1°. Barcha &7 + &5+ +&X >0 nugtalar uchun
P(&.&y. ) > 0.
Bu holda kvadratik forma musbat aniglangan deyiladi.
2" Barcha & + & + +£&2 >0 nugtalar uchun
P(&.&..8,)<0.
Bu holda kvadratik forma manfiy aniglangan deyiladi.
3% Ba'zan (¢.¢,...&,) nugtalar uchun P(£.4,....&,)>0 ba'zi nuqgtalar
uchun
P(éfl '52 """ gm ) <0
Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi.
4. Barcha &7 + &2+ + &2 >0 nuqtalar uchun
P(;I'.f?. """ Stm)zo
va ular orasida shunday (£,,£,,....&, ) nugtalar ham borki,
P(él'gz """ fm)=0.
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniglangan deyiladi.
5" Barcha &7 + & +  +£&2 > 0 nuqtalar uchun
P &8, )S0
va ular orasida shunday (&,.¢,,...&, ) nugtalar ham borki,
P(él’§2 """ ém):o'
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniglangan deyiladi.

Keltirilgan hollamni alohida-alohida tahlil gilamiz:
1°. Ushbu

kvadratik forma musbat aniglangan bo’lsin. Avvalo yuqoridagi
p=yJA +AxT+ + A

va
=" (=12 .m)
P
tengliklardan
Gab+ +én=l
ekanligini topamiz. Ma’lumki, R" fazoda
5,0)=5,00.0..0)={& &8, )e R gireie +ei=i)
markazi 0= (0,0,...,0) nuqtada radiusi | ga teng sferani ifodalaydi. Sfera yopiq va

chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada
0(£.&,....&,) funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan

quyidan <hegaralangan bo’ladi:

0(&.85.60)2C (C - const)
[£]



Agar O(&.&,....&,) kvadratik formaning musbat aniglangan ekanligini
e’tiborga olsak, unda C > 0 bo’lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra bu
Q(&.&,.....&,) funksiya S,(0) sferada o’zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

yani biror (5,0,53 ..... .f,:)e 5,(0) uchun

0le0.&8....&8)= min (&, .&,....£,)
bo’ladi. Yana Q(£,,&,.....&,) kvadratik formaning musbat aniglangan ekanligini
e’tiborga olsak,

olee.eo...e2)>0
ekanini topamiz. Demak, S,(0) sferada

08 8)= S0yt £,2C>0

ik=1
bo’ladi.
Endi
228, &
ik=1
ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, topamiz:

5 (et ol (o] (55 -
{5 (8o T s[5 (Seige] (3]

Ma’lumki, Ax, -0, Ax, »0,..., Ax, -0 da barcha «, — 0. Bundan
faydalanib x° nuqtaning atrofini yetarlicha kichik qilib olish hisobiga

-

Zakf &

i k=1

o=
o=

tengsizlikka erishish mumkin. Demak, (13.32) dan

{Zau.f &+ Za,‘,§,~§k]2£2i(c_§j=p_zc>o

2 rkl

2". Quyidagi

kvadratik forma manfiy aniglangan bo’lsin. Bu holda x° nuqtaning yetarlicha

m \
kichik atrofida A——~{ 7a Gt Y aué .ka<0 bo’lishi 1-holdagiga o’x-

ik=1
shash ko’rsatiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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10-teorema. f(x) funksiya x° nuqtaning biror U‘,-(xo) atrofida (¢ > 0)
berilgan bo’lsin va u ushbu shartlami bajarsin:

1) f(x) funksiya U,;(xo) da barcha o’zgaruvchilar x.x,....,x, bo’yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2) x° nugta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi;

3) koeffitsientlari

ta= s ) k2 )

bo’lgan

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan. U holda f(x) funksiya x° nuqtada
maksimumga (minimumga) erishadi.

Bu teorema funksiya ekstremumining yetarli shartini ifodalaydi.

3" Agar

et
kvadratik forma noaniq bo’lsa. f(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga
erishmaydi. Shuni isbotlaylik &.&,....&, larning shunday (&.h,...A,) va
(m.}2....hm) qiymatlari topiladiki,

O by, 1y)> 0, Qhr hs,...hm )< 0 (13.33)

x0= (x,o,xg ..... x,?,), (xlo +h X3+ by, x +h,,,)
nuqtalarni birlashtiruvchi
X = x,0 +1h,
_ 0
Xy =X +thy (13.34)
(0<e<)
Xy = x,?, +1hy,
kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (13.32) munosabat ushbu
2(m m
A=L( 2auh b+ Yoyh 'hk]
2 ik=| ik=1
ko’rinishiga keladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi (13.33)
ga ko’ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi esa, + -0 da nolga intiladi

(chunki >0 da Ag=x-x"—0, Au=x,-x—0.. Ax,=x,-x5—0). Demak,
(13.34) kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yagin bo’lgan x nuqtalari uchun A
ayirma musbat, ya'ni
76> £(x°)
bo’ladi.
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Xuddi shunga o’xshash,
x, = x> +thy,

=% 4 th
X, =X, +1hy

X, =X +thm
kesmaning x° nugqtaga yetarlicha yagin bo’lgan x nuqtalari uchun A ayirma
manfiy, ya’ni

1)< 76)
bo’lishi ko’rsatiladi.

Demak, A = f(x)—f(x°) ayirma x° nuqtaning har qanday yetarlicha kichik

atrofida o’z ishorasini saqlamaydi. Bu esa f| (x) funksiyaning x° nuqtada
ekstremumga erishmasligini bildiradi.

4 -5 Agar

ik=l
kvadratik forma yarimmusbat aniglangan bo’lsa yoki yarimmanfiy aniglangan
bo’lsa, f(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham
mumkin. Bu «shubhali» hol qo’shimcha tekshirib aniglanadi.

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya'ni Q(¢.¢,,....&,) kvadratik
formaning musbat yoki manfiy aniqlanganlikka alogador sharti teoremaning
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy
aniqlanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lgan Silvestr alomatidan foydalanib
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltiramiz.

Silvestr alomati. Ushbu

1k=]
kvadratik formaning musbat aniqlangan bo’lishi uchun
6 61y Eim

(] ] ) 1 8
8” > 0, 1 12 > 0‘ 2] 22 im > 0
62 6112
t
Emi 6m2 Bmm i
tengsizliklarning, manfiy aniglangan bo’lishi uchun
6, 63 G
8, 6! 8, 6 6,
6, <0, PR 8 ) ) R "150
821 6113

6m1 Em2 6
tengsizliklaming bajarilishi zarur va yetarli.
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Xususiy holni. funksiya ikki o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan holni garaylik.
£ (x,.x,) funksiya x° = (x,"xé’) nuqtaning biror atrofi
U,,(x°)= {x =(x,.x,) e R* p(x.x°)< 5} (6>0)
da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lib, x° esa garalayotgan
funksiyaning statsionar nugtasi bo’lsin:

fil)=0. 7160)=o.

Odatdagidek
ay = fx’.; (x0)> ay, = f;:xz (xo), a4y = f"é (xo)'
). Agar
ay, a,
" =g ay —ah>0vaa, >0
Ay Ay

bo’lsa. f(x) funksiya x° nugtada minimumga erishadi,
2). Agar
a,,ay, - ay, >0 va a;, <0
bo’lsa, f(x) funksiya x° nuqtada maksimumga erishadi.
3). Agar
a,ay, —aj; <0
bo’lsa. f(x) funksiya x° nugtada ekstremumga erishmaydi.
4). Agar
a,,a;; _0122 =0
bo'lsa, f(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi
ham mumkin. Bu «shuhbali» hol qo’shimcha tekshirish yordamida aniglanadi.
Hagiqatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik forma mos ravishda musbat
aniglangan yoki manfiy aniglangan bo'ladi (qaralsin: Silvestr alomati).
3)- holda, ya’'ni
a,,a,, —ay <0 (13.35)
bo’lganda Q(&.&,)=a, &} +2a,,E&, +ayEl kvadratik forma noaniq bo’ladi.
Shuni isbotlaylik.
a,, =0 bo’lsin. Bu holda (13.35) dan g, #0 bo’lishi kelib chiqadi.
Natijada Q(¢,.¢,) kvadratik forma ushbu

0(&.%)= (20,25‘ +ans, )':zz
ko’rinishga keladi. Bu kvadratik forma
l-a,
fl = ——2 ' 52 = l

2a,,
giymatda musbat:

Q[‘—‘EE. 1)=1>o va §|=l;"ﬂ, &=-1

2ay a,

i



qiymatda esa manfiy:
Q(ﬁ —1J=—|<o
2a,,
bo’ladi.
Endi a,, >0 bo’lsin. Bu holda Q(£.£,) kvadratik formani quyidagicha
yozib olamiz:

Q(§|'§Z)= a, [51 + 2 2] + 202 "% |azz alz f (13.36)
a;, aj,
Keyingi tenglikdan £, =-%u . & =—1 qiymatda

a
( . 1)<0
vave>-—dizy \/;—gﬂaﬁ, £, =1 qiymatlarda esa
a, a,
0. 1)>0

bo’lishini topamiz.
Va nihoyat, a,, <0 bo’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib,

0(&.£,)  kvadratik  formaning & =-22, £ =1 qiymatda musbat
a,
2 -—
Q(_ﬁi ]> 0 va Vg >-zy [T ‘;“an. £, =1 giymatda esa manfiy
a, ay, an
0(. 1)<0

bo’lishini topamiz.

Shunday qilib, a,,a,, —a}, <0 bo’lganda O(&,.&,) kvadratik formaning
noaniq bo’lishi isbot etildi.

4)- holni, ya'ni a,,a,, - a}, =0 bo’lgan holni garaylik. Bu holda, a,, =0
bo’lsa, unda a,, = 0 bo’lib, Q(£,&,) kvadratik forma ushbu

0(6.6,)= a,¢;

ko’rinishni oladi.

Ravshanki, a,, > 0 bo’lganda

Q(él ‘52 ) 2 0 9
a,, <0 bo’lganda
05.£,)<0
bo’lib, & ning ixtiyoriy qiymatida
0(5.0)=0

bo’ladi.
Agar a,, > 0 bo’lsa,



2
0(¢.4,)= a..[é ‘LZ:Z] <0,
ay,
a,, <0 bo’lganda

2
Q(é:lvgz): an(§| +gl_2‘§2] <0,
"
bo’lib, & va &, laming

tenglikni qanoatlantiruvchi barcha giymatlarida QO(£.&,) kvadratik forma nolga
teng bo’ladi. Demak. qaralayotgan holda Q(¢,.£,) kvadratik forma yarimmusbat
aniglangan yoki yarimmanfiy aniglangan bo’ladi.

13.9-misol. Ushbu
f(xl,x2)=x13+x; - 3ax,x, (a;tO)
funksiya ekstremumga tekshiriladi.
4 Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari

S (x),x;) = 3x{ ~ 3ax,, ' (“1 x,) = 3x; ~ 3ax,
fx'];(x,.xz)=6xl, r,rz(xl’xz)_ —3a, fr'é(x,.xz)=6x2
bo’ladi. Ushbu
{3:(,2 -3ax, =0
3x; - 3ax, = 0
sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari (0, 0) va (a. a)
ekanini topamiz.
(a. a) nugtada
a,=6a, a,=-3a,  a,,=6a
bo’lib,
a,ay, —aj, =27a’> >0
bo’ladi.
Demak, a > 0 bo’lganda (a,, > 0 bo’lib) funksiya (a, a) nuqta minimumga
erishadi, a < 0 bo’lganda funksiya (a, a) nuqtada maksimumga erishadi.
Ravshanki,

flaa)=-
(0, 0) nuqtada

a,,ay —a}, =-9a’ <0
bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada ekstremumga erishmaydi.»
)



11-§. Oshkormas funksiyalar
1". Oshkormas funksiva tushunchasi. Ma'lumki, X < R to’plamdagi har
bir x songa biror qoidaga ko'ra ¥ c R to’plamdan bitta y son mos qo’yilgan
bo’lsa, X to’plamda funksiya berilgan deb atalar vau
[ x—yyokiy=f(x)
kabi belgilanar edi.
Ikki x va y argumentlarning F(x,y) funksiyasi
M={xy)eR? a<x<e c<y<d
to’plamda berilgan bo’isin. Ushbu
F(x,y)=0 (13.37)
tenglamani qaraylik. Biror x, sonni (x, € (a.6)) olib, uni yugoridagi tenglamadagi
x ning o’rniga qo"yamiz. Natijada y ni topish uchun quyidagi
F (xo')’) =0
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi haqida ushbu hollar bo’lishi
mumkin:
1). (13.37) tenglama yagona haqigiy y, echimga ega,
2). (13.37) tenglama bitta ham haqiqiy echimga ega emas,
3). (13.37) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ko'p haqiqiy echimga ega.
Masalan,
F(x,y)= {yz— x? agar x>0 bo'lsa,
¥y~ +x, agar x<0 bo'lsa
u holda
F (x. y)=0
tenglama x, > 0 bo’lganda, yagona y = x2 echimga, x, < 0 bo’lganda ikkita

Y=N=Xo: Y=E"y" X
echimga ega bo’ladi.

Agar biror F(x.y)=0 tenglama uchun 1)- hol o’rinli bo’lsa bunday
tenglama e’tiborga loyiq. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin.

Endi x o’zgaruvchining gqiymatlaridan iborat shunday X to’plamni garay-
likki, bu to’plamdan olingan har bir qiymatda F(x,y)=0 tenglama yagona
echimga ega bo’lsin.

X to’plamdan ixtiyoriy x sonni olib, bu songa F(x,y)=0 tenglamaning
yagona echimi bo’lgan y sonni mos qo’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan
har bir x ga yuqoridagi ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta y mos qo’yilib. funksiya
hosil bo’ladi. Bunda x va y o’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish F(x,y)=0
tenglama yordamida bo’ladi. Odatda bunday berilgan (aniqlangan) funksiya
oshkormas ko’rinishda berilgan funksiya (yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va

x>y Flxy)=0.
kabi belgilanadi.

13.10-misol. Ushbu

F(x,y)=yWx*=1-2=0 (13.38)
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tenglamaning funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.

<4 Ravshanki.
Axy)=px*-1-2=0

tenglama x ning R\{xeR. —1<x<1} dan olingan har bir qiymatida yagona
2

x2 -1

F[x. 2 -]EO.
L.

Natijada (13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu

x—)y:—z— F[x. 2—]=0
x? -1 \/xT—I

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. »

y:

echimga ega, bundan

13.11-misol. Ushbu
F(x,y):x—y+%siny=0

tenglamani funksiva aniqlashi ko rsatilsin.
<4 Bu tenglamani

[
x= y-Esmy=<0(y)

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki, ¢(y) funksiya (- oc+x) da uzluksiz va

. 1 :
@ ()) =1- Ecasy > 0 hosilaga ega.

Unda teskari funksiya haqida teoremaga ko'ra (l-qism. 5-bob, 7-§)
y = ¢ '(x) funksiya mavjuddir. Demak, (- %.+%) dan olingan x ning har bir giy-

matida (13.39) tenglama yagona y = ¢~'(x) echimga ega. bundan
F(x,go“(x))z 0.
Har bir x ga ¢ '(x) ni mos qo’yib,
x— ¢ '(x). F(x, (p“l(x)): 0

oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. »

13.12-misol. Quyidagi

Flx.y)=x*+y*-iny=0 (y>0)

tenglamani funksiya anigmasligi ko’rsatilsin.

«Bu tenglama x ning (-oo+) oraligdan olingan hech bir giymatida
echimga ega emas. Chunki har doim y* —/ny>0. Bu holda berilgan tenglama

yordamida funksiya aniqlanmaydi. »
2". Oshkormas funksiyaning mavjudligi. Biz yuqorida
F(x,y)=0
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tenglama yordamida har doim oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanavermas-
ligini ko’rdik.

Endi tenglama, ya'ni F(x.y) funksiya ganday shartlami bajarganda oshkor-
mas ko'rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning mavjud bo'lishi masalasi bilan shug’ullanamiz.

11-teorema. F(x,y) funksiya (xo,yo)e R? nugtaning biror

Uh,k((xo')/o))= {(x,y)e R x°-h<x<xy+h y,—k<y< Yo +k}
atrofida (k> 0, & > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1)U, ((xq.¥,)) da uzluksiz;

2) x o’zgaruvchining (x, - h, x, + 4) oraliqdan olingan har bir tayin
giymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi;

3) F(xg.50)=0.

U holda (x,,y,) ning shunday

Ua.c«xo-}"o»= {(xuV)e R Xg=0<x<x4+68, Yy—E<y<y, +5}
atrofi (0 <& <h, 0< & <k) topiladiki,

I") Vx € (xo - 8,x, + &) uchun

F(x.y)=0
tenglama yagona y echimga (y € (v, ~ &. 3, + £)) ega, ya’ni F(x,y)=0 tenglama
yordamida
x>y F(xy)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanadi,
2") x = x, bo’lganda unga mos kelgan y uchun y = y, bo’ladi,
3') oshkormas ko’rinishda aniglangan
x>y F(xy)=0
funksiya (x, - 8.x, + &) oraliqda uzluksiz bo’ladi.

«U,,;((xo. v,)) atrofga tegishli bo’lgan (xo. v, - £). (xo.y, + &) nugtalarni
olaylik. Ravshanki, [)’o ~ £, y, + &) oraliqda F(x,.y) funksiya o’suvchi bo’ladi.
Demak,

Vo= €<y = Flxg, ¥ - €)< Fx5,5,)
Yo+ &> yo = Flxg, v +£)> Flxo.y,)
Teoremaning 3-shartiga ko’ra
Flxg,yo—€)<0, F(xo.y,+€)>0
bo’ladi.

Teoremaning I-shartiga ko'ra F(x,,y) funksiya U, ,((x,.y,)) da uzluksiz.
Binobarin, F(x.y,~¢) va F(x,y,+¢) funksiyalar (x,—h, x,+h) oraligda
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 35-
bob, 7-§) x, nuqtaning shunday atrofi (x,-&, x,+6) topiladiki, (0<d <),
Vx €(x,—d, x,+6) uchun F(x,y, - 8)<0, F(x,y, +6)> 0 bo’ladi.

Ravshanki, (x,,y,) nuqtaning ushbu

&



Us oy )= (50)e B y=8<x <+ i yo-c<yy, el
atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajarilaveradi, chunki
Us, ((xo»}’o IS Up ((XO',VO))
Vx*e(x, - 8.x, +5) nugtani olib, F(x*y) funksiyani qaraylik. Bu funksiya,
yuqorida aytilganiga ko'ra [yo —€ Yo +e] oraligda uzluksiz va uning chetki
nugtalarida turli ishorali giymatlarga ega:
Fx*y, - £)<0, F(x*y,+¢£)>0.
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 5-
bob, 7-§) shunday y * topiladiki (v* € (y, - &, y, +¢))
F(xty*)=0
bo’ladi. Bu topilgan y * yagona bo’ladi. Haqigatdan ham,
y2y*=> Fxty)2 Flery*)  (rely - po+e)
chunki, F(x*y) o’suvchi bo’lganligi sababli y > y* uchun F(x*y)> F(x*y*)
va y < y* uchun F(x*y)< Fx*y *) bo’ladi.

Shunday qilib, x ning (x, -8, x,+J) oraligdan olingan har bir qiymatida
F(x,y)= 0 tenglama yagona y echimga ega ekanligi ko'rsatildi. Bu esa
F(x,y)= 0 tenglama yordamida

x>y Flxy)=0 (13.40)
oshkormas ko 'rinishdagi funksiya aniglanganligini bildiradi.

X =X, bo’lsin. Unda teoremaning 3-sharti F(x,,y,)=0 dan x, ga y, ni
mos quyilgandagina:

Xy 2>y, Flxy)=0.

Demak, x = x, da oshirmas funksiyaning qiymati y, ga teng bo’ladi.

Endi oshkormas funksiyaning (x, - &, x,+4) oraligda uzluksiz bo’lishini
ko’rsatamiz.

Ravshanki, xe(x,~d, xo+8) ga mos qo’yiladigan ye(y,—s y,+¢)
bo’ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning x=x, nuqtada uzluksiz ekanligini
bildiradi.

Oshkormas funksiyaning Vx* e (x, - &,x, + &) nuqtada uzluksiz bo’lishini
ko’rsatish bu funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo’lishini ko'rsatish kabidir.

Hagiqatdan ham, F(x,y)=0 tenglama (x,y,) nuqtaning atrofi
Us ((x0.yo)) da  oshkormas funksiyani aniglaganligidan, shunday
y*e(vy-& y,+é) topiladiki, F(x*y*)=0 bo’ladi. Yuqoridagi mulohazani
(x*y*) nuqtaga nisbatan yuritib, F(x,y)=0 tenglama (x*y*) nuqtaning
atrofida oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglashini (bu aniqlangan funksiya
(13.40) ning o’zi bo’ladi), uni x* nuqtada uzluksiz bo’lishini topamiz. Demak,
oshkormas funksiya (x, - &,x, + &) oraliqda uzluksiz bo’ladi. »
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3-eslatma. Yugqoridagi 11-teorema F(x,y) funksiya x o’zgaruvchining
(x, —h.x,+ k) oraligdan olingan har bir tayin giymatida y o zgaruvchining
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham o’rinli bo’ladi.

12-teorema. F(x,y) funksiya (x,,y,)€ R’ nuqtaning biror U, ,((x,.¥,))
atrofida (4 > 0.k > 0) berilgan va u quyidagi shartlamni bajarsin:

1) Uy 4 ((x0.30)) va uzluksiz;

2) y o’zgaruvchining (y, - k.y, + ) oraliqdan olingan har bir tayin
giymatida x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi (kamayuvchi);

3) F(x0.75)=0.

U holda (x,, y,) nugtaning shunday

Us ((x0. 7o) = {(x.y)e R* xg=8<x<xy+8; yo—6<y<y,+ s}

atrofi (0 <d<h O0<e< k) topiladiki,

1’) ¥y e(y, — £y, + £) uchun

F(x,y)=0

tenglama yagona x(x € (x, — &,x, + §)) echimga ega, ya'ni F(x,y)=0 tenglama
yordamida y - x : F(x,y)=0 oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanadi;

2") y = y, bo’lganda unga mos kelgan x uchun x = x, bo’ladi;

3") oshkormas ko’rinishda aniglangan funksiya

y—x :F(x,y)=0

(yo — €.y, + €) da uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yuqorida keltirilgan 11-teoremaning isboti kabidir.

3°. Oshkormas funksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksiyaning hosila-
sini topish bilan shug’ullanamiz.

13-teorema. F(x,y) funksiya (x,,y,)€ R? nuqtaning biror

U,,_,,((xo.yo))= {(x,y)e R* xy-h<x<xyg+h y,—k<y<y, +k}
atrofida (/> 0.k > 0) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:

1) U, ,((xo.,)) da uzluksiz;

2) U, x((xo. %)) da uzluksiz F*,(x,y), F,(x,y) xususiy hosilalarga ega va
F‘,\'(xo')’o)‘t 0:

3) Flx,.y,)=0.

U holda (x,,y,) nuqtaning shunday

Us ((xg.70)) = {(x,y)e R xg—8<x<xg+68, yy—£<y<y, +£} atrofi
(0<d < h, 0<e<Kk) topiladiki,

1') Vx e (xy — 8,xy + ) uchun

F(x,y)=0
tenglama yagona y echimga ye(y,—¢, y,+é&) ega, ya'ni F(x,y)=0 tenglama
yordamida
x>y F (x. y) =0

#



oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniglanadi;

2') x = x, bo’lganda unga mos keladigan y uchun y = y, bo’ladi;

3’) oshkormas ko’rinishda aniglangan

b Y F(x,y) =0

funksiya (x, - 8,x, + 8) oraligda uzluksiz bo’ladi:

4') Bu oshkormas ko’rinishdagi funksiya (x, - &,x, + &) oraliqda uzluksiz
hosilaga ega bo’ladi.

<Shartga ko’ra F‘y(x,y) funksiya U, ,{(x.5,)) da uzluksiz va
F ' (x.7,)#0. Aniglik uchun F',(x,,9,)>0 deylik. U holda uzluksiz
funksiyaning xossasiga ko’ra (x,, y,) nugtaning shunday

Us ((x0.30)) = {(x,y)e R xg-8<x<x,+6; yo—£<y<y, +£}
atrofi (0<&<h, 0<&<k) topiladiki, V{x.y)e Us,((x. %)) uchun F;(x,y)>0
bo’ladi. Demak, F(x,y) funksiya x o'zgaruvchining (x, - 8,x, + &) oraligdan
olingan har bir tayin qiymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi.
Yugqorida isbot etilgan 1]-teoremaga ko’ra

F(x.y)=0
tenglama (x, — &,x, +J) da
x>y F(xy)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi, x = x, bo’lganda unga mos kelgan
y = ¥, bo’ladi va oshkormas funksiya (x, — §,x, + &) da uzluksiz bo’ladi.
Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, x, nuqtaga shunday Ax
orttirma beraylikki, x, +Ax € (x, - §,%, + §) bo’lsin. Natijada
x>y Flxy)=0
oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo’lib,
F(xo +Ax,y,+ Ay)=0
bo’ladi. Demak,
AF(xq. y5)= F(xo + Ax,y, + Ay)~ F(xg,%,) =0 (13.41)
Shartga ko’ra F'x(x.y) va F'y(x,y) xususiy hosilalar Uc,A'E((xo,y0 )) da
uzluksiz. Binobarin F(x,y) funksiya (x,.y,) nuqtada differensiallanuvchi:
AF(xg,¥0) = F",(x, yo)0x + F' (x5 )Ay + ax + Ay (13.42)
Bu munosabatdagi @ va f lar Ax va Ay larga bog’liq va Ax -0,
Ay—>0daa—0, §50.
(13.41) va (13.42) munosabatlardan
Ay __ F(xo.00) + @
Ax  F(x.y0)+ B
ekanligi kelib chigadi.
Oshkormas funksiyaning x, nuqtada uzluksizligini e’tiborga olib, keyingi
tenglikda Ax — 0 da limitga o'tib quyidagini topamiz:
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lim ﬂ: lim| - F:x'(xO'y0)+a =_ij(x0’y0)'
reid N P V) R e
Demak,
. __F‘x(xo,YO)
yx:x(,'_ .
Fy(on’o)
Us, ((x0.%)) da Fl(x.y) Fy(x.y) xususiy hosilalar uzluksiz va
F (x.y)# 0 bo’lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

F(x)

tOF(xy)
ning (x, - 8.x,+ &) oraliqda uzluksiz bo’lishi kelib chigadi.»
13.13-misol. Ushbu
F(x.y)=xe’ +ye*-2=0 (13.43)
tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
<Ravshanki, F(x,y)=xe” +ye* -2 funksiya {(x,y)e R —o0<x<+0
- < y<+mo} to’plamda yuqoridagi 11-teoremaning barcha shartlarini ganoat-
lantiradi. Demak, V(x,,y,)e R> nuqtaning Uj . ((x;.y,)) atrofida (13.43)
tenglama oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi va bu oshkormas
funksiyaning hosilasi
B F(x.y) _ _e" + ye*
Fj,(x,y) T xe’ +éf

bo’ladi. »

Oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa bo’ladi. y ning x ga bog’liq ekanini e’tiborga olib, F(x,y)=0 dan
topamiz:

F(x,y)+ F(xy) y'=0.

Bundan esa

__Fxy)

YR )
bo’lishi kelib chigadi.
Yuqorida keltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniqlangan oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:

F(xy)+ F(x.y) y=e"+ye" +(xe" +e”)y‘= 0

. e+ yet

xe’ +e*
4". Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Feraz qilaylik,
F(x.y)=0
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tenglama (x,.y,)e R* nugtaning U;,((x,.y,)) atrofida oshkormas ko’rinishdagi
funksiyani aniglasin. Ma’lumki, F(x,y) funksiya U, ,((x,.y,)) da uzluksiz
F!(x.y). F(x.y) xususiy hosilalarga (Fy'(x.y)¢0) ega bo’lsa, oshkormas
ko’rinishdagi funksiya uzluksiz hosilaga ega bo’lib,

‘=——€M (13.44)
F(x.y)
bo’ladi.
Endi  F(x.y) funksiya Us,((x,.,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Fr.(x.y). Fl(x.y). F, (x.y) xususiy hosilalarga ega bo’lsin, y ning x ga

bog’ligligini e’tiborga olib, (13.44) tenglikni x bo’yicha differensiallab quyida-
gini topamiz:

o 6 B - (e )
(£ &)

Agar
(Fi(e, )« = F5 (xp)+ Eo () .
(F ) = Foley)+ Faley)y
ekanljgini hisobga olsak, unda
Y O P e L
(F )P
Fey) Flbey)- FL(ey) Fley)+ [F(xy) Filxy)- Folx,y) F,'(x.y)]y'

) (£ (e ¥

(13.45)

bo’ladi. Bu ifodadagi y' ning o’rniga giymati —m ni qo’yib, oshkormas
Fy(x.y)

ko'rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga

kelamiz:

, 2Fy) Fxy) Flxy)- FHxy) Fi(ey) Fxy) Fxy)

(G p)f
Xuddi shu yo’l bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi

hosilalari topitadi.
4-eslatma. Ushbu

y

F(x.y)=0
tenglama bilan aniqlangan oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning yuqori tartibli
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’ladi. £(x,y)=0 ni differensiallab,

Filx.y)+ £y =0
bo lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallaymiz:
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(F )« + (Fi )y =

= Flley e+ y(Fye ) + E)xy)y =0
Yugqoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, u holda ushbu
Fi(xp)+ 2 (x.y)+ Fr (e y)y™ + F(x.y)y"=0
tenglikka kelamiz. Undan esa
F(xy)+2F5(x.p)y + Fa(xy)y”

”

y:

F(x.y)
o Fxy)
bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagi y' ning o’rniga uning giymati Filx.y) ni
Sy

qo’ysak, unda
e 2F(x.y) £ (x.p)Fo (x.y)= F(x.y) F(x.y)~ E*(x.y)F} (x.y)

(F )

bo’ladi.
13.13-misel. Ushbu
F(x,y)=xe’ +ye* ~2=0
tenglama yordamida aniqlangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topilsin.
< Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan
e’ +ye* + (xe’ + e")y' =0
bo’lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
e’ y+ye +ye"+e’y +xe’y y+xety' +ye+ye"=0
ya’ni
y"(xe" + e’)+ 2e’y' +2e"y +xe’y? + ye* = 0.
Bundan esa

207y +2e7y'+ xe’ y'? + ye*
7 xe’ +e*
bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagi ' ning o’rmiga uning qiymati

. el + ye”

e’ + xe’
ni qo’yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz. »
. Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko’p o’zgaruvchili oshkor-
mas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o’rganilgan bir o’zgaruvchili
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabi kiritiladi.

M ={(x,y)e R™ a <x <8, a,<x,<8y, ..., <X, <6, c<y<d
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
Flx,y)= F(x,.%5.... X ¥) =0 (13.46)
tenglamani qaraylik.
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x € R™ nuqtaiardan iborat shunday X to’plamni (X c R"') garaylikki, bu
to’plamdan olingan har bir nuqtada (13.46) tenglama yagona haqiqiy echimga ega
bo’lsin. Endi x nugtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi
bo’lgan y ni mos go’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan har bir x nugtaga,
yuqorida ko’rsatilgan qoidaga ko’ra, bitta y mos qo’yilib, funksiya hosil bo’{adi.
Bunday aniqlangan funksiya ko'p o’zgaruvchili (m ta o’zgaruvchili) oshkormas
ko’rinishda berilgan funksiya deb ataladi va

(. xy . x,) >y Flx,. %y X, y)=0
yoki
x>y Flxy)=0
kabi belgilanadi.
13.14-misol. Ushbu
F(x,,xz,y)zxlzxz-xzzy+x,y=0
tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.

<4 Ravshanki,

Flx,x,p)=xix, - x2y+xy=0
tenglama RZ\{(xl,xz)e R* x =xzz} to'plamda olingan har bir (x,,x,) nugtada
yagona

echimga ega, ya'ni

2
X x
1 X2 1
Fxyxy,— =0.
XX

Demak, berilgan tenglama yordamida x,,x, o’zgaruvchilaming oshkormas
ko’rinishdagi funksiyasi aniqlanadi:

2 2
xix xix
(x,xy) > 51 Flx.x, 52 (=0»
X, = X% X3 =X

Endi ko'p o’zgaruvchili oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning mavjudligi,
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi haqida teoremalarni keltiramiz.

14-teorema. Fix,y)=Flx,x,,...x,y) funksiya (xo,yo)=(x?,xg,...,xg,,yo) eR™!
Xy —hy <x,<xy+hy X0 —h, <x,<x+h, y,-k<y<y,+k)} atrofida
(h;>0; i=1.2, ...,m; k >0) berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:
U, .hl.,..,h,k«xo')'o» da uzluksiz;
2) x=(x.x,....x,) 0'zgaruvchining
(x5, 2, )€ R X0 —hy<x, <xX+h,x3—hy <X, <X2+hy,. .
XS = hy, < X, < X5 +hm}
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to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
o’suvchi (kamayuvchi):

3) Fx°.y,)=0.

U holda (x°,y0) nuqtaning shunday

Uss. s ((x",y(, )): {(xl ,xl..,.,xu,y)e R V=8, <x <x +6,,.

Xp =8, <X, <X3+d,, yo—s<y<y0+e}atroﬁ (0<d, <h, i=12...m
0 <& < k) topiladiki,

uchun
F(x.y)=0 (13.47)
tenglama yagona y(ye(y,—é&.y,+¢)) echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama
x>y F(x,y) =0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi:
2') x = x° bo’Iganda, unga mos kelgan y = ¥, bo’ladi:
3') oshkormas ko’rinishda aniglangan
X>oy- F(x,y):O
funksiya
XXX, )ER™ x| — 8 <x, < x} +6,x3 -8, <x, <x]+8,...,
X -8, <x, <x) +6m}
to’plamda uzluksiz bo’ladi.
15-teorema.  F(x,y) funksiya (xo.yo)e R™'  nugtaning  biror
Uphy..1 m,‘((xo, yo)) atrofida berilgan va u quyidagi shartlarni bajarsin:
1)U, ,,,z___",,m,‘((xo,yo)) da uzluksiz;

2) Uy a5, 30)) da vzluksiz £ (x. %y, 2 p) (= 1,23, m)
F}',(x,,xz,...,xm,y) xususiy hosilalarga ega va F)',(xl,xz,...,xm,y)i 0
3) F(x,y,)=0.
U holda (x° . _vo) nuqtaning shunday Uj 5 s . ((xo,y0 )) atrofi
(0<d, <h, i=12,..m0<e<k) topiladiki,
') vxe {(x,,xz,.“,x_)e R™ X! ~8 <x, <x{ +8,,x3 ~8, <x, <x3 +6,....
x2 -4, <x, <x2+6, }uchun
F(x.y)=0
tenglama yagona y(ye€(y,—&.y, +¢)) echimga ega, ya'ni (13.47) tenglama
x—y F(x,y)=0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi:
2") x = x° bo’lganda, unga mos kelgan y = y, bo’ladi:
3") oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya
XXy Xy )ER™ X =8 <x; < x| +8,,x] =8, < x; <x] +8,...,
Xy =8, <X, <Xy +5m}
to’plamda uzluksiz bo’ladi.
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4') bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo’ladi.

Bu teoremalamning isboti yuqorida keltiriigan 12- va 13- teoremalarning
isboti kabidir. Ularni isbotlashni 0’ quvchiga havola etamiz.

Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga
o'xshash hisoblanadi.

Faraz gilaylik,

F(x,,xz,...,xm,y)=0
tenglama berilgan bo’lib, F (xl,xZ ..... x,.y) funksiya 15- teoremaning barcha
shartlarini qanoatlantirsin. Bu tenglama aniglangan oshkormas funksiyaning
xususiy hosilalarini topamiz. y ning x,,x,.....x,, larga bog’liq ekanini e’tiborga
olib. (13.47) dan quyidagilami topamiz.
Fx', (x,,xz,...,xm,y)+ F;(x,,xz,...,x,,,,y}y',‘ =0,

F, (6, X seenn X, ) + Fv'(x,,xz,...,xm,y) Y. =0,

F.. (xl,xz,...,x,,,.y)+ Fy'(x,,zc2 e Xy V) Y., =0.
Keyingi tengliklardan esa
, F(" (x,,xz,...,xm,y)

Y. =——; Y
x F,(x,,xz,...,xm,y)

Y, z_M
i F}:(xl’xz,...,xm’y),
’ F,’_(x,,xz,...,xm,y)

yr =_-—vr”——_

- F)(x,,xz,...,xm,y)
bo’lishi kelib chiqadi.

F(x,y) funksiya Ua,.&,,...a,,:((xo- yo)) da uzluksiz yuqori tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lganda F (x, y): 0 tenglama aniglangan oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi.

6". Tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan oshkormas funksiyalar.
Endi tenglamalar sistemasi orqali aniglanadigan funksiyalar bilan tanishaylik.

m+nta x,X,,..,.X, Va ¥,¥;,....Y, argumentlaming ushbu » ta

F(x). %50 X Vs Y2reen ¥a) (= 1.2...1)
funksiyalari R™*" fazodagi biror
M ={(x,25, . %, Y1 VoV JER™™: @, <x, <8, G, <X, <86,
A, <X, <8, ¢ <y <d, c;<y,<d, c, <y, <d,}
to’plamda berilgan bo’lsin. Quyidagi
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R = F(x.%, X 1. Y50 90) = 0,
Fy = Fy(x %y X Y1 Y0000 ¥,) = 0, (13.48)
Fy= B %0 %0 X Y1 Y30 ¥, )= 0
tenglamalar, sistemasini garaylik. x =(x,.x,....,x,, ) 0’zgaruvchining giymatlaridan
iborat shunday
M, ={x=(x, %, X, )ER™ @ <x, <6, G <X, <6y ..My <Xy<6,}CR"
to’plamni qgaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir x'=(x],x},....x,) nuqtada
(13.48) sistema, ya’ni
B0, X0 X Y1 V1m0 V) = 0,
Ey(x}. x5, X Y0 Vo ¥ ) = O,

(X X Y1, Y2 ¥, ) = 0
sistema yagona echimlar sistemasi y,,y,,...y, ga ega bo’lsin. Endi M,
to’plamdan ixtiyoriy (x,.x,,...x, ) nuqtani olib, bu nuqtaga (13.48) tenglamalar
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo’lgan y,.v,,....y, ni mos qo’yamiz.
Natijada M, to’plamdan olingan har bir (x,,x,,...,x, ) ga yuqorida ko’rsatilgan
qoidaga ko’ra y,.y,.....y, lar mos qo’yilib, n ta funksiya hosil bo’ladi. Bunday
aniqlangan funksiyalar (13.48) tenglamalar sistemasi yordamida aniglangan
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.
Qanday shartlar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi
Yi: V3.1 Y, laming har birini x,,x,,...,x,, o’zgaruvchilarining funksiyasi sifatida
aniqlashi mumkinligi haqida masala muhim.
Soddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki £, = F(x,,x, y.,) va
F, = F(x,,x,,,,y,) funksiya (x?,xg,y?,yg)e R* nuqtaning biror
Unmyhoh,y ((x?,xg,y?,yg))= {(x,,xz,y,,yz)e RY x =k <x <x] +h,
Ay <y <X by, =k < B <YK Yk < s <Y )
atrofida (4, >0, h, >0, k, > 0, k, > 0) berilgan bo’lsin. Ushbu
F = Fl(xl'xzn,Vv,Vz)= 0,
F, = Fz(xl-xzr}’vh): 0
tenglamalar sistemasini qaraylik.
Faraz qilaylik, F;(x,.x,.y,,¥,) va £(x,.x,.,.,) funksiyalar uchun
A 2. 0.8)=0, F(s.x3.90.58)=0
bo’lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar U,, .. ((x,"x‘z’ »w, yg)) da

uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik,
oF, ixl"'xi.’.y?,y?) £0
22
R

(13.49)



bo’lsin. U holda 14-teoremaga ko'ra (x,".x;’,yf’,yg) nuqtaning shunday U, atrofi
(UI CUp s, ((x?,x?.y,o.yg))) topitadiki, bu atrofda

Flx.x0.9.y,)=0
tenglama

(x1.x.0,) = ¥ Fxox.0000,)=0

oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Shu funksiyani

= fl(xl'xz'}’z)
deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi y, ning o’rniga
qo’yib quyidagini topamiz:

Fz(xlvxzrfl(xlvxz)vh): 0.
Endi

R A Lfe) Y2 B (1350
Y,
bo’lsin deylik. U holda yana I4-teoremaga ko’ra (xf,xg,y,‘),y;’) nuqtaning
shunday U, atrofi (U2 CUp ik, ((x:’,xg,y:’,yg))) topiladiki, bu atrofda
FZ(XI'XZ'fI(xl'xz)'yZ)= Y
tenglama
("xv"z)_> Y2 Fz(xl'xz'fl(xlrxz)v}’2)= 0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi. Bu funksiyani y, = fz(x|,x2) deb
belgilaylik.
Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi (x,o,xg.y,o.yg) nuqtaning biror
atrofida y, va y, lami x,,x, o'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida aniglaydi:
= fl(xl 'x2'f2(xl 'xz))
Y= fl(xl -xz)
Ravshanki, f,(x?,xg) fz(xf’,x;’)zyf’, fz(x?.xg)= y3. Yugoridagi (13.50)
shartni quyidagicha yozish mumkin
oF, OF ¥ g

¥ M Y
Bunda barcha xususiy hosilalar (x,",xé’, nwoys ) nugtada hisoblangan. Agar
OF;
M _m
» R
52

ekanini e’tiborga olsak, unda
OF,\ OF, oF, 0F, oF,

OF, (OF, Oy _0F, OF | v |_on & %,

dy, oy o, d oy | 9F 9F,
oy, o
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bo’ladi. Modomiki,

%;eo
o,
ekan, unda
oK OR ok OF
Iy, ¥ W Oy
ya’ni
ok, oF,
O, 3
_Eiﬁ 6£¢0 (13.51)
>

bo’ladi. Shunday qilib, (13.50) munosabatni (13.51) ko'rinishda yozish mumkin
ekan.
Natijada ushbu teoremaga kelamiz.

16-teorema. F(x,%,.y,.y,) va F{x.%,.y,) funksiyalar (xlo,xg,y?,yg)eR4
nuqtaning biror U, ., atrofi (k>0 #,>0, k>0, k,>0) berilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:
D Uity «x,()xoy,oyg)) da uzluksiz,
2) Upipk, ((x?,xg,y?.yg» da barcha xususiy hosilalarga ega va ular
uzluksiz:
3) xususiy hosilalarning (x?,xg, W, yg) nuqtadagi giymatlaridan tuzilgan
ushbu determinant noldan farqli:
oF, oF,
% g}é #0
o o,
) (.8500%) da A8 5058)=0, A0 8)=0.
U holda (x?,xg,y,o,yg) nugtaning shunday U, s, ., ((xlo,xg,yf,yg» atrofi
(0<68,<h, 0<68,<hy, 0<g <k, 0<&, <k,) topiladiki, bu atrofda
1") (13.48) tenglamalar sistemasi oshkormas ko’rinishdagi
N = fl("lv"zafz(xl'xz))v Yo = fz(xl-xz)
funksiyalamni aniglaydi;
2Y) (x,.x,) = (x,o,xg) bo’lganda unga mos keladigan
n= = AL L)) v =8 = £ 13)
bo’ladi.
3") oshkormas ko’rinishda aniglangan /i va f, funksiya
{(xl,xz)e RE x)~6,<x <x{+6, x3-8,<x,<x; +52}
to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.
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13.15-misol. Ushbu
J-"!Xz “ny, =t
Xy, -x,y =3

(13.52)

sistema oshkormas funksiyani aniglashi ko’rsatilsin.
<4 Bu holda

Fx.x)=xx+p0, -1,

F(x.x,) = xy, + yix, =3
bo'lib, bu funksiyalar (1, -1, 1, 2) nuqtaning atrofida |6-teoremaning barcha
shartlarini bajaradi. Haqiqatdan ham, F,(x,.x,,,,,). F(x,x,.,.y,) funksiyalar
uzluksiz, uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1. -1, 1, 2) nuqtada

oF OF

| P!

- - = =l¢0
oF, oby 1 1|
o/

hamda

F-1.1,2)=0, £0-112)=0
bo’ladi. Demak, (13.51) sistema y, va y, lami x,x, o'zgaruvchilaming
funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ravshanki, bu funksiyalar uzluksiz, xususiy
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita y, va y, larga
nisbatan echib quyidagilarni topamiz:

~3+ /9 + 4x,x, - 4xix? 349+ dx,x, ~ 4x7x]
= o W= >
2x, 2x,
Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalaming aniglanishini

ta’minlaydigan  (oshkormas funksiyalarning mavjudligini ifodalaydigan)
teoremani isbotsiz keltiramiz.

17-teorema. F,F,...F, funksiyalaning har  biri (xo,y°)=

U (xovyo)__: Uy ity .k, ((xl()rx2~--x: IV y'?)) = {(""Y)E R™"
X —h<x,<x{+h, x-hy<x,<xI+hy,  x\-h <x, <x+h,,
k< <Pk, Yk <y <k, Wk <y, <)k, )
atrofida (h,. >0,i=12..,m k;>0, j= l,2,...,n) berilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:
1) U,,k((xo,yo)) da uzluksiz;
2) Uy, «xo,yo» da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalaming (xo,yo) nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu
determinant noldan farqli:
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o OF,
ayl ' a.Vz , ayn
o oF O
ayl ' Eyl ' n #0
%6[;‘" ......... 6[:;1
ayl a}’z ' aynl
) ()= (8,850, 38....02) nuquada £(x%.5°)=0. F(c%.5)=0,

...,F,,(x°,y°)=0. U holda (x°,y°) nuqtaning  shunday U&((xo,yo))z
=Uss 5ce,.00007) atrofi (0<8, <k, 0<8,<hy.. 0<8,<h,, 0<g <k,
0<e&, <k,,...,0< ¢, <k,) topiladiki, bu atrofda

I’) (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar sistemasini
aniglaydi. Ulami

N =ﬂ(xl,x2 ''''' xm)‘ Y2 =f2(x,,x2,...,xm), Yn = j;l(xl'xl""'xm)
deylik;

2 (x, x,. ....xm)=(x,°. x5, x,(,’,) da
0 0 oY_ .0
fl(xl' X3, xm)-yl’
0 0 0 0
fZ(xl’ X:, xm):yl'

bo’ladi;

X0 —-6, <x, <x5 +5m}
to’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.

Mashglar
13.15. Agar Ax, >0, Ax, >0, . Ax, >0 da ¢, >0, a,>0, ..,a, >0

bo’lsa, @,Ax, + @,Ax, +  +a,Ax, =o{p) bo’lish ko’rsatilsin, bunda
p=yArt+Ad + +AX)

fley)=yx*+y’
funksiyaning (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.
13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu

a =+/1,02° +197° miqdor tagribiy hisoblansin.

9%

13.16. Ushbu



13.18. Ushbu u=\/xy+£ funksiya quyidagi u[x?+y%)=xy tenglamani
y x

ganoatlantirishi ko rsatilgan.

13.19. Ma’lum perimetrga ega bo’lgan uchburchaklar orasida yuzasi eng kattasi
teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.

13.20. Ushbu ye* - xiny-1=0 tenglama (0, 1) nugtaning atrofida uzluksiz
oshkormas funksiyani aniglashi ko'rsatilsin, uning hosilasi topilsin.



14-BOB
Funksional ketma-ketliklar va qatorlar

1-§. Funksional ketma-ketliklar
1". Funksional ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, har bir natural n (ne N)

songa Y C R to’plamda aniglangan bitta f,(x) funksiyani mos go’yadigan qoida
berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ko’ra

£ £ () S ) (14.1}
to’plam hosil bo’ladi. Odatda (14.1) ni funksional ketma-ketlik (funksiyalar ketma-
ketligi) deyiladi va uni umumiy had £,(x) orqali {7, (x)} yoki 7, (x) kabi belgilanadi.

Masalan, 1) har bir n (neN) songa

s—; funksiyani mos qo’yuvchi qoida
n+x
ushbu
1 I 1 1

P

1+x2 4+x* 9+x nt+x

funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.
2) har bir n (n e N) songa sin£ funksiyani mos qo’yish bilan quyidagi
n

Ix o dx U x
sin—, sin—, sin—,  sin—,
1 2 3 n

funksional ketma-ketlikka ega bo’lamiz.

Faraz qilaylik, {f,(x)}:
£) £ x).. £, (x)...
funksional ketma-ketlik X < R to’plamda berilgan (ketma-ketlikning har bir hadi X
to’plamda aniqlangan) bo’lib, x, € X' bo’lsin.
1-ta’rif. Agar {7, (x,)}:
£i(x0) fz('to)' fo(x).
sonlar ketma-ketliligi yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’lsa, {f,(x)} funksional ketma-
ketlik x, nugtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi. x, nuqta esa {f,(x)} ning
yaginlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi.
{f.(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat
to’plam funksional ketma-ketlikning yaginlashish sohasi deyiladi.
Masalan,
1
)=
funksional ketma-ketlik Vx,€R da yaqinlashuvchi, binobarin, uning yaqinlashish
sohasi R bo’ladi. Ushbu

L(x)=nx+1 (h=12,3")

(r=1.2.3.)




funksional ketma-ketlik fagat x =0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning
yaqginlashish sohasi bitta nugtadan iborat to’plam bo’ladi.

Aytaylik, M to’plam (M cR) {f,(x)} funksional ketma-ketlikning
yaqinlashish sohasi bo’lsin. Unda Vx € A uchun

f,(x).fz(x) ----- f,,(x),.“

ketma-ketlik chekli limitga ega bo’ladi.
2-ta’rif. Ushbu

 x-lim £,(x) (xe M)
funksiya {f, (x)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak,
lim £,(x)= f(x) (xe ).
I-misol. Ushbu
f(x)=x" (n=123,.)

funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi hamda limit funksiyasi topilsin.

4 Bu funksional ketma-ketlik uchun:
Vxe(l, +=) da

lim f,(x)= lim x" = o,
x =1 bo’lganda
lim f,(1)=1,
Vxe(-1 1) da
lim £, (x)=timx" =0,

Vx e (-, -1] da ketma-ketlikning limiti mavjud bo’Imaydi.

Shunday qilib, berilgan funksional ketma-ketlikning yagqinlashish sohasi
M =(-1, 1] bo’lib, limit funksiyasi

_J0, agar -l<x<]|,
f(x)_{l, agar x=1

bo’ladi. »

2".  Funksional ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchiligi. Aytaylik,

ACIE
L) LG £,
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi M bo’lib, limit funksiyasi f(x)
bo’lsin. Unda har bir x, € M nuqtada
’{i:r:of;,(xo)= f(xo)
ya’'ni
Ve>0, ngeN. Yn>n, |f,(x)- flx,)<e
bo’ladi. Bunda n, natural son £ > 0 songa va olingan x, nuqtaga bog’liq bo’ladi:
ny = ng(£.x,)-
3-ta’rif. Agar Y& >0 olinganda ham shunday n, € N topilsaki, Vn>n; va
Vx € M uchun

9



()= flxf<e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ve>0, 3ngeN, Ya>n, Vxed |(f,(x)- f(x)<e
bo’lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik A to'plamda f(x) ga tekis yaqinlashadi
(funksional ketma-ketlik tekis yaginlashuvchi) deyiladi. Uni

LE)Z) xem

kabi belgilanadi.
Bu holda ta'rifdagi n, natural son fagat ¢ > 0 ga bog’liq bo’ladi

ny = n(€).
4-ta’rif Agar
VneN, 36>0 3Ix,eM |f,(x)- flx)2¢
bo’lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik A to'plamda f(x) ga tekis
yaqinlashmaydi (notekis yaginlashadi) deyiladi.
14.2-misol. Ushbu

fux)=

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashishi
ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

sinnx

(n=12.3.)

sinnx

=0.

ltm f,,(x)— lim

Demak, limit funksiya f(x)- 0 bo’ ladl.
Agar Ye>0 son olinganda ham n, =[1] deyilsa, ([a]-a sonining butun
€]
qismi) Vn > n, va ¥x € M =(~ o,+00) uchun

I, (x)- flx) =

ME_O}__<

<&

ny+1
bo’lganligi sababli
sinnx -

0
n =

bo’ladi. »

14.3-misol. Ushbu

nhx
=— =1,2,3..
L= )
funksional ketma-ketlikni [0, 1] oraliqda tekis yaginlashishga tekshirilsin.

< Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasi

Fe)= tim £, ()= tim "~

1% 1+ nlx
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bo’ladi. Bu esa ta’rifga ko’ra quyidagini bildiradi: V& >0 olinganda ham,
ng = nyle. x)={i] (x=0)
&

deyilsa, ([a]- @ sonining butun gismi) Vn > n, uchun
~ | _4 w1 1
If,,(x) f(xl ]l+nzx2 I 1+ n%x (no+l)x
bo’ladi. Ravshanki, x =0 bo’lsa, Vae N uchun

/,(0)=f(0)=0.

Birog, Vne N ¢, = l x=luchun
4’ n
ﬂ'(l)—_f‘(l): ll =l>£
" \n nJj l+~5n2 2

bo’ladi.

Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [O, l] da limit funksiyaga tekis
yaginlashmaydi. »

I-teorema. {f,(x)} funksional ketma-ketlikning A to’plamda f(x) ga tekis
yaginlashishi uchun

ltmsup{f(x) f(x] 0

bo’lishi zarur va yetarli.
<Zarurligi. M to’plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x) limit

funksiyaga tekis yagqinlashsin. Ta'rifga ko’ra V&>0 olinganda ham shunday
ng € N topiladiki, n > n, bo’lganda M to’plamning barcha x nugtalari uchun

1, (x)- fx) <&

bo’ladi. Bundan esa Vn > n, uchun
M, =sup|f,(x)- f(x)s ¢
xeM

bo’lishi kelib chiqadi. Demak,

limM, = lim suplf,,(x)-f(x] =0.

n—x NP y oA f

Yetarliligi. M to’plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x) limit

funksiyaga ega bo’lib,

lim suplf,,(x)— f(x] =0
n® oM

bo’lsin. Demak, V¢ >0 olinganda ham shunday n, e N topiladiki, barcha n> n,
uchun

su5|f,,(x)— f(x] <&
Xe,
bo’ladi. Agar ushbu
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11,(6)- £ (e < supl £, ) £ (1)
munosabatni etiborga olsak, u holda ¥x € M uchun
17, ()~ rx) < e
bo’lishini topamiz. Bu esa M to’plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x)
limit funksiyaga tekis yaginlashishini bildiradi. »
14.4-misol. Ushbu
(= e
funksional ketma-ketlikni —c <x<c¢ (c>0) intervalda tekis yaqinlashuvchiligi
ko’rsatilsin.
<4 Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(x)’—' lim f"(x)= lim g (-n)? -0
bo’ladi. Natijada
M, = sup Ifn(x)_f(x)= sup (e‘(x—n)l _0)= sup e'(""')z _ g-len?

—C<X<C -C<xLe —C<X<C
bo’lib, undan
lim M, = lim e 20
n—x n—x
bo’lishini topamiz.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (~c. c) oraliqda f(x)=0 limit
funksiyaga tekis yaqinlashadi:
e 30 (-c<x<e ¢>0)»

14.5-misol. Quyidagi

{f,(x>}={n[ﬁ—&]} (0<x<+)

funksional ketma-ketlik tekis yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

pituinall
lim f,(x)= lim n[ lx+l—~«/;]:lim——L—— I (0 <x <+e).
nox nox n

v "o fx+l+J§ 24x
n
Demak, f@:):%. Bu holda
M =sup|f(x)—/(x]=sup’n 1fx+—lj—~/;- ! ,=sup‘ ! - ’=
" Gcren ; e rem n ZJ;I Ucren) 1 \/_ 2\[;
,Ix+—+ x
n
PRRLNE |
n

= sup = sup =00

UWZ\/;(EM/;] Dwz"‘/;(m“/;r
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bo’lib, berilgan funksional ketma-ketlik uchun 1-teoremaning sharti bajarilmaydi.
Demak. qaralayotgan funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi emas. »

X < R to’plamda {, (x)}:

PAC WA CY A C)

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

5-ta’rif. Agar Y&>0 son olinganda ham shunday n,eN son mavjud
bo’lsaki, n>n,, m > n, bo’lganda Vx € X nugtalar uchun bir yo’la

o) flx) <€

tengsizlik bajarilsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik X to’plamda fundamental
ketma-ketlik deb ataladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). {f,(x)} funksional ketma-ketlik X to’plamda

limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaqginlashishi uchun u X to’plamda
fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

<« Zarurligi. X to’plamda {f, (x)} ketma-ketlik limit funksiyaga ega bo’lib,
unga tekis yaqginlashsin:

L3 k) (xeX).

Tekis yaqinlishish ta’rifiga muvofig V& >0 son olinganda ham, —;— ga ko’ra

shunday n, € N topiladiki, #n > ny bo’lganda Vx € X nugqtalar uchun

TAORVIOEES

shuningdek, m > n, bo’lganda Vx € X uchun

)~ 1)<
bo’ladi. U holda n>n,, m>n, va ¥xe X uchun
1fa ()= £, () £ ()= £ () +[ 1 (x) - ) <&
bo’ladi.

Yetarliligi. {f,(x)} ketma-ketlik X to’plamda fundamental ketma-ketlik
bo’lsin:

Ve>0, 3nyeN, n>n, m>n, VxeX: |f,(x)-f,(x)<e (142

X to’plamdan olingan har bir x, da {f,(x)} funksional ketma-ketlik
{fu{x,)} sonlar ketma-ketligiga aylanadi. Ravshanki, {f,(x,)} ketma-ketlik
fundamental ketma-ketlik bo’ladi.

U holda Koshi teoremasiga asosan (l-gism, 4-bob, 3-§) {f,(x,)}
yaqginlashuvchi. Demak, X to’plamning har bir x, nuqgtasida {f,(x,)} ketma-
ketlik yaginlashuvchi. Binobarin, funksional ketma-ketlik limit funksiyaga ega.
Bu {f,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi f(x) deylik:

lim £,()= /(x) (xeX).
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Endi (14.2) tengsizlikda m — o da (bunda » va x lami tayinlab) limitga

0’tib quyidagini topamiz:
f,x)- flx)se.

Bundan esa {,(x)} funksional ketma-ketlikning f(x) limit funksiyaga tekis

yagqinlashishi kelib chigadi.»
2-§. Funksional qatorlar
1°. Funksional qator tushunchasi. Faraz qilaylik, X c R to’plamda {u, (x)}:
u (x),uy (x). ., (x)....

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

6-ta’rif. Quyidagi

w () +uy (x)+ .+ 1, (x)+

ifoda funksional qator deyiladi. U Zu"(x) kabi belgilanadi:

n=1

3w, (2=, () 4y (6)+ () + (14.3)

n=\
Bunda u,(x),u,(x)... funksiyalar (14.3) funksional qatorning hadlari, u,(x)
esa umumiy had deyiladi.
Masalan,

n-1

x
Y=l x x4 A2

n=|

d 1 1 !
= + +
,,g,(x+n)(x+n+l) (x+1)x+2) (x+2)x+3)
lar funksional qatorlar bo’ladi.
(14.3) funksional qatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

5i(x)=u(x)
Sz(x)= U (x)+ uz(x),

S, (x) =u, (x)+ U, (x)+ +u, (x)+

yig’indilar (14.3) funksional qatorning qismiy yig’indilari deyiladi.
Bu yig’indilar quyidagi
Sl(x),Sz(x) ----- Su(x)""

funksional ketma-ketlikni hosil giladi.
7-ta’rif. Agar {S,(x)} funksional ketma-ketlk x,eX nuqtada

yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’lsa, Zu,,(x) funksional qator x, nuqtada
n=\
yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.
Bu {S,(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi (to’plami)
tegishli funksional qatoming yaginlashish sohasi (to’plami) deyiladi. {S,(x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):
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lim S, (x)=S(x)

berilgan

il‘,.(x)#ﬁ(X)+ U (x)+  +u,(x)+...

n=|
funksional qator yig'indisi deyiladi.
14.6-misol. Ushbu

Y =l4x+ x4 x4
n=i
funksional qatorning yaqinlashish sohasi hamda yig’indisi topilsin.
<4 Berilgan funksional qatorning qismiy yig’indisi

‘_xll

S,,(x)=l+x+xz+ " = .agar x #1 bo'lsa,

1-x
n, agar x=1 bo'lsa
bo’ladi. Unda
Vxe(-1 1)da

1-x" t

lim S ,(x)= lim .
n-m n=ax | —x 1-x
Vxell, +) da

lim S, (x)=;

Vxe(-cc. -1} da {S,(x)} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak, berilgan
funksional gatorning yaqinlashish sohasi M = (-1, 1), yig’indisi S(x):l—
—X
bo’ladi. »
2", Funksional qatorning tekis yaginlashuvchiligi. Ushbu

iu,,(x):u,(x)+uz(x)+...+u"(x)+.“ (14.4)

n=l
funksional qator M to’plamda yaginlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi S(x)
bo’lsin:
lim S, (x)= lim[u,(x)+ u,(x)+ +u,(x)}=S(x).

8-ta’rif. Agar Y u,(x) funksional qatoming gismiy yig'indilaridan iborat

n=1
{S,(x)} funksional ketma-ketlik A to’plamda qator yig’indisi S(x) ga tekis

yaqinlashsa, bu funksional gator M to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi,
aks holda, ya'ni {S,(x)} funksional ketma-ketlik A/ to’plamda S(x) ga tekis
yaginlashmasa, (14.4) funksional qator M to’plamda S(x) ga tekis
yaqinlashmaydi deyiladi.
14.7-misol. Ushbu
o 1
,§(x+n)(x+n+l)
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funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Bu qatorning qismiy yig’indisi

)= (x+‘)](x+2)+(x+2)l(x+3)+ +(X+n)()i+n+l):(x—-ll-—l—x—+l—_2)+
1 1
+(x+2_x+3j+

bo’ladi.
Endi V&> 0 son olinganda n, = [l -0+ x)] deyilsa, ([a]—a sonining butun
£

( 1 B 1 ]_ 1 B I
x+n x+n+l x+1 x+n+l

qismi) barcha n> n, uchun

S, (x)- S(x) =| ! L I S P

_I +1 x+n+l x+l| x+n+l x+ny+2
bo’ladi. Bundagi n, natural son £ >0 ga hamda x (0 < x <) nuqtalarga bog’liq.
Biroq n, deb

ni olinsa, unda n > ny; bo’lgan n larda yuqoridagi (14.5) tengsizlik bajarilaveradi.
Demak, berilgan funksional gator uchun ta’rifdagi n, natural son barcha x
(0<x< ®) nuqtalari uchun umumiy bo’ladi, ya’ni x ga bog’liq bo’lmaydi.
Demak, berilgan funksional qator tekis yaginlashuvchi. »
14.8-misol. Quyidagi
it X
,;[(n—l)x+llnx+l)
funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Bu funksional qatorning qismiy yig’indisi

X x X i
Six)= G+1) anx+t) " [(n_l)x+1](xn+|)=("ﬁJ+

(0<x<w)

[ 1 1 ) 1 1 1
+ = + + - =1-
x+1 2x+1 (n-x+1 mx+l nx +1
bo’lib, uning yig’indisi
S(x)= tim S,(x)= Iim(l———l—)——-l (0<x <)
n—yx n-»w rlx+l
bo’ladi.
Endi Y&>0 son olinganda n0=[l(l—lﬂ (x#0) deyilsa, ([a]-a
x\¢

sonining butun qismi) barcha n > no uchun

15,(6)- s(xH !

+l|—nx+l (n°+l)x+l<£
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bo'ladi. (Agar x =0 bo’lsa, ravshanki, ¥a uchun S,(0)= 5(0)=1 bo'lib,
5,(0)-5(0)=0
bo’ladi.) Bundagi n, natural son £ >0 va x (0 < x <) nugtalarga bog’lig bo’lib,
u barcha x (0<x<w) nuqtalari uchun umumiy bo'la olmaydi (bu holda
ny = [-I- (l - lﬂ ning (0, +oc) da x bo’yicha maksimumi chekli son emas.)
x\¢&
Boshqacha qilib aytganda, istalgan » natural son olsak ham shunday ¢,

(masalan g, = l) va x = ! € (0, +) nugqta topildiki,
n n

!
\S"(l)—s(l) - ll - l g 80
AN g 2

n
bo’ladi. Demak, berilgan funksional gator (0. +%) da tekis yaginlashuvchi
emas. »

3-teorema. Aytaylik. M c R to’plamda Y u,(x) funksional qator berilgan

n=\

bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin. Bu funksional qatoming M da tekis
yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, uning gismiy yig'indilari ketma-ketligi {S,,(x)}
ning M da fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

<4Bu teorema funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashish haqidagi 2-
teoremani funksional qatorga nisbatan aytilishi bo’lib, uning isboti 2-teoremaning
isboti kabidir. »

Funksional qator

S, () = () + y(x)+ 4, (x)+

n=1
ning tekis yaqinlashuvchi bo’lishi haqidagi 8-ta’rif hamda funksional ketma-
ketlikning tekis yaginlashuvchi bo’lishining zarur va yetarli shartini ifodalovchi 1-
teoremadan foydalanib quyidagi teoremaga kelamiz.

4-teorema. y u,(x) funksional qator M to'plamda S{(x) ga tekis yaqinla-

n=\
shishi uchun
lim sup|S, (x)- S(x] =0
AT e M
bo’lishi zarur va yetarli, bunda S, (x)= u, (x)+u,(x)+ ..+ u,(x).
Masalan,
ix"":l+x+x2+ +x"+  (xe(-L1)
n=\
funksional qatoming qismiy yig'indisi S, (x)= ?— , yig'indisi S(x)= ]L
-x -Xx
bo’lib, (-1, +1) da S, (x) yig’indi S(x) ga tekis yaqinlashmaydi, chunki
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1S, (x)- S(x) = (xe(—l ‘H))

bo’lib,
sup,S”(r) S(] 0

~l<x<]
bo’ladi.
S-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar ushbu

Zu,, x)=u,(x)+u, (x)+...+ u,(x)+

n=}
funksional gatorning har bir hadi M < R to’plamda quyidagi
lu,(x}<C, (n=123.) (14.6)
tengsizlikni ganoatlantirsa va
iC,,=C,+C,+ +C,+ (14.7)

n=1
sonli qator yagqinlashuvchi bo’lsa, u holda funksional qator M to’plamda tekis
yaqinlashuvchi bo’ladi.
<4Modomiki, (14.7) qator yaginlashuvchi ekan, l-qism, 11-bob, 2-§ da
keltirilgan teoremaga asosan, V&>0 son olinganda ham, shunday n,e ¥
topiladiki, barcha n> n,, m > n uchun

Chi+C,+ +C,<e¢

n

bo’ladi. (14.6) tengsizlikdan foydalanib M to’plamning barcha x nugtalari uchun

e () + 1,5 )+ +u, (x) <€
bo’lishini topamiz. Demak, S, (x)=u,(x)+u,(x)+. +u,(x) (#=12.) dan
tuzilgan {S,(x)} funksional ketma-ketlik M da fundamental. Bundan esa 3-
teoremaga ko’ra berilgan funksional gatorning M to’plamda tekis yaqinlashuvchi
bo’lishi kelib chigadi. »
14.9-misol. Ushbu
paAOES ¥
n=)
funksional qgator tekis yaqmlashlshga tel\shmlsin.
<Berilgan funksional qatoming umumiy hadi

u,(x)= T (n=123.)

funksiyadan iborat. Bu funksiyani [0, + o) oraliqda ekstremumga tekshiramiz.
5 S
u,(x) funksiyaning hosilasi yagona x =7 2 nuqtada nolga aylanadi (x=n 2

stasionar nuqta). Stasionar nuqtada

(0<x<w)

)1<0

ul(n
5
bo’ladi. Demak, u,(x) funksiya x =n 2 € [0, + ) nuqtada maksimumga erishadi.

.3
Uning maksimum qiymati esa % n % gateng. Demak, 0 < x <o da

108



LI P
1+n°x" Zn%

&) -

o

bo'ladi. Agar Y —

= 7 qatorning yaqinlashuvchiligini etiborga olsak, unda
n= n -

Veyershtrass alomatiga ko’ra. berilgan funksional gatorning [0, +o) da tekis
yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. »

3-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik
va qatorning xossalari
1. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi M c R to’plamda biror
yagqinlashuvchi

Yu, ()= ()4 (x)+ g, (x) 4
n=1
funksional qator berilgan bolib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin.
6-teorema. Agar Y u,(x) funksional qatorning har bir hadi
n=\
u,(x) (n=1,2,3..) M to’plamda uzluksiz bo'lib, bu funksional qator M da
tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda qatorning yig’indisi S(x) ham M to’plamda
uzluksiz bo’ladi.
4 Vx, e M bo’lsin. Funksional qator tekis yaginlashuvchi. Ta’rifga ko'ra,

Ve >0 olinganda ham shunday n, € N topiladiki, Yn>n, va M to’plamning
barcha x nugqtalari uchun bir yo'la

1S, (x)- S(x) < % (14.8)
jumladan
5,(xa)- S < 5 (149)
tengsizlik bajariladi.

Modomiki, funksional qatorning har bir hadi M to’plamda uzluksiz ekan,

unda
Sn(x)=ul(x)+ uz(x)+...+u”(x)
funksiya ham M da, jumladan x, nuqtada uzluksiz bo’ladi. Demak, yuqoridagi

£ >0 olinganda ham, % ga ko'ra shunday & > 0 topiladiki, |x —x0| < bo’lganda

15, (x)-S(xo) <-§- (14.10)

bo’ladi.
YUqoridagi (14.8), (14.9) hamda (14.10) tengsizliklardan foydalanib
topamiz:
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[S()-S(xo) 2IS(x) - S, (x) +1S,(x) - S, (x0 ) +
+5,(x0) - S(x,) <~§ £, E

+3+§=£
Demak, V&>0 olinganda ham, shunday o3>0 topiladiki |x —x0| <d
bo’lganda
IS(x)-S(x, ) <
bo’ladi. Bu esa S(x) funksiyaning Vx,e M nuqgtada uzluksiz ekanligini
bildiradi.»
Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu

S(xo) = tim [1im 5, 0] /im[ lim S, (x)}
XXy norx noX| X 3xq

munosabat o’rinli bo’ladi.

2°. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi. M c R to’p-
lamda {f,(x)}:

OV MA
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin:
lim £,(x)= f{x).

7-teorema. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir f,(x)
(n=1,2....) hadi M to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-ketlik M
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda f(x) limit funksiya ham M

to’plamda uzluksiz bo’ladi.
Bu teoremaning shartlari bajtrilganda shbu

Sx)=tim{lim £,(0)|= lim Limf,,(x)}
{2x M- n—=xX1-Xx
munosabat o’rinli bo’ladi.

3". Funksional qatorlarda hadma-had limitga o’tish. M c R to’plamda
yaginlashuvchi

Zu,,(x)=u,(x)+u2(x)+ +u,(x)+ (14.11)
n=1
funksional gator berilgan bo’lib, uning yig'indisi S(x) bo’lsin. x, nuqta esa M
to’plamning limit nuqtasi.

8-teorema. Agar x — x, da Zu"(x) funksional gatorning har bir u,(x)

n=\
(n=1,2....) hadi chekli
lim u,(x)=C, (n=123..) (14.12)

X=X,

limitga ega bo’lib, bu qator M da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
>C,=C,+C,+ +C,+

n=1

qator yaqinlashuvchi, uning yig’indisi C esa S(x) ning x — x, dagi limiti
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lim S(x)=C

ga teng bo’ladi.

<Shartga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaginlashuvchi. U holda 3-
teoremaga asosan, V& >0 olinganda ham, shunday n, e N topiladiki, barcha
n>n,, m>n lar va M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

Iu/l+l(x)+un+2(x)+ +um(x)<g (1413)

tengsizlik bajariladi. (14.12) munosabatni etiborga olib, (14.13) tengsizlikda
x — x, da limitga o’tib quyidagini topamiz:
|Cu+1 + Cn#.‘ + + Cm[ <€
Demak, Ve >0 olinganda ham, shunday nye N topiladiki, barcha n>n,
m > n lar uchun
IChit #Cpyr+ +C,lS€
tengsizlik bajarilar ekan. Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy va yetarli shartini
ifodalovchi teoremaga muvofiq (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).
3C,=C,+Cy+ +C,+
n=i
qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
limC,=C,

"o

bunda
C,=C+C+ +C,.
Endi x —> x, da (14.11) funksional qator yig’indisi S(x) ning limiti C ga
teng, ya’'ni

lim S(x)=C
bo’lishini ko’rsatamiz. Shu magsadda ushbu
S(x)-¢
ayirmani olib. uni quyidagicha yozamiz:
S(X) -C= [S(X)" S,,(X)]'f‘ [Sn (X)— Cn ]+ [Cn - C] (14.14)

bunda
Slv(x)zul(x)+u2(x)+ +uu(x)'
Teoremaning shartiga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi.

Demak, V& >0 olinganda ham, % ga ko’ra shunday n,e N topiladiki, barcha
n>n, va M to’plamning barcha x nuqtalari uchun
15, (x)- s(x) < % (14.15)

tengsizlik bajariladi.
(14.12) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:
lim S, (x)= lim [u(x)+u,(x)+ +u,(x)]=C, +C,+..+C, =C,.
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Demak, V& >0 olinganda ham, ga ko’ra shunday & >0 topiladiki,

U |

lx ~ xo| <& bo’lganda

1S, (x)-C,| < % (14.16)
tengsizlik bajariladi.
Yugqorida isbot etilganiga ko’ra
limC,=C

Demak, V& >0 olinganda ham, g ga ko’ra shunday n,e N topiladiki,

barcha n > ny uchun
lc, -l < % (14.17)

bo’ladi. Shuni ham aytish kerakki, agar 7, = max{n,, nj} deb olinsa, unda barcha
n > ny uchun (14.15) va (14.17) tengsizliklar bir vaqtda bajariladi.

Natijada (14.14) munosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17) tengsizliklarni
etiborga olgan holda, quyidagini topamiz:

1S(x)-C} <|S(x)- 8, (x) +]S,(x)- C.} +IC, - C] <§+§+§<£.

"y

Demak, Ve > 0 olinganda ham, shunday & > 0 topiladiki, [x —x0| < ¢ uchun
(xe M)
|S(x)-Cl<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa flim S(x)=C ekanini bildiradi.»

X=X,
Yuqoridagi limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
lim Y u,(x)=" lim u,(x)
XX net n=i¥ %
Bu esa 8-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had limitga o’tish qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.
4’. Funksional ketma-ketliklarda hadma-had limitga o'tish. M c R to’p-
lamda {f, (x)}:
PACONACIRAC)
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin. x,
nuqtada esa M to’plamning limit nuqtasi.
9-teorema. Agar x - x, da {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir
£.(x) (n=1,2,..) hadi chekli

lim f,(x)=a, (n=123.)

limitga ega bo’lib, bu ketma-ketlik A/ da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
{a" }:



ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi, uning a = lim a, limiti esa f(x) ning x > x,

dagi limitga teng
lim f(x)=a
bo’ladi.
5". Funksional qatorlarni hadma-had integrallash. [a, e] segmentda yaqin-
lashuvchi
u(x)+u,(x)+  +u,(x)+ (14.11)
funksional qator berilgan bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin:

S(x)=§un(x).

10-teorema. Agar iun (x) qatorning har biri u,(x) hadi (x=1,2,...) [a, 6]

n=\
segmentda uzluksiz bo’lib, bu gator shu segmentda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u
holda qator hadlarining integrallaridan tuzilgan

j () + juz(x)dx+ +j (o)t +

qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi, uning yig'indisi esa fS(x)dx ga teng bo’ladi:

5o (ekde = s
< Berilgan funksional qatorning har blr u,(x) hadi (n=1,2,..) [a, 6] da
uzluksiz. demak, u,(x) (n=1,2,..) funksiyalar [a, 6] segmentda integrallanuvchi.
Shartga ko'ra funksional gator [a, 6] segmentda tekis yaqinlashuvchi. Unda 6-
teoremaga ko'ra, funksional qatoring yig’indisi S(x) funksiya [a, ¢} da uzluksiz,
demak, integrallanuvchi bo’ladi.
Avvalo (l4 11) funksional qator hadlarining integrallaridan tuzilgan

j (x)dr-ju (o )ebx + juz(x)dx+ +j' (e )dx +

n=lq
gatorning yaqinlashuvchi bo’ lIShlnl ko’ rsatamlz.
Shartga ko’ra (14.11) funksional qator [a, 6] da tekis yaginlashuvchi. U

holda 3-teoremaga asosan, Ve >0 olinganda ham, £ ga ko'ra shunday
ny € N topiladiki, n > n,, m > n bo’lganda e
[t 00 (0)+ 2, () + +21,(x) < e-—La
bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:
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(b oo+ ook
(14.18)
Sﬂu,”,(x)+u,”2(x)+ +um(x1dx<6_%(e-a)=£.

a

Demak, V&> 0 olinganda ham, shunday n,e N topiladiki, n>n,, m>n
bo’lganda (14.18) tengsizlik o’rinli bo’ladi. 3-teoremaga asosan

Sy ()

nzig
qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Odatdagidek berilgan funksional qatorning qismiy
yig'indisini S (x) deymiz. Funksional qatorning tekis yaqginlashuvchiligi
ta’rifidan, Ve >0 olinganda ham, £ ga ko'ra shunday n,e N topiladiki,
6-a
barcha n > n, va [a, 6] segmentning barcha x nuqtalar uchun

S [
O

bo’ladi.
Aniq integral xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

e = 15, e )5, (o) = [ bt +
+fupldr+ o+ fu, (x)dr +j[S(x ().

Agar

)-8, (x)x

< IfS(x)— 5, (e <= (s-a)=¢
bo’lishini etiborga olsak, unda
tim {566)-5, (e =0
bo’lib, natija ’
[ 5(e)e = o ) + gk + [, (e +

ekanligi kelib chigadi. »
Yuqoridagi munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
6 x x 6
I(Zu,, (x)]dxz Zjun(x)dx
a\n=1 n=lg
Bu esa 10-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had integrallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.
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6". Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. [a. ¢] segmentda

FAEYIE
S0 L) £ (x).
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin.
11-teorema. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir
£,(x) (n=1.2,3, ) hadi {4, 6] segmentda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-
ketlik [a, 6] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

jff,(r)dx jfz(X)dx j/,,(x)dx,

ketma-ketlik yaqinlashuvchi, uning limiti esa If(x)dx gateng, ya'ni

a

tim | 7, (c) = | 1)
bo’ladi.
Bu teoremadagi limit munosabatni quyidagicha
lim If,,(.t)dx = J' lim f,(x)dx
ham yozish mumkin.
7. Funksional qatorlarni hadma-had differensiallash. [a, 6] segmentda
yaqinlashuvchi
u (x)+u,(x)+  +u,(x)+
funksional qator berilgan bo’lib, uning yig“indisi S(x) bo’lsin:

S(x)= ni_lun(x)

12-teorema. Agar iu" (x) qatorning har bir hadi u,(x) (n=12,) [a, 6]

n=1
segmentda uzluksiz u,(x) (n=1.2,.) hosilaga ega bo’lib, bu hosilalardan
tuzilgan

S ()= i)+ () v ()

n=1
funksional qator [a, 6] da tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan funksional
qatorning S(x) yig’indisi shu [a, 6] da $'(x) hosilaga ega va

§'(x)= 3 u; (x)
n=1
bo’ladi.
< Shartga ko’ra
u (x)+uy(x)+  +up(x)+

funksional qator [a, 6] da tekis yaqinlashuvchi. Uning yig'indisini S(x) deylik:

S(x)= iu,’, (x). Bu S(x) funksiya 6-teoremaga asosan [a, ¢] da uzluksiz bo’ladi.
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Funksional qatorni hadma-had integrallash hagidagi 10-teoremadan
foydalanib, ushbu

S(x)=Xu,(x)
n=\
qatorni [a, x] oraliq (a<x<e) bo’yicha hadma-had integrallab quyidagini
topamiz:

fsteks = 3] Fu |- Sl -l

a n=1

(14.19)

= S, ()~ Zu (a)=5(x)-S(a)

n=i
Modomiki, S(x) funksiya [a, 6] orallqda uzluksiz ekan, 1-qism, 6-bob, 4-§
da keltirilgan teoremaga binoan

[5(x)ax
funksiya differensiallanuvchi bo’lib, uning hosilasi
dif=s =
E[IS(x)dx] =5(x)
bo’ladi.
Ikkinchi tomondan (14.19) tenglikka ko’ra

| 2 (56:)- $(a)=56)
o 5'(x)=S(x)

bo’lishini topamiz. Demak, S'(x)= iu,’, (x).»
n=|i

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

2 (Bne)-ELu0.

h=| n= l
Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had differensiallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.
8'. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash. [a. e] seg-

mentda yaqinlashuvchi {f, (x)}:
LG 2 (6). . £, ().
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin.
I3-teorema. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi f;(x)
(n=12...) [a. 6] segmentda uzluksiz f;(x) (n=12,..) hosilaga ega bo’lib, bu
hosilalardan tuzilgan

£). £ fulx), .
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funksional ketma-ketlik [a, ¢] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa u holda f(x) limit
funksiya shu [a. ¢] da f(x) hosilaga ega bo’lib, {f!(x)} ketma-ketlikning limiti
F'(x) gateng bo’ladi.
4-§. Darajali qatorlar
1". Darajali qatorlar. Abel teoremasi. Biz avvalgi paragraflarda funksional

qatorlarni o'rgandik. Funksional qatorlar orasida, utaming xususiy holi bo’lgan
ushbu

x

Za,,x" =a,+ax+a,x’+ +ax"+ (14.20)

yoki, umumiyroq, "
iu,,(.\' —x) =ag+a(x-xo)+a(x-x, Y+ +a,(x-x) + (14.21)
qatori:: (bunda a,.q,.q,,..., x, o’zgarmas haqiqiy sonlar) matematikada va

uning tadbiglarida muhim rol o’ynaydi. Bu erda, ushbu bobning 1-§ idagi qaralgan

> u,(x) funksional qatorda qatnashgan u,(x) sifatida
nl
u,(x)=a,x" (yoki u,(x)=a,(x-x,)")
ya'ni x (yoki x -x,) o’zgaruvchining darajalari qaralayapti. Shu sababli (14.20)
va (14.21) qatorlar darajali qatorlar deb ataladi.

Agar (14.21) qatorda x —x, = ¢ deb olinsa, u holda bu gator ¢ o’zgaruvchiga
nisbatan (14.20) qator ko’rinishiga keladi. Demak, (14.20) qatorlarni o’rganish
kifoyadir.

(14.20) ifodadagi a,.a,.a,...a,.. haqiqiy sonlar (14.20) darajali qatorning
koeffisientlari deb ataladi.

Darajali qatorning tuzilishidan, darajali qatorlar bir-biridan faqat
koeffisientlari bilangina farq qilishni ko’ramiz. Demak, darajali qator berilgan
deganda uning koeffisientlari berilgan deganini tushunamiz.

Masalan. ushbu

x M 2 "

ZL=I+£+£—+ 4 (0/=1),
%=0 n! l.l 2.', n!
Sx"=lexrxi+ +x" 4.
n=0
qatorlar darajali gatorlar bo’ladi.
Darajali qatorning yaqinlashish sohasi (to’plami) strukturasini aniqlashda
quyidagi Abel teoremasiga asoslaniladi.
14-teorema. (Abel teoremasi.) Agar

x
Yax"=a,+ax+ayxt+ +ax"+ (14.20)
n=0

darajali qator x ning x = x, (x, # 0) giymatida yaqinlashuvchi bo’Isa. x ning
|xl <|xq| (14.22)
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (14.20) darajali qator absolyut
yaqinlashuvchi bo’ladi.
<Shartga ko’ra

x
" 2 "
da,x; =ay,+ax,+ax,+...+a,x,+
n=0

qator (sonli qator) yaqginlashuvchi. U holda qator yaqinlashuvchiligining zaruriy
shartiga asosan

. n
lima,x, =0

bo’ladi. Demak, {a,,x(’)’ } ketma-ketlik chegaralangan, ya’ni Va#e N uchun
|a,,x{,’ | <M (MeR)
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikni etiborga olib quyidagini topamiz:

) lll n
a,x"|= ‘a,,x[,’l A2 M
' |x0 Xo
Endi ushbu
< nl_ t | 2 n y
E)a,,x |=lao| +lax] +jayx |+ +|'a,,x |+ (14.23)
qator bilan birga quyidagi
n 2 in
SME =M ME + M+ (14.24)
n=0 X Xo Xg Xg
qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan (14.24)qator yaqinlashuvchi (chunki bu qator
|
geometrik gator bo’lib, uning mahraji (14.22) ga ko’ra | dan kichik: i|<l),
Xo{

ikkinchidan (14.23) qatorning har bir hadi (14.24) qatorning mos hadidan katta
emas. U holda [-qism, 2-bob, 3-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra (14.23) gator
yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan (14.20) darajali qator absolyut
yaqinlashuvchi. »

I-natija. Agar

ke
Sax"=a,+ax+ax’+ +ax"+
n=0

darajali qator x ning x =x, qiymatida uzoglashuvchi bo’lsa, x ning [x}> x|

tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida uzoglashuvchi bo’ladi.
< Berilgan (14.20) darajali qator x, nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsin.

Unda bu qator x ning |x|>x,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi qiymatlarida
ham uzoglashuvchi bo’ladi, chunki (14.20) qator x ning |x|>|x,| tengsizlikni
qanoatlantiruvchi biror x = x, giymatida yaqinlashuvchi bo’ladigan bo’lsin, unda
Abel teoremasiga ko'ra bu qator x = x, (x| <|x,|) nuqgtada ham yaqinlashuvchi
bo’lib qoladi. Bu esa (14.20) gatorning x =x, da uzoglashuvchi deyilishiga
ziddir. »

118



2". Darajali qatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali. Endi
darajali qatorning vaginlashish sohasi strukturasini aniqlaylik.
15-teorema. Agar

ianx" sayrax+a, i+ +ax"+ (14.20)

n=0
darajali qator x ning ba’zi (x # 0) giymatlarida yaginlashuvchi, ba’zi giymatlarida
uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda shunday yagona r>0 haqgigiy son topiladiki
(14.20) darajali qator x ning |x|<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida
absolyut yaqinlashuvchi, |x|>r tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida esa
uzoglashuvchi bo’ladi.

<4 Berilgan (14.20) darajali qator x=x,#0 da yaqinlashuvchi, x=x, da

uzoglashuvchi bo'lsin. Ravshanki, |x,; <|x,| bo’ladi. Unda 14-teorema hamda 1-
natijaga muvofiq (14.20) darajali qator x ning |x|<|x, tengsizlikni
qanoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaginlashuvchi,  x ning |x>Ix|
tengsizlikni ganoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoglashuvchi bo’ladi. Jumladan
(14.20) darajali qator a {a <|x,|) nugtada yaginlashuvchi, ¢ (s <|x,|) nuqtada esa
uzoqlashuvchi bo’ladi (51-chizma).

- ————— ———
- - ~~ -
~ - -

51-chizma
Demak, (14.20) qator [a, e] segmentning chap chekkasida yaqinlashuvchi,
0'ng chekkasida esa uzoqglashuvchi.

[a. 6] segmentning o’rtasi E; nuqtani olib, bu nugtada (14.20) qatorni

qaraylik. Agar (14.20) gator a_;c nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, unda

a+e .
5 ] segmentni

[G;B, ejl segmentni, aT+e nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsa, [a,

olib, uni [a, 6] orqali belgilaylik. Demak, (14.20) qator a, nugtada

yaqinlashuvchi, 6, nuqtada esa uzoglashuvchi bo’lib, [a, ¢] segmentning uzunligi
= i;f ga teng bo’ladi.

So’ng [a, 6] segmentning o’rtasi 9%6—’ nuqtani olib, bu nuqtada

(14.20) qatorni qaraymiz. Agar u 4 ;6‘ nuqtada yaginlashuvchi bo’lsa, unda
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2
[az. 32] orqali belgilaymiz. Demak, (14.20) qator a, nuqtada yaqinlashuvchi. s,

a,+8 . . a, +6 . .
{#——l, 6‘:| segmentni, uzoglashuvchi bo’lsa, [al, %] segmentni olib, uni

nuqtada esa uzoglashuvchi bo’lib, [az, 6, ] segmentning uzunligi 6, - , = 82—20 ga

teng bo’ladi. Shu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
[a.. 6}la;. 6.} . [a,. 6, ] .

segmentlar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Bu segmentlaming har birining chap

chekkasida (a, nuqtalarda) (14.20) qator yaqinlashuvchi, 0’ng chekkasida esa (8,

nuqtalarda) uzoqlashuvchi, n — o« da bu segmentlar uzunligi nolga intila boradi
(s, —a, =8—2—Tq ->0).
Unda ichma-ich joylashgan segmentlarga prinsipiga ko’ra (qaralsin, 1-qism,
3-bob, 8-§) shunday yagona r soni topiladiki,
lima,=lime, =r

bo’lib, bu r nuqta barcha segmentlarga tegishli bo’ladi.
Endi x o’zgaruvchining ]x]<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
giymatini qaraylik. flima,=r bo’lgani sababli, shunday natural n, soni

n->%

topiladiki, {xi <a,, <r bo’ladi. a, nuqtada (14.20) qator yaqinlashuvchi. Demak,

14-teoremaga ko’ra x nuqtada ham (14.20) darajali qator yaqginlashuvchi bo’ladi.
x o’zgaruvchining |x(>r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy qiymatini
qaraylik. /ime,=r bo’lgani sababli, shunday natural n, soni topiladiki,

n—x

x| >6, >r bo’ladi. ¢, nuqgtada (14.20) qator uzoglashuvchi. Unda 1-natijaga
ko’ra x da (14.20) qator uzoglashuvchi bo’ladi.

Shunday qilib, shunday r soni topiladiki (14.20) darajali qator x ning |x| <r
tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yagqginlashuvchi, |x] >r

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoglashuvchi bo’ladi. »

9-ta’rif. Yuqoridagi 15-teoremada topilgan r soni (14.20) darajali qatorning
yaginlashish radiusi, (-, r) interval esa (14.20) darajali qatorning yaqinlashish
intervali deb ataladi.

4-eslatma. 15-teorema x ning x = tr giymatlarida (14.20) darajali qatorning
yaqinlashuvchi yoki uzoqglashuvchi bo’lishi to’g’risida xulosa chigarib bermaydi.
Bu x = *r nugqtalarda (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi ham bo’lishi mumkin,
uzoglashuvchi ham bo’lishi mumkin.

Masalan,

1) Ushbu

l+x+x’+ +x"+
darajali qator (geometrik qator) ning yagqinlashish radiusi r =1 yagqinlashish
intervali (=1, +1) bo’lib, intervalning chekka nugtalari » = 1 da uzoglashuvchi:
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2) Quyidagi
xl x] n
I+S+S5+=5+ +—5+
122 3 n-
qatorning yaginlashish radiusi r =1. yaginlashish intervali (-1, +1). r=+1 da
gator yaqinlashuvchi bo’lib, yaginlashish sohasi (to’plami) [— I, +1] segmentdan
iborat:

3) Ushbu
2 3 n
X x° X vl X
———t+t—- +{-1 —+
1 2 3 ( ) n
darajali qatorning yaqinlashish radiusi » = | yaginlashish intervali (= 1. +1). Qator
r=1 da yaqinlashuvchi, r = -1 da esa uzoglashuvchidir, qatorning yaqinlashish

sohasi (-1, +1] yarim intervaldan iborat.
2-eslatma. Shunday darajali qatorlar ham borki, ular faqat x = 0 nuqtadagina

vaqinlashuvchi bo’ladi. Masalan. Y n/x" qator istalgan x,#0 nuqtada
n=0

uzoqlashuvchidir. Haqiqatdan ham, Dalamber alomatiga ko’ra

n+t
____(n+ I) : = lim(n+ l)x0 =
n’xo | oo

lim

n—x

bo'ladi. Demak, Y n/x" qator istalgan x =0 da uzoqlashuvchi. Bunday darajali
n=0

gatorlarning yaqinlashish radiusini r =0 deb olamiz.
Ayni vaqtda shunday darajali qatorlar ham borki, ular ixtiyoriy x e (- ¢, +00)

II

da yaqinlashuvchi bo’ladi. Masalan. Z~ ni olaylik. Bu qator istalgan x,
"= 0'1

nuqtada yaqinlashuvchidir. Hagigatdan ham, yana Dalamber alomatiga ko’ra
: Xg+] n!

(n+ l)’ o
bo'ladi. Demak, bu qator istalgan xe(—oo,+oo) da yaqinlashuvchi. Bunday
darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi » = +00 deb olinadi.

3°. Koshi-Adamar teoremasi. Yuqorida ko’rdikki, darajali qatorlarning
yaqinlashish sohasi sodda strukturaga ega bo’lar ekan: yoki interval yoki yarim
interval, yoki segment. Hamma hollarda ham bu soha yaqinlashish radiusi r
orqali ifodalanadi.

Ma’lumki, har qanday darajali qator

I 0‘ =0
u—»xn+l

lim

-3 f

Yax"=astax+ax’+ +ax"+

n=0
o'zining koeffisientlari ketma-ketligi {a,} bilan aniqlanadi. Binobarin, uning
yaqinlashish radiusi ham shu koeffisentlar ketma-ketligi orqali qandaydir topilishi
kerak.

(14.20) darajali qator koeffisientlari yordamida ¥ la,,}}:
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iaoi, laui' @, '\l/m’ (14.25)

sonlar ketma-ketliligi tuzamiz. Ma’lumki, har ganday sonlar ketma-ketligini
yugori limiti mavjud (qaralsin. 1-qism, 3-bob, 2-§). Demak, (14.25) ketma-ketlik
ham yuqori limitga ega. Uni ¢ bilan belgilaylik:

6= limifla,| (0<6<+0).
n—os

16-teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Berilgan ) a,x" darajali qatorning
n=0
yaqinlashish radiusi
1 |

yf=—=—
8 Iim'\'/m

n—

(14.26)

bo’ladi.

((14.26) formulada ¢ =0 bo’lganda r = +0, ¢ = +c0 bo’lganda esa r =0 deb
olinadi).

<€ (14.26) formulaning to’g’riligini ko’rsatishda quyidagi

1) 6=+ (r=0);

2)6=0 (r=+w»);

3) 0<g<+w (r:—l-)

6
hollarni alohida-alohida garaymiz.

1) ¢ = boIsin. Bu holda 4]|a,, ketma-ketlik chegaralanmagandir. Ixtiyoriy
x,(xo #0) nugtani olib, bu nugtada (14.20) darajali qatorning uzoglashuvchi
ekanini ko’rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni shu x, nuqgtada (14.20)
darajali qator yaqinlashuvchi bo’lsin.

Demak, Zanxg qator (sonli qator) yaqinlashuvchi. Unda qator yaqinlashuvchi-
n=0

ligining zaruriy shartiga asosan

. n_
lima,x, =0

bo’ladi. Demak, {a,,x(’)'} ketma-ketlik chegaralangan, ya'ni shunday o’zgarmas M
son mavjudki (uni 1 dan katta qilib olish mumkin), Yne N uchun

ax|<M (M>1)
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikdan

’(/i—ta~|x0|SW<M

o<
1ol
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bo’lishi kelib chigadi. Shunday qitib ",(lan[ ketma-ketlik chegaralangan bo’lib
qoldi. Natija ziddiyatlik yuzaga keldi. Ziddiyatlikning kelib chigishiga sabab
x, # 0 nugqtada (14.20) gatorning yaqinlashuvchi bo'lsin deb olinishidir. Demak,
(14.20) darajali qator ixtiyoriy x, (x, # 0) nuqtada uzoglashuvchi.

2) ¢=0 bo’lsin. Bu holda ixtiyoriy x,(x,#0) nuqtada (14.20) darajali
gatoming yaginlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. Modomiki, Ianf} ketma-
ketlikning yuqori limiti nolga teng ekan bundan uning limiti ham mavjud va nolga
tengligi kelib chiqadi. Ta’rifga asosan Ve&>0 son olinganda ham, jumladan

= 1 ga ko’ra shunday n, € N topiladiki, barcha n > n, uchun

ol
1
tla) <=
2{x,}
bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa
a1
a,Xg <2—n
bo’lishi kelib chiqadi.
Ravshanki,
- L
n:()zn
qator yaqinlashuvchi. Tagqoslash teoremasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).
Yla,x;
n=0
qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
2.4, %g
n=0

qator absolyut yaqinlashuvchi.

3) 0 <6 <+ bolsin. Bu holda (14.20) darajali qator ixtiyoriy x, (ixol <1)
é

nuqtada yaqinlashuvchi, ixtiyoriy x, (|x1{> lj nuqtada uzoqlashuvchi bo’lishini
6
ko’rsatamiz.

iXo! <l bo’lsin. U holda shunday 8 >0 sonni topish mumkinki,
]

xol= =
6+0
bo'ladi. Endi J, (0< 48, <8) sonni olaylik. Bu & >0 songa ko’ra shunday

ny € N topiladiki, barcha n> n, uchun (yuqori limitning xossasiga ko’ra, 1-qism,

3-bob, 2-§) 2/la,| <6+, ya’ni |a,,|<(e+6,)" bo’ladi. Demak, barcha n>n,
uchun
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6+90

la, 5] =la, " xg] < (8+5)”(+5y [“5‘] (14.27)

bo’lishi kelib chiqadi, bunda
6+9, _(6+6)-(6-6)__é6-9

<l.
6+ 6+9d 86+d
Endi ushbu
Zanx;l =|ao|+|a1x°|+|azx§| +o+ anx(')’\+ (14.28)
n=0
qator bilan quyidagi
" n 2 n
Z(ﬂ) =l+(6’+5‘)+(&(5l + +(6+5') + (14.29)
oo\ 6+ 0 6+d 6+¢d 6+0

qatorni solishtiraylik. Bunda, birinchidan, (14.29) qator yaqinlashuvchi (chunki bu

qator geometrik qator bo’lib, uning mahraji 0 < 8+f5' <1) ikkinchidan, n ning
8+

biror giymatidan boshlab (n> n,) (14.27) munosabatga ko'ra (14.28) qatorning

har bir hadi (14.29) gatorning mos hadidan katta emas. Unda qatorlar nazariyasida
keltirilgan taqqoslash teoremasiga 1-qism, 3-bob, 2-§) ko’ra (14.28) qator
yaqinlashuvchi bo’ladi.

|x,| > ! bo’Isin. Unda shunday 8’ > 0 sonni topish mumkinki,
]

|xli=“l-
6-0'

bo’ladi. Endi &, (0 < d; <&') sonni olaylik. Yugori limitning xossasiga asosan (1-
gism, 3-bob, 2-§) {'{”a,,]} ketma-ketlikning ushbu
ofla,] > 6-6, yanila,|> (6-5;)

tengsizlikni qanoatlantiradigan hadlarining soni cheksiz ko’p bo’ladi. Demak, bu
holda

a,x]|=la, x| > (s~ &Y A ” (::‘;',) (14.30)
bo’lib, bunda

6-6 [(6-8)+(5'- &) ‘5{>1

6-90' e-9' 6—5

bo’ladi.
Yuqoridagi (14.30) munosabatdan n— « da {a,,xl"} ketma-ketlikning limiti
nolga teng emasligini topamiz. Demak,

2. a,x]
n=0
qator uzoqlashuvchi (qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi).
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Shunday qilib, har bir x, (}xoi <—£) nuqtada (14.20) darajali qator yaqinla-

shuvchi, har bir x, (:x,; > l] nuqtada esa shu darajali qator uzoglashuvchi bo’lar
8
ckan.
o] .
Darajali gatorning yagqinlashish radiusi ta’rifini etiborga olib, — berilgan
8

darajali qatorning yaqinlashish radiusi ekanini topamiz. »
14.10-misol. Ushbu

x N 2 n

g _x x X
ol 2 2 2/

darajali qatorni yaginlashish sohasi topilsin.
<Bu darajali qatoming yaqinlashish radiusini (14.26) formulaga ko'ra
topamiz:

11m2" =1.

nox

11m " -
nox " llm

noaxT

Ja

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r =1 yaqinlashish
intervali esa (-1, +1) dan iborat. Bu darajali qator yaqinlashish intervalining
chekkalarida mos ravishda quyidagi

sonli qatorlarga aylanib. ulami Leybnis teoremasi hamda Raabe alomatidan
foydalanib yaqginlashuvchi ekanligini isbotlash qiyin emas.

Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi [—l. l] segmentdan
iborat. »

14.11-misol. Ushbu

x 2 n

x
25 3.5 +'”+(n+1)-5”
darajali qatorning yaqinlanish sohasi topilsin.

4 Bu gatorga Dalamber alomati (1-qism, 3-bob, 4-§) ni qo’llab quyidagini
topamiz:

[+

|x| okl i

5nmomn+2 5

. xnol ' X" l l(ﬂ+l) 5" x n+l
a’“nha"i|(n+2)-5"‘I (n+1)-5"| n'fo'el (n+2)-5"1x"

Demak, I§|<l ya'nt [x|<5 bo’lganda qator yaginlashuvchi, >1 ya'ni

|x| > 5 bo’lganda qator uzoqlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan darajali qatoming yagqinlashish radiusi »=35,
yaqinlashish intervali esa (- 5, +5) bo’ladi.
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Yaginlashish intervali (=5, +5) ning chekkalarida darajali gator mos
ravishda

1 1 N
l——+-~ +(-1 C—+
2 3 ( ) n

11 1
[+—+—+ +—+
2 3 n
sonli qatorlarga aylanib, bu qatorlaring birinchisi yaqinlashuvchi, ikkinchisi esa
uzoqlashuvchidir. Demak, berilgan darajali qatorning yaqginlashish sohasi

[~5, +5) yarim intervaldan iborat ekan. »

5-§. Darajali gatorlarning xossalari
Biror

x

" 2 n
dYax"=a,+ax+a,x’+ +a,x"+ (14.20)
n=0

darajali qator berilgan bo’lsin.

17-teorema. Agar Y a,x” darajali qatorning yaqinlashish radiusi r (7 >0)
n=0

bo’lsa, u holda bu qator [-c, ¢] (0<c<r) segmentda tekis yaqinlashuvchi
bo’ladi.

< Shartga ko’ra, r (14.20) darajali qatorning yaqinlashish radiusi. Demak.
berilgan qator (- r, r) intervalda yaqinlashuvchi. Jumladan, ¢ <r bo’lganligidan
(14.20) darajali qator ¢ nuqtada ham yaqinlashuvchi (absolyut yaginlashuvchi)
bo’ladi. Demak,

iola,,lc" =iay|+afe +
n=

qator yaqinlashuvchi.

aslc® + +|a,|c" + (14.31)

Vx e [-¢, ¢] uchun har doim Ia,,x"! <la,|c" bo’ladi. Natijada, ushbu

n

2

n=0
qatorning har bir hadi (14.31) qatoming mos hadidan katta emasligini topamiz. U

+

a,,x"| =|ag| +|a,xj+

2 ]
aw+ +ax

holda Veyershtrass alomatiga ko’ra » a,x” darajali qator [~¢, c] segmentda
n=0
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. »

18-teorema. Agar Y a,x" darajali qatorning yaginlashish radiusi r>0
n=0

bo’lsa, u holda bu qatorning S(x)= > a,x" yig'indisi (-r, r) oraliqda uzluksiz
n=0
funksiya bo’ladi.
4(14.20) darajali qatorning yaqinlashish intervali (~r, ») dan ixtiyoriy x,

(xo € (=r. r)) nuqtani olamiz. Ravshanki, jx,|< r bo’ladi. Ushbu |x,j<c<r
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tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. (14.20) darajali qator yuqorida
keltirilgan 17-teoremaga ko'ra [-¢. ¢] segmentda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
Unda ushbu bobning 3-§ idagi 6-teoremaga asosan, berilgan (14.20) darajali
qatorning yig'indisi S(x) funksiva [— ¢, ¢| da, va demak, x, nuqtada uzluksiz
bo’ladi. Demak, (14.20) qatorning yig'indisi S(x) funksiya (~r, r) intervalda
uzluksizdir. »

19-teorema. Agar Y a,x" darajali qatoming yaginlashish radiusi » (r>0)
n=0

bo’lsa, bu qatorni [a, 6] ([a. 6= (~r. r)) oraligda hadma-had integrallash mumkin.

<«Shunday ¢ (0 < <r) topa olamizki, [a. 6]c[-¢, c]c (-~ r)bo’ladi.

Berilgan darajali qator [-c. ¢] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
[a, 6] da (14.20) darajali qator tekis yaginlashuvchi. Unda (14.20) qatorning
vig’indisi

S(x)=Ya,x" =a, +ax+a,x’+ +ax"+
n=0

uzluksizlik bo’lib, ushbu bobning 5-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra bu qatorni
hadma-had integrallash mumKkin:

nH w+l
—d

IS(x)dx jZa,,x"dx Za,,fx"dx z ——. >
at=\ n=0 « n=0
Xususan a=0,6=x (x < r) bo'lganda
IS(x)dx— G g mggx+ Tyt dumbgn g
"= on'+| 2 n

bo’ladi. Bu qalommg yaqinlashish radiusi ham » ga teng. Haqiqatdan ham,
Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib quyidagini topamiz:

a = 4la 5 .
4[ = lim .| = lim %f|a,)| llm = lim ila,|=r
r[+]! n-x 41 nox n-»: n—z

lim»

n-x

20-teorema. Y a,x" darajali qatoming yaginlashish radiusi r bo’lsa,
n=0

(=, r) da bu qatorni hadma-had differensiallash mumkin.

< Avvalo berilgan (14.20) darajali gator hadlarining hosilalaridan tuzilgan
ushbu

Y na,x""'=a +2a,x+3a,x* + +nax""' + (14.32)
n=0
qatorning | chi

bo’lishini ko’rsatamiz. Quyidagi |x,|<c <r tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ¢

sonni olaylik. Unda —l—{xo( =g <1 bo’lib,
¢

’ Il ll_nq 1Ia C"‘
c

127



bo’ladi. Ravshanki. Y ng""' (g<1) qator yaqinlashuvchi (uni Dalamber

n=i

alomatiga ko’ra ko’rsatish giyin emas). Unda

bo’ladi. Demak, n ning biror, n, qiymatidan boshlab, (7> n, uchun) ng"™' <c
bo’lib, natijada V# > n, uchun ushbu

lna,,xg“‘i < la,,c"! (14.33)

tengsizlikka kelamiz.

ce(-r, r) bo’lganligi sababli Y a,c” qator absolyut yaqinlashuvchi. Unda

n=0
(14.33) munosabatni hisobga olib, Veyershtrass alomatidan foydalanib,

3 na,x""" qatorning (-r, r) da yaginlashuvchi bo’lishini topamiz. Demak. bu
n=0

qator [-c, c] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

Shunday qilib, berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan
tuzilgan (14.32) qator tekis yaqinlashuvchi. U holda ushbu bobning 6-§ da
keltirilgan 12-teoremaga ko’ra

€0 l x x
S'(x):[z:a,,x") = Za(,,x" )l =Y na,x""
n=0 n=0 n=0
bo’ladi. »
Shuni ham aytish kerakki, (14.20) va (14.32) qatorlarning yagqinlashish
radiuslari bir xil bo’ladi. Haqiqatdan ham Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib
quyidagini topamiz:

lim{[nja,| = lim (’\/' n ',’[]a,,|)= lim%n lim%fa,|.
n—->x ' n—-wo n—x n—o
Demak,

lim%/nla,| = ,,I'E tla,| .

2-natija. Agar (14.20) darajali qatorning yaqinlashish radiusi » bo’lsa, bu
qatorni (- r, ) da istalgan marta differensiallash mumkin.

Shunday qilib, yaqinlashish radiusi r >0 bo’igan Y a,x" darajali qatorni
n=0
hadma-had integrallash va hadma-had (istalgan marta) differensiallash mumkin va
hosil bo’lgan darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi ham » ga teng bo’ladi.
10-ta’rif. Agar f(x) funksiya (-, r) da yaqinlashuvchi darajali qatorning
yig’indisi bo’lsa, f(x) funksiya (-r, r) da analitik deb ataladi.
21-teorema. Ikkita
Yax"=ay+ax+ax’+ +ax"+ (14.20)
n=0
va
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<
36,x" =6, +6x+6,x>+ +6,x"+ (14.34)
u=0

darajali qatorlar berilgan bo'lib, (14.20) darajali gatorning yagqinlashish radiusi
r >0 yig’indisi esa S,(x), (14.34) darajali qatorning yaqinlashish radiusi r, >0
yig'indisi S,(x) bo’lsin.

Agar Vxe(-r. r) (r = min(r,.r,)) da

§,(x)=5,(x) (14.35)
bo’isa. u holda Ve N uchun
a, =g,

ya'ni (14.20) va (14.32) darajali qatorlar bir xil bo’ladi.

< Ravshanki, (14.20) va (14.32) darajali qatorlar (— r. r) da yaqinlashuvchi
va ularning yig'indilari S,(x) va S,{x) funksiyalar shu intervalda uzluksiz
bo’ladi. Demak.

lim S, (x)=s,(0), lim S,(x)=S,(0).

Yugqoridagi (14.35) shartga ko’ra S,(0)=S,(0) bo’ladi. Bundan esa a, = ¢,
ekanligi kelib chigadi. Binobarin, Vx € (-, r) uchun

r

Za,,.\'“ = iel‘xn

n=1 n=|

Agar x #0 desak, bu tenglikdan barcha x € (- r, 0)uU(0, ) uchun

x x
a xufl = 8 xnfl
" n

n=l n=\
ga e¢ga bo’lamiz. Bu darajali qatorlaming har biri ham (— r. r) da yaqinlashuvchi
bo'ladi va demak, ularning yig’indilari shu intervalda uzluksiz funksiya bo’ladi.
Shu xususiyatdan foydalansak, x — 0 da
lim Za,,x“" =a,, limY g,x"" =g

"-’OH:I x—»O”:|
bo’lishini va demak, g, =@, ekanini topamiz. Bu jarayonni davom ettira borib,
barcha ne N uchun a, =6, bo’lishi topiladi. Demak, (14.20) va (14.34) darajali
qatorlar bir xil. »

(=r,r) (r>0) oraligda f(x) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Yuqoridagi teorema, f(x) ni darajali qator yig'indisi sifatida ifodalay olinsa,
bunday ifodalash yagona bo’lishini bildiradi.

6-§. Teylor qatori
Biz yuqorida, har qanday darajali
Yax"=a,+ax+ax’+. . +ax"+
n=0
qator o’zining yaqinlashish intervali (~r, ) da uzluksiz S(x) funksiyani (darajali
qator yig’indisini) ifodalab, bu funksiya shu oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lishini ko’rdik.
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Endi biror oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lgan funksiyani
darajali qatorga yoyish masalasini qaraymiz.

1’. Funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish. f(x) funksiya x = x, nuqtaning
biror

Us(x,)={xeR x,-8<x<x,+5}{6>0)
atrofida berilgan bo’lib, shu atrofda funksiya istalgan tartibdagi hosilaga ega
bo’lsin. Ravshanki, bu funksiyaning 1-qism, 6-bob, 7-§ da batafsil o’rganiigan
Teylor formulasi
S = f(x)+ ( ) (x-x,)+ f”ir )(x x, ) + +ff("i'-(li“)(x—x‘,)" +r,(x)

ni yozish mumkin, bunda r,(x) qoldiq had.

Berilgan f(x) funksiyaning x, nuqtada istalgan tartibdagi hosilaga ega
bo’lisht Teylor formulasidagi hadlarming sonini har qancha katta olish imkonini
beradi. Binobarin, tabiiy ravishda ushbu

s L) Ly Sy s

qator yuzaga keladi. Bu maxsus darajali qator bo’lib, uning koeffisientlari f(x)
funksiya va uning hosilalarining x, nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalanadi.
Odatda (14.36) darajali qator f(x) funksiyaning Teylor qatori deb ataladi.
Xususan, x, = 0 da quyidagicha bo’ladi:
. ” (n)
f(0)+f—l(|0~)x+1§(—0)xz+ AR\ (O)x" (14.37)

! n

Darajali qatorlar deb nomlangan 8-§ ning boshlanishida Za,,x"

ko'rinishdagi darajali qatorlarni o’rganishni kelishib olingan edi. Shuni etiborga
olib, f(x) funksiyaning (14.37) ko’rinishdagi Teylor qatorini 0’rganamiz.

Yana bir bor ta'kidlaymizki, (14.36) qator f(x) funksiya bilan o’zining
koeffisientlari orqali bog’langan bo’lib, bu (14.36) qator yaqinlashuvchi
bo’ladimi, yaqinlashuvchi bo’lgan holda uning yig’indisi f(x) ga teng bo’tadimi,
bundan qat’iy nazar, uni f(x) funksiyaning Teylor qatori deb atadik.

Tabiiy ravishda quyidagi savol tug’iladi: qachon biror U,(0) oraliqda
berilgan, istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lgan f(x) funksiyaning Teylor qatori

= () ; " )
,,Zn%)f = f(0)+f~l(!0—)x+fT(!O)xZ + +1—E(0—)x"
shu oraliqda xuddi shu f(x) ga yaqginlashadi.

22-teorema. f(x) funksiya biror (~r, r) (r>0) oraliqda istalgan tartibdagi
hosilaga ega bo’lib, uning x = 0 nuqtadagi Teylor qatori

f(0)+f—'((l)x+ll@xl + +L(n—)(£)x" +
It 2! nl
bo’lsin.



Bu qator (~r, r) oraliqda f(x) ga yaginlashishi uchun f(x) funksiya Teylor
formulasi
d " ()
1@= 0 L0 L0 L0 e 438y
: . n
ning qoldiq hadi barcha xe(-r, r) da nolga intilishi (lim r"(x)=0) zarur va
vetarli.
4 Zarurligi. Avvalo (14.37) qatoming koeffisientlari bilan (14.38) Teylor
formulasidagi koeffisientlaming bir xil ekanligini ta'kidlaymiz.
(14.37) qator yaginlashuvchi bo’lib, uning yig'indisi f(x) ga teng bo’lsin. U
holda bu gatorning qismiy yig’indisi
: . 0]
S,,(,\')zf(0)+1—(0—)x+L(g)xZ + +¥f (o)x”
1! 2! n
uchun
lim S,(x)= f(x) (vxe(-r r))
bo'ladi. Undan esa (Vx € (- r, #)) uchun
lim[f(x)-S,(x)]= lim‘r,,(x) =0
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. wxe(-r,r) da limr(x)=0 bo’lsin. U holda quyidagicha

H%

lim] f(x)- 5, (x)]= 0 bo’lib, undan esa

lim S,(x)= f(x)
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa (14.37) qator (~r, ) da yaginlashuvchi bo’lib,
uning yig'indisi f(x) ga teng bo’lishini, ya'ni

rE—

_f(x)=f(O)+~L0)x+—f”£)x2 + f(")(o)x” +
I 2! !
ekanligini bildiradi. »
Odatda keyingi munosabat o’rinli bo'lsa, f (x) funksiya Teylor gatoriga
yoyilgan deb ataladi.
23-teorema. Agar f(x) funksiya (~r, r) oraliqda (r>0) darajali qatorga
yoyiigan bo’lsa:
fx)=ay+ax+ax’+ +a,x"+ (14.39)
bu qator f(x) funksiyaning Teylor qatori bo’ladi.
420-teorema va uning natijasiga ko'ra (14.39) darajali qator (— rr)
oraliqda istalgan marta (hadma-had) differensiallanuvchi bo’lib,
S (X)=1-a+2-ax+3-apx’ +..+na,x"" +
f'(x)=1-2-a,+2.3-ax+ +nln-1)ax"?+

fm(x)=1-2 3-a,+ +n(n-1Xn-2)a,x" "’ +



N x)=1-2-3-.(n-1)na, +

bo’ladi. Keyingi tengliklarda x = 0 deb quyidagilarni topamiz:
. " ” ()
Ay = f(O), a, :LO)’ a, = f_(o_)’ T f (O)v“-a a,= f (0)’--'
1 2 3 n
Natijada (14.39) qatorning ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:
Ve ()
f(x)= f(0)+ ( ) 2(‘0),\'1 +.4.+——f ‘(0).\'”+ >
. n
Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishining yetarli shartini
ifodalovchi teoremani keltiramiz.
24-teorema. f(x) funksiya biror (- r, r) oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lsin. Agar shunday M >0 soni mavjud bo’lsaki, barcha Vxe(-r, r)
hamda barcha n=0, 1, 2, uchun

rOysar (19 = 1)

tengsizlik bajarilsa, u holda (—r, r) oraliqda f(x) funksiya Teylor qatoriga
yoyiladi, ya'ni

o fln) ’ »
S(x)= ;fT!(o)x" = j'(0)+f—l(!o—)xw&'/T(!O)x2 +
bo’ladi.
<4 f (x) funksiya uchun Teylor formulasi
f(x)=j'(0)+—f'—((—)—))wL(o)x2 fm+m
1! 2! nl
ni yozib, uning Langraj ko’rinishidagi qoldiq hadi

r,(x)= —jj’l)(—&).\:"'I (0 <f< l)

(m+1)
ni olaylik. U holda

ir,(x) = :{Y(I"'F(l)) ""_M( :) (xe(=r.r)

x" v, (x)

bo’ladi. Agar

nel

li
" (n+ l)

bo’lishini etiborga olsak, u holda
limr, (x) =0 (x € (— r r))
ekanligini aniglaymiz. Bu esa (14.39) munosabatning o’rinli bo’lishini bildiradi. »
2. Elementar Sunksiyalarning Teylor qatorlari.
1) f(x)=e" funksiyaning Teplor gatori. Ma’lumki, f(x)=¢" funksiyaning
(ixtiyoriy chekli [— a, a] (a> 0) oraliqdagi) Teylor formulasi
2 n
I DU S S )
2 nt
bo’lib, uning qoldiq hadi esa Langranj ko’rinishida quyidagicha bo’ladi:
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SN
r,,(.\)—(”H)e (0<6<1)
(qarang, 1-qism, 6-bob. 7-§). Har bir xe[-a, a] (a>0) da e* <e® bo’lishini
etiborga olsak. unda

el

lr,{x] < (:+ 3 e’

ekanligi kelib chiqadi va # — « da u nolga 1nt11ad| Demak, ixtiyoriy chekli x da

R

bo’ladi.

2) f(x)=sinx funksiyaning Teylor qatori. Ma'lumki, f(x)=sinx
funksiyaning (ixtiyoriy chekli [-a. a] (a > 0) oraliqdagi) Teylor formulasi

%! X - Rl
.,?+§+ f(—l) (271:Ii+’2"(X)

bo’ladi. Bu formula qoldiq hadining Lagranj ko'rinishidan foydalanib, (qaralsin,
I-qism, 6-bob, 7-§) Vx e[-a, a] (a> 0) uchun

2+l
; ( < a’
\rznx)"

.(2n+ ll

bo’lishini topamiz. Undan
lim r,,(x)=0

bo’lishi kelib chigadi. Demak, Vx uchun
3 2n-l

. = by x  x X
= -1 = —-— 4+ — —1 - +
sinx Zl( ) 7P B ) Gn-1)

bo’ladi.
3) f(x)=cosx funksiyaning Teylor qatori. Bu funksiyaning Teylor formu-
lasi
o xl x<'
cosx—l——2T+T!+ (7 )+’z()
qoldiq hadining Lagranj ko’rinishidan foydalanib (qaralsin, [-qism, 6-bob, 7-§)
Vxe[-a a] (a>0) uchun

2n-2

|rl”(x] < (—2‘: Y

lim ry, (x)=0
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Vx uchun
o x4
cosx = Z(—— 1) Zn) " + = ) (2 1)

1) flx)= ln(l+x) funkstyanmg Teylor qalorl. Ma’lumki, bu funksiyaning
Teylor formulasi quyidagicha bo’ladi:

2 3 s "
ln(l+x): —%+%_§4_ N +(_ l)"_l%+r,,(x).

133

bo’lishini topamiz. Undan



Bu formulada xe[0, 1] da r,(x) qoldiq hadni Lagranj korinishida
quyidagicha yozib
)= — VT pcy)
" (n+1)a+6x)y*""
uning uchun

i, () < —— (14.40)

bo’lishini, xe[-a, 0] (0<a<l) bo’lganda esa r,(x) qoldig hadni Koshi
ko’rinishida quyidagicha yozib
a (1-6)
r(x)=(=1)"x" 'g—. 0<8<i
(= LA <o
uning uchun

a+l
I, (x) < f’— (14.41)
-a
bo’lishini ko’rgan edik (1-gism, 6-bob, 7-§).
(14.40) va (14.41) munosabatlardan lim r, (x): 0 bo’lishini topamiz. Demak,
Vxe(-1, 1] da

x n 2 3 n
I +x)=3 " Dol e sy iy
n=| n 2 3 n

bo’ladi.
SHuni ta'kidlash lozimki, /n(1+x) funksiya (—1, + ) oraliqda berilgan
bo’lsa ham bu funksiyaning Teylor gatori (=1, + l] yarim intervalda o’rinlidir.
$) f(x)=(1+x)* funksiyaning Teylor qatori. Bu funksiyaning Teylor
formulasi
1+ x) ___ng_a(a—l)xz + +a(a—l)... (a—n+)x,, +r(x)
it 2! n!
bo’lib (qaralsin 1-qism, 6-bob, 7-§), uning qoldiq hadi Koshi ko’rinishida
quyidagicha bo’ladi:
()= 2azlfemn)gpriogyan (0<<1).
n
Uni ushbu

r”(x): (a_"lxa— 2) [(a._l)—(n_ l)]x”ax’(l +0x)* 1[11;;)~

n
ko’rinishida yozib olamiz.
Aytaylik -1 < x <1 bo’lsin. Unda birinchidan,

nml'(a— Wa-2) [@-1)-(n-)k" =0,
=
chunki bu yaqinlashuvchi

Hia(a—g (a—n+l) "

- X
n
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qatorning umumiy hadi {bu qatoming yaqinlashuvchiligi Dalamber alomatiga
kora ko’rsatiladi). ikkinchidan, |ax|(l—';x1)"*'<wc(l+8x)""< lad(l+1x)" va

nihoyat, uchinchidan | Ox‘ _l—~— <1 bo’lganligidan /im r,(x)=0 bo’lishi
+ j n—yx

kelib chigadi. Demak, |x] <1 da
a(a—l) ) +a(a-l) (a—n+l)x,,

n a
(1+x) —l+]ierx + o

bo’ladi.

Mashglar
14.12. Ushbu

2 x

f,,(x)=/n[3+ fe] (n=123.)
n +e”

funksional ketma-ketlikning [0, +oc) da limit funksiyasi topilsin va unga
notekis yaqinlashishi isbotlansin.

14.13. Agar {f,(x)} va {g,(x)} funksional ketma-ketliklar M < R to’plamda mos
ravishda f(x) va g(x) funksiyalarga tekis yaqinlashuvchi bo’lsa.

{of (x)+ g, (x)} (acR BeR)

funksional ketma-ketlik M to’plamda af (x)+ fBg(x) funksiyaga tekis
yaginlashishi isbotlansin.

14.14. Ushbu [0, 1] da berilgan

0, agar x =0val$xSlbo’lsa,
n

1
£, (x)=1 l.agar x = — bo'lsa,
2n
chizigli funksiya. agar 0< x < —1— 1 <x< 1
2n' 2n n
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi f(x)=0 ga [0, 1] da notekis
yaqinlashishi ko’rsatilsin.
14.15. Agar ushbu

>u,(x)

n=l\

funksional qator M < R to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’lsa,

fu,(x)} (n=123.)
funksional ketma-ketlik A to’plamda f(x)=0 funksiyaga tekis
yaqinlashishi isbotlansin.
14.16. Ushbu

Sn+1x"  (-1<x<l)
n=1
funksional qator yig’indisi topilsin.
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14.17. Aytaylik,
{a,} (n=0123
sonlar ketma-ketligi uchun

lim

n—x

au*]‘
limit mavjud bo’lsin. U holda
Za,,x"
n=0
darajali gatoming yaginlashish radiusi
a’l

a

r=1lim
n—»0)

n=l

bo’lishi isbotlansin.

a, #0)



15-BOB
Xosmas integrallar

Mazkur kursning 9. 10- boblarida funksiyaning aniq integrali (Riman
integrali) tushunchasi kiritilib, u batafsil o’rganildi. Integral bayonida integrailash
oraligining chekliligi va funksiyaning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi.

Endi aniq integral tushunchasini:

1) cheksiz oraligda aniglangan funksiyalarga:

2) chegaralanmagan funksiyalarga
nisbatan umumlashtirilishini qaraymiz. Odatda, bunday integrallar xosmas
interallar deyiladi.

1-§. Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integrallar
1". Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral tushunchasi. f (x) funksiya

[a+») oraliqda berilgan bo’lib, uning istalgan [a,¢] gismida integrallanuvchi
bo’lsin (@€ R, € R, 1> a). Ravshanki,

J 7o
integral ¢ o’zgaruvchiga bog'liq bo’l;di:
F)= | /(e

I-ta’rif. Agar 1 -+ da F(r) fu;ksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit

S (x) funksiyaning [a,+w) oraliq bo’yicha xosmas integrali deyiladi va
T S (x)dx (15.1)
kabi belgilanadi: ’
ff(x)dx = lim F(r) = lim j'f(X)dX-

Agar -+ da F(f) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (15.1)
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t - +o da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki F(t) funksiyaning
limiti mavjud bo’lmasa, (15.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

j‘e"'dx
0
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki

lim je"dx: lim (—e" +l)=l
0

T4 1= r

va demak,
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Te"‘dx:l.

0
Funksiyaning (-, a] va (-0, + oo) oraliglar bo’yicha xosmas integrallari va
ularning yaqinlashuvchiligi (uzoglashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta'riflanadi:

f £(ee = tm | 1o,
[ 7Gx = tim [ f(x)e.
Masalan. ushbu
T dx
T x?
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi chunki

= lim (- arctgt)= z
{——oc 2

va demak,
0
I : gdx = z.
X 2
Shunday qilib, xosmas integrallar avval o’rganilgan integraldan limitga o’tish
amali orqali yuzaga kelar ekan.
15.1-misol. Ushbu

fﬂa (@a>0, a>0)

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<Ta’rifga ko’ra
j — = lim I—

{~»+0 x

Aytaylik, @ <1 va e =1 bo’ lsm Bu holda, mos ravishda

lim I—-: lim —1—(1"“ —al“a)=+00,

[_.>+x x l—»«zl~a

lim I——: llm (lnt lna)

f H—x

bo’ladi.
Aytaylik, a > 1 bo’lsin. Bu holda

{—aol a—a+| alfa
lim I—: lim =
ez X doeel —@ ] C—a+l| a-1

bo’ladi.



Shunday qilib
| ﬂa (@>0, a>0)
o X

xosmas integral > bo’lganda yaqinlashuvchi, a <1 bo’lganda uzoglashuvchi
boladi. »

Biz quyida, asosan. f(x) funksiyaning [a, +) oraliq bo’yicha j"f(x)dx

xosmas integralini o'rganamiz. (~.a| va (-, + ) oraliglar bo’yicha xosmas
integrallar tegishlicha bayon etilishi mumkin.
2". Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi. Integralning absalyut yaqin-
lashuvchiligi. Xosmas integrallamning yaqinlashuvchiligi shartlarini keltiramiz.
Faraz qilaylik. f(x) funksiya [a,+) oraliqda berilgan bo’lib,
Vxe[a +x) da

/(x)20

bo’lsin. U holda V1,1, € (a, + o) uchun ¢ <, bo’lganda

F(t)= [ /(e = | f(dd + ] £ ()= 7o)+ | £ F()

Demak,

F()= | 1)

funksiya [a,+ ) da o’suvchi bo’ladi.
I-teorema. f(x) funksiya [a,+o) oraliqgda berilgan bo’lib, Vx e [a,+ )
da

f(x)20

bo’Isin. Bu funksiyaning [a,+ %) oraliq bo’yicha xosmas integrali
£ (x)ete
ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, ’
F()= [ £(xs
funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ;a’ni
3CeR Vie[a +o): jf(x)dxsc

bo’lishi zarur va yetarli.
< Zarurligi. Aytaylik, xosmas integral

70
yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda
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tim F()= lim | f(x)ax =J
=+ -+

mavjud va chekli bolib,
J = sup F(r)

asx<+x

bo’ladi. Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko’ra, Vi€ [a,+ ) da
FO)=] (e [ 1(e)n
ya’'ni ’ ’
F)= | fehesC

bo’ladi.
Yerarliligi. Aytaylik,

!
3CeR Viefa +o): [flx)ax<C
bo’Isin. Unda monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko’ra ushbu

lim F(t)

1%

limit mavjud va chekli bo’ladi. Demak, I Sf(x)dx  xosmas integral

yaginlashuvchi. »
Eslatma. Agar Vxe [a.+x) da f(x)>0 bo’lib,

F(O)= ] £(xx

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, j Sf(x)dx xosmas integral

uzoqlashuvchi bo’ladi.
2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g{x) funksiyalari [a,+, oraliqda
berilgan bo’lib, Vxe [a,+ o) da

0< f(x)<g(x)

bo’lsin.

Agar Tg(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, Tf (x)dx xosmas
integral han:yaqinlashuvchi bo’ladi. ’

Agar Tf (x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsa, Tg(x)dx ham
uzoqlashuvc;i bo’ladi. ’

< Aytaylik, Jg(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Ravshanki,
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[ Fe)e s ok s [ (el

bo’ladi. Bundan jf(x)dx ning yuqoridan chegaralanganligi kelib chigadi. -
teoremaga ko’ra )

[ £ G
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

Aytaylik, _[f(x)a’x xosmas integral uzoglashuvchi bo’lsin. U holda

FO=] £k
funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lib,
J 7ok [ el

tengsizlikka ko'ra ) ’

'

Jg(x)ax
funksiya ham yuqoridan chegaralanmagan bo’ladi. Yuqorida keltirilgan eslatmaga
binoan Tg(x)dx xosmas integral uzoqiashuvchi bo’ladi. »

15.2-misol. Ushbu
— 4
cos" 3x
——dx
'! Vi+x®
xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

f( ) cos 3x20
Vi+x

]

bo’ladi. Ayni paytda x 21 bo’lganda

f(*)—\/————“
J

l/\

7
tengsizlik bajariladi. Quyidagi

xosmas integral yaginlashuvchi (qaralsin, 15.1-misol) bo’lganligi uchun 2-
teoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaginlashuvchi bo’ladi. »
Endi [a.+ ) oraliqda berilgan ixtiyoriy f(x) funksiya xosmas integrali
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[ £
ning yaqinlashuvchiligi hagidagi teoremani keltiramiz.
3-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu

[ f(x)ax
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun

Ve>0 Iy >a YI'>8, Vi'>¢
bo’lganda

s

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
< Ma’lumki,

[ £ (x)ax
xosmas integralning yaginlashuvchiligi - + da
t
F(t)= £ (x)dx

funksiyaning chekli limitga ega bo’lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitga ega bo’lishi haqidagi Koshi teoremasiga
(qaralsin, 4-bob, 6-§) binoan,
Ve>0, 3y >a, V!> 1y, V"> 1, [F(") - F(t') <
ya’ni

( ' "
1) )| b - 0
a a t
bo’lishi zarur va yetarli edi. »

Bu nazariy ahamiyatga ega bo’lgan muhim teorema bo’lib, undan xosmas
integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda foydalanish ko’pincha giyin
bo’ladi.

Xosmas integrallaming  yaginlashuvchanligini  aniglashda  ko’p
qo’llaniladigan alomatlardan birini keitiramiz.

4-teorema. (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar [a,+ %) oraliqda
berilgan bo’lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x) funksiya [a,+o) oraliqda uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang’ichi F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya [a,+) oraligda g'(x) hosilaga ega va u uzluksiz
funksiya;

3) g(x) funksiya [a, +oc) oraligda kamayuvchi;
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4) lim g(x)=0.U holda J‘/f(x)g(x)dx integral yaqginlashuvchi bo’ladi.

<Uzluksiz f(x) va g(x) funksiyalaming ko'paytmasi f(x)g(x) funksiya
ham /a,+o oraliqda uzluksiz bo’lgani uchun, bu f(x) g(x) funksiya istalgan
[a. t] oraliqda integrallanuvchi bo’ladi, ya'ni

0()= | /() (xMx (15.2)

integral mavjud.

t—>+x da @) funksiyaning chekli limitga ega bo’lishini ko'rsatamiz.
Teoremaning [- va 2- shartlaridan foydalanib. (15.2) integralni bo’laklab
hisoblaymiz.

[ ellekie = [slebir(e)= gl . - [Pl (15.3)
O’ng Iomondagl birinchi qo’shiluvchi uchun ushbu
Ig(t)l‘ 1 < Mg(r) (M = sup|F( ) < +oc)
tengsizlikka ega bo’lamiz. Undan, r — +o da g(¢)— 0 bo'lishini e’tiborga olsak,
lim g(0)F(t)=
bo’lishi kelib chigadi.
!
Endi o’ng tomondagi ikkinchi _[F(x)g’(x)dv hadni qaraymiz. Modomiki,

g(x) funksiya fa.+oc) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi hamda shu oraliqda
kamayuvchi ekan, unda Vx € [a,+ ) da g'(x)<0 bo’lib,

IF(X (X)dx<Mﬂg (x)ax = —ng(X)dx Mlg(a)-g(1)]< Mg(a)
(g()>0)

bo’ladi. Shunday qilib. 1 o’zgaruvchining barcha ¢ > a qiymatlarida
f
JIF(x)g (x)ex
integral (¢ o’zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralangan. U holda 1-

teoremaga ko’ra IF(x)g’(x)dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,

tim [ (g ek

limit mavjud va chekli.
Yuqoridagi (15.3) tenglikda ¢ — +o da limitga o’tib, Ushbu

i | £k
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limitning mavjud hamda chekli bo’lishini topamiz. Bu esa Tf(x)g(x)dx

integralning yaqinlashuvchiligini bildiradi.
15.3-misol. Ushbu

‘f sin x

—— dx (a>0)
x

a

integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
«Bu integraldagi f(x)=sinx. g(x)= La (> 0) funksiyalar yuqorida kel-
x

tirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatlantiradi:
1) f(x)=sinx funksiva [1,+®) oraligda uzluksiz va boshlang’ich funk-
siyasi £(x)=-cosx chegaralangan;

2) g(x):—l; funksiya [} +o) oraligda g’(x)=—% hosilaga ega va u
x x
uzluksiz;

3) g(x) = ‘IJ (@ > 0) funksiya /1, + ) oraliqda kamayuvchi;
x

4y lim g(x)= lim ~lu— =0 (a>0) bo’ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko'ra
X-3+1C X+L X
berilgan integral yaginlashuvchi. »

f(x) funksiyaning xosmas integrali Jf(x)dx bilan bir qatorda

JI7 Ce)etx
xosmas integralni qaraymiz.

S-teorema. Agar T]f(x)dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda Tf(x)dx
integrali ham yaqinlashchhi bo’ladi. ’

<4 Shartga ko'ra Tl f (x]dx integral yaqinlashuvchi. 4-teoremaga asosan,
Ve >0 olinganda ham,ashunday t, (t, >a) topiladiki. "> 1, ¢"> 1, bo’lganda
]:[f(xldx < ¢ tengsizlik bajariladi.
' Agar

s

tengsizlikni e’tiborga olsak, u H:)lda

[j f(x)d:‘ <e
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bo’lishini topamiz.
Shunday qilib, Y& >0 son olinganda ham, shunday ¢ (£, >a) topiladiki,

"> 1,, 1" > 1, bo’lganda
- ‘
’j f(x)d.r*<e
i

=

bo’ladi. Bundan 4-teoremaga asosan jf(x)dx integralning yaqinlashuvchiligini

topamiz. »
2-ta’rif. Agar ﬂf (x)dx integral yaginlashuvchi bo’lsa, jf x)dx absolyut

yaginlashuvchi mtegral deb ataladi, f(x) funksiya esa fa,+) orahqda absolyut
integrallanuvchi funksiya deyiladi.

3-ta’rif. Agar If(x)dx integral vaqinlashuvchi bo’lib, ﬂf(x]dx integral
uzoqglashuvchi boisa, jf(x)dx shartli yaqintashuvchi integral deyitadi.

Shunday gqilib, J‘/(x)dx xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish
quyidagi tartibda olib borilishi mumkin:

Vxe/a,+x) da f(x)>0 bo’lsin. Bu holda _[f(x)dx integralning yaqinla-

shuvchi (uzoglashuvchi) ligini yuqorida keltirilgan alomatlardan foydalanib topish
mumkin. Boshqa hollarda f(x) funksiyaning |f(x)] absolyut giymatining

[a,+x) oralig bo’yicha ﬂf(x)dx integralini qaraymiz. Ravshanki. keyingi

integralga nisbatan yana yuqoridagi alomatlarni qo’llash mumkin. Agar biror

alomatga ko'ra I{f(x}dx integralining yaqinlashuvchiligi topilsa, unda 5-

teoremaga ko'ra berilgan If(x)dx integralning ham yaqinlashuvchiligi (hatto
absolyut yaqinlashuvchiligi) topilgan bo’ladi.

Agar biror alomatga ko’ra ﬂf(xldx integralining uzoqlashuvchiligini anigla-

sak, aytish mumkinki, jf(x)dx yoki uzoglashuvchi bo’ladi yoki shartli yaginla-

shuvchi bo’ladi va buni aniglash qo’shimcha tahlil qilishni talab etadi.
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3. Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Riman integralini
umumlashtirishdan hosil qilingan yaginlashuvchi xosmas integrallar ham shu
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega.

/(x) funksiya [a, +) oraliqda berilgan bo’lsin.

1) Agar f(x) funksiyaning [a,+e) oraliq bo’yicha +Jmf(x)a(x integrali

1

yaqinlashuvchi bo’lsa, bu funksiyaning /6,+ o) (a <) oraliq bo’yicha Tf(x)dx

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha. Bunda

[ reyts = 7o+ | rlxee (159
bo’ladi.
<€ Aniq integral xossasiga ko'ra
ff(x)d.t:ff(x)dx+jf(x)dx (a<t<x) (15.5)

bo’ladi. | f(x)dx integral yaqinlashuvchi, ya'ni

7tekte= tim { 10t
limit mavjud va chekli bo’lsin.ﬂ Yuqoridagi ( lnS.S) munosabatni ushbu
J 7okt = o ek
ko’rinishda yozib, t — +o «da limitgaao’tib quinjagini topamiz:
tim { ekt = i ] o=t = 7Gekie = 1ok

Bundan esa If(x)dx integralning yaqinlashuvchi va

1 7(ete= | 7(ete~ | (el
ya'ni | ’ ’
J ekt =] 7 (es [ (el
ekanligi kelib chiqadi. ‘ " '
Xuddi shunga o’xshash Tf(x)dr integralning yaginlashuvchi bo’lishidan

[ f(x)ax integralning ham yaqinlashuvchi hamda (15.4) formulaning o’rinli

bo’lishi ko’rsatiladi. »
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2) Agar If x)dx integral yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda ch(x)dx integral
ham yaqmlashuvchl bo’lib.
Jef()ax=c [ f(x)x

bo’ladi, bunda ¢ = const
3) Agar Vxefa. +=) da f(x)z 0 bo’lsa, bu funksiyaning xosmas integrali

[0

bo’ladi.
Endi f(x) funksiya bilan bir qatorda g(x) funksiya ham [a,+) oraliqda
berilgan bo’lsin.

4) Agar If(x)dr da Jg(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda
“f g(x)ktx integral ham yaginlashuvchi bo’lib,

()£ g(Wbe= [ flekiet [glxlas

bo’ladi.
I-natija. Agar f,(x), f,(x)..... £,(x) funksiyalaring har biri /a,+ o) oraliqda

berilgan bo’lib, fﬁ(x)d.x (k=1,2, n) integrallar yaginlashuvchi bo'lsa, u
holda '
Tlentreante stk
integral yaginlashuvchi ;o’lib.
Jlafit)s (b= AN+ e, [ 7k
bo’ladi. ’ ) ’

5) Agar Vxe [a,+o) uchun f(x)< g(x) tengsizlik o’rinli bo’lib, 'j'f(x)dx
va j‘g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
[ f(xdx < [ glx)d

bo’ladi.
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Yugorida keltirilgan 2- 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning
yaqinlashuvchiligi ta'riflaridan bevosita kelib chigadi.

O’rta giymat haqidagi teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,+ew) oraliqda
berilgan bo’lsin. f(x) funksiya shu oraliqda chegaralangan, ya’ni shunday m va
M o’zgarmas sonlar mavjudki, Vx € fa, +©) uchun

m< f(x)<M
bo’lib, g(x) funksiya esa [a,+) da o'z ishorasini o’zgartirmasin, ya'ni
Vx € [a,+oc) uchun har doim g(x)> 0 yoki g(x)<0 bo’lsin.

6) Agar jf Je(x)ax va Ig (x)x integrallar yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
shunday o’zgarmas u (m<u S M) son topildiki,
J £ (x)glehtx = u [ gx)ax (15.6)

tenglik o’rinli bo’ladi.
< Yugorida keltirilgan g(x) funksiya fa.+) oraliqda manfiy bo’lmasin:
g(x)>0 (Vxe[a,+o)). Uholda

mg(x)< f(x)g(x) < Mg(x)
bo’lib, unda esa (Riman integralining tegishli xossasiga ko’ra)

mj' glx)dx < ‘l[f(x)g(x)dx < Mjg(x)dx bo’lishini topamiz. Keyingi, tengsizliklarda
t :> +o0 da llizmitga o’tsak, ’
mIg(x)dx Jf )g(x)dr<MIg(x (13.7)
ekanligi kelib chiqadi. lkkl holni qarayllk
a) _[g (x)dx=0 bo’lsin. U holda If(x)g(x)dxz 0 bo’lib, bunda x deb
m<us ;/I tengsizliklami qanoatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin.
b) Tg(x)dx> 0 bo’lsin. Bu holda (15.7) tengsizliklardan

T 1) e

m< a_m_ <M
T
bo’lishi kelib chigadi. Agar
[ f(x)g(x)dx
H=*t—"0-——"
[ g(x)dx
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deb olsak, unda

If g (x ) = ng

bo’ladi.

[a,+ ) oraligda g(x)<0 bo’lganda (15.6) formula xuddi shunga o’xshash
isbotlanadi. »

Bu 6- xossa o'rta qiymat haqidagi teorema deb ham yuritiladi.

4". Xosmas integrallarni hisoblash. Ushbu

= [ f(x)ax
xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsin. Uni hisoblash masalasini qaraymiz.

1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya /[a, +w)
oraligda uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya shu oraligda ¢(x)
(#'(x)= f(x) xe[a,+x)) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi. x—>+ da
¢(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ¢(x) boshlang’ich
funksiyaning + oo dagi qiymati deb gabul gilamiz, ya'ni

Lim §(x)= g+ o).

Xosmas integral ta'rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib
quyidagini topamiz:

7k fim [ 5o = i [190)-0(a)]-

= ¢(+ )~ gla)=9lx},”

Bu esa yuqoridagi kelishuvga ko’ra boshlang’ich funksiyaga ega bo’lgan
fl(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o’rinli
bo’lishini ko’rsatadi.

15.4-misol. Ushbu

(15.8)

m

xosmas integral hisoblansin.

< Ravshanki, j(x)=——sml funksiya \:E+w) oraligda uzluksiz bo’lib,
xr x x

uning boshlang’ich funksiyasi ;zs(x):cosl bo’ladi. Demak, (15.8) formulaga
X

ko'ra




Ba'zan berilgan Tf(x)dx xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki

bo’laklab integrallash natijasida hisoblanadi.
2) Bo’laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalarning har biri
[a,+) oraliqda berilgan hamda uzluksiz u'(x) va v/(x) hosilalarga ega bo’lsin.

Agar jv(x)du(x) integral yaginlashuvchi hamda ushbu

a

lim u(t)=u(+ ). lim v(r)=v(+ )
{—»+x {rx

limitlar mavjud va chekli bo’lsa, u holda ju(x)a’v(x) integral yaginlashuvchi
bo’lib,
T uCe)n(x) = (e ), = Tuleu(x) (159

bo’ladi.
Hagiqatdan ham 1-qism, 9-bob, 10-§ da keltirilgan formulaga ko’ra

ey (x)= (o), - foCodule) = [lh(t) - ulavl@)] -
a a (15.10)

- [v(x)du(x)
bo’lib, bu tenglikda ¢ — +w da limitga o’tib, quyidagini topamiz:

tim [ulc)(x)= im T 0)- la @)} fim o(eu().

+0

Shartga ko'ra j v(x)du(x) integral yaqinlashuvchi hamda lim [u(r)v(r)-
u(a)v(a)] limit mavjud va chekli ekanligini etiborga olsak, unda (15.10)
munosabatdan .J’u(x)a‘v(x) integralning  yaqinlashuvchiligi hamda (15.9)

formulaning o’rinli bo’lishi kelib chiqadi.
15.5-misol. Qo’yidagi

Txe “dx
]
integralni hisoblansin.
4Agar u(x)=x, dv(x)=e"dx deyilsa, unda wu(xp(x)," = x(e"’l: =

= Iim( ‘) 0, jv(x)a’u(x)——_[e “dx = -1 bo’lib, (15.9) formulaga ko’ra

_[u(x)dv(x) Ixe Ydx = —xe ’ ) —{(—e"’)ix:l

150



bo’ladi. Demak,
j;xe“dx =1.»
0

+7

2-eslatma. Yuqoridagi (15.9) formulani keltirib chiqarishda [v(x)du(x)

integralning yaqinlashuvchiligi hamda /im u(¢}v(¢) limitning mavjud va chekli
(>+x

bo’lishi talab etiladi.

+1 -

Agar Iu(x)a‘v(x), Iv(x)du(x) integrallaming yaqinlashuvchiligi hamda
lim u(t)v(¢) limitning mavjud va chekli bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan
f—-x
ikkitasi o’rinli bo’lsa, u holda ularning uchinchisi hamda (15.9) formula o’rinli
bo’ladi.

3) O’zgaruvchilarni almashtirish usuli. Quyidagi

J= | )

integralni qaraylik. Bu integralda x:qp(z) deylik, bunda ¢(z) funksiya quyidagi
shartlami bajarsin:

a) ¢(z) funksiya [a,+o) oraliqda berilgan, ¢'(z) hosilaga ega va bu hosila
uzluksiz;

b) (p(:) funksiya [ a,+ «)} oraligda gat’iy o’suvchi;

v) pla)=a, p(+w)= lim ()= +oc bo’lsin.

U holda [ f{g(z))-¢/(z)d integral yaqinlashuvchi bo’lsa, unda J‘Jf(x)dx ham

yaqinlashuvchi va

T (et = [ lote) o/ (5,10

bo’ladi.
<xtiyoriy = (a <z <+9) nuqtani olib, unga mos ¢(z)= nugtani topamiz.
[a, t] oraliqda l-qism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan formulaga ko’ra

[ /(e = o) 0'cle

bo’ladi. Bu munosabatda -+ da (bunga z=¢ '()—>+0) limitga o’tib
quyidagini topamiz:

tim [ 7(ee= ] o) o)
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Bu esa I‘f(x)dx integralning yaqinlashuvchiligini hamda (15.11) formula-

ning o’rinli bo’lishini ko’rsatadi. »
3-eslatma. _[ f(x)dx yaginlashuvchi bolsin. Bu integralda

x=9(2)

bo’lib, bu funksiya yuqoridagi shartlarni bajarsin. U holda
[ tote) ek
integral ham yaginlashuvchi bo’liab,
[ okte= [ 1l6Ae) ek

bo’ladi.
15.6-misol. Ushbu

J= j d"4 (15.12)
o 1+x

integral hisoblansin.
<4 Ravshanki, bu integral yaqginlashuvchi. Uni hisoblaylik. Avvalo bu integral

x= 1 almashish gilamiz. Natijada

0 1 1 o2 _
Je _1(—3)dz= [ e (15.13)
+xl+j 0 l

bo’lib, (15.12) va (15.13) tengliklard_an
—r 2
J ! J' H—x4dx
251+x
bo’lishi kelib chigadi. Keyingi integralda

2
:&y_ii (x_l:y)
2 X

almashtirishni bajarib, quyidagini topamiz:

1 R
'[ 2+y 2\/— arclgT—n T2
Demak,
&z
;[ 1+ x* «/5
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2-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari
1". Funksivaning maxsus nugtasi X c R to’plamda berilgan f(x)
funksiya va x, < R nuqtaning ushbu

U, Jxg)={xeR x,-8<x<x,+8; x2x,} (6>0)
atrofini qaraylik.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiya l.jd-(x“)ﬂ,\’ 20 to’plamda chegaralanmagan
bo'lsa. x, nuqta f(x) funksiyaning maxsus nugtasi deyiladi.
Masalan,

D f(x)= ﬁ funksiva (a < x <) uchun x = ¢ maxsus nuqta;
2) f(x)=

3 _/‘(,\-):?(X_ZI:.) funksiya (xe Ri{~1, 0. 1}) uchun x=-1, x=0, x=1

funksiya (a < x <) uchun x = a maxsus nuqta:
—a

maxsus nuqtalar bo’ladi.

2", Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. f(x)
funksiya {a, ) yarim integralda berilgan bo’lib, x=¢ nuqta uning maxsus
nugtasi bo’lsin. Bu funksiya [a. ¢) yarim integralning istalgan [a, t] qismida
(a < 1 < 6) integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki,

[ /(M
integral / o’zgaruvchiga bog’liq bo’ladi:
F()= [ f(x)dx

S-ta’rif. Agar t > 6—0 da F(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit
chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a, 6) oralig bo’yicha xosmas integrali
deyiladi va

q

(ke

a

kabi belgilanadi:
If x)dx~ ltm F(x)— /1m jf(x)dx (15.14)

Agar t > 6~0 da F(x) funksiyaning limiti maVJud va chekli bo’lsa, (15.14)
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t —>6-o0 da F(x) funksiyaning limiti cheksiz yoki F(x) funksiyaning
limiti mavjud bo’imasa, (15.14) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

j- dx
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xosmas integral (x = | maxsus nuqta) yaqiniashuvchi bo’ladi. chunki

. i3
lim —= lim (arcsmt) lim arcsint = )
—1-0

t—)- 0'.‘\[‘ ] 1-31-0

L n
£1 : 2

va demak,

-x

(a e] da berilgan f(x) funksiyaning (x =a maxsus nuqgta), (a, 6) da

berifgan f(x) funksiyaning (x =@, x =6 maxsus nuqtalar) xosmas integrallari
va ularning yagqinlashuvchiligi (uzoglashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

[ eie= tim 8= 1m [ (b
_[f(x)dx— /lm (p(ls = Itm _[f(x)dx

l—ba*u l—m+o

Masalan, ushbu

e
0 \/;
xosmas integral (x = 0 maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki

Cordx _ 0\
fim {3 = fim 2=}

va demak,

15.7-misol. Ushbu

PP
hefr e ne et @0

Aminlachaioahilib b n eals nkurv'c “n

&I Ko Ta
jr dx
(x-a)

l—m&o

J, =
[
Aytaylik, @ =1 bo’lsin. Bu holda
lim I— = lim [In(x -a)f =

{—a-o0
bo’ladi.
Aytaylik, a # 1 bo’lsin. Bu holda
llmI = lim (e=a)* = llm—[e a) ™ ~( —x)""]
t>a-0 x a) 1—a+o l-a , toavo | — oy

bo’ladi. Bu limit 0 < @ <1 bo’lganda chekli, @ > | bo’lganda cheksiz bo’ladi.
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Shunday qilib,

¢ dx
J, ‘{(x—a)“' (o >0)
xosmas integral a < | bo’lganda yaqinlashuvchi, a > 1 bo’lganda uzoqlashuvchi
bo ladi.
Xuddi shunga o’xshash ko’rsatish mumkinki,

o dx
el
xosmas integral « <1 bo’lganda yaginlashuvchi, @ >1 bo’lganda uzoqglashuvchi
bo’ladi.
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali haqidagi bu tushunchalarni
1-§ da keltirilgan cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral tushunchalari bilan
solishtirib, ularning o’xshashligini va bu xosmas integrallarni bitta nuqtai
nazaridan, ya’'ni

(@>0)

[ f ()etx
integralda:

1) f(x) funksiyaning [a, 6) oraliq berilgan bo’lib, bunda a- chekli nuqta, 6 -
chekli yoki + o

2) f(x) funksiya ixtiyori [a, 1] da integrallanuvchi, bunda te{a, ) deb
qarash mumkinligini ko’ramiz. Bu hol chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali haqidagi keyingi tushuncha va tasdiqlami keltirish bilan kifoyalanish
imkonini beradi.

3" Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. Integralning absolyut
yaginlashuvchiligi. Aytaylik, f(x) funksiya [a, 6) oraliqda berilgan bo’lib, &
nuqta f(x) funksiyaning maxsus nugtasi bolsin.

6-teorema. Faraz qilaylik, Vx € [a, 6) da f(x)>0 bo’lsin. Bu funksiyaning
a, &) oraliq bo’yicha xosmas integrali

O%
ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, ’
FO)= | f(x)x (a<i<a)
funksiyaning yuqoridan chegar;langan, ya'ni
3CeR, Vielas). }f(x)dx <C

bo’lishi zarur va yetarli.
7-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar|a, ) oraliqda berilgan (¢ maxsus
nuqta) bo’lib, Vx e fa, ¢) da
0< f(x)< glx)

bolsin.
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Agar Ig(x)dx yaqginlashuvchi bo’lsa, _[f(x)dx ham yagqinlashuvchi, agar

[ f(x)dx uzogiashuvchi bo’lsa, |g(x)dx ham uzoglashuvchi bo’ladi.

15.8-misol. Ushbu
[ cosx
{ fi-x
xosmas integral yaginiashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

f( ) CoS X >0

Ni—x

bo’ladi. Ayni paytda, Vxe /0, 1) da

f( )_ cosx . 1 1 L
= (1-x)s

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki, g(x)= - funksiyaning integrali

(1-x)s
[

|
o(1-x)a
yaqinlashuvchi. Unda 7-teoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi
bo’ladi. »

8-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu
[ f () (¢ maxsus nuqta)

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun
Ve>0, 36>0, Vi't(" 6-5<t'<g, 6-0<t"<a:

116

<&

bo’lishi zarur va yetarli.
Aytaylik, f(x) funksiya [a, ¢) oraligda berilgan, ¢ nuqta funksiyaning
maxsus nuqtasi bo’lib,

0%
uning xosmas integrali bo’lsin. Bu in:egral bilan bir qatorda
flre)as
xosmas integralni qaraymiz. ’
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9-teorema. Agar
JIf )t
integral yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda

a

[ S (ehax

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
6-ta’rif. Agar

f {f (x)ax

integral yaqinlashuvchi bo’lsa, If(\)dx absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.

Agar | f(x)dx yaqinlashuvchi bo’lib. Hf(x}dx uzoqlashuvchi bo’lsa,

J'f(x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.

4". Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali ham cheksiz oraliq bo yicha integrali xossalari kabi
xossalarga ega. Ularni keltirishni hamda isbotlashni 0’quvchiga havola etamiz.

5°. Xosmas integrallarni hisoblash. f(x) funksiya [a, 6) da berilgan, 6 esa
shu funksivaning maxsus nugtasi bo’lsin. Bu funksiyaning xosmas integrali

J= | 1)

yaqinlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin.

1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, 6) da
uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya shu oraligda
#(x) (¢’(x)=f(x), x € [a, 6)) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi, t >6—-o0 da
#(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ¢(x) boshlang’ich
funksiyaning ¢ nugqtasidagi qiymati deb qabul gilamiz:

lim ¢(x)=4s).

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib

quyidagini topamiz:

J ek = tim | b= tim (40)-4) = ol6) - #a)= (1.

Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida, boshlang’ich funksiyaga ega bo’lgan
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o’rinli bolishini
ko’rsatadi.
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Berilgan xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki bo’laklab
integrallash natijasida hisoblanishi mumkin.

2) Bo’laklab integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalaring har biri [a. ¢)
da berilgan bo’lib, shu oraliqda uzluksiz «'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo’lsin. ¢
nuqta esa v(x)-u(x) hamda u(x)-v'(x) funksiyalarning maxsus nuqtalari.

Agar _[ v{x)du(x) integral yaginlashuvchi hamda ushbu

’ lim u(b()

€=0

limit mavjud va chekli bo’lsa, u holda ju(x)dv(x) integral yaqginlashuvchi bo’lib,

d

ue)av(x) = e Wl ) ;v(x)du(x (15.15)
bo’ladi, bunda ’
uebo)= tim M)
15.9-misol. Ushbu

x+l)dx

v—l

5

integralni qaraylik. Agar u(x)= x+1, dv(x)= fl_jdx deb olsak, unda

) (e, = (e + 1301 =3,

lo

1 ! 1 aft
o)) = [ 30c - 1 = g(x_n)s
0 0

bo’lib, (15.15) formulaga ko’ra

f (e)dul) =j(x+1)dr (__jzzl

0

bo’ladi. Demak,

j(x+l)dx 21
o%‘}()c—l)2 4

3-eslatma. Yuqoridagi (15.15) formulani Keltirib chigarishda |v(x)du(x)

integralning yaqinlashuvchiligi hamda /lim [u(t)~v(t)] limitning mavjud va chekli
—6-0

bo’lishi talab etiladi.
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Agar J'u(x)dv(x) j(x)du(x) integrallaming yaqinlashuvchiligi hamda

hm [u ] limitning maVJud va chekli bo'lishi kabi uchta fakidan istalgan

lkkna51 o'rinli bo’lsa, unda ularing uchinchisi hamda (15.15) formula o'rinli
bo’ladi.

3) O’zgaruvchilarni almashtirish usuli. f(x) funksiya [a, ¢) da berilgan, 6
esa shu funksiyaning maxsus nugtasi bo’lsin. Quyidagi

[ f(x)s

xosmas integralni qaraylik. Bu integralda x =¢(z) deylik, bunda ¢(z) funksiya
[a. B) oraliqda ¢'(z)> 0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda ¢(e)=a, p(8)=¢,

)
(gp(ﬂ):_[im (p(:)). Agar [ f(o(z)) ¢'(z)d= integral yaginlashuvchi bo'lsa, u

a

holda [ f(x)dx integral ham yaginlashuvchi bo'lib,

a

[ 7= [ flpe)) o M
bo'ladi. ’ ‘

4-eslatma. Aytaylik, I_f (x)d.r integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Bu integralda

8
= ¢(z) bo’lib, u yuqoridagi shartlami bajarsin. U holda If((ﬂ(z))m'(z)dz integral
ham yaqinlashuvchi bo’lib,

[ 7ok = [ 7((e)) o/

bo’ladi.
15.10-misol. Ushbu
boode
J=

{(] + x)\/;
integralda x = @(z)=z* almashtirish bajaramiz. Ravshanki, bu x =z* funksiya
(0, 1] oraliqda x'=2z>0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda (0)=0, @(1)=1.
Integralni hisoblaymiz:

J= IZdZ —2arctgk _._-z
0l+7 4
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3-§. Muhim misollar
Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallaming yagqinlashuvchilikka
tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahamiyatli bo’lib, ulardan ko’p
masalalami echishda foydalaniladi.
15.11-misol. Ushbu

+0
Jy=[x“edx
0

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

4Ravshanki, J, cheksiz oraliq bo’vicha xosmas integral. Ayni paytda. a <1
bo’lganda x=0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nugtasi bo’lgani
sababi J| chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali ham bo’ladi.

Bu integralni quyidagicha

+0 1 +x

-y - “1 - -1 -
jx" e Vdx = [x“ e dx + jx" le gk
0 0 1

yozib olamiz. So’ng tenglikning o'ng tomonidagi integrallarning har birini
alohida-alohida yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Integrallarning birinchisi
I

J’xa~le~.\'dx
0

da integral ostidagi funksiya uchun
! < xu—le—x < 1

1
e x" X'
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Ma’lumki,
| d,\
|
integral 1-a<a ya’ni a>0 da yaqinlashuvchi bo’ladi. Unda 7-teoremadan
foydalanib

(0<x<l)

!
jx"’ “tdx
0
ning a > 0 da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz.
Ravshanki,
a Ie—( a-|
lim = lim =0-
X = +@ 1 X = 40 e
o
X
Bu holda

xosmas integrallar bir vaqtda yo yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’ladi.
Ma’lumki,

+%
=
) X
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yaginlashuvchi. Demak,
jx“'le"dx
|
xosmas integral ixtiyoriy a jumladan a > 0 da yaginlashuvi bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan

J'x""e‘ *dx
0
xosmas integral a >0 bo’lganda yaginlashuvcki bo’ladi. »
15.12-misol. Ushbu

]
Jy =[x (- x) e
n
xosmas integral yaginlashuchilikka tekshirilsin.
«[ntegral ostidagi funksiya uchun
1) a<l, 621 beo’lganda x =0 maxsus nusta;
2) a21, 6<1 bo’lganda x =1 maxsus nuqta;
3)a<l, e<1bo’lganda x =0, x =1 maxsus nuqtalar bo’iadi.
Berilgan xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun
quyidagicha yozib olamiz:

_l[x"'l(l ~xf'dx = JZ'x""(l —x) e+ jx""(_‘. ~x)dx

0 2
Ravshanki,
lim(-xY™" =1. limx*" =1.
r—0 i >
U holda
a1 1y i -} a1 %A
lim > (—,‘—y— =1 1i,n:i~(Lj—_.‘- =1
x—0 X Xl (l—x}

bo’lib, 9-teoremaga ko’ra
%

/

% | ;-

I,c“"(l—x)“ dx bilun jr*'""dx,

’ n
hamda

i |
Jx* (1= xy"dx bilan [(1 -x)dx

JA j4

uni

xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi bo:ladi, yoki uzoglashuvchi bo’ladi.

Ma’lumki, a > 0 bo’lganda
2
J‘xa~ldx
0

xosmas integral yaginlashuvchi, ¢ > 0 bo’lganda
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[1-x)de
%

xosmas integral yaginlashuvchi. Demak,

%
a>0 bo’lganda | x°*(1 - x)'"'dx integral,
0

L
¢ >0 bo’lganda Jx""(l - x)""dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi.
)

%
Shunday qilib,

1
j.\'""l(l —x)
0
xosmas integral a> 0, ¢ > 0 bo’lganda yaqinlashuvchi.

Mashglar
15.13. Ushbu
q_ d

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin, giymati topilsin.
15.14. Ushbu
[/ (x)ax

integral uchun yaqinlashuvchilik teoremalari keltirilsin.

15.15. Aytaylik, Vxefa+wo) da f(x)20, g(x)>0 funksiyalar uchun

lim M: k bo’lsin. Agar:
X—3+C g(x

1) k<+oc va ‘j'g(x)dx yaqinlashuvchi bo’lsa, jf(x)dx ham yagqinla-

shuvchi;

2) k>0 va Ig(x)dx uzoglashuvchi bo’lsa, If(x)dx ham uzoqglashuvchi

bo’lishi isbotlansin.

15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartida 0 <k <+cc bo’lganda jf(x)a’x va

+x
Ig(x)dx xosmas integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki

a

uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin.

15.17. Aytaylik, f(x) funksiya [a. + ) oraliqda berilgan bo’lib. uning ixtiyoriy

[a t] qismida (a < < +o) integrallanuvchi bo’lsin. Agar x — + da
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bo’lsa, u holda

xosmas integral a@>1 bo'lganda yagqinlashuvchi, <1 bo’lganda
uzoqlashuvchi bo’lishi ko'rsatilsin.
15.18. Ushbu

xosmas integral

a) a > 1 bo’lganda absolyut yaqinlashuvchi;

b) 0 < <1 bo’lganda shartli yaqinlashuvchi;

v) a <0 bo’lganda uzoglashuvchi bo’lishi isbotlansin.
15.19. Agar f(x) funksiya (oo, +oc) oraligda berilgan bo’lib,

{

lim [ f()ds (%)

1=+
-t

+%

mavjud bo’lsa, u holda _[ f (x)dx xosmas integralning yaqinlashuvchi ham

bo'lishi, uzoglashuvchi ham bo’lishi ko’rsatilsin.

(Odatda (*) limit chekli bo'lganda | f(x)dx xosmas integral bosh giymat

-0

ma’nosida yaginlashuvchi deyilib, ¥ p. [ f(x)dx kabi belgilanadi).

-x
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16-BOB
Parametrga bog’liq integrallar

Ushbu bobda ke'p o’zgaruvchili funksiyaning bitta o’zgaruvchisi bo’yicha
integralini qaraymiz.

S(x;.x,.....x,) funksiya biror A/ ¢ R™ to’plamda berilgan bo’lsin. Bu
funksiyaning bitta x, (k=1,2,.,m) o'zgaruvchisidan boshqa barcha
o’zgaruvchilarini o'zgarmas deb hisoblasak, f(x,.x,....x,) funksiya bitta x,
o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan funksiyaga aylanadi. Uning shu o’zgaruvchi
bo’yicha integrali (agar u mavjud bo’lsa), ravshanki, x,,Xa,... X, p, X4uq o Xy
larga bog’liq bo'ladi. Bunday integrallar parametrga bog’liq integrallar
tushunchasiga olib keladi.

Soddalik uchun ikki o'zgaruvchili f(x,y) funksiyaning bitta o’zgaruvchi
bo’yicha integralini o’rganamiz. Bunda f(x.y) funksiyaning y o’zgaruvchisi
bo’yicha limiti va unga intilishi xarakteri muhim rol o’ynaydi.

I-§. Limit funksiya. Tekis yaginlashish.
Limit funksiyaning uzluksizligi

f(x.y) funksiya M = {(x.y)e R* a<x<s yeEc R} to'plamda berilgan,
Y, €sa £ c R to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

x o’zgaruvchining [a. 6] oraligdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y)
funksiya y ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar y — y, da bu funksiyaning
limiti mavjud bo’lsa, ravshanki, y limit x o’zgaruvchining [a,6] oraliqdan
olingan giymatiga bog’liq bo’ladi:

Jim [(x.y)=0(x.y0)= 0x).

Bu ¢(x) funksiya f(x,y) funksiyaning y—>y, dagi limit funksiyasi
deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: Ve >0, 36 =8(¢.x)>0. |y - y,|<8 bo'lgan
VyeE |f(x.y)-o(x)<e.

I-ta’rif. M to’plamda berilgan f(x,y) funksiyaning y — y, dagi limit
funksiyasi ¢(x) bo’lsin. V&>0 olinganda ham shunday & =6(¢)>0 topilsaki.
|y - yo| < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vy € E va Vx e [a, s} uchun

v y)-plx)<e
bo’lsa, f{x.y) funksiya limit funksiya ¢@(x) ga [a.5] de tekis yaqginlashadi

deyiladi.
Aks heida, ¥.4>0 olinganda ham shunde, & >0. x,€la.6] va
- Vi ezt W znoztlantiruvehi nilsaki, ushhe
v~ Yo EREA noatlantiruvchi y, € £ topilsaki, ush!

!.f(-‘o- Vz)_ (p(x?} 2 &
tengsizlik o rinh b .54, ;{x,y) funksiya ¢(x) ga notekis yzqiniashadi deyiladi.
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16.1-misol. M = {(x,y)e R? 0<x<l 0<y< IZ} to’plamda berilgan ushbu
f(x.y)=xsiny
funksiyaning y, =—73£ nuqtada limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashish
ko’rsatilsin.
<Ravshanki, y— y, :% bo’lganda f(x,y)= xsiny funksiyaning limiti
3 3

L/z—ix ga teng bo’ladi. Demak, (p(x) = % x

Ve >0 sonni olaylik. Agar 6 =¢ desak, u holda y—% <o tengsizlikni

qanoatlantirgan Vy va Vx e [0. l] uchun

[/ (x.)-olx) =

xsin)—lféx y—z <&
) 3

1 ‘j . \/3 i
=ixisiny - -? = §x|

. . T
siny - sin —t <
3]

tengsizliklar bajariladi. 1-ta’rifga ko’ra y—)% da berilgan f(x.y)=xsiny
J

funksiya limit funksiya o(x)= ?.\‘ ga tekis vaqinlashadi. »

Endi f(x,y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis
vaginlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

f(x,y) funksiya M = {(x,y)e R? a<x<g, ye E} to’plamda berilgan
bo’lib. y, esa E c R to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

I-teorema. f(x.y) funksiya y — y, da limit funksiya ¢(x) ga ega bo'lishi
va unga tekis yaqinlashishi uchun V¢ >0 olinganda ham, shunday & =8(¢)> 0
topilib |y—y,|<68, |y'-y,<d tengsizliklarni qanoatlantiruvchi Vy,y'e £
hamda Vx € [a, 6] uchun

[fCey)-rxy)<e (16.1)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

<« Zarurligi. f(x,y) funksiya y — y, da ¢(x) limit funksiyaga ega bo’lib,

unga [a, e] da tekis yaqinlashsin. Ta'rifga ko'ra, V&>0 olinganda ham, —;': ga
ko’ra shunday 5:6(£)>0 topildiki. 1y - y,| <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi

VyeE hamda Vxela,6] uchun |f(x,y)—-(o(x1<% bo’ladi. Jumladan

V' = yoi <6 = |f(x.y)-o(x) < % bo’ladi. Natijada
Cep)- Gy ) <l )=o)+ (xy)-olx) <&
bo’lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topamiz.
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Yetarliligi. Teoremadagi (16.1) shart bajarilsin. U holda x o’zgaruvchining
[a.6] oraligda olingan har bir tayin giymatida f(x.y) funksiya y
o’zgaruvchininggina funksiyasi bo’lib, Ve&>0 olinganda ham, shunday
5=05(¢)>0 topiladiki. |y— yg|< 8. [¥'~ y,|< 8 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi
Vy,y'€ E uchun

|flxy)-Flxy)<e (16.2)
bo’ladi. Funksiya limitining mavjudligi haqidagi Koshi teoremasiga asosan
(qaralsin, 1-gism, 4-bob, 6-§) y — y, da f(x,y) funksiya limitga ega bo’ladi.
Ravshanki, bu limit tayinlangan x (xe [a,e]) ga bog’liq. Demak,

fim f(x.y)=p(x).

Shu bilan y - y, da f(x,v) funksiya @(x) limit funksiyaga ega bo’lishi
ko’rsatildi.

Endi y o’zgaruvchini |y-—y0|<5 tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatda
tayinlab, (16.2) tengsizlikda y'— y, da limitga o’tsak, u holda

If(e.y)-olx)<e
hosil bo’ladi. Bu esa y — y, da f(x, y) funksiyaning ¢(x) limit funksiyaga [a, ¢]
da tekis yaqinlashishini bildiradi. »

Endi limit funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremani keltiraylik. Bu
teoremadan kelgusida ko’p foydalanamiz.

2-teorema. Agar f(x,y) funksiya y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan
har bir qiymatida, x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida, [a,e] oraliqda uzluksiz
bo’lsa va y—y, da f(x,y) funksiya @(x) limit funksiyaga [a, ¢] da tekis
yaginlashsa, u holda ¢(x) funksiya {a, 6] da uzluksiz bo’ladi.

<y, ga intiladigan {v,} ketma-ketlikni olaylik (y, € £, n=1,2....). Shartga
ko'ra har bir y,, (n=1,2,..) da f(x,y,) funksiya x o'zgaruvchining [a.6]
oraliqdagi uzluksiz funksiyasi bo’ladi. Demak. {f(x.y,)} funksional ketma-
ketlikning har bir hadi [a, ¢} oraliqda uzluksiz.

Teoremaning ikkinchi shartiga ko’ra V&>0 olinganda ham, shunday
& =68(£)> 0 topiladiki, Vxe[a.¢] uchun

y-yl<d={f(x.y)-0kx)<e (yeE) (16.3)
bo’ladi.

y, = ¥, dan yuqgorida olingan &=35(¢)>0 ga ko’ra shunday n,e N
topiladiki, Vn> n, uchun |y, — yg| <& bo’ladi. U holda, (16.3) ga asosan, V& >0
olinganda ham shunday n, € N topiladiki, ¥n > n, va Vx €[a, ¢] uchun

If(x.2,)-plx)<e
bo’ladi. Bu esa {f(x.y,)} funksional ketma-ketlik ¢(x) ga [a.e] da tekis
yaqinlashuvchiligini bildiradi. 14-bob. 3-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan ¢(x)
funksiya [a, ¢] oraliqda uzluksizdir. »
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2-§. Parametrga bog’liq integrallar
7 (x,») funksiya
M= {(x,y)e R* xelas] yeEc R}
to’plamda berilgan bo’lib. y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har bir tayin
qivmatida  f(x.v) o'zgaruvchining  funksiyasi  sifatida [a‘ e] oraliqda
integrallanuvchi, ya'ni

8

[ /(. y)ax

integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integralning giymati olingan y ga bog’liq
bo’ladi:
®(y)=f /x.y)ax. (16.4)
Odatda (16.4) parametrga bog’liq integral, y o’zgaruvchi esa parametr
deyiladi.
Ushbu paragrafda parametrga bog’liq (16.4) integralning (d(y)-
funksivaning) funksional xossalarini o’rganamiz.
1°. Integral belgisi ostida limitga o’tish. f(x.y) funksiva M = {(x,y)e R’
x€la.6} ye Ec R}to’plamda berilgan bo'lib, y, nugta £ to’plamning limit
nugtasi bo’lsin.
3-teorema. f(x.y) funksiva y ning E to’plamdan olingan har bir tayin
givmatida x ning funksiyasi sifatida [a.e] oraliqda uzluksiz bo'lsin. Agar (x,y)
funksiva y — y, da @(x) limit funksivaga ega bo’lsa va unga tekis yaqinlashsa. u
holda

lim j‘f(x,y)dx = I(o(x)dx (16.5)
Y a a
bo’ladi.
<Shartga ko'ra f(x,y) funksiya y — y, da ¢(x) limit funksiyaga ega va

unga tekis yaqinlashadi. Demak, V& >0 olinganda ham, shunday & =&(¢)>0
topiladiki, |y - y,| < & ni qanoatlantiruvchi Vy € £ va Vxe [a, 6] uchun

|/ Gxy)-olx) <

&

6—a
boladi.

Ikkinchi tomondan. 2-teoremaga asosan, @(x) funksiya [a.e] oraliqda
uzluksiz bo'ladi. Demak, bu funksiyaning integrali [¢(x)dx mavjud.

a

Natijada

}f(x,y)dx—}«»(xm{si|f(x.y)-¢(x1dx<

bo’lib, undan

8~

[
£
Idx:g
all
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lim [ 7 y)ax = j"tP(X)dx

ekanligi kelib chigadi. »
(16.5) munosabatni quyidagicha

tim [ fey)dx = I(Vh‘"; f(x,y))dx
— ¥y a a\J ¥
ham yozish mumkin. Bu esa integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini
ko rsatadi.

2°. Integralning parametr bo'yicha uzluksizligi.

4-teorema. Agar f(x,y) funksiya

M= {(x,y)e R? xe[a,al ye[c,d]}

to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda

()= [ /(x. y)ax

funksiya [c, d] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

<ixtiyoriy y, €[c,d] nuqtani olaylik. Shartga ko’ra f(x.y) funksiya M
to’plamda (to’g’ri to’rtburchakda) uzluksiz. Kantor teoremasiga ko'ra bu funksiya
M to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. Unda V&>0 olinganda ham, shunday
8 =8(g)> 0 topiladiki,

(e (e 3) =Ly -y < 8
tengsizlikni qanoatlantiruvchi V(x.y)e M, ¥(x,y,)€ M uchun
[fGey)= flxyo) <€

bo’ladi. Bu esa f(x,y) funksiya y >y, da f(x,y,) limit funksiyaga tekis
yaqinlashishini bildiradi. U holda 3-teoremaga asosan

Jlim ()= lim }f (x. y)dx = i(}!ing" f (x-y))dx = ‘ff (x. yo)ax = ©(y,)

(Vyo ele. d)

bo’ladi. Demak, ®(y) funksiya y, nugtada uzluksiz.»

3". Integralni parametr bo'yicha differensiallash. Endi parametrga bog’liq
integralni parametr bo’yicha difterensiallashni qaraymiz.

S-teorema. [ (x, y) funksiya

M= x,y)e R’ xe[a,e] ye[c,d]}

to’plamda berilgan va y o’zgaruvchining [c,d] oraliqgdan olingan har bir tayin
qiymatida x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, 6] oraliqda uzluksiz bo’lsin.
Agar f(x,y) funksiya M to’plamda f)'.(x.y) xususiy hosilaga ega bo’lib, u
uzluksiz bo’lsa. u holda ®(y) funksiya ham [c, 4] oraliqda ®'(y) hosilaga ega va
ushbu

()= J £ (x. e
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munosabat o’rinlidir.
<Shartga ko’ra f(x,y) funksiya x o’zgaruvchisi bo’yicha [a,6] oraligda
uzluksiz. Binobarin,

O(y)= | f(x.y e

integral mavjud.

Endi Vy, € [c,a’] nugtani olib, unga shunday Ay(Ay >0) orttirma beraylikki,
Yo+ Aye [c, d] bo’Isin. ®(y) funksiyaning y, nuqtadagi orttirmasini topib, ushbu
D(y, +8y)-0(yy) _ T_f(x.yo +8y)- 15 30)

Ay @ Ay
tenglikni hosil gilamiz. Lagranj teoremasi (1-qism, 6-bob, 6-§) ga ko’ra

i(xu"o +4y)- S (x.5,)

= f7(x.y, +68y)

by
bo’ladi, bunda 0< 8 <1.
Natijada
©0s 8= 0u) 1+ o = £ s+

+ I[f,»"(xv.vo + 9Ay)— f)’,(xv)’o )]dx
bo’lib, undan esa

20 ) 000) g,

Ay

8

<[5 c.yo + 00y) = £ (x.y Jar <
‘ (16.7)

< Jolf;. ay)c = ol ay) (o - a)

bo’lishini topamiz, bunda c‘u([y',Ay)— fy'(xy) funksiyaning uzluksizlik moduli.
Modomiki, f,’(x y) funksiya M to'plamda uzluksiz ekan, unda Kantor

teoremasiga ko’ra bu funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. U holda 1-
qism, 5-bob, 9-§ da, keltirilgan teoremaga asogan

lim (uéy’,Ay): 0

Ay -0

bo’ladi.
(16.7) munosabatdan

Dy +4y)- () _§
Jim, Ay = {f_ o (x, o )ex
bo’lishi kelib chigadi. Demak,

©(0)= | £1x. o)
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Qaralayotgan )y, nuqta [c, d] oraligning ixtivoriy nuqtasi bo’lganligini
e’tiborga olsak. unda keyingi tenglik teoremaning isbotlanganligini ko'rsatadi. »
(16.6) munosabatni quvidagicha ham yozish mumkin:

2] e - J[ 160)

Bu esa differensiallash amallnl integral belgisi ostlda o’tkazish mumkinligini
ko’rsatadi.

Isbot etilgan bu 5-teorema Leybnits qoidasi deb ataladi.

4. Integralni parametr bo'’yicha integrallash. f(x,y) funksiya
M:{x,y)eR2 xela,¢] yelc.d]} to’plamda berilgan va shu to’plamda uzluksiz
bo’lsin. U holda 4-teoremaga ko'ra

:If(w)dx

funksiva [c, d] oraliqda uziuksiz bo’ladi. Binobarin bu funksiyaning [c, d] oraliq
bo’yicha integrali mavjud.

Demak. f(x.y) funksiya A{ to’plamda uzluksiz bo’lsa, u holda parametrga
bog’liq integralni parametr bo’yicha [c, d] oraliqda integrallash mumkin:

eom-T

Bu tenglikning o'ng tomonida f(x.y) funksiyani avval x o’zgaruvchi
bo’yicha [a,s] oraliqda integrallab (bunda y ni o'zgarmas hisoblab), so’ng
natijani [c. d] oraliqda integralianadi.

Ba’zan f{x.v) funksiya M to’plamda uzluksiz bo'igan holda bu funksiyani
avval y o’zgaruvchisi bo’yicha [c, d] oraligda integrallab (bunda x ni o’zgarmas
hisoblab), so'ng hosil bo’lgan x o’zgaruvchining funksivasini [a,e] oraliqda
integrallash qulay bo’ladi. Natijada ushbu

?[If(x,yw)dye I@f(x.y)dylix

integrallar hosil bo’ladi. Bu integrallar bir-biriga teng bo’ladimi degan savol
tug’iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

6-teorema. Agar j(x.y) funksiya M= {(x,y)e R xe [a. 61. ye [c, a’]} to"p-
lamda uzluksiz bo’lsa, u holda

dfe 6(d
{1 =T e
bo ladi.
< V¢e e d] nuqtani olib, quyidagi

w(r)=i(if(x ‘)dx}f vo-J{ s y)dy},,

c\a
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integrallami qaraylik. Bu ¢(/), y/(t) funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz.
o(y)= If(x,_v)dx funksiya [c, d] oraliqda uzluksiz bo’Igani sababli 1-qism,

9-bob, 6-§ da keltirilgan 9-teoremaga asosan

'

o0)={[o0)s ] 0001 s (168

bo’ladi.
f(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz. Yana usha 1-gism, 9-bob, 6-§ dagi
teoremaga ko’ra

Uf(xy)dy) - f(x.t) (x o'zgarmas)
bo’ladi. Demak, jf(x,y)dy funksiyaning M ={x.r/)e R xe[a, el, te[c, d]} to’p-

lamdagi ¢ bo’yicha xususiy hosilasi f(x.¢) ga teng va demak, uzluksiz. U holda
5-teoremaga muvofiq

w'(t)=B(:f(x-y)ddeX}='J‘Uf(x.y)dy1dx=If(xJ)dx (169)

t [UA N3

bo’ladi.
(16.8) va (16.9) munosabatlardan

P (O)=y(0)=] f(x.0)

bo’lishi kelib chiqdi. Demak,
p()=p()+C  (C=const).

Ayni paytda (=c bo’lganda p(c)=y{c)=0 bo’lib, undan C=0 bo’lishini
topamiz. Demak, @(r)=w(r) bo’ladi. Xususan, f=d bo’lganda ¢(d)=w(d)=0
bo’lib, u teoremani isbotlaydi. »

16.2-misol. Parametrga bog’liq integralni parametr bo’yicha integrallashdan
foydalanib, ushbu

xa

t e
A= I x & (0<a<e)
o Inx
integral hisoblansin.
<Ravshanki. (x> 0)
J.X'de _ X —X
nx

bo’ladi. Demak,




Integral ostidagi f(x.y)= x* funksiya M = {(x.y)e R x e[O, 11 ye [a.e]}
to’plamda uzluksizdir. U holda 6-teoremaga ko’ra
6f 1
A= I(Ix"d\’)d}z
al\g

bo’ladi. Ravshanki,

I
_[xydx:—l
° y+1
Unda Azj & l—lng—H bo’ladi. Demak,
Y+ a+1
Ix - x4 de = [ne+l >
o Inx a+1

s’ Chegaralari ham parametrga bog’liq integrallar. f(x,y) funksiya
M = {(x,y)e R* xela,s] ye[c,a']} to’plamda berilgan. y o’zgaruvchining
[c. d] oraligdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y) funksiya x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, ¢] oraliqda integrallanuvchi bo’Isin.

x=a(y), x=B(y) funksiyalarning har biri [c, 4] da berilgan va Vy e[c.d]
uchun ushbu

a<a(y)<p(y)<e (16.9)

tengsizlikni ganoatlantirsin.

Ravshanki, ushbu

ALY

[/ (x.y)x

aly)
integral mavjud, y o’zgaruvchi (parametr)ga bog’liqdir:

8(y)
F()= [flx pax (16.10)
al»)

7-teorema. f(x,y) funksiya M = {(x,y)e R* xela} yele, d]} to’plamda
uzluksiz, a(y) va B(y) funksiyalarning har biri [c, d] da uzluksiz va ular (16.9)
shartni qanoatlantirsin. U holda
B(y)
FO)= [f(x.ylx
aly)
funksiya ham [c, d] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

4Vy, e[c.d] nuqtani olib, unga shunday Ay (AyZO) orttirma beraylikki,
Yo+ Ay ele.d] bo’lsin. U holda

Blv)
F(yo+8y)-F(y,)= If(x Yo+ Ay)dx - If(x Yo)dx =
alyo-) a(v)
Blyo) Blyo=ay) a(y, -4
= [[leyve+ay)-fleyo)ldx+ [ fx.y,+Ay)de - If(x Yo +Ay)dx (16.11)
ﬂ(,"o ) ﬁ(}’n ) ‘1( Yo )
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bo’ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi qo’shiluvchilami baholaymiz.

f(x.y) funksiya A to’plamda uzluksiz, demak. Kantor teoremasiga asosan,
tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Ay -0 da f(x.y,+Ay) funksiya o’z limit
funksivasi f(x.y,) ga tekis yaginlashadi va 16.3-teoremaga ko'ra

Al Bly)

lim U cyor ay)-fleyollie= [ lim[f(x.yy+ )= f(xyo)pie =0 (16.12)
v alyq) a(y) i
bo’ladi.
(16.11) munosabatdagi
Blwy *'A)’) ) a()’u"A,V)
[fCeyo+apdx, [ f(xy+ay)k
Blve) a(vy)
integrallar uchun quyidagi bahoga egamiz:
ﬂ()’u"“»’)
[/ Ceyo+ Ay )| < Mo|B(ve + 8y)= B ) (16.13)
ﬂ()/o)
a()'n;Ay) '
J Sy + ByHx < Mlafy, +8y)-aly, ).
ulw)

bunda M, = supgf(x,yl, (x.y)e A/}.
Shartga ko'ra a(y), #(y) funksiyalarning har biri [c, d] da uzluksiz. Demak,
i alry + ) a0

lim [8(ro + &v)- B(ro)]=0

Yuqoridagi (16.i2), (16.13) va (16.14) munosabatlarni e’tiborga olib, (16.11)
tenglikda Ay — 0 da limitga o’tsak, unda

Jim [F(yy + Ay)= F(y;)]=0
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, #(y) funksiya Vy, € [c. d] da uzluksiz.»

8-teorema. f(x,y) funksiya M = {(x,y)e R* xelae) yele d]} to’plamda
uzluksiz, fj (x,¥) xususiy hosilaga ega va u uzluksiz, a(y), B(y) funksiyalar esa
a'(y), B'(y) hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanoatlantirsin. U holda

Bly)
FO)=' | £y

(16.14)

aly)
funksiya [c, d] oraliqda {3} hosilaza ega va
Ay
Fly)= 17y gy A0 v 2i i 1laly) y)
aiyl
bo’ladi.
Yy efe d} pagiani olis, unga sl artirma beraylikki,

Yo+ Vyele ¢} boisin
(16.11) munesabatdgu foydaianib quyidagin op-

an
v



Fyo+ay)-Flyo) _ ”(f"’f(x.yo *ay)-fly)

Ay a(,v(.) Ay [6 15
ﬂ()n*A)) Jeo A)) ( ' .)
S [rx yo+Ay)dx—~— If(xyo+Ay)dx
B(y) Ay o)

Ay > 0 da
Sxyo +89)= flx.p,)
Ay
funksiya 0’z limit funksiyasi f;(x.y,) ga [a. 6] oraliqda tekis yaginlashadi. (Unda

ﬂ(}‘o) /j()’n
lim f(x,y0+Ay) f(xr)"o j'f(x yo (1616)
2% () Ay et
bo’ladi.
Endi
Blyo~8y) a(yo +8y)
If(x yo+Av)ax, [ flx.yy+aykx
ﬂ()'o a(y,,
integrallarga o’rta qiymat haqidagi teoremani qo’llab (qgaralsin. 1-qism, 9-bob, 5-
§), ushbu
Blyo~ty)
[ flxyo +Ay)dx = fxy + &) [B(ye + &) - B(, )]s
B(x)
alyy +4y)
({f(x.yo + Ay = f(x".yo + Ay)-[a(vy + Ay) - a(y, )]
alyo)

tengliklarni hosil qilamiz, bunda x' nuqta S(y,) B(y, + Ay) nugtalar orasida, x"
esa a(y,). a(y, + Ay) nugtalar orasida joylashgan.

f(x.y) funksiyaning M t1o’plamda uzluksizligini. a(y) va B(y)
funksiyalarning esa [c, d] oraliqda hosilaga ega bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

| Blrorsy) By, +Ay)- /3()’)
—_— = ‘ _____U—__—O
by J7 Gy tyk= limy 11+ a) S0 " (617)
=f(p()’u) }’o)'ﬂ (.VO)
a(yg +4y) 1Y) —
fim -] 7 (x,y, + Ay)dx = lmllf(‘ ‘0+Ay)_M+A})___q_(_vQ}:
A)—»UAy a()u) Ay

= f(a(yo)'yu)'a (,Vu)

ekanligi kelib chigadi.
Yugqoridagi (16.15) munosabatda, Ay — 0 da limitga o’tib, (16.16) va (16.17)
tengliklarni e’tiborga olib ushbuni topamiz‘

F(yofAy) F(yo) Jf (x.yo)ax + F(B(o) v, ) B'(ve)-

a(yo)
- f(a(YO)’)’u)'a'(YO)'
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Demak,
/’()‘u )

[ 13 yoddx+ f(Blyo ) yo) B(vo) = flalye) yo) e (30)

ulvy)
Modomiki, y, nuqta [c,d] oraligdagi ixtiyoriy nuqta ekan, u holda

Vye[c.d] uchun

F(y)= (I{ (x.y)ax+ £(B().y): BG)- flaly)y)-a(y)
bo’lishi ravshandir.: V

3-§. Parametrga bog’liq xosmas integrallar. Integrallarning tekis
yagqinlashishi
1". Parametrga bog’liq xosmas integral tushunchasi. f (x, y) funksiya
M= {(x,y)e R* xela,+x) yeEc R} to’plamda berilgan. So’'ng y o’zgaruv-
chining £ to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y) x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a, + ) oraliq bo’yicha integrallanuvchi, ya'ni

J'fxy)a'x (yeEcR)

xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu integral y ning qiymatiga
bog’liqdir:

J(y)= Tf(x.y)dx (16.18)

(16.18) integral parametrga bog’liq cheksiz oraliq boyicha xosmas integral
deb ataladi.

f{x.y) funksiya M, = {(x.y)e R* xelas) yeEc R} to’plamda berilgan.
So’ng y o’zgaruvchining £ to'plamdan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y)
ni x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x =¢ maxsus
nuqta bo’lsin va bu funksiya [a, ¢) oraligda integrallanuvchi, ya'ni,

[fxy)dx (eEcR)

xosmas integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integral y ning qiymatiga bog’liq:

J() =] f(x.y)ax. (16.19)

(16.19) integral parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali deb ataladi.

Masalan, 15-bobning 1-§ ida garalgan
=% (@50 a>0)
a X
integral, shu bobning 5-§ ida qaralgan
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T dx ¢ dx
foar ooy

integrallar, 15-bobning 9-§ da qaralgan

F(a): J'x"“e “dx
0

(a>0)

integrallar parametrga bog’liq xosmas integrallardir.

Bu erda ham asosty masalalardan biri  f(x.y) funksiyaning funksional
xossalariga ko'ra. (16.18). (16.19) parametrlariga bog’liq xosmas integrallarning
funksional xossalarini o’rganishdir.

Parametrlarga bog’liq xosmas integrallarni o’rganishda integralning tekis
yaqinlashishi tushunchas nuuhim rel o’ynaydi.

2. Integralning tekis yaqinlashishi. f(x,y) funksiya A/ ={(x, y)e R?

xe[a,+00). ye £ c R} to’plamda berilgan. y o’zgaruvchining E to’plamdan
olingan har bir tayin giymatida f(x.y) x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
[a, + ®) da integrallanuvchi bo’lsin.

Cheksiz oralig bo’yicha xosmas integral ta'rifiga ko'ra ixtiyoriy [a,!] da

(a<r<+x)

F(.y)=[ f(x.y)ax (16.20)
integral mavjud va ’
JO)= [ flx.y)dx= lim F(1.y). (16.21)

Shunday qilib, (16.20) va (16.21) integrallar bilan aniglangan F(t.y) va
J(y) funksiyalarga ega bo’lamiz va J(y) funksiya F(r.y) funksivaning ¢ — +o0
dagi limit funksiyasi bo’iadi.

S-ta’rif. Agar 1 —>+w0 da F(1, y) funksiya o’z limit funksiyasi J(y) ga E
to’plamda tekis yaginlashsa,

J0)= [ £Geyhax

integral £ to’plainda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
6-ta’rif. Agar t — +o da F(, y) funksiya o’z limit funksiva J(y) ga E da
notekis yaginjashsa,

J()= [/ y)dx
integral £ to’plamda notekis yaginiashuvchi deb ataladi.

Ravshanki, ff(x.y)(lx integral E to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u
shu to’plamda yzqinlashuvchi bo’ladi.
Shunday gilib,
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[ £ (e y)ax
integralning E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi quyidagini anglatadi:

1) _[f(x,y)a’x xosmas integral y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har

bir tayin qiymatida yaginlashuvchi,
2) Ve >0 olinganda ham, shunday & = o'(s)> 0 topiladiki, V> va Vye £
uchun

.f/'(x,y)dx

I

<&

bo’ladi.
If(x,y)dx integral E to’plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to’plamda
notekis yaginlashuvchi degani quyidagini anglatadi:

1) If(x,y)dx xosmas integral y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har

bir tayin giymatida yagqinlashuvchi;
2) V6>0 olinganda ham, shunday £,>0, y,e€ £ va f, > tengsizlikni
qanoatlantiruvchi ¢, € [a, + ®) topiladiki,

T e, yo

2&,

bo’ladi.
16.3-misol. Ushbu

J(y)= Tye""ydx (ye E=(0.+x))

integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
4Bu holda

Ft.y)= iye"‘"dx =1-e? (0<t<+m)
bo’lib, y o’zgaruvchining & =0(0 + ) to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida
lim F(t,y)= tim (1 -e?)=1
bo’ladi. Demak, berilgan xlc;;:as integra‘l_;:qinlashuvchi va
Jy)= Tye"‘”aix =1
0

bo’ladi.
Endi berilgan integralni tekis yaginlashuvchilikka tekshiramiz. Aytaylik,
yeE=(0.+w)
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bo’lsin. Ixtiyvoriy katta musbat § sonni olaylik. Agar 5:3, t>8 tengsizlikni

qanoatlantiradigan ixtiyoriy 7, va y, = 1 deb olsak. u holda
10

I yoe“l"ndx

1y

=e "z > - =g,
3

bo’ladi. Bu esa
J(y)= Tye"-”dx
integral E = (0. + ) da notekis yaqinlasl:uvchi ekanini bildiradi.
Endi yek£'= [c, +o)c £ bo’lsin, bunda c- ixtiyoriy musbat son. Unda
VY&>0 olinganda ham (0<e<1) &= %ln-‘:— deyilsa, V>4 va Vyelc, +w)

uchun

bo’ladi. Demak.
J(y)= Jye‘x_‘»dx
0

integral £'=[c,+ ) da (¢ > 0) tekis yaginlashuvchi.
Biz kordikki. parametrga bog’liq xosmas integral

J(¥)= Tf(x,  Jdx (16.18)

ning E to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’lishi, + — +e0 da F(¢, p) funksiyani
limit funksiya J(y) ga (v € E) tekis yaginlashishidan iborat.

Ushbu bobning 1-§ ida y — y, da f(x.y) funksiya limit funksiya ¢(x) ga
tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi 1-teoremani
keltirdik. Bu teoremadan foydalanib, (16.18) integraining tekis yaginlashuvchi
bo’lishining zaruriy va yetarli sharti keltiriladi.

f(x,y) funksiya M = {(x,y)e R* xela+w), yeEc R} to’plamda beril-
gan. y o’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida /(x,y) x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a. +) da integrallanuvchi, ya'ni

J(y)= Tf(x.y)ttx (16.18)

xosmas integral mavjud bo’lsin.
7-ta’rif. Agar Ve>0 olinganda ham vy ga bog’liq bo’lmagan shunday
& =6(¢)>0 topilsaki, £ >&. 1" > & ni qanoatlantiruvchi V¢',(" va Vy € £ uchun

e
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tengsizlik bajarilsa, (16.18) xosmas integral £ to’plamda fundamental integra!
deb ataladi.

10-teorema. (Koshi teoremasij. Ushbu J(y j J(x.v)dx integralning £ to’p-

lamda tekis yaginlashuvchi bo’lishi uchun uning £ to’plamda fundamental
bo’lishi zarur va yetarli.

Quyida biz integralning tekis yaqinlashuvchiligini ta’minlaydigan, ko’pincha
qo’llaniladigan alomatlarni keltiramiz.

Veyershtrass alomati, 7(x.y) funksiya
M:{(x,y)e R* xela +x).ye EcR} to’plamda berilgan, y o’zgaruvchining £
to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida f(x.y) funksiya x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a,+o) da integrallanuvchi bo’lsin. Agar shunday @(x)
funksiya (Vx e [a, + )) topilsaki,

1) Vx ela.+ ) va Vye £ uchun | f(x.y) < p(x) bo’lsa;

2) T“’(X)‘ﬁ xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

a

JG)= [ /ey

integral £ to’plamda tekis yaqinlashuvghi bo’ladi.
<Shartga ko’ra Tq)(x)dx yaginlashuvchi. Unda i5-bobning 2-§ ida
keltirilgan 4-teoremaga aasosan, Ve>0 olinganda ham, shunday &=6(¢)>0

-
topiladiki, V¢'>&, V¢">8 bo’lganda :I(a(x)dx <& bo’ladi. Ikkinchi tomondan,

1) shartdan foydalamb quvndaglm topamiz:
If(x y)dx; < I)f(x y)dx < Iw(x)d» (<)
Demak. ’

<&

]jf(x.,vm

Buesa [ f(x.y)dx xosmas integralning £ to’plamda fundamental

ekanini bildiradi. Yuqoridagi 10-teoremaga asosan If(x,y)ctr integral

[ to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
16.4-misol. Ushbu

(2% (ers(am)

integralni tekis yaqinlashuvligi ko’rsatilsin.
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< Agar ¢(x) funksiya sifatida ¢(x)= l ~ olinsa. u holda

1+x~
1) Vxe[0,+ o) va ¥y e (-, + ) uchun
fcos xy 1
= < = :
If(x,y] 1+ x%| t+x? (p(x),

2) ;fw(x)dx=.fl:.iiz integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15-bob, 1-§)
0 0

bo’ladi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko’ra berilgan integral £ = (-, +%) da
tekis yaginlashuvchi bo’{adi. »

Integralning  tekis  yaqinlashuvchiligini  aniglashda qo’l keladigan
alomatlardan -Abe! va Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

Abel alomati. f(x,y) va g(x,v) funksiyalar M ={(x,y)e R* xefa +w)
.y € E C R} to’plamda berilgan. y 0’zgaruvchining £ to’plamdan olingan har bir
tayin qiymatida g(x.y) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a, +) da monoton
funksiya bo’lsin.

Agar

Tf (x, y)dx

integral £ to’plamda tekis yaginlashuvchi va V(x,y)e M uchun |g(x.y)<C
(C = const) bo’Isa, u holda

T £xy)gle. yx

integral £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.5-misol. Ushbu

+x

|

0
integralni tekis yaqinlashuvchiligi ko'rsatilsin.
< Agar

sinx

e Vdx (yeE=[0.+x))

) sinx

flxy)==—"=, glx.y)=e™
X

deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Haqiqatdan ham, _[f(x,y)dx tekis
0

yaqinlashuvchi:

v _fsinx ,nm
{f(x-y)dX—i PRl

g(x,y)=e™ esa y ning E={a, +) dan olingan har bir tayin qiymatida x ning
kamayuvchi funksiyasi va Vxe[0,+®), VyeE[=0,+®) uchun |g(x y)<I
bo’ladi. Demak, berilgan integral Abel alomatiga ko’ra £ =[0,+x) da tekis
yaginlashuvchi. »
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Dirixle alomati. f(x.y) va g(x.v) funksiyalar A/ to’plamda berilgan. Agar
Vt 2 a hamda Vy € £ uchun

jf(x,y)dx} <c (c = const)

bo’lsa va y o’zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin qiymatida, x — +oo da
g(x.y) funksiya o’z limit funksiyasi ¢(y)=0 ga tekis yaqinlashsa, u holda

[ £x.y)ex. )

integral £ da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.6-misol. Ushbu

js’”"ydx (veE=]1,2)

integralning tekis yaqinlashuvchlhgi ko'rsatilsin.

< Agar
1 1
f(X.y)= sinxy, g{x.y)= -
deyilsa, unda V¢ >0, Vy [l.2] uchun
le . '
I £ )| = [ sim et :il ==
o o

bo’ladi. x —» 4+ da g(x.y)= ! funksiya £ to’plamda nolga tekis yaqinlashadi:
X

glx.v)=1 > 0.
X
Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko'ra [I, 2] da tekis
yaqinlashuvchidir. »

Chegaralanmagan  funksiya xosmas integralning tekis (notekis)
yaqginlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

f(x.y) funksiya M = {(x,y)e R* xelas) yeEc R} to’plamda berilgan.
v o'zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin qiymatida f(x,y) ni x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x =¢ maxsus nuqta
bo’lsin va bu funksiya [a, 6) da integrallanuvchi bo’lsin. Chegaralanmagan

funksiya xosmas integrali ta'rifiga ko’ra ixtiyoriy [a.] da (a <t <6)

»)=[f(x.y)dx
integral mavjud va ’
50)= ] 7oy = fim Fi(c.9) (1622

bo’ladi. Demak, J,(y) funksiya F,(t,y) funksiyaning +—>¢—0 dagi limiti
funksiyasi.
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8-ta’rif. Agar 1 - ¢ -0 da F;{r.y) funksiya o’z limit funksiyasi J,(v) ga £
to’plamda tekis yaqinlashsa,

N
integral £ to’plamda tekis yaginlashuvchi deb ataladi.

9-ta’rif. Agar 1 —>6—0 da F,(r.y) funksiya o'z limit funksiyasi J,(y) ga £
to’plamda notekis yaqinlashsa,

J /ey

integral £ to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
Bu ta’riflami “& — 0 7 orqali bayon etishni o’quvchiga havola etamiz.
10-ta’rif. Agar Ve>0 olinganda ham, shunday & =5(g)>0 topilsaki,
6-6<t'<g.6-0<t"<a bo’lgan V¢',1" tar va Vy € £ uchun

tee
II f(x,y)dx <&
tengsizlik bajarilsa, (16.22) integral £ to’plamda fundamental integral deb ataladi.

11-teorema. _[f(x,y)dx integralning £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’li-

shi uchun uning £ to’plamda fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

4-§. Tekis yaqinlashuvchi parametrga
bog’liqg xosmas integrallarning xossalari
I°. Integral belgisi ostida limit o'tish. f(x.y) funksiya M ={x,y)e R*
:xe[a,+oo), ye E c R} to’plamda berilgan. y, nugta £ to’plamning limit nuqtasi
bo’lsin.
[2-teorema. f(x.y) funksiya
1) y o’zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin giymatida x o’zgaruvchi-
ning funksiyasi sifatida [a, + ) da uzluksiz;
2) y = y, da ixtiyoriy [a.] (a < < +w) oraliqda ¢(x) limit funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi bo’lsin. Agarda
J(¥)= [ /Gy )ax
integral E to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lsin, u holda y — y, da J(y)
funksiya limitga ega va
lim J(y)= lim 'J'f(x,y)dx = I(p(x)dx
yo» ¥ v g .
bo’ladi.
4 Teoremaning 1) va 2) shartlari hamda ushbu bobning 1-§ idagi 2-teore-

madan @(x) limit funksiyaning [a, + <) da uzluksiz bo’lishi kelib chigadi. Demak,
(x) funksiya har bir chekli [a. t] (a <7 < +) oraliqda integrallanuvchi.
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@(x) ni [a,+ ) da integrallanuvchi ekanligini ko’rsataylik.
Teoremaning shartiga ko’ra

J(y)= Tf(X-y)dx

integral £ da tekis yaginlashuvchi. Unda 10-teoremaga asosan, Ve >0 olinganda
ham, shunday & = 8(£)> 0 topiladiki, £'> &, "> 5 bo'lgan V¢'.t" lar va Vye £
uchun

ii‘{f(x,y)dx%<s (16.23)

bo’ladi. f(x,y) funksiyaga qo’yilgan shartiar 2-§ da keltirilgan 3-teorema shart-
larining bajarilishini ta’minlaydi. (16.23) tenglikda y — y, da limitga o’tib quyi-
dagini topamiz:

‘J(p(x)dx <o
Bundan esa (p(x) ning [a,+oo) da integrallanuvchi bo’lishi kelib chigadi (15-
bob, 2-§).
Endi

Trte k- Totera
\a @
ayirmani quyidagicha yozib,

‘Imf (x.vXdx = [ e

[ Ge)- oGOl - ] £x. yax -
Sj[f(x.y)— o(x Yex +i’ff(x,y)dx!+ (16.24)

- ol

J«J(xVx

tengsizlikning 0'ne tnmoridagi har bir qo’shiluvchini baholaymi,,

+ (a<t<+x)

J’f(x,y)dx integral £ da tekis yaqinlashuvchi. Demak, v« olinganda
ham shunday &, = &,(¢)> 0 topiladiki, barcha > J, va ¥y e £ uchun

1< (16.25)

bo’ladi.
j(p(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak, yuqoridagi Ve>0

olinganda ham shunday &, = 8,(¢)> 0 topiladiki, barcha ¢ > &, uchun
’f@,(,c)dt <§ (16.26)

bo’ladi.
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Agar 6, = max{6,.8,} deb olinsa, barcha 1> 8, uchun (16.25) va (16.26)
tengsizliklar bir yo'la bajariladi. y-»y, da f(x,y) funksiya ¢(x) limit
funksiyaga har bir [a, ] (jumladan > 0, ) da tekis yaginlashuvchi. Demak, V&> 0
olinganda ham, shunday &'>0 topiladiki, ly,—-y,|<8" tengsizlikni
qanoatlantiruvchi y € £ va Vx € [a, 6] uchun
£

f(x.y)-olx) < a) (16.27)
bo’ladi. Natijada (16.24), (16.25). (16.26) va (16.27) tengsizliklarga ko'ra
l]xf (x, » )abx - Tw(x)dXi <e
bo’ladi. Bu esa N ’
tim I .y = f«z(x)dx (16.28)

bo’lishini bildiradi. »
(16.28)limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

lim If(x,y)dx: f(lim f(x,y))dx.
y—¥o a ° Yor¥y
Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda parametrga bog’liq xosmas
integrallarda ham integral belgisi ostida limitga o’tish mumkintigini ko’rsatadi.
2% Integrallarning parametr bo'yicha uzluksizligi. f (x, y) funksiya
M= {(x,y)e R* xefa +) yelc, d]} to"plamda berilgan.
I4-teorema. f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz va

J()= If (x, )

integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi bo’lsin. U holda J(y) funksiya [c,d]
oraliqda uzluksiz bo’ladi.

< f(x,y) funksiyaning M to’plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya y
o’zgaruvchining har bir tayin giymatida x ning uzluksiz funksiyasi bo’lishi kelib
chiqadi. Shu bilan birga f(x,y) funksiya M, = {(x.y)e R* xe€la, 1} ye[c, d]}
(a << +) to’plamda ham uzluksiz, demak. shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi.

V¥ e[c,d] nugtani olaylik. y — y, da f(x,y) funksiya f(x,y,) limit funk-
siyaga [a, I] da tekis yaqinlashadi. Agar teoremaning ikkinchi shartini e’tiborga
olsak, u holda f(x, y) funksiya 12-teoremaning barcha shartlarini bajarishini
ko’ramiz. U holda 12-teoremaga asosan

tim J(5)= fim o ke = [ im 15.3) e = 7Gxyt = ()
Y=o y=x o \¥Y o
bo’ladi. Bu esa J(y) funksiyaning [c, d] oraliqda uzluksiz ekanini bildiradi. »
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3. Integrallarni parametr bo’yicha differensiallash. f(x,y) funksiya
M= {(x.y)e R xela. +w) ye [c,a’]} to’plamda berilgan.

I6-teorema. f(x,y) funksiva M to’plamda uzluksiz, f;(xy) xususiy
hosilaga ega va u ham uzluksiz hamda y o’zgaruvchining [c, d] dan olingan har
bir tayin qiymatida

J()= [ flx.y)dx
integral yaqinlashuvchi bo’lsin.
Agar | f;(x.y)dx integral [c. d] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda J(»)

funksiya ham [c, d] oraliqda J'(y) hosilaga ega bo’ladi va
J'B)= [ fi(xy)ax

munosabat o’rinlidir.
<4 Vy, elc, d] nuqtani olib, unga shunday Ay (Ay 20) orttirma beraylikki,
Yo+ Avele,d] bo’lsin.
J(y) funksiyaning y, nuqtadagi orttirmasini olib, ushbu
J(J’o+A,V)‘J(.Vo)=Tf(x-)’o“A)’)“f(X-Y)dx (16.29)
Ay n Ay
tenglikni hosil gilamiz. Endi (16.29) tenglikdagi integralda Ay — 0 da integral
belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini ko’rsatamiz.
Lagranj teoremasiga ko’ra
f(xv)’o + A}’)‘ f(xv)’a)
Ay

= fi(x.yo + 6 ay) (16.30)
bo’ladi, bunda 0< 8 <.

Shunga ko'ra f;(x.y) funksiya M, = {(x,y)e R* xelai] ye[c,d]} to’p-
lamda uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda V& >0 olinganda ham, shunday
5 =5(¢)>0 topiladiki, |x"-x]<3J, |y"~y]<5 tengsizliklami qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy (x', y')e M,, (x", y")e M, nuqtalar uchun

&)=y <6
bo’ladi. Agar x'=x"=x, y' = y,, y' =y, +8-Ay deyilsa, unda |Ay] < bo’lganda
If_;(xvYO+0'A}’)‘f;-(xvYO1<£ (Vxe[a,t])
bo’ladi. Yuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz:

‘f(x,,vm AAyy)- S(x.v) f,'(x,,vu*< ‘.
Bu esa Ay —0 da f(x,y0+A:y)—f(x,y0) funksiya f;(x,y,) limit funk-

siyaga tekis yaqginlashishini bildiradi.
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Teoremaning shartiga ko’ra

If(xy)dx

tekis yaginlashuvchi. Demak, \7'£>0 olinganda ham, shunday &=6(g)>0
topiladiki, #'> &, 1"> & bo’lgan ixtiyoriy /1" va Vy €. a’] uchun

lj/(x y)dx|<£

|Ifxy,,+0 Ay)d.rl

bo’ladi. (16.30) tenglikka asosan

‘J‘ f(-"v)’u + A.V)_f(x'%l< £
Ay |

bo’ladi. Jumladan

bo’ladi. Bu esa

]‘n f(xvyo * Ay)— f(x'y“){ix
Ay
integralning tekis yaqginlashuvchiligini bildiradi.
Natijada 12-teoremaga ko'ra
tim [ LYo 80) - T Gye) I(“’" SGyy + )= F(xe))
Dl Ay o \Y0 Ay /b
tenglik o rmll bo’ladi.
Yuqoridagi (16.29) tenglikda Ay — 0 da limitga o’tamiz:
lim f(xr}’n +4y)- f(x»J’n) = lim T f(xyo Ay)‘f("-)’o)dx -
Ayt Ay ay 0 Ay

«

- [ m Leat SO T

Ay >0
Demak,

S'We)= [ /1y (xovodax -
Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin:
LT k=T e st

Bu esa teorema shartlarida differensiallash amalini integral belgisi ostida o’tkazish
mumkinligini ko’rsatadi.
4" Integrallarni parametr bo’yicha integrallash. f(x,y) funksiya

= {(x,y)e R* xela +w) yele, a’]} to’plamda berilgan.
18-teorema. Agar f(x,y) funksiya M to’plamda uzluksiz va

J0)= [ flcp)e
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integra! [c.d] oraligda tekis yaginlashuvchi bo’lsa. u holda J(y) funksiya [c.d}
da integrallanuvchi va

J df sx x(d
fotos <[ T o= {1 b
bo’ladi.
<Teoremaning shartlaridan J(y) funksiya [c.d] oraligda uzluksiz bo’lishi
kelib chiqadi (qaralsin, 4-teorema). Demak, J(y) funksiya fe.d] da
integrallanuvchi.
Endi
df+x —xfd
([t sbac = 1 1
(3 a a <
tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz.
Shartga ko'ra

10)= | Gyl

integral [c, d] da tekis yaqinlashuvchi. Demak, V& >0 olinganda ham shunday
3 =3(¢)> 0 topiladiki, V¢> & va Vy €[c,d] uchun

Tf (x, )dx

<& (16.31)

bo’ladi. Mana shunday ¢ bo’yicha

‘j[ff (X-y)dr}dy

integralni quyidagicha yozamiz:

J[I f (x,y)dx]dy - j&f(x.y)dx}dy +iﬁf(x.y)dx]dy.

a

6-teoremaga asosan
d

{1y f{{ et o
bo’ladi. Natijada
EJ (v)dy = i [d f (X»y)dy]dwli[‘ff (X-y)dx]dy

bo’ladi. Yuqoridagi (16.31) munosabatni e’tiborga olib topamiz:

T.J()’)d)’“ j(ff(x,_\fﬂyjdx S]{ Tf(x.y)dx

dy < e(d-c).

Bu esa IJWM n iﬁf(x'y)dy]dxz IU f(x.y)dy]dx
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ekantni bildiradi. Demak,

df-x wx fd \
[ 176na= 1Tty o>

Endi f(x y) funksiya M, = {(x,y)e R*> xela,+x) ye[c.+oc)} to’plamda
berilgan bo’Isin.

19-teorema. f(x,y) funksiya M, to’plamda uzluksiz va

Tf(x,y)dx, ’fo(x.y)dy

integrallar mos ravishda [c, + ®) va [a. + ) da tekis yaqginlashuvchi bo’lsin.
Agar

e (o

integral yaginlashuvchi bo’lsa. u holda

’j['ff(x.ywy]dx, f[*ff(x.y)dx]dy
integrallar yaginlashuvchi va
J [f f (x,y)dXde = f[Tf (x.y)dy]dx

3 a a

bo’ladi.
Bu teoremaning isbotini 0’quvchiga havola gilamiz.
16.7-misol. Ushbu

integral hisoblansin.
<4 Bu xosmas integralning yaqginlashuchi bo’lishi 15-bobning 2-§ ida ko’rsa-
tilgan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi
J(a)=J = I e X gy
0 X
parametrga bog’lig xosmas integralni garaymiz.

Ravshanki,
flra)=e =22 (1(0.0)=1)
X
funksiya
{(x.a)e R* xefo.+w), a0, ¢} ¢> 0}
to’plamda uzluksiz,
filx.a)=—e " sinx
xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi

Tfa'(x.a)dt = —Te'"‘ sin xdx
1} ]
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integral esa @ > a, . (@, > 0) da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko’ra

J'(a)= j(e"“" _sinx) dx =— j' e ¥ sinxdx =— l
0 X a [4]

1+d’
bo’ladi (qaralsin, 1-gism, 8-bob, 2-§). Demak.
J(a)=~arctga+c.

a=-+wo bo'lganda, J(+%)=0 bo’lib, —§+c =0 yanic= % bo’ladi.
Demak, B
J(a)= 5[2— ~arciga.
Bu tenglikda @ — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

_ n
ﬁ’_’,'éj(")‘i'

Shunday qilib, J(0)= % ya'ni

bo"ladi. »

5-§. Eyler integrallari
1". Beta funksiya va uning xossalari. Ma’lumki, ushbu
1

[x 1 -x)"dx (16.32)
0

chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali >0, 6 >0 ya’ni
M= {(a,a)e R* ae(0.+x) 6c(0, +oo)}
to’plamda yaqinlashuvchi (15-bob). Ayni paytda bu integral a va e parametrlarga
ham bog’liq.
11-ta’rif. (16.32) integral beta funksiya yoki [ tur Eyler integrali deb ataladi
va B(a, ) kabi belgilanadi, demak,

Bla.s)= [ x"(1-x) dx.

Shunday qilib, B(a.6) funksiya R> fazodagi M = {(a,s)e R?
ae (0, +), 6 (0, + )} to’plamda berilgandir.

Endi B(a, 6) funksiyaning xossalarini o’rganaylik.

1) (16.32) integral

Bla.¢)= j'x""(l ~x)dx

ixtiyoriy M ={(a.6)e R? ae(a, +») ¢€(sy +»)} (a,>0. 6,>0) to’plamda
tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
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< Berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni
quyidagicha
] 1
Ixu—l(' _X)svldxz

0

O L1 |

|
T =x) e+ [x (- x) T dx
1

2

yozib olamiz.
|

Ravshanki, a>0 bo’lganda Ix""dx integral yaqinlashuvchi, >0
0

1
bo’lganda f(l —x)”"dx integral yaqinlashuvchi.
]
2
Parametr a ning @ 2 a, (a, > 0) qiymatlari va V¢ >0, Vxe (0, %] uchun
7(=x) g x T - x) T < 20

bo’ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

o | —

'xuq(l _ x)a—ldx
[
integralning tekis yaginlashuvchiligini topamiz.
Shuningdek, parametr & ning 626, (6,>0) giymatlari va Va>0,

Vxe |:l 1) uchun
2

xa—l(l —x 6 -1 < x" I(x _ l)au—l < 2(l —x o =1
bo’ladi va yana Veyershtrass alomatiga ko’ra Jl‘xa-l(l ~ x)'dx integralning tekis
1

2

yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
i

Demak. [x“"'(1-x)'"'dx integral a>a,>0 va ¢ 26,>0 bo’lganda, ya’ni
0

My = {(a,e)e R? aela, +x), s€lgy, +o)}
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. ™
2) B(a.s) funksiya M = {(a,e)e R* ae(a, +») se(gy +»)} to’plamda
uzluksiz funksiyadir.
< Hagigatdan ham,

i
B(a.e)= Ix""(l ~x)'"dx
0
integralning M, to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi

funksiyaning V(a.6)e M da uzluksizligidan 15-teoremaga asosan B(a,6)
funksiya
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M= {(a,e)e R* ae(0.+x) 6€(0,+o)}
to’plamda uzluksiz bo'ladi. »
3) V(a.6)e M uchun B(a, )= B(s. a) bo’ladi.

1
<Darhagiqat B(a.6)= jx""'(l -x)'"'de integralda x=1-¢ almashtirish
0
bajarilsa, unda

i 1
B(a.6)= Ix""(l —x) = Il""(l ~1Y'"'dt = Bs, a)
0 0

bo’lishini topamiz. »
4) B(a. 6) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

ue

< Haqiqatdan ham. (16.32) integralda x = [— almashtirish bajarilsa, u holda
+1

-1 { 1«7l d’ + lu»-)
B a-l l o~ Idx [ (l ot = dt
((l(f IX ( X) I |+1/ Ty (1+t)2 {(l+t)ara
bo’ladi. »

Xususan, ¢ =1-a (0<a<1) bo’lganda

-
B(a,l—a):j" dt: n

o 1+t sinan

bo’ladi (qaralsin; 17-bob). Keyingi munosabatdan quyidagini topamiz:

(l 1
®ly 5)"’

5) V(a.6)e M’ (M'={a.6)e > ae(0.+) s&(l,+mx))) uchun
Bla.e)= LA B(a.e-1)
a+e-1
bo’ladi.
4(16.32) integralni bo’laklab integrallaymiz:

B(a.6)= J:;x""'(l -x)ldx = _:[(1 —x “'d(';—u] :%x"(l—x)”"' :) +

1! Y
! "(l—x"zdx:B—ljx"(l—x)""dx @>0, 6>1)
0 a gy

Agar x*(1~x) 7 =x"[I-(l-x)1-x) *=x""(-xy 2= x*"(1-x)*"
ekanligini e’tiborga olsak, u holda

jx"(l —x) 2dx = jx"" (1-x)"ax —jx""(] -x)'"'dx = B(a,6 ~1)- B(a. )
bo’lib, natijada ' '
B(a,e)=sT_I(B(a.s—l)— B(a.s))
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bo’ladi. Bu tenglikdan esa

B(a, 6)=——

llB(a,e—l) (@>0. 6>1)
6

a+
bo’lishini topamiz.
Xuddi shunga o’xshash ¥{a,¢)e M" uchun

(M" = {(a,e)e R ae(l.+o) 6c(0. +°°)})

Bla.¢)=-2"1 Ba-1.)
a+e—1
bo’ladi. »
Xususan, 6 = n (ne N) bo’lganda
B(a,n)= n-l B(a.n-1)
a+n—1
bo’lib, keyingi formulani takror qo’llab quyidagini topamiz.
B(a.n)= n-l | nm2 -—l—B(a,l).

a+n-1 a+n-2 n+l

I
Ravshanki, B(a,1)= Ix"“'dx = ]— Demak,
. a

1-:2- -(n-1)
a(@+1)a+2).(a+n-1)
Agar (1633)da a=m (me N) bo’lsa. u holda

_ b2 (n=1)  (n=1)(Om-1)
B(m'n)_m(m+l)...(m+n—l)_ (m+n-1)y

B(a,n)= (16.33)

bo’ladi.
2". Gamma funksiyasi va uning xossalari. Biz 15-bobning 9-§ ida quyidagi

[xle *ax (16.34)
0

xosmas integralni qaradik. Bu chegaralanmagan funksiyaning (a<1 da x=0

maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo’yicha olingan xosmas integrali bo’lishi bilan

birga a ga (parametrga) ham bog’liqdir. Usha erda (16.34) xosmas integralning

a >0 da yaqinlashuvchi ekanligi ko’rsatildi.

12-ta’rif. (16.34) integral gamma funksiya yoki II tur Eyler integrali deb
ataladi va "(a) kabi belgilanadi. Demak,

r'a)= Jx"'le"dx.
0

Shunday qilib, /°(a) funksiya (0.+®) da berilgandir. Endi [I(a)
funksiyaning xossalarini o’rgandik.
1) (16.34) integral

r(a)= fx“"'e *dx
0
ixtiyoriy [a,. 6,] (a < a, <6, < =) oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
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<(16.34) mtegralnl quyidagi 1l\k1 qismga ajratib.

j’xal \dx ]‘ :l—rdx+]'xa le—rdx
0 i
ularning har birini alohlda alohida tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.
Agar a, (a, > 0) sonni olib, parametr a ning a < a, qiymatlari qaralsa, unda

l—.r<

barcha x € (0,1] uchun x*'e

Veyershtrass alomatiga asosan
1
Ixa—le-xdx
0

integral tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

Agar 6, (6, >0) sonni olib, parametr a ning a 26, qiymatlari garaladigan
bo’lsa, unda barcha x > 1 uchun

6, +1Y 1
e r<x e 'S( 0 ] —

e x
bo’lib,

[
integralning yaginlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra
Tx”"e""dx
integralning tekis yaginlashuvchi bo’lishini topamiz. Shunday qilib,
I'(a)= Ajfx”"e"dx
integral [ay, 6,] (0<a, <6, <+x) da tel(:is yaginlashuvchi bo’ladi. »

2) I'(a) funksiya (0,+) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz
hosilalarga ega va

F(r')(a)z J‘xa—le—x([nx)udx (H - l, 2. )

0
< Vae(0,+») nugtani olaylik. Unda shunday [a,.6,] (0<a, <8, < +)
oraliq topiladiki, a € [a,, 6,] bo’ladi.
Ravshanki,

r(a)= Tx""e"atr

0
integral  ostidagi  f(x,a)=x“"'e™* funksiya M= {(x. a)e R* xe(0,+w),
ae(0,+ )} to’plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integral esa (yuqorida isbot
etilishiga ko'ra) [a,.6,] da tekis yaqinlashuvchi. U holda 4-teoremaga asosan
I(a) funksiya [a,. 6,] da, binobarin, a nuqtada uzluksiz bo’ladi.
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(16.34) integral ostidagi f(x.a)=x“"'e”* funksiya
filx.a)=x""e"Inx

hosilasining M to’plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqgash qiyin emas.
Endi

J'fa'(x, a)dx = J'x""e'r Inx dx
4] 0
integralni [a,, 6, ] da tekis yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.

a-1|

!
Ushbu j'x""e"r Inx dx integral ostidagi x“'e”"/nx funksiya uchun 0<x <1

da ix

e lnxl <x*'Unxi tengsizlik o’rinlidir. y,(x)=x*|/nx| funksiya O<x <1

g
ki

da chegaralanganligidan va jx- dx integralning yaginlashuvchiligidan
)

1
[x“"inxidx ning ham yaginlashuvchi bo’lishini va Veyershtrass alomatiga ko'ra
V]

|
qaralayotgan jx""e"r Inx dx integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.
0
Shunga o’xshash quyidagi

+L
jx""e" inx dx

0

“~l¢™* [n x funksiya uchun barcha x > 1 da

integralda, integral ostidagi x

- - - 6, +2 1
x“e T Inx<x* e " Inx < x"e 'S(—O J 2
e X

bo’lib,

NIQ

b

integralning yaginlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra

0

[x*'e"* Inx dx ning tekis yaginlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, [a,.6,] da

[x*~'e™" Inx dx integral tekis yaqinlashuvchi. Unda 16-teoremaga asosan
0

r

r'(a)= (Ix" ! "dxj +_[ (x”"e'x)'actr=Tx""'e"’[nxdx
0

0
bo’ladi va I"(a) [a,. s, ] da binobarin, a nuqtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo’l bilan /(@) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
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~%

ra)= [x*e*(tnx) dx (n=12,.)
0
bo’lishi ko’rsatiladi. »
3) I'(a) funksiya uchun ushbu
r(a+1)=al(a) (a>0)
formula o’rinli.
< Hagiqatdan ham,

a

r'(a)= Tx""e"‘dx = Te"d(x—)
0 0

integralni bo’laklab integrallasak,

2

F(a): er

| + | x—e"d.x=l[“(a+l)
N 0 @ a
bo’lib, undan
r'a+\)=al(a) (16.35)
bo’lishi kelib chiqadi.»
Bu formula yordamida /(a+n) ni topish mumkin. Darhagiqat, (16.35)
formulani takror qo’llab
Ma+2)=(@+)r+1)
ra+3)=(a+2)r(a+2).

Fa+n)=(@+n-1)(a+n-1)
bo’lishini. ulardan esa
ra+n)=(a+n-1{a+n-2)..(a+2)a+1)al(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a =1 bo’lganda
rn+)=n(n-1) 2-1r(1)

bo’ladi. Agar I'(1)= [e *dx=1 bo’lishini e'tiborga olsak. unda ['(n+1)=n!
0

ekanligi kelib chiqadi.

Yana (16.35) formuladan foydalanib 7"(2)= I"(1)=1 bo’lishini topamiz.

4) I'(a) funksiyaning o’zgarish xarakteri.

I"(a) funksiya (0, +) oraligda berilgan bo’lib, shu oraliqda istalgan tartibli
hosilaga ega. Bu funksiyaning a=1 va a =2 nuqtalardagi qiymatlari bir-biriga
teng:

r@)=r@)=1

I'(a) funksiyaga Roll teoremasini (qaralsin, 1-gism, 6-bob, 6-§) tatbig qila
olamiz, chunki yuqorida keltirilgan faktlar Roll teoremasi shartlarining
bajarilishini ta'minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko’ra, shunday a* (1 <a*<2)
topiladiki. /"(a*)=0 bo’ladi.

Vae (0, +w) da
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r"a)= J:x""e"'lnlxdx> 0

¢
bo’lishi sababli, /(a) funksiya (0.+ ®) oraliqda qat’iy o’suvchi bo’ladi. Demak.
'(a) funksiya (0,+w) da a* nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi.
ya’'ni

ra)= J"x""e"' Inxdx=0
0

tenglama (0, + ») oraliqda a * dan boshqa echimga ega emas. U holda
O<a<a*dal(a)<0
a*<a<+wo da "a)>0
bo’ladi. Demak [I"(a) funksiya @* nuqgtada minimumga ega. Uning minimum
qiymati I"(a*) ga teng.
Tagribiy hisoblash usuli bilan
a*=14616.., I'(a*)=minI(a)=08856...
bo’lishi topilgan.
I'(a) funksiya a>a* da o’suvchi bo’lganligi sababli a>n+1 (nen)
bo’lganda (a)> I"'(n +1)= n! bo’lib, undan
[Lim r(a)=+w
bo’lishini topamiz.
ikkinchi tomondan, a—+0 da [(u+1)- /(1)=1 hamda F(a):M ekan-
a

ligidan /im '(a)=+o kelib chiqadi. I'(a) funksiyaning grafigi 52-chizmada
a-»+0

tasvirlangan.
»
5.
4..
3T
2._
11_
I
0 1 2345 X

52-chizma
3°. Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish. Biz quyida B(a,s) va
(a) funksiyalar orasidagi bog’lanishni ifodalaydigan formulani keltiramiz.
Ma’lumki, 7'(a) funksiva (0,+oc) da, B(a,6) funksiya esa R’ fazodagi
M= {(x.y)e R* ae(0,+x) 6€(0,+ oo)} to’plamda berilgan.
21-teorema. ¥(a. ¢)e M uchun
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Bas)- L))
F(a +6)
formula o’rinlidir,

4Ushbu (g +6)= jx"*“"e"dx (a>0, 6>0) gamma funksiyada o’zga-
0

ruvchini almashtiramiz:

x=(1+t)y (1>0).
Natijada

Flave)= [y =y e 0 ey =+ [ e .
0 0

bo’ladi.
Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:
Ila+e) J’ aso-lo=(ie0s g,
@+
Bu tenglikning har ikki tomonini #*~' ga ko’paytirib, natijani (0, + ) oraliq
bo’yicha integrallaymiz:

I"(a+g)-]ic " —dt :T(Ty"'""e_('”)ydle“"'a’t.
0

o (1+0F7° 0

+% a-|

1

J(; (L+e)y

Agar

dt =B(a, a)
ekanini e’tiborga olsak, unda

I(a+6)Bla,6)= f(j are-t '“")’dy)" ‘dt (16.36)

0
bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o’ng tomonidagi integral I'(a)- I'(¢) ga teng
bo’lishini isbotlaysiz. Uning uchun, avvalo bu integrallarda integrallash tartibini
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari
bajarilishini ko’rsatishimiz kerak.
Dastlab a>1, 6>1 bo’lgan holni ko’raylik.

a>1, ¢>1 da, ya'ni {(a, g)e R? ae(l,+w) ee(l,+oo)} to’plamda integral
ostidagi
f(t, y): ya+e—l’a—le—(l+l)_v
funksiya V(1 y)e {(1 y)eR* tel0,+), ye[0,+oc)} da uzluksiz bo’lib,
S y)=y" e 20 boladi.

Ushbu If(t,y)dy= j‘l“"y"”"e'('”)”dy integral ¢ o’zgaruvchining [0,+oo)
0 0

oraliqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki
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-t a-1
jta_l)’dw_le_“”)vd\’ _ r(a 1—8)'

o : (140 '

Ushbu
_[f(’ V}il _[ a-l e -1 -(lw))dt

integral y o’zgaruvchining [0,+oo orahqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki

j,u—lyuw—le—(lwl)ydl - r(a)ya—le—y
o

va nihoyat, yuqoridagi (16.36) munosabatga ko’ra

[ \
j’ {j‘ta—lyu.nle((.:jydyyl
0

o
integral yaqinlashuvchi.
U holda 19-teoremaga asosan

T[Tt"—'y"‘c’le—“")’dt}y
o\

integral ham yagqinlashuvchi bo’lib,

T ‘Eltt-lyavu—le—(l’l))dy 1= Ia -l et {lu)yd,l/
i1 Jo-1(1 |

4] Q U Q0
bo’ladi. O’ng tomondagi integralni hlsoblaymlz

+r

J‘(]‘,a 1, ave-t _(M)yd)’}i - [J‘tn 1 a+a-1 —(M)ud’ HV Iyu«hle }(J‘ P | _,yd'fy_
(16.37)

0

=[ye 7[ I(ry)""e‘”d(ty))dw [ye” Makly=riarte

[ 0
Natijada (16.36) va (16.37) munosabatlardan
I'(a+6)B(a.¢)=1(a)I(6)
ya'ni
8(a,s)- 1) I(6) (16.38)
r{a+e)
bo’lishi kelib chigadi. Biz bu formulani a>1,6>1 bo’lgan hol uchun isbotladik.
Endi umumiy holni ko’raylik.
Aytaylik, a> 0,6 >0 bo’lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulaga ko'ra
ra+)r(+1)

Bl@+1e+1)= raras2)

(16.39)
bo’ladi.
Bla.e) va I'(a) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

B(a+l,e+l)= Trerl a+eB(a,s).

r(a+1)=al(a), F(6+l)—ef(s), ra+e+2)=
=(a+e+)(a+e+1)=(a+e+1fa+e)(a+s)
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Natijada (16.39) formula quyidagi
4 plae) ar(a)sl(s)
(a+o)a+e+1) (a+eXa+e+1)(a+e)
korinishga keladi. Bu esa (16.38) formula a>0,6>0 da ham o’rinli ekanini
bildiradi. »
I-natija. Ya (0,1) uchun

r(@r(-a)=
sinan
bo’ladi.
< Hagqiqatdan ham. (16.38) formula ¢ =1-a (0 <a <1) deyilsa, unda
B(a,l—a)= [(a)F(l—a)
r(

bo’lib. B(a.1- =1 munosabatlarga muvofiq

r(@)yr{-a)=—"— (@©<a<l).» (16.40)
sinar
QOdatda (16.40) formula keltirish formulasi deb ataladi.
Xususan, (16.40)da a =% deb olsak, unda
e
2
bo'lishini topamiz.
2-natija. Ushbu
r)r Jx (a>0)
a) a+2 22al["(Za) a

formula o'rinlidir.
4(16.38) munosabatda a = ¢ deb
Ba.a)- C@T@)
r2a)
bo’lishini topamiz. So’ngra

B(a,a):i[x(l-x)r-'dx:EB_G_XJT j[%—( - ”dx

. 1 1 T
mtcgralda ——x= 3 ¢ almashtirishni bajarib,

b

B(a.a)= zj[ (l—r] llt__;dl=2+ﬂ-j;tz(l—l)"ldt=52‘l’—_l8(-1—,aj

2
?(2(3 7 'B(; ")
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Yana (16.38) formulaga ko’ra
1
F[— (o)
B[%'ajz : e F(a)l
F(a+—j F(a+—)
2 2
bo’lib, keyingi munosabatlarda

R

ekanligi kelib chigadi. Demak,
F(a)F(a+ ;] - z‘fa”l r(2a).» (16.41)
Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb ataladi.

Mashqlar
16.8. Ushbu

M={xy)eR 0<x<1,0<y<i}
to’plamda berilgan
flxy)=x"
funksiyaning v —>0 da limit funksiyasi topilsin va unga yaqinlashish

notekis bo’lishi ko’rsatilsin.
16.9. Ushbu

Jf (x, y)dx

integral ta’rifi keltirilsin.
16.10. Ushbu

a)je‘""dx \/ (a>0)

COSCZX

b)j

=3e_" (a>0)

)J‘”mmdx-— « (2>0)

tengllklar isbotlansin.
16.11. Ushbu

Te" cos xydx

0
integralning (+ =, — ) da u parametr bo’yicha tekis yaqinlashishi ko’rsatilsin.
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16.12. Ushbu

I
jln I(x )dx
0
integral hisoblansin.
16.13. Ushbu

+0

lim je'"'dx =1

0
tenglik isbotlansin.



17-BOB
Karrali integrallar

Matematika va fanning boshqa tarmoglarida ko’p o’zgaruvchili
funksiyalaming integrallari bilan bog’liq masalalarga duch kelamiz. Binobarin.
ularni - karrali integrallarni o’rganish vazifasi yuzaga keladi.

Karrali integrallar nazariyasida ham. aniq integrallar nazariyasidagidek.
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning
tatbiglari o’rganiladi. Bunda aniq integral haqidagi ma’lumotlardan muttasil
foydalana boriladi.

1-§. Tekis shakining yuzi hamda fazodagi jismning
hajmi haqgida ba’s ma’lumotlar

Aniq integralning tatbiqlari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda jismning
hajmi haqida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to’g’risidagi ta’rif va tasdiglarni talab
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida, tekis shaklning yuzi, jismning hajmi tushunchalari matematikada
muhim bo’lgan to’plamning o’lchovi tushunchasini tekislikdagi shakliga, fazodagi
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

I'. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu tekislikda. sodda yopiq chiziq bilan
chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan (Q) shaklni (tekislik nugtalari
to’plamini) qaraylik. (Q) shaklning chegarasini (sodda yopiq chiziq) @0 bilan,
(Q)UAQ ni esa (0) bilan belgilaymiz:

(©)=(@uao
Masalan, koordinatalari ushbu x>0, y>0, x+y<l
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi (x, y) nuqtalardan tashkil topgan to’plam
(A):{(x,y)e R x>0, y>0, x+y<l}
53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.

4
Y

v

53-chizma
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Ox o’qidagi birlik kesma (0 < x<1). Oy o’'qidagi birlik kesma (o<y<1)
hamda (1,0) va (0, 1) nuqtalarni birlashtiruvchi to'g'ri chiziq kesmalari birgalikda
(A) uchburchak shaklining chegarasi A ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan tekislik
gismidan tashkil topgan ko’pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari
o’quvchiga ma’lum deb hisoblaymiz.

Tekislikda (Q) shakl bilan birga (4) va (8) ko pburchaklami olaylik.

Agar (4) ko’pburchakning har bir nugtasi (0) ga tegishli bo’lsa, (4)
ko'pburchak (Q) shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda (4)c (0).

Agar (Q) ning har bir nugtasi (B) ko’pburchakka tegishli bo’lsa. (B)
ko'pburchak (Q) shaklni 0’z ichiga oladi deyiladi (bunda (Q')c (B)).

Agar 4 va B lar mos ravishda (4) va (B) ko’pburchaklaming yuzlari
bo’lsa, unda

A<B (17.1)
bo’ladi.

Aytaylik, (Q) shaklning ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat
to'plam {4}. (Q) shaklni 0’z ichiga olgan ko'pburchaklar yuzalaridan iborat
to'plam {B} bo’lsin. Ravshanki, {4} va {B} lar sonlar to’plami bo’lib, {4}
yuqoridan, {B} quyidan chegaralangan. Unda to'plamning aniq chegaralari
hagidagi teoremaga ko'ra

sup{d}=Q.. inf{B}=Q"
lar mavjud.

Odatda, Q. son (Q) shaklning quyi yuzasi, Q" son esa (Q) shaklning yugqori
yuzasi deyiladi.

Tasdiq. Q. va Q" miqdorlar uchun

0.20 (17.2)
tengsizlik o’rinli bo’ladi.

< Teskarisini faraz gilaylik, Q. > Q" bo'lsin. Bu holda Q. ~Q" >0 bo’ladi.
Aniq chegara ta'riflariga ko’ra V& > 0, jumladan

¢=2(0.-0)
B 2
uchun shunday (Ao)c (Q) (BO)D (Q) ko’pburchaklar topiladiki,
4,>Q0. -6, By<Q +¢
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:
By-dy<Q +e-(Q-£)=0 -0.+2:=0"-0. +(0.-0")=0.

Keyingi tengsizlikdan 4, > B bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa har doim o’rinli
bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o’rinli.»

I-ta’rif. Agar

0.=0
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tenglik o’rinli bo‘lsa, (Q) shakl yuzaga ega deyiladi.

Ushbu
0.=0
miqdor (Q) shaklning yuzi deyiladi va uni Q orqali belgilanadi:
0=0.=0

I-teorema. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun V& >0 son
olinganda ham (Q) shaklni ichiga chizilgan shunday (4) ko’pburchak, (Q)
shaklni 0’z ichiga olgan shunday (B) ko’pburchaklar topilib,

B-A<e (17.3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

<4 Zarurligi. Aytaylik, (Q) shakl yuzaga ega bo’lsin:

0=0.=0
Aniq chegara ta’riflariga ko’ra, V_g >0 uchun_shunday
(1) (@), (8)>(0)

ko’pburchaklar topiladiki,
£ . €
A>Q. 5 B<Q + 5
ya'ni
£ £
A>Q- 3 B<Q+ 3
bo’ladi. Bu tengsizliklardan
B-A<e¢
bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Aytaylik, (4)c (Q), (B)> () ko’pburchaklar uchun
B-Ad<e¢
tengsizlik bajariisin.
Ravshanki, A<Q.. B2 Q' Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib
topamiz:
A<Q.<Q°<B.
Bu va (17.3) tengsizlikka ko’ra
Q' -0Q.<B-A<e¢
bo’ladi. Demak, Q. =Q".»
Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yopiq bo’Ilmasligi mumkin)
berilgan bo’lsin.
2-ta’rif. Agar shunday (4,) ko’pburchak topilsaki,
) I c(4,):
2) Ve >0 uchun 4, <& bo’lsa, / nol yuzali chiziq deyiladi.
Tasdiq. Agar | chiziq [a, 6] segmentda uzluksiz bo’lgan f(x) funksiyaning

grafigidan iborat bo’lsa, u nol yuzali chiziq bo’ladi.
4 V¢ >0 sonni olib, [a, 6] segmentini shunday
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b %] (k=012,.n-1; x;=a, x,=8)
bo’laklarga ajratamiz, har bir [x,. x,,,] da f(x) funksiyaning tebranishi
£
W, <—-
6—a
bo'Isin.U holda / chiziqni o'z ichiga olgan (4,) ko pburchakning yuzi

n-1

Ay = Z(Mk “”’k)(xlm _Xk)

k=0

bo’ladi, bunda
My =sup{f(x)}  xelx.x]

m, = inf{f(X)}, xe [xk'x/ml
Ravshanki,

(k=012,..,n-1)

n-1 n-|\
4y = 2 w0, Ax, <= YA, =g (Ax, =2, -x,).
k=0 6—Qy-o

Demak, / nol yuzali chiziq. »

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha ifodalasa
bo’ladi.

2-teorema. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi
¢Q nol yuzali chiziq bo’lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar (Q) shakining chegarasi dQ har biri y = f(x)e C[a,e] yoki
x=gly)e C[c,d] funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziglardan tashkil
topgan bo’lsa, u holda (Q) shakl yuzaga ega bo’ladi.

2". Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

I). Agar tekislikdagi (Q,). (Q,) shakllar yuzaga ega bo'lib, @-,)C(Q’Z)
bo’lsa, u holda

Q=0
bo’ladi.

2). Agar (Q,) va (Q,) shakllar yuzaga ega bo’lsa, u holda (Q,)U(Q,) ham
yuzaga ega bo’lib, (Q,)U(Q,) shaklning yuzi (Q,) va (Q,) shakllar yuzalarining
yig’indisidan katta bo’lmaydi.

Agar bu (Q,) va (Q,) shakllar chegaralaridan boshqa umumiy nuqtaga ega
bo’lmasa, ya’ni

@)N(,)=2
bo’lsa, u holda (Q,)U(Q,) shaklning yuzi (Q,) va (Q,) shakllar yuzalarining
yig'indisiga teng bo’ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.

3". Tekis shakini bo’laklash. Tekislikda biror yuzaga ega (Q) shakl berilgan
bo’lib,

©)(©@,) ()
shakllar uning yuzaga ega bo’lgan qismiy shakllari, ya’ni
©)c©0) (k=12...n)
bo’lsin. Agar (Q,).(Q,) ... (Q,) shakllar uchun
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N (@)u@,)u U,)=0.

2) ixtiyoriy (Q,) va (Q,) lar (k=1.2,..,n. i=12,...n) umumiy nuqtaga
(chegaradagi nugtalardan boshqa) ega bo’lmasa, (Q,).(Q,)...(Q,) lar (Q) da
bo’laklash bajaradi yoki (Q) shakl (Q,).(Q,) ...(Q,) shakllarga bo’laklangan
deyiladi. (Q) shaklni (Q,).(Q,)....(Q, ) larga bo’laklashni 7 bilan belgilanadi:

P={0).©,)..@,)}

d(Q))= sup p((x".y).(x".»"))
(x".v)e @) "y)e(0,) k=12.3,..n)
miqgdorlarning eng kattasi P bo’laklashning diametri deyiladi va A, kabi
belgilanadi:

Ushbu

Ap = I’Zf’; d ((Qk ))
Masalan, ushbu
@)= {(x,y)e R' x,<x<x,. y,<y< )’,.l}
(k=012..,n-1; i=0,12,. . m-1 xy=a x,=6Y,=CV,=d)
to’g’ri to’rtburchaklar
(Q):{(x.y)e R* a<x<ae. cﬁysd}
shaklni P bo’laklashni hosil qiladi, bunda

Ap= max (,/Axf +Ay,z)
O<kzn-1
O<esm-|

Ay =X~ % By, =y,

4". R’ fazoda jismning hajmi. R’ fazoda Dekart koordinatalar sistemasi
berilgan bo’lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday
sirtlarning bir nechtasi bilan) o’ralgan (’) jismni (R’ fazo qismini) qaraylik. (')
jismni o’rab turgan sirtni - () jismning chegarasini d¥ bilan, (*)UaV ni ()
bilan belgilaymiz:

7)=)Uov
Masalan, koordinatalari ushbu
2+ y2 +zl<l
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x, y, =) nuqtalardan tashkil topgan
(5)= {(x,y,:)e R XF+yleic l}
to’plam, markazi (0,0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni — jismni ifodalaydi.
Uning chegarasi
oS = {(x.y,:)e R* x*+y*+:t= }

sfera bo’ladi. Bunday jism-shar hajmiga ega va V' = %ﬂ' ga teng. Umuman, fazoda

ko'pyoqliklaming hajmga ega bo’lishi va uni topish qoidalari 0’quvchiga ma’lum
deb hisoblaymiz.
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Endi R’ fazoda (') jism bilan birga (F) va (G) ko’pyoqlarni qaraymiz.

Agar (F) ko'pyoglikning har bir nuqtasi (17) ga tegishli bo’lsa, (F)
ko’pyoqlik (/) jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda (F)c (17)).

Agar (7) ning har bir nuqtasi (G) ko'pyoglikka tegishli bo’lsa, (G)
ko’pyoqlik () jismni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda (V)< (G)).

Agar F va G lar mos ravishda (F) va (G) ko’pyogliklarning hajmlari
bo’lsa, unda

F<G
bo’ladi.

Aytaylik, (") jismning ichiga joylashgan ko’pyogqliklar hajmlaridan iborat
to’plam {F}, jismning o'z ichiga olgan ko’pyoqliklar hajmlaridan iborat to’plam
{G} bo’lsin. Unda

sup{Fi=V., inf{G}=V"
lar mavjud.
3-ta’rif. Agar

Vo=V’

tenglik o’rinli bo’lsa, (I) jism hajmga ega deyiladi. Ushbu
Vo=V’

miqdor (V) jism hajmga ega deyiladi. Uni V kabi belgilanadi:

V=v.=V

Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida bir-biriga
o'xshashlik borligini inobatga olib. jism hajmining mavjudligi haqidagi teoremani
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-teorema. Fazodagi (/') jism hajmga ega bo’lishi uchun Ve>0 son
olinganda ham (/) jismning ichida joylashgan shunday (F) ko’pyogqlik, (V')
jismni 0’z ichiga olgan shunday (G) ko’pyoqliklar topilib, ular uchun

G-F<e¢
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-§. Ikki karrali integral ta’riflari
1". Integralning ta'rifi. Tekislikda biror chegaralangan (D) soha (shakl)
berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo’laklashlari to’plamini J bilan belgilaymiz.
Aytaylik, (D) sohada f(x,y) aniglangan. Bu (D) sohaning

b= {(Dl)v(Dz) ----- (D,)}es3
bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir (D,) (k=1,2,... n) bo’lagida ixtiyoriy
(&.m) (k=1,2,...n) nugtani olaylik. Berilgan funksiyaning (¢,.7,) nugtadagi
qivmati f(&,.n,) ni D, (D, —(D,) sohaning yuzi) ga ko’paytirib, quyidagi

o= & m)D;
k=|
yig’indini tuzamiz.
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I-ta’rif. Ushbu
U:;f(‘fk-ﬂk)Dk
=1

yig’indi, f(x.y) funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig-indisi deb
ataladi.

Masalan, f{(x,y)=xy funksiyaning (D) sohadagi integra! yig"indisi

o =§f(§k-ﬂk)0k =kZI§/Jth
bo’ladi, bunda
& n)ed) (k=12..n)

Yuqorida keltirilgan ta’rifdan ko’rinadiki, f(x,y) funksiyaning integral
yig'indisi o qaralayotgan f(x,y) funksiyaga, (D) sohaning bo’laklash usuliga
ham har bir (D, ) dan olingan (&, .7, ) nuqtalarga bog’liq bo’ladi:

op =0, (f: &)
Endi (D) sohaning shunday
PP P, .. (17.4)
bo’laklashlarni qaraymizki, ularning diametrlaridan tashkil topgan
Apidp, o A,
ketma-ketlik nolga intilsin: A, —0. Bunday F, (m=1,2...) bo’laklashlarga

nisbatan f(x, y) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:

Om =k’z:f(§k' nk)DI: .

Natijada D sohaning (17.4) bo’laklariga mos f(x.y) funksiya integral
yig“indilari qiymatlaridan iborat quyidagi
01,05, ... 0. ...
ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (&,.7,) nuqtalarga
bog’lig.
2-ta’rif. Agar (D) sohaning har qanday (17.4) bo’laklashlar ketma-ketligi
{P, } olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {o,, } ketma-
ketlik, (£,.7,) nugtalari tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vaqt

bitta J songa intilsa, bu J son ¢ yig’indining limiti deb ataladi va u
lim o= lim Y f(&.m,)D, =J
T, =0 Ap 0,7
kabi belgilanadi.
Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
3-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham, shunday &>0 topilsaki, (D)
sohaning diametri 4, <& bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (D)
bo’lakdagi ixtiyoriy (&,.7,) lar uchun
lo-J|<e
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tengsizlik bajarilsa, J son ¢ yig'indining limiti deb ataladi va u

limo=J

Ap—0
kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar A, -0 da f(x.y) funksiyaning integral yig’indisi o chekli

limitga ega bo’lsa, f(x.v) funksiva (D) sohada integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu o yig’indining chekli limiti J
esa f(x,y) funksiyaning (D) soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman integrali)

deyiladi vau
[Jrx.yD
(D)

kabi belgilanadi. Demak,

”f(x,y)fD= lim o= lim Zf(ékv’]k)Dk'
() Ap o0 Zp 20,7
Masalan. f(x,y)=C (C =const) funksiyaning (D) soha bo’yicha integral
yig’indisi
6=3C D,=C D
k=1

bo’lib, 4, -0 da /im o =CD bo’ladi. Demak,

Ap—0
[[cap=cp.
(]
Xususan, f(x,y)=1 bo’lganda
[[dD=D
(D)
bo’ladi.
I-eslatma. Agar f(x.y) funksiya (D) sohada chegaralanmagan bo’lsa, u shu
sohada integrallanmaydi.

2". Darbu yig'indilari. Ikki karrali integralning boshqacha ta’rifi.

1). Darbu yig’indilari. f(x,y) funksiya (D)c R? sohada berilgan bo’lib, u
shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday o’zgarmas m va M sonlar
mavjudki, ¥(x,y)e (D) da

m< fx,y)< M
bo’ladi.

(D) sohaning biror P bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har bir (D,)
(k=1,2....n) bo’lagida f(x,y) funksiya chegaralangan bo'lib, uning aniq
chegaralari

my =inf{f(x.y). (x.¥)e(D,)}, M, =sup{f(x.y): (x.y)e(D,)}
mavjud bo’ladi. Ravshanki, V(x, y)e (D,) uchun
m, < fx.y)< M, (17.5)
tengsizliklar o'rinli.
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S-ta’rif. Ushbu
s=ymD,. S=>MD,
k=1 k=1

yig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig’indilari deb ataladi.

Bu ta’rifdan, Darbu yig'indilarining f(x, y) funksiyaga hamda (D) sohaning
bo’laklashiga bog’liq ekanligi ko’rinadi:

§= SP(f), S=SI-’(f)-
Shuningdek, har doim
s<§

bo’ladi.

Yugqoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:

Z”’kD/( < Zf(é/v”k )Dk < ZMka
k=) k=1 k=1

Demak,
sp(N)g0p(f. &m)sSu(f).
Shunday qilib, f(x,y) funksiyaning integral yig’indisi har doim uning Darbu
yig'indilari orasida bo’lar ekan.
Aniq chegaraning xossasiga ko’ra
m<m,, My <M (k=12,.,n)
bo’ladi. Natijada ushbu

s=>mD,2mY D, =mD,
k=l k=1

S=3M,D,SMY D, =MD
k=)

k=l
tengsizliklarga kelamiz. Demak, VP € 3 uchun

mD<s<S<MD (17.6)
bo’ladi. Bu esa Darbu yig’indilarining chegaralanganligini bildiradi.

2) Ikki karrali integralning boshqacha ta'rifi. f(x,y) funksiya (D)c R*
sohada berilgan bo’lib, u shu sohada chegaralangan bo’lsin. (D) sohaning
bo’laklashlari to’plami S={P} ning har bir P 3 bo’laklashiga nisbatan f(x,y)
funksiyaning Darbu yig’indilari s,(f), S,(f) ni tuzib,

{sp (U} 8- (N}
to’plamlarni qaraymiz. Bu to’plamiar (17.6) ga ko’ra chegaralangan bo’ladi.

6-ta’rif. {s,(f)} to’plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y) funksiyaning (D)

sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi vau

J= Jnj)f (x.y)aD

kabi belgilanadi.
{S,(f)} to’plamning aniq quyi chegarasi f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi
yuqori ikki karrali integrali (yuqori Riman integrali) deb ataladi va u

210



J = (H)f(x.y)dD
kabi belgilanadi. Demak,
i=ﬂ{&wﬁb=nwbk7=Hf&yﬁ0=mﬂﬂ.
D

(D)
7-ta’rif. Agar f(x,y) funksiyaning (D) sohada quyi hamda yuqori ikki kar-
rali integrallar bir-biriga teng bo’Isa, f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi
deb ataladi, ularning umumiy giymati

J =[] £Ge.MD = [] 5 .5)iD
(D) (»)
f(x.y) funksiyaning (D) sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali)
deyiladi vau

{J (. p)dD

)
kabi belgilanadi. Demak,

{[ G yMD = [[ fx,¥)dD = [[ f(x.y)dD

(p) (D) (0)
Agar

(ﬂ)f(x')’)dD # (ﬁ)f(x.y)dD

bo'lsa, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanmaydi deb ataladi.

3-§. Ikki karrali integralning mavjudligi

S (x.y) funksiyaning (D)< R? soha bo’yicha ikki karrali integrali mavjudligi
masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo (D) sohaning hamda Darbu
yig'indilarining xossalarini keltiramiz.

(D) sohaning bo’laklashlari xossalari 1-qism. 9-bobda o’rganilgan [a, ]
segmentning bo’laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil
mulohaza asosida olib borilishini e’tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz
keltirishni lozim topdik.

f(x.y) funksiyaning Darbu yig’indilari xossalari haqidagi vaziyat ham xuddi
shundaydir.

Faraz qilaylik. 3-{P}-(D) soha bo’laklashlari to’plami bo’lib, P €3,
P, €3 bo’lsin:

£ ={D).(D,)..(D,)}
£, ={(D)).(D5)...(D}.)}.

Agar P, bo’laklashdagi har bir (D) (i=1,2,...n) P, bo’laklashdagi biror
(D) (i=1.2,....n") ning qismi bo’lsa, £, bo’laklash P, ni ergashtiradi deyiladi va
R, c P, kabi yoziladi. Ravshanki, P, ¢ P, bo'lsa,
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Ay <Ay
bo’ladi.
1°. Darbu yig'indilarining xossalari. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan
va chegaralangan bo’lsin. (D) sohaning P bo’laklashini olib, bu bo'laklashga
nisbatan f(x, y) funksiyaning integral va Darbu yig’indilarini tuzamiz:

0:Gl'(fr‘fk-ﬂk)zéf(ék"h)Dkv
stfl(f)=§”‘k0k

S:S,,(f): Z/uka .
k=t

1) V&>0 olinganda ham (£,.77,)e(D,) nuqtalami (k=1,2.....n) shunday
tanlab olish mumkinki,
0<S,(f)-op(f)<e.
shuningdek, (&,.7,)e (D,) (k=1.2....n) nuqtalarini yana shunday tanlab olish
mumkinki,
0<0,(f)-s,(f)<e
bo’ladi.
Bu xossa Darbu yig’indilari s,.(f). S,(f) lar uchun integral yig’indi o,(f)

muayyan bo’laklash uchun mos ravishda aniq quyi hamda aniq yuqori chegara
bo’lishini bildiradi.

2) Agar P, va P, lar (D) sohaning ikki bo’laklashlari bo’lib, £ c P, bo’lsa,

u holda
Sp, (f)Ss,,z (f) Sl’| (f)Z SPZ (f)
bo’ladi.

Bu xossa (D) sohaning bo’laklashdagi bo’laklar soni orta borganda ularga
mos Darbuning quyi yig'indisining kamaymasligi, yuqori yig’indisining esa
oshmasligini bildiradi.

3) Agar P, va P, lar (D) sohaning ixtiyoriy ikki bo’laklashlari bo'lib. sp, (N,
Sp (f) va Sp, (). Sp, (f) 1ar f(x,y) funksiyaning shu bo’laklashlarga nisbatan
Darbu yig’indilari bo’lsa, u holda

Sp, (f)S Sl’; (f) Sr, (f)SSp, (f)
bo’ladi.

Bu xossa, (D) sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig'indilar
to’plami {sp(f)} ning har bir elementi (yuqori yig’indilar to’plami {SI,(f)} ning
har bir elementi) yugori yig'indilari to’plami {Sp(f)} ning istalgan elementidan
(quyi yig’indilar to’plami {s,,(f)} ning istalgan elementidan) katta (kichik)
emasligini bildiradi.
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4) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u
holda
suplsp (£} inf (S, (N
bo’ladi.

Bu xossa f(x,y) funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning yuqori ikki

karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
J<J

5) Agar f(x,y) fusksiya (D) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u
holda V& >0 olinganda ham, shunday & >0 topiladiki, (D) sohaning diametri
Ap <& bo’lgan barcha bo’laklashlari uchun

Sp(NN<d+e ©0<S,(f)-T<e¢) (17.7)
sp(f)>L-& (0<J-s,(f)<s)
bo’ladi.

Bu xossa f(x.y) funksiyaning yugori hamda quyi integrallari 2, —»0 da
mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig’indilarining limiti ekanligini
bildiradi:

Tl Sp(r), L= lim sp(f)

2" Ikki karrali integralning mavjudligi. Endi ikki karrali integralning
mavjud bo’lishining zarur va yetarli shartini (kriteriysini) keltiramiz.

1-teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun,
Ve >0 olinganda ham, shunday & >0 topilib, (D) sohaning diametri 4, <&
bo’lgan har qanday P bo’laklashga nisbatan Darbu yig’indilari

Sp(f)-sp(f)< e (17.8)
tengsizlikni qanoatlantirilishi zarur va yetarli.

<Zarurligi. f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga
ko'ra

J=J=J
bo’ladi, bunda

J =supls,(f)}, T =inf{Sp(/)}
Ve >0 olinganda ham, % ga ko’ra shunday &>0 topiladiki, (D) sohaning

diametri A, <& bo’lgan har qanday P bo’laklashiga nisbatan Darbu yig’indilari
uchun (17.7) munosabatlarga ko’ra

) €
S ()-T <50 L=sp(f)<3
S, 5p(f)<e
bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. V& >0 olinganda ham, shunday &>0 topilib, (£) sohaning

diametri A, <6 bo’lgan har qanday P bo'laklashga nisbatan Darbu yig’indilari
uchun

bo’lib, undan
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S, ()-sp()<e
bo’lsin. Qaralayotgan f(x.y) funksiya (D) sohada chegaralangani uchun, uning
quyi hamda yuqori integrallari
L =supls, (1)} I =inf{S(/)}
mavjud va
J<J
bo’ladi. Ravshanki,
sp()S LT <S,(f).
Bu munosabatdan
0<J -4 <8,(f)-s5p(/)

bo’lishini topamiz. Demak, V& > 0 uchun

0<J-J<e
bo’lib, undan J =J bo'lishi kelib chigadi. Bu esa f(x.y) funksiyaning (D)
sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi. »

Agar f(x,y) funksiyaning (D,) (k=1,2,....n) sohadagi tebranishini w,
bilan belgilasak, u holda
$p(f)=s,(f)= ‘Z'(Mk -m)D, = ‘leka

bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu

i w0, <€

k=1
ya’'ni

lim ia)kD,( =0
Ap o0

ko’rinishlarni oladi.

4-§. [ntegrallanuvchi funksiyalar sinfi
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjudligi haqgidagi teoremadan
foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi bo’lishini korsatamiz.
2-teorema. Agar f(x.y) funksiya chegaralangan yopiq (D)c R* sohada
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi.
< f(x,y) funksiya (D) sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Kantor

teoremasining natijasiga asosan, V& >0 olinganda ham, shunday 6 > 0 topiladiki,
(D) sohaning diametri 4, < bo’lgan har qanday P bolaklashida

Se(f)-5,(f)=30,D, <Y Dy =¢€D
k=1 k=]
bo’lib, undan
lim Z":kak =0

Ao 20

bo’lishi kelib chigadi. Demak, f(x,y) funksiya (D) sohada integrailanuvchi. »
(D) sohada nol yuzli I chiziq berilgan bo’Isin.
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I-lemma. V& >0 olinganda ham, shunday & >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri 4, <J bo’lgan P bo’laklashi olinganda bu bo’laklashning I” chiziq
bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig’indisi ¢ dan kichik
bo’ladi.

< Shartga ko’ra [~ - nol yuzli chiziq. Demak, uni shunday (Q) ko’pbo’rchak
bilan o’rash mumkinki, bu ko’pburchakning vuzi Q < ¢ bo’ladi.

I" chiziq bilan (Q) ko’pbo’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb.
I" chiziq nugtalari bilan (Q) ko'pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani
qaraylik. Bu nugqtalar orasidagi masofa o’zining eng kichik giymatiga erishadi. Biz
uni & >0 orqali belgilaymiz. Agar (D) sohaning diametri A, <& bo’lgan P
bo’laklashi olinsa. ravshanki, bu bo’laklashning " chizig bilan umumiy nuqtaga
ega bo'lgan bo’laklari butunlay (Q) ko’pburchakda joylashadi. Demak, bunday
bo’laklar yuzlarining yig’indisi ¢ dan kichik bo’ladi.»

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralangan va bu sohaning
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha
nugqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

< f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning faqat
bitta nol yuzli 7 chizig'ida (I" < (D)) uzilishga ega bo’lib qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo’lsin.

Ve >0 sonni olib, I" chizigni yuzi & dan Kichik bo’lgan (Q) ko’pburchak
bilan o’raymiz. Natijada (D) soha (Q) va (D)i(Q) sohalarga ajratadi.

Shartga ko’ra, f(x,y) funksiya (D)\(Q) da uzluksiz. Demak, Ye&>0
olinganda ham shunday ¢,>0 topiladiki. diametri 4, <5, bo’lgan A
bo’laklashning har bir bo’lagidagi f(x,y) funksiyaning tebranishi w, <& bo’ladi.

Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko’rsatadiki, shu £>0 ga ko’ra,
shunday 3, >0 topiladiki, (D) sohaning diametri A, <&, bo’lgan bo’laklashi
olinsa, bu bo’laklashning (Q) ko'pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan
bo’laklar yuzlarining yig'indisi £ dan kichik bo’ladi.

Endi min{6,,8,}=6 deb, (D) sohaning diametri A,<& bo’lgan P
bo’laklashini olamiz. Bu bo’laklashga nisbatan f(x,y) funksiyaning Darbu
yig’indilarini tuzib, quyidagi

S,,(f)—s,,(f)z ika,, (17.9)
k=1

ayirmani qaraymiz.
Bu (17.9)yig’indining (Q) ko’pburchakdan tashqari joylashgan (D,)
bo’laklarga mos hadlaridan iborat yig’indi

;“’k D,

bo’lsin.
(17.9) yig’indining qolgan barcha hadlaridan tashkil topgan yig’indi
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;‘WD&

bo’Isin. Natijada (17.9) yig’indi ikki qismga ajraladi:

Zw,‘Dk—Zw,‘Dk+Zw‘Dk (17 10)
(D)1(Q) sohadagi bo Iaklarda @, <ebo’ lganhgldan
oD, <eY D, <€D (17 11)
k k

bo’ladi.
Agar f(x,y) funksiyaning (D) sohadagi tebranishini Q bilan belgilasak. u
holda

2 oD, <Q} D,
P £

bo’ladi. (Q) ko’pburchakda butunlay joylashgan P bo’laklashning bo’laklari
yuzlarining yig’indisi & dan kichik hamda (Q) ko’pburchak chegarasi bilan
umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklar yuzlarining yig’indisi ham & dan kichik
bo’lishini e’tiborga olsak, unda

> D, <2
k
bo’lishini topamiz. Demak,
Y w,D, <2Q¢. (1712
k
Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan
imka <&D +2Q¢ = (D +2Q)
k=1
ekanligi kelib chigadi. Demak,
lim Za)ka =0.
Ap =0, l
Buesa f(x,y) funksiyaning (D) sohada integrallanuvchi bo’lishini bildiradi.
f(x,y) funksiya (D) sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziglarida uzilishga

ega bo’lib, barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, uning (D) da integrallanuvchi
bo’lishi yuqoridagidek isbot etiladi. »

5-§. Ikki karrali integralning xossalari

Quyida f(x,y) funksiya ikki karrali integralining xossalarini o’rganamiz.

Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega.
Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.

1) f(x,y) funksiya (D) sohada ((D)c RZ) integrallanuvchi bo’lsin. Bu
funksiyaning (D) sohaga tegishli bo’lgan nol yuzli L chiziqdagi (/. (D))
qiymatlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o’zlashtirishdan hosil
bo’lgan F(x,y) funksiya ham (D) sohada integrallanuvchi bo’lib,
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[[fx.p)dD = [[F(x.y)dD
) (D)
bo’ladi.
<Ravshanki, ¥(x.y)e (D)L uchun

flx.y)=Flx.y).

Shartga ko'ra L nol yuzli chiziq. Unda 1-lemmaga asosan. V¢ >0 olinganda
ham shunday ¢ >0 topiladiki, (D) soha diametri 4, <& bo’lgan har qanday P
bo’laklashi olinganda ham, bu bo’laklashning L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega
bo’lgan bo’laklari yuzlarining yig'indisi £ dan kichik bo’ladi. Shu P bo’laklashga
nisbatan f{x,y) va F(x,y) funksiyalaming ushbu integral yig’indilarini tuzamiz:

a,,(f): 2f(§kr’h)Dk s

O'P(F): Z F(éknnk )Dk
k=1
c,(f) yig'indini quyidagicha ikki qismga ajratamiz:

o,(f)= ;f(‘fk'”k)Dk +§f(§k.'h)0k

bunda ¥ yig'indi L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan (D,) bo’laklar
k

bo’yicha olingan, )  esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan yig’indi.
k
Xuddi shunga o’xshash

o,(F)= Zk:F(ék'ﬂk)Dk *;F(fkv’h)‘Dk'

Agar Y(x,y)e(D)'L uchun f(x.y)=F(x.y) ekanini e'tiborga olsak, u
holda

|‘7P(f) O-P(Fx Z|f(§k ’h) F(gk Uk)Dk ‘WZDk <Me

bo’lishi kelib chiqadi, bunda M = sup|f(x.y)- F(x.y) ((x.y)e(D)'L). Demak,
io,,(f)—a,,(Fl < Me.

Keyingi tengsizlikda A4, — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

Hf(x D = || F(x.y)dD . »
)

2) f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan bo’lib, (D) soha nol yuzli L chiziq
bilan (D,) va (D,) sohalarga ajralgan bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada
integrallanuvchi bo’isa, funksiya (D,) va (D,) sohalarda ham integrallanuvchi
bo’ladi. Va aksincha, ya'ni f(x,y) funksiya (D,) va (D,) sohalarning har birida
integrallanuvchi bo’lsa, (D) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

{[f(x.y)dD = Hf x, y)D + Hf(x y)dD

(D)
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3) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa. u holda
¢f(x.¥) (c = const) ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
[Jefe.y)aD=c ] f(x.y}dD
(0) ()
formula o’rinli bo’ladi.
4) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa. u
holda f(x,y)+g(x.y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
[[U e y)tglx y)dD = [[ f(x. XD % [[ g(x.y)dD
) ) )
formula o’rinli bo’ladi.
I-natija. Agar f(x,y). fix.y)  f,(x.y) funksiyalarning har biri (D)
sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ushbu
afiley)+e filey)+. e, f,(x.y) (c,=const, i=12,..n)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

JI)(CI.fI(X».V)+ e /> (X-}’)+ + ¢, [, (x. y)HD =

(D

=¢ (H)f. (x.yMD +c, (_U)fz (x.y)D + +c, (H)fn (x.y)dD

bo’ladi.
5) Agar f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lib, ¥{x.y)e (D)
uchun f(x,y)>0 bo’lsa, u holda

[ fx.yMD 2 0
(n)
bo’ladi.
2-natija. Agar f(x,y) va g(x.y) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi
bo’lib, ¥(x.y)e (D) uchun

Sxy)selxy)
(_U)f(x,y)iD < [[g(x.y¥D

()

bo’lsa, u holda

bo’ladi.
6) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda
|f (x, y] funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

{{ fCe.y¥D|s {[{f(x.v}dD

() »)

bo’ladi.

7) O’rta qiymat haqidagi teoremalar. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan
va u shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday m va M o’zgarmas
sonlar  m=inf{f(x.y) (x.y)e(D)}, M =sup{f(x,y) (x.y)e(D)} mavjudki,
V(x,y)e (D) uchun

m< f(x,y)s M
bo’ladi.
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4-teorema. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u

holda shunday o’zgarmas u (m < 1 < M) son mavjudki,
[ fGx.y¥D=p-D
)]

bo’ladi. bunda D (D) sohaning yuzi.

3-natija. Agar f(x,y) funksiya yopiq (D) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
sohada shunday (a, 6) (D) nuqta topiladiki,

[[ flx.y)¥D = f(a, 6)dD
M
bo’ladi.

S-teorema. Agar g(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lib, u shu
sohada o’z ishorasini 0’zgartirmasa va f(x,y) funksiya (D) sohada uzluksiz
bo’lsa, u holda shunday (a.¢)e (D) nuqta topiladiki,

[[f(x.y) g(x.y)dD = f(a.6) [ g(x.y)dD
(2] (D)
bo’ladi.

8) Integrallash sohasi o’zgaruvchi bo’lgan ikki karrali integrallar. f(x,y)
funksiya (D) sohada berilgan bo’lib, u shu sohada integrallanuvchi bo’lsin. Bu
funksiya, (D) sohaning yuzga ega bo’lgan har qanday (d) qismida ((d)c (D))
ham integrallanuvchi bo’ladi. Ravshanki, ushbu

J[ e,y iD
(d)
integral (d) ga bog’liq bo’ladi.
(D) sohaning yuzga ega bo’lgan har bir (d) gismiga yuqoridagi integralni
mos qo’yamiz:
¢ (d)-> (”)f(x,y)dD .
d
Natijada funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu

o((@))= (If)f (x.y)dD

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.

(D) sohada biror (x,, y,) nugtani olaylik. (d) esa shu nuqtani o’z ichiga
olgan va (d)c(D) bo’lgan soha bo’lsin. Bu sohaning yuzi d diametri esa A4
bo’Isin.

Agar A —> o da —Q)([(id)) nisbatning limiti /im ———¢(‘(1d)) mavjud va chekli

A0
bo’lsa, bu limit ®((«)) funksiyaning (x,, v, ) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi deb
ataladi.

Agar f(x,y) funksiya (D) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda ®((d))
funksiyaning (x,, y,) nugtadagi soha bo'yicha hosilasi f(x,, y,) ga teng bo’ladi.
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6-§. Ikki karrali integrallarni hisoblash

f(x.y) funksiyaning (D) sohadagi ((D)c Rz) ikki karrali integrali tegishli
integral yig'indining ma’lum ma’nodagi limiti sifatida ta'riflanadi. Bu fimit
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo’lib. uni shu ta’rif bo’yicha hisoblash
hatto sodda hollarda ham ancha giyin bo’ladi.

Agar f(x.y) funksiyaning (D) sohada integrallanuvchiligi ma’lum bo’lsa.
unda bilamizki, integral yig’indi (D) sohaning bo’laklash usuliga ham, har bir
bo’lakda olingan (£,.7,) nuqtalarga ham bog’liq bo’lmay, Ap >0 da yagona
Hf(x,y)dD songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish
)
uchun birorta bo’laklashga nisbatan integral yig’indining limitini hisoblash yetarli
bo’ladi. Bu hol (D) sohaning bo’laklashini hamda (&,.7,) nuqtalarni integral
yig’indini va uning limitini hisoblashga qulay qilib olish imkonini beradi.

17.1-misol. Ushbu

ny dD
)
integral hisoblansin, bunda (D)= {(x,y)e R? 0<x<l1 0¢< y<l —x}.
<Ravshanki, f(x,y)=xy funksiya (D) da uzluksiz. Demak, bu funksiya
(D) sohada integralianuvchi.
(D) sohani

(0u)-{n)e &
((=01,2,..,n-1,k=012,..n-1)

bo’laklarga ajratib, har bir (D, ) da (&,.7, )= (— 5) deb qaraymiz.
nn

U holda
n-ln-1 pdfna-ti ko i n-i 1
= D._: —_———— e ———  —— | =
o= 53 & n)Ds IZOLZMHZ L 2’12}
g (n-]) n(n—l)(Zn—l) nz(n—l)2
iV =— +
2n“,zo(" 7 n( 2 6 4
bo’ladi. Bundan esa
. |
limo=—
n—yx 24

bo’lishi kelib chiqadi. Demak,

nydD:—l—.P

Umuman, ko’p hollarda funksiyalaming karrali integrallarini ta’rifga ko’ra
hisoblash qiyin bo’ladi. Shuning uchun karrali integrailami hisoblashning amaliy
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyati tug’ildi.
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Yuqorida aytib o'tganimizdek, f(x.y) funksiyaning karrali integrali va uni
hisoblash (D) sohaga bog'liq.

Avvalo sodda holda, (D) soha to’g’ri to’rtburchak sohadan iborat bo’lgan
holda funksiyaning karrali integralini hisoblaymiz.

6-teorema. f(x,y) tunksiya (D)= {(x,y)e R a<x<g, c<y< a’} sohada
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar x (xe [a, e]) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida

7e)=1 1te.
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu :

j[f f(x.y)dy]dx
integral ham mavjud va -

(JI!)f(x-y)dD=IEf(x,y)dy]dx

bo’ladi.
< (D) sohani
(ka)= {(x.y)e R? X, SXSX, WSy Sykn}
((=0.1,2,...n~1, k=0,1,2,...,m-1)
bo’laklarga ajratamiz. Bu bo’laklashni £, deb belgilaymiz. Uning diametri

)‘l‘m =maxVAx,2 +Ayf (Ax, =X =X AV = Y ‘Yk)~

Modomiki, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada
chegaralangan bo’ladi. Binobarin, f(x,y) funksiya har bir (D, )} da chegaralangan
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega bo’ladi:

my =inf{f(x.): (x.y)e(Dy)},
My =sup{f(x,y): (x.)e Dy},
((=0,1,2,...,n—1, k=0,1,2,...m—1).

Ravshanki, V(x,y)e(D,) uchun m, < f(x,y)<M, xususan, & elx, x,.,]
uchun ham m, < f(£,.y)< M, bo’ladi. Teoremaning shartidan foydalanib
quyidagini topamiz:

ke +

Vist Vit )
Immdys If(‘fi:Y)dy £ IMikd,V»
Yi Yk Yk
ya’'ni

Ykl
my Ay, < _[f(‘f,)’)‘b’ < Muhy, (A.Vk =Via }’k)~
Vi
Agar keyingi tengsizliklami & ning (k=0,1,2,..,m-1) giymatlarida yozib,
ularni hadlab qo’shsak, u holda
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m-1\ =1V

kZOm,kAy > [rE.y)ays ZM,;‘Ay;

k=0 5,
ya'ni
m-i d m-i
2 My, < If(fp)’)dy =J(E)S I Muby, (i=0,12...n~ 1)
k=0 c k=0
bo’ladi.
Endi keyingi tengsizliklami Ax, (A\', =X, —x,) ga ko’paytirib, so’ng hadlab
qo’shamiz. Natijada

S S Jor, = Sotedas <5 S, s

i=0\4=0 i=0\ k=0
bo’ladi.
Ravshanki,

n-1{m-1 n-1 m-1\ n-1 m-\
Z( 2. m, Ay, )Axl =2, 2mu Ay, =3 > m,D,
1=0\ k=0 i=0 k=0 i=0 k=0

S (x,y) funksiya uchun Darbuning quyi yig’indisi,

n-tfm-1 n-t m-1i
Z(ZM%A}@)A& =3 X MyD, =S

1=0\ k=0 i=0 k=0
esa Darbuning yuqori yig’indisidir. Demak,

n-1
s<YJ(ENY, <S. (17 13)
i=0
Shartga ko’ra f(x.y) funksiya (D) da integrallanuvchi. U holda 4, — 0 da
s [[flx.y}dD, S Hf(x y)dD

(») )
bo’ladi.
(17.13) munosabatda esa,

n-1

ZJ(él)Axl
i=0
yig’indi limitga ega hamda bu limit

J1 £ Ge.yMD
(0)
ga teng bo’lishi kelib chigadi:

Jim S0(e ), = ffr ).
Agar
ap{f,"iugj("f' JAx, = iJ(x)dx
va
fotoms - j[f_f(x.yw]dx
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ekanligini e’tiborga olsak. unda

¢l d
(e b= b s
(D) alc
bo’lishini topamiz. »

7-teorema. f(x.y) funksiya (D)= {(x,y)e R a<x<sc<ys d} sohada
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. Agar y(ye[c,d]) o’zgaruvchining har bir
tayin giymatida

J5)= 7y

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

T[J f (X-y)dr}y

integral ham mavjud va

d| e
e oko= 1| ey
(D) cla
bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. 6-teorema va 7-
teoremalardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.

4-natija. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

d
Agar x(xe[a,e]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida jf(x,y)dy integral

mavjud bo’lsa, y (y€[c.d]) o’zgaruvchining har bir tayin qiymatida | f(x,y)dx

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

i Uf(x.v)dy}a, I[I f(x.y)dv}:y .

integrallar ham mavjud va

(J[!)f(X-y)dD =Iﬁ f(x.y)dy}i‘ = ?{I f(x.y)d’t}’y

bo’ladi.
S-natija. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u
holda

f[ 76510, mf(x.y)d.v}d:. j[:f(x.y)dx

(o
integrallarning har biri mavjud va ular bir-biriga teng bo’ladi.

(*) intcgrallar, tuzilishiga ko’ra, ikki argumentli funksiyadan avval bit
argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o’zgarmas hisoblab turib), so’ng
ikkinchi argumenti bo’yicha olingan integrallardir. Bunday integrallami takroriy
integrallar deb atash (takroriy limitlar singari) tabiiydir.
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Shunday qilib, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy
integrallarni hisoblashga keltirilar ekan. Takroriy integraini hisoblash esa ikkita
oddiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Riman integralini ketma-ket
hisoblash demakdir.

2-eslatma. Yugorida keltirilgan 6-teoremani isbotlash jarayonida ko’rdikki.
to’g’ri to’rtburchak (D) soha, tomonlari mos ravishda Ax,. Ay, bo’lgan to'g’ri
to’rtburchak sohalar (D, ) larga ajratildi. Ravshanki, bu elementar sohaning yuzi
D, = Ax, Ay, bo’ladi.

Avval aytganimizdek. Ax ni dx ga, Ay ni dy ga almashtirish mumkinligini
hamda a<x <6, ¢ < y<d ekanini e’tiborga olib, bundan buyon integralni ushbu

I1 £ G YD
n)
ko’rinishda yozish o'rniga

de

I v ki T] e sy )

kabi ham yozib ketaveramiz.
17.2-misol. Ushbu

Jf ey
o1+ x* + yZ)A
integral hisoblansin, bunda (D)= {(x,y)e R? 0<x<1,0<y< l}.
<integral ostidagi

B X
f( ‘y)_ (l +x? +y2)%

funksiya (D) sohada uzluksiz. Unda garalayotgan ikki karrali integral ham,
]

I——i—j—‘ dx
o (l +xtay? )/2
integral ham mavjud. 7-teoremaga ko’ra

I X
—dx |d
!)IL.([(I"'XZT_}/Z)/Z J)’

integral mavjud bo’ladi va

1
Ty = [ S SN Y
(j;)'.)(lJr)\'2+yz)/z '<[L£(l+,\'2+,\;3)/2
bo’ladi.
Agar

m=‘i‘{(l+x2 +y2)_yzd(l+x2 +y2)=
x=t

1 1 |
B 1+ 5%+ 1:0_\/y2+1 Jy?+2
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bo'lishini hisobga olsak, unda

J1  xdxdy B
1 dy =

(DA +x2+y3¥2"°0 yy* +\ h 2+2
= [y +aly2+ VInfy +2yz42) =i 2

2+ n/2
O +je2+yr e
Endi (D) soha ushbu (E>)= {(x,y)€ A2 a<x<B; P{X)<y <~2(x)} ko’ri-

nishda bo‘lsin. Bunda (p{(x) va 92(x) [a,8] da berilgan va uzluksiz funksiyalar

(54-chizma)
A
y

bl

<pix)

(6] a B X
54-chizma
8-teorema. f(x,y) funksiya (d) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar X (x e [a, <) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida

A*)= \f(x.y)tty
%
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu
J \f(x,y)dydx

integral ham mavjud va

R
\Wf(.x,y)dD=\ \f(*.y)dy |1
©) a i)
bo’ladi.
< (P{x) va 92(x) funksiyalar [a,8] da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga

ko’ra bu funksiyalar [a,e] da o’zining eng katta va eng kichik giymatlariga
erishadi. Ularni
arggge(px(jc) =c. max@2(x) =d
deb belgilaylik.
Endi
(D))= |(jc.y)e R2 a<x<e;c<y<d\



sohada ushbu

x,y), agar {x,y)e(D bo'lsa,
fxy)= {f( ,y aﬁar§ y; gD)) (D) bo'Isa
funksiyani qaraylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya (D,) sohada integrallanuvchi va
integral xossasiga ko’ra

[/ (y)D=[[f"(cy)D+ [[f (x.y)D= Hf(x ydD - (17.14)
(D)) ) (D D)
bo’ladi. Shuningdek, x (x & [a, ¢]) 0’zgaruvchining har btr tayin giymatida

56)=11 ey

integral mavjud va

Ji(x)= If (x.yMy = If (xy)dy+ If (x.y)dy +

nz) (17.15)

+ If(xy)a& If(xy)dy
(07(1 ¢l ‘)
bo’ladi. Unda 6-teoremaga ko'ra

iﬁf'(x,y)dy]au
integral ham mavjud va -
(g)f'(x,y)do{[jf'(x,y)dy}dx
bo’ladi.
(17.14) va (17.15) munosabatdan
[ /e - {Lﬁfi’:(x.yw}a

bo’lishi kelib chigadi.»
Endi (D) soha ushbu

(D)={x1)e B y,()sx<p, () csy<d)
ko'rinishda bo’Isin. Bunda w,(x) va w,(x) [c, d] da berilgan uzluksiz funksiyalar
(55-chizma (a)).
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55-chizma
9-teorem(L f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar y (ye [c, <) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida

()
«/00=\f{x,yytx
()

integral mavjud bo’lsa, u holda
M@
1\f(x,y)dx dy
Yibl
integral ham mavjud va
viiy)
\f(x,y)dD =\ \A* y)dx  dy
(D) !
bo’ladi.
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir.
Faraz qilaylik, (D) soha ((£>)ctf2) yuqorida qaralgan sohalaming har
birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizma (b)).
6-natija. f[x,y) funksiya (o) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar x (x 6 [a, e]) o0’zgaruvchining har bir tayin giymatida

509
\f{x,y)dy

integral mavjud bo’lsa, y (y e [c, c/]) 0’zgaruvchining har bir tayin giymatida
vi(y)
)

\f{x,y)dx

integral mavjud bo’lsa, u holda



ATV @ Yibl
J \f{x.y)dy dx, J\jb,y)dx dy

WO
. _ «[ 92" - x»0)
jj/(x,y)dD =j Vi(x,v)dy * = \f{x.y)dx dy
(0) a ¥ )

bo’ladi.
Bu natijaning isboti 8-teorema va 9-teoremadan kelib chigadi.
Agar (D) soha (56-chizma)

56-chizma
tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yuqgorida o’rganilgan sohalar
ko’rinishiga keladigan qilib boMaklarga ajratiladi. Natijada (D) soha bo’yicha ikki
karrali integral ajratilgan sohalar bo’yicha ikki karrali integrallar yig’indisiga teng
bo’ladi. Shunday qilib, biz integrallash sohasi (D) ning yetarli keng sinfi uchun
karrali integrallarni takroriy integrallarga keltirib hisoblash mumkinligini
ko’ramiz.
17.3-misoL Ushbu
Ne~r dxdy
(D)
integral hisoblansin, bunda (£>)=|(X,.y)e R2:0 <x <y; 0<y <I}.
< Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O’sha teoremaga ko’ra

2 ' 2
jfe~y dxdy =1 [jye~y dx dy
0
bo’ladi. Keyingi tenglikning o’ng tomonidagi integrallarni hisoblab quyidagilami

topamiz:
y



! o2 _l' _yt 2 __l oy
Iye dy—zje d(y )— 2e

0 [

Demak,

He‘-"z dxdy = ]—(l - l) >
(D) 2 e
17.4—misol. Ushbu

[[x+y drdy
(D)

integral hisoblansin, bunda (D)= {(x,y)e R* 0<x<1,0<y<]- x}.
<4 Bu holda 6-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O’sha teoremaga ko’ra

1 1-x
ffdx+y dxdy:j[ fVx+y dy}dx
(D) ol o
bo’ladi. Integrallarni hisoblab topamiz:
I{i-x 1 2 S yv=
j'[ fJx+y d)’]dx=f(§\/ x+y) )
ol o 0 y=

Demak,

=22

0 0

[[Vx+y dsdy=2»
() 3

Bu keltirilgan misollarda sodda funksiyalaming sodda soha bo’yicha ikki
karrali integrallari qaraldi. Ko’p hollarda sodda funksiyalarni murakkab soha

bo'yicha, murakkab funksiyalarni sodda soha bo’yicha va ayniqsa, murakkab
funksiyalarni murakkab soha bo'yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to’g’ri
keladi. Bunday integrallarni hisoblash esa ancha qiyin bo’ladi.

7-§. Ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish
flx.y) funksiya (D) sohada ((D)c Rz) berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning

ikki karrali
[] £ (x.y)txay
()
integrali mavjudligi ma’lum bo’lib, uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, f(x,y)
funksiya hamda (D) soha murakkab bo'lsa, integralni hisoblash giyin bo’ladi.
Ko'pincha, x va y o’zgaruvchilarni, ma’lum qoidaga ko’ra boshqa
o’zgaruvchilarga aimashtirish natijasida integral ostidagi funksiya ham,
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi.
Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o’zgaruvchilammi almashtirish
bilan shug'ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chiziqli
koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chizigli koordinatalarda ifodalanishini
keltiramiz.
Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma).
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Vi _/
vh 7
‘\\A/
) ) Un 7
57-chizma

Birinchi tekislikda to’g’ri burchakli Oxy koordinata sistemasini va
chegaralangan (D) sohani qaraylik. Bu sohaning chegarasi 8D sodda, bo’lakli-
sillig chiziqdan iborat bo’lsin. Tkkinchi tekislikda esa to’g’ri burchakli Ouv
koordinata sistemasini va chegaralangan (A) sohani qaraylik. Bu sohaning
chegarasi 0A ham sodda, bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lsin.

@(u,v) va y(u,v) lar (A) sohada berilgan shunday funksiyalar bo’lsinki,
ulardan tuzitgan {p(u,v), y(u,v)} sistema (A) sohadagi (#,v) nugtani (D) sohadagi
(x.y) nugtaga akslantirsin:

¢ (uv)-x,
v (uv)-y.
va bu akslantirishning akslaridan iborat {(x, y)} to’plam (D) ga tegishli bo’lsin.

Demak, ushbu
{x =p(u.v)
y=vuv)
sistema (A) sohani (D) sohada akslantiradi.
Bu akslantirish quyidagi shartlarni bajarsin:
1°. (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish, ya'ni (A) sohaning
turli nuqtalarini (D) sohaning turli nuqtalariga akslantirib, (D) sohadagi har bir
nugta uchun (A) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo’lsin.

Ravshanki, bu holda (17.16) sistema u va v larga nisbatan bir qiymatli
echiladi: u =g, (x,y), v=y,(x.y) va ushbu

{u =¢,(x.y),

(17.16)

(17.17)
V='//1(x:}")

sistema bilan akslantirish yuqoridagi akslantirishga teskari bo’lib, (D) sohani ()
sohaga akslantiradi. Demak,
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ole(x.y) v (x.y))=x
v y)w )=y
2. p(u.v), y(u.v) funksiyalar (A) sohada, @,(u,v), v, (u.v) funksiyalar (D)
sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar ham
uzluksiz bo’lIsin.
3".(17.16) sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilaridan tuzilgan ushbu

(17 18)

O0x O]
g g (17 19)
ou v

funksional determinantning ham (A) sohada noldan fargli (ya’ni (A) sohaning har
bir nuqtasida noldan farqli) bo’lsin. Odatda (17.19) determinantni sistemaning
D(x.y)
D(u,v)

Bu 2° va 3° - shartlardan, (A) bog’lamli soha bo’lganda, (17.19)
vakobianning shu sohada 0’z ishorasini saqlashi kelib chiqadi.

Haqiqatdan ham, J(u,v) funksiya (A) sohaning ikkita turli nuqtalarida turli
ishorali giymatiarga ko’ra, (A) da shunday (u,,v,) nuqta topiladiki, J/(u,.v,)=0
bo'ladi. Bu esa J(u,v)# 0 bo’lishiga ziddir.

3-shartdan (17.17) sistemaning yakobiani, ya’ni ushbu

yakobiani deyiladi va J(u,v) yoki

kabi belgilanadi.

u u
ox Oy
l@év_l
axay‘

funksional determinantning ham (D) sohada noldan farqli bo’lishi kelib chiqadi.
Hagqiqatdan ham, (17.18) munosabatdan
X _ox du ox v

+ 1,

+
2 2le ]

1

11
—
-

+

vle 2|

|
vio 2y ooy
SIREIREIRN
]
L

PP IO
n
I
o

+
pio @YYy

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda
D(x.y) D(u.v) 1
D(u.v) D(x.y)

bo’lib,
D(u,v)

D(Jf.y);t0

Jl(XuV):

bo’lishini topamiz.
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Demak. (D) bog’lamli soha bo’lganda J,(u.v) yakobiani ham (D) sohada
0°z ishorasini saqlaydi.

Yugqoridagi shartlardan yana quyidagilar kelib chiqadi.

(17.16) akslantirish (A) sohaning ichki nugtasini (D) sohaning ichki
nuqtasiga akslantiradi. Hagigatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudligi
haqida teoremaga ko’ra (17.16) sistema (x,, yo) nuqtaning biror atrofida u va v
lami x va y o'zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniqlaydi: u=g,(x,y),
v=y,(x.y). Bunda ¢,(xo.,)= s, ¥,(xs.55)=v, bo’ladi. Demak, (x,.y,) (D)
sohaning ichki nuqtasi. Bundan (17.16) akslantirish (A) sohaning chegarasi 6A ni
(D) sohaning chegarasi 0A ga akslantirishi kelib chiqadi.

Shuningdek, (17.16) akslantirish (A) sohadagi silliq (bo’lakli -silliq) egri
chizig

o @sizp)
ni (D) sohadagi silliq (bo’lakli-silliq) egri chiziq
x = p(ult). (1))
y=y(() V()

ga akslantiradi.
(A) sohada u=u, to’g’ri chizigni olaylik. (17.16) akslantirish bu to’g’ri
chizigni (D) sohadagi
x= ?7(“0 , V)
y=y(u.v)
egri chiziqga akslantiradi. Xuddi shunday (A) sohadagi v=v, to’g'ri chiziqni
(17.16) akslantirish (D) sohadagi

(17.20)

= o(u,.v,) (17.21)
y= V’(”lr"'o)
egri chizigqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziglarni koordinata
chiziglari (17.20) ni v koordinata chizig’i, (17.21) ni esa # koordinata chizig’i)
deb ataladi.

Modomiki, (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda
(D) sohaning har bir (x, y) nuqtasidan yagona v koordinata chizig’i (# ning tayin
o’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq), yagona u koordinata chizig’i (v ning
tayin 0’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq) o’tadi. Demak, (D) sohaning shu
(x,y) nuqtasi yuqorida aytilgan « va v lar bilan, ya’ni (A) sohaning (.v) nuqtasi
bilan to’liq aniqlanadi. Shuning uchun u va v lami (D) soha nuqtalarining
koordinatalari deb qarash mumkin. (D) soha nuqtalarining bunday koordinatalari
egri chiziqli koordinatalari deyiladi.

Masalan, ushbu
x=pcose

V= peosp (=0 0<gp<2n)
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sistema  (A)= {(u, v)eR? 0<p<+m, 0<p< 27z} sohani Oxy tekislikka
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani

I v)= lcos@ -psing| _
’ | sinp pcose

bo’ladi.

p va ¢ lar (D) soha nuqtalarining egri chizigli koordinatalari bo’lib, shu
sohaning koordinat chiziglari esa. markazi (0.0) nuqtada, radiusi p ga teng ushbu
2y yz _ pz
aylanalardan (v koordinat chiziglari) hamda (0, 0) nugtadan chiqgan ¢ = p,

(0< p, < 27) nurlardan (v koordinat chiziglari) iborat.

Faraz qilaylik, ushbu
x = olu.v)
y=vuy)
sistema (A) sohani (D) sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi 1°-3°-
shartlami bajarsin. U holda (D) sohaning yuzi

D = [f|J (. v)dudv = H;D(" 2 dudy (17.22)
)

bo’ladi.

Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-bob, 3-§).

S(x,y) funksiya (D) sohada ((D)c RZ) berilgan va shu sohada uzluksiz
bo’lsin. (D) esa sodda, bo’lakli-silliq chiziq bilan chegaralangan soha bo’lsin.
Ravshanki, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

Aytaylik, ushbu

x = o(u,v)

y=yuv) .
sistema (A) sohani (D) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi 1°3°-
shartlarni bajarsin.

Har bir bo’luvchi chizig’i bo’lakli-sillig bo’lgan (A) sohaning P, bo’laklani-
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasida (D) sohaning P, bo’laklanishi hosil
bo’ladi. Bu bo’laklanishga nisbatan f(x,y) funksiya integral yig’indisi

o= ,,ii:.f(ﬁ"’"" )Dk

ni tuzamiz. Ravshanki,

["" 0° I‘m Zf(fk D, = Hf(x ydxdy .
(v)
Yugorida keltmlgan 7. 22) formulaga ko'ra

= {[|(uv)duav

(a,)
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bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:
D, =|J(u,:. v;]<A‘. ((u,( v;)e (A,‘))

bunda A, ~(A,) ning yuzi. Natijada o yig’indi ushbu

= Zf(ék'ﬂk”‘/(ul:'v;lAk
k=1
ko’rinishga keladi.
(&:.7,) nuqtaning (D, ) sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanligidan foydalanib, uni
olu. )=
vl vi)=m
deb olish mumkin. U holda

o= éf(tp(u;,v;) V/(u;,v;))'J(u;,v;lAk
bo’ladi.
Ravshanki,

S, x), (. x)) |/ (u.v)

funksiya (A) sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U holda
Jim o= lim Zf((a(u,: Vs ) y/(u;,v; ))IJ(u,:v,, )’A,, =
Py Py 0% =)
— [ lolu )l v
(»)

bo’ladi.
Ap, 0 da A, — 0 bo’lishini e’tiborga olib, topamiz:

(H)f (x.y)dedy = (H)f (e v). (e V) (v Jeudv (17.23)

Bu ikki karrali integralda o’zgaruvchilarni almashtirish formulasidir.

U berilgan (D) soha bo’yicha integralni hisoblashni (A) soha bo’yicha
integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) da o’ng tomondagi integralni
hisoblash engil bo’lsa, bajarilgan o’zgaruvchilami almashtirish 0”zini oqlaydi.

17.5-misol. Ushbu

[
oy 1+ x4+ y
integral hisoblansin, bunda
(D)= {(x.y)e R* x*+y*< l;y>0}
markazi (0, 0) nuqtada, radiusi I ga teng bo’lgan yuqori tekislikdagi yarim doira.
<4 Berilgan integralda o’zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz:
X=pcose,
y=psing
Bu almashtirish ushbu
a)= {(p,(p)e R O<gp<mn, 0<p<l}
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to’g’ri to’rtburchakni (D) sohaga akslantiradi va u 1°-3%shartlarni qanoatlantiradi.
Unda (17.23) formulaga ko’ra

(/))\/r dxdy = .U IJ(p ¢1dpd¢

bo’ladi. Bunda yakobian J(p.@)=p bo ladl. Bu tenglikning o’ng tomondagi
integralni hisoblab topamiz:

(H): (. o¥ipdp = I(Idfﬂ),/ L2 pip=x I
Demak, L
1-x-y? L4
Bt = T -0>

8-§. Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash

f(x.y) funksiya (D) sohada ((D)e RZ) berilgan va shu sohada
integrallanuvchi, ya’ni

pdp——(fr 2).

(I [ f(x.y)xdy (17.23)
n)
integral mavjud bo'lsin. Ma’lum ko’rinishga ega bo’lgan (D) sohalar uchun
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Ravshanki, f(x,y) funksiya
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko’rinishga ega
bo’lsa, unda (17.23) integralni hisoblash ancha qiyin bo’ladi va ko’p hollarda
bunday integralni taqribiy hisoblashga to’g’ri keladi.

Ushbu paragrafda (17.23) integralni taqribiy hisoblashni amalga oshiradigan
sodda formulalardan birini keltiramiz.

Aytaylik, f(x.y) funksiya (D):{(x,y)e R* a<x<gc Sysd} to’g’ri
to'rtburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga
ko'ra

1] f (e, y Yxdy = f[ff(x.y)dy]da (17.24)
() ale

bo’ladi.
Endi

[rdy. (celaa)

integralga i-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to’g’ri to’rtburchaklar
formulasini tatbiq etib, ushbu

TGy =25 rle.,..) (xelae) (17.25)
¢ L P ?

taqribiy formulani hosil qilamiz. So’ng
If(" Vi *{ hx
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integralga yana o’sha (9.53) formulani gqo’llab, quyidagi

j‘f(x,)’k,%)i‘z8;{12/(«\7;,%-}’“%) (17.26)

taqribiy formulaga kelamiz.
Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan

17 /(e y)ieay ~ €= 2Nd =c) "xd < "i'"zlf( o ) (17.27)

(" i=0k=0
bo’lishi kelib chigadi.
Bu ikki karrali integralni taqribiy hisoblash formulasi, «to’g’ri
to’rtburchaklar» formulasi deb ataladi.
Shunday qilib, «to’g’ri to’rtburchaklar» formulasida. ikki karrali integral
maxsus tuzilgan yig’indi bilan almashtiriladi. Bu yig'indi esa quyidagicha tuziladi:
(D)= {(x y)eR*:a<x<s,.c <y<d} to’g’ri to’rtburchak nm ta teng

(Dy)= {(x V)ER X, <x<x,,., W <y<y,“,} (i=012..m-1, k=012,
n—1) to’g’ri to’rtburchaklarga ajratlladl. Bunda

_ d-
i , yk-c+k——c
n

x,=a+i
Har bir (D,) ning markazi bo’lgan (x,,.y,,,) ((=0.L2..m-
2 K
k=0,1,2,.. n-1) nuqtada f(x.y) funksiyaning qiymati VERO AR

hisoblanib, uni shu (D, ) ning yuziga ko’paytiriladi. So’ngra ular barcha i va &
lar (i=0,1,2,.,m—1, k=0,1,2,..., n—1) bo’yicha yig’iladi.
Odatda, har bir taqgribiy formulaning xatoligi topiladi yoki baholanadi.

Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o’rganish mumkin.
17.6-misol. Ushbu

1
(‘g)(x +y+ l)z ey
integral tagribiy hisoblansin, bunda
(D)={x.y)e R* 0<x<l0<y<l).
< (D) ni ushbu to’rtta bo’lakka bo’lamiz:

(D.o>={(x.y>e R
(D,.)={



Bu bo’laklarning markazlari

@) G2 G lJ 3

nugtalarda
X
flay)= Gxryf y)
funksiyaning giymatlarini hisoblab, (17 23) formulaga ko'ra
[[-———5dxay = 02761

(D)(l +x+ y)
bo’lishini topamiz Bu integralning aniq qiymati esa

P — e I[I—i"——}zy = ln% =0,287682...

(,,)(I +x+y)2 (l +Jr+y)z
bo’ladi. »

9-§. 1kki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlari

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglarinikeltiramiz.

1. Jismning hajmini hisoblash. R® fazoda (') jism yuqoridan == f(x,y)
sirt bilan, (bunda f(x,y) funksiya (D) da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari
O: o'qiga parallel bo’lgan silindrik sirt hamda pastdan Oxy tekislikdagi (D) soha
bilan chegaralangan jism bo’lsin.

(D) yopiq sohaning P bo’laklashni olamiz. f(x,y) funksiya (D) da uzluksiz
bo’lganligi sabali, bu funksiya P bo'laklash har bir (D,) bo’lagida ham uzluksiz
bo’llib, unda inflf(x.y): (xy)e(D)y=m,, sup{f(xy) (xy)e(D,)}= M,
(k=1,2,3, ... n) larga ega bo’ladi.

Quyidagi

Ve=2mD,,
k=1
Vg =2 M,D,
k=1
yig’indilami tuzamiz. Bu yig’indilarning birinchisi (¥’) jism ichiga joylashgan
ko’pyoqning hajmini, ikkinchisi esa (V) jismni o’z ichiga olgan ko’pyoqning
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko’pyoqlar, demak, ulaming hajmlari ham f(x,y) funksiyaga

hamda (D) sohaning bo’laklashga bog’liq bo’ladi:
VAszf(f)* Ve =VBP(f)'

(D) sohaning turli bo’laklashlari olinsa, ularga nisbatan (') jismning ichiga
joylashgan hamda (}') jismni 0’z ichiga olgan turli ko’pyoqlar yasaladi. Natijada
bu ko’pyoqlar xajmlaridan iborat quyidagi

AR AD)
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to’plamlar hosil bo’ladi. Bunda {V:(f)} to’plam yuqoridan {V,,"(f)} to’plam esa
quyidan chegaralangan bo’ladi. Demak, bu to‘{plamlaming aniq chegaralari

sup (). inf b1 (7))

mavjud. Shartga ko’ra f(x,y) funksiya (D) yopiq sohada uzluksiz. U holda
Kantor teoremasining natijasiga asosan, V¢ >0 son olinganda ham, % songa
ko’ra shunday & >0 son topiladiki, (D) sohaning diametri A, <& bo’lgan har
qanday bo’laklashi P uchun har bir (D,) da funksiyaning tebranishi
£
Mk -m, < B

bo’ladi. Unda

inf ¥ - supl L (N vF (N)-VI()= gm - glmkok -

= i(M,‘ ~m)D << D, =Lp=¢
k=1 D k=1 D
Demak, (D) sohaning diametri 4, <& bo’lgan har qanday bo’laklanishi
olinganda ham bu bo’laklanishga mos (/') jismning ichiga joylashgan hamda bu
() ni 0’z ichiga olgan ko’pyoq hajmtari uchun har doim

0< inf{V{(f)}— sup{l/:(f)}< £

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan esa

inf Y5 (f)}=supby (1)} (17.28)
tenglik kelib chigadi. Bu tenglik (P) jism hajmga ega bo’lishini bildiradi.

Endi yuqorida o’rganilgan V[ (f), ¥, (f) yig'indilarni Darbu yig’indilari
bilan taqqoslab, V5 (f) ham ¥ (f) yig’indilar f(x,y) funksiyaning (D) sohada
mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori yig’indilari ekanini topamiz. Shuning

uchun ushbu
s L1}, inf 5 (1)
miqdorlar  f(x, y) funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari

bo’ladi, ya’ni
supy{ (/)= [[ /ey, inf ¥4 (f))= I reyhio
D D
Yuqoridagi (17.28) munosabatga ko’ra

[[ f(x.y)dD = ([ f(x.y)aD
D) (n)
tenglik o’rinli ekani ko’rinadi. Demak,
1762240 = [ ey D [[ 15 7h-

(L) ()
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Shunday qilib, bir tomondan, qaralayotgan (/') jism hajmga ega ekani
ikkinchi tomondan, uning hajmi f(x,y) funksiyaning (D) soha bo’yicha ikki
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Demak, (V) jismning hajmi uchun ushbu

v =[] f(x.ydD (17.29)
n)
formula o’rinli.
17.7-misol. Ushbu
Xl yZ 72
—_—+ e + puliy <1
(Iz 8" CZ

ellipsoidning hajmi topilsin.
<Bu ellipsoid = =0 tekislikka nisbatan simmetrikdir. Yuqori gismini (= >0)
o'rab turgan sirt

1T
bo’ladi.
Yuqoridagi (17.29) formulaga ko'ra ellipsoidning hajmi (V'):

2 2
v :2cjj,ll—‘—z--"—zdx¢v
n) a L}

bo’ladi. bunda
)2
(D)= {(x y)e R? x_z + Zz“ < l}-
a‘ @
Integralda
X=apcosy
7.
y=epsing (17.30)

almashtirishni bajaramiz. Bu sistemaning yakobiani
acosg ésing
J(p.p)= .
~apsing 8pcos@
ho’ladi. (17.30) sistema (A)={(p.p)e R? 0<p<l 0<p<2z} sohani (D)
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko’ra

2 3
J‘J’ 1_%_-"_24,“1}, = II,/]—pzaepdpdgo
(D) a s (a)

=a-6-p

bo’ladi. Demak,
il
V=2aecﬂwll—pzpdpd(p=2aac_[l:'fd(o}[1—pzpd =
(a) oL o
:4naecjl‘\ﬁ——pzpdp=47ﬂasc.
0

Shunday qilib, ellipsoidning hajmi
4
V=-raec
3
bo’ladi. »
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2°. Yassi shakining yuzi. Ushbu bobning 1-§ ida (D) sohaning yuzi quyidagi
D= [[dD= [ dra
() )
integralga teng bo’lishini ko'rdik. Demak, ikki karrali integral yordamida yassi
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan.
Xususan, soha

(D)={x.y)e R a<x<s 0<y< f(x)}
egri chizigli trapesiyadan iborat bo'lsa ( f(x) funksiya [a, ¢] da uzluksiz) u holda

s[r(x) &
P | fdy}m f r(epe
(n) al 0 a
bo’lib, 1-qism, 10-bob, 2-§ da topilgan formulaga kelamiz.
17.8-misol. Ushbu
2, 2 2, .2
x=y +a s x=y +6 s (0<a<8)
2a 26
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
<4 Bu chiziglar parabolalardan iborat (58-chizma).
[

y
//
\/E i b i :;.,;/‘/
.f/)":
Pl )
s !
A
£ 4 ‘
£ !
0l a (\ 6 §a+e X
2002\ P2
N\
58-chizma
Quyidagi
2 2
[ rea
4 220 ,
P-z_uzzo
2¢

sistemani echib, parabolalaming kesishgan nuqtalari

e (.
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ekanini topamiz. Qaralayotgan shakl Ox o'giga simmetrik bo’lishini e’tiborga
olsak, u holda (D) ning yuzi
D =2 || dxdy
)
bo’ladi. bunda

(0)={x.y)e R y;zﬂisxs-"l?;“z 0<y<as).
a Z8

Integralni hisoblab, quyidagini topamiz:

_Vz -e?
Jae| 24 Vas (2 2 2 2
ffaray = | deLw [ T Oy
a

0y) 0]y, b 2¢ 2

Demak,

D= [[dxdy =2 (s - a) Jac .»
() 3

3", Sirtning yuzi va uning karrali integral orqali ifodalanishi. 1kki karrali
integral yordamida sirt yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi
tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, z = f(x.y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Bu funksiyaning grafigi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo’lsin.

3

. i} -= f(x'y)
‘:w‘\_‘“
S
4” \.‘ -
Q . N >
! . x
y
59-chizma

(D) sohaning P bo’laklashni olaylik. Uning bo'laklari (D,), (D,).... (D,)
bo’lsin. Bu bo'laklashning bo’luvchi chiziglarini yo’naltiruvchilar sifatida qarab,
ular orqali yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirtlar o’tkazamiz.
Ravshanki, bu silindrik sirtlar (S) sirtni (S,).(S,). ... (S, ) bo’laklarga ajratadi. Har
bir (D,) (k=1.2,..., n) da ixtiyoriy (£,,7,) nugta olib, () sirtda unga mos nuqta
(&,.1,.20) (=, = f(£,.7,)) ni topamiz. So’ng (S) sirtga shu (£,,7,.=,) nugtada
urinma tekislik o’tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma tekislik gismini (7;) bilan, uning

yuzini esa 7, bilan belgilaymiz.

241



Geometriyadan ma’lumki, (D, ) soha (7, ) ning ortogonal proeksiyasi bo’lib,
D, =Tjcosy,| (17.31)
bo'ladi, bunda y, -(S) sirtga (£,,7,.2,.) (5, = f(&,.7,)) nuqtada o’tkazilgan
urinma tekislik normalining O- 0’qi bilan tashkil etgan burchak.
Ravshanki, 4, =0 da (S,) (k=1,2.... n) ning diametri ham nolga intiladi.
Agar 4, —»0 da

2T
k=l
yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, bu limit (S) sirtning yuzi deb ataladi. Demak,
(S) sirtning yuzi
= lim ZT,( (17.32)

Ap =0,y
bo’ladi.

Yuqorida qaralayotgan == f(x.y) funksiya (D) sohada f,(x,y), f;(x.»)
xususiy hosilalarga ega bo’lib. bu xususiy hosilalar (D) sohada uzluksiz bo’lsin. U
holda

1

Ve =
) \/1+f;2(~fk,’7k)+ff(§k-’h)

bo’ladi.
(17.31) munosabatdan
I.= l D,
cosy,
bo’lishini topamiz Demak
Z T, = Dk Z\/l+f'2(§k ’h)+f2(‘fk 1 )D; (17.33)

=l k= lc
Tenghknmg o’ng tomomdagl yig’indi

1+ 72 )+ 12x, )
funksiyaning integral yig'indisidir (qarang 1-§). Bu funksiya (D) sohada uzluksiz,
demak, integrallanuvchi. Shuning uchun

Jim 3\ £ E )+ 17 Eeme) D= J[314+ e 9)+ £k, ) dD
P ket )

bo’ladi.

Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan

S = [[{1+ £2(x. )+ £ (x. y) dD (17.34)
()

bo’lishi kelib chigadi.

17.9-misol. Asosning radiusi » balandligi # bo’lgan doiraviy konusning yon
sirti topilsin.

<4 Bunday konus sirtning tenglamasi
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h 2

T= X"ty
r

boladi. Yuqoridagi (17.34) formulaga ko’ra
S=[[J14:2+22 deay
)
bo’ladi, bunda
(D)= {(x.y)e R* P +y’< rz}.
Endi
, h X

_h oh oy
N P

———— 2 2 2 2 2
\/l+:f+:} \/l+h 7x +ﬁ: 2 ,=\/l+é—
r- o x +y rxT Yy

va

ekanini e’tiborga olib. quyidagini topamlz

2 Z
s=f l+h—zdxdy= 1+—jjdxdy 1’1+—nr =mNrt+ B
ot r (0)

10-§. Uch karrali integral

Yugqorida Riman integrali tushunchasining ikki o’zgaruvchili funksiya uchun
qanday kiritilishini ko’rdik va uni batafsil o’rgandik. Xuddi shunga o’xshash bu
tushuncha uch o’zgaruvchili funksiya uchun ham kiritildi. Uni o’rganishda Riman
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha mulohazalar (integrallash
sohasining bo’laklanishini olish, bo’laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral
yig’indi tuzish, tegishlicha limitga o’tish va hokazo) qaytariladi. Shuni e’tiborga
olib. quyida uch karrali integral hagida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1. Uch karrali integral ta’rifi. f(x.y.z) funksiya R’ fazodagi
chegaralangan (V') sohada berilgan bo’lsin. (Bu erda va kelgusida hamma vaqt
funksiyaning berilish sohasi () ni hajmga ega bo’lgan deb qaraymiz). (V)
sohaning P bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir (%) (k=1,2,...n)
bo’lagida ixtiyoriy (.fk,ry,‘,gk) nuqtani olaylik. So’ngra quyidagi

Uzgf(fkvﬂkngk)'yk

yig'indini tuzamiz. bunda ¥/, — (¥, ) ning hajmi.

Bu yig'indi f(x,y.z) funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig’indisi
deb ataladi.

Endi (/) sohaning shunday

TN TRy
bo’laklanishlarini qaraymizki, ulaming diametridan tashkil topgan
ApoApysndp, .



ketma-ketlik nolga intilsin: 4, —0. Bunday P, (m=1,2,..) bo’laklanishlarga
nisbatan f(x,y,z) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:

Om :Irlz;f(gh-qk-é—k)"lk

Natijada quyidagi
G,.05....0,, ...

ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (£,,7,.¢,) nuqtalarga
bog’liq.

9-ta’rif. Agar (V) ning har qanday bo’laklanishlar ketma-ketligi {P,}
olinganda ham, unga mos integral yig'indi qiymatlaridan iborat {o,,} ketma-ketlik
(¢,.7m.<,) nugtalarni tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vagqt bitta
J songa intilsa, bu J son o yig’indining limiti deb ataladi vau

)_/:'_'.'00' = ll’.i’_”lo"zﬂf(ék"’k-Ck Vi=J

kabi belgilanadi.

10-ta’rif. Agar 1, -0 da f(x,y.z) funksiyaning integral yig’indisi o
chekli limitga ega bo’lsa, f(x,y.z) funksiya (V') da integrallanuvchi (Riman

ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu o yig’indining chekli limiti J
esa f(x,y,z) funksiyaning (V) bo’yicha uch karrali integrali (Riman integrali)

deyiladi vau
[ f ey, v
)
kabi belgilanadi. Demak,
[[[ fG.y.z1V = lim o= lim Y £ .08V
) Ap—0 Ap 20,72
f(x,y,z) funksiya () da ((V)c R’) berilgan bo’lib, u shu sohada
chegaralangan bo’lsin:
m< f(x,y.z)sM  (V(x.y.2)e()).
(#) sohaning bo’laklanishlar to’plami {P} ning har bir bo’laklanishiga
nisbatan f(x,y,z) funksiyaning Darbu yig’indilari

sp(f)= Z mV,, 5,,(/')=kZ MV,
k=1 =]

ni tuzib, ushbu

fsp (N S0}
to’plamlarni qaraylik. Ravshanki, bu to’plamlar chegaralangan bo’ladi.
H-ta’rif. {s,(f)} to’plamning aniq yuqori chegarasi f(x,y,:) funksiyaning
quyi uch karrali integrali deb ataladi va u

J=[[] Stey.2 v
)

kabi belgilanadi.
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{S,(f)} to’plamning aniq quyi chegarasi f(x.y.) funksiyaning yuqori uch
karrali integrali deb ataladi va u

J =ij(x.y,:)dV
)
kabi belgilanadi.
12-ta’rif. Agar f(x,y,:) funksiyaning quyi hamda yuqori uch karrali
integrallari bir-biriga teng bo’lsa, f(x,y.z) funksiya (V') da integrallanuvchi deb
ataladi va ularning umumiy giymati

J={If sevzlav = [ff 1.y 2)av
©) )
f(x.y, ) funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi.

012X = [[] £y v = [[f 59,00
4] @] )

2". Uch karrali integralning mavjudligi. f(x.y,:) funksiya (V)< R® sohada
berilgan bo’lsin.

10-teorema. f(x,y.z) funksiya (') sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun
¥e>0 olinganda ham shunday &>0 topilib, (/') sohaning diametri 1, <&
bo’lgan har qanday P bo’laklashiga nisbatan Darbu yig’indilari

Sp (.f)_sp (f)<£
tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.

3". Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch Karrali integralning mavjudligi
haqidagi teoremadan foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi
bo’lishi ko’rsatildi.

11-teorema. Agar f(x,y.z) funksiya chegarlangan yopiq (V)c R’ sohada
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi.

12-teorema. Agar f(x,y.z) funksiya (/') sohada chegaralangan va bu
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo’lsa, funksiya () da integrallanuvchi bo’ladi.

4°. Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar ham ushbu
bobning 5-§ ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1). f(x,y.z) funksiya (') sohada berilgan bo’lib, (') soha nol hajmi (S) sirt
bilan () va (V,) sohalarga ajratilgan bo’lsin. Agar f(x,yz) funksiya (V)
sohada integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (/,) va (,) sohalarda ham
integrallanuvchi bo’ladi, va aksincha, ya'ni f(x,y,z) funksiya (+;) va (¥;)
sohalarning har birida integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (/) sohada ham
integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

117Gy, )V = [[] £y, 20V + [ Gy 2y
@) ”) )
bo’ladi.
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2). Apgar f(x,y,z) funksiya (V) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda
¢- f(x.v,z) (c = const) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

[ e =efff ey 2)av

formula o’rinti bo’ladi.
3). Agar f(x.y.z) va g(x.y,z) funksiyalar () da integrallanuvchi bo’isa, u
holda f(x,y,z)+ g(x.y,z) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

{!{[f(x,y.-’)ig(x.y.-’)]d'/ =J('£J;f(x.y.5)d1/ t{j{g(x,y,z)dV

formula o’rinli bo’ladi.
4). Agar f(x,y,z) funksiya (V') da integrallanuvchi bo’lib, ¥(x.y.z)e (V)
uchun f(x,y.z)>0 bo’lsa, u holda
{[[ f(x.y.2)av 20
)
bo’ladi.
5). Agar f(x,y,z) funksiya (V') da integrallanuvchi bo’lsa, u holda |f(x.y,z)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

{!{ Sxy.z)av < ml £(x.y.z)av

bo’ladi.
6). Agar f(x,y.z) funksiya (V') da integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday
o’zgarmas g (m < u< M) son mavjudki,

.(U.)(f(x»y.:)dV =uV

bo’ladi, bunda ¥ — (V') sohaning hajmi.
7). Agar f(x.y.z) funksiya yopiq (/') sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu
sohada shunday (a,e,c)e () nuqta topiladiki,
/Gyl = faec)v
)
bo’ladi.
5°. Uch karrali integrallarni hisoblash. f(x,y,z) funksiya
V)= {(x,y,:)e R’ as<x<e c<y<d e<:z< I} sohada  (parallelepipedda)
berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda

1724 - [ (i1 ),LH,,,

bo’ladi.

Endi (¥)c R’ soha — pastdan z=y,(x,y) yuqoridan z=y,(x,y) sirtlar
bilan, yon tomondan esa Oz o’qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan scha
bo'lsin. Bu sohaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi esa (D) bo’lsin.
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Agar f(x.y.z) funksiya shunday (V') sohada uzluksiz bo’lib, ==y, (x.y).
: =y, (x.y) funksiyalar (D) da uzluksiz bo’lsa, u holda

valx.y)
I /ooy, = ﬂ( Jf(x.y.:)ct)dmy
) (DA wi {x.9)
bo’ladi. Agar yuqoridagi holda (D):{(x.y)eR2 a<x<s, ¢,{x)<y<p,(x) } bo’lib,
¢,(x) va p,(x) funksiyalar [a, 6] da uzluksiz bo’Isa, u holda

LT bl

al @ (N v (x.y)
bo’ladi.

6". Uch karrali integrallarda o’'igaruvchilarni almashtirish. Uch karrali
integrallarda o'zgaruvchilami almashtirish ushbu bobning 7-§ da keltirilgan ikki
karrali integrallarda o’zgaruvchilarni almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib,
quyida uch karrali integrallarda o’zgaruvchilami almashtirish formulasini keltirish
bilan kifoyalanamiz.

f(x.y,z) funksiya (¥)c R® sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. (V') soha
esa silliq yoki bo’lakli-silliq sirtlar bilan chegaralangan bo’lsin.

Ushbu

x=g(u,v,w)

y=yuyv.w)

-=¢(uv.w)
sistema (A) ((a)e R3) sohani (/') sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da
keltirilgan 1°-3%shartlarni bajarsin. U holda

_!.I{f(x,y,z)dV = {I)[f((p(u,v,»‘). w(u.v.w) C(u,v,w))-|J|dudvdw

bo’ladi. Bunda
3
'Ou

@
vlvelevly
glreloy(®

7. Uch karrali integralning ba’zi bir tatbiglari. Uch karrali integral

yordamida R® fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, inersiya
momentlarini topish mumkin.

Mashqlar
17.10. Ikki karrali integral ta’riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
17.11. Ushbu
1

) e[ f(x.y)dy

2
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2x  sinx

b) v [ f(x.ydy
0 0
integrallarda integral tartibi o"zgartirilsin.

17.12. Quyidagi
n
—-=< ”(x2 —yz)dxaj) <4r
LT
tengsizliklar isbotlansin, bunda (D)-x*+y*-2x=0 aylana bilan

chegaralangan soha.
17.13. Agar f(x) funksiya [a, ¢] da uzluksiz bo’lsa.

&

[{f(x)dXT Slo-al] (e

bo’lishi isbotlansin.



18-BOB
Egri chiziqli integrallar

Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikki o’zgaruvchili funksiya
uchun qanday kiritilishini ko’rdik va uni o’rgandik. Shuni ham aytish kerakki,
ko'p o’zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha Kkiritilishi
mumkin. Biz quyida keltirgan egri chizigli integrallar ham konkret amaliy
masalalardan paydo bo’lgandir.

1-§. Birinchi tur egri chizigli integrallar _
1. Birinchi tur egri chizigli integral ta’rifi Tekislikda biror sodda AB
(.4=(a,.az)e R*B=(s,.6,)¢ Rzg egri chizigni (yoyni) olaylik (60-chizma). Bu
egri chiziqda ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy
yo'nalish deb qabul gilaylik.
' S
y

Ay
Ay

A A A;

0 x
60-chizma
AB egri chizigni 4 dan B gaqarab 4, =4, 4,.... 4, = B,
('41\' = (xk-.Vk)G AB, k=0.12,...n, 4 =(J‘o'}’o)=(”|'az)’ 4, =(J‘n-)’n)=(31-32))
nuqtalar yordamida » ta bo’lakka bo’lamiz. Bu 4,.4,,....4, nuqtalar sistemasi
AB yoyining bo’laklash deb ataladi va u
P={4), A, .. A4,}
kabi belgilanadi. 4, 4,,, yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklari As, (k=0.1,2,...,n)
ning eng kattasi P bo’laklash diametri deyiladi va u 4, bilan belgilanadi:
Ap = mizx{As,‘ }.
Ravshanki, 4B egri chizigni turli usullar bilan istalgan sonda bo’laklashlarini
tuzish mumkin.
AB egri chiziqda f(x.y) funksiya berilgan bo'lsin. Bu egri chizigning
P={4yA...4,}
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bo’laklanishi va uning har bir  4,4,, yoyida ixtiyoriy 0O, =(&,.n,)
(0. =(&.n)e A4, k=01 .n-1) nugtani olamiz. Berilgan funksiyaning

O, =(&.7,) nuqtadagi 7(&,.n,) qiymatini 4,.4,,, ning As, uzunligiga ko’pay-
tirib quyidagi yig’indini tuzamiz:

n-1
o =3 (& n s, (18.1)

k=0

Endi AB egri chizigning shunday
P, P, e, (18.2)

bo’laklashlari ketma-ketligini qaraymizki. ulaming mos diametrlaridan tashkil
topgan Ap, Ay ... Ap ... ketma-ketlik nolga intilsin: 1, — 0. Bunday bo’laklash-
larga nisbatan (18.1) kabi yig’indilarni tuzib, ushbu

o, 0;,. O,
ketma-ketlikni hosil qilamiz. Ravshanki, bu ketma-ketlikning har bir hadi
Qi = (&7, ) nuqtalarga bog’liq.

I-ta’rif. Agar AB egri chizigning har qanday (18.2) ko’rinishdagi bo’lak-
lashlari ketma-ketligi {#,} olinganda ham, unga mos yig’indilardan iborat {o,, }
ketma-ketlik (£,,7,) nuqtalarning tanlab olinishiga bog’liq bo’Imagan holda ham-
ma vaqt bitta J songa intilsa, bu son o yig’indining limiti deb ataladi va

n-1
lim o= lim Y f(&.n)As, =J (18.3)
lP —0 }.p —-)0‘=0

kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar V¢ >0 son olinganda ham shunday & >0 topilsaki, A8 egri
chizigning diametri A, <6 bo’lgan har ganday P bo’taklash uchun tuzilgan o
yig'indi ixtiyoriy (£, .77, )€ 4, 4,,, nugtalarda

lo-J|<e

tengsizlikni bajarsa, J son o yig’'indining A, — 0 dagi limiti deb ataladi va
(18.3) kabi belgilanadi.

(18.1) yig'indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir.

3-ta’rif. Agar 1, >0 da o yig'indi chekli limitga ega bo’lsa, f(x.,y)
funksiya 4B egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit f(x,y)
funksiyaning egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va

u
[ f(x.p)as
AB

kabi belgilanadi.

Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o’ziga xosligi
qaralayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror A8 egri
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa mulohazalar (bo’laklashlarining olinishi,
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yig’indi tuzish, tegishlicha limitga
o’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir.
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2°. Uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli integrali. Yuqorida keltirilgan
3-ta'rifdan ko’rinadiki, birinchi tur egri chiziqli integral AB egri chizigqga hamda
unda berilgan f(x,y) funksiyaga bog’liq bo’ladi.

Faraz gilaylik, 4B egri chiziq ushbu

{;?;((Ss)) (0<s<S) (18.4)

sistema bilan berilgan bo’lsin. Bunda s~ AQ yoyining uzunligi (Q =(x.y)e 4B)
S esa AB ning uzunligi. f(x, y) funksiya shu AB egri chiziqda berilgan bo’Isin.
Modomiki. x=x(s), y=y(s) (0<s<S) ekan, unda f(x,y)= £ (x(s) p(s))

bo’lib, natijada ushbu
fx(s) ¥s)=F(s) (0<s<S)
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.

AB egri chiziqning P ={4, 4., A,} bo’laklashini va har bir AA,,, da
ixtiyoriy Q, =(&,7,) nugtani olaylik. Har bir 4, nuqtaga mos keladigan A4,
ning uzunligi s, , har bir O, nugtaga mos keladigan 4Q, ning uzunligi s, deylik.
Ravshanki, 4,4,_, ning uzunligi s,,,-s,=As, bo’ladi.

Natijada P bo’laklashga nisbatan tuzilgan

n-1
o= ’(Zof(gk"’k )A-'k

yig'indi ushbu

:g:)f(gkv’]k )Ask = :Z;f(X(SZ)y(S; ))hk = "i F(SI: %—‘k

ko’rinishga keladi. Demak,

o= Zf(sk hs, . (18.5)

Bu yig’indini [0 s] orahqdagl F( ) funksiyaning integral yig'indisi (Riman
yig'indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin, I-qism, 9-bob, 1-§).

Agar f(x,y) funksiya 4B egri chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda F(s)
funksiya [0, §] da uzluksiz bo’ladi. Demak, bu holda F(s) funksiya [0, S] da
integrallanuvchi:

n-1 . N
lim Y F(sk%sk = [ F(s)ds. (18.6)
Ap 20,70 0
Shunday qilib, (18.5), (18.6) munosabatlardan A, -0 da o yig’indining

limiti mavjud va

lim o= jF(s)ds
Ap >0

ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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I-teorema. Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda
bu funksiyaning 4B egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud
va

Gy = | 16 Ao

bo’ladi.

Bu teorema, bir tomondan uzliuksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli
integralining mavjudligini aniglab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq
integralga (Riman integraliga) kelishini ko’rsatadi.

1-eslatma. Ushbu

n-4

U=l§f(§k-’h)ﬁsk

yig'indidagi As, har doim musbat bo’lib, A8 egri chizigning yo’nalishiga bog’liq

emas. Demak.
[ £ (eyMs = [ £x.p)ds
AB BA

3" Birinchi tur egri chizigli integrallarning xossalari. Yuqorida ko’rdikki,
uzluksiz funksiyalaming birinchi tur egri chiziqli integrallari Riman integrallariga
keladi. Binobarin, egri chiziqli integrallar ham Riman integrallari xossalari kabi
xossalarga ega bo’ladi. Shuni e’tiborga olib, egri chizigli integrallarning asosiy
xossalarini sanab o’tish bilan kifoyalanamiz.

(18.4) sistema bilan aniglangan 4B egri chiziqda f(x,y) funksiya uzluksiz
bo’lsin

1). Agar AB = AC +CB bo’lsa, u holda

M= [ £l [ 1Ge ol

bo’ladi.
2). Ushbu
j.cf(x.y)ds =c jf(x,y)a’s (c = const)
AB AB
tenglik o’rinli.

AB egri chiziqda f(x,y) funksiya va g(x,y) funksiyalar uzluksiz bo’lsin.
3). Quyidagi

JlrGey)tglxylds = [ flx.y)s [glx.y)ds

formula o’rinli bo’ladi.

4). Agar Y(x,y)e 4B da f(x,y)> 0 bo’lsa, u holda
If(x,y)ds 20
Al
bo’ladi.
5). |f(x,») funksiyashu AB da integrallanuvchi va
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o 1
AR
bo’ladi.

6). Shunday (c,.c,)e AB nuqta topiladiki,

Jf(x.y)ds=f(cl.cz)~5

bo’ladi, bunda S - 4B ning uzunligi.
Bu xossa o’rta giymat hagidagi teorema deb ataladi.
4°. Birinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblash. Birinchi tur egri chizigli
integrallar, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi.
AB egri chiziq ushbu
x=0()
a<its 18.7
{y =y(1) ( A (18.7)
sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo’lsin. Bunda ¢(¢), w(t) funksiyalar
[@. B] da ¢'(t), w'(r) hosilalarga ega va bu hosilalar shu oraliqgda uzluksiz hamda
(pl@)y(@))= 1 va (p(B)yw ()= B bo'Isin.
Ravshanki, (18.7) sistema [a, ﬂ] oraligni AB egri chiziqga akslantiradi.
Bunda [7 8lcla. 8] ning 4B chizigdagi Z,BJ aksning uzunligi

o ()+y

Y
bo’ladi. (qaralsin. 1-gism, 10-bob, 1-§).
2-teorema. Agar f(x,y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda

8

[ f&y)as =[ flp@wONe™ () +y " (1)t

AB a
bo’ladi.

< [a, ,B] oraliqning

P={t, t, t,} (@=t,<t,< <t,=p)
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari ¢, (k=0, 1,2,...n)
ning AB dagi mos akslarini 4, (k=0,1,2,...n) deylik. Ravshanki, bu 4,
(k=0,1,2,....n) nuqtalar 4B egri chizigning

(Ao Ay, 4y}

bo’laklashini hosil qiladi. Bunda 4, =(@(1,). w(1)) (k=0.12,...n) va 4,4,,,
ning uzunligi

lhat
As, = [ o () +y” ()

i
bo’ladi. O’rta qiymat hagidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:

o)+ v () (G - W)= \W'Z(’k)‘*wﬂ(’k)'mk

bunda 1, <r, <t
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Endi of(r)=¢,. w(n)=n deb olamiz. Ravshanki, (£.7,)e 44,.,
(k=0,1,2. n-1)bo’ladi. 4B egri chizigning yuqorida aytilgan
{4, 4.4}
bo’laklashni va har bir 4,4, ., bo’lakchasida (£,,7, ) nugtani olib,

o= :Z_;f(‘fkv’?k)ﬁsk

yig'indini tuzamiz. Uni quyidagicha ham yozish mumkin:

n-l n-1
o= LS Gmhs = 2Ilb)vl We () + (s (188)
k=0 =0
Bu tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi fle()w(ONe()+v*(r)

funksiyaning [a, B) oraliqdagi Riman yig’indisidir.
Shartga ko'ra f(x.y) va @'(t), (1) funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra f(p(t)y(r)) va, demak,

flo@)wONe )+ () funksiya [a, B] oraliqda uzluksiz. Demak, bu
funksiya [a, ﬂ] da integrallanuvchi bo’ladi. Ya’ni
s

n-1
tim 5 06w Ne 6 v 6 = 10w ONo™ v O
max =00 a

Modomiki, x = (¢), y=w(f) funksiyalar [a. ﬂ] da uzluksiz ekan, unda
max{At, } >0 da Ax, -0, Ay, >0 va, demak, As, - 0. Bundan esa 4, -0

bo’lishi kelib chiqgadi. (18.8) munosabatdan foydalanib
B
lim o = [ flp()wONe” () +v" (Dt
p z

bo’lishini topamiz. Bu esa

) B
[ 1(e.y)as = | fpO)wON" )+ 7 (ar
a8 a
ekanini bildiradi. »
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.
I-natija. AB egri chiziq ushbu
v=y(x) (as<x<e v(a)=4 y(s)=B8)
tenglama bilan aniglangan bo’lib, y(x) funksiya [a, 8} da hosilaga ega va u
uzluksiz bo'Isin. Agar f(x,y) funksiya shu 4B da uzluksiz bo’lsa, u holda
Jf(x,y)dS: f f(x,y(x)Hl + y'z(x X
AB a
bo’ladi.
2-natija. AB egri chiziq ushbu
p=pl0) (6,<6<6)
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tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo’lib, p(@) funksiya

[6,. 6] da hosilaga ega va u uzluksiz bo’lsin. Agar f(x,y) funksiya shu 4B da
uzluksiz bo’lsa, u holda

9
———
jf(x,y)dS = jf(pcose, psin@y p*(6)+p?(6)d8
AB [
bo’ladi.
Bu natijalarni isbotlashni o’quvchiga havola etamiz.
18.1-misol. Ushbu

I x*+yids
¥
egri chiziqli integral hisoblansin, bunda 4B -markazi koordinata boshida. radiusi
r>0 gateng bo’lgan aylananing yuqori yarim tekislikdagi qismi.
<4 Ravshanki, bu egri chiziq quyidagi

X = rcost
) (0<i<x)
y=rsin{

sistema bilan aniglanadi. AR da f(x,y)=+x* +* =\[(rcosl)z +(rsinl)2 funksiya

uzluksiz. Demak,

I\/x +y'ds= j\/ rcosty +(sint)’ \/(rcosl) +(rsmt) dt—rz_[dz_
an
bo'ladi.»

5". Birinchi tur egri chiziqli integrallarning ba’zi bir tatbiglari. Birinchi tur
egri chizigli integrallar yordamida yoy uzunligini, jismning massasini, og’irlik
markazlarini topish mumkin.

Tekislikda sodda AB egri chiziq berilgan bo’lsin. Bu chiziqda f(x.y)=1
funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya AB da uzluksiz. f(x.y)
funksiyaning birinchi tur egri chiziqli integrali ta‘riﬁdan quyidagini topamiz:

Ilds: lim ZlAs,\ = Ilm ZAsk =

»*0%k=0 Ok=0

Demak,
S= [ds. (18.9)
AB
18.2-misol. Ushbu
xX= x(l): acos3 t,
y= y(l)= asin’t
sistema bilan berilgan 4B chizigning uzunligi topilsin. (Bu chiziq astroidani
ifodalaydi).
<4Yuqoridagi formulaga ko’ra astroidaning uzunligi
S=ds
AB
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bo’ladi. Astroida koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lishini e’tiborga olib,
yugorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanib quyidagini topamiz:

% %
Idg = 4I,Ix'2(l)+ va(, It = 4f\/(— Jacos® lsinl)z +(3asin2 lcosl)zdlz
AB 0 0

% [og2 % %
= 4] 2% sin® 21t = 6a { sin21dt = Ga(— ""sz’j =6a.»
0 4 0 2 0

2-§. Tkkinchi tur egri chizigli integrallar
1°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar ta’rifi. Tekislikda biror sodda 4B
egri chizigni qaraylik. Bu egri chiziqda f(x,y) funksiya berilgan bo’lsin. 4B egri
chizigning

P={4.4...4,}
bo’laklanishini va uning har bir 4,4,,, (k=0,1,2, .., n~1) yoyida ixtiyoriy
0, =(&.m) nugtani (Qk =(&.n)e A4, k=012 n—l) olaylik.
Berilgan funksiyaning Q, =(&.7,) nuqtadagi f(£,.m) qiymatini 4, 4,., ning
Ox (Oy) o’qidagi Ax, (Ay,) proeksiyasiga ko’paytirib quyidagi yig’indini
tuzamiz:

n-1 n-1
o'=Y fl&.m)Ax, (0'= Zf(é‘k,m)Ayk]. (18.10)
k=0 k=0
Endi AB egri chizigning shunday
PP P (18.11)

bo’laklari ketma-ketligini qaraymizki, ularning diametrlaridan tashkil topgan mos
Ay Ap,, Ap s

ketma-ketlik nolga intilsin:

Ap 0.
Bunday bo’laklashlarga nisbatan (18.10) kabi yig’indilarni tuzib ushbu
o, 03, 0, (o) 05, O ..)

ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4-ta’rif. Agar AB egri chizigning har ganday (18.11) ko’rinishdagi
bo’laklashlari ketma-ketligi {F, } olinganda ham, unga mos yig’indilardan iborat
oo} (oo} ketmaketlik (&,.7,) nugtalaming ((ék,r]k)e ZkAk,,) tanlab
olinishiga bog’liq bo’lmagan ravishda hamma vaqt bitta J' songa (J" songa)
intilsa, bu son ¢’ (o") yig’indining limiti deb ataladi va

n-1
;[imoa'= _/imOZf(fk,r;k)Axk =J
.p—P /.’,“) k=0
0 (18.12)
(.Iim o' = 1”’77 2 S Gen Ay, = J”]
Ay,

p 0 p*0%k=0
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kabi belgilanadi. o' (c") yig’indining bu limitini quyidagicha ham ta'riflash
mumkin.

S-ta'rif. Agar Ve>0 olinganda ham, shunday &3>0 topilsaki, A8 egri
chizigning diametri A, <& bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun tuzilgan &'
(o) yig’indi ixtiyoriy (£,,7,) nuqtalarda ((é,,,q,,)e A k=012, n-1)

lo'-Jl<e Qa'—J"|<E)
tengsizlikni bajarsa, J' son (J" son) o’ yig'indining ({(c") yig’indining) 1, — 0
dagi limiti deb ataladi va (18.12) kabi belgilanadi.

Yig’indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir.

6-ta’rif. Agar 1, >0 da o' yig'indi ({c") yig'indi) chekli limitga ega
bo'lsa. f(x.y) funksiya AB egri chiziq bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu
limit f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chizigli
integrali deb ataladi va u

J /oM [ _If(x.y)dy]
AB AB
kabi belgilanadi. Demak,
n-1
If(x,YMx:)/i’"oG' = _Ii'"o Z f(fk-'?k )Axk >
o Ap V% =0

AB
n-1
( [ £(ey)ay =}limoo"' = }limo Zf(/,‘,,.r;,‘)Ayk}.
in 2, L 20, o

Shunday qilib, 4B egri chiziqda berilgan f(x,y) funksiyadan ikkita Ox
o’qgidagi proeksiyalar vositasida va Oy o’'gidagi proeksiyalar vositasida olingan
ikkinchi tur egri chizigli integral tushunchalar kiritildi.

Faraz qilaylik, AB egri chiziqda ikkita P(x.y) va Q(x,y) funksiyalar
berilgan bo’lib, j P(x,v)dx, jQ(x.y)dy lar esa ulaming ikkinchi tur egri chiziqgli

AB AB
integrallari bo’lsin. Ushbu
[ PGxoy)ax+ [ O,y )y
A 48

yig’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va
[ PCx.y)ax +Ox, y )y
AB
kabi yoziladi. Demak,
| P(x.y)dx+Q(x.ydy = [ Px.y)ax+ [O(x.y)dy .
AB AB AB
Ikkinchi tur egri chizigli integral ta’rifidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
3-nafija. lkkinchi tur egri chiziqli integral egri chizigning yo’nalishiga
bog’liq bo’ladi. Shuni isbotlaylik
Ma'lumki, AB egri chiziqda ikkita yo'nalish (4 nuqtadan B nuqtaga va B
nuqtadan 4 nuqtaga) olish mumkin (AB,BA, A+ B).
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AB egri chizigning yugoridagi P bo’laklashni olib, bu bo’laklashga nisbatan
(18.10) yig’indini tuzamiz:

n-l

o'=3 f(é-’h)Axk (Ax, = x,., —x,).
k=0
Aytaylik, A, — 0 da bu yig’indi chekli limitga ega bo’lsin:

n-|
lim Zf(é:lw’h )Axk = If(xy)ix
A =0k-0 in
Endi AB ning o’sha P bo’laklashini hamda har bir 4,4, , dagi o’sha
(&,.1,) nuqtalami olib, AB egri chizigning yo’nalishini esa B dan A4 ga garab
deb ushbu yig’indini tuzamiz:
_ n-1
'=‘Z VAT CARE Y
=0
Ap — 0 da bu yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, u ta’rifga binoan ushbu

[ £x.y)ax

Ba

integral bo’ladi:
— n-1
llimocr'= lim 3 f(&m)-(x —x0)= If(x.y)rix.
pr ,1,,—»0‘,=0 Ba
Agar
n-1 n-1 J—
o'= Zf(f‘-"lk)'Ax/( =—‘Zf(§l("7k)'(xk "xA+x)= -o'
k=0 (=0

ekanligini e’tiborga olsak, u holda 4, = 0 da o, yig'indining chekli limitga ega

bo’lishidan &, yig’indining ham chekli limitga ega bo’lishi va )lim o == limoa,
.p =0 Ap

tenglikning bajarilishini topamiz. Demak,
[ fGey)dx == flx.y)dx.
B4 48
Xuddi shunga o’xshash
[7GoyMy == [ £Gr )y
LR} A48

bo’ladi.

4-natija. AB egri chiziq Ox o’giga (Oy o’qiga) perpendikulyar bo’lgan
to’g’ri chiziq kesmasidan iborat bo’lib, f(x.y) funksiya shu chiziqda berilgan
bo’lsin.

U holda
[t (A_Inf(x.,v)dyJ
mavjud va
[rlem=o [ [rtnm=o]
bo’ladi.
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Bu tenglik bevosita ikkinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan kelib chiqadi.

Endi AB -sodda yopiq egri chiziq bo’lsin, ya’ni 4 va B nuqtalar ustma-ust
tushsin. Bu yopiq chizigni K deb belgilaylik. Bu sodda yopiq chiziqda ham ikki
yo’nalish bo’ladi. Ularning birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy yo’nalish
deb qabul gilaylik. Shunday yo’nalishni musbat deb qabul gilamizki, kuzatuvchi
yopiq chiziq bo’ylab harakat qilganda, yopiq chiziq bilan chegaralangan soha unga
nisbatan har doim chap tomonda yatsin.

Faraz gilaylik, sodda yopiq chiziqda f(x,y) funksiya berilgan bo’lsin. Bu K
chiziqda ixtiyoriy ikkita turli nuqtalami olib, ulami A4 va B bilan belgilaylik.
Natijada, K yopiq chiziq ikkita 4GB va BéA chiziqlarga ajraladi (61-chizma).

A

y
€ K
'\/\
( B
A aT—
0 X >
61-chizma
Ushbu
[ fCxy)ax+ [ flx y)ax

AaB B&A
integral (agar u mavjud bo’lsa) f (x, y) funksiyaning K yopiq chiziq bo’yicha
ikkinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va

[ flxy)ax yoki §f(x,y)x

kabi belgilanadi. Bunda K yopiq chizigning musbat yo’nalishi olingan. (Bundan
buyon yopiq chiziq bo’yicha olingan integrallarda, yopiq chiziq musbat
yo’nalishda deb qaraymiz). Demak,

§r(eoMe= | fle s [ Skt

Xuddi shunga o’xshash
b f(x,y)dy
k

hamda, umumiy holda
§ P )+ Ol y )y
K
integrallar ta’riflanadi.
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AB fazoviy egri chiziq bo’lib, bu chizigda f(x,y.z) funksiya berilgan
bo’Isin. Yuqoridagidek, f(x.y.z) funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi
tur egri chiziqli integrallari ta’riflanadi va ular

[fey.2)e, [fxyz)ty, [f(xy.2)dz

s b73 b7
kabi belgilanadi. Umumiy holda, P(x,y.z), O(x.y.z), R(x.y.z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushbu

j P(x,y,z)dx, IQ(x,y.z)q’v, I R(x,y.z)dz
AB AB AB
integrallar mavjud bo’lsa,
[ Px.y.2Mx+ [Qlxy.2)dy+ [ Rx.y. )z
AB AB AB
yig’indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va u

JP(x,y,z)dx +0(x,y.z)dv + R(x.y.z)dz

kabi belgilanadi. Demak,

JP(XvY-Z)‘L"FQ(x.y.z)ay«!-R(x,y,z)dz=
= '[P(x,y,z)dx+ JQ(x,y,z)dy+ JR(x,_v.z)dz.

¥ A8 an
2°. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri chizigli integrali. Faraz qilaylik, AB
egri chiziq ushbu
{y=
i; ; Zj((’t ; (@<r<p) (18.13)
sistema bilan (parametrik ko’rinishda) berilgan bo’lsin. Bunda ¢(f) funksiya
[, B] da ¢'(r) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz, y(t) funksiya
ham [a. 8] da uzluksiz hamda (p(a). w(a))= 4 va (p(8). w(B))= B bo’Isin.
{ parametr & dan B ga qarab o’zgarganda (x,y)={(p(?). w(¢)) nuqta 4 dan
B gaqarab 4B ni chiza borsin.
3-teorema. Agar f(x,y) funksiya 4B da uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chizigli integrali

[ f(x.y)ax
A8
mavjud va

Jf(X,y)dx = ff(¢(f)'vl(f))~(p'(t)dt

bo’ladi.
<[a, B]oraligning
P={toty..t, ) a=t,<t,<..<t, =)
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari 1, (k=0,1,2,....n)
ning AB dagi mos akslarini 4, deylik (k=0.1,2....n). Ravshanki, bu A4,
nuqtalar 4B egri chizigning
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{
1A0 AI' Au}
bo’laklashini hosil qiladi. Bundan 4, = (p(r, ) w(,)) (k =0.1.2.....n) bo’ladi. Bu
bo’laklashga nisbatan (18.10) yig'indini

n-\
o'= Z f(fk-'h)A*"k
k=0

tuzamiz. Keyingi tenglikda Ax, — ZikAM ning Ox o’qdagi proeksiyasi
Ax, = x. - x = o) - 0l0)
ga tengdir.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
oy, )-ol,)= 9O X —1)=0'6)8 (6, € [tk , tln-l])‘
Ma'lumki, (&,.7,)€ 44,.,, (k=0.1,2, n-1). Agar bu (£.7,) nugtaga
akslanuvchi nuqtani , (r, €[t,.1,.,]) deyilsa, unda

S =¢’(’})’ un ='/’(’k)

bo’ladi. Natijada ¢’ yig’indi quyidagi ko’rinishga keladi:
o= 3 1) vn)) 9’6 ) Ay
Endi 4, = m:zx{Ark }— (;:;a (bu holda 4, ham nolga intiladi) o’ yig’indining
limitini topish maqsadida uning ifodasini o’zgartirib quyidagicha yozamiz:
o'= I’Z_if(¢’(’k ) v(n) o'(n) b + "Z-:If(‘/’(’k ) w(n ) [0'6.)-9' ()} ar, .(18.14)
Bu tenglikning o’ ng tomomdagl lkkmchl qo shlluvchlm baholaymiz:

Z So) v () -[o'6.)-0'(r )} Ary <
< Eolf(w(a ) '/’(’k ))'l("'(ak)_W(’kX'A’k <

n=1
<M kz_olw'(gk )-0'(r)- At
bunda
M = argtgﬂlf(qf('), v ()

@'(¢) funksiya [a, 8] da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining natijasiga
ko’ra, V& >0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, [@, B8] oraligning diametri
A; <6 bo’lgan har qanday P bo’linish uchun

|¢'(9k)—‘l"(’k)<7(;—_a—) .. E[’n- Ik-.—lD
bo’tadi. Unda
% /66) v (b))l o<

<MZM(/3 a) ﬂ akZ()Alk_e
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Demak,
Jim 3766 v () @) 9} A =0

bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (18.14) tenglikda A, — 0 da limitga o’tib

quyidagini topamiz:
g

Jim o' = lim T 10, v (W) = [ 00, v O

a

Demak,
B
[rGa) Jre). v Op @ ->

AB a
Endi (18.13) sistemada @(f) funksiya [a, ,B] da uzluksiz , y(r) funksiya esa
[2.8] da y'(r) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz bo’Isin.
4-teorema. Agar f(x.y) funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha olingan ikkinchi tur egri chizigli integrali

| S Gy
AB
mavjud va

[ 7 Gy = [ 766, v OW O

bo’ladi.

Bu teorema yuqoridagi 3-teorema kabi isbotlanadi.

Yuqoridagi teoremalar, bir tomondan, uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri
chiziqgli integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral
aniq integral (Riman integrali) orqali ifodalanishini ko’rsatadi.

AB egri chiziq (18.13) sistema bilan berilgan bo’lib, ¢(t), w(¢) funksiyalar
[, B] da ¢'(t). y'(¢) hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bo’lsin.

Agar AB egri chiziqda ikkita P(x.y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan bo’lib,
ular shu chizigda uzluksiz bo’Isa, u holda

[PGye + 0 Gy = [P () v OO+ 266X v O Ok

bo’ladi.

3. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning xossalari. Yuqorida keltirilgan
teoremalar uzluksiz funksiyalarning ikkinchi tur egri chiziqgli integrallarini, bizga
ma’lum bo’lgan aniq integral-Riman integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin,
bu egri chiziqli integrallar Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi.
O’tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birinchi tur egri chizigli
integrallarga nisbatan bo’lgan edi. Shulami e’tiborga olib, ikkinchi tur egri chizigli
integrallaming xossalarini keltirishni va tegishli xulosalar chiqarishni o’quvchiga
havola etamiz.

4°. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan
teoremalar funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integrallarining mavjudligini
tasdiglabgina qolmasdan ularni hisoblash yo’lini ko’rsatadi. Demak, ikkinchi tur
egri chizigli integrallar ham, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi:
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;f<x.y)dx=’J'f(¢(f).w<r))~¢'<od« (18.15)
Ifxy)dy Jf D)), (18.16)

[ PCx.y)dx + Qlx. y)dy = I [Plo().w(1))-0'()+ Qe ()w ('Ol (18.17)

Xususan, AB egri chizig
y=y(x) fasx<s)
tenglama bilan aniglangan bo'lib, y(x) funksiya [a, 6] da hosilaga ega va u
uzluksiz bo’lsa, (18.15), (18.17) formulatar quyidagi

| Sl = 7 o)l (18.18)

P+ Qe = [P(r(x)+ Qo)) (o i

ko’rinishga keladi.
Shuningdek, AB egri chizig
x=x(y) (c<y=<d)
tenglama bilan aniglangan bo'lib, x(v) funksiya [e, d] oraliqda hosilaga ega va u
uzluksiz bo’lsa, (18.16) va (18.17) formulalar quyidagi

I Sfxy)dy = Tf () vy, (18.19)

j P(x, y)dx +Ox, y)dy = j [PO(»)y) x()+0(c(¥) )y (18.20)

ko’rinishga keladl
18.3-misol. Ushbu

_[yzdx +x%dy

| <,

integral hisoblansin, bunda AB——— 5 —l ellipsning yuqori yarim tekislikdagi
a s

qismidan iborat.
<4 Ma’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
x=acost,
y=a6sint.

A= (a, 0) nuqtaga parametr { ning ¢=0 qiymati, B=(—a. 0) nuqtaga esa
=7 qiymati mos kelib, ¢ parametr 0 dan 7 gacha o’zgarganda (x,y) nuqta 4
dan B ga qarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi gismini chizib chiqadi.

P(x,y)=y*, Olx,y)=x* funksiyalar esa AB da uzluksiz. (18.17)
fomuladan foydalanib quyidagini topamiz:
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T
[Vidx+x*dy = I[gz sin® t(- asint)+ a’ cos* 1 -ecos r}z’l -
AB 0
a
= aej(acosBI— asin’ l)dl = —%aez >
0
18.4-misol. Ushbu

j3x2ydx+ (x3 + l)a’y
A8
integral hisoblansin, bunda 4B egri chiziq:

a) (0,0) nugtadan chiggan (0, 0) va (1.1) nugtalami birlashtiruvchi to’g’ri
chiziq kesmasi;

b) (0,0) nugtadan chiggan (0,0) va (1.1) nugtalami birlashtiruvchi y = x*
parabolaning yoyi;

v) (0,0) nugtadan chiggan (0.0), (1.0) va (1.1) nugqtalarni birlashtiruvchi
siniq chizigdan iborat.

Yuqoridagi (18.18), (18.19) va (18.20) formulalardan foydalanib
quyidagilarni topamiz:

a) holda

j'3x2ydx+(x3+l)dy=‘l[[3x2x+(x"+l)]d =j(4x3+l)dx=2,
b)hol;aﬂ ’ ’
Jaxtyace(c+ 1)dy=jl[3x2x2 + (e +1)pxax =j'(5x4 F2x)=2,
V) holda 0 ’
J'3x2ydx+(x3 1)y = J3x2ydx+(x3 +1)dy+ J3x2ydx+(x3 +1)dy
bunda A/gC -(0,0) va (l,O;C nuqtalami CB ((HI.O) va (1,1) nuqtalami

birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmalaridan iborat
Ravshanki,

j‘3)c2ydx:+(x3 +l)dy=0 j3x2ydx+(x3 +1)ziy=j2dy=2_
AC B 0

Demak,
_|‘3x2ydwc+(Ja:3 + I)dy: 2.»
AB

3-§. Grin formulasi va uning tatbigqlari
Ma’lumki, Nyuton-Leybnits formulasi f(x) funksiyaning [a, ¢] oraliq
bo’yicha olingan aniq integralini shu funksiya boshlang’ich funksiyasining oraliq
chekkalari (chegaralari) dagi qiymatlari orqali ifodalar edi.
Biror (D) sohada ((D)c RZ) berilgan f(x,y) uzluksiz funksiyaning ikki
karrali
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[f fx. p)axay

)
integralini tegishli funksiyaning shu soha chegarasidagi giymatlari orqali
(anigrog’i, soha chegarasi bo’yicha olingan egri chizigli integrali orqali)
ifodalaydigan formula ham mavjud. Quyida bu formulani keltiramiz.

1°. Grin formulasi. Yugoridan y =@,(x) (a<x<e) funksiya grafigi, yon

tomonlardan x =a, x =6 vertikal chiziglar hamda pastdan y=g¢,(x) (a<x<s)
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri chizigli trapesiyani qaraylik. Bu
sohani (D) bilan, uning chegarasi  yopiq chiziqgni 8D bilan belgilaylik (62-
chizma).

#
(02(1)
4 B
E
\C
' (/’l(x) ;
5 a %

62-chizma
Ravshanki, 4B - @, (x) funksiya grafigi, EC - ¢,(x) funksiya grafigi hamda
8D=EC+CB+ BA+ AE.

P(x.y) funksiya shu (D) sohada uzluksiz bo’lib, % xususiy hosilaga
ega va u ham (D) da uzluksiz bo’lsin. U holda ushbu

aP(x,y)
——="dxd)
([)j) oy Y

integral mavjud bo’ladi va 18-bobning 6-§ idagi formulaga ko’ra

H 6P(x,y)dxdy =]'-(¢’J$')6P(x,y)a:v

(D) ay a\ g (x) ay
bo’ladi. Endi .
P\x ) 1()
I an; Ny=p(ey) = Plr.py(x))- Plrgy(x))

o) y=0,(x)
bo’lishini e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

(H)(’Pf; ) sy - | £l 22 () | P, (x
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Ushbu bobning 2-§ idagi (18.18) formulaga binoan
[ Plx.oy(x))ax = [ P(x.y)dx, [P(x.0, (s = [ P(x y)dx
a iB v i

bo’ladi. Demak,
oP(x,
1Sy~ [ (e ) [ P,y s = = [ Ple.y )= [ Pl ).
ny ¥ s i b4 i
Ravshanki,
[ P(x.y)dx =0, [P(x.y)dx=0.
CH EA
Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini topamiz:
'\P ,
12D = - [ Py - [ Pl )= [ Pk [ Pl yke =
(D] y lig B BA ar

= _( J[P(x.Y)dX + (JHP(x.y)dx + BIP(x.y)dx + J-‘P(x,y)dx] == [ P(x, y)dx.

en

Demak,
i OP(.Y) ety = - [ P(x. ). (18.21)

n 9 an
Endi, yuqoridan y = c, pastdan y =d chiziglar, yon tomondan esa x =y, (y),

x =y,(y) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha egri chizigli trapesiyani

qaraylik. Bu sohani (D) bilan, uning chegarasi — yopiq chizigli @D bilan

belgilaylik (63-chizma).
A

v
d ................
14 1()’) '//z(Y)
S ISR
0 x >
63-chizma

. . 80(x.y) . .

Q(x.y) funksiya shu (D) sohada uzluksiz bo'lib, T Xususiy hosilaga

ega va bu hosila (D) da uzluksiz bo’lsin. U holda

0
112259 sty = eyt (18.22)
(n) ox an
bo’ladi.
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Bu formulaning to’g'riligi yugoridagidek mulohaza yuritish bilan isbotlanadi.
Endi R® fazoda qaraladigan (D) soha yuqoridagi ikki holda qaralgan
sohaning har birining xarakteriga ega bo’lgan soha bo’lsin, dD esa uning
chegarasi bo’lsin. Bu (D) sohada ikkita P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar uzluksiz
Plx, y . .
bo’lib, u 6 g})) aQ(x y) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham
(D) da uzluksiz bo’lsin. Ravshanki, bu holda (18.21) va (18.22) formulalar o’rinli
bo’ladi. Ulami hadlab qo’shib ushbuni topamiz:

aQ(x.y) oP(x.y)
({)P(x y)dx +0(x, y)dy = ({)j)( = ayy ]ahrd (18.23)

Bu Grin formulasi deb ataladi.

Demak, Grin formulasi soha bo’yicha olingan ikki karrali integralni shu soha
chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integral bilan bog’laydigan formula ekan.

Biz yugorida Grin formulasi maxsus ko’rinishdagi (D) sohalar (egri chizigli
trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formula ancha keng sinfdagi sohalar uchun
ham to’g’ri bo’lib, bu fakt u sohalarni chekli sondagi egri chiziqli trapesiyalar
yig'indisi sifatida tasvirlash bilan isbot gilinadi.

2". Grin formulasining ba’zi bir tatbiglari.

1). Shakining yuzini topish. Grin formulasidan foydalanib, yassi shaklning
yuzini sodda funksiyalarning egri chiziqli integrallari yordamida hisoblanishini
ko'rsatish qiyin emas. Haqiqatdan ham, (18.23) formulada P(x,y)=-y,

O(x.y)=0 deyilsa, u holda
J= y)ax = dea)'

on
bo’ladi. Demak,

D=- Iydx.
D
Agar (18.23) formulada P(x,y)=0, Q(x.y)= x deyilsa, u holda
D= [xdy (18.24)
ab
bo'ladi.
(18.23) formulada P(x,y)= —%y, Q(x,y)=—;-x deb olinsa, (D) sohaning

yuzi

D=2 [xdy-yax (18.25)
2 oD
bo’ladi.
18.5-misol. Ushbu
xX=acosl,
{y=ssint (0<r<21n)

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
<(18.25) formulaga ko’ra
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=—2— jxdy ydx—— j'(acost ecosi+esint-asini)di=
an

= %ae _[((:os2 1+ sin’ t)dt =mae bo’ladi.»
4]
3" Ikki karrali integrallarni o’zgaruvchilarni almashtirib hisoblash.
Mazkur kursning 18-bob, 7-§ ida (A) sohani (D) sohaga akslantiruvchi
x=p(uv),
y=v(uv)
sistema o’sha paragrafda keltirilgan 1-3-shartlarni bajarganda (D) sohaning yuzi

D= [ HJD(" )

dudv

bo’lishi aytilgan edi. Grin formuIaSIdan foydalanib, shu formulaning to’g’riligini
isbotlaymiz.
Awvalo (18.24) formuladan foydalanib, (D) sohaning yuzi

D= {xdy (18.26)
<D

bo’lishini topamiz. Faraz gilaylik, 0A ’chiziq parametrik formada ushbu

u=u(t) (agtgﬂ)yoki (aZlZﬂ)
v=v(r)
sistema bilan ifodalansin. U holda quyidagi
x= g(uv) = (1) (1),
y=p(uv)=yu).v()
sistema (D) sohaning 8D chegarasini ifodalaydi. Bunda parametrning o’zgarish
chegarasini shunday tanlab olamizki, ¢ parametr a dan § ga qarab o’zgarganda
0D egri chiziq musbat yo’nalishda bo’lsin. U holda (18.26) tenglik ushbu

D= [xdy = I(p(u.v)du/(u.v)z?qz(u(l),v(t))[—aa%u'(l)-#Z—’:’v'(l)}dl (18.27)

ko’rinishga keladi.
Agar

P(A)¢(u v{_'” WSy ] [o (). v(l){ u (1)+ v (1)]

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

p=s [ x L+ Ly (18.28)

a(a) u v

bo’lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgisi oldiga quyilgan ishorani
tushuntiramiz. Yuqorida, ¢ parametr a dan f ga qarab o’zgarganda 8D egri
chiziq musbat yo’nalishda bo’lishini aytdik. Bu holda OA egri chizigning
yo’nalishi musbat ham bo’lishi mumkin, manfiy ham bo’lishi mumkin. Shuning
uchun (18.27) va (18.28) munosabatlar bir-biridan ishora bilan farq qiladi. Agar
0D egri chiziq musbat yo’nalishga 0A egri chiziqning ham musbat yo’'nalishi
mos kelsa, unda “Q” ishora olinadi, aks holda esa “-” ishora olinadi.
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Endi ushbu
jP(u v)du + Qu,v)dv = [ (69(" v) o ((; v)}fudv (18.29)
(a)
Grin formulaSIda

%Y %
Pluv)=x—, X, y)=x
(u.v) % Q(x.y) 3
deb olsak, u holda bu formula quyidagi ko’rinishga keladi:

o4 P of. ,
Dij udu+ d (jAj)[ ( )av(xau)}dud\ (18.30)

B )
Cu Ou ov 6v6u v\ Ou

Agar
A 2
_x oy, Oy
Ov Ou  Oudv
i(ﬂ)i(xay) o & o & _Dlxy)
ou\" dv) ov\ ou) du v o du Dluv)
ekanini e’tiborga olsak, unda (18.28), (18 29) va (18.30) munosabatlardan

ny
D= dudv
H)D(UV)

ov

va

bo’lishi kelib chigadi.
Ma’lumki,
J(uv)= D(x.y)
D(u.v)
yakobian aniq ishorali, (D) esa ma’nosiga ko’ra musbat bo’lishi kerak. Demak,
integral belgisi oldidagi ishora yakobianning ishorasi bilan bir xil bo’lish kerak.

Shuning uchun
D= “' D(x.y

dudv
e
bo’ladi. Shuni isbotlash lozim edi.

4’. Egri chizigli integral qiymatining integrallash yo’liga bog'liq bo'Imas-
ligi. Chegaralangan yopiq bog'lamli (D) ((D)c Rz) sohada ikkita P(x.y) va
Q(x,y) funksiyalar berilgan bo’lsin. Bu funksiyalar (D) sohada uzluksiz va
oP(x.y) 9Q(x.y)

y o
siz bo’lIsin.

1) Agar (D) sohada

xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shu sohada uzluk-

oP(x.y) _ 0Q(x.)
oy Ox
bo’lsa, u holda (D) sohaga tegishli bo’lgan har ganday K yopiq chizig bo’yicha
olingan ushbu

(18.31)
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| Plx.y)dx + O(x. v)ay
K

integral nolga teng boladi:

[ Px.y)dx +Q(x. y)dy = 0.

< K yopiq chiziq chegaralagan sohani (G) deylik. Ravshanki, (G)c (D).
Grin formulasiga ko’ra

[ Py Oy = (;G;)(GQ_gy_)_an,y)dedy

bo’ladi. Shartga ko’ra (D) da, demak, (G) da
oP(x.y) _90(x.y)
oy ox
U holda (18.31) munosabatdan

0Q(x,y) oP(x.y) _
(;{j)( b‘x = )dxa}' 0

[Pl y)tx + Q(x. y)dy =0.%
K
2) Agar (D) sohaga tegishli bo’lgan har qanday K yopiq chiziq bo’yicha

olingan ushbu integral
[ P(x.y)dx+Qx.y)dy =0
K

bo’ladi. Demak,

bo’lsa, u holda quyidagi 3
[PGx.y)ax+Qx.yMy (4B (D)) (18.32)
AB

integral 4 va B nuqtalami birlashtiruvchi egri chizigqa bog’liq bo’lmaydi. ya’ni
(18.32) integral qiymati integrallash yo’liga bog’liq bo’lmaydi.

<« (D) sohaning 4 va B nuqtalarni birlashtiruvchi va shu sohaga tegishli
bo’lgan ixtiyoriy ikkita 4@B hamda 4&B egri chizigni olaylik. Bu holda 4aB va
AGB egri chiziglar birgalikda (D) sohaga tegishli bo’lgan yopiq chizigni tashkil
etadi. Uni K bilan belgilaylik:

K = AaBeA .
Shartga ko’ra

IP(x,y)dx +0(x, yMy = [[P(x. yMx + Qlx, y)dv = 0

bo’ladi. Integralning xossasidan foydalanib ushbuni topamiz:

[ Px.y)ax+Q(x.y)dy = [[P(x.y)dx+Q(x. y)dy + [ P(x.y)ax +Q(x, y)dy =

AaBeA AdR BsA

= [Px,y)dx +Q(x.y)dy - [ P(x,y)dx +Qx, y)dy.

AdR AsB

[ PG y)dx+Q(x. y)dy - [[ P(x.y)dx +Q(x,y)dy =0

AaB A&B
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Bundan esa,
[ Plx.y)de+Q(x, y)dy = [[ P(x.y)dx +O(x. y)y
AaB AéB
ekanligi kelib chigadi. »
19.2-eslatma. Yugqoridagi tasdiq. isbot jarayonidan ko’rinadiki, 48 egri
chiziq sodda egri chiziglar to’plamidan ixtiyoriy olinganda o’rinlidir.
3) Agar ushbu

[ Ple.y)te+ Oy}t (4B < (D)) (18.33)

integral 4 va B nuqtalami birlashtiruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’lmasa, ya’ni
integral integrallash yo’liga bog’liq bo’lmasa, u holda
P(x, y)dx + O(x, y My
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi.
4 Modomiki, (19.33) integrallash yo’liga bog’liq emas ekan, u holda integral
A=(xy.y,) va B=(x,,y) nuqtalar bilan bir giymatli aniglanadi. Shuning uchun

bu holda (19.33) integralni quyidagicha ham yozish mumkin:
(1)
[ Pls, v+ (. )
(xo0.%0)
Endi A4 nuqgtani tayinlab, B nugta sifatida (D) sohaning ixtiyoriy (x,y)
nuqtasini olib. ushbu
(x.y)
[ Px.y)dx+Q(x.y)dy
(x0.%0)
integralni qaraymiz. Ravshanki, bu integral (x, y) ga bog’liq bo’ladi:

(ey)
Fle.y)= [P(x.y)dx+Q(x.y)dy.
(xo.50)

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz. (x,y) nuqtaning x
koordinatasiga shunday Ax orttirma beraylikki, (x+Ax,y) nugta va (x.y),
(x+Ax.y) nuqtalarni birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi ham (D) sohaga
tegishli bo’lIsin. Natijada f(x,y) funksiya ham xususiy orttirmaga ega bo’ladi:

(x+ary) (x.p)
Flx+8x,y)- Flx.y)= [Plx.y)dx+Qlc.y)dy~ [P(x.y)dx+Qlx.y)dy =
(x0.50) (xo0.50)
(x+Ax.y) (x+Ax,y)
= [P(xy)x+Q(x.y)dy=[P(x.y)x.
(x.y) (x.y)
O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:
(x+ary)
[ P(x,y)dx = P(x+6Ax,y)-Ax (0<8<1).
(x.y)
Natijada

F(x +Ax,£— F(x.y) = P(x+6Ax.y)
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bo’ladi. Bundan
i e 85) F&.y)
Ax—0 Ax

bo’ladi. Demak,

= AI:TO P(x+6Ax,y)= P(x.y)

oF (x y)_ = P(x.).
Xuddi shunga o’xshash
OF (x, y)
» =Q(x.y)

bo’lishi ko’rsatiladi.
Shunday qilib

(e ke 0 ity = LD ey ”gy)dy ~ dF(x.y)

bo’ladi. »

4) Agar

P(x,y)dx+Q(x, y)dy (18.34)
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’lsa. u holda
oP(x.y) _ 00(x.y)
oy Ox

bo’ladi.

<Aytaylik, (18.34) ifoda (D) sohada berilgan F(x,y) funksivaning to’lig

differensiali bo’lsin:
P(x. y)dx +O(x,y)dy = dF (x, ).

OF (x, OF \x,
Pley)= 20 o y)- )

ox oy
Keyingi tengliklardan ushbuni topamiz:

Ravshanki,

oP(xy) _&Flxy) 00y)_ 0'Flxy)
dy dyox Oox Oxoy
oP(x,y) 0Q(x.y)
oy | ox

Shartga ko'ra lar (D) sohada uzluksiz. Aralash hosilalarning

tengligi haqidagi teoremaga binoan (qaralsin, 13-bob, 6-§).
oP(x.y) _ 30(x.y)
9% Ox
bo’ladi. »
Shunday qilib, Grin formulasidan foydalangan holda, yugoridagi 1)-4)

tasdiqglar orasida
1)=2)=3)=24)=>1)

munosabat borligi ko’rsatildi.
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4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar
orasidagi bog'lanish
Tekislikda sodda silliq 4B egri chiziq ushbu
x= x(s),
(0<s<8)
v=y(s)
sistema bilan anigtangan bo’lsin, bunda s- yoy uzunligi (garalsin, ushbu bobning
1-§) x(s) va y(s) funksiyalar x'(s), v'(s) hosilalarga ega hamda bu hosilalar
uzluksiz.
Ravshanki, bu egri chiziq har bir nuqtada urinmaga ega bo’ladi. Agar Ox va
Oy o’qlar bilan urinmaning yoy o’sishi tomoniga qarab yo’nalish orasidagi
burchak mos ravishda @ va f deyilsa, unda
x'(s)=cosa. y(s)=cosp
bo’ladi.
Aytaylik, bu AB egri chiziqda f(x.y) funksiya berilgan va uzluksiz bo’Isin.

U holda
[ fx.y)dx
AB

integral mavjud bo"ladi va (18.15) formulaga ko’ra
b

[ £ y)dx = [ F(x(s). y(s))x(s s

AB 0
tenglik o’rinli. Bu tenglikning o’ng tomonidagi integralni quyidagicha
S S
7 (s)y ()} (s = [ 7(xls).y(s))cos ads
0 0

yozish mumkin. Ushbu bobning 1-§ da keltirilgan 1-teoremadan foydalanib
quyidagini topamiz:

-

AB

]f S (x(s).v(s))cos ads = { f(x.y)cos ads

Natijada yuqoridagi tenglikdan
If(x.y)dx = j/(x.y)cos ads
AB AB

bo’lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartda

Jf(x.y)d) = Jf(x.y)cosﬂak

va umumiy holda

[ Py + 01y = [[P(r.)eos a+ Q. )eos s
bo’ladi.

Mashqlar
J = [(@¥x -3y s
a8
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integral hisoblansin, bunda 4B egri chiziq quyidagi
x=cos't, y:sin“t
astroidaning A(~1, 0) va B(0. 1) nugqtalari orasidagi gismi.
18.7. Ushbu
J= Ixzds
a8
integral hisoblansin, bunda 4B egri chiziq quyidagi
x?+yt=a’
aylananing yuqori gismi.
18.8. AB yoyining uzunligi / quyidagi
[= [ds
a8

formula bilan topilishi isbotlansin.
Agar A8 yoyi
x=2acost—-acos2t,
y=2asint-asin2t
kardioidadan iborat bo’lsa, uning uzunligi topilsin.
18.9. Tekislikda yopiqC chiziq bilan chegaralangan (D) shaklning yuzi

Dzljxa’y—ydx
2,

bo’lishi isbotlansin.
Ushbu
x=acost. y=asint
ellips bilan chegaralangan shakining yuzi topilsin.
18.10. Agar material egri chiziq AB ning zichligi p = p(x,y) bo’lsa. uning

massasi
m= ] ple.y)ds

A8
bo’lishi isbotlansin.

Zichligi p(x.y)= 2 bo’igan quyidagi
x

X
'Vz-—

2
parabolaning (l, %j (2. 2) nuqtalar orasidagi qismning massasi

topilsin.
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19-BOB
Sirt integrallari

Mazkur kursning 17- bobida - = f(x,y) tenglama aniglagan silliq (S) sirt
bilan tanishgan edik. Bunda =(x,y) funksiya (D) sohada ((D)c RZ) berilgan,
uzluksiz va =, (x.y). =, (x. ) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D)
da uzluksiz funksiya edi. (S) sirt yuzaga ega bo’lib, uning yuzi

8= [[ 1+ 220 y)+ =2 ey Mxddy (19.1)
®)

ga teng ekanligi ko'rsatildi.

O’sha bobning pirovardida R’ fazodagi (V) sohada ((V)c RJ) berilgan
funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishib, uni o’rgandik.

Endi R’ fazodagi (S) sirtda berilgan funksiyaning integrali tushunchasi bilan
tanishamiz. Sirt integrali tushunchasini kiritishdan avval, bu erda ham funksiya

berilish sohasining bo’laklashishi, bo’laklash bo’laklari, bo’laklashning diametri
tushunchalari kiritilishi kerak.

Bu tushunchalar [a. ¢ oraligni bo’laklashi (qaralsin, I-gism, 9-bob, 1-§) va
tekislikda (D) sohani bo'laklashi (qaralsin, 18-bob, 1-§) kabi Kkiritiladi va
o’xshash xossalarga ega bo’ladi. Shuning uchun bu erda biz bu tushunchalarni

kiritilgan hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralining ta’rifidan boshlab
ketaveramiz.

1-§. Birinchi tur sirt integrallari
1. Birinchi tur sirt integralining ta’rifi. f(x,v.z) funksiya (S) sirtda
((S)c R") berilgan bo’lsin. Bu sirtning P bo’laklashni va bu bo’laklashning har
bir (S,) bo’lagida (k=1,2,....n) ixtiyoriy (£,.n,.¢,) nugtani olaylik. Berilgan
funksiyaning (£,,7,.¢,) nugtadagi f(&.7,.,) qiymatini (S,) ning S, yuziga
ko’paytirib, quyidagi yig’indini tuzamiz:
9 =kZ S Si) S,
=1
I-ta’rif. Ushbu
U=Zf(§k-’lkv§k)'5k (19.2)
k=
yig’indi f(x,y,z) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig’indisi deb

ataladi.
(S) sirtning shunday

R.P...P,. .. (19.3)
bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil topgan
Ap . Apyss A
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ketma-ketlik nolga intilsin: A, — 0. Bunday F, (m=l,2,..4) bo’laklashlarga
nisbatan f(x,y.z) funksiyaning integral yig'indisini tuzamiz. Natijada (S)
sirtning  (19.3) bo’laklashlariga mos integral yig’indilar qiymatlaridan iborat
quyidagi ketma-ketlik hosil bo’ladi:
61.0y,...0p, ...

2-ta’rif. Agar ) sirtning har qanday (19.3) bo’laklashlari ketma-ketligi
{P, } olinganda ham, unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {c,,} ketma-
ketlik. (£,.77,.¢,) nuqtalarni tanlab olinishga bog’liq bo’lmagan holda, hamma
vaqt bitta J songa intilsa, bu J yig’indining limiti deb ataladi va u

lim o= lim Y f(& .m0 ) Si=J (19 %)
2,0 A,-0, 7

kabi belgilanadi.

Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

3-ta’rif. Agar Y& >0 olinganda ham, shunday & >0 topilsaki, (S) sirtning
diametri 4,<& bo’lgan har qanday bo’laklashi hamda har bir (S,) bo’lakdan

olingan ixtiyoriy (£,.77,.£,) lar uchun
o-Ji<e

tengsizlik bajarilsa, J son o yig’indining limiti deb ataladi va u (19.4) kabi
belgilanadi.
4-ta’rif. Agar A, — 0 da f(x.y.-) funksiyaning integral yig’indisi o chekli
limitga ega bo’lsa, f{x.y.-) funksiva (S) sirt bo’yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deb ataladi. Bu yig’indining chekli limiti J
esa f(x.y,z) funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va u
[J £ p.2)ds
(5)
kabi belgilanadi. Demak.
”f(x,y,:)ds= A/i'"oo' = _/imoz f(’:l«"’k’gk)'sk
(5) [ Ap 0%y
2. Uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integrali. Endi birinchi tur sirt integrali-
ning mavjud bo’lishini ta’minlaydigan shartni topish bilan shug’ullanamiz.
Faraz qilaylik R’ fazodagi (S) sirt
z==z(x.y)
tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda - ==(x, y) funksiya chegaralangan yopiq
(D) sohada ((D)C RZ) uzluksiz va z,(x,y), z,(x,y) hosilalarga ega hamda bu

hosilalar ham (D) da uzluksiz.
I-teorema. Agar f(x,y,.-) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning (S) sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali
J[fx.p.2)ds
(s)
mavjud va
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Hf(xy s = [[ £Cey. (e YW1+ =2 (. p) + 2 (x. y ey

(n)
bo’ladi.

«(S) sirtning P, bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari (S,), (S,)..., (5,)
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D) sohaning
P, bo’laklashni va uning (D,), (D,)... (D,) bo’laklarini hosil qiladi. P
bolaklashiga nisbatan (19.2) yig’indini tuzamiz:

U=‘Z,: f(fkv’thk)'Sk

Ma’lumki, (&,,7:.<% )€ (S,)- Bu nugtaga akslanuvchi nuqta (&,.7,) bo’ladi.
Demak, ¢, = z(&,.77,) (19.1) formulaga binoan

S = (H)\/ 1427 (e y)+ =) (x, y)dxdy

bo’ladi.
O’rta qiymat haqidagi teorema (qaralsin, i7-bob, 5-§) dan foydalanib

topamiz:
S = \/l +z fk 'Ik)*’ (5/:-’7;)'01« «5;-'7;)6 (D, ))
Natijada ¢ yig’indi quyldagl

o= if(gk'”k':(ék'r]k))sk =

= Zf(fk U —(51, ’h))\/“‘ ‘51« ’h 2(5;’71«)Dk

ko’rinishga keladl.
Endi 4, — 0 da (bu holda 4, — 0 ham nolga intiladi) yig'indining limitini
topish magsadida uning ifodasini o’zgartirib yozamiz:

o= if(ék"’k v-'(‘fk-’h»\/l +-’.’r2(§ﬁ -7h)+ 5}2(& i )'DI; +

+ Zf(‘:k U (‘fk ’h»{\/“‘ fA ’h (f;’h:)— (19.5)
f+ "z(fk 77k (fk’;)] D,.

Bu tenglikning 0’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:

gf(ék.m.:('fpm ))[\ﬁ+:ﬂ¢;.n;)+_~'j(.§;,,,;)_

"\/H’:f(ék"h)'*': ( ]Dk‘<MZ"\/‘— 'fk '7k)+- fk '71:)
‘\/1"’:;2(_5/:"71:)"':; (flr"h]'Dk_-

bunda
2n



M =maxif(x.y.:)

\/ﬁ- 2+ =M xy)

funksiya (D) da uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda Kantor teoremasining
natijasiga ko’ra V& >0 olinganda ham shunday & >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri A, <& bo’lgan har ganday P, bo’laklashi uchun

"/1"’"2 & ’lk)+- ‘fk ”l« \/] 9‘ '7”) (5" 'h
bo’ladi. Unda

’Zf(f& '7/:'-(51( '7&»[\/“' 5/: '71. (é[ ’7&)“
_\/H’-’;z Ee T +:_’v2 ékvn:)bk1< M'Il%éDk =¢£

Ravshanki,

&
MD

va demak,
Ag'f'»o,,z_:lf(éy'h:-'(@-'h ))[\/l +:;2(§I:-'7;)+:'y2(§':”7; -
_\/T+ -’lz(fk:'h- )+ :Lz(gk M )]D‘ =0
bo’ladi.

(19.5) tenglikning 0’ng tomonidagi birinchi qo'shiluvchi

Zf(‘fk U -(}::k ’7&))\['*’—: (fk 'h (5/( ’;) D,

¢sa

7y s+ 22 )+ 57 (x.9)

funksiyaning integral yig’indisidir. Bu funksiya (D) sohada uzluksiz. Demak,
Ap, =0 daintegral yig’indi chekli limitga ega va

il{"ﬁog.f(ék'”k'z(fk ur ))\/1 + z;l(ék e )"’ z;z (fk v’hj‘ D, =
= (II)f(x,y.Z(x.y))\/l + 20 (x,y)+ 27 (x, yJndly
D

bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (19.5) tenglikda 4, — 0 da limitga o’tib
topamiz:

im0 = lim 3 16 m (6 mONT =26 n ) 276 m,) 0, =
= (ﬂ Sy 20 W1+ 2205 p)+ 22 (x, y hdxdy.
D)

Demak,

Hf(x p.2)s = [f (. 2(e W+ =2 (x, )+ =2 (x, p ey >

)
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Bu teorema, bir tomondan, uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integralining
mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral ikki karrali Riman
integrali orgali ifodalanishini ko'rsatadi.

I-eslatma. (S) sirt x = x(y,z) (v = y(z.x)) tenglama bilan aniqlangan bo’lib,
x=x(y.z) funksiya (y(z.x) funksiya) (D) sohada ((D)c Rz) uzluksiz va
x,(v.2), x.(y.z) xususiy hosilalarga (y(z,x).y;(z.x) xususiy hosilatarga) ega
hamda bu hosilalar (D) da uzluksiz bo’Isin.

Agar f(x.y.z) funksiya shu (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning birinchi tur sirt integrali
[1 £ G2
(s)
mavjud va

(ISI) Sle.y.2)ds = (IDI)f (.2 y W14 57 (p.2)+ 62 (. )y,

[(u)f(x.y.:ws=(gf)f(x,y(:,x),:)Jn+y;2(:.x)+y;2<z,x :dx]

bo’ladi.

2-eslatma. Biz f(x.y.:) funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudligi
maxsus ko’rinishdagi (S) sirtlar (= =z(x,y), x=x(y.z), y = y(z.x) tenglamalar
bilan aniqlangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslida funksiya integralining mavjudligi
keng sinfdagi sirtlar uchun to’g’ri bo’ladi. Jumladan, agar (S) sirt chekli sondagi
yuqorida aytilgan sirtlar yig’indisi sifatida tasvirlangan bo’lsa, unda berilgan va
uzluksiz bo’lgan f(x,y.z) funksiyaning sirt integrali mavjud bo’ladi va u mos
ikki karrali integrallar yig’indisiga teng bo’ladi.

3. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari. Yuqorida keltirilgan teorema
uzluksiz funksiyalar birinchi tur sirt integrallarining ikki karrali Riman
integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, bu sirt integrallar ham ikki karrali
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi. Ikki karrali Riman
integrallarining xossalari 17-bobning 5-§ ida o’rganilgan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan teorema
birinchi tur sirt integralining mavjudligini tasdiqlabgina qolmasdan, uni hisoblash
yo’lini ham ko’rsatadi. Demak, birinchi tur sirt integrallar ikki karrali Riman
integrallariga keltirilib hisoblanadi:

1 70c09:2) =[] oy ey W27 ) 7o vy

()

iU)f(x.y.:)ds = (_U)f(x(y,:),y.:)\/ljx’yz(y,:ﬁ x2(y.z)adyd- (19.6)

(H)f(x.y.:)ds = (g)f(x.y(:-x).:)\ﬁ+ v ex)+ vl (e x)dedx
19. 1-misol. Ushbu

.I=H(x+y+:)ds

)
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integral hisoblansin.

Bunda (S)—)c2 +y’+z2=r" sferaning =0 tekislikning yuqorisida
joylashgan gismi.

<Ravshanki, (§) sirt
tenglama bilan aniglangan bo’lib, bu sirtda berilgan f(x,y,z)=x+ y+ = funksiya
uzluksizdir. 1-teoremaga ko'ra

J= H(x+y+\/r -x’-y )\/l+_'2(x y +z 2(x y)dxdy
)

bo’ladi, bunda (D)= {(x,y)e RY: x*+y? 5,_2}_

Endi bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

)= -y *’.'v("'Y)*—*—fz—-yﬁv
rr-x"-y rr=x"—y
2 12 _ r
\/l+_», (x,y)+;y (x,y)—————2 —

rr-x -y

Demak,

J= H(x+ yafri—xi -y )\/l+_"(x y)+ =2 (x,y)dxdy =

(2))

|| At A—y
AN - x - y?
Keyingi integralda o’zgaruvchilami almashtiramiz:
X=pcosp, y=psing.
Natijada

= pleosp+ WW’)+ - plcos g+ sing)
A e iR

+r2§(£pdde —rl(cos¢+s1n¢)d¢IJ——+r 27 i—

Demak. berilgan integral

J'_[(Jr+y+:)dS:izr3
(s)

bo’ladi. »
19.2-misol. Ushbu

_Ux(y +z)ds

()
integral hisoblansin, bunda (S)-x=+6*-y* silindrik sirtning z=0, z=¢
(c > 0) tekistiklar orasidagi qismi.
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<Modomiki. bu (S) sirt x=+6" -y’ ko'rinishda berilgan ekan, unda
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.

foy )d.s-Hf(x(y ) y.z Jl+x'2 )+ x2(y. 2 Mdydz .

Bunda (D) soha (S) smnlng Oy: tekislikdagi proeksiyasidan iborat:

(0)={y.2)e R x=ya y7.2=0, z=c)

= {(}’:-")E R* -¢<y<ag, O_ZSC}
= /6’ — y? funksiyaning xususiy hosilalari

5=, (2)=0

¢ -y

bo’ladi. Demak,

(H)f(x,y,:)a’s: (_”)\162 —y2 (y +z }l + --——-dyd: —eﬂ(y +: )a'vd'

({1
bo’ladi. Bu tenglikning 0’ng tomonidagi ikki karraln integraini hisoblab topamiz:

e[ 5 )dyd-:gj[j(w ]dv e[[v.+7}mdy

(I)) -6\ 0 =0

=g T[c_v+%]dy = 522},2' +———)|

Demak,

_”x(y + :)a's =g’
(s)

2-§. Ikkinchi tur sirt integrallari

R’ fazoda - ::(x,y) tenglama bilan aniqlangan (S) sirtni qaraylik. Bunda
=(x,y) funksiya chegarasi bo’lakli-silliq chizigdan iborat bo'lgan (D) sohada
((D)c RZ) berilgan, uziuksiz. z.(x,y), z'y(x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Silliq sirt har bir
(Xo.¥0.2,) nuqtasida urinma tekislikka ega bo'ladi.

Endi (S) sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan K yopiq chizigni olaylik.
(¥5.70.2,) nuqta sirtning K yopiq chiziq bilan chegaralangan gismga tegishli
bo'lsin. Bu chizigni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijada Oxy tekislikda
ham K yopiq chiziq hosil bo’ladi. Mazkur kursning 18-bob, 2-§ ida tekislikdagi
yopiq chizigning musbat va manfiy yo’nalishlari kiritilgan edi. (S) sirtdagi yopiq
chizigning musbat va manfiy yo’nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham
aytish kerakki, yo'nalishning musbat yoki manfiyligini aniqlash xarakatlanayotgan
nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog’liq.

281



Sirtning (x,. ¥o.2,) nuqtasidagi urinma tekislikka shu nuqtada perpendikulyar
o’tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo’nalishi deb shunday yo’nalish
olamizki, uning tomonidan qaralganda ikkala (K hamda K ) yopiq chiziglarning

yo'nalishlari musbat bo’ladi. Uning manfiy yo’nalishi esa shunday yo’nalishki, u
tomondan garalganda K ning musbat yo’nalishiga K ning manfiy yo’nalishi mos
keladi. Perpendikulyarning musbat yo’nalishi bo’yicha olingan birlik kesma
sirtning (x,. ,.%,) nugtasidagi normali deyiladi.

Normalning Ox, Oy va Oz o’qlarining musbat yo’nalishlari bilan tashkil
gilgan burchaklarini mos ravishda a, B,y orqali belgilasak.

z z i )
COSq=——F——2——, COSYy =t | COSY = ———== (19.7)
12 12 2, _e2 f 12 2
1+ +2] I+ +2) i+ +25

bo’ladi va ular normalning yo naltiruvchi kosinuslari deyiladi.

Isbotlash mumkinki, silliq (S) sirtning barcha nuqtalaridagi perpendikulyar-
larning musbat yo’nalishlari (normallari) bir xil bo’ladi. Va, demak, manfiy yo’na-
lishlari ham. Shunga ko’ra, sirtning ikki tomoni hagida tushuncha kiritiladi.

Sirtning ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan
qaralganda ikkala (K hamda K;) yopiq chiziglaming yo’nalishlari musbat
bo’ladi.

Sirtning ustki tomoni qaralganda K, bilan chegaralangan tekis shaklning
yuzi musbat ishora bilan, pastki tomoni (ikkinchi tomoni) qaralganda manfiy
ishora bilan olinadi.

1. Ikkinchi tur sirt integralining ta’rifi. | (x. y.z) funksiya (S) sirtda beril-
gan bo’lsin. Bu sirtning ma’lum bir tomonini olaylik. Sirtning P bo’laklashini va
bu bo’laklashning har bir (S, ) bo’lagida (k =1.2....,n) ixtiyoriy (&,.7,.£,) nugta
(k=12,..,n) olaylik. Berilgan funksiyaning (&,,7,.£,) nugtadagi f(&,.7,.£,)
qiymatini (S,) ning Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D,) ning yuziga ko’paytirib
quyidagi yig’indini tuzamiz:

o= f&1.$)Ds . (19.8)
k=1
(S) sirtning shunday
LTI e TR (19.9)
bo’laklashlarini garaymizki, ularning mos diametridan tashkil topgan
ApApy s Ap

ketma-ketlik nolga intilsin: 4, — 0. Bunday £, (m=1,2,.) bo’laklashlarga
nisbatan f(x,y.z) funksiyaning integral yig'indilarini tuzamiz. Natijada (s)
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallar yig’indilar qiymatlaridan iborat

quyidagi
o, 0, O,
ketma-ketlik hosil bo’ladi.
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5-ta’rif. Agar (S) sirtning har qanday (19.9) bo’laklashlari ketma-ketligi {2, }
olinganda ham, unga mos integrallar vig’indilari qiymatlaridan iborat {0'",} ketma-
ketlik, (&,.7,.¢,) nugtalarni tanlab olinishiga bog'liq bo’lmagan holda hamma
vaqt bitta J songa intilsa, bu J o yig’indining limiti deb ataladi vau
lim o= lim 3 [ 0Dy =J (19.10)
Ap =0 Ap =20,y
kabi belgilanadi.
Integral vig'indining limitini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
6-ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham, shunday & >0 topilsaki, (9) sirtning
diametri 4, <& bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (S, ) bo’lakdan
olingan ixtiyoriy (&,.7,.<,) lar uchun
lo-J|<e
tengsizlik bajarilsa, J soni o yig'indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi
belgilanadi.
7-ta’rif. Agar 2, —» 0 da f{(x.y.z) funksiyaning integral yig’indisi & chekli
limitga ega bo’lsa, f(x,y.z) funksiya (S) sirtning tanlangan tomon bo’yicha
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig'indining chekli limiti J esa,
f(x.y.z) funksiyaning (S) sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur sirt

integrali deb ataladi va u
J] £y, Mxcy
(s)

kabi belgilanadi. Demak,

Il 70ty = fim = fim, 3216 0P
$) L "=t

Funksiya ikkinchi tur sirt integralining quyidagicha
[1/(e.y. =)y (19.11)
)
belgilanishidan, integral (S) sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi
ko’rinmaydi. Binobarin, (19.11) integral to’g’risida gap borganda. har gal integral
sirtning qaysi tomon bo'yicha olinayotganligi aytib boriladi.
Ravshanki, f(x,y.z) funksiyaning (8) sirtning bir tomoni bo’yicha olingan
ikkinchi tur sirt integrali. funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishorasi bilangina farq qiladi.

Yuqoridagidek
”f(x,y,z)dydz , Hf(x,y,z)dzdx
() (s)
ikkinchi tur sirt integrallari ta’riflanadi.
Shunday qilib, sirtda berilgan f{x,y.z) funksiyadan uchta -Oxy tekislikdagi
proeksiyalar, Oy= tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar
vositasida olingan ikkinchi tur sirt integrali tushunchalari kiritiladi.
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Umumiy holda, (S) sirtda P(x,3,z). Q(x.y.z), Rlx.v.z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushbu
[[PGx.y.2)axdy, [[Q(x.y.2)dvd=, [[R(x.y.2)d=dx
() () )
integrallar mavjud bo’lsa, u holda
H P(x,y.z)dxdy +HQ(x,y, =Myd- + ” R(x.y.=)d=dx
(s) ) ()
yig'indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko’rinishi deb ataladi va u
[[P(x.y.2)dxdy +Q(x, y, 2 )dyd= + R(x,y.=)d=dx
(s)
kabi belgilanadi. Demak,

(H)P(x.y,:)dxdy +(I:[)Q(x,y,:)dyd: +(_[:'-)R(X.y.:)d:dx:
:H)P(xvy-i)dxdy@(x.y.:)dydn R(x.y.z)d=dx .
I

Endi R’ fazoda biror (') jism berilgan bo’lsin. Bu gismni o’rab turgan yopiq
sirt silliq sirt bo’lib, uni (S) deylik. f(x,y,z) funksiya (/') da berilgan. Oxy
tekislikka parallel bo’lgan tekislik bilan (V) ni ikki qismga ajratamiz:
()= (,)+(,). Natijada uni o’rab turgan (S) sirt ham (S,) va (S,) sirtlarga
ajraladi. Ushbu

H)f(x.y.:)dxajz+(”)f(x.y.:)dxdy (19.12)
(8 52

integral (agar u mavjud bo’lsa) f(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt bo’yicha
ikkinchi tur sirt integrali deb ataladi va

§f £ (x.y,z)dxdy
)
kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi birinchi integral (S,) sirtning ustki

tomoni, ikkinchi integral esa (S, ) sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan. Xuddi

shunga o’xshash
1y yds, §f(x.y.2)d=dx
(s) ()
hamda, umumiy holda
g&f) P(x, y.=)dxdy +Q(x, y. z )dyd- + R(x,y. = )d=dx
s
integrallar ta’riflanadi.

2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integrali. Faraz qilaylik, R’ fazoda (S)
sit. ==z(x,y) tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda :==:(x,y) funksiya
chegaralangan yopiq (D) sohada ((D)c Rz) uzluksiz va zi(x.y), z}(x.)
xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D) da uzluksiz.

2-teorema. Agar f(x,y.z) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning (S) sirt boyicha olingan ikkinchi tur sirt integrali
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(H)f (x.y.z)axay
mavijud va
[ [ /e, 2x ety

bo’ladi.

«(S) sirtning A bo’laklashini olaylik. Uning bo’laklari (S,). (S,).-.(S,)
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D) ning P,
bo'laklashini va uning (D). (D,)....(D,) bo’laklarini hosil qiladi. P
bolaklashga nisbatan ushbu yig’indini tuzamiz:

azgf(ék'”k'gk)l)k' (19.8)

Agar (S) sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo’lsa, u holda barcha D, lar
musbat bo’ladi.

Modomiki, f(x.y.z) funksiya z=z(x,y) sirtda berilgan ekan, u x va y
o'zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:

Sxy.2)=f(xy.2(x.y).

$o==&m) (k=12.n)
bo'lishi kelib chiqadi. Natijada (19.8) yig’indi ushbu

o= Zf(s/. i -(fk Uk))DA

ko'rinishga keladi. Bu yig mdl f(A y.=(x,y)) funksiyaning integral yig'indisi
(ikki karrali integral uchun integral yig'indi) ekanini payqash qiyin emas. Agar
f(x.y.=(x.y)) funksiyaning (D) da uzluksiz ekanligini e’tiborga olsak, unda
Ap, =0 da

Bundan esa

gf(ékrm-—"(‘fwﬂk))l)k

vig'indi chekli limitga ega va
/I'm Zf(fk e = D = Jf)f(x-}’--’(x,}’)y"dy
‘7 D

bo’ladi. Demak,
l/imod = llimOZf(ék-nkré’k)Dk =
i Ps V)=

= tim 3 1(Gm En D = [] £y, 20c Nty
P 2V k=1 (p)
Bundan esa
(Hf (x,y.z)dxdy = (H)f (x.y,2(x. y exdy
) D
bo’lishi kelib chigadi. »
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Agar (S) sirtning pastki tomoni qaralsa, unda D, far manfiy bo’lib,
[F £ oWy = = [ 757,260,y
(5) )
bo’ladi.
Xuddi yuqgoridagidek, tegishli shartlarda
[y yde, [[ ey =pzax
(s)

)

J[ 70y Myd= = (IDI)f (x(y.2).y. 2 Hivd-.

(5)
Jj;f(x-%:)ﬂ':dx = (_g)f(x,y(x, ),z d=dx

integrallar mavjud va

bo’ladi.
I-natija. Yasovchilari Oz 0’qiga parallel bo’lgan (S) silindrik sirtni qaraylik.
f(x.y,z) funksiya shu sirtda berilgan bo’lsin. U holda
[] 7oy, )y
(5)
mavjud bo’ladi va u nolga teng:
_Uf(x,y,:)dxdy =0.
()
Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartlarda
J[ 7 y.2daydz =0, [[ fx.p.2)d=ax =0
) (s)
bo’ladi.

Bu tengliklar bevosita ikkinchi tur sirt integrallari ta’rifidan kelib chigadi.

Yugqorida keltirilgan teoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrallari ham
ikki karrali Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’lishini ko’rsatish
va ulami keltirib chiqarishni o’quvchiga havola etamiz.

3. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblash. Yuqgorida keltirilgan teoremadan
foydalanib ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integrallariga keltirib
hisoblanadi:

(H)f(x.y.:)dxdy H)f(xvy.:(xvy))dxdy’
s (¢

[[ S ey = [[ £(x(y.2)y.2 )b
(n)

()
Jf £G.v.2Mzds = [ £(x. (e, x) 2
(s) »)
19.3-misol. Ushbu
2 2
if 5—2 + % +kz |dxdy
{s) a ]
y?

2 2
integral hisoblansin. Bunda (S}~ x_z +=5+=5 =1 ellipsoidning =0 tekislikdan
at & ¢

pastda joylashgan qism bo’lib, integral shu sirtning pastki tomon bo’yicha olingan.
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<4 Ravshanki. bu (§) sirtning tenglamasi quyidagicha bo’lib,
N
) Vo2 &

uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi

(D)={(x.y)e R? —z+y—j$l}

bo’ladi.
(S) sirt ham, bu sirtda berilgan

2 2

fley.2)= —+L+k.
é’

funksiya ham 2-teoremaning shartlarini qanoatlantiradi U holda

I N ey

bo’ladi. Integral (S) sirtning pastki tomoni bo’yicha olinganligi sababli
tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi qo’yildi.
Endi bu

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Ikki karrali integralda ozgaruvchilarni
X=apcos@p. y=6psing
kabi almashtirib quyidagini topamiz:

If (kc ET;__ - Z_ - ]dxd) 1” H(kc\/l——? - pZ)ggpdp}dq, -

a1 _ v 4 !
= BI[ (kcp\/]_—p —-p )l'P}f(D 2mae -kg—g%—% =2me(—i+k—;)_
0

i} —+—+kc}1.rafy = Znae(E——l). >
(s) 8 3 4

4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasida bog’lanish. Biz 18-bob-
ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidaga bog’lanishni
ifodalaydigan formulalarni keltirgan edik.

Shunga o'xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi
bog’lanishni ifodalovchi formulalar ham mavjud.

(S) sirt va unda berilgan f(x.y.z) va P(x.y.z), Q(x,y.2), R(x,y.2)
funksiyalar tegishli shartlarni qanoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning 1-punkti) ushbu

E[S_[)f(x,y.:)a'yd: = gvj‘)f(x,y.:)cosatis ,

Demak,
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[J (..M = [[ £(x.y.2)eas B, (1913
(}} f(x.y.=)dxdy =(.})If (x.y,2)cos yds
umumiy holda ¥ )
(IS)P(*'V-Z)dde +0Q(x,y.z)d=dx + R(x, y, z)dxdy =
= (f‘sj.)[P(x.y,:)cosa +0(x.v,2)cos B+ R(x,y.=)cos y s

formulalarning to’g’riligini isbotlashni o’quvchiga havola etamiz.

3-§. Stoks formulasi

R® fazoda z=z(x,y) tenglama bilan aniglangan silliq (S) sirt berilgan
bo’Isin. Bu sirtning chegarasi 8S bo’lakli-silliq egri chiziq bo’lsin. (S) sirtning
Oxy tekislikdagi proeksiyasini (D) deylik. Unda &S ning proeksiyasi D dan
iborat bo’ladi.

Faraz gilaylik, (S) sirtda P(x.y.z) funksiya berilgan bo’lib, u uzluksiz
bo’lsin. Undan tashqari bu funksiya (S) da

oP(x,y.z) oP(x.y,z) oP(x,y.z)
o &y oz

xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo’lsin.

Ushbu
J.P(x.y,:}ix
a8

egri chizigli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan). Agar &S chizigning
(S) sirtda yotishini e’tiborga olsak, u holda

[Py o= [Plen (o)

bo’ladi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:
[Pl o= - [ 22 g,
ab ) 5%
Ravshanki, P(x.y,z(x.y)) funksiyaning y o’zgaruvchi bo’yicha Xususiy
hosilasi
('5P(x,y,.-'(x,y))+ 6P(x,y,:(x.y))'

2 (x.y)

oy oz
bo’ladi.
Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan
, cos
5 y)= -8
cosy

bo’lishini e’tiborga olsak.
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H[al’(.\-,y,:(x. y))? BP(x.y; =(x, y))_ =t (v, ) sy =
i oy (o
_ ” 6P(x.y,:(x,y))_ 5P(x._v,:(x,y))' cos B
(h oy o cosy
bo’ladi.
Natijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tenglikka ega bo’lamiz:
[ Pr. v ) HF@P x y =(x.y))_0P(x.y.=(x.y)) cosf (1914
iy n o= cosy

2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglikning o’ng tomonidagi ikki
karrali integralni ikkinchi tur sist integrali orqali ifodalaymiz:

ﬂ)[ap x,y.5(x,y)) 0P(x.y.=(x.y)) cosp

oy o- cosy
H{GP(x Y.2) eP(x.y. z) cosfB
(%) o cosy

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi tur sirt integralini, (19.13)
formulaga asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz:
”{61’ Xy, ) OP(x.y.z ) cos fedy =
i) oz cosy
H{@P(x Y. ) dP(x.y. ) cos f
s oy o cosy
H 6P(x Y2} s yds — ” ——OP(X:_’V - ')cos s .
{s) ay {s) -
Va nihoyat, yana (19.13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz:

Hap(x’y':)cosyds= HGP(x,y.:)dxay

]cos}/ds= (19.15)

: %Y
""ap(ay _) ® ap(' B (19.16)
H—Ly" cos fds = ”_x,y,_ d=dx
(S) 6: (5) 6:
(19.14), (19.15) va (19.16) munosabatlardan
J-P(x y,z)dx = HOP(A ».:) d=dx - aP(J‘;y} -)dxdy (19.17)
) -

bo’lishi kelib chlqadl.
Xuddi shunday mulohaza asosida (S) sirt va unda berilgan Q(x.y.z).
R(x,y,:) funksiyalar tegishli shartlarni bajarganda ushbu
aQ(x, 0Q(x,
[0(ey. 2y = |22 )dxdy Rleri) g,
as ) =

jR(x . )d' = H OR(X Y= dyd= - OR(Z'y':)dzdx
5 x

(19.18)
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formulalarning o ’rinli bo'lishi ko'rsatiladi. (19.17) va (19.18) formulalami hadlab
go’shib quyidagini topamiz:
jP(x,y,2)dx +Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =

=lcQ"rz) _dP(x.y.:)-L* [dR(x.y.z)_ (19.19)
LN X ay i L dy
dQ(x.y.z) \dP(jt.j'.-)  dRjx"y.r)
iz T o dzdx

Bu Stoks formulasi deb ataladi.

2-natija. Mazkur kursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulasi Stoks formulasi-
ning xususiy holidir. Hagigatdan ham (19.19) Stoks formulasida (S) sirt sifatida
Oxy tekislikdagi (D) soha olinsa. unda z =0 bo’lib, (19.19) formuladan

JP(x.y)dx +0(x.y)dy = J].aec
D ). O dy
bo’lishi kelib chigadi. Bu Grin formulasidir.

Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo’yicha olingan Il-tur sirt integrali
bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan egri chizigli integralni bog’lovchi
formuladir.

4-8. Ostrogradskiyformulasi

R3 fazoda pastdan z-(px(x,y) tenglama bilan aniglangan silliq (S,) sirt
bilan, yugoridan z = (p2{x,y) tenglama yordamida aniglangan silliq (S2) sirt bilan,
yon tomondan esa yasovchilari 0z o’giga parallel bo’lgan silindrik (S3) sirt bilan
chegaralangan (Vv) sohani (jismni) garaylik. Uning oxy tekislikdagi proeksiyasi
(D) bo’lib. bu (D) ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtning
yo’naltiruvchisi sifatida olinadi. (gp](x,y)<(p2(x,y) (£>)) (64-chizma).

64-chizma
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Faraz gilaylik, (V) da R(x.y.c) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Bundan tashqari bu funksiya shu schada
BR(x.y.<)
ez
xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.
Ravshanki. bu holda

(P e

+) [
mavjud bo’ladi va 17-bobning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko’ra
2 (x.y)
m‘R(X Y ) gyt - H[ | OR(x.y.2), ]dxaﬁv (19.20)
) s (DN ¢.(x.y) o=
bo’ladi.
Agar

02 (0) 5
(j )R()(c}—-y) == R(x.y.0,(x.y))~ R(x.y,0,(x.))

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

0P e i [ e v Dt 192

O\ o {x.y) (”
bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrall integrallarni 2-§ dagi
formulalardan foydalanib, sirt integrallari orqali yozamiz:

[T 8Cey e = [[RGe. Koty

(v) (5;)
[[ Rx, y.0,(x.y)Hxdy = [[ R(x,y,)dxdy.
D) ($)
Keltirilgan tengliklardagi sirt integrallari sirtning ustki tomoni bo’yicha
olingan (19.20), (I9 21 ) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz:

maR IRV 2) yhvede = (H)R(x,y,;yxdy + (”)R(x,y,:)dxdy. (19.23)

Bu tenghknmg o’'ng tomonidagi ikkinchi integrél (S,) sirtning pastki tomoni
bo’yicha olingan.
(S;) sirt yasovchilari O- 0’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt bo’Iganligidan
” R(x,y,z)Yxdy =0 (19.24)
($5)
boladi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan

(1P Dt [ eV [ b
+ [[RGx.y.z )ixdy ﬁR(x y'-)‘i"dy

($3)
bo’lishi kelib chigadi. Bunda (§)- (V') j Jlsmm o’rab turuvchi sirt.
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Demak,
] ORY-2) e - § R(x.y.2)dxdy (19.25)
v) 0z (s)
Xuddi shu yo’l bilan, () hamda P(x.v.z). Q(x,y.z) lar tegishli shartlarni
ganoatlantirganda quyidagi

{ﬂ a—P(;%'Z)dxdyct = % P(x.y,z)dydz, (19.26)
1] )y - §0(x.y, 2)dzdx (19.27)
MY ()

formulalarning to’g’riligi isbotlanadi.
Yugqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklarni hadlab qo’shib quyidagi-

famni topamiz:
m(af’(;y-ﬁ . aQ(;'-Vy':) . 6R(;;y,2))d)dydz )
= §§ P(x,y.z)dydz + Q(x.y. 2 )dzdx + R(x, y, 2 )dxdy.
Bu formula O(sst)rogradskiy formulasi deb ataladi.

Mashgqglar

H(;y+:+\/'a2 +x? )15
{s)

integral hisoblansin, bunda (S ) sirt quyidagi
r=a _yz _?
paraboloidning Oy:z tekisligi bilan kesishishidan hosil bo’lgan sirtning
tashqi gismi.
19.5. Sirtning yuzi

19.4. Ushbu

formula bilan topilishi isbotlansin.
Ushbu

x*+y’=R-x
silindrning
Cy =R
sfera ichida joylashgan gismining yuzi topilsin.
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20-BOB
Furye qatorlari

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalarni ulardan soddaroq
bo’lgan funksiyalar orqali ifodalash masalalariga bir necha marta duch keldik va
ularni o’rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri  funksiyalarni darajali
qatorlarga yoyishdan iborat bo’lib, u mazkur Kkursning 14-bobida batafsil
o’rganildi.

Agar garalayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo’lsa, tabiiyki ularni
soddarog davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo’ladi. Har bir hadi sodda
davriy funksiyalar bo’lgan funksional qatorlarni o’rganish murakkab davriy
funksiyalarni soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini ha! etishda
muhim rol o’ynaydi.

1-§. Ba’zi muhim tushunchalar
1. Funksiyalarni davriy davom ettirish. f(x) funksiya (a.e] yarim interval-

da berilgan bo’lsin. Bu funksiya yordamida quyidagi
£ ()= f(x-(e-a)m). xe(a+mls-a) e +mle—-a)
(m=0.t1,%2,.) (20.1)
funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi f"(x) funksiya (-0,+w) oraliqda berilgan
va davriy funksiya bo’ladi. Uning davri 7, =¢-a ga teng. Bajarilgan bu
jarayonni funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.
Masalan, (~1.2] oraliqda berilgan f(x)=x* funksiyani davriy davom
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan.
14

3 2 a9 0 1 2 3 5 %
65-chizma

Agarda berilgan f(x) funksiya (a s ] da uzluksiz funksiya bo’lsa va
fla+0)= tim f(x)= s(6)
deyilsa, u holda davom ettirilgan f*(x) funksiya (- »,+») da uzluksiz bo’ladi.
/(x) funksiya [a,6) yarim intervalda berilgan bo’lsa uni davriy davom
cttirish ham yuqoridagi singari bajariladi:
F(x)=fx—(6-a)m), xela+m(e-a)e+me—a)) (m=0,+1,%2,.)
Agarda f(x) funksiya (a, 6) da berilgan bo'lsa, uni
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X=(- o +0)\{g+mls-a): =0.#1..} to'plamga davriy davom ettirish
mumkin:
F(x)=flx—(e-a)mn), xe(a+mle-a)e+mls-a)) (m=0,+1.42, )
Iz0h. f(x) funksiya [a,¢] da berilgan bo’lsa, uni (~w,+%) ga umuman
aytganda ikki xil davom ettirish mumkin:
()= flx—(e-a)n), xe(a+(s-a)n.a+(s—a)m.
(%)= flx-(e-a)m), xela+(6-a)m, e +(e—a)m)
(m=0£1%2,.).
I-lemma. f(x) funksiya (a. 6] oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda 1(x)
ni (-w,+o) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan 7°(x) funksiya ixtiyoriy
(@, @ + (8 — a)] da integrallanuvchi bo’ladi va

a+(n-a) P
[ £ () = [ £ (x)ax (*)
formuta o’rinli bo’ladi.

« Shartga kora f(x) funksiya (a,6] da integrallanuvchi, f"(x)
funksiyaning tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning (. a + (6 - a)] (Ve € R)

da integrallanuvchi bo’lishini topamiz.

Integralning xossasiga ko'ra
a+{¢-a) a+(¢-a)

J [ (x)dx = If (x)dwjf (x)x + If (x)dx (20.2)

bo’ladi. Ravshanku Vx e(a, ¢ uchun S (x ) S{x). Demak

J 7 (ke =] £k

Endi
av(n-a)

[/ (x)ax

°

integralda x = y + (¢ — a) almashtirishni bajaramiz:

a+(a-a}

[/ (o= jf (v +(e-ally = [f'(y)dy:-]f'(vw.
Natijada (20.2) tenglik ushbu

a+(u-a) I’
[ £ (e = [ flx)arx
ko’rinishga keladi.»
Bu lemmadagi (*) formula sodda geometrik ma'noga ega. U 66-chizma
shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodalaydi.
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66-chizma

2" Garmonikalar. Ushbu
f(x)= Asin(ax + p) (20.3)

funksiyani ko’raylik, bunda A4, @, # o’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo’lib,

uning asosiy davri T = L ga tengdir. Haqigatdan ham,
a

f(x + »2—’5j =4 sin{a[x + %{) + ﬂ} = Asinl(ax + p)+ 27)= dsin(ex + B) = f(x).

o
Bu
f(x)z Asin{ox + ,B)
funksiya garmonika deb ataladi.
Berilgan
f(x)= 4sin(ax+ B)
garmonikaning grafigi, y=sinx funksiya grafigini Ox va Oy o’qlar bo’yicha
sigish {cho’zish) hamda Ox 0’qi bo’yicha surish natijasida hosil bo’ladi. Masalan,
f(x)=2sin(2x +1)
garmonikaning grafigini yasash jarayoni va uning grafigi 67-chizmada
tasvirlangan.
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Trigonometriyadan ma’lum bo’lgan formuladan foydalanib garmonikani
quyidagicha yozish mumkun:
7{x)= asin(ax + 8) = Alcos ax sin f + sinax cos ).
Agar
Asinff=a Acosfi=¢
deb belgilasak, unda garmonika ushbu
f(x)=acosox +6sinax
ko rinishga keladi.
3". Bo’lakli-uzluksiglik va bo'lakli-differensiallanuvchilik. f(x) funksiya
[a, 8] oraliqda berilgan bo’Isin.
Agar [a, 6] oraligni shunday
[.a)]a.4,]...[a,.,.a,] (@=a.a,=¢)
bo’laklarga ajratish mumkin bo’lsaki,
(a.¢)=[ay.a]0(a.a,]u Cla, .a,)
har bir (a,.a,,,) (k=0,1...,n-1) da f(x) funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda
x =a, nuqtalarda chekli o'ng f(a, +0) (k=(0.1,.,n~1)) va chap f(a, —0)
(k=(0,1,....n—1)) limitlarga ega bolsa, u holda f(x) funksiya [a. 6] da bo’lakli-
uzluksiz deb ataladi.
Masalan, ushbu
x agar 0<x<1 bo'lsa,
f(x)=40, agar x=1  bo'lsa,
—-x, agar 1<x<2 bo'lsa

funksiya [0, 2] oraliqda bolakli-uzluksizdir (68-chizma).

4
y

L}

"y

68-chizma
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Agar f(x) funksiya (- cc,+cc) da berilgan bo’lib, uning istalgan chekli [a, 5]
gismida (. f]c (- 0.+0)) bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, u holda f(x) funksiya
(- ®,+0) da bo’lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik, f(x) funksiya (a.6] da berilgan va bo'lakli-uzluksiz bo’Isin. Bu
funksiyani (~o.+) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan f"(x) funksiya
(~ o0+o0) da bo’lakli-uzluksiz bo’ladi.

Masalan f(x)=x (xe(-=x]) funksiyani (-w+w) ga davriy davom
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan.

[ )

A
ey W AveR

69-chizma

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz.

£(x) funksiya [a, ¢] da berilgan bo’lsin.

Agar [a.¢] oraligni [a,6]=[as.q]u]a.a,]u Ula, .a,] boiadigan
shunday [a,.¢, Hay.a,).-[a,_,.a,] (a, = a. a, = 6) bo’laklarga ajratish mumkin
bo’lsaki, har bir (a,.q,.,) da (k=0,1,...,n—1) funksiya differensiallanuvchi
bo’lsa hamda x = a, nuqtalarda chekli o'ng f'(a, +0) (k=0.1,...,n-1) va chap
f(a,-0) (k=0.1....,n-1) hosilalarga ega bo’lsa, u holda f(x) funksiya [a, 6]
da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, ushbu

x? agar 0 < x <[ bo'lsa,

f(x)=4{2-x.,agar1 < x <2 bo'lsa,
x-2.agar2<x <3 bo'lsa
funksiya [0, 3] da bo'lakli-differensiallanuvchi bo’ladi. (70-chizma)

A

y

0 / 2 3 X
70-chizma
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Agar f(x) funksiva (o) da berilgan bo’lib, uning istalgan chekli
[.8] (. Blc (- .+)) gismida bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, u holda
£{x) funksiya (- 00,+oc) da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

£(x) funksiya (a, 6] da berilgan va bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, uni

(- ».+«) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’igan f”(x) funksiya (- c0,+c0) da
bo lakli-differensiallanuvchi bo’ladi.
f(x) funksiya [a,6] da berlgan bo’lsin. Agar [a, 6] oraligni

[a. a]:[ao,al]u[a,,az]u...u[a,,_,,a,,] bo’ladigan shunday [ao,a,l[al,azl...,[a,,_,,a,,]
a,=a. a,=6) bo'laklarga ajratish mumkin bo’lsaki, har bir [ak,a,”,) da
(k=0.1.2,..,n—1) funksiya f'(x) hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo’lsa hamda
x = a, nuqtalarda chekli o'ng f'(g, +0) (k=0,1,2...n-1) va chap f'(a, ~0)
(k=0.1,2,..,n~1) hosilalarga ega bo’lsa, u holda 7(x) funksiya [a, ¢] da bo’lakli-
silliq deb ataladi.

2-§. Furye qatorining ta’rifi
Har bir hadi
u,,(x):ancosnx+3n sinnx (n:0,1.2,.”)
garmonikadan iborat ushbu

ag+Y (a, cosnx + b, sinnx) (20.4)
n=|

funksional qatorni qaraylik.

Odatda (20.4) qator trigonometrik qator deb ataladi ay,a,.6,.a,.6,.... sonlar
esa trigonometrik qatorning koeffitsientlari deyiladi.

Shunday qilib. trigonometrik qator garchand funksional qator bo’lsa ham
(uning har bir hadi muayyan funksivalar bo’lganligi uchun) o’z Koeffitsientlari
ay,a,.8,,d,,6,,...,d,.6,,... |ar bilan to’la aniglanadi.

(20.4) trigonometrik gatorning gismiy yig’indisi
T,(x)=ay+Y (a coskx +s6, sinks)
k=1

trigonometrik ko'phad deb ataladi.

I'. Furye qatorining ta’rifi. f(x) funksiya [- z.7) da berilgan va shu
oraligda integrallanuvchi bo’isin. U holda

f(x)cosnx, f(x)sinnx (n=1,2,3,.)
funksiyalar ham, ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko’paytmasi sifatida (qaralsin
I-gism, 9-bob, 7-§) [-7,#] da integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalar
integrallarini hisoblab, ularni quyidagicha belgilaylik:
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al-—

x)cos nxdx (n=123.) (20.5)

i
1)

al—

8, =; If(x)sinnxdx (n=1.23.)

Bu sonlardan foydalanib ushbu
T(f:x)= % +Y (a, cosnx +g, sinnx) (20.6)
n=1
trigonometrik qatorni tuzamiz.

I-ta’rif. a,.a,,b,a,,6,,.. koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniglangan
(20.6) trigonometrik qator f(x) funksiyaning Furye qatori deb ataladi.
a,,4,,6,,a,,6,.... sonlar esa f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari deyiladi.

Demak, berilgan funksiyaning Furye qatori shunday trigonometrik qatorki,
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’liq bo’lib, (20.5) formulalar bilan
aniglanadi. Shu sababli (20.6) qatorni (uning yaginlashuvchi yoki uzoqlashuvchi
bo’lishidan qat’iy nazar) ushbu “~” belgi bilan quyidagicha yoziladi:

fx)~1(f:x)= %+f (a, cosnx +6, sinnx).

L

20.1-misol. Ushbu
S(x)=e™ (m<x<z a#0)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
4(20.5) formuladan foydalanib bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topa-
miz:

I B 2
Gy =— |e“dx = —(e‘" -e "'): ~—— shar,

ER

ferd o ar
. =1Ie“ cos nxdx = L acosnx+ nsin nx e =(—1)"l — shar,
T 7 a’+n? . rat+n

1L Ie"‘ sin nxdx = Lasin "ﬂe‘" =(-1" = L_2n 5 shax,

T, 4 a’+nt x ral+nt

(n =1,2, 3)
(qarang, 1-qism, 8-bob, 2-§).
Demak, berilgan funksiyaning Furye qatori
e~ doy S (a, cos nx + 6, sinnx)=
n=l
=M[ Z (—lr (acosnx—nsinnx)]
r Sa? |

bo’ladi.p>
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2". Juft va toq funksivalarning Furye qatorlari. Jufl va toq funksiyalaming
Furye qatorlari birmuncha sodda ko'rinishga ega bo’ladi. Biz quyida ularmni
keltiramiz.

f(x) funksiva [-7,7] da berilgan juft funksiya bo’lsin. U shu [- z.x)
oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bu holda f(x)cosnx juft funksiya,
S (x)sinnx (n=1,2,3,.) esa toq funksiya bo’ladi va ular [-7,7] da
integrallanuvchi bo’ladi.

S{x) funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

= %f,, S (x)cos nxdx = ;lr—[[l S (x)cos nxdx + || f(x)cos nxdx ]:

= _z_j': [ (x)cos nxdx (n=0123.)
n
n= ﬁrr S (x)sin nxdx = i[["' S (x)sin nxdx + j: S (x)sin nxdx ]:

= L[— .[(: [ (x)si nxdx +_"[:r S (x)sin nxdx ]= 0 (n=12,3.)
4
Demak, juft f{x) funksiyaning Furye koeffitsientlari

2 cx
» :;L, S {(x)cos nxdx (n=012 ) (20.7)
6, =0 (n=1.2.3 )
bo’lib, Furye qatori esa
Sx)~ T(f;x):%-fruz:;a”cosn.x
bu’ladi.

Endi f(x) funksiya [— ;z,;z] da berilgan toq funksiya bo’lsin va u shu [— lz,zz]
oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Bu holda f(x)cosnx toq funksiya.
f(x)sinnx  (n=1,2,..) esajuft funksiya bo’ladi.

Funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

ay= L1 r(eos mate = L[ s(x)oos muce + [} 1(x)cos mte |-
k2 T

[— _[; JS{x)cos nxdx + L" S{x)cos nxdx ]: 0 (n=0.1,2 )

'

m

0= L7 s Ccdsimmae = L[ (c)sin e + 7 7Y e |-
P Sl ot

=27 f(x)sinmeds  (n=1.2, )
V(4

Demak. toq f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari

a,=0 (n=012,.)

2 (20.8)

8, =—L, S(x)sinnxdx  (n=0,1,2, )
Ls

bo’lib, Furye gatori esa

S~ T(f:x)= 3 o, sinnx
n=1
bo’ladi.
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20.2-misol. f(x)=x*> (-x <x <) funksiyaning Furye qatori yozilsin.
<4 (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye
koeffitsientlarini topamiz:

2, 2,
a,=—| x“dx==n",
¢ 7!."‘-0 3

1
I

a,,=zjgxzcosmdx=gx2m—nxl —-—iﬁxsinnxdx=

n n n nx

=—i[(—xw) +j(;'cosnxdx}:(—l)"i2 (n=1.23)
nn noJ, n

Demak f(x)=x" juft funksiyaning Furye qatori ushbu
2 2

, m & . 4 T cos2x  cos3x j

x*~—+ ) (-1) —cosnx=——4 cosx— + -

3 Z‘( ) nz 3 ( 22 32

ko’rinishda bo’ladi. P
20.3-misol. Ushbu
flx)=x [—ﬂSxS/r]
toq funksiyaning Furye gatori yozilsin.
<« (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye koeffitsient-
larini topamiz:

T 2 | 2
:—_[ xsin nxdx = —— x cOs x| +—I cosnxdx =
2% nrx nx

= —Zcosnx = (= 2 (n=123.)
n n

Demak. f(x)=x toq funksiyaning Furye gatori quyidagicha bo’ladi:
X~ i(— 1y Zsirm.x = Z(Sinx— sin2x + sindx _ ) >
n 2 3
3". [-1.1) oraligda berilgan funksiyaning Furye gatori. f(x) funksiya [-1./]
(> 0) da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.
Ravshanki, ushbu

n=l

‘= %x (20.9)

almashtirish [-/,/] oraligni [~ 7, 7] oraliqqa 0’tkazadi. Agar
/
766)= £ %)= ()
deyilsa, ¢(r) funksiyani [— 7. 7] da berilgan va shu oraligda integrallanuvchi
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu ¢(f) funksiyaning Furye qatori quyidagicha
bo’ladi:
o)~ T(p:t)= % + Y (a, cosnt +8, sinnt)

n=1

bunda,
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a, = lj" ol)cosndi (n=012..) a,= l.[' o()sinntdr (n=123...).
F T
Yugqoridagi (20.9) tenglikni e’tiborga olsak. unda

/4 a, < 4 .
—x|~=4+>|a,cosn—x+g,sinn—x
o x)- %+ 5o, cosn x,sinn s
bo’lib, uning koeffitsientlari esa

1

a, = Y[i/(/;(%x]cos n§xdx (n=012..)

1™ n .7
8, = 7I_I¢J(7 x)smn7xdx (n=123.)
bo’ladi.
Natijada
f(r)~—9+2(a cos T2 +6 sznn;a) (20.10)

n=\
ga ega bo’lamiz, bunda

—J f(x)eco n“dx (n=012,..)
(20.11)

j f(x)sm X (n=123..)

(20.10) ning o'ng tomomdagl mgonomemk qatorni [— 1,1] da berilgaf f(x) ning
Furye qatori deyiladi, (20.11) Furye koeffitsientlart deyiladi.
20.4-misol. Ushbu
flx)=e" (-1sx<1)
funksiyaning Furye qatori yozilsin.
<4 (20.11) formulalardan foydalanib. berilgan funksiyaning Furye
koeffitsientlarini topamiz:

(bunda /=1)
! ¥ -1
a, —Le dx=e-e
|
) N7 SINNT X+ COSNT X
a, =j e” cosnmdx = et =
- 1+nx?
-1
1 e-¢’
- n
= (ecosmr—e 'cosmt):(—l) — (n=12.)
I+n'm I+n'7
1
.. SinArx— nrcosnmx 1 a
enzj e” sinnmdx = - el = s— \enmcosnm + e nrcosnn )=
-l l+nnm l+n'x

RRCOSAT [ | na(=1)' ¢ . L oe—e’
— —_ = — = —l —_— = 1,2,.“
1+ n’n? (e e) 1+n'z (e e) ( ) 1+ n'n’ i (n )



Demak, f(x)= (-1<x<1) funksiyaning Furye qatori ushbu

-l " 0+t
x e—e -1 - (—‘1) (_1) ;
g ~——+\le—¢€ ————COSNTX + ————— R SINNX
2 ( )nz=1L+nznz 1+n’n?
ko’rinishda bo'ladi.»
Izoh. Ushbu

T(f.x)=20 4 f (a, cos nx + @, sinnx)
n=t
trigonometrik qatorning (— o +o) da berilgan 2z davrli funksiya ekanligini
ko’rish qiyin emas:
T(f. x+22)=T(f: x).
Agar [— n,n] da berilgan f (x) funksiyani (- o0 +) ga davriy davom ettirsak
(qarang, ushbu bobning 1-§)
()= fx-22m) xe(rm+2zmn+2zm) (m=0.+1+2, )
u holda, ravshanki, (o, +x) da

S~ T(f‘.x)= 522 + i (a, cosnx + 6, sinnx)
n=l

bo’ladi.

3-§. Lemmalar. Dirixle integrali
Funksiyalarni Furye qatoriga yoyish shartlarini aniglash, yuqorida aytib

o’tganimizdek, Furye qatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi bir faktlarni o’rganamiz.

1°. Lemmalar. Quyida keltirilgan lemmalar Furye qatorlari nazariyasida
muhim rol o’ynaydi.

2-lemma. |a.e] oraliqda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy o(x)
funksiya uchun

fim [ o(x)sin pxax =0, (20.12)
/{im__[:¢(x)cos pxdx =0, (20.13)
bo’ladi.
< [a, 6] oraliqda biror
P= {xo,x,,x2 ..... x,,} (a =Xy <Xy <X, < <Xx,= e)
bo’laklashni olaylik. Integralning xossasiga ko’ra
n=1
J"¢(x)sin pxdx =Y ij o(x)sin pxdx (20.14)
¢ k=0

bo’ladi. ¢(x) funksiya [a, ¢] da chegaralangan. Demak,

inf{p(x)x e [xk,x,m]} (k=012...n1)
mavjud. Uni m, bilan belgilaymiz;
m, = inflp(x)x € x,.x,., ]} (k=012 .n1).
Endi (20.14) integralni
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n-1
jjq)(x)sin pxdx = Z_[:"' @(x)sin pxdx =
n-1 | kzou: (20 ]5)
= ZJ’”" [o(x)= m, Jsin pxdx + 3. m, r"" sin pxdx = S, +S,
k=0 "t ko -

ko’rinishda yozib, so’ngra har bir

n-1
S, = ZL:" [p(x)— m, |sin pxdx,
k=0

n-1 |
S, = Zm‘.jf"' sin pxdx
k=0
qo'shiluvchini baholaymiz.
Agar w, ¢(x) funksiyaning [x,(,x,‘_,] (k=0.1,2,...,n—1) dagi tebranishi
bo’lsa, S, uchun ushbu

S, SZ ]m‘dxciwﬁﬁx‘ (4x, = x, - x,) (20.16)
koaety v A=0

tengsizlikka ega bo’lamiz. Shartga ko'ra ¢(x) funksiya [a, e] da integrallanuvchi.

Unda 1-qgism, 9-bob, 5-§ da keltirilgan teoremaga asosan, V& >0 olinganda ham,

shunday & > 0 topiladiki, [a. 6] oraligning diametri A, <0 bo’lgan har ganday P

bo’laklashi uchun

n-1

Y w Ax, <= (20.17)
k=0 2
bo’ladi. (20.16) va (20.17) munosabatlardan
S, <% (20.18)

bo’lishi kelib chigadi.

n--1 r
Endi S, = Y. m, [ *" sin pxdx yig'indini baholaymiz. Ravshanki.
k=0

“"‘" sinpxdx‘ |08 PXi ~COS PXy| 2
’* p " p
n-1
Demak, |5, < 2 Y |Im| bo’ladi. p ni yetarli katta gilib olish hisobiga
P k=0
n-1
25\ m | <£ (20.19)
P k=0 2

bo’ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosabatlardan yetarli katta p lar
uchun lﬁw(x)sin pxdx} < & bo’lishi kelib chigadi. Demak,

lim f(p(x)sin pxdx =0

pPox a

(20.13) munosabatning o’rinli bo’lishi xuddi shunga o’xshash ko’rsatiladi. »
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Xususan, ¢(x) funksiya [a. 8] oraliqda bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, uning uchun
lemmaning tasdig’i o’rinli bo’ladi.

I-eslatma. Lemmadagi

J(p)= ju"(/J(x)sin pxdx. J,(p)= I:¢J(x)cos pxdx

integrallar, ravshanki, parametrga (p—parametr) bog’liq integrallardir. Mazkur
kursning 17-bob, 5-§ ida biz bunday integrallarning limitini integral belgisi ostida
limitga o’tib hisoblash haqidagi teoremani isbot qgilgan edik. Bu teorema shartlari
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi ( p — o da integral ostidagi funksiya-
ning limiti mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning uchun
ham 2-lemma yuqorida alohida isbotlandi. Ikkinchi tomondan lemma parametrga
bog’liq integrallarning limitini bevosita, integral belgisi ostida limitga o’tmasdan
ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo’ladi.

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun
ham umumlashtirilishi mumkin.

o(x) funksiya [a,e) yarim integralda berilgan, ¢ nuqta shu funksiyaning
maxsus nugtasi bo’lsin.

3-lemma. [a, ¢) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy @(x) funksiya uchun

lim j's(p(x)sin pxdx =0,
poar’a

lim j“(p(x)cos pxde =0 (20.20)
pox’d
bo’ladi.
< Ixtiyoriy n (0 <5 <b-a)olib
I:(p(x)sin pxdx

integralni quyidagicha yozib
6 . - . L] .
L(p(.x)sm pxdy = L o(x)sin pxdx + L_q(p(x)sm pxdx (20.21)
bu tenglikning o’ng tomonidagi har bir qo’shiluvchini baholaymiz.
Qaralayotgan ¢(x) funksiya [a, ¢ — ) da integrallanuvchi bo’lganligi sababli
yuqorida keltirilgan 2-lemmaga ko’ra
lim ﬁ_"(p(x)sin pxde =0

II—-)I
bo’ladi. Demak, V¢ > 0 olganda ham, shunday p, > 0 topiladiki, barcha p > p,
uchun
jj‘:;qw(x)sin pxdx‘ < % (20.22)
bo’ladi.
Shunga ko’ra ¢(x) funksiya [a. 6) da absolyut integrallanuvchi. Ta'rifga
binoan V¢ >0 olganda ham shunday & >0 topiladiki, O0<n<d bo’lganda

_[:_,ll(/’(xldx <§ bo’ladi. Demak.
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[, sin PW(XMX. [\ lolxyax <= <5 (20.23)

Yuqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan yetarli katta p lar
uchun

“:(p(x)sinpxdx{<£ bo’lishi kelib chiqadi. Demak, fim [ (x)sinpxdx=0
porrd

(20.20) munosabatning o'rinli bo"lishi xuddi shunga o’xshash ko rsatiladi. »

Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chigadi.

I-natija. [— z.) oraligda bo'lakli-uzluksiz yoki shu oraligda absolyut
integrallanuvchi  f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari n— o da nolga
intiladi:

lima, = [lm—j f(x)cos nxdx =0,
nox T

">

. . T .
lims, = lim — _[ f(x)sinnxdx = 0,
n—x noasx g7

2. Dirixle integrali. Furye qatorining yaginlashuvchi ekanini o’rganish, bu
gator qismiy yig'indilari ketma-ketligining limitini aniqlash demakdir. Shu
magsadda qator qismiy yig'indisini qulay ko’rinishda yozib olamiz.

f(x) funksiya [-.7) oraliqda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos
yoki xosmas ma’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib,

=11 fcoskiar  (k=0.1.2,.),
ﬂ'

= L1 1@)sinkacr (k=12..)
”‘ n

so'ngra topilgan koeffitsientlar bo’yicha f(x) funksiyaning Furye qatorini
tuzamiz:

f&)~7(r: x)— + Z(ak coskx + 6, sinkx).
Endi bu qatorning ushbu
E(f:x)= a?o +§:‘(a,‘ cos kx + e, sinkx)
qismiy yig’indisini olamiz. Bu yig'indidagi a, {(k=012.) va ¢, (k=12..)
laming o’rniga ulaming ifodalarini qo’ysak, u holda
F(f:x)= i J'j'” f()dr+ ;—:; I_T” SO Ncoskxcos kt + sinkt sinkx .

Ma’lumki,
cos kt cos kx + sin kt sinkx = cos k(t - x).
Demak,

F.(f x)——I f(!{ + Zcosk(t x)}dt
Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o'rinli:
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. sin(2n-1)=%

1

~+ Y cosk(t-x)= —

2 2sin——
2

Xagiqatdan ham,
2sin> 1 + zn:cosku = sin= + iZsinzcoskzl =
202 2 2

k=1 k=1

ool e

Bu tenglik yordamida £, (f;x) yig’indi quyidagicha ifodalanadi:

sin(2n + l —*

E (. x)——j 1) ——~~—dt (20.24)

SIHA

(20.24) tenglikning o’ng tomonidagi integral f(x) funksiyaning Dirixle integrali
deb ataladi.

Shunday qilib f(x) funksiya Furye qatorining qismiy yig'indisi F,(f, x)
parametrga bog’iiq (20.24) ko’rinishidagi integral (Dirixle integrali) dan iborat
ekan.

f'(x) funksiya f(x) funksiyaning (— oo,+oo) ga davriy davomi bo’lsin.
Binobarin f"(x) funksiya (- o,+wo) da berilgan, 2z davrli [- z,+7) da absolyut
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida f(x) funksiyaning
0’zini (— oo,+oo) da berilgan, 2z davrli, [~ 7r,+7r) da absolyut integrallanuvchi
funksiya deb hisoblaymizva f"(x, o’riga f(x) yozib ketaveramiz.

Endi,
sin(2n + l)—-

_zdl

N ¢
sin——
2

F(:)=5- [, 10)

integralda ¢ = x + u almashtirish gilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integrallash chegarasi 0’zgarmasdan
qoladi (ushbu bobning 1-§ iga qaralsin).
Natija
sin(2n+1)%
F(/x)-—[ Slx+u) — 2y
Slﬂ —
2

bo’ladi. Bu integralni ushbu

308



sin(2n+ l)— sin(2n+ 1)—
(. x)— j f(x+u)————d j f(x+u)—~——2du
SmE sin—

2
ikki gismga ajratib, o’ng tomondagi birinchi integralda u o'zgaruvchini —u« ga
almashtiramiz. U holda

f;,(f‘x)=*j e+ u)+ flx-w)]—— ( 2) du (20.25)

7sm—
2

bo’ladi. Dirixle integrali F,(f. x) ning bu ko’rinishidan kelgusida foydalaniladi.
Xususan, f(x)=1 bo’lsa. (20.25) munosabatdan

2 sm[n+ —ju
1==f —du (n=123..) (20.26)
4 2sm5

bo’lishi kelib chigadi. Hagiqatdan ham, bu holda
a;=2.a,=6,=0 (k=123.)

F(fix)=1

bo’lib,
bo’ladi.

4-§. Furye qatorining yaqinlashuvchiligi
Endi berilgan f(x) funksiya ganday shartlarni bajarganda, uning Furye gatori
yaqinlashuvchi bolishini topish bilan shug ullanamiz.
1". Lokallashtirish prinsipi.Yuqorida keltiriigan Dirixle integrali

FU =L [ Ler)e fla- u)]S'"("+§) i

2sin—
2

quyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyoriy § (0<4& <) sonni olib, (20.25) integralni
ikki qismga ajratamiz:

R Lf<x+u)+f<x-u>1“"(":)_"du+

Zsm—
)

Slﬂ[ﬂ+ )
+= I[/(X+u)+f(x W) ———2du = J, (1.6 )+ Jy(n.5).

2sin2
O’ng tomonidagi ikkinchi
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] sin(n+«)u
Jo(n8) = (Gt u)+ (e -} ——2L
T 2sin”
2
integralning n— o da limiti mavjud va nolga teng. Haqiqatdan ham, berilgan
f(x)funksiya [-7z,7) da va demak [5,7z)da absolyut integrallanuvchi

bo’lganligidan
1

olu)= [ +u)+ fx~u)]

2sin>
2
funksiya ham shu oraligda absolyut integrallanuvchi bo’ladi ([5,7r) da sin%
funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan
nll_cri J,(n,6)= "ll—r'ri _[:(p(u)sin(n + %)ua’u =0

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
I-teorema. Ushbu

sin(n + —)u
1008) =~ [ LG+ )+ 6 -u)] 2]
T 2sin2
2
integralning n — o dagi limiti mavjud bo’lgandagina Dirixle integralining n -» o
dagi limiti mavjud bo’ladi va
lim F,(f, x)= lim J,(n.5).

Ravshanki, J,(n,8) integralda f funksiyaning [x—&,x+5] oraliqdagi
giymatlarigina gatnashadi.

Shunday qilib, berilgan f(x) funksiya Furye qatorining x nuqtada
yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi bu funksiyaning shu nugta
(x- 6. x+8) atrofidaga giymatlarigagina bog’liq bo’lar ekan. Shuning uchun
keltirilgan teorema lokallashtirish prinsipi deb yuritiladi.

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumkin.

Ikkita turli 27 davrli f(x) va ¢(x) funksiyalaming har biri [— m4r) da
absolyut integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bu funksiyalarning Furye qatorlari
ham, umuman aytganda, turlicha bo’ladi. Biror x, € (— 7r,7z) va & (0<d<n)
uchun

f(x)=¢(x),agar xe[xo~5,x0+5],

f(x) % ox), agar xe[-ma) [xo-8,x,+6]
bo’lsa, u holda n — « da bu funksiyalar Furye qatorlari qismiy yig’indilarining
x, nuqtadagi limitlari yoki bir vaqtda mavjud (bu holda ular bir-biriga teng)
bo’ladi, yoki ular bir vagtda mavjud bo’Imaydi.
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Pirovardida, o’quvchilarimiz e'tiborini lokallashtirish prinsipining yana bir
muhim tomoniga jalb gilaylik.

Keltirilgan teoremadan J,(n.6) integralning n— o dagi limiti barcha
0 (0<d<m) lar uchun bir vaqtda yoki mavjud bo’lishi, yoki mavjud
bo’Imasligi kelib chigadi.

2". Furye qutorining yvaginlashuvchiligi.

2-teorema. 2x davili f(x) funksiya [—IZ',JT) oraliqda bo’lakli-differensialla-
nuvchi funksiya bo’lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori

929 +Y (a, coskx + 6, sinkx)
k=1

[- 7.7) dayaqinlashuvchi bo'ladi. Uning yig'indisi

T(f:x)= a_’o +§ (a, coskx +e6, sinkx) = ﬂf—j'(])—;fg——())
- k=1
bo’ladi. (xel-=.7)
<« (20.26) tenglikning har ikki tomoni
1
s 0+ fle-0)

ga ko’paytirib quyidagini topamiz

-—[f(x+0)+f(x 0)] j"[/(x+o)+f(x 0)]—(—’3—)@ (20.27)

2sin§
(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu
B/ x)=3 A+ 0)+ 7:-0)]
ayirmani quyidagicha yozish mumkin

R 5)= 3/ e+ 0)+ f(x-0)]=

=__[ e+ w)+ fx—u)= fx+0)- fx- 0)]5””(”+“) du.

23m—
2

Agar

SINFCEE f(x+0)]sm(n+f) du=J,,(f:x)

2sin—

L) o o)]sm(“j) =1, (7:3)

2sin—
2
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deb belgilasak, unda

1
F0)- AU G 0)+ - 0)l= 4,/ 2) + 42,77
bo’ladi.
Endi J,,(f.x) va J,,(f.x) lami baholaymiz. Ixtiyoriy 6 (0<&<x)
sonni olib J,,(f; x) ni ikki gismga ajratib yozamiz:

I )—_;[fm, f(x+0)]sm("+2] du+

25m-
2

Jm(n + ]
+lf:[f(x+")~f()f+0)]——2—du. (20.28)
T u

2sin—
2

Lokallashtirish prinspiga asosan

sm(n + ]
lim 1 [l +u)-fx+ 0)]~—3— du=0

2sin—
2

bo’ladi. Demak, Ve >0 olinganda ham. shunday n, =ny(¢.6)e N topiladiki,
Vn> ny uchun

! Slﬂ(n+ )
I[f(x+u SR - du<§ (20.29)

2sin—
2 1

bo’ladi.

Endi (20.28) tenglikning o’ng tomonidagi birinchi integralni baholaylik. Uni
6 ni tanlab olish hisobiga yetarlicha kichik qila olishimiz mumkinligini
ko’rsataylik.

Shartga ko'ra, f(x) funksiya [-7,7) da bo’lakli-differensiallanuvchi. Bino-
barin. Vx € [-7,7) nuqtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xususan, o’ng
hosilasi

lim f(x+u) f(x+0)

! f(x + 0)
mavjud. Demak, shunday §, >0 tOplladIkl 0 <u <, bo’lganda
If(x+ u)—f(x+0): <M, (Ml = const)
u

bo’ladi.
Shungdek, shunday &, > 0 topiladiki, 0 < w < J, bo’lganda
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u
2 " <M, (M, = const)
sin—
2
bo’ladi.
e .
Agar 8 = min{d,.0,,———— } deyilsa, unda ixtiyoriy n € N uchun
4 { 1:93 ZMle} y yorty

i
l

T u

L[ Leen) f(x+0)1| 2o e

- sm

I u |

lj !f(x+u)—f(X+0)_2__ welMas <t (20.30)
70 u . u T B 2
l

sin —

bo’ladi.

Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosabatlardan Ve >0 olinganda
ham. shunday n, € N topiladiki, barcha n > n, uchun |J,,(f. x) < & bo’lishi kelib
chigadi.

Ikkinchi integral

5,00 LU0 - o)]sm(“j] a

2 sin —
2

ham xuddi shunga o’xshash baholanadi va |/,, (r. x} < ¢ bo’lishi topiladi. Demak.
Ve > 0 olinganda ham, shunday n, € ¥ topiladiki, barcha n > n, uchun
!
F(f:x)- %[/(x +0)+ f(x-0)] < 2¢
|
bo'ladi. Bu esa
tim F, (/%)= 3 [f (s + )+ /(x ~0)]
ekanini bildiradi. i
Shunday qilib, f(x) funsiyaning Furye qatori [~7,7) da yaqinlashuvchi,
uning yig’indisi T(f;x) esa —;[f(x +0)+ f(x~0)] ga  teng

Tf:x )—_2-+Z a, coskx+s, sinkx) [f(x+0)+ f(x 0)] >

Ravshanki, teorema shartlanm qanoatlantiruvchi f(x) funsiyaning uzluksiz-
lik nugtalarida
x+0)+ flx—0
T(f;x):f( )2f( )=f(x)
bo’ladi.
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x =+x bo’lganda ushbu bobning 1-§ ida aytilgan ushbu
flz+0)= f(-7+0)= f(z~0)
tengliklar e’tiborga olinsa, unda

"[imF(f 2)= f(= n+0);f(—/r o) /(—/r+0)+f(7r 0)

lim F,(f %)= f(zr+0);f(7r 0)_s- 7r+0)2+ f(;r 0)
bo’ladi. Demak,

lim F,(fi=x)= lim F,(f.7) = [1(- 7+ 0)+ 7z -0)]
ya’'ni
1
T(i-m)=T(fix)= [/ (-7 +0)+ f(z - 0)]
bo’ladi.
2-natija. Agar 2r davrli f(x) funksiya [-7z.7] da uzluksiz, bo’lakii-

differensiallanuvchi va f(-7)= f(r) bo’lsa, bu funksiyaning Furye qatori
[- 7. 7] da yaqinlashuvchi, yig’indisi

T(f:x)=f(x) (xe[-7.7])
bo’ladi.
20.5-misol. Ushbu
f(x)=x" (xe[-;r.n])
funksiyani Furyve qatoriga yoyilsin.

< Mz’ lumki

2
x ~——+Z( 1= coskx—%—4(cosx cos COS2%  €OS3x )

22 33
Ravshanki, xZ funksiya [~ n,zz] da oraliqda 2-natijaning shartlarini
qanoatlantiradi. Shu natijaga ko'ra, [— 7,7 ] da uning Furye qatori yaqinlashuvchi,
yig’indisi esa x’ gateng bo'ladi

—+ Z(— IY cos kx -7—4(cosx cos

cos 2x cos 3x
o)
(xel-n.xD»
20.6-misol. Ushbu
f(x):cosax (O<a <l)
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
<« Furye koeffitsientlari

= —I cos axdx = 2“"0”
ar
a, = ;Zr_ _[: cosax cos nxdx = p jo (cos(a+n)x +cos{a— n)x)dx = (-1} ﬁ%ﬂ

(n=123.).
6,=0 (n=123,..)
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bo’ladi. Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori

. ' . &
cosax ~ Snan . 2asinarn f (: 1)

cos kx
2 2
ar T n=1@ - k

bo'ladi. Agar bu f(x)=cosax funksiya 2-natijaning shartlami bajarishini e’tibor-
ga olsak, unda

cosax =

sinar 2asinar & (=1}
, 2asiar & (1)

> cos kx
arn V4 s a —

bo’lishini topamiz.
Keyingi tenglikdan x = 0 devilsa

- sinarn l:_l_+2ai (—IY ]
k=l

n a a’ —k?

yva'ni

- Lien(e)
sinar a0 a+k a—k
kelib chiqadi. P
20. 7-misol. Quyidagi
—x, agar -1 £x <0 bo'lsa,
f&)=q," % ,
,agar 0<x<nm bo'lsa
funksiya Furye qatoriga yoyilsin.
< Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shartini qanoatlantirishini ko’rish qiyin
emas.

Berilgan funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib, Furye qatorini yozamiz:

510

= L] S - L

IIZLH 27

a, = %j_?” S (x)cos kxdx = —»’—[[f]”xcos hxdx = »;l;xsin Iql +

(¥4

! {cos kr - cos 0) = 7{—11;((— l)" - l)

2
/4

+ 1 j” sin kxdx =
kn " k
Demak,

——2—2 .agar k tog son bo'lsa,
W =VKT gark juft son bo'lsa.

Endi e, koeffitsientlarini hisoblaymiz:

! i 1 . | coskd’
6 =~ f f(X)SI”kde= - f xs:nkxdx—;;x»k_ -
p i .
_ 1 0 coskx - coskr (1)
T - k k k .

Shunday qilib, x € (- 7,7) uchun
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7 2&cos(hk-1)x & sinke
TUx)=4 2 (k-1 <z V= =76,
x =217 daesa
(fn)=1(fim)= 2 =%

bo’ladi. »
20.8-misol. Ushbu
agar -t <x <0 bo'lsa,

1
/&)= {—1, agar 0<x<x bo'lsa

funksiya Furye qatoriga yoyilsin.
4 Bu funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. Berilgan

funksiyaning Furye koeffitsientlarini hisoblab, uning Furye qatorini topamiz:
1 x 1 1 (x
ag=-- xyx=—| de——| dx=0,
o

= —]—J'”uf(x)cos nxdx = lj'o cos nxdx ~ lj: cosnxdx =0 (n = 1,2,3,‘..).
b/ VA /4

8,= —l-r f(x)sinnxdx =ljo sinnxdx—l_[:sinnxdx=
f S Tt n

5
= —L(coso-cosmr)+ L(cosmr ~cos0)=-=(cosnz - cos0)= l[(—l)" - ]]
nx nm nm nx
Demak,

8 =

n

{0 agar n jufi son bo'lsa,

4 :
-—  agar ntoqson bo'lsa.
\ nT

Shunday qilib, berilgan f(x) funksiyaning Furye qatori
. & sin(2n - l)\' ( __sin3x  sin5x )
(fx)—— smx+———3—+~——+
P4

K op= | 2n-1 5
bo’ladi va uning yig’indisi

flx agar  xe(-mx) {0}
e s0) ) 0

2
T(ffx): f(—-/r—O)+f(—7F+0)=0 agar x =-1

2
L(L);f(”_io_)zo agar x=7
bo’ladi. 71-chizmada f(x) funksiyaning va uning Furye qatorining va gismiy

yig'indilari tasvirlangan.




71-chizma

5-§. Qismiy yig'indilarning bir ekstremal xossasi.
Bessel tengsizligi
S{x) funksiya [a, 3] oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham shu

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Odatda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ-
ralianuvchi deb ataladi.

Agar f(x) funksiya [a, s] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsa, u shu
oraliqda absolyut integrallanuvchi bo’ladi. Hagiqatdan ham, ushbu

SO (1+f x))

tengsizlikdan foydalanib
Jalre)ax
ning mavjud bo’lishini topamiz. Bu esa f(x) funksiyaning [a, 3] da absolyut in-
tegrallanuvchi ekanini bildiradi.
Ammo f(x) funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo’lishidan, uning

kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi.
Masalan, ushbu

1
769
funksiya (0,I] da integrallanuvchi, lekin
1
[ix)= >
funksiya esa (0, ]] da integrallanuvchi emas (qaralsin, 16-bob. 5-§).
Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to’plami. absolyut integ-
rallanuvchi funksiyalar to’plamining gismi bo’ladi.
f(x) funksiya [-7,7] da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya, T,(x)
darajasi n dan katta bo’lmagan trigonometrik ko’phad bo’lsin:
T"(x)=%+ Y (a, coskx + B, sinkx).

k=1
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Ravshanki, bunday ko’phadlar ham [- 7, 7] da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo’ladilar. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

[ U -1,00F dx (20.31)
integralning ham mavjudligi kelib chiqadi. Bu integral muayyan f(x) da

9.0, 5.0, By Oy, By
larga bog’liq:

)= 10,0, 1.0 B2y By )= [ [(0)-T, (0 .
Endi quyidagi masalani qaraylik. Shu koeffsientlar ganday tanlab olingandan
J eng kichik giymatga ega bo’ladi? Bu masalani hal etish uchun yuqoridagi
(20.31) integralni hisoblaylik:

T[/(x) ~T,(x)Fdx= [ f7(x)dx-2 ]f/x)T,,(x)dx + [Tix)dx (20.32)
f(x) f_l:nksiya Furye koeffsier_nlari uchun _ A

a0 =1 ] fla,

a, = 1 {f(x)coskxdx (k=12.)
T
6 = ! [ f(x)sinkocdx (k=12.)
P 2
formulalardan foydalansak,

T ST (x)dx = T f(x{a + i(ak coshkx + f3, sinkx)}dx = %aon +
- - k= (20.33)

0 |8

+ i(alcak” + B.b,7) =”[aozao + i(akak + By, )}
k= k=1

bo’ladi.
Agar
j cos kxdx = I sinxdx =0, Icoskxsinkxdx =0

]I'sinzkxdx = ]'cos2 lcdx =7

ekanini e’tiborga olsak, u holda

s n " 2 2
[ T2(x)aix= | [% + kz(ak cosx+ B, sinkx)] dx= 7{[% + (e + B2 )] (20.34)
—n -n =1 k=1

bo’ladi. Yugoridagi (20.32), (20.33), (20.34) tengliklardan foydalanib quyidagini
topamiz:

318



’Ji [f(x)— T"(x)]zdx = T fz(x)dx_zn[‘}gzﬂo_ +§akak +§18kbk]_
A Gefat b |- T S St S |

k=1
an — 2 " "
+r{¥+ Yl -a,) + X8 - b )2}
k=1 k=1
Bu tenglikdan ko rinadiki,

jU(X)—T,.(X)]de

integral
agy = ay,
o =ay. (k=123...n)
B =6

bo’lgandagina o’zining eng kichik qiymatiga erishadi va u qiymat
[, = %4 Y + Y}
o 2 o k=i

bo’ladi, ya’ni:

min N I_”” [/ (x)-T,(x)Fax = Kn F(x)x - n[a—zg + Iz’af +gef}.

ay.a).f...a, k=1

Shunday qilib quyidagi teoremani isbotladik.

3-teorema. f(x) funksiya [-7.7] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsin.
Darajasi »n dan katta bo’lmagan barcha trigonometrik ko’phadlar {7; (x)} ichida
ushbu

[, ()T, ax
integralga eng kichik qiymat beruvchi ko’phad f(x) funksiya Furye qatorining
h—qismiy yig'indisi bo’ladi:
pin [* /)T, @ s = 7, 1) £, (700 s =
" [ (20.35)
=[ fZ(x)dx—nL%zahzez}
o 2 0 k=1
3-natija. Agar f(x) funksiya [- m,x]| da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo’lsa, u holda bu funksiyaning Furye koeffsientlari kvadratlaridan tuzilgan:
Ya. 26
k=1 k=1
gatorlar yaqinlashuvchi bo’ladi va quyidagi tengsizlik o’rinlidir:
Z D ©
LI P R M OV (20.36)
2 = k=t Tt
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<« (20.35) munosabatdan )
[ Pk [_20_ iafﬁleszo
ya’ni, Vn uchun .
D SairSa < [ ek

bo’ladi. Bu erda » ni cheksnzhkl\a mtlltmb, keltirilgan natijani va tengsizlikni
hosil gilamiz.
(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi.

6-§. Yaqinlashuvchi Furye qatori yig’indisining
JSunksional xossalari

Biz mazkur kursning 14-bobida yaqinlashuvchi funsional qatorlar
yig'indisining funksional xossalarini batafsil o’rgandik. Ravshanki, berilgan
funksiyaning Furye qatori funksional qatorlarning hususiy holidir. Binobarin,
tegishli shartlarda Furye qatorlari yig“indilari ham [4-bobda keltirilgan xossalarga
ega bo’ladi. Quyida ularni isbotsiz keltiramiz.

£ (x) funksiya [— v zr] da berilgan va uning Furye qatori

T(f.x):?‘) + Z(a,,cosnx+6,, sinnx) (20.37)
n=\
[— /t,;r] da yaginlashuvchi bo’ladi.

1. Furye qatorlari yig'indisining uzluksizligi. Agar (20.37) qator [—7[,7[]
da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda bu qatoming T(f, x) yig'indisi [-7,7]
oraliqda uzluksiz funksiya bo’ladi.

2". Furye qatorini hadma-had integrallash. Agar (20.37) qator [—ir,zr] da
kis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (20.37) qator hadlarining integrallaridan
1zilgan.

r‘;odx+ ( jcosnxdx+e Ismnxdx)

a =( sinne—sinna  cosna-cosng
=L(e-a)+ Z(an +6 )
2 n

n
n=| n

qator (- 7 < a < 6 < ) ham yaginlashuvchi bo’ladi va uning yigindisi
JTU x)de
ga teng bo’ladi, ya’ni

jr 75 x)d = I[?+Z(a cosnx+a, smnx)]dx:

n=1

_Iaodx+ZU(a cosnx +a, smnx)dx]

n=l
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3". Furye gatorini hadma-had differensiallash. Agar (20.37) qator har bir
hadining hosilalaridan tuzilgan

i (- na, sinnx + ne, cos nx)

n=1
qgator [— T+ /‘[] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa. u holda berilgan Furye qatorining
yiglindisi 7(f x) shu {- z, + 7] da T'(f. x) hosilaga ega va

7'(f, x)= Y (- na, sinnx + ne, cos nx)
n=|
boladi.

Shunday qilib. umumiy holdagidek f(x) funksiya Furye qatori yig’indisining
funksional xossalarini o'rganishda Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi bo’lishi
muhim ro’l o'ynayapti. Binobarin, Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi
bo’lishini ta’minlaydigan shartlarini aniglash lozim bo’ladi.

4-teorema. Furye qatorining tekis yaginlashishi. f(x) funksiya [— rr,+7r]
oraligda berilgan. uzluksiz hamda f(-7z)= f(r) bo’lsin. Agar bu funksiya
[- 7.+ 7] oraligda bo’lakli - silliq bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning Furye
gatori

T(f x)= a—2°+ Y (a, cos nx +s, sinnx)
n=l

[— T+ ;r] oraligda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

<Berilgan f(x) funksiya Furye qatorining har bir

u,(x)=a cosnx+g,sinnx (n=12,3..)
hadi uchun
u,(x) = a, cosnx +ea, sinnxi <la,| +]8,| (1=1,2.3,..)

bo"ladi.

Endi

a—zo + i(ianl +!8"\i)
n=|\

qatomning yaqinlashuvchi bo’lishini ko'rsatamiz.
Furye koeffitsientlari

n

a, -1 j’f(x)cosnxdx, 8, =

a
n

! ff(x)sinnxdx
T r

ni qaraylik.
Bo’laklab integrallash qoidasiga ko’ra

n
L jf’(x)sin nxdy = -1 j' J(x)sin nxdyx, (20.38)
nx 2,

n n
-x
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6, = L _’f f(x)d(ﬂj = ——l—'/(J\')lcosmc[:r + 1 Tf’(x)cosnxdx =-
Tl n nx

"[f(”) /= ]+—7z If (x)cos nxdx

Agar f(-7)= f(ﬂ) shartni €’tiborga olsak, u holda

6, = L [ 1'(x)cos nxdx (20.39)
n -

bo’ladi.
/'(x) ning Furye koeffitsientlarini a;, va 6, desak:

a, = I J(x)cos nxdx, 6, -1 j'f(x )sinnxdx ,
T, Tx
u holda (20.38) va (20.39) munosabatlarga ko’ra
g =-tg. 6 =~la,', (n=1273.)
n n

n n

bo’ladi. Natijada

l L ’
[an’ + len| = ;an! +}3n|)

bo’ladi.
Agar
L L C
bo’lishini hisobga olsak, unda ushbu
la,|+le| < (0 +62)+ (20.40)
2 n?

tengsizlikka ega bo’lamiz.

Shartga ko’ra f(x) funksiya bo’lakli-uzluksizdir. Binobarin. u kvadrati bilan
integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksiyaning a,, s, Furye koeffitsientlari
Bessel tengsizligini qanoatlantiradi, ya’ni

f75"’2—+"Z(a + 6, ) ]'f"()dx

17
n -

bo’ladi. Demak,

+Z(a +e, )

qator yaqinlashuvchi. Unda yaqmlashuvchl qatorlamning xossalariga ko’ra ushbu

Z[] (@2 +6 )+i} (20.41)
n=} 2 n
qator ham yaginlashuvchi bo’ladi.

Y ugorida keltirilgan (20.40) tengsizlikka muvofiq
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5 o)l

qatorning har bir hadi (20.41) qatorning mos hadidan katta emas.
Taqqoslash teoremasiga ko'ra (qaralsin. I-tom. 2-bob, 8-§) (20.39) gator

vaqinlashuvchi, demak,
a| =
E L AR
gator yaqinlashuvchi bo’ladi.
Veyershtrass alomatidan (14-bob, 2-§) foydalanib, Furye gatorining
[ 7, + 7] da tekis yaqinlashuvchi bo lishini topamiz. »

7-§. Funksiyalarni trigonometrik
ko’phad bilan yaqinlashtirish
Fever yig'indisi. f(x) funksiya |-z, + ] oraliqda berilgan va uzluksiz
bo’lsin. Bu funksiya Furye qatorining qismiy yig’indisi
Ffix)= _a;o +Y (a, cos kx + 6, sinkx)
k=1
dan foydalanib, ushbu

o,/ x)-—[F fox)+ R+ +E(f X)) R x)—& (20.42)

yig'indini tuzamiz. Odatda (20.42) yig’indi f(x) funksiyaning Feyer yig’indisi deb
ataladi.

7 (x) funksiyaning Feyer yig'indisi o, (f: x) trigonometrik ko’phad bo’ladi.
Hagiqatdan ham, Furye qatori gismiy yig’indilarining ifodalari

a
F(f x)= ‘,50’~
a .
E(f. x)=7° +a,cosx+6,sinx.
a . .
F(f; x)= 3"+alcosx+alsmx+a26052x+62 sin2x,

F, (frx)= °+a,cosx+61smx+ +a,_cos(n—)x+a,_ sin(n—1)x

ga ko'ra
a
Gl(fv'x)z_
a,(f:x)= —+2a,cosx+;elsmx

a(f x =—+~§~a] cosx + :;a, Sinx + ;a2c052x+ ;ev sin2x,
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o, (f: x)————+n—a cosx+—le|smx+ + ]a,, ycos(n—1)x +
n

n-1 _ —
el 8, sin(n—1)x = = Z( kakcoskx+ kak sinkxj
n

k=1\ N n

bo’ladi.

Agar 3-§ da keltirilgan ushbu tenglik

Fl:x)=1 (n=123,.)
ni e’tiborga olsak, unda (20.42) dan
o,(l, x)=1 (20.43)

bo’lishi kelib chiqadi.

(20.42) munosabatdagi £,(f:x) (k=0,1,2,..n~1) ning o’miga uning
ifodasi

in 2k+l
(f x)—~f[f(x+u +f(x u)]———a'u
2sin2
2
ni qo’yib quyidagini topamiz:

in 2k+1

|

0, 9= = STl v - M

7 k=0 25m5

=§ri_j: f(x+u)+f(x u)HZ‘jszn(Zk+I)2 du =

sm— k=0

‘——-N\:a

A S+ 20)+ fx - 20)% 'sm(2k+l)l

= dt .
nr sint k=0

Integral ostidagi yig“indi uchun

n-1 2
Y sin(2k + 1) = o il
=0 sint
munosabat o’rinli. Haqiqatdan ham,
n-1 n-1
sinty sin(2k + 1) = Y sint - sin(2k + 1)t =

k=0 k=0

= Z [cos 2kt - cos(2k + 2)}= —(l cos2nt)= sin* nt.
k=02

Natijada f(x) funksxyamng Feyer yig’indisi ushbu

o, (f:x)=— j [f(x +20)+ f(x - 2:)(5‘”"’) (20.44)
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ko'rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan

1= | 2(“” "’) di (20.45)

Ay \ sint

bolishi kelib chiqadi.
S-teorema (Fever teoremasi). f(x) funksiya [-r,+ x| oraliqda berilgan,
uzluksizva (- 7) = f(z) bo’lsin. U holda

/1m sup ]0,,(f x)- f(x)=0

bo’ladi.
«(20.45) tenglikning har ikki tomonini f(x) ga ko’paytirsak, u holda

x)——jzf( S”’”’) di

bo’ladi. Bu va (20.44) munosabatdan foydalanlb, ushbuni topamiz:

o (f x)-/(x)= i}[f(x +20)+ fx -21)- 2f(x)(s::’n’;’)zdz. (20.46)

Modomiki, shartga ko'ra f(x) funksiya [~ 7. + 7] da uzluksiz ekan, u Kantor
tcoremasiga binoan tekis uzluksiz bo’ladi. Demak. Ve&>0 olinganda ham,
shunday & =8(¢)>0 topiladiki, tengsizlikni qanoatlantiruvchi
Vx'x"€[- 7, + ] uchun

)= 1)< (20.47)

bo’ladi. Shu topilgan & sonni olib (uni & <% deb hisoblash mumkin), (20.46)

integralni ikki gismga ajratamiz:

o, (f: x)- £(5)=4,(1.5)+ J.(n. 6)

bunda

Ji(n; 0)——I[f(x+2t)+ fx-20)-27(x )(“""’j dr,

Jy(n: 5)—'—I U+ 20)+ fx-20)-25(x )(S’””’\

Endi J,(n.5) va Jz(n,é') integrallarni baholaymiz. Yuqoridagi (20.47)
munosabatni e’tiborga olib quyidagini topamiz:

03} L fl e+ 201 (x]+lf(x—2’)-f(xl(ssi;’:’)zdt<

5 .
<'LI(£+£)(SI'-1'1’)‘{<—I(Smmj P
nrg\2 2N\ sint sint
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Demak. V¢ > 0 olinganda ham, shunday & >0 topiladiki, barcha ne N lar
uchun [J,(n. 5) <% boladi.
Endi J,(n, &) integralni baholaymiz.

(/,(n, 5) s—lﬁf(x+2:)+f(x+2r)-2/(:](“',‘"’) d:si-4Mj(SiT‘”'\n—dr
nr, M

sin{
bunda M = max |f(x). Ravshanki,

sinnt 1
t 6>0)da <
G{ :J ( ) ( sint ] sin’ 6
bo'ladi. Natiiada  J,(n,6) uchun ushbu |J,(n, )< — — %2
nr sin é' 2 " onsin’ &

MZ } qilib olinsa (bunda
gsin® &

bahoga ega bo’lamiz. Agar natural »n sonni n > n, =[

[a] -a sonini butun gismi), unda 22M7 < £ va, demak, EJ,(n, 5) < £ bo’ladi.
nsincd 2 te 2

Shunday qilib, V&>0 olinganda ham shunday & =4(¢)>0 topiladiki.

Vne N uchun |/,(n, 6)< bo’ladi. Va shu £>0 va 6 =8(g)>0 larga ko'ra

shunday n, topiladiki, Yr > ny uchun |J,(n, 5) <§ bo’ladi.

Bu tasdiglarni birlashtirsak. Ve >0 uchun shunday n,e N topiladiki,
Vn>n,, Vx €[z, x] uchun |o- (f' x)- f(x) <& bo’ladi.

Demak. lim sup lo,(f. x)- flx)<e.®

Natijada, funksnyam trigonometrik ko’phad bilan yaqinlashtirish hagqidagi
quyidagi teoremaga kelamiz.

6-teorema (Veyershtrass teoremasi). Agar f (x) funksiya [— T+ zr] da
berilgan, uzluksiz va f(~z)= f(z) bo’lsa, u holda shunday 3, (x) trigonometrik
ko’phad topiladi,

lim sup |3,(x)- f(x)=0

no% _zex<nm

bo’ladi.

8-§. O’rtacha yaqinlashish. Furye qatorining
o’rtacha yaginlashishi
Funksional ketma-ketlik va qatorlarda tekis yaqinlashish tushunchasi bilan bir
qatorda, undan umumiyroq o’rtacha yaqinlashish tushunchasi ham kiritiladi.
1°. O’rtacha yaginlashish. [a. 6] oraligda biror {f,(x)}:

), f(x) o £ (). (20.48)
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funksional ketma-ketlik va f(x) funksiya berilgan bo’lib, f,(x) (n=1.2,3..)
hamda f(x) lar shu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchi bo'Isin.
2-ta’rif. Agar

Lim f[/,()~ f()f dx =0
bo'lsa. (20.48) funksional ketma-ketlik f(x) funksivaga [a,6] da o’rtacha
yaqinlashadi deb aytiladi.
Masalan, ushbu {f, (x)}= {x"}:
x,x% x" (xefo.1)
funksional ketma-ketlik

_ {0, agar.x€[0,1)bo'Isa,
f(x)_{l. agar. x=1 bo'lsa

funksiyaga [(). l] da o'rtacha yaqinlashadi, chunki

j'[f,,(x)— f(x)]zdx = j(x" - O)Z‘dx = _][xz"dx =5 L

va demak.
] ")
lim I(x" - 0)‘dx =0
HoT 0

7-teorema. Agar (20.48) funksional ketma-ketlik f(x) ga [z 6] da tekis
yaginlashsa, shu (20.48) ketma-ketlik f(x) ga [a. 6] da o’rtacha yaqginlashadi.

«4(20.48) ketma-ketlik f(x) tekis yaqinlashsin,

Ta'rifga binoan. V& > 0 olinganda ham shunday n; e N topiladiki, Vr > n,
va Vx € [a, 6] uchun bir yo’la

1656 |5

bo’ladi. Demak, ¥#n > n, uchun

HMM#MF

bo’ladi. Bu esa

sflﬁ,(x)—f(szdx<j6—f(ldx=e

tim [£,()- ()P =0

ekanini bildiradi. Demak, {f,(x)} ketma-ketlik f(x) funksiyaga [a, 6] da o'rtacha
yaginlashadi. »
2-eslatma. Funksional ketma-ketlikning [a,e] da o'rtacha yaginlashishidan,
uning shu oraliqda tekis yagqinlashishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan,
vuqorida ko'rdikki {f, (x)} = {x" } ketma-ketlik
0, agar,x€(0,1)bo' Isa,
f(x)z{l, agar, x=[1 )bo’lsa
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funksiyaga [0, 1) da o’riacha yaginlashadi. Biroq bu funksional ketma-ketlik shu
f(x) funksiyaga [0,1) da tekis yaginlashmaydi (qaralsin, 14-bob, 2-§).

Yugqorida Kkeltirilgan teorema va eslatma funksional ketma-ketliklarda
o’rtacha yagqinlashish tekis yaqinlashish tushunchasiga qaraganda kengroq
tushuncha ekanini ko’rsatadi.

Funksional qatorlarda ham o°'rtacha yaqinlashish tushunchasi shunga
o’xshash kiritiladi.

[a. 6] oraliqda

S u (v (5 uy (1) ¢+ (x)+ (20.49)
funksional qator berilgan b:;’(lsin Bu qator qismiy yig’indilari
Z”‘ (x)= w, (), (x)+ +u,(x)
dan iborat {S, (x)} funksional ketma ketlikni qaraylik.
3-ta’rif. Agar
lim T[s,, (x)-Sx)ax=0

bo’lsa, (20.49) funksional qator S(x) funksiyaga [a, 6] da o’rtacha yaqinlashadi

deb ataladi.
2". Furye qatorining o’rtacha yaqinlashishi. f(x) funksiya [- 7.+ ] da be-
rilgan, T(f x) esa uning Furye qatori

T(f: x)= % + g(ak coskx + 6, sinkx)

bo’lsin.

8-teorema. Agar f(x) funksiya [-7z,+7x] oraliqda uzluksiz va
f(— 7r)= f(zr) bo’lsa, uning Furye qatori [— T, + It] da f(x) ga o’rtacha yaqinla-
shadi.

<Shartga ko’ra f(x) funksiya [- 7, + ] da uzluksiz va f(- z)= f(r). U
holda ushbu bobning 7-§ ida keltirilgan Veyershtrass teoremasmga asosan, V¢ > 0
olinganda ham, shunday trigonometrik ko’phad 3, (x) topiladiki, Vx e [— T, +7r]
uchun

lf(x)— 3,,(x).< £
' \on
bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib,
JUe)-3,()F e <= [~ (20.50
g T,

bo’lishini topamiz.
Ma’lumki, f(x) funksiya Furye qatorining qismiy yig’indisi F,,(f; x) uchun

JUe)= R P de= in fL/()- T, ()P (2051)
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bo’ladi (qaralsin 5-§). Demak. (20.50) va (20.51) munosabatlarga ko'ra
JU@- £ oFds [ 7,60Fae <o (vxelra)
bo’ladi. Bu esa B
tim J{7(x)- F,(/. x)Fdx = 0

va'ni f(x) funksiya Furye qatori [~z +x] da o’rtacha yaginlashishini
bildiradi. »

Biz o’tgan paragrafda [-x + 7] oraligda kvadrati bilan integrallanuvchi
f(x) funksiya uchun ushbu

[0 o= | i % S )|

k=l
tenglikni keltirib chiqargan edik. Bu tengllkdan ko’rinadiki, agar

lim {T fz(x)dx—;{ﬂlzﬁ+ i(af+ef)ﬂl}:e
A 2 & |
ya'ni

L] prto = G0 5 a3 t) (2052

k=1
bo’lsa, u holda

lim J[f(x) F(f; x)fax =0

bo’ladi va demak. f(x) funkmyanmg Furye qatori [— 7.+ 7] da o’rtacha yaqinla-
shadi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning Furye qatorining [—n,+7r] da o’rtacha
yaqinlashishini korsatishi uchun (20.52) tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatish
zarur va yetarli bo’ladi. Odatda (20.52) Parseval tengligi deb ataladi.

9-§. Funksiyalarning ortogonal sistemasi.
Umumlashgan Furye qatori
1°. Funksiyalarning ortogonal sistemasi. (o(x) va V/(x) funksiyalar [a,e] da
berilgan va ular shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.
4-ta’rif. Agar

Jo(x)-w(x)e =0

bo’lsa, ¢(x) va y(x) funksiyalar {a, ¢] da ortogonal deb ataladi.
Masalan, @(x)=sinx, w(x)=cosx funksiyalar [-7z,+7z] da ortogonal
bo’ladi, chunki.
I(p(x)y/(x)dx = jsin xcos xdx =0

-

bo’ladi.
329



p(x)=x, w(x)= %xz ~ 1 funksiyalar [-1,1] da ortogonal boladi. chunki

j<p )dv_J (—x -1)dx 0.

Endi
2 (x). 0, (x). .. 9, (x). (20.52)
funksiyalaming har biri [a, 6] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.

Bu (20.52) funksiyalar sistemasini {p, (x)} kabi belgilaymiz.
S-ta’rif. Agar {p,(x)} funksivalar sistemasining istalgan ikkita ¢, (x) va
@, (x) (k # m) funksiyalari uchun

im (x)on(cMr =0 (k% m)

bo’lsa, {,(x)} funksiyalar sistemasi [a, 6] da ortogonal deb ataladi.
Odatda, k=m (k=0,1.2, ) bo’lganda

[or(ke>0 (k=012..)

deb qaraladi. Bu integralni 4, kabi belgilaylik:

d=[o2 (=012, ).

Agar (20.52) sistema uchun 4, =1 bo’lsa, {p, (x)} normal sistema deyiladi.
Agar (20.52) sistema uchun

a B JO agar, k#mbo'lsa,
I% (x)p,, (x )ax = \1. agar, k=mbo'lsa

bo’lsa, {p,(x)} funksiyalar sistemasi ortonormal deb ataladi.

Masalan, 1) ushbu
1, cos x, sinx, cos 2x, sin2x, ..., cos nx, sinnx,

sistema (trigonometrik sistema) [~ 7, + ] da ortogonal bo’ladi, chunki k = m
bo’lganda

Icoskxcosmxdx =0, Isinkxsinmxdx =0

bo’lib. ixtiyoriy £,m=0,1,2, bo’lganda _(coskxsinmxdx =0 bo’ladi.

2) Quyidagi
cosx sinx cosnx  sinnx
J— r o m Jr T dx
funksiyalar sistemasi [~ 7, + 7] da ortonormal bo’ladi. Bu sistemaning |- 7. +7]
da ortonormal bo’ lishi ravshandir. Uning shu [- 7, + 7] da normal bo’lishi esa
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osfae ot ooz

bo’lishidan kelib chigadi.
(20.52) sisterna beriigan bo’lsin. Uning yordamida tuzilgan ushbu

Z Cn¢u (X) = COVJO(X) + ‘W’x (X) + + C”(D', (X) + (2053)
n=0
funksional qator {p,(x)} sistema bo’yicha qator deyiladi, ¢,, ¢,. «c,...

0'zgarmas sonlar esa qatoming koeffitsientlari deyiladi.

Xususan, @,(x)=a,cosnx+s, sinnx bo'lganda (20.53) qator trigonometrik
qatorga aylanadi.

7(x) funksiya [a, 6] oraligda berilgan va shu oraligda integrallanuvchi
bo'lsin. Ravshanki, f(x) @,(x) (n=01,23..) funksiya ham [a,6] da
integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalarning integrallarini hisoblab, ularni
quyidagicha belgilaymiz:

@y = ] e, () (20.54)

Bu sonlardan foydalanib ushbu

3 2,0, () = @@ (x)+ a0, (x)+  + @0, (x)+ (20.55)

qatorni tuzamiz.
6-ta’rif. a4, ..., .. koeffitsientlari (20.54) formula bilan aniglangan
(20.55) qator f(x) funksiyaning {p,(x)} sistema bo’yicha Furye qatori deb
ataladi. a,, @, ..., «,, -sonlar esa umumlashgan Furye koeffitsicntlari deyiladi.
Odatda, f(x) funksiya bilan unga mos umumlashgan Furye qatori “~" belgi
orqgali quyidagicha yoziladi:

F()~ 3 a,0,(:)= agpy(x)+ aip,(x)+ +a,0,(x)+

n=0

Mashglar
20.9. Ushbu

f)=e¢* (r<x<n)
funksiyaning Furye qatori topilsin.
20.10.Ushbu
fx)=|cos x|
funksiyani Furye gatoriga yoyilsin. Yoyilmadan foydalanib quyidagi
2 ) 1 d I
E,( " 4n2—1’,§. 4n® -1
qatorlamning yig'indilari topilsin.

20.11. Ushbu
S @)= x-[x]=1ix}
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
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20.12.  f(x)-.x, ip(x)~ x2 funksiyalami (O a) da kosinuslar bo'yicha
yoyilmasidan foydalanib. ushbu
N cosnx _ 3.or2- sax +2a2
JH ‘b

tenglik isbotlansin.
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