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K o 'p  o’zgaruvchili fun k s iy a la r, u larn ing  
lim iti, uzluksizligi

«Matematik analiz asoslari» kursining I-qismida bir o’zgaruvchili 
funksiyalar batafsil o’rganildi.

Matematika, fizika, texnika va fanning boshqa tarmoqlarida shunday funksi
yalar uchraydiki, ular ko’p o’zgaruvchi larga bog’liq bo’ladi. Masalan, doiraviy 
silindrning hajmi

V - i r r h  (12.1)
ikki o'zgaruvchi: /-radius hamda /?-balandlikka bog’liq.

Tok kuchi

J - 1  (12.2)
ham ikki o’zgaruvchi: £-elektr yurituvchi kuch va /?-qarshilikning funksiyasi 
bo'ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordamida bir-biriga bog’liq 
bo'lmagan r  va h  o'zgaruvchilarning qiymatlariga ko’ra. tok kuchi (12.2) formula 
yordamida bir-biriga bog'liq bo’lmagan E va R o’zgaruvchilarning qiymatlariga 
ko’ra topiladi. Shunga o'xshash misollami juda ko’plab keltirish mumkin. 
Binobarin, ko’p o'zgaruvchili funksiyalami yuqoridagidek chuqurroq o’rganish 
vazifasi tug'ildi.

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida hani bir o’zgaruvchili funksi
yalar nazariyasidagidek, funksiya va uning limiti, funksiyaning uzluksizligi va 
xakazo kabi tushunchalar o'rganiladi. Bunda bir o’zgaruvchili funksiyalar 
haqidagi ma’lumotlardan muttasil foydalana boriladi.

Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalami o’rganishni ularning aniqlanish 
to’plamlarini (sohalarini) o’rganishdan boshlagan edik. Ko’p o'zgaruvchili 
funksiyalami o’rganishni ham ularning aniqlanish to'plamlarini (sohalarini) bayon 
etishdan boshlaymiz.

l- § .  R "1 fa z o  va u n in g  m u h im  to  \p la m la r i
1 К" fa zo . m ta A lt A2, Am {m > 1. butun son) to’plamlarning Dekart ko’- 

paytmasi ikkita A v а V to'plamlarning Dekart ko’paytmasiga o’xshash 
ta’riflanadi. Agar A, = A2 = = Ам = R bo'lsa, u holda

Ax x Az x ... x Am = R x  R x  . . .x R = {(jCj.jCj,...,^). jc, e  R , x 2 e  e

bo’ladi. Ushbu
{(*,.*2... *.)••*■ e Л.*2 e й,..Д ,бЛ)

to’plam Rm to’plam deb ataladi. Rm to’plamning elementi (x, ,x2,.. .,xm)  shu to’p-
lam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: x - ( x r x 2....xm) .

Bunda x r x. , . . . ,xm sonlar jc nuqtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, m- 

koordinatalari deyiladi.
Agar x = (хг х 2,.. . ,хт) E R" у  = ( y r y 2, . . . ,ym) e  Rm nuqtalar uchun 

л. = y r x, = v2, . . .,xM = y m bo’lsa, u holda jc = у  deb ataladi.



R" to’plamda ixtiyoriy x = (x,,x2,...,xm), y  =  ( y Jty 2, . . . , y m) nuqtalami 
olaylik.

1- ta ’r i f .  U shbu

p(x-y)  = J(y> + Ь ’г ~ х-У + +6'„, ~ x j  = J l ( y , - x j  (12.3)

miqdor jc va у  nuqtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Bunday 
aniqlangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda Vx,y,z e  Rm)

1) p(x,y)>  0 va p (x ,y) = 0<=>x = y ,
2) p ( x , y )  = p ( y , x ) ,
3) p ( x , z ) < p ( x , y )  +  p ( y . z ) .
Bu xossalami isbotlaylik. (12.3) munosabatdan p{x,y) miqdoming har 

doim manfiy emasligini ko’ramiz. Agar p{x,y) = Q bo’lsa, unda y t - x }= 0, 
y2 - x 2 =Q,...yn - x tti =0 bo’lib, jc, = v,, x 2 = y2,...,xm -  ym ya’ni x - y  bo’ladi. 
Aksincha x = y ,  ya’ni jc, = y}, x2 ~ y 2, = ym bo’lsa, u holda (12.3) dan 
p[x,y)-  0 bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa l)-xossani isbotlaydi.

(12.3) munosabatdan

p(x,y) = \/Ы  + ( } > i - * J  + + (У., - x„У =

= ^(x, - y j  + (x : -  У i f  + + ( x , „ - y j  = p ( y . x )
bo’ladi.

Masofaning 3)-xossasi ushbu

J p A + b J  ^  Д х  + (12.4)

tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda аг а2,...,аш; br b2,...,bm ixtiyoriy haqiqiy 
sonlar. Avvalo shu tengsizlikning to’g’riligini ko’rsataylik. Ravshanki, Vjc g R 
uchun

Х(я*+б,);/-I
Bundan, jc ga nisbatan kvadrat uchxadning manfiy emasligi

( £ #  j*: +12! л ь, + X #  s  0
kelib chiqadi. Demak, bu kvadrat uchxad ikkita turli haqiqiy ildizga ega 
bo’Imaydi. Binobarin, uning diskriminanti

- IX  |>/ +
bo’lishi kerak. Bundan esa 

bo’lib,

Z aA <o



bo'ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

bo'lishi kelib chiqadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik 
deb ataladi.

ixtiyoriy x = (xrx,....xm)eR", y = (y,.y;.....y J e R ", : = .... .) e R"
nuqialami olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz:

p(x-y)=Jt,(y, ~x )

p(y--) = ]jt,(-,-y,) (12 5)
P(x,--) = ]] p - - - x )

Endi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi (12.4) da
a. = У' - X', b = - -  y, (i -

deb olsak, unda
ai + b = I, - X' (i = \,2,...,m)

bo'lib.

bo'ladi. Yuqoridagi (12.5) munosabatlarni e ’tiborga olib, topamiz:
p{x.z)< p(x,y) + p(y,z).

Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.
Rm to’plam Rm fazo (m o’lchovli Evklid fazosi) deb ataladi. Endi 

Rm fazoning ba’zi bir muhim to’plamlarini keltiramiz.
Biror a = (ara ......am) e  Rm nuqta va r> 0 sonni olaylik, Quyidagi

{* = (*,.*.... xJ e Rm (x: - a>Y +(хг~агУ + (*. “ У ^ г*}. 12 б)
{х = (*,,*,.... xm)e R m (xt - atY + (х2 - a j  + + (xm -a m)~ < r; }. (12.7)

ya’ni
\x e R - p(x,a)< r),
[xeR" p(x,a)<r\

to'plamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nuqta shar 
markazi, r esa shar radiusi deyiladi.

Ushbu
{* = (*,. j;2......о  e Rm (x  -  я, J + (x2 -  a2 )2 +... + (x„ -  am f  = гг}

va'ni
[xeRm p{x,a)=r\



to ’p lam  sfe ra  deb ataladi. B u sfera  (12 .6 ) va  (12.7) to ’p lam lam ing  chegarasi 
b o ’ladi.

U shbu
(x =  (х,,д:21...,лгт ) е  Rm a, < * ,< & ,,  a2 < x 2 <  b2,...,am < x m < bm) ,

{x = (x1,x2,...,xiii) g  R m a { < л', < bv a2 < x 2 < b,,...,am < xm < bm]  

to ’plam lar (b u n d a  a r a 2,...,am. br b2,...,bm haqiqiy  son lar) m os ravishda 

paralle lep iped  h am d a  ochiq  p a ralle lep iped  deb ataladi.
U shbu

(x =  (xvx 2,...,xm)e  R"  jc, >  0, x 2 > 0,...,xni > 0 , jc, -f- jc, +  +  xm < h } 

to ’plam  (m  o ’lchov li) sim pleks deb a ta lad i, bunda  h- m usbat son.
Y u q o rid a  keltirilgan  to ’p lam lar tez -tez  ish latilib  tu rilad i. U lar yordam ida 

m uhim  tu sh u n ch alar, ju m lad an  a tro f  tu shunchasi ta ’riflanadi.
2°. R m fa z o d a  och iq  v a y o p iq  to 'p la m la r.  B iro r x° = (x °,x 2,...,x l ) e R "  nuqta 

ham da € >  0  sonni olaylik .
2 - ta 'r i f .  M arkazi x"  nuq tada , radiusi e > 0 g a  teng  b o ’lgan och iq  shar jcu 

nuqtan ing  sfe rik  atrofi ( e a tro fi) dey ilad i v a  U £(x ° )  kabi belg ilanad i:

U e(x ° )=  {jc e  Rm p{x,j c ° )<  e).

N u q tan in g  boshqacha atrofi tushunchasin i ham  k iritish im iz  m um kin.
3 - ta yr i f .  U shbu

{* = (*1’*2.....R" '' X ° ~ 6 ^ < Xi < X °  +  (5,.
О с O c  0 c 0 ' 1  ( • J

,jc2 ~ д 2 < х 2 < х 2 + ё 2........xm - S m < x m < x m + d Mj

ochiq  paralle lep iped  л 11 nu q tan in g  paralle lep iped ia l atrofi deb  a ta lad i va

U sxs2...sm (* ° )  kabi belg ilanad i.

X ususan  S} = S 2 = = 5 m - 5  b o ’lsa, (12 .8) och iq  paralle lep iped  kubga

aylanad i va  uni U s (x ° )  kabi belg ilanad i.

1-lem m a. x °  e  Rm nuq tan ing  h a r qanday U £(x°)  sferik  atrofi o linganda  ham

har doim  x°  nuq tan in g  shunday  U d}62. . jm(x ° )  paralle lep iped ia l atrofi m avjudki, 

bunda

,̂y>, „„(x0)c  t/c(x°)
b o ’ladi.

S huningdek , x °  nuq tan ing  ha r qanday  U sxs2 . a , ( ^ ° )  paralle lep iped ial atrofi 

o linganda  ham  har doim  shu nuq tan ing  shunday  U£(x °)  sferik  atrofi m avjudki, 

bunda

Ус( / ) с Ў ¥ ,.^(х°)
b o ’ladi.

<  x° e  Rm nuq tan ing  sferik  atrofi



£/f (jt°)= [x € Rm р(х,д-°)<
£■

berilgan bo’lsin. Bundagi e > 0  songa ko’ra 6 <-j=- tengsizlikni qanoatlantiruv-
yjm

chi S > 0 sonni olamiz. So'ng л° nuqtaning ushbu

Ort-(x°)= Ix  = ( xvx2%...,xm ) g  Rm x,° - 5  < x] < л-,0 + £,

.,x2- S < x 2 <x°2+S.... x°m-5 < x m <x°m +5}
parallelepipedial atrofni tuzamiz.

Aytaylik, л е ^ ( х ° )  bo’lsin. Unda I*. -  x f  <S (i = 1,2,...,in) boMib,

Y/=i
g

bo’ladi. Yuqoridagi S < —<= tengsizlikni e ’tiborga olib topamiz:
■v m

p(x‘x°)=]j f ;(xl - x° f <e

Demak, /р(г,дг°)< e . Bu esa jc g lJe(x°) ekanini bildiradi. Shunday qilib,

V.X G U A (x° ) => x G U E (x° )
ya’ni

^(х°)с<л(х°)
bo’ladi.

л*° g Rm nuqtaning

ljslg1. 6m(x°)={x = {xt,x2.... x(„ )e  Rm x, -  <5, < x, < X® + <?,.

,x ° -S 2 <x2<x2+S2.... x“ - S m<xm<x°, +SnJ
parallelepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda

£ = niin{Sv62,...,Sm}
ni olib x' nuqtaning sferik atrofi

{/.(*")= {*еЛ " p (x ,x °)< f}
ni tuzamiz.

Aytaylik xe  £л(*°) bo’lsin. U holda

p{x.x°)= Jj£(x, -x°f <£<s, (/ = 1.2..m)
bo’ladi. Demak,

• - ф ^ - х ?)2 <8, (» = 1,2.... m).



Bundan esa л* e U ^  ..дН1 (*°) bo’lishi kelib chiqadi. Shunday qilib,

V;r E U£(x°) =>x e Us^. s,,, (x°)
ya’ni

£/Дх°)сС/ад..^(г°)
bo’ladi. ►

Aytaylik, Rm fazo va G to’plam berilgan bo’lsin: G с  /?m

4-ta'rif. Agar x° e  G nuqtaning shunday Us(x°) atrofi (d > O) topilsaki,

Us{x°)dG
bo’lsa, x° nuqta G to’plamning ichki nuqtasi deyiladi.

5-ta'rif. To’plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo’lsa, u ochiq 
to’plam deb ataladi.

12.1-nusoL RT fazodagi ochiq shar ochiq to’plam bo’lishi isbotlansin.
^ Aytaylik,

A = { x e R m p(x, je°)< r}
Rm fazodagi biror ochiq shar bo’lsin. Ravshanki, г e A =>p(r,*:’)< r 

Ushbu r, = r -  p(z, *°) sonni olib, quyidagi

B = {x e R m p (x,jc°)< /]У 
sharni qaraymiz. Vye В uchun,

p(y,x°)<p(y,z) + p(z,x°)<rl +p(-,x0)
munosabatga ko’ra

В a  A
bo’ladi. ►

Rm fazoda biror F to’plam va biror x° nuqta berilgan bo’lsin.
6-ta’rif. Agar

Vr > 0, Эх e F, x Ф x° x e  {x e  Rm:p(x,x°)< rj
bo’lsa, л° nuqta F to’plamning limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu
A = { x e R m p(x,x°)<r} 

shaming barcha nuqtalari uning limit nuqtalari bo’ladi.
7-ta’rif F с  Rm to’plamning barcha limit nuqtalari shu to’plamga tegishli 

bo’lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.
Masalan,

E = {xe.Rm p{x,x0)<r}
yopiq to’plam bo’ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ochiq va yopiq to’plamlar ta’riflarini qanoatlantir- 
maydigan to’plamlar ham ko’pdir.



Biror А/ cz Rm to’plamni qaraylik. Ravshanki, Rm \ M ayirma M to’plamni 
Rm to'plamga to’ldiruvchi to’plam bo’ladi. (qaralsin I-qism, I-bob, I-§).

8-ta'rif Agar x ° ( jc °  e  /? '" )  nuqtaning istalgan U £ \ x ° )  atrofida ham M  to’p

lamning. ham Rm M to’plamning nuqtalari bo’lsa, x0 nuqta M to’plamning 
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M to'plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan 
iborai to’plam M to'plamning chegarasi deyiladi va uni odatda Э(Д/) kabi 
belgilanadi.

Bu tushuncha yordamida yopiq to’plamni quyidagicha ham taYiflash 
mumkin.

9-ta'rif. Agar f j f c / f " )  to’plamning chegarasi shu to'plamga tegishli, 
ya'ni d(F)czF  bo’lsa, F yopiq to’plam deb ataladi.

Yopiq to’plamning yuqorida keltirilgan 12.7- va 12.9- ta’riflari ekvivalent 
ta'riflardir.

Biror M с  Rm to'plam berilgan bo’lsin.
10-ta’rif. Agar Rm fazoda shunday shar

U° = \xeR m p(x, 0) < r} (0 = (0, 0, 0))

topilsaki, M a  U° bo’lsa, M chegaralangan to’plam deb ataladi.
Faraz qilaylik, jc, (/),x2 xm( f )  funksiyalaming har biri [a,b] segmentda 

uzluksiz bo’lsin.
Ushbu

(a< t< b) (12.9)
sistema yoki nuqtalar to’plami Rm fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,

JC, = a tt + p {. x2 = a2t + P2.... xm= a j  + pm
( -o c < /< + o c , a ,, a 2,...,am, /?,. p2, ,J3m haqiqiy sonlar va a v a2,...am lar-

ning xech bo'lmaganda bittasi nolga teng emas) bo’lganda (12.9) sistema Rm 
fazoda to’g’ri chiziq deyiladi.

Rm fazoda ixtiyoriy ikkita x~(x\,x2....xm) va x” = (x”,x2.....x"m) nuqtani
olaylik. Bu nuqtalar orqali o ’tuvchi to’g’ri chiziq quyidagi

{(*1+/(■*'-*;)• 4+ t(x2- x 2), ..Xm+t(x"m-x'm))} (-оо</ <-к») (12.10) 

sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda / = 0 va / = 1 bo’lganda Rm fazoning mos 
ravishda jc' va л" nuqtalari hosil bo’lib, 0 < r < l  bo’lganda (12.10) sistema Rm 
fazoda jc' va jc" nuqtalami birlashtiruvchi to’g ’ri chiziq kesmasi bo’ladi.

Rm fazoda chekli sondagi to’g’ri chiziq kesmalarni birin-ketin 
birlashtirishdan tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deb ataladi.

M e  Rm to’plam berilgan bo’lsin.
11-ta'rif. Agar M  to’plamning ixtiyoriy ikki nuqtasini birlashtiruvchi 

shunday siniq chiziq topilsaki. u M to’plamga tegishli bo’lsa, M bog’lamli 
to'plam deb ataladi.

J2-(a’rif. Agar M с  Rw to’plam ochiq hamda bog’lamli to’plam bo’lsa, u 
soha deb ataladi.



Rm fazoda ochiq parallelepiped, ochiq shar, ochiq simplekslar fazodagi 
sohalar bo’ladi.

2-§. Rm fazoda ketma-ketlik va uning limiti 
Natural sonlar to’plami Л' va Rm fazo berilgan bo’lib, /  har bir n{n e N) 

ga Rm fazoning biror muayyan x(n) =(x{n) ,x2n) ...,x;"})eR m nuqtasini mos 
qo’yuvchi akslantirish bo’lsin:

/  N -> Rm yoki « 4 / =  .... 4"')-
Bu akslantirishni quyidagicha tasvirlash mumkin:

l ^ x n; = r t ' \ x (2'>...
....g > ) .

n - + x ,n) =(x[n>,x("> ...,x\'■?).

f  N  -»  Rni akslantirishning tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan

to’plam ketma-ketlik deb ataladi va u {x^; } kabi beligilanadi. Har bir 
x(nj G дт _  1 2 ) nj ketma-ketlikning hadi deyiladi.

Shuni ta’kidlash kerakki, {x(n)} ketma-ketlikning mos koordinatalardan 

tuzilgan lar sonli ketma-ketliklar bo’lib, ketma-
ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma’lum tartibdagi) birgalikda qaralishi deb 
hisoblash mumkin.

1°. Ketma-ketlikning limiti 
Rm fazoda biror

x(u,x(1) ...,x(n) (12.11)
ketma-ketlik hamda a -  (or,.a2, . e  Rm nuqta berilgan bo’lsin.

13-ta'rif. Agar V £ > 0  olinganda ham, shunday n0s N  topilsaki, barcha 
n > n0 uchun

p{xn, a) < e
tengsizlik bajarilsa, a nuqta (x ^ }  ketma-ketlikning limiti deb ataladi va 

lim x" = a yoki n —» ac da xn —> a kabi belgilanadi.
n ->X

l-§da keltirilgan a nuqtaning £ -atrofi ta’rifini e ’tiborga olib, {x '̂; } ketma- 
ketlikning limitini quyidagicha ham ta’riflasa bo’ladi.

14-ta'rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy Ut.(a) atrofi olinganda ham, {х"''} 
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga 
tegishli bo’lsa, a nuqta {x ^ }  ketma-ketlikning limiti deb ataladi.



Agar (12.11) ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, u yaqinlashtiruvchi ketma- 
ketlik deb ataladi.

Limit ta’rifidagi shartni qanoatlantiruvchi a mavjud bo’lmasa, \x(n)} ketma- 
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning o ’zi esa uzoqlashtiruvchi 
deb ataladi.

Shunga e’tibor berish kerakki, ketma-ketlikning limiti ta’rifidagi s  ixtiyoriy 
musbat son bo’lib, n0(n0 e N) esa s  ga (va, tabiiyki, qaralayotgan ketma- 
ketlikka) bog’liq ravishda topiladi.

12.2-m isol. Rm fazoda ushbu

a ^ (0,0,...,0) bo’lishi ko’rsatilsin.

< \/s > 0 sonni olaylik. Shu s ga ko’ra = \fm
€

barcha n > п.л uchun

n n

bo’ladi. Demak, ta’rifga ko’ra.

L(0.0,. ...0 )

1 1 1

л[т yfrn 
n nn

+1 ni topamiz. Natijada

л[т
<£

+ 1

lim = liml - =  (0,0,...,0) = a 
n n n J

bo’ladi. ►
R m fazoda ^ (n)\=^[n) ,x(2 } ketma-ketlik berilgan bo’lib, u

a = {ax,a2,—tam) limitga ega bo’lsin. U holda limit ta’rifiga ko’ra, \/£>0  
berilganda ham, |a/w ;} ketma-ketlikning biror n0 hadidan boshlab keyingi hadlari 
a nuqtaning

Uc(a)={xeR"' p(x, a )< e }  
sferik atrofiga tegishli bo’ladi. Bu sferik atrof ushbu bobning l-§dagi 1-lemmaga

muvofiq shu a nuqtaning Uc(a) parallelepipedial atrofining qismi bo’ladi:

U£(a)czUc(a)
Demak, jx k e tm a -k etlik n in g  o ’sha n0 hadidan boshlab, keyingi barcha

hadlari a nuqtaning Uc(a) atrofida yotadi, ya’ni barcha n > n0 uchun

x ^  eUc(a) = {{x]fx2,...,xm ) e R ,n a, -£  <*, < a , +€,
, a2 -  £ <x2 < a 2 +£,.. . ,  am-£ < x m < a m+ £ }  

bo’ladi. Bundan esa, barcha n > n0 uchun



ах -  £ < х[п} < а, + £, 

а2 ~£ <х2п} <а2+£,

ам- £ < х (") <а„,+£
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Vs > 0 olinganda ham. shunday n > n0 topiladiki, 
barcha n > n0 uchun

*{"' -  a\ < e, \x(2nJ -  a21 < £, - a m\<£
bo’ladi. Bu esa

/ n}
/J—>TO
lim x\n) = a}

lim x2n) = a2
С

lim x(”> = am

ekanligini bildiradi.
Shunday qilib, Rm fazoda \x(h)\=\x[n) ,x2'} ketma-ketlikning limiti

a = (a]ta2,...,am) bo’lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil 

topgan sonlar ketma-ketliklari . . . ham limitga ega bo’lib, ular
mos ravishda a nuqtaning alta2,...,am koordinatalariga teng bo’ladi.

Demak,
lim xin) = a,

lim x(n) = a :
/7->X

lim x[n) = a2
(12.12)

lim х(У  = a,

Endi Rm fazoda ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan 
W” son^  ketma-ketliklari limitga ega bo’lib, ularning limitlari

mos ravishda a = (a],a2,...,am)e Rm nuqta koordinatalari a{,a2,....at„ larga teng 
bo’lsin:

r(nj
л—»x

lim x(2 } -  a->
n—>7Z

llm x„"' = a m.



£■
L im it ta ’r if ig a  asosan , \ / e > 0  o linganda  h a m  - 7= g a  k o ’ra  shunday

4m
n (0]1 e  N  to p ilad ik i, b a rch a  n  >  y Q } uchun

J") 8
*i - а\ \<-Г '1 1 4m

shu n d ay  e N  top ilad ik i, barcha  n  >  n (̂ } uchun

1 1 vm
v a  xokazo , shunday  r i ^ } e  N  top ilad ik i, barcha  n  > n (Qm) uchun

W  ~am\<4=1 1 \!m

b o ’ladi. A g a r nQ =  т а х { п (0]), n (02J,..., n (™} } deb  o lsak, unda ba rch a  n > n 0 uchun  

b ir y o ’Ia

(/ = 1,2, m)
1 1 yjm

ten g s iz lik la r bajarilad i. U  ho lda

b o ’lib, undan

p {x (n\ a ) < £

b o ’lishi kelib  ch iqad i. B u  e sa

lim x(n) = a
/7—*C

ekanin i b ild irad i.

D em ak. ^ ! n)\ = ^ n) , х ^ } , . k etm a-k e tlik  k o o rd inata la ridan  tashk il 

to p g an  so n la r ke tm a-ke tlik larin ing  lim itlari m os rav ishda

a  =  (a ] ta 2,...,am) n u q ta  koord inatalari a v a 2,...,am larga ten g  b o ’lsa, \x (n>\ ketm a- 

k e tlik n in g  lim iti y u q oridag i ta ’r i f  m a ’n o s id a s h u  a  n u q ta  b o ’ladi:

lim x[n) = д,
n—WD

l im  x 2n) =  cij

l im x <” > =  a m
П-+СС

>=>
н-x»
l i m x f n ) = a .  (12.13)

Y uqoridag i (12.12) v a  (12.13) m unosaballardan
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ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kelamiz:
1-teorenuL Rm fazoda \х<п)}={х{п} ,x2nJ.... x(t”}} ketma-ketlikning

a = (a{,a2,...,am)e Rm ga intilishi

x ^  —» a (n —> oo da)
uchun n —» oo bir yo’la

x [ n)  —> CJ\ . 

x^n} —> a2,

bo’lishi zarur va yetarli.
Bu teorema Rm fazoda ketma-ketlikning limitini o’rganishni sonli ketma- 

ketliklaming limitini o’rganishga keltirilishini ifodalaydi. Ma’lumki, «Matematik 
analiz asoslari» kursining 1-qism, 3-bobida ketma-ketligi va uning limiti batafsil 
o’rganilgan.

2°. Ketma-ketlik limitiga doir ba ’zi tasdiqlar
Sonlar ketma-ketligi limiti haqidagi ma’lumotlar (tushuncha va tasdiqlar) 

Rm fazo nuqtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o ’rinli bo’ladi. Quyida biz 
ularni keltirish bilangina kifoyalanamiz (keltirilgan tasdiqlarni isbotlashni 
o’quvchiga havola etamiz).

1) Rm fazoda \x(nJ}=^x(]n) ,x2n ) ..,x(n";)} ketma-ketlikning chegaralangan 

bo’lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan iborat sonlar 
ketma-ketliklari ning har birining chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

2) Rm fazoda ketma-ketlik uchun Vs > 0 olinganda ham shunday 
n0 g  N topilsaki, barcha n> n0> p > n0 da

p{x(p).xfn))<e 
tengsizlik bajarilsa, (х-"'} fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Rm fazoda {хГ/|>|}= ,x2n) ketma-ketlik fundamental bo’lishi

uchun bu ketma-ketlik koordinatalaridan iborat {x^}, \x(2 } {x^} ketma- 
ketliklarining har birining fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

Rm fazoda {x^} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun u 
fundamental bo’lishi zarur va yetarli (Koshi teoremasi).



3) Markazlari = {p^n\a 2̂ .... Rm nuqtalarda, radiuslari
rn ('rn > n = 1, 2, ...) bo'lgan

s„ = S„(e(,,).r J =  {* e R"' р(дг,а(я))<  r„ } (n = 1. 2. 3, ...) 
sharlar berilgan bo’lsin. Agar

5, d S 2 d  => S„ 3

munosabat o’rinli bo’lsa, {S„} ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi 
deyiladi.

Agar Rm fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi {5,,} uchun
lim rn = 0n-*r.

bo’lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’lgan a (a eR m) nuqta mavjud va 
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) Rm fazoda (/"'}:

х(х>.х ‘г' xM (x<n)e R m #»=1,2....) 
ketma-ketlik berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlikning

n-,n2,...,nk. . .  (/7, < n2 < < nk < nk e  N, к =  1, 2, ...) 
nomerli hadlardan tashkil topgan ushbu

х"''>.х<п'-,,...,х('ч> (/"*'' e У?"1) 

ketma-ketlik \x("'} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi va 1} kabi 
belgilanadi.

Agar ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti a (a e Rm)
bo’lsa, bu ketma-ketlikning har qanday qismiy \xn'k)] ketma-ketligi ham 
yaqinlashuvchi bo’lib, uning limiti ham a gateng bo’ladi.

Har qanday chegaralangan ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baitsano-Veyershtrass teoremasi).

3-§. Ко 'р о ’zgaruvchili funksiya va uning limiti
1 Funksiya, Biror to’plam berilgan bo’lsin.
15-ta'rif. Agar M to’plamdagi har bir x = (x̂ , x2, ..., xm) nuqtaga biror 

qoida yoki qonunga ko’ra bitta haqiqiy son у (ye  R) mos qo’yilgan bo’lsa, M 
to’plamda ko’p o ’zgaruvchili (m ta o ’zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan) 
deb ataladi va uni

/  (дс,.дс2....,*„)-»■ у  yoki y = f ( xi,x2,...,xm) ( 1 2 . 1 4 )

kabi belgilanadi. Bunda M -funksiyaning berilishi (aniqlanish) to’plami, 
x]lx2,....xm erkli o ’zgaruvchilar -  funksiya argumentlari, у  erksiz o ’zgaruvchi - 
x]tx2.....xm o ’zgaruvchilarning funksiyasi deyiladi.

( jc, , jc2 ____jcw )  nuqta bitta x bilan belgilanishini e’tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaqt (*i,*2....,jcw) o ’miga x ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi
(12.14) belgilashlar quyidagicha yoziladi:



/  х -> у  yoki у  = /(jt)  ( x e T j e  /?).

Funksiyaning berilish to'plamidan olingan x° e M nuqtaga mos keluvchi 
y0 son у = f(x )  funksiyaning x = x° nuqtadagi xususiy qiymati deb ataladi.

Masalan, f  -  Rm fazodagi har bir л* nuqtaga shu nuqta koordinatalari 
kvadratlarining yig’indisini mos qo’yuvchi qoida, ushbu

г 2 2 2 "> ~> 2f:x -»  x] + x2 +... + xnr у = jcf + л-; + + xm 
funksiyani hosil qiladi. Bu funksiya M = Rm to’plamda berilgan.

f(x )  funksiya M a R m to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu {/(х ).л *еЛ /}  
to’plam funksiya qiymatlari to’plami (funksiyaning o ’zgarish sohasi) deb ataladi. 

R"1*' fazoning (x,y) (x e  Rm,y = f(x )e  r ) nuqtalardan iborat
ushbu

{(*■/(*))}= {(*•/(*))• * e  Rm,f(x )e  #} 
to’plam у = f(x )  funksiya grafigi deb ataladi.

Masalan, m - 2  bo’lganda(R2 fazoda)

y-xvx2, y = xf,x;, у = yjY-x2-xj
funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda /?3 fazoda giperbolik paraboloid 
(a), aylanma paraboloid (b) hamda yuqori yarim sferalar (s) dan iboratdir.

47-chizma
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M a  Rm to’plamda y = f{x) = f{ x ],x2,...,xm) funksiya berilgan bo’lib. 

x\.x2,...,xm laming har biri T с  Rk (k e N) to’plamda berilgan funksiyalar 
bo'lsin:

JC| =<pl{t) = <pl(ti,t2......‘Л

Хг =<Р^) = Я>2^Л... '*)•

Xm=<PwM) = <Pm{t\'h...h)
Bunda t = ..,/*) o’zgaruvchi T a R h to’plamda o’zgarganda ularga 

mos .V = (jc,,jr2 nuqta M a  Rm to’plamga tegishli bo’lsin. Natijada у
o'zgaruvchi x = (jc, , jc2 ,... t ) o’zgaruvchi orqali t = (t\,t2,...,tk)
o’zgaruvchilaming funksiyasi bo’ladi:

{{tut2...tk)^> {xx,x2......

У = /(*(')) = / Ы '  f f2....' Л р 20  |Л .... tk\ - < P m { t v h - : h ) ) -
Bu murakkab funksiya yoki f(x )  hamda (pt(t) (/ = 1 , 2 , funksiyalar 

supeфozitsiyasi deb ataladi.
Elementar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish, ko’paytirish va bo’lish 

amallari hamda funksiyalar superpozitsiyasi yordamida ko’p o ’zgaruvchili 
funksiyalar hosil qilinadi. Ushbu

v = eX{Xl у  = In yjx} + jc2 + + xm, 
у  = Sin(xix2) + sin(x2x3)+  + sin(xrrl_lxrtl) 

funksiyalar shular jumlasidandir.
f(x )  = / ( x]tx2,...,xm) funksiya M a  Rm to’plam berilgan bo’lsin. Agar bu 

funksiya qiymatlari to’plami
Y = { / ( * , , e  M } 

yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo’lsa, ya’ni shunday o ’zgarmas С  
(o’zgarmas P) son topilsaki, \/(x]tx2,...,xm)e M uchun

f ( x p x 2......xm) < C  ( f (x„  x2, ...,xm) >  P )

tengsizlik o’rinli bo’lsa, / ( x )  = f(x \,x2,...,xm) funksiya M to’plamda yuqoridan 
(quyidan) chegaralangan deb ataladi, aks holda, ya’ni har qanday katta musbat S 

son olinganda ham M to’plamda shunday (x®,*®,...,*®) nuqta topilsaki,

...x°m)>s {/{х* 4....xi)<-s)
tengsizlik o’rinli bo'lsa, / ( * ) =  f{x\,x2,...,xm) funksiya M to’plamda yuqoridan 
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.

Agar / ( * )  = f(x \,x2,..x^) funksiya M to’plamda hafri yuqoridan, ham 
quyidan chegaralangan bo’lsa, funksiya shu to’plamda chegaralangan deyiladi.

12.3-misoL Ushbu



Г, 2 2 Г у|-дГ| - х г -  ~ хп,
1п(X2 +х 1+ +х2т ~У4) 

funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin.
< Qaralayotgan munosabat ma’noga ega bo’lishi uchun 

\ - x 2-x;_- - x 2m>0,
2 "> 7 1 л*1+*;+ +•*;,--> 0 

4
bo’lishi kerak. Ravshanki,

1 -  jc,2 -  jc2 -  -  jc2 > 0 => jc,2 + jc2 + + jc2 < 1 bo’lib, u Rm fazoda 

{xe Rm p{x, 0 )<  l}
shami (0 = (0,0. ...,0));

jc,2 + xl  + + jc2 -  — > 0 => jc,2 + jc; + + jc2 > -  bo’lib, u Rm fazoda 
4 ‘ 4

jx e  Rm p(*,0)>|}

to’plamni (markazi 0 = (0 ,0 ,...,0 ) nuqtada, radiusi ^  bo’lgan shar tashqarini) 

ifodalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to’plami

{ * € « ” p(x, 0)<  l}^  j *  e  R"' p {x, 0)> i

bo’ladi. ►
2°. Funksiyaning limitL Rm fazoda biror At to’plam olaylik. a nuqta 

(a = (alta2,...,am)) shu to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. U holda M to’plamning

nuqtalaridan a ga intiluvchi turli \x(n)} (x00 e M, x(n) Фа, n = 1, 2, ...) ketma- 
ketliklar tuzish mumkin:

lim x°° = a .

Endi shu M to’plamda biror y = /( jc )  funksiya berilgan bo’lsin.
16.-ta'rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan a ga 

intiluvchi har qanday {x(,,) Ф a, n = I, 2, )

ketma-ketlik olinganda ham mos { /’(x ^ )}  ketma-ketlik hamma vaqt yagona в 
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, в /( jc )  funksiyaning a nuqtadagi (yoki 
jc -»  я dagi) limiti deb ataladi va u

lim / ( x) = e yoki jc —» a da / ( jc)—»<?V->flT
kabi belgilanadi.

Funksiya limitini boshqacha ham ta’riflash mumkin.
17-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar Vs > 0 son uchun shundan £ > 0  topilsaki, 

ushbu 0 <  p(jc, a) <6  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha jc e  M nuqtalarda



tengsizlik bajarilsa, в son /(.* ) funksiyaning a nuqtadagi (x a dagi) limiti 
deb ataladi.

18-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar \/e > 0  son uchun shunday £ > 0  topilsaki, 
ushbu 0 < p(x, a)<S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x e  M nuqtalarda 

/ ( * ) > *  (f(x)>£, f(x )< -e)  
bo'lsa, f(x )  funksiyaning a nuqtadagi (x —>a dagi) limiti oo(+oo;-oc) deyiladi. 

Yuqoridagi lim f(x )  = в yoki x -> a da / ( x ) - » e  belgilashlami,
X —

JC = (jf,,JC2, ....JC„,), a = (al,a2....am) hamda
'jr, ->a}, 
x2 —> a2

x —> a cc>

ekanligi e ’tiborga olib quyidagicha
lim f ( x x,x2,...,xm)=e

vlx2 -*u2

yoki
x\ ~*a\
x2 a2 ( .

da f ( x l,x2.....x j- + e

Xm am
yozsa ham bo’ladi.

Rm fazoda biror M to’plam berilgan bo’lib, oc esa shu to’plamning limit 
nuqtasi bo’lsin. Bu M to’plamda y -  f(x )  funksiya berilgan.

19-ta'rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan har 
qanday {x^} ketma-ketlik uchun xln) -> 00 da mos { /(x ^ )}  ketma-ketlik hamma 
vaqt yagona в ga inti Isa, e f(x)  funksiyaning x —> w dagi limiti deb ataladi va

lim f(x )  = 6
x-->x>

kabi belgilanadi.
20-ta’rif. (Koshi ta'rifi). Agar Vs > 0 son uchun shunday S> 0 topilsaki, 

ushbu p(x, 0) > <5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha х е Л /  nuqtalarda
|/(jr)-e|<£

tengsizlik bajarilsa, в m f(x) funksiyaning x —> oo dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)~ вJT->X ‘

kabi belgilanadi.
Shuni ta’kidlash lozimki, funksiya limiti tushunchasi kiritilishida limiti 

qaralayotgan nuqtada funksiyaning berilishi (aniqlanishi) shart emas.



1-eslatma. Yuqoridagi funksiya Iimitiga berilgan Geyne ta'rifining 
mohiyati, har qanday {x(n)} (x(n/ Фа, n = 1, 2, x(n) ketma-ketlik uchun 

mos \f(x (n))} ketma-ketlikning limiti olingan ketma-ketlikka bog’liq
bo’lmasligidadir.

12.4-ntisoL Ushbu
X  Хл ■>

^,agar jc," 2 > 0 bo'lsa,
f ( x )  = f ( x  ,,дг2) =  <|л/.х,2 +  * ;

[ 0 , agar л*,2 +X, = 0 bo'lsa 

funksiyaning x = (*,,*2)—> (0,0) (ya’ni jc, —>0, jc2 - > 0) dagi limiti nol ekanligi 
ko’rsatilsin.

*B u funksiya R2 to’plamda berilgan bo’lib, (0,0) nuqta shu to’plamning 
limit nuqtasi.

a) Geyne ta’rifi bo’yicha: (0,0) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy 

x(n> = (x(]n > (0,0) (ya’ni x f  0, x?> -»• 0, x(n> * (O, O)) ketma-ketlik 

olamiz. Unga mos ketma-ketlik uchun quyidagicha
j n )  ( n )  I J n )  (n )

M n>J А4",У i J H + M
<_L x/ ^ 7

bo’lib, x[n) - > 0, x(2n)-+0 da

lim f{x (n>)= 0

bo’ladi. Demak,

lim f(x)=  / /w - Д — = 0.
(jf|.л2)->(0.0) T | л X2 +x2->oVa1 2

b) Koshi ta’rifi bo’yicha: Vs > 0 songa ko’ra 8 = 2s deb olinsa, u holda 
0 < p (jc , 0) < £  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha jc nuqtalarda

x: -f  jc;
r j — j  2 M , 2 ' 2

v* r+*■
tengsizlik o ’rinli bo’ladi. Bu esa

lim f i x ) -  lim - . 1 = 0
->(о.оГЧ / T

д 7 -->0 V ■x,2 + x;
ekanligini bildiradi>

12.5-misoL Quyidagi
2 2 

*1 ^L_
x 2x22+(xx - x2)2 
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funksiyaning jc =  (jc , ,jc2 )  - >  (0,0) ya’ni jc, - >  0 , x 2 —> 0 dagi limitining mavjud 
emasligi ko’rsatilsin.

*Bu funksiya R2 \(0,0) to’plamda berilgan bo’lib, (0,0) shu to’plamning 
limit nuqtasi.

(0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita

V

\n n
ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda

_l_

/ ( / - ') =  4  = 1 ^ 1

п П)

X =| I->(0.0)
n n)

/ H ~ r *_L ,J_ i+4„ 
n4 n2

1 >0

bo’ladi. Bu esa jc->(0,0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini 
bildiradi. ►

3° Limitga ega bo'lgan funks iyalaming xossalari  Chekli limitga ega 
bo’lgan ko’p o’zgaruvchili funksiyalar ham chekli limitga ega bo’lgan bir 
o’zgaruvchili funksiyalaming xossalariga (qaralsin 1-qism, 4-bob, 4-§) o’xshash 
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o’zgaruvchili funksiyalar xossalarining 
isboti kabidir.

Biror M  с  Rm to’plamda /(jc) funksiya berilgan bo’lib, a ( a e R m) nuqta 
shu M  to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

1) Agar
lim f ( x )  = вXГ—K7

mavjud bo’lib, в> p  (в <q)  bo’lsa, a nuqtaning yetarli kichik atrofidagi 
x e M  (.г ф a) nuqtalarda / ( jc )>  p  ( / ( * ) <  q) bo’ladi. Xususan, в ф 0 bo’lsa, u 
holda a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida / ( jc) * 0 bo’ladi.

2) Agar
l i m f { x ) = e
Д-К7

mavjud bo’lsa, a  nuqtaning yetarlicha kichik Us (a) atrofida ( x e M  (jc ф a)  

nuqtalarda) /(jc) funksiya chegaralangan bo’ladi.
Endi M  с  R m da ikkita f x(x) va / 2(jc) funksiyalar berilgan bo’lsin.
3) Agar

lim f ( x )  = ex, lim f 2(x) = e2
x- *a x- *a



bo’lib, a  nuqtaning Us (a) atrofidagi barcha jc nuqtalarda (jc e M П Us (a)), 
f {[x)< /(x jb o’lsa, u holda e, < e2 bo’ladi.

4) Agar a nuqtaning Us (a) atrofidagi jc e M C \U s (a) nuqtalarda
f { x ) <  f { x ) <  f 2(x) 

bo’lib, x —> a  da /,(*) va f 2(x) funksiyalar limitga ega hamda
Hm / ,  ( jc)  = lim / 2(jс) = 6
x - * a  x -+ a

bo’lsa, u holda f ( x )  funksiya ham limitga ega va
lim f ( x ) =  в
x - m '

bo’ladi.
5) Agar x —>a  da f x(x) va / 2(jc) funksiyalar limitga ega bo’lsa, 

/j(x)± f 2(x) funksiyalar limitga ega bo’ladi va
Hm[f\(x)±/,(*)]= lim f [(x )±  l i m f 2(x).
x -> a  x -+ a  x - * a

6 )  Agar x  —> a da /J ( j c )  va f 2(x) funksiyalar limitga ega bo’lsa, 
/,(*)• f 2{x) funksiya ham limitga ega bo’ladi va

lim [/j ( x )■ / ,  (л)] = lim f x (x)• lim f 2(x).
x -* a  x —>a x  —>u

7) Agar da /|(.x) va f2(x) funksiyalar limitga ega bo’lib, lim f 2( x ) * 0
x ->a

f ( x )bo’lsa, —\  [ funksiya ham limitga ega bo’ladi va
/zW

fA x )  l i m f \ i x )Um M i = -----
4 m f 2{x)
x -±a

2-eslatma. Bir o’zgaruvchili funksiyalardagidek x -> a da / , ( j c )  va f 2(x) 
funksiyalar yig’indisi, ko’paytmasi va nisbatan iborat bo’lgan funksiyalaming 
limitga ega bo’lishidan bu funksiyalaming har birining limitga ega bo’lishi kelib 
chiqavermaydi.

3-eslatma. Agar x —> a  da 1) /,(jc) va f 2(x) funksiyalaming har birining 

limiti nol (yoki cheksiz) bo’lsa, 1 ifoda: 2) /,(jc)—> 0, f 2(x) ->oo  bo’lganda
л и

f \  Cx)' / 'M  ifoda va nixoyat 3) / , (x) va f 2(x) turli ishorali cheksiz limitga ega

bo’lganda f x(x)+ x) yig’indi mos ravishda —, ( — 1 O oc, oo-oc ko’rinishdagi
0 \<x>)

aniqmasliklami ifodalaydi.
Agar x —> a da 1) yj( jc )  —> 0, / 2(jc)—>0 bo’lsa, 2) /j(jc)—>1. / 2{х ) ->ж

bo’lsa, 3) /,(*)-> ОС, -> 0 bo’lsa, u holda [/i(*)K2̂  mos ravishda
0° 1“ oo° ko’rinishdagi aniqmasliklami ifodalaydi. Bunday aniqmaslikJar bir 
o’zgaruvchili funksiyalarda qaralganidek, f  {x) va f 2{x) funksiyaning o’z limit- 
lariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.



4°. Takroriy limitlar. Biz yuqorida / ( * )  = f ( x vx2%...,xn)  funksiyaning 
a - (a va2....am) nuqtadagi limiti

lim f ( x ) - e lim f ( x ' *)=«

bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlari 
laming biryo’la, mos ravishda a]ta2,...,am sonlarga intilgandagi limitidan iborat
dir.

Ko’p o ’zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos bo’lgan) boshqa for- 
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin.

/(х ,,л '2 ,^/n) funksiya M e  Rm to’plamda berilgan bo’lib, а = (а̂ ,а2,...дп)  
nuqta M to’plamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning *,-><3, dagi 
(boshqa barcha o ’zgaruvchi lami tayinlab) limiti

lim f(x ,,x2.... xm)

ni qaraylik. Ravshanki, bu limit, birinchidan bir o’zgaruvchili funksiya limitining 
o’zginasi, ikkinchidan u x2,x3,...,xfll o’ zgaruv chi larga bog’liq: 

lim f ( x l.x2.... xm)= <px{x2,xi,...,xm).
X\ —>£/,

So’ng (p\(x2,x3,..., jcm ) funksiyaning x2 —> a2 dagi (boshqa barcha o’zgaruv - 
chilarini tayinlab) limiti

lim <px(x2,xj....x„) = <p2(x},x4,...,xm)л2 -nt2
ni qaraylik.

Yuqoridagidek birin-ketin jc3 —>a3, x4 —>ar4,...,xm ->am da limitga o ’tib
lim lim lim f ( x ],x2,...,xm)

ni hosil qilamiz. Bu limit f{ x vx2,...,xm) funksiyaning takroriy limiti deb ataladi.
Demak, funksiyaning takroriy limiti, uning argumentlari x],x2,...,xm laming 

har birining birin-ketin mos ravishda a],a2,...,am sonlarga intilgandagi limitidan 
iborat.

Shuni ham aytish kerakki, f(x\,x2,...,xm) funksiya argumentlari xyx2,...,xni 
lar mos ravishda a]ta2,...,am sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaning turli 
takroriy limitlari hosil bo’ladi.

12.6-misoL Ushbu

/ ( *  \’X2) =

XyX-y , agar jcj2 + x\ > 0 bo’lsa

0 ,agarX| + дг2 =0 bo'lsa
funksiyaning takroriy limitlari topilsin.



< Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular ham 0 ga teng. Haqiqat- 
dan ham,

lim / ( x , , x ,) = Um ,X]Xl - -  = 0, lim lim / ( x ,, x>) = 0.*,->0 ‘ Л-, ->0 ̂ 2  + x2 дг2-><).*,-*0
Shuningdek,

Xy X/ U..*7 J = Um —, ->o
Um / ( x , ,x 7) = lim , 1- 2 ■■ = 0 , lim lim / ( x , ,x 2) = 0. 

x'--0y] xf+ x;  *,-*o*2->o

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular bir-biriga 
teng. ►

Bu funksiyaning (karrali) limiti 0 ga teng bo’lishini ko’rgan edi.
12.7-misoL Ushbu

agar Д* + зх о bo’lsa
f ( x {.x2) = l x { +3x2

0 , agar.X, + 3x> = 0 bo’lsa 
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.

^Bu funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha:
= ,imlim2xLZx1 = _ i t

*i ->>o jc, + Зл'2 3 v2 ->o x, ->o x, + 3x2 3

lim b i Z h  = 2, ^  = 2.
*2 -*o x, -f Зх-, *i ->o лг2 ->o x, + 3x2 

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud bo’lib, ularning biri

-  ^ga, ikkinchisi esa 2 ga teng.

Biroq x = (x,, x2) -> (0.0) da / ( x , , x2) funksiyaning (karrali) limiti mavjud

emas. Chunki (0,0) nuqtaga intiluvchi ikkita x^  = ( ■ |->(0,0),
\n n)

xAn)  ̂]->>0 ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda / ] - , - ] = -  —>J, 
n) \n n) 4 4

bo’ladi. Bu esa (x, , x2) -»  (O, O) da berilgan funksiyaning
n n) 17 17 

(karrali) limiti mavjud emasligini bildiradi. ►
12.8-misoL Ushbu

./ x X, + xs sin— , agar x, Ф 0 bo’Isa

{ 0 , agarx, = 0 bo’lsa 
funksiyaning karrali va takroriy limitlari topilsin.

< Bu funksiya uchun
Um / ( x , , x7) = x , , lim lim f{x x, x2 ) = 0

.ti —>0 X-) —>0



j/(x , , x2) -  0| = !x, + x2 sin—
I

bo’lib, lim Hm / ( * ,, .v2) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning bitta tak-x2 —>0X|->0
roriy limiti mavjud bo’lib, ikkinchi takroriy limiti esa mavjud emas. Ammo

< |jc,| 4- ]jr2| (*i *0)

munosabatdan (x,,x2) —> (O.O) da /(-х,,л'2) funksiyaning (karrali) limiti mavjud 
va

lim /(jc i,jc,) = 0X, -+0 x2 —>0
bo’lishi kelib chiqadi. ►

2-teorema. Agar 1) (x,. x 2)->  (jc,0 , x?) da / ( . * , ,  х 2 )  funksiyaning (karrali) 
limiti mavjud;

lim / ( x , ,x 2) = e ,
x, -*xf' 
x; —>x2

2) har bir tayinlangan x, da quyidagi
lim f ( x ]. x 2) = tp(xl),

x2 - » r 2

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim / ( x , tx2)

X| ->X](I x2 -m'V
takroriy limit ham mavjud bo’lib,

lim lim fix ,, л ,) = во с» *X|- > Xl х 2 _>х2

bo’ladi.
< / (* ,  ,x ?) funksiya (jC|. jc2) —>- (x°, x2) da karrali

lim /(x p  Jc2) = 6x I —>x}' 
x2 ->x2

limitga ega bo’lsin. Limitning ta’rifiga ko’ra, V s > 0 son olinganda ham, shunday 
8 > 0 topiladiki, ushbu

{(jc, , x2)  e R2 : [jc, -  x°| <  S.\x2 -  * 2 j  <  ^ }<z: M 

to’plamning barcha (x,,x2) nuqtalari uchun
|/(x ,,x 2) - e |  < s  (12.15)

bo’ladi. Endi teoremaning 2) shartini e’tiborga olib x̂  o ’zgaruvchining 

J jc, -  x°| < 8 tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatini tayinlab, jc2 x2 da

(12.15) tengsizlikda limitga o’tib
\<p(Xl)-e \< s

ni topamiz. Demak, Vs > 0 son olinganda ham, shunday 8 > 0 topiladiki, 
jx, — x,°| <8 bo’lganda |^ (x ,)-e | < s  bo’ladi. Bu esa

lim <p(xt)= в
X, -»V|



bo’lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan
lim lim f ( x ux1)  = eо 0 4 1 

* | - М |  Х2 ->Л'2

bo’lishi kelib chiqadi. ►
Qo’yidagi teorema xuddi shunga o ’xshash isbotlanadi.

3-teorema. Agar 1) (x,, x2) —»(х°, x^) da / ( x ltx2) funksiyaning karrali 
limiti mavjud:

lim f ( x l,x2) = в
Л‘2 -+x(l

2) har bir tayinlangan x2 da quyidagi

lim Axux2)=<p(x2)
*\ -+*i

limit mavjud bo’lsa, u holda
lim lim f ( xux2)

X2 ->J2 JC, -»A'j
takroriy limit ham mavjud bo’lib,

l'm Hm f ( xv x2) = <?
x 2 ->  V2 ДГ,

bo’ladi.
1-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teoremalaming shartlari 

bajarilsa, u holda
lim A x,.x2)= lim lim Axvx2) = lim lim Axx,x2)

X ]—KX, V ,—►A", JT2 —>JC2 A"2 —M‘2 A '|—►A',

*2-**2
bo’ladi.

5е. Koshi teoremasi (yaqinlashish prinsipi). Endi ko’p o’zgaruvchili 
funksiya limitining mavjudligi haqida umumiy teorema keltiramiz.

FT fazoda M  to’plam berilgan bo’lib, uning limit nuqtasi
bo’lsin. Bu to’plamda f(x) funksiya berilgan.

19-ta’rif. Agar V s > 0  son uchun shunday £ > 0  son topilsaki, ushbu 
0 < /} (х ,д )< £ , 0 <p(x,a)<S  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va x 
(x e M, x e m ) nuqtalarda

j / ( x ) - / ( x |< £

tengsizlik o ’rinli bo’lsa, f(x )  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajariladi 
deyiladi.

4-teorema (Koshi teoremasi), f{x)  funksiya a nuqtada chekli limitga ega 
bo’lishi uchun a nuqtada Koshi shartining bajarilishi zarur va yetarli.

<ZarurligL x da f(x )  funksiya chekli limit
Hm f(x) = в
x —>a



£
ga ega bo’lsin. Ta’rifga binoan V s > 0  son olinganda ham -  ga ko’ra shunday

£ > 0  topiladiki, ushbu Q< p(x,a)<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 
x (jr e М) nuqtalarda

juinladan 0 < /? (x ,« )< 5  => |/(x)-<?j < ^ bo’ladi. Bu tengsizliklardan

' / ( * ) - / ( * }  ^ j / ( * ) -  e| + i /(* )  ~e\<£
bo’lishi kelib chiqadi.

Yetarliligi. / ( jc)  funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilsin, ya’ni 
Vs > 0 son olinganda ham, shunday 8 > 0 topiladiki, ushbu
0 < p(x.a)< 8, 0 < p(x,a)<S tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va 
x (л.лг e A/) nuqtalarda

|/ ( * ) -  f i.A  < e
bo’lsin. Bu holda f(x )  funksiya x —> a da chekli limitga ega bo’lishini 
ko’rsatamiz.

a nuqta M to’plamning limit nuqtasi. Shuning uchun M to’plamning 
nuqtalaridan \хГп}] (xn * a, n = 1, 2, ...,) ketma-ketlik tuzish mumkinki, bunda

I in x{n) = an -> X

bo’ladi. Limitning ta’rifiga binoan, yuqorida keltirilgan £ > 0  ga ko’ra, shunday 
n0 e ;V topiladiki, barcha n> n0, p> n0 uchun 0< p[xfn) ,a)<8, 0< p{x ]>>,<з)<8 
bo’ladi. Bu tengsizliklarning bajarilishidan esa, shartga ko’ra:

I/(* '")-/(*"■ ')< *

bo’ladi. Demak, fundamental ketma-ketlik. Binobarin, ( /’(.x-'n')j ketma-
ketlik yaqinlashuvchi.

Bu ketma-ketlikning limitini в bilan belgilaylik:
lin f (x <n>)=e./J->X

Endi M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy 

jx^ j ketma-ketlik
-(*) x -» (a [x(ni*a, / 7 = 1 , 2 , . . . )

olinganda ham mos {/'(*^)} ketma-ketlik (u yuqorida ko’rsatganimizga binoan 
yaqinlashuvchi bo’ladi) ham o’sha в ga intilishini ko’rsatamiz.

Faraz qilaylik x n) —» a (xfn) Фа, n -  I, 2, ...] bo’lganda

/И - <
bo’lsin. }, ^  j ketma-ketlik hadlaridan ushbu
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ketma-ketlik tuzaylik. Ravshanki. bu ketma-ketlik a(ae  fi"') ga intiladi. U holda 
f (x n>) f(x~°J} f (x <2)\ f{x-(1\ . . j { x tn' \ f { x  (n)\ . .  (12.16)

ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni в* orqali belgilaylik. Agar { /(x ^ )}  va

(/(* ” )̂} ketma-ketliklaming har biri (12.16) ketma-ketlikning qismiy ketma- 
ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda

f(x"°)-> e*  / ( v r',;l) -> e *
bo’lishini topamiz. Demak,

в* = в = в
Shunday qilib, / ( х )  funksiya uchun a nuqtada Koshi shartining 

bajarilishidan M to’plam nuqtalaridan tuzilgan va a ga intiluvchi har qanday 
(x°°) (x("?*a, /7 = 1,2,. . . ) ketma-ketlik olinganda mos ketma-ketlik bitta 
songa intilishini topdik. Bu esa funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko’ra f(x )  
funksiya a nuqtada chekli limitga ega bo’lishini bildiradi. ►

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x oo da ham yuqoridagiga 
o’xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-§. Ко ’p о \zgaruv chili funksiyaning uzluksizligi 
1°. Funksiya uzluksizligi ta'rifu M a  Rm to’plamda f(x )  = f ( x ],x2,...,xm) 

funksiya berilgan bo’lib, a e M  (a = (al,a2,...tam)) nuqta esa M to'plamning 
limit nuqtasi bo’lsin.

19-ta'rif Agar x - >  a da / ( jc)  funksiyaning limiti mavjud bo’lib,
lim f{x) = f(a )

lim / ( j c , .  ДГ,...., x j =  f ( a {. a2.....a j
X1 ~+a\ 
x 2 -+a2

(12.17)

bo'lsa, /(jc) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
20-ta'rif. (Geyne ta’rifi). Agar M a  Rm to'plamning nuqtalaridan tuzilgan. 

a (a e M) ga intiluvchi har qanday \x(n)} ketma-ketlik olinganda ham. mos 

{ /(x ^ )}  ketma-ketlik hamma vaqt f(a)  ga inti Isa. f(x )  funksiya a nuqtada 
uzluksiz deb ataladi.

21-ta'rif. (Koshi ta'rifi). Agar V s > 0  son uchun shunday 5 > 0  topilsaki, 
ushbu p(x,a)<S tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha jc e M nuqtalarda

!/(*)-/(«)<•?
tengsizlik bajarilsa, f ( x ) funksiya a nuqtada uzluksizdeb ataladi.

Atrof tushunchasi yordamida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham 
ta’riflash mumkin.



22-ta’rif. Agar V s > 0  son uchun shunday J > 0  topilsaki, barcha 
x eUd-(a)f]M nuqtalarda / ( x )  funksiyaning qiymatlari / ( x ) e  U£(f{a)), ya’ni 

x e Us(a)C\M => f(x )e  Uc(f(a)) 
bo'lsa, / ( jc)  funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.

f ( x) - f { x\>x2 > ^xm) funksiyaning a = (a],a2,...,am) nuqtada uzluksizligini 
funksiya orttirmasi yordamida ham ta'riflash mumkin.

Funksiya argumentlarining orttirmalari
Ax, = x, -  fl] f Ax, = x2 -  <i2....Axm = xm -  am

ga mos ushbu

f ( X)~ f ( a)= f(X\'X2.....Xm )~f{aVal .....am ) =
= /(a ,+ A x |( a2 + Ax2, .. .,a m+ A x J - / ( a l,a2,.. .,a J  

ayirma f(x )  funksiyaning a nuqtadagi to’liq orttirmasi deb ataladi va Д / yoki 
Af ( a )  kabi belgilanadi:

¥(a)=  f(a { + Ax,, a2 + Ax2......am + A x J - / ( a , ,a 2,...,aJ -
Quyidagi

/ (a ,  + Ax,, a2......am)~ f(a va2,...,am),
/(a ,, a2+Jx2, a},..., am)~ f{ava2,...,am),

f W  aV + 4*m)- f ( a\'°l.....О
avirmalar f(x )  funksiyaning a nuqtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular 
mos ravishda Д Г) / ,  Д f ,  Ax f  kabi belgilanadi.

Yuqoridagi (12.17) limit munosabatdan topamiz:
lim f(x)=  f  (a) => lim{f(x)-f{a)]=  0 .
r -> o  x->a

Natijada (12.17) tenglik quyidagi
lim Af(a)-0  ya’ni lim A /(a)=0
x -* a  Дг, ~>0

ko’rinishga keladi. Demak, / ( x )  funksiyaning a nuqtadagi uzluksizligi
\

lim Д /(д) = 0
x, -»0

kabi ham taTiflanishi mumkin ekan.
Agar / ( x )  funksiya m (m  c f )  to’plamning har bir nuqtasida 

uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M to’plamda uzluksiz deb ataladi.
12.9-misol. Ushbu



Xt X-> ■> nI ;■. agar xf + x ;* 0  
V*f +x;

0 agar л ,2 + x2 =0
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

Ravshanki, bu funksiya R2 da aniqlangan. Aytaylik (x^x®)* (0,0) 
bo’lsin. Limit xossalaridan foydalanib topamiz:

lim(xux, )
л, ->л.

lim / ( x , ,x2)= lim .X'- - 2 = - f - K  2— г = —  - = f{ x°.л?)- 
■■•-<№ + *2 H n jx f+ x ;  № + * ?

jr. — V ' г
ДГ, ->дг,
x 2 ~ * X2 х 2 ~*хг JT| -*x\

x,^x(:

(rl°.jc2)= (0.o) bo’lgan holda 

bo’ladi (qaralsin, 12.4-misol).

lim / ( x , ,x2) = 0 = / ( 0,0)
X, ->o
x, ->0

Demak, berilgan funksiya Л2 da uzluksiz.
24-ta’rif. Agar x -»  ar da f(x )  funksiyaning limiti mavjud bo’lmasa, yoki

lim / ( x )  =

yoki funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib,
lim f(x) = e * f(a )
x-*a

bo’lsa, funksiya a nuqtada uzilishga ega deb ataladi.
12.10-nusoL Ushbu

f i r  у \ = I х !2 + x 2■ {x \-x i ) * (0 ,o) bo’lsa,
[ 1 , agar (jc,,jc2) = (O.O) bo'lsa

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
^Bu funksiya R2 to’plamda berilgan bo’lib, uning (O, O) nuqtadagi limiti

lim f{x\,x2)~ 0 Ф / (o ,O ) = 1*i —>o 
x2 ~»0

bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, O) nuqtada uzilishga ega, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz. ►

12.11-misoL Quyidagi

 ̂ - , agarx2 + x\ ф 1 bo'lsa,
/(*!■* 2) = x,2 + x2 -  1

0 , agar x2 4- x2 = 1 bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

^Bu funksiya {(x , , x 2 ) e  R2 xf +x2 = l} to’plamning har bir nuqtasida uzi

lishga ega bo’ladi, chunki (x,,x2) -»  (x,°,x£) (xf + x° = l )da / ( x , ,x 2) funksiya
ning chekli limiti mavjud emas. ►



2°. Uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amallar. Murakkab funksiyaning 
uzluksizligi

5-teorema. Agar f ( x ) va f 2(x) funksiyalaming har biri M с  Rm 
to’plamda berilgan bo’lib, ular a e M nuqtada uzluksiz bo'lsa,

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.
< Bu teoremaning isboti, limitga ega bo’lgan funksiyalar ustida arifmetik 

amallar haqidagi ma’lumotlardan (ushbu bobning 3-§ dagi 5, 6 va 7- xossalar) 
bevosita kelib chiqadi. ►

Faraz qilaylik, M с  Rm to’plamda y = f{x) = f ( x i,x2,...,xm) funksiya 

berilgan bo’lib, xx,x2,...,xm laming har bir T<zRk (к e /V) to’plamda berilgan 
funksiyalar bo’lsin:

= <рЛ ‘)= h ....h)
Biz 1 -  (/,,/2,...,/A) e  T bo’lganda unga mos .v = (jc1,.t2,...1.v/J))€jV/ deb

y = f{<Pi(l ,./2.... <*). 4>2(tvh-"h)-:4>J<t\-h..... '*))=Ф(']-'2..... <*)=Ф(0
murakkab funksiyani tuzamiz.

в-teorema. Agar (pt(t)= (pl(tx,t1,...Jk) (/ = 1 ,2 ..... m) funksiyalaming har

nuqtada uzluksiz bo’lsa, у = Ф( / )= ....h)  murakkab funksiya

JC, =?,(/)= <pM->2....'*)•
JC; = <Pi (0 = *Pi (j\ *2....h )•

qaraymiz. Bu funksiyalar yordamida

bir t° = (̂ i°.^2-•• ’C)  nuqtada uzluksiz bo’lib, f { x ) = f ( x ].x2....xm) funksiya esa

t° = (tx, ,..., ) nuqtaga mosmos

ketma-ketlikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geyne ta’rifiga ko’ra



y = /(*,.*2.... xm) funksiya (jc^jc?,...,*»,) nuqtada uzluksiz. U holda yana
Geyne ta’rifiga ko’ra

4 ' ^ x f

4° ^ 4
• => / ( C * ? . . . f{4 .4 ...4„)

4° -+4.
bo’ladi. Demak, t[n) —> t(2n) -»  tl,...,t(kn) —> da

■■ ■‘Г М Г 4 " ' - - 4"'\
~* • /2--- ]1 .... '*)•• 4<pJ(\ .... tf))

Bu esa у  = /(«>,(/,,h- •Л ) Vzih-'i- •л>~, <Pm(‘ |.'2.....'*))=«>(', '2-
funksiyaning t° = \l°, Ij.... t°k) nuqtada uzluksiz ekanligini bildiradi. ►

5-§. Uzluksiz funksiyalaming xossalari
Biz quyida ko’p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalarini 

keltiramiz. Bunda bir o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalari to’g ’risida 
ma’lumotlardan to’la foydalana boramiz.

Ko'p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir o’zgaruvchili uzluksiz 
funksiyalaming xossalari kabi xossalarga ega.

/ °. Nuqtada uzluksiz bo'lgan funksiyalaming xossalari (lokal xossalari). 
/(jc) funksiya м (м  с  Rm) to’plamda berilgan bo’lib, x° e M nuqtada uzluksiz 

bo’lsin. Bunday / ( * )  funksiyaning jc° nuqtaning yetarli kichik atrofi 
£/j(jc°)c M dagi xossalarini (lokal xossalarini) o ’rganimiz.

1) Agar / ( j c )  funksiya jc° e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda jc° 

nuqtaning yetarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo’ladi.
< Funksiya uzluksizligi ta’rifiga ko’ra

lim f ( x )  = f ( x ° )
r —>x

bo'lib, undan f(x )  funksiyani jc° nuqtada chekli limitga ega ekanligi kelib 
chiqadi. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalaridan esa. / ( jc)  funk
siyani jc° nuqtaning yetarli kichik atrofida chegaralanganligini topamiz. ►

2) Agar / ( jc)  funksiya jc° nuqtada uzluksiz bo’lib, /(jc °)> 0  ( / ( x ° ) < 0 )  

bo’lsa, jc° nuqtaning yetarli kichik atrofidagi a* nuqtalarda /(jc)>0  ( / ( * ) <  0) 
bo’ladi.

Funksiya x° nuqtada uzluksizligi ta’rifiga ko’ra, Vs > 0 olinganda ham 
shunday 5 > 0 topiladiki, barcha jc e О^(д:0)Г1 M nuqtalar uchun

bo’Jadi.



Bu erda £=/ ( л*° ) >0  (agar / ( v ° ) < 0  bo’lsa, s = - / ( jc0)) deb olsak, 
fikrimizning tasdig’iga ega bo’lamiz. ►

Demak, f(x )  funksiya x° nuqtada uzluksiz va / ( v °)^0  bo’lsa, jc° nuqta

ning yetarli kichik atrofidagi x nuqtalarda funksiya qiymatlarining ishorasi /(* ° )  
ning ishorasi bilan bir xil bo’lar ekan:

signf(x) = signfi^c0).
3) Agar f(x )  funksiya x° nuqtada uzluksiz bo’lsa, x° nuqtaning yetarli 

kichik atrofidagi x 'eM , x" e M nuqtalar uchun

i/ И -/(* ') |< £
tengsizlik o ’rinli bo’ladi.

< f(x )  funksiyaning jc° nuqtada uzluksizligiga asosan, Ve>0  olinganda

ham  ̂ ga ko’ra shunday S > 0 topiladiki, barcha x e C/rf(x°) nuqtalar uchun

| / « - /(« ")< - 
bo’ladi. Jumladan, х' e C/rf(jc°), x” e  ^(a*°) nuqtalar uchun ham

| / И -  / И  < |  ■ \Ax")- A x° \< 2

tengsizliklar o ’rinli bo’ladi. Keyingi tengsizliklardan esa \ f ( x ' ) - f ( x ,r)i < s 
bo’lishi kelib chiqadi. ►

2̂ . To \plow da uzluksiz bo 4gan funksiyalaming xossalari (global xossala
ri). Endi M e  Rm to’plamda uzluksiz bo’lgan funksiyalaming xossalarini (global 
xossalari), aniqrog’i /(jc) funksiya qiymatlaridan iborat {/(*); x g М\ 
to’plamning xossalarini o ’rganamiz.

/  7-teorema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi). 
f(x )  = f{x\,x2,...,xm) funksiya bog'lamli M e  Rm to’plamda uzluksiz 

bo’lsin. Agar bu funksiya to’plamning ikkita a -  (ava2,...,am) va в = (в],в2,...,вт) 
nuqtasida har xil ishorali qiymati arga ega bo’lsa, u holda shunday 
с = (с,,c2,...,cm)e M nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiya nolga aylanadi:

f(c) = f{c\,c2.....c j  = 0 .
Aniqlik uchun f(a ) = f(a ]ta2.... am)< 0, / ( e )  = / ( e |te2,...,em) > 0

bo’lsin. M a  Rm bog’lamli to’plam bo’lgani uchun bu a va в nuqtalami 
birlashtiruvchi va M to’plamda yotuvchi siniq chiziq topiladi. Bu siniq chiziq 
uchlari bo’lgan nuqtalarda /(jc) funksiyaning qiymatlarini hisoblab boramiz. 
Bunda ikki xol yuz beradi:

I) Siniq chiziq uchlarining birida f(x )  funksiya nolga aylanadi. Bu holda 
siniq chiziqning shu uchini teoremadagi с nuqta deb olinsa, / ( c )  = 0 bo’lib, 
teorema isbotlanadi.



2) Siniq chiziq uchlarida f(x )  funksiya nolga aylanmaydi. Bu holda siniq 
chiziqning shunday kesmasi topiladiki, uning uchlarida f(x )  funksiyaning 
qiymatlari har xil ishorali bo’ladi. Siniq chiziqning xuddi shu uchlarining birini
a'=-{a\,a2....atn) bilan, ikkinchi uchini esa в =(в\,в2,...,вт) bilan belgilasak,
unda

f  {<*') = ...,a'm) <Q,
/(e')=/(e,',e;... 0 > °

bo’ladi. Siniq chiziqning bu kesmasining tenglamasi ushbu
ДС, = a [  +  t { e [ - a \ ) ,

x 2 =a'2 + t(e2 -  a '),

x* =<*'« + 'f c  -  a'n,)
(0 < 1 < l) ko’rinishda yoziladi.

Agar o ’zgaruvchi x = (xltx2.... xm)e M nuqtani siniq chiziqning shu kes
masi bo’yichagina o’zgaradi deb olinadigan bo’lsa, u holda / ( * )  = f(x \,x2,...,xm) 
ko’p o ’zgaruvchili funksiya quyidagicha

F (<) = f ( a 'i + f{e\ - a \ ). a\ + f(e'2 -a '2),...,m +  /(<, - a 'm)) 
bitta t o ’zgaruvchining murakkab funksiyasi bo’lib qoladi. Murakkab 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra F(t) funksiya [O, l] 
segmentda uzluksizdir. Ikkinchi tomondan t -  0 va / = 1 da bu funksiya turli 
ishorali qiymatlarga ega:

F{0)= f(a \,a '2.... a ' , ) < 0,

/"О )=/(«;.«;..o>o.
Shunday qilib, F(t) funksiya [O. ijsegmentda uzluksiz va shu segmentning 

chetki nuqtalarida har xil ishorali qiymatlarga ega. U holda 1-qism, 5-bob, 6-§ 
dagi 5-teoremaga ko’ra, (0, l) intervalda shunday t0 nuqta topiladiki,

Ғ ( 'о )= 0
bo’ladi. Demak,

^('o) = f ( a'\ + Ф \ -  a\l a2 + Ф г -  a'i). -  > a'm + Ф'т -  О )  = 0 •
Agar

C\ = a, + — a ,),

C2 = a \  + ' 0( e 2 ~ a '2 )>

c„> = “n, + -  a'm)
deb olsak, ravshanki, c = (clfc2,...,cJeA / va f(c) = / ( c ]Ic2....,c/,l) = 0 bo’ladi.► 

Quyidagi teorema ham shunga o’xshash isbotlanadi.
18-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)=f(x]tx2,...xn)

funksiya bog’lamli M с  Rw to’plamda uzluksiz bo’lib, M to’plamning ikkita 
a = (a] ,a2,...,am ) va в = (e, ,e2..... em ) nuqtasida f{a )~  A, f{e)~  B, (A * B)



qiymatlarga ega bo’lsin. A va V orasida har qanday С son olinsa ham M 
to'piamda shunday с = (c|Pc2,...,cm) nuqta topiladiki,

f(c )= f(c l.c1,...,c„,)=C
bo'ladi.
19-teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f (x)  funksiya

chegaralangan yopiq M e  Rm to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu M 
to’plamda chegaralangan bo’ladi.

* Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f (x)  funksiya chegaralangan yopiq M 
to'plamda uzluksiz bo'lsa ham, u shu to'plamda chegaralanmagan bo’lsin. U 
holda Vn e N uchun shunday x(n) e M nuqta topiladiki,

02.18)

bo’ladi. Bunday nuqtalardan {xn,) e M , /7 = 1,2,...) ketma-ketlik tuzamiz.
Modomiki, M to’plam chegaralangan ekan, unda {xr"'} ketma-ketlik ham 
chegaralaneandir. Boltsano-Veyershtrass teoremasiga (ushbu bobning 2-§ iga) 
ko’ra j ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi bo’lgan (x'"*'} qismiy ketma-ketlik 
ajratish mumkin: {дг̂ /#А }̂—> а'0 {к—>00). M yopiq to’plam bo’lgani uchun 

x° e M  bo’ladi. f ( x )  funksiyaning M  to’plamda uzluksiz ekanligidan esa

bo'lishi kelib chiqadi. Natijada bir tomondan (12.18) munosabatga ko’ra
\f{x('h>)>nk

ya’ni / ( x ”‘ ;) —>°o (k —>00) bo’lsa. ikkinchi tomondan f{x ("k / ( x ° )  bo’lib 
qoldi. Bunday ziddiyat f (x)  funksiyani M to’plamda chegaralanmagan deb 
olinishi oqibatida kelib chiqadi. Demak, f (x)  funksiya M to’plamda 
chegaralangan. ►

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar f (x)  funksiya
chegaralangan yopiq M с  Rm to’plamda uzluksiz bo’lsa, u shu to’plamda o ’zi- 
ning aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga erishadi.

Bu teoremaning isboti 1-qism, 5-bob, 6-§ dagi 8-teoremaning isboti kabidir. 
Uni isbotlashni o ’quvchiga havola etamiz.

6-§. Ко ’p о 'zgaruv chili funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi

f (x)  funksiya Л/ с  Rm to’plamda berilgan bo’lsin.
24-ta'rif. Agar V s > 0  son uchun £ > 0  topilsaki, M to’plamning 

p(x',x”)<8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va x” (x'eM,  jx” g M) 
nuqtalarida

tengsizlik bajarilsa, f (x)  funksiya M to’plamda tekis uzluksiz funksiya deb 
ataladi.



Funksiyaning tekis uzluksizligi ta’rifidagi £ > 0  son e > 0  gagina bog’liq 
bo’ladi. Ravshanki, agar f (x)  funksiya M с  Rm to’plamda tekis uzluksiz bo’lsa, 
u shu to’plamda uzluksiz bo’ladi.

12.12-misol. Ushbu
f ( x l,x2) = xf  + x 22

funksiyaning D  -  |(х,,д:2)е  R2 .X̂ + Xj ^ l }  to’plamda tekis uzluksiz bo’lishi 
ko’rsatilsin.

£
< Vs > 0 sonni olib, unga ko’ra topiladigan 8 > 0 sonni 8 < — deb olsak. u

4
holda

p ( x ,  x") = p ( (x[, x'2 ),(*", x"2)) = -J(x"-x^)+(x"2 -  x'2) < 6  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi V ^ .jc ^ g  D, V(x",jc2')e  D nuqtalar uchun

IЖ . *2 ) -  /(•*!' *2')i = \(X't )2 + (*2 )2 -  ((^l)2 + (*2 )2 ) =

= |(*J - +  x'\)+(x2 - ХгЖх'г + хг] ^ 2 l̂(x '\ - X’Y +(х2~ хг)2 +
+ 2 yj (*[ -  x ' l f  + (x'2 -  X*2 )2'  = 4^ < €

bo’ladi.
Demak, berilgan funksiya D a  R2 to’plamda tekis uzluksiz. ►
11-teorema. (Kantor teoremasi). Agar f (x)  funksiya chegaralangan yopiq

м (м  а  /?да) to’plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz 
bo’ladi.

^Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni f ( x ) funksiya chegaralangan yopiq M 
to’plamda uzluksiz bo’lsinu, ammo tekis uzluksizlik ta’rifidagi shart bajarilmasin. 
Bu holda biror s  > 0 son va ixtiyoriy 8 > 0 son uchun M to’plamda 
p(x',xn)< 8 tengsizlikni qanoatlantiruvchi shunday x' va x” (x’eM,  x" e M) 
nuqtalari topiladiki,

I f ( x ' ) - f ( x " ] > E
bo’ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi 8],82,...,8tl,... ni olaylik:
0 (£„>0.  я =1,2,.. .) (12.19)

Farazimizga ko’ra, yuqoridagi s > 0  son va ixtiyoriy 8n >Q.(n = 1,2,...) 

uchun M to’plamda shunday a(,l) va e(f,) (n = \,2,...) nuqtalar topiladiki, 

p(a°\en))< 8, va \f{a<4) - f {p (X)\ > £

p(p<2) ,e<2))< 82 va ^ £

bo’ladi.



Modomiki, M - chegaralangan to’plam va a(n) eM  (n = 1,2,...) ekan, unda 
Boltsano-Veyershtrass teoremasiga ko’ra ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi
qismiy {c/"* J} ketma-ketlik ajratish mumkin:

lim a(4) =a° (12.20)
к —

M  yopiq to’plam bo’lganligi sababli a0 g M  bo’ladi. Yuqoridagi {</'"} 
ketma-ketlikdan ajratilgan If/"*"1} qismiy ketma-ketlikning limiti ham a0 ga teng 
bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu

р { в (Пк * , a ° } <  p ( p (f'k)  , а (Пк * ) + р ( а (Пк),а 0 )  < 8 Пк + р \ р (Пк), а ° )

tengsizlikdagi 8  va р { р <Пк> , а ° )  lar uchun (12.19) va (12.20) munosabatlargaпк
ko’ra к —> oo da

8t4 ->0, p(</"*V)-> О
bo’lishini e’tiborga olib, /с —> oc da p{pfnt) ekanini topamiz.

Shunday qilib,
в(Пк)^ а *

Qaralayotgan /( jc )  funksiyaning, shartga ko’ra M  to’plamda uzluksiz 
ekanligidan

/(</"* ' ) ^ / ( a ° )  f ( e < ^ > ) ^ f { a ° )
bo’lib, ulardan esa

0
bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa \fnk lar uchun

I/ ( Л ' ) - /£ /"* ')>*
deb qilingan farazga ziddir. Bunday ziddiyatning kelib chiqishiga sabab /(jc) 
funksiyaning M  to’plamda tekis uzluksizlik shartini qanoatlantirmaydi deb 
olinishidir. Demak, funksiya M  to’plamda tekis uzluksiz. ►

Biror M  с  Rm to’plam berilgan bo’lsin. Bu to’plamda ixtiyoriy ikkita jc' va 
x" nuqtalami olib. ular orasidagi (̂jc'.jc") masofani topamiz. Agar jc' va jc" nuq- 
talami M  to’plamda o’zgartira borsak, unda {/̂ jcVx")} to’plam hosil bo’ladi. 
Odatda, bu to’plamning aniq yuqori chegarasi sup{p(x,,x")} (jc' g  M, x” e  M )  
to’plamning diametri deb ataladi va u d ( M ) kabi belgilanadi:

d ( M )  = sup{p{x',xn)} (jc' g M,  jc" g М ) .
2 5 -ta ’rif. Ushbu

sup\ f(x")-  f(x'\} (х' &M, x " e M )  

miqdor /(jc) funksiyaning M  to’plamdagi tebranishi deb ataladi va u 
kabi belgilanadi:

a { f ; M )  = sup\f{x") -  / ( jc ') }  (х ' €  M . x " e M )

Yuqorida keltirilgan Kantor teoremasidan muhim natija kelib chiqadi.



2-natija. f ( x ) funksiya chegaralangan yopiq to’plamda uzluksiz bo'lsin. U 
holda V s > 0  son olinganda ham M to’plamni chekli sondagi Mk to’plamlarga 
shunday ajratish mumkinki,

U M k = M .  к
МкПМ,=ф (k*i) 
rtfj, Mk)<£

bo’ladi.
< / ( j c )  funksiya chegaralangan yopiq M to’plamda uzluksiz bo’lsin. 

Kantor teoremaeiga ko’ra tekis uzluksiz bo’ladi. Binobarin, V s > 0  son uchun 
shunday £ > 0  topiladiki, p(x\x”)<5  bo’lgan \/x\x” e M  uchun

\ f ( x ' ) - / { * " } < £
bo’ladi.

M to’plamni diametriari shu S bo’lgan Mk to’plamlarga ajratamiz. Rav
shanki, bu holda

p(x\x")< S (x',x" E Mk)
bo’ladi va demak,

\ f ( x " ) - A A < e
tengsizlik bajariladi. Bundan

s u p { f ( x " ) - f ( x ' } } < s  

ya’ni co(f ,Mk)<£ bo’lishi kelib chiqadi.►

Mashqlar
12.13. R2 va R3 to’plamlarda ikki nuqta orasidagi masofa yozilsin va masofaning 

3 ta xossasi isbotlansin.
12.14. R2\a  R7 fazolarda ochiq shar va sharlaming geometrik tasvirlari 

keltirilsin.
12.15. Rm fazodagi { /" '}  ketma-ketlik yaqinlashuchi bo’lsa, uning chegaralan- 

ganligi isbotlansin.
12.16. Ikki va uch o ’zgaruvchili funksiyalaming ta’riflari keltirilsin.
12.17. Ushbu

/( * ,  , x2) = arcsin(xx + x2) 
funksiyaning aniqlanish to’plami topilsin.

12.18. Ushbu

/ ч I *i + x 2 5 agar x] * 0 b Isa,

[ 0 , agarx, = 0 bo'lsa
funksiya uchun

lim  f ( x \ , x 2) =  0
—►() 

r2->0



/ (* ..* 2 ) =
(x, + x2 )sin — sin — , agar (x ,, x2) * (О, O) bo’ Isa,

X, x 2

0 , agar (x ,, x2) = (о, O) bo' Isa
funksiyaning (О, O) nuqtada takroriy limitlarining mavjud emasligi 
isbotlansin.

12.20. Ushbu
1

sin2 ЛХ, + sin2 7DC-)
, agar sin2 лх, + sin2 лх2 *0 bo1 Isa,

A * |.* 2)=  ,
0 , agar sin2 шл + sin2 m 2 = 0 bo’ Isa 

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.



K o’p o’zgaruvch ili funksiyan ing  hosila 
va d ifferensial lari

Ushbu bobda biz ko’p o’zgaruvchili funksiyalar differensial hisobi bilan 
shug’ullanamiz. Kiritiladigan va o’rganiladigan hosilalar va differensial lar 
tushunchalari bir o'zgaruvchining funksiyalari uchun kiritilgan mos 
tushunchalarning tegishlicha umumlashtirilishidan iborat bo’ladi. Ayni paytda, biz 
ko’ramizki, ko’p o ’zgaruvchili funksiyalar uchun xos bo’lgan bir qancha yangi 
tushunchalar ham (yo’nalish bo’yicha hosila, to’la differensial va xokazo) 
o’rganiladi.

l -§ .  K o 'p  o 'z g a ru v c h ili fu n k s iy a n in g  h o s ila la r i 
1 F u n k s iy a  xu su s iy  h o s ila s in in g  ta 'r i fL  f ( x ) = f ( x ] ,x2,...xm) funksiya

ochiq m ( m  a  Rm)  to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda x°  = ,л‘° )

nuqta olib, uning birinchi koordinatasi x,° ga shunday Ax, (Ax, ^ O) orttinna

beraylikki, (x,° ч-Ах^л ,̂...fx ^ ) e M  bo’lsin. Natijada f ( x ] ,x 2,...,xm) funksiya ham

(хрЛ'2,...^ ,) nuqtada x, o ’zgaruvchisi bo’yicha

A * ,/ = /(*1° +Д*,.*?.... ............................Xl )
xususiy orttirmaga ega bo’ladi.

J - t a ' r i f  Agar Ax, -> 0 da ushbu limit

Um & h L  =  u m  /(*!* +  ..... ..................................x°m)
Д*, ->o Ax, дг|->о Ax,

mavjud va chekli bo’lsa, bu limit f ( x ] tx 2,...,xm) funksiyaning (x^x^,-..,x°) 
nuqtada x, o ’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deb ataladi va

d f { x ° df_ , ,  ( о о 0 ) f . 
дх , ' д х ,'  A  I - 2 . - .  mb Д

belgilaming biri bilan belgilanadi. Demak,

f : (x o )= v k ) = H m ^ h L
,V ' 5X, A r ^ A r ,

/( x ,,x 2,...,xw) funksiyaning (^ .x ? ,...,^ )  nuqtada x, o’zgaruvchisi bo’yicha 
xususiy hosilasini quyidagi

f>  i i m  A x  1»x 2> ;->x l ) -  f ( x \ > x m )

' X< x: X ] -  X,°

ham ta’riflashi mumkin.
Xuddi shunga o ’xshash f ( x ] ,x 2,...txm) funksiyaning boshqa o’zgaruvchi lari 

buyicha xususiy hosilalari ta’riflanadi:



_ С =  ц т  ^ з / =  П т  / С * ~ Г -* 2 °  +  ^ * 2 . - * ? .........* % ) ~  Л Х 1 Х 2 ..........x l ) '

д х 0 Да-: -»° Дх2 дг2->о Дх2

3f  = Пт А х„ / _ ljm f{x °,Х°2.... JC°.|,х° + Д х ,,,)- /(х ° ,х°..... дс°)
Д̂т ~>0 Лдг

lim
Ахт -> 0о*,, Лгт -0 Дх  ̂ Дхяг-,о Дхда

Demak, ko’p o ’zgaruvchili f { x\>x2 '—xm) funksiyaning biror

(xf ,*2.... лт) nuqtada jca (к = l,2,...,w) o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasini
ta'riflashda bu funksiyaning xk (k = 1,2,...,m) o ’zgaruvchidan boshqa barcha 
o’zgaruvchi lari o ’zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qilib, f { x x,x2....,xm) 
funksiyaning xususiy hosilalari f b x,f'x2,...,f'xm 1-qism, 6-bob, l-§ da o’rganilgan 
hosila -  bir o ’zgaruvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini ko’ramiz. Demak, ko’p 
o'zgaruvchili funksiyalaming xususiy hosilalarini hisoblashda bir o ’zgaruvchili 
funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum bo’lgan qoida vajadvallardan to’liq 
foydalanish mumkin.

13.1-misol. Ushbu

f { x\'xl) = ~ r =
x \ * x 2

funksiyaning (;c,,jc2 ) g  R2 (jc2 > O) nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin.

dxx cbc,

cf _ с 
dx2 dx2

\ ^ X2
Xi+хгЛ

2 V V

X, + x ;

2-fxi
1 +  -

2 /
I3 .2 -m iso l. U shbu

/(*!.*2) =
• agar (xi -x 2 ) *  (0> 0) bo' Isa,

X] + x2
0 , agar(jc lfjc2) = (0 ,0 ) b o 'lsa

df

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
< Aytaylik, (x ]tx 2) *  (0,0) bo’lsin. U holda

f 2 x xx 2  ̂ 2jc2 (jc,2 + x \ ) -  2лг,лг2 2.x, _ 2 * 2 (x 2 ~ X\ )

\ x\ + xl )  (x\ + xiJ  ixi + xi f
_  2jc,(x,2 + x l ) -  2 x xx 22 x 2 _  2 x x( x f  -  x l )  

f a + x l f  [xi + xl f

cbc, dx,

df d ( 2xxx2



Endi (x,,x2) = (О.О) bo’lsin. U holda ta’rifga binoan

ff(o.o)_ Ит /(Дх,.о)-/(о.о) Q
йх, ьх\ ->o Дх,

У (0.0) ■ lim /(0,Ax2)-/(0 ,0 ) 0
OX2 Дх2 -̂ О Д х 2

bo’ladi.
Demak. berilgan /(x ,,x 2) funksiya da xususiy hosilalarga

eg a >
2°. Xususiy hosilaning geometrik та ’nosi. Soddalik uchun ikki 

o’zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma’nosini keltiramiz.
f ( x\>xi) funksiya ochiq m (m c:R 2) to’plamda berilgan bo’lib, 

(x,°,x2)e  M bo’lsin. Bu funksiya (x,°,*2) nuqtada /^ (x p jc j), /Зс2(х,°.х2) 

xususiy hosilalarga ega deylik. Ta’rifga ko’ra /^ (x ,0,*?) va j0-^ )  xususiy 

hosilalar mos ravishda ushbu yx = /(x ,  ,х£) va y2 = /(x [ ).x2) bir o’zgaruvchili 

funksiyalaming x °  va jc2 dagi hosilalaridan iborat.

Faraz qilaylik, y = / ( x, ,x2) funksiyaning grafigi 48-chizmada ko’rsatilgan 
sirtni tasvirlasin.

48-chizma
Unda y} = /(x , ,jc2) va y2 = /(x,°,x2) funksiyalaming grafiklari mos 

ravishda у  = /(x , ,x2) sirt bilan x 2 = x2 tekislikning hamda shu sirt bilan = лг,° 
tekislikning kesishidan hosil bo’lgan Г, va Г2 chiziqlardan iborat.

Ma’lumki. bir o'zgaruvchili u = cp(x) funksiyaning biror jc0(jc0 g/?) 
nuqtadagi hosilasining geometrik ma'nosi (1-qism, 6-bob, l-§) bu funksiya 
tasvirlangan egri chiziqqa (x0,^(x0)) nuqtada o ’tkazilgan urinmaning burchak

koeffitsientidan iborat edi. .A ,(x[\x2) va .A 2(x,°,x2) xususiy hosilalar mos 

ravishda Г, va Г2 egri chiziqlarga (x ,° ,jc2 )  nuqtada o’tkazilgan urinmalaming 
ax, va ox2 o’qlari bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiradi. Demak, 

/jt,(x[\;t2) va / x 2 (x ,° ,x 2 )  xususiy hosilalar y = / ( x , ,x 2) sirtning mos ravishda 
ax, va ox2 o ’qlar yo’nalishi bo’yicha o ’zgarish darajasini ko’rsatadi.



2-§. Ко \р о 'zgaruvchili funksiyalaming 
differensiallanuvchiligji 

1 Funksiyaning differensiallanuvchiligi tushunchasi Differensiallanuv- 
chilikning zaruriy sharti. f(x ) = f( x [tx2,..., ,xm) funksiya ochiq m [m  a  R”1) 
to’plamda berilgan bo’lsin. Bu to’plamda x° = (x,°,jt2,...,jc°) nuqta bilan birga 

(x,° + Ax,,jc2 + Ax„,,...,.y° + Ax,„) nuqtani olib, berilgan funksiyaning to’la orttir
masi

Af(x0) = / ( x “ +Лх|1лч +Av; ,...,x“ +Ахш) - / ( л ,  .... x,")
ni qaraymiz.

Ravshanki, funksiyaning A/(jc0) orttirmasi argumentlar orttirmalari 
Ax,,Ax2l...,Axw larga bog’liq.

2-ta'rif Agar f (x )  funksiyaning x° nuqtadagi A/t^o) orttirmasini 

Д/(х-°)= ^Лл', + A2Ax2 + ... + A„,Axm +а,Дж, +a2Ax2 +... + a„,Axm (13.1)
ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lsa, f(x )  funksiya x° nuqtada differensial la- 
nuvchi deb ataladi, bunda A]tA2,...,Afn lar Ax, ,Ax2,...,Axw larga bog’liq 
bo’lmagan o’zgarmaslar, a{ta2,...,am lari esa Ax]tAx2,...,Axm larga bog’liq va 
Av, —> 0. Ax2 —> 0,..., Axm —> 0 da a, —»0,0, —>0,...,afn —>0 ( Ac, = Ax2 = ...,Axm =0  
bo’lganda a^-a^ = =0  deb olinadi.)

Agar f(x )  funksiya M to’plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi 
bo’lsa, /(jc) funksiya M  to’plamda differensiallanuvchi deb ataladi.

13.3-misoL Ushbu /(jc, ,x2) = jc,2 + jc2 funksiyani v(x,0(x20)g /? 2 nuqtada 
differensiallanuvchi bo’lishi ko’rsatilsin.

< Haqiqatdan ham, (x°,x 2) nuqtada funksiyaning orttirmasi

А/ = /(x,° + Ax,,x 2 + Ax2) -  /(x° д ? )=  (x° + Axx)~ + (x° + Ax2j2 -

-  (x,0 f -  (x2)~ =  2 jc,°Ax, -f  2x2Ax2 +  (Ax, )2 +  (Ax2 )2 

bo’lib, unda = 2x°, A2 -  lx 2, a, = Ax,, a 2 = Ax2 deyilsa, natijada 
Af  = Aj Ax, + A2Ax2 + a, Ax, + a2 Ax0 

bo’ladi. Bu esa berilgan funksiyaning v(x, ,x2)e /? 2 nuqtada differensiallanuvchi 
ekanligini bildiradi. ►

/ ( jc) funksiyaning jc° nuqtada differensiallanuvchilik sharti (13.1) ni 
quyidagi

Af(x°)= AlAxl +A2Ax2+... + An,Axm+o(p) (13.2)
ko’rinishda ham yozish mumkin, bunda

p  = A/(zki)2 +(Дх2)2+,...+(Дг„,)2 
Endi differensiallanuvchi funksiyalar haqida ikkita teorema keltiramiz.



l-teorema. Agar / ( x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u 
holda bu funksiya shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.

< f(x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda ta’rifga 
ko’ra funksiya orttirmasi uchun

Д/(дг°)= /J, Дх, -I- A2Ax2 + + AmAxm + а,Ддг> + а 2Дх2 + + amAxm 
bo’ladi, bunda Al.A2,...,Am o ’zgarmas, Дх, —>0,Дх2 —>0.... Дх,,,—>0 da a , - » 0 ,
,02 —>0 —>0.

Yuqoridagi tenglikdan
lint A /(x°)= 0Ax/ —>0 

A x 2 - > 0

Arni -*0

bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa f(x )  funksiya x° nuqtada uzluksizligini bildiradi. ►
2-teorema. Agar f(x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u 

holda bu funksiyaning shu nuqtada barcha xususiy hosilalari 
fxl{x°)>fx2{x°)' -'fxn,{x0) mavjud va ular mos ravishda (13.1) munosabatdagi 
Al,A2,...,Ant larga teng bo’ladi:

/»', (*°)= A ■ /Д (X°)= Л2..A„, (*°)= Am ■
< f(x )  funksiya jc° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin.
U holda ta’rifga ko’ra

A/‘(jf°)= Л,Ддг, + A2Ax2+ + AmAx,„ + а,Лх, + a2Ax2 + +amAxm 
bo’ladi. Bu tenglikda

Дх, * 0, Дх2 = Дх3 = = Axm = 0 
deb olsak, unda (13.1) ushbu

Д х,/(х°)=  AjAxj +а,Дх, 
ko’rinishni oladi. Bu tenglikdan quyidagini topamiz:

lim = цт (д + a , ) = At.
ЛГ[ ->0 Дд-, Axj ->o

Demak,
Л,(хо)=А-

Xuddi shunga o ’xshash f(x )  funksiya j c 0  nuqtada f[  (л0) A  (х°).....(v°)
xususiy hosilalarining mavjudligi hamda

/ ; . {x°)= a2, / ; (jt°)= Аъ,...,гХт(x°)= a„. 
ekanligi ko’rsatiladi. ►

1-natijcL Agar f(x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u
holda

д/fa)=A, (*0K*i + A (*°K*2 + + A„, (л'°)Чп+°(p)



1-eslatnuL / ( jc)  funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy hosilalari 

л . И д И  • , /;  (x°) ning mavjud bo’lishidan funksiyaning shu nuqtada diffe
rensiallanuvchi bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi.

13.4-misol. Ushbu

/ ( * 1*2)=

x,x.
л /  JC,2 +  JC2

.agar (jc,,.x2) *  (O, 0)
1 ^ 2

0 , agar (x,,.x2) = (O, 0) 
funksiyaning (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko’rsatilsin.

^ Bu funksiya (0,0) nuqtada xususiy hosilalarga ega:

f '  (0.0)= lim / K : ° ) - / M )  = 0,
' A*J ->0 Дх j

/ ;  (0,0)= lim Д ° ' Axi ) ~ / (° -° )  = 0
2 Ax2 -> 0  Ax 2

Berilgan funksiyaning (0,0) nuqtada orttirmasi

А /(0 .0 ) = /(Л х,.Л х2) - / ( 0 , 0 ) =  . ^ 2 7
ŷ/Axf + Дх;

bo’lib, uni (13.1) yoki (13.2) ko’rinishida ifodalab bo’lmaydi. Buni isbotlash 
maqsadida, teskarisini, ya'ni f (x , ,x 2) funksiya (0,0) nuqtada differensialla
nuvchi bo’lsin deb faraz qilaylik. Unda

Д /(0 ,0)= (0. 0)Дх, + f'X2 (0,0)Дх2 + а, Дх, + a2Ax2 = cr,Ax, + a2Ax2,
bo’lib, bu munosabatda Дх, —► 0, Дх2 —> 0 da a , - » 0 ,  a 2 —»0 bo’lishi lozim. 
Demak,

= £зг,Ддг,+«2Дх2. (13.3)
у] Ах; +Дх2

Ma’lumki, Дх, va Дх2 lar ixtiyoriy orttirmalar. Jumladan, Ajc, = Дх2 bo’l
ganda (13.3) tenglik ushbu

ko’rinishga kelib, undan esa

^ = - =  Axi («1 + « 2)

<*\+аг 2

bo’lishi kelib chiqadi. Natijada Дх, - » 0, Дх2 -»  0 da a, va a2 miqdorlaming 
nolga intilmasligini topamiz. Bu esa / ( x , ,x 2) funksiyaning (0,0) nuqtada 
differensiallanuvchi bo’lsin deb qilingan farazga z id >

Shunday qilib, funksiyaning biror nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega 
bo’lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishining zaruriy 
shartidan iborat ekan.

2°. Funksiyaning differensiallanuvchUigining yetarli sharti. Endi ko’p 
o’zgaruvchili funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini keltiramiz.



f { x ) - f { x vx2,...,xm) funksiya ochiq m (m  a  Rm) to’plamda berilgan 

bo’lib, x° = (x°,x2,...,x2)e M bo’lsin.

З-teorema. Agar f(x )  funksiya x° nuqtaning biror atrofida barcha o ’zga- 

ruvchilari bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar shu x° 
nuqtada uzluksiz bo’lsa, f(x )  funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

< x° e  M nuqtani olib, koordinatalariga mos ravishda shunday
Ax,,Ax2,...,Ax,„ orttinnalar beraylikki, (x° + Ax,.x2 + Ax2.... x° +Axm) nuqta x°
nuqtaning aytilgan atrofiga tegishli bo’lsin. So’ng funksiya to’la orttirmasi

Af(x°)=f(x? + Ax,,x2 +Ax2.... x° + A x J - /(x ° ,x 2,...,x°)
ni quyidagicha yozib olamiz:

A /V b M -* ?  + Axltx° + Ax2,...,x° + Л х т) - / ( х ° . х °  + A x 2, . . . , x °  + Дх„,)]+

+ [/(дг,0,^  + A x 2, x °  + A x 3.....xl  + Лгот ) -  f(x° ,x2,x3 + Ax3,...,x“ + Дгт )]+

+ ... +  [ / ( jc,°,x? .....+ A x J - / ( x ° , * 2>...,x°)]

Bu tenglikning o ’ng tomonidagi har bir ayirma tegishli bitta argumentning 
funksiyasi orttirmasi sifatida qaralishi mumkin. Uning uchun Lagranj teoremasini 
tatbiq qila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgan shartlar Lagranj teoremasi 
shartlarining bajarilishini ta’minlaydi:

Л/(*°) = Л', (*i° + в\Ьхх,х°г +Л*2...x°m +Лг„,)дх, +
+ /*, ( ^ , ^ 2  + в гЬ х2,х°3 + Ax3,...,x° + A x J - A x 2 +

+ f i  (X°'X°... 'Xri + <4*
bunda

O<0, < 1 (/=1, 2, ..., m).
Odatda (13.4) funksiya orttirmasi ning formulasi deb ataladi. Shartga ko’ra 

x° nuqtada / д'( , / v'2 , . . , f rXn xususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko’ra

f 'x M  + в М 1х°г+Ьхг:...х1 +Axm)= f^  (дг0)+ а „

f i  (Af  >x° + 0 2Ax2,x ° + A x3,...,x° +A xJ =  f'Xi ( x ° ) + a 2,

Л т {x ° .x 2....+ в тАхт) =  / ;  (a°)+ a,„

bo’lib, unda Ax, —>0,Ax2 —>0,...,Axw - » 0  da a} - * 0 ,a2 —>0 bo’ladi.
(13.4) va (13.5) munosabatlardan

л /(* °)= / '  (* ° )ч  + /; ,  (*°Ь*2 + ...+ f tm +

+ a ,A x ,+ a 2Ax2 + +am Axm 
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bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa f{x)  funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi 
ekanligini bildiradi. ►

Bir va ko’p o ’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning 
differensiallanuvchiligi tushunchasi kiritildi. (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 4-§ hamda 
ushbu bobning 2-§.). Ulami solishtirib quyidagi xulosalarga kelamiz.

1) Bir o’zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o ’zgaruvchili funksiyalarda 
ham funksiyaning biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu 
nuqtada uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. Demak, bir va ko’p o ’zgaruvchili 
funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning uzluksiz 
bo’lishi orasidagi munosabat bir xil.

2) Ma’lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada 
differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo’lishi 
kelib chiqadi va aksincha, funksiyaning biror nuqtada chekli hosilaga ega 
bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi kelib chiqadi.

Ko’p o ’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada 
differensiallanuvchi bolishidan uning shu nuqtada barcha chekli xususiy 
hosilalarga ega bo’lishi kelib chiqadi. Biroq funksiyaning biror nuqtada barcha 
chekli xususiy hosilalarga ega bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi 
bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi.

Demak, bir va ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning 
differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning hosilaga (xususiy hosilaga) ega bo’lishi 
orasidagi munosabat bir xil emas ekan.

3-§. Yo ’nalish bo yicha hosila

Ma’lumki, bir o ’zgaruvchili у = f ( x )  funksiyaning (x e  R, у e R) —  hosi-
dx

Iasi bu funksiyaning o’zgarish tezligini bildirar edi. Ko’p o’zgaruvchili 
>' = / ( x],x2,...,xm) funksiyaning xususiy hosilalari ham bir o’zgaruvchili funk

siyaning hosilasi kabi ekanligini e’tiborga olib, bu —  , —  xususiy hosi-
dx\ dx2 dxm

lalar ham y - f ( x ],x2,...,xnt) funksiyaning mos ravishda oxvox2,...,oxm o ’qlar 
bo’yicha o ’zgarish tezligini ifodalaydi deb aytish mumkin.

Endi funksiyaning ixtiyoriy yo’nalish bo’yicha o'zgarish tezligini 
ifodalovchi tushuncha bilan tanishaylik. Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili 
funksiyani qaraymiz.

у  = /(лг,,дг2) = / ( л )  funksiya ochiq M to’plamda (M a R 2) berilgan 

bo’lsin. Bo’ to’plamda ixtiyoriy Aq = ( ^ , x 2° )  nuqtani olib, u orqali biror to’g ’ri 
chiziq o’tkazaylik va undagi ikki yo’nalishdan birini musbat yo’nalish, 
ikkinchisini manfiy yo’nalish deb qabul qilaylik. Bu yo’rialgan to’g’ri chiziqni / 
deylik.



a va р  deb / yo’nalgan to’g ’ri chiziq musbat yo’nalishi bilan mos ravishda 
ox j va ox2 koordinata o ’qlarining musbat yo’nalishi orasidagi burchaklami 
olaylik (49-chizma).

/ to’g ’ri chiziqda Aq nuqtadan farqli va M to’plamga tegishli bo’lgan A 
nuqtani (a =(jc, ,x2)) olaylikki, AqA kesma M to’plamga tegishli bo’lsin. Agarda 
A nuqta Aq ga nisbatan / to’g ’ri chiziqning musbat yo’nalishi tomonidan bo’lsa 
(shakldagidek), u holda AqA kesma uzunligi p (Aq,a) ni musbat ishora bilan 
olishga kelishaylik.

A A qA B  dan

Ai— =cosa , 1 n— = cos p (13.6)
P P

bo’lishi kelib chiqadi. Odatda cosa va cosp lar / to’g’ri chiziqning yo’naltiruv- 
chi kosinuslari deyiladi.

3-ta'rif. A nuqta / yo’nalgan to’g ’ri chiziq bo’ylab Aq nuqtaga intilganda 
(A —> Aq) ushbu nisbat

/O 'Q - f M  _ /(-V *2) - /(* !  .*2 ) 
р ( л  .A)

ning limiti mavjud bo’lsa, bu limit / ( xvx2)= / ( / / )  funksiyaning Д, = (xfYv?) 
nuqtadagi / yo’nalish bo’yicha hosilasi deb ataladi va

voki < ' / ( ■ « )
dl dl

kabi belgilanadi. Demak,

£ = UmM z M l  
d l J Z ,  p { \ , A )

Endi /(x ] ,x 2) funksiyaning / yo’nalish bo'yicha hosilasining mavjudligi 
hamda uni topish masalasi bilan shug’ullanamiz.



4-teorema. f ( x v x 2) funksiya  och iq  M to ’p lam da [m cz  # 2) berilgan

b o ’lib, Aq =  ^ 2 ) n u q tada  ((х,0,* ? ) 6  d ifferensiallanuvchi b o ’lsa, funksiya  

shu n u q tad a  har q anday  y o ’nalish  b o ’y ich a  ho silag a  eg a  v a  

d f l x l x j )  = d f ( x j x j )
l c o s a +  ^  cos /3 (13.7)

d l dxy dx2

b o ’ladi.

^ S h a r tg a  k o ’ra  / ( x , , x 2) funksiya  Л  ~  nuqtada d ifferen sia lla 

nuvchi. D em ak, fu nksiya  orttirm asi

/(A ) = f ( x { ,x2) -  / ( * “,*_")
uchun

/ м - м > = ^ % % ,  a s s ,
(jx j dx-)

b o 'lad i, b unda

P = Д Л -Л ) = J ( x , - x ° f  +(x2 -x°2f  
(13 .8 ) ten g lik n in g  har ikki tom onin i p  =  p (Aq,A )  g a  b o ’lib, s o ’ng (13 .6 ) ni 

e ’tib o rg a  o lib  topam iz.

M z m ^ § r & 4 ) c o s a + 9
p i ^ . A )  йг, dx2 p

B u ten g lik d a  A  —> Aq d a  (y a ’ni p  —» о  da) lim itga  o ’tsak , un d a

, f ( A ) ~  f (A > )  ,■ / ( л )  -  / ( 4 , )  d f ( x ° , x 2) d f ix ° . x y )
hm -  ' - =  h m - - — — = 1 1 AJc o s a  + - L̂ —u cos/$  

л-Мо p (A 0,A )  p-ю  p  d x , dx2

b o ’ladi. D em ak,

= v k A cosa+ f f e ^ ) co, ^ . ►
d l cbc, <2 * 2

13.5-m isoL  U shbu

/(x„jc2) = arcfg^- 
x2

fu n ksiyan ing  I  y o ’na lish  b o ’y ich a  hosilasi top ilsin , bunda  /  b irinch i kvadran tn ing  
(l, l) nuq tadan  o ’tuvch i v a  (O, O) nu q tad an  (l, l) nu q tag a  q a rab  y o ’nalgan  

b issek trisasidan  iborat.
*  B erilgan  funksiyan ing  4 , = ( l ,  l)  nuq tadag j / y o ’n a lish  b o ’y icha  

hosilasin i (13 .7) fo rm ulaga  k o ’ra  topam iz. R avshanki,

f { x v x  ) - a rc tg —
X 2

funksiya  Aq =  (l, l) n u q tada  d ifferensia llanuvch i. U nda  (13 .7) fo rm ulaga  k o ’ra



4-§. Ko’p o’zgaruvchili murakkabfunksiyalaming 
differensiailanuvchiligL Murakkab funksiyaning hosilasi

f {x ],x2,...,xm) funksiya M (M e/?" ) to’plamda berilgan bo’lib, 
x]tx2,...,xm o’zgaruvchilaming har biri o’z navbalida t]}t2,...,tk 

o’zgaruvchilamiiig T (г с Т ^ ) to’plamda berilg^i funksiya bo’lsin:

X\=<P\{t\>h....<k)>

(139)

Bunda bo’lg3ndaung3 mos (xux2,...,xm) e M  bo’lsin.
Natijada ushbu

murakkab fimksiyaga ega bo’lamiz.
1°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchanligi
S-teorema. Agar (13.9) funksiyalaming har biri { l \ nuqtada

differensiallanuvchi bo’lib, /(x ,,x ,,...,лт ) funksiya esa mos (x”,x2....xnk) t M

nuqtada (x® = f l(r ° f2„ x ° 2 = ^ ( /1°,/2°)...,/Д...,х“ =<pm(t?4 ,...,/*)) differen

siallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab funksiya F(tv t2,...,tk) ham 
nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

*{tf,t2....At)6 T nuqtani olib, uning koordinatalari^ mos ravishda
shunday (At],/±t2,...,Atk) orttiruvchilar beraylikki,

(/° +At2,...,tk +Atk) e T  bo’lsin. (J holda (13,9) dagi har bir funksiya ham 
(AcpAxj,...,^,,,) orttirmalarga va nihoyat /(x ,,x 2,....xM) funksiya Л/' orttirmaga 

ega bo’ladi.
Shartg3 ko’ra (13,9) dagi funksiyalaming har biri [tf,t2,...,tk) nuqtada 

differensiallanuvchi. Demak,



dt. dt- dt,

Дхз = ^ -Д * | + — Д/2 +...+^-&itk +c(p),
dt. dt- dtt

Дх,„ = ̂ Л л  + ^ Л /2 + ... + ® Ы  +о(р)
аг, 1 аг2 2 dik к

dx,
bo'ladi, bunda —- (/ = 1,2,...,m;j = 1,2,...,A:) hususiy hosilalaming (ff\/2,...,/*)

81,
nuqtadagi qiymatlari olingan, va

P = д/ Д/,2 + Д/2 + ... + Д^

Shartga asosan, f { xx,x2,...,x„) funksiya (a'°,x2° ,..(x°) nuqtada differensial- 
lanuvchi. Demak,

ДГ = -^ Л х ,+ ^ Д х :2 + + ^ -Д х т +а,Ах,+а2Дх2+... + атДхт (13.11)
Ш| СЙС2

bo'ladi, bunda (/ = 1,2....m) hususiy hosilalaming (xf,x2,...,;c“) nuqtadagi

qiymatlari olingan va Дх, —>0,Дх2 —»0,...,Дх:,„ —>0 daa, —>0,...,am —>0
bo’ladi.

(13,10) va (13,11) munosabatlardan topamiz:

¥ = <L
dxx

.JC
ac2

дх, дх. A dx. A /V—- A/| + —-&2 +...+—-/Stk +c{p).
a, a dtk

^ Д / , + —  Д/2 + + — Дtt +o(p),a, a ,

. < L
dxm

At, + ^ Л / 2 + . . .+ % Д f* +o0?),
Sf, ar2 at*

+
cbc, dt2 dx.

at,

Sc, dt2 dx2 dt2 dxn :̂Sb



ax,
of °x„, 
dx„, dt,.

Alk +

o {p )  +$ L + 1 - + + V-
_дх, дхг dxm 

+ a, Ax, + a 2Ajc2 + + Ax,

Bu tenglikdagi H + V - +...+ ?L
йх, ЙХ, dxm

o(p)=o(p)

yig’indi o ’zgarmas (p  ga bog'liq

(13.13)

emas) bo’lganligi sababli 
df df df 
dx\ dx2 dxm

bo’ladi.
Modomiki, xi -(pj(tx,t1.... tk) (/' = 1. 2,...,m) funksiyalar (/j0,f2,...7X°) nuqta

da differensiallanuvchi ekan, ular shu nuqtada uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksizlik 
ta’rifiga ko’ra А/, —» 0, At2 —> 0,..., A/* —> 0 da, ya’ni p  0 da 
A x,-> 0, Ax2 -> 0,..., Ax,,,-»  0 bo’ladi. Yana ham aniqroq aytsak, (13.10) 
formuladan p —> 0 da Ax, = o(/>), Ax2 = o ( p Axw = o(p) ekanligi kelib 
chiqadi. Ax, -> 0, Ax2 -> 0,..., Axm -»  0 da esa a, -» 0, a 2 —> 0,...,am —> 0.

Demak,
p->0 =>barcha Ax, -»0  => barcha a, -+0 =>a[Ax],cc1Ax2,...,amAxm = o(p) (13.14)

Agar

A . =  $ L . d h . +  < L .d h .  +  . Of fo *
dt, dt, ox„, dt,и*! сJij 1̂ 2 --y — ~'j

(j = 1,2,3....A) deyilsa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) munosabatlardan 
Af  = /4,А/, + A2 At-, + + AkAtk + <?(/?)

kelib chiqadi. ►
2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Endi

2̂̂ 1 >*2'- - - )*-'^m0l^2....**)) =
murakkab funksiyaning tlt(2,...,tk o’zgaruvchilar bo’yicha xususiy hosilalarini 
topamiz. Aytaylik, /(х ,,х 2,....хЯ1) va x, = х2= ^ г(/,,/2,...^),....
дсда = funksiyalar yuqoridagi 5- teoremaning shartlarini bajarsin. U

holda 5-teoremaga ko’ra murakkab funksiya (fi0./?—-•*?) nuqtada differensial
lanuvchi bo’ladi.

Demak, bir tomondan
Af  = A\At\ + A2At2 + + AkAtk + o{jy)

bo’lib, bunda
df dx, df dx2 df dxmA ,= —------L + —------L + +—------^  0  = 1,2..

1 Эх, dtj dx2 dtj dxm dt;

(13.15)

(13.16)



(qaralsin 5-teorema) ikkinchi tamondan 1 - natijaga asosan

* - - % ь Л ь 2+... + ̂ к+о(р) (13.17)
c t { o t2 atk

bo’ladi.(13.15),( 13.16) va (13.17) va munosabatlardan
j ^ = + , Sx„
dt} <2x, dt} 8x2 dt, dxm dt}

= + J L  ^ sl
dt2 dxx dt2 8x2 d t2 dxm dt2

, Of
dtk ax, 8tk dx2 dtk dxm dlk

bo’lishini topamiz.

5-§. Ко ’p о ’zgaruvchili funksiyaning differensiali 
1°. Funksiya differensialining ta’rifi. / ( x ,  ,x 2,..., xm) funksiya ochiq

to’plamda berilgan bo’lib, bu to’plamning x° = (x?,*2f...#jc°) nuq

tasida differensiallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga ko’ra f{x)  funksiyaning x° nuqtada
gi orttirmasi

Af  = — &X\ + ~r  Ax, -к.. + -=^—' Axm +a,Ax, + cr2Ax9 +... + amAx„
&, GX2 - GXm

bo’ladi.
4-tayrif. / ( * , ,x2.... xm) funksiya orttirmasi Af{x°) ning Лхр Дх2,...,Дxm

larga nisbatan chiziqli bosh qismi
^ ( x ° ) A df{x°) A qf(x-0) A
—^ 7 Ax, + - v 7 Ax, + ^- ^ Axm 
dxx dx2 " dxm

f{x)  funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to’liq differensiali) deb ataladi va

^ (x f ,x 2V..,x®) kabi belgilanadi. Demak,

& ) - * № ... &, а*т
Agar jc2.... jcm erkli o’zgaruvchilaming ixtiyoriy orttirmalari Ax,,

Ax2,...,Ax„, lar mos ravishda bu o’zgaruvchilaming differensiallari dxx,dx2,...,dxm 
ga teng ekanligini e’tiborga olsak, unda / ( x )  funksiyaning differensiali quyidagi

^ • ) = Й ! ) а , + ^ ) Л ! + ...+ Й ! ) л .  (п . щ
*1 2 Ckm

ko’rinishga keladi.



Odatda —  dx]t ^ —dx2... ~ —dxm lar f{x ],x2,...,xm) funksiya xususiy
dx. dx1

differensial lari deb ataladi va ular mos ravishda dx f , d x2f,...,d x̂ f  kabi belgila
nadi:

d i f = ^ , d x f = K
*'J dx, ' - dx,

dx1 d f  = dx . 
XmJ dxnt

Demak, f{x)  funksiyaning x° nuqtadagi differensiali, uning shu nuqtadagi 
xususiy differensial lari у ig-indisidan iborat. Masalan, ushbu

/ ( x „ x 2) = e ''"’̂  

funksiyaning \/(д:,х2)е  R2 nuqtadagi differensiali

df = — dx{ + ^—dx2 = sinx2ex' s,tlXldxx + x, cos x2eX{ smXldx2 = 
dx} dx2

_ e î J"'*2 x2dxt 4- дг, cosx2dx2)
bo’ladi.

Endi funksiya differensialining geometrik ma’nosini ikki o'zgaruvchili 
funksiya uchun keltiramiz.

Aytaylik, y = f ( x ]tx2) funksiya ochiq M to’plamda ( л /с /? 2) berilgan 

bo'lib, (xx,x2)eM  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. Bu funksiyaning grafigi

(.S) sirtga nuqtasida (y0 = /(*i°,x?)) o ’tkazilgan urinma tekislik
ushbu

ko’rinishda bo’lib, undan
ex, cx2

Y - Уо= df^°\ -хг)
54



ekanligi kelib chiqadi. Demak, у -  / (x ,,x 2) funksiyaning (x,0,x2) nuqtadagi 

differensiali bu funksiya grafigiga (x ^ x ? ,/^ ,0, xj)) nuqtasida o’tkazilgan urinma 
tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan.

2°. M u ra k k a b  fu n k s iya n in g  d if feren sia l i  y  = f ( x ],x 2>... ,xm) funksiya

M  { м  с  R m) to’plamda berilgan bo’lib. x ]tx 2,. . . ,xm o’zgaruvchilaming har biri 

o’z navbatida t ]t(2,... ,tk o ’zgaruvchilaming т { г  с  Rk) to’plamda berilgan funk
siyasi bo'lsin:

=<P\{tvh— tk\
x2 =(p1{l\,t1,...,tk),

Bunda (fl t t2 ,...,tk ) e T  bo’lganda unga mos (x,,x2,...,xw)e  M  bo’lib, ushbu

murakkab funksiya tuzilgan bo’lsin.
Faraz qilaylik x ,= cp((t\ (i = h 2 , . . . ,m )  funksiyalaming har biri

(t° j°2 ,....t°k) e T  nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, y  = f ( x x,x 2,.. . ,xm) funksiya 

esa mos (x^,x2 ,...,x° )e  M  nuqtada differensiallanuvchi bo’lsin. U holda 5-teore- 

maga ko’ra murakkab funksiya (/,°,/2 nuqtada differensiallanuvchi bo'ladi. 
Unda murakkab funksiyaning shu nuqtadagi differensiali

bo’ladi.
Ma’lumki.

Natijada

d f = ° L d t {+ ^ d t 2 + + ? - d L
du d(2 otm

^  = J ^ & L + _^O T 1 +  | df dxm 
d/, dx, dtx dx2 d i l

= Qf_ f ^2_ + +
d t2 dx, d(2 d x 2 d t 2

dxm dlx
of dxM

8x m dt.,

ty_= cf_fa±Jr f^2_ + , df dx„
d tk йх, d tk 5x 2 d tk dx„ d tk

df - , df  dxm 

Kdxx d/, dx2 d/, dxm d/, j

df_dx\_ + df_d*2_ +  Л
dx, dt2 3x2 dt2 dxm dt2 ,

dtx +



dtx di2 dtk 
ekanligini e’tiborga olsak, u holda murakkab funksiya differensiali uchun

df = —  dx, + - f— afr, + +-^—dxk (IS.19)
dx, ' dx2 dxk k

bo’lishi kelib chiqadi.
Murakkab funksiya differensiali ifodalovchi (13.19) formulani avval qarab 

o ’tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir xil formaga ega bo’lishini (ya’ni 
differensial formasi saqlanishni) ko’ramiz. Odatda bu xossani differensial formasi- 
ning (shaklining) invariantligi deyiladi.

Demak, ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda ham bir o ’zgaruvchili funksiyalar- 
dagidek, differensial shaklning invaritligi xossasi o ’rinli ekan.

Shuni alohida ta’kidlash lozimki, (13.19) ifoda dx],dx1,...,dxm lar 
xvx2,...,xm laming ixtiyoriy orttirmalari Ax},Ax2,...,Axm lar bo’lmasdan. ular 
tx,t2,...,tk o ’zgaruvchilaming funksiyalari bo’ladi.

3°. Funksiya differensiali hisoblashning sodda qoidalarL и = f(x )  va 

v = g(x) funksiyalar ochiq M (м  с  /?m) to’plamda berilgan bo’lib, x° e M nuq

tada ular differensiallanuvchi bo’lsin. U holda и ± v, wv, —, (v * 0) funksiyalar
v

ham shu x° nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi va ularning differensial lari uchun 
quyidagi



1) d(u ± v) -  du± dv,
2) d(uv) = udv + vdu,

, vdu-udv  /
3 ) d  = ------ -г-----  ( v * 0 )

V J  V

fo rm ula  o ’rinli b o ’ladi.
B u m unosabatlardan  b irin ing , m asalan, 2) ning isbotini keltirish  bilan 

chegaralanam iz .

F = и • v . N a tijada  F funksiya  и va v lar orqali xl,x2,...,xm o ’zg aru v ch ilam in g  

(x = (xx,x2,...,xm)) m urakkab funksiya  b o ’ladi. M urakkab funksiyan ing  differen- 

sialini top ish  form ulasi (13 .19) ga  k o ’ra

6-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori 
tartibli hosila va differensiallari 

1 Funksiyaning yuqori tartibli xususiy hosilalari. f{ x ]lx2,...,xm)

(xx,x2,...,xm) nuq tasida  f'X{, f ’Xl....ГХт xususiy h osila la rga  ega  b o ’lsin.

R avshanki, bu xususiy  hosila la r o ’z navbatida  x],x2,...,xm o ’zgaruvchila rga  

b o g ’liq b o ’lib, u larning funksiyalari b o ’lib qolishi m um kin. B erilgan  funksiya 
xususiy  hosilalari Д  , f Xi ,--,fXm lam in g  ham  xususiy  hosilalarin i qarash  m um kin.

5-ta'rif f{ x vx2,...,xm) funksiya  xususiy  hosilalari Д  >/*2 »•••>/*„ lam ing  

xk (k = 1 , 2 o ’zgaruvchi  b o 'y ic h a  xususiy  hosilalari b erilgan  funksiyaning 

ikk inch i tartib li xususiy hosilalari deb  ataladi va

» = / ( * )  va  v = g (x )  fu n ksiya lar k o 'pay tm asin i F fu nksiya  deb qaraylik :

b o 'lad i.
A g ar

ЭҒ
du d v

ekan lig in i e ’tib o rg a  olsak, unda
dF = vdu + udv

b o ’lishini topam iz. D em ak,
d(uv) = vdu + udv.

fu nksiya  ochiq Л /( а/ с Д/" )  t o ’p lam da berilgan b o ’lib, un ing  har bir

yoki

kabi be lg ilanad i. D em ak,



d2f  = _Э
J xxxkdx,dxk dxt

d2/  _r  = A f i C
d x 2d x k ' *2*k d x k { d x 2 /

^ 7  Г  = J _  
ax*

J /1
/

(A = 1,2. m)

Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalami umumiy holda
d1/

= /*'*, 0’= Ь 2,..., /и; A = 1, 2 ,..., от)

ko’rinishda yozish mumkin, bunda k = i bo’lganda

d2f
dxkdxk = Г

deb yozish o’miga

d2f .

a*?
deb yoziladi.

Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o ’zgaruvchilar 
bo’yicha olingan bo’lsa, unda bu

- £ Ь - л л  (<•**)dx,dxk
2-tartibIi xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi.

Xuddi shunga o’xshash, f(x \,x2,...,xm) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi va 
xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta’riflanadi. Umuman, f ( x vx2,...,xm) funk
siya (n -  l)-tartibli xususiy hosilalaming xususiy hosilasi berilgan funksiyaning 
«-tartibli xususiy hosilasi deb ataladi.

13.6-m isoL  Ushbu

f{x\ .x2)= arctg
X 2

funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilasi topilsin.

(x2 *  0)

< Ravshanki, <L
dx̂ x t+ x 1'

d2 l - 2 - \ _ d /  \  
X2 2*l*2

dx] [ar,J dx} ~> 2 \x, +x2)

d2f  _ d {M2\ _  d г \ 
*2

dx,dx2 dx2 a , dx2 <X\ +X2> 'I

58



/ ( at , .* ,)  =
X 2 - X 2

1----- 2-, agar x2 + *2 * 0 bo'lsa.
x г + x:
о

funksiyaning aralash hosilalari topilsin.
* Aytaylik (x,,jc2)* (0,0) bo’lsin. U holda

%L
dx.

=  X-
( X2 -X 2 4x2x2 ) Л1 2 , НЛ1 Л2 <L- ' x ] - x \ 4xfx22

U 2 +*2 {xf + x l f j дх2 1Kxt +xl 1[х2{+ х $ )

a2/
0Xj6bC2

a
Эх,

a 2/  _ a
ax,ax2ax,

vax,

'JC
ax7

-  _L
x?+x?

1 +

X2-JC2 X1 2
X,2+X?

1+ -

8jc,2x2

(*f + х22У

8 x ,2jc?

ixt +xl f ;  
bo'ladi.

Berilgan /(x ,,x2) funksiyaning (0,0) nuqtadagi xususiy hosilalarini 
ta’rifga кота topamiz:

<3/(0.0 )_ lim /(A x„0)-/(0 ,0 ) .
Эх, Д*, -+0 Ax,

y ( o .o ) .
ax7

= //m
Дг-,-̂ 0

/(0, Ax2) - / (0 ,  O)
Ax,

:0,

= 0,

ta
аьс,э.х2 Дх, —>0

52/( 0 .0 ) _
дх2дхх

= lim
Дг2 —>

э/ ( о,ах2) a/(o.o) 
axt ax,

Дх2
э/(дх, .о) а/(о, о)

dx,

-  Дх= lim 
^ 2->° Ах,

i = - i .

Дг, А*| -> 0  Дх,

Bu keltirilgan misollar ko’rinadiki, funksiyaning d2f
Эх,Эх2

* a2 fv a ----— aralash
dx2dxx

hosilalari bir-biriga teng bo'lishi ham, teng bo’lmasligi ham mumkin ekan.
6-teorema. /(x,,x2) funksiya ochiq M ( м  с  R2) to’plamda f'Xl 

hamda f "^, /" Xj aralash hosilalarga ega bo’lsin. Agar aralash hosilalar 
(x,°,x2)e M  nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda shu nuqtada



< (x,°.x2) nuqta koordinatalariga mos ravishda shunday Ax, > 0 ,  Ax2 > 0  
orttirmalar beraylikki,

D = {(x, ,x2) e  R2 x° < jc, < jc,° + Axv jc2 < jc2 < ;c2 + Ax-,}cz M 
bo’lsin. Bu to’g ’ri to’rtburchak uchlarini ifodalovchi (x,0,x2), (x° + Ax,,jc2), 

(x°x,x2 + Ax2), (x,° + Axj.jc? + Ax2) nuqtalarda funksiyaning qiymatlarini topib 
ulardan ushbu

P =  f { x °  +  Д*,.ос? + Д х ,) - / (х ?  + A x ,,x ° )- /(x ,0,x° +Ax2)+ /(jt° ,j:20) 
ifodani hosil qilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki

p  =  \ f №  + ^ \ ' X 1 + A*2)-/(j4 + Ax,. JC°)]— [ /(x ° . + Ax2) - / ( x ° ,x 2°)J

P  =  [ f {Xf  + b*l-*2 + ^ 2  ) - /(jCf0- 2̂ + ) ] - [/(^1° +Л*|.*20) - / ( * |°.ЛТ20)]
ko’rinishda yozish mumkin.

Endi berilgan / ( x , ,x 2) funksiya yordamida x, o’zgaruvchiga bog’liq 
bo’lgan

Ж I ) = f{XVX2 + Д*2)- /(*1 
x2 o’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan

И Х2 ) = Л Х1 +AX| , X2 (r,°,X2) 

funksiyalami tuzaylik. Ravshanki, ^(x,), ^ (x2) funksiyalar

<p'(x i ) = f ; ,  (*i . ^ + л х 2) -  / ;  (x, ,x2),

<"'(*2)=  f x 2 (*i° + fx 2 (*i°*2)
hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan

/(*1 *2 +<92A xJ-A x2,
/ \ (13.20)

^'(*2) = Л ’ .г,(*| + 6 ,iA x,,x2) - Дх,
bo’ladi, bunda 0 <0]t 02< 1.

Yuqorida keltirilgan P ifodani p(x,), y/(x2) funksiyalar orqali ushbu

/ > = p(x[) + Axl) -p (x ° ) i

/> = ^ (х2° + Д х 2) - ^ (х ,0) 
ko’rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasini qo’llab quyidagilami topamiz:

P = <p'(x° + 0,'Ax, )• Дх,, P  = v ' ( x l  + <92Ax2)- Ax2 ^

(0 < 6»,'. 02 <l).
Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan

P =  Л”г2 {Xl + ■ X2 +  # 2 ^ 2  )• ДХ,АХ2

P = f , \ x M  + &1&XVX2 + Щ^2) Ах\Ах2



/r"x2(*“ +<9|'Ал-|,^+й2Ах-2) = / лл!1|(х| +6'|Дх1,х? +6»;Ах2) (13.22)
bo'lishi kelib chiqadi.

Shartga ko’ra va f nx̂  aralash hosilalar (x^x?) nuqtada uzluksiz. 

Shuning uchun (13.22) da Ax, -> 0, Ax2 -> 0 limitga o ’tsak,

bo’lad i>
2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari Ko’p o ’zgaruvchili funksi

yaning yuqori tartibli differensiali tushunchasi keltirishdan avval, funksiyaning 
n(f7 > l) marta differensiallanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz.

/ ( x )  funksiya ochiq M [м с  Rm) to’plamda berilgan bo’lib, x°eM  
bo’lsin. Ma'lumki, / ( x )  funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi ushbu 

Л /(х°)= Л, Ax, + A2 Ax, + + AnAxm + o(p) 

ko'rinishda ifodalansa, funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi deb atalar edi, 

bunda Av A2,...,Am- o ’zgarmas sonlar, p = yjA xf+ A xf+  + Ax2 . Bu holda ko’r- 

gan edikki,

4 = 2 f c ! )  m)
д х I

Aytaylik, f(x )  funksiya M to’plamda fxx>fx2 —  fxm xususiy hosilalarga

ega bo'lsin. Agar bu xususiy hosilalar x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, 
f(x)  shu nuqtada ikki marta differensiallanuvchi funksiya deb ataladi.

Umuman, f(x )  funksiya M to’plamda barcha (л - l ) -  tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lib. bu xususiy hosilaiar x° eM  nuqtada differensiallanuvchi 

bo’lsa, f(x)  funksiya x° nuqtada n marta differensiallanuvchi deyiladi.
7-teorema. f(x )  funksiya M to’plamda barcha n- tartibli xususiy hosila

larga ega bo’lib. bu xususiy hosilalar x°eM  nuqtada uzluksiz bo’lsa, f(x )
funksiya x° nuqtada n marta differensiallanuvchi bo’ladi.

Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini ifoda- 
lovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi isbotlanadi.

/ ( x )  funksiya x e M  nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin.
6-ta’rif. f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali df(x) ning 

differensiali berilgan / ( x )  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi 

va u d 2f  kabi belgilanadi:

d1f  = d(df).
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz:



d2f= d (d f)= d d f  . df . d f  * j dx{+—  dx2 + + - — dxm | =
dx I dx,

dx,d d f \ + dx2d ' 1 2 + ... + dxmd

ь

1
^ 2  у . dx \ w /

V /  , Э2/  , d2f  ,— ^d xx + -----—  dx, + . . .+ ----- -— dx
y dx2 dx,dx2 dxid*m

, d2f  . d2f  , dx, + ~^jdx2 + + - —b—dxnd2f
dx2dxx dxi dx2dxm

dx, +

dx2 +

d2f  J d2f  J d2f  Jdx, +--------- dx2 + ... -f - — !— dxm
dx„dx, dxmdx 2

dx„ =

= 4 ^ + 4dx2 *~2 

+ 2  ?  f ~ d x ,d x 2 + 2 ^ - ~ d x ld x ,+ . . .  + 2 0  f  d x td x m

dx2 + ... + ̂ ~ -dx2m + 
dxi, dxi

dx\dx2 dx\dxm
2 r  r\2 r ~\2 f

- 2 - — r — < / x ,d x ,+ 2 - — ~ - d x 2d x A + + 2 - — ~ d x 7cbcM +
d x 2d x 3 d x 2d x 4 dx?dxm

... +  2 — — d x m xd x M. 
d x m_,dxm

f ( x ],x2,...,xm) funksiyaning (x]tx2,...,xm) nuqtadagi uchinchi, to'rtinchi va 
xokazo tartibli differensialiari ham xuddi yuqoridagidek ta'riflanadi.

Umuman, f(x )  funksiyaning x nuqtadagi (л - l ) -  tartibli differensiali 

d^n~^f{x) ning differensial berilgan f(x )  funksiyaning shu nuqtadagi n tartibli 

differensiali deb ataladi va dn f  kabi belgilanadi. Demak,

d°f = d(d”-'f).
Biz yuqorida f(x )  funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy 

hosilalari orqali ifodalanishini ko’rdik.
f(x )  funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy 

xosilalari orqali ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori 
tartibli differensiallami, simvolik ravishda, soddaroq formada ifodalash muhim. 

f(x )  funksiya differensiali

лг df  w Of , df ,
df  = ~ ~ dx \+-^~dx2+dx, dx2 dxm

ni simvolik ravishda ( /  ni formal ravishda qavs tashqarisiga chiqarib)
quyidagicha



, дх. dx-, дх„
yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini

r  ̂  ̂  ̂ \ 2
d2f :

d_
dx,

dx, + —  dx2 +
dx0

+ -^-d x  
dx„ m

deb qarash mumkin. Bunda qavs ichidagi yig’indi kvadratga ko’tarilib, so’ng f  
ga «ko’paytiriladi». Keyin daraja ko’rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb 
hisoblanadi.

Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash / ( * )  funksiyaning n- tartibli 
differensialini

dnf  = 8 j d j—  ax, + ---- ax1 +
dx, ' dx2 2

3 ^+ — ~dxm 
dx„ f

kabi yozish imkonini beradi.
3 . Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarL Ushbu punktda

f i X '. • X 2 .... (*1 = Ф\ Ol........................‘Л  X 2 = V l ( > \ ..... h )  ...... /*))
murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallarini topamiz.

Ma’lumki, дг,-= ^(.(/,,/2,...,tm) (/ = 1, 2 ,...,m) funksiyaning har bir

( / [ * , / ? , . T nuqtada differensiallanuvchi bo’lib, f(x ,,x2,...,xm) funksiya esa

mos {x°,x2.... nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 5-teoremaga ko’ra

murakkab funksiya (z,0,/?,--■,$) nuqtada differensiallanuvchi va differensial shakl- 
ning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali

Vdf df' df = ^-dx ,+  —  dx2 + 
ox, ox7

+  - ^ — d x  
dxm m

bo’ladi.
Faraz qilaylik, xi =<pl(t],(2.... 0  (/ = 1> 2,...,/и) funksiyalaming har biri

(r,°,/2, T nuqtada ikki marta differensiallanuvchi, f ( x ux2,...,xm) funksiya 

esa mos {x°,xl,...,xl)e M nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo’lsin. U 

holda murakkab funksiya ham nuqtada ikki marta differensiallanuvchi
bo’ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

и1 f — _ л df J.. . ° f \



^ dxx+-^—dx2+... + -^—dx 
дх2 дхтудх, /  +

d f  ,2 d f  2 d f  ,2н------d х, н------ d X-y Ч" н d х .'■v I л_ *• 'Л. л*дх, а*2 axm
Shu yo’l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differen- 

siallari topiladi.
(13.23), (13.24) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli differensiallarda 

differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli emasligini ko’ramiz.
2-eslatma. Agar

*1 = a \A + a \2{2 +-- + ®i kh + P\>
X2 -  a2\t\ + a22f2 + '" + a2kh + P2' ^  ^

i'i + <*т2'2 + • ■ ■ + + Pm
bo’lsa (or;/, P} (i =\,2,...,k; j= l,  2,...,m )-o’zgarmas sonlar), u holda bunday 

f ( x l,x2,...,xm) murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial 
shaklining invariantligi xossasiga ega bo’ladi.

Haqiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalami differensiallasak, unda

dxx=audtx+andt2 + + alkdtk =au А/, + а 12Д/2 + ... + a IftA^f 

^2 -  a2\df\ + a22̂ 2 + •■■ + a2k k̂ ~ a2\^\ + a22^2 + ••• + a 2k^k ’

<*хт=ат,Шх+ат2Ж2 + - + amkdtk =am ,Д/, + am2At2+... + amkAtk 
bo’lib dx],dx2,...,dxm laming har biri t{,t2,...,tk o ’zgaruvchi larga bog’liq emasligi

ni ko’ramiz. Ravshanki, bundan d 2xx = d2x2 = ... = d 2xm = 0 .
Binobarin,

d 2f = d ( d f ) = d of , df , df . л
—  dx. + —  dx2 + ... + -^—dx, 
dx{ dx2 dxm

= dx}d d f) + dx7d + + cb:md
j I Kdx2 j

d , & j d j \ r—  ax:, + ---- ------------------ dxm f
dxx dx2 dxa " J '

Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi 
xossasiga ega ekan.

Shunga o ’xshash, bu holda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi 
differensiallarida differensial shaklining invariantligi xossasi o ’rinli bo’lishi 
ko’rsatiladi.



7-§. О’rta qiymat haqida teorema
/ ( * ) -  /(л , funksiya M с  Rm to’plamda berilgan. Bu to’plamda

shunday a = (ax ,a2,...,a)n) va в = (в],в2,...,вт) nuqtalami olaylikki, bu nuqtalami 
birlashtiruvchi to’g ’ri chiziq kesmasi

A = {(xt.x2.....xm ) e  Rm x, = a, + r(e, -  a ,), x2=a2 + i(e2 -  a2),
■•••xm=am+t(em- a m); 0 < Г < 1 / 

shu Л/ to’plamga tegishli bo'lsin: A d M
8-teorema. Agar / ( л )  funksiya >4 kesmaning a va в nuqtalarida uzluksiz 

bo'lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo’lsa, u 
holda A kesmada shunday с nuqta (c = (c,,c2,...,cm)) topiladiki,

/ ( e ) - / ( a ) =  Д  (cX«, - a , ) + / ; ( c X e 2- a 2)+ + Л т{с\вт- а т)
bo’ladi.

< f(x )  funksiyani A to’plamda qaraylik. Unda

/(*) = f (X I- X 2 -  •Xn) = f{° I + K«l -  )• a 2 + '(«2 -  az)- a m + l(em -  am ))
( 0 < / < l )

bo’lib, I o'zgaruvchining [O,l] segmentda berilgan funksiyasiga
aylanadi:

^ (0 =  /(«I + ‘(в\ ~ аЛ a2+t(e2- a 2),..., am + t(em- a j )
Bu funksiya (O, l) intervalda ushbu

F'(t)=fx, (ei -«i). f i  («2-<3f2). - / ; . •(«„ ~ 0  
hosilaga ega bo’ladi.

Demak, Ғ (/) funksiya [O, l] segmentda uzluksiz, (O, l) intervalda esa F'(t) 
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qism, 6-bob, 6-§) ko’ra (O, l) interval
da shunday /0 nuqta topiladiki,

F ( l ) - F ( o ) = F ’(/0) (0 < t0 < I) (13.26)
bo’ladi. Ravshanki,

F(0)=f(a), F(\) = f(e),
F ( 0  = fxx iai + Ф \  “ a\)’ a2 + *о(в2 “ ai)> • ’ am + *0{вт ~ (в1 “ a i) +

+  f x 2 i a \ +  * о (в ! ~  a \)> a 2 +  * о (в 2 ”  a m +  ~  ^ w ) ) ’ ( 6 2 ~~ a i ) +  ^  ^

+ .....................................................................................................+

+ /;„  («1 + Ф \  -  a \ \  a 2 +  'o(«2 -  « г ) - -  a m + ‘o(«m -  <*m ))' («m “  О  
Agar

а ,+ /о (в ,-а 1)= с | 

a 2 +  “  a 2 )  =  c ;

О т + Ф т  ~ a m) = C m 
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deb belgilasak, unda с -  (c],c2,...,cm)e A bo’lib, yuqoridagi (13.26) va (13.27) 
tengliklardan

/ ( e ) - / ( a ) = / ; ,( c X e ,  -0 ,) + / ; ,( c X e 2 - a 2)+ + f'x,(cXew ~ am)
kelib chiqadi. ►

Bu o ’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.
2-natija. / ( jc)  funksiya bog’lamli M с  Rm to’plamda berilgan bo’lib, 

uning har bir nuqtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Agar M to’plamning har bir 
nuqtasida f ( x ) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo’lsa, funksiya 
Л/ to’plamda o’zgarmas bo’ladi.

< M to’plamda a = (a],a2,...,am) hamda ixtiyoriy x = {xx,x2,...,xm) nuqta
lami olaylik. Bu nuqtalami birlashtiruvchi kesma shu M to’plamga tegishli 
bo’lsin. U holda shu kesma nuqtalarida 8-teoremaga ko’ra

f (a)  = f(x)+  / ; ,  (cXfl, -  x,)+  / ;  (c\a2 - x 2)+ + [c\am - xm) 
bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng ekanidan

/ ( * ) = / ( * )
bo’lishi kelib chiqadi.

a va x nuqtalami birlashtiruvchi kesma M to’plamga tegishli bo’lmasa, 
unda M to’plamning bog’lamli ekanligidan a va x nuqtalami birlashtiruvchi va 
to’plamga tegishli bo’lgan siniq chiziq topiladi, bu siniq chiziq kesmalariga 
yuqoridagi 8-teoremani qo’llay borib,

/ ( * ) = / ( * )
bo’lishini topamiz. ►

8-§. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi
Ma’lumki, F(t) ftmksiya / = /0 nuqtaning atrofida berilgan bo’lib, unda

F'(/), F"(t),..., Fn+] (/) hosilalarga ega bo’lsa, u holda

F(t) = F(t0 ) + F’(lQ X' -  О + ^  F"('a K ' - ' J  + +

+ r (n)(<oX< -  ‘oT + « -> оГ (13.28)n! [n + 1)/
(c = /0 + ^ (/-r0), 0 < 0 < l). 

bo’ladi (Teylor formulasi).
/ ( jc)  = /(jc ,,jc2> -,xm) funksiya ochiq M (\t <z Rm) to’plamda berilgan. Bu

to’plamda (x,0,*®,...,*„) nuqtani olib, uning u A x ° ’ x 2 .... J! ))c W  atrofini

qaraylik. Ravshanki, V(xJ.^ • ) e ((*1°■ ■t2.... )) nuqta bilan (jr,°,дг°......... .r“ )
nuqtani birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi

A = {(xx,x2,...,xm)€ Rm x, = j c ° + / ( x | x2 =x2+t(x'2-xl),

shu ^((jcpjc®,...,^)) atrofga tegishli bo’ladi.



/(я ,,: c2.... дсш) funksiya da л + l marta differensiallanuv
chi bo’lsin deb uni A to’plamga qaraylik. Unda

f ( x },x2,...,xm)= /(x,° + t(x[-x°\ x x° +t(x'a - x “ ))
bo’lib, f ( x ltx2.....xm) funksiya / o ’zgaruvchining [O, l] da berilgan funk-

siyasiga aylanib qoladi:

/г( ' ) = / ( х" + '(,с!-‘х|0)  x2 + Kx2 -  - - »̂)) (о ^ < 0  (13.29)
Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

r ^ = f c “^' - Jt2°)+ + & "(x» _ x » )=

ox 2 oxm J

охҳ дхг дхт

+ 2^ ^ ( JC! - * f ’X;C2 - * 2 ) + + 2 ~  д~ -{хт-\ - х°тЛХ'т-х1) =ax,at2 8xm. tdxm

vat, (* ;- * ! 0 + ^ k - * ! 0 + - + ^ ( < - * £ ) j  /

Umuman Л: -tartibli hosila ushbu
\*

p(k) — 
40  - — (*; -  jc®)+— (jc' -  xl )+ ...+ — (*; -  xl )

\ O X ] OX 2 OXm J f  (13.30)

(k = 1,2,...,/7 + 1)
ko’rinishida bo’ladi. (Uning to’g ’riligi matematik induksiya usuli yordamida 
isbotlanadi).

Yuqoridagi F’(t)t F”{ t /г"+,(/) hosilalaming ifodalariga kirgan 
/ ( х 1,х2,...,х/и) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(*|° + ‘(Xl - Xl}  x2 + ‘{X2 “ *?)'-<xl  + t{Xm -* « ))
nuqta hisoblangan.

(13.28) formulada / = 0 va / = 1 deb olinsa, ushbu

ғ (0 =  ғ (о )+ V ( o ) + l r ( o ) +  + ^ w (o)+ ^ f ( "‘"№

(0 < 6» < l)
hosil bo’ladi.

(13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilami topamiz:
F(o)=/fo°.JC2°....x l )



Ғ ^ (0)=  — {х'\ -* i°)+ —-(*? -  jc?) + . . .  +  -^—{х’т - х ° )  
W  1^X,V1 17 дх2 К- 11 дхтХт /

(k -  1,2,...,« + l)
Keyingi tenglikdagi / ( x , ,x 2.....xm) flinksiyaning barcha xususiy hosilalari 

(х,0^ 2,...,х°) nuqtada hisoblangan.
Demak, (13.28) formulaga ko’ra

/ ( *  VX1... * J = f { x ° \ A >■•••*»)+ +\oxx

+  T ~ ( X2 ~ х г ) +  +  ' T ~ { Xm ~  /  +ox, дхш

V.
~ ( x ;  - х ° ) + - 3 - { х ’г -x°)+  +■—-(<  -*«)] / +

\ dx\

+ - — (*!- * ? ) + ^ -(* 2 -* 2 °)+  +T—  ( * ; - * “)п!\оХг дх  ̂ дх
f +

(« + i>
bo’ladi, bunda f ( x ltx2,...,xm) funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo 

n -tartibli xususiy hosilalari (x,0,*®,...,*®) nuqtada, shu funksiyaning barcha 
(« + 1)- tartibli xususiy hosilalari esa

nuqtada hisoblangan.
Bu formula ko’p o’zgaruvchili f{x ]tx2,...,xm) funksiyaning Teylor formu

lasi deb ataladi.
Xususan, ikki o ’zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha 

bo’ladi:

/h , ,,)=/(* -,;)+
1H---
2! дх jdx2

dxi n\



9-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning ekstremum qiymatlari 
Ekstremumning zaruriy sharti

1 Funksiyaning maksimum va minimum qiymatlari. Ko’p o’zgaruvchili 
funksiyaning ekstremum qiymatlari ta’riflari xuddi bir o’zgaruvchili funksiyaniki 
singari kiritiladi.

f(x )  = f(x \,x2’- ' xm) funksiya ochiq M  с  Rm to’plamda berilgan bo’lib, 
х° = (х|0>12°1...|^ ) б ^  bo’lsin.

7-ta'rif Agar x° nuqtaning shunday ^Д*°)= jjc^jcpjc^^jcjefl7”
____________  I

p(jr,*°)= + + (x„, -  XUJ  < / |  с M atrofi mavjud bo’lsaki, v* e u,(x°)

uchun
/(*)</(.x°) (/(x )> /(x0))

bo'lsa. / ( jc) funksiya x° nuqtada maksimumga (minimumga) ega deyiladi, /(x°) 
qiymat esa f(x )  funksiyaning maksimum (minimum) qiymati yoki maksimumi 
(minimumi) deyiladi.

8-ta'rif Agar x° nuqtaning shunday С'Дх0) atrofi mavjud bo’lsaki, 
Vx e £/d-(x°)\ {x0} uchun f(x)<  f(x°)(f(x)>  /(x 0)) bo’lsa, f(x )  funksiya jc° 
nuqtada qat’iy maksimumga (qat’iy minimumga) ega deyiladi. /(*°) qiymat esa 
/ ( j c )  funksiyaning qat’iy maksimum (qat’iy minimum) qiymati yoki qat’iy 
maksimumi (qat’iy minimumi) deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflardagi jc° nuqta f(x )  funksiyaga maksimum (minimum) 
(8-ta’rifda), qat’iy maksimum (qat’iy minimum) (9-ta’rifda) qiymat beradigan 
nuqta deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremu- 
mi deb ataladi.

13.8-misol Ushbu
f { x , , x 2) = y j \ - x f  - x l  { x l + x l  < l )

funksiyaning (0,0) nuqtada qat’iy maksimumga erishish ko’rsatilsin.
< Haqiqatdan ham, (0,0) nuqtaning ushbu

6 'r ( (0 .0 ))= |( jc l,jc2) e / ? 2; x f + x 2 < r 2 } ( 0 < r < l )  

atrofi olinsa, unda V(jc, ,jc2) e  £/r((0,0))i{(0,0)} uchun

f ( x vx 2) =  ^ l \ - x ] - x l  < / ( 0 ,  0 ) =  1



8 va 9- ta’riflardan ko’rinadiki, f(x )  funksiyaning x° nuqtadagi qiymati 

/ И  ni uning shu nuqta atrofidagi nuqtaiardagi qiymatlari bilangina solishtirilar 
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi (maksimumi, minimumi) lokal 
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi.

2°. Funksiya ekstremumining zaruriy sharti. / ( xl,x2,...,xm) funksiya

ochiq M<zRT to’plamda berilgan. Aytaylik, f (x  , ,*2, f u n k s i y a  

x° = (xl0>x2,...,jc°) nuqtada maksimumga-(minimumga) ega bo’lsin. Ta’rifga кота 

x° = (rl0I*£f...fjr°) nuqtaning shunday Us{xQ)czM  atrofi mavjudki, V x eU d(x°) 
uchun

f (Xl’X2...Xm)^f{X\'X2....**)
{ f ( X V X2.... .............................**))

xususan
f ( x x, x °2 , x \ " . , x l ) < f { x x , x l , . . . , x l )

{ f { x v x l . . . . , x l ) > f { x ° , x ° 2 .....X®))

bo’ladi. Natijada bir o ’zgaruvchiga x, ga bog’liq bo’lgan / ( t ,  ,x°,...,x °) funksi

yaning f /,(x 0) da eng katta (eng kichik) qiymati / ( x , ° , x - . x ° )  ga erishishini 

ko’ramiz. Agarda x° nuqtada / х' (xQ) xususiy hosila mavjud bo’lsa, unda Ferma 

teoremasi (qaralsin, 1-qism, 6-bob, 6-§)ga кота
/ ; i (x“,x“,...,x“) = / ; i (x0) = °

bo’ladi.
Xuddi shuningdek, f '  (х0) . . . , / х'л (jr°) xususiy hosilalar mavjud bo’lsa, 

/;jx°)=o, /;;(х°)=о л т(х°)=о
bo’lishini topamiz.

Shunday qilib quyidagi teoremaga kelamiz.
9-teorenuL Agar f{x)  funksiya x° nuqtada ekstremumga erishsa va shu 

nuqtada barcha f  , f  xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda

/ ; , И = о .  / ; И = о  л ' „ И = °
bo’ladi.

Biroq f(x )  funksiyaning biror x 'e  Rm nuqtada barcha xususiy hosilalarga 
ega va

/ ; ,И = о ./ ;И = о  / ;> ') = о
bo’lishidan uning shu x nuqtada ekstremumga ega bo’lishi har doim ham kelib 
chiqavermaydi.

Masalan, R2 to’plamda berilgan
/ ( x , ,x 2)= x ,x j



funksiyani qaraylik. Bu funksiya f x (x, ,x2)= x2, (x,,x2)= jc, xususiy 
hosilalarga ega bo'lib, ular (0,0) nuqtada ekstremumga ega emas (bu 
funksiyaning grafigi giperbolik paraboloidni ifodalaydi, qaralsin 12-bob, 3-§).

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga 
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

f(x )  funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nuqtalar uning 
statsionar nuqtalari deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining yetarli sharti
Biz yuqorida f(x )  funksiyaning x° nuqtada ekstremumga erishishining 

zaruriy shartini ko'rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining yetarli 
shartini o’rganamiz.

/ ( jc) funksiya jc° e Rm nuqtaning biror
(7 (̂x°)= {x € R*1: /?(jc,jc°)< <$} (6 > 0) 

atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu
д  = / ( * ) - / И  03.31)

ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma (/j(-x°) da o ’z ishorasini saqlasa, ya’ni 

har doim Д>0 (Л<0) bo'lsa, f(x )  funksiya x° nuqtada minimumga (maksi
mumga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har qanday atrofda ham o’z ishora
sini saqlamasa, u holda f(x )  funksiya jc° nuqtada ekstremumga ega bo’lmaydi. 
Demak, masala (13.31) ayirma o’z ishorasini saqlaydigan atrof mavjudmi 
yoki yo’qmi, shuni aniqlashdan iborat. Bu masalani biz, xususiy holda ya’ni / ( jc) 
funksiya ma’lum shartlami bajargan holda echamiz.

/ ( jc) funksiya quyidagi shartlami bajarsin:
1) /(x) funksiya biror ^Дх0) da uzluksiz, barcha o'zgaruvchilari bo’yicha 

birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;
2) jc° nuqta / ( jc) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya’ni

д(*°)=о./;И=о /;.И=о.
Ushbu bobning 8-§ ida keltirilgan Teylor formulasidan foydalanib, x° nuq

taning statsionar nuqta ekanligini e’tiborga olib, quyidagini topamiz:

/ ( * )  = f{ x°) + ~  to] + f'x\ ̂ *2 + + /Д  Ax2m +

+ 2(/;%jax,ax2 + / ; 1Г1лх,дх3+ .. .+ /;я л дл:„,_,дхт )]=

= /(* ° )+ ~  Х /^ Д х.Д г*.
 ̂i,k = I

Bu munosabatda f{x)  funksiyaning barcha xususiy hosilalari 
f x , x k (^  = 1.2,...,m) lar ushbu

(x® + 0Дх,,х? + 0Дx2,...,x°m -ь^Лх^) (O<0 <\)



nuqtadan hisoblangan va 

Demak,
Дх, = jc, -  x,°. Ax2 = x2 -  xl.... ,Axm=xm-x ° .

д  =  -
Z /.A =1

Berilgan / ( x )  funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nuqtadagi 
qiymatlarini quyidagicha belgilaylik:

a,k = f",H (x°) (/.A = 1,2. , m)

Unda fx.xk(x) ning x° nuqtada uzluksizligidan

/,%, = / '* ,  (*? + &>x,.x° + 6Ax2.... X® + 6Axm)= aik + a,k
(i,k = 1, 2, 3......m) bo’lishi kelib chiqadi. Bu munosabatda Ax, -> 0. Ax2 -» 0,

Ах  ̂ 0 da barcha aik -> 0 va 6-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan 
= a k> =  1* 2, 3,..., m) 

bo’ladi. Natijada (13.31) ayirma ushbu

A = I  
2

£а,*Дх,Дх* + f>,*Ax,Ax*
_/,A =1 / .A = I

ko’rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin:

Agar

deb belgilasak, unda

bo’ladi.
Ushbu

£ = —  (/ = 1.2.
p

,

».A = 1 /.£ = !
(13.32)

K t v b .... 5 -)=

ifoda o’zgaruvchilaming kvadratik formasi deb ataladi.
eik (i,k = 1, 2, 3......m) lar esa kvadratik formaning koeffitsientlari deyiladi.
Ravshanki, har qanday kvadratik forma o ’z koeffitsientlari orqali to’la aniqlanadi. 
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o ’rganiladi. Quyida biz kvadratik 
formaga doir ba’zi (kelgusida qo’llaniladigan) tushunchalarni eslatib o ’tamiz. 

Ravshanki, £, = <J2 = = = 0 bo’lsa, har qanday kvadratik forma uchun
P{0 ,0 .....o ) = o

bo’ladi.
Endi boshqa nuqtalami qaraylik. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin:



1°. Barcha £,2 + £  + + £„2, > 0 nuqtalar uchun

p(Si.4i .... O > o .
Bu holda kvadratik forma musbat aniqlangan deyiladi.
2°. Barcha £,2 + <J2 + + £ 2 > 0 nuqtalar uchun

Р & 4 г ....^ ) < 0 .
Bu holda kvadratik forma manfiy aniqlangan deyiladi.
3°. Ba’zan ( £ , ,£ ....£m) nuqtalar uchun /*(£,, £2 0 ba’zi nuqtalar

uchun
P & & .... 4 ) < o

Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi.
4°. Barcha £,2 + £г + + £ 2 > 0 nuqtalar uchun

P f o - b ....
va ular orasida shunday ( ^ ,<J2.• • ■. ) nuqtalar ham borki,

P ( ^ 2 ....0 = 0 .
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan deyiladi.
5". Barcha £,2 + £2 + + £ 2 > 0 nuqtalar uchun

....Sm)- 0
va ular orasida shunday (<J, ,g2, . n u q t a l a r  ham borki,

P & . t z ....0 = 0 .
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniqlangan deyiladi.
Keltirilgan hollarni alohida-alohida tahlil qilamiz:
/". Ushbu

m

Q ti .42....0 =  - 4
/.* = I

kvadratik forma musbat aniqlangan bo’lsin. Avvalo yuqoridagi

va
р  = л/ Дх,2 +Дх2 + + Дх*

4 , = ^  (/ = 1,2, ,m)
P

tengliklardan

+ %2 + + = 1 
ekanligini topamiz. Ma’lumki, Rm fazoda

5 ,(0 )= S , ( (0 ,0 .....0 ) ) = f e . & ......£ , ) « = « "  £ + £  + + £  = l}
markazi 0 = (0,0,...,0) nuqtada radiusi 1 gateng sferani ifodalaydi. Sfera yopiq va 
chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada 
Q(bi>£2'>^m) funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan 
quyidan-chegaralangan bo’ladi:

ОккЛг.....(C - const)



Agar £?(£,,<J2.... £„,) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini
e’tiborga olsak, unda С > 0 bo'lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra bu 
funksiya S,(o) sferada o'zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

ya’ni biror (£,°,£2 S\(P) uchun

Q k l 4 °....C)=rnmQ{4^2 .....U
bo’ladi. Yana б (£ |,£ 2-—£и) kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligini 
e'tiborga olsak,

o k l & ....£ ) > o
ekanini topamiz. Demak, 5,(0) sferada

Q(t,.42....L ) =  X a » 6 - & z c > 0
i.k=]

bo’ladi.
Endi

-4k
i.k = \

ni baholaymiz. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan foydalanib, topamiz:

m /П
Г  *  ^

I

i,*  = 1

. £
b * = Z|/ = 1

f , l £
1
1

m ( m
X  lLaik%k
/ = 1 \ k  = I

m [ m

i=1 u=i
E  Ж
, = i \ k =l /=1

F J ' =

- (  i « s

Ma’lumki, Ar, -> 0, Ar2 AxOT -> 0 da barcha aik —>0. Bundan

foydalanib x° nuqtaning atrofini yetarlicha kichik qilib olish hisobiga

\ i .k  = 1

1
^2 £ < — 

2
tengsizlikka erishish mumkin. Demak, (13.32) dan

2°. Quyidagi
\i.k = I

...£«)=

kvadratik forma manfiy aniqlangan bo'lsin. Bu holda x° nuqtaning yetarlicha
n2 ( m m ^

2 I.* =1
shash ko’rsatiladi. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.

kichik atrofida A = ~ j bo’lishi 1-holdagiga o ’x-



IO-teorema. f(x )  funksiya jc° nuqtaning biror (/d(x°) atrofida (S > 0) 
berilgan bo’lsin va u ushbu shartlami bajarsin:

1) f(x )  funksiya £^(x0) da barcha o'zgaruvchi lar x,,x2l...,xw bo’yicha 
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2) x° nuqta / ( x )  funksiyaning statsionar nuqtasi;
3) koeffitsientlari

«,* = / г ' , , И  ( a  = 1.2, m)
bo'lgan

m
...&,)=

i.k = \

kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan. U holda f{x)  funksiya x° nuqtada 
maksimumga (minimumga) erishadi.

Bu teorema funksiya ekstremumining yetarli shartini ifodalaydi.
3 Agar

0 . Ы 2....L ) =
/.* =I

kvadratik forma noaniq bo’lsa, f(x )  funksiya x° nuqtada ekstremumga 
erishmaydi. Shuni isbotlaylik £, .£2, . l a r n i n g  shunday va

М 2.....hm) qiymatlari topiladiki,
Qfa,lh ,....hm)>0, Q fcub .....hm)< 0 (13.33)

bo’ladi.
x° = (х,0,x°.... x° ), (x,° + Қ ,x°2 + Aj..... x“ + fc j

nuqtalami birlashtiruvchi
x, = x,° + thx,
x 2 = x 2 +

( 0 < / < l )

kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (13.32) munosabat ushbu
Л  f  m m ^

\i .k~ l i.k=1 j  

ko’rinishiga keladi. Bu tenglikning o ’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi (13.33) 
ga ko’ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi esa, / -> 0 da nolga intiladi 
(chunki / - > 0  da Axj =x^-xj*->0, Ax2=x2- j^ —>Q... hxm- x m- x m ->0). Demak,

(13.34) kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lgan x nuqtalari uchun A 
ayirma musbat, ya'ni

д * ) > / И

(13.34)

a J -
2



Xuddi shunga o ’xshash,
jc ,  =  J t f  +  / / * ! ,  

x2 = x2+ thl

Xm = Xm+thm

kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lgan x nuqtalari uchun Д ayirma 
manfiy, ya’ni

f(x)< f{x°)
bo’lishi ko’rsatiladi.

Demak, Д = f(x )~  / ( * ° )  ayirma x° nuqtaning har qanday yetarlicha kichik 

atrofida o’z ishorasini saqlamaydi. Bu esa f(x )  funksiyaning x° nuqtada 
ekstremumga erishmasligini bildiradi.

4° -5°. Agar

......... 0 =
ijc=\

kvadratik forma yarimmusbat aniqlangan bo’lsa yoki yarimmanfiy aniqlangan 
bo’lsa, / ( j c )  funksiya jc° nuqtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham 
mumkin. Bu «shubhali» hoi qo’shimcha tekshirib aniqlanadi.

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya’ni £?(£,,£2,...,£m) kvadratik 
formaning musbat yoki manfiy aniqlanganlikka aloqador sharti teoremaning 
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy 
aniqlanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lgan Silvestr alomatidan foydalanib 
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni isbotsiz keltiramiz.

Silvestr alomatL Ushbu

... <U= h b t r t *
i.k- 1

kvadratik formaning musbat aniqlangan bo’lishi uchun

> °> > o,

bll 12 \iti

21 22 °2m

'ml m2

> 0

tengsizliklarning, manfiy aniqlangan bo’lishi uchun

e„ <o,
6 2\ € W2\

!>o...(-1Г
ffll «12 в \т

21 22 2m

tengsizliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
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Xususiy holni. funksiya ikki o ’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan holni qaraylik.

da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo’lib, jc° esa qaralayotgan 
funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lsin:

bo’lsa, / ( jc)  funksiya jc° nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi 
ham mumkin. Bu «shuhbali» hoi qo’shimcha tekshirish yordamida aniqlanadi.

Haqiqatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik forma mos ravishda musbat 
aniqlangan yoki manfiy aniqlangan bo’ladi (qaralsin: Silvestr alomati).

3)- holda, ya’ni

bo’lganda a\\£\ + 2я12£,£2 + a22%2 kvadratik forma noaniq bo’ladi.
Shuni isbotlaylik.

au = 0 bo’lsin. Bu holda (13.35) dan ап Ф 0 bo’lishi kelib chiqadi. 
Natijada Q(£,f£2) kvadratik forma ushbu

/ ( j c , , j c 2 )  funksiya x° = (x,0.*?) nuqtaning biror atrofi

{*  = (XI'X2 ) 6  r2 p{x.x°)< j }  (S > 0)

Odatdagidek

1). Agar

bo’lsa. f(x )  funksiya jc° nuqtada minimumga erishadi,
2). Agar

a\ \a 22 ~of2>0 va a,, < 0

bo’lsa, / ( jc)  funksiya jc°  nuqtada maksimumga erishadi.
3). Agar

bo’lsa. / ( jc)  funksiya jc° nuqtada ekstremumga erishmaydi.
4). Agar

(13.35)

Gfe.&M2а^+аг14 Х
ko’rinishga keladi. Bu kvadratik forma

qiymatda musbat:



bo’ladi.
Endi tfM> 0  bo’lsin. Bu holda Q(^,^2) kvadratik formani quyidagicha 

yozib olamiz:

e te .& )= e , 4 + —  6
°U У

V  2
^U£22_?il c2

J b2
a\и

03.36)

Keyingi tenglikdan = — l—, £2 = “ I qiymatda

<0

va V£, > - °\2 , la\2 a\\a22
ull Y a\\

Q(4v 0>o
bo’lishini topamiz.

Va nihoyat, д , , < 0  bo’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib,

aJ l  
3n ‘

, £2 = I qiymatlarda esa

Ок%\Лг) kvadratik formaning ^  = - — , ^  = 1 qiymatda musbat
a,,

I
V a \\ J

> 0 va V^, > -  —  + I— — . £2 = 1 qiymatda esa manfiy
a, I у a.,

Q(4„ 0<o
bo’lishini topamiz.

Shunday qilib, ax{a22 -  a,2 < 0 bo’lganda Q{^,^2) kvadratik formaning 
noaniq bo’lishi isbot etildi.

4)- holni, ya’ni cinal2-a f2 = 0  bo’lgan holni qaraylik. Bu holda, au = 0  
bo’lsa, unda a]2 = 0 bo'lib, 6(<?i>£2) kvadratik forma ushbu

Q(4,.42)=‘>224:22b2

ko’rinishni oladi.
Ravshanki, a22 > 0 bo’lganda

*22^0 bo'lganda

bo’lib, ning ixtiyoriy qiymatida

Q(4,.42)z o,

Q(4v42) ^ o

Q(4„ o )= o

Agar <3n > 0 bo’lsa,



аи < О bo'lganda

bo'lib, £, va £2 laming

0 ^ , А ) = аи Zi+ — 6
V a\\ J

Q{4 \-Q =a\l$\  + — £2

s o ,

s o ,
11 У

£, = - ^ 6

tenglikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida £)(£p£2) kvadratik forma nolga 
teng bo'ladi. Demak, qaralayotgan holda Q{^,^2) kvadratik forma yarimmusbat 
aniqlangan yoki yarimmanfiy aniqlangan bo’ladi.

13.9-misol. bshbu
f (x  1 ,x2) = x* + x] -  3ox,x2 (а Ф O) 

funksiya ekstremumga tekshiriladi.
< Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari

Л', (*i ,x2)= 3xf -  3ax ,. f 4 (.X, ,x2) = 3xl -  3ax,

/" ( x , .x , ) = 6 x l , /; ;гг(х| ,х2)= -3 а ,  /; ;(х ,.х 2)= 6 х 2 

bo’ladi. Ushbu

3.x, -  3ax2 -  0

[3x2 -  Зах, = 0

sistemani echib, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari (O, 0) va (л, a) 
ekanini topamiz.

(a, a) nuqtada
{7,, — Cl,2 — 3<3, #22

bo’lib,

a\)a22 " Л12 “ 27a2 > 0
bo’ladi.

Demak, a > 0 bo’lganda {au > 0 bo’lib) funksiya (a, a) nuqta minimumga 
erishadi, a < 0 bo’lganda fiinksiya {a, a) nuqtada maksimumga erishadi. 

Ravshanki,
f(a ,a )= -a3

(0, 0) nuqtada

a\ ]°22 ~ a\2 = 2 < 0 
bo’ladi. Demak, berilgan funksiya (0, O) nuqtada ekstremumga erishmaydi>



1 ]-§. Oshkormas funksiyalar 
1°. Oshkormas funksiya tushunchasi Ma’lumki, X с  R to’plamdagi har 

bir x songa biror qoidaga ko’ra Y cz R to’plamdan bitta у son mos qo’yilgan 
bo’lsa, X to’plamda funksiya berilgan deb atalar va u

f  x-> у  yoki у  = f(x)
kabi belgilanar edi.

Ikki jc va у  argumentlaming F(x,y) funksiyasi
M = ^x ,y )zR 2 a< x<e, c< y< d\ 

to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
F (x ,y )= 0  (13.37)

tenglamani qaraylik. Biror x0 sonni (x0 e(a,e)) olib, uni yuqoridagi tenglamadagi 
x ning o ’miga qo’yamiz. Natijada у ni topish uchun quyidagi

F(xo,>')=0
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi haqida ushbu hollar bo’lishi 
mumkin:

1). (13.37) tenglama yagona haqiqiy y0 echimga ega,
2). (13.37) tenglama bitta ham haqiqiy echimga ega emas,
3). (13.37) tenglama bir nechta, hatto cheksiz ко 'р haqiqiy echimga ega. 
Masalan,

Fix y ) = \y ~ x 2 agar x > 0  bo'lsa,
[ y 2 + x, agar x < 0 bo'lsa

u holda
F(x.y)=0

tenglama x0 > 0 bo’lganda, yagona y  = x  ̂ echimga, x0 < 0 bo’lganda ikkita

У = y = -4-*o
echimga ega bo’ladi.

Agar biror F (x ,y )= 0  tenglama uchun 1)- hoi o’rinli bo’lsa bunday 
tenglama e ’tiborga loyiq. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin.

Endi x o ’zgaruvchining qiymatlaridan iborat shunday X to’plamni qaray- 
likki, bu to’plamdan olingan har bir qiymatda F(x,y)=0 tenglama yagona 
echimga ega bo’lsin.

X  to’plamdan ixtiyoriy jc sonni olib, bu songa F(x,y)=0 tenglamaning 
yagona echimi bo'lgan у sonni mos qo’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan 
har bir x ga yuqoridagi koTsatilgan qoidaga ko’ra bitta у  mos qo’yilib. funksiya 
hosil bo’ladi. Bunda x va у o ’zgaruvchilar orasidagi bog’lanish F(x,y) = 0 
tenglama yordamida bo’ladi. Odatda bunday berilgan (aniqlangan) funksiya 
oshkormas ko’rinishda berilgan funksiya (yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va

x -> у F(x,y)=0.
kabi belgilanadi.

13.10-misol Ushbu



tenglamaning funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Ravshanki.

F{x,y)=yJ7^l- 2=0
tenglama x ning R\{xeR. - l< x < l}  dan olingan har bir qiymatida yagona

2

echimga ega, bundan
2 4

x , - -,-------- = 0.

Natijada (13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu
2 N

X , -

4 x ^ \
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. ►

13.11-misol. Ushbu

F(x,y)~ x -  y + ^sinу  = 0 (13.39)

tenglamani funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Bu tenglamani

x = y - ^ s in y  = <p(y)

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki, <p{y) funksiya (-oc.+oc) da uzluksiz va

<p'{y) = 1 -  ^cos у > 0 hosilaga ega.

Unda teskari funksiya haqida teoremaga ko'ra (I-qism, 5-bob, 7-§) 
у = <p~](x) funksiya mavjuddir. Demak, ( -  oo.+oo) dan olingan x ning har bir qiy

matida (13.39) tenglama yagona у = (p~] (x) echimga ega, bundan

Ғ ^ - ' ( х ) ) = 0 .
Har bir x ga ^ _1(x) ni mos qo’yib,

x —> _ 1 (x). ғ(х, ^ _1(x))= 0 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyaga ega bo’lamiz. ►

13.12-mis ol. Quyidagi
F(x,y) = x2 +y2 -  In у  = 0 О '> 0)

tenglamani funksiya aniqmasligi ko’rsatilsin.
^Bu tenglama x ning (-oo,+oo) oraliqdan olingan hech bir qiymatida

echimga ega emas. Chunki har doim y 2 - In у > 0. Bu holda berilgan tenglama 
yordamida funksiya aniqlanmaydi. ►

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligl Biz yuqorida
F(x,y) = 0



tenglama yordamida har doim oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanavermas- 
ligini ko’rdik.

Endi tenglama, ya’ni F(x,y) funksiya qanday shartlami bajarganda oshkor
mas ko'rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyaning mavjud bo'lishi masalasi bilan shug'ullanamiz.

11-teorenuL F(x,y) funksiya (x0f>>0)€  R2 nuqtaning biror

t//,.*((W o))={(*..>/) e * 2 x° -  h < x < x0 + h, y0-k < y < y 0+k} 
atrofida (h > 0, к > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

0  Uhie ((xq, Vq)) da uzluksiz;
2) x o ’zgaruvchining (x0 -  h, x0 + h) oraliqdan olingan har bir tayin 

qiymatida у  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o ’suvchi;
3) F(x0.y0)=0.
U holda (x0,_v0) ning shunday

^ .Д ( хо.>’о ) ) = ^ .у ) е Л 2 x0 -  S < x < x0+S; y 0 - E < y < y 0 + e} 
atrofi (0 <5 <h, 0<  e < к) topiladiki,

I 1) Vx e (x0 -  S,x0 + £) uchun
F(x,y)= 0

tenglama yagona у  echimga (y^ (y 0-  s,y0 + e)) ega, ya’ni F(x,y)= 0 tenglama 
yordamida

x -> у  /г(х,>») = 0 
oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi,

2*) x = x0 bo’lganda unga mos kelgan у uchun у = y0 bo’ladi,
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x -> у  /r(x,j/) = 0 
funksiya (x0 -  S,x0 + S) oraliqda uzluksiz bo’ladi.

*  УмЛЬо’Уо)) atrofga tegishli bo’lgan (x0,y0- s ) ,  (x0,yQ+s) nuqtalami 
olaylik. Ravshanki, [y0 -e , y0 + e\ oraliqda ^) funksiya o ’suvchi bo’ladi. 
Demak,

.Vo -  £ <  Уо = >  Ғ (хо-Уо- £ ) <  Ғ (х а.Уо\
Уо + £ > У о = >  Ғ ( х 0, у 0 + £ ) >  Ғ ( х 0, у 0) .

Teoremaning 3-shartiga ko’ra
ғ (х оУо + ^ ) >  0

bo’ladi.
Teoremaning I-shartiga ko’ra F(x0,y) funksiya ^ ЛА.((х0>>у0)) da uzluksiz. 

Binobarin, F(x,y0- z )  va F(x,y0 + s) funksiyalar (x0 -  h, x0 + h) oraliqda 
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 5- 
bob, 7-§) Xq nuqtaning shunday atrofi (x0-S, x̂  + S) topiladiki, (0<<5</?), 
V xe(x0 -<5, Xq+S) uchun ^(x, y0 -  £ )<  0 , F(x,y0 + #)> 0 bo’ladi.

Ravshanki, (x0,>>0) nuqtaning ushbu



ибА(хо>Уй))=1х,у)еН2 xQ-S<x<x0 + S; у0~£ < У '< Уо + е] 

atrofi uchun teoremaning barcha shartlari bajarilaveradi, chunki

и*.Лхо>Уо))^и)ЛхО’Уо))
Vx*e (*0 -S ,x Q + j )  nuqtani olib, F(x*,y) funksiyani qaraylik. Bu funksiya, 
yuqorida aytilganiga кота [)>$-£, Уъ + £] oraliqda uzluksiz va uning chetki 
nuqtalarida turli ishorali qiymatlarga ega:

F(x* y0-s)<  0, F(x* y0 + s)> 0.
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga кота (qaralsin, 1-qism, 5- 

bob, 7-§) shunday у  * topiladiki (v* e (yQ -  s, y0 + с ))
Ғ (х* ,у*)= 0

bo’ladi. Bu topilgan у * yagona bo’ladi. Haqiqatdan ham,
уФ у* => F(x*y) * ғ(х*у  *) (у е \yQ -  е% yQ + *]) 

chunki, F{x*,y) o ’suvchi bo’lganligi sababli y> y* uchun F(x*,y)> F(x*,y*) 
va у < у  * uchun F(x*,y)< F(x*,y*) bo’ladi.

Shunday qilib, x ning (jc0 -S ,  x0 + £) oraliqdan olingan har bir qiymatida 
F(x,y)=0 tenglama yagona у  echimga ega ekanligi ko’rsatildi. Bu esa 
f(x ,y )  = 0 tenglama yordamida

x-> y F(x,y) = 0 (13.40)
oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanganligini bildiradi.

jc = jc0 bo’lsin. Unda teoremaning 3-sharti F(x0f<y0) = 0  dan xQ ga y0 ni 
mos quyilgandagina:

F{x.y)=0.

Demak, x = x0 da oshiimas funksiyaning qiymati y0 ga teng bo’ladi.
Endi oshkormas funksiyaning (x0 - J ,  x0 + £) oraliqda uzluksiz bo’lishini 

ko’rsatamiz.
Ravshanki, x e ( x 0 -<5, x0 + £ ) ga mos qo’yiladigan y t{ y 0-£, у0 + е) 

bo’ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning jc =  лг0 nuqtada uzluksiz ekanligini 
bildiradi.

Oshkormas funksiyaning Vjc*g (x0 -  S,x0 + J ) nuqtada uzluksiz bo’lishini 
ko’rsatish bu funksiyaning x0 nuqtada uzluksiz bo’lishini ko'rsatish kabidir.

Haqiqatdan ham, F(x,y) = 0 tenglama (x0><y0) nuqtaning atrofi 
USe((x0,y0)) da oshkormas funksiyani aniqlaganligidan, shunday 

y*e{y0-e , у0+е) topiladiki, F(x*,;y*) = 0 bo’ladi. Yuqoridagi mulohazani 
(x*,>>*) nuqtaga nisbatan yuritib, F(x,>»)=0 tenglama (x*v* ) nuqtaning 
atrofida oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlashini (bu aniqlangan funksiya
(13.40) ning o’zi bo’ladi), uni x * nuqtada uzluksiz bo’lishini topamiz. Demak, 
oshkormas funksiya ( jc0 -  S,x0 + J ) oraliqda uzluksiz bo’ladi. ►



3-eslatmcL Yuqoridagi 11-teorema F {x ,y )  funksiya x o’zgaruvchining 
(jc0 ~ h ,x 0 + h) oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida у  o'zgaruvchining 
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham o’rinli bo’ladi.

12-teorenuL F {x ,y )  funksiya {x0,y 0)^  R2 nuqtaning biror Uhk((xQry 0)) 

atrofida ( h > 0 , k > 0 )  berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:
1) Uh.k((x>'o)) va uzluksiz;
2) у  o ’zgaruvchining (уй-к ,у й + к) oraliqdan olingan har bir tayin 

qiymatida x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi (kamayuvchi);
3) ғ(х0.ув) = 0.
U holda (jt0,.y0) nuqtaning shunday

иг,с((х«’Уо))= R2 x0-S < x < x 0+S; y0-E < y < y 0 + e}
atrofi (0 < 8  < h, 0 < e  < k) topiladiki,

1J)  V y e ( y 0 ~ s , y 0 + e )  uchun
/r(x.y)=0

tenglama yagona jc(jc e (x0 -  S ,x Q + S)) echimga ega, ya’ni /r(jc,>y)=0 tenglama 
yordamida у  -» jc : F (xfy )  = 0 oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi;

2') у  =  y 0 bo’lganda unga mos kelgan jc uchun x = x0 bo’ladi;
3 1)  oshkormas ko’rinishda aniqlangan funksiya 

у  —> x  : F ( x , y ) =  0 
( У о -  £ , y 0 + £) da uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning isboti yuqorida keltirilgan 11-teoremaning isboti kabidir.
3°. Oshkormas funksiyaning hosilasi Endi oshkormas funksiyaning hosila

sini topish bilan shug'ullanamiz.
13-teorema* F (x fy )  funksiya (jc0,_y0)e R2 nuqtaning biror 
^ .*((* 0̂ 0))=  x0-h < x < x 0+h; y0- k < y < y 0 + k]

atrofida (h > 0,k > O) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:
1) Uh k((x0,y0)) da uzluksiz;
2) krM((W o)) da uzluksiz F' (x ,y )  xususiy hosilalarga ega va

Ғ'у(х<,’Уо)*0:
3) Г(х(пУо)= О-
U holda (.х0, у 0) nuqtaning shunday

• ^  ))={(*• .У )e r2  xq -  8  < x < x0 + 8, y 0 - e < y < y 0 + e \  atrofi 
(O < S < h, 0 < £ < k) topiladiki,

I 1)  V jc e (jc0 -  8 ,x 0 + J) uchun
/г(х,^)=0

tenglama yagona у  echimga y t ( y 0 - £ ,  y 0 +£) ega, ya’ni Ғ^,у)=0 tenglama 
yordamida

x —> у  F (x ,y )=  О 
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oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi;
21) x = jc0 bo’lganda unga mos keladigan у uchun у = yQ bo’ladi;
31) oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x -» у F{x,y) = О 
funksiya (x0 -S ,x 0 + £ ) oraliqda uzluksiz bo’ladi;

4l) Bu oshkormas ko’rinishdagi funksiya (x0 - £ ,x 0 + £ )  oraliqda uzluksiz 
hosilaga ega bo’ladi.

^Shartga ko’ra F'y(x,y) funksiya ^нк((хо>Уо)) da uzluksiz va
F\,(xQ,y0) * 0 .  Aniqlik uchun F \(x0,y0)>Q deylik. U holda uzluksiz 

funksiyaning xossasiga ko’ra (xQ,y0) nuqtaning shunday

^ ( f a .V o ) )  = ft*-.)')6 Л2 x0 -  8 < X < x0 + 8; y0 -  e < у < y0 + £•} 
atrofi (0<S<h, 0 < £ < k )  topiladiki, V (x,y)e USc((x0,y0)) uchun Fy(x,y)> 0 

bo’ladi. Demak, F(x,y) funksiya x o ’zgaruvchining (x0-  S,x0 + S) oraliqdan 
olingan har bir tayin qiymatida у  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi. 
Yuqorida isbot etilgan 11-teoremaga ko’ra

/г(х ,у )=  0
tenglama (xQ -  S,x0 + £ ) da

x —$• у F(x,y)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi, x = x0 bo’lganda unga mos kelgan 
у = y0 bo’ladi va oshkormas funksiya (x0 -  £ ,x0 + £ ) da uzluksiz bo’ladi.

Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, x0 nuqtaga shunday Дх 
orttirma beraylikki, x0 + Дх e (x0 -  S,x0 + S) bo’lsin. Natijada

x -> у F{x,y)=0 
oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo’lib,

Ғ(дг0 + Дх,.у0 + Ду)=0
bo’ladi. Demak,

AF(*o •>’o )=  F (xo + Ax,>-o + A v ) - F ( x 0 ,y 0) = °  (13.41)
Shartga ko’ra F\(x.y) va F'y(x,y) xususiy hosilalar U6c((x0,yQ)) da 

uzluksiz. Binobarin F(x,y) funksiya (x0,y0) nuqtada differensiallanuvchi:

&ғ {хо-Уо) = ғ \{ хО’Уо)^ + ғ 'у(хо,Уо)Ьу + аЛх + /?Лу (13.42)
Bu munosabatdagi a va p  lar Ax va Ay larga bog’liq va Дх —>0, 

Ay -»  0 da а  0, /? -> 0.
(13.41) va (13.42) munosabatlardan

Дy _  F'x(x0,y0)+ a
A* ғ 'у(хо.Уъ)+Р

ekanligi kelib chiqadi.
Oshkormas funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini e ’tiborga olib, keyingi 

tenglikda Ax -> 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:



lim —  = lim
Дл‘ —>0 Д x Дх->0

Demak,
Ғ'>КУо)+Р)  ғ 'у(хО’Уй)

ғ 'АхР’Уо)
Ух=х" ғ \(х 0,у0)

V sA *  0 ,у0)) da Ғ^(х,у), Ғу(х,у) xususiy hosilalar uzluksiz va 

Ғу(х,у)фО boTishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

t , _  F\ M
F\(x.y)

ning ( jc0 -  S.xQ + S) oraliqda uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. ►
13.13-misoL Ushbu

F(x,y)= xey + yex - 2  = 0 (1343)
tenglama bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.

* Ravshanki, F(x,y)= xey + yex -2  funksiya j(x,y)eR 2 -oo<jc<-i-oo 
-a o < y < + o o }  to’plamda yuqoridagi 11-teoremaning barcha shartlarini qanoat- 

lantiradi. Demak, V(jc0,y0)e R 2 nuqtaning ^ i<f((*o«.Vo)) atrofida (13.43) 
tenglama oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi va bu oshkormas 
funksiyaning hosilasi

- ғ 'ҳ{Х’У). ey +yex 
F'y(x,y) xey +ex

bo’ladi>
Oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham 

hisoblasa bo’ladi. у  ning x ga bog’liq ekanini e’tiborga olib, F (x ,y )= 0  dan 
topamiz:

F't (x,y)+F'y(x ,y)y '= 0 .
Bundan esa

F\(x.y)
F'y(x,y)

bo’lishi kelib chiqadi.
Yuqorida keltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniqlangan oshkormas 

ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:
F\(x,y)+ F'y(x,y)-y'= ey +yex + (xey +ex)y'= 0

y = -
ey -hyex

4°. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalari F?raz qilaylik,
/r(jc,y)=0



tenglama (х0.у0)е  R2 nuqtaning USt£((x0,y0)) atrofida oshkormas ko’rinishdagi 
funksiyani aniqlasin. Ma’lumki, F(x,y) funksiya Ugt£({x0.y0)) da uzluksiz 
F;(x,y). F'y(x,y) xususiy hosilalarga (ғД -х .у )*о) ega bo’lsa, oshkormas 

ko’rinishdagi funksiya uzluksiz hosilaga ega bo’lib,

У = ~ Т ' т Ч  (I3J4)ғ уКх У)
bo'ladi.

Endi F(x,y) funksiya USe((x0,y0)) da uzluksiz ikkinchi tartibli 
F*y(x,y),, F*2(x,y) xususiy hosilalarga ega bo’lsin, у  ning x ga

bog’liqligini e’tiborga olib, (13.44) tenglikni x bo’yicha differensiallab quyida
gini topamiz:

((^'(x, J'))*Fyjx.y) -  (ғД х.у)) x ҒҲх.у))

} {Fy(x .y)f
Agar

(Ғ;(х,у))1= г 2(х,у)+ Ғ ;(х ,у )у '.
(13.45)

(ғў(х-у))< = f^{x,y)+  F’t (x,y) y
ekanligini hisobga olsak, unda 

„ _ If  yAx>y)+ F *2 (x-y)y)F fo .y)-(F j (x,y)+ Ғяху{х,у)ў\ ғ;(х,у) _

" = = .
-  Ғ"АХ'У) ғ 'Лх’У)~ О ( х’уУ ғў(х-у)+\ғ / (Х’У)' ғ 'Ах-у )~ ғ 'Лх.у)- ғў{х-у)У

{Қ(х’У)У

Ғ'(х v)
bo’ladi. Bu ifodadagi у  ning o ’rniga qiymati — r; v : ni qo’yib, oshkormas

F'y(x,y)
ko’rinishdagi funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga 
kelamiz:

. 2Ғ'х{ҳ.у)-ғ;{х.у)-ғ;(х,у)~ ғ;2(х.у)-ғ;> (x,y y  ғ'хг(х,у )-ғ;2(х.у )

У {ҒуМУ
Xuddi shu yo’l bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi 

hosilalari topiladi.
4-eslatm(L Ushbu

F(x,y) = 0
tenglama bilan aniqlangan oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning yuqori tartibli 
hosilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’ladi. F(x,y) = 0 ni differensiallab,

Fx[x.y)+ F'y{x,y)y' = 0 
bo'lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallaymiz:



= (ғ 'Лх.у)) * + У'(рў(х.у))х + Ғ'у(х.у)у" = 0.
Yuqoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, u holda ushbu 

(x,y)+ 2Fyx(x.y) + F \  (x,y)y'2 + F'y(x.y)y" = 0 

tenglikka kelamiz. Undan esa
Ғ"хг (х.у) + 2Ғ^(х,у)у' + Ғ' {х,у)ў2 

У Ғ'{х,у)
Ғ’(х,у)

bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi у ’ ning o ’rniga uning qiymati---- - ~ ni
F'y(x.y)

qo’ysak, unda
. _ 1Ғ'ҲХ'У)-ғ 'у(х-У)ғ "Лх У )-F'y\ x . y ) - ғ"2 {х,у)~ Fx2(x.y)F’t (х.у)

У iFy(x.y)f
bo’ladi.

13.13-misol. Ushbu
F(x,y) = xey + yex - 2  = 0 

tenglama yordamida aniqlangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi 
topilsin.

^ Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan
ey + yex + (xey + ex)y' = 0 

bo’lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
e> Ў + Ўе* + + еуЎ + xeyy у  + xeyу" + y*ex + y'ex -  0

ya’ni
y”(xey + ex)-f 2 ey у + 2ехў  + хеуў 2 + yex = 0.

Bundan esa
* _ 2еуў  -I- 2ехў  + хеуў 2 + yex

У ~ xey + e T
bo’lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdagi ў  ning o ’miga uning qiymati

, ey -r yex
У ------ :--- -—

e 1 +  x e y

ni qo’yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz. ►
5°. Ko'p o'zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko’p o ’zgaruvchili oshkor

mas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi yuqorida o ’rganilgan bir o ’zgaruvchili 
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabi kiritiladi.

ғ (х,у)= Ғ(хх.х2,...,х„,у) funksiya (r = (xv x2.... x j e  Rm)
M = ^x,y)e Rm+I a, <x, < e ,, a2 <x2 <e2......a„ <xa <em, c< y< d}

to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
F(x,y)= F(xt,x2....xm,y) = 0 (13.46)



х e Rm nuqtaiardan iborat shunday X to’plamni (,Y с  Rm) qaraylikki. bu 
to’plamdan olingan har bir nuqtada (13.46) tenglama yagona haqiqiy echimga ega 
bo’lsin. Endi x nuqtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi 
bo’lgan v ni mos qo’yamiz. Natijada Л' to’plamdan olingan har bir x nuqtaga, 
yuqorida ko’rsatilgan qoidaga ko’ra, bitta у  mos qo’yilib, funksiya hosil bo’ladi. 
Bunday aniqlangan funksiya ko'p o’zgaruvchili (m ta o ’zgaruvchili) oshkormas 
ko'rinishda berilgan funksiya deb ataladi va

-x„ )-* y  F{x,.x2,. ,xm,y) = 0
yoki

x -* y  F(x,y)= 0
kabi belgilanadi.

13.14-misoL Ushbu
ғ(х I,хг,у)= x]x2 -  x\y  + xty  = 0 

tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.
< Ravshanki,

ғ{х„х2,у)=х1хг -  jt\y + x,y = 0 

tenglama R2 R2 x, = jc;} to’plamda olingan har bir (х,,л2) nuqtada
yagona

echimga ega, ya’ni

_ -*i -*2

xx,x2,4 b - 1=0. 
xl ~ x\

Demak, berilgan tenglama yordamida xx,x2 o ’zgaruvchilaming oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyasi aniqlanadi:

xl -  x,
1 2 <X2> 2 

V X2 ~  X\ J
= 0►

Endi ko'p o ’zgaruvchili oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning mavjudligi, 
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi haqida teoremalami keltiramiz.

14-teorema. Ғ[х,у) = Ғ[хх,х2,...хт,у) funksiyа (дг°,y0)= (дг“, ,y0) e  flm+l 

nuqtaning biror (УМ; y0))={ (x,°, хят,у0)е R""-, x° -  Қ < x, < x* + Қ,
x ° -h 2<x2 <x°2 +h2 .... x°m -  hm <xm< xl+ hm y0-k< y <y0+k} atrofida
(/?, > 0; / = 1. 2, к > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

O ...а„*((*°..Уо)) da uzluksiz;
2) x=(xltx2 ,...jcm) o ’zgaruvchining

{(jc1(jc2,...xw)g  Rm x® -  Қ <x{ < jc,0 + Қ , jt2 - /*2 < x2 < *2 + 2̂* --

-  К  < xm< xl  + ^ }
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to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida у  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida 
o’suvchi (kamay uvchi):

I)ғ{х° ,у0)=0.
U holda (x°,_>0) nuqtaning shunday

“ - S ,  <x, <x"+6„...

■xl  -  <5„ < Xm < x° + Sa, y0 -  e < у < y0 + e} atrofi (O < <5, < Қ, i = 1,2.....m,
0 < £ < k) topiladiki,

II).Vjce{(jc|,x2.... x J e /Г  x,0 -<J, <x, <x,° +5,,....x® - <  xm < x°m + Sm}
uchun

F {x ,y )  = 0 (13.47)
tenglama yagona y ( y  e (y0 -  £ , y Q + e)) echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama 
x - + y  * F (x ,y )  = 0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2 l') x = x° bo’lganda, unga mos kelgan у  = y 0 bo'ladi:
3 1)  oshkormas ko’rinishda aniqlangan

x - ^ y  • F (x ,y )  = 0
funksiya

ĵc1,jr2,...xm)e  Rm jc” -  J, < jc, < .г® + x2 -  S2 < x2 < x2 + S2....

> xl, -  < xm < x° + 8  }9 pft m fft m ft\ )
to’plamda uzluksiz bo’ladi.

15-teorema. F (x ,y )  funksiya (x°,y0)€ Rm+i nuqtaning biror 
atrofida berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1) uh,.h1...а„*((*°.л)) da uzluksiz;

2) Uht.hl...*.*((x°.^o)) da uzluksiz Ғ ’ (x ,,x 2.....xm,y )  (/ = 1 , 2 . 3......m)
Ғў(х1,х2,...,хт.у) xususiy hosilalarga ega va Ғў(х[,х2,...,хт,у)*  0

3) /К-Л уоЬ о .
U holda (x0, y 0) nuqtaning shunday (./^ (i; s^l: ((x°, >’0)) atrofi 

(O < Si < Қ, i = 1 , 2 0  < £ < k) topiladiki,
I 1)  Vxe Rm < jc, < xj1 h-<5,,jc? - S 2 <x2 < x2

X  -  Sm < xm < X" + 8m } uchun
F(x, v)= 0

tenglama yagona y ( y  e (y 0 -  £ . y 0 + £)) echimga ega, ya’ni (13.47) tenglama 
x — F ( x , y ) = 0  oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi:

2 l)  x = x° bo’lganda, unga mos kelgan у  -  y 0 bo’ladi:
31)  oshkormas ко’rinishda aniqlangan funksiya

{(jc,,x2,...xm )e Rm x,° - S{ < x, < x,° + Sx, x2 -  S2 < x2 < x2 + S2...
-  <>„ < * „ <  X* + Sm }

to’plamda uzluksiz bo’ladi.



4l) bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega 
bo'ladi.

Bu teoremalaming isboti yuqorida keltirilgan 12- va 13- teoremalaming 
isboti kabidir. Ularni isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

Ko’p o’zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga 
o'xshash hisoblanadi.

Faraz qilaylik,
Ғ(х,,х2,...,х„,у) = 0

tenglama berilgan bo’lib, Ғ(х{,хг,...,хт,у) funksiya 15- teoremaning barcha 
shartlarini qanoatlantirsin. Bu tenglama aniqlangan oshkormas funksiyaning 
xususiy hosilalarini topamiz. у ning xvx2,...,xm larga bog’liq ekanini e ’tiborga 
olib, (13.47) dan quyidagilami topamiz.

Ғ'1{х1,хг,...,хт,у) + Ғў (x,,x2 ,...,хя , у ) - y \  =0,

Ғ ^ , х г,...,хя,у) + F'y(x],x2,...,x„,y)y'z =0,

F^(xi,x1,...,xm.y)+F'y{xl,x2,...,xm,y )y 'Xm = 0.

Keyingi tengliklardan esa

y* F'y{x],x1,...,xm,y )’ 

ғ;(дг,,х2,...,хп,у ) ’

Ғў{х |,х г,...,хя,у)

bo’lishi kelib chiqadi.

Ғ(х,у) funksiya USi Зг авД(*°».Уо)) uzluksiz yuqori tartibli xususiy 

hosilalarga ega bo’lganda F(x,y) = 0 tenglama aniqlangan oshkormas 
ko’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi.

6°. Tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadigan oshkormas funksiyalar. 
Endi tenglamalar sistemasi orqali aniqlanadigan funksiyalar bilan tanishaylik. 

m+n ta x]tx2,...,xm va y],y2,—»y„ argumentlaming ushbu n ta
F,(x ,.x2....Xm, y „ y 2....y„)(/= 1,2.... n)

funksiyalari Rm+n fazodagi biror
М = {(х],х2,...1хя,у1,уг,...,уя)е1Г*я: a. <xx<et, a2<x2 <e2,

<xm< em; c, < yt <dv c2<y2< d2, cn<y„< d„} 
to’plamda berilgan bo’lsin. Quyidagi



F\=F,{x„x2,....xm.yi.y2,...,y„) = О, 

Ғ2 = F2(xl,x2,...,xm.yvy2,...,y„) = О,

ғ„ = F„{xvxi .....xm,yvy2.....y„)= 0
tenglamalar sistemasini qaraylik. x = (xl,x2,...,xm) o ’zgaruvchining qiymatlaridan 
iborat shunday

K  = {* = (XI'X2. .Х т)е/Г : ц к х ^ в , ,  <x2 <в2. ...pm <xm < e m} c  /Г
to’plamni qaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir x ={x\,x'2.... x’m) nuqtada
(13.48) sistema, ya’ni

F{(x[,x'2,...,x’m,yl,y2.... y„ )= 0 ,

F2(x[.x'2,...,x'l„.yl,y2.... X ,)= °-

Ғм{х\,х'г....,х'т,ух,уг,....у„)=0 
sistema yagona echimlar sistemasi У\,У2*—УП Sa e8a bo’lsin. Endi Mx 
to’plamdan ixtiyoriy (x],x2t...,xtn) nuqtani olib, bu nuqtaga (13.48) tenglamalar 
sistemasining yagona echimlari sistemasi bo’lgan y t,y2,...,y„ ni mos qo’yamiz. 
Natijada Mx to’plamdan olingan har bir (х,,х2*-~,xm) ga yuqorida ko’rsatilgan
qoidaga ko’ra yx,y2.....yn lar mos qo’yilib, n ta funksiya hosil bo'ladi. Bunday
aniqlangan funksiyalar (13.48) tenglamalar sistemasi yordamida aniqlangan 
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.

Qanday shartlar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi 
У[>Уг' - >Уп^пйщ har birini xl,x2,...1xnt o’zgaruvchilarining funksiyasi sifatida 
aniqlashi mumkin ligi haqida masala muhim.

Soddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki fj = y[ty2) va

F2 = F2(xitx2,y\,y2) funksiya (xx ,х1,у^ ,y2)e R* nuqtaning biror

^hlhlklk2 ((*1 'Х2>У\ *^2))= ^Х\>Х2’У\>У?)^ & X\ - Қ < Х [ <Х1 + Қ ,

•хг~>Н < x 2 < x l  +fh< y ° i ~ k \ < У 1 < У \ + к \■ Уй1 - кг < У г < У1 + к ?\  
atrofida {Қ >0, h2 > 0, kx > 0, k2 > 0) berilgan bo’lsin. Ushbu

Fx = Fx(xvx2,yvy2) = 0.
F2 = F2(xl,x1,yvy2)=0 

tenglamalar sistemasini qaraylik.
Faraz qilaylik, va F2(xx,x2,yx,y2) funksiyalar uchun

n ( 0 0 0 o\ r\ r  ( 0 0 0 o\ л М *| ,x2,yt ,y2)=0
bo’lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar Uh [ h i ,xa2,y°.у 2 )) da
uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik,

dFjx°.x°_,yly2)
дуI



bo’lsin. U holda 14-teoremaga ko’ra (x® ,x2,y° ,y2) nuqtaning shunday U] atrofi 

( 1̂ c  t/Atйг*_*г ((x°,X®. Д',0. ) ) )  topiladiki, bu atrofda
F,(x,.x2.y,,y2)=0

tenglama
(х,.дс2.>>2) —> j/, ғ х(хх,хг,у{,уг)= О 

oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Shu funksiyani
Уу =/\{хх,хг,уг)

deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi y t ning o'rniga 
qo’yib quyidagini topamiz:

/r2(jti.x2,y;(x1,jc2),>/2) = o .
Endi

(13 50)
dy2

bo’lsin deylik. U holda yana 14-teoremaga ko’ra (x°,x2 ,у [\у 2) nuqtaning 

shunday U2 atrofi (t/2 с ((x,0,x2, yj \ y2))) topiladiki, bu atrofda
/Г2(х1.х2.У;(х1,х2),у2) = 0

tenglama
(x,,x2) - > y 2 F2(x,,x2,/;(x ,,x2),y2) = 0  

oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniqlaydi. Bu funksiyani y2 = f 2(x,,jc2) deb 
belgilaylik.

Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi nuqtaning biror
atrofida y, va y 2 lami x],x2 o ’zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniqlaydi:

y> = / i ( x 1 . x 2 , / 2 ( x | , x 2 ) )

y 2 = / 2(x,,x2)

Ravshanki, ^(x,°,x2) / 2(х,°,х2) = у ® ,/ 2(x,°,x2) = y 2. Yuqoridagi (13.50) 
shartni quyidagicha yozish mumkin

dF2 ( dF, dyt _̂ 0 
ду2 dy, dy2

Bunda barcha xususiy hosilalar (x|°,x° ,у°,у£) nuqtada hisoblangan. Agar

_ dy2
ду2 dfx 

ду,
ekanini e ’tiborga olsak, unda

df1 + dF2 dyL = dF2 + dF2 
дУг ду, дуг ду} ду,

дҒ,)
ду2

J

дҒ2 дҒ, дҒ2 дҒ, 
_ ду2 ду, ду, ду2

ағ,
ду,



ekan, unda

* О

dy2 fyi 5yi 5v2
ya’ni

дҒ, дҚ 
ду, ду2 
дК дҒ, * 0 (13.51)

ду, ду2
bo’ladi. Shunday qilib, (13.50) munosabatni (13.51) ko’rinishda yozish mumkin 
ekan.

Natijada ushbu teoremaga kelamiz.
16-teorema. F[(xl,x2,y],y2) va F2(xltx2>yvy2) funksiyalar (xf, 

nuqtaning biror atrofi (Қ >0, /^>0, Қ >0. k2 >0) berilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:

')  da uzluksiz;

2) ^r/,,A2*1*J((xi0.x?,y|’.>'2)) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular 
uzluksiz:

3) xususiy hosilalaming nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan 
ushbu determinant noldan farqli:

df\ дҚ 
ду\ ду2
дҒ2 дҒ2 * 0

dy, ду2
4) {xtx°2,yly°) da Ғ2{ха,.^ ,ў ,,у§= 0.

U holda (xf.JCj.ypy®) nuqtaning shunday atrofi
(0 < 8X <Қ, 0 <S2<h2, 0 < £, <k]f 0 < e2 < k2) topiladiki, bu atrofda 

l !) (13.48) tenglamalar sistemasi oshkormas ko’rinishdagi 
У\ = f\(x\-xi J i ( x\’xi)\ y2 = f2(x,.x2)

funksiyalami aniqlaydi;
21) (xltx2) = (jCj0,JC2) bo’lganda unga mos keladigan

У\ = У> = f M , x 02, f 2{x°\ '*2)) У2=У°= f i {x?’x°)
bo’ladi.

3l) oshkormas ko’rinishda aniqlangan f x va f 2 funksiya

|(jc, , x2) e R2 jc,° -  < JCj < jc,° + 8{, x2 -  S2 < x2 < x2 + 62} 
to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.



~УхУг = I- 
i*i.v2 -л гУ; =3 

sistema oshkormas funksiyani aniqlashi ko'rsatilsin.
< Bu holda

ҒХх\.хг) = х{хг +у ,уг - \ ,
F2(xi.x2) = xly2+y,x2-3  

boMib, bu funksiyalar (1, -1, 1, 2) nuqtaning atrofida 16-teoremaning barcha 
shartlarini bajaradi. Haqiqatdan ham, F](x],x2,y],y2), F2(xl,x2,yl,y2) funksiyalar 
uzluksiz, uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1,-1,  1,2) nuqtada

д Ғ { д Қ

3F2 дҒ2 
&У2

= 1*0

hamda
F,(l,-1, I, 2)=  0 , F2( 1,-1, I, 2)=  0 

bo’ladi. Demak, (13.51) sistema y, va y2 larni x]tx2 o’zgaruvchilaming 
funksiyasi sifatida aniqlaydi. Ravshanki, bu funksiyalar uzluksiz, xususiy 
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita yx va y2 larga 
nisbatan echib quyidagilarni topamiz:

У\
- 3  + J9 + 4x,x7 -4 x fx 2 3 + J9 + 4x,x7 - 4 x7x;------------------- —------ -—— . = -----1-------- —------ -—-  . ►

2x,
Endi (13.48) sistemaning oshkormas funksiyalaming aniqlanishini 

ta’minlaydigan (oshkormas funksiyalaming mavjudligini ifodalaydigan) 
teoremani isbotsiz keltiramiz.

17-teoremcu Fv F2,...,Fn funksiyalaning har biri (jc0,y0)=

(*,°,*2- ..,xl,yax,y l .... y°) nuqtaning biror

< Л *(*°./)=  ((*i°A - .x l ,y ° ,y l .... y°))= {.r,y)e Rm+"

*i -  Қ < *i < *,° + A,, x°2 - h 2<x2< x°_ +h2, x°n -h m< xm <x°m+hm,
,y° - * , < > , <  y° + kv y°2 - k 2 <y2< y° + k2, y° -  k„ <y„< y° + kn} 

atrofida (a ,> 0, /' = 1 , 2 , kf > 0, j  = 1,2,...,n) berilgan va ular quyidagi 

shartlami bajarsin:
I) ^ ( ( A y 0)) da uzluksiz;

2 ) U u ((x° ,y °)) da barcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalaming (x°,y°) nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu 
determinant noldan farqli:



4) ( * V ) = ( j W ..... * 1 у 1 у 1......У») nuq tada Ft ( x ° , y ° ) = 0 ,  Ғ 2( х ° ,у ° ) =  О,

...,Ғч(х°,_у°)=0. U holda (х°,>'°) nuqtaning shunday (/&((x0,_v°))= 

= atrofl (0< £| <Қ,  0 <S2<h2t... 0<Sm<hm, 0 < £ , <* „
0 < s2 < k2>...,0 <  en <kn) topiladiki, bu atrofda

I1) (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar sistemasini 
aniqlaydi. Ularni

У\ = /i(* i .* 2 ....ХЛ  У г = А ( х \ ’хг .....ХЛ  Уп -  / п ( х \'х г .....хт)
deylik;

2l) i xv xi ......xJ = { xl  xl  xl )  da
r  I 0 0 0 \  0

/ Д * , , * 2 , х т) = У и
r ( о 0 о \  0 

h \ x\ - xi-

/  / 0 0 0 \ 0 
f n \x \ x 2 , Xm) = y „ .

bo’ladi;
31) oshkormas ko’rinishdagi aniqlangan f ]tf 2 funksiyalar

{(х1,дг2,...,д:от) е  R m x,° -  J, < x, < jc,0 + x2 - S 2 < x 2 < x 2 + S2,...,

,x° -  8m < xm < x° + 5m i1 m m m m m )
to’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.

Mashqlar
13. 15. Agar Ax, —̂ 0, Ax-, —> 0 , ..., AxHJ —> 0 da or, —̂ 0 , cl2 —̂ 0 , ..., ocm —̂ 0 

bo’lsa, a,Ax, + a2Ax2 + + amAxm = o(p) bo’lish ko’rsatilsin, bunda

p  = t/Ax,2 + Дх2 + +Дх;
13.16. Ushbu

/ ( х ,у ) = 3х/хГ+ ў  
funksiyaning (0, 0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu 

a = Vl,023 +1 ,973 miqdor taqribiy hisoblansin.



funksiya quyidagi и x —  + y — =xy tenglamani 
{ дх dy)

qanoatlantirishi ko'rsatilgan.
13.19. Ma’lum perimetrga ega bo’lgan uchburchaklar orasida yuzasi eng kattasi 

teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.
13.20. Ushbu yex -  xlny  -  1 = 0 tenglama (O, l) nuqtaning atrofida uzluksiz 

oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin, uning hosilasi topilsin.



Funksional ketm a-ketliklar va qato rlar

l-§. Funksional ketma-ketliklar 
f .  Funksional ketma-ketlik tushunchasi Aytaylik, har bir natural n (neN) 

songa X cz R to’plamda aniqlangan bitta f n(x) funksiyani mos qo’yadigan qoida 
berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ko'ra

/1 (4Л(4.. /„(4- d 4l>
to’plam hosil bo’ladi. Odatda (14.1) ni funksional ketma-ketlik (funksiyalar ketma- 
ketligi) deyiladi va uni umumiy had /„(•*) orqali {/„(*)} y°ki /„(*) kabi belgilanadi.

Masalan, 1) har bir n (neN) songa —j funksiyani mos qo’yuvchi qoida
n + x

ushbu
_J_____ 1______I _  1
1 +  jt2 ’ 4 + jc2 ’ 9 + x2 ’ nl +  x2 ’ 

funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.
Vjc2) har bir n (neN) songa sin—  funksiyani mos qo’yish bilan quyidagi
n

. yfx . Jx . л /jc . л / л  sin — , sin— , sin— , sin — ,
1 2  3 n

funksional ketma-ketlikka ega bo’lamiz.
Faraz qilaylik, {/„(*)}:

/|(4Л(4--/п(4-
funksional ketma-ketlik X <zR to’plamda berilgan (ketma-ketlikning har bir hadi X 
to’plamda aniqlangan) bo’lib, x0 e X bo’lsin.

1-ta’rif Agar {/„(*<,)}:
/|(*о). f l ( XA  /„(*o).

sonlar ketma-ketliligi yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, { /„ ( jc)} funksional ketma- 
ketlik x0 nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa {/„(.*)} ning 
yaqinlashish (uzoqlashish) nuqtasi deyiladi.

Ш ]  ûnksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nuqtalaridan iborat 
to’plam funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi deyiladi.

Masalan,

/„(4= , 1 2 (n = 1,2,3,...)n~ + x
funksional ketma-ketlik Vjc0 e R da yaqinlashuvchi, binobarin, uning yaqinlashish 
sohasi R bo’ladi. Ushbu

/„(4= « J* + 1 (/» = 1.2,3...)



funksional ketma-ketlik faqat дг = 0 nuqtada yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning 
yaqinlashish sohasi bitta nuqtadan iborat to’plam bo’ladi.

Aytaylik, M to’plam (M с  R) {/„(*)} funksional ketma-ketlikning 
yaqinlashish sohasi bo’lsin. Unda V xe Л/ uchun

ketma-ketlik chekli limitga ega bo’ladi.
2-ta'rif. Ushbu

/  x  - *  l i m  /„ (* )  (x e M )
n -> »

funksiya {/,(* )} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak, 

lim f„(x)= f(x) (xsM ).«—►X
1-misoL Ushbu

f,Xx) = x" (л = 1,2,3,...)
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi hamda limit funksiyasi topilsin.

< Bu funksional ketma-ketlik uchun:
Vjr e (I, + oc) da

lim /„(*)= Hm x" = oo,
II —> ЭС II —►oo

x = I bo’lganda 

Vx 6 ( -  1, l) da
Hnf* 0 ) = ' -

l i m  /„ (* )  = x " =  0 ’
it-*-* n—

Vxe(-oo, -l] da ketma-ketlikning limiti mavjud bo’lmaydi.
Shunday qilib, berilgan funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi 

M = (-l, l] bo’lib, limit funksiyasi

д х)_  J°- agar -1<JC<1,
1, agar x -  I 

bo’ladi. ►
2°. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchiligL Aytaylik, 

{/,(*)}:
/ i M  Л ( 4  / „ ( 4

funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi M bo’lib, limit funksiyasi f(x )  
bo’lsin. Unda har bir xQ e  M nuqtada

lim/ Л хо)=A xo)
ya’ni

Vf >0 .  Зя0 e N , Vw > и0 |/„(x0) - / ( jc 0) |< f  
bo’ladi. Bunda n0 natural son e > 0 songa va olingan x0 nuqtaga bog’liq bo’ladi:

n0 = n0(e,x0).
3-ta’rif. Agar V f > 0  olinganda ham shunday n0eN  topilsaki, Vn>n0 va 

Vx g Л/ uchun



l / , , M - / M I < f
tengsizlik bajarilsa, ya’ni

V£>0, 3n0eN, Vn > n0, Vx e M j f n{x )- f[x \< s  
bo’lsa, {/„(x)} funksional ketma-ketlik M to'plamda / ( x )  ga tekis yaqinlashadi 
(funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi) deyiladi. Uni

/ , M ^ / ( x )  xeM
kabi belgilanadi.

Bu holda ta'rifdagi n0 natural son faqat e > 0 ga bog’liq bo’ladi
n0=n0(e).

4-ta9rif. Agar
Vw € N, 3£0 > 0. 3x0eM  |/„(*0) - /(* « ,)> £  

bo’lsa, {/,(■*)} funksional ketma-ketlik M to’plamda f ix )  ga tekis 
yaqinlashmaydi (notekis yaqinlashadi) deyiladi.

14.2-misoL Ushbu

/ . ( * ) -  —  (« = 1 .2 .3 ,.)n
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashishi 
ko’rsatilsin.

< Ravshanki,

lim f n( x ) = l i m ^  =  0 .
л-»ос // ->  x  /7

Demak, limit funksiya / ( x )  = 0 bo’ladi.

Agar V£*>0 son olinganda ham nlt 

qismi) Vn > nQ va Vx e M = ( -  oo,+oo) uchun

deyilsa, ([a]-a  sonining butun

I /»/ \  v sinnx 1 1
/ д * ) - / М Ь --------- o < - <  — — < *

rt I n  A70 +  l

bo’lganligi sababli
sinnx _> 

n
bo’ladi. ►

14.3-misoL Ushbu

/ ( * ) = . г (я = 1.2,3....)1 + Я Т
funksional ketma-ketlikni [0, l] oraliqda tekis yaqinlashishga tekshirilsin. 

^ Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasi

/M =  /iW /„(*) = Um - ^  2 = 0 

100



n0 = n0(e. *) =
|_SC

deyilsa, ( [ a ] -a  sonining butun qismi) V/i > n0 uchun

(x * o)

nx 1 1< --  ^ Ў------7— < 8
1 + / i V  1 + A72x 2 nx (л0 + 1)х

bo’ladi. Ravshanki, x = 0 bo'lsa, Vne N uchun
Л ( о ) = / ( о ) = 0 .

Biroq, У n e N  £0 = —, x = -  uchun

й - й — i — i > *1 V”) 2
n

bo’ladi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [o, l] da limit funksiyaga tekis 

yaqinlashmaydi. ►
1-teorema. {/„(*)} funksional ketma-ketlikning M to’plamda f(x )  ga tekis 

yaqinlashishi uchun
lim suf\f„{x)- f (x \  = 0
/,->x x&M

bo’lishi zarur va yetarli.
<ZarurligL M to’plamda {/„(*)} funksional ketma-ketlik f(x )  limit 

funksiyaga tekis yaqinlashsin. Ta’rifga ko’ra V f > 0  olinganda ham shunday 
n0 e ;V topiladiki, n> n0 bo’lganda M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

\fn(x)~f(x]<£ 
bo’ladi. Bundan esa Va? > n0 uchun

Mn=suf\f„{x)-f(x]<e
x e M

bo’lishi kelib chiqadi. Demak,
lim M„ = lim sup\f„(x)- f ( x )| = 0 .
«-►x

YetarliligL M to’plamda {/„(*)} funksional ketma-ketlik / ( x) limit 
funksiyaga ega bo’lib,

lim su^fn(x ) - f(x ]  = 0

bo’lsin. Demak, Ve > 0 olinganda ham shunday n0 e /V topiladiki, barcha n > n0 
uchun

SMfn(x)~ f{x}<£
T eM



|/„(*)- f ( x )  S iup|/„(x)- /(дг)Г € W
munosabatni etiborga olsak, u holda Vx e M uchun

!/„(*)' f(x)<€
bo’lishini topamiz. Bu esa M to’plamda {/„(x)} funksional ketma-ketlik / ( x )  
limit funksiyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. ►

14.4-misoL Ushbu
{/„(*»= “-"’I

funksional ketma-ketlikni - c  <x<c (c > 0 )  intervalda tekis yaqinlashuvchiligi 
ko’rsatilsin.

< Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

/(*)= lim fn(x)= Hm e~(x~")2 = 0
П-+ГС n - * o c

bo’ladi. Natijada

M n = s u p \ f n( x ) ~ f ( x ]  =  sup  -o)= sup e~^x n  ̂ =e~^c~n^
-c<x<c

bo’lib, undan

lim M„ = lim e  = 0
n  —► ОС w—>x

bo’lishini topamiz.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik (-c. c) oraliqda /(x )= 0  limit 

funksiyaga tekis yaqinlashadi:

e"(r-”) ^ 0  (-c<x<c; с >()).►
14.5-misoL Quyidagi

{/„(*)}= | я ^ Г Д -  V I j j  (0 < x < -ню)

funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

lim f n (x) = lim n\ J x  + — -  yfx 1 = lim . —------= — (0 < x < +oo).
«-►* IV n J «-** I 1 r— 2vx

Demak, /(x ) = —7= . Bu holda
2 Vx

= sup !/„(*)- /(.x) = sup n\ J x  + -  -  -Jx
2yfx

sup
2-/x

: SUP
Ocrce

2 ^ [ ^ I +v r]  о! ' Р“ 2 « ^ |

1

|x + -  + yfx



bo'lib, berilgan funksional ketma-ketlik uchun I-teoremaning sharti bajarilmaydi. 
Demak, qaralayotgan funksional ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi emas. ►

X cz R to’plamda {/„(*)}:

/ М - / - М .  - ./ .M -
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.

5-ta'rif. Agar V f > 0  son olinganda ham shunday n0eN  son mavjud 
bo'lsaki, n > nQ, m> n0 bo’lganda Vx e X  nuqtalar uchun bir yo’la

\fAx)-fm{x]<£
tengsizlik bajarilsa, {/„(*)} funksional ketma-ketlik X  to'plamda fundamental 
ketma-ketlik deb ataladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). {/„(*)} funksional ketma-ketlik X to’plamda 
limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis yaqinlashishi uchun u X  to’plamda 
fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

<Zarur/igL X to’plamda {/„(*)} ketma-ketlik limit funksiyaga ega bo'lib, 
unga tekis yaqinlashsin:

/ „ M l ^ / M  (x e X ).
£

Tekis yaqinlishish ta'rifiga muvofiq \/e>0  son olinganda ham, -  ga ko’ra 

shunday n0 e N topiladiki, n> n0 bo’lganda Vx e X nuqtalar uchun

| / » M ~ / M | < | .

shuningdek, m > n0 bo’lganda Vx e X  uchun

i / * ( * ) - / M i  < I

bo’ladi. U holda n>n0, m> n0 va Vx e  X uchun

i fn M  -  fm (X J  ^ I fn M  -  / ( * )  +1 fm M  - / М  < e
bo’ladi.

Yetarliligi. {/„(x)} ketma-ketlik X  to’plamda fundamental ketma-ketlik 
bo’lsin:

V£>0, 3n0 eN, n>n0, m > n0, V xeX : |/„ ( х ) - / Л|(х)| < e (14.2) 
X  to’plamdan olingan har bir x0 da {/„(x)} funksional ketma-ketlik 

i f M )  sonlar ketma-ketligiga aylanadi. Ravshanki, {/„(x0)} ketma-ketlik 
fundamental ketma-ketlik bo’ladi.

U holda Koshi teoremasiga asosan (1-qism, 4-bob, 3-§) {/„(x0)} 
yaqinlashuvchi. Demak, X to’plamning har bir x0 nuqtasida {/„(x0)} ketma- 
ketlik yaqinlashuvchi. Binobarin, funksional ketma-ketlik limit funksiyaga ega. 
Bu {/„(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi / ( x )  deylik:

Jim Л (*) = /(*) ( x e l ) .



Endi (14.2) tengsizlikda /я-» oo da (bunda n va jc lami tayinlab) limitga 
o’tib quyidagini topamiz:

Bundan esa { / ( jc)} funksional ketma-ketlikning / ( jc) limit funksiyaga tekis 
yaqinlashishi kelib chiqadi. ►

2-$. Funksional qatorlar 
1°. Funksional qator tushunchasi Faraz qilaylik, X  с  R  to’plamda {m;i(jc)}:

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
6-ta’rif. Quyidagi

И|(*)+«2(*)+- +“,,(*) +
•30

ifoda funksional qator deyiladi. U Y*un(x ) kabi belgilanadi:
//=i

X

Z M«(*)=*l(*)+M2(*)+ +«»(*)+ (l43>/1=1
Bunda m1(x),m2(jc),... funksiyalar (14.3) funksional qatoming hadlari, m„(*) 

esa umumiy had deyiladi.
Masalan,

JV '-1 = 1 + JC + JC2 + ... + jc"~‘ +
/; = 1

* 1 1 , 1 [ 
n=](x + n)(x + n +  l) (jc + lX* + 2) (jc + 2Xjc + 3) 

lar funksional qatorlar bo’ladi.
(14.3) funksional qatoming hadlaridan tuzilgan ushbu 

5, (дг) = щ (х ).

S2{x)= u,{x)+ u2(x),

S„(x)= « ,(*)+ u,(x) + + «„(*)+

yig’indilar (14.3) funksional qatoming qismiy yig’indilari deyiladi.
Bu yig’indilar quyidagi

funksional ketma-ketlikni hosil qiladi.
7-ta'rif. Agar {£,,00} funksional ketma-ketlik x0 e X  nuqtada

x
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, £ UA X) funksional qator x0 nuqtada

/»=i
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Bu { „̂(x)} funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi (to’plami) 
tegishli funksional qatoming yaqinlashish sohasi (to’plami) deyiladi. {£„(*)} 
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):



lim S„(x) = S(x)
// -> jc

berilgan
ac
Х “ » (* )= “ | (* )+ “ 2(Х)+ + «»(*)+•••
/1=1

funksional qator yig’indisi deyiladi.
14.6-misol. Ushbu

f y - '  = 1 + A + x1 + + x"_l +
II — I

funksional qatoming yaqinlashish sohasi hamda yig’indisi topilsin.
4 Berilgan funksional qatoming qismiy yig’indisi

s „ (x )= 1 + x + x 2 + + X*-1 = 7 Г 7 ■a g a r x * 1 b0’lsa>
[ rt, agar x = 1 bo'lsa

bo’ladi. Unda
V x e (-1 , l) da

lim S„ (x) = lim = —!— ,
«-*» «-»* 1 -  x \ - x

Vx e [l, + oo) da
lim Sn (x) = qo;
II —► JO

Vjc g ( -  qô - l]  da {5„(x)} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak, berilgan

funksional qatoming yaqinlashish sohasi M = ( - 1, l), yig’indisi S(x) = ——
1 — x

bo’ladi. ►
2°. Funksional qatoming tekis yaqinlashuvchiligi Ushbu

X.

5>„(*)=*i(*)+ «2(*)+ ".. + «„(*)+... (14.4)
H = 1

funksional qator M  to’plamda yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi 5(a) 
bo’lsin:

lim 5„(a) = h m [м ,(*)+ и 2(х )+  + w/f(x )]= 5 (x ) .
/ I—>0C II-> X

X

8-ta'rif. Agar Хи„(х) funksional qatoming qismiy yig’indilaridan iborat

{S„(x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda qator yig’indisi 5 (a ) ga tekis 
yaqinlashsa, bu funksional qator M to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi, 
aks holda, ya’ni {5„(x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda 5 (a ) ga tekis 
yaqinlashmasa, (14.4) funksional qator M to’plamda 5 (x ) ga tekis 
yaqinlashmaydi deyiladi.

14.7-misol. Ushbu

У  7------ ------------ г (0<A <oo)
„^(х + яХ^ + я + О



funksional qatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Bu qatoming qismiy yig’indisi 

$ ,(* )=  1 1 1: + +-
(x + lXx + 2) (x + 2X-X + 3) (x + n \x  + n + 1) \x  + \ x + 2 

1 1  ̂ ( I 1 ^ 1  1
x+2 x +3

+ +( —---------\x  + n X + n-+ \ X+\  X H- /7 1

bo’ladi.

Endi V f > 0 son olinganda n0 = ■0+*) deyilsa, ( [д ] -д  sonining butun

qismi) barcha n > n0 uchun

IS.M -SM I- ’
1 1 1

x + n + \ x + n0 + 2
<€ (14.5)

x + l  x+ n +I x + l  
bo’ladi. Bundagi nQ natural son e > 0 ga hamda x (O < x < oo) nuqtalarga bog’liq. 
Biroq a2q deb

max 1 - 0 + 4 _
0<x<® e £

ni olinsa, unda n > n'0 bo’lgan n larda yuqoridagi (14.5) tengsizlik bajarilaveradi. 
Demak, berilgan funksional qator uchun ta’rifdagi n0 natural son barcha x 
(0< x< oo) nuqtalari uchun umumiy bo’ladi, ya’ni x ga bog’liq bo’lmaydi. 
Demak, berilgan funksional qator tekis yaqinlashuvchi. ►

14.8-misoL Quyidagi
* x

„^[(/j-Ox+iXrtx+O
funksional qatomi tekis yaqinlashishga tekshirilsin. 

< Bu funksional qatoming qismiy yig’indisi

(0 < X < oo)

$■(*)= 1 (x + 1) (x + lX2x + l) [(rt —l)x + l](xA7+ l)  ̂ X+l4 1 -

l 1
 ̂x +1 2x + l 

bo’lib, uning yig’indisi

+ +
(r t - l)x  + l ЯХ + 1,

=  1 —

n x  + 1

S(x) = lim Sn(x) = lim 1----------1=1 (O < x < oo)
„_><* П-+-Л nx + \j

bo’ladi.

Endi > 0 son olinganda n0 = 

sonining butun qismi) barcha n > n0 uchun
;(H (x * 0 )  deyilsa, ([tf]-a

1- -
1 <£



bo'ladi. (Agar x = 0 bo’lsa, ravshanki, \/n uchun 5„(0)= S(6) = 1 bo'lib,
s„(o)-s(o)=o

bo’ladi.) Bundagi n0 natural son ^ > 0  v a x  (0 < x < oo) nuqtalarga bog’liq bo’lib, 
u barcha x (0<jc<oo) nuqtalari uchun umumiy bo’la olmaydi (bu holda

X \ £
ning (0, +oo) da x bo’yicha maksimumi chekli son emas.)

Boshqacha qilib aytganda, istalgan n natural son olsak ham shunday £0 

(masalan £0 =  — ) va jc =  — e  (0, +  oo) nuqta topildiki,

к Ш ± г ' г *
n

bo’ladi. Demak, berilgan funksional qator (O, +oo) da tekis yaqinlashuvchi 
emas. ►

X

3-teorema. Aytaylik, M a  R to’plamda Yju»(x) funksional qator berilgan
n = \

bo’lib, uning yig’indisi S ( jc)  bo’lsin. Bu funksional qatoming M da tekis 
yaqinlashuvchi bo’lishi uchun, uning qismiy yig’indilari ketma-ketligi {$„(*)} 
ning M da fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

< Bu teorema funksional ketma-ketlikning tekis yaqinlashish haqidagi 2- 
teoremani funksional qatorga nisbatan aytilishi bo’lib, uning isboti 2-teoremaning 
isboti kabidir. ►

Funksional qator
x

$> „(* )= и |(х )+ и 2(х)+  + u„(jc)+
//=1

ning tekis yaqinlashuvchi bo’lishi haqidagi 8-ta’rif hamda funksional ketma- 
ketlikning tekis yaqinlashuvchi bo’lishining zarur va yetarli shartini ifodalovchi 1- 
teoremadan foydalanib quyidagi teoremaga kelamiz.

ЭС
4-teorema. ] T w„ (jc)  funksional qator M to’plamda S(x) ga tekis yaqinla-

«=i
shishi uchun

lim swplS^jt)- *S(jc)( = 0
еЛ/

bo’lishi zarur va yetarli, bunda 5’„(x)= Mi(x) + z/2(*)+ ... + k„(x).
Masalan,

X х " ' =  1 +  *  +  jt2 +  +  jc" +  (jc g (— 1.1))
;/-l

1 — xn I 
funksional qatoming qismiy yig’indisi S„(x) = , yig’indisi S(x) = -------

1 - x 1 — JC
bo’lib, (- 1, + l) da S ;i(jc) yig’indi 5(x) ga tekis yaqinlashmaydi, chunki



|S„(*)-S(x)|= -р—I1

sup |s , ,M - s (*)| = o

bo’ladi.
5-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar ushbu

x

' L u„( x ) = u [( x ) + u 2 (x ) + . .  +  u„ ( * ) +
// = 1

funksional qatoming har bir hadi M a  R to’plamda quyidagi
K (4 < c „  (n = 1,2.3,...) (14.6)

tengsizlikni qanoatlantirsa va

f  C„=C,+C2+ +C„+ (14.7)
Я — 1

sonli qator yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda funksional qator M to’plamda tekis 
yaqinlashuvchi bo’ladi.

^Modomiki, (14.7) qator yaqinlashuvchi ekan, 1-qism, 11-bob, 2-§ da 
keltirilgan teoremaga asosan, V f > 0  son olinganda ham, shunday n0eN  
topiladiki, barcha n> rt0, m> n uchun

C„+i +C/l+2 + +Cm<s 
bo’ladi. (14.6) tengsizlikdan foydalanib M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

k+«M+ “»+2 (*)+ -  + Um (*)| < £
bo’lishini topamiz. Demak, S„(x) = w,(jc)+H2(x)+... + z/,f(x) (n = 1,2....) dan 
tuzilgan {*£„(*)} funksional ketma-ketlik M da fundamental. Bundan esa 3- 
teoremaga ko’ra berilgan funksional qatoming M to’plamda tekis yaqinlashuvchi 
bo’lishi kelib chiqadi. ►

14,9-misol. Ushbu

(o < * < c o )
n=i I +  «  j:

funksional qator tekis yaqinlashishga tekshirilsin.
< Berilgan funksional qatoming umumiy hadi

*„(*)= (n = 1,2,3,...)1 + n x
funksiyadan iborat. Bu funksiyani [o, +oc) oraliqda ekstremumga tekshiramiz.

A A
un(x) funksiyaning hosilasi yagona x = n 2 nuqtada nolga aylanadi (x = n 2
stasionar nuqta). Stasionar nuqtada

5

u'(n ~2) < 0 
_5

bo’ladi. Demak, ы„(*) funksiya jc = n 2 e  [o, +<x>) nuqtada maksimumga erishadi.
I - V

Uning maksimum qiymati esa -  n 72 ga teng. Demak, 0 < jc < oo da



bo'ladi. Agar £ — тт qatoming yaqiniashuvchiligini etiborga oisak, unda
"=«2 n/2

Veyershtrass alomatiga ko’ra. berilgan funksional qatoming [O, + 00) da tekis 
yaqinlashuvchi ekanligini topamiz. ►

3-§. Tekis yaqinlashuvchi funksional ketma-ketlik 
va qatorning xossalari 

1°. Funksional qator yig'indisining uzluksizligi M a  R to’plamda biror 
yaqinlashuvchi

■■c

Z««W=“l(JC)+“2(JC)+ + “„(*)+-
ft = I

funksional qator berilgan bo'lib, uning yig’indisi £(x) bo’lsin.
X.

6-teorema. Agar Y ,un(x) funksional qatoming har bir hadi
n = 1

мя(х) (/7 —1,2,3,...) M to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional qator M da 
tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda qatoming yig’indisi S(x) ham M to’plamda 
uzluksiz bo’ladi.

<\/x0eM  bo’lsin. Funksional qator tekis yaqinlashuvchi. Ta’rifga ko’ra, 
V 6* > 0 olinganda ham shunday n0 g N topiladiki, V « > n 0 va M to’plamning 
barcha x nuqtalari uchun biryo’la

s
|5л(дг)-5(4<- (>4-8)

jumladan

\S„(x0)-S (x0} < -  (14.9)

tengsizlik bajariladi.
Modomiki, funksional qatoming har bir hadi M to’plamda uzluksiz ekan,

unda

5 г ( * )  =  « l ( * ) +  “ 2 ( * ) + • • •  +  « „ (•* )

funksiya ham M da, jumladan x0 nuqtada uzluksiz bo’ladi. Demak, yuqoridagi 

£ > 0 olinganda ham, ^ ga ko’ra shunday 8 > 0 topiladiki, |jc — jc0| < 8 bo’lganda

!5л(дг)-5(дг0) ( < |  (14.10)

bo’ladi.
YUqoridagi (14.8), (14.9) hamda (14.10) tengsizliklardan foydalanib 

topamiz:



\S(x)~ S(jc0) < |S (x )- Sn(x] + |5„(jc)- ^ (x o ) +
+ K (x 0) - S(x0} < * + ^ + ^ = £  

j  3 3
Demak, V s > 0  olinganda ham, shunday $ > 0 topiladiki | x - x 0|< ^  

bo’lganda
|S (x )-S (x 0)|<£

bo’ladi. Bu esa S(x) funksiyaning \/x0eM  nuqtada uzluksiz ekanligini 
bildiradi. ►

Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu

lim S„(x)
ДГ->Х0

munosabat o’rinli bo’ladi.
2°. Funksional ketma-ketlik limit funksiyasining uzluksizligi M <= R to’p- 

lamda {/„(*)}:
/ i ( x ) , /2(x),...,/„(x).... 

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f ( x ) bo’lsin:

lim f„ {x )=  /(x).
7-teorema. Agar {fn(x)\ funksional ketma-ketlikning har bir f n{x) 

(я = 1,2,...) hadi M to’plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma-ketlik M 
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda f(x )  limit funksiya ham M 
to’plamda uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremaning shartlari bajarilganda-ushbu г -i
f{x)  = HmWm /„  (/)]= lim \im /„ (x)]

t ->X77 —>X J >X
munosabat o’rinli bo’ladi.

3°. Funksional qatorlarda hadma-had limitga o'tish. M с  R to’plamda 
yaqinlashuvchi

Z “n(x)=tt,(x)+M2(x)+  + «„(*)+ (14.11)
П — I

funksional qator berilgan bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin. x0 nuqta esa M 
to’plamning limit nuqtasi.

X

8-teorema. Agar x -> xQ da Y*unix) funksional qatoming har bir m„(*)
n=I

(n = 1,2....) hadi chekli
lim un(x) = Cn (n = 1,2,3,...) (14.12)

x->x(1

limitga ega bo’lib, bu qator M da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 

YjCft =^1 + C2 + + Cn +
n -1

qator yaqinlashuvchi, uning yig’indisi С esa S(jc) ning x - » x 0 dagi limiti

.S(x0)=  lim I lim Sn(x) = Um
X-> X/, 7J ->x J л -*x



ga teng bo’ladi.
^Shartga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi. U holda 3- 

teoremaga asosan, V£:>0 olinganda ham, shunday w0 e  N topiladiki, barcha 
n> n0, m> n lar va M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

K +i (* )+ “»*:(*)+ + (14.13)

tengsizlik bajariladi. (14.12) munosabatni etiborga olib, (14.13) tengsizlikda 
x —> jc0 da limitga o ’tib quyidagini topamiz:

I c,i+\ + Q+2 + +cm\ - €
Demak, Vs > 0 olinganda ham, shunday n0eN  topiladiki, barcha n>n0 

m> n lar uchun
|ся+1 + C„+2 + +Cm\<e

tengsizlik bajarilar ekan. Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy va yetarli shartini 
ifodalovchi teoremaga muvofiq (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).

£c„ =c,+c2 + + cw +
/»=i

qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
lim Ctl = С ,
n-+ao

bunda
С,, = C, + C2 + + C„.

Endi jc —> x0 da (14.11) funksional qator yig’indisi £(х) ning limiti С ga 
teng, ya’ni

lim S(x) = Cn->x0
bo’lishini ko’rsatamiz. Shu maqsadda ushbu

S(x)-C
ayirmani olib. uni quyidagicha yozamiz:

S (x ) -C  = [S(x)-5„(x)]+[5,,(x)-C „]+[C „ -C] (14.14)
bunda

5„(x ) = u ,(x ) + m 2(x )+ + u„(x ).
Teoremaning shartiga ko’ra (14.11) funksional qator tekis yaqinlashuvchi.

£
Demak, \/e>0  olinganda ham, — ga ko’ra shunday n0eN  topiladiki, barcha 

n > n0 va M to’plamning barcha jc nuqtalari uchun

\S,Xx)~S(x]<^ (14.15)

tengsizlik bajariladi.
(14.12) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:

lim Su(x) = lim [м,(х)+м2(х)+ +и„(х)]=С, +C 2 +... + C,, = C„.



£
Demak, Vs>0  olinganda ham, — ga ko’ra shunday £ > 0  topiladiki,

3
\x -  x0\ < S bo'lganda

|S „ (* )-C „ |< !  (14.16)
tengsizlik bajariladi.

Yuqorida isbot etilganiga ko’ra
lim C„ = С

/ / ->  x,

£
Demak. V f > 0  olinganda ham, — ga ko’ra shunday n0eN  topiladiki, 

barcha n > n'0 uchun

|C „ -C j< £  (14.17)

bo’ladi. Shuni ham aytish kerakki, agar n0 = max{n0,ri0} deb olinsa, unda barcha 
n > n0 uchun (14.15) va (14.17) tengsizliklar bir vaqtda bajariladi.

Natijada (14.14) munosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17) tengsizliklarni 
etiborga olgan holda, quyidagini topamiz:

|S(x) -  C| < I S(x)- S„(x) + |5„(x)-C„! + jC „ -C |< ^ + ^  + j < f .

Demak, V f > 0  olinganda ham, shunday S> 0 topiladiki, |jc -x 0|< £  uchun 
(xe M)

\S(x)-C\<€
tengsizlik bajariladi. Bu esa lim £ (* )=  С ekanini bildiradi. ►

Yuqoridagi limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
X 00

lim 2 > „ (* )=  X  !im иЛх)
Х_+Г0/,= I

Bu esa 8-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 
had limitga o ’tish qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.

4°. Funksional ketma-ketliklarda hadma-had limitga o'tish. M с  R to'p- 
lamda {/,(*)}:

fA x\ f i { x\
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x )  boMsin. x0 
nuqtada esa M to'plamning limit nuqtasi.

9-teorema. Agar x -> x0 da {/„(*)} funksional ketma-ketlikning har bir 
f H(x) (n = 1,2,...) hadi chekli

limf„(x)=a„ (л = 1,2,3,...)
r~+x0

limitga ega bo’lib, bu ketma-ketlik M da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda 
k,}:



ketma-ketlik ham yaqinlashuvchi, uning a = l im an limiti esa f ( x )  ning x -> x0
n-tr

dagi limitga teng
lim f(x) = aх-»дг„

bo’ladi.
5°. Funksional qatorlarni hadma-had integrallash. [а, в ] segmentda yaqin

lashuvchi
m,(x) + w2(x)+ + ми(х)+ (14.11)

funksional qator berilgan bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin:

л=1
-jO

10-teorema. Agar qatorning har biri wn(.v) hadi (я = 1,2,...) [a, в]
/3=1

segmentda uzluksiz bo'lib, bu qator shu segmentda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u 
holda qator hadlarining integrallaridan tuzilgan 

в в в 
j  i/, (x)dx + J u2(x)dx + + J un(x)dx  +
a a a

a

qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi, uning yig'indisi esa ga teng bo’ladi:
a

n -1 a a

^ Berilgan funksional qatorning har bir w„(x) hadi (я = 1,2,...) [a, e] da 
uzluksiz, demak, un(x )  (n = 1,2,...) funksiyalar [a, в] segmentda integrallanuvchi. 
Shartga ko’ra funksional qator [a, в] segmentda tekis yaqinlashuvchi. Unda 6- 
teoremaga ko’ra, funksional qatoming yig’indisi 5(x) funksiya [a, #] da uzluksiz, 
demak, integrallanuvchi bo’ladi.

Avvalo (14.11) funksional qator hadlarining integral laridan tuzilgan
X. в в в в
£  } и„ (x)dx  = J и, (x)dx + j  u2 (x)dx + + \ un {x)dx +
,, = la a a a

qatoming yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.
Shartga ko’ra (14.11) funksional qator [a, в] da tekis yaqinlashuvchi. U

£
holda 3-teoremaga asosan, V^ > 0  olinganda ham, ------  ga ko’ra shunday

в -a
nQe N  topiladiki, n > n0, m > n bo’lganda

к +|(*)+и„+2М+ +w»M|<—e -a
bo'ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:



\u n̂ (x)dx + \u„r2{x)dx+ +] um(x)dx<
a a a

^ J k +i(*) + «„T2(*)+ +um(x]dx< —  (e~a)=£-

Demak, V«£:>0 olinganda ham, shunday nQeN  topiladiki, n>n0, m>n 
bo’lganda (14.18) tengsizlik o'rinli boMadi. 3-teoremaga asosan

jr ]u„(x)dx
n = \a

qator yaqinlashuvchi bo’ladi. Odatdagidek berilgan funksional qatoming qismiy 
yig'indisini deymiz. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi

€
ta’rifidan, \/e>0  olinganda ham, ------  ga ko’ra shunday n0eN  topiladiki,

e -a
barcha n > n0 va [a, e] segmentning barcha x nuqtalar uchun

|S„ (дг)-£(*]!< —  
e -a

bo’ladi.
Aniq integral xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

] S(x)dx = (.x)dx + Sn (x)]c& = Jm, {x)dx +
a a a a

+ \u2{x)dx + +]un(x)dx + \  [s(x) -  S„ (x)\lx.

< Jjs(x)-  S„ {x\lx < {в -  a) = e 
e -a

A gar

1 К 4 -5 „ (х)]Л
a

bo’lishini etiborga olsak, unda

l i m ] [ s { x ) - s „ ( x ) } i x  = 0
a

bo’lib, natija
в в в в 
js(jc)ix  = Jw, (*)<& + ^u2(x)dx+ + J un (x)dx +
a a a a

ekanligi kelib chiqadi. ►
Yuqoridagi munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

]( IX (x)W =f!\un(x)dx-
a\n = 1 J n~\ a

Bu esa 10-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 
had integrallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.



/ 1W / 2W..../Л 4 -
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f (x ) bo'lsin.

П -teorema. Agar {/„(*)} funksional ketma-ketlikning har bir 
Л (х) 07 = 1.2,3,...) hadi [a, e] segmentda uzluksiz bo’lib, bu funksional ketma- 
ketlik \a, e] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

] f x(x)dxt ) f 2(x)dx. }/„(*>&,...
a a a

в
ketma-ketlik yaqinlashuvchi, uning limiti esa J f(x)dx ga teng, ya’ni

a

Um J f„(x)dx = j f(x)dx
a a

bo'ladi.
Bu teoremadagi limit munosabatni quyidagicha

lim f f n(x)dx -  f lim f n(x)dx
n -> со J n -» жa a

ham yozish mumkin.
Funksional qatorlarni hadma-had differensiallash. [а, в] segmentda 

yaqinlashuvchi
«,(*)+ w2(.x)+ + w„(.x) + 

funksional qator berilgan bo’lib, uning yig’indisi S(x) bo’lsin:

S(x)=±uA*)w — I
12-teorema. Agar £ м я(:r) qatoming har bir hadi м„(х) (л = 1,2,...) [я, в]

n = I
segmentda uzluksiz u'n(x) (я = 1.2,...) hosilaga ega bo’lib, bu hosilalardan 
tuzilgan

IX (* ) = +м;(дг) +
Л “ 1

funksional qator [а, в] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan funksional 
qatoming S(jc) yig’indisi shu [a, в] da S'(x) hosilaga ega va

S ' ( x ) = i u n(x)
л — 1

bo'ladi.
4 Shartga ko’ra

funksional qator [a. e] da tekis yaqinlashuvchi. Uning yig’indisini S(x) deylik:
7Z

.?(*) = ]Ги';(*)- Bu funksiya 6-teoremaga asosan [a, в) da uzluksiz bo’ladi.
H “ I



Funksional qatorni hadma-had integrallash haqidagi 10-teoremadan 
foydalanib, ushbu

s(x)= X uUx)n- 1
qatorni \a, x ] oraliq (a <*<<?) bo’yicha hadma-had integrallab quyidagini 
topamiz:

= Z k ( * ) - «»(«)]=
(14.19)

= Х “Лх)-  Z «,(«)=

Modomiki, S(x) funksiya \a, в] oraliqda uzluksiz ekan, 1-qism, 6-bob, 4-§ 
da keltirilgan teoremaga binoan

= S(x)

funksiya differensiallanuvchi bo’lib, uning hosilasi
d_ 
dx

bo’ladi.
Ikkinchi tomondan (14.19) tenglikka ko’ra 

d
dx

(S(x)~ S{a)) = S(x)

ya ni
S'(x) = S(x)

oo
bo’lishini topamiz. Demak, S'(x) = Х ми(х )-^

n-1
Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

- y i  x ~ un(x)-dx\„=, ) dx 
Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma- 

had differensiallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko’rsatadi.
8°. Funksional ketma-ketliklarni hadma-had differensiallash. [a, e\ seg

mentda yaqinlashuvchi {/„ (*)}:

М х)/г(хУ Jn iA -
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x )  bo’lsin.

13-teoremcL Agar [fn{x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi /„ (* )  
(n = 1,2,...) [a, в] segmentda uzluksiz /„'(*) (я = 1,2,...) hosilaga ega bo’lib, bu 
hosilalardan tuzilgan

fi{x).f2(x),...j'n{x),-



funksional ketma-ketlik [a, e] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa u holda f(x )  limit 
funksiya shu [a, в] da f ’(x) hosilaga ega bo’lib, {/,'(*)} ketma-ketlikning limiti 
f'(x)  ga teng bo’ladi.

4-§. Darajali qatorlar 
I". Darajali qatorlar. Abel teoremasi. Biz avvalgi paragraflarda funksional 

qatorlarni o’rgandik. Funksional qatorlar orasida, ularning xususiy holi bo’lgan 
ushbu

JC

Yja„x" = a0 +axx + a2x2 + + aflx" + (14.20)
n -0

yoki, umumiyroq,
с

Х “„ (х 'хоУ = ao+al(x -x 0)+a2(x -x 0)2 + + a„(x-x0)' + (14.21)
n= 0

qatorlar (bunda a0,a]ta2,..., x0 o’zgarmas haqiqiy sonlar) matematikada va 
uning tadbiqlarida muhim rol o ’ynaydi. Bu erda, ushbu bobning l-§ idagi qaralgan

Y,un(x) funksional qatordaqatnashgan u„(x) sifatida
«--I

»„{*)= a„x" (yoki u„(x)=a„(x-xj') 
ya’ni .x (yoki * - x 0 ) o’zgaruvchining darajalari qaralayapti. Shu sababli (14.20) 
va (14.21) qatorlar darajali qatorlar deb ataladi.

Agar (14.21) qatorda x - x 0 = t deb olinsa, u holda bu qator t o'zgaruvchiga 
nisbatan (14.20) qator ko’rinishiga keladi. Demak, (14.20) qatorlarni o ’rganish 
kifoyadir.

(14.20) ifodadagi aQ,alta2,...aH... haqiqiy sonlar (14.20) darajali qatoming 
koeffisientlari deb ataladi.

Darajali qatorning tuzilishidan, darajali qatorlar bir-biridan faqat 
koeffisientlari bilangina farq qilishni ko’ramiz. Demak, darajali qator berilgan 
deganda uning koeffisientlari berilgan deganini tushunamiz.

Masalan, ushbu
50 y "  Г Y 2  v "

У —  = ! + * +  —  + + — + (0 /= l) ,
"о n! I/ 2/ n! V ’

J V ' = \ + x + x2 + +
»=0

qatorlar darajali qatorlar bo’ladi.
Darajali qatorning yaqinlashish sohasi (to’plami) strukturasini aniqlashda 

quyidagi Abel teoremasiga asoslaniladi.
14-teorema. (Abel teoremasi.) Agar

X
^ а их" = a0 + a{x + a2 x2 + +anx" + (14.20)
n=0

darajali qator x ning x = jc0 (x0 ф О) qiymatida yaqinlashuvchi bo’lsa, x ning



tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (14.20) darajali qator absolyut 
yaqinlashuvchi bo’ladi.

< Shartga ko’ra
X

Z a„X0 =a0+ atX0 + a2X0 + ■■■ + a„X0 +
/1 = 0

qator (sonli qator) yaqinlashuvchi. U holda qator yaqinlashuvchiligining zaruriy 
shartiga asosan

lim a„xJ = 0
/I—>x

bo’ladi. Demak, |a„Xo'} ketma-ketlik chegaralangan, ya’ni V/? e ,V uchun 

\anx'^<M (M e  R)
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikni etiborgaolib quyidagini topamiz:

n

< M
X

*0
Endi ushbu

Z|a„x"| = |a0| + |f l |x |+ k x 2|+  +] a„x"
H-0

qator bilan birga quyidagi 

± M X
n

X
+  M

X
2

X

*0
=  M  +  M

*0 *0
+  + M

*0

(14.23)

(14.24)

qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan (14.24)qator yaqinlashuvchi (chunki bu qator

geometrik qator bo’lib, uning mahraji (14.22) ga ko’ra I dan kichik: — | < 1),
*oi

ikkinchidan (14.23) qatoming har bir hadi (14.24) qatoming mos hadidan katta 
emas. U holda 1-qism, 2-bob, 3-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra (14.23) qator 
yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan (14.20) darajali qator absolyut 
yaqinlashuvchi >

1-natijcL Agar

Y,anx" = ao + в\х + а2х2 + +
«=o

darajali qator x ning x = x0 qiymatida uzoqlashuvchi bo’lsa, x ning 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida uzoqlashuvchi bo’ladi.

< Berilgan (14.20) darajali qator x0 nuqtada uzoqlashuvchi bo'lsin.
Unda bu qator x ning jx|>|x0j tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida 

ham uzoqlashuvchi bo’ladi, chunki (14.20) qator jc ning |x | > | jc0| tengsizlikni 
qanoatlantiruvchi biror jc = jc, qiymatida yaqinlashuvchi bo’ladigan bo’lsin, unda 
Abel teoremasiga кота bu qator jc =  jc0 (]jc0| < IjcJ) nuqtada ham yaqinlashuvchi 
bo’lib qoladi. Bu esa (14.20) qatorning x = x0 da uzoqlashuvchi deyilishiga 
ziddir. ►



2°. Darajali qatorning yaqinlashish radiusi va yaqinlashish intervalL Endi 
darajali qatorning yaqinlashish sohasi strukturasini aniqlaylik.

15-teorema. Agar

^ a nxn = a0 + axx + a2x2 + +anxn + (14.20)
n= 0

darajali qator x ning ba’zi (д- ф О) qiymatlarida yaqinlashuvchi, ba’zi qiymatlarida 
uzoqlashuvchi bo’lsa, u holda shunday yagona /*>0 haqiqiy son topiladiki
(14.20) darajali qator x ning jjcj < л* tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida 

absolyut yaqinlashuvchi, |jr| > r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa 
uzoqlashuvchi bo’ladi.

* Berilgan (14.20) darajali qator * = л'0 * 0  da yaqinlashuvchi, x = xx da 

uzoqlashuvchi bo’lsin. Ravshanki, |jc0| < | x ,| bo’ladi. Unda 14-teorema hamda 1- 

natijaga muvofiq (14.20) darajali qator x ning |* |< |*0| tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, jc ning |*|>!*i| 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoqlashuvchi bo'ladi. Jumladan
(14.20) darajali qator a (tf<|jc0j) nuqtada yaqinlashuvchi, e(e<|jc,|) nuqtada esa 
uzoqlashuvchi bo’ladi (51-chizma).

-в -a О a x q  r x j в
51-chizma

Demak, (14.20) qator [а, в] segmentning chap chekkasida yaqinlashuvchi, 
o’ng chekkasida esa uzoqlashuvchi.

[a, e] segmentning o ’rtasi nuqtani olib, bu nuqtada (14.20) qatorni

qaraylik. Agar (14.20) qator nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, unda

a + в
segmentni, nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsa,

a + в
----- segmentni

olib, uni [a,, ex] orqali belgilaylik. Demak, (14.20) qator ax nuqtada 
yaqinlashuvchi, e, nuqtada esa uzoqlashuvchi bo’lib, \a, e] segmentning uzunligi

S o ’ng [л,, e,] segmentning o ’rtasi nuqtani olib, bu nuqtada

(14.20) qatorni qaraymiz. Agar u - ~ l nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, unda



segmentni, uzoqlashuvchi bo’lsa, segmentni olib, uni

a2, e2] orqali belgilaymiz. Demak, (14.20) qator a2 nuqtada yaqinlashuvchi. e2 

nuqtada esa uzoqlashuvchi bo’lib, \a2, e2\ segmentning uzunligi e, -  2 -  ga 

teng bo’ladi. Shu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
ta . « i l t a .  « Л - - к -  вЛ -

segmentlar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Bu segmentlaming har birining chap 
chekkasida ( an nuqtalarda) (14.20) qator yaqinlashuvchi, o’ng chekkasida esa (en 
nuqtalarda) uzoqlashuvchi, я —» oo da bu segmentlar uzunligi nolga inti la boradi

(e a, 0).Г
Unda ichma-ich joylashgan segmentlarga prinsipiga ko’ra (qaralsin, 1-qism,

3-bob, 8-§) shunday yagona r  soni topiladiki,
lim an = lim en ~ r

n -> x /I -> x
bo’lib, bu r  nuqta barcha segmentlarga tegishli bo’ladi.

Endi x o’zgaruvchining |jc| < r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 
qiymatini qaraylik. lim an ~ r bo’lgani sababli, shunday natural n0 soni

л->х
topiladiki, \x\ <ano < r bo’ladi. anj nuqtada (14.20) qator yaqinlashuvchi. Demak, 

14-teoremaga ko’ra x nuqtada ham (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi bo’ladi.
x o ’zgaruvchining |jc| > r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy qiymatini 

qaraylik. limen=r bo’lgani sababli, shunday natural я, soni topiladiki,
Л—

!*!>*„, >f bo’ladi. eni nuqtada (14.20) qator uzoqlashuvchi. Unda 1-natijaga 

ko’ra x da (14.20) qator uzoqlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib, shunday r soni topiladiki (14.20) darajali qator x ning |jc| <r 

tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, |jc| > r 
tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa uzoqlashuvchi bo’ladi. ►

9-toVi/ Yuqoridagi 15-teoremada topilgan r  soni (14.20) darajali qatoming 
yaqinlashish radiusi, ( -r ,  r )  interval esa (14.20) darajali qatoming yaqinlashish 
intervali deb ataladi.

4-eslatma. 15-teorema jc ning x = ± r  qiymatlarida (14.20) darajali qatorning 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’lishi to’g’risida xulosa chiqarib bermaydi. 
Bu x = ± r  nuqtalarda (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi ham bo’lishi mumkin, 
uzoqlashuvchi ham bo’lishi mumkin.

Masalan,
1) Ushbu

1 + X + JC2 + + х л +
darajali qator (geometrik qator) ning yaqinlashish radiusi r  = 1 yaqinlashish 
intervali (-1, + 1) bo’lib, intervalning chekka nuqtalari r  = ±1 da uzoqlashuvchi:



X  x 1  JC3 jc" 1+—r-H---  ̂Л—7+ H---7 +
I2 2 3 n

qatorning yaqinlashish radiusi r  = 1. yaqinlashish intervali (-1, + l) .  /* = ±1 da 
qator yaqinlashuvchi bo’lib, yaqinlashish sohasi (to’plami) [-1, + 1] segmentdan 
iborat:

3) Ushbu
v v 2 V 3 v"

1 2  3 n
darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = 1 yaqinlashish intervali (-1 , + 1). Qator 
/• = 1 da yaqinlashuvchi, /‘ = -1 da esa uzoqlashuvchidir, qatorning yaqinlashish 
sohasi (— 1, 1] yarim intervaldan iborat.

2-eslatma. Shunday darajali qatorlar ham borki, ular faqat x  = 0 nuqtadagina
X

yaqinlashuvchi bo’ladi. Masalan, jc" qator istalgan jc0 * 0 nuqtada

uzoqlashuvchidir. Haqiqatdan ham, Dalamber alomatiga ko’ra

l i m
II —>x

lim (n + l)x0 = oo

bo’ladi. Demak, qator istalgan х ф О da uzoqlashuvchi. Bunday darajali
n-0

qatorlarning yaqinlashish radiusini r  = 0 deb olamiz.
Ayni vaqtda shunday darajali qatorlar ham borki, ular ixtiyoriy x  e(-oc,+oo)

*  x Mda yaqinlashuvchi bo’ladi. Masalan. У —  ni olaylik. Bu qator istalgan x 0

n=o ft!
nuqtada yaqinlashuvchidir. Haqiqatdan ham, yana Dalamber alomatiga ko’ra

lim j ,——v* • ~~+l)/ Хц
bo’ladi. Demak, bu qator istalgan jcg(-oo,+oo) da yaqinlashuvchi. Bunday 
darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi r = +00 deb olinadi.

3°, Koshi-Adamar teoremasi. Yuqorida ko’rdikki, darajali qatorlarning 
yaqinlashish sohasi sodda strukturaga ega bo’lar ekan: yoki interval yoki yarim 
interval, yoki segment. Hamma hollarda ham bu soha yaqinlashish radiusi r 
orqali ifodalanadi.

Ma'lumki, har qanday darajali qator
X

Xtf„Jc" = я0 +d]X + a2x2 + +aHx" + 
n = o

o'zining koeffisientlari ketma-ketligi {a„} bilan aniqlanadi. Binobarin, uning 
yaqinlashish radiusi ham shu koeffisentlar ketma-ketligi orqali qandaydir topilishi 
kerak.

(14.20) darajali qator koeffisientlari yordamida

= lim - И -  = 0n + \



sonlar ketma-ketliligi tuzamiz. Ma’lumki, har qanday sonlar ketma-ketligini 
yuqori limiti mavjud (qaralsin. 1-qism, 3-bob, 2-§). Demak, (14.25) ketma-ketlik 
ham yuqori limitga ega. Uni в bilan belgilaylik:

16-teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Berilgan ^ a nxn darajali qatorning

bo’ladi.
((14.26) formulada e = 0 bo’lganda r = +<x>, в = -foe bo’lganda esa r -0  deb 

olinadi).
< (14.26) formulaning to’g’riligini ко’rsatishda quyidagi
1) 6 = +00 (r = O);
2) 6 =  0  {r =  +oo);

jc0(jc0 * 0 )  nuqtani olib, bu nuqtada (1 4 .2 0 ) darajali qatoming uzoqlashuvchi 
ekanini ko’rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shu x0 nuqtada (1 4 .2 0 ) 

darajali qator yaqinlashuvchi bo’lsin.

cc
Demak. Y ,anxо 4ator (sonli qator) yaqinlashuvchi. Unda qator yaqinlashuvchi-

QC

yaqinlashish radiusi

(14.26)

hollarni alohida-alohida qaraymiz.
1) <? = oo bo'lsin. Bu holda ketma-ketlik chegaralanmagandir. Ixtiyoriy

n=0
ligining zaruriy shartiga asosan

lim an Xq =0

bo’ladi. Demak, \anjcJ } ketma-ketlik chegaralangan, ya’ni shunday o ’zgarmas M 
son mavjudki (uni 1 dan katta qilib olish mumkin), Vwe N uchun

\aX \±M  (M> 1) 
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikdan

фЦ-\х0\<п4 м  <м



bo’lishi kelib chiqadi. Shunday qilib ĵ\â \ ketma-ketlik chegaralangan bo'lib

qoldi. Natija ziddiyatlik yuzaga keldi. Ziddiyatlikning kelib chiqishiga sabab 
x0 * 0  nuqtada (14.20) qatorning yaqinlashuvchi bo’lsin deb olinishidir. Demak,
(14.20) darajali qator ixtiyoriy x0 (дг0 Ф O) nuqtada uzoqlashuvchi.

2) e = 0 bo’lsin. Bu holda ixtiyoriy xo (jto * 0 ) nuqtada (14.20) darajali

qatoming yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz. Modomiki, ketma-

ketlikning yuqori limiti nolga teng ekan bundan uning limiti ham mavjud va nolga 
tengligi kelib chiqadi. Ta’rifga asosan V f> 0  son olinganda ham, jumladan

e = у ga ko’ra shunday n0e N topiladiki, barcha n > n0 uchun
2W

°”l<
2 !x o !

bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

bo’lishi kelib chiqadi. 
Ravshanki,

V

I —
n= 0^

qator yaqinlashuvchi. Taqqoslash teoremasiga ko’ra (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).

i Mn= 0

qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,

n=0
qator absolyut yaqinlashuvchi.

3) 0 < <? < +Qo bo'lsin. Bu holda (14.20) darajali qator ixtiyoriy x0 |̂jc0| < —

nuqtada yaqinlashuvchi, ixtiyoriy x{ nuqtada uzoqlashuvchi bo’lishini

koTsatamiz.

U0j < -  bo’lsin. (J holda shunday £ > 0  sonni topish mumkinki, \x0\ = —?— 
в e + S

bo’ladi. Endi Sy (0< ^ < < 5) sonni olaylik. Bu £ ,> 0  songa ko’ra shunday 
n0e N topiladiki, barcha n > n0 uchun (yuqori limitning xossasiga ko’ra, 1-qism,

3-bob, 2-§) ^ < 6  + 5, ya’ni \en\<(e + S]f bo’ladi. Demak, barcha n>n0 
uchun



' " V( : Я1 1 U| 4 ■' (б + sy  U  + *
bo’lishi kelib chiqadi, bunda

e + £, _ (в + £ ) - ( £  -  ^i) _ S -6 \
6 +  S в + S e + 8

Endi ushbu

Z M !  = Ы  + |й!*о| + |«2Xo| + •■• + \anX01 + (1428>
n-  0

qator bilan quyidagi

Ш Ь |+Ш ^ У + a429>
qatorni solishtiraylik. Bunda, birinchidan, (14.29) qator yaqinlashuvchi (chunki bu

qator geometrik qator bo’lib, uning mahraji 0 < —— < I) ikkinchidan, n ning
в + 8

biror qiymatidan boshlab (я > л 0) (14.27) munosabatga ko’ra (14.28) qatoming 
har bir hadi (14.29) qatorning mos hadidan katta emas. Unda qatorlar nazariyasida 
keltirilgan taqqoslash teoremasiga 1-qism. 3-bob, 2-§) ko’ra (14.28) qator 
yaqinlashuvchi bo’ladi.

|jct| > -  bo’lsin. Unda shunday 8' > 0 sonni topish mumkinki, 
в

I =6 - 0
bo’ladi. Endi 8[ (O < S{ < 8') sonni olaylik. Yuqori limitning xossasiga asosan (1- 

qism, 3-bob, 2-§) ketma-ketlikning ushbu

nJfa\>e-6[, ya’ni \ап\>{в-8[У 
tengsizlikni qanoatlantiradigan hadlarining soni cheksiz ko’p bo’ladi. Demak, bu 
holda

( T ^ 7 =( r f )  <HM>
bo’lib, bunda

в - 8 '  в - 8 '  6 - 8 '
bo’ladi.

Yuqoridagi (14.30) munosabatdan /7->oo da ketma-ketlikning limiti
nolga teng emasligini topamiz. Demak,

w =0
qator uzoqlashuvchi (qator yaqinlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi).



Shunday qilib, har bir x0 |jjc0j<--J nuqtada (14.20) darajali qator yaqinla

shuvchi, har bir jc, |̂jc, ; > -  j  nuqtada esa shu darajali qator uzoqlashuvchi bo’lar 

ekan.

Darajali qatoming yaqinlashish radiusi ta’rifini etiborga olib, -  berilgan
в

darajali qatoming yaqinlashish radiusi ekanini topamiz. ►
14.10-misoL Ushbu

r, n 2 n^  X X X X
/  — 7-- —--- 1----p- 4- H---- p- +
ы 2 Л 2 2 2

darajali qatorni yaqinlashish sohasi topilsin.
< Bu darajali qatoming yaqinlashish radiusini (14.26) formulaga ko'ra 

topamiz:
V/iI

lim ”/k
M->X

_  1 1Um n
/»->х у 2*"

= lim 2 " = 1.
л->х

Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r -  1 yaqinlashish 
intervali esa (-1, + l)  dan iborat. Bu darajali qator yaqinlashish intervalining 
chekkalarida mos ravishda quyidagi

у  ( i l l  y _ L  
h  2Л ’ h i f »

sonli qatorlarga aylanib, ulami Leybnis teoremasi hamda Raabe alomatidan 
foydalanib yaqinlashuvchi ekanligini isbotlash qiyin emas.

Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi [-1, l] segmentdan 
iborat. ►

14.11-misol. Ushbu
- X X 2 xn1 H------ 1-----r- + ... + 7---- r-----h

2-5 3-5 (« + 1)-5" 
darajali qatoming yaqinlanish sohasi topilsin.

«B u qatorga Dalamber alomati (1-qism, 3-bob, 4-§) ni qo’llab quyidagini 
topamiz:

d = Um
n ->x (я + 2)-5п*1 (n +1)-5"

= lim
n —► X

(л+1)-5ях"и n + 1 _ jx|
= Й  lim -

5 n + 2 5

be JC
Demak, Уа п> \х\<$ bo’lganda qator yaqinlashuvchi, > I Уа п *

\x\ > 5 bo’lganda qator uzoqlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan darajali qatoming yaqinlashish radiusi r = 5, 

yaqinlashish intervali esa (-5 , +5) bo’ladi.



Yaqinlashish intervali (-5 , +5) ning chekkalarida darajali qator mos 
ravishda

2 3 n
f I 1 1IH— I— t- + -  +

2 3 n
sonli qatorlarga aylanib, bu qatorlarning birinchisi yaqinlashuvchi, ikkinchisi esa 
uzoqlashuvchidir. Demak, berilgan darajali qatoming yaqinlashish sohasi 
[- 5, + 5) yarim intervaldan iborat ekan. ►

5-§. Darajali qatorlarning xossalari
Biror

f x * "  =ao+a]x + a2x2 + +aflx" + (14.20)
n=Q

darajali qator berilgan bo’lsin.
30

17-teorema. Agar ^ a nx" darajali qatorning yaqinlashish radiusi r (r> 0)
«=o

bo’lsa, u holda bu qator \-c, c] (0 <c<r) segmentda tekis yaqinlashuvchi 
bo’ladi.

«Shartga ko’ra, r (14.20) darajali qatoming yaqinlashish radiusi. Demak, 
berilgan qator ( - r ,  r) intervalda yaqinlashuvchi. Jumladan, c<r bo’lganligidan
(14.20) darajali qator с nuqtada ham yaqinlashuvchi (absolyut yaqinlashuvchi) 
bo’ladi. Demak,

X

Zk-k" =iaoMailc'+ N c2+ + K lc"+ (14-31)n=0
qator yaqinlashuvchi.

Vx e [-с, с] uchun har doim \a„xn\ < |a„\c" bo’ladi. Natijada, ushbu

X k , * "  = |a 0| + |а,дг| + \агх 2\ +  +  я,,*" +
и=0

qatoming har bir hadi (14.31) qatoming mos hadidan katta emasligini topamiz. U
X

holda Veyershtrass alomatiga ko’ra Х<з„х" darajali qator [-с, с] segmentda
// = 0

tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. ►
00

18-teorema. Agar ^ a nxtt darajali qatoming yaqinlashish radiusi r> 0
n= 0

x
bo’lsa, u holda bu qatorning S(x) = £ a„xn yig'indisi (-r, r) oraliqda uzluksiz

w = 0
funksiya bo’ladi.

«(14.20) darajali qatoming yaqinlashish intervali (-/*, /*) dan ixtiyoriv x0 
(x0 e ( - r ,  r)) nuqtani olamiz. Ravshanki, jx0| < r bo’ladi. Ushbu |x0j < с < r



tengsizliklarni qanoatlantiruvchi с sonni olaylik. (14.20) darajali qator yuqorida 
keltirilgan I7-teoremaga ko'ra [-с, с] segmentda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. 
Unda ushbu bobning 3-§ idagi 6-teoremaga asosan, berilgan (14.20) darajali 
qatoming yig’indisi S(x) funksiya [-c \ с] da, va demak, xQ nuqtada uzluksiz 
bo’ladi. Demak, (14.20) qatoming yig’indisi S(x) funksiya (-/*, r) intervalda 
uzluksizdir. ►

x

19-teorema. Agar Yjanx" darajali qatoming yaqinlashish radiusi r (a*>0)
N=0

bo’lsa, bu qatorni [а, б] ([л, <?]с(-л /*)) oraliqda hadma-had integrallash mumkin. 
«Shunday с (О<c<r) topa olamizki, \a, e ] c [ - c ,  c \a (-r , r) bo’ladi. 
Berilgan darajali qator [-c, c*] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, 

[а, в] da (14.20) darajali qator tekis yaqinlashuvchi. Unda (14.20) qatoming 
yig’indisi

JC

S(x)= Y*anx>> =ao + a\X + a2x2 + +anxn +
//=0

uzluksizlik bo’lib, ushbu bobning 5-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra bu qatorni 
hadma-had integrallash mumkin:

Ь в X. X> в 00 + l

} S(x)dx = j  'Z a y d x  = £ > „ } x"dx = ---------;—  • ►
(i (j/i-1 n=0 a //=0 /7 +  1

Xususan, a = 0 , в = x (Uj < r) bo'lganda

f S ( x ) * =  =a0x + -'-x2+ +^ x " +...
о я=оЯ + 1 2 n

bo’ladi. Bu qatoming yaqinlashish radiusi ham r ga teng. Haqiqatdan ham,
Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib quyidagini topamiz:

Um » 
//->*

* = Um = lim tll\aA Um - 7..-i =  = Um tll\a„\ = r
/7 + 1 !  л //7 +  1 " -*x  /; ;/->x Ҳ //7 + Т

X

20-leorema. darajali qatoming yaqinlashish radiusi r bo’lsa,
// = 0

(-/*, r) da bu qatomi hadma-had differensiallash mumkin.
«Avvalo berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan tuzilgan 

ushbu
x
Yjnanx" 1 -  a\ + 2°2x + 3a3x 2 + +nanx"~] + (14.32)
n=0

qatoming |jc0 | < r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy nuqtada yaqinlashuvchi 

bo’lishini ko’rsatamiz. Quyidagi |jt0|< c < r  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi с 
. , Tl , 1.............................



bo’ladi. Ravshanki, £^<7" 1 (q < l) qator yaqinlashuvchi (uni Dalamber
n  = \

alomatiga ko’ra ko’rsatish qiyin emas). Unda
Um nq" 1 = 0

/ / —>oc

„"'Ibo’ladi. Demak, n ning biror, n0 qiymatidan boshlab, (n>nQ uchun) nq" <c 
bo’lib, natijada Vn>n0 uchun ushbu

|«a„x"4 j<|a„c"| (14.33)
tengsizlikka kelamiz.

X

c e (-r , r) bo’lganligi sababli ^ A /0” qator absolyut yaqinlashuvchi. Unda
//=0

(14.33) munosabatni hisobga olib, Veyershtrass alomatidan foydalanib,
30

YLnaHx '~] qatorning (- r , r) da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Demak, bu 
//=0

qator [- c , c] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan 

tuzilgan (14.32) qator tekis yaqinlashuvchi. U holda ushbu bobning 6-§ da 
keltirilgan 12-teoremaga ko’ra

V// = 0 )  n=0 // = 0

bo’ladi. ►
Shuni ham aytish kerakki, (14.20) va (14.32) qatorlarning yaqinlashish 

radiuslari bir xil bo’ladi. Haqiqatdan ham Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

l im  yjn\an\ =  U m  kfn ^ /k j ) =  U m  '4п  l im  'ЖаА .
/ I — / / - >oo'  w ->oo  / / —>ao

Demak,
lim ф Щ  = lim .

/ / —>oc v / / —>X *

2-natij(L Agar (14.20) darajali qatoming yaqinlashish radiusi r bo’lsa, bu 
qatomi (-r, r) da istalgan marta differensiallash mumkin.

oc

Shunday qilib, yaqinlashish radiusi r > 0  bo’lgan Y a»x" darajali qatorni
//--0

hadma-had integrallash va hadma-had (istalgan marta) differensiallash mumkin va 
hosil bo’lgan darajali qatorlarning yaqinlashish radiusi ham r ga teng bo’ladi.

10-ta’rif. Agar f(x)  funksiya (-/*, r) da yaqinlashuvchi darajali qatoming 
yig’indisi bo’lsa, f(x )  funksiya ( -r , r) da analitik deb ataladi.

21-teorema. Ikkita
x

Y,anx ' =  ao + в\Х + а2х2 +  +a„x" + (14.20)
n = 0

va



JC

£e„x" = во + G\X + в 2х 2 + + в пх" + (14.34)
,i=0

darajali qatorlar berilgan bo'lib, (14.20) darajali qatorning yaqinlashish radiusi 
r\ >0 yig’indisi esa S,(x), (14.34) darajali qatorning yaqinlashish radiusi r2 > 0  
yig’indisi S2(x) bo'lsin.

Agar Vx e ( -  r, r) (r = min(rx ,r2)) da
S ]{ x ) = S 2{x) (14.35)

bo’lsa, u holda Va7g N uchun
aH = 6„

ya'ni (14.20) va (14.32) darajali qatorlar bir xil bo’ladi.
< Ravshanki, (14.20) va (14.32) darajali qatorlar (-r, r) da yaqinlashuvchi 

va ularning yig'indilari S,(x) va S2(x) funksiyalar shu intervalda uzluksiz 
bo’ladi. Demak,

///n5I(x )= 5 1(0), limS2{x)=S,(0).
v —> 0 x->0

Yuqoridagi (14.35) shartga ko’ra Sx(o) = S2(o) bo’ladi. Bundan esa a0 = e0 
ekanligi kelib chiqadi. Binobarin, V x e ( -r ,  r) uchun

± a „ x "  = f>„x"
« = 1 ;/-l

Agar x ф 0 desak, bu tenglikdan barcha x e ( -  r, 0)u (0 , r) uchun

ia „ x '- ] = ±e„x"-'
//-i «=1

ga ega bo'lamiz. Bu darajali qatorlarning har biri ham (-r , r) da yaqinlashuvchi 
bo'ladi va demak, ularning yig’indilari shu intervalda uzluksiz funksiya bo’ladi. 
Shu xususiyatdan foydalansak, x —> 0 da

lim = a\' lim Z e-|X’"' = e,

bo'lishini va demak, a{ = ex ekanini topamiz. Bu jarayonni davom ettira borib, 
barcha n eN  uchun atl =en bo’lishi topiladi. Demak, (14.20) va (14.34) darajali 
qatorlar bir xil. ►

(— у, r) (r > o) oraliqda / ( x )  funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin. 
Yuqoridagi teorema, / ( x )  ni darajali qator yig’indisi sifatida ifodalay olinsa, 
bunday ifodalash yagona bo’lishini bildiradi.

6-§. Teylor qatori
Biz yuqorida, har qanday darajali

X

Y a ,iX "  = a 0 +  a \X  +  a 2X 2 +  •■■ +  a „ X "  +

»i=0

qator o’zining yaqinlashish intervali ( -r ,  r) da uzluksiz 5(x) funksiyani (darajali 
qator yig’indisini) ifodalab, bu funksiya shu oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga 
ega bo’lishini ko’rdik.



Endi biror oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lgan funksiyani 
darajali qatorga yoyish masalasini qaraymiz.

Iе. Funksiyalami Teylor qatoriga yoyish. /(jc) funksiya jc = jcn nuqtaning
biror

Us(xQ)={x e R x0-S < x < x 0+S} (S>0) 
atrofida berilgan bo’lib, shu atrofda funksiya istalgan tartibdagi hosilaga ega 
bo’lsin. Ravshanki, bu funksiyaning 1-qism, 6-bob, 7-§ da batafsil o ’rganilgan 
Teylor formulasi

+ +r,{x)'1! 2! n\
ni yozish mumkin, bunda rn(x) qoldiq had.

Berilgan f (x )  funksiyaning x0 nuqtada istalgan tartibdagi hosilaga ega 
bo'lishi Teylor formulasidagi hadlaming sonini har qancha katta olish imkonini 
beradi. Binobarin, tabiiy ravishda ushbu

f(x0h ^ ( x - x 0)+^ ( x - x j + +£ - Ъ ) ( х- ХоУ+ (14.36) 
1! 2! n\

qator yuzaga keladi. Bu maxsus darajali qator bo’lib, uning koeffisientlari f (x )  
funksiya va uning hosilalarining jc0 nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalanadi. 

Odatda (14.36) darajali qator / ( x )  funksiyaning Teylor qatori deb ataladi. 
Xususan, x0 = 0 da quyidagicha bo’ladi:

(14.37,W 1! 2! /?!

Darajali qatorlar deb nomlangan 8-§ ning boshlanishida

ko'rinishdagi darajali qatorlarni o’rganishni kelishib olingan edi. Shuni etiborga 
olib, f{x)  funksiyaning (14.37) ko’rinishdagi Teylor qatorini o ’rganamiz.

Yana bir bor ta’kidlaymizki, (14.36) qator /(jc ) funksiya bilan o'zining 
koeffisientlari orqali bog’langan bo’lib, bu (14.36) qator yaqinlashuvchi 
bo’ladimi, yaqinlashuvchi bo’lgan holda uning yig’indisi f{x)  ga teng bo'ladimi, 
bundan qat’iy nazar, uni f(x )  funksiyaning Teylor qatori deb atadik.

Tabiiy ravishda quyidagi savol tug’iladi: qachon biror ^ ( o )  oraliqda 
berilgan, istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lgan / ( jc) funksiyaning Teylor qatori

n\ If 21 n\
shu oraliqda xuddi shu f(x )  ga yaqinlashadi.

22-teorema. f (x )  funksiya biror (-r, r) (r> 0 ) oraliqda istalgan tartibdagi 
hosilaga ega bo’lib, uning x = 0 nuqtadagi Teylor qatori



Bu qator ( -r , r) oraliqda /(дг) ga yaqinlashishi uchun / ( j c )  funksiya Teylor 
formulasi

(14.18)1! 2! л! j \
ning qoldiq hadi barcha jc e (-r , r) da nolga intilishi [lim rn(* ) - 0 j  zarur va

>1 -»x
yetarli.

<ZarurligL Avvalo (14.37) qatoming koeffisientlari bilan (14.38) Teylor 
formulasidagi koeffisientlaming bir xil ekanligini ta’kidlaymiz.

(14.37) qator yaqinlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi / ( j c )  ga teng bo’lsin. U 
holda bu qatoming qismiv yig’indisi

1! 2! «!
uchun

lim S„(x)= f(x )  (Vjre( - r r))
rt —> qc

bo'ladi. Undan esa (V jce(-r , /*)) uchun
///w [ /(* )-£ „ (* )]  = lim /■„(*)= 0
n ->0C rt-»X

bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. Vxe(-/\ r) da ///Hrw(jc) = 0 bo’lsin. U holda quyidagicha

И-»00
//w |/(jr)-^(jc)] = 0 bo’lib, undan esa
n — >T

lim Sn(x)= f(x )
rt —► »

bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa (14.37) qator ( -r , r) da yaqinlashuvchi bo’lib, 
uning yig'indisi f ( x )  ga teng bo’lishini, ya’ni

/W . /(o ),« „ £ ! » ! , . ,  . x m , - »
W  I! 2! rt!

ekanligini bildiradi. ►
Odatda keyingi munosabat o ’rinli bo'lsa, f ( x )  funksiya Teylor qatoriga 

yoyilgan deb ataladi.
23-teorema. Agar / ( j c )  funksiya ( - r, r) oraliqda (r> 0 ) darajali qatorga 

yoyilgan bo’lsa:
/ ( * ) =  a0 + a]x + a2x 2 +  +anx n + (14.39)

bu qator f ( x )  funksiyaning Teylor qatori bo'ladi.
«20-teorema va uning natijasiga ko’ra (14.39) darajali qator (-/', r) 

oraliqda istalgan marta (hadma-had) differensiallanuvchi bo’lib,
/ ' (* )  = 1 -я, + 2-tf2JC + 3-tf3Jc2 +... + nanxn' 1 + 

f ”{x) = \-2-а2 + 2'З аъх+ + n(n- \)anxn~2 +
/ " ' ( j c )  = 1 - 2  3 - я 3 +  + n ( n -  \ \ n - l ) a nx n~* +



bo’ladi. Keyingi tengliklarda x = 0 deb quyidagilarni topamiz:

„ -  rf0) , , ^ o) , /"(°) , / w(°)«0 -  ДО), о, = ■— , «, = , «, - - y •-• a” -
Natijada (14.39) qatoming ko’rinishi quyidagicha bo’ladi:

/ W=/ ( 0| ►
W  J  V 1! 2! n\

Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoyilishining yetarli shartini 
ifodalovchi teoremani keltiramiz.

24-teorema. f(x )  funksiya biror (-r, r) oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga 
ega bo’lsin. Agar shunday M > 0 soni mavjud bo’lsaki, barcha V x e ( - / \  /•) 
hamda barcha n = 0, 1, 2, uchun

\ f (n){x\<M  ( f f i  = f(x))
tengsizlik bajarilsa, u holda ( - / * ,  r) oraliqda / ( jc)  funksiya Teylor qatoriga 
yoyiladi, ya’ni

/(х)=£ / ! ^ М х. =/(0)+/Щ)х+Ш х> +
V h  n\ 1! 2!

bo’ladi.
< f{x)  funksiya uchun Teylor formulasi

I! 2! rt\
ni yozib, uning Langraj ko’rinishidagi qoldiq hadi

ni olaylik. U holda 

bo’ladi. Agar

(»+<)

r" ̂ = ' f r ^  x"‘\ - М ГГТў 6 r• ГУj ( n  +  1 ) !  j ( я  +  I /

r
lim 7-----г = 0•-**(*+ l)

bo’lishini etiborga olsak, u holda
l i m  rn  ( j c )  =  0  ( j c  €  ( -  r ,  r ) )

/}->X

ekanligini aniqlaymiz. Bu esa (14.39) munosabatning o’rinli bo’lishini bildiradi. ► 
2°. Elementar funksiyalaming Teylor qatorlari
1) f(x )  = ex funksiyaning Teylor qatori Ma’lumki, f(x )= ex funksiyaning 

(ixtiyoriy chekli [-  a, a] (a > O) oraliqdagi) Teylor formulasi
v , X X 2 x n / ч

— 1-1-----I-------+ + —  + Г (Jf)I! 2! n\
bo’lib, uning qoldiq hadi esa Langranj ko’rinishida quyidagicha bo’ladi:



(qarang, 1-qism, 6-bob. 7-§). Har bir xe[-a , a) (a>0) da e9* <ex bo’lishini 
etiborga olsak, unda

(n + \).

ekanligi kelib chiqadi va n -» oo da u nolga intiladi. Demak, ixtiyoriy chekli x da
r ^ x n . x x 2 x "= > — =1 + - + — - + — +~  n\ I! 2! n\

bo’ladi.
2) f{x) = sinx funksiyaning Teylor qatori. Ma'lumki, f(x)=  sinx 

funksiyaning (ixtiyoriy chekli [-a, a\ (a > 0 )  oraliqdagi) Teylor formulasi

3! 5! ' (2n-l) 2"V '
bo’ladi. Bu formula qoldiq hadining Lagranj ko’rinishidan foydalanib, (qaralsin.
1-qism, 6-bob, 7-§) Удгб[-а, a\ (a > 0) uchun

I, m < _ ^ L
(2n + 1)

bo'lishini topamiz. Undan
lim r2ll(x)= 0
»->x

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, Vx uchun
г2я-1 „3 v5 2-1

s in x  = У  ( -  l)"‘! ---------г - x ------+ —  + + ( -  l)"_l ---------v  +
^  (2/7-1) 3! 5! V ' (2/1-1)

bo'ladi.
3) fix )  = cosx funksiyaning Teylor qatori Bu funksiyaning Teylor formu

lasi
r 2 x A r 2n

COS X = I ------+ —  + + ( -  i)” — r  + r2n (x)
2! 4! V f (:In )  2mV

qoldiq hadining Lagranj ko’rinishidan foydalanib (qaralsin, l-qism, 6-bob, 7-§)
Vx e  [- a, a] (a > 0) uchun

ln-f-2

bo’lishini topamiz. Undan
lim r2ll(x) = 0
//—Mс

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Vx uchun
X In 2 A 2 n

cosx = у  ( -  \)n -— r = 1 -  —  + — + + (-1)" - -  r- + ... 
h  (2л) 2! 4! V } (2л)

4) f(x )  = ln(\ + x) funksiyaning Teylor qatori Ma’lumki, bu funksiyaning 
Teylor formulasi quyidagicha bo’ladi:

in(i+*)=  - т  + т - т ^  + ( - 1 Г -  + ' .М .2 3 4 n



Bu formulada jcg[0, l] da rn(x) qoldiq hadni Lagranj koYinishida 
quyidagicha yozib

uning uchun

M j c J s - L  (14.40)
/7+1

bo’lishini, х е [ - а ,  О] (0 < д < 1 )  bo'lganda esa /*„(*) qoldiq hadni Koshi 
ko’rinishida quyidagicha yozib

, M = ( - 0 V " ^ .  (»<*<0

uning uchun

Ш < ~  04-41)
1 -a

bo’lishini ko’rgan edik (1-qism, 6-bob, 7-§).
(14.40) va (14.41) munosabatlardan lim /;(*) = 0 bo’lishini topamiz. Demak.

n  —> 3C

V x € (- l ,  l] da

+ ( - i r - +„=1 n 2 3 n
bo’ladi.

SHuni ta'kidlash lozimki, ln(l + x) funksiya ( - 1 , +oo) oraliqda berilgan 
bo’lsa ham bu funksiyaning Teylor qatori ( - 1, + l] yarim intervalda o ’rinlidir.

5) /(jc) = (l + x)a funksiyaning Teylor qatori. Bu funksiyaning Teylor 
formulasi

/, v  , a a (a -l)  2 a(a - 1)... (a -  n + l) „ , x
(l + jr) - \  + ~ x ~ — ------- - jc 2 4- + — ------- -— -------------- 7jc ^ r  (jc)
V 1! 2! n\

bo’lib (qaralsin 1-qism, 6-bob, 7-§), uning qoldiq hadi Koshi ko’rinishida
quyidagicha bo’ladi:

r (*) = a(a-l)., («-/■)(! + ^  (Q<e<
n\

Uni ushbu

n\  ̂1 + Ox J
ko’rinishida yozib olamiz.

Aytaylik - 1 < x < 1 bo’lsin. Unda birinchidan,

lim ^
«-►ac

chunki bu yaqinlashuvchi

lim — (a -lX a-2 ) [(a -  l) - ( n  -  ljjjc" = 0, n\

1 + ў  «(«"О (д-я + l)^ 
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qatoming umumiy hadi (bu qatoming yaqinlashuvchiligi Dalamber alomatiga 
ko'ra ko’rsatiladi). ikkinchidan, |cccj(l -  Ixj)0 1 < ax(\ + QxY~x < |axj(l + \x])a 1 va

I 1 ^ 1 ̂  J j ^ I
nihoyat, uchinchidan !------- 1 <1------- !<1 bo’lganligidan lim rlt(x) = 0 bo’lishi

|l+$Cj |l + 6fr| "->*>
kelib chiqadi. Demak, \x\ < 1 da

(l + ,)*=1 + £i,T?(£zL)x»+ ^ r .O J » -
1! 2! n\

bo’ladi.

Mashqlar
14.12. Ushbu

funksional ketma-ketlikning [O, + oc) da limit funksiyasi topilsin va unga 
notekis yaqinlashishi isbotlansin.

14.13. Agar {/,(*)} va {#„(*)} funksional ketma-ketliklar M e  R to’plamda mos
ravishda f(x )  va g(x) funksiyalarga tekis yaqinlashuvchi bo’lsa,

{of„ (x )+ fig,, (x)} (aeR , f ie  R) 
funksional ketma-ketlik M to’plamda af(x)+  J3g(x) funksiyaga tekis 
yaqinlashishi isbotlansin.

14.14. Ushbu [o, l] da berilgan

f„(x) =

0, agar x = 0 va — < x < 1 bo' Isa, 
n

1, agar x = —  bo' Isa,
2n

chiziqli funksiya, agar 0 < * < — , —  < x < —
In In n

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi / ( x )  = 0 ga [O, l] da notekis 
yaqinlashishi ko’rsatilsin.

14.15. Agar ushbu

IX  00
n --\

funksional qator M a  R to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa,
K (* )}  (« = 1.2.3,..,) 

funksional ketma-ketlik M to’plamda / ( x ) = 0  funksiyaga tekis 
yaqinlashishi isbotlansin.

14.16. Ushbu

£ ( * + l ) x "  ( - 1  <  X < I)
//=1

funksional qator yig’indisi topilsin.



к }  (я = 0, 1, 2, 3, 
son lar ketm a-ketlig i uchun

lim —QП
lim it m av jud  b o 'ls in . U ho lda

n=0
darajali q a tom ing  yaq in lash ish  radiusi

r -  lim

b o ’lishi isbotlansin .



Xosmas integrallar

Mazkur kursning 9. 10- boblarida funksiyaning aniq integrali (Riman 
integrali) tushunchasi kiritilib, u batafsil o ’rganildi. Integral bayonida integrallash 
oralig'ining chekliligi va funksiyaning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi. 

Endi aniq integral tushunchasini:
1) cheksiz oraliqda aniqlangan funksiyalarga:
2) chegaralanmagan funksiyalarga

nisbatan umumlashtirilishini qaraymiz. Odatda, bunday integrallar xosmas 
interallar deyiladi.

]-§. Cheksiz oraliq bo yicha xosmas integrallar 
IC heksiz  oraliq bo'yicha xosmas integral tushunchasi. f(x )  funksiya 

[ci,+cc) oraliqda berilgan bo’lib, uning istalgan [ a j]  qismida integrallanuvchi 
bo’lsin (aeR, t e  R, t>a). Ravshanki,

\f{x)dx
a

integral / o'zgaruvchiga bog’liq bo’ladi:

F{l)=\f(x)dx.
a

l-ta'rif. Agar /->  + oc da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit 
f(x )  funksiyaning [ a,+co) oraliq bo'yicha xosmas integrali deyiladi va

[f(x)dx (15.1)
a

kabi belgilanadi:

j  f ( x ) d x  = lim  Ғ (г )  -  lim  j  f { x ) d x .

Agar / - > + o o  da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (15.1) 
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar / - > + o o  da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki F(t) funksiyaning 
limiti mavjud bo’lmasa, (15.1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu

\ e xdx
о

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki

iim Je~Xdx = lim (- e~‘ + 1)= 1
/ —► 4-‘.C q

va demak.



\e~*dx = \.
о

Funksiyaning ( - c c , a ]  va ( - o o ,  + o c )  oraliqlar bo’yicha xosmas integrallari va 
ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

f f(x)dx = Um ]f{x)dxtl^-x J
- X  t

-*<c .v
J f(x)dx = lim J f(x)dx.

>•->+OO 1

°f dx
Masalan. ushbu

I \ + x
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki

0 1 кlim [ ------r dx = Um ( -  arctgt) = —
1 + д- 2

va demak,

°f 1 я 71
2

Shunday qilib, xosmas integrallar avval o ’rganilgan integraldan limitga o*tish 
amali orqali yuzaga kelar ekan.

I5.1-misoL Ushbu

7 -Jn Л
(a> 0, a>0)

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
«T a’rifga ko’ra

JC ^ - > ^ 0O " (1
Aytaylik, a < 1 va a = 1 bo’lsin. Bu holda, mos ravishda 

г d x  1lim \ — = Um —— (/l - я 1“а )= +oo,
/-►+x'jf * -hx [ — q;

гЛlim f —  = ///n (lnt-lna)=  +oc
f -> -t-oc Y I -» -их-

bo’ladi.
Aytaylik, a  > 1 bo’lsin. Bu holda

lim f— = lim
-a + 1 - a  + 1 
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Shunday qilib
7  dx / лJ —  {a > 0, a > 0)
a X

xosmas integral a > I bo’lganda yaqinlashuvchi, a< 1 bo’lganda uzoqlashuvchi 
bo'ladi. ►

-t-x
Biz quyida, asosan. / ( x )  funksiyaning [tf. + oo) oraliq bo'yicha J f ( x )d x

a
xosmas integralini o'rganamiz. (-сю.a\ va (-oo, + oc) oraliqlar bo’yicha xosmas 
integrallar tegishlicha bayon etilishi mumkin.

2°. Xosmas integrallar ning yaqinlashuvchiligi. Integralning absalyut yaqin
lashuvchiligi. Xosmas integral laming yaqinlashuvchiligi shartlarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, / ( * )  funksiya [a, + <n) oraliqda berilgan bo’lib, 
V.v e [a , + ooy da

f(x)>0
bo'lsin. U holda V /,,/2 e (a ,  + oo) uchun /, < t 2 bo’lganda

ғ ('г) = J f(x)dx = J f(x)dx + Jf{x)dx = F(/,) + j f{x)dx > /•'(/,).
a a (| /|

Demak,

F(l)=\/(x)dx
a

funksiya [алсо)  da o’suvchi bo’ladi.
l-teorema. f ( x )  funksiya [a , + <x>) oraliqda berilgan bo’lib, Vjc e [a , + oo;

da
f(x)> 0

bo'lsin. Bu funksiyaning [a , + zc) oraliq bo’yicha xosmas integrali

\/{x)dx
a

ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun,

f[f)= \f{x)dx
a

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya’ni
f

3CeR, V /e /a , +<»;; \f(x)dx<C
a

bo'lishi zarur va yetarli.
<ZarurligL Aytaylik, xosmas integral

\  f ( x  ) d x
a

yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda



lim F(t)= lim \ f { x ) d x - J
M f X  t —► -̂ oc a

mavjud va chekli bo'lib,
J = sup Ғ([)

<7<X <-X

bo’ladi. Aniq yuqori chegaraning ta’rifiga ko’ra, V /e /'a . + oo) da

a  a

ya’ni

^ )= \ f ix )d x < c
a

bo’ladi.
YetarliligL Aytaylik,

I
3 С € /?, V / e /я, +co): \f(x)dx<C

a

bo’lsin. Unda monoton funksiyaning limiti haqidagi teoremaga ko’ra ushbu
lim F(t)
/ - > x

rX

limit mavjud va chekli bo’ladi. Demak, J f(x)dx xosmas integral
a

yaqinlashuvchi. ►
Eslatma. Agar Vjc e [a. + oc) da f ( x ) > 0 bo’lib,

=!/(*)<*
a

- x

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, J/(x)^jr xosmas integral
a

uzoqlashuvchi bo’ladi.
2-teorema. Faraz qilaylik, f(x )  va g(jt) funksiyalari [a, + °°J oraliqda 

berilgan bo’lib, Vxe[a, + с о )  da
0 </(x)<g(x)

bo’lsin.
+.X +QC

Agar Jg(x)d!x xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, J f(x)dx xosmas
a a

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
-KJO +X

Agar J f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsa, \g(x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo’ladi.
-f-GC

< Aytaylik, J g{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Ravshanki,
a



j f (x )d x  < \ g (x)dx < } g(x)cix
a a a

l
bo’ladi. Bundan \  f(x)dx ning yuqoridan chegaralanganligi kelib chiqadi. 1-

a
teoremaga ko’ra

] 'f(x )d x
a

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

Aytaylik, J f(x)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo’lsin. U holda
a

F ( l ) = \ f ( x ) d x
a

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lib,

\ f { x ) d x < \ g {x)dx
a a

tengsizlikka ko'ra

jg-(x)c&
a

funksiya ham yuqoridan chegaralanmagan bo’ladi. Yuqorida keltirilgan eslatmaga 

binoan xosmas integral uzoqlashuvchi bo’ladi. ►
a

15.2-misol. Ushbu
7  cos4 3jc .= d x
I \l\ + x6

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

/(,)=£2%o
H\+x

bo’ladi. Ayni paytda x > 1 bo'lganda 

tengsizlik bajariladi. Quyidagi
7  dx 
* %, x/5

xosmas integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15.1-misol) bo’lganligi uchun 2- 
teoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi bo’ladi. ►

Endi [ a ,  + oo) oraliqda berilgan ixtiyoriy f(x )  funksiya xosmas integrali



I  f ( x )d x
a

ning yaqinlashuvchiligi haqidagi teoremani keltiramiz.
3-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu

\ f { x ) d x
a

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun
V<£>0, 3t0>a, V /'> /0, V /">/0

bo’lganda

J /(x )J < £
к I

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
«M a’lumki,

+ЭО

\  f {* )d x
a

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi / +00 da

F( ')= j /W ^
a

funksiyaning chekli limitga ega bo’lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitga ega bo’lishi haqidagi Koshi teoremasiga 

(qaralsin, 4-bob, 6-§) binoan,
V f > 0, B/0 > a, Mt' > l0, Vt">t0:\F(r)-F(t’]<£

ya’ni

\  f{x)dx -  \  f{x)dx\ = <£

bo’lishi zarur va yetarli edi. ►
Bu nazariy ahamiyatga ega bo’lgan muhim teorema bo’lib, undan xosmas 

integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda foydalanish ko’pincha qiyin 
bo’ladi.

Xosmas integrallaming yaqinlashuvchanligini aniqlashda ko’p 
qo’llaniladigan alomatlardan birini keltiramiz.

4-teorema. (Dirixle alomati). f(x )  va g(x) funksiyalar [ а л  с о )  oraliqda 
berilgan bo’lib, ular quyidagi shartlami bajarsin:

0  / ( * )  funksiya [ а л  ̂ )  oraliqda uzluksiz va uning shu oraliqdagi 
boshlang’ichi F(x) (F'(x)= f(x))  funksiyasi chegaralangan;

2) g(jc) funksiya [ а л ° c) oraliqda g'(x) hosilaga ega va u uzluksiz 
funksiya;

3) g(x) funksiya [ а л  00J oraliqda kamayuvchi;



4) lim g(x) = 0. U holda f f{x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi.
A <-> + X a

«Uzluksiz / ( x )  va g(x) funksiyalaming ko'paytmasi / ( * )g ( * )  funksiya 
ham [a, -foe; oraliqda uzluksiz bo'lgani uchun, bu f(x )g (x ) funksiya istalgan 
[a, t] oraliqda integrallanuvchi bo’ladi, ya’ni

<p(0= \ f(x)g(x)dx (15-2)

integral mavjud.
/ - > +oc da <p(l) funksiyaning chekli limitga ega bo’lishini ko’rsatamiz. 

Teoremaning I- va 2- shartlaridan foydalanib, (15.2) integralni bo’laklab 
hisoblaymiz.

j f{x)g(x)dx = j g(x)dF{x) = g(x]dF(x)'u - j '(*>&. ( 15.3)

O’ng tomondagi birinchi qo'shiluvchi uchun ushbu
\g(t)F{l)i ^ % (')  {m  = sup\F{i) < -hoc) 

tengsizlikka ega bo'lamiz. Undan, t +oo da g(/)->  0 bo’lishini e ’tiborga olsak,
lim g(t)F(t) = 0
I —► -t-X

bo'lishi kelib chiqadi.
I

Endi o’ng tomondagi ikkinchi J F(x)g'(x)dx hadni qaraymiz. Modomiki,
a

g(x) funksiya [ а л oc) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi hamda shu oraliqda 
kamayuvchi ekan, unda Vx e [ а л ^ )  da g '(x)< 0  bo’lib,

j  F(x)g'(x)dx < M\\g'{x)dx = -M\g'{x)dx = A /[g (a )-g (/)]<  Л/g (a) 

bo’ladi. Shunday qilib, / o ’zgaruvchining barcha t> a qiymatlarida

a
integral (t o'zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralangan. U holda 1-

4-X

teoremaga ko’ra J /r(x)g,(x)3[r integral yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak,
a

i
lim f F(x)g'(x)dx/-*-00 J a

limit mavjud va chekli.
Yuqoridagi (15.3) tenglikda t -> +°o da limitga o’tib, Ushbu

(
lim f f{x)g(x)dx

a



limitning mavjud hamda chekli bo'lishini topamiz. Bu esa \ f(x)g(x)dx

integralning yaqinlashuvchiligini bildiradi.
15.3-misol. Ushbu

] ^ d x  («>  0)Xа л

integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

< Bu integraldagi f(x)=sinx, s ( * )= A -  (« > 0) funksiyalar yuqorida kel-
xa

tirilgan teoremaning barcha shartlarini qanoatl anti rad i:
о  /( * )  = sinx funksiya [ \,  + <x>) oraliqda uzluksiz va boshlang’ich funk

siyasi / r(x)=-cosx chegaralangan;

2) # (* )= —  funksiya [\, + <n) oraliqda g'(x) = — hosilaga ega va u
x ~a

uzluksiz;

3) g(*) = -~7 (« > 0) funksiya [1, + °°) oraliqda kamayuvchi;
xa

4) lim g (x )=  Um —  = 0 (gt>0) bo’ladi. Demak. Dirixle alomatiga ko'ra
x - x  x — >-hr. j c u

berilgan integral yaqinlashuvchi. ►
-t-00

f ( x ) funksiyaning xosmas integrali J f(x)dx bilan bir qatorda
a

Tl/ И *

xosmas integralni qaraymiz.
—OC

5-teorema. Agar ^\f(x}dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda J f(x)dx
a a

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
+ x

«Shartga ko’ra ^\f(x\dx integral yaqinlashuvchi. 4-teoremaga asosan,
a

\/£>0 olinganda ham, shunday l0 (<t0 > a ) topiladiki, / '> /0, t" > t0 bo’lganda 
t'
^\f(x}dx<s tengsizlik bajariladi.
I'

Agar

'\f(x)dx < j |f(x)fb
t' I'

tengsizlikni e’tiborga olsak, u holda
/*
J f(x)dx < £ 
l'



bo'lishini topamiz.
Shunday qilib, V f > 0  son olinganda ham, shunday /0 (/0 > д ) topiladiki, 

/' > /0, tn > tQ bo’lganda

J /M * <£

bo'ladi. Bundan 4-teoremaga asosan J/(.v)<A* integralning yaqinlashuvchiligini 

topamiz. ►

2-ta'rif. Agar j|/(;c)|dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, j/(jc)d!x absolyut
a a

yaqinlashuvchi integral deb ataladi, / ( jc) funksiya esa [a, + <x>) oraliqda absolyut 
integrallanuvchi funksiya deyiladi.

-t-GC 4-30

3-ta’rif. Agar J/(jc)<ix integral yaqinlashuvchi boMib, J|/(jc)|<ic integral
a a

t t
uzoqlashuvchi bo’lsa, J f{x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.

a
-OC

Shunday qilib, Jf{x)dx xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish
a

quyidagi tartibda olib borilishi mumkin:
-*-x

Vjce/<2, + oĉ  da / ( x ) > 0  bo’lsin. Bu holda  ̂f(x)dx integralning yaqinla-
a

shuvchi (uzoqlashuvchi) ligini yuqorida keltirilgan alomatlardan foydalanib topish 
mumkin. Boshqa hollarda f(x )  funksiyaning | / ( jc)| absolyut qiymatining

-X)
[ 0 , + ̂ )  oraliq bo’yicha ||/(jjc)cZx integralini qaraymiz. Ravshanki, keyingi

a
integralga nisbatan yana yuqoridagi alomatlami qo’llash mumkin. Agar biror

+ac

alomatga кота J|/(x)d5c integralining yaqinlashuvchiligi topilsa, unda 5-
a

f x
teoremaga ko’ra berilgan J / ( jc)& integralning ham yaqinlashuvchiligi (hatto

a
absolyut yaqinlashuvchiligi) topilgan bo’ladi.

tOC

Agar biror alomatga ko’ra {j/(*)|dx integralining uzoqlashuvchiligini aniqla-
Q

-г X

sak, aytish mumkinki, J/(x)cft yoki uzoqlashuvchi bo’ladi yoki shartli yaqinla-
a

shuvchi bo’ladi va buni aniqlash qo’shimcha tahlil qilishni talab etadi.



3°. Yaqinlashuvchi xosmas integrallaming xossalari. Riman integral ini 
umumlashtirishdan hosil qilingan yaqinlashuvchi xosmas integrallar ham shu 
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega.

f(x )  funksiya [a, + <n) oraliqda berilgan bo’lsin.
, \ -MC

I) Agar / ( * )  funksiyaning [a, + &) oraliq bo’yicha \ f ( x)dx integrali 

yaqinlashuvchi bo’lsa, bu funksiyaning [елсо)  (а<в) oraliq bo’yicha j f ( x)dx
a

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha. Bunda

j f{x)dx = J f(x)dx f  f  f(x)dx (15 4)
а а в

bo’ladi.
< Aniq integral xossasiga ko’ra

\ f{x)cb =] f(x)dx+ \ f(x)dx (a < f < oc ) (15.5)
a  а и

-oo
bo’ladi. j f{x)dx integral yaqinlashuvchi, ya’ni

a

\ f { x ) d x =  lim J f{x )d x
a a

limit mavjud va chekli bo’lsin. Yuqoridagi (15.5) munosabatni ushbu 

J f{x )d x  = j f {x )d x  -  ] f{x )d x
в a a

ko’rinishda yozib, /  - >  +oo da limitga o’tib quyidagini topamiz:

lim j f(x)dx = lim f f(x)dx -  f f(x)dx = \ f(x)dx -  f f(x)dx .
a a a о a

fOC

Bundan esa f  f(x)dx integralning yaqinlashuvchi va
в

I f ( x ) d x =  \ f { x ) d x - ] f ( x ) d x
в a a

ya’ni

\ f ( x ) d x  = ] f { x ) d x +  \ f ( x ) d x
а а в

ekanligi kelib chiqadi.

Xuddi shunga o’xshash \f(x)dx  integralning yaqinlashuvchi bo’lishidan
в

■»-00
\f(x)dx integralning ham yaqinlashuvchi hamda (15.4) formulaning OTinli
a



2) Agar \f(x)dx  integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda Jcf(x)dx integral
a a

ham yaqinlashuvchi bo’lib,
ч-JC + JC

j cf(x)dx = с J f(x)dx
a a

bo’ladi, bunda с = const
3) Agar Ухе [a, + с о )  da /(jc )>  0 bo’lsa, bu funksiyaning xosmas integrali

\f{x)dx>  0
a

bo’ladi.
Endi f(x )  funksiya bilan bir qatorda g(x) funksiya ham [а, + ж) oraliqda 

berilgan bo'lsin.
Ц -JC (-1C

4) Agar \f(x)dx  da integrallar yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
a a

+ OC

J|/(jt)±g(jc)]c& integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,
a

j\f(A ± g{x)\k  = \f(x)dx± jg(x)dx
a a a

bo'ladi.
1-natijtL Agar f\{x),f2(x),...,fn{x) funksiyalaming har biri [а,л-с о )  oraliqda 

berilgan bo’lib, j f k(x)cbc (k = 1,2, n) integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u
a

holda

ДС|/1(*)+<?2/2(х)+ +Cjn{x)]ix
a

integral yaqinlashuvchi bo’lib,

jW i(* ) +  +cnf n{x)yx^c^\fXx)dx+ +cn \f„{x)dx
a a a

bo'ladi.
-i-TO

5) Agar Vxe[a, + с о )  uchun /(x )< g ( j t )  tengsizlik o ’rinli bo’lib, ^f(x)dx
a

■*-r:
va Jg(x)o!x integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

a

\/{x)dx< \g{x)dx
a a



Yuqorida keltirilgan 2- 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning 
yaqinlashuvchiligi ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi.

O’rta qiymat haqidagi teorema. f(x )  va g(x) funksiyalar [a, + <x>) oraliqda 
berilgan bo’lsin. f(x )  funksiya shu oraliqda chegaralangan, ya’ni shunday m va 
M o’zgarmas sonlar mavjudki, Vx e [a, + oo) uchun

m < / ( * ) <  M
bo'lib, g(x) funksiya esa [a, + <n) da o ’z ishorasini o ’zgartirmasin, ya'ni 
\/xe[a, + oc; uchun har doim g(x)>O yoki g (x )< 0  bo’lsin.

+ 3C +x
6) Agar \f{x)g{x)dx va \g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

a a

shunday o’zgarmas ц (m< ц < M) son topildiki,
-rQC -ИХ)

j f(x)g{x)Jx = n \  g{x)dx (15.6)
a a

tenglik o ’rinli bo'ladi.
«Yuqorida keltirilgan g(x) funksiya [а. + ю) oraliqda manfiy bo’lmasin: 

g(jc)>0 (Vx e[a, + °o^). U holda
mg(x)< f{x)g(x)< Mg(x) 

bo’lib, unda esa (Riman integralining tegishli xossasiga ko’ra)
t t I

m^g(x)dx<^ f(x)g(x)dx <M^g(x)dx bo'lishini topamiz. Keyingi, tengsizliklarda
a a a

t ->+ oo da limitga o ’tsak,
■HJC +X +00

m l g(x)dx 2 \ f(x)g{x)dx < M Jя(л:)Л (15.7)
a a a

ekanligi kelib chiqadi. Ikki holni qaraylik:
ti -*-x

a) Jg(x)a!x' = 0 bo’lsin. U holda \f(x)g(x)dx = 0 bo’lib, bunda fj. deb
a a

m< ju< M tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy sonni olish mumkin.
-KX

b) Jg(x)<ix->0 bo'lsin. Bu holda (15.7) tengsizliklardan
a

\.f{*)g{x)dx
m < ° --------- < M

lg{x)dx
a

bo’lishi kelib chiqadi. Agar

\g(x)dx
a



deb olsak, unda

\ f { x ) g (x )d x ^ ^ \ g { x )d x
a a

bo'ladi.
[ a , +  oo) oraliqda g (x )< 0  bo’lganda (15.6) formula xuddi shunga o ’xshash 

isbotlanadi. ►
Bu 6- xossa o'rta qiymat haqidagi teorema deb ham yuritiladi.
4°. Xosmas integrallarni hisoblash. Ushbu

J = \ f { x ) d x
a

xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsin. Uni hisoblash masalasini qaraymiz.
I) Nyu ton-Ley bn its formulasi Faraz qilaylik, /(a*) funksiya fa, + с о )  

oraliqda uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f(x )  funksiya shu oraliqda ф(х) 
(ф'(х)= f(x )  , x e / f l ,  + ocy) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi. x —>+oc da 
(̂л*) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ф(х) boshlang’ich 

funksiyaning + oo dagi qiymati deb qabul qilamiz, ya’ni

lim ф(х) = ^(+oo).
X — > -X

lamda Nyuton-Leyb 

\/{x)dx= Hm j f(x)dx = lim JW <)-^(a)] =

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

(15.8)
= ф{+ы)-ф{а)=ф{х}1г 

Bu esa yuqoridagi kelishuvga ko’ra boshlang’ich funksiyaga ega bo'lgan 
/ ( jc)  funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o ’rinli 
bo’lishini ko’rsatadi.

15.4-misoL Ushbu

7  1 • 1 v1 — sin—dx
2 X~ X

xosmas integral hisoblansin.
1 1  Г 2< Ravshanki, / ( * ) =  —  sin— funksiya — , + oc) oraliqda uzluksiz bo’lib, 

JC x |_ n

uning boshlang’ich funksiyasi ф{х) = со8- bo’ladi. Demak, (15.8) formulaga

ko’ra

?  1 ■ 1 w 1I —,-sin-dx = cos —



Ba’zan berilgan J f(x)dx xosmas integral o'zgaruvchi larni almashtirib yoki
a

bo’laklab integrallash natijasida hisoblanadi.
2) Bo’laklab integrallash usuli. u(x) va v( jc)  funksiyalaming har biri 

[a, + со) oraliqda berilgan hamda uzluksiz u(x) va v#(x) hosilalarga ega bo’lsin.
- x

Agar Jv(x)du(x) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu
a

lim u(t)=u(+ oo). /i/и v(/)=v(+oo)
/ —>+X I —> -г X

-T'X

limitlar mavjud va chekli bo’lsa, u holda J w(a)6/v(jc) integral yaqinlashuvchi 

bo’lib,

jw(*Vv(*)= w(л>(г)|Г  -  Jv(x)du(x) (15.9)

bo’ladi.
Haqiqatdan ham 1-qism, 9-bob, 10-§ da keltirilgan formulaga ko’ra 

ju (o r ) r fv (x )=  u(x)v(x)'a -  j  v(x)du(x)= [ a ( / ) v ( / ) -  i / ( a ) v ( a ) ] -

(15.10)
-  \  v(x)du(x)

bo’lib, bu tenglikda / -> +oo da limitga o’tib, quyidagini topamiz:
( I

Um [ w(x)^v(.x) = lim [w(/)v(/)- i/(tf)v(a)]- Hm j v (x )du (a).
t -v  -их J / -► + *  t ->  -OC Ja a

+ x

Shartga ko’ra \v(x)du{x) integral yaqinlashuvchi hamda Um [w(/)v(/)-
I —>-*-x

a

u(a)v(a)] limit mavjud va chekli ekanligini e’tiborga olsak, unda (15.10)
-X

munosabatdan Jw(x )̂ /v(a) integralning yaqinlashuvchiligi hamda (15.9)
a

formulaning o ’rinli bo’lishi kelib chiqadi.
15.5-misol. Qo’yidagi

J xe~*dx 
о

integralni hisoblansin.

^Agar w(jc)=a, dv(x)=e xdx deyilsa, unda w(jt)v(jc)|pX = *(? г)0 =
*£  .OC

= Um ( - xe x)= 0, ^v(x)du(x)= - \e~xdx = -1 bo’lib, (15.9) formulaga ko’ra
о

r X
l - x  I \

Ju(x)dv{x)= fxe xdx = -xe~x|q -  j ( - e ' r)& = 1
a 0 0



\xe~xdx = I. ► 
о

Л-fj

2-eslatma. Yuqoridagi (15.9) formulani keltirib chiqarishda Jv(x)d«(x)
о

integralning yaqinlashuvchiligi hamda lim u(t)v(t) limitning mavjud va chekli
l— »-t-x

bo’lishi talab etiladi.
+ У- -КС

Agar Jw(jc)̂ /v(jc), Jv(jc)̂ /w(jc) integrallaming yaqinlashuvchiligi hamda
a a

lim u(t)v(t) limitning mavjud va chekli bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan
Г -> ~ зс

ikkitasi o ’rinli bo’lsa, u holda ularning uchinchisi hamda (15.9) formula o ’rinli 
bo’ladi.

3) О 'zgaruvchilarni almashtirish usuli. Quyidagi

J = \ f i x)dx
a

integralni qaraylik. Bu integralda x = <p(z) deylik, bunda cp(z) funksiya quyidagi 
shartlami bajarsin:

a) (p{z) funksiya [ а л  oo) oraliqda berilgan, (p'(z) hosilaga ega va bu hosila 
uzluksiz;

b) (p(z) funksiya [ а л  oo) oraliqda qat’iy o’suvchi; 
v) <p(a)=a, <p(+cc)= lim $?(z)=+oc bo’lsin.

+ OC +ЭС

U holda ^f(cp(z\(p\z)dz integral yaqinlashuvchi bo’lsa, unda \f{x)dx  ham
a a

yaqinlashuvchi va
-X  +CJC

J f(x )d x  = j  f(<p(z))-<p'{z)dz (15.II)
a a

bo’ladi.
4 Ixtiyoriy г (a < z < +oo) nuqtani olib, unga mos <p(z)=t nuqtani topamiz. 

[a, /] oraliqda 1-qism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan formulaga ko’ra

\ f { x ) d x  = \fX<p{-))<p'(-)dz
a a

bo’ladi. Bu munosabatda / - » +oo da (bunga z = ^ _1(/)->+oo) limitga o’tib 
quyidagini topamiz:

lim  J f(x )d x  = J <p'{z)dz.



Bu esa \f(x)dx  integralning yaqinlashuvchiligini hamda (15.11) formula-
a

ning o ’rinli bo’lishini ko’rsatadi>

3-eslatma. J f(x)dx yaqinlashuvchi bo'lsin. Bu integralda
a

X = f { z )
bo’lib, bu funksiya yuqoridagi shartlami bajarsin. U holda

|Ж - 7))И -К т
a

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,

\f{x)dx= \f{cp(z))tp'(z)dz

bo’ladi.
15.6-misoL Ushbu

•/ = 7  А  (Ш2)
0

integral hisoblansin.
^ Ravshanki, bu integral yaqinlashuvchi. Uni hisoblaylik. Avvalo bu integral

x  = -  almashish qilamiz. Natijada

0 \ f  \ Л +* ,2
•/ - I — r - j p - I r b *  <l3n>

+  X  1 _L ___  V  -  J  0  1 +  ^
1 4

bo’lib, (15.12) va (15.13) tengliklardan
+ ;t2

2 S0 \ + x4
bo’lishi kelib chiqadi. Keyingi integralda

j , _ I  =

almashtirishni bajarib, quyidagini topamiz:
-t-эо

V  ___
2V2 '

, _ 1+r 4 ’ _ 1 , .v
-t-эо n

Demak,

7  ►
i 1+x2 2V2



2-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari 
/". Funksiyaning maxsus nuqtasi. X с  R to’plamda berilgan f{x) 

funksiya va x0 e  R nuqtaning ushbu

U6 (x0) = {xe R xQ -  S < X < xQ + S ; x Ф x0} (S > O)
atrofini qaraylik.

4-ta’rif. Agar f(x )  funksiya to’plamda chegaralanmagan 
bo'lsa, x0 nuqta f(x )  funksiyaning maxsus nuqtasi deyiladi.

Masalan,

1) / (x) = —!— funksiya (a<x<e) uchun x = в maxsus nuqta;
в  -  X

2) / ( д ) = —!— funksiya (ci < x < в) uchun x = a maxsus nuqta;
x -  a

3) /■(*)= _ J ---- . funksiya ( x€/?l { - l ,  0, l}) uchun jc = —I , x = 0 , x = \
x\x ~ - О

maxsus nuqtalar bo'ladi.
2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. f{x) 

funksiya [a, e) yarim integralda berilgan bo’lib, x = e nuqta uning maxsus 
nuqtasi bo’lsin. Bu funksiya [a. e) yarim integralning istalgan [a, /] qismida 
(tj < / < e) integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki,

\f(x)dx

integral / o'zgaruvchiga bog’liq bo'ladi:

F{t)=\f{x)dx
Q

5-ta'rif Agar /-><?-<? da F{x) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit 
chegaralanmagan f(x )  funksiyaning [я, <?) oraliq bo’yicha xosmas integrali 
deyiladi va

] f (x )d x

kabi belgilanadi:

\f(x)dx = Um F(x)= Um \f(x)dx. (15.14)i-*e-o t-+e-oa a

Agar / -> 6-o  da F(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, (15.14) 
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t -> e-o  da F(jc) funksiyaning limiti cheksiz yoki F(jc) funksiyaning 
limiti mavjud bo’lmasa, (15.14) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu
1 dx
о V l - * 2



xosmas integral (jc = 1 maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’ladi. chunki

Um f - r-^L= = Um (arcsin t Y = lim arcsint = —
'-*'-°o-J\-x2 '^ 1-0 2

va demak,
[■ dx _ 71

W  1 - J C 2 ~ 2 ‘

(<z, e] da berilgan /(jc) funksiyaning (x = a maxsus nuqta), (a, (?) da 
berilgan /(jc) funksiyaning (x = a, x = e maxsus nuqtalar) xosmas integrallari 
va ularning yaqinlashuvchiligi (uzoqlashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta’riflanadi:

f f(x)dx= Um Um \f(x)dx,
(~ta+u ( -*a+oa i

f f(x)dx= lim (p(t,s)= Um \f(x)dx.
a

Masalan. ushbu

S — ¥6 —  0  S — ¥ 6 - 0

t-^a+o t- *a+o 1

f —

xosmas integral (x = о maxsus nuqta) yaqinlashuvchi bo’ladi, chunki
\dxUm f —r= -  Um 2(l - V / ) =  2
/ л/х

va demak,

i f =2-о V x
15.7-misoL Ushbu

/ Г dx I  dx ( r\\
= \~(-----ўГ- 2̂ = J /-----ўг («>°)Д х-tf) a(e-X f

^ l 'a ’Vifga ко 'Ya"

a ( x - a f  '-+°^,(x-a)a 
Aytaylik, a  = 1 bo’lsin. Bu holda

lim f - ^ ~  = Um [ln(x -  a ) \  = 0 0
t -+ a ^ o ( X — a  t->a+o

bo’ladi.
Aytaylik, а ф 1 bo’lsin. Bu holda

lim j  7 -——— = Um ————  = lim —!— [(e -  a )]~a -  (/ -  x)1 a 1 
(х-я)" 1 - a  ( l - a L

bo’ladi. Bu limit 0 < a  < I bo’lganda chekli, a > 1 bo’lganda cheksiz bo’ladi.



Shunday qilib,

• W r S - -  {a>0)oKx-a)
xosmas integral a <  1 bo'lganda yaqinlashuvchi, a >  1 bo’lganda uzoqlashuvchi 
bo'ladi.

Xuddi shunga o'xshash ko'rsatish mumkinki,

j . = <«>°>
xosmas integral or < I bo’lganda yaqinlashuvchi, a > 1 bo’lganda uzoqlashuvchi 
bo’ladi.

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali haqidagi bu tushunchalarni 
l-§ da keltirilgan cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral tushunchalari bilan 
solishtirib, ularning o’xshashligini va bu xosmas integrallarni bitta nuqtai 
nazaridan, ya’ni

\f{x)dx
a

integralda:
1) f(x )  funksiyaning [a, в) oraliq berilgan bo’lib, bunda a - chekli nuqta, e- 

chekli yoki +oo;
2) f(x )  funksiya ixtiyori [a, /] da integrali an uvchi, bunda t e \a, e) deb 

qarash mumkinligini ko’ramiz. Bu hoi chegaralanmagan funksiyaning xosmas 
integrali haqidagi keyingi tushuncha va tasdiqlami keltirish bilan kifoyalanish 
imkonini beradi.

J X o s m a s  integrallaming yaqinlashuvchiligi Integralning absolyut 
yaqinlashuvchiligi Aytaylik, f{x)  funksiya [a, в) oraliqda berilgan bo’lib, в 
nuqta f(x )  funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lsin.

6-teorema. Faraz qilaylik, Vxe[a, в )  da f(x)>  0 bo’lsin. Bu funksiyaning 
[а, в) oraliq bo’yicha xosmas integrali

J f ( x  )dx
a

ning yaqinlashuvchi bo’lishi uchun,

F(t)=\f{x)dx (a< t< e)
a

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya’ni

3C e R, Vre[a,e) .  \f(x)dx<C
a

bo’lishi zarur va yetarli.
7-teoremcL f(x )  va g(x) funksiyalar [я, в) oraliqda berilgan (в maxsus 

nuqta) bo'lib, X/xe [a, в) da



Agar Jg(x)c/x yaqinlashuvchi bo’lsa, J f (x )d x  ham yaqinlashuvchi, agar
a a

л в
J f (x )d x  uzoqlashuvchi bo’lsa, Jg(x)d!x ham uzoqlashuvchi bo’ladi.
a a

15.8-misoL Ushbu
r co s x  ,

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, integral ostidagi funksiya

M - w h '- o
bo’ladi. Ayni paytda, Vx e [0, \) da

1 1^  ^  (l-j)5

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki, g(x) = — !— p funksiyaning integrali
O-х)?

'гг*0 (l -  x)4
yaqinlashuvchi. Unda 7-teoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi 
bo’ladi. ►

8-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu
в
j f(x)dx ( в maxsus nuqta)
a

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo'lishi uchun
X/£>0, 3 £ > 0 ,  M t'f e - 8 < t’<e, e -5 < f< e \

\f{x)dx < £

bo’lishi zarur va yetarli.
Aytaylik, / ( x )  funksiya [a, e) oraliqda berilgan, в nuqta funksiyaning 

maxsus nuqtasi bo’lib,

]f(x)dx
a

uning xosmas integrali bo’lsin. Bu integral bilan bir qatorda

|1/(*)И
a



9-teorema. Agar

Jl/ №
a

\f{x)dx
a

integral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
6-ta'rif Agar

J i / M I *
a

n
integral yaqinlashuvchi bo'lsa, J f{x)dx absolyut yaqinlashuvchi integral deyiladi.

и
6 €

Agar j f{x)dx yaqinlashuvchi bo’lib. ||/(x)|c6c uzoqlashuvchi bo’lsa,
a a

J f{x)dx shartli yaqinlashuvchi integral deyiladi.

4 Yaqinlashuvchi xosmas integrallaming xossalari Chegaralanmagan 
funksiyaning xosmas integrali ham cheksiz oraliq bo'yicha integrali xossalari kabi 
xossalarga ega. Ularni keltirishni hamda isbotlashni o ’quvchiga havola etamiz.

5°. Xosmas integrallarni hisoblash. f (x)  funksiya \a, в) da berilgan, в esa 
shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning xosmas integrali

J = ]f(x)dx
a

yaqinlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin.
1) Nyuton-Leybnits formulasi Faraz qilaylik, / ( x) funksiya [a, e) da 

uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f (x)  funksiya shu oraliqda 
Ф(х) (Ф'(х) = /(*)> x ^ f a> e)) boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi, t ^ e - o  da 
^(jc) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu limitni ф{х) boshlang’ich 
funksiyaning в nuqtasidagi qiymati deb qabul qilamiz:

lim ф{х)=ф(в).
X-+6-0

Xosmas integral ta’rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

]f{x)dx= lim \f(x)dx= hm (ф(1)~ф(а)) = ф(в)-ф(а)=ф(хХ.
a a

Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida, boshlang’ich funksiyaga ega bo’lgan 
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o ’rinli bo'lishini 
ko’rsatadi.



Berilgan xosmas integral o’zgaruvchi lami almashtirib yoki bo'laklab 
integrallash natijasida hi sobl an ishi mumkin.

2) Bo'laklab integrallash usuli u{x) va v(x) funksiyalaming har biri [a, в) 
da berilgan bo’lib, shu oraliqda uzluksiz w'(x) va v'(jc) hosilalarga ega bo’lsin. в
nuqta esa v(x)z /(x)  hamda m(x) v'(x) funksiyalaming maxsus nuqtalari.

в
Agar J v{x)du{x) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu

a

lim u{t)v{t)
fi

limit mavjud va chekli bo’lsa, u holda j u(x)dv(x) integral yaqinlashuvchi bo’lib,
a

в 6

Jw(x)dv(x) = u(x)v(x)^ -  Jv(x)dw(x) (15.15)
a a

bo’ladi, bunda
w(e)v(e)= Um u{t)v{t)

t —te—o

15.9-misoi Ushbu
j- (x + \)dx

О л/СX - t f

integralni qaraylik. Agar u(x) = .r + 1, dv(x)=--A  — dx deb olsak, unda
3,,x-1 f

" ( j c ) - = (jf -»- 1)3(jc -  ])з| = 3,
io

J v{x)du(x) = j 3(x -  1)з dx = -  (x -  1)з
o o  4

bo’lib, (15.15) formulaga ko’ra

! J V M ?  A> 4
bo’ladi. Demak,

j- (x + l )dx _ 21

3-eslatma. Yuqoridagi (15.15) formulani keltirib chiqarishda Jv(x)di/(x)
a

integralning yaqinlashuvchiligi hamda Um [w(/)v(/)] limitning mavjud va chekli
I —¥8—0



A gar j*u (x )d v (x ),  Jv(x)dw (x) in tegrallam ing  yaq in lashuvch ilig i ham da
a a

lim  [w(/)-v(/)] lim itn ing m avjud va chekli b o 'lish i kabi uchta fak tdan  istalgan

ikkitasi o 'r in li b o ’lsa, unda u larning uchinchisi ham da (15 .15) fo rm ula  o 'r in li 
b o ’ladi.

3) O 'z g a ru v c h ila rn i a lm ash tir ish  u su li. f ( x )  funksiya [a, в )  da  berilgan , в 

esa shu funksiyan ing  m axsus nuqtasi b o ’lsin. Q uyidagi

)f{x)dx
a

xosm as in tegraln i qaraylik . Bu in tegralda x  = <p(z) deylik , bunda q>(z) funksiya 

[ a , P )  o ra liq d a  (p '{z )>  0 hosilaga  ega va u uzluksiz ham da < p (a )= a , (p { f i)  = e ,

(? (/? )=  lim  ^ ( - ) ) .  A gar J / ( # > ( i ) ) (p'(z)dz integral yaq in lashuvchi b o ’lsa, u
° a

в

holda | / ( л ) с / х  integral ham  yaq in lashuvchi b o ’lib,
a

I f{x)dx = \  f((p(z))<p'(z)dz
a a

b o 'lad i.
«

4-eslatm a. A ytaylik , ^ f { x ) d x  in tegral yaqin lashuvchi b o ’lsin. Bu in tegralda
a

P
x = <p(z) b o ’lib, u yuqoridag i shartlam i bajarsin . U ho lda J f{<p {z )) <p'{z)dz integral

a

ham  yaq in lash u v ch i b o ’lib,

]f(x)dx= \ f{<p{z)\ <p'{z)dz
a a

b o ’ladi.
15.10-m iso l. U shbu

j J - Ё .
о (l +хУ[х

in tegralda  x  =  < p (z ) -z 2 a lm ash tirish  bajaram iz. R avshanki, bu x  =  z 2 funksiya 

(0 , 1 /  o ra liq d a  x ’ = 2z > 0 hosilaga  ega va u uzluksiz  ham da ^ ( 0 ) =  0 ,  ^ ( l ) =  I . 

Integraln i h isob laym iz:

1 2dz _______ ,i n n  n



3-§. Muhim misollar
Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallaming yaqinlashuvchilikka 

tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahamiyatli bo’lib, ulardan ko’p 
masalalami echishda foydalaniladi.

15.11-misoL Ushbu

J, = j x a-'e-xdx
0

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Ravshanki, У, cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral. Ayni paytda, a < 1 

bo’lganda jc = 0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lgani 
sababi J, chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali ham bo’ladi.

Bu integralni quyidagicha
+00 I +OC
J x a~]e~xdx -  J x a~]e~xdx + J x a~]e~xdx 
о 0 1

yozib olamiz. So’ng tenglikning o'ng tomonidagi integrallaming har birini 
alohida-alohida yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Integrallaming birinchisi

\ x a' {e~xdx
0

da integral ostidagi funksiya uchun

\  (0 < x < l)

tengsizliklar o ’rinli bo’ladi. Ma’lumki,
1 dx

integral 1 - a <a  ya’ni a > 0  da yaqinlashuvchi bo’ladi. Unda 7-teoremadan 
foydalanib

\ x ° -  Xdx 
0

ning a > 0  da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz.
Ravshanki,

a -I -x a- l
lim ~  = lim -----= 0-

Г ->  + ®  1 Л —> +aO £

x 2
Bu holda

+x +x ,

J *
1 1 X

xosmas integrallar bir vaqtda yo yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’ladi. 
Ma’lumki,

+* d x  
?i x- 

160



yaqinlashuvchi. Demak?

jV V 'a tc
I

xosmas integral ixtiyoriy a jumladan a> 0 da yaqinlashuvi bo’ladi.
Shunday qilib. berilgan

JV1-V  Xdx 
о

xosmas integral a> 0 bo'lganda yaqinlashuvchi bo'ladi. ►
15.12-misoL Ushbu

J2 - \xa-'(\ -  x)H xdx
о

xosmas integral yaqinlashuchilikka tekshirilsin.
< Integral ostidagi funksiya uchun
1) a < 1, в > 1 bo’lganda x = 0 maxsus nuqta;
2) a > 1, в < 1 bo'lganda x = 1 maxsus nuqta;
3) a < 1, в < 1 bo’lganda x = 0 , x = 1 maxsus nuqtalar bo’ladi.
Berilgan xosmas integralni yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni 

quyidagicha yozib olamiz:

о

Ravshanki, 

U holda

lim( 1 -  jc)6 1 =  1. l imxa 1 =  1.
r -» 0  r -» i

, r  . _lim------ -—r-̂ —  -  I . iim:—~ ——n— -  1-0  x*-'
bo’lib, 9-teoremaga ko’ra

Уг Уг
j xa l( ] - xY ' ldx bilan
о 0

hamda

Jjca ’( l -xY~ldx bilan f(l-jc )e_, ĵc
x  к

xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi bo’ladi, yoki uzoqlashuvchi bo’ladi. 
Ma’lumki, a> 0 bo’lganda

Уг
\ x a~'dx
0

xosmas integral yaqinlashuvchi, в > 0 bo’lganda



Yi
xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak,

У7
a > 0  bo’lganda J х а~1( \ - х ) в dx integral,

e >  0  bo’lganda j x a ^ l- x )*  'dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

У2

Shunday qilib,

0
xosmas integral a > О, в >  0  bo’lganda yaqinlashuvchi.

M a s h q la r
15.13. Ushbu

x 2 + X + 1
xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin, qiymati topilsin.

15.14. Ushbu

- X

integral uchun yaqinlashuvchilik teoremalari keltirilsin.
15.15. Aytaylik. Vx e [ a , + 00) da / ( x ) >  0, g ( x ) > 0  funksiyalar uchun

f i x )
l im  ; { = к bo’lsin. Agar:
—  яС*)

-ос -KJO
1 ) &<+oo va Jg(x)d!x yaqinlashuvchi bo’lsa, J f ( x ) d x  ham yaqinla-

a a

shuvchi;
+OC -HX

2 ) / : > 0  va \ g ( x ) d x  uzoqlashuvchi bo’lsa, \ f ( x ) d x  ham uzoqlashuvchi
a a

bo’lishi isbotlansin.
-X

15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartida 0 <k<+<x>  bo’lganda J f ( x ) d x  va
a

+ x
Jg(x)<fx: xosmas integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi yoki
a

uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin.
15.17. Aytaylik. / ( x )  funksiya \a. + 0 0 ) oraliqda berilgan bo’lib, uning ixtiyoriy

[a, /] qismida (a < t <  +0 0 ) integrallanuvchi bo’lsin. Agar x —> + 0 0  da



/ м - 4  к *»)JC

J / M *
a

xosmas integral a >  1 bo’lganda yaqinlashuvchi. a <  1 bo’lganda 
uzoqlashuvchi bo’lishi ko'rsatilsin.

xosmas integral
a) a >  \ b o’lganda absolyut yaqinlashuvchi;
b) 0  < a  <  1 bo’lganda shartli yaqinlashuvchi;
v) a < 0  bo’lganda uzoqlashuvchi bo’lishi isbotlansin.

15.19. Agar /( jc )  funksiya (-oo,+oo) oraliqda berilgan bo’lib,

mavjud b o ’lsa, u holda J f ( x ) d x  xosmas integralning yaqinlashuvchi ham

bo'lishi, uzoqlashuvchi ham bo’lishi ko’rsatilsin.
-*-x

(Odatda (*) limit chekli bo’lganda J f ( x ) d x  xosmas integral bosh qiymat

ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib, V.p. j  f { x ) d x  kabi belgilanadi).

15.18. Ushbu

l im  \ f { x ) d x  (*)<->+oo J

-x



Ushbu bobda ko'p o'zgaruvchili funksiyaning bitta o'zgaruvchisi bo'yicha 
integral ini qaraymiz.

/ ( x ,,x2.... x m) funksiya biror M a R m to?plamda berilgan bo’lsin. Bu
funksiyaning bitta xk {k = 1 , 2 . m)  o'zgaruvchisidan boshqa barcha 
o’zgaruvchilarini o'zgarmas deb hisoblasak, f { x l , x 2, . . . , xm) funksiya bitta x*. 
o’zgaruvchiga bog'liq bo’lgan funksiyaga aylanadi. Uning shu o’zgaruvchi
bo’yicha integrali (agar u mavjud bo’lsa), ravshanki, x l , x 2, . . . ,xk_]tx k+l.....xm
larga bog’liq bo'ladi. Bunday integrallar parametrga bog’liq integrallar 
tushunchasiga olib keladi.

Soddalik uchun ikki o'zgaruvchili f ( x , y )  funksiyaning bitta o’zgaruvchi 
bo’yicha integralini o’rganamiz. Bunda f ( x , y )  funksiyaning у  o’zgaruvchisi 
bo’yicha limiti va unga intilishi xarakteri muhim rol o ’ynaydi.

I-§. Limit funksiya. Tekis yaqinlashish.
Litnit funksiyan in g  uzluksizligi

f { x , y )  funksiya \ f  = {(x. v ) e  R 2 a < x  < в, у  e  E с  /?} to'plamda berilgan, 
y 0 esa E с  R  to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

x o’zgaruvchining [a, в] oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida f { x , y )  
funksiya у  ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar у  -> y 0 da bu funksiyaning 
limiti mavjud bo’lsa, ravshanki, у  limit x o’zgaruvchining \a,e\  oraliqdan 
olingan qiymatiga bog'liq bo’ladi:

lim f ( x , y ) = < p ( x , y 0)  = <p(x).

Bu <p(x) funksiya f ( x , y )  funksiyaning y - > y 0 dagi limit funksiyasi 
deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: V£>0 ,  3S  = ^(f,x )>  0, |_v — jn0| < ^  bo’lgan 
V y e £  I f ( x , y ) - < p ( x ) < £ .

l - ta fr if  И  to'plamda berilgan f ( x , y )  funksiyaning y —> y 0 dagi limit 
funksiyasi <p(x) bo’lsin. V f > 0  olinganda ham shunday £ = £(£)>0 topilsaki, 
\ y - y 0\ < £  tengsizlikr.i qanoatlantiruvchi Vve E va Vxe[tf,s] uchun

!/(* .> )-?(*)!<•£
bo’lsa, f { x ;y )  funksiya limit funksiya cp{x) ga [a, в] da tekis yaqinlashadi 
deyiladi.

Aks Jici'ia, V-ii > 0 olinganda ham shunda £с >0. х0е[д,в] va
\У\ ~ Уо' :anoatiantiruvchi y x e E  topilsaki, ushbt*

;/(л0,у,)-«!.(хо^-о 
tengsizlik o :rinii bo :sa. f ( x , y )  funksiya <p(x) ga notekis yaqinlashadi deyiladi.



l 6 . l -misol .  M  = {(*, y)e R2 0<,v<l ,  0 < y <  to’plamda berilgan ushbu 
f ( x , y ) = x s i n y

funksiyaning y 0 = ~  nuqtada limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashish 

ko’rsatilsin.

< Ravshanki, у y 0 = Z  bo’lganda f ( x , y ) = x s i n y  funksiyaning limiti

73
—-X  ga teng bo’ladi. Demak, <p(x)=—  x

M s >  0 sonni olaylik. Agar S = e desak, u holda 

qanoatlantirgan My va Mx e [O, l] uchun

< 5  tengsizlikni

. /3 1
1 • V3 . 7t к

x s m y  - —- x = 'X \sm y -
2

= \x\ sin v -  sin — 
3

<
y ~ l

<£

tengsizliklar bajariladi. 1 -ta’rifga ko’ra y ~ > ~ ;  da berilgan f ( x , y ) = x s i n y

funksiya limit funksiya ( p { x ) = ~ - x  ga tekis yaqinlashadi. ►

Endi f ( x , y )  funksiyaning limit funksiyaga ega bo’lishi va unga tekis 
yaqinlashishi haqidagi teoremani keltiramiz.

f ( x , y )  funksiya M  = ^ x , y ) e R 2 a < x < e , y e E } to’plamda berilgan 
bo'lib, y 0 esa E cz R to’plamning limit nuqtasi bo'lsin.

I -teorema. f ( x , y )  funksiya у  - » y 0 da limit funksiya (p{x) ga ega bo'lishi 
va unga tekis yaqinlashishi uchun M s >  0 olinganda ham, shunday J  = ^(^)>0  
topilib \ y - y G\ < S ,  \ у ' ~У о \<<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi M y , y ' e E  

hamda Mx e [a, в] uchun
\ f {x ,y )~  f { x .y '\ < s  (16.1)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
<Zarur l igL f ( x , y )  funksiya y - >  y 0 da (p{x) limit funksiyaga ega bo’lib,

unga [a, в] da tekis yaqinlashsin. Ta’rifga кота, V£>0 olinganda ham, ^  ga

ko’ra shunday £ = <?(г:)>0 topildiki, \ y - y 0\ < S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi

M y e E  hamda uchun \ f { x ty ) - ( p { x \ < ^  bo’ladi. Jumladan

\у ' ~ Уо\ ^  \ А * У ) - < р ( 4 < ^  bo’ladi. Natijada

\ f(x,y)- f(x. y'\ < \f(x, y ) - <p(x) + \f{x,y')- <p(x] < E 
bo'lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topamiz.
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YetarliligL Teoremadagi (16.1) shart bajarilsin. U holda x o’zgaruvchining 
[ a, в] oraliqda olingan har bir tayin qiymatida /(* .> ’) funksiya у  

o’zgaruvchininggina funksiyasi bo’lib, V£>0  olinganda ham, shunday 
S  = 8 ( e ) >  0 topiladiki, |У “ ^о|< ^ tengsizliklarni qanoatlantiruvchi
My, y ' e E  uchun

! /(* •> ') - /(* • /) |< *  (>6 2 > 
bo’ladi. Funksiya limitining mavjudligi haqidagi Koshi teoremasiga asosan 
(qaralsin, 1-qism, 4-bob, 6-§) у  -> y 0 da f ( x , y )  funksiya limitga ega bo'ladi. 
Ravshanki, bu limit tayinlangan x (x e \a, e]) ga bog’liq. Demak,

l im f { x , y )  = <p(x).
У-+УО

Shu bilan у  -> y 0 da f ( x , y )  funksiya <p(x) limit funksiyaga ega bo’lishi 
ko’rsatildi.

Endi у  o’zgaruvchini |y - y 0|<c) tengsizlikni qanoatlantiradigan qiymatda 
tayinlab, (16.2) tengsizlikda у  y 0 da limitga o’tsak, u holda

\ f ( x , y ) - < p ( x ) < £

hosil bo'ladi. Bu esa y - *  y 0 da f ( x , y )  funksiyaning <p(x) limit funksiyaga [a, в]  

da tekis yaqinlashishini bildiradi. ►
Endi limit funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremani keltiraylik. Bu 

teoremadan kelgusida ko’p foydalanamiz.
2-teorem a. Agar f { x , y )  funksiya у  o’zgaruvchining £  to’plamdan olingan 

har bir qiymatida, x  o’zgaruvchining funksiyasi sifatida, [a,e\  oraliqda uzluksiz 
bo’lsa va y - > y 0 da f ( x , y )  funksiya <p(x) limit funksiyaga [a, в] da tekis 
yaqinlashsa, u holda cp{x) funksiya [a, e] da uzluksiz bo’ladi.

< y 0 ga intiladigan {v„} ketma-ketlikni olaylik ( yH e E, n = 1,2,...). Shartga 
ko’ra har bir y n, (« = 1,2,...) da f { x , y n) funksiya x o'zgaruvchining [a.e\  

oraliqdagi uzluksiz funksiyasi bo’ladi. Demak, {/(*,>’„)} funksional ketma- 
ketlikning har bir hadi [a, в] oraliqda uzluksiz.

Teoremaning ikkinchi shartiga ko’ra V£>0  olinganda ham, shunday 
8  = (^(^)> 0 topiladiki, Vx e [a, e] uchun

\ y - y 0\ < 8 = > \ f { x , y ) - < p { x ) < c  { y e E )  (16.3)

bo’ladi.
y „ ^ > y 0 dan yuqorida olingan £ = £ (f)> 0  ga ko’ra shunday n0 e N  

topiladiki, M n > n 0 uchun \ y „ - y 0\ < 8  bo’ladi. U holda, (16.3) ga asosan, M s > 0  

olinganda ham shunday n0 e N  topiladiki, Mn > n0 va Vx e [a, e] uchun
\/(х.У„)-<р(х}<е

bo’ladi. Bu esa { / { x . y , , ) }  funksional ketma-ketlik <p(x) ga [a, в] da tekis 
yaqinlashuvchiligini bildiradi. 14-bob, 3-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan <p(x) 
funksiya [а, в ] oraliqda uzluksizdir. ►



M  = [(x, _y) g Я2 x e  \a, в ]  y e  E d  /?} 
to'plamda berilgan bo'lib. у o'zgaruvchining E to’plamdan olingan har bir tayin 
qiymatida f { x .  v) o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a. в] oraliqda 
integrallanuvchi, ya'ni

]f{x.y)dx
a

integral mavjud bo'lsin. Ravshanki, bu integralning qiymati olingan у  ga bog'liq 
bo'ladi:

a
0 (v )=  j f ( x ,  y)dx . (16.4)

a
Odatda (16.4) parametrga bog'liq integral, у o'zgaruvchi esa parametr 

deyiladi.
Ushbu paragrafda parametrga bog'liq (16.4) integralning {Ф(у)~ 

funksiyaning) fiinksional xossalarini o'rganamiz.
1°. Integral belgisi ostida limitga o'tish . /(x ,y )  funksiya M = {(x,>>)e R 2 

x e  [«.<?} y e  E<z tfjto'plamda berilgan bo'lib, y0 nuqta E to'plamning limit 
nuqtasi bo'lsin.

3-teorema. f { x . y )  funksiya у  ning E to'plamdan olingan har bir tayin 
qiymatida x ning funksiyasi sifatida \a,e\  oraliqda uzluksiz bo’lsin. Agar f { x , y )  

funksiya v y0 da <p(x) limit funksiyaga ega bo'lsa va unga tekis yaqinlashsa. u 
holda

e ft

l im j / ( x ,y)dx = ^(p{x)dx (16.5)
•k *;i a a

bo’ladi.
* Shartga ko'ra f { x , y )  funksiya у  -> y 0 da <p(x) limit funksiyaga ega va 

unga tekis yaqinlashadi. Demak, V£>0  olinganda ham, shunday <5 = ^(^)>0  
topiladiki, |у  -  >'0j < S ni qanoatlantiruvchi Vy e E  va Vx e [a, в] uchun

I f(x.y)-<p(x} < - ^ —e - a
bo'ladi.

Ikkinchi tomondan, 2-teoremaga asosan, <p(x) funksiya [a, в] oraliqda 

uzluksiz bo'ladi. Demak, bu funksiyaning integrali ^cp{x)dx mavjud.
a

Natijada

J f{x,y)dx  -  ] <p(x)dx < }|/(.x.y)-(p{x\dx < \dx = s
a a a ® ^  a

bo'lib, undan



ekanligi kelib chiqadi. ►
(16.5) munosabatni quyidagicha

l im  \  f ( x , y ) d x  =  \ {  l im  /( -r ,.y )W
У-+УО „  „  \У-*Уо J

ham yozish mumkin. Bu esa integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini 
ko’rsatadi.

2°. In te g ra ln in g  p a ra m e tr  bo y ic h a  u z lu k s iz l ig i
4-teorema.  Agar f ( x , y )  funksiya

А/ = {(x ,y )e  R 2 x e  \a, e \  y e  \c, d]} 
to’plamda uzluksiz bo’lsa. u holda

Ф 0 ’) = \ f ( x , y ) d x
a

funksiya [c, d ] oraliqda uzluksiz bo'ladi.
^ Ixtiyoriy y 0 e \ c , d \  nuqtani olaylik. Shartga ko’ra f ( x , y )  funksiya M  

to’plamda (to’g’ri to’rtburchakda) uzluksiz. Kantor teoremasiga ko'ra bu funksiya 
M  to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. Unda V £ > 0  olinganda ham, shunday 
5  =  8 { s ) >  0  topiladiki,

p { ( x , y ) . { x , y Q)) =  \y -  y 0\ < S  

tengsizlikni qanoatlantiruvchi V (jt,y)e M , V (x ,y0) e  M  uchun

I f { x - y ) - f (x , y0}< £
bo’ladi. Bu esa f ( x , y )  funksiya у  -> y 0 da f { x , y 0)  limit funksiyaga tekis 
yaqinlashishini bildiradi. U holda 3-teoremaga asosan

l im  Ф0')= lim }/(x.>>)(& = | f  l im  /(•t,y)V = {f ( x , y 0)dx = Ф(у0)
v- Г о  y-+y»a а \У ^ У «  J

(Vy0 e  D
bo’ladi. Demak, Ф (у) funksiya y 0 nuqtada uzluksiz. ►

3 U. In te g ra ln i  p a ra m e tr  b o 'y icha  d i f fe rens ia l lash .  Endi parametrga bog’liq 
integralni parametr bo’yicha differensiallashni qaraymiz.

5-teorema. f ( x , y )  funksiya

M  = \ x , y ) e R 2 х е [ а , в \  y e [ c ,  £/]} 
to’plamda berilgan va у  o ’zgaruvchining \ c , d \  oraliqdan olingan har bir tayin 
qiymatida x  o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, в ]  oraliqda uzluksiz bo’lsin. 
Agar f ( x , y )  funksiya Л/ to’plamda f 'y { x . y )  xususiy hosilaga ega bo’lib, u 

uzluksiz bo’lsa. u holda Ф (у) funksiya ham [c, d \  oraliqda Ф'(у) hosilaga ega va 
ushbu

Ф*(у) = ]/y(x.y)dx



munosabat rinlidir.
* Shartga ko’ra f { x , y )  funksiya x o ’zgaruvchisi bo'yicha [a ,e \  oraliqda 

uzluksiz. Binobarin,

ф(у) А / ( х'У№
a

integral mavjud.
Endi V>’0 e[c,< /] nuqtani olib, unga shunday Д у(Д у> 0) orttirma beraylikki, 

y 0 + Ay e [c, d ]  bo’lsin. Ф (у) funksiyaning y 0 nuqtadagi orttirmasini topib, ushbu

Ф ( У о + 4 у ) - Ф ( У о ) =  г / ( х , ^ о + Д к ) - / ( х , У о ) ,
Ду  I Ay

tenglikni hosil qilamiz. Lagranj teoremasi (1-qism, 6 -bob, 6 -§) ga ko’ra

.  ф . у . + м у)
Ay

bo'ladi, bunda 0 < в <  1 .
Natijada

Ф0>о + А>)-Ф(уо) = ^  + eAy)dx = y . {xyo)dx+
a a

+ ] \ f y ix ‘ -v0 + O b y )-  f y (x ,y 0ty x
a

bo'lib, undan esa

ф ( ^ г ) - ф ( п ) . } / ; (  ^
Л У  a

в

< j ( o { f 'y, Ду)л = d j y , A y)-( в - a )
a

bo’lishini topamiz, bunda c o ( f fy ,A y )~  Г у { х , у )  funksiyaning uzluksizlik moduli.

Modomiki, f y [ x , y )  funksiya M  to’plamda uzluksiz ekan, unda Kantor

teoremasiga ko’ra bu funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi. U holda 1- 
qism, 5-bob, 9-§ da, keltirilgan teoremaga asosan

lim c o [f 'A y )=  0

bo’ladi.
(16.7) munosabatdan

j m Ф(уо + 4у) = j f'v{x ,y 0)dx
Ay->0 Ду Ja ■

bo’lishi kelib chiqadi. Demak,

<&Ьо)=]Гу(х.Уо№-
a

A \ / y  (x’y° +e^y) ~ fy ^  V х -
(16.7)



Qaralayotgan y c nuqta [ c ,d ]  oraliqning ixtiyoriy nuqtasi bo'lganligini 
e'tiborga olsak. unda keyingi tenglik teoremaning isbotlanganligini ko?rsatadi. ►

(16.6) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

^ ] f ( x , y ) d x  = } ( -^f (x . y ) \dx
dy a a\dv J

Bu esa differensiallash amalini integral belgisi ostida o'tkazish mumkinligini 
ko'rsatadi.

Isbot etilgan bu 5-teorema Leybnits qoidasi deb ataladi.
4°. In te g ra ln i  p a ra m e tr  b o 'y icha  in tegra llash.  / ( x ,  y ) funksiya

M = |x,y)ef? x e [o ,e J  y e  [c, d]} to'plamda berilgan va shu to'plamda uzluksiz 
bo'lsin. U holda 4-teoremaga кота

Ф (у)=  ] f { x .y )dx
a

funksiya [с, d ]  oraliqda uzluksiz bo'ladi. Binobarin bu funksiyaning \ c , d ]  oraliq 
bo'yicha integrali mavjud.

Demak. / ( * .} ')  funksiya K4 to'plamda uzluksiz bo'lsa. u holda parametrga 
bog'liq integralni parametr bo'yicha [c, d ]  oraliqda integrallash mumkin:

f<t>(y)cty = f ( j f ( x ,y )dx  dy
с с \ a

Bu tenglikning o'ng tomonida / ( x ,y )  funksiyani avval x o'zgaruvchi 
bo'yicha [o,e] oraliqda integrallab (bunda у  ni o'zgarmas hisoblab). so'ng 
natijani [c, d \  oraliqda integrallanadi.

Ba'zan / ( x ,y )  funksiya А/ to'plamda uzluksiz bo'lgan holda bu funksiyani 
avval у  zgaruvchisi bo'yicha [с, d ]  oraliqda integrallab (bunda x ni o'zgarmas 
hisoblab), so'ng hosil bo'lgan x  o'zgaruvchining funksiyasini \ а , в ]  oraliqda 
integrallash qulay bo'ladi. Natijada ushbu

I \ f{x,y)dx dy , J \ f { x , y ) d y \ b

integrallar hosil bo'ladi. Bu integrallar bir-biriga teng bo'ladimi degan savol 
tug'iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.

6-teorema.  Agar f ( x , y )  funksiya M  =  ^ x , y )e  R7 x e [ a , 4  y e [c ,^ ]}  to'p
lamda uzluksiz bo'lsa. u holda

] { ] f { x , y ) d x X y S \ f ( X .y ) d y \
c \ a  /  a \ c

bo'ladi.
< V/ g [c. d] nuqtani olib, quyidagi

< p ( t ) = \ [ \ f { x . \ ) c b X l y ,  4/(t)  = ]  \ f { x . y ) d y \ t x



integrallami qaraylik. Bu <p(l), funksiyalaming hosilalarini hisoblaymiz.
в

Ф ( у ) - \  f ( x , y ) d x  funksiya [c, d \  oraliqda uzluksiz bo'lgani sababli 1 -qism,
a

9-bob, 6 -§ da keltirilgan 9-teoremaga asosan

<p'(t)= \ o ( y ) d y  = Ф  ( l ) = ] f ( x , t ) d x (16.8)

bo’ladi.
f ( x , y )  funksiya M  to'plamda uzluksiz. Yana usha 1-qism, 9-bob, 6 -§ dagi 

teoremaga ko’ra
(' Л •

\ f i . x -y)f fy  = f ( x . t )  ( x  o'zgarmas)
Vc Л

bo’ladi. Demak, j f ( x , y ) d y  funksiyaning M  = ^ x , t ) e  R2 х е [ а , в \  /e [c ,^ ]}  to ’p-
c

lamdagi / bo’yicha xususiy hosilasi f ( x , l )  ga teng va demak, uzluksiz. U holda
5-teoremaga muvofiq

4 0 = ]  \ f ( x . y ) d y dx = j  \ f { x , y ) d y  dx = j  f(x,t)dx (16.9)  
ч V t JI a

bo’ladi.
(16.8) va (16.9) munosabatlardan

<p'{f) = 4/ ' ( t ) = ] f { x , t ) d t
a

bo’lishi kelib chiqdi. Demak,
(p(t) = i{ /(t) + C (C = const).

Ayni paytda t - c  bo'lganda ( p { c ) - y / { c )  =  0 bo’lib, undan C = 0 bo’lishini 
topamiz. Demak, (p{t) =  [f/{t)  bo’ladi. Xususan, t - d  bo’lganda < p (d )= y / (d )= Q  

bo’lib, u teoremani isbotlaydi>16.2-misol. Parametrga bog’liq integralni parametr bo’yicha integrallashdan 
foydalanib, ushbu

I в n
rX - x

A =  f ---------- dx  (O< a < e )
I n x

integral hisoblansin.
<  Ravshanki, (jc > O)

] x ydy =
In x

bo'ladi. Demak,

A = \ - -----— d x -  f  f jc ydy
* I n  v  J J

dx .



Integral ostidagi f ( x , y ) = x y funksiya M  ~ ^ x , y ) e  R2 x e [ 0 , l j  y e [ a , 6 ]} 
to'plamda uzluksizdir. U holda 6 -teoremaga ko’ra

h(\ \
= |  Jx ydx \dy 

a Vo /

bo’ladi. Ravshanki,
I I
f X'V dx = — — . 
i

Unda A = f — -  In 6- ^ ~  bo’ladi. Demak, 
a y + \  a + 1

\ x e - x a , в + 1
---------- d x -  In ------- .

J I n x  a + 1
►

5°. C hega ra la r i  h a m  p a ra m e trg a  b o g ’l iq  in te g ra l la r .  f ( x , y ) funksiya 

M  = {(* ,у)е R 2 x e \ a , e \  y e [ c , d ^  to’plamda berilgan. у  o ’zgaruvchining 
[ c . d ]  oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida f ( x , y )  funksiya jc 

o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, в ]  oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.
jc = a ( y ) ,  x  = f i ( y )  funksiyalaming har biri \ c , d \  da berilgan va \ f y e \ c . d \  

uchun ushbu
a < a ( y ) <  J3 (y )<  в (16.9)

tengsizlikni qanoatlantirsin.
Ravshanki, ushbu

P{y)

\ f { x , y ) d x
«(>■)

integral mavjud, у  o'zgaruvchi (parametr)ga bogMiqdir:
fi iy)

F ( y ) =  \ f { x , y ) d x  (16.10)

7-teorema. f ( x , y )  funksiya M  = ^ x , y ) e  R 2 x e  [a, e \  y e  [c, c/]} to'plamda 
uzluksiz, a ( y )  va J3(y)  funksiyalaming har biri [c, d ]  da uzluksiz va ular (16.9) 
shartni qanoatlantirsin. U holda

Pb)
F ( y ) =  \ f ( x y ) d x

a{y)

funksiya ham [c, d \  oraliqda uzluksiz bo'ladi.
e [c ,  d \  nuqtani olib, unga shunday Ду (Д у > 0 ) orttirma beraylikki, 

y 0 + A y e  [ c . d ]  bo’lsin. U holda
Р Ь ъ ^ у ) P M

Ғ ( у 0 +  А у ) - Ғ ( у 0) =  j f { x . y 0 + A y ) d x -  \ f { x . y 0)dx =  
e (> o *A > ) « (v 0 )

) Ж у о -А>’) «(>()■*■ Av)

= JL/'(-r V o + A y )-/(-1c.>'o)]^+ \ f { x . y 0 + A y ) d x -  \ f { x , y 0 + A y )d x  (16.11)
«(>'0 ) Р(Уо) а{Уо)



bo’ladi. Bu tenglikning o ’ng tomonidagi qo’shiluvchilami baholaymiz.
f ( x . y )  funksiya M  to’plamda uzluksiz, demak, Kantor teoremasiga asosan, 

tekis uzluksiz bo’ladi. U holda A y -> 0  da / ( * , у 0 + Ду) funksiya o ’z limit 
funksiyasi f ( x , y 0) ga tekis yaqinlashadi va 16.3-teoremaga ko’ra

fibu) fibo)
l im  \ \ f { x , y a +  A y )~  f { x , y o f t i x  =  \  1‘ ™ \ / { х Уо +  Л у )-/(* ..У о )]*  = 0  (16.12)

Av—>0 , ч f  v4>’ ->0a(>’o) «Ui.)
bo’ladi.

(16.11) munosabatdagi
fi{y{)+Ay)

[ f ( x ■ Уо + ДУ ) *  • \  f i x .  > 0  + Д.v)dx 
fibo) «Cvo)

integrallar uchun quyidagi bahoga egamiz:
Pb\. +Av)

j / ( х ’ Уп + Д у )*  < M o \P iy Q + A y ) ~ p ( y 0) ,  (16.13)
My,,)
<*b’0 *by)

\ f ( x , y 0 +  Ay)dx
«(*,)

bunda M 0 = s u p \ f ( x , y \ ,  ( х , у ) е М \

Shartga ko’ra a ( y ) ,  f i ( y )  funksiyalaming har biri \ c , d \  da uzluksiz. Demak, 

Um [ a ( y 0 + Д у ) -  a (y 0)]~ 0,
Л>Л -  / \ / ч 1 (16.14)
hm  [/?(у0 + Д у )-  p { y 0)}=  0.

Yuqoridagi (16. i 2 ), (16.13) va (16.14) munosabatlarni e ’tiborga olib, (16.11) 
tenglikda Ду -► 0  da limitga o ’tsak, unda

hm [ F ( y a +  A y ) -  F (y 0)j = 0
Ay ->  0

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, F ( y )  funksiya Vy0 e [c, d \  da uzluksiz. ►

8-teorem(L f ( x ty )  funksiya M  = |(* ,y )€  R 2 x e  [а, в \  у  e [c, ^]} to’plamda 
uzluksiz, f 'y ( x , y )  xususiy hosilaga ega va u uzluksiz, a ( j f) ,  f i ( y )  funksiyalar esa

a '(y ) , f i b )  hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanoatlantirsin. U holda
Pb)

F ( y ) =  \ f ( x > y ) d x
<*{y)

funksiya [c, d ]  oraliqda F ' { y )  hosilaga ega va
Pb)

F ' ( y )  --- [ f . \ x . y ) d \  6 ’{y ) -  f ( ' {( y )  v !'■ ?'(>')• i ( a ( y \ y )
ir(>i

bo’ladi.
< Vy0 g [c, </] Puq;ani olio, ungs :hm?■- r.-rrtirma beraylikki,

Уо + V y e  [с, d ]  bo’lsin
(16.11) munosabatd^'j foydalanib quyidagini -op-.



ҒҲуо + АуЬ/Чуо) = Ж|'"] f ( x . y a + A y) ~  f { x . y (j) ̂  +
AV а М  &У

. /В(у0 +Ау)  , «*(>(: Д> )

+ — \ f ( x , y 0 + A y )d x -  —  f f ( x . y 0 + Ay)dx.
а у  />L )  A -v  «(>,.)

Ау -> 0 da
/(x,_y0 +Ay)-/(.t,y0)

Ду
funksiya o’z limit funksiyasi / ў ( х ,у 0) ga [a, e] oraliqda tekis yaqinlashadi. (Unda

Пт У ^ о + М - / ( * - а ) А  = r/6./6;
Д,̂ °«Ы  АУ »U)

bo’ladi.
Endi

p(yô by) <*(>-., + Ду)
J /(*.>0 + ЛуУх, J /(л.Уо + AvV*

/*(Уо) «(.Vo)
integrallarga o’rta qiymat haqidagi teoremani qo’llab (qaralsin. 1-qism, 9-bob, 5- 
§), ushbu

Р(уо^Лу)

\  / (х .Уо + AуУЬ = f i x ' - У 0 + Av) - [/?(.Vo + Av) -  P i y 0%
PM

«Cvo+Av)
J f { x , y 0 + Ay)dx = /(«".J'o + Av)- [a(v0 + A>)-a(y0)]

а {у о)

tengliklarni hosil qilamiz, bunda x nuqta /?(уо) f l ( y 0 + Ay) nuqtalar orasida, jc" 
esa «(уо), ar(y0 + Ay) nuqtalar orasida joylashgan.

f ( x , y )  funksiyaning M to’plamda uzluksizligini, a (y )  va p ( y )  
funksiyalaming esa [c, J] oraliqda hosilaga ega bo'lishini e’tiborga olsak, u holda

lim -± -0Ы\  f ( x , у „ + Ay)dx = Um f f ' (x '.y tl + Ay)^ 0 - ^ Ь А Гд>--»0Ду A>->0j_ Ду

= f i p i y 0) . y „ ) - P b o )

Um -J- J /(л-.Уо + Av)* = lim j /'(-'".y0 + Av)- ° ^ '0 + =
д>^оДу Ду

= /(*(у<ДУа)<*'(Уо) 
ekanligi kelib chiqadi.

Yuqoridagi (16.15) munosabatda, Ay->0 da limitga o’tib, (16.16) va (16.17) 
tengliklarni e’tiborga olib ushbuni topamiz:

lim F(y ° T F ^ = \  f l { x . y 0)dx + f ( p ( y 0),yo)- p ' [ y 0)~

- f (a(y0).ya)a'(yn)

(16.17)



Л>и)
/■"Go) = J f 'y {x. Уо )dx + / ( М у о  ). Уо) ■■ Р Ь о ) -  1 (а { У й ). Уо)' а '(Уо)

“(уо)
Modomiki, у 0 nuqta [с, d \  oraliqdagi ixtiyoriy nuqta ekan, u holda 

My e [c .d ]  uchun

F { y ) =  \  f y { x , y ) d x  + f { p { y \ y ) '  P ' { y ) ~  f { a { y ) . y ) a ' ( y )
a(.v)

bo’lishi ravshandir>

3-§. P a ram etrga  bog ’l iq  xosmas in teg ra l la r .  In te g r a l la m in g  tekis 
y a q in la sh ish i

1°. P a ram etrga  b o g ’l iq  xosmas in te g ra l  tu s h u n c h a s i  f { x , y )  funksiya 

M  = Я2 x  e  \a > + oc)> У  e  E  a  tf} to ’plamda berilgan. So’ng у  o ’zgaruv
chining E  to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida f { x , y )  x  o ’zgaruvchining 
funksiyasi sifatida [я ,+ 0 0 ) oraliq bo’yicha integrallanuvchi, ya’ni

\ f { x , y ) d x  (y e E < z R )
a

xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu integral у  ning qiymatiga 
bog'liqdir:

j { y ) =  \ f { x . y ) d x  (16.18)
a

(16.18) integral parametrga bog’liq cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral 
deb ataladi.

f { x , y )  funksiya M x = R2 x e  [а, в), у  e E  с  /?} to’plamda berilgan.
So’ng у  o ’zgaruvchining E  to'plamdan olingan har bir tayin qiymatida f ( x , y )  

ni x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x  = e maxsus 
nuqta bo’lsin va bu funksiya [a, в )  oraliqda integrallanuvchi, ya’ni,

\ f { x , y ) d x  ( y e E c z R )
a

xosmas integral mavjud bo'lsin. Ravshanki, bu integral у  ning qiymatiga bog’liq:

J \  ( y )  = \ f { x ,  y ) d x .  (16.19)
a

(16.19) integral parametrga bog'liq, chegaralanmagan funksiyaning xosmas 
integrali deb ataladi.

Masalan, 15-bobning l-§ ida qaralgan

y (« )= T 4 r  ( ° >0’ a > 0 )Vа л



i ( x - a f  ’ \ { в - х У  
integrallar, 15-bobning 9-§ da qaralgan

Г (я) = j x a~xe Xdx 
о

integrallar parametrga bog'liq xosmas integrallardir.
Bu erda ham asosiy masalalardan biri / ( * .y )  funksiyaning funksional 

xossalariga ko'ra. (16.18), (16.19) parametrlariga bog’liq xosmas integrallaming 
funksional xossalarini o ’rganishdir.

Parametrlarga bog’liq xosmas integrallarni o ’rganishda integralning tekis 
yaqinlashishi tushunchas muhim rol o ’ynaydi.

2°. I n te g ra ln in g  tekis y a q in la s h is h i  f { x , y )  funksiya M  = {(.x,y)e R2 

x  E [л, ■+• ). y e E d R ]  to’plamda berilgan. у  o ’zgaruvchining E  to'plamdan 
olingan har bir tayin qiymatida f ( x , y )  x  o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida 
[a, + °o) da integrallanuvchi bo’lsin.

Cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral ta'rifiga ko'ra ixtiyoriy [a , /] da 
(a < t <  -изо)

F{t .y )=\ f {x .y )dx  (16.20)
a

integral mavjud va
■КС

y (y )=  I f ( x . y ) d x =  l im  F ( t , y ) .  (16.21)/->+xо
Shunday qilib. (16.20) va (16.21) integrallar bilan aniqlangan F ( t , y )  va 

j ( y )  funksiyalarga ega bo’lamiz va j ( y )  funksiya F ( t . y )  funksiyaning /-> + o o  
dagi limit funksiyasi bo’iadi.

5 - ta ’r i f .  Agar / -> +=o da F ( t , y )  funksiya o ’z limit funksiyasi j ( \ > )  ga E  

to’plamda tekis yaqinlashsa,

j ( y ) =  \f (x .y)dx
a

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
6 - ta ’r i f .  Agar / - » +  oo da F ( t , y )  funksiya o ’z limit funksiya J ( y )  ga E  da 

notekis yaqinlashsa,

J{y)= \f (x ,y)dx
a

integral E  to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.

Ravshanki, f f ( x . y ) d x  integral £  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u
и

shu to’plamda yaqinlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib.



\ f { x , y ) d x
a

integralning E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi quyidagini anglatadi:
+x

1) \ f { x , y ) d x  xosmas integral у  o ’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har
a

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) Me > 0 olinganda ham, shunday 8  =  £ (f )>  0 topiladiki, V/ > 8  va MyeE 

uchun

\ f { x , y ) d x  < £
I

boladi.
~x

\ f ( x ty )d x  integral E  to’plamda yaqinlashuvchi, ammo u shu to’plamda
a

notekis yaqinlashuvchi degani quyidagini anglatadi:
-КС

1) \ f ( x , y ) d x  xosmas integral у  o ’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har
a

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) M 8 >  0 olinganda ham, shunday £0 > 0 ,  y 0 e E  va / , > £  tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi / ,  e  [ я , + o o )  topiladiki,

j f ( x , y 0)dx

bo’ladi.
163 -m iso l .  Ushbu

j { y ) =  f y e ^d x ( у  e E  = (O, + oo))
о

integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
< Bu holda

F (t ,  y )  =  ^ye~xvdx = \ - e ~ ty (0 < /< + o o )
о

bo’lib, у  o ’zgaruvchining E  = (O, + oo) to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida 

l im  F ( t , y ) =  l i m ( \ - e ~ ,y) = \
I—►+X /—►-t-oc

bo'ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va
-MO

У(у)= jye '̂dx -  1
о

bo’ladi.
Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Aytaylik, 

у  e E  = (O, + oo)



bo'lsin. Ixtiyoriy katta musbat 5  sonni olaylik. Agar e = t > S  tengsizlikni 

qanoatlantiradigan ixtiyoriy tQ va y 0 = — deb olsak, u holda
tn

\ y 0e~xy"dx ■ e ' > t  = 4„

bo’ladi. Bu esa

j ( y ) — \ y e ~ xydx
0

integral E  = (O, + oo) da notekis yaqinlashuvchi ekanini bildiradi.
Endi у  € Е '  = [с, + oo)c E  bo’lsin, bunda c -  ixtiyoriy musbat son. Unda

V f > 0  olinganda ham ( 0 < s < \ )  S - - l n -  deyilsa, \ / t > 5  va V y e [c , + oo)
с s

uchun

I jye'^dx = e"0, ~e - e
I I

bo’ladi. Demak,

J ( y ) = ij y e - " d x
0

integral E ' = [c, + oo) da (c > O) tekis yaqinlashuvchi. ►
Biz ko’rdikki. parametrga bog’liq xosmas integral

J (y)= \ f { x , y ) d x  (16.18)
a

ning E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi, / —>+oo da E ( t , y )  funksiyani 
limit funksiya J { y )  ga (у  e E)  tekis yaqinlashishidan iborat.

Ushbu bobning l-§ ida у ->  y 0 da f ( x . y )  funksiya limit funksiya <p(x) ga 
tekis yaqinlashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi 1 -teoremani 
keltirdik. Bu teoremadan foydalanib. (16.18) integralning tekis yaqinlashuvchi 
bo’lishining zaruriy va yetarli sharti keltiriladi.

f ( x , y )  funksiya M  = {(л ,у )б /?2 х е [а ,  + оо), у е Е а и )  to’plamda beril
gan. v o ’zgaruvchining E  to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida f { x , y )  x  

o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a,-hoc) da integrallanuvchi, ya’ni

4 > ’W /(* .y > /x  (16.18)
n

xosmas integral mavjud bo’lsin.
7 - ta ’r i f .  Agar V ^ > 0  olinganda ham у  ga bog’liq bo’lmagan shunday 

S = ^ ( f ) > 0  topilsaki. t ' > S , t ” > S ni qanoatlantiruvchi \ f t \ t ” va V y e E  uchun

I \ f { x . y ) d x  

178
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tengsizlik bajarilsa, (16.18) xosmas integral E  to'plamda fundamental integral 
deb ataladi.

10-teorema. (Kosh i  teoremasi). Ushbu J {y )~  J/(x,y)dx integralning E  to’p

lamda tekis yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning E  to’plamda fundamental 
bo’lishi zarur va yetarli.

Quyida biz integralning tekis yaqinlashuvchiligini ta’minlaydigan, ko’pincha 
qo’llaniladigan alomatlarni keltiramiz.

Veyershtrass alomati.  / ( x ,v )  funksiya

iVf =  j(x,y)€ R2 x e [a ,  +oo),j/e E a  /?} to ’plamda berilgan, v o ’zgaruvchining E  

to'plamdan olingan har bir tayin qiymatida f ( x , y ) funksiya x o ’zgaruvchining 
funksiyasi sifatida [я ,+ 0 0 ) da integrallanuvchi bo’lsin. Agar shunday <p(x) 

funksiya (Vx e  [a, + 0 0 )) topilsaki,

1 ) Vx e  [a, + qo)  va Vy e E  uchun !/(■*, y)| ^ ф(х)  bo’lsa;

2) J<p(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda

J (y)= \ f(x,y)dx
a

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
+»

* Shartga ko’ra \ (p {x )dx  yaqinlashuvchi. Unda 15-bobning 2-§ ida
a

keltirilgan 4-teoremaga asosan, V s > 0  olinganda ham, shunday S = S ( e )>  0
I1'

topiladiki, V / '> £ ,  V/"><5' bo’lganda \\(p(x)clx < e  bo’ladi. Ikkinchi tomondan,

1 ) shartdan foydalanib quyidagini topamiz:

\ f { x , y ) d x \ <  \ \ f ( x , y ) d x  < \  (p{x)dx • ((*'<'"))
i I /• /•

Demak,

J f ( x , y ) d x  < s  
/'

+ x
Bu esa J f { x , y ) d x  xosmas integralning E  to’plamda fundamental

a

ekanini bildiradi. Yuqoridagi 10-teoremaga asosan \ f ( x , y ) d x  integral
a

E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.4-misoL  Ushbu

J  £££*£<& ( y e £  = (-oo,+oc)) 
о 1 + J f

integralni tekis yaqinlashuvligi ko’rsatilsin.



<  Agar (p(x) funksiya sifatida <p(x) =  — olinsa, u holda
1 +*'

I) Vjcg[o, + oo) va My g ( -  oo, + oo) uchun

|/ (* . y] =
cos xy

1 + X 1 + Jt‘ = <?(*);
-rOC +X

2) f (p(x)dx=  f ------ - integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15-bob, l-§)
о о * + JC"

bo’ladi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko'ra berilgan integral £ = ( - o o ,  + oo ) da 
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. ►

Integralning tekis yaqinlashuvchiligini aniqlashda qo’l keladigan 
alomatlardan -Abel va Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

A bel alomati. f { x ty )  va g(jc,y) funksiyalar M = {(jc,>>)g R2 jcg[o, + oo), 
, y  g E d  /?} to’plamda berilgan. у  o’zgaruvchining E  to'plamdan olingan har bir 
tayin qiymatida #(*,>>) funksiya x ning funksiyasi sifatida [a, + oo) da monoton 
funksiya bo’lsin.

Agar
+00

\ f{x,y )dx
a

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi va V(jc,>’)e/l/ uchun |g(jt,y)|<C 
(C = const) bo’lsa, u holda

-rOC

\ f{x,y)g{x.y)dx
a

integral E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.5-misol. Ushbu

f  s i n x , Q - t y r f x  ( y  G  £  =  [ o ,  +  0 0 ) )

0 *
integralni tekis yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin.

< Agar

f (x .y )  = —  , g{x,y) = e-*
X

-x
deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Haqiqatdan ham, J f ( x , y ) d x  tekis

о
yaqinlashuvchi:

7 / ( ^ ) л =  = ^
0 0 X 2

g ( x , y )  = e'** esa у  ning £ = \a, +oo) dan olingan har bir tayin qiymatida jc ning 
kamayuvchi funksiyasi va V jc g  [o, + o o ) , My e £[= 0, + oo ) uchun |g ( x , y ) { < 1 
bo’ladi. Demak, berilgan integral Abel alomatiga ko’ra £ = [0, + oc) da tekis 
yaqinlashuvchi. ►



D i r ix le  a lomati .  f ( x , y )  va g (x ,y )  funksiyalar M  to’plamda berilgan. Agar 
\ / t > a  hamda Vy e  £  uchun

\ f ( x . y ) d x < с (с -  const)

bo’lsa va у  o ’zgaruvchining E  dan olingan har bir tayin qiymatida, x -» + o o  da 
g (x .y )  funksiya o ’z limit funksiyasi (p[}}) -  0  ga tekis yaqinlashsa, u holda

\ f { x y ) g ( x . y ) d x
a

integral E  da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.6-misol. Ushbu

J  —— dx (y e  £  = [l, 2 j)
о *

integralning tekis yaqinlashuvchiligi ko’rsatilsin.
< Agar

f ( x , y ) =  s i n x y , ^ ( х .у ) = -

deyilsa, unda V/ > 0 , Vy e  [l. 2] uchun

]i f(x,y)dx J sin xydx
cos ty <2

bo’ladi. jc->+qo da g ( * ,^ ) = -  funksiya E  to’plamda nolga tekis yaqinlashadi:
дг

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko’ra [l, 2] da tekis 
yaqinlashuvchidir. ►

Chegaralanmagan funksiya xosmas integralning tekis (notekis) 
yaqinlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

f {x . y )  funksiya M -  {(x ,y)e  R2 x e  [а, в), to’plamda berilgan.
у  o ’zgaruvchining E  dan olingan har bir tayin qiymatida f (x ,y )  ni x 
o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x = e maxsus nuqta 
bo’lsin va bu funksiya \a, в )  da integrallanuvchi bo’lsin. Chegaralanmagan 
funksiya xosmas integrali ta'rifiga ko’ra ixtiyoriy [a. t] da (a < t < в )

F \ { t - y )  =  \ f { x - y ) d x
a

integral mavjud va

Л O') = //(*•->')*= lim Ғк-У) (16.22)
a

bo’ladi. Demak, J\(y) funksiya f\(t ,y)  funksiyaning t - + e - 0 dagi limiti 
funksiyasi.



8 - ta ’r i f .  Agar da Fx{ t , y )  funksiya o'z  limit funksiyasi У ,(у) ga £  
to’plamda tekis yaqinlashsa,

\ f{x.y)dx

integral E  to'plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
9 -ta 'r i f .  Agar t - > e - 0 da £ ,(/ ,y )  funksiya o ‘z limit funksiyasi У,(у) Sa ^ 

to’plamda notekis yaqinlashsa.

]f(x,y)dx
a

integral E  to’plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
Bu ta'riflami “s  - 5 "  orqali bayon etishni o ’quvchiga havola etamiz.
1 0 - ta ’r i f .  Agar \ / e > 0  olinganda ham, shunday S =  S (e )>  0 topilsaki, 

в - S  < t '  < 6 , 6 - S  < l n < e  bo’lgan lar va Vy e E  uchun
j/* I

j \ f {x .y)dx\<£
i f '  I

tengsizlik bajarilsa, (16.22) integral E  to'plamda fundamental integral deb ataladi.
a

11-teorema.  J f ( x , y ) d x  integralning E  to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo'li-
a

shi uchun uning E  to’plamda fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

4-§. Tekis y a q in la s h u v c h i  p a ram e trga  
bog 4iq  xosmas in te g ra l la m in g  x ossa la r i  

f .  I n te g ra l  be lg is i ostida l im i t  o ' t ish. f ( x , y )  funksiya А/ = {(jc ,y )e / ? 2 

.jre[a,+oo), yeEczR)  to’plamda berilgan. y 0 nuqta E  to’plamning limit nuqtasi 
bo’lsin.

12-teorema. f { x , y )  funksiya
1 ) у  o ’zgaruvchining £  dan olingan har bir tayin qiymatida jc o'zgaruvchi

ning funksiyasi sifatida \a, + oc) da uzluksiz;
2 ) у  ->  y c da ixtiyoriy \a, /] ( a < t  <  + o c )  oraliqda <p(x) limit funksiyaga tekis 

yaqinlashuvchi bo’lsin. Agarda

•/(>') = ]f(x.y)dx
a

integral £  to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsin, u holda y - ^ y 0 da j ( )> )  

funksiya limitga ega va
vx -кг

lim J{y)~ lim \ f{x,y)dx = j <p(л )dx
у -*yo i

bo’ladi.
^ Teoremaning 1) va 2) shartlari hamda ushbu bobning l-§ idagi 2-teore- 

madan (p(x) limit funksiyaning \a, + oo) da uzluksiz bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 
cp(x) funksiya har bir chekli \a . /] (a < t <  +oo) oraliqda integrallanuvchi.



<p(x) ni [я, + ос) da integrallanuvchi ekanligini ko’rsataylik.
Teoremaning shartiga ko’ra

J (y ) = * jf ( x ,y )d x
a

integral E  da tekis yaqinlashuvchi. Unda 10-teoremaga asosan, V s > 0  olinganda 
ham, shunday 8  = S ( e ) > 0  topiladiki, t ' > 5 ,  t*  > 5  bo’lgan V/'./" larva V y e £  
uchun

A f { x , y ) d x \ <  s (16.23)

bo’ladi. f { x , y )  funksiyaga qo’yilgan shartlar 2 -§ da keltirilgan 3-teorema shart- 
larining bajarilishini ta’minlaydi. (16.23) tenglikda y —> y 0 da limitga o ’tib quyi
dagini topamiz:

J <p{x)dx < e

Bundan esa cp(x) ning \a, + oo) da integrallanuvchi bo’lishi kelib chiqadi (15- 
bob, 2 -§).

Endi

ayirmani quyidagicha yozib,
+ТЭ -ac
[ f ( x . v ) d x -  \<p(x)dx

f / ( x . y ) d x -  j<p(x)dx
a

I +oc
\ [ f ( x , y ) - < p ( x ) \ l x -  \ f ( x . y ) d x -

-  f  4>(x)dx \ \ / { х . у ) - < р ( х У х - \ f ( x . y ) d x  - (16.24)

+  j ( a < / < + o o )

tengsizlikning o'na tomomdagl har bir qo shiluvchini bahoiaym 17̂
\ f { x . y ) d x  integral E  da tekis yaqinlashuvchi. Demak, v * .v q olinganda
a

ham shunday 8X = £ ,(£ )>  0  topiladiki, barcha t > 8 { va Vy € £  uchun

\ f ( x , y ) d x
£ < — 
3

(16.25)

bo’ladi.

J<p(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak, yuqoridagi V e > 0
a

olinganda ham shunday S2 = S2{ e ) > 0  topiladiki, barcha t > S2 uchun

\<p(x)dx (16.26)



Agar <5q =  max{d\,S2} deb olinsa, barcha t > S 0 uchun (16.25) va (16.26) 

tengsizliklar bir yo’la bajariladi. у  -> y 0 da f ( x , y )  funksiya cp(x) limit 
funksiyaga har bir [a, /] (jumladan t > S0) da tekis yaqinlashuvchi. Demak, V s > 0 

olinganda ham, shunday d '> 0  topiladiki, \yn ~  Уо\к <>' tengsizlikni 

qanoatlantiruvchi у  e E  v  a Va* e  [a, <?] uchun

I (16.27)

bo’ladi. Natijada (16.24), (16.25), (16.26) va (16.27) tengsizliklarga ko’ra
+oc +-Г. I

\ f ( x , y ) d x -  \<p {x )dx \<e
a a I

bo’ladi. Bu esa

l im  f f { x , y ) d x  = \ (p{x)dx (16.28)
a a

bo’lishini bildiradi. ►
(16.28)limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

l im  f f ( x , y ) d x  = j (  l im  f ( x ,  у  j ) d x .
>-*> „ ; к?-»-» )

Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda parametrga bog’liq xosmas 
integrallarda ham integral belgisi ostida limitga o ’tish mumkinligini ko’rsatadi.

2°. In te g r a l la m in g  p a ra m e t r  bo y ic h a  u z lu k s iz l ig i  f ( x , y ) funksiya

M  =  \ f a , y ) e R 2 x e [ a ,  + oo), y e  [c, j ] }  to'plamda berilgan.
14-teorema . f ( x , y )  funksiya M  to ’plamda uzluksiz va

\ f ( x , y ) d x
о

integral [c, d )  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda j ( y )  funksiya [ c , d ]  

oraliqda uzluksiz bo’ladi.
<  f ( x , y )  funksiyaning M  to ’plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya у  

o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida x  ning uzluksiz funksiyasi bo’lishi kelib 

chiqadi. Shu bilan birga f ( x , y )  funksiya M ( =  ^ x , y ) e  R 2 x e [ a ,  y e [ c ,  </]} 
(a < t <  +oo) to’plamda ham uzluksiz, demak, shu to’plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

Vy0 E [c, c/] nuqtani olaylik. у ->  y 0 da f ( x , y )  funksiya f { x , y 0) limit funk
siyaga \a , t \  da tekis yaqinlashadi. Agar teoremaning ikkinchi shartini e ’tiborga 

olsak, u holda f ( x , y )  funksiya 1 2 -teoremaning barcha shartlarini bajarishini 
ko’ramiz. U holda 12-teoremaga asosan

lim J ( y ) =  lim J f ( x , y ) d x =  J [  lim /(*, v)W = \ f { x , y Q)dx = j ( y 0)
y->ft, У̂>У<, a a V1 r -1 J

bo’ladi. Bu esa j ( y )  funksiyaning [e, d \  oraliqda uzluksiz ekanini bildiradi. ►



З". fn te g ra l la rn i  p a ra m e tr  b o 'y icha  d if fe rensia l lash. f ( x , y ) funksiya 

и  = I * - y ) e  R2 x  g  [*7 , + oo), у  g  [c, d]} to’plamda berilgan.
16-teorema. f ( x , y )  funksiya M  to’plamda uzluksiz, f y ( x , y )  xususiy 

hosilaga ega va u ham uzluksiz hamda у  o ’zgaruvchining [ c , d ]  dan olingan har 
bir tayin qiymatida

J (y)= J f(x.y)dx
a

integral yaqinlashuvchi bo’lsin.
—oc

Agar \ f y (x ,y )d x  integral [c, d ]  da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda j { y )
a

funksiya ham \c, d ]  oraliqda J \ y )  hosilaga ega bo’ladi va

J ' ( y ) =  J f y ( x y ) d x

munosabat o ’rinlidir.
< Vy0 e [c, d ]  nuqtani olib, unga shunday Ay (A y > 0 ) orttirma beraylikki, 

y 0 + Ay g  [ c ,d ]  bo’lsin.
j ( y )  funksiyaning y 0 nuqtadagi orttirmasini olib, ushbu

J(yo + & y ) - j ( y o )  = 7 А х -У о + b y ) -  (16.29)
Ay I  Ay

tenglikni hosil qilamiz. Endi (16.29) tenglikdagi integralda A y -> 0  da integral 
belgisi ostida limitga o ’tish mumkinligini ko’rsatamiz.

Lagranj teoremasiga k o’ra
f { x , y 0 ^ y ) - f { x . y a) = ( + 9  д>)) ( l 6 3 0 )

Ay

bo’ladi, bunda 0  < в  <  1 .
Shunga ko’ra f ’y ( x , y )  funksiya M , = ^ x , y ) e R 2 x  g  [a, t \  у  g  [c, j ] }  to ’p

lamda uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda V s > 0  olinganda ham, shunday 
S = S ( c ) >  0  topiladiki, \x” - x \ < S ,  \y ” - y \ < 5  tengsizliklarni qanoatlantiruvchi 

ixtiyoriy ( x ,  y ' ) e M t , ( x \ y " ) e M t nuqtalar uchun

\f;(x’. y ’) - f ; ( x ' . y ’} < e  

bo’ladi. Agar *' = *" = x ,  у  = y 0i у '  = y Q+ в  - Ay  deyilsa, unda |Ay| < ^ bo’lganda

I Гу ( х . у о + в - ь у ) -  / ;  ( х . у ^ к е  (Vx e [a, t ]) 

bo'ladi. Yuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz: 
А х,У0̂ уУ А х,у0) _ / ; ( х J <e

Ду

Bu esa Д у —>0 da + ^  ) funksiya f ' v{ x , y 0)  limit funk-
Ay

siyaga tekis yaqinlashishini bildiradi.



tekis yaqinlashuvchi. Demak, \ / £ > 0  olinganda ham, shunday £  = £(б:)>0 
topiladiki, /' > 5, Г  > 6  bo'lgan ixtiyoriy va Vy e [c, d ] uchun

\ f ' y (x ,y )d x < £

bo’ladi. Jumladan

\ f (x . y 0 + e-ts.y)dx <£

bo’ladi. (16.30) tenglikka asosan

Ау
■dx

bo’ladi. Bu esa

integralning tekis yaqinlashuvchiligini bildiradi.
Natijada 1 2 -teoremaga ko’ra

lim J = 7 ( Um П*-У* + ЬУ)-А*'У*)\ Ь
\ и _ к П  J Л л у  ■> I А  и —к П Л и  ГАу->0 АуAy->0 Ja Д у

tenglik o ’rinli bo’ladi.
Yuqoridagi (16.29) tenglikda Ду -> 0 da limitga o ’tamiz:

tin, / ( Х'У» + b y ) - f ( x . y a)  = Um J  f ( x , y „ ^  A.y)~ f ( x . y „ ) ±x _
A y -* 0 Д у  Ay —*0  '  Д у

j  lim
f ( x , y 0 + A y ) - / ( a  

Â
— j * =  I f i ( x . y a)dx

Demak,

^ ’Cv„)= j f 'y ( x . y 0)dx

Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin:

Bu esa teorema shartlarida differensiallash amalini integral belgisi ostida o ’tkazish 
mumkinligini ko’rsatadi.

4° In te g ra l la rn i  p a ra m e tr  b o 'y icha  in tegra l lash .  f ( x , y )  funksiya

Af =  { ( x , y ) e  R 2 x  g [a, + o o ) ,  у  e  [c,<i]} to’plamda berilgan.
18-teorema. Agar f ( x , y )  funksiya M  to’plamda uzluksiz va

J{y)= \ f { x . y ) d x
a

186



integral [ c , d ]  oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda J { y )  funksiya [ c , d ]  

da integrallanuvchi va
.fd

dx\ j ( y ) d y  =  \  j f ( x , y ) d x  d y =  j  f / ( x . y ) d y
l  c \  a /  a \ c  J

bo'ladi.
*  Teoremaning shartlaridan j ( y )  funksiya [c, d \  oraliqda uzluksiz bo’lishi 

kelib chiqadi (qaralsin, 4-teorema). Demak, j (y>)  funksiya \ c , d \  da 
integrallanuvchi.

Endi
d /  +

dx\  \ f { x . y ) d x  d y =  \  \ f { x , y ) d y
c \  a  /  a \ c

tenglikning o ’rinli bo’lishini ko’rsatamiz.
Shartga ko’ra

'/ Cv)= $ f ( x , y ) d x
a

integral [ c , d ]  da tekis yaqinlashuvchi. Demak, V ^ > 0  olinganda ham shunday 
S = S(e  )>  0 topiladiki, V t > S  va Vy e [c, d \  uchun

\ f { x , y ) d x < £ (16.31)

bo’ladi. Mana shunday t bo’yicha
d
I \.f{x.y)dx dy

integralni quyidagicha yozamiz:

J \ f {x ,y )dx  dy = j  j / (x ,y )dx  dy + \ {  \  f {x ,y )dx\dy . 
Л я  / Л а  У С V I

6 -teoremaga asosan

) [ \ f { x . y ) d x  dy =  \  J f { x , y ) d y dx

bo’ladi. Natijada

\ j ( y ) d y  =  \ \ \ f { x , y ) d y  dx +  \ \  \ f ( x , y ) d x dy

bo’ladi. Yuqoridagi (16.31) munosabatni e ’tiborga olib topamiz:
(J

\ j ( y ) d y  -  (  I  f ( x , y ) d y  \dx \ f { x , y ) d x dy  < £ ( d - c ) .

\ j ( y ) d y =  l i m j \ ^ \ f { x . y ) d y  d x =  \  ^ \ f { x , y ) d y

187

dx



dy= \  { \ f {x .y )dy  d x >

Endi / ( * ,  у ) funksiya M 2 =  |[л:,у)е R 2 x  e[a,  + 0 0 ), y e  [c. + oc)} to'plamda 
berilgan bo’lsin.

19-teorema. f { x , y )  funksiya M 2 to’plamda uzluksiz va

\ f { x , y ) d x , \ f { x , y ) d y
a с

integrallar mos ravishda [c, + 0 0 ) va [a ,+ 0 0 ) da tekis yaqinlashuvchi bo'lsin.
Agar

-t-x / -X  \  + X /  +ЭС 'N

J \ \ f{x,y]dx  U» (yoki j  j \f (x .y ]dy  dx)
с V a J a V с /

integral yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda
-t-X f  t X \  -^x /  +x>

J \ f {x .y )dy  dx, J \ f (x,y )dx
a \  c J с \  a

integrallar yaqinlashuvchi va

J \ f{x.y)dx dy = f  \ f (x ,y )dy
С \  a /  a  V. t

bo’ladi.
Bu teoremaning isbotini o ’quvchiga havola qilamiz.
16.7-misol.  Ushbu

dy

dx

j = j -dx

integral hisoblansin.
^B u  xosmas integralning yaqinlashuchi bo’lishi 15-bobning 2-§ ida ko’rsa- 

tilgan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi
sin x

j{ci)- J - j e~ - dx

parametrga bog’liq xosmas integralni qaraymiz.
Ravshanki,

f M = e - « ! L l  (/ (0 ,a )= l)
A

funksiya
{(x. a )e  R 2 x  e [O, + oo), a e  [О, c \  с > о}

to’plamda uzluksiz,
f l ( x , a ) = - e ~ ax s in x  

xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi
+00 +<c

J fo{x , a)dx  = -  J e~ax sin xdx



integral esa a  > a 0 . (a0 > O) da tekis yaqinlashuvchi. 16-teoremaga ko’ra 

J '(a )=  f f  e~ax 5//7Jcl  d x - -  f e~ux sin xdx = ------—у
U  X )a J l+fl2

bo’ladi (qaralsin, 1-qism, 8 -bob, 2-§). Demak,
j ( a )  = - a r c tg a  + c*.

a = +cc bo’lganda, / ( +  oc) = 0  bo’lib, - ~  + c = 0  ya’ni с = ^  bo’ladi.

Demak,

У(я) = ~  - a r c t g a .

Bu tenglikda a ->  0 da limitga o ’tib quyidagini topamiz:

l i m j ( a ) =  — .a->0 2

r . л*
У = ------ dx = —

Jo *  2

bo'ladi. ►

5-§. E y le r  in te g ra l la r i  
I B e t a  fu n k s iy a  va u n in g  xossa lar i .  Ma’lumki, ushbu

\ x a- ] ( \ - Xy  [dx (16.32)
о

chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali a  > 0 , в >  0  ya’ni 
M  -  {(я,<?)e R 2 a  e (0, + oo), в e  (0, + oo)} 

to'plamda yaqinlashuvchi (15-bob). Ayni paytda bu integral a va в parametrlarga 
ham bog’liq.

l l - t a ' r i f  (16.32) integral beta funksiya yoki I tur Eyler integrali deb ataladi 
va B (a ,e )  kabi belgilanadi, demak,

В ( а ,б )=  J * a 4 (l - x ) e~'dx.  
о

Shunday qilib. B (a ,e )  funksiya R 2 fazodagi M  =  ^ a , e ) e R 2 

a e ( 0 , + o c ) ,  ee(0,  +  oo)} to’plamda berilgandir.
Endi B (a ,e )  funksiyaning xossalarini o ’rganaylik.
1) (16.32) integral

B(a, e) =  J jc" -1  (l - x ) e~'dx
о

ixtiyoriy M  = ^ a ,e ) e  R 2 а б ( й 0, + оо). в е ( е 0, + оо)} («0 > -̂ eo > Q )  to’plamda 
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.



* Berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni 
quyidagicha

\ x “ - \ \ - x ) ° - ]cbc = ) x a- \ \ - x y - {dx +  \ x a- [ ( \ - x y - [dx 
о 0 I

2

yozib olamiz.
2
2

Ravshanki, a >  0 bo'lganda Jx"_l<ix integral yaqinlashuvchi, e > 0
о

1
bo’lganda J ( l - x ) 6 l <& integral yaqinlashuvchi.

2
2

Parametr a ning a > a 0 (<a0 > O) qiymatlari va Ve > 0 , Vx e ^0, uchun

x ° - ] (\ - x f ’ 1 < x a<'-'(l - х у - ' < 2 х а" - ] 

bo’ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanib,
2
j x - 'O  - x f ' d x
0

integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.
Shuningdek, parametr в ning в > e 0 (eo > 0 )  qiymatlari va V # > 0 ,

Vx e

x0_'(l -  x)e_l < .Xя 1 (x -  ^  < 2(1 -  x)"°M 

bo’ladi va yana Veyershtrass alomatiga ko’ra -  х )*~'dx integralning tekis
1
2

yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
i

Demak. | x a_1(l -  x Y ~ xdx integral a > a Q>  0 va<?><?0 > 0  bo’lganda, ya’ni
о

M 0 = R 2 f le [f l0, + oo)( e e [ e 0, + oo)}
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. ►

2) B(a,  б) funksiya M  -  {(я,е)е R 2 a e  (a0, +  oo), е е  (e0, + oo)} to’plamda 
uzluksiz funksiyadir.

<  Haqiqatdan ham,

B (a , e )~  -  x Y ~ x dx
о

integralning M 0 to ’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi 
funksiyaning У ( а , б ) е М  da uzluksizligidan 15-teoremaga asosan B (a ,e )  

funksiya



М  = {(я,в)е Я2 а е  (О, + оо), ее  (О, + оо)} 
to’piamda uzluksiz bo’ladi. ►

3) \ / ( а , в ) е М  uchun В(а,  в)= В(в, a)  bo’ladi.
1

<  Darhaqiqat В(а, e ) =  J xfl4 (l -  x ) “ ~]dx integralda х  = I - /  almashtirish
о

bajarilsa, unda

B(a, e) = Jx"_1(l -  x )e~'dx = jV _l(l - t f ~ xdt = B(e, a )
о о

bo’lishini topamiz. ►
4) B(a, <?) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

«0 a-
5(a,e) = f -------— dt

{ ( u /Г*
<  Haqiqatdan ham. (16.32) integralda x =  almashtirish bajarilsa, u holda

l + r

I, Ц |  + <> I \ + u  o + o  i ( i  + / )" '
bo’ladi. ►

Xususan, e = \ -  a (0 < <2 < l) bo’lganda

e (f l.i-e) = 7 — = - !—q 1 + t sin a n

boMadi (qaralsin; 17-bob). Keyingi munosabatdan quyidagini topamiz:

e f i . i i » ,
U  2/

5) V(a, e )e  A f '  { м ' =  \ {a ,e )e  R 2 a e (  0, + qo), e e  (l, + 0 0 )}) uchun

В {a, e)=  — — -— В (a, e -  I) 
a + e -  1

bo’ladi.
*  (16.32) integralni bo’laklab integrali ay miz:

B ( a . e )  =  | д “ " 0 - x y - ' d x  =  j ( l - x Y ' d i — )  =  - x a ( l - x Y ~ ''I'
0

+0

+ - — - Г jc 0 (l — л:)e 2 dx  = - — - j x " ( l  -  x ) e~2d x  ( a >  0 , e >  l )  
a  о a  0

Agar x “(l - х Г 2 = Xя - 1 [1 -(1  - *)Xl - x f  2 =  x a 1 (1--x)*~2 - X- 1 (1--х Г '  
ekanligini e ’tiborga olsak, u holda

J x a(l - x )e~2dx =  Jx a X(l — x f ~ 2dx — Jx“4 (l - x ) e~'dx =  В ( а , в - \ ) ~  B (a ,e )
0 0 о

bo’lib, natijada

B(a, e) = - — - ( B (a , б - 1) -  B(a,  б)) 
a



В(а , б)  = — —— B ( a , e - \ )  ( a >  0. <?>l) 
a + e -  1

bo'lishini topamiz.
Xuddi shunga o'xshash V(a, e ) e  M"  uchun

(m " = {(fl,ff)e/?2 a e  (l, + oo), в e  (0. + oo)})

B(a, б?) = —- —— B(a - 1, б)  
a + e - l

bo'ladi. ►
Xususan, e  = n  ( n e N )  bo’lganda

B( a, n)  = — —!— B(a, n -  l) 
a +  n - 1

bo’lib, keyingi formulani takror qo’llab quyidagini topamiz.
_ /  4 / 7 - 1  n - 2  1 п /  л
B(a, n) = ----------------------------------#(a,l).

V 7 a + n - 1 a  + n -  2 n  + 1 V 7
1

Ravshanki, Z?(a, l)=  Jx" xdx -  - .  Demak,
о a

B ( a , n ) = — ---- ^  у —--------------- г (16.33)
a(a  + lX^ + 2 ).. .(a + n - \ )

Agar (16.33) da a = m (m e  N )  bo’lsa, u holda

Bu  n) = - J J -  - (я -1). . .  = (» -i> 4« ilV
m(m +  l)...(m + n  - 1) (/w + /7 - l ) /

bo’ladi.
Gam m a fu n k s iy a s i  va u n in g  xossa lar i .  Biz 15-bobning 9-§ ida quyidagi

■H5C

f x " ~ ' e ' xdx (16.34)
0

xosmas integralni qaradik. Bu chegaralanmagan funksiyaning (д < 1  da x  = 0 
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo’yicha olingan xosmas integrali bo’lishi bilan 
birga a  ga (parametrga) ham bog’liqdir. Usha erda (16.34) xosmas integralning 
a > 0  da yaqinlashuvchi ekanligi ko’rsatildi.

1 2 - t a ' r i f  (16.34) integral gamma funksiya yoki II tur Eyler integrali deb 
ataladi va Г ( а )  kabi belgilanadi. Demak,

Г ( а ) =  j x a~le~xd x . 
о

Shunday qilib, Г ( а )  funksiya (O. + oo) da berilgandir. Endi Г ( а )  

funksiyaning xossalarini o ’rgandik.
I) (16.34) integral

Г ( а ) =  Jx a~xe~xdx  
о

ixtiyoriy [a0 , e0] (a <  a0 <  e0 <  o c )  oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.



\ x ° - ' e - x<h = \ x a l e~xdx + \ x a-'e-xdx
0 0 I

ularning har birini alohida-alohida tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz.
Agar a 0 (a0 > 0) sonni olib, parametr a  ning a < a0 qiymatlari qaralsa, unda

barcha jcg(0, l] uchun x a~le~v < —^— bo’lib, ushbu bobning 4-§ ida keltirilgan
x  a 11

Veyershtrass alomatiga asosan

j x aAe - xdx
0

integral tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Agar e0 (e0 > O) sonni olib, parametr a ning a  > e0 qiymatlari qaraladigan 

bo’lsa, unda barcha x  > 1 uchun

x a- ' e-x < x “''-'e

bo’lib,

\  - r AI A
integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra

\ x a 'e~xdx
1

integralning tekis yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Shunday qilib,

/ ’(a)= \ x a-'e-xdx
0

integral \a0, e0] (O < aQ < e0 < + o o ) da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. ►
2) Г { а )  funksiya (O. + oo ) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz 

hosilalarga ega va

Г(,,)(я) = *fxa-'e-x(lnxYdx {n = 1,2,...)
о

V a e (0 , + oo ) nuqtani olaylik. Unda shunday [tf0 ’eo] (^ < д о < в о < +0°) 
oraliq topiladiki, a e  [a0, <?0] bo’ladi.

Ravshanki,

r ( a ) = J x a- le~xdx
о

integral ostidagi f ( x ,  a )  =  x “ ~[e~x funksiya M  = a ) e  R1 x e  (0, + oo), 

a e ( 0 ,  +  oo )}  to’plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integral esa (yuqorida isbot 
etilishiga ko’ra) [^0* eo] tekis yaqinlashuvchi. U holda 4-teoremaga asosan 
Г ( а )  funksiya [tf0 . eo] da, binobarin, a  nuqtada uzluksiz bo’ladi.



(16.34) integral ostidagi f ( x , a )  = x“ {e x funksiya 

f„(x, a ) =  x°~]e~x Inx 
hosilasining M  to’plamda uzluksiz funksiya ekanligini payqash qiyin emas.

Endi
+ OC 4-X

a)dx -  ^xa~'e~K Inx dx 
о 0

integralni [a0 »eo] da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini ko'rsatamiz.
l

Ushbu J jc a' ]e~x Inx dx integral ostidagi х аЛе~х Inx funksiya uchun 0 < x < l  
о

da \xa~'e~x lnx\ < x a"~x\lnx\ tengsizlik o ’rinJidir. i//l (x) = x 2\lnx\ funksiya 0 < j c < 1

1 fiL_,
da chegaralanganligidan va J x 1 dx integralning yaqinlashuvchiligidan

0
1
^xa' x\lnx\dx ning ham yaqinlashuvchi bo’lishini va Veyershtrass alomatiga ko'ra 
0

I
qaralayotgan J x a~{e~x Inxdx  integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.

о
Shunga o ’xshash quyidagi

-KJC

l x a- 'e~x I n x d x  
0

integralda, integral ostidagi xa~le~x Inx funksiya uchun barcha x >  1 da 

x “ - ' e - r l n x <  - ' е ' Ч п х  < / V '  < ^ ^ ± 1  j  " . J_

bo’lib,

n1 л

integralning yaqinlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra
4-00

J jc a~xe~x Inx dx ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi. Demak, [̂ 0*eu] da
I

+OC

I xa~[e~x Inx dx integral tekis yaqinlashuvchi. Unda 16-teoremaga asosan
о

Г ' ( а ) =  =  J {xaXe~x\ d x =  J jc a ле х Inx dx
<0 J o  0

bo’ladi va Г ' ( а )  [tf0’6ol da binobarin, a nuqtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo ’l bilan Г ( а )  funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo 

tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda



Г (п){а)= \ха-'е х(1пхУ dx (/7=1,2,...)
О

bo'lishi ko’rsatiladi. ►
3) Г  ( a )  funksiya uchun ushbu

Г ( а  + \ )  =  а Г ( а )  (д > 0 )
formula o ’rinli.

< Haqiqatdan ham,

Г ( а ) = \ х ^ е - хс к = \ е х1 - Ҳ 
о о ч й

integralni bo’laklab integrallasak,

Г ( а ) = е ~х—-j + f —  e~xdx -  — Г ( а  + l)
Ч  о * e

bo'lib, undan
Г ( а  + [ ) = а Г { а )  (16.35)

bo’lishi kelib chiqadi. ►
Bu formula yordamida Г ( а  + п )  ni topish mumkin. Darhaqiqat, (16.35) 

formulani takror qo’llab
r (fl + 2 )= ( a  + l)T (a + l).

Г ( а  +  2>)=(а +  2 ) г ( а  +  2),

Г ( а  + n) = (a + n -  l)/"(tf + « - 1)
bo’lishini, ulardan esa

Г ( а  + n ) ~ ( a  + n -  lX^ + n -  2)... (a + 2 X^ + 1  )а Г (а )  

ekanligini topamiz. Xususan, a = I bo'lganda
Г ( п  + \ ) = п ( п - \ )  2 Л Г ( \ )

-i-X
bo’ladi. Agar Г ( l)=  f e  Xdx = \ bo’lishini e ’tiborga olsak, unda Г ( п  + \ ) = п !

о
ekanligi kelib chiqadi.

Yana (16.35) formuladan foydalanib Г (2 )=  r ( l ) =  1 bo’lishini topamiz.
4) Г ( а )  funksiyaning o ’zgarish xarakteri.
Г ( а )  funksiya (0 , + oo) oraliqda berilgan bo’lib, shu oraliqda istalgan tartibli 

hosilaga ega. Bu funksiyaning a  = 1 va a  = 2 nuqtalardagi qiymatlari bir-biriga 
teng:

Г(1)=Г(2)=1
Г ( а )  funksiyaga Roll teoremasini (qaralsin, 1-qism, 6 -bob, 6 -§) tatbiq qila 

olamiz, chunki yuqorida keltirilgan faktlar Roll teoremasi shartlarining 
bajarilishini ta’minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko’ra, shunday a *  (l < a * < 2 )  
topiladiki, Г ( а * )  =  0  bo’ladi.

Va e (O, +oo) da



r ( a ) = j x a ' e 4 n 2x d x > 0
О

bo’lishi sababli, Г ' { а )  funksiya (0 .+  0 0 ) oraliqda qat’iy o ’suvchi bo’ladi. Demak. 

Г ( а ) funksiya (0 , + oo) da a *  nuqtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi. 
ya’ni

Г'(я) = J x a~[e~x I n x  d x -  0  

0
tenglama (O, + 0 0 ) oraliqda a  * dan boshqa echimga ega emas. U holda

0 < a < a *  da Г ' ( а ) < 0  

a * < a < +  0 0  da Г ' ( а ) >  0  

bo’ladi. Demak Г ( а ) funksiya a *  nuqtada minimumga ega. Uning minimum 
qiymati r ( a  *) ga teng.

Taqribiy hisoblash usuli bilan
a *  = 1,4616..., Г  (a *) = min Г ( а )  = 0,8856...

bo’lishi topilgan.
Г ( а )  funksiya a > a *  da o ’suvchi bo’lganligi sababli a > n  + 1 (w e/V ) 

bo’lganda Г ( а ) >  Г ( п  + 1) = n!  bo’lib, undan
lim Г(а)=+сс

a -> -x
bo’lishini topamiz.

r(  + 1)
Ikkinchi tomondan, <?->+0 da Г(я + 1)-»Г(1)=1 hamda Г (а )  = —-------- ekan-

a
ligidan l im  Г ( а ) = + о о  kelib chiqadi. Г ( а )  funksiyaning grafigi 52-chizmada

a-++0
tasvirlangan.

52-chizma
3°. Beta va ga m m a  fu n k s iy a la r  o ras idag i b o g ' la n ish . Biz quyida В (а ,в )  va 

Г (а) funksiyalar orasidagi bog'lanishni ifodalaydigan formulani keltiramiz.

Ma’lumki, Г ( а ) funksiya (O,+ o c )  da, B (a ,e )  funksiya esa R2 fazodagi 

M  = {(* .у)е  R2 a e ( 0 , + oo), e e  (O, + 0 0 )} to ’plamda berilgan.
21-teorema. У  (a. e ) e M  uchun



_/ ч Г ( а ) Г ( б )

* М =т г г тГ \ а  +  в)

formula o ’rinlidir.
+СС

«  Ushbu Г ( а  + б )=  J jc °^e~le ' xdx (a > 0 , e > 0 )  gamma funksiyada o ’zga-
o

ruvchini almashtiramiz:
jc = (l + /)y  (/ > 0 ).

Natijada

Г ( а  + e )=  J ( |  + / Г " ' У  + t )dy  = (l + /Г *  T y a* " le ' {'~ ')ydy .
0 0

bo’ladi.
Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:

Г (а  + в ) _  \ y a- ^ [e - {u ,^ d v 

(1  + / Г  о
Bu tenglikning har ikki tomonini ta~1 ga ko’paytirib, natijani (0, + oo) oraliq 

bo’yicha integrallaymiz:

Agar

Г (а + С)' J = \  ] у ‘*"'е~1ы)уФ
0 l l + / ) 0 V o

+ x  . a - 1

f 7---- -— <// =B(a, e)
Jo (l + > Г в

f Ad t .

ekanini e ’tiborga olsak, unda

Г(а + e)B(a, e) = f f  \la~{dl (16.36)
o V o

bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o ’ng tomonidagi integral Г (а )-Г (в ) ga teng 
bo’lishini isbotlaysiz. Uning uchun, avvalo bu integrallarda integrallash tartibini 
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari 
bajarilishini ko’rsatishimiz kerak.

Dastlab a  > 1, e > 1 bo’lgan holni ko’raylik.
a  > 1 , e > I da, ya’ni |(a, e )e  R 2 a e  (l, + oo), e e (l, + oo)j to’plamda integral 

ostidagi

f ( t , y ) = y a+6-'<a- 'e - {ui)v 

funksiya V(/, y ) e  {(/, y ) e  R 2 t e  [О, + oo), у  e [O, + oc)} da uzluksiz bo’lib, 

f { ^ y ) ~ y a s  *1° ~^y ^ 0  bo’ladi.
+3C -их

Ushbu \ f { t , y ) d y = \ t a~ly a+6~le ~ ^ yciy integral / o ’zgaruvchining [0,+oo) 
о о

oraliqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki



j V y ~ - ' e - (l*')> =  Г(а  + e ) ~
(|+<Г*

Ushbu

J /((. у)* = ’jY 'V i<M<r(l*')V(
О О

integral у  o ’zgaruvchining [0 ,+oo) oraliqda uzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki

J r ' y ‘'^'eA'4)vdl = r(a)y‘-'e'f
0

va nihoyat, yuqoridagi (16.36) munosabatga ko’ra

7 (  7«”' У * ‘ ' V (u'^/yjd<
о V « /

integral yaqinlashuvchi.
LI holda I9-teoremaga asosan

-h x / V x  N

I | г У ^ 'е ' (м,<л[/у
o l 0 )

30’lib,

f f  jV y * V ‘*'̂ /Art = 7f
o i l )  J  о V О У

nondagi integralni hisoblaymiz:
+*30 f  +-X \  + х /  -ИЮ ^ +OD /  -КС

J \ i° - l/ " - le-{u‘]>dy-dt= I  ^y= j  y ‘ ~-ie-y\ j r ' e ^ d i
oVo У о V о J o  Vo

integral ham yaqinlashuvchi bo’lib,
N +X /' -i-Ж >

t i l  Г I Г /I — I «4-ff-l I.

J

bo’ladi. O’ng tomondagi integralni hisoblaymiz:
+00 /  -КС

pfy=
(16.37)

-КС 1 f -roc "N +-r
= I — /Ы ‘"'«'МО')рУ= (y"''e_T(a)^=r(a)r(e)

О У  ч  о )  о

Natijada (16.36) va (16.37) munosabatlardan
Г ( а  +  в ) в ( а . в ) = Г ( а ) Г ( в )

ya’ni

fl(a .« ) = (16.38)
Г(а + e)

bo’lishi kelib chiqadi. Biz bu formulani a >  I ,e >  1 bo’lgan hoi uchun isbotladik. 
Endi umumiy holni ko’raylik.

Aytaylik. a > 0 ,e  > 0 bo'lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulaga кота

S(a + u  + ,)= Z ^ U > ± L )  (16.39)
Г  (a T 6  + 2)

bo’ladi.
B (a ,e )  va Г { а )  funksiyalaming xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

В(а +  \ ,в  +  \)  = — - — В (а ,в  + 1)= — ---------- —  В ( а ,б \
a + e +  1 a + e + 1 a +  e

Г ( а  +  \ )  = а Г (а ) ,  Г ( е  + 1) = вГ(б), Г ( а  +  в +  2) =

=  (a + в + \ ) Г ( а  + в + l) = (а  + в + lX^ + <?)г(я + в)



Natijada (16.39) formula quyidagi 

Ш В{а,в)--
а Г ( а ) б Г ( в )

(a  4- б)(а 4- в + 1) v 7 (a + e){a +  e + \ ) r ( a  +  e) 

ko'rinishga keladi. Bu esa (16.38) formula a > 0 , e > 0  da ham o ’rinli ekanini 
bildiradi. ►

1-nati ja .  \ / a  e  (0 , l) uchun

Г ( а ) Г ( 1 - а )  = ^ —
s in a n

bo'ladi.
<  Haqiqatdan ham. (16.38) formula e = \ - a  (0 < я <  l) deyilsa, unda

£>
r( I)

bo’lib. В { а Л - а )  =  — - —  ( 0 < a < l ) v a  r ( l ) = l  munosabatlarga muvofiq 
s in a n

г ( й ) г ( 1 - а )  =  — —  ( 0 < a < l ) >
sin  аж

Odatda (16.40) formula keltirish formulasi deb ataladi.

Xususan, (16.40) da a = ^  deb olsak, unda

(16.40)

bo'lishini topamiz.
2-na t i ja .  Ushbu

Г{а)[\а + ^\  = ф ^ Г { 2 а )  (a>0)

formula o ’rinlidir.
< (16.38) munosabatda a = e deb

д (,.а) а £ Ы £ И

bo’lishini topamiz. So’ngra

B(a ,a )=  f [x ( l - x )J " 'd x  = f  1  ̂1
0 0

integralda — -  jc = almashtirishni bajarib, 

i * - )
ga ega bo’lamiz. Natijada

4 1 2
1 П

e(a.o)=2j
0-1 j  I

4 22‘"'{  г 2"-' U



. r f - V ( o )  , .
g[ l , al = - b J

2 г [ а + \ I Г a + -  
2

Г(а)Г\а + - и ў ^ Г { 2 а ) >  (16.41)

bo’lib, keyingi munosabatlarda

r(a) _ 1 f l  1
Г { 2 а ) - 2 ^  - ^  + 1 

ekanligi kelib chiqadi. Demak,

l l - - —
2)  2la~

Odatda (16.41) formula Lejandr formulasi deb ataladi.

M a s h q la r
16.8. Ushbu

M  = {(x ,y)e  R2 0 < x  < 1,0 < y  < l} 
to’plamda berilgan

f ( x . y )  =  x y

funksiyaning v - » 0  da limit funksiyasi topilsin va unga yaqinlashish 
notekis bo'lishi ko’rsatilsin.

16.9. Ushbu

\ f {x,y)dx

integral ta’rifi keltirilsin.
16.10. Ushbu

x2 , 1 Ua) J V “ 2cfr = - ^  ( a > 0 )

, . r  C O S  OCX , n  _ a  /  \
b)  T dx = — e ( a > 0 )

J l + *2 2 v 'о
У x sin ax , я  _a / ч 

(a>0)
tengliklar isbotlansin.

16.11. Ushbu
+OC
je~x cosxydx
о

integralning (+ qo, -  x )  da u  parametr bo’yicha tekis yaqinlashishi ko’rsatilsin.



|/иГ(дг)с/дг
о

integral hisoblansin.
16.13. Ushbu

+00

lim \e-n*dx = \

tenglik isbotlansin.



Matematika va fanning boshqa tarmoqlarida ko'p o ’zgaruvchili 
funksiyalaming integrallari bilan bog’liq masalalarga duch kelamiz. Binobarin. 
ularni -  karrali integrallarni o ’rganish vazifasi yuzaga keladi.

Karrali integrallar nazariyasida ham. aniq integrallar nazariyasidagidek, 
integralning mavjudligi. uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning 
tatbiqlari o ’rganiladi. Bunda aniq integral haqidagi ma’lumotlardan muttasil 
foydalana boriladi.

l - § .  Tekis s h a k ln in g  y u z i  ham da  fa z o d a g i  j i s m n in g  
h a jm i  haq ida  ba ’zi т а  ’lu m o t la r

Aniq integralning tatbiqlari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda jismning 
hajmi haqida ma?lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar 
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to’g ’risidagi ta’rif va tasdiqlami talab 
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida, tekis shaklning yuzi, jismning hajmi tushunchalari matematikada 
muhim bo'lgan to’plamning o ’lchovi tushunchasini tekislikdagi shaklga. fazodagi 
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

1°. Tekis s h a k ln in g  y u z i  va u n in g  m av jud l ig i .  Tekislikda Dekart 
koordinatalar sistemasi berilgan bo’lsin. Bu tekislikda. sodda yopiq chiziq bilan 
chegaralangan tekislik qismidan tashkil topgan (g )  shaklni (tekislik nuqtalari 
to'plamini) qaraylik. (Q )  shaklning chegarasini (sodda yopiq chiziq) dO  bilan, 

(2 )U dO  ni esa ) bilan belgilaymiz:

<£)=(Q)U3Q
Masalan, koordinatalari ushbu jc > 0 ,  y >  0 ,  x  +  у  < \  

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi (x ,y ) nuqtaiardan tashkil topgan to’plam 

(д )= { (х ,у ) е Я 2 дг > 0 , _v>0 , x + y  < l}
53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.



Ox  o ’qidagi birlik kesma ( 0 < x < l ) ,  Oy o ’qidagi birlik kesma ( 0 < y < \ )  

hamda (l,0 )  va (O, l) nuqtalami birlashtiruvchi to 'g’ri chiziq kesmalari birgalikda 
(д ) uchburchak shaklining chegarasi 5Д ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq siniq chiziq bilan chegaralangan tekislik 
qismidan tashkil topgan ko’pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari 
o ’quvchiga ma'lum deb hisoblaymiz.

Tekislikda (Q )  shakl bilan birga (A )  va (# ) ko'pburchaklami olaylik.
Agar (/f) ko’pburchakning har bir nuqtasi ( o )  ga tegishli bo’lsa, (A ) 

ko'pburchak (q ) shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda ( a ) c  (q ) .
Agar (q ) ning har bir nuqtasi (/?) ko’pburchakka tegishli bo’lsa, (5 )  

ko'pburchak (o )  shaklni o ’z ichiga oladi deyiladi (bunda (g )e (Z ? )).
Agar A va В  lar mos ravishda (Л) va (# ) ko’pburchaklaming yuzlari 

bo’lsa, unda
A < B  (17.1)

bo'ladi.
Aytaylik, ( 0 )  shaklning ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat 

to’plam {/l}. (Q ) shaklni o ’z ichiga olgan ko’pburchaklar yuzalaridan iborat 
to'plam {/?} bo’lsin. Ravshanki, {,4} va {#} lar sonlar to’plami bo’lib, {/4} 
yuqoridan, {#} quyidan chegaralangan. Unda to’plamning aniq chegaralari 
haqidagi teoremaga ko’ra

Q . ,  i n f { B } =  Q

lar mavjud.
Odatda, Q, son (q ) shaklning quyi yuzasi, Q* son esa (Q)  shaklning yuqori 

yuzasi deyiladi.
Tasdiq. 0 . va Q  miqdorlar uchun

Q . < 0  (17.2)

tengsizlik o'rinli bo’ladi.
^Teskarisini faraz qilaylik, 0 * > Q  bo’lsin. Bu holda Q * - Q *  >  0 bo’ladi. 

Aniq chegara ta’riflariga ko’ra V s > 0 Jumladan

uchun shunday (/40 ) c ( g ) ,  (B0) z>(q ) ko’pburchaklar topiladiki,

Aq > Q * - £ .  Bq < 0 * + £  

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

B0 -  .4o < Q '  + e - ( Q . - s ) =  Q ' - Q .  + 2 s  = Q - Q .  - Q ' ) = 0 .

Keyingi tengsizlikdan A0 > B0 bo’lishi kelib chiqadi. Bu esa har doim o ’rinli 
bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o ’rinli. ►

1- t a ’r if .  Agar

0 .= e*



tenglik o ’rinli bo'lsa, (<Q ) shakl yuzaga ega deyiladi.
Ushbu

£?* = 0 ‘
miqdor (Q)  shaklning yuzi deyiladi va uni Q orqali belgilanadi:

e = e . = 6 ‘
I- teorema.  Tekislikdagi ( o )  shakl yuzaga ega bo’lishi uchun V s > 0  son 

olinganda ham (Q ) shaklni ichiga chizilgan shunday (.4) ko’pburchak, (Q ) 
shaklni o ’z ichiga olgan shunday (# )  ko’pburchaklar topilib,

B ~ A < e  (17.3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

< Z a r u r l i g i .  Aytaylik, (O ) shakl yuzaga ega bo’lsin:

Q = Q * = Q *
Aniq chegara ta’riflariga ko’ra, V s > 0 uchun shunday

(л)с(с>), ( в ) ^ ( д )
ko’pburchaklar topiladiki,

A > Q , -  — , B < 0 '  + -
2 2

A > Q ~ — , B < Q  +  -  
2 2

ya’ni

bo’ladi. Bu tengsizliklardan
В -  A < £

bo’lishi kelib chiqadi.
Yetarli l ig i.  Aytaylik, (,4)c=(<2), ( 5 ) z> {q )  ko’pburchaklar uchun

В — A < £
tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki. A < Q ~ .  B > Q *  Yuqoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib 
topamiz:

A  < a  < Q * <  B .

Bu va (17.3) tengsizlikka ko’ra
Q * - Q * < B - A < £

bo’ladi. Demak, Q.  = О  . ►
Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yopiq bo’lmasligi mumkin) 

berilgan bo’lsin.
2 - ta ' r i f .  Agar shunday (A0) ko’pburchak topilsaki,

1) /с ( л 0);
2) V s > 0  uchun Aq < £  bo’lsa. / nol yuzali chiziq deyiladi.

Tasdiq. Agar /  chiziq \a ,e \  segmentda uzluksiz bo’lgan / ( jc) funksiyaning
grafigidan iborat bo’lsa, u nol yuzali chiziq bo’ladi.

< V s > 0 sonni olib, [a, e\ segmentini shunday



Iх*’ *<uil (* = 0,1.2— и-I; х0 = а, хп = в )  
bo’laklarga ajratamiz, har bir [xk jcA + 1]d a  / ( * )  funksiyaning tebranishi

£o)k <-----
e - a

bo'lsin.U holda / chiziqni o ’z ichiga olgan ( ^ )  ko’pburchakning yuzi
и- 1

Ao = Y . ( ¥ k - miXxk+\~xk)
k=0

bo’ladi, bunda
Mk = sup{f(x)}. . .

. , , , /  »  r I ( *  = 0 , 1 .2 ......n-1)mk=‘nf{f(x)\,
Ravshanki,

// — 1 £ n - 1

Л = 2>*л**<—  Z A** = £' (^*  = ^ - 1-■**)•
* = о в-а к=о

Demak, / nol yuzali chiziq. ►
Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-teoremani quyidagicha ifodalasa 

bo'ladi.
2-teorema.  Tekislikdagi (Q ) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi 

dO  nol yuzali chiziq bo’lishi zarur va yetarli.
Nati ja .  Agar (O )  shaklning chegarasi dQ  har biri у  = f ( x ) ^ C \ a , e \  yoki 

jc = g ( y ) e  C[c, d ]  funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziqlardan tashkil 
topgan bo’lsa, u holda (O )  shakl yuzaga ega bo’ladi.

2°. Yuzan ing xossa lar i .  Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.
1). Agar tekislikdagi (0 ,), (Q2) shakllar yuzaga ega bo'lib, (Q] ) c i (Q2) 

bo'lsa, u holda

Qi -  Q2
bo'ladi.

2). Agar (Q{ ) va (02) shakllar yuzaga ega bo’lsa, u holda (C?i)U(Q2) ham 
yuzaga ega bo’lib, { Q \ )U { Q 2) shaklning yuzi f e . )  va (Q2)  shakllar yuzalarining 
yig ’indisidan katta bo’lmaydi.

Agar bu (g ,)  va (Q2)  shakllar chegaralaridan boshqa umumiy nuqtaga ega 
bo’lmasa, ya’ni

( e , ) n f e 2)=0
bo’lsa, u holda (£?,)U(<2 2) shaklning yuzi (0 ,)  va (Q2) shakllar yuzalarining 
yig'indisiga teng bo’ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.

3 Tekis s h a k ln i  b o ' lak las h . Tekislikda biror yuzaga ega (g )  shakl berilgan 
bo’lib,

(6 1 X 6 2 )...... ( a .)
shakllar uning yuzaga ega bo’lgan aismiy shakllari, ya’ni 

( a ) c ( o )  {k = 1, 2 , . . . .n) 
bo’lsin. Agar (2 ,), (0 2),.... (O,,) shakllar uchun



1 ) ( e , ) u f o 2) u  и ( & ) = e .
2) ixtiyoriy (Qk ) va ( g )  lar (£ = 1 . 2 , n,  / = 1.2, ....л ) umumiy nuqtaga 

(chegaradagi nuqtaiardan boshqa) ega bo’lmasa, (Q {), ( 0 2 ( Qn) lar ( o )  da 

bo’laklash bajaradi yoki (g )  shakl (C?|), (G2 )■ • (б « ) shakllarga bo’laklangan 
deyiladi. (g )  shaklni (O,). ( g 2) , .... (On) larga bo’laklashni P  bilan belgilanadi:

М ( ё , ш 2)....(a)}-
Ushbu

< * ( ( & ) ) = у'))
( ( х ' У ) е ( а ) ,  ( л - ' . / ) б ( а )  *  =  1, 2 . 3 , . . . , я )  

miqdorlarning eng kattasi P bo’laklashning diametri deyiladi va XP kabi 
belgilanadi:

Ar  = max d ((O k ))

Masalan, ushbu

( Q k i ) =  {(*• y ) z  Л 2 x k <  X <  x k M , y , < y <  y , ^ }

(k =  0 . 1 , 2 , 1 ;  / = 0,1, 2...., /7 7-  1, x 0 = a, x n = e , y 0 = c , y m = d )  

to’g ’ri to’rtburchaklar
(0 )=  R 2 a < x < e , c < y < d }

shaklni P bo’laklashni hosil qiladi, bunda

Xn -  /wax (JAx* + Ду,2 )
0<i </»/-!

= * * + i A v ,

Л3 fa z o d a  j i s m n in g  h a j m i  R 3 fazoda Dekart koordinatalar sistemasi 
berilgan bo’lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday 
sirtlarning bir nechtasi bilan) o ’ralgan (ғ )  jismni ( R 3 fazo qismini) qaraylik. (к) 
jismni o ’rab turgan sirtni - ( v )  jismning chegarasini dV  bilan, ( v ) [ } d V  ni ( f )  
bilan belgilaymiz:

{ Ў ) = ( Ф  dV
Masalan, koordinatalari ushbu

*2+ /  + r2<l
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (xf> \r) nuqtaiardan tashkil topgan 

(5)=|(дг,>,,г)еЛ-' X2 + y 2 + - 2 <l} 
to’plam, markazi (0 , 0 , 0 ) nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni -  jismni ifodalaydi. 
Uning chegarasi

5S = {(*,>>,r ) e / ? 3 x 2 + y 2 + : 2 =  l}
4

sfera bo’ladi. Bunday jism-shar hajmiga ega va V = — я  ga teng. Umuman, fazoda

ko'pyoqliklaming hajmga ega bo’lishi va uni topish qoidalari o ’quvchiga ma*lum 
deb hisoblaymiz.



Endi / ? 3 fazoda (F) jism bilan birga (F ) va (<G ) ko’pyoqlami qaraymiz.
Agar (F ) ko’pyoqlikning har bir nuqtasi (F ) ga tegishli bo’lsa, (F ) 

ko’pyoqlik (к ) jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda ( Ғ ) с ( у ) ) .
Agar (f ) ning har bir nuqtasi (G) ko’pyoqlikka tegishli bo’lsa, (G) 

ko’pyoqlik (F) jismni o ’z ichiga oladi deyiladi (bunda (f ) c (G)).
Agar F  va G lar mos ravishda ( ғ )  va (g ) ko’pyoqliklaming hajmlari 

bo’lsa. unda
F  < G

bo’ladi.
Aytaylik, (F) jismning ichiga joylashgan ko’pyoqliklar hajmlaridan iborat 

to’plam {ғ } , jismning o'z ichiga olgan k o’pyoqliklar hajmlaridan iborat to’plam 
{g } bo’lsin. Unda

s u p {F } = V . ,  i n f { G } = V *
lar mavjud.

3-ta ’r i f .  Agar
K* = V*

tenglik o ’rinli bo’lsa, ( r )  jism hajmga ega deyiladi. Ushbu

\ \  =  V*

miqdor ( y )  jism hajmga ega deyiladi. Uni V kabi belgilanadi:

V  = V * =  v m
Tekis shaklning yuzi, fazodagi jismning hajmi tushunchalarida bir-biriga 

o'xshashlik borligini inobatga olib. jism hajmining mavjudligi haqidagi teoremani 
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-teorema. Fazodagi (к ) jism hajmga ega bo’lishi uchun V£“> 0  son 
olinganda ham ( y )  jismning ichida joylashgan shunday ( F )  ko’pyoqlik, (F ) 
jismni o ’z ichiga olgan shunday (G) ko’pyoqliklar topilib, ular uchun

G -  F  < s
tengsizlikning bajaril ishi zarur va yetarli.

2-§. I k k i  k a r r a l i  in te g ra l  ta  ’r i f l a r i  
1 In te g ra ln in g  ta ' r i f i .  Tekislikda biror chegaralangan (D ) soha (shakl) 

berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo’laklashlari to’plamini 3  bilan belgilaymiz. 
Aytaylik, (D ) sohada f { x , y )  aniqlangan. Bu (D ) sohaning

r  = {(Dt),(D2).... ( 0 , ) } c 3
bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir (D k ) (k = 1, 2 ,..., n)  bo’lagida ixtiyoriy
(Zk'Hk) (k =  \ , 2 ..... n)  nuqtani olaylik. Berilgan funksiyaning (£*,/7k ) nuqtadagi
qiymati f ( g k , rjk )  ni D k ( D k -  (Dk) sohaning yuzi) ga ko’paytirib, quyidagi



1-ta 'r i f .  Ushbu

ст = Z /fe % )A t
k = 1

yig’indi, f ( x . y )  funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman yig'indisi deb 
ataladi.

Masalan, f ( x , y ) = x y  funksiyaning (D ) sohadagi integral yig'indisi

 = Z  f(4 k  • 4k )Dk = 'L tk lk  Dt
k = 1 * = I

bo’ladi, bunda
(* = 1.2....n)

Yuqorida keltirilgan ta’rifdan ko’rinadiki, f { x , y )  funksiyaning integral 
yig’indisi cr qaralayotgan f ( x , y )  funksiyaga. (d )  sohaning bo’laklash usuliga 
ham har bir (Dk) dan olingan {<̂ k ,rjk) nuqtalarga bog’liq bo’ladi:

o>=°> (/•&.%)•
Endi (d ) sohaning shunday

PvPi....^  -  07.4)
bo’laklashlami qaraymizki, ularning diametrlaridan tashkil topgan

ЛР{, ,..., Xpm , ...

ketma-ketlik nolga intilsin: - > 0 .  Bunday Pm (m =  1,2,...) bo'lakl ash larga 

nisbatan f ( x , y )  funksiyaning integral y ig’indisini tuzamiz:

A-l
Natijada D  sohaning (17.4) bo’laklariga mos f ( x , y )  funksiya integral 

yig’indilari qiymatlaridan iborat quyidagi

.... - •
ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (**.>7*) nuqtalarga 
bog’liq.

2-ta’rif. Agar ( o )  sohaning har qanday (17.4) bo’laklash lar ketma-ketligi 
{/>„,} olinganda ham, unga mos integral y ig ’indi qiymatlaridan iborat {сгЯ1} ketma- 
ketlik, (4k ,r jk) nuqtalami tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vaqt 
bitta J  songa intilsa, bu J  son a  y ig’indining limiti deb ataladi va u

l im c r= l im £ /(£ < • = J
, —>0 A.f, —> 0 ^ _ j

kabi belgilanadi.
Integral y ig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
3-ta*rif .  Agar V s > 0 son olinganda ham, shunday £ > 0  topilsaki, (d )  

sohaning diametri Xp < 8  bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (D k ) 

bo’lakdagi ixtiyoriy (gk ,r jk) lar uchun
|cr — j\ < £



tengsizlik bajarilsa, J  son cr y ig’indining limiti deb ataladi va u
l im  a  = J->o

kabi belgilanadi.
4 - ta ' r i f .  Agar Xr  -> 0  da J ' { x . y )  funksiyaning integral yig’indisi cr chekli 

limitga ega bo’lsa, f ( x , y ) funksiya (£>) sohada integrallanuvchi (Riman 
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu a  y ig ’indining chekli limiti J  
esa f ( x , y )  funksiyaning (D ) soha bo’yicha ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u

\ \ f { x , y ) d D
(o)

kabi belgilanadi. Demak,

\ \ f { x , y ) d D  = l im  a  = l i m f f ( ^ k ,rik )D k .
(,3) Я',->0 к = [

Masalan, f ( x , y )  = C (С - c o n s t )  funksiyaning (d )  soha bo’yicha integral 
y ig ’indisi

< J = £ C  D k = C  D  
k = 1

bo’lib, ЯР - » 0  da Um a - C D  bo’ladi. Demak,
Л[1 —>0

\ \ C d D  =  C D .
[D)

Xususan, f ( x , y ) =  1 bo’lganda

\ j d D  =  D
(D)

bo’ladi.
I -es la tma.  Agar f ( x , y )  funksiya (D ) sohada chegaralanmagan bo’lsa, u shu 

sohada integrallanmaydi.

2°. D a rbu  y i g  ' in d i la r i .  I k k i  k a r ra l i  in te g ra ln in g  boshqacha ta 'r i f i .

I ) .  D a rbu  y i g ’in d i la rL  f ( x , y )  funksiya ( D ) c / ? 2 sohada berilgan bo’lib, u 
shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday o ’zgarmas m  va M  sonlar 
mavjudki, V (jc ,y )e (D ) da

m < f ( x , y ) <  M
bo'ladi.

( / ) )  sohaning biror P  bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har bir (D k)  

( k =  1, 2,... n )  bo’lagida f ( x , y )  funksiya chegaralangan bo’lib, uning aniq 
chegaralari

mk = i n f  { f { x ,  у )  (л, y )  6  {Dk )}, M k = s u p { f { x ,  y ) : ( x , y ) e  {D k)} 
mavjud bo’ladi. Ravshanki, V(x, y ) e  (D k )  uchun

mk < f ( x . y ) < M k (17.5)



5 - t a ' r i f  Ushbu

s=£>*Z>*> S = f j Ml(Dk
k=1 k=1

у ig'indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori y ig ’indilari deb ataladi.
Bu ta’rifdan, Darbu y ig’indilarining f ( x , y )  funksiyaga hamda ( D ) sohaning 

bo’laklashiga bog’liq ekanligi ko’rinadi:
s = s n { f ) ^  S  = S y { f ) -

Shuningdek, har doim
s < S

bo’ladi.
Yuqoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:

2 4 A  * 5 ± M kD„
k~\ k = I k = I

Demak,

Shunday qilib, f ( x , y )  funksiyaning integral y ig’indisi har doim uning Darbu 
yig’indilari orasida bo’lar ekan.

Aniq chegaraning xossasiga ko’ra
m < m k , M k < M  (k = 1, 2 , n)

bo’ladi. Natijada ushbu

s =  ' Z m t D k > m f i D k = m D ,
k = I k = I

S = f , M l Dk Z M f iDk = MD
A = 1 * = 1

tengsizliklarga kelamiz. Demak, V / 5 e  3  uchun
m D  < s < S <  M D  (17.6)

bo’ladi. Bu esa Darbu yig’indilarining chegaralanganligini bildiradi.
2) I k k i  k a r r a l i  in te g ra ln in g  boshqacha ta ' r i f i .  f ( x , y ) funksiya (D)<z R2 

sohada berilgan bo’lib, u shu sohada chegaralangan bo’lsin. (d )  sohaning 
bo’laklashlari to ’plami 3={/>} ning har bir P e 3  bo’laklashiga nisbatan f ( x , y )  

funksiyaning Darbu yig’indilari sP( / ) ,  Sr ( f )  ni tuzib,
M /)} . {sP(/)j

to’plamlami qaraymiz. Bu to’plamlar (17.6) ga ko’ra chegaralangan bo’ladi.
6 - ta ’r i f .  {$ /.(/)} to’plamning aniq yuqori chegarasi f ( x , y )  funksiyaning (d )  

sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi va u
I  = j jf(x.y)dD

kabi belgilanadi.
(S/Д /)}  to’plamning aniq quyi chegarasi f ( x , y )  funksiyaning (d )  sohadagi 

yuqori ikki karrali integrali (yuqori Riman integrali) deb ataladi va u



J  = \ \ f ( x . y ) d D
{»)

I  = Я  f ( x , y ) d D  =  supfc}, J  = Jj f ( x , y ) d D  = ш /{5}.
(О) (В)

7 - t a ' r i f  Agar f i x , у )  funksiyaning (d )  sohada quyi hamda yuqori ikki kar
rali integrallar bir-biriga teng bo’lsa, f ( x ,y> )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi 
deb ataladi, ularning umumiy qiymati

J  = \ \ f ( . x . y ) d D  = \ \  f { x , y )dD  
(») (/>)

f ( x , y )  funksiyaning ( d ) sohadagi ikki karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u

Я  /(■'■>’V o
(Л)

kabi belgilanadi. Demak,

Я  Л х у №  = Я  / ( * • > ' = Я  f ix y 'V 0
(о) (о) (о)

Agar

l \ A * . y ) d D * t f f { X,y )dD  
(Я) (/J)

bo'lsa, f ( x , y )  funksiya (d )  sohada integrallanmaydi deb ataladi.

3-§. I k k i  k a r ra l i  in te g ra ln in g  m av jud l ig i

f { x , y )  funksiyaning (D ) c  R2 soha bo’yicha ikki karrali integrali mavjudligi 
masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo (d )  sohaning hamda Darbu 
yig'indilarining xossalarini keltiramiz.

( D )  sohaning bo’laklashlari xossalari l-qism r 9-bobda o ’rganilgan [a, в ]  

segmentning bo’laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil 
mulohaza asosida olib borilishini e ’tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz 
keltirishni lozim topdik.

f { x . y )  funksiyaning Darbu yig’indilari xossalari haqidagi vaziyat ham xuddi 
shundaydir.

Faraz qilaylik, Z - { p } - ( d ) soha bo’laklashlari to’plami bo’lib, P{ e 3 ,  

P2 e 3  bo’lsin:

^ ={(£])• (a ) - - ( a .)}
2̂ = {(A). (A). --(A )}-

Agar Px bo’laklashdagi har bir (Ц.) (/ = 1,2, ..., n ) P2 bo’laklashdagi biror 
( Ц )  ( i = 1,2, ... n ' )  ning qismi bo’lsa, Px bo’laklash P2 ni ergashtiradi deyiladi va 
Px с  P2 kabi yoziladi. Ravshanki, P{ d  P2 bo’lsa,



1 D a rb u  y i g ' i n d i l a r i n in g  xossa lar i .  f { x , y )  funksiya (d ) sohada berilgan 
va chegaralangan bo'lsin. (D ) sohaning P bo’laklashini olib, bu bo'laklashga 
nisbatan f ( x , y )  funksiyaning integral va Darbu y ig ’indilarini tuzamiz:

k = I
n

s = s r ( f ) =  l L mkDk
k = I

S = SF( f ) = ± M kD k .
к -1

1) V f > 0  olinganda ham (<; k ,rjk ) e ( D k) nuqtalami (k = \ ,2 . . . . ,n )  shunday 
tanlab olish mumkinki,

0 < S , , ( f ) - c r P( f ) < e ,

shuningdek, .r j t ) e  ( /Л ) (* = 1 . 2 ..... rt) nuqtalarini yana shunday tanlab olish
mumkinki,

bo’ladi.
Bu xossa Darbu yig’indilari sr ( f ), Sr ( f )  lar uchun integral y ig’indi o > ( / )  

muayyan bo’laklash uchun mos ravishda aniq quyi hamda aniq yuqori chegara 
bo’lishini bildiradi.

2) Agar Px va P2 lar (D ) sohaning ikki bo’laklashlari bo’lib, P{ c: P2 bo’lsa, 
u holda

s,, ( / ) < * , , ( / ) .  S , , ( f ) > S F!( f )

bo’ladi.
Bu xossa (/} )  sohaning bo’laklashdagi bo’laklar soni orta borganda ularga 

mos Darbuning quyi yig’indisining kamaymasligi, yuqori yig’indisining esa 
oshmasligini bildiradi.

3) Agar Px va P2 lar (D ) sohaning ixtiyoriy ikki bo’laklashlari bo’lib, sP ( / ) ,

s , ( f )  va sP ( f ), Sp2( f )  lar f ( x , y )  funksiyaning shu bo’laklashlarga nisbatan 

Darbu y ig ’indilari bo’lsa, u holda
^ , ( / ) < 5 л ( / ) .  s,, ( / ) < £ , , ( / )

bo’ladi.
Bu xossa, (D ) sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi y ig’indilar 

to’plami (? Д /)}  ning har bir elementi (yuqori y ig ’indilar to’plami {З’Д / ) }  ning 

har bir elementi) yuqori y ig’indilari to’plami {з'Д /)}  ning istalgan elementidan 

(quyi y ig’indilar to’plami { ^ ( / ) }  ning istalgan elementidan) katta (kichik) 

emasligini bildiradi.



4) Agar f ( x , y ) funksiya (£>) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u 
holda

sup{sP( f ) } < i n f { S f, ( f ) \

bo'ladi.
Bu xossa / ( jc, y )  funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning yuqori ikki 

karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
J < J

5) Agar f { x , y ) fu.iksiya (D ) sohada berilgan va chegaralangan bo’lsa, u 
holda V £ > 0  olinganda ham, shunday £ > 0  topiladiki, ( /)) sohaning diametri 
AP < 8  bo’lgan barcha bo’laklashlari uchun

S P( f ) < J + £  (O < S P ( / ) - / <  e)  (17.7)

sr ( f ) > ' L ~ £ (0 ^ *L -  s p ( / ) <  £)
bo’ladi.

Bu xossa f ( x , y )  funksiyaning yuqori hamda quyi integrallari AP —> 0 da 
mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi y ig’indilarining limiti ekanligini 
bildiradi:

J  lim Sn( /)>  J =  .Umл p —► 0 A p —> 0
2°. I k k i  k a r r a l i  in te g ra ln in g  m a v ju d l i g i  Endi ikki karrali integralning 

mavjud bo'lishining zarur va yetarli shartini (kriteriysini) keltiramiz.
l - teo rem a. f { x , y )  funksiya ( D ) sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun, 

V s > 0  olinganda ham, shunday £ > 0  topilib, (d )  sohaning diametri AP < 8  

bo’lgan har qanday P bo’laklashga nisbatan Darbu yig’indilari
S p ( f ) ~ s p ( f ) < £  (17.8)

tengsizlikni qanoatlantirilishi zarur va yetarli.
< Z a r u r l i g i  f ( x , v )  funksiya ( d ) sohada integrallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga 

ko'ra
J  =  J  =  J

bo’ladi, bunda
J = s u p { s F( f ) } ,  J  =  i n f {S r ( f ) }

V s > 0  olinganda ham, — ga ko’ra shunday £ > 0  topiladiki, ( d )  sohaning

diametri AP < 8  bo'lgan har qanday P  bo’laklashiga nisbatan Darbu y ig ’indilari 
uchun (17.7) munosabatlarga ko’ra

bo'lib, undan

bo’lishi kelib chiqadi.
Yeta r l i l ig i . V s > 0  olinganda ham, shunday 8 >  0 topilib, (D ) sohaning 

diametri AP < 8  bo’lgan har qanday P  bo’laklashga nisbatan Darbu y ig ’indilari 
uchun



S p ( f ) - s A f ) < e
bo’lsin. Qaralayotgan f ( x , y )  funksiya ( D )  sohada chegaralangani uchun, uning 
quyi hamda yuqori integral lari

J = s u p { s , , ( / ) } .  J  =  in f { S , , ( / ) }

mavjud va
J < J

bo’ladi. Ravshanki,
s , , ( f ) < J < J < S P{ f ) .

Bu munosabatdan
0 < J - J <  sP( f )

bo’lishini topamiz. Demak, V s > 0 uchun
0 < J - J < £

bo’lib, undan J _ ~ J  bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa f ( x , y )  funksiyaning (d ) 

sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi. ►
Agar f ( x , y )  funksiyaning (D k ) (к =  I, 2 , . . . ,n )  sohadagi tebranishini cok 

bilan belgilasak, u holda

S,■ ( / ) - * , - ( / ) =  = ± o h D k
к -  ! к = 1

bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu
n
2]a>kDk <e
k = I

ya’ni

l im Y.(okD k = 0
;-r -+{) к = |

ko’rinishlarni oladi.

4-§. In te g ra l la n u v c h i  f u n k s iy a la r  s in f i
Ushbu paragrafda ikki karrali integralning mavjudligi haqidagi teoremadan 

foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.
2-teorema. Agar f { x , y )  funksiya chegaralangan yopiq ( D ) c z R 2 sohada 

berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi.
<  f { x , y )  funksiya (D ) sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U holda Kantor 

teoremasining natijasiga asosan. V s > 0 olinganda ham, shunday 8  > 0 topiladiki, 
(d )  sohaning diametri XP < 8  bo’lgan har qanday P  bo'laklashida

S p ( f ) - s , . ( j ) =  t ^ D k < e ± D k = s D
к=I k= 1

bo’lib, undan

Jim = 0
* " к = 1

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, f ( x , y )  funksiya ( d )  sohada integrallanuvchi. ►
(d ) sohada nol yuzli Г  chiziq berilgan bo’lsin.



1-lemma.  V s > 0  olinganda ham, shunday £ > 0  topiladiki, (D ) sohaning 
diametri Xr  < 8  bo’lgan P bo’laklashi olinganda bu bo’laklashning Г  chiziq 
bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklari yuzlarining y ig ’indisi e dan kichik 
bo’ladi.

<  Shartga ko’ra Г  - nol yuzli chiziq. Demak, uni shunday (O )  ko’pbo’rchak 
bilan o ’rash mumkinki, bu ko’pburchakning vuzi Q < £  bo’ladi.

Г chiziq bilan (Q )  ko’pbo’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb, 
Г chiziq nuqtalari bilan (g )  ko’pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani 
qaraylik. Bu nuqtalar orasidagi masofa o ’zining eng kichik qiymatiga erishadi. Biz 
uni £ > 0  orqali belgilaymiz. Agar ( /))  sohaning diametri AP < 8  bo’lgan P 

bo’laklashi olinsa, ravshanki, bu bo’laklashning Г  chiziq bilan umumiy nuqtaga 
ega bo'lgan bo’laklari butunlay (q ) ko’pburchakda joylashadi. Demak, bunday 
bo'laklar yuzlarining y ig ’indisi s  dan kichik bo’ladi. ►

3-leorema.  Agar f ( x , y )  funksiya (d )  sohada chegaralangan va bu sohaning 
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha 
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya (d ) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

< f ( x , y ) funksiya (D ) sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning faqat 
bitta nol yuzli Г chizig’ida ( Г с ( / ) ) )  uzilishga ega bo’lib qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo’lsin.

V s > 0  sonni olib, Г chiziqni yuzi e dan kichik bo’lgan (<Q )  ko’pburchak 
bilan o ’raymiz. Natijada (D ) soha (Q )  va (D ) \ ( Q ) sohalarga ajraladi.

Shartga ko’ra, f { x , y )  funksiya (d)\(<2) da uzluksiz. Demak, V s > 0  
olinganda ham shunday ^ > 0  topiladiki, diametri Ay> < £, bo’lgan P{ 

bo’laklashning har bir bo’lagidagi f ( x , y )  funksiyaning tebranishi cok < e  bo’ladi.
Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko’rsatadiki, shu s > 0  ga ko’ra, 

shunday S2 >  0  topiladiki, (D )  sohaning diametri Хи < 8 2 bo’lgan bo’laklashi 
olinsa, bu bo’laklashning ( o )  ko’pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan 
bo’laklar yuzlarining y ig ’indisi e  dan kichik bo’ladi.

Endi m in {8 v S2\ = 8  deb, (D ) sohaning diametri l P < 8  bo’lgan P 

bo’laklashini olamiz. Bu bo'laklashga nisbatan f ( x , y )  funksiyaning Darbu 
yig ’indilarini tuzib, quyidagi

S r ( / ) - s , ( / ) = i > * A  0 7 .9 )
* = I

ayirmani qaraymiz.
Bu (I7.9)yig4ndin\ng (<2) ko’pburchakdan tashqari joylashgan (/)*) 

bo’laklarga mos hadlaridan iborat y ig ’indi

к
bo’lsin.

(17.9) y ig ’indining qolgan barcha hadlaridan tashkil topgan y ig ’indi



Z  = Z " * 0 * + Z " * 0 * (1 7 10)
* = l к к

(D)\(<2)  sohadagi bo'laklarda cok < e blganligidan

£  cokDk < D* < eD (17 11)
к к

bo’ladi.
Agar f ( x , y ) funksiyaning ( d ) sohadagi tebranishini Q  bilan belgilasak, u 

holda

<n£D* 
к к

bo’ladi. (Q)  ko’pburchakda butunlay joylashgan P bo’laklashning bo’laklari 
yuzlarining yig’indisi e dan kichik hamda ( o )  ko’pburchak chegarasi bilan 
umumiy nuqtaga ega bo’lgan bo’laklar yuzlarining y ig ’indisi ham s  dan kichik 
bo’lishini e ’tiborga olsak, unda

ZA < 2e  к
bo’lishini topamiz. Demak,

YjCokDk <2Qs- (17 12)
к

Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan

£>*£>* <£D + 2Qe  = £(D + 2Q)  
k = 1

ekanligi kelib chiqadi. Demak,
n

Um £ cokD k = 0 .
xP~*°k = 1

Bu esa f ( x , y )  funksiyaning (D ) sohada integrallanuvchi bo’lishini bildiradi. 
f { x , y )  funksiya (d )  sohaning chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga 

ega bo’lib, barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, uning (D ) da integrallanuvchi 
bo’lishi yuqoridagidek isbot etiladi. ►

5-§. I k k i  k a r r a l i  in te g ra ln in g  xossa la r i
Quyida f { x , y ) funksiya ikki karrali integralining xossalarini o ’rganamiz.
Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega. 

Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.
0  f ( x >y) funksiya (d )  sohada ((d)<z/?2) integrallanuvchi bo’lsin. Bu 

funksiyaning ( o )  sohaga tegishli bo’lgan nol yuzli L chiziqdagi (/. c ( d ) )  
qiymatlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o ’zlashtirishdan hosil 
bo’lgan F ( x , y )  funksiya ham (d )  sohada integrallanuvchi bo’lib,



\ \ f { x . y ) d D  = \ \F {x , y )d D  
(«) (»)

bo'ladi.
«Ravshanki, \ / ( x , y ) e ( D ) \  L uchun

f { x . y ) = F { x . y ) .
Shartga ko’ra L  nol yuzli chiziq. Unda 1-lemmaga asosan. V s > 0  olinganda 

ham shunday £ > 0  topiladiki, (D) soha diametri AP < 5  bo’lgan har qanday P  

bo’laklashi olinganda ham, bu bolaklashning L  chiziq bilan umumiy nuqtaga ega 
bo'lgan bo’laklari yuzlarining yig'indisi £ dan kichik bo’ladi. Shu P bo’laklashga 
nisbatan f { x , y )  va F { x , y )  funksiyalaming ushbu integral yig’indilarini tuzamiz:

* = I
<Tr(.F)=lf-&.nk)Dk

к-1
n r  ( / )  vig'indini quyidagicha ikki qismga ajratamiz:

о  f ( / ) = X f(4k •’It Pk  + Z /(& ■ 4k P k
к к

bunda £  y ig’indi L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan (D k) bo’laklar 
к

bo’yicha olingan, £  esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan y ig ’indi. 
к

Xuddi shunga o ’xshash

<*>(F) = I  F f o  ■Пк Pk  + I  H t k -ЧкУ Dk •
к к

Agar V ( x , y ) e ( D ) \  L uchun f ( x , y ) =  f { x , y )  ekanini e'tiborga olsak, u 
holda

k ( / ) -  < > ,(? }  = I l / f e •**)- Z M X  D k < M e
к к

bo’lishi kelib chiqadi, bunda M  = s u p \ f ( x fy ) -  / ^ ( x , ((*>}>)G (D ) \  L ) .  Demak,

\ ° p { f ) - ° p ( F ) \ < M £ .
Keyingi tengsizlikda Ar  ->  0 da limitga o ’tib quyidagini topamiz:

JJ f { x , y ) d D - - \ \ F { x , y ) d D >
{!>) {*»

2) f { * > y )  funksiya (d )  sohada berilgan bo’lib, ( o )  soha nol yuzli L  chiziq 
bilan (Dj) va (D2) sohalarga ajralgan bo’lsin. Agar f ( x , y )  funksiya (D ) sohada 
integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (Dj) va (D 2) sohalarda ham integrallanuvchi 
bo’ladi. Va aksincha, ya’ni f { x , y )  funksiya (£>,) va (D 2) sohalaming har birida 
integrallanuvchi bo’lsa, (D) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda 

\ \ f { x . y ) d D =  J] f { x , y ) d D +  \ \ f { x , y ) d D  
(») (A) (Oj)



3) Agar /( j c ,у )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda 
c f ( x , y )  (c = const)  ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

Я  c f { x , y ) d D  = c j f  f ( x . y ) d D  
tf>) 0>)

formula o'rinli bo’ladi.
4) Agar f ( x , y )  va g ( x , y )  funksiyalar (D ) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u 

holda f { x , y ) ± g ( x , y )  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

j j { / { x . y ) ± g { x . y ) ) d D =  \ \ f { x , y ) d D ±  j j g ( x . y ) d D
(D) U>) (»)

formula o ’rinli bo’ladi.
1-nati ja .  Agar f x( x , y ) ,  f 2(x ,y ) ,  /,Хх>у) funksiyalaming har biri ( /) )  

sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda ushbu
С\/\{х,у)+с2/ г{х,у)+ ... + c j„ {x .y )  (c,=consl, ( = 1,2. . . n)

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va
\ \ ( c \ f A x , y )+  c2f 1(x, y)  + + с„/„(лг,у))зЮ =
(D)

= ci Я + c 2 Я / 2 (x ,y )dD  + + СЛ 1 fm (x ,y )dD
(.D) (/>) («)

bo’ladi.
5) Agar f { x }y )  funksiya (D ) sohada integrallanuvchi bo’lib, V(x,>>)e (£>) 

uchun f ( x , y ) > 0  bo’lsa, u holda
J J /( x ,y > / 0  > 0  

(»)
bo’ladi.

2 -na t i ja . Agar f { x , y )  va g(jc,y) funksiyalar (D ) sohada integrallanuvchi 
bo’lib, V ( x , y ) e ( D )  uchun

f (x . y ) ^g (x ,y )
bo’lsa, u holda

f\ f { x , y ) d D <  \ \ g { x . y ) J D
&>) (n)

bo’ladi.
6 ) Agar f { x , y )  funksiya (d )  sohada integrallanuvchi bo’lsa, u holda 

\ f { x , y j  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

\ \ f ( x , y ) d D  < \ \ \ f ( x , y ) 4 D  
(о) («)

bo’ladi.
7) O 'r ta  q iym a t  haq idag i  teoremalar.  f ( x , y )  funksiya (D ) sohada berilgan 

va u shu sohada chegaralangan bo’lsin. Demak, shunday m va M  o ’zgarmas 
sonlar m =  i n f { f ( x , y ) , ( x , y ) e ( D ) } ,  M  = s u p { f ( x , y ) ,  ( x , y ) e ( D ) }  mavjudki, 
V(jc, y ) e ( D )  uchun

m < f ( x ty ) <  M



4-teorema . Agar f ( x , y )  funksiya ( d )  sohada integrallanuvchi bo’Isa, u 
holda shunday o'zgarmas p  (m < ц  < М )  son mavjudki,

Я  f { x , y ] d D  =  n - D  
(»)

bo’ladi, bunda D - ( D )  sohaning yuzi.
3-na t i ja .  Agar f ( x , y ) funksiya yopiq (/}) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

sohada shunday (a, e )e  ( d ) nuqta topiladiki,

Я  f ( x , y ) d D  =  f ( a , e ) d D
(»)

bo’ladi.
5-teorema . Agar g ( x , y )  funksiya ( d ) sohada integrallanuvchi bo’lib. u shu 

sohada o ’z ishorasini o'zgartirmasa va f { x , y )  funksiya (d )  sohada uzluksiz 
bo'lsa, u holda shunday ( а , в ) е ( о )  nuqta topiladiki,

\ \ f { x , y ) g { x , y ) d D  = f ( a ,  e ) \ \  g ( x , y ) d D
(«) (D)

bo'ladi.
8 ) In te g ra l la sh  sohasi o 'z g a ru v c h i  b o ' lg a n  i k k i  k a r ra l i  in te g ra l la r . f ( x , y )  

funksiya (d ) sohada berilgan bo’lib, u shu sohada integrallanuvchi bo’lsin. Bu 
funksiya, (Z)) sohaning yuzga ega bo’lgan har qanday ( d )  qismida ((*/)c(Z ))) 
ham integrallanuvchi bo’ladi. Ravshanki, ushbu

Я Ах.уУю
И

integral (d ) ga bog'liq bo’ladi.
( D ) sohaning yuzga ega bo’lgan har bir (d ) qismiga yuqoridagi integralni 

mos qo’yamiz:
Ф { d ) ^ \ \ f { x , y ) d D .

(«0
Natijada funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu

Ф ((^))= \ \ f ( x , y ) d D
id)

funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.
(D ) sohada biror (*0 , y 0) nuqtani olaylik. (<d ) esa shu nuqtani o ’z ichiga 

olgan va ( J ) c ( d )  bo’lgan soha bo’lsin. Bu sohaning yuzi d  diametri esa Я 

bo'lsin.

Agar A —> 0 0  da nisbatning limiti l im  — -  mavjud va chekli
d  я->о d

bo'lsa, bu limit Ф((*/)) funksiyaning (а0 , у 0) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi deb 
ataladi.

Agar f ( x , y )  funksiya ( d ) sohada uzluksiz bo’lsa, u holda Ф((^)) 
funksiyaning (jc0, y 0) nuqtadagi soha bo’yicha hosilasi / ( x Ql y 0) ga teng bo’ladi.



f { x , y ) funksiyaning (D ) sohadagi ( (D )c  R2) ikki karrali integrali tegishli 
integral yig'indining ma’lum ma’nodagi limiti sifatida ta’riflanadi. Bu limit 
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo'lib. uni shu ta’rif bo’yicha hisoblash 
hatto sodda hollarda ham ancha qiyin bo’ladi.

Agar f ( x , y )  funksiyaning ( D ) sohada integrallanuvchiligi ma’lum bo'lsa. 
unda bilamizki, integral y ig’indi ( /))  sohaning bo’laklash usuliga ham, har bir 
bo’lakda olingan (£„,rjk ) nuqtalarga ham bog’liq bo'lmay, AP - > 0  da yagona

\ \ f ( x >y)dD  songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish
Ф)
uchun birorta boMaklashga nisbatan integral y ig ’indining limitini hisoblash yetarli 
bo’ladi. Bu hoi (D ) sohaning bo’laklashini hamda (^ n ,r\k) nuqtalami integral 
yig’indini va uning limitini hisoblashga qulay qilib olish imkonini beradi.

1 7.1-misol. Ushbu
\ \ x y d D
0»

integral hisoblansin, bunda (D )=  R 2 0 < jc < 1, 0 < у  < I -  *}.
«Ravshanki, f ( x , y ) = x y  funksiya (D ) da uzluksiz. Demak, bu funksiya 

(D ) sohada integrallanuvchi.
(D ) sohani

/ ъ  \  f /  \  i  i +  \ к k +  \ i к A
( А * ) = н * .у Ь л  - < * < — , - < y < — , - + - < i  

L n n n n n n

(/ = 0 ,1 ,2 , ...,/7 -1 , £ = 0 ,1 ,2 ,. . . /2 -1 )  

bo’laklarga ajratib. har bir (D ik)  da (^k,%:)=  f - r ~  ] deb qaraymiz.

U holda
_l / к 1 i  n - i

k=0 n n n n n 2  n

= J _  у  i(„ _ i f  = _ ! _ ( _  2  я(н-1Х2я-1) + n2{n-\)2'
2n4 h  Iri1 у 2 6 4

bo’ladi. Bundan esa

Um g  = —
24

bo'lishi kelib chiqadi. Demak,

\ \ Xy d D  = y >
(D) 24

Umuman, ko’p hollarda funksiyalaming karrali integrallarini ta’rifga ko’ra 
hisoblash qiyin bo’ladi. Shuning uchun karrali integrallarni hisoblashning amaliy 
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyati tug’ildi.



Yuqorida aytib o ’tganimizdek, f ( x , y )  funksiyaning karrali integrali va uni 
hisoblash (d )  sohaga bog'liq.

Avvalo sodda holda, ( D ) soha to’g ’ri to’rtburchak sohadan iborat bo'lgan 
holda funksiyaning karrali integralini hisoblaymiz.

6-teorema. f ( x , y )  funksiya ( D ) = {(* ,y )e  R 2 a <  х < в ,  с < у  < d \  sohada 
berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

Agar I  (x e  [a, e]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

J { x ) = \ f { x , y ) d y

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu
в
! dx

integral ham mavjud va

\ f { x , y ) d y

\ f { x , y ) d y dx\ \ f { x , y ) d D  =  \
(») 

bo’ladi.
<  (D ) sohani

С ) = W b  / ? 2 x, < x < xI+l, < у  < }
(/ = 0,1.2....и -l,  k = 0,1,2.....m- l )

bo’laklarga ajratamiz. Bu bo’laklashni Pnm deb belgilaymiz. Uning diametri

Xp.„ = m o x J b x } + h y l  (дх, = x,4 1  - x (, Дy k = y k f l - y k ).

Modomiki, f { x , y ) funksiya ( D )  sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada 
chegaralangan bo’ladi. Binobarin, f ( x , y )  funksiya har bir {D jk) da chegaralangan 
va demak, u shu sohada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega bo’ladi: 

m,k = i n f { f ( x , y ) :  (x .y ) e  (£>,*)},
M ,k = s u p { f { x , y ) :  ( x , y )  6  (D lk )},

(/ = 0 , 1 , 2 ......./ i - l ,  * = 0 , 1 , 2 ...... m - l ) .
Ravshanki, V (x ,y )e (D rt) uchun m,k < f ( x , y ) < M ik xususan, ^( e [x , ,x (>l] 

uchun ham mjk <  / ( £ , y ) <  M lk bo’ladi. Teoremaning shartidan foydalanib 
quyidagini topamiz:

Ук* 1 У к* i У к* 1
\ m tkd y <  \ f { ^ , y ) d y <  j M ,kd y ,
Ук Ук Ук

ya’ni

\1{^.у)^У^Мл У̂к (ДУ* = y t. . |  - Ук)-
Ук

Agar keyingi tengsizliklarni к ning {к = 0 ,1 ,2 , т - 1) qiymatlarida yozib, 
ularni hadlab qo’shsak, u holda



' У к
ya’ni

in - 1 т-\Ук+1 m-1
Z w,,*4v* ^ £  J 7 f e .y ) 4 ’< 'Ем ,кАУк -
A=0 к =0 v, *=0

m -1 « wi — 1
Z w<*Av* y)dy = J(^)^ Y,MiAУк (< = 0,1,2....«-1)

*=0 t. * = 0
bo’ladi.

Endi keyingi tengsizliklarni Ax, (Av, = * /41 -*,■) ga ko’paytirib, so ’ng hadlab 
qo’shamiz. Natijada

n-]/rm-\ \  n-i \
Z  Т.т*АУ* -4  -  s  Z  Z4*Ay* л*,,=0V* = 0 J / = 0 /=0VA-=0 J

bo’ladi.
Ravshanki,

n -1 / m -1 Л /»-1 /»i-l //-I /я-l
Z Z w-*AVi a*/ = Z  Z ^ A v *  = Z  Z OT/*A* = s
,= < Л * = 0  У 1=0 * = 0  /=0  A = 0

/(* ,.y )  funksiya uchun Darbuning quyi y ig ’indisi,
n-\(m-\ N //-I m-1
Z  Z ^ /Лл к  = Z  Z M*D,k~s
/=oVA=0 J /=0 *=0 

esa Darbuning yuqori yig’indisidir. Demak,

5 < Z 4 ? , K ^ .  (17 13)
1=0

Shartga ko’ra f {x ,y)  funksiya (D ) da integrallanuvchi. U holda Af, —> 0 da

s -* Я Л х -у^ Н ’ s  -> $ А х’у№
U>) («)

bo’ladi.
(17.13) munosabatda esa,

/,-i
Z-/(£)Ax,
/=0

y ig ’indi limitga ega hamda bu limit
Я f (x .y )dD
(D)

ga teng bo’lishi kelib chiqadi:

l im £ 7 f e ) A x ,  = Я f ( x , y ) d D .
'Ч„(->°,=0 (D)

Agar

\ j { x ) d x  = \ [fi*.y)dy dx



\ \ f { x , y ) d D  =  \
(/J) a

\ f { x , y ) d y dx

bo’lishini topamiz. ►
7-teorem(L f ( x , y )  funksiya (Z))= R2 a < x < e ; c < y < d )  sohada

berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. Agar y ( y e [ c , d ] )  o ’zgaruvchining har bir 
tayin qiymatida

J(y)=]f (x.y)dx
a

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

J \ f ( x . y ) d x dy

integral ham mavjud va

u>)
] f { x , y ) d ^ y

bo'ladi.
Bu teoremaning isboti yuqoridagi teoremaning isboti kabidir. 6 -teorema va 7- 

teoremaiardan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
4-nati j (L  f ( x , y )  funksiya (d )  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.

d
Agar х (х е [а ,(? ])  o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida \ f ( x , y ) d y  integral

с
в

mavjud bo’lsa. y ( y e [ c , d ] )  o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida J f ( x , y ) d x
a

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

1 \ f { x . y ) d y \ f { x , y ) d x dy (*)

\ f { x , y ) d x dy

integrallar ham mavjud va

\ \ f { x , y ) d D = \
(/>) 

bo'ladi.
5-na t i ja .  Agar f { x , y )  funksiya ( d )  sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u 

holda

\ \ f ( x , y ) d D ,  j V \ f ( x , y ) d y  dx, ]  ] f ( x . y ) d x d y
(D) tfL*' _ С _a

integrallaming har biri mavjud va ular bir-biriga teng bo’ladi.
(*) integrallar, tuzilishiga ko’ra, ikki argumentli funksiyadan avval bii 

argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o ’zgarmas hisoblab turib), so ’ng 
ikkinchi argumenti bo’yicha olingan integrallardir. Bunday integrallarni takroriy 
integrallar deb atash (takroriy limitlar singari) tabiiydir.



Shunday qilib, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy 
integrallarni hisoblashga keltirilar ekan. Takroriy integralni hisoblash esa ikkita 
oddiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Riman integralini ketma-kei 
hisoblash demakdir.

2-eslatma. Yuqorida keltirilgan 6-teoremani isbotlash jarayonida ko’rdikki. 
to’g ’ri to’rtburchak (D ) soha, tomoniari mos ravishda Ax,, Ayk bo’lgan to'g'ri 
to’rtburchak sohalar (Dlk) larga ajratildi. Ravshanki, bu elementar sohaning yuzi 
Dik = Ax, Ayk bo’ladi.

Avval aytganimizdek, Дх ni dx ga, Ду ni dy ga almashtirish mumkinligini 
hamda a < x < e , c<  y < d  ekanini e ’tiborga olib, bundan buyon integralni ushbu

\\f(x.y)dD

ko’rinishda yozish o ’rniga
</ в

j J f(x,y)dydx  (yoki J J f(x,y)dxdy )
a c с a

kabi ham yozib ketaveramiz.
17.2-misoL Ushbu

integral hisoblansin, bunda (d )= ^x,y)e R2 0 < x < 1. 0 < у < 1}.

funksiya (/)) sohada uzluksiz. Unda qaralayotgan ikki karrali integral ham.

integral ham mavjud. 7-teoremaga ko’ra

integral mavjud bo’ladi va



bo'lishini hisobga olsak, unda

Л x dxdy

(/J)(l + x2 +y2Y2 0я г - ! у[ў* + \ h 2 + 2
dy =

= [/«(v + д/у2 + \)-ln{y + ^ y z + 2 ) = ln
2 W 2
1+ V 3

2 + л/2
1 +  л / з  *(/))(l + jc2 + y 2)^

Endi (D ) soha ushbu (£>)= {(х ,у )€  Я2 a < x < в; <px{ x ) < y  < ^ 2(x)} ko’ri
nishda bo'lsin. Bunda (p{(x ) va <p2(x) [я,в] da berilgan va uzluksiz funksiyalar 
(54-chizma)

A
У

(Р2Ы

<p/x)

О а в x
54-chizma

8-teorema. f ( x , y )  funksiya ( d )  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 
Agar x (x e [a, <?]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

A * ) =  \ f ( x . y ) t t y  
*l(x)

integral mavjud bo’Isa, u holda ushbu

J \ f ( x , y ) d y d x

integral ham mavjud va

\ \ f ( .x , y ) d D = \
(O) a

<Рг (*)
\  f (* .y)dy  |Л

v»i(r)
bo’ladi.

< (P\{x) va <p2(x) funksiyalar [д,в] da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga 
ko’ra bu funksiyalar [a ,e] da o ’zining eng katta va eng kichik qiymatlariga 
erishadi. Ularni

min (px ( jc)  =  с , m ax  q>2 ( x )  = d
a^X<,e *»£•*<«

deb belgilaylik.
Endi

(D ,)=  |(jc.y)e R2 a < x < e ;  c < y < d \



f ' ( r  a %a r  {X - y ) e ( ° )  b o ' l s a '
' '  [ 0, agar (x ,y )e (D ])\(D)bo'lsa  

funksiyani qaraylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya (D{) sohada integrallanuvchi va 

integral xossasiga ko’ra

\ \ f ’{ x ,y ) d D = \ \ f ' { x .y ) d D  + \ \ f ' ( x , y ) d D = \ \ f ( x , y ) d D  (17.14) 
(£>|) (») (/>!>(«) (l>) 

bo’ladi. Shuningdek, x (* e  [a, e]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

J i ( x ) ^ \ f ’{x,y)dy

integral mavjud va
d ^ i ( x )  <p2(x)

J \ { x ) = \ f ’{x,y)dy = \ f ' { x , y ) d y +  \ f ' ( x ,y ) d y  +

e , ,  ftW (17.15)
d <Piix)

+ \ f { x , y ) d y =  \ f { x , y ) d y  
<02 U) <pM

bo’ladi. Unda 6-teoremaga ko’ra

1 \ f ( x , y ) d y dx

integral ham mavjud va

\ \ f ' { x , y ) d D  = \  
(o )  a

bo’ladi.
(17.14) va (17.15) munosabatdan

] f ' { x ,y ) d y

<Pi (*)
\ f { x , y ) d y

.«’i(-t)

dx

dx\ \ f { x ,y ) d D  = \
(D) a

bo’lishi kelib ch iqad i>
Endi (d ) soha ushbu

(D ) = ^ 6 Л2 V\ ( y \^  x < 4/2 (у); С <  у  < d )  
ko’rinishda bo’lsin. Bunda ^ ( x )  va y/2{x) \c,d]  da berilgan uzluksiz funksiyalar 

(55-chizma (a)).



55-chizma
9-teorem(L f ( x , y )  funksiya (D ) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 

Agar у  ( y e  [c, </]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida
¥г(у)

«/00= \f{x,yytx

integral mavjud bo’lsa, u holda

1

V'l (у)

Vl (y)
\ f (x ,y ) d x
У1Ы

dy

integral ham mavjud va
v i i y )
\A*.y)dx
?\{y)

dy\ \ f(x,y)dD = \
(D)

bo’ladi.
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir.

Faraz qilaylik, ( D) soha ((£ > )c tf2) yuqorida qaralgan sohalaming har 
birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizma (b)).

6-natija. f [ x , y )  funksiya ( o )  sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin. 
Agar x (x 6 [a, e]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida

<pi (*)
\f{x,y)dy

integral mavjud bo’lsa, у  (у e [с, с/]) o ’zgaruvchining har bir tayin qiymatida
vi(y)

\ f{x,y)dx
¥\{y)

integral mavjud bo’lsa, u holda



d x ,  J

\ f ( x , v ) d y
T»(X)

У'гЫ
\ j b , y ) d x  

v\ O')
d y

 ̂Г Vi (■*■)
J \ f { x . y ) d y

« [  <p2 (*)
j j /(x,y)dD = j

(O) a

bo’ladi.
Bu natijaning isboti 8-teorema va 9-teoremadan kelib chiqadi. 
Agar (D) soha (56-chizma)

* = j
¥2 0)
\ f { x . y ) d x  
у  I (y)

dy

56-chizma
tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yuqorida o’rganilgan sohalar 
ko’rinishiga keladigan qilib boMaklarga ajratiladi. Natijada (D ) soha bo’yicha ikki 
karrali integral ajratilgan sohalar bo’yicha ikki karrali integrallar yig’indisiga teng 
bo’ladi. Shunday qilib, biz integrallash sohasi (D) ning yetarli keng sinfi uchun 
karrali integrallarni takroriy integrallarga keltirib hisoblash mumkinligini 
ko’ramiz.

17.3-misoL Ushbu
^ e ~ r  dxdy  
( D )

integral hisoblansin, bunda (£>)= |(х,.у)е R 2 :0  < x  < у ;  0 < у  < l}.
< Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O’sha teoremaga ko’ra

2 ' [ у 2 ‘
j f e ~ y dxdy  =  l  j e ~ y dx dy
(D) 0|_0

bo’ladi. Keyingi tenglikning o’ng tomonidagi integrallarni hisoblab quyidagilami 
topamiz:

у



Demak,

ffe~v afcdy = - f  1 -  -  
й) *

17.4— misol. Ushbu

{j л/* + У dxdy
( о )

integral hisoblansin, bunda (D )=  {(x ,y )e  R2 0 < x < 1, 0 <  у  < 1 -  jc}.
< Bu holda 6-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O’sha teoremaga ko’ra

1 l-r
Jj^/x + y dxdy — J j  л/х + у  dy dx 
(d ) oL о

bo'ladi. Integrallarni hisoblab topamiz:
г - Л  2

j  \ J x  + y d y  
oL о 

Demak,

v l  J V х ' 5q V j  ' y = 0 0 J

Щ х  + у  dxdy = l >  
(D) 5

Bu keltirilgan misollarda sodda funksiyalaming sodda soha bo'yicha ikki 
karrali integrallari qaraldi. Ko’p hollarda sodda funksiyalami murakkab soha

bo’yicha, murakkab funksiyalami sodda soha bo'yicha va ayniqsa, murakkab 
funksiyalami murakkab soha bo'yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to’g ’ri 
keladi. Bunday integrallarni hisoblash esa ancha qiyin bo’ladi.

7-§. Ikki karrali integrallarda о 'zgaruvchilarni almashtirish
f ( x , y ') funksiya (D ) sohada | d ) c / ? 2) berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning 

ikki karrali
j j f (x ,y )d x d y
(i>)

integrali mavjudligi ma’lum bo’lib, uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, f ( x , y )  
funksiya hamda (D ) soha murakkab bo’lsa, integralni hisoblash qiyin bo’ladi. 
Ko’pincha, x va у  o ’zgaruvchi lami, ma’lum qoidaga ko’ra boshqa 
o ’zgaruvchilarga almashtirish natijasida integral ostidagi funksiya ham, 
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o ’zgaruvchi lami almashtirish 
bilan shug’ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chiziqli 
koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chiziqli koordinatalarda ifodalanishini 
keltiramiz.

Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma).



57-chizma

Birinchi tekislikda to’g ’ri burchakli Oxy koordinata sistemasini va 
chegaralangan (D ) sohani qaraylik. Bu sohaning chegarasi dD sodda, bo’lakli- 
silliq chiziqdan iborat bo’lsin. Ikkinchi tekislikda esa to’g’ri burchakli Ouv 
koordinata sistemasini va chegaralangan (д ) sohani qaraylik. Bu sohaning 
chegarasi дД ham sodda, bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lsin.

^(h,v) va y/(u,v) lar (д) sohada berilgan shunday funksiyalar bo’lsinki, 
ulardan tuzilgan {<p(u,v),if/(u,v)} sistema (д) sohadagi (u,v) nuqtani (d) sohadagi 
(x ,y ) nuqtaga akslantirsin:

<p ( m , v ) - > j c ,

V (u.v)->y-
va bu akslantirishning akslaridan iborat to’plam (£>) ga tegishli bo’lsin.

Demak, ushbu
(x = <p{u,v),
\ y  = 4t(u,v)  

sistema (Д) sohani (D ) sohada akslantiradi.
Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
/ °. (17.16) akslantirish o ’zaro bir qiymatli akslantirish, ya’ni (д) sohaning 

turli nuqtalarini (D) sohaning turli nuqtalariga akslantirib, (й)  sohadagi har bir 
nuqta uchun (д) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo’lsin.

Ravshanki. bu holda (17.16) sistema и va v larga nisbatan bir qiymatli 
echiladi: u = <p](x,y) , v = y/}(x,y) va ushbu

(u = <p,(x,y),
[v = ^ ,(jc,y)

sistema bilan akslantirish yuqoridagi akslantirishga teskari bo’lib, (D ) sohani (д) 
sohaga akslantiradi. Demak,

07.16)

(17.17)



<р{<Р\{х.у).¥\(х,у))=х

2й. <p(u,v), y /(uy)  funksiyalar (д) sohada, <p^u,v), (//,(i‘,v) funksiyalar (D ) 
sohada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar ham 
uzluksiz b o’lsin.

3°. (17.16) sistemadagi funksiyalaming xususiy hosilaridan tuzilgan ushbu
dx dx

$v (17 19)dy_ dy_
du dv

funksional determ inantning ham (a ) sohada noldan farqli (ya’ni (a ) sohaning har 
bir nuqtasida noldan farqli) bo’lsin. Odatda (17.19) determinantni sistemaning

yakobiani deyiladi va J{u,v) yoki kabi belgilanadi.
D(u,v)

Bu 2° va 3° -  shartlardan, (a ) bog’lamli soha bo’lganda, (17.19) 
yakobianning shu sohada o ’z ishorasini saqlashi kelib chiqadi.

Haqiqatdan ham, j (u ,v )  funksiya (a )  sohaning ikkita turli nuqtalarida turli 
ishorali qiymatlarga ko’ra, (д) da shunday (w0-vo) nuqta topiladiki, y(w0,v0) = 0  
bo'ladi. Bu esa j ( u ,v ) *  0 bo’lishiga ziddir.

3-shartdan (17.17) sistemaning yakobiani, ya’ni ushbu
du du
dx 
dv
dx dy

funksional determ inantning ham ( d ) sohada noldan farqli bo’lishi kelib chiqadi. 
Haqiqatdan ham, (17.18) munosabatdan

dx dx du dx dv _ ^
dx 

dy dv

dy
dv

+ - 
dx dvdx du 

dy _ d y  du ^ 
dy du dy dv dy

=  1 ,

dxdx 
dy
dy _ d y  
dx du

bo’lishini e ’tiborga olsak, u holda
D ( x ,y) D(u. v ) 

D ( u ,v ) D ( x , y )

du ^dx  dv _ q
du dy dv dy

d u d y d v  — + — • — = 0 
dx dv dx

bo’lib,

Jiix.yY-
D( u , v )

D(x,y)
*0



Demak. (D ) bog’lamli soha bo’lganda */,(w,v) yakobiani ham (D ) sohada 
o’z ishorasini saqlaydi.

Yuqoridagi shartlardan yana quyidagi lar kelib chiqadi.
(17.16) akslantirish (д) sohaning ichki nuqtasini (d ) sohaning ichki 

nuqtasiga akslantiradi. Haqiqatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudligi 
haqida teoremaga ko’ra (17.16) sistema (x0,y 0) nuqtaning biror atrofida и  va v 
lami x va у  o ’zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniqlaydi: u = <px(x,y), 
v = y/x(x,y).  Bunda <р{(х0,у0)=  и0, ^ ,(x 0.>'o)= vo bo’ladi. Demak, (дс0.у 0) ( D) 
sohaning ichki nuqtasi. Bundan (17.16) akslantirish (д) sohaning chegarasi ЗА ni 
(D ) sohaning chegarasi dA ga akslantirishi kelib chiqadi.

Shuningdek, (17.16) akslantirish (д ) sohadagi silliq (bo’lakli -silliq) egri 
chiziq

ni (D ) sohadagi silliq (bo’lakli-silliq) egri chiziq
x = <p(u(t),v(t)) 
у  = 4/{u(t), v(/))

ga akslantiradi.
(Д) sohada u = u0 to’g ’ri chiziqni olaylik. (17.16) akslantirish bu to’g ’ri 

chiziqni (D ) sohadagi
x = <p(uQ, v)

)  \  (17.20)
y  = V\u o-v)

egri chiziqqa akslantiradi. Xuddi shunday (Д) sohadagi v = v0 to’g ’ri chiziqni 
(17.16) akslantirish (£>) sohadagi

= vo) (17.21)
y ^ -4 f ( u  | .v 0)

egri chiziqqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziqlarni koordinata 
chiziqlari (17.20) ni v koordinata chizig’i, (17.21) ni esa и koordinata chizig’i) 
deb ataladi.

Modomiki, (17.16) akslantirish o ’zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda 
(D) sohaning har bir (*,>>) nuqtasidan yagona v koordinata chizig’i (u ning tayin 
o ’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq), yagona и koordinata chizig’i (v  ning 
tayin o ’zgarmas qiymatiga mos bo’lgan chiziq) o ’tadi. Demak, (£>) sohaning shu 
(x ,y ) nuqtasi yuqorida aytilgan и  va v lar bilan, ya’ni (д) sohaning (w,v) nuqtasi 
bilan to’liq aniqlanadi. Shuning uchun и va v lami (D ) soha nuqtalarining 
koordinatalari deb qarash mumkin. (£)) soha nuqtalarining bunday koordinatalari 
egri chiziqli koordinatalari deyiladi.

Masalan, ushbu
x = pcosq>



sistema (д) = {(гг, v )e  R2 О < p  < +00, 0 < (p < 2л j sohani Oxy tekislikka 
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani

j { u , V ) ^ 0S<P - P si n A  =  p4 ' I Sin<p pCOS(p I
bo’ladi.

p  va (p lar (D) soha nuqtalarining egri chiziqli koordinatalari bo’lib, shu 
sohaning koordinat chiziqlari esa, markazi (0 ,0) nuqtada, radiusi p  ga teng ushbu

2 2 ">X + У -  P
aylanalardan (v koordinat chiziqlari) hamda (0,0) nuqtadan chiqqan < p -p Q 
(0 < p Q< 2к)  nurlardan (v koordinat chiziqlari) iborat.

Faraz qilaylik, ushbu
X = <p(utv) 
y  = y/(u,v)

sistema (л) sohani (D ) sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi l°-3°- 
shartlami bajarsin. U holda (/))  sohaning yuzi

D  = (,7.22,

bo’ladi.
Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-bob, 3-§). 
f { x , у ) funksiya (d ) sohada ((d )cz /? 2) berilgan va shu sohada uzluksiz 

bo’lsin. (D) esa sodda, bo’lakli-silliq chiziq bilan chegaralangan soha bo’lsin. 
Ravshanki, f ( x , y )  funksiya (d ) sohada integrallanuvchi bo’ladi.

Aytaylik, ushbu
X = (piu,v) 
y  = y/(u.v)

sistema (a ) sohani (D ) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi l°-3°- 
shartlami bajarsin.

Har bir bo’luvchi chizig’i bo’lakli-silliq bo’lgan (a )  sohaning PA bo’laklani- 
shini olaylik. (17.16) akslantirish natijasida ( /) )  sohaning PD bo’laklanishi hosil 
bo’ladi. Bu bo’laklanishga nisbatan f ( x , y )  funksiya integral y ig ’indisi

*=1
ni tuzamiz. Ravshanki,

lim o =  Urn Y .f {^ k.rjkPk = \ \ f (x ,y )d x d y .
ApD -+ 0 *rD ^°k = i

Yuqorida keltirilgan (17.22) formulaga ko’ra 
Dk = \\\j{uy)fiudv 

(A*)



bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz: 

bunda Ak - (Д * )  ning yuzi. Natijada cr y ig ’indi ushbu

*=i
ko’rinishga keladi.

(£к>Пк) nuqtaning ( Dk) sohadagi ixtiyoriy nuqta ekanligidan foydalanib, uni

<р{и’кУк)=£к 

Л«кУк)=Пк
deb olish mumkin. U holda

a  = Z  ■v* ) r  (“I •v* ))!■/(“* • V*)A**=1
bo’ladi.

Ravshanki,
f{fp(u ,x) ,v(u ,x% j{u ,v \  

funksiya (д )  sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U  holda

l i m a = l i m f f ( p ( u l , v ' k), iy(uk, v't  ))| J  ] Д, =
Ярл -> О  Л рл

=  Я  f (p (u v ly{u.v)\j{u,v)(ludv 
(л)

bo’ladi.
ЯЯд -> 0  da Xpo - » 0  bo’lishini e ’tiborga olib, topamiz:

Я  / ( * ■  y)dxdy = Я  f(<p(u .v).iy(u,v)p(u, v)fiudv. (17.23)
( о )  ( л )

Bu ikki karrali integralda o ’zgaruvchi lami almashtirish formulasidir.
U berilgan (d) soha# bo’yicha integralni hisoblashni (д )  soha bo’yicha 

integralni hisoblashga keltiradi. Agarda (17.23) da o ’ng tomondagi integralni 
hisoblash engil bo’lsa, bajarilgan o ’zgaruvchilami almashtirish o’zini oqlaydi.

17.5-misoL Ushbu

Я  X 2

integral hisoblansin, bunda
( 0 ) =  R2 x 2 + y 2 < 1; у  > o }

markazi (O,0) nuqtada, radiusi I ga teng bo’lgan yuqori tekislikdagi yarim doira.
< Berilgan integralda o ’zgaruvchilami quyidagicha almashtiramiz:

x -  pcos<pt
у  = p  sin (p

Bu almashtirish ushbu
(a )=  {(p ,^ )e  R2 0 < cp < я, 0 < p  < l}



to’g ’ri to’rtburchakni (D ) sohaga akslantiradi va u l°-3°-shartlami qanoatlantiradi. 
Unda (17.23) formulaga ko’ra

Я л!' - * !  ~ y , dxdy = \ \ \ X-~r\J{p.<p)fipd<p  
(»)V>+JC +У' m V  + P 

bo’ladi. Bunda yakobian j (p ,< p )= p  bo’ladi. Bu tenglikning o ’ng tomondagi 
integralni hisoblab topamiz:

Demak,

(o)Vl + Jt +У 4

Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash
f ( x , y ) funksiya (d ) sohada ((D )e  Л2) berilgan va shu sohada 

integrallanuvchi, ya’ni
\ \ f (x ,y )dxdy  (17 23)
{»)

integral mavjud bo’lsin. Ma’lum ko’rinishga ega bo’lgan (D ) sohalar uchun 
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Ravshanki, f ( x , y )  funksiya 
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko’rinishga ega 
bo'lsa, unda (17.23) integralni hisoblash ancha qiyin bo’ladi va ko’p hollarda 
bunday integralni taqribiy hisoblashga to’g ’ri keladi.

Ushbu paragrafda (17.23) integralni taqribiy hisoblashni amalga oshiradigan 
sodda formulalardan birini keltiramiz.

Aytaylik, f ( x , y )  funksiya (D)=  |(х ,у )€  R2 a < x  < в; с < у  < d \  to’g ’ri 
to ’rtburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga 
ko'ra

\ \ f ( x . y ) b d y = \
( D)  a

bo’ladi.
Endi

\ f { x .y ) d y dx (J 7.24)

j f ( x . y ) d y ,  (jc  6 [a, e])
С

integralga 1-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to’g’ri to’rtburchaklar 
formulasini tatbiq etib, ushbu

} /(д г .у > » «  — ( x€[ a , eD (17.25)
С n  k = 0  2

taqribiy formulani hosil qilamiz. So’ng

J/fr.-V*.*)*
a



J/(*. ykt{ )& * Z / t , Ti . ) (17.26)
a  2 П  Ы  0  2 2

taqribiy formulaga kelamiz.
Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan

y^hdy . .;■>■.,}) (17.27)
(D) nm /=0A=0 2

bo’lishi kelib chiqadi.
Bu ikki karrali integralni taqribiy hisoblash formulasi, «to’g ’ri 

to’rtburchaklar» formulasi deb ataladi.
Shunday qilib, «to’g ’ri to’rtburchaklar» formulasida, ikki karrali integral 

maxsus tuzilgan y ig’indi bilan almashtiriladi. Bu y ig ’indi esa quyidagicha tuziladi: 
( 0 ) = { М б Л 2 : а < х < в,с < у < < /}  to’g ’ri to’rtburchak nm ta teng

(д*)=|(дг̂ ) ел2 х1^х^хи\'Ук^У^Ук+1} 0=0.1,2....m - 1, k = 0,1,2,...
/2 -1 ) to’g ’ri to’rtburchaklarga ajratiladi. Bunda

. в - a  . d - c
x, = a + i -------, y k = с + к --------.

m n
Har bir (Dik ) ning markazi bo’lgan (x.^± , y k+i) (/ = 0 ,1 .2 .....m - 1 ,

£ = 0,1.2,... /7- 1) nuqtada f ( x , y )  funksiyaning qiymati f  (x i+, , y k+1)

hisoblanib, uni shu (/),*) ning yuziga ko’paytiriladi. So’ngra ular barcha / va к 
lar (/ = 0 , 1 , 2 , m - 1, к = 0 ,1,2 ,..., n - 1) bo’yicha yig’iladi.

Odatda, har bir taqribiy formulaning xatoligi topiladi yoki baholanadi. 
Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o’rganish mumkin,

17.6-misoL Ushbu

integral taqribiy hisoblansin, bunda
(D )= |(x ,y )e«2 0 < x < l , 0 < y < l } .

< (D) ni ushbu to’rtta bo’lakka bo’lamiz:

(А ю )= |(-^ :М 2-0<д:<1

(Ao)= 1.0<

(Д ,)= { (х .> )е Л 2 ^ < * < l . I < y < l } .  

236
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nuqtalarda

(l + x + y f
funksiyaning qiymatlarini hisoblab, (17.23) formulaga ko’ra

JJ 1 ,, dxdy« 0,2761 
ti){\ + x + y y 

bo’lishini topamiz. Bu integralning aniq qiymati esa

JJt--- ------ ^dxdy  = \
(Л)(1 -bx-t-jv) о

[ dx

_ 0  (l + x + y f
Uy =  ln  1 = 0,287682...
Г 3

bo’ladi. ►

9-§. Ikki karrali integrallaming ba 'zi bir tatbiqlari
Ushbu paragrafda ikki karrali integrallaming ba’zi bir tatbiqlarini-keltiramiz.
1°. Jismning hajmini hisoblash. R* fazoda ( v )  jism yuqoridan r = f ( x , y )  

sirt bilan, (bunda f ( x , y )  funksiya (D) da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari 
O z  o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt hamda pastdan Oxy  tekislikdagi ( O)  soha 
bilan chegaralangan jism bo’lsin.

(D ) yopiq sohaning P  bo’laklashni olamiz. f ( x , y )  funksiya (D ) da uzluksiz 
bo’lganligi sabali, bu funksiya P  boMaklash har bir ( Dk) bo’lagida ham uzluksiz 
bo’lib, unda inf{f(x,y): (x,y)e(Dk)}=mk, sup{f(x,y): (x ,y )e (D ll)} = Mk 
(k = 1,2,3,..., n) larga ega bo’ladi.

Quyidagi

k  =  I 

* = 1

yig’indilami tuzamiz. Bu yig’indilaming birinchisi (v) jism ichiga joylashgan 
ko’pyoqning hajmini, ikkinchisi esa (v) jismni o’z ichiga olgan ko’pyoqning 
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki, bu ko’pyoqlar, demak, ulaming hajmlari ham f ( x , y )  funksiyaga 
hamda (D) sohaning bo’laklashga bog’liq bo’ladi:

^  =<(/■). Ув = ^ ( Л -
(D ) sohaning turli bo’laklashlari olinsa, ularga nisbatan (v) jismning ichiga 

joylashgan hamda ( v )  jismni o’z ichiga olgan turli ko’pyoqlar yasaladi. Natijada 
bu ko’pyoqlar xajmlaridan iborat quyidagi

И Ч / ) } .  h p</)}



to'plamlar hosil bo’ladi. Bunda {ғ ^ ( /) }  to'plam yuqoridan { ғ / ( / ) }  to’plam esa 
quyidan chegaralangan bo’ladi. Demak, bu to’plamlaming aniq chegaralari

suP ^ a ( / ) } -  inf  \'h ( / ) }  
mavjud. Shartga ko’ra f ( x , y )  funksiya (D ) yopiq sohada uzluksiz. U holda

£
Kantor teoremasining natijasiga asosan, V s > 0  son olinganda ham, — songa

ko’ra shunday £ > 0  son topiladiki, (D ) sohaning diametri AP < S  bo’lgan har 
qanday bo’laklashi P uchun har bir (D*) da funksiyaning tebranishi

. g e-  mL < — к к D
bo’ladi. Unda

{ f ) ) - s u p t y FA{f ) ]<  V„p{ / ) - V ' ; < J )=  ± M kDk -  £т „ О к =
k = \ k=I

= i { M k - m k)Dk < ^ - ± D k =±-D = £. 
k = \ *^* = 1 

Demak, (d )  sohaning diametri AP < 8  bo’lgan har qanday bo’laklanishi 
olinganda ham bu bo’laklanishga mos (v )  jismning ichiga joylashgan hamda bu 
(V) ni o ’z ichiga olgan ko’pyoq hajmlari uchun har doim

о ^ inf {к / (/■)}- sup^'t ( /  )}< £ 
tengsizlik o ’rinli bo’ladi. Bundan esa

in № { f ) ) = s u p \ ' ' ; < j ) )  (17.28)
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglik (f ) jism hajmga ega bo’lishini bildiradi.

Endi yuqorida o ’rganilgan F f ( / ) ,  v j j ( f )  y ig ’indilarni Darbu y ig ’indilari 

bilan taqqoslab, V ^ if )  ham У в i f )  y ig ’indilar f ( x , y )  funksiyaning (D ) sohada 
mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori y ig’indilari ekanini topamiz. Shuning 
uchun ushbu

s u p ^ pA f %  '« /{ ^ Л /)}
miqdorlar f { x ty )  funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari 
bo’ladi, ya’ni

*ир{Ул ( / ) } =  \ \ f { x - y ) d D ,  ш/ f « ( / ) } =
Щ  (о)

Yuqoridagi (17.28) munosabatga ko’ra

\ \ f { x . y ) d D = \ \ f ( x . y ) d D  
(o) (o)

tenglik o ’rinli ekani ko’rinadi. Demak,

Я  Л Х<У^°  = Я  f ( x -y)dD = Я  Л х - У ^ 0  ■
(D) Щ  (/>)



Shunday qilib, bir tomondan, qaralayotgan (У) jism hajmga ega ekani 
ikkinchi tomondan, uning hajmi f ( x , y )  funksiyaning (D ) soha bo’yicha ikki 
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Demak, ( f )  jismning hajmi uchun ushbu 

V = \ \ f ( x , y ) d D  (17.29)
(«>

formula o ’rinli.
/  7.7-misol. Ushbu

JC2 y 2 z 2— + — + — < 1 
а в с

ellipsoidning hajmi topilsin.
< Bu ellipsoid r = 0 tekislikka nisbatan simmetrikdir. Yuqori qismini (r > 0) 

o'rab turgan sirt

V а в
bo’ladi.

Yuqoridagi (17.29) formulaga ko’ra ellipsoidning hajmi (V):

V = 2c Jj J l  -  —  -  ^r d xd y  
(/->)*

bo’ladi, bunda

(D)=((*,y)eK2 4  + 4 s l  
[ а в

Integralda
jc = apcosg) 

у  = epsincp
almashtirishni bajaramiz. Bu sistemaning yakobiani

acos<p esin<p

(17.30)

j { p , < p ) = = a e p
-apsin (p  epcos<p

bo’ladi. (17.30) sistema (д )  ={(/?.<p)t R2 0 < p < l  0<<p<2n}  sohani (D ) 
sohaga akslantiradi. (17.23) formulaga ko’ra

n j l - V  ^jdxdy = j]  л/l -  P 2a e p d p d < p
(o)V а в (д)

bo’ladi. Demak,

V = 2a e c f j  y j \ - p 2 pdpdtp = 2aec f  
(л) 0

\d<p VI - p p d p  =

■■ 4 я а в с |-y/l -  p 2 pdp -  —  aec.
o 3

Shunday qilib, ellipsoidning hajmi



2 Q. Yassi shaklning yuzi. Ushbu bobning l-§  ida (£>) sohaning yuzi quyidagi 
D = jj dD = JJ dxdy 

{») ( o )

integralga teng bo’lishini ko'rdik. Demak, ikki karrali integral yordamida yassi 
shaklning yuzini hisoblash mumkin ekan.

Xususan, soha

bo Tib, 1-qism, 10-bob, 2-§ datopilgan formulaga kelamiz.
17.8-misoL Ushbu

2 2 "> y l +a~ y z +e- (x = - ---------, x = - --------- , ( 0 < a <
2a 2e v

chiziqlar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
4 Bu chiziqlar parabolalardan iborat (58-chizma).

sistemani echib, parabolalaming kesishgan nuqtalari

egri chiziqli trapesiyadan iborat bo’lsa ( / ( j c )  funksiya [a, в] da uzluksiz) u holda
e Г f(x) I 9

D = ffd x d y  = f  \d y  dx = \ f {x )dx
(D) a i_ 0 _ a

58-chizma

Quyidagi



ekanini topamiz. Qaralayotgan shakl Ox o ’qiga simmetrik bo’lishini e ’tiborga 
olsak, u holda (D ) ning yuzi

D -  2 JJ dxdy
(/>,)

bo’ladi, bunda

( D , ) = k y M 2 z l t ^ < , v<.''2 + g2 0 <y<47e}.
2 a 2e2 a

Integralni hisoblab, quyidagini topamiz:

yfae
II dxdy I 
(»i) 11

Demak,

]dx

D -  ^dxdy  = -  (e -a)- yfae . ►
( D )  3

3n. Sirtning yuzi va uning karrali integral orqali ifodalanishL Ikki karrali 
integral yordamida sirt yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi 
tushunchasini keltiramiz.

Faraz qilaylik, г = f ( x . y )  funksiya (D ) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. 
Bu funksiyaning grafigi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo'lsin.

59-chizma
(D ) sohaning P bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari (D ,), (D2),... (Dn) 

bo’lsin. Bu bo'laklashning bo’luvchi chiziqlarini yo ’naltiruvchilar sifatida qarab. 
ular orqali yasovchilari Oz o ’qiga parallel bo’lgan silindrik sirtlar o ’tkazamiz.
Ravshanki, bu silindrik sirtlar (S) sirtni (S,). (S2)..... (5,,) bo’laklarga ajratadi. Har
bir (£)*) (/: = 1,2,..., n) da ixtiyoriy (£„, r/tl) nuqta olib, (S’) sirtda unga mos nuqta 

(4„-П„-=к) (-* = /(<?,.. 7«)) ni topamiz. So’ng (5 ) sirtga shu (4„.П„.=к) nuqtada 
urinma tekislik o ’tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik 
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma tekislik qismini (Г*) bilan, uning 
yuzini esa Tk bilan belgilaymiz.



Geometriyadan ma'lumki, (£>*) soha (ГА.) ning ortogonal proeksiyasi bo’lib, 

Dk = Tk\cosyk\ (17.3 J)
bo'ladi, bunda y k - ( S )  sirtga , rjn, z k) (zk = f(g„, rjn)) nuqtada o ’tkazilgan 
urinma tekislik normalining Oz o ’qi bilan tashkil etgan burchak.

Ravshanki, Ar -> 0 da (Sk) (k = 1 , 2 , n) ning diametri ham nolga intiladi. 
Agar Af, -> 0 da

n 

k = I

yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, bu limit (5 ) sirtning yuzi deb ataladi. Demak, 
(5) sirtning yuzi

5 =  lim £ 7;  (17.32)
->oA=I

bo’ladi.
Yuqorida qaralayotgan r = f ( x , y )  funksiya (D)  sohada f^(x,y), f ’v{x,y)  

xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar (d )  sohada uzluksiz bo’lsin. U 
holda

1cos у —---------------------------------------
Vi+ /* fo .% )+ ■/?&.%)

bo’ladi.
(17.31) munosabatdan

Tk = - — Dk
cosyk

bo’lishini topamiz. Demak,
I

l n  = i — ok = i  + /;2(4 .% )+ /;2fe .% )^  07.33)
*al k^COS/k * = 1 

Tenglikning o ’ng tomonidagi y ig’indi

л/' + /r  2 (X ' >’) + fy (Х’У)
funksiyaning integral y ig’indisidir (qarang l-§). Bu funksiya (d ) sohada uzluksiz, 
demak, integrallanuvchi. Shuning uchun

+ Л'2f e  • Пк) + f ?  f e  . % ) At = JJф  + Л 2(х .у )+ /^ - (х ,у )  dD
лг~>°к = I ' (n)

bo’ladi.
Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan

S = \ \ J \  + f x2{x .y )+ f'>2{ x . y ) d D (17.34)
(*>)

bo’lishi kelib chiqadi.
17.9-misol. Asosning radiusi r balandligi h bo’lgan doiraviy konusning yon 

sirti topilsin.
< Bunday konus sirtning tenglamasi



h I 9 -Г = = - jx -+ y -  
r

s = t f f i + z f V P J  dxdy 
{o)

bo'ladi, bunda 

Endi

va

( / ) ) = ( М е * 2 x2+/ < r 2}.

r yjx1 + у 2 r -Jx‘ + y -

r,-----7i-----a I, * x 2 h y 2 _ , h
V r +r>- = J "* 7 *>---- ^ “ V1+Tу r x + y ~ r  x + y  V r

ekanini e ’tiborga olib. quyidagini topamiz:
2 1.2

S = f fJ l  + —  dxdy = J l  + —  JJdfoafy = J l  + — 71Г2 =
(Л) * Г ' Г (D) V A*“

70-£. Uch k a rra li in teg ra l
Yuqorida Riman integrali tushunchasining ikki o ’zgaruvchili funksiya uchun 

qanday kiritilishini ko’rdik va uni batafsil o ’rgandik. Xuddi shunga o ’xshash bu 
tushuncha uch o ’zgaruvchili funksiya uchun ham kiritildi. Uni o ’rganishda Riman 
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha mulohazalar (integrallash 
sohasining bo’laklanishini olish, bo’laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral 
y ig ’indi tuzish, tegishlicha limitga o ’tish va hokazo) qaytariladi. Shuni e ’tiborga 
olib. quyida uch karrali integral haqida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

/ Uch karra li in teg ra l t a ’r i f i  f ( x , y , z )  funksiya tf3 fazodagi 
chegaralangan ( r )  sohada berilgan bo’lsin. (Bu erda va kelgusida hamma vaqt 
funksiyaning berilish sohasi (v )  ni hajmga ega bo’lgan deb qaraymiz). (V) 
sohaning P bo’laklashini va bu bo’laklashning har bir (Vk) (k = 1 ,2 ,...,л) 
bo’lagida ixtiyoriy (^k,rfk,^k) nuqtani olaylik. So’ngra quyidagi

A = 1
y ig ’indini tuzamiz. bunda Vk ~(Vk) ning hajmi.

Bu y ig ’indi f ( x , y , z ) funksiyaning integral yig’indisi yoki Riman y ig ’indisi 
deb ataladi.

Endi (v )  sohaning shunday

P x.P2.....Pm ....

bo’laklanishlarini qaraymizki, ularning diametridan tashkil topgan
Ар ,



ketma-ketlik nolga intilsin: Л,, - > 0 .  Bunday Pm (m = 1,2,...) bo’laklan ish larga 

nisbatan f ( x , y , z )  funksiyaning integral y ig’indisini tuzamiz:

k=\
Natijada quyidagi

cr,, cr2, .... <jm,...
ketma-ketlik hosil bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (^klf]k>Ck) nuqtalarga 
bog’liq.

9-ta'rif. Agar (V) ning har qanday bo’laklanishlar ketma-ketligi {/>„,} 
olinganda ham. unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {crm} ketma-ketlik 
(<5к>Пк>Ск) nuqtalami tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma vaqt bitta 
J  songa intilsa, bu J  son cr yig’indining limiti deb ataladi va u

lim a =  lim± f ( ^ , n k.Cky k = J
А р—►О А р—►О д. _ j

kabi belgilanadi.
10-ta*rif. Agar Лр —> 0 da f ( x , y , z )  funksiyaning integral y ig’indisi cr 

chekli limitga ega bo’lsa, f { x ,y , z )  funksiya (V) da integrallanuvchi (Riman 
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu a  y ig ’indining chekli limiti J  
esa f { x , y , z ) funksiyaning (V) bo’yicha uch karrali integrali (Riman integrali) 
deyiladi va u

\ \ \ f (x .y .z )d V
(V)

kabi belgilanadi. Demak,

\ \ \ f {x ,y , : )d V  = lim a  = lim £
*P->°k = \

f ( x ,y , z )  funksiya (V) da ( ( ғ ) с /?3) berilgan bo’lib, u shu sohada 
chegaralangan bo’lsin:

m < f ( x , y ,  z ) < M  (V (x ,y ,r )e (K )) .
(К) sohaning bo’laklanishlar to’plami {Я} ning har bir bo’laklanishiga 

nisbatan f ( x , y , z ) funksiyaning Darbu y ig ’indilari

(̂/)=£">л. s„{f)=iM kvk 
k = 1 k = 1

ni tuzib. ushbu
Ы /Ж  M ) }

to’plamlarni qaraylik. Ravshanki, bu to’plamlar chegaralangan bo’ladi.
11-ta’rif. (sp (/)}  to’plamning aniq yuqori chegarasi f ( x , y , z )  funksiyaning 

quyi uch karrali integrali deb ataladi va u

i = J J J
W)

kabi belgilanadi.



[S ,,( /)}  to’plamning aniq quyi chegarasi f ( x . y , z ) funksiyaning yuqori uch 
karrali integrali deb ataladi va u

l  = \ \ \ f {x ,y , z )d V
iy)

kabi belgilanadi.
12-ta’rif. Agar f ( x , y , z )  funksiyaning quyi hamda yuqori uch karrali 

integrallari bir-biriga teng bo’lsa, f ( x , y tz)  funksiya ( f )  da integrallanuvchi deb 
ataladi va ularning umumiy qiymati

J = \\\ Ах-у-:Уу =\\\f{x-y-:)dv
(Г) (У)

f ( x , y , z )  funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi.

\ \ \ f ( x .y . : ) d V  = JJJ f (x ,y , z )d V  = \ \ \ f { x ,y , z ) d V  
(П (F) Ю

2°. Uch karrali integralning mavjudligi f ( x , y , z )  funksiya ( ғ ) с  R2 sohada 
berilgan bo’lsin.

10-teorema. f ( x , y , z )  funksiya (v)  sohada integrallanuvchi bo’lishi uchun 
V £ > 0  olinganda ham shunday J > 0  topilib, (к ) sohaning diametri AP < 5  
bo’lgan har qanday P bo’laklashiga nisbatan Darbu y ig ’indilari

tengsizlikni qanoatlantirishi zarur va yetarli.
3°. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch karrali integralning mavjudligi 

haqidagi teoremadan foydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi 
bo’lishi ko’rsatildi.

11-teorema. Agar f { x ,y , z )  funksiya chegarlangan yopiq ( ғ ) с Д 3 sohada 
berilgan va uzluksiz bo’lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi.

12-teorema« Agar f ( x , y , z )  funksiya (v )  sohada chegaralangan va bu 
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha 
nuqtalarda uzluksiz bo’lsa, funksiya ( f )  da integrallanuvchi bo’ladi.

4°. Uch karrali integralning xossalari  Uch karrali integrallar ham ushbu 
bobning 5-§ ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1). f ( x , y tz)  funksiya (v )  sohada berilgan bo’lib, (v )  soha nol hajmi ( s )  sirt 
bilan (F,) va (V2) sohalarga ajratilgan bo’lsin. Agar f ( x , y , z )  funksiya (v)  
sohada integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (f7,)  va (F2) sohalarda ham 
integrallanuvchi bo’ladi, va aksincha, ya’ni f ( x , y , z )  funksiya (F,) va (V2) 
sohalaming har birida integrallanuvchi bo’lsa, funksiya ( f )  sohada ham 
integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

JJJ f { x 'V--)dV = JJJ f (x ,  y .z)dV + JJJ f (x ,y ,  z)dV
(►') (M (K2)



2). Agar f (x ,y ,  z)  funksiya ( f )  da integrallanuvchi bo’lsa, u holda 
с- f { x ,y , z )  (c = const) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

\ \ \c f {x ,y ,: )dV  =  c \ \ \ f {x ,y , : ) d V
О) Г)

formula o ’rinli bo’ladi.
3). Agar f { x ,y , z )  va g(x ,y ,z )  funksiyalar ( f )  da integrallanuvchi bo’lsa, u 

holda f (x , y , z ) ± g ( x , y , z )  funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu

JJJ \f(x-y-: )± £■(*. y.ztyv = !!!/(*■ y-z ± ffjg(x’ У’г
И (П (П

formula o ’rinli bo’ladi.
4). Agar f ( x , y , z )  funksiya (v )  da integrallanuvchi bo’lib, v ( x , y , z ) e ( v )  

uchun f (x ,y , z )>  0 bo’lsa, u holda

1Я f ( x , y ^ W > 0  
(v)

bo’ladi.
5). Agar f ( x , y , z )  funksiya (F ) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda \ f (x ,y ,z ]  

funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

JJJ f (x ,y .z )d V  <JJJ|f (x ,y , z }d V
(V) O')

bo’ladi.
6). Agar f ( x , y tz) funksiya (F ) da integrallanuvchi bo’lsa, u holda shunday 

o ’zgarmas // (m< ju < M )  son mavjudki,

U j f ( x , y , z ) d V = M V
O’)

bo’ladi, bunda F - ( f ) sohaning hajmi.
7). Agar f ( x , y , z ) funksiya yopiq ( f )  sohada uzluksiz bo’lsa. u holda bu 

sohada shunday (a,etc )e (V ) nuqta topiladiki,

У - ^ у  = f ( a -e’c) ' v
(y)

bo’ladi.
5°. Uch karrali integrallarni hisoblash. f (x ,  y ,z )  funksiya 

(F )=  {(jc, y , z ) e R 3 a < x < e ,  c < y < d , e < z < / }  sohada (parallelepipedda) 
berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda

J l A x . y . z f e  dy dx
_ c \ e  У

bo’ladi.
Endi ( v ) a R 3 soha -  pastdan - = t//,(x,y) yuqoridan z  = ys2(xty )  sirtlar 

bilan, yon tomondan esa Oz o ’qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan soha 
bo’lsin. Bu sohaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi esa (d )  bo’lsin.

\ } \ f ( x ,y , : ) d V  = \
(У)



Agar f { x .y , z )  funksiya shunday ( v )  sohada uzluksiz bo’lib, z = y/](x,y).  
г = y/2(x,y)  funksiyalar ( D) da uzluksiz bo’lsa, u holda

JJJ/(*• У'- V (/ = JJ j  /(■*. y.-)^= dxdy
(y ) { U h V i i x y )  j

bo’ladi. Agar yuqoridagi holda (D) = |tjc,y)€/?2 а<х<в , <p, ( x )  < >> < ( jc )  } bo’lib, 
<p,(x) va (p2(x ) funksiyalar [а, в ] da uzluksiz bo’lsa, u holda

¥2 (Х’У)
И\ f ( x . y , : ) d V = \  
(!')

J j  f {x ,y ,z )dz
_<P\{x)\V\{xy) 

bo'ladi.
6°. Uch karrali integrallarda o ’zgaruvchilarni almashtirish. Uch karrali 

integrallarda o ’zgaruvchilami almashtirish ushbu bobning 7-§ da keltirilgan ikki 
karrali integrallarda o ’zgaruvchilami almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib, 
quyida uch karrali integrallarda o ’zgaruvchilami almashtirish formulasini keltirish 
bilan kifoyalanamiz.

f ( x , y , z )  funksiya ( v ) a R 3 sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin. (v )  soha 
esa silliq yoki bo’lakli-silliq sirtlar bilan chegaralangan bo’lsin.

Ushbu
x = <p(u,v,w),
у  =  ^ (w ,V ,w ) ,

Г = c{u,v, w)
sistema (л) ((д)е/?3) sohani (iV) sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da 
keltirilgan l°-3°-shartlarni bajarsin. U holda

\ \ \ f ( x ,y , z ) d V  = \ ^ f { p ( u tv,M;\ y/(u,v,w), £{u,v, w))\j\dudvdw  
(v) (a)

bo’ladi. Bunda
\dx dx a*
f a dv dw
\dy_ dy_ dy_
du dv dw
dz dz dz
du dv dw

7°. Uch karrali integralning ba'zi bir tatbiqlari. Uch karrali integral 
yordamida R3 fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, inersiya 
momentlarini topish mumkin.

Mashqlar
17.10. Ikki karrali integral ta’riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
17.11. Ushbu



b) f dx f f (x ,y )dy
0 0

integrallarda integral tartibi o'zgartirilsin.
17.12. Quyidagi

\ \ {x2 - y 2)dxdy <^31
(»)

tengsizliklar isbotlansin, bunda ( D ) - * 2 + у 2 - 2 x  = 0 aylana bilan 
chegaralangan soha.

17.13. Agar f ( x )  funksiya [a, в] da uzluksiz bo’lsa.
l2

\ f(x)dx (*)<&

bo'lishi isbotlansin.



Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikki o ’zgaruvchili funksiya 
uchun qanday kiritilishini ko’rdik va uni o ’rgandik. Shuni ham aytish kerakki, 
ko'p o ’zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha kiritilishi 
mumkin. Biz quyida keltirgan egri chiziqli integrallar ham konkret amaliy 
masalalardan paydo bo’lgandir.

l-§. Birinchi tur egri chiziqli integrallar 
I B i r i n c h i  tur egri chiziqli integral ta'rifu Tekislikda biror sodda AB 

(a = K2>B = (e ,.e2) e  Л2) egri chiziqni (yoyni) olaylik (60-chizma). Bu
egri chiziqda ikki y o ’nalishdan birini musbat yo’nalish, ikkinchisini manfiy 
y o ’nalish deb qabul qilaylik.

AB egri chiziqni A dan В ga qarab Aq = A , AX,...,AH = B ,

U  = (x k.yk) * A B ,  k = 0 .1 ,2 ..... n, А0 = {х0,у0)^ {а 1,аг), A„={xn,yn) = { e x. e ^
nuqtalar yordamida n ta bo’lakka bo’lamiz. Bu A t̂Ax,...,A„ nuqtalar sistemasi

AB yoyining bo’laklash deb ataladi va u
P = {A0,A],...,Aii }

kabi belgilanadi. AkAk + l yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklari Ask (k = 0 ,1 ,2 ,...,/?) 
ning eng kattasi P bo’laklash diametri deyiladi va u Xn bilan belgilanadi:

Xp = max{Ask}.

Ravshanki, AB egri chiziqni turli usullar bilan istalgan sonda bo’laklashlarini 
tuzish mumkin.

AB egri chiziqda f { x , y )  funksiya berilgan bo’lsin. Bu egri chiziqning

P = {AoA......4 }



bo’laklanishi va uning har bir Л А +i yoyida ixtiyoriy Ok = {ы П к) 
( a = f e  ,% )б  AkAk^, к = 0 ,1 ,. . ,w - l )  nuqtani olamiz. Berilgan funksiyaning 

(?*=(& • 7*) nuqtadagi f ( £ k.r]t ) qiymatini At Ak^ ning Ask uzunligiga ko'pay
tirib quyidagi y ig’indini tuzamiz:

<*= Z / f e - 7 * ) ^ * .  (18.1)
k̂ O

Endi A В egri chiziqning shunday
К  Pv pm, (18.2)

bo’laklashlari ketma-ketligini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil 
topgan ketma-ketlik nolga intilsin: kP 0 . Bunday bo’laklash-

larga nisbatan (18.1) kabi yigMndilarni tuzib, ushbu
a]ta2. am.

ketma-ketlikni hosil qilamiz. Ravshanki. bu ketma-ketlikning har bir hadi 
Qk = f e . 7 k ) nuqtalarga bog’liq.

1-ta'rif. Agar AB egri chiziqning har qanday (18.2) ko’rinishdagi bo’lak
lashlari ketma-ketligi [Pm} olinganda ham, unga mos y ig ’indilardan iborat {crm} 
ketma-ketlik (£k,rjk) nuqtalaming tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda ham
ma vaqt bitta J  songa intilsa, bu son a  y ig ’indining limiti deb ataladi va

lim <j= lim ^ f ( ^ k ’T1k)^sk = ^ (18.3)
A,->0 kp -»0д,_0

kabi belgilanadi.
2-ta’rif. Agar V f > 0  son olinganda ham shunday £ > 0  topilsaki, AB egri 

chiziqning diametri ЛР < 5  bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun tuzilgan <r

yig’indi ixtiyoriy (£k,rjk)e  AkAk+i nuqtalarda

\ c r - j \ < e
tengsizlikni bajarsa, J  son cr y ig’indining XP -> 0 dagi limiti deb ataladi va
(18.3) kabi belgilanadi.

(18.1) y ig ’indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir.
3-ta'rif* Agar ->  0 da cr y ig ’indi chekli limitga ega bo’lsa, f { x ,y )

funksiya AB egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit f ( x , y )  
funksiyaning egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va 
u

\ f ( x .y ) d S
AB

kabi belgilanadi.
Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o ’ziga xosligi 

qaralayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror AB egri 
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa mulohazalar (bo’laklashlarining olinishi, 
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral y ig’indi tuzish, tegishlicha limitga 
o ’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir.



2°. Uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli integrali Yuqorida keltirilgan
3-ta’rifdan ko’rinadiki, birinchi tur egri chiziqli integral AB egri chiziqqa hamda 
unda berilgan f { x , y )  funksiyaga bog’liq bo’ladi.

Faraz qilaylik, A В egri chiziq ushbu

{” $ )  (0S*SS) ('*■<>

sistema bilan berilgan bo’lsin. Bunda s - A Q  yoyining uzunligi (Q = {x ,y )e  Ab }
S esa AB ning uzunligi. f { x , y )  funksiya shu AB egri chiziqda berilgan bo’lsin. 
Modomiki, jc = x(.s), .y = .y(s) (O< s < S )  ekan, unda f (x ,y ) = f ( x ( s ) , y ( s ) )  
bo’lib, natijada ushbu

/(*(4H *))=/r(*) (o< j <5)
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.

AB egri chiziqning P = {AQiA A n} bo'laklashini va har bir AkAkJr] da 

ixtiyoriy Qk ={<̂ k,rjk) nuqtani olaylik. Har bir Ak nuqtaga mos keladigan AAk 

ning uzunligi sk, har bir Qk nuqtaga mos keladigan AQk ning uzunligi sk deylik. 

Ravshanki, AkAkyl ning uzunligi sk+l -sk = hsk bo’ladi.
Natijada P bo’laklashga nisbatan tuzilgan

*=0
y ig ’indi ushbu

z / f e  ■rik)^k = z / №  ) yisi ) ) ч = z ^ K 5*
Ы0 k=0 k=0

ko’rinishga keladi. Demak,

CT= Z ^ f c K v  (>8-5)k=0
Bu y ig ’indini [O, s] oraliqdagi / ф )  funksiyaning integral y ig ’indisi (Riman 

yig'indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin, 1-qism, 9-bob, l-§).
Agar f ( x , y )  funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda / ’’(s) 

funksiya [O, 5 ] da uzluksiz bo’ladi. Demak, bu holda F(s) funksiya [o, S] da 
integrallanuvchi:

lim "f. H s 'k K 5* = \ ■ О 8-6)XP^°k=0 0
Shunday qilib, (18.5), (18.6) munosabatlardan -> 0 da о  y ig ’indining 

limiti mavjud va

lim cr = f F(s)ds яР->° 0
ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.



1-teorema. Agar f { x , y )  funksiya A В egri chiziqda uzluksiz bo'lsa. u holda 

bu funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud 
va

\ f (x ,y ) d s  = \  f(x{s), y(s))ds
AB 0

bo’ladi.
Bu teorema, bir tomondan uzluksiz funksiya birinchi tur egri chiziqli 

integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq 
integralga (Riman integraliga) kelishini ko’rsatadi.

1-eslatmcL Ushbu

*=o
yig’indidagi Ask har doim musbat bo’lib, AB egri chiziqning yo’nalishiga bog’liq 
emas. Demak,

j f ( x , y ) d s =  \ f ( x ,y ) d s
AH BA

3a. Birinchi tur egri chiziqli integrallaming xossalari Yuqorida ko’rdikki, 
uzluksiz funksiyalaming birinchi tur egri chiziqli integral lari Riman integrallariga 
keladi. Binobarin, egri chiziqli integrallar ham Riman integral lari xossalari kabi 
xossalarga ega bo’ladi. Shuni e ’tiborga olib, egri chiziqli integrallaming asosiy 
xossalarini sanab o ’tish bilan kifoyalanamiz.

(18.4) sistema bilan aniqlangan AB egri chiziqda f ( x ty )  funksiya uzluksiz 
bo’lsin

1). Agar AB -  AC л-СВ bo’lsa, u holda
\ f { x , y ) d s =  \ f ( x , y ) d s  + \ f ( x ,y ) d s
AB AC CB

bo’ladi.
2). Ushbu

\c f{x .y )ds  = c \ f { x . y ) d s  (c = const)
AB AB

tenglik o’rinli.
A В egri chiziqda f { x ,y )  funksiya va g{x,y)  funksiyalar uzluksiz bo’lsin.
3). Quyidagi

\ [ f { x .y ) ± g { x .y ) \ i s =  \ f ( x , y ) d s ±  \g (x ,y )ds
AB AB AB

formula o ’rinli bo’ladi.

4). Agar V (x ,^ )g  AB da f ( x , y ) >  0 bo’lsa, u holda

J /(*■>>)<*2:0
AB

bo’ladi.
V- |/(*>>’)| funksiya shu AB da integrallanuvchi va



\ А Х'Ў№ ^  | | f(x.y}ds
I АВ АН

bo’ladi.
6). Shunday (с ,,с2) е  AB nuqta topiladiki,

\  А Х>Ў№ = A c\’ci ) '$
АН

bo’ladi, bunda S -  AB ning uzunligi.
Bu xossa o ’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.
4°. Birinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblash. Birinchi tur egri chiziqli 

integrallar, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi.
A В egri chiziq ushbu

(“ S,S/J) 08 V
sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo’lsin. Bunda <p(t), yj/(t) funksiyalar 
[a, p \  da hosilalarga ega va bu hosilalar shu oraliqda uzluksiz hamda
(p (a ) ,^ (a ))=  A va (<p(fl),y/(p))= В bo’lsin.

Ravshanki, (18.7) sistema [a, p ] oraliqni AB egri chiziqqa akslantiradi. 

Bunda I/, 5 ] c [ a ,  p \  ning AB chiziqdagi AyBs aksning uzunligi

U<p'2{t)+V'2{<)dt
Y

bo’ladi. (qaralsin. 1-qism, 10-bob, l-§).
2-teorema. Agar f ( x , y )  funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u holda

J  А х-у№  = }
AH a

bo’ladi.
< [a ,  p ]  oraliqning

P  =  K  ' 1. '„M « = 'o<'l< < >„ = P )
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari lk (к = 0 ,1 ,2 ,...,n) 

ning AB dagi mos akslarini Ak (£ = 0,1,2,..., л) deylik. Ravshanki, bu Ak 
(k = 0 ,1 ,2 ,..., л) nuqtalar AB egri chiziqning

Й о.Л ,.....An}
bo’laklashini hosil qiladi. Bunda Ak =((p(tk), ^(/*)) (£ = 0 ,1 ,2 .....n)  va AkAk+l
ning uzunligi

Ал* = j  J<p'2( t ) + v '2{t)dt 

bo’ladi. O’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:

As* = V<p'2 (rk)+  V 2 0*)■ ('*♦I -  '* )=  4<P'2 (rk )+  r ' 2 (rk) ■ A<*
bunda tk <rk <(kt).



Endi <p{rk) = ?;k* y/{rk)  = r!k deb olamiz. Ravshanki, (^k,rjk)e  AkAk+] 

(к = 0, 1, 2, n - 1) bo'ladi. A В egri chiziqning yuqorida aytilgan
{А},А2,...,Ап }

bo’laklashni va har bir AkAk+l bo’lakchasida (<Jk,rjk) nuqtani olib.

k=0
yig’indini tuzamiz. Uni quyidagicha ham yozish mumkin:

n-1 n-1
= Z / ( 4 .% ) 4  = X f(v{rk Iv ih  %1<р'2(гк)+^ '2 к  b ‘k ■ 08.8)

k-0 k=0

Bu tenglikning o'ng tomonidagi yig’indi / ( ^ ( / ) ,^ ( 0 W ^ 2(/ ) + V',2(0  
funksiyaning [a, fi)  oraliqdagi Riman y ig ’indisidir.

Shartga кота f { x yy )  va cp’(t), funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab 
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko’ra va, demak,

/ М М 0 ) ^ Ч 0 + ^ ,2(0  funksiya [a, p \  oraliqda uzluksiz. Demak, bu 
funksiya [a, fl] da integrallanuvchi bo’ladi. Ya’ni

lim t  f(<P(rk M 7*№ 2h h r ' 2(rkH  = ] f(<P(‘).H‘)}J<P'2(0+ V'2(‘
max{A/i }->Ok=0 q

Modomiki, x = <p(t) ,  y-[f/{t)  funksiyalar [a, /?] da uzluksiz ekan, unda 
max{&tk } - >  0 da Axk ^ 0 ,  &yk 0 va, demak, Ask - » 0 .  Bundan esa kP - » 0  
bo’lishi kelib chiqadi. (18.8) munosabatdan foydalanib

j i m a  = \  f(<p(t),y/(t))sl<p'2{ l )+ ¥ '2{t)dt
и a

bo’lishini topamiz. Bu esa

j f (x ,y )d S  =  j /(<э(0.^(0Х/<з'2(0 +
AB a

ekanini bildiradi. ►
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
UnatijcL AB egri chiziq ushbu

v = j/(x) ( a < x < e y y{a)=  A, y (e )=  B) 
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, y(x )  funksiya [а, в ] da hosilaga ega va u 

uzluksiz bo’lsin. Agar f ( x , y )  funksiya shu AB da uzluksiz bo’lsa, u holda

I f (x ,  y)dS  = j f { x ,y ( x % j 1 + y'2(x)dx
AB

AB egri chiziq ushbu
p  = p{9)  (6»0 < 6> < 6>,)



tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo’lib, p { 0 ) funksiya 

\в0, # ,] da hosilaga ega va u uzluksiz bo’lsin. Agar f { x ,y )  funksiya shu AB da 
uzluksiz bo’lsa, u holda

j  f { x >y)dS = \ f ( p  cos 0, p  sin0]yjp2(в ) + p '2{6)d0
ab o0

bo’ladi.
Bu natijalami isbotlashni o ’quvchiga havola etamiz.
18.1-misoL Ushbu

{V * 2 + y 2ds
AH

egri chiziqli integral hisoblansin, bunda AB -markazi koordinata boshida. radiusi 
r > 0 ga teng bo’lgan aylananing yuqori yarim tekislikdagi qismi.

< Ravshanki, bu egri chiziq quyidagi
fx = rcos/ , x

< ( 0  <  t < 7l)= rsint
sistema bilan aniqlanadi. AB da f {x , y )  = yjx2 + y 2 = ̂ (rcos t f  + ( rs ini f  funksiya 
uzluksiz. Demak,

j^jx2 + y 2d s -  ^ ( r c o s t f  + (sint)2 }j(rcost) + ( r s in t ) d t  = r 2 J dt = лт2 
ab  о о

bo'ladi. ►
5°. Birinchi tur egri chiziqli integrallaming bafzi bir tatbiqlari. Birinchi tur 

egri chiziqli integrallar yordamida yoy uzunligini, jismning massasini, o g ’irlik 
markazlarini topish mumkin.

Tekislikda sodda AB egri chiziq berilgan bo’lsin. Bu chiziqda /(* ,;> )=  1 

funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya AB da uzluksiz. f { x . y )  
funksiyaning birinchi tur egri chiziqli integrali ta’rifidan quyidagini topamiz:

я — 1 Л-1
f \ds = lim X lA ^  = lim ]TA sk = S

AB *p-+°k=0 Лг °̂к=0
Demak,

S=J<fc.  (18.9)
AB

18.2-misoL Ushbu
x = x(t) = acos* t , 
у  -  -  a sin31

sistema bilan berilgan A В chiziqning uzunligi topilsin. (Bu chiziq astroidani 
ifodalaydi).

4 Yuqoridagi formulaga ko’ra astroidaning uzunligi
S =  jd s

AB



bo’ladi. Astroida koordinata o ’qlariga nisbatan simmetrik bo’lishini e ’tiborga olib, 
yuqorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanib quyidagini topamiz:

J ds = 4 J"yj x 2( t )+y '2(t)dl = 4 J yl(-3acos2 / s i n t f  +(зasin2t c o s t f  dl  =
AH 0 0

*4 . 2  ̂  ̂ „ , r  ( c o s l t ^ — b a . ►
о

= 4 J - J - j -  s/>72 2/df = 6я J sin 2tdt = 6 д[--------— j

2-£. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 
1 Ikkinchi tur egri chiziqli integrallar ta ’rifi. Tekislikda biror sodda 

egri chiziqni qaraylik. Bu egri chiziqda f ( x , y )  funksiya berilgan bo’lsin. AB egri 
chiziqning

P = {а0,А],--»Ап }

bo’laklanishini va uning har bir AkAk+] (£ = 0, 1, 2, л - l )  yoyida ixtiyoriy 

Qk=(£k-4k) nuqtani (Qk = f e ,7 * ) e  AkAk^, к = 0, 1, 2 ,.... я - 1) olaylik. 

Berilgan funksiyaning Qk =(<5k,i1k) nuqtadagi f {^ k,rjk) qiymatini AkAk^ ning 
Ox (Oy) o ’qidagi &xk (Д>*) proeksiyasiga ko’paytirib quyidagi y ig ’indini 
tuzamiz:

^ ' = l f ( 4 k - 1 k ) ^ k  [ ’ = (18.10)
k=0 \ k=0 J

Endi AB egri chiziqning shunday
/>, P2, Pm> (18.11)

bo’laklari ketma-ketligi ni qaraymizki. ularning diametrlaridan tashkil topgan mos
Я]\ , , ? L p  ,

ketma-ketlik nolga intilsin:
—> 0 .

Bunday bo’laklash larga nisbatan (18.10) kabi yig’indilarni tuzib ushbu
O’}, &2’ ^т' (&\> ^т'  " )

ketma-ketlikni hosil qilamiz.
4-ta'rif. Agar AB egri chiziqning har qanday (18.11) ko’rinishdagi 

bo’laklashlari ketma-ketligi {/>„,} olinganda ham. unga mos yig’indilardan iborat

К ,} ( { < } )  ketma-ketlik (£*,% ) nuqtalaming ( (4 ,% )e  Д Л ч )  tanlab 
olinishiga bog’liq bo’lmagan ravishda hamma vaqt bitta J' songa (J" songa) 
intilsa, bu son   (crff) y ig’indining limiti deb ataladi va

n — 1
l im o '  = = J ‘

Л„->0 -»0i._n

I'm a" = lim Z /(4 .% )A v *  = J ”
k - 0



kabi belgilanadi. o'  (crff) y ig ’indining bu limitini quyidagicha ham ta’riflash 
mumkin.

5-ta'rif. Agar V ^ > 0  olinganda ham, shunday £ > 0  topilsaki, AB egri 
chiziqning diametri ЛР < 8  bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun tuzilgan a

(в’*) y ig ’indi ixtiyoriy (£k,rjk) nuqtalarda (]gk,Tjk)e  AkAk+, ,  к = 0, 1, 2. n - \ )
\ a ' - j \ < e

tengsizlikni bajarsa, J' son (J*  son) a  y ig’indining ((") y ig ’indining) -> 0 
dagi limiti deb ataladi va (18.12) kabi belgilanadi.

Y ig’indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir.
6-ta'rif. Agar ЛР -> 0  da cr' y ig ’indi ((cr'') y ig ’indi) chekli limitga ega 

bo’lsa. f ( x , y )  funksiya AB egri chiziq bo’yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu 

limit f ( x , y )  funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli 
integrali deb ataladi va u

\ f {x ,y )d x  \ f { x . y ) d y
AB \AB ,

kabi belgilanadi. Demak,

I f(x ,y )dx  = lim a  = lim £  / f e  -Чк )Л*
ar Ar -+ ° t=  о

j  f(x ,y )d y  = lima"  = l i m j ^ f f a ,Пк)&Ук I.L лл -+о._п\ a B P r k=Q

Shunday qilib, AB egri chiziqda berilgan f ( x , y )  funksiyadan ikkita Ox 
o ’qidagi proeksiyalar vositasida va Oy o'qidagi proeksiyalar vositasida olingan 
ikkinchi tur egri chiziqli integral tushunchalar kiritildi.

Faraz qilaylik, AB egri chiziqda ikkita P(x,y)  va Q(x,y)  funksiyalar 

berilgan bo’lib, { P(x,y)dxy j Q{x,y)dy lar esa ularning ikkinchi tur egri chiziqli
AB AB

integrallari bo’lsin. Ushbu
\p (x ,y )d x +  \Q{x,y)dy

AB AB

y ig ’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va
j P(x,y)dx  + 0 ( x , y)dy

AB

kabi yoziladi. Demak,
j P(x,y)dx + Q(x,y)dy = J P(xty)dx  + \0 (x ,y )d y .

AB AB AB

Ikkinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
3-natija. Ikkinchi tur egri chiziqli integral egri chiziqning yo ’nalishiga 

bog’liq bo'ladi. Shuni isbotlaylik
Ma’lumki, AB egri chiziqda ikkita yo’nalish (A  nuqtadan В nuqtaga va В 

nuqtadan A nuqtaga) olish mumkin (AB,BA, A *  B).



AB egri chiziqning yuqoridagi P bo’laklashni olib, bu bo’laklashga nisbatan 
(18.10) y ig’indini tuzamiz:

и-i 

к-0
Aytaylik, Лr -> 0 da bu y ig ’indi chekli limitga ega bo’lsin: 

lim E / f e  .7* = j  f {x .y )d x .
лп~*°к = 0 AB

Endi AB ning o ’sha P bo’laklashini hamda har bir AkAkrl dagi o ’sha 

nuqtalami olib. AB egri chiziqning yo’nalishini esa В dan A ga qarab 
deb ushbu y ig ’indini tuzamiz:

A=0

Я/, -> 0 da bu y ig’indi chckli limitga ega bo'lsa, u ta’rifga binoan ushbu

\ f {x ,y )d x
ЙА

integral bo’ladi:

/ « / =  l,m Z / ( 4 . 7 * )  ( ^ \ f (x .y ) d x .
p ^ - 0 * = 0  6A

Agar

'= £/(&•%)■ A** = -£/(£*•%)(** -л <+,)= -а '
* = 0 *=0 

ekanligini e'tiborga olsak, u holda AP —»0 da cr, y ig’indining chekli limitga ega 
bo’lishidan cr, y ig ’indining ham chekli limitga ega bo’lishi va lim <r, = -  lim cr,

—>0 л p —>0
tenglikning bajarilishini topamiz. Demak,

\ f { x .y ) d x  = - \ f { x . y ) d x .
BA AB

Xuddi shunga o'xshash
\f(x,y)dy = -  \f(x,y)dy
BA .1В

bo’ladi.
4-natija. A В egri chiziq Ox o ’qiga ( Oy o ’qiga) peфendikulyaг bo’lgan 

to’g ’ri chiziq kesmasidan iborat bo’lib, f { x ,y )  funksiya shu chiziqda berilgan 
bo’lsin.

U holda

mavjud va

\ f (x ,y ) d x  \ f (x .y ) d y
A B  \ A H

j f (x .y )d x  = 0 (  f f(x .y)dy = 0



Bu tenglik bevosita ikkinchi tur egri chiziqli integral ta’rifidan kelib chiqadi.
Endi A В -sodda yopiq egri chiziq bo’lsin, ya’ni A va В nuqtalar ustma-ust 

tushsin. Bu yopiq chiziqni К deb belgilaylik. Bu sodda yopiq chiziqda ham ikki 
y o ’nalish bo’ladi. Ularning birini musbat yo ’nalish, ikkinchisini manfiy yo’nalish 
deb qabul qilaylik. Shunday yo’nalishni musbat deb qabul qilamizki, kuzatuvchi 
yopiq chiziq bo’ylab harakat qilganda, yopiq chiziq bilan chegaralangan soha unga 
nisbatan har doim chap tomonda yotsin.

Faraz qilaylik, sodda yopiq chiziqda f { x ty)  funksiya berilgan bo’lsin. Bu К 
chiziqda ixtiyoriy ikkita turli nuqtalami olib, ularni A va В bilan belgilaylik. 
Natijada, К yopiq chiziq ikkita AaB va ВвА chiziqlarga ajraladi (61-chizma).

Ushbu
\ f ( x , y ) d x  + J f { x , y )d x

AaB ВвА
integral (agar u mavjud bo’lsa) f { x ,y )  funksiyaning К  yopiq chiziq bo’yicha 
ikkinchi tur egri chiziqli integrali deb ataladi va

\ f ( x , y ) d x  yoki Sjf(x,y)dx  
К к

kabi belgilanadi. Bunda К yopiq chiziqning musbat yo ’nalishi olingan. (Bundan 
buyon yopiq chiziq bo’yicha olingan integrallarda, yopiq chiziq musbat 
yo’nalishda deb qaraymiz). Demak,

^ f { x , y )d x  = \ f ( x , y ) d x +  j f ( x , y ) d x .
К AaB ВвА

Xuddi shunga o ’xshash
\ f { x , y ) d y
к

hamda, umumiy holda
$P(x,y)dx + Q(x,y)cfy
К



AB fazoviy egri chiziq bo’lib, bu chiziqda f ( x , y , z )  funksiya berilgan 

bo’lsin. Yuqoridagidek, f ( x , y , z )  funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi 
tur egri chiziqli integrallari ta’riflanadi va ular

\ f (x ,y , z ) d x ,  \ f { x , y , z ) d y ,  \ f { x , y , z ) d z
AB AB AB

kabi belgilanadi. Umumiy holda, P(x,y,z) ,  Q(x,y,z), R(x,y,z)  funksiyalar 
berilgan bo’lib, ushbu

j P(x,y,z)dx, \Q {x ,y ,z )dy \  \ R{x,y,z)dz
AB AB AH

integrallar mavjud bo’lsa.
j P(x,y,z)dx + f Q (x,y,z)dy+  j R(x,y,z)dz

AB AB AB

yig’indi ikkinchi tur egri chiziqli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va u 
J P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy  + R(x,y,z)dz

AH

kabi belgilanadi. Demak,
j  P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)cty + R(x,y,z)dz =

AB

= j P(x,y,z)dx+  J 0{x ,y ,z)dy  J R(x, v ,z )dz .
AB AB AB

2°. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri chiziqli integrali Faraz qilaylik. AB 
egri chiziq ushbu

{a- ' - p) <шз> 
sistema bilan (parametrik ko’rinishda) berilgan bo’lsin. Bunda <p(t) funksiya 
[a, /?] da (p'{t) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz, \f/(t) funksiya 
ham [a, p ]  da uzluksiz hamda (<p(a), iy(a))~ A va (<p(P)< V/ (P ))= B  bo’lsin.

/ parametr a  dan P  ga qarab o ’zgarganda vKO) nu4ta A dan
В ga qarab AB ni chiza borsin.

3-teorema. Agar f { x , y )  funksiya A В da uzluksiz bo’lsa, u holda bu 
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha ikkinchi tur egri chiziqli integrali

\ f (x ,y ) d x
AB

mavjud va

j  f (x .y )dx  = J y/(0)' <P'{t)dt
AB a

bo’ladi.
< [a, p]  oraliqning

M 'o .'i ....(a = lo<l, <• < t „ = P )
bo’laklashini olaylik. Bu bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari tk (к = 0 ,1 ,2 ,...,n) 
ning AB dagi mos akslarini Ak deylik (k = 0 ,1 ,2 ,....л). Ravshanki, bu Ak 
nuqtalar AB egri chiziqning



{/Jq, A], \  }
bo’laklashini hosil qiladi. Bundan Ak = {p{tk\  y/{tk)) (к = 0 .1 ,2 ,...,л) bo’ladi. Bu 
bo’laklashga nisbatan (18.10) y ig ’indini

n - 1
<*' = I  /(#* •'Пк И** 

k =  0

tuzamiz. Keyingi tenglikda Ax* -  AkAk+l ning Ox o ’qdagi proeksiyasi

Д** =•*»-! =?('*♦■ )-?('*)
ga tengdir.

Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

Ma'lumki, (gklr/k) e  AkAk + l , ( £ = 0 ,1 ,2 ,  л - l ) .  Agar bu (f*,/7*) nuqtaga 
akslanuvchi nuqtani rk (rk e [tk,tk^]j deyilsa, unda

£к=9(Гк)* Пк=Ч'(гк) 
bo’ladi. Natijada cr' y ig’indi quyidagi ko’rinishga keladi:

<*' = I  /(pfa )• V'(r*)) V(0* )•
Endi Я,, =/wax{A^}—>0 da(bu holda Я,, ham nolga intiladi) cr' y ig ’indining к

limitini topish maqsadida uning ifodasini o ’zgartirib quyidagicha yozamiz:

° ' =  i l f W W ) .  4/{rk)) <p'(rk\ h t k + Y,f{(p(rk), 4>{h)) [(p'{ek)-<p'{rk) \ M k .(18.14)
k = 0  * = 0

Bu tenglikning o ’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:
n-l

\ T  v  К  r  T  VAC// L г \ -  К  /  T  \ К / Л ---- К  ~
k =  0  

n-l

I  f(< p irk ). v ( r k ))\< p '(e k )-< p '(rk )] h tk
k =  0

^ I l / W ' i ) .  v { r k ) \  \(p'{ek ) -  (p'{rk \ M t <
* = 0

< м '^ \< р '{в к ) -  <p'(rk \  M k

bunda
M = max\f(q>(l).  (P (/))(•a<t<0

<p’(t) funksiya [a, fi] da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining natijasiga 
ko’ra, V f > 0  olinganda ham shunday J > 0  topiladiki, [a, /?] oraliqning diametri 
A,’P < 8  bo’lgan har qanday P bo’linish uchun

bo’ladi. Unda

| l  ). v ( r k)) [<p'(et  )-< p '{rk )]• &lk
U = 0



lim Z  f(<P(n )• V(rt ))• [<p'(et ) -  <p'{rt )]• Д/, = 0

bo’ladi. Bu munosabatni e'tiborga olib, (18.14) tenglikda XP -»  0 da limitga o ’tib 
quyidagini topamiz:

n - 1
lim ex' — lim £  / f o ’Oi )• V'Oi )V ’(r* W t = ! / ( « ’('). И О М 'У '->o лг~>(и=и CT

Demak,

{/"(«>(*). ^ (/)>’(')<* >
ЛЯ  a

Endi (18.13) sistemada funksiya [a, /?] da uzluksiz , ^(/) funksiya esa 
\ayp\  da hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz bo’lsin.

4-teorema. Agar f { x . y )  funksiya AB da uzluksiz bo’lsa, u holda bu 
funksiyaning AB egri chiziq bo’yicha olingan ikkinchi tur egri chiziqli integrali

\ f {x ,y ) d y
A B

mavjud va

J/ (x■ У)dy =
AR a

bo’ladi.
Bu teorema yuqoridagi 3-teorema kabi isbotlanadi.
Yuqoridagi teoremalar, bir tomondan. uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri 

chiziqli integralining mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral 
aniq integral (Riman integrali) orqali ifodalanishini ko’rsatadi.

AB egri chiziq (18.13) sistema bilan berilgan bo’lib, #>(/), if/{t) funksiyalar 
[a, da y/'{t) hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bo’lsin.

Agar AB egri chiziqda ikkita P{x.y)  va Q(x,y)  funksiyalar berilgan bo’lib, 
ular shu chiziqda uzluksiz bo’lsa, u holda

\ P ( x , y ) d x  + Q ( x , y ) d y  = \ [ P ( < p ( t ) ,  у/ ( ' ) > ' ( ' ) + £ ( < ? ( ' )  V ' C O V ' C O V '
A В  a

bo’ladi.
3°. Ikkinchi tur egri chiziqli integralning xossalari  Yuqorida keltirilgan 

teoremalar uzluksiz funksiyalaming ikkinchi tur egri chiziqli integral lari ni, bizga 
ma’lum bo’lgan aniq integral-Riman integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, 
bu egri chiziqli integrallar Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi. 
O’tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birinchi tur egri chiziqli 
integrallarga nisbatan bo’lgan edi. Shulami e ’tiborga olib, ikkinchi tur egri chiziqli 
integrallaming xossalarini keltirishni va tegishli xulosalar chiqarishni o ’quvchiga 
havola etamiz.

4°. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan 
teoremalar funksiyaning ikkinchi tur egri chiziqli integraliarining mavjudligini 
tasdiqlabgina qolmasdan ularni hisoblash yo'lini ko’rsatadi. Demak, ikkinchi tur 
egri chiziqli integrallar ham. asosan Riman integral lariga keltirilib hisoblanadi:



j  f (x ,y )dx  = j  f(<p(t),4/(t)) <p'(t)dt, (18.15)
AH a

fi
I f (x ,y )d y  = j  f(<p{i),4/(t))-y/'(t)dt, (18.16)

AH a

fi
\  P(x.y)dx + Q{x.y)dy = \{p((p{t),4/{l))(p'{t)+Q(<p{l)j{/{t)}i/'{t)\l< (18.17)

AH a

Xususan, AB egri chiziq
y  = y{x)  (a < x < e ) 

tenglama bilan aniqlangan bo'lib, y(x)  funksiya [a, e] da hosilaga ega va u 
uzluksiz bo’lsa, (18.15), (18.17) formulalar quyidagi

\f (x ,y )dx  = ]f(x ,y (x))dx , (18.18)
AH a

в

J P(x,y)dx + Q{x,v)dy = Q{x,y{x))y'{x)\lx
AH a

ko'rinishga keladi.
Shuningdek, AB egri chiziq

x = x{y)  (c < y < d ) 
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, .r(y) funksiya [c, d ] oraliqda hosilaga ega va u 
uzluksiz bo’lsa, (18.16) va (18.17) formulalar quyidagi

J  f(x.y)dy = j  y)dy , (18.19)
АН с

J  P(x,y)dx+Q(x,y)dy = } [ />(x(>'), y)-x'(y)+ 0(x(y),y)}iy (18.20)
AH c

krinishga keladi.
18.3-ntisol. Ushbu

j  y 2dx + x2dy 
AB

-  JC2 V2
integral hisoblansin, bunda AB — j  + ellipsning yuqori yarim tekislikdagi

а в
qismidan iborat.

< M a’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi quyidagicha bo’ladi:
x - a c o s t , 
у  = 6 sin t .

A - { a ,  o) nuqtaga parametr / ning t = 0 qiymati, B = ( -a ,  o) nuqtaga esa 
t = n qiymati mos kelib, t parametr 0 dan к  gacha o'zgarganda (x,;') nuqta A 
dan В ga qarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizib chiqadi.

p {x ,y )  = y 2, Q { x ,y ) = x 2 funksiyalar esa AB da uzluksiz. (18.17) 
fomuladan foydalanib quyidagini topamiz:



\Zx2ydx + {x'i + \)dy
AH

integral hisoblansin, bunda A В egri chiziq:

a) (0 ,0) nuqtadan chiqqan (О,O) va ( l . l)  nuqtalami birlashtiruvchi to 'g’ri 
chiziq kesmasi;

b) (0 ,0) nuqtadan chiqqan (0 ,0) va (i. l) nuqtalami birlashtiruvchi y  = x2 
parabolaning yoyi;

v) (0 ,0) nuqtadan chiqqan (0 .0 ). (l,0 ) va ( l .l)  nuqtalami birlashtiruvchi 
siniq chiziqdan iborat.

Yuqoridagi (18.18), (18.19) va (18.20) formulalardan foydalanib 
quyi dagi lami topamiz:

a) holda

J 3 x2ydx + (x3 + \)dy = J [зх2х + (x3 + l)}fe = j (4 x 3 + l)cfct = 2 ,
AB 0 0

b) holda

J 3x2ydx + (x3 + \)dy = j  \bx2x2 + (x3 + l)2jc]o6c = J (sjc4 + 2x)dx = 2 ,
AH 0 0

v) holda
j 3x2ydx + (x3 -I-1 )dy = J3x 2ydx + (x3 + \)dy + J3x2ydx  + (x3 + \)dy

AH AC Ch

bunda AC  -(0 ,0 ) va (l,0 ) nuqtalami CB ( l,0 ) va ( l , l)  nuqtalami 
birlashtiruvchi to’g ’ri chiziq kesmalaridan iborat 

Ravshanki,

j 3x 2ydx  + (x3 + \)dy = 0 J3x2ydx -l- (x3 4-\)dy = 12dy = 2 . 
ас Сн о

Demak,
j  3x2ydx  + (xJ + \)dy = 2 . ►

AH

3-§. Grin formulasi va uning tatbiqlari
Ma’lumki, Nyuton-Leybnits formulasi f { x )  funksiyaning \a, e\ oraliq 

bo’yicha olingan aniq integralini shu funksiya boshlang’ich funksiyasining oraliq 
chekkalari (chegaralari) dagi qiymatlari orqali ifodalar edi.

Biror (d ) sohada | / ) ) с Л 2) berilgan f ( x , y )  uzluksiz funksiyaning ikki 
karrali



\ \ f (x ,y )d x d y
(«)

integralini tegishli funksiyaning shu soha chegarasidagi qiymatlari orqali 
(aniqrog’i, soha chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integrali orqali) 
ifodalavdigan formula ham mavjud. Quyida bu formulani keltiramiz.

1°. Grin formulasi Yuqoridan у  = <p2{*) { a < x <  e) funksiya grafigi, yon 
tomon lardan x = a , x = в vertikal chiziqlar hamda pastdan у  = (px (jc) (a < x <  в) 
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani qaraylik. Bu 
sohani (D ) bilan, uning chegarasi yopiq chiziqni dD bilan belgilaylik (62- 
chizma).

Ravshanki, AB-<p2{x) funksiya grafigi, E C -(px{x) funksiya grafigi hamda
dD= EC + CB+ ВЛ+ ЛЕ.

P(x,y)  funksiya shu (D ) sohada uzluksiz bo’lib, xususiy hosilaga
dy

ega va u ham (D ) da uzluksiz bo’lsin. U holda ushbu

i> Эу
integral mavjud bo’ladi va 18-bobning 6-§ idagi formulaga ko’ra

II) dy
bo’ladi. Endi

2CO; лЛ у=я>2\*)

у=<рМ
bo’lishini e ’tiborga olib, quyidagini topamiz:

{j oP(*, y ) dxdy = j P{x.<p2(x ))d x - \  P{x.<px(x))dx
(d) ^  .



Ushbu bobning 2-§ idagi (18.18) formulaga binoan 
« *

J  p(x, <p2 (xfyk = j p{x,y)dx, J  p(x, tp, {x))dx = j p(x, y)dx
a AB a

bo’ladi. Demak,

JJ dxdy = J P{x,y)dx-  \P{x ,y)dx  = -  ^P(x,y)dx-  J P(x,y)dx.
{D) dy -AH f:c fC
Ravshanki,

\p (x ,y )dx  = 0,  J P(x,y)dx = 0.
СИ EA

Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini topamiz:

^ °Р{Х'У)dxdy = -  J P(x ,y)dx-  J P(x ,y)dx-  J P(x,y)dx-  ^P(xty)dx =
(D ) EC CB HA AE

/ \
= -  ^P(x,y)dx+ \p (x ,y )d x +  ^P(x,y)dx + \P(x ,y)dx = -^P (x ,y )dx .

kFjC Си BA AE У c l)

Demak,

\ \ ^ ^ d x d y  = -\P{x,y)dx.
(D) °y dl)

Endi, yuqoridan у  = с , pastdan y  = d  chiziqlar, yon tomondan esa x = (y ) , 
x — у/2 i y ) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani 
qaraylik. Bu sohani (D ) bilan, uning chegarasi -  yopiq chiziqli dD bilan 
belgilaylik (63-chizma).

(18.21)

Q(x, v) funksiya shu (D) sohada uzluksiz bo’lib, xususiy hosilaga
dx

ega va bu hosila (D ) da uzluksiz bo’lsin. U holda

f j de ^ y ) dxdy= \Q(x,y)dy
(/)) a* do



Bu formulaning to ’g ’riligi yuqoridagidek mulohaza yuritish bilan isbotlanadi. 
Endi R2 fazoda qaraladigan (D ) soha yuqoridagi ikki holda qaralgan 

sohaning har birining xarakteriga ega bo’lgan soha bo’lsin, dD esa uning 
chegarasi bo'lsin. Bu (D) sohada ikkita P(x,y)  va Q(x,y)  funksiyalar uzluksiz

bo’lib, ular  ̂ dQ{x,y) xususjy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham
dy dx

(D ) da uzluksiz bo’lsin. Ravshanki, bu holda (18.21) va (18.22) formulalar o ’rinli 
bo’ladi. Ulami hadlab qo’shib ushbuni topamiz:

И х . , ) Л * е ( „ . , ) ф =  08.23)
A (6)V Bx dy )

Bu Grin formulasi deb ataladi.
Demak, Grin formulasi soha bo’yicha olingan ikki karrali integralni shu soha 

chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integral bilan bog’laydigan formula ekan.
Biz yuqorida Grin formulasi maxsus ko’rinishdagi (D ) sohalar (egri chiziqli 

trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formula ancha keng sinfdagi sohalar uchun 
ham to’g ’ri bo'lib, bu fakt u sohalami chekli sondagi egri chiziqli trapesiyalar 
y ig ’indisi sifatida tasvirlash bilan isbot qilinadi.

2°. Grin formulasining ba fzi bir tatbiqlari
1). Shaklning yuzini topish. Grin formulasidan foydalanib, yassi shaklning 

yuzini sodda funksiyalaming egri chiziqli integrallari yordamida hisoblanishini 
ko’rsatish qiyin emas. Haqiqatdan ham, (18.23) formulada p ( x , y ) - - y , 
Q(x,y) = 0 deyilsa, u holda

j  ( -  y)dx  = j j  dxdy =  D
dD (D)

bo’ladi. Demak,
D = -  jy d x .

dD

Agar (18.23) formulada P{x,y)=  0 , Q {x ,y )= x  deyilsa, u holda
D = \ x d y  (18.24)

dD

bo’ladi.

(18.23) formulada P(x,y) = ~ У > Q(x ^y) = ~ x  deb olinsa, (D ) sohaning

yuzi

D = -  J xdy -  ydx (18.25)

bo’ladi.
18.5-misol. Ushbu

ix = acost, ( o < t < 2 x )  
[ у  = esint  v 7

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
^ (18.25) formulaga ko’ra



1 I
D = — J xdy -  ydx = — j  {a cos t • в cos I + в sin t ■ a sin I )di -

2 di) 2 о

1 2n( \
= — ав J (cos21 + sin2 tjdt = тшв bo’ladi. ►

3°. Ikki karrali integrallarni о ’zgaruvchilarni almashtirib hisoblash.
Mazkur kursning 18-bob, 7-§ ida (д) sohani (d )  sohaga akslantiruvchi

x = <p(u,v), 
y  = y/(u.v)

sistema o ’sha paragrafda keltirilgan 1-3-shartlami bajarganda (d ) sohaning yuzi

bo’lishi aytilgan edi. Grin formulasidan foydalanib, shu formulaning to’g ’riligini 
isbotlaymiz.

Avvalo (18.24) formuladan foydalanib, (D) sohaning yuzi

D =  \xdy  (18.26)
dD

bo’lishini topamiz. Faraz qilaylik, dA chiziq parametrik formada ushbu 

u = “(‘) (a < /< /? ) y o k i  ( a > I > /3 )
v = v(/)

sistema bilan ifodalansin. U holda quyidagi
x = <p(u,v) = <p(u(t),v(t)), 
y  = 4/(u,v)=y/(u(t),v(t)) 

sistema ( D) sohaning dD chegarasini ifodalaydi. Bunda parametming o ’zgarish 
chegarasini shunday tanlab olamizki, / parametr a  dan /3 ga qarab o ’zgarganda 
dD egri chiziq musbat yo’nalishda bo’lsin. U holda (18.26) tenglik ushbu

D -  f xdy = [ (p(u,v)dу/(u, v )=  J^(w(/),v(/))- v'(/) \dt (18.27)
BD dD a L du 5V J

ko’rinishga keladi.
Agar

й(д) L Зм Sv J ;  L du ov

bo’lishini e ’tiborga olsak. u holda

В = ± | Д ( к + х ^ А  (18.28)
a(4) d u  d v

bo’lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgisi oldiga quyilgan ishorani 
tushuntiramiz. Yuqorida. t parametr a  dan /3 ga qarab o ’zgarganda dD egri 
chiziq musbat yo’nalishda bo’lishini aytdik. Bu holda ЭД egri chiziqning 
yo ’nalishi musbat ham bo’lishi mumkin, manfiy ham bo’lishi mumkin. Shuning 
uchun (18.27) va (18.28) munosabatlar bir-biridan ishora bilan farq qiladi. Agar 
dD egri chiziq musbat yo ’nalishga ЭД egri chiziqning ham musbat yo'nalishi 
mos kelsa, unda “Q” ishora olinadi, aks holda esa ishora olinadi.

dudv



f P(u.v)du + Q(u.v)dv = Jff (,8.29)
L (" л й/ л  /

Grin formulasida

P(uy) = x ^ - ,  Q (x ,y)= x^ ~  
du dv

deb olsak, u holda bu formula quyidagi ko’rinishga keladi:

f x —  du + x —  dv~-
£>Д (Л) 5м I dv J dv l ди

dudv (18.30)

Agar

va
du v d v)  du dv dvdu' d v \  du J dv du dudv

д {хду\ = дх ^  ^  fy = D(x-y ) 
d«V d vj d v \  du) du dv dv du D(u,v)

ekanini e ’tiborga olsak, unda (18.28), (18.29) va (18.30) munosabatlardan

D=JJ
( > ( “■»)

bo’lishi kelib chiqadi.
M a’lumki,

l(  ̂ D(x,y)
D(u,v)

yakobian aniq ishorali, (D) esa ma’nosiga ko’ra musbat bo’lishi kerak. Demak, 
integral belgisi oldidagi ishora yakobianning ishorasi bilan bir xil bo’lish kerak. 
Shuning uchun

» k ) ,
D(u, v )

dudvM J
(Д)

bo’ladi. Shuni isbotlash lozim edi.
4°. Egri chiziqli integral qiymatining integrallash y o ’liga bog ’liq bo’lmas- 

ligL Chegaralangan yopiq bog’lamli (D ) ( (D )c if l2) sohada ikkita P(x,y)  va 
Q{x,y ) funksiyalar berilgan bo’lsin. Bu funksiyalar (D ) sohada uzluksiz va

) dQ{x.y)  xususjy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shu sohada uzluk- 
dy dx

siz bo’lsin.
1) Agar (d ) sohada

dP(x.y) = dQjx.y) ( l8  31)
dy dx

bo’lsa, u holda (O ) sohaga tegishli bo’lgan har qanday К yopiq chiziq bo’yicha 
olingan ushbu



J P(x,y)dx + 0{x. y)dy  
к

j  P(x.y)dx + Q(x,y)dy = 0 . 
к

< K  yopiq chiziq chegaralagan sohani (c) deylik. Ravshanki, (G )cz(d ) .  
Grin formulasiga ko’ra

j / f  W
к  (G )\ &  &  J

bo’ladi. Shartga ko’ra (D) da, demak, ( g )  da
dP(x,y) d g (x ,y )  

dy dx
U holda (18.31) munosabatdan

(G)\

bo’ladi. Demak,
J P{x,y)dx + Q(x,y)dy  = 0 >
К

2) Agar (D) sohaga tegishli bo’lgan har qanday К  yopiq chiziq bo’yicha 
olingan ushbu integral

J P(x.y)dx + Q(x,y)dy = 0 
к

bo’lsa, u holda quyidagi
\P (x ,y)dx + Q(x,y)dy (а В с  (d ) )  (18.32)

AB

integral A va В nuqtalami birlashtiruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’lmaydi, ya’ni
(18.32) integral qiymati integrallash yo ’liga bog’liq bo’lmaydi.

< (/}) sohaning A va В nuqtalami birlashtiruvchi va shu sohaga tegishli 
bo’lgan ixtiyoriy ikkita AaB hamda AeB egri chiziqni olaylik. Bu holda AaB va 
AeB egri chiziqlar birgalikda (D ) sohaga tegishli bo’lgan yopiq chiziqni tashkil 
etadi. Uni К  bilan belgilaylik:

К  = AaB в A .
Shartga ko’ra

J P(x, y)dx + Q(x, y)dy = JJ P(x, y)dx + <?(*, y)dy = 0
К  A a B t A

bo’ladi. Integralning xossasidan foydalanib ushbuni topamiz:
\p {x ,y)dx  + Q(x,y)dy= \ \  P(x,y)dx + Q(x,y)dy + \  P(x.y)dx + Q(x,y)dy =

AaBek AaB Be A

= \P{x ,y)dx + Q (x ,y )d y -  \P(x ,y)dx + Q(x,y)dy.
AaB AeB

Demak,
J P(x,y)dx + Q(x,y)dy -  J |P(x,y)dx + Q(x.y)dy = 0

AaB AeB



\p (x .y )dx  + Q(x,y)dy = \\P(x,y)dx + Q{x,y)dy
АаЪ АвЪ

ekanligi kelib chiqadi. ►
7 9.2-eslatma. Yuqoridagi tasdiq, isbot jarayonidan ko’rinadiki, A В egri 

chiziq sodda egri chiziqlar to’plamidan ixtiyoriy olinganda o ’rinlidir.
3) Agar ushbu

\p (x ,y )d x  + Q{x,y)dy (л В с (О ) )  (18.33)
AB

integral A va В nuqtalami birlashtiruvchi egri chiziqqa bog’liq bo’lmasa, ya’ni 
integral integrallash y o ’liga bog’liq bo’lmasa, u holda

P(xty)dx + Q(x,y)dy 
ifoda (D ) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’ladi.

< Modomiki, (19.33) integrallash yo ’liga bog’liq emas ekan, u holda integral 
A = (x0,y 0) va Z? = (*,,>>,) nuqtalar bilan bir qiymatli aniqlanadi. Shuning uchun 
bu holda (19.33) integralni quyidagicha ham yozish mumkin:

(̂1 -Vl )
\P (x,y)dx + Q(x,y)dy.

(Wo) *
Endi A nuqtani tayinlab, В nuqta sifatida (d ) sohaning ixtiyoriy (x ,y ) 

nuqtasini olib, ushbu
(*.>)

\P (x ,y)dx + Q(x,y)dy
(»0 >Уо )

integralni qaraymiz. Ravshanki, bu integral (x,y)  ga bog’liq bo’ladi:

F (x,y)=  \P(x,y)dx + Q(x.y)dy.
(*о.Уо)

Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz. (x,>>) nuqtaning x 
koordinatasiga shunday Ax orttirma beraylikki, (x + Ax,y)  nuqta va (x .j'), 
(x + A x.y) nuqtalami birlashtiruvchi to’g ’ri chiziq kesmasi ham (D) sohaga 
tegishli bo’lsin. Natijada f ( x , y )  funksiya ham xususiy orttirmaga ega bo’ladi:

(х+Дг ,y)  (x. y )

F(x + A x ,y ) - F ( x ,y )=  \P(x ,y)dx + Q {x ,y )dy-  jP (x ,y)dx + Q(x,y)dy =
(x0 ->*0 ) (*o >'o)

(х+Дг.>) (х+Дг,^)
= lP (x ,y)dx + Q(x,y)efy= \p(x,y)dx.

(r.y) (x.y)
O ’rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini topamiz:

(x^&x.y)

\p (x ,y )dx  = P(x + eAx,y) Ax ( 0 < в < \ ) .
(*.r)

Natijada
Г(х + Ьх.у)-Ғ(х,у) = Қх + вАху)

Ax



lim —^ (* ’>0 _ iim p(x + 6kxty )  = P{x.y)
Дх—>0 Д с  Л*-»0 v J ’ v J  7

bo’ladi. Demak,

^ ^ = P ( x , y ) .  
dx v ’

Xuddi shunga o ’xshash

^ =<&•>>dy
bo’lishi ko’rsatiladi.

Shunday qilib

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = —  —: — dx + ^ ( Х'У) -  d f ( x , y ) 
dx dy

bo’ladi. ►
4) Agar

P(x, y)dx + Q{x,y)dy (18.34)
ifoda (D ) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo’lsa, u holda

dPjx.y) ^ dQ(x,y)
dy dx

bo’ladi.
^ Aytaylik, (18.34) ifoda (D) sohada berilgan f ( x , y )  funksiyaning to’liq 

differensiali bo’lsin:
P(x ,y)dx + 0(x, y)dy = dF(x,y) .

Ravshanki,

ox dy
Keyingi tengliklardan ushbuni topamiz:

dP{x,y) d-F(x.y) dQ(x,y) d2F(x,y)
dy dydx dx dxdy

Shartga ko’ra dQ{x,y) ^  sohada uzluksiz. Aralash hosilalaming
dy dx

tengligi haqidagi teoremaga binoan (qaralsin, 13-bob, 6-§).
dP(x,y)  _ dQjx.y)

dy dx
bo’ladi. ►

Shunday qilib, Grin formulasidan foydalangan holda, yuqoridagi l)-4) 
tasdiqlar orasida

\ ) = > 2 )= * 3 ) = > 4 ) = > \)  
munosabat borligi ko’rsatildi.



4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar 
orasidagi bog’lanish

Tekislikda sodda silliq AB egri chiziq ushbu
x = x (s), , v

\ \  { 0 < s < S )  
v = y(s)

sistema bilan aniqlangan bo’lsin, bunda 5- yoy uzunligi (qaralsin, ushbu bobning 
l-§) x (s) va y(s)  funksiyalar x'(s), v'(s) hosilalarga ega hamda bu hosilalar 
uzluksiz.

Ravshanki, bu egri chiziq har bir nuqtada urinmaga ega bo’ladi. Agar Ox va 
Oy o ’qlar bilan urinmaning yoy o ’sishi tomoniga qarab yo’nalish orasidagi 
burchak mos ravishda a  va p  deyilsa, unda

*'($)= c o s a , y ' (s)=cosP
bo’ladi.

Aytaylik, bu AB egri chiziqda f ( x , v )  funksiya berilgan va uzluksiz bo'lsin. 
U holda

j f (x .y ) d x
AH

integral mavjud bo'ladi va (18.15) formulaga ko’ra

f f(* .y)dx  = { /(.r(.5)..y(.s)Mi)<fc
AB U

tenglik o ’rinli. Bu tenglikning o ’ng tomonidagi integralni quyidagicha

j = j f(x(s),y(s))cos ads
о 0

yozish mumkin. Ushbu bobning l-§ da keltirilgan 1-teoremadan foydalanib 
quyidagini topamiz:
<• ^

j f(x(s),y{s))cos ads = J f{x ,y )cos  ads
0 AH

Natijada yuqoridagi tenglikdan
J f ( x>y)dx = J f ( *  y)cos ads

AB AB

bo’lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o ’xshash, tegishli shartda

\ f ( x . y ) d y  = \ f { x ,y ) c o s p d s
AH AH

va umumiy holda
J P(xty)dx  4- Q(xty)dy  = J [p(x,y)cos a  + Q(x, y)cos p]fJs

AB AB

bo’ladi.

Mashqlar

J = j (^Vx -  3yfy)ds
AB



x ~ c o s 3t , у  — sin* t 
astroidaning A ( - 1, O) va B(0, l) nuqtalari orasidagi qismi.

18.7. Ushbu
J  = j x 2ds

AB

integral hisoblansin, bunda A В egri chiziq quyidagi
x 2 + y 2 -  a 2

aylananing yuqori qismi.
18.8. AB yoyining uzunligi / quyidagi

/=  J ds
AB

formula bilan topilishi isbotlansin.
Agar A В yoyi

x = 2a cos t -  a cos I t , 
у  -  2asint - a s in 2 t  

kardioidadan iborat bo’lsa, uning uzunligi topilsin.
18.9. Tekislikda yopiqC chiziq bilan chegaralangan (D ) shaklning yuzi

D -  z^jxdy -  ydx

bo’lishi isbotlansin.
Ushbu

x = a c o s t , у  = в sint 
ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

18.10. Agar material egri chiziq AB ning zichligi p  = p (x ,y )  bo’lsa, urging 
massasi

И = J p{x.y)ds
AB

bo’lishi isbotlansin.

Zichligi p ( x ,y ) = — bo’lgan quyidagi
x

v = -  
y  2

parabolaning ^l, ^ j, (2, 2) nuqtalar orasidagi qismning massasi 

topilsin.



Sirt integrallari

Mazkur kursning 17- bobida :  = f ( x , y )  tenglama aniqlagan silliq ( s )  sirt 

bilan tanishgan edik. Bunda z(x,y)  funksiya (d )  sohada ((£ > )c tf2) berilgan, 
uzluksiz va - X(x ,y ), - y{x,y)  xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham ( D) 

da uzluksiz funksiya edi. (S) sirt yuzaga ega bo’lib, uning yuzi

5  = } |  -y/l + r;2(x ,y ) + z'l (x. y)dxdy (19.1)
(£>)

ga teng ekanligi ko’rsatildi.
O’sha bobning pirovardida R3 fazodagi (F) sohada | ғ ) с  Л3) berilgan 

funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishib, uni o ’rgandik.
Endi R3 fazodagi (S) sirtda berilgan funksiyaning integrali tushunchasi bilan 

tanishamiz. Sirt integrali tushunchasini kiritishdan avval, bu erda ham funksiya 
berilish sohasining bo’laklashishi, bo’laklash bo’laklari, bo’laklashning diametri 
tushunchalari kiritilishi kerak.

Bu tushunchalar [a, в] oraliqni bo’laklashi (qaralsin, 1-qism, 9-bob, l-§) va 
tekislikda (D ) sohani bo’laklashi (qaralsin, 18-bob, l-§) kabi kiritiladi va 
o ’xshash xossalarga ega bo’ladi. Shuning uchun bu erda biz bu tushunchalarni 
kiritilgan hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralining ta’rifidan boshlab 
ketaveramiz.

I-§. Birinchi tur sirt integrallari
1. Birinchi tur sirt integralining ta'riJL f ( x ,y , z )  funksiya (S) sirtda

((S)cz/?3) berilgan bo’lsin. Bu sirtning P bo’laklashni va bu bo’laklashning har 
bir (Sk) bo’lagida (k = 1 ,2 ,....n) ixtiyoriy (£k,Tjk,£k) nuqtani olaylik. Berilgan 
funksiyaning nuqtadagi qiymatini (Sk) ning Sk yuziga
ko’paytirib, quyidagi y ig ’indini tuzamiz:

* = £/&■>&.£* К
k=\

1-ta ’rif. Ushbu

*  = I /( & .% .£ * R  09.2)
k~\

yig ’indi f { x ,y , z )  funksiyaning integral y ig ’indisi yoki Riman y ig ’indisi deb 
ataladi.

(S) sirtning shunday

Pi-Pi....P*.....  O93)
bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametrlaridan tashkil topgan

I —, .



ketma-ketlik nolga intilsin: Я,, -> 0 .  Bunday Pm (m = 1,2,...) bo’laklashlarga 

nisbatan f ( x , y , z )  funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz. Natijada (S) 
sirtning (19.3) bo’laklashiariga mos integral y ig ’indilar qiymatlaridan iborat 
quyidagi ketma-ketlik hosil bo'ladi:

2-ta'rif. Agar (S) sirtning har qanday (19.3) bo’laklashlari ketma-ketligi 
{/>„,} olinganda ham, unga mos integral y ig’indi qiymatlaridan iborat {crm} ketma- 
ketlik. (£к.т]к>Ск) nuqtalami tanlab olinishga bog’liq bo’lmagan holda. hamma 
vaqt bitta J  songa intilsa, bu J  y ig ’indining limiti deb ataladi va u

l im  a  =  / ' w  X / f e ' ^ . C * )  A  = J  (> ? 4 )

kabi belgilanadi.
Integral y ig ’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
3-ta'rif. Agar V £ > 0  olinganda ham, shunday £ > 0  topilsaki, ( s )  sirtning 

diametri Лр < 8  bo’lgan har qanday bo’laklashi hamda har bir (Sk) bo’lakdan 

olingan ixtiyoriy (%к,Пк'Ск) lar uchun
\<J-j\<£

tengsizlik bajarilsa, J  son a  y ig ’indining limiti deb ataladi va u (19.4) kabi 
belgilanadi.

4-ta'rif  Agar Xp -> 0  da f ( x , y , z )  funksiyaning integral y ig’indisi a  chekli 

limitga ega bo’lsa, f ( x , y , z )  funksiya (S) sirt bo’yicha integrallanuvchi (Riman 
ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deb ataladi. Bu y ig ’indining chekli limiti J  
esa f ( x , y , z ) funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va u

\ \ f {x ,y , z )d s
(S)

kabi belgilanadi. Demak.

2. Uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integrali Endi birinchi tur sirt integrali
ning mavjud bo’lishini ta’minlaydigan shartni topish bilan shug’ullanamiz.

Faraz qilaylik R3 fazodagi (S) sirt
: = : (x.y)

tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda z = z(x ,y )  funksiya chegaralangan yopiq 

( /) )  sohada ( ( D ) c /? 2) uzluksiz va z ’x(x ,y ), zy {x,y)  hosilalarga ega hamda bu 

hosilalar ham (D ) da uzluksiz.
1-teorema. Agar f ( x , y , z )  funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning (5 ) sirt bo’yicha birinchi tur sirt integrali

\\f(x ,y ,:)ds
(Я

mavjud va



\ \ f ( x ,y , z ) d s  = \ \  f (x ,y ,z (x .y ) \J l  + :'t2(x.y)+:'J(x.y)dxdy
(s) V>)

* (S ) sirtning Ps bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari (S ,), (S2). •, (S„) 
bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi ( d )  sohaning 
PD bo’laklashni va uning (D ,), (D2),... (DH) bo’laklarini hosil qiladi. Ps 
bo'laklashiga nisbatan (19.2) y ig’indini tuzamiz:

=£/(& .»h.ct )-sk
k=1

Ma’lumki, (gk,r]k.£ k) e { S k). Bu nuqtaga akslanuvchi nuqta (<£k,rjk) bo’ladi. 
Demak, £k = z(Zk,Tjk) (19.1) formulaga binoan

Sk = {J 1 + :'x2 (x, y )  + z'l ( j c  , y)dxdy
(Dt )

bo’ladi.
O’rta qiymat haqidagi teorema (qaralsin, 17-bob, 5-§) dan foydalanib 

topamiz:

s* =  л/ • +  - ( & ’ .^ ) +  -y (4'•  % ) •  Dt ( ( ^ , 7 t ) e ( D * ) ) .

Natijada a  y ig ’indi quyidagi

o’ = Z / fe .7 * .= fe . '7 * ) )S *  =
A=l

= Z  / f e  • f t . - f o  ■ Пи ) ) f i+  )+ l y i t l n l ) • Dk
A = l

ko’rinishga keladi.
Endi Яр5 -> 0 da ( bu holda AP[j -> 0 ham nolga intiladi) y ig’indining limitini 

topish maqsadida uning ifodasini o ’zgartirib yozamiz:

<*•=z / f e .-(■?*-rn )У>+-’Д& •?*)+ )• ok+
к = 1

+ Z / f e  .7* ) i / i + = ? & ,n l) + = f  f a .n l )-  w ;
A = l

Bu tenglikning o ’ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:

X  Ж  ■ ъ . = (&. it  ) i j i + = ? f a .n l) + -J f a .n l)  -  
k = 1

- V,+ -i2fe-%)+=;2fe*.%)} < M p ^ i + ^ f a . n i h ^ f a . n i ) -

-  а/'+-х2(4.'7*)+^Н^'^| • Dk-

bunda



Ravshanki.

J \  + :'x2(x . y )+ : ' )2(x ,y )  

funksiya (d ) da uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda Kantor teoremasining 
natijasiga ko’ra V s > 0  olinganda ham shunday £ > 0  topiladiki, (d )  sohaning 
diametri XPo < S  bo’lgan har qanday Pn bo’laklashi uchun

bo’ladi. Unda

)i/i+ - ? { £ . п 1 ) + - ; { % 1 п к ) -*=1

-^ + 2 ,% ,% )+  --;2 ta  ^ * )K ! < ■  w  i  ^
M U  k=\

va demak,

Um i l I + - ;2(£ ■nl)+ -y (£.nl)-
Д‘,Ъ_>’0А-=1

- ф  +  ^ % . П к ) + - - ' у % - ' к ) Ь  = 0
bo’ladi.

(19.5) tenglikning o ’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi

+  = ? (tk  .%)+-j2(4 D k*=1
esa

/(дг. ̂ , г(х,̂ )Х/ i+--;2(jr,y)+ -;2 (x, >-) 
funksiyaning integral y ig’indisidir. Bu funksiya (D ) sohada uzluksiz. Demak, 
XP -> 0 da integral y ig’indi chekli limitga ega va

.ltm „ z  / te t . )V1+z’i ta ■r?t)+ Zy (& j)7) ■ =
a?d -*°k = l

= \ \ f ( x , y . z { x , y ) \ j \  + z ,2(x . y ) +  z'2(x.y)dxdy 
(D)

bo’ladi. Bu munosabatni e’tiborga olib, (19.5) tenglikda XPs -> 0  da limitga o ’tib 

topamiz:

=  , П т Л  ̂  Пк ' Пк  ) У ] +  г ? ( £ к - П к ) + г ? ( 4 к . П к ) - D k =Ч -°  A<S *°k-l

= f j f ( x . y . z ( x , y ) \ j l  + z ,2(x . y)+z ' y2 (x,y)dxdy.
(о)

Demak,

Я f ( x . y , : ) d s  = Jj/(x, .у. z ( x , y ) \ ]  1 + г;2 ( x , y ) + z ' 2 (x~y)dxdy. ►
(•'•) (o)



Bu teorema, bir tomondan, uzluksiz funksiya birinchi tur sirt iotegralining 
mavjudligini aniqlab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral ikki karrali Riman 
integrali orqali ifodalanishini ko’rsatadi.

1-eslatma. (S') sirt x = x(y,z)  (y = y (r ,x )) tenglama bilan aniqlangan bo’lib,

х = л*(у,г) funksiya (y(r.jr) funksiya) (D ) sohada ( ( D )e /? 2) uzluksiz va 
jc',(v,r), x': (y,z)  xususiy hosilalarga ( y': (z,x),y'x(z,x) xususiy hosilalarga) ega 

hamda bu hosilalar (d )  da uzluksiz bo’lsin.
Agar f ( x , y , z )  funksiya shu (5) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 

funksiyaning birinchi tur sirt integrali
l \ f (x ,y .=)ds
( S)

mavjud va

\ \ f { x , y ,--)ds = Я  -  ). JH. -  >
(5) (O)
/ _______________ \

\ \ f { x , y . z ) d s  = \ \ f {x , y { : ,x ) , z )J \  + y' ;(: .x)+y'!2(:,x}jzdx 
Mi-) («) У

bo'ladi.
2-eslatmiL B iz f ( x , y , z ) funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudligi 

maxsus ko’rinishdagi (5 ) sirtlar (z  = z(x ,y ),  x = x(y,z),  y  = y(z,x)  tenglamalar 
bilan aniqlangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslida funksiya integralining mavjudligi 
keng sinfdagi sirtlar uchun to’g ’ri bo’ladi. Jumladan, agar (S) sirt chekli sondagi 
yuqorida aytilgan sirtlar y ig ’indisi sifatida tasvirlangan bo’lsa, unda berilgan va 
uzluksiz bo’lgan f ( x , y , z )  funksiyaning sirt integrali mavjud bo’ladi va u mos 
ikki karrali integrallar y ig ’indisiga teng bo’ladi.

3. Birinchi tur sirt integrailarining xossalari. Yuqorida keltirilgan teorema 
uzluksiz funksiyalar birinchi tur sirt integrailarining ikki karrali Riman 
integral lariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, bu sirt integrallar ham ikki karrali 
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’ladi. Ikki karrali Riman 
integrailarining xossalari 17-bobning 5-§ ida o ’rganilgan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yuqorida keltirilgan teorema 
birinchi tur sirt integralining mavjudligini tasdiqlabgina qolmasdan, uni hisoblash 
yo ’lini ham ko’rsatadi. Demak, birinchi tur sirt integrallar ikki karrali Riman 
integral lariga keltirilib hisoblanadi:

Я f (x . y , z )ds  = |J f (x , y . z ( x , y ) \ j \  + z'x2(x .y )+ z'y2(x.y)dxdy ,
(s) (0 )
Я f (x . y . z )ds  = Я + x'2(y.z)+ x'}(y,z)dyd= , (19.6)
(a) (o) ________________
Я = Я / ( х у( = хУ=УҒ+ K 2(-.*)+ y'?(Z’x)fcdx
(s) (o)

19.1-misoL Ushbu
J = \\(x  + y  + z)ds

(s)



Bunda { S ) - x 2 + y 2 + z 2 = r2 sferaning r = 0 tekislikning yuqorisida 
joylashgan qismi.

** Ravshanki, (5 ) sirt

V~2  2 2 r - x  - y

tenglama bilan aniqlangan bo’lib, bu sirtda berilgan f ( x , y , i ) =  x + y  + 1  funksiya 
uzluksizdir. 1-teoremaga ko’ra

3  = Ц { с+ У + 4 1'2 ~ x 2 - y 2\l^ + - x2( x , y ) + ^ 2(x,y)dx<fy
V»

bo’ladi, bunda ( / ) )=  {(x,.y)e R2 : x2 + y 2 < r 2}.
Endi bu tenglikning o ’ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

r 2 - x 2 - y 2
z’,(x-y)=-

J r 2 - x 2 - y 2 '

,J \+ i '2( x ,y ) + : ’2(x,y) =
2 x 2 - y 2

Demak,

3 = l i{x  + У + 'Jr2 - x 2 - y 2 \[ l  + : x ( x . y ) + : ?  (x,y)dxdy =
( o )

(»fl

x + y
Г+1 dxdy.

Keyingi integralda o ’zgaruvchilami almashtiramiz: 
x - p c o s ( p , y  = psin<p .

Natijada

J = r'\
p{cos(p + sin (p) + 1 pdp d<p = r \

с p(cos<p + sinq>) ,
J / , 2 PdP 

1° 4r' - p
d<p +

In (  г \  2 л r 2 j.2
+ r J j  pdp  = /* J (cosp  + sin<p)d<pj - T = + r-2n  —  = яг3 

о vo у о о yjr2 -  p* 2
Demak. berilgan integral

J J ( *  +  У +  -  я г 3
(5)

bo’ladi. ►
19.2-misoL Ushbu

\ \ x ( y  + z)ds
(S)

integral hisoblansin, bunda (S' ) - x  = ^ e 2 - y 2 silindrik sirtning z = 0, z - c  
(c > O) tekisliklar orasidagi qismi.



< Modomiki, bu (5) sirt x = yje2 -  y 2 ko’rinishda berilgan ekan, unda 
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.

JJ f { x , y , : ) d s  = \ \  f { x ( y , z), y,  z)^]\ + x ,2{y, z )+ x 2 (y , z )dy dz .
(S) (D)

Bunda (D ) soha (S') sirtning Oyz tekislikdagi proeksiyasidan iborat: 

(D )= |y ,;M 2 x = ^ / . =  = 0.z=c}=
= |(у,-)еЛ2 - в < у < в ,  0<r<c}

x = y]e2 - y 2 funksiyaning xususiy hosilalari

bo’ladi. Demak,

Я  f ix ,  >'.=№ = Я  у1«2 - У 2 (у  + Л  1 + — dydr = в Я  (у + - 
(.v) (/» V в - У  (п)

bo’ladi. Bu tenglikning o ’ng tomonidagi ikki karrali integraini hisoblab topamiz:
e t c  \  в f  „2  "

e j j { y  + z)dydz = e \  j ( y  + z)ct dy = e \
(/.)) -«Vo у -A r̂+T  *

=ej
f '*\ сыcv H---

-«4 2
. (?C 21° o c  1« "> *>dy -  —  v + -----v =6~c~

2 2 u
Demak,

JJjc(v + z)flfc = e2c2 ► 
(s)

2-£. Ikkinchi tur sirt integrallari
У?3 fazoda z = z ( x , y )  tenglama bilan aniqlangan (5) sirtni qaraylik. Bunda 

r(r ,j') funksiya chegarasi bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo'lgan (d ) sohada 

((D )с  /?2) berilgan, uzluksiz, z'x{x ,y ), z'y{x,y)  xususiy hosilalarga ega hamda bu

hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Silliq sirt har bir 
(jc0.y 0,r0) nuqtasida urinma tekislikka ega bo’ladi.

Endi (S’) sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan К yopiq chiziqni olaylik. 
(xo-JV-o) nuqta sirtning К yopiq chiziq bilan chegaralangan qismga tegishli 
bo’lsin. Bu chiziqni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijada Oxy tekislikda 
ham K n yopiq chiziq hosil bo’ladi. Mazkur kursning 18-bob, 2-§ ida tekislikdagi 
vopiq chiziqning musbat va manfiy y o ’nalishlari kiritilgan edi. (S’) sirtdagi yopiq 
chiziqning musbat va manfiy yo ’nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham 
aytish kerakki, y o ’nalishning musbat yoki manfiyligini aniqlash xarakatlanayotgan 
nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog’liq.



Sirtning (x0,^ 0,20) nuqtasidagi urinma tekislikka shu nuqtada perpendikulyar 
o ’tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo ’nalishi deb shunday yo’nalish 
olamizki, uning tomonidan qaralganda ikkala (K  hamda K n ) yopiq chiziqlarning 
yo’nalishlari musbat bo’ladi. Uning manfiy yo’nalishi esa shunday y o ’nalishki, u 
tomondan qaralganda K n ning musbat yo ’nalishiga К ning manfiy yo ’nalishi mos 
keladi. Perpendikulyaming musbat yo’nalishi bo’yicha olingan birlik kesma 
sirtning (xo.^o^o) nuqtasidagi normali deyiladi.

Normalning O x . Oy va Oz o ’qlarining musbat yo’nalishlari bilan tashkil 
qilgan burchaklarini mos ravishda a , p , y  orqali belgilasak.

bo’ladi va ular normalning y o ’naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
Isbotlash mumkinki. silliq (S') sirtning barcha nuqtalaridagi perpendikulyar- 

laming musbat yo’nalishlari (normallari) bir xil bo’ladi. Va, demak, manfiy y o ’na
lishlari ham. Shunga ko’ra, sirtning ikki tomoni haqida tushuncha kiritiladi.

Sirtning ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan 
qaralganda ikkala ( К hamda K n ) yopiq chiziqlarning yo’nalishlari musbat 
bo'ladi.

Sirtning ustki tomoni qaralganda K n bilan chegaralangan tekis shaklning 
yuzi musbat ishora bilan. pastki tomoni (ikkinchi tomoni) qaralganda manfiy 
ishora bilan olinadi.

1. Ikkinchi tur sirt integralining ta'rifL f (x ,y , z )  funksiya (S) sirtda beril
gan bo'lsin. Bu sirtning ma’lum bir tomonini olaylik. Sirtning P bo’laklashini va 
bu bo’laklashning har bir (S*) bo’lagida (k = lf 2,...,n) ixtiyoriy {^k,rjk,^k) nuqta 

(k = \,2,. .,n) olaylik. Berilgan funksiyaning (<!;k>rik,Ck) nuqtadagi f ( £ k,r]k,Ck) 
qiymatini (Sk) ning Oxy tekislikdagi proeksiyasi (Dk) ning yuziga ko’paytirib 
quyidagi yig’indini tuzamiz:

ketma-ketlik nolga intilsin: ap -> 0 .  Bunday Pm (/77 = 1,2,...) bo’laklashlarga 

nisbatan f ( x , y , z ) funksiyaning integral y ig’indilarini tuzamiz. Natijada (5) 
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallar y ig’indilar qiymatlaridan iborat 
quyidagi

cosa cosy

*=£/(& .% .£* )*v (19.8)

(19.9)



5-ta'rif. Agar (5 ) sirtning har qanday (19.9) bo’laklashlari ketma-ketligi {Pm} 
olinganda ham, unga mos integrallar yigMndilari qiymatlaridan iborat {crm} ketma- 

ketlik, (& ,rjk,£k) nuqtalami tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan holda hamma 
vaqt bitta J  songa intilsa, bu J a  y ig ’indining limiti deb ataladi va u

lim a  = Hm 'E f{^ k,r]ll.Ck)Dk = J  (19.10)
A,.->0 //.-> 0k = ]

kabi belgilanadi.
Integral yig'indining limitini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
6-ta'rif. Agar \ / s >  0 olinganda ham, shunday 8 >  0 topilsaki, ( s )  sirtning 

diametri AP < 8  bo’lgan har qanday P bo’laklashi hamda har bir (Sk) bo’lakdan 

olingan ixtiyoriy (£k,r]k,£k) lar uchun

\<T-j\<£
tengsizlik bajarilsa, J soni a  yig'indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi 
belgilanadi.

7-ta’rif. Agar - » 0  da f ( x ,y , z )  funksiyaning integral y ig ’indisi a  chekli 
limitga ega bo’lsa, f ( x , y , z )  funksiya (S') sirtning tanlangan tomon bo’yicha 
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig'indining chekli limiti J esa, 
f ( x , y , z )  funksiyaning (5 ) sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur sirt 
integrali deb ataladi va u

\ \ f {x .y ,z )dxdy
(.s)

kabi belgilanadi. Demak,

\ \ f {x ,y , : )d x d y =  Um a =  lim f , f { 4 k.r]k.Ckp k.
Is) •->0k=1

Funksiya ikkinchi tur sirt integralining quyidagicha
\ \ f {x .y .z )d x y  (19.11)
( S)

belgilanishidan, integral (S’) sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi 
ko’rinmaydi. Binobarin, (19 .11) integral to'g’risida gap borganda, har gal integral 
sirtning qaysi tomon bo’yicha olinayotganligi aytib boriladi.

Ravshanki, f ( x , y , z )  funksiyaning (5) sirtning bir tomoni bo’yicha olingan 
ikkinchi tur sirt integrali. funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha 
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishorasi bilangina farq qiladi.

Yuqoridagidek
\ \ f (x ,y ,z )d y d z ,  \ \ f {x ,y ,z )d zd x  
(•'•) (S)

ikkinchi tur sirt integrallari ta’riflanadi.
Shunday qilib, sirtda berilgan f ( x ,y , z )  funksiyadan uchta - Oxy tekislikdagi 

proeksiyalar, Oyz tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar 
vositasida olingan ikkinchi tur sirt integrali tushunchalari kiritiladi.



Umumiy holda, (5) sirtda P(x,y,z) ,  Q(x,y.z), R(x,v,z)  funksiyalar 
berilgan bo’lib, ushbu

Jf P(x,y,z)dxdy, \ \Q(x,y ,z)dydz,  \ \R {x ,y ,z ) t td c
(S) (S) (Л)

integrallar mavjud bo'lsa, u holda
JJ P{x,y,z)dxdy+\\Q{x,y, :)dyct + JJ R(x,y,z)dzdx 
(s) ('I (.v)

y ig’indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko’rinishi deb ataladi va u 
Я P(x < У' ~)dxdy +0(x,y,z)dydz  + R(x,y,z)dzdx
(s)

kabi belgilanadi. Demak,
Я  P(x.y,z)dxdy + Я  Q (x ,y ,z )dy±  + Я  #(x.y. z)d=dx =
(S) (5) (.S’)

= P(x,y,z)clxdy-^(x,y,z)dydz+ R{xty ,z)dzdx .
(.V)

Endi R* fazoda biror (r )  jism berilgan bo’lsin. Bu qismni o ’rab turgan yopiq 
sirt silliq sirt bo’lib, uni (S') deylik. f ( x ,y ,z )  funksiya (v )  da berilgan. Oxy 
tekislikka parallel bo’lgan tekislik bilan (V) ni ikki qismga ajratamiz: 
(y)z= (V\)+(V2). Natijada uni o ’rab turgan (S) sirt ham (S’,) va (S2) sirtlarga 
ajraladi. Ushbu

JJ f (x .y ,z )dxdyJt Я f(x,y.z)dxdy (19.12)
(■?,) (s2)

integral (agar u mavjud bo’lsa) f ( x , y , z ) funksiyaning yopiq sirt bo’yicha 
ikkinchi tur sirt integrali deb ataladi va

$ f (x ,y , z )d x d y
(■'•)

kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi birinchi integral (S',) sirtning ustki 
tomoni, ikkinchi integral esa (S2) sirtning pastki tomoni bo’yicha olingan. Xuddi 
shunga o ’xshash

$ f ( x ,y , z )d y d z ,  § f {x ,y ,z )d z d x  
(V) (s)

hamda, umumiy holda
^  P(x,y,z)dxdy + Q(x,y,z)ctydz + R{x,y,z)dzdx
is)

integrallar ta’rifianadi.
2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integrali Faraz qilaylik, R3 fazoda (S) 

sirt z = z(x ,y)  tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bunda z = z(x ,y)  funksiya 

chegaralangan yopiq (/))  sohada ( ( D )c /? 2) uzluksiz va z'x(x,y), z'y (x.y)  
xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (£>) da uzluksiz.

2-teorema. Agar f ( x , y , z )  funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu 
funksiyaning (S') sirt bo’yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali



\ \ f ( x , y . z )d x d y
№

mavjud va
JJ f ( x , y , : ) d xd y=  JJ f ( x ,y , z (x , y ) )dxdy
(V) (t>)

bo’ladi.
*  (S’) sirtning Ps bo’laklashini olaylik. Uning bo’laklari (5 ,) , (S2),...,(Sn) 

bo’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi (d )  ning PD 
bo’laklashini va uning (jDj), (D2 ),...,(£>„) bo’laklarini hosil qiladi. Ps 
bo'laklashga nisbatan ushbu y ig’indini tuzamiz:

■%■£■*)*>*• 09.8)
A=1

Agar (S) sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo’lsa, u holda barcha Dk lar 
musbat bo’ladi.

Modomiki, f ( x , y . i )  funksiya z = z(x ,y )  sirtda berilgan ekan, u x va у  
o ’zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:

f { x , y , z ) = f ( x , y , z { x , y ) ) .
Bundan esa

(*=1.2, ..л)
bo’lishi kelib chiqadi. Natijada (19.8) y ig ’indi ushbu 

<*=A-l
ko'rinishga keladi. Bu y ig ’indi f {x ,y ,z (x ,y ) )  funksiyaning integral yig'indisi 
(ikki karrali integral uchun integral yig'indi) ekanini payqash qiyin emas. Agar 
f (x ,y ,z (x ,y ) )  funksiyaning (D) da uzluksiz ekanligini e’tiborga olsak, unda 
A„ -> 0 da' I)

'LA4k'tikAZk-4k))Dk
A- l

yig'indi chekli limitga ega va

l im = \ \ f ( x . y , z (x , y ) ) dxd y
,.P,

bo’ladi. Demak,
;^ - >0a=i (D)

l i m c r = l i m f f ( ^ k,nk^ kp k =
^  PS к = \

= lim £ / ( & , % . = \\f{x,y.z(x,y))dxdy.
Яу- - > П - -

Bundan esa
\ \ f ( x , y , z )d xd y  = \ \ f ( x , y , - {x , y ) )dx dy
(s) {D)

bo’lishi kelib chiqadi. ►



Я  f(x,y,z)dxdy  = -  JJ  f(x,y,:(x ,y))dxdy  
(?) (/))

bo’ladi.
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartiarda

\ \ f {x .y . : ) f y d 2 , Я f{x ,y .:)rkdx  
(•') (s)

integrallar mavjud va
Я  f (x .y .= } fy ( t  = Я  f {x (y .: ) ,y .: )d y d z .
( s )  tt>)

Я  f(x,y,z)dzdx  = Я  4 - ^ - ^
(i) (£>)

bo’ladi.
1-natija. Yasovchilari Or o ’qiga parallel bo’lgan (5) silindrik sirtni qaraylik. 

f (x ,y , z )  funksiya shu sirtda berilgan bo’lsin. U holda
ff/(x ,y,z)dxcfy
(s)

mavjud bo’ladi va u nolga teng:
Я  f{x .y ,z)dxdy = 0.
(■'■)

Xuddi shunga o ’xshash, tegishli shartlarda
Я  f(x ,y .z)dydz = 0 ,  \ \ f (x ,y ,z )d zd x  = Q 
(s) (s)

bo'ladi.
Bu tengliklar bevosita ikkinchi tur sirt integrallari ta’rifidan kelib chiqadi. 
Yuqorida keltirilgan teoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrallari ham 

ikki karrali Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega bo’lishini ko’rsatish 
va ularni keltirib chiqarishni o ’quvchiga havola etamiz.

3. Ikkinchi tur sirt integrallar ini hisoblash. Yuqorida keltirilgan teoremadan 
foydalanib ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral lariga keltirib 
hisoblanadi:

f f  f { x t y , z ) d x d y  j |  f  ( x  У У  J ) d x d y  ,
(s) (i>)
f f  f { x , y , z ) d y ±  =  f f  f { x ( y , z ) , y , z ) d y d z  ,
is) (ff)
f f  f ( x , y . z ) d z d x  = f f  f ( x , y ( z , x ) , z ) d z d x

(s) (o)
19.3-misoL Ushbu

u{i+£+kz( S ) \ a  6
d x d y

X 2 y 2 z 2
integral hisoblansin. Bunda (5 )— j  + + = \ ellipsoidning r = 0 tekislikdan

а  в с



uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi

(D )=  \ ( X,y )e R >  ^  + 4 < 1

bo'ladi.
(S) sirt ham, bu sirtda berilgan

f(x ,y .= )^^  + ̂  + kzy~
a~ в

funksiya ham 2-teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. U holda
.2

Я
(i)

- + kz
a~ 6

dxdy> - - Я
(«)

X' у
a~ в -kcM -^r-^Ya~ в

dxdv

bo’ladi. Integral (5 ) sirtning pastki tomoni bo’yicha olinganligi sababli 
tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi qo’yildi. 

Endi bu
’  ̂ f I 3  2̂ J2

dxdy = Я"ff
(в)

X2 У2 ; I. X- 2+ kc, 1 ..У1-)6~ {DK
^ i i - 4 - 4 - ^а в a

dxdy

ikki karrali integralni hisoblaymiz. Ikki karrali integralda o ’zgaruvchi larni 
x - a p  cos (p, у  = ep sin cp 

kabi almashtirib quyidagini topamiz:
2л- Г 1 .

d x d y = \  l ( W l - P 2 - p 2\ e p d p  
(D)I  V а в'  а в J о |_o

= ав f  J p 2 - p 2\ ip dcp -  2m e

d(p -

 ̂ ( \ kc
— 27tae\----—

I 4 3

Demak,

Я
(Я

x 2 у 2
“I  + “ T + /tc а в

dxdy = 2 m e \ —  -  — 
' V 3 4

4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasida bog'lanish. Biz 18-bob- 
ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar orasidaga bog’lanishni 
ifodalaydigan formulalami keltirgan edik.

Shunga o ’xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi 
bog’lanishni ifodalovchi formulalar ham mavjud.

(S) sirt va unda berilgan f ( x , y , z )  va P(x,y, z), Q(x,ytz), R(x,y,z)  
funksiyalar tegishli shartlami qanoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning 1-punkti) ushbu 

\ \ f {x , y . : )d yd :  = \ \  f (x , y , z )cos  a d s ,
(s) (.?)



jj  f{x. y,z)dzdx = \ j f ( x ry,z)cosflds, (19.13)
Is) (s)
Я  f{x ,y ,z)dxdy = \ \ f (x .y ,z )co syd s
(S) (S)

umumiy holda
Я P(x,y,z)dydz + Q{x,y,z)dzdx + R{x,y,z)dxdy =
(•V)

= Я  [P{x,y,z)cosa + Q(x,y,z)cos 0  + R(x,y,z)cosy}ls  
(.v)

formulalarningto’g ’riligini isbotlashni o ’quvchiga havola etamiz.

3-§. Stoks formulasi
R3 fazoda z - z ( x , y ) tenglama bilan aniqlangan silliq (S') sirt berilgan 

bo’lsin. Bu sirtning chegarasi 3S bo'lakli-silliq egri chiziq bo'lsin. ( s )  sirtning 
Oxy tekislikdagi proeksiyasini (D)  deylik. Unda dS ning proeksiyasi 3D dan 
iborat bo’ladi.

Faraz qilaylik, (s) sirtda P(x,y,z)  funksiya berilgan bo’lib, u uzluksiz 
bo’lsin. Undan tashqari bu funksiya (S) da

3P(x,y,z) dP(x,y,z) dP(xfy ,z )  
dx ’ dy ’ &  

xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo'lsin.
Ushbu

\p {x ,  y,:)±c
cS

egri chiziqli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan). Agar 3S chiziqning 
(S) sirtda yotishini e’tiborga olsak, u holda

J P(x,y,z)dx = j  P(x,y,z(x.y))dx
dS cS

bo’ladi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:

f P(x,y,z(x,y))dx = -  Я - ~ X ^’ Х̂'^ d xdy
3D (D) ^у

Ravshanki, P(x ,y ,z (x ,y )) funksiyaning у  o'zgaruvchi bo'yicha xususiy 
hosilasi

dP(x,y,:(x,y))  : dp(x,y .:(x .y))  ,
dy dz y

bo’ladi.
Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan

, / ч cos В
-Л*’Л = -------cosy



я
(О)

= я
(/>)L

dxdy

dxdy

dxdy (19.14)

дР(х , у ,  r ( j ' >■)) дР(х, у,  r(.t. у)) ^  '

ду  dz у

dP(x,y,z(x,y)) dP(x,y,z(x,y)) cos Р 
ду dz cos у

bo'ladi.
Natijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tenglikka ega bo’lamiz: 

f P(x v -)dx = — ff\ д р (х 'У'-(*■■>')) _ др(х У =(х 'У) ) . c o s P 1
i  (Jj. ^  d: C0SY J
2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tenglikning o ’ng tomonidagi ikki 

karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orqali ifodalaymiz: 
dP(x,y,z(x,y))  j/,r(jc,>»)) cosP

dy dz cos у

dP(x,y,z) dP(x,y,z) co sp  
dy dz cosy

Bu tenglikning o ’ng tomonidagi ikkinchi tur sirt integralini, (19.13) 
formulaga asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz:

d P (x ,y ,z )_ dPjx .y ,:)  c o s P \ j xdy = 
dy dz cosy \

dP(x,y,z)  dP(x,y,z) cos P 
dy dz cos у

Г дҚҳ,у,=) 
dv

я
(»)

- я
is)

я
(S)

dxdy = 

dxdy .

=  Я
is)

cos yds - (19.15)

Я ОГ\Х, у ,  Z) r r d P ( x , y , z )— - - cos y d s - \ \  — — - cos f i d s .

(s)  f y  (л)

(19.16)

(19.17)

Va nihoyat, yana (19.13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz: 
rrdP(X,y^ ) co ds = r c d P ^ y j )

8) dy Й  dy

\ \dpi± y A cospds=
(5) dz (s) d:

(19.14). (19.15) va (19.16) munosabatlardan

J P(x,y,:)dx = Я сР(*'У'-)dzdx-  dxdy
AV (.V) - “У

bo’lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunday mulohaza asosida (S’) sirt va unda berilgan Q(x,y,z).  

R(x,y,z)  funksiyalar tegishli shartlami bajarganda ushbu

fis (s) dx o:

\R (x .y .= )b  = \ l ™ ^ d y d : - ™ ^ c k d x  
L 8) dy dx



formulalarning o ’rinli bo'lishi ko'rsatiladi. (19.17) va (19.18) formulalami hadlab 
qo’shib quyidagini topamiz:

j P(x,y,z)dx  + Q (x,y ,z)dy  + R (x,y ,z)dz  =

= JJ Г c Q ^ r z )  _ d P (x .y . : ) - L ^
!J l  дх dy r  L

dQ (x .y . z )  т _T - ^

[d R (x .y .z )_

dz

ду I I dy

\ dP(jt.j'.-) dRjx^y.  r)
<9JC

(19.19)

dzdx

Bu Stoks formulasi deb ataladi.
2-natija. Mazkur kursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulasi Stoks formulasi- 

ning xususiy holidir. Haqiqatdan ham (19.19) Stoks formulasida (s) sirt sifatida 
Oxy tekislikdagi (D ) soha olinsa. unda z  = 0 bo’lib, (19.19) formuladan

■аесJ P(x.y)dx  + 0 (x .y )d y  = JJ
dD (/>)_ dx dy

bo’lishi kelib chiqadi. Bu Grin formulasidir.
Shunday qilib, Stoks formulasi (S)  sirt bo’yicha olingan Il-tur sirt integrali 

bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqli integralni bog’lovchi 
formuladir.

4-§. Ostrogradskiy formulasi
R3 fazoda pastdan z - ( p x( x ,y )  tenglama bilan aniqlangan silliq (S,) sirt 

bilan, yuqoridan z  = (p2{ x , y )  tenglama yordamida aniqlangan silliq (S2) sirt bilan, 
yon tomondan esa yasovchilari Oz  o’qiga parallel bo’lgan silindrik (S3) sirt bilan 
chegaralangan ( V )  sohani (jismni) qaraylik. Uning Oxy  tekislikdagi proeksiyasi 
(D) bo’lib. bu (D) ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtning 
yo’naltiruvchisi sifatida olinadi. (<p]( x ,y ) < ( p 2( x ,y )  (£>)) (64-chizma).

64-chizma
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Faraz qilaylik, (l') da fi(jc,>\r) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin. 
Bundan tashqari bu funksiya shu sohada

dR{x,y,z)
dz

xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.
Ravshanki, bu holda

(?) &

mavjud bo'ladi va 17-bobning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko’ra

dxdy (19.20)

bo’ladi.
Agar

*>2 (*••>') ;Wr ., -Л
} ------i ~ d :  = R{x,y,tp2{x ,y ) )-  R{x,y,<px{x,y ))

<P\ (x. v) ° “

bo’lishini e’tiborga olsak, u holda

JJ j  dR(x_ y - ) ±  dxdy -  JJR{x,y,(p2{x,y))dxdy-  JJR(x,y,<pt(x,y))dxdy (19.21)
<»)Ui (*•>) J (») (o)
bo’ladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikki karrali integrallarni 2-§ dagi 
formulalardan foydalanib, sirt integrallari orqali yozamiz:

J\R{x.y.(p1{x,y))dxdy = JJ R(x,y.:)dxdy.

(U) ^  * (19-22)JJ R(x,y,<Pt{x-y))d-xdy = JJ R(x,y,:)dxdy.
(«) №)

Keltirilgan tengliklardagi sirt integrallari sirtning ustki tomoni bo’yicha 
olingan (19.20), (19.21) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz:

JJJ ’.-У ’w ̂  dx d y  dz = J J / ? ( x ,^ r ) ^ ^ + J J /^ x .^ r ^ a f y .  (19.23)
ft’) д: (S2) (S-:)

Bu tenglikning o’ng tomonidagi ikkinchi integral (S,) sirtning pastki tomoni 
bo’yicha olingan.

(S3) sirt yasovchilari Oz o’qiga parallel bo’lgan silindrik sirt bo’lganligidan
JJ R (x ,y , z )d x d y  = 0 (19.24)
(h)

bo'ladi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan

JJJ — (*'-V,~)d!x<Mfc= \ \R(x,y,:)dxdy+ \\R{x,y,z)ixdy^  
ft’) d: (•*,) (s2)

4- JJR (x ,y ,z )d x d y  = $ R { x , y , z ) d x d y  
( h )  {S)

bo’lishi kelib chiqadi. Bunda (5 )- (^ )  jismni o’rab turuvchi sirt.

/ +



JJJ д^Ф^-У’ “Xixdydz -  $R(x,y,z)dxdy (19.25)
[V) dz (v)

Xuddi shu y o ’l bilan, (v) hamda P (x ,y ,z) .  Q(x,y,z)  lar tegishli shartlami 
qanoatlantirganda quyidagi

JJJ dP^~~ ’ ~ dxdydz = $ P { x ,  y, z)dydz , (19.26)
(v) ox (s)

JJJ ̂ ^ X,---dxdydz  = ^ Q {x ,y fz)dzdx (19.27)
(y) (s)

formulalaming to’g ’riligi isbotlanadi.
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va (19.27) tengliklarni hadlab qo’shib quyidagi- 

lami topamiz:

ЦП dP(x,y,z)  + dQ (x ,y . i)  ̂  8R{x,y,z )

(у) v ox dy dz
dxdydz =

= fyp{x,y,z)dydz + Q{x,y,z)dzdx + R{x,ytz)dxdy.
(s)

Bu formula Ostrogradskiy formulasi deb ataladi.

Mashqlar
19.4. Ushbu

JJ (>' + z + va2 + x 2)ds 
(s)

integral hisoblansin. bunda (s) sirt quyidagi

x - a 2 - y 2 - z 1
paraboloidning Oyz tekisligi bilan kesishishidan hosil boMgan sirtning 

tashqi qismi.
19.5. Sirtning yuzi

formula bilan topilishi isbotlansin.
Ushbu

x 2 + y 2 = R x
silindrning

x2 + y 2+ z2 = R 2 
sfera ichida joylashgan qismining yuzi topilsin.



Furye qatorlari

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalami ulardan soddaroq 
bo'lgan funksiyalar orqali ifodalash masalalariga bir necha marta duch keldik va 
ularni o ’rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri funksiyalami darajali 
qatorlarga yoyishdan iborat bo'lib, u mazkur kursning 14-bobida batafsil 
o'rganildi.

Agar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo’lsa, tabiiyki ularni 
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo'ladi. Har bir hadi sodda 
davriy funksiyalar bo'lgan funksional qatorlarni o ’rganish murakkab davriy 
funksiyalami soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini hal etishda 
muhim rol o'ynaydi.

l-§. B a ’zi muhim tushunchalar
f .  Funksiyalami davriy davom ettirish. f ( x )  funksiya (a, в] yarim interval

da berilgan bo'lsin. Bu funksiya yordamida quyidagi
/  (x) = / ( x - { в -  a)m), x g (а + т(в -  а), в + m(e -  a)]

(m = 0, ± 1, ± 2,...) (20.1)
funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi / ( jc)  funksiya ( - o o ,+ o o )  oraliqda berilgan 
va davriy funksiya bo’ladi. Uning davri T0 = e - a  ga teng. Bajarilgan bu 
jarayonni funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.

Masalan, ( - 1 ,2 ]  oraliqda berilgan f ( x ) = x 2 funksiyani davriy davom 
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan.

v

65-chizma
Agarda berilgan f ( x )  funksiya ( а  в ]  da uzluksiz funksiya bo’lsa va 

f ( a  + 0)= Hm f ( x ) = f ( e )

deyilsa, u holda davom ettirilgan /*(*) funksiya (-oo,+oo) da uzluksiz bo’ladi.
f(x) funksiya [о, в) yarim intervalda berilgan bo’lsa uni davriy davom 

ettirish ham yuqoridagi singari bajariladi:
f * { x )  = f ( x  - ( в -  а)т), x g [ g  + т(в - а ) , в  + т(в -  а)) (m = 0, ± 1, ± 2 ,...) 
Agarda f(x)  funksiya (a, в) da berilgan bo’lsa, uni



Х=(-оо,+оо)\{я+ /и(е-я): = 0, ± 1__} to’plamga davriy davom ettirish
mumkin:

f  (x )=  f ( x - ( в  -  a)m), x e(a + m (e -a \e  +m(e-a)) (m = 0, ± 1, ± 2,...)
Jzoh. / ( x) funksiya [a,e\ da berilgan bo'lsa, uni (-oo,+oo) ga umuman 

aytganda ikki xil davom ettirish mumkin:

f \ x )  = f ( x  - ( в -  a)m) , x g (a + (в -  a)m, e + { e -  a )m \  

f " { x )  = f ( x  - ( в -  a)m), x e [a + (в -  a)m, e + ( e -  a)m)
(m = 0, ± 1, ± 2,...).

1-lemma. f{x) funksiya (a, в] oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda /(л) 

ni (-oo,+oo) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan f'(x) funksiya ixtiyoriy 

(а, а  + ( в -  я)] da integrallanuvchi bo’ladi va

^ ] } \ x ) c t c  = \f (x )d x  Г)
a  a

formula o ’rinli bo’ladi.

<  Shartga ko’ra f{x) funksiya (a, в] da integrallanuvchi, f*(x) 
funksiyaning tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning (a, a  + (в -  a)] (V a e  /?) 

da integrallanuvchi bo’lishini topamiz.
Integralning xossasiga ko’ra

ay ]f \ x ) d x  = ] f { x ) d x  + \ f { x ) d x  + " j / W  (20.2)
a  a  a e

bo’ladi. Ravshanki, Vx e (a ,«] uchun /'(* )=  f(x). Demak,

\ f ‘ (x)dx = ] f (x )d x .
a a

Endi
a+(e a) 

rt
integralda x = у  + (в -  a) almashtirishni bajaramiz:

j / '  {x)dx = j / ‘ (y + (e -  a))dy = f f  (y)dy = - j / '  (y)dy .
к а  a a

Natijada (20.2) tenglik ushbu
а+ (в-а) в

\ f \ x ) d x  = \ f {x )d x
a a

ko’rinishga keladi.►
Bu lemmadagi (*) formula sodda geometrik ma’noga ega. U 66-chizma 

shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodalaydi.



2. Garmonikalar. Ushbu
f ( x ) =  Asin(ax + p )  (20.3)

funksiyani ko’raylik, bunda A ,a ,/3  o ’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya bo’lib,

uning asosiy davri T = - -  ga tengdir. Haqiqatdan ham, 
a

/
2лЛ 

x + — \ = A sin a
( 2лЛ 
x + — + 0

a  J1 I  a  J
= Asin[(ax + р)+27г]=  Asin(ax + f l)=  f (x ) .

Bu
/ ( * ) =  Asin(ax + ft)  

funksiya garmonika deb ataladi.
Berilgan

/ ( * )  = Asin(ooc + fi)
garmonikaning grafigi, у  -  sinx  funksiya grafigini Ox va Oy o ’qlar bo’yicha 

siqish (cho’zish) hamda Ox o ’qi bo’yicha surish natijasida hosil bo’ladi. Masalan,
f (x )= 2 s in (2 x  + \)

garmonikaning grafigini yasash jarayoni va uning grafigi 67-chizmada 
tasvirlangan.



у - s i n x



Trigonometriyadan ma’lum bo'lgan formuladan foydalanib garmonikani 
quyidagicha yozish mumkun:

/( jc )  = A sin(ax + /?)=  A(coscdc sin P  + sin ax cos p) .
Agar

A sinp  = a A cosP = 6 
deb belgilasak, unda garmonika ushbu

/ t o  = a cos ax + в sin ax
ko’rinishga keladi.

3°. Bo lakli-uzluksizlik va bo 'lakli-differensiallanuvchilik. / ( л )  funksiya 
[a, в] oraliqda berilgan bo'lsin.

Agar [а, б] oraliqni shunday

[ао .о .И ^.аЛ -.к-!.^] (ao=a.an =«)
bo’laklarga ajratish mumkin bo’lsaki,

([a, e] = [a0,a, ] u  [a, ,a2] u  u  [a„.,,a„ D 

har bir (ak,aki[) (k = 0 , 1 . n -  1) da / ( jc) funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda 

x = ak nuqtalarda chekli o ’ng f { a k + О) (к = (0 ,1,. . . , n - 1)) va chap f ( a k - O) 
(k = (O,1,..., n - 1)) limitlarga ega bo’lsa, u holda / ( jc)  funksiya [a, e] da bo’lakli- 
uzluksiz deb ataladi.

Masalan, ushbu

jc agar 0 < j c < 1  bo'lsa, 

f ( x ) =  < 0, agar x = 1 bo'lsa,
-  jc, agar 1 < jc< 2  bo'lsa 

funksiya [O, 2] oraliqda bo’lakli-uzluksizdir (68-chizma).

68-chizma
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Agar f { x )  funksiya (-ao.+oo) da berilgan bo’lib, uning istalgan chekli [a, p ]  
qismida ([a. p \ a  ( -  °o,+a>)) bo’lakli-uzluksiz bo’lsa, u holda f ( x )  funksiya 
( -  oo,+00) da bo’lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik, / ( j c )  funksiya (а ,в \  da berilgan va bo'lakli-uzluksiz bo’lsin. Bu 

funksiyani ( - с о , + 00) ga davriy davom ettirishdan hosil bo’lgan / ’ (jc) funksiya 
( - o o .+ o o )  da bo’lakli-uzluksiz bo’ladi.

Masalan / ( jc) = jc (jc e (- /r ,;r ] )  funksiyani ( - 00,+00) ga davriy davom 
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan.

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz.
/( jc ) funksiya \a , e\ da berilgan bo’lsin.
Agar [д,я] oraliqni \ а , в \ = \ а 0,ах\ ^ \ а х,а2\ о  u  ] bo’ladigan

shunday [a0,a } ,a2\.... [a „-\’a„] (ao = a ’ a„ = 6) bo’laklarga ajratish mumkin
bo’lsaki, har bir (ak,ak4.l ) da (к = 0,1,..., n -  l) funksiya differensiallanuvchi 

bo’lsa hamda jc = ak nuqtalarda chekli o ’ng f ( a k +0) (k = 0 ,l. . . . ,n - l)  va chap 

f  \ a k -O ) (k = 0 , l . . . . ,n - l )  hosilalarga ega bo’lsa, u holda /(jc ) funksiya [a, в] 
da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, ushbu
x 2 agar 0 < x < 1 bo' Isa,

/ ( jc) -  < 2 - x . agar 1 < x < 2 bo' Isa, 
x - 2 . agar 2 < x < 3 bo' Isa 

funksiya [O, 3] da bo’lakli-differensiallanuvchi bo’ladi. (70-chizma)



Agar /(дг) funksiya (-ос,+00) da berilgan boMib, uning istalgan chekli 

M  ([« , / ? ] c ( - 00,+00)) qismida bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 

/( jc )  funksiya (-o o .+ x ) da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.

f(.x) funksiya (a, e] da berilgan va bo’lakli-differensiallanuvchi bo’lsa, uni

(-qo,+x) ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan /* ( * )  funksiya ( -  00,+00) da 

bo'lakli-differensiallanuvchi bo’ladi.
f( .x ) funksiya [a, в] da berilgan bo’lsin. Agar [a,e\ oraliqni 

[a,tf]=[a0,a1]u [a l,a2]u ...u [a n4,a„] bo’ladigan shunday 1<а0 ,a, Ц а,. <a2], - - ] 

(a0 = a , a n = e )  bo'laklarga ajratish mumkin bo’lsaki, har bir [ak,ak+]) da 

(k = 0. — l) funksiya /'(jc) hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo’lsa hamda 

x = ak nuqtalarda chekli o'ng f ' (a k +0) (k = 0,1,2,...,я - l) va chap f ' (ak - 0 )  

{k = 0,1,2 ,...,n - 1) hosilalarga ega bo’lsa, u holda f ( x )  funksiya [a% в] da bo’lakli- 

silliq deb ataladi.

2-§, Furye qatorining ta ’rifi
Har bir hadi

un ( jc) = an cos nx + en sin nx (n = 0 ,1 .2 ,...) 

garmonikadan iborat ushbu

«0 + К * .  cosnx + bn sinnx) (20.4)
n=I

funksional qatorni qaraylik.
Odatda (20.4) qator trigonometrik qator deb ataladi aQ,av ev a 2,e1%... sonlar 

esa trigonometrik qatoming koeffitsientlari deyiladi.
Shunday qilib. trigonometrik qator garchand funksional qator bo’lsa ham 

(uning har bir hadi muayyan funksiyalar bo’lganligi uchun) o'z koeffitsientlari 
а0,а],в],а2,в2,...,ап,вп,... lar bilan to’la aniqlanadi.

(20.4) trigonometrik qatoming qismiy y ig ’indisi
n

Tn (x) = aQ + £  (ak cos fa + ek sinkx)
k=1

trigonometrik ko’phad deb ataladi.
1°. Furye qatorining taYifu / ( x )  funksiya [— /г,тг] da berilgan va shu 

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda
/ t o  cosnx , / М  sinnx (n = 1 ,2 ,3 ,...) 

funksiyalar ham, ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko’paytmasi sifatida (qaralsin 
1-qism, 9-bob, 7-§) [ - я ,п ]  da integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalar 
integrallarini hisoblab, ularni quyidagicha belgilaylik:



aQ= - \ f ( x ) d x ,
л-Л

1 г

Bu sonlardan foydalanib ushbu

trigonometrik qatorni tuzamiz.
1-ta’rif. a0,a],b[,a2,62,... koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniqlangan 

(20.6) trigonometrik qator / ( jc)  funksiyaning Furye qatori deb ataladi. 
a0,ax,ex,a2,e2.... sonlar esa / ( x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari deyiladi.

Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori shunday trigonometrik qatorki. 
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’liq bo’lib, (20.5) formulalar bilan 
aniqlanadi. Shu sababli (20.6) qatorni (uning yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi 
bo’lishidan qat’iy nazar) ushbu belgi bilan quyidagicha yoziladi:

20,1-misoL Ushbu
f { x )  = e ax (-7Г < x  < 7Г а Ф O)

funksiyaning Furye qatori topilsin.
<4(20.5) formuladan foydalanib bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topa

miz:

a
/ ( * )  ~ Ti f : x ) = + X («„ c°s nx + en sin nx).

к  ^  к  a 1 + n 2

I a  c o s  n x  + w sin  n x  ,
- - e 

к  a ~  + n = (~ ')* -  ' ;2g 2 Sha;t' ТГ \ И1я  a  + n

r „  . , 1 a s i n n x -  n c o s n x  
l e  s in  n x d x  = -------------- --------,---------

1 a s i n n x  -  n c o s n x  ax у shaft,

(n =  1 . 2 . 3 , . . . )

(qarang, 1-qism, 8-bob, 2-§).
Demak, berilgan funksiyaning Furye qatori



2°. Juft va toq funksiyalaming Furye qatorlarl Juft va toq funksiyalaming 
Furye qatorlari birmuncha sodda ko'rinishga ega bo’ladi. Biz quyida ulami 
keltiramiz.

/ ( x )  funksiya [-л :,л ] da berilgan juft funksiya bo’lsin. U shu [-л \л -] 
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda f (x)cosnx  juft funksiya, 
/ t o  sinnx (n = 1 ,2 ,3 ,...) esa toq funksiya bo’ladi va ular [-л \/г ]  da 
integrallanuvchi bo'ladi.

f ( x )  funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

c o s  n x d x  = — | f °  f ( x ) c o s  n x d x  + f* f ( x ) c o s  n x d x  = 
n  п к  K J

= — f n f ( x  ) c o j  n x d x  ( n  = 0 ,1 ,  2 ,  3,
71 °

„ =  - / ( x ) s i n  n x d x  =  - [ f " T f ( x ) s i n  n x d x  + j ’ f ( x ) s i n  n x d x  ] =

=  — [ -  j j  /  (jt  ) s i  n x d x  +  J ” / ( i ) ™  n x d x  ] =  0 {n  = 1 , 2 , 3 , . . . ) ,

Demak, juft f { x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari

« = “ Г  f ( x ) c o s  n x d x  (/> = 0 , 1 , 2 ,  )  Q 0

e„  = 0  ( n  =  1,2.3, )

bo’lib, Furye qatori esa

/ ( * ) '  Т ( / , х ) = ? ±  + ' £ а „ с о s n x  
#1=1

bo’ladi.
Endi f ( x )  funksiya \ - n , 7 i \  da berilgan toq funksiya bo'lsin va u shu [-л ,л -] 

oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. Bu holda f(x)cosnx  toq funksiya, 
/ t o  sinnx (n = 1, 2,...) esa juft funksiya bo’ladi.

Funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

a n =  —  j* / ( * ) co s  n x d x  = —  jj°T / 0 0 c o s  n x d x  +  Jq / ( j c ) c o s  n x d x  ] =
К K 7t ~T

= — [- /(.v)cos nxdx + J* /(.v)cos nxdx ]= 0 (/7 = 0,1, 2, ), 

e n = —- [7 f ( x ) s i n n x d x  = — [f° f ( x ) s i n n x d x  + Г f ( x ) s i n  nxdx =
7Г 71 К  v ~* 0

=  ~ \ l  f ( x ) s i n  n x d x  ( n  = 1, 2 ,  ).

Demak. toq f ( x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari
a „ = 0 (n = 0,1,2,...)

«„ = f i x ) s i n  n x d x  («  = 0 , 1 . 2 .  )  к J()

/(-* ) ~ T (f ; x ) =  £  e„ sinnx
n -1



20.2-misoL f { x ) ~  x2 (- к  < x < n)  funksiyaning Furye qatori yozilsin.
<  (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye 

koeffitsientlarini topamiz:
2 г* 2 I 2 2tfn = — x dx = -  к ,
П 3

2 г* i , 2 isinnxl* 4 fir ,
a — — I x~ cos nxdx = — x “-------- --------- I x sin nxdx =

К 7Г n L nn 0

4_
nn

cosnx

n /|0
+ f11 cos nxdx 

Jo = ( - 0 " 4  (я = 1.2. 3 , 4n

Demak f (x )  = x2 juft funksiyaning Furye qatori ushbu

, , v —  -4| c o s x - -  _
3 n2 3 I 2

2 Л2 w  4 n 2 /  cos 2x cos 3x
x -  —  +2-V “ U —J cosnx = ------ 41 с

n = \ n  J  \

ko’rinishda bo’ladi. ►
20.3-misoL Ushbu

f ( x ) = X  [-7Г < X <7r]
toq funksiyaning Furye qatori yozilsin.

<  (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye koeffitsient
larini topamiz:

= — f JCSinAm&r =  -  —  jccos/n-! + — f c o s  n x d x  =■
2 ■*' П7Г П7Г

= c o s n x  =  ( -  l)"+‘ — {n -  1. 2, 3 , )  
n  n

Demak. f ( x )  — x toq funksiyaning Furye qatori quyidagicha bo’ladi:

x -  У  ( -  l)” 1 -  sinnx = l ( . 
«=i n V

sin 2x sin 3x 
sm x -----------+

2 3
3 [ - / , / ]  oraliqda berilgan funksiyaning Furye qatori. f { x )  funksiya [ - / , / ]  

(/ > O) da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo'lsin.
Ravshanki, ushbu

t = y x  (20.9)

almashtirish [—/,/ ]  oraliqni [ n .n \  oraliqqa o'tkazadi. Agar

deyilsa, (p{t) funksiyani [-л \л -] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu <p(t) funksiyaning Furye qatori quyidagicha 
bo’ladi:

cp{t) ~T{<p;t)=Ĉ -+ Y j (a„ cos nt + e„ sin nt)
2 ,,=i

bunda,



ап = — (p(t)cosnidi (in = 0,1.2,...) e„ = — Г  (p(f)sinnfdt (n = 1,2,3,...).
7Г 7Г

Yuqoridagi (20.9) tenglikni e ’tiborga olsak, unda
f 7Г ) a0 n . n

7 * J -  у  + lLya» cosn~fx + s i n n - x

bo'lib, uning koeffitsientlari esa

a« ^ [ '.^ { jx ^c o sn ^x d x  (я = 0,1,2,...).

If/ (1гв» = ~l \ [ i v \ jx \ s in n - ^ x d x  {n -  1,2,3,...)

bo'ladi.
Natijada

r( \ a0 ^  (  плх . птосҲ 1Л.
f ( x )  ~ у  + £  |̂ a„ cos—  + e„ sm — j  (2° 10)

ga ega bo'lamiz, bunda

a« = У (" = 0,1.2,-.).

в» = -l \ [ l f { x )s in ' ^ Y dx (n = 1.2.3,...)

(20.11)

(20.10) ning o'ng tomonidagi trigonometrik qatorni [—/,/]  da berilgan f ( x )  ning 
Furye qatori deyiladi, (20.11) Furye koeffitsientlari deyiladi.

20.4-misoL Ushbu
f ( x )  = e* (-1 < x < 1) 

funksiyaning Furye qatori yozilsin.
<  (20.11) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye 

koeffitsientlarini topamiz:
(bunda / = 1)

ao = \ \ e xdx = e-e~'

r l  _ . П 7Г s i n  П Я Х + COS П 7Г Х  
an = J (e cos плхах = ----------------;—;--------- e

2 21 + ПК

1 I....... ...  .-I____ \ ( ,v e - e
I

есо&пж -е~' c o s n n \= ( - \X  —— (n=  1,2....) 
’ v 1 + п2л 2
I

c\ x , sinwrjc— m t c o s n n x  x
6 = \ e  sin плхах = ------------------------------en J l 1 VI = -----j(enncosn7r + e W cos/w r)=

1 + wV

ш I -\ \ П7Г(' 0” ( -1 \ ( ,wi e~ e 1 ( n  \ 
T \ e , 2 2 \e - е )= У -Ч  7~— T i nn \n = l-2 .-)

nncosnn \e - e ) ~



Demak. f{x)~ (-!< x < l) funksiyaning Furye qatori ushbu

(-1)" (-1)’"'- — -—  COS ПЛХ +  —— — -  nn sin nnx
\ + n2n 2 1 + n2n 2

ko’rinishda bo’ladi. ►
Izoh. Ushbu

T ( f ,  x)  = — + £  (Qn C0S nx + en sin nx)
2  /,=i

trigonometrik qatoming ( - o o .+ c o )  da berilgan 2 n davrli funksiya ekanligini 
ko’rish qiyin emas:

T ( j , x  + 2 x ) = T ( f ; x ) .
Agar [ -л ’,л'] da berilgan f { x )  funksiyani (-со ,+00) ga davriy davom ettirsak 

(qarang, ushbu bobning l-§)
/*(jc) = / ( x -  2nm) x E (-7Г + 2nm,n + 2 nm) (m -  0. ± 1, ± 2, .) 

u holda, ravshanki, ( - o o ,+ o o )  da

f  ( jc ) -  т{/* ,x) = —  + £  (afl cos nx + en sin nx) 
2 ,,=i

bo’ladi.

3-§. Lemma lar. Dirixle integrali
Funksiyalami Furye qatoriga yoyish shartlarini aniqlash, yuqorida aytib 

o’tganimizdek, Furye qatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal 
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi bir faktlarni o ’rganamiz.

/ Lemmalar. Quyida keltirilgan lemmalar Furye qatorlari nazariyasida 
muhim rol o ’ynaydi.

2-lemma. [a,e\ oraliqda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy (p(x) 
funksiya uchun

jim \*a(p(x)sinpxdx = 0, (20.12)

lim f*(p(x)cos pxdx = 0, (20.13)P _> X: - ̂

bo’ladi.
<  [a, e] oraliqda biror

P = {x0,x|,JT2.....x„} (я = JT0 < JC, < дг2 < < x „ = e )
bo’laklashni olaylik. Integralning xossasiga ko’ra 

« //-i x
f “<p(x)sin pxdx = £ jx*+1 (p(x)sin pxdx (20.14)

k = о

bo’ladi. <p(x) funksiya [а, в ] da chegaralangan. Demak,
inf{<p{x):x e  [xk,xk^ ]} (к = 0,1,2.....n-l)

mavjud. Uni mk bilan belgilaymiz;
mk = inf{<p(x}x 6 [xk.xk^ ]} (к = 0,1,2,.

Endi (20.14) integralni



koTinishda yozib, so'ngra har bir

k= 0 
я -1 v

S2 = j .**' Sin pxdx 
k = 0 '*

qo'shiluvchini baholaymiz.
Agar (ok <p(x) funksiyaning [xk ,xk ] {к = 0,1, 2 , n - 1) dagi tebranishi 

bo’lsa. uchun ushbu

|S|,5 Z  \ w‘dx" (Лх* = л*‘| ■ **) (20. /б;
Дг - (I V; A =0

tengsizlikka ega bo'lamiz. Shartga ko'ra <p(x) funksiya [a, e\ da integrallanuvchi. 
Unda 1-qism, 9-bob, 5-§ da keltirilgan teoremaga asosan, \ / ғ > 0  olinganda ham, 
shunday £ > 0  topiladiki, [a, <?] oraliqning diametri Xp < S  bo’lgan har qanday P

bo’laklashi uchun
Л — 1 r*

< -  
k= 0 & 

bo'ladi. (20.16) va (20.17) munosabatlardan

SA<-!°i

(20.17)

(20.18)

bo’lishi kelib chiqadi.
П 1 - Xf.

Endi S2 = ^ т Л кл sin pxdx v ig’indini baholaymiz. Ravshanki,
A=0 **

cos pxk - c o s p x k^
J***1 sin pxdx <1

Demak, \S2\ < — £ |/и л| bo’ladi. p  ni yetarli katta qilib olish hisobiga
P k-0

2 "_I
mb\ < - (20.19)

P k=0 2
bo’ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosabatlardan yetarli katta p  lar

uchun J> (*) sin pxdx J < £ bo’lishi kelib chiqadi. Demak, 

lim j (p(x)sin pxdx = 0

(20.13) munosabatning o ’rinli bo’lishi xuddi shunga o ’xshash ko’rsatiladi. ►
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Xususan, cp(x) funksiya \a, в ] oraliqda bo’lakli-uzluksiz bo'lsa, uning uchun 
lemmaning tasdig’i o'rinli bo'ladi.

1-eslatma. Lemmadagi

j { p )  = \a(p{x)sin pxdx . J ] (/?) = f*a(p(x)cos pxdx

integrallar, ravshanki, parametrga ( p -parametr) bog'liq integrallardir. Mazkur 
kursning 17-bob, 5-§ ida biz bunday integrallaming limitini integral belgisi ostida 
limitga o ’tib hisoblash haqidagi teoremani isbot qilgan edik. Bu teorema shartlari 
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi (/? ->oo  da integral ostidagi funksiya
ning limiti mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning uchun 
ham 2-lemma yuqorida alohida isbotlandi. Ikkinchi tomondan lemma parametrga 
bog’liq integrallaming limitini bevosita, integral belgisi ostida limitga o ’tmasdan 
ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo'ladi.

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun 
ham umumlashtirilishi mumkin.

^ (x) funksiya \a, в) yarim integralda berilgan, в nuqta shu funksiyaning 
maxsus nuqtasi bo’lsin.

3-lemma, [a, в) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy (p{x) funksiya uchun

Hm f *<p(x) sin pxdx -  0 ,
p x a

lim Г (p{x)cos pxdx = 0 (20.20)
p —> x

bo'ladi.
<  Ixtiyoriy ij (O < tj < b -  a)  olib

f^(p(x)sin pxdx

integralni quyidagicha yozib

j*<p(x)sinpxdx = JJ n(p(x)sinpxdx + f* ^<p(x)sinpxdx (20.21)

bu tenglikning o'ng tomonidagi har bir qo'shiluvchini baholaymiz.
Qaralayotgan (p(x) funksiya \a, в -  rj) da integrallanuvchi bo’lganligi sababli 

yuqorida keltirilgan 2-lemmaga ko’ra

lim Г 1 (p{x) sin pxdx = 0
p-±x a

bo’ladi. Demak, s  > 0 olganda ham, shunday p 0 > 0 topiladiki, barcha p >  p0 
uchun

|JJ n (p{x) sin pxdx j < (20.22)

bo’ladi.
Shunga ko’ra <p(x) funksiya \a, в) da absolyut integrallanuvchi. Ta'rifga 

binoan V £ > 0  olganda ham shunday £ > 0  topiladiki, 0 < r j< S  bo’lganda



jl^smpx<p{x)dx\ <  £  :l'\<p(x}dx < |  (20.23)

Yuqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan yetarli katta p  lar 
uchun

I\ eo(p{x)sin pxch^ < e bo’lishi kelib chiqadi. Demak, l i m f6(p{x)sin pxdx  = 0

(20.20) munosabatning o'rinli bo'lishi xuddi shunga o ’xshash ko'rsatiladi. ►
Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chiqadi.
I-natija. [ - к , к )  oraliqda bo'lakli-uzluksiz yoki shu oraliqda absolyut 

integrallanuvchi f { x )  funksiyaning Furye koeffitsientlari /?-> со da nolga 
intiladi:

lim a„ = lim — Г f { x ) c o s  nxdx = 0,
n —> 'X д  J л

lim en = lim - Г f ( x ) s in n x d x  = 0,
II— ЮС / |-> Х  Jl л

2°. Dirixle integrali Furye qatorining yaqinlashuvchi ekanini o ’rganish, bu 
qator qismiy y ig ’indilari ketma-ketligining limitini aniqlash demakdir. Shu 
maqsadda qator qismiy yig'indisini qulay ko’rinishda yozib olamiz.

f(x)  funksiya [-тг.л) oraliqda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos 
yoki xosmas ma’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib,

ak = — f ( t ) c o s k td t  (к = 0,1, 2,...),

вк = — f* ^ f{ t ) s in k td t  (к = 1,2,...)

so'ngra topilgan koeffitsientlar bo'yicha / ( * )  funksiyaning Furye qatorini 
tuzamiz:

f i x )  ~ T ( f ; x ) = â  + £  (ak cos kx + ek sin kx).
* k = l

Endi bu qatorning ushbu
a "

Fn ( / ;  x) = —  + £  (ak cos kx + ek sin kx)
2 k=\

qismiy yig’indisini olamiz. Bu yig'indidagi ak (£ = 0,1,2,...) va Gk (k = 1,2,...) 
laming o ’rniga ularning ifodalarini qo’ysak, u holda

Fn { f : x) = \ Л̂ f{?)dt  + j^ f ( t \c o sk x c o sk t  + sinkt sinkx\it. 

Ma’lumki,
cos kt cos kx + sin kt sin kx = cos k ( t - x ) .

Demak,

F„if:x) = ~ \ \  / ( ' { {  + f .c o sk ( t  -  x)
л  * L2  k = \

dt.

Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o'rinli:
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sini^n-X)1—̂ -

2 sin —  
2

2 L 2  tx J 2 и  2

(« = /-* )
Bu tenglik yordamida Fn( f  ;x) y ig ’indi quyidagicha ifodalanadi:

sin—  
2

(20.24)

(20.24) tenglikning o’ng tomonidagi integral f ( x )  funksiyaning Dirixle integrali 
deb ataladi.

Shunday qilib f ( x )  funksiya Furye qatorining qismiy y ig ’indisi Fn( f , x )  
parametrga bog’iiq (20.24) ko’rinishidagi integral (Dirixle integrali) dan iborat 
ekan.

f * ( x )  funksiya f ( x )  funksiyaning ( - 00,-1-00) ga davriy davomi bo’lsin. 

Binobarin f ( x )  funksiya (-oc,+oo) da berilgan. 2n  davrli [ -л ,+ я )  da absolyut 
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida f ( x )  funksiyaning 
o ’zini (-oo,+oo) da berilgan, 2n davrli, \ - л ,+ к )  da absolyut integrallanuvchi 

funksiya deb hisoblaymiz va / V x ) o ’miga f ( x )  yozib ketaveramiz.

integralda t = x + u almashtirish qilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya 
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integrallash chegarasi o ’zgarmasdan 
qoladi (ushbu bobning l-§ iga qaralsin).

Endi,

Natija



(/.*)=
sin(2n + 1 )- sin(2n + l ) -

C  + -------- v ^ du+ io + . и sin -  
2

ikki qismga ajratib, o ’ng tomondagi birinchi integralda u o'zgaruvchini - u  ga 
almashtiramiz. U holda

• ( 0  S//7 П + -  \U
^ ( / .  x) = -  £  [ f (x  + u) + f ( x  -  u ) ] - ± — y - - d u  (20.25)

71 0 Uisin-

bo’ladi. Dirixle integrali Fn( f , x )  ning bu ko'rinishidan kelgusida foydalaniladi. 
Xususan, f  (x )  = 1 bo'lsa, (20.25) munosabatdan

• ( Пsin\ n + — \u
1 = - Г — ^---- ^ L d u  (n = 1,2,3,..) (20.26)71 h - • и v 12sin- 

2
bo'lishi kelib chiqadi. Haqiqatdan ham, bu holda

aQ = 2, ak = бк = 0 (к = 1,2,3,...)
bo'lib,

bo’ladi.

Furye qatorining yaqinlashuvchiligi
Endi berilgan f { x )  funksiya qanday shartlami bajarganda, uning Furye qatori 

yaqinlashuvchi bo'lishini topish bilan shug’ullanamiz.
1°. Lokallashtirish pW/ш/м. Yuqorida keltirilgan Dirixle integrali

• f  0 sm\ n + — \u
F„{ f -x )  = - ^ [ f { x  + u)+ f ( x  -  и)]— -̂---- j?— du

К  ~ . uIsin -
2

quyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyoriy 3 (0 <5<n)  sonni olib, (20.25) integralni 
ikki qismga ajratamiz:

Г
sin\ n + -  w

i f :  x)  = -  j* \ f {x  + u)+ f { x  -  «)]— ^ — J — du + 
71 2 s in -

sin\ n + — \u
+ — \g \f{x  + u) + f { x - u ) \ — ~ \ — du = J x(n,S ) + J 2(  n,8).

я rs . U2sin~

O’ng tomonidagi ikkinchi



integralning n —» qo da limiti mavjud va nolga teng. Haqiqatdan ham, berilgan 
f ( x ) funksiya [— тг,тг) da va demak [£,;r)da absolyut integrallanuvchi 
bo’lganligidan

<p(u) = — !— [/(x + w) + / ( x - u ) ]
2 sin -  

2

funksiya ham shu oraliqda absolyut integrallanuvchi bo’ladi ( [S ,л)  da sin^  

funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan

lim J 2(n,S) = lim \*<p{u)sin\ n + -  ]ucfu = 0
f7->X  П —>X I 2 )

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
1-teorema. Ushbu

sim n -f -  ]w

j\ M ) = +«) ■+ f ( x - «)]— -— du
71 2 sirt—

2
integralning n -> oc dagi limiti mavjud bo’lgandagina Dirixle integralining n->  oc 

dagi limiti mavjud bo’ladi va
lim Fn( / , x )  = lim J x{n,8).
/I-+X w-*x

Ravshanki, J x{n,S) integralda /  funksiyaning [ x - S ,x  + S] oraliqdagi 
qiymatlarigina qatnashadi.

Shunday qilib, berilgan f ( x )  funksiya Furye qatorining x nuqtada 
yaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo’lishi bu funksiyaning shu nuqta 
( x - 8 ,  jc + £ )  atrofidaga qiymatlarigagina bog’liq bo’lar ekan. Shuning uchun 
keltirilgan teorema lokallashtirish prinsipi deb yuritiladi.

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumkin.
Ikkita turli In  davrli f ( x )  va cp(x) funksiyalaming har biri [-;r,+;r) da 

absolyut integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu funksiyalaming Furye qatorlari 
ham, umuman aytganda, turlicha bo’ladi. Biror x0 e  ( -  n,n)  va 8 (0 < 8  < k ) 
uchun

f ( x )  = <p(x), agar * e [ x 0 -<5,jc0 + £ ],
/О )  * <p{x) , agar [a0 -J ,j c 0 + J ]

bo’lsa, u holda n -> oc da bu funksiyalar Furye qatorlari qismiy y ig’indilarining 
x0 nuqtadagi limitlari yoki bir vaqtda mavjud (bu holda ular bir-biriga teng) 
bo’ladi, yoki ular bir vaqtda mavjud bo’lmaydi.



Pirovardida, o ’quvchilarimiz e'tiborini lokallashtirish prinsipining yana bir 
muhim tomoniga jalb qilaylik.

Keltirilgan teoremadan integralning Л7 —> cx) dagi limiti barcha
5  ( 0 < S < 7 r )  lar uchun bir vaqtda yoki mavjud bo’lishi, yoki mavjud 
bo’lmasligi kelib chiqadi.

2°. Furye qatorining yaqinlashuvchiligi.
2-teoremcu 2n davrli f ( x )  funksiya [ - /r ,7t) oraliqda boMakli-differensialla- 

nuvchi funksiya bo'lsa, u holda bu funksiyaning Furye qatori

~  [fix + 0 ) + / ( x  -  0)] = 2-  \ l   ̂[ f {x  + 0)+ f ( x  -  0)]--------- — —  du (20.27)

^  \ к к£ * = 1
[-7г,7г) da yaqinlashuvchi bo’ladi. Uning y ig’indisi

Cl ^
- -  + £  (ak cos be + ek sinkx)

/ f r  + 0)+ /(x-0)
2

bo’ladi. ( х е [ - ^ д ) )
<  (20.26) tenglikning har ikki tomoni

~  [ f i x + o)+ f i x -  o)]
ga ko’paytirib quyidagini topamiz

2 s in -  
2

(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu

/■„(/.*) -  ̂  [fix  + 0 )+ f i x  -  0)]

ayirmani quyidagicha yozish mumkin

ғ.(л *)"!/ (*+ 0)+/(x-0)]=

—------—du.
2sin-

2
Agar

2 s in -  
2

2 sin — 
2



F,Af.  * ) -  -  \ f { x + o ) + / ( *  - 0 ) ] = J ln( f ; x ) + J i M .  *)

bo’ladi.
Endi J ,„ ( / ,x )  va J 2n( f ’x ) baholaymiz. Ixtiyoriy 8 (0 < 8 < n )

sonni olib J Xn{ f  ;x)  ni ikki qismga ajratib yozamiz:

sin\it7 n + - \ u

о • u 2 sin—
-du +

sin\ n + -  \u
+ +  u ) - f ( x  +  o)] 1 2J du.к

Lokallashtirish prinspiga asosan

2 sin— 
2

(20.28)

sm\ n + -  \u
lim -  \" \ f{ x  + u ) - f { x  + 0)]— ^ d u  — 0

2 sin—
2

bo'ladi. Demak, V ^ > 0  olinganda ham. shunday n0 = n0(e ,8 )e  N topiladiki, 
Va7 > n0 uchun

sinl n + -  \u
-4 V («  + » )-/(«  + 0)]  ̂ l> du
n 2 s in -

2

£ < -  
2

(20.29)

bo'ladi.
Endi (20.28) tenglikning o'ng tomonidagi birinchi integralni baholaylik. Uni

8 ni tanlab olish hisobiga yetarlicha kichik qila olishimiz mumkinligini 
ko'rsataylik.

Shartga ko'ra. / ( x) funksiya [ - я ,л )  da bo’lakli-differensiallanuvchi. Bino
barin. V jce[- n,7i) nuqtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xususan, o ’ng 
hosilasi

; .м / М ^ ) = /(х + 0 )
и —► ■*■0 и

mavjud. Demak, shunday > 0 topiladiki 0 < и < bo'lganda 

f ( x  + u ) - f ( x  + 0)
< M , (M, = const)

Shungdek, shunday 82 > 0 topiladiki, 0 <u < 8 2 bo’lganda



2
. и s in -  

2

Agar 8 -  min<8]t82,
ке

2 M,M2
deyilsa, unda ixtiyoriy n e N  uchun

i fЯ5"

< - fя

f ( x  + u ) - f ( x *  0) 
и ——J/'wf n + —^\udu\ <

. U
sin — 

2
2 )

f ( x  + u ) - f  (x + 0) 2
и

sm — 
2

du<-M.M,S < -7t 2
(20.30)

bo'ladi.
Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosabatlardan V f > 0  olinganda 

ham, shunday n0 e  N topiladiki, barcha n > n 0 uchun \JUl( f , x J < £  bo’lishi kelib 
chiqadi.

Ikkinchi integral

( / .* )= -} [ / (* -« ) - / ( * -0)1-
sin I n + — \u

T • U2 sin — 
2

- du

ham xuddi shunga o ’xshash baholanadi va \J2n{ f ' < € bo’lishi topiladi. Demak, 
У £ > 0 olinganda ham, shunday n0 e  N topiladiki, barcha n > n0 uchun

Fn( f ; x ) ~ ^ [ f ( x  + 0 ) + f ( x - 0 ) \ < 2 e

bo'ladi. Bu esa

lim F„ ( f , x ) = - [ f ( x  + 0)+ f(x  -  0)]
//—>*> 7

ekanini bildiradi.
Shunday qilib, /(* ) funsiyaning Furye qatori [ - л , л )  da yaqinlashuvchi,

uning y ig’indisi T( f - x )  esa -[/(jt+0)+/(jr-0)] ga teng

T(f,x) = — + '£ ja t cosfar+e, sinfot) = — [/(x + 0)+ f ( x  — ())] .►
2 jm  2

Ravshanki, teorema shartlarini qanoatlantiruvchi f ( x )  funsiyaning uzluksiz- 
lik nuqtalarida

T(f; x) = / ( x  + ° ) + -̂ -X- - ) = f (x )
2



x = ±n  bo’lganda ushbu bobning l-§ ida aytilgan ushbu 
/ { я  + 0) = / ( -  я  + 0) = / { я  -  0) 

tengliklar e ’tiborga olinsa, unda

lim F„( / ; - я)  = Л - я + ° ) + Л - ’г - ° )  = / ( -  я  + 0)+ f { j i  -  О)

lim F, i f ,  ,т ) / ( ^  + 0) + / ( ^ - - ° )  = / ( -  я + 0)+ f j n  -  O) 
w 2 2

bo’ladi. Demak,

/WJ F „ if ; -x )=  lim F„{f. /г) = ^ [ / ( - я  + 0)+  / { я - 0 ) ]
»->X П —► TO 2.

ya ni

Г ( / ,  - л )  = 7{/V  ж) = I  [ / ( -  Я + 0) + / ( л  -  0)]

bo’ladi.
2-natija. Agar 2л- davrli f ( x )  funksiya [-л-.л-] da uzluksiz, bo’lakli- 

differensiallanuvchi va f ( ~ n ) =  f ( n )  bo’lsa, bu funksiyaning Furye qatori 
\r n ,n \  da yaqinlashuvchi, y ig ’indisi

T { f ; x ) = f { x )  ( x e f -я-.я-])
bo’ladi.

20.5-misol. Ushbu
f { x ) = x 2 (x e  [- л:, л’])

funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
<  Ma’lumki;

4 n 2 J  cos 2x cos3x2 f  /  J COS IXx ------ + 2 , r U  —  cos kx = ------- 4 cos x -  cos----- ----- h
3 ' k2 3 I  2 2 33

Ravshanki, x 2 funksiya [-л-,л-] da oraliqda 2-natijaning shartlarini
qanoatl anti rad i. Shu natijaga ko’ra. [ -  n ,n \  da uning Furye qatori yaqinlashuvchi,

yig’indisi esa x 2 gateng bo’ladi.
? л-~ 4 . n 2 /  cos 2x cos 3xx~ = —  + > ( -  1 f  —  cos kx = ------ 4 cos x -  cos----- -— + — r-----

3 ’ k2 3 I 2 3

20.6-misol. Ushbu
f ( x )  = cosax  ( 0 < a < l )  

funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
<  Furye koeffitsientlari

2 rn t sin an
a0 = — I cos ахах = 2 ---------,

n  0 an

an = — Г cosax cos nxdx = — Г (cos(a + n)x + cos(a -  n)x)dx = ( -  1У ~  ° —П~аЖ 
n n  a - n  n

(n = 1.2Д...),
ви ~ 0 («=1,2,3....) 
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s in a n  2a sin a n  Л  ( - l ) A
cos ax ----------- H-------------- 2, ^ — 2 cos

a n  n  , ,= \a ^ -k
bo'ladi. Agar bu f ( x )  = cosax  funksiya 2-natijaning shartlami bajarishini e ’tibor
ga olsak, unda

s in a n  2 a s in a n  £  ( - l ) ; .
cos ax = -------- + ------------- 2, • \  j cos kx

a n  n  n = \a~ -k
bo’lishini topamiz.

Keyingi tenglikdan x = 0 deyilsa

j _ sinan

ya ni

a a - k

•+ K -1  rsin a n  а * -, \ a  + к a - к 
kelib chiqadi. ►

20.7~misoL Quyidagi
г ч J -  X, agar  -7Г < jc < 0 bo'lsa,

[0 , agar 0 < x  < n bo' Isa 

funksiya Furye qatoriga yoyilsin.
< Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shartini qanoatlantirishini ko’rish qiyin 

emas.
Berilgan funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib, Furye qatorini yozamiz:

= — Г f{x)dx  = Г = * ,
* J"T * 2 U 2

=  —  f  T f ( x ) c o s  kxdx -  -  —  f °  x cos kxdx =  -  —  jc  sin b r  +  
n  * n 3 n kn  !_s

+ —  f° sin kxdx -  — (coj kn  -  cos O) = —|— ((- l)* — l)
k n L * к 7t ’ к к  ' '

Demak,

, agar к toq son bo'lsa,
* 71 agar к ju f t  son bo'lsa.

Endi вк koeffitsientlarini hisoblaymiz:

вк =— Г f (x ) s in k x d x =—- 1° xsin kxdx= — x C°^ ^  
k л L*' w  t z 1* к  к

1 jO coskx _  coskru _  ( - l)*1 |0 coskx
•rr 1-я Кк  к к к

Shunday qilib, х е ( - п , п )  uchun



r ( / , x ) = - - - Y  ,
4 a t x  (2* - 1>

bo‘la d i>
20.8-misoL Ushbu

/W =
1 agar -к < x <0  bo'lsa,

[ -1 ,  0 < x < k bo'lsa

funksiya Furye qatoriga yoyilsin.
<Bu  funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. Berilgan 

funksiyaning Furye koeffitsientlarini hisoblab. uning Furye qatorini topamiz:

«о = ~ W  f{x )d x  = -  f  dx -  -  £  dx = 0,
я  я  /T я  и

ап = —  Г f ( x ) c o s  nxdx = —  f °  cos nxdx -  —  Г  cos nxdx =  0 (n -  1 ,2  Д ...) ,
Я" л' Л- /T я  0

<? =  — Г  f i x )  sin nxdx = — f °  sin nxdx -  — Г  sin nxdx =
" К n K >-*

= -  — {cos 0- COS nn)  + — (iCOS ПК -  COS o) = — (COS ПК -  COS o) = —  [(-1У  - 1 ]
ПК

Demak.
пк пк пк

fo agar n juft son bo’lsa,

en~\  4
—  agar n toq son bo'lsa.

I n ж
Shunday qilib, berilgan f ( x )  funksiyaning Furye qatori

r t  r \ 4 As/w(2w-l)r 4 f  . sin 3x sin 5x
—  Z —z— - ^  = — 51«*+— - + —— + 

я п=\ 2 п - \  я \  3 5

bo'ladi va uning y ig’indisi
\ M  agar х е ( - я , я )  l{0},

/(-0 )+ /(0 ) _! + (-!)_

T ( f : x ) =
2 2 

/ ( -  n -  0)+/ ( -  л + 0)

- = 0 agar x -  0 

= 0 ag a r Х - - Я

/(л--0)+/(л-+0)
0 agar x  — я

bo’ladi. 71-chizmada f ( x )  funksiyaning va uning Furye qatorining va qismiy 
yig'indilari tasvirlangan.



5-§. Qismiy y ig ’indilar ning bir ekstremal xossasi 
Bessel tengsizligi

f(x) funksiya [a, e] oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham shu 
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Odatda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ- 
ralianuvchi deb ataladi.

Agar f ( x )  funksiya [a, o] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsa. u shu 
oraliqda absolyut integrallanuvchi bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu

|/с«Ц(1 ♦/■<»>)
tengsizlikdan foydalanib

l „ l / №
ning mavjud bo’lishini topamiz. Bu esa / ( л )  funksiyaning [a, в] da absolyut in
tegrallanuvchi ekanini bildiradi.

Ammo f ( x )  funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo’lishidan, uning 
kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lishi har doim kelib chiqavermaydL 

Masalan, ushbu

Л * )= 7 -
л/ x

funksiya (0,l] da integrallanuvchi, lekin

/ !W = -X
funksiya esa (0, l] da integrallanuvchi emas (qaralsin, 16-bob. 5-§).

Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to’plami, absolyut integ
rallanuvchi funksiyalar to’plamining qismi bo’ladi.

f (x )  funksiya da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya, Tn(x)
darajasi n dan katta bo’lmagan trigonometrik ko’phad bo’lsin:

Tn(x) = ̂ r  + t ( a k coskx + fik sinkx).
£ k = I



Ravshanki, bunday ko’phadlar ham [ - л -,л-] da kvadrati bilan integrallanuvchi 
bo’ladilar. Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan

\ y { x ) - T ,M ) ] 2dx (20.31)

integralning ham mavjudligi kelib chiqadi. Bu integral muavyan f (x )  da 
a Q,aXtf r ta 2,f32,..,an>/3n,...

larga bog’liq:

J  = j ( a 0,a i ,P], a 2,j]2,. . ,an,/3n,...) = l*!' [ f { x ) - T n(x)Ydx.

Endi quyidagi masalani qaraylik. Shu koeffsientlar qanday tanlab olingandan 
J  eng kichik qiymatga ega bo’ladi? Bu masalani hal etish uchun yuqoridagi 
(20.31) integralni hisoblaylik:

] [ f ( x ) - T n( x ) f d x = ] f 1( x ) d x - 2 ] f r x ) T „ ( x ) d x + } T ; ( x ) d x  (20.32)
-Л - n  - n  -71

f { x )  funksiya Furye koeffsientlari uchun 

ao = -  J f{x)dx,
я -ж

ak =  —  f f(x )c o sk x d x  (к =  1 ,2 , . . . )

вк = — f f(x)sinkxdx (k = 1,2,...)
n '

formulalardan fovdalansak,

]  Л Х ) Тп ( Х ) ^ Х  =  ]  /(*)[ V  +  C 0 S k X  +  P k  S i n k x )
-я -n L 1 * = 1 J

, «0 uX =  — QrJl +

+ Y ,(akakn  + Pkbkn )= x
k = \

(20.33)

bo’ladi.
Agar

J cos kxdx = J sin xdx = 0, J cos kx sin kxdx = 0

J sin2kxdx = J cos2 kxdx = n
-я -к

ekanini e ’tiborga olsak, u holda

J T2(x )d x = ]  ^ +  j^{ak cos x + p k sinkx) dx = n  ^  + + Д 2) 
-я -ttL 1 k = \ J l  ы  I

(20.34)

bo'ladi. Yuqoridagi (20.32), (20.33), (20.34) tengliklardan foydalanib quyidagini 
topamiz:



^  + Z «*+ Z A =  \ f 2{x)dx-7t
A = 1 A = l

+ 7Г
2 *=,

Bu tenglikdan ko'rinadiki,

\\f{x)-T u(x)Ydx

(k = 1,2,3....n)

integral
«о = % 
ak = <я*,

Pk = e*
bo’lgandagina o ’zining eng kichik qiymatiga erishadi va u qiymat

Т-хҒ(х)сЬ -л
n~ n "

^+ Z **+ Z «*21 k = I A=1

bo'ladi, ya’ni:

„ f „ [ /(* )-г» Ml2 л =\ \  f 2 (*)* -  *®o .«I .^1.... a„ ,p„ 71 71

n и n
^ + Z * ;+ Z « * ̂ * = 1 A=1

Shunday qilib quyidagi teoremani isbotladik.
3-teorema. f ( x )  funksiya [-лч/г] da kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lsin. 

Darajasi n dan katta bo’lmagan barcha trigonometrik ko’phadlar {Гя(х)} ichida 
ushbu

W\f{x)-T,Xx)fdx
integralga eng kichik qiymat beruvchi ko’phad / ( x )  funksiya Furye qatorining 
n— qismiy yig’indisi bo’ladi:

" ''« Г , [ / ( * ) “ T,(x)fdx  = Г Л / W -  F«(f:x)]

\ai
(20.35)

3-natija. Agar f(x)  funksiya [ -л -,л] da kvadrati bilan integrallanuvchi 
bo’lsa, u holda bu funksiyaning Furye koeffsientlari kvadratlaridan tuzilgan:

ac oo

Z«Z- z « 2
A - l  A =1

qatorlar yaqinlashuvchi bo’ladi va quyidagi tengsizlik o ’rinlidir:

4  + 2>* + i>* S - r . J 2(x}b (20.36)
£ k = 1 A =1 Я



ya’ni, Vn uchun

bo’ladi. Bu erda n ni cheksizlikka intiltirib, keltirilgan natijani va tengsizlikni 
hosil qilamiz.

(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi.

Biz mazkur kursning 14-bobida yaqinlashuvchi funsional qatorlar 
yig’indisining funksional xossalarini batafsil o ’rgandik. Ravshanki, berilgan 
funksiyaning Furye qatori funksional qatorlarning hususiy holidir. Binobarin, 
tegishli shartlarda Furye qatorlari y ig ’indilari ham 14-bobda keltirilgan xossalarga 
ega bo'ladi. Quyida ularni isbotsiz keltiramiz.

1°. Furye qatorlari y ig ’indisining uzluksizligi Agar (20.37) qator [ -  к ,к ]  
da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda bu qatoming T ( f ,x )  y ig ’indisi [-л \;г ]  
oraliqda uzluksiz funksiya bo'ladi.

2 Furye qatorini hadma-had integrallash. Agar (20.37) qator [-  тг,тг\ da 
•kis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda (20.37) qator hadlarining integral laridan 
izilgan.

6-§. Yaqinlashuvchi Furye qatori y ig ’indisining 
funksional xossalari

f { x )  funksiya [-  7г,тг\ da berilgan va uning Furye qatori

z /»=i
[~/r,;r] da yaqinlashuvchi bo'ladi.

7 ( / .  x)=  — + ^ ( a n cos nx + en sinnx)
2 /; = I

(20.37)

qator ( -  n  < a < 6 < /r) ham yaqinlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi

} 7 ( /  x)dx
a

ga teng bo’ladi, ya’ni

}r(/vx)*= [an cos nx 4- en sinnxin nx) dx =

= J— d x + ^  \ (a ncosnx + ensinnx)dx



3". Furye qatorini hadma-had differensiallash. Agar (20.37) qator har bir 
hadining hosilalaridan tuzilgan

oc

£  ( -  nan sinnx + nefl cosnx)
n-\

qator [-  тг, + /т] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan Furye qatorining 

y ig ’indisi T ( f  x) shu [-  к, + л\  da T { j , x )  hosilaga ega va
x

T V .  * ) » ! ( -  nan sin nx + nen cos nx)
n-l

bo'ladi.
Shunday qilib, umumiy holdagidek f ( x )  funksiya Furye qatori y ig ’indisining 

funksional xossalarini o'rganishda Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi bo’lishi 
muhim ro'l o'ynayapti. Binobarin, Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi 
bo'lishini ta'minlaydigan shartlarini aniqlash lozim bo’ladi.

4-teorema. Furye qatorining tekis yaqinlashishi. / ( х )  funksiya [-  /г, + /г] 

oraliqda berilgan, uzluksiz hamda f ( - 7 i )  = /(л -) bo’lsin. Agar bu funksiya 
[- /r , + /r] oraliqda bo’lakli -  silliq bo'lsa, u holda / ( a )  funksiyaning Furye 

qatori

T ( f  x) = —  + £  (an cosnx + en sinnx)
2 ,j=i

[-  /г, + к]  oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
< Berilgan / ( * )  funksiya Furye qatorining har bir

un{x)= ancosnx + en sinnx (n = 1,2, 3,...)

hadi uchun
|м„(лг) = ft, cosnx + en sinnxj < |a„! + |e„| {n = 1 ,2 ,3 ,...)

bo'ladi.
Endi

^  + +!«„!)
£ n = \

qatom ing yaqinlashuvchi bo’lishini koTsatam iz.
Furye koeffitsientlari

1 П I я
a n =  —  f f (x )c o sn x d x , en = —  f f(x)sinnxdx  

* -* n -к
ni qaraylik.

B o’laklab integrallash qoidasiga ko’ra

a» = ~ ]  = - / ( x ) 1  sin nx\" -
Я _л \  П )  71 n

—— f/'(jc)sin nxdx = --•-! f /'(x)sin nxdx, (20.38)
nn ;,7 n л :я



bo'ladi.
f ' (x ) ning Furye koeffitsientlarini a'n va e'n desak:

1 Я j 7Г

a'n = — I f'(x)cos nxdx, e'n = — f f {x )s in n x d x , 
* -n X -n

u holda (20.38) va (20.39) munosabatlarga ko’ra

(«=i.2.3 .)
n n

bo’ladi. Natijada

k l+ k h -K l+ K I)
bo’ladi.

Agar

-  к  I+ к i)= - k i + -  k i  -  ~ {a>n + — ] + T  ( к 2 + — ] = -  k 2+ en ) + —n n n 2 V n )  2 \  n )  2 n

bo’lishini hisobga olsak, unda ushbu

\а„\ + \в„\<Ца'п2 +в'„г ) + \  (20.40)
2 n

tengsizlikka ega bo’lamiz.
Shartga ko’ra f {x )  funksiya boMakli-uzluksizdir. Binobarin, u kvadrati bilan 

integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksiyaning а',,в'п Furye koeffitsientlari 
Bessel tengsizligini qanoatlantiradi, ya’ni

2 n=I Я -лг
bo’ladi. Demak,

4 + £(a" +<2) ̂ n - I
qator yaqinlashuvchi. Unda yaqinlashuvchi qatorlarning xossalariga ko’ra ushbu

11 n 1r k 2+«;2)+— 
2 nI/»=-1.

qator ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
Yuqorida keltirilgan (20.40) tengsizlikka muvofiq



z k | + h i )П = |
qatoming har bir hadi (20.41) qatorning mos hadidan katta emas.

Taqqoslash teoremasiga ko’ra (qaralsin. 1-tom, 2-bob, 8-§) (20.39) qator 
yaqinlashuvchi, demak,

qator yaqinlashuvchi bo’ladi.
Veyershtrass alomatidan (14-bob, 2-§) foydalanib, Furye qatorining 

[ -  /г, + л-] da tekis yaqinlashuvchi bo'lishini topamiz. ►

7-§. Funksiyalami trigonometrik 
ко \phad bilan yaqinlashtirish 

Feyer yig'indisi. f ( x )  funksiya [-лг.-ь/г] oraliqda berilgan va uzluksiz 
bo’lsin. Bu funksiya Furye qatorining qismiy y ig ’indisi

a n
F„ i f :  x ) = —  + X  (ai cos kx + ek sin kx) 

dan foydalanib, ushbu

° „ ( f  *) = -[?»{/■ x )+ F ,< J ,x )+  + /■ ; . ,( / ,* ) ] ,  F0( f ; x ) = ^  (20.42) 
n 2

yig'indini tuzamiz. Odatda (20.42) y ig’indi f(x) funksiyaning Feyer y ig ’indisi deb
ataladi.

f ( x )  funksiyaning Feyer y ig’indisi crn( f ; x )  trigonometrik ko’phad bo’ladi. 
Haqiqatdan ham, Furye qatori qismiy y ig ’indilarining ifodalari

F o if  * ) = * ,

F] ( / .  *) = у  + д ,  cos x  + 6 , sin x .

F2( f ;  x ) = —  + a{ cosx  + ex sinx  + a2 cos2x  + e2 s in2x ,
2

x) = + a\ cosx + sinx + + an̂  cos(n -  l)x + sin(n -  l)x

ga ko’ra

( r \ ao * 1a2\f> X)= 2 + 2 !̂ cosx + ~ e\sinx»
(г \ ao 2 2 .  1 _ 1 . _a A f  x ) =  —  +  - - a} cosx  + —e] s inx  +  - a 7cos2x  + -в^ s in 2 x ,

2 3 3 1 3 2 3 -



\ а0 п~\ Л-1 . J / , \Tn( f  ;x)  = — + ------я, cosх + -------в, sinx + + —ап_] cosyn -  ljx +
2 п п -

+ — вп_] sin(n -  1 )jc = —  + Y, I - — ~ ak cosfa + ~— “ ak Sln&

n
n - k

n 2 n
bo’ladi.

Agar 3-§ da keltirilgan ushbu tenglik
F „ (l,jr )= l (n = 1 ,2 ,3 ,...) 

ni e’tiborga olsak, unda (20.42) dan
cr„(l, jc)= 1 (20.43)

bo’lishi kelib chiqadi.
(20.42) munosabatdagi Fk( f ; x) (k = 0,1, 2,... n -  l) ning o ’miga uning 

ifodasi

F к i f :  x ) = ~  I  [fix  + ») + f i x -  «)]-

2k +1
sin--------и

-du
2 sin -

ni qo’yib quyidagini topamiz:

1 n - \

° n if’ x)=— ZПЛ *=0
\ \ f { x  + u)+ f i x - u ) ) -

2k +1
sin--------и

_ . и2 sin —
-du

— J2 nni
£к .+}д+Л х г А п̂ т { 2 к + 0 -

. u 
sin— 

2
k= 0

du -

f ( x ^ , ) + f i x - 2 , ) "^sin{2k + x)t 
sint k=0

dt.

Integral ostidagi yig’indi uchun
n — IZ  . f4 sin" nt

sm\2k + \)t = ---------
*=o sint

munosabat o ’rinli. Haqiqatdan ham.

s in t^ s in (2 k  +  1 )t = ^ s i n t  - sin(2k + 1 )/ =
*=o

= Y j—\cos2kt -  cos(2k  + 2)t\=  - ( l  -  cos2n t)=  sin2 n t .
*=o2 2

Natijada f ( x )  funksiyaning Feyer yig’indisi ushbu
n

°„i f 'X)  = —  \ \ f i x  + 2 t ) + f i x - 2 t ) { — y ]  dt 
n n  i  \  s int J



1 s i n n t Y  .
1= —  J2 —— \ d t  (20.45)

ко Tinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan
я
\ J  sinn\

П Я  q \  s i n t  

bo'lishi kelib chiqadi.
5-teorema (Feyer teoremasi). / ( jc) funksiya [ -  тг, -f я]  oraliqda berilgan, 

uzluksiz va / ( -  я) = / ( я ) bo'lsin. U holda
lim sup \an{ f  x )~  f ( x \  = 0
"~>у=-л<х<л

bo'ladi.
4 (20.45) tenglikning har ikki tomonini f ( x )  ga ko’paytirsak, u holda

f ( x) = ± ] 2 f { 4 S- ^ ] d ,  
П Я  0 у  s i n t  )

bo’ladi. Bu va (20.44) munosabatdan foydalanib, ushbuni topamiz:
71

a „ { f  x ) - f { x ) =  —  \ \ f { x  + 2 l ) + f ( x - 2 l ) - 2 f { x ) i ^ ^ \ d t .  (20.46) 
П Я  JQ \  s i n t  J

Modomiki, shartga ko’ra f ( x ) funksiya [-  я,  + я]  da uzluksiz ekan, u Kantor
teoremasiga binoan tekis uzluksiz bo’ladi. Demak, V f > 0  olinganda ham,
shunday <? = £(£“) > 0  topiladiki, \x '-x" \<2S  tengsizlikni qanoatlantiruvchi

Vjr'.x" g [ -  я, + я ]  uchun

! / ( х ' ) - / И < 2  (20.47)

bo’ladi. Shu topilgan 5  sonni olib (uni S deb hisoblash mumkin), (20.46)

integralni ikki qismga ajratamiz:

<*.,(/.■ x)~ /(*)= J\(n • <*)+Ji(n- <?)
bunda

J [(n .S )=  —  J[/(jc + 2 / ) + / ( j c - 2 / ) - 2 / ( j f ) f ^ - ^ - l  d t ,  
П К  \  s i n t  )

я

J 2{n; S )=  —  j [ / ( x  + 2()+  f ( x  -  2 t ) - 2 f ( x ) { ^ ^ - \  d t .
П Я  Js \  s i n t  J

Endi У,(n, S ) va J 2(n,S) integrallarni baholaymiz. Yuqoridagi (20.47) 
munosabatni e ’tiborga olib quyidagini topamiz:

1л(«. <?), ^ — lI/ ( * +2t)~ /(*)i+\/(x -  2i)~ /  w f ^ r y l dt <n n JQ \ s i n t )
71

< J _ | f £  + £ Y £ ^ y <* s _ L f f £ i ^ ,|2<* = £ .
п я ^ \2  2 Д  sint )  ^/r^v sint )  2 
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Demak. > 0 olinganda ham, shunday д  > 0 topiladiki, barcha n e  Л lar 

n \ J ](n, с  bo'ladi.

Endi J 2(n,S)  integralni baholaymiz.

—  } |/ ( Х + 2/)+ /(х  + 2 0 - 2 / ( х ( —  ) d t< —  W \ [ ~  I dt 
ПК\ I Sin/ J П7Г i  \  sm/ J

'V
Sin/ j

bunda M  = max |/(x )j . Ravshanki,

t e sA2 (S>  0 ) d a f ^

bo’ladi. Natijada У2(я ,£ ) uchun ushbu \J2(n ,S]<  —----- K ^
nn sin1 S 2 nsin2 S

1 qilib olinsa (bunda
£ sin2 6

bahoga ega bo’lamiz. Agar natural n sonni n >  n0 =

\a\ - a sonini butun qismi), unda — < — va, demak, \J^(nt 5 \  < — bo’ladi.
n s i n '8  2 ' 2

Shunday qilib, V s > 0 olinganda ham shunday £  = £(б:)>0  topiladiki. 

\/n g  /V uchun I j ) j  < -̂  bo’ladi. Va shu £ > 0 va S = J (^ )> 0  larga ko'ra

shunday n0 topiladiki, \ / n > n 0 uchun \J2(n, ^ ) |< “  bo’ladi.

Bu tasdiqlami birlashtirsak, V £ > 0  uchun shunday n0 e N  topiladiki, 

V /7  >  n0 , V x  e  [ -  n, n]  uchun | c r „ ( / ;  x ) -  / ( x ) j  <  £ bo’ladi.

Demak, lim sup \crn ( f , x ) -  / ( x ) | < s . ►
-n<x<n

Natijada, funksiyani trigonometrik ko’phad bilan yaqinlashtirish haqidagi 
quyidagi teoremaga kelamiz.

6-teorema (Veyershtrass teoremasi}. Agar / ( x )  funksiya [-  n , + n]  da 

berilgan, uzluksiz va / ( -  n )  = f ( n )  bo’lsa, u holda shunday ^ n(x)  trigonometrik 
ko’phad topiladi,

lim sup  |3 „ (x ) -  f ( x ]  = 0
п̂ -л<х<л

bo’ladi.

8-§. O'rtacha yaqinlashish. Furye qatorining
о yrtacha yaqinlashishi

Funksional ketma-ketlik va qatorlarda tekis yaqinlashish tushunchasi bilan bir 
qatorda, undan umumiyroq o ’rtacha yaqinlashish tushunchasi ham kiritiladi.

1°. O'rtacha yaqinlashish. \a, e] oraliqda biror {/„(x)}:
_/,(*), f 2(x) , ... f n( j c ) ,  (20 48)



funksional ketma-ketlik va f ( x )  funksiya berilgan bo’lib, f n(x) {n = 1,2,3, ...) 
hamda f ( x )  lar shu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchi bo’lsin.

2-ta ’rif. Agar

и—>x-
a

bo'lsa. (20.48) funksional ketma-ketlik f ( x )  funksiyaga [a, в] da o ’rtacha 
yaqinlashadi deb aytiladi.

Masalan, ushbu { /,(* )}=  {*"}:

jc, jc2 ....... jc" ( a* g [0. l ] )

funksional ketma-ketlik

f (  ^ - / 0 ’ a£ar>x G [0, \) bo'lsa, 
j l .  agar, x = l bo'lsa 

funksiyaga [o, l] da o'rtacha yaqinlashadi, chunki

П Л ( * ) - / М Ғ dx = j (*" - O f  dx = \ x lndx = -
I

In +1 
va demak.

lim J (jc" -  dx = 0
' о

7-teorema. Agar (20.48) funksional ketma-ketlik f (x )  ga [a, e] da tekis 
yaqinlashsa, shu (20.48) ketma-ketlik f ( x )  ga [д, в] da o ’rtacha yaqinlashadi.

4 (20.48) ketma-ketlik f ( x )  tekis yaqinlashsin.
Ta’rifga binoan. V s > 0 olinganda ham shunday nQ e N topiladiki, Vw > n0 

va V.r e [a, в] uchun bir yo ’la

I /„(*)-f ( x) <J —V в -  a
bo’ladi. Demak, Vw > n0 uchun

^ j \f„ (x ) -  f ( x f d x  < j —  dx  =  £
e - a

bo’ladi. Bu esa

ekanini bildiradi. Demak, {/„ (*)} ketma-ketlik / ( x )  funksiyaga [a, в]  da o’rtacha 
yaqinlashadi. ►

2-eslatma. Funksional ketma-ketlikning \a,e\  da o'rtacha yaqinlashishidan, 
uning shu oraliqda tekis yaqinlashishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan, 
yuqorida ko’rdikki {/„(a)} = } ketma-ketlik

r (  a g a r , x e  [0, l)  bo' Isa,
X' [1, agar, x =  1 bo'lsa



funksiyaga [О, l) da o ’rtacha yaqinlashadi. Biroq bu funksional kelma-ketlik shu 
/ ( jc) funksiyaga [O, l) da tekis yaqinlashmaydi (qaralsin, 14-bob, 2-§).

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatma funksional ketma-ketliklarda 
o ’rtacha yaqinlashish tekis yaqinlashish tushunchasiga qaraganda kengroq 
tushuncha ekanini ko’rsatadi.

Funksional qatorlarda ham o ’rtacha yaqinlashish tushunchasi shunga 
o ’xshash kiritiladi.

[а, в] oraliqda

Z  (*)= u\ u2 Ы + + w* W  + (20.49)
A= 1

funksional qator berilgan bo’lsin. Bu qator qismiy y ig ’indilari

(*)= Ё  "«(■*)= “i M + "2 (*)+ + и. Wk = \
dan iborat {5и(х)} funksional ketma-ketlikni qaraylik.

3 - ta ’rif. Agar

lim f [S/f (jc) -  5(x)]2 dx = 0
/?—>aca

bo’lsa, (20.49) funksional qator S(jc) funksiyaga [a, в] da o ’rtacha yaqinlashadi 
deb ataladi.

2°. Furye qatorining о 'rtacha yaqinlashishi f ( x )  funksiya [ -  п. + /т] da be
rilgan, T { f  ; x) esa uning Furye qatori

T(f;  x ) = —  + coskx + ek sinkx)
2 k-\

bo’lsin.
8-teorema. Agar f ( x )  funksiya [-  n, + n \  oraliqda uzluksiz va 

A -  n ) -  f ( n )  bo’lsa, uning Furye qatori [-л -,+  Л-] da f ( x )  ga o ’rtacha yaqinla
shadi.

^ Shartga ko’ra /(jc ) funksiya [ - n ,  + n ]  da uzluksiz va / ( -  * ) = / ( * ) •  U 
holda ushbu bobning 7-§ ida keltirilgan Veyershtrass teoremasmga asosan, \ f e  > 0 
olinganda ham, shunday trigonometrik ko’phad 3„(x) topiladiki, Vjc e [-  n,  + n\  
uchun

!/(*)-
bo’ladi. Bu tengsiziikdan foydalanib,

] [ f ( x ) ~ d x  < ^ ~  \dx  = e (20.50)
I n  "- n  - n

bo’lishini topamiz.
Ma’lumki, f { x )  funksiya Furye qatorining qismiy y ig ’indisi FH( f ;  jc) uchun 

] [/■(*■)— F„ ( f  * ) f  dx = min ] [ f {x )~  7 ;,(x )fdx (20.51)
-Jl  — 71



bo’ladi (qaralsin, 5-§). Demak, (20.50) va (20.51) munosabatlarga ko’ra 

\ [ f ( * ) - F A f  x ) ^ d x < ] [ f { x ) - T „ { x ) ^ d x < e  (Vx € [-  n,  л-])
-Л -Я

bo’ladi. Bu esa

lim ] [/(дг)- Ғ „(/, x ) f d x  = 0
и->х - /г

ya’ni / ( x )  funksiya Furye qatori [ - л .  + л-] da o ’rtacha yaqinlashishini 
bildiradi. ►

Biz o ’tgan paragrafda [ - л \  + я]  oraliqda kvadrati bilan integrallanuvchi 
/ ( jc)  funksiya uchun ushbu

j  [ / ( * ) -  F„ (/•' *)P dx = j  / 2 ( л ) Л  -  *

tenglikni keltirib chiqargan edik. Bu tenglikdan ko’rinadiki, agar

lim j j f 2(x)dx -  n

yarn

bo’lsa, u holda

1}/Чх)Л ' = 4 + 1 (а; + «;)n n 2
(20.52)

'J™, j [/"(■*)“ ғ»(/. -OFЛ = 0
- /г

bo’ladi va demak, /( jc )  funksiyaning Furye qatori [-  к,  + тс\ da o ’rtacha yaqinla
shadi.

Shunday qilib, / ( x )  funksiyaning Furye qatorining \-тг, + 7г\ da o ’rtacha 
yaqinlashishini ko'rsatishi uchun (20.52) tenglikning o ’rinli bo’lishini ko’rsatish 
zarur va yetarli bo’ladi. Odatda (20.52) Parseval tengligi deb ataladi.

9-§. Funksiyalaming ortogonal sistemasi.
Umumlashgan Furye qatori 

1°. Funksiyalaming ortogonal sistemasi cp(x) va y/(x) funksiyalar [а, в] da 
berilgan va ular shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin.

4-ta Yif. Agar

\<p{x)-4/{x)dx  = 0
a

bo’lsa, (p{x) va y/(x) funksiyalar \a, <?] da ortogonal deb ataladi.
Masalan, <p(x) = s in jc, y/(x) = cosx  funksiyalar [ - я ,  4-л-] da ortogonal 

bo’ladi, chunki,
« n
^(p(x) y/{x)dx -  j sin x cos xdx = 0
а -iz



0>(х)= х . у/(л) = -^jc2 -  1 funksiyalar [- 1, l] da ortogonal bo’ladi. chunki 

\<p{x) y/(t)dx = \ x \ ^ x 2 -lj<£c = 0.

Endi
0o(4. 01 ( 4  0 » (4  (20.52)

funksiyalaming har biri \a, в ] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. 
Bu (20.52) funksiyalar sistemasini kabi belgilaymiz.

5-ta'rif. Agar {^„(x)} funksiyalar sistemasining istalgan ikkita (pk(x) va

0 » (4  (k Ф m) funksiyalari uchun
в
\<Pk(x)<Pm{x)fa = 0 (k*m)
a

bo'lsa. {#>„(*)} funksiyalar sistemasi \a ,e \  da ortogonal deb ataladi.
Odatda, k - m  (к = 0,1, 2, ) bo'lganda

в
\<р)(х)Ь>Ъ (к = 0.1,2,... )
a

debqaraladi. Bu integralni Лк kabi belgilaylik:

Д * = } « г (4 *  (к = 0,1,2, ).
a

Agar (20.52) sistema uchun Xk -  1 bo’lsa, {^„(x)} normal sistema deyiladi. 
Agar (20.52) sistema uchun

f ( \ ( [0. agar, к Ф m bo'Isa, j, a*ar< k = mbo4sa 

bo'lsa. {#>„(*)} funksiyalar sistemasi ortonormal deb ataladi.
Masalan, 1) ushbu

1, c o s x , sinx, cos2x, s i n l x , c o s n x ,  sinnx, 
sistema (trigonometrik sistema) [ - л \  + ;г] da ortogonal bo’ladi, chunki к Ф m 
bo'lganda

JT n

I  cos kx cos mxdx =  0 ,   ̂sinkx sin tnxdx = 0
- K  -/7

Jl

bo'lib, ixtiyoriy k ,m  = 0 , 1,2, bo'lganda J coskx sin mxdx =  0 bo’ladi.
-л

2) Quyidagi
1 cosx sinx cosnx sinnx

4 2 л '  V /г  4 л  yjit 4 л  
funksiyalar sistemasi \ - л ,  + я \  da ortonormal bo’ladi. Bu sistemaning [ - л , + л ]  
da ortonormal bo’lishi ravshandir. Uning shu [-  n, + 7г] da normal bo’lishi esa



I /----- l / J  ДЛ I 14Л — I 1 r — u if lr  fVA I сил — l 1Л — V/, 1, I

- A *  J - A *  J
bo’lishidan kelib chiqadi.

(20.52) sistema berilgan bo’lsin. Uning yordamida tuzilgan ushbu
x>
Z cn<P„ (x) = c0<p0{x) + c t<p, (x) + + C,fp„ (x) + (20.53)
n-0

funksional qator fe,(jc)} sistema bo’yicha qator deyiladi, c0, cv cn,... 
o ’zgarmas sonlar esa qatoming koeffitsientlari deyiladi.

Xususan, <pn(x)= an cosnx+ e„ sinnx bo'lganda (20.53) qator trigonometrik 
qatorga aylanadi.

f ( x )  funksiya [a, в] oraliqda berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi 
bo’lsin. Ravshanki, / ( х )  сри(х) (n = 0 .1 ,2 ,3 ....) funksiya ham [a ,g] da 
integrallanuvchi bo’ladi. Bu funksiyalaming integrallarini hisoblab, ularni 
quy idagicha belgilaymiz:

a„ -  / (A)pn 0е V* (20.54)к  a
Bu sonlardan foydalanib ushbu

f> „< P „(0  = <*o<Po(x ) + \̂<P\ (*) + + <*n<Pn(x)+ (20.55)
n-0

qatorni tuzamiz.
6-ta'rif. a 0, a ] t an, ... koeffitsientlari (20.54) formula bilan aniqlangan 

(20.55) qator / ( x)  funksiyaning {^„(*)} sistema bo’yicha Furye qatori deb 
ataladi. a Q, a n, -sonlar esa umumlashgan Furye koeffitsientlari deyiladi.

Odatda, / ( jc)  funksiya bilan unga mos umumlashgan Furye qatori belgi 
orqali quyidagicha yoziladi:

/(*)- Т а п<рЛ*)= воРо(*) + a<<Pi(x ) + +a,,<pA*) + 
n = {)

Mashqlar
20.9. Ushbu

f ( x ) = e ' x (r 7 t < x < n )  
funksiyaning Furye qatori topilsin.

20.70. Ushbu
/(x) = |owx|

funksiyani Furye qatoriga yoyilsin. Yoyilmadan foydalanib quyidagi

qatorlarning y ig ’indilari topilsin.
20.11. Ushbu

/(*)=*-[*]={*} 
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.



20.12. f ( x ) - . x ,  i p ( x ) ~  х 2 funksiyalami (О, я )  da kosinuslar bo'yicha 

yoyilmasidan foydalanib. ushbu

^  c o s n x  _ З.г2 -  в я х  + 2я 2

Л = ( ft ‘ b
tenglik isbotlansin.
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